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Resumo 

Neste trabalho estudamos a geometria das cópias e das cópias complementadas de c0 (f) 

em espaços de Banach C(K, X) em termos da cardinalidade do conjunto r, da densidade e 

do caliber do compacto K e da geometria de X e de seu dual X*. Estudamos, em particular, 

os seguintes resultados: 

(i) Se um dos espaços X e C(K) contém uma cópia (respectivamente cópia complemen

tada) de c0 (r), então C(K, X) contém uma cópia (respectivamente cópia complemen

tada) de Co (r). 

(ii) Se C(K, X) contém uma cópia de c0 , então um dos espaços X e C(K) contém uma 

cópia de c0 . 

(iii) Se lfl 2: N1 e C(K, X) contém uma cópia de c0(r), então C(K) contém uma cópia de 

c0 (r) ou X contém uma cópia de c0 . 

(iv) Seja a um ordinal. Se X tem J Na e C(K) contém uma cópia de c0 (Na), então C(K, X) 

contém uma cópia complementada de c0 (Na). 

Estes resultados podem ser encontrados no recente artigo de Elói Medina Galego e James 

N. Hagler intitulado Copies of c0 (f) in C(K, X) spaces, publicado em 2012 ([11]). 

Palavras-chave: espaços c0 (f), espaços C(K, X), propriedade de Josefson-Nissenzweig-a 

(JNa) · 
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Abstract 

We study the geometry of copies and complemented copies of c0 (f) in the classical Banach 

spaces C(K, X) in terms of the cardinality of the set r, of the density and caliber of K and 

of the geometry of X and its dual space X*. Here are three sample results we study: 

(i) If X or C(K) contains a copy (respectively complemented copy) of c0(r), then C(K, X) 

contains a copy (respectively complemented copy) of c0 (f) . 

(ii) If C(K, X) contains a copy of c0 , then at least one of the spaces X and C(K) contains 

a copy of co. 

(iii) If Ir! 2: ~1 and C(K, X) contains a copy of c0 (f), then C(K) contains a copy of c0 (f) 

or X contains a copy of c0 • 

(iv) Let a be an ordinal. If X has J N0 and C(K) contains a copy of eo(~0 ), then C(K, X) 

contains a complemented copy of c0 (~0 ). 

These results can be found on the recent work of Elói Medina Galego and James N. 

Hagler named Copies of c0 (r) in C(K, X) spaces, published in 2012 ([11]). 

Keywords: c0(f) spaces, C(K, X) spaces, Josefson-Nissenzweig-a (J N0 ) property. 
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vm CONTEÚDO 



Notações 

N O conjunto dos números naturais, isto é, N = {1, 2, 3, ... }. 

lR O corpo dos números reais. 

Bx A bola unitária fechada do espaço normado X , isto é, o 

conjunto {x E X: l!xll ~ 1}. 

L(X, Y) O espaço vetorial de todos os operadores lineares e contínuos 

T: X -t Y, onde X , Y são espaços normados, 

munido da norma IITII = supxEBx IIT(x)II-
X* O dual topológico do espaço normado X. 

x u O dual algébrico do espaço vetorial X. 

X ~ Y Os espaços normados X e Y são isomorfos. 

n, 
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Introdução 

Neste trabalho estamos interessados em estudar a geometria dos espaços de Banach 

C(K, X). Começamos lembrando que dados K um espaço de Hausdorff compacto e X um 

espaço de Banach, denotamos por C(K, X) o espaço de Banach de todas as funções contínuas 

g : K --+ X, munido da norma 

llglloo = sup llg(k)II , 'ilg E C(K, X). 
kEK 

Quando X = lR, escrevemos simplesmente C(K). Lembramos também que dado um conjunto 

não-vazio r, denotamos por c0 (r) o espaço de Banach de todas as funções f: r --+ lR tais 

que, para todo e> O, o conjunto {'Y E r: lfb)I ~ e} é finito, munido da norma 

llflloo = sup lfb)I, V.f E co(r). 
-yEr 

Mais concretamente, o objetivo deste trabalho é estudar a relação entre cópias de c0 (r) 

nos espaços X, C(I<) e C(K, X) em termos da geometria de X, da cardinalidade de rede 

propriedades de K. Primeiramente, estamos interessados em estudar o seguinte problema. 

Problema A. Se um dos espaços X e C(K) contém uma cópia de c0 (r), deve C(K, X) 

conter uma cópia de c0 (r)? 

Veremos no Capítulo 2 que a resposta para o Problema A é afirmativa e que o mesmo 

vale para cópias complementadas de c0(r) (Teorema 2.1). Com isto, é natural considerarmos 

o problema recíproco. 

Problema B. Se C(K, X) contém uma cópia de c0 (f), deve um dos espaços X ou C(K) 

conter uma cópia de c0 (f)? 

Xl 
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;- + > Ny, O primeiro resultado do Capítulo 3, o Teorema 3.1, fornece umaresposta parcial

para o Problema B. No entanto, mesmo no caso |[| = Ni, hipóteses adicionais de teoria dos

conjuntos são necessárias para obter uma resposta completa. Veremos, por exemplo, que a

resposta é negativa se assumirmos a Hipótese do Contínuo (Proposição 3.2) e afirmativa se

assumirmos o Axioma de Martin e a negação da Hipótese do Contínuo (Corolário 3.4). Além

disso, a partir de hipóteses adicionais sobre o compacto K, podemos obter conclusões mais

fortes (por exemplo, os Teoremas 3.3 e 3.6).

Outro problema que estudamos é o seguinte.

Problema C. Que hipóteses sobre K e sobre X fornecem uma cópia complementada de

co(T) em C(K, X)?

Veremos, por exemplo, que C(K) contém uma cópia complementada de co(N) se K é

um espaço compacto metrizável infinito (Corolário 2.8) e que C(K, X) contém uma cópia

complementada de co(Na) se X tem JN (Definição 3.9) e se C(K) contém uma cópia de

co(Na), onde a é um ordinal (Corolário 3.12).

No Capítulo 1 apresentamos conceitos e resultados preliminares e fixamos a notação

utilizada no decorrer do trabalho. Estudamos brevemente os conceitos de somabilidade em

espaços de Banach, bases de Schauder, topologia fraca-estrela, cópias de espaços de Banach,

produto tensorial de espaços de Banach e operadores compactos, além de alguns resultados

de topologia geral e de teoria dos conjuntos. Também definimos os espaços co(T) e C(K,X)

e apresentamos algumas de suas propriedades.

No Capítulo 2 iniciamos o estudo das cópias de co(T') em espaços C(K,X) pelo caso

separável, isto é, o caso |P| = No. Em particular, apresentamos soluções completas dos

Problemas À e B, com respostas afirmativas em ambos os casos, e apresentamos algumas

respostas para o Problema C.

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo do caso não-separável (|7| > =). Estudamos as

relações entre hipóteses de teoria dos conjuntos e o Problema B, e apresentamos umaresposta

parcial para o Problema €.

Finalmente, no Capítulo 4 estudamos algumas aplicações dos principais resultados vistos

xn INTRODUÇÃO 

Este problema também tem resposta afirmativa quando jrj = No (Teorema 2.5). Para 

jrj ~ N1 , o primeiro resultado do Capítulo 3, o Teorema 3.1, fornece uma resposta parcial 

para o Problema B. No entanto, mesmo no caso lfl = N1 , hipóteses adicionais de teoria dos 

conjuntos são necessárias para obter uma resposta completa. Veremos, por exemplo, que a 

resposta é negativa se assumirmos a Hipótese do Contínuo (Proposição 3.2) e afirmativa se 

assumirmos o Axioma de Martin e a negação da Hipótese do Contínuo (Corolário 3.4). Além 

disso, a partir de hipóteses adicionais sobre o compacto K, podemos obter conclusões mais 

fortes (por exemplo, os Teoremas 3.3 e 3.6). 

Outro problema que estudamos é o seguinte. 

Problema C. Que hipóteses sobre K e sobre X fornecem uma cópia complementada de 

c0 (r) em C(K, X)? 

Veremos, por exemplo, que C(K) contém uma cópia complementada de c0(N) se K é 

um espaço compacto metrizável infinito (Corolário 2.8) e que C(K, X) contém uma cópia 

complementada de c0 (N0 ) se X tem J N 0 (Definição 3.9) e se C(K) contém uma cópia de 

c0 (N0 ), onde a é um ordinal (Corolário 3.12). 

No Capítulo 1 apresentamos conceitos e resultados preliminares e fixamos a notação 

utilizada no decorrer do trabalho. Estudamos brevemente os conceitos de somabilidade em 

espaços de Banach, bases de Schauder, topologia fraca-estrela, cópias de espaços de Banach, 

produto tensorial de espaços de Banach e operadores compactos, além de alguns resultados 

de topologia geral e de teoria dos conjuntos. Também definimos os espaços c0 (f) e C(K, X) 

e apresentamos algumas de suas propriedades. 

No Capítulo 2 iniciamos o estudo das cópias de c0(r) em espaços C(K, X) pelo caso 

separável, isto é, o caso lfl = N0 . Em particular, apresentamos soluções completas dos 

Problemas A e B, com respostas afirmativas em ambos os casos, e apresentamos algumas 

respostas para o Problema C. 

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo do caso não-separável (lfl ~ ~1 ). Estudamos as 

relações entre hipóteses de teoria dos conjuntos e o Problema B, e apresentamos uma resposta 

parcial para o Problema C. 

Finalmente, no Capítulo 4 estudamos algumas aplicações dos principais resultados vistos 



  

Xlll 

e apresentamos brevemente algumas questões em aberto relacionadas a cópias de co(T) em 

espaços de Banach. 



XIV INTRODUÇÃO 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste Capítulo apresentaremos conceitos e resultados que serão utilizados no decorrer 

do trabalho e fixaremos a notação utilizada. Todos os espaços vetoriais considerados estão 

definidos sobre IR. Se X é um espaço normado, vamos denotar por <.p, 'l/J os elementos de X*, 

e por x** os elementos de X**. 

1.1 Somabilidade em espaços de Banach 

Nesta seção vamos introduzir duas noções de somabilidade em espaços de Banach, que 

serão úteis no estudo dos espaços c0 (r). Começamos lembrando que dada uma sequência 

(xn)nEN em um espaço de Banach X, dizemos que (xn)nEN é somável se a série I::~=l Xn 

é convergente em X. Equivalentemente, (xn)nEN é somável se a sequência de suas somas 

parciais é de Cauchy. Dizemos também que (xn)nEN é absolutamente somável se a série de 

números reais I::~=I llxnll é convergente. Em um espaço de Banach, toda sequência absolu

tamente somável é somável. 

Baseados nisto, vamos estender o conceito de somas de sequências e definir somas de 

famílias arbitrárias de elementos de um espaço de Banach. 

Definição 1.1 ([25], pg. 204). Sejam X um espaço de Banach, I um conjunto não-vazio e 

(xi)iEJ uma família de elementos de X. Dizemos que (xi)iEI é desordenadamente somável e 

tem soma x E X se para cada E > O existe um conjunto finito e não-vazio FE C I tal que, 

para todo conjunto finito F satisfazendo FE e F e I, tem-se llx - I::iEF xill < E. 



2 PRELIMINARES 1.1 

Proposição 1.2. Sejam X um espaço de Banach, I um conjunto não-vazio e (xi)ieI uma 

família desordenadamente somável de elementos de X, com soma x, y E X. Então x = y. 

Demonstração. Seja E > O fixado. Por hipótese, existem conjuntos Fé, Gé e I, finitos, não

vazios, satisfazendo 

F e I, finito, Fé e F ==> 

G e I , finito, Gé e F ==> 

Seja H = Fé U Gê. Então temos que 

iEH 

Como E é arbitrário, obtemos x = y. 

iEH 

é 
< -. 

2 

Neste sentido, se (xi)iEI tem soma x, escrevemos x = I:iEI Xi -

■ 

Proposição 1.3. Sejam X um espaço de Banach, I um conjunto não-vazio, (xi)ieI e (yi)ieI 

famílias desordenadamente somáveis em X e a E IR. Então (xi+ayi)iEl é desordenadamente 

somável e 

iEl iEl iEl 

Demonstração. Se a = O, nada temos que fazer . Suponhamos então a -=f. O. Seja E > O fixado. 

Por hipótese, existem conjuntos Fé, Gê e I, finitos, não-vazios, satisfazendo 

F e I, finito, Fé e F ==> LXi- Lxi 
iEl jEF 

G e I,finito,Gé e F ==> LYi - LYi < 
21

:
1
. 

iEl jEG 

Seja Hé = Fé U Gé. Dado H e I, finito, com Hé e H, temos 

iEl iEl jEH iEl jEH iEl jEH 



4

Definição 1.4 ([25], pg. 204). Sejam X um espaço de Banach, 7 um conjunto não-vazio e

(x;);c1 uma família de elementos de X. Dizemos que (x;)icr satisfaz a condição de Cauchy

se dado £ > 0 existe um conjuntofinito F. C T tal que, para todo conjunto finito e não-vazio

FcicomFnF.=g,temse||Serzill<e

Teorema 1.5 (Critério de Cauchy). Sejam X um espaço de Banach, 1 um conjunto não-

vazio e (xi)ier uma família de elementos de X. Então (x;)ier é desordenadamente somável

se, e somente se, (x;)jer satisfaz a condição de Cauchy.

Demonstração. Seja e > 0 dado. Suponhamos que (x;)ier seja uma família desordenada-

mente somável, com soma x E X. Por hipótese, existe um conjunto finito F. C T tal que,

para todo conjunto finito F satisfazendo F. C F C I, temos

<2-3 Zi

ie

2
7
0

 

   

Fixemos 9 £ F' C I, finito, com F' NF. = 9. É claro que FU F. é finito e contém FL.

 

   

  

      

Logo,

E
57 > Z;— 2] 2 ) Ti —|r-S ui

iEP'UF 1€ FP! i€Fe

donde

E

ier' iEFe 

  

   

  

Reciprocamente, suponhamos que (x;);er satisfaça a condição de Cauchy. Para cada

n E N, definimos

1
= fer: lodlz 5)

n

Afirmamos que cada [, é finito. De fato, para cada n € N existe &, C T, finito, tal que

1
S+J]CIfinito,Jnr=0 => +,

nDa
i€J

<

  

 

 

Em particular, se i € IN Fa, então |jx:l| < 4, e portanto à É In. Logo, 1, € Ph.
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como queríamos. ■ 

Definição 1.4 ([25], pg. 204). Sejam X um espaço de Banach, l um conjunto não-vazio e 

(xi)iEI uma família de elementos de X. Dizemos que (xi\EI satisfaz a condição de Cauchy 

se dado é > O existe um conjunto finito Fé e l tal que, para todo conjunto finito e não-vazio 

Teorema 1.5 (Critério de Cauchy). Sejam X um espaço de Banach, l um conjunto não

vazio e ( xi)iEI uma família de elementos de X . Então ( xi)iEI é desordenadamente somável 

se, e somente se, (xi)iEI satisfaz a condição de Cauchy. 

Demonstração. Seja é > O dado. Suponhamos que (xi)iEI seja uma família desordenada

mente somável, com soma x E X. Por hipótese, existe um conjunto finito Fé e l tal que, 

para todo conjunto finito F satisfazendo Fé e F e l, temos 

x-Lxi 
iEF 

é 
< -. 

2 

Fixemos 0 =/= F' e I, finito, com F' n Fé = 0 . É claro que F' U Fé é finito e contém Fé. 

Logo, 

donde 

é 
-> 
2 

iEF'UF, iEF' 

Reciprocamente, suponhamos que (xi)iEI satisfaça a condição de Cauchy. Para cada 

n E N, definimos 

Afirmamos que cada ln é finito. De fato, para cada n EN existe Fn e l, finito, tal que 

0 =/= J e I , finito, J n Fn = 0 ==} 

iEJ 

1 
<-. 

n 

Em particular, se i E l \ Fn, então l!xill < ¾, e portanto i tj. ln. Logo, ln C Fn. 
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Notemos que a sequência Un)nEN é crescente, isto é, 

Consideremos a sequência (Yn)nEN em X, onde 

Mostremos que esta sequência é de Cauchy. 

Como (xi)iEI satisfaz a condição de Cauchy, existe Ge: e I, finito, tal que 

0 -1- G e J,finito,GnGe: = 0 ===> 
E 

< - . 
2 

1.1 

Se Ge: = 0 ou se xi = O, para cada i E Ge:, então Ge: n ln = 0, para todo n E N. Caso 

contrário, seja 

O <ô= min{llxill : i E Ge: , xi# O}. 

Seja N1 E N tal que i
1 

< ô. Então 

e portanto 

Logo, dados m, n EN com m 2:: n 2:: N1 , temos que 

IIYm -Ynll = LXi - LXj 
iElm jEln 

Isto prova que (Yn)nEN é de Cauchy. 

E 
< -. 

2 

Como X é completo, existe y = limn-+= Yn· Mostremos que (xi)iEI é desordenadamente 

somável e tem soma y . 
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Como Yn --, y, existe N2 E N tal que 

Seja N = max{N1 , N2}. Fixemos H e I, finito, tal que IN e H. Notemos que (H\ IN) n Gé 

ou é vazio, ou contém apenas o vetor nulo. Logo, 

como queríamos. ■ 

Proposição 1.6. Sejam X um espaço de Banach, I um conjunto não-vazio e (xi)iEI uma 

família desordenadamente somável de elementos de X . Então o conjunto { i E I : xi =J. O} é 

enumerável. 

Demonstração. Consideremos a sequência Un)nEN como na demonstração do Teorema 1.5. 

Pelo que vimos, cada ln é finito; logo, U nEN ln é enumerável. O resultado segue da inclusão 

■ 

Uma outra noção de soma de uma sequência é a seguinte. 

Definição 1.7 ([25), pg. 204). Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN uma sequência em 

X. Dizemos que (xn)nEN é incondicionalmente somável se para toda permutação CJ: N ➔ N, 

a série ~~=l Xa(n) é convergente. 

Teorema 1.8 ([25), pg. 204). Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN em X . Então (xn)nEN 

é desordenadamente somável se, e somente se, (xn)nEN é incondicionalmente somável. 

Demonstração. Suponhamos que (xn)nEN seja desordenadamente somável. Seja E > O fixado 

e seja CJ: N ➔ N uma permutação qualquer. Por hipótese, existe um conjunto finito Fé C N 

tal que 

Seja N1 EN tal que 

0=/=-FcN,finito,FnFé =0 =>- LXn <E. 
nEF 
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Então temos que 
m 

m2:'.n>N1 ==> LXu(j) <E, 
j=n 

1.1 

isto é, a sequência das somas parciais (L-7=1 Xu(j) ) é de Cauchy. Portanto, (xn)nEN é 
nEN 

incondicionalmente somável. 

Reciprocamente, suponhamos que (xn)nEN não seja desordenadamente somável. Vamos 

construir uma permutação CY
1 

: N-+ N tal que a série L,~=l Xcr'(n) não é convergente. 

Por hipótese, existe ó > O tal que para todo A e N finito existe 0 =/= B e N, finito, 

A n B = 0, satisfazendo 

Vamos construir indutivamente uma sequência (h)kEN de subconjuntos finitos e não-vazios 

de N tal que: 

(i) li n h = 0 se j =I= k; 

Existe li e N, finito, não-vazio, tal que 1 (/. li e 

Suponhamos construídos 11 , ... , li subconjuntos finitos e não-vazios de N satisfazendo as 

propriedades acima, para algum j EN. Então existe Ii+l e N, finito , tal que 

É fácil ver que a sequência (hhEN tem as propriedades desejadas. Observemos que 

00 

1 EN\ LJ h. 
k=l 

Para cada k E N, vamos escrever h = { at ... , at}, onde af < aJ se i < j, e lo = O. 

Temos dois casos a considerar: 



3N

por

m; sen=9,1I<j<r

at sen=r+DiGk+jl<j<hkeEN

Então o! é bijetora por construção. Mostremos que a sequência das somas parciais da série

oo = A314 Lo'(n) não é de Cauchy.

Fixado k E N, tomemos

k=1 k

n=1+5 h+1, m=7+3 di

i=0 i=0

É claro que m > n > k. Além disso,

> 6.[52;
jEle 

 

m

Dto
j=n

 

 

 

 

 

 

Portanto, >».4 Uo'(n) não converge em X.

Segundo caso: NMJp4 Ik é infinito.

Escreva N NU, Te = (mn )nen, onde m; £ my; se à  j. Definimos o':N —> N por

Mk sen=ELDo li EN
o'(n) =

ak sen=k+Diyh+j1<I<i,keN

Então o' é bijetora por construção. Mostremos que a sequência das somas parciais da série

Oo = ,
571 Lo'(m) não é de Cauchy.

Fixado k E N, tomemos

k- k

n=k+S+, m=k+3 dh.

i=0 i=0

É claro que m > n > k. Além disso,

>»,5
jETk

>ó.

 

 

m

>; To'(j)
j=n  

 

    

1.1 SOMABILIDADE EM ESPAÇOS DE BANACH 7 

Primeiro caso: N \ LJ%°=1 h é finito. 

Escreva N \ LJ:1 h = {m1, ... , mr } , onde mi=/- m1 sei=/- j. Vamos definir e7
1 

: N ➔ N 

por 

{ 

mJ· se n = ,j' 1 < ,j < r 
e7' ( n) = ., - -' -

aj se n = r + E~t li + j, 1 ::; j ::; lk, k EN 

Então o-' é bijetora por construção. Mostremos que a sequência das somas parciais da série 

E~=l Xa-'(n) não é de Cauchy. 

Fixado k E N, tomemos 

k-1 k 

n = r + L li + 1, m = r + L li. 
i=O i=O 

É claro que m > n 2:: k. Além disso, 

m 

L Xa-'(j) 

j = n 

Portanto, E~=l Xa-'(n) não converge em X. 

Segundo caso: N \ LJ%°=1 h é infinito. 

Escreva N \ u:1 h = ( mn)nEN, onde mi =/- mj se Í =/- j. Definimos CJ
1 

: N -+ N por 

Então CJ1 é bijetora por construção. Mostremos que a sequência das somas parciais da série 

E:=l Xa-'(n) não é de Cauchy. 

Fixado k E N, tomemos 

k- 1 k 

n = k + L li + 1, m = k + L li. 
i= O i= Ü 

É claro que m > n 2:: k. Além disso, 

m 

L Xa-'(j) 

j=n 



= emegun=oov ey =

Oouceanopress qo . é > Ntal

que a série DJ, To'tn) não é convergente. Isto prova que (7,)nen não é incondicionalmente

somável. a

Proposição 1.9. Sejam X um espaço de Banach e (tn)nen uma sequência incondicional

mente somável. Seja o: N > N uma permutação qualquer. Então

Do o

> Tn = > To(n):

n=1 n=1

Demonstração. Seja o: N — N uma permutação qualquer e seja y = 3574 Lo(m)- Pela

Proposição 1.2, a demonstração estará completa se mostrarmos que (Zn)nex tem soma y

(segundo a Definição 1.1).

Seja e > 0 fixado. Pelo Teorema 1.8, (tn)nen é desordenadamente somável. Logo, existe

F.C N,finito, não-vazio, tal que

 

  

 
g2+FcN,ínito, ENF=0 — 35x < :

ieP

Como y = 52 Lo(n), existe N, E N tal que

Mi e

n>N => Doze —y < 2

j=1 

  

 

Seja N; E N tal que F. C fo(1),...,o(N5)). Definimos N = max(Ni, No) e

Ge = to(D.,...,o(N)+

Dado G CN, finito, G. € G, temos que

+
v->

icG

e
< - ç< < 3 + ) Til <E,

1EGNGe 

 

 

 

  

 

    

 

N N

y— Dto) Dota) ” >» Zi
j=1 j=1 1€G

onde a última desigualdade segue de (GN G)N F. = 9. Portanto, (z,)nen tem soma

(desordenada) y. E
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Portanto, I:~=l Xa'(n) não converge em X. 

Concluímos, portanto, que em ambos os casos existe uma permutação a' : N ➔ N tal 

que a série I:~=l x,,-'(n) não é convergente. Isto prova que (xn)nEN não é incondicionalmente 

somável. ■ 

Proposição 1.9. Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN uma sequência incondicional

mente somável. Seja a: N ➔ N uma permutação qualquer. Então 

00 00 

L Xn = LXa(n)· 
n=l n=l 

Demonstração. Seja a: N ➔ N uma permutação qualquer e seja y = I:~=l Xa(n). Pela 

Proposição 1.2, a demonstração estará completa se mostrarmos que (xn)nEN tem soma y 

(segundo a Definição 1.1). 

Seja E> O fixado. Pelo Teorema 1.8, (xn)nEN é desordenadamente somável. Logo, existe 

Fé e N, finito, não-vazio, tal que 

0 # F e N, finito, Fé n F = 0 ==} 

iEF 

Como y = I:~=l X a(n), existe N1 EN tal que 

N1 

n ~ N1 ==} L Xa(j) - y < t 
j=l 

E 
< - . 

2 

Seja N2 EN tal que Fé e {a(l), ... ,a(N2)}. Definimos N = max{N1 , N2 } e 

Gé = {a(l) , ... , a(N)}. 

Dado G e N, finito, Gé e G, temos que 

N N 

y - LXi < y - L Xa(j) + L Xa(j) - L Xi < i + L Xi < E, 

iEG j=l j=l iEG iEG\Ge 

onde a última desigualdade segue de ( G \ Gé) n Fé = 0 . Portanto, (xn)nEN tem soma 

(desordenada) y. ■ 
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Com este resultado, podemos escolher uma permutação conveniente dos índices de uma 

sequência incondicionalmente somável para computar sua soma. Esta noção de somabilidade 

é estritamente mais forte do que a noção usual de convergência de séries; existem sequências 

somáveis que não são incondicionalmente somáveis. Um exemplo simples é o seguinte. 

Exemplo 1.10. Considere a sequência (xn)nEN = ((-i!n+i) em R Temos que 
. n EN 

f (-1t+1 = ln(2). 
n=l n 

Vamos reordenar os termos da forma 

e definir Sn = L~=l Yk· Para cada n 2 1, temos 

Como 

S3n = ~ (1 - ~ + ... + l -~) 
2 2 2n -1 2n 

1 
S3n+ l = S3n + 2n + l 

1 
S3n+2 = S3n + 2(2n + l) • 

1 oo (-l)k+l 
S3n -t 2 L k 

k=l 

ln(2) 
2 ' 

temos que L~=l Yn = In~
2
). Logo, a sequência (xn)nEN não é incondicionalmente somável. 

É possível mostrar que as noções de somabilidade absoluta e incondicional de sequências 

coincidem em dimensão finita. Notemos que a sequência (xn)nEN dada no Exemplo 1.10 não 

é absolutamente somável. Em dimensão infinita, isto não ocorre; também é possível mostrar 

que todo espaço de Banach de dimensão infinita contém uma sequência incondicionalmente 

somável que não é absolutamente somável. Um exemplo de tal sequência pode ser encontrado 

no Exemplo 1.60. 
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1.2 Bases de Schauder 

A seguir, estudamos brevemente os conceitos de base de Schauder e de sequência básica 

em um espaço de Banach, que serão usados no Capítulo 2. 

Definição 1.11 ([18], pg. 350, Definição 4.1.1) . Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN 

uma sequência em X. Dizemos que (xn)nEN é uma base de Schauder de X se para cada 

x E X existe uma única sequência de escalares ( an)nEN satisfazendo 

Definição 1.12 ([18], pg. 350, Definição 4.1.2). Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN 

uma sequência em X. Dizemos que (xn)nEN é uma sequência básica se (xn)nEN é uma base 

de Schauder do espaço span { Xn : n E N}1. 

Proposição 1.13 ([18], pg. 352, Definição 4.1.9). Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN 

uma sequência básica em X. Então a fami1ia { Xn : n E N} é linearmente independente. 

Demonstração. Por absurdo, suponhamos que existam k EN e a1 , ... , ak E lK tais que 

Então o vetor nulo não possui representação única como soma de elementos de (xn)nEN; 

uma contradição. Logo, {x1 , ... ,xk} é linearmente independente, para todo k EN, como 

queríamos. ■ 

Definição 1.14. Sejam X e Y espaços de Banach e (xn)nEN, (Yn)nEN bases de Schauder de 

X e de Y, respectivamente. Dizemos que (xn)nEN e (Yn)nEN são equivalentes se existe um 

isomorfismo T: X -"7 Y de X sobre Y tal que T(xn) = Yn, para todo n EN. 

Proposição 1.15. Sejam X e Y espaços de Banach, (xn)nEN uma base de Schauder de X 

e (Yn)nEN uma sequência em Y. São equivalentes: 

1 Dada uma família (xi)iEI em um espaço normado X, denotamos por span{xi: i E I} o espaço vetorial 
sobre R. gerado por (xi)iEI, isto é, o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos de (xi)iEI 
com coeficientes reais. 



— Y, isomorfismo sobre sua imagem, tal que T(x,) = Yn, para todo(7 —meseo —

neN;

(ii) Existem números reais O >0 e M > tais que, para todo m E N e para toda família

de escalares fa1,..., Amy, tem-se

m m m

ô > tinta < Dam <M É OniZa
n=1 n=1, n=1

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Além disso, se as condições (i) e (ii) são satisfeitas, então (tm)nen é uma sequência básica

em Y, equivalente a (Zn)nen-

Demonstração. (i) =» (ii): Basta tomar 9 = im e M = |T|. 

(ii) => (ij): Afirmamos que, dada uma sequência de escalares (a, )nen; Ds Qila

converge se, e somente se, 5.4 Gn!converge. De fato, sejam m,n € N, comm > n > 1.

Definimos b; = 0, sei ce fl,...,n-1lh eb=a;secie (n,...,m). Por um lado, temos que

 

 

  

 

 

  

 

 

  

  

  

> Aj%j|| = ,, biz; < 5 >; by; = 5 >, GY;

|
|

-

j=n i=1 i=1 j=n

Por outro lado, obtemos

= <M =M .

  

 

 

 

 

 

 

  

 

m

GY;

j=n  

 

> biyi

i=1  

 

 

m m

s biz; ) Al;

i=1 j=n

Logo, a sequência das somas parcias de (arZn)nen é de Cauchy em X se, e somente se, a

sequência das somas parcias de (any)nen é de Cauchy em Y. Isto prova a afirmação.

Definimos o operador linear T: X > Y por

T(a) =T (> tuto) = SSesi

n=1 n=1

para todo 2 = 54 GnZn EX.

Mostremos que T é injetor. Se T(S4 QuEn) = D54 Qmnn = 0, então

m

Ra>Ann = 0.

n=1
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(i} Existe T: X ➔ Y, isomorfismo sobre sua imagem, tal que T(xn) 

n EN; 

Yn, para todo 

(ii) Existem números reais ô > O e M > O tais que, para todo m E N e para toda famflia 

de escalares { a1 , .. . , am}, tem-se 

Além disso, se as condições (i} e (ii) são satisfeitas, então (yn)nEN é uma sequência básica 

em Y, equivalente a (xn)nEN· 

Demonstração. (i) ~ (ii): Basta tomar c5 = IIT~1
11 

e M = IITll-
(ii) ~ (i): Afirmamos que, dada uma sequência de escalares (an)nEN, :Z::,:~=l anXn 

converge se, e somente se, :Z::,:~=l ªnYn converge. De fato, sejam m , n E N, com m 2: n > 1. 

Definimos bi = O, sei E {1, ... , n -1}, e bi = ai, sei E {n, ... , m}. Por um lado, temos que 

m m 1 
m 

1 
m 

LªjXj - Lbixi <- LbiYi - - LªiYi - ô ô 
j=n i=l i=l j=n 

Por outro lado, obtemos 

m m m m 

LªiYi - LbiYi ':::: ]\![ Lbixi =f..il LªjXj 
j=n i=l i=l j=n 

Logo, a sequência das somas pareias de ( anxn)nEN é de Cauchy em X se, e somente se, a 

sequência das somas pareias de (anYn)nEN é de Cauchy em Y. Isto prova a afirmação. 

Definimos o operador linear T: X ➔ Y por 

para todo x = :Z::,:~=l anXn E X . 

Mostremos que T é injetor. Se T(:Z::,:~=l anXn) = :Z::,:~=l ªnYn = O, então 

m 

lim "'"' anYn = O. 
m---too ~ 

n=l 
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Portanto, para todo E> O, existe NE: EN satisfazendo 

donde 

Então temos que 

Logo, T é injetor. 

No temos também que 

m 

m ~ NE: ==} L anYn < ôE, 

n=l 

m 

m ~ NE: ==} LªnXn < E. 

n=l 

oo m 

~ anXn = lim ~ anXn = O. 
0 m-+oo0 
n=l n=l 

n=l 
m 

- lim 
m-+oo 

n=l 
m 

~ M lim ~anXn 
m-+oo 0 

n=l 
00 

=M LªnXn , 
n=l 

1.2 

para todo x = I::=l anXn E X. Logo, T é contínuo. Analogamente, concluímos que o 

operador linear r-1 : Im(T) ➔ X também é contínuo. Isto prova (i). 

Finalmente, suponhamos que (i) e (ii) sejam verificadas. Todo elemento de Im (T) e 

Y pode ser escrito na forma I::=1 ªnYn, onde ( an)nEN é uma sequência de escalares, e a 

unicidade desta representação segue da bijetividade de T e do fato de (xn)nEN ser base de 

Schauder de X. Logo, (Yn)nEN é base de Schauder do espaço de Banach Im (T). É claro que 

Im(T) e span{yn: n EN}. Por outro lado, como Yn E Im(T) para todo n EN, temos que 

span{y11 : n EN} e Im(T), e como Im(T) é fechado, concluímos span{yn: n EN} e Im(T). 

A equivalência entre (xn)nEN e (Yn)nEN segue diretamente de (i). • 
Definição 1.16 ([18], pg. 393, Definição 4.3.15). Sejam X um espaço de Banach e (xn)nEN 

uma base de Schauder de X. Uma sequência (u1)1EN de vetores não-nulos de X é dita uma 
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sequência de blocos de (xn)nEN se existe uma sequência estritamente crescente de números 

naturais 

1 = P1 < P2 < · · · < P1 < · · · 

e uma sequência de escalares (a1)jEN tais que, para cada j EN, tem-se 

Pj+I - 1 

u 1 = L aiXi

i=Pj 

1. 3 A topologia fraca-estrela 

A fim de fixarmos a notação necessária para enunciar os Teoremas 1.19 e 1.20, lembramos 

alguns resultados sobre a topologia fraca-estrela do dual de um espaço de Banach. 

Seja X um espaço normado e seja X** seu bidual. A aplicação canônica de X em X** é 

o operador linear contínuo Jx: X-+ X** dado por Jx(x) = i:, onde 

i: : X* --t lR 

<.p 1---t <.p (X) . 

Notemos que 

IIJx(x)II = sup li:(<.p)I = sup l'-P(x)I = llxll, 
~EEx• ~EEx• 

para todo x E X . Logo, J x é uma isometria linear de X em X**. 

Definição 1.17 ([18], pg. 223, Definição 2.6.1). Seja X um espaço normado. A topologia 

fraca-estrela é a topologia menos fina de X* que torna contínuos todos os funcionais lineares 

i; = J(x), para x E X. Denotaremos esta topologia por w*. 

Se ( '-Pn)nEN é uma sequência em X* e <.po E X*, escrevemos '-Pn ~ <.po se ( '-Pn)nEN converge 

para <.po na topologia w*. 

Proposição 1.18. Sejam X um espaço de Banach, ('-Pn)nEN uma sequência em X* e <.p0 E 

w• 
X*. Então '-Pn --t <.po se, e somente se, r.pn(x) --t r.p0 (x), para todo x E X. 

Demonstração. Indicamos [18], pg. 224. ■ 
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Teorema 1.19 (Teorema de Alaoglu). Seja X um espaço de Banach. Então (Bx•, w*) é 

compacto. 

Demonstração. Indicamos [18], pg. 229. ■ 

Teorema 1.20. Seja X um espaço de Banach. Então (Bx•, w*) é metrizável se, e somente 

se, X é separável. 

Demonstração. Indicamos [18], pg. 231. ■ 

1.4 Cópias de espaços de Banach 

Nesta seção introduzimos as noções de cópias e cópias complementadas de espaços de 

Banach, que serão nosso objeto de estudo nos Capítulos 2 e 3. Também apresentamos pro

priedades úteis relacionadas a estes conceitos. 

Definição 1.21. Sejam X, Y espaços de Banach. Dizemos que X contém uma cópia de Y, 

e denotamos Y e......+ X, se Y é isomorfo a algum subespaço de X. 

Definição 1.22 ([18], pg. 295, Definição 3.2.2). Sejam X um espaço de Banach e Y um 

subespaço de X. Dizemos que Y é complementado em X se Y é fechado e existe W subespaço 

fechado de X tal que X= Y E9 W, isto é, se para todo x E X existem únicos y E Y e w E W 

tais que x = y + w. 

Definição 1.23. Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que X contém uma cópia com

plementada de Y, e denotamos Y e.:+ X, se Y é isomorfo a algum subespaço complementado 

de X. 

Definição 1.24 ([18], pg. 296, Definição 3.2.4). Sejam X um espaço de Banach, Y um 

subespaço de X e P: X -+ Y um operador linear contínuo. Dizemos que P é uma projeção 

de X sobre Y se Im(P) = Y e P o P = P , ou equivalentemente, Im(P) = Y e P(y) = y, 

para todo y E Y. 

Proposição 1.25 ([18], pg. 299, Corolário 3.2.15). Sejam X um espaço de Banach e Y 

um subespaço de X. Então Y é complementado em X se, e somente se, existe P: X -+ Y 

projeção sobre Y. 
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Demonstração. Suponhamos que Y seja complementado em X . Para cada x E X existem 

únicos Yx E Y e Wx E W satisfazendo 

X= Yx +wx. 

Definimos o operador linear 

P: X--+Y 

X 1-----t y X • 

Notemos que P(y) = y, para todo y E Y, e P(w) = O, para todo w E W. Em particular, 

Im(P) = Y . Temos também que 

P(P(x)) = P(yx) = Yx = P(x), 

para todo x E X, isto é, P o P = P. 

Basta mostrar, agora, que P é contínua. Seja (xn)nEN uma sequência em X tal que 

Xn --+ x E X e P(xn) --+ y E X , e mostremos que y = P(x). Vamos escrever, para cada 

nE N, 

Xn = Yn + Wn, 

onde Yn E Y e Wn E W . Então Xn--+ x e Yn = P(xn) --+ y, e portanto 

Wn = Xn - Yn --+ X - Y. 

Como Y e W são fechados, temos que y E Y ex - y E W. Logo, P(y) = y e 

O= P(x - y) = P(x) - P(y) = P(x) - y, 

ou seja, P(x) = y. Portanto, pelo Teorema do Gráfico Fechado, temos que P é contínua. 

Isto prova que Pé uma projeção de X sobre Y. 

Reciprocamente, seja P: X ➔ Y uma projeção sobre Y. Definimos W = Ker(P). É claro 

que W é um subespaço fechado de X. Notemos que Y = Im(P) também é fechado. De fato, se 

(Yn)nEN é uma sequência em Y que converge para algum y E X, então Yn = P(yn) --+ P(y) , 



16 PRELIMINARES 

e portanto y = P(y) E Y. 

Notemos também que cada x E X pode ser escrito de forma única corno 

x = P(x) + (x - P(x)). 
'-V'"-" '-..,-' 

E Y E Ker(P) 

1.4 

Com efeito, sejam y E Y e w E W tais que x = y + w. Então P(x) = P(y + w) -

P(y) + P(w) = y e w = x - y = x - P(x). Logo, Y é complementado em X. ■ 

Proposição 1.26 ([18], pg. 300, Teorema 3.2.18 (b)). Seja X um espaço de Banach. Então 

todo subespaço de X de dimensão finita é complementado em X. 

Demonstração. Seja Y um subespaço de dimensão finita de X e seja {y1 , ... , Yn} uma base 

de Y. Para cada j E {l, ... , n}, defina o funcional linear Í}: Y ➔ K por 

para todo y = I:~1 ÀiYi E Y. 

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada j E {l, ... , n} existe h E X* extensão de Íí· 

Defina o operador linear 

p: X-----+ y 

xi--+ I:~1 h(x)yi. 

É fácil ver que Pé uma projeção de X sobre Y. 

Proposição 1.27. Sejam X, Y, Z, W espaços de Banach. Então valem: 

(i) X<-+ Y e Y <-+ Z =? X<-+ Z; 

(ii) X Y Y e Y Y Z =? X Y Z; 

(iii) Se X~ Y , Z ~ W e X<-+ Z, então Y <-+ W; 

(iv) Se X~ Y, Z ~ W e X Y Z, então Y Y W. 

■ 

Demonstração. (i) Basta notarmos que se T: X ➔ Y e S: Y ➔ Z são isomorfismos sobre 

suas respectivas imagens, então S o T: X ➔ Z também é isomorfismo sobre sua imagem. 
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(ii) Sejam X 0 um subespaço complementado de Y isomorfo a X e Y0 um subespaço 

complementado de Z isomorfo a Y. Vamos construir um subespaço complementado Z0 de 

Z isomorfo a X 0 (e portanto a X). Sejam s:· Y -+ Y0 um isomorfismo e P: Y -+ X 0 , 

Q: Z -+ Y0 projeções sobre X 0 e Yo, respectivamente. Seja Z0 = S(Xo) e Yo e Z . É claro 

que Z0 ~ X 0 ~ X. Definimos R = Slxo o P o s-1 o Q: Z-+ Z 0 . É claro que Ré linear e 

contínua. Além disso, temos que 

R(z) = (S O p O s-1 o Q) (z) = (S o P) (s-1(z)) = scs-1 (z)) = z, 
'-v-"' ____, 

EYo EXo 

para todo z E Z0 = S(X0 ). Logo, Ré projeção sobre Zo. 

(iii) Sejam T: X -+ Y e S: Z -+ W isomorfismos. Seja I: X -+ Z isomorfismo sobre sua 

imagem. Então S o I o r-1 : Y-+ W é isomorfismo sobre sua imagem. 

(iv) Como X~ Y e Z ~ W, temos que Y Y X e Z Y W. Por hipótese, X Y Z. Segue 

de (ii), portanto, que Y Y W. ■ 

Proposição 1.28. Sejam X, Y, Z, espaços de Banach. Sejam T: X-+ Y e S: Y-+ Z iso

morfismos sobre suas respectivas imagens, e suponhamos que (SoT)(X) seja complementado 

em Z. Então T(X) é complementado em Y. 

Demonstração. Seja P: Z-+ (SoT)(X) uma projeção sobre W = (SoT)(X). Consideremos 

o operador linear contínuo Q = s-1 1w o Po S: Y-+ T(X). Notemos que 

Q(y) = s-1 (P (S(y))) = s-1(S(y)) = y, -....-
EW 

para todo y E T(X). Logo, T(X) é complementado em Y. ■ 

1.5 Alguns resultados de topologia e teoria dos conjuntos 

A seguir, vamos apresentar alguns resultados e definições de topologia e de teoria dos 

conjuntos que serão úteis no decorrer do trabalho. Vamos considerar espaços topológicos 

não-vazios. Como bibliografia básica para esta seção, indicamos [8] e [15]. 
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Definição 1.29 ([8], pg. 25). Seja S um espaço topológico. Definimos a densidade de S 

como sendo a menor cardinalidade de um subconjunto denso de S, e denotamos dens(S). Se 

dens(S) :S ~o, dizemos que Sê separável. 

Proposição 1.30 ([8], pg. 256, Corolário 4.1.16). Seja K um espaço compacto metrizável. 

Então K admite uma base de abertos enumerável. 

Demonstração. Seja d uma métrica sobre K compatível com a topologia de K. Denotemos 

a bola aberta de centro x E K e raio E> O em K por Bd(x, E) . Para cada n EN, considere 

Cada Bn ê um recobrimento aberto de K. Como K ê compacto, para cada n E N existe 

Kn e K, finito, tal que 

Consideremos a família de abertos 

B = { Bd ( x, ¾) : x E Kn, n E N} . 
É claro que Bê enumerável. Mostremos que Bê uma base de abertos de K . 

Seja num aberto não-vazio de K. Para cada y E n, existe ry > O tal que Bd(Y, ry) e n. 

Seja my EN tal que 

Como 

1 ry 
-<-. 
my 2 

existe Xy E Km tal que y E Bd (xy, -1 
) . 

Y my 

Dado z E Bd (xy, -1 
) qualquer, temos que 

my 

1 1 
d(z , y) :S d(z, xy) + d(xy, y) < - + - < ry , 

my my 
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isto é, z E Bd(Y, ry) e n. Isto prova que 

Logo, 

LJ Bd (xy, : ) e n, 
yED. y 

como queríamos. • 
Corolário 1.31 ([8], pg. 25, Corolário 1.3.8). Todo espaço compacto metrizável é separável. 

Demonstração. Seja K metrizável e compacto. Vamos construir um subconjunto denso e 

enumerável em K. Pela Proposição 1.30, existe B base de abertos de K, enumerável. Para 

cada BE B não-vazio, fixe XB E B. Defina 

D = {xB: BE B, B =J 0} C K. 

Claramente, D é enumerável. Mostremos que D é denso em K. 

Seja num aberto não-vazio. Como B é base de abertos, existe BE B satisfazendo B e n. 

Portanto, 

xB E B e n ==* D n n =J 0. 

Isto prova que D é denso. • 
Proposição 1.32. Seja K um espaço compacto metrizável e seja (xn)nEN uma sequência 

em K que possui um único ponto de acumulação x E K. Então Xn --+ x . 

Demonstração. Seja d uma métrica sobre K compatível com a topologia de K . Suponha

mos, por absurdo, que (xn)nEN não convirja para x. Então existem é > O e (xnj )JEN uma 

subsequência de (xn)nEN satisfazendo 

Como (K, d) é métrico compacto, a sequência (xn1 )JEN admite uma subsequência convergente. 
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O limite desta subsequência é x, por hipótese. Então existe j 0 E N tal que 

uma contradição. Portanto, Xn ---+ x. ■ 

Proposição 1.33. Seja S um espaço de Hausdorff, finito. Então a topologia sobre S é a 

topologia discreta {isto é, todo subconjunto de S é aberto). 

Demonstração. É suficiente provarmos que todos os unitários são abertos em S. Se S é 

unitário, nada temos que fazer. Caso contrário, fixemos x E S e vamos escrever S = { x} U 

{x1 , ... , xn}, onde x (j. {x1 , ... , xn} e xi # Xj sei #- j. Como Sé de Hausdorff, para cada 

j E { 1, ... , n} existem abertos Uj, ½ em S satisfazendo 

Seja u = n;=l uj . Então ué aberto em s (como interseção finita de abertos) e X E u. Além 

disso, Xj (j. U, para todo j E {1, ... , n }, e portanto U = { x }. ■ 

Proposição 1.34 ([8], pg. 125, Teorema 3.1.13). Sejam K um espaço compacto e seja S 

um espaço de Hausdorff. Seja f: K -+ S uma função contínua e bijetora. Então f é um 

homeomorfismo. 

Demonstração. Basta mostrarmos que 1- 1 é contínua, isto é, que a imagem de cada sub

conjunto fechado de K por fé fechada em S. Seja F e K fechado. Então Fé compacto, e 

pela continuidade de f , f(F) é compacto em S. Como Sé de Hausdorff, temos que f(F) é 

fechado em S, como queríamos. ■ 

Proposição 1.35. Seja K um espaço de Hausdorff compacto, infinito. Então existe uma 

família enumerável e infinita {On : n EN} de abertos de K satisfazendo: 

(i) On # 0,Vn EN; 
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Demonstração. Vamos construir a família {Dn : n E N} indutivamente. Sejam x, y E K , 

x # y. Por hipótese, existem abertos disjuntos Ux e Uy tais que x E Ux e y E Uy. Temos três 

casos a considerar: 

Primeiro caso: Ux é infinito. 

Definimos n1 = Uy. Notemos que Ux é um aberto infinito que não intercepta n1 . 

Segundo caso: Ux é finito e Uy é infinito. 

Definimos n 1 = Ux. Então n 1 é finito, e portanto fechado. Logo, K \ n 1 é um aberto 

infinito que não intercepta n1 . 

Terceiro caso: Ux e Uy são ambos finitos. 

Definimos n 1 = Ux n Uy . Então n 1 é finito, e portanto fechado. Logo, K \ n 1 é um aberto 

infinito que não intercepta n1 . 

Então temos construídos abertos disjuntos n 1, n tais que n 1 # 0 e n é infinito. 

Suponhamos obtidos n1 , ... , Dn abertos não-vazios e dois a dois disjuntos e um aberto 

n, infinito, tal que n n nj = 0, para todo j E {1, ... , n}. Sejam x', y' E D, x' i= y'. Então 

existem abertos disjuntos Ux', Uy' e n tais que x' E Ux' e y' E Uy'. Vamos definir Dn+l da 

seguinte maneira: 

Se Ux' é infinito, definimos Dn+l = Uy'· Notemos que Ux' e n é um aberto infinito que 

não intercepta ftn+l · 

Se Ux' é finito e Uy, é infinito, definimos nn+l = Ux'. Então Dn+l é finito e fechado, e 

portanto n \ nn+l é aberto e infinito. 

Se ambos Ux' e Uy' são finitos, definimos Dn+l = Ux' U Uy'· Então Dn+l é finito e fechado, 

e portanto n \ nn+1 é aberto e infinito. 

Desta forma, obtemos Dn+l aberto, não-vazio, e D' e n aberto, infinito, tais que Dn+l n 

n' = 0. Além disso, temos que Dn+1 n nj e D n nj = 0, para todo j E {1, ... , n}, como 

queríamos. ■ 

Definição 1.36 ([8], pgs. 38 e 40). Seja S um espaço topológico. 

• Dizemos que S verifica o axioma T3 se dados quaisquer x E S e F e S fechado, com 

X (Í: F, existem abertos disjuntos n1 , n2 tais que X E n1 e p C n2. 
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• Dizemos que S verifica o axioma T4 se dados quaisquer subconjuntos fechados e dis

juntos F e K existem abertos disjuntos 0 1, 0 2 tais que F e 0 1 e K e D2. 

Proposição 1.37 ([8], pg. 40) . Seja S um espaço topológico. Então S verifica o axioma T4 

se, e somente se, dados quaisquer F e S fechado e D e S aberto, com F e D, existe W e S 

aberto tal que 

FcWcWcD. 

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que S verifique o axioma T4• Sejam F e S 

fechado e n e S aberto, com F e n. Seja K = S \ F. Então K é fechado e F n K = 0. 

Por hipótese, existem 0 1 , 0 2 abertos disjuntos tais que F e 0 1 e K e 0 2 . Afirmamos que 

0 1 e D. De fato, suponhamos por absurdo que 0 1 e/ D. Então existe x E 0 1 n (S \ D) = 

0 1 n K e 0 1 n 0 2 , e portanto 0 1 n 0 2 -=I= 0; uma contradição. 

Reciprocamente, sejam F, K e S fechados disjuntos. Consideremos o aberto n = S \ K. 

Notemos que F e D, pois F e K são disjuntos. Logo, existe 0 1 e S aberto satisfazendo 

Seja 0 2 = S \ 0 1 . Então 0 1 e 0 2 são abertos disjuntos e 

fh C Ü = S \ K ==> D2 = S \ D1 :::) K. 

Isto prova que S verifica o axioma T4 • ■ 

Proposição 1.38 ([8], pg. 125, Teorema 3.1.9). Seja K um espaço de Hausdorff compacto. 

Então K verifica os axiomas T3 e T4 • 

Demonstração. Mostremos inicialmente que K verifica o axioma T3 . Sejam x E K e F e K 

fechado tais que x (j. F. Para cada y E F, como x -=I= y, existem abertos disjuntos Uy e Vy 

tais que x E Uy e y E Vy. É claro que {Vy : y E F} é um recobrimento aberto de F. Como 

Fé fechado e K é compacto, temos que F também é compacto, e portanto existe F' e F, 

finito, tal que 

F e LJ Vy. 
y E F' 
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Consideremos os abertos 01 = nyEF' Uy e 02 = uyEF' Vy. É claro que X E 01 e F e 02. 

Afirmamos que 0 1 n 0 2 = 0. De fato, suponhamos por absurdo que esta interseção seja 

não-vazia. Seja z E fh n 02. Então 

z E ( n Uy) n ( LJ Vy) , 
yEF' yEF' 

e portanto existe y0 E F1 tal que 

z E ( n Uy) n ½o, 
yEF' 

donde Uy0 n Vy0 # 0; um absurdo. 

Isto prova que K verifica o axioma T3• Mostremos agora que K verifica o axioma n. 
Sejam F 1 , F2 e K fechados disjuntos. Para cada w E F1 , temos que w (j. F2 . Pelo que vimos, 

K verifica o axioma n; portanto, para cada w E F1 existem abertos disjuntos Aw e Bw 

satisfazendo w E Aw e F2 C Bw. O conjunto { Aw : w E Pi} é um recobrimento aberto de 

F1 , que é compacto em K; logo, existe F{ e Pi, finito, tal que 

F1 e LJ Aw. 
wEF{ 

Notemos que F2 C ílwEF' Bw, e que os abertos UwEF' Aw e ílwEF' Bw são disjuntos. Isto 
1 1 1 

conclui a demonstração. ■ 

Teorema 1.39 (Lema de Urysohn, [8], pg. 41, Teorema 1.5.11). Seja S um espaço topológico. 

Então S verifica o axioma T4 se, e somente se, dados quaisquer F, K e S fechados disjuntos 

e não-vazios, existe uma função contínua f: S -+ [O, 1] tal que f(x) = O, se x E F, e 

J(y) = 1, se y E K. 

Demonstração. Vamos usar a caracterização dada pela Proposição 1.37. Suponhamos que S 

verifique o axioma T4 • Sejam F, K e S fechados, disjuntos e não-vazios. Vamos escrever 

[O, 1] n Q = {ro, ri, ... , rn, .. . }, 
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onde ro = O, r 1 = 1 e r m -=/- r n se m -=/- n. 

Consideremos o aberto Cr1 = S \ K. Como F C Cri, existe aberto Cro satisfazendo 

Vamos construir uma família de abertos ( Cr ) r EQ verificando a seguinte propriedade: 

• Se r, s E Q, r < s, então Cr e C 8 • 

Definimos Cr = 0, ser E Q, r < O, e C 8 = S, se s E Q, s > 1. Suponhamos que já 

temos construídos Cr0 , ••. , Crn satisfazendo a condição 1., para algum n EN. Sejam 

r1 = max{ri: ri< rn+l , i =O, ... , n}, 

r m = min { r1 : r 1 > r n+ 1, j = O, ... , n}. 

Então r1 < rn+l < rm, e portanto Cri C Crm· Logo, existe um aberto Crn+I tal que 

Vamos definir f: S-+ [O, 1] por J(t) = inf{r E Q: x E Cr }, para todo t E S. (Notemos 

que t E Cr1 e Cr = 0, ser E Q, r < O, e portanto O ::; J(t) ::; 1) 

Se x E F e Cr0 , então J(x) = O. Além disso, se y E K, então y E Cr, para todo r E Q, 

r > l, e y (f. Cs, para todo s E Q, s ::; 1, e portanto J(y) = 1. 

Só nos resta mostrar que f é contínua. Seja a E IR fixado. Vamos analisar as imagens 

inversas por f dos intervalos ( a, +oo) e ( -oo, a). 

Seja t E J-1 ((a, +oo)) e sejam r, s E Q tais que f(t) > s > r > a. Então t (f. C 8 e 

Cr e Cs, e portanto X E s \ Cr. Logo, 

f-1((a,+oo))c U (S\Cr)-
r EIQl,r>a 

Por outro lado, seja r E Q, r > a. Se z (f. Cr, então z (f. Cr. Logo, f( z ) 2: r > a, ou seja, 
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z E f-1 ((a, +oo)). Isto prova que 

LJ (S \ Gr) C f-1((a, +oo)), 
r EQ,r>a 

e portanto J-1 
( ( a, +oo)) é aberto. 

Consideremos agora t E J-1
( (-oo, a)). Dado r E Q tal que J(t) < r < a, temos que 

t E Gr; logo, 

J-1((-00, a)) C LJ Gr. 
rEQ,r<a 

Por outro lado, seja r E Q, r < a. Se z E Gr, então f(z) < r < a, e portanto z E 

.r-1((-00, a)). Logo, 

LJ Gr e J-1((-00, a)). 
rEQ,r<a 

Isto prova que J-1((-oo, a)) também é aberto. 

Dados a, b E IR, a < b, temos que 

é aberto, como interseção finita de abertos. Então a imagem inversa de qualquer aberto de 

IR é aberto em S, e portanto fé contínua. 

Reciprocamente, sejam F, K e S fechados disjuntos e não-vazios e f como no enunciado. 

Então 

F e f-1 ([0, 1/2)) e K e f-1 ((1/2, 1]), 

e estas imagens inversas são abertos disjuntos de S. ■ 

Teorema 1.40 (Partição da Unidade, [8), pg. 301, Teorema 5.1.9). Seja K um espaço 

de Hausdorff compacto e seja {U1, ... , Un} um recobrimento aberto de K. Então existem 

fi, ... , fn: K-+ IR funções contínuas tais que: 

(i) O :S Íi(x) :S 1, para todo x E K e para todo i E {1, ... , n}; 

(ii) fi(x) = O, para todo x E K \ Ui e para todo i E {1, ... , n}; 
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Uma família {li, ... , fn} com estas propriedades é dita uma partição da unidade subordi

nada ao recobrimento {U1, .. . , Un} . 

Demonstração. Pela Proposição 1.38, temos que K verifica o axioma T4 • Vamos construir 

indutivamente D0 , ... , Dn e K fechados tais que 

n 

K = LJ int(Di) , 
i=O 

onde int(A) denota o interior do conjunto A e K, e Di e Ui, para todo i E {1, .. . , n}. 

Seja Do= 0 . Suponhamos construídos D0 , ... , Dm e K fechados tais que 

para algum m E {O, ... , n - 2}. Definimos 

Cm+1 = K \ (int(D1) U ... U int(Dm) U Um+2 U .. . U Un)-

Então Cm+l e Um+l· Além disso, Cm+l é fechado em K. Logo, existe nm+i aberto satisfa

zendo 

Seja Dm+l = nm+l· Temos que Dm+l é fechado e 

Notemos também que 

pela definição de Cm+l· 



(U int(D;)J UU,
Ni=0

Definimos

Ci=KN(int(D)U... Uint(D,-1)).

Então C, C U, é fechado, e portanto existe 2, aberto tal qu

Cn CM CM CU

Seja Dn = Qn. Temos que D,, é fechado e

Ch CM Cint(O,) C Da CU,

Além disso,
n—l n—1

(U iu(D)) UDaD (U iu(D)) UCG =K,
i=0 i=0

pela definição de C,.

Notemos que UU,int(D;) = K, pois Do = 2. Pelo Teorema 1.39, para cada à €

(1,...,;ny existe g;: K — [0,1] contínua tal que gi(x) = 1, sex € De gi((y) = 0, se

ye KNU;. Como (D,,..., D,+ é um recobrimento de K, temos que gy(x) +... +gn(x) >0,

para todo x E K. Para cada i E (1,...,n, definimos f;: K > R por

(r)= gi(x)

Ri = aii

para todo x E K. Cada f; é contínua, como quociente de funções contínuas. Além disso,

temos:

(i) 0< f(x) <1, paratodo ze K e para todo ie (1,...,n);

(ii) fi(x) = 0, para todo xe KN U; e para todo ie (1,...,nJ);

(ii) >=, fila) = 1, para todo « € K.
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Assim temos construídos D0 , ... , Dn-l C K fechados tais que 

(

n-1 ) 
K = ~ int(Di) U Un. 

Definimos 

Cn = K \ (int(D1) U ... U int(Dn-1)). 

Então Cn e Un é fechado, e portanto existe Dn aberto tal qu 

Seja Dn = Dn. Temos que Dn é fechado e 

Além disso, 

(Q int(D,)) U Dn ::, (Q int(D,)) U Cn ~ K, 

pela definição de Cn. 

Notemos que LJ~=l int(Di) = K, pois Do = 0. Pelo Teorema 1.39, para cada i E 

{1, ... , n} existe 9i: K --+ [O, 1] contínua tal que 9i(x) = 1, se x E Di, e 9i(Y) = O, se 

y E K\ Ui. Como {D1, ... , Dn} é um recobrimento de K, temos que g1(x) + ... + 9n(x) > O, 

para todo x E K. Para cada i E { 1, ... , n}, definimos Íi: K --+ IR por 

9i(x) 
Íi (X) = I:n ( ) , 

j=l 9J X 

para todo x E K. Cada Íi é contínua, como quociente de funções contínuas. Além disso, 

temos: 

(i) O s; Íi(x) s; 1, para todo x E K e para todo i E {1, ... , n }; 

(ii) Íi(x) = O, para todo x E K \ Ui e para todo i E {1, ... , n}; 

(iii) r:,7=1 fi(x) = 1, para todo x E K. 



Proposição 1.41. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, D um subconjunto denso

deK ef,g: K >R funções contínuas. Então valem:

(i) Se f(d) = g(d), para todo dE D, então f = 9;

(is) suptIf(h)] :k E K) = supflf(a)]: de DJ.

Demonstração. (i) Suponhamos, por absurdo, que exista k € K tal que f(k) 2 g(k). To-

mando 6 = |f(x) — g(x)| > 0, temos

(ru9-Suru+ 5) (96) - Salt) + 5) =

SejamU =" ((Ha)-itor) ev =((g(x) — 5, 9(x) + 5)). Então U e V são

abertos em K, com ze UNV. Pela densidade de D, existe de DNUNV. Logo,

+50 (at) = Goat) + 5):

O
S

uma contradição. Logo, f = 9.

(ii) Seja M = sup(|f(k)|: k € K). É claro que M é um limitante superior de (| f(d)] :

dE D). Fixemos e > 0 e mostremos que M — = não é limitante superior deste conjunto. Por

definição, existe k. € K com

M>Iik> MS.

Seja W. = [((J(k.) — &, f(kc) + 5)). Como W. é um aberto não-vazio de K e D é denso,

existe d. € DN W.. Então temos que

[f(do)| > | H(ko)] — | S(ke) — Hide) > M —e,

donde M — e não é limitante superior de (|f(d)| : de DJ. Logo,

sup(lMd):de DJ=M,

como queríamos. E
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Isto conclui a demonstração. ■ 

Proposição 1.41. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, D um subconjunto denso 

de K e J, g: K ~ lR funções contínuas. Então valem: 

{i) Se f(d) = g(d), para todo d E D, então f = g; 

(ii) sup{l.f(k)I : k E K} = sup{IJ(d) I : d E D}. 

Demonstração. (i) Suponhamos, por absurdo, que exista k E K tal que J(k) =I= g(k) . To

mando J = lf(x) - g(x) I > O, temos 

(l(k) - ~' J(k) + ~) n (g(k) - ~' g(k) + ~) = 0. 

Sejam U = 1-1 ((f(x) - tJ(x) + fl) e V= 1-1 ((g(x) - !,g(x) +!)).Então U e V são 

abertos em K, com x E U n V. Pela densidade de D, existe d E D n U n V. Logo, 

( 
8 ó) ( 5 ó) J(d) = g(d) E J(k) - 2, f(k) + 2 n g(k) - 2, g(k) + 2 ; 

uma contradição. Logo, f = g . 

(ii) Seja M = sup{ll(k)I : k E K}. É claro que M é um limitante superior de {ll(d)I : 

d E D}. Fixemos e> O e mostremos que M - e não é limitante superior deste conjunto. Por 

definição, existe kê E K com 

M 2: lf(kê)I > M - ; . 

Seja Wê = 1-1 ((J(kê) - ½, J(kê) + ½)). Como Wê é um aberto não-vazio de K e D é denso, 

existe de E D n We. Então temos que 

donde M - e não é limitante superior de {lf(d)I : d E D}. Logo, 

sup{)l(d)I : d E D}= M, 

como queríamos. ■ 
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As definições a seguir terão papel fundamental no capítulo 3. Vamos também relembrar os 

enunciados da Hipótese do Contínuo e do Axioma de Martin. Observamos que nos enunciados 

da Hipótese do Contínuo, do Axioma de Martin e do Lema 1.45 estamos assumindo os 

axiomas usuais de teoria dos conjuntos e o Axioma da Escolha (ZFC). 

Definição 1.42 ([4], pg. 35). Sejam T > N0 um cardinal e K um espaço de Hausdorff 

compacto. Dizemos que K satisfaz a T-chain condition se toda família de abertos não-vazios 

e dois a dois disjuntos de K tem cardinalidade menor do que T. Quando T = N1 , diremos 

que K tem a countable chain condition, ou simplesmente K tem a ccc. 

Hipótese do Contínuo (CH, [15], pg. 37). 2No = N1 . 

Axioma de Martin (MA, [23], pg. 15). Seja K um espaço de Hausdorff compacto que tem 

a ccc. Então K não pode ser escrito da forma 

onde a< 2No é um cardinal e cada Fi é raro (isto é, o interior de Fi é vazio). 

Definição 1.43 ([4], pg. 21). Seja T > N0 um cardinal e seja S um espaço topológico. 

Dizemos que T é um caliber de S se dada qualquer família {Ui : i E T} de subconjuntos 

abertos e não-vazios de S , existe um subconjunto r de T tal que lfi =Te n -yEr U-y i= 0. 

Definição 1.44 ([15], pg. 31). Seja Tum cardinal. A cofinalidade de T é o menor cardinal 

µ tal que existe uma família de ordinais { ai : i < µ} com ai < T, para todo i < µ , e 

sup{ai : i < µ} = T, e é denotada por cf(T) . 

Quando cf(T) = T, dizemos que T é regular. Caso contrário, dizemos que T é singular. 

Lema 1.45. Assumindo MA, seja K um espaço de Hausdorff compacto que tem a ccc, e 

seja ,\ um cardinal regular, N0 < ,\ < 2No. Então ,\ é um caliber de K. 

Demonstração. Indicamos [23], página 16. ■ 

Por fim, enunciamos dois resultados simples sobre cardinalidade. 
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Lema 1.46. Sejam I um conjunto não-vazio, À um cardinal e (Aí)iEI uma família de con

juntos satisfazendo IAI :::; À, para todo i E I. Então 

U Aí :::; III· sup IAJ 
íEI 

iEI 

Demonstração. Seja µ = supíEI IAíl :::; À. Para cada i E J, seja <Pi : Ai --+ µ uma função 

injetora. Definimos 

<1> : uiEJ ( { i} x Aí) -+ 1 x µ 

(i, a) 1---7 (i, c/Ji(a)). 

Se (i, <Pi(a)) = (j, <Pi(b)), então i = j e c/Ji(a) = </>i(b), donde a= b (pois <Pi é injetora) . Logo, 

</> é injetora, e portanto 

LJAi < LJ({i} X A) :::; II X µI =III.µ , 
íEI iE I 

como queríamos. ■ 

Definição 1.47. Seja J um conjunto qualquer. O conjunto das partes de I é o conjunto 

p( I) de todos os subconjuntos de I. O conjunto das partes finitas de I é o conjunto 

PJ(I) = {F e I: Fé finito}. 

Lema 1.48. Seja I um conjunto infinito. Então IPJ(J)I = III. 

Demonstração. É fácil ver que a função I 3 i 1---7 { i} E PJ(J) é injetora. Logo, III :::; IPJ(J)I

Mostremos a desigualdade contrária. Para cada n EN, seja Pn(J) = {F e I: IFI :__ n}. 

Então 

PJ(I) = {0} U U Pn(J). 
nEl\l 

Como 1n 3 (i1, ... ,in) 1---7 {i1, ... ,in} E PnU) ésobrejetora, temos que IPnU) I:::; 1r1 = 111-

Portanto, pelo Lema 1.46, temos que 

U Pn(J) :::; jNj · III = III, 
nEN 
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1.6 Os espaços co(T)

Nesta seção vamos estudar os espaços de Banach co(T), onde T é um conjunto não-vazio.

Indicamos [9] como bibliografia básica para esta seção.

Lembramos que dado T um conjunto não-vazio, denotamos por co(T) o espaço vetorial

das funções f:T > R tais que para todo c > 0, 0 conjunto (y e PT: |f(W| > e) é finito,

munido da norma

[lo = suplH(W|Y fe co(D).
ver

Quando conveniente, denotaremos uma função f E co(T) por (f,)yer, onde f, = f(5).

Proposição 1.49. Seja T um conjunto finito, não-vazio, |P| = n.. Então co(D) = Rº.

Demonstração. Vamos escrever PT = (yh,...,y%m), onde y £ 9 sei + j. Como P é finito,

temos que co(T') coincide com o espaço vetorial de todas as funções de T em R. Para cada

ie (1,...,n), definimos f:T > R por fi(y) = 1 e f(y) = 0, se j % à. Mostremos que

ff, -.., fny é uma base de co(T).

Seja f E co(T) fixada. Para cada j E (1,...,n), temos

(» ren) (Yj) = Do fifa) = (9).

Logo, f = 554 f(yi) fi. Isto prova que (fi,..., n) gera co(T).

Para mostrarmos que (/,..., fa) é linearmente independente, sejam o4,...,0n € R tais

que 524 q;f;= 0. Dado j € (1,...,n), temos que

0 = (Dos) (75) = a.

Portanto, a, =... = q, = 0. Isto conclui a demonstração. E

Teorema1.50. Seja T um conjunto não-vazio. Então (co(T), |l-llso) é um espaço de Banach.
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como queríamos. ■ 

1.6 Os espaços c0(r) 

Nesta seção vamos estudar os espaços de Banach c0(r), onde ré um conjunto não-vazio. 

Indicamos [9] como bibliografia básica para esta seção. 

Lembramos que dado r um conjunto não-vazio, denotamos por c0 (r) o espaço vetorial 

das funções f: r ➔ lR tais que para todo ê > O, o conjunto { 1 E r : lf( 1 ) 1 ~ ê} é finito, 

munido da norma 

llflloo = sup IJ(,)I, V f E co(r). 
-yEr 

Quando conveniente, denotaremos uma função f E co(r) por (f,JrEr, onde J.,, = J(,). 

Proposição 1.49. Seja r um conjunto finito, não-vazio, lfl = n. Então c0(r) ~ JRn. 

Demonstração. Vamos escrever r = { 11, ... , ,n}, onde ')'i f ')'j se i f j. Como r é finito, 

temos que c0 (r) coincide com o espaço vetorial de todas as funções de r em JR. Para cada 

i E {1, ... ,n}, definimos fi: r ➔ lR por fi(,i) = 1 e fi(,j) = O, se j f i. Mostremos que 

{li , ... , fn} é uma base de c0 (r). 

Seja f E c0 (r) fixada. Para cada j E {1, ... , n}, temos 

Logo, f = I::Z:1 f(,i)Íi· Isto prova que {li, ... , fn} gera co(r). 

Para mostrarmos que {li, ... , fn} é linearmente independente, sejam a 1 , ... , an E lR tais 

que I::~=l adi= O. Dado j E {1, .. . , n}, temos que 

Portanto, a 1 = .. . = an = O. Isto conclui a demonstração. ■ 

Teorema 1.50. Seja rum conjunto não-vazio. Então (eo(r), li· 1100 ) é um espaço de Banach. 
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Demonstração. Seja (xn)nEN uma sequência de Cauchy em (co(r), 11 · lloo), onde Xn = (x~)iEr• 

Fixemos E> O. Então existe nê EN tal que 

sup lx~ - x~I = llxn - Xmlloo < E, 
iEr 

para quaisquer m, n 2 nê. Logo, para cada i E r, a sequência (x~)nEN é de Cauchy em IR, 

e portanto converge para algum xi E IR. Seja x = (xi)iEr• Mostremos que x E c0 (r) e que 

11·11= Xn "--"---7 X. 

Seja N EN tal que llxn - xmlloo < ~' para todos m, n 2 N. Temos, portanto, que 

. . t=' 

jx~-x~I < ~,\liEr,\lm,n2N. 

Fixando n 2 N e i E refazendo m "--"---+ oo na desigualdade acima, obtemos 

(*) 

Sei E ré tal que lxil 2 E, então 

donde lx}vl 2 ~- Como XN E c0 (f), temos que isto só vale para um número finito de índices, 

e portanto { i E r : lxi j 2 E} também é finito . Isto prova que x E c0 (r). 

Além disso, a desigualdade (*) implica que llx - Xnlloo < E, para todo n 2 N, isto é, 

11 ·11= ■ 
Xn "--"---7 X. 

Definição 1.51. A base canônica do espaço c0 (r) é a família (ei)iEr, onde ei(i) 1 e 

ei(j) = O, se i -/ j. 

É fácil ver que a família ( ei)iEr é linearmente independente. Se r é finito, lfl = n, vimos 

que c0 (r) ~ IRn, e a família (eih~i::Sn é base algébrica de c0 (r) . Se ré infinito, esta família 

não é base algébrica de c0 (r); porém, vale o seguinte resultado. 

Teorema 1.52. Seja r um conjunto infinito e seja x = (xi)iEr E c0(f). Então (xiei)iEr é 

desordenadamente somável e tem soma x. Além disso, c0 (f) = span { ei : i E r}. 
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Demonstração. Fixemos E > O. Por hipótese, o conjunto Fé = { i E r : lxil 2: D é finito. Se 

F é um conjunto finito satisfazendo Fé e F e r, então 

00 

Logo, (xiei)iEr é desordenadamente somável e tem soma x. 

Seja y = (yi)iEr E c0 (f) qualquer. Sabemos que (yiei)iEr tem soma y. Pela Proposição 

1.6, existe um conjunto enumerável infinito J e r tal que 

{ i E r : Yi =I= o} e J. 

É claro que a família (enumerável) (yiei)iEJ também é desordenadamente somável e tem 

soma y. Vamos escolher uma ordenação qualquer de J e escrever J = {i1 , ... , in, .. . }, onde 

ik =/= i1 se k =/= l. Pela Proposição 1.9, temos que 

isto é, 

00 

LYinein = Y, 
n=l 

n 

y = lim ~ Yik eik . 
n----too L-t 

k=l 

Logo, y E span{ein: n EN} C span{ei: i E f}. ■ 

Proposição 1.53. Sejam r 1 e r 2 conjuntos não-vazios. Seja X o subespaço de c0(f2 ) das 

funções g E c0 (r 2 ) tais que g(,) = O, para todo , E r 2 \ r 1 . Então c0 (r 1) e X são linearmente 

isométricos. 

Demonstração. Definimos o operador linear 

onde y1 = x1, se j E r 1, e y1 = O, se j E f2 \ f1. É fácil ver que Im(T) = X. Notemos 
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também que 

IIT(x)lloo = sup !Yil = sup !Yil = sup lxil = llxl loo, 
jEI'2 iEI'1 iEI'1 

para todo x = (xi)iEI'i E c0 (f 1). Portanto, T é uma isometria linear de eo(r 1) sobre X. ■ 

Com este resultado, dados 0 =I= r 1 e r 2, podemos identificar c0 (f 1) com o subespaço 

{(xi)iEI'2 : xi= O, Vi E f 2 \ f1} e considerar co (r1) como subespaço de c0 (f2). 

Teorema 1.54. Sejam r 1, r 2 conjuntos não-vazios. Então r 1 e r 2 têm a mesma cardinali

dade se, e somente se, c0 (r 1 ) e c0 (f2) são linearmente isométricos. 

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que lf1I = lf2I- Seja f5: f 1-+ f2 uma função 

bijetora e consideremos o operador linear 

onde Yi = xi, para todo j = f5(i) E f 2. 

Dado z = ( zj) jEr2 , é fácil ver que T ( ( wi)iErJ = z, onde wi = Zj, para todo i = fJ -
1 (j) E 

r 1. Portanto, T é sobrejetora. Além disso, temos que 

IIT(x)lloo = sup lxa(i)I = sup lxil = llxlloo, 
iEI'1 iEI'1 

para todo x = (xi)iEI'i E eo(r 1) - Logo, T é uma isometria linear de eo(r 1) sobre c0(f2) . 

Reciprocamente, seja S: c0(f1)-+ c0 (f2) uma isometria linear sobrejetora. Sejam (ei)iEI'i 

e (fj)jEr2 as bases canônicas de c0(r1) e de c0 (f 2), respectivamente. Se co(r 1) e eo(f2) têm 

dimensão finita, então r 1 e r 2 são ambos finitos (caso contrário, (ei\Eri e (fj)jEr2 são 

famílias infinitas e linearmente independentes). Pela Proposição 1.49, temos que r 1 e r 2 têm 

a mesma cardinalidade. 

Suponhamos então que c0 (r 1) e c0 (f 2) têm dimensão infinita (e portanto r1 e f 2 são 

ambos infinitos) . Afirmamos que c0 (f2) = span{S (ei) : i E r 1}. De fato, seja y E c0 (f2) 

fixado. Como S é sobrejetora, existe x E c0 (f 1) tal que S(x) = y . Pelo Teorema 1.52, 

existe sequência (zn)nEN em span{ei : i E f 1 } tal que Zn ---+ x . Como Sé linear, temos 
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que (S(zn))nEN é sequência em span{S(ei) i E f 1}, e como S é contínua, temos que 

S(zn) ---+ S(x) = y. Isto prova a afirmação. 

Dados j, k E r 2 , j =I= k, temos que llh- fklloo = 1. Logo, (B (li ,½)) jH
2 

é uma família de 

abertos disjuntos e não-vazios de c0 (f2 ). Seja D= spanQ{S(ei) : i E r1}, isto é, o conjunto 

de todas as combinações lineares finitas de elementos de {S(ei) : i E f 1}, com coeficientes 

racionais. Vamos mostrar que D é denso em eo(r 2) e que JDI ::; Jr 1I-

Seja x E span{S(ei) : i E r 1} fixado. Então existem n EN, c1, .. . , Cn E .IR e i1, . . . , in E r 1 

tais que x = c1S(eiJ + ... +cnS(ein). Para cada m E {1, ... , n}, seja (q;_n)rEN uma sequência 

de números racionais que converge para Cm- Então 

Logo, x E D. 

Isto prova que span{S(ei) : i E f 1 } CD, e portanto 

como queríamos. 

Para cada F e r1 finito, não-vazio, seja DF = spanQ{S(ei) : i E F}, e seja D0 = 0. 

Então 

D= U DF. 
FEp f (I'1) 

É fácil ver que IDFI = 1«:r1 = ~O, para todo F E P1(r 1), F =I= 0, com IFI = n. Portanto, 

pelo Lema 1.48, temos que 

Como D é denso, temos que D n B (fí , ½) =I= 0, para todo j E r2 , e podemos escolher 

um elemento aí pertencente a esta interseção. A função r 2 3 j i---+ ai E D é injetora, e 

portanto 

■ 
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Pelo Teorema 1.54, é suficiente estudarmos os espaços c0(T), onde T # 0 é um cardinal. 

Quando T = ~o, escreveremos co (~o) = co. 

Observação 1.55. c0 é o espaço vetorial das sequências escalares que convergem para zero. 

A base canônica (en)nEN de c0 é uma base de Schauder de co. Em particular, co é separável. 

Usando a mesma ideia da demonstração do Teorema 1.54, provamos o seguinte resultado. 

Proposição 1.56. Seja T ~ N0 um cardinal. Então dens(co(T)) = T. 

Demonstração. Seja (ej)jEr a base canônica de c0(T) e seja D um subconjunto denso de 

c0 ( T) com I D 1 = dens ( co ( T)). Temos que ( B ( ej, ½)) j~r é uma família de abertos disjuntos 

e não-vazios de c0(T). Como D é denso, para cada j E T podemos escolher um elemento 

ªi E B ( ei, ½) n D. Concluímos que a função T 3 j i-------+ ai E D é injetora, e portanto 

T ~ IDI = dens(co(T)). 

Por outro lado, o subespaço spanQ{ei: j E T} é denso em c0(T) e tem cardinalidade T. 

Logo, dens(co(T)) ~ T . ■ 

Corolário 1.57. Seja T um cardinal não-nulo. Então c0(T) é separável se, e somente se, 

T ~ No. 

Demonstração. Suponhamos que eo(T) seja separável. Se T é finito, nada temos que fazer. 

Caso contrário, pela Proposição 1.56, temos que T = dens(c0 (T)) ~ N0 , e portanto T = N0. 

Reciprocamente, se T ~ N0 , então ou T é finito (e portanto c0(T) tem dimensão finita), 

ou c0 ( T) = c0 • Em ambos os casos, c0 ( T) é separável. ■ 

O resultado a seguir é uma versão não-enumerável da Proposição 1.15 e será útil no 

Capítulo 3. 

Proposição 1.58. Sejam X um espaço de Banach e T ~ N1 um cardinal. São equivalentes: 

(ii) Existem números reais 5 > O e M > O e (xi)iEr uma família de elementos de X tais 

que, para todo subconjunto finito F de T e para toda família de escalares { ai : i E F}, 

tem-se 
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Neste caso, diremos que (xi)iE-r é equivalente à base canônica de c0 . 

Demonstração. (i) ===} (ii): Seja T: c0(T)-+ X um isomorfismo sobre sua imagem. Defini

mos xi= T(ei), para cada i E T. Tomando 8 = IIT~111 e M = IITII, temos o resultado. 

(ii) ===} (i): Seja ( ai)iE-r uma família de escalares. Segue de (ii) que ( aiei\EI satisfaz o 

critério de Cauchy se, e somente se, (aixi)iEI o satisfaz. Logo, (aiei)iEI é desordenadamente 

somável se, e somente se, (aixi)iEI o é. Assim, podemos considerar a função T: c0(T) -+ X 

dada por 

para todo LiE-r aiei E c0 ( T). Pela Proposição 1.3, T é linear. 

Mostremos que T é injetora. Se x = LiE-r aiei E co ( T) é tal que T( x) 

I::,1 aixi = O. Por definição, dado é > O, existe Fé e T, finito, tal que 

e portanto 

F e T, finito , Fé e F ===} L aixi < ôE:, 
iEF 

F e T, finito, Fé e F ===} = max iaii < é. 
iEF 

Isto prova que LiE-r aiei = O. Logo, T é injetora. 

O, então 

Fixemos x = LiE-r aiei = (ai)iE-r E Co(T). Pela Proposição 1.6, existe I C T, com III= ~0, 

tal que 

{i E T: xi i= o} e I. 

Então T(x) = LiEI aixi. Escrevendo I = {i1 , ... , in, .. . }, onde Íj i= 'Ík se j -=I= k, temos, pela 

Proposição 1.9, que 

e portanto 

IIT(x)II = lim 
m--+oo 

m 

m 

T(x) = lim ~ aixi, 
m--+ooD 

i=l 

Lªixi ~ lim M m_ax !ail ~ Msupiail = M llxll-
m--+oo 1::Si::;m iE-r 

i=l 

Como x foi escolhido arbitrariamente, temos que T é contínua e IITII ~ M. 
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» co(T) também é contínua. E

Observação 1.59. Sejam T: co(T) > X e (x;)ie; como na demonstração da Proposição

1.58. Então Im(T) é subespaço fechado de X, pois é isomorfo ao espaço de Banach co(T).

Como x; = T(e;), para cada à E 7, temos

spanfz;:i eric Im(T).

Por outro lado, pelo que vimos, cada elemento da imagem é limite de combinações lineares

finitas de elementos de (x; :i E T+. Portanto,

Im(T) Cspanfz;:i er)

Encerramos esta seção com o seguinte exemplo de uma sequência incondicionalmente

somável que não é absolutamente somável.

1 1Exemplo 1.60. Considere a sequência (Den)uen em co. Como (2) .u € co; temos, pelo

1 o. . ) o 1, (1
Teorema 1.52, que (en).e é incondicionalmente somável e 31%, Fen = (Den:

Por outro lado,
oo

o
n=1

icen
n

=5,5=+o0.

Logo, ( en) nel não é absolutamente somável.

 

   

1.7 Os espaços C(K,X)

Esta seção é dedicada ao estudo dos espaços de Banach C(K, X), onde K é um espaço de

Hausdorff compacto e X é um espaço de Banach. Como bibliografia básica para esta seção,

indicamos[9].

Lembramos que dados K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach,

denotamos por C(K, X) o espaço normado das funções g: K — X que são contínuas, munido

da norma

Ilgllo = sup llg(k) ||, 9 e C(K, X).
Rek
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Procedendo de forma análoga usando a primeira desigualdade de (ii), concluímos que 

r-1 : Im(T) ➔ co(T) também é contínua. • 
Observação 1.59. Sejam T: c0(T) ➔ X e (xi)iEr como na demonstração da Proposição 

1.58. Então Im(T) é subespaço fechado de X, pois é isomorfo ao espaço de Banach c0 (r) . 

Como xi= T(ei), para cada i E r, temos 

span{xi: i E T} e Im(T). 

Por outro lado, pelo que vimos, cada elemento da imagem é limite de combinações lineares 

finitas de elementos de { Xi : i E T}. Portanto, 

Im(T) e span{xi : i E T}. 

Encerramos esta seção com o seguinte exemplo de uma sequência incondicionalmente 

somável que não é absolutamente somável. 

Exemplo 1.60. Considere a sequência (¼entEN em co. Como (¼)nEN E co, temos, pelo 

Teorema 1.52, que (¼en)nEN é incondicionalmente somável e L~=l ¼en = (¼)nEN. 

Por outro lado, 

Logo, (¼en)nEN não é absolutamente somável. 

1.7 Os espaços C(K, X) 

Esta seção é dedicada ao estudo dos espaços de Banach C(K, X), onde K é um espaço de 

Hausdorff compacto e X é um espaço de Banach. Como bibliografia básica para esta seção, 

indicamos [9]. 

Lembramos que dados K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach, 

denotamos por C(K, X) o espaço normado das funções g: K ➔ X que são contínuas, munido 

da norma 

llglloo = sup llg(k)IJ, Vg E C(K, X). 
kEK 
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Quando X= IR, escrevemos simplesmente C(K). 

Proposição 1.61. Sejam X um espaço de Banach e K um espaço de Hausdorff compacto, 

finito, IKI = n. Consideremos o espaço de Banach xn munido da norma 

Então (C(K, X), li · lloo) e (Xn, li· li) são linearmente isométricos. 

Demonstração. Pela Proposição 1.33, K está munido da topologia discreta. Logo, toda nm
ção f: K ➔ X é contínua, ou seja, C(K, X) coincide com o espaço vetorial de todas as 

funções f : K ➔ X. Vamos escrever K = { k1 , ... , kn}, onde ki =/- kj se i =/- j. Definimos o 

operador linear T: C(K, X) -t xn por 

T(f) = (f(k1), ... , J(kn)) , Vf E C(K, X). 

É fácil ver que T é sobrejetora. Além disso, notemos que 

IIT(f)II = ll(f(k1), • • •, f(kn))II = max IIJ(ki)II = llflloo, Vf E C(K, X). 
lsisn 

Portanto, T é uma isometria linear entre C(K, X) e xn. ■ 

Teorema 1.62. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. 

Então (C(K, X), li · lloo) é um espaço de Banach. 

Demonstração. Seja Un)nEN uma sequência de Cauchy em (C(K,X), li· 11 00 ). Fixemos E> O. 

Seja nê E N tal que 

m, n ~ nê =} sup llfm(k) - Ín(k)II = llfm - fnll oo < E. 
kEK 

Logo, para cada k E K a sequência Un(k))nEN é de Cauchy em X, e portanto converge para 

algum f(k) E X. Definimos 

f: K--t!R 

k t----+ f(k). 
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V j. , t' f ll·lloo 1. amos mostrar que e con mua e que n "--'---+ . 

Seja k0 E K fixado. Seja N EN tal que 

é 
m, n ~ N =* llfm - fnlloo < 3. 

Logo, 
é 

m, n ~ N =* llfm(k) - fn(k)II < 3, 'ilk E K. 

Fixando k E K e n ~ N e fazendo m "--'---+ +oo, obtemos 

é 
IIJ(k) - fn(k)II ~ 3, 'ilk E K, Vn ~ N. (**) 

Como f N é contínua em k0 , existe V e K aberto tal que k0 E V e 

é 
k E V =* IIJN(k) - ÍN(ko)II < 3. 

Então para todo k E V temos 

llf(k) - f(ko)II ~ llf(k) - ÍN(k)II + IIJN(k) - ÍN(ko)II + IIJN(ko) - f(ko)II < E. 

Isto prova que fé contínua em k0 . Como k0 é arbitrário, temos que f E C(K, X). 

Além disso, a desigualdade (**) implica que li! - fnl l < E, para todo n ~ N, isto é, 

Ín ll·lloo f. ■ 

Teorema 1.63. Sejam K e L espaços de Hausdorff compactos. Então os espaços de Banach 

C(K x L) e C(K, C(L)) são isomorfos. 

Demonstração. Vamos construir um isomorfismo entre C(K x L) e C(K, C(L)). Dada uma 

função g E C(K, C(L)), vamos definir 

T(g) : J{ X L "--'---+ lR 

(k, l) 1---t g(k)(l). 

Afirmamos que T(g) é contínua. De fato , sejam E > O e (k, l) E K x L. Como g é contínua 
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em k , temos que existe U vizinhança aberta de k em I< tal que 

é 
SEU ===> llg(k) - g(s)lloo < 2-

Além disso, como g(k) é contínua em l, existe V vizinhança aberta de l em L satisfazendo 

E 
t E V ===> lg(k)(l) - g(k)(t)I < 2' 

Portanto, se (s, t) E U x V , temos 

IT(g)(k, l) - T(g)(s, t)I = lg(k)(l) - g(s)(t)I 

~ lg(k)(l) - g(k)(t)I + lg(k)(t) - g(s)(t)I 

E 
< 2 + llg(k) - g(s) ll oo 

< E. 

Isto prova que T(g) é contínua em (k, l). Como (k, l) foi escolhido arbitrariamente, temos 

que T(g) é contínua em I< x L. 

Assim, fica definida a função 

T: C(I<, C(L)) ---r C(I< x L) 

g ~ T(g). 

Mostremos que T é um isomorfismo. 

T é linear: sejam g, h E C(J<, C(L)) e a E R Dados k E J< e l E L, temos: 

T(g + ah)(k, l) = [(g + ah)(k)](l) 

= (g(k) + ah(k))(l) 

= g(k)(l) + ah(k)(l) 

= T(g)(k , l) + aT(h)(k, l). 

Portanto, T(g + ah) = T(g) + aT(h). Isto prova que T é linear. 
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T é contínua: dada g E C(K, C(L)) e fixados k E K, l E L, notemos que 

jg( k )(l) 1 :::; sup lg(k )(t) 1 = llg(k) lloo :::; sup llg( s) li = llglloo-
~L ~K 

Logo, 

IIT(g) lloo = sup lg(k)(l)I :::; IJglloo-
{k,l)EKxL 

Temos, portanto, que T é contínua e IITII :::; 1. 

T é injetora: basta observarmos que 

T(g) = O ~ T(g)(k,l) = 0,\/k E K,\/l E L 

~ g(k)(l) = O, \/k E K, \/l E L 

~ g(k) = 0,\/k E K 

~ g=O. 

1.7 

T é sobrejetora: seja f E C(K x L) fixada. Queremos determinar uma função g E 

C(K, C(L)) tal que T(g) = f. Dado k E K, vamos considerar, primeiramente, a função 

Ík: L--+ IR 

l r--+ f (k , l). 

Mostremos que Ík é contínua. Para tanto, sejam E > O e l E L fixados. Como f é contínua 

em (k, l), temos que existem abertos U' em K e V' em L tais que k E U', l E V' e 

(s, t) E U' x V' =* lf(k, l) - f(s, t)I < E. 

Em particular, 

t E V' =* lfk(l) - Ík(t)I = IJ(k, l) - j(k, t)I < é . 

Isto prova que fk E C(L), para cada k E K . 
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Vamos definir, agora, 

g: K--+ C(L) 

k 1--+ Ík . 
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Resta-nos mostrar, apenas, que g é contínua. Sejam E> O e k E K fixados. Para cada l E L 

temos, da continuidade de f em (k, l), que existem abertos U1 em K e ½ em L tais que 

k E U1, l E½ e 
E 

(s, t) E Uz x ½ ==} lf(k, l) - .f(s, t)I < 3' 

Notemos que {½ : l E L} é um recobrimento aberto de L. Como L é compacto, temos que 

existem li, ... , ln E L tais que 
n 

Seja u = n~=l Uzi . Notemos que u é um aberto em J{ que contém k. Dados s E u e t E L, 

seja j E {1, ... , n} tal que t E Vir Então temos que 

2E 
IJ(k , t) - J(s, t)I :S IJ(k, lj) - f(k, t)I + lf(k, lí) - f(s, t)I < 

3
. 

Como t é arbitrário, concluímos que 

2E 
sup lf(k, t) - f(s, t)I :S - < E, 
tEL 3 

donde 

llg(k) - g(s)lloo = llfk - fs lloo < E . 

Isto prova que g é contínua. 

Finalmente, notemos que 

T(g)(k, l) = g(k)(l) = fk(l) = f(k, l), Vk E K, Vl E L, 

isto é, T(g) = f. 

Como C(K x L) e C(K, C(L)) são espaços de Banach e T é um operador linear contínuo 

e bijetor, temos, pelo Teorema da Aplicação Aberta, que T é um isomorfismo, o que conclui 
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Nosso próximo objetivo é provar o Teorema de Stone-Weierstrass. Este resultado foi

provado por Stone em 1937 (e novamente em 1948, com uma demonstração mais simples)

e é uma generalização do Teorema da Aproximação de Weierstrass; este último, provado

em 1885, afirma que toda função f E C([a,b]) pode ser aproximada uniformemente por

polinômios. Como aplicação do Teorema de Stone-Weierstrass, veremos um resultado sobre

a separabilidade de C(K) (Teorema 1.72).

Primeiramente, vamos provar um caso particular do Teorema da Aproximação de Wei-

erstrass e dois resultados auxiliares, e a partir deles vamos obter o caso geral.

Lema 1.64 (Aproximação da função módulo). Sejam a < b números reais. Consideremos

a função f: [a,b] >» R dada por f(x) = |x|, para todo x E [a,b]. Então existe uma sequência

de polinômios (Qn)nen tal que Qu fileg f em C(la,b]).

Demonstração. Construiremos, primeiramente, uma sequência de polinômios (Ph)nen que

converge para a função identidade em C([0, 1]). Esta sequência será auxiliar no caso geral.

Definimos indutivamente os polinômios A, = 0 e

Pua(o) = Pu(o) + Eder

paran >0e x € [0,1]. Afirmamos que as seguintes propriedades valem para todo x € [0,1]

en>o0:

() 2— Palo) (2 — Ba(m)) (1 — =tnte),

(ii) 0< Pla) < Pualz) <q;

(ui) v— Pix) <a (1-2).

(i) Dado n > 0, notemos que
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a demonstração. ■ 

Nosso próximo objetivo é provar o Teorema de Stone-Weierstrass. Este resultado foi 

provado por Stone em 1937 (e novamente em 1948, com uma demonstração mais simples) 

e é uma generalização do Teorema da Aproximação de Weierstrass; este último, provado 

em 1885, afirma que toda função f E C([a, b]) pode ser aproximada uniformemente por 

polinômios. Como aplicação do Teorema de Stone-Weierstrass, veremos um resultado sobre 

a separabilidade de C(K) (Teorema 1.72). 

Primeiramente, vamos provar um caso particular do Teorema da Aproximação de Wei

erstrass e dois resultados auxiliares, e a partir deles vamos obter o caso geral. 

Lema 1.64 (Aproximação da função módulo). Sejam a < b números reais. Consideremos 

a função f: [a,b] ➔ IR dada por f(x) = lxl, para todo x E [a,b]. Então existe uma sequência 

de polinômios ( Qn)nEN tal que Qn ll ·lloo f em C([a, b]). 

Demonstração. Construiremos, primeiramente, uma sequência de polinômios (Pn)nEN que 

converge para a função identidade em C([O, l]) . Esta sequência será auxiliar no caso geral. 

Definimos indutivamente os polinômios P0 = O e 

para n ~ O ex E [O, l]. Afirmamos que as seguintes propriedades valem para todo x E [O, 1] 

e n ~ O: 

(i) X - Pn+I(x) = (x- Pn(x)) (1 - x+~n(x)); 

(ii) O :S Pn(x) '.S Pn+1(x) :S x; 

(iii) x - Pn(x) '.S x (1 - ~r-
(i) Dado n ~ O, notemos que 

x2 - P, (x)2 
X - Pn+1(x) = X - Pn(x) -

2 
n 

=X_ Pn(x) _ (x - Pn(x))(x + Pn(x)) 
2 

= (x-Pn(x)) (1 - x+ ~n(x)). 
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(ii) Provaremos por indução em n 2 O. Para n = O, 

x2 
X 

O= P0 (x) :S 2 = Pi(x) ::; 2 ::; x , Vx E [O , 1]. 

Suponhamos que 

O :S Pn(x) :S x, 'í/x E [O, 1], 

para algum n 2: O. Então temos: 

O :S X - Pn(x) ~ X+ ~n(x) :S 2; = X :S 1 ~ 1 - X+ ~n(x) 2: O. 

Logo, os dois fatores do lado direito de (i) são maiores ou iguais a zero, e portanto x 2: 

Pn+1(x). Além disso, 

Pela definição de Pn+l, temos Pn+l(x) 2: Pn(x) 2: O. 

(iii) Novamente por indução em n 2: O. É claro que (iii) vale para n = O. Suponhamos 

que (iii) seja válida para algum n 2 O. Segue de (ii) que 

x + P.n(x) > _x x + P, (x) x ~l- n < 1 --
2 -2 2 - 2 

e de (i) que 

( .x + Pn(x)) ( x) ( x)n 
X - Pn+1(x) = (x - Pn(x)) l -

2 
:S (x - Pn(x)) l - 2 :S X l - 2 , 

onde a última desigualdade segue da hipótese de indução. 

Vamos provar que (Pn)nEN converge para a função identidade em C([O, 1]). Consideremos, 

para cada n 2 o, a função .9n: [O, 1]--+ [O, +oo) dada por .9n(x) = x (l - ~r, para x E [O, 1]. 

Para n 2: 2 e x E (O, 1), temos 
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e portanto 

g~(x) = O => x = -
2

- E (O, 1). 
n+l 

Como 9n(0) = O, 9n(l) = 2~ :S n!i e 9n(x) :S x, para todo x E [O, 1], temos que 

para todo n 2'.: 2. 

Por (iii) temos que 

2 
sup 9n(x) :S - -

1
, 

xE(O,l] n + 

2 
sup lx - Pn(x)I = sup (x - Pn(x)) :S sup 9n(x) :S --, 

xE[O,l] xE[O,l] xE(0,1] n + 1 

1.7 

para todo n 2'.: 2. Como n!i -----+ O quando n -----+ oo, temos que (Pn)nEN converge para a 

função identidade em C([O, l]) . 

Mostremos agora o caso geral. Sejam a< b números reais :fixados e seja f(y) = IYI para 

todo y E [a, b]. Seja M = llflloo > O. Definimos 

f 
fo = M E C([a, b]) . 

Como fo([a, b]) e [O, 1], temos que 

sup lfo(y) - Pn(fo(y))I -----+ O, 
yE[a,b] 

ou seja, (Pn o fo) ll·II ➔ fo em C([a, b]). Logo, 

M(Pn o fo) ll· ll oo f em C( [a, b]). 

Resta-nos mostrar, apenas, que cada M(Pn o fo) é um polinômio. Fixemos n 2'.: 1. Por 

construção, Pn tem apenas termos de grau par e seu coeficiente independente é nulo. Vamos 

escrever 



Palfo(y)) = Dont =>. ant
j=i 1j=

  

para todo y € [a,b]. Isto prova que (Pro fo) é um polinômio, e basta tomar Q, = M(Pro fo),

para cada n E N. E

Observação 1.65. Pela demonstração do Lema 1.64, dados números reais a < b, podemos

aproximar a função módulo em [a,b] por polinômios da forma P(x) = Sa A;x2), onde

MM ER, MO.

Lema 1.66. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e f,g e C(K). Então as funções

max(f,9g+ e min(f,9), dadas por

max(f,9Hx) = maxf(x), g(7))

mintf, 9)(x) = mint f(x), g(x))

para todo x E K, são contínuas. Além disso, valem as igualdades:

 

 

maxff, 9) = its, Em

mag ai o ia

Demonstração. É suficiente provarmos que as igualdades acima são verdadeiras. Faremos a

primeira igualdade; a segunda é análoga. Sejam f,g e C(K)ex E Kfixados. Se f(x) > g(x),

temos:

 

 

Como x é arbitrário, temos a igualdade desejada. E

1.7 OS ESPAÇOS C(K, X) 47 

onde À1 , ... , Àk E IR, Àk -=I= O. Então 

k 1 12j k ' 
~ Y ~ Ak 2· 

Pn(fo(y)) = L.,)'k NJ2j = D Af2jy 1, 
j = l j = l 

para todo y E [a, b]. Isto prova que (Pn o fo) é um polinômio, e basta tomar Qn = M(Pn o fo), 

para cada n EN. ■ 

Observação 1.65. Pela demonstração do Lema 1.64, dados números reais a< b, podemos 

aproximar a função módulo em [a, b] por polinômios da forma P(x) = I::;=1 Àjx2i, onde 

>.1, ... , Àk E IR, )..k =/- o. 

Lema 1.66. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e f , g E C(K) . Então as funções 

max{f, g} e min{f,g}, dadas por 

max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)} 

min{f, g }(x) = min{f(x), g(x)} 

para todo x E K, são contínuas. Além disso, valem as igualdades: 

max{f } = f + g + IJ - gj 
, g 2 2 

min {f, g} = f ; g _ 1 f ; 9 I . 

Demonstração. É suficiente provarmos que as igualdades acima são verdadeiras. Faremos a 

primeira igualdade; a segunda é análoga. Sejam f, g E C(K) ex E K fixados. Se f(x) ~ g(x), 

temos: 

f(x); g(x) + lf(x); g(x)I = J(x); g(x ) + f(x); g(x) = f(x) = max{f(x),g(x)}. 

Caso contrário, 

f(x) + g(x ) lf(x ) - g(x)J _ f(x) + g(x) g(x) - J(x) _ ( ) _ {f( ) ( )} 
2 + 

2 
-

2 
+ 

2 
- g x - max x , g x . 

Como x é arbitrário, temos a igualdade desejada. ■ 
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Definição 1.67 ([14], pgs. 127 e 128). Seja I< um espaço de Hausdorff compacto e seja 

A e C(I<). 

• Dizemos que A é uma sub-álgebra de C(I<) se dados f , g E A e À. E JR, tem-se que 

f + g, À.g e f g também pertencem a A. 

• Dizemos que A separa pontos de K se dados k1 , k2 E I< com k1 =/= k2 , existe f E A tal 

que J(k1) =/= J(k2)-

Lema 1.68 ([14], pg. 127, Proposição 1.1). Seja I< um espaço de Hausdorff compacto e seja 

A e C(I<) uma sub-álgebra de C(I<). Então A também é uma sub-álgebra de C(I<). 

Demonstração. Sejam f , g E A e À. E R Sejam (f n)nEN, (gn)nEN sequências em A convergindo 

para f e para g respectivamente. Temos: 

IIUn + 9n) - (f + g)lloo::; llfn - Jlloo + ll9n - glloo --+ o, 

11>..fn - >..Jlloo = i>..lllfn - Jlloo--+ O. 

Logo, f + g, \f E A. Além disso, notemos que 

Logo, fg E A. 

llfn9n - f glloo::; llfn.9n - Ín9lloo + llfn9 - fglloo 

= llfn(9n - g)lloo + IIUn - f)glloo 

::; llfnllooll9n - glloo + llfn - flloollglloo --+ o. 

■ 

Teorema 1.69 (Teorema de Stone-Weierstrass, [14], pg. 130, Teorema 1.4). Seja I< um 

espaço de Hausdorff compacto e seja A e C(I<) uma sub-álgebra fechada de C(I<) . Se A 

separa pontos de K e se para todo k E I< existe f E A com f(k) =/= O, então A= C(I<). 

Demonstração. Seja A e C(I<) como nas hipóteses. Notemos que se I< é unitário, então 

C(I<) é isomorfo a R Em JR, as noções de sub-álgebra e de subespaço vetorial coincidem, e 

portanto sua única sub-álgebra não-trivial é R Logo, A= C(I<). 

Suponhamos então que I< tenha pelo menos dois elementos distintos. Afirmamos: 
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(ii) Se g E A, então lgl E A. 

(i) Sejam k1, k2 E K, k1 -/- k2 e >.1, >.2 E IR. Por hipótese, existem 9o, 91 , 92 E A tais que 

Então u, v E A, u(k1 ) = v(k2 ) = O e u(k2 ), v(k1 ) são ambos não-nulos. Definimos 

É claro que g E A e g(kJ) = Àj, j = 1, 2. 

(ii) Seja g E A fixada. Seja 8 > O dado. Como g é contínua e K é compacto, existem nú

meros reais a < b tais que 9(K) e [a, b] . Pelo Lema 1.64, existe um polinômio de coeficientes 

reais P8 tal que 

sup IPó(Y) - IYII < 8. 
yE[a,b) 

Além disso, pela Observação 1.65, podemos tomar Pó com termo independente nulo, isto é, 

Pó é da forma 
N 

pó = L O'.jYj, 

l=l 

onde 0:'1, .. . , O:'N E JR, O:'N -1- O. 

Definimos g8 = P8 o g E C(K). Então 

N 

gº = L ªJ9j. 
l=l 

Portanto, 9ó E A. Notemos também que 

ll9ó - lgllloo = sup IPa(g(x)) - lg(x)II:::; sup IPó(Y) - IYII < 8. 
xEK yE[a,b) 

Logo, 191 E A = A. 
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Como consequência de (ii) e do Lema 1.66, temos que 

g, h E A =? max{g, h}, min{g, h} E A. 

Agora estamos em condições de provar que A = C(K). Seja f E C(K) e seja E > O 

fixado. Mostremos que existe J E A tal que III - fll oo < E. 

Por (i), dados s, t E K, s -=1- t, existe Ís,t E A tal que 

Ís,t(s) = f(s) e Ís,t(t) = f(t). 

Fixemos s E K e consideremos, para cada t E K \ { s}, o conjunto 

Ut = { x E K: Ís,t(x) < J(x) + ~} = { x E K: Ís,t(x) - f(x) < ~}. 

Então Ut é um subconjunto aberto de K , como imagem inversa de um aberto de IR por uma 

função contínua. Além disso, é claro que s, t E Ut, para todo t E K \ {s}. Logo, {Ut: t E 

K, t -=1- s} é um recobrimento aberto de K. Como K é compacto, exisem t1 , ... , tn E K \ {s} 

tais que 

Definimos 

hs = min{fs,tp • • •, Ís,tn}. 

Por construção, h5 E A e h5 (s) = f(s). Além disso, seja x E K qualquer e tomemos 

i E {1, ... , n} tal que x E Uti. Então temos que 

E 
hs(x) :::; Ís,t;(x) < f(x) + 2. 

Para cada s E K, consideremos agora o conjunto 

½ = { x E K: h5 (x) > f(x) - ~} = { x E K: hs(x) - f(x) > -~}. 

Cada½ é aberto e contém s E K, e portanto{½: s E K} é recobrimento aberto de K. Por 
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compacidade, existem s1 , . .. , sm E K tais que 

m 

Definimos 

Por construção, J E A. Dado x E K, tomemos j E {1, . . . , m} tal que x E Ysr Por um lado, 

temos que 
é -

f(x) - 2 < hsJx) ~ f(x). 

Por outro, 
é - é 

hsi(x) < f(x) + 2, Vj E {1, ... , m} ==> f(x) < f(x) + 2. 

Logo, temos que 
- é 

lf(x) - f(x)I < 2. 

Como x E K foi escolhido arbitrariamente, obtemos 

- é li! - flloo ~ 2 < é. 

Isto prova que A é densa em C(K). Como A é fechada, a demonstração está completa. ■ 

Um enunciado equivalente do Teorema de Stone-Weierstrass é o seguinte. 

Corolário 1.70 (Teorema de Stone-Weierstrass, [14), pg. 130, Corolário 1.5). Seja K um 

espaço de Hausdorff compacto e seja A e C(K) uma sub-álgebra de C(K). Se A separa 

pontos de K e se para todo k E K existe f E A com f(k) =/- O, então A é densa em C(K). 

Demonstração. Notemos que A verifica as hipóteses do Teorema 1.69, e portanto A= C(K). 

Logo, A é densa em C(K) . ■ 

Corolário 1.71 (Teorema da Aproximação de Weierstrass, [14), pg. 133, Teorema 2.1). 

Sejam a < b números reais e f E C([a, b]). Então existe uma sequência de polinômios 

(Pn)nEN em C([a, b]) tal que Pn ll ·lloo f. 
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Comoaplicação de Teorema de Stone-Weierstrass, temos o resultado a seguir.

Teorema1.72 ([14], pg. 139, Teorema 6.1 e Exercício 6.1). Seja K um espaço de Hausdorff

compacto. Então C(K) é separável se, e somente se, K é metrizável.

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que C(K) seja separável. Então Bc(x) é sepa-

rável, como subespaço topológico de C(K). Seja D = (fa: n € Nk um subconjunto denso

de BaK)-

Vamos considerar [-1,1]N munido da topologia produto e definir

FP: K-— [1a

2t— (Ín(L)nen -

Afirmamos que F é contínua. De fato, para cada n € N denotemospor p, à n-ésima projeção

canônica, isto é, Pa((YUmmen) = Yn, para todo (ym)men € [-1,1]". Então po F = fi, é

contínua, para todo n E N, e portanto F é contínua.

Afirmamos também que F é injetora. De fato, sejam x,y € K, x £ y. Pelo Teorema 1.39,

existe f e C(K) tal que f(x) = 1, f(y) = 0 e f(K) c [0,1]. Então f E Bc(xy, e portanto

existe no E N tal que ||f — fnollo < i. Em particular, temos que

O) = folo)l< 7 => 5 < hola)
O) = fal 7 = 55 hold)

Logo, fno(1)  fno(y), e portanto F(x) £ F(y).

Como F é injetora e contínua entre um espaço compacto e um espaço de Hausdorf,

temos, pela Proposição 1.34, que F é um homeomorfismo sobre sua imagem. Como [—1,1]N

é um espaço métrico, concluímos que F(K) também o é, e portanto K é metrizável.

Reciprocamente, suponhamos que K seja metrizável. Se K é unitário, então C(K) — R

é separável. Suponhamos, portanto, que K tenha pelo menos dois elementos distintos. Seja

d: K x K > [0, +00) uma métrica compatível coma topologia de K. Pela Proposição 1.30,
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Demonstração. Basta notar que a sub-álgebra das funções polinomiais definidas em [a, b] 

satisfaz as hipóteses do Corolário 1.70, e portanto é densa em C([a, b]). ■ 

Como aplicação de Teorema de Stone-Weierstrass, temos o resultado a seguir. 

Teorema 1. 72 ([14], pg. 139, Teorema 6.1 e Exercício 6.1). Seja K um espaço de Hausdorff 

compacto. Então C(K) é separável se, e somente se, K é metrizável. 

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que C(K) seja separável. Então Bc(K) é sepa

rável, como subespaço topológico de C(K). Seja D = {fn : n E N} um subconjunto denso 

de Bc(K)· 

Vamos considerar [-1, ljN munido da topologia produto e definir 

F: K -t [-1, l]N 

Xf---7 Un(x))nEN · 

Afirmamos que Fé contínua. De fato, para cada n EN denotemos por Pn a n-ésima projeção 

canônica, isto é, Pn((Ym)mEN) = Yn, para todo (Ym)mEN E [-1, ljN. Então Pn o F = fn é 

contínua, para todo n EN, e portanto Fé contínua. 

Afirmamos também que Fé injetora. De fato, sejam x, y E K, x =!= y. Pelo Teorema 1.39, 

existe f E C(K) tal que J(x) = 1, f(y) = O e f(K) e [O, 1]. Então f E B c (K), e portanto 

existe no EN tal que IIJ - Ínolloo < ¼- Em particular, temos que 

1 
lf(x) - Ín0 (x)I < 4 =* 

3 
4 < Ín0 (x), 

1 
lf(y) - Íno(Y)I < 4 =* 

1 
4 > Íno(y) . 

Logo, Ín0 (x) =/= Ín0 (y), e portanto F(x) =/= F(y). 

Como F é injetora e contínua entre um espaço compacto e um espaço de Hausdorff, 

temos, pela Proposição 1.34, que Fé um homeomorfismo sobre sua imagem. Como [-1, l ]N 

é um espaço métrico, concluímos que F( K) também o é, e portanto K é metrizável. 

Reciprocamente, suponhamos que K seja metrizável. Se K é unitário, então C(K) ~ lll 

é separável. Suponhamos, portanto, que K tenha pelo menos dois elementos distintos. Seja 

d: K x K ➔ [O, +oo) uma métrica compatível com a topologia de K. Pela Proposição 1.30, 
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> R por

fala) = d(z,K NO), Vr e K.

Notemos que cada f, é contínua, pois

nl) — fn(y)] = |dtz, K N On) — d(y, KN Om] < d(z,y), Ve,y e K.

Notemos também que a sequência (f,)nen separa pontos de K. De fato, sejam x,y c K,

2 & y. Como K é de Hausdorff, existem abertos disjuntos U,V em K tais que z E U e

veV.SejameNtalque ze, CU. Então y € KN 2, e portanto

fulx) >0= fa (y).

Além disso, dado x € X, existe ny E N tal que 2 E Mn, £ K, e portanto fa.(x) > 0.

Seja A o conjunto de todos os produtos finitos de elementos de (fn : n € NH Como

(fa: n € Ny é enumerável, temos que py((fn :n € Ny x N) também é enumerável. Como a

função

pr ne N) x N) 3 (Uno Ma); o (ns MF = o o o EM

é sobrejetora, temos que À é enumerável.

Seja agora 4" o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos de A.

Então 4' é uma sub-álgebra de C(K), que verificas as hipóteses do Teorema 1.70; logo, A

é densa em C(K). Seja D o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos

de A com coeficientes racionais. Então D é enumerável. Vamos mostrar que D é denso em

C(K).

Sejam g € C(K) ee > 0 dados. Pela densidade de 4',existe g' € A'tal que||g—g'loo < É.

Como g' E A, existem hy,... hm E A car... jam ER tais que g' = Li a;h;. Para cada
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existe B = {Dn: n EN} uma base de abertos enumerável de K. Podemos supor que K (j. B. 

Para cada n EN, definimos fn: K ➔ lR por 

fn(x) = d(x, K \ Dn), 'efx E K. 

Notemos que cada fn é contínua, pois 

lfn(x) - fn(Y)I = ld(x, K \ Dn) - d(y, K \ Dn)I ~ d(x, y), 'ílx, Y E K. 

Notemos também que a sequência Un)nEN separa pontos de K. De fato, sejam x, y E K, 

x -=/= y. Como K é de Hausdorff, existem abertos disjuntos U, V em K tais que x E U e 

y E V. Seja n1 EN tal que x E Dn1 CU. Então y E K \ Dn11 e portanto 

Ín1 (x) >O= Ín1 (y). 

Além disso, dado x E X, existe nx EN tal que x E Dnx -=/= K, e portanto Ínx(x) > O. 

Seja A o conjunto de todos os produtos finitos de elementos de {fn : n E N}. Como 

{fn: n EN} é enumerável, temos que p1( {fn: n EN} x N) também é enumerável. Como a 

função 

é sobrejetora, temos que A é enumerável. 

Seja agora A' o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos de A . 

Então A' é uma sub-álgebra de C(K), que verificas as hipóteses do Teorema 1.70; logo, A' 

é densa em C(K). Seja 7J o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos 

de A com coeficientes racionais. Então 1) é enumerável. Vamos mostrar que 7J é denso em 

C(K). 

Sejam g E C(K) e é> O dados. Pela densidade de A', existe g' E A' tal que llg-g'll00 < !· 
Como g' E A', existem h1, ... , hm E A e 0:1, ... , O:m E lR tais que g' = I::;:1 o:jhj. Para cada 
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j E {1, ... ,m}, seja% E Q tal que 

E 
1ª 1 - qjl < 2m(llhjlloo + 1) 

Definimos h = I:;:,1 qj h1 E V. Então 

e portanto 

m 

j = l 
m 

j=l 

m <"'~ -~2m 
j=l 

E 
- 2' 

00 

llg - hlloo ~ 119 - g'lloo + llg' - hlloo < E, 

como queríamos. 

1.7 

■ 

Os próximos dois resultados garantem que C(K, X) contém cópias complementadas tanto 

de X quanto de C(K). 

Proposição 1. 73. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. 

Então 

X e..; C(K, X) . 

Demonstração. Para cada x E X, consideremos a função f x E C(K, X) dada por 

Definimos o operador linear 

f x(k) = x, Vk E K. 

T : X~ C(K, X) 

X t--+ Í X • 
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Notemos que 

IIT(x)lloo = llfxlloo = llxll, Vx E X. 

Logo, T é uma isometria linear. Isto prova que X Y. C(K, X). 

Vamos construir uma projeção de C(K, X) sobre Y = Im(T). Fixemos k0 E K e defina

mos o operador linear 

P: C(K,X)--+ Y 

9 f---7 Íg(ko) · 

Notemos que 

IIP(g)lloo = llg(ko)II :'.S ll9lloo,Vg E C(K,X). 

Logo, P é contínua. Além disso, 

P 2 (g) = P(fg(ko)) = Íg(ko) = P(g), Vg E C(K, X). 

Logo, Pé projeção sobre Y, e como Y ~ X, temos que X,__:_, C(K, X). ■ 

Proposição 1.74. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. 

Então 

C(K) ,__:_, C(K, X). 

Demonstração. Fixemos x 0 E X com llxoll = 1 e definamos o operador linear 

Notemos que 

T: C(K)--+ C(K, X) 

f f---7 J(-)xo . 

IIT(J)lloo = sup IIJ(k)xoll = sup lf(k)lllxoll = llflloo, Vf E C(K). 
kEK kEK 

Portanto, T é uma isometria linear sobre sua imagem e, em particular, é contínua. Isto prova 

que C(K) Y C(K, X). 

Seja Y = Im(T) e vamos definir uma projeção de C(K, X) sobre Y. Pela Proposição 1.26, 

span{x0 } é complementado em X . Logo, existe Q: X-+ span{x0 } projeção sobre span{x0 } . 
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» C(K,X)

9Qog.

Fixemos gy € C(K,X). Como Q(g(k)) E spanfzo+, para todo k € K, podemos definir

Ag: K — R por

Q(glk)) = Aglh)xo, Vk e K.

Afirmamos que A, é contínua. Com efeito, sejam ko € K e £ > 0 fixados. Da continuidade

de Q og, existe U vizinhança aberta de ko em K tal que

REU => |As(k) — As(ko)| = |As(k)xo — As(ko)ol] = ||Q(9(k)) — Q(a(ko))| < e.

Logo, A, é contínua em ko. Como kg é arbitrário, temos que A, é contínua.

Da continuidade de Q, temos

19906)< 12]la(6) 1 < 10llllgllo, VR e K,V9 e C(K, X),

e portanto

IP(9)Iloo = 12 0 glloo < |Qlillgloo, 9 E UK, X).

Logo, P é contínua e ||P|| < ||Q ||. Notemos que, para cada ge C(K, X),

P(g) = Agl)xo E Y,

e portanto Im(P) C Y. Por outro lado, se f e C(K), temos que

POxo)(k) = QUI (hk)xo) = Hk)xo,Vk e K,

isto é, P(f(:)xo) = f()xo. Logo, Y C Im(P) e

Plh)=hVhEY.
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Definimos o operador linear 

P: C(K,X) ~ C(K,X) 

gt---+Qog. 

1.7 

Fixemos g E C(K, X). Como Q(g(k)) E span{x0 } , para todo k E K , podemos definir 

)..9 : K -+ lR por 

Q(g(k)) = >.9 (k)x0 , 'ílk E K. 

Afirmamos que >.9 é contínua. Com efeito, sejam k0 E K e E > O fixados. Da continuidade 

de Q o g, existe U vizinhança aberta de k0 em K tal que 

k EU ===} l>-9(k) - À9 (ko)I = ll>-9 (k)xo - À9 (ko)xoll = IIQ(g(k)) - Q(g(ko))II < E . 

Logo, >..9 é contínua em k0 . Como k0 é arbitrário, temos que >..9 é contínua. 

Da continuidade de Q, temos 

IIQ(g(k))II :S l!Qllllg(k)II :S IIQllllgll oo, 'ílk E K,'í/g E C(K,X) , 

e portanto 

IIP(g) lloo = IIQ o 9ll oo :S IIQll llglloo, 'í/g E C(K, X). 

Logo, Pé contínua e IIPII :S IIQII. Notemos que, para cada g E C(K,X), 

P(g) = >..9 (-)xo E Y, 

e portanto Im(P) e Y. Por outro lado, se f E C(K), temos que 

P(f(·)xo)(k) = Q(f(k)xo) = f(k)xo , 'ílk E K , 

isto é, P(f(·)x0) = f(-)x0 . Logo, Y e Im(P) e 

P(h) = h, 'í/h E Y 
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Isto prova que Pé uma projeção sobre C(K). • 

1.8 Produto tensorial de espaços de Banach. Operadores 

compactos 

Nesta seção vamos nos dedicar ao estudo do produto tensorial de espaços de Banach e 

dos operadores compactos entre espaços de Banach. Estes conceitos serão necessários, em 

particular, para enunciarmos os Teoremas 2.12 e 3.11. 

Definição 1.75. Sejam X, Y, Z espaços vetoriais. Dizemos que uma função A: X x Y -r Z 

é bilinear se A é linear em cada variável, isto é, se 

para todos x, x 1, x2 E X, y, Y1, Y2 E Y e a 1, a2 E R Denotamos por B(X x Y, Z) o espaço 

vetorial de todas as funções bilineares de X x Y em Z. Se Z = IR, escreveremos simplesmente 

B(X x Y). 

Sejam x E X e y E Y fixados. Denotamos por x @y o funcional linear de B(X x Y) dado 

por 

(x @y)(A) = A(x, y), 

para todo A E B(X x Y). 

Definição 1. 76 ([25], pg. 1). Sejam X e Y espaços vetoriais. Definimos o produto tensorial 

de X e Y como sendo o subespaço X @ Y de B(X x Y)ü gerado pela família {x@ y : x E 

X , y E Y}. 

Um elemento genérico de X @ Y é da forma 

n 

u = I:>-ixi ® Yi, 
i=l 
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Apu(t,y) = e(o)y(y) Ve E XVy ey,

é bilinear. Logo, o valor u(A.) é o mesmo para qualquer representação de u.

Apresentamos a seguir algumas propriedades do produto tensorial.

Proposição 1.77. Sejam X e Y espaços vetoriais. Dados 2,7,,%7) €E X, yy,pEY e

AÃER, tem-se:

() (m+i)9y=mOy+r By;

(ii) cS(n+m)=20n+r8 mp;

(iii) Meg y) =) 2y=28 (Ay);

(iv) 08y=280=0.

Demonstração. Indicamos [25], página 2. E

Pela Proposição 1.77, todo tensor u E X 9 Y admite uma representação da forma u =

3 ti Vw, onde m1,.., In EX Cy.EY.i=

Proposição 1.78. Sejam X e Y espaços vetoriais esgjau= 51,9EXOY. São

equivalentes:

(i) u=0;

(ii) 3a vlz)Wb(y) = 0, para todos y € XxX! pe Yi;

(iii) 3ola)y = 0, para todo p E X*;

(iv) St bly)x; = 0, para todo | e Yº.

Demonstração. Indicamos |25], página 3. E
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onde x1, . .. , Xn E X, Yi, ... , Yn E Y e >-1, ... , Àn E IR. Em geral, um tensor u não tem repre

sentação única, mas dado A E B(X x Y) , o valor deu em A não depende da representação 

de u. Em particular, fixemos <.p E xu e 'lj) E yU. Então a função Acp,,t,: X x Y ➔ IR dada por 

Acp,1/J(x, y) = <.p(x)'lj)(y), \fx E X, \fy E Y, 

é bilinear. Logo, o valor u(Acp,1/J) é o mesmo para qualquer representação de u. 

Apresentamos a seguir algumas propriedades do produto tensorial. 

Proposição 1. 77. Sejam X e Y espaços vetoriais. Dados x, x1, x2 E X, y, Yi, Y2 E Y e 

,\ E IR, tem-se: 

(i) (x1+x2)@y=x1@y+x2@y; 

(ii) X 0 (Y1 + Y2) = X 0 Yl + X 0 Y2; 

(iii) .\(x 0 y) = (.\x) 0 y = x 0 (.\y); 

(iv) 0 @y=x@ 0 =0. 

Demonstração. Indicamos [25], página 2. ■ 

Pela Proposição 1. 77, todo tensor u E X 0 Y admite uma representação da forma u = 

I::~1 Xi 0 Yi, onde X1, ... , Xn E X e Y1, . .. , Yn E Y. 

Proposição 1.78. Sejam X e Y espaços vetoriais e seja u = L~i xi 0 Yi E X 0 Y. São 

equivalentes: 

(i) u = O; 

(ii) L:=l <.p(xi)-1/;(yi) = O, para todos <.p E xu, 'lj) E yu; 

(iii) L7=1 <.p(xi)Yi = O, para todo <.p E xu,-

(iv) L7=1 'lj)(yi)xi = O, para todo 'lj) E ytt_ 

Demonstração. Indicamos [25], página 3. ■ 
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Definição 1. 79 ([25], pg. 45). Sejam X e Y espaços de Banach. A norma injetiva em X 0 Y 

é dada por 

llull = sup { t, <p(x,),P(y,) : <p E Bx- , 'P E By.} 

- sup { t, <p(x,)y, : <p E Bx•} 

= sup { t, ,P(y,)x, : 'P E Br}, 

onde L~=l Xi 0 Yi é uma representação de u E X 0 Y. 

Definição 1.80 ([25], pg. 46). Sejam X e Y espaços de Banach. O produto tensorial injetivo 

de X e Y é o completamento de X 0 Y munido da norma injetiva, e é denotado por X @Y. 

Para provar o próximo resultado, vamos precisar do seguinte lema. 

Lema 1.81. Sejam X, Y espaços de Banach, D um subespaço denso de X e E um subespaço 

denso de Y. Seja T: D ➔ E uma isometria linear. Então existe uma única isometria linear 

T: X ➔ Y que estende T, isto é, TID = T . Além disso, se T for sobrejetora, então T 

também será sobrejetora. 

Demonstração. Comecemos provando a existência de tal extensão. Seja (xn)nEN uma sequên

cia de Cauchy em D. Como 

IIT(xn) -T(xm)II = IIT(xn - Xm)II = llxn - Xmll, Vm, n EN, 

temos que (T(xn))nEN é uma sequência de Cauchy em E, e portanto converge em Y. 

Sejam agora (xn)nEN, (yn)nEN sequências em D que convergem para algum x E X. Já 

sabemos que (T(xn))nEN e (T(yn))nEN são convergentes em Y; afirmamos que estas sequências 

têm o mesmo limite. De fato, sejam 

u = lim T(xn), v = lim T(yn)-
n----+ oo n----+ oo 

Então 

IIT(xn) - T(yn) li = llxn - Yn ll ---t llx - xll = O, 
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e portanto IIT(xn) - T(yn)II -+ O. Por outro lado, IIT(xn) - T(yn)I I -+ jju - vjj. Logo, 

u=v. 

Com isto, podemos considerar a função T: X -+ Y dada por 

T(x) = lim T(xn), 
n--+oo 

onde (xn)nEN é uma sequência de D que converge para x. Vamos mostrar que T é a função 

procurada. 

T é linear: segue da linearidade do limite. 

T é isometria: fixemos x E X e seja (xn)nEN uma sequência em D que converge para x. 

Então temos que 

IIT(x)II = li lim T(xn)II = lim \\T(xn)II = lim llxnll = llxl!. n--+oo n--+oo n--+oo 

T estende T: seja x E D qualquer e consideremos a sequência (xn)nEN em D , onde Xn = x, 

para todo n E N. Então temos que 

T(x) = lim T(xn) = lim T(x) = T(x) , 
n--+oo n--+oo 

como queríamos. 

Mostremos agora a unicidade. Seja S: X -+ Y uma isometria linear que estende T . Dados 

x E X e (xn)nEN sequência em D que converge para x, temos, da continuidade de S, que 

S(x) = lim S(xn) = lim T(xn) = lim T(xn) = T(x) . 
n--+oo n--+oo n--+oo 

Logo, S = T. 

Finalmente, suponhamos que T seja sobrejetora e mostremos que T também o é. Seja 

z E Y fixado. Pela densidade de E em Y, existe (zn)nEN sequência em E que converge para 

z. Como Im(T) = E, para cada n E N existe Xn E D tal que T(xn) = Zn- Notemos que 
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(zn)nEN é de Cauchy em Y e que 

Logo, (xn)nEN é de Cauchy em X, e portanto converge para algum x E X. Logo, 

T(x) = lim T(xn) = lim Zn = z, 
n---too n ---too 

como queríamos. ■ 

" " Corolário 1.82. Sejam X e Y espaços de Banach. Então X @Y e Y @X são linearmente 

isométricos. 

- ~n ~n Demonstração. E fácil ver que o operador X ® Y 3 ~ i=l xi ® Yi t--+ ~i= l Yi ® Xi E Y ® X 

é uma isometria linear sobre Y ® X.Como X ® Y e Y ® X são densos em X @Y e Y @X, 

respectivamente, temos, pelo Lema 1.81, que existe T: X @Y --+ Y @X isometria linear 

sobrejetora, como queríamos. ■ 

A isometria linear construída na demonstração do Corolário 1.82 é chamada de transpo

sição de X @Y sobre Y @X. 

Definição 1.83 ([18], Definição 3.4.1, pg. 319). Sejam X e Y espaços de Banach e T: X--+ Y 

um operador linear. Dizemos que T é compacto se T(Bx) é compacto em Y . 

Proposição 1.84 ([18], Proposição 3.4.2, pg. 319). Sejam X e Y espaços de Banach e 

T : X --+ Y um operador compacto. Então T é contínuo. 

Demonstração. Por hipótese, T( B x) é compacto em Y, e portanto T( B x) é limitado. Logo, 

existe M > O tal que 

IIT(x)II ::; M, Vx E Bx. 

Dado x E X , x =I= O, temos que 

IIT(x)II = llxll llr c,:11) li::; Mllxll. 

Logo, T é contínuo. ■ 
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Proposição 1.85 ([18], Proposição 3.4.4, pg. 320). Sejam X e Y espaços de Banach e 

T: X ---+ Y um operador linear. São equivalentes: 

(i) T é compacto; 

(ii) T(F) é compacto em Y, para todo F e X limitado; 

(iii) Se (xn)nEN é uma sequência limitada em X, então (T(xn))nEN admite subsequência 

convergente em Y. 

Demonstração. (i) ==> (ii): Seja F e X limitado. Então existe r > O tal que 

FC Br = {x E X: llxll :s; r}, 

donde T(F) e T(Br) - Como T(Bx) e T(Br) são homeomorfos, temos que T(Br) é compacto. 

Logo, T(F) é compacto, pois é um subconjunto fechado do compacto T(Bx ). 

(ii) ==> (iii): Seja (xn)nEN uma sequência limitada em X . Então F = {xn : n E N} 

é um subconjunto limitado de X, e portanto T(F) é compacto em Y. Logo, a sequência 

(T(xn))nEN admite subsequência convergente em T(F). 

(iii) ==> (i): Seja (yn)nEN uma sequência em T(Bx). Mostremos que (Yn)nEN admite 

uma subsequência convergente. Para cada n EN, seja Xn E Bx tal que 

Por hipótese, existe uma subsequência (T(xn;))jEN de (T(xn))nEN tal que T(xni) ---+ y0 E Y. 

Afirmamos que (YnJjEN converge para Yo- De fato, fixemos é> O e seja 11 EN tal que 

Seja também 12 EN tal que - 1
- < f2 . Tomando l = max{l1 , 12 }, temos que 

nJ2 

como queríamos. ■ 
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Proposição 1.86 ([18], Proposições 3.4.8 e 3.4.10, pg. 321). Sejam X, Y , Z espaços de 

Banach, Ti, T2 : X --+ Y operadores lineares compactos, S: Y --+ Z e R: Z --+ X operadores 

lineares contínuos e a E JR. Então os operadores Ti + T2, aTi : X --+ Y, S o Ti : X --+ Z e 

T1 o R: Z --+ X são compactos. 

Demonstração. Seja (xn)nEN uma sequência limitada em X. Por hipótese, existe uma sub

sequência (xni)jEN de (xn) nEN tal que (Ti(xnJ)jEN é convergente em Y. Então (aT1(xni))jEN 

também é convergente em Y, e portanto aT1 é compacto. Além disso, pela continuidade de 

S, temos que (S(T1(x11,;)))jEN converge em Z . Logo, S o T1 também é compacto. 

Como T2 é compacto, existe uma subsequência (xniJkEN de (xni )jEN tal que (T2(Xni,))kEN 

converge em Y. É claro que (T1(xni,))kEN também converge em Y. Logo, ((T1 +T2)(xni,))kEN 

converge em Y, donde Ti + T2 é compacto. 

Seja, agora, (zn)nEN uma sequência limitada em Z. Por hipótese, (R(zn))nEN é limitada 

em X. Logo, existe uma subsequência (R(znJ)lEN de (R( zn) )nEN tal que (Ti(R(zn1)))1EN 

converge em Y. Portanto, T1 o Ré compacto. ■ 

Proposição 1.87 ([18], Proposição 3.4.8, pg. 321) . Sejam X e Y espaços de Banach e 

(Tn)nEN uma sequência de operadores lineares compactos de X em Y tal que Tn --t T E 

J:(X, Y). Então T é compacto. 

Demonstração. Seja (xn)nEN uma sequência limitada em X. Vamos construir indutivamente 

uma família {(x~)nEN : j EN} de subsequências de (xn)nEN e uma sequência (yj)jEN em Y 

tais que Ti ( x~) --+ Yi e ( x~+l )nEN é subsequência de ( x~)nEN, para todo j E N. 

Como T1 é compacto, existem (x;)nEN subsequência de (xn)nEN e y1 E Y tais que 

T1(x;) --+ Y1 -

Suponhamos construídos (x;)nEN, ... , (x~)nEN, onde (x;)nEN é subsequência de (xn)nEN e 

(x~+1)nEN é subsequência de (x~)nEN, para todo j E {1, ... , k - 1}, e Yi, ... , Yk E Y tais que 

Ti(x{) --+ Yi, 'ílj E {1, ... , k }, 

para algum k 2:'. 1. Como Tk+l é compacto, existem (x~+i )nEN subsequência de (x~)nEN e 

Yk+i E Y tais que Tk+1(x~+1) --+ Yk+l· 
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Assim, temos construídas as famílias { ( x~)nEN : j E N} e (Yi) jEN com as propriedades 

desejadas. Consideremos a sequência (zn)nEN em X, onde Zn = x~, para cada n EN. Então 

(zn)nEN é uma subsequência de (xn)nEN· Vamos provar que (T(zn))nEN é convergente em Y. 

Fixemos E> O. 

Afirmamos que Ti(zn) --+ YJ, para todo j EN. De fato, basta observarmos que (zm)m?.j 

é subsequência de (xl)nEN, para cada j EN. 

Afirmamos também que a sequência (yj)jEN é de Cauchy em Y. Com efeito, seja !VI> O 

tal que llznll ~ M, para todo n EN, e tomemos 11 EN tal que 

Fixemos j, k 2: 11 . Para cada n EN, temos que 

Pelo que vimos, existe N(j, k) EN tal que 

Logo, IIYi - Ykll < é. Como j, k 2: 11 foram escolhidos arbitrariamente, temos que 

Isto prova a afirmação. 

Portanto, existe y E Y tal que Yi --+ y. Seja, agora, 12 EN tal que 

é é 
j 2: 12 =} IIYJ - YII < 3 e IITi - TIi < 

3
M 

e seja N1 E N tal que 
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Então temos que 

como queríamos. ■ 

Corolário 1.88 ([18), Proposição 3.4.9, pg. 322). Sejam X e Y espaços de Banach. Então 

o conjunto de todos os operadores lineares compactos de X em Y é um subespaço vetorial 

fechado de J:,(X, Y). 

Vamos denotar o espaço vetorial de todos os operadores lineares compactos de X em Y 

por !C(X, Y). 

Proposição 1.89 ([18], Proposição 3.4.3, pg. 320). Sejam X e Y espaços de Banach e 

T: X ➔ Y um operador linear contínuo tal que Im(T) tem dimensão finita. Então T é 

compacto. 

Demonstração. Podemos supor que T -=/- O. Seja n = dim(Im(T)) e seja I: Im(T) ➔ IRn um 

isomorfismo. Seja (xn)nEN uma sequência limitada em X. Então (I(T(xn)))nEN é limitada 

em IRn. Como as bolas fechadas são compactas em IRn, temos que existe (I(T(xnj)))jEN 

uma subsequência convergente de (I(T(xn)))nEN· Como I é um isomorfismo, temos que 

(T(xnJ)jEN é convergente em Y. Logo, T é compacto. ■ 

Definição 1.90 ([18], Definição 3.1.3, pg. 284). Sejam X e Y espaços de Banach e T: X ➔ Y 

um operador linear contínuo. O operador adjunto de T é o operador linear T*: Y* ➔ X* 

dado por T*('l/J)(x) = 'l/J(T(x)), para todo 'ljJ E Y* ex E X. 

Proposição 1.91 ([18], Proposição 3.1.4, pg. 285). Sejam X e Y espaços de Banach, 

T, S: X ➔ Y operadores lineares contínuos e a E R Então T* é contínuo, com IIT* li = IITII
Além disso, tem-se (T + S)* = T* + S* e (aT)* = aT*. 

Demonstração. Observemos primeiramente que 

(T + S)*('l/J)(x) = 'l/J(T(x) + S(x)) = 'l/J(T(x)) + 'l/J(S(x)) = T*('l/J)(x) + S*('l/J)(x) e 

(o:T)*('l/J)(x) = 'l/J(aT(x)) = o:'lj}(T(x)) = aT*('l/J)(x) , 
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para todo '1/; E Y* ex E X. Logo, (T + S)* = T* + S* e (o:T)* = o:T*. 

Além disso, temos 

sup{IIT*('lj;)II : '1/; E Br} = sup{IT*('l/;)(x)I : x E Bx, 'l/; E By.} 

= sup{l'l/J(T(x))\ : x E Bx, 'l/; E By-} 

= sup{I\T(x)I\: x E Ex} 

=IITI\. 

Portanto, T* é contínuo e \IT*I\ = \ITI\ . 

1.8 

■ 

Proposição 1.92. Sejam X e Y espaços de Banach e T: X ➔ Y um operador linear 

contínuo. Sejam J x : X ➔ X** e Jy: Y ➔ X** as aplicações canônicas de X em X** e de 

Y em Y**, respectivamente. Então T** o lx = Jy o T. 

Demonstração. Basta notarmos que 

T**(Jx(x))('l/;) = lx(x)(T*('l/;)) = T*('l/;)(x) = 'l/;(T(x)) = Jy(T(x))('l/;), 

para todo x E X e '1/; E Y*. ■ 

Definição 1.93. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e 0 =/- Se C(K). Dizemos 

que S é equicontínuo se dados x E K e E > O, existe Ux,e: vizinhança de x em K tal que 

\f(y) - .f(x)\ < E, para toda f E Se todo y E Ux,e:· 

Teorema 1.94 (Teorema de Arzelà-Ascoli). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e 

0 =/-Se C(K). Então S é compacto se, e somente se, S é limitado e equicontínuo. 

Demonstração. Indicamos [18], página 323. ■ 

Teorema 1.95 (Teorema de Schauder, [18], Teorema 3.4.15, pg. 323). Sejam X e Y espaços 

de Banach e T: X ➔ Y um operador linear contínuo. Então T é compacto se, e somente 

se, T* é compacto. 

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que T seja compacto. Sejam ( 'l/Jn)nEN uma 

sequência limitada em Y* e F e Y* um subconjunto limitado tal que 'l/Jn E F, para todo 
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n EN. Seja M1 > O tal que 

Por hipótese, K = T(Bx) é compacto em Y. Notemos que IIYII :S IITII, para todo y E K. 

Definimos 

s = {V!IK: '1/; E F} e C(K). 

Notemos que 

11'1/JIKlloo = sup l'I/J(y)I :S IIV!II sup IIYII :S M1IITII, 
yEK yEK 

para todo ?p E F. Logo, S é limitado. Além disso, seja é > O fixado e tomemos O < ó < ~
1

. 

Então temos que 

para todos y1 , y2 E K e 1P E F. Logo, Sé equicontínuo. 

Portanto, pelo Teorema 1.94, temos que Sé compacto. Logo, existe subsequência (V!ni)íOl 

de ( '1/Jn)nEN tal que ( V!ni IK )jEN é convergente em S. Em particular, ( '1/Jni IK )jEN é de Cauchy. 

Como 

IIV!ni O T - 1Pnk O TIi = sup l'I/Jni(T(x)) - 1Pnk(T(x))I 
xEBx 

:'.S sup IV!ni (y) - V!nk (y) 1 
yEK 

para todos j , k E N, concluímos que ( '1/Jni o T)íEN = (T*( '1/Jni) )jEN é de Cauchy em X*, e 

portanto é convergente. Logo, T* é compacto. 

Reciprocamente, suponhamos que T* seja compacto. Sejam J x : X ➔ X** e Jy: Y -+ 

Y** as aplicações canônicas de X em X** e de Y em Y** , respectivamente. Pelo que provamos, 

T** é compacto. Pela Proposição 1.92, temos T** o Jx = Jy o T, donde T = 1;;1 o T** o Jx. 

Logo, T é compacto, pela Proposição 1.86. ■ 
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Corolârio 1.96. Sejam X e Y espaços de Banach. Então a função 

K(X, Y) 3 T r---+ T* E K(Y*, X *) 

é uma isometria linear. 

Teorema 1.97. Sejam X e Y espaços de Banach. Então 

X ®Y <-+ K(X*, Y) e X* ®Y <-+ K,(X, Y). 

Demonstração. Seja u = I::~1 E X ® Y fixado. Pela Proposição 1. 78, podemos considerar 

o operador linear Lu: X* ---+ Y dado por 

n 

Lu('-P) = L 'P(xi)Yi, 
i= l 

para todo <p E X*. Notemos que Im(Lu) C span{y1 , ... , Yn}, para todo u = L~=l xi ® Yi E 

X ® Y. Logo, cada Lu é compacto, pela Proposição 1.89. 

Consideremos o operador linear T: X® Y---+ K(X*, Y) dado por T(u) = Lu, para todo 

u E X ® Y. Temos que 

n 

IIT(u)II = IILull = sup IILu('-P)II = sup L '-P(xi)Yi = llull, 
<pEBx• <pEBx• i= l 

para todo u E X ® Y. Logo, T é uma isometria linear. Pela Proposição 1.81, existe uma 

única isometria linear T' : X@Y---+ K,(X*, Y) que estende T . 

Seja, agora, v = I::~1 '-Pi ® Zj E X* ® Y fixado. De forma análoga ao que fizemos, 

podemos considerar o operador linear Rv : X ---+ Y dado por 

m 

Rv(x) = L 'Pi(x)zj , 
.i= l 

para todo x E X. Temos então que cada operador Rv é compacto, e definimos o operador 
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linear S: X* ® Y-+ JC(X, Y) por S(v) = Rv, para todo v E X *® Y. Notemos que 

11S(v)II = IIRvll 

= sup{l!Ru(x) II: x E Ex} 

= sup { t <pi(x)zi : x E Ex} 
J=l 

=sup { ,J, (t, <p;(x)z;) : xEBx,,J,EBy, } 

= sup { t, 'P;(x),J,(z;) : x E Bx, ,J, E Br} 

= sup { (t, ,J,(z; )'P;) (x) x E Bx, ,J, E By,} 

= sup { t, ,J,(z;)'P; : ,J, E Br} 

= llvll, 
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para todo v = I:::;,,1 <pi ® zi E X* ® Y. Logo, S é uma isometria linear. Pela Proposição 

1.81, existe uma única isometria linear S: X*@Y -+ JC(X, Y) que estende S. ■ 

1. 9 Alguns resultados de Haskell Rosenthal 

Enunciamos aqui três resultados de H. Rosenthal que terão papel fundamental no Capí

tulo 3. 

Teorema 1.98. Seja K um espaço de Hausdorff compacto e seja T > N0 • Então C(K) não 

contém uma cópia de c0 ( T) se, e somente se, K satisfaz a T-chain condition. 

Demonstração. Indicamos [21], página 230. ■ 

Teorema 1.99. Seja T > N0 e seja K um espaço de Hausdorff compacto satisfazendo a 

T-chain condition. Suponha que F seja uma família de subconjuntos abertos não-vazios de 

K com IFI = T . Então existe uma sequência infinita (Fi)iEN de elementos distintos de F tal 

que n: 1 Fi =/- 0. 



Teorema 1.100. Seja X um espaço de Banach e seja 7 > No. Suponha que exista um

operador T: col(r) > X tal que infT(e)l:i e 7) >0. Então existe um subconjunto P de

Tt com|P|=7 etal que Tor) é um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstração. Indicamos[22], página 30. a
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Demonstração. Indicamos [21], página 227. ■ 

Teorema 1.100. Seja X um espaço de Banach e seja T ~ ~ 0 . Suponha que exista um 

operador T: c0(T) ~ X tal que inf{IIT(ei)II: i E T} >O.Então existe um subconjunto r de 

T com lfl = T e tal que Tlco(r) é um isomorfismo sobre sua imagem. 

Demonstração. Indicamos [22], página 30. ■ 



Capítulo 2 

Cópias de co em espaços C(K, X) 

Vamos começar o estudo das cópias e cópias complementadas de c0(r) em espaços 

C(K, X), onde r é um cardinal infinito. Nosso primeiro objetivo é estudar o Problema 

A enunciado na Introdução, isto é: se um dos espaços X e C(K) contém uma cópia de c0(r), 

será que C(K, X) também contém uma cópia de c0 (r)? Também estamos interessados no 

problema análogo para cópias complementadas de c0(r). As respostas para estes problemas 

são afirmativas, como veremos no resultado a seguir. 

Teorema 2.1. Sejam r um cardinal infinito, K um espaço de Hausdorff compacto e X um 

espaço de Banach. Então valem: 

(i) Se c0 (r) Y C(K) ou co(r) Y X, então c0(r) Y C(K,X); 

(ii) Se c0 (r) e..:+ C(K) ou co(r) e..:+ X, então co(r) e..:+ C(K,X); 

Demonstração. Consequência direta das Proposições 1.27, 1.73 e 1.74. ■ 

Consideremos agora o Problema B, isto é: se C(K,X) contém uma cópia de c0(r), será 

que pelo menos um dos espaços X ou C(K) também contém uma cópia de c0 (r)? Veremos 

a seguir que a resposta para este problema também é afirmativa quando r = ~o- Porém, 

se r é não-enumerável, precisaremos de hipóteses adicionais de teoria dos conjuntos para 

resolvê-lo completamente. Veremos, por exemplo, que a resposta é negativa se a CH for 

válida (Proposição 3.2) e afirmativa se assumirmos MA e a negação da CH (Corolário 3.4). 

Faremos o estudo em duas etapas: neste Capítulo, estudaremos o caso r = ~0, e no 

próximo, o caso r 2 ~1-

71 
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Teorema 2.2 ([6], pg. 1045, Lema 1). Seja K um espaço de Hausdorff compacto. São 

equivalentes: 

(i) C(K) é um espaço vetorial de dimensão infinita sobre IR; 

(ii) K é infinito; 

(iii) c0 ~ C(K). 

Demonstração. Notemos que a implicação (i) ==> (ii) é consequência direta da Proposição 

1.61, e que a implicação (iii) ==> (i) é evidente. Portanto, basta fazermos (ii) ==> (iii). 

Pela Proposição 1.35, existe uma família enumerável de abertos não-vazios e dois a dois 

disjuntos de K, que denotaremos por {Dn : n E N}. Para cada n E N, fixemos Xn E Dn e 

fn: K ➔ [O, 1) contínua tal que fn(xn) = 1 e fn(Y) = O, para todo y E K \ Dn (Teorema 

1.39). 

Seja a = (an)nEN E co qualquer, fixado. Afirmamos, primeiramente, que a sequência 

(anfn(t))nEN é somável em IR, para todo t E K. De fato, dado t E K , se existe N EN tal 

que t E DN, então 
00 

LªnÍn(t) = aNfN(t). 
n=l 

Caso contrário, temos que fn(t) = O, para todo n EN, e portanto 

00 

L anfn(t) = O. 
n=l 

Logo, a série ~:=1 anfn(t) é convergente para todo t E K. Assim, fica definida a função 

fa: K ➔ IR dada por 
00 

Ía(t) = L anfn(t) , Vt E K. 
n=l 

Afirmamos também que !a é contínua. Com efeito, seja t E K qualquer e mostremos que 

fa é contínua em t. Se existe N EN tal que t E DN, como !a coincide com aNfN em ON e 

esta função é contínua em t, temos que j~ também o é. 

Caso contrário, temos que fa(t) = O. Seja e> O dado. Como an ---+ O, existe N1 EN tal 

que 



2.0 

e portanto 
00 

L anfn(k) < ~, Vk E K. 
n=N1+l 

Como ~:!1 anfn é contínua em t, existe n e K aberto tal que t E n e 

N1 N1 

Lªnfn(k) - LªnÍn(t) 
n=l n=l 

Logo, 

oo N1 oo 

é 
<-2· 

lfa(k) - Ía(t)j = lfa(k)j = L anfn(k) < L anfn(k) + L amfm(k) < E:, 

n=l n=l 

para todo k E n. Portanto, !a é contínua em t. 

Definimos o operador linear 

Notemos que 

T: c0 --+ C(K) 

a t----+ f a • 

IIT(a)ll oo = ll!all oo 

= sup{lfa(k)j : k E K} 

- sup { 't,anfn(k) : k E K} 
= sup{janl : n EN} 

= llalloo, 

para todo a E c0 . Logo, T é uma isometria linear, donde c0 e.....+ C(K). 

Teorema 2.3 ([27], pg. 107, Teorema 1) . Sejam X, Y espaços de Banach. Então 

co e.....+ X x Y ~ c0 e.....+ X ou c0 e.....+ Y. 

73 
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Demonstração. Vamos considerar o espaço vetorial X x Y munido da norma 

ll(x, Y)II = max{llxll, IIYII}, \ix E X, \iy E Y. 

Denotemos por A : X x Y ➔ X e P2 : X x Y ➔ Y as projeções usuais de X x Y sobre X 

e Y, respectivamente. Notemos que A, A são operadores lineares contínuos, com IIAII = 

IIAII = 1. 

Por hipótese, existe T : c0 ➔ X x Y isomorfismo sobre sua imagem. Pela Proposição 

1.15, existem números reais <5 > O e M > O tais que 

n 

<5 
1
~ftn lail :s; L aiT(ei) :s; M ~ftn lail, 

i=l 

para todo n EN e para toda família de escalares {a1, .. . , an}-

Suponhamos que Co cf+ X. Então o operador A o T: c0 ➔ X não é isomorfismo sobre 

sua imagem, isto é, para todo r > O existe Xr E Co tal que llxrlloo = 1 e IIA(T(xr))II < r . 

Consideremos a sequência de números reais (mkhEN, onde 

Então temos que 

Vamos construir indutivamente uma sequência (Yk)kEN em co, sequência de blocos de (en)nEN, 

satisfazendo: 

(i) ½ :s; IIYklloo :s; 1, para todo k EN; 

(ii) IIA(T(yk))II < mk, para todo k EN. 

Pelo que vimos, existe X1 = (xr)nEN E Co com llx1lloo = 1 e IIA(T(x1))I I < T· Como 

n 

x1 = lim ~ x{ ej, 
n--too.L...t 

j=l 
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existe N 1 E N tal que 

N1 

I:x{ei - x1 
j=l 00 

Definimos y 1 = L~i x{ei. Notemos que 

2: 1/2. 

00 

IIA(T(y1))II = IIP1(T(x1)) - A(T(x1 - Y1)) II 

::::; IIA(T(x1))II + IIA(T(x1 - Y1)) II 

No temos ainda que Y1 E span { e1, ... , e NJ. 
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Suponhamos construídos Y1, ... , Yk E eo e N0 , N1, ... , Nk números naturais satisfazendo: 

• Yi E span{eNj-i+l, ... , eNJ, para todo j E {1, ... , k}; 

• IIA(T(yi))II < mj, para todo j E {1, .. . , k}. 

Seja Zk = span{en: n 2: Nk + 1}. Pelas Proposições 1.53 e 1.54, temos que Zk ~ c0 e, 

portanto, o operador linear A o Tlzk não é isomorfismo sobre sua imagem. Logo, existe 

Xk+1 = (x{+l) E Zk satisfazendo llxk+illoo = 1 e IIA(T(xk+1))II < m~+
1

. Escrevendo 

00 

Xk+1 = L x{+l ei, 
j=Nk+l 

temos que existe Nk+l > Nk tal que 

Nk+l 

L x{+le.i -xk+l 
j=N1ç+l 00 

2: 1/2. 

00 

Definimos Yk+l = L;,;t~+l x{+l ei. Então temos que li A (T(Yk+1)) li < mk+1 e Yk+l E 
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Assim, obtemos a sequência (yk)kEN, sequência de blocos de (en)nEN, que satisfaz as 

propriedades ( i) e ( ii). 

Dados n EN e a1 , ... , an escalares, temos 

n 

i=l 
n 

::; max lail" IIA(T(yi))II 
l<i<n L...t 

- - i=l 

n 

< max jail "mi 
l <i<n L...t 

- - i=l 

00 

::; max lai j "mi 
l<i<n L...t 

- - i= l 

Por outro lado, temos que 

n 

LªiT(yi) 
i=l i=l j=Ni-l +1 

n Ni 

- L L aix{T(ei) 
i=l j=Ni- l +1 

Concluímos, portanto, que 

para todo n E N e toda família de escalares { a1 , ... , an}. Pela Proposição 1.15, existe 

S: c0 ➔ Y isomorfismo sobre sua imagem, isto é, c0 e.....+ Y. ■ 
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Corolário 2.4. Sejam X um espaço de Banach e seja n EN um número natural qualquer. 

Então 

Demonstração. Notemos que X e....+ xn (de fato, o operador X 3 x M (x, ... , x) E xn é 

uma isometria linear). Logo, 

pela Proposição 1.27. Para a recíproca, basta proceder por indução, usando o Teorema 

2.3. ■ 

Teorema 2.5. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. 

Então 

c0 Y C(K, X) ==} c0 Y C(K) ou c0 Y X . 

Demonstração. Sejam K e X como nas hipóteses e suponhamos que c0 Y C(K, X) . Se 

K é infinito, então c0 e....+ C(K), pelo Teorema 2.2. Se K é finito, então temos que c0 Y 

C(K, X) ~ xn (pela Proposição 1.61), e portanto Co Y X, pelo Corolário 2.4. ■ 

Decorre dos Teoremas 2.1 e 2.5, portanto, que 

c0 Y C(K, X) -{==;> c0 Y C(K) ou co Y X, 

para todo espaço de Hausdorff compacto K e todo espaço de Banach X . 

No que segue, vamos estudar as cópias complementadas de c0 em espaços C(K, X). Para 

provar o próximo resultado, vamos precisar do seguinte teorema. 

Teorema 2.6 ([28], pg. 627). Sejam X um espaço de Banach separável, Y um subespaço 

fechado de X e T: Y ---+ c0 um operador linear contínuo. Então existe um operador linear 

contínuo T: X ---+ co, extensão de T, com IITII :S 2IITII-

Demonstração. Seja .À= IITII 2: O e consideremos o conjunto 

B2>. = {rp E X*: IIY?II :s; 2.\} . 
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Pelo Teorema 1.19, temos que (B2>., w*) é compacto. Temos também, pelo Teorema 1.20, que 

(B2>., w*) é metrizável. Seja d uma métrica em B 2>. compatível com w*. No que segue, vamos 

considerar convergência de sequências em (B2>., w*), ou equivalentemente, em (B2>., d). 

Consideremos 

y 1- = {<p E X*: rp(y) = O, \/y E Y}. 

Então Y 1- é um subespaço w* -fechado de X*. De fato, para cada y E Y, o funcional linear 

f; é contínuo em X*, e portanto Ker(f;) é w*-fechado em X*. Logo, 

y 1- = íl Ker(f;) 
yEY 

é w*-fechado em X*. 

Seja, para cada n EN, ?rn: co-+ lR o funcional linear contínuo dado por rrn(a) = an, onde 

a= (am)mEN E Co. Dado y E Y, escrevemos T(y) = (<f!n(Y))nEN E Co, onde <f!n = 7rn oT E Y*. 

Notemos que 

À= IITII = sup 11(1.f!n(Y))nENlloo = sup sup 11.f!n(Y)I = sup sup 11.f!n(Y)I = sup 111.f!n ll-
yEBv yEBy nEN nEN yEBy nEN 

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada n E N existe 'Pn E X*, extensão de <f!n, com 

ll0nll = llrpnll ~À.Logo, (cpn)nEN é sequência em B>.. 

Seja L = B>. n y1-_ Afirmamos que todo ponto de acumulação de {cpn: n EN} pertence 

a L. De fato, seja ( 'Pni )jEN uma subsequência de ( C,Õn)nEN tal que 

Então temos que 

<p(x) = _lim 'Pn-(x), \/x E X. 
J--'>00 J 

Em particular, para cada y E Y temos 

<p(y) = hm 'Pn (y) = lim <f!n-(Y) = O, 
J--'>00 J J--'>00 J 



, — 0. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que isso

rearagvossseN —

a voe)

não ocorra. Então existem (Pn,;)jen subsequência de (Pn)nen e € > O satisfazendo

MPL) DEVjEN.

Como By é compacto, pelo Teorema 1.19, temos que (Gn,;)jen admite um ponto de acumu-

lação «y E L. Logo, existe jo E N tal que

,

M
o
m< Mengo L) < MPnsgs 9) <o

uma contradição.

Para cada n E N, seja dy: L — [0,+00) dada por da(p) = d(Pn, 2), para todo q E L.

Como L é compacto e cada d, é contínua, temos que existe uma sequência (1), )nen em L

tal que

dns Un) = inf dlPas to) = (Pa)MEN,

Afirmamos finalmente que G, — Ya “, 0. De fato, seja (Pn; — Un; )jen Uma subsequência

de (Gn — Yn)nen. Como By é compacto e métrico, podemos supor que existem y,y E By

tais que Zn =, Pe ln; “, y. Dados 9,k E N, temos
a 3

MO; Yi) < MPn;» Uns) a bn; Uni) = MPn;o L) se. bm,» Uni).

Fixando j € N e fazendo k — c0, obtemos

Mn) < dBm 1) +bn),

e fazendo j —» co, temos

d(v,w) <0,

donde y = 1). Logo, Gn; — Un, DD p—-4=0.

Mostramos, portanto, que (Gn — Ya )nen é uma sequência no compacto (Bs», d) que tem
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pois ('Pni(y))jEN E c0 . Logo, <p E yJ.._ Isto prova a afirmação. 

Afirmamos também que d( lf)n, L) ~ O. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que isso 

não ocorra. Então existem ( lf)ni )jEN subsequência de ( lf)n)nEN e e > O satisfazendo 

Como B>. é compacto, pelo Teorema 1.19, temos que ((pni)íEN admite um ponto de acumu

lação <p E L. Logo, existe j0 E N tal que 

uma contradição. 

Para cada n EN, seja dn: L ➔ [ü,+oo) dada por dn('P) = d((pn,'P), para todo <p E L. 

Como L é compacto e cada dn é contínua, temos que existe uma sequência ( 'l/Jn)nEN em L 

tal que 

d((pn, 'l/Jn) = inf d(rpn , cp) = d(rpn, L), \/n EN. 
<pEL 

Afirmamos finalmente que lf)n - '1/Jn ~ O. De fato, seja ( fPni - 'l/Jni )JEN uma subsequência 

de ((pn - 'l/Jn)nEN· Como B>. é compacto e métrico, podemos supor que existem <p, 'ljJ E B>. 

tais que fPni ~ <p e 'l/Jni ~ 'l/J. Dados j, k EN, ternos 

Fixando j EN e fazendo k ~ oo, obtemos 

e fazendo j ~ oo, temos 

d(cp, 'l/;) :S O, 

- w* 
donde <p = 'lj). Logo, 'Pni - 'l/Jni ~ <p - 'l/J = O. 

Mostramos, portanto, que ( <t?n - 'l/Jn)nEN é urna sequência no compacto ( B2>., d) que tem 



80 CÓPIAS DE Co EM ESPAÇOS C(K, X) 2.0 

um único ponto de acumulação ( o zero). Logo, pela Proposição 1.32, ( <f;n - 'l/Jn)nEfiI converge 

para zero. 

Definimos o operador linear T: X -+ eo por T( x) = ( <f;n ( x) -'l/Jn ( x) )nEN, para todo x E X. 

É fácil ver que T estende T e que IITII ::; 2,\ = 2IITII- ■ 

Como consequência deste resultado, temos o teorema a seguir. 

Corolário 2. 7 (Teorema de Sobczyk). Seja X um espaço de Banach separável. Então 

Além disso, se T: Y -+ eo é um isomorfismo de um subespaço Y de X sobre c0 , então existe 

uma projeção P : X-+ Y sobre Y tal que IIPII::; 2IIT-1 IIIITII-

Demonstração. É suficiente mostrarmos que 

co Y X =;,- co e.:+ X. 

Seja T: Y -+ c0 um isomorfismo de um subespaço Y de X sobre c0 . Pelo Teorema 2.6, existe 

T: X-+ c0 extensão de T, com IITII ::; 2IITII - Afirmamos que P = r-1 o T é uma projeção 

de X sobre Y. De fato, 

P(y) = r- 1(T(y)) = r-1 (T(y)) = y, Vy E Y 

A igualdade acima prova que Y e Im(P). Por outro lado, Im(P) e Im(r-1 ) = Y. Isto prova 

que Pé uma projeção sobre Y, isto é, c0 e.:+ X. Temos ainda que 

Portanto, IIPII::; 2IIT-1 IIIITII- ■ 

Corolário 2.8. Seja K um espaço compacto metrizável. São equivalentes: 

(i) C(K) é um espaço vetorial de dimensão infinita sobre IR; 
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(ii} K é infinito; 

(iii} c0 <-+ C(K); 

(iv) co Y C(K). 
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Demonstração. Consequência direta dos Teoremas 1.72 e 2.2 e do Corolário 2.7. ■ 

Veremos a seguir que o Teorema de Sobczyk não pode ser estendido ao caso não-separável. 

Vamos precisar de um resultado auxiliar. 

Lema 2.9. Existe uma família ( aí)iE2No em p(N) tal que: 

(i} ai é infinito, para todo i E 2No; 

(ii} Dados i , j E 2No, i -/= j, tem-se que ai n aj é finito. 

Demonstração. Seja CJ: Q-+ Numa bijeção. Vamos escrever IR\ Q = {xi : i E 2N° }, onde 

xi -/= Xj se i -/= j. Para cada i E 2No, fixemos (r:i)nEN uma sequência de números racionais 

que converge para Xi, e definimos 

aí= CJ({r~: n EN}). 

Como cada conjunto { r:i : n E N} é infinito e CJ é uma bijeção, temos que cada ai é infinito. 

Além disso, dados i,j E 2No, i -/= j, temos que a interseção {r:i : n E N} n {rl : n E N} 

é finita, pois (r:i)nEN e (rl)nEN convergem para números irracionais distintos, donde ai n aj 

também é finito. ■ 

Exemplo 2.10 ([1], pg. 69, Proposição 3.26) . Seja R00 o espaço vetorial de todas as sequên

cias limitadas de números reais , munido da norma 

IJ(xn)nEN!loo = sup lxnl, 
nEN 

para todo (xn )nEN E Roo. Então (Roo, li · 11 00 ) é um espaço de Banach (Proposição 4.9) e Co é 

um subespaço fechado de R00 • Além disso, R00 não é separável. De fato, para cada A E p(N), 



— (0,1) é dada poreg Apa 1 SETTERoe rag ion , Pass

1 sene À
xa(n) =

0 seneNVA

Então xa € £., para todo A E p(N). Além disso, dados 4, B € q(N), A B, temos

1 1
B .—- -j=(14.5) nB (xm.5) o

e, em particular, xa £ xp. Logo,

lixa : A e (NH = [po(N)| = 2º.

Dado D C £ denso, para cada 4 € p(N) podemos fixar da € DN B(xa, 2). Então a

função o(N) > A +-— da E D é injetora, e portanto |D| > 28º > No. Isto prova que £, não

é separável.

Suponhamos, por absurdo, que cy seja complementado em £.. Pela Proposição 1.25,

existe X subespaço fechado de £ tal que £o = q B X. Seja P: £o — X uma projeção

sobre X e seja (a;);eo"o uma família em y(N) como no enunciado do Lema 2.9.

Afirmamos que existem 6 > 0, k E Ne 1 c 2%, infinito, tais que

IPlxa)(k)| > ó,Vie T.

Com efeito, como cada a; é infinito, temos que xa, É co, e portanto P(xa,) £ O. Consideremos,

para cada n,m E N, o conjunto

Uln,m) = [1e 2 [PO)tml= db

Então temos que

BO q JU Uln,m).
n;meN
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seja XA a função indicadora de A, isto é, XA : N ➔ {O, 1} é dada por 

{ 

1 se n E A 
XA (n) = 

O se n EN\ A 

Então XA E f.00 , para todo A E p(N) . Além disso, dados A, B E p(N), A=/- B, temos 

B ( XA, ~) n B ( XB, ~) = 0 

e, em particular, XA =/- Xa- Logo, 

l{XA: A E p(N)}I = lp(N)I = 2No. 

Dado D e f.00 denso, para cada A E p(N) podemos fixar dA E D n B (XA , ½) - Então a 

função p(N) ::l A f--t dA E D é injetora, e portanto IDI 2:: 2No > ~o- Isto prova que f.00 não 

é separável. 

Suponhamos, por absurdo, que c0 seja complementado em f.00 . Pela Proposição 1.25, 

existe X subespaço fechado de f.00 tal que f.00 = Co EB X. Seja P: f.00 ➔ X uma projeção 

sobre X e seja (ai)iE2N0 uma família em p (N) como no enunciado do Lema 2.9. 

Afirmamos que existem ô > O, k E N e 1 e 2No , infinito, tais que 

IP(xaJ(k)I 2:: ô, Vi E J. 

Com efeito, como cada ai é infinito, temos que Xai fj. co, e portanto P(xaJ =/-O.Consideremos, 

para cada n, m E N, o conjunto 

U(n, m) = { i E 2No : IP(xaJ(m)I 2:: ¾}. 

Então temos que 

2No = LJ U(n, m). 
n,mEN 



| < No, para todos n,m € N, teríamos
a

QRo — U U(n,m)
n;meN

< No;

 

 

uma contradição. Logo, existem N,M € tais que [U(N. M)| > Ri. Basta definir d = 5,

k=MeI=U(N,M).

Seja 1 E N tal que | > !Él. Seja J C 1, infinito,tal que

Plxa)(k) > ô,Vi E J,

ou

P(Xa)(k) < —ó,Vi e J.

Sejam àj,...,i E J distintos e seja A= a; U...Ua;. Definimos F, = & e

F; = (ai n Gi) U ai, N Qi) n Qi;] U..U (ai N (a U...U Qij-5)) n Gis),

para todo j E (2,...,1), onde a; = 2. Por hipótese, cada F; é finito. Além disso, temos que

Notemosque ||x4llso = 1, donde ||P(x4)llo < ||P||. Por outro lado, notemos que Eis xr; €

d=1 Xp;) = 0. Logo,

"(Em
uma contradição. Isto prova que cy não é complementado em £s.

co e, portanto, P(D)

Pla)= >

 

     
35 Plixas,Mb)| = 55 1P(xas, (6) > 16 > PI;

oo

Vamos encerrar este Capítulo com os Teoremas de Ryan ([24], pg. 239), E. Saab-P. Saab

([26], pg. 132, Teorema 1) e Cembranos-Freniche ([2], pg. 556, e [10], pg. 484, Corolário 2.5).

O Teorema de Ryan é uma generalização do Teorema de Saab-Saab, que por sua vez é uma

generalização do Teorema de Cembranos-Freniche. Para demonstrá-los, vamos precisar do
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Se IU(n, m)I ~ N0 , para todos n, m EN, teríamos 

2~0 = LJ U(n, m) :S No; 
n,mEN 

uma contradição. Logo, existem N, M EN tais que IU(N, M)I 2: N1. Basta definir ó= Jt, 
k = Jvf e I = U(N, M). 

Seja l E N tal que l > 11 : 11. Seja J e I, infinito, tal que 

P(xaJ(k) 2: ó, 'ii E J, 

ou 

P(xaJ(k) ~ -6, 'ii E J. 

Sejam i 1 , ... , i 1 E J distintos e seja A= ai1 U ... Uai,· Definimos Fi = 0 e 

para todo j E {2, ... , l}, onde aio = 0. Por hipótese, cada Fi é finito. Além disso, temos que 

l 

XA = L(Xaii - XFi) . 
j = l 

Notemos que llxAlloo = 1, donde IIP(XA)lloo :S IIPII- Por outro lado, notemos que ~~=l XFi E 

c0 e, portanto, P(~~=l XFi) = O. Logo, 

uma contradição. Isto prova que c0 não é complementado em l!,00 • 

Vamos encerrar este Capítulo com os Teoremas de Ryan ([24], pg. 239), E. Saab-P. Saab 

([26], pg. 132, Teorema 1) e Cembranos-Freniche ([2], pg. 556, e [10], pg. 484, Corolário 2.5). 

O Teorema de Ryan é uma generalização do Teorema de Saab-Saab, que por sua vez é uma 

generalização do Teorema de Cembranos-Freniche. Para demonstrá-los, vamos precisar do 
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seguinte resultado. 

Teorema 2.11 (Teorema de Josefson-Nissenzweig). Seja X um espaço de Banach de di

mensão infinita. Então existe uma sequência ( <,?n)nEN em X* tal que 11<,?n li = 1, para todo 

w * 
n E N, e <,?n --+ O. 

Demonstração. Indicamos [16], página 166, e [19], página 271. Indicamos também [13], pá-

gina 325. ■ 

Teorema 2.12 (Teorema de Ryan, [24], pg. 239). Sejam X e Y espaços de Banach de 

dimensão infinita. Então 

c0 '-+ X =} c0 ~ X®Y e co ~ K(X*, Y). 

Demonstração. Suponhamos que c0 '-+ X. Pela Proposição 1.15, existe (x~)nEN sequência 

básica em X equivalente à base canônica de c0 . Sejam ô> O e M > O tais que 

para todo m E N e toda família de escalares { a 1 , ... , am}. Definindo Xn = ~' para cada 

n E N, e A = Af > O, obtemos 

para todo m EN e toda família de escalares {a1 , ... , am}. 

Seja Z = span{xn: n EN}. Então Zé um subespaço fechado de X e (xn)nEN é base de 

Schauder de Z . Consideremos, para cada n E N, o funcional linear <p~: Z ➔ IR dado por 

para todo I:~ 1 ajXj E Z. Notemos que cada <p~ é contínuo. De fato, dado x = I:~1 ajXj E 

Z, temos 



Sax; = fx).
j=1  

sem DIS lim

 

   
co

> 4j%j
j=1  

 

Logo, /!, é contínua e [lg|| < 1. É fácil ver que dl(zn) = 1 e Pi(tm) = 0, sem £n.

Para cada n E N, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe pn € X* extensão de py, a X

com |lpn|l < 1. Pelo Teorema 2.11, existe uma sequência (ty)nen em Y* tal que Ym “ge

Ilwa|| = 1, para todo n E N. Para cada n. E N, seja gm € Y tal que |ly,|| < 2 e Ym(tn) =1.

Afirmamos que a sequência (Pn & Yn)nen em X&Y satisfaz a condição (ii) da Proposição

1.15. De fato, sejam me Ne a,...,âm E R fixados. Notemos que

  
mm

Doar; 99)
j=1

 

  

 

m

xaj;2;) Oy

sol

> Pnla;z;) bm (45)

j=1

 

 

m

Do rlasz;)v(y;)
j=1 

 

pe Rever]

  

= lanl,

para todo n € (1,...,m). Logo, temos que

 

  

 

 

    

 

  

m

max lan) < Do tn(ém E Ya)
=

Por outro lado, temos

m m

Sulew= sup | abusa;
1 cBy |

J= J

aSAe [uzes, osltótob

<A sup (meooo|
veBy+

<2A max la;.
I<j<m

2.0 

para todo m 2:'.: n, donde 

m 

Jcp~(x)I = lanl ~ lim ~ ajXj 
m----+oo D j=l 

00 

L ajXj = llxll · 
j=l 

Logo, <p~ é contínua e ll 'P~II ~ 1. É fácil ver que <p~(xn) = 1 e <p~(xm) = O, sem=/= n. 
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Para cada n E N, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe 'Pn E X* extensão de <p~ a X 

com ll'Pnll ~ 1. Pelo Teorema 2.11, existe uma sequência ('1/Jn)nEN em Y* tal que 1Pn ~ O e 

ll'I/Jnll = 1, para todo n EN. Para cada n EN, seja Yn E Y tal que IIYnll ~ 2 e '1/Jn(Yn) = 1. 

Afirmamos que a sequência ( 'Pn ® '1/Jn)nEN em X @Y satisfaz a condição (ii) da Proposição 

1.15. De fato, sejam m EN e a1 , ... , am E lR fixados. Notemos que 

m 

Lªj(Xj ® yj) 
j=l 

m 

L(ajXj) ® Yi 
j=l 

~ sup { t, cp(a;x; ),/J(Y;) : cp E Bx•, ,P E Br} 
m 

2:'.: L 'Pn(ajXj)'l/Jn(Yj) 
j=l 

para todo n E { 1, ... , m}. Logo, temos que 

m 

Por outro lado, temos 

m m 

L aj(Xj ® Yi) = sup L ªi1P(Yi)xj 
j=l '1/JEBy- j=l 

~ A sup { max laill'I/J(yj)I} 
'1/JEBr 1:::;3:::;m 

~ A sup { m_ax Jailll'I/JIIIIYill} 
'1/JEBr 1:::;3:::;m 
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Então temos que 

m 

max lanl :::: L an(Xn 0 Yn) :::: 2A max lajl-
l ~n~m l ~j~m 

n = l 

Pela Proposição 1.15, existe I: eo---+ X @Y , isomorfismo sobre sua imagem, tal que I (en) = 

Xn 0 Yn, para todo n EN. 

Seja T: X®Y ---+ K,(X*, Y) como na demonstração do Teorema 1.97. Definimos W = 

span{'I'(xn 0 Yn): n EN}. Vamos construir uma projeção P: K(X*, Y) ---+ W sobre W. 

Seja L E K(X*, Y) fixado. Afirmamos que 'l/Jn(L(cpn)) -+ O em R Com efeito, suponha

mos, por absurdo, que isto não ocorra. Então existem 8 > O e ('l/Jnj(L(cpnj)))iEN subsequência 

de ( 'l/Jn ( L( 'Pn)) )nEN tais que 

Como L é um operador compacto e ( 'Pn)nEN é limitada, tomando uma subsequência se neces

sário, podemos supor que (L(cpn;) )jEN é convergente em Y. Seja Yo E Y tal que L(cpnj) -+ Yo 

e seja J1 E N tal que 

w* 
Como 'l/Jn -+ O, existe J2 2:: J1 tal que 

Então temos que 

Ô< l'l/Jnj (L(cpn;) )I 

= l'1/'ni (L( 'PnJ - Yo) + 'l/Jni (Yo) 1 

:::: l'l/Jni ( L( 'Pni) - Yo) 1 + l'l/Jni (Yo) 1 

:::: ll 'l/JnJII L(c,on;) -yoll + l'l/Jnj(yo)I 

= IIL(cpni) -Yoll + l'l/Jni(Yo)I 

< 8, 
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para todo j 2: J2; uma contradição. Logo, 'l/Jn(L('Pn)) ---t O em R 

Afirmamos também que a série I::~=l 'l/Jn(L(<.pn))T(xn 0 Yn) converge em W. De fato, 

dado e > O, seja N E N tal que 

Dados m 2: n 2: N, temos que 

m 

L 'l/Ji(L(<.pi))T(xi 0 Yi) 
j=n 

m 

- L 'l/Ji(L('Pi))(xi 0 Yi) 
j=n 

< é. 

Isto prova que a sequência das somas parciais de ('l/Jn(L('Pn))T(xn ®Yn))nEN é de Cauchy em 

K(X*, Y), e portanto é convergente, pois K(X*, Y) é de Banach. Como W é fechado, temos 

que I::~=l 'lf;n(L('Pn))T(xn 0 Yn) converge em W. 

Definimos o operador linear P : K(X*, Y) ➔ W por 

00 

P(L) = L 'l/Jn(L('Pn))T(xn 0 Yn), 
n=l 

para todo L E K(X*, Y). Mostremos que Pé uma projeção sobre W. Notemos que 

m 

L 'l/Jn(L('Pn))T(xn 0 Yn) 
n=l 

m 

L 'l/Jn(L(<.pn))(xn 0 Yn) 
n=l 

'.S 2AIILII, 
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para todo L E K(X*, Y) e todo m E N. Logo, 

m 

IIP(L)II = m~= L Vln(L(cpn))T(xn ® Yn) :S 2AIILII, 
n=l 

para todo L E K,(X*, Y) . Portanto, L é contínua. 

Pela Proposição 1.15, (T(xn ® Yn))nEN é sequência básica em K(X* , Y). Dado L 

L~=l anT(xn ® Yn) E W , temos que 

00 

n=l 
00 00 

= L a,,n L Vlm(T(xn ® Yn)(cpm))T(xm ® Ym) 
n=l m=l 
00 00 

n = l m=l 
00 

= L anT(xn ® Yn) 
n=l 

=L, 

2.0 

pela definição de T. Logo, Im(P) = W e P(L) = L, para todo L E W. Isto prova que Pé 

uma projeção sobre W. 

Mostremos, por fim, que W = T(I(co)). Como T(I(en)) = T(xn ®Yn), para todo n EN, 

temos que 

span{T(xn 0 Yn) : n EN} C 'T(I(co)), 

e como T(I(c0 )) é fechado em K(X*, Y) (pois é isomorfo a c0), obtemos WC T(I(c0 )). Por 

outro lado, seja L E T(J(eo)). Então existe x = L~=l anen E c0 tal que T(I(x)) = L, e 

portanto 

Concluímos, portanto, que W = T(I(c0)) é subespaço complementado de K(X*, Y) , 
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isomorfo a c0 . Pela Proposição 1.28, temos que I(c0 ) é subespaço complementado de X @Y. 

Logo, Co 4 X @Y e c0 4 K, (X*, Y), como queríamos. • 
O Teorema de E. Saab-P. Saab é a implicação 

c0 '-+ X ==} c0 4 X @Y, 

onde X e Y são espaços de Banach como no enunciado do Teorema 2.12. A demonstração 

originial de E. Saab e P. Saab é uma demonstração de existência e faz uso da teoria de 

operadores incondicionalmente convergentes. A demonstração de Ryan, que apresentamos 

aqui, usa argumentos mais elementares e constrói explicitamente uma cópia de c0 em X @Y, 

além de construir também uma cópia de c0 em K.(X*, Y). 

Para demonstrar o Teorema de Cembranos-Freniche, vamos precisar também do resultado 

a seguir. 

Teorema 2.13 ([5], pg. 224, Exemplo 6). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X 

um espaço de Banach. Seja Y o subespaço de C(K, X) gerado pela família de funções da 

forma I::~1 Íi(·)xi, onde n EN, li, ... , fn E C(K) e x1, ... , Xn E X. Então valem: 

(i) C(K, X)= Y; 

(ii) C(K, X) e C(K)@X são linearmente isométricos. 

Demonstração. Fixemos f E C(K, X) e E> O. Vamos construir uma função g E Y tal que 

llg - Jlloo < é . 

Como fé contínua e K é compacto, temos que f(K) é compacto em X. Notemos que 

{ B (f(k), ½) : k E K} é um recobrimento aberto de f(K); logo, existem k1 , ... , km E K tais 

que 
m 

f(K) = w B (f(k3) , ;) . 
J=l 

Para cada j E {1, ... ) m}, seja uj = { k E K: llf(k)- f(kj)II < n. Então {U1, ... ) Um} é um 

recobrimento aberto de K. Seja {li, ... , fm} e C(K) uma partição da unidade subordinada 

ao recobrimento {U1 , ... , Um} (Teorema 1.40) . 



— X por g(k) = 514 f;(k)f(k;), para todo k e K. É claro que ge Y.—oGg

Vamos mostrar que |lg — fl < E. Fixemos k € K e consideremos 1. = (| <j<m:ke

U,k + 9. Então f;(k) = 0, para todo j E (1,...,mjN 1. Logo,

lla(k) = f= [5 £
J
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Definimos g: K ➔ X por g(k) = 'I:,;,1 Íí(k)f(kj), para todo k E K. É claro que g E Y. 

Vamos mostrar que llg - !1100 < E. Fixemos k E K e consideremos h = {1 ::; j :s; m: k E 

Uú =/= 0. Então fí(k) = O, para todo j E {1, ... , m} \ h- Logo, 

m m 

llg(k) - f(k)II = L Íí(k)f(kj) - J(k) L Íí(k) 
j=l j=l 
m 

- L fj(k)(.f(kj) - f(k)) 
j=l 

m 

::; L h(k) IIJ(kj) - f(k)II 
j=l 

jEh 

< Lfí(k)~ 
j E h 

é 
<- 2· 

Portanto, Jlg - Jlloo ::; ! < E. Isto prova (i) . 

Vamos agora provar (ii). Definimos o operador linear J: C(K) @ X ➔ C(K,X) por 

para todo 'I:,7=i 9i ® Xi E C(K) ® X.É claro que Im(J)= Y. Além disso, temos que 

J (t,g, ®x,) 
00 

=sup{ t,g,(k)x, kEK} 

= sup { \O (t,g,(k)x,) : k E K, \O E Bx-} 

= sup { t,g,(k)\O(x;) : k E K, \O E Bx•} 

= sup { t, \O(x,)g, 
00 

: \O E Bx·} 
n 

= L9i ® Xi , 
i=l 
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Corolário 2.14 (Teorema de Cembranos-Freniche, [2], pg. 556, e [L0], pg. 484, Corolário

2.5). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach de dimensão

infinita. Então

co SS UK) => o SC(K,X).

Demonstração. Pelos Teoremas 2.12 e 2.13, temos que cy 5 C(L)BX - C(K,X). Logo,

co > C(K,X), pela Proposição 1.27. E
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Provamos, portanto, que J é uma isometria linear entre dois subespaços densos de 

C(K)®X e de C(K, X); pelo Lema 1.81, temos o resultado. ■ 

Corolârio 2.14 (Teorema de Cembranos-Freniche, [2], pg. 556, e [10], pg. 484, Corolário 

2.5). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach de dimensão 

infinita. Então 

Co <-+ C(K) ==> coe.:+ C(K, X). 

Demonstração. Pelos Teoremas 2.12 e 2.13, temos que c0 e...:+ C(K)®X ~ C(K, X). Logo, 

c0 e...:+ C(K,X), pela Proposição 1.27. ■ 
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Capítulo 3 

Cópias de co(T) em espaços C(K,X) 

Nosso objetivo, neste Capítulo, é estudar os problemas propostos na Introdução no caso 

não-separável, isto é, quando ré um cardinal não-enumerável. Já vimos que C(K, X) contém 

uma cópia de c0(r) se X ou se C(K) contém uma cópia de c0 (r) , e que o mesmo vale para 

cópias complementadas de c0 (r) (Teorema 2.1). Portanto, vamos nos dedicar ao estudo do 

problema recíproco. 

Os primeiros resultados deste Capítulo seguirão da seguinte ideia. Suponha que (gi)iE-r Ç 

C(K, X) seja uma família equivalente à base canônica de c0(r) (Proposição 1.58). Queremos 

determinar um ponto k0 E K tal que, para um subconjunto "grande" r5 de r , o conjunto 

(gi(ko))iECT seja equivalente à base canônica de c0(o-) em X. Assim, vamos obter uma cópia de 

c0 (a) em X. As principais ferramentas que vamos usar são os resultados de Haskell Rosenthal 

enunciados no Capítulo 1 (Teoremas 1.98, 1.99 e 1.100). 

O primeiro resultado é uma versão não-separável do Teorema 2.5. 

Teorema 3.1 ([11], pg. 3845, Teorema 3.1). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, 

X um espaço de Banach e r > ~o- Então 

c0(r) <-+ C(K,X) ==} eo(r) <-+ C(K) ou eo <-+ X. 

Demonstração. Suponhamos que C(K, X) contenha uma cópia de c0 (r). Seja T: c0(r) ~ 

C(K, X) isomorfismo sobre sua imagem. Seja 8 > O tal que IIT(x)ll00 2: 8 para todo x E c0(r) 
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com llxll00 = 1. Para cada, E T, seja 

U-y = {k E K: IIT(e-y)(k)II > <5/2}. 

Suponhamos que C(K) não contenha uma cópia de Co(T). Pelo Teorema 1.98, K deve 

satisfazer a T-chain condition. Afirmamos que existe uma sequência infinita ( ,n)nEN de ele

mentos distintos de T satisfazendo n~=l u'Yn =J. 0. De fato, temos dois casos a considerar: 

Primeiro caso: l{U-y : , E r }I = r. 

Como K satisfaz a T-chain condition, temos, pelo Teorema 1.99, que existe (U'Yn)nEN 

sequência de elementos distinos de {U-y : , E T} tal que íl~=l U'Yn =I= 0 . 

Segundo caso: l{U-y : , E r }I < r. 

Seja T 1 = l{U-y:, E r}I < T. Então podemos indexar esta família por r' e escrever 

{U-y : / E 'T} = {v; : i E 7
1
}, 

com v; =I= ½ se i =I= j. Definimos, para cada i E r', o conjunto 

Então 'T = uiEr' Ai- Por absurdo, se IAd < ~o, para todo i E r', então 

r= LJ Ai :::; r' · sup IAil :::; r' ·~o < r; 
i Er' 

i ET1 

uma contradição. Logo, existe io E r' satisfazendo IAio 1 ~ ~o- Tomemos bn)nEN uma 

sequência de elementos distintos de jAi0 j. Então U'Yn = v;0 , para todo n E N, e portanto 

n:=1 u'Yn =J. 0. 

Fixemos ko E íl:=1 U'Yn. Então, para todo n E N, 

Seja Pko: C(K, X) ➔ X o operador linear dado por Pk0 (g) = g(ko) , para todo g E 
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C(K, X). Notemos que Pko é contínuo, pois 

jjPk0 (g)jj = jjg(ko) li ~ sup Jjg(k)II = IJglJoo, \lg E C(K, X). 
kEK 

Definimos I = { í'n : n E N} e L = Pko o Tlco(J) : Co (J) ➔ X . Então temos que 

inf IIL(e-rJII ~ o/2. 
nEN 

Portanto, pelo Teorema 1.100, existe um subconjunto infinito J de I tal que Llco(J) é um 

isomorfismo sobre sua imagem, e como J é infinito e enumerável, temos que c0 (J) ~ c0 , 

como queríamos. ■ 

Apenas sob as hipóteses do Teorema 3.1, nada mais podemos afirmar; mesmo no caso 

r = ~1 , não podemos trocar c0 por c0 (~1) no enunciado do Teorema 3.1. De fato, assumindo 

a CH, Laver e Galvin [12] independentemente construíram um espaço de Hausdorff compacto 

K satisfazendo a ccc e tal que o espaço topológico produto K x K não satisfaz a ccc. Com 

isto e com o Teorema 1.63, temos o seguinte. 

Proposição 3.2 ([11], pg. 3846, Proposição 3.2). Assumindo a CH, existe um espaço de 

Hausdorff compacto K1 tal que 

Demonstração. Seja K 1 o espaço de Hausdorff compacto construído por Laver e Galvin [12]. 

Como K 1 satisfaz a ccc, temos, pelo Teorema 1.98, que c0 (~1 ) </-+ C(K1). Por outro lado, 

como K1 x K 1 não satisfaz a ccc, também temos que c0 (~1 ) '-+ C(K1 x K 1). Pelo Teorema 

1.63 e pela Proposição 1.27, temos o resultado. ■ 

Este resultado sugere que precisamos de mais hipóteses sobre K ou sobre X , ou de um 

outro modelo de teoria dos conjuntos, para obtermos conclusões mais fortes. O próximo 

resultado, o Teorema 3.3, tem este espírito. 

Teorema 3.3 ([11], pg. 3846, Teorema 3.3). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, 



e) Ps, Sc) SX.

Demonstração. Suponhamos que C(K,X) contenha uma cópia de co(r) e que 7 seja um

caliber de K. Sejam T, ô > 0 e (U;)ie, como na demonstração do Teorema 3.1. Como (U;)jer

é uma família de subconjuntos abertos e não-vazios de K e 7 é um caliber de K, existe um

subconjunto T' de 7 com |P| = 7 satisfazendo Ncp U, £ 2. Fixemos k € Mer U,. Então,

para todo y € T', temos

|D(es)(k)Il > 6/2.

Seja Qu: C(K, X) > X o operadorlinear contínuo dado por Qu,(9) = 9(k1), para todo

9€E C(K, X). Consideremos o operador R = Qu ºTleotry: Co(T) —> X. Então temos que

; É
inf || R(ey)|l > 6/2.

Logo, pelo Teorema 1.100, existe um subconjunto 1, de T com || = |P| = 7 tal que Rlo(r,)

é um isomorfismo sobre sua imagem. Como co(D1) = co(T), temos o resultado. E

A Proposição 3.2 sugere nos perguntarmos se existe algum modelo de teoria dos conjuntos

no qual podemossubstituir co por co(N1) no enunciado do Teorema 3.1. Em tal modelo, se K

e K5 são dois espaços de Hausdorff compactos que satisfazem a ccc, então o espaço topológico

produto de K; e K» também deve satisfazer a ccc. Kunen, Rowbottom e Solovay ([23], página

17) provaram independentemente que ZFC tem esta propriedade quando assumimos MA e

a negação da CH.

Corolário 3.4 ([11], pg. 3847, Corolário 3.4). Suponhamos MA + + CH. Sejam K um

espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. Então

co) > C(K,X) =>RN) S C(K) ou col) > X.

Demonstração. Se K não tem a ccc, então, pelo Teorema 1.98, C(K) contém uma cópia de

co(81). Suponhamos, portanto, que K tenha a ccc. Por hipótese, No < Ny < 28º; logo, pelo
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X um espaço de Banach e T > ~o- Se T é um caliber de K, então 

Co(T) Y C(K,X) ~ co(T) Y X. 

Demonstração. Suponhamos que C(K, X) contenha uma cópia de c0(T) e que T seja um 

caliber de K. Sejam T, ô> O e (Ui)iEr como na demonstração do Teorema 3.1. Como (Ui)iEr 

é uma família de subconjuntos abertos e não-vazios de K e T é um caliber de K, existe um 

subconjunto f de T com II'I = T satisfazendo n,,Er u,, =/- 0. Fixemos k1 E n,,Er u,,. Então, 

para todo I E r, temos 

Seja Qk1 : C(K, X) ---+ X o operador linear contínuo dado por Qk1 (g) = g(k1), para todo 

g E C(K, X). Consideremos o operador R = Qk1 o Tlco(r): co(r) ---+ X. Então temos que 

Logo, pelo Teorema 1.100, existe um subconjunto r 1 der com lf1I = II'I = T tal que Rlco(ri) 

é um isomorfismo sobre sua imagem. Como c0 (f 1 ) ~ Co(T), temos o resultado. ■ 

A Proposição 3.2 sugere nos perguntarmos se existe algum modelo de teoria dos conjuntos 

no qual podemos substituir c0 por c0 (~1) no enunciado do Teorema 3.1. Em tal modelo, se K1 

e K2 são dois espaços de Hausdorff compactos que satisfazem a ccc, então o espaço topológico 

produto de K1 e K 2 também deve satisfazer a ccc. Kunen, Rowbottom e Solovay ([23], página 

17) provaram independentemente que ZFC tem esta propriedade quando assumimos MA e 

a negação da CH. 

Corolário 3.4 ([11], pg. 3847, Corolário 3.4). Suponhamos MA + -, CH. Sejam K um 

espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach. Então 

Demonstração. Se K não tem a ccc, então, pelo Teorema 1.98, C(K) contém uma cópia de 

c0 (~1). Suponhamos, portanto, que K tenha a ccc. Por hipótese, ~o < ~1 < 2~0 ; logo, pelo 



O Teorema 3.3 sugere o seguinte problema.

Problema 83.5 ([11], pg. 3847, Problema 3.5). Seja K um espaço de Hausdorff compacto.

Caracterize os cardinais T tais que, para todo espaço de Banach X, tem-se

cl) 5 C(K,X) => cl) 5 X.

O resultado a seguir fornece uma resposta parcial para este problema. Observamos que

este teorema se aplica a qualquer espaço métrico compacto K, pelo Corolário 1.31.

Teorema 3.6 ([11], pg. 3847, Teorema 3.6). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto,

X um espaço de Banach e 7 > No. Se cf(r) > dens(K), então

cl) 5 C(K,X) => cl) S X.

Demonstração. Suponhamos que C(K, X) contenha uma cópia de co(T) e que cf(r) >

dens(K). Sejam Te é > 0 como na demonstração do Teorema 3.1. Seja D um subcon-

junto denso de K com |D| = dens(K). Para cada d € D,seja

h=iyer|TMe)(a)> 6/2.

Afirmamos que UgenZa = 7. De fato, seja y € 7 fixado. Como |fe, lo = 1, temos que

sup [P(e,)(k)]l = |T(e)lloo > 6.
pek

Logo, existe k, € K tal que ||T(e,)(k.)|| > *. Como T(e,) é contínua, temos que

U=T(eBeXk). 8/4]

é um subconjunto aberto e não-vazio de K. Tomemos d, e DNU. Então

[Ped > 17(e) (69)— [Pe(ig) —Tea >
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Lema 1.45, ~1 é um caliber de K, e pelo Teorema 3.3, X contém uma cópia de c0 (~1). ■ 

O Teorema 3.3 sugere o seguinte problema. 

Problema 3.5 ([11], pg. 3847, Problema 3.5). Seja K um espaço de Hausdorff compacto. 

Caracterize os cardinais T tais que, para todo espaço de Banach X, tem-se 

c0(r) Y C(K, X) =* eo(r) Y X. 

O resultado a seguir fornece uma resposta parcial para este problema. Observamos que 

este teorema se aplica a qualquer espaço métrico compacto K, pelo Corolário 1.31. 

Teorema 3.6 ([11], pg. 3847, Teorema 3.6). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, 

X um espaço de Banach e T > ~o- Se cf(r) > dens(K), então 

co(r) Y C(K, X) =* c0(r) Y X . 

Demonstração. Suponhamos que C(K, X) contenha uma cópia de c0(r) e que cf(r) > 

dens(K). Sejam T e <5 > O como na demonstração do Teorema 3.1. Seja D um subcon

junto denso de K com IDI = dens(K). Para cada d E D, seja 

Id = {1 E T: IIT(e1')(d)II > 6/2}. 

Afirmamos que UdEDid = T. De fato, seja I E r fixado. Como ll e,, 11 00 = 1, temos que 

sup IIT( e1') ( k) li = IIT( e1') li= 2: <5. 
kEK 

Logo, existe k1' E K tal que IIT(e1')(k1')11 > 3
4
8

• Como T(e1') é contínua, temos que 

U = T(e1't 1 [B(T(e,,)(k')') , 6/4)] 

é um subconjunto aberto e não-vazio de K . Tomemos d1' E D n U. Então 

3<5 6 8 
IIT(e,,)(d,,)11 2: IIT(e1')(k,,)II - IIT(e-r)(k1') -T(e,,)(d,,)11 > 4 - 4 = 2, 
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e portanto , E Id-y . 

Afirmamos ainda que existe d1 E D tal que IId1 1 = T. De fato, se IIdl < T , para todo 

d E D , como cf(r) > dens(K), teríamos sup{IIdl: d E D}< r. Logo, 

r = 

uma contradição. Isto prova a afirmação . 

Consideremos Pd1 : C(K, X) ➔ X o operador linear contínuo dado por Pd1 (g) = g(d1), 

para todo g E C(K,X) . Definimos S = Pd1 oTlco(Jd
1
): co(Idi)-+ X . Então 

Pelo Teorema 1.100, existe J e Id1 com Ili = retal que S lco(J) é um isomorfismo sobre sua 

imagem, como queríamos. ■ 

No restante deste Capítulo, vamos nos dedicar ao estudo das cópias complementadas de 

c0(r) em C(K,X). Vimos que 

c0 <-+ C(K) =} c0 Y C(K, X), 

para todo espaço de Hausdorff compacto K e todo espaço de Banach de dimensão infinita 

X (Corolário 2.14) . O próximo resultado mostra que este teorema não se estende de forma 

natural ao caso c0 ( r) não-separável. Vamos precisar do seguinte resultado auxiliar. 

Lema 3.7. Sejam K um espaço de Hausdorff compacto e X um espaço de Banach separável. 

Seja (xn)nEN uma sequência em X tal que {xn : n EN} é denso em X. Então span{f(·)Xn: 

n EN, f E C(K)} é denso em C(K, X) . 

Demonstração. Seja (xn)nEN como no enunciado. Fixemos g E C(K, X) e E > O. Pelo Teo

rema 2.13, existem fi, .. . , f m E C(K) e z1, .. . , Zm E X tais que 

m 

g - I: Íi(·) zi 
i=l 00 

é 
<-2· 
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Podemos supor Íi -=I=- O, para todo i E {1, ... , m}. Para cada i E {1, ... , m}, seja ni EN tal 

que 

Então temos que 

donde 

m 

g - L Íi( ·)Xn; 
i=l 00 

como queríamos. 

é 

llzi - Xn; li < 2mllfilloo. 

m m m 

< g - L Íi ( · )zi + L Íi ( ·) Zi - L Íi ( · )Xn; 
i= l 00 i= l 

m 

< ; + L llfi(·)Xn; - Íi(·)zill oo 
i= l 
m 

<~+"'~ 2 L.t 2m 
i=l 

i=l 00 

■ 

Proposição 3.8 ([11], pg._ 3847, Proposição 4.2). Existe um espaço de Hausdorff compacto 

K2 tal que 

para todo espaço de Banach separável X. 

Demonstração. Seja K2 o espaço de Hausdorff compacto construído por Dow, Junnila e 

Pelant ([7], Exemplo 2.16). O espaço K2 satisfaz as seguintes propriedades: 

(i) O conjunto dos pontos isolados de K2 é não-enumerável; 

(ii) Todo operador linear contínuo T: C(K2 ) ➔ eo(~1 ) tem imagem separável ([7], Teorema 

1.6). 

Seja F = { {k} : k é ponto isolado de K2 }. Então Fé uma família de abertos de K2 e, 

por (i), IFI 2: ~1 . Logo, K2 não satisfaz a ccc, e portanto, pelo Teorema 1.98, temos que 
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Sejam X um espaço de Banach separável e (x,)nen uma sequência em X tal que (x, :n E

N> é denso em X. Vamos mostrar que todo operadorlinear contínuo S: C(K5,X) — co(8i)

tem imagem separável.

Seja S: C(K5, X) — co(N1) um operadorlinear contínuo. Se S é o operador nulo, nada

temos que fazer; suponhamos, portanto, que $ £ 0. Para cada n E N, sejam E, = (f(Jx,

fe C(K)) e Sn = Slp,. Notemos que E, - C(K5) se zn £ 0. Logo, por (ii), cada S

tem imagem separável. Para cada n E N, seja (y?)men uma sequência em Im(S,) tal que

Tyr, :m E NY é denso em Im(S,). Consideremos

D= Jim :ment
nEN

Então D é enumerável, como reunião enumerável de enumeráveis, e portanto D' = spançD

também é enumerável.

Mostremos que D' é denso em Im(S). Fixemos g € C(K,X) e e > 0. Pelo Lema 3.7,

existem my,...,Ny ENe hn-..,hn, E C(K) tais que

k

9— >: ha);
i=l

 

21isI|! 

 

 

 

oo

Pelo que vimos, para cada à € (1,...,k), existe ypi € Im(S,,) tal que
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como queríamos. 

Nestas condições, temos que C(K, X) não contém cópia complementada de c0 (N1) . Com 

efeito, se existisse Y um subespaço complementado de C(K, X), isomorfo a c0 (N1 ), teríamos 

uma projeção P: C(K, X) -+ Y sobre Y e um isomorfismo I: Y -+ c0 (N1), e portanto o 

operador I o P: C(K, X) -+ c0 (N1 ) seria sobrejetor. Em particular, Im(J o P) não seria 

separável; uma contradição. ■ 

O próximo resultado é uma extensão do Teorema 2.12 ao caso não-separável. Para 

enunciá-lo, vamos precisar da definição a seguir. 

Definição 3.9 ([11], pg. 3848, Definição 4.3). Sejam a um ordinal e X um espaço de 

Banach. Dizemos que X tem a propriedade de Josefson-Nissenzweig-a (ou simplesmente X 

tem JNcx) se existe uma família (rpi)iE~"' em X* tal que ll'Pill = 1, para todo i E Ncx, e 

( <t?i ( x) )iE~"' E Co (Ncx), para todo x E X. 

Observação 3.10. Pelo Teorema 2.11, todo espaço de Banach de dimensão infinita tem 

JNo. 

Teorema 3.11 ([11], pg. 3848, Teorema 4.5). Sejam X e Y espaços de Banach e a um 

ordinal. Se Y tem J Na, então 

Demonstração. Pela Proposição 1.58, existem (xDiE~"' família em X e números reais S > O 

e M > O tais que 

para todo F e Ncx, finito, e toda família de escalares { ªi : j E F}. Definindo A = ~ e 

xi= ~~, para cada i EN°" obtemos 

max la1·I :S 
jEF 

para todo F e Ncx, finito, e toda família de escalares { ai : j E F}. 
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Seja I: c0 (~a) --+ X dado por 

para todo LiEN"' aiei E eo(~a)- Pela demonstração da Proposição 1.58, I é isomorfismo sobre 

sua imagem. Seja Z = lm(I). Cada elemento de Z admite uma única representação da forma 

LiEN"' aixi, pela Proposição 1.52 e pela bijetividade de I. 

Definimos, para cada j E ~°" o funcional linear ip1 : Z --+ IR dado por 

para todo LiEN"' aixi E Z. Notemos que cada ip1 é contínuo. De fato, seja z = LiEN"' a;x; E Z 

fixado. Pela Proposição 1.6, existe J e~ª' com Ili = ~o, tal que 

{ i E ~ª : ai ==/= 0} C J. 

Vamos escrever J = {j1 , ... ,Jn, .. . }, onde ]k ==/= j1 se k ==/= l. Pela Proposição 1.9, temos que 

00 

z = L ajkXjk· 

k=l 

Se j (j_ J, então ip1(z) = aj = O. Caso contrário, existe um único N EN tal que _j = JN· Para 

todo n ~ N, temos 

e portanto 

n 

LªjkXjk ) 

k=l 

n 

lip~(z)I = lajl ~ lim "'ajkXjk = llzll-
n---+oo L....t 

k=l 

Como z foi escolhido arbitrariamente, concluímos que cada ip1 é contínua, com llip111 ~ 1. É 

fácil ver que ip1(xj) = 1 e ip1(xi) = O, se j ==/= i. 

Como Zé subespaço fechado de X, temos, pelo Teorema de Hahn-Banach, que cada ip1 
admite extensão contínua lf)j E X*, com llf.Pjll ~ 1. 

Por hipótese, existe uma família ('1/J;)iEN"' em Y* tal que 11'1/Jill = 1, para todo i E ~ª' 



- diyDiena — cousa o RR mun L2e

Walt) = 1.

Afirmamos que a família (x; O y;)ien, em XBY é equivalente à base canônica de co(Na).

Com efeito, seja F C No, finito, e seja (a; : j € F) uma família de escalares. Então temos

 

   

 

 

  

    

 

 

 

 

 

   

que

Sao; & y;)|| = sup DS asalz;b(y;) :peBxsype Dr)
jer jer

a DS asp;bi(y;)
jer

= lail,

para todo à E F. Logo,

max |a;| < Doar; 2 y;)|
? jer

Por outro lado, temos

Samey= sup [3 atua;
jer vEBy+ |ljer

< sup (Amexlahotol)
vEBy+ jer

<2Amaxa;|.
jer

Concluímos, portanto, que

max la;| É Ds tote E yj)| < ZA mex |a;].
IJ     

Pela demonstração da Proposição 1.58, o operador linear S: co(Na) > X&Y dado por

s (= ae) = > at; O Ui)
iERa iENa

é um isomorfismo sobre sua imagem.

Seja T: XBY — K(X*,Y) como na demonstração do Teorema 1.97. Definimos W =
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e ('l/Ji(Y))iE'N°' E co(Na), para todo y E Y. Para cada i E Na, seja Yi E Y com l!Yill ~ 2 e 

'l/Ji(Yi) = 1. 

Afirmamos que a família (xi 0 Yi)iE'N,, em X®Y é equivalente à base canônica de eo(Na) 

Com efeito, seja F e Na, finito, e seja { ai : j E F} uma família de escalares. Então temos 

que 

L aj(Xj 0 Yi) = sup { L aj<p(xj)'l/J(yj ) : 'P E Bx·, 'l/J E By.} 
jEF jEF 

para todo i E F. Logo, 

Por outro lado, temos 

~ L ªi'Pi(xi) 'l/Ji(Yi) 
jEF 

r;}lf lai 1 ~ L aj(xj 0 Yi) 
jEF 

Lªi(xj ®yj) = sup Lªi'l/J(yj)Xj 
jEF 'ljJEBr jEF 

~ sup { A~axla1ll'l/J(y1)I} 
'ljJEBr JEF 

Concluímos, portanto, que 

1;1if lail ~ L aj(Xj 0 Yi) ~ 2A 1;1E8f lail-
jEF 

Pela demonstração da Proposição 1.58, o operador linear S: c0 (Na)-+ X@Y dado por 

é um isomorfismo sobre sua imagem. 

Seja 'T: X®Y -+ JC(X*, Y) como na demonstração do Teorema 1.97. Definimos W = 
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span{T'(xi ®yi): i E Na}- Vamos construir uma projeção P: K(X*, Y) -+ W sobre W e 

mostrar que W é isomorfo a c0 (Na)-

Fixemos L E K(X*, Y). Afirmamos que ('1/Ji(L(tpi)))iENa E eo(Na)- De fato, como L é 

compacto e { 'Pi : i E Na} é limitado em X*, temos que C = { L( 'Pi) : i E Na} é compacto 

em Y. Dado E > O, temos que {B(c, ~) : e E C} é um recobrimento aberto de C. Por 

compacidade, existem c1 , ... , Cm E C tais que 

Pela escolha da família ('1/Ji)iENa, para cada n E {1, .. . , m} o conjunto Fn = {i E Na : 

l'I/Ji(cn)I 2'.: n é finito. Seja FÉ = Pi u ... u Fm. Então FÉ é finito. Dado e E e, seja 

n E {1, ... , m} tal que llc- enll < ~- Então 

para todo i E Na\ FÉ. 

l'I/Ji(c) I = l'I/Ji(c - Cn) + '1/Ji(cn)I 

:S l'I/Ji(c - Cn)I + l'I/Ji(Cn)I 

:S 11'1/Jillllc- Cnll + l'I/Ji(Cn)I 

< E, 

Provamos, portanto, que para todo E> O existe Frc e N°" finito, tal que l'I/Ji(c)I < E, para 

todo i E Na\ FÉ e todo e E C. Em particular, dados E> O e Fe como antes, temos que 

isto é, ('1/Ji(L(tpi)))iENa E ca(Na), pois L(tpi) E e, para todo i E Na,. 

Afirmamos também que a família ( '1/Ji(L( 'Pi) )T(xi 0 Yi) )iEN°' é desordenadamente somável 

em W. Com efeito, como W é fechado, e portanto completo, basta mostrarmos que esta 

família satisfaz a condição de Cauchy. Dado E > O, seja Ge e Na, finito , tal que 
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Se Fé um subconjunto finito de l{0 com F n Fé= 0, temos 

L '1/Ji(L(<pi))T(xi 0 Yi) 
jEF 

= L '1/Ji(L(t.pj))(xi 0 Yi) 
jEF 

< é, 

como queríamos. 

Com isto, podemos considerar o operador linear P: K(X*, Y) ➔ W dado por 

P(L) = L '1/Ji(L(<pi))T(xi 0 Yi), 
iE~,, 

para todo L E K(X*, Y). 

Mostremos que Pé contínua. Fixemos L E K(X*, Y). Pela Proposição 1.6, existe H e l{0 , 

com IHI = l{o, tal que 

Escrevendo H = {h1 , ... , hn}, onde hk =/- h1 se k =/- l, temos, pela Proposição 1.9, que 

e portanto 

00 

P(L) = L 'I/Jh1c(L(<ph1c))T(xhk 0 Yh1c), 
k=l 

n 

IIP(L)II = lim ~ 'I/Jh1c(L(<phk))T(xhk 0 Yhk) 
n--+oo ~ 

= lim 
n--+oo 

k=l 
n 

L 'I/Jh1c(L(1.phJ)(xh1c 0 Yhk) 
k=l 

52AJILII, 



nn)

|<1. Logo, P é contínua e |P|| < 24., «ecna mu il

Mostremos também que P(L) = L, para todo L € W. Temosque T(1,94%) = (ToT)e;),

para todo à E Ny. Pela Observação 1.59, temos que W = Im(? o 1). Em particular, W é

isomortfo a co(Na). Pela bijetividade de Tole pela Proposição 1.52, temos que cada Le W

admite uma única representação da forma

Lez= > aT(e O Yi).

iENa

Pela Proposição 1.6, existe D € Ns, com |D| = Na, tal que

tie: £0hCD.

Escrevendo D = fdi,...,dn,...;, onde dz £ dy se k £ |, temos, pela Proposição 1.9, que

oo

L= DanP(xa, O Ya),
k=1

e portanto

P(D=P (» aaT(ia [2a va)
k=1

Aa P(Dlxa, & Ya)

dk >lx O Va)(o)P(x: O wi)
iERa

[e > VilLa)Va )T(x; O wi)
iERa

aa(xa, O Vas)[19
8 E
e
E
s
E
a

= Il 1

l =

Logo, Im(P) = W e P(L) = L, para todo L € W. Isto prova que P é projeção sobre W,

e como W = co(Na), temos que co(Ra) > K(X*,Y). Além disso, como W = T(I(co(Na)) é

complementado em K(X*,Y), temos, pela Proposição 1.28, que T(co(Na)) é complementado
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pois supiEN"' ll'Pill ~ 1. Logo, Pé contínua e IIPII ~ 2A. 

Mostremos também que P(L) = L, para todo L E W. Temos que T(xi ®Yi) = (ToI)(ei), 

para todo i E Na- Pela Observação 1.59, temos que W = Im(T o I). Em particular, W é 

isomorfo a c0 (Na) - Pela bijetividade de f o I e pela Proposição 1.52, temos que cada L E W 

admite uma única representação da forma 

L = L aiT(xi ® yi)-
iENa 

Pela Proposição 1.6, existe D C Na, com IDI = ~°'' tal que 

{ i E ~ª : ai =/= O} e D . 

Escrevendo D= {d1 , ... , dn, . . . } , onde dk =/= d1 se k =/= l, temos, pela Proposição 1.9, que 

e portanto 

(X) 

k=l 
(X) 

(X) 

L = L adkT(xdk @ydk), 
k=l 

k=l iE~"' 
(X) 

(X) 

= L adkT(xd1c @Yd1c) 
k=I 

=L. 

Logo, Im(P) = W e P(L) = L, para todo L E W . Isto prova que Pé projeção sobre W, 

e como W ~ eo(~a), temos que co(~a) ~ /C(X*, Y). Além disso, como W = T(I(c0 (N0 )) é 

complementado em /C(X*, Y), temos, pela Proposição 1.28, que I(c0 (N0 )) é complementado 



Do a

Como consequências do Teorema 3.11, temos os seguintes resultados.

Corolário 3.12 ([11], pg. 3849, Corolário 4.6). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto,

X um espaço de Banach e «a um ordinal. Se X tem JNs, então

co(Na) = C(K) = co(No) SS C(K,X).

Além disso, se C(K) tem JNs, então

coa) > X => coa) D C(K,X).

Demonstração. Suponhamos primeiramente que X tenha JN, e que C(K) contenha uma

cópia de co(Na). Pelos Teoremas 3.11 e 2.13, temos que co(Na) > C(K)AX = C(K,X).

Logo, co(Nw) > C(K, X), pela Proposição 1.27.

Por outro lado, se C(K) tem JN, e X contém uma cópia de co(Na), temos, pelos Teoremas

311 e 2.13 e pelo Corolário 1.82, que

colNa) ES XBCU) » CUDÊX » C(K,X).

Pea Proposição 1.27, temos o resultado. E

Observação 3.13. O Corolário 3.12 é uma generalização do Corolário 2.14 (caso q = 0).

Corolário 3.14 ([11], pg. 3850, Corolário 4.8). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto,

X um espaço de Banach e a um ordinal. Se X tem JN, eco X, então

colo) > UK) > colo) S C(K,X).

Demonstração. À primeira implicação é consequência imediata do Corolário 3.12. Recipro-

camente, se co > C(K, X), temos, pelo Teorema 3.1, que co(Na) — C(K), pois co > X.
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em X@Y, isto é, co(~a) e..:+ X@Y. ■ 

Como consequências do Teorema 3.11, temos os seguintes resultados. 

Corolário 3.12 ([11], pg. 3849, Corolário 4.6). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, 

X um espaço de Banach e a um ordinal. Se X tem J Na, então 

Além disso, se C(K) tem J Na, então 

Demonstração. Suponhamos primeiramente que X tenha J Na e que C(K) contenha uma 

cópia de c0 (~a)- Pelos Teoremas 3.11 e 2.13, temos que c0 (~a) e..:+ C(K)@X ~ C(K, X). 

Logo, c0(~a) e..:+ C(K, X), pela Proposição 1.27. 

Por outro lado, se C(K) tem J Na e X contém uma cópia de c0 (~a), temos, pelos Teoremas 

3.11 e 2.13 e pelo Corolário 1.82, que 

co(~a) e..:+ X @C(K) ~ C(K)@X ~ C(K, X). 

Pea Proposição 1.27, temos o resultado. ■ 

Observação 3.13. O Corolário 3.12 é uma generalização do Corolário 2.14 (caso a= O}. 

Corolário 3.14 ([11], pg. 3850, Corolário 4.8). Sejam K um espaço de Hausdorff compacto, 

X um espaço de Banach e a um ordinal. Se X tem JNª e c0 f'; X, então 

Demonstração. A primeira implicação é consequência imediata do Corolário 3.12. Recipro

camente, se c0 e..:+ C(K, X), temos, pelo Teorema 3.1, que c0 (~a) Y C(K), pois c0 f'; X. ■ 
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Capítulo 4 

Considerações finais 

Este último Capítulo é dedicado a algumas aplicações do Teorema 3.6 e do Corolário 

3.12. Também vamos apresentar alguns problemas em aberto relacionados ao que estudamos. 

Começamos lembrando o conceito de compactificado de Stone-Óech de um espaço topológico. 

Definição 4.1 ([8], pg. 39). Seja S um espaço topológico. Dizemos que S verifica o axioma 

T3 .! se dados quaisquer x E S e F C S fechado, com x (/:. F, existe uma função contínua 
2 

f: S ➔ [O , 1] tal que f(x) = O e f(s) = 1, para todos E F . 

Seja S um espaço de Hausdorff que verifica o axioma T3.!. Então existe um espaço de 
2 

Hausdorff compacto (3S satisfazendo: 

• Existe um subespaço denso c.p(S) de (3S que é homeomorfo a S; 

• Toda função contínua f: c.p(S) ➔ K, onde K é um espaço de Hausdorff compacto, 

admite uma (única) extensão contínua a (3S. 

Além disso, tal espaço (3S é único, a menos de homeomorfismo, e é chamado de compactificado 

de Stone-Cech de S ([8], pg. 169). 

Vamos precisar dos seguintes resultados auxiliares para provar o próximo teorema. 

Proposição 4.2. Sejam X um espaço de Banach e f3 :=::; o: ordinais. Se X tem J Na, então 

X tem JN13 . 

Demonstração. Por hipótese, existe uma família ( 'Pi)iEN,, em X* tal que li 'Pi li = 1, para todo 

i E Na, e (c.pi(x))iENa E co(Na), para todo x E X. Tomemos J C Na com IJI = N13 • É fácil ver 

que a família (c.pj)jEJ tem as propriedades desejadas. ■ 
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Proposição 4.3. Sejam X e Y espaços de Banach e a um ordinal. Se Y tem J Na e existe 

T: X--+ Y um operador linear contínuo sobrejetor, então X tem JNª. 

Demonstração. Seja (7/Ji)iENa uma família em Y * com 117/iill = 1, para todo i E Na, e 

(7/ii(y))iENa E c0 (Na), para todo y E Y. Para cada i E Na, seja <pi = T*(7/ii). Notemos 

que 

para todo x E X. Notemos também que 

para todo i E Na, pois T é sobrejetora. Isto conclui a demonstração. ■ 

Seja a um ordinal. Denotamos por R2(Na) o espaço de Banach das famílias de números 

reais (xi)iE~a tais que (x;)iENa é desordenadamente somável em IR, munido da norma 

l 

jj(.1:i)iEN0 1l2 = (~ x;) 2

, \f(xi)iEN0 E f2(Na). 
tENo 

Proposição 4.4. Seja a um ordinal. Então f2 (Na) tem 1Na. 

Demonstração. Para cada i E Na, seja <pi: t'2 (Na) --+ IR dada por tpi(x) = xi, para todo 

x = (x1)JEN" E R2(Na). É fácil ver que cada <pi é linear. Fixemos i E Na e mostremos que <pi 

é contínua. 

Seja x = (x1 )jENa E R2(Na) fixado. Pela Proposição 1.6, existe J = {j1 , . .. ,jn, . . . } e Na, 

com Jk =/. Jl se k =/. l , tal que 

{j E Nª : x1 =/. O} e J. 

Pela Proposição 1.9, temos que 
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Sei tt J, então cpi(x) = O. Caso contrário, existe um único N EN tal que i = jN. Para todo 

m 2'.: N, temos 
1 

lcp,(x) 1 = !x,! :S (t xJ.) ' , 

e portanto 
1 

lcp,(x)I :S m~= (t,xJ. )' = llxll, 

Isto prova que cada 1f?i é contínua, com ll1Pill ::S 1. 

Notemos que cp(ei) = 1 e lleill2 = 1, para todo i E ~a- Logo, ll1Pi ll = 1, para todo i E~°'

Finalmente, notemos que (cpi(x))iEN,, = x E eo(~a), para todo x E t'2(Na), como quería-

mos. ■ 

No que segue, dado I um conjunto não-vazio, vamos considerar I munido da topologia 

discreta. Munido desta topologia, I é um espaço de Hausdorff que verifica o axioma T3!. 2 

Proposição 4.5. Seja I um conjunto de cardinalidade m 2'.: N0 . Então existe T: C(/3!) -+ 

t'2 (2m) um operador linear contínuo sobrejetor. 

Demonstração. Indicamos [20], página 203. ■ 

Teorema 4.6 ([11], pg. 3851, Teorema 5.3). Sejam X um espaço de Banach e I um conjunto 

satisfazendo N0 ::S III < cf(Na) ::S ~°' ::S 211 1, para algum ordinal a. Então 

Demonstração. Suponhamos primeiramente que X contenha uma cópia de c0 (Na). Seja , 

um ordinal tal que 2ITI = ~,,,- Pela Proposição 4.5, temos que existe T: C(f3I)-+ t'2 (N7 ) um 

operador linear contínuo sobrejetor, e portanto C(f3I) tem J N,,,, pelas Proposições 4.3 e 4.4. 

Como a ::S ,, temos, pela Proposição 4.2, que C(/31) tem J N°'. Logo, pelo Corolário 3.12, 

concluímos que 

co(~°') e..:+ C(/31, X). 

Reciprocamente, suponhamos que C(fJI, X) contenha uma cópia complementada de 

c0 (No, )- Como I é homeomorfo a um subespaço denso de /31, temos que dens(/3!) ::::; III < 

cf(No,)- Portanto, pelo Teorema 3.6, temos que X contém uma cópia de c0 (N°'). ■ 



Corolário 4.8 ([11], pg. 3851, Corolário 5.4). Sejam X um espaço de Banach e T um

conjunto de cardinalidade m > No. Então

o) > X > (2) 5 C(BL,X).

Demonstração. Pela Proposição 4.7, temos m < cf(27”). O resultado segue do Teorema 4.6

para Ny = 2º. m

Vejamos agora alguns problemas em aberto relacionados ao que estudamos.

Seja X um espaço de Banach. Denotamos por £.o(N, X) o espaço de Banach das sequên-

cias limitadas de elementos de X, munido da norma

xn)nenlo == sup Ixall, Vlzn)nen Elo(N, X).
nEN

Denotamos por co(N, X) o subespaço (fechado) de £o(N, X) das sequências de elementos de

X que convergem para zero.

Sabe-se que

Co > Poo(N,X) => € SX,

para todo espaço de Banach X ([17], pg. 55, Teorema Principal). Não se sabe, no entanto,

se o mesmo vale para co(7) com |7| > R. Assim, podemos considerar o seguinte problema.

Problema. Seja X um espaço de Banach. Caracterize os cardinais 7 tais que:

(1) col) > L(N,X) => cl) S X;

(ii) col) SLAN,X) => (mM) S X.

Consideremos agora os seguintes resultados.

Proposição 4.9. Os espaços £o(N,R”) e C(BN,R”) são linearmente isométricos, onde

meN. Em particular, Lo(N, R”) é um espaço de Banach.
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Proposição 4.7. Seja a um ordinal. Então~ª< cf(2N"'). 

Demonstração. Indicamos [15], página 54. ■ 

Corolário 4.8 ([11], pg. 3851, Corolário 5.4). Sejam X um espaço de Banach e I um 

conjunto de cardinalidade m 2:'.: ~o- Então 

Demonstração. Pela Proposição 4.7, temos m < cf(2m). O resultado segue do Teorema 4.6 

para ~a = 2m. ■ 

Vejamos agora alguns problemas em aberto relacionados ao que estudamos. 

Seja X um espaço de Banach. Denotamos por t'00 (N, X) o espaço de Banach das sequên

cias limitadas de elementos de X, munido da norma 

ll(xn)nENlloo = sup llxnll, \i(xn)nEN E foo(N, X). 
nEN 

Denotamos por c0 (N, X) o subespaço (fechado) de f00 (N, X) das sequências de elementos de 

X que convergem para zero. 

Sabe-se que 

para todo espaço de Banach X ([17], pg. 55, Teorema Principal). Não se sabe, no entanto, 

se o mesmo vale para c0(T) com ITI 2:'.: ~ 1 . Assim, podemos considerar o seguinte problema. 

Problema. Seja X um espaço de Banach. Caracterize os cardinais T tais que: 

(i) co(T) <-+ f00(N, X) ==> co(T) <-+ X; 

(ii) co(T) e..;. t'oo(N, X) ==> co(T) e..;. X. 

Consideremos agora os seguintes resultados. 

Proposição 4 .9. Os espaços f 00(N, IRm) e C(,BN, IRm) são linearmente isométricos, onde 

m EN. Em particular, f 00(N, IRm) é um espaço de Banach. 
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Demonstração. Seja <p : N -+ ,BN um homeomorfismo sobre sua imagem. Fixemos f E 

f 00 (N, JR.m) . Como f é limitada, temos que Im(f) é um subconjunto limitado de JR.m, e 

portanto Im(f) é um subespaço compacto de JR.m. Logo, a função f o <p- 1 : <p(N) -+ Im(f) 

admite uma única extensão contínua a ,BN, que denotaremos por T(f) . 

Assim, temos definida a função 

T: foo(N, JR.m)--+ C(,BN, JR.m) 

f f--+ T(f) . 

Mostremos que T é uma isometria linear sobrejetora. 

T é linear: sejam f, g E f 00 (N, JR.m) e a E lR. fixados. Para cada n E N, temos 

T(f + ag)(<p(n)) = (! + ag)(n) 

= f(n) + ag(n) 

= T(f)(<p(n)) + aT(g)(<p(n)). 

Logo, T(f + ag) e T(j) + aT(g) coincidem em <p(N), que é denso em ,BN. Pela Proposição 

1.41, concluímos que T(f + ag) = T(f) + aT(g). 

T é isometria: Notemos que 

jjT(f)lloo = sup IJT(f)(x)II = sup IIT(f)(<p(n))II = sup llf(n)II = llf ll oo , 
xE,BN nEN nEN 

para toda f E f 00 (N, JRm), onde a segunda igualdade segue da Proposição 1.41. 

T é sobrejetora: seja g E C(,BN, lR.m) dada. Notemos que g jip(N) : <p(N) -+ lR.m é contínua 

e limitada. Definimos 

f: gj<p(N) o <p : N-+ JR. 

Então f é limitada, isto é, f E f 00 (N, JRm) . Além disso, como T(j) e g coincidem em <p(N), 

temos, pela Proposição 1.41, que T(f) = g, como queríamos. ■ 

Proposição 4.10. Seja K 0 = {O} U { ¼ : n E N}, munido da topologia induzida por lR., e 

seja X um espaço de Banach. Então c0 (N,X) ~ C(K0 ,X). Em particular, c0(N,X) é um 



eDO) > C(K6, X) dado por T(x)(0) =mn mmstreç rece mms agumem =

qe T(x) 3) = 71 + Zy+1, para todo n E N, onde x = (zn)nen E co(N, X). Notemos que

[PCM ls = mae (ll sup+ tal | < elo

para todo x = (Zn)nen E co(N, X), e portanto T é contínuo.

Notemos também que T é injetor. De fato, se x = (Z,)nen € co(N, X) é tal que T(x) = 0,

então temos que

isto é, x =0.

Mostremos agora que T' é sobrejetor. Seja f € C(Ko, X) fixada. Definimos y = f(0)

e ya= (E) — f(0), para todo n E N. Como f é contínua, temos que y, — 0, isto é,

y = (YUn)nen € co(N, X). Além disso, é fácil ver que T(y) = f.

Finalmente, dada f e C(Ko, X), temos que

40 = (rom -10,1(5) -10.03(5) - 10...)

(5) 10) <2to
Isto prova que 7"! também é contínuo, donde T é um isomorfismo de co(N, X) sobre

C(Ko, X). E

e portanto

IT(le = mese (0)sup
 

 

Proposição 4.11. Sejam K e L espaços de Hausdorff compactos e sejam X eY espaços

de Banach. Então valem:

(i) Se K e L são homeomorfos, então C(K,X) - C(L, X);

(ii) Se X eY são isomorfos, então C(K,X) - C(K,Y).
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espaço de Banach. 

Demonstração. Consideremos o operador linear T: c0 (N, X) ➔ C(K0 , X) dado por T(x)(0) = 

x1 e T(x) (¾) = x1 + Xn+l, para todo n E N, onde x = (xn)nEN E c0 (N, X). Notemos que 

IIT(x)lloo = max{11x1ll,supllx1 +xn+ill} :s 2llxlloo, 
nEN 

para todo x = (xn)nEN E co(N, X), e portanto T é contínuo. 

Notemos também que T é injetor. De fato, se x = (xn)nEN E c0 (N,X) é tal que T(x) = O, 

então temos que 

O= T(x)(0) = x1 

O= T(x) (~) = Xn+l, Vn EN, 

isto é, x = O. 

Mostremos agora que T é sobrejetor. Seja f E C(K0 , X) fixada. Definimos y1 = f(0) 

e Yn+I = f (¾) - f(O), para todo n E N. Como f é contínua, temos que Yn --+ O, isto é, 

y = (Yn)nEN E co(N, X) . Além disso, é fácil ver que T(y) = f. 

Finalmente, dada f E C(K0 , X) , temos que 

r-1(!) = (1(0), /(1) - /(O), f ( t) - /(O), ... , J ( ~) - f(O), ... , ) , 

e portanto 

IIT-
1
(!) lloo = max { IIJ(O) li , !~~ 111 ( ~) - f (O) li} :S 2llflloo-

Isto prova que r -1 também é contínuo, donde T é um isomorfismo de eo(N, X) sobre 

C(Ko,X) . • 
Proposição 4.11. Sejam K e L espaços de Hausdorff compactos e sejam X e Y espaços 

de Banach. Então valem: 

(i) Se K e L são homeomorfos, então C(K, X) ~ C(L, X); 

(ii) Se X e Y são isomorfos, então C(K, X)~ C(K, Y). 



— K um homeomorfismo. Definimos o operador

linear

To: L(KX) SS C(L, X)

fo fog.

Notemos que

UT0) los = sup || HCO)= sup 11/06] = [1 /lIoo»

para toda f E C(K,X), donde T, é uma isometria. Além disso, dada g E C(L, X), temos

que gop*EC(K,X) eTi(gop”!) =. Logo, Ty é sobrejetor.

(ii) Seja S: X — Y um isomorfismo. Definimos o operador linear

TD: MEX) C(K,Y)

f5Sof.

Notemos que

[TDoo = sup IS] < [5] sup || f(6)]l = [1SIIlfIlso,
ke keK

para toda f E C(K,X). Isto prova que T; é contínuo.

Dada fe C(K,X), temos que

Td(f)=0 <> Sof=0

+ S((k)) =0,Vke K

<> fk)=0,vVke K

<> f=0,

pois S é isomorfismo. Logo, T» é injetora.

Finalmente, dada gq € C(K,Y), temos que S"og e C(K,X) e D(S! 09) = 9. Logo,

T3 é um operadorlinear contínuo e bijetor entre espaços de Banach. Portanto, pelo Teorema

da Aplicação Aberta, temos que T é um isomorfismo entre C(K, X) e C(K,Y). a
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Demonstração. (i) Por hipótese, existe <.p: L ➔ K um homeomorfismo. Definimos o operador 

linear 

T1 : C(K,X)-+ C(L,X) 

f t-----+ f o <.p . 

Notemos que 

IIT1(f)lloo = sup llf(cp(l))II = sup IIJ(k)II = llflloo, 
!EL kEK 

para toda f E C(K, X), donde T1 é uma isometria. Além disso, dada g E C(L, X), temos 

que g o <.p-1 E C(K, X) e T1 (g o <.p-1) = g. Logo, T1 é sobrejetor. 

(ii) Seja S: X ➔ Y um isomorfismo. Definimos o operador linear 

Notemos que 

T2 : C(K, X)-+ C(K, Y) 

f t-----+ s o f . 

IIT2U)lloo = sup 11S(!(k))II :S IISII sup IIJ(k)II = IISllll!lloo, 
kEK kEK 

para toda f E C(K, X). Isto prova que T2 é contínuo. 

Dada f E C(K, X), temos que 

T2(f) = O <===> S o f = O 

<===> S(f(k)) = O, \:fk E K 

<===> f(k) = O, \:fk E K 

<===> f = o, 

pois S é isomorfismo. Logo, T2 é injetora. 

Finalmente, dada g E C(K, Y), temos que s-1 o g E C(K, X) e T2(s-1 o g) = g. Logo, 

T2 é um operador linear contínuo e bijetor entre espaços de Banach. Portanto, pelo Teorema 

da Aplicação Aberta, temos que T2 é um isomorfismo entre C(K, X) e C(K, Y). ■ 
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Segue do Teorema 1.63 e das Proposições 4.9 , 4.10 e 4.11 que 

C(,BN, c0 ) ~ C(,BN, C(K0)) 

~ C(,BN x Ko) 

~ C(Ko x ,BN) 

~ C(K0 , C(,BN)) 

~ C(Ko,f00 ) 

~ co(N, f00), 

onde K 0 é como no enunciado da Proposição 4.10. 

Cembranos e Mendoza ([3], pg. 462, Teorema 1) provaram que os espaços f00 (N, c0 ) 

e c0 (N, f 00 ) não são isomorfos, e portanto, pelo que vimos, R00 (N, c0 ) ,f C(,BN, c0). Mais 

geralmente, o seguinte problema está em aberto. 

Problema. Existe um espaço de Banach X, de dimensão infinita, tal que 

f 00 (N, X) ~ C(,BN, X)? 

Podemos ainda considerar problemas análogos aos que vimos para cópias de Co(T) em 

outros espaços de Banach, como K(X, Y) ou X ®Y, onde X e Y são espaços de Banach. 

Como X®Y contém uma cópia de Y e K(X, Y) contém uma cópia de X*®Y, temos que 

para quaisquer espaços de Banach X e Y e todo cardinal T. Ainda nesta direção, os Teoremas 

2.12 e 3. 11 fornecem algumas condições suficientes para a existência de cópias complemen

tadas de c0(T) nestes espaços. 
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