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Resumo

Bertaggia, G. Unidades Centrais em anéis de grupos sobre os inteiros. 2014. 100

páginas. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2014.

Sejam G um grupo e Z o anel dos números inteiros. Consideremos o anel de grupo so-

bre os inteiros ZG e seu grupo de unidades U(ZG) = {u ∈ ZG|u é inversível}. Considerando
α uma raiz primitiva da unidade sobre Q e Z[α] o anel de inteiros ciclotômicos, apresen-

taremos as unidades de anéis de grupos integrais sobre grupos cíclicos de ordens 7 e 9.

Posteriormente, veremos uma generalização, devida à Ferraz, onde se determina um con-

junto gerador independente que permite obter as unidades de ZCp, onde Cp é um grupo

cíclico de ordem prima p, considerando θ uma raiz primitiva da unidade de ordem p, tal

que Sθ =
{
−1, θ, 1 + θ, . . . , 1 + θ + · · ·+ θ

p−3
2

}
gera o grupo das unidades de Z[θ]. Na se-

gunda parte do trabalho, calcularemos as unidades de ZA5, onde A5 é o subgrupo alter-

nado do grupo de permutações S5, utilizando o importante resultado da Teoria de Caracteres

Z(QG) ' Q(χ0)⊕· · ·⊕Q(χp), onde χi, 0 6 i 6 p, são os caracteres irredutíveis complexos não

conjugados algebricamente, associados ao grupo em questão, bem como a Teoria Algébrica de

Números, em especial, o Teorema de Unidades de Dirichlet.

Palavras-chave: unidades, anéis de grupo, unidades centrais.
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Abstract

Bertaggia, G. Central Units of Integral Group Rings. 2014. 100 páginas. Dissertação

(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,

2014.

Let ZG be the integral group ring and U(ZG) = {u ∈ ZG|u is invertible} its unit group,
where G is an arbitrary group and Z is the ring of integers. For a given primitive root of unity α

over Q, we denote by Z[α] the ring of cyclotomic integers. In the �rst part of this dissertation,

we compute the units of integral group rings of cyclic groups of orders 7 and 9. In addition, we

study a generalization of this result by Ferraz which establishes an independent generating set

that allows us to obtain the units of ZCp, with Cp a cyclic group of prime order p, by considering

a primitive root of unity of order p, θ, such that Sθ =
{
−1, θ, 1 + θ, . . . , 1 + θ + · · ·+ θ

p−3
2

}
generates the group of units of Z[θ]. In the �nal part of this work, we are concerned in

computing the units of ZA5, where A5 is the subgroup of the alternating group of permutations

of S5. To achieve this purpose, we use the following important result of the theory of characters:

Z(QG) ' Q(χ0) ⊕ · · · ⊕ Q(χp), where χi, 0 6 i 6 p, are the algebraically non-conjugate

irreducible complex characters associated with the group concerned. We also use some elements

of the Theory of Algebraic Numbers, in particular, the Dirichlet's Unit Theorem.

Keywords: units, group rings, central units.
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Introdução

Nosso interesse em estudar Anéis de Grupos provém do fato da área ser extremamente rica,
no sentido de interligar e utilizar diversas teorias na área de Álgebra, como Teoria de Grupos
e Teoria de Anéis, tornando-a repleta de problemas a serem solucionados. Exporemos agora
um dos problemas da área, chamado Problema do Isomor�smo, o qual foi uma das inspirações
para o estudo das unidades nesta dissertação.

A Teoria de Anéis de Grupos faz uma importante conexão entre a teoria de representações
de grupos e a teoria de estruturas algébricas. Assim, podemos nos perguntar se, dado um
anel de grupo, conhecendo suas propriedades e estrutura, podemos determinar a estrutura do
grupo dado, isto é, dados dois grupos G e H e um anel R, se RG ' RH, em que condições
ocorre G ' H?

Na literatura, prova-se que se G e H são dois grupos abelianos de mesma ordem �nita,
então CG ' CH, onde C denota o corpo dos números complexos, mostrando assim que o
Problema do Isomor�smo tem resposta negativa, uma vez que é fácil determinar dois grupos
abelianos de mesma ordem não isomorfos.

Estudando os trabalhos da área, temos alguns resultados importantes, como:

• Grupos abelianos �nitos são determinados pelo seu anel de grupo sobre o corpo dos
números racionais Q (1950, S. Perlis e C. Walker, [18])

• p-grupos abelianos �nitos são determinados sobre seus anéis de grupo sobre qualquer
corpo de característica p (1956, W.E. Deskins, [6])

• Se p 6= 2 é um inteiro primo e G e H são dois grupos abelianos não isomorfos de ordem
p3, então QG ' QH (1955, S.D. Berman)

D.B. Coleman e D.S. Passman, em [4], conseguiram alguns resultados parciais sobre grupos
não comutativos. Assim, acreditou-se que, para grupos especí�cos, poder-se-ia determinar
algum corpo onde a resposta para o Problema do Isomor�smo fosse sempre positiva. Porém,

1
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em 1972, E. Dade publicou um exemplo, em [5], com dois grupos não isomorfos que possuem
anéis de grupos isomorfos sobre qualquer corpo K.

A partir daí, conjecturou-se: dados dois grupos �nitos G e H, se ZG ' ZH, então G ' H,
onde Z é o anel dos inteiros. Isso deu-se do fato de que dados dois grupos G e H, se ZG ' ZH,
então RG ' RH, onde R é um anel qualquer com unidade.

Em 1940, em [11], G. Higman havia provado que a conjectura acima é verdadeira no
caso de grupos abelianos �nitos e também no caso dos 2-grupos que são Hamiltonianos (ou
seja, quando todo subgrupo é normal). Também provou-se nos casos dos grupos metabelianos
�nitos (A. Whitcomb, 1968, [23]); grupos simétricos e grupos alternados; grupos �nitos que
são grupos de unidades de algum anel; grupos nilpotentes �nitos (A. Weiss, 1988, [22]).

Dessa maneira, um estudo mais aprofundado da estrutura de ZG tornou-se condição sine
qua non para aqueles que desejassem demonstrar a conjectura e, em especial, dos seus ele-
mentos inversíveis (as unidades), pois de�ne-se, assim, o grupo das unidades normalizadas de
ZG, denotado por U1(ZG), o qual será mencionado no decorrer desse trabalho. Esse estudo
permitiria obter soluções para o problema do isomor�smo, pois sempre que tratamos do fato
ZG ' ZH, é possível considerar um isomor�smo normalizado entre ZG e ZH, o que nos per-
mite estudar um isomor�smo entre G e H, considerando esse como a restrição do isomor�smo
normalizado entre esses anéis de grupos.

Essa foi a motivação que nos levou a estudar algumas unidades de alguns anéis de grupos
integrais nesse trabalho.

Primeiramente vamos estudar as unidades sobre grupos cíclicos de ordens 7 e 9, calculadas
por R.Z. Aleev e G.A Panina em [2], de 1999. Nesse artigo, podemos notar a conexão com a
teoria algébrica de números, utilizando as de�nições e resultados da área.

A partir daí, passamos a nos perguntar se podemos estudar as unidades de anéis de grupos
integrais sobre grupos cíclicos de uma maneira mais geral. A resposta vem em um trabalho
de Ferraz, [10] de 2009, onde o autor encontrou um grupo de geradores independentes para o
grupo das unidades de ZCp, onde Cp é um grupo cíclico de ordem p e p é um número primo

tal que S =
{
−1, θ, 1 + θ, . . . , 1 + θ + · · ·+ θ

p−3
2

}
gera o grupo das unidades de Z[θ], onde θ é

uma raiz primitiva da unidade de ordem p sobre Q. Posteriormente, Kitani, em [14], estendeu
esse resultado para ZCpn , considerando um conjunto similar que gera UZ[θ]. Também, temos,
em [20], por Silva, a descrição explícita de um conjunto gerador para o grupo das unidades do
anel de grupo integral ZC2p.

Por �m, calculamos as unidades de um anel de grupo integral sobre o grupo alternado
A5, isto é, sobre o subgrupo de permutações pares do grupo simétrico S5. Essa é uma parte
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importante do trabalho, pois, mais uma vez, utilizamos da Teoria Algébrica de Números, mas,
além disso, podemos estudar um pouco das teorias de representações e caracteres e notar
como as mesmas permitem obter importantes resultados para Teoria de Álgebras de Grupo.
Baseamos nosso estudo em [1], porém vale ressaltar que Li e Parmenter o provaram em [15].
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de Grupos

Nessa seção explicitaremos algumas de�nições e resultados importantes para o desenvolvi-
mento das seções posteriores. Vamos admitir conhecidos os conceitos básicos sobre Teoria de
Anéis e de Grupos. Denotaremos por 1 o elemento neutro de um grupo.

Nesse capítulo, os resultados apresentados podem ser encontrados em [16].

De�nição 1.1.1. Sejam H,K subgrupos de um grupo G. Então G é dito produto direto

(interno) de H e K e escrito G = H ×K se satisfaz as seguintes condições

1. G = HK

2. H ∩K = {1}

3. H / G e K / G

A de�nição acima pode ser estendida a uma família arbitrária de subgrupos normais.

De�nição 1.1.2. Seja X um subconjunto não vazio de um grupo G. De�nimos o subgrupo

gerado por X como intersecção de todos os subgrupos de G contendo X. Esse subgrupo é
denotado e descrito por:

〈X〉 = {xρ11 . . . xρkk : xi ∈ X, ρi = ±1, k > 1} ∪ {1}

Se 〈X〉 = G, então dizemos que X é um conjunto de geradores de G. Se X é �nito,
então dizemos que G é um grupo �nitamente gerado.

5
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De�nição 1.1.3. O centro de um grupo G é o subgrupo

Z(G) = {a ∈ G : ax = xa,∀x ∈ G}

Seja a um elemento de um grupo G. De�nimos as potências de a por:

an =


a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
n vezes

, n > 0

a−1.a−1 . . . a−1︸ ︷︷ ︸
|n| vezes

, n < 0

1, n = 0

Já que am · an = am+n, segue que o conjunto 〈a〉 = {an : n ∈ Z} é um subgrupo de G, que
é chamado de subgrupo cíclico de G gerado por a.

O menor inteiro positivo n tal que an = 1 é chamado de ordem de a é denotado por o(a).
Se 〈a〉 in�nito, então dizemos que a é um elemento de ordem in�nita.

Se existe um elemento a em G tal que G = 〈a〉, então dizemos que G é um grupo cíclico e
a é o gerador de G. Notemos também que o(a) = |〈a〉|.

De�nição 1.1.4. Seja G um grupo abeliano. Um elemento g de G é chamado de elemento

de torção se tem ordem �nita. O subgrupo

T (G) = {g ∈ G : o(g) <∞}

é chamado de subgrupo de torção de G.

De�nição 1.1.5. Dado um grupo G, o menor inteiro positivo m tal que gm = 1, para todo
g ∈ G, é chamado expoente de G.

Agora vamos de�nir a base de um grupo G, de�nindo primeiramente elementos de G que
são multiplicativamente independentes sobre Z.

De�nição 1.1.6. Sejam a1, a2, . . . , an elementos de um grupo abeliano G. Dizemos que são
multiplicativamente independentes sobre Z se

at11 a
t2
2 . . . a

tn
n = 1 =⇒ tj = 0,

para todo 1 6 j 6 n, com tj ∈ Z.
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De�nição 1.1.7. Seja G um grupo. Um conjunto de elementos multiplicativamente indepen-
dentes que gera G é chamado uma base de G.

De�nição 1.1.8. Um grupo abeliano que possui uma base com n elementos é chamado grupo

abeliano livre de posto n.

Teorema 1.1.1. Seja G um grupo abeliano, �nitamente gerado. Então T (G) é �nito, G/T (G)
é livre de posto �nito e

G ' T (G)× G

T (G)

Agora, vamos de�nir os grupos de permutações, já que na última seção desse trabalho,
calcularemos as unidades de um anel de grupo, cujo grupo é um subgrupo de um grupo de
permutações de 5 elementos.

De�nição 1.1.9. Seja M um conjunto �nito. Um função bijetiva de M em si mesmo é
chamada uma permutação de M . O conjunto de todas as permutações deM forma um grupo,
que é chamado de grupo de permutação ou grupo simétrico e é denotado, usualmente,
por SM . Se M = {1, 2 . . . , n}, então SM é chamado de grupo simétrico de ordem n ou
grupo de permutação de ordem n e é denotado por Sn.

Observemos que a ordem de Sn é n!.

Dada uma permutação ρ ∈ Sn e um inteiro positivo k, com 1 6 k 6 n, dizemos que ρ move
k se ρ(k) 6= k. Caso contrário, dizemos que ρ �xa k.

Um elemento ρ ∈ Sn é chamado ciclo de comprimento k se existem k inteiros positivos
distintos a1, a2, . . . , ak em M tais que ρ(a1) = a2, ρ(a2) = a3, . . . , ρ(ak−1) = ak , ρ(ak) = a1 e
ρ(a) = a, para todo outro elemento a em M .

De�nição 1.1.10. Dada uma permutação ρ ∈ Sn, de�nimos seu sinal por

sgn(ρ) =
∏

16i6j6n

ρ(i)− ρ(j)

i− j

Temos que sgn é um homomor�smo sobrejetor de Sn em {−1, 1}. O kernel de sgn é
chamado de grupo alternado de grau n e é denotado por An.

Em nosso caso, trabalharemos posteriormente com o grupo alternado A5.



8 Preliminares 1.2

1.2 Módulos

Nessa seção, nosso intuito é explicitar alguns resultados da Teoria de Módulos, supondo
que o leitor conheça alguns conceitos da Teoria de Anéis.

De�nição 1.2.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano M (aditivo) é chamado um R-módulo

à esquerda (ou um módulo à esquerda sobre R) se, para cada elemento a ∈ R e cada m ∈M ,
temos o produto am ∈M tal que

1. (a+ b)m = am+ bm

2. a(m1 +m2) = am1 + am2

3. a(bm) = (ab)m

4. 1m = m,

para todos a, b ∈ R e m,m1,m2 ∈M

De maneira análoga, de�nimos um R-módulo à direita ou um módulo à direita sobre

R considerando a multiplicação de elementos de M por elementos de R à direita. Usualmente,
chama-se um R-módulo à esquerda apenas de R-módulo.

Notemos que se K é um corpo, então um K-módulo nada mais é do que um espaço vetorial
sobre K.

De�nição 1.2.2. Seja R um anel comutativo. Um R-módulo A é chamado de R-algebra se
há uma multiplicação de�nida em A, tal que, com a adição dada em A e sua multiplicação, A
é um anel e tal que a seguinte condição é válida

r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todos r ∈ R e a, b ∈ A.

De�nição 1.2.3. Seja M um R-módulo. Um subconjunto não vazio N ⊂ M é chamado de
R-submódulo de M se as seguintes condições são veri�cadas

1. para todo x, y ∈ N , temos x+ y ∈ N

2. para todo r ∈ R e todo n ∈ N , temos rn ∈ N
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Todo R-módulo M não nulo possui, ao menos, dois submódulos: (0) e o próprio M . Esses
dois submódulos são chamados triviais. Os demais são chamados submódulos próprios.
Um módulo que não contém submódulos próprios é chamado módulo simples.

Se R é comutativo e M é uma R-álgebra, dizemos que N é uma R-subálgebra de M se
é tanto um submódulo quanto um subanel de M .

Observemos que se V é um espaço vetorial sobre um corpo K, então K-submódulos de V
são precisamente seus subespaços.

De�nição 1.2.4. Um conjunto S = {si}i∈I de elementos de um R-módulo M é chamado um
conjunto de geradores de M se M = RS, isto é, se todo elemento de M pode ser escrito
como uma combinação linear �nita de elementos de S com coe�cientes em R.

De�nição 1.2.5. Um conjunto S = {si}i∈I de elementos de um R-módulo M é chamado
linearmente independente se, pra toda combinação linear (�nita) de elementos de S com
coe�cientes em R

ri1si1 + ri2si2 + · · ·+ ritsit = 0

implica que ri1 = ri2 = · · · = rit = 0

De�nição 1.2.6. Um conjunto S = {si}i∈I de elementos de um R-módulo M é chamado uma
base de M sobre R (ou uma R-base) se é um conjunto linearmente independente e também
é um conjunto de geradores para M .

Proposição 1.2.1. Um conjunto S = {si}i∈I de elementos de um R-módulo M é uma base
se, e somente se, todo elemento m ∈M pode ser escrito de maneira única (�nita) da seguinte
maneira:

m = ri1si1 + ri2si2 + · · ·+ ritsit ,

com rij ∈ R, sij ∈ S, onde 1 6 i 6 t.

De�nição 1.2.7. Um R-módulo M é chamado R-módulo livre se tem uma base.

De�nição 1.2.8. Uma família {Mi}i∈I de submódulos de um R-módulo M é dita indepen-

dente se, para todo i ∈ I, temos

Mi ∩

(∑
j 6=i

Mj

)
= {0}

De�nição 1.2.9. Seja {Mi}i∈I uma família de submódulos de um R-módulo M . Dizemos que

M é uma soma direta (interna) de submódulos dessa família e escrevemos M =
⊕
i∈I

Mi se

a família é independente, gera M e as seguintes condições são satisfeitas:
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1. Para todo i ∈ I, temos Mi ∩

(∑
j 6=i

Mj

)
= {0}

2. M =
∑
i∈I

Mi

As duas condições acima são equivalentes a

3. Todo elemento m ∈ M pode ser escrito unicamente como m = mi1 + mi2 + · · · + mit,
com mij ∈Mij e 1 6 i 6 t.

De�nição 1.2.10. Um submódulo N de um R-módulo M é dito um somando direto se
existe outro submódulo N ′ de M tal que M = N ⊕N ′. Um módulo que não contém somando
diretos não triviais é chamado indecomponível.

De�nição 1.2.11. Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos. A soma direta (externa) de

módulos dessa família, que é denotada por
⊕̇

i∈I
Mi é o conjunto de todos elementos da forma

{mi}i∈I , onde mi ∈ Mi para todo i ∈ I e mi = 0, para quase todo i ∈ I. Com a adição e
a multiplicação por escalares de R de�nida componente a componente, este conjunto é um
R-módulo.

De�nição 1.2.12. Seja M um módulo livre sobre um anel comutativo R que tem uma base
�nita. Então, o número de elementos de uma base qualquer de M é chamado posto de M .

De�nição 1.2.13. Um R-módulo é dito semisimples se todo submódulo deM é um somando
direto.

Proposição 1.2.2. Seja N 6= 0 um submódulo de um módulo semisimples M . Então N é
semisimples e contém um submódulo simples.

Teorema 1.2.1. Seja M um R-módulo. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. M é semisimples

2. M é uma soma direta de submódulos simples

3. M é uma soma (não necessariamente direta) de submódulos simples

De�nição 1.2.14. Um anel R é dito anel semisimples se o R-módulo R à esquerda é
semisimples.
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Teorema 1.2.2. Seja R um anel. Então, as seguintes condições são equivalentes:

1. Todo R-módulo é semisimples

2. R é um anel semisimples

3. R é soma direta de um número �nito de ideiais minimais à esquerda

De�nição 1.2.15. Um elemento e em um anel R é chamado idempotente se e2 = e. Os
idempotentes diferentes de 0 e 1 são ditos não triviais.

Teorema 1.2.3. Seja R um anel. Então R é semisimples se, e somente se, todo ideal L à
esquerda de R é da forma L = Re, onde e ∈ R é um idempotente.

Teorema 1.2.4. Seja R = ⊕ti=1Li uma decomposição de um anel semisimples em soma direta
de ideais minimais à esquerda. Então existe uma família {e1, . . . , et} de elementos de R tal
que:

1. ei 6= 0 é um elemento idempotente, para todo 1 6 i 6 t

2. Se i 6= j, então eiej = 0

3. 1 = e1 + · · ·+ et

4. ei não pode ser escrito como ei = e
′
i+e

′′
i , onde e

′
i e e

′′
i são idempotentes tais que e

′
i, e
′′
i 6= 0

e e
′
ie
′′
i = 0, com 1 6 i 6 t

Reciprocamente, se existe uma família de idempotentes {e1, . . . , et} satisfazendo as condições
acima, então os ideais à esquerda Li = Rei são minimais e R = ⊕ti=1Li.

De�nição 1.2.16. Seja R um anel. Uma família de idempotentes {e1, . . . , et} satisfazendo as
condições 1, 2 e 3 do Teorema acima é chamada uma família completa de idempotentes

ortogonais. Um idempotente que satisfaz a condição 4, é chamado primitivo.

1.3 Anéis de Grupos

Agora vamos de�nir a estrutura algébrica com a qual trabalharemos no decorrer do texto
e, em nosso caso, o anel utilizado será o anel dos inteiros Z. Juntamente explicitamos alguns
resultados de extrema importância dentro da Teoria de Anéis de Grupos.

Seja G um grupo, não necessariamente �nito, e R um anel. Construindo um R-módulo que
tem os elementos de G como base, temos a seguinte
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De�nição 1.3.1. Seja G um grupo e R um anel. O anel de grupo RG é um conjunto

formado pelas somas α =
∑
g∈G

agg, onde ag ∈ R e g ∈ G, sendo ag = 0, exceto em um número

�nito de termos.

Também, se for conveniente, podemos escrever um elemento em RG da seguinte maneira:

α =
∑
g∈G

α(g)g

De�nição 1.3.2. Dado um elemento α =
∑
g∈G

agg, de�nimos o suporte de α como o subcon-

junto de elementos de G que, de fato, aparecem na expressão de α, isto é,

supp(α) = {g ∈ G : ag 6= 0}

Observemos que, da de�nição, se dois elementos α =
∑
g∈G

agg e β =
∑
g∈G

bgg em RG são tais

que α = β, então ag = bg, para todo g ∈ G. Claramente, se ag = bg, temos α = β.

De�nimos a soma de dois elementos em RG por(∑
g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g∈G

(ag + bg)g.

Sendo α =
∑
g∈G

agg e β =
∑
h∈G

bhh, de�nimos

αβ =
∑
g,h∈G

agbhgh =
∑
u∈G

cuu,

onde cu =
∑
gh=u

agbh.

Dessa maneira, com as operações acima, RG é um anel, com unidade 1 =
∑
g∈G

ugg, onde o

coe�ciente correspondente ao elemento unidade do grupo é igual a 1 e ug = 0, para qualquer
outro elemento g ∈ G.

De�nimos o produto de elementos de RG por elementos λ ∈ R como
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λ

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

(λag)g

É fácil ver que RG é um R-módulo. Se R é comutativo, então RG é uma álgebra sobre R.

De�nição 1.3.3. O homomor�smo ε : RG −→ R dado por

ε

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

ag

é chamado função aumento de RG e seu kernel, denotado por ∆(G), é chamado ideal de

aumento de RG.

Proposição 1.3.1. O conjunto {g − 1 : g ∈ G, g 6= 1} é uma base de ∆(G). Assim,

∆(G) =

{∑
g∈G

ag(g − 1) : g ∈ G, g 6= 1, ag ∈ R

}
,

onde assumimos que apenas um número �nito de coe�cientes ag são não nulos.

Demonstração. Seja α =
∑
g∈G

agg ∈ ∆(G). Então

ε

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

ag = 0

Então
α =

∑
g∈G

agg −
∑
g∈G

ag =
∑
g∈G

ag(g − 1)

Todos elementos da forma g − 1, com g ∈ G, estão em ∆(G), então temos que

{g − 1 : g ∈ G, g 6= 1}

é um conjunto de geradores de ∆(G) sobre R que é linearmente independente. Assim, temos
o resultado.
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Teorema 1.3.1. (Teorema de Mashke) Seja G um grupo. Então o anel de grupo RG é semi-
simples se, e somente se, as seguintes condições são veri�cadas:

1. R é um anel semisimples

2. G é �nito

3. |G| é invertível em R

Corolário 1.3.1. Seja G um grupo �nito e seja K um corpo. Então KG é semisimples se, e
somente se, car(K) não divide |G|.

Teorema 1.3.2. Seja G um grupo e seja K um corpo tal que car(K) não divide |G|. Então

1. KG é uma soma direta de um número �nito de ideais bilaterais {Bi}16i6r, as compo-
nentes simples de KG. Cada Bi é um anel simples.

2. Qualquer ideal bilateral de KG é soma direta de alguns membros da família {Bi}16i6r.

3. Cada componente simples Bi é isomorfa a um anel de matrizes da forma Mni
(Di),

onde Di é um anel com divisão contendo uma cópia isomorfa de K em seu centro, e o
isomor�smo KG ' ⊕ri=1Mni

(Di)é um isomor�smo de K-álgebras

4. Em cada anel de matriz Mni
(Di), o conjunto

Ii =



x1 0 · · · 0
x2 0 · · · 0
...

... · · · ...
xni

0 · · · 0

 : x1, x2, . . . , xni
∈ Di

 ' Dni
i

é um ideal minimal à esquerda.

Dado x ∈ KG, consideramos Φ(x) = (α1, . . . , αr) ∈ ⊕ri=1Mni
(Di) e de�nimos o produto

de x por um elemento mi ∈ Ii por xmi = αimi. Com essa de�nição, Ii torna-se um
KG-módulo simples

5. Ii 6' Ij se i 6= j.

6. Qualquer KG-módulo simples é isomorfo a algum Ii, com 1 6 i 6 r.
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Corolário 1.3.2. Seja G um grupo �nito e seja K um corpo algebricamente fechado tal que
car(K) - |G|. Então

KG '
r⊕
i=1

Mni
(K)

e

n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
r = |G|

De�nição 1.3.4. Seja G um grupo �nito. De�nimos:

U(ZG) = {α ∈ ZG|α é inversível}

como o grupo de unidades de ZG.

De�nição 1.3.5. Sejam G e H grupos. Um isomor�smo ϕ : ZG −→ ZH diz-se um isomor-

�smo normalizado se, para todo α ∈ ZG tem-se ϕ(α) = ε(ϕ(α)), ou equivalentemente se,
para todo g ∈ G, tem-se ε(ϕ(α)) = 1

De�nição 1.3.6. Seja G um grupo �nito. De�nimos:

U1(ZG) = {α ∈ U(ZG)|ε(ϕ(α)) = 1}

como grupo de unidades normalizadas de ZG.

Proposição 1.3.2. (D. S. Berman) Seja G um grupo �nito e seja µ =
n∑
i=1

aigi ∈ U(ZG) uma

unidade de ordem �nita. Se a1 6= 0, então µ = ±1.

Corolário 1.3.3. Seja G um grupo �nito. Se µ =
n∑
i=1

aigi ∈ U(ZG) é central de ordem �nita,

então µ = ±gi, com gi ∈ Z(G).

Demonstração. Seja µ =
n∑
i=1

aigi uma unidade central com ordem m. Suponhamos ai 6= 0,

para algum elemento gi ∈ G. Assim µg−1i é também uma unidade de ordem �nita em ZG.
Além disso, o coe�ciente de 1 na expressão de µg−1i é ai 6= 0. Daí, pela proposição 1.3.2,
µg−1i = ±1. Logo, µ = ±gi, como queríamos.
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Corolário 1.3.4. Seja G um grupo �nito abeliano. Então toda unidade de ordem �nita de ZG
é trivial, isto é, T (U(ZG)) = {±1} ×G e T (U1(ZG)) = G.

Teorema 1.3.3. Seja G um grupo abeliano �nito e seja H um outro grupo tal que ZG ' ZH.
Então G ' H.

1.4 Anel dos Inteiros Algébricos

O grupo de unidades de Z[θ], onde θ é uma raiz primitiva da unidade será de extrema
importância no decorrer do presente trabalho. Vamos começar essa seção de�nindo raiz da
unidade:

De�nição 1.4.1. Seja K um corpo e n ∈ Z, com n > 1. Um elemento ς em K tal que ςn = 1
é chamado raiz n-ésima da unidade ou raiz da unidade de ordem n, isto é, ς é uma
raiz n-ésima da unidade em um corpo K quando n for um múltiplo de o(ς), onde o(ς) denota
a ordem de ς.

SejaWn(K) o conjunto das raízes n-ésimas da unidade emK. EntãoWn(K) é um subgrupo
de K∗ cuja ordem é, no máximo, igual a n, uma vez que Wn(K) consiste das raízes em K do
polinômio xn − 1.

De�nição 1.4.2. Diremos que ς é uma raiz primitiva n-ésima da unidade em K se
ς ∈ Wn(K) e o(ς) = n.

Na próxima seção, trabalharemos com anéis de inteiros ciclotômicos do tipo Z[α], onde
α é uma raiz primitiva da unidade. Abaixo faremos uma breve exposição sobre conceitos
relacionados que serão utilizados no decorrer do texto.

Uma extensão �nita K ⊃ Q de um corpo de números racionais é chamado de corpo de

números algébricos. Todo número α ∈ K é algébrico sobre Q se satisfaz uma equação da
forma

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a0 = 0,

com ai ∈ Q, i = 0, 1, . . . , n.

Um elemento β ∈ K é chamado inteiro algébrico se satisfaz a equação mônica em Z[x]

βn + bn−1β
n−1 + · · ·+ b0 = 0,
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com bi ∈ Z, i = 0, 1, . . . , n.

O conjunto dos inteiros algébricos de K forma um anel denotado por OK (ver [8]).

Lema 1.4.1. O anel OK é �nitamente gerado e K = QOK

Teorema 1.4.1. (Teorema do Elemento Primitivo) Se E é uma extensão �nita de um corpo
K, de característica 0. Então E = K(α), para algum α ∈ E.

Demonstração. A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [12].

Pelo Teorema do Elemento Primitivo 1.4.1, temos K = Q(α), para algum α ∈ K e α ∈ OK .
Então Z[α] ⊂ OK , mas nem sempre ocorre OK ⊂ Z[α].

Agora, seja n ≥ 1 e ζ uma raiz primitiva da unidade de ordem n. Então K = Q(ζ)
é chamado corpo ciclotômico de ordem n ou n-ésimo corpo ciclotômico. O grau da
extensão é [K : Q] = ϕ(n), onde ϕ(n) denota a função ϕ de Euler.

Temos alguns fatos que podem ser estudados mais profundamente na literatura especí�ca
de Teoria Algébrica de Números:

• Os inteiros do corpo ciclotômico K = Q(ζ) são dados por OK = Z[ζ], isto é, Z[ζ] é o
anel dos inteiros algébricos no corpo ciclotômico Q(ζ) e é chamado anel dos inteiros
ciclotômicos. O maior subcorpo real de K é Q(ζ + ζ−1) = E. O anel dos inteiros
algébricos de E é Z[ζ + ζ−1].

• As raízes da unidade contidas em Q(ζ) são os elementos do conjunto {±ζ i}.

O próximo resultado chama-se Teorema de Unidades de Dirichlet, com o qual podemos
determinar o posto do grupo das unidades de um anel de inteiros ciclotômicos, denotado por
UZ[α], onde α é uma raiz primitiva da unidade. Sua demonstração não é trivial e pode ser
encontrada em [8].

Teorema 1.4.2. (Teorema de Unidades de Dirichlet) Seja K ⊃ Q uma extensão �nita de
grau n = n1 + 2n2, onde n1 e 2n2 denotam o número de imersões reais e complexas de K,
respectivamente. Seja OK o anel dos inteiros algébricos de K e U(OK) é seu grupo de unidades.
Então U(OK) é um grupo abeliano �nitamente gerado. Além disso, U(OK) = C × F , onde C
é um grupo cíclico �nito e F é livre de torção de posto p = n1 + n2 − 1.

Corolário 1.4.1. Seja K ⊃ Q uma extenssão �nita. Então U(OK) é �nito se, e somente se,
K = Q ou K é da forma Q(

√
−d), onde d é um inteiro positivo.
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Corolário 1.4.2. Seja K = Q(ζ) um corpo ciclotômico e E um subcorpo. Então U(OK) e
U(OE) tem o mesmo posto, isto é,

[U(OE) : U(OK)] <∞⇐⇒ E = K

ou

E = Q(ζ + ζ−1)

De acordo com o Teorema de Unidades de Dirichlet 1.4.2, F pode ser escrito como produto
de ρ grupos cíclicos in�nitos:

F = 〈u1〉 × 〈u2〉 × · · · × 〈up〉

As unidades {u1, u2, . . . , up} formam o que chamamos de sistema fundamental de uni-

dades.

No caso em que K = Q(ζ), onde ζ é raiz primitiva da unidade de ordem n, podemos
construir as seguintes unidades:

u =
1− ζ i

1− ζ
,

onde mdc(i, n) = 1

Seja k ∈ Z o inverso de i módulo n, isto é, ik ≡ 1 mod n. Então

u =
1− ζ
1− ζ i

=
1− ζki

1− ζ i
= 1 + ζ + · · ·+ ζ i(k−1) ∈ Z[ζ].

Portanto, u ∈ U(OK).

Essa unidades são ditas unidades ciclotômicas.

Teorema 1.4.3. As unidades ciclotômicas geram um subgrupo de índice �nito em U(OK).

De�nição 1.4.3. Seja A uma Q-álgebra. Um subanel R de A contendo suas unidades é cha-
mado de Z-ordem, ou simplesmente, uma ordem em A se R é �nitamente gerado como
um Z-módulo e QR = A.

Exemplo: Denotemos por O o anel dos inteiros algébricos de um corpo de números algé-
bricos K, então O é uma ordem em K.
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Lema 1.4.2. Sejam R1 ⊂ R2 ordens em uma Q-álgebra A. Então, há um inteiro d tal que
dR2 ⊂ R1. Além disso, o índice dos grupos aditivos [R1 : dR2] é �nito.

Lema 1.4.3. Sejam R1 ⊂ R2 duas ordens em uma Q-álgebra A. Então

1. O índice dos grupos de unidades multiplicativas [U(R2) : U(R1)] é �nito

2. Se u ∈ R1 é invertível em R2, então u
−1 ∈ R1.
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Capítulo 2

As unidades de anéis de grupo integrais de grupos

cíclicos de ordens 7 e 9

2.1 Unidades de anéis de grupo integrais de grupos cíclicos de ordem

7

Nesse capítulo vamos começar a estudar as unidades de alguns anéis de grupos de alguns
grupos cíclicos, isto é, vamos determinar U(ZG), onde G é um grupo cíclico de ordem 7 ou de
ordem 9. Iremos calcular essas unidades através das unidades do anel de inteiros ciclotômicos
descrito no capítulo anterior. Posteriormente, iremos explicitar como Ferraz, em [10], encontra
um conjunto de geradores para o grupo das unidades de ZCp, para certos primos p.

Os resultados desse capítulo são baseados no artigo de Aleev e Panina, [2].

Seja α uma raiz primitiva da unidade de ordem 7. De�nimos η1 = α+α−1 e η2 = α2 +α−2.

Sejam também Z [α] o anel dos inteiros ciclotômicos de ordem 7, isto é,
Z [α] = {a0 + a1α + · · ·+ a6α

6 : ai ∈ Z} e U(Z [α]) o grupo de unidades de Z [α].

Considere C7 = 〈x〉 um grupo cíclico de ordem 7 e ZC7 o anel de grupo integral de C7, ou
seja, ZC7 =

{∑6
i=0 aix

i : ai ∈ Z
}
.

Denotaremos por U(ZC7) o grupo de unidades de ZC7 e consideremos os seguintes homo-
mor�smos de anéis:

ϕ : ZC7 −→ Z [α]

6∑
i=0

aix
i 7−→

6∑
i=0

aiα
i

21
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e

ε : ZC7 −→ Z
6∑
i=0

aix
i 7−→

6∑
i=0

ai

onde ε é a função aumento de�nida anteriormente.

Notemos que 1 + α + α2 + · · ·+ α6 = 0, uma vez que

1 + α + α2 + · · ·+ α6 = α7 + α + α2 + · · ·+ α6 ⇒
⇒ 1 + α + α2 + · · ·+ α6 = α

(
1 + α + α2 + · · ·+ α6

)
⇒

⇒
(
1 + α + α2 + · · ·+ α6

)
(1− α) = 0⇒

⇒ 1 + α + α2 + · · ·+ α6 = 0,

uma vez que α é raiz primitiva da unidade de ordem 7. Daí, vem que α6 = −1 − α − α2 −
α3 − α4 − α5.

Estamos interessados agora em determinar o kernel da função ϕ. Logo, tomando um ele-
mento v qualquer em ZC7, temos

ϕ(v) = ϕ(a0+a1x+a2x
2+a3x

3+a4x
4+a5x

5+a6x
6) = a0+a1α+a2α

2+a3α
3+α4α

4+α5α
5+a6α

6

Se v ∈ kerϕ, temos

a0 + a1α + a2α
2 + a3α

3 + a4α
4 + a5α

5 + a6(−1− α− α2 − α3 − α4 − α5) = 0⇒
⇒ (a0 − a6) + (a1 − a6)α + (a2 − a6)α2 + · · ·+ (a5 − a6)α5 = 0⇒
⇒ a0 = a6, a1 = a6, . . . , a5 = a6 ⇒
⇒ a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6,

pelo fato de que {1, α, α2, . . . , α5} é base de Z[α] (segundo [17], parágrafo 10).
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Portanto,

kerϕ =

{
6∑
i=0

aix
i : ai = a6, i = 0, · · · , 5

}
.

Chamemos a6 = a. Logo se b ∈ kerϕ, então b = a

6∑
i=0

xi.

Observemos que, para um anel de grupo qualquer sobre os inteiros, ZG, temos

ε(u) = ±1, se u ∈ U(ZG)

Lema 2.1.1. Com a notação estabelecida acima, temos U(Z[α]) = 〈−1〉 × 〈α〉 × 〈η1〉 × 〈η2〉,
onde η1 = α + α−1 e η2 = α2 + α−2.

Demonstração. Para demonstração deste resultado veja [7], página 202.

Lema 2.1.2. Seja u1 ∈ U(ZG). Se ϕ(u1) = η31, então

u1 = −1 + 2x− x2 − x5 + 2x6

e
u−11 = −3 + x+ 3x2 − 2x3 − 2x4 + 3x5 + x6

e se ϕ(u1) = ηk1 , então 3|k.

Demonstração. Primeiro vamos demonstrar que não ocorre ϕ(u) = ηk1 , quando k = 1 ou k = 2,
∀u ∈ U(ZC7).

Caso(1): k = 1

Temos que ϕ(u) = η1 = α + α6.

Já que
u = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + a6x

6 e

ϕ(u) = a0 + a1α + a2α
2 + a3α

3 + a4α
4 + a5α

5 + a6α
6 = α + α6

Temos que a1 = 1 e a6 = 1. Portanto, u ∈ x+ x6 + kerϕ. Logo,

u = x+ x6 + a

6∑
i=0

xi



24 As unidades de anéis de grupo integrais de grupos cíclicos de ordens 7 e 9 2.1

Assim,
±1 = ε(u) = 1 + 1 + 7a = 2 + 7a⇒ 2 + 7a = ±1,

com a ∈ Z, o que é uma contradição.

Portanto, ϕ(u) = η1 não ocorre, ∀u ∈ U(ZC7).

Caso(2): k = 2
Agora seja ϕ(u) = η21 = (α + α−1)2 = α2 + 2αα−1 + α−2 = α2 + 2 + α5.
Como ϕ(u) = a0+a1α+a2α

2+a3α
3+a4α

4+a5α
5+a6α

6, temos que a0 = 2, a2 = 1 e a5 = 5.
Portanto u ∈ 2 + x2 + x5 + kerϕ. Assim,

u = 2 + x2 + x5 + a
6∑
i=0

xi

Novamente,

ε(u) = 2 + 1 + 1 + 7a = 4 + 7a
ε(u) = ±1

}
⇒ 4 + 7a = ±1, com a ∈ Z, o que é um absurdo.

Portanto, não ocorre ϕ(u) = η21, ∀u ∈ U(ZC7).

Agora vejamos o caso ϕ(u1) = η31. Temos:

ϕ(u1) = η31 = α3 + 3α + 3α−1 + α−3 = α3 + 3α + 3α6 + α4

Como
ϕ(u1) = a0 + a1α + a2α

2 + a3α
3 + a4α

4 + a5α
5 + a6α

6,

segue que a1 = 3, a3 = 1, a4 = 1 e a6 = 3. Logo,

u1 ∈ x+ x3 + x4 + 3x6 + kerϕ
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E, portanto,

u1 = x+ x3 + x4 + 3x6 + a

6∑
i=0

xi

Para encontrarmos a calcularemos o aumento de u1:

ε(u1) = 1 + 3 + 1 + 3 + 7a = 8 + 7a
ε(u1) = ±1

}
⇒ 8 + 7a = ±1

Assim, a = −1 e obtemos
u1 = −1 + 2x− x2 − x5 + 2x6

Um cálculo simples nos mostra que

(−1 + 2x− x2 − x5 + 2x6)(−3 + x+ 3x2 − 2x3 − 2x4 + 3x5 + x6) = 1

Podemos concluir que

u−11 = −3 + x+ 3x2 − 2x3 − 2x4 + 3x5 + x6

Agora vejamos que se ϕ(u0) = ηk1 , então 3|k.

Seja u0 ∈ U(ZC7) tal que ϕ(u0) = ηk1 .

Suponha que existam q, r ∈ Z tais que k = 3q + r. Nesse caso, r ∈ {0, 1, 2}. Se r = 1,
temos que

ϕ(u0) = η3q+1
1 = η3q1 η1 = (η31)qη1

Sabemos que existe u1 ∈ U(ZC7) tal que ϕ(u1) = η31. Logo,

ϕ(u0) = ϕ(u1)
qη1 = ϕ(uq1)η1

Portanto, ϕ(u−q1 u0) = η1.

Daí, sendo u′1 = u−q1 u0 ∈ U(ZC7), temos que ϕ(u′1) = η1, o que é uma contradição, pelo
caso(1).

Se r = 2, temos situação análoga:
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ϕ(u0) = η3q1 η
2
1 = ϕ(u1)

qη21 ⇒

⇒ ϕ( u−q1 u0︸ ︷︷ ︸
u′1∈U(ZG)

) = η21,

o que é uma contradição pelo caso (2).

Logo, r = 0. Portanto k = 3q, ou seja, 3|k, como queríamos.

Lema 2.1.3. Seja u2 uma unidade em ZC7. Se ϕ(u2) = η32, então u2 = −1+2x2−x3−x4+2x5

e u−12 = −3 + 2x+ x2 + 3x3 + 3x4 + x5 − 2x6. Caso ϕ(u2) = ηn2 , então 3|n.

Demonstração. Temos que

ϕ(u2) = η32 = (α2 + α−2)3 = α + 3α2 + 3α5 + α6

Portanto,
u2 ∈ x+ 3x2 + 3x5 + x6 + kerϕ

Logo,

u2 = x+ 3x2 + 3x5 + x6 + a
6∑
i=0

xi

Calculando o aumento de u2, temos

±1 = ε(u2) = 1 + 3 + 3 + 1 + 7a = 8 + 7a, a ∈ Z

Portanto, a = −1 e assim, obtemos

u2 = −1 + 2x2 − x3 − x4 + 2x5

Além disso, um cálculo simples mostra que

u−12 = −3− 2x+ x2 + 3x3 + 3x4 + x5 − 2x6

Vejamos agora que não ocorre ϕ(u) = ηk2 , quando k = 1 ou k = 2, ∀u ∈ U(ZC7).

Se k = 1, temos que
ϕ(u) = η2 = α2 + α−2 = α2 + α5
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Assim, a2 = 1 e a5 = 1. Portanto,

u = x2 + x5 + a
6∑
i=0

xi

Temos assim que

±1 = ε(u) = 1 + 1 + 7a = 2 + 7a
ε(u) = ±1

}
⇒ 2 + 7a = ±1, com a ∈ Z

Portanto, ϕ(u) = η2 não ocorre. Se k = 2, temos que

ϕ(u) = η22 = (α2 + α−2)2 = 2 + α3 + α4

Logo,

u = 2 + x3 + x4 + a
6∑
i=0

xi

Calculando o aumento de u, chegamos a uma contradição novamente:

ε(u) = 2 + 1 + 1 + 7a = 2 + 7a
ε(u) = ±1

}
⇒ 4 + 7a = ±1, com a ∈ Z

Portanto, ϕ(u) = η22 não ocorre.

Agora seja u0 ∈ U(ZC7) tal que ϕ(u0) = ηn2 . Vejamos que 3|n. Escrevendo n = 3q+ r, para
algum q ∈ Z, temos que r ∈ {0, 1, 2}.

Se r = 1, temos

ϕ(u0) = η3q2 η2 = (η32)qη2 = (ϕ(u2))
qη2 = (ϕ(uq2))η2

Logo,
ϕ(u−q2 u0) = η2

u−q2 u0 = u
′

2 ∈ U(ZC7)

Já que, u0, u
−q
2 ∈ U(ZC7), temos que u′2 = u0u

−q
2 ∈ U(ZC7). Portanto, temos ϕ(u

′
2) = η2

com u
′
2 ∈ U(ZC7), o que é uma contradição pelo que foi visto acima. Logo, r 6= 1.Se r = 2,
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ϕ(u0) = η3q2 η
2
2. Então se u′2 = u−q1 u0 ∈ U(ZG), temos

ϕ(u′2) = ϕ(u−q1 u0) = η−3q2 η3q2 η
2
2 = η22

Portanto, ϕ(u
′
2) = η22 com u

′
2 ∈ U(ZC7), o que é um absurdo. Logo, r 6= 2. Assim, concluímos

que r = 0. Portanto, n = 3q, ié, 3|n, como queríamos.

Lema 2.1.4. Seja u3 uma unidade em ZC7. Se ϕ(u3) = η1η
2
2, então u3 = −1 + x + x6 e

u−13 = −1 + x− x3 − x4 + x6. Caso ϕ(u3) = ηr1η
s
2 e 3 - s, 3 - r, então r 6≡ s ( mod 3).

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar a primeira parte do lema. Temos que

ϕ(u3) = η1η
2
2 = (α + α−1)(α2 + α−2)2 = 2α + α2 + α3 + α4 + α5 + 2α6

Portanto,

u3 = 2x+ x2 + x3 + x4 + x5 + 2x6 + a
6∑
i=0

xi

Logo, calculando o aumento de u3, encontramos a:

ε(u3) = 2 + 4 + 2 + 7a = 8 + 7a
ε(u3) = ±1

}
⇒ a = −1

Assim, vem que
u3 = −1 + x+ x6

E como (−1 + x+ x6)(1 + x− x3 − x4 + x6) = 1, temos que

u−13 = 1 + x− x3 − x4 + x6.

Agora vejamos que se u ∈ U(ZC7), então ϕ(u) = η1η2 não ocorre. Temos que

ϕ(u) = η1η2 = (α1 + α−1)(α2 + α−2) = α + α3 + α4 + α6

Portanto

u = x+ x3 + x4 + x6 + a

6∑
i=0

xi
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Assim,

ε(u) = 1 + 1 + 1 + 1 + 7a = 2 + 7a
ε(u) = ±1

}
⇒ 4 + 7a = ±1, com a ∈ Z.

Portanto, ϕ(u) = η1η2 não ocorre. O mesmo acontece quando ϕ(u) = η21η
2
2, u ∈ U(ZC7):

Temos

ϕ(u) = η21η
2
2 = (α1 + α−1)2(α2 + α−2)2 = 4 + α + 3α2 + 2α3 + 2α4 + 3α5 + α6

Logo,
u = 4 + x+ 3x2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + x6

Calculando o aumento de u, chegamos novamente a uma contradição:

ε(u) = 4 + 1 + 3 + 2 + 2 + 3 + 1 = 16
ε(u) = ±1

}
⇒ 16 = ±1,

Portanto, ϕ(u) = η21η
2
2 não ocorre. Agora seja u0 ∈ U(ZC7).

Considere ϕ(u0) = ηr1η
s
2, onde, 3 - r e 3 - s. Como 3 - r, então podemos escrever r = 3q+s1,

para algum q ∈ Z, onde s1 = 1 ou s1 = 2 e como 3 - s, então para algum p ∈ Z, s = 3p + r1,
onde r1 = 1 ou r1 = 2.

Suponha por absurdo que r ≡ s( mod 3). Temos que r− s = 3(q− p) + +(r1− s1). Como
r ≡ s( mod 3), então s1 = r1.

Se s1 = r1 = 1, então ϕ(u0) = η3q+1
1 η3p+1

2 . Portanto, ϕ(u0u
−q
1 u−p2 ) = η1η2, o que é uma

contradição pelo que foi visto acima.

Analogamente, para s1 = r1 = 2, temos que ϕ(u0u
−q
1 u−p2 ) = η21η

2
2 e chegamos mais uma vez

a um absurdo. Logo, temos que r 6≡ s( mod 3), como queríamos.

Teorema 2.1.1. Seja U(ZC7) o grupo de unidades de ZC7, onde C7 = 〈x〉 é um grupo cíclico
de ordem 7. Então U(ZC7) = 〈−1〉 × 〈x〉 × 〈u2〉 × 〈u3〉, onde u2 e u3 são como nos Lemas
2.1.3 e 2.1.4.

Demonstração. Seja u ∈ U(ZC7). Então ϕ(u) ∈ U(Z[α]). Pelo Lema 2.1.1,

ϕ(u) = (−1)iαjηk1η
n
2 ,
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com i, j, k, n inteiros apropriados. Logo, ϕ((−1)ix−ju) = ηk1η
n
2 .

Sendo k = 3p+ r e n = 3t+ s , com p, t ∈ Z e r, s ∈ {0, 1, 2} temos

ϕ((−1)ix−ju) = η3p1 η
r
1η

3t
2 η

s
2 = (η31)p(η32)q ηr1η

s
2

Então pelos Lemas 2.1.2 e 2.1.3, temos

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) = ηr1η
s
2

Se 3|r, então r = 0, já que r = 0 ou r = 1 ou r = 2. Assim,

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) = ηs2

Logo, pelo Lema 2.1.3, 3|s e, portanto, s = 0. Nesse caso, temos ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) =
= 1.

Se 3|s, então, analogamente, s = r = 0 e novamente, temos que ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) =
= 1.

Se 3 - s, 3 - r, pelo lema 2.1.4, r 6≡ s( mod 3). Portanto, r = 1 e s = 2 ou r = 2 e s = 1.
Nesse caso, pelo Lema 2.1.4, temos

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) = η1η
2
2 = ϕ(u3)

E, portanto,
ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u

−1
3 u) = 1

Para r = 2 e s = 1, temos que

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) = η21η2 = η31η
3
2η
−1
1 η−22 = η31η

3
2(η1η

2
2) = ϕ(u1)ϕ(u2)ϕ(u3)

−1

pelos Lemas 2.1.2, 2.1.3 e 2.1.4.

Portanto,
ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 uu

−1
1 u−12 u3) = 1

Temos que ϕ é injetor sobre o grupo de unidades do anel ZC7.
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Considere o homomor�smo de grupos

ϕ �U(ZC7)): U(ZC7) −→ UZ[α]

Seja u ∈ ker(ϕ � U(ZC7)). Portanto ϕ(u) ∈ U(Z[α]) e ϕ(u) = 1.

Temos,

u = 1 + a

6∑
i=0

xi︸ ︷︷ ︸
∈kerϕ

±1 = ε(u) = 1 + 7a⇒ a = 0

Portanto, u = 1. Assim, ker(ϕ � U(ZC7)) = 1.Concluímos assim que ϕ é injetora sobre
U(ZC7).

Agora podemos encontrar u em cada caso:

Para r = s = 0:

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u) = 1⇒ ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup1u
t
2)

Portanto, temos que u = (−1)ixjup1u
t
2. Para r = 1 e s = 2:

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u
−1
3 u) = 1⇒ ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup1u

t
2u3)

Logo, u = (−1)ixjup1u
t
2u3. Para r = 2 e s = 1:

ϕ((−1)ix−ju−p1 u−t2 u
−1
1 u−12 u3u) = 1⇒ ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup+1

1 ut+1
2 u−13 )

Portanto, temos que u = (−1)ixjup+1
1 ut+1

2 u−13 . Como η31 = (η1η
2
2)3(η32)−2, então ϕ(u1) =

ϕ(u3)
3ϕ(u2)

−2. Assim, ϕ(u1) = ϕ(u33u
−2
2 ). Logo, u1 = u3u

−2
2 . Portanto temos que

〈u1, u2, u3〉 = 〈u2, u3〉

Assim, segue o resultado.

Antes de começarmos a próxima seção, vamos relembrar dois conceitos que serão utilizados
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na mesma. Os resultados abaixo podem ser encontrados em [12].

Relembrando o que de�nimos anteriormente, dizemos que z é uma raiz n-ésima da uni-

dade quando zn = 1, ou seja, quando z for uma das raízes do polinômio Xn − 1. Uma raiz
n-ésima da unidade ω é dita primitiva quando os números ωk, com 0 6 k 6 n − 1, forem

todos distintos. Em particular, cos
2π

n
é uma raiz primitiva n-ésima da unidade e temos que

cos
2kπ

n
é uma raiz primitiva n-ésima da unidade se, e somente se, mdc(k, n) = 1.

Seja ω uma raiz primitiva da unidade de ordem m. É fácil ver que ω é um gerador para
o grupo cíclico R = {1, ω, ω2, . . . , ωm−1} e ωj é uma raiz primitiva da unidade de ordem m
se, e somente se, j e m são relativamente primos. Seja Pm o conjunto das raízes primitivas da
unidade de ordem m. O polinômio ciclotômico φm é de�nido por

φm(X) =
∏
ε∈Pm

(X − ε)

Proposição 2.1.1. Temos que o itens abaixo se veri�cam, nas condições:

1. φ1(X) = X − 1

2. Se p é primo, então φp(X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1

3. Xn − 1 =
∏
d|n

φd(X)

4. φn(X) =
∏

16k≤n
mdc(k,n)=1

(X − ωk)

Teorema 2.1.2. Para todo m > 1, o polinômio ciclotômico φm é irredutível sobre Q.

De�nição 2.1.1. Seja K uma extensão de Q. Seja β tal que {β1, β2, . . . , βn} seja uma base

para Q(β). Então a norma de β é N(β) = det(aij), onde βωi =
n∑
j=1

aijωj, onde ωi = βi, com

i = 1, 2, . . . , n.
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2.2 Unidades de anéis de grupo integrais de grupos cíclicos de ordem

9

Já que (x9− 1) =
∏
d|9

φd(x) = φ1(x)φ3(x)φ9(x) e φ1(x) = x− 1 e φ3(x) = x2 +x+ 1, temos

φ9(x) =
x9 − 1

x3 − 1
= x6 + x3 + 1, que é o polinômio ciclotômico de ordem 9.

Seja α é uma raiz primitiva da unidade de ordem 9 e consideremos λ = α+α8 e µ = α4+α5.

Sejam K = Q(α), onde Q denota o corpo dos números racionais, P = 〈1− αi : 1, . . . , 8〉
o subgrupo do grupo multiplicativo de K, Z [α], anel dos inteiros ciclotômicos de ordem 9,
U(Z [α]) o grupo de unidades de Z [α] e C = P ∩ U(Z[α]), subgrupo do grupo das unidades
ciclotômicas.

Lema 2.2.1. U(Z[α]) = C, isto é, qualquer unidade do anel Z[α] é uma unidade ciclotômica.

Demonstração. Para esse resultado veja [2].

Teorema 2.2.1. O grupo de unidades do anel dos inteiros ciclotômicos de grau 9 é U(Z[α]) =
〈−1〉 × 〈α〉 × 〈λ〉 × 〈µ〉.

Demonstração. Temos, para 0 6 j 6 8,

1− α9−j = 1− α9α−j = 1− α−j = (−α−j)(1− αj)

e
(1− α)(1− α2)(1− α4) = (−α2)(1− α3),

já que α é raiz do polinômio ciclotômico φ9(x) = x6 + x3 + 1. Temos então:

(1− α3) = (−α−2)(1− α)(1− α2)(1− α4)

(1− α5) = (−α−4)(1− α4)

(1− α6) = (−α−3)(−α−2)(1− α)(1− α2)(1− α4)

(1− α7) = (−α−2)(1− α2)

(1− α8) = (−α−1)(1− α)

Portanto,
u ∈ C = U(Z[α])⇒ u = (−αj)(1− α)n(1− α2)p(1− α4)r,
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para j, n, p, r inteiros apropriados.

Seja N a norma da extensão K sobre Q. Temos que N(1 − αj) = 3 para j = 1, j = 2 e
j = 4 e N(−α) = 1. De fato,

Temos [Q(α) : Q] = 6, já que φ1(x) = x6 + x3 + 1. Portanto uma base de Q(α) como
Q-espaço vetorial é {1, α, α2, α3, α4, α5} (ver [3]).

Fazendo

(1− α)ωi =
n∑
j=1

aijωj, ωi = αi; i = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Então N(1− α) = det(aij).Temos ainda

(1− α)1 = 1 + (−1)α + 0α2 + 0α3 + 0α4 + 0α5

(1− α)α = 0 · 1 + α + (−1)α2 + 0α3 + 0α4 + 0α5

(1− α)α2 = 0 · 1 + 0α + 1α2 + (−1)α3 + 0α4 + 0α5

(1− α)α3 = 0 · 1 + 0α + 0α2 + 1α3 + (−1)α4 + 0α5

(1− α)α4 = 0 · 1 + 0α + 0α2 + 0α3 + 1α4 + (−1)α5

(1− α)α5 = 1 · 1 + 0α + 0α2 + 1α3 + 0α4 + 1α5

Portanto,

N(1− α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 1 −1
1 0 0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

Analogamente,

(1− α2)1 = 1− α2

(1− α2)α = α− α3

...

(1− α2)α4 = 1 + α3 + α4

(1− α2)α5 = α + α4 + α5
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Logo,

N(1− α2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 0 0 0
0 1 0 −1 0 0
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 1 0 −1
1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

e

(1− α4)1 = 1− α4

(1− α4)α = α− α5

(1− α4)α2 = α2 − α6 = α2 + α3 + 1

(1− α4)α3 = α3 +−α7 = α3 + α4 + α

(1− α4)α4 = α4 − 1α8 = α4 + α5 + α2

(1− α4)α5 = α5 − 1

Assim,

N(1− α4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 −1 0
0 1 0 0 0 −1
1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
−1 0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

Temos também

N(−α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

Portanto,

N(u) = N((−α)j)N((1− α)n)N((1− α2)p)N((1− α4)r) =

= (N(−α)j)(N(1− α))n(N(1− α2))p(N(1− α4))r =

= 1j3n3p3r
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Mas N(u) = 1. Portanto, n+ p+ r = 0. Deste modo,

(1− α)n = (1− α)−p−r = (1− α)−p(1− α)−r

Logo,

u = (−α)−j
(

1− α2

1− α

)p(
1− α4

1− α

)r
Como (

1− α2

1− α

)
= (1 + α) e

(
1− α4

1− α

)
= (1 + α)(1 + α2)

e
λ = α + α8 = α8(1 + α2) = α−1(1 + α2)

µ = α4 + α5 = α4(1 + α)

Portanto, segue que

U(Z[α]) = 〈−1〉 × 〈α〉 × 〈λ〉 × 〈µ〉

A partir de agora, consideremos C9 = 〈x〉 um grupo cíclico de ordem 9. Sejam os seguintes
homomor�smos de anéis:

ϕ : ZC9 −→ Z[α]
8∑
i=0

aix
i 7−→

8∑
i=0

aiα
i,

τ : ZC9 −→ Z[α3]
8∑
i=0

aix
i 7−→

8∑
i=0

aiα
3i
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ε : ZC9 −→ Z
8∑
i=0

aix
i 7→

8∑
i=0

ai

Lema 2.2.2. (1) kerϕ =

{
2∑
i=0

cix
i(1 + x3 + x6) : c0, c1, c2 ∈ Z

}

(2) U(Z[α3]) = {±1,±α3,±(1 + α3)}

Demonstração. É fácil ver que

c0(1 + x3 + x6) + c1x(1 + x3 + x6) + c2x
2(1 + x3 + x6) ∈ kerϕ.

Agora seja a ∈ kerϕ. Então a = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ a8x

8 e ϕ(a) = 0. Logo, a0 + a1α+
a2α

2 + · · ·+ a8α
8 = 0. Já que φ9(x) = 1 + x3 + x6, então 1 + α3 + α6 = 0. Portanto,

a0 + a1α + a2α
2 + a3α

3 + a4α
4 + a5α

5 + a6(−α3 − 1) + a7α
7 + a8α

8 = 0

e a0 = a6 = a3. Chamando a0 = c0, temos

c0 + a1α + a2α
2 + c0α

3 + a4α
4 + a5α

5 + c0α
6 + a7α

7 + a8α
8 = 0⇒

⇒ α(a1 + a2α + a4α
3 + a5α

4 + a7α
6 + a8α

7) = 0

Como α 6= 0, temos a1 = a4 = a7. Assim, chamando a1 = c1

c1 + a2α + c1α
3 + a5α

4 + c1α
6 + a8α

7 = 0⇒
⇒ α(a2 + a5α

3 + a8α
6) = 0,

o que implica a2 = a5 = a8. Chamando a2 = c2, temos,

ϕ(a) = c0 + c1α + c2α
2 + c0α

3 + c1α
4 + c2α

5 + c0α
6 + c1α

7 + c2α
8
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Portanto,

a = c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8)

= c0(1 + x3 + x6) + c1x(1 + x3 + x6) + c2x
2(1 + x3 + x6)

= (c0 + c1x+ c2x
2)(1 + x3 + x6) =

2∑
i=0

cix
i(1 + x3 + x6)

Logo,

kerϕ =

{
2∑
i=0

cix
i(1 + x3 + x6) : c0, c1c2 ∈ Z

}

Para demonstração de (2), veja [3], capítulo 2, parágrafo 7.

Lema 2.2.3. Seja u1 ∈ ZC9. Então,

(a) Se ϕ(u1) = λ3, então u1 = −1 + 2(x+ x8)− (x2 + x7)− (x4 + x5) e u−11 = 5 + (x+ x8)−
5(x2 + x7)− 3(x3 + x6) + 4(x4 + x5).

(b) Se ϕ(u1) = λk, então 3|k.

Demonstração. (a) Temos que

ϕ(u1) = λ3 = (α + α8)3 = 3α + α3 + α6 + 3α8

Portanto,
u1 ∈ 3α + α3 + α6 + 3α8 + kerϕ

Então,

u1 = 3x+ x3 + x6 + 3x8 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) +(2.1)

+ c2(x
2 + x5 + x8)(2.2)

Portanto,

ε(u1) = 3 + 1 + 1 + 3 + 3c0 + 3c1 + 3c2 = 8 + 3(c0 + c1 + c2)
ε(u1) = ±1, já que u1 ∈ U(ZC9)

}
⇒ c0 + c1 + c2 = −3
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Agora vamos calcular τ(u1).

τ(u1) = 3α3 + α9 + α18 + 3α24 + c0(1 + α9 + α18) + c1(α
3 + α12 + α21) +

+c2(α
6 + α15 + α24) =

= 3α3 + 1 + 1 + 3α6 + c0(1 + 1 + 1) + c1(3α
3) + c2(3α

6) =

= (2 + 3c0) + (3c1 + 3)α3 + (3c2 + 3)α6

Temos que α6 = −α3 − 1 e, portanto,

τ(u1) = 2 + 3c0 + (3c1 + 3)α3 + (3c2 + 3)(−α3 − 1) =

= 3c0 − 3c2 − 1 + α3(3c1 − 3c2)

Mas τ(u1) ∈ U(Z[α3]) = {±1,±α3,±(1 + α3)}. Assim, analisando caso a caso, temos que
a única possibilidade é 3c0− 3c2− 1 +α3(3c1− 3c2) = −1 e daí segue que c0 = c1 = c2. Como
c0 + c1 + c2 = −3, temos c0 = c1 = c2 = −1.

Portanto,
u1 = −1 + 2(x+ x8)− (x2 + x7)− (x4 + x5)

e, um cálculo simples mostra que

u−11 = 5 + (x+ x8)− 5(x2 + x7)− 3(x3 + x6) + 4(x4 + x5).

(b) Agora se ϕ(u) = λ = α + α8, para qualquer u em U(ZC9), temos que u ∈ x + x8 + kerϕ
e, portanto, u = x+ x8 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + +x7) + c2(x

2 + x5 + x8).

Portanto, temos ε(u) = 1 + 1 + 3(c0 + c1 + c2). Logo, 3(c0 + c1 + c2) = ±1 − 2. Assim,
c0 + c1 + c2 = −1. Logo,

τ(u) = α3 + α24 + c0(1 + α9 + α18) + c1(α
3 + α12 + α21) + c2(α

6 + α15 + α24) =

= α3 + (−α3 − 1) + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2(−α3 − 1) =

= (−1 + 3c0 − 3c2) + 3(c1 + c2)α
3

E, nesse caso, já vimos que c0 = c1 = c2. Portanto, 3c0 = −1, que é um absurdo, pois
c0 ∈ Z. Deste modo, ϕ(u) = λ não ocorre, qualquer que seja u ∈ U(ZC9).

Vejamos agora o caso em que ϕ(u) = λ2, para u ∈ U(ZC9) qualquer. Temos que ϕ(u) =
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α2 + 2 + α7 e assim,

u = 2 + x2 + x7 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8)

Logo,
ε(u) = 2 + 1 + 1 + 3(c0 + c1 + c2) = 4 + 3(c0 + c1 + c2) ⇒

⇒ c0 + c1 + c2 = −1

e temos também

τ(u) = 2 + α6 + α21 + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2α

6 =

= (1 + 3c0 − 3c2) + 3(c1 − c2)α3

Como τ(u) ∈ U(Z[α3]) = {±1,±α3,±(1 + α3)}, segue

3c0 − 3c2 + 1 = 1 e 3c1 − 3c2 = 0

e, portanto,

c0 = c1 = c2 = −1

3

Assim, ϕ(u) = λ2 não ocorre, qualquer que seja u ∈ U(ZC9). Agora seja u0 ∈ U(ZC9) tal
que ϕ(u0) = λk. Dividindo k por 3, temos k = 3q + r, com q ∈ Z, 0 6 r < 3. Temos
que ϕ(u0) = λ3qλr = (λ3)qλr = ϕ(u1)

qλr. Assim, ϕ(u0)ϕ(u1)
−q = = λr ⇒ ϕ(u0u

−q
1 ) = λr.

Chamando u′1 = u0u
−q
1 ∈ U(ZC9), temos que ϕ(u′1) = λr. Como ϕ(u′1) = λ e ϕ(u′1) = λ2 não

ocorrem, temos que r = 0. Logo, k = 3q, ou seja, 3|k.

Lema 2.2.4. Seja u2 ∈ U(ZC9)

(a) Se ϕ(u2) = µ3, então u2 = −1 − (x + x8) − (x2 + x7) + 2(x4 + x5) e u−12 = 5 − 5(x +
x8) + 4(x2 + x7)− 3(x3 + x6) + (x4 + x5).

(b) Se ϕ(u2) = µn, então 3|n.

Demonstração. (a) Temos que ϕ(u2) = µ3 = (α4 + α5)3 = −1 + 3α4 + 3α5. Então,

u2 = −1 + 3x4 + 3x5 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8).
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Portanto,

ε(u2) = −1 + 3 + 3 + 3(c0 + c1 + c2) = 5 + 3(c0 + c1 + c2)
ε(u2) = ±1

}
⇒ c0 + c1 + c2 = −2

Agora vamos calcular τ(u2). Lembramos que τ é o homomor�smo de anéis que leva ZC9

em Z[α3] dado por

τ(
8∑
i=0

aix
i) =

8∑
i=0

aiα
3i

Assim,

τ(u2) = −1 + 3α12 + 3α15 + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2α

6 =

= (−4 + 3c0 − 3c2) + (3c1 − 3c2)α
3

mas, pelo Lema 2.2.2, τ(u2) ∈ U(Z[α3]) = {±1,±α3,±(1 + α3)}. Assim, temos que a única
possibilidade é 3c0 − 3c2 − 4 + α3(3c1 − 3c2) = −1 e assim, c1 = c2. Como c0 + c1 + c2 = −2,
temos c0 = 0 e c1 = c2 = −1. Com isso temos,

u2 = −1− (x+ x8)− (x2 + x7) + 2(x4 + x5),

como queríamos. Além disso, um cálculo rotineiro mostra que

u−12 = 5− 5(x+ x8) + 4(x2 + x7)− 3(x3 + x6) + (x4 + x5).

(b) Agora suponha que ϕ(u) = µ = α4 + α5, para algum u ∈ U(ZC9). Então,

u = x4 + x5 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8).

Assim,
ε(u) = 2 + 3(c0 + c1 + c2) = ±1

Concluímos que
c0 + c1 + c2 = −1
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Temos também que

τ(u) = α3 + α6 + 3c0 + c1α
3 + 3c2α

6

= α3 + (−α3 − 1) + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2(−α3 − 1)

= (−1 + 3c0 − 3c2) + 3(c1 − c2)α3

Pelo Lema 2.2.2, temos

−1 + 3c0 +−3c2 + α3(3c1 − 3c2) = −1

e daí c0 = c1 = c2. Como c0 + c1 + c2 = −1, temos 3c0 = −1, com c0 ∈ Z, o que é um
absurdo. Deste modo, ϕ(u) = µ não ocorre, qualquer que seja u ∈ U(ZC9). Suponha agora
que ϕ(u) = µ2 = 2 + α + α8, para algum u ∈ U(ZC9). Temos que

u = 2 + x+ x8 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8).

Portanto,
ε(u) = 4 + 3(c0 + c1 + c2) ⇒ c0 + c1 + c2 = −1

e também

τ(u) = 2 + α3 + α6 + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2α

6

= (1 + 3c0 − 3c2) + 3(c1 − c2)α3.

Já vimos que nesse caso c0 = c1 = c2 e como c0+c1+c2 = −1, chegamos a uma contradição.

Assim ϕ(u) = µ2 não ocorre, para u ∈ U(ZC9). Agora seja u0 ∈ U(ZC9) tal que ϕ(u0) = µn.
Dividindo n por 3, temos n = 3q + r, com q ∈ Z, 0 6 r < 3. Temos

ϕ(u0) = µn = (λ3)qλr ⇒ ϕ(u0) = ϕ(u2)
qµr = ϕ(uq2)µ

r.

Portanto, ϕ(u0u
−q
2 ) = µr. Chamando u′2 = u0u

−q
2 ∈ U(ZC9), temos que ϕ(u′2) = µr.

Como r = 1 e r = 2 não ocorre, então r = 0 e daí 3|n, como queríamos.

Lema 2.2.5. Seja u3 ∈ U(ZC9)

(a) Se ϕ(u3) = λµ2, então u3 = 1 + (x+x8)− (x3 +x6)− (x4 +x5) e u−13 = −1 + (x+x8)−
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(x2 + x7)

(b) Se ϕ(u3) = λrµs, e 3 - n, 3 - s, então r 6≡ s(mod3)

Demonstração. (a) Se

ϕ(u3) = λµ2 = (α + α8)(α4 + α5)2 = 2 + 2α + α2 + α7 + 2α8,

então

u3 = 2 + 2x+ x2 + x7 + 2x8 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8)

Temos
ε(u3) = 8 + 3(c0 + c1 + c2) =
ε(u2) = ±1

}
⇒ c0 + c1 + c2 = −3

Temos também

τ(u3) = 2 + 2α3 + α6 + α21 + α24 + 3c0 + 3c1α
3 + 3c2α

6

= (−1 + 3c0 − 3c1) + (3c1 − 3c2)α
3

Anteriormente, vimos que, nesse caso, 3c0 − 3c2 − 1 + α3(3c1 − 3c2) = −1 e daí vem que
c0 = c1 = c2. Como c0 + c1 + c2 = −3, temos c0 = c1 = c2 = −1. Portanto,

u3 = 1 + (x+ x8)− (x3 + x6)− (x4 + x5),

como queríamos. Além disso, u−13 = −1 + (x+ x8)− (x2 + x7).

(b) Vejamos agora o que acontece se u ∈ ZC9 é tal que ϕ(u) = λµ, para algum u ∈ U(ZC9).
Temos

ϕ(u) = (α + α8)(α4 + α5) = α3 + α4 + α5 + α6.

Então,

u = x3 + x4 + x5 + x6 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8).

Portanto,
ε(u) = 4 + 3(c0 + c1 + c2) = ±1

Concluímos que
c0 + c1 + c2 = −1
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E temos também

τ(u) = α6 + α12 + α15 + α18 + 3c0 + c1α
3 + 3c2α

6 =

= (−1 + 3c0 − 3c2) + (−1 + 3c1 − 3c2)α
3

Temos assim

−1 + 3c0 +−3c2 + α3(−1 + 3c1 − 3c2) = ±1

e − 1 + 3c0 +−3c2 + α3(−1 + 3c1 − 3c2) = ±α3

não ocorrem. Também não ocorre −1 + 3c0 − 3c2 + α3(−1 + 3c1 − 3c2) = 1 + α3. Assim,
concluímos que

−1 + 3c0 +−3c2 + α3(−1 + 3c1 − 3c2) = −1− α3,

implicando que c0 = c1 = c2. Como c0 + c1 + c2 = −1, temos 3c0 = −1, com c0 ∈ Z, o que é
um absurdo. Deste modo,ϕ(u) = λµ não ocorre para nenhum u ∈ U(ZC9). Seja agora

ϕ(u) = λ2µ2 = (2 + α2 + α7)(2 + α8 + α10) = 4 + 3α + 2α2 + +α3 + α6 + 2α7 + 3α8,

para algum u ∈ U(ZC9). Temos que

u = 4 + 3x+ 2x2 + x3 + x6 + 2x73x8 + c0(1 + x3 + x6) + c1(x+ x4 + x7) + c2(x
2 + x5 + x8)

e assim,
ε(u) = 16 + 3(c0 + c1 + c2)

Logo,
c0 + c1 + c2 = −5

Temos também

τ(u) = 4 + 3α3 + 2(−α3 − 1) + 1 + 1 + 2α3 + 3(−α3 − 1)3c0 + 3c1α
3 − 3c2 − 3c2α

3 =

= (1 + 3c0 − 3c2) + 3(c1 − c2)α3

Nesse caso, c0 = c1 = c2. Como c0 + c1 + c2 = −5, chegamos a uma contradição. Logo,
@u ∈ U(ZC9) tal que ϕ(u) = λ2µ2.

Agora suponha ϕ(u0) = λrµs, com 3 - r, 3 - s e u0 ∈ U(Z 〈x〉) e que r ≡ s( mod 3).

3 - r ⇒ r = 3q + r1, com r1 ∈ {1, 2}
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3 - s⇒ s = 3q + s1, com s1 ∈ {1, 2}

Como r ≡ s( mod 3) e r − s = 3(q − p) + (r1 − s1), então r1 = s1.

Assim,
r1 = 1 = s1 ⇒ ϕ(u0) = (λ3)qλ(µ3)pµ⇒

⇒ ϕ(u0u
−q
1 u−p2 ) = λµ, com u0u

−q
1 u−p2 ∈ U(ZC9).

e
r1 = 2 = s1 ⇒ ϕ(u0u

−q
1 u−p2 ) = λ2µ2, onde u0u

−q
1 u−p2 ∈ U(ZG).

Nesses dois casos, chegamos a contradições. Logo, r 6≡ s( mod 3).

Teorema 2.2.2. Seja U(ZC9) o grupo de unidades de um anel de grupo integral de um grupo
cíclico de ordem 9 C9 = 〈x〉. Então U(ZC9) = 〈−1〉×〈x〉×〈u2〉×〈u3〉, onde u2 e u3 são como
nos Lemas 2.2.4 e 2.2.5.

Demonstração. Seja u ∈ U(ZC9). Temos ϕ(u) ∈ U(Z[α]). Pelo Teorema 2.2.1, temos que
U(Z[α]) = 〈−1〉 × 〈α〉 × 〈λ〉 × 〈µ〉.

Portanto,
ϕ(u) = (−1)iαjλkµn

Logo,
ϕ((−1)ix−ju) = λkµn

Dividindo k e n por 3, temos

k = 3q + r, com r ∈ {0, 1, 2}

n = 3t+ s, com s ∈ {0, 1, 2}

Então, ϕ((−1)ix−ju) = (λ3)p(λ)r(µ3)tµs. Sendo u2 = −1−(x+x8)−−(x2+x7)+2(x4+x5),
pelo Lema 2.2.4 temos que ϕ(u2) = µ3 e sendo

u1 = −1 + 2(x+ x8)− (x2 + x7)− (x4 + x5),

pelo Lema 2.2.3, ϕ(u1) = λ3. Logo,

ϕ((−1)ix−ju) = (λ3)p(λ)r(µ3)tµs = ϕ(u1)
pλrϕ(u2)

tµs
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e, assim
ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 ) = λrµs

Se 3|r, então r = 0 (já que r ∈ {0, 1, 2}) e ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 ) = µs. Então pelo Lema
2.2.4, 3|s e portanto s = 0 (já que r ∈ {0, 1, 2}). Nesse caso, ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 ) = 1

Se 3|s, temos que s = 0 e portanto 3|r(pelo Lema 2.2.3). Daí, r = 0. Se 3 - r,3 - s
pelo Lema 2.2.5 r 6≡ s( mod 3). Assim, r = 1 e s = 2 ou r = 2 e s = 1. Se r = 1 e
s = 2, temos ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 u

−1
3 ) = λµ2. Pelo Lema 2.2.5, temos ϕ(u3) = λµ2. Portanto,

ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 u
−1
3 ) = 1

Se r = 2 e s = 1, temos ϕ((−1)ix−juu−p1 u−t2 ) = λ2µ = λ3µ3λ−1µ−2. Pelos Lemas 2.2.3,
2.2.4, 2.2.5, temos ϕ(u1) = λ3, ϕ(u2) = µ3 e ϕ(u3) = λµ2.

Assim, ϕ((−1)ixjuu−p1 u−t2 ) = ϕ(u1)ϕ(u2)ϕ(u3)
−1. Logo, ϕ((−1)ixjuu−p1 u−t2 u

−p
1 u−12 u3) = 1.

Para r = s = 0, temos

ϕ(u)ϕ((−1)ixju−p1 u−t2 = 1

∴ ϕ(u)(−1)iϕ(xj)ϕ(u−p1 )ϕ(u−t2 ) = 1

Isto é, ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup1u
t
2).

Como ϕ é injetor em U(ZC9) segue que µ = (−1)ixjup1u
t
2

Para r = 1, s = 2, temos
ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup1u

t
2u3)

Portanto, µ = (−1)ixjup1u
t
2u3.

Para r = 2, s = 1, temos

ϕ(u) = ϕ((−1)ixjup+1
1 ut+1

2 u−13 )

Então, µ = (−1)ixjup+1
1 ut+1

2 u−13 .

Desse modo, U(ZC9) = 〈−1〉 × 〈x〉 × 〈u1, u2, u3〉. Como λ3 = (λµ2)3(µ3)−2, então

ϕ(u1) = ϕ(u3)
3ϕ(u2)

−2

Logo, ϕ(u1) = ϕ(u3u2)
−2. Como ϕ é injetor em U(ZC9), então u1 = u3u

−2
2
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Dessa maneira, temos
〈u1, u2, u3〉 = 〈u2, u3〉

Assim,
U(ZC9) = 〈−1〉 × 〈 x〉 × 〈u2, u3〉

Logo, segue o resultado.
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Capítulo 3

Unidades de U(ZCp)

Sejam G um grupo �nito, Z o anel dos inteiros, ZG o anel de grupo de G sobre Z e U(ZG)
o grupo de unidades de ZG. Seja Z(U(ZG)) o centro de U(ZG), o qual é um grupo abeliano
�nitamente gerado ( [16], capítulo 8). Logo, Z(U(ZG)) deve ser da forma T × A, onde T é o
grupo de torção de G e A é um subgrupo livre abeliano de U(ZG). Em [16], corolário 7.1.3,
temos que T = ±Z(G), lembrando o seguinte resultado, que vimos no começo desse trabalho:

Proposição 3.0.1. Seja γ =
∑

g∈G γ(g)g uma unidade de ordem �nita em um anel de grupo
integral ZG de um grupo �nito G e assuma que γ(1) 6= 0. Então, γ = γ(1) = ±1.

Temos que A não é unicamente determinado e para determinar A é su�ciente encontrar
uma Z-base S para um Z-módulo livre A. Nesse caso, dizemos que S é um subconjunto
multiplicativamente independente de A.

No capítulo 1 dessa dissertação, vimos que Aleev e Panina determinaram esse grupo S
para anéis de grupo sobre grupos cíclicos de ordens 7 e 9.

Sejam p um primo, Cp um grupo cíclico de ordem p e U(ZCp) o grupo de unidades do anel
de grupo integral de Cp. Nesse parte do trabalho, mostraremos como Ferraz, em [10], determina
um subconjunto multiplicativamente independente S de U(ZCp) que gera um complemento
para ±Cp em U(ZCp).

Se p é um número primo, temos que o conjunto

{1 + θ, 1 + θ + θ2, . . . , 1 + θ + · · ·+ θ
p−3
2 }

é um conjunto multiplicativamente independente (ver [21]), onde θ é uma raiz primitiva da
unidade de ordem p.

49
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De acordo com [21], para primos p tais que p 6 67, temos que Sθ = {−1, θ, 1 + θ, 1 + θ +

θ2, . . . , 1 + θ + · · ·+ θ
p−3
2 } gera U(Z[θ]).

No que segue, vamos considerar apenas primos tais que Sθ gera U(Z[θ]). Para esses primos,
que denotaremos por p, encontraremos um conjunto multiplicativamente independente S, tal
que A = 〈S〉 é um complemento para ±Cp em U(ZCp).

Então, sejam p como mencionado acima e θ uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Para
i > 1, de�nimos µi = 1 + θ + · · ·+ θi−1 ∈ Z[θ].

Notemos, primeiramente, que 1 + θ + · · ·+ θp−1 = 0, pois

1 + θ + · · ·+ θp−1 = θp + θ + · · ·+ θp−1 ⇒
⇒ 1 + θ + · · ·+ θp−1 = θ(θp−1 + 1 + · · ·+ θp−2)⇒
⇒ 1 + θ + · · ·+ θp−1 = θ(1 + θ + · · ·+ θp−1)⇒
⇒ (1 + θ + · · ·+ θp−1)(1− θ) = 0⇒
⇒ 1 + θ + · · ·+ θp−1 = 0,

uma vez que θ é raiz p-ésima primitiva da unidade.

Assim, temos que, se ai ∈ Z, 0 6 i 6 p− 1:

a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1 = 0⇒

⇒ a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1 = 1 + θ + · · ·+ θp−1 ⇒

⇒ (a0 − 1) + (a1 − 1)θ + · · ·+ (ap−1 − 1)θp−1 = 0⇒
⇒ (a0 − 1) + (a1 − 1)θ + · · ·+ (ap−1 − 1)θp−1 = 1 + θ + · · ·+ θp−1 ⇒
⇒ (a0 − 2) + (a1 − 2)θ + · · ·+ (ap−1 − 2)θp−1 = 0

...............................................................................

⇒ (a0 − ap−1) + (a1 − ap−1)θ + · · ·+ (ap−1 − ap−1)θp−1 = 0⇒
⇒ (a0 − ap−1) + (a1 − ap−1)θ + · · ·+ (ap−2 − ap−1)θp−2 = 0

Como {1, θ, θ2, . . . , θp−2} é base de Z[θ], temos que

a0 = ap−1, a1 = ap−1, . . . , ap−2 = ap−1
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Logo, a0 = a1 = · · · = ap−1.

Se 1 6 i 6 p− 1, temos que µi ∈ U(Z[θ]). De fato, se ij ≡ 1 mod p, temos que

µi.(1 + θi + θ2i + · · ·+ θi(j−1)) = (1 + θ + · · ·+ θi−1)(1 + θi + θ2i + · · ·+ θi(j−1)) =

= (1 + θi + θ2i + · · ·+ θi(j−1)) + (θ + θi+1 + θ2i+1 + · · ·+ θi(j−1)+1) + · · ·+

+(θi−1 + θ2i−1 + · · ·+ θij − 1) =
1− θij

1− θ

Como ij ≡ 1 mod p, então p|(ij − 1) e, portanto ij = kp + 1, para algum k ∈ Z. Logo,
segue que

µi.(1 + θi + θ2i + · · ·+ θi(j−1)) =
1− θ.θkp

1− θ
=

1− θ.(θp)k

1− θ
=

1− θ
1− θ

= 1,

uma vez que θp = 1.

Logo, segue que µi ∈ U(Z[θ]) quando 1 6 i 6 p− 1.

Agora consideremos θ como acima e o ideal 〈1− θ〉 de Z[θ]. Assim, temos que

Z[θ]/ 〈1− θ〉 ' Zp

De fato, de�nindo Ψ : Z[θ] −→ Zp por

Ψ(a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1) = a0 + a1 + · · ·+ ap−1,

temos que Ψ é um epimor�smo de anéis e ker Ψ = 〈1− θ〉. Portanto, pelo Teorema do Homo-
mor�smo, Z[θ]/ 〈1− θ〉 ' Zp.

Vejamos que Ψ é, de fato, um epimor�smo de anéis e que ker Ψ = 〈1− θ〉:

Sejam x = a0 + a1θ+ · · ·+ ap−1θ
p−1 e y = b0 + b1θ+ · · ·+ bp−1θ

p−1. Se x = y, então temos

a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1 = b0 + b1θ + · · ·+ bp−1θ

p−1 ⇒
⇒ (a0 − b0) + (a1 − b1)θ + · · ·+ (ap−1 − bp−1)θp−1 = 0⇒
⇒ a0 − b0 = a1 − b1 = · · · = ap−1 − bp−1,
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pelo que vimos acima.

Então, chamemos a0 − b0 = a1 − b1 = · · · = ap−1 − bp−1 = a, com a ∈ Z. Temos então que
a0 = a+ b0, a1 = a+ b1, . . . , ap−1 = a+ bp−1. Logo,

Ψ(x) = a0 + a1 + · · ·+ bp−1 = a+ b0 + a+ b1 + · · ·+ a+ bp−1 =

= pa+ b0 + b1 + · · ·+ bp−1 = pa+ b0 + b1 + · · ·+ bp−1 =

= pa+ Ψ(y) = 0 + Ψ(y) = Ψ(y)

Portanto x = y ⇒ Ψ(x) = Ψ(y).

Agora, como

Ψ(x+ y) = Ψ((a0 + b0) + (a1 + b1)θ + · · ·+ (ap−1 + bp−1)θ
p−1) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1) + · · ·+ (ap−1 + bp−1) =

= a0 + a1 + · · ·+ ap−1 + b0 + b1 + · · ·+ bp−1 = Ψ(x) + Ψ(y)

e

Ψ(xy) = a0b0 + a1bp−1 + a2bp−2 + · · ·+ ap−1b1 + a0b1 + a1b0 +

+a2bp−1 + · · ·+ ap−1b2 + a0bp−1 + a1bp−2 + · · ·+ ap−1b0 =

= a0(b0 + b1 + · · ·+ bp−1 + · · ·+ ap−1)(b0 + b1 + · · ·+ bp−1) =

= (a0 + a1 + · · ·+ ap−1)(b0 + b1 + · · ·+ bp−1) =

= (a0 + a1 + · · ·+ ap−1) · (b0 + b1 + · · ·+ bp−1) = Ψ(x)Ψ(y)

Temos que Ψ é um homomor�smo de anéis.

Vejamos agora que Ψ é sobrejetora.

Seja a ∈ Zp. Tomando x = aθ ∈ Z[θ], temos que Ψ(x) = Ψ(aθ) = a. Logo, Ψ(Z[θ]) = Zp,
isto é, Ψ é sobrejetora e, portanto, é um epismor�smo.

Para vermos que ker Ψ = 〈1− θ〉 basta notar que

a0 + a1θ + a2θ
2 + + · · ·+ ap−1θ

p−1 = t(θ)(1− θ) + (a0 + a1 + · · ·+ ap−1),
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onde

t(θ) = ap−1θ
p−2 + (ap−1 + ap−2)θ

p−3 + · · ·+ (ap−1 + ap−2 + · · ·+ a2)θ + (a1 + · · ·+ ap−1)

Assim, se x ∈ ker Ψ, sendo x como descrito acima, temos que

a0 + a1 + · · ·+ ap−1 = 0

Isto é, a0 + a1 + · · ·+ ap−1 = kp, para algum k ∈ Z.

Já que

1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−1 = θp + θ + θ2 + · · ·+ θp−1 = θ(1 + θ + θ2 + + · · ·+ θp−1),

então segue que

(1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−1)(1− θ) = 0 e, portanto, 1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−1 = 0 ou θ = 1.

Uma vez que θ é raiz primitiva p-ésima da unidade, temos que θ 6= 1. Logo,

1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−1 = 0

Dessa maneira, podemos escrever −1− θ − θ2 − · · · − θp−1 = 0 e daí

(1− θ) + (1− θ2) + · · ·+ (1− θp−1) = p

Como
(1− θl) = (1− θ)(θl−1 + θl−2 + + · · ·+ θ + 1),

temos que p é um múltiplo de (1− θ) e, assim, x ∈ 〈1− θ〉.

Assim, temos que ker Ψ ⊂ 〈1− θ〉.

Seja agora q ∈ 〈1− θ〉. Então q(θ) = g(θ)(1− θ) e temos

Ψ(q(θ)) = Ψ(q(θ))Ψ(1− θ) = Ψ(q(θ)).0 = 0

Concluímos então que ker Ψ = 〈1− θ〉, como queríamos.

Temos que Ψ é um epimor�smo completamente determinado pela igualdade Ψ(θ) = 1.
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Consideremos agora ψ = Ψ � U(Z[θ]), isto é, ψ é a restrição de Ψ ao subgrupo das unidades
de Z[θ].

Nosso objetivo agora é encontrar um conjunto de geradores para kerψ, que denotaremos
por Uψ.

Primeiramente, notemos que ψ(µi) = i (de fato, ψ(µi) = ψ(1 + θ + · · · + +θi−1) =
1 + 1 + · · ·+ 1 = i). Seja i ∈ Zp e tomemos µi = 1 + θ + · · · + θi−1, com θ como mencio-
nado acima. Temos assim ψ(µi) = i. Portanto, ψ é sobrejetora. Agora, como ψ(1) = ψ(θ) = 1,
temos que 1 e θ pertencem a Uψ.

Observemos agora que µi = µj quando i ≡ j mod p e µk = 0 se p|k. De fato, se i ≡ j
mod p e µk = 0, então p|(i− j) e, portanto, i = kp+ j. Daí vem que

µi = 1 + θ + · · ·+ θi−2 + θi−1 = 1 + θ + · · ·+ θ(kp+j)−2 + θ(kp+j)−1 =

= 1 + θ + · · ·+ θkpθj−2 + θkpθj−1 = 1 + θ + · · ·+ θj−2 + θj−1 = µj,

uma vez que θp = 1.

E se p|k, temos k = ap, para algum a ∈ Z. Dessa maneira

µk = 1 + θ + · · ·+ θk−1 = 1 + θ + · · ·+ θap−1 = 1 + θ + · · ·+ (θa)pθ−1 =

= 1 + θ + · · ·+ θp−1 = 0

Agora, caso 1 6 k 6 p, escrevendo 1 + θ + · · · + θk−1 + θk + · · · + θp−1 = 0, segue que
1 + θ+ · · ·+ θk−1 = −(θk + · · ·+ θp−1) = −θk(1 + θ+ · · ·+ θ(p−k)−1). Portanto, µk = −θkµp−k.

E se k+ s = mp, isto é, se k+ s é um múltiplo de p, temos p|(k+ s) e, portanto µk+s = 0.
Daí,

0 = µk+s = 1 + θ + θ2 + · · ·+ θk−1 + θk + θk+1 + · · ·+ θk+s−1 ⇒
1 + θ + θ2 + · · ·+ θk−1 = −(θk + θk+1 + · · ·+ θk+s−1)⇒
µk = −θk(1 + θ + θ2 + · · ·+ θs−1)⇒
µk = −θkµs

Agora, utilizando a notação acima, vamos demonstrar que o conjunto gerado por 1, θ, µt, µt2 , . . . , µ
t
p−3
2

gera U(Z[θ]), onde t é gerador de U(Z[θ]).

Teorema 3.0.3. Seja p > 5 um primo como considerado acima e t ∈ Z tal que t gera o grupo

U(Zp). Então S1 =
〈
−1, θ, µt, µt2 , . . . , µ

t
p−3
2

〉
= U(Z[θ]).
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Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que S1 ⊆ U(Z[θ]).

Sabemos que U(Z[θ]) =
〈
−1, θ, µ2, . . . , µ p−1

2

〉
. Então −1, θ ∈ U(Z[θ]).

Consideremos 1 6 j 6
p− 3

2
. Como U(Z[θ]) =

〈
t
〉
, então tj ∈ U(Zp). Assim, tj = i, para

algum i, 1 6 i 6 p− 1, isto é, tj ≡ i mod p, com 1 6 i 6 p− 1.

Pelo que vimos anteriormente, µtj = µi. Temos que µi, 1 6 i 6 p − 1 ⇒ µi ∈ U(Z[θ]).
Portanto, µtj ∈ U(Z[θ]), com 1 6 j 6 p−3

2
. Assim, S1 ⊆ U(Z[θ]).

Agora mostremos que U(Z[θ]) ⊆ S1.

Seja µi = 1 + θ + · · ·+ θi−1 ∈ U(Z[θ]). Logo, 1 6 i 6 p− 1.

Uma vez que U(Zp) =
{

1, 2, . . . , p− 1
}
é cíclico, tp−1 ≡ 1 mod p, pelo Pequeno Teorema

de Fermat e 1 6 i 6 p− 1, então i = t
j, para algum 1 6 j 6 p− 1. Logo, i ≡ tj mod p, com

1 6 j 6 p− 1 e, portanto, µi = µtj .

Se 1 6 j 6
p− 3

2
=
p− 1

2
− 1, então µi ∈ S1.

Agora vamos analisar
p− 1

2
≤ j ≤ p− 1.

Seja s = j − p− 1

2
. Temos que

i ≡ tj ≡ tst
p−1
2 mod p

Como tp−1 ≡ 1 mod p, temos t
p−1
2 t

p−1
2 ≡ 1 mod p. Portanto, p|(t p−1

2 )2 − 1.

Daí, p|(t p−1
2 − 1)(t

p−1
2 + 1). Como p é primo, temos que p|(t p−1

2 − 1) ou p|(t p−1
2 + 1).

Se p|(t p−1
2 − 1), então t

p−1
2 ≡ 1 mod p. Mas |U(Zp)| = p− 1. Então, caso t

p−1
2 ≡ 1 mod p,

teríamos |U(Zp)| =
p− 1

2
, o que é uma contradição.

Concluímos então que t
p−1
2 ≡ −1 mod p. Portanto, i ≡ tst

p−1
2 ≡ −ts mod p. Assim,

p|(i+ ts) e, portanto, µi = θiµts .

Como s = j − p− 1

2
, então 0 < s <

p− 1

2
=
p− 3

2
− 1, isto é, 1 6 s 6

p− 3

2
. Portanto,

µi = θiµts com 1 6 s 6
p− 3

2
é tal que µi ∈ S1.
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Agora, se j =
p− 1

2
, temos que i ≡ tj ≡ t

p−1
2 ≡ −1 ≡ (p− 1) mod p. Logo,

µi = µp−1 = 1 + θ + · · ·+ θp−2 = −θp−1 ∈ S1

Caso j = p− 1, então i ≡ tj ≡ tp−1 ≡ 1 mod p. Daí

µi = µ1 = 1 ∈ S1

Portanto, U(Z[θ]) ⊆ S1. Concluímos U(Z[θ]) = S1, como queríamos.

Proposição 3.0.2. Sejam t e S1 como no Teorema 3.0.3.

Seja S2 =
〈
−1, θ, µt, µ

−2
t µt2 , . . . , µ

− p−3
2 µ

t
p−3
2

〉
subgrupo de U(Z[θ]). Então S1 = S2.

Demonstração. É fácil ver que S2 ⊂ S1. Agora vejamos que S1 ⊂ S2.

Para cada µti , com 2 6 i 6
p− 3

2
, temos µti = µitµ

−i
t µti = µit(µ

−i
t µti). Já que µt e µ

−i
t µti estão

em S2, então µti ∈ S2. Como −1 e θ pertencem também à S2, então concluímos que S1 ⊂ S2,
como queríamos.

Consideremos agora o seguinte subconjunto de U(Z[θ]):

U = {θ,−µ
p−1
2 t , µ−2t µt2 , . . . , µ

− p−3
2

t µ
t
p−3
2
}.

Lembrando que ψ(µi) = i, com 1 6 i 6 p− 1, temos

ψ(µ−it µti) = ψ(µt)
−iψ(µti) = t

−i
ti = t−iti = 1

Como ψ(−µ p−1
2 ) = −t

p−1
2 = −(−1) = 1 (uma vez que t

p−1
2 ≡ −1 mod p) e ψ(θ) = 1,

concluímos que 〈U〉 ⊂ kerψ.

Teorema 3.0.4. Com as de�nições acima, temos 〈U〉 = Uψ.

Demonstração. Vimos acima que 〈U〉 ⊂ kerψ = Uψ. Então basta mostrar a inclusão contrária.

Pelo Teorema 3.0.3 e pela Proposição 3.0.2, temos que S1 = U(Z[θ]) e S1 = S2, respectiva-
mente. Logo, U(Z[θ]) = S2.
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Seja ν ∈ U(Z[θ]). Então, ν = −1αθk0µk1t v
k2
2 . . . v

k p−3
2

p−3
2

, onde 0 6 α 6 1, 0 6 k0 6 p − 1,

ki ∈ Z e vi = µ−it µti , com 1 6 i 6
p− 3

2
.

Vimos anteriormente que θ e vi, com 1 6 i 6
p− 3

2
, pertencem a Uψ = kerψ. Logo,

ψ(ν) = 1⇐⇒ ψ(−1αµk1t ) = 1. Temos

ψ(−1αµk1t ) = 1⇐⇒ ψ(−1)αψ(µ)k1 = 1⇐⇒ −1αt
k1 = 1

Portanto, tk1 = −1 e α = 1 ou tk1 = 1 e α = 0.

No caso de tk1 = −1 e α = 1, temos que tk1 ≡ −1 mod p ≡ (p − 1) mod p. Vimos

anteriormente que t
p−1
2 ≡ −1 mod p ≡ (p − 1) mod p, logo, tk1 = −1 = t

p−1
2 . Como t

p−1
2 ∈

U(Zp), então existe t−
p−1
2 em U(Zp) tal que t

p−1
2 t
− p−1

2 = 1. Como tk1 = −1 = t
p−1
2 , temos que

t
k1t
− p−1

2 = 1. Dessa maneira, tk1−
p−1
2 = 1 = t

p−1. Assim, segue que p − 1 divide k1 −
p− 1

2
.

Logo, k1 = q(p− 1) +
p− 1

2
, com q ∈ Z.

Daí vem que

−µk1t = −µq(p−1)+
p−1
2

t = −µq(
p−1
2

+ p−1
2

)+ p−1
2

t = −µ2q( p−1
2

)+ p−1
2

t

= −µ
p−1
2

(2q+1)
t = (µ

p−1
2

t )2q+1

Então, µk1t ∈ U e, portanto, nesse caso, ν ∈ 〈U〉.

No caso de tk1 = 1 e α = 0, temos, analogamente, que

t
k1 = 1 =⇒ (p− 1)|k1,

uma vez que tp−1 ≡ 1 mod p, pelo Pequeno Teorema de Fermat.

Assim, temos que k1 = m(p− 1), com m ∈ Z. Segue que

µk1t = µ
m(p−1)
t = µm( p−1

2
+ p−1

2
) = (µ

p−1
2

t )2m

Portanto, ν ∈ 〈U〉. Logo, temos que kerψ ⊂ 〈U〉 e, dessa maneira, kerψ = Uψ = 〈U〉.

Por exemplo, seja θ uma raiz primitiva da unidade de ordem p = 11. Temos que U =
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{θ,−(1 + θ)5, (1 + θ)−2(1 + θ+ θ2 + θ3), (1 + θ)−3(1 + θ+ · · ·+ θ7), (1 + θ)−4(1 + θ+ · · ·+ θ4)}
é um conjunto de geradores de Uψ.

Agora vamos encontrar outro conjunto de geradores para Uψ.

Já vimos que t
p−1
2 ≡ p−1 mod p, então temos que µ

t
p−1
2

= µp−1 = 1+θ+θ2+ · · ·+θp−2 =

−θp−1. Multiplicando ambos os membros por θ, temos que θµ
t
p−1
2

= −1. Assim, segue que

−µ−
p−1
2

t = θµ
t
p−1
2
µ
− p−1

2
t .

Vamos alterar um pouco o conjunto U a �m de obter um novo conjunto que gera o mesmo
subgrupo gerado por U .

Primeiramente, ao invés de considerarmos o elemento−µ
p−1
2

t , vamos considerar o seu inverso

−µ−
p−1
2

t . Já que θ ∈ U e −µ−
p−1
2

t = θµ
t
p−1
2
µ
− p−1

2
t , consideremos µ

t
p−1
2
µ
− p−1

2
t ao invés do elemento

−µ−
p−1
2

t . Assim, obtemos o conjunto

U ′ = {θ, µ−2t µt2 , . . . , µ
t
p−3
2
µ
− p−3

2
t , µ

t
p−1
2
µ
− p−1

2
t }.

Agora dado um inteiro q e um inteiro s relativamente primos, introduzimos a seguinte
notação

ωq,s =

q−1∑
j=0

θjs = 1 + θs + θ2s + · · ·+ θ(q−1)s.

Observemos que se q é positivo, então µq = ωq,1

Proposição 3.0.3. Sejam q e s inteiros positivos relativamente primos e seja também ωq,s =
q−1∑
j=0

θjs = 1 + θs + θ2s + · · ·+ θ(q−1)s. Então

µqs =
s−1∏
j=0

ωq,qj = ωq,1ωq,q . . . ωq,qs−1 .

Demonstração. Provaremos utilizando indução em s. Se s = 0, então µq = 1+θ+θ2+· · ·+θq−1
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e ωq,1 =

q−1∑
j=0

θj = 1 + θ + θ2 + + · · ·+ θq−1. Logo, µq = ωq,1

Suponhamos agora que o resultado vale para s = n − 1. Vamos provar o resultado para
s = n. Assim, devemos mostrar que µqn = µqn−1ωq,qn−1 .

Temos

µqn−1ωq,qn−1 = (1 + θ + · · ·+ θq
n−1−1)(1 + θq

n−1

+ · · ·+ θ(q−1)q
n−1

) =

= (1 + θ + θ2 + · · ·+ θq
n−1−1) +

+ (1 + θ + θ2 + · · ·+ θq
n−1−1)θq

n−1

+

+ (1 + θ + θ2 + · · ·+ θq
n−1−1)θq

n−2

+

+ (1 + θ + θ2 + · · ·+ θq
n−1−1)θ(q−1)q

n−1

=

= (1 + θ + θ2 + · · ·+ θq
n−1−1) +

+ (θq
n−1

+ · · ·+ θ2q
n−1−1) +

+ (θ2q
n−1

+ · · ·+ θ3q
n−1−1) + · · ·+

+ (θ(q−1)q
n−1

+ · · ·+ θqq
n−1−1 =

= 1 + θ + · · ·+ θq
n−1

= µqn ,

como queríamos.

Suponhamos agora que t �xado tal que U(Zp =
〈
t
〉
) e seja hi a unidade hi = ω−1t,1ωt,ti .

Teorema 3.0.5. Com a notação acima, o conjunto U0 = {θ, h1, h2, . . . , h p−3
2
} gera Uψ. Além

disso, os grupos gerados por U e U0 são iguais.

Demonstração. Como vimos no Teorema 3.0.4, 〈U〉 = Uψ, então basta provar a última a�r-
mação.

Pela Proposição 3.0.3, temos

µti =
i−1∏
j=0

ωt,tj = ωt,1ωt,t . . . ωt,ti−1 ,

onde mdc(i, p) = 1.

Como mdc(t, 1) = 1, temos, ainda pela Proposição 3.0.3 que
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ωt,1 = 1 + θ + · · ·+ θt−1 = µt

Portanto,

µtiµ
−1
t = (ωt,1ωt,t . . . ωt,ti−1)(ωt,1)

−1 = ωt,t . . . ωt,ti−1

Agora, multiplicando ambos os lados da igualdade obtida acima por µ−i+1
t , temos:

µtiµ
−1
t (µ−i+1

t ) = (µ−i+1
t )(ωt,t . . . ωt,ti−1) = (µ−1t . . . µ−1t )︸ ︷︷ ︸

i−1vezes

(ωt,t . . . ωt,ti−1) =

= (µ−1t ωt,t)(µ
−1
t ωt,t2) . . . (µ

−1
t ωt,ti−1) =

= (ω−1t,1ωt,t)(ω
−1
t,1ωt,t2) . . . (ω

−1
t,1ωt,ti−1) =

= h1h2 . . . hi−1,

para todo i.

Para 2 6 i 6
p− 1

2
, temos 〈U ′〉 ⊂ 〈U0〉.

Mas 〈U ′〉 = 〈U〉. Logo, 〈U〉 ⊂ 〈U0〉.

Agora temos que

ωt,ti = µi+1
t µ−1

ti
.

De fato,
µi+1
t = (ωt,1ωt,t . . . ωt,ti−1)︸ ︷︷ ︸

µti

(ωt,ti)

Portanto, µti+1 = µtiωt,ti . Logo, ωt,ti = µti+1µ−1
ti
. Assim, segue que

hi = ω−1t,1ωt,ti = ω−1t,1µ
i+1
t µ−1

ti
= µ−1t µ−1

ti
µi+1
t = µ

−(i+1)
t µitµ

−1
ti
µti+1 = (µ

−(i+1)
t µti+1)(µ−it µti)

Logo, para 2 6 i 6
p− 3

2
, temos que hi ∈ U ′.

Agora, para i = 1, temos
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h1 = ω−1t,1ωt,t = µ−1t ωt,t = µ−1t = µ−1t µ−1t µt2 = µ−2t µt2 ,

que está em U ′.

Logo, 〈U0〉 ⊂ 〈U ′〉 = 〈U〉.

Portanto, 〈U0〉 = 〈U〉, como queríamos.

Introduziremos agora o conjunto de unidades normalizadas de ZCp.

Anteriormente, de�nimos a função aumento ε. Em nosso caso, onde o anel considerado é
Z, ε : ZG −→ Z, de�nida por

ε

(∑
x∈G

αxx

)
=
∑
x∈G

αx

Agora, vamos tomar as unidades em ZG, cujo aumento é 1. Este conjunto, que é subgrupo
de U(ZG) é chamado de subgrupo de unidades normalizadas é dado por

V = {u ∈ U(ZG) : ε(u) = 1}

Proposição 3.0.4. Com as notações acima, temos, para todo grupo G, U(ZG) = 〈−1〉 × V .

Demonstração. Vamos mostrar que:

1. U(ZG) = SV , onde S = 〈−1〉

2. 〈−1〉 ∩ V = {1}

3. 〈−1〉 / U(ZG) e V / U(ZG)

Para provarmos 1, primeiramente consideremos x ∈ SV . Então x = sv, onde s ∈ S e
v ∈ V . Como s ∈ U(ZG), então sv ∈ U(ZG). Logo, x ∈ U(ZG). Assim, SV ⊂ U(ZG).

Agora seja x ∈ U(ZG). Então existe x−1 ∈ ZG tal que xx−1 = x−1x = 1. Seja y = ε(x) ∈
U(Z). Logo, existe y−1 ∈ Z tal que yy−1 = y−1y = 1.

Consideremos agora o elemento k = y−1x ∈ U(ZG). Temos que

ε(k) = ε(y−1x) = ε(y)−1ε(x) = y−1y = 1
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E k = y−1x⇒ x = yk, com y ∈ U(Z) = S e k ∈ V .

Portanto, U(ZG) ⊂ SV , como queríamos. Agora seja x ∈ S ∩ V . Então, x = 1 ou x = −1,
com x ∈ V . Como ε(1) = 1 e ε(−1) = −1, temos que x = 1. Logo, S ∩ V ⊂ {1}.

Agora, é óbvio que {1} ⊂ S ∩ V , uma vez que ε(1) = 1 e 1 ∈ S. Assim, provamos 2. Para
demonstrarmos 3, observamos que S e V são subgrupos de U(ZG). Primeiramente, vamos
mostrar que V / U(ZG).

Seja u ∈ U(ZG) e seja x ∈ uV u−1. Portanto, x = uwu−1, onde w ∈ V . Logo, w ∈ U(ZG)
e assim, x ∈ U(ZG). Ainda,

ε(x) = ε(u)ε(w)ε(u−1) = ε(uu−1) = ε(1) = 1

Segue que x ∈ V e, portanto, uV u−1 ⊂ V , para todo u ∈ U(ZG).

Agora seja x ∈ uSu−1, com u ∈ U(ZG). Logo, x = uhu−1, com h ∈ S. Se h = 1, temos
que x = uu−1 = 1. Caso h = −1, x = −1. Nos dois casos, x ∈ S. Segue que uSu−1 ⊂ V , para
todo u ∈ U(ZG) e assim concluímos a demonstração.

Em particular, quando G = Cp = 〈g〉, um grupo cíclico de ordem p, gerado por g, é
su�ciente determinar um subconjunto V tal que V = 〈S, g〉. Nesse caso, usaremos a notação
U1(ZCp) para denotar o subgrupo de unidades normalizadas.

Teorema 3.0.6. Se p é um primo, então os grupos Uψ e U1(ZCp) são isomorfos, via isomor-
�smo τ

τ(a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1) = a0 + a1g + · · ·+ ap−1g

p−1 − kĝ,

onde k =
a0 + a1 + · · ·+ ap−1 − 1

p
e ĝ = 1 + g + · · ·+ gp−1

Demonstração. Sejam x = a0 + a1θ+ · · ·+ ap−1θ
p−1 e x = b0 + b1θ+ · · ·+ bp−1θ

p−1, x, y ∈ Uψ.

Temos

x = y ⇒ a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1 = b0 + b1θ + · · ·+ bp−1θ

p−1 ⇒
⇒ (a0 − b0) + (a1 − b1)θ + · · ·+ (ap−1 − bp−1)θp−1 = 0

Como 1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−1 = 0, então 1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−2 = −θp−1.
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Portanto,

(a0 − b0) + (a1 − b1)θ + · · ·+ (ap−1 − bp−1)(1 + θ + θ2 + · · ·+ θp−2) = 0⇒
⇒ [(a0 − b0)− (ap−1 − bp−1)] + [(a2 − b2)− (ap−1 − bp−1)] θ + · · ·+

+ [(ap−2 − bp−2)− (ap−1 − bp−1)] θp−2 = 0

Como {1, θ, . . . , θp−2} é base de Z[θ], temos que ai − bi = ap−1 − bp−1, para todo i ∈
{0, . . . , p− 2}.

Temos que

τ(x) = a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 − kĝ =

= a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 − ĝ

(
a0 + a1 + · · ·+ ap−1 − 1

p

)

τ(y) = b0 + b1g + · · ·+ bp−1g
p−1 − kĝ =

= a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 − ĝ

(
b0 + b1 + · · ·+ bp−1 − 1

p

)
Logo,

τ(x)− τ(y) =
[
(a0 − b0) + (a1 − b1)g + · · ·+ (ap−1 − bp−1)gp−1

]
−

−ĝ
[

(a0 − b0) + (a1 − b1) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)
p

]

Para cada i ∈ {0, 1, . . . , p− 2}, chamemos ai − bi = ap−1 − bp−1 = t.

Assim,
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τ(x)− τ(y) =
(
t+ tg + · · ·+ tgp−1

)
− ĝ


p vezes︷ ︸︸ ︷

(t+ t+ · · ·+ t)

p

 =

=
(
t+ tg + · · ·+ tgp−1

)
− ĝt = t(1 + g + · · ·+ gp−1)− tĝ = tĝ − tĝ = 0

Logo, τ(x) = τ(y) e, portanto, τ está bem de�nida.

É fácil ver que τ é homomor�smo de anéis. Então vamos provar agora a injetividade de τ ;

Sejam x, y ∈ Uψ, como acima. Chamemos

k1 =

(
a0 + a1 + · · ·+ ap−1 − 1

p

)
e

k2 =

(
b0 + b1 + · · ·+ bp−1 − 1

p

)
.

τ(x) = τ(y)⇒ a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 − k1ĝ = b0 + b1g + · · ·+ bp−1g

p−1 − k2ĝ ⇒
⇒ (a0 − b0) + (a1 − b1)g + · · ·+ (ap−1 − bp−1)gp−1 − k1ĝ + k2ĝ = 0⇒

⇒ (a0 − b0) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)gp−1 −
[

(a0 − b0) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)
p

]
ĝ = 0

Como x, y ∈ Uψ = kerψ, temos que

a0 + a1 + · · ·+ ap−1 = b0 + b1 + · · ·+ bp−1 = 1

Daí (a0 − b0) + (a1 − b1) + · · ·+ (ap−1 − bp−1) = 0. Portanto,

p| [(a0 − b0) + (a1 − b1) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)]



3.0 65

Assim, (a0− b0) + (a1− b1) + · · ·+ (ap−1− bp−1) = qp, para algum q inteiro. Logo, vem que

τ(x)− τ(y) = (a0 − b0) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)gp−1 − qĝ = 0⇒
⇒ (a0 − b0) + · · ·+ (ap−1 − bp−1)gp−1 − q(1 + g + · · ·+ gp−1 = 0⇒
⇒ (a0 − b0 − q) + · · ·+ (ap−1 − bp−1 − q)gp−1 = 0

Como {1, g, g2, . . . , gp−1} é uma base de ZG,temos que ai−bi−q = 0, para i = 0, 1, . . . , p−1.

Assim, segue que

x− y = (a0 − b0) + (a1 + b1)θ + · · ·+ (ap−1 − bp−1)θp−1 = q + qθ + · · ·+ qθp−1 =

= q(1 + θ + · · ·+ θp−1︸ ︷︷ ︸
=0

) = 0

Portanto, x = y, provando que τ é injetora. Agora vamos mostrar que τ é sobrejetora.

Tomemos y ∈ V . Então y ∈ U(ZG) e ε(y) = 1, isto é, y =

p−1∑
i=0

aig
i, com y =

p−1∑
i=0

ai = 1.

Seja x =

p−1∑
i=0

aiθ
i. Vamos mostrar que x ∈ U(Z[θ]). Já que y ∈ U(ZG), então existe

y−1 ∈ ZG tal que yy−1 = y−1y = 1 e y−1 =

p−1∑
i=0

big
i. Seja agora x−1 =

p−1∑
i=0

biθ
i. Temos que

xx−1 =

(
p−1∑
i=0

aiθ
i

)(
p−1∑
i=0

biθ
i

)
= a0b0 + a0b1θ + a0b2θ

2 + · · ·+ a0bp−1θ
p−1 +

+ a1bp−1 + a1b0θ + a1b1θ
2 + · · ·+ a1bp−2θ

p−1 + · · ·+
+ ap−1b1 + ap−1b2θ + ap−1b3θ

2 + · · ·+ ap−1b0θ
p−1 =

= (a0b0 + a1bp−1 + · · ·+ ap−1b1) + (a0b1 + a1b0 + · · ·+ ap−1b2)θ +

+ (a0b2 + a1b1 + · · ·+ ap−1b3)θ
2 + · · ·+ (a0bp−1 + a1bp−2 + · · ·+ ap−1b0)θ

p−1

Uma vez que yy−1 = y−1y = 1, temos que

(
p−1∑
i=0

aig
i

)(
p−1∑
i=0

big
i

)
= 1.
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Portanto,

(a0b0 + a1bp−1 + · · ·+ ap−1b1) + (a0b1 + a1b0 + · · ·+ ap−1b2)g +

+(a0b2 + a1b1 + · · ·+ ap−1b3)g
2 + · · ·+ (a0bp−1 + a1bp−2 + · · ·+ ap−1b0)g

p−1 = 1

Logo, (a0b0 + a1bp−1 + · · · + ap−1b1) = 1, (a0b2 + a1b1 + · · · + ap−1b3) = 0, . . . , (a0bp−1 +
a1bp−2 + · · ·+ ap−1b0) = 0.

Assim, segue que xx−1 = x−1x = 1 e, portanto, x ∈ U(ZG), como queríamos. Temos
também que ψ(x) = a0 + a1 + · · ·+ ap−1 = 1. Dessa maneira, x ∈ Uψ = kerψ. Segue que

τ(x) = τ(a0 + a1θ + · · ·+ ap−1θ
p−1) = a0 + a1g + · · ·+ ap−1g

p−1 − kĝ =

= a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 −


=1︷ ︸︸ ︷

(a0 + · · ·+ ap−1)−1

p

 ĝ =

= a0 + a1g + · · ·+ ap−1g
p−1 = y

Portanto, τ é sobrejetora e assim, concluímos que τ é um isomor�smo.

A �m de demonstrar o próximo resultado, enunciaremos o resultado a seguir:

Proposição 3.0.5. Sejam Cp = 〈g〉 um grupo cíclico de ordem p, onde p é um primo ímpar
e θ é uma raiz primitiva de unidade de ordem p. Então a aplicação

γ1 : ZCp −→ Z [θ]× Z
p−1∑
i=0

αig
i 7−→

(
p−1∑
i=0

αiθ
i,

p−1∑
i=0

αi

)

induz um isomor�smo de ZCp com o subanel A de Z[θ]×Z dado por A = {(x, y)|Ψ(x) = ρ(y)},
onde Ψ : Z[θ] −→ Zp é o homomor�smo de�nido por Ψ(θ) = 1 e ρ : Z −→ Zp é o homomor�smo
natural.

Demonstração. Ver [14], página 21.

Agora suponhamos que t é uma raiz primitiva módulo p, isto é, t gera U(Zp).
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Seja r o menor inteiro positivo tal que tr ≡ 1 mod p e k =
rt− 1

p
. Para cada i, 1 6 i 6

p− 3

2
, de�nimos

ui =

(
r−1∑
j=0

gtj

)(
t−1∑
j=0

gjt
i

)
− kĝ =

(
1 + gt + · · ·+ gt(r−1)

) (
1 + gt

i

+ · · ·+ gt
i(t−1)

)
− kĝ

Com essa notação, temos o seguinte

Teorema 3.0.7. O conjunto W =
{
u1, u2, . . . , u p−3

2

}
é um subconjunto multiplicativamente

independente de U1(ZCp) tal que U1(ZCp) = 〈g〉 × 〈W 〉.

Demonstração. Primeiramente, notemos que, como tr ≡ 1 mod p, então p|(tr − 1). Logo,
segue que µtr−1 = 0, isto é, 1+θ+· · ·+θtr−2 = 0. Notemos ainda que ω−1t,1 = 1+θt+· · ·+ωt(r−1),
uma vez que

ωt,1ω
−1
t,1 =

(
1 + θ + · · ·+ θt−1

) (
1 + θt + · · ·+ ωt(r−1)

)
=

= 1 + θt + θ2t + · · ·+ θt(r−1) +

+θ + θt+1 + θt+2 + · · ·+ θt(r−1)+1 + · · ·+
+θt−1 + θ2t−1 + θ3t−1 + · · ·+ θtr−1

Logo,

ωt,1ω
−1
t,1 =

(
1 + θ + θ2 + · · ·+ θt−1 + θt + · · ·+ θ2t + · · ·+ θtr−2

)
+ θtr−1 =

= 0 + θtr−1 = θpq = (θp)q = 1,

uma vez que p|(tr − 1) e então tr − 1 = qp, para algum inteiro q.

De�nimos anteriormente hi = ω−1t,1ωt,ti e vimos que 〈U0〉 = Uψ, onde U0 =
{
θ, h1, h2, . . . , h p−3

2

}
.

Logo, hi ∈ Uψ, quando 1 6 i 6
p− 3

2
.

Pela proposição 3.0.5, temos que U(ZCp) ' U(A). Consideremos agora uma função que é
a restrição de γ1, restrita ao subgrupo U1(ZCp), onde G = Cp. Assim, temos que γ2 é a inversa
de τ , de�nida acima, isto é, γ2 : Uψ −→ U1(ZCp), completamente determinada por γ2(g) = θ.
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Temos assim

γ2(ui) = γ2

((
1 + gt + · · ·+ gt(r−1)

) (
1 + gt

i

+ · · ·+ gt
i(t−1)

)
− kĝ

)
=

= γ2
(
1 + gt + · · ·+ gt(r−1)

)
γ2

(
1 + gt

i

+ · · ·+ gt
i(t−1)

)
− γ2 (kĝ) =

=
(
1 + θt + · · ·+ θt(r−1)

) (
1 + θt

i

+ · · ·+ θt
i(t−1)

)
− k(

=0︷ ︸︸ ︷
1 + θ + · · ·+ θp−1) =

= ω−1t,1ωt,ti = hi

Assim,γ2(ui) = hi ⇒ ui = τ(hi).Vimos que

Uψ = 〈U〉

e
〈U〉 = 〈U0〉 ,

logo 〈U0〉 = Uψ. Assim, segue que τ (〈U0〉) = τ (Uψ) = U1(ZCp).

Por outro lado,

τ (〈U0〉) = τ
(〈
θ, h1, . . . , h p−3

2

)〉
=
(〈
τ(θ), τ(h1), . . . , τ(h p−3

2
)
〉)

= 〈g,W 〉 .

Considerando agora um grupo G e h ∈ G um elemento de ordem n, suponhamos que k,
3 6 k 6 n− 2 é um inteiro ímpar, com mdc(k, n) = 1.

Seja αk(h) = 1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1 =
k−1∑
j=0

(−1)jhj

Agora considere k
′
o menor inteiro positivo que é o inverso de k módulo n, isto é, kk

′ ≡ 1
mod n.

Temos que

β =
k
′−1∑
j=0

(−1)jhjk

é o inverso de αk, se k
′
é ímpar e
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γ = h

n−(k′+1)∑
j=0

(−1)jhjk,

se k
′
é par.

De fato, temos, se k
′
é ímpar

αk.β = (1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1)(1− hk + h2k + · · · − h(k
′−2)k + h(k

′−1)k) =

= 1− hk + h2k − h3k + · · · − h(k
′−2)k + h(k

′−1)k −
− h+ hk+1 − h2k+1 + h3k+1 − · · ·+ h(k

′−2)k+1 − h(k
′−1)k+1 +

+ h2 − hk+2 + h2k+2 − h3k+2 + · · · − h(k
′−2)k+2 + h(k

′−1)k+2 − · · · −
− hk−2 + h2k−2 − h3k−2 + h4k−2 − · · ·+ h(k

′−2)k+(k−2) − h(k
′−1)k+(k−2) +

+ hk−1 − h2k−1 + h3k−1 − h4k−1 + · · · − h(k
′−2)k+(k−1) + h(k

′−1)k+(k−1) =

= 1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1 − hk + hk+1 − hk−2 + · · ·+
+ h2k−2 − h2k−1 + h2k − h2k+1 + · · ·+ h(k

′−1)k − h(k
′−1)k+1 + · · · −

− h(k
′−1)k+(k−2) + hkk

′−1︸ ︷︷ ︸
=1

Temos que hkk
′−1 = 1, pois kk

′ ≡ 1 mod n e, portanto, kk
′−1 = sn, para algum s inteiro.

Como k e k
′
são ímpares, temos que kk

′ − 1 é par. Logo, sn é par. Já que n é ímpar, temos
que s é par.

Nessa soma, temos kk
′
elementos. Podemos escrevê-la em s+1 linhas, da seguinte maneira:



70 Unidades de U(ZCp) 3.0

αk.β = (1− h+ h2 − h3 + · · · − hk−2 + hk−1 − hk + · · ·+ hn−1)−
− (hn − hn+1 + hn+2 − hn+3 + · · · − h2n−1) +

+ (h2n − h2n+1 + h2n+2 + · · · − h3n−1)− · · · −
− (h(sn−1)n + · · · − hsn−1) +

+ hsn =

= (1− h+ h2 − h3 + · · · − hk−2 + hk−1 − hk + · · ·+ hn−1)−
− (1− h+ h2 − h3 + · · · − hk−2 + hk−1 − hk + · · ·+ hn−1) +

+ (1− h+ h2 − h3 + · · · − hk−2 + hk−1 − hk + · · ·+ hn−1)−
− · · · −
− (1− h+ h2 − h3 + · · · − hk−2 + hk−1 − hk + · · ·+ hn−1) +

+ hsn︸︷︷︸
=1

=

= 1

Como s é par, s+ 1 é ímpar. Assim, cancelando as s primeiras linhas, segue que αk.β = 1.
Agora consideremos o caso onde k

′
é par. O produto

αk.γ = h(1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1)(1− hk + h2k − · · · − h(n−(k
′
+1)−1)k + h(n−(k

′
+1))k)

tem k.(n− k′) elementos.

αk.γ = h(1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1)(1− hk + h2k − · · · − h(n−(k
′
+1)−1)k + h(n−(k

′
+1))k) =

= h(1− hk + h2k − · · · − h(n−(k
′
+1)−1)k + h(n−(k

′
+1))k −

− h+ hk+1 − h2k+1 + · · ·+ h(n−(k
′
+1)−1)k+1 − h(n−(k

′
+1))k+1 +

+ · · ·+
+ hk−1 − h2k−1 + · · ·+ hk(n−k

′
)−1)

Temos que k(n− k′) = kn− kk′ ≡ −kk′ ≡ −1 mod n ≡ (n− 1) mod n. Assim, n|[k(n−
k
′
) + 1] e, portanto k(n− k′) = qn− 1, para algum q ∈ Z. E como k(n− k′) e n são ímpares,

temos que (qn − 1) é ímpar e assim q é par. Assim, podemos escrever o produto acima em q
linhas:
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αk.γ = h(1− h+ h2 − · · · − hk−2 + hk−1)(1− hk + h2k − · · · − h(n−(k
′
+1)−1)k + h(n−(k

′
+1))k =

= h[(1− h+ · · ·+ hk−1 − hk + · · ·+ hn−1)−
= (hn + hn−1 − · · · − h2n−1) +

+ · · · −
− (h(q−2)n + · · ·+ h(q−1)n−1)−
− (h(q−1)n + h(q−1)n+1 − · · ·+ hqn−2)]

As primeiras (q− 2) linhas são canceladas, uma vez que (q− 2) é par. E nas linhas (q− 1)
e q todos os elementos são cancelados, exceto h(q−1)n−1.

Portanto,

αk.γ = h.h(q−1)n−1 = h(q−1)n = 1

Assim, podemos enunciar o seguinte

Teorema 3.0.8. Se
〈
2
〉

= U(Zp), então o conjunto das unidades alternadas C = {α3, α4, . . . , αp−2}
é multiplicativativamente independente e tal que

U1(ZCp) = 〈C〉 × 〈g〉 ,

onde U1 é o subgrupo de unidades normalizadas de ZCp.

Demonstração. Como
〈
2
〉

= U(Zp) =
{

1, 2, . . . , p− 1
}
e r é o menor inteiro positivo tal que

2r ≡ 1 mod p, então p|(2r − 1) e, portanto, r =
lp+ 1

2
, onde l é um inteiro.

Assim, para l = 1, temos que r =
p+ 1

2
e k =

2r − 1

p
= 1.

Daí, para cada 1 6 i 6
p− 3

2
, ui é da forma

ui = (1 + g2 + g4 + · · ·+ gp−1)(1 + g2
i

)− (1 + g + g2 + · · ·+ gp−1)

Agora, coloquemos
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ηi = ui, se 2i ≡ k mod p, com k ímpar e ηi = uig
p−k, se 2i ≡ k mod p, com k par, onde

2 6 k 6 p− 3.

Segue que
〈
g, η1, . . . , η p−3

2

〉
= 〈g,W 〉. Anteriormente, vimos que U1 = 〈g,W 〉, onde U1 é o

grupo de unidades normalizadas de ZCp. Logo, vem que〈
g, η1, . . . , η p−3

2

〉
= U1

Temos que 2p−1 ≡ 1 mod p, pelo Pequeno Teorema de Fermat. Logo,

2
p−1
2 2

p−1
2 ≡ 1 mod p⇒ (2

p−1
2 )2 ≡ 1 mod p⇒ p|

(
(2

p−1
2 )2 − 1

)
Então ou p|

(
2

p−1
2 − 1

)
ou p|

(
2

p−1
2 + 1

)
.

Se p|
(

2
p−1
2 − 1

)
, então 2

p−1
2 ≡ 1 mod p, o que é um absurdo, já que a ordem de U(Zp) é

(p− 1).

Assim, 2
p−1
2 ≡ −1 mod p ≡ (p− 1) mod p.

Suponhamos que 2i ≡ −1 mod p, com 1 6 i 6
p− 1

2
− 1. Logo,

2
p−1
2 2i ≡ 1 mod p

e

p− 1

2
6
p− 1

2
+ i 6

p− 1

2
+
p− 1

2
− 1 = p− 1− 1 = p− 2

Mas não ocorre 2b ≡ 1 mod p, com
p− 1

2
6 b 6 (p− 2).

Assim, 2
p−1
2 6≡ −1 mod p e 2

p−1
2 ≡ 1 mod p não ocorre pelo mesmo motivo.

Observemos que o intuito da mudança no segundo caso é trocar o elemento

ui = (1 + g2 + · · ·+ gp−1)(1 + gk)− ĝ

por
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ui = (1 + g2 + · · ·+ gp−1)(1 + gp−k)− ĝ,

quando k é par.

Para k ímpar, 3 6 k 6 p− 2, temos:

(1 + g2 + · · ·+ gp−1)(1 + gk)− ĝ =

= (1 + g2 + · · ·+ gp−1) + (1 + g2 + · · ·+ gp−1)gk − ĝ =

= (1 + g2 + · · ·+ gk−1) + (gk+1 + gk+3 + · · ·+ gp−1) + (1 + g2 + · · ·+ gp−1)gk − ĝ =

= (1 + g2 + · · ·+ gk−1) + (gk+1 + gk+3 + · · ·+ gp−1) + (gk + gk+2 + · · ·+ gp−2) +

+ (1 + g2 + · · ·+ gk−1)− ĝ =

= 2(1 + g2 + · · ·+ gk−1) + (gk + gk+1 + · · ·+ gp−1)− ĝ =

= 2(1 + g2 + · · ·+ gk−1) + gk + gk+1 + · · ·+ gp−1 − 1− g2 − gk − gk+1 − · · · − gp−1 =

= 2(1 + g2 + · · ·+ gk−1)− 1− g2 − gk − gk+1 − · · · − gk−1 =

= 1− g + g2 − g3 + · · · − gk−2 + gk−1 = αk

Agora, observemos que ηi = ηj ⇒ ui = gp−kuj ⇒ ui = u−1j = gp−k ⇒ (ui = u−1j )p = 1 ⇒
upi = upj , o que é um absurdo.

Assim, concluímos que

{
η1, . . . , η p−3

2

}
=
{

(1 + g2 + · · ·+ gp−1)(1 + g3)− ĝ, . . . , (1 + g2 + · · ·+ gp−1)(1 + gp−2)− ĝ
}

E, portanto, {
η1, . . . , η p−3

2

}
= {α3, . . . , αp−2} = C,

o que conclui a demonstração.
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Capítulo 4

Unidades centrais de ZA5

Nesse capítulo explicitaremos as unidades centrais de ZA5, onde A5 denota o subgrupo de
permutações pares de S5. Primeiramente estudaremos um pouco da Teoria de Caracteres e
alguns resultados de Teoria de Números.

4.1 Teoria de Caracteres

De�nição 4.1.1. Seja G um grupo, R um anel comutativo e V um R-módulo livre de posto
�nito. Uma representação de G sobre R, com espaço de representação V , é um ho-
momor�smo de grupos T : G −→ GL(V ), onde GL(V ) denota o grupo de R-automor�smos
de V . O posto de V é chamado de grau da representação T e será denotada por deg(T ).

Denotaremos por Tg : V −→ V o correspondente automor�smo em T , para um elemento
g ∈ G. Assim, se g, h ∈ G, temos que Tgh = Tg ◦ Th e T1 = I, onde I é a identidade.

Podemos �xar uma R-base em V e de�nir um isomor�smo ρ de GL(V ) em GL(n,R), onde
GL(n,R) é o grupo das matrizes invertíveis de ordem n, com coe�cientes em R, associando
cada automor�smo T ∈ GL(V ) à uma matriz, com respeito a uma base �xada.

Desta forma, temos a seguinte de�nição:

De�nição 4.1.2. Seja G um grupo e R um anel comutativo. Uma representação matricial

de G sobre R de grau n é um homomor�smo de grupos T : G −→ GL(n,R).

Logo, se T : G −→ GL(n,R) é uma representação de G sobre R, como espaço de represen-
tação V e consideramos o isomor�smo ρ : GL(V ) −→ GL(n,R), associado a uma base �xada,
então ρ ◦ T : G −→ GL(n,R) é uma representação matricial de G. Analogamente, se temos
uma representação matricial T : G −→ GL(n,R), então ρ−1 ◦ T : G −→ GL(V ) é uma repre-

75



76 Unidades centrais de ZA5 4.1

sentação de G sobre R. Por esse motivo, não distinguiremos representação de representação
matricial.

De�nição 4.1.3. Uma representação T : G −→ GL(V ) de um grupo G sobre um corpo K é
dita irredutível se V não é nulo e os únicos espaços invariantes de V sob T são os triviais:
0 e V . A representação é chamada redutível se V contém um subespaço não trivial W , que é
invariante sob T .

Agora, dada uma matriz A = (aij) de ordem n, temos que o traço de A é dado por tr(A) =
n∑
i=1

aii. Notemos que se temos duas matrizes A e B, de mesma ordem, então tr(AB) = tr(BA).

De�nição 4.1.4. Seja G um grupo e V um espaço vetorial de dimensão �nita sobre um corpo
K. Então um caracter χ de G associado à representação T é a função χ : G −→ K é
dada por χ(g) = tr(Tg), para todo g ∈ G. O caracter χ é dito caracter irredutível se T é uma
representação irredutível. Chamaremos de Irr(G) o conjunto de todos caracteres irredutíveis
do grupo G.

Proposição 4.1.1. Seja K um corpo algebricamente fechado e G um gripo �nito. Então, o
número de elementos de Irr(G) é igual ao número de classes de conjugação de G.

Se χ denota o caracter associado à representação T : G −→ GL(V ), o grau da representação
é também chamado de o grau do caracter χ, isto é, deg(χ) = [V : K].

Notemos que se K tem característica zero, então χ(1G) = tr(T1G) = tr(I) = [V : K] =
deg(χ)

De�nição 4.1.5. Sejam x, y ∈ G. Dizemos que x é o conjugado a y em G se y = g−1xg, para
algum g ∈ G. O conjunto de todos os elementos conjugados a x em G é xG = {g−1xg : g ∈ G}
e é chamado de classe de conjugação de x em G.

De�nição 4.1.6. Se G =
r⋃
i=1

xGi , onde as classes de conjugação xG1 , . . . , x
G
r são distintas,

então chamamos x1, . . . , xr de representantes das classes de conjugação de G.

De�nição 4.1.7. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e {Ci}i∈I o conjunto de classes
de conjugação de G que contém apenas um número �nito de elementos. Para cada i ∈ I, seja
yi = Ĉi =

∑
x∈Ci

x. Esses elementos são chamados de somas de classe de G sobre R.
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Teorema 4.1.1. Seja G um grupo e seja R um anel comutativo. Então, o conjunto {yi}i∈I de
todas as somas de classe de G sobre R, formam uma base de Z(RG), o centro de RG sobre
R.

Demonstração. Ver [16], página 151, teorema 3.6.2.

De�nição 4.1.8. Uma função ϕ : G −→ C é chamada uma função de classe se é constante
nas classes de conjugação de G, isto é, se x = g−1yg, para x, y, g ∈ G implica que ϕ(x) = ϕ(y)

Proposição 4.1.2. Toda função de classe ϕ : G −→ C pode ser expressa unicamente na
forma

ϕ =
r∑
i=1

aiχi,

onde ai ∈ C, 1 6 i 6 r. Assim, {χ1, χ2, . . . χr} é uma base do C-espaço vetorial de todas as
funções de classe de G sob C.

Notemos que, pela Proposição acima, uma função de classe que pode ser escrita na forma

ϕ =
r∑
i=1

aiχi,

onde ai ∈ C, 1 6 i 6 r, é um caracter se e somente se ϕ 6= 0, ai ∈ Z, ai > 0, 1 6 i 6 r. O
caractere χi, cujo coe�ciente correspondente é ai, com ai 6= 0, é chamado de constituintes de
ϕ.

Sabemos que os caracteres são contantes nas classes de conjugação C1, . . . , Cr de G. Então,
escolhamos elementos xi ∈ Ci, onde 1 6 i 6 r. Logo, os caracteres χ1, . . . , χr são completa-
mente determinados pelos valores χi(xj), com 1 6 i, j 6 r. Assim, podemos colocar esses
valores numa matriz quadrada, da seguinte forma:

χ1(x1) χ1(x2) · · · χ1(xr)
χ2(x1) χ2(x2) . . . χ2(xr)

...
...

...
...

χr(x1) χr(x2) · · · χr(xr)


De�nição 4.1.9. A matriz (χi(xj)) acima é chamada de tábua de caracteres do grupo G.

Agora, dado um grupo G, denotemos por {e1, e2, . . . , er} o conjunto de idempotentes cen-
trais primitivos de CG. Temos:
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Teorema 4.1.2. Com as notações acima, temos

ei =
1

|G|
∑
g∈G

χi(1)χi(g
−1)g

Demonstração. Ver [16], página 185, teorema 5.1.11.

Teorema 4.1.3. Sejam T uma representação de um grupo G sobre C de grau n e χ o caracter
de G. Então, temos:

1. [Tg] é semelhante à matriz

[Tg] ∼


ζ1 0 · · · 0
0 ζ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ζn


onde ζi é raiz n-ésima da unidade de ordem n.

2. χ(g) =
n∑
i=1

ζi e |χ(g)| 6 χ(1)

3. χ(g−1) = χ(g)

Demonstração. 1. Temos que g|G| = 1. Logo, T |G|g = I. Portanto, Tg é raiz do polinômio
x|G| − 1, o qual é um múltiplo do pôlinômio minimal de [Tg]. Logo, [Tg] é diagonalizável
e segue

[Tg] ∼


ζ1 0 · · · 0
0 ζ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ζn


2. Pela demonstração anterior, segue diretamente que χ(g) =

n∑
i=1

ζi

Temos ainda

|χ(g)| = |
n∑
i=1

ζi| 6
n∑
i=1

|ζi| = n = χ(1)
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3. Temos

[T−1g ] ∼


ζ−11 0 · · · 0
0 ζ−12 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ζ−1n


Logo, χ(g−1) =

n∑
i=1

ζ−1i . Como toda raiz complexa da unidade ζ satisfaz ζ−1 = ζ, segue

que χ(g−1) =
n∑
i=1

ζi = χ(g).

Agora, seja G um grupo �nito. Vamos utilizar as seguintes notações:

• K0 = 1, K1, . . . , Kr são as classes de conjugação de G

• y0 = 1, y1, . . . , yr são as somas de classe de K0 = 1, K1, . . . , Kr, respectivamente

• x0 = 1, x1, . . . , xr são os representantes das classes K0 = 1, K1, . . . , Kr, respectivamente

• {χ0 = 1G, χ1, . . . , χr} é um conjunto de caracteres complexos irredutíveis do grupo G,
onde 1G é o caracter principal (o caracter principal é aquele que satisfaz χ(g) = 1G, para
todo g ∈ G) e os graus de χ0 = 1G, χ1, . . . , χr são deg(χ0) = 1, deg(χ1), . . . , deg(χr),
respectivamente.

• {e0, e1, . . . , er} é um sistema completo de idempotentes minimais ortogonais tais que
para todo 0 6 i 6 r, o idempotente ei corresponde ao caracter χi.

Vamos considerar também, a decomposição de CG como soma direta de suas componentes
simples.

Como vimos anteriormente, temos

CG =
r⊕
i=0

(CG)ei '
r⊕
i=0

(Mni
C),
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onde {e1, . . . , er} é um conjunto de idempotentes centrais primitivos. Para cada idempotente
ei, temos o correspondente (0, . . . , 0, Ini , 0, . . . , 0), via isomor�smo, onde Ini denota a matriz
identidade do anel Mni

(C), com i ∈ {1, . . . , r}. Se considerarmos Ti como representação da

álgebra CG de�nida por Ti

(∑
g∈G

α(g)g

)
=
∑
g∈G

α(g)Ti(g), temos que Ti(ei) é a função linear

de�nida sobre Ii ' Cni , pela multiplicação pelo elemento identidade. Isto é, é a função iden-
tidade sobre a componente simples. Já que eiej = 0 se i 6= j, segue que Ti(ej) é nula sobre Ij.
Logo, temos que χ(ei) = tr(I(i)) = deg(Ti) = χ(1) e χ(ej) = 0, se i 6= j.

Assim, temos a seguinte

Proposição 4.1.3. Seja G um grupo �nito. Consideremos CG = (CG)e1 ⊕ (CG)e2 ⊕ · · · ⊕
(CG)er, onde r é o número de classes de conjugação distintas de G. Considerando as notações
acima, temos

ei =
χi(1)

|G|

r∑
j=0

χi(xj)yj

e

yi = |Ki|
r∑
j=0

χj(xi)

χj(1)
ej

Ou seja, podemos escrever os idempotentes ei na base B = {y1, y2, . . . , yr} e cada elemento da
base B, yi, pode ser escrito na base {e1, e2, . . . , er}.

Demonstração. Temos que
∑
g∈G

χi(g)g =
∑
g∈K1

χi(g)g + · · · +
∑
g∈Kr

χi(g)g, uma vez que G =

K1

⋃
· · ·
⋃
Kr. Sabemos que χi, 1 6 i 6 r, é constante nas classes de conjugação de G. Logo,

vem que ∑
g∈G

χi(g)g = χi(x1)

(∑
g∈K1

g

)
+ · · ·+ χi(xr)

(∑
g∈Kr

g

)
Como y1, . . . , yr são as somas de classe, segue

∑
g∈G

χi(g)g = χi(x1)y1 + · · ·+ χi(xr)yr =
r∑
j=1

χi(xj)yj
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Pela Proposição 4.1.2, temos

ei =
1

|G|
∑
g∈G

χi(1)χi(g
−1)g

Logo,

ei =
1

|G|
∑
g∈G

χi(1)χi(g
−1)g =

χi(1)

|G|

r∑
j=0

χi(xj)yj

Agora, seja yi ∈ B. Como yi está em CG =
r⊕
i=0

(CG)ei, podemos escrever yi =
r∑

k=1

xkek.

Daí, vem que

χj(yi) =
r∑

k=0

xkχj(ek) = xjχj(1)

Também temos que

χj(yi) = χ

(∑
g∈Ki

g

)
= |Ki|χj(xi)

Assim, xj =
|Ki|χj(xi)
χj(1)

. Portanto, yi = |Ki|
r∑
j=0

χj(xi)

χj(1)
ej.

Agora, podemos escrever

ei =
χi(1)

|G|

r∑
j=0

χi(xj)yj =
r∑
j=0

tijyj

e

yi = |Ki|
r∑
j=0

χj(xi)

χj(1)
ej =

r∑
j=0

sijej

Então a matriz T = (tij) é a matriz de transformação da base {y0, . . . , yr} para a base
{e0, . . . , er}. Analogamente, S = (sij) é a matriz de transformação da base {e0, . . . , er} para a
base {y0, . . . , yr}. Também temos a matriz que é chamada de tábua de caracteres, conforme
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De�nição 4.1.9: X = (χij), onde χij = χi(xj), com i = 0, 1, . . . , r. Vamos denotar a matriz
diagonal com entradas d0, . . . , dr por diag(d0, . . . , dr). Então, temos que

S = diag

(
1

deg(χ0)
, . . . ,

1

deg(χr)

)
.X.diag(|K0|, . . . , |Kr|)

e

T =

(
1

|G|

)
.X∗.diag(deg(χ0), . . . , deg(χr)),

onde X∗ é a matriz transporta conjugada de X.

Seja u um elemento qualquer em CG. Escrevendo u nas duas bases, temos u =
r∑
i=0

γiyi =

r∑
i=0

βiei. Então temos

 β0
...
βr

 = S

 γ0
...
γr


e γ0

...
γr

 = T

 β0
...
βr

 ,
para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Daí,

(4.1) βi =
r∑
j=0

sijγj =
r∑
j=0

|Kj|χi(xj)γj
(χi(1))

=
1

χi(1)

r∑
j=0

χi(yj)γj

e

(4.2) γi =
r∑
j=0

tijβj =
r∑
j=0

1

|G|

r∑
j=0

χj(1)χj(xi)βj
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Agora enunciaremos o teorema de Brauer, que nos permitirá encontrar uma extensão que é
um corpo de decomposição para o grupo G.

Teorema 4.1.4. Seja G um grupo �nito de expoente m. Então a extensão Q( m
√

1) de Q é um
corpo de decomposição para o grupo G.

Agora consideremos A o grupo de Galois da extensão Q( m
√

1) sobre o corpo Q. Temos a
seguinte

De�nição 4.1.10. Sejam G um grupo de expoente m e A o grupo de Galois da extensão
Q( m
√

1). Se σ ∈ A, podemos de�nir para todo i = 0, 1, . . . , r a aplicação χσi : G −→ C,
onde χσi (x) = σ(χi(x)), para todo x ∈ G. Nesse caso, dizemos que os caracteres χi e χ

σ
i são

algebricamente conjugados.

Notemos que, para todo i, χσi é um caracter irredutível do grupoG e então χσi ∈ {χ0, . . . , χr}.

Teorema 4.1.5. Seja {χ0, . . . , χp} um conjunto de caracteres irredutíveis complexos não con-
jugados algebricamente de um grupo G. Para cada i = 0, 1, . . . , p, denotamos por Q(χi) a
menor extensão do corpo Q que contém a imagem do caracter χi. Então o centro da álgebra
de grupo Z(QG) é tal que Z(QG) ' Q(χ0)⊕ · · · ⊕Q(χp).

Demonstração. [1], Teorema 1.

Teorema 4.1.6. O grupo de unidades do centro Z(QG) é isomorfo ao produto direto U(Q(χ0))⊕
· · · ⊕ U(Q(χp)).

Demonstração. [1], Teorema 2.

Teorema 4.1.7. O centro Z(ZG) de um anel de grupo ZG tem apenas unidades triviais se e
somente se, os valores de todos caracteres irredutíveis complexos do grupo G são inteiros ou
estão no corpo Q(

√
−d), onde d é um inteiro positivo.

Demonstração. [1], Teorema 6.
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Vamos ver um exemplo de como aplicar o Teorema 4.1.5, considerando o subgrupo de
permutações pares de S4, o grupo alternado A4.

Consideremos a tábua de caracteres de A4 (ver [13], página 181):
1 1 1 1
1 1 λ λ2

1 1 λ2 λ
3 −1 0 0

 ,
onde λ = −1

2
+
√
−3
2

Sabemos que A4 tem 4 classes de conjugação. Logo, tem 4 caracteres irredutíveis, isto é,
Irr(A4) = {χ1 = 1, χ2, χ3, χ4}. Seja A o grupo de Galois do corpo K = Q( m

√
1), onde m é o

expoente de A4. Sabemos que m = 3 e, portanto, K = Q(
√
−3). Temos que se σ ∈ A, então

σ : K −→ K é tal que σ(x) = x, para todo x ∈ Q. Podemos observar que λ2 = −1
2
−
√
−3
2
.

O automor�smo que leva um elemento da forma a + b
√
−3 em a − b

√
−3, para a, b ∈ Q,

pertence a A, uma vez que �xa os racionais e é um automor�smo de Q(
√
−3) em Q(

√
−3).

Além disso, por esse automor�smo, temos que λ e λ2 são algebricamente conjugados, uma vez
que λ2 = −1

2
−
√
−3
2
. Então, temos 2 caracteres algebricamente conjugados e são únicos, uma

vez que os demais tem elementos racionais não comuns. Assim, pelo Teorema 4.1.5, temos que
Z(QA4) ' Q⊕Q⊕Q(λ) = Q⊕Q⊕Q(

√
−3).

Agora, considerando o grupo alternado A5, subgrupo das permutações pares de S5, temos
que sua tábua de caracteres, segundo [13], página 221, é


1 1 1 1 1
3 −1 0 ω ω

′

3 −1 0 ω
′

ω
4 0 1 −1 −1
5 1 −1 0 0

 ,
onde ω = 1+

√
5

2
e ω

′
= 1−

√
5

2

Sabemos queA5 tem 5 classes de conjugação ( [13], página 113) e tem, portanto, 5 caracteres
irredutíveis.

Analogamente ao que �zemos acima para A4, notamos que o automor�smo σ, de�nido por
σ(a+ b

√
5) = a− b

√
5 pertence ao grupo de Galois Gal(Q : Q(

√
5)). Assim, temos que ω e ω

′

são algebricamente conjugados.
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Logo, Z(QA5) ' Q⊕Q⊕Q⊕Q(ω) = Q⊕Q⊕Q⊕Q(
√

5)

Temos que as classes de conjugação de A5, K0, K1, . . . , K4, tem cardinalidades 1, 12, 15 e
20, onde duas classes tem cardinalidade igual a 12 ( [13], página 113).

Seja T = (tij) a matriz que leva a base {y0, y1, . . . , y4} de Z(CA5) na base {e0, e1, . . . , e4}
de idempotentes minimais ortogonais de Z(CA5).

Se chamarmos os representantes das classes de conjugação de x0, . . . , x4, respectivamente,
a tábua de caracteres X = (xij) é tal que χij = χi(xj), para todo i, j ∈ {0, 1, . . . , 4}.

Usando as notações de�nidas anteriormente, temos

S =


1

χ1(1)
0 0 0

0 1
χ2(1)

0 0

0 0 1
χ3(1)

0

0 0 0 1
χ4(1)

 .X.


1 0 0 0 0
0 20 0 0 0
0 0 15 0 0
0 0 0 12 0
0 0 0 0 12

 =

S =


1

χ1(1)
0 0 0

0 1
χ2(1)

0 0

0 0 1
χ3(1)

0

0 0 0 1
χ4(1)

 .


1 1 1 1 1
3 −1 0 ω ω

′

3 −1 0 ω
′

ω
4 0 1 −1 −1
5 1 −1 0 0

 .


1 0 0 0 0
0 20 0 0 0
0 0 15 0 0
0 0 0 12 0
0 0 0 0 12


Logo,

S =


1 15 20 12 12
1 −5 0 4ω 4ω

′

1 −5 0 4ω
′

4ω
1 0 −5 −3 −3
1 3 −4 0 0


Temos ainda
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T =
1

60
.


1 3 3 4 5
1 −1 −1 0 1
1 0 0 1 −1
1 ω

′
ω −1 0

1 ω ω
′ −1 0

 .


1 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

 =


1 9 9 16 25
1 −3 −3 0 5
1 0 0 4 −5
1 3ω

′
3ω −4 0

1 3ω 3ω
′ −4 0



Agora, escrevendo u =
4∑
i=0

γiyi =
4∑
i=0

βiei, temos


β0
β1
β2
β3
β4

 = S


γ0
γ1
γ2
γ3
γ4


e

γ0
γ1
γ2
γ3
γ4

 = T


β0
β1
β2
β3
β4

 ,
para todo i ∈ {1, . . . , r}.
Logo, 

β0
β1
β2
β3
β4

 =


1 15 20 12 12
1 −5 0 4ω 4ω

′

1 −5 0 4ω
′

4ω
1 0 −5 −3 −3
1 3 −4 0 0

 .

γ0
γ1
γ2
γ3
γ4


Assim, obtemos o seguinte sistema:

I =


β0 = γ0 + 15γ1 + 20γ2 + 12γ3 + 12γ4
β1 = γ0 − 5γ1 + 4ωγ3 − 4ω

′
γ4

β2 = γ0 − 5γ1 + 4ω
′
γ3 − 4ωγ4

β3 = γ0 + 5γ1 − 3γ3 − 3γ4
β4 = γ0 + 3γ1 − 4γ3



4.1 Teoria de Caracteres 87

Temos também


γ0
γ1
γ2
γ3
γ4

 =
1

60


1 9 9 16 25
1 −3 −3 0 5
1 0 0 4 −5
1 3ω

′
3ω −4 0

1 3ω 3ω
′ −4 0



β0
β1
β2
β3
β4


Gerando o sistema

II =


γ0 = 1

60
(β0 + 9β1 + 9β2 + 16β3 + 25β4)

γ1 = 1
60

(β0 − 3β1 − 3β2 + 5β4)
γ2 = 1

60
(β0 + 4β3 − 5β4)

γ3 = 1
60

(
β0 + 3ωβ1 + 3ω

′
β2 + 4β3

)
γ4 = 1

60

(
β0 + 3ω

′
β1 + 3ωβ2 − 4β4

)
Poderíamos calcular as unidades em Z(QA5) e, através desse procedimento, achar U(Z(ZA5)),

as unidades de Z(ZA5). O teorema que segue nos dá as unidades de Z(ZA5) de maneira direta.

Teorema 4.1.8. Seja U = U (Z(ZA5)) o grupo de unidades do centro do anel de grupo ZA5.
Então U = 〈−1〉 × 〈u〉. Além disso, 〈u〉 é um grupo cíclico in�nito e

u = 49y0 − 16y1 + 26y3 − 10y4 = e0 + (161 + 72
√

5)e1 + (161− 72
√

5)e2 + e3 + e4,

cujo inverso é

u−1 = 49y0 − 16y1 − 10y3 + 26y4 = e0 + (161− 72
√

5)e1 + (161 + 72
√

5)e2 + e3 + e4

Demonstração. Seja ε : ZA5 −→ Z a função aumento de�nida por

ε

(∑
x∈A5

axx

)
=
∑
x∈A5

ax.

Seja V o grupo de unidades normalizadas do centro do anel de grupo ZA5 dado por V =

{v ∈ U|ε(v) = 1}. Consideremos v um elemento arbitrário em V . Logo, v =
4∑
i=0

γiyi =
4∑
i=0

βiei.

Já que |K0| = 1, |K1| = 15, |K2| = 20 e |K3| = |K4| = 12, temos que
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ε(v) = γ0 + 15γ1 + 20γ2 + 12γ3 + 12γ4 = 1

Logo, a primeira equação do sistema I acima é igual a 1.

Agora vamos provar alguns Lemas para podermos concluir a demonstração do teorema:

Lema 4.1.1. β3 = β4 = 1

Demonstração. Primeiramente, notemos que β3, β4 ∈ Z.

Pelo teorema 4.1.5, temos

Z(QA5) ' Q⊕Q⊕Q⊕Q(
√

5),

via isomor�smo ψ. Seja v como tomamos acima, v ∈ U(Z(ZA5)). Como Z(ZA5) ⊂ Z(QA5),
então v ∈ Z(QA5). Sabemos, pela de�nição de ψ, que ψ(v) = (β0, . . . , β4). Logo, βi ∈ Q ou
βi ∈ Q(

√
5), para todo i ∈ {0, . . . , 4}. Pelo Teorema 4.1.6, temos

U(Z(QA5)) ' U(Q)⊕ U(Q)⊕ U(Q)⊕ U(Q(
√

5)).

Dessa maneira, vem que βi ∈ U(Q) ou βi ∈ U(Q(
√

5)) e βi ∈ Z, para todo i ∈ {0, . . . , 4}.
Logo, βi = ±1. No nosso caso, β3 = β4 = ±1.
Temos ainda que ω + ω

′
= 1 e β0 = 1. Do sistema II, vem que

γ1 + γ2 + γ3 + γ4 =

(
1

60

)
(4 + 0.β1 + 0.β2 − 4β3 + 0.β4) =

(
1

15

)
(1− β3)

Como γi ∈ Z, para todo i ∈ {0, . . . , 4}, então β3 = 1. E ainda

γ1 + γ2 + γ3 =

(
1

60

)
(3− 8 + 5β4) =

(
1

12

)
(β4 − 1) ,

o que implica que β4 = 1, provando o Lema.

Lema 4.1.2. β1β2 = 1 e

x =
β1 + β2

2
= 1 + 10(γ3 + γ4), y =

β1 − β2
4
√

5
= 1 + 10(γ3 − γ4)

são inteiros. Além disso, x2 − 20y2 = 1.
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Demonstração. Vamos reescrever o sistema II, com β0 = β3 = β4 = 1:
γ0 = (1/60) (9β1 + 9β2 + 42)
γ1 = (1/60) (−3β1 − 3β2 + 6)
γ2 = (1/60) (1 + 4− 5) = 0
γ3 = (1/60)

(
3ωβ1 + 3ω

′
β2 − 3

)
γ4 = (1/60)

(
3ω
′
β1 + 3ωβ2 − 3

)
Logo, obtemos um novo sistema:

III =


γ0 = (1/20) (3β1 + 3β2 + 14)
γ1 = (1/20) (−β1 − β2 + 2)
γ2 = 0
γ3 = (1/20)

(
ωβ1 + ω

′
β2 − 1

)
γ4 = (1/20)

(
ω
′
β1 + ωβ2 − 1

)
Temos que ω+ω

′
= 1 e, portanto, γ3 + γ4 =

1

20
(β1 + β2− 2) =

β1 + β2
20

− 1

10
. Daí que que

x =
β1 + β2

2
=

1

2

(
γ3 + γ4 +

1

10

)
.20 = 10(γ3 + γ4) + 1

Além disso,

γ3 + γ4 =
1

20

[
(ω − ω′)β1 + (ω

′ − ω)β2

]
=

1

20

[
((ω − ω′)(β1 − β2)

]
=

√
5

20
(β1 − β2)

Daí, √
5

20
(γ3 − γ4) = β1 − β2

Portanto,

y =
β1 − β2

4
√

5
= 1 + 10(γ3 − γ4)

Consideremos

v−1 =
1

β0
e0 +

1

β1
e1 +

1

β2
e2 +

1

β3
e3 +

1

β4
e4 = δ0y0 + δ1y1 + δ2y2 + δ3y3 + δ4y4
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Sabemos que a matriz T encontrada anteriormente é tal que
δ0
δ1
δ2
δ3
δ4

 = T.


1/β0
1/β1
1/β2
1/β3
1/β4


Logo,


δ0
δ1
δ2
δ3
δ4

 =
1

60


1 9 9 16 25
1 −3 −3 0 5
1 0 0 4 −5
1 3ω

′
3ω −4 0

1 3ω 3ω
′ −4 0




1
1/β1
1/β2

1
1


Assim, 

δ0 = (1/60) (1 + 9/β1 + 9/β2 + 16β3 + 16 + 25)
δ1 = (1/60) (1− 3/β1 − 3/β2 + 5)
δ2 = 0
δ3 = (1/60)

(
1 + 3ω/β1 + 3ω

′
/β2 − 4

)
δ4 = (1/60)

(
1 + 3ω

′
/β1 + 3ω/β2 − 4

)
Logo,

IV =


δ0 = (1/20) (14 + 3/β1 + 3/β2)
δ1 = (1/20) (2− 1/β1 − 1/β2)
δ2 = 0
δ3 = (1/20)

(
−1 + ω/β1 + ω

′)
δ4 = (1/20)

(
−1 + ω

′
/β1 + ω/β2

)
Agora obtemos

γ = δ0 − 7δ1 =

[
1

20

(
14 +

3

β1
+

3

β2

)
− 1

20

(
14− 7

β1
− 7

β2

)]
=

(
β1 + β2

2

)(
1

β1β2

)
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e

δ = δ3 − δ4 =

[
1

20

(
ω

β1
− ω

′

β1
+
ω
′

β2
− ω

β2

)]
=

√
5

20

(
β2 − β1
β2β1

)
=

(
β2 − β1

4
√

5

)(
1

β1β1

)

Temos ainda que δ, γ ∈ Z, já que δi ∈ Z, para i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Assim,

x =
β1 + β2

2
= γβ1β2

e

y =
β1 − β2

4
√

5
= −δβ1β2

Agora vamos achar uma expressão para β1β2. Fazendo (β1 + β2)
2 − (β2 − β1)2, obtemos:

(β1 + β2)
2 − (β2 − β1)2 = (β2

1 + 2β1β2 + β2
2)− (β2

2 + 2β1β2 + β2
1) = 4β1β2

Portanto,

β1β2 =
1

4

[
(β1 + β2)

2 − (β2 − β1)2
]

=

(
β1 + β2

2

)2

− 20

(
β2 − β1

4
√

5

)2

=

= x2 − 20y2 = (γβ1β2)
2 − 20(−δβ1β2)2 = γ2β2

1β
2
2 − 20δ2β2

1β
2
2 =

= (γ2 − 20δ2)(β2
1β

2
2)

Logo,
β1β2(γ

2 − 20δ2) = 1

Dessa maneira, concluímos que β1β2 uma unidade em Z. Logo, β1β2 ± 1.

Agora, temos
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β1β2 = x2 − 20y2 = [10(γ3 + γ4) + 1]2 − 20(γ3 − γ4)2 =

= 100(γ3 + γ4)
2 − 20(γ3 − γ4) + 1− 20(γ3 − γ4)2 =

= 1 + 20(γ3 + γ4 + 5(γ3 + γ4)
2 − (γ3 − γ4)2) ≡ 1 mod 20

Assim, temos que 20|(β1β2−1). Caso β1β2 = −1, teríamos que 20|−2, o que é um absurdo.
Logo, concluímos que β1β2 = 1 Assim, temos que x2 − 20y2 = β1β2 = 1. Temos então que o
par (x, y) satisfaz a chamada Equação de Pell.

Seja d um inteiro positivo. A equação diofantina a ser considerada aqui é x2 − dy2 = 1.
Em 1657, Fermat conjecturou que a mesma tinha um número in�nito de soluções inteiras e
algumas bibliogra�as dizem que isso foi demostrado por Lagrange, mas devido a um erro, foi
atribuída a demonstração à Pell.

Proposição 4.1.4. Se d é um inteiro positivo livre de quadrados, então x2 − dy2 = 1 tem
in�nitas soluções inteiras. Além disso, há uma solução (x1, y1) tal que toda solução tem a
forma (±xn,±yn), onde xn +

√
dyn = (x1 +

√
dy1)

n, n ∈ Z.

Demonstração. Ver Proposição 17.5.2, página 277 de [19].

Assim, temos o seguinte

Lema 4.1.3. O conjunto das soluções da equação de Pell x2 − 20y2 = 1 é{
(±xn,±yn)|xn + 2

√
5yn = (9 + 4

√
5y1)

n, n = 0, 1, 2, . . .
}
.

Demonstração. Se d é um inteiro positivo livre de quadrados, então x2 − dy2 = 1 tem in�ni-
tas soluções inteiras. Além disso, há uma solução (x1, y1) tal que toda solução tem a forma
(±xn,±yn), onde xn +

√
dyn = (x1 +

√
d)n, pelo Teorema acima. Em nosso caso, d = 20 e,

portanto
√

20 = 2
√

5. Ainda, tomando (x1, y1) = (9, 2) é solução para x2−20y2 = 1. Portanto,
toda solução de x2 − 20y2 = 1 tem a forma (±xn,±yn), com xn + 2

√
5yn = (9 + 4

√
5y1)

n, n =
0, 1, 2, . . . .

Lema 4.1.4.
β1 + β2

2
=

(9 + 4
√

5)2n + (9− 4
√

5)2n

2

e
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β1 − β2
4
√

5
= ±(9 + 4

√
5)2n − (9− 4

√
5)2n

4
√

5
,

para algum inteiro n.

Demonstração. Pelos Lemas 4.1.2 e 4.1.3, temos x + 2
√

5y = ±(9 + 4
√

5)n e x − 2
√

5y =
±(9− 4

√
5)n. Logo, sendo µ = ±1, temos

x = µ

[
(9 + 4

√
5)n + (9− 4

√
5)n

2

]
,

onde x =
β1 + β2

2
= 1 + 10(γ3 + γ4).

Temos também

y = ±

[
(9 + 4

√
5)n − (9− 4

√
5)n

4
√

5

]
,

onde y =
β1 − β2

4
√

5
= (γ3 − γ4).

Usando a expansão binomial de Newton, temos

y = ± 1

4
√

5

[
(9 + 4

√
5)n − (9− 4

√
5)n
]

=
n∑
i=0

(
n

i

)
9n−i(4

√
5)i −

n∑
i=0

(
n

i

)
9n−i(−4

√
5)i =

=
1

4
√

5

n∑
i=0

(
n

i

)
(9n−i(4

√
5)i)(1− (−1)i) =

2

4
√

5

∑
16i6bn+1

2 c

(
n

2i− 1

)
9n−2i+1(4

√
5)2i−1 =

= ±2
∑

16i6bn+1
2 c

(
n

2i− 1

)
9n−2i+1(4

√
5)2i−2 = ±2

∑
16i6bn+1

2 c

(
n

2i− 1

)
9n−2i+180i−1

Logo, concluímos que y = γ3 − γ4 é par.

Então podemos escrever γ3 − γ4 = 2t, para algum t ∈ Z. Assim, temos que γ3 = 2t + γ4.
Portanto, γ3 + γ4 = 2t+ γ4 + γ4 = 2(t+ γ4). Ou seja, γ3 + γ4 é par.

Chamemos m = γ3 + γ4. Temos que m ∈ Z e m é par.
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Temos então que

x = 1 + 10m =
µ

2

[
(9 + 4

√
5)n − (9− 4

√
5)n
]

=

=
µ

2

n∑
i=0

(
n

i

)
(9n−i(4

√
5)i) + (9n−i(−4

√
5)i) =

=
µ

2

n∑
i=0

(
n

i

)
((9n−i(4

√
5)i))(1 + (−1)i) =

= 2.9n.
µ

2

∑
16i6bn2 c

(
n

2i

)
92n−i80i =

= 9nµ+ 80
∑

16i6bn2 c

(
n

2i

)
92n−i80i−1

Daí vem que

m =
x− 1

10
=

9nµ+ 80
∑

16i6bn2 c
(
n
2i

)
92n−i80i−1 − 1

10
=
µ9n − 1

10
+ 8

∑
16i6bn2 c

(
n

2i

)
92n−i80i−1

Logo, para que m seja par,
µ9n − 1

10
deve ser par.

Temos que

µ(10− 1)n − 1

10
=

((−1) + 10)n − 1

10
=
µ
(∑n

i=0

(
n
i

)
(−1)n−i10i

)
− 1

10
=

=
µ [(−1)n + 10n(−1)n−1 + 100

∑n
i=2 10n−i−2(−1)i]− 1

10
=

=
−1 + µ(−1)n + 10n(−1)n−1

10
+ 10

n∑
i=2

10n−i−2(−1)i

Sabemos que a última parcela é par. Agora vamos analisar −1 + µ(−1)n. Temos que essa
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expressão assume dois valores: −2 e 0. Com efeito:

• µ = 1 e n par =⇒ −1 + µ(−1)n = 0

• µ = 1 e n ímpar =⇒ −1 + µ(−1)n = −2

• µ = −1 e n par =⇒ −1 + µ(−1)n = −2

• µ = −1 e n ímpar =⇒ −1 + µ(−1)n = 0

Mas
−1 + µ(−1)n

10
é inteiro, então −1 + µ(−1)n = 0. Temos também que

10n(−1)n−1

10
=

n(−1)n−1 é par se n é par. Logo, concluímos que µ = 1.

Agora, vamos dar continuidade à demonsração do Teorema 4.1.8:

Pelo Lema 4.1.4, temos

β1 + β2
2

=
(9 + 4

√
5)2n + (9− 4

√
5)2n

2
=

(β1 + β2)

2

e

β1 − β2
4
√

5
= ±(9 + 4

√
5)2n − (9− 4

√
5)2n

4
√

5
=

(β1 − β2)
4
√

5
,

para algum inteiro n.

Somando (β1 + β2) e (β1 − β2), temos que β1 = (9 + 4
√

5)2n ou β1 = (9− 4
√

5)2n.

Uma vez que (9 + 4
√

5)−1 = 9 − 4
√

5, vamos assumir que, para o gerador u de V , β1 =
(9 + 4

√
5)2 = 161 + 72

√
5.

Pelo Lema 4.1.2, temos que β2 = 1
β1
. Então β2 = 161− 72

√
5.

Assim, obtemos todos os valores de βi, com i = 0, 1, 2, 3, 4: β0 = β3 = β4 = 1, β1 =
161 + 72

√
5 e β2 = 161− 72

√
5.

Logo, u = e0 + (161 + 72
√

5)e1 + (161− 72
√

5)e2 + e3 + e4.

Agora, vamos escrever u em função de γ0, γ1, γ2, γ3 e γ4.

Através do sistema III, obtemos γ0 = 49, γ1 = −16, γ2 = 0, γ3 = 26 e γ4 = −10.

Daí vem que u = 49y0 − 16y1 + 26y3 − 10y4.
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Temos ainda que u−1 = e0 +
1

161 + 72
√

5
e1 +

1

161− 72
√

5
e2 + e3 + e4, isto é, u = e0 +

(161− 72
√

5)e1 + (161 + 72
√

5)e2 + e3 + e4.

Agora basta provar que 〈u〉 é um grupo cíclico in�nito.

Temos que Z(ZG) e o anel dos inteiros de Z(QG) são Z-ordens em Z(QG). Além disso,
Z(ZG) está contido nesse anel de inteiros. Temos ainda que Z(

√
5) é o anel de inteiros algé-

bricos de Q(
√

5), que é uma extensão quadrática de Q, portanto tem 2 imersões reais. Daí,
pelo Teorema de Unidades de Dirichlet (1.4.2), o posto de Z(

√
5) é 2− 1 = 1. Como o posto

de U(Z(ZA5)) é igual ao posto de U(Z(Z(
√

5))), temos que ±u gera U(Z(ZA5)).

Agora, temos que as classes de conjugação de A5 são:

K0 = {1A5}

K1 =
{(12)(34), (12)(35), (12)(45), (13)(25), (13)(24),
(13)(45), (14)(25), (14)(35), (14)(23), (14)(24),
(15)(23), (15)(34), (23)(45), (24)(35), (25)(43)}

K2 =

{(123), (132), (124), (142), (125),
(152), (134), (143), (135), (153),
(145), (154), (234), (243), (235),
(253), (245), (254), (345), (354)}

K3 =
{(12345), (15432), (12453), (13542),
(15243), (13425), (15324), (14235),
(12534), (14352), (13254), (14523)}

K4 =
{(13524), (14253), (14325), (15234),
(12354), (14532), (13452), (12543),
(15423), (13245), (12435), (15342)}

Então u é tal que u 6= ±g com g ∈ A5.

Suponhamos que u tenha ordem �nita. Então, pelo Corolário 1.3.3, u = ±g, o que é um
absurdo. Concluímos então que 〈u〉 é um grupo cíclico in�nito.
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O último resultado desse trabalho determina as unidades de certos anéis de grupos, cujos
grupos são grupos alternados, que, para certas ordens, tem apenas unidades triviais, provado
por Ferraz, em [9]:

Teorema 4.1.9. O grupo Z(U(ZAn)) é trivial se, e somente se, n ∈ H = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 12}.
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