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Resumo

Neste trabalho estudamos as Álgebras de Lie simples de dimensão 7 sobre um corpo algebri-

camente fechado de característica 2, cujos principais objetivos são classificar as Álgebras de Lie

simples de dimensão 7 sobre um corpo de característica 2 e descrever as subálgebras toroidais das

Álgebras de Lie simples de dimensão 7. Conseguimos descrever as subálgebras toroidais da Álgebra

de Witt-Zassenhaus, já para a Álgebra Hamiltoniana, conseguimos determinar algumas subálgebras

toroidais.

Palavras-chave: Álgebra de Lie, Álgebra de Witt, caracteristica 2.
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Abstract

In this work we study the simple Lie algebras of dimension 7 over an algebraically closed field

of characteristic 2, whose main objectives are classify the simple Lie algebras of dimension 7 over

a field of characteristic 2 and describe the toroidal subalgebras of simple Lie algebras of dimension

7. We could describe the toroidal subalgebras of Witt-Zassenhaus algebra, since for Hamiltonian

algebra, we could determine some toroidal subalgebras.

Keywords: Lie Álgebra, Witt Algebra, characteristic 2.
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Introdução

A classificação das álgebras de Lie simples sobre corpos de características p > 3 já foi resolvido.
Em meados dos anos de 1990 H. Strade, R.block e R. L. Wilson classificaram as Álgebras de Lie
simples sobre um corpo de característica p > 7. E no início dos anos 2000, H. Strade e A. Premet
classificaram as álgebras de Lie sobre um corpo de característica p > 3, estando ainda em abertos
para p = 2 e p = 3.

Estaremos trabalhando com álgebras de Lie simples de dimensão 7 sobre um corpo de carac-
terística 2. O objetivo principal é determinar as subálgebras toroidais destas álgebras e verificar
quais são conjugadas por 2-automorfismo. Para isso, durante o texto denotaremos k um corpo de
característica 2 contendo o corpo primo F2.

Iniciaremos o Capítulo 1 com algumas definições básicas, como Álgebra de Lie, álgebras simples,
semi-simples e representações, além de enuciarmos alguns resultados importantes para esta tese,
omitindo as demontrações.

No Capítulo 2 estudaremos a álgebra de Lie simples de dimensão 3 e suas representações, e
ainda demonstraremos o Teorema da Classificação (2.5).

Nos Capítulos 3 e 4 analisaremos as álgebras de Witt-Zassenhaus e Hamiltoniana, iniciando
com o estudo do anulador de um elemento no fecho destas álgebras, e depois determinaremos as
subálgebras toroidais verificando se são conjugados por 2-automorfismo.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo estaremos listando algumas definições e resultados básicos que julgamos necessá-
rios para a leitura desta tese, por serem básicos omitiremos as demonstrações dos resultados, mas
estas demonstrações podem ser encontradas em um dos seguintes livros, [3, 5, 7].

1.1 Álgebra de Lie

Iniciaremos esta seção relembrando as definições de álgebra de Lie, homomorfismo e isomorfismo
de álgebras de Lie, derivações e subálgebras.

Definição 1.1. Uma álgebra não associativa U é chamada uma álgebra de Lie se sua multiplicação
satisfaz as condições de Lie:

(i) x2 = 0.

(ii) (xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0.

Além dessa definição, uma outra definição pode ser dada.

Definição 1.2. Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial U munido de um produto (col-
chete ou comutador)

[ , ] : U× U −→ U

com as seguintes propriedades:

(i) É bilinear.

(ii) Anti-simétrico.

(iii) Satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, se x, y, z ∈ U,

[x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0

Definição 1.3. Seja U uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de U é um subespaço vetorial g de U
que é fechado pelo colchete, isto é, [x, y] ∈ g se x, y ∈ g.

Definição 1.4. Uma transformação linear f : U→ G, com U e G álgebras de Lie, é um

(i) homomorfismo se f([x, y]) = [f(x), f(y)];

(ii) isomorfismo se é um homomorfismo bijetor;

(iii) automorfismo se é um isomorfismo e U = G.

2



1.3 1.2. Representações 3

Definição 1.5. Um subespaço h ⊂ U é um ideal se

∀y ∈ h, x ∈ U, [x, y] ∈ h

Definição 1.6. Seja U uma álgebra de Lie e h ⊂ U um ideal. Definamos no espaço vetorial quociente
U

h
o seguinte produto,

[x, y] = [x, y]

onde x denota a classe x+ h

Teorema 1.7. Seja f : U→ G um homomorfismo. Então

U

Kerf
≈ Imf

Lema 1.8. (Lema de Schur) Seja V um espaço vetorial sobre K e Γ ⊂ gl(V ) um conjunto irredutível
de transformações lineares de V. Seja L ∈ gl(V ) uma transformação Linear que comuta com todos
os elementos de Γ. Suponha que L tem um auto-vetor em V associado ao auto-valor λ ∈ K. Então,
L = λid. Em particular, se K é algebricamente fechado e dimV < ∞, então o centralizador z(Γ)
de Γ em gl(V ) é o subespaço das transfomações escalares.

1.2 Representações

Definição 1.9. Seja V um espaço vetorial e gl(V ) a álgebra de Lie das transformações lineares de
V. Seja g uma álgebra de Lie. Uma representação de g em V é um homomorfismo

ρ : g→ gl(V )

Um módulo sobre uma Álgebra de Lie g é um espaço vetorial V munido com uma operação de
multiplicação g× V → V, denotada por (X, v) 7→ Xv, que satisfaz, para X,Y ∈ g, u, v ∈ V e um
escalar α, as seguintes propriedades:

1) (X + Y )v = Xv + Y v,

2) X(u+ v) = Xu+Xv,

3) αXv = X(αv).

Definição 1.10. Sendo g uma Álgebra de Lie, considere a seguinte transformação linear

ad(x) : g→ g

definida por
ad(x)(y) = [x, y].

A aplicação
ad : g→ gl(g)

definida por
x 7−→ ad(x)

define uma representação de g em g chamada representação adjunta.

Definição 1.11. Uma aplicação linear D : g → g é uma derivação da álgebra de Lie g se satisfaz
a seguinte condição:

D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy] ∀x, y ∈ g
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1.3 Séries de Composição

Para X e Y subconjuntos não vazios de uma Álgebra de Lie g, [X,Y ] denota subespaços de g
gerados por todos os comutadores [x, y] com x ∈ X e y ∈ Y.

Seja g uma Álgebra de Lie. Definimos indutivamente

g(0) = g, g′ = [g, g], . . . , g(i+1) = [g(i), g(i)].

Esses subespaços são ideais de g. A cadeia de ideais g = g(0) ≥ g(1) ≥ g(2)... é chamada série
derivada de g e suas componentes são as álgebras derivadas de g.
Também são ideais os termos da série central descendente, definida, por indução como

g1 = g, g2 = g′ = [g, g], . . . , gk = [g, g(k−1)].

Vamos agora definir álgebras solúveis e álgebras nilpotentes.

Definição 1.12. Uma álgebra de Lie L é dita solúvel se existe um inteiro h tal que o termo L(h) = 0.

Definição 1.13. Uma álgebra de Lie L é dita nilpotente se existe um inteiro k tal que o termo
Lk = 0.

Definição 1.14. Uma subálgebra h de L é chamada subálgebra de Cartan, se h é uma subálgebra
nilpotente e é seu próprio normalizador em L.

1.4 Álgebra Simples e Álgebra Semi-simples

Forneceremos a definição de álgebra simples e semi-simples, definição esta que será muito utili-
zada no nosso trabalho.

Definição 1.15. Seja g uma Álgebra de Lie, um ideal r de g é solúvel se r é solúvel como álgebra
de Lie.

Proposição 1.16. Seja g uma Álgebra de Lie de dimensão finita. Então, existe em g um único
ideal solúvel r ⊂ g que contém todos os ideais solúveis de g.

Definição 1.17. O ideal r da proposição anterior é chamado de radical solúvel de g. Para o radical
de g será utilizado a notação r(g).

Definição 1.18. Uma álgebra de Lie g é semi-simples se r(g) = 0.

Definição 1.19. Uma álgebra de Lie g é simples se:

(i) os únicos ideais de g são 0 e g;

(ii) dim g 6= 1.

1.5 Álgebra Simples

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados apresentados em [4, 1], que serão
necessários para esta tese.

Definição 1.20. Uma álgebra de Lie L sobre um corpo K é uma 2-álgebra de Lie, se existe uma
aplicação ϕ : L→ L, que chamamos de 2-aplicação, tal que,

ϕ(x+ λy) = ϕ(x) + λ2ϕ(y) + λ[x, y],

para todo x, y ∈ L, λ ∈ K e [x, ϕ(y)] = x(ady)2.
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A notação usada para esta aplicação é a seguinte ϕ(x) = x[2].
Se k é um corpo de característica 2 e A é uma Álgebra de Lie sobre k, a Álgebra de Lie Derk(A)

das derivações de A tem uma estrutura natural de 2-álgebra de Lie. Como vimos na Definição 1.20
temos que definir uma 2-aplicação em Derk(A). Seja d ∈ Derk(A), definimos a seguinte aplicação:

d[2](x) = d2(x) = d(d(x)).

Para nossa próxima definição, do 2-fecho de uma álgebra L, que é a menor 2-subálgebra de Derk(L),
contendo L, é nescessário definir o seguinte homomorfismo:
hom : L→ Derk(L), que x→ ad(x), temos que ker(hom) = 0 se, e somente se, Z(L) = 0.

Definição 1.21. Seja L uma álgebra de Lie tal que Z(L) = 0, também chamada álgebra de Lie sem
centro. O 2-fecho de L em Derk(L), denotado por L2, é a menor subálgebra de Derk(L) contendo
L e fechada para a 2-aplicação.

As próximas definições são os objetos que mais utilizaremos durante o nosso trabalho.

Definição 1.22. Uma subálgebra L de uma 2-álgebra de Lie g é dita toroidal se é uma subálgebra
abeliana com base {t1, . . . , tn} tal que, t[2]

i = ti, i = 1, . . . n.

Definição 1.23. O posto toroidal de L é a máxima dimensão T (L)da subálgebra toroidal de L. O
posto toroidal absoluto TR(L)de uma álgebra de Lie sem centro L é T (L2), isto é, o posto toroidal
do 2-fecho de L.

Os primeiros resultados que classificam as álgebras sobre um corpo de característica 2 foram
obtidos por S. Skryabin, A.Premet e A. Grichkov.

Teorema 1.24. (S. Skryabin) Seja L uma álgebra de Lie simples de dimensão finita sobre um corpo
k algebricamente fechado de característica 2. Então L tem posto toroidal absoluto maior ou igual a
2.

Teorema 1.25. (A.Premet e A. Grichkov) Seja L uma álgebra de Lie simples de dimensão finita
sobre um corpo k algebricamente fechado de característica 2. Se o posto toroidal absoluto de L é 2,
então L é clássica de dimensão 3, 8, 14 ou 26.



Capítulo 2

As Álgebras de Lie Simples de Dimensão
7 sobre um Corpo de Característica 2

Neste capítulo são fornecidos alguns resultados e o Teorema da Classificação.

2.1 Álgebra de Lie Simples de dimensão três e suas representações

Seja S = k{ei|[ei, ej ] = ek, {i, j, k} = {1, 2, 3}} a única álgebra de Lie simples de dimensão três
e V um S−módulo irredutível não-trivial. Considere S como uma subálgebra de Lie de EndkV e
denote por S(2) o 2-fecho de S em EndkV.

Sendo T = k{e[2n]
i |i = 1, 2, 3;n = 1, 2, . . . }, utilizando o fato que [ei, e

[2]
j ] = [[ei, ej ], ej ] =

[ek, ej ] = ei, i 6= j e aplicando a indução provamos que T é uma 2-subálgebra abeliana de EndkV.
Notemos que S(2) = S ⊕ T . Agora definamos a seguinte função:

ϕ : S(2)→ Derk(S)

tal que
x 7→ adx.

Com isso chegamos que ϕ é um homomorfismo e que Ker(ϕ) = AnnS(2)(S), logo

S(2)

AnnS(2)(S)
≈ P,

onde P é o 2-fecho de S em Derk(S). Sua tábua é dada a seguir:

η γ e1 e2 e3

η η 0 0 e2 e3

γ 0 γ e1 0 e3

e1 0 e1 η e3 e2

e2 e2 0 e3 γ e1

e3 e3 e3 e2 e1 η + γ

Tabela 2.1: 2-fecho de S em Derk(S)

Os elementos da diagonal são resultados da 2-aplicação nos elementos de suas linhas ou colunas
correspondentes, isto é, os elementos da diagonal correspondem a x[2] para cada x ∈ S(2).

Assim pelos Teoremas 1.24 e 1.25 temos que a dimensão de P é 5, e como Z(S) = 0 e S(2) = S⊕T
temos que AnnS(2)(S) ⊂ T . Temos que V é irredutível e T é uma 2-subálgebra abeliana, logo pelo
Lema de Schur, (Lema 1.8), dimAnnS(2)(S) = 0 ou dimAnnS(2)(S) = 1, sendo assim, dimT = 3

6



2.1 2.1. Álgebra de Lie Simples de dimensão três e suas representações 7

ou dimT = 2. Então temos T = kt1 ⊕ kt2 ⊕ T0, onde [ei, tj ] = δijei, i, j = 1, 2; [S, T0] = 0. Como V
é irredutível então dimT0 ≤ 1.

Lema 2.1. Na notação acima, se T0 = 0, então V é adj. S−módulo.

Prova. Como T0 = 0, então t1 = e
[2]
2 = t

[2]
1 , t2 = e

[2]
1 = t

[2]
2 , e

[2]
3 = t1+t2. Temos S =

∑
α∈T ∗ ⊕Sα,

V =
∑

α∈T ∗ ⊕Vα, Vα = k{v ∈ V |vti = α(ti)v}. É claro que α(ti) ∈ F2, se Vα 6= 0.
Vamos demonstrar que existe 0 6= vi ∈ Vα, α(ti) = 0, α(tj) = 1, j 6= i, para algum i ∈ {1, 2} tal

que viei = 0. Se V0 = 0, então vei ∈ V0 = 0, para v ∈ Vα, α(ti) = 0, α(ti) = 0, α(tj) = 1, j 6= i.

Seja 0 6= v ∈ V0. Como vS 6= 0, então vi 6= 0 para algum i e vie
[2]
i = 0.

Seja vi como acima e viej = vk 6= 0, viek = vj 6= 0, {i, j, k} = {1, 2, 3}. Além disso,
vjek = vie

[2]
k = vi, vkej = vie

[2]
j = vi,

vjei = (viek)ei = vi(ekei) = viej = vk, vkei = vj .
vjej = (viek)ej = viei + vkek = vkek = v.

Mas vek = vke
[2]
k = 0, vej = vje

[2]
j = 0, disso vS = 0.

Então V = kv e SV = 0 ou v = 0 e V = k{v1, v2, v3} ' S.
�
Vamos supor que T0 = kt3 e t3 age sobre V como unidade: vt3 = v ∈ V.
Então e[2]

1 = t2 + µ1t3, e
[2]
2 = t1 + µ2t3, e

[2]
3 = t2 + µ3t3, onde µ = µ1 + µ2 + µ3. O 2-fecho de S

em S ⊕ V é denotado por Sµ.

Lema 2.2. (i) Supondo que µ 6= 0. Então existe uma base {a, b, c} da subálgebra simples S tal que,
a[2] = t2, b

[2] = t1, c
[2] = t1 + t2 + µt3.

(ii) Se µ = 0 mas µi 6= 0 para algum i então
existe uma base {a, b, c} da subálgebra simples S tal que,
a[2] = t2 + δt3, b

[2] = t1 + δt3, c
[2] = t1 + t2, δ

3 = 1.

Prova. Seja
a[2] = t2 + µ1t3, b

[2] = t1 + µ2t3, c
[2] = t1 + t2 + µ3t3.

Para p1q2 + p2q1 = 1 temos uma outra base de S :
C = (1 + p1 + p2 + q1 + q2)a+ (1 + p1 + q1)b+ (1 + p2 + q2)c = v1a+ v2b+ v3c,
B = (1 + q1 + q2)a+ (1 + q1)b+ (1 + q2)c = l1a+ l2b+ l3c,
A = (1 + p1 + p2)a+ (1 + p1)b+ (1 + p2)c = r1a+ r2b+ r3c.
É fácil verificar:
[A,B] = C, [A,C] = B, [C,B] = A,
(r1l2 + r2l1) = v3, (r1l3 + r3l1) = v2, (r3l2 + r2l3) = v1.
Temos ainda que,
A[2] = r2

1(t2 + µ1t3) + r2
2(t1 + µ2t3) + r2

3(t1 + t2 + µ3t3)+
r1r2c+ r1r3b+ r2r3a.
Sendo x ∈ k tal que:
(A[2] + xt3)[2] = (A[2] + xt3),
Então
x2 + x = r2

1µ1 + r2
2µ2 + r2

3µ3 + (r2
1µ1 + r2

2µ2 + r2
3µ3)2+

(r1r2)2µ3 + (r1r3)2µ2 + (r2r3)2µ1.
Analogamente existe y ∈ k tal que:
(B[2] + yt3)[2] = B[2] + yt3, já que
y2 + y = l21µ1 + l22µ2 + l23µ3 + (l21µ1 + l22µ2 + l23µ3)2+
(l1l2)2µ3 + (l1l3)2µ2 + (l2l3)2µ1.
Fixando x, y de modo que satisfaça a relação acima e denotando
t̃1 = B[2] + yt3, t̃2 = A[2] + xt3.
Então
A[2] = t̃2 + xt3,
B[2] = t̃1 + yt3,
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Agora é suficiente provar que existem p1, q1, p2, q2 ∈ k tal que
p1q2 + p2q1 = 1,
x = y = 0.
Primeiro supondo que q1 = 0, q2 = p−1

1 .
As equações para x e y podem ser reescritas, se µ = µ1 + µ2 + µ3 :
(1 + p1 + p2)2µ1 + (1 + p1)2µ2 + (1 + p2)2µ3 + ((1 + p1 + p2)2µ1 + (1 + p1)2µ2 + (1 + p2)2µ3)2+
((1 + p1 + p2)(1 + p1))2µ3 + ((1 + p1 + p2)(1 + p2))2µ2 + ((1 + p1)(1 + p2))2µ1 ou

(µ1 + µ2)2p4
1 + (µ1 + µ3)2p4

2 + µ3p
2
1 + µ(p1p2)2 + µ2p

2
2 + µ2 = 0. (2.1)

Analogamente:
(µ1 + µ2)2q4

1 + (µ1 + µ3)2q4
2 + µ3q

2
1 + µ(q1q2)2+

µ2q
2
2 + µ2 = 0.

Como q1 = 0, q2 = p−1
1 :

(µ1 + µ3)2p−4
1 + µ2p

−2
1 + µ2 = 0 ou

(µ1 + µ3)2 + µ2p
2
1 + µ2p4

1 = 0.
Supondo que µ 6= 0, então estas equações sempre têm soluções p1 6= 0.
Com a substituição de p1 em (2.1) obtemos alguma equação com respeito à p2. Se µ1 6= µ3 então

essa equação tem solução p2. Se µ2 6= µ1 então podemos trocar b e c. Supondo que µ1 = µ2 = µ3 = µ.
Então temos um sistema

p2
1 + p2

2 + (p1p2)2 + µ = µp4
1 + p2

1 = 0. (2.2)

Se µ 6= 1, então este sistema tem uma solução p1 6= 0, p2. Mas se µ = 1, podemos substituir t1
e t2 por t1 + t3 e t2 + t3 correspondentemente e receber µ1 = µ2 = 0.

Finalmente, sendo µ = 0, o sistema x = y = 0 não tem solução. Mas uma equação x = 0 tem
uma solução e podemos supor que µ1 = 0, µ2 = µ3 6= 0. Depois trocando a e c podemos supor que
µ3 = 0, µ2 = µ1 6= 0.

Neste caso vamos provar que um sistema x2 + x = y2 + y = 1 tem uma solução. Este sistema
tem a forma:

µ2
1p

4
2 + µ1p

2
2 = µ2

1q
4
2 + µ1q

2
2 = 1,

já que p2 = q2 = δ2√
µ1
.

�

Lema 2.3. Seja S ⊆ EndkV uma 3-dimensional álgebra de Lie simples com uma base {a, b, c}
como no Lema 2.2 (i).

Então V tem uma base {f0, f1, f2, f3} tal que
f1a = 0, f2b = f3c = f0, f1b = f3, f1c = f2, f2a = f3, f2c = (1 + µ)f1, f3a = f2, f3b = f1,

f0c = µf3, f0b = 0, f0a = µf1.

Prova. Seja V =
∑

α∈T ∗ ⊕Vα. Se V0 = 0 então V é adj. S− módulo e c[2] = t1+t2− contradição.
Seja f0 ∈ V0, f3 = µ−1f0c, então f3c = f0. Assim f0a 6= 0 ou f0b 6= 0. Vamos supor que

0 6= µf1 = f0a, f1a = µ−1f0a
[2] = 0.

Se f2 = f1c, f2a = ξf3, então f2c = f1c
[2] = (1 + µ)f1, f3a = ξ−1f2a

[2] = ξ−1f2.
Temos
f1b = f1[a, c] = (f1c)a = f2a = ξf3,
f2b = f2[a, c] = (f2a)c+ (f2c)a = ξf0,
f3b = f3[a, c] = (f3a)c+ (f3c)a = (ξ−1(1 + µ) + µ)f1.
f1b

[2] = f1 = (f1b)b = ξ(ξ−1(1 + µ) + µ)f1,
assim ξ(ξ−1(1 + µ) + µ) = 1 + µ+ ξµ = 1 ou µ(1 + ξ) = 0 ou ξ = 1. �

Lema 2.4. Seja P = S ⊕ T, T = k{t1, t2, t3}, e[2]
1 = t2 + δt3, e

[2]
2 = t1 + δt3, e

[2]
3 = t1 + t2.

Seja V um P−módulo irredutível.
Então V = k{f0, f1, f2, f3} e temos:
f0ei = fi, i = 1, 2; f0e3 = 0; f1e1 = δf0, f1e2 = f3, f1e3 = f2,
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f2e1 = f3, f2e2 = δf0, f2e3 = f1, f3e1 = δ2f2, f3e2 = δ2f1,
f3e3 = 0.

Prova. Temos três possibilidades:
I. Seja f0ei = fi 6= 0, então f1e1 = δf0, f2e2 = δf0, f3e3 = 0,
seja f2e1 = (f0e2)e1 = f1e2 + e3 = xf3, f1e2 = (1 + x)f3,
f3e1 = yf2 = (f0e3)e1 = f1e3 + f2, f1e3 = (1 + y)f2,
f3e2 = f3[e1, e3] = (f3e1)e3 + (f3e3)e1 = yf2e3,
f3e2 = (f0e3)e2 = f2e3 + f1, assim y 6= 1 e
f2e3 = f1

1+y , f3e2 = yf1
1+y ,

f3e
[2]
2 = δ2f3 = yf1

1+ye2 = xyf3
1+y ,

desta forma
x = δ2(1+y)+y

y .
Analogamente
f3e

[2]
1 = δ2f3 = xyf3,

assim
x = δ2

y = δ2(1+y)+y
y . Contradição.

II. f0e1 = f1, f0e2 = f2, f0e3 = 0,
f2e1 = f3, f1e2 = (f0e1)e2 = f2e1 = f3, ,
f1e3 = (f0e1)e3 = f0e2 = f2,
f2e3 = (f0e2)e3 = f0e1 = f1,

f2e
[2]
1 = δ2f2 = f3e1.

Seja f3e2 = xf1, então
f3e

[2]
2 = δ2f3 = xf1e2 = xf3, assim f3e2 = δ2f1.

f3e3 = (f2e1)e3 = f2e2 + (f2e3)e1 = 0.

III. Se f0e2 = 0, então [f2, e
[2]
2 ] = [f2, t1 + δt3] = δf2 = 0, contradição.

�

2.2 O Teorema da Classificação

Teorema 2.5. Seja L uma álgebra de Lie simples de dimensão 7 e posto toroidal absoluto 3 sobre
um corpo k de característica 2 algebricamente fechado. Então L ∼= H2 ou L ∼= W .

Além do mais, L ' H2 se, e somente se, L contém uma 3-dimensional subálgebra simples.

Prova. Primeiro note que por [6],[2] qualquer Álgebra de Lie simples de dimensão 7 sobre k
tem posto toroidal absoluto 3.

Seja T = kt1 ⊕ kt2 ⊕ kt3, t[2]
i = ti, i = 1, 2, 3, um toro três dimensional de L e L =

∑
α∈∆ Lα.

Denote T0 = {ξ1t1 + ξ2t2 + ξ3t3 6= 0|ξi ∈ F2}. É claro que |T0| = 7.
Se a ∈ Lα, então a[2n] = ξ1t1 + ξ2t2 + ξ3t3 ∈ T para n > 0. Existe o subconjunto minimal

R(a) ⊂ T0 tal que a[2n] ∈ k{R}. Por exemplo, temos que R(a) = {t1, t2, t3} se, e somente se,o
conjunto {ξ1, ξ2, ξ3} é L. I. sobre F2.

Passo1 |∆| = 7 e L ∩ T = 0, em particular, dimLα = 1 para todo α ∈ ∆.
Prova. Suponha que |∆| < 7 ou L ∩ T 6= 0. Então existe α, β, g ∈ ∆ linearmente independente

sobre F2 tal que Lα+β = 0. Vamos provar que R(a) = {t3}, {t1 + t2} ou {t1 + t2 + t3} se a ∈ Lλ.
Isso significa, que L tem posto toroidal absoluto 2, o que é uma contradição.

Se λ = α, então [b, a] ∈ [Lα, Lβ] ⊆ Lα+β = 0,b ∈ Lβ. Consequentemente [Lλ, a
[2n]] = 0, λ = α

ou β, então R(a) = {t3} ou R(a) = ∅. Analogamente R(a) = {t3} ou R(a) = ∅ se a ∈ Lβ.
Seja a ∈ Lα+g, então [Lβ+g, a] ⊆ Lα+β = 0 e como acima podemos provar que R(a) = {t1 +

t2 + t3} ou R(a) = ∅. Analogamente para a ∈ Lβ+g. Finalmente, se a ∈ Lα+β+g então [Lg, a] = 0 e
R(a) = {t1 + t2} ou R(a) = ∅. �

Passo 2 T ⊕ L é uma 2−álgebra de Lie, e a[2] ∈ T para qualquer a ∈ La, α ∈ ∆.
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Prova. Seja L̃ o 2−fecho de L em Derk(L). Se T ⊆ H é a subálgebra de Cartan de L̃ então,
H ∩ L = 0, como foi provado no passo 1. É claro que a[2] ∈ H para qualquer a ∈ Lα, α ∈ ∆. Mas
[b, a[2]] = [[b, a], a] ∈ Lβ se b ∈ Lβ, desta forma a[a] é elemento semi-simples de Derk(L) já que
dimkLβ = 1 para qualquer β ∈ ∆ pelo passo 1. Mas todo elemento semi-simples de H está em T.
�

Passo 3. Existe uma tripla ε, η, ε+ η ∈ ∆ tal que S =< eε, eη, eε+η > é uma subálgebra de
Lie simples de L de dimensão 3.

Prova. Suponha que tal subálgebra não exista. Primeiro provaremos que para qualquer α ∈ ∆
e a ∈ Lα temos que |R(a)| = 1 ou 0. Isso significa que a[4] ∈ ka[4].

Se não for verdade, então a[2] = t2 + ξt3 e ξ 6∈ F2. Desta forma α(t1) = 1, α(t2) = α(t3) = 0.
Neste caso [a[2], b] 6= 0 para qualquer b ∈ Lτ , τ ∈ (∆ \ {α}). Já que [L,L] = L então a = [b, c] para
algum b ∈ Lτ , c ∈ Lα+τ . Mas neste caso k{a, b, c} é uma subálgebra 3−dimensional simples de L.

Seja a ∈ La, a[2] = t2, b ∈ Lβ, β(t2) = 1, α(t2) = 0, então [a, b] = c ∈ Lα+β, [a, c] = b. Por isso
[b, c] = 0. Fixado f0 ∈ Lg, f1 ∈ Lα+g, f2 ∈ Lβ+g, f3 ∈ Lα+β+g tal que f [2]

i ∈ T0. Então [a, f2] = f3,
[a, f3] = f2, disso [f2, f3] = 0. Mas neste caso [f0, f1] = λa, λ 6= 0, já que a ∈ [L,L].

Temos, pois [b, c] = 0 :
[[b, f2], f1] = [[b, f1], f2] + [[f1, f2], b] = [[b, f1], f2] ∈ k[f3, f2] = 0.
Como [b, f2] = λ1f0, então [[b, f2], f1] = λ1λa = 0 e λ1 = 0, já que λ 6= 0.
Além disso:
[[b, f3], f0] = [[b, f0], f3] + [[f0, f3], b] = [b, [f0, f3]] ∈ k[b, c] = 0,
por isso [b, f3] = 0 e [a, f1] = x1f0 6= 0 (ou f0 6∈ [L,L].)
Como
[[b, a], f3] = [[b, f3], a] + [[a, f3], b] = [[a, f3], b] ∈ k[f3, b] = 0,
por isso [c, f3] = 0. Analogamente, já que
[[b, f2], f1] = [[b, f1], f2] + [[f1, f2], b] = [[b, f1], f2] ∈ k[f3, f2] = 0,
obtemos [c, f2] = 0.
Desta forma [a, f0] = xf1 6= 0, (ou f1 6∈ [L,L].)
Mas neste caso {a, f1, f0} é uma subálgebra de L simples, o que é uma contradição.
Vamos fixar uma 3-dimensional subálgebra simples S = k{a, b, c}. �
Passo 4. Se S = k{e1, e2, e3|1, [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e2, [e2, e3] = e1, x

[4] = x[2], x = ei, i =
1, 2, 3, } então L é uma álgebra de Hamilton.

Prova. Seja e[2]
1 = t2, e

[2]
2 = t1, e

[2]
3 = t1 + t2, então [f0, ei] = 0, [ei, fj ] = fk, {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Com efeito, pelo Lema 2.4, V = Lγ ⊕ Lγ+α ⊕ Lγ+β ⊕ Lγ+α+β é extensão do adj. S−módulo e um
dimensional módulo kf0, desde que se kf0 não é um submódulo de V então f0 6∈ [L,L].

Seja [e1, f1] = x4f0, [e2, f2] = y4f0, [e3, f3] = z4f0, [f0, f1] = a2e1, [f0, f2] = b2e2, [f0, f3] = c2e3,
[f1, f2] = p2e3, [f1, f3] = q2e2, [f2, f3] = r2e1.

Então
[[e2, e3], f1] = x4f0 = (y + z)4f0 ou x+ y + z = 0.
[[f1, f2], e1] = p2e2 = (x2b+ q)2e2, ou q = x2b+ p.
[[f1, f2], e2] = p2e1 = (y2a+ r)2e2, ou r = ay2 + p.
[[f0, f1], e2] = a2e3 = c2e3, ou a = c.
[[f0, f1], e3] = a2e2 = b2e3, ou a = b = c.
Seja h = e1 +e2 +e3, então h[2] = h e P = AnnLh = k{f0, h, f = f1 +f2 +f3} é uma subálgebra

de Cartan de L de posto toroidal 1. Note que P não é uma 2-subálgebra de L. Já que f [2]
0 = 0 e

P0 = k{h, f} é uma subálgebra abeliana tal que P = kf0⊕P0, então todo P−2−módulo irredutível é
2-dimensional se h age não trivialmente. Então P−móduloW = L/P tem 2-dimensional submódulo
irredutível W0 e W/W0 é um P−modulo irredutível.

Neste caso pelo Teorema 6.2 de Skryabin ([6]) L é uma álgebra de Halmilton. �

Lema 2.6. Se existe x ∈ L tal que AnnLx contém uma subálgebra simples 3-dimensional S tal que
AnnL⊕TS não é uma subálgebra nil. Então L ' H2.
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Prova. Como AnnL⊕TS não é uma subálgebra nil então existe t[2]
3 = t3 ∈ AnnL⊕TS.

Então S = k{e1, e2, e3}, e[2]
1 = t2 + α1t3, e

[2]
2 = t1 + α2t3, e

[2]
3 = t1 + t2 + α3t3, t

[2]
i = ti, i = 1, 2,

[ei, tj ] = δijei, i, j = 1, 2; α1, α2, α3 ∈ k. Já que x, t3 ∈ AnnL⊕TS, então [x, t3] ∈ AnnL⊕TS. Mas
AnnL⊕T t3 = S disso [x, t3] = x. Temos [x, e

[2]
1 ] = [x, t2 +α1t3] = [x, t2]+α1x = 0, então α1 ∈ {0, 1}.

Analogamente, [x, t1] = α2x, [x, t1 + t2] = α3x e αi ∈ {0, 1}, α1 + α2 = α3. Denote t̄1 = t1 + α2t3,

t̄2 = t2 + α1t3, então e
[2]
1 = t̄2, e

[2]
2 = t̄1, e

[2]
3 = t̄1 + t̄2.

Então pelo Passo 4 L ' H2. �
Seja P = S ⊕ T, T = k{t1, t2, t3}, e[2]

1 = t2 + δt3, e
[2]
2 = t1 + δt3, e

[2]
3 = t1 + t2.

Passo 5. Seja P = S ⊕ T, T = k{t1, t2, t3}, e[2]
1 = t2 + δt3, e

[2]
2 = t1 + δt3, e

[2]
3 = t1 + t2. Se

P ⊂ L então L 'W1 ou H2.
Prova. Seja f [2]

0 = x2t1 + y2t2, então [f0, f1] = [e1, f
[2]
0 ] = x2e1, [f0, f2] = y2e2. Seja [f0, f3] =

ze3, então [f3, f
[2]
0 ] = (x+ y)2f3 = z[f3, e3] = 0, então x = y.

[f1, f2] = [[f0, e1], f2] = x2[e2, e1] + [f0, f3] = (x2 + z)e3,
[f1, f3] = [[f0, e1], f3] = z[e3, e1] + δ2[f0, f2] = (δ2x2 + z)e2,
[f2, f3] = [[f0, e2], f3] = z[e3, e2] + δ2[f0, f1] = (δ2x2 + z)e1.

f
[2]
1 = δ(t1 + t3) + (δ2x2 + z)t2, f

[2]
2 = δ(t2 + t3) + (δ2x2 + z)t1, f

[2]
3 = (δ2z2 + δx2)(t1 + t2),

f
[2]
0 = x2(t1 + t2).

Se xz 6= 0 então considere uma subálgebra P = k{e3, v1 = f1 + xe2, v2 = f2 + xe1}. É fácil ver
que P ' S0.

Por isso z = 0, x 6= 0 or x = 0, z 6= 0 .
No primeiro caso temos:

e1 e2 e3 f0 f1 f2 f3

e1 t2 + δt3 e3 e2 f1 δf0 f3 δ2f2

e2 e3 t1 + δt3 e1 f2 f3 δf0 δ2f1

e3 e2 e1 t1 + t2 0 f2 f1 0

f0 f1 f2 0 t1 + t2 e1 e2 0

f1 δf0 f3 f2 e1 δ(t1 + t3) + δ2t2 e3 δ2e2

f2 f3 δf0 f1 e2 e3 δ(t2 + t3) + δ2t1 δ2e1

f3 δ2f2 δ2f1 0 0 δ2e2 δ2e1 δ(t1 + t2)

Tabela 2.2: Caso 1

É W1 (veja [1] ).
No segundo caso temos uma subálgebra k{f1, f2, e3} ' S0 e pelo passo 4 é H2. �
Passo 7. Se L contém uma subálgebra S = k{a, b, c} simples com 2-fecho Sµ, µ 6= 0, então para

algum x, y ∈ k, L possui uma base {a, b, c, f0, f1, f2, f3} com a tábua de multiplicação:

a b c f0 f1 f2 f3

a t2 c b µf1 0 f3 f2
b c t1 a 0 f3 f0 f1
c b a t1 + t2 + µt3 µf3 f2 (1 + µ)f1 f0
f0 µf1 0 µf3 xµt1 xa yb xc

f1 0 f3 f2 xa (x+y)t2
µ

(x+y)c
µ

(x+y)b
µ

f2 f3 f0 (1 + µ)f1 yb (x+y)c
µ

µy(t2+t3)+((1+µ)x+y)t1
µ

((1+µ)x+y)
µ a

f3 f2 f1 f0 xc (x+y)b
µ

((1+µ)x+y)
µ a ((1+µ)x+y)

µ t1 + (x+y)t2
µ + xt3

Tabela 2.3: Caso 2
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Prova. Pelo Lema 2.3, S−módulo V = Lγ⊕Lγ+α⊕Lγ+β⊕Lγ+α+β tem uma base {f0, f1, f2, f3}
tal que, S = k{a, b, c} age sobre {f0, f1, f2, f3} de acordo com a tabela anterior.

Seja f [2]
0 = µxt1 + µzt2, então [f1, f0] = µ−1[a, f

[2]
0 ] = xa, [f3, f0] = (x+ z)c. Seja [f0, f2] = yb,

então [f2, f
[2]
0 ] = µzf2 = 0, assim, z = 0.

Temos ainda que
[f1, f2] = µ−1[[f0, a], f2] = µ−1(y + x)c,
[f1, f3] = µ−1[[f0, a], f3] = µ−1(y + x)b,
[f3, f2] = µ−1[[f0, c], f2] = µ−1(y + (1 + µ)x)a. �
Passo Final. Seja ξ2 = xµ e v = ξb + f0. Então v[2] = 0 e [L, v] ∈ AnnLv. disso p1 = [v, a] =

ξc+ µf1, p2 = [v, c] = ξa+ µf3, b, f0 ∈ AnnLv.
Como [p1, p2] = xµb+µ(x+y)b+µξf0 = µ(yb+ξf0) e [p1, yb+ξf0] = (µx+y)p2, [p2, yb+ξf0] =

(µx+ y)p1. Se µx 6= y, então L ' H2 pelo Lema 2.6, já que
t2 = t = (y+(1+µ)x)t1+µxt2+yt3+ξf2

µx+y ∈ AnnL⊕TS.
Suponha que y = µx. Sem perda da generalidade, x = 1. Como acima, seja ψ2 = (1 + µ)/µ,

w = ψa+ f1, w
[2] = 0, disso [L,w] ∈ AnnLw, e

q1 = [b, w] = ψc+ f3, q2 = [c, w] = ψb+ f2, a, f1 ∈ AnnLw.
Temos
[q1, q2] = a + ψµf1 = q, [q, q1] = µq2, [q, q2] = µq1, desta forma k{q, q1, q2} ⊂ AnnLw é uma

subálgebra simples. Além do mais, t[2] = t = t1 + ψ2t2 + t3 + ψ
µf0 ∈ AnnL⊕TS.

Consequentemente L ' H2 pelo Lema 2.6.�



Capítulo 3

Álgebra de Witt-Zassenhaus

Nesta seção vamos falar sobre as álgebras de Lie simples de dimensão 7 e posto toroidal absoluto
3. Hoje se conhecem três tipos de 2-álgebras de Lie de dimensão 7 e posto toroidal absoluto 3, a
saber, a álgebra de Witt-Zassenhaus W (1, 3), a Hamiltoniana H e a família L(ε), chamada álgebra
de Kostrikin-Dzhumadil’daev, que depende de um parâmetro ε ∈ k. Como provamos no Capítulo 2
só existem duas álgebras de Lie simples de dimensão 7, W (Witt-Zassenhaus) e H (Hamiltoniana).

Definição 3.1. Seja Fk e o corpo de 2k elementos.

W (1 : k) = 〈eα : α ∈ Fk〉

torna-se uma álgebra de Lie estendendo por bilinearidade do seguinte colchete entre os elementos
da base

[eα, eβ] = (β − α)eα+β.

Aqui consideremos uma base para W (1, k) o conjunto {yi| − 1 ≤ i ≤ 2k − 2}, para um corpo de
característica 2 a álgebra de Lie W (1, k) não é simples, mas existe um ideal de codimensão 1 com
base 〈yi| − 1 ≤ i ≤ k− 3〉 = W (1 : k) que é simples, chamaremos também tal álgebra de álgebra de
Witt-Zassenhaus.

Dada a álgebra de Lie simples de Witt-Zassenhaus, que denotaremos por W = W (1, 3) com
base {yi| − 1 ≤ i ≤ 5}, temos produto de Lie de W dado pela tábua a seguir,

. y−1 y0 y1 y2 y3 y4 y5

y−1 0 y−1 y0 y1 y2 y3 y4

y0 y−1 0 y1 0 y3 0 y5

y1 y0 y1 0 0 y4 y5 0
y2 y1 0 0 0 y5 0 0
y3 y2 y3 y4 y5 0 0 0
y4 y3 0 y5 0 0 0 0
y5 y4 y5 0 0 0 0 0

Tabela 3.1: Álgebra de Witt-Zassenhaus

Utilizando a tábua anterior conseguimos detectar que W é uma álgebra de Lie sem centro.
Denotaremos o 2-fecho de W em Derk(W ) por W2 com base {η, k, k[2], yi| − 1 ≤ i ≤ 5} onde o
produto de Lie de W2 é dado pela tábua a seguir,

13
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. η k k[2] y−1 y0 y1 y2 y3 y4 y5

η 0 y4 y2 y5 0 0 0 0 0 0

k y4 k[2] 0 0 0 y−1 y0 y1 y2 y3

k[2] y2 0 0 0 0 0 0 y−1 y0 y1

y−1 y5 0 0 k y−1 y0 y1 y2 y3 y4

y0 0 0 0 y−1 y0 y1 0 y3 0 y5

y1 0 y−1 0 y0 y1 y2 0 y4 y5 0
y2 0 y0 0 y1 0 0 0 y5 0 0
y3 0 y1 y−1 y2 y3 y4 y5 η 0 0
y4 0 y2 y0 y3 0 y5 0 0 0 0
y5 0 y3 y1 y4 y5 0 0 0 0 0

Tabela 3.2: W2

Os elementos da diagonal são resultados da 2-aplicação nos elementos de suas linhas ou colunas
correspondentes, isto é, os elementos da diagonal correspondem a x[2] para cada x ∈W2. De modo
análogo a álgebra W e utilizando a tábua anterior conseguimos detectar que W2 é uma álgebra de
Lie sem centro.

O conjunto de elementos idempotentes tem importantes propriedades e nos permite construir
diferentes subálgebras e estudar suas relações. Nesse sentido Grichkov e Guerreiro provaram em [1]
a seguinte proposição:

Proposição 3.2. (Grichkov e Guerreiro) Para a 2-álgebra de Lie W2, a variedade de elementos

idempotentes é dada por I(W ) =
3⋃
δ=1

IδW , na qual,

I1
W = {a4k[2] + a2k + b2η + ay−1 + (1 + aa1 + a3b)y0 + a1y1 + (a3a5 + a2a1b+ ab+ a2

1)y2 + a3y3 +
(a2b2 + ba1 + aa5)y4 + a5y5 : a ∈ K∗, b, a1, a3, a5 ∈ K}
I2
W = {a2η + y0 + by1 + b2y2 + ay3 + aby4 + cy5 : a ∈ K∗, b, c ∈ K}
I3
W = {y0 + ay1 + a2y2 + by5 : a, b ∈ K}.

3.1 Resultados

Considerando variedades de elementos idempotentes deW2, estamos interessados em determinar
uma base conveniente para o Toro T (W2). O próximo corolário relaciona os elementos do toro com
as variedades de elementos idempotentes dadas pela Proposição 3.2.

Lema 3.3. Se T (W2) é um toro e dimT (W2) = 3, então T (W2)∩ I1
w 6= ∅. Em particular, T (W2) =

{t1, t2, t3; [ti, tj ] = 0} é conjugada com uma subálgebra toroidal T que contém t = k[2] + k + y−1 +
y1 + y2.

Demonstração: Vamos provar que não existe base para T contendo apenas elementos de I2
W e

I3
W . De fato, é fácil verificar que para dois elementos idempotentes ti, tj ∈ IδW ; δ = 2, 3, tem-se

[ti, tj] 6= 0. Se ti ∈ I2
W e tj ∈ I3

W , então [ti, tj] 6= 0. Sendo assim, qualquer base de T tem um
elemento de I1

W , como em [1] Grichkov e Guerreiro provaram que todos os elementos de I1
W são

conjugados com um único elemento t = k[2] + k + y−1 + y1 + y2. Portanto se T é uma subálgebra
toroidal, podendo supor que t = k[2] + k + y−1 + y1 + y2 ∈ T e T ⊂ Ann(t) = {x ∈ L| [x, t] = 0. �

Concluímos do Lema (3.3) que T = 〈t〉 ⊕ T0, tal que T0 tem dimensão 2. É fácil ver que
T0 ⊂ Ann(t).

Daqui até o fim deste capitulo teremos que t = k[2] + k + y−1 + y1 + y2.

Lema 3.4. Seja Ann(t) em W . Então dimAnn(t) = 3.



3.1 3.1. Resultados 15

Demonstração: Seja α = dy−1 + d0y0 + d1y1 + d2y2 + d3y3 + d4y4 + d5y5 ∈ W e t = K [2] + k +
y−1 + y1 + y2. Se α ∈ Ann(t) temos [α, t] = 0, o que resulta no seguinte sistema linear:

(∗) =



d0 + d1 + d3 = 0
d+ d1 + d2 + d4 = 0

d+ d0 + d2 + d3 + d5 = 0
d3 + d4 = 0
d4 + d5 = 0
d3 + d5 = 0

assim, encontramos d3 = d5 = d4, d0 = d1 + d3 e d = d0 + d2. Desta forma, obtemos uma base para
Ann(t) dada por:

β = {y−1 + y0 + y1, y−1 + y2, y−1 + y0 + y3 + y4 + y5}.

�

Lema 3.5. Seja Ãnn(t) em W2. Então dimÃnn(t) = 6.

Demonstração: Seja α = aη + bk + bk[2] + dy−1 + d0y0 + d1y1 + d2y2 + d3y3 + d4y4 + d5y5 ∈ W
e t = k[2] + k + y−1 + y1 + y2. Se α ∈ Ãnn(t), temos [α, t] = 0, o que resulta no seguinte sistema
linear,

(∗) =



b+ d0 + d1 + d3 = 0
b+ d+ d1 + d2 + d4 = 0
d+ d0 + d2 + d3 + d5 = 0

a+ d3 + d4 = 0
d4 + d5 = 0

a+ d3 + d5 = 0

Assim, encontramos, d5 = d4, a = d3 + d5, b = d0 + d1 + d3 e d = d0 + d2 + d3 + d4. Desta forma,
obtemos que, uma base para Ãnn(t) é dada por:

{k[2], k + y−1 + y0, k + y1, y−1 + y2, η + k + y−1 + y3, η + y−1 + y4 + y5}.

�

Notemos que t1 = η+y0 +y3 é um elemento de I2
W e t1 ∈ Ãnn(t), pelo Lema 3.3 temos que não

podemos ter dois elementos de I2
W e I2

W na base de T (W ). Desta forma, tomando t1 = η+ y0 + y3,
t2 = k[2] + k+ y−1 + y1 + y2, temos que encontrar outro elemento de I1

W que satisfaça as condições
para uma base para a Subálgebra Toroidal.
Seja x ∈ I1

W ,

[t1, x] = [t1, a
4k[2] + a2k + b2η + ay−1 + (1 + aa1 + a3b)y0 + a1y1+

(a3a5 + a2a1b+ ab+ a2
1)y2 + a3y3 + (a2b2 + ba1 + aa5)y4 + a5y5] = 0,

se, e somente se, o seguinte sistema possui solução:
a4 = a
a1 = a2

a3b+ a3 + 1 + a3 = 0
a5 + a3a5 = 0

O que implica que, a3 = 1 ou a5 = 0.
Se a3 = 1, então x = ak[2]+a2k+b2η+ay−1+by0+a2y1+(a5+a)y2+by3+(a2b2+ba2+aa5)y4+a5y5,
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agora fazendo [t2, x] = 0 temos:
a2b2 + ba2 + aa5 + a5 = 0

a2b2 + ba2 + aa5 + b+ b2 = 0
b2 + b+ a5 = 0

1. Se b = 1, então a5 = 0 e teremos que x = ak[2] + a2k + η + ay−1 + y0 + a2y1 + ay2 + y3.

2. Se b = 0, então a5 = 0 e teremos que x = ak[2] + a2k + ay−1 + a2y1 + ay2.

3. Se b = δ, onde δ3 = 1, então a5 = 1 e a = β, onde β3 = 1, então teremos que x =
βk[2] + β2k + δ2η + βy−1 + δy0 + β2y1 + (1 + β)y2 + δy3 + (β2δ2 + δβ2 + β)y4 + y5.

4. Se b é qualquer, então a = δ onde δ3 = 1, portanto, teremos que x = δk[2] +δ2k+b2η+δy−1 +
by0 + δ2y1 + (b2 + b+ δ)y2 + by3 + (δ2b2 + δ2b+ δb2 + δb)y4 + (b2 + b)y5.

É fácil ver que o elemento do item 2 pertence a qualquer álgebra contendo t1 e t2, e o elemento
do item 4 pertence a álgebra contendo t1 e t2 e o elemento do item 3, assim temos as subálgebras
toroidais

T1 = {η + y0 + y3, k
[2] + k + y−1 + y1 + y2, a(k[2] + y−1 + y2) + a2(k + y1)},

com a 6= 1.

T2 = {η+ y0 + y3, k
[2] + k+ y−1 + y1 + y2, δ(k

[2] + y−1 + y0 + y3) + δ2(k+ η+ y1 + y2) + +y4 + y5}

3.2 Subálgebras Toroidais

Vamos mostrar que temos duas subálgebras toroidais em W2. São elas:

T1 = {η + y0 + y3, k
[2] + k + y−1 + y1 + y2, δ(k

[2] + y−1 + y2) + δ2(k + y1)},

T2 = {η + y0 + y3, k
[2] + k + y−1 + y1 + y2, δ(k

[2] + y−1 + y0 + y3) + δ2(k + η + y1 + y2) + y4 + y5}

Sejam t1 = η+ y0 + y3, t2 = k[2] + k+ y−1 + y1 + y2, t3 = δ2(k+ y1) + δ(k[2] + y−1 + y2)}, t4 =
δ2(k + η + y1 + y2) + δ(k[2] + y−1 + y0 + y3) + y4 + y5}

. t1 t2 t3

η 0 y2 + y2 + y5 δ2(y4) + δ(y2 + y5)
k y1 + y4 y−1 + y0 δ2(y−1) + δ(y0)

k[2] y−1 + y2 0 0
y−1 y−1 + y2 + y5 y0 + y1 δ2(y0) + δ(y1)
y0 y3 y−1 + y1 δ2(y1) + δ(y−1)
y1 y1 + y4 y−1 + y0 δ2(y−1) + δ(y0)
y2 y5 y0 + y1 δ2(y0) + δ(y1)
y3 y3 y−1 + y1 + y2 + y4 + y5 δ2(y1 + y4) + δ(y−1 + y2 + y5)
y4 0 y0 + y2 + y3 + y5 δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3)
y5 y5 y1 + y3 + y4 δ2(y3) + δ(y1 + y4)

Tabela 3.3: A
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. t1 t2 t4

η 0 y2 + y2 + y5 δ2(y4) + δ(y2 + y5)
k y1 + y4 y−1 + y0 δ2(y−1 + y0 + y4) + δ(y1) + y2 + y3

k[2] y−1 + y2 0 δ2(y2) + δ(y−1) + y0 + y1

y−1 y−1 + y2 + y5 y0 + y1 δ2(y0 + y1 + y5) + δ(y−1 + y2) + y3 + y4

y0 y3 y−1 + y1 δ2(y1) + δ(y−1 + y3) + y5

y1 y1 + y4 y−1 + y0 δ2(y−1) + δ(y0 + y1 + y4) + y5

y2 y5 y0 + y1 δ2(y0) + δ(y1 + y5)
y3 y3 y−1 + y1 + y2 + y4 + y5 δ2(y1 + y4 + y5) + δ(y−1 + y2 + y3)
y4 0 y0 + y2 + y3 + y5 δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3)
y5 y5 y1 + y3 + y4 δ2(y3) + δ(y1 + y4 + y5)

Tabela 3.4: B

Seja x ∈W um elemento qualquer, assim,

[x, t1] = [dy−1 + d0y0 + d1y1 + d2y2 + d3y3 + d4y4 + d5y5, t1] = x

implica que d0 = 0, d2 = d, d4 = d1, logo uma base para L0 é {y−1 +y2, y1 +y4, y3, y5}, de maneira
análoga

[x, t1] = [dy−1 + d0y0 + d1y1 + d2y2 + d3y3 + d4y4 + d5y5, t1] = 0

implica que d3 = d0, d = 0 = d1, d5 = d2, desta forma, uma base para L1 é {y0 + y3, y2 + y5, y4},
logo W = L0 + L1. Temos que [L1, t2] ⊂ L1, [L0, t2] ⊂ L0, [L1, t3] ⊂ L1, [L0, t3] ⊂ L0 e [L1, t4] ⊂
L1, [L0, t4] ⊂ L0. Vamos encontrar uma base para W tal que para qualquer elemento zi desta base
[zi, tj ] = zi ou [zi, tj ] = 0, para i = 1, ..., 7 e j = 1, 2, 3, 4. Para isso tomemos x ∈ L0, e fazemos
[x, t2] = 0, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t2] = 0,

implica que, d2 = d0 = d4. Denotemos por L(0,0)(t2) = {x ∈ L0| [x, t2] = 0}, desta forma, uma base
para L(0,0)(t2) é {y0 + y2 + y3 + y4 + y5}, de maneira análoga, [x, t2] = x, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t2] = x,

implica que, d0 = d2 + d4. Agora denotemos por L(0,1)(t2) = {x ∈ L0| [x, t2] = x}, assim, uma base
é {y0 + y2 + y3 + y5, y0 + y3 + y4}
Agora tomemos x ∈ L1 e fazemos [x, t2] = 0, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t2] = 0,

implica que, d1 = d3 = d5, e d é qualquer. Seja L(1,0)(t2) = {x ∈ L1| [x, t2] = 0}, logo {y−1 +
y2, y1 + y3 + y4 + y5} é uma base para L(1,0)(t2), de maneira análoga, [x, t2] = x, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t2] = x,

implica que, d3 = d+ d1, d5 = d. Seja L(1,1)(t2) = {x ∈ L1| [x, t2] = x, sua base é {y−1 + y2 + y3 +
y5, y1 + y3 + y4}.

Agora tomemos x ∈ L0 e fazemos [x, t3] = 0, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t3] = 0,

implica que, d2 = δ2d4 e d0 = δd4. Seja L(0,0)(t3) = {x ∈ L0| [x, t3] = 0 sua base é {δ2(y2 + y5) +
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δ(y0 + y3) + y4}, de maneira análoga, [x, t2] = x, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t2] = x,

implica que, d0 = δ2d2 + δd4. Seja L(0,1)(t3) = {x ∈ L0| [x, t3] = x, sua base é {δ2(y0 + y3) + y2 +
y5, δ(y0 + y3) + y4}.
Agora tomemos x ∈ L1 e fazemos [x, t3] = 0, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t3] = 0,

implica que, d1 = δ2d3 e d5 = δd3, e d é qualquer. Seja L(1,0)(t3) = {x ∈ L1| [x, t3] = 0, sua base é
{y−1 + y2, δ

2(y1 + y4) + δy5 + y3}, de maneira análoga, [x, t3] = x, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t3] = x,

implica que, d1 = δ2d3 + δd5, d5 = d. Seja L(1,1)(t3) = {x ∈ L1| [x, t3] = x, sua base é {δ2(y1 +y4)+
y3, δ(y1 + y4) + y−1 + y2 + y5}.

Agora tomemos x ∈ L0 e fazemos [x, t4] = 0, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t4] = 0,

implica que, d0 = δd4 e d2 = δ2d4. Seja L(0,0)(t4) = {x ∈ L0| [x, t4] = 0, sua base é {δ2(y2 + y5) +
δ(y0 + y3) + y4}, de maneira análoga, [x, t4] = x, isto é,

[d0y0 + d2y2 + d0y3 + d2y5 + d4y4, t4] = x,

implica que, d0 = δ2d2 + δd4. Seja L(0,1)(t4) = {x ∈ L0| [x, t4] = x sua base é {δ2(y0 + y3) + y2 +
y5, δ(y0 + y3) + y4}.
Agora tomemos x ∈ L1 e fazemos [x, t4] = 0, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t3] = 0,

implica que, d = δd1 + d5 e d5 = d3. Seja L(1,0)(t4) = {x ∈ L1| [x, t4] = 0, sua base é {δ(y−1 + y2) +
y1 + y4, y−1 + y2 + y3 + y5}, de maneira análoga, [x, t4] = x, isto é,

[dy−1 + d1y1 + dy2 + d3y3 + d1y4 + d5y5, t4] = x,

implica que, d = δ2d3 + d5 e d1 = d5. Seja L(1,1)(t4) = {x ∈ L1| [x, t4] = x, sua base é {δ2(y−1 +
y2) + y3, y−1 + y1 + y2 + y4 + y5}. Vamos escrever uma base para L0, {y−1 + y2, y1 + y4, y3, y5}.
L(0,0)(t2) = [{y0 + y2 + y3 + y4 + y5}]
L(0,0)(t3) = [{δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3) + y4}]
L(0,0)(t4) = [{δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3) + y4}]
L(0,1)(t2) = [{y0 + y2 + y3 + y5, y0 + y3 + y4}]
L(0,1)(t3) = [{δ2(y0 + y3) + y2 + y5, δ(y0 + y3) + y4}]
L(0,1)(t4) = [{δ2(y0 + y3) + y2 + y5, δ(y0 + y3) + y4}]
L(1,1)(t2) = [{y−1 + y2 + y3 + y5, y1 + y3 + y4}]
L(1,0)(t3) = [{y−1 + y2, δ

2(y1 + y4) + δy5 + y3}]
L(1,0)(t4) = [{δ(y−1 + y2) + y1 + y4, y−1 + y2 + y3 + y5}]
L(1,0)(t2) = [{y−1 + y2, y1 + y3 + y4 + y5}]
L(1,1)(t3) = [{δ2(y1 + y4) + y3, δ(y1 + y4) + y−1 + y2 + y5}]
L(1,1)(t4) = [{δ2(y−1 + y2) + y3, y−1 + y1 + y2 + y4 + y5}}]

Assim, uma nova base para W em relação a t1, t2, t3 é {z1 = y0 + y2 + y3 + y4 + y5, z2 =
δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3) + y4,
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z3 = y0 + y2 + y3 + y5 + δ2(y0 + y3 + y4), z4 = y−1 + y2, z5 = δ2(y−1 + y2 + y5) + δy3 + y1 + y4,
z6 = δ(y−1 + y2 + y5) + δ2y3 + y1 + y4, z7 = y−1 + y1 + y2 + y3 + y4 + y5}.

. z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7

z1 0 0 0 z7 δz6 δ2z5 z4

z2 0 0 0 δ2z5 z4 δ2z7 z6

z3 0 0 0 z6 z7 δ2z4 δ2z5

z4 z7 δ2z5 z6 0 δ2z2 δ2z3 z1

z5 δz6 z4 z7 δ2z2 0 z1 z3

z6 δ2z5 δ2z7 δ2z4 δ2z3 z1 0 δz2

z7 z4 z6 δ2z5 z1 z3 δz2 0

Tabela 3.5: C

Assim, uma outra base para W em relação a t1, t2, t4 é {v1 = y0 + y2 + y3 + y4 + y5, v2 =
δ2(y2 + y5) + δ(y0 + y3) + y4,
v3 = y0+y2+y3+y5+δ2(y0+y3+y4), v4 = y−1+y2+δ(y1+y3+y4+y5), v5 = δ2(y−1+y2+y3+y5),
v6 = δ(y−1 + y1 + y2 + y4 + y5), v7 = y−1 + y2 + δ2(y1 + y3 + y4 + y5)

. v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

v1 0 0 0 v7 δv6 δ2v5 v4

v2 0 0 0 δ2v5 v4 δ2v7 v6

v3 0 0 0 v6 v7 δ2v4 δ2v5

v4 v7 δ2v5 v6 0 δ2v2 δ2v3 v1

v5 δv6 v4 v7 δ2v2 0 v1 v3

v6 δ2v5 δ2v7 δ2v4 δ2v3 v1 0 δv2

v7 v4 v6 δ2v5 v1 v3 δv2 0

Tabela 3.6: D

Notemos que {t1, t2, t3, z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7} formam uma base para W2 e assim possui
a seguinte tábua do produto de Lie.

. t1 t2 t3 z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7

t1 0 0 0 0 0 0 z4 z5 z6 z7

t2 0 0 0 0 z2 z3 0 z5 z6 0

t3 0 0 0 z1 0 z3 0 0 z6 z7

z1 0 0 z1 0 0 0 z7 δz6 δ2z5 z4

z2 0 z2 0 0 0 0 δ2z5 z4 δ2z7 z6

z3 0 z3 z3 0 0 0 z6 z7 δ2z4 δ2z5

z4 z4 0 0 z7 z5 z6 0 δ2z2 δ2z3 z1

z5 z5 z5 0 δz6 z4 z7 δ2z2 0 z1 z3

z6 z6 z6 z6 δ2z5 δ2z7 δ2z4 δ2z3 z1 0 δz2

z7 z7 0 z7 z4 z6 δ2z5 z1 z3 δz2 0

Tabela 3.7: E

O mesmo ocorre com {t1, t2, t3, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7} que também forma uma base para
W2 e assim possui a seguinte tábua do produto de Lie.
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. t1 t2 t3 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

t1 0 0 0 0 0 0 v4 v5 v6 v7

t2 0 0 0 0 v2 v3 0 v5 v6 0

t3 0 0 0 v1 0 v3 0 0 v6 v7

v1 0 0 v1 0 0 0 v7 δv6 δ2v5 v4

v2 0 v2 0 0 0 0 δ2v5 v4 δ2v7 v6

v3 0 v3 v3 0 0 0 v6 v7 δ2v4 δ2v5

v4 v4 0 0 v7 v5 v6 0 δ2v2 δ2v3 v1

v5 v5 v5 0 δv6 v4 v7 δ2v2 0 v1 v3

v6 v6 v6 v6 δ2v5 δ2v7 δ2v4 δ2v3 v1 0 δv2

v7 v7 0 v7 v4 v6 δ2v5 v1 v3 δv2 0

Tabela 3.8: F

Sendo assim, basta tomarmos o seguinte isomorfismo de álgebras de Lie:

Φ : t1 7→ t1
t2 7→ t2
t3 7→ t4
z1 7→ v1

z2 7→ v2

z3 7→ v3

z4 7→ v4

z5 7→ v5

z6 7→ v6

z7 7→ v7

Concluindo que T1 e T2 são conjugadas. Com isso demonstramos o seguinte Teorema.

Teorema 3.6. A álgebra de Lie W2 possui uma única subálgebra toroidal de dimensão 3, a menos
de conjugação.



Capítulo 4

Álgebra Hamiltoniana

Neste capítulo o objetivo é determinar as subálgebras toroidais da Álgebra Hamiltoniana. Em
[1] temos determinadas as variedades de elementos idempotentes, partindo destas variedades calcu-
lamos algumas possíveis subálgebras toroidais.

4.1 O 2-Fecho da Álgebra Hamiltoniana

O 2-Fecho H2 de H é dado pela seguinte tábua:

t m n V0 V1 E1 E0 F1 F0 G

t t 0 0 V0 V1 0 0 F1 F0 0
m 0 0 E0 0 0 0 0 V1 V0 E1

n 0 E0 0 0 F1 G 0 0 0 0
V0 V0 0 0 0 0 V1 0 0 E0 F1

V1 V1 0 F1 0 m V0 V1 E0 E1 F0

E1 0 0 G V1 V0 t E1 F0 F1 0
E0 0 0 0 0 V1 E1 E0 F1 0 G

F1 F1 V1 0 0 E0 F0 F1 n G 0
F0 F0 V0 0 E0 E1 F1 0 G n 0
G 0 E1 0 F1 F0 0 G 0 0 0

Tabela 4.1: 2-fecho da Álgebra Hamiltoniana

Para 2-fecho H2 da H-álgebra, a variedade de elementos idempotentes é dada por

τ1(H) =

V I⋃
δ=I

τ̂ δH , onde

τ IH = {α2 t+ ξ−2m + ξ2(b+ ᾱā)2 n + aξ−1 V0 + ξ−1 V1 + αᾱE1 + bE0 + ξ(b+ ᾱ(αa+ ᾱ))F1 +
ξᾱ(αa+ a+ α)F0 + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a)G/α, a, b ∈ k, ξ ∈ k∗}
τ IIH = {t+ ξ2(b2 + b+ c)2 n+ ξ−1 V0 + bE0 + cξ F1 + ξ(b2 + b)F0 + ξ2 b cG / ξ, b, c ∈ k}
τ IIIH = { t + ξ−1c2 n + E0 + c ξ F0 + ξ2 dG/ ξ, c, d ∈ k}
τ IVH = { t + ξ2(c0 + c1)2 n + ξ c1 F1 + c0 ξ F0 + ξ2 c0 c1G/ ξ, c0, c1 ∈ k}
τVH = { τ t + E1 + E0 + dG/ τ2 + τ + 1 = 0, d ∈ k}
τV IH = {E0 + dG/ d ∈ k}.
τV IIH = { a2n+ E0 + aF1 + (b+ a−2b2)G/ b ∈ k, a ∈ k∗}.

Lema 4.1. Se T é uma subálgebra toroidal de H2, então T contém um elemento da Variedade τ IH .

Demonstração: Notemos que todos os elementos de τ IH contém m e os elementos das demais

21
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variedades não contém m. Sendo assim, se existisse uma subálgebra toroidal T que não contém um
elemento de τ IH teráamos que H2 = T ⊕H e T ⊕H não contém m, o que não pode acontecer. �

4.2 Anulador de um Idempotente Geral

Nesta seção vamos estudar o Ann(t3), pois pelo Lema 4.1, se T é uma subálgebra toroidal
de H2, então ele contém um elemento de τ IH . Agora em [1], Grichkov e Guerreiro provaram que
τ IH =

⋃
λ∈k Oτ

I
H =

⋃
λ∈k{t+m+ λV0 + V1}G2 .

Seja
t3 = t+m+ λV0 + V1 ∈ τ IH ,
t2 = m+ E0 + V1,
t1 = n+ E0 + F1,
e1 = E0 + V1,
e2 = (V0 + λE0 + λF1 + F0 +G)/λ̄, x̄ = x+ 1,
e3 = (λV1 + λE0 + E1 + λF1 + F0 +G)/λ̄.

Lema 4.2. AnnKt3 = Spank{t1, t2, t3, e1, e2, e3}.
[ei, ej ] = er, {i, j, r} = {1, 2, 3}, [ei, tj ] = δijei, i, j = 1, 2.

e
[2]
1 = t2, e

[2]
2 = t1, e

[2]
3 = t1 + t2 + t3

λ̄2
.

Demonstração: Primeiro vamos determinar o AnnH2(t3). Seja α ∈ H2, isto é,

α = x0t+ x1m+ x2n+ x3V0 + x4V1 + x5E1 + x6E0 + x7F1 + x8F0 + x9G.

Agora,

[t3, α] = x3V0 + x4V1 + x7F1 + x8F0 + x2E0 + x7V1 + x8V0 + x9E1 + λx0V0 + λx5V1+

λx8E0 + λx9F1 + x0V1 + x2F1 + x5V0 + x6V1 + x7E0 + x8E1 + x9F0,

assim,

[t3, α] = V0(x3 + x8 + λx0 + x5) + V1(x4 + x7 + λx5 + x0 + x6) +E1(x9 + x8) +E0(x2 + λx8 + x7)

+F1(x7 + λx9 + x2) + F0(x8 + x9),

fazendo [t3, α] = 0 teremos: 
x5 = x3 + x8 + λx0

x4 = x2 + λx3 + (λ2 + 1)x0 + x6

x8 = x9

x7 = x2 + λx8

Desta forma,

α = x0t+ x1m+ x2n+ x3V0 + (x2 + λx3 + (λ2 + 1)x0 + x6)V1+

(x3 + x8 + λx0)E1 + x6E0 + (x2 + λx8)F1 + x8F0 + x8G,

o que implica que α pode ser escrito da seguinte maneira,

α = x0(t+ (λ2 + 1)V1 + λE1) + x1m+ x2(n+ V1 + F1) + x3(V0 + λV1 + E1)+

x6(V1 + E0) + x8(E1 + λF1 + F0 +G).

Sendo assim, uma base para o AnnH2(t3) é

{w1 = t+ (λ2 + 1)V1 + λE1, w2 = m, w3 = n+ V1 + F1,
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w4 = V0 + λV1 + E1, w5 = V1 + E0, w6 = E1 + λF1 + F0 +G}.

Notemos que t1 = w3 + w5, t2 = w2 + w5, t3 = w1 + w2 + λw4, e1 = w5, e2 =
1

λ̄
(w4 + λw5 + w6) e

e3 =
1

λ̄
(λw5 + w6), provando assim o lema.

�

4.3 Elementos Idempotentes

Nesta seção estaremos determinando a partir das variedades de idempotentes, possíveis elemen-
tos para determinar as subálgebras toroidais. Pelo Lema 4.1 se T é uma subálgebra toroidal, ela
contém um elemento de τ IH . Com isso temos a seguinte proposição.

Proposição 4.3. Se x ∈ H2, x
[2] = x e [t3, x] = 0, então x é um dos seguintes elementos:

I) t12 = n+ E0 + F1

II) t22 = m+ V1 + E0

III) t32 = α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0

IV) t42 = m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG

V) t52 = m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG

VI) t62 = m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG

VII) t72 = α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG; λ = 1

VIII) t82 = t+ n+ ξ−1V0 + F1;

IX) t92 = t+ ξ−1V0 + E0;

X) t10
2 = t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G;

XI) t11
2 = t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G

XII) t12
2 = t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG

XIII) t13
2 = tλ̄2n+ F1 + λF0 + λG

XIV) t14
2 = λ̄t+ E1 + E0

Demonstração:
Seja
t3 = t+m+ λV0 + V1, um elemento de τ IH .
[t3, τ

I
H ] = [t + m + λV0 + V1, α

2 t + ξ−2m + ξ2(b + ᾱā)2 n + aξ−1 V0 + ξ−1 V1 + αᾱE1 +
bE0 + ξ(b+ ᾱ(αa+ ᾱ))F1 + ξᾱ(αa+ a+ α)F0 + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a)G] = 0

Assim teremos o seguinte sistema:

aξ−1 + λα2 + αᾱ+ ξᾱ(αa+ a+ α) = 0
α2 + ξ−1 + ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) + λαᾱ+ b = 0
ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a) + ξ2(b+ ᾱā)2 = 0
ξᾱ(αa+ a+ α) + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a) = 0
ξ2(b+ ᾱā) + ξᾱ(αa+ a+ α) + ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) = 0
ξ2ᾱ(bα+ αa+ a) + ξᾱ(αa+ a+ α) = 0

.

Resolvendo este sistema teremos:
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1) Se α = 1, o sistema se resume a: 
aξ−1 + λ = 0
1 + ξ−1 + ξb+ b = 0
ξb+ ξ2b2 = 0
ξ2b+ ξb = 0

então de ξ2b+ ξb = 0 implica que,

i) ξ = 1, então b+ b2 = 0, o que implica que b = 0 ou b = 1.

a) Se b = 0, então λ = a e teremos t2 = t + m + λV0 + V1 = t1 o qual é um um elemento
que não serve.

b) Se b = 1, então λ = a e t2 = t+m+n+λV0 +V1 +E0 +F1, como t1 + t2 é um elemento
idempotente, e anula t1 então t12 = t1 + t2 = n+ E0 + F1

ii) Se ξ 6= 1, então b = 0, o que implica que 1+ξ−1 = 0, ou seja ξ = 1, o que é uma contradição.

2) Se α 6= 1, então ᾱ 6= 0, da equação ξ2ᾱ(bα + αa + a) + ξᾱ(αa + a + α) = 0 temos que

ξ(bα + αa+ a) + (αa+ a+ α) = 0 o que implica que ξ =
αa+ a+ α

bα+ αa+ a
. Agora de ξ2(b+ ᾱā) +

ξᾱ(αa+ a+ α) + ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) = 0, chegamos que ξ(b+ ᾱā) + b+ ᾱā = 0, o que implica em
b+ ᾱā = 0 ou ξ = 1.

i) Se b = ᾱā:

A equação ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) + ξ2ᾱ(bα+αa+ a) + ξ2(b+ ᾱā)2 = 0 resulta que ξ−1(b+ ᾱαa+
ᾱ2) + ᾱ(bα+ αa+ a) + (b+ ᾱā)2 = 0, desta forma, ξ−1(a+ α+ αa) + ᾱ(a+ α+ αa) = 0.

a) Caso a+ α+ αa = 0 como α 6= 1, então a =
α

ᾱ
, logo:

Da equação aξ−1 + λα2 + αᾱ+ ξᾱ(αa+ a+ α) = 0 concluímos que

αᾱ+
α

ᾱ
ξ−1 + λα2 = 0

a.i) Se α = 0, então a = 0 e ᾱ = 1, logo ξ−1 + ξ(1 + 1) + 1 = 0 com isso ξ = 1 e b = 1
e teremos t2 = m+ V1 + E0.

a.ii) Se α 6= 0 e α 6= 1, então ξ−1 = λαᾱ + ᾱ2 e teremos t2 = α2t + ᾱ2(λα + ᾱ)2m +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0.

b) Caso a + α + αa 6= 0 e como α 6= 1, então ξ =
1

ᾱ
e ξ−1 = ᾱ. Da equação ξ2(b + ᾱā) +

ξᾱ(αa+ a+ α) + ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) = 0, fazendo as devidas substituições e resolvendo a
equação chegamos que α(b+ ᾱā) = 0, o que implica que α = 0 ou b = ᾱā.

Se α = 0, ξ = 1.
Substituindo na equação ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a) + ξ2(b+ ᾱā)2 = 0,
teremos (b+ a) + (b+ a)2 = 0 ou b = ā.

b.i) Se α = 0 e como ξ = 1 podemos ter b = a, e desta forma, todas as equações do
sistemas são satisfeitas e assim teremos

t2 = m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG.

b.ii) Se α = 0, ξ = 1 e b = ā, neste caso

t2 = m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG.

ii) Se b 6= ᾱā, então ξ = 1 e α 6= 1, desta maneira da equação α = 0 ou b = 1.
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a) Se α = 0, ξ = 1, b 6= ā, todas as equações estão satisfeitas e assim,

t2 = m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG.

b) Se α 6= 0, 1, ξ = 1 e b = 1, temos da equação

ξ(b+ ᾱαa+ ᾱ2) + ξ2ᾱ(bα+ αa+ a) + ξ2(b+ ᾱā)2 = 0

que āᾱ+ ā2ᾱ2 = 0, com isso, āᾱ = 0 ou āᾱ = 1.
b.i) Se āᾱ = 0, então a = 1 e pela equação aξ−1 + λα2 + αᾱ + ξᾱ(αa + a + α) = 0,

temos que λ = a = 1, logo

t2 = α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG.

e
t1 = t+m+ V0 + V1

b.ii) Se āᾱ = 1 = b, o que é uma contradição.

Desta forma, para t1 = t+m+ λV0 + V1 teremos:

I) t12 = n+ E0 + F1

II) t22 = m+ V1 + E0

III) t32 = α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0

IV) t42 = m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG

V) t52 = m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG

VI) t62 = m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG

VII) t72 = α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG; λ = 1

Agora vamos fazer [t3, τ
II
H ] = 0.

[t3, τ
1,II
K ] = [t+m+λV0 +V1, t+ξ

2(b2 +b+c)2 n+ξ−1 V0 +bE0 +cξ F1 +ξ(b2 +b)F0 +ξ2 b cG] = 0.
Calculando teremos o seguinte sistema:

ξ−1 + ξ(b2 + b) + λ = 0
cξ + 1 + b = 0
ξ2bc+ ξ(b2 + b) = 0
ξ2(b2 + b+ c)2 + ξ(b2 + b) + cξ = 0
cξ + ξ2bc+ ξ2(b2 + b+ c)2 = 0

.

Agora temos que resolver o sistema para obter os possíveis elementos t2.

1) Se b = 0, temos que λ = ξ−1, e de ξ2(b2 + b+ c)2 + ξ(b2 + b) + cξ = 0 que cξ2 + cξ = 0, isto é,
cξ = 0 ou cξ = 1.

a) Se cξ = 0 de cξ + 1 + b = 0 concluímos que b = 1, o que é um absurdo.

b) Se cξ = 1, então todas as equações estão satisfeitas e

t2 = t+ n+ ξ−1V0 + F1.

2) Se b = 1 de cξ + 1 + b = 0, temos que c = 0 ou ξ = 0.
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a) Se ξ = 0, então de ξ−1 + ξ(b2 + b) + λ = 0, temos que λ = 0 e assim,

t2 = t+ E0

e
t3 = t+m+ V1.

b) Se c = 0 e ξ 6= 0, então λ = ξ−1 e

t2 = t+ ξ−1V0 + E0.

3) Se b 6= 0, 1, assim b = 1 + cξ o que acarreta que cξ 6= 0, 1 e desta forma da equação ξ2(b2 + b+
c)2 + ξ(b2 + b) + cξ = 0 temos ξ(c2ξ2 + cξ + c)2 + c2ξ2 + cξ + c = 0, logo c2ξ2 + cξ + c = 0 ou
ξ(c2ξ2 + cξ + c) = 1.

a) Se c2ξ2 + cξ + c = 0, temos c = 0 ou cξ2 + ξ + 1 = 0.

i) Se c = 0 temos uma contradição.

ii) Se cξ2 + ξ + 1 = 0, então ξ−1 = cξ + 1 = b, assim ξ = b−1 e c =
b̄

b−1
, portanto,

t2 = t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G.

b) ξ(c2ξ2 + cξ + c) = 1, então c2ξ2 + cξ + c = ξ−1 e desta forma,

t2 = t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G

Assim para a variedade τ IIH os possíveis t2 são:

I) t82 = t+ n+ ξ−1V0 + F1;

II) t92 = t+ ξ−1V0 + E0;

III) t10
2 = t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G;

IV) t11
2 = t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G

Agora calculando [t3, τ
III
H ] = 0.

[t3, t + ξ−1c2 n + E0 + c ξ F0 + ξ2 dG]

Calculando teremos o seguinte sistema:
cξ + λ = 0
ξ−1d+ cξ = 0
ξ−1c2 + λcξ = 0
λξ2d+ ξ−1c2 = 0

.

E assim, λ = cξ, ξ−1c2 = λ2, d = cξ2, λ3 = c3 e ξ3 = 1, portanto,

t12
2 = t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG

Agora calculando [t3, τ
IV
H ] = 0.

[t3, t + ξ2(c0 + c1)2 n + ξ c1 F1 + c0 ξ F0 + ξ2 c0 c1G]
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Calculando teremos o seguinte sistema:
c0ξ + λ = 0
ξc1 + 1 = 0
ξ2c0c1 + c0ξ = 0
ξ2(c0 + c1)2 + λc0ξ + ξc1 = 0
ξc1 + λξ2c0c1 + ξ2(c0 + c1)2 = 0

.

Resolvendo o sistema temos que c0ξ = λ e c1ξ = 1, portanto,

t13
2 = tλ̄2n+ F1 + λF0 + λG

Agora calculando [t3, τ
V
H ] = 0.

[t3, τ t + E1 + E0 + dG]

Calculando teremos o seguinte sistema:
λτ + 1 = 0
λ+ τ + 1 = 0
d = 0
λd = 0

.

Logo d = 0, τ = λ̄, assim, λ2 + λ+ 1 = 0, portanto

t14
2 = λ̄t+ E1 + E0.

Agora
[t3, τ

V I
H ] = [t+m+ λV0 + V1, E0 + dG] = dE1 + λdF1 + V1 + dF0 6= 0.

Agora calculando [t3, τ
V II
H ] = 0.

[t3, a
2n+ E0 + aF1 + (b+ a−2b2)G]

Calculando teremos o seguinte sistema:
a+ 1 = 0
b+ a−1b2 = 0
a+ λ(b+ a−1b2) + a2 = 0
a+ a2 = 0

.

Logo a = 1 e b = 0 ou b = 1, independentemente do valor de b temos que

t15
2 = n+ E0 + F1 = t12.

�

O próximo teorema nos fornece uma propriedade das subálgebras toroidais.

Teorema 4.4. Se T é uma subálgebra toroidal de H2, então T é conjugada com subálgebra T (i, j) =
{t3, ti2, t

j
2}, i 6= j ∈ {1, ..., 14}.

Demonstração: Seja T uma subálgebra toroidal de H2, pela Proposição 4.1, T contém um ele-
mento de τ IH . Agora pela Proposição 3.4 de [1] esse elemento é conjugado de t + m + λV0 + V1,
aplicando a Proposição 4.3, temos o resultado. �

Uma observação importante é a seguinte.
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Observação 4.5. T (i, j) = {t3, ti2, t
j
2}, i 6= j ∈ {1, ..., 14} é uma subálgebra toroidal se, e somente

se, [ti2, tj2] = 0 e i 6= j.

4.3.1 Subálgebras Toroidais de H2

Nesta seção vamos investigar as subálgebras T (i, j) tentando descobrir quais destas são subál-
gebras toroidais de dimensão 3.

Teorema 4.6. 1) Se

(i, j) ∈ A = {(1, 2), (1, 6), (1, 8), (1, 9), (1, 10), (1, 11), (1, 12), (1, 13), (2, 6),

(2, 8), (2, 13), (3, 4), (4, 5), (4, 6), (4, 9), (4, 10), (4, 11), (4, 12), (4, 13), (5, 6),

(5, 8), (5, 10), (5, 11), (5, 12), (5, 13), (6, 8), (6, 9), (6, 10), (6, 11), (6, 12),

(6, 13), (8, 9), (8, 12), (9, 11), (9, 13), (12, 13), (13, 14) |[ti2, t
j
2] = 0},

então T (i, j) é uma subálgebra toroidal.

2) Se

(i, j) ∈ {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 7), (1, 14), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 7), (2, 9), (2, 10), (2, 11),

(2, 12), (2, 14), (3, 5), (3, 7), (3, 8), (3, 9), (3, 10), (4, 7), (4, 8), (4, 14), (5, 7), (5, 9), (5, 14),

(6, 7), (6, 14), (7, 8), (7, 9), (7, 10), (7, 12), (7, 13), (7, 14), (8, 10), (8, 11), (8, 13), (8, 14),

(9, 10), (9, 12), (9, 14), (10, 12), (10, 13), (10, 14), (11, 12), (11, 13), (11, 14), (12, 14)},

então T (i, j) não é subálgebra toroidal.

Demonstração: Temos que encontrar pares de idempotentes dentre estes tais que o conjunto
{t3, ti2, t

j
2} com i, j = 1, . . . , 14 sejam L.I.

Vamos calcular [t12, t
j
2], tal que j = 2, . . . , 14.

[n+ E0 + F1, m+ V1 + E0] = E0 + F1 + V1 + V1 + E0 + F1 = 0.

Logo temos
T (1, 2) = T1 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, m+ V1 + E0〉.

[n+ E0 + F1, α
2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+

α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0] =

ᾱ2(λα+ ᾱ)2E0 + ᾱ(λα+ ᾱ)F1 + αᾱG+ ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + α2F1 + ᾱ2(λα+ ᾱ)2V1+

ᾱ(λα+ ᾱ)E0 + αᾱF0 + F1.

Como para t32 ser idempotente α 6= 0, 1 então [t12, t
3
2] 6= 0, e assim T (1, 3) não é subálgebra toroidal.

Agora vamos calcular [t12, t
4
2].

[n+ E0 + F1 , m+ n+ aV0 + aE0 + āF1 + aF0 + aG] = E0 + F1 + V1 6= 0.

Assim T (1, 4) não é subálgebra toroidal. Calculando

[t12, t
5
2] = [n+ E0 + F1, m+ aV0 + āE0 + aF1 + aF0 + aG] = E0 + āF1 + V1 6= 0.
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Desta forma, T (1, 5) não é subálgebra toroidal. Continuando, [t12, t
6
2] nos fornece,

[n+ E0 + F1, m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG] =

E0 + F1 + V1 + b̄F1 + aG+ V1 + E0 + bF1 + aG = 0.

Assim,

T (1, 6) = T2 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+E0 +F1,m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG〉.

t12, t72] = [n+ E0 + F1, α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG] =

αᾱG+ αᾱE1 + ᾱF1 + αᾱF0 6= 0,

pois αᾱ 6= 0.
Sendo assim, T (1, 7) não é subálgebra toroidal.

[t12, t82] = [n+ E0 + F1, t+ n+ λV0 + F1] = F1 + F1 = 0.

Desta forma,

T (1, 8) = T3 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ n+ λV0 + F1〉.

[t12, t92] = [n+ E0 + F1, t+ λV0 + E0] = F1 + F1 = 0,

logo
T (1, 9) = T4 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ ξ−1V0 + E0〉.

[t12, t10
2 ] = [n+ E0 + F1, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] = b̄F1 + b̄G+ F1 + bF1 + b̄G = 0,

logo

T (1, 10) = T5 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G〉

[t12, t11
2 ] = [n+ E0 + F1, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] =

cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)G+ F1 + (1 + cξ)F1 + (c2ξ3 + cξ2)G = 0,

portanto,

T (1, 11) = T6 = 〈t+m+λV0+V1, n+E0+F1, t+n+ξ−1V0+(1+cξ)E0+cξF1+(c2ξ3+cξ2)F0+(c2ξ3+cξ2)G〉

[t12, t12
2 ] = [n+ E0 + F1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] = λG+ F1 + F1 + λG] = 0.

Desta forma,

T (1, 12) = T7 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG〉.

[t12, t13
2 ] = [n+ E0 + F1, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] = λG+ F1 + F1 + λG = 0.

Desta maneira,

T (1, 13) = T8 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG〉.

[t12, t14
2 ] = [n+ E0 + F1, λ̄t+ +E0 + E1] = G+ E1 + λ̄F1 + F0 + F1 6= 0.
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Logo T (1, 14) não é subálgebra toroidal.

[t22, t32] = [m+ V1 + E0, α2t+ λ̄2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ λ̄)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0] =

α2V1 + αᾱV0 + V1 + α(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 6= 0.

Desta maneira, T (2, 3) não é subálgebra toroidal.

[t22, t42] = [m+ V1 + E0, m+ n+ aV0 + aE0 + āF1 + aF0 + aG] =

E0 + āV1 + aF0 + aE1 + F1 + aV1 + āE0 + aE1 + aF0 + āF1 + aG 6= 0

Temos assim que T (2, 4) não é subálgebra toroidal.

[t22, t52] = [m+ V1 + E0, m+ aV0 + āE0 + aF1 + aF0 + aG] =

aV1 + aV0 + aE1 + āV1 + aE0 + aE1 + aF0 + aF1 + aG 6= 0

Isso garante que T (2, 5) não é subálgebra toroidal.

[t22, t62] = [m+ V1 + E0, m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG] =

(b+ ā)2E0 + b̄V1 + aV0 + aE1 + (b+ ā)2F1 + bV1 + b̄E0 + aE1 + aF0 + V1 + b̄F1 + aG = 0,

somente se a = 0
Desta forma,

T (2, 6) = T9 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ V1 + E0, m+ b̄n+ V1 + bE0 + b̄F1〉.

[t22, t72] = [m+ V1 + E0, α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG] =

E0+(α2+ᾱ)V1+ᾱV0+ᾱE1+α2V1+F1+αᾱV0+V1+αᾱE0+ᾱE1+ᾱF0+V1+αᾱE1+(α2ᾱF1+ᾱG 6= 0.

Logo, T (2, 7) não é subálgebra toroidal.

[t22, t82] = [m+ V1 + E0, t+ n+ ξ−1V0 + F1] = E0 + V1 + V1 + F1 + E0 + F1 = 0.

Sendo assim,

T (2, 8) = T10 = 〈t+m+ ξ−1V0 + V1, m+ V1 + E0, t+ n+ ξ−1V0 + F1〉.

[t22, t92] = [m+ V1 + E0, t+ ξ−1V0 + E0] = V1 + V1 = 0.

Desta forma,

T (2, 9) = T = 〈t+m+ ξ−1V0 + V1, m+ V1 + E0, t+ ξ−1V0 + E0〉,

que claramente não é uma subálgebra de dimensão 3. Para t10
2 , temos que ter b 6= 0, 1 assim,

[t22, t10
2 ] = [m+ V1 + E0, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] = .

b̄V1 + b̄V0 + b̄E1 + V1 + bV1 + b̄E0 + b̄E1 + b̄F0 + b̄F1 + b̄G 6= 0

Logo, T (2, 10) não é subálgebra toroidal.
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[t22, t11
2 ] = [m+ V1 +E0, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] = .

E0 + cξV1 + (c2ξ3 + cξ2)V0 + V (c2ξ3 + cξ2)E1 + V1 + F1 + (1 + cξ)V1 + cξE0 + (c2ξ3 + cξ2)E1 +
(c2ξ3 + cξ2)F0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)G 6= 0 Desta maneira, T (2, 11) não é subálgebra toroidal.

[t22, t12
2 ] = [m+ V1 + E0, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

λ2E0 + λV0 + λE1 + λ2F1 + V1 + λE1 + λF0 + λG,

logo [t22, t12
2 ] = 0 se λ = 0 e nesse caso teríamos

T (2, 12) = T = 〈t+m+ V1, m+ V1 + E0, t+ E0〉,

que não é uma subálgebra de dimensão 3.

[t22, t13
2 ] = [m+ V1 + E0, tλ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

λ̄2E0 + V1 + λV0 + λE1 + V1 + λ̄2F1 + E0 + λE1 + λF0 + F1 + λG,

e teremos [t22, t13
2 ] = 0 quando λ = 0, desta maneira,

T (2, 13) = T11 = 〈t+m+ V1, m+ V1 + E0, t+ n+ F1〉.

[t22, t13
2 ] = [m+ V1 + E0, λ̄t+ E1 + E0] = λV1 + V0 + E1 6= 0

Portanto, T (2, 14) não é uma subálgebra toroidal. [t32, t42] =

[α2t+ᾱ2(λα+ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ᾱ)V0+ᾱ(λα+ᾱ)V1+αᾱE1+E0, m+n+aV0+V1+aE0+āF1+aF0+aG] =

(α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ)V0 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā+ αᾱa+ α2 + 1)V1+

(ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa)E1 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā)E0+

(α2ā+
α

ᾱ
(aλα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ) + αᾱa+ ā)F1 + (α2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱā)F0 + (αᾱ+ a)G

Resolvendo o sistema,

α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ = 0
ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā+ αᾱa+ α2 + 1 = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā = 0

α2ā+
α

ᾱ
(aλα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ) + αᾱa+ ā = 0

α2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱā = 0
αᾱ+ a = 0

Temos que λ = 1 e assim
T (3, 4) = T12 = 〈t+m+ V0 + V1, α2t+ ᾱ2m+

α

ᾱ
V0 + ᾱV1 + αᾱE1 + E0, m+ n+ αᾱV0 + V1 +

αᾱE0 + (α2 + ᾱ)F1 + αᾱF0 + αᾱG〉.

[t32, t52] =
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[α2t+ᾱ2(λα+ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ᾱ)V0+ᾱ(λα+ᾱ)V1+αᾱE1+E0, m+aV0+V1+āE0+aF1+aF0+aG] =

(α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ)V0 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2ā+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa+ α2 + 1)V1+

(ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa)E1 + (
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā)E0+

(α2ā+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ αᾱa+ ā)F1 + (α2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱā)F0 + aG

Sendo assim o sistema,

α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ = 0
ᾱ2(λα+ ᾱ)2ā+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa+ α2 + 1 = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱa = 0
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)ā = 0

α2ā+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ αᾱa+ ā = 0

α2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱā = 0
a = 0

Não tem solução. Portanto T (3, 5) não é subálgebra toroidal. [t32, t72] =

[α2t+ᾱ2m+
α

ᾱ
V0 +ᾱV1 +αᾱE1 +E0, β2t+m+n+V0 +V1 +ββ̄E1 +E0 +(β2 + β̄)F1 + β̄F0 + β̄G] =

(α2 + ᾱ2β̄ +
α

ᾱ
β2 + ᾱβᾱ+ αᾱ)V0 + (α2 + ᾱ2β2 + ᾱ2β̄ +

α

ᾱ
ββ̄ + ᾱβ2 + ᾱ+ αᾱ+ 1)V1+

(α2β̄ + ᾱβ̄ + αᾱ+ ββ̄)E1 + (α2 +
α

ᾱ
β̄ + ᾱβ2 + ᾱβ̄)E0+

(α2β2 +α2β̄+
α

ᾱ
β̄+ ᾱ+ ᾱβ2 + ᾱβ̄+αᾱβ̄+β2 + β̄)F1 +(α2β̄+ ᾱβ̄+αᾱ+αᾱβ2 +αᾱβ̄)F0 +(αᾱ+ β̄)G

Resolvendo o sistema,

α2 + ᾱ2β̄ +
α

ᾱ
β2 + ᾱβᾱ+ αᾱ = 0

α2 + ᾱ2β2 + ᾱ2β̄ +
α

ᾱ
ββ̄ + ᾱβ2 + ᾱ+ αᾱ+ 1 = 0

α2β̄ + ᾱβ̄ + αᾱ+ ββ̄ = 0

α2 +
α

ᾱ
β̄ + ᾱβ2 + ᾱβ̄ = 0

α2β2 + α2β̄ +
α

ᾱ
β̄ + ᾱ+ ᾱβ2 + ᾱβ̄ + αᾱβ̄ + β2 + β̄ = 0

α2β̄ + ᾱβ̄ + αᾱ+ αᾱβ2 + αᾱβ̄ = 0
αᾱ+ β̄ = 0

concluímos que α = 0, o que não pode ocorrer. Logo T (3, 7) não é subálgebra toroidal. [t32, t82] =

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0, t+ n+ λV0 + F1] =

(α2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ))V0 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ) +αᾱλ)V1 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ))E0 + (α2 +
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ᾱ(λα+ ᾱ) + 1)F1 

α2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ) + αᾱλ = 0
ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ(λα+ ᾱ) + 1 = 0
αᾱ = 0

Assim α = 0 ou α = 1, o que não pode ocorrer. Desta forma, T (3, 8) não é subálgebra toroidal.
[t32, t92] =

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0, t+ λV0 + E0] =

(α2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ))V0 + αᾱV1 + αᾱE1.

Logo, α = 0 ou α = 1, o que não pode ocorrer. Portanto, T (3, 9) não é subálgebra toroidal.
[t32, t10

2 ] =

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 +αᾱE1 +E0, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(α2b+ ᾱ(λα+ ᾱ)b̄+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ))V0 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2b̄+ ᾱ(λα+ ᾱ) + ᾱ(λα+ ᾱ)b+ αᾱb)V1+

ᾱ2(λα+ᾱ)2b̄+ᾱ(λα+ᾱ)b̄+αᾱb)E1+(
α

ᾱ
(λα+ᾱ)b̄+ᾱ(λα+ᾱ)b̄)E0+(α2b̄+

α

ᾱ
(λα+ᾱ)b̄+αᾱb̄+ b̄)F1

+(α2b̄+ ᾱ(λα+ ᾱ)b̄+ αᾱb̄)F0 + b̄G.
Logo b = 1, o que é um absurdo. Desta forma, T (3, 10) não é subálgebra toroidal.

[t42, t52] =

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m+ bV0 + V1 + b̄E0 + bF1 + bF0 + bG] =

(a+ b)V0 + (a+ b)E0 + (a+ b)F1 + (a+ b)F0, para [t42, t52] = 0 logo temos a = b, portanto,

T (4, 5) = T13 = 〈t + m + λV0 + V1, m + n + aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m + aV0 +
V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG〉.

[t42, t62] =

[m+n+aV0 +V1 +aE0 + āF1 +aF0 +aG, m+ (b+ ā1)2n+a1V0 +V1 + bE0 + b̄F1 +a1F0 +a1G] =

(a1 + a)V0 + (b̄+ b+ a+ ā)V1 + ((b+ ā1)2 + 1 + aa1 + b̄+ ā+ aa1)E0 + (1 + aa1 + (b+ ā1)2 + ab̄+
āb + aa1)F1 + (a + a1)F0 + (aa1 + āa1 + ab̄ + ab)G, para [t42, t62] = 0 logo temos logo a = a1 = b
ou a = a1 e b = ā. 

a1 + a = 0
b̄+ b+ a+ ā = 0
(b+ ā1)2 + 1 + aa1 + b̄+ ā+ aa1 = 0
1 + aa1 + (b+ ā1)2 + ab̄+ āb+ aa1 = 0
a+ a1 = 0
aa1 + āa1 + ab̄+ ab = 0

Resolvendo temos que a1 = a = b̄ ou a = a1 = b.
T (4, 6) = T14 = 〈t + m + λV0 + V1, m + n + aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m + aV0 +

V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG〉.
ou T (4, 6) = T15 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m+ n+ aV0 +
V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG〉.
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[t42, t72] = 0

[m+n+aV0+V1+aE0+āF1+aF0+aG, α2t+m+n+V0+V1+αᾱE1+E0+(α2+ᾱ)F1+ᾱF0+ᾱG] =

((a+ 1)(α+ 1))V0 + ((a+ 1)(α2 + α) + ᾱ)V1 + aαᾱE1 + (α2 + α+ aᾱ)E0 + (α2 + ā+ aα2 + aα+
a)F1 + (α2 + aα+ ā)F0 + (αᾱ+ ᾱ+ aα2 + aα+ a)G.

α2(a+ 1)(a+ 1) = 0
(a+ 1)(α2 + α) + ᾱ = 0
aαᾱ = 0
α2 + α+ aᾱ = 0
α2 + ā+ aα2 + aα+ a = 0
α2 + aα+ ā = 0
αᾱ+ ᾱ+ aα2 + aα+ a = 0

Resolvendo, se a = 0, então α = 1. Se a 6= 0, então α = 0 ou ᾱ = 0. Caso α = 0, a = 1. Portanto
o sistema não é satisfeito. Caso ᾱ = 0, α = 1 e a = 1; mas para t72 temos que ter α 6= 0, 1; portanto,
o sistema não tem solução para tais condições.
Logo, T (4, 7) não é subálgebra toroidal. [t42, t82] = 0

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t+ n+ ξ−1V0 + F1] =

(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G.
Assim a = 0.
T (4, 8) = T = 〈t+m+λV0 +V1, m+n+V1 +F1, t+n+λV0 +F1〉, que não é uma subalgebra

de dimensão 3.

[t42, t92] = 0

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t+ ξ−1V0 + E0] =

(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G. Logo a = 0
T (4, 9) = T16 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ n+ V1 + F1, t+ λV0 + E0〉.

[t42, t10
2 ] = 0

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(a+ b̄))V0 + (a+ b̄)E0 + (ā+ b)F1 + (b̄+ a)F0 + (b̄+ a)G. Desta forma a = b̄
T (4, 10) = T17 = 〈t + m + λV0 + V1, m + n + aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t + āV0 +

āE0 + aF1 + aF0 + aG〉.

[t42, t11
2 ] = 0

[m+n+aV0+V1+aE0+āF1+aF0+aG, t+n+ξ−1V0+(1+cξ)E0+cξF1+(c2ξ3+cξ2)F0+(c2ξ3+cξ2)G] =

(a + c2ξ3 + cξ2)V0 + (1 + cξ + ac2ξ3 + acξ2 + aξ−1)E0 + (1 + cξ + ac2ξ3 + acξ2 + aξ−1)F1 + (a +
c2ξ3 + cξ2)F0 + (a+ c2ξ3 + cξ2)G.

Logo a = c2ξ3 + cξ2

T (4, 11) = T18 = 〈t+m+λV0 +V1, m+n+ c2ξ3 + cξ2V0 +V1 + c2ξ3 + cξ2E0 + ¯c2ξ3 + cξ2F1 +
c2ξ3 + cξ2F0 + c2ξ3 + cξ2G, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G〉.

[t42, t12
2 ] = 0

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =
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(λ+ a)V0 + (λ2 + λ)E0 + (λ2 + λ)F1 + (λ+ a)F0 + (aλa+ λ+ a)G. Logo a = λ = 0. Assim,
T (4, 12) = T19 = 〈t+m+ V1, m+ n+ V1 + F1, t+ E0〉.

[t42, t13
2 ] =

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(λ+ a)V0 + (λ+ λa)E0 + (λ2 + λa)F1 + (λ+ a)F0 + (λ+ a)G.
Portanto a = λ, onde λ = 0 ou λ = 1, assim, T (4, 13) = T = 〈t+m+V1, m+n+V1 +F1, t+

n+ F1〉, que claramente não é uma subálgebra de dimensão 3.
Ou
T (4, 13) = T20 = 〈t+m+ V0 + V1, m+ n+ V0 + V1 + E0 + F0 +G, t+ F1 + F0 +G〉.

[t42, t14
2 ] =

[m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄a + 1)V0 + (λ + a)V1 + aE1(aλ + λ + a)F1 + (aλ̄ + ā)F0 + (a + 1)G 6= 0. Logo, T (4, 14) não é
subálgebra toroidal.

[t52, t62] = 0

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, m+ (b+ ā1)2n+ a1V0 + V1 + bE0 + b̄F1 + a1F0 + a1G] =

(a1 + a)V0 + (b̄+ b+ a+ ā)V1 + ((b+ ā1)2 + aa1 + b̄+ ā+ aa1)E0 + (1 + aa1 + (b2 + a2
1 + a+ b)F1 +

(a+ a1)F0 + (a1 + a)G, logo a = a1 = b ou a = a1 e b = ā.
T (5, 6) = T21 = 〈t + m + λV0 + V1, m + aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, m + n + aV0 +

V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG〉.
Ou
T (5, 6) = T22 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, m+ aV0 + V1 + āE0 +
aF1 + aF0 + aG〉.

[t52, t72] = 0

[m+aV0 +V1 + āE0 +aF1 +aF0 +aG, α2t+m+n+V0 +V1 +αᾱE1 +E0 +(α2 +ᾱ)F1 +ᾱF0 +ᾱG] =

((a+ 1)(α+ 1))V0 + (aα2 + aα+ ᾱ)V1 + āαᾱE1 + (α2 + α+ aᾱ)E0 + (aα2 + ᾱ+ aα+ α2 + 1)F1 +
(α2 + aα+ ā)F0 + (αᾱ+ ᾱ+ aα2 + aα+ a)G.

α2(a+ 1) + (a+ 1) = 0
aα2 + aα+ ᾱ = 0
āαᾱ = 0
α2 + α+ aᾱ = 0
aα2 + ᾱ+ aα+ α2 + 1 = 0
ᾱ+ aα+ a = 0
āᾱ+ aα2 + a = 0

Portanto α = 1, o que não pode ocorrer para t72. Logo T (5, 7) não é subálgebra toroidal.
[t52, t82] = 0

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ n+ ξ−1V0 + F1] =

(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G.
Assim a = 0, portanto,

T (5, 8) = T23 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ V1 + E0, t+ n+ λV0 + F1〉.

[t52, t92] = 0
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[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ ξ−1V0 + E0] =

(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G. Logo a = 0, desta forma,
T (5, 9) = T = 〈t+m+λV0+V1, m+V1+E0, t+λV0+E0〉, que não é uma subálgebra de dimensão 3.

[t52, t10
2 ] = 0

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(a+ b̄))V0 + (a+ b̄)E0 + (b̄+ a)F1 + (b̄+ a)F0 + (b̄+ a)G. Desta forma a = b̄, logo,

T (5, 10) = T24 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ āV0 + āE0 +
aF1 + aF0 + aG〉.

[t52, t11
2 ] = 0

[m+aV0+V1+āE0+aF1+aF0+aG, t+n+ξ−1V0+(1+cξ)E0+cξF1+(c2ξ3+cξ2)F0+(c2ξ3+cξ2)G] =

(a + c2ξ3 + cξ2)V0 + (1 + cξ + ac2ξ3 + acξ2 + aξ−1)E0 + (1 + cξ + ac2ξ3 + acξ2 + aξ−1)F1 + (a +
c2ξ3 + cξ2)F0 + (a+ c2ξ3 + cξ2)G.

Logo a = c2ξ3 + cξ2, assim,
T (5, 11) = T25 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (c2ξ3 + cξ2)V0 + V1 + ¯(c2ξ3 + cξ2)E0 + (c2ξ3 + cξ2)F1 +
(c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G〉.

[t52, t12
2 ] = 0

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(λ+ a)V0 + (λ2 + λa)E0 + (λ2 + λa)F1 + (λ+ a)F0 + (λ+ a)G. Logo a = λ, desta forma,
T (5, 12) = T26 = 〈t+m+λV0 +V1, m+λV0 +V1 +λ̄E0 +λF1 +λF0 +λG, t+λ2n+E0 +λF0 +λG〉.

[t52, t13
2 ] = 0

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(λ+ a)V0 + (λ̄2 + 1 + λa)E0 + (λ2 + 1 + λa)F1 + (λ+ a)F0 + (λ+ a)G.
Portanto a = λ e assim,

T (5, 13) = T27 = 〈t+m+λV0 +V1, m+λV0 +V1 +λ̄E0 +λF1 +λF0 +λG, t+λ̄2n+F1 +λF0 +λG〉.

[t52, t14
2 ] =

[m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄a+ 1)V0 + (λ+ a)V1 + E1(aλ̄)F1 + (aλ)F0 + (a)G 6= 0.
Logo T (5, 14) não é subálgebra toroidal.

[t62, t72] = 0

[m+(b+ā)2n+aV0+V1+bE0+b̄F1+aF0+aG, α2t+m+n+V0+V1+αᾱE1+E0+(α2+ᾱ)F1+ᾱF0+ᾱG] =

(α2(a+ 1) + (a+ 1))V0 + (aα(ᾱ+ ᾱ))V1 + bαᾱE1 + (b2 + a2 + aα+ α2 + ᾱ+ b̄)E0 + (bα+ α+ 1 +
aα2)F1 + (α+ b̄αᾱ+ aα2 + a)F0 + (b2αᾱ+ ā2αᾱ+ ᾱ+ a)G.

Se a = 1, o sistema não é satisfeito. Se α = 1, o sistema também não é satisfeito. Portanto,
T (6, 7) não é subálgebra toroidal. [t62, t82] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ n+ ξ−1V0 + F1] =
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(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G.
Assim a = 0, logo,

T (6, 8) = T28 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b̄)2n+ V1 + bE0 + b̄F1, t+ n+ λV0 + F1〉.

[t62, t92] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ ξ−1V0 + E0] =

(a)V0 + (aξ−1)E0 + (aξ−1)F1 + (a)F0 + (a)G. Logo a = 0, portanto,
T (6, 9) = T29 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b̄)2n+ V1 + bE0 + b̄F1, t+ λV0 + E0〉.

[t62, t10
2 ] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ b1V0 + b1E0 + b̄1F1 + b̄1F0 + b̄1G] =

(a + b̄1)V0 + (a + b̄1)E0 + (b̄ + a + b̄1 + b)F1 + (b̄1 + a)F0 + (b̄1 + a)G. Desta forma a = b̄1, desta
forma,
T6, 10 = T30 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ āV0 +
āE0 + aF1 + aF0 + aG〉.

[t62, t11
2 ] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 +
cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] = (a+ c2ξ3 + cξ2)V0 + (1 + cξ+ ac2ξ3 + acξ2 + aξ−1)E0 + (1 + cξ+ ac2ξ3 +
acξ2 + aξ−1)F1 + (a+ c2ξ3 + cξ2)F0 + (a+ c2ξ3 + cξ2)G.

Logo a = c2ξ3 + cξ2, portanto,
T (6, 11) = T31 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b+ ¯(c2ξ3 + cξ2))2n+ (c2ξ3 + cξ2)V0 + V1 + bE0 + b̄F1 +
(c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G〉.

[t62, t12
2 ] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(λ+ a)V0 + (λ2 + λa)E0 + (λ2 + λa)F1 + (λ+ a)F0 + (λ+ a)G. Logo a = λ, sendo assim,
T6, 12)T32 = 〈t + m + λV0 + V1, m + (b + λ̄)2n + λV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + λF0 + λG, t + λ2n +
E0 + λF0 + λG〉.

[t62, t13
2 ] = 0

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(λ+ a)V0 + (λ+ 1)V1 + (λ̄2 + λ+ λa)E0 + (λ̄2 + λb+ λa+ b̄)F1 + (λ+ a)F0 + (λ+ λa)G.
Portanto a = λ = 1, desta forma

T (6, 13) = T33 = 〈t+m+V0 +V1, m+ (b)2n+V0 +V1 + bE0 + b̄F1 +F0 +G, t+n+E0 +F0 +G〉.

[t62, t14
2 ] =

[m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄a+ 1)V0 + (λ̄+ a+ 1)V1 + bE1 + (a+ b̄λ)F1 + (aλ̄+ b̄)F0 + (b2 + ā2 + a)G 6= 0.
Logo, T (6, 14) não é subálgebra toroidal.

Para t72 temos que α 6= 0, 1.
[t72, t82] = 0

[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ n+ ξ−1V0 + F1] =
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(ξ−1α2 + 1)V0 + ξ−1αᾱV1 + (ᾱξ−1)E0 + (ᾱξ−1 + ᾱ)F1 + (ᾱ2)F0 + (ᾱ2)G.
Assim ᾱ2 = 0, o que implica que α = 1 = ξ−1, mas α 6= 1.

Portanto, T (7, 8) não é subálgebra toroidal.
[t72, t92] = 0

[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ ξ−1V0 + E0] =

(1 + ξ−1α2)V0 + ξ−1αᾱV1 + αᾱE1 + (ξ−1ᾱ)E0 + (ξ−1ᾱ)F1 + (ᾱ)F0 + (ᾱ)G. Logo ᾱ = 0 e ξ−1 = 1,
mas α 6= 1.
Desta forma, T (7, 9) não é subálgebra toroidal.

[t72, t10
2 ] = 0

[α2t+m+ n+ V0 + V1 +αᾱE1 +E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(1+bα2 + b̄)V0 +bαᾱV1 +bαᾱ+(bᾱ)E0 +(ᾱ+ b̄αᾱ)F1 +(ᾱ+ b̄αᾱ+ b̄α2 + b̄)F0 +(ᾱ+ b̄α2 + b̄ᾱ+ b̄)G.
Desta forma α = 1, o que não pode ocorrer.
Logo, T (7, 10) não é subálgebra toroidal.

[t72, t12
2 ] = 0

[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(λ+1)V0 +αᾱE1 +(λ2 +λ)E0 +(λ2 +λ+λαᾱ)F1 +(ᾱ+λα2 +λ)F0 +(λ2αᾱ+ ᾱ+λα2 +λᾱ+λ)G.
Logo λ = 1 e α = 1, o que não pode ocorrer.
Portanto, T (7, 12) não é subálgebra toroidal.

[t72, t13
2 ] = 0

[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(λ+1)V0 +(λ̄2 + λ̄)E0 +(λ̄2 + λ̄+λαᾱ+ ᾱ)F1 +(ᾱ+αᾱ+λα2 +λ)F0 +(λ̄αᾱ+ ᾱ+λα2 +λᾱ+λ)G.
Portanto λ = 1 e α = 1, o que não pode ocorrer.

Logo, T (7, 13) não é subálgebra toroidal.
[t72, t14

2 ] =

[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 + E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ+ 1)V0 + (λ)V1 + (1 + αᾱ)E1(ᾱ)F1 + (α2 + ᾱ+ λᾱ)F0 + (α)G 6= 0.
Desta maneira, T (7, 14) não é subálgebra toroidal.

[t82, t92] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + F1, t+ ξ−1
1 V0 + E0] =

(ξ−1 + ξ−1
1 )V0 Logo e ξ−1 = ξ−1

1 . Assim,
T (8, 9) = T34 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ n+ λV0 + F1, t+ λV0 + E0〉.

[t82, t10
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + F1, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(b+ ξ−1)V0 + (ξ−1b̄)E0 + (ξ−1b̄)F1 + (b̄)F0 + (b̄)G. Desta forma ξ−1 = b = 1, o que não pode ocorrer
pois b 6= 0, 1.
Portanto, T (8, 10) não é subálgebra toroidal.

[t82, t11
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1
1 V0 + F1, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] =

(ξ−1
1 + ξ−1)V0 + (ξ−1

1 (cξ3 + cξ2))E0 + ((c2ξ3 + cξ2)ξ−1
1 ))F1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G.
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(ξ−1

1 + ξ−1 = 0

ξ−1
1 (cξ3 + cξ2) = 0

(c2ξ3 + cξ2)ξ−1
1 ) = 0

c2ξ3 + cξ2 = 0
c2ξ3 + cξ2 = 0

Assim, ξ2(c2ξ + c) = 0, desta forma, ξ = 0 ou cξ = 1, que não fornece uma subálgebra.
Portanto, T (8, 11) não é subálgebra toroidal.

[t82, t12
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + F1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ)F0 + (λ)G. Logo λ = 0 = ξ−1.
T (8, 12) = T35 = 〈t+m+ V1, t+ n+ F1, t+ E0〉.

[t82, t13
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + F1, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ)F0 + (λ)G.
Portanto λ = 0 = ξ−1.

T (8, 13) = T = 〈t + m + V1, t + n + F1, t + n + F1〉, que claramente não é uma subálgebra de
dimensão 3.

[t82, t14
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + F1, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄ξ−1)V0 + (ξ−1)V1(λ)F1 + F0 +G 6= 0.
Logo, T (8, 14) não é subálgebra toroidal.

[t92, t10
2 ] = 0

[t+ ξ−1V0 + E0, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G] =

(b+ ξ−1)V0 + (ξ−1b̄)E0 + (ξ−1b̄)F1 + (b̄)F0 + (b̄)G. Desta forma ξ−1 = b = 1, o que não pode ocorrer
pois b 6= 1.
Portanto, T (9, 10) não é subálgebra toroidal.

[t92, t11
2 ] = 0

[t+ ξ−1V0 + E0, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] =

(ξ−1
1 + ξ−1

1 )V0 + (ξ−1
1 (cξ3 + cξ2))E0 + ((c2ξ3 + cξ2)ξ−1

1 ))F1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G.
(ξ−1

1 + ξ−1
1 = 0

ξ−1
1 (cξ3 + cξ2) = 0

(c2ξ3 + cξ2)ξ−1
1 ) = 0

c2ξ3 + cξ2 = 0
c2ξ3 + cξ2 = 0

Assim, ξ1 = ξ e c2ξ3 + cξ2 = 0, logo

T (9, 11) = T36 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λV0 + E0, t+ n+ λV0 + F1〉.

[t92, t12
2 ] = 0
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[t+ ξ−1V0 + E0, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ)F0 + (λ)G. Logo λ = 0 = ξ−1.
T (9, 12) = T = 〈t+m+V1, t+E0, t+E0〉 que claramente não é uma subálgebra de dimensão 3.

[t92, t13
2 ] = 0

[t+ ξ−1V0 + E0, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ)F0 + (λ)G.
Portanto λ = 0 = ξ−1.

T (9, 13) = T37 = 〈t+m+ V1, t+ E0, t+ n+ F1〉.

[t92, t14
2 ] = 0

[t+ ξ−1V0 + E0, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄ξ−1)V0 + (ξ−1)V1(λ)E1 6= 0.
Desta forma, T (9, 14) não é subálgebra toroidal.

[t10
2 , t12

2 ] = 0

[t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG] =

(b)V0 + (λb)E0 + (λb)F1 + (λ+ b̄)F0 + (λ+ b̄)G. Logo λ = 0 = b̄ = 1, o que não pode ocorrer, pois
b 6= 0.
Portanto, T (10, 12) não é subálgebra toroidal.

[t10
2 , t13

2 ] = 0

[t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(b)V0 + (λb)E0 + (λb)F1 + (λ+ b̄)F0 + (λ+ b̄)G.
Portanto λ = b̄ = 1, o que não pode ocorrer, pois b 6= 0.

Logo, T (10, 13) não é subálgebra toroidal.
[t10

2 , t14
2 ] = 0

[t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G, λ̄t+ E1 + E0] =

(λ̄b)V0 + (b)V1(b)E1 + (b̄λ̄)F1 + (b̄+ b̄λ̄)F0 + b̄G 6= 0.
Portanto, T (10, 14) não é subálgebra toroidal.

[t11
2 , t12

2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+ λ2n+E0 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ + c2ξ3 + cξ2)F0 + (λ + c2ξ3 + cξ2)G. Logo λ = c2ξ3 + cξ2 e
ξ−1 = 0, o que não pode ocorrer.
Portanto, T (11, 12) não é subálgebra toroidal.

[t11
2 , t13

2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(ξ−1)V0 + (λξ−1)E0 + (λξ−1)F1 + (λ+ c2ξ3 + cξ2)F0 + (λ+ c2ξ3 + cξ2)G.
Portanto λ = c2ξ3 + cξ2 e ξ−1 = 0 o que não pode ocorrer.
Assim, T (11, 13) não é subálgebra toroidal.
[t11

2 , t14
2 ] = 0

[t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, λ̄t+ E1 + E0] =
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(λ̄ξ−1)V0 +(ξ−1)V1(1+cξ)E1 +(c2ξ3 +cξ2 +λcξ)F1 +(λ̄(c2ξ3 +cξ2)+cξ)F0 +(1+c2ξ3 +cξ2)G 6= 0.
Portanto, T (11, 14) não é subálgebra toroidal.

[t12
2 , t13

2 ] = 0

[t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

F1 + λF0 + F1 + λG+ λF0 + λG = 0. Portanto,
T (12, 13) = T38 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG〉.

[t12
2 , t14

2 ] = 0

[t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG, λ̄t+ E1 + E0] =

λ2G+ E1 + λ̄λF0 + λF1 + λG 6= 0.
Portanto, T (12, 14) não é subálgebra toroidal.

[t13
2 , t14

2 ] = 0

[t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG, λ̄t+ E1 + E0] =

λ̄2G+ λ̄λF0 + F0 + λG Portanto λ2 + λ+ 1 = 0, assim λ é uma raiz cúbica da unidade, logo
T (13, 14) = T39 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG, λ̄t+ E1 + E0〉.
�

Observação 4.7. No restante dos casos ainda não temos respostas, discutiremos isso na Seção 4.4.

Lema 4.8. Entre as subálgebras toroidais T (i, j), as seguintes subalgebras são conjugadas:

a) T (1, 2) = T1 ' T (1, 8) = T3 ' T (1, 9) = T4 ' T (2, 8) = T10 ' T (4, 9) = T16.

b) T (1, 12) = T7 ' T (1, 13) = T8.

c) T (4, 12) = T19 ' T (8, 12) = T35 ' T (9, 13) = T37.

Demonstração: a) Temos que

T (1, 2) = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t
1
2 = n+ E0 + F1, t

2
2 = m+ V1 + E0〉.

T (1, 8) = T3 = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t
1
2 = n+ E0 + F1, t

8
2 = t+ n+ λV0 + F1〉.

T (1, 10) = T5 = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t12 = n+ E0 + F1, t92 = t+ λV0 + E0〉

T (2, 8) = T10 = 〈t3 = t+m+ ξ−1V0 + V1, t22 = m+ V1 + E0, t82 = t+ n+ ξ−1V0 + F1〉.

T (4, 9) = T16 = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t42 = m+ n+ V1 + F1, t92 = t+ λV0 + E0〉. Notemos que

t82 = t3 + t12 + t22,

t92 = t3 + t22,

t82t+ t12 + t22,

t42 = t12 + t22

e
t92 = t3 + t22

com isso podemos escrever os elementos das bases de T (1, 8), T (1, 9), T (2, 8), T (4, 9) como com-
binação linear dos elementos da base de T (1, 2).

b) Agora

T (1, 12) = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t12 = n+ E0 + F1, t12
2 t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG〉.
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T (1, 13) = T8 = 〈t3 = t+m+ λV0 + V1, t12 = n+ E0 + F1, t13
2 = t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG〉,

e
t13
2 = t12 + t12

2

c) Aqui temos T (4, 12) = 〈t3t+m+ V1, t42 = m+ n+ V1 +F1, t12
2 = t+E0〉, T (8, 12) = 〈t3 =

t+m+V1, t82 = t+n+F1, t12
2 = t+E0〉 e T (9, 13) = 〈t3 = t+m+V1, t92 = t+E0, t13

2 = t+n+F1〉.
Notemos que

t82 = t3 + t12
2

e
t13
2 = t3 + t12

2 .

�

Observação 4.9. Conseguimos determinar alguns casos que as subálgebras são conjugadas. Para
os demais casos ainda estamos estudando.

Proposição 4.10. A álgebra de Lie H2 possui as seguintes subálgebras toroidais de dimensão 3.

Notemos que cada uma das subálgebras que encontramos não são simplesmente subálgebras,
mas sim, famílias de subálgebra que dependem de 1, 2 ou 3 parâmetros.
As seguintes subálgebras são 3-dimensional toroidal em H2 :

T1 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, m+ V1 + E0〉.

T2 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1,m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG〉.

T3 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ bV0 + bE0 + b̄F1 + b̄F0 + b̄G〉

T4 = 〈t+m+λV0+V1, n+E0+F1, t+n+ξ−1V0+(1+cξ)E0+cξF1+(c2ξ3+cξ2)F0+(c2ξ3+cξ2)G〉

T5 = 〈t+m+ λV0 + V1, n+ E0 + F1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG〉.

T6 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ V1 + E0, m+ b̄n+ V1 + bE0 + b̄F1〉.

T7 = 〈t+m+ V1, m+ V1 + E0, t+ n+ F1〉.

T8 = 〈t+m+ V0 + V1, α2t+ ᾱ2m+
α

ᾱ
V0 + ᾱV1 + αᾱE1 +E0, m+ n+ αᾱV0 + V1 + αᾱE0 +

(α2 + ᾱ)F1 + αᾱF0 + αᾱG〉.

T9 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m+ aV0 + V1 + āE0 +
aF1 + aF0 + aG〉.

T10 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ n+ aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m+ aV0 + V1 + āE0 +
aF1 + aF0 + aG〉.
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T11 = 〈t + m + λV0 + V1, m + n + aV0 + V1 + aE0 + āF1 + aF0 + aG, m + n + aV0 + V1 +
aE0 + āF1 + aF0 + aG〉.

T12 = 〈t+m+λV0+V1, m+n+aV0+V1+aE0+āF1+aF0+aG, t+āV0+āE0+aF1+aF0+aG〉.

T13 = 〈t+m+λV0 +V1, M+ \+ c∈ξ3+ cξ∈V′+V∞+ c∈ξ3+ cξ∈E′+ ¯c∈ξ3 + cξ∈F∞+ c∈ξ3+
cξ∈F′ + c∈ξ3 + cξ∈G, t+ \+ ξ−∞V′ + (∞+ cξ)E′ + cξF∞ + (c∈ξ3 + cξ∈)F′ + (c∈ξ3 + cξ∈)G〉.

T14 = 〈t+m+ V1, m+ n+ V1 + F1, t+ E0〉.

T15 = 〈t+m+ V0 + V1, m+ n+ V0 + V1 + E0 + F0 +G, t+ F1 + F0 +G〉.

T16 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ aV0 + V1 + āE0 + aF1 + aF0 + aG, m+ n+ aV0 + V1 + aE0 +
āF1 + aF0 + aG〉.

T17 = 〈t+m+λV0+V1, m+aV0+V1+āE0+aF1+aF0+aG, m+aV0+V1+āE0+aF1+aF0+aG〉.

T18 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ V1 + E0, t+ n+ λV0 + F1〉.

T19 = 〈t+m+λV0 +V1, m+aV0 +V1 + āE0 +aF1 +aF0 +aG, t+ āV0 + āE0 +aF1 +aF0 +aG〉.

T20 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (c2ξ3 + cξ2)V0 + V1 + ¯(c2ξ3 + cξ2)E0 + (c2ξ3 + cξ2)F1 + (c2ξ3 +
cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G〉.

T21 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ λV0 + V1 + λ̄E0 + λF1 + λF0 + λG, t+ λ2n+E0 + λF0 + λG〉.

T22 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ λV0 + V1 + λ̄E0 + λF1 + λF0 + λG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG〉.

T23 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b̄)2n+ V1 + bE0 + b̄F1, t+ n+ λV0 + F1〉.

T24 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b̄)2n+ V1 + bE0 + b̄F1, t+ λV0 + E0〉.

T25 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 + bE0 + b̄F1 + aF0 + aG, t+ āV0 + āE0 +
aF1 + aF0 + aG〉.

T26 = 〈t+m+ λV0 + V1, m+ (b+ ¯(c2ξ3 + cξ2))2n+ (c2ξ3 + cξ2)V0 + V1 + bE0 + b̄F1 + (c2ξ3 +
cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G〉.

T27 = 〈t+m+λV0+V1, m+(b+λ̄)2n+λV0+V1+bE0+b̄F1+λF0+λG, t+λ2n+E0+λF0+λG〉.

T28 = 〈t+m+ V0 + V1, m+ (b)2n+ V0 + V1 + bE0 + b̄F1 + F0 +G, t+ n+ E0 + F0 +G〉.

T29 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ n+ λV0 + F1, t+ λV0 + E0〉.

T30 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λV0 + E0, t+ n+ λV0 + F1〉.

T31 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λ2n+ E0 + λF0 + λG, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG〉.

T32 = 〈t+m+ λV0 + V1, t+ λ̄2n+ F1 + λF0 + λG, λ̄t+ E1 + E0〉.
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4.4 Observação

Nos casos a seguir, ainda não conseguimos concluir se temos uma subálgebra toroidais ou não,
são eles:

1) T (3, 6)
[t32, t62] =

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 +E0, m+ (b+ ā)2n+ aV0 + V1 +

bE0 + b̄F1 + aF0 + aG] =

(α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ)V0 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2b̄+ ᾱ(λα+ ᾱ)b+ αᾱa+ α2 + 1)V1+

(ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+αᾱb)E1 + (ᾱ2(λα+ ᾱ)2(b+ ā)2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)b̄)E0+

(α2b+
α

ᾱ
(aλα+ᾱ)a+ᾱ(λα+ᾱ)(b+ā)2+αᾱa+b̄)F1+(α2a+ᾱ(λα+ᾱ)a+αᾱb̄)F0+(αᾱ(b+ā)2+a)G

Assim temos o seguinte o sistema,

α2a+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ αᾱ = 0
ᾱ2(λα+ ᾱ)2b̄+ ᾱ(λα+ ᾱ)b+ αᾱa+ α2 + 1 = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱb = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2(b+ ā)2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)b̄ = 0

α2b+
α

ᾱ
(aλα+ ᾱ)a+ ᾱ(λα+ ᾱ)(b+ ā)2 + αᾱa+ b̄ = 0

α2a+ ᾱ(λα+ ᾱ)a+ αᾱb̄ = 0
αᾱ(b+ ā)2 + a = 0

2) T (3, 11)
[t32, t11

2 ] = 0

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0,

t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 + cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] =

(α2ξ−1 + ᾱ2(λα + ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) +
α

ᾱ
(λα + ᾱ))V0+ (ᾱ2(λα + ᾱ)2cξ + ᾱ(λα + ᾱ) + ᾱ(λα +

ᾱ)(1 + cξ) + αᾱξ−1)V1+ (ᾱ2(λα + ᾱ)2(c2ξ3 + cξ2) + ᾱ(λα + ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + αᾱ(1 + cξ))E1+

(ᾱ2(λα+ᾱ)2+
α

ᾱ
(λα+ᾱ)(c2ξ3+cξ2)+ᾱ(λα+ᾱ)cξ)E0+ (α2cξ+

α

ᾱ
(λα+ᾱ)(c2ξ3+cξ2)+ᾱ(λα+ᾱ)+

αᾱ(c2ξ3+cξ2)+cξ)F1+ (α2(c2ξ3+cξ2)+
α

ᾱ
(λα+ᾱ)(c2ξ3+cξ2)+α(λα+ᾱ)(c2ξ3+cξ2)+αᾱcξ)F0+

(αᾱ+ c2ξ3 + cξ2)G. Logo teremos o sistema

α2ξ−1 + ᾱ2(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2cξ + ᾱ(λα+ ᾱ) + ᾱ(λα+ ᾱ)(1 + cξ) + αᾱξ−1 = 0
ᾱ2(λα+ ᾱ)2(c2ξ3 + cξ2) + ᾱ(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + αᾱ(1 + cξ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + ᾱ(λα+ ᾱ)cξ = 0

α2cξ +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + ᾱ(λα+ ᾱ) + αᾱ(c2ξ3 + cξ2) + cξ = 0

α2(c2ξ3 + cξ2) +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + α(λα+ ᾱ)(c2ξ3 + cξ2) + αᾱcξ = 0

αᾱ+ c2ξ3 + cξ2 = 0

3) T (3, 12)
[t32, t12

2 ] = 0
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[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 +αᾱE1 +E0, t+ λ2n+E0 + λF0 + λG] =

(ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ))V0+ (ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ2 +

α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ)E0+ (ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+ ᾱ(λα+

ᾱ)λ+ αᾱ)E1+ (
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ2 + αᾱλ)F1+ (α2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ)F0+ (αᾱλ2 + λ)G

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ+ αᾱ = 0
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ2 + αᾱλ = 0

α2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ = 0
αᾱλ2 + λ = 0

4) T (3, 13)
[t32, t13

2 ] = 0

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0, tλ̄2n+ F1 + λF0 + λG] =

(ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ))V0+ (ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ))V1 (ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ̄2 +

α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ+

ᾱ2(λα+ᾱ)2)E0+ (ᾱ2(λα+ᾱ)2λ+ᾱ(λα+ᾱ)λ)E1+ (α2+
α

ᾱ
(λα+ᾱ)λ+ᾱ(λα+ᾱ)λ̄2+αᾱλ+1)F1+

(α2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ+ αᾱ)F0+ (αᾱλ̄2 + λ)G

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2 + ᾱ(λα+ ᾱ) = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ̄2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2 = 0

ᾱ2(λα+ ᾱ)2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ = 0

α2 +
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ̄2 + αᾱλ+ 1 = 0

α2λ+ ᾱ(λα+ ᾱ)λ+ αᾱ = 0
αᾱλ̄2 + λ = 0

5) T (3, 14)
[t32, t14

2 ] = 0

[α2t+ ᾱ2(λα+ ᾱ)2m+
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)V0 + ᾱ(λα+ ᾱ)V1 + αᾱE1 + E0, λ̄t+ E1 + E0] =

(
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ̄+ ᾱ(λα+ ᾱ))V0 + (

α

ᾱ
(λα+ ᾱ) + ᾱ(λα+ ᾱ)λ̄+ α(λα+ ᾱ))V1 + (αᾱ+ 1)E1

(
α

ᾱ
(λα+ ᾱ)λ̄+ ᾱ(λα+ ᾱ) = 0

α

ᾱ
(λα+ ᾱ) + ᾱ(λα+ ᾱ)λ̄+ α(λα+ ᾱ) = 0

αᾱ+ 1 = 0

6) T (7, 11)
[t72, t11

2 ] = 0
[α2t+m+ n+ V0 + V1 + αᾱE1 +E0 + (α2 + ᾱ)F1 + ᾱF0 + ᾱG, t+ n+ ξ−1V0 + (1 + cξ)E0 +
cξF1 + (c2ξ3 + cξ2)F0 + (c2ξ3 + cξ2)G] =
(ξ−1α2 + 1 + c2ξ3 + cξ2)V0 + ξ−1αᾱV1 + ((1 + cξ)αᾱ)E1 + (1 + cξ+ c2ξ3 + cξ2 + ξ−1ᾱ)E0 + (1 +
ξ−1ᾱ+ cξα+ (c2ξ3 + cξ2)αᾱ(c2ξ3 + cξ2))F1 + (ᾱ+ cξαᾱ+ ᾱ2(c2ξ3 + cξ2))F0 + (αᾱ+ ᾱ+ (c2ξ3 +
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cξ2)(α2 + ᾱ) + (c2ξ3 + cξ2))G.

ξ−1α2 + 1 + c2ξ3 + cξ2 = 0
ξ−1αᾱ = 0
(1 + cξ)αᾱ = 0
1 + cξ + c2ξ3 + cξ2 + ξ−1ᾱ = 0
1 + ξ−1ᾱ+ cξα+ (c2ξ3 + cξ2)αᾱ(c2ξ3 + cξ2) = 0
ᾱ+ cξαᾱ+ ᾱ2(c2ξ3 + cξ2) = 0
αᾱ+ ᾱ+ (c2ξ3 + cξ2)(α2 + ᾱ) + (c2ξ3 + cξ2) = 0

7) T (10, 11)
[t10

2 , t11
2 ] = 0

[t+bV0+bE0+b̄F1+b̄F0+b̄G, t+n+ξ−1V0+(1+cξ)E0+cξF1+(c2ξ3+cξ2)F0+(c2ξ3+cξ2)G] =

(b+ξ−1)V0+(b(cξ3+cξ2)+b̄ξ−1)E0+((c2ξ3+cξ2)b+b̄ξ−1))F1+(c2ξ3+cξ2+b̄)F0+(c2ξ3+cξ2+b̄)G.
b+ ξ−1 = 0
b(cξ3 + cξ2) + b̄ξ−1 = 0
(c2ξ3 + cξ2)b+ b̄ξ−1 = 0
c2ξ3 + cξ2 + b̄ = 0
c2ξ3 + cξ2 + b̄ = 0

Observação 4.11. Os casos apresentados serão objetos de pesquisas futuras.
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