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Resumo

CASTRO OVALLE, D. F. Algebras de composicio de cor. 2016. xii+65f. Tese - Instituto de Ma-

temética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2016.

Este trabalho tem por objetivo definir as algebras de composigao de cor e classificéd-las . Para isso
utilizamos o processo de Cayley-Dickson e a construcao da base “canénica” de uma algebra Cayley
cindida como referéncia.

Estabelecemos também uma relagao entre as algebras alternativas quadraticas de cor e as algebras de

composicao de cor.

Palavras-chave: fator de comutagao, graduagoes sobre algebras, dlgebra de composicao de cor, dlgebra

alternativa de cor, algebra quadratica de cor, processo de Cayley-Dickson.
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Abstract

CASTRO OVALLE, D. F. Color composition algebras. 2016. x+61f. Tese - Instituto de Matemética
e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

This work aims to define the color composition algebras and classify them. For this we use the Cayley-
Dickson process and the construction of the “canonical” base of a split Cayley algebra as a reference.
We also established a relation between the color alternative quadratic algebras and the color composi-

tion algebras.

Keywords: commutation factor, gradings on algebras, color composition algebra, color alternative

algebra, color quadratic algebra, Cayley-Dickson process.
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Introducao

Sabemos que, se z = aj + agi e 2’ = by + bei sdo nmeros complexos entao |zz2'| = |z||2/], isto é,

(a3 + a3) (b} + b3) = (a1by — agbe)* + (a1ba + agby)?,

o qual mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de dois quadrados.
Uma questao que surge é se esta formula pode ser generalizada para uma soma de n quadrados. Em

outras palavras surgiu a ideia que vamos descrever a seguir. Para que valores de n a seguinte igualdade

¢é obtida . . .
(z ) (z b?) vy
=1 =1 =1

onde todos os a;j, b; € R e cada ¢; é uma combinagao linear de {a;b;|1 <i,j < n}.

Hamilton construiu um exemplo para n = 4 (quatérnios) e Graves e Cayley para n = 8 (octonios). As
algebras de quatérnios e octonios sao frequentemente denotados por H e O, respectivamente. Em 1843
Hamilton notou que a existéncia de uma identidade para uma soma de n quadrados é equivalente a
existéncia de uma algebra de divisao de uma determinada forma com dimensao n sobre o corpo dos
nimeros reais. Em 1898, Hurwitz provou que as identidades de nosso interesse sao apenas possiveis

paran =1,2,4,8.

Depois surgiu o problema de Hurwitz, o qual consiste em encontrar as formas quadraticas nao-
degeneradas, no lugar de soma de quadrados, sobre um corpo arbitrario que permitem composigao.
Este problema foi resolvido em trabalhos de Dickson (1919), Albert (1942), Kaplansky (1953) e Ja-
cobson (1958). Neste caso, o problema também ¢é reduzido & descrigdo de uma determinada classe de

algebras, as assim chamadas “dlgebras de composi¢ao”.

O papel das algebras de composicao é dificil de estimar. As algebras H e O foram os primeiros
exemplos de algebras nao-comutativas e nao-associativas, respectivamente; na realidade, a teoria das
algebras foi iniciada com estas dlgebras. As algebras de composi¢do estao na base da classificagdo das
algebras de Jordan simples e dlgebras de Lie excepcionais simples (“quadrado mégico de Freudenthal”).
Muitos objetos geométricos excepcionais, caso dos planos projetivos nao-Desarguesianos, espagos simé-
tricos excepcionais, estao relacionados com os octonios. Os octoénios também estao relacionados com
a geometria de Lorentz, algebras de Clifford, periodicidade de Bott e existéncia de campos vetoriais

suaves em esferas. As aplicagoes das algebras de composicao ndo estao limitadas pela Matematica; elas

ix



X INTRODUCAO

também sao usadas em Fisica, por exemplo, na teoria das supercordas (ver [Bae01]).

Com o desenvolvimento da teoria das superalgebras, foi natural ver se a nogao de algebra de compo-
sigao podia ser generalizada para o “super’-analogo. Em [She97], Shestakov classificou as superéalgebras
alternativas simples, e ocorreu que em caracteristica 3 apareceram duas superalgebras, B(1,2) e B(4,2).
Posteriormente, Elduque e Okubo [EO02] definiram e classificaram as superalgebras de composigao com
elemento identidade (superalgebras de Hurwitz). Eles provaram que as duas algebras mencionadas sao
superalgebras de Hurwitz e que, se a caracteristica é diferente de 2, estas duas superalgebras sao as

unicas superalgebras de Hurwitz ndo-triviais (com parte impar diferente de zero).

Uma generalizacao das superalgebras de Lie foi introduzida por Scheunert em [Sch79], sob o nome
de (super)algebras de Lie de cor, na qual a algebra é graduada por um grupo abeliano e nao apenas
por Zsg. Scheunert mostrou que o estudo de (super)algebras de Lie de cor estd intimamente relacionado

com o estudo das graduacoes sobre superalgebras de Lie.

Graduagoes sobre algebras de composicao foram descritas em |[E1d98| e [E1d09]. As graduagoes sobre
algebras de composicao sao tteis para encontrar graduagoes sobre algebras de Lie excepcionais simples.

Por outro lado, as graduagoes sobre superalgebras de composigao foram descritas em [Aral5].

O objetivo principal de este trabalho é introduzir e classificar as algebras de composi¢ao de cor.
Veremos que, como no caso de algebras de Lie de cor, as graduagoes sobre algebras e superalgebras de

Hurwitz sao fundamentais no estudo das algebras de composicao de cor.

O processo de Cayley-Dickson é uma ferramenta importante na classificagao das &lgebras de com-
posicao. Mostraremos que este processo pode ser generalizado para as algebras de composi¢ao de cor,
e que tem um papel importante na classificacdo das algebras de composicdo de cor. A construcdo da
base “candnica’ de uma algebra de Cayley-Dickson cindida é importante para o estudo das graduagoes
sobre essa algebras, também usaremos como referéncia esta construcao para a classificacao das algebras

de composic¢ao de cor.

H4 outras estruturas naturais, tais como algebra alternativa de cor e algebra quadratica de cor,
as quais estao relacionadas com as algebras de composicao de cor. Em particular mostramos que toda
algebra de composi¢ao de cor é uma algebra alternativa de cor e uma algebra quadratica de cor e
que, se a caracteristica do corpo F' é diferente de 2, toda algebra alternativa quadrética de cor simples
graduada sobre F| satisfazendo certas propriedades é uma algebra de composicao de cor sobre certo

corpo.

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma. O Capitulo 1, contém a definicdo de um fator
de comutacao € sobre um grupo abeliano I', e alguns resultados bésicos concernentes a estruturas al-

gébricas graduadas, algebras de composicao, superdlgebras de Hurwitz e fatores de comutacao sobre
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grupos abelianos finitamente gerados. No Capitulo, 2 introduzimos as algebras de composi¢ao de cor
(ou e-algebras de composi¢ao), estudamos algumas propriedades destas algebras e mostramos uma ge-
neralizacao do processo de Cayley-Dickson. Também, veremos que em caracteristica diferente de 2, toda
algebra de composicao de cor é uma “coloracao” de uma superalgebra de composicao. No Capitulo 3,
apresentamos a classificacao das algebras de composicao de cor. Finalmente, no Capitulo 4 discutimos
algumas relagoes entre dlgebras de composicao de cor, adlgebras alternativa de cor e dlgebras quadraticas

de cor.

Os resultados principais da tese sdo os Teoremas 2.22, 3.10, 3.18, 3.20 e 4.11.
No Teorema 2.22, dado um fator de comutagao arbitrario € sobre um grupo abeliano I'; estabelecemos
uma correspondéncia entre e-algebras de composigao e ep-dlgebras de composi¢do, onde p é um fator
de comutagcao sobre I tal que p(y,7) = 1 para todo v € I'. Em particular, mostramos no Corolario 2.23
que, se a caracteristica do corpo é diferente de 2 entdo existe uma correspondéncia entre e-algebras de
composicao e superalgebras de Hurwitz. Portanto, o conhecimento das graduacgoes das superalgebras
de Hurwitz pode ser usado para obter a classificacdo das algebras de composicao de cor.
Nos Teoremas 3.10, 3.18 e 3.20, n6s demos uma classificagao completa das algebras de composigao de
cor, a menos de equivaléncia. Algumas delas sao as superalgebras de Hurwitz classicas munidas de varias
graduacoes. Mas aparecem também algumas algebras completamente novas as quais sao “coloracgoes”
das algebras de composicao, as quais sao algebras alternativas de cor, nao-alternativas, tais algebras
sao de dimensao 4 e 8. Também aparece uma &lgebra de dimensao 4 sobre um corpo de caracteristica
2 com uma Zs-graduacgao, a qual ndo é uma “coloragao” de uma superalgebra de Hurwitz.
Observamos que os Teoremas 3.10, 3.18 e 3.20, generalizam tanto os resultados classicos de Hurwitz,
Kaplansky e Jacobson sobre a classificacao de élgebras de composigdo quanto os resultados de Shesta-
kov, Elduque e Okubo sobre a classificagao de superalgebras de Hurwitz.
Noés provamos que toda &lgebra de composi¢ao de cor é uma &algebra alternativa quadratica de cor
simples. No Teorema 4.11 obtemos um resultado reciproco, isto é, que toda algebra alternativa qua-
dratica de cor simples graduada, satisfazendo certas propriedades é uma algebra de composicao de cor.
O Teorema 4.11 generaliza o Teorema 2.4 do livro [ZSSS82|, pagina 39, sobre algebras alternativas

quadraticas simples.
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Capitulo 1

Consideracoes preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e alguns resultados que serao utilizados no
decorrer da tese. Nao apresentamos as demonstracoes de muitos resultados classicos, mas em cada
caso sugerimos a respetiva referéncia. Na secao 1.1, introduzimos notagoes sobre estruturas algébricas
graduadas. Na secao 1.2, recordamos conceitos basicos das élgebras de composigao. Na secao 1.3, menci-
onamos as superalgebras de Hurwitz. A se¢éo 1.4, contém alguns resultados sobre fatores de comutacao.

Ao longo de este trabalho F' denotard um corpo arbitrario e I' representara um grupo Abeliano. O
grupo multiplicativo dos elementos nao zero de F sera denotado por F'*. Todos os espagos vetoriais e
algebras serao assumidos tendo F' como seu corpo de escalares.

1.1 Estruturas algébricas graduadas

Nesta segdo apresentaremos algumas defini¢oes relativas a estruturas algébricas graduadas. (Ver
[EK13], Capitulo 1.)

Espagos vetoriais graduados: Seja G um grupo (ou um semigrupo) e seja V' um espago vetorial
sobre um corpo F. Uma G-gradua¢do de V é qualquer decomposi¢ao de V' em uma soma direta de
subespagos de V' indexados por G,

AV =PV,

geG

Aqui permitimos que alguns dos subespagos V; sejam zero. O conjunto
SuppA = SuppcV = {g € G | V; # 0},

sera chamado de suporte da graduagao. O suporte de uma G-graduagao nao é em geral um sub(semi)grupo
de G. Uma graduagao é nao-trivial se o suporte consiste de mais de um elemento. O subespago V serd

chamado de componente homogénea de grau g. Se v € V, entao diremos que v ¢ homogéneo de grau g

e escrevemos deg, v = g ou somente degv = g se a graduacao é clara do contexto. Se uma graduagao

é fixa, entao V seré referido como um espago vetorial G-graduado.

Qualquer elemento v € V' pode ser escrito de forma tinica como ) 9€G Vg onde vy € V, e todos menos

uma quantidade finita dos v, sao zero. Vamos nos referir aos v, como as componentes homogéneas de

v.
Um subespago U de V é dito um subespaco G-graduado, se U = @geG(U N Vy). Equivalentemente, U
¢ G-graduado se para todo elemento u € U, todas suas componentes homogéneas (como um elemento
de V) estao em U.



2 CONSIDERACOES PRELIMINARES 1.1

Existem duas formas naturais nas quais uma aplicagao linear f : V' — W respeita graduagoes sobre
VeW

Definigcao 1.1. Sejam V = @QGGV:Q um espago vetorial G-graduado e W = @,y Wi, um espago
vetorial H-graduado. Uma aplicagdo linear f .V — W € dita graduada se para qualquer g € G existe
um h € H tal que f(Vy) C Wy. Se f(Vy) # 0 entao h € determinada de forma tinica.

Definigao 1.2. Sejam V = @QEG Vg eW = ®96G Wy espagos vetoriais G-graduados. Uma aplicacao
linear f : V. — W € dita um homomorfismo de espacos G-graduados se para todo g € G, temos que
f(Vy) € W,. O conjunto de todas estas aplicagdes serd denotado por Hom®(V,W). Se f for também
bijetivo dizemos que f € um isomorfismo de espacos vetoriais G-graduadas e que V e W sao dois
espagos vetoriais G-graduados isomorfos.

Algebras graduadas: Seja G' um (semi)grupo. Geralmente, utilizaremos a notacio multiplicativa
para G, mas para grupos Abelianos vamos mudar para a notacao aditiva.
Seja A uma &lgebra (ndo necessariamente associativa). Uma graduag¢dao sobre A por G, ou uma G-
graduagao sobre A é uma decomposi¢ao de A em uma soma direta de subespagos A : A = @@ 9eG Ag,
tal que AgA; C Ay, para todo g, h € G. Se tal decomposicao ¢ fixa, vamos nos referir a A como uma
algebra G-graduada. Uma subalgebra B de A é dita subalgebra G-graduada de A, se ela é graduada
como subespaco de A, B = EBgeG(Ag N B). Se A tem unidade 1 segue-se que 1 € Ay.

Sejam A : A = @geG Age N 1 A =@,y An graduagoes sobre A. Dizemos que A é um refinamento
de A’ se para cada g € G existe algum h € H tal que 4; C Aj. Uma graduagao ¢ dita fina se nao
admite um refinamento proéprio.

Seja G um grupo. Dada uma graduagdo A : A = @geG Ay, definimos o grupo da graduacdo uni-

versal como o grupo U(A) gerado por SuppA com as relacoes gi1g2 = g3 quando 0 # Ay Ay, C Ay, (&
claro que A induz uma U (A)-graduagao sobre A. Existe um homomorfismo natural U(A) — G.
Dada uma G-graduagao A : A = P gec Ag € um homomorfismo de grupos o : G — H, a H-graduagao
N A= gea—1(H) A, é chamada a graduagao induzida de A pelo homomorfismo a. A é um refina-
mento de A’. Qualquer graduagao por um grupo H é induzida de uma graduagao (por grupo) fina por
um homomorfismo do grupo da graduagao universal da graduacgao fina em H.

Sejam V' = @geG VoeW = @QGG W, espagos vetoriais G-graduados. Uma equivaléncia de espagos
vetoriais graduados f : V — W é um isomorfismo de espacos vetoriais tal que f e f~! sdo aplicacdes
graduadas (Definigao 1.1).

Sejam A : A = @geG Ag e N : B =@, cy By duas graduagoes sobre algebras, com suportes S e T,
respectivamente.

Definigao 1.3. Dizemos que A e A’ sao equivalentes se existe uma equivaléncia de dlgebras graduadas
p: A — B, isto é um isomorfismo de dlgebras que € também uma equivaléncia de espagos vetoriais
graduados. Além disso, vamos dizer que ¢ € uma equivaléncia de A e A'. Ele determina uma bijecao
a: 8 =T tal que p(As) = Bqy(s) para todo s € S.

Observe que a fungéo « : S — T fornece um isomorfismo entre os grupos das graduagoes universais
correspondentes.

Definigao 1.4. Dizemos que duas dlgebras G-graduadas, A = ®g€G Ay eB = @geg By, sao isomorfas
se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — B tal que p(Ay) = By para todo g € G. Também, dizemos
que @ € um isomorfismo das G-graduagoes sobre A e B.
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Uma superalgebra é uma algebra Zs-graduada. Dada uma superalgebra, vamos escrever sua Zo-
graduagdo com a seguinte notagio A = A @ A1), e esta serd chamada a Zg-graduagdo principal (ou
apenas a gradua¢ao principal a fim de distingui-la das outras possiveis Zo-graduagoes.)

SejaA: A=6Ep gec Ag uma graduagao sobre a superédlgebra A = Ay @ A1) considerada como élgebra.
Dizemos que A é uma graduacao sobre a superalgebra A (ou que A é compativel com a graduagao
principal) se A5 = (Ag N Ag)) @ (A4 N A(g)), para todo g € G.

1.2 Algebras de composicao

Nesta secao mostraremos algumas propriedades das algebras de composicao. Também, apresenta-
remos as graduagoes sobre as dlgebras de composicgao.

Seja V um espago vetorial de dimensao nao nula. Uma aplicagao f: V x V — F é dita uma forma
bilinear se para quaisquer z,2’,y,y' € Veu e F

(1) f($+95/ay):f(fay)+f($/,y);
(2) f(ﬂ?,y+y’)Zf(x,y)+f(x,y’);
3) flux,y) = f(z, py) = pf(z,y)-

A forma bilinear f é dita simétrica se f(x,y) = f(y,z) para todo z,y € V, anti-simétrica se f(x,y) =
—f(y, z) para todo z,y € V e alternada se f(z,x) =0 para todo x € V. Uma forma bilinear simétrica
ou anti-simétrica f é dita nao-degenerada se, de f(a,z) = 0 para todo x € V, segue-se que a = 0.

Uma aplicagao q : V — F é dita uma forma quadrdtica se
(1) q(A\x) = A\2¢(z), para quaisquer z € V e A € F}
(2) a funcdo f(z,y) = q¢(xr +y) — q(z) — q(y) é uma forma bilinear sobre V.

Uma forma quadratica g(x) é dita estritamente nao-degenerada se a forma bilinear simétrica simétrica
f(z,y) = q(z +y) — q(x) — q(y) associada a g(x) é nao-degenerada.

Uma algebra A sobre um corpo F' com elemento identidade 1 é dita uma dlgebra de composi¢ao se
existe uma forma quadratica estritamente nao-degenerada (a norma) ¢ : A — F' tal que

q(zy) = q(2)q(y) (1.1)

para todo x,y € A.

Uma algebra R ¢ dita alternativa se 2%y = x(xy) e yz? = (yx)x para todo z,y € R.

Lema 1.5. ([Z55582], pdgina 25) Seja A uma dlgebra de composi¢ao. Entao A € alternativa e cada
elemento de A satisfaz uma equagao quadrdtica com coeficientes em F (isto €, a dlgebra A € quadrdtica
sobre F).

Demonstracao. Vamos identificar o corpo F' com a subélgebra F' - 1 da algebra A. Substituindo y + w
no lugar de y em (1.1), obtemos que ¢(x)q(y + w) = g(zy + zw). Subtraindo a identidade (1.1) desta
igualdade, e também a identidade obtida a partir de (1.1) através da substituigao de y por w, obtemos

q(2)f(y, w) = f(zy, zw). (1.2)
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Realizando o mesmo procedimento com x, obtemos
[y, 2w) + f(aw, zy) = f(z,2) f(y, w). (1.3)
Agora, substituimos z =1 e y = zu em (1.3):
f(z(zu), w) + f(aw, zu) = f(,1)f(ru, w). (1.4)
Dado que, por (1.2) f(zw,zu) = q(z)f(w,u), entdo (1.4) pode ser reescrita na forma
flz(zu) + q(z)u — f(z,1)zu, w) = 0. (1.5)
Como a forma f(x,y) é ndo-degenerada e w é arbitrario, obtemos que
x(zu) + q(x)u — f(x,1)zu =0, (1.6)
para todo x,u € A. Agora colocando u = 1 em (1.6), obtemos
2% — f(x, 1)z + q(x) =0, (1.7)

o que prova que A é quadratica sobre F. Resta apenas provar que A é alternativa.

Multiplicando (1.7) & direita por u e comparando com (1.6), obtemos que z?

analogo, vemos que uz?

u = z(zu). De modo
= (ux)z. Consequentemente a algebra A é alternativa. O

Observagao 1.6. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F com elemento identidade 1 e seja f uma
forma bilinear simétrica nao-degenerada sobre A que satisfaz a identidade (1.3). Se car(F') # 2 entao

A é uma dlgebra de composicao com forma quadrdtica q(a) = @, para todo a € A.

Um endomorfismo p de um espago vetorial A é dito uma involugao da algebra A se p(p(a)) = a e
p(ab) = p(b)p(a) para todo a,b € A.

Lema 1.7. Seja A uma dlgebra de composi¢ao sobre um corpo F, com forma quadrdtica q e forma
bilinear simétrica f. A fun¢ao a — @ = f(1,a) —a € uma involugao da dlgebra A que deiza os elementos
do corpo F fizos. Também, os elementos t(a) = a+a e q(a) = aa estao em F para todo a € A. Além
disso, a satisfaz a igualdade

a? —t(a)a + q(a) = 0.

Demonstragao. Ver [ZSSS82|, pagina 26. O

Lema 1.8. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F' com elemento identidade 1 e com involugdo x — T,
onde para cada x € A os elementos x + T e xT pertencem a F. Entao, se a forma bilinear simétrica
sobre A f(x,y) = q(x +y) — q(x) — q(y), associada a q(x) = xT, é nao-degenerada, a dlgebra A é
simples ou isomorfa & soma direta F & F com involugao (a,b) = (b, a).

Demonstragao. Ver [ZSSS82], pagina 27. O

Portanto, uma &lgebra de composicao sobre um corpo F' é alternativa, quadratica e, simples ou
isomorfa a F' @ F.

As algebras de composicao podem ser obtidas pelo assim chamado processo de Cayley-Dickson, o
qual descreveremos a continuagao.

Processo de Cayley-Dickson: Seja A uma algebra sobre um corpo F' com elemento identidade 1
e com uma involugdo a — @, onde a+a, aa € F para todo a € A. O processo de Cayley-Dickson consiste
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em construir a partir de A uma nova algebra com involugao a qual contém a A como subalgebra. Além
disso, se a dimensao da algebra A é igual a m, entdao a dimensao da nova algebra sera igual a 2m.
Fixamos 1 € F*, e denotamos por CD(A, ) a colegao de todos os pares ordenados (a1, a2), a; € A,
com operagoes de soma componente a componente, multiplicacao por escalar e a multiplicacao

(a1,a2)(as, as) = (a1a3 + Yasaz, aras + azaz).

E facil ver que, CD(A, 1)) é uma algebra sobre F. O elemento (1,0) é um elemento identidade da algebra
CD(A,v) e (a1,a2) = (a1, —az) define uma involugao em C'D(A, ). O conjunto A" = {(a,0)|a € A} é
uma subalgebra da algebra C D(A, ) a qual é isomorfa & algebra A. Seja v = (0,1). Entdo v? = (1, 0),
e CD(A, ) ¢ uma soma direta dos espagos vetoriais A’ e vA’. Se identificarmos A’ com A, os elementos
da algebra CD(A,1)) s@o representados na forma x = a; + vag, onde os a; € A estdo unicamente
determinados pelo elemento x, e a multiplicagdo em C'D(A, ) é dada por

(a1 + vag)(ag + vaq) = (arag + Yasaz) + v(araqs + asaz). (1.8)

A algebra C'D(A, 1)) é associativa se, e somente se, A é associativa e comutativa. A algebra C'D(A, 1))
¢ alternativa se, e somente se, A ¢é associativa. Se A é uma algebra de composigao entao, CD(A, 1)) é
uma algebra de composicao se, e somente se, A é associativa.

Para um elemento arbitrario = a; + vas € CD(A,v), T = a1 — vas.
Exemplo 1.9. Temos os sequintes exemplos de dlgebras de composi¢ao.
I) F é um corpo de caracteristica # 2, e q(x) = 2 para todo = € F.

IT) K(u) = F @ Fuy, onde v} = vy +p e dpu+1 # 0, o corpo F ¢é arbitrdrio, a involugdo ¢
a+bvy = (a+b) — by, e a forma quadrdtica é q(a) = aa. Se o polinémio x> —x — p € irredutivel
em Fx], entdo a dlgebra K(u) € um corpo (uma extensao quadrdtica separdvel de F'). Quando o
polinémio x? — x — p € redutivel em F[x], temos que K(u) = F @ F.

IIT) Q(u,v) = CD(K(p),) com ¢ # 0 ¢ a dlgebra de quatérnios generalizada. E ficil ver que a
dglgebra Q(u,v) € associativa mas nao comutativa.

IV) C(p,1p, \) = CD(Q(p,10), \) com X # 0 € a dlgebra Cayley-Dickson. E fdcil verificar que a dlgebra
Cayley-Dickson C(u, 1, \) € nao-associativa.

Teorema 1.10. Seja A uma dlgebra de composi¢do sobre um corpo F. Entdo A € isomorfa a uma
dlgebra do tipo I-1V.

Demonstragao. Ver [ZSSS82], pagina 32. O

Algebras de composicdo cindidas: Uma algebra de composicao A tem divisores de zero se, e
somente se, ¢(z) = 0 para algum 0 # x € A. Quando isto ocorre, dizemos que A é uma &lgebra de
composicao cindida e que x é um elemento isotrépico. Uma algebra de composigdo A é cindida se, e
somente se, A contem um elemento idempotente e # 0,1 (Ver [ZSSS82|, Lema 10, pagina 43). Observe
que qualquer algebra de composicdo A de dimensao > 2 sobre um corpo F' algebricamente fechado
¢ cindida: Sejam a € A\ F e o € F uma raiz da equagao x> — t(a)x + q(a) = 0. Entdo, temos que
a? —a? =t(a)(a — ), logo (a — a)(a + a — t(a) = 0, isto é, existem divisores de zero em A. Portanto
A & uma algebra de composi¢ao cindida.

Por exemplo, K(0), Q(0,1) e C(0,1,1) sao cindidas: v; € K(0) é um elemento idempotente diferente
deOel.
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A aplicagao K(0) = F @ Fuv; — F @ F que leva a + fv; em (a + (3, «) fornece um isomorfismo
entre K(0) e F'& F. Em adigao, a involugdo (a, 8) = (5, «) na algebra F' & F' corresponde & involugao
da algebra K (0).

Consideremos a algebra My(F) das matrizes 2 x 2 com coeficientes em F. E facil ver que My(F) é uma
algebra de composigao com respeito a forma quadratica ¢(z) = detz. A algebra Q(0, 1) é isomorfa &

algebra Ms(F). Um isomorfismo é dado por
0
o+ pur + yug + dvivg — <a+,8 Tt >
v a
A algebra C(0,1,1) é isomorfa a algebra CD(Ma2(F'),1) que é denotada por C(F') e é denominada
dlgebra de matrizes de Cayley-Dickson.

Teorema 1.11. Se A é uma dlgebra de composicao cindida sobre um corpo F entdo A é isomorfa a

F & F, My(F) ou C(F).
Demonstragao. Ver [ZSSS82], pagina 46. O

Definigao 1.12. Sejam A um espaco vetorial de dimensao nao nula sobre F e f uma forma bilinear
simétrica ou anti-simétrica sobre A. Se B é algum subespaco do espago A, vamos denotar por B* o
complemento ortogonal do subespago B com respeito a forma f(x,y), BX ={a € A| f(a, B) = 0}.

Seja C' uma algebra de composigao Cayley-Dickson cindida e seja 0 # a € A tal que ¢(a) = 0.
Neste caso, podemos tomar b € A tal que f(a,b) = 1 (f ¢ ndo-degenerada). Seja e1 := ab. Temos que
gle1) =0e f(e1,1) =1, assim e% =e1. Seja ey ;=€ = 1 —eq, logo q(ez) =0, e% = e9, €169 = e9e1 = 0
e f(e1,e2) = f(e1,1) = 1. Entdo K = Fey @ Fey é uma subéalgebra de composigao de C.

Para qualquer x € K+, ze; +Tey = f(wey,1) = f(z,e1) = f(x,e2) = 0. Assim, ze; = —e1 T = eox,
e obtemos que xe; = egx, reg = ejx. Também, ©z = 1z = ejz + eax, e ex(e1x) = (1 —e1)(e1x) =
(1 —e1)er)z = 0 = eg(eax). Portanto, K+ = U & V, com

U={ze€C|ejx =x=uxer, ez =0=uzxe1} = (e10)ea,
V={zxeC|ex=x=uze,e1x=0=uzes} = (e2C)ey.
Para quaisquer u € U e v € V, q(u) = q(eju) = q(e1)q(u) = 0 e ¢(v) = g(eav) = q(e2)q(v) = 0, assim
U e V sao subespagos isotropicos de C. Logo f(U,U) = f(V,V) = 0. Como f é nao-degenerada, U e
V estéo pareados por f e dim U = dim V = 3. Para quaisquer uj,us € U e v € V, por (1.3)
flurug, K) C f(ur, Kug) C f(U,U) =0,
f(urug,v) = f(ujug, e2v) = —f(urv, equa) + f(u1,ea) f(ug,v) = 0.

Consequentemente U? é ortogonal a K e V, assim U2 C V. Também V2 C U. Aliés, por (1.3)

f(UV,U) C f(U,V)C f(V,V)=0,
FUV,V)C f(UV?) C FUU) =0

assim UV + VU C K. Além disso, f(UV,e1) C f(U,e1V) = 0, logo UV C Fe; e VU C Fey. Mais
exatamente, para u € U e v € V| f(uv,e3) = —f(u, eqv) = — f(u,v), de modo que uv = —f(u,v)ey, e
vu = — f(u,v)es. Entdo, a decomposigdo C = K @ U @&V é uma Zs-graduagao sobre C.

Para elementos linearmente independentes wuj,us € U, podemos tomar v € V tal que f(uj,v) # 0 e
f(ug,v) = 0. Entao (ujug)v = —(uv)us = f(u1,v)ug # 0, assim U2 # 0. Além disso, a aplicacio
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trilinear

UxUxU—F
(z,9,2) = f(xy, 2),

é alternada (para qualquer z € U, ¢(z) = f(z,1) = 0, assim 22 = 0 e portanto f(x2,z) = 0; adicional-
mente f(zy,y) = —f(z,y*) = 0).

Tomemos uma base {u1, ug, u3} de U com f(ujuz,us) = 1 (isto é sempre possivel porque f(U?,U) # 0,
ja que f é nao-degenerada). Entao {vq = ugus,ve = usuy,v3 = uju;} é a base dual em V relativa a f.
Diremos que {eq, e, u1, ug, ug, v1, v2, v3} € uma base candnica da algebra de composi¢ao Cayley-Dickson
cindida C| e sua tabela de multiplicagao é:

€1 €2 | U U2 u3 U1 V2 U3
el €1 0 (75} u9 us 0 0 0
€9 0 €2 0 0 0 U1 (%) v3
ur | 0w 0 v3  —vy | —e€q1 0 0
u9 0 u9 —U3 0 V1 0 —e1 0
us 0 us V9 —V1 0 0 0 —e€1
U1 V1 0 —€9 0 0 0 us —Uu9
V2 () 0 0 —e€9 0 —us 0 (51
V3 V3 0 0 0 —€9 ug —Uul 0

Graduagoes sobre as algebras de composicao: A seguinte proposi¢do mostra que ao lidar
com graduacoes sobre algebras de composicao, é suficiente nos restringir a graduagoes sobre grupos
abelianos.

Proposicao 1.13. Seja C' uma dlgebra de composicao sobre um corpo F. Se G € um semigrupo e
C= @QGG Cy € uma G-graduagao com suporte S onde G' € gerado por S, entao G € um grupo abeliano.

Demonstragao. Ver [EK13], Proposigao 4.10. O]

Todas as possiveis graduagdes por um grupo, a menos de equivaléncia, sobre algebras de Cayley-
Dickson foram classificadas em [E1d98]. A classifica¢@o é resumida no seguinte resultado:

Teorema 1.14. Seja C = @geG Cy uma G-graduagao nao-trivial de uma dlgebra Cayley-Dickson, com
norma q, sobre um corpo F, onde G € o grupo da graduag¢ao universal. Entdo temos um dos sequintes
€asos:

(1) G == ZQ .
Cp € uma dlgebra de quatérnios Q e C1 € seu complemento ortogonal relativo a norma q (f(Cgs,Ct) =
0). Portanto, C = CD(Q,«) para algum 0 # « € F e a Zo-graduacao € dada pelo processo de
Cayley-Dickson.

(2) G=173:
Ezistem uma subdlgebra de composicio de dimensao dois K de C e elementos x,y € C com

q(x) # 0 # qy) e f(K,z) = f(K @ Kz,y) = 0 tal que

Cop =K, Cuapy =Kz, Co =Ky, Caqi=K(zy).

Portanto, C = CD(K,1p,\) com ¢ = —q(x) e A = —q(y) e a graduagao é dada pelo iterado do
processo de Cayley-Dickson.
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(3) G =173 (a caracteristica do corpo F ¢ diferente de 2):
Ezistem elementos nao-isotropicos x,y,z € C tais que f(1,2) =0, f(F1+ Fz,y) =0, f(F1+
Fx+ Fy+ F(zy),z) =0, e a graduagao € determinada pelas condigoes:

Cwoo0 =F1, Caop=Fz, Cgpipy=Fy, Cuon =Fz

Aqui, C = CD(F,pu,p, ) com p = —q(z), v = —q(y) e A = —q(2) e a graduagao é dada pelo
iterado do processo de Cayley-Dickson.

(4) G=1s:

C € a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F) com uma base canénica tal que:

C():Fel@Feg, C'I:FuleaFuQ@Fu;g, CQ:F’Ul@F’UQ@Fvg.

(5) G =17y :
C € a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F') com uma base canénica tal que:

Cy5=Fer @& Fea, Ci=Fu & Fug, C5=Fus® Fvs, C5=Fv & Fus.

(6) G =7 (3-graduagao):

C € a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F') com uma base canénica tal que:

Co=Fei1® Feyg ® Fus® Fvs C1=Fuy ® Fvy, C_1=Fuy® Fuv.

(7) G =7 (5-graduagao):
C é a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F') com uma base candnica tal que:

Co=Fei®Fey Ci=Fu ®Fuy, Co=Fvy C_1=Fuvi&Fvy, C_o=Fus.

(8) G=17?%:
C € a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F') com uma base canénica tal que:
Coo =Fer®Fex Cpoy=Fu, Cop=Fuy  Cag=Fus,
C(fl,O) = Fuy, C(O,—l) = Flvg, C(fl,fl) = Fus.
(9) G=7xZy:
C € a dlgebra de Cayley-Dickson cindida C(F') com uma base canénica tal que:
C(O,O) = Fe; @ Fey C(O,i) = Fuz @ Fus,
C(l,(")) = Fuy, 0(1,1) = Fug, C(—l,(_)) = Fuy, C(—l,i) = Fus.

Demonstragao. Ver [E1d09], Teorema 2.9. O

Os argumentos usados em [Eld98| dao também as possiveis graduagoes das algebras de composigao
de dimensao 4.

Corolario 1.15. Seja Q = @gGG Cy uma graduacao de grupo nao-trivial de uma dlgebra de quatérnios,
com norma q, sobre um corpo F, onde G € o grupo da graduacdo universal. Entdo temos um dos sequintes
casos:
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(1) G == ZQ .
Qg € uma dlgebra de composicao de dimensao dois K e Q7 € seu complemento ortogonal relativo
a norma q (f(Qg, Q1) = 0). Portanto, Q = CD(K,v) para algum 0 # ¢ € F e a Zo-graduagao
€ dada pelo processo de Cayley-Dickson.

(2) G=173:
Ezistem elementos nao-isotrépicos x,y € Q tais que f(1,z) =0, f(F14+Fz,y) =0, e a graduagao
€ determinada pelas condicoes:

Qoo =Fl, Quo =Fz, Cgi=Fy.

Portanto C = CD(F, p,v) com u = —q(x), v = —q(y) e a graduagio é dada pelo iterado do
processo de Cayley-Dickson.

(3) G =17 (3-graduagio):

Q €, sob isomorfismo, d dlgebra dos quatérnios cindida My (F') e
Qo =span{(49).(09)}, Qi=span{(§4)}, Q-1 =span{(}5)}.

Demonstragao. Ver [E1d09], Corolario 2.11. O

Seja K uma algebra de composicao de dimensao dois. A tnica graduagao nao-trivial sobre K ocorre
se a caracteristica do corpo ¢ diferente de 2, e entdo K = CD(F,u) = F1 ® Fu, com u? = p, isto
fornece uma Zsy-graduagao.

1.3 Superalgebras de Hurwitz

Comecemos com algumas definigoes. Sejam ¢ : V' — F uma forma quadratica e f a forma bilinear
associada a ¢. Seja V+ = {z € V| f(x,y) =0 para todo y € V}. A forma quadrética ¢ é dita regular
(ou nao-singular, ou nao-degenerada) se V+ = 0 ou, dim V+ =1 e ¢(V+) # 0. O tltimo caso ocorre
apenas se car F' = 2 e V tem dimensao impar. Se carF’ # 2, entao a forma quadratica g é regular se,
e somente se, sua forma bilinear simétrica f é nao-degenerada (V+ = 0).

Agora seja C' uma algebra sobre F. Uma forma quadratica ¢ sobre C' é dita multiplicativa se q(xy) =
q(x)q(y) para todo z,y € C.

Definicao 1.16. Uma dlgebra C com elemento identidade sobre um corpo F dotada com uma forma
quadrdtica multiplicativa reqular (a norma) q : C — F é chamada de dlgebra de Hurwitz.

Seja C' uma algebra de Hurwitz sobre um corpo F' entao C' é isomorfa a uma algebra de composigao
sobre F' ou a F' (carF = 2), ver [EK13|, Teorema 4.4.

Em [EO02|, Elduque e Okubo definiram e classificaram as superalgebras de Hurwitz. Vejamos
alguns dos resultados obtidos por eles. A continuagao temos as defini¢ées de superforma quadratica e
superélgebra de Hurwitz.

Definicao 1.17. Uma superforma quadrdtica em um espago vetorial Zo-graduado (ou superespago)
V =V5® Vi sobre um corpo F € um par q = (qg, f) onde

i) q5: Vg — F é uma forma quadrdtica usual.

i) f:V xV — F éuma forma bilinear super-simétrica par. Isto €, flv;xv, € simétrica, fly;xv; €

alternada (f(z1,27) = 0 para todo x1 € Vi) e f(Vg, Vi) = f(Vi, V) = 0.
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i) flvyxvy € o polar de qg5. Isto €, f(ap,by) = qg(ag+bg) — q5(ap) — qo(bg) para quaisquer ag,bg € V.
A superforma quadratica ¢ = (g, f) ¢ dita regular se gy é regular e a forma alternada f|y;xyv; é

nao-degenerada.

Definigao 1.18. Uma superdlgebra C = C5éCt sobre um corpo F' com elemento identidade 1 (1 € Cp),
dotada com uma superforma quadrdtica regular ¢ = (qg, f) : C — F (chamada a norma), € dita uma
superdlgebra de Hurwitz no caso que:

20(7o%0) = 26(79)q0(¥o)> (1.9)
f(xoy, ©92) = qo(20) [ (y, 2) = f(yzg, 27p), (1.10)
flay, zt) + (=)W £ (0 gy = (—1)WIE f (2, 2) £ (3, 1), (1.11)

para quaisquer xg,y; € Cp e elementos homogéneos x,y,z,t € C (Aqui |x| significa a paridade do
elemento homogéneo x).

Observagao 1.19. (/E0O02]) Seja C uma superdlgebra de Hurwitz de dimensao finita com C7 # 0,
entao a forma bilinear supersimétrica f € nao-degenerada.

A seguir apresentamos alguns exemplos importantes de superalgebras de Hurwitz.

Exemplo 1.20. (Superdlgebra B(1,2), [She97]). Sejam F um corpo de caracteristica 3 e V um espago
vetorial sobre F' de dimensao 2 com uma forma alternada nao-degenerada (-,-). Considere o superespago
B(1,2) = B(1,2)® B(1,2); com B(1,2)5 = F-1, B(1,2)1 =V, e multiplicagao super-comutativa dada
porle =2zl = x euwv = (u,v)1 para todo x € B(1,2) eu,v € V. B(1,2) é uma superdlgebra de Hurwitz
([EO02]) com norma dada por q5(1) =1, f(1,V) =0 e f(u,v) = (u,v) para todo u,v € V.

Exemplo 1.21. (Superdlgebra B(4,2), [She97]). Sejam F um corpo de caracteristica 3 e B(4,2) =
B(4,2)5® B(4,2)1 uma superdlgebra sobre F, com B(4,2)5 = Ma(F') a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre
F, B(4,2); =V = Fmj+ Fmgy o Ma(F)-bimédulo Cayley irredutivel 2-dimensional, isto €, Ma(F) age
sobre B(4,2)1 da sequinte forma:

€ij - Mg = 5lk‘m]7 Zjvk € {1>2}7

m-a=a-m,

onde a € B(1,2)5, m € B(1,2); e a — @ € a involugao simplética em Ms(F) (a — @ := tr(a)l —a

para todo a € Ma(F)). A multiplicagio impar sobre B(1,2); € definida por m3 = —e12, m3 = e1o,
mime = —ega, € mamy = e11. B(4,2) é uma superdlgebra de Hurwitz ([EO02]) com norma dada por

gp(a) = det(a) para todo a € May(F), f(M2(F),V) =0 = f(V,Mz(F)), f(m1,mz2) = —f(ma,m) =1
e f(mi,m;) =0.

Exemplo 1.22. Sobre um corpo de caracteristica 2, qualquer dlgebra de Hurwitz Zo-graduada € ob-
viamente uma superdlgebra de Hurwitz. Mais precisamente, qualquer Zo-graduacdo de uma dlgebra de
Hurwitz é dada pelo processo de Cayley-Dickson (ver [Eld98] para as diferentes graduagoes sobre os
Octonios). Isto €, se car(F) =2 e C é uma dlgebra de Hurwitz Zs-graduada com Suppz,C = Za entao
C =CD(D,v) = D@ Dv, com D € uma dlgebra de composi¢ao de dimensao 2 ou 4, ¢ € F*, C5 =D
e C; = Dv.

Teorema 1.23. (/E002]) Seja C uma superdlgebra de Hurwitz sobre um corpo F. Entao:
i) C1 =0, ou

ii) a caracteristica de F' é 3 e C ¢é isomorfa a B(1,2) ou a B(4,2), ou
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iii) a caracteristica de F' € 2 e C é isomorfa a superdlgebra CD(D, ) para uma dlgebra de composi¢ao
D de dimensao 2 ou 4 e um escalar nao-zero 1.

Graduagoes sobre superalgebras de Hurwitz: Todas as possiveis graduacoes por um grupo
abeliano, a menos de equivaléncia, sobre superalgebras de Hurwitz foram classificadas em [Aral5].

Exemplo 1.24. Graduagées de B(1,2).

Sejam B(1,2)q) = F e B(1,2)q) = V. Tomando uma base {u,v} de elementos homogéneos em V.
Podemos supor que (u,v) = 1. Entdo a sequinte € uma graduagao de B(1,2) : B(1,2) = @. <z, B(1,2)4,
onde n € Z>3 U {0},

B(1,2)5=F-1, B(1,2);=Fu, B(1,2)_;=Fu. (1.12)

E claro que todas as graduagoes deste tipo (isto €, usando diferentes bases de V') sao equivalentes. Isto
prova o sequinte:

Teorema 1.25. ([Aral5]) As graduagdes nao-triviais sobre B(1,2) sio, a menos de equivaléncia, a
Z-graduagao (1.12) (n=0) e a Za-graduagao principal.

Exemplo 1.26. Graduagoes de B(4,2).
Sejam B(4,2)@gy = Ma(F) e B(4,2)q) = F'mi1 © Fma. Consideremos as seguintes graduagoes de
B(4,2) :

i) B(4,2) = @, s, B(4,2),, onde n € Z5 U {0},
B(4,2)5 = Fei1 @ Feys, B(4,2); = Fmi, B(4,2) 1= Fma, 113
ii) B(4,2) = @, .z, B4,2),,
B(4,2)5 = Fey1 @ Feys, B(4,2); = Fmy, B(4,2)5 = Feia ® Fear, B(4,2)3 = Fms.  (1.14)
iii) B(4,2) = @, ez, B(4,2),,
B(4,2)5 = Feiy & Fegy, B(4,2); = Feip & Fmy, B(4,2)5 = Feia ® Fma. (1.15)

Teorema 1.27. ([Ara15]) As graduagoes nao-triviais sobre B(4,2) por seus grupos das graduagoes
universais sao, sob equivaléncia, as graduacoes (1.14), (1.15), a Z-graduagao (1.13) (n=0), e a Zs-
graduacao principal.

1.4 Fatores de comutacao

O contetido desta segdo pode-se consultar em [Sch79]. A seguinte defini¢gdo é bem conhecida da
teoria de algebras graduadas.

Definigao 1.28. Seja I' um grupo abeliano. Um fator de comutag¢ao sobre I' (com valores em F*) é
uma aplicacao,
e:I'xT'— F*,

tal que,

e(a,ﬁ)e(ﬁ,a) =1, (116)
e(a,B+7) = e(a, Be(a,7), (1.17)
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ela+B,7) = ela,7)e(B,7), (1.18)

para todo o, B,y € T.

De (1.16), (1.17) e (1.18) temos que: e(a, ) = 1, €(,0) = €(0,0) = 1 e €(a, =) = e(f, ) =
e(—a, B) para todo a, B € T'.

Exemplo 1.29. (1) Seja ' um grupo abeliano arbitrdrio. O fator de comutagao trivial € definido por
e(a, B) =1 para todo o, B € T.

(2) Seja Zy = 7.)27 o grupo aditivo de inteiros médulo 2 e seja € definido por e(c, ) = (—1)*# para
todo o, B € Zo. E fdcil ver que € € um fator de comutacio sobre Zs.
1.4.1 Fatores de comutacao sobre grupos abelianos finitamente gerados

Seja I' um grupo abeliano finitamente gerado (isto é, um grupo abeliano o qual é gerado por um
namero finito de seus elementos). O teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados
estabelece que I' é isomorfo a um grupo da forma

n
Zptll @Zp? D... @Zp;l ez, (1.19)
para alguns inteiros nao negativos I, n,t1,ts,...,{; e nimeros primos, ndo necessariamente diferentes,
P1,P2, ..., P Assim podemos supor que
F=T&lned...8T,, (1.20)

onde I'; = Zyy, commi:p? sel <i<l,em;=0sel+1<i<l+n. Paracadai, 1 <i<Il+n,
escolhemos um gerador §; do grupo I'; (uma escolha natural para &; é a classe residuo do 1 modulo p?
sel<i<l,elsel+1<i<Il+n).

Agora seja e um fator de comutacao sobre I' e sejam 1, j inteiros tais que 1 < 4, j < [+ n. Definamos
€(&,&;) = Aij. Evidentemente, temos que

AijAji = 1. (1.21)
Além disso, a equacao obvia, €(m;&;, &) = €(&, m;€;) = 1, implica que

N = A =1 (1.22)

)

Seja m;; o maximo divisor comum de m; e m; (lembremos que o maximo divisor comum de 0 e qualquer
inteiro m > 0 ¢ igual a m). Entao a equagao (1.22) é equivalente a

Mgt =1 (1.23)

No caso especial i = j, as equagoes (1.21) e (1.23) implicam que

(1.24)

1 se m; é impar,
Nii = )
+1 se m; é par.

Finalmente, temos

1<j

€ ZT’ifi,Zijj = H)\rksk H)\ r,s]frjsl y (1.25)
i J
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para todo r;,s;, € Z, 1 <1 <l +n.

Reciprocamente, seja A;;, 1 < r,s <[+ n, qualquer sistema de elementos de F'* tal que as equa-
coes (1.23) e (1.24) sdo satisfeitas. Entao, a equacao (1.25) define um fator de comutagao e sobre I'.
Assim, as equagoes (1.23), (1.24) e (1.25) caracterizam completamente os fatores de comutagao sobre I'.

Como passo seguinte gostariamos de classificar os fatores de comutagdo a menos de equivaléncia,
no sentido da seguinte defini¢éo.

Definigao 1.30. Seja I' um grupo abeliano. Dois fatores de comutagao € e € sobre T' sao considerados
equivalentes se existe um automorfismo h de T tal que €' (, 8) = e(h(a), h(B)) para todo o, 3 € T.

Vamos restringir nossa atengao para alguns casos particulares. O primeiro caso ¢ quando I' = Zj,
JR— - : 2 n 4 .
com Z, = Z/pZ e p um nimero primo. Neste caso Z, é um corpo e Z;, € um espago vetorial sobre Zj.
Consequentemente, a teoria de espacos de dimensao finita é aplicavel aqui.

Em primeiro lugar, concluimos da equagao (1.23) que se sobre I' existe um fator de comutagao
nao-trivial, entdo F' deve conter uma p-ésima raiz da unidade diferente de 1. Se car(F) = p entdo 1
é a Unica p-ésima raiz da unidade. Portanto, se assumimos que sobre I' existe um fator de comutagao
nao-trivial entao car(F) # p.

Escolhamos uma p-ésima raiz da unidade F), € F' diferente de 1. Entao qualquer outra p-ésima
raiz da unidade ¢ uma poténcia de Ej,. Observamos que para qualquer inteiro m a poténcia £ s6 de-
pende da classe do residuo m modulo p. Assim, para qualquer A € Z, a expressao E;‘ esta bem definida.

Usando essas observacoes assim como os resultados anteriores, é facil ver que os fatores de comutagao
sobre Zj sao apenas as aplicagoes da forma

e(a, B) = EY@P), (1.26)

para todo a, 3 € I', onde ¢ é uma forma bilinear no espago vetorial Z; sobre Z; o qual ¢ simétrica se
p = 2, mas alternada se p > 3. Observe que ¥ esta determinada unicamente por e.

Observacao 1.31. ([Sch79])

(1) Lembremos que uma forma bilinear b em um espago vetorial V' sobre um corpo F é chamada de
alternada se (x,z) = 0 para todo x € V. Se car(F') # 2, uma forma bilinear € alternada se, e
somente se, ela é anti-simétrica. No entanto, isto nao é verdade se car(F) = 2.

(2) A diferencga entre os casosp =2 e p > 3 € facilmente observada da Equagao (1.24). Sep > 3 esta
equacao implica que A\ =1 para 1 < r < n e consequentemente nao existem “termos diagonais”
na equagdo (1.25). Por outro lado, para p = 2 podemos ter termos diagonais.

Resultados sobre as formas normais de formas bilineares alternadas ou simétricas sobre um espago
vetorial de dimensao finita agora produzem a seguinte proposigao.

Proposigao 1.32. ([Sch79]) Sejam p um nimero primo, E, € F uma p-ésima raiz da unidade nao-
trivial e n > 1 um inteiro. Para qualquer elemento o € Zy as coordenadas de o com respeito a base
canonica de Z,, serao denotadas por ai, g, ..., Qy.

Seja v um inteiro tal que 0 < 2r < n. Definimos uma forma bilinear alternada v, sobre Z;, por

r

Yr(a, B) =D (azi182i — 0ifai-1), (1.27)

=1
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para todo a, B € Zy. Seja s um inteiro tal que 1 < s < n. Definimos uma forma bilinear simétrica ¢s
sobre Zy, por

s(a, B) =Y i, (1.28)
i=1
para todo a, B € Zy.

a) Se p =2, entdo qualquer fator de comutagio sobre ZB é equivalente a (—1)¥ com 1) igual a uwma
2
das formas ¥, ou ¢s.

(b) Sep >3, entao qualquer fator de comutagao sobre Z, € equivalente a E;f’ com ) igual a uma das
formas .

Agora vejamos outro caso particular, o qual também é importante para os nossos interesses.

Proposicao 1.33. Seja I' = Zy, & Zyy, n,m € Z>2U{0}, e seja € um fator de comutagao sobre I' (com
valores em F* ) tal que €(a, ) = 1 para todo o € T'. Entao € é um dos sequintes fatores de comutagao:

(1) SeT' =Z&Z (n=m=0),
6((170)7 (07 1)) =\, 6((170)7 (170)) = 6((07 1)7 (07 1)) =1,
onde \ € F*.

(2) Sel' =Z&Zy, (n=0em>2),

6((17 0)7 (07 1)) = Emv 6((17 0)7 (17 0)) = 6((07 1)7 (07 1)) = 17

onde E, € F* é uma m-ésima raiz da unidade. Se car(F') = p e existe um nimero primo q # p
tal que q divide a n, entao E, pode ser escolhida diferente de 1.

(8) Sel' =Zy ® L, n,m > 2.
6((176)7 (6> I)) = Eq, 6((I>(_))a (Lﬁ)) = 6(((]’ I)a (67 I)) =1,

onde d = mde(n,m) e Eq € F* é uma d-ésima raiz da unidade. Se car(F) = p e existe um
numero primo q # p tal que q divide a d, entdo E4 pode ser escolhida diferente de 1.

Demonstragio. Para provar esta proposigao ¢ suficiente ver os valores que tomam €((1,0),(1,0)),
€((0,1),(0,1)) e €((1,0),(0,1)). €((1,0),(1,0)) = €((0,1),(0,1)) = 1, devido a que €(a.at) = 1, para
todo a € T. Definamos ¢((1,0),(0,1)) = X. Como €(n(1,0),(0,1)) = €((1,0),m(0,1)) = 1 entao
A" =A™ = 1. Assim, A\Y = 1 onde d = m.c.d(n,m). Logo A é uma d-ésima raiz da unidade. Isso prova
a proposicao. ]



Capitulo 2

Algebras de composicao de cor

Neste capitulo introduziremos as algebras de composicao de cor e mostraremos algumas de suas
propriedades. As construgoes e provas sao anélogas aos casos de superalgebras de composicao e algebras
de composicao (|ZSSS82], [EO02]). Comegamos com a defini¢ao de e-forma quadrdtica.

Definigao 2.1. Sejam I' um grupo abeliano e € um fator de comutagao sobre I'. Uma e-forma quadrdtica
em um espago vetorial I'-graduado V = @WGF V, sobre um corpo F' € um par q¢ = (qo, f) onde

i) qo: Vo — F € uma forma quadrdtica usual.

it) f:V xV — F € uma forma bilinear e-simétrica par. Isto €, f\(ziez Vie)%(Dep Via) € StmMEtTica
para todo o € T tal que e(a, ) = 1, fl(v,4v_o)x(VatV_n) € anti-simétrica para todo o € I' com

e(la,a) = =1, e f(Vo, Vo) = f(Va, Vo) =0 para todo 0 # o € T tal que e(a, ) = —1.
iii) flvexv, € 0 polar de qo. Isto €, f(ao,bo) = qo(ao~+bo) — qgo(ao) —qo(bo) para quaisquer ag, by € Vj.

A e-forma quadréatica ¢ = (qo, f) € dita nao-degenerada se para todo o € T' tal que e(a,a) = 1
a forma simétrica f|(s>,  vio)x(¥,; Via) ¢ DA0-degenerada (dado a € ;7 Via, se f(a,z) = 0 para
todo x € ) ;. Via entao a = 0) e para todo o € I' que satisfaz e(,a) = —1 a forma anti-simétrica
Fl(VatVoo) x (VatV_a) € ndo-degenerada.

Definigao 2.2. Sejam I' um grupo abeliano e € um fator de comutacdo sobre I'. Seja A uma dlgebra
I'-graduada sobre um corpo F', A = @WEF Ay, com elemento identidade (1 € Ap), dotada com uma
e-forma quadrdtica nao-degenerada q = (qo, f) : A — F (chamada a norma). A é dita uma e-dlgebra
de composi¢ao (também chamada de dlgebra de composi¢ao de cor) no caso que:

q0(aobo) = go(ao)qo(bo), (2.1)
f(aobs, aocy) = qolao) f(bg, cy) = f(bgao, cyao), (22)
f(aabﬁ7 Cvdé) + 6(’77 5)6(67 5)6(67 V)f(aad(% C’ybﬁ) = 6(677)f(a'a7 C’)/)f(b/a’a dé)v (2'3>

para quaisquer ag, by € Ag e elementos homogéneos an € Aq, bg € Ag, ¢, € Ay, ds € As.

Se A é uma e-dlgebra de composigao com e-forma quadratica ¢ = (qo, f) entdo Ay é uma &algebra
de composicao com forma quadratica gg.
Seja A = Ay @ A7 uma algebra, Zs-graduada, sobre um corpo F' e seja € o fator de comutacao sobre
Zs definido por €(1,1) = —1. E facil ver que, A é uma superéalgebra de Hurwitz se, e somente se, A é
uma e-algebra de composicao ou, A = Ay = F e car(F) = 2.

15
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Lema 2.3. Seja A uma e-dlgebra de composicao com norma q = (qo, ). Entao, para quaisquer ele-
mentos homogéneos aq,bg, cy,ds:

f(bs, ds) = €(B,0)f(ds,bg), (2.4)
(1+€(B,8))f(aabs, cybs) = €(B,7)f (aa, cy) f(bg, bs), (2.5)
flaa, ng) + (7, 7)f(@acy, ¢y) = flaa; cy) f(1,¢y) =0, (2.6)

f(aav d5) = f(aou 1)f(17d5) - f(aad(;, 1)' (27)

Demonstragao. Como Ag é uma algebra de composicao entao go(1) =1e f(1,1) = 2.
De (2.3) para aq = ¢, =1 (o =y = 0) temos

f(b,Bv d5) + 6(07 6)6(67 6)6(67 O)f(d(Sv bﬁ) = 6(67 O)f(L 1)f(b67 d5)
Portanto,
f(bg,ds) = €(B,6)f(ds, bg).
De (2.3) para ds = bg (6 = 3) obtemos

f(aabg, cybg) + €(v, B)e(B; B)e(B,7) f(aabs, cybs) = €(B,7) f(aa; ¢y) f(bg bg)-
Portanto,
(1 + 6(575))1?(@&()67 C’}’bﬁ) = 6(577)!}0(@&’ C’Y)f(bﬁv bﬁ)
De (2.3) com bg =1 (8 =0), ds = ¢y (0 =) temos

flaa; cyey) + €(v,7)€(0,7)e(0,7) f(aacy, ¢y) = €(0,7) f(aa, ¢y) f(1,¢q).

Portanto,
f(aavc?y) + E(V,V)f(aacfy, Cw) - f(aaa C’Y)f(LC’Y) = O
De (2.3) para bg = ¢y =1 (f =~ = 0) obtemos

flaq,ds) +€(0,0)e(0,6)e(0,0) f(ands, 1) = €(0,0) f(aa, 1) f(1, ds).

Portanto,
f(aa, d&) = f(aaa 1)f(17d5) - f(aad5> 1)
L]

Sejam I" um grupo abelianoe V = ®’Y€F V., um espaco vetorial I'-graduado. Daqui em diante vamos
dizer que uma forma bilinear f sobre V e-simétrica se ela satisfaz a identidade (2.4).

Definigao 2.4. Sejam A uma dlgebra I'-graduada e € um fator de comutagdo sobre I'. Um endomorfismo
p do espago vetorial A € uma e-involugao da dlgebra A se, p(p(a)) = a e p(aabs) = €(a, B)p(bg)p(aa)
para quaisquer a € A, a, € Ay e bg € Ag.

Observe que uma e-involugao nao precisa ser um endomorfismo de espagos vetoriais I'-graduados.
Dada uma e-dlgebra de composigao A, provaremos que a aplicacdo A -+ A:a —a = f(a,1)l —a é
uma e-involugdo de A. Mas para isto, vamos precisar de alguns resultados prévios.

Lema 2.5. Seja A uma e-dlgebra de composi¢ao, T'-graduada, com e-forma quadrdtica ¢ = (qo, f) e
seja 0 # v € I'. Entao f(cy,1) =0 para todo cy € A,. Assim, para todo ¢, € Ay com v # 0, &y = —c5.
Portanto, para todo a, € Ay, a € T, Gg € um elemento homogéneo de A (aq € Aq). Além disso,
f(Aa, Ag) =0 se a+ B #0 € fllantA_a)x(AatA_a) € NGo-degenerada para todo o € T'.
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Demonstragao. Seja 0 # v € I'. Se e(vy,v) = —1 ou car(F) = 2 (e(vy,7) = 1 = —1), por defini¢ao
f(Ao,Ay) =0, entdo f(cy,1) = 0 para todo ¢y € A,. Além disso, como ¢ = (qo, f) ¢ ndo-degenerada
por (2.5) temos que f(cy,cy) =0, isto &, fla, 44 )x(a,+a_,) ¢ alternada.

Por outro lado, se €(y,7) =1 e car(F) # 2 por (2.6) e (2.5) temos que:

0= f(aa, ng) + f(aacy, 1+ cy) = flaa, &) f(1, ¢y),

0
O 1)1 er,04) ~ Sl e) 1, e,),
= [(aa, C'Zy + %f(cw cy)1 = f(1,¢y)ey).

= f(aas C%/) +

Entao,
1
C% — f(l,ey)ey + 5]0(077 cy)1 =0, (2.8)

ja que f\(ziez Ai) (Yo Aiy) € Dd0-degenerada. Assim, se v # 0 entao f(cy, 1) =0, e f(¢cy,cy) =0 a
menos que 2y = 0.

Portanto, se v # 0 entéo f(cy,1) = 0 para todo ¢y € A,.

Além disso, como f(cy,1) = 0 para todo ¢, € A, quando v # 0, da identidade (2.7) obtemos que
f(@qa,bg) # 0 implica que o+ 5 = 0. Assim, se a + 8 # 0 entdo f(Aq, Ag) = 0. Alias, como g = (qo, f)
¢ nao-degenerada, segue-se que f|(4,4+4_,)x(Aa+A_,) ¢ N@0-degenerada para todo v € T, O

Trés fatos para ter sempre presente e que vamos usar frequentemente sao: Cy € A7 para todo

Cy € A’Y (f(lac’y) =0sery 7é 0) e todo 7€ L, f(AaaAﬁ) =0sea+ ﬁ 7£ 0e, f|(Aa+A,a)><(Aa+A,a) é
nao-degenerada para todo o € T'.

Observagao 2.6. Seja A uma e-dlgebra de composicdo de dimensdo finita, entdo f € sempre nao-
degenerada. Isto ocorre porque f(Aq, Ag) =0 se a+ B # 0 e fl(an+4_0)x(AatA_a) € ndo-degenerada
para todo o € T'.

Observagao 2.7. Sejam I'" um grupo abeliano e € o fator de comutagao trivial sobre I, e seja A =
®7€F A, uma e-dlgebra de composi¢ao sobre um corpo F' com norma q = (qo, f). Entao f é uma forma

bilinear simétrica nao-degenerada. Portanto, se car(F) # 2 entao A € uma dlgebra de composi¢ao com

forma quadrdtica q(a) = f(aT’a)j para todo a € A.

A seguinte proposicao mostra algumas identidades que satisfazem as e-algebras de composigao.

Proposicao 2.8. Seja A uma e-dlgebra de composi¢ao (I'-graduada) com norma q = (qo, f). Entao
para quaisquer elementos homogéneos an € Aq, bg € Ag, ¢, € Ay edy € Ap :

i) flaabsscy) = €(B,7)f(aas cybg) = e(a, B) f (bg, Tacy),

i) flaabg, cy) = €(B.,7) f (@acy, bg) = e(a, B+ 7)e(B,7) f (¢4, aa),
i) dody = dodo = qo(dp)1,
) anbp + €(a, B)bgaa = f(aa,bg)l = aabs + €(a, B)bgaa,

v) do(docy) = qo(do)ey = (c4do)do,

vi) Ga(bcy) + €, B)bg(aacy) = f(aa, bg)ey = (cyaa)bs + €(a, B)(cybp)aa
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Demonstragao. i) Por (2.3),

f(aocac’y%) = f(aa’cv(f(bﬂv 1)1 - bﬂ)) = f(aOZ’CW)f(lvbﬂ) - f(aa : 1767b5)’
= €(7, ) f(aabp, cy).

Por (2.3) e (2.4),
fbg,aacy) = f(bg, (f(aa, D1 = aa)ey) = f(1, aa) f(bs; cy) = F(1-bg, aacy),
= f(1,a0) f(bg; ¢y) = [€(B, ) f(1,a0) f(bg; ¢y) = €(By a)e(a+ B,7) f(ey, anbs)],

= (1= e(B,@)) (L, aa) f(bg, ¢y) + €(B, @) f(aabp, ¢y),
= €(B, @) f (aabs, ;).

A ultima igualdade é devido a que (1 — €(8,a))f(1,an) = 0 : se €(8,a) # 1 entdo a # 0, assim
f(1,a4) = 0 para todo a, € A,.

ii) Analogo a 7).
iii) Por ) e (2.2),
f ey, dodo) = f(eydo, 1+ do) = qo(do) f(ey, 1) = f(ey, qo(do)1).

Como f|4,x4, ¢ ndo-degenerada obtemos que dody = qo(dp)1.

Analogamente podemos mostrar que dody = qo(do)]1.

iv) Por i), (2.3) e (2.4),

f(ey,aabs) = e(a, B) f(eybp, 1 - aa) = e(av, B)[f(cy, 1) f(bg, aa) — €(B, @) f(cyaa, bp)],
= f(cwa 1)f(aon bﬂ) - f(a’75)f(cw bﬂ@) = f(c'ya f(aou bﬁ)l - 6(a75)b5%)~
Como fl(a,+4_,)x(A,+A4_,) ¢ ndo-degenerada para todo v € I' e f(Aq,Ap) = 0se a+ B # 0,
segue-se que anbs = f(aq,bg)l — e(a, B)bgta.

Por outro lado de ii), (2.3) e (2.4),

F(@absse3) = €(8,1) f(@acys b 1) = F(aasbs) F(Lyey) — F(aa, bses),
= flaa,bg) f(1,cy) — €(e, B)e(r, 7) f(bcy, aa),
—f(aowbﬁ) (1767) (o, B) f (b@aa,cﬂ/),
= f(f(aa,bs)1 — (e, B)bgaq, cy).

Como f|(a,4+4_.,)x(A,+4_.) ¢ ndo-degenerada para todo v € I' e f(Aq, Ag) = 0se a+ B # 0,
obtemos que: dabg = f(aa,bs)1 — €(a, B)bsaa.

v) Por i) e (2.2),
flaq, dO(d‘JCW)) f(doaa, dOC“/) qo(do) f (e, Cy) = flaq, QO(dO)Cv)~

Como fl(a,+a_,)x(4,+A_,) ¢ ndo-degenerada para todo vy € ', temos que: do(docy) = qo(do)cy

Analogamente podemos mostrar que (cdo)dy = qo(do)c,
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vi) Por i), (2.3) e (2.4),

f(@a(bpey),ds) = €(B+,0) f(aads, bgcy),

=€(B +7,0)[e(0,8)f(aa, bg) f(ds, cy) — €(B,7)e(d, B + 7) f(aacy, bsds)],

= f(aa,bg) f(cy, ds) — e(B,7)[e(a + 7, B+ 6) f(bads, ancy)],

= f(aa,bp) f(cy,ds) — e(a, B)e(a + v, 6)[e(d, o + 'Y)f(%(aacv)7d6)]a
)

= f(f(aa: bg)ey — e(a, B)bs(aacy), ds)-

Como fl(as44_s5)x(As+A4_,) ¢ ndo-degenerada para todo § € I' e f(Aas, Ag) = 0se a+ 3 # 0,
obtemos que @q(bgcy) = f(aa,bs)cy — (e, B)bg(ancy).

Por outro lado de i) e (2.3),

f(ds, (c4aa)bp) = €(a + 7, B) f(dsbs, cyaa),

e(a+ 7, B)[e(8,7)f(ds, cy) f(bg, aa) — €(v, @)e(B, o + 7) f(dsaa, cybs)],
f(aaab,é’)f(d&cw) (v, ) f (d5aa7c’7bﬁ)7

flaa,b) f(ds, cy) — (v, a)e(a,y + B) f(ds, (cybp)aa),

f(ds, f(aa, bg)cy — (e, B)(¢ybp)aa)-

Como fl(as+A4_s)x(As+A_s) ¢ ndo-degenerada para todo § € I' e f(Aq, Ag) = 0se a + 3 # 0,
segue-se que (cyaq)bg = f(aa,bg)cy — €(a, B)(cybs) .
O

Daqui para frente vamos denotar a subalgebra F' -1 de A por F.

Lema 2.9. Seja A uma e-dlgebra de composi¢io (T'-graduada) com e-forma quadrdtica ¢ = (qo, f). A
aplica¢io a — a = f(a,1) — a é uma e-involugao da dlgebra A a qual deixa os elementos do corpo F
fizxos. Além disso, os elementos a+a e aa@—i— (o, B)bgag pertencem a F' para todo a € A e quaisquer
elementos homogéneos a, € Ay, bg € Ag.

Demonstracao. Vamos verificar cada uma das propriedades de uma e-involugao
(a) a+b=1a+0b. Temos que a+b= f(a+b,1) — (a+b) = f(a,1) —a+ f(b,1) —b=a+b.
(b) Seja r € F. Entao 7a = f(ra,1) —ra=r(f(a,1) —a) = ra.

(¢) @a=a.Temos quea = f(a,1)—a = f(f(a,1)—a,1)—f(a,1)+a = f(1,1)f(a,1)—2f(a,1)+a = a,
ja que f(1,1) = 2.
(d) anbg = €(a, B)bgas. Por Proposicao 2.8 i) e iv),

aabﬁ = f(aabﬂa 1) - aabﬁ = f(aaa%) - aai = 6(0%6)[),8@-
Além disso, se r € F' entao 7 = fr,1) =r =rf(1,1) —r = r. Finalmente, a + @ = f(a,1) € F, e por
Proposicao 2.8 iv) anbg + €(a, B)bgta = f(aa,bg) € F. Isso prova o Lema. O]

Como a, € A, para todo a € T' a aplicagdo a — @ = f(a,1) — a € um endomorfismo de algebras
I'-graduadas.

Lema 2.10. Seja A uma e-dlgebra de composicdo sobre um corpo F. Entao A é uma dlgebra simples
ouA=Ay=2FDF.
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Demonstracao. Primeiro provemos que A é simples como algebra com e-involugao. Seja I um ideal da
algebra A tal que I # Ae I = I. Como INF = (0), temos que @+a = f(a, 1) = 0 para qualquer a € I.
Provemos que I = (0) por contradigao, isto é, suponhamos que existe 0 # a € I, a = aqy +0ay+. . .+aaq,,,
onde as aq, € Ay, s@o as componentes homogéneas nao nulas de a. Como a # 0, em particular a,, # 0,
logo existe b_q, € A_q, tal que f(aa,,b—0,) # 0 (& que fl(a,4+4_.)x(A,+a_,) ¢ ndo-degenerada para
todoy €T e f(Aa, Ap) =0se a+ B #0 ). Como f(Aa, Ag) =0se a+ 3 # 0, entdao f(aa;,b-a,) =0
para j € {2,...,n}. Por outro lado, b = ab_,, € I, ja que a € I. Assim, pela Proposigao 2.8 iv) temos
que

n

f Aoy bfal Z f Aoy bfal = Z aaibfal + E(Oéi, *al)bfoqaiam

=1

= Zaaib_al + (Ga;0—0y) =b+DbE TN F =(0).

O qual é uma contradigao, pois f(aa,,b—qa,) # 0. Portanto I = (0).

Agora seja T um ideal arbitrario da algebra A tal que T # (0) e T # A (T # T, pelo provado acima).
Definamos I = T + T. Entdo I = I e I # (0), logo pelo provado acima I = A. Além disso, para
J=TNT temos que J = J e J # A, assim J = (0) outra vez pelo provado acima. Consequentemente,
A =T @T. Resta provar que o ideal T' é unidimensional sobre o corpo F. Sejam a,b € T com a # 0,
=a+aep=>b+b, assim que \,u € F (a+a = f(1,a)). Note-se que A # 0, caso contrario,
a= —aETﬂT (0). Além disso, como T -T,T-T C TNT = (0), temos que \b = (a + a)b = ab
e pa = a(b+b) = ab, logo \b = pa e b = (\"!p)a, isto prova que o ideal T' é unidimensional e que
A= F @ F. Como a tunica graduacido por um grupo abeliano sobre a algebra F' @ F é a trivial entéo
Assim, se a algebra A néo é simples, entao ela é uma soma direta de duas copias de F. Isto prova o

>

lema. O

Sejam A uma &lgebra sobre um corpo arbitrario F' e a,b, ¢ € A. Denotamos por (a,b,c) = (ab)c —
a(be) o associador dos elementos a, b, c.
Abaixo vamos definir o que é uma e-algebra alternativa (ou algebra alternativa de cor) e vamos provar
que todo e-algebra de composigao é uma e-algebra alternativa.

Definicao 2.11. Sejam I' um grupo abeliano, € um fator de comutacao sobre I' e A uma dlgebra I'-
graduada sobre um corpo F, A = @, Ay, dizemos que A é uma e-dlgebra alternativa (ou dlgebra
alternativa de cor) se:

vyel

(aow bﬁvcv) + 6(577)(@1’ Cy, bﬁ) =0, (2'9)
(aa, bﬂv C’Y) + E(OZ’B)(bﬁa Qq,s C’Y) = Oa (210)
(do,do,aa) = 0, (2.11)

para quaisquer dy € Ay e elementos homogéneos aq € Aq, bg € Ag, ¢y € A,,.
e (2.9), (2.10) e (2.11), obtém-se as seguintes identidades: (do, aq, do) = (aa,do,dp) =0 e
(aaa b,@a C’y) + E(OQ B+ 7)6(B7 ’Y)(cw bﬁa aa) =0. (2'12)

Proposicao 2.12. Seja A uma e-dlgebra de composi¢ao com norma q = (qo, f). Entao, A é uma
e-algebra alternativa.
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Demonstracao. Provemos que (aq,bg, cy) + €(8,7)(aq, ¢y, bg) = 0. Por Proposicao 2.8 iv) e vi),

(@a, b, cy) = (aabg)ey — aalbpey) = (aabp)(f(1,¢y) — &) — aalbs(f(1,¢y) — )],
= —(aabg)cy + aa(bgcy) = 6(577)(%407)@ — f(bg, cy)aa + aalf(bs, cy) — €(B, V)C’Y%L
= €(8,7)(aacy)(f(1,b3) — bg) — €(B, 7)aalcy (f(1,b5) — bg)],
= —€(8,7)[(aacy)bsg — aalcybp)] = —€(B,7)(aa, ¢y, bs)-

Mostremos que (aq, bg, ¢y) + €(c, 8)(bg, an, cy) = 0. Por Proposigao 2.8 iv) e vi),

(aa;bg, ¢y) = (aabg)cy — aa(bsey) = [(f(1, aa) — @a)bsley — (f(1,aa) — aa)(bpcy),
= —(@abp)cy +albsey) = —[f(aa, bg) — e(a, B)bgan]cy + f(aa,bg)ey — (e, B)bs(aacy),
= e(a, H)[(f(1,b5) = bg)aaley — (e, B)(f(1,bp) = bg)(aacy),
= €(a, B)[=(bgaa)cy + bg(aacy)] = —€(a, B)(bg, aa, cy)-

Provemos que (dp, do, a,) = 0. Por Proposigao 2.8 iii) e v),

(do, do, ae) = (dodo)aa — do(doaa) = [(f(1,do) — do)dolaa — (f(1,do) — do)(doaa),
= —(dodo)ae + do(doaa) = —qo(do)aa + go(do)aa = 0.

2.1 Uma generalizacao do processo de Cayley-Dickson

Sejam I' um grupo abeliano finitamente gerado, ¢ um fator de comutacéo sobre I' e A uma algebra I'-
graduada, A = GBVGF A, sobre um corpo F' com elemento identidade 1. Seja a — @ uma e-involugao da
dlgebra A tal que co+¢p, cocp € F, Gq = —aq se a # 0, e anbg+e(a, B)bgaa € F (anbs+e(a, B)bgag =0
se a+ 3 # 0) para todo ¢y € Ag e quaisquer elementos homogéneos aq,bg € A. O processo de Cayley-
Dickson generalizado consiste em construir uma nova élgebra I' x Zs-graduada com é-involugao (onde €
é um fator de comutagado sobre I' x Zs) que contém a A como subélgebra I' x Zs-graduada. Em adigao,
se a dimensao da algebra A é igual a m entdo a dimensao da nova algebra sera 2m.

Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados podemos supor que

F = ZQSl @ Z282 @ P @ ZQSZ EB Zp)il EB Zpgg @ PP @ Zp%n @ Zn, (213)
para alguns inteiros nao negativos I, m,n, s1, 82, ..., S;,t1,to, ..., t;, € nimeros primos diferentes de 2,
nao necessariamente diferentes, p1, p2, ..., D
Assim
I'=Thelo®... &' min, (2.14)

onde I'; = Zos; se 1 < 4 < |, FHZ—Zt sel <i<m,elymys =2Zsel <3< n, Para cada i,
1 < i <1+ m+ n, escolhemos um gerador & do grupo I'; (uma escolha natural para §; €, a classe

residuo do 1 modulo 21» se 1 <14 <, a classe residuo do 1 modulopl 'sel+1<i<l+melse
l+m+1<i<l+m+n).

Agora seja € um fator de comutagao sobre I' e sejam ¢, j inteiros tais que 1 < 4,5 <1+ m + n. Defi-
namos os seguintes fatores de comutagao € sobre I' x Zs : €((&;,0), (£;,0)) = €(&;, &), €((0,1),(0,1)) =1
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~ _ o 1, se [+1<i<l+m
6<(§“0)’(0’1))_{ +1, se 1<i<l oul4+m+1<i<l+m-+n.

Note que vamos ter 24" fatores de comutacao do tipo € definidos sobre IT' x Z.

Fixando p € F* e €, denotamos por CDG(A, pu,€) a colegao de todos os pares ordenados (a,b),
onde a,b € A, com operagoes de soma e multiplicacdo por escalar componente a componente, e a
multiplicagao sobre os pares ordenados de elementos homogéneos dada por

(aOév bﬁ)(c% d5) = (G’Oé67 + g((ﬁ? 6)7 (57 i)),ud(s% ) g((av 6)7 (07 i))@d(; + g((ﬁ? 6)7 (77 6))C’Ybﬁ)'

E facil ver que CDG(A, u,€) é uma algebra sobre F. O elemento (1,0) é um elemento identidade da
algebra CDG(A, u, €). O conjunto A" = {(a,0)|a € A} é uma subalgebra I' x Zs-graduada da algebra
CDG(A, i, €) a qual é isomorfa a dlgebra A. Seja v = (0,1), entdo v? = pu(1,0) e CDG(A, i, €) é a soma
direta dos espagos vetoriais A’ e vA’. Identificando A’ com A, os elementos da algebra CDG(A, p, €)
sao representados na forma x = a+vb, onde a,b € A estao determinados de forma tunica pelo elemento
x, e a multiplicagao em CDG(A, p, €) é dada por:

(aa +vbg)(cy + vds) =(aacy + &((8,0), (8, 1))ndsbs) + v(é((, 0), (0, 1))@ads + &((8, 0), (v, 0))cybg)-

CDG(A, i1, €) tem uma I' X Zg-graduagao, dada por:

CDG(A,p,&)=A= P A,
( i)EFXZQ

onde fl(%@) =A, e g(%i) =vA,. Como v € g(o,ip de acordo com nossa notagao v := v 1), mas para
abreviar serd usado apenas v.
Para um elemento arbitrario x = a + vb € CDG(A, p, €), definimos T = @ — vb.

Seja f : A x A — F a aplicagao bilinear sobre A, definida nas componentes homogéneas de A por
flaa,bg) = aa@—l—e(a,ﬂ)bg@, aa € Aa, bg € Ap, e seja qo(co) = coco, co € Ap. Assim q¢ = (qo, f) ¢ uma
e-forma quadratica sobre A. Sejam f(z(,7),Y(55)) = T+, U, T €((1: 1), (0,7)Y(55)T(v.0) € G0(2(0,0)) =
2(0,0)%(0,0)+ Para todo z5) € Ay e quaisquer elementos homogéneos T(y0) Y] € A. Estendendo por

linearidade obtemos uma aplicacao bilinear f cAx A A

Lema 2.13. A aplicagio x — T é uma é-involugao da dlgebra CDG(A, u, €). Em adicio, x +T € F

para todo x € CDG(A7 Ky g) € f(x(’y,{)vy(ﬁ,j)) = T(v,)Y(5,7) + g((77€)7 (dj))y(é,})x(’y,;) € I para todo
T(y7) Ysj) € CDG(A, u, €) homogéneos. Se a e-forma quadratica ¢ = (qo, f) € nao-degenerada sobre A,

entao a €-forma quadrdtica ¢ = (go, f) é nao-degenerada sobre C DG (A, u, €). Além disso, T = f(x,1)—x
para todo x € CDG(A, p, €).

Demonstragio. E claro que a aplicacdo x — T ¢ linear e que T = x para todo z € CDG(A, u, é).
Mostremos que T(,7y¥s;) = é((v,1), (6,5))% * T(y5). com o qual ficard demonstrado que x — T ¢é
uma é-involugao da algebra CDG(A, u, €).

Sejam aq, bg, cy e ds elementos homogéneos em A. Entao temos que

aabs = e, )by = &(a,0), (8,0))bsas.
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&((@,0), (6, 1)) (vds)aa = —&((a,0), (6, 1)) (vds)am = —&((a, 0), (8, 1))v(e(6, a)ands)
= —g((a, (_))7 (07 D)U(aadé) - g((a,(_)), (0? I))U(@dé)
= aa(vd(S)
€((B,1), (7, 0)e5 (vbg) = —&((B, 1), (7, 0))y(vbg) = —&((8, 1), (7,0))é((7, 0), (0, 1))v(eybp),
= —€(B,7)v(cybg) = €(B,7)v(cybp) = (vbg)ey.

Além disso, para x = a + vb temos que t +Z =a+a € F.
Agora vejamos como é o comportamento de f nas diferentes componentes homogéneas:

f(aav Ccy) = aaly + €((a, 0), (v, 6))07@ = aaCy + €(@,7) A0 = f(aa, cy).

f(aa, vds) = an(vds) + &((,0), (6, 1)) (vds)aa,
= —ao(vds) + €((,0), (6, 1))e(d, a)v(@ads),
= —€&((a,0), (0, 1))v(@ads) + €((«, 0), (0,1))v(@ads) = 0.
f(vbg, cy) = (vbg)ey + &((B, 1), (7,0))ey (vbg),
= €(B,7)v(Ebg) — €((8, 1), (7,0))c, (vbg),
= €(B,7)v(Ebs) — €((8, 1), (7,0))é((7,0), (0, 1))v(cybp),
= €(B,7)v(eybg) — €(B,7)v(eybs) = 0.

f(vbg, vds) = (vbs)(vds) + &((8, 1), (8, 1)) (vds) (vbp),
= —(vbg)(vds) — €((B, 1), (4, 1)) (vds) (vbg),

= —&((8,0), (6, 1)) pdsbg — €((8, 1), (6,1))€((5,0), (8, 1)) ubsds,
= —&((8,0), (0, 1))pu(bpds + €(B, )dsbp),
= —€((8,0), (0, 1)) f (bg, ds)-

Em resumo, a aplicacdo bilinear f : A x A —» F fica definida assim:

onde a(, ) 1= aa, big 1) = vbg, (1) = ¢y € d(5 1) 1= vds.

Portanto, f(IL‘(%g),y((;j)) € Fed= (o, f) é uma éforma quadratica sobre CDG(A, ui,€). Além disso,
se a e-forma quadratica ¢ = (qo, f) é nao-degenerada entdo a é-forma quadréatica § = (o, f) € nio-
degenerada. Também f(z,1) = x + T. O
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Agora, seja A uma e-algebra de composi¢gdo com norma ¢ = (qo, f). Pelo Lema 2.9 existe uma
e-involugao sobre A, a — @, tal que, ag + ag,apag € F, ag = —aq se a # 0 e aa@ + e(o, B)aabs € F
(aabg+e(a, B)anbs = 0 se a+3 # 0) para todo aq, bg € A. Isso significa que podemos aplicar o processo
de Cayley-Dickson generalizado a A. Abaixo encontraremos condigbes sob as quais a algebra obtida
CDG(A, j1,€) com norma § = (o, f) ¢ uma é-algebra de composicio. Para isto, primeiro provaremos
algumas identidades.

Lema 2.14. Seja A é uma e-dlgebra de composi¢io (I'-graduada). Entao, para quaisquer elementos
homogéneos an € Aq, bg € Ag, ¢, € Ay e ds € As.

i) f(@a;y) = f(aa, cy),
i) f(bgta,dscy) = e(B,a)e(8,7) f(aabs, ¢y ds),
iii) €(cr, B)e(v,0) f(bgtia, dsty) + € + B+, 0) f(dsta, bsty) = €(B,7) f(aa, cy) f(bs, ds),
) €(B,7)f(aa, cy) f(bg, ds) = (v, B + 0)e(7,0) f(aa cy) f (b, ds).
Demonstragio. i) Pela Proposigao 2.8 itens i) e ii),
f(@a, &) = f(@a, 1) = f(@acy, 1) = flaa - 1,¢y) = f(aa,cy).
ii) Pela Proposicao 2.8 ftens iv), i) e ii),

f(bﬁﬁ, déa) = f(f(bﬁa aq) — €(, a)aa%, f(ds, C’y) — (0, V)Cvjé)a
= 2f(b, aa) f(ds, cy) — €(6,7) f(bg, aa) f(1, C'ydié)
— (B, a) f(ds, cy) f(aabp, 1) + €(B, a)e(8,7) f(aabp, ¢ ds),
= 2f(bg, aa) f(ds, cy) — €(6,7) f (bg, aa)le(v, ) f(ds, cy)]
—e(B8,a)f(ds, cy)[e(e, B) f(bg, aa)] + €(B; @)e(d, 'Y)f(aa%7 Cvdié)a
= €(B, @)e(0,7) f(aabg, ¢yds).

iii) Pelos itens i) e ii), e por (2.3),

6(577)]0(@&7 C’Y)f(b,37 d&) - 6(,8,’7)]0(@0“ Cv)f(@adié)v
= f(aabs; cyds) + €(B +7,0)e(B,7) f(aads, c,bp),
= c(cv, B)e(7,0) f(bgta, dises) + el + B + 7, 0) f (ds, bse).

iv) Mostremos que
[€(B,7) — e(a, B+ 6)e(,0)]f (aa, cy) f(bg, ds5) = 0.
Se f(aa,cy) f(bs,ds) # 0 entdo o+ =0 e B+ 6 = 0, logo para este caso temos que:
€(B,7) —ela, B+ 6)e(v,0) = e(B,7) — e(a,0)e(v, —B) = €(8,7) — €(B,7) = 0.

Portanto é obtida a igualdade.
O

Lema 2.15. Se A é uma e-dlgebra de composicao (I'-graduada), entao CDG(A, u, €) é uma é-dlgebra
de composi¢ao (I' X Zg-graduada) se, e somente se, A é associativa.
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Demonstracdo. A prova sera feita por casos.

i) Sejam aq,bg, ¢y, ds € A homogéneos. Provemos que

Flaa(vbg), ey (vds)) + &((7,0), (8,1))€((8, 1), (v + 8, 1)) f(aa(vds), ¢y (vbg))
= &(8,1),(7,0)f(aa, ¢y) f(vbg, vds).

Por (2.3) e o lema 2.14 i) obtém-se:
Faa(vbg), ey (vds)) +&((7,0), (8, 1)é((8, 1), (v+, 1)) f(aa(vds), ey (vb))
= &((a +7,0), (0, 1)) f(v(@abs), v(cyds))
+e(7,0)e(B,7)e((8,1), (8, 1))[E((er +7,0), (0, 1)) f(v(@ads), v(e3bp))],
= &((a+7,0), (0, D)[=€((e + 5,0), (0, 1)) uf (@abg, Eyds)]
+€(7,0)e(B,7E((8, 1), (6, 1))é((a +,0), (0, 1)) [=€((ex + 6,0), (0, 1)) f (@adls, &bp)],
= —&(y+8,0),(0,1)ulf (@abg, Tyds) + €(v, 0)€(B,y + 0) f (@ads, &bp)],
= —&(y+8,0),(0,1)e(B,7)f (@, &) f (bs, ds),
= &(8,1), (7, 0)) f (aa, 1) [=E((8,0), (0, 1)) f (bs, ds)],
= &((8,1), (7,0))f(aa, ¢y).f (vbg, vds).

ii) Sejam aq, bg, ¢y, ds € A homogéneos. Mostremos que

F(aa(vbg), (vey)ds) +&((7, 1), (8,00)&((8,1), (v +6,1)) f (aads, (vey) (vbg))

= &((8.1), (7, 1)) f (aa, vey ) f (v, ds) = 0,

se, e somente se, A é associativa.

Pela Proposigao 2.8 1) e ii),

fla (Ub,é’) (vey)ds) + &((, 1), (8,0))€((8, 1), (7 + 6, 1)) f(aads, (vey) (vhg))
F(&((e,0), (0, 1))v(aabs), (v, )v(dse,))
+6(v+ﬁ 0)e(B,1)E((B +7,0), (0, 1)) f(aads, €((~,0), (8, 1)) ubpcy),
= €((e,0), (0, 1))e(, )[—€((ex + B,0), (0, D)puf (@abp, dscy)]
+e(y+ 8,0)é((8,0), (0, 1) f (aads, bpey),
= €(7,0)&((8,0), (0, 1)) ule(B, 0) f (aads, bsty) — f(@abs, dscy)],
= €(7,0)é((8,0), (0, 1) ule(B, 0)e(B,7) f ((aads)cy, bg) — €(B,6 + ) f(aa(dscy), bs)],
= €(7,0)é((8,0), (0,1))e(B, 0 + v)uf ((aads)cy — aaldscy), bs)-

A dltimo termo ¢ 0 se, e somente se, (aads)cy — an(dscy) = 0 (pois flaz4a_g)x(a544_s) €
nao-degenerada para todo g € T).

iii) Sejam aq,bg, ¢y, ds € A homogéneos. Vejamos que

F(aabs, (vey)(vds)) +&((7,1), (8, 1))&((8, 0)( +6,0)) f(aa(vds), (vey)bg)

= &((8,0), (7, 1))f (aa, vey) f(bg, vds) =
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se, e somente se, A é associativa.
A prova é analoga ao item ii).

iv) Sejam aq,bg, ¢y, ds € A homogéneos. Provemos que
F(vaa)bg, ¢y (vds)) + E((B +7,0), (8, 1))e(8,7) f((vaa) (vds), ¢,bp)
= ﬁ(ﬁ,’Y)f('Uao“ Cy)f(bg,vd(;) =0,

se, e somente se, A é associativa.
A prova é anéloga ao item ii).

v) Sejam aq, bg, ¢y, ds € A homogéneos. Vejamos que

F((vaa)(vbg), crds) + (v, 6)&((8, 1), (8,0)&((8, 1), (,0)) f((vaa)ds, ¢, (vhg))
- 6((57 ) ( Y, ))f(’Uaa,C»y)f(’Ubﬁ,d(s) =0,

se, e somente se, A é associativa.
A prova é analoga ao item ii).

vi) Sejam aq, bg, ¢y, ds € A homogéneos. Mostremos que
F((vaa)bg, (vey)ds) + &((7, 1), (8,0))e(8, 6)é((8,0), (v, 1)) f((vaa)ds, (vey)bg)
- 6((57 ) ( s ))f(vaaavcv)fwﬁad(s)-
Por (2.4), (2.3) e o Lema 2.14 iv) obtemos

F(vaa)bg, (vey)ds) + &((7, 1), (8,0))e(8, 6)é((8,0), (v, 1)) f((vaa)ds, (vey)bs)
:f(e(a,ﬂ) (bgaa), €(v,6)v(dscy)

)
+ (B +7,0)e(8,7)e((B +6,0), (0, 1)) f(e(er, 6)v(dsaa), e(y, B)v(bsey)),
= €(a, B)e(y,0)[—&((e + B,0), (0, 1)) puf (bgata, dscy)]
+6(06+6+% 0)é((B+6,0), (0, 1))[=€((x + 6,0), (0, 1)) uf (dsaa, bpey )],
— €(a, B)e(v,0)é((a + B,0), (0, 1)) puf (bgaa, dscy)
— e+ B +7,0)é((e + 8,0), (0, 1)) ple(ax + 6, B + ) f (bgey, dsaa)],
— (o + 8,0, (0, 1))e(ev, B)e(, 6)pulf (bgaa, dscy) + €(d,V)e(ar, v + 6) f(bgey, dsaa )],
= &((a+ 8,0, (0, 1))e(ax, B)e(, S)ple(er, ) f (bg, ds) f (aa ¢5)],
— (e + 8,0, (0, 1))e(ax, B)e(, S)ple(B, a +7)e(0,7) f (bg, ds) f (aa; ¢5)],
6(5; ME((8,0), (0, D) [=E(ex, 0), (0, 1) of (aa, c4)] f (bg, ds),
= &((8,0), (v, 1)) f (vaa, vey) f (bg, ds).

vii) Sejam aq, bg, ¢y, ds € A homogéneos. Provemos que

F((vaa)(whs), (vey)(vds)) + &(3, 1), (6, D)E((B, 1), (v + 8, 0)) F((vaa) (vds), (ve, ) (vh3)
= (8, 1), (7. 1)) F(van, vey) f(vb, vds).
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Usando o Lema 2.14 iii) obtemos

F((waa)(wbs), (ve,)(vds)) + (7, 1), (8, 1)E(8,1), (7 + 8,0)) f(vae) (vds). (ves ) (v3))
:ﬂmmnm»m%d<®wmwm>
T (7 + B, 8)e(B.7) F(@((@,0), (5, 1) udsiza, &((7, 0), (8. 1) ubszs ),
(o +7,0), (0, 1))p2lelar, B)e(, ) f (bstim, dsy) + el + B + 7, 0) f (dsm, b))
&+ 7, 0), (0, 1)i2e(8,7) f(aas ;) (b, dy).
(8,
e

I
()

(B +7,0), (0, 1)[=€((ex,0), (0, 1)) if (@, &7)][=E((8,0), (0, 1)) .f (b, ds)]
(8,1), (7, 1)) f (vaa, vey) f (vbg, vds).

viii) Sejam ag,bs, ds € A homogéneos. Mostremos que

Flao(vbs), ao(vds)) = go(ao) f(vbg, vds).

Por (2.2),

flag(vbg), ao(vds)) = f(v(aobg),v(@ds)) = —&((8,0)(0, 1)) f (@obs, Gods),

= qo(a0)[~&((8,0)(0,1))uf (b, d5)] = qo(ao) f(vbg, vdsy).
ix) Sejam ag, bg,ds € A homogéneos. Vejamos que
F((vbg)ao, (vds)ao) = qo(ao) f(vbs, vds).
Por (2.2),

F((wbg)ao, (vds)ag) = f(v(aghg),v(aods)) = —&((8,0)(0, 1)) puf (aobs, aods),
= ao(ao)[—€((8,0)(0, 1)) (bs, d5)] = do(ao) f (vbg, vds).
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Os outros casos sao faceis de verificar. Portanto, CDG(A, p, €) é uma é-algebra de composicao se, e

somente se, A é associativa.

Exemplo 2.16. Os sequintes sao exemplos de e-dlgebras de composicao.
Para os primeiros 4 exemplos vamos supor que F € um corpo de caracteristica diferente de 2

O

I. T =7 o grupo trivial, A= Ay = F e qo(a) = a® para todo a € F. A é uma dlgebra de composi¢ao.

1I. f((,u)~: CDG(F,p,e) = F + Fey, onde el =, pp € F* e € € o fator de comutagao trivial sobre

Zy. K(1) é uma dlgebra de composicio. K(p) = D, ez,

K (1), onde K(n)g = F, K(u)7 = Fe.

A forma bilinear f : K(p) x K(u) — F € definida da sequinte maneira: f(1,1) = 2, f(1,e1) =

fle1,1) =0 e f(e1,e1) = —2u. A dlgebra K(u) € associativa e comutativa.

1L QW (u, ) = CDG(K (1), 1, €) comp # 0,1 € {1,—1} e o fator de comutagio sobre 73 definido

por: El((ia (_))a ((_)7 i)) =1, El((iv (_))7 (L (_])) = el(([_)a 1)7 (63 I)) =1
QWU () = @%Z% QW (1,1))., onde

(v,1) = €2 e vgiyer = e3). A multiplicagio em QW (1, 1) ¢ dada pela sequinte tabela:
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v. ¢t
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1 €1 €9 €3
1 1 (&) €9 €3
e1 |l er uw —les —lues
e2 | e2 €3 P ey
e3 | es pes | —ler  —lpap

A forma bilinear f : QW (u,v) x QW (u, 1)) — F esta definida da sequinte maneira: f(1,1) = 2,
fler,e1) = —2p, f(ez,e2) = =24, f(es,e3) = 2lu), e parai,j =1,2,3, f(1,e;) =0 e f(es, e5) =
0 seis#j.

Q(l)(u,w) é uma dlgebra de Quatérnios, e Q(_l)(u,w) & Floyl/(22—p, y2—p).

QW (i, 1) = CDG(K (1), v, €) € associativa mas nao €-comutativa.

’])(Mﬂ/%)\) = CDG(Q(I)(/,L7’¢)7)\, gl,j) com A 7é 07 .7 = (jlan)? jl:jQ S {17 _1} e gl,j 0 fator de
comutacio sobre Z3 definido por:

éJ((l,O,O),(O,l,O)) =1, ¢,((1,0,0),(0,0,1)) = j1, €,;((0,1,0),(0,0,1)) = j2 e & j(a,a) =1
para todo o € 73.

CEI (1,9, N) = Bezg C1 (1,90, M)y, onde

CUD (0, N oo =F. C (0, N 100) = Fer, CU (1,4, 0 0.10) = Fea,
CU) (N 10 = Fes, CU (v, N gony = Fes, CH(u,9p, M) 1) = Fes,
CU (4, N o11y = Fes, CU (90, N q11) = Fer
(v(0,0,1) = €4, V(0,0,1)€1 = €5, V(0,0,1)€2 = €6, V(0,0,1)€3 = €7). A multiplicagdo em CEI (pyah, N) €
dada pela sequinte tabela:
1 el ) es e4 es eg er
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 er
e1 | el 7 —lez  —lpes —Jj1es —J1pes lj1er 7116
ey | ea  e3 (0 Yey —Jj2¢€6 —jeer —jotbes —jovbes
es | es pex | —ler  —lup | —jijeer  —jijopes | ljijetbes  ljijauibey
€4 | €4 €5 €6 (& A )\61 )\62 Aeg
es | es  jieq leq lpes —j1)e1 —J1 1A —lj1des  —ljiples
es | €6 —er | ey —tes | —jahes JaAes —J2tbA JaAer
er | er —peg | lpes  —lues | —jijedes  jijapdes | —ljijader  ljijaptpA

A forma bilinear f : CW9) (u,4p, \) x CWI) (u,4p, \) — F € definida da sequinte forma: f(1,1) = 2,
fler,er) = —2u, flez,e2) = =29, fles,e3) = 2lup, f(es,eq) = —2A, fles,e5) = 2j1pA,
fles,e6) = 2500, fler,er) = —2lj1joppA, e para 1 < 4,5 < 7, f(l,ej;) = 0 e f(er,es) =0
ser # s.

CLAD) (y,ah, N) € uma dlgebra Cayley-Dickson. Se j = (j1,72) € {(1,-1),(=1,1),(=1,-1)},
C(LJ)(M,w,)\) é nao-alternativa, por exemplo: (e1 + eq,e1 + eq,e2) = 2(1 — j1)er ou (e +
eq,e2 + eq,e1) = 2(1 — jo)er € diferente de zero. C(_Lj)(u,l/},)\) € nao-alternativa, por exem-
plo: (e1 + ea,e1 + ez, e4) = —4j1joer # 0.

Nos sequintes exemplos vamos constderar o corpo F' de caracteristica arbitraria.

[ = Z1, o grupo trivial, e A = Ag = K(u) = F+ Fvy, onde v3 = vi +pu e 4u+1 # 0, a involugio
ET + svp = (r+s)—sv1, e a forma quadrdtica € qo(a) = aa. Se o polinémio x> —x — p € irredutivel
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em F[z] entao a dlgebra K(u) € um corpo (uma extensio quadrdtica separdvel do corpo F'), no
outro caso K(u) = F @ F.

Qlu, ) = CDG(K (p),h,€) = K(u) + K(u)vy com ¢ # 0, v3 =1, e € € o fator de comutagio

trivial sobre Zo. Q(u,1) é uma dlgebra de quatérnios generalizado. Q(u, ) = @7622 @(,u, ¥y,
onde Q(u,¥)g = K(p) e Q)1 = K(p)va. A forma bilinear [ : Q(u, ) x Q(p,¢) — F
é definida da seguinte maneira: f(1, 1) =2, f( vy, 1) =1, f(vl,vl) = =24, f(va,v9) = =24,
F(o3,u2) = —, Fluz,uz) = 20 € F(Qpt, ) Qs ¥)1) = 0. B fcal ver Qp, ) € associativa

mas nao comutativa.

CO (1, \) = CDG(Q(11, V), A\, &) com X\ # 0, [ € {1, —1} e & o fator de comutacio sobre 7.3
definido por: &((1,0),(0,1)) =1, e &(a,a) =1 para todo a € Z3.
C(Z)(:ua P, A) = @%22 ch (1,9, )’Ya onde

CO (i, N o) = F + Fuy, C(l ( 0, N)1,0) = Fog + Fug,
U, N @1 = Fus+ Fug, C(u,9,\) 1) = Fvs+ Fuy.

(v(0,1) = V3, VO,1)V1 = U3, Vo T)V2 = V4 € Vg Tyu2 = ug). A multiplicagio de CO(u,, \) € dada
pela sequinte tabela:

1 U1 ) Ug V3 us Vg Uy
1 1 (%1 (%) (%) V3 us V4 U4
v | V1 v+ Q0 Vo — U9 — U2 U3 — U3 — U3 Uy Ug + (V4
Vo (%] U2 ’Q/J ¢U1 —lU4 —lu4 —l’(/ﬂ);g —Z¢U3
us | ue  ug + pvg | (1 —wvq) —pp —luy —l(ug + pvg) | lb(ug — v3) lppus
v3 | v3 us3 V4 Uy A AU A\Ug Alg
uz | uz  uz+ pos Uy ug + pvg | A(1—wv1) —pA Ave — ug) — AUy
V4 V4 Vg4 — Uy ¢U3 ¢(U3 — Ug) —l)\’Ug l)\(UQ — 1}2) —Z¢A l¢)\(111 — 1)
Uy | Ug — vy Yus —puhvus —IAus N —l vy Lph A

A forma bilinear f : CO(u, 9, ) x CW(pu, 1, \) — F € definida da sequinte maneira: f(1,1) = 2,
f(Lov) =1, f(vr,01) = =2p, f(v2,02) = =24, f(va,u2) = —¢, f(uz,u2) = 2u¢, f(vs,v3) =
—2), f(vs,uz) = = A, f(uz,uz) = 2N, f(vg,va) = 20PN, f(vag,us) = A, f(ug,ug) = =2lppA, e
FCO (9, N, CO(, 10, N)5) = 0 se a # B. CD (9, \) € uma dlgebra Cayley-Dickson. Se a
caracteristica de F € diferente de 2, C(_l)(,u,z/),)\) € uma dlgebra nao-alternativa: Por exemplo:
(1)2 + v3,v2 + v3,v1) = 2v4 — dug # 0.

' = Z1, o grupo trivial, e A = Ay = Q(u, ) = CD(K(u),v), com ¢ # 0 é uma dlgebra dos
quatérnios generalizado.

Clp, 9, A) = CDG(Q(1, ), As €) = Q11 %) + Q1 P)v3, com X # 0, v3 = A e € o fator de comu-
tagio trivial sobre Zy. C(p, ), \) € uma dlgebra Cayley-Dickson. C(u, ¥, \) = @7622 Cp, 1, )y,

onde C (11,1, N)g = Q(u, ) e C (1,1, N1 = Qu, ¥)v3. E facil ver C(p, v, \) ¢ ndo-associativa.
A=A)=C(u,,\) = CD(Q(p,1),A) com A # 0 € uma dlgebra Cayley-Dickson.

Q'(0,1) = @wezn Q'(0,1)y € a dlgebra dos quatérnios generalizada cindida com Zy-graduagio
dada por Q'(0,1)5 = Fe; & Fea, Q'(0,1)1 = Fui, Q'(0,1)_7 = Fvy, comn € Z>3U{0}. Seja € o
fator de comutagado trivial sobre Z,, € claro que Q'(0,1) € uma e-dlgebra de composicao.

A tabela de multiplicagio de Q'(0,1) é a sequinte:
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(&) €9 Ul (%]
€1 €1 0 Ul 0
€9 0 €9 0 V1
U1 0 (75} 0 —e1
vy vy 0 | —eg 0

A forma bilinear f : Q'(0,1) x Q'(0,1) — F esta definida da sequinte maneira: f(1,1) = 2
flei,1) =1, fleiei) = 0, fur,v1) = 1, f(ei,ur) = flei,v1) = 0 e f(ur,ur) = f(vr,01) = 0,
ie{0,1}.

Q'(0,1) € associativa mas nao comutativa.

X11. D®O(0,1,-1) = CDG(Q'(0,1),—1,¢) com | € {1,—1} sen € par ou |l = 1 se n é impar,
e € o fator de comutagio sobre Z, X Za definido por: €/((1,0),(1,0)) = ((0,1),(0,1)) = 1,
e((1,0),(0,1)) = 1.

DW(0,1,-1) = B, ez, xz, PV (0,1,-1),, onde

DW(0,1,-1)g ) = Fer + Fea, DYD(0,1,-1)10) = Fuu,

DY(0,1,-1)_1q) = Fur, DW(0,1,-1)g1) = Fus + Fua,
DY(0,1,-1)1 1) = Fus, DY(0,1,-1)_11) = Fus.
(u2 = —v@g 1€z, v2 = —vg1e1, U3 = Y11 € v3 = vgiyu1). A multiplicacio de DW(0,1,-1) €

dada pela sequinte tabela:

e1 €9 Ul U1 U9 V9 us VU3
et et O Ul 0 UL 0 U3 0
€9 0 €9 0 U1 0 V2 0 V3
ul 0 ul 0 —€1 lvg 0 —l’UQ 0
(%] V1 0 —€9 0 0 lu?, 0 —l’u,g
u9 0 u9 —vU3 0 0 —€1 (%] 0
V2 V2 0 0 —Uus () 0 0 (5%
us 0 us V2 0 —l’U1 0 0 —l€1
V3 V3 0 0 u9 0 —lu1 —162 0

A forma bilinear f - D (0,1, -1)x D®(0,1, —1) — F ¢ definida da seguinte maneira: f(ey,es) =
1, f(ei,ei) =0, f(ur,v1) = flug,v2) =1, f(us,v3) =1, f(uj,u;) =0, f(v;,v;) = 0.

D(l)(O, 1,—1) € uma dlgebra Cayley-Dickson cindida. Se a caracteristica de F € diferente de 2,
D1(0,1,—1) ¢ uma dlgebra nao-alternativa: Por exemplo: (ug 4 us, ug + uz, v2) = 1(1 — uz =
—2'LL3 7é 0.

Proposicao 2.17. Sejam I' um grupo abeliano, € um fator de comutacdo sobre I' e A uma dlgebra
I'-graduada, A = 69761“ ~, sobre um corpo F, com eleme@ identidade 1. Seja a i& uma e-involucdo
sobre A tal que, ap+ag, apay € F, g = —aq se a # 0, e agbg+e(o, B)bgaa € F (anbg+e(e, B)bgaa = 0,
se a+ [ # 0) para todo aq € Aq, bg € Ag. Também, seja CDG(A, 1, €) a dlgebra obtida de A por meio
do processo de Cayley-Dickson generalizado. Entdao temos que

a) A dlgebra CDG(A, u,€) € associativa se, e somente se, A é associativa e e-comutativa.

b) A dlgebra CDG(A, i, €) € é-alternativa se, e somente se, a dlgebra A € associativa.
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Demonstragdo. Primeiro vejamos que agbg+e(a, 3)bgaa = aabs+e(a, B)bgaq, para quaisquer a, € Aq,
b@ S Aﬁ.
Se a # 0 e 8 # 0 entao

aabp + €(a, B)bgtiq — aabs — e(a, B)bgas = —anbs — €(a, B)bgan + anbs + €(a, B)bgaq = 0.
Se a=0e 8 #0 entao

a()% + €(0, ,B)bBCTo — agbg — €(0, ﬁ)%ao = —apbg + bgag — apbg + bgay,
—(ao + CT())b@ + bg(% +ag) =0,

a dltima igualdade é devido a que ag + ag € F. B
Sea=0e 8 =0entao, ag+ay =10 € F eby+by=1s € F. Assim

a()% + 6(0, O)b()% — agbo — 6(0, O)%ag = ao(ZQ — bo) + bo(ll — a(]) — (l1 — ao)bo — (lz - bo)ao = 0.

a) =) Se a algebra CDG(A, u, €) é associativa, como A é uma subélgebra de CDG(A, u, €) entao A é
associativa.
Mostremos que a algebra A é e-comutativa se (A, i, €) é associativa: Como

5) — v[bs(vds)],

,0),(8,1))udsbg — v[E((8,0), (0, 1))v(bsds)],
,0),(8,1))udsbg — &((8,0), (0, 1)) ubgds,
;0),(0,1))ule(B,0)dsbs — bds).

Se CDG(A, , €) & associativa entao (v,bg,vds) = 0, logo bgds = €(8,8)dsbg, isto é A é e-comutativa.
<) Agora suponhamos que A ¢ associativa e e-comutativa, e provemos que CDG(A, p, €) é associativa.
A prova sera feita por casos:

i) Sejam aq,bg, c, € A homogéneos.

[(vaa)(vbs)](vey) = (e, 0), (8, 1)) i(bsaa) (vey) = E((a, 0), (B, 1))é((a + B,0), (0, 1)) pol(bgtia) ey,
D)) pe(B, @) (aabs)ey] = E((8,0), (0, 1)) pv[(aabs)ey)-
(vaa)[(vbg)(vey)] = &((8,0), (v, 1)) p(vac) (eybg) = &((8,0), (v, 1)) pvle(er, B+ ) (cybp)aal,
= &((8,0), (v, 1)) uvlaa(cybp)] = &((8,0), (v, 1)) pvlaa(e(y, B)bsey)],
0 1

Assim, (vaq,vbg, vey) = [(vaa)(vbg)](vey) — (vaa)[(vbg)(vey)] = 0.
ii) Sejam aq,bg,cy € A homogéneos.

[aa(vbp)](vey) = E((, 0), (0, 1))[v(@abs)](vey) = E((e, 0), (0, 1)é((a + 8,0), (v, 1)) ey (@abs),
= (e, 7)&((8,0), (v, D) ey [e(a, Bbgaa] = e(a, B+ 7)E((8,0), (v, 1) ey (bsaa).

aa[(vbg)(vey)] = E((8,0), (v, 1)) naa(eybs) = €((8,0), (v, 1)ela, B + ) ulcybp)aa,
= €(o, B +7)é((8,0), (v, 1)) ey (bgaa)-
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Assim, (aq,vbg, vey) = [aa(vbg)](vey) — an[(vbs)(vey)] = 0.
Analogamente, pode-se mostrar que (vaq, b, vey) = (vaq, vbs, cy) = 0.

iii) Sejam aq,bg, c, € A homogéneos.

[aa(vbg)]ey = €((ex,0), (
é((a, 0

0,1))[v(@abs)]ey = &((a, 0), (0, 1))v[e(ex + B, )y (@abp)],
a,0), (0,

1
D))ol(@abs)ey,
aa[(vbg)cy] = aale(B,7)v(cybp)] = aalv(bscy)];

= &((a,0), (0, 1))v([aa(bpey)] = &((a, 0), (0, 1))v[(@abp)cy ],

Assim, (aq,vbg, cy) = [aa(vbg)|cy — aq[(vbg)cy] = 0.
Analogamente, pode-se mostrar que (vaq,bg,cy) = (aq,bg,vey) = 0. Portanto, ja temos provado que
CDG(A, u, €) é associativa, se A ¢é associativa e e-comutativa.

b) =) Suponhamos que CDG (A, u, €) é é-alternativa, vejamos que A é associativa.
Sejam aq, bg, ¢y € A homogéneos. Entao por (2.10)

(UC% Aoy bﬁ) + 6((77 ) (04 0))(0,&,’1)07, bﬁ)
= [(vey)aalbg — (vey)(aabp) + €((7, 1), (@, 0)[aa(vey)]bg — €((7, 1), (v, 0))aa[(vey)bs),
= 6(’77 )[ (aac )] (’77 o+ B) [(aabﬁ)c’}’] + g((’% i)? (Oé, 6))6((047 6)> (Oa ))[ (aaC’Y)]b/j
—&((7, 1), (@, 0))e(v, Baalv(bsey)],
= e(v, a)e(a + 7, B)vlbg(aacy)] — €7, + B)v[(aabg)cy] + €(v, a)e(a + 7, B)v[bg(@acy)]
— &((0,T), (@, 0))e(v, @+ B)a((0,0), (0, 1))vlaa(bsey)]
= e(y,a + B)vle(a, B)bglaacy + aacy] — (aabg)cy — aalbgey)].
Assim,
e(a, B)bsl(aa + @a)cy] — (aabg)cy — @albsey) = 0. (2.15)
Se a # 0 entdo Gn = —a,. Portanto, de (2.15) temos que (anbg)cy — aa(bgcy) = 0.
Se a = 0. Como ap + ap € F entao de (2.15) temos que
0 = bg[(ao + @o)cy] — (aobg)cy — ap(bsey),
= (ao +ao)(bscy) — (aobg)cy — ao(bsey),
= ag(bgcy) — (agbg)cy.

Portanto A é associativa.

<) Suponhamos que A é associativa, mostremos que CDG(A, u,€) é uma &algebra é-alternativa.
Vamos provar apenas um caso, os outros casos se provam de maneira andloga. Vejamos que

(vaa, vbg,vey) + €((B,1), (7, 1)) (vag, vey, vbg) = 0.
Como

(vaa, vbg, vey) = &((8,0), (0,1)) pw[(aabs)ey — e(av, B+ 7)e(B,7)(cybg)aal,
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entao pela associatividade de A temos que

€((8,1), (v, 1)) (vaa, vey, vbg)
1) [(aabﬂ)cv e(a, B+ 7)e(B, 7)(%%)“&]

(vaq, vbg, ve,

)+
—6((@ 0), (0, 1))p
1), (7,1
(
(

+e((8,1), (7. 1))é((7,0), (0, 1)) uv[(aacy)bs — €(ax, B+ 7)e(, B)(bsey)aal,
(( ’6)7 0, 1)) [(aabﬂ)c’Y - (a B+ 7)6(6’ 7)(6’7%)(101 + 6(/87 7)(%5)55 - e(av B+ 7)(1755)%],
= &(8,0), (0, 1)) pv{aalbsey + (B, 7)E305] — e(a, B+ 7)[bscy + (B, 7)eybglaa} = 0.

O dltimo termo ¢ igual a 0 porque: Se 8 + v # 0 entao b/gc7 + €(B,7)cybs = bgey + €(B,7)cybs = 0.
Se B+~ = 0 entdo bgcy + €(B,7)eybs = bgy + €(B,7)cybs € F e e(a, B+ ) = €(a,0) = 1. O

2.2 Mudanca do fator de comutacao

Em [Sch79], Scheunert estabeleceu una relagao entre e-algebras de Lie correspondentes a diferentes
fatores de comutacao sobre um mesmo grupo abeliano. Nesta secao vamos ver que esta mesma relagao
tem-se para e-algebras de composicao.

Seja I' um grupo abeliano. Dada qualquer fungéo o : I' xI' — F'*, definimos uma funcéo p : I'xI" —
F* por
p(a, B) = o(a, f)a(B,a) ", (2.16)

para todo «, 8 € I
E facil ver que p é um fator de comutacgao se, e somente se,

o(a, B+7)o(a, B) lo(a, )t = o(B+ 7y, )0 (B, @) o (v,a) 7, (2.17)
para todo «, B,y € I.

Definigao 2.18. Seja I' um grupo abeliano. Uma funcao o : T x T' — F* satisfazendo a condi¢ao

ola,B+7)0(B,7) =o(a,B)o(a+B,7), (2.18)
para todo a, B,~v € I, € dita um 2-cociclo sobre T.

Observe que um 2-cociclo o satisfaz 0(0, ) = o(«,0) = ¢(0,0) para todo « € T". Vamos supor a
condicao de normalizacao o(0,0) = 1, a qual é necessaria em nosso caso.

Para todo 2-cociclo o sobre I', a fun¢ao p definida por (2.16) é um fator de comutagao sobre I, isto
é, o satisfaz a equagao (2.17):
o(a, B +7)o(a, B) o, )™ = [o(a + B,7)(8,7) o(a,7) " = [0(8 +a,7)a(a, 7)o (8,7) 7,
=[o(B,a+7)o(B,0) o (8,7)" = [0(8,7 + a)a(8,7) o (B,a) ",
=o(B+v,a)o(v,0) o(Ba)7

Dizemos que p é o fator de comutacao associado com o. Note que p(a, a) = 1 para todo a € I.

Lema 2.19. (/Sch79], Lema 2) Sejam T’ um grupo abeliano finitamente gerado e € um fator de comu-
tagao sobre T' tal que e(a,a) = 1 para todo o € T'. Entao existe uma funcao, o : I' x I' — F* tal
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que

ela, B) = o(a, B)o(B,a) 7},
o(a,B+7) =o(a,B)o(a,7),
ola+B,7) =o(a,7)o(B,7),

para todo «, B,y € I'. Em particular o € um 2-coclico sobre I'; e € € o fator de comuta¢do associado a
o.

Demonstracao. Sejam &1, ..., &, geradores do grupo I'. Definimos
n n
g (Z rérs Z q8£8> = H 6(§r7 é’s)prqs’ (2'19)
r=1 s=1 r<s
para todo p,,q- € Z, 1 < r < n. Entao, o satisfaz os requisitos desejados. ]

Note que o 2-cociclo o sobre I'' da demostragao acima satisfaz a condi¢ao de normalizagao o(0,0) = 1.
Seja € um fator de comutagao sobre I'. Definimos

I'p={ael|ela,a) =1},
' ={ael|ea,a) #1}.

Entao, I'g é um subgrupo de I' e temos que, 'y =T' (I'} = &) ou I'g é um subgrupo de indice 2 em T,
e I'g, I'1 s@o as duas classes de residuos modulo I'y. Definimos a fungéo, ¢y : I' x I' — F*| da seguinte

maneira
—1 se a, B ey,

60(06,,8) =

1 e.o.c

E facil verificar que e é um fator de comutacao sobre I', logo p = epe também é um fator de comutacio
sobre I'. Note que p(a,a) =1 para todo o € T

Teorema 2.20. Seja I' um grupo abeliano. Entao para qualquer fator de comutacdo € sobre I' existe
um 2-cociclo o sobre T' tal que se definimos p(a, B) = o(a, B)a(B,a)~! entdo ep = €.

Demonstragao. Ver Teorema 2.3, [BM99|. O

Corolario 2.21. Seja I' um grupo abeliano. Entdao para qualquer fator de comutagio € sobre I' existe
um 2-cociclo o sobre T' com ¢(0,0) = 1 tal que se definimos p(a, ) = o(a, B)o(B, )"t entio ep = eo.

Demonstragdo. Seja € um fator de comutagao sobre I'. Pelo Teorema 2.20 existe um 2-cociclo o’ sobre F
tal que se definimos p(c, 8) = o’(ar, B)o’(B,a) ™! entdo ep = €. Definamos o(a, ) = o'(a, 3)o’(0,0)~!
para todo a, B € T'. E facil ver que o é um 2-cociclo sobre T' que satisfaz a condicao de normalizacao

a(0,0) =1 e que p(a, B) = o'(a, B)o’ (B, )"t = o(a, B)o (B, a) L. Isto prova o Corolario. O

Sejam I' um grupo abeliano e A uma algebra I'-graduada. Dada qualquer fun¢édo o : I' x I — F'*,
definimos sobre o espago vetorial I'-graduado A uma nova multiplicagdo -, definida nos elementos
homogéneos de A por

Ao o bg = oo, B)aabgs, (2.20)

para todo an € Aq, bg € Ag, o, B €T
O espago vetorial I'-graduado A, dotado com a multiplicacdo -,, ¢ uma algebra I'-graduada que deno-
taremos por A7.
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Teorema 2.22. Sejam I' um grupo abeliano, € um fator de comutacio sobre I' e, A = ®’Y€F Ny UMA
e-dlgebra de composi¢ao com norma q = (qo, f). Sejam o um 2-cociclo sobre I' tal que 0(0,0) = 1 epo
fator de comutacdo associado com o. Entao, a dlgebra I'-graduada A° € uma ep-dlgebra de composi¢ao
com norma ¢° = (qo, f7), onde f7(aq,bg) = o(a, B)f(aa,bg), para todo an € Ay, bg € Ag, a, B €T

Demonstragio. Sejam aq,bg € A elementos homogeéneos. Por (2.4), temos a seguinte igualdade
f (aOH bﬂ) - U(aaﬂ)f(aa? bﬁ) = U(&,,B)E(Oé,,@)f(bg, aa)?
o(a, B)e(, B)a(B,a) "1 7 (bg, aa) = e(a, B)p(a, )7 (b, aa)-

Como p(a, ) = 1 para todo a € T' e f é uma forma e-simétrica par entdo f? é uma forma bilinear
ep-simétrica par. Também, ¢” = (qo, f?) é ndo-degenerada ja que g = (qo, f) ¢ nao-degenerada.

Por outro lado, como (0, «) = o(c,0) = 0(0,0) = 1 para todo « € I" entdo as identidades (2.1) e (2.2)
se verificam facilmente sobre A?. Sejam a,, bg, ¢,,ds € A’ homogéneos, provemos que

(a0 bg, Cy o ds) + (ep)(B,v + 9)(ep)(7,0) [ (aa o ds, Cy o bﬁ) = (ep)(B,7)f7 (aa; C’Y)fa(bﬁ’ ds).
Isto é equivalente a provar que

O'(Ol, 5)0(% 5)0(0[ + 5; aé + 5)f(aabﬂa C’de) + (6,0)(57 v+ 5)(6p)(77 (5)0’(&, 5)0(’73 5)0(a + 57 B + V)f(aozd(;a C’Ybﬁ)
= (ep)(B,7)a(,7)a(B,0) f(aa, cy) f(bg, ds).

Primeiro mostremos que

o(a,B)o(y,0)a(a+ B,6+7v) = p(B,7+0)p(v,0)0(a, 6)a(y, B)o(a+ 9,8+ 7),

(2.21)
= p(r% 5)0(0‘7 B+ 5)0(/67 (5)0’(& + B+, 7)'

Por (2.16) e (2.18),

(e, B)a(y,8)o(a+ 8,8 +7) = ola, Bo(v,8)o(a + B, 8)a(a+ B +6,7)0(8,7) ",
= [0(7,8)a(6,7) o (e, Bo(a+ B, 0))o(a+ 8 +8,7),
= p(’Y? ) (057/3 + 6)0—(67 (S)O'(Oé + 8+ 67’7)

Por (2.16) e (2.18),

p(B,y +8)p(v,6)a(a, 6)a (v, B)o(a+ 8,8 +7)
7,6)p(B,7 + 8)o (e, 6)o (v, B)[o(a + 6, B)a(a+ 6 + B,7)a(8,7) '],

p(7,0) d)o

p(7,0)p(B,7 + 0)[o(a, 8)a(a + 8, B)][o (v, B)o(B,7) o (e + B+ 6,7),
p(7,0)p(B,7)p(B,6)o (e, 6 + B)a(6, B)lp(y, B)o(a+ B+ 6,7),
p(7,9)
p(7,6)

7,0 p(B,7)p(v, B)o(8,6)0 (8, 8) o (a,d + B)o (8, B)o(a+ B+ 6,7),
v,0)o(a, B+ 8)o(B,0)o(a+ B+ 4,7).

Como f(An;,Aay) = 0se ag +ag # 0, s6 precisamos analisar dois casos: O primeiro caso é quando
a+B+7+d=0e,a+vy#00u f+d#0. O segundo caso é quando a+y=0e f+ 6 =0.

i) Suponhamos que a + 8 +~v+d =0e, a+v # 0ou f+ 3 # 0. Assim f7(aq,cy)f7(bg,ds) = 0
Portanto, por (2.21) e A ser um e-algebra de composigao fica provado este caso.

ii) Suponhamos que a« +7=0e 8+ =0 (o« + B+ v+ 3 =0). Por (2.21) e A ser uma e-algebra de
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composicao é suficiente mostrar que

o(a, B)o(y,0)o(a+ B,6 +7) = p(B, 7)o (a, 7)o (B, 0).

Por (2.21) e como o(a,0) = ¢(0,0) = 1, temos que

ola,B)o(y,0)o(a+ B,y +0) =o(a, f)o(—a, —B)o(a+ B, —a — ),
p(—a, —pB)o(a,0)o (B, —p)o(a, —a),
P

= plov. B)o (B, ~Bo(a, —a).

Por outro lado,

p(B, 7)o, 7)o (B,0) = p(B, —a)o(a, =)o (B, =) = pla, Blo (e, =)o (B, =)

Logo, fica provado este caso.
Portanto A% é uma ep-algebra de composigao. O

Corolario 2.23. (“descolora¢ao”) Sejam T' um grupo abeliano, € um fator de comuta¢ao sobre T' e,
A= @,Yer A, uma e-dlgebra de composi¢io sobre um corpo F, com norma q = (qo, f). Entdo existe
um 2-cociclo o sobre T' com 0(0,0) = 1 tal que, a dlgebra I'-graduada A é uma ey-dlgebra de composi¢ao
com norma ¢° = (qo, f7), onde f7(aq,bg) = o(a, B)f(aa,bg), para todo aq € Aq, bg € Ag, o, €T
Em particular, se car(F') # 2 entao A é uma superdlgebra de Hurwitz.

Demonstragao. Por Corolério 2.21, existe um 2-cociclo o sobre I com ¢(0,0) = 1 tal que, se p é o fator
de comutagdo associado com o entdo €p = €y. Assim, pelo Teorema 2.22, a algebra I'-graduada A% é
uma €p-algebra de composigao com norma ¢° = (qg, ).

Por outro lado, A? tem uma Zy-graduacio dada por (A%)5 = A© e (47); = AD. Assim, se car(F) # 2
entdo podemos definir sobre A% uma superforma quadratica § = (g, f), dada por Gg(a) = w para
todo a € (A%)g, e f = f°. E facil ver que a superforma quadratica § = (qo, f) ¢é regular e que A% é
uma superalgebra de Hurwitz com superforma quadrética ¢ = (g, f ). O

A correspondéncia acima entre as e-algebras de composicao e as ep-algebras de composi¢ao tem boas

propriedades functoriais. Por exemplo: A correspondéncia é bijetiva, a transformacao inversa é dada
por 1/0 no lugar de 0. Um subespago graduado de A é uma subalgebra graduada (respectivamente,
um ideal graduado) de A se, e somente se, ele é uma subalgebra graduada (respectivamente, um ideal
graduado) de A“.
Além disso, por Corolario 2.23, A — A% é uma bijecdo entre as ep-algebras de composicdo e as e-
algebras de composigao. Se car(F') # 2 entdo uma ep-algebra de composigao é uma superalgebra de
Hurwitz, I'-graduada. Em particular, se € ¢ uma fator de comutagao tal que e(o,) = 1 para todo
a €T e car(F) # 2, entao ¢ ¢ o fator de comutagao trivial sobre I' e as €p-algebras de composigao
sao exatamente as algebras de composigao I'-graduadas. Portanto, se car(F') # 2 toda e-algebra de
composicao é uma “coloracao” de uma superalgebra de Hurwitz.

Em vista do Corolario 2.23 e do conhecimento das graduacoes sobre as algebras de composigao e
sobre as superélgebras de Hurwitz, para a classificagao das e-algebras de composi¢ao ainda precisamos
analisar o que acorre se a caracteristica do corpo é 2.

O mesmo resultado se obtém para algebras alternativas de cor.

Proposigao 2.24. Sejam I' um grupo abeliano, € um fator de comutagdo sobre I' e, A = 69761“ Ay,
uma e-dlgebra alternativa. Sejam o um 2-cociclo sobre I' e p o fator de comutagdo associado com o.
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Entao a dlgebra I'-graduada A° € uma ep-dlgebra alternativa.

Demonstracao. Sejam aq,bg, cy € A%, denotamos por (aq,bg,cy)s 0 associador em A dos elementos
Qq, bg, cy. Por (2.18),

(aa; b, cy)o + (€p) (e, B)(bg; aas Cy)o
= (aa 0 b3) o ¢y = Ga o (b o ¢y) + (€0)(, B)[(b5 5 Ga) o ¢y = bp 5 (Aa o ¢y)];
= a(a, B)a(a+ B,7)(anbs)ey — a(B,7)o(a, B+ 7)aa(bsey)
e(o, B)p(a, B)lo (B, a)o (B + o, 7)(bgaa)cy — o(e, 7)o (B, a +7)bs(aacy)],
B)o(a+ B,7)(aa, bg, cy) + e(a, B)o(a, B)a(B, ) " [o(8, @) (B + a,7) (b, aa, ¢5)],
Blo(a+B,7)[(aa, bs, ¢y) + €(e, B)(bp, aa, ¢y)] = 0.

K

Analogamente podemos mostrar que
(aCH b/)’: C’V)U + (Gp)(ﬁ, FY)(CLOH C’yv bﬁ)a’ - 0
Como o(a,0) = 0(0,a) = ¢(0,0) entao

(d07 d07 aa)a - (dO ‘o dO) o Qo — dO ‘o (dO ‘o aa)a
=0(0,0)0(0, )(dpdp)aa — (0, ) (0, a)do(dpay,),
= (0,0)?(dy, dy, as) = 0.

Portanto, A é uma ep-algebra alternativa.
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Capitulo 3

Classificacao das Algebras de composicao
de cor

Neste Capitulo vamos dar uma caracterizagao das dlgebras de composicao de cor sem restrigao na

caracteristica do corpo. Nesta caracterizacao usaremos como referéncia o processo de Cayley-Dickson
generalizado e a construcao da base “canonica”’ de uma algebra de Cayley cindida.
Seja A = @ver A, uma e-algebra de composicao sobre um corpo F' com € o fator de comutacao trivial.
Em particular mostraremos que quando car(F) = 2, se Ay é nao cindida entdo A é uma algebra de
composicao e, se Ag é cindida entdo A é uma algebra de composicao cindida ou A é uma algebra de
dimensao 4 a qual nao é uma algebra de composicao.

Lembremos alguns fatos importantes. Sejam I" um grupo abeliano e A = ®76F A, uma algebra
I'-graduada. Entao, o conjunto

Suppr(A) :={aeT | A, #0},

é dito o suporte da graduacao. Note-se que A = @,Y€<Suppr(A)> A, onde (Suppr(A)) é o subgrupo de
I gerado por Suppr(A). Daqui em diante,

sempre vamos supor que (Suppr(A)) =T.

Observamos que cada e-algebra de composi¢ao A = @WGF A, tem uma Zs-graduacao natural. De
fato, segue-se de (1.16) que a aplicagao

= F*, a—ea,a),

¢ um homomorfismo de grupos e que €(a, a) = +1 para todo a € I'.
Definamos os seguintes conjuntos I'g = {a € T'le(a, ) = 1} e 'y = {a € T'le(ar, @) # 1}. Entao, I'g €
um subgrupo de I' e temos que, 'y =T (I'y = &) ou Iy é um subgrupo de indice 2 em I', e Ty, T'; séo
as duas classes de residuos modulo I'y.
Agora definimos
AW = @ A, parai=0,1, (3.1)
vel';

e consideramos os indices 0, 1 como inteiros modulo 2; entao segue-se do acima exposto que a decom-
posicio A = A® @ AD ¢ uma Zy-graduacio de A.

Nos queremos classificar as algebras de composicao de cor sob equivaléncia, no sentido da seguinte

39
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defini¢ao.

Definicao 3.1. Sejam A = @yer A, uma e-dlgebra de composicao I'-graduada e B = @7,@, B, uma
€' -dlgebra de composicao I -graduada. Dizemos que A e B sao equivalentes se existem um isomorfismo
de dlgebras g : A — B e um isomorfismo de grupos 0 : T' — I tais que, g(A,) = By(y) para todo v € T
eeo(fx0)=c¢

)

Definigao 3.2. Dizemos que duas e-dlgebras de composi¢ao (I'-graduadas), A = @wer A, e B =
@WGF B, sao isomorfas se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — B tal que p(A,) = B, para
todo v e€T.

Por outro lado, uma algebra de composigao C' tem divisores de zero se, e somente se, g(z) = 0 para
algum = # 0 em C. Quando isto ocorre dizemos que C é uma algebra de composicao cindida.

O objetivo principal deste capitulo é classificar as algebras de composi¢ao de cor sob equivaléncia.
Para isto, vamos dividir o problema em trés casos: O primeiro caso ¢ quando A() =0 e Ay é uma élge-
bra de composicao néo cindida, o segundo caso ¢ quando A =0 e Ay é uma algebra de composicao
cindida e o terceiro caso é quando A™M) £ 0. Nos dois primeiros casos A = A©)| ja que estamos sob a
condic¢ao de que o subgrupo de I" gerado pelo conjunto Suppr(A) coincide com T'.

Antes de analisar os diferentes casos, vamos ver alguns resultados e defini¢bes que vao ser tteis em
nosso objetivo.

Seja f(x,y) a forma bilinear associada a uma e-algebra de composicao A = @’YEF A,. Assim,
Jl(Aa+A_0)x(Aa+A_,) € simétrica se e(a, ) = 1 ou anti-simétrica se e(a, ) = —1 para todo a € T'.
Seja B = €D, cr By uma subalgebra I'-graduada de A, serd denotado por (B, + B_.) o comple-
mento ortogonal do subespaco By + B_, de A, + A_, com respeito a forma f\(AmLAia)X(AaJFAia),
(By + B_)*" :=={a € A, + A_, | f(a,B,+ B_,) = 0}. E sera denotado por B+ o complemento
ortogonal do subespaco B de A com respeito a forma bilinear f(z,y), B+ := {a € A | f(a, B) = 0}.
Como f(Aq,Ag) = 0 se o+ # 0 e B é uma subalgebra I'-graduada de A, é facil ver que Bt =
>er(By + B_)*.

A seguir um teorema bem conhecido.

Teorema 3.3. Seja f uma forma bilinear simétrica ou alternada sobre um espacgo vetorial V, e seja W
um subespago de V' de dimensao finita. Se a restrigao da forma f(x,y) em W € nao-degenerada entao

WNWt={0} eV=WaW.

Demonstragao. Como a restri¢ao da forma f(z,y) em W é nao-degenerada entao é claro que Wn Wt =
{0}. Agora, mostremos que V = W + W+, Como dimW < oo e a restricdo da forma bilinear f(z,v)
em W é nao-degenerada entao a aplicagao linear de W a seu espago dual W*, B : W — W* dada por
w — f(w,—)|w é um isomorfismo. Assim, todo elemento de W* tem a forma f(w,—)|w para algum
w € W. Seja v € V, é claro que f(v,—)|w é uma forma linear em W. Logo f(v,—)|lw = f(w,—)|w,
para algum w € W. Entéo, para todo w’ € W, f(v,w’) = f(w,w'), assim f(v —w,w’) = 0 para todo
w € W.Dai quev —w € Wt ev=w+ (v—w) € W+ W, Portanto V=W ¢ W+. O

Corolario 3.4. Seja A uma e-dlgebra de composicao e seja B uma subdlgebra T'-graduada de A de
dimensao finita, tal que f|pxp € ndo-degenerada. Entdo BN B+ = {0} e A= B® B*.

Demonstracao. Seja B uma subalgebra I'-graduada de A de dimensao finita, B = GB'yEF B, tal que
flBxB € nao-degenerada. f\(BWJrB_W)X(BVJrB_W) ¢ nao-degenerada ja que f|pxp ¢ nao-degenerada e
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f(Aa,Ag) = 0 se a+  # 0. Além disso, como f](AWJrA_W)X(AWJFA_W) é simétrica ou anti-simétrica e
B, + B_, ¢ uma subélgebra de dimensao finita de A, + A_, pelo Teorema 3.3 obtemos que

A=A, +A = (By+B_,)@(B,+B_)",

~er ~ver
=> (By+B_,)®)» (By+B_,)"" =BoB".
~yel ~yel

O

Agora, vejamos uma proposicao que vai ser importante na classificacao das algebras de composicao
de cor.

Proposigao 3.5. Sejam A uma e-dlgebra de composicao I'-graduada e B uma subdlgebra T'-graduada
de A. Entio, B+ ¢ um subespaco vetorial I'-graduado de A e BYB + BB+ C Bt. Além disso, quando
B tem dimensao finita e contém o elemento identidade 1 da dlgebra A, e f|pxp € nao-degenerada, se
Bt #£0 entio B € associativa.

Demonstragio. E claro que B+ é um subespaco vetorial de A, mostremos que ele é I'-graduado. Como
Bt = Zver(By—i—B_v)LW, é suficiente mostrar que para todo = uy+v_ € (By+B_)"" C A, +A_,
(uy € Ay, vy € A_,) temos que uy,v_y € (By + B_y)1. Se v = —v entdo (B, + B_,)t" = Bj‘”.
Assim, x = u, € B#”. Se v # —, seja by € By entao

0= f(x,by) = f(uy +v-r,by) = f(ty, b)) + f(v—r,by) = f(vy,b,),

a tltima igualdade é devido a que f(A,, Ay) = 0 (ja que 2y # 0). Assim, f(v_,, B,) = 0. Por outro
lado, como f(A_y,A_,) =0 (ja que —2y # 0) entdo f(v—,, B_y) = 0. Logo, f(v—, B, + B_,) =0,
isto &, v_, € (B, + B_,)17. Analogamente pode-se mostrar que u, € (B, + B_,)%7. Portanto, B+ é
um subespagco vetorial I'-graduado de A.

Sejam a,,bs € B e vy € B+ elementos homogéneos. De (2.3) obtemos que

flaa, vyb5) = flaa - 1,v4b5) = flaa; vy) f(1,b5) = €(7, B) flaabs, vy) = 0.

Analogamente obtemos que f(aq,bsv,) = 0. Como os elementos an,bg € B e v, € B sao arbitrarios,
isto significa que B+ B + BB+ C B,

Agora, suponhamos que B tem dimensao finita e contém o elemento identidade 1 da algebra A, e que
fBxB € ndo-degenerada. Sejam x¢ € Bt e aq, bg € B elementos homogéneos. Entao, pela Proposigao
2.8 vi)

Go(zebg) + €(a, §)Te(anbs) = f(aa,xze)bg =0, (3.2)

e pela Proposigao 2.8 iv)
o (2ebp) + €(a, & + B)(2¢bp)aa = f(aa, v¢bs) = 0, (3.3)
o tltimo termo é zero ja que BB C B=. Por outro lado, como 1 € B entdo Uy = —vy para todo

v, € BL. Assim, por (3.2) e (3.3) temos que

e(@, §)ze(anbp) = aa(webg) = —e(a, f + &) (zebg)an = e(a, E)e(a, B)(webg)aa

Portanto,
z¢(aabp) = e(a, B)(2¢bs)aa. (3.4)
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Se (aa,bg, cy) = (aabg)cy —aa(bgey) € 0 associador de quaisquer trés elementos homogéneos aq, bg, ¢y €
B entao, por (3.4) obtemos que

2e(aas bg; ¢y) = we[(anbp)ey] — welaa(bpey)l;

= e(a+ 8,7)(z¢cy)(aabp) — e(a, B+ 7)[ze(bsey)]aa,

= e(a+ B,7)e(a, B)[(zecy)bplaa — e(a, B+ 7)e(B, 7)[(zecy)bslaa = 0.
Assim, B+(B, B, B) = 0.
Suponhamos que B+ # 0. Por Corolario 3.4, f|gi, g1 ¢ ndo-degenerada. Logo existem x¢,y_¢ €
B4\ {0} tais que f(wg,y—¢) # 0. Sejam ds = (aa,bg,cy) (6 = a+ B +7) e e_s € B_s. Como
B*(B, B, B) =0, por (2.3) obtemos que

6(67 _S)f(x& y*{)f(d(;ﬂ 6*5) = f(xgd(;, y*ée*(s) + 6(_57 _5)6(57 —£— 5)f(a:§e,5, y*£d5)7
= f(0,y—ce—s5) + €(26 4 9,0) f(wee—s5,0) = 0.

Como f|pxp é nao-degenerada e e_, € B_, é arbitrario, segue-se que ds = 0. Consequentemente
(B, B, B) = 0. Portanto, se B+ # 0 entdo B ¢ uma algebra associativa. O

O seguinte Corolario é uma consequéncia directa da Proposigao acima.

Corolario 3.6. Se A € uma e-dlgebra de composigao tal que A, # 0 para algum 0 # o € T’ entao Ag
é uma dlgebra de composi¢ao associativa e dim(Ag) < 4.

3.1 AW =0 e Ay é uma algebra de composiciao nao cindida

Lema 3.7. Sejam A uma e-dlgebra de composicio e B uma subdlgebra T'-graduada de A contendo o
elemento identidade 1 da dlgebra A. Entao para todo an,bg € B e v, € Bt homogéneos as sequintes
relagoes sao vdlidas:

Uy = =V, Ao Uy = €, 7)Vya, (3.5)
aa(vybg) = €(@,7)vy(@abs),  (vybg)aa = (B, @)v,(aabs), (3.6)
(0400)(0355) = el B+ 7)e(2, B) b0 ). (3.7

Demonstragao. Da igualdade f(1,v,) = 0 temos que vy + 75, = 0, e, da igualdade f(aq,vy) =0 e da
Proposicao 2.8 iv) obtém-se que anvy + €(a, ¥)vyGq = f(aq,vy) = 0, onde segue-se (3.5). Além disso,
pela Proposigao 2.8 vi) temos que

aa(vybg) = —€(, 7)05(@abg) + f(@a, vy)bs = e(a, v)v4(aabp),

a ultima igualdade é devido a que aq = f(1,a,) — an € B. Analogamente, por (3.5) e da Proposigao
2.8 vi), obtemos

(vybg)aa = (e(v, 6)%1)7)6%6 = 5(%5)”(“%@)% —€(v, a)@@)ﬁ],
= e(v, a + B)(bg@a)vy = €(v,a + B)(e(B, @)aabs)vy,

(v, a+ B)e(B, a)e(a + B,7)vy(aabp),

= €(8, a)vy(aabp).

I
()
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Portanto, temos (3.6). Por tltimo da Proposicdo 2.8 vi), (3.5) e BB C B*, temos que

(vyaa)(vybg) = f(awm)”v —e(a, B+ 7)[”7(@)]@7
= —f(aa, vybg)vy + €(a, B+ 7)[vy(vybp)]aa;
= —¢(a, B+ ) [y (vybp)]aa = —e(a, B +7)[T5(e(v, B)bsvy)|aa,
= —e(o, B+ 7)e(v, B)[f (vy,bg)vy — (7, B)bg (0304,
= e(a, B +7)e(27, B) [bgv3]aa.

O

Lema 3.8. Seja A uma e-dlgebra de composicao tal que Ay € nao-cindida, isto €, qo(ag) # 0, para todo
0#ag € Ag. Seja a €T tal que e(a,a) =1 e Ay # 0, entdo agaq € F \ {0} para todo 0 # aq € Ay €
2 = 0.

Demonstragao. Seja 0 # ag € Ag. Como Ap é nao-cindida entdo apag = qo(ag) € F \ {0}. Logo fica
demonstrado o lema no caso que a = 0. Seja 0 # « € I tal que €(a,a) =1 e A, # 0. Para este caso
vamos dividir o problema em duas partes, primeiro vamos mostrar que a,@g = —a2 # 0, para todo
0 # aq € Ay, e depois vamos ver que aq,aq € F.

Seja 0 # aq € Aa. Como fl(a,4+4_.)x(Aut+A_,) € Nd0-degenerada e f(Ay, Ag) = 0 se a+ 3 # 0, existe
b_q € A, tal que f(aq,b—q) # 0. Dado que o # 0 e f(Aq, Ag) = 0 se a + B # 0, pela Proposicao 2.8
vi) e 1), obtemos que

S
[\
oy
[\
I
e
on
—
g
Q
g
Q
~—
I

F(02,b-a)b-a — (20, ~a)b-ala2b-a),
—a] = b-a[f(aa,b-a)aa — €(a, —a)(aab-a)aal,
= f(@a,b-a)b-aaa + b-a[(aab-a)aal,
= —flaab_a, Db_naa + f(b_a, aab_o)aa — €(—a, 0)agb_o(b_ata),
= [f(aab-a,1) — m](b—aaa)
= (ab-a)(@ab—a) = go(aab_a) # 0.
O dltimo termo é diferente de 0 ja que anb_o # 0 (f(anb—n,1) = —f(aa,b—a) # 0) € Ag é nao-

cindida. Portanto a? # 0.
2

Agora provemos que anl, = —a;, € F e 2a = 0. Em particular, se car(F) # 2 entdo por (2.8),

a? = —%f(aa, ay) € F. Como A, # 0 e a # 0 entao pelo Corolario 3.6 temos que Aj é associativa e

1
d
Q
—
S
Q
Q
Q
N—
()

«
dim(Ap) < 4. Neste caso Ag ¢ uma algebra de divisao: Como Ag ¢é associativa ¢é suficiente mostrar que

todo 0#de Ay tem inverso multiplicativo. Seja 0 # d € Ag. Como d? — f(d,1)d + go(d) = 0 entdo,
e )d(f(d 1)—d) = e )(f(d 1) —d)d =1 (qo(d) # 0 ja que Ag é nao-cindida). Portanto, Ay é uma
algebra de divisao.

Seja 0 # aq € A,. Como ¢ = (qo, f) € nao-degenerada, existem b_, € A_, e ug € Ap tais que,
flaa,b—0) # 0 e f(1,up) = 1. Como Ay é uma algebra de divisdo e anb_o # 0, entao existe dy € Ay
tal que do(anb—o) = up. Além disso, pela Proposigao 2.8 vi) temos que

up = dO(aab—a) = f(d707 aa)b—a - 6(07 a)@(%b—a) = aa(%b—a)-

Assim, para b/, = dob_,, temos que anb’_, = ug. Também, b’ a, = asb_, = Up.
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Pela Proposigao 2.8 vi) e (2.11) obtemos

f(aa, aquo)b’_, = aal(aquo)b’_,] + €(a, a)(aquo)(aab’,,),
= —aa[f(u0,b_)aa — (aab_,)u0] — (aauo)uo,
= —aq[(anb_, )] — aqud,
= —aq(uotio) — aa(uo — qo(uo)),

= —auUp.
Logo, pela Proposicao 2.8 v) e (3.7) temos que

qo(uo)ag, = [axTo]uo = [(aauo)as]uo = [(—f(aa, aato)b_,)aaluo,

= — f(Ga, aauo)Uouo = — f(aa, aato)qo(uo).

Portanto, anlg = —a2 = f(aa, aauo) € F e 2a = 0. O

Lema 3.9. Seja A uma e-dlgebra de composicao tal que Ay € nao-cindida. Sejam o, 8 € I', a # 0, tais
que €(a, ) = €(B,8) =1 e An, Ag # 0. Entdo, para todo 0 # an € A 0 operador de multiplicagao a
direita LY Ag — Aqy, b — bgaq, € injetivo (Aaqp # 0). Em particular, dim(Aq) = dim(Ag) para
todo o € I tal que e(a, ) =1 e Ay # 0.

Demonstragao. Como f|a,x4, ¢ nao-degenerada, existe ug € Ag com f(1,ug) = 1. Na demonstracao
do lema acima vimos que para todo 0 # « € I tal que €(a,a) =1 e A, # 0 temos que, f(aq, aqto) =
a0y # 0 para todo 0 # a, € A,. Por outro lado, para qualquer 0 # ¢y € Ay, por (2.2) obtemos que
f(eo, coup) = qol(co) f(1,up) = qo(co) # 0, porque Ay é nao-cindida.

Sejam aq,bg € A\ {0} elementos homogéneos. Pela Proposi¢ao 2.8 vi) e como « # 0, temos que

(bguo)aa = —f(uo, aa)bs + (bgaa)uo = (bgaa)uo. (3.8)

Logo, por (2.3), (3.8) e por Proposi¢ao 2.8 i) temos que

(bguo)(aauo)
= f(bgaa, (bguo)(aauo)) + f(bs(aauo), (bgaq)uo),
= f(bsaa, (bguo)(aauo)) + f([bg(aauo)uo, bsaa),
= f(bsaa, (bguo)(aauo) + [bs(aauo)]uo).
Assim, bga, # 0, e portanto o operador de multiplicagao a direita Lga ¢ injetivo. Em particular Lg e
LY sao injetivos. Assim, dim(Aq) = dim(Ay). O
No seguinte teorema vamos ver que, se A = @Ver A, & uma e-algebra de composicao tal que

A=A ¢ A é nio-cindida entdo A ¢ isomorfa a uma das algebras do Exemplo 2.16.

Teorema 3.10. Seja A = @VEF A, uma e-dlgebra de composigao tal que, A = AO) ¢ Ay ¢ nao-cindida.
Entao, A € isomorfa a uma das dlgebra dos tipos I-X do Exemplo 2.16.

Demonstracao. Pelo termo “subalgebra I'-graduada” vamos entender como uma subélgebra I'-graduada
contendo o elemento identidade 1. Dado que a 4+ @ € F, cada tal subalgebra I'-graduada é invariante
sob a € involucao a — @.

Seja B uma subélgebra I'-graduada de A, de dimensao finita sobre a qual a restrigdo da forma f(x,y)
¢ nao-degenerada. Por corolario 3.4, A se decompde em uma soma direta de subespacos, A = B @ B*.
Além disso, a restricio da forma f(x,y) a B+ também é nao-degenerada. Suponhamos que B # A,
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entao podemos achar um elemento homogéneo 0 # v, € Bt (ja vimos que B+ é um espaco vetorial I'-
graduado). Como A = A e Ay é ndo-cindida entéo pelo Lema 3.8, temos que v2 = —vyy = p e F\{0}
e 2y =0.

Sejam aq,bg € B. Entao de (3.7)

(0y00) (03b5) = e(ar, B+ 7)e(27, B)[bgv]m = e(cv, B+ 7)bsita. (3.9)

Assim, por Proposic¢ao 2.8 i) e por (3.9),

f(U'y(la, U'ybﬁ) = _f(v'yaoumbﬁ) = —e(a+ 'Y»’Y)f(“'y(vvaa)a bﬁ)a
= —e(a,7) f(€(0, a0 + V) paa, bg) = —€(a, y)puf (aa; bg).-

Portanto,
f(vyaa,vybg) = —e(a, Y)pf (aa, bg)- (3.10)

Como f & nao-degenerada em B e a dimensao de B ¢ finita entao a aplicacao a — vya do subespaco
B no subespago v, B ¢ um a um. Consequentemente, B e vyB tem a mesma dimensao. Em adigao,
a relagao (3.18) mostra que o subespago vy B é nao-degenerado com respeito a f(x,y). Na prova do
Lema 3.7 mostramos que f(aq,vyb3) = 0, isto implica que, o subespaco By = B + v, B é uma soma
ortogonal de dois subespagos nao-degenerados, o qual também ¢é nao-degenerado. As relagoes (3.6) e
(3.9) mostram que By = B + vy B é uma subélgebra I'-graduada da algebra A obtida de B por meio
do processo de Cayley-Dickson generalizado, By = (B, u,€) (e(a,y) = £1 para todo a € I', ja que
2y =0).

Dado que Uy = —vy € aq + v4bg = @ — €(7y, B)bsvy = o — v4bg, a involugdo induzida em B; pela
involugdo em A coincide com a involugao obtida pelo processo de Cayley-Dickson generalizado. Final-
mente, a subélgebra By é ndo-degenerada e satisfaz as mesmas condi¢oes que B. Portanto podemos
repetir o mesmo processo com a algebra Bj.

Agora voltemos para a dlgebra A e consideremos quatro casos separadamente.

(1) dim(Ap) = 1. Neste caso car(F) # 2 e Ag = F. Ay é uma algebra de composi¢ao do tipo I.
Por Lema 3.9, dim(A,) = dim(Ap) = 1 para todo A, # 0. Como a subalgebra Ay = F' é nao-
degenerada com respeito a f(x,y), podemos definir B = Ay = F. Se A # F entao existe um
0 # a; €T tal que Ay, # 0 (2a1 = 0). Sejam I'1 = () = Zo, By = Ay ® Aa, € €1 = €|r, xT, -
Bj é uma e1-algebra de composigao do tipo I1. Se A # Bj entdo existe um ag € I'\ T'; tal que
AOQ 75 0 (2042 = 0) Sejam I'y = (al,a2> = To ® Lo, By = ®7€F2 A,y e €9 = G‘FQXFQ' By é uma
eo-algebra de composicdo do tipo I1I. Finalmente, se By # A entdo existe um ag € I" tal que
Ans # 0 (2a3 = 0). Sejam T's = (a1, a9, a3) 2 Z3, By = @’YGF3 A, e €3 = €|ryxry. B3 € uma
es-algebra de composigao do tipo IV. Como Bs é nao-associativa, por Lema 2.14 o processo deve
terminar, isto é, A = B3, ' =1'3 e € = €3.

Se dim(Ap) > 2, o corpo F tem caracteristica arbitraria.

(2) dim(Ag) = 2. Neste caso A9 = K(u) = F + Fvy onde v? = v1 + p e 4p+ 1 # 0 com involugio
r+sv; = (r + s) — sv; e forma quadratica go(a) = aa. Como Ag é nao-cindida, u é tal que o
polinémio 22 — x — p é irredutivel em F[x]. Ay é uma algebra de composicio do tipo V. Pelo
Lema 3.9, dim(A,) = dim(Ay) = 2 para todo A, # 0. Como a subélgebra Ay é nao-degenerada
com respeito a f(z,y), podemos definir B = Aj. Se A # Ay entdo existe um 0 # a1 € I tal que
Aa, #0 (2a1 =0). Sejam I'y = (1) = Zo, By = Ag B Aqa, € €1 = €|r,x1,- B1 € uma ¢;-algebra
de composigao do tipo V1. Finalmente, se B; # A entao existe um ag € T'\ T'; tal que 4,, #0

(2ag = 0). Sejam 'y = (a1, 0) = Zo @ Zo, By = @’YEFQ Ay e €3 = €|r,x1,. B2 € uma ep-algebra
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de composicao do tipo VII. Como Bs é ndo-associativa, por Lema 2.14 o processo deve terminar,
istoé, A=By, ' =19 € € = €s.

(3) dim(Ap) = 4. Neste caso Ag = Q(u,¢) = (K(u),v) (¢ # 0) é uma algebra dos quatér-
nios generalizada nao-cindida. Ay é uma algebra de composi¢ao do tipo VIII. Pelo Lema 3.9,
dim(A,) = dim(Ag) = 4 para todo A, # 0. Como a subalgebra Ay é nao-degenerada com res-
peito a f(x,y), podemos definir B = Aj. Se A # Ay entao existe um 0 # a € T tal que 4, # 0
(2 = 0). Sejam I'y = (o) = Zo, By = Ay ® Ay € €1 = €|p,x1,- B1 € uma €;-algebra de com-
posigao do tipo IX. Com isso o processo deve terminar, caso contrario por Lema 2.14 haveria
na algebra A uma subélgebra Bs a qual ndo é uma e-algebra de composicao, e isto é impossivel.
Consequentemente A = B, I' =11 e e = €.

(4) Se dim(Ap) = 8, Ag = C(u, ¥, \) = (Q(p,1), A) com X # 0, é uma algebra de Cayley-Dickson
nao-cindida, a qual é ndo-associativa. Portanto A = Ay é uma algebra de composicao do tipo X.

O
Com a notagao do Exemplo 2.16, IV, temos as seguintes equivaléncias.
Proposigao 3.11. As sequintes dlgebras de composi¢do de cor sao equivalentes:
i) COO=D) (g, ) = CHEED (), 1, 2),
it) CHO=D) (9, 0) = CELED (A g, p),
i) OO (g, 5,2 = C(’l’“””)(u,k,@b),
i) CHELD) (9, 3) = COLEED (A, p),
v) COOD) (5, —ps) = OB (1, 5, 1),

para quaisquer p,p, A € F* e r,s € {1,—1}.

Demonstragio. 1) Deﬁnamos 075 — 73 por 0((1 0,0)) = (0,1,0), 6((0,1,0)) = (1,0,0),
0((0,0,1)) = (0,0,1). B definamos g : C) (0, %) — COCID (41 3) por (1) = 1,
gler) = e, 9(62) = e1, gles) = —es, gles) = eq, gles) = eq, gles) = es, gler) = —er. E
facil verificar que g é um isomorfismo de élgebras ¢ ¢ um automorfismo de grupos, €_j 1) =
€a,—no(@x0)e g(CHE=D)(p 4p, N),) € CHELD) (4, p, A)o(y)> Para todo v € Z3. Portanto,

C(l 1 _1 (u?w? ) - _171))(¢7 M? )\)'
i) Definamos 6 : Z8 — Z3 por 0((1,0,0)) = (0,0, 1), 6((0,1,0)) = (3,1,0), 6((0,0,1)) = (1,0,0). E
definamos g - CHU=D) (1,9, 3) — CELEDI(N 4, ) por (1) = 1, gler) = —eu, glea) = —e2,

g(es3) = eg, gleq) = e1, g(es) = es, g(es) = es3, g(er) = er. E facil verificar que, g é um isomorfismo
de algebras,  é um automorfismo de grupos, 6’(171) =éq,—1o(@x0)e g(CHL=D) (1 4, A)y) C

CELAD) (X, 4, 1)g(~)> Para todo v € Z3. Portanto,

O (9, A) = CELEDI (g, p).
iii) Definamos 0 : Z3 — Z% por 6((1,0,0)) = (1,0,0), 0((0,1,0)) = (0,0, 1), #((0,0,1)) = (0,1,0). E
definamos ¢ : C( L) (1, 4, )\) — CELML=D) (4 X, ) por g(1) = 1, gle1) = e1, g(ea) = ey,

g(e3) = es, gles) = ez, gles) = e3, gles) = e, g(er) = er. E facil verificar que, g é um isomorfismo
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de algebras, 6 ¢ um automorfismo de grupos, 6'(1 = €—1,—no(0x0)e g(CHEL=D) (4 4p, N),) C
CELO=) (X ,¥)6(y), Para todo v € Z3. Portanto,

LT (4, 0) = O (X, ),

iv) Definamos 6 : Z3 — Z3 por 0((1,0,0)) = ) , 0,1,0), 0((0,0,1)) = (1,0,0).
E definamos g : CHCL=D) (5,0, 0) — CELELD(N 4, (1) =1, gler) = ea, glea) =
—eg, gles) = —eq, gles) = e1, gles) = es, gleg) = ez, gler) = er. E facil verificar que, ¢
é um isomorfismo de élgebras 9 é um automorfismo de grupos, €/( L) = €—1,—1)o (@ x0)e

g(CHEL=D) (4 4p, N),) € CEBELD) (4, [)g(~)» Para todo v € Z3. Portanto,
OM*“WMmMECH*“WAwm

v) Definamos 6 : Z3 — Z3 por 6((1,0,0)) = (1 ,1,1
definamos g : CH0=D) (g, 5, —rs) — CCELEL=D) (py 5, —1s) por g(1) = 1, g(e1) = er, g(ea) =
sea, gles) = es, gles) = seq, gles) = —res, gleg) = eq, gler) = —rey. E facil verificar que,
g é um isomorfismo de algebras, § é um automorfismo de grupos, 5’(_17_1) =éu—no(@x0)e

g(CHL=D) () s, —718)y) C CELEL=D) (s, —78)g(y), Para todo v € Z3. Portanto,

maﬂm:@me@am:m@DE
(

:«
,_.
A = ~—r
N
=
—~

CB=D) (s, —rs) = CTBELTD (s ).

Com a notagao do Exemplo 2.16, IV, VII, IX, X, segue-se o seguinte resultado.
Corolario 3.12. Seja A uma dlgebra de composicio de cor de dimensio 8 tal que, A = A e Ay ¢
nao-cindida. Entao temos, a menos de equivaléncia, um dos sequintes casos:
i) A=Ay =C(u,,\) € uma dlgebra de Cayley-Dickson nao-cindida.
i) A=C(u,b,\) com Ay = Q(u, 1)) wma dlgebra de quatérnions nao-cindida.
i) A € CD(u,p, N), ou CV (9, \), com Ag = K (p) uma dlgebra de composi¢ao nio-cindida.
iw) A éCHED) (4 ah, N, ou CHOE=D) (1 py, A1), 0w CHEL=D) (g 4hy, Ag), ou CELEL=) (g, 4h5, A3),

com Ag = F um corpo de caracteristica diferente de 2.

Demonstragio. Apenas precisamos mostrar que CU0=D) (g 4hy, A) e C (M3,¢3,)\3), nao
sao sempre equivalentes, e que CHL=D) (g 4hy, A9) ndo é equivalente a C’(1 (1 D) (1, 1h1, A1) ou

CLEL=0) (g, 45, A3), para quaisquer p1, 01, A, f2, 2, Aa, p3, 3, A3 € F*.
E facil ver que

@ 0(17(1,—1))0“711)17 )\1)(041,012,6) = Q(l)(ul’ wl)’

(a1 ,OZQ)EZ%

@ C(l’(l’_l))(ﬂlﬂl}la)\1)(041,67042)

(a1 ,az)GZg

GB C(L(L—l))(ulﬂ/}hAl)(ﬁ,m,w)

(a1 ,az)EZg

@ C(l’(lﬁl))(HLwb)‘l)(al?a?’aﬂ

(a1,02)€Z3

12

QW (1, A1),

12

QU (1, M),

1

Q(l) (Hla Qpl)\l)v
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@ C(l’(L_l))(Hl’ P, A1)(042,&1,042) = Q(_1)<¢1’ _Ml)\1>7

(on,00)€Z3

@ 0(17(17_1))(/“7 1, Al)(az,az,al) = Q(l)(_:ulwl’ )‘1)'

(o1,02)€Z3

@ C(l’(_l’_l)) (/’LQa o, )‘2)(a1,a276) = Q(l) ('u2’ @ZJZ)’

(o1,02)€Z3

@ C(l’(_l’_l))(/@,¢27)\2)(a1,6,a2) =~ QU (12, Aa),

(o1,00)€Z3

@ C(l’(iLil)) (M27 ¢27 )\2)(6,a17a2) = Q(il) (w27 )\2)7

(a1,02)€Z3

@ 0(17(71771)) (ILL27 ¢27 )\2)(a1,a2,a2) = Q(il) (/’L27 1/)2)‘2)7

(o1,02)EZ3

@ C(L(flﬁl»(m,1/;2,/\2)(052@1@2) =~ QU (4hy, paha),

(a1,002)E€Z3

@ C(l,(—l,—l))(u%w2,)\2)(a27a27a1) >~ QW (—pigha, Aa).

(a1,02)E€Z3

@ C(_L(_l’_l)) (,Ug, w3a >\3)(041,0¢2,6) = Q(_l)(u?” w3)’

(o1,02)€Z3

@ C(_l’(_l,_l))(lu’37w3’ )\3)(04176,062)

(o1,02)€Z3

@ C(—l,(—l,—l))(ﬂg7¢3,)\3)(6@1,&2)

(o1,02)€Z3

D T (13,0508 ()

(a1,02)EZ3

@ C(fl,(fL*l))(M?”ng,AB)(az,O{l»QQ)

(a1,02)€EZ3

@ C(—l,(717*1))(u3,wg,)\3)(a2,a2»a1)

(on,00)€Z3

12

QY (13, A3),

12

Q(_l) (1/]5; )‘3)5

1

Q(l)(u3,1/13>\3)7

1

QW (13, 3 A3),

2

QW (1313, A3).

Assim, das subalgebras Z3-graduadas de dimensao 4 de CM0=D) (g, 4hy, M) e CEBEL0) (g 4hs, A3),
3 sao algebras de composigao, e das subélgebras Z3-graduadas de dimensao 4 de C (L(=1,-1)) (12,2, N2),
2 sdo algebras de composigao. Portanto, dados pa, 12, Ao € F* temos que C(l’(_l’_l))(ug,wg, A2) nao
é equivalente a C(l’(l’_l))(ul,wl, A1) ou C(_l’(_l’_l))(ug, 13, A3), para quaisquer fu1, Y1, A1, 13, 3, Az €
F*.
Por outro lado, seja F' um corpo tal que contém 4 ou mais elementos, logo existe I € F'\{0, 1, —1}. E facil
ver que nao existem p3, 13, A3 € F* tais que C(-L(0=D) (g 4h3. A3) é equivalente a CLL=D)(11,1).
O
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3.2 AW =0 e Ay é uma algebra de composicao cindida

Seja A uma e-algebra de composicao tal que A1) =0 e Ag é uma algebra de composicio cindida.
Para este caso vamos nos basear na construgao da base “canénica” de uma algebra de Cayley-Dickson
cindida. Devido a que AN = 0 (4 = A©) temos que €(7,7) = 1 para todo v € I'. Além disso,
como Ap ¢ uma &lgebra de composicao cindida (dim Ay > 2) e fla,xa, ¢ nao-degenerada, existe um
elemento isotrépico 0 # ag € Ao (go(ag) = 0) e um elemento by tais que f(aobo,1) = f(ag,bg) = 1.
Seja e1 := agbp. Temos que qo(e1) = qo(aobo) = 0 e f(e1,1) = f(ag,bo) = 1, assim €2 = e;. Seja ey 1=
e1=1—e1, logo qo(ea) =0, €3 = e, e1eg = eze; = 0 e f(e1,e2) = f(e1,1 —e1) = f(e1,1) = 1. Entao
K = Fe; @ Fey é uma subalgebra de composicao de Ag. Por Corolario 3.4, obtemos que A = K @ K+,
e por Proposicao 3.5 o subespaco vetorial K+ de A é I'-graduado.

Para qualquer z, € K+, Tq = —24 (ja que 1 = e; + e € K) e da Proposicio 2.8 i), segue-se que
Ta€l + Tl = f(wozeh 1) = f(xay?l) = f(xoueQ) = 0, IOgO L€l = —T€l = —6(04,0)671 To = €2Xq,
assim xrn,e1 = eaZs. Analogamente podemos ver que roes = e1x,. Por outro lado z, = 124 =

€1%q + €2x4, € da Proposi¢ao 2.8 v) temos que ez(e1zy) = €1(e1zq) = qo(e1)za = 0 e er(eaxy) =
ex(earq) = qo(e2)xq = 0. Também, por (2.11) e;(e;z4) = e?aza e (zqa€)e; = xae? = x,6;. Portanto
K+ =U@®YV, onde

U={xe€A:e1x =2 =urxer,eax =0=12xe1} = (e14)es,

V={reA:eqx =x=uxer,e0 =0=1xes} = (e2d)e;.
E facil ver que U e V sao subespacos I'-graduados de A. Para quaisquer u,, u’ﬁ e,
flua, ug) = flerua, erug) = qo(er) f(ua, us) =0,
assim f(U,U) = 0. Analogamente pode-se mostrar que f(V,V) = 0. Também, temos que
F(ttatly, K) € flua, Kuly) € F(U,U) =0,
e para qualquer vy € V, por (2.3) temos que
f(UaU%;, vy) = f(uauig, eavy) = €(53,0) f (ua, e2)f(“237”7) —€e(8,7) f (uavy, e2ulﬁ) =0.

Consequentemente, U? é ortogonal a K e V, logo U? C V. Analogamente podemos provar que V2 é
ortogonal a K e U, dai que V2 C U. Além disso, para u, € U e vy € V, pela Proposigao 2.8 vi),

f(ua, vy)er = Ua(vyer) + (e, 1)y (ual1) = —uavs.
Assim,
UaUy = — f(Ua, Vy)eq. (3.11)
Da Proposigao 2.8 vi),
f(ua, vy)ez = Ua(vye2) + €(a, 7)05 (uae2) = —€(a, ¥)vyta-
Logo,
Uyt = —€(7, @) f(Ua, Vy)ea = — f(vy, ua)e2. (3.12)

Entdao, UV C Fe; e VU C Fes. Vejamos como é o comportamento de u? e v%. Se car(F') # 2, como
e(a,a) = 1 para todo v € T, por (2.8), ud = v2 =0, ja que f(U,U) = f(V,V) = f(U®V,K) = 0. Se
car(F) = 2. Seja 0 # uq € U\ {0}, como fl(4,+4_.)x(Aa+A_,) ¢ Ndo-degenerada e f(Aq, Ag) = 0 se
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a+ B #0, existe v_, € V tal que f(uq,v_q) = 1. Pela Proposigao 2.8 vi) e (3.12) obtemos que

Vol = T g(Ualia) = —f(V_a, Ua)ta + €(—a, )T (V_ala),
= —uy — €(a, )un(—f(v_q, Ua)e2) = —tq + ugez = 0.
Assim,
v_qu’ = 0. (3.13)

Também, pela Proposigao 2.8 vi) e (3.11) obtemos que

UV, = —Ta(V_aV_a) = — F(ta, V_a)V_q + €(a, —Q)T g (Ua¥_q)
= —v_q — €(la,)v_o(—f(ta,v_a)e1) = —VU_q + v_qe1 = 0.
Entao,
uav?,, = 0. (3.14)

Por outro lado, da Proposigao 2.8 vi), (3.11) e (3.13) temos que

o= f(_a, ta)ul, = Vg (uaud) + €(—a, a)tig (v_qud),

= v_af(va, uz)er] = f(ta,u3)v—a

u

Assim,
12 = fug, u2)v_q. (3.15)

«

Pela Proposigao 2.8 vi), (3.12) e (3.14) obtemos que

02 = f(ta, v_a)V?, = Ta(v_av?,) + (e, —)T g (uqv? ),

= Ua[f(v-a,v24)ea] = f(V_a, v o) Ua-
Entao,
02, = f(V_a, 02t (3.16)

Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.13) e (3.14) respectivamente, temos que

fu2, ug)v?, =0 e f(2,,v_q)u? = 0. (3.17)
Assim, f(ui,ua)—OOuv =0e, f(v2,,V_a) —Oou ui—O Se f(u2,uq) = 0 de (3.15) segue—se que
ui =0,ese f(v2,,v_q) = 0 de (3.16) temos que v2, = 0. Portanto, podemos concluir que, u2 = 0 ou

=0.
No caso que, v2, # 0 ou u2 # 0, de (3.16) e (3.15) terfamos que —2a = a, isto &, 3a = 0.
Ja estamos em condl(;oes de mostrar o primeiro exemplo de algebra de composicao de cor para este
caso.

Exemplo 3.13. (A dlgebra Zs-graduada Q,s) Seja A = @,Yez ~, uma dlgebra Zsz-graduada, Ag =
Fey ® Fey, A1 = Fug, e A5 = Fus, com a sequinte tabela de multiplicagao:

(&) €9 Uiy (%)
e1 |er | O Ug 0
es | 0 | eg 0 V5
ui | 0 | ug | rvg | —ex
vz |v5 | 0 | —ea | sug

Onde r,s € F. A norma € dada por qo(lie1 + lae2) = il para quaisquer ly,ly € F, f(e1,e3) = 1,
flug,v3) =1, f(ui,ui) = f(vg,v3) =0 e f(A5, A+ 43) =0
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Proposigao 3.14. Seja € o fator de comutacdo trivial sobre Zs. Se r = s = 0 entdo Q,s, dotada
com a norma dada no Exemplo 3.13, é uma e-dlgebra de composicao. Se s # 0 (r # 0) entao Qos
(Qro), dotada com a norma dada no Exemplo 3.13, é uma e-dlgebra de composi¢ao se, e somente se,
car(F) = 2.

Demonstragio. E claro que Qoo é a algebra dos quatérnios cindida. Assim, Qgo ¢ uma e-algebra de
composicao. Seja 0 # s € F. Mostremos que Qps é uma e-algebra de composicao se, e somente se,
car(F) = 2. E facil ver que Qs satisfaz (2.1) e (2.2), sem importar a caracteristica de F. So6 falta
analisar (2.3) nos diferentes casos:

f(eavz,v303) + f(eavs, v3v3) — f(e2,v3) f(vz,v3) = 2f(v3, suy) = 2s,

f(vzer,v3v3) + f(vav3,v3e1) — f(va, v3) f(e1,v3) = 2f(v3, suy) = 2s,

f(vg - 1,v3v3) + f(vava, vg - 1) — f(v3,v3) f(1,v3) = f(va, suy) + f(sug,vz) = 2s,
f(vavg, uguy) + f(vaug, uivy) — f(vg, ug) f(vg, ug) = f(—e2, —e1) — 1= —2.
f(e2vz, uzer) + f(ezeq, ugvg) — f(e2,ur) f(va, e2) = f(vg, ug) + f(ea, —e1) =0 =0,

Os outros casos se verificam facilmente. Portanto, Qos é uma e-dlgebra de composicao se, e somente se,

car(F) = 2.
Igualmente, pode-se provar que, se r # 0 entdo 9, dotada com a norma dada no Exemplo 3.13, é
uma e-algebra de composicao se, e somente se, car(F) = 2. O]

Se s # 0, a algebra Qg5 nao é poténcia-associativa, ja que (v3v3)v3 — v3(v3v3) = (suj)vy —vs(suj) =
—se1 + sea # 0.

Qs0 ¢ Qos sao equivalentes: Seja g : Q50 — Qos dada por g(ui) = vz, g(v3) = ui, g(e;) = €;. Seja
0 : Zs — Z5 tal que 6(1) = 2. E facil ver que g é um isomorfismo de algebras e g((Qs0),) = (Qos)a(y)
para todo v € Zs.

Em conclusao, se dim(U) = dim(V) = 1 entdo A é uma algebra de quatérnios ou A = Qs com
r=0ous=0.

Agora, vejamos que acontece quando dim(U) > 2 ou dim(V') > 2. Para isso, precisamos primeiro
da seguinte proposicao.

Proposigao 3.15. Seja A uma dlgebra de composicdao de cor e sejam U e V subespagos vetoriais
[-graduados de A pareados por f, isto é, f(U,U) = f(V,V) = 0 e fl(wotw_o)x(WatWw_o) € nio-
degenerada, Wy, = Uy + Vy para todo a € T'. Se ua,u’ﬂ € U sao elementos homogéneos linearmente
independentes entao existe v_o € V N A_,, satisfazendo que f(uq,v—q) #0 e f(u’ﬂ,v_a) =0.

Demonstragio. Se o # (3 ¢ clara a afirmagao, por que f(A_o,Ag) = 0 € flauta_o)x(AatA_o) €
nao-degenerada. Se a = 3, sem perda de generalidade podemos supor que dim(V) < oo (ja que se
dim(V') = oo entao ¢ suficiente tomar um subespago vetorial I'-graduado V' de V' de dimensao 2 tal
que f(uq, V') #0.)

Seja Gy, : V = F,v = f(ua,v). Como f|w,+w_,)x(Watw_,) € ndo-degeneradae f(U,U) = f(V,V) =
0, Gy, ¢ uma forma linear nao nula. Entao, dim(Ker(G,,)) = dim(V) — 1.

Suponhamos que nao existe v_ € VNA_, tal que f(ua,v—o) # 0e f(u),,v_a) =0, isto &, Ker(Gy,) C
Ker(Gy,). Assim, Ker(Gy,, ) = Ker(Gy,), por que dim(Ker(Gy, )) = dim(Ker(Gy,)). Dado que
dim(Ker(Gy,)) = dim(V) — 1, existe v_, € V tal que V. = Fv_, ® Ker(G,, ). Devido a que v_, ¢
Ker(Gy,) = Ker(Gy,), segue-se que f(ua,v-a) = l1 # 0 ¢ f(uy,v_a) = Iz # 0. Assim, U
Yl v_a) = 0, logo f(I7 ue — I3 !, V) = 0. Como Sl Wat W) x(Watw_n) € ndo-degenerada e
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fU,U) = f(V,V) = 0, isto implica que ll_lua — l;lu’ = 0, contradizendo o fato que ug,ul, sao

(6%
linearmente independentes. O qual prova a proposicao. O

Voltando para nossa algebra. Se dim(U) > 2, existem uq, u’ﬁ € U linearmente independentes. Assim,
pela proposi¢ao acima existem v_, € VN A_, e v/ ; € V N A_g linearmente independentes tais que

f/(ua,v_a) = ],"(u//B,v’_ﬁ) =1le /f(}%,v_a) = f(ua,v’_ﬁ)/: 0/ Por (3.11) e (3.12), uqv’ 5 = v/ guq =
Mostremos que u2 = 0. Por Proposigao 2.8 vi), (3.15), (3.12) e (3.11), obtemos que
up = flup, vl g)ud = ujv.gud) + e(B, =) slujugl,
= u%[f(v/—ﬁa Uq )Uo + €(—, O‘)“a(vLﬁua)] - viﬂ[ulﬁ(f(uz, Ua)V—a)],
= 6(_5¢ O‘)u,,B[ua(_f(U/—/ja ua)eQ)] - f(u?)n ua)vLﬁ[_f(u,lé’a U*Oé)el] =0.

Analogamente podemos provar que (ufB)2 =02, = (U’_B)2 =0.

Agora mostremos que uau’ﬂ #0e U,QULB # 0. Pela Proposicao 2.8 vi) e (3.11) temos que

(Uap)V—o = —(Uaup)T_q = — [ (U, v_a)ta + €(B, —a)(uav_a)@,
= e(a, B)(f(ua, v—a)er)u = €(a, B)uj # 0.

Consequentemente, uquj # 0.
Pela Proposigao 2.8 vi) e (3.12) temos que
(v_av’,ﬁ)ua = —(v_avLB)@ =—f(v_ 55 Ua)V—a +€(=F3, a)(v_aua)a,
= (o, B)(f (v—as ta)e2)v" 3 = e(e, B)v__ 5 # 0.

Assim, v_qv’ 5 # 0.
Por outra lado, pela Proposigao 2.8 i),
Fooat g,v_a) = e(—a, —B) f(v__3,Tav-0) = —e(—a, —B) f(v]_43,v%,) =0,
(v—avg,0" g) = e(=B, =) f (v—a, v 50" ) ( ,=B)f(v—a, (v 5)*) = 0,
(
(

—

f ’LLaUﬁ,UQ) - E( ﬁ)f(u,é’?uaua) = _E(O‘aﬁ)f(u/j’ a) = 07
f(uauf, u) = €(B, B) f (ua, uguly) = —e(B, B) f (va, (u)?) = 0.

Portanto, v_qv’ g, ua € uj sdo linearmente independentes, e uqauj, v—q € v’ 5 sdo linearmente indepen-
dentes. Assim, temos que dim(U), dim(V') > 3. Sejam

= €e(B,a)v_qv 5 € V' = e(B, a)uquy.
(y = —a— B). Por (2.3)

f(uzv vl’y) €(28, a)f(vfoﬂ/_ﬁa Uozulﬁ)v
(28, a)[e(=B, ) f(v-a, ua)f(vl—ﬂa u,/B) —e(=B,a+ B)e(a, ,B)f(U,aurB, uozvl—ﬁ)]a
(8, ).

Por (3.11) e (3.12), uqv”

I
o)

T=ul gl =wv_quf =0l gul =0, uiv? ) = —€(B,a)er ev” ul = —€(B, a)es
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Além disso, pela Proposicao 2.8 iv) e vi),

ugua = —f(uj, ua) — €(8, uquy = —v”’,

uau = ua(e(B, a )v—oﬂ’—,ﬁ') = —¢(B, a)[f (ua, U—a)vl—ﬁ + €(a, —oz)v_a(uavl_ﬁ)] = —¢(B, a)vl—ﬂv
U”U/ﬁ = €(B, ) (v_av’_g)uyg = —€(B, @) [f (v g, ug)v_a + €(=B, B) (v_aup)v_g] = —€(B, a)v_aq,
Ut = —f (ulf, ta) — €(7, @ )uaug = —e(—a = B,a)(—e(B, )l 5) = vy,
UﬁUA, f(u/j’ 7) €(B, 7) = —€(8,—a — B)(—€(B, a)v—a) = v-a.

E pela Proposigao 2.8 iv) e vi),

"

’Uiﬁ’l)_a =—f(v"_ 5 V—a) — €(—0, —a)v_av',g = —ul,

vV, = v_a(e(B, a)uquy) = —€(B, a)[f(v_a, ua)uj + €(—a, a)ua(v_auy) = —€(B, a)ujp,
v vl = —f(W, v ) — e(—y, —a)v_av”, = —e(a+ B, —a)(—€(B, a)uj) = up,
17 “p=€(Ba )(uauﬁ) = —¢(B, )[f(uﬁ) —ﬂ)uo& + €(B, _ﬂ)(uav/—ﬂ)ulﬁ) = —€(B, a)ua,

U/—ﬁvl—,'y:_f( _B,'UZ ) ( /Bv ) /ﬁ__e( B7a+ﬁ)(_€(67a)ua):ua-
Os outros produtos se calculam analogamente. Resumindo, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.16. Sejam I' = («, 5) o grupo abeliano gerado por v e 3, € um fator de comutagao sobre I’
tal que €(7y,v) =1 para todoy €T, e B=K U ®V (K = Fe; ® Fey C By, U:FUQ@FUTB@FU{;,
V= Fv_a@Fvl_ﬁ EBFUL,.{, v = —a—L) uma dlgebra I'-graduada, com a sequinte tabela de multiplicagdo:

er ey | Uq Uy ur, Voo vl g o’
e1 | eg 0 Ug uj ul 0 0 0
es | 0 e | O 0 0 V_q v g vl
Uo | 0 uq 0 e(a, Bv,  —e(B,a)vy | —er 0 0
u% 0 u'ﬁ v 0 V_g 0 —e 0
! 0 ul UL5 —e(B, a)v_q 0 0 0 (B, @)
Vg | Vg 0 | —e 0 0 0 e(a, B)uf (B, a)
v’_ﬁ v 0 0 —ey 0 —u! 0 Uy
o0 0 0 —€(B,)ex | uy  —€(B,a)uq 0

Com norma q = (qo, f) dada por: qo(lier + lea) = lily para qualquer l1,lo € F, f(e1,e2) = 1,
fluava) = 1 flpd! ) = 1 f(0") = dBia). J(K®V,V) = f(KSUU) = 0 c
flua, Fvl g+ Fo” ) = f(up, Fo_o+Fv”.) = f( uly, Fua+Fv’ g) = 0. Vamos denotar a dlgebra B como
CG({a, B),€e(a, B)). CG({a, B),1) € a dlgebra de matrizes de Cayley-Dickson com uma I'-graduagao.

Proposicao 3.17. CG({«, B),€e(c, B)) € uma e-dlgebra de composicao.

Demonstragao. Seja I' = («, 5), sem perda de generalidade, temos que I' = Z; ou I' = Z,, ® Z,,, com
l € Z>p e m,n € Z>3 U {0}. Seja € um fator de comutacdo sobre I', se I' = 7Z; (I € Z>() entdo € ¢ o
fator de comutagao trivial e se I' = Z,, ® Zy, (m,n € Z>2 U {0}) entdo € ¢ um fator de comutagao da
Proposigao 1.33.

Se € ¢ o fator de comutagao trivial sobre I' = («, §) entdo CG({(«, 8),1) é a algebra de matrizes de
Cayley-Dickson com uma I'-graduagao, portanto CG({«, 3),1) é uma e-algebra de composigao.

Por outro lado, se € é um fator de comutagao nao-trivial sobre I' = (o, ) entao I' = Z,, ® Z,,, com
m,n € Z>9 U {0}. Definamos uma fungao o : I' x I' = F* por o((p1,D2), (71,72)) = €((p1,0), (0,72)),
é facil ver que o é um 2-cociclo sobre I' e que € é o fator de comutagao associado a o, isto é, €(y,9) =
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o(v,8)a(8,v)~1, para todo 7,8 € I'. Como CG({(a, B), e(ar, B)) = CG({av, B),1)°, entdo pelo Teorema
2.22, CG({a, B),€(e, B)) é uma e-algebra de composigao. O

Como (uqujp)er — ua(uger) = v’ e1 = v’ entdo CG({(a, B), (e, B)) é nao-associativa. Assim, se
CG({a, B),€e(a, B)) é uma subalgebra I'-graduada de uma algebra de composi¢ao de cor A entao, pela
Proposigao 3.5, A = CG({«, B), e(a, B)). Por outro lado, CG({«, 3), €(a, §)) ndo sempre é alternativa:
Se €(B,a) # 1 entao

(ua + up, ta +ug 1) = [1— €(B, a)o, #0.

Pelo visto até agora, para caracterizar as algebras de composicao de cor neste caso é suficiente
conhecer as graduagoes das algebras de composigao ([E1d98] e [E1d09]) e os fatores de comutagao sobre
os grupos abelianos que graduam estas éalgebras (ver se¢oes 1.2 e 1.4). Portanto temos o seguinte
resultado.

Teorema 3.18. Seja A = ®7€F A, uma e-dlgebra de composicao tal que, A = AO) ¢ Ay é cindida.
Entao temos, a menos de equivaléncia, um dos seguintes casos:

i) A = Ay. Assim, A € isomorfa a F @ F, ou a dlgebra das matrizes Ma(F), ou a dlgebra matriz
Cayley-Dickson C(F).

i) A =D, ez, Ay onde Ag = Fer @ Fey e Ap = Fuj @ Fug, e € € o fator de comutagao trivial sobre
Zs. A € isomorfa a dlgebra de matrizes Ma(F).

iti) A =@, ez, Ay onde Ag = Fey @ Fe, Aj = Fug, A_1 = Fv_i, € € o fator de comutagdo trivial
sobre Zn e n € Z>3U{0}. A € isomorfa a dlgebra de matrizes Ma(F').

i) A= Qo para algum r € F, car(F) = 2.

v) A=, ez, Ay onde Ay = Fe1 ® Fea ® Fug ® Flug, Ay = Fuj @ Fvj ® Fo{ ® Fuf, e € é o fator de
comutagao trivial sobre Zy. A € isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson C(F).

vi) A=, ez, Ay onde Ay = Fe1 ® Fez, A =Fup® Fuy ® Fuf, A_1=Fo_1®&Fv & Fvq ¢é
o fator de comutagao trivial sobre Z,, e n € Z>3 U {0}. A € isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson

C(F).

vii) A= @, ez, Ay onde Ay = Fe1 & Fey, Ay = Fuy @ Fuy, Ay =Fuy @ Fuvy, Az3=Fv3® v, ee
é o fator de comutagao trivial sobre Zy. A € isomorfa & dlgebra matriz Cayley-Dickson C(F).

viii) A =D, ¢z, Ay onde Ag = Fe1 ® Fea ® Fug @ Fug, Ay =Fu® Fvj, Aj=Fu_ ;®Fv_g,€é
o fator de comutagao trivial sobre Z,, e n € Z>3 U {0}. A € isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson

C(F).

ir) A = Dz, Ay onde Ag = Fey & Fep, Ay = Fuy @ Fuj, Ay = Fv_1& v, A; = vy,
A_3 = Fu" 5, € € o fator de comutagdo trivial sobre Zy, en € Z>5U{0}. A € isomorfa a dlgebra matriz

Cayley-Dickson C(F).

) A = @%ZnA,y onde Ag = Fey @ Fez, Ay = Fuy, Ay = Fv_j, Ay = Fuz, A_5 = Fv 5,
Ag = Fuvy, A_g3=Fu"3, €€ o fator de comutagao trivial sobre Z, e n € Z>7U{0}. A € isomorfa a
dalgebra matriz Cayley-Dickson C(F).

7)) A=€D,cz,, Ay onde Ag = Fer® Fey, Ar=Fuy, A_1=Fo_1, A=y =Fu.—, A=, = Fvi—,
Ay = Full @ vl, € € o fator de comutagao trivial sobre Zay, e n € Z>3 U {0}. A € isomorfa a dlgebra
matriz Cayley-Dickson C(F).

rii) A = @7622@22 A, onde A(()’(]) = Fey @ Fesy, A(LG) = F“(T,G) @ FU(LG)’ A((),I) = Fuz(—n) &5 FUZQI)’

Aqg) = FUEIH) D F“/(/i,I)’ e € € um fator de comutagao sobre Zo @ Zs tal que e(a, ) = 1 para todo

a € Lo ® Zo. Se € € o fator de comutacao trivial entao A € isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson
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C(F) e se € nio € o fator de comutagao trivial (car(F) # 2 e €((1,0), (0,1)) = —1) entdo A € isomorfa
a uma dlgebra do tipo CG(Zay & Za, —1).

ziiy) A = @VGZLGBZm A, onde A((),()) = Fei®Feo, A(L()) = Fup), A(*lﬁ) = Fu_ip), A(()j) = Fu/((_)i)’
Ap,-1) = FUEQ*I)’ Agg = FUE,TJ)’ A1) = Ful(,—i,—i)’ l,m € Z>3U {0}, e € é um fator de
comutagao sobre Zy @ L, tal que €(a, ) = 1 para todo o € Zy @ L, Se € € o fator de comutagao trivial
entao A € isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson C(F') e se € nao € o fator de comutagao trivial
(e((1,0),(0,1)) # 1 ) entdo A € isomorfa a uma dlgebra do tipo CG(Z; ® L, €((1,0), (0,1))).

ZL’l’U) A= @’YEZn@Z2 A’Y onde A(()ﬁ) == F61 D F€2, A(L(‘)) == FU(L()), A(_L(‘)) = FU(_L(‘)), A((‘),i) ==
Fu’(’(—)j) ® F”E/(‘)jy Aig = Fvéu), Acig = FUI(—TJ)’ n € Z>3 U {0}, e € é um fator de comutagaio
sobre Ly, ® Lo tal que €(a, ) = 1 para todo o € Zy, @ Zsy. Se € € o fator de comutagdo trivial entao A
é isomorfa a dlgebra matriz Cayley-Dickson C(F) e se € nao € o fator de comutacgao trivial (n € um
inteiro nao negativo par, car(F) # 2 e €((1,0),(0,1)) = —1) entdo A € isomorfa a uma dlgebra do tipo

CG(Zy & Ly, —1).

E facil que a algebra do item z) é equivalente & algebra do item x4ii) se [ e m sdo relativamente
primos e n = [ -m (e é o fator de comutagao trivial nos dois casos). Também, a algebra do item zi) é
equivalente a algebra do item xiv) no caso que 2 nao divida a n.

3.3 AD#£0

Nesta se¢do vamos mostrar que para toda algebra de composi¢do de cor A tal que AW # 0,
A ¢ AD ¢ uma superalgebra de composicao.

Lema 3.19. Sejam F um corpo de caracteristica # 2 e A = @, .p Ay uma e-dlgebra de composi¢ao.

yel’
Se existe a € T tal que e(a, ) = —1 e A, # 0 entao a superdlgebra B = B ¢ BMW | com BO =
Dz Azia € B = Dicz Ait1)as € isomorfa a uma superdlgebra de composicao, isto €, car(F') = 3

e, B~ B(1,2) ou B~ B(4,2). Além disso, A = B.

Demonstragao. Seja o € I' tal que A, # 0 e e(a, ) = —1 (|a] =2n > 2 ou |a| = oo ). Pela Proposicao
3.5, BO .= B,z Azia € associativa. Como €(2ia, 2ja) = 1 para todo i,j € Z e car(F) # 2, pelo
visto nos outros dois casos temos que B(® ¢ uma algebra de composicao de dimensao < 4. Agora,
seja BY = @,, A@it1)a- Como car(F) # 2, F(BO BWY =0, e((2i + e, (25 + 1)a) = —1 e
€(2ia, ja) = 1 BM £ 0 para todo i, € Z, entdo temos que B = B(O) @ B ¢ uma superalgebra de
composigao isomorfa a, B(1,2) ou B(4,2). Além disso, de novo pela Proposigao 3.5, temos que A = B,
ja que B(1,2) e B(4,2) sao nao-associativas. O

Assim, para caracterizar as algebras de composigao de cor em este caso é suficiente ver as graduagoes
de B(1,2) e B(4,2), as quais ja foram estudadas em [Aral5|. Ver se¢ao 1.3.

Teorema 3.20. Seja F' um corpo de caracteristica # 2 e A uma e-dlgebra de composicao sobre F' tal
que AM £ 0. Entao temos, sob equivaléncia, um dos sequintes casos:

i) A= B(1,2) ou A= B(4,2) com suas Za-graduagdes principais.

ii) A é B(1,2)com a Zyn-graduagao (n par) dada em (1.12) e € é o fator de comutagao sobre Z,
definido por €(1,1) = —1.

iii) A € B(4,2) com a Zy-graduagao (n € um inteiro nao-negativo par diferente de 2) dada em (1.13)
e € € o fator de comutagio sobre Zy, definido por e(1,1) = —1.

iv) A é B(4,2) com a Zs-graduagio dada em (1.14) e € € o fator de comutacao sobre Z4 definido por
e(1,1) = —1.
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Capitulo 4

Algebras alternativas quadraticas de cor
simples graduadas

Neste capitulo vamos provar que se a caracteristica do corpo F' é diferente de 2, toda algebra
alternativa quadratica de cor simples graduada sobre F' satisfazendo certas propriedades é uma éalgebra
de composigao de cor sobre certo corpo.

Vamos comegar com algumas definigoes. Seja A uma édlgebra ndo necessariamente associativa sobre um
corpo F'. Denotamos por:

(z,y,2) = (zy)z — 2(y2) o associador,
[z,y] = 2y — yx o comutador,
roy=uxy+yx o produto de Jordan.

Os seguintes conjuntos podem ser considerados na algebra A : O centro associativo N(A), o centro
comutativo K(A) e o centro Z(A). Eles sao definidos da seguinte maneira:

N(A) = {n € Al(n, A, A) = (A,n, A) = (A, A,n) = 0},
K(A) = {k € Al[k, A] = 0}.
Z(A) = {z € N(A)|[z, A] = 0}.

Sejam I" um grupo abeliano, e um fator de comutacao sobre I' e A = @ . A, uma élgebra I'-graduada.

- ~vel
E facil ver que N(A) é um subespago I'-graduado de A. No caso de algebras I'-graduadas aparecem
umas nocoes naturais, estas nocoes sao:

[aa, bgle = anbg — €(a, B)bgan o e-comutador,

Ao 0c bg = anbg + €(a, B)bgaq o e-produto de Jordan.

Também, o e-centro Z(A) = @ cr Z°(A)a, € 0 e-centro comutativo K(A) = @ cr K(A)a, onde,

acl’
K(A)o = {ka € Aa| [ka,Aple =0, para todo B €T},
Z(A)a = {2a € N(A)a| [2a, Agle =0, para todo €T}

Lema 4.1. (/Z55582]) Sejam A uma dlgebra arbitrdria, x,y,z € A e n € N(A). Entdo, em A existem
as sequintes relacoes
n(x,y,z) = (nz,y, z), (4.1)

(xn,y, z) = (z,ny, 2), (4.2)

o7
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(x,y,2z)n = (z,y, zn). (4.3)

Sejam A é uma dlgebra I'-graduada e an € Aq, bg € Ag, ¢y € A, elementos homogéneos em A. Se um
dos elementos homogéneos aq,bg, ¢, pertence a N(A), entao em A valem as relagoes

[aabg, ¢y]e = aalbs, ¢y]e + €(a, B)[aa, cy]cbs, (4.4)
[C"/a aabﬁ]e = [Cw aa]ebﬁ + 5(77 a)aa [c'w b5]67 (4'5)
para qualquer fator de comutacdo € sobre I'.

Demonstracao. Notemos que em toda algebra vale a identidade
(’U)l‘, Y, Z) + (wa €, yZ) - U)(SC, Y, Z) - (U), z, y)Z - (U}, ry, Z) =0. (46)

Para sua prova ¢é suficiente expandir todos os associadores. A validade das relagoes (4.1)-(4.3) segue da
identidade (4.6). Para a prova da relacao (4.4), é suficiente ver que para qualquer algebra I'-graduada
vale a identidade

[aabﬁ, C'y]e - aa[bﬂa C'y]e - 6(5,7)[%, C’y]ebﬁ = (aaa b,@a C'y) - 6(57’7)(aaa Cy, bﬁ) + e(a + 577)(6% Qq, (bﬁ))
4.7

Vejamos sua prova,

[aabﬁ7 C’y]e - aa[bﬁ7 C'y]e - 6(B7’7)[aav C’y]ﬁbﬁ
= (aabg)cy — €(a + B,7)cy(aabs) — aalbscy — €(8,7)cybs) — €(B,7)(aacy — (e, ¥)cyaa)bs,
= (aa, b, ¢y) = €(B,7)(aa; ¢y, bg) + (o + B,7)(cy, aa; bg)-

Por tultimo a relagao (4.5) segue-se de (4.4). O

Corolario 4.2. Os conjuntos N(A) e Z°(A) sao subdlgebras I'-graduadas da dlgebra A. Se A é uma
e-dlgebra alternativa entao o e-centro comutativo K¢(A) € também uma subdlgebra T'-graduada de A, e
além disso 3K“(A) C N(A).

Demonstragao. Segue-se de (4.1)-(4.3) que N(A) é uma subélgebra I'-graduada, e segue-se de (4.4) que
Z¢(A) é também uma subalgebra I'-graduada. Agora, suponhamos que A é uma e-algebra alternativa.
Nesse caso a identidade (4.7) toma a forma

[aabg, cyle — aalb, ¢yle — €(B,7)[aa; ¢]ebs = 3(aa, bs, ¢y). (4.8)

Sejam k., ki € K(A) e aa,bs € A homogeneos. De (4.8) temos que

3e(a+ B8,7)(ky, aa, bg) = 3e(, B+ 7)(bg, by, aa) = 3(aa, bs, kv ),
= [aabg, kyle — aalbs, kyle — €(B,7)[aa, kylcbg = 0,
onde segue-se que 3K¢(A) C N(A). Além disso, usando outra vez a identidade (4.8), obtemos
(kykg, aale = by [k, aale + €&, @)[ky, aaleke + 3(ky, kg, aa) = 0,
isto é, K(A) é uma subélgebra da algebra A O]

Corolario 4.3. Seja A uma e-dlgebra alternativa e e-comutativa sobre um corpo F. Se é € F entao A
€ associativa.
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Efetivamente, neste caso A = K¢(A) C Z¢(A).

Seguem algumas defini¢oes relativas a édlgebras graduadas. Seja A = @»yer A, uma &lgebra I'-
graduada. Um ideal I C A é dito graduado se, dado qualquer a € I, escrevendo a como soma de
elementos homogéneos a = nyer a~, temos que a., € I para todo «y € I'. Dizemos que A é uma dlgebra
simples graduada se A2 # 0 e A nao tem ideais graduados proprios nao triviais. Similarmente, A é
um dlgebra de divisdo graduada se para qualquer elemento homogéneo a, € A, e qualquer elemento
homogéneo nao-zero bg € Apg, existe exatamente um elemento homogéneo Ta-p € Aa_ﬁ com an =
bgr,—p € exatamente um elemento homogéneo y,_g € Ay—g com aq = Yo—pbg.

Teorema 4.4. Sejam I' um grupo abeliano, € um fator de comutagao sobre I' e A uma dlgebra I'-
graduada. Se A é simples graduada entao, Z(A) = (0) ou Z(A) é uma dlgebra de divisio graduada.
Em particular Z<(A)o = (0) ou Z(A)g = Z(A)o € um corpo.

Demonstragao. Seja Z¢ = Z(A) # (0). Como Z€ é um é&lgebra associativa entdo é suficiente mostrar
que existe um elemento identidade em Z€ e que todo elemento homogéneo nao zero de Z€ é invertivel
em Z¢ Seja 0 # z, € Z{. Entao o conjunto z,A ¢ um ideal graduado da algebra A, além disso
zaA # (0) (Seja I = zo A + 247, & claro que I é um ideal homogéneo de A e que I # (0). Como
A & simples graduada entdo A = I. Assim, se z,A = (0) entdo A2 = I? = (0), contradizendo que
A% # (0). Portanto 2,4 # (0).) Como a algebra A é simples graduada, temos que z,A = A. Isto
significa que existe e € Ag tal que zoe = 2o = ezo. Agora seja by € Ag. Entao bg = 2,ys—o para
algum yg_o € Ag_q. Assim, ebg = e(2qYs—a) = (€2a)Ys—a = ZalYs—a = bg, € analogamente bge = bg,
isto significa que e é um elemento identidade para a algebra A. Também, existe um 2’ , € A_, tal que
e = 242", = €(a,—a)z"_,z4. Observe que e(a, ) =1:
Zo = €2Za = (202" 0) %0 = 2a(2_g2a) = 2ale(a, a)e) = e(a, a)zq.

Mostremos que 2", € Z¢ . Sejam z,y elementos homogéneos arbitrarios na algebra A e x = z,t3.

Entao por (4.2) temos que

(z/—a7$>y) = (Z/—omzoétﬁay) = (Zl—azcwt/o’ay) = (eatﬁay) = Oa

e analogamente (z,2’ ,y) = (z,y,2",) =0, isto &, 2’ , € N(A). Finalmente, de (4.5) e (4.4) obtemos

[Z/—aax]E = [ZLOU Zatﬁ}e = [Z/,a, Za]etﬁ +e(—a, O‘)Zoc[zlfavtﬁ}ea

= ZO&[Z/—OU tﬁk = [Zaz,—a7 tﬁ]e - 6(_O‘a 5)[75&7 t,@]ezl—aa
= [e,tg]e =0.

Isto ¢, 2/, € Z€. Isto prova o teorema. O

Vejamos uma generalizacao da definicao de algebra quadratica a qual foi introduzida em [SZ09|
para o caso de superalgebras. Primeiro lembremos a defini¢do de algebra quadratica.
Seja A uma algebra néo-associativa com elemento identidade 1 sobre um corpo F' de caracteristica
diferente de 2. Identificaremos F' com a subalgebra F' -1 da &dlgebra A. A algebra A é dita quadrdtica
sobre F' se cada elemento x € A satisfaz a igualdade

22— 1(z)z 4 q(z) =0, (4.9)

onde 7(x) é uma forma linear (o trago) e g(x) é uma forma quadratica (a norma) sobre A, e ¢(1) =1
(equivalentemente, 7(1) = 2). De (4.9) obtemos que

(z+y)? -7z +y)(e+y) +q@+y) =0.
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Consequentemente,
p(z,y) = vy +yx —7(x)y — 7(y)z + f(z,y) = 0, (4.10)
onde f(z,y) = q(z +y) — q(x) — q(y). Entao,
T(p(z,y)) = 7(2y) + 7(yx) — 7(2)7(y) — 7(¥)7(x) + 2f (2, y) = 0. (4.11)

Assim, g(z) = 3(7(2)? — 7(2%)). Alids, por (4.10) e (4.11) temos que (4.9) pode ser reescrita em uma

forma linearizada: )
xoy—1(x)y —7(y)zr — §T(x oy) + 7(x)r(y) = 0. (4.12)

Uma 4lgebra quadratica ¢ dita simétrica se 7([x,y]) = 0. Nesse caso a identidade (4.12) fica

xoy—T1(x)y —7(y)xr — 7(zy) + 7(2)7(y) = 0. (4.13)
Baseados na definicao de dlgebra quadratica simétrica, vamos definir uma e-algebra quadrética.

Definigao 4.5. Sejam F um corpo com caracteristica diferente de 2, I' um grupo abeliano, € um fator
de comutagio sobre I' e A uma dlgebra I'-graduada (A = @ cr Aa) sobre ' com elemento identidade
1. Uma transformagao linear (entre espagos vetoriais I'-graduadas) 7 : A — Z¢(A), da dlgebra A em
seu e-centro Z<(A) € chamada de e-traca se ela satisfaz que T([aq,bgle) =0 e 7(7(aq)bg) = T(aa)7(bg),
para quaisquer elementos homogéneos aq,bg. E dizemos que A é uma e-dlgebra quadrdtica se T(1) = 2
e A satisfaz a sequinte identidade

Lo O Yp — T(xa)yﬁ - E(a, ﬁ)T(yﬁ)xa - T(xayﬁ) + T($a)7—(yﬁ) =0. (4'14)
Seja a € T tal que e(a, a) = 1, entdo de (4.14) obtemos que 222 — 27(z4)To — T(22) + 7(24)? = 0.
Assim,

22 — 7(x0)T0 + %(T(a:a)Q —7(z2)) =0. (4.15)

Seja o € T tal que €(a, a) = —1 entdo por (4.14) temos que 7(74)? — 7(z2) = 0, para todo z, € Ay,
logo 7(z4)% = 0, ja que 27(22) = 7([2a, Ta)e) = 0.

Seja (A, 7) uma e-algebra quadratica. Identificaremos a subélgebra F'-1 com F. Denotamos Z,(A) =
{a € A|r(a) = 2a}, entdao F C Z.(A) C Z°(A). Para quaisquer a € Z.(A) e b € A temos que

27(ab) = 7((2a)b) = 7(7(a)b) = 7(a)7(b) = 2a7(b),

o qual implica que Z;(A) é uma subélgebra de A e a e-traca 7 : A — Z(A) é uma Z,(A)-aplicagao
linear. Além disso, como 7(7(a)) = 7(7(a) - 1) = 7(a)7(1) = 27(a) temos que 7(A4) C Z,(A).

Dado um e-trago 7 sobre A, podemos definir uma forma f : A x A — Z¢(A) da seguinte maneira

fla,b) = 7(a)T(b) — 7(ab), a qual ¢é bilinear ja que 7 é linear. Dizemos que f é a a forma bilinear
associada com 7. Além disso, se A é uma e-algebra quadratica entao por (4.14)

f(acw bﬁ) = T(aa)bﬁ + 6(0‘7 ﬁ)T(bﬁ)aa — Gq Oc¢ bﬁa (4-16)
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para quaisquer elementos homogéneos aq,bg € A. E facil ver que f é e-simétrica, ja que

flaa,bg) = e(, B)[€(B, a)T(aa)bs + 7(bg)aa — €(B, a)aq oc bg],
(aaﬁ)[T(bﬁ>aa + 6(57 ) ( oz)b,b’ - bﬁ O¢ aa]a
= (O‘:/B)f(b,&aa)'

Proposigao 4.6. Seja A = @veF A, uma e-dlgebra de composi¢ao com e- forma quadrdtica g = (qo, f).
Definamos 7(a) = f(a,1). Entao, 7 € um e-trago e (A, T) é uma e-dlgebra quadrdtica.

Demonstra¢ao. Primeiro vejamos que 7 é um e-trago. Como f é uma forma bilinear entao 7 é uma
transformacao linear. 7(A,) C F' -1 C Z°(A), ja que f(A,, Ag) =0 se v # 0. Além disso

7(r(a)b) = 7(f(a, 1)b) = f(f(a,1)b,1) = f(a, 1) f(b,1) = 7(a)7(D). (4.17)

E pela Proposigao 2.8 i)

T(aabﬁ) - f(aocbﬂv ) f(aou bﬁ) - 6( ﬁ)f(bﬂaou ) = 6(047 5)T(bﬁaa)~

Logo, 7([aq,bslc) = 0. Portanto, 7 é um e-trago.
Agora vejamos que A é uma e-algebra quadratica. Pela Proposigao 2.8 iv) e (2.7) temos

(a 0c by = aabp + €(a, B)bgaa = (f(aas 1) — @a)bs + e(a, B)(f(bg, 1) — bg)aa,
f(aa,1)bg + e(a, B) f (b, 1)aa — (@abs + €(ev, B)bgaa),

flaa, 1)bg + e(e, B) f(bg, 1)aa — f(aa; bs),

flaa, 1)bg + €(e, B) f(bg, 1)aa — [f(aa, 1) f(bs, 1) — f(aabs, 1)],
T(aq)bg + €(a, B)T(bg)aa — 7(aa)7(bg) + T(aabs).

)
)
)
(

Por ultimo 7(1) = f(1,1) = 2. Portanto A é uma e-algebra quadréatica. O
Lema 4.7. Seja (A, 7) uma e-dlgebra quadrdtica entao a aplicagao a — a = 7(a) —a é uma e-involugao.

Demonstracio. E claro que a — @ = 7(a) — a é linear. Seja a € A entdo

S|

=7(a) —a=71(7(a) —a) — (7(a) —a) = 7(a)7(1) — 27(a) + a = a.
Sejam aq, bg € A, vejamos que aqbs = €(a, B)bgag : Por (4.14)

aabp — €(@, B)bgta = T(aabs) — aabs — (e, B)(7(bg) — bs)(7(aa) — aa),

(aabs) — aabs — €(a, )[T(bﬁ)T(aa) — 7(bg)aa — bpT(aa) + bpaal,

[T(aabp) — aa oc bg + €(a, B)T(bg)aa] — €(a, B)T(bg)7(an) + €(a, B)bsT(aa),
= 7(aa)7(bg) — T(aa)bp — €(cx ﬁ)T( 5)7(aa) + €(a, B)bpT(a0),

= [7(aa), 7(bp)]e — [T(aa), bgle =

O ultimo termo é igual a 0 ja que 7(a,) € Z°(A). O

\]

Lema 4.8. Seja, (A, 7) uma e-dlgebra quadrdtica e f a forma bilinear associada com T, entdo temos a
segquinte relagoes.

f(1(aa)bg, cy) = 7(aa) f(bs; ), (4.18)
f(bg; m(aa)ey) = €(B, a)7(aa) f (b ), (4.19)



62 ALGEBRAS ALTERNATIVAS QUADRATICAS DE COR SIMPLES GRADUADAS 4.0

f(f(aom C’Y)bﬁa d5) - f(aaa C’Y)f(bﬁa d5)7 (42())
para quaisquer ao € Aq, bg € Ag, ¢y € A, e ds € As homogéneos.

Demonstracao.

f(1(aa)bs; ¢y) = 7(7(aa)bs)7(cy) = T(T(aa)bpey) = 7(aa)7(bs)7(cy) — 7(aa)7(bpcy)
= 7(aa)[7(b)7(cy) = 7(bscy)] = 7(aa) f(bg; 5)-

A relacao (4.19) segue-se de (4.18) e por f ser e-simétrica.
Por (4.18) temos que

f(f(aa, cy)bg, ds) = f([T(aa)7(cy) — T(aacy)]bs, ds),
f(7(aa)(7(cy)bg), ds) — f(T(aacy)bp, ds),

T(aq) f(T(cy)bs, ds) — T(aacy) f(bg, ds),

T(aa)7(cy) f(bg,ds) — T(aacy) f(bg, ds),
— 7(aacy)] f(bs, ds),

bs, ds).

(4241

7(aa)7(cy

f(aav C’Y)f

)
(
O

Lema 4.9. Seja (A,7) uma e-dlgebra alternativa quadrdtica e f a forma bilinear associada com T.
Entao A satisfaz a sequinte relagcao

f(@bﬁ7 C’y) = 6</8a V)f(aacw b/)’)? (421)

para todo a,bg,c, € A

Demonstrac¢ao. Sejam aq,bg, ¢, € A, por (4.16), (4.14) e (2.12)

flaabs, cy) = T(aabg)cy + (o + B,7)7(cy)aabs — (aabp) oc ¢y,
= T(anbg)cy + e(a+ B,7)7(cy)aabs — (anbg)cy — e(a + B,7)cy(anbs),
= 7(aabg)cy + e(a + B,7)7(cy)aabs + (e + B,7)[(cy, aas bg) — (¢yaa)bg]
— [7(aabp) — 7(aa)7(bg) + 7(aa)bs + €(a, B)7(bg)an — (e, B)bgaalcy,
= €(a+ B,7)7(cy)aabs + €(a + B,7)(¢y, aa, bg) — €(8,7)[e(a, v)eyaalbp
+ 7(aa)7(bg)ey — T(aa)bsey — €(a, B)7(bg)aacy + €(a, B)(bgaa)cy,
= e(a+ B,7)7(¢y)anbp + e + B,7)(¢y; aa; bp)
—€(B,7)[T(aacy) — 7(aa)7(cy) + 7(aa)cy + €(a,7)7(cy)aa — aacylbg
+ 7(aa)7(bg)cy — T(aa)bgey — e(a, B)7(bg)aacy + €(a, B)(bgaa)cy,
= e(a+ B,7)(cy; aa, bg) — €(B,7)7(aacy)bg + €(B,7)7(aa)T(cy)bs
— €(B,7)7(aa)cybp + €(B,7)(aacy)bs + T(aa)7(bg)ey — T(aa)bgey
— e(a, B)7(bg)aacy + e(a, B)(bg, aa, cy) + €(a, B)bg(aacy),
= (0, B)[(B3, e 03) + € + B,1)e(B, )¢y, @ bg)]
+ 7(aa)[T(bg)ey + €(8,7)7(cy)bg — baey — €(B,7)cybg]
— €(B,7)[T(aacy)bs + e(a + 7, B)T(bg)aacy — (aacy)bs — e(a + 7, B)bg(aacy)],
= 7(aa)f(bg, cy) — €(B,7) f(aacy; bs).
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Assim, por (4.18) temos que

f(@bﬁa CW) = f((T(aoc) - aoc)bﬁa Cv) = f(T(aa)bﬁa C’y) - f(aoabﬁa C’y)v
= 7(aa)f(bg, ¢y) = [T(aa) f(bs, ¢y) — €(B,7) f(aacy, bs)],
= €(B,7)f(aacy, bs).

O

Teorema 4.10. Seja (A,T) uma e-dlgebra alternativa quadrdtica e f a forma bilinear associada com
7. Entao, temos a sequinte relagdo

f(aabﬁv C7d5) + e(ﬁa v+ 6)6(’77 5)f(aoéd57 C’Ybﬁ) = 6(67’7)]0(&047 C’Y)f(b5> C’Y)? (422)
para quaisquer elementos homogéneos aq,bg, cy,ds € A.

Demonstragao. Por (4.16) e (2.10) temos que

f(@a,cy)bg = [T(aa)cy + €(a,7)T(cy)aa — an 0c c4]bg,
= 7(aa)eybs + e, V)70 )aabs — (aac,)bs — ea,)(eya0)bs,
(aa)cybg + €(a, 7)7(cy)aabs — [(aa, ¢y, bg) + aalcybp)]
— (@, )l(€:aasbs) + &5 (aaby)]
(aa)cybg + €(a, 7)7(cy)aabs — aalcy, bB) — €(a,7)cy(aabp),
= (7(aa) — aa)(cybp) + e(a, 7)(7(cy) = cy)(aabp),
= Ua(cybp) + €(@,7)% (aabp).

=T

B

Assim, por (4.21) e (4.20), e como f é e-simétrica, temos que

e(B,7) [ (aa, cy) f(bg, ds) = €(B,7) f(f(aas ¢y)bs, ds),

B,7)f(aa(cybpg) + €(a, v)ey (aabs), ds),

B,7) f(@alcybp), ds) + e(a + B,7) f(e5(aabgs), ds),

B.7)e(y + B,6) f(aads, cybg) + €(a + B, + 6) f(cyds, aabp),
flaabg, cyds) + €(B,v)e(y + 5,0) f(aads, cybg).

)

I
()

|
™

€

(
(
(
(

O

Teorema 4.11. Seja (A, T) uma e-dlgebra alternativa quadrdtica tal que T(Aq) = 0 para todo 0 # o € T
e seja f a forma bilinear associada com 1. Se A é simples graduada, entao Z;(A) € um corpo e A € uma
e-dlgebra de composicao sobre o corpo Z:(A), com e-forma quadrdtica ¢ = (qo, f), onde qo(ag) = m

para todo ag € Ay.

Demonstragao. Como F -1 C Z(A)o, Z(A)o # (0). Assim, pelo Teorema 4.4, Z(A)g = Z(A)p € um
corpo. Como 7(4,) = {0} para todo 0 # « € T, entdo Z;(A) = Z.(A)y é um subanel de Z¢(A)y.
Além disso, F'-1 C Z,(A). Portanto, para mostrar que Z(A) é um corpo ¢ suficiente provar que cada
elemento nao zero de Z(A) possui inverso em Z(A) : Seja 0 # a € Z.(A) C Z(A)p. Como Z(A)g é
um corpo existe b € Z¢(A)p tal que ab = ba = 1, entdo

4 =27(1) = 27(ab) = 7((2a)b) = 7(7(a)b) = 7(a)7(b) = 2a7(b).

Assim, 2b = b(at (b)) = (ba)7(b) = 7(b), isto &, b € Z.(A). Portanto Z.(A) é um corpo.
Pelo Teorema 4.10, sobre a algebra A esta definida uma forma bilinear f satisfazendo a identidade (2.3).
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Portanto, para mostrar que A é uma algebra de composigao sobre o corpo Z;(A), apenas precisamos
mostrar que a e-forma quadratica ¢ = (qo, f) é ndo-degenerada e que f é Z.(A)-bilinear, para isto,
vejamos o comportamento de f.

N

1)

111)

Sejam o, 8 € I', vejamos que f(Aq, Ag) =0sea+#0:Sea+ [ #0 (a#0ouf#0), como
7(A,) = 0 para todo 0 # v € I, entao

flaa,bg) = 7(aa)7(bg) — T(aabg) =0—-0=0,
para todo a, € Ay € bg € Ag. Portanto, f(Aqs, Ag) =0se o+ 3 #0.

Consideremos o conjunto W = {a € A|f(a, A) = 0}, o nacleo da forma f(x,y). Mostremos que
W é um ideal graduado de A. E claro que W é um subespaco do espaco vetorial A. Seja a € W,
a = Ao, +0ay+. . .+0q, , onde as a,, sd0 as componentes homogéneas de a. Como f(a, A) =0, em
particular f(a, A_n,;) = 0 paratodo i € {1,2,...n}. Por outro lado, pelo item I), f(aa,, A—o;) =0
para todo j # i (porque aj; — o # 0 se j # ). Entao, f(aq,, A—a,) = f(a,A_qy,) = 0. Assim,
outra vez pelo item I) temos que f(aq,, A) = 0 para todo i € {1,2,...n}, isto é, ay, € W para
todo i € {1,2,...n}. Portanto W é um subespago I'-graduado do espago vetorial A.

Agora sejam bg, cy € A. Entao, por (2.3) obtemos que

f(aozibﬁ7c’y) = f(aaibﬁ’ Cy - 1) = E(BvV)f(aozpC’y)f(bﬁa 1) - e(ﬁ,v)f(aai, C’ybﬁ) =0.

Logo, W & um ideal graduado a direita de A. Se prova analogamente que W é um ideal graduado
a esquerda de A. Portanto, W é um ideal graduado de A.

Como A é uma &lgebra simples graduada temos que, W = (0) ou W = A. No caso que W = (0), a
e-forma quadratica ¢ = (qo, f) ¢ ndo-degenerada. Por outro lado, como f(1,1) = 7(1)7(1)—7(1) =
2 # 0, ndo pode acontecer que W = A. Portanto, a e-forma quadratica ¢ = (qo, f) ¢ nao-
degenerada.

Vejamos que f é Z;(A)p-bilinear: Seja z € Z;(A)o. Entao, por (4.18)

2f(2aa,bp) = f((22)aa,bg) = f(7(2)aq, bg),
= T(Z)f(aaa bﬁ) = QZf(aaa bﬁ)

Portanto f(zaa,bg) = 2f(aa,bs). Analogamente se mostra que f(aq, 2bg) = zf(aa,bg).

Portanto, A é uma e-algebra de composi¢ao sobre o corpo Z.(A)o. O
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