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Resumo

GODINHO, D. G. Extensao da teoria de Niesen de raizes a aplicagoes cuja con-
tradominio ndo é uma variedade. 2015. 46 f. Dissertacido (Mestrado) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

Para uma aplicacao propria f: X — Y entre variedades conexas de mesma dimensao n,
o numero de Nielsen proprio de f em yo € Y, PNR(f,y0), e o grau absoluto de f em yj,
A(f,v0), constituem invariantes propriamente homotopicos de f. Além disso, PNR(f, yo) é
um limitante inferior para o nimero de raizes em gy, de toda aplicacao propriamente ho-
motopica a f, e A(f,yo) é um limitante inferior para o nimero de raizes em y, de toda
aplicagao propriamente homotopica a f e transversa a yo. Se n # 2, existemm uma aplicacao
propriamente homotopica a f com exatamente PNR(f, yy) raizes em y,, e uma aplicacao
propriamente homotopica a f e transversa a yo com exatamente A(f,yo) raizes em yo. Es-
tendemos estes resultados, com a condicao n > 2, para uma aplicacao propria f: X — Y
onde X é uma variedade conexa de dimensao n, Y é um espaco conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e yg € Y ¢ um ponto que admite uma
vizinhanga euclidiana de dimensao n. Aplicamos esta extensao da teoria de Nielsen de raizes

a teoria do grau para estabelecer uma relacao entre os graus absoluto e geométrico.

Palavras-chave: nimero de Nielsen, grau absoluto, grau geométrico.
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Abstract

ARAUJO, D. G. Root theory extension for maps in a space that is not a manifold.
2015. 46 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

For a proper map f: X — Y between connected manifolds of dimension n, the proper
Nielsen number of f at yo € Y, PNR(f, y0), and the absolute degree of f at yo, A(f,y0),
are proper homotopy invariants of f. Moreover, PNR(f, yo) is a lower bound for the number
of roots at yo of all maps properly homotopic to f, and A(f,yo) is a lower bound for the
number of roots at iy of all maps properly homotopic to f and transverse at yq. If n # 2,
there is a map properly homotopic to f with exactly PNR(f,yy) roots at yp, and a map
properly homotopic to f and transverse at y, with exactly A(f,yo) roots at yy. We extend
these results, for n # 2, for proper maps f: X — Y, where X is a connected n-dimensional
manifold, Y is a connected, locally path connected, semi-locally simply connected space and
Yo € Y has an euclidean neighborhood of dimension n. We apply this extended Nielsen Root
theory to the degree theory to obtain a relation between the absolute an geometric degrees.

Keywords: Nielsen number, absolute degree, geometric degree
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Introducao

No desenvolvimento de sua teoria do grau, o matematico alemao Heinz Hopf, influenciado
pela recém desenvolvida teoria de pontos fixos de Jakob Nielsen [Nie27, Nie29|, introduziu os
conceitos de ntimero de Nielsen de raizes e de grau absoluto [Hop28, Hop30|. Concernentes
as estes conceitos, Hopf estabeleceu, no segundo dos trabalhos acima referenciados, dois
importantes resultados. A presente dissertagao tem como base o artigo entitulado "Roots
of mappings from manifolds"de autoria de Robin Brooks, publicado no ano de 2004 [Bro04]
cujo principal objetivo é estender estes dois conhecidos resultados da teoria de Nielsen de
raizes no sentido de substituir a hipdtese de que certo espaco topologico seja uma variedade
topologica pela condicao, menos exigente, de que este tal espaco seja localmente euclidiano
apenas no ponto em que se consideram as raizes.

Uma raiz da aplicacdao f: X — Y entre espacos topoldgicos no ponto yy € Y é um
elemento da imagem inversa f~'(yo) de 3o por f. Duas raizes de f em y, estdo na mesma
classe de raizes se existe um caminho unindo-os cuja imagem por f é um lago contratil no
ponto 1y. Nos trabalhos de Hopf, estes conceitos, assim como os que se seguem, tinham por
substrato uma aplicacao propria entre variedades topologicas conexas de mesma dimensao
que preserva fronteiras. Com a noc¢ao de multiplicidade, uma classe de raizes era dita essencial
se sua multiplicidade fosse nao nula. Hopf entao define o ntimero de Nielsen de raizes de f
em 7, como sendo a quantidade de classes de raizes essenciais e o grau absoluto de f como
a soma das multiplicidades das classes de raizes de f em gy. Também foi introduzida a idéia
de transversalidade de uma aplicacao a um ponto do seu contradominio. No segundo de
seus dois trabalhos Hopf prova que para f: X — Y uma aplicacao propria entre variedades
topoldgicas conexas de mesma dimensao que preserva fronteira valem os seguintes resultados:

) tanto o namero de Nielsen de raizes quanto o grau absoluto sdo invariantes da classe
de homotopia propria de f, isto é, toda aplicacao propriamente homotopica a f possui
os mesmos nimero de Nielsen de raizes e grau absoluto de f;

IT) se a dimensao das variedades for diferente de dois entao o niimero de Nielsen de raizes é
um limitante inferior realizavel para o nimero de raizes na classe de homotopia propria
de f, isto é, a quantidade de raizes de qualquer aplicacao propriamente homotopica a
f €, no minimo, o nimero de Nielsen de raizes de f e, ainda mais, existe uma aplica-
¢cao propriamente homotopica a f que tem exatamente como quantidade de raizes, o
ntumero de Nielsen de raizes de f; e

IIT) o grau absoluto é um limitante inferior realizavel para o namero de raizes na classe
tranversa de homotopia propria de f, isto é, a quantidade de raizes de qualquer aplica-
¢ao propriamente homotopica a f e tranversa ao ponto em que se consideram as raizes
é, pelo menos, o grau absoluto de f e uma dentre estas aplicacbes tem exatamente
como quantidade de raizes, o grau absoluto de f.

O trabalho de Brooks e portanto o presente texto objetivam reestabelecer os item (IT)
e (ITT) acima substituindo a hipdtese de que Y seja uma variedade topologica de mesma
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dimensao da variedade X pela suposicao de que o espaco Y seja, no ponto 19, localmente
euclidiano.

Quando considerada uma aplicacao entre variedades conexas de mesma dimensao mostra-
se que o numero de Nielsen de raizes independe do ponto em que se consideram as raizes e
por isso se fala apenas em nimero de Nielsen de raizes de f. Nestes casos a multiplicidade
também independe da classe de raizes, isto é, a multiplicidade é a mesma para todas as
classes de raizes. Veremos que este panorama nao é preservado se fazemos a substituicao
supracitada. Ou seja, ha exemplos em que o nimero de Nielsen de raizes depende do ponto
para os quais se olham as raizes e onde as classes de raizes podem apresentar multiplicidades
distintas umas das outras, quando Y nao é uma variedade. Uma outra mudanca obtida ao se
relaxar a hipotese sobre o espaco Y se d& no seguinte cenario: conquanto nao empregasse tal
nomenclatura, Hopf introduziu um outro niimero, o nimero de Reidemeister de raizes, o qual
vem a ser um limitante superior para a quantidade de classes de raizes. Portanto o niimero
de Reidemeister é sempre maior do que, ou igual a, o nimero de Nielsen de raizes. Ocorre que
para aplicagoes entre variedades vale a igualdade entre esses niimeros sempre que 0 niimero
de Nielsen de raizes for positivo. Isto nao mais é verdadeiro se Y nao for uma variedade.
Mostraremos exemplos onde o niimero de Nielsen de raizes é positivo e estritamente menor
do que o numero de Reidemeister.

Finalmente, assim como Robert Brown e Helga Schirmer fizeram em [BS01| tentaremos
reestabelecer a ligagao entre a teoria de Nielsen de raizes e a teoria do grau de Hopf.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo: no primeiro capitulo, fixamos as no-
tacoes e recordamos os pré-requisitos necessarios ao subsequente desenvolvimento do texto;
no capitulo seguinte estabelecemos as definicoes e resultados bésicos da teoria de Nielsen de
raizes. No tltimo capitulo enunciamos e demonstramos as extensoes dos dois teoremas de
Hopf e aplicamos a teoria de Nielsen de raizes desenvolvida nos trés capitulos anteriores a
teoria do grau.



Capitulo 1

Preliminares

1.0.1 Convencgoes e notacgoes

Neste trabalho todos os espacos sao Hausdorff e uma aplicagao é uma funcao continua
entre espacos topologicos.

O espaco euclidiano n-dimensional é denotado por R", a bola unitaria fechada em R"
por B", a esfera unitaria em R""! por $", o intervalo [0,1] em R por I, o conjunto dos
nimeros inteiros por Z, os inteiros modulo dois por Zs e o plano complexo por C.

Se X é um espaco e U C X é um subespaco denotamos o interior, o fecho e a fronteira
de U, respectivamente, por intU, U e OU. Um subespaco B C X é uma n-bola se existe
um homeomorfismo ¢: B" — B e um subespaco £ C X é n-euclidiano se existe um
homeomorfismo 1 : R™ — E. Dizemos ainda que um espaco topologico é localmente n-
euclidiano em um dado ponto se tal ponto admite uma vizinhanca n-euclidiana.

Se X e Y sao espacos topologicos, uma homotopia {h;: X — Y|t € I} é uma familia
de aplicagoes h;: X — Y indexada por I tal que a funcao que a cada (x,t) € X x 1
associa o ponto hy(x) € Y é continua. Denotamos uma homotopia por {h;: X — Y} ou
simplesmente por {h;} e dizemos que é uma homotopia de hy a h;. Dizemos que uma
homotopia {h;: X — Y} é uma homotopia constante em A C X se h;(z) = ho(x) para
todo x € A e para todo t € I; e dizemos que é uma homotopia constante fora de A C X
se é constante em X — A.

Um caminho em um espaco X é uma aplicacao do intervalo unitarioIem X, y: I — X.
Se g € X entao o caminho constante em x, isto é, o caminho v: I — X tal que
v(t) = x¢ para todo t € I, pode ser denotado pelo proprio xy. Homotopias entre caminhos é
considerada, a menos de mencao contraria, uma homotopia com extremidades fixas, ou seja,
se {hy: I — X} & uma homotopia de caminhos em X entao h(0) = ho(0) e hy(1) = ho(1)
para todo ¢t € I. A classe de homotopia do caminho v: I — X é denotada por [7].

Uma aplicacdo f: (X', A') — (Y', B') ¢ definida por f: (X, A4) — (Y, B) se X' C X,
(X)) cY/, f(A’)CB’ef( ) = f(x) para todo z € X.

Se X, Y e Y sio espagos topologicos, f: X — YV e q Y -5 Y sao_aplicagoes, um
levantamento de f através de ¢ é uma aplicacao f X = Y tal que q o f f, ou seja, é
uma aplicacao que torna o diagrama

comutativo. O mesmo se da com homotopias, ou seja, um levantamento de uma homotopia
{hy: X — Y} através de ¢ é uma homotopia {ht X — Y} tal que g o he = hy para todo
tel
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Uma aplicagao de recobrimento, ou simplesmente recobrimento, ¢ uma aplicagao
p: X — X, onde X é conexo por caminhos, tal que cada z € X admite uma vizinhanca
aberta U tal que p~!(U) é uma unido disjunta de abertos cada um dos quais se aplica por
p homeomorficamente sobre U. Chamamos de vizinhanca distinguida a cada aberto U
deste tipo. O espaco X é chamado espaco de recobrimento e X é chamado a base do
recobrimento.

See: (X —U,B—U) C (X,B) é uma inclusdao onde U é um aberto de X cujo fecho
esta contido no interior de B, entdo X — intB C X — U. Assim, tomando N = X — U e
A =X — B temos que N é fechado em X e

A=X_-B=X-—intBC X — U = int(Xy) = intN.

Logo e: (N,N — A) C (X,X — A) é uma inclusdo onde N é uma vizinhanga fechada do
fecho de A. Por outro lado se e: (N, N — A) C (X, X — A) é uma inclusio onde N é uma

vizinhanca fechada do fecho de A, entao X —intN C X — A. Assim, tomando U = X — N
e B=X — A temos que U é aberto e

U=X-N=X—-intN C X —A=int(X — A) = intB.

Logo e: (X —U,B—U) C (X, B) ¢ uma inclusdo onde U ¢ um aberto de X cujo fecho esta
contido no interior de B. Isto mostra que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. e: (X —-U,B—-U) C (X, B) ¢ uma inclusido onde U é um aberto de X cujo fecho esta
contido no interior de B

2. e: (NN —A) C (X,X —A) é uma inclusdo onde N ¢é uma vizinhanga fechada do
fecho de A.

Uma inclusdo como nos itens (1) e (2) acima induz isomorfismo em todas as dimensdes
em homologia e é o que se chama excisao. Adotamos uma definicao um pouco diferente de
excisao baseado no seguinte argumento: suponhamos que X é um espago normal, A C X e
N C X & uma vizinhanca qualquer do fecho de A. Entdo A e X — intN sdo dois fechados
disjuntos em X e, portanto, existem abertos disjuntos U e V tais que A C U e X —intN C V.
DaiU Cc X =V e X —V CintN. Logo

ACcUCX -V =int(X —V).

Ou seja, C = X —V & uma vizinhanca fechada do fecho de A contida no interior de N. Neste
caso, tanto €¢': (C,C'—A) C (N, N — A) quanto eoe’: (C,C'— A) C (X, X — A) sdo excisdes
no sentido do item (2) acima e, portanto, induzem isomorfismo em todas as dimensoes de
homologia. Logo e também induz isomorfismo em todas as dimensoes de homologia. Nossa
definicao de excisao é a seguinte:

Definigao 1.1. Sejam X um espago topoldgico e A C X um subconjunto. Uma excisao
em X é uma inclusao e: (N,N — A) C (X, X — A) onde N é uma vizinhan¢a qualquer do
fecho de A, em X.

Observamos que o que chamamos de excisao, Eilenberg e Steenrod chamam de excisao
do tipo F5 e que se for usada homologia singular tal inclusao induz ismorfismo independen-
temente da normalidade [ES52, p. 267-268|.
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1.0.2 Aplicagoes proprias

Definicao 1.2. Uma aplicagao proérpia é uma aplicacao f: X — Y cuja pré-imagem
f7YK) de todo compacto K C Y é um compacto de X.

Definicao 1.3. Uma homotopia prépria é uma homotopia {h;: X — Y} tal que a apli-
cagdo de X x I em Y dada por (x,t) — hi(x) é propria.

Teorema 1.4. Uma homotopia {h;: X — Y} € propria se, e somente se, | J,oq hy '(K) é
compacto em X sempre que K for compacto em Y .

Demonstragao. Suponhamos que {h;} é propria e seja K C Y um compacto. Entao o con-
junto {(x,t) € X xI: hy(x) € K} é compacto em X x I. Logo sua imagem pela projecao
X xI— X é um compacto de X. Mas esta imagem ¢ extamente o conjunto (J,.; by *(K).
Reciprocamente, suponhamos que o conjunto | J,; h; *(K) é um compacto de X sempre
que K for um compacto de Y. Seja K C Y um compacto. Entdao (J,cqhy '(K) x I é um
compacto em X x I. Como a fungio (x,t) — hy(z) é continua e K é fechado em Y (pois é
compacto) temos que C' = {(z,t) € X xI: hy(x) € K} é um fechado em X x I que, além
disso, estd contido no compacto J,q h;'(K) x I. Logo C é compacto em X x I de onde
concluimos que {h;} é uma homotopia propria. O

Teorema 1.5. Toda homotopia que seja constante igual a uma aplicagao propria fora de
um compacto, € uma homotopia propria.

Demonstragao. Sejam {h;: X — Y} uma homotopia, f: X — Y uma aplicacdo propria e
C' C X um compacto. Suponhamos que a homotopia {h;} é constante igual a f fora de C,
isto é, se hy(z) = f(x) para todo (z,t) € (X —C) x L. Mostremos que {h;} é uma homotopia
propria.

Seja K C Y um compacto. Pelo teorema acima, é suficiente provar que (J, h; H(K)
é compacto em X. Como {h;} é constante igual a f fora de C segue que J,.;hy ' (K) =
(Uper(he]C)"HEK))U f71(K) e, como f & propria basta mostrar que | J,.;(he|C) " (k) é com-
pacto em X. Mas isto decorre do teorema acima uma vez que a homotopia {h|/C'} é propria
(pois C' é compacto). O

Teorema 1.6. Uma aplicacao € propria se, e somente se, um levantamento seu, através de
um recobrimento, também o for.

Demonstragao. Seja f: X — Y uma aplicagao e f: X — Y um levantamento seu através
de um recobrimento ¢: Y — Y.

Suponhamos que f é propria e seja K C Y um compacto. Portanto sao compactos em
Y e X, respectivamente, os conjuntos (K )e YK ). Além disso, 7 YK )e fechado em
X pois KoéemY e f- YEK) c f'@K )) Assim f~ Y(K) é um fechado contido em um
compacto, logo um compacto de X. Entao f ¢ uma apliclacao propria.

Reciprocamente, suponhamos que f é uma aplicacao propria e seja K C Y um compacto.
Entao K admite uma cobertura finita C por compactos que sao vizinhangas distingui(ias.
Para cada C' C C seja K¢ um compacto homeomorfo (atraves de q) a C. Entao f~'(K¢)
também é compacto pois f é propria. Assim UCeCf I C) sendo uma uniao finita de
compactos, ¢ um compacto. E f~!(K), sendo um subconjunto fechado de J. J?_l(f?c),
também é compacto. Portanto f é propria. O

Como uma homotopia propria de um espaco X é uma aplicacao propria do espaco X x 1
temos o seguinte corolario do teorema acima.
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Corolario 1.7. Uma homotopia € propria se, e somente se, um levantamento seu, através
de um recobrimento, também o for.

Teorema 1.8. Uma aplicacao de recobrimento com base conexa € propria se, e somente se,
possui um niumero finito de folhas.

Demonstracao. Sejam X um espaco conexo e p: X — X uma aplicacao de recobrimento.
Suponhamos que p seja propria. Se x € X temos que p~'(z) é discreto (pois p é recobri-
mento) e compacto (pois p é propria e os espagos sao Hausdorff). Logo, p~!(z) é finito.
Reciprocamente, suponhamos que p tem um nimero finito de folhas e seja K’ C X um
compacto. Basta mostrar que se Y ¢ um espaco conexo e compacto e ¢: Y — Y é um reco-
brimento com um niimero finito de folhas entdo Y é compacto, pois p|p~'(K): p~(K) — K
¢ um recobrimento nestas condigoes. Para cada y € Y seja U, uma vizinhanca distin-
guida aberta de y. Entdo {U, : y € Y} é uma cobertura por abertos de Y. Logo existem
Yi,- .., Yn €Y tais que {Uy,,...,U,,} é uma cobertura por abertos de Y. Sendo compacto,
Y é normal e, por [Dug66, Teorema 6.1, p. 152], existe um refinamento {Vi,...,V,} da co-
bertura {U,,,...,U,,} tal que o fecho de V; est4 contido em U,, para todo i € {1,...,n}.
Como, para cada i € {1,...,n}, V; é compacto e g(V;) é a unido finita de copias home-
omorfas a V; (pois ¢ tem um nitimero finito de folhas e V; C U;) segue que g~ (V) é um
compacto. Logo ¥ = U, 7 *(V;) é compacto. O

Teorema 1.9. A composicao de aplicacoes proprias € uma aplicacao propria.

A demonstracao deste fato é imediata e por isso a omitimos.
1.0.3 Orientagao

Sejam X um espaco localmente n-euclidiano em z € X e E C X uma vizinhanca n-
euclidiana de . Por excisao temos que H.(X, X —2;Z) ~ H.(E, E—x;Z). Logo H,(X, X —x)
é ciclico infinito para p = n e trivial caso contrario.

Definicao 1.10. Seja X um espaco localmente n-euclidiano em x € X. Uma orientagao
local de X em x é um gerador do grupo H,(X, X — z).

No restante desta subsecao seja X uma n-variedade, isto é, um espaco topologico para-
compacto, (Hausdorff) e n-euclidiano em cada um de seus pontos. Consideremos o conjunto

OX) = |J Hu(X, X —2).

A familia formada pelos interiores de todas as n-bolas em X constitui uma base para a
topologia de X, isto é, o conjunto

{intB : B é uma n-bola em X}

é uma base para a topologia de X. Seja V o interior de uma n-bola em X. Para cada
xr €V, o conjunto X —V & um retrato por deformacao de X — x de modo que a inclusao
Jo: (X, X = V) = (X, X — ) induz um isomorfismo j,,,: H, (X, X — V) — H,(X, X — ).
Seja Ve = {jmn(§) :z € V}onde £ € H, (X, X — V). Assim

{Ve : V é o interior de uma n-bola e £ € H,(X,X —V)}

constitui uma base para a topologia de ©(X) [Dol72, Proposi¢ao 2.3, p. 252].
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Consideremos a aplicac¢ao ¢: ©(X) — Z definida por ¢(v) = |¢,.(v)| onde ¢, : H, (X, X —
x) — 7 é um isomorfismo. Por tomarmos o modulo, temos que ¢ independe da escolha de
¢, estando, portanto, bem definida. Mostremos que ¢ é constante em cada V;. Sejam V' o
interior de uma n-bola em X, & € H,(X,X — V) e v € V.. Entdo existe z € V tal que
v = jen(§). Sejam p, e py geradores de H, (X, X —x) e H,(X, X — V), respectivamente,
tais que (v ) = pe. Como € € H, (X, X — V) existe k € Z tal que £ = kuy. Logo

O(W) = 0(Jan(§)) = S(Jon(kpv)) = (Ko (pv))
= (k) = |kdo(pia)| = [K],

pois ¢, : H,(X, X — x) — 7 & um isomorfismo e, portanto, ¢,(u,) = £1. Mostramos assim
que ¢ é constante em V. Deste modo, ¢ é localmente constante e, portanto, continua (7Z
munido da topologia discreta). Em particular, ©(X) se decompoe em uma unido disjunta

|J X(k), onde X(k)=¢"(k).

keN

Obsevemos que dado v € ©(X), existe x € X tal que v € H,(X,X — z) de modo que
d(v) = 1 se, e somente se, v ¢ um gerador de H,(X,X — z). Ou seja, X(1) = ¢~ (1) &
exatamente o conjunto das orientacoes locais de X.

Consideremos agora a aplicacdo pe(x): ©(X) — X dada por pe(x)(v) = z para cada
veH,(X,X—x)comaxe€ X.SeV éo interior de uma n-bola em X e uy é um gerador de
H,(X, X —V) entao ju,(puy) é um gerador de H,(X, X — x), onde ju,: H, (X, X = V) —
H,(X,X — z) é o isomorfismo induzido pela inclusdo. Todo elemento de H,(X,X — V)
é representado de maneira tnica por kuy com k € 7 e assim como todo elemento de
H,(X, X —x) é representado de maneira unica por kj,,(py) com k € Z. Deste modo temos
que

Do) (V) = Ha(X, X —2)
eV
={v:veH,(X,X —x),z eV}
= {k:]a:n(/LV) rkeZ, e V}
= {Jzn(k,u\/) S Z? x e V}

= J Vi -

Observemos que a uniao é disjunta e que cada Vj,,, se aplica homeomorficamente, por pg(x),
sobre V, pois pe(x)(kjen(tv)) = = para todo z € V. Como a colegao dos interiores de todas
as n-bolas em X é uma base para a topologia de X segue que a restri¢ao de peo(x): O(X) = X
a cada componente conexa de ©(X) é um recobrimento de X. Para cada = € X, o grupo
H,(X,X — z) possui exatamente dois geradores. Denotemos por X o subespaco de O(X)
formado por todos estes geradores, isto é, X = )A(i(l) A restricio de Po(x) & )?, denotada

por p: X — X, chamamos recobrimento duplo orientado de X. Aqui estamos fazendo
um abuso de linguagem, uma vez que p pode nao ser, de fato, um recobrimento ja que
nada sabemos da conexidade por caminhos do espago X. Contudo a restri¢ao de p a cada
componente _conexa de X é um recobrimento de X. Como p ¢ um homeomorfismo local
temos que X é uma n-variedade chamada fibrado orientado de X. O adjetivo orientado
se deve ao teorema (1.13).

Seja uma aplicagao f: X — Y entre espacos topologicos. Uma secao de f é uma aplica-
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c¢ao s: Y — X tal que a composicao f os é a identidade em Y. De outro modo, uma se¢ao
¢ uma aplicacao que torna o diagrama

X

'
YTY

comutativo. Observemos que uma secao ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem.

Definigao 1.11. Uma orientagao de uma variedade X é uma se¢ao sy: X — X do reco-
brimento duplo orientado p: X — X de X.

Definicao 1.12. Uma variedade é orientavel se admite uma orientacao. Caso contrario, é
dita nao orientavel.

Uma variedade orientavel juntamente com uma sua orientacao é dita uma variedade
orientada.

Vimos acima que o fibrado orientado é uma variedade. O proximo resultado versa sobre
a orientabilidade desta variedade.

Teorema 1.13. O fibrado orientado de uma variedade é uma variedade orientdvel.

Demonstracao. Seja X uma n-variedade, p: X — X seu recobrimento duplo orientado e
'p?: X — X o recobrimento duplo orientado do fibrado orientado X de X. Devemos encontrar

uma orientacao s : X — X de X. Isto é, devemos encontrar uma secao da aplicagao 5 Dado

T € X sejam x = p(x) € X, U C X uma vizinhanca distinguida de z e U C X a componente
de p~1(U) que contém 7 e consideremos o seguinte diagrama

X XSO, 0-9BWU-2)E (XX —a),

onde e e € sdo inclusdes e pg e a restricao de p a U. As inclusdes e e ¢ sio excisdes e
Py € um homeomorfismo de modo que estas trés aplicacoes induzem, respectivamente, os
isomorfismos e,: H,(U,U — z) — Ho(X,X — ), én: Hy(U,U — ) — H (X, X — %) e
(D )n - H,(U,U - %) — H,(U,U — z). Como ¥ é um gerador de H,(X,X — z) temos que
no (Ps)nt 0 ey (%) 6 um gerador de H, (X, X — 7). Definimos s (Z) = &, o (5y); " 0 e, (T).
Por construgao s ¢ uma secao de j~5 O

Denominamos orientagao canénica de X a orientacao sg: X — X obtida na de-
monstracao acima. Deste modo o fibrado orientado de uma variedade juntamente com sua
orientacao candnica é uma variedade orientada. Por isso usamos o adjetivo orientado na
denominacao do fibrado.

Proposicao 1.14. Se o fibrado orientado de uma variedade conexa nao € conero, entao €
composto de exatamente duas componentes conezxas.

Demonstra¢ao. Seja X uma n-variedade conexa cujo fibrado orientado X ndo é conexo.
Suponhamos que para algum z € X os geradores p, e —u, de H,(X, X — x) pertencam a
componentes conexas distintas, digamos u, € C; e —pu, € Cs. Seja v um caminho em X
comecando em z. Como a restri¢ao de p a C;, i = 1,2 é um recobrimento existem caminhos 7;
em Cy, i = 1,2, com 71(0) = fiz e 72(0) = —piz. Se 71(1) = 2(1) entdo 7193 ~" é um caminho
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em X ligando p, a —pu, 0 que contradiz o fato de u, e —pu, estarem em componentes conexas
distintas. Logo 71(1) # Y2(1) e 7;(1) € C;, i = 1, 2. Sendo conexa, a variedade X é conexa por
caminhos e, portanto, mostramos que se os geradores de H, (X, X —x) estdo em componentes
conexas distintas para algum z € X entdo o estdo para todo z € X (e nas mesmas duas
componentes). Por outro lado, pelo que acabamos de mostrar, se para algum = € X, os
geradores de H,(X, X — z) estdo na mesma componente conexa de X entdo o mesmo deve
ocorrer para todos os outros pontos de X. Mas neste caso teriamos que X & conexo. [

Como consequéncia da proposicao acima temos que se X for uma variedade conexa cujo
fibrado orientado é conexo entao p é, de fato, um recobrimento duplo de X. Por outro lado,
se o fibrado orientado for desconexo entao a restricao de p a cada componente conexa de X
é um recobrimento simples de X. O resultado a seguir relaciona a orientabilidade de uma
variedade conexa a conexidade de seu fibrado.

Teorema 1.15. Uma variedade conezxa € orientdvel se, e somente se, seu fibrado orientado
nao € conero.

Demonstracao. Seja X uma variedade conexa. Suponhamos X orientével e seja sx: X — X
uma orientacdo de X. Entdo para todo z € X, sx(z) é um dos dois geradores do grupo
H,(X, X —z). Designando por —sy () o outro gerador resulta que a aplicacio —sy: z — X
que a cada z € X associa —sx(x) também é uma orientacdo de X, pois p(—sx(x)) = =.
Sendo orientagoes, sx e —sx sao homeomorfismos sobre suas imagens e, além disso, X =
Im(sx) UIm(—sx). Assim Im(sy) e Im(—sx) s@o abertos de X, ndo vazios, disjuntos cuja
uniao é )?, ou seja, X & desconexo. B B
Reciprocamente, suponhamos que X nao é conexo. Pela proposi¢ao (1.14), X é a unido
disjunta de duas componentes conexas C, Cy C X cada uma das quais contém exatamente
um dos geradores de H,(X,X — z) para cada x € X. A restricdo pl¢,: C; — X é um
recobrimento simples de X, ou seja, um homeomorfismo e, neste caso, (p|c,) ™ : X — C; C X
¢ uma orientacao de X. O

Sejam X uma n-variedade e U C X um aberto de X. Entao U é, por si mesma, uma
variedade. Para cada z € U, a inclusao e,: (U,U — z) C (X,X — z) é uma excisao e,
portanto, induz um isomorfismo ey, : H, (U, U — x) — H,(X, X —x). Se sx: X — X ¢ uma
orientacao de X entdo a aplicacio sy : U — U dada por sy(z) = e (sx(x)) para todo r € U
é uma orientacao de U, a qual denominamos, com certo abuso de terminologia, restricao
da orientacao sy de X a U. o
_ Um homeomorfismo h: X — X em uma variedade X induz um homeomorfismo h: X —
X em seu fibrado orientado do seguinte modo. Dado * € X existe x € X tal que £ é um
gerador do grupo H, (X, X —x). A aplicacao h,: (X, X —z) — (X, X —h(x)) definida por h
¢ um homeomorfismo e, portanto, induz um isomorfismo h,,: H,(X, X —z) — H,(X, X —
h(z)). Definimos h(Z) = hgn(Z). O fato de h ser bijetora segue de sua construcio, e sua
continuidade segue de p: X — X ser um homeomorfismo local e da comutatividade do
diagrama

~ h o~
X—X

17l P

Suponhamos agora que X é uma variedade orientével conexa e seja sx: X — X uma
orientacdo de X. Vimos na demonstragdo do teorema (1.15) que Im(sy) e Im(—sx) sdo
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abertos disjuntos de X cuja unido ¢ X. Portanto Im(hosX) NIm(sx) e Im(hosx)NIm(—sy)
sao abertos disjuntos de Im(ho Sx) cuja unido é Im(ho Sx), que é conexo (pois X é conexo),
de sorte que ocorre apenas uma das possibilidades abaixo:

1) Im(h o sx) NIm(—sx) = 0 e, neste caso, Im(h o sy) C Im(sy):;

2) Im(hosx) NIm(sy) =0 e, neste caso, Im(ho sx) C Im(—sy).

Acontece que dado z € X temos que h(sx(z)) = hen(sx(z)) € um dos geradores de
H,(X,X — h(z)) de modo que ou h(sy(z)) = sx(h(z)) ou h(sx(z)) = —sx(h(z)). As-
sim, ou

hosy(z)=sxoh(z), para todoz € X;

ou
hosx(z) = —sy oh(z), para todoz € X.

No primeiro caso dizemos que h: X — X é um homeomorfismo que preserva orientagao
e no segundo, que reverte orientacao.

Exemplo 1.16. Seja X uma variedade conexa nao orientdvel. O homeomorfismo h X = X
dado por TL(E) = —1 para todo = € )?, reverte orientagdo. Seja Sg: X > Xa orientacao
canonica de X. Entdo o homeomorfismo h: X — X induzido por hé tal que

h(s5(7)) = han(s5(Z)), para todoZ € X, (1.17)

onde hy: (X, X — %) = (X, X — h(F)) ¢ definida por h e hy, ¢ 0 isomorfismo induzido em
homologia. Dado z € X, lembremos que s () é definido, de acordo com o diagrama

(X, X-%) DU, U-7)8(U,U-2)C (X,X — 1),
(N - ~_ —1 -1/~ Y~ 2 . . . . . T,
por s5(7) = €,0(pg), oe, (7),onde x = p(z), U é uma vizinhanca distinguida de z, U é a

componente conexa de p~1(U) que contém I e py ¢ definida por p (1.13). Como ﬁ(%(~)) =z,

tomando V = h(U) temos que V é a componente conexa de p~(U) que contém h(T). Assim
temos o seguinte diagrama

(X, X~ (@) 5>V, V-h@) % 0U-2) & (X, X —2).

Agora da comutatividade do digrama
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segue que Py = Dg O h~l. Assim

|

|
~
3

o
)
=N
<
S~—
S |
-
o
®
3

_
—
8
N~—

—(hzoeoh™), 0 ﬁ~07fl loe (T
T

n n

_hin Ogn Oﬁfj © 6;1(5)

= —hgn(s)z(f))l.17
= —h(s%()).

Portanto

h(s3(%)) = —s3(M(T)), para todo T € X,
ou seja, h é um homeomorfismo que reverte orientacao.

Seja X uma n-variedade, v um lago em X e 4 um levantamento de 7 através do recobri-
mento duplo orientado p: X — X de X. Como ~ é um lago temos que ambos 7(0) e (1) sdo
geradores de H,,(X, X —~(0)). Se 7(1) = 7(0), em outras palavras, se 7 é um laco, dizemos
que v é um lago em X que preserva orientagao. Se, pelo contrario, (1) = —5(0) (¥ nao
é um lago) dizemos que v é um lago em X que reverte orientagao.

Teorema 1.18. Uma variedade € orientavel se, e somente se, todos 0s seus lacos preservam
orientacao.

Demonstracao. Sejam X uma variedade e p: X=X seu recobrimento duplo orientado.
Suponhamos que X seja orientavel e seja sx: X — X uma orientagao de X. Dado um
laco v em X temos que sy o~ é um levantamento de v pois

po(sxoy)=Posx)oy=idxoy="r.

Como sy é continua segue que sx o y(0) = sy o y(1). Logo 7 preserva orientagao.

Reciprocamente, suponhamos que todos os lagos em X preservam orientagao. Para todo
r € X seja 7, um lago baseado em x e 7, um levantamento de -, através de p. Definimos
sx: X — X por sx(z) = 7,(0) para todo x € X. Entdo sx é continua pois, por hipotese,
7:(0) = 7,(1). Além disso, para todo x € X temos que

Plsx(x)) = p(72(0)) =~(0) = .
Ou seja, sx é uma se¢ao de p e, portanto, uma orientagao de X. O

Definicao 1.19. Uma aplicacao f: X — Y de uma variedade X em um espaco topologico
Y é uma aplicagao nao orientavel se existe um lago que reverte orientacao em X cuja
imagem por f é um lago contratil em Y. Caso contrario, dizemos que é uma aplicagao
orientavel.

Observacao 1.20. A defini¢ao acima concorda com a defini¢ao usual de orientabilidade de
aplicacao [BS01, Defini¢do 2.1, p. 54|, onde também Y é uma n-variedade.

Exemplo 1.21. Se X ¢ uma variedade orientavel, entao toda aplicacao f: X — Y ¢é orien-
tavel. Em particular o recobrimento duplo orientado p: X — X é orientéavel.
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Exemplo 1.22. Consideremos o toro T? como o espaco quociente do quadrado unitario
identificando (s,0) com (s,1) e (0,¢) com (1,¢). Consideremos ainda a garrafa de Klein K
como o espago quociente do quadrado unitario identificando (s,0) com (s,1) e (0,¢) com
(1,1 —t). Seja p: T? — K dada por

<

(s, 1)) = {[(23,15)] se 0 <s<1/2,

[(2s —1,t)] sel/2<s<].
Entao p é o recobrimento duplo orientado de K. Consideremos agora os lagos £(s) = [(s,0)]
e v(t) = [(0,¢)] em K. Entao o grupo fundamental da garrafa de Klein é gerado por [5] e
[7]. O caminho 6( ) = [(s/2,0)] no toro é um levantamento de § que nao é um lago. Logo
B reverte orientagao. Por outro lado, 7(t) = [(0,¢)] é um levantamento de vy que é um lago.
Logo v preserva orientacao.

Seja f: K — T? definida por f([(s,t)]) = [(s,0)]. Entao f o (s) = f([(s,0)]) = [(s, 0)]
¢ um dos geradores do grupo fundamental do toro. Por outro lado, f o~(t) = f(](0, t)]) =
[(0,0)]. Como BvS~ 1y & contratil (relagio dos geradores), qualquer elemento do grupo fun
damental da garrafa de Klein pode ser representado na forma [5]"[y]" e f«([3]"[Y]") =
[f o B]™[f oy]™ = [f o B]™, que ndo é trivial a menos que m seja zero. Agora se T?/ ~ é o
toro pingado, onde o meridiano [(0, )] do toro foi identificado a um ponto, e p: T? — T?/ ~
é a identificacao entao p o f leva 8 no laco que representa o gerador do grupo fundamental
do toro pingado. Portanto um laco na garrafa de Klein que cuja imagem por po f é contratil
deve ser homotopico a 4", para algum n, e todos estes preservam orientacao.

Exemplo 1.23. Sejam Dy C T? e Dp C IP?, discos fechados no toro e no plano projetivo,
respectivamente, e consideremos a soma conexa T2?#P? obtida da identificacdo entre os
pontos das fronteiras de D e Dp através de um homeomorfismo h: 0Dy — 0Dp. Como
ODp é fechado em P2 — intDp e como Dy é um subconjunto contratil do tipo ENR, temos
que a aplicacdo id o h™': dDp — Dy, onde id: T? — int Dy — T? — intDy é a identidade,
se estende continuamente a uma aplicacao f’: P? —intDp — D7 [Lim06, Corolério 1, p.18].
Consideremos f: T?#P? — T? dada por

1(a) id(z) sex € T? —intDr,
xT) =
f'(x) sexeP?—intDp.

A aplicagao f esta bem definida, pois 0D7 = id(0Dr) = id(h~'(0Dp)) = f'(Dp), e &é uma
extensao continua de id & soma conexa T?#P2. A soma conexa T2?#P? possui um laco que
reverte orientacao cuja imagem por f esta contida no subconjunto contrétil Dy. Seja T?/ ~
o toro cum um dos meridianos identificado a um tnico ponto, isto é, o toro pincado, e seja
p: T? — T?/ ~ a aplicagio de identificacio. Entao a aplicagdo po f: T?#P? — T?/ ~ leva
um laco que reverte orientacao em laco contréatil e, portanto, é nao orientéavel.

Nao faremos a demonstragao da proxima proposicao pois se trata de um resultado classico
[Mas80, Teorema 2.1, p. 202] e que usaremos apenas a proposito de definigao.

Proposicao 1.24 (e Defini¢ao). Sejam (X,sx: X — )?) uma n-variedade orientada e
K C X um compacto. Entao existe um unico elemento ox € H,(X, X —K) tal que i ,(0x) =
sx(z) para todox € K, onde ban: Ho(X, X—=K) — H,(X, X—x) € 0 homomorfismo induzido

pela inclusao (X, X — K) " (X, X —z). Ao elemento ox denominamos classe fundamental
de X em K.
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Observacao 1.25. Quando o compacto K na definicdo acima é conexo entao ox é um

gerador de H, (X, X — K) |Dol72, corolario 3.4, p.260] e, neste caso, a inclusao (X, X — K) C
(X, X — x) induz isomorfismo em homologia para todo = € K.

Definigao 1.26. Sejam (X,sy: X — )?) uma n-variedade orientada, Y um espago local-
mente n-euclidiano em yo € Y e f: X — Y uma aplicacio tais que f~'(yo) é compacto em
X. A aplicagéo 1 (X X —fYyo)) = (Y, Y —yp), definida por f, induz um homomorfismo
I Ho(X, X — f~Yy); Z) = Ho(Y,Y — yo;Z). O grau local de f em yp, denotado por
gr,, (f), € o inteiro definido pela equagao

frlz(offl(yo)) = gryo(f)ya
onde v é um gerador de H,(Y)Y — yq; Z).

Observemos que o grau local esta definido para todo ponto do espaco Y se este for
uma n-variedade e a aplicagao f for propria. Neste caso podemos considerar a associagao
Y >y gr,(f) €Z SeY for uma variedade orientével entao tal associagao é continua.
Se, além disso, Y for conexa entdo podemos definir um grau global de f. E o que mostra o
proximo resultado.

Proposigio 1.27. Sejam (X,sx: X = X) e (Y,sy: Y — Y) n-variedades orientadas com
Y conexa e f: X — Y uma aplicagao propria. Entao o grau local de f € constante, isto ¢€,
€ 0 mesmo para todo y € Y.

Demonstracao. Como f é propria, o grau local de f esta definido para todo y € Y. Seja
g:Y — Z dada por g(y) = gr,(f). Se mostrarmos que g é continua, entdo da conexidade de
Y seguird que g é constante (7 com a topologia discreta), o que termina a demonstracao.
Mostremos entao que g ¢ continua. Para tanto basta mostrar que g é localmente constante
em cada ponto de Y.

Sejay € Y e BCY uma n-bola em Y cujo interior contém y. Como B é compacto e f
¢ propria temos que f~1(B) é compacto em X que contém f~1(y). Consideremos o seguinte
diagrama comutativo

Y —y)

/\

(Y)Y — B)

. s m Al ~ Y m oz : 5 : :
onde i, e j, sao inclusoes e f', f” e f sao definidas por f. Entao temos o seguinte diagrama
comutativo em homologia

Hy(X, X — !
/

Ho(X, X — [ I

\

H,Y,Y —y).
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Por definigao temos que f, (05-1(,)) = gr,(f)sy(y), onde sy : Y — Y ¢ uma orientacio de Y.
E como j,, o f)/ = f! temos que

Jyn © fn(0p-10y)) = gr,(f)sy (y). (1.28)

Agora como iy, (0f-1()) = 05-1() temos que

faor-1p)) = foliyn(0p-1(3))) = f} 0 iyn(0p-1(8)) = [f1 (04-1(B))-

Substituindo esta altima igualdade em (1.28) obtemos

jyn(fr,:,(offl(B))) = gry(f)sy(y). (1'29)

Por outro lado, da definicao de classe fundamental de um compacto, temos que

jyn(gry(f)OB) = gry(f)jyn(OB) = gry(f)Sy(y). (1.30)

De (1.29) e (1.30) segue que f"(0s-1(5)) = gr,(f)op. Podemos aplicar o mesmo raciocinio a
qualquer outro ponto da bola B. Assim concluimos que

fo(0p-1(p)) = gr,(f)op, para todoy € B. (1.31)

Por outro lado, se y € B, entao Y — B é um retrato por deformacao de Y — y, de modo
que a inclusao j,: (Y,Y — B) — (Y,Y — y) induz isomorfismo em homologia. E como
Jyn(0B) = sy (y) é um gerador de H,(Y,Y —y) segue que op é um gerador de H,(Y,Y — B).
Logo existe k € 7 tal que

f,;”(Of—l(B)) = k‘OB. (1.32)

De (1.31) e (1.32) resulta que gr,(f) = k para todo y € B. O

Assim quando X e Y sao variedades orientaveis com Y conexa e f: X — Y é uma
aplicacao propria o grau local de f em qualquer (portanto todo) ponto de Y é denominado
grau de f, denotado por gr(f). Isto generaliza a nogao de grau de Brower para aplicagoes
entre variedades compactas conexas orientaveis.



Capitulo 2

Teoria de Nielsen de raizes

Neste capitulo estabelemos o basico da teoria de Nielsen de raizes sob a qual se inserem
os resultados principais. Comecamos definindo e analisando as propriedades dos nimeros
de Nielsen e de Reidemeister. Em seguida tratamos da nocgao de indice de raizes. Depois
fazemos uma breve pausa na teoria para ilustrar com exemplos a teoria desenvolvida até ali,
e finalizamos com as defini¢oes de multiplicidade e grau absoluto.

2.1 Numero de Nielsen

Seja f: X — Y uma aplicacao. Uma raiz de f em yy € Y é um elemento da pré-imagem
fYyo) de yo por f. Em teoria de raizes estamos interessados em encontrar um limitante
inferior para o nimero de raizes de f em y, que seja invariante por homotopias de f e
realizédvel no sentido de existir uma aplicacao homotopica a f que tenha exatamente um tal
limitante como quantidade de raizes em . Neste sentido podemos considerar a seguinte
definicao:

Definicao 2.1. Sejam f: X — Y uma aplicagao entre espagos topologicos e yo € Y. O
nimero minimo de raizes de f em yo, MR(f, o), ¢ 0 minimo do conjunto

{#9 "yo)|g: X — Y é homotopica a f}.

Além das propriedades que acabamos de expressar de um tal limitante, esperamos que
seja possivel encontrar técnicas para calcula-lo. A definicao acima nao parece nos contemplar
neste caso.

O restante desta secao segue o seguinte roteiro: agrupar as raizes de f em y, em classes
através de uma relagao de equivaléncia no conjunto das raizes de f em yp; definir a nogao
de essencialidade de uma classe e finalmente definir um limitante inferior para o nimero de
raizes de f em gy como sendo o niimero de classes essenciais. O teorema (3.19) mostra que
um tal limitante satisfaz as condigoes expressas acima.

Definicao 2.2. Sejam f: X — Y uma aplicacao entre espagos topologicos e yg € Y. Duas
raizes xg,v1 € f1(yo) de f em yo sio Nielsen equivalentes, ou apenas equivalentes,
se existe um caminho v em X de xg a x; tal que o laco f oy em Y é homotdpico ao laco
constante yo.

A equivaléncia de raizes de f em 7, é uma relacao de equivaléncia em f~*(yo). Com efeito
temos o seguinte:

1) O lago em X constante em zy € f~1(yo) é levado por f no lago em Y constante em y;

2) Se zo € f(yo) esté relacionada a x1 € f~!(yo) pelo caminho v entdo z; esté relacio-
nada a z, pelo caminho v~! pois

oy = faly ™= full™ = (fxlD " = ([F o)™ = yol ™ = [wol;

15
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3) Sexy € f~'(yo) esté relacionada a xy € f~(yo) pelo caminho g e se x1 esta relacionada
a xy € f~Y(yo) pelo caminho 7 entdo xg esta relacionada a x5 pelo caminho gy, pois

Lf ovom] = [f o ]lf o] = [wollwo] = [wol-

As classes de equivaléncia desta relacao chamamos classes de raizes de Nielsen, ou apenas
classe de raizes, de f em 7, e ao conjunto das classes de raizes de f em y, denotamos por

7 (yo) /N .

Defini¢ao 2.3. Sejam {f;: X — Y} uma homotopia e 3o € Y. Uma raiz zo de fy, em yg e
uma raiz z; de fi em yg estdo { f; }-relacionadas, se existe um caminho v em X de xy a x;
tal que o lago {t — fi(~v(t))} em Y é homotopico ao lago constante yo. Neste caso, dizemos
que xq esta { f;}-relacionada a x; pelo caminho 7 ou ainda que ~ relaciona xy a x.

Quando o contexto for claro, diremos apenas relacionada em vez de {f;}-relacionada.
A {f,}-relacdo é simétrica no seguinte sentido: se zo € f5'(yo) esta {f;}-relacionada a
r1 € fi (yo) entdo z; estd {fa—y}-relacionada a x,. De fato, se x estd relacionada a x4
pelo caminho v entao o lago {t — fi_+(71(t))} é homotopico ao lago constante em 7, pois
é o inverso do lago {t — fi((t))} e este é, por hipotese, homotopico ao lago constante em
Yo Observemos também que uma raiz xy de f: X — Y é equivalente a outra raiz z; se e
somente se xy esta relacionada a x; pela homotopia constante em f.

Proposicao 2.4. Sejam {f;: X — Y} uma homotopia e yy € Y. Se uma raiz em uma classe
de Nielsen o de fy estd {fi}-relacionada a uma raiz em uma classe de Nielsen oy de fi,
entdo toda raiz em «q estd { fi}-relacionada a toda raiz em o.

Demonstragao. Sejam zo € g e o1 € oy duas raizes {f;}-relacionadas por um caminho .
Seja xj, € ap equivalente a xy pelo caminho /. Basta mostrarmos que z{, esta relacionada a
x1. Seja F': X x I — Y a homotopia {f;} e consideremos o caminho § em X x I dado por

_ ) ((20),0) se 0 <t<1/2
B<t>_{(7(2t—1),2t—1) se 1/2<t<1.

Entdo 8(0) = (v/(0),0) = (2,0) e B(1) = (7(1),1) = (1,1). Além disso

7'(2t),0), 0<t<1/2,
y(2t —1,2t—1)), 1/2<t<1

F(3()) = {?E
{fo(’Y/(Qt)), 0<t<1/2

form1(v(2t = 1)), 1/2<t <1

Tanto fo(7(2t)), 0 <t < 1/2, quanto for_1(y(2t — 1)), 1/2 <t < 1, sao lagos homotopicos
a yo. Logo F o f também é homotopico a yo, ou seja, (z(,0) é uma raiz de F' equivalente a
(21, 1). Podemos “decompor”  em suas componentes, 5(t) = (Bx(t), fi(t)) onde fx: I — X
e fr: I — I sdo definidas, respectivamente, por

_ @), 0<t<1/2 o, 0<t<1/2
5X(t)_{7(2t—1), 12<t<1 © Bl(t)_{zt—L 1/2<t<1.

Sendo um caminho em I de 0 a 1, f; é homotopico a identidade idy: I — I e portanto 5 é
homotopico ao caminho (S, idy) em X x I. Deste modo, F' o (Sx,idy) € homotdpico a o, ou
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seja, o laco {t — fi(Bx(t))} € homotopico a yy e Sx é um caminho de zj a z1, 0 que mostra
que z(, esta relacionada a x;. O

A proposigao acima nos diz que a {f; }-relagdo entre raizes de fy e f; induz uma relagao
entre as classes de raizes de fy e fi, a saber, uma classe ag de fy esta relacionada com uma
classe ay de f; se alguma (e portanto toda) raiz em «q esta relacionada com alguma (e
portanto toda) raiz em «;. Pode ocorrer, no entanto, que uma classe de raizes de fy nao
esteja relacionada a nenhuma classe de raizes de f;. Por isso introduzimos o conceito de
essencialidade de uma classe.

Definicao 2.5. Uma classe de raizes de uma aplicacao f: X — Y em yy € Y é essencial
se para toda homotopia {f;: X — Y} comegando em f esta classe esta {f;}-relacionada a
alguma classe de raizes de f;.

Definicao 2.6. O nimero de classes de raizes essenciais de uma aplicacao f: X — Y em
Yo € Y é chamado nimero de Nielsen de raizes de f em g, ou somente niimero de Nielsen
de f em yo e é denotado por NR(f, yo).

As duas defini¢oes acima tem suas analogas para aplicacoes proprias.

Definicao 2.7. Uma classe de raizes de uma aplicacao propria f: X — Y em yp € YV é
propriamente essencial se para toda homotopia propria {f;: X — Y} comecando em f esta
classe {f;}-relacionada com a alguma classe de raizes de fi.

Definicao 2.8. O numero de classes de raizes propriamente essenciais de uma aplicacao
propria f: X — Y em yo € Y é chamado niimero proprio de Nielsen de raizes de f em yy,
ou somente numero proprio de Nielsen de f em yo e é denotado por PNR(f, yo).

Sejam X é um espaco conexo e localmente conexo por caminhos, Y um espaco conexo,
localmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo e f: X — Y uma
aplicacao. Sabemos da teoria de espacos de recobrlmento [Mas87, Teorema 5.1, p.156 e
Teorema 10.2, p.175] que existe um recobrimento q: Y — Y e um levantamento de f XY
de f através de ¢ tais que para todo x € X, a imagem do grupo fundamental 7T(Y, f( )
pelo homomorfismo induzido por ¢ é igual & imagem do grupo fundamental 7(X,z) pelo
homomorfismo induzido por f, isto é,

qA#W(EA/, f(x)) = fam(X,x), para todo x € X.

Além disso, f#: 7(X,x) — 7(Y, f(x)) ¢ um homomorfismo sobrejetor. As aplicacdes g e
obtidas dessa forma denominamos recobrimenteo de Hopf e levantamento de Hopf
para f. O recobrimento de Hopf ¢ para f é inico a menos de isomorfismo de espagos de reco-
brimento, e é o recobrimento de Hopf para toda aplicacao homotopica a f. O levantamento
de Hopf para f é tinico a menos de uma transformagio de recobrimento, ou seja, fixados
reXeyeqg(f(r)) existe um tnico levantamento f de f através de § tal que f( )=1.

Observagao 2.9. Até o final desta subse¢ao (Numero de Nielsen) e na proxima (Namero
de Reidemeister), X sera sempre um espaco conexo e localmente conexo por caminhos e Y’
um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo,
de modo que uma aplicagao f: X — Y admita recobrimento e levantamento de Hopf.

Podemos caracterizar a { f;}-relagio através do recobrimento e do levantamento de Hopf.
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Proposicao 2.10. Sejam X f: X — Y uma aplicagio e yo € Y. Sejam ainda q: Y 5 Y
e f: X — Y um recobrimento e um levantamento de Hopf para f, {f;: X — Y} uma
homotopia comegcando em f e {ﬁ X — Y} um levantamento de {f,} através de . Entao
uma raiz xo de f = fo em yo estd { fi}-relacionada com uma raiz 1 de f1 em yy se e somente

se ﬁ)(fb’o) = J?l(fb’l)-

Demonstracao. Suponhamos que x esta relacionada com x; e seja v um caminho relacionando-
as, isto é, um caminho de g a z; tal que o laco t — f;((¢)) é homotopico a yo. O caminho
{t —» ﬁ(v(t))}, em Y, é um levantamento de {t = fi(~(t))} através de g e portanto deve
ser homoto6pico a um caminho constante em Y e, em particular, deve ser um laco. Logo
folao) = fo3(0) = RO = Aile).

Reciprocamente, suponhamos que fy(z9) = fi(z1). Seja v um caminho em X de z( a ;.
Entao o caminho {t — ﬁ(v(t))} ¢ de fato um laco em Y com ponto base § = ]/‘;(xo) = ]/‘\1(901)
de modo que sua projecao 3, por ¢, em Y, é um laco baseado em y,. Assim

18] = G ([{t = fi(v(®)}]) € @Y, fo(zo)) = (fo)wm(X, zo).

Entao [ é homotopico a fj o vy para algum lago 79 em X com ponto base xy. Consideremos
H:1Ix1I—Y definida por

Lomo(l — 2 0<t<1/2
H(t,S) _ ft O’YO( ) se —= v = /
f(lft)s+2t71 O’)/(Qt - 1) se 1/2 S t S 1.

A aplicacao H estd bem definida e é continua pois as duas expressoes que a definem valem
fsj2(x0) parat =1/2 e s € L. Para todo s € I temos que

H(0,5) = fooo(l) = folwo) =yo e H(1,5)= fioy(1)= fi(z1) = vo.
Além disso, para todo ¢t € 1
— <t<
fo) = [fen(i=20, 0<t<1)
fzt_lofy(2t—1), 1/2<t§1

J(foey)TH2t), 0<t<1)/2
S\ Bet-1), 1/2<t<1

= (foov) 'B(t)

H(t 1)_ ftO/YO(l_Qt), OStSl/Q
T M fion(2t—1), 1/2<t<1

fiet(2t),  0<t<1)2
) fion(2t—1), 1/2<t<1

= frovo(1).

Com isso mostramos que os lacos (fo 0 v0) '8 e {t = fi(75 'v(t))} sdo homotopicos. Assim
Yo 'y ¢ um caminho em X de x4 a z; tal que

[{t = fi(vg " v))H = [(fo o) ' B] = [fove) '[B] = [yo)-
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Logo x( esta relacionada a x;. O

Observacao 2.11. Tomando a homotopia {f;} constante em f temos como consequéncia
imediata deste resultado que uma raiz ro de f em yo é equivalente a uma raiz z; de f em yq
se e somente se f(zg) = f(z1) e portanto as classes de Nielsen de f em yy sdo precisamente
os subconjuntos nao vazios de X da forma f_l(g//\) com 3§ € ¢ (y0). Uma outra consequéncia
desta proposigao é a seguinte. Dada uma homotopia {f;: X — Y}, a relagao entre as classes
de raizes de fy e as classes de raizes de f; induzida pela {f;}-relacao entre raizes de fy e
f1 € bitnivoca, isto é, uma classe de raizes de f; estd relacionada a no maximo uma classe
de raizes de f; e uma classe de raizes de f; tem no méaximo uma classe de raizes de fy a si
relacionada. Isto porque ag € fy*(yo)/N e a1 € f; (yo) /N estio relacionadas se e somente
se ]?0(040) = fl(al), ou de outra maneira, se e somente se g = J?O’l(g/j) eq) = ]?fl@) para o
mesmo J € ¢ (yo).

Também é possivel caracterizarmos as classes de raizes essencias de uma aplicagao através
de um seu levantamento de Hopf.

Corolario 2.12. Sejam f: X — Y uma aplicagdo, yo € Y, q: Y — Y o recobrimento
de Hopf para f e f: X — Y um levantamento de Hopf para f. Seja ainda § € q (yo).
FEntao ]?_1@) ¢ uma classe de raizes essencial se e somente se J?fl(g/j) € nao vazio para toda
homotopia {f;: X — Y} comecando em f.

A {f;}-relacao entre as classe de raizes de fy e fi se restringe a uma bijecao entre os
conjuntos das classes de raizes essenciais de fy e fi.

Com o que foi exposto até aqui podemos concluir que se f: X — Y é uma aplicac¢ao (pro-
pria) entre espagos topologicos entdo numero (proprio) de Nielsen NR(f,y0) (PNR(f,y0))
de f em yy & um limitante inferior para o niumero de raizes na classe de homotopia (propria)
de f e um invariante desta classe, ou seja, toda aplicagdao g: X — Y (propriamente) ho-
motopica a f tem pelo menos NR(f,v0) (PNR(f,v0)) raizes em yo e NR(g,v0) = NR(f, v0)
(PNR(g,y0) = PNR(f,y0)). Resumimos tudo isto no teorema a seguir.

Teorema 2.13. Sejam f: X — Y uma aplicacao e yo € Y. Entao
1. NR(f,y0) € um invariante homotdpico de f e NR(f,v0) < MR(f,vo);

2. se f € propria entao PNR(f,yo) € um invariante propriamente homotdpico de [ e
PNR(f7 yO) S MR<f7 yO);

3. se f € propria entao NR(f,y0) < PNR(f, o).

Observemos que quando o dominio da aplicagao f é compacto entdo NR(f, yo) = PNR(f, vo)-
No exemplo (2.50) mostraremos um caso onde vale a desigualdade estrita NR(f,yo) <
PNR(f,v0), e o proximo exemplo mostra um caso onde PNR(f, o) < MR(f, vo)-

Exemplo 2.14. Consideremos n > 1 e X o seguinte espaco
X ={(s1,--,8n11,t) €S" xI:8,,1=0o0ute{0,1}}.

Seja f: X — $" dada por f(s,t) = s para todo (s,t) € X. Notemos que f é uma aplicagao
propria. Como $” é simplesmente conexo, segue que f tem uma tnica classe de raizes em
(1,0,...,0) e, portanto, NR(f,y0) = PNR(f,v0) < 1.

Consideremos agora as aplicagoes ig,7;: 5" — X dadas, respectivamente, por

io(s) = (s5,0) e i(s)=(s,1).
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Entao f oig e f oi; sao a identidade em $". Se g: X — $" é uma aplicacao qualquer,
homotdpica a f, entao goig e got; sao homotopicas a identidade em $" e, portanto, existem
S, 81 € B tais que

goig(so) =(1,0,...,0) = goii(sy).
Logo ig(8o) e i1(s1) sdo duas raizes distintas de g no ponto (1,0,...,0). Deste modo temos
que MR(f,yo) > 2.

O namero (proprio) de Nielsen ndo é apenas um invariante homotopico. Em verdade é
um invariante topologico no seguinte sentido.

Teorema 2.15. Suponhamos que o diagrama

x—t-y

o

X/?Y/

seja comutativo, onde g e h sao homeomorfismos e f e [’ sao aplica¢oes (prdprias). Entao
g leva, bijetivamente, o conjunto das classes de raizes de f em yg € Y no conjunto das
classes de raizes de " em h(yo). Além disso, g(a)) € uma classe (propriamente) essencial de
[’ se, e somente se, a € uma classe (propriamente) essencial de f. Portanto NR(f,yo) =

NR(f", h(yo)) ( PNR(f,y0) = PNR(f", h(y0)) )-

Demonstracao. Sejam q: Y —Ye ]?: X — Y o recobrimento e um levantamento de Hopf
para f. Entao hoq e g~!o f sdo, respectivamente, o recobrimento e um levantamento de
Hopf para f’, onde g~! é a inversa de g. Para todo 5 € ¢"'(y) tem-se que

g(F7 @) = (@ H@) = (Fog H @),

e portanto, g leva uma classe de raizes de f em yo em uma tnica classe de raizes de f
em h(yp). Ainda mais, se {ht X — Y} ¢ o levantamento de uma homotopia (propria)
comegando em f, entdo {g~' o h X — Y} é o levantamento da homotopia (propria)
{g7 o foh: X' = Y’} comecando em f’. Substituindo fpor 1 na equacao 2.1 vemos que
g leva classe essencial em classe essencial. O mesmo procedimento se aplica a g~! invertendo
os sentidos de g e h. O

Teorema 2.16. Sejam f: X — Y uma aplicagao e yo € Y. Existe uma familia {U,
f~Yyo)/N} de abertos disjuntos de X tal que o C U, para toda classe de raizes o de f em

Yo-

Demonstracao. Sejam q: Y - Ye f: X — Y, respectivamente, o recobrimento e um
levantamento de Hopf para f. Entao yo admite uma vizinhanca distinguida aberta V' com
relacdo ao recobrimento ¢. Seja

T'v)= | v

€3 1 (yo)

onde § € V5 paracaday € ¢ '(yo). Vimos que as classes de raizes de f em y, sdo precisamente
0s conjuntos nao vazios da forma f~(7) com § € ¢ !(yo). Assim

{Fr ) 5€q ) e @) # 0]
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¢ uma familia com as propriedades do enunciado. O

Corolario 2.17. Sejam f: X — Y uma aplicagcio e yo € Y. Toda classe de raizes de f em
Yo € aberta e fechada em f~*(yo). Consequentemente, se f € prpria entio possui apenas um
numero finito de classes de raizes.

Demonstragao. Pelo teorema (2.16) se a &€ uma classe de raizes de f em yo entdo existe um
aberto U, tal que a = U, N f~!(yo). Logo a é aberto em f~1(yy). A classe a é fechada
em f~1(yo) pois f~1(yo) — @ é a unido das demais classes de raizes de f em 7y, que como
acabamos de ver é um aberto. Consequentemente se f é propria entao como Y é Hausdorff,
Yo ¢ um compacto em Y, e portanto, f~!(y) é compacto em X. A familia {U,} do teorema
(2.16) ¢ uma cobertura por abertos de f~!(yy). Logo admite uma subcobertura finita. Ou
seja, f possui um numero finito de classes de raizes. O

2.1.1 Numero de Reidemeister

Recordemos que se h: A — B é um homomorfismo de grupos ou médulos entao o conticleo
de h, ou cokernel de h, denotado por Coker(h), é, no caso de médulos, o modulo quociente
B/h(A) e no caso de grupos o grupo quociente B/h(A) desde que h(A) seja normal em
B. Vamos estender este conceito dizendo que o coniticleo, ou cokernel, de h é a estrutura
quociente B/h(A), mesmo sem a normalidade de h(A) no caso de grupos.

Sejam f: X — Y uma aplicagdo e yp € Y e consideremos q: Y — Y o recobrimento de
Hopf para f e f: X — Y um levantamento de Hopf para f. Vimos na observacao (2.11)
que existe uma bijecao entre o conjunto das classes de raizes de f em yo, f~1(yo)/N, e um
subconjunto da fibra g~ '(yo). Logo o conjunto f~*(y)/N das classes de raizes de f em y
est4 em correpondéncia bijetiva com um subconjunto da fibra (), para todo y € Y. Por
outro lado, sabemos que para cada € X a fibra g~!(f(x)) estd em bijegao com o conjunto
(Y, f(a:))/?j#w(}?, f(l’)) das classes laterais de qA#ﬂ(?, f(l’)) em 7(Y, f(z)). Como ¢ é o
recobrimento de Hopf para f, temos que a#ﬂ'(?, f(aj)) = fum(X,z). Portanto o conjunto
das classes de raizes de f em yg estd em correspondéncia biunivoca com um subconjunto
do Coker(fy) = m(Y,vy0)/f4m(X,x), onde € f~'(yp). O nimero de classes laterais em
Coker fy é entao um limitante superior do ntimero de classes de raizes de f em g, e, portanto,
um limitante superior para o numero de Nielsen de f em yo, NR(f,y). Se f & propria entdo
# Coker(fx) ¢ um limitante superior também para PNR(f, o).

Definicdo 2.18. Sejam f: X — Y umaaplicacioe z € X. As classes laterais em Coker(fy) =
7Y, f(z))/fem(X,z) chamamos classes de raizes de Reidemeister de f em x, onde
fam(X,2) = n(Y, f(x)) é o homomorfismo induzido por f nos grupos fundamentais. A car-
dinalidade de Coker(fy) chamamos ntimero de Reidemeister de f e o denotamos por
RR(f). Ou seja, RR(f) = # Coker(fy).

O cokernel de f, Coker(fx) = (Y, f(2))/fem(X, x), depende do ponto z, mas a sua car-
dinalidade nao, isto é, o niimero de elementos em Coker(fx) é o mesmo independentemente
do ponto z considerado. Por esta razao omitimos = em RR(f). Desta discusdo obtemos o
seguinte resultado.

Teorema 2.19. Sejam f: X — Y uma aplicag¢io (prépria) e yo € Y. Entao

1. o numero de Reidemeister de [ € igual ao nimero de folhas do recobrimento de Hopf
:Y =Y de f, isto é, RR(f) = #q ' (y) para todo y € Y;

2. a aplicagao f tem no mdzimo RR(f) classes de Nielsen de raizes; e
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3. NR(f,90) <RR(f) (PNR(f,40) < RR(f)).

Fizemos acima uma correspondéncia entre o conjunto das classes de raizes de Nielsen
da aplicagao f: X — Y e um subconjunto da fibra ¢~!(yo) e depois, uma correspondéncia
entre esta fibra e o conjunto das classes de Reidemeister de f. Vamos agora estabelecer uma
correspondéncia direta entre as classes de Nielsen e as classes de Reidemeister. Seja entao
f: X — Y uma aplicacao entre espagos topologicos e yo € Y e suponhamos que f~1(yg) é
nao vazio. Seja zy uma raiz de f em yo. Dada o € f~!(yy)/N uma classe de raizes de f
em 7y sejam r € « e v um caminho em X de x a xy. Entdao f o~y é um laco em Y com
ponto base yo de modo que [f o] é um elemento de 7(Y, o). Seja ¢(«) a classe lateral em
(Y, y0)/ fom(X,xo) que contém [f o], isto &, ¢(a) = [f o 7] fam(X, x¢). Mostremos que
¢(a) independe da escolha do ponto x € a. Se 2’ € « é outra raiz de f em yy entao, como
x e 2’ estdo na mesma classe de raizes, existe um caminho 8 em X de 2’ a x cuja imagem
por f é um lago em Y homotdpico ao laco constante em gy. Deste modo, 5y é um caminho
de 2’ a xy tal que

[f o (BN] = [f o BILf o] = [wollf o] = [f o]

Mostremos agora que ¢(«) independe do caminho 7. Se 4/ é outro caminho em X de = a
entao (7/)~1y é um lago em X baseado em z e, portanto,

[f oI f ol =[f o (V)" )] € fym(X, 2o).
Logo a aplicacao ¢: f~1(yo) /N — 7(Y,y0)/ fam(X, x0) dada por

¢(a) = [f o fym(X, 20),

onde v ¢ um caminho em X de uma raiz x € a a xg, estd bem definida. Mostremos que ¢
¢ injetora. Suponhamos entao que ¢(a) = ¢(a’) para duas classes de raizes de f em yq. Se
x € aex € a sao duas raizes de f em yg e, v e 4/ sdo caminhos de x a xg e de 2’ a x,
respectivamente, entao

[f o] fam(X,z0) = [f o Y] fym (X, o).

Logo existe laco § em X com ponto base z( tal que

[for]=1felfoBl=[fo(¥B)

e, portanto,
[fo(BIlf o)™ =[fo(VBy™)] = lwol.

Assim 7/f~y~! ¢ um caminho em X de 2’ a x cuja imagem por f é um lago homotopico ao
lago constante em 1. Portanto, o = o’ e ¢ é injetora.

Sempre que w(Y') for abeliano podemos usar os grupos de homologia em dimensao um
em vez dos grupos fundamentais para calcular o niimero de Reidemeister.

1

Teorema 2.20. Seja f: X — Y wma aplica¢io e suponhamos que w(Y,y) € abeliano para
algum (e portanto todo) y € Y. Entao RR(f) = # Coker(f1) onde f,: H1(X;Z) — H,(Y;7Z)
€ 0 homomorfismo induzido por f no primeiro grupo de homologia com coeficientes em 7.
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Demonstracao. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

(X, 2) 2 x(Y, f(x))

s | |

H(X;2) ——~ H\(Y; Z)

onde Hx e Hy sao os homomorfismos de Hurewicz para X e Y [Hu59, Proposi¢ao 4.2, p.147],
respectivamente, e fx é o homomorfismo induzido por f nos grupos fundamentais. Ambos
Hx e Hy sao sobrejetores e como 7(Y, f(z)) é abeliano este tltimo é também injetor e,
portanto, bijetor. Entao Hy induz uma bijecao entre os contcleos de f e f1. Com efeito,
seja j: Coker(fs) — Coker(f;) dada por

Jjlafan(X,2)) = Hy(a) f1H (Y Z),

para todo a € w(Y, f(z)). A sobrejetividade de j segue diretamente da sobrejetividade de Hy-.
Se a e a' sdo elementos de 7(Y, f(z)) tais que Hy (a) f1H1(X;Z) = Hy(d') fLH1(X;Z) entdo
existe b € H, (X, z) tal que Hy(a) = Hy(a') f1(b). Como Hx é sobrejetor existe ¢ € m(X, x)
tal que b = Hx(c). Portanto

Hy (a) = Hy(a') f1(b) = Hy(d') fr o Hx(c)
= Hy (a')Hy o fy(c) = Hy (d' f4(c)).

Da injetividade de Hy resulta que a = a’ f4(c). Entao afun(X,2) = o' fum(X, x), de modo
que j é injetora. ]

Como dissemos anteriormente, queremos um limitante inferior para o nimero de raizes
que seja calculavel. O proximo teorema expressa um meio de calcular o nimero de Nielsen
através do nimero de Reidemeister.

Teorema 2.21. Sejam Y um espaco topologico e yo € Y tais que para todo lago v em Y
com ponto base yy existe uma homotopia (propria) {h,: Y — Y} que come¢a na identidade,
termina em um homeomorfismo e tal que o caminho {hi(yo)} € homotdpico a ~. Entao
para toda aplicagcao (prépria) f: X — Y, ou NR(f,y0) = 0 ou NR(f,y0) = RR(f) (ou
PNR(f, yo) = 0 ou PNR(f, yo) = RR(f) .

Demonstra¢ao. Sejam f: X — Y uma aplicagao, : Y — Y o recobrimento de Hopf para f e
f: X — Y um levantamento de Hopf para f e suponhamos que NR(f, yo) # 0 (PNR(f, o) #
0). E suficiente mostrar que para todo 7 € ¢~ '(y) o conjunto ]?_1@) é uma classe de raizes
(propriamente) essencial de f em yy. Fixemos entdao 5 € g~ (yo).

Como NR(f, o) # 0 (PNR(f, yo) # 0) existe §o € ¢ *(yo) tal que () é uma classe
de raizes (propriamente) essencial de f em yg. Seja 7 um caminho em Y de i a 7. Entdo
v =¢qo7 éum lago em Y baseado em vy, e, por hipOtese, existe uma homotopia (propria)
{ht: Y — Y} que comega na identidade em Y, termina em um homeomorfismo e tal que o
caminho {h.(yo)} ¢ homotodpico a . Seja {/l;t: Y — }A/} um levantamento de {h;} comecando
na identidade em Y ({ﬁt} é propria). Como v e {hi(yo)} sdo homotdpicos, também o sdo
seus levantamentos 7 e {ﬁt@)} e, portanto, /i\zl@) = (1) = Yo. Agora {hy o f: X — Y}
¢ uma homotopia (propria) comecando em f e {h; o f: X — Y} um seu levantamento
comecando em f. Além disso, como f_l(g//\o) é uma classe de raizes (propriamente) essencial

de f em o, segue que (hy o )~ (7o) é ndo vazio. Seja entdo z € (hy o f)~ (Zo). Como hy &



24 TEORIA DE NIELSEN DE RAIZES 2.1

um homeomorfismo em Y, pois é um levantamento do homeomorfismo hy, ﬁl@) =7(1) =1
e hyo f(l’) = Yo temos que ]?(a:) = 7. Assim ]?_1@) é ndo vazio e, portanto, uma classe de
raizes de f em y.

Vejamos que [ (y) é essencial. Para tanto consideremos uma homotopia (propria)
{fi: X =Y} comegando em f. Seja {ft X — Y} o levantamento de {f;} comecando
em f Entao f1 Y(%o) ¢ uma classe de raizes (propriamente) essencial de f; em vy, pois
f HEK: para. f Repetindo o raciocinio do paragrafo anterior para f; no lugar de f,
concluimos que f1 1(%) é nido vazio, logo F 1(y) é (propriamente) essencial. O

O proximo teorema nos garante que as hipoteses do teorema anterior sao satisfeitas
sempre que o espaco Y for uma variedade conexa.

Teorema 2.22. Sejam Y uma variedade conexa, v um caminho em 'Y e N uma vizinhanca
de v(I). Entao existe uma isotopia {h;: Y — Y} comecando na identidade, que € a identi-
dade fora de N e tal que hy(v(0)) = ~(t) para todo t € 1.

Demonstracao. Inicialmente suponhamos que ~ esta contido em uma n-bola B C N e seja
¢: B" — B um homeomorfismo. Sejam ainda ¢ : intB"” — IR" o homeomorfismo que expande
o interior da bola B" radialmente, isto ¢, 1 e seu inverso ¥~! sdo dados, respectivamente,

Assim se v € R"™ e ug € OB™ entao lim, ., (1 (u) + v) = ug, pois

) +0) = e (ot o)

1

=TTl e+ (= o+ & llebo):

[sto nos garante que a homotopia {h;: ¥ — Y} definida por

JooypT oo y) +pod T ((t) = oo (7(0)), ye€intB
hi(y) = .
Y, y ¢ intB.

¢ continua. Além disso, hy é a identidade, h; é a identidade fora de N e hy(7(0)) = ().
Para uma v qualquer, segue da compacidade de v(I) que podemos dividi-la em uma
sequéncia ', - -+, 4™ de caminhos

E—1+t
m

v’“(t)zv( ),1§k§m,tel,

cada um dos quais esta contido no interior de uma n-bola. Para cada um desses caminhos 7*
construa a isotopia {h¥} como acima. A isotopia {h;} que procuramos é definida do seguinte
modo

b — hl. se0<t<1/m
LR o ol se (k—1)/m<t<k/me2<k<m.

Para k =2 e t = 1/m a segunda expressao acima vale

h21m-ni1 © hi = h} o hi =idy o hj = h}.
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Portanto {h;} est4 bem definida. Além disso, hg = h} = idy e {h;} é a identidade fora de
N pois cada uma das {hF} o é. Se 0 < ¢t < 1/m entdo hy(v(0)) = hl,(7(0)) = hl,(1(0)) =
yH(mt) = ~(t). Agora se t > 1/m entao

hy(7(0)) = hfmt—kﬂ © h]f_l O-- 'h% (7(0))
= h:mt—k—l—l © hlfil o 'h% (71<0))

= h:mt—k—l—l © hlfl(’ykil(o))

= hkmtfkﬂ(”Ykil(l))

= h];mtfqul(/yk(O))

= F(mt —k+1)

=7(t) 0

Dos teoremas (2.21) e (2.22) resulta imediatamente o seguinte.

Corolario 2.23. Sejam f: X — Y wuma aplica¢ao (propria) do espago X na variedade
conexa Y e yg € Y. Entao ou NR(f,y0) = 0 ou NR(f,y0) = RR(f) (ou PNR(f,y0) =0 ou

PNR(f, o) = RR(f))-

O resultado a seguir é consequéncia imediata do corolario (2.17) e do corolario acima.

Corolario 2.24. Sejam f: X — Y uma aplicacao propria do espago X na variedade coneza
Y tal que RR(f) = 00 e yo € Y. Entao PNR(f,yo) = NR(f,40) = 0.

Corolario 2.25. Seja f: X — Y uma aplicagao (propria) do espago X na variedade conexa
Y. Entao NR(f,y0) (PNR(f,v0)) independe do ponto yy € Y.

Demonstragao. Sejam yo, y; € Y e v um caminho de yy a y;. Pelo teorema (2.22) existe
uma isotopia {h;: Y — Y} comecando na identidade tal que hi(yo) = y1. Como NR(f, 1)
(PNR(f,v0)) &€ um invariante homotopico de f e {h;o f: X — Y} é uma homotopia propria
(pois é f & propria e {h;} é isotopia) comegando em f temos que NR(hy o f,y1) = NR(f, 11)
(PNR(hy o f,y1) = PNR(f,v1)). Por outro lado, segue do teorema (2.15) que

NR(h1 o f,y1) = NR(f, by 'y1) = NR(f, %)
(PNR(hy o f,y1) = PNR(f, hi 'y1) = NR(f, %))

Logo NR(f,90) = NR(f, 41) (PNR(f, %) = PNR(f, 1)). =

Os resultados dos corolarios (2.23), (2.24) e (2.25) acima nao permanecem verdadeiros,
em geral, se 0 espaco Y nao for uma variedade. Os exemplos (2.56) e (3.16) sao contra-
exemplos para o corolario (2.24). Ja os exemplos (2.57) e (2.58) sao contra-exemplos para o
corolario (2.25) que, conquanto ndo seja verdadeiro em geral, podemos usé-lo para obter uma
extensao de seu resultado para o caso em que Y nao for uma variedade. De fato, se yp € Y
admite uma vizinhanga localmente euclidiana £ C Y entao do corolario (2.25) resulta que
NR(f,y) = NR(f,yo) para todo y € E, de onde concluimos o seguinte resultado:

Teorema 2.26. Sejam f: X — Y uma aplica¢ao (propria) e E(Y) CY o subconjunto cons-
tituido dos pontos de’Y que admitem vizinhanga n-euclidiana. Entao NR(f,yo) (PNR(f,yo0))
é constante nas componentes conexas por caminhos de E(Y).

Os exemplos (2.57) e (2.58) ilustram o resultado acima.
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2.2 Indice de raizes

Um indice de raizes é uma fungdo definida em uma classe formada por pares (f, A),
onde f é uma aplicacao entre espacos topologicos e A é um subconjunto do dominio de f,
que, grosso modo, serve como um indicador da existéncia de raizes de f em A. Nesta secao
veremos a definicao de indice de raizes, algumas propriedades e procederemos a construgao
de alguns indices de raizes, e a um destes descreveremos em termos do grau local de uma
aplicacao.

2.2.1 Definicao e propriedades de indice

Definigao 2.27. Sejam X e Y espagos topologicos e yg € Y. Um par (f, A) é dito um par
admissivel para X, Y, yp se f: X — Y é uma funcao continua, A C X e A admite uma
vizinhanga fechada N tal que N — A nao contém raizes de f em y,. Nestas condicoes, se
f for uma aplicagao propria dizemos que o par (f, A) é propriamente admissivel para
X, Y, Yo-

Observacgao 2.28. Seja A C X aberto. Se (f, A) é um par admissivel N é como na definigao
acima entdo a fronteira de A ndo contém raizes de f, pois 04 = A — A C N — A. Recipro-
camente, se a fronteira de A ndo contém raizes de f entdo A é uma vizinhanca fechada de
A tal que A — A = 9A nio contém raizes de f, ou seja, (f, A) é um par admissivel

O teorema a seguir fornece-nos uma lista de exemplos de pares (propriamente) admissi-
veis.

Teorema 2.29. Sejam f: X — Y uma aplicacao e yg € Y. Entao:
1. (f,X) e (f,0) sao admissiveis;
se (f,A) e (f,B) sao admissiveis entao (f,AUB) e (f, AN B) sao admissiveis;
(f, fYwyo)) € admissivel;
se a € uma classe de raizes de f em yy entao (f, ) é admissivel;

-

se A C X € aberto e sua fronteira OA nao possui raizes de f em yo entao (f, A) é
admissivel.

Demonstragao. (1) Temos que X é uma vizinhanga fechada de X e X — X = () ndo possui
rafzes de f assim como () ¢ uma vizinhanca fechada de () e ) — @ = () nao possui raizes de f.

(2) Sejam N uma vizinhanca fechada de A tal que N — A nao contém raizes de f e M
uma vizinhanca de B tal que M — B nao contém raizes de f. Entao N UM é uma vizinhanca
fechada de AU B e N N M é uma vizihanga fechada de AN B. Tanto (N U M) — (AU B)
quanto (N N M) — (AN B) estao contidos em (N — A) U (M — B) e como este nao contém
raizes de f, aqueles também nao as contém.

(3) Temos que X é uma vizinhanga fechada de f~1(yo) e X — f~!(yo) ndo contém raizes
de f.

(4) Pelo teorema (2.16) existe um aberto U, C X tal que a C U, e U, — a nio possui
raizes de f.

(5) Temos que A é uma vizihanca fechada de A e A— A = 9A nio possui raizes de f. [

Obviamente que se f for propria cada um dos pares admissiveis acima é propriamente
admissivel.
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Teorema 2.30. Sejam X um espago topoldgico normal e (f, A) um par admissivel para
X, Y, yg. Entao o fecho de A admite uma vizinhan¢ca N tal que N — A nao contém raizes
de f em yy. Consequentemente a inclusio (N, N — A) C (X, X — A) € uma ezxcisdo.

Demonstra¢ao. Seja M uma vizinhanga fechada de A tal que M — A nao contém raizes de
f em yo. Entao M e (X — intM) N f~1(yo) sao dois fechados de X disjuntos. Como X é
normal existem abertos disjuntos N e N’ tais que M C N e (X —intM) N f~(yo) C N'.
Entao N é uma vizinhanca do fecho de A tal que N — A nao possui raizes de f em y,. 0O

Agora estamos aptos a definir indice de raizes.

Definigao 2.31. Sejam X e Y espacgos topologicos e yo € Y. Um indice (proprio) de
raizes para X, Y, yo € uma func¢do w do conjunto dos pares (propriamente) admissiveis para
X, Y, yg com valores em um grupo abeliano satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (Propriedade Aditiva) Se A C X e Ay, ..., A, sdo subcojuntos disjuntos de A tais que

(a) (f,A)e (f,4;), 1<i<n,sdo pares (propriamente) admissiveis,

(b) os conjuntos A;, 1 < i < n, contém todas as raizes de f que estdo em A, isto é,

(A=Uidi) N fHyo) =0,
entao w(f, A) = >, w(f, A).

2. (Propriedade Homotopica) Se {f;: X — Y} é uma homotopia (propria), A C X é
aberto e para todo t € I, (f;, A) é um par (propriamente) admissivel para X, Y, yo
entao w(fo, A) = w(f1, A).

Sejam f: X — Y uma aplicacao e yp € Y. Seja ainda w um indice de raizes para
X, Y, yo. Da propridade aditiva do indice, usando A = @ e A; = Ay, = 0, temos que
w(f,0) =w(f,0) +w(f,0) e portanto w(f, ) = 0. Suponhamos agora que (f, A) é um par
admissivel para X, Y, yo e que f nao tenha raizes em A. Novamente da propriedade aditiva
do indice, usando A; = (), temos que w(f, A) = w(f,?) = 0. Portanto se w(f, A) # 0 entdo
A contém alguma raiz de f em .

De agora em diante, vamos trabalhar somente com indices proprios de raizes. Mas ob-
servamos que o que se segue se aplica ao caso nao (necessariamente) proprio. O resultado a
seguir mostra que um indice de raizes assume o mesmo valor para classes de raizes homoto-
picamente relacionadas.

Teorema 2.32. Sejam X um espaco conexo e localmente conexo por caminhos, Y um espaco
conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo. Sejam ainda
{fi: X = Y} uma homotopia propria, yo € Y, w um indice préprio de raizes para X, Y, yo
e ap uma classe de raizes de fo em yo. Se ag estd {f;}-relacionada a uma classe de raizes
ay de f1 entio w(fo, ap) = w(f1,01). Caso contrario w(fy, ap) = 0.

Demonstra¢io. Sejam §: Y — e {ft: X — Y} um recobrimento e um levantamento de
Hopf, respectivamente, para {f;}. Notemos de imediato que a homotopia { ft} é propria
pois {f;} o & (corolario (1.7)). Sabemos que ap = f; '(fo) para algum §o € ¢ (o). Se g
estd relacionada a uma classe de raizes a; de f; entdo a; = f;*(9). Queremos mostrar que
w(fo, fo 1 (G0)) = w(f1, fi ' (io))- De Iser conexo segue que se w(fi, fi (o)) €, como funcio de
t, localmente constante entdo ¢ constante em I. Assim basta mostrarmos que w(/fs, £, (o))
é localmente constante como funcao de t.

O conjunto {(z,t) € X xI: fi(z) = yo} é compacto pois {f;} é propria (teorema (1.4)).
Logo sua proje¢io em X, C' = [,y fi ' (o), também é compacto.
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Fixemos t; € I. Como na demonstracao do teorema (2.16) existe uma familia {Uy : g €
G Y(yo)} de abertos disjuntos de X tal que ftgl(;&) C Uy para cada § € ¢ *(yo). Observemos
que fi, leva o conjunto compacto C' — Uy, no aberto Y — gjo. Se ao conjunto C(X,Y) das
funcoes continuas de X em Y for atribuida a topologia compacto-aberta entao a associacao
t — f, 6 uma funcdo continua de I em C(X, Y) [Hu59, Proposicao 9.4, p.75]. Além disso o
conjunto de todas as aplicacoes de X em Y que levam C' — Uy, em Y — ¢p ¢ um aberto em
C(X, Y) Deste modo, ¢, admite uma vizinhanca Jy € I tal que ft(C —Uy,) C Y — {o, para
todo t € Jy. Portanto
f (o) € Uy,, para todo t € J (2.33)

De modo semelhante temos que f, leva o compacto C'—Uj24, Uy no aberto Y —(G (o) —
§o) e assim ¢, admite uma vizinhanca J; € I tal que f,(C — Uy20,Us) C Y — (G Y(yo) — Do),
para todo ¢ € Ji, ou seja, para todo ¢t € J; temos que f[l((j_l(yo) — o) C Ug;ﬁgko- Mas
FeHa (o) = 90) = fH(a (wo)) — £ (%)
= (qo f)"'(yo) — £, ' (%)
= ft_l(yo) - ft_l(fgo)-
Portanto X
(o) — £ () C U Uy, para todo t € Jj. (2.34)
9790
Seja J = JoNJy. De (2.33) e (2.34) segue que para todo ¢t € J, a fronteira de Uy, nao possui
raizes de f;, isto &, OU;, N f; (o) = 0, para todo t € J. Entao (f;, Uy, ) é, paratodo t € J, um
par admissivel para X, Y, yo. Segue também de (2.33) e (2.34) que £, (o) = f; *(vo) N Uy,
para todo t € J, donde obtemos que f; ' (yo) N (Uy, — fi *(90)) = 0 para todo t € J. Dai pela
propriedade aditiva do indice temos que para todo t € J, w(fs, f; ' (90)) = w(fi, Ug,). Por
outro lado, como Uy, é aberto temos pela propriedade homotopica do indice que w(fi, Uy,)
¢ constante em J. Logo w(f:, f; *(9o)) é constante em J.
Agora se oy nao esta relacionada com nenhuma classe de raizes de f; entao, como ja

observamos, o esta relacionada com a classe de raizes vazia e, pelo que acabamos de de-
monstrar, w(fo, ag) = w(f1,0) = 0. O

Como consequéncia imediata temos o seguinte resultado.

Corolario 2.35. Sejam X um espaco conexo e localmente conexo por caminhos, Y um es-
pago conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo. Sejam
ainda f: X — Y wuma aplicagao propria, yo € Y, a uma classe de raizes de f em yg e w
um indice proprio de raizes para X, Y, yo. Entao w(f,a) # 0 implica que o é propriamente
essencial.

O proximo resultado permite-nos construir um indice de raizes definindo-o apenas para
uma conjunto particular de pares admissiveis em vez de todos os pares admissiveis.

Teorema 2.36. Sejam X e Y espacos topoldgicos e yg € Y. Seja ainda w uma fun¢ao
com valores em um grupo abeliano e cujo dominio € o conjunto dos pares propriamente
admissiveis (f, A) para X, Y, yo tais que A tem fecho compacto. Suponhamos que w satisfaz
0 sequinte:

1. Se A C X tem fecho compacto e Aq,..., A, sao subcojuntos disjuntos de A também
com fechos compactos em X tais que
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(a) (f,A) e(f,A),1<i<nmn, sao pares propriamente admissiveis,

(b) os conjuntos A;, 1 < i < n, contém todas as raizes de f que estao em A, isto é,

(A—=UAi) N f o) =0,

entao w(f, A) = w(f, A;).

2. Se {fi: X — Y} € uma homotopia propria, A C X ¢é aberto e tem fecho compacto,
e para todo t € I, (f;,A) € um par propriamente admissivel para X, Y, yo entao

w(fo, A) = w(f1, A).
Entao w admite uma unica extensao a um indice proprio de raizes para X, Y, yo.

Demonstracgdo. Seja (f, A) um par propriamente admissivel para X, Y, yo. Entao (f, f~!(yo)N
A) é propriamente admissivel. Como f é propria temos que f~'(yy) é compacto e assim
f~Yyo) N A tem fecho compacto, de modo que o par (f, f~(yo) N A estd no dominio de w.
Vamos definir uma fun¢do w’ no par (f, A) do seguinte modo

W'(f, A) = w(f, [ (yo) N A).

Se A tem fecho compacto entao w(f, A) esta definido e pela propriedade (1) acima, tomando
Ar = fHyo) N A, temos w(f, A) = w(f, f(yo) N A). Ou seja, se A tem fecho compacto
entdo w'(f, A) = w(f, A) de sorte que w’ é, de fato, uma extensao de w.

Verifiquemos que w’ é um indice proprio de raizes para X, Y, yy. Sejam A C X e
Ay, ..., A, subconjuntos disjuntos de A tais que (f, A) e (f, A1),...,(f, An) sdo pares pro-
priamente admissiveis e tais que f~1(yo)N(A—U;A;) = 0. Entao f~'(yo) tem fecho compacto
e [~ yo) N Aq, ..., f"Y(yo) N A, sao subconjuntos disjuntos de f~!(yo) N A. Além disso

(f o) N A) — U (f " wo) N A:) = fHwo) N A — f (o) N (Ui 4y)
= _1(y0) N (A — UzAz)
= yo) N0 =0,

de onde concluimos que

F o) N [ (M wo) 0 A) = (F (o) N As) ] = 0.

i

Logo
W (f,A) = w(f, F o) NA) =D w(f, f (o) N A) Zw 1, As)
Isto é, ' satisfaz a propriedade aditiva de indice.

Suponhamos agora que {f;: X — Y} é uma homotopia propria, A C X é um aberto e que
(fi, A) é propriamente admissivel para todo ¢ € I. Seja V' uma vizinhanca aberta de yo com
fecho compacto e consideremos U = J,; fi (V). Paratodo t € I, U é uma vizinhanga aberta
de f, ' (yo) seguindo dai que f; *(1o)NU = () de modo que (f;, U), e por conseguinte (fi, UNA)
sdo propriamente admissiveis para todo ¢ € I. Como U = U,; f (V) C User fi 1 (V), temos,
pelo teorema (1.4) que U tem fecho compacto e portanto UNA também tem fecho compacto.
Assim w(f;, U N A) esta definido para todo ¢ € I. Temos ainda que f, '(yo)) NACUNAe
(UNA)—(f; *(yo)NA) ndo possui raizes de f; para todo t € I e como w satisfaz a propriedade
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(1) do enunciado resulta que w(f;, U N A) = w(fy, f;i (yo) N A) para todo t € I. Entdo

w'(fo, A) = w(fo, fo (o) N A)
(fo,UNA)

)
(

i, UNA

f17 f;1<y0) N A)
,(flv A) :
Portanto w’ satisfaz a propriedade homotopica de indice. Concluimos assim que w’ &, de fato,
um indice proprio de raizes para X, Y, yo. Resta mostrarmos que é a tinica extensao possivel

de w. Mas isto segue da propriedade aditiva de indice, pois se w” for um indice préprio de
raizes qualquer que é uma extensao de w entdo dado um par admissivel (f, A) temos que

WI(f, A) =W (f, [T o) N A) = w(f, [ (o) N A) = W'(f, A).

w
w
w
w
W

A primeira igualdade segue da propriedade aditiva de w”, a segunda do fato de w” ser uma
extensao de w (pois f~(yo) N A tem fecho compacto) e a terceira da definigao de . O

2.2.2 O indice homolégico

Nosso objetivo agora é construir um indice proprio de raizes. Iniciamos com uma cons-
trucao simples para detectar a existéncia de raizes. Sejam f: X — Y uma aplicagao propria
entre espacos topologicos e yg € Y. A aplicagao composta

XLy cmy -y
induz em homologia o0 homomorfismo
H.(X) 5 H(Y) 5 HAY,Y - o).

Suponhamos que f nao tenha raizes em yy. Entao podemos restringir o contradominio de
f e, assim, obter uma aplicacao f: X — Y — yy. Podemos entao reescrever a composicao
acima como

_ ; i
Xi>Y—y0C(Y—yo,Y—yO)C(Y,Y—yO).

Isto significa que o homomorfismo j, o f, = k, o j, o f, pode ser fatorado através do grupo
H.(Y —yo,Y —yo) = 0 donde se conclui que j, o f. = 0. Deste modo, se j. o f. # 0 entao f
(e portanto toda aplicagdo homotopica a f) tem pelo menos uma raiz em yo. Assim somos
levados a usar o homomorfismo j, o f, como um indicador algébrico de quando é possivel
deformar f através de homotopia de modo a torna-la livre de raizes.

A fim de construirmos um indice, vamos localizar a construgao acima: seja (f, A) um par
propriamente admissivel para X, Y, yy e N uma vizinhanca fechada de A tal que N — A nao
contém raizes de f em yy. Entao f define uma aplicagao

fi(NJN—=A) = (Y)Y —yo).

Se A ndo contém raizes de f em y, entdo podemos fatorar f através de (Y —yo, Y — o) cuja
homologia ¢ trivial. Entao se A nao contém raizes de f em yy 0 homomorfismo induzido por

f
Foi HAN,N — A) = H,(Y,Y — )
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& trivial. Podemos entdo usar f, como um indicador algébrico da existéncia de raizes de
f em yo. Embora f, seja um elemento do grupo de homomorfismos de H,(N,N — A) em
H,(Y,Y — yp), tal grupo depende do conjunto A e por isso f, ndo pode ser um indice de
raizes para X, Y, yo, pois um indice deve depender apenas de X, Y, yo.

Se o0 espaco X é normal entao uma solucao para o problema acima é considerarmos o
seguinte diagrama

XEXX-ASWNN-AL v,y -y

onde N é uma vizinhanga do fecho de A como garantido pelo teorema (2.30) e, neste caso, e é
uma excisao que, portanto, induz isomorfismo em homologia. Temos assim o homomorfismo

feoetoiu: Ho(X) — H (Y)Y —yp).

Deste modo, para X normal, definimos uma funcao I,, do conjunto dos pares propriamente
admissiveis (f, A) para X, Y, yo com valores no grupo de homomorfismos de H,.(X) em
H.(Y,Y — o), por

L(f,A) = feoe o (2.37)

Logo adiante mostraremos que I, é, de fato, um indice préprio de raizes para X, Y, yg, 0o
qual denominamos por indice homolégico de raizes. Quando quisermos destacar o grupo
G dos coeficientes em que se considera a homologia escreveremos L. (f, A; G). A restricio de
I.(f, A) ao enésimo grupo de homologia denotamos I,,: H,(X;G) — H,(Y,Y — yo; G).

Vejamos que a construcao de I.(f, A) independe da escolha do conjunto N e que I,
satisfaz as propriedades aditiva e homotopica de indice proprio de raizes.

Independéncia de N

Para provarmos a independéncia de N consideremos N’ outra vizinhanga do fecho de A
tal que N’ — A nao contém raizes de f em yo. Entdao N = NUN’ também é uma vizinhanca
do fecho de A com N” — A livre de raizes de f em yo. Consideremos o seguinte diagrama
comutativo

Xt (X, X — A)

EN En/
en

(N, N — A) 2% (N7 N7 — A) 2 (N7 N7 — A)
\ lf// f,
(Y7 Y — ?/0)

onde f, f" e f” sao definidas por f e as demais aplicagoes sao inclusoes. Assim em homologia
temos

feoen, = (flojndoey, = flo(inoey) = floey,
froen, = (fl ojnn)oenn, = f o (jnn 0 eyr,) = fl o e,
Logo f.oeyl oi, = floeyr, oi. e portanto L.(f, A) independe da escolha de N.
Propriedade aditiva

Vamos agora mostrar que I.(f, A) satisfaz a propriedade aditiva de indice proprio de
raizes, ou seja, vamos mostrar que se Aq,..., A,, C A sdo subconjuntos disjuntos de A tais
que

(a) (f,A)e (f, A, 1 << msao pares propriamente admissiveis, e
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(b) [ yo) N (A —UpAg) =0,

entdo I.(f,UeAs) = >, I.(f, As). Para tanto, seja N uma vizinhanga do fecho de A, com
N — A livre de raizes de f em y,. Entao N é uma vizinhanca do fecho de U,A, e N — U, A,
nao contém raizes de f em yy. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

/{ . K)\
(X, X — A)S ! (X, X — UiA)
(N,]e\f — A)C i (N,N e,UZAZ)
(V.Y — o)

de onde concluimos que I.(f, A) = L.(f,UeiAey). Para obtermos nosso resultado vamos
mostrar que L.(f,UeA,) = >, L.(f, As). Para cada 1 < ¢ < m, seja N, uma vizinhanca do
fecho de A, tal que N,— A, nao contém raizes de f. Como estamos supondo X normal, vamos
tomar as vizinhangas N, 1 < ¢ < m, disjuntas entre si. Temos assim o seguinte diagrama

comutativo
D, H (X, X — Ay) Ol (X, X — UA;)
eBm)*T T
@D, H.(Ny, Ny — Delte)- H,(UpN,, UgN; — UgAy)
x
(Y)Y —yo)

onde f e f; sdo, respectivamente, os homomorfismos induzidos pelas aplicacoes f: (Up Ny, Ug Ny —
UeAy) = (Y,Y —wo) e for (Ny, Ne—Ay) — (Y, Y —1) (ambas definidas por f) e os demais sdo
induzidos pelas respectivas inclusées. Temos que @, (k¢). é um isomorfismo [ES52, Teorema
13.2, p. 33| e, pela comutatividade do diagrama, segue que €,(j). também o é. Dai

@(ez)* = (@(ﬂ)*) oeo (@(k‘z)*)

1 12 1
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de onde obtemos e;' = (P, (ke)) o (B,(ee):*) o (D,(je)-). De modo que
fioetoi,=f.o @ o @ @(ﬂ) ) 01,
= (Pfe)) o (EB(@@) o (@(u) )

Logo L.(f,UrAe) = >, L([. Ao).
Propriedade homotoépica

Agora vamos mostrar que I,(f, A) satisfaz a propriedade homotopica de indice proprio,
ou seja, vamos mostrar que se A é um abertoe {f;: X — Y} é uma homotopia propria tal que
(ft, A) é propriamente admissivel para todo t € I entao L.(fo, A) = L.(f1, A). Sejam entdao A
e {f;} nestas condigbes. Como para todo t € I o par (f;, A) é propriamente admissivel segue
que para todot € Ie paratodox € JA, fi(x) € Y —yo. Logo para cada (x,t) € 0AxI existem
vizinhancas abertas U de x e V,* de t tais que fy(2') € Y —y para todo (2, t") € UF x V*.
Para cada z € 0A, a colegdo {V;* : t € I} é uma cobertura de I por abertos e portanto admite
uma subcobertura finita {V;f,...,V;Z } de modo que podemos definir U® = ﬂ;i(lx)U;’;.
Consideremos agora U = AU (J,c9aU"). Entdo U é uma vizinhanga do fecho de A tal
que f~1(yo) N (U — A) = @) para todo t € I. Como X é normal, U contém uma vizinhanga
N do fecho de A (com f,(yo) N (N — A) = 0). Além disso {f;} define uma homotopia
{fi: (N,N —A) = (Y,Y —yo)}. Portanto (fo)s = (f1)«: H{(N,N — A) - H.(Y,Y — yo)
e a inclusdo e: (N, N — A) — (X, X — A) é uma excisdo. Considerando a inclusdo i: X —
(X, X — A) temos que

(]FO)* © 6*_1 oiy = (f1)s0 6*_1 O Ty.
Logo IL(fo, A) = L(f1, A).

Desta feita, mostramos que I, é, com efeito, um indice proprio de raizes para X, Y, yo
como haviamos prometido.

Observacgao 2.38. Quando A = X deve ocorrer N = X e entao
L(f,X)=jso fu: Hy(X)— H, (Y)Y — 1)

de modo que I, é, com efeito, uma localizacao do indicador algébrico para existéncia de
raizes com o qual iniciamos esta discusao.

Teorema 2.39. Sejam X um espago normal conexo e localmente conexo por caminhos, Y
uma variedade conexa e f: X — 'Y uma aplicagio propria. Considerando a homologia com
coeficientes inteiros ou inteiros modulo dois, o indice homoldgico € o mesmo, a menos de
sinal, para todas as classes de raizes de f em yg € Y, isto €, se a e o sao duas classes de

raizes de f em yo entao L.(f, o) = £L(f, ).

Demonstra¢ao. Sejam q: Y — Y o recobrimento de Hopf para f, f: X — Y um levanta-
mento de Hopf para f e 71,7> € ¢ '(yo) dois pontos na fibra de y. Pela observagio (2.11) é
suficiente mostramos que

LU @) = 2L F 7 (@2)-

Seja ¥ um caminho em Y de U1 a Ys. A projecao de ¥ em Y, v = go 7, é um laco em
yo- Pelo teorema (2.22) existe uma isotopia {h;: Y — Y} comegando na identidade em Y
tal que hy(yo) = ~y(t) para todo t € I. Seja {h;: Y — Y} um levantamento de {h;} a uma
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no ponto ¥, e, portanto, é 7. Em partlcular h1 (yl) =

)
L(f, FY@)) = Llhoo f, [ (@) = L(hio f, F 1 (@h)).

Resta mostrarmos que I, (hjo f, ffl(ﬁl)) +1.(f, F Y(71)). Seja N uma vizinhanca fechada

de f~1(71) tal que N — f~1(7;) niio contém raizes de f em yo. Temos entdo a seguinte
sequéncia de aplicacoes

isotopia comegando na identidade em Y . Entéao {ht( 1)} € um levantamento de 7 comegando
2)

g,\ASImf (@) = (hoo J) ™ (@) esta

{h; o f}-relacionada a (hy o f)~L(%) = F~1(h{ (7 f7X(m1). Pelo teorema (2.32)

XEXX-F'G)S NN F'G) L vy — ) B (Y - )

onde f é definida por f, h; é o homeomorfismo definido por h; e a inclusao e é uma excisao.
Entao

LU JH@) = feoe oiv e L(hyo f, f7H(5) = (). o fuo e 0.

Logo R - R
L(hyo f, (1) = (ha)s o L(f, ' (70)), (2.40)

onde (hy). é um isomorfismo. Como Y é n-euclidiano em yq temos, por excisao,

G sep=n,

HP(Y’Y_yo;G): {O sep#mn

Agora se G é o grupo dos inteiros ou dos inteiros mdédulo dois, entao os tinicos isomorfismos
de H,(Y,Y — yo; G) em si mesmo sdo a identidade ou menos a identidade e portanto

I.(hio f, f_l@l)) =+L(f, J/C\_l(?jl))- O

Veremos no exemplo (2.48) uma ilustracdo do teorema acima. Este exemplo também
ilustra o fato de que o indice de raizes nao detecta, globalmente, a existéncia de raizes.
Ou seja, pode ocorrer de uma certa aplicacao ter classes de raizes cujos indices sao nao
nulos, mas que se cancelem de modo a tornar nulo o indice do espaco todo. Este tipo de
situacao, no entanto, nao ocorre se, nas hipoteses de teorema acima, Y for uma variedade
compacta orientavel. Com efeito, neste caso, como a inclusdao j: Y C (V.Y — yo) induz
em homologia um homomorfismo sobrejetor e o homeomorfismo h;: ¥ — Y obtido na
demonstracao do teorema é homotopico a identidade em Y e, portanto, seu homomorfismo
induzido (hy).: H.(Y) — H.(Y) é a identidade em H,.(Y), temos o seguinte diagrama
comutativo

H,(Y) L~ H(Y,Y — o)

| o

H.(Y) —= H.(Y,Y = o).

Entao (hy). é a identidade em H,(Y,Y —yq) e da equacio (2.40) concluimos que todas classes
de raizes possuem o mesmo indice. Enunciamos este fato no corolério a seguir.

Corolario 2.41. Sejam X um espago normal conezxo e localmente conexo por caminhos, Y
uma variedade compacta, conexa e orientdvel e f: X — Y uma aplicagao propria. Conside-
rando a homologia com coeficientes inteiros ou inteiros mdodulo dois, o indice homoldgico é
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0o mesmo para todas as classes de raizes de f em yq.

2.2.3 O indice inteiro

Em algumas situacoes, podemos usar o indice homologico para definir outros indices.
Por exemplo, suponhamos que X seja uma n-variedade conexa, compacta e orientavel, Y
um espago localmente n-euclidiano em yy € Y e seja (f, A) um par propriamente admissivel
para X, Y, yo. Neste caso, ambos os grupos H,(X;7) e H,(Y,Y —yo; 7Z) sdo ciclicos infinitos.
Assim se p € H,(X;7Z) e ve H,(Y,Y — yo; Z) sao geradores entdo a equagao

L(f, A Z)u = N[, A)v, (2.42)

define uma funcao A do conjunto dos pares propriamente admissiveis para X, Y, yo com
valores no grupo abeliano dos nimeros inteiros Z. Ainda mais, \ satisfaz as propriedades
aditiva e homotopica de indice, pois I, as satisfaz, sendo portanto um indice de raizes para
X, Y, yo. No caso do espaco Y também ser uma n-variedade compacta, conexa e orientavel
entdo H,(Y;Z) também ¢é ciclico infinito e a inclusdo j: Y C (Y,Y — yo) induz isomorfismo
na n-ésima dimensao homologica. Escolhendo v/ = j !(v) como gerador de H,(Y) temos
que o grau de Brouwer de f, gri(f) satisfaz f,(n) = grg(f)v/, logo

Jn o fu(i) = jn(grs(f)V) = grs(f)in(v) = grs(f)v.

Da equagao (2.42) e da observacao (2.38) resulta que j, o f,(u) = I.(f, X)u = A f, X)v.
Portanto A(f, X) = gr(f).

Observacao 2.43. Em verdade, para definir o indice A\, nao é necessério supor que o espago
X seja uma variedade conexa, compacta e orientavel. Basta supor que H,(X;Z) seja ciclico
infinito.

Usando o teorema (2.36) e a nogao de classe fundamental de um compacto, vamos es-
tender a construcao do indice A\ para o caso em que X é uma variedade orientavel qualquer.

Suponhamos entao que X seja uma n-variedade orientavel e Y um espago localmente
n-euclidiano em yy € Y. Sejam sy: X — X uma orientacdo de X e v € H,(Y,Y — yo;7Z)
uma orientagao local de Y em . Dado um par (f, A) propriamente admissivel para X, Y, yo
tendo A fecho compacto, sejam N C X uma vizinhanca do fecho de A tal que N — A nao
contém raizes de f em yo e K C X um compacto contendo A. Seja ainda o € H,(X, X —K)
a classe fundamental de X em K relativamente & orientagao sx e consideremos o seguinte
diagrama

(XX ~K) & (X, X~ A) S (NN = A) 5 (V)Y —y)

onde i e e sdo inclusoes e f’ é aplicagdo definida por f. Pelo teorema (2.30), e é uma
excisao e portanto induz isomorfismo em todas as dimensoes de homologia. Temos entao o
homomorfismo f, o et oign: H,(X, X — K;Z) — H,(Y,Y — yo;Z). Definamos o inteiro
A(f, A) por

frnoetoign(ox) = A(f, A)v.

Para mostrar que a construcao acima define um indice de raizes para X, Y, yo precisamos
mostrar que A(f, A) independe da escolha dos conjuntos N e K, e satisfaz as propriedades
aditiva e homotopica de indice desde que, é claro, os conjuntos considerados tenham fecho
compacto. A demonstracao de que A(f, A) independe de N e satisfaz as propriedades de
indice sao semelhantes aquelas feitas para o indice I, e por isso as omitimos. Mostremos
entdo que A(f, A) independe do conjunto K.
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Seja K’ C X um outro compacto contento A. Entao K N K’ também é um compacto
contendo A e temos o seguinte diagrama comutativo de inclusoes:

(X, X — K)

W T

(X, X — (K NK)™SX (X, X — A)

o .
(37

(X, X — K')

Assumindo por um instante que jx,(0x) = 0xng' = jrm(0k’) temos da comutatividade do
digrama que
ikn(0K) = tknkm(0KknK’) = tkm(0K7), (2.44)

e portanto
f/@ o) 6;1 e} ikn(OK) = fr/z @) 6;1 e} iK/n(OK/)

de modo que A(f, A) é independente do compacto K escolhido. Para mostrarmos as igual-
dades em (2.44) consideremos, para cada x € K N K’, o seguinte diagrama de inclusoes
comutativo

(X, X — K)

W T

(X, X — (KN KNS (X, X — ).

jK,T 4
Lyt

(X, X — K

Assim, para todo z € K N K’ temos da definicao de classe fundamental de um compacto
que ixnim © Jrn(0K) = tkn(0K) = sx(T) € ixnkm © Jxm(05) = ikm(0)) = sx(x) de onde
resulta as igualdades em (2.44).

Desta forma A é uma funcao com valores no grupo abeliano dos ntiimeros inteiros Z cujo
dominio é o conjunto dos pares propriamente admissiveis (f, A) para X, Y, yo tais que A
tem fecho compacto e que satisfaz:

1. Se A C X tem fecho compacto e Aq,..., A, sao subcojuntos disjuntos de A também
com fechos compactos em X tais que

(a) (f,A)e (f,4;), 1 <i<n,sao pares propriamente admissiveis,
(b) os conjuntos A;, 1 < i < n, contém todas as raizes de f que estdao em A, isto é,
(A —=Uid) N f~Hyo) = 0,
entao )‘(fa A) = Zz )‘(.fa Az)

2. Se {fi: X — Y} & uma homotopia propria, A C X é aberto e tem fecho compacto,
e para todo t € I, (f;, A) é um par propriamente admissivel para X, Y, yo entao

Afo, A) = A1, A).

Pelo teorema (2.36) A admite uma tinica extensao a um indice proprio de raizes para X, Y, yo
com valores em Z. A esta extensao chamamos indice inteiro de raizes e a denotamos,
também, por .
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Observacgao 2.45. Quando X é uma n-variedade compacta, tomamos K = X na discusao
acima. Neste caso, o homomorfismo

fnoetoign: Hy(X, X — K;Z) — H,(Y,Y —y; 7Z)

é 0 homomorfismo

I.(f,A) = fnoe;1 oi,: Hy(X;7Z) = H,(Y,Y —yo; Z)

da definigao do indice homologico (2.37). Se, além disso, X for conexa, entdo oy é um gerador
de H,(X;Z) de modo que o indice inteiro é o indice definido por (2.42).

Vejamos como o indice inteiro se relaciona com o grau local de uma aplicagao. Se X é
uma n-variedade orientavel, Y é um espaco localmente n-euclidianoem yp € Ye f: X - Y
¢ uma aplicagao propria entao o par (f, f~*(yo)) é propriamente admissivel. Na defini¢ao do
indice inteiro A(f, f~(yo)), tomando o compacto K como sendo o proprio f~1(y) temos o
seguinte diagrama comutativo

(N, N — [ (3o)) —> (Y, Y — )
|
<X7X - f_l(yO))

onde f e f’sao induzidas por f e e é uma excisao. Assim se v é uma orientagao local de Y
em 7, entao

AT o))y = fo o e (0p-100)) = Jr(0-1000)) = 81, (F)V-

Ou seja, A(f, f~(yo)) = gr,, (f). Por outro lado, da aditividade do indice temos que A(f, f~*(y0))

A(f, X). Logo A(f, X) = gr,,(f). Deste fato e da proposicao (1.27) obtemos o seguinte re-
sultado:

Teorema 2.46. Seja f: X — Y wuma aplicacao propria entre variedades orientdveis de
mesma dimensio com Y conexa. Entao A\(f, X) = gr(f).

2.2.4 O indice inteiro como grau local

Veremos agora uma descri¢cao do indice inteiro em termos do grau local de uma aplicacao.
Sejam X uma n-variedade orientével e Y um espaco localmente n-euclidiano em y, € Y.
Sejam também sx: X — X uma orientagdo de X e v € H,(Y,Y — yy) uma orientagio
local de Y em yq e consideremos A o indice inteiro de raizes para X, Y, yo construido acima.
Sejam ainda F C Y uma vizinhanca n-euclidiana de yg e sg: £ — E a orientacao de F
tal que j,(sg(yo)) = v, onde j, é a induzida no n-ésimo grupo de homologia da inclusdo
Jj: (B, E—yy) — (Y, Y —yo). Se (f, A) é um par propriamente admissivel para X, Y, yo entao
(f, fYyo)NA) também o é, e portanto f~'(y9)NA admite uma vizinhanga fechada C tal que
C—(f""(yo)NA) nao contém raizes de f em yy. Consideremos o aberto U = intCN f~!(int E).
Entao:

1) f~Yyo)NACU, pois fH(yo) NAC f~Yyo) C fHintE);
2) f(U) C E, pois U =intC' N f~!(intE) C f~'(intE); e
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3) U — (f~'(yo) N A) ndo possui raizes de f em 1, pois é igual a
(intC' — (f~(yo) N A)) N (f 7 (intE) — (f (o) N A)).

Seja sy: U — U a restricao de sy a U.

Teorema 2.47. Com as notacoes acima e relativamente as orientagoes sy € sg vale que

A<f7 A) = gry()(fUE)u
onde fup: U — E € definida por f.

Demonstragio. Da aditividade do indice temos que A(f, A) = A(f, [~ (yo) N A). Além disso
o) N A = fi5(yo). De sorte que ¢ suficiente mostramos que A(f, fi5(vo)) = gry, (fur)-

Temos que f~'(yo) é compacto em X pois f é propria; e como (f, A) é um par admissivel
para X, Y, yo temos também que f~(yo) N A = f~1(yo) N A e este & um fechado em X (e
portanto fechado no compacto f~1(y)). Logo fin(vo) = f~'(y0) N A é um compacto em
X. Assim para calcular \(f, f;5(yo)) vamos considerar, na defini¢io de A\, K = f;5(yo) e
N = U. Consideremos também o diagrama comutativo

(X, X — fih(y0)) <=0, U — fih(wo) —= (V.Y — o)

)

(U, U = frb(yo)) — (B, E — yo)

e ]

onde f, fug e fur sdo definidas por f e as demais funcoes sao inclusoes. Da definicao do
indice inteiro de raizes temos que

Fu© €2 (051 oy (X)) = AS. firbwo)

onde o, 1o (X) € a classe fundamental de X em for(yo). Por outro lado, da definigio do
grau de fUE em Yo temos que

fUEn(Of[;]{:(yo) (U)) = (ery,(fur))se(yo),

onde (?fﬁé(yO)(U>~é a classe fundamental de U em f;;(y). Aplicando j, em ambos os lados
da ultima equacao resulta

Jn © fumn(0-1 0y (U) = (81, (fur))in © s5(y0) = (g1, (for))v,

mas jp o JEUEn<0f,} (o) ( ) = f( o5 o) (U)) e portanto J?n(of[;};(yo)(U» = (gryo(fUE))V'
Resta mostrar que o1 wo)(U) = ( 1y o)(X)). Para tanto, seja x € for(vo) e considere-
mos o diagrama comutatlvo de 1nclus0es

(X, X — fop(w0) =—(U.U - frz(y0))

iz ka

(X, X —2)~—7—>(U,U —7)
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Entao
Uam, O en(of,jé(yo)(U)) = €, O km(ofg}g(yo)(U)) = €., 0 sy(T) = sx(x).

Da defini¢io de classe fundamental 0,1, segue que e,(0p=1, (U)) = 041, (X) e por-
_ 1
tanto 0,1, (U) = e, (04=1 ) (X)). O

n

2.2.5 O indice inteiro modulo dois

Na construcao do indice inteiro de raizes consideramos X uma variedade orientavel e
homologia com coeficientes inteiros. Contudo estamos interessados no caso em que X é uma
variedade nao necessariamente orientavel. Nestes casos podemos considerar homologia com
coeficientes em Zs. Assim podemos, de maneira analoga ao caso inteiro, definir um indice de
raizes tomando valores em Z,. Tal definicao pode ser feita independente da orientabilidade
de X. Além disso nao precisamos preocupar-nos com escolha de orientacao uma vez que os
grupos locais H, (X, X —x; Zs) tém geradores tinicos. O indice proprio de raizes para X, Y, yo
com valores em Z, obtido serd chamado indice inteiro médulo dois e serd denotado por
Aa. O teorema (2.47) tem seu paralelo para Ay e, neste caso, o grau local é, como deve ser,
definido em termos de homologia com coeficientes em Z,.

2.3 Alguns exemplos

Vamos fazer uma pausa no desenvolvimento da teoria para ilustrar o que foi feito até
agora através de alguns exemplos. Iniciamos com um exemplo que ilustra o fato de um indice
de raizes, em geral, nao indicar, globalmente, a existéncia de raizes.

Exemplo 2.48. Consideremos a esfera $% como a esfera unitaria em R? e o plano proje-
tivo P? como $2 com os pontos antipodas identificados. Seja f: $? — P? a identificacio.
Denotemos por P, = (0,0,1) e P, = (0,0, —1) os polos norte e sul de $?, respectivamente,

e consideremos p = {P,, P;} = f({P,, P;}) € P2 Entdo f tem como tnicas raizes em p
os polos norte e sul, P, e P,. A imagem, por f, de qualquer caminho em $? unindo os
polos norte e sul é um laco em P? baseado em p cuja classe de homotopia é um gerador do
grupo fundamental de P?, (P2, p). Logo as duas tnicas raizes de f em p nao podem ser
equivalentes e, portanto, f possui exatamente duas classes de raizes em p: {P,} e {F;}.

Sejam N uma vizinhanca fechada do polo norte toda contida no hemisfério norte, f: (N, N—

P,) = (f(N), f(N) — p) a aplicagao definida por f e consideremos o diagrama

§2 (82,87 — P,) 5 (NN — P) 5 (F(N), f(N) = p) & (P2, P? — p).

As inclusoes e e € sao excisoes e f é um homeomorfismo de modo que todas as trés induzem
isomorfismo em homologia. A inclusao ¢ induz isomorfismo na homologia de dimensao dois.
Observemos que f = e o f é a aplicacao definida por f que usamos na construcao de I,.
Entao

L(f,{P.};7) = &0 faoey' o

é um isomorfismo de Hy(%?%;7Z) em Ho(P? P?—p;7Z) e, portanto, { P,} é uma classe de raizes
essencial de f em p.
Do teorema (2.39) resulta que

L(f AP} Z) = £L(f,{P.}; Z) (2.49)

de onde obtemos que {P;} também é uma classe de raizes essencial de f em p. Logo
NR(f,p) = 2.
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Vamos mostrar que a igualdade em (2.49) é realizada com o sinal negativo. Seja a: $% —
$2 a aplicagao antipoda, isto é, a(r) = —x para todo x € $2. Entao a(N) é uma vizinhanca
fechada do polo sul toda contida no hemisfério sul. Consideremos o diagrama comutativo

g2 L (§2,§2  p,) < (N,N — P,) —L— (P2, P2 — p)

N |

$2——= (8%, 8% — B) =—(a(N),a(N) — P,) — (P, P? — p)

onde a’ e a” sdo definidas por a, f e f’ sdo definidas por f e e e £ sao excisoes. As aplicagoes e,
¢, a’ e a" induzem isomorfismo em homologia de onde obtemos a igualdade £, ' = ajoe, od)
que juntamente com a comutatividade do digrama implicam que

L(f AP} Z) = fyoly" o
= fyodyoe, odyoil
= fyoeytoig0ay
= L(f,{P.};Z) o as
— L(f{P.):2)

pois ag = — id,(g2). Como {P,} e { s} sdo as tnicas duas classes de raizes de f em p, segue
da aditividade de I que

[2(f7 SQ) = [2(f7 {Pn}) + [2<f7 {Ps}) = 0.

O indice inteiro de raizes permite-nos dar um exemplo onde o nimero de Nielsen é
estritamente menor do que o nimero proprio de Nielsen.

Exemplo 2.50. Sejam f: R" — R" a identidade e yo € R". Entao y, ¢ a tnica raiz de f em
Yo e portanto {yo} é a unica classe de raizes de f em yo. Sejam s: R™ — R™ uma orientacao de
R™ e v = s(yp) a orientagao local de R™ em yy. Para calcularmos A(f, yo) consideremos N =
R"e K = {y}. Entaoix: (R",R"—K) — (R",R"—yp) ee: (N, N—yy) — (R, R"—y,) sdo
ambas a identidade. Também é a identidade a aplicacdo f: (N, N —yo) — (R™, R™ — 50).
Logo f, oe;! o (ig)n & a identidade em H,(R™ R" — yo;7). Como ox = v resulta que
A(f,y0) = 1. Pelo corolario (2.35) temos que {yo} é uma classe propriamente essencial e
portanto PNR(f, yo) = 1.

Por outro lado, seja y; € R™ um ponto distinto de y, e consideremos a homotopia
{fi: R» — R"} dada por fi(y) = (1 —t)y + ty;. Entao {f:} comeca na identidade f e
termina na aplicacio constante y; de modo que f;'(yo) = @ e portanto NR(f1,0) = 0.
Como NR é um invariante homotopico segue que NR(f,v0) = NR(f1,40) = 0. Desta forma

NR(f,40) < PNR(f, o).

Nos préximos dois exemplos calculamos o niimero de Niesen para aplicacoes da esfera 5"
em si mesma, vide [BS01, Teorema 3.13, p.66].

Exemplo 2.51. Sejam f: $' — $! uma aplicacido e yo € $*. Como o grupo fundamental
de $' ¢ abeliano temos, pelo teorema (2.20), que o nimero de Reidemeister de f é igual a

cardinalidade do contcleo da aplicacao induzida por f no primeiro grupo de homologia, isto
¢, RR(f) = Coker(f;) onde f1: H{(3';7Z) — H,(3';7Z) é a induzida por f. Da defini¢ao do
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grau temos que fi(z) = gr(f)z para todo x € $! de onde concluimos que

RR(f) — # Coker(f1) = #(2/ gx(/)2) = {'gr(f s el 70
00 se gr(f)=0.

Pela observacao (2.46), temos que A(f, ') = gr(f). Assim se gr(f) # 0 entdao NR(f, yo) > 0

e do corolario (2.23) resulta que NR(f,v0) = RR(f) = |gr(f)|. Por outro lado, se gr(f) =0

entdo RR(f) = oo e do corolario (2.24) resulta que NR(f, y9) = 0. Em qualquer caso, e como

NR(f,y0) = PNR(f,yo) pois $' é compacto, concluimos que PNR(f,y0) = NR(f,v) =

lgr ()]

Exemplo 2.52. Sejamn > 1, f: $" — $" uma aplicacao e yp € $". Aqui, como no exemplo
anterior, NR(f,v0) = PNR(f, o). Como $" é simplesmente conexo, f admite, no maximo,
uma classe de raizes em y,. Pela observacao (2.46), A(f,3") = gr(f). Portanto se gr(f) # 0
entdo NR(f,y0) = 1. Por outro lado, se gr(f) = 0 sabemos que f é homotopica a uma
aplicacao constante e, neste caso, podemos escolher uma constante distinta de yo de modo

que NR(f,v0) = 0. Resumindo

1 se gr(f) #£0,

PNR(f,90) = NR(f,0) = {0 se gr(f)=0.

O exemplo a seguir ilustra um outro caso em que o nimero minimo de raizes MR(f, yo)
¢ estritamente maior que o nimero de Nielsen NR(f, yo).

Exemplo 2.53. Consideremos a esfera $' como o circulo unitario no plano complexo e
seja. X a unido de duas esferas $! unidas por um ponto (a figura do oito), isto &, seja
X=8'x{1}U{1}uS. Sejam f: X > $'eyy=1€ 3. Sejame: $' C X ed: $' C X
as inclusdes na esquerda e na direita de X, isto é, e(z) = (2,1) e d(2) = (1,2). Se v é um
gerador de H; (%', 8! — 1) entdo H;(X) ¢ o grupo abeliano livre gerado por e(v) e d(v), e

filkee(v) + kad(v)) = (ke gr(f o e) + kagr(f o d))v, (2.54)

onde fi: Hi(X) — H;($') ¢ o homomorfismo induzido por f. Como j: $' — ($!, 8! — 1)
induz um isomorfismo j;: Hy($!) — H; (8!, %! — 1) temos que I,(f, X) = ji 0 fi # 0 se
algum dos graus gr(f oe), gr(f o d) for ndo nulo e, neste caso, NR(f,1) > 0.

Como o grupo fundamental da esfera $' é abeliano temos, pelo teorema (2.20) que
RR(f) = # Coker(f1). Da equagao ((2.54)) acima, resulta que o contcleo de f; é isomorfo
ao grupo quociente de Z por gr(f oe)Z + gr(f o d)Z. Assim, se ambos gr(f oe) e gr(f od)
forem nulos, entdo RR(f) = oo; e se algum dos graus for ndo nulo entao

RR(f) = mdc(lgr(f o e)], [gr(f o d)]).

Neste exemplo também ocorre a igualdade NR(f, 1) = PNR(f, 1), pois X é compacto. Pelos
corolarios (2.23) e (2.24) temos que

0 se gr(foe)=gr(fod) =0,

NR(f, 1) = {mdc(gr(f o e), gr(f o d)) caso contrario.

Em particular, se f(z1,22) = 220 entao foe(z) = 22 e fod(z) = z de sorte que
PNR(f,1) = NR(f,y1) = mdc(2,1) = 1. Agora se g é uma aplicacdo homotopica a f entao
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g o e tem grau e admite duas raizes, digamos x; e xo, em 1. Neste caso, (x1,1) e (z2,1) sdo
duas raizes de g em 1. Ou seja, toda aplicacao homotopica a f tem pelo menos duas raizes.
Logo, neste exemplo, PNR(f,yo) = NR(f,1) < MR(f,1).

Em verdade, o exemplo acima é um caso particular do exemplo a seguir.

Exemplo 2.55. Como no exemplo acima, consideremos $' como o circulo unitario no plano
complexo. Seja X = \/, ., $;, um bouqué de enumeraveis circulos, ou seja, a uniao enumeravel
de circulos $!' unidos por um tnico ponto. Consideremos X munido da topologia fraca (um
subconjunto de X & aberto se, e somente se, sua intersecao com cada 3} é aberto) e seja
f: X — $! uma aplicacao propria. Observemos que X nao é compacto. Para cada k € Z
seja jir: B C X a inclusdo. Como no exemplo acima mostra-se que

0 se gr(f o jr) =0 para todo k € 7Z,
PNR(f.1) = | gr(f J,lc). P

mdc{|gr(f o jx)|} caso contrario.
Observemos que este exemplo é uma fonte de exemplos para os quais o niimero de Nielsen
é finito e o niimero minimo de raizes ¢é infinito e, portanto, PNR(f,1) < MR(f) = cc.

Veremos agora um caso em que, diferentemente do acontece quando o espaco de chegada
da aplicagao é uma variedade (corolario (2.23)), o nimero de Nielsen é positivo e estritamente
menor que o nimero de Reidemeister.

Exemplo 2.56. Sejam Y = $! x {1} U {1} x $! a unido de dois circulos unidos pelo ponto
yo = (1,1) e e: 3! — Y a inclusdo na esfera esquerda de Y, como no exemplo (2.53). O
ponto 1 € $! C C ¢ a tnica raiz de e em g, e, portanto, NR(e,yo) < 1. De Y — yq ser a
uniao de duas componentes conexas por caminhos contrateis resulta que o primeiro grupo
de homologia Hi(Y — yo) é trivial. Seja j: Y C (Y)Y — yo) a inclusdo. Da sequéncia exata
do par obtemos

0= Hi(Y = yo; Z) = Hi(Y;Z) % H\(Y,Y = yo; Z),
de onde concluimos que 7; é um homomorfismo injetor. Assim
Il(e,Sl):j1061:0 ~ e; = 0.

Consideremos agora p.: Y — $! a projecao na esfera esquerda de Y, isto é, p.(21, 22) = 21,
para todo (21,29) € Y. Entdo p, o e é a identidade em $' de sorte que e,: H{($';Z) —
H,(Y;Z) nao é o homomorfismo trivial. Entao I1(e, $') # 0 o que implica que NR(e, y9) > 0.
Logo NR(e, o) = 1.

Por outro lado, RR(e) = # Coker(e;) = oo. Concluimos entdo que 0 < NR(e,yp) <
RR(e).

Para finalizar, apresentamos dois exemplos em que o nimero de Nielsen depende do ponto
em que se consideram as raizes quando o contradominio da aplicagao nao é uma variedade
(vide corolario (2.25)) e que ilustram o teorema (2.26).

Exemplo 2.57. Seja X = {z € C:1/2 < |z| < 2} uma coroa circular no plano complexo.
Seja J a intersecao de X com o eixo real positivo, isto é,

J={z+iyeC:1/2<z<2ey=0}
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Seja Y = X/J o espaco quociente obtido de X pela identificacdo de J a um tnico ponto
e consideremos f: X — Y a aplicacao quociente. Consideremos ainda yg = J € Y. Entao
fYyo) = J C X. Dados duas raizes de f em yo, 20,21 € f'(yo) = J, o segmento de
reta contido em J que os une é um caminho cuja imagem por f é o lago constante em
yo = J. Assim f possui uma unica classe de raizes em yq e, portanto, NR(f,y9) < 1. Agora
a aplicagao r: X — $! C X dada por r(z) = z/|z| é um retrato por deformacio e induz
retratos por deformagao r’: Y — Ster”: (VY —y) — (3!, %! —1) de modo que o diagrama

X—f>YC—j>(Y,Y—y0)

Ql —— Slgﬁ (81,3 —1)

comuta. Os retratos por deformagao r, 7’ e 7’ induzem isomorfismos em homologia, e a inclu-
sao k induz isomorfismo homolégico em dimensao um. Logo f; e j; também sao isomorfismos.
Entao

L(f,X)=j10fi: Hi(X;Z) — H(Y,Y —yo; 7Z)

é nao trivial de modo que o namero de Nielsen de f em yy é ndo nulo. Logo NR(f,v0) = 1.

Por outro lado, seja yp € Y um ponto distinto de yg = J. Entao f possui uma tnica raiz
em v, digamos zy. Se zy ¢ $' C X entdo f or é uma aplicagdo homoto6pica a f que nao
possui raiz em yp. Se 29 € 3! C X entdo, redefinindo r por r(z) = 32/2|z|, temos que for é
uma aplicagdo homotdpica a f que ndo possui raiz em y;. Logo NR(f,yo) = 0. Em resumo

1 seyy=J,

NR{S, 90) = {O SW yo # J.

Observemos que neste exemplo, X e Y sao espacos nao compactos e f nao é propria, uma
vez que J C 'Y é compacto mas f~(J) = J C X nio o é.

Exemplo 2.58. Sejam n > 2 e Y a uniao de duas esferas unidas por um ponto, isto é,
consideremos

Y:SnX{Zo}U{ZQ}XSnCSnXSn.

onde zg € $" e seja e: 3" — Y dada por e(z) = (z,29) para todo z € 3", ou seja, e é
a inclusdao na esquerda. A unica raiz de e em yy = (29, 20) € 20 e, portanto, NR(e,yp) <
1. Constata-se facilmente que {zy} ¢ uma classe de raizes essencial. Logo NR(e,y9) = 1.
O mesmo raciocinio se aplica a qualquer ponto y € Y na esfera da esquerda, ou seja,
NR(e,y) = 1 para todo y = (z, z9) € Y. Por outro lado, a aplicagdo e nido possui raizes em
pontos da esfera direita, distintos de yo, isto é, se y = (20,2) € Y com z # 2, entdo e nao
possui raiz em y e entdao NR(f,y) = 0. Observemos que, novamente, o nimero de Nielsen
proprio coincide com o nimero de Nielsen pois $" é compacta. Em resumo

1 sey = (2 %)

PNR(f,y) = NR(f,y) = {0 se y = (20,2), 2 # 20

2.4 Multiplicidade e grau absoluto

O primeiro de nossos resultados principais, o teorema (3.17) relaciona dois conceitos de
uma dada aplicagao: a transversalidade a um ponto e o grau absoluto. Informalmente, uma
aplicacao é transversa a um ponto de seu contra-dominio se € um recobrimento neste ponto.
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O grau absoluto de uma aplicacdo vem a ser um niimero de Nielsen da mesma e é definido
como a soma das multiplicidades das classes de raizes desta aplicacao, multiplicidade esta
que serve, grosso modo, como um indicador da essencialidade de uma classe de raizes e, em
alguns casos, um medidor da quantidade minima de raizes. Nesta secao vamos formalizar e
estudar um pouco estes trés conceitos: transversalidade, multiplicidade e grau absoluto.

2.4.1 Tranversalidade

Uma raiz isolada de uma aplicagao f: X — Y em gy, € Y é uma raiz que admite
uma vizinhanca sem nenhuma outra raiz de f em y,. Se todas as raizes de uma aplicagao
num ponto sao isoladas entao o conjunto das raizes é discreto de modo que se a aplicacao
é propria entao tal conjunto é compacto e, portanto, finito. Ou seja, se f: X — Y é uma
aplicagdo propria cujas rafzes em gy, € Y sdo todas isoladas entdao f~1(yo) é finito.

Uma aplicacao f: X — Y é um homeomorfismo local em x € X se x possui uma vizi-
nhanga que se aplica por f homeomorficamente sobre uma vizinhanca de f(z). Observemos
que se f é um homeomorfismo local em uma raiz entao tal raiz é isolada.

Definicao 2.59. Uma aplicacao f: X — Y é tranversa a yy € Y se yp admite uma
vizinhanga V' tal que f~1(V) é uma uniao disjunta, indexada por f~!(y), de subconjuntos
de X cada um dos quais é uma vizinhanca de uma raiz de f em gy, e se aplica por f
homeomorficamente sobre V.

Observagao 2.60. Quando f~1(yy) é vazio, f pode ou nao ser transversa a yo. Se Yo nao
estd no fecho da imagem de f entao admite uma vizinhaca V' cuja imagem inversa por f é
vazio e, portanto, a uniao de uma familia vazia que, por vacuidade, satisfaz a defini¢ao acima.
Neste caso, f é, por vacuidade, tranversa a 1. Por outro lado, se yy nao estd na imagem de
f e esta na fronteira desta entao f~1(V) é nao vazio para toda vizinhanca V de 1o. Acontece
neste caso, que nenhum subconjunto de f~1(V') se aplica por f sobrejetivamente sobre V' de
modo que f nao pode ser tranversa a .

Assim ser transversa a um ponto é como ser um recobrimento neste ponto. De fato, se
X é conexo por caminhos, entao uma aplicacao f: X — Y é um recobrimento se, e somente
se, é transversa a todoy € Y.

Se uma aplicacao f: X — Y é tranversa a yy € Y entao todas as suas raizes em y, sao
isoladas e f € um homeomorfismo local em cada uma dessas raizes. A reciproca, como nos
mostra o exemplo a seguir, nao é verdadeira em geral.

Exemplo 2.61. Consideremos a aplicagio exponencial do intervalo (—2m,27) na esfera $!
do plano complexo, isto &, seja f: (—2m,27) — $! definida por f(t) = ¢®. Em 1 € $!, f tem
como unica raiz o ponto 0 € (—2m, 27).

A imagem inversa por f de qualquer vizinhanca V' de 1 tem trés componentes, uma das quais
¢ uma vizinhanca de 0. As outras duas nao sao vizinhancas de raizes de f em 1 tampouco
se aplicam por f homeomorficamente sobre nhanca V.
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Contudo, a reciproca é verdadeira desde que f seja propria e y, admita uma vizinhanca
compacta.

Teorema 2.62. Sejam f: X — Y uma aplicacao propria e yo € Y um ponto que admite
uma vizinhanc¢a compacta. Se f € um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes em
Yo entao [ € tranversa a yo.

Demonstragdo. Seja K C Y uma vizinhanga compacta de yo. Entao f~!(K) é compacto
pois f é propria. Logo f~!(yo) é finito (lembremos que, neste trabalho, todos os espagos
sao Hausdorff). Como f é um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes, para cada
x € f~1(yo) considere uma vizinhanca aberta U, de z que se aplica por f homeomorficamente
sobre sua imagem f(U,) que podemos supor, intersectando com int K se necessario, contida
em K. Entao V' = (,c;-1(,,) [(U:) é uma vizinhanca aberta (pois fHyo) é finito) de yo
contida em K. Para cada z € f~!(yo) seja W, = U, N f~1(V). Entdo para cada z € f~*(yo),
W, é uma vizinhanca de x que se aplica por f homeomorficamente sobre V. Por contrucao,
uxef,l(yo) W, C f~YV). Seja C a familia de todos as vizinhangas fechadas de y, contidas
em V. A familia C é nao vazia. Com efeito, yy e K — V sendo fechados disjuntos no espaco
normal K (compacto Hausdorff), admitem vizinhancas abertas (em K') disjuntas. O fecho de
uma tal vizinhanca de yg esta, necessdriamente, contido em V' sendo, portanto, um elemento
de C. Da normalidade de K segue também que a intersecao de C é yo, isto &, (1C = {yo},
pois dado y # yo sempre podemos encontrar uma vizinhanga fechada de yy (contida em K)
disjunta de y. Entao

N(ro- U w)=r(ne)- L w

cecC zef~1(yo) ceC z€f~1(yo)
=)~ || We
z€f~1(yo)
=0,

pois [ (o) C Lpes1(y) We- Assim {(f71(C) = Upes-1(yp) W) ¢ € C} & uma familia
de fechados do compacto f~'(K) cuja intersegao ¢ vazia. Logo tal familia nio possui a
propriedade da intersecao finita e portanto existe uma subfamilia fintita C’ de C tal que

fl(cﬂac)— |_| W, = ﬂ/(fl(C)— |_| w.) =0,
€ zef~1(yo) ceC x€f~1(yo)

de onde concluimos que f~(N.cer €) C Uyep-1y0) Wa- Assim (e C € uma vizinhanga de
Yo tal que

(e = L) (ne)

cec’ zef~(yo) cec’
= I (mns(N o))
z€f~1(yo) cel’

e, para cada x € f~ (1), a vizinhanca W, N f_l(ﬂCec, (') de z se aplica, por f, homeomor-
ficamente sobre (.. C. Isto mostra que f é transversa a y,. O

Vamos definir um nimero minimo de raizes de uma aplicacao f: X — Y em gy, € Y
como na definigdo (2.1), mas, tendo em vista o teorema (3.17), o faremos considerando
apenas aplicacoes propriamente homotopicas a f e transversas a yq.
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Definicao 2.63. Sejam f: X — Y uma aplicagao propria entre espagos topologicos e yq €
Y. O nimero minimo transverso de raizes de f em vy, denotado por MR+ (f,vo), é o
minimo do conjunto

{#g "(yo)| g: X — Y é propriamente homotopica a f e transversa a yq}.

Claro que MR(f,y0) < MR7(f, yo)-
2.4.2 Multiplicidade

Para definir a multiplicidade de uma classe de raizes, Brown e Schirmer [BS01, Defini¢ao
2.7, p.57] se utilizavam de uma vizinhanga orientada desta classe. Os resultados que se
seguem prestam-se como maquinario para darmos essencialmente a mesma definicao sem
precisar lidar com uma tal vizinhanca.

Sejam X uma variedade conexa nao orientavel, Y um espaco conexo, localmente conexo
por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo e f: X — Y uma aplicagdo. Sejam
também p: X — X o recobrimento duplo orientado de X, q: Y >Yo recobrimento _de
Hopf para f e f X =Y _um recobrimento de Hopf para f. Sejam ainda g: Y — Y 0
recobrimento de Hopf para f op: X—>Ye f: X =Y um levantamento de Hopf para f op.
Fixemos zy € Xe consideremos os grupos fundamentais de X X,Y, Y eY com pontos base
Zo, p(Zg), f o (7o), 7 o p(T) e f(p), respectivamente. Temos assim os seguinte diagramas

e (Y, f(3)
q y/ I3
% (X, o) 7(Y, f o p(@0))

4
X
~l f/4
p
X f
Teorema 2.64. Com as notacdes acima, o § e f sio, respectivamente, o recobrimento de

Hopf e um levantamento de Hopf para f o p. Se f € orientdvel entao § € um recobrimento
duplo. Se f é nao orientdvel entao § € um recobrimento de uma folha (homeomorfismo) de

<)
=)
i
-
=)
[
¥ \
QO =<——
)

Y (X, p(Z0)) — (Y, f

modo que q e fop sao, respectivamente, o recobrimento de Hopf e um levantamento de Hopf
para f o p.

Demonstracao. Temos que

(@0 Q)4m(Y, f(@0)) = G4(Gpm (Y, f(To)))
((f o B)m(X, 7))

= (@ © fa 0 Py)m(X, o)
= f4 o Pym(X, %)

= (f o D)um(X, Ty).

@y
=3

A segunda igualdade segue de ¢ ser o recobrimento de Hopf para ]?o p e a quarta da
comutatividade do diagrama acima. Isto mostra que ¢o ¢ e f sdo o recobrimento e um
levantamento de Hopf para f o p, respectivamente.
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A sequéncia exata

1 — ker [ — (X, p(F0)) 25 7(V, F o plF0)) — 1
induz a sequéncia exata

ker f# . (X, p(Zo)) . W(?7 foﬁ@O))

= — = — 1.
Impy N ker fy Im py Im(fy o py)

Como ¢ é um recobrimento temos que q# ¢ um monomorfismo e portanto ker f# = ker(q# o

f#) = ker f4. Além disso como g é o recobrimento de Hopf para fop temos que Im(f# opy) =
Im g4. Deste modo obetmos a seguinte sequéncia exata curta

ker fu R (X, p(7o)) - W(?a J/c\o p(Z0))

1 e~ e~ — 1.
Impy Nker fu Impy Im g4
p . . ~ ~ . ker fu p - s 1=
Se f é orientavel entao ker f C Impy e assim Tnpprkerfy © trivial. Da exatidao da

sequéncia curta acima temos que

(X, 0(@0)) | 7Y, fy 0 (@)
Im'ﬁ# Im Cj#

é um isomorfismo. Agora Imp tem indice dois em 7 (X, p(Zy)) e portanto Im gy também

tem indice dois em W(SA/, ]?o p(To)), ou seja, ¢ é um recobrimento duplo.

ker fu

W nao é trivial. COIHO a

Se f é nao orientavel entao ker f ¢ Impy e assim
sequéncia é exata segue que

(X, 0(@0)) | 7V, fy 0 (@)
Im'ﬁ# Im Cj#

nao é um isomorfismo. Mas como é um homomorfismo sobrejetor e Im p tem indice dois em
(X, p(Zo)) segue que Im gy tem indice um em (Y, fop(zy)), ou seja, ¢ é um recobrimento
de uma folha (homeomorfismo) e, neste caso,

A primeira igualdade segue do fato de §og e f serem, respectivamente, o recobrimento e um
levantamento de Hopf para fop e a tltima igualdade do fato de g4 ser um isomorfismo. Logo

qge fo p sao, respectivamente, o recobrimento e um levantamento de Hopf para fop. O

Uma vez que 0s pontos de X sio orientagoes dos grupos H,(X, X —z), x E X, dado um
subconjunto A C X chamaremos o subconjunto oposto de A ao conjunto —A = {—-7 : 7 €

A},

Teorema 2.65. Sejam X uma variedade conexa nao orientdavel, Y um espago conezo, lo-
calmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo, f: X — Y uma apli-
cacao orientdvel, yo € Y e a uma classe de raizes de f em yy. Entao a imagem inversa de
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a pelo recobrimento duplo orientado p de X ¢ a uniao disjunta de duas classes de raizes
de fop em yy cada uma das quais € o oposto da outra. Além disso, se alguma dessas duas
classes é (propriamente) essencial entao o também o é.

Demonstragio. Como « é uma classe de raizes de f em 1y, existe § € g '(yo) tal que
ffl(ﬁ) = «, e como f é orientavel segue do teorema (2.64) que g é um recobrimento duplo e,
portanto, existem dois pontos distintos 7,7’ € Y tais que ¢ 1(7) = {#,¥'}. Sejam a = f~(y)
ed = f~Y¥'). Entdo p~(a) = a U&' & ndo vazio e tanto & quanto &’ ou é uma classe de
raizes de fopem yg ou é vazio (ndo podendo, obviamente, que ambas sejam vazias). Vamos
mostrar que uma é o oposto da outra. Mais precisamente, vamos mostrar que o’ = —a. Para
tanto seja T € a. Entao

qo f(=%) = fop(=7) = fop(x) =qo f(T) =¥
de modo que —7 € a LU a’. Seja 7 um caminho de ¥ a —Z. Entdo po 75 é um lago em X que
reverte orientagao e como f é orientavel fopo~ nao é contratil, ou seja, nao pode acontecer
a igualdade [f o po 7] = [yo]. Temos entdo que —Z ¢ a e logo —= € &'. Assim —a C &'. Do
mesmo modo concluimos que —&’ C @ e dai &' = —(—a’) C —a. Portanto &' = —a.

Vamos provar contrapositivamente que se @ (ou —a&) é (propriamente) essencial entao
a=f1 (y) também o é. Suponhamos entao que « ndo seja (propriamente) essencial. Entao
existe uma homotopia (propria) {ft X — Y} comecando em f tal que f; ') = 0. Seja
{f;: X = Y} uma homotopia (prépria) comecando em f que é um levantamento de {f, o p}
através de ¢. Do mesmo modo como acima coloquemos & = (), onde i € g~*(7). Temos

que ) ) R R
@) C@o f) @) =(fieD) @) =0 (/i '(¥) =0
Logo & nao é (propriamente) essencial. O

O proximo resultado é uma consequéncia direta dos dois teoremas anteriores.

Teorema 2.66. Sejam X uma variedade conexa nao orientdvel, Y um espago conezo, lo-
calmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo, f: X — Y uma apli-
cacao nao orientdvel, yo € Y e a uma classe de raizes de f em yy. Entao a imagem inversa
de « pelo recobrimento duplo orientado p de X é uma classe de raizes de f o p cuja classe
oposta € ela mesma.

Demonstragio. Como « ¢ uma classe de raizes de f em yq existe § € ¢ !(yo) tal que a =
f7Y(y). Pelo teorema (2.64) f oﬁ ¢ um levantamento de Hopf para f o p relativamente a .

Assim 5 1(a) = p(F1F)) = (f o p)~1(§) ¢é uma classe de raizes de f o em yqo (pois p~(cv)
¢ nao vazio).

Seja ¥ € p'(a). Como p(—7) = p(7) segue que f o ( T) = foﬁf) = ¥, ou seja,
—7 € pYa). Logo —p~(a) C p~1(a). Dai p~'(a) = —(—p*(a)) € —p~'(a). Concluimos

assim que p (o) = —p (a). O
Vamos agora definir multiplicidade. Para tanto consideremos X uma n-variedade conexa,
Y um espaco conexo, localmente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo

e localmente n-euclidiano em yy € Y e o uma classe de raizes de f em yq.
Se X & nao orientével e f & orientavel entdo pelo teorema (2.65) existe uma classe de

raizes & de fop: X — Y tal que p(a) = & U (—a). Consideremos o homeomorfismo
h: X — X dado por h( T) = —Z para todo T € X. Entdo h reverte orientacao, isto é, para
todo 7 € X temos que

hosg(T) = —sg o h(E) = —s(—7),
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onde C 55 X Xéa orientacao canodnica de X e h: X — X é o homeomorfismo induzido
por (exemplo (1.16)). Sejam N uma vizinhanca do fecho de & e K um compacto contendo
a. Entdao h(N) é uma vizinhanca do fecho de —a = k(@) e h(K) é um compacto contendo
—&. Para cada 7 € K consideremos o seguinte diagrama comutativo

j ~ o~

(X, X - K)— (X, X - %)

| :

onde ' e B sdo definidas por h. Assim

k(B (0%)) = hl 0 ju(07)

— 1 0 s5(F)

E/ TL” TL/// (Y’ Y — y0>

XX - KX X-&<{ N-3

onde I', " e W sio definidas por & e cujas induzidas h h;; e ﬁ’,;’ sao isomorfismos pois
hoh= 1. De sorte que se v € H,(Y,Y — yo; Z) é uma orlenta(;zio local de Y em y, entao

)\(foﬁ, ) Oﬁ)n oe, Oin<0[~()
Fobnoey o (hl)™ o jyohl(oz)

=(f
=(f
= (foPmoe, o (h)™" o ju(—05))
=(f
=(f
=(f

op)no (h) oty o byl o (h) ™ 0 (=05 )
0 P)n o (M) 0 7" 0 jul—05))

0 P)n 0 Ly 0 Ju(—05))

= —(FoP)noly" o julonz)

= —A(f o P, h(@))v

= =\(fop, —a).

Logo A(f op,a) = =A(f op, —a).
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Definicao 2.67. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espaco conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em 3y € Y
e f: X — Y uma aplicacao. A multiplicidade de uma classe o de raizes de f em o,
denotada por M(f, a, o), é definida do seguinte modo:

1. Se X é orientével entao

M(f, e, 0) = |A(f, )]

2. Se X é nao orientavel e f é orientavel entao
M(f7 «a, yO) = |)‘(f Oﬁa a)| = |)‘(f Oﬁ) _&)|
3. Se X e f sao nao orientaveis entao

M(f, a,90) = [Xo(f, )]

Nos dois primeiros casos, o fato de ter sido tomado como definicao da multiplicidade o
modulo do indice A torna a definicao independente da escolha das orientagoes envolvidas na
construcao de .

Observagao 2.68. Em [BSO01, Definigao 2.7, p.57|, Brown e Schirmer definem a multiplici-
dade de uma classe de raizes a partir da nocao de grau local. Tal definicao coincide com a
que demos acima. Nos casos (1) e (3) em fung¢ao do teorema (2.47). No caso (2) eles primeiro
mostram que « possui uma vizinhancga aberta orientavel U sem raizes de f em y, além das
contidas em « que é mandada por f em uma vizinhanca V' aberta, conexa e orietavel de yy,
de modo que f define uma aplicacao fyy: U — V. Em geral, U nao é conexo e, portanto
diferentes orientagoes de U podem diferir mais do que apenas um sinal. Eles entao descrevem
um procedimento para orientar U e entao definem a multiplicidade da classe o como sendo
o modulo do grau local de fyy em yo, isto &, M(f, a, yo) = |gr,, (fuv)|. Pode-se mostrar que
o procedimento para encontrar uma vizinhanga orientada U de a ¢ equivalente ao seguinte:
como pelo teorema (2.65) & # —a podemos encontrar uma vizinhanga U de &, disjunta de
—U que é mandada por f op em uma vizinhanca euclidiana E de y,. Entao U é mandada
homeomorficamente por p sobre uma vizinhanga U de «, pois p é um recobrimento duplo.
Usamos a restricao da orientag¢ao canonica de X a U e o homeomorfismo p|U para orientar
U. Pelo teorema (2.47)

(A o, @)| = lgry, (f o Pyl = levy, (fum)l
Assim as duas defini¢oes coincidem também no caso (2).

Na defini¢ao acima, se Y for uma variedade conexa entao, pelo teorema (2.39), a multi-
plicidade é a mesma para todas as classes de raizes. Pode-se mostrar que neste caso, a multi-
plicidade independe também do ponto g, ver [Bro05, p. 412-414|. Deste modo, podemos nos
referir apenas a multiplicidade de f, M(f). Além disso, como aplica¢oes homotopicas pos-
suem levantamentos de Hopf homotopicos resulta que a multiplicidade de f é um invariante
propriamente homotopico.

Teorema 2.69. Seja f: X — Y uma aplicagao entre variedades conexas de mesma dimen-
sao. Entao a multiplicidade M(f, o, yo) independe tanto da classe de raizes a quanto do
ponto yo € Y, e constitui um invariante propriamente homotdpico de f.
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Definimos a multiplicidade de uma classe de raizes em termos de indice de raizes. O
teorema (2.32) afirma que classes de raizes homotopicamente relacionadas tinham o mesmo
indice e em consequéncia disto, uma classe de raizes cujo indice é nao nulo é necessariamente
uma classe essencial (corolario (2.35)). As versoes destes resultados para a multiplicidade
continuam validos.

Teorema 2.70. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espago conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yy € Y,
{fi: X — Y} uma homotopia propria e oy uma classe de raizes de fo em yo. Se g estd
{fi}-relacionada a uma classe de raizes oy de fi em yo entao M( fo, a0, y0) = M(f1, 1, yo)-
Se e nao estd { f; }-relacionada com nenhuma classe de raizes de f entao M( fo, o, o) = 0.

Demonstragao. Se X é orientavel ou se X e fy (e portanto f1) sdo ndo orientaveis, o resultado
segue diretamente da definicaio de multiplicidade juntamente com o resultado do teorema
(2.32) e o fato de A e Ay serem indices proprios. Resta o caso em que X é nao orientéavel
e fo (e portanto f) é orientavel. Seja p~'(ag) = ap U (—ap) como no teorema (2.65). Se
ap nao é propriamente essencial entdo do mesmo teorema (2.65) segue que & também nao
¢ uma classe proppriamente essencial de fy o p e neste caso, pelo teorema (2.32), temos
M fo, a0, 90) = |A(fo o D,ap)| = 0. Por outro lado, se oy esta {f;}-relacionada a uma
classe oy de f; entao existem zy € ap, 1 € «a; e um caminho v em X de xy a z; tal
que o caminho {t — fi(y(t))} é homotopico a yy. Seja 7 o levantamento de vy a partir
do ponto Ty € p(zy) C @. Entdo o caminho {t — f(p o7(t))} ¢ homotopico a y, e
como p(y(1)) = v(1) = x; € a; temos que (1) € p~'(ay) = a; U (—a;). Sem perda
de generalidade podemos supor que (1) € a;y. Assim ag esta {f; o p}-relacionada a a; e
portanto, pelo teorema (2.32), temos que

M(fo, @0, y0) = [A(fo o P, a0)| = [A(f1 0 p,an)| = M(f1, a1, 90). O
O teorema acima tém as seguintes consequéncias imediatas.

Corolario 2.71. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espac¢o conexo, localmente conezro
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yo € Y e «
uma classe de raizes da aplicagcao propria f: X — Y em yo. Entao M(f, a,yo) # 0 implica
que « € propriamente essencial.

Corolario 2.72. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espac¢o conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yg € Y e
{ft: X = Y} uma homotopia propria. Entao a {f;}-rela¢io entre as classes de raizes de f
e f1 define uma bijecao entre as classes de raizes de fo e fi cujas multiplicidades sao nao
nulas.

Veremos em nosso segundo resultado principal (teorema (3.17)) que a reciproca do coro-
lario (2.71) é verdadeira para n > 2. Assim se n > 2 entdo uma classe de raizes é essencial
se, e somente se, sua multiplicidade é nao nula.

2.4.3 Grau absoluto
Com a nocao de multiplicidade estabelecida podemos definir o grau absoluto de uma

aplicacao.

Definicao 2.73. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espago conexo localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em y, € Y e
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f: X — Y uma aplica¢do propria. O grau absoluto A(f,yo) de f em yg, é a soma das
multiplicidades de todas as classes de raizes de f em y,. Em simbolos

A(f,y0) = Z M(f, o, yo).

acf~(yo)/N

Como consequéncia do teorema (2.70) juntamente com o corolario (2.72) temos o seguinte
resultado:

Corolario 2.74. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espac¢o conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yy € Y e
f: X =Y uma aplicagao propria. Entao o grau absoluto de f em yo € um invariante pro-
priamente homotopico de f, isto é, se g: X — 'Y € uma aplica¢ao propriamente homotopica

a f entao A(f,y0) = A(g,0).

Do fato da pré-imagem de todo elemento x € X pelo recobrimento duplo orientado de X,
p: X — X, ter exatamente dois elementos, das defini¢oes de multiplicidade e grau absoluto
e do teorema (2.65), temos o seguinte teorema:

Teorema 2.75. Sejam X uma n-variedade conexa nao-orientdvel e Y um espaco conexo, lo-

calmente conero por caminhos, semilocalmente simplesmente conezo e localmente n-euclidiano
em yo € Y. Sejam ainda f: X — Y uma aplicagao prépria orientdvel e p: X — X o reco-

brimento duplo orientado de X. Entdao o niumero de raizes de f op em yg € exatamente o

dobro do nimero de raizes de f em yy e o grau absoluto de fop € duas vezes o grau absoluto

de f em yq, isto €,

#(fop) Hyo) =2#F (o) e A(foDyo) = 2A(f. o)

Vimos no teorema (2.69) que se Y for uma variedade conexa entdao a multiplicidade é a
mesma para todas as classes de raizes. Se esta multiplicidade é nula entdo o grau absoluto,
por definicao, também o é. Por outro lado se a multiplicidade é nao nula entao, pelo corolé-
rio (2.71), todas as classes sao propriamente essenciais, e ha exatamente PNR(f, y) destas
classes. Além disso o teorema (2.69) e o corolario (2.25) afirmam que tanto a multiplici-
dade quanto o nimero proprio de Nielsen independem do ponto 1. Assim temos o seguinte
resultado:

Teorema 2.76. Seja f: X — Y uma aplicagao entre variedades conexas de mesma dimen-
sao. Entao f possui o mesmo grau absoluto em todos os pontos de'Y e este grau € o produto
da multiplicidade de f pelo nimero proprio de Nielsen de f. Em simbolos

A(f) = M(f) PNR(f).

Nosso proximo objetivo é mostrar que o grau absoluto A(f,yo) é um limitante inferior
para o nimero de raizes na classe de homotopia propria transversa de f, ou seja, toda
aplicacdo propriamente homotopica a f e tranversa a yo tem pelo menos A(f, yo) raizes em
yo. Em simbolos, queremos mostrar que A(f,yo) < MR7(f,40). Para tanto vamos precisar
do seguinte resultado.

Lema 2.77. Sejam X wuma n-variedade orientavel, Y um espaco localmente n-euclidiano
emyo €Y, f: X =Y uma aplicagao propria e x uma raiz de f em yo. Suponha que f € um
homeomorfismo local em x. Entao (f,z) é um par propriamente admissivel para X, Y, yo e

A f,x) = £1.
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Demonstracao. Como f é um homeomorfismo local em z, existem vizinhancas U C X de
xeV CY deyp tal que a restrigio de f a U, f|U: U — V, é um homeomorfismo. Como
X é uma variedade, x admite uma vizinhanca fechada C tal que x € C' C U; e como f é
homeomorfismo local temos que C' — z ndo contém raizes de f em yo. Logo o par (f,x) é
admissivel.

Seja v uma orientacao local de Y em y, e tomemos, na definicao do indice inteiro de
raizes o compacto K = {z}. Consideremos o diagrama

(X, X —K)E XX —2) S OU-2) L v,V = o) & (V.Y = o)

onde ix é a identidade, e e j sdo excisoes e f|U é homeomorfismo, de modo que todas essas
aplicacoes induzem isomorfismos em homologia. Como a classe fundamental de X em K ¢é
um dos geradores de H, (X, X — K) = H,(X, X — z) temos que

gno (flU)poe,t oig(og) = tv.

Logo A(f,z) = %1. O

Observamos que o resultado do lema acima continua vélido (e a demonstragao é aniloga)
se X for uma n-variedade qualquer desde que se considere o indice inteiro moédulo dois As
em vez do indice inteiro . Neste caso tem-se \y(f,z) = 1.

Teorema 2.78. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espaco conexo, localmente conexo
por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yy € Y
e f: X =Y uma aplicacao propria. Entao toda aplica¢ao propriamente homotopica a f e
transversa a yo tem, pelo menos, A(f,yo) raizes em yo, ou seja, A(f,yo) < MR7(f,v0).

Demonstracao. Seja g: X — Y uma aplicacao propriamente homotopica a f e tranversa a

Yo-
Suponhamos que X é orientavel. Seja o uma classe de raizes de g em yy. Entao

Mg, a,90) = Mg, )| = D Mg, )| <) Mg, )| = #a.

reQ rTeEQ

A primeira igualdade é a definicao da multiplicidade, a segunda segue da aditividade do
indice e a tltima do lema acima, uma vez que g é tranversa a gy - e portanto um homeo-
morfismo local em cada x € a. Somando ambos os lados desta desigualdade para todas as
classes de rafzes de g em y, obteremos A(g,v0) < #9 (o). Mas A(f, o) = A(g, yo) pois g
é propriamente homotopica a f. Logo

A(f,y0) < #9 (o).

Suponhamos agora que X é nao-orientével e f é orientavel. Seja p: X = X o recobri-
mento duplo orientado de X. Temos que p é uma aplicacao propria, pois é um recobrimento
duplo, de modo que f op e gop sao propriamente homotopicas. Além disso, g o p é um
homeomorfismo local em cada uma de suas raizes em gy, pois g 0 é e p é um recobrimento.
Logo g o p é tranversa a yo. Do caso acima e do teorema (2.75) resulta que

#(g0D) (o) = #9 ' (vo)-

N | —

Alfu0) = 3A(f o B.0) <

Finalmente se X e f sao nao-orientaveis entao a demonstracao é igual ao primeiro caso
exceto pelo fato que se usa Ay em vez de A. O
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Na demosntracao do teorema, acabamos por mostrar um fato interessante: se f: X — Y
¢ uma aplicacao propria e transversa a yo € Y e o é uma classe de raizes de f em y, entao
M(f,a,y0) < #a, ou seja, a multiplicidade de o é um limitante inferior para a quantidade
de raizes em .

Do corolario (2.71) e do teorema acima resulta que se o grau absoluto for positivo entao
os numeros de Nielsen proprio e minimo proprio também sao positivos, isto é,

A(f,y0) >0 implica PNR(f,50), MR7(f,v0) > 0. (2.79)



Capitulo 3

Teoremas de realizacao do ntimero minimo e do
grau absoluto

O objetivo deste capitulo é enunciar e demonstrar os fatos do nimero minimo proéprio
de raizes e do grau absoluto serem limitantes inferiores realizaveis em classes de homotopia
proprias. A primeira secao é dedicada a um tnico resultado que visa isolar raizes. A segunda
serve para apresentarmos uma sequéncia de lemas necessarios as demonstragoes dos fatos
acima mencionados, e na terceira e tltima secao, fazendo uso dos resultados das duas secoes
anteriores, alcancamos nosso objetivo.

3.1 Isolando raizes

Esta secao é dedicada a um tnico resultado que nos diz que, sob certas condicoes, dada
uma aplicacao existe outra que lhe é homotopica e cujas raizes sao todas isoladas. Deste
resultado segue que no caso da aplicacao dada ser propria existe uma que lhe é homotopica
e que é transversa no ponto em que se consideram as raizes. Para a demonstragao deste fato
precisaremos relembrar alguns conceitos.

Seja I um complexo simplicial. Se s é um simplexo aberto em K entao a estrela aberta
de s é a uniao de todos os simplexos abertos que contém s como uma de suas faces, deno-
tada por sti(s). Se vg, ..., v, sdo vértices de K entdao o simplexo aberto cujos vértices sao
Vo, - - ., Uy serd denotado por (vg,...,vg). Denotaremos a realizagdo geométrica de K por
|C|. Por abuso de linguagem, as vezes, diremos o simplexo s em || querendo significar o
subespago de || correspondente ao siplexo s do complexo K.

Uma triangularizagao do espago topologico X é um par {¢, L} onde K é um complexo
simplicial e ¢ é uma aplicagdo da realizagao geométrica de K em X, ¢: || — X. Seja S
uma familia de subespacos do espago topologico X. O nervo de S, denotado por nervo S, é
o complexo simplicial abstrato cujos vértices sao os elementos de S e os n-simplexos sao as
subfamilias finitas {Sp, ..., S,} de S para as quais a interse¢ao

SoN---N.S,

é nao vazia.
Estamos prontos para o nosso resultado.

Teorema 3.1. Sejam X uma n-variedade, Y um espaco localmente n-euclidiano em yo €
Y, N CY uma vizinhanca de yo e f: X — Y uma aplicacao. Entao f é homotipica a
uma aplicacao que € um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes em yy por uma
homotopia que € constante fora de f~1(N).

Demonstracao. Seja F C N uma vizinhanca de yy. Nosso primeiro objetivo é aproximar
f~YE) pela realizagiao geométrica de um complexo simplicial e f por uma aplicagio sim-
plicial e usar esta aproximacao de f para obter uma aplicacao g homotopica a f através de

%)
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uma homotopia constante fora de f~!(N) tal que o conjunto das raizes de g seja coberto por
por uma uniao disjunta de abertos, cada um dos quais, contido no interior de uma n-bola.
Seja ¢v: R® — E um homeomorfismo e r um complexo simplicial cuja realizacao ge-
ométrica ¢ R", isto ¢, R" = |Kg|. Entao {¢, Cg} ¢ uma triangularizacdo de E. Podemos
supor que ¥~ !(yo) est4 em um simplexo aberto s de R", pois caso contrario, basta tomarmos
um ponto zy € R"™ que estd em um simplexo aberto e definirmos ¢': R" — E por ¢/(z) =
(W (yo) +2 —20). Assim {¢/, Kg} serd uma triangularizacao de E e zy = (') ' (yo) € s. A
familia {stx,(v) : v é um vértice de g} é uma cobertura por abertos de R" de modo que

{1 (W(stx,(v))) : v & um vértice de Kz}

¢ uma cobertura por abertos de f~!(E). Seja W uma cobertura por abertos de f~'(FE) com
as seguintes propriedades:

1) W é um refinamento de {f~(¢(sti,(v))) : v é um vértice de Kg};
2) o fecho de cada elemento de W esté contido no interior de uma n-bola;
3) a dimensao do nervo de W é menor do que, ou igual a, n.

A realizagao geométrica do nervo de W é aproximagao de f~!(E) a que nos referimos no
inicio da demonstragao. Vamos agora construir uma aproximagcao para f.

Para cada W € W consideremos a fungao 4;,: f~(E) — R que a cada x € f'(F)
associa a distancia de x a X —W. Como o nervo de WV tem dimensao finita resulta que, para
cadax € f71(F), asoma oy, 7y () estd bem definida, pois é a soma de um niamero finito
de termos, e, além disso, é ndo nula pois W é uma cobertura de f~!(E). Assim podemos
considerar a aplicagao yw: f~'(E) — I dada por

IR 14 C)
W) = @)

A colegao de aplicagoes {yw : W € W} tem as seguintes propriedades:
a) W={ze fH(E):yw(x) >0} e

b) Y wewyw(x) =1 para todo z € f~(E).

Para cada x € f~'(F) seja W(z) o conjunto dos abertos W € W que contém z, isto é,
W(x) ={W € W : z € W}. Entao a cardinalidade de W(x) é menor ou igual a n e, se
W € W(x) entao yyw (z) > 0. Cosideremos agora a aplicacio v: f~'(E) — |nervo W| dada

por
v(z) = Z yw (z)W.

Wew(x)

Como W é um refinamento de {f~! (¢ (stx,(v))) : v & um vértice de Kg} podemos selecio-
nar, para cada W € W, um vértice v de Kg tal que W C f~1(¢(stx,(v))) e dai colocarmos
W (W) = v. Assim 1/ é uma aplicagio de vértices que, portanto, se estende a uma aplicac¢do
simplicial p: nervoW — Kg. Seja |u|: [nervoW| — R" a aplicacio induzida entre as cor-
respondentes realizacoes geométricas. A composta 1o (|ulov): f~1(E) — E é a aproximacao
de f que buscavamos. Vamos usar esta aproximacgao para definir uma homotopia constante
fora de f~'(N) que comeca em f e que termina numa aplicagao cujo conjunto das raizes em
Yo € coberto por uma uniao disjunta de abertos, cada um dos quais estd contido em uma
n-bola.
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Dados z € fY(E) e Wy,...,W,, €W,

v(z) € Wo, ..., Wp) = |ulov(z) € (u(Wy), ..., n(Wp)). (3.2)
Por outro lado,
v(w) € (Wo,.., W) = w € [\Wi € () £ (st (W) (3.3)

e, por conseguinte,
v(z) € (Wo,... . W) = " o f(x) € [ stics (n(W5)). (3.4)
=0

Observando que cada ponto em (.~ stxc,, (1(W;)) esta em um simplexo que tem p(Wo), . .., w(Wy,)
como alguns de seus vértices, concluimos de (3.2) e (3.4) que se v(x) € (W, ..., W,,) entao

|| o v(z) esta em uma face do simplexo que contém v~! o f(z). Usamos entao a estrutura
linear destes simplexos para definir uma homotopia {k,: f~1(E) — R"} de v to(f|f~Y(E))

a |u| o v do seguinte modo

k() = (L= 1)y~ o f(x) + t|u] o v(w).

Geometricamente, kj(x) mora no segmento de reta que liga um ponto do tnico simplexo
aberto contendo 1! o f(z) a um ponto em uma das faces desse simplexo. De nao haver
(n + 1)-simplexos em Kg, pois |[Kg| = R", resulta que se kj(z) € s entdao "' o f(x) € s
(lembrando que s é o n-simplexo aberto de R™ que contém 1! (yg)). Logo

k(fYE)— f'(v(s)) CR"—s paratodotel (3.5)

Da normalidade de X segue que existe uma vizinhanca fechada C' de X — f~}(F) disjunta
do fecho de f~1(2(s)).

Seja 6: f~1(F) — I uma fungio que vale 0 em C e 1 no fecho de f~!()(z)) e consideremos
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a homotopia {k;: X — Y} definida por

() = {1/; o Ksipyi(z) sew e :f_l(E)
f(z) se x € intC.

Se z € (intC) N f~1(E) entao 6(x) = 0 e portanto

o k(ls(gﬁ)t(w) =poki(z) =voyp o f(zx) = f(z)

Ou seja, as duas expressoes que definem k; coincidem na intersecao de seus dominios, que
¢ o aberto (intC') N f~1(F) e, além disso X = (X — f~1(E))U f~Y(E) C (intC) N f71(E).
Portanto {k;} estd bem definida em todo X. A homotopia {k:} comeca em f e é constante
igual a f fora de f~!(E) e, portanto, fora de f~'(N). Seja g = k.

Vamos agora no sentido de mostrar que esta aplicagao g satisfaz as propriedades enunci-
adas no inicio da demonstragao. Inicialmente mostremos que g~ (¢(s)) = (Julov)~!(s). Seja
z € g Y(1(s)). Entao g(x) € 1(s). Se z ndo estd em f~'(F) entao esta no interior de C' e
neste caso f(x) = g(x) € ¥(s) de onde concluimos que z estd tanto em f~!(1(s)) quanto no
interior de C, o que é um absurdo. Logo x estd em f~!(E) e, portanto, g(z) = o k() ()
De (3.5) segue que

o k(fHE) - f7(6(s))) C B —(s), para todo t € L

e como Yoky (x) = g(z) € ¥(s) temos que z € F7H(s)). Daid(z) = 1 e g(x) = Yokj(x) =
Yo |u|ov(z). Entao 1o |u| ov(z) € ¥(s), ou seja, z € (Ju| o v)~!(s). Assim concluimos que

g ' (W(s)) € (Julov)™(s).

Reciprocamente, seja x € (|u| o v)7!(s). Entao |u| o v(z) € s. Mas |u|ov = k}. De (3.5)
segue que T € f~1((s)) C f71(F) e portanto 6(z) = 1. Entao

g9(x) = k1 =Y oki(z) = o |ulov(z) €P(s),

ou seja, z € g '((s)). Concluimos assim que

g ' (W(s)) D (Iulov)™(s).

De (3.1) e (3.1) resulta que g7 (¢(s)) = (Ju| o v)7!(s). Estabelecida esta igualdade vejamos
o que temos em maos. Como |u| é uma aplicacao simplicial temos que ||~ (s) ou é vazio ou
é a unido disjunta de n-simplexos abertos de |nervo W|. No primeiro caso ¢~ '(yy) = 0. No
segundo caso, denotemos por (Wy, ..., W,) cada um dos n-simplexos abertos de |[W| cuja
uniao disjunta é |u|~1(s). Entao ¢ (v (s)) = (|u] o ¥)71(s) é a unidao disjunta de abertos
U=v1t{(Wy,...,W,)). Vimos em (3.3) que se v(z) € (Wy,...,W,) entdo z € (_, W;.
Portanto cada um dos abertos U é tal que U C [);_,W; para algum subconjunto finito
{Wo,...,W,} de W. Em particular, U € W, e, portanto, o fecho de U esta contido no fecho
de Wy, que por sua vez esti contido no interior de uma n-bola. Em qualquer um dos casos, o
conjunto de raizes de g em yg é coberto por uma uniao disjunta de abertos cada um dos quais
esta contido no interior de uma n-bola. Com isso concluimos nosso primeiro objetivo. Antes
de passarmos ao nosso segundo e tltimo objetivo, observemos que cada um dos abertos U
acima estd contido em ¢g~!(E) pois a unido de todos eles ¢ igual a g~ (1 (s)) que por sua vez
esta contido em g~ (FE).
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Nosso objetivo, daqui para frente, seréd obter uma homotopia, constante fora de f=(N),
comecando em ¢ e que termine em uma aplicacao que seja um homeomorfismo local em cada
uma de suas raizes em yj.

Seja U a familia dos abertos U obtidos acima. A fronteira da uniao de U, 9| |, nao
contém raizes de g em y, pois tal uniao ¢ um aberto que contém todas estas raizes. Por
outro lado, | |;;, 0U C 0Uyey U, de onde concluimos que OU nao contém raizes de g em y,
para todo U € U. Fixemos U € U e seja B uma n-bola cujo interior contém o fecho de U.
Sejam (¢: |Kg| — B,Kp) uma triangularizagdo de B e C' C intB uma vizinhanca fechada
da fronteira de U que nao contenha raizes de g em yo. Entdao ¢~1(C) e ¢ (g7 (y0)) sdo
compactos disjuntos de [Kg|. Seja d a distancia entre esses compactos. Subdividindo-o se
necesséario, podemos supor que o complexo Kp tem diametro menor do que d. Consideremos
os seguintes subcomplexos de Kp:

K={0ecKg: (stxy(o)) N (U UC) # D}
L ={0€Kp: (stxy(0)) N~ (C) # 0}.

Temos imediatamente que ¢~ (U U C) C |K] e ¢71(C) C |L] (desta segue que ¢~(U) C
int|L]). Se z € |L| entdo z estd na face de um simplexo que intersecta ¢~ '(C'), e portanto
a distancia de z a ¢~'(C) é menor do que d, de onde concluimos que z ¢ ¢~ (g7 (yo)) =
(g 0 @) t(yo). Logo |L| e (g o @) t(yo) sao conjuntos disjuntos. Assim ! o go ¢(|L]) &
um compacto em R" que nao contém o ponto 1 ~1(yy) de modo que existe uma distancia
positiva d’ entre "' o go ¢(|L]) e ¥ (yo). Seja K um complexo simplicial com diametro
menor do que d’ tal que || = R™ Como antes, transladando 1) se necessério, podemos
assumir que ¢! (yp) estd em um simplexo aberto s’ de K’;. Logo ¥ 1o go ¢(|L|) e s sdo
conjuntos disjuntos e, portanto, ¢y togo¢ define uma aplicacao ¢': (|K|, |£]|) — (R", R"—5).
Pelo teorema da aproximacgao simplicial [Cro78, Teorema 3.6, p.49| existem, uma subdivisao
(K', L") de (K, L), uma aproximagao simplicial k: (K, L") — (K}, Kz — §') de ¢’ e uma
homotopia {k}: (|K'],|£'|) = (K|, |£]) = (R",R"—5")} de ¢’ a |k|. Como ¢~ (OU) C int|L],
os fechados ¢(|K| — int|L]) e OU sao disjuntos. Seja ¢': B — I uma aplicagdo que vale 1 em
#()K| — int|£]) e 0 em OU e consideremos a homotopia {(hy):: U — Y} definida por

(hv)i(z) =¥ o kg a0 ¢~ (2).

A homotopia {(hy):} tem as seguintes propriedades:
(D) (hv)o =_9|U
Dado = € U temos que

(hv)o(z) = ¢ okyo ¢~ ()
=pogop(x)
=¢o(ptogop)ogt(z)
= g(x).

(IT) {(hy)+} € constante na fronteira de U
Com efeito, dado = € U temos que §'(x) = 0 e, portanto,

(hv)e(x) = o kyo ¢~ (z) = g(x).

(ITT) (hy)1 € um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes em
De fato, seja « uma raiz de (hy): em yo. Entao ¢ o k) o ¢~ Hz) = (hy)i(x) = yo de onde
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resulta que k) o ¢~ Hz) = v 1 (yy) € s'. Como, para todo t € I, k] leva |£| em R" — &'
entdo ¢~ 1(x) € |K| —|L| C |K| —int|L]. Logo ¢'(x) = 1 e assim |k|o ¢~ (z) = kj o~ (z) =
Y~ (yo) € s'. Como |k| é simplicial, existe um simplexo aberto o em K’ que ¢ mandado por
|k| homeomorficamente sobre s’. Portanto ¢~ '(z) € oo € |K| — |£]. Seja V = ¢~ (o) N U.
Notemos que V' é uma vizinhanga de x. Para cada 2’ € V, ¢(2') € o C |K|—int|L]| resultando
dai que ¢'(z') = 1. Além disso ¢! (V) C 0. Assim

(ho )|V = okl o™ |V =0 (klls) o (67" |V).

Como 1, |k||o e $~1|V sdo homeomorfismos sobre suas imagens segue que (hy); manda V'
homeomorficamente sobre (hy)1(V). Além disso, pelo teorema da invariancia do dominio,
temos que (hy)1(V) é aberto em E e, portanto, aberto em Y. Em resumo, (hy); é um
homeomorfismo local em z € (hy); (o).

Procedendo com a construcao acima para cada U € U podemos considerar a homotopia
{hi: X — Y} definida por

(hy): se x € U para algum U € U,
hi(r) =
g(z) sexeX —|] U
Entao h; é um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes em 7, pois (hy); 0 é para
cada U € U e todas estas raizes estdo em Uy U. Observemos que {h;} é constante igual
a g fora de f7!(E) e, portanto, igual a f fora de f~1(N). Isto termina a demonstra¢ao do
teorema. O

Este teorema tem, para aplicacoes proprias, a seguinte consequéncia.

Corolario 3.6. Sejam X uma n-variedade, Y um espaco localmente n-euclidiano emyy € Y,
N CY uma vizinhanga de yo e f: X — Y uma aplicacao propria. Entao f € propriamente
homotopica a uma aplicagcao que € tranversa a yo por uma homotopia que € constante fora

de fY(N).

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que N é compacto. Caso con-
trario basta substituir N por uma vizinhanga compacta de gy, contida em N. Pelo teorema
acima, f é homotopica a uma aplicacao que é um homeomorfismo local em cada uma de
suas raizes em y, por uma homotopia que é constante fora de f~*(N). Como f é propria,
f7YN) é compacto, e portanto a homotopia entre f e g é propria, pois é constante fora do
compacto f~1(N) (teorema (1.5)). Assim g é propria e, pelo teorema (2.62), é tranversa a

Yo- O

3.2 Resultados auxiliares

Nesta secao nos dedicamos a uma série de lemas necessarios a demonstragao dos teoremas
(3.17) e (3.19). Destes destacamos trés: os lemas (3.12), (3.13) e (3.15). O lema (3.12) nos diz,
em linhas gerais, que se tivermos um numero finito de raizes, todas isoladas e pertencentes
a mesma classe de raizes, entao existe um conjunto contendo-as cuja fronteira é livre de
raizes. Em seguida, o lema (3.13) nos diz que em um conjunto como este podemos eliminar
todas estas raizes exceto uma. Finalmente o lema (3.15) afirma que se um conjunto como
acima tiver indice nulo entao podemos jogar fora, sem excecao, todas as raizes contidas neste
conjunto.

Lema 3.7. Sejam n > 2 e X um espaco conexo por caminhos e localmente n-euclidiano em
xg € X. Entao X — xy € conexo por caminhos.
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Demonstracao. Sejam x1, xo € X — xg e  um caminho em X de z; a x,. Suponhamos que
£ passa por xg, caso contrario, 8 ja é um caminho em X — xzq ligando x; a x5. Seja B uma
n-bola com zy € intB. Sendo compacto, 7' (B) C I admite um minimo ¢,, ¢ um maximo
tar que sdo distintos pois xy € intB. Como n > 2 existe um caminho 5, em B — zq de 5(t,,)
a B(ty). Seja fa o caminho em X — xy de 21 a 2o dado por

B(t) se 0 <t <t,,
Bao(t) = 51(%) sely <t <ty,
B(t) sety <t<lI.
Assim X — xg é conexo por caminhos. O

Lema 3.8. Sejam n > 2 e X um espaco localmente n-euclidiano em xq € X. Para todo

k
x € X —x¢ 0 homomorfismo ky: m(X —xg,x) — 7(X, x) induzido pela inclusao X —xy C X
¢ sobrejetor. Se n > 2 entao ky € um isomorfismo.

Demonstracao. Podemos assumir que X é conexo por caminhos, caso contrario basta tomar a
componente conexa por caminhos que contém xy. Sejam E C X uma vizinhanca n-euclidiana
de zg e x € E — 9. Como n > 2 temos que FE, E — xy sao conexos e pelo lema anterior
X — xo também é conexo. Deste modo podemos aplicar o teorema de Van Kampem [Lee00,
Teorema 10.1, p.211] aos conjuntos E, X —xzg, EN(X —x¢) = E—zpe EU(X —2) = X
de onde obtemos o seguinte diagrama comutativo

(X — g, x)

e

7(E — xo, 2)—> 1(X — 20, z) * 7(E, 2) —Z> 7(X, z)

i

m(E, )

onde iy, ju, kg e {4 sao as induzidas das respectivas inclusoes, e e d sao as inclusoes
no produto livre, F' é um homomorfismo injetor e G é um homomorfismo sobrejetor cujo
nucleo é o subgrupo normal gerado pela imagem de F'. O grupo 7(E,z) é trivial pois F é
simplesmente conexo, dai e é um isomorfismo e portanto kx é sobrejetor. Se n > 2 entao
E — xy também é simplesmente conexo. Dai ker(G) = F(w(E — 9, x)) é trivial. Logo ambos
G e ky sao isomorfismos. O

Corolario 3.9. Sejam n > 2 e X um espaco localmente n-euclidiano em xy € X. Entao

1. Todo caminho em X com extremidades em X —xq € homotdpico, em X, a um caminho
em X — xp.

2. Sen > 2, quaisquer dois caminhos em X — xo homotdpicos em X, sao homotdpicos
em X — xg.

Demonstracao. Sejam E e x como na demonstracao do lema acima.

Para provar o primeiro item seja v um caminho em X com extremidades em X — . Se
7 um caminho em X — zy de z a v(0) e 72 um caminho também em X — zy de y(1) a z,
entao y177y2 ¢ um laco em X com ponto base . Como kg é sobrejetor, [y1772] = [73] para
algum laco 3 em X — z baseado em 2. Deste modo 77 'v37, * é um caminho em X — z de

7(0) a (1) e [y 372 ] = 1.



62 TEOREMAS DE REALIZACAO DO NUMERO MINIMO E DO GRAU ABSOLUTO 3.2

Para provar o segundo item sejam 7 e 7" dois caminhos em X — xy homotopicos em X.
Consideremos v; e 72 caminhos em X — zy com o primeiro indo de z a v(0) = 7/(0) e o
segundo de v(1) = /(1) a z. Assim Y177, e 71772 sdo lagos em X — z, baseados em z,
homotopicos em X. Como kg ¢é injetor eles sio homotopicos em X — x. Logo v e 7' sdo
homotopicos em X — z. O

Lema 3.10. Sejam n > 1 e X uma n-variedade. Sejam ainda x¢ e x1 dois pontos distintos
em X ey um caminho em X de xo a x1. Entao existe uma n-bola B C X cujo interior
contém xq e x1 e tal que todo caminho em B de xo a x1 € homotdpico a v em X.

Demonstracao. Sejam By uma n-bola com zy € intBy e 7y um caminho em intB, de ¢ a
um ponto 2’ € intBy — 9. Entdo v, 'y ¢ um caminho em X com extremidades em X — 1z de
modo que pelo lema anterior existe um caminho v, em X — x5 homotopico, em X, a v, 'y (e
portanto -y € homotdpico a vpy1). Como X — xy é uma vizinhanga de v; a proposicao (2.22)
nos garante a existéncia de uma isotopia {h;: X — X}, comecando na identidade, que é
constante fora de X — x - e portanto hy(zg) = xo para todo t € I - e tal que v, = {h,(2)}.
Seja B = hy(By). Assim tanto xg = hy(z9) quanto x; = hy(2’) pertencem ao interior de B.
Resta mostrarmos que todo caminho em B de zy a x; é homotopico, em X, a 7. Seja
entao [ um tal caminho. Consideremos a seguinte homotopia de caminhos
hi o yo(s(2 —t)) se 0 <s<1/2,
Hy(s) =
{h(Qs—l)(l—t)+t o ’y(](l + st — f}) se 1/2 <s<1.
Ambas as expressoes de H; valem h; o vo(1 — ¢/2) quando s = 1/2, de modo que {H,} esta
bem definida. Temos o seguinte

H() hoO’Yo(QS) se()§s§1/2
S =
0 has—1y 0 Y(1) se1/2<s<1

Y0(25) se0<s<1/2
a {h@sl)(x') sel/2<s<1
Y0(25) se0<s<1/2
B {%(25— 1) sel/2<s<1

= Yo71

H ( ) hl O’YO(S) se 0 SS 1/2
S) =
' hiov(s) sel/2<s<1

= h,l O Y-

Ou seja, vv1 € hy o 7 sao homotopicos. Como hy oy e 5 sao caminhos no conjunto sim-
plesmente conexo B com as mesmas extremidades segue que os mesmos sao homotdpicos.
Resumindo: v é homotopico a yyy1, que € homotdpico a hi7vy, que é homotopico a 5. Logo
£ é homotopico a ~. O

Lema 3.11. Sejam Cy, C; C intB" duas n-bolas disjuntas, ¢ o segmento de reta unindo
os centros de Cy e C1, a C £ o segmento de reta ligando os pontos de intersecao de £ com
as fronteiras de Cy e Ci. Entao a uniao a U 0Cy U OCy € um retrato por deformacao de
B" — (intCy U intCh).
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Demonstracao. Vamos construir um retrato por deformacao
{Tti B" — (tho U HltCl) — B" — (HltCo U 1ntC'1)| t e I}

de B™ — (intCy U intC) sobre a U 0Cy U 9C.

Para todo z € B" — (intCy U intCy) seja r1(x) o tunico ponto em que o segmento de reta
que minimiza a distancia de x a ¢ intercepta o conjunto a U 0Cy U dC;. Agora, para todo
t € I e para todo z € B™ — (intCy U intCy) definimos

ri(x) = (1 —t)x + tri(z). O

Lema 3.12. Sejamn > 2 e f: X — Y uma aplicagao da n-variedade conera X no espago
conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo Y que €
localmente n-euclidiano em yo. Sejam xg e w1 duas raizes isoladas de f em yo Nielsen
relacionadas pelo caminho v: 1 — X que vai de x¢ a x1, N C X uma vizinhanca de v sem
raizes de f que nao xg e x1, e E uma vizinhanca euclidiana de yo. Entao existem uma n-bola
B C N cujo interior contém o e x1 e uma homotopia {h;: X — Y} comegando em f com
as sequintes propriedades:

1. {h:} € constante em uma vizinhanca de f~1(yo) e constante fora de N;
2. h; Y (yo) = f~(yo) para todo t € 1;

3. g =hy manda (B,0B) em (E,E —1);

4. todo caminho em B de xo a x1 € homotdpico a v em N.

Demonstracio. Podemos assumir que N é conexo e aberto e portanto uma n-variedade
conexa. Pelo lema (3.10) existe uma n-bola C' € N com zy e x; em seu interior e tal que
todo caminho em C' de zy a x; é homoto6pico a v em N.

Para as construcoes que se seguem, a figura abaixo pode ser tutil.



64 TEOREMAS DE REALIZACAO DO NUMERO MINIMO E DO GRAU ABSOLUTO 3.2

Seja ¢: B" — C com xj, = ¢(x¢) e 2} = ¢(x1). Sejam ainda B’ C B" uma bola concéntrica
a B" cujo interior contém zj, e x, C{, C] C int B’ duas bolas disjuntas centradas respectiva-
mente em z{, e '} e cujas imagens por fo¢ estao contidas em F, isto é, fop(Cl) C E, i =0, 1.
Seja também /¢ o segmento de reta ligando z{, a ;. Chamemos de z{ e 2|, respectivamente,
aos pontos onde ¢ intersecta as fronteiras de C{) e C], e de @’ C £ ao segmento de reta que
liga 2z, a 2] parametrizada por a/(s) = (1 — s)z{ + s2|. Pelo lema acima existe um retrato
por deformacao

{r;: B" — (intC}, U intC]) — B™ — (intC} U intC})| ¢ € I}

de B™ — (intC{, U intC]) sobre o' U dC] U OCY.
Transportemos toda essa construcao para dentro de C' através de ¢, isto é, sejam B =
&(B'), Ci=¢(Ch),i=0,1,z,=¢(z}), 1 =0,1,a = ¢(a’) e {r;} = {¢por,o¢'}. Assim a é

um caminho de zp a z; e
{Tti C — (lntC(] U lntCl) — C — (lntC(] U 1ntC’1)| t e I}

¢ um retrato por deformacao de C' — (intCy U intC}) em 0Cy U 0C} U a.

Sejam 7y um caminho em Cj de g a zp = a(0), 71 um caminho em C; de z; = a(1) a 2,
e f um caminho em E — yo de f(z) a f(z1).

Como ~pay; ¢ um caminho em C' de zy a x; entao é homotdpico a v em N, ou seja,
[Yoavy1] = [7] e portanto

[f enollf eallf om] = [f o] = [vo]

Por outro lado, (f o 79)B(f ©71) é um lago no espaco simplesmente conexo F, e portanto
[f ol[Bllf © 7] = [yo]- Logo [f o a] = [B], ou seja, f oa e 5 sdao homotopicos em Y. Mas
ambos sdo caminhos em Y —yo e n > 2 de sorte que pelo item (2) do corolario (3.9), eles sdo
homotdpicos também em Y — g, resultando dai que existe uma aplicacao H: I xI — Y —yj
tal que para todo s € 1

H(S’O) = f(ZO) e H(Sal) = f(zl)
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e, para todot €1
H(0,t)=foa(t) e H(1,t)=p(t) € E—yo.
Consideremos a homotopia {h}: C' — (intCy U intC;) — Y — yo} definida por

forys(z) se 0 <s<1/2exeC — (intCyUintC),
hi(z) =< fori(x) se1/2<s<lexcr *(0C,UdC),
H(2s —1,a7 ' (ri(x))) sel/2<s<1lexcr (a(l)).

Na ultima expressao, a~'(ri(x)) ¢ o ponto ¢t € I para o qual a(t) = r(z). O conjunto
(20, 21) X [1/2,1] € C — (intCy UintC}) é o dominio comum as duas tltimas expressoes, e
para (z,8) € 17 ' (20, 21) X [1/2, 1] a primeira expressio vale for;(z) = f(2), e a segunda vale
H(2s —1,a7Y(ry(z))) = H(2s — 1,i) = f(z;). Para s = 1/2 a primeira expressao coincide
com as duas ultimas. Logo R é uma func¢ao continua bem definida.

Seja 6: X — I uma fungao continua que vale um em B e zero fora do interior de C' e
consideremos a homotopia {h;: X — Y} definida por

() = Ry(z)  se x € C'— (intCy U intCh)
e f(x) se z € (X —intC) UCy U Ch.

A interse¢ao dos dois dominios acima é o conjunto fechado (90C U 9Cy U 0C}). Se x € 9C
entao 6(z) = 0 e portanto hy ., (z) = ho(z) = for(x) = f(z); e se x € (9C, U IC1) entdo
6(z) = 1 eri(x) = z e portanto hy .\, (z) = hi(z) = f(z). Em qualquer um dos casos, as
duas expressoes que definem h; coincidem no dominio comum a ambas, donde concluimos
que a homotopia {h;} estad bem definida.

Vamos verificar a validade das afirmagoes (1)-(4) contidas no enunciado. De sua definigao
segue que {h;} é constante em X — (C' — (intCyUintCy)) = (X —C)UintCyUintC} que é uma
vizinhanga de f~!(yp). Além disso C' — (intCy UintC;) C N de modo que {h;} é constante
fora de N. Isto prova (1).

Para todo s € I, nem f or, nem H possuem raizes em yg, assim h, nao possui raiz em
C — (intCy U intCy), e como acabamos de ver h, é constante em f~'(yo). Logo h;'(yo) =
S Yyo) para todo s € I, o que prova (2).

Da defini¢ao de {h.} vemos que A (C — (intCy UintCy)) = f(0C,UIC,)US(I) C E —yp
e portanto hi(B — (intCy U intCy)) C E — yo, pois d(z) = 1 para x € B. Além disso
hi(Co U Cy) = f(CoUCy) C E. Logo hy manda o par (B,0B) no par (E, E — 1), 0 que

prova (3).
Finalmente, todo caminho em B de zy a 1 é um caminho em C' e pela construcao de C
deve ser homotopico a v em N, o que prova (4). O

Lema 3.13. Sejamn > 1, f: X — Y uma aplicacao de uma n-variedade conexa X em um
espaco Y que € localmente n-euclidiano em yo e B uma n-bola em X tal que sua imagem
por [ estd contida em uma vizinhanca n-euclidiana de yo e cuja fronteira nao possui raizes
de f em yo. Entao eriste uma homotopia {hy: X — Y} comegando em f, que € igual a f
fora do interior de B, e que termina em uma aplicacdo que possui, em B, uma tnica raiz
em Yo.

Demonstragao. Seja E uma vizinhanga n-euclidiana de gy, tal que f(B) C E. Sejam ainda
¢: B" - Bety: R" - E homeomorfismos com 1(0) = yo. Consideremos h: X — Y dada
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por
v (llo @)l o foo (E)) sew e Beo (@) £0,
hz) = <y, sex € Be ¢ t(x)=0,
f(z) se x ¢ B.
Se z € OB entao ||¢~'(z)| = 1 e portanto a primeira formula vale, neste caso, f(x); e
: - - ¢~ (z) )
1 ! 1 o O —_— =
i ol e s oo (5500 ) <o

pois limy-1(;)0l|¢ (z)]| =0 e ™o fog: B - R ¢ limitada. Portanto h ¢ continua e
estd bem definida. Temos ainda que h é igual a f fora do interior de B e que ¢(0) é sua
tinica raiz em gy dentro de B. Consideremos a homotopia {h;: X — Y} definida por

ht<l’) _ {w((l - t)dj_l © f(.T) + ti/}_l o h,(x)) sexr € B

f(z) sex ¢ B
Como h(z) = f(x) para x € OB segue que {h;} estd bem definida. Além disso hy = f,
hy = h e {hi} é constante fora do interior de B. O

Lema 3.14. Sejamn > 2 ek: (B",0B") — (R",R"—0) uma aplicacdo cujo homomorfismo
induzido em homologia k,,: H,(B",0B";,Z) — H,(R",R"—0;7Z) é trivial. Entdao existe uma
homotopia {l;: (B",0B") — (R",R™ — 0)} comecando em k, que é constante na fronteira
de B" e com hy(B") C R" — 0.

Demonstragao. Sejam by € OB" e ¢y = k(by) € R™ — 0 e consideremos o seguinte diagrama

comutativo
k‘rrn

T (B™, 0B™, by) —= m,(R™, R™ — 0, €9)

Hl l“
H, (B", 0B"; 7) —— H,(R", R" — 0; 7)
onde k., é o homomorfismo induzido por k£ em grupo fundamental e ambos H sao homomor-
fismos de Hurewicz. Como R"™ — 0 é simplesmente conexo, pois n > 2, e H,(R",R" — 0;Z)
é trivial para p < n temos que o homomorfismo H da direita é um isomorfismo, resultando
dai que k., é trivial, pois k, o é.

Aidentidade i: (B™, 0B™, by) — (B™, 0B", by) representa um elemento [i| € m,(B", 0B™, by)
cuja imagem por k., é [koi] = [k] € m,(R", R™ — 0,¢ep). Mas como k,, é trivial, segue que
[k] = [eo]. Portanto existe uma homotopia {h;: (B", 0B", by) — (R",R"—0,¢e,)} come¢ando
em k e tal que hi(B") = eo.

Pelo teorema (1.4), K = (J,; h; *(0) é compacto, e portanto fechado, em B™ e como, para
todo t € I, hy(0OB™) C R™ — 0 temos que K e dB™ sao disjuntos. Logo existe uma fun¢ao
d: B" — I que vale zero na fronteira B" e um em K. Consideremos {/;: (B",0B") —
(R™,R™ — 0)} dada por l;(x) = hs() para todo (x,t) € B" x I. Entao {l;} comeca em k
e é constante igual a k na fronteira de B". Além disso se [;(z) = 0 para algum = € B"
entdo sy = 0 e portanto z € K = |J,.; by '(0) de modo que §(z) = 1. Assim 0 = [4(z) =
hi(z) = eg € R™ — 0, o que é um absurdo. Portanto [1(x) # 0 para todo x € B" ou
I (B™) Cc R™ - 0. O]

Lema 3.15. Sejam n > 2, X uma n-variedade orientdvel conexa e Y um espago conexo,
localmente conexo, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano em yq.
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Sejam ainda f: X — Y uma aplicagao propria, E CY uma vizinhanga n-euclidiana de yo
e B C X uma n-bola tais que f(B) C E, f(0B) C E—yo e que N(f,intB) = 0. Entdo existe
uma homotopia propria {hy: X — Y} comegando em f, que é constante fora de B e com
hi(B) C E — yo.

Demonstracao. Sejam x € int B, N uma vizinhanca de B tal que N —int B nao possui raizes
de f em yo (observagao (2.28)). Consideremos o seguinte diagrama comutativo

(X, X — B)— (X, X — intB) <<(N, N — int B) L (Y, Y — y)

. J J

(X, X —x) (B,0B) (E,E — 1)

1"

onde f" e f” sao definidas por f, e todas as demais aplicacoes sao inclusoes com e e £ sendo
excisdes. Como B é conexo, a classe fundamental de B, og, é um gerador de H, (X, X — B) e
k induz isomorfismo em homologia (observacao (1.25)). A aplica¢ao j também induz isomor-
fismo pois X — intB é um retrato por deformacao de X — x. Assim, da comutatividade do
diagrama, segue que ¢ induz isomorfismo em homologia. Como e também induz isomorfismo
temos que e, ! 0i,(op) é um gerador de H, (N, N — intB), onde i, ¢ e, sdo as induzidas no
n-ésimo grupo de homologia de 7 e e, respectivamente. Agora

falen! oin(op)) = fr o€, oinlop) = A(f, intB)p = 0p =0

implica que f! =0, e como ¢ & uma excisao temos que f/ = 0.

Sejam ¢: B" — B e ¢: E — R" homeomorfismos com ¢(yg) = 0. Entao ¢ o f” o
¢: (B",0B") — (R",R™ — 0) é uma aplicacao cuja induzida no n-ésimo nivel de homologia
é trivial. Pelo lema (3.14) existe uma homotopia {l;: (B",0B") — (R",R"—0)} que comega
em 1) o f” o ¢, é constante igual a 1 o f” o ¢ na fronteira de B™ e tal que [;(B") C R" — 0.
Consideremos h}: (B,0B) — (E, E — y,) dada por h} = ¢! ol; 0 ¢$~!. Entdo {h;} comega
em f” & constante igual a f” na fronteira de B e h| nao possui raizes em yy. Consideremos
agora {h;: X — Y} definida por

o) = hi(x) sex € B,
hu() {f(:c) sex ¢ B.

Como {h;} é constante igual a f” na fronteira de B, segue que {h;} estd bem definida e
¢ continua. Assim {h;} é uma homotopia comeca em f, é constante igual a f fora de B e
hi(B) C E — yo. Finalmente, {h;} é propria pois f o é e {h;} é constante fora do compacto
B. O

3.3 Os teoremas de realizacao

Antes de demonstrarmos os teoremas de realizacao do grau absoluto e do nimero minimo
transverso, vejamos um exemplo que é interessante, em primeiro lugar, porque ilustra e
resume a teoria exposta neste texto. Em segundo lugar porque, assim como aplicacoes entre
n-variedades com n > 2, o nimero proprio de Nielsen é um limitante inferior realizavel
para o nimero de raizes na classe de homotopia propria e o grau absoluto é um limitante
inferior realizavel para o niimero de raizes na classe de homotopia propria transversa. Em
terceiro lugar porque, diferentemente do que ocorre com aplicagoes entre variedades, as
classes de raizes podem ter multiplicidades diferentes, além de poder haver tanto classes
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essenciais quanto nao essenciais. Finalmente, porque este é outro exemplo em que o niimero
de Reidemeister é estritamente maior que o niimero proprio de Nielsen, mesmo este sendo
positivo.

Exemplo 3.16. Sejan > 2. Sejam N e S, respectivamente, os polos norte e sul da esfera $7,
istoé, N =(0,...,0,1) e S =(0,...,0,—1). Seja ainda k um inteiro positivo e consideremos
kS™ o espaco quociente obtido de k copias de 5" através da identificacao do polo norte de
uma esfera com o poélo sul da seguinte, sem fechar o ciclo. Precisamente, considere, em
{1,...,k} x 3", a relagdo de equivaléncia R que identifica (i, N) com (i + 1,.5) para todo
1<i<k—1lesejakS" ={1,...,k} x3"/R. Em particular, 2%" é o produto wedge de duas
esferas. Seja também ZS$" = Z x %"/ R’ onde R’ é a relacao que associa (i, N) a (i+1, 5) para
todoi € Z. A inclusao {1,...,k} x3" C Z x %" induz uma aplicagao injetora j: kS" — Z3S".
Denotemos por $"/{N, S} o espa¢o quociente obtido de $" identificando os pdlos norte e
sul. A projecao (i,x) — z de Z x $" sobre $" induz uma aplicacdo ¢: Z%" — $"/{N, S}
que é um recobrimento.

Ao identificarmos o equador de $™ a um tnico ponto, estrangulando a esfera, obtemos o
produto wedge de duas esferas, ou seja, 23". A aplicacao quociente que realiza a identificacao
acima é uma aplicacao sobrejetora de $” em 2%". Vamos generalizar esta contrucao para
obtermos uma aplicacao sobrejetora de $" em k5" do seguinte modo: primeiro dividimos a
esfera $" em k partes, todas de mesma altura, através de (k— 1) latitudes e depois estrangu-
lamos a esfera em cada uma dessas latitudes. Para formalizar esta idéia consideremos, para
cada 1 < i < k, o subconjunto S; C 3" definido por

2(2—1 21
S; = {(901,---,%“) €5 %—1 < Tpp < ?—1}-
Sejam g;: S; — %" dadas por
S se Tpyp = —1
Tiyenny Tpg1) = 2 .
g(m +) ( %(zl, Ce Ty, al(xn+1))) caso contrario
n+1
N se Tpip =1
Tiyenn, Tpg1) = 2 (m -
9™ +) ( %(wl, ce T, ak(azn+1))) caso contrario
n+1
e para 1 <1 < k,
1—a?

2
1- Th+1

Ge(@1, - Tnsn) = ( M(:ﬁ,...,xn),ai(%ﬂ)))

onde a,(x) = k(z + 1) — 2z + 1. Entdo, para cada 1 < i < k, g; leva S; sobrejetivamente

em 5", comprimindo as latitudes z,,; = 2(2—;1) —lewx, 1 = % — 1 aos polos sul e norte
respectivamente, e levando o restante de S; homeomorficamente em $" —{ N, S}. Finalmente

seja g: B" — kS" dada por

onde os colchetes indicam a classe de equivaléncia de (7, g;(z)) no espago quociente k3" =
{1,...,k} x $"/R.
Para cada m € 7Z seja h,,: $" — %" uma aplicacao com grau de Brower igual a m que
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deixa fixo os polos. Entdo dada uma k-upla de inteiros (my,...,my) € ZF a aplicacio do
produto cartesiano {1,...,k} x $" em si mesmo dada por (i,x) — (i, hy,(x)) induz uma
aplicacao de kS” em si mesmo que denotaremos por h(mq,...,mg): k3" — kS".

Sejam agora f S" — 73" a COmMPOSigao f = joh(my,...,my)oge f: 3" — " /{N,S} a
projecao de f através de q, isto é, [ = qof Consideremos um ponto yo € $"/{N,S}—{N, S}
e denotemos os pontos em ¢ (yo) por y; onde y; € {i} x $" para cada i € Z. A figura a

seguir ilustra o caso k = 3.
/@\

PP
)
2660"

Tanto $" quanto Z5" sao simplesmente conexos de sorte que as imagens de seus grupos
fundamentais por f e ¢, respectivamente, sdo, trivialmente, iguais. Entdo g e f sio, respecti-
vamente, o recobrimento e um levantamento de Hopf para f. Assim cada um dos conjuntos
7 Y(#;) ou é vazio ou é uma classe de raizes de Nielsen de f em g, (observagao 2.11). Se i < 1
ou i > k entdo A(f, f(7i)) = 0 pois f(7;) = 0. Para 1 < i < k, temos que A(f, f(7i)) = m..
Suponhamos entdao que m; # 0 para 1 <i < ¢ e que m; = 0 para £+ 1 < i < k. Logo J?(g/jz)
é uma classe de raizes essencial para cada 1 < ¢ < ¢ (coroléario 2.35). Ja para £+ 1 <i < k,
como m; = 0, existe uma homotopia em 5", constante nos polos, de h,,, a uma aplicacao
h':S" — 3" tal que (B')” (yz) = (). Tal homotopia pode ser usada para definir uma homo-
topia de f a uma aplicacao f’ S — Z3S™ tal que (f) Y(®;) = 0. Logo, para £ + 1 < i < k,
f(yz) é vazio ou é uma classe nao essencial. Deste modo, como $" é compacto, segue da
definicao que

PNR(f,y0) = NR(f, o) = £

O indice global para $" é

AMES)=my+ - +mp=mqg + -+ my.
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~

Para 1 <i < k, a multiplicidade de f(y;) é

~

e o grau absoluto de f em yq é
A(fy0) = |ma| -+ 4 |my| = [ma| + -+ [my].

Do teorema (3.19) sabemos que toda aplicagdo homotopica a f tem pelo menos PNR(f, yo) =
NR(f,y0) = ¢ raizes em y,. Por outro lado, para todo m # 0, existe uma aplicagdo homo-
topica a h,,, por uma homotopia constante nos poélos, que possui uma tnica raiz em .
Estas aplicacoes podem ser usadas para definir uma aplicacao homotopica a f que possui
exatamente PNR(f,yo) = NR(f, yo) = ¢ raizes em yj.

Do teorema (3.17) sabemos que toda aplicagido homotopica a f e tranversa a y, tem pelo
menos A(f,yo) = |m|+- - -+ |my| raizes em yy. Por outro lado, cada h,, é homotopica a uma
aplicagao, por uma homotopia constante nos polos, que é tranversa a y, € que possui exata-
mente |m/| raizes. Estas aplica¢oes podem ser usadas para definir uma aplica¢do homotdpica
a f e tranversa a yy que possui exatamente A(f,yy) raizes em .

Teorema 3.17. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espaco Hausdorff, conexo, local-
mente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano
emyo €Y e f: X — Y uma aplicagao propria. Entao toda aplicacao propriamente homo-
topica a f e transversa a yo tem pelo menos A(f,yo) raizes em yo. Além disso, se n > 2
existe uma aplicacao propriamente homotopica a f e transversa a yo que possui exatamente
A(f, o) raizes em yjo.

Demonstragao. A primeira afirmagdo é o resultado do teorema (2.78). Suponhamos entao
que n > 2. Pelo corolario (3.6) existe pelo menos uma aplica¢do propriamente homotépica
a f e transversa a yp. Todas as aplicagOes propriamente homotodpicas a f e transversas a ¥
possuem um nimero finito de raizes em gy, de modo que podemos considerar dentre elas
uma que seja minimal no sentido de ter o niimero minimo de raizes em g, que denotaremos
por f,,. Para concluir a demonstragao basta mostrarmos que #f,.*(y0) < A(f,yo) e para
tanto vamos supor que #f,-'(yo) > A(f, yo) e mostrar que f,, nio ¢ minimal. Como

S Ha=#£"0) > Alfmy) = Y. M(fmr ),

Q€ fn (yo) /N Q€ fn (yo) /N

existe uma classe de raizes «a tal que #a > M( f, a, yo). Para mostrar que f,,, ndo é minimal
vamos considerar trés casos.

CASO I - X orientavel.

Sendo f,, transversa a o, f, € um homeomorfismo local em cada raiz r € a de onde
obtemos que A(fp,,x) = £1 para cada z € « (lema (2.77)). Como #a > M(fm, o, yo) =
1> sea A fm, )|, existem duas raizes, 2o e z1, em « tais que A(fim, Zo) + A(fin, 21) = 0.

Sejam FE uma vizinhanca euclidiana de yp e 7 um caminho em X de xy a z; tal que
[fm o] = [yo]. Como f,, possui um namero finito de raizes podemos aplicar o corolério (3.9)
um nuamero finito de vezes de modo a obter um caminho homotopico a v que nao passa por
raizes de f,, a nao ser xy e x1. Assim podemos admitir que a prépria v nao passa por raizes
de f,, a nio ser zy e ;. Entao v(I) e [, '(yo) — {xo, 21} sao fechados disjuntos em X e
portanto v(I) admite uma vizinhanca compacta N disjunta de f'(yo) — {xo, 21}, pois X
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¢ normal e (/) é compacto. Do lema (3.12) segue que existem uma n-bola B C N e uma
homotopia {h;: X — Y} comecando em f,, com as seguintes propriedades:

1. {hs} é constante em uma vizinhanca de f,-(yo) e constante fora de N;
2. hi*(yo) = fu' (yo) para todo t € I;

3. g =hy manda (B,0B) em (E, E — yp);

4. todo caminho em B de zy a 1 é homot6pico a v em N.

Entao g € um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes, pois h;, sendo uma homo-
topia constante fora do compacto N, é propria e além disso é constante em uma vizinhanca
de f.'(v0) = g *(y0). Uma vez que, para todo t € I, h; nao possui raizes na fronteira de B
temos, pelas propriedades homotopica e aditiva do indice, que

Mg, intB) = A(fm, intB) = A(fim, o) + A fim, 1) = 0.

Logo pelo lema (3.15) existe uma homotopia {h;: X — Y} constante fora de B tal que hj, = ¢
e h) nao possui raizes em yo dentro de B. Notemos que h} é propriamente homotopica a f,,
e transversa a yo (pois ¢ um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes e é propria).
Além disso k) éigual a g em X — B. Portanto h} possui duas raizes a menos que a aplicacao
minimal f,,.

CASO II - X nao orientavel e f,, orientavel.

Sejam p : X — X o recobrimento duplo orientado de X e a uma classe de raizes de f,,op
em g tal que p~!(a) = @ U (—a) (teorema (2.65)). Do fato de p levar & em « bijetivamete
segue que #a = #a > M(fm, o, yo) = AN frmop, @)|. Além disso f,, op é um homeomorfismo
local em cada = € a pois f,, é transversa a 3y e p ¢ um homeomorfismo local. Assim como
no caso I, existem duas raizes, Ty e T1, em a tal que \(f,, op, o) + A(fim 0P, 1) = 0. Seja
um caminho em X de %o a 7; tal que [f, 0 po 3] = [yo]. Sejam ainda v = po 7, zo = p(To)
e r1 = p(71). Entdo 7 é um caminho em X de 2y a x; tal que [f,, o 7] = [yo]. Podemos
assumir, novamente como no caso I, que 7 nao passa por raizes de f,, o p a nao ser Iy e I
e portanto 7 nao passa por raizes de f,, exceto xg e x1. Seja N uma vizinhanca compacta
de v(I) sem raizes de f,, a ndo ser xy e ;. Pelo lema (3.12) existem uma n-bola B C N e
uma homotopia {h;: X — Y} comecando em f,, com as seguintes propriedades:

1. {hs} é constante em uma vizinhanca de f,-'(yo) e constante fora de N;
2. hi ' (yo) = f." (o) para todo t € T;

3. g = hy manda (B,0B) em (E, E — yp);

4. todo caminho em B de xg a 1 é homotopico a v em N.

Por ser simplesmente conexo segue que B é uma vizinhanca distinguida com relacao a p.
Seja B a componente de p~!(B) que contém Zy. Afirmamos que T; € B. De fato, se 7/ é
um caminho em B de xy a z7 entdo, pelo item (4) acima, 7' e 7 sdo homoto6picas; como
(5|B)"1(+/) e 7 siio levantamentos de 7' e v ambas comegando em Z, temos que (p|B)~(v/)
e 7 sdo homotopicas e portanto 7; = 7(1) = (p|B)"L(7/)(1) € B. Pelo lema (3.15) existe
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uma homotopia {%t c X — Y} comegando em g o p que é constante fora de B e tal que 711
nao possui raizes em B. Consideremos a homotopia {l; : X — Y} definida por

L(z) = {7” o (p|B)~M(x) sewe B,
g9(x) se x ¢ B.

Deste modo [; é propriamente homotopica a f,,, transversa a g, e possui duas raizes a menos
que fp,.

CASO 1III - f,, nao orientavel.

Aqui M(fim, a,90) = [Aa(fin, @), isto &, M(fp, @, yo) vale zero ou um. De f,, ser um
homeomorfismo local em cada uma de suas raizes resulta que A\o(f,z) = 1 para todo z € a.
Assim, se M(fn,a,9) = 0, entdo « possui uma quantidade par (ndo nula) de raizes.
Por outro lado, se M(fm,@,y0) = 1 entdo « possui pelo menos duas raizes, pois #a >
M (fm, @, 7). Em qualquer um dos casos #« > 2. Sejam g, 1 € . Sejam ainda p : X5 X
o recobrimento duplo orientado de X, Ty = p~'(x¢), e T; = p~'(x1). O teorema (2.66) nos
garante que Tg, T1, —To € —x; sao raizes Nilsen relacionadas de f,, o p em yo. E como
fm © p € um homeomorfismo local em cada uma de suas raizes, temos que o indice inteiro
de raizes de f,, o p em cada um desses quatro pontos vale 1 ou -1 (teorema (2.77)). Como a
aplicacao, de X em si mesmo, que leva z em —z é um homeomorfismo que reverte orientacao
segue que \(f, op, 1) = —A(fim o p, —%1). Assim ou A(f, o p,Zo) + A(fm 0o p, 1) = 0, ou
A(fm oD, To) + A(fm 0P, —Z1) = 0. Suponhamos que acontega o primeiro caso (caso contréario
basta trocar z; por —Z7). O resto da demonstragao segue exatamente como no caso II. [

Para aplicagoes nao orientaveis temos o seguinte corolario:

Corolario 3.18. Sejam n > 2, X uma n-variedade conexa nao orientdavel e Y um espaco
conexo, localmente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conzexo e localmente
n-euclidiano em yo € Y. Se f: X =Y € uma aplicacao propria e nao orientdvel, entao

1. PNR(f, yo) = A(f, y0)

2. uma classe de raizes de f em yo € propriamente essencial se, e somente se, tem mul-
tiplicidade nao nula.

Demonstracdo. Sejam C,,, C. C f~(yo)/N, respectivamente, os conjuntos formados pelas
classes de raizes de f em yo com multiplicidade nao nula e pelas classes de raizes essencias de
f em yo. Sabemos que PNR(f, yo) € um invariante propriamente homotépico e um limitante
inferior para o nimero de raizes de f em yy, mas pelo teorema (3.17) existe uma aplica-
¢ao propriamente homotopica a f que possui exatamente A(f,yo) raizes em y,. Portanto
PNR(f,y0) < A(f,yo). Agora como f é nao orientavel, a multiplicidade de cada uma de suas
classes de raizes vale zero ou um, e como o grau absoluto ¢ a soma de todas estas multiplici-
dades temos que A(f,yo) = #C,,. Lembremos que cada classe com multiplicidade nao nula
é essencial e portanto C,,, C C,. Finalmente, segue de sua definicdo que PNR(f, yo) = #C..
Deste modo

PNR(f,90) < A(f,90) = #Cn < #Ce = PNR(f, %)

Isto prova que PNR(f,v0) = A(f,v0) e, ainda mais, que C,,, = C,, pois C,,, C C, e ambos
sao conjuntos finitos de mesma cardinalidade. O

Teorema 3.19. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espaco Hausdorff, conexo, local-
mente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano
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emyo €Y e f: X — Y uma aplicacao propria. Entao toda aplica¢ao propriamente homo-
topica a f tem pelo menos PNR(f,yo) raizes em yo e toda classe de raizes de f em yo com
multiplicidade nao nula € propriamente essencial. Além disso, se n > 2 existe uma aplicag¢ao
propriamente homotdpica a f que possui exatamente PNR(f, yo) raizes em yo, e uma classe
de raizes de f em yo € propriamente essencial somente se tem multiplicidade nao nula.

Demonstragao. Ja sabemos, do teorema (2.13), que toda aplica¢ao propriamente homotopica
a f tem pelo menos PNR(f, o) raizes em g, e, do corolario (2.71) que toda classe de raiz
de f em yo com multiplicidade nao nula é propriamente essencial. Resta-nos mostrar as
duas afirmacoes enunciadas quando n > 2. Para aplicacoes nao orientaveis, ambas seguem
do teorema (3.17) e do corolario (3.18) acima. Portanto s6 precisamos considerar aplicagoes
orientaveis.

Pelo teorema (3.17) existem aplica¢oes propriamente homotopicas a f com um namero
finito de raizes. Assim dentre todas as aplicagbes propriamente homotopicas a f existe uma
que é minimal no sentido de nenhuma outra ter uma quantidade menor de raizes. Denotemos
uma tal aplica¢ao por f,,, como na demonstragao do teorema (3.17). Obviamente que f,,
tem um nitmero finito de raizes. Mostremos que toda classe de raizes de f,, tem uma tnica
raiz. Para isso, supohamos que uma classe a possui duas raizes distintas zy e x1. Seja v um
caminho em X de x4 a x; tal que [f,, 0y] = [yo]. Como n > 2 e f,, tem um namero finito de
raizes podemos, pelo corolario (3.9), supor que as unicas raizes de f,, contidas na imagem de
v sdo xg e z1. Entao v(I) admite uma vizinhanga compacta N cuja intersecao com f,1(yo)
& {xg,z1}. Pelo lema (3.12) existem uma n-bola B C N e uma homotopia {h;: X — Y}
comecando em f,, com as seguintes propriedades:

1. {h;} & constante em uma vizinhanga de f,-*(yo) e constante fora de N;
2. hi ' (yo) = f." (yo) para todo t € T;

3. g = hy manda (B,0B) em (E, E — yp);

4. todo caminho em B de xg a 1 é homotopico a v em N.

Notemos que a homotopia {h;} é propria pois é constante fora do compacto N. Agora, pelo
lema (3.13), existe uma homotopia {h;: X — Y} comegando em g que é constante fora de
B e tal que A} tem uma tnica raiz em B. Deste modo h} é propriamente homotopica a f e
tem menos raizes que a aplicacao minimal f,,. Logo toda classe de raizes de f,, tem apenas
uma raiz.

Mostremos agora que cada classe de raizes de f,, tem multiplicidade nao nula. Seja
a = {z} uma classe de raizes de f,, e suponha que M(f,,,a,y9) = 0. Seja ainda F uma
vizinhanca euclidiana de y,. Entao existe uma n-bola B que é uma vizinhanca de = e tal
que fn(B) C Ee fn(0B) C E —y,. Consideremos os casos quando X ¢é orientavel e quando
nao o é.

CASO I - X orientavel.

Como |A(fm, )| = M(fm,a,y0) = 0 segue da aditvidade do indice que A(f,,intB) =
A(fm,a) = 0. Pelo lema (3.15) existe uma homotopia {h;: X — Y} constante fora de B
que comeca em f,, e termina em uma aplicacdo que nao possui raizes em B. Ou seja, hy é
igual a f,, fora de B e nao possui raiz em B tendo, portanto, menos raizes que f,,. Além
disso, como f,, e {h;} sdo proprias - esta porque é constante fora do compacto B - temos
que h; é propriamente homotodpica a f,, e, por conseguinte, a f. Isto contradiz o fato de f,,
ser minimal.
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CASO II - X nao orientéavel.

Seja p : X — X o recobrimento duplo orientado de X. Como B é uma vizinhanca
distinguida em relagdo a p- pois é simplesmente conexo - existe uma n-bola B C X tal
que p manda B e —B homeomorficamente sobre B. Seja & = (| B)~!(«). Notemos que & =
{(p|B)~'(x)}. Assim @ e —a sio duas classes de rafzes de f,,op que p manda sobrejetivamente
em «. Entao

[A(fm 0, intB)| = [A(fm 0 P, )| = M(fim, @, 0) = 0.
A primeira igualdade segue da aditividade do indice, a segunda da definicao da multiplicidade
e a ultima de nossa hipotese. Logo, A(f,, op, «) = 0. Pelo lema (3. 15) existe uma homotopia
{ht X - Y} comecando em fn, o p que é constante fora de B e que termina em uma
aplicacao sem raizes em B. Consideremos a homotopia {h; : X — Y} definida por

h(x) = { 1o (pIB)}(z) sex€B
fm(2) se r € B.

Assim, h; é propriamente homotopica a f, tem as mesmas raizes que f,, fora de B e nao
tem raiz em B, tendo portanto menos raizes que a aplicagdo minimal f,,. Isto conclui a
demonstragao de que toda classe de raizes de f,, tem multiplicidade nao nula,ou seja, toda
classe de raizes de f,, é propriamente essencial. Assim f,, tem exatamente PNR(f,.,v0) =
PNR(f, y0) classes de raizes, e como cada uma delas tem uma tinica raiz segue que f,, possui
exatamente PNR(f, yo) raizes.

Resta mostrarmos que uma classe de raizes de f é essencial somente se sua multiplicidade
for nao nula. Sejam C,,(f) e C.(f) como na demonstracao do corolario (3.18). Considere os
conjuntos analogos para f,, isto é, Cp,(fn) € Ce(fm). Temos que

PNR(f,50) = #/n' (%) = #Cn(fin)
= #Cn(f) < #Ce(f) = PNR(f, o).

As duas primeiras igualdades seguem do que demonstramos acima, a terceira do corolario
(2.71) e a tdltima da definicao de PNR(f, o). Logo #C,.(f) = #C.(f). O

Seja f: X — Y uma aplicagdo como nas hipoteses dos teoremas (3.17) e (3.19) e su-
ponhamos n > 2. Entao existe uma aplicacao g: X — Y propriamente homotdpica a f e
transversa a yo € Y. Vimos no paragrafo seguinte ao teorema (2.78) que se « é uma classe de
raizes de g em 7y entdo « possui, no minimo, M(g, «, yo) raizes. Assim se « for uma classe
propriamente essencial de g entao sua contribuicao para o niimero proprio de Nielsen é um,
enquanto que para o grau absoluto é M(g, a, yo) < 1. Desta forma, PNR(g, y0) < A(g, %0)-
Como o nimero proprio de Nielsen e o grau absoluto sao invariantes propriamente homotoé-
picos, e do resultado contido em (2.79), temos a seguinte consequéncia dos teoremas (3.17)
e (3.19):

Corolario 3.20. Sejam X uma n-variedade conexa, Y um espagco Hausdorff, conexo, local-
mente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente n-euclidiano
emyo €Y e f: X =Y uma aplicagao propria. Sen > 2 entao o niumero de Nielsen proprio
de f em yo € menor ou igual ao grau absoluto de f em 1y, e um destes € positivo se, somente
se, o outro o for. Em simbolos

PNR(f,v0) < A(f,90) e PNR(f,5) >0« A(f,y0) >0
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Vejamos um exemplo em que o nimero proprio de Nielsen é estritamente menor que o
grau absoluto.

Exemplo 3.21. Seja f: $" — $" uma aplicacao de grau k£ > 2. Seja Y = $" V $" duas
esferas unidas por um ponto. Precisamente, seja

YZSHX{Z()}U{ZQ}XS”CS”XS”.

. Consideremos e: 3" — Y a inclusdo na esquerda, isto é, e(z) = (z, zp) para todo z € $", e
Yo = (21, 20) € Y um ponto distinto de (2, zp). Como Y é simplesmente conexo, e o f possui
uma tnica classe de raizes « em gy, e, portanto, PNR(e o f,yg) < 1. Por outro lado, f é
homotdpica a uma aplicacao que possui exatamente k raizes, todas isoladas, em z. Como o
grau absoluto é um invariante homotépico, temos, do lema (2.77) e da aditividade do indice,
que A(eo f,yo) = k.

3.4 Aplicacao a teoria do grau

Nesta secao vamos tentar associar a teoria desenvolvida até aqui a teoria do grau de
Hopf, como Brown e Schirmer fizeram em [BS01, se¢ao 5|. A introducao do grau absoluto
por Hopf em [Hop30] visava prover um invariante homotopico algébrico que fosse relacionado
com o nocao de grau geométrico. O objetivo do trabalho de Hopf era justamente estabelecer
a igualdade entre os graus algébrico e geométrico, igualdade esta anteriormente estabelecida
pelo proprio Hopf em [Hop28| para aplicages entre espacos euclidianos. A defini¢ao de grau
geométrico abaixo é uma adaptacdo direta da defini¢do encontrada em [BSO01, Defini¢do
5.2] ao nosso contexto, onde o contra-dominio da aplicagdo nao é (necessariamente) uma
variedade.

Definicao 3.22. Sejam Y um espago localmente n-euclidiano em yo € Y e f: X — Y
uma aplicagao propria. O grau geométrico de f em yg, denotado por G(f,yo), € 0 menor
inteiro nao-negativo para o qual existe uma aplicacao g: X — Y propriamente homotopica
a f tal que a pré-imagem ¢g~!(B) de uma n-bola B contendo y,, tem exatamente G(f, o)
componentes conexas, cada uma das quais se aplica por g homeomorficamente sobre B.

O grau geométrico de f em y, estd bem definido pois é limitado superiormente pelo
nimero de raizes em y, de uma aplicagdo propriamente homotopica a f e transversa a yp.
Observemos que o grau geométrico de f em g, coincide com o niimero minimo transverso
de raizes de f em 1y, isto é,

g(f7 yO) = MR‘T(f’ yO)

Assim do teorema (3.17) segue imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.23. Sejam n > 2, X wuma n-variedade conexa, Y um espaco Hausdorff, co-
nexo, localmente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo e localmente
n-euclidiano em yo € Y e f: X — Y uma aplicagao propria. Entdao o grau geométrico de f
em yo € o grau absoluto de f em yo. Em simbolos

A(f,y0) = G(f,%0).

Se na definicao de grau geométrico Y for uma variedade, entao podemos definir o grau
geométrico global.

Definicao 3.24. Seja f: X — Y uma aplicagao propria do espaco topoldgico X na n-
variedade Y. O grau geométrico de f, denotado por G(f) é o minimo do graus locais de
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f em y, para y € Y. Em simbolos

G(f) =min{G(f,y) :y € Y}.

A definigao acima coincide com a defini¢ao de grau geométrico dada por [BSO01, Defini¢do
5.2, p.75| para aplicagoes entre variedades de mesma dimensao. Da definigdo acima, do
teorema (3.23) e do teorema (2.76) resulta o teorema a seguir, ver [BS01, Teorema 5.4,
p.76]:

Teorema 3.25. Seja f: X — Y uma aplicagao propria entre variedades conexas de mesma
dimensao n > 2. Entao os graus absoluto e geométrico de f coincidem, isto €, A(f) = G(f).

O teorema acima foi provado pela primeira vez por Hopf [Hop30, p. 607]. No trabalho
de Epstein uma nova demonstracao deste fato é estabelecida [Eps66, Teorema 4.1, p.376].

Se X for uma variedade conexa orientavel entao podemos relacionar o grau (homologico)
local e o grau absoluto de uma aplicacao.

Teorema 3.26. Seja f: X — Y uma aplicacao propria da n-variedade conexa orientdvel
X no espaco conexo, localmente conexo por caminhos, semilocalmente simplesmente conexo
e localmente n-euclidiano em yo € Y. Entao A(f,yo) > |gr,, (f)]-

Demonstracao. Temos

lgr, (Ol = INE o)l =1 Y. Afa)l <

acf~(yo)/N

< Z IA(f, )] = Z M(f,a,y0) = A(f, vo)-

acf~(yo)/N acf~(yo)/N

A validade da primeira igualdade se encontra no paragrafo anterior ao teorema (2.46), a
segunda da aditividade do indice e as duas tltimas das definicdbes de multiplicidade e grau
absoluto. O

O exemplo (2.49) mostra um caso em que vale a desigualdade estrita no teorema acima,
tendo em vista a relacao entre o indice de raizes e o grau local expressa no paragrafo antece-
dente ao teorema (2.46). Além disso, este exemplo mostra que a condi¢ao de orientabilidade
das variedades no teorema 5.5 de [BS01, p. 76] ndo pode ser suprimida.
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