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Resumo

GODINHO, D. G. Extensão da teoria de Niesen de raízes a apli
ações 
uja 
on-

tradomínio não é uma variedade. 2015. 46 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de

Matemáti
a e Estatísti
a, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2015.

Para uma apli
ação própria f : X → Y entre variedades 
onexas de mesma dimensão n,

o número de Nielsen próprio de f em y0 ∈ Y , PNR(f, y0), e o grau absoluto de f em y0,

A(f, y0), 
onstituem invariantes propriamente homotópi
os de f . Além disso, PNR(f, y0) é

um limitante inferior para o número de raízes em y0 de toda apli
ação propriamente ho-

motópi
a a f , e A(f, y0) é um limitante inferior para o número de raízes em y0 de toda

apli
ação propriamente homotópi
a a f e transversa a y0. Se n 6= 2, existem uma apli
ação

propriamente homotópi
a a f 
om exatamente PNR(f, y0) raízes em y0, e uma apli
ação

propriamente homotópi
a a f e transversa a y0 
om exatamente A(f, y0) raízes em y0. Es-

tendemos estes resultados, 
om a 
ondição n > 2, para uma apli
ação própria f : X → Y

onde X é uma variedade 
onexa de dimensão n, Y é um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e y0 ∈ Y é um ponto que admite uma

vizinhança eu
lidiana de dimensão n. Apli
amos esta extensão da teoria de Nielsen de raízes

à teoria do grau para estabele
er uma relação entre os graus absoluto e geométri
o.

Palavras-
have: número de Nielsen, grau absoluto, grau geométri
o.
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Abstra
t

ARAUJO, D. G. Root theory extension for maps in a spa
e that is not a manifold.

2015. 46 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemáti
a e Estatísti
a, Universidade de

São Paulo, São Paulo, 2015.

For a proper map f : X → Y between 
onne
ted manifolds of dimension n, the proper

Nielsen number of f at y0 ∈ Y , PNR(f, y0), and the absolute degree of f at y0, A(f, y0),

are proper homotopy invariants of f . Moreover, PNR(f, y0) is a lower bound for the number

of roots at y0 of all maps properly homotopi
 to f , and A(f, y0) is a lower bound for the

number of roots at y0 of all maps properly homotopi
 to f and transverse at y0. If n 6= 2,

there is a map properly homotopi
 to f with exa
tly PNR(f, y0) roots at y0, and a map

properly homotopi
 to f and transverse at y0 with exa
tly A(f, y0) roots at y0. We extend

these results, for n 6= 2, for proper maps f : X → Y , where X is a 
onne
ted n-dimensional

manifold, Y is a 
onne
ted, lo
ally path 
onne
ted, semi-lo
ally simply 
onne
ted spa
e and

y0 ∈ Y has an eu
lidean neighborhood of dimension n. We apply this extended Nielsen Root

theory to the degree theory to obtain a relation between the absolute an geometri
 degrees.

Keywords: Nielsen number, absolute degree, geometri
 degree
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Introdução

No desenvolvimento de sua teoria do grau, o matemáti
o alemão Heinz Hopf, in�uen
iado

pela re
ém desenvolvida teoria de pontos �xos de Jakob Nielsen [Nie27, Nie29℄, introduziu os


on
eitos de número de Nielsen de raízes e de grau absoluto [Hop28, Hop30℄. Con
ernentes

as estes 
on
eitos, Hopf estabele
eu, no segundo dos trabalhos a
ima referen
iados, dois

importantes resultados. A presente dissertação tem 
omo base o artigo entitulado "Roots

of mappings from manifolds"de autoria de Robin Brooks, publi
ado no ano de 2004 [Bro04℄


ujo prin
ipal objetivo é estender estes dois 
onhe
idos resultados da teoria de Nielsen de

raízes no sentido de substituir a hipótese de que 
erto espaço topológi
o seja uma variedade

topológi
a pela 
ondição, menos exigente, de que este tal espaço seja lo
almente eu
lidiano

apenas no ponto em que se 
onsideram as raízes.

Uma raiz da apli
ação f : X → Y entre espaços topológi
os no ponto y0 ∈ Y é um

elemento da imagem inversa f−1(y0) de y0 por f . Duas raízes de f em y0 estão na mesma


lasse de raízes se existe um 
aminho unindo-os 
uja imagem por f é um laço 
ontrátil no

ponto y0. Nos trabalhos de Hopf, estes 
on
eitos, assim 
omo os que se seguem, tinham por

substrato uma apli
ação própria entre variedades topológi
as 
onexas de mesma dimensão

que preserva fronteiras. Com a noção de multipli
idade, uma 
lasse de raízes era dita essen
ial

se sua multipli
idade fosse não nula. Hopf então de�ne o número de Nielsen de raízes de f
em y0 
omo sendo a quantidade de 
lasses de raízes essen
iais e o grau absoluto de f 
omo

a soma das multipli
idades das 
lasses de raízes de f em y0. Também foi introduzida a idéia

de transversalidade de uma apli
ação a um ponto do seu 
ontradomínio. No segundo de

seus dois trabalhos Hopf prova que para f : X → Y uma apli
ação própria entre variedades

topológi
as 
onexas de mesma dimensão que preserva fronteira valem os seguintes resultados:

I) tanto o número de Nielsen de raízes quanto o grau absoluto são invariantes da 
lasse

de homotopia própria de f , isto é, toda apli
ação propriamente homotópi
a a f possui

os mesmos número de Nielsen de raízes e grau absoluto de f ;

II) se a dimensão das variedades for diferente de dois então o número de Nielsen de raízes é

um limitante inferior realizável para o número de raízes na 
lasse de homotopia própria

de f , isto é, a quantidade de raízes de qualquer apli
ação propriamente homotópi
a a

f é, no mínimo, o número de Nielsen de raízes de f e, ainda mais, existe uma apli
a-

ção propriamente homotópi
a a f que tem exatamente 
omo quantidade de raízes, o

número de Nielsen de raízes de f ; e

III) o grau absoluto é um limitante inferior realizável para o número de raízes na 
lasse

tranversa de homotopia própria de f , isto é, a quantidade de raízes de qualquer apli
a-
ção propriamente homotópi
a a f e tranversa ao ponto em que se 
onsideram as raízes

é, pelo menos, o grau absoluto de f e uma dentre estas apli
ações tem exatamente


omo quantidade de raízes, o grau absoluto de f .

O trabalho de Brooks e portanto o presente texto objetivam reestabele
er os item (II)

e (III) a
ima substituindo a hipótese de que Y seja uma variedade topológi
a de mesma

1



2 SUMÁRIO 0.0

dimensão da variedade X pela suposição de que o espaço Y seja, no ponto y0, lo
almente

eu
lidiano.

Quando 
onsiderada uma apli
ação entre variedades 
onexas de mesma dimensão mostra-

se que o número de Nielsen de raízes independe do ponto em que se 
onsideram as raízes e

por isso se fala apenas em número de Nielsen de raízes de f . Nestes 
asos a multipli
idade

também independe da 
lasse de raízes, isto é, a multipli
idade é a mesma para todas as


lasses de raízes. Veremos que este panorama não é preservado se fazemos a substituição

supra
itada. Ou seja, há exemplos em que o número de Nielsen de raízes depende do ponto

para os quais se olham as raízes e onde as 
lasses de raízes podem apresentar multipli
idades

distintas umas das outras, quando Y não é uma variedade. Uma outra mudança obtida ao se

relaxar a hipótese sobre o espaço Y se dá no seguinte 
enário: 
onquanto não empregasse tal

nomen
latura, Hopf introduziu um outro número, o número de Reidemeister de raízes, o qual

vem a ser um limitante superior para a quantidade de 
lasses de raízes. Portanto o número

de Reidemeister é sempre maior do que, ou igual a, o número de Nielsen de raízes. O
orre que

para apli
ações entre variedades vale a igualdade entre esses números sempre que o número

de Nielsen de raízes for positivo. Isto não mais é verdadeiro se Y não for uma variedade.

Mostraremos exemplos onde o número de Nielsen de raízes é positivo e estritamente menor

do que o número de Reidemeister.

Finalmente, assim 
omo Robert Brown e Helga S
hirmer �zeram em [BS01℄ tentaremos

reestabele
er a ligação entre a teoria de Nielsen de raízes e a teoria do grau de Hopf.

Este trabalho está organizado do seguinte modo: no primeiro 
apítulo, �xamos as no-

tações e re
ordamos os pré-requisitos ne
essários ao subsequente desenvolvimento do texto;

no 
apítulo seguinte estabele
emos as de�nições e resultados bási
os da teoria de Nielsen de

raízes. No último 
apítulo enun
iamos e demonstramos as extensões dos dois teoremas de

Hopf e apli
amos a teoria de Nielsen de raízes desenvolvida nos três 
apítulos anteriores à

teoria do grau.



Capítulo 1

Preliminares

1.0.1 Convenções e notações

Neste trabalho todos os espaços são Hausdor� e uma apli
ação é uma função 
ontínua

entre espaços topológi
os.

O espaço eu
lidiano n-dimensional é denotado por R

n
, a bola unitária fe
hada em R

n

por B

n
, a esfera unitária em R

n+1
por S

n
, o intervalo [0, 1] em R por I, o 
onjunto dos

números inteiros por Z, os inteiros módulo dois por Z2 e o plano 
omplexo por C.

Se X é um espaço e U ⊂ X é um subespaço denotamos o interior, o fe
ho e a fronteira

de U , respe
tivamente, por intU , U e ∂U . Um subespaço B ⊂ X é uma n-bola se existe

um homeomor�smo φ : Bn → B e um subespaço E ⊂ X é n-eu
lidiano se existe um

homeomor�smo ψ : Rn → E. Dizemos ainda que um espaço topológi
o é lo
almente n-
eu
lidiano em um dado ponto se tal ponto admite uma vizinhança n-eu
lidiana.

Se X e Y são espaços topológi
os, uma homotopia {ht : X → Y |t ∈ I} é uma família

de apli
ações ht : X → Y indexada por I tal que a função que a 
ada (x, t) ∈ X × I

asso
ia o ponto ht(x) ∈ Y é 
ontínua. Denotamos uma homotopia por {ht : X → Y } ou

simplesmente por {ht} e dizemos que é uma homotopia de h0 a h1. Dizemos que uma

homotopia {ht : X → Y } é uma homotopia 
onstante em A ⊂ X se ht(x) = h0(x) para
todo x ∈ A e para todo t ∈ I; e dizemos que é uma homotopia 
onstante fora de A ⊂ X
se é 
onstante em X − A.

Um 
aminho em um espaço X é uma apli
ação do intervalo unitário I em X , γ : I → X .

Se x0 ∈ X então o 
aminho 
onstante em x0, isto é, o 
aminho γ : I → X tal que

γ(t) = x0 para todo t ∈ I, pode ser denotado pelo próprio x0. Homotopias entre 
aminhos é


onsiderada, a menos de menção 
ontrária, uma homotopia 
om extremidades �xas, ou seja,

se {ht : I → X} é uma homotopia de 
aminhos em X então ht(0) = h0(0) e ht(1) = h0(1)
para todo t ∈ I. A 
lasse de homotopia do 
aminho γ : I → X é denotada por [γ].

Uma apli
ação f̄ : (X ′, A′) → (Y ′, B′) é de�nida por f : (X,A) → (Y,B) se X ′ ⊂ X ,

f(X ′) ⊂ Y ′
, f(A′) ⊂ B′

e f̄(x) = f(x) para todo x ∈ X ′
.

Se X , Y e Ŷ são espaços topológi
os, f : X → Y e q̂ : Ŷ → Y são apli
ações, um

levantamento de f através de q̂ é uma apli
ação f̂ : X → Ŷ tal que q̂ ◦ f̂ = f , ou seja, é

uma apli
ação que torna o diagrama

Ŷ

q̂

��
X

f̂
??

��������

f
// Y


omutativo. O mesmo se dá 
om homotopias, ou seja, um levantamento de uma homotopia

{ht : X → Y } através de q̂ é uma homotopia {ĥt : X → Ŷ } tal que q̂ ◦ ĥt = ht para todo

t ∈ I.

3



4 PRELIMINARES 1.0

Uma apli
ação de re
obrimento, ou simplesmente re
obrimento, é uma apli
ação

p : X̂ → X, onde X̂ é 
onexo por 
aminhos, tal que 
ada x ∈ X admite uma vizinhança

aberta U tal que p−1(U) é uma união disjunta de abertos 
ada um dos quais se apli
a por

p homeomor�
amente sobre U . Chamamos de vizinhança distinguida a 
ada aberto U
deste tipo. O espaço X̂ é 
hamado espaço de re
obrimento e X é 
hamado a base do

re
obrimento.

Se e : (X − U,B − U) ⊂ (X,B) é uma in
lusão onde U é um aberto de X 
ujo fe
ho

está 
ontido no interior de B, então X − intB ⊂ X − U . Assim, tomando N = X − U e

A = X − B temos que N é fe
hado em X e

A = X − B = X − intB ⊂ X − U = int(XU) = intN.

Logo e : (N,N − A) ⊂ (X,X − A) é uma in
lusão onde N é uma vizinhança fe
hada do

fe
ho de A. Por outro lado se e : (N,N − A) ⊂ (X,X − A) é uma in
lusão onde N é uma

vizinhança fe
hada do fe
ho de A, então X − intN ⊂ X − A. Assim, tomando U = X − N
e B = X − A temos que U é aberto e

U = X −N = X − intN ⊂ X −A = int(X − A) = intB.

Logo e : (X −U,B − U) ⊂ (X,B) é uma in
lusão onde U é um aberto de X 
ujo fe
ho está


ontido no interior de B. Isto mostra que as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. e : (X −U,B −U) ⊂ (X,B) é uma in
lusão onde U é um aberto de X 
ujo fe
ho está


ontido no interior de B

2. e : (N,N − A) ⊂ (X,X − A) é uma in
lusão onde N é uma vizinhança fe
hada do

fe
ho de A.

Uma in
lusão 
omo nos itens (1) e (2) a
ima induz isomor�smo em todas as dimensões

em homologia e é o que se 
hama ex
isão. Adotamos uma de�nição um pou
o diferente de

ex
isão baseado no seguinte argumento: suponhamos que X é um espaço normal, A ⊂ X e

N ⊂ X é uma vizinhança qualquer do fe
ho de A. Então A e X − intN são dois fe
hados

disjuntos emX e, portanto, existem abertos disjuntos U e V tais que A ⊂ U e X−intN ⊂ V .
Daí U ⊂ X − V e X − V ⊂ intN . Logo

A ⊂ U ⊂ X − V = int(X − V ).

Ou seja, C = X−V é uma vizinhança fe
hada do fe
ho de A 
ontida no interior de N . Neste


aso, tanto e′ : (C,C−A) ⊂ (N,N −A) quanto e◦ e′ : (C,C−A) ⊂ (X,X−A) são ex
isões
no sentido do item (2) a
ima e, portanto, induzem isomor�smo em todas as dimensões de

homologia. Logo e também induz isomor�smo em todas as dimensões de homologia. Nossa

de�nição de ex
isão é a seguinte:

De�nição 1.1. Sejam X um espaço topológi
o e A ⊂ X um sub
onjunto. Uma ex
isão

em X é uma in
lusão e : (N,N − A) ⊂ (X,X − A) onde N é uma vizinhança qualquer do

fe
ho de A, em X .

Observamos que o que 
hamamos de ex
isão, Eilenberg e Steenrod 
hamam de ex
isão

do tipo E2 e que se for usada homologia singular tal in
lusão induz ismor�smo independen-

temente da normalidade [ES52, p. 267-268℄.



1.0 5

1.0.2 Apli
ações próprias

De�nição 1.2. Uma apli
ação prórpia é uma apli
ação f : X → Y 
uja pré-imagem

f−1(K) de todo 
ompa
to K ⊂ Y é um 
ompa
to de X .

De�nição 1.3. Uma homotopia própria é uma homotopia {ht : X → Y } tal que a apli-


ação de X × I em Y dada por (x, t) 7→ ht(x) é própria.

Teorema 1.4. Uma homotopia {ht : X → Y } é própria se, e somente se,

⋃
t∈I h

−1
t (K) é


ompa
to em X sempre que K for 
ompa
to em Y .

Demonstração. Suponhamos que {ht} é própria e seja K ⊂ Y um 
ompa
to. Então o 
on-

junto {(x, t) ∈ X × I : ht(x) ∈ K} é 
ompa
to em X × I. Logo sua imagem pela projeção

X × I → X é um 
ompa
to de X . Mas esta imagem é extamente o 
onjunto

⋃
t∈I h

−1
t (K).

Re
ipro
amente, suponhamos que o 
onjunto

⋃
t∈I h

−1
t (K) é um 
ompa
to de X sempre

que K for um 
ompa
to de Y . Seja K ⊂ Y um 
ompa
to. Então

⋃
t∈I h

−1
t (K) × I é um


ompa
to em X × I. Como a função (x, t) 7→ ht(x) é 
ontínua e K é fe
hado em Y (pois é


ompa
to) temos que C = {(x, t) ∈ X × I : ht(x) ∈ K} é um fe
hado em X × I que, além

disso, está 
ontido no 
ompa
to

⋃
t∈I h

−1
t (K) × I. Logo C é 
ompa
to em X × I de onde


on
luimos que {ht} é uma homotopia própria.

Teorema 1.5. Toda homotopia que seja 
onstante igual a uma apli
ação própria fora de

um 
ompa
to, é uma homotopia própria.

Demonstração. Sejam {ht : X → Y } uma homotopia, f : X → Y uma apli
ação própria e

C ⊂ X um 
ompa
to. Suponhamos que a homotopia {ht} é 
onstante igual a f fora de C,
isto é, se ht(x) = f(x) para todo (x, t) ∈ (X−C)× I. Mostremos que {ht} é uma homotopia

própria.

Seja K ⊂ Y um 
ompa
to. Pelo teorema a
ima, é su�
iente provar que

⋃
t∈I h

−1
t (K)

é 
ompa
to em X . Como {ht} é 
onstante igual a f fora de C segue que

⋃
t∈I h

−1
t (K) =

(
⋃
t∈I(ht|C)

−1(K))
⋃
f−1(K) e, 
omo f é própria basta mostrar que

⋃
t∈I(ht|C)

−1(k) é 
om-

pa
to em X . Mas isto de
orre do teorema a
ima uma vez que a homotopia {ht|C} é própria

(pois C é 
ompa
to).

Teorema 1.6. Uma apli
ação é própria se, e somente se, um levantamento seu, através de

um re
obrimento, também o for.

Demonstração. Seja f : X → Y uma apli
ação e f̂ : X → Ŷ um levantamento seu através

de um re
obrimento q̂ : Ŷ → Y .
Suponhamos que f é própria e seja K̂ ⊂ Ŷ um 
ompa
to. Portanto são 
ompa
tos em

Y e X , respe
tivamente, os 
onjuntos q̂(K̂) e f−1(q̂(K̂)). Além disso, f̂−1(K̂) é fe
hado em

X pois K̂ o é em Y e f̂−1(K̂) ⊂ f−1(q̂(K̂)). Assim f̂−1(K̂) é um fe
hado 
ontido em um


ompa
to, logo um 
ompa
to de X . Então f̂ é uma apli
lação própria.

Re
ipro
amente, suponhamos que f̂ é uma apli
ação própria e seja K ⊂ Y um 
ompa
to.

Então K admite uma 
obertura �nita C por 
ompa
tos que são vizinhanças distinguidas.

Para 
ada C ⊂ C seja K̂C um 
ompa
to homeomorfo (através de q̂) a C. Então f̂−1(K̂C)

também é 
ompa
to pois f̂ é própria. Assim

⋃
C∈C f̂

−1(K̂C), sendo uma união �nita de


ompa
tos, é um 
ompa
to. E f−1(K), sendo um sub
onjunto fe
hado de

⋃
C∈C f̂

−1(K̂C),
também é 
ompa
to. Portanto f é própria.

Como uma homotopia própria de um espaço X é uma apli
ação própria do espaço X× I

temos o seguinte 
orolário do teorema a
ima.
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Corolário 1.7. Uma homotopia é própria se, e somente se, um levantamento seu, através

de um re
obrimento, também o for.

Teorema 1.8. Uma apli
ação de re
obrimento 
om base 
onexa é própria se, e somente se,

possui um número �nito de folhas.

Demonstração. Sejam X um espaço 
onexo e p : X̂ → X uma apli
ação de re
obrimento.

Suponhamos que p seja própria. Se x ∈ X temos que p−1(x) é dis
reto (pois p é re
obri-
mento) e 
ompa
to (pois p é própria e os espaços são Hausdor�). Logo, p−1(x) é �nito.

Re
ipro
amente, suponhamos que p tem um número �nito de folhas e seja K ⊂ X um


ompa
to. Basta mostrar que se Y é um espaço 
onexo e 
ompa
to e q : Ŷ → Y é um re
o-

brimento 
om um número �nito de folhas então Ŷ é 
ompa
to, pois p|p−1(K) : p−1(K) → K
é um re
obrimento nestas 
ondições. Para 
ada y ∈ Y seja Uy uma vizinhança distin-

guida aberta de y. Então {Uy : y ∈ Y } é uma 
obertura por abertos de Y . Logo existem

y1, . . . , yn ∈ Y tais que {Uy1 , . . . , Uyn} é uma 
obertura por abertos de Y . Sendo 
ompa
to,

Y é normal e, por [Dug66, Teorema 6.1, p. 152℄, existe um re�namento {V1, . . . , Vn} da 
o-

bertura {Uy1, . . . , Uyn} tal que o fe
ho de Vi está 
ontido em Uyi para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Como, para 
ada i ∈ {1, . . . , n}, V i é 
ompa
to e q̂−1(V i) é a união �nita de 
ópias home-

omorfas a V i (pois q̂ tem um número �nito de folhas e V i ⊂ Ui) segue que q̂−1(V i) é um


ompa
to. Logo Ŷ =
⋃n
i=1 q̂

−1(V i) é 
ompa
to.

Teorema 1.9. A 
omposição de apli
ações próprias é uma apli
ação própria.

A demonstração deste fato é imediata e por isso a omitimos.

1.0.3 Orientação

Sejam X um espaço lo
almente n-eu
lidiano em x ∈ X e E ⊂ X uma vizinhança n-
eu
lidiana de x. Por ex
isão temos queH∗(X,X−x;Z) ≈ H∗(E,E−x;Z). LogoHp(X,X−x)
é 
í
li
o in�nito para p = n e trivial 
aso 
ontrário.

De�nição 1.10. Seja X um espaço lo
almente n-eu
lidiano em x ∈ X . Uma orientação

lo
al de X em x é um gerador do grupo Hn(X,X − x).

No restante desta subseção seja X uma n-variedade, isto é, um espaço topológi
o para-


ompa
to, (Hausdor�) e n-eu
lidiano em 
ada um de seus pontos. Consideremos o 
onjunto

Θ(X) =
⋃

x∈X

Hn(X,X − x).

A família formada pelos interiores de todas as n-bolas em X 
onstitui uma base para a

topologia de X , isto é, o 
onjunto

{intB : B é uma n-bola em X}

é uma base para a topologia de X . Seja V o interior de uma n-bola em X . Para 
ada

x ∈ V , o 
onjunto X − V é um retrato por deformação de X − x de modo que a in
lusão

jx : (X,X − V ) → (X,X − x) induz um isomor�smo jxn : Hn(X,X − V ) → Hn(X,X − x).
Seja Vξ = {jxn(ξ) : x ∈ V } onde ξ ∈ Hn(X,X − V ). Assim

{Vξ : V é o interior de uma n-bola e ξ ∈ Hn(X,X − V )}


onstitui uma base para a topologia de Θ(X) [Dol72, Proposição 2.3, p. 252℄.
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Consideremos a apli
ação φ : Θ(X) → Z de�nida por φ(ν) = |φx(ν)| onde φx : Hn(X,X−
x) → Z é um isomor�smo. Por tomarmos o módulo, temos que φ independe da es
olha de

φx estando, portanto, bem de�nida. Mostremos que φ é 
onstante em 
ada Vξ. Sejam V o

interior de uma n-bola em X , ξ ∈ Hn(X,X − V ) e ν ∈ Vξ. Então existe x ∈ V tal que

ν = jxn(ξ). Sejam µx e µV geradores de Hn(X,X − x) e Hn(X,X − V ), respe
tivamente,

tais que jxn(µV ) = µx. Como ξ ∈ Hn(X,X − V ) existe k ∈ Z tal que ξ = kµV . Logo

φ(ν) = φ(jxn(ξ)) = φ(jxn(kµV )) = φ(kjxn(µV ))

= φ(kµx) = |kφx(µx)| = |k|,

pois φx : Hn(X,X − x) → Z é um isomor�smo e, portanto, φx(µx) = ±1. Mostramos assim

que φ é 
onstante em Vξ. Deste modo, φ é lo
almente 
onstante e, portanto, 
ontínua (Z

munido da topologia dis
reta). Em parti
ular, Θ(X) se de
ompõe em uma união disjunta

⋃

k∈N

X̃(k), onde X̃(k) = φ−1(k).

Obsevemos que dado ν ∈ Θ(X), existe x ∈ X tal que ν ∈ Hn(X,X − x) de modo que

φ(ν) = 1 se, e somente se, ν é um gerador de Hn(X,X − x). Ou seja, X̃(1) = φ−1(1) é

exatamente o 
onjunto das orientações lo
ais de X .

Consideremos agora a apli
ação pΘ(X) : Θ(X) → X dada por pΘ(X)(ν) = x para 
ada

ν ∈ Hn(X,X − x) 
om x ∈ X . Se V é o interior de uma n-bola em X e µV é um gerador de

Hn(X,X − V ) então jxn(µV ) é um gerador de Hn(X,X − x), onde jxn : Hn(X,X − V ) →
Hn(X,X − x) é o isomor�smo induzido pela in
lusão. Todo elemento de Hn(X,X − V )
é representado de maneira úni
a por kµV 
om k ∈ Z e assim 
omo todo elemento de

Hn(X,X −x) é representado de maneira úni
a por kjxn(µV ) 
om k ∈ Z. Deste modo temos

que

p−1
Θ(X)(V ) =

⋃

x∈V

Hn(X,X − x)

= {ν : ν ∈ Hn(X,X − x), x ∈ V }

= {kjxn(µV ) : k ∈ Z, x ∈ V }

= {jxn(kµV ) : k ∈ Z, x ∈ V }

=
⋃

k∈Z

VkµV .

Observemos que a união é disjunta e que 
ada VkµV se apli
a homeomor�
amente, por pΘ(X),

sobre V , pois pΘ(X)(kjxn(µV )) = x para todo x ∈ V . Como a 
oleção dos interiores de todas

as n-bolas emX é uma base para a topologia deX segue que a restrição de pΘ(X) : Θ(X) → X
a 
ada 
omponente 
onexa de Θ(X) é um re
obrimento de X . Para 
ada x ∈ X , o grupo

Hn(X,X − x) possui exatamente dois geradores. Denotemos por X̃ o subespaço de Θ(X)

formado por todos estes geradores, isto é, X̃ = X̃(1). À restrição de pΘ(X) a X̃ , denotada

por p̃ : X̃ → X , 
hamamos re
obrimento duplo orientado de X . Aqui estamos fazendo

um abuso de linguagem, uma vez que p̃ pode não ser, de fato, um re
obrimento já que

nada sabemos da 
onexidade por 
aminhos do espaço X̃ . Contudo a restrição de p̃ a 
ada


omponente 
onexa de X̃ é um re
obrimento de X . Como p̃ é um homeomor�smo lo
al

temos que X̃ é uma n-variedade 
hamada �brado orientado de X . O adjetivo orientado

se deve ao teorema (1.13).

Seja uma apli
ação f : X → Y entre espaços topológi
os. Uma seção de f é uma apli
a-
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ção s : Y → X tal que a 
omposição f ◦ s é a identidade em Y . De outro modo, uma seção

é uma apli
ação que torna o diagrama

X

f
��

Y

s
>>

~~~~~~~~

id
// Y


omutativo. Observemos que uma seção é um homeomor�smo sobre sua imagem.

De�nição 1.11. Uma orientação de uma variedade X é uma seção sX : X → X̃ do re
o-

brimento duplo orientado p̃ : X̃ → X de X .

De�nição 1.12. Uma variedade é orientável se admite uma orientação. Caso 
ontrário, é

dita não orientável.

Uma variedade orientável juntamente 
om uma sua orientação é dita uma variedade

orientada.

Vimos a
ima que o �brado orientado é uma variedade. O próximo resultado versa sobre

a orientabilidade desta variedade.

Teorema 1.13. O �brado orientado de uma variedade é uma variedade orientável.

Demonstração. Seja X uma n-variedade, p̃ : X̃ → X seu re
obrimento duplo orientado e

˜̃p : ˜̃X → X̃ o re
obrimento duplo orientado do �brado orientado X̃ de X . Devemos en
ontrar

uma orientação sX̃ : X̃ →
˜̃
X de X̃ . Isto é, devemos en
ontrar uma seção da apli
ação

˜̃p. Dado
x̃ ∈ X̃ sejam x = p̃(x̃) ∈ X , U ⊂ X uma vizinhança distinguida de x e Ũ ⊂ X̃ a 
omponente

de p̃−1(U) que 
ontém x̃ e 
onsideremos o seguinte diagrama

(X̃, X̃ − x̃)
ẽ
⊃ (Ũ , Ũ − x̃)

p̃
Ũ→ (U, U − x)

e
⊂ (X,X − x),

onde e e ẽ são in
lusões e p̃Ũ e a restrição de p̃ a Ũ . As in
lusões e e ẽ são ex
isões e

p̃Ũ é um homeomor�smo de modo que estas três apli
ações induzem, respe
tivamente, os

isomor�smos en : Hn(U, U − x) → Hn(X,X − x), ẽn : Hn(Ũ , Ũ − x̃) → Hn(X̃, X̃ − x̃) e

(p̃Ũ)n : Hn(Ũ , Ũ − x̃) → Hn(U, U − x). Como x̃ é um gerador de Hn(X,X − x) temos que

ẽn ◦ (p̃Ũ)
−1
n ◦ e−1

n (x̃) é um gerador de Hn(X̃, X̃ − x̃). De�nimos sX̃(x̃) = ẽn ◦ (p̃Ũ)
−1
n ◦ e−1

n (x̃).

Por 
onstrução sX̃ é uma seção de

˜̃p.

Denominamos orientação 
an�ni
a de X̃ à orientação sX̃ : X̃ →
˜̃
X obtida na de-

monstração a
ima. Deste modo o �brado orientado de uma variedade juntamente 
om sua

orientação 
an�ni
a é uma variedade orientada. Por isso usamos o adjetivo orientado na

denominação do �brado.

Proposição 1.14. Se o �brado orientado de uma variedade 
onexa não é 
onexo, então é


omposto de exatamente duas 
omponentes 
onexas.

Demonstração. Seja X uma n-variedade 
onexa 
ujo �brado orientado X̃ não é 
onexo.

Suponhamos que para algum x ∈ X os geradores µx e −µx de Hn(X,X − x) pertençam a


omponentes 
onexas distintas, digamos µx ∈ C1 e −µx ∈ C2. Seja γ um 
aminho em X

omeçando em x. Como a restrição de p̃ a Ci, i = 1, 2 é um re
obrimento existem 
aminhos γ̃i
em Ci, i = 1, 2, 
om γ̃1(0) = µx e γ̃2(0) = −µx. Se γ̃1(1) = γ̃2(1) então γ̃1γ̃2

−1
é um 
aminho
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em X̃ ligando µx a −µx o que 
ontradiz o fato de µx e −µx estarem em 
omponentes 
onexas

distintas. Logo γ̃1(1) 6= γ̃2(1) e γ̃i(1) ∈ Ci, i = 1, 2. Sendo 
onexa, a variedadeX é 
onexa por


aminhos e, portanto, mostramos que se os geradores de Hn(X,X−x) estão em 
omponentes


onexas distintas para algum x ∈ X então o estão para todo x ∈ X (e nas mesmas duas


omponentes). Por outro lado, pelo que a
abamos de mostrar, se para algum x ∈ X , os

geradores de Hn(X,X − x) estão na mesma 
omponente 
onexa de X̃ então o mesmo deve

o
orrer para todos os outros pontos de X . Mas neste 
aso teríamos que X̃ é 
onexo.

Como 
onsequên
ia da proposição a
ima temos que se X for uma variedade 
onexa 
ujo

�brado orientado é 
onexo então p̃ é, de fato, um re
obrimento duplo de X . Por outro lado,

se o �brado orientado for des
onexo então a restrição de p̃ a 
ada 
omponente 
onexa de X̃
é um re
obrimento simples de X . O resultado a seguir rela
iona a orientabilidade de uma

variedade 
onexa à 
onexidade de seu �brado.

Teorema 1.15. Uma variedade 
onexa é orientável se, e somente se, seu �brado orientado

não é 
onexo.

Demonstração. Seja X uma variedade 
onexa. Suponhamos X orientável e seja sX : X → X̃
uma orientação de X . Então para todo x ∈ X , sX(x) é um dos dois geradores do grupo

Hn(X,X−x). Designando por −sX(x) o outro gerador resulta que a apli
ação −sX : x → X̃
que a 
ada x ∈ X asso
ia −sX(x) também é uma orientação de X , pois p̃(−sX(x)) = x.

Sendo orientações, sX e −sX são homeomor�smos sobre suas imagens e, além disso, X̃ =
Im(sX) ⊔ Im(−sX). Assim Im(sX) e Im(−sX) são abertos de X̃, não vazios, disjuntos 
uja

união é X̃ , ou seja, X̃ é des
onexo.

Re
ipro
amente, suponhamos que X̃ não é 
onexo. Pela proposição (1.14), X̃ é a união

disjunta de duas 
omponentes 
onexas C1, C2 ⊂ X̃ 
ada uma das quais 
ontém exatamente

um dos geradores de Hn(X,X − x) para 
ada x ∈ X . A restrição p̃|Ci : Ci → X é um

re
obrimento simples deX , ou seja, um homeomor�smo e, neste 
aso, (p̃|Ci)
−1 : X → Ci ⊂ X̃

é uma orientação de X .

Sejam X uma n-variedade e U ⊂ X um aberto de X . Então U é, por si mesma, uma

variedade. Para 
ada x ∈ U , a in
lusão ex : (U, U − x) ⊂ (X,X − x) é uma ex
isão e,

portanto, induz um isomor�smo exn : Hn(U, U − x) → Hn(X,X − x). Se sX : X → X̃ é uma

orientação de X então a apli
ação sU : U → Ũ dada por sU(x) = e−1
xn(sX(x)) para todo x ∈ U

é uma orientação de U , à qual denominamos, 
om 
erto abuso de terminologia, restrição

da orientação sX de X a U .
Um homeomor�smo h : X → X em uma variedade X induz um homeomor�smo h̃ : X̃ →

X̃ em seu �brado orientado do seguinte modo. Dado x̃ ∈ X̃ existe x ∈ X tal que x̃ é um

gerador do grupo Hn(X,X−x). A apli
ação hx : (X,X−x) → (X,X−h(x)) de�nida por h
é um homeomor�smo e, portanto, induz um isomor�smo hxn : Hn(X,X − x) → Hn(X,X −

h(x)). De�nimos h̃(x̃) = hxn(x̃). O fato de h̃ ser bijetora segue de sua 
onstrução, e sua


ontinuidade segue de p̃ : X̃ → X ser um homeomor�smo lo
al e da 
omutatividade do

diagrama

X̃
h̃ //

p̃

��

X̃

p̃

��
X

h
// X.

Suponhamos agora que X é uma variedade orientável 
onexa e seja sX : X → X̃ uma

orientação de X . Vimos na demonstração do teorema (1.15) que Im(sX) e Im(−sX) são
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abertos disjuntos de X̃ 
uja união é X̃. Portanto Im(h̃◦sX)∩Im(sX) e Im(h̃◦sX)∩Im(−sX)

são abertos disjuntos de Im(h̃◦ sX) 
uja união é Im(h̃◦ sX), que é 
onexo (pois X é 
onexo),

de sorte que o
orre apenas uma das possibilidades abaixo:

1) Im(h̃ ◦ sX) ∩ Im(−sX) = ∅ e, neste 
aso, Im(h̃ ◦ sX) ⊂ Im(sX);

2) Im(h̃ ◦ sX) ∩ Im(sX) = ∅ e, neste 
aso, Im(h̃ ◦ sX) ⊂ Im(−sX).

A
onte
e que dado x ∈ X temos que h̃(sX(x)) = hxn(sX(x)) é um dos geradores de

Hn(X,X − h(x)) de modo que ou h̃(sX(x)) = sX(h(x)) ou h̃(sX(x)) = −sX(h(x)). As-
sim, ou

h̃ ◦ sX(x) = sX ◦ h(x), para todox ∈ X ;

ou

h̃ ◦ sX(x) = −sX ◦ h(x), para todox ∈ X.

No primeiro 
aso dizemos que h : X → X é um homeomor�smo que preserva orientação

e no segundo, que reverte orientação.

Exemplo 1.16. Seja X uma variedade 
onexa não orientável. O homeomor�smo h̃ : X̃ → X̃

dado por h̃(x̃) = −x̃ para todo x̃ ∈ X̃ , reverte orientação. Seja sX̃ : X̃ →
˜̃
X a orientação


an�ni
a de X̃ . Então o homeomor�smo

˜̃
h :
˜̃
X →

˜̃
X induzido por h̃ é tal que

˜̃
h(sX̃(x̃)) = h̃x̃n(sX̃(x̃)), para todo x̃ ∈ X̃, (1.17)

onde h̃x : (X̃, X̃ − x̃) → (X̃, X̃ − h̃(x̃)) é de�nida por h̃ e h̃xn é o isomor�smo induzido em

homologia. Dado x̃ ∈ X̃ , lembremos que sX̃(x̃) é de�nido, de a
ordo 
om o diagrama

(X̃, X̃ − x̃)
ẽ
⊃ (Ũ , Ũ − x̃)

p̃
Ũ→ (U, U − x)

e
⊂ (X,X − x),

por sX̃(x̃) = ẽn ◦ (p̃Ũ)
−1
n ◦ e−1

n (x̃), onde x = p̃(x̃), U é uma vizinhança distinguida de x, Ũ é a


omponente 
onexa de p̃−1(U) que 
ontém x̃ e p̃Ũ é de�nida por p̃ (1.13). Como p̃(h̃(x̃)) = x,

tomando Ṽ = h̃(Ũ) temos que Ṽ é a 
omponente 
onexa de p̃−1(U) que 
ontém h̃(x̃). Assim
temos o seguinte diagrama

(X̃, X̃ − h̃(x̃))
ℓ̃
⊃ (Ṽ , Ṽ − h̃(x̃))

p̃
Ṽ→ (U, U − x)

e
⊂ (X,X − x).

Agora da 
omutatividade do digrama

(Ṽ , Ṽ − h̃(x̃))
ℓ̃ // (X̃, X̃ − h̃(x̃))

(Ũ , Ũ − x̃)

h̃

OO

ẽ
// (X̃, X̃ − x̃)

h̃x̃

OO

segue que ℓ̃ = h̃x̃ ◦ ẽ ◦ h̃−1
. E da 
omutatividade de

(Ũ , Ũ − x̃)

p̃
Ũ

��

h̃ // (Ṽ , Ṽ − h̃(x̃))

p̃
Ṽwwnnnnnnnnnnnn

(U, U − x)
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segue que p̃Ṽ = p̃Ũ ◦ h̃−1
. Assim

sX(h̃(x̃)) = ℓ̃n ◦ (p̃Ṽ )
−1
n ◦ e−1

n (h̃(x̃))

= ℓ̃n ◦ (p̃Ṽ )
−1
n ◦ e−1

n (−x̃)

= −ℓ̃n ◦ (p̃Ṽ )
−1
n ◦ e−1

n (x̃)

= −(h̃x̃ ◦ ẽ ◦ h̃
−1)n ◦ (p̃Ũ ◦ h̃−1)−1

n ◦ e−1
n (x̃)

= −h̃x̃n ◦ ẽn ◦ p̃Ũ ◦ e−1
n (x̃)

= −h̃x̃n(sX̃(x̃))1.17

= −
˜̃
h(sX̃(x̃)).

Portanto

˜̃
h(sX̃(x̃)) = −sX̃(h̃(x̃)), para todo x̃ ∈ X̃,

ou seja, h̃ é um homeomor�smo que reverte orientação.

Seja X uma n-variedade, γ um laço em X e γ̃ um levantamento de γ através do re
obri-

mento duplo orientado p̃ : X → X̃ de X . Como γ é um laço temos que ambos γ̃(0) e γ̃(1) são
geradores de Hn(X,X − γ(0)). Se γ̃(1) = γ̃(0), em outras palavras, se γ̃ é um laço, dizemos

que γ é um laço em X que preserva orientação. Se, pelo 
ontrário, γ̃(1) = −γ̃(0) (γ̃ não

é um laço) dizemos que γ é um laço em X que reverte orientação.

Teorema 1.18. Uma variedade é orientável se, e somente se, todos os seus laços preservam

orientação.

Demonstração. Sejam X uma variedade e p̃ : X̃ → X seu re
obrimento duplo orientado.

Suponhamos que X seja orientável e seja sX : X → X̃ uma orientação de X . Dado um

laço γ em X temos que sX ◦ γ é um levantamento de γ pois

p̃ ◦ (sX ◦ γ) = (p̃ ◦ sX) ◦ γ = idX ◦ γ = γ.

Como sX é 
ontínua segue que sX ◦ γ(0) = sX ◦ γ(1). Logo γ preserva orientação.

Re
ipro
amente, suponhamos que todos os laços em X preservam orientação. Para todo

x ∈ X seja γx um laço baseado em x e γ̃x um levantamento de γx através de p̃. De�nimos

sX : X → X̃ por sX(x) = γ̃x(0) para todo x ∈ X . Então sX é 
ontínua pois, por hipótese,

γ̃x(0) = γ̃x(1). Além disso, para todo x ∈ X temos que

p̃(sX(x)) = p̃(γ̃x(0)) = γ(0) = x.

Ou seja, sX é uma seção de p̃ e, portanto, uma orientação de X .

De�nição 1.19. Uma apli
ação f : X → Y de uma variedade X em um espaço topológi
o

Y é uma apli
ação não orientável se existe um laço que reverte orientação em X 
uja

imagem por f é um laço 
ontrátil em Y . Caso 
ontrário, dizemos que é uma apli
ação

orientável.

Observação 1.20. A de�nição a
ima 
on
orda 
om a de�nição usual de orientabilidade de

apli
ação [BS01, De�nição 2.1, p. 54℄, onde também Y é uma n-variedade.

Exemplo 1.21. Se X é uma variedade orientável, então toda apli
ação f : X → Y é orien-

tável. Em parti
ular o re
obrimento duplo orientado p̃ : X̃ → X é orientável.
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Exemplo 1.22. Consideremos o toro T

2

omo o espaço quo
iente do quadrado unitário

identi�
ando (s, 0) 
om (s, 1) e (0, t) 
om (1, t). Consideremos ainda a garrafa de Klein K


omo o espaço quo
iente do quadrado unitário identi�
ando (s, 0) 
om (s, 1) e (0, t) 
om

(1, 1− t). Seja p̃ : T2 → K dada por

p̃([(s, t)]) =

{
[(2s, t)] se 0 ≤ s ≤ 1/2,

[(2s− 1, t)] se 1/2 ≤ s ≤ 1.

Então p̃ é o re
obrimento duplo orientado de K. Consideremos agora os laços β(s) = [(s, 0)]
e γ(t) = [(0, t)] em K. Então o grupo fundamental da garrafa de Klein é gerado por [β] e

[γ]. O 
aminho β̃(s) = [(s/2, 0)] no toro é um levantamento de β que não é um laço. Logo

β reverte orientação. Por outro lado, γ̃(t) = [(0, t)] é um levantamento de γ que é um laço.

Logo γ preserva orientação.

Seja f : K → T

2
de�nida por f([(s, t)]) = [(s, 0)]. Então f ◦ β(s) = f([(s, 0)]) = [(s, 0)]

é um dos geradores do grupo fundamental do toro. Por outro lado, f ◦ γ(t) = f([(0, t)]) =
[(0, 0)]. Como βγβ−1γ é 
ontrátil (relação dos geradores), qualquer elemento do grupo fun-

damental da garrafa de Klein pode ser representado na forma [β]m[γ]n e f#([β]
m[γ]n) =

[f ◦ β]m[f ◦ γ]n = [f ◦ β]m, que não é trivial a menos que m seja zero. Agora se T

2/ ∼ é o

toro pinçado, onde o meridiano [(0, t)] do toro foi identi�
ado a um ponto, e p : T2 → T

2/ ∼
é a identi�
ação então p ◦ f leva β no laço que representa o gerador do grupo fundamental

do toro pinçado. Portanto um laço na garrafa de Klein que 
uja imagem por p◦f é 
ontrátil

deve ser homotópi
o a γn, para algum n, e todos estes preservam orientação.

Exemplo 1.23. Sejam DT ⊂ T2
e DP ⊂ P2

, dis
os fe
hados no toro e no plano projetivo,

respe
tivamente, e 
onsideremos a soma 
onexa T

2#P2
obtida da identi�
ação entre os

pontos das fronteiras de DT e DP através de um homeomor�smo h : ∂DT → ∂DP . Como

∂DP é fe
hado em P

2 − intDP e 
omo DT é um sub
onjunto 
ontrátil do tipo ENR, temos

que a apli
ação id ◦ h−1 : ∂DP → DT , onde id : T
2 − intDT → T

2 − intDT é a identidade,

se estende 
ontinuamente a uma apli
ação f ′ : P2− intDP → DT [Lim06, Corolário 1, p.18℄.

Consideremos f : T2#P2 → T

2
dada por

f(x) =

{
id(x) se x ∈ T2 − intDT ,

f ′(x) se x ∈ P2 − intDP .

A apli
ação f está bem de�nida, pois ∂DT = id(∂DT ) = id(h−1(∂DP )) = f ′(∂DP ), e é uma

extensão 
ontínua de id à soma 
onexa T

2#P2
. A soma 
onexa T

2#P2
possui um laço que

reverte orientação 
uja imagem por f está 
ontida no sub
onjunto 
ontrátil DT . Seja T
2/ ∼

o toro 
um um dos meridianos identi�
ado a um úni
o ponto, isto é, o toro pinçado, e seja

p : T2 → T

2/ ∼ a apli
ação de identi�
ação. Então a apli
ação p ◦ f : T2#P2 → T

2/ ∼ leva

um laço que reverte orientação em laço 
ontrátil e, portanto, é não orientável.

Não faremos a demonstração da próxima proposição pois se trata de um resultado 
lássi
o

[Mas80, Teorema 2.1, p. 202℄ e que usaremos apenas a propósito de de�nição.

Proposição 1.24 (e De�nição). Sejam (X, sX : X → X̃) uma n-variedade orientada e

K ⊂ X um 
ompa
to. Então existe um úni
o elemento oK ∈ Hn(X,X−K) tal que ixn(oK) =
sX(x) para todo x ∈ K, onde ixn : Hn(X,X−K) → Hn(X,X−x) é o homomor�smo induzido

pela in
lusão (X,X−K)
ix
⊂ (X,X−x). Ao elemento oK denominamos 
lasse fundamental

de X em K.
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Observação 1.25. Quando o 
ompa
to K na de�nição a
ima é 
onexo então oK é um

gerador de Hn(X,X−K) [Dol72, 
orolário 3.4, p.260℄ e, neste 
aso, a in
lusão (X,X−K)
i
⊂

(X,X − x) induz isomor�smo em homologia para todo x ∈ K.

De�nição 1.26. Sejam (X, sX : X → X̃) uma n-variedade orientada, Y um espaço lo
al-

mente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e f : X → Y uma apli
ação tais que f−1(y0) é 
ompa
to em

X . A apli
ação f ′ : (X,X−f−1(y0)) → (Y, Y −y0), de�nida por f , induz um homomor�smo

f ′
n : Hn(X,X − f−1(y0);Z) → Hn(Y, Y − y0;Z). O grau lo
al de f em y0, denotado por

gry0(f), é o inteiro de�nido pela equação

f ′
n(of−1(y0)) = gry0(f)ν,

onde ν é um gerador de Hn(Y, Y − y0;Z).

Observemos que o grau lo
al está de�nido para todo ponto do espaço Y se este for

uma n-variedade e a apli
ação f for própria. Neste 
aso podemos 
onsiderar a asso
iação

Y ∋ y 7→ gry(f) ∈ Z. Se Y for uma variedade orientável então tal asso
iação é 
ontínua.

Se, além disso, Y for 
onexa então podemos de�nir um grau global de f . É o que mostra o

próximo resultado.

Proposição 1.27. Sejam (X, sX : X → X̃) e (Y, sY : Y → Ỹ ) n-variedades orientadas 
om
Y 
onexa e f : X → Y uma apli
ação própria. Então o grau lo
al de f é 
onstante, isto é,

é o mesmo para todo y ∈ Y .

Demonstração. Como f é própria, o grau lo
al de f está de�nido para todo y ∈ Y . Seja
g : Y → Z dada por g(y) = gry(f). Se mostrarmos que g é 
ontínua, então da 
onexidade de

Y seguirá que g é 
onstante (Z 
om a topologia dis
reta), o que termina a demonstração.

Mostremos então que g é 
ontínua. Para tanto basta mostrar que g é lo
almente 
onstante

em 
ada ponto de Y .
Seja y ∈ Y e B ⊂ Y uma n-bola em Y 
ujo interior 
ontém y. Como B é 
ompa
to e f

é própria temos que f−1(B) é 
ompa
to em X que 
ontém f−1(y). Consideremos o seguinte

diagrama 
omutativo

(X,X − f−1(y))
f ′

((QQQQQQQQQQQQQ

f ′′

��

(X,X − f−1(B))

iy
55kkkkkkkkkkkkkk

f ′′′ ))SSSSSSSSSSSSSS
(Y, Y − y)

(Y, Y −B)

jy

66mmmmmmmmmmmmm

onde iy e jy são in
lusões e f
′
, f ′′

e f ′′′
são de�nidas por f . Então temos o seguinte diagrama


omutativo em homologia

Hn(X,X − f−1(y))
f ′n

))SSSSSSSSSSSSSSS

f ′′n

��

Hn(X,X − f−1(B))

iyn
44iiiiiiiiiiiiiiii

f ′′′n **UUUUUUUUUUUUUUUU
Hn(Y, Y − y).

Hn(Y, Y − B)

jyn

55kkkkkkkkkkkkkkk
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Por de�nição temos que f ′
n(of−1(y)) = gry(f)sY (y), onde sY : Y → Ỹ é uma orientação de Y .

E 
omo jyn ◦ f ′′
n = f ′

n temos que

jyn ◦ f
′′
n(of−1(y)) = gry(f)sY (y). (1.28)

Agora 
omo iyn(of−1(B)) = of−1(y) temos que

f ′′
n(of−1(y)) = f ′′

n(iyn(of−1(B))) = f ′′
n ◦ iyn(of−1(B)) = f ′′′

n (of−1(B)).

Substituindo esta última igualdade em (1.28) obtemos

jyn(f
′′′
n (of−1(B))) = gry(f)sY (y). (1.29)

Por outro lado, da de�nição de 
lasse fundamental de um 
ompa
to, temos que

jyn(gry(f)oB) = gry(f)jyn(oB) = gry(f)sY (y). (1.30)

De (1.29) e (1.30) segue que f ′′′
n (of−1(B)) = gry(f)oB. Podemos apli
ar o mesmo ra
io
ínio a

qualquer outro ponto da bola B. Assim 
on
luímos que

f ′′′
n (of−1(B)) = gry(f)oB, para todo y ∈ B. (1.31)

Por outro lado, se y ∈ B, então Y − B é um retrato por deformação de Y − y, de modo

que a in
lusão jy : (Y, Y − B) → (Y, Y − y) induz isomor�smo em homologia. E 
omo

jyn(oB) = sY (y) é um gerador de Hn(Y, Y − y) segue que oB é um gerador de Hn(Y, Y −B).
Logo existe k ∈ Z tal que

f ′′′
n (of−1(B)) = koB. (1.32)

De (1.31) e (1.32) resulta que gry(f) = k para todo y ∈ B.

Assim quando X e Y são variedades orientáveis 
om Y 
onexa e f : X → Y é uma

apli
ação própria o grau lo
al de f em qualquer (portanto todo) ponto de Y é denominado

grau de f , denotado por gr(f). Isto generaliza a noção de grau de Brower para apli
ações

entre variedades 
ompa
tas 
onexas orientáveis.



Capítulo 2

Teoria de Nielsen de raízes

Neste 
apítulo estabelemos o bási
o da teoria de Nielsen de raízes sob a qual se inserem

os resultados prin
ipais. Começamos de�nindo e analisando as propriedades dos números

de Nielsen e de Reidemeister. Em seguida tratamos da noção de índi
e de raízes. Depois

fazemos uma breve pausa na teoria para ilustrar 
om exemplos a teoria desenvolvida até ali,

e �nalizamos 
om as de�nições de multipli
idade e grau absoluto.

2.1 Número de Nielsen

Seja f : X → Y uma apli
ação. Uma raiz de f em y0 ∈ Y é um elemento da pré-imagem

f−1(y0) de y0 por f . Em teoria de raízes estamos interessados em en
ontrar um limitante

inferior para o número de raízes de f em y0 que seja invariante por homotopias de f e

realizável no sentido de existir uma apli
ação homotópi
a a f que tenha exatamente um tal

limitante 
omo quantidade de raízes em y0. Neste sentido podemos 
onsiderar a seguinte

de�nição:

De�nição 2.1. Sejam f : X → Y uma apli
ação entre espaços topológi
os e y0 ∈ Y . O
número mínimo de raízes de f em y0, MR(f, y0), é o mínimo do 
onjunto

{#g−1(y0) | g : X → Y é homotópi
a a f}.

Além das propriedades que a
abamos de expressar de um tal limitante, esperamos que

seja possível en
ontrar té
ni
as para 
al
ulá-lo. A de�nição a
ima não pare
e nos 
ontemplar

neste 
aso.

O restante desta seção segue o seguinte roteiro: agrupar as raízes de f em y0 em 
lasses

através de uma relação de equivalên
ia no 
onjunto das raízes de f em y0; de�nir a noção

de essen
ialidade de uma 
lasse e �nalmente de�nir um limitante inferior para o número de

raízes de f em y0 
omo sendo o número de 
lasses essen
iais. O teorema (3.19) mostra que

um tal limitante satisfaz as 
ondições expressas a
ima.

De�nição 2.2. Sejam f : X → Y uma apli
ação entre espaços topológi
os e y0 ∈ Y . Duas
raízes x0, x1 ∈ f−1(y0) de f em y0 são Nielsen equivalentes, ou apenas equivalentes,

se existe um 
aminho γ em X de x0 a x1 tal que o laço f ◦ γ em Y é homotópi
o ao laço


onstante y0.

A equivalên
ia de raízes de f em y0 é uma rela
ão de equivalên
ia em f−1(y0). Com efeito

temos o seguinte:

1) O laço em X 
onstante em x0 ∈ f−1(y0) é levado por f no laço em Y 
onstante em y0;

2) Se x0 ∈ f−1(y0) está rela
ionada a x1 ∈ f−1(y0) pelo 
aminho γ então x1 está rela
io-

nada a x0 pelo 
aminho γ−1
pois

[f ◦ γ−1] = f#[γ
−1] = f#[γ]

−1 = (f#[γ])
−1 = ([f ◦ γ])−1 = [y0]

−1 = [y0];

15
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3) Se x0 ∈ f−1(y0) está rela
ionada a x1 ∈ f−1(y0) pelo 
aminho γ0 e se x1 está rela
ionada
a x2 ∈ f−1(y0) pelo 
aminho γ1 então x0 está rela
ionada a x2 pelo 
aminho γ0γ1 pois

[f ◦ γ0γ1] = [f ◦ γ0][f ◦ γ1] = [y0][y0] = [y0].

Às 
lasses de equivalên
ia desta relação 
hamamos 
lasses de raízes de Nielsen, ou apenas


lasse de raízes, de f em y0 e ao 
onjunto das 
lasses de raízes de f em y0 denotamos por

f−1(y0)/N .

De�nição 2.3. Sejam {ft : X → Y } uma homotopia e y0 ∈ Y . Uma raiz x0 de f0 em y0 e

uma raiz x1 de f1 em y0 estão {ft}-rela
ionadas, se existe um 
aminho γ em X de x0 a x1
tal que o laço {t 7→ ft(γ(t))} em Y é homotópi
o ao laço 
onstante y0. Neste 
aso, dizemos

que x0 está {ft}-rela
ionada a x1 pelo 
aminho γ ou ainda que γ rela
iona x0 a x1.

Quando o 
ontexto for 
laro, diremos apenas rela
ionada em vez de {ft}-rela
ionada.
A {ft}-relação é simétri
a no seguinte sentido: se x0 ∈ f−1

0 (y0) está {ft}-rela
ionada a

x1 ∈ f−1
1 (y0) então x1 está {f(1−t)}-rela
ionada a x0. De fato, se x0 está rela
ionada a x1

pelo 
aminho γ então o laço {t 7→ f1−t(γ
−1(t))} é homotópi
o ao laço 
onstante em y0 pois

é o inverso do laço {t 7→ ft(γ(t))} e este é, por hipótese, homotópi
o ao laço 
onstante em

y0. Observemos também que uma raiz x0 de f : X → Y é equivalente a outra raiz x1 se e

somente se x0 está rela
ionada a x1 pela homotopia 
onstante em f .

Proposição 2.4. Sejam {ft : X → Y } uma homotopia e y0 ∈ Y . Se uma raiz em uma 
lasse

de Nielsen α0 de f0 está {ft}-rela
ionada a uma raiz em uma 
lasse de Nielsen α1 de f1,
então toda raiz em α0 está {ft}-rela
ionada a toda raiz em α1.

Demonstração. Sejam x0 ∈ α0 e x1 ∈ α1 duas raízes {ft}-rela
ionadas por um 
aminho γ.
Seja x′0 ∈ α0 equivalente a x0 pelo 
aminho γ′. Basta mostrarmos que x′0 está rela
ionada a

x1. Seja F : X × I → Y a homotopia {ft} e 
onsideremos o 
aminho β em X × I dado por

β(t) =

{
(γ′(2t), 0) se 0 ≤ t ≤ 1/2

(γ(2t− 1), 2t− 1) se 1/2 ≤ t ≤ 1.

Então β(0) = (γ′(0), 0) = (x′0, 0) e β(1) = (γ(1), 1) = (x1, 1). Além disso

F (β(t)) =

{
F (γ′(2t), 0), 0 ≤ t ≤ 1/2,

F (γ(2t− 1, 2t− 1)), 1/2 ≤ t ≤ 1

=

{
f0(γ

′(2t)), 0 ≤ t ≤ 1/2

f2t−1(γ(2t− 1)), 1/2 ≤ t ≤ 1.

Tanto f0(γ(2t)), 0 ≤ t ≤ 1/2, quanto f2t−1(γ(2t − 1)), 1/2 ≤ t ≤ 1, são laços homotópi
os

a y0. Logo F ◦ β também é homotópi
o a y0, ou seja, (x′0, 0) é uma raiz de F equivalente a

(x1, 1). Podemos �de
ompor� β em suas 
omponentes, β(t) = (βX(t), βI(t)) onde βX : I → X
e βI : I → I são de�nidas, respe
tivamente, por

βX(t) =

{
γ′(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

γ(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1
e βI(t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ 1/2

2t− 1, 1/2 ≤ t ≤ 1.

Sendo um 
aminho em I de 0 a 1, βI é homotópi
o à identidade idI : I → I e portanto β é

homotópi
o ao 
aminho (βX , idI) em X× I. Deste modo, F ◦ (βX , idI) é homotópi
o a y0, ou
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seja, o laço {t 7→ ft(βX(t))} é homotópi
o a y0 e βX é um 
aminho de x′0 a x1, o que mostra

que x′0 está rela
ionada a x1.

A proposição a
ima nos diz que a {ft}-relação entre raízes de f0 e f1 induz uma relação

entre as 
lasses de raízes de f0 e f1, a saber, uma 
lasse α0 de f0 está rela
ionada 
om uma


lasse α1 de f1 se alguma (e portanto toda) raiz em α0 está rela
ionada 
om alguma (e

portanto toda) raiz em α1. Pode o
orrer, no entanto, que uma 
lasse de raízes de f0 não

esteja rela
ionada a nenhuma 
lasse de raízes de f1. Por isso introduzimos o 
on
eito de

essen
ialidade de uma 
lasse.

De�nição 2.5. Uma 
lasse de raízes de uma apli
ação f : X → Y em y0 ∈ Y é essen
ial

se para toda homotopia {ft : X → Y } 
omeçando em f esta 
lasse está {ft}-rela
ionada a

alguma 
lasse de raízes de f1.

De�nição 2.6. O número de 
lasses de raízes essen
iais de uma apli
ação f : X → Y em

y0 ∈ Y é 
hamado número de Nielsen de raízes de f em y0, ou somente número de Nielsen

de f em y0 e é denotado por NR(f, y0).

As duas de�nições a
ima tem suas análogas para apli
ações próprias.

De�nição 2.7. Uma 
lasse de raízes de uma apli
ação própria f : X → Y em y0 ∈ Y é

propriamente essen
ial se para toda homotopia própria {ft : X → Y } 
omeçando em f esta


lasse {ft}-rela
ionada 
om a alguma 
lasse de raízes de f1.

De�nição 2.8. O número de 
lasses de raízes propriamente essen
iais de uma apli
ação

própria f : X → Y em y0 ∈ Y é 
hamado número próprio de Nielsen de raízes de f em y0,
ou somente número próprio de Nielsen de f em y0 e é denotado por PNR(f, y0).

Sejam X é um espaço 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos, Y um espaço 
onexo,

lo
almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo e f : X → Y uma

apli
ação. Sabemos da teoria de espaços de re
obrimento [Mas87, Teorema 5.1, p.156 e

Teorema 10.2, p.175℄ que existe um re
obrimento q̂ : Ŷ → Y e um levantamento de f̂ : X → Ŷ

de f através de q̂ tais que para todo x ∈ X , a imagem do grupo fundamental π(Ŷ , f̂(x))
pelo homomor�smo induzido por q̂ é igual à imagem do grupo fundamental π(X, x) pelo

homomor�smo induzido por f , isto é,

q̂#π(Ŷ , f̂(x)) = f#π(X, x), para todo x ∈ X.

Além disso, f̂# : π(X, x) → π(Ŷ , f̂(x)) é um homomor�smo sobrejetor. Às apli
ações q̂ e f̂
obtidas dessa forma denominamos re
obrimenteo de Hopf e levantamento de Hopf

para f . O re
obrimento de Hopf q̂ para f é úni
o a menos de isomor�smo de espaços de re
o-

brimento, e é o re
obrimento de Hopf para toda apli
ação homotópi
a a f . O levantamento

de Hopf para f é úni
o a menos de uma transformação de re
obrimento, ou seja, �xados

x ∈ X e ŷ ∈ q̂−1(f(x)) existe um úni
o levantamento f̂ de f através de q̂ tal que f̂(x) = ŷ.

Observação 2.9. Até o �nal desta subseção (Número de Nielsen) e na próxima (Número

de Reidemeister), X será sempre um espaço 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos e Y
um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo,

de modo que uma apli
ação f : X → Y admita re
obrimento e levantamento de Hopf.

Podemos 
ara
terizar a {ft}-relação através do re
obrimento e do levantamento de Hopf.
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Proposição 2.10. Sejam Xf : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Sejam ainda q̂ : Ŷ → Y
e f̂ : X → Ŷ um re
obrimento e um levantamento de Hopf para f , {ft : X → Y } uma

homotopia 
omeçando em f e {f̂t : X → Ŷ } um levantamento de {ft} através de q̂. Então
uma raiz x0 de f = f0 em y0 está {ft}-rela
ionada 
om uma raiz x1 de f1 em y0 se e somente

se f̂0(x0) = f̂1(x1).

Demonstração. Suponhamos que x0 está rela
ionada 
om x1 e seja γ um 
aminho rela
ionando-

as, isto é, um 
aminho de x0 a x1 tal que o laço t 7→ ft(γ(t)) é homotópi
o a y0. O 
aminho

{t 7→ f̂t(γ(t))}, em Ŷ , é um levantamento de {t 7→ ft(γ(t))} através de q̂ e portanto deve

ser homotópi
o a um 
aminho 
onstante em Ŷ e, em parti
ular, deve ser um laço. Logo

f̂0(x0) = f̂0(γ(0)) = f̂1(γ(1)) = f̂1(x1).

Re
ipro
amente, suponhamos que f̂0(x0) = f̂1(x1). Seja γ um 
aminho em X de x0 a x1.

Então o 
aminho {t 7→ f̂t(γ(t))} é de fato um laço em Ŷ 
om ponto base ŷ = f̂0(x0) = f̂1(x1)
de modo que sua projeção β, por q̂, em Y , é um laço baseado em y0. Assim

[β] = q̂#([{t 7→ f̂t(γ(t))}]) ∈ q̂#π(Ŷ , f̂0(x0)) = (f0)#π(X, x0).

Então β é homotópi
o a f0 ◦ γ0 para algum laço γ0 em X 
om ponto base x0. Consideremos

H : I× I → Y de�nida por

H(t, s) =

{
fts ◦ γ0(1− 2t) se 0 ≤ t ≤ 1/2

f(1−t)s+2t−1 ◦ γ(2t− 1) se 1/2 ≤ t ≤ 1.

A apli
ação H está bem de�nida e é 
ontínua pois as duas expressões que a de�nem valem

fs/2(x0) para t = 1/2 e s ∈ I. Para todo s ∈ I temos que

H(0, s) = f0 ◦ γ0(1) = f0(x0) = y0 e H(1, s) = f1 ◦ γ(1) = f1(x1) = y0.

Além disso, para todo t ∈ I

H(t, 0) =

{
f0 ◦ γ0(1− 2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

f2t−1 ◦ γ(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

=

{
(f0 ◦ γ0)−1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

β(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

= (f0 ◦ γ0)
−1β(t)

e

H(t, 1) =

{
ft ◦ γ0(1− 2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

ft ◦ γ(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

=

{
ft ◦ γ

−1
0 (2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

ft ◦ γ(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

= ft ◦ γ0γ(t).

Com isso mostramos que os laços (f0 ◦ γ0)−1β e {t 7→ ft(γ
−1
0 γ(t))} são homotópi
os. Assim

γ−1
0 γ é um 
aminho em X de x0 a x1 tal que

[{t 7→ ft(γ
−1
0 γ(t))}] = [(f0 ◦ γ0)

−1β] = [f0γ0]
−1[β] = [y0].
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Logo x0 está rela
ionada a x1.

Observação 2.11. Tomando a homotopia {ft} 
onstante em f temos 
omo 
onsequên
ia

imediata deste resultado que uma raiz x0 de f em y0 é equivalente a uma raiz x1 de f em y0
se e somente se f̂(x0) = f̂(x1) e portanto as 
lasses de Nielsen de f em y0 são pre
isamente

os sub
onjuntos não vazios de X da forma f̂−1(ŷ) 
om ŷ ∈ q̂−1(y0). Uma outra 
onsequên
ia

desta proposição é a seguinte. Dada uma homotopia {ft : X → Y }, a relação entre as 
lasses
de raízes de f0 e as 
lasses de raízes de f1 induzida pela {ft}-relação entre raízes de f0 e

f1 é biúnivo
a, isto é, uma 
lasse de raízes de f0 está rela
ionada a no máximo uma 
lasse

de raízes de f1 e uma 
lasse de raízes de f1 tem no máximo uma 
lasse de raízes de f0 a si

rela
ionada. Isto porque α0 ∈ f−1
0 (y0)/N e α1 ∈ f−1

1 (y0)/N estão rela
ionadas se e somente

se f̂0(α0) = f̂1(α1), ou de outra maneira, se e somente se α0 = f̂−1
0 (ŷ) e α1 = f̂−1

1 (ŷ) para o

mesmo ŷ ∈ q̂−1(y0).

Também é possível 
ara
terizarmos as 
lasses de raízes essen
ias de uma apli
ação através

de um seu levantamento de Hopf.

Corolário 2.12. Sejam f : X → Y uma apli
ação, y0 ∈ Y , q̂ : Ŷ → Y o re
obrimento

de Hopf para f e f̂ : X → Ŷ um levantamento de Hopf para f . Seja ainda ŷ ∈ q̂−1(y0).

Então f̂−1(ŷ) é uma 
lasse de raízes essen
ial se e somente se f̂−1
1 (ŷ) é não vazio para toda

homotopia {ft : X → Y } 
omeçando em f .

A {ft}-relação entre as 
lasse de raízes de f0 e f1 se restringe a uma bijeção entre os


onjuntos das 
lasses de raízes essen
iais de f0 e f1.
Com o que foi exposto até aqui podemos 
on
luir que se f : X → Y é uma apli
ação (pró-

pria) entre espaços topológi
os então número (próprio) de Nielsen NR(f, y0) (PNR(f, y0))
de f em y0 é um limitante inferior para o número de raízes na 
lasse de homotopia (própria)

de f e um invariante desta 
lasse, ou seja, toda apli
ação g : X → Y (propriamente) ho-

motópi
a a f tem pelo menos NR(f, y0) (PNR(f, y0)) raízes em y0 e NR(g, y0) = NR(f, y0)
(PNR(g, y0) = PNR(f, y0)). Resumimos tudo isto no teorema a seguir.

Teorema 2.13. Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Então

1. NR(f, y0) é um invariante homotópi
o de f e NR(f, y0) ≤ MR(f, y0);

2. se f é própria então PNR(f, y0) é um invariante propriamente homotópi
o de f e

PNR(f, y0) ≤ MR(f, y0);

3. se f é própria então NR(f, y0) ≤ PNR(f, y0).

Observemos que quando o domínio da apli
ação f é 
ompa
to então NR(f, y0) = PNR(f, y0).
No exemplo (2.50) mostraremos um 
aso onde vale a desigualdade estrita NR(f, y0) <
PNR(f, y0), e o próximo exemplo mostra um 
aso onde PNR(f, y0) < MR(f, y0).

Exemplo 2.14. Consideremos n > 1 e X o seguinte espaço

X = {(s1, . . . , sn+1, t) ∈ S
n × I : sn+1 = 0 ou t ∈ {0, 1}}.

Seja f : X → S

n
dada por f(s, t) = s para todo (s, t) ∈ X . Notemos que f é uma apli
ação

própria. Como S

n
é simplesmente 
onexo, segue que f tem uma úni
a 
lasse de raízes em

(1, 0, . . . , 0) e, portanto, NR(f, y0) = PNR(f, y0) ≤ 1.
Consideremos agora as apli
ações i0, i1 : S

n → X dadas, respe
tivamente, por

i0(s) = (s, 0) e i1(s) = (s, 1).
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Então f ◦ i0 e f ◦ i1 são a identidade em S

n
. Se g : X → S

n
é uma apli
ação qualquer,

homotópi
a a f , então g ◦ i0 e g ◦ i1 são homotópi
as à identidade em S

n
e, portanto, existem

s0, s1 ∈ Sn tais que

g ◦ i0(s0) = (1, 0, . . . , 0) = g ◦ i1(s1).

Logo i0(s0) e i1(s1) são duas raízes distintas de g no ponto (1, 0, . . . , 0). Deste modo temos

que MR(f, y0) ≥ 2.

O número (próprio) de Nielsen não é apenas um invariante homotópi
o. Em verdade é

um invariante topológi
o no seguinte sentido.

Teorema 2.15. Suponhamos que o diagrama

X
f //

g

��

Y

h
��

X ′
f ′

// Y ′

seja 
omutativo, onde g e h são homeomor�smos e f e f ′
são apli
ações (próprias). Então

g leva, bijetivamente, o 
onjunto das 
lasses de raízes de f em y0 ∈ Y no 
onjunto das


lasses de raízes de f ′
em h(y0). Além disso, g(α) é uma 
lasse (propriamente) essen
ial de

f ′
se, e somente se, α é uma 
lasse (propriamente) essen
ial de f . Portanto NR(f, y0) =

NR(f ′, h(y0)) ( PNR(f, y0) = PNR(f ′, h(y0)) ).

Demonstração. Sejam q̂ : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ o re
obrimento e um levantamento de Hopf

para f . Então h ◦ q̂ e g−1 ◦ f̂ são, respe
tivamente, o re
obrimento e um levantamento de

Hopf para f ′
, onde g−1

é a inversa de g. Para todo ŷ ∈ q̂−1(y0) tem-se que

g(f̂−1(ŷ)) = (g−1)−1(f̂−1(ŷ)) = (f̂ ◦ g−1)−1(ŷ),

e portanto, g leva uma 
lasse de raízes de f em y0 em uma úni
a 
lasse de raízes de f ′

em h(y0). Ainda mais, se {ĥt : X → Ŷ } é o levantamento de uma homotopia (própria)


omeçando em f , então {g−1 ◦ ĥt : X
′ → Ŷ } é o levantamento da homotopia (própria)

{g−1 ◦ f ◦ h : X ′ → Y ′} 
omeçando em f ′
. Substituindo f̂ por ĥ1 na equação 2.1 vemos que

g leva 
lasse essen
ial em 
lasse essen
ial. O mesmo pro
edimento se apli
a a g−1
invertendo

os sentidos de g e h.

Teorema 2.16. Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Existe uma família {Uα : α ∈
f−1(y0)/N} de abertos disjuntos de X tal que α ⊂ Uα para toda 
lasse de raízes α de f em

y0.

Demonstração. Sejam q̂ : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ , respe
tivamente, o re
obrimento e um

levantamento de Hopf para f . Então y0 admite uma vizinhança distinguida aberta V 
om

relação ao re
obrimento q̂. Seja

q̂−1(V ) =
⊔

ŷ∈q̂−1(y0)

Vŷ,

onde ŷ ∈ Vŷ para 
ada ŷ ∈ q̂−1(y0). Vimos que as 
lasses de raízes de f em y0 são pre
isamente

os 
onjuntos não vazios da forma f̂−1(ŷ) 
om ŷ ∈ q̂−1(y0). Assim

{
f̂−1(Vŷ) : ŷ ∈ q̂−1(y0) e f̂

−1(ŷ) 6= ∅
}
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é uma família 
om as propriedades do enun
iado.

Corolário 2.17. Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Toda 
lasse de raízes de f em

y0 é aberta e fe
hada em f−1(y0). Consequentemente, se f é própria então possui apenas um

número �nito de 
lasses de raízes.

Demonstração. Pelo teorema (2.16) se α é uma 
lasse de raízes de f em y0 então existe um

aberto Uα tal que α = Uα ∩ f−1(y0). Logo α é aberto em f−1(y0). A 
lasse α é fe
hada

em f−1(y0) pois f
−1(y0) − α é a união das demais 
lasses de raízes de f em y0, que 
omo

a
abamos de ver é um aberto. Consequentemente se f é própria então 
omo Y é Hausdor�,

y0 é um 
ompa
to em Y , e portanto, f−1(y0) é 
ompa
to em X . A família {Uα} do teorema

(2.16) é uma 
obertura por abertos de f−1(y0). Logo admite uma sub
obertura �nita. Ou

seja, f possui um número �nito de 
lasses de raízes.

2.1.1 Número de Reidemeister

Re
ordemos que se h : A→ B é um homomor�smo de grupos ou módulos então o 
onú
leo

de h, ou 
okernel de h, denotado por Coker(h), é, no 
aso de módulos, o módulo quo
iente

B/h(A) e no 
aso de grupos o grupo quo
iente B/h(A) desde que h(A) seja normal em

B. Vamos estender este 
on
eito dizendo que o 
onú
leo, ou 
okernel, de h é a estrutura

quo
iente B/h(A), mesmo sem a normalidade de h(A) no 
aso de grupos.

Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y e 
onsideremos q̂ : Ŷ → Y o re
obrimento de

Hopf para f e f̂ : X → Ŷ um levantamento de Hopf para f . Vimos na observação (2.11)

que existe uma bijeção entre o 
onjunto das 
lasses de raízes de f em y0, f
−1(y0)/N , e um

sub
onjunto da �bra q̂−1(y0). Logo o 
onjunto f−1(y)/N das 
lasses de raízes de f em y
está em 
orrepondên
ia bijetiva 
om um sub
onjunto da �bra q̂−1(y), para todo y ∈ Y . Por
outro lado, sabemos que para 
ada x ∈ X a �bra q̂−1(f(x)) está em bijeção 
om o 
onjunto

π(Y, f(x))/q̂#π(Ŷ , f̂(x)) das 
lasses laterais de q̂#π(Ŷ , f̂(x)) em π(Y, f(x)). Como q̂ é o

re
obrimento de Hopf para f , temos que q̂#π(Ŷ , f̂(x)) = f#π(X, x). Portanto o 
onjunto

das 
lasses de raízes de f em y0 está em 
orrespondên
ia biunívo
a 
om um sub
onjunto

do Coker(f#) = π(Y, y0)/f#π(X, x), onde x ∈ f−1(y0). O número de 
lasses laterais em

Coker f# é então um limitante superior do número de 
lasses de raízes de f em y0 e, portanto,
um limitante superior para o número de Nielsen de f em y0, NR(f, y0). Se f é própria então

#Coker(f#) é um limitante superior também para PNR(f, y0).

De�nição 2.18. Sejam f : X → Y uma apli
ação e x ∈ X . Às 
lasses laterais emCoker(f#) =
π(Y, f(x))/f#π(X, x) 
hamamos 
lasses de raízes de Reidemeister de f em x, onde
f#π(X, x) → π(Y, f(x)) é o homomor�smo induzido por f nos grupos fundamentais. À 
ar-

dinalidade de Coker(f#) 
hamamos número de Reidemeister de f e o denotamos por

RR(f). Ou seja, RR(f) = #Coker(f#).

O 
okernel de f , Coker(f#) = π(Y, f(x))/f#π(X, x), depende do ponto x, mas a sua 
ar-

dinalidade não, isto é, o número de elementos em Coker(f#) é o mesmo independentemente

do ponto x 
onsiderado. Por esta razão omitimos x em RR(f). Desta dis
usão obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 2.19. Sejam f : X → Y uma apli
ação (própria) e y0 ∈ Y . Então

1. o número de Reidemeister de f é igual ao número de folhas do re
obrimento de Hopf

q̂ : Ŷ → Y de f , isto é, RR(f) = #q̂−1(y) para todo y ∈ Y ;

2. a apli
ação f tem no máximo RR(f) 
lasses de Nielsen de raízes; e
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3. NR(f, y0) ≤ RR(f) (PNR(f, y0) ≤ RR(f)).

Fizemos a
ima uma 
orrespondên
ia entre o 
onjunto das 
lasses de raízes de Nielsen

da apli
ação f : X → Y e um sub
onjunto da �bra q̂−1(y0) e depois, uma 
orrespondên
ia

entre esta �bra e o 
onjunto das 
lasses de Reidemeister de f . Vamos agora estabele
er uma


orrespondên
ia direta entre as 
lasses de Nielsen e as 
lasses de Reidemeister. Seja então

f : X → Y uma apli
ação entre espaços topológi
os e y0 ∈ Y e suponhamos que f−1(y0) é
não vazio. Seja x0 uma raiz de f em y0. Dada α ∈ f−1(y0)/N uma 
lasse de raízes de f
em y0 sejam x ∈ α e γ um 
aminho em X de x a x0. Então f ◦ γ é um laço em Y 
om

ponto base y0 de modo que [f ◦ γ] é um elemento de π(Y, y0). Seja φ(α) a 
lasse lateral em

π(Y, y0)/f#π(X, x0) que 
ontém [f ◦ γ], isto é, φ(α) = [f ◦ γ]f#π(X, x0). Mostremos que

φ(α) independe da es
olha do ponto x ∈ α. Se x′ ∈ α é outra raiz de f em y0 então, 
omo

x e x′ estão na mesma 
lasse de raízes, existe um 
aminho β em X de x′ a x 
uja imagem

por f é um laço em Y homotópi
o ao laço 
onstante em y0. Deste modo, βγ é um 
aminho

de x′ a x0 tal que

[f ◦ (βγ)] = [f ◦ β][f ◦ γ] = [y0][f ◦ γ] = [f ◦ γ].

Mostremos agora que φ(α) independe do 
aminho γ. Se γ′ é outro 
aminho em X de x a x0
então (γ′)−1γ é um laço em X baseado em x0 e, portanto,

[f ◦ γ′]−1[f ◦ γ] = [f ◦ ((γ′)−1γ)] ∈ f#π(X, x0).

Logo a apli
ação φ : f−1(y0)/N → π(Y, y0)/f#π(X, x0) dada por

φ(α) = [f ◦ γ]f#π(X, x0),

onde γ é um 
aminho em X de uma raiz x ∈ α a x0, está bem de�nida. Mostremos que φ
é injetora. Suponhamos então que φ(α) = φ(α′) para duas 
lasses de raízes de f em y0. Se
x ∈ α e x′ ∈ α′

são duas raízes de f em y0 e, γ e γ′ são 
aminhos de x a x0 e de x′ a x0,
respe
tivamente, então

[f ◦ γ]f#π(X, x0) = [f ◦ γ′]f#π(X, x0).

Logo existe laço β em X 
om ponto base x0 tal que

[f ◦ γ] = [f ◦ γ′][f ◦ β] = [f ◦ (γ′β)]

e, portanto,

[f ◦ (γ′β)][f ◦ γ]−1 = [f ◦ (γ′βγ−1)] = [y0].

Assim γ′βγ−1
é um 
aminho em X de x′ a x 
uja imagem por f é um laço homotópi
o ao

laço 
onstante em y0. Portanto, α = α′
e φ é injetora.

Sempre que π(Y ) for abeliano podemos usar os grupos de homologia em dimensão um

em vez dos grupos fundamentais para 
al
ular o número de Reidemeister.

Teorema 2.20. Seja f : X → Y uma apli
ação e suponhamos que π(Y, y) é abeliano para

algum (e portanto todo) y ∈ Y . Então RR(f) = #Coker(f1) onde f1 : H1(X ;Z) → H1(Y ;Z)
é o homomor�smo induzido por f no primeiro grupo de homologia 
om 
oe�
ientes em Z.
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Demonstração. Consideremos o seguinte diagrama 
omutativo

π(X, x)
f# //

HX

��

π(Y, f(x))

HY

��
H1(X ;Z)

f1
// H1(Y ;Z)

onde HX eHY são os homomor�smos de Hurewi
z para X e Y [Hu59, Proposição 4.2, p.147℄,

respe
tivamente, e f# é o homomor�smo induzido por f nos grupos fundamentais. Ambos

HX e HY são sobrejetores e 
omo π(Y, f(x)) é abeliano este último é também injetor e,

portanto, bijetor. Então HY induz uma bijeção entre os 
onú
leos de f# e f1. Com efeito,

seja j : Coker(f#) → Coker(f1) dada por

j(af#π(X, x)) = HY (a)f1H1(Y ;Z),

para todo a ∈ π(Y, f(x)). A sobrejetividade de j segue diretamente da sobrejetividade deHY .

Se a e a′ são elementos de π(Y, f(x)) tais que HY (a)f1H1(X ;Z) = HY (a
′)f1H1(X ;Z) então

existe b ∈ H1(X, x) tal que HY (a) = HY (a
′)f1(b). Como HX é sobrejetor existe c ∈ π(X, x)

tal que b = HX(c). Portanto

HY (a) = HY (a
′)f1(b) = HY (a

′)f1 ◦ HX(c)

= HY (a
′)HY ◦ f#(c) = HY (a

′f#(c)).

Da injetividade de HY resulta que a = a′f#(c). Então af#π(X, x) = a′f#π(X, x), de modo

que j é injetora.

Como dissemos anteriormente, queremos um limitante inferior para o número de raízes

que seja 
al
ulável. O próximo teorema expressa um meio de 
al
ular o número de Nielsen

através do número de Reidemeister.

Teorema 2.21. Sejam Y um espaço topológi
o e y0 ∈ Y tais que para todo laço γ em Y

om ponto base y0 existe uma homotopia (própria) {ht : Y → Y } que 
omeça na identidade,

termina em um homeomor�smo e tal que o 
aminho {ht(y0)} é homotópi
o a γ. Então

para toda apli
ação (própria) f : X → Y , ou NR(f, y0) = 0 ou NR(f, y0) = RR(f) (ou

PNR(f, y0) = 0 ou PNR(f, y0) = RR(f)).

Demonstração. Sejam f : X → Y uma apli
ação, q̂ : Ŷ → Y o re
obrimento de Hopf para f e

f̂ : X → Ŷ um levantamento de Hopf para f e suponhamos que NR(f, y0) 6= 0 (PNR(f, y0) 6=

0). É su�
iente mostrar que para todo ŷ ∈ q̂−1(y0) o 
onjunto f̂−1(ŷ) é uma 
lasse de raízes

(propriamente) essen
ial de f em y0. Fixemos então ŷ ∈ q̂−1(y0).

Como NR(f, y0) 6= 0 (PNR(f, y0) 6= 0) existe ŷ0 ∈ q̂−1(y0) tal que f̂
−1(ŷ0) é uma 
lasse

de raízes (propriamente) essen
ial de f em y0. Seja γ̂ um 
aminho em Ŷ de ŷ a ŷ0. Então
γ = q̂ ◦ γ̂ é um laço em Y baseado em y0 e, por hipótese, existe uma homotopia (própria)

{ht : Y → Y } que 
omeça na identidade em Y , termina em um homeomor�smo e tal que o


aminho {ht(y0)} é homotópi
o a γ. Seja {ĥt : Ŷ → Ŷ } um levantamento de {ht} 
omeçando

na identidade em Ŷ ({ĥt} é própria). Como γ e {ht(y0)} são homotópi
os, também o são

seus levantamentos γ̂ e {ĥt(ŷ)} e, portanto, ĥ1(ŷ) = γ̂(1) = ŷ0. Agora {ht ◦ f : X → Y }

é uma homotopia (própria) 
omeçando em f e {ĥt ◦ f̂ : X → Ŷ } um seu levantamento


omeçando em f̂ . Além disso, 
omo f̂−1(ŷ0) é uma 
lasse de raízes (propriamente) essen
ial

de f em y0, segue que (ĥ1 ◦ f̂)−1(ŷ0) é não vazio. Seja então x ∈ (ĥ1 ◦ f̂)−1(ŷ0). Como ĥ1 é
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um homeomor�smo em Ŷ , pois é um levantamento do homeomor�smo h1, ĥ1(ŷ) = γ̂(1) = ŷ0
e ĥ1 ◦ f̂(x) = ŷ0 temos que f̂(x) = ŷ. Assim f̂−1(ŷ) é não vazio e, portanto, uma 
lasse de

raízes de f em y0.
Vejamos que f̂−1(ŷ) é essen
ial. Para tanto 
onsideremos uma homotopia (própria)

{ft : X → Y } 
omeçando em f . Seja {f̂t : X → Ŷ } o levantamento de {ft} 
omeçando

em f̂ . Então f̂−1
1 (ŷ0) é uma 
lasse de raízes (propriamente) essen
ial de f1 em y0, pois

f̂−1(ŷ0) o é para f . Repetindo o ra
io
ínio do parágrafo anterior para f1 no lugar de f ,


on
luímos que f̂−1
1 (ŷ) é não vazio, logo f̂−1(ŷ) é (propriamente) essen
ial.

O próximo teorema nos garante que as hipóteses do teorema anterior são satisfeitas

sempre que o espaço Y for uma variedade 
onexa.

Teorema 2.22. Sejam Y uma variedade 
onexa, γ um 
aminho em Y e N uma vizinhança

de γ(I). Então existe uma isotopia {ht : Y → Y } 
omeçando na identidade, que é a identi-

dade fora de N e tal que ht(γ(0)) = γ(t) para todo t ∈ I.

Demonstração. Ini
ialmente suponhamos que γ está 
ontido em uma n-bola B ⊂ N e seja

φ : Bn → B um homeomor�smo. Sejam ainda ψ : intBn → R

n
o homeomor�smo que expande

o interior da bola B

n
radialmente, isto é, ψ e seu inverso ψ−1

são dados, respe
tivamente,

por

ψ(u) =

(
1

1− ‖u‖

)
u e ψ−1(u) =

(
1

1 + ‖u‖

)
u.

Assim se v ∈ Rn
e u0 ∈ ∂Bn

então limu→u0 ψ
−1(ψ(u) + v) = u0, pois

ψ−1(ψ(u) + v) =
1

1 + ‖ 1
1−‖u‖‖u+ v

(
1

1− ‖u‖
u+ v

)

=
1

1− ‖u‖+ ‖u+ (1− ‖u‖)v‖
(u+ (1− ‖u‖)v).

Isto nos garante que a homotopia {ht : Y → Y } de�nida por

ht(y) =

{
φ ◦ ψ−1(ψ ◦ φ−1(y) + ψ ◦ φ−1(γ(t))− ψ ◦ φ−1(γ(0))), y ∈ intB

y, y /∈ intB.

é 
ontínua. Além disso, h0 é a identidade, ht é a identidade fora de N e ht(γ(0)) = γ(t).
Para uma γ qualquer, segue da 
ompa
idade de γ(I) que podemos dividí-la em uma

sequên
ia γ1, · · · , γm de 
aminhos

γk(t) = γ

(
k − 1 + t

m

)
, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ I,


ada um dos quais está 
ontido no interior de uma n-bola. Para 
ada um desses 
aminhos γk


onstrua a isotopia {hkt } 
omo a
ima. A isotopia {ht} que pro
uramos é de�nida do seguinte

modo

ht =

{
h1mt se 0 ≤ t ≤ 1/m

hkmt−k+1 ◦ h
k−1
1 ◦ · · ·h11 se (k − 1)/m ≤ t ≤ k/m e 2 ≤ k ≤ m.

Para k = 2 e t = 1/m a segunda expressão a
ima vale

h2m1/m−2+1 ◦ h
1
1 = h20 ◦ h

1
1 = idY ◦ h11 = h11.
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Portanto {ht} está bem de�nida. Além disso, h0 = h10 = idY e {ht} é a identidade fora de

N pois 
ada uma das {hkt } o é. Se 0 ≤ t ≤ 1/m então ht(γ(0)) = h1mt(γ(0)) = h1mt(γ
1(0)) =

γ1(mt) = γ(t). Agora se t ≥ 1/m então

ht(γ(0)) = hkmt−k+1 ◦ h
k−1
1 ◦ · · ·h11(γ(0))

= hkmt−k+1 ◦ h
k−1
1 ◦ · · ·h11(γ

1(0))

.

.

.

= hkmt−k+1 ◦ h
k−1
1 (γk−1(0))

= hkmt−k+1(γ
k−1(1))

= hkmt−k+1(γ
k(0))

= γk(mt− k + 1)

= γ(t)

Dos teoremas (2.21) e (2.22) resulta imediatamente o seguinte.

Corolário 2.23. Sejam f : X → Y uma apli
ação (própria) do espaço X na variedade


onexa Y e y0 ∈ Y . Então ou NR(f, y0) = 0 ou NR(f, y0) = RR(f) (ou PNR(f, y0) = 0 ou

PNR(f, y0) = RR(f)).

O resultado a seguir é 
onsequên
ia imediata do 
orolário (2.17) e do 
orolário a
ima.

Corolário 2.24. Sejam f : X → Y uma apli
ação própria do espaço X na variedade 
onexa

Y tal que RR(f) = ∞ e y0 ∈ Y . Então PNR(f, y0) = NR(f, y0) = 0.

Corolário 2.25. Seja f : X → Y uma apli
ação (própria) do espaço X na variedade 
onexa

Y . Então NR(f, y0) (PNR(f, y0)) independe do ponto y0 ∈ Y .

Demonstração. Sejam y0, y1 ∈ Y e γ um 
aminho de y0 a y1. Pelo teorema (2.22) existe

uma isotopia {ht : Y → Y } 
omeçando na identidade tal que h1(y0) = y1. Como NR(f, y1)
(PNR(f, y0)) é um invariante homotópi
o de f e {ht ◦ f : X → Y } é uma homotopia própria

(pois é f é própria e {ht} é isotopia) 
omeçando em f temos que NR(h1 ◦ f, y1) = NR(f, y1)
(PNR(h1 ◦ f, y1) = PNR(f, y1)). Por outro lado, segue do teorema (2.15) que

NR(h1 ◦ f, y1) = NR(f, h−1
1 y1) = NR(f, y0)

(PNR(h1 ◦ f, y1) = PNR(f, h−1
1 y1) = NR(f, y0)).

Logo NR(f, y0) = NR(f, y1) (PNR(f, y0) = PNR(f, y1)).

Os resultados dos 
orolários (2.23), (2.24) e (2.25) a
ima não permane
em verdadeiros,

em geral, se o espaço Y não for uma variedade. Os exemplos (2.56) e (3.16) são 
ontra-

exemplos para o 
orolário (2.24). Já os exemplos (2.57) e (2.58) são 
ontra-exemplos para o


orolário (2.25) que, 
onquanto não seja verdadeiro em geral, podemos usá-lo para obter uma

extensão de seu resultado para o 
aso em que Y não for uma variedade. De fato, se y0 ∈ Y
admite uma vizinhança lo
almente eu
lidiana E ⊂ Y então do 
orolário (2.25) resulta que

NR(f, y) = NR(f, y0) para todo y ∈ E, de onde 
on
luímos o seguinte resultado:

Teorema 2.26. Sejam f : X → Y uma apli
ação (própria) e E(Y ) ⊂ Y o sub
onjunto 
ons-

tituído dos pontos de Y que admitem vizinhança n-eu
lidiana. Então NR(f, y0) (PNR(f, y0))
é 
onstante nas 
omponentes 
onexas por 
aminhos de E(Y ).

Os exemplos (2.57) e (2.58) ilustram o resultado a
ima.
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2.2 Índi
e de raízes

Um índi
e de raízes é uma função de�nida em uma 
lasse formada por pares (f, A),
onde f é uma apli
ação entre espaços topológi
os e A é um sub
onjunto do domínio de f ,
que, grosso modo, serve 
omo um indi
ador da existên
ia de raízes de f em A. Nesta seção

veremos a de�nição de índi
e de raízes, algumas propriedades e pro
ederemos a 
onstrução

de alguns índi
es de raízes, e a um destes des
reveremos em termos do grau lo
al de uma

apli
ação.

2.2.1 De�nição e propriedades de índi
e

De�nição 2.27. Sejam X e Y espaços topológi
os e y0 ∈ Y . Um par (f, A) é dito um par

admissível para X, Y, y0 se f : X → Y é uma função 
ontínua, A ⊂ X e A admite uma

vizinhança fe
hada N tal que N − A não 
ontém raízes de f em y0. Nestas 
ondições, se
f for uma apli
ação própria dizemos que o par (f, A) é propriamente admissível para

X, Y, y0.

Observação 2.28. Seja A ⊂ X aberto. Se (f, A) é um par admissível N é 
omo na de�nição

a
ima então a fronteira de A não 
ontém raízes de f , pois ∂A = A− A ⊂ N − A. Re
ipro-

amente, se a fronteira de A não 
ontém raízes de f então A é uma vizinhança fe
hada de

A tal que A−A = ∂A não 
ontém raízes de f , ou seja, (f, A) é um par admissível

O teorema a seguir forne
e-nos uma lista de exemplos de pares (propriamente) admissí-

veis.

Teorema 2.29. Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Então:

1. (f,X) e (f, ∅) são admissíveis;

2. se (f, A) e (f, B) são admissíveis então (f, A ∪B) e (f, A ∩ B) são admissíveis;

3. (f, f−1(y0)) é admissível;

4. se α é uma 
lasse de raízes de f em y0 então (f, α) é admissível;

5. se A ⊂ X é aberto e sua fronteira ∂A não possui raízes de f em y0 então (f, A) é

admissível.

Demonstração. (1) Temos que X é uma vizinhança fe
hada de X e X −X = ∅ não possui

raízes de f assim 
omo ∅ é uma vizinhança fe
hada de ∅ e ∅ − ∅ = ∅ não possui raízes de f .
(2) Sejam N uma vizinhança fe
hada de A tal que N − A não 
ontém raízes de f e M

uma vizinhança de B tal queM−B não 
ontém raízes de f . Então N ∪M é uma vizinhança

fe
hada de A ∪ B e N ∩M é uma vizihança fe
hada de A ∩ B. Tanto (N ∪M) − (A ∪ B)
quanto (N ∩M)− (A ∩ B) estão 
ontidos em (N − A) ∪ (M − B) e 
omo este não 
ontém

raízes de f , aqueles também não as 
ontém.

(3) Temos que X é uma vizinhança fe
hada de f−1(y0) e X − f−1(y0) não 
ontém raízes

de f .
(4) Pelo teorema (2.16) existe um aberto Uα ⊂ X tal que α ⊂ Uα e Uα − α não possui

raízes de f .
(5) Temos que A é uma vizihança fe
hada de A e A−A = ∂A não possui raízes de f .

Obviamente que se f for própria 
ada um dos pares admissíveis a
ima é propriamente

admissível.
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Teorema 2.30. Sejam X um espaço topológi
o normal e (f, A) um par admissível para

X, Y, y0. Então o fe
ho de A admite uma vizinhança N tal que N − A não 
ontém raízes

de f em y0. Consequentemente a in
lusão (N,N − A) ⊂ (X,X − A) é uma ex
isão.

Demonstração. Seja M uma vizinhança fe
hada de A tal que M − A não 
ontém raízes de

f em y0. Então M e (X − intM) ∩ f−1(y0) são dois fe
hados de X disjuntos. Como X é

normal existem abertos disjuntos N e N ′
tais que M ⊂ N e (X − intM) ∩ f−1(y0) ⊂ N ′

.

Então N é uma vizinhança do fe
ho de A tal que N −A não possui raízes de f em y0.

Agora estamos aptos a de�nir índi
e de raízes.

De�nição 2.31. Sejam X e Y espaços topológi
os e y0 ∈ Y . Um índi
e (próprio) de

raízes para X, Y, y0 é uma função ω do 
onjunto dos pares (propriamente) admissíveis para

X, Y, y0 
om valores em um grupo abeliano satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (Propriedade Aditiva) Se A ⊂ X e A1, . . . , An são sub
ojuntos disjuntos de A tais que

(a) (f, A) e (f, Ai), 1 ≤ i ≤ n, são pares (propriamente) admissíveis,

(b) os 
onjuntos Ai, 1 ≤ i ≤ n, 
ontém todas as raízes de f que estão em A, isto é,

(A− ∪iAi) ∩ f
−1(y0) = ∅,

então ω(f, A) =
∑

i ω(f, Ai).

2. (Propriedade Homotópi
a) Se {ft : X → Y } é uma homotopia (própria), A ⊂ X é

aberto e para todo t ∈ I, (ft, A) é um par (propriamente) admissível para X, Y, y0
então ω(f0, A) = ω(f1, A).

Sejam f : X → Y uma apli
ação e y0 ∈ Y . Seja ainda ω um índi
e de raízes para

X, Y, y0. Da propridade aditiva do índi
e, usando A = ∅ e A1 = A2 = ∅, temos que

ω(f, ∅) = ω(f, ∅) + ω(f, ∅) e portanto ω(f, ∅) = 0. Suponhamos agora que (f, A) é um par

admissível para X, Y, y0 e que f não tenha raízes em A. Novamente da propriedade aditiva

do índi
e, usando A1 = ∅, temos que ω(f, A) = ω(f, ∅) = 0. Portanto se ω(f, A) 6= 0 então

A 
ontém alguma raiz de f em y0.
De agora em diante, vamos trabalhar somente 
om índi
es próprios de raízes. Mas ob-

servamos que o que se segue se apli
a ao 
aso não (ne
essariamente) próprio. O resultado a

seguir mostra que um índi
e de raízes assume o mesmo valor para 
lasses de raízes homoto-

pi
amente rela
ionadas.

Teorema 2.32. Sejam X um espaço 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos, Y um espaço


onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo. Sejam ainda

{ft : X → Y } uma homotopia própria, y0 ∈ Y , ω um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0
e α0 uma 
lasse de raízes de f0 em y0. Se α0 está {ft}-rela
ionada a uma 
lasse de raízes

α1 de f1 então ω(f0, α0) = ω(f1, α1). Caso 
ontrário ω(f0, α0) = 0.

Demonstração. Sejam q̂ : Ŷ → e {f̂t : X → Ŷ } um re
obrimento e um levantamento de

Hopf, respe
tivamente, para {ft}. Notemos de imediato que a homotopia {f̂t} é própria

pois {ft} o é (
orolário (1.7)). Sabemos que α0 = f̂−1
0 (ŷ0) para algum ŷ0 ∈ q̂−1(y0). Se α0

está rela
ionada a uma 
lasse de raízes α1 de f1 então α1 = f−1
1 (ŷ0). Queremos mostrar que

ω(f0, f̂
−1
0 (ŷ0)) = ω(f1, f̂

−1
1 (ŷ0)). De I ser 
onexo segue que se ω(ft, f̂

−1
t (ŷ0)) é, 
omo função de

t, lo
almente 
onstante então é 
onstante em I. Assim basta mostrarmos que ω(ft, f̂
−1
t (ŷ0))

é lo
almente 
onstante 
omo função de t.
O 
onjunto {(x, t) ∈ X × I : ft(x) = y0} é 
ompa
to pois {ft} é própria (teorema (1.4)).

Logo sua projeção em X , C =
⋃
t∈I f

−1
t (y0), também é 
ompa
to.
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Fixemos t0 ∈ I. Como na demonstração do teorema (2.16) existe uma família {Uŷ : ŷ ∈

q̂−1(y0)} de abertos disjuntos de X tal que f̂−1
t0 (ŷ) ⊂ Uŷ para 
ada ŷ ∈ q̂−1(y0). Observemos

que f̂t0 leva o 
onjunto 
ompa
to C − Uŷ0 no aberto Ŷ − ŷ0. Se ao 
onjunto C(X, Ŷ ) das

funções 
ontínuas de X em Ŷ for atribuída a topologia 
ompa
to-aberta então a asso
iação

t 7→ f̂t é uma função 
ontínua de I em C(X, Ŷ ) [Hu59, Proposição 9.4, p.75℄. Além disso o


onjunto de todas as apli
ações de X em Ŷ que levam C − Uŷ0 em Ŷ − ŷ0 é um aberto em

C(X, Ŷ ). Deste modo, t0 admite uma vizinhança J0 ∈ I tal que f̂t(C − Uŷ0) ⊂ Ŷ − ŷ0, para
todo t ∈ J0. Portanto

f̂−1
t (y0) ⊂ Uŷ0 , para todo t ∈ J0 (2.33)

De modo semelhante temos que f̂t0 leva o 
ompa
to C−
⋃
ŷ 6=ŷ0

Uŷ no aberto Ŷ −(q̂−1(y0)−

ŷ0) e assim t0 admite uma vizinhança J1 ∈ I tal que f̂t(C −
⋃
ŷ 6=ŷ0

Uŷ) ⊂ Ŷ − (q̂−1(y0)− ŷ0),

para todo t ∈ J1, ou seja, para todo t ∈ J1 temos que f̂−1
t (q̂−1(y0)− ŷ0) ⊂

⋃
ŷ 6=ŷ0

Uŷ. Mas

f̂−1
t (q̂−1(y0)− ŷ0) = f̂−1

t (q̂−1(y0))− f̂−1
t (ŷ0)

= (q̂ ◦ f̂t)
−1(y0)− f̂−1

t (ŷ0)

= f−1
t (y0)− f̂−1

t (ŷ0).

Portanto

f−1
t (y0)− f̂−1

t (ŷ0) ⊂
⋃

ŷ 6=ŷ0

Uŷ, para todo t ∈ J1. (2.34)

Seja J = J0 ∩J1. De (2.33) e (2.34) segue que para todo t ∈ J , a fronteira de Uŷ0 não possui
raízes de ft, isto é, ∂Uŷ0∩f

−1
t (y0) = ∅, para todo t ∈ J . Então (ft, Uŷ0) é, para todo t ∈ J , um

par admissível para X, Y, y0. Segue também de (2.33) e (2.34) que f̂−1
t (ŷ0) = f−1

t (y0) ∩ Uŷ0
para todo t ∈ J , donde obtemos que f−1

t (y0)∩ (Uŷ0 − f̂
−1
t (ŷ0)) = ∅ para todo t ∈ J . Daí pela

propriedade aditiva do índi
e temos que para todo t ∈ J , ω(ft, f̂
−1
t (ŷ0)) = ω(ft, Uŷ0). Por

outro lado, 
omo Uŷ0 é aberto temos pela propriedade homotópi
a do índi
e que ω(ft, Uŷ0)

é 
onstante em J . Logo ω(ft, f̂
−1
t (ŷ0)) é 
onstante em J .

Agora se α0 não está rela
ionada 
om nenhuma 
lasse de raízes de f1 então, 
omo já

observamos, α0 está rela
ionada 
om a 
lasse de raízes vazia e, pelo que a
abamos de de-

monstrar, ω(f0, α0) = ω(f1, ∅) = 0.

Como 
onsequên
ia imediata temos o seguinte resultado.

Corolário 2.35. Sejam X um espaço 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos, Y um es-

paço 
onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo. Sejam

ainda f : X → Y uma apli
ação própria, y0 ∈ Y , α uma 
lasse de raízes de f em y0 e ω
um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0. Então ω(f, α) 6= 0 impli
a que α é propriamente

essen
ial.

O próximo resultado permite-nos 
onstruir um índi
e de raízes de�nindo-o apenas para

uma 
onjunto parti
ular de pares admissíveis em vez de todos os pares admissíveis.

Teorema 2.36. Sejam X e Y espaços topológi
os e y0 ∈ Y . Seja ainda ω uma função


om valores em um grupo abeliano e 
ujo domínio é o 
onjunto dos pares propriamente

admissíveis (f, A) para X, Y, y0 tais que A tem fe
ho 
ompa
to. Suponhamos que ω satisfaz

o seguinte:

1. Se A ⊂ X tem fe
ho 
ompa
to e A1, . . . , An são sub
ojuntos disjuntos de A também


om fe
hos 
ompa
tos em X tais que
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(a) (f, A) e (f, Ai), 1 ≤ i ≤ n, são pares propriamente admissíveis,

(b) os 
onjuntos Ai, 1 ≤ i ≤ n, 
ontém todas as raízes de f que estão em A, isto é,

(A− ∪iAi) ∩ f−1(y0) = ∅,

então ω(f, A) =
∑

i ω(f, Ai).

2. Se {ft : X → Y } é uma homotopia própria, A ⊂ X é aberto e tem fe
ho 
ompa
to,

e para todo t ∈ I, (ft, A) é um par propriamente admissível para X, Y, y0 então

ω(f0, A) = ω(f1, A).

Então ω admite uma úni
a extensão a um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0.

Demonstração. Seja (f, A) um par propriamente admissível paraX, Y, y0. Então (f, f
−1(y0)∩

A) é propriamente admissível. Como f é própria temos que f−1(y0) é 
ompa
to e assim

f−1(y0) ∩ A tem fe
ho 
ompa
to, de modo que o par (f, f−1(y0) ∩ A está no domínio de ω.
Vamos de�nir uma função ω′

no par (f, A) do seguinte modo

ω′(f, A) = ω(f, f−1(y0) ∩ A).

Se A tem fe
ho 
ompa
to então ω(f, A) está de�nido e pela propriedade (1) a
ima, tomando

A1 = f−1(y0) ∩ A, temos ω(f, A) = ω(f, f−1(y0) ∩ A). Ou seja, se A tem fe
ho 
ompa
to

então ω′(f, A) = ω(f, A) de sorte que ω′
é, de fato, uma extensão de ω.

Veri�quemos que ω′
é um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0. Sejam A ⊂ X e

A1, . . . , An sub
onjuntos disjuntos de A tais que (f, A) e (f, A1), . . . , (f, An) são pares pro-

priamente admissíveis e tais que f−1(y0)∩(A−∪iAi) = ∅. Então f−1(y0) tem fe
ho 
ompa
to

e f−1(y0) ∩ A1, . . . , f
−1(y0) ∩ An são sub
onjuntos disjuntos de f−1(y0) ∩A. Além disso

(
f−1(y0) ∩ A

)
−
⋃

i

(
f−1(y0) ∩ Ai

)
= f−1(y0) ∩A− f−1(y0) ∩ (∪iAi)

= f−1(y0) ∩
(
A− ∪iAi

)

= f−1(y0) ∩ ∅ = ∅,

de onde 
on
luimos que

f−1(y0) ∩
[ (
f−1(y0) ∩A

)
−
⋃

i

(
f−1(y0) ∩Ai

) ]
= ∅.

Logo

ω′(f, A) = ω(f, f−1(y0) ∩ A) =
∑

i

ω(f, f−1(y0) ∩Ai) =
∑

i

ω′(f, Ai).

Isto é, ω′
satisfaz a propriedade aditiva de índi
e.

Suponhamos agora que {ft : X → Y } é uma homotopia própria, A ⊂ X é um aberto e que

(ft, A) é propriamente admissível para todo t ∈ I. Seja V uma vizinhança aberta de y0 
om
fe
ho 
ompa
to e 
onsideremos U =

⋃
t∈I f

−1
t (V ). Para todo t ∈ I, U é uma vizinhança aberta

de f−1
t (y0) seguindo daí que f

−1
t (y0)∩U = ∅ de modo que (ft, U), e por 
onseguinte, (ft, U∩A)

são propriamente admissíveis para todo t ∈ I. Como U =
⋃
t∈I f

−1
t (V ) ⊂

⋃
t∈I f

−1
t (V ), temos,

pelo teorema (1.4) que U tem fe
ho 
ompa
to e portanto U∩A também tem fe
ho 
ompa
to.

Assim ω(ft, U ∩ A) está de�nido para todo t ∈ I. Temos ainda que f−1
t (y0) ∩ A ⊂ U ∩ A e

(U∩A)−(f−1
t (y0)∩A) não possui raízes de ft para todo t ∈ I e 
omo ω satisfaz a propriedade
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(1) do enun
iado resulta que ω(ft, U ∩A) = ω(ft, f
−1
t (y0) ∩ A) para todo t ∈ I. Então

ω′(f0, A) = ω(f0, f
−1
0 (y0) ∩A)

= ω(f0, U ∩ A)

= ω(f1, U ∩ A)

= ω(f1, f
−1
1 (y0) ∩A)

= ω′(f1, A).

Portanto ω′
satisfaz a propriedade homotópi
a de índi
e. Con
luimos assim que ω′

é, de fato,

um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0. Resta mostrarmos que é a úni
a extensão possível

de ω. Mas isto segue da propriedade aditiva de índi
e, pois se ω′′
for um índi
e próprio de

raízes qualquer que é uma extensão de ω então dado um par admissível (f, A) temos que

ω′′(f, A) = ω′′(f, f−1(y0) ∩ A) = ω(f, f−1(y0) ∩ A) = ω′(f, A).

A primeira igualdade segue da propriedade aditiva de ω′′
, a segunda do fato de ω′′

ser uma

extensão de ω (pois f−1(y0) ∩ A tem fe
ho 
ompa
to) e a ter
eira da de�nição de ω′
.

2.2.2 O índi
e homológi
o

Nosso objetivo agora é 
onstruir um índi
e próprio de raízes. Ini
iamos 
om uma 
ons-

trução simples para dete
tar a existên
ia de raízes. Sejam f : X → Y uma apli
ação própria

entre espaços topológi
os e y0 ∈ Y . A apli
ação 
omposta

X
f
→ Y

j
⊂ (Y, Y − y0)

induz em homologia o homomor�smo

H∗(X)
f∗
→ H∗(Y )

j∗
→ H∗(Y, Y − y0).

Suponhamos que f não tenha raízes em y0. Então podemos restringir o 
ontradomínio de

f e, assim, obter uma apli
ação f̄ : X → Y − y0. Podemos então rees
rever a 
omposição

a
ima 
omo

X
f̄
→ Y − y0

j̄
⊂ (Y − y0, Y − y0)

k
⊂ (Y, Y − y0).

Isto signi�
a que o homomor�smo j∗ ◦ f∗ = k∗ ◦ j̄∗ ◦ f̄∗ pode ser fatorado através do grupo

H∗(Y − y0, Y − y0) = 0 donde se 
on
lui que j∗ ◦ f∗ = 0. Deste modo, se j∗ ◦ f∗ 6= 0 então f
(e portanto toda apli
ação homotópi
a a f) tem pelo menos uma raiz em y0. Assim somos

levados a usar o homomor�smo j∗ ◦ f∗ 
omo um indi
ador algébri
o de quando é possível

deformar f através de homotopia de modo a torná-la livre de raízes.

A �m de 
onstruirmos um índi
e, vamos lo
alizar a 
onstrução a
ima: seja (f, A) um par

propriamente admissível para X, Y, y0 e N uma vizinhança fe
hada de A tal que N −A não


ontém raízes de f em y0. Então f de�ne uma apli
ação

f̄ : (N,N − A) → (Y, Y − y0).

Se A não 
ontém raízes de f em y0 então podemos fatorar f̄ através de (Y − y0, Y − y0) 
uja
homologia é trivial. Então se A não 
ontém raízes de f em y0 o homomor�smo induzido por

f̄
f̄∗ : H∗(N,N − A) → H∗(Y, Y − y0)
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é trivial. Podemos então usar f̄∗ 
omo um indi
ador algébri
o da existên
ia de raízes de

f em y0. Embora f̄∗ seja um elemento do grupo de homomor�smos de H∗(N,N − A) em
H∗(Y, Y − y0), tal grupo depende do 
onjunto A e por isso f̄∗ não pode ser um índi
e de

raízes para X, Y, y0, pois um índi
e deve depender apenas de X, Y, y0.
Se o espaço X é normal então uma solução para o problema a
ima é 
onsiderarmos o

seguinte diagrama

X
i
⊂ (X,X −A)

e
⊃ (N,N −A)

f̄
−→ (Y, Y − y0)

onde N é uma vizinhança do fe
ho de A 
omo garantido pelo teorema (2.30) e, neste 
aso, e é
uma ex
isão que, portanto, induz isomor�smo em homologia. Temos assim o homomor�smo

f̄∗ ◦ e
−1
∗ ◦ i∗ : H∗(X) → H∗(Y, Y − y0).

Deste modo, para X normal, de�nimos uma função I∗, do 
onjunto dos pares propriamente

admissíveis (f, A) para X, Y, y0 
om valores no grupo de homomor�smos de H∗(X) em

H∗(Y, Y − y0), por
I∗(f, A) = f̄∗ ◦ e

−1
∗ ◦ i∗. (2.37)

Logo adiante mostraremos que I∗ é, de fato, um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0, o
qual denominamos por índi
e homológi
o de raízes. Quando quisermos desta
ar o grupo

G dos 
oe�
ientes em que se 
onsidera a homologia es
reveremos I∗(f, A;G). À restri
ão de

I∗(f, A) ao enésimo grupo de homologia denotamos In : Hn(X ;G) → Hn(Y, Y − y0;G).
Vejamos que a 
onstrução de I∗(f, A) independe da es
olha do 
onjunto N e que I∗

satisfaz as propriedades aditiva e homotópi
a de índi
e próprio de raízes.

Independên
ia de N

Para provarmos a independên
ia de N 
onsideremos N ′
outra vizinhança do fe
ho de A

tal que N ′−A não 
ontém raízes de f em y0. Então N
′′ = N ∪N ′

também é uma vizinhança

do fe
ho de A 
om N ′′ − A livre de raízes de f em y0. Consideremos o seguinte diagrama


omutativo

X
� � i // (X,X − A)

(N,N −A)
) 	

eN
66mmmmmmmmmmmm

� � jN //

f̄ ((QQQQQQQQQQQQ
(N ′′, N ′′ − A)

?�

eN′′

OO

f̄ ′′

��

(N ′, N ′ − A)
5 U

eN′

hhQQQQQQQQQQQQQ

? _
jN′oo

f̄ ′vvmmmmmmmmmmmmm

(Y, Y − y0)

onde f̄ , f̄ ′
e f̄ ′′

são de�nidas por f e as demais apli
ações são in
lusões. Assim em homologia

temos

f̄∗ ◦ e
−1
N∗ = (f̄ ′′

∗ ◦ jN∗) ◦ e
−1
N∗ = f̄ ′′

∗ ◦ (jN∗ ◦ e
−1
N∗) = f̄ ′′

∗ ◦ e−1
N ′′∗

e

f̄ ′
∗ ◦ e

−1
N ′∗ = (f̄ ′′

∗ ◦ jN ′∗) ◦ e
−1
N ′∗ = f̄ ′′

∗ ◦ (jN ′∗ ◦ e
−1
N ′∗) = f̄ ′′

∗ ◦ e−1
N ′′∗.

Logo f̄∗ ◦ e
−1
N∗ ◦ i∗ = f̄ ′

∗ ◦ e
−1
N ′∗ ◦ i∗ e portanto I∗(f, A) independe da es
olha de N .

Propriedade aditiva

Vamos agora mostrar que I∗(f, A) satisfaz a propriedade aditiva de índi
e próprio de

raízes, ou seja, vamos mostrar que se A1, . . . , Am ⊂ A são sub
onjuntos disjuntos de A tais

que

(a) (f, A) e (f, Aℓ), 1 ≤ ℓ ≤ m são pares propriamente admissíveis, e
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(b) f−1(y0) ∩ (A− ∪ℓAℓ) = ∅,

então I∗(f,∪ℓAℓ) =
∑

ℓ I∗(f, Aℓ). Para tanto, seja N uma vizinhança do fe
ho de A, 
om
N − A livre de raízes de f em y0. Então N é uma vizinhança do fe
ho de ∪ℓAℓ e N − ∪ℓAℓ
não 
ontém raízes de f em y0. Consideremos o seguinte diagrama 
omutativo

(X,X −K)
I i

i

wwnnnnnnnnnnnn
� u

i′

((QQQQQQQQQQQQQ

(X,X − A) � � j // (X,X − ∪iAi)

(N,N −A)
?�

e

OO

� � k //

f̄ ((PPPPPPPPPPPP
(N,N − ∪iAi)

?�
e′

OO

f̄ ′vvmmmmmmmmmmmmm

(Y, Y − y0)

onde f̄ e f̄ ′
são as apli
ações de�nidas por f . Temos que

f̄ ′
∗ ◦ (e

′
∗)

−1 ◦ i′∗ = f̄ ′
∗ ◦ (e

′
∗)

−1 ◦ (j∗ ◦ i∗)

= f̄ ′
∗ ◦ ((e

′
∗)

−1 ◦ j∗) ◦ i∗

= f̄ ′
∗ ◦ (k∗ ◦ e

−1
∗ ) ◦ i∗

= (f̄ ′
∗ ◦ k∗) ◦ e

−1
∗ ◦ i∗

= f̄∗ ◦ e
−1
∗ ◦ i∗,

de onde 
on
luímos que I∗(f, A) = I∗(f,∪ellAell). Para obtermos nosso resultado vamos

mostrar que I∗(f,∪ℓAℓ) =
∑

ℓ I∗(f, Aℓ). Para 
ada 1 ≤ ℓ ≤ m, seja Nℓ uma vizinhança do

fe
ho de Aℓ tal que Nℓ−Aℓ não 
ontém raízes de f . Como estamos supondo X normal, vamos

tomar as vizinhanças Nℓ, 1 ≤ ℓ ≤ m, disjuntas entre si. Temos assim o seguinte diagrama


omutativo

H∗(X)
⊕
ℓ(iℓ)∗

uukkkkkkkkkkkkkkkk

i∗

**TTTTTTTTTTTTTTTTT

⊕
ℓH∗(X,X − Aℓ) H∗(X,X − ∪iAi)

⊕
ℓ(jℓ)∗oo

⊕
ℓH∗(Nℓ, Nℓ − Aℓ)

⊕
ℓ(eℓ)∗

OO

⊕
ℓ(kℓ)∗ //

⊕
ℓ(f̄ℓ)∗ ))SSSSSSSSSSSSSSS

H∗(∪ℓNℓ,∪ℓNℓ − ∪ℓAℓ)

e∗

OO

f̄∗ttjjjjjjjjjjjjjjjj

H∗(Y, Y − y0)

onde f̄ e f̄ℓ são, respe
tivamente, os homomor�smos induzidos pelas apli
ações f̄ : (∪ℓNℓ,∪ℓNℓ−
∪ℓAℓ) → (Y, Y −y0) e f̄ℓ : (Nℓ, Nℓ−Aℓ) → (Y, Y −y0) (ambas de�nidas por f) e os demais são

induzidos pelas respe
tivas in
lusões. Temos que

⊕
ℓ(kℓ)∗ é um isomor�smo [ES52, Teorema

13.2, p. 33℄ e, pela 
omutatividade do diagrama, segue que

⊕
ℓ(jℓ)∗ também o é. Daí

⊕

ℓ

(eℓ)∗ =
(⊕

ℓ

(jℓ)∗
)
◦ e ◦

(⊕

ℓ

(kℓ)∗
)
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de onde obtemos e−1
∗ =

(⊕
ℓ(kℓ)∗

)
◦
(⊕

ℓ(eℓ)
−1
∗

)
◦
(⊕

ℓ(jℓ)∗
)
. De modo que

f̄∗ ◦ e
−1
∗ ◦ i∗ = f̄∗ ◦

(⊕

ℓ

(kℓ)∗
)
◦
(⊕

ℓ

(eℓ)
−1
∗

)
◦
(⊕

ℓ

(jℓ)∗
)
◦ i∗

=
(⊕

ℓ

(f̄ℓ)∗
)
◦
(⊕

ℓ

(eℓ)
−1
∗

)
◦
(⊕

ℓ

(iℓ)∗
)
.

Logo I∗(f,∪ℓAℓ) =
∑

ℓ I∗(f, Aℓ).

Propriedade homotópi
a

Agora vamos mostrar que I∗(f, A) satisfaz a propriedade homotópi
a de índi
e próprio,

ou seja, vamos mostrar que se A é um aberto e {ft : X → Y } é uma homotopia própria tal que

(ft, A) é propriamente admissível para todo t ∈ I então I∗(f0, A) = I∗(f1, A). Sejam então A
e {ft} nestas 
ondições. Como para todo t ∈ I o par (ft, A) é propriamente admissível segue

que para todo t ∈ I e para todo x ∈ ∂A, ft(x) ∈ Y −y0. Logo para 
ada (x, t) ∈ ∂A×I existem

vizinhanças abertas Ux
t de x e V x

t de t tais que ft′(x
′) ∈ Y − y0 para todo (x′, t′) ∈ Ux

t ×V x
t .

Para 
ada x ∈ ∂A, a 
oleção {V x
t : t ∈ I} é uma 
obertura de I por abertos e portanto admite

uma sub
obertura �nita {V x
t1
, . . . , V x

tm(x)} de modo que podemos de�nir Ux = ∩m(x)
i=1 U

x
ti
.

Consideremos agora U = A ∪
(⋃

x∈∂AU
x
)
. Então U é uma vizinhança do fe
ho de A tal

que f−1(y0) ∩ (U − A) = ∅ para todo t ∈ I. Como X é normal, U 
ontém uma vizinhança

N do fe
ho de A (
om f−1
t (y0) ∩ (N − A) = ∅). Além disso {ft} de�ne uma homotopia

{f̄t : (N,N − A) → (Y, Y − y0)}. Portanto (f̄0)∗ = (f̄1)∗ : H∗(N,N − A) → H∗(Y, Y − y0)
e a in
lusão e : (N,N − A) → (X,X − A) é uma ex
isão. Considerando a in
lusão i : X →
(X,X − A) temos que

(f̄0)∗ ◦ e
−1
∗ ◦ i∗ = (f̄1)∗ ◦ e

−1
∗ ◦ i∗.

Logo I∗(f0, A) = I∗(f1, A).
Desta feita, mostramos que I∗ é, 
om efeito, um índi
e próprio de raízes para X, Y, y0


omo havíamos prometido.

Observação 2.38. Quando A = X deve o
orrer N = X e então

I∗(f,X) = j∗ ◦ f∗ : Hn(X) → Hn(Y, Y − y0)

de modo que I∗ é, 
om efeito, uma lo
alização do indi
ador algébri
o para existên
ia de

raízes 
om o qual ini
iamos esta dis
usão.

Teorema 2.39. Sejam X um espaço normal 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos, Y
uma variedade 
onexa e f : X → Y uma apli
ação própria. Considerando a homologia 
om


oe�
ientes inteiros ou inteiros módulo dois, o índi
e homológi
o é o mesmo, a menos de

sinal, para todas as 
lasses de raízes de f em y0 ∈ Y , isto é, se α e α′
são duas 
lasses de

raízes de f em y0 então I∗(f, α) = ±I∗(f, α
′).

Demonstração. Sejam q̂ : Ŷ → Y o re
obrimento de Hopf para f , f̂ : X → Ŷ um levanta-

mento de Hopf para f e ŷ1, ŷ2 ∈ q̂−1(y0) dois pontos na �bra de y0. Pela observação (2.11) é

su�
iente mostramos que

I∗(f, f̂
−1(ŷ1)) = ±I∗(f, f̂

−1(ŷ2)).

Seja γ̂ um 
aminho em Ŷ de ŷ1 a ŷ2. A projeçao de γ̂ em Y , γ = q̂ ◦ γ̂, é um laço em

y0. Pelo teorema (2.22) existe uma isotopia {ht : Y → Y } 
omeçando na identidade em Y

tal que ht(y0) = γ(t) para todo t ∈ I. Seja {ĥt : Ŷ → Ŷ } um levantamento de {ht} a uma
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isotopia 
omeçando na identidade em Ŷ . Então {ĥt(y1)} é um levantamento de γ 
omeçando

no ponto ŷ1 e, portanto, é γ̂. Em parti
ular ĥ1(ŷ1) = ŷ2. Assim f̂−1(ŷ2) = (ĥ0 ◦ f̂)−1(ŷ2) está

{ht ◦ f}-rela
ionada a (ĥ1 ◦ f̂)−1(ŷ2) = f̂−1(ĥ−1
1 (ŷ2)) = f̂−1(ŷ1). Pelo teorema (2.32)

I∗(f, f̂
−1(ŷ2)) = I∗(h0 ◦ f, f̂

−1(ŷ2)) = I∗(h1 ◦ f, f̂
−1(ŷ1)).

Resta mostrarmos que I∗(h1 ◦f, f̂−1(ŷ1)) = ±I∗(f, f̂−1(ŷ1)). Seja N uma vizinhança fe
hada

de f̂−1(ŷ1) tal que N − f̂−1(ŷ1) não 
ontém raízes de f em y0. Temos então a seguinte

sequên
ia de apli
ações

X
i
⊂ (X,X − f̂−1(ŷ1))

e
⊃ (N,N − f̂−1(ŷ1))

f̄
→ (Y, Y − y0)

h̄1→ (Y, Y − y0)

onde f̄ é de�nida por f , h̄1 é o homeomor�smo de�nido por h1 e a in
lusão e é uma ex
isão.

Então

I∗(f, f̂
−1(ŷ1)) = f̄∗ ◦ e

−1
∗ ◦ i∗ e I∗(h1 ◦ f, f̂

−1(ŷ1)) = (h̄1)∗ ◦ f̄∗ ◦ e
−1
∗ ◦ i∗.

Logo

I∗(h1 ◦ f, f̂
−1(ŷ1)) = (h̄1)∗ ◦ I∗(f, f̂

−1(ŷ1)), (2.40)

onde (h̄1)∗ é um isomor�smo. Como Y é n-eu
lidiano em y0 temos, por ex
isão,

Hp(Y, Y − y0;G) =

{
G se p = n,

0 se p 6= n.

Agora se G é o grupo dos inteiros ou dos inteiros módulo dois, então os úni
os isomor�smos

de Hn(Y, Y − y0;G) em si mesmo são a identidade ou menos a identidade e portanto

I∗(h1 ◦ f, f̂
−1(ŷ1)) = ±I∗(f, f̂

−1(ŷ1)).

Veremos no exemplo (2.48) uma ilustração do teorema a
ima. Este exemplo também

ilustra o fato de que o índi
e de raízes não dete
ta, globalmente, a existên
ia de raízes.

Ou seja, pode o
orrer de uma 
erta apli
ação ter 
lasses de raízes 
ujos índi
es são não

nulos, mas que se 
an
elem de modo a tornar nulo o índi
e do espaço todo. Este tipo de

situação, no entanto, não o
orre se, nas hipóteses de teorema a
ima, Y for uma variedade


ompa
ta orientável. Com efeito, neste 
aso, 
omo a in
lusão j : Y ⊂ (Y, Y − y0) induz

em homologia um homomor�smo sobrejetor e o homeomor�smo h1 : Y → Y obtido na

demonstração do teorema é homotópi
o à identidade em Y e, portanto, seu homomor�smo

induzido (h1)∗ : H∗(Y ) → H∗(Y ) é a identidade em H∗(Y ), temos o seguinte diagrama


omutativo

H∗(Y )
j∗ // H∗(Y, Y − y0)

(h̄)∗
��

H∗(Y ) j∗
// H∗(Y, Y − y0).

Então (h̄1)∗ é a identidade emH∗(Y, Y −y0) e da equação (2.40) 
on
luímos que todas 
lasses

de raízes possuem o mesmo índi
e. Enun
iamos este fato no 
orolário a seguir.

Corolário 2.41. Sejam X um espaço normal 
onexo e lo
almente 
onexo por 
aminhos, Y
uma variedade 
ompa
ta, 
onexa e orientável e f : X → Y uma apli
ação própria. Conside-

rando a homologia 
om 
oe�
ientes inteiros ou inteiros módulo dois, o índi
e homológi
o é
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o mesmo para todas as 
lasses de raízes de f em y0.

2.2.3 O índi
e inteiro

Em algumas situações, podemos usar o índi
e homológi
o para de�nir outros índi
es.

Por exemplo, suponhamos que X seja uma n-variedade 
onexa, 
ompa
ta e orientável, Y
um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e seja (f, A) um par propriamente admissível

para X, Y, y0. Neste 
aso, ambos os grupos Hn(X ;Z) e Hn(Y, Y −y0;Z) são 
í
li
os in�nitos.
Assim se µ ∈ Hn(X ;Z) e ν ∈ Hn(Y, Y − y0;Z) são geradores então a equação

In(f, A;Z)µ = λ(f, A)ν, (2.42)

de�ne uma função λ do 
onjunto dos pares propriamente admissíveis para X, Y, y0 
om

valores no grupo abeliano dos números inteiros Z. Ainda mais, λ satisfaz as propriedades

aditiva e homotópi
a de índi
e, pois In as satisfaz, sendo portanto um índi
e de raízes para

X, Y, y0. No 
aso do espaço Y também ser uma n-variedade 
ompa
ta, 
onexa e orientável

então Hn(Y ;Z) também é 
í
li
o in�nito e a in
lusão j : Y ⊂ (Y, Y − y0) induz isomor�smo

na n-ésima dimensão homológi
a. Es
olhendo ν ′ = j−1
n (ν) 
omo gerador de Hn(Y ) temos

que o grau de Brouwer de f , grB(f) satisfaz fn(µ) = grB(f)ν
′
, logo

jn ◦ fn(µ) = jn(grB(f)ν
′) = grB(f)jn(ν

′) = grB(f)ν.

Da equação (2.42) e da observação (2.38) resulta que jn ◦ fn(µ) = In(f,X)µ = λ(f,X)ν.
Portanto λ(f,X) = grB(f).

Observação 2.43. Em verdade, para de�nir o índi
e λ, não é ne
essário supor que o espaço
X seja uma variedade 
onexa, 
ompa
ta e orientável. Basta supor que Hn(X ;Z) seja 
í
li
o

in�nito.

Usando o teorema (2.36) e a noção de 
lasse fundamental de um 
ompa
to, vamos es-

tender a 
onstrução do índi
e λ para o 
aso em que X é uma variedade orientável qualquer.

Suponhamos então que X seja uma n-variedade orientável e Y um espaço lo
almente

n-eu
lidiano em y0 ∈ Y . Sejam sX : X → X̃ uma orientação de X e ν ∈ Hn(Y, Y − y0;Z)
uma orientação lo
al de Y em y0. Dado um par (f, A) propriamente admissível para X, Y, y0
tendo A fe
ho 
ompa
to, sejam N ⊂ X uma vizinhança do fe
ho de A tal que N − A não


ontém raízes de f em y0 e K ⊂ X um 
ompa
to 
ontendo A. Seja ainda oK ∈ Hn(X,X−K)
a 
lasse fundamental de X em K relativamente à orientação sX e 
onsideremos o seguinte

diagrama

(X,X −K)
ik
⊂ (X,X − A)

e
⊃ (N,N − A)

f̄
−→ (Y, Y − y0)

onde ik e e são in
lusões e f ′
é apli
ação de�nida por f . Pelo teorema (2.30), e é uma

ex
isão e portanto induz isomor�smo em todas as dimensões de homologia. Temos então o

homomor�smo f̄n ◦ e−1
n ◦ iKn : Hn(X,X − K;Z) → Hn(Y, Y − y0;Z). De�namos o inteiro

λ(f, A) por
f̄n ◦ e

−1
n ◦ iKn(oK) = λ(f, A)ν.

Para mostrar que a 
onstrução a
ima de�ne um índi
e de raízes para X, Y, y0 pre
isamos

mostrar que λ(f, A) independe da es
olha dos 
onjuntos N e K, e satisfaz as propriedades

aditiva e homotópi
a de índi
e desde que, é 
laro, os 
onjuntos 
onsiderados tenham fe
ho


ompa
to. A demonstração de que λ(f, A) independe de N e satisfaz as propriedades de

índi
e são semelhantes àquelas feitas para o índi
e I∗ e por isso as omitimos. Mostremos

então que λ(f, A) independe do 
onjunto K.
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Seja K ′ ⊂ X um outro 
ompa
to 
ontento A. Então K ∩ K ′
também é um 
ompa
to


ontendo A e temos o seguinte diagrama 
omutativo de in
lusões:

(X,X −K)

jK
��

iK

**TTTTTTTTTTTTTTT

(X,X − (K ∩K ′))
iK∩K′ // (X,X − A)

(X,X −K ′)

jK′

OO

iK′

44jjjjjjjjjjjjjjj

Assumindo por um instante que jKn(oK) = oK∩K ′ = jK ′n(oK ′) temos da 
omutatividade do

digrama que

iKn(oK) = iK∩K ′n(oK∩K ′) = iK ′n(oK ′), (2.44)

e portanto

f ′
n ◦ e

−1
n ◦ ikn(oK) = f ′

n ◦ e
−1
n ◦ iK ′n(oK ′)

de modo que λ(f, A) é independente do 
ompa
to K es
olhido. Para mostrarmos as igual-

dades em (2.44) 
onsideremos, para 
ada x ∈ K ∩ K ′
, o seguinte diagrama de in
lusões


omutativo

(X,X −K)

jK
��

iK

**TTTTTTTTTTTTTTTT

(X,X − (K ∩K ′))
iK∩K′ // (X,X − x).

(X,X −K ′)

jK′

OO

iK′

44jjjjjjjjjjjjjjjj

Assim, para todo x ∈ K ∩ K ′
temos da de�nição de 
lasse fundamental de um 
ompa
to

que iK∩K ′n ◦ jKn(oK) = iKn(oK) = sX(x) e iK∩K ′n ◦ jK ′n(o
′
K) = iK ′n(o

′
K) = sX(x) de onde

resulta as igualdades em (2.44).

Desta forma λ é uma função 
om valores no grupo abeliano dos números inteiros Z 
ujo

domínio é o 
onjunto dos pares propriamente admissíveis (f, A) para X, Y, y0 tais que A
tem fe
ho 
ompa
to e que satisfaz:

1. Se A ⊂ X tem fe
ho 
ompa
to e A1, . . . , An são sub
ojuntos disjuntos de A também


om fe
hos 
ompa
tos em X tais que

(a) (f, A) e (f, Ai), 1 ≤ i ≤ n, são pares propriamente admissíveis,

(b) os 
onjuntos Ai, 1 ≤ i ≤ n, 
ontém todas as raízes de f que estão em A, isto é,

(A− ∪iAi) ∩ f−1(y0) = ∅,

então λ(f, A) =
∑

i λ(f, Ai).

2. Se {ft : X → Y } é uma homotopia própria, A ⊂ X é aberto e tem fe
ho 
ompa
to,

e para todo t ∈ I, (ft, A) é um par propriamente admissível para X, Y, y0 então

λ(f0, A) = λ(f1, A).

Pelo teorema (2.36) λ admite uma úni
a extensão a um índi
e próprio de raízes paraX, Y, y0

om valores em Z. A esta extensão 
hamamos índi
e inteiro de raízes e a denotamos,

também, por λ.
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Observação 2.45. Quando X é uma n-variedade 
ompa
ta, tomamos K = X na dis
usão

a
ima. Neste 
aso, o homomor�smo

f̄n ◦ e
−1
n ◦ iKn : Hn(X,X −K;Z) → Hn(Y, Y − y0;Z)

é o homomor�smo

In(f, A) = f̄n ◦ e
−1
n ◦ in : Hn(X ;Z) → Hn(Y, Y − y0;Z)

da de�nição do índi
e homológi
o (2.37). Se, além disso,X for 
onexa, então oX é um gerador

de Hn(X ;Z) de modo que o índi
e inteiro é o índi
e de�nido por (2.42).

Vejamos 
omo o índi
e inteiro se rela
iona 
om o grau lo
al de uma apli
ação. Se X é

uma n-variedade orientável, Y é um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e f : X → Y
é uma apli
ação própria então o par (f, f−1(y0)) é propriamente admissível. Na de�nição do

índi
e inteiro λ(f, f−1(y0)), tomando o 
ompa
to K 
omo sendo o próprio f−1(y0) temos o

seguinte diagrama 
omutativo

(N,N − f−1(y0))
f̄ //

� _

e

��

(Y, Y − y0)

(X,X − f−1(y0))

f ′

66lllllllllllll

onde f̄ e f ′
são induzidas por f e e é uma ex
isão. Assim se ν é uma orientação lo
al de Y

em y0 então

λ(f, f−1(y0))ν = f̄n ◦ e
−1
n (of−1(y0)) = f ′

n(of−1(y0)) = gry0(f)ν.

Ou seja, λ(f, f−1(y0)) = gry0(f). Por outro lado, da aditividade do índi
e temos que λ(f, f−1(y0)) =
λ(f,X). Logo λ(f,X) = gry0(f). Deste fato e da proposição (1.27) obtemos o seguinte re-

sultado:

Teorema 2.46. Seja f : X → Y uma apli
ação própria entre variedades orientáveis de

mesma dimensão 
om Y 
onexa. Então λ(f,X) = gr(f).

2.2.4 O índi
e inteiro 
omo grau lo
al

Veremos agora uma des
rição do índi
e inteiro em termos do grau lo
al de uma apli
ação.

Sejam X uma n-variedade orientável e Y um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y .
Sejam também sX : X → X̃ uma orientação de X e ν ∈ Hn(Y, Y − y0) uma orientação

lo
al de Y em y0 e 
onsideremos λ o índi
e inteiro de raízes para X, Y, y0 
onstruído a
ima.

Sejam ainda E ⊂ Y uma vizinhança n-eu
lidiana de y0 e sE : E → Ẽ a orientação de E
tal que jn(sE(y0)) = ν, onde jn é a induzida no n-ésimo grupo de homologia da in
lusão

j : (E,E−y0) →֒ (Y, Y −y0). Se (f, A) é um par propriamente admissível paraX, Y, y0 então
(f, f−1(y0)∩A) também o é, e portanto f−1(y0)∩A admite uma vizinhança fe
hada C tal que

C−(f−1(y0)∩A) não 
ontém raízes de f em y0. Consideremos o aberto U = intC∩f−1(intE).
Então:

1) f−1(y0) ∩ A ⊂ U , pois f−1(y0) ∩A ⊂ f−1(y0) ⊂ f−1(intE);

2) f(U) ⊂ E, pois U = intC ∩ f−1(intE) ⊂ f−1(intE); e
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3) U − (f−1(y0) ∩ A) não possui raízes de f em y0, pois é igual a

(intC − (f−1(y0) ∩A)) ∩ (f−1(intE)− (f−1(y0) ∩ A)).

Seja sU : U → Ũ a restrição de sX a U .

Teorema 2.47. Com as notações a
ima e relativamente às orientações sU e sE vale que

λ(f, A) = gry0(fUE),

onde fUE : U → E é de�nida por f .

Demonstração. Da aditividade do índi
e temos que λ(f, A) = λ(f, f−1(y0)∩A). Além disso

f−1(y0) ∩ A = f−1
UE(y0). De sorte que é su�
iente mostramos que λ(f, f−1

UE(y0)) = gry0(fUE).
Temos que f−1(y0) é 
ompa
to em X pois f é própria; e 
omo (f, A) é um par admissível

para X, Y, y0 temos também que f−1(y0) ∩ A = f−1(y0) ∩ A e este é um fe
hado em X (e

portanto fe
hado no 
ompa
to f−1(y0)). Logo f
−1
UE(y0) = f−1(y0) ∩ A é um 
ompa
to em

X . Assim para 
al
ular λ(f, f−1
UE(y0)) vamos 
onsiderar, na de�nição de λ, K = f−1

UE(y0) e
N = U . Consideremos também o diagrama 
omutativo

(X,X − f−1
UE(y0)) (U, U − f−1

UE(y0))
? _eoo f̄ // (Y, Y − y0)

(U, U − f−1
UE(y0))

f̄UE// (E,E − y0)
?�

j

OO

U
?�

OO

fUE // E
?�

OO

onde f̄ , f̄UE e fUE são de�nidas por f e as demais funções são in
lusões. Da de�nição do

índi
e inteiro de raízes temos que

f̄n ◦ e
−1
n (of−1

UE
(y0)

(X)) = λ(f, f−1
UE(y0))ν,

onde of−1
UE

(y0)
(X) é a 
lasse fundamental de X em f−1

UE(y0). Por outro lado, da de�nição do

grau de fUE em y0 temos que

f̄UEn(of−1
UE

(y0)
(U)) = (gry0(fUE))sE(y0),

onde of−1
UE

(y0)
(U) é a 
lasse fundamental de U em f−1

UE(y0). Apli
ando jn em ambos os lados

da última equação resulta

jn ◦ f̄UEn(of−1
UE

(y0)
(U)) = (gry0(fUE))jn ◦ sE(y0) = (gry0(fUE))ν,

mas jn ◦ f̄UEn(of−1
UE

(y0)
(U)) = f̄n(of−1

UE
(y0)

(U)) e portanto f̄n(of−1
UE

(y0)
(U)) = (gry0(fUE))ν.

Resta mostrar que of−1
UE

(y0)
(U) = e−1

n (of−1
UE

(y0)
(X)). Para tanto, seja x ∈ f−1

UE(y0) e 
onsidere-
mos o diagrama 
omutativo de in
lusões

(X,X − f−1
UE(y0))_�

ix
��

(U, U − f−1
UE(y0))

? _eoo
_�

kx
��

(X,X − x) (U, U − x)? _

ex
oo
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Então

ixn ◦ en(of−1
UE

(y0)
(U)) = exn ◦ kxn(of−1

UE
(y0)

(U)) = exn ◦ sU(x) = sX(x).

Da de�nição de 
lasse fundamental of−1
UE

(y0)
segue que en(of−1

UE
(y0)

(U)) = of−1
UE

(y0)
(X) e por-

tanto of−1
UE

(y0)
(U) = e−1

n (of−1
UE

(y0)
(X)).

2.2.5 O índi
e inteiro módulo dois

Na 
onstrução do índi
e inteiro de raízes 
onsideramos X uma variedade orientável e

homologia 
om 
oe�
ientes inteiros. Contudo estamos interessados no 
aso em que X é uma

variedade não ne
essariamente orientável. Nestes 
asos podemos 
onsiderar homologia 
om


oe�
ientes em Z2. Assim podemos, de maneira análoga ao 
aso inteiro, de�nir um índi
e de

raízes tomando valores em Z2. Tal de�nição pode ser feita independente da orientabilidade

de X . Além disso não pre
isamos preo
upar-nos 
om es
olha de orientação uma vez que os

grupos lo
aisHn(X,X−x;Z2) têm geradores úni
os. O índi
e próprio de raízes paraX, Y, y0

om valores em Z2 obtido será 
hamado índi
e inteiro módulo dois e será denotado por

λ2. O teorema (2.47) tem seu paralelo para λ2 e, neste 
aso, o grau lo
al é, 
omo deve ser,

de�nido em termos de homologia 
om 
oe�
ientes em Z2.

2.3 Alguns exemplos

Vamos fazer uma pausa no desenvolvimento da teoria para ilustrar o que foi feito até

agora através de alguns exemplos. Ini
iamos 
om um exemplo que ilustra o fato de um índi
e

de raízes, em geral, não indi
ar, globalmente, a existên
ia de raízes.

Exemplo 2.48. Consideremos a esfera S

2

omo a esfera unitária em R

3
e o plano proje-

tivo P

2

omo S

2

om os pontos antípodas identi�
ados. Seja f : S2 → P

2
a identi�
ação.

Denotemos por Pn = (0, 0, 1) e Ps = (0, 0,−1) os pólos norte e sul de S2
, respe
tivamente,

e 
onsideremos p = {Pn, Ps} = f({Pn, Ps}) ∈ P

2
. Então f tem 
omo úni
as raízes em p

os pólos norte e sul, Pn e Ps. A imagem, por f , de qualquer 
aminho em S

2
unindo os

pólos norte e sul é um laço em P

2
baseado em p 
uja 
lasse de homotopia é um gerador do

grupo fundamental de P

2
, π(P2, p). Logo as duas úni
as raízes de f em p não podem ser

equivalentes e, portanto, f possui exatamente duas 
lasses de raízes em p: {Pn} e {Ps}.

SejamN uma vizinhança fe
hada do pólo norte toda 
ontida no hemisfério norte,

¯̄f : (N,N−
Pn) → (f(N), f(N)− p) a apli
ação de�nida por f e 
onsideremos o diagrama

S

2 i
⊂ (S2,S2 − Pn)

e
⊃ (N,N − Pn)

¯̄f
→ (f(N), f(N)− p)

ē
⊂ (P2,P2 − p).

As in
lusões e e ē são ex
isões e

¯̄f é um homeomor�smo de modo que todas as três induzem

isomor�smo em homologia. A in
lusão i induz isomor�smo na homologia de dimensão dois.

Observemos que f̄ = ē ◦ ¯̄f é a apli
ação de�nida por f que usamos na 
onstruçao de I∗.
Então

I2(f, {Pn};Z) = ē2 ◦
¯̄f2 ◦ e

−1
2 ◦ i2

é um isomor�smo de H2(S
2;Z) em H2(P

2,P2−p;Z) e, portanto, {Pn} é uma 
lasse de raízes

essen
ial de f em p.
Do teorema (2.39) resulta que

I2(f, {Ps};Z) = ±I2(f, {Pn};Z) (2.49)

de onde obtemos que {Ps} também é uma 
lasse de raízes essen
ial de f em p. Logo
NR(f, p) = 2.
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Vamos mostrar que a igualdade em (2.49) é realizada 
om o sinal negativo. Seja a : S2 →
S

2
a apli
ação antípoda, isto é, a(x) = −x para todo x ∈ S2

. Então a(N) é uma vizinhança

fe
hada do pólo sul toda 
ontida no hemisfério sul. Consideremos o diagrama 
omutativo

S

2 � � i //
OO

a

��

(S2,S2 − Pn)OO

a′

��

(N,N − Pn)? _eoo f̄ //
OO

a′′

��

(P2,P2 − p)

S

2 � �

j
// (S2,S2 − Pn) (a(N), a(N)− Ps)? _

ℓ
oo

f ′
// (P2,P2 − p)

onde a′ e a′′ são de�nidas por a, f̄ e f ′
são de�nidas por f e e e ℓ são ex
isões. As apli
ações e,

ℓ, a′ e a′′ induzem isomor�smo em homologia de onde obtemos a igualdade ℓ−1
2 = a′′2 ◦e

−1
2 ◦a′2

que juntamente 
om a 
omutatividade do digrama impli
am que

I2(f, {Ps};Z) = f ′
2 ◦ ℓ

−1
2 ◦ i′2

= f ′
2 ◦ a

′′
2 ◦ e

−1
2 ◦ a′2 ◦ i

′
2

= f̄2 ◦ e
−1
2 ◦ i2 ◦ a2

= I2(f, {Pn};Z) ◦ a2

= −I2(f, {Pn};Z),

pois a2 = − idH2(S2). Como {Pn} e {Ps} são as úni
as duas 
lasses de raízes de f em p, segue
da aditividade de I2 que

I2(f,S
2) = I2(f, {Pn}) + I2(f, {Ps}) = 0.

O índi
e inteiro de raízes permite-nos dar um exemplo onde o número de Nielsen é

estritamente menor do que o número próprio de Nielsen.

Exemplo 2.50. Sejam f : Rn → R

n
a identidade e y0 ∈ Rn

. Então y0 é a úni
a raiz de f em

y0 e portanto {y0} é a úni
a 
lasse de raízes de f em y0. Sejam s : Rn → R̃

n
uma orientação de

R

n
e ν = s(y0) a orientação lo
al de R

n
em y0. Para 
al
ularmos λ(f, y0) 
onsideremos N =

R

n
eK = {y0}. Então iK : (Rn,Rn−K) → (Rn,Rn−y0) e e : (N,N−y0) → (Rn,Rn−y0) são

ambas a identidade. Também é a identidade a apli
ação f̄ : (N,N − y0) → (Rn,Rn − y0).
Logo f̄n ◦ e−1

n ◦ (iK)n é a identidade em Hn(R
n,Rn − y0;Z). Como oK = ν resulta que

λ(f, y0) = 1. Pelo 
orolario (2.35) temos que {y0} é uma 
lasse propriamente essen
ial e

portanto PNR(f, y0) = 1.
Por outro lado, seja y1 ∈ R

n
um ponto distinto de y0 e 
onsideremos a homotopia

{ft : R
n → R

n} dada por ft(y) = (1 − t)y + ty1. Então {ft} 
omeça na identidade f e

termina na apli
ação 
onstante y1 de modo que f−1
1 (y0) = ∅ e portanto NR(f1, y0) = 0.

Como NR é um invariante homotópi
o segue que NR(f, y0) = NR(f1, y0) = 0. Desta forma

NR(f, y0) < PNR(f, y0).

Nos próximos dois exemplos 
al
ulamos o número de Niesen para apli
ações da esfera S

n

em si mesma, vide [BS01, Teorema 3.13, p.66℄.

Exemplo 2.51. Sejam f : S1 → S

1
uma apli
ação e y0 ∈ S1

. Como o grupo fundamental

de S

1
é abeliano temos, pelo teorema (2.20), que o número de Reidemeister de f é igual à


ardinalidade do 
onú
leo da apli
ação induzida por f no primeiro grupo de homologia, isto

é, RR(f) = Coker(f1) onde f1 : H1(S
1;Z) → H1(S

1;Z) é a induzida por f . Da de�nição do
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grau temos que f1(x) = gr(f)x para todo x ∈ S1
de onde 
on
luímos que

RR(f) = #Coker(f1) = #(Z/ gr(f)Z) =

{
|gr(f)| se gr(f) 6= 0,

∞ se gr(f) = 0.

Pela observação (2.46), temos que λ(f,S1) = gr(f). Assim se gr(f) 6= 0 então NR(f, y0) > 0
e do 
orolário (2.23) resulta que NR(f, y0) = RR(f) = |gr(f)|. Por outro lado, se gr(f) = 0
então RR(f) = ∞ e do 
orolário (2.24) resulta que NR(f, y0) = 0. Em qualquer 
aso, e 
omo

NR(f, y0) = PNR(f, y0) pois S

1
é 
ompa
to, 
on
luímos que PNR(f, y0) = NR(f, y0) =

|gr(f)|.

Exemplo 2.52. Sejam n > 1, f : Sn → S

n
uma apli
ação e y0 ∈ Sn. Aqui, 
omo no exemplo

anterior, NR(f, y0) = PNR(f, y0). Como S

n
é simplesmente 
onexo, f admite, no máximo,

uma 
lasse de raízes em y0. Pela observação (2.46), λ(f,Sn) = gr(f). Portanto se gr(f) 6= 0
então NR(f, y0) = 1. Por outro lado, se gr(f) = 0 sabemos que f é homotópi
a a uma

apli
ação 
onstante e, neste 
aso, podemos es
olher uma 
onstante distinta de y0 de modo

que NR(f, y0) = 0. Resumindo

PNR(f, y0) = NR(f, y0) =

{
1 se gr(f) 6= 0,

0 se gr(f) = 0.

O exemplo a seguir ilustra um outro 
aso em que o número mínimo de raízes MR(f, y0)
é estritamente maior que o número de Nielsen NR(f, y0).

Exemplo 2.53. Consideremos a esfera S

1

omo o 
ír
ulo unitário no plano 
omplexo e

seja X a união de duas esferas S

1
unidas por um ponto (a �gura do oito), isto é, seja

X = S1 × {1} ∪ {1} ∪ S1
. Sejam f : X → S

1
e y0 = 1 ∈ S1

. Sejam e : S1 ⊂ X e d : S1 ⊂ X
as in
lusões na esquerda e na direita de X , isto é, e(z) = (z, 1) e d(z) = (1, z). Se ν é um

gerador de H1(S
1,S1 − 1) então H1(X) é o grupo abeliano livre gerado por e(ν) e d(ν), e

f1(kee(ν) + kdd(ν)) = (ke gr(f ◦ e) + kd gr(f ◦ d))ν, (2.54)

onde f1 : H1(X) → H1(S
1) é o homomor�smo induzido por f . Como j : S1 → (S1,S1 − 1)

induz um isomor�smo j1 : H1(S
1) → H1(S

1,S1 − 1) temos que I1(f,X) = j1 ◦ f1 6= 0 se

algum dos graus gr(f ◦ e), gr(f ◦ d) for não nulo e, neste 
aso, NR(f, 1) > 0.
Como o grupo fundamental da esfera S

1
é abeliano temos, pelo teorema (2.20) que

RR(f) = #Coker(f1). Da equação ((2.54)) a
ima, resulta que o 
onú
leo de f1 é isomorfo

ao grupo quo
iente de Z por gr(f ◦ e)Z + gr(f ◦ d)Z. Assim, se ambos gr(f ◦ e) e gr(f ◦ d)
forem nulos, então RR(f) = ∞; e se algum dos graus for não nulo então

RR(f) = mdc(|gr(f ◦ e)|, |gr(f ◦ d)|).

Neste exemplo também o
orre a igualdade NR(f, 1) = PNR(f, 1), pois X é 
ompa
to. Pelos


orolários (2.23) e (2.24) temos que

NR(f, 1) =

{
0 se gr(f ◦ e) = gr(f ◦ d) = 0,

mdc(gr(f ◦ e), gr(f ◦ d)) 
aso 
ontrário.

Em parti
ular, se f(z1, z2) = z21z2 então f ◦ e(z) = z2 e f ◦ d(z) = z de sorte que

PNR(f, 1) = NR(f, y1) = mdc(2, 1) = 1. Agora se g é uma apli
ação homotópi
a a f então
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g ◦ e tem grau e admite duas raízes, digamos x1 e x2, em 1. Neste 
aso, (x1, 1) e (x2, 1) são
duas raízes de g em 1. Ou seja, toda apli
ação homotópi
a a f tem pelo menos duas raízes.

Logo, neste exemplo, PNR(f, y0) = NR(f, 1) < MR(f, 1).

Em verdade, o exemplo a
ima é um 
aso parti
ular do exemplo a seguir.

Exemplo 2.55. Como no exemplo a
ima, 
onsideremos S

1

omo o 
ír
ulo unitário no plano


omplexo. SejaX =
∨
k∈Z S

1
k um bouquê de enumeráveis 
ír
ulos, ou seja, a união enumerável

de 
ír
ulos S

1
unidos por um úni
o ponto. Consideremos X munido da topologia fra
a (um

sub
onjunto de X é aberto se, e somente se, sua interseçao 
om 
ada S

1
k é aberto) e seja

f : X → S

1
uma apli
ação própria. Observemos que X não é 
ompa
to. Para 
ada k ∈ Z

seja jk : S
1
k ⊂ X a in
lusão. Como no exemplo a
ima mostra-se que

PNR(f, 1) =

{
0 se gr(f ◦ jk) = 0 para todo k ∈ Z,

mdc{|gr(f ◦ jk)|} 
aso 
ontrário.

Observemos que este exemplo é uma fonte de exemplos para os quais o número de Nielsen

é �nito e o número mínimo de raízes é in�nito e, portanto, PNR(f, 1) < MR(f) = ∞.

Veremos agora um 
aso em que, diferentemente do a
onte
e quando o espaço de 
hegada

da apli
ação é uma variedade (
orolário (2.23)), o número de Nielsen é positivo e estritamente

menor que o número de Reidemeister.

Exemplo 2.56. Sejam Y = S1 × {1} ∪ {1} × S1
a união de dois 
ír
ulos unidos pelo ponto

y0 = (1, 1) e e : S1 → Y a in
lusão na esfera esquerda de Y , 
omo no exemplo (2.53). O

ponto 1 ∈ S1 ⊂ C é a úni
a raiz de e em y0 e, portanto, NR(e, y0) ≤ 1. De Y − y0 ser a

união de duas 
omponentes 
onexas por 
aminhos 
ontráteis resulta que o primeiro grupo

de homologia H1(Y − y0) é trivial. Seja j : Y ⊂ (Y, Y − y0) a in
lusão. Da sequên
ia exata

do par obtemos

0 = H1(Y − y0;Z) → H1(Y ;Z)
j1
→ H1(Y, Y − y0;Z),

de onde 
on
luímos que j1 é um homomor�smo injetor. Assim

I1(e,S
1) = j1 ◦ e1 = 0 ⇔ e1 = 0.

Consideremos agora pe : Y → S

1
a projeção na esfera esquerda de Y , isto é, pe(z1, z2) = z1,

para todo (z1, z2) ∈ Y . Então pe ◦ e é a identidade em S

1
de sorte que e1 : H1(S

1;Z) →
H1(Y ;Z) não é o homomor�smo trivial. Então I1(e,S

1) 6= 0 o que impli
a que NR(e, y0) > 0.
Logo NR(e, y0) = 1.

Por outro lado, RR(e) = #Coker(e1) = ∞. Con
luímos então que 0 < NR(e, y0) <
RR(e).

Para �nalizar, apresentamos dois exemplos em que o número de Nielsen depende do ponto

em que se 
onsideram as raízes quando o 
ontradomínio da apli
ação não é uma variedade

(vide 
orolário (2.25)) e que ilustram o teorema (2.26).

Exemplo 2.57. Seja X = {z ∈ C : 1/2 < |z| < 2} uma 
oroa 
ir
ular no plano 
omplexo.

Seja J a interseção de X 
om o eixo real positivo, isto é,

J = {x+ iy ∈ C : 1/2 < x < 2 e y = 0}.
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Seja Y = X/J o espaço quo
iente obtido de X pela identi�
ação de J a um úni
o ponto

e 
onsideremos f : X → Y a apli
ação quo
iente. Consideremos ainda y0 = J ∈ Y . Então
f−1(y0) = J ⊂ X . Dados duas raízes de f em y0, z0, z1 ∈ f−1(y0) = J , o segmento de

reta 
ontido em J que os une é um 
aminho 
uja imagem por f é o laço 
onstante em

y0 = J . Assim f possui uma úni
a 
lasse de raízes em y0 e, portanto, NR(f, y0) ≤ 1. Agora
a apli
ação r : X → S

1 ⊂ X dada por r(z) = z/|z| é um retrato por deformação e induz

retratos por deformação r′ : Y → S

1
e r′′ : (Y, Y −y0) → (S1,S1−1) de modo que o diagrama

X

r

��

f // Y

r′

��

� � j // (Y, Y − y0)

r′′

��

S

1
S

1 � �

k
// (S1,S1 − 1)


omuta. Os retratos por deformação r, r′ e r′′ induzem isomor�smos em homologia, e a in
lu-

são k induz isomor�smo homológi
o em dimensão um. Logo f1 e j1 também são isomor�smos.

Então

I1(f,X) = j1 ◦ f1 : H1(X ;Z) → H1(Y, Y − y0;Z)

é não trivial de modo que o número de Nielsen de f em y0 é não nulo. Logo NR(f, y0) = 1.
Por outro lado, seja y0 ∈ Y um ponto distinto de y0 = J . Então f possui uma úni
a raiz

em y0, digamos z0. Se z0 /∈ S1 ⊂ X então f ◦ r é uma apli
ação homotópi
a a f que não

possui raiz em y0. Se z0 ∈ S1 ⊂ X então, rede�nindo r por r(z) = 3z/2|z|, temos que f ◦ r é
uma apli
ação homotópi
a a f que não possui raiz em y1. Logo NR(f, y0) = 0. Em resumo

NR(f, y0) =

{
1 se y0 = J,

0 sw y0 6= J.

Observemos que neste exemplo, X e Y são espaçõs não 
ompa
tos e f não é própria, uma

vez que J ⊂ Y é 
ompa
to mas f−1(J) = J ⊂ X não o é.

Exemplo 2.58. Sejam n > 2 e Y a união de duas esferas unidas por um ponto, isto é,


onsideremos

Y = Sn × {z0} ∪ {z0} × S
n ⊂ Sn × Sn.

onde z0 ∈ S

n
e seja e : Sn → Y dada por e(z) = (z, z0) para todo z ∈ S

n
, ou seja, e é

a in
lusão na esquerda. A úni
a raiz de e em y0 = (z0, z0) é z0 e, portanto, NR(e, y0) ≤
1. Constata-se fa
ilmente que {z0} é uma 
lasse de raízes essen
ial. Logo NR(e, y0) = 1.
O mesmo ra
io
ínio se apli
a a qualquer ponto y ∈ Y na esfera da esquerda, ou seja,

NR(e, y) = 1 para todo y = (z, z0) ∈ Y . Por outro lado, a apli
ação e não possui raízes em

pontos da esfera direita, distintos de y0, isto é, se y = (z0, z) ∈ Y 
om z 6= z0 então e não

possui raiz em y e então NR(f, y) = 0. Observemos que, novamente, o número de Nielsen

próprio 
oin
ide 
om o número de Nielsen pois S

n
é 
ompa
ta. Em resumo

PNR(f, y) = NR(f, y) =

{
1 se y = (z, z0)

0 se y = (z0, z), z 6= z0.

2.4 Multipli
idade e grau absoluto

O primeiro de nossos resultados prin
ipais, o teorema (3.17) rela
iona dois 
on
eitos de

uma dada apli
ação: a transversalidade a um ponto e o grau absoluto. Informalmente, uma

apli
ação é transversa a um ponto de seu 
ontra-domínio se é um re
obrimento neste ponto.
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O grau absoluto de uma apli
ação vem a ser um número de Nielsen da mesma e é de�nido


omo a soma das multipli
idades das 
lasses de raízes desta apli
ação, multipli
idade esta

que serve, grosso modo, 
omo um indi
ador da essen
ialidade de uma 
lasse de raízes e, em

alguns 
asos, um medidor da quantidade mínima de raízes. Nesta seção vamos formalizar e

estudar um pou
o estes três 
on
eitos: transversalidade, multipli
idade e grau absoluto.

2.4.1 Tranversalidade

Uma raiz isolada de uma apli
ação f : X → Y em y0 ∈ Y é uma raiz que admite

uma vizinhança sem nenhuma outra raiz de f em y0. Se todas as raízes de uma apli
ação

num ponto são isoladas então o 
onjunto das raízes é dis
reto de modo que se a apli
ação

é própria então tal 
onjunto é 
ompa
to e, portanto, �nito. Ou seja, se f : X → Y é uma

apli
ação própria 
ujas raízes em y0 ∈ Y são todas isoladas então f−1(y0) é �nito.
Uma apli
ação f : X → Y é um homeomor�smo lo
al em x ∈ X se x possui uma vizi-

nhança que se apli
a por f homeomor�
amente sobre uma vizinhança de f(x). Observemos

que se f é um homeomor�smo lo
al em uma raiz então tal raiz é isolada.

De�nição 2.59. Uma apli
ação f : X → Y é tranversa a y0 ∈ Y se y0 admite uma

vizinhança V tal que f−1(V ) é uma união disjunta, indexada por f−1(y0), de sub
onjuntos
de X 
ada um dos quais é uma vizinhança de uma raiz de f em y0 e se apli
a por f
homeomor�
amente sobre V .

Observação 2.60. Quando f−1(y0) é vazio, f pode ou não ser transversa a y0. Se y0 não

está no fe
ho da imagem de f então admite uma vizinhaça V 
uja imagem inversa por f é

vazio e, portanto, a união de uma família vazia que, por va
uidade, satisfaz a de�nição a
ima.

Neste 
aso, f é, por va
uidade, tranversa a y0. Por outro lado, se y0 não está na imagem de

f e está na fronteira desta então f−1(V ) é não vazio para toda vizinhança V de y0. A
onte
e
neste 
aso, que nenhum sub
onjunto de f−1(V ) se apli
a por f sobrejetivamente sobre V de

modo que f não pode ser tranversa a y0.

Assim ser transversa a um ponto é 
omo ser um re
obrimento neste ponto. De fato, se

X é 
onexo por 
aminhos, então uma apli
ação f : X → Y é um re
obrimento se, e somente

se, é transversa a todo y ∈ Y .
Se uma apli
ação f : X → Y é tranversa a y0 ∈ Y então todas as suas raízes em y0 são

isoladas e f é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma dessas raízes. A re
ípro
a, 
omo nos

mostra o exemplo a seguir, não é verdadeira em geral.

Exemplo 2.61. Consideremos a apli
ação exponen
ial do intervalo (−2π, 2π) na esfera S

1

do plano 
omplexo, isto é, seja f : (−2π, 2π) → S

1
de�nida por f(t) = eit. Em 1 ∈ S1

, f tem


omo úni
a raiz o ponto 0 ∈ (−2π, 2π).

−2π 0 2π
1V

eit

A imagem inversa por f de qualquer vizinhança V de 1 tem três 
omponentes, uma das quais

é uma vizinhança de 0. As outras duas não são vizinhanças de raízes de f em 1 tampou
o

se apli
am por f homeomor�
amente sobre nhança V .
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Contudo, a re
ípro
a é verdadeira desde que f seja própria e y0 admita uma vizinhança


ompa
ta.

Teorema 2.62. Sejam f : X → Y uma apli
ação própria e y0 ∈ Y um ponto que admite

uma vizinhança 
ompa
ta. Se f é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes em

y0 então f é tranversa a y0.

Demonstração. Seja K ⊂ Y uma vizinhança 
ompa
ta de y0. Então f
−1(K) é 
ompa
to

pois f é própria. Logo f−1(y0) é �nito (lembremos que, neste trabalho, todos os espaços

são Hausdor�). Como f é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes, para 
ada

x ∈ f−1(y0) 
onsidere uma vizinhança aberta Ux de x que se apli
a por f homeomor�
amente

sobre sua imagem f(Ux) que podemos supor, interse
tando 
om intK se ne
essário, 
ontida

em K. Então V =
⋂
x∈f−1(y0)

f(Ux) é uma vizinhança aberta (pois f−1(y0) é �nito) de y0

ontida em K. Para 
ada x ∈ f−1(y0) seja Wx = Ux ∩ f−1(V ). Então para 
ada x ∈ f−1(y0),
Wx é uma vizinhança de x que se apli
a por f homeomor�
amente sobre V . Por 
ontrução,⊔
x∈f−1(y0)

Wx ⊂ f−1(V ). Seja C a família de todos as vizinhanças fe
hadas de y0 
ontidas

em V . A família C é não vazia. Com efeito, y0 e K − V sendo fe
hados disjuntos no espaço

normalK (
ompa
to Hausdor�), admitem vizinhanças abertas (em K) disjuntas. O fe
ho de

uma tal vizinhança de y0 está, ne
essáriamente, 
ontido em V sendo, portanto, um elemento

de C. Da normalidade de K segue também que a interseção de C é y0, isto é,

⋂
C = {y0},

pois dado y 6= y0 sempre podemos en
ontrar uma vizinhança fe
hada de y0 (
ontida em K)

disjunta de y. Então

⋂

C∈C

(
f−1(C)−

⊔

x∈f−1(y0)

Wx

)
= f−1

(⋂

c∈C

C
)
−
⊔

x∈f−1(y0)

Wx

= f−1(y0)−
⊔

x∈f−1(y0)

Wx

= ∅,

pois f−1(y0) ⊂
⊔
x∈f−1(y0)

Wx. Assim {(f−1(C) −
⊔
x∈f−1(y0)

Wx) : c ∈ C} é uma família

de fe
hados do 
ompa
to f−1(K) 
uja interseção é vazia. Logo tal família não possui a

propriedade da interseção �nita e portanto existe uma subfamília �ntita C′
de C tal que

f−1
( ⋂

C∈C′

C
)
−
⊔

x∈f−1(y0)

Wx =
⋂

c∈C′

(
f−1(C)−

⊔

x∈f−1(y0)

Wx

)
= ∅,

de onde 
on
luimos que f−1(
⋂
c∈C′ C) ⊂

⊔
x∈f−1(y0)

Wx. Assim
⋂
C∈C′ C é uma vizinhança de

y0 tal que

f−1
( ⋂

C∈C′

C
)
=
( ⊔

x∈f−1(y0)

Wx

)
∩ f−1

( ⋂

C∈C′

C
)

=
⊔

x∈f−1(y0)

(
Wx ∩ f

−1
( ⋂

C∈C′

C
))
,

e, para 
ada x ∈ f−1(y0), a vizinhança Wx ∩ f
−1(
⋂
C∈C′ C) de x se apli
a, por f , homeomor-

�
amente sobre

⋂
C∈C′ C. Isto mostra que f é transversa a y0.

Vamos de�nir um número mínimo de raízes de uma apli
ação f : X → Y em y0 ∈ Y

omo na de�nição (2.1), mas, tendo em vista o teorema (3.17), o faremos 
onsiderando

apenas apli
ações propriamente homotópi
as a f e transversas a y0.
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De�nição 2.63. Sejam f : X → Y uma apli
ação própria entre espaços topológi
os e y0 ∈
Y . O número mínimo transverso de raízes de f em y0, denotado por MRT (f, y0), é o

mínimo do 
onjunto

{#g−1(y0) | g : X → Y é propriamente homotópi
a a f e transversa a y0}.

Claro que MR(f, y0) ≤ MRT (f, y0).

2.4.2 Multipli
idade

Para de�nir a multipli
idade de uma 
lasse de raízes, Brown e S
hirmer [BS01, De�nição

2.7, p.57℄ se utilizavam de uma vizinhança orientada desta 
lasse. Os resultados que se

seguem prestam-se 
omo maquinário para darmos essen
ialmente a mesma de�nição sem

pre
isar lidar 
om uma tal vizinhança.

Sejam X uma variedade 
onexa não orientável, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo e f : X → Y uma apli
ação. Sejam

também p̃ : X̃ → X o re
obrimento duplo orientado de X , q̂ : Ŷ → Y o re
obrimento de

Hopf para f e f̂ : X → Ŷ um re
obrimento de Hopf para f . Sejam ainda q̄ : Ȳ → Ŷ o

re
obrimento de Hopf para f̂ ◦ p̃ : X̃ → Ŷ e f̄ : X̃ → Ȳ um levantamento de Hopf para f̂ ◦ p̃.
Fixemos x̃0 ∈ X̃ e 
onsideremos os grupos fundamentais de X̃ , X , Y , Ŷ e Ȳ 
om pontos base

x̃0, p̃(x̃0), f ◦ p̃(x̃0), f̂ ◦ p̃(x̃0) e f̄(x̃0), respe
tivamente. Temos assim os seguinte diagramas

Ȳ

q̄

��

π(Ȳ , f̄(x̃0))

q̄#
��

X̃

f̄
@@

�
�

�
�

�
�

�
�

p̃

��

Ŷ

q̂

��

π(X̃, x̃0)

f̄#
66nnnnnnnnnnnn

p̃#
��

π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0))

q̂#
��

X

f̂
@@

�
�

�
�

�
�

�
�

f
// Y π(X, p̃(x̃0))

f̂#
66mmmmmmmmmmmm

f#
// π(Y, f ◦ p̃(x̃0))

Teorema 2.64. Com as notações a
ima, q̂ ◦ q̄ e f̄ são, respe
tivamente, o re
obrimento de

Hopf e um levantamento de Hopf para f ◦ p̃. Se f é orientável então q̄ é um re
obrimento

duplo. Se f é não orientável então q̄ é um re
obrimento de uma folha (homeomor�smo) de

modo que q̂ e f̂ ◦ p̃ são, respe
tivamente, o re
obrimento de Hopf e um levantamento de Hopf

para f ◦ p̃.

Demonstração. Temos que

(q̂ ◦ q̄)#π(Ȳ , f̄(x̃0)) = q̂#(q̄#π(Ȳ , f̄(x̃0)))

= q̂#((f̂ ◦ p̃)#π(X̃, x̃0))

= (q̂# ◦ f̂# ◦ p̃#)π(X̃, x̃0)

= f# ◦ p̃#π(X̃, x̃0)

= (f ◦ p̃)#π(X̃, x̃0).

A segunda igualdade segue de q̄ ser o re
obrimento de Hopf para f̂ ◦ p̃ e a quarta da


omutatividade do diagrama a
ima. Isto mostra que q̂ ◦ q̄ e f̄ são o re
obrimento e um

levantamento de Hopf para f ◦ p̃, respe
tivamente.
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A sequên
ia exata

1 −→ ker f̂# −→ π(X, p̃(x̃0))
f̂#
−→ π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0)) −→ 1

induz a sequên
ia exata

1 −→
ker f̂#

Im p̃# ∩ ker f̂#
−→

π(X, p̃(x̃0))

Im p̃#
−→

π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0))

Im(f̂# ◦ p̃#)
−→ 1.

Como q̂ é um re
obrimento temos que q̂# é um monomor�smo e portanto, ker f̂# = ker(q̂# ◦

f̂#) = ker f#. Além disso 
omo q̄ é o re
obrimento de Hopf para f̂ ◦p̃ temos que Im(f̂#◦p̃#) =
Im q̄#. Deste modo obetmos a seguinte sequên
ia exata 
urta

1 −→
ker f#

Im p̃# ∩ ker f#
−→

π(X, p̃(x̃0))

Im p̃#
−→

π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0))

Im q̄#
−→ 1.

Se f é orientável então ker f# ⊂ Im p̃# e assim

ker f#
Im p̃#∩ker f#

é trivial. Da exatidão da

sequên
ia 
urta a
ima temos que

π(X, p̃(x̃0))

Im p̃#
→

π(Ŷ , f̂# ◦ p̃#(x̃0))

Im q̄#

é um isomor�smo. Agora Im p̃# tem índi
e dois em π(X, p̃(x̃0)) e portanto Im q̄# também

tem índi
e dois em π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0)), ou seja, q̄ é um re
obrimento duplo.

Se f é não orientável então ker f# 6⊂ Im p̃# e assim

ker f#
Im p̃#∩ker f#

não é trivial. Como a

sequên
ia é exata segue que

π(X, p̃(x̃0))

Im p̃#
→

π(Ŷ , f̂# ◦ p̃#(x̃0))

Im q̄#

não é um isomor�smo. Mas 
omo é um homomor�smo sobrejetor e Im p̃# tem índi
e dois em

π(X, p̃(x̃0)) segue que Im q̄# tem índi
e um em π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0)), ou seja, q̄ é um re
obrimento

de uma folha (homeomor�smo) e, neste 
aso,

(f ◦ p̃)#π(X̃, x̃0) = (q̂ ◦ q̄)#π(Ȳ , f̄(x̃0))

= q̂#
(
q̄#π(Ȳ , f̄(x̃0))

)

= q̂#π(Ŷ , f̂ ◦ p̃(x̃0)).

A primeira igualdade segue do fato de q̂ ◦ q̄ e f̄ serem, respe
tivamente, o re
obrimento e um

levantamento de Hopf para f ◦ p̃ e a última igualdade do fato de q̄# ser um isomor�smo. Logo

q̂ e f̂ ◦ p̃ são, respe
tivamente, o re
obrimento e um levantamento de Hopf para f ◦ p̃.

Uma vez que os pontos de X̃ são orientações dos grupos Hn(X,X −x), x ∈ X , dado um

sub
onjunto Ã ⊂ X̃ 
hamaremos o sub
onjunto oposto de Ã ao 
onjunto −Ã = {−x̃ : x̃ ∈

Ã}.

Teorema 2.65. Sejam X uma variedade 
onexa não orientável, Y um espaço 
onexo, lo-


almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo, f : X → Y uma apli-


ação orientável, y0 ∈ Y e α uma 
lasse de raízes de f em y0. Então a imagem inversa de
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α pelo re
obrimento duplo orientado p̃ de X é a união disjunta de duas 
lasses de raízes

de f ◦ p̃ em y0 
ada uma das quais é o oposto da outra. Além disso, se alguma dessas duas


lasses é (propriamente) essen
ial então α também o é.

Demonstração. Como α é uma 
lasse de raízes de f em y0, existe ŷ ∈ q̂−1(y0) tal que

f̂−1(ŷ) = α, e 
omo f é orientável segue do teorema (2.64) que q̄ é um re
obrimento duplo e,

portanto, existem dois pontos distintos ȳ, ȳ′ ∈ Ȳ tais que q̄−1(ŷ) = {ȳ, ȳ′}. Sejam α̃ = f̄−1(ȳ)
e α̃′ = f̄−1(ȳ′). Então p̃−1(α) = α̃ ⊔ α̃′

é não vazio e tanto α̃ quanto α̃′
ou é uma 
lasse de

raízes de f ◦ p̃ em y0 ou é vazio (não podendo, obviamente, que ambas sejam vazias). Vamos

mostrar que uma é o oposto da outra. Mais pre
isamente, vamos mostrar que α̃′ = −α̃. Para
tanto seja x̃ ∈ α̃. Então

q̄ ◦ f̄(−x̃) = f̂ ◦ p̃(−x̃) = f̂ ◦ p̃(x̃) = q̄ ◦ f̄(x̃) = ŷ

de modo que −x̃ ∈ α̃ ⊔ α̃′
. Seja γ̃ um 
aminho de x̃ a −x̃. Então p̃ ◦ γ̃ é um laço em X que

reverte orientação e 
omo f é orientável f ◦ p̃ ◦ γ̃ não é 
ontrátil, ou seja, não pode a
onte
er

a igualdade [f ◦ p̃ ◦ γ̃] = [y0]. Temos então que −x̃ /∈ α̃ e logo −x̃ ∈ α̃′
. Assim −α̃ ⊂ α̃′

. Do

mesmo modo 
on
luimos que −α̃′ ⊂ α̃ e daí α̃′ = −(−α̃′) ⊂ −α̃. Portanto α̃′ = −α̃.
Vamos provar 
ontrapositivamente que se α̃ (ou −α̃) é (propriamente) essen
ial então

α = f̂−1(ŷ) também o é. Suponhamos então que α não seja (propriamente) essen
ial. Então

existe uma homotopia (própria) {f̂t : X → Ŷ } 
omeçando em f̂ tal que f̂−1
1 (ŷ) = ∅. Seja

{f̄t : X̃ → Ȳ } uma homotopia (própria) 
omeçando em f̄ que é um levantamento de {f̂t ◦ p̃}
através de q̄. Do mesmo modo 
omo a
ima 
oloquemos α̃ = f̄−1(ȳ), onde ȳ ∈ q̄−1(ŷ). Temos

que

f̄−1
1 (ȳ) ⊂ (q̄ ◦ f̄1)

−1(ŷ) = (f̂1 ◦ p̃)
−1(ŷ) = p̃−1(f̂−1

1 (ŷ)) = ∅.

Logo α̃ não é (propriamente) essen
ial.

O próximo resultado é uma 
onsequên
ia direta dos dois teoremas anteriores.

Teorema 2.66. Sejam X uma variedade 
onexa não orientável, Y um espaço 
onexo, lo-


almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo, f : X → Y uma apli-


ação não orientável, y0 ∈ Y e α uma 
lasse de raízes de f em y0. Então a imagem inversa

de α pelo re
obrimento duplo orientado p̃ de X é uma 
lasse de raízes de f ◦ p̃ 
uja 
lasse

oposta é ela mesma.

Demonstração. Como α é uma 
lasse de raízes de f em y0 existe ŷ ∈ q̂−1(y0) tal que α =

f̂−1(ŷ). Pelo teorema (2.64) f̂ ◦ p̃ é um levantamento de Hopf para f ◦ p̃ relativamente a q̂.

Assim p̃−1(α) = p̃(f̂−1(ŷ)) = (f̂ ◦ p̃)−1(ŷ) é uma 
lasse de raízes de f ◦ p̃ em y0 (pois p̃
−1(α)

é não vazio).

Seja x̃ ∈ p̃−1(α). Como p̃(−x̃) = p̃(x̃) segue que f̂ ◦ p̃(−x̃) = f̂ ◦ p̃(x̃) = ŷ, ou seja,

−x̃ ∈ p̃−1(α). Logo −p̃−1(α) ⊂ p̃−1(α). Daí p̃−1(α) = −(−p̃−1(α)) ⊂ −p̃−1(α). Con
luimos

assim que p̃−1(α) = −p̃−1(α).

Vamos agora de�nir multipli
idade. Para tanto 
onsideremos X uma n-variedade 
onexa,
Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo

e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e α uma 
lasse de raízes de f em y0.
Se X é não orientável e f é orientável então pelo teorema (2.65) existe uma 
lasse de

raízes α̃ de f ◦ p̃ : X̃ → Y tal que p̃−1(α) = α̃ ⊔ (−α̃). Consideremos o homeomor�smo

h̃ : X̃ → X̃ dado por h̃(x̃) = −x̃ para todo x̃ ∈ X̃ . Então h̃ reverte orientação, isto é, para

todo x̃ ∈ X̃ temos que

˜̃
h ◦ sX̃(x̃) = −sX̃ ◦ h̃(x̃) = −sX̃(−x̃),
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onde sX̃ : X̃ → X̃ é a orientação 
an�ni
a de X̃ e

˜̃
h :
˜̃
X →

˜̃
X é o homeomor�smo induzido

por h̃ (exemplo (1.16)). Sejam Ñ uma vizinhança do fe
ho de α̃ e K̃ um 
ompa
to 
ontendo

α̃. Então h̃(Ñ) é uma vizinhança do fe
ho de −α̃ = h̃(α̃) e h̃(K̃) é um 
ompa
to 
ontendo

−α̃. Para 
ada x̃ ∈ K̃ 
onsideremos o seguinte diagrama 
omutativo

(X̃, X̃ − K̃)
� � j //

h̃′

��

(X̃, X̃ − x̃)

h̃′′

��

(X̃, X̃ − h̃(K̃))
� �

k
// (X̃, X̃ − h̃(x̃))

onde h̃′ e h̃′′ são de�nidas por h̃. Assim

kn(h̃
′
n(oK̃)) = h̃′′n ◦ jn(oK̃)

= h̃′′n ◦ sX̃(x̃)

=
˜̃
h ◦ sX̃(x̃)

= −sX̃ ◦ h̃(x̃)

= −sX̃(h̃(x̃)).

Portanto h̃′n(oK̃) = −oh̃(K̃). Consideremos agora o seguinte diagrama 
omutativo

(X̃, X̃ − K̃)

h̃′

��

� � i // (X̃, X̃ − α̃)

h̃′′

��

(Ñ, Ñ − α̃)? _eoo

h̃′′′

��

f◦p̃

''OOOOOOOOOOO

(Y, Y − y0)

(X̃, X̃ −
˜̃
K)

� �

j
// (X̃, X̃ − ˜̃α) (Ñ, Ñ − ˜̃α)? _

ℓ
oo

f◦p̃

77pppppppppppp

onde h̃′, h̃′′ e h̃′′′ são de�nidas por h̃ e 
ujas induzidas h̃′n, h̃
′′
n e h̃′′′n são isomor�smos pois

h̃ ◦ h̃ = 1X̃ . De sorte que se ν ∈ Hn(Y, Y − y0;Z) é uma orientação lo
al de Y em y0 então

λ(f ◦ p̃, α̃)ν = (f ◦ p̃)n ◦ e
−1
n ◦ in(oK̃)

= (f ◦ p̃)n ◦ e
−1
n ◦ (h̃′′n)

−1 ◦ jn ◦ h̃
′
n(oK̃)

= (f ◦ p̃)n ◦ e
−1
n ◦ (h̃′′n)

−1 ◦ jn(−oh̃(K̃))

= (f ◦ p̃)n ◦ (h̃
′′′
n )

−1 ◦ ℓ−1
n ◦ h̃′′n ◦ (h̃

′′
n)

−1 ◦ jn(−oh̃(K̃))

= (f ◦ p̃)n ◦ (h̃
′′′
n )

−1 ◦ ℓ−1
n ◦ jn(−oh̃(K̃))

= (f ◦ p̃)n ◦ ℓ
−1
n ◦ jn(−oh̃(K̃))

= −(f ◦ p̃)n ◦ ℓ
−1
n ◦ jn(oh̃(K̃))

= −λ(f ◦ p̃, h̃(α̃))ν

= −λ(f ◦ p̃,−α̃).

Logo λ(f ◦ p̃, α̃) = −λ(f ◦ p̃,−α̃).
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De�nição 2.67. SejamX uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y
e f : X → Y uma apli
ação. A multipli
idade de uma 
lasse α de raízes de f em y0,
denotada por M(f, α, y0), é de�nida do seguinte modo:

1. Se X é orientável então

M(f, α, y0) = |λ(f, α)|.

2. Se X é não orientável e f é orientável então

M(f, α, y0) = |λ(f ◦ p̃, α̃)| = |λ(f ◦ p̃,−α̃)|.

3. Se X e f são não orientáveis então

M(f, α, y0) = |λ2(f, α)|.

Nos dois primeiros 
asos, o fato de ter sido tomado 
omo de�niçao da multipli
idade o

módulo do índi
e λ torna a de�nição independente da es
olha das orientações envolvidas na


onstrução de λ.

Observação 2.68. Em [BS01, De�nição 2.7, p.57℄, Brown e S
hirmer de�nem a multipli
i-

dade de uma 
lasse de raízes a partir da noçao de grau lo
al. Tal de�nição 
oin
ide 
om a

que demos a
ima. Nos 
asos (1) e (3) em função do teorema (2.47). No 
aso (2) eles primeiro

mostram que α possui uma vizinhança aberta orientável U sem raízes de f em y0 além das


ontidas em α que é mandada por f em uma vizinhança V aberta, 
onexa e orietável de y0,
de modo que f de�ne uma apli
ação fUV : U → V . Em geral, U não é 
onexo e, portanto

diferentes orientações de U podem diferir mais do que apenas um sinal. Eles então des
revem

um pro
edimento para orientar U e então de�nem a multipli
idade da 
lasse α 
omo sendo

o módulo do grau lo
al de fUV em y0, isto é, M(f, α, y0) = |gry0(fUV )|. Pode-se mostrar que

o pro
edimento para en
ontrar uma vizinhança orientada U de α é equivalente ao seguinte:


omo pelo teorema (2.65) α̃ 6= −α̃ podemos en
ontrar uma vizinhança Ũ de α̃, disjunta de

−Ũ , que é mandada por f ◦ p̃ em uma vizinhança eu
lidiana E de y0. Então Ũ é mandada

homeomor�
amente por p̃ sobre uma vizinhança U de α, pois p̃ é um re
obrimento duplo.

Usamos a restrição da orientação 
an�ni
a de X̃ a Ũ e o homeomor�smo p̃|Ũ para orientar

U . Pelo teorema (2.47)

|λ(f ◦ p̃, α̃)| = |gry0(f ◦ p̃)ŨE | = |gry0(fUE)|.

Assim as duas de�nições 
oin
idem também no 
aso (2).

Na de�nição a
ima, se Y for uma variedade 
onexa então, pelo teorema (2.39), a multi-

pli
idade é a mesma para todas as 
lasses de raízes. Pode-se mostrar que neste 
aso, a multi-

pli
idade independe também do ponto y0, ver [Bro05, p. 412-414℄. Deste modo, podemos nos

referir apenas à multipli
idade de f , M(f). Além disso, 
omo apli
ações homotópi
as pos-

suem levantamentos de Hopf homotópi
os resulta que a multipli
idade de f é um invariante

propriamente homotópi
o.

Teorema 2.69. Seja f : X → Y uma apli
ação entre variedades 
onexas de mesma dimen-

são. Então a multipli
idade M(f, α, y0) independe tanto da 
lasse de raízes α quanto do

ponto y0 ∈ Y , e 
onstitui um invariante propriamente homotópi
o de f .
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De�nimos a multipli
idade de uma 
lasse de raízes em termos de índi
e de raízes. O

teorema (2.32) a�rma que 
lasses de raízes homotópi
amente rela
ionadas tinham o mesmo

índi
e e em 
onsequên
ia disto, uma 
lasse de raízes 
ujo índi
e é não nulo é ne
essáriamente

uma 
lasse essen
ial (
orolário (2.35)). As versões destes resultados para a multipli
idade


ontinuam válidos.

Teorema 2.70. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y ,
{ft : X → Y } uma homotopia própria e α0 uma 
lasse de raízes de f0 em y0. Se α0 está

{ft}-rela
ionada a uma 
lasse de raízes α1 de f1 em y0 então M(f0, α0, y0) = M(f1, α1, y0).
Se α não está {ft}-rela
ionada 
om nenhuma 
lasse de raízes de f1 então M(f0, α0, y0) = 0.

Demonstração. SeX é orientável ou se X e f0 (e portanto f1) são não orientáveis, o resultado
segue diretamente da de�nição de multipli
idade juntamente 
om o resultado do teorema

(2.32) e o fato de λ e λ2 serem índi
es próprios. Resta o 
aso em que X é não orientável

e f0 (e portanto f1) é orientável. Seja p̃−1(α0) = α̃0 ⊔ (−α̃0) 
omo no teorema (2.65). Se

α0 não é propriamente essen
ial então do mesmo teorema (2.65) segue que α̃0 também não

é uma 
lasse proppriamente essen
ial de f0 ◦ p̃ e neste 
aso, pelo teorema (2.32), temos

M(f0, α0, y0) = |λ(f0 ◦ p̃, α̃0)| = 0. Por outro lado, se α0 está {ft}-rela
ionada a uma


lasse α1 de f1 então existem x0 ∈ α0, x1 ∈ α1 e um 
aminho γ em X de x0 a x1 tal

que o 
aminho {t 7→ ft(γ(t))} é homotópi
o a y0. Seja γ̃ o levantamento de γ a partir

do ponto x̃0 ∈ p̃−1(x0) ⊂ α̃0. Então o 
aminho {t 7→ ft(p̃ ◦ γ̃(t))} é homotópi
o a y0 e


omo p̃(γ̃(1)) = γ(1) = x1 ∈ α1 temos que γ̃(1) ∈ p̃−1(α1) = α̃1 ⊔ (−α̃1). Sem perda

de generalidade podemos supor que γ̃(1) ∈ α̃1. Assim α̃0 está {ft ◦ p̃}-rela
ionada a α̃1 e

portanto, pelo teorema (2.32), temos que

M(f0, α0, y0) = |λ(f0 ◦ p̃, α̃0)| = |λ(f1 ◦ p̃, α̃1)| = M(f1, α1, y0).

O teorema a
ima têm as seguintes 
onsequên
ias imediatas.

Corolário 2.71. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e α
uma 
lasse de raízes da apli
ação própria f : X → Y em y0. Então M(f, α, y0) 6= 0 impli
a

que α é propriamente essen
ial.

Corolário 2.72. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e

{ft : X → Y } uma homotopia própria. Então a {ft}-relação entre as 
lasses de raízes de f0
e f1 de�ne uma bijeção entre as 
lasses de raízes de f0 e f1 
ujas multipli
idades são não

nulas.

Veremos em nosso segundo resultado prin
ipal (teorema (3.17)) que a re
ípro
a do 
oro-

lário (2.71) é verdadeira para n > 2. Assim se n > 2 então uma 
lasse de raízes é essen
ial

se, e somente se, sua multipli
idade é não nula.

2.4.3 Grau absoluto

Com a noção de multipli
idade estabele
ida podemos de�nir o grau absoluto de uma

apli
ação.

De�nição 2.73. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e
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f : X → Y uma apli
ação própria. O grau absoluto A(f, y0) de f em y0, é a soma das

multipli
idades de todas as 
lasses de raízes de f em y0. Em símbolos

A(f, y0) =
∑

α∈f−1(y0)/N

M(f, α, y0).

Como 
onsequên
ia do teorema (2.70) juntamente 
om o 
orolário (2.72) temos o seguinte

resultado:

Corolário 2.74. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e

f : X → Y uma apli
ação própria. Então o grau absoluto de f em y0 é um invariante pro-

priamente homotópi
o de f , isto é, se g : X → Y é uma apli
ação propriamente homotópi
a

a f então A(f, y0) = A(g, y0).

Do fato da pré-imagem de todo elemento x ∈ X pelo re
obrimento duplo orientado de X ,

p̃ : X̃ → X , ter exatamente dois elementos, das de�nições de multipli
idade e grau absoluto

e do teorema (2.65), temos o seguinte teorema:

Teorema 2.75. Sejam X uma n-variedade 
onexa não-orientável e Y um espaço 
onexo, lo-


almente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano
em y0 ∈ Y . Sejam ainda f : X → Y uma apli
ação própria orientável e p̃ : X̃ → X o re
o-

brimento duplo orientado de X. Então o número de raízes de f ◦ p̃ em y0 é exatamente o

dobro do número de raízes de f em y0 e o grau absoluto de f ◦ p̃ é duas vezes o grau absoluto

de f em y0, isto é,

#(f ◦ p̃)−1(y0) = 2#f−1(y0) e A(f ◦ p̃, y0) = 2A(f, y0).

Vimos no teorema (2.69) que se Y for uma variedade 
onexa então a multipli
idade é a

mesma para todas as 
lasses de raízes. Se esta multipli
idade é nula então o grau absoluto,

por de�nição, também o é. Por outro lado se a multipli
idade é não nula então, pelo 
orolá-

rio (2.71), todas as 
lasses são propriamente essen
iais, e há exatamente PNR(f, y0) destas

lasses. Além disso o teorema (2.69) e o 
orolário (2.25) a�rmam que tanto a multipli
i-

dade quanto o número próprio de Nielsen independem do ponto y0. Assim temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.76. Seja f : X → Y uma apli
ação entre variedades 
onexas de mesma dimen-

são. Então f possui o mesmo grau absoluto em todos os pontos de Y e este grau é o produto

da multipli
idade de f pelo número próprio de Nielsen de f . Em símbolos

A(f) = M(f) PNR(f).

Nosso próximo objetivo é mostrar que o grau absoluto A(f, y0) é um limitante inferior

para o número de raízes na 
lasse de homotopia própria transversa de f , ou seja, toda

apli
ação propriamente homotópi
a a f e tranversa a y0 tem pelo menos A(f, y0) raízes em
y0. Em símbolos, queremos mostrar que A(f, y0) ≤ MRT (f, y0). Para tanto vamos pre
isar

do seguinte resultado.

Lema 2.77. Sejam X uma n-variedade orientável, Y um espaço lo
almente n-eu
lidiano
em y0 ∈ Y , f : X → Y uma apli
ação própria e x uma raiz de f em y0. Suponha que f é um

homeomor�smo lo
al em x. Então (f, x) é um par propriamente admissível para X, Y, y0 e

λ(f, x) = ±1.
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Demonstração. Como f é um homeomor�smo lo
al em x, existem vizinhanças U ⊂ X de

x e V ⊂ Y de y0 tal que a restrição de f a U , f |U : U → V , é um homeomor�smo. Como

X é uma variedade, x admite uma vizinhança fe
hada C tal que x ∈ C ⊂ U ; e 
omo f é

homeomor�smo lo
al temos que C − x não 
ontém raízes de f em y0. Logo o par (f, x) é
admissível.

Seja ν uma orientação lo
al de Y em y0 e tomemos, na de�nição do índi
e inteiro de

raízes o 
ompa
to K = {x}. Consideremos o diagrama

(X,X −K)
iK
⊂ (X,X − x)

e
⊃ (U, U − x)

f |U
−−→ (V, V − y0)

j
⊂ (Y, Y − y0)

onde iK é a identidade, e e j são ex
isões e f |U é homeomor�smo, de modo que todas essas

apli
ações induzem isomor�smos em homologia. Como a 
lasse fundamental de X em K é

um dos geradores de Hn(X,X −K) = Hn(X,X − x) temos que

jn ◦ (f |U)n ◦ e
−1
n ◦ iK(oK) = ±ν.

Logo λ(f, x) = ±1.

Observamos que o resultado do lema a
ima 
ontinua válido (e a demonstração é análoga)

se X for uma n-variedade qualquer desde que se 
onsidere o índi
e inteiro módulo dois λ2
em vez do índi
e inteiro λ. Neste 
aso tem-se λ2(f, x) = 1.

Teorema 2.78. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço 
onexo, lo
almente 
onexo

por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y
e f : X → Y uma apli
ação própria. Então toda apli
ação propriamente homotópi
a a f e

transversa a y0 tem, pelo menos, A(f, y0) raízes em y0, ou seja, A(f, y0) ≤ MRT (f, y0).

Demonstração. Seja g : X → Y uma apli
ação propriamente homotópi
a a f e tranversa a

y0.
Suponhamos que X é orientável. Seja α uma 
lasse de raízes de g em y0. Então

M(g, α, y0) = |λ(g, α)| = |
∑

x∈α

λ(g, x)| ≤
∑

x∈α

|λ(g, x)| = #α.

A primeira igualdade é a de�nição da multipli
idade, a segunda segue da aditividade do

índi
e e a última do lema a
ima, uma vez que g é tranversa a y0 - e portanto um homeo-

mor�smo lo
al em 
ada x ∈ α. Somando ambos os lados desta desigualdade para todas as


lasses de raízes de g em y0 obteremos A(g, y0) ≤ #g−1(y0). Mas A(f, y0) = A(g, y0) pois g
é propriamente homotópi
a a f . Logo

A(f, y0) ≤ #g−1(y0).

Suponhamos agora que X é não-orientável e f é orientável. Seja p̃ : X̃ → X o re
obri-

mento duplo orientado de X . Temos que p̃ é uma apli
ação própria, pois é um re
obrimento

duplo, de modo que f ◦ p̃ e g ◦ p̃ são propriamente homotópi
as. Além disso, g ◦ p̃ é um

homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes em y0, pois g o é e p̃ é um re
obrimento.

Logo g ◦ p̃ é tranversa a y0. Do 
aso a
ima e do teorema (2.75) resulta que

A(f, y0) =
1

2
A(f ◦ p̃, y0) ≤

1

2
#(g ◦ p̃)−1(y0) = #g−1(y0).

Finalmente se X e f são não-orientáveis então a demonstração é igual ao primeiro 
aso

ex
eto pelo fato que se usa λ2 em vez de λ.
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Na demosntração do teorema, a
abamos por mostrar um fato interessante: se f : X → Y
é uma apli
ação própria e transversa a y0 ∈ Y e α é uma 
lasse de raízes de f em y0 então
M(f, α, y0) ≤ #α, ou seja, a multipli
idade de α é um limitante inferior para a quantidade

de raízes em α.
Do 
orolário (2.71) e do teorema a
ima resulta que se o grau absoluto for positivo então

os números de Nielsen próprio e mínimo próprio também são positivos, isto é,

A(f, y0) > 0 impli
a PNR(f, y0), MRT (f, y0) > 0. (2.79)



Capítulo 3

Teoremas de realização do número mínimo e do

grau absoluto

O objetivo deste 
apítulo é enun
iar e demonstrar os fatos do número mínimo próprio

de raízes e do grau absoluto serem limitantes inferiores realizáveis em 
lasses de homotopia

próprias. A primeira seção é dedi
ada a um úni
o resultado que visa isolar raízes. A segunda

serve para apresentarmos uma sequên
ia de lemas ne
essários às demonstrações dos fatos

a
ima men
ionados, e na ter
eira e última seção, fazendo uso dos resultados das duas seções

anteriores, al
ançamos nosso objetivo.

3.1 Isolando raízes

Esta seção é dedi
ada a um úni
o resultado que nos diz que, sob 
ertas 
ondições, dada

uma apli
ação existe outra que lhe é homotópi
a e 
ujas raízes são todas isoladas. Deste

resultado segue que no 
aso da apli
ação dada ser própria existe uma que lhe é homotópi
a

e que é transversa no ponto em que se 
onsideram as raízes. Para a demonstração deste fato

pre
isaremos relembrar alguns 
on
eitos.

Seja K um 
omplexo simpli
ial. Se s é um simplexo aberto em K então a estrela aberta

de s é a união de todos os simplexos abertos que 
ontém s 
omo uma de suas fa
es, deno-

tada por stK(s). Se v0, . . . , vm são vérti
es de K então o simplexo aberto 
ujos vérti
es são

v0, . . . , vm será denotado por 〈v0, . . . , vk〉. Denotaremos a realização geométri
a de K por

|K|. Por abuso de linguagem, às vezes, diremos o simplexo s em |K| querendo signi�
ar o

subespaço de |K| 
orrespondente ao siplexo s do 
omplexo K.
Uma triangularização do espaço topológi
o X é um par {φ,K} onde K é um 
omplexo

simpli
ial e φ é uma apli
ação da realização geométri
a de K em X , φ : |K| → X . Seja S
uma família de subespaços do espaço topológi
o X . O nervo de S, denotado por nervo S, é
o 
omplexo simpli
ial abstrato 
ujos vérti
es são os elementos de S e os n-simplexos são as

subfamílias �nitas {S0, . . . , Sn} de S para as quais a interseção

S0 ∩ · · · ∩ Sn

é não vazia.

Estamos prontos para o nosso resultado.

Teorema 3.1. Sejam X uma n-variedade, Y um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈
Y , N ⊂ Y uma vizinhança de y0 e f : X → Y uma apli
ação. Então f é homotópi
a a

uma apli
ação que é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes em y0 por uma

homotopia que é 
onstante fora de f−1(N).

Demonstração. Seja E ⊂ N uma vizinhança de y0. Nosso primeiro objetivo é aproximar

f−1(E) pela realização geométri
a de um 
omplexo simpli
ial e f por uma apli
ação sim-

pli
ial e usar esta aproximação de f para obter uma apli
ação g homotópi
a a f através de

55
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uma homotopia 
onstante fora de f−1(N) tal que o 
onjunto das raízes de g seja 
oberto por
por uma união disjunta de abertos, 
ada um dos quais, 
ontido no interior de uma n-bola.

Seja ψ : Rn → E um homeomor�smo e KE um 
omplexo simpli
ial 
uja realização ge-

ométri
a é R

n
, isto é, R

n = |KE|. Então {ψ,KE} é uma triangularização de E. Podemos

supor que ψ−1(y0) está em um simplexo aberto s de Rn
, pois 
aso 
ontrário, basta tomarmos

um ponto z0 ∈ Rn
que está em um simplexo aberto e de�nirmos ψ′ : Rn → E por ψ′(z) =

ψ(ψ−1(y0)+z−z0). Assim {ψ′,KE} será uma triangularização de E e z0 = (ψ′)−1(y0) ∈ s. A
família {stKE(v) : v é um vérti
e de KE} é uma 
obertura por abertos de R

n
de modo que

{f−1(ψ(stKE(v))) : v é um vérti
e de KE}

é uma 
obertura por abertos de f−1(E). Seja W uma 
obertura por abertos de f−1(E) 
om
as seguintes propriedades:

1) W é um re�namento de {f−1(ψ(stKE(v))) : v é um vérti
e de KE};

2) o fe
ho de 
ada elemento de W está 
ontido no interior de uma n-bola;

3) a dimensão do nervo de W é menor do que, ou igual a, n.

A realização geométri
a do nervo de W é aproximação de f−1(E) a que nos referimos no

iní
io da demonstração. Vamos agora 
onstruir uma aproximação para f .
Para 
ada W ∈ W 
onsideremos a função γ′W : f−1(E) → R que a 
ada x ∈ f−1(E)

asso
ia a distân
ia de x a X−W . Como o nervo de W tem dimensão �nita resulta que, para


ada x ∈ f−1(E), a soma

∑
W∈W γ′W (x) está bem de�nida, pois é a soma de um número �nito

de termos, e, além disso, é não nula pois W é uma 
obertura de f−1(E). Assim podemos


onsiderar a apli
ação γW : f−1(E) → I dada por

γW (x) =
γ′W (x)∑
V ∈W γ′V (x)

.

A 
oleção de apli
ações {γW :W ∈ W} tem as seguintes propriedades:

a) W = {x ∈ f−1(E) : γW (x) > 0}, e

b)

∑
W∈W γW (x) = 1 para todo x ∈ f−1(E).

Para 
ada x ∈ f−1(E) seja W(x) o 
onjunto dos abertos W ∈ W que 
ontêm x, isto é,

W(x) = {W ∈ W : x ∈ W}. Então a 
ardinalidade de W(x) é menor ou igual a n e, se

W ∈ W(x) então γW (x) > 0. Cosideremos agora a apli
ação ν : f−1(E) → |nervoW| dada
por

ν(x) =
∑

W∈W(x)

γW (x)W.

Como W é um re�namento de {f−1(ψ(stKE(v))) : v é um vérti
e de KE} podemos sele
io-

nar, para 
ada W ∈ W, um vérti
e v de KE tal que W ⊂ f−1(ψ(stKE(v))) e daí 
olo
armos

µ′(W ) = ν. Assim µ′
é uma apli
ação de vérti
es que, portanto, se estende a uma apli
ação

simpli
ial µ : nervoW → KE. Seja |µ| : |nervoW| → R

n
a apli
ação induzida entre as 
or-

respondentes realizações geométri
as. A 
omposta ψ◦(|µ|◦ν) : f−1(E) → E é a aproximação

de f que bus
ávamos. Vamos usar esta aproximação para de�nir uma homotopia 
onstante

fora de f−1(N) que 
omeça em f e que termina numa apli
ação 
ujo 
onjunto das raízes em

y0 é 
oberto por uma união disjunta de abertos, 
ada um dos quais está 
ontido em uma

n-bola.
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Dados x ∈ f−1(E) e W0, . . . ,Wm ∈ W,

ν(x) ∈ 〈W0, . . . ,Wm〉 ⇒ |µ| ◦ ν(x) ∈ 〈µ(W0), . . . , µ(Wm)〉. (3.2)

Por outro lado,

ν(x) ∈ 〈W0, . . . ,Wm〉 ⇒ x ∈
m⋂

i=0

Wi ⊂
m⋂

i=0

f−1(ψ(stKE(µ(Wi)))) (3.3)

e, por 
onseguinte,

ν(x) ∈ 〈W0, . . . ,Wm〉 ⇒ ψ−1 ◦ f(x) ∈
m⋂

i=0

stKE(µ(Wi)). (3.4)

Observando que 
ada ponto em

⋂m
i=0 stKE(µ(Wi)) está em um simplexo que tem µ(W0), . . . , µ(Wm)


omo alguns de seus vérti
es, 
on
luímos de (3.2) e (3.4) que se ν(x) ∈ 〈W0, . . . ,Wm〉 então
|µ| ◦ ν(x) está em uma fa
e do simplexo que 
ontém ψ−1 ◦ f(x). Usamos então a estrutura

linear destes simplexos para de�nir uma homotopia {k′t : f
−1(E) → R

n} de ψ−1 ◦ (f |f−1(E))
a |µ| ◦ ν do seguinte modo

k′t(x) = (1− t)ψ−1 ◦ f(x) + t|µ| ◦ ν(x).

Geometri
amente, k′t(x) mora no segmento de reta que liga um ponto do úni
o simplexo

aberto 
ontendo ψ−1 ◦ f(x) a um ponto em uma das fa
es desse simplexo. De não haver

(n + 1)-simplexos em KE , pois |KE | = R

n
, resulta que se k′t(x) ∈ s então ψ−1 ◦ f(x) ∈ s

(lembrando que s é o n-simplexo aberto de R

n
que 
ontém ψ−1(y0)). Logo

k′t(f
−1(E)− f−1(ψ(s))) ⊂ Rn − s para todo t ∈ I. (3.5)

Da normalidade de X segue que existe uma vizinhança fe
hada C de X − f−1(E) disjunta
do fe
ho de f−1(ψ(s)).

X

f−1(E)

C

f−1(ψ(s))

fE

ψ(s)

R

n

ψ

f
|µ| ◦ ν

Seja δ : f−1(E) → I uma função que vale 0 em C e 1 no fe
ho de f−1(ψ(x)) e 
onsideremos
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a homotopia {kt : X → Y } de�nida por

kt(x) =

{
ψ ◦ k′δ(x)t(x) se x ∈ f−1(E)

f(x) se x ∈ intC.

Se x ∈ (intC) ∩ f−1(E) então δ(x) = 0 e portanto

ψ ◦ k′δ(x)t(x) = ψ ◦ k′0(x) = ψ ◦ ψ−1 ◦ f(x) = f(x).

Ou seja, as duas expressões que de�nem kt 
oin
idem na interseção de seus domínios, que

é o aberto (intC) ∩ f−1(E) e, além disso X = (X − f−1(E)) ∪ f−1(E) ⊂ (intC) ∩ f−1(E).
Portanto {kt} está bem de�nida em todo X . A homotopia {kt} 
omeça em f e é 
onstante

igual a f fora de f−1(E) e, portanto, fora de f−1(N). Seja g = k1.
Vamos agora no sentido de mostrar que esta apli
ação g satisfaz as propriedades enun
i-

adas no iní
io da demonstração. Ini
ialmente mostremos que g−1(ψ(s)) = (|µ| ◦ν)−1(s). Seja
x ∈ g−1(ψ(s)). Então g(x) ∈ ψ(s). Se x não está em f−1(E) então está no interior de C e

neste 
aso f(x) = g(x) ∈ ψ(s) de onde 
on
luímos que x está tanto em f−1(ψ(s)) quanto no
interior de C, o que é um absurdo. Logo x está em f−1(E) e, portanto, g(x) = ψ ◦ k′δ(x)(x).

De (3.5) segue que

ψ ◦ k′t(f
−1(E)− f−1(ψ(s))) ⊂ E − ψ(s), para todo t ∈ I,

e 
omo ψ◦k′δ(x)(x) = g(x) ∈ ψ(s) temos que x ∈ f−1(ψ(s)). Daí δ(x) = 1 e g(x) = ψ◦k′1(x) =

ψ ◦ |µ| ◦ ν(x). Então ψ ◦ |µ| ◦ ν(x) ∈ ψ(s), ou seja, x ∈ (|µ| ◦ ν)−1(s). Assim 
on
luimos que

g−1(ψ(s)) ⊂ (|µ| ◦ ν)−1(s).

Re
ipro
amente, seja x ∈ (|µ| ◦ ν)−1(s). Então |µ| ◦ ν(x) ∈ s. Mas |µ| ◦ ν = k′1. De (3.5)

segue que x ∈ f−1(ψ(s)) ⊂ f−1(E) e portanto δ(x) = 1. Então

g(x) = k1 = ψ ◦ k′1(x) = ψ ◦ |µ| ◦ ν(x) ∈ ψ(s),

ou seja, x ∈ g−1(ψ(s)). Con
luimos assim que

g−1(ψ(s)) ⊃ (|µ| ◦ ν)−1(s).

De (3.1) e (3.1) resulta que g−1(ψ(s)) = (|µ| ◦ ν)−1(s). Estabele
ida esta igualdade vejamos

o que temos em mãos. Como |µ| é uma apli
ação simpli
ial temos que |µ|−1(s) ou é vazio ou

é a união disjunta de n-simplexos abertos de |nervoW|. No primeiro 
aso g−1(y0) = ∅. No
segundo 
aso, denotemos por 〈W0, . . . ,Wn〉 
ada um dos n-simplexos abertos de |W| 
uja
união disjunta é |µ|−1(s). Então g−1(ψ(s)) = (|µ| ◦ ν)−1(s) é a união disjunta de abertos

U = ν−1(〈W0, . . . ,Wn〉). Vimos em (3.3) que se ν(x) ∈ 〈W0, . . . ,Wn〉 então x ∈
⋂n
i=0Wi.

Portanto 
ada um dos abertos U é tal que U ⊂
⋂n
i=0Wi para algum sub
onjunto �nito

{W0, . . . ,Wn} de W. Em parti
ular, U ∈ W0 e, portanto, o fe
ho de U está 
ontido no fe
ho

de W0, que por sua vez está 
ontido no interior de uma n-bola. Em qualquer um dos 
asos, o


onjunto de raízes de g em y0 é 
oberto por uma união disjunta de abertos 
ada um dos quais

está 
ontido no interior de uma n-bola. Com isso 
on
luímos nosso primeiro objetivo. Antes

de passarmos ao nosso segundo e último objetivo, observemos que 
ada um dos abertos U
a
ima está 
ontido em g−1(E) pois a união de todos eles é igual a g−1(ψ(s)) que por sua vez

está 
ontido em g−1(E).
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Nosso objetivo, daqui para frente, será obter uma homotopia, 
onstante fora de f−1(N),

omeçando em g e que termine em uma apli
ação que seja um homeomor�smo lo
al em 
ada

uma de suas raízes em y0.
Seja U a família dos abertos U obtidos a
ima. A fronteira da união de U , ∂

⊔
U∈U , não


ontém raízes de g em y0 pois tal união é um aberto que 
ontém todas estas raízes. Por

outro lado,

⊔
U∈U ∂U ⊂ ∂⊔U∈U U , de onde 
on
luímos que ∂U não 
ontém raízes de g em y0,

para todo U ∈ U . Fixemos U ∈ U e seja B uma n-bola 
ujo interior 
ontém o fe
ho de U .
Sejam (φ : |KB| → B,KB) uma triangularização de B e C ⊂ intB uma vizinhança fe
hada

da fronteira de U que não 
ontenha raízes de g em y0. Então φ
−1(C) e φ−1(g−1(y0)) são


ompa
tos disjuntos de |KB|. Seja d a distân
ia entre esses 
ompa
tos. Subdividindo-o se

ne
essário, podemos supor que o 
omplexo KB tem diâmetro menor do que d. Consideremos

os seguintes sub
omplexos de KB:

K = {σ ∈ KB : (stKB(σ)) ∩ φ
−1(U ∪ C) 6= ∅}

L = {σ ∈ KB : (stKB(σ)) ∩ φ
−1(C) 6= ∅}.

Temos imediatamente que φ−1(U ∪ C) ⊂ |K| e φ−1(C) ⊂ |L| (desta segue que φ−1(∂U) ⊂
int|L|). Se z ∈ |L| então z está na fa
e de um simplexo que interse
ta φ−1(C), e portanto

a distân
ia de z a φ−1(C) é menor do que d, de onde 
on
luímos que z /∈ φ−1(g−1(y0)) =
(g ◦ φ)−1(y0). Logo |L| e (g ◦ φ)−1(y0) são 
onjuntos disjuntos. Assim ψ−1 ◦ g ◦ φ(|L|) é

um 
ompa
to em R

n
que não 
ontém o ponto ψ−1(y0) de modo que existe uma distân
ia

positiva d′ entre ψ−1 ◦ g ◦ φ(|L|) e ψ−1(y0). Seja K′
E um 
omplexo simpli
ial 
om diâmetro

menor do que d′ tal que |K′
E| = R

n
. Como antes, transladando ψ se ne
essário, podemos

assumir que ψ−1(y0) está em um simplexo aberto s′ de K′
E . Logo ψ

−1 ◦ g ◦ φ(|L|) e s′ são

onjuntos disjuntos e, portanto, ψ−1◦g◦φ de�ne uma apli
ação g′ : (|K|, |L|) → (Rn,Rn−s′).
Pelo teorema da aproximação simpli
ial [Cro78, Teorema 3.6, p.49℄ existem, uma subdivisão

(K′,L′) de (K,L), uma aproximação simpli
ial k : (K′,L′) → (K′
E,K

′
E − s′) de g′ e uma

homotopia {k′t : (|K
′|, |L′|) = (|K|, |L|) → (Rn,Rn−s′)} de g′ a |k|. Como φ−1(∂U) ⊂ int|L|,

os fe
hados φ(|K| − int|L|) e ∂U são disjuntos. Seja δ′ : B → I uma apli
ação que vale 1 em

φ(|K| − int|L|) e 0 em ∂U e 
onsideremos a homotopia {(hU)t : U → Y } de�nida por

(hU)t(x) = ψ ◦ kδ′(x)t ◦ φ
−1(x).

A homotopia {(hU)t} tem as seguintes propriedades:

(I) (hU)0 = g|U
Dado x ∈ U temos que

(hU)0(x) = ψ ◦ k′0 ◦ φ
−1(x)

= ψ ◦ g′ ◦ φ−1(x)

= ψ ◦ (ψ−1 ◦ g ◦ φ) ◦ φ−1(x)

= g(x).

(II) {(hU)t} é 
onstante na fronteira de U
Com efeito, dado x ∈ ∂U temos que δ′(x) = 0 e, portanto,

(hU)t(x) = ψ ◦ k′0 ◦ φ
−1(x) = g(x).

(III) (hU)1 é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes em y0
De fato, seja x uma raiz de (hU)1 em y0. Então ψ ◦ k′δ′(x) ◦ φ

−1(x) = (hU)1(x) = y0 de onde
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resulta que k′δ′(x) ◦ φ
−1(x) = ψ−1(y0) ∈ s′. Como, para todo t ∈ I, k′t leva |L| em R

n − s′

então φ−1(x) ∈ |K| − |L| ⊂ |K| − int|L|. Logo δ′(x) = 1 e assim |k| ◦ φ−1(x) = k′1 ◦ φ
−1(x) =

ψ−1(y0) ∈ s′. Como |k| é simpli
ial, existe um simplexo aberto σ em K′
que é mandado por

|k| homeomor�
amente sobre s′. Portanto φ−1(x) ∈ σσ ∈ |K| − |L|. Seja V = φ−1(σ) ∩ U .
Notemos que V é uma vizinhança de x. Para 
ada x′ ∈ V , φ(x′) ∈ σ ⊂ |K|−int|L| resultando
daí que δ′(x′) = 1. Além disso φ−1(V ) ⊂ σ. Assim

(hU)1|V = ψ ◦ |k| ◦ φ−1|V = ψ ◦ (|k||σ) ◦ (φ
−1|V ).

Como ψ, |k||σ e φ−1|V são homeomor�smos sobre suas imagens segue que (hU)1 manda V
homeomor�
amente sobre (hU)1(V ). Além disso, pelo teorema da invariân
ia do domínio,

temos que (hU)1(V ) é aberto em E e, portanto, aberto em Y . Em resumo, (hU)1 é um

homeomor�smo lo
al em x ∈ (hU)
−1
1 (y0).

Pro
edendo 
om a 
onstrução a
ima para 
ada U ∈ U podemos 
onsiderar a homotopia

{ht : X → Y } de�nida por

ht(x) =

{
(hU)t se x ∈ U para algum U ∈ U ,

g(x) se x ∈ X −
⊔
U∈U U.

Então h1 é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes em y0, pois (hU)1 o é para


ada U ∈ U e todas estas raízes estão em ⊔U∈UU . Observemos que {ht} é 
onstante igual

a g fora de f−1(E) e, portanto, igual a f fora de f−1(N). Isto termina a demonstração do

teorema.

Este teorema tem, para apli
ações próprias, a seguinte 
onsequên
ia.

Corolário 3.6. SejamX uma n-variedade, Y um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y ,
N ⊂ Y uma vizinhança de y0 e f : X → Y uma apli
ação própria. Então f é propriamente

homotópi
a a uma apli
ação que é tranversa a y0 por uma homotopia que é 
onstante fora

de f−1(N).

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que N é 
ompa
to. Caso 
on-

trário basta substituir N por uma vizinhança 
ompa
ta de y0 
ontida em N . Pelo teorema

a
ima, f é homotópi
a a uma apli
ação que é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de

suas raízes em y0 por uma homotopia que é 
onstante fora de f−1(N). Como f é própria,

f−1(N) é 
ompa
to, e portanto a homotopia entre f e g é própria, pois é 
onstante fora do


ompa
to f−1(N) (teorema (1.5)). Assim g é própria e, pelo teorema (2.62), é tranversa a

y0.

3.2 Resultados auxiliares

Nesta seção nos dedi
amos a uma série de lemas ne
essários à demonstração dos teoremas

(3.17) e (3.19). Destes desta
amos três: os lemas (3.12), (3.13) e (3.15). O lema (3.12) nos diz,

em linhas gerais, que se tivermos um número �nito de raízes, todas isoladas e perten
entes

à mesma 
lasse de raízes, então existe um 
onjunto 
ontendo-as 
uja fronteira é livre de

raízes. Em seguida, o lema (3.13) nos diz que em um 
onjunto 
omo este podemos eliminar

todas estas raízes ex
eto uma. Finalmente o lema (3.15) a�rma que se um 
onjunto 
omo

a
ima tiver índi
e nulo então podemos jogar fora, sem ex
eção, todas as raízes 
ontidas neste


onjunto.

Lema 3.7. Sejam n ≥ 2 e X um espaço 
onexo por 
aminhos e lo
almente n-eu
lidiano em

x0 ∈ X. Então X − x0 é 
onexo por 
aminhos.
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Demonstração. Sejam x1, x2 ∈ X − x0 e β um 
aminho em X de x1 a x2. Suponhamos que

β passa por x0, 
aso 
ontrário, β já é um 
aminho em X − x0 ligando x1 a x2. Seja B uma

n-bola 
om x0 ∈ intB. Sendo 
ompa
to, β−1(B) ⊂ I admite um mínimo tm e um máximo

tM que são distintos pois x0 ∈ intB. Como n ≥ 2 existe um 
aminho β1 em B− x0 de β(tm)
a β(tM). Seja β2 o 
aminho em X − x0 de x1 a x2 dado por

β2(t) =





β(t) se 0 ≤ t ≤ tm,

β1(
t−tm
tM−tm

) se tm ≤ t ≤ tM ,

β(t) se tM ≤ t ≤ 1.

Assim X − x0 é 
onexo por 
aminhos.

Lema 3.8. Sejam n ≥ 2 e X um espaço lo
almente n-eu
lidiano em x0 ∈ X. Para todo

x ∈ X−x0 o homomor�smo k# : π(X−x0, x) → π(X, x) induzido pela in
lusão X−x0
k
⊂ X

é sobrejetor. Se n > 2 então k# é um isomor�smo.

Demonstração. Podemos assumir queX é 
onexo por 
aminhos, 
aso 
ontrário basta tomar a


omponente 
onexa por 
aminhos que 
ontém x0. Sejam E ⊂ X uma vizinhança n-eu
lidiana
de x0 e x ∈ E − x0. Como n ≥ 2 temos que E, E − x0 são 
onexos e pelo lema anterior

X − x0 também é 
onexo. Deste modo podemos apli
ar o teorema de Van Kampem [Lee00,

Teorema 10.1, p.211℄ aos 
onjuntos E, X − x0, E ∩ (X − x0) = E − x0 e E ∪ (X − x0) = X
de onde obtemos o seguinte diagrama 
omutativo

π(X − x0, x)

e

��

k#

))RRRRRRRRRRRRRR

π(E − x0, x)

i#
55jjjjjjjjjjjjjjj

� � F //

j# ))TTTTTTTTTTTTTTTT
π(X − x0, x) ∗ π(E, x)

G // π(X, x)

π(E, x)

d

OO

ℓ#

55llllllllllllll

onde i#, j#, k# e ℓ# são as induzidas das respe
tivas in
lusões, e e d são as in
lusões

no produto livre, F é um homomor�smo injetor e G é um homomor�smo sobrejetor 
ujo

nú
leo é o subgrupo normal gerado pela imagem de F . O grupo π(E, x) é trivial pois E é

simplesmente 
onexo, daí e é um isomor�smo e portanto k# é sobrejetor. Se n > 2 então

E−x0 também é simplesmente 
onexo. Daí ker(G) = F (π(E−x0, x)) é trivial. Logo ambos

G e k# são isomor�smos.

Corolário 3.9. Sejam n ≥ 2 e X um espaço lo
almente n-eu
lidiano em x0 ∈ X. Então

1. Todo 
aminho em X 
om extremidades em X−x0 é homotópi
o, em X, a um 
aminho

em X − x0.

2. Se n > 2, quaisquer dois 
aminhos em X − x0 homotópi
os em X, são homotópi
os

em X − x0.

Demonstração. Sejam E e x 
omo na demonstração do lema a
ima.

Para provar o primeiro item seja γ um 
aminho em X 
om extremidades em X − x0. Se
γ1 um 
aminho em X − x0 de x a γ(0) e γ2 um 
aminho também em X − x0 de γ(1) a x,
então γ1γγ2 é um laço em X 
om ponto base x. Como k# é sobrejetor, [γ1γγ2] = [γ3] para
algum laço γ3 em X − x0 baseado em x. Deste modo γ−1

1 γ3γ
−1
2 é um 
aminho em X − x0 de

γ(0) a γ(1) e [γ−1
1 γ3γ

−1
2 ] = [γ].
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Para provar o segundo item sejam γ e γ′ dois 
aminhos em X − x0 homotópi
os em X .

Consideremos γ1 e γ2 
aminhos em X − x0 
om o primeiro indo de x a γ(0) = γ′(0) e o

segundo de γ(1) = γ′(1) a x. Assim γ1γγ2 e γ1γ
′γ2 são laços em X − x0, baseados em x,

homotópi
os em X . Como k# é injetor eles são homotópi
os em X − x0. Logo γ e γ′ são
homotópi
os em X − x0.

Lema 3.10. Sejam n > 1 e X uma n-variedade. Sejam ainda x0 e x1 dois pontos distintos

em X e γ um 
aminho em X de x0 a x1. Então existe uma n-bola B ⊂ X 
ujo interior


ontém x0 e x1 e tal que todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o a γ em X.

Demonstração. Sejam B0 uma n-bola 
om x0 ∈ intB0 e γ0 um 
aminho em intB0 de x0 a

um ponto x′ ∈ intB0−x0. Então γ
−1
0 γ é um 
aminho em X 
om extremidades em X−x0 de

modo que pelo lema anterior existe um 
aminho γ1 em X−x0 homotópi
o, em X , a γ−1
0 γ (e

portanto γ é homotópi
o a γ0γ1). Como X − x0 é uma vizinhança de γ1 a proposi
ão (2.22)

nos garante a existên
ia de uma isotopia {ht : X → X}, 
omeçando na identidade, que é


onstante fora de X − x0 - e portanto ht(x0) = x0 para todo t ∈ I - e tal que γ1 = {ht(x′)}.
Seja B = h1(B0). Assim tanto x0 = h1(x0) quanto x1 = h1(x

′) perten
em ao interior de B.
Resta mostrarmos que todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o, em X , a γ. Seja

então β um tal 
aminho. Consideremos a seguinte homotopia de 
aminhos

Ht(s) =

{
ht ◦ γ0(s(2− t)) se 0 ≤ s ≤ 1/2,

h(2s−1)(1−t)+t ◦ γ0(1 + st− t) se 1/2 ≤ s ≤ 1.

Ambas as expressões de Ht valem ht ◦ γ0(1 − t/2) quando s = 1/2, de modo que {Ht} está

bem de�nida. Temos o seguinte

H0(s) =

{
h0 ◦ γ0(2s) se 0 ≤ s ≤ 1/2

h(2s−1) ◦ γ0(1) se 1/2 ≤ s ≤ 1

=

{
γ0(2s) se 0 ≤ s ≤ 1/2

h(2s−1)(x
′) se 1/2 ≤ s ≤ 1

=

{
γ0(2s) se 0 ≤ s ≤ 1/2

γ1(2s− 1) se 1/2 ≤ s ≤ 1

= γ0γ1

e

H1(s) =

{
h1 ◦ γ0(s) se 0 ≤≤ 1/2

h1 ◦ γ0(s) se 1/2 ≤ s ≤ 1

= h1 ◦ γ0.

Ou seja, γ0γ1 e h1 ◦ γ0 são homotópi
os. Como h1 ◦ γ0 e β são 
aminhos no 
onjunto sim-

plesmente 
onexo B 
om as mesmas extremidades segue que os mesmos são homotópi
os.

Resumindo: γ é homotópi
o a γ0γ1, que é homotópi
o a h1γ0, que é homotópi
o a β. Logo
β é homotópi
o a γ.

Lema 3.11. Sejam C0, C1 ⊂ intB

n
duas n-bolas disjuntas, ℓ o segmento de reta unindo

os 
entros de C0 e C1, a ⊂ ℓ o segmento de reta ligando os pontos de interseção de ℓ 
om
as fronteiras de C0 e C1. Então a união a ∪ ∂C0 ∪ ∂C1 é um retrato por deformação de

B

n − (intC0 ∪ intC1).
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Demonstração. Vamos 
onstruir um retrato por deformação

{rt : B
n − (intC0 ∪ intC1) → B

n − (intC0 ∪ intC1)| t ∈ I}

de B

n − (intC0 ∪ intC1) sobre a ∪ ∂C0 ∪ ∂C1.

x0

x1

C0

C1

x

x

x

r1(x)
a

ℓ

Para todo x ∈ Bn − (intC0 ∪ intC1) seja r1(x) o úni
o ponto em que o segmento de reta

que minimiza a distân
ia de x a ℓ inter
epta o 
onjunto a ∪ ∂C0 ∪ ∂C1. Agora, para todo

t ∈ I e para todo x ∈ Bn − (intC0 ∪ intC1) de�nimos

rt(x) = (1− t)x+ tr1(x).

Lema 3.12. Sejam n > 2 e f : X → Y uma apli
ação da n-variedade 
onexa X no espaço


onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos e semilo
almente simplesmente 
onexo Y que é

lo
almente n-eu
lidiano em y0. Sejam x0 e x1 duas raízes isoladas de f em y0 Nielsen

rela
ionadas pelo 
aminho γ : I → X que vai de x0 a x1, N ⊂ X uma vizinhança de γ sem

raízes de f que não x0 e x1, e E uma vizinhança eu
lidiana de y0. Então existem uma n-bola
B ⊂ N 
ujo interior 
ontém x0 e x1 e uma homotopia {ht : X → Y } 
omeçando em f 
om

as seguintes propriedades:

1. {ht} é 
onstante em uma vizinhança de f−1(y0) e 
onstante fora de N ;

2. h−1
t (y0) = f−1(y0) para todo t ∈ I;

3. g = h1 manda (B, ∂B) em (E,E − y0);

4. todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o a γ em N .

Demonstração. Podemos assumir que N é 
onexo e aberto e portanto uma n-variedade

onexa. Pelo lema (3.10) existe uma n-bola C ∈ N 
om x0 e x1 em seu interior e tal que

todo 
aminho em C de x0 a x1 é homotópi
o a γ em N .

Para as 
onstruções que se seguem, a �gura abaixo pode ser útil.
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x′0
z′0

z′1

x′1ℓ
a′

C′

0

C′

1

B′
B

n

x0 γ0

z0 a

z1

γ1
x1

C0

C1

B

C

f ◦ a

f(z0)

β

f(z1)
f ◦ γ1

f ◦ γ0

y0

E

f

φ

Seja φ : Bn → C 
om x′0 = φ(x0) e x
′
1 = φ(x1). Sejam ainda B′ ⊂ Bn

uma bola 
on
êntri
a

a B

n

ujo interior 
ontém x′0 e x

′
1, C

′
0, C

′
1 ⊂ intB′

duas bolas disjuntas 
entradas respe
tiva-

mente em x′0 e x
′
1 e 
ujas imagens por f ◦φ estão 
ontidas em E, isto é, f ◦φ(C ′

i) ⊂ E, i = 0, 1.
Seja também ℓ o segmento de reta ligando x′0 a x

′
1. Chamemos de z′0 e z

′
1, respe
tivamente,

aos pontos onde ℓ interse
ta as fronteiras de C ′
0 e C ′

1, e de a′ ⊂ ℓ ao segmento de reta que

liga z′0 a z′1 parametrizada por a′(s) = (1 − s)z′0 + sz′1. Pelo lema a
ima existe um retrato

por deformação

{r′t : B
n − (intC ′

0 ∪ intC ′
1) → B

n − (intC ′
0 ∪ intC ′

1)| t ∈ I}

de B

n − (intC ′
0 ∪ intC ′

1) sobre a
′ ∪ ∂C ′

0 ∪ ∂C
′
1.

Transportemos toda essa 
onstrução para dentro de C através de φ, isto é, sejam B =
φ(B′), Ci = φ(C ′

i), i = 0, 1, zi = φ(z′i), i = 0, 1, a = φ(a′) e {rt} = {φ ◦ r′t ◦ φ
−1}. Assim a é

um 
aminho de z0 a z1 e

{rt : C − (intC0 ∪ intC1) → C − (intC0 ∪ intC1)| t ∈ I}

é um retrato por deformação de C − (intC0 ∪ intC1) em ∂C0 ∪ ∂C1 ∪ a.
Sejam γ0 um 
aminho em C0 de x0 a z0 = a(0), γ1 um 
aminho em C1 de z1 = a(1) a x1,

e β um 
aminho em E − y0 de f(z0) a f(z1).
Como γ0aγ1 é um 
aminho em C de x0 a x1 então é homotópi
o a γ em N , ou seja,

[γ0aγ1] = [γ] e portanto

[f ◦ γ0][f ◦ a][f ◦ γ1] = [f ◦ γ] = [y0]

Por outro lado, (f ◦ γ0)β(f ◦ γ1) é um laço no espaço simplesmente 
onexo E, e portanto

[f ◦ γ0][β][f ◦ γ1] = [y0]. Logo [f ◦ a] = [β], ou seja, f ◦ a e β são homotópi
os em Y . Mas

ambos são 
aminhos em Y −y0 e n > 2 de sorte que pelo item (2) do 
orolário (3.9), eles são

homotópi
os também em Y −y0, resultando daí que existe uma apli
ação H : I× I → Y −y0
tal que para todo s ∈ I

H(s, 0) = f(z0) e H(s, 1) = f(z1)
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e, para todo t ∈ I

H(0, t) = f ◦ a(t) e H(1, t) = β(t) ∈ E − y0.

Consideremos a homotopia {h′s : C − (intC0 ∪ intC1) → Y − y0} de�nida por

h′s(x) =





f ◦ r2s(x) se 0 ≤ s ≤ 1/2 e x ∈ C − (intC0 ∪ intC1),

f ◦ r1(x) se 1/2 ≤ s ≤ 1 e x ∈ r−1
1 (∂C0 ∪ ∂C1),

H(2s− 1, a−1(r1(x))) se 1/2 ≤ s ≤ 1 e x ∈ r−1
1 (a(I)).

Na última expressão, a−1(r1(x)) é o ponto t ∈ I para o qual a(t) = r1(x). O 
onjunto

r−1
1 (z0, z1)× [1/2, 1] ⊂ C − (intC0∪ intC1) é o domínio 
omum às duas últimas expressões, e

para (x, s) ∈ r−1
1 (z0, z1)×[1/2, 1] a primeira expressão vale f ◦r1(x) = f(zi), e a segunda vale

H(2s − 1, a−1(r1(zi))) = H(2s − 1, i) = f(zi). Para s = 1/2 a primeira expressão 
oin
ide


om as duas últimas. Logo h′s é uma função 
ontínua bem de�nida.

Seja δ : X → I uma função 
ontínua que vale um em B e zero fora do interior de C e


onsideremos a homotopia {ht : X → Y } de�nida por

ht(x) =

{
h′δ(x)t(x) se x ∈ C − (intC0 ∪ intC1)

f(x) se x ∈ (X − intC) ∪ C0 ∪ C1.

A interseção dos dois domínios a
ima é o 
onjunto fe
hado (∂C ∪ ∂C0 ∪ ∂C1). Se x ∈ ∂C
então δ(x) = 0 e portanto h′δ(x)t(x) = h′0(x) = f ◦ r0(x) = f(x); e se x ∈ (∂C0 ∪ ∂C1) então

δ(x) = 1 e r1(x) = x e portanto h′δ(x)t(x) = h′t(x) = f(x). Em qualquer um dos 
asos, as

duas expressões que de�nem ht 
oin
idem no domínio 
omum a ambas, donde 
on
luímos

que a homotopia {ht} está bem de�nida.

Vamos veri�
ar a validade das a�rmações (1)-(4) 
ontidas no enun
iado. De sua de�nição

segue que {ht} é 
onstante em X−(C−(intC0∪ intC1)) = (X−C)∪ intC0∪ intC1 que é uma

vizinhança de f−1(y0). Além disso C − (intC0 ∪ intC1) ⊂ N de modo que {ht} é 
onstante

fora de N . Isto prova (1).

Para todo s ∈ I, nem f ◦ rs nem H possuem raízes em y0, assim hs não possui raiz em

C − (intC0 ∪ intC1), e 
omo a
abamos de ver hs é 
onstante em f−1(y0). Logo h
−1
s (y0) =

f−1(y0) para todo s ∈ I, o que prova (2).

Da de�nição de {h′s} vemos que h′1(C − (intC0 ∪ intC1)) = f(∂C0 ∪ ∂C1)∪β(I) ⊂ E− y0
e portanto h1(B − (intC0 ∪ intC1)) ⊂ E − y0, pois δ(x) = 1 para x ∈ B. Além disso

h1(C0 ∪ C1) = f(C0 ∪ C1) ⊂ E. Logo h1 manda o par (B, ∂B) no par (E,E − y0), o que

prova (3).

Finalmente, todo 
aminho em B de x0 a x1 é um 
aminho em C e pela 
onstrução de C
deve ser homotópi
o a γ em N , o que prova (4).

Lema 3.13. Sejam n ≥ 1, f : X → Y uma apli
ação de uma n-variedade 
onexa X em um

espaço Y que é lo
almente n-eu
lidiano em y0 e B uma n-bola em X tal que sua imagem

por f está 
ontida em uma vizinhança n-eu
lidiana de y0 e 
uja fronteira não possui raízes

de f em y0. Então existe uma homotopia {ht : X → Y } 
omeçando em f , que é igual a f
fora do interior de B, e que termina em uma apli
ação que possui, em B, uma úni
a raiz

em y0.

Demonstração. Seja E uma vizinhança n-eu
lidiana de y0 tal que f(B) ⊂ E. Sejam ainda

φ : Bn → B e ψ : Rn → E homeomor�smos 
om ψ(0) = y0. Consideremos h : X → Y dada
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por

h(x) =





ψ
(
‖φ−1(x)‖ψ−1 ◦ f ◦ φ

(
φ−1(x)

‖φ−1(x)‖

))
se x ∈ B e φ−1(x) 6= 0,

y0 se x ∈ B e φ−1(x) = 0,

f(x) se x /∈ B.

Se x ∈ ∂B então ‖φ−1(x)‖ = 1 e portanto a primeira fórmula vale, neste 
aso, f(x); e

lim
φ−1(x)→0

‖φ−1(x)‖ψ−1 ◦ f ◦ φ

(
φ−1(x)

‖φ−1(x)‖

)
= 0,

pois limφ−1(x)→0‖φ
−1(x)‖ = 0 e ψ−1 ◦ f ◦ φ : Bn → R

n
é limitada. Portanto h é 
ontínua e

está bem de�nida. Temos ainda que h é igual a f fora do interior de B e que φ(0) é sua

úni
a raiz em y0 dentro de B. Consideremos a homotopia {ht : X → Y } de�nida por

ht(x) =

{
ψ
(
(1− t)ψ−1 ◦ f(x) + tψ−1 ◦ h(x)

)
se x ∈ B

f(x) se x /∈ B

Como h(x) = f(x) para x ∈ ∂B segue que {ht} está bem de�nida. Além disso h0 = f ,
h1 = h e {ht} é 
onstante fora do interior de B.

Lema 3.14. Sejam n > 2 e k : (Bn, ∂Bn) → (Rn,Rn−0) uma apli
ação 
ujo homomor�smo

induzido em homologia kn : Hn(B
n, ∂Bn;Z) → Hn(R

n,Rn−0;Z) é trivial. Então existe uma

homotopia {lt : (Bn, ∂Bn) → (Rn,Rn − 0)} 
omeçando em k, que é 
onstante na fronteira

de B

n
e 
om h1(B

n) ⊂ Rn − 0.

Demonstração. Sejam b0 ∈ ∂Bn
e e0 = k(b0) ∈ Rn − 0 e 
onsideremos o seguinte diagrama


omutativo

πn(B
n, ∂Bn, b0)

kπn //

H
��

πn(R
n,Rn − 0, e0)

H
��

Hn(B
n, ∂Bn;Z)

kn
// Hn(R

n,Rn − 0;Z)

onde kπn é o homomor�smo induzido por k em grupo fundamental e ambos H são homomor-

�smos de Hurewi
z. Como R

n − 0 é simplesmente 
onexo, pois n > 2, e Hp(R
n,Rn − 0;Z)

é trivial para p < n temos que o homomor�smo H da direita é um isomor�smo, resultando

daí que kπn é trivial, pois kn o é.

A identidade i : (Bn, ∂Bn, b0) → (Bn, ∂Bn, b0) representa um elemento [i] ∈ πn(B
n, ∂Bn, b0)


uja imagem por kπn é [k ◦ i] = [k] ∈ πn(R
n,Rn − 0, e0). Mas 
omo kπn é trivial, segue que

[k] = [e0]. Portanto existe uma homotopia {ht : (Bn, ∂Bn, b0) → (Rn,Rn−0, eo)} 
omeçando

em k e tal que h1(B
n) = e0.

Pelo teorema (1.4), K =
⋃
t∈I h

−1
t (0) é 
ompa
to, e portanto fe
hado, em B

n
e 
omo, para

todo t ∈ I, ht(∂B
n) ⊂ R

n − 0 temos que K e ∂Bn
são disjuntos. Logo existe uma função

δ : Bn → I que vale zero na fronteira B

n
e um em K. Consideremos {lt : (B

n, ∂Bn) →
(Rn,Rn − 0)} dada por lt(x) = hδ(x)t para todo (x, t) ∈ Bn × I. Então {lt} 
omeça em k
e é 
onstante igual a k na fronteira de B

n
. Além disso se l1(x) = 0 para algum x ∈ B

n

então hδ(x) = 0 e portanto x ∈ K =
⋃
t∈I h

−1
t (0) de modo que δ(x) = 1. Assim 0 = l1(x) =

h1(x) = e0 ∈ R

n − 0, o que é um absurdo. Portanto l1(x) 6= 0 para todo x ∈ B

n
ou

l1(B
n) ⊂ Rn − 0.

Lema 3.15. Sejam n > 2, X uma n-variedade orientável 
onexa e Y um espaço 
onexo,

lo
almente 
onexo, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano em y0.
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Sejam ainda f : X → Y uma apli
ação própria, E ⊂ Y uma vizinhança n-eu
lidiana de y0
e B ⊂ X uma n-bola tais que f(B) ⊂ E, f(∂B) ⊂ E−y0 e que λ(f, intB) = 0. Então existe

uma homotopia própria {ht : X → Y } 
omeçando em f , que é 
onstante fora de B e 
om

h1(B) ⊂ E − y0.

Demonstração. Sejam x ∈ intB, N uma vizinhança de B tal que N − intB não possui raízes

de f em y0 (observação (2.28)). Consideremos o seguinte diagrama 
omutativo

(X,X − B) � � i //
� u

k ((QQQQQQQQQQQQQ
(X,X − intB)� _

j

��

(N,N − intB)? _eoo f ′ // (Y, Y − y0)

(X,X − x) (B, ∂B)
?�

OO

f ′′
// (E,E − y0)

?�

ℓ

OO

onde f ′
e f ′′

são de�nidas por f , e todas as demais apli
ações são in
lusões 
om e e ℓ sendo
ex
isões. Como B é 
onexo, a 
lasse fundamental de B, oB, é um gerador de Hn(X,X−B) e
k induz isomor�smo em homologia (observação (1.25)). A apli
ação j também induz isomor-

�smo pois X − intB é um retrato por deformação de X − x. Assim, da 
omutatividade do

diagrama, segue que i induz isomor�smo em homologia. Como e também induz isomor�smo

temos que e−1
n ◦ in(oB) é um gerador de Hn(N,N − intB), onde in e en são as induzidas no

n-ésimo grupo de homologia de i e e, respe
tivamente. Agora

f ′
n(e

−1
n ◦ in(oB)) = f ′

n ◦ e
−1
n ◦ in(oB) = λ(f, intB)µ = 0µ = 0

impli
a que f ′
n = 0, e 
omo ℓ é uma ex
isão temos que f ′′

n = 0.
Sejam φ : Bn → B e ψ : E → R

n
homeomor�smos 
om ψ(y0) = 0. Então ψ ◦ f ′′ ◦

φ : (Bn, ∂Bn) → (Rn,Rn − 0) é uma apli
ação 
uja induzida no n-ésimo nível de homologia

é trivial. Pelo lema (3.14) existe uma homotopia {lt : (Bn, ∂Bn) → (Rn,Rn−0)} que 
omeça

em ψ ◦ f ′′ ◦ φ, é 
onstante igual a ψ ◦ f ′′ ◦ φ na fronteira de B

n
e tal que l1(B

n) ⊂ Rn − 0.
Consideremos h′t : (B, ∂B) → (E,E − y0) dada por h′t = ψ−1 ◦ lt ◦ φ−1

. Então {h′t} 
omeça

em f ′′
é 
onstante igual a f ′′

na fronteira de B e h′1 não possui raízes em y0. Consideremos

agora {ht : X → Y } de�nida por

ht(x) =

{
h′t(x) se x ∈ B,

f(x) se x /∈ B.

Como {h′t} é 
onstante igual a f ′′
na fronteira de B, segue que {ht} está bem de�nida e

é 
ontínua. Assim {ht} é uma homotopia 
omeça em f , é 
onstante igual a f fora de B e

h1(B) ⊂ E − y0. Finalmente, {ht} é própria pois f o é e {ht} é 
onstante fora do 
ompa
to

B.

3.3 Os teoremas de realização

Antes de demonstrarmos os teoremas de realização do grau absoluto e do número mínimo

transverso, vejamos um exemplo que é interessante, em primeiro lugar, porque ilustra e

resume a teoria exposta neste texto. Em segundo lugar porque, assim 
omo apli
ações entre

n-variedades 
om n > 2, o número próprio de Nielsen é um limitante inferior realizável

para o número de raízes na 
lasse de homotopia própria e o grau absoluto é um limitante

inferior realizável para o número de raízes na 
lasse de homotopia própria transversa. Em

ter
eiro lugar porque, diferentemente do que o
orre 
om apli
ações entre variedades, as


lasses de raízes podem ter multipli
idades diferentes, além de poder haver tanto 
lasses
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essen
iais quanto não essen
iais. Finalmente, porque este é outro exemplo em que o número

de Reidemeister é estritamente maior que o número próprio de Nielsen, mesmo este sendo

positivo.

Exemplo 3.16. Seja n ≥ 2. Sejam N e S, respe
tivamente, os pólos norte e sul da esfera S

n
,

isto é, N = (0, . . . , 0, 1) e S = (0, . . . , 0,−1). Seja ainda k um inteiro positivo e 
onsideremos

kSn o espaço quo
iente obtido de k 
ópias de S

n
através da identi�
ação do pólo norte de

uma esfera 
om o pólo sul da seguinte, sem fe
har o 
i
lo. Pre
isamente, 
onsidere, em

{1, . . . , k} × Sn, a relação de equivalên
ia R que identi�
a (i, N) 
om (i + 1, S) para todo

1 ≤ i ≤ k−1 e seja kSn = {1, . . . , k}×Sn/R. Em parti
ular, 2Sn é o produto wedge de duas
esferas. Seja também ZS

n = Z×Sn/R′
onde R′

é a relação que asso
ia (i, N) a (i+1, S) para
todo i ∈ Z. A in
lusão {1, . . . , k}×Sn ⊂ Z×Sn induz uma apli
ação injetora j : kSn → ZS

n
.

Denotemos por S

n/{N, S} o espaço quo
iente obtido de S

n
identi�
ando os pólos norte e

sul. A projeção (i, x) 7→ x de Z × Sn sobre S

n
induz uma apli
ação q̂ : ZSn → S

n/{N, S}
que é um re
obrimento.

Ao identi�
armos o equador de S

n
a um úni
o ponto, estrangulando a esfera, obtemos o

produto wedge de duas esferas, ou seja, 2Sn. A apli
ação quo
iente que realiza a identi�
ação

a
ima é uma apli
ação sobrejetora de S

n
em 2Sn. Vamos generalizar esta 
ontrução para

obtermos uma apli
ação sobrejetora de S

n
em kSn do seguinte modo: primeiro dividimos a

esfera S

n
em k partes, todas de mesma altura, através de (k−1) latitudes e depois estrangu-

lamos a esfera em 
ada uma dessas latitudes. Para formalizar esta idéia 
onsideremos, para


ada 1 ≤ i ≤ k, o sub
onjunto Si ⊂ Sn de�nido por

Si =

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ S

n :
2(i− 1)

k
− 1 ≤ xn+1 ≤

2i

k
− 1

}
.

Sejam gi : Si → S

n
dadas por

g1(x1, . . . , xn+1) =




S se xn+1 = −1(√

1−a21(xn+1)

1−x2n+1
(x1, . . . , xn), a1(xn+1))

)

aso 
ontrário

gk(x1, . . . , xn+1) =




N se xn+1 = 1(√

1−a2
k
(xn+1)

1−x2n+1
(x1, . . . , xn), ak(xn+1))

)

aso 
ontrário

e para 1 < i < k,

gk(x1, . . . , xn+1) =

(√
1− a2i (xn+1)

1− x2n+1

(x1, . . . , xn), ai(xn+1))

)

onde az(x) = k(x + 1) − 2z + 1. Então, para 
ada 1 ≤ i ≤ k, gi leva Si sobrejetivamente

em S

n
, 
omprimindo as latitudes xn+1 = 2(i−1)

k
− 1 e xn+1 = 2i

k
− 1 aos pólos sul e norte

respe
tivamente, e levando o restante de Si homeomor�
amente em S

n−{N, S}. Finalmente

seja g : Sn → kSn dada por

g(x) = [(i, gi(x))] x ∈ Si, 1 ≤ i ≤ k,

onde os 
ol
hetes indi
am a 
lasse de equivalên
ia de (i, gi(x)) no espaço quo
iente kSn =
{1, . . . , k} × Sn/R.

Para 
ada m ∈ Z seja hm : Sn → S

n
uma apli
ação 
om grau de Brower igual a m que
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deixa �xo os pólos. Então dada uma k-upla de inteiros (m1, . . . , mk) ∈ Zk a apli
ação do

produto 
artesiano {1, . . . , k} × Sn em si mesmo dada por (i, x) 7→ (i, hmi(x)) induz uma

apli
ação de kSn em si mesmo que denotaremos por h(m1, . . . , mk) : kS
n → kSn.

Sejam agora f̂ : Sn → ZS

n
a 
omposição f̂ = j◦h(m1, . . . , mk)◦g e f : S

n → S

n/{N, S} a

projeção de f̂ através de q̂, isto é, f = q̂◦f̂ . Consideremos um ponto y0 ∈ Sn/{N, S}−{N, S}
e denotemos os pontos em q̂−1(y0) por ŷi onde ŷi ∈ {i} × Sn para 
ada i ∈ Z. A �gura a

seguir ilustra o 
aso k = 3.

S1

S2

S3

g

f

3Sn

y0 S

n/{N, S}

hm1

hm2

hm3

3Sn

q̂

j

ŷ1

ŷ2

ŷ3

ZS

n

f̂

Tanto S

n
quanto ZS

n
são simplesmente 
onexos de sorte que as imagens de seus grupos

fundamentais por f e q̂, respe
tivamente, são, trivialmente, iguais. Então q̂ e f̂ são, respe
ti-

vamente, o re
obrimento e um levantamento de Hopf para f . Assim 
ada um dos 
onjuntos

f̂−1(ŷi) ou é vazio ou é uma 
lasse de raízes de Nielsen de f em y0 (observação 2.11). Se i < 1

ou i > k então λ(f, f̂(ŷi)) = 0 pois f̂(ŷi) = ∅. Para 1 ≤ i ≤ k, temos que λ(f, f̂(ŷi)) = mi.

Suponhamos então que mi 6= 0 para 1 ≤ i ≤ ℓ e que mi = 0 para ℓ+ 1 ≤ i ≤ k. Logo f̂(ŷi)
é uma 
lasse de raízes essen
ial para 
ada 1 ≤ i ≤ ℓ (
orolário 2.35). Já para ℓ+ 1 ≤ i ≤ k,

omo mi = 0, existe uma homotopia em S

n
, 
onstante nos pólos, de hmi a uma apli
ação

h′ : Sn → S

n
tal que (h′)−1(ŷi) = ∅. Tal homotopia pode ser usada para de�nir uma homo-

topia de f̂ a uma apli
ação f̂ ′ : Sn → ZS

n
tal que (f̂ ′)−1(ŷi) = ∅. Logo, para ℓ + 1 ≤ i ≤ k,

f̂(ŷi) é vazio ou é uma 
lasse não essen
ial. Deste modo, 
omo S

n
é 
ompa
to, segue da

de�nição que

PNR(f, y0) = NR(f, y0) = ℓ.

O índi
e global para S

n
é

λ(f,Sn) = m1 + · · ·+mk = m1 + · · ·+mℓ.
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Para 1 ≤ i ≤ k, a multipli
idade de f̂(ŷi) é

M(f, f̂(ŷi), y0) = |mi|.

e o grau absoluto de f em y0 é

A(f, y0) = |m1|+ · · ·+ |mk| = |m1|+ · · ·+ |mℓ|.

Do teorema (3.19) sabemos que toda apli
ação homotópi
a a f tem pelo menos PNR(f, y0) =
NR(f, y0) = ℓ raízes em y0. Por outro lado, para todo m 6= 0, existe uma apli
ação homo-

tópi
a a hm, por uma homotopia 
onstante nos pólos, que possui uma úni
a raiz em y0.
Estas apli
ações podem ser usadas para de�nir uma apli
ação homotópi
a a f que possui

exatamente PNR(f, y0) = NR(f, y0) = ℓ raízes em y0.
Do teorema (3.17) sabemos que toda apli
ação homotópi
a a f e tranversa a y0 tem pelo

menos A(f, y0) = |m1|+ · · ·+ |mℓ| raízes em y0. Por outro lado, 
ada hm é homotópi
a a uma

apli
ação, por uma homotopia 
onstante nos pólos, que é tranversa a y0 e que possui exata-
mente |m| raízes. Estas apli
ações podem ser usadas para de�nir uma apli
ação homotópi
a

a f e tranversa a y0 que possui exatamente A(f, y0) raízes em y0.

Teorema 3.17. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço Hausdor�, 
onexo, lo
al-

mente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano
em y0 ∈ Y e f : X → Y uma apli
ação própria. Então toda apli
ação propriamente homo-

tópi
a a f e transversa a y0 tem pelo menos A(f, y0) raízes em y0. Além disso, se n > 2
existe uma apli
ação propriamente homotópi
a a f e transversa a y0 que possui exatamente

A(f, y0) raízes em y0.

Demonstração. A primeira a�rmação é o resultado do teorema (2.78). Suponhamos então

que n > 2. Pelo 
orolário (3.6) existe pelo menos uma apli
ação propriamente homotópi
a

a f e transversa a y0. Todas as apli
ações propriamente homotópi
as a f e transversas a y0
possuem um número �nito de raízes em y0, de modo que podemos 
onsiderar dentre elas

uma que seja minimal no sentido de ter o número mínimo de raízes em y0, que denotaremos

por fm. Para 
on
luir a demonstração basta mostrarmos que #f−1
m (y0) ≤ A(f, y0) e para

tanto vamos supor que #f−1
m (y0) > A(f, y0) e mostrar que fm não é minimal. Como

∑

α∈f−1
m (y0)/N

#α = #f−1
m (y0) > A(fm, y0) =

∑

α∈f−1
m (y0)/N

M(fm, α, y0),

existe uma 
lasse de raízes α tal que #α >M(fm, α, y0). Para mostrar que fm não é minimal

vamos 
onsiderar três 
asos.

CASO I - X orientável.

Sendo fm transversa a y0, fm é um homeomor�smo lo
al em 
ada raiz x ∈ α de onde

obtemos que λ(fm, x) = ±1 para 
ada x ∈ α (lema (2.77)). Como #α > M(fm, α, y0) =
|
∑

x∈α λ(fm, x)|, existem duas raízes, x0 e x1, em α tais que λ(fm, x0) + λ(fm, x1) = 0.
Sejam E uma vizinhança eu
lidiana de y0 e γ um 
aminho em X de x0 a x1 tal que

[fm ◦γ] = [y0]. Como fm possui um número �nito de raízes podemos apli
ar o 
orolário (3.9)

um número �nito de vezes de modo a obter um 
aminho homotópi
o a γ que não passa por

raízes de fm a não ser x0 e x1. Assim podemos admitir que a própria γ não passa por raízes

de fm a não ser x0 e x1. Então γ(I) e f−1
m (y0) − {x0, x1} são fe
hados disjuntos em X e

portanto γ(I) admite uma vizinhança 
ompa
ta N disjunta de f−1
m (y0) − {x0, x1}, pois X
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é normal e γ(I) é 
ompa
to. Do lema (3.12) segue que existem uma n-bola B ⊂ N e uma

homotopia {ht : X → Y } 
omeçando em fm 
om as seguintes propriedades:

1. {ht} é 
onstante em uma vizinhança de f−1
m (y0) e 
onstante fora de N ;

2. h−1
t (y0) = f−1

m (y0) para todo t ∈ I;

3. g = h1 manda (B, ∂B) em (E,E − y0);

4. todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o a γ em N .

Então g é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes, pois ht, sendo uma homo-

topia 
onstante fora do 
ompa
to N , é própria e além disso é 
onstante em uma vizinhança

de f−1
m (y0) = g−1(y0). Uma vez que, para todo t ∈ I, ht não possui raízes na fronteira de B

temos, pelas propriedades homotópi
a e aditiva do índi
e, que

λ(g, intB) = λ(fm, intB) = λ(fm, x0) + λ(fm, x1) = 0.

Logo pelo lema (3.15) existe uma homotopia {h′t : X → Y } 
onstante fora de B tal que h′0 = g
e h′1 não possui raízes em y0 dentro de B. Notemos que h′1 é propriamente homotópi
a a fm
e transversa a y0 (pois é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes e é própria).

Além disso h′1 é igual a g em X−B. Portanto h′1 possui duas raízes a menos que a apli
ação

minimal fm.

CASO II - X não orientável e fm orientável.

Sejam p̃ : X̃ → X o re
obrimento duplo orientado de X e α̃ uma 
lasse de raízes de fm◦ p̃
em y0 tal que p̃

−1(α) = α̃ ⊔ (−α̃) (teorema (2.65)). Do fato de p̃ levar α̃ em α bijetivamete

segue que #α̃ = #α >M(fm, α, y0) = |λ(fm◦ p̃, α̃)|. Além disso fm◦ p̃ é um homeomor�smo

lo
al em 
ada x̃ ∈ α̃ pois fm é transversa a y0 e p̃ é um homeomor�smo lo
al. Assim 
omo

no 
aso I, existem duas raízes, x̃0 e x̃1, em α̃ tal que λ(fm ◦ p̃, x̃0) + λ(fm ◦ p̃, x̃1) = 0. Seja γ̃

um 
aminho em X̃ de x̃0 a x̃1 tal que [fm ◦ p̃ ◦ γ̃] = [y0]. Sejam ainda γ = p̃ ◦ γ̃, x0 = p̃(x̃0)
e x1 = p̃(x̃1). Então γ é um 
aminho em X de x0 a x1 tal que [fm ◦ γ] = [y0]. Podemos

assumir, novamente 
omo no 
aso I, que γ̃ não passa por raízes de fm ◦ p̃ a não ser x̃0 e x̃1
e portanto γ não passa por raízes de fm ex
eto x0 e x1. Seja N uma vizinhança 
ompa
ta

de γ(I) sem raízes de fm a não ser x0 e x1. Pelo lema (3.12) existem uma n-bola B ⊂ N e

uma homotopia {ht : X → Y } 
omeçando em fm 
om as seguintes propriedades:

1. {ht} é 
onstante em uma vizinhança de f−1
m (y0) e 
onstante fora de N ;

2. h−1
t (y0) = f−1

m (y0) para todo t ∈ I;

3. g = h1 manda (B, ∂B) em (E,E − y0);

4. todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o a γ em N .

Por ser simplesmente 
onexo segue que B é uma vizinhança distinguida 
om relação a p̃.
Seja B̃ a 
omponente de p̃−1(B) que 
ontém x̃0. A�rmamos que x̃1 ∈ B̃. De fato, se γ′ é
um 
aminho em B de x0 a x1 então, pelo item (4) a
ima, γ′ e γ são homotópi
as; 
omo

(p̃|B̃)−1(γ′) e γ̃ são levantamentos de γ′ e γ ambas 
omeçando em x̃0 temos que (p̃|B̃)−1(γ′)

e γ̃ são homotópi
as e portanto x̃1 = γ̃(1) = (p̃|B̃)−1(γ′)(1) ∈ B̃. Pelo lema (3.15) existe
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uma homotopia {h̃t : X̃ → Y } 
omeçando em g ◦ p̃ que é 
onstante fora de B̃ e tal que h̃1
não possui raízes em B̃. Consideremos a homotopia {lt : X → Y } de�nida por

lt(x) =

{
h̃t ◦ (p̃|B̃)−1(x) se x ∈ B,

g(x) se x /∈ B.

Deste modo l1 é propriamente homotópi
a a fm, transversa a y0 e possui duas raízes a menos

que fm.

CASO III - fm não orientável.

Aqui M(fm, α, y0) = |λ2(fm, α)|, isto é, M(fm, α, y0) vale zero ou um. De fm ser um

homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes resulta que λ2(f, x) = 1 para todo x ∈ α.
Assim, se M(fm, α, y0) = 0, então α possui uma quantidade par (não nula) de raízes.

Por outro lado, se M(fm, α, y0) = 1 então α possui pelo menos duas raízes, pois #α >

M(fm, α, y0). Em qualquer um dos 
asos #α ≥ 2. Sejam x0, x1 ∈ α. Sejam ainda p̃ : X̃ → X
o re
obrimento duplo orientado de X , x̃0 = p̃−1(x0), e x̃1 = p̃−1(x1). O teorema (2.66) nos

garante que x̃0, x̃1, −x̃0 e −x̃1 são raízes Nilsen rela
ionadas de fm ◦ p̃ em y0. E 
omo

fm ◦ p̃ é um homeomor�smo lo
al em 
ada uma de suas raízes, temos que o índi
e inteiro

de raízes de fm ◦ p̃ em 
ada um desses quatro pontos vale 1 ou -1 (teorema (2.77)). Como a

apli
ação, de X̃ em si mesmo, que leva x̃ em −x̃ é um homeomor�smo que reverte orientação

segue que λ(fm ◦ p̃, x̃1) = −λ(fm ◦ p̃,−x̃1). Assim ou λ(fm ◦ p̃, x̃0) + λ(fm ◦ p̃, x̃1) = 0, ou
λ(fm ◦ p̃, x̃0)+λ(fm ◦ p̃,−x̃1) = 0. Suponhamos que a
onteça o primeiro 
aso (
aso 
ontrário

basta tro
ar x̃1 por −x̃1). O resto da demonstração segue exatamente 
omo no 
aso II.

Para apli
ações não orientáveis temos o seguinte 
orolário:

Corolário 3.18. Sejam n > 2, X uma n-variedade 
onexa não orientável e Y um espaço


onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onxexo e lo
almente

n-eu
lidiano em y0 ∈ Y . Se f : X → Y é uma apli
ação p¯opria e não orientável, então

1. PNR(f, y0) = A(f, y0)

2. uma 
lasse de raízes de f em y0 é propriamente essen
ial se, e somente se, tem mul-

tipli
idade não nula.

Demonstração. Sejam Cm, Ce ⊂ f−1(y0)/N , respe
tivamente, os 
onjuntos formados pelas


lasses de raízes de f em y0 
om multipli
idade não nula e pelas 
lasses de raízes essen
ias de

f em y0. Sabemos que PNR(f, y0) é um invariante propriamente homotópi
o e um limitante

inferior para o número de raízes de f em y0, mas pelo teorema (3.17) existe uma apli
a-

ção propriamente homotópi
a a f que possui exatamente A(f, y0) raízes em y0. Portanto
PNR(f, y0) ≤ A(f, y0). Agora 
omo f é não orientável, a multipli
idade de 
ada uma de suas


lasses de raízes vale zero ou um, e 
omo o grau absoluto é a soma de todas estas multipli
i-

dades temos que A(f, y0) = #Cm. Lembremos que 
ada 
lasse 
om multipli
idade não nula

é essen
ial e portanto Cm ⊂ Ce. Finalmente, segue de sua de�nição que PNR(f, y0) = #Ce.
Deste modo

PNR(f, y0) ≤ A(f, y0) = #Cm ≤ #Ce = PNR(f, y0).

Isto prova que PNR(f, y0) = A(f, y0) e, ainda mais, que Cm = Ce, pois Cm ⊂ Ce e ambos

são 
onjuntos �nitos de mesma 
ardinalidade.

Teorema 3.19. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço Hausdor�, 
onexo, lo
al-

mente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano
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em y0 ∈ Y e f : X → Y uma apli
ação própria. Então toda apli
ação propriamente homo-

tópi
a a f tem pelo menos PNR(f, y0) raízes em y0 e toda 
lasse de raízes de f em y0 
om

multipli
idade não nula é propriamente essen
ial. Além disso, se n > 2 existe uma apli
ação

propriamente homotópi
a a f que possui exatamente PNR(f, y0) raízes em y0, e uma 
lasse

de raízes de f em y0 é propriamente essen
ial somente se tem multipli
idade não nula.

Demonstração. Já sabemos, do teorema (2.13), que toda apli
ação propriamente homotópi
a

a f tem pelo menos PNR(f, y0) raízes em y0 e, do 
orolário (2.71) que toda 
lasse de raiz

de f em y0 
om multipli
idade não nula é propriamente essen
ial. Resta-nos mostrar as

duas a�rmações enun
iadas quando n > 2. Para apli
ações não orientáveis, ambas seguem

do teorema (3.17) e do 
orolário (3.18) a
ima. Portanto só pre
isamos 
onsiderar apli
ações

orientáveis.

Pelo teorema (3.17) existem apli
ações propriamente homotópi
as a f 
om um número

�nito de raízes. Assim dentre todas as apli
ações propriamente homotópi
as a f existe uma

que é minimal no sentido de nenhuma outra ter uma quantidade menor de raízes. Denotemos

uma tal apli
ação por fm, 
omo na demonstração do teorema (3.17). Obviamente que fm
tem um número �nito de raízes. Mostremos que toda 
lasse de raízes de fm tem uma úni
a

raiz. Para isso, supohamos que uma 
lasse α possui duas raízes distintas x0 e x1. Seja γ um


aminho em X de x0 a x1 tal que [fm ◦ γ] = [y0]. Como n > 2 e fm tem um número �nito de

raízes podemos, pelo 
orolário (3.9), supor que as úni
as raízes de fm 
ontidas na imagem de

γ são x0 e x1. Então γ(I) admite uma vizinhança 
ompa
ta N 
uja interseção 
om f−1
m (y0)

é {x0, x1}. Pelo lema (3.12) existem uma n-bola B ⊂ N e uma homotopia {ht : X → Y }

omeçando em fm 
om as seguintes propriedades:

1. {ht} é 
onstante em uma vizinhança de f−1
m (y0) e 
onstante fora de N ;

2. h−1
t (y0) = f−1

m (y0) para todo t ∈ I;

3. g = h1 manda (B, ∂B) em (E,E − y0);

4. todo 
aminho em B de x0 a x1 é homotópi
o a γ em N .

Notemos que a homotopia {ht} é própria pois é 
onstante fora do 
ompa
to N . Agora, pelo

lema (3.13), existe uma homotopia {h′t : X → Y } 
omeçando em g que é 
onstante fora de

B e tal que h′1 tem uma úni
a raiz em B. Deste modo h′1 é propriamente homotópi
a a f e

tem menos raízes que a apli
ação minimal fm. Logo toda 
lasse de raízes de fm tem apenas

uma raiz.

Mostremos agora que 
ada 
lasse de raízes de fm tem multipli
idade não nula. Seja

α = {x} uma 
lasse de raízes de fm e suponha que M(fm, α, y0) = 0. Seja ainda E uma

vizinhança eu
lidiana de y0. Então existe uma n-bola B que é uma vizinhança de x e tal

que fm(B) ⊂ E e fm(∂B) ⊂ E− y0. Consideremos os 
asos quando X é orientável e quando

não o é.

CASO I - X orientável.

Como |λ(fm, α)| = M(fm, α, y0) = 0 segue da aditvidade do índi
e que λ(fm, intB) =
λ(fm, α) = 0. Pelo lema (3.15) existe uma homotopia {ht : X → Y } 
onstante fora de B
que 
omeça em fm e termina em uma apli
ação que não possui raízes em B. Ou seja, h1 é

igual a fm fora de B e não possui raiz em B tendo, portanto, menos raízes que fm. Além
disso, 
omo fm e {ht} são próprias - esta porque é 
onstante fora do 
ompa
to B - temos

que h1 é propriamente homotópi
a a fm e, por 
onseguinte, a f . Isto 
ontradiz o fato de fm
ser minimal.
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CASO II - X não orientável.

Seja p̃ : X̃ → X o re
obrimento duplo orientado de X . Como B é uma vizinhança

distinguida em relação a p̃- pois é simplesmente 
onexo - existe uma n-bola B̃ ⊂ X̃ tal

que p̃ manda B̃ e −B̃ homeomor�
amente sobre B. Seja α̃ = (p̃|B̃)−1(α). Notemos que α̃ =

{(p̃|B̃)−1(x)}. Assim α̃ e−α̃ são duas 
lasses de raízes de fm◦p̃ que p̃manda sobrejetivamente

em α. Então
|λ(fm ◦ p̃, intB)| = |λ(fm ◦ p̃, α)| = M(fm, α, y0) = 0.

A primeira igualdade segue da aditividade do índi
e, a segunda da de�nição da multipli
idade

e a última de nossa hipótese. Logo, λ(fm ◦ p̃, α) = 0. Pelo lema (3.15), existe uma homotopia

{h̃t : X̃ → Y } 
omeçando em fm ◦ p̃ que é 
onstante fora de B̃ e que termina em uma

apli
ação sem raízes em B̃. Consideremos a homotopia {ht : X → Y } de�nida por

ht(x) =

{
h̃t ◦ (p̃|B̃)−1(x) se x ∈ B

fm(x) se x ∈ B.

Assim, h1 é propriamente homotópi
a a f , tem as mesmas raízes que fm fora de B e não

tem raiz em B, tendo portanto menos raízes que a apli
ação minimal fm. Isto 
on
lui a

demonstração de que toda 
lasse de raízes de fm tem multipli
idade não nula,ou seja, toda


lasse de raízes de fm é propriamente essen
ial. Assim fm tem exatamente PNR(fm, y0) =
PNR(f, y0) 
lasses de raízes, e 
omo 
ada uma delas tem uma úni
a raiz segue que fm possui

exatamente PNR(f, y0) raízes.
Resta mostrarmos que uma 
lasse de raízes de f é essen
ial somente se sua multipli
idade

for não nula. Sejam Cm(f) e Ce(f) 
omo na demonstração do 
orolário (3.18). Considere os


onjuntos análogos para fm, isto é, Cm(fm) e Ce(fm). Temos que

PNR(f, y0) = #f−1
m (y0) = #Cm(fm)

= #Cm(f) ≤ #Ce(f) = PNR(f, y0).

As duas primeiras igualdades seguem do que demonstramos a
ima, a ter
eira do 
orolário

(2.71) e a última da de�nição de PNR(f, y0). Logo #Cm(f) = #Ce(f).

Seja f : X → Y uma apli
ação 
omo nas hipóteses dos teoremas (3.17) e (3.19) e su-

ponhamos n > 2. Então existe uma apli
ação g : X → Y propriamente homotópi
a a f e

transversa a y0 ∈ Y . Vimos no parágrafo seguinte ao teorema (2.78) que se α é uma 
lasse de

raízes de g em y0 então α possui, no mínimo, M(g, α, y0) raízes. Assim se α for uma 
lasse

propriamente essen
ial de g então sua 
ontribuição para o número próprio de Nielsen é um,

enquanto que para o grau absoluto é M(g, α, y0) ≤ 1. Desta forma, PNR(g, y0) ≤ A(g, y0).
Como o número próprio de Nielsen e o grau absoluto são invariantes propriamente homotó-

pi
os, e do resultado 
ontido em (2.79), temos a seguinte 
onsequên
ia dos teoremas (3.17)

e (3.19):

Corolário 3.20. Sejam X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço Hausdor�, 
onexo, lo
al-

mente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente n-eu
lidiano
em y0 ∈ Y e f : X → Y uma apli
ação própria. Se n > 2 então o número de Nielsen próprio

de f em y0 é menor ou igual ao grau absoluto de f em y0, e um destes é positivo se, somente

se, o outro o for. Em símbolos

PNR(f, y0) ≤ A(f, y0) e PNR(f, y0) > 0 ⇔ A(f, y0) > 0.
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Vejamos um exemplo em que o número próprio de Nielsen é estritamente menor que o

grau absoluto.

Exemplo 3.21. Seja f : Sn → S

n
uma apli
ação de grau k ≥ 2. Seja Y = S

n ∨ Sn duas

esferas unidas por um ponto. Pre
isamente, seja

Y = Sn × {z0} ∪ {z0} × S
n ⊂ Sn × Sn.

. Consideremos e : Sn → Y a in
lusão na esquerda, isto é, e(z) = (z, z0) para todo z ∈ Sn, e
y0 = (z1, z0) ∈ Y um ponto distinto de (z0, z0). Como Y é simplesmente 
onexo, e ◦ f possui

uma úni
a 
lasse de ráizes α em y0 e, portanto, PNR(e ◦ f, y0) ≤ 1. Por outro lado, f é

homotópi
a a uma apli
ação que possui exatamente k raízes, todas isoladas, em z. Como o

grau absoluto é um invariante homotópi
o, temos, do lema (2.77) e da aditividade do índi
e,

que A(e ◦ f, y0) = k.

3.4 Apli
ação à teoria do grau

Nesta seção vamos tentar asso
iar a teoria desenvolvida até aqui à teoria do grau de

Hopf, 
omo Brown e S
hirmer �zeram em [BS01, seção 5℄. A introdução do grau absoluto

por Hopf em [Hop30℄ visava prover um invariante homotópi
o algébri
o que fosse rela
ionado


om o noção de grau geométri
o. O objetivo do trabalho de Hopf era justamente estabele
er

a igualdade entre os graus algébri
o e geométri
o, igualdade esta anteriormente estabele
ida

pelo próprio Hopf em [Hop28℄ para apli
ações entre espaços eu
lidianos. A de�nição de grau

geométri
o abaixo é uma adaptação direta da de�nição en
ontrada em [BS01, De�nição

5.2℄ ao nosso 
ontexto, onde o 
ontra-domínio da apli
ação não é (ne
essáriamente) uma

variedade.

De�nição 3.22. Sejam Y um espaço lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e f : X → Y
uma apli
ação própria. O grau geométri
o de f em y0, denotado por G(f, y0), é o menor

inteiro não-negativo para o qual existe uma apli
ação g : X → Y propriamente homotópi
a

a f tal que a pré-imagem g−1(B) de uma n-bola B 
ontendo y0, tem exatamente G(f, y0)

omponentes 
onexas, 
ada uma das quais se apli
a por g homeomor�
amente sobre B.

O grau geométri
o de f em y0 está bem de�nido pois é limitado superiormente pelo

número de raízes em y0 de uma apli
ação propriamente homotópi
a a f e transversa a y0.
Observemos que o grau geométri
o de f em y0 
oin
ide 
om o número mínimo transverso

de raízes de f em y0, isto é,

G(f, y0) = MRT (f, y0).

Assim do teorema (3.17) segue imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.23. Sejam n > 2, X uma n-variedade 
onexa, Y um espaço Hausdor�, 
o-

nexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo e lo
almente

n-eu
lidiano em y0 ∈ Y e f : X → Y uma apli
ação própria. Então o grau geométri
o de f
em y0 é o grau absoluto de f em y0. Em símbolos

A(f, y0) = G(f, y0).

Se na de�nição de grau geométri
o Y for uma variedade, então podemos de�nir o grau

geométri
o global.

De�nição 3.24. Seja f : X → Y uma apli
ação própria do espaço topológi
o X na n-
variedade Y . O grau geométri
o de f , denotado por G(f) é o mínimo do graus lo
ais de
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f em y, para y ∈ Y . Em símbolos

G(f) = min{G(f, y) : y ∈ Y }.

A de�nição a
ima 
oin
ide 
om a de�nição de grau geométri
o dada por [BS01, De�nição

5.2, p.75℄ para apli
ações entre variedades de mesma dimensão. Da de�nição a
ima, do

teorema (3.23) e do teorema (2.76) resulta o teorema a seguir, ver [BS01, Teorema 5.4,

p.76℄:

Teorema 3.25. Seja f : X → Y uma apli
ação própria entre variedades 
onexas de mesma

dimensão n > 2. Então os graus absoluto e geométri
o de f 
oin
idem, isto é, A(f) = G(f).

O teorema a
ima foi provado pela primeira vez por Hopf [Hop30, p. 607℄. No trabalho

de Epstein uma nova demonstração deste fato é estabele
ida [Eps66, Teorema 4.1, p.376℄.

Se X for uma variedade 
onexa orientável então podemos rela
ionar o grau (homológi
o)

lo
al e o grau absoluto de uma apli
ação.

Teorema 3.26. Seja f : X → Y uma apli
ação própria da n-variedade 
onexa orientável

X no espaço 
onexo, lo
almente 
onexo por 
aminhos, semilo
almente simplesmente 
onexo

e lo
almente n-eu
lidiano em y0 ∈ Y . Então A(f, y0) ≥ |gry0(f)|.

Demonstração. Temos

|gry0(f)| = |λ(f, f−1(y0))| = |
∑

α∈f−1(y0)/N

λ(f, α)| ≤

≤
∑

α∈f−1(y0)/N

|λ(f, α)| =
∑

α∈f−1(y0)/N

M(f, α, y0) = A(f, y0).

A validade da primeira igualdade se en
ontra no parágrafo anterior ao teorema (2.46), a

segunda da aditividade do índi
e e as duas últimas das de�nições de multipli
idade e grau

absoluto.

O exemplo (2.49) mostra um 
aso em que vale a desigualdade estrita no teorema a
ima,

tendo em vista a relação entre o índi
e de raízes e o grau lo
al expressa no parágrafo ante
e-

dente ao teorema (2.46). Além disso, este exemplo mostra que a 
ondição de orientabilidade

das variedades no teorema 5.5 de [BS01, p. 76℄ não pode ser suprimida.
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