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Resumo 

Seja Hum grafo fixado. Para um grafo G, escrevemos G ~pr H para 
denotar que G tem a propriedade de que em toda coloração própria das 
arestas de G existe uma cópia de H que é totalmente multicolorida, ou seja, 
uma cópia de H na qual todas as arestas têm cores distintas. Nessa tese, 
nós provamos alguns resultados sobre essa propriedade em <G( n, p) que são 
análogos às 1-afirmações de Rõdl e Ruciriski para o caso Ramsey. Mais 
precisamente, nós provamos que, sob certas condições sobre H e p, a pro
babilidade de G E <G(n,p) satisfazer G ~pr H tende a 1 quando n tende 
ao infinito. O resultado principal assume que H satisfaz a conjectura KLR 
formulada por Kohayakawa, Luczak e Rõdl. Um segundo resultado é obtido 
para todos os grafos aplicando-se um teorema de l\I. Schacht na prova do 
resultado principal. Nós mostramos ainda como o resultado principal pode 
ser usado juntamente com a prova de que todos os circuitos satisfazem a 
conjectura KLR para verificar um caso importante de uma conjectura de 
V. Rõdl e Zs. Tuza. Finalmente, nós provamos uma 1-afirmação para uma 
família de grafos que mostra em particular que a função limiar para o caso 
Ramsey não é uma função limiar para a propriedade G ~pr H. 

Abstract 

Let H be a fixed graph. For a graph G, we write G ~pr H to denote 
that G has the property that in every proper coloring of the edges of G 
there exists a rainbow copy of H, that is, a copy of H in which ali colors are 
different. ln this thesis, we prove a couple of results about this property in 
<G(n,p) which are analogous to the 1-statements of Rõdl and Ruciriski for 
the Ramsey case. More precisely, we prove that, under certain conditions 
on H and p, the probability that G E G(n,p) satisfies G ~pr H tends to 1 
when n tends to infinity. The main result assumes that H satisfies the KLR
conjecture formulated by Kohayakawa, Luczak and Rõdl. A second result 
is obtained for ali graphs by applying a theorem of M. Schacht to the proof 
of the main result. We also show how the main result can be used together 
with the proof that ali cycles satisfy the KLR-conjecture in arder to verify 
an important case of a conjecture due to V. Rõdl and Zs. Tuza. Finally, we 
prove a 1-statement for a family of graphs that in particular shows that the 
threshold function for the Ramsey case is not a threshold function for the 

e 
property G ---+pr H. 
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Introdução 

Na teoria de Ramsey clássica, o seguinte problema é estudado [12]. Fixe 
Hum grafo finito e r um inteiro positivo. Gostaríamos de saber se existem e 
quais são os grafos finitos G que têm a seguinte propriedade: para qualquer 
coloração das arestas de G que usa no máximo r cores, existe uma cópia 
de Hem G que é monocromática (isto é, cujas arestas são todas da mesma 
cor). Nós escrevemos G -t (H)r para denotar que G tem essa propriedade. 
Um teorema clássico devido a Ramsey mostra que, para todo inteiro posi
tivo m, existe um inteiro positivo n tal que Kn -t (Km)r (Ki denota o grafo 
completo com l vértices). Desse resultado segue que, dados H e r, sempre 
existe um grafo finito G tal que G -t (H)r- Assim, o problema da existência 
de G foi completamente resolvido ( observamos que o problema de saber qual 
é o menor número de vértices (ou de arestas) que um tal grafo pode ter é 
extremamente difícil em geral e apenas alguns casos são conhecidos). 

Voltemos a nossa atenção agora para o problema de dar uma caracte
rização dos grafos G que satisfazem G -t (H)r- Esse problema é intratável 
nessa formulação. Uma maneira encontrada por pesquisadores de se dizer 
alguma coisa sobre essa questão foi a seguinte. Em vez de querermos sa
ber quais são exatamente os grafos G tais que G -t (H)r, podemos nos 
perguntar se asserções do tipo "a maioria ( ou minoria) dos grafos G são 
tais que G -t (H)r'' valem (em algum sentido). Para tornar essa questão 
mais precisa, seja n um inteiro positivo fixado e considere o intervalo inteiro 
[n] = {1, 2, ... , n}. Agora, considere o conjunto de todos os grafos G que 
têm [n] como conjunto de vértices. Fixe também uma função p: N -t [O, 1]. 
Para cada par não-ordenado { i, j} e [n], ponha a aresta { i, j} em G com 
probabilidade p = p(n), independentemente de todos os outros pares não
ordenados. Isso define um espaço de probabilidade que é usualmente de
notado por G(n,p) (veja, por exemplo, [16]). Podemos então perguntar 
como que a probabilidade lP [G -t (H)r] se comporta quando n -too. Esse 
problema foi solucionado completamente por teoremas devidos a Rodl e 
Rucinski [28, 29]. Observamos que o caso H = K3 fora resolvido num 
artigo de Luczak, Rucinski e Voigt [20]. Em particular, Rodl e Rucinski 
mostraram que, se H não contém um circuito, digamos, então existem cons
tantes,= ,(H) > O, e= c(H.r) > O e C = C(H,r) > O tais que 

vi 
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(O) Se p '.S cn-1h, então IP [G -----t (H)r] -----t O, quando n -----too. 

(1) Se p 2 cn-1h, então IP [G - (H)r] - 1, quando n - oo. 

A função Po ( n) = n-Ih é chamada de uma função limiar para a proprie
dade em questão e as asserções (O) e (1) acima são chamadas de O-afirmação 
e 1-afirmação, respectivamente. Observamos que, se H não é uma floresta, 
então a constante 'Y não depende de r e que a mesma é dada por 

'Y = ,y(H) = m2(H) = max {d2(F) = ep - l : F e H, VF 2 3}. 
Vp-2 

Recentemente, uma outra propriedade tem atraído a atenção dos pes
quisadores. Em vez de procurar cópias homogêneas (monocromáticas) de H 
em G, estamos interessados em encontrar cópias heterogêneas de H, ou seja, 
cópias cujas arestas são todas de cores distintas. Essas cópias são chama
das de totalmente multicoloridas, ou, mais simplesmente, de TMC. Nessa 
direção, problemas de caráter determinístico foram estudados, por exemplo, 
em [8], enquanto que problemas extremais foram investigados em [l]. O 
nosso objetivo geral é tentar encontrar uma função limiar e correspondentes 
O-e 1-afirmações para a propriedade de que para toda coloração própria das 
arestas de G (i.e., na qual arestas incidentes recebem cores diferentes), existe 
uma cópia TMC de H. Quando H é um circuito de tamanho f, grafos G 
que têm essa propriedade e para os quais o menor circuito contido em G tem 
tamanho igual a (ou linear em) f foram investigados em [24, 30]. Exemplos 
explícitos de tais grafos foram dados em [13]. Nesse trabalho, iremos, entre 
outras coisas, expor uma prova nossa recente de que se H satisfaz uma con
jectura de Kohayakawa, Luczak e Rõdl [25] (a chamada conjectura KLR) 
e 'Y 2 1, então a 1-afirmação análoga à afirmação ( 1) acima vale para H. 
Observamos que essa conjectura já foi verificada para algumas famílias de 
grafos (incluindo florestas, circuitos de qualquer tamanho e alguns grafos 
completos pequenos - veja ru, referênciru, em [9]). 

Para enunciarmos mais precisamente o resultado mencionado acima, pre
cisamos dar algumas definições. Para um grafo fixado H, seja (J(H, n, m, E) 
a classe de grafos que consistem de IV(H) I conjuntos de vértices disjuntos, 
todos de tamanho n ( cada um representando um vértice de H) e existe um 
grafo (E)-regular1 com m arestas entre dois desses conjuntos se os vértices 
correspondentes são adjacentes em H ( caso contrário não colocamos ne
nhuma aresta entre os dois conjuntos). Agora, por F(H, n, m, E:) denotamos 
o conjunto de todos os grafos em (J(H, n, m, E) que não contêm uma cópia 
de H. O que a conjectura KLR afirma é que F( H, n, m, E) constitui uma 
fração "superexponencialmente" pequena de (J(H, n, m, E:). 

1Grosso modo, um grafo bipartido é (c)-regular quando as suas arestas estão dis
tribuídas de maneira "uniforme"; o "grau de uniformidade" é especificado pelo parâmetro 
e (quanto menor o ê, maior o grau de uniformidade) - veja a definição no Capítulo 1. 
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Conjectura KLR [25]. Seja H um grafo fixado. Para todo f3 > O, 
existem constantes Eo > O, C > O e n0 > O tais que 

( 
2) IE(H) I 

IF(H,n,m,E)j:s;j3m: 

para todos m 2: Cn2-Ih(H), n 2: no e O< E :s; Eo-

Escrevemos G ~pr H para denotar que G tem a propriedade de que em 
toda coloração própria das arestas de G existe uma cópia TMC de H. O 
nosso resultado principal é a seguinte 1-afirmação. 

Teorema 1. Seja H um grafo que satisfaz a conjectura KLR. Se 
"f = -y(H) 2: 1, então existe uma constante C = C(H) > O tal que se 
p 2: Cn- 1h, então a probabilidade de que G E G(n,p) satisfaz G ~pr H 
tende a 1, quando n tende ao infinito. 

No caso H = ct, o circuito de tamanho P, temos que a conjectura KLR 
vale, conforme foi mostrado em [9]. Na verdade, os autores mostram um 
resultado ligeiramente mais forte. Combinando esse resultado com a prova 
do Teorema 1 acima, concluiremos que, para certos valores de p, "quase 
todo" G E G( n, p) é tal que em qualquer coloração própria das arestas de 
G existem O(n1+1/f-l) cópias TMC de C'. Usando esse fato, nós obteremos 
uma prova para o caso H = C' da seguinte conjectura de Rodl e Tuza [30]. 

Conjectura. Se H é um grafo fixado qualquer, então existe um grafo 
G com a mesma cintura que H tal que G ~pr H. 

Agora, podemos nos perguntar que tipo de 1-afirmação seria possível 
mostrar para todo grafo H. Uma resposta é a seguinte. Na sua dissertação 
de mestrado [32], l\l. Schacht mostra uma versão mais fraca da conjectura 
KLR (cf. também [26]). Usando-se essa versão na prova do Teorema 1 
acima, obtemos o seguinte resultado. 

Teorema 2. Sejam d um inteiro positivo e H um grafo d-degenerado 
com m2 (H) > 1. Se p » (logn)41dn-I /d, então a probabilidade de que 
G E G(n,p) satisfaz G ~pr H tende a 1, quando n tende ao infinito. 

Lembramos que um grafo H é d-degenerado quando todo subgrafo de 
H tem grau mínimo no máximo d e que todo grafo H é d-degenerado para 
algum d= d(H) (por exemplo, para d igual ao grau máximo de H). 

Vamos considerar agora O-afirmações. Podemos pensar em colorações 
próprias das arestas de um grafo como colorações nas quais cada cor apa
rece no máximo uma vez em cada vértice. Uma generalização da propriedade 



INTRODUÇÃO ix 

G ~pr H portanto é a seguinte. Sejam R 2 1 um inteiro e H um grafo fi

xados. Para um grafo G, escrevemos G ~R H se, em qualquer coloração 
das arestas de G onde toda cor aparece no máximo R vezes em cada vértice, 
existe uma cópia TMC de H. A propriedade G ~pr H é portanto aproprie

dade G ~1 H. Nós veremos que quase a mesma prova do Teorema 1 acima 
nos fornece o seguinte resultado. 

Teorema 3. Sejam H um grafo com m2 = m 2(H) > 1 e R 2 1 um 
inteiro fixados. Se a conjectura KLR vale para H, então existe uma cons
tante C = C(R,H) > O tal que, para todo p 2 Cn-1/m2 , a.q.c. G E IG(n,p) 
satisfaz G ~R H. 

Nós usamos "a.q.c." para abreviar "assintoticamente quase certamente" 
(isto é, com probabilidade tendendo a 1 quando n - oo). Agora, em [5], os 
autores mostram um teorema que implica imediatamente o seguinte fato. 

Teorema 4. Para todo H com m2 = m2(H) > 1, existe uma constante 
Ro = Ro(H) tal que, para todo R 2 Ro, existe eo = eo(R, H) tal que, se 
p = con-I /m2 , então limn_.=IP[G ~R H] = O. 

Combinando-se os Teoremas 3 e 4 acima, concluímos então que a função 
n-l/m2 é uma função limiar para a propriedade G ~R H para todo H com 
m2 = m2(H) > 1 que satisfaz KLR e todo R suficientemente grande. 

Agora, suponha que H é um grafo fixo com 1 < m2{H) < 2 satisfazendo 
KLR e que F é o grafo obtido de H adicionando-se um vértice novo e 
unindo-se esse vértice novo a dois vértices adjacentes fixados em H ( ou 
seja, estamos identificando uma aresta fixada em H com uma aresta de um 
triângulo para obtermos F). Não é difícil ver que m2(F) = 2. O último 
resultado nosso que iremos enunciar é uma 1-afirmação em <G(n,p1) para a 

propriedade G ~pr F para um valor de p1 que é w (n-l/m2 (H)) e o(n-112). 

Esse fato mostra em particular que a função n - 1/ 2 não pode ser uma função 
limiar para a propriedade G ~pr F. Tome 

Observe que nós temos -1 < - ~
2 

< -/3 < -½- Nós provamos o se
guinte resultado. 

Teorema 5. Nas condições acima, temos que existe uma constante 
A > O tal que, se p 1 = An- /J, então a probabilidade de G E <G(n,p1) satis
fazer G ~pr F tende a 1, quando n tende ao infinito. 
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No Capítulo 1, iremos mostrar a prova do nosso resultado principal. 
No Capítulo 2, vamos mostrar a demonstração do Teorema 5 acima. No 
Capítulo 3, iremos discutir algumas aplicações desses resultados ( como por 
exemplo o caso particular da Conjectura de Rodl e Tuza e o Teorema 2 
acima) e fazer considerações sobre alguns resultados na literatura que têm 
relação com os nossos. Os próximos capítulos consistem nos Apêndices A, 
B e C, respectivamente. No Capítulo 4, iremos expor a prova de que todos 
os circuitos satisfazem KLR. No Capítulo 5, vamos expor os resultados so
bre quasi-aleatoriedade esparsa de Chung e Graham que foram usados no 
Capítulo 1. Finalmente, no Capítulo 6, nós iremos expor a demonstração 
do Teorema 4 acima. 

Nós às vezes abreviaremos 'se, e somente se' por 'sse' e o símbolo D 
indicará o término (ou ausência) de uma demonstração. Boa leitura! 

OBS: Nós gostaríamos de enfatizar que, apesar das exposições das de
monstrações nos Apêndices A, B e C constituírem não muito mais do que 
traduções das provas encontradas nos respectivos artigos ( exceto por al
gumas observações extras e correções dos typos encontrados), as suas in
clusões no presente trabalho significam somente que o autor selecionou as 
partes relevantes a esse trabalho (na tentativa de torná-lo o mais autocon
tido possível) e verificou os passos das provas em questão (para que o mesmo 
possa de fato aplicá-las na obtenção dos seus resultados). 



CAPÍTULO 1 

Uma !-afirmação assumindo-se KLR 

Nesse capítulo, nós iremos mostrar uma 1-afirmação para a propriedade 
G ~pr H para todos os grafos H ( com m2 ( H) ~ 1) que satisfazem a con
jectura KLR. 

Seja H um grafo fixo. Nós estamos interessados em estudar a seguinte 
propriedade que um grafo G pode ou não ter: para qualquer coloração 
própria das arestas de G, existe uma cópia totalmente multicolorida (TMC) 
de Hem G, isto é, um subgrafo de G isomorfo a H no qual todas as arestas 
têm cores distintas. Escrevemos G ~pr H para denotar que G possui essa 
propriedade. Nós estamos particularmente interessados em obter resultados 
sobre G E <G(N, p). Em outras palavras, seja N um inteiro positivo e consi
dere o intervalo inteiro [N] = {l, 2, ... , N}. Agora, considere o conjunto de 
todos os grafos G sobre [N]. Fixe uma função p: N --t [O, 1] e para cada par 
não-ordenado {i,j} e [N], coloque a aresta {i,j} em G com probabilidade 
p = p(N), independentemente de todos os outros pares não-ordenados. Isso 
define um espaço de probabilidade que é usualmente denotado por <G(N,p) 
(veja, por exemplo, [16]). Podemos então nos perguntar como que a pro
babilidade IP [G ~pr H] se comporta quando N --too (nós estaremos quase 
sempre nos referindo a <G(N,p) quando fizermos uma asserção sobre a pro
babilidade de um grafo satisfazer uma determinada propriedade). 

Recordamos que na teoria de Ramsey clássica, a seguinte propriedade é 
estudada. Seja H um grafo dado e r um inteiro positivo fixo. Nós escre
vemos G ~ (H)r para denotar que o grafo G tem a seguinte propriedade: 
em qualquer coloração das arestas de G que usa no máximo r cores, existe 
uma cópia monocromática de Hem G, ou seja, um subgrafo de G isomorfo 
a H no qual todas as arestas têm a mesma cor. Agora, o comportamento de 
IP [G ~ (H)r] quando N --too foi solucionado (para todo H) por resultados 
devidos a Rodl e Rucinski [28, 29]. Em particular, eles provaram que, se H 
não contém um circuito, digamos, então existem constantes 'Y = 'Y(H) > O, 
Co = Co(H, r) > O e C1 = C1(H, r) > O tais que: 

[O] Se p :S C0N - 1h , então IP [G ~ (H)r] --t O, quando N --too. 

[1] Se p ~ C1N- 1h , então IP [G ~ (H)r] --t 1, quando N --too. 
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A função po(N) = N-Ih é chamada de uma função limiar para a propri
edade em questão e as asserções [ü] e [1] acima são chamadas de O-afirmação 
e 1-afirmação, respectivamente. Observamos que, se H não é uma floresta, 
então a constante I não depende de r e que a mesma é dada por 

{ 
IE(F)l -1 } 

, = ,(H) = max IV(F)I - 2 : F e H, IV(F)I 2 3 . 

A respeito da propriedade G ~pr H, problemas de natureza deter
minística foram estudados em [8], enquanto que problemas de natureza ex
tremal foram investigados em [l]. Quando H = ct, o circuito de tamanho€, 
grafos G que têm essa propriedade e para os quais o menor circuito contido 
em G tem tamanho linear em l foram investigados em [24, 30]. Exem
plos explícitos de tais grafos foram dados em [13]. Nosso objetivo principal 
nesse capítulo é mostrar uma 1-afirmação correspondente para G ~pr H 
para todos os grafos H (com ,(H) 2 1) que satisfazem a conjectura KLR. 
Essa conjectura foi proposta por Kohayakawa, Luczak and Rõdl em [25] e 
está completamente em aberto na sua formulação mais geral. Entretanto, 
a conjectura KLR já foi mostrada para classes importantes de H's (veja as 
referências em [9]). Por exemplo, todos os circuitos satisfazem a conjectura 
KLR (cf. a prova desse fato no Capítulo 4). 

Para podermos enunciar o nosso resultado mais precisamente, nós pre
cisamos de algumas definições. Para um grafo fixo H, Ç(H, n, m, 1::) denota 
a classe de todos os grafos que consistem de IV(H)I conjuntos disjuntos de 
vértices, todos de tamanho n ( cada conjunto representa um vértice de H) e 
existe um grafo (c)-regular com m arestas entre dois desses conjuntos sempre 
que os vértices correspondentes em H são adjacentes ( e nós não colocamos 
nenhuma aresta entre esses dois conjuntos quando os vértices corresponden
tes não formam uma aresta de H). Seja F( H, n, m, E:) o conjunto de grafos 
em 9(H, n, m, E:) que não contêm uma cópia de H. A conjectura KLR afirma 
que F(H, n, m, e) constitui uma parte 'superexponencialmente pequena' de 
Ç(H, n, m, 1::). 

Conjectura KLR [25]. Seja H um grafo fixado. Para todo f3 > O, 
existem constantes Co > O, no > O e E:o > O tais que 

( 
2) IE(H) I 

IF(H, n, m, c)I :S 13m : 

para todo m 2 Don2- 1h (H), todo n 2 no e todo O < E: :S co. 

O nosso resultado central é o seguinte. 

TEOREMA 1.1. Seja Hum grafo com IV(H) I 2: 3 e 1 = ,(H) 2: l. Se a 
conjectura KLR vale para H, então existe C1 = C1(H) > O tal que sempre 

que p 2: C1N- 1h , nós temos que limN__,00 JP>[G ~pr H] = l. 
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Antes de mostarmos o nosso resultado, nós precisamos fixar alguns 
parâmetros e enunciar alguns lemas. Todos os grafos são finitos, simples 
e não-dirigidos. Para um grafo G, V(G) denota o seu conjunto de vértices 
e E(G) o seu conjunto de arestas. Nós escrevemos v(G) = IV(G)I e e(G) = 
IE(G)I. Nós definimos a 2-densidade de G sempre que e(G) 2 2. Ela é 
denotada por d2(G) e dada por d2(G) = (e(G) - 1)/(v(G) - 2). Ainda, 
colocamos m2(G) = ,(G) = max{d2(F) : F e G, e(F) 2 2}. De agora em 
diante, H é um grafo fixado com e(H) 2 2 e m2 = m2(H) 2 1. Coloque 
L = e(H) and K = v(H). 

Recordemos agora o conceito de (c)-regularidade (veja, p. ex., [9]). Para 
um grafo G e subconjuntos U1,U2 C V(G), nós denotamos por Ec(U1,U2) 
o conjunto das arestas de G que têm uma ponta em U1 e uma ponta em U2. 
Sejam O< c,p' ~ 1. Um grafo bipartido B = (Vi U Vi,E) com densidade 
d= IEl/(IVillVil) é dito (c,p1)-regular se, para todos V{ e V1 and V2 e Vi 
com IV{l 2 clVil e IV21 2 clV2I, nós temos que 

I 

IEB(V{, VDI - d 1 < 1 

IV{I IV2I - ép. 

Um grafo bipartido B é chamado de (c)-regular se ele é (e, d)-regular. 
A notação '(c)-regular' é usada para diferenciá-la do conceito clássico de 
e-regularidade (que é o mesmo que (e, 1)-regularidade). 

Note que m2 = 1 sse H é uma floresta com b.(H) 2 2, onde b.(H) 
denota o grau máximo de um vértice em H. Agora, se m2 = 1, então 
não é difícil mostrar que se p 2 N- 1 , então limN_,00 IP'[G ~pr H] = l. 
Utilizamos essencialmente um algoritmo guloso para encontrar uma cópia 
TMC da floresta H em G. Um esboço é dado na prova da Proposição 1.10. 
Portanto, até menção em contrário, assumimos que m2 > l. 

Antes de continuarmos, vamos dar uma idéia de estratégia que será usada 
para mostrarmos o Teorema 1.1. Primeiramente, geramos G E <G(N,p) e as 
suas arestas são coloridas propriamente. Digamos que as cores usadas são 
C1. C2, ... , Cq (o número de cores claramente satisfaz b.(G) ~ q ~ e(G)). 

Agora, para cada cor Ci, um número em [L] = {l, 2, ... , L} é aleato
riamente escolhido com probabilidade uniforme e atribuído a Ci ( e isso é 
feito independentemente das outras cores). Se uma aresta e E G tem cor Ci 
e Ci recebeu o número l E [L], então diremos que e tem rótulo l. Agora, 
para cada l E [L], seja G1 o subgrafo gerador de G formado por todas as 
arestas que têm rótulo l e coloque Ç = {Gt}. Um passo importante da nossa 
prova é mostrar que a.q.c. (assintoticamente quase certamente, ou seja, com 
probabilidade tendendo a 1 quando N ---t oo) G é tal que Ç é fortemente 
T-quasi-aleatória no sentido de Chung e Graham [11] (veja o Capítulo 5), 
para um valor de T = T(H) 2 3 que será especificado mais adiante. 

Assuma que V(H) = {l, 2, ... , K}. Nós fixamos uma coleção de K 
subconjuntos Vi, Vi, ... , VK e V(G), todos de tamanho lN/KJ, e pensamos 
em ¼ como um representante do vértice i de H. Assuma também que 
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E(H) = {1,2, ... ,L}. Para cada arestal= {i,j} em E(H), considere o 
grafo bipartido B1 C G1 cujo conjunto de vértices é ½ U ½ e cujo conjunto 
de arestas é Ec1 (½, ½). Nós iremos usar o fato que H satisfaz a conjectura 
KLR e a propriedade de Ç ser fortemente T-quasi-aleatória para concluir que 
a.q.c. G é tal que o grafo BH e G, definido como sendo a união de todos os 
B1's, contém uma cópia de um grafo em Ç(H,n,m,E) \F(H,n,m,E), para 
convenientes n, m e é. Em particular, BH contém uma cópia de H, que 
necessariamente é TMC por construção. Teremos concluído portanto que 
a.q.c. G E G(N, p) contém uma cópia TMC de H. 

Vamos agora enunciar os lemas que usaremos mais adiante (a prova da 
versão do Lema 1.2 que usamos se encontra em [10]). 

LEMA 1.2. Seja H um grafo fixo com m2 = m2(H) > 1 para o qual a 
conjectura KLR vale. Dado qualquer O < a < 1, existe € 0 > O tal que para 
todo µ > O, existe Cµ > O tal que, para todo p 2:: CµN - l/m2 , temos que 
a.q.c. G E G(N,p) é tal que se BE Ç(H,.N,Jap.N2j,E0 ) é subgrafo de G, 
então B contém uma cópia de H, para todo N 2:: µN. 

DEMONSTRAÇÃO. Nós iremos mostrar o resultado limitando superior
mente o valor esperado E[X] de cópias de grafos de F(H,N, lap.N2J,éa) 
em G E G(N,p). Pela desigualdade de Markov, basta mostrarmos que esse 
valor esperado é o(l). Colocando K = v(H) and L = e(H), temos que 

E[X] ::; L NKNIF(H, N, lapN2 J, Ea)I pLapN
2

• 

N?_µN 

Agora, aplique a conjectura KLR para /3 = (a/e2)L. Sejam Ca = 
Co(/3, H), na = no(/3, H) e éa = Eo(/3, H) as constantes dadas pela con
jectura KLR. Claramente, temos que µN 2". na, para N suficientemente 
grande. 

Ainda, para Cµ = Ca/(aµ2), temos que 

Podemos aplicar a cota superior dada pela conjectura KLR para todo 
N 2:: µN para concluir que, para N suficientemente grande, 

(E) 

Usando os fatos G) ::; (en / kl e m2 > 1, a desigualdade acima implica 
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IE[X] :S L NKN (~. eN~ . p)LapN2 
_ e2 apN2 
N?_µN 

'.S N.NKN e-Letpµ2N2 

:S N0(N)e-n(N2-l/m2) = o(l), 

como queríamos. D 

Para a conveniência do leitor, vamos recordar as noções sobre quasi
aleatoriedade esparsa que usaremos nesse capítulo (veja o Capítulo 5). 

Seja Çrp uma família infinita de grafos {G(n)} com v(G(n)) = n e 
p = p(n) satisfazendo e(G(n)) = (1 + o(l))PG) e pn--+ oo quando n--+ oo. 
Por conveniência de notação, escreveremos G = G(n) e V= V(G) (de forma 
que IVI = n). Considere as seguintes propriedades sobre uma tal família. 

DISC( 1): Para todos X, Y e V, 1 IEc(X, Y)I - plXIIYI 1 = o(pn2
). 

CIRCUITO(t): O número de t-circuitos Ct em G satisfaz 

#1-1 {Ct e G} = (1 + o(l))(pn)t, 

onde #1-1{Ct e G} = l{P : V(Ct) --+ V(G) : {x, y} E E(Ct) => 
{p(x), p(y)} E E(G), e pé injetora}!. 

CICLO{t): O número de t-ciclos (= passeios fechados com t arestas) 
e; em G satisfaz 

#{Ct e G} = (1 +o(l))(pn)t. 

DEG: Para alguma constante absoluta e > O, todos os vértices v em 
qualquer G E Çrp satisfazem d(v) < cpn, onde d(v) denota o grau devem G. 

U(t): Çrp satisfaz DEG e, para alguma constante absoluta co > 1, te
mos que todos os pares de vértices u, w em qualquer G E Çrp satisfazem 
et_ 1(u, w) < copt-lnt-2 , onde et-1(u, w) denota o número de (t-1)-passeios 
u1, u2, ... , Ut (passeios com t - 1 arestas) satisfazendo u1 = u e Ut = w. 

DEFINIÇÃO 1.3. Suponha que para algum inteiro t 2: 2 e alguma cons
tante e > O temos que p > cn-1+1/(t-l) e que Çrp satisfaz U(t). Como 
em [11], diremos que Çrp é fortemente t-quasi-aleatória quando Çrp também 
satisfaz ou CIRCUIT0(2t) ou DISC(l) . 

Essa definição faz sentido em virtude do seguinte resultado. 
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LEMA 1.4. [11] Se, para algum inteiro t 2: 2 e alguma constante c > O, 
nós temos que p > cn-l+l/(t-l), então para qualquer famí'lia Yp que satisfaz 
U(t), as propriedades CIRCUIT0(2t} e DISC(l) são equivalentes. □ 

Nós vamos provar agora um resultado sobre G(N,p) para determinados 
p = o(l). 

LEMA 1.5. Seja O < >. < 1 dado e seja T ~ 3 o único inteiro tal que 
1/(T - 1) < À :S 1/(T - 2). Se p = CN- 1+>. para alguma constante 
(grande o suficiente) C > O, então existem constantes c1 = c1(À, C) > O 
e c2 = c2(>., C) > O tais que a.q.c. G E G(N,p) tem as seguintes cinco 
propriedades. 

(Pl) O número Wj ( x, y) de j-passeios ligando quaisquer dois vértices x 
e y em G satisfaz 

c1iJNi - l ~ wj(x,y) ~ c2P'Ni - 1 , 

paraj E {T- 1, T, ... ,2T- l}. 
(P2) O número nj(x, y) de passeios fechados com j arestas contendo 

qualquer aresta { x, y} em G satisfaz 

c .,J-l Ni - 2 < n ·(x y) < c ..J- l Ni-2 
lJF _ J , _ 2JF , 

para j E {T, T + 1, ... , 2T}. 

(P3) O número de 2T-circuitos em G é (1 + o(l))(pN)2r. 

{P4) e(G) = (1 + o(l))p{~)-

{P5) ~(G) = (1 + o(I))pN. 

DEMONSTRAÇÃO. Como pN/logN-+ oo quando N-+ oo, (P4) e (P5) 
seguem de estimativas padrão (desigualdade de Chernoff). Agora, (P2) é 
um corolário imediato de (PI) e, como circuitos são grafos estritamente 
balenceados e p » N-1

, (P3) é um caso particular de um teorema em [6]. 
Para terminarmos a prova, precisamos mostrar (PI). Para fazermos isso, 
iremos aplicar o teorema de Kim-Vu de concentração polinomial [17] (uma 
aplicação semelhante pode ser encontrada em [33]). É suficiente mostrarmos 
que existe uma constante co = c0 (C, T) > O tal que a.q.c. G E G(N,p) tem 
a seguinte propriedade: dados quaisquer dois vértices x, y E G, temos que 
Jwi(x,y) - piNi- 1J :S copiNi- 1, para j E {T- l,T, ... ,2T - l}. Dados 
x, y E G, podemos escrever 

onde Wj(X. y) denota o conjunto de todos os j-passeios de x a y e te é a 
variável indicadora de e E G. Claramente, esse é um polinômio multilinear 
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de grau j. Seja at Wj(x, y) a derivada parcial de Wj(x, y) com relação às 
variáveis no conjunto I. Usando a notação de [17], seja 

Ei = maxlE [aª wj(x, y)] , 
IJl=i t1 

E= maxi::::o Ei e E'= maxi~l Ei. Em particular, E0 é o valor esperado de 

Wj(x, y). No nosso caso, lE [ -J&wj(x, y)] pode ser visto como o valor esperado 

do número de passeios x-y com j arestas nos quais i arestas fixadas têm que 
aparecer. O teorema de Kim-Vu nos diz que 

(
N)i-

1 

( *) lP' [lwj(x, y) - µI > ªi (EE')If2Ji] S 2e2- ó 2 ' 

para qualquer J > 1, onde µ = E 0 = (l + o(l))pi Ni- 1 e ªJ = 81 j! 1/ 2 . 

Portanto, vemos que se calcularmos o valor de E e E' e escolhermos valores 
apropriados de J para j E {T - 1, T, ... , 2T - 1 }, podemos usar ( *) para 
mostrar (Pl). Agora, claramente temos que Eis (pN)í-iN- 1 , parai< j, 
e que Ej = l. Logo, temos que E'= max{E1 , 1} e que E= max{µ,E'}. 
Nós ternos os seguintes três casos. 

(Caso 1) À= l/(T- 2) e j E {T- 1, ... ,2T- l}. Pela hipótese sobre 
p, temos que max{(pN)i-IN-1, 1} = (pN)i - lN- 1 (se cr-2 > 1) e que 
max{(pN)iN- 1,(pN)i-IN-1 } = (pN)iN - 1 . Logo, EE' :S (pN) 2í- 1N-2. 
Vemos então que existe eo > O tal que colocando-se J = (pN) 11(2J), temos 

que aj(EE') 112Ji :S êoµ e que N 2e2- 8 (1)1-1 
-+ O, quando N -+ oo. 

(Caso 2) 1/(T - 2) < À < l/(T - 1) e j = T - l. Pela hipótese 
sobre p, temos que max{(pN)i-lN-1,1} = 1 e que max{l,(pN)iN-1 } = 
(pN)í N - 1• Logo, EE' :S (pN)í N-1. Vemos então que existe êo > O tal 
que colocando-se J = (pN) 112 N - I/ (2il, temos que aj(EE') 112 Jí :S ê0 µ e que 

N 2e2- 8 (1)1-1 
-+ O, quando N-+ oo. 

(Caso 3) 1/(T- 2) < ,\ < 1/(T - 1) e j E {T, ... ,2T - 1}. Pela 
hipótese sobre p, temos que max{(pN)i- IN- 1, 1} = (pN)i-lN- 1 e que 
max{l, (pN)í N-1} = (pN)í N - 1 . Logo, EE' :S (pN)2i - I N-2 . Vemos 
então que existe eo > O tal que colocando-se J = (pN) 11(2J), temos que 

aj(EE') 112 Jí :s eoµ e que N 2e2- ó (1)j- l -+ o, quando N-+ 00. 

Consequentemente, podemos usar ( *) para ver que existem c1, c2 > O 
tais que a.q.c. G E G(N,p) satisfaz (Pl), como queríamos mostrar. O 

O próximo lema generaliza a desigualdade de Chernoff para a distri
buição binomial. 

LEMA 1.6. [27] Sejam X1, X2, ... , XM variáveis aleatórias independen
tes, com Xk tomando valores em um conjunto Ak para cada k. Suponha que 
a função (mensurável) f : TI Ai -+ lR satisfaz lf (;f) - f (;f1

) 1 :S Ck sempre que 
os vetores ;f e ;f1 diferem somente na k-ésima coordenada. Se Y é a variável 
aleatória Y = f(X1, ... ,XM), então, para todo a> O, 



1. UMA 1-AFIRMAÇÂO ASSUMINDO-SE KLR 8 

{ 
2a

2
} IP[IY - IEYI ;:=: a] S 2 exp I: Ci2 . D 

Vamos mostrar agora o resultado principal que, quando combinado com 
a Proposição 1.10, implica o Teorema 1.1. 

TEOREMA 1.7. Seja H um grafo fixo com m2 = m2(H) > 1. Se a 
conjectura KLR vale para H, então existe uma constante C = C(H) > O 
tal que, se p = C N-1/m2 , então temos que a probabilidade de G E G( N, p) 

satisfazer G ~pr H tende a 1, quando N tende ao infinito. 

DEMONSTRAÇÃO. Coloque À. = 1 - l/m2 e seja T ;:=: 3 o único inteiro 
tal que 1/(T - 1) < À. S 1/(T - 2). Alternativamente, podemos definir T 
por T = 3 + ll/(m2 - l)J. Assuma também que p = cN-l/m2 = cN-1+\ 
onde C = C(H) > O é uma constante grande o suficiente para que o que 
segue valha. Coloque K = v(H) e L = e(H). 

Antes de continuarmos, precisamos mostrar o seguinte resultado auxiliar. 

LEMA 1.8. Fixe um G E G(N,p) e considere uma coloração própria ar
bitrária das arestas de G que usa, digamos, as cores C1, C2, ... , Cq (onde 
~(G) S q S e(G)). Suponha que cada cor Ci é marcada com probabili
dade 1 / L ( e que isso é feito independentemente de todas as outras cores). 
Seja G* o subgrafo gerador de G definido pelas arestas marcadas (isto é, 
pela arestas cujas cores foram marcadas). Temos que a.q.c. G é tal que 
G* tem as seguintes cinco propriedades com probabilidade 1 - o(l), onde 
p = p(N) = p/ L = CN-l/m2 / L. 

{Ql) e(G*) = (1 + o(l))r(1). 
(Q2) ~(G*) = (1 + o(l))pN. 

{Q3) G* satisfaz DEG para p. 

{Q4) G* satisfaz U(I') parap. 

(Q5) G* satisfaz CIRCUIT0(2T) para p. 

DEMONSTRAÇÃO. Como a coloração é própria, o grau de cada vértice 
em G* é uma variável aleatória com distribuição binomial de parâmetros 
N - 1 and p/ L. Como pN/ log N - oo quando N - oo, {Ql) e (Q2) 
seguem do teorema de Chernoff. De (Q2), existe uma constante absoluta 
c > O tal que todos os vértices v em G* satisfazem d ( v) < c(p / L) N. Em 
outras palavras, temos que (Q3) vale. Para mostrar (Q4), nós precisamos 
provar que, para alguma constante absoluta co > 1, o número er- 1 ( u, w) 
de passeios com T - 1 arestas ligando quaisquer dois vértices u, w in G* 
satisfaz er_ 1(u,w) < co(p/ L)T- INT- 2 = c0 (C/ L)T- IN(T-I)À- I_ Por causa 
da propriedade (Pl) no Lema 1.5, nós temos que o número wr-i(u, w) 
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desses passeios em G satisfaz wr-1 ( u, w) ~ c2N(T- l)>..- 1 , para alguma cons
tante c2 > O (note que c2 é uma constante absoluta quando À e C estão 
fixados). Logo, nós temos que, em G*, er-i(u,w) ~ c2N(T-l)>..-i_ Por
tanto, escolhendo-se co > 1 tal que eo > c2(L/Cf-1, vemos que (Q4) 
vale. Para terminar a prova, nós precisamos mostrar que (Q5) vale. Va
mos primeiro fazer algumas observações sobre os 2T-circuitos no G co
lorido que irão nos auxiliar nessa tarefa. Seja C2r a coleção de todos 
os 2T-circuitos em G e R2r a subcoleção de todos os 2T-circuitos TMC 
em G. Coloque N2r = C2r \ R2r. Suponha por um momento que nós 
provamos que (a) IN2rl = o((pN)2T). Seja Z a variável aleatória que 
conta o número de 2T-circuitos em R2r que se tornam 2T-circuitos em 
G*. Agora, por causa de (a) e da propriedade (P3) no Lema 1.5, nós temos 
que IR2rl = (1 + o(l))IC2rl = (1 + o(l))(pN)2T. A probabilidade que um 
dado 2T-circuito em R 2r se torne um 2T-circuito em G* é (1/ L)2T. Con
sequentemente, o valor esperado de Z satisfaz lEZ = (1 + o(l))((p/L)N)2T. 
Nós vemos então que, para provar que G* satisfaz CIRCUIT0(2T), é sufici
ente mostrarmos (a) acima e (b) Z = (1 + o(l))((p/ L)N)2T = (1 + o(l))JEZ. 
Vamos mostrar essas duas asserções. 

Prova de (a) [30]. Vamos estimar por cima o número total de 2T
circuitos em G que não são TMC. Qualquer 2T-circuito que não é TMC é 
dividido em caminhos por duas arestas da mesma cor. Seja k o tamanho do 
menor caminho entre duas arestas da mesma cor. Claramente, k ~ T- 1, e 
portanto existem O(N>..+1) escolhas para a aresta inicial~ e menos do que 
T escolhas para k, o número de diferentes k-caminhos começando em f. é 
O(Nk>..), a próxima aresta é única (pois ela tem a mesma cor que f e a co
loração é própria) e existem O(N(2T-k-2)>..-I) possibilidades para escolher 
o caminho restante de comprimento 2T - k - 2, pela propriedade (Pl) no 
Lema 1.5, já que temos T - 1 ~ 2T - k - 2 ~ 2T - l. Logo, vemos que 
o número de 2T-circuitos que não são TMC é O(N>..+l+K>..+(2T-K-2)>..-I ). 

Concluímos que IN2rl = O(N(2T-l)>,.) = o((pN)2T). □ 

Prova de (b). Nós vamos mostrar que Z = (1 + o(l))JEZ fazendo uso 
do Lema 1.6. Para cada i E {1, 2, ... , q}, seja ei o número de arestas que 
têm a cor Ci. Nós temos que Lei = e(G) e que ~(G) ~ q ~ e(G). Re
corde que a.q.c. G satisfaz ~(G) = (1 + o(l))pN e e(G) = (1 + o(l))p(~). 
Mais ainda, como a coloração é própria, cada cor forma um emparelha
mento e, portanto, ei ~ N/2, para todo í. Agora, a propriedade (P2) 
no Lema 1.5 nos diz que o número de 2T-circuitos contendo uma dada 
aresta é no máximo cN(2T- l)>..- 1, para alguma constante e> O. Portanto, 
para qualquer cor fixada ck, se o status de ck é trocado de marcado para 
não-marcado ou vice-versa, então o número de 2T-circuitos TMC que serão 
afetados por essa mudança é no máximo ck = cekN(2T-I)>.. - I _ Escrevendo 
sr_= (mark(C1), ... , mark(Cq)) para o vetor de q "marcas" e observando que 
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Z = Z (,1Z), nós temos que I Z (,;r_) - Z (±') 1 ::; Ck sempre que ,;r_ e ,;r_' diferem na k
ésima coordenada somente. Nós aplicamos agora o Lema 1.6 com a= KlEZ, 
onde K > O é uma constante arbitrária (mas fixada), para obter que 

{ 
- 2( KlEZ)2 

} 
IP[IZ - EZI ~ KlEZ] ::; 2 exp (cN(2T-l)À-1 )2 E ei2 . 

O lado direito da desigualdade acima é o maior possível quando E e? 
é máximo. Não é difícil ver que isso ocorre precisamente quendo temos 
ei = N /2 para todo i. Note que isso implica q = O(pN). Com esses valores 
na desigualdade acima, temos que IP'[IZ-EZI ~ KlEZ] ::; 2 exp{-K1 NÃ }, onde 
K

1 > O é uma constante. Logo, vemos que de fato Z = (1 + o(l))EZ. D 

Fixe um G E <G(N,p) e pinte as suas arestas propriamente, digamos 
usando as cores C1, C2, ... , Cq, onde il(G) :S q :S e{G). Agora, para cada 
cor Ci, escolha aleatoriamente um número em [L] com probabilidade uni
forme e independentemente de todas as outras cores e atribua o número 
selecionado a Ci- Se uma aresta e E G tem cor Ci e Ci recebeu o número 
l, então dizemos que e tem rótulo l. Para cada l E [L], seja G1 o sub
grafo gerador de G definido por todas as arestas que tem rótulo l e coloque 
Ç = { G1, G2, ... , GL}. Observe that a.q.c. G é tal que com probabili
dade positiva Ç é fortemente T-quasi-aleatória para a função p dada por 
p = p(N) = p/ L. De fato, cada G1 possui as mesmas cinco propriedades 
que G* tem no Lema 1.8. Logo, a.q.c. G é tal que cada G1 é fortemente 
T-quasi-aleatória para p com probabilidade 1 - o(l). Como temos L grafos 
no total, pela cota da união temos que a.q.c. G é tal que com probabilidade 
positiva Ç é fortemente T-quasi-aleatória para p. 

Seja N' = lN/ KJ, V(H) = {l, 2, ... , K} e Vi,½, ... , VK e V(G) dados 
por½= {(i-l)N' +l, (i-l)N' +2, ... , iN'}, i = 1, 2, ... , K. Note que cada 
½ tem tamanho N'. Imagine que ½ representa o vértice ide H e coloque 
E(H) = {l, 2, ... , L}. Para cada arestal= {i,j} E E(H), considere o grafo 
bipartido B1 e G1 cujo conjunto de vértices é ½ U ½ e cujo conjunto de 
arestas é Eo,(½, Vj). Agora, seja BH = LJ{B1 : l E E(H)} e G. O nosso 
objetivo é mostrar que a.q.c. G é tal que BH contém uma cópia de H (que 
é necessariamente TMC por construção). Para isso, é claramente suficiente 
provarmos que a.q.c. G é tal que BH contém uma cópia de um grafo em 
Ç(H,n,m,E) \ F(H,n,m,E), para convenientes n, me E. 

Seja l = { i, j} fixado. Como a.q.c. G é tal que Ç satisfaz DISC(l), 
nós temos que existe algum O < 0:1 < 1 tal que e(Bt) ~ a1pN12

, para N -
suficientemente grande. Coloque o: = min{o:1 : l E [L]} e µ = 1/(2K). 
Ainda, considere E e E K N ( ½, ½). Não é muito difícil ver que nós temos 
que IP'[E e E(B1)] ::::; plEI. Portanto, podemos usar a desigualdade (E) da 
prova do Lema 1.2 para ver que existem Eo:, Cµ > O tais que, para todo 
p ~ CµN - l/m2 , nós temos que a.q.c. G é tal que se BH contém uma cópia 
de um grafo em Ç(H,N, lapN2J,Eo:), então BH contém uma cópia de H, 
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para qualquer N 2 µN. Vamos mostrar agora o último resultado auxiliar 
que precisamos para completar o nosso argumento. 

LEMA 1.9. [10] Para todo O < E:1 
::; 1/6, existe uma constante C' = 

C'(E:1
) > O tal que qualquer grafo B = (W1 U W2, E) (€')-regular contém 

um subgrafo gerador B' = (W1 U W2, E') (2€1)-regular com exatamente m' 
arestas, para todo m' satisfazendo C'v(B) ::; m'::; e(B). 

DEMONSTRAÇÃO. Escolha um subconjunto E' e E de tamanho m' uni
formemente ao acaso. Seja d a densidade de B, isto é, d= IEl/(IVillVi[), 
e seja d' a densidade de B' = (Vi U Vi, E'). Sejam V{ e Vi e V2 e Vi com 
[V{ [ 2 2é' [ Vi I e [V2 [ 2 2é' [ Vi [. Nós pretendemos usar a desigualdade de 
Hoeffding para mostrar que com alta probabilidade o conjunto aleatório E' 
satisfaz a condição de (2é1)-regularidade com relação a V{ e V2, ou seja, que 
E' intersecta E(V{, V2) em pelo menos (1 - 2é')d'[V{[[V2[ e em não mais do 
que (1 + 2é')d'[V{[[V;I arestas. 

A desigualdade de Hoeffding afirma que se temos um conjunto E de ta
manho M e um subconjunto E" de tamanho n, então a variável aleatória 
X que conta [E' n E"[ para um conjunto aleatório E' com m' elementos 
satisfaz, para todo O < ,\ ::; 3/2, que 

..\2 nm1 

JP>[IX - nm' /MI 2 >.nm' /Aí] :S 2e- T---xT 

(veja, p. ex., [16]). Temos M = [E[= [E(Vi, Vi) [, n = [E"[= [E(V{, V;)[ e 
m' = [E'[. Primeiramente, vamos obter estimativas para nm'/Af. 

Como B é (E')-regular, temos que 

(1 - é')[V{IIV2ld::; [E(V{, V;)[::; (1 + E1)[V{[[V;[. 

Portanto, temos que 

nm'/M 2 (1- é1)[V{[[V;[dl
1
!i = (1- é')[E'[ \~::~il 2 (1 - é1)4(é')2[E'[ 

e que 

nA~, ::; (1 + é')[V{IIV2[dll!i' = {1 + E1)d'[V{IIV2I-

Consequentemente, temos que 

IP' [I [E(V{, V;)[ - d'[V{ [[V; I 1 2 (>.(1 +E')+ E')d'[V{[[V;I] 

:'.S IP' [I [E(V{, v;)I - n;;' j 2 ,\ n;'] :'.S 2e-(1-é')4(é')21E'I >{. 

Colocando-se ,\ = E
1 / 2, vemos que 

1 

IE(V{, v;)I - d' I > 2 'd' 
[V{ IIV2I - E 

implica 
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Logo, a probabilidade que a condição de (2E')-regularidade não é satisfeita 
para dois conjuntos fixados V{ e V~ com IV{I 2: 2E'IVil e IV~I 2: 2E'IVil é 
no máximo 2e-(l-e')(e')4IE' l/3• Como existem no máximo 2IV1 l+IV2 I escolhas 
para V{ e V~, vemos que 

lP'[B' não é (2E')-regular] ~ 2IVil+IVil2e-(1-e')(e')41E'l/3 < 1, 

se IE'I > (3ln2)(1Vil + IVil + 1)/((1 - E')(E')4
). Temos então que nesse 

caso existe algum subconjunto de E de tamanho m' que forma um grafo 
(2E')-regular, como queríamos mostrar (note que da prova acima vemos que 
a probabilidade de m' arestas escolhidas uniformemente ao acaso formarem 
um grafo (2E')-regular tende a 1 quando IV(B)I tende ao infinito). D 

Coloque i = E0 /6. Agora, como a.q.c. G é tal que g satisfaz DISC(l), 
não é difícil ver que, para N suficientemente grande, B1 é (f)-regular. Po
demos aplicar então o Lema 1.9 a cada B1 para obter que a.q.c. G é tal 
que BH contém a cópia de um grafo em Ç(H, N', LapN'2J,Ea), já que 
2f < E0 • Agora, como N' 2: µN para todo N suficientemente grande, nós 
concluímos que a.q.c. G é tal que BH contém uma cópia de um grafo em 
Ç(H, N', LapN'2 J, Ea)\F(H, N', LapN'2J, Ea), como queríamos mostrar. D 

A proposição simples a seguir completa a prova do Teorema 1.1 (em [9] 
foi observado que não é difícil ver que a conjectura KLR vale para florestas). 

PROPOSIÇÃO 1.10. Se H é uma floresta com f}.(H) 2: 2 e p 2: N - 1 , 

então a probabilidade de G E G(N,p) satisfazer G ~pr H tende a 1, quando 
N tende ao infinito. 

DEMONSTRAÇÃO. Daremos somente um esboço. Não é difícil ver que 
existe uma árvore A= A(H) com a propriedade que todos os seus vértices 
que não são folhas têm grau v(H)+ 1 e tal que em qualquer coloração própria 
das arestas de A existe uma cópia TMC de H. Agora, se p » N-l-l/e(A), 
então a.q.c. G E G(N,p) contém uma cópia de A, de onde concluímos que 
limN-+oo lP'[G ~pr H] = I sempre que p 2: N - 1

. O 

Para terminar esse capítulo, observamos que a função N - l/m2 (H) não 
pode ser uma função limiar para a propriedade G ~pr H para absoluta
mente todos os grafos H com m2 (H) > 1. Para ver isso, seja Fo o grafo 
obtido identificando-se um vér1 ice de um triângulo com a raiz de uma árvore. 
A máxima O-densidade de Fo é 1 e a máxima 2-densidade de Fo é 2. Por
tanto, se p satisfaz N - 1 « p « N - 112 , n1tão praticamente a mesma prova 
da Proposição 1.10 acima mostra que a probabilidade de G E G(N,p) sa
tisfazer G ~pr Fo tende a 1, quando N -----, oo. Desse modo, vemos que 
a função N-1/ 2 não é uma função limiar para a propriedade G ~pr Fo. 
No próximo capítulo, vamos mostrar uma 1-afirmação para uma classe de 
exemplos que generalizam F0 e, no Capítulo 6, iremos expor a prova de 
uma O-afirmação envolvendo a função N - l /m2 (H) para uma propriedade que 
generaliza a propriedade G ~pr H. 



CAPÍTULO 2 

H's com 1 < m2 (H) < 2 mais um K 3 

Nesse capítulo, iremos mostrar uma 1-afirmação para uma classe de 
exemplos que generalizam o exemplo Fo do final do Capítulo 1. De agora em 
diante, H denota um grafo fixo satisfazendo KLR com 1 < m2 ( H) < 2 e F 
o grafo obtido de H adicionando-se um vértice novo e unindo-se esse vértice 
novo a dois vértices adjacentes fixados em H ( ou seja, estamos identificando 
uma aresta fixada em H com uma aresta de um triângulo para obtermos 
F). Não é difícil ver que m2(F) = 2. O resultado que iremos provar é uma 
1-afirmação em G-(N,p1) para a propriedade G ~pr F para um valor de 
PI que é w (N-l f m2 (H)) e o(N- 112). Esse fato mostra em particular que a 

função N-1/ 2 não pode ser uma função limiar para a propriedade G ~pr F. 
O valor de PI que iremos usar e a demonstração que iremos expor são for
temente inspirados em [23], no qual os autores investigam funções limiares 
para o caso Ramsey assimétrico. 

Ponha K = v(H) e L = e(H). Claramente, temos que v(F) = K + l e 
que e(F) = L + 2. Note também que 1 < d2 (F) < 2. Ainda, colocamos 

Observe que temos 

1 1 
-1 < -- < -/3 < --. 

m2 2 

O resultado que iremos provar é o seguinte. 

TEOREMA 2.1. Nas condições acima, temos que existe uma constante 
A> O tal que, se PI = AN- f3, então IP'[G ~pr F]-+ 1, quando N-+ oo 

DEMONSTRAÇÃO. Antes de prosseguirmos, vamos enunciar os resultados 
auxiliares que precisaremos mais adiante. 

Sejam E um conjunto finito e (Je)eEE uma família de váriáveis aleatórias 
0-1 independentes indexada por E tal que lE(Je) = Pl para todo e E E. Seja 
ainda (Ea)aEA uma família de subconjuntos de E e ponha Ia = ITeEEa Je 
e S = LaEA Ia. A variável aleatória S conta então quantos conjuntos Ea 
(a E A) são tais que todos os seus elementos e E Ea satisfazem Je = 1. 

13 
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Considere 

onde a soma se estende sobre todos os pares (a, {3) com a f f3 e EanE13 f 0. 

A desigualdade de Janson [15] é a seguinte. 

LEMA 2.2. [15] Se µo= lE(S), então, para todo O::; ê::; 1, temos que 

JIP [ S ::; ( 1 - ê) µo] ::; exp { - 2 ( 1 + 
1
b. /µo) E

2 
µo} . D 

Nós iremos enunciar a seguir um resultado que estende o lema da regula

ridade de Szemerédi para grafos esparsos, observado independentemente por 

Kohayakawa e Rodl (veja, p. ex., [22]). Antes de continuarmos, precisamos 

de algumas notações e definições (por simplicidade, enunciaremos somente 

uma versão para grafos bipartidos do resultado em questão) . 

Seja J = (J1 U J2, E) um grafo bipartido fixo. Escrevemos (U, W) -< J 

se Un W = 0 e U e Ji, W e Ji para i,j E {1,2} comi f j. Suponha 

que O < TJ ::; 1, D 2 1 e O < p :S 1 estejam fixados. Diremos que J 

é ( TJ , D, p )-sup-unif arme se para todos U, W e V ( J) com ( U, W) -< J e 

IUI, IWI 2 TJIV(J)I, valer que IEJ(U. W)I :S Dp lU II W I. Para quaisquer 
dois subconjuntos disjuntos e não-vazios U, W e V(J), a p-densidade de J 
entre U e W é dada por 

Agora, suponha que O< ê :S 1 é um número real e que U, W e V(J) são 

dois conjuntos disjuntos e não-vazios de vértices de J . Diremos que o par 

(U, W) é (ê, J, p)-regular se para todos U' e U e W' e W com /U'I 2 é/UI 

e [W'I 2 E[WI, valer que 

ldJ,p(U', W') - dJ,p(U, W)I :::; é. 

Nós diremos que uma partição P = (½)f=o de V(J) é (é, k)-equitável se 

IVol :Se IV(J)I e IVil = · · · = IVkl e que uma partição de V(J) P = (½)to 

(E:, k)-equitável é (é, J, p)-regular quando no máximo é(~) pares (Pi, Pj) com 

1 :Si< j :::'. k não são {E:, J,p)-regulares. Nós dizemos que Vo é a classe excep

cional da partição equitável P. Ainda, diremos que uma partição equitável 

Q refina a bipartição (J1 , h) de J se toda classe não-excepcional de Q está 

contida ou em J1 ou em J2. 
-

O resultado mencionado acima é o seguinte. 

LEMA 2.3. [22] Para todos E: > O, ko 2 2 e D 2 1, existem constantes 

TJ = TJ(E:, ko, D) > O, Ko = Ko(E:, ko , D) 2 ko e No = No(E:, ko, D) tais que 

qualquer grafo bipartido J = (Ji Uh, E) com pelo menos No vértices que é 

(TJ. D , p)-sup-uniforme admite uma partição (E: , k)-equitável (é, J,p)-regular 

que refina (Ji, J2), com ko :::'. k :S Ko. D 
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Sejam G E G(N,p1) e {7í, ... , Ts} o conjunto das cópias de K3 em G 

isoladas por arestas. Ainda, seja K3 = K3(G) o subgrafo gerador de G cujo 

conjunto de arestas é a união dos conjuntos de arestas de Ti. (1 :Si :S s). Seja 

JJo o número esperado de cópias de K 3 em G (não necessariamente isoladas) 

que contêm um par de vértices fixado. Claramente, o número esperado de 

cópias de K3 em G é (nLp1 3/6. Portanto, 

Po = (1 + o(l))A3 N-l/m2 = (1 + o(l))A3p. 

Note que e(K3) = 3s. Agora, para E e E(KN ), escrevemos E e E(K3) 

se E e E(K3 ) com todas as arestas em E pertencendo a diferentes cópias 

isoladas de Ka em G. Os seguintes dois lemas estão provados em [23]. O 

Lema 2.5 mostra em particular que a.q.c. K3 é (77, 9, Po)-sup-uniforme, para 

qualquer O < 'T/ :S 1 fixado. 

LEMA 2.4. [23] Para qualquer E e E(KN), nós temos que 

IP [E e E(K3)] :S PbEI_ 

DEMONSTRAÇÃO. Suponha que E = {e1, ... , ea}, com a = IEI. Seja 

I o conjunto de todas as a-uplas (K~1
), •.. , Kt)) de cópias de Ka em KN 

com ei E E(K~i)), para todo i. Ainda, seja J o conjunto de todas as a

uplas (K~1
), ••. , K~ª)) E I com os K~i),s dois a dois isolados por arestas. 

Finalmente, seja JCt) o conjunto das cópias de Ka em KN que contêm a 

aresta ei, para todo i. Note que I = JC~1
) x · · · x JCt). Temos que 

JP> [E C E(K3)] < L IP [K?) C G, ... ,K~a) C e] 
(Kál) , ... ,Káª))E..J 

L IP [K~1l e e] ... IP [Kà°l e e] 
(Ká1 >, ... ,K~ª))EJ 

< L lP' [KJ1l e e] .. -IP [Ká°) e e] 
( 

( 1) (a)) K 3 , ... ,K3 EI 

L IP[KJ1lcc]-·· L IP[Ktlcc] 
K( 1lE,a;:(1> K (a ) E,c(a) 

3 3 3 3 

=pg, 
como queríamos. D 

LEMA 2.5. [23] A.q.c. G E G(N,p1) é tal que K3 K3(G) satisfaz 

o seguinte. Se U, lV e V(K3) são disjuntos e IUIIWI ~ wNI+I/m2 , com 

w = w(N)--+ oo quando N--+ oo, então 

IEk/U, W)I :S 9polUIIWI. 
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DEMONSTRAÇÃO. Se um par fixo (U, W) com u = JUI e w = IWI não 

satisfaz a conclusão do enunciado, então existe um conjunto E e U x W com 

E C E(Ka) e IEI = f9pouw l- Portanto, temos que existe um subconjunto 

E' CU x W com IE'I = f3pouw l tal que todas as arestas em E' pertencem a 

diferentes cópias isoladas de K3 em G. Pelo Lema 2.4 acima, a probabilidade 

desse evento é no máximo 

( UW )pf3pouwl < (:.)3pouw. 
f3pouwl O - 3 

Como temos no máximo 22N escolhas para os conjuntos U e W, o resultado 

segue do fato que 3p0uw/N-+ oo, quando N-+ oo. D 

O próximo resultado mostra a existência de um grande número de cópias 

isoladas de K3 em G. Na verdade, precisaremos estimar o número dessas 

cópias com cada um dos vértices da imagem de K3 pertencendo a subcon

juntos específicos de V(G). Sejam V(K3) = { v1, v2, v3} e W1, W2 e W3 sub

conjuntos dois a dois disjuntos de V(G) e ponha W = (W1, W2, lV3). Nós 

estamos interessados no número Z = Zw de injeções i: V(K3)-+ V(G) que 

levam Vi em Wi para todo i e tais que {i(vi), i(vj)} E E(G) para todos i,j 

comi=/- j. Dizemos que tais injeções são W-imersões de K 3 em G. Seja 

ainda Y = Yw(G) o número de tais W-imersões com a imagem dei sendo 

uma cópia isolada de K 3 em G. 

A seguinte estimativa para Y = Yw(G) está provada em [23] (com 

hipóteses ligeiramente mais fracas) . 

LEMA 2.6 . (23] Para todo µ,>O fixado, temos que a.q.c. G E G(N,p1) 

tem a seguinte propriedade. Para qualquer vetor W = {W1, W2, W3) de 

subconjuntos dois a dois disjuntos de [ N] com I l--Vi 1 2'. µ,N, para todo i, 

Y = Yw(G) satisfaz Y 2: (1/2)lE(Zw) -

DEMONSTRAÇÃO. Seja lvl = K4 o grafo obtido identificando-se uma 

aresta de uma cópia de K3 com uma aresta de uma segunda cópia de K3 

(ou seja, Af é o grafo K4 menos uma aresta). Seja X= X(G) o número de 

cópias de M em G. Primeiramente, vamos dar uma estimativa para IE{X). 

Seja{/ = {3 - l/m2 > O. Se Aut{M) denota o grupo de automorfismos de 

lvl, nós temos que 

IE(X) = {n~4P11Aut(M)l- 1 = O (N3-
31J-.S') = O (N2-/3). 

Fixe W = (W1, lV2, lV3) e seja (K3 : a E A) a família de todos os 

grafos isomorfos a K3 cujos conjuntos de vértices podem ser escritos como 

{ ií1, ií2, ií3} com Vi E Wi, para todo i. Temos que IAI 2: (p,N) 3 e que a 

variável aleatória S definida logo antes do Lema 2.2 coincide com Zw. Ob

serve que 
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Portanto, pela desigualdade de Markov, temos que a.q.c. G E G(N, p1) 
é tal que X = o(E(Zw )) e portanto também que .ó. :S 2X = o(E(Zw )), 
onde .ó. está definido logo antes do Lema 2.2. A desigualdade de Janson 
(Lema 2.2) implica 

lI1' [ Zw :S ~E(Zw)] :S exp (-
3
1
3

E(Zw)) :S exp (- 3
1
3 (p,A)3 N 2- 1/m2

) • 

Por outro lado, existem no máximo 23N escolhas para W. Logo, a.q.c. 
G E <G(N,p1) é tal que Zw 2'. (3/4)E(Zw) para todo W. Mais ainda, nós 
também temos que a.q.c. G E G(N,p1) é tal que X :S E(Zw)/8, e portanto 
que Y ;2'. Zw - 2X 2'. E(Zw )/2 para todo W, como queríamos mostrar. D 

Seja V(F) = {1, 2, ... , K, K + l}. Sem perda de generalidade, vamos 
considerar que o vértice novo é o vértice 1 e que a aresta do triângulo que foi 
identificada com a aresta fixada em H é a aresta {2, 3}. Em outras palavras, 
temos que o (único) triângulo contido em F é o triângulo { 1, 2, 3} e que os 
vértices da cópia de Hem F são os vértices 2, 3, ... , K + 1 de F. 

Fixe G E G(N,p1 ) e pinte as suas arestas propriamente, digamos usando 
as cores C1, C2, ... , Cq, onde ~(G) :S q :S e(G). Agora, para cada cor Ci, 
escolha aleatoriamente um número em [L] com probabilidade uniforme e in
dependentemente de todas as outras cores e atribua o número selecionado a 
Ci. Se uma aresta e E G tem cor Ci e Ci recebeu o número l, então dizemos 
que e tem rótulo l. Para cada l E [L], seja Gl o subgrafo gerador de G defi
nido por todas as arestas que tem rótulo l e coloque Ç = {G1, G2, ... , GL}. 
Agora, note que 1/3 < 1 - /3 < 1/2 e, logo, temos que a.q.c. G é tal que 
com probabilidade positiva Ç é fortemente 4-quasi-aleatória para a função 
p1 dada por p1 = p1 (N) = pif L. De fato, cada G1 possui as mesmas cinco 
propriedades que G* tem no Lema 1.8. Logo, a.q.c. G é tal que cada G1 
é fortemente 4-quasi-aleatória para p1 com probabilidade 1 - o(l). Como 
temos L grafos no total, pela cota da união temos que a.q.c. G é tal que 
com probabilidade positiva ç; é fortemente 4-quasi-aleatória para p1. 

Sejam N' = lN/(K + l)J e W1, W2, ... , WK+I e V(G) subconjuntos 
dados por Wi = {(i - l)N' + 1, (i - l)N' + 2, ... ,iN'}, i = 1,2, ... , K + 1. 
Note que cada Wi tem tamanho N'. Pensamos que Wi representa o vértice 
i de F. Considere o vetor W = (W1, W2, W3) e seja Gi[W] o subgrafo de 
G1 induzido por vVi U W2 U W3. Agora, seja Gi[W] o subgrafo gerador de 
Gi[W] formado pelas cópias de K3 em G1 [W] que são isoladas por arestas. 
Ainda, seja J o subgrafo de Gi[W] induzido por W2 uW3. Se Z{v- = Z{v-(G) 
denota o número de cópias de K3 em G1 [W], então, como todo triângulo no 
G propriamente colorido é automaticamente TMC, nós temos que 

E(zi) = E(Zw )/ L3
. 

Portanto, da prova do Lema 2.6, nós vemos que a.q.c. G é tal que 

e(J) 2'. (1/2)(p,A/L) 3N 2- 1/m2 = (1/2)(p,/L)3A3pN2, 
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ondeµ = l/(2K + 2). Agora, do Lema 2.5, nós temos que a.q.c. G é tal 
que K3 é (77, 9,po)-sup-uniforme, para qualquer O < rJ :=::; 1 fixado. Como 
J é subgrafo de K3 com IV(J)I 2: 2µ,N, então também temos que existe 
O< a< l tal que a.q.c. G é tal que J é (r,, 1 + a, 9A3p)-sup-uniforme, para 
qualquer O < 77 :=::; 1 fixado. 

Agora, coloque p = 9A3p e seja O < l :=::; a Ea/6 satisfazendo 

(2l + l 2)(1 +a)+ a/2 < (µ/ L)3 /36, 

onde éa é dado pelo Lema 1.2. Aplique o Lema 2.3 para e = l, ko = 3 e 
D= l + a para obter constantes rJ = r,(c, 3, 1 + a), Ko = Ko(c, 3, 1 + a) e 
No= No(c, 3, 1 + a) que satisfazem a conclusão do Lema 2.3. Seja 

µ = min{r,, e, (1 - c)/(2Ko)} 

e aplique o Lema 2.3 para o grafo J para obter uma partição (e, k)-equitável 
(e, J,p)-regular (Pi)f=0 de V(J) que refina (W2, W3) com 3 :=::; k :=::; Ko. Seja 
'R o grafo que consiste em k vértices que correspondem às classes P1, ... , Pk 
e existe uma aresta entre dois vértices sempre que as classes correspondentes 
formam um par (c,p)-regular com pelo menos afi1Pil2 arestas. Note que, 
para todo i e todo N suficientemente grande, nós temos 

2µµN :=::; µIV(J)I :S (1 - c)IV(J)l/(2Ko) :S IPil :=::; N/k. 

Vamos mostrar agora que e('R) > O. Para isso, iremos estimar quantas 
arestas de J não estão envolvidas nas arestas de 'R. Nós temos no máximo: 

(a) c(l + a)pN2 arestas incidentes a vértices de Po (como o grafo J é 
(µ, 1 + a,p)-sup-uniforme e IPil 2: µjV(J)I, vemos que para todos 1 :=::; i :=::; k 
e todos os conjuntos Qo C V(J) \ Pi de tamanho cN 2: µN contendo P0 , 

existem no máximo (1 + a)'fJIQollPil :=::; (1 + a)pcN2 arestas entre Qo e Pi e 
portanto também entre P0 e Pi). 

(b) c(l + a:)pN2 arestas entre classes que não formam um par (c,p)
regular (pois existem no máximo ck2 tais pares e por J ser sup-uniforme 
existem no máximo (1 + a)p(N/k)2 arestas em cada um desses pares). 

(c) ½afJN2 arestas entre classes que formam um grafo bipartido com 
menos do que ap( N / k )2 arestas (pois cada par contém no máximo ap( N / k )2 

arestas e existem no máximo k2 /2 tais pares). 

(d) c2 (1 + a)pN2 arestas dentro de Po (por J ser sup-uniforme e por 
termos IPol :=::; cN). 

Como cada aresta de 'R pode representar no máximo (1 + a)p(N/k) 2 

arestas de J, nós temos de (a), (b), (c) e (d) acima que 

IE ('R) I > e(J) - ((2c + c2
)(1 +a)+ a/2) pN2 

- (1 + a)p(N/k)2 

Vemos então que IE ('R) 1 > O. Sem perda de generalidade, suponha 
então que o par (P2, P3) com P2 e W2 e P1 e lV3 é (c,p)-regular e satisfaz 
IE(P2, P3)I 2: afJIPil2. Note que o par (P2, ?3) também é (ca/6, ap)-regular. 
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Aplicamos o Lema 1.9 ao grafo (P2UP3, EJ(P2, P3)) para concluir ele contém 
um subgrafo gerador (P2 U P3, E) com exatamente aplP112 arestas que é 
(e0 /3, ap)-regular. Portanto, vemos que o grafo (P2 U P3, E) é (eo)-regular. 

Seja N = IPil = IP2I = IP31 = ·· · = IPkl• 
Agora, para cada i E {4, ... , K + 1}, fixe um subconjunto Wi e Wi com 

1wi1 = N e ponha W2 = P2 e W3 = P3. Seja V(H) = {2, 3, ... 'K + 1} e, 
sem perda de generalidade, digamos que a aresta 1 de H seja a aresta {2, 3}. 
Para cada arestal E {2,3, ... ,L} com l = {i,j}, seja Ê1 e G1 o grafo 
bipartido cujo conjunto de vértices é Wi U Wj e cujo conjunto de arestas é 
Ec

1
(Wi, Wj) e tome Ê 1 = (W2 U iV3,E). Como observamos acima, temos 

que Ê1 é (e0 )-regular. Coloque a= 2µµ e seja O <ô< a satisfazendo 

{ 
ó 2ó 2ó 2(2ó/(1 - ó)) } 

max a 2 ' a(l - 6/a)' a(l - 8)' 1 - 26/(1 - 6) < Eo/
12

· 

Como a.q.c. G é tal que Ç satisfaz DISC(l), não é difícil ver que, para 
N suficientemente grande, cada grafo bipartido (Wi U Wj, Ec, (iVi, Wj)) com 
1 f:- l = {i,j} é (&)-regular. Como IWi l 2'.: alWil para todo i, aplicando-se o 
Lema 4.2 (duas vezes) a cada um desses grafos bipartidos, nós vemos pela 
escolha de 8 acima que os grafos Ê1 com l # 1 são (ea/12)-regulares. Ainda, 
para cada Ê1 com l f:- 1 e para cada aresta em E(Ê1), nós escolhemos essa 
aresta com probabilidade po/P1 (e isso é feito de maneira independente9. 
Ainda, seja B1 o subgrafo gerador de Ê1 formado pelas arestas escolhidas e 
coloque B1 = (iV2 U W3, EJ(lV2, ll/3)). Observe que temos Ê1 C B1. Seja 
BH = LJ{Bz : l E [L]} e G. Por uma prova análoga à prova do Lema 1.9 
(na qual usamos a desigualdade de Chernoff no lugar da desigualdade de 
Hoeffding) e como a.q.c. G é tal que Ç satisfaz DISC(l), nós vemos que 
existe a < a' < 1 tal que a.q.c. G é tal que cada B1 com l f:- 1 é (e0 /6)
regular e contém pelo menos Lc:i/pN2J arestas. Aplicando o Lema 1.9 a cada 
B1 com l f:- 1, nós concluímos que a.q.c. G é tal que BH contém uma cópia 
de um grafo em Ç(H,N, LapN2J,e 0 ). Agora, nós temos que E C E(K3) 
para todo E e E(J) e que, para 1 # l = {i,j} e E' e EKN(Wi, Wj), 

JE'I I IE'I IP'[E' C E(B1)] ~ p1 x (Po/P1)IE 1 = p0 . Portanto, pelo Lema 2.4 e por 
essa última observação, nós podemos usar a desigualdade (E) da prova do 
Lema 1.2 para concluir que a.q.c. G é tal que BH contém uma cópia de 
um grafo em Ç(H, N, lapN2J,t:0 ) \ :F(H,N, lapN2J,t:0 ), já que N 2'.: aN 
para todo N suficientemente grande. Concluímos que a.q.c. G E G(N,p1) 

contém um-a cópia de F que é necessariamente TMC (por construção). D 



CAPÍTULO 3 

Aplicações e comentários finais 

Nesse capítulo, iremos dar algumas aplicações importantes dos resul
tados provados nos Capítulos 1 e 4. Em seguida, faremos algumas ob
servações sobre resultados envolvendo propriedades relacionadas a colorações 
canônicas e enunciaremos uma conjectura a respeito dessas colorações. 

O resultado provado no Capítulo 1 nos dá uma !-afirmação para a pro
priedade G ~pr H para todo H que satisfaz a conjectura KLR. Podemos 
então nos perguntar que tipo de 1-afirmação poderia ser mostrada para to
dos os grafos H. Para dar uma resposta a essa pergunta, vamos utilizar um 
resultado devido a M. Schacht [26, 32]. Na sua dissertação de mestrado 
(orientada por Y. Kohayakawa e V. Rodl), ele mostra que todo grafo H 
satisfaz uma versão mais fraca da conjectura KLR. Procedendo da mesma 
maneira que no Capítulo 1, obtemos então uma !-afirmação correspondente 
para todos os grafos H. Para enunciarmos o teorema em questão, precisamos 
de uma definição. 

DEFINIÇÃO 3.1. Sejam d um inteiro positivo e Hum grafo d-degenerado 
com h vértices (lembramos que um grafo é d-degenerado se todo subgrafo 
tem grau mínimo no máximo d). Sejam t 2 h 2 2 inteiros fixados e n 
suficientemente grande. Sejam o: e e constantes positivas. Suponha ainda 
que J é um grafo h-partido com classes de vértices Vi, ... , Vh. Diremos que 
J é um blow-up regular de H se J satisfaz as seguintes quatro condições. 

(CI) l¼I = m = ln/tj, para todo i. 

(C2) qd » (Iogn) 4 . 

(C3) Para todo 1 :Si < j :S h, IE(¼, ½)I = pm2, se {i,j} E E(H) e 
IE(¼, ½)I = O, se {i,j} ~ E(H), onde 1/n « p = o:q < l. 

(C4) (½, ½) é (e, q)-regular, para todo 1 :Si < j :S h. 

O teorema em questão é o seguinte. 

TEOREMA 3.2. [26, 32] Para todos o:, u > O, para todo inteiro positivo d 
e para todo grafo d-degenerado H com h vértices, existe é > O tal que, para 
todo t 2 h, a.q.c. G E G(n, q) satisfaz a seguinte propriedade. Todo subgrafo 
J C G que é um blow-up regular de H contém pelo menos (1 - u)pe(H)mh 
cópias de H . □ 

20 
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O leitor não terá dificuldade em usar o Teorema 3.2 ( em vez do Lema 1.2) 
na prova do Teorema 1. 7 para concluir o seguinte resultado. 

TEOREMA 3.3. Sejam d um inteiro positivo e H um grafo d-degenerado 
com m 2 (H) > 1. Se p » {logN)4/dN-l/ d, então a probabilidade de que 

G E G(N,p) satisfaz G .!+pr H tende a l, quando N tende ao infinito. □ 

Como todo grafo H é d-degenerado para algum d (por exemplo, para 
d= tl(H)), então o Teorema 3.3 nos dá uma 1-afirmação para todo grafo 
H com m2 (H) > 1 (note que, com as hipóteses do Teorema 3.3, na verdade 
podemos concluir que a.q.c. G E G(n,p) é tal que, em qualquer coloração 
própria das arestas de G, existem várias cópias TMC de Hem G). 

Vamos dar agora uma aplicação do resultado mostrado no Capítulo 4. 
Primeiramente, note que, aplicando o Teorema 4.16 (em vez do Lema 1.2) 
na prova do Teorema 1.7, obtemos o seguinte resultado. 

TEOREMA 3.4. Sejam l 2: 3 um inteiro e ó > O fixados. Então existe 
uma constante C > O tal que, para todo p 2: GN-l+l/ (l - l), temos que a.q.c. 
G E G(N,p) é tal que, em toda coloração própria das arestas de G, existem 
pelo menos (1 - J)2CNl+l/ (l-l) cópias TMC do circuito C1 em G. O 

Agora, o seguinte lema é provado em [24]. 
LEMA 3.5. [24] Sejam l 2: 3 um inteiro fixado e p = p(N) = wN- 1+1/ (l - l) 

com w = Nº(l) e w = w(N) --too, quando N --too. Então temos que a.q.c. 
G E G(N,p) tem as seguintes quatro propriedades. 

(i) G contém pelo menos w1- 1pN2 / ( 4l) cópias de C1 e o grau máximo 
de G é menor do que 2pN. 

{ii) G contém no máximo 2Nv(F)pe(F) cópias de qualquer grafo fixo F. 

{iii} Existe uma constante a = a(l) tal que quaisquer três vértices de G 
estão contidos em no máximo a cópias de Cz. 

(iv) Existe uma constante b = b(l) tal que qualquer aresta de G pertence 
a no máximo bw1- 1 log N cópias de Cz. 

DEMONSTRAÇÃO. Os fatos (i) e (ii) são bem conhecidos e seguem de 
cálculos elementares dos primeiros dois momentos de variáveis aleatórias 
apropriadas. Agora, dizemos que uma s-upla (H1, ... , Hs) de subgrafos de 
G é fracamente independente se E ( Hi) \ LJ ífi E ( Hj) f 0 para 1 :::; i :::; s. 
Vamos mostrar primeiramente que a probabilidade de três vértices fixados 
de G estarem contidos em uma (l + 2)-upla de [-circuitos Cz fracamente 
independente tende a O quando N - oo. De fato, note que uma s-upla 
fracamente independente de [-circuitos contendo três vértices dados formam 
um subgrafo conexo com m:::; l+(s-l}(l-3) vértices e pelo menos m+s-1 
arestas. O mímero esperado de tais subgrafos em G é limitado superiormente 
por 

Nmpm+s-1 = wm+s-1 N(m+s-1)/(1- 1)-s+l :::; wl+(s- 1)(!-2) N(l-s+l)/(l-l), 
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que é, paras= l + 2, menor do que wl
2 
N-I/ (l-I) = o(l). Temos então que 

(iii) vale para a = a(l) = ('(li2)). Agora, iremos estimar o número esperado 
de arestas de G que pertencem ar [-circuitos independentes, ou seja, arestas 
{x, y} para as quais existem Cl, ... , C[ tais que V(Cl)nLJ#i V(Cf) = {x, y} 
para 1 :S i :S r. Claramente, temos que o número esperado de tais arestas é 
limitado superiormente por 

que tende a O quando N ---t oo se r > wl- I log N. Portanto, ( iv) segue de 
(iii) com b = b(l) = la. □ 

Os autores de [24] usam o Lema 3.5 acima juntamente com outros re
sultados para dar uma prova de um caso particular da seguinte conjectura 
de Rodl e Tuza [30] (a saber, o caso em que H é um circuito qualquer). 

CONJECTURA 3.6. [30] Se H é um gmfo fixado qualquer, então existe 

um gmfo G com a mesma cinturo que H tal que G ..:.+pr H. 

Nós vamos usar o Teorema 3.4 e parte do Lema 3.5 para dar uma nova 
prova de que a Conjectura 3.6 vale para todo circuito. 

TEOREMA 3.7. Para todo l 2'. 3, existe um grafo G com cintura l tal que 

G ..:.+pr Cz. 

DEMONSTRAÇÃO. A prova segue o mesmo roteiro da prova dada em [24]. 
Sejam l,r 2'. 3 inteiros fixados. Afirmamos que existe um grafo G = G(l,r) 

tal que G ..:.+pr Cz e tal que, para todo subgrafo F e G com 3 :S v(F) :S r, 
temos que d2(F) :S (l - l)/(l - 2). De fato, seja p = p(N) = wN-I+l/(l-I) 

com w = N°(1) e w = w(N) ---too, quando N ---too. Geramos G' E <G(N,p) 
e destruímos todas as arestas que pertencem a su bgrafos F e G' que têm 
no máximo r vértices e com d2 (F) > (l - 1)/(l - 2), obtendo assim um 
grafo G. Pelas propriedades (ii) e (iv) no Lema 3.5, temos que destruímos 
no máximo o(pN2

) cópias de C1 em G'. Logo, pelo Teorema 3.4, vemos que 
a.q.c. G' é tal que G ..:.+pr Ct. O resultado segue observando-se que a função 
m2(Ct) = d2(C1) = (l - l)/(l - 2) é estritamente decrescente em l. □ 

Vamos discutir agora possíveis generalizações do Teorema 1.7. Uma 
primeira generalização é a seguinte. Podemos pensar em colorações próprias 
das arestas de um grafo como colorações nas quais cada cor aparece no 
máximo uma vez em cada vértice. Sejam então R 2'. 1 um inteiro e H 
um grafo fixados. Para um grafo G, escrevemos G ..:.+R H se. em qualquer 
coloração das arestas de G onde toda cor aparece no máximo R vezes em 
cada vértice, existe uma cópia TMC de H. Não é difícil ver que a prova do 
Teorema l. 7 ( com as pequenas modificações necessárias) também mostra o 
seguinte resultado (veja o Capítulo 6 para mais detalhes). 



3. APLICAÇÕES E COMENTÁRIOS FINAIS 23 

TEOREMA 3.8. Sejam H um grafo com m2 = m2(H) > 1 e R ~ 1 
um inteiro fixados. Se a conjectura KLR vale para H, então existe uma 
constante C = C(R,H) > O tal que, para todo p ~ CN-l/m2 , temos que 

a.q.c. G E G(N,p) satisfaz G ~R H. □ 
Observamos que uma 1-afirmação para o caso no qual cada cor aparece 

no máximo r vezes no total, onde r é um inteiro fixado, segue quase que ime
diatamente da 1-afirmação mostrada por Rodl e Rucinski para a propriedade 
G ~ (H)r (veja o início do Capítulo 1). Convidamos o leitor interessado a 
verificar essa implicação. 

Uma outra generalização do Teorema 1.7 está relacionada com o cha
mado Teorema Canônico mostrado por Erdõs e Rado [7] ( que é uma gene
ralização forte do teorema clássico de F.P. Ramsey). O teorema canônico 
vale para hipergrafos e sub-hipergrafos uniformes completos quaisquer, mas 
enunciaremos aqui somente as seguintes versões para vértices e arestas. 

TEOREMA 3.9. [7] Para todo inteiro positivo n, existe um inteiro positivo 
No tal que, para todo N ~ No, temos que, em qualquer coloração dos vértices 
de KN, existe uma cópia de Kn que é canonicamente colorida, ou seja, que 
é ou monocromática ou TMC. □ 

TEOREMA 3.10. [7] Para todo inteiro positivo m, existe um inteiro posi
tivo lvlo tal que, para todo lvf ~ Mo, temos que, em qualquer coloração das 
arestas de KM, cujo conjunto de vértices é { 1, ... , .M}, existe uma cópia de 
Km que é canonicamente colorida, ou seja, na qual a coloração é de um dos 
seguintes quatro tipos. 

{Tl} Monocromática - todas as arestas têm a mesma cor. 

{T2} TMC - todas as arestas têm cores distintas. 

{T3} Lexicográfica Superior - duas arestas têm a mesma cor sse elas têm 
a mesma ponta superior. 

{T4) Lexicográfica Inferior - duas arestas têm a mesma cor sse elas têm 
a mesma ponta inferior. D 

Para um grafo H fixado, coloque 

( ) { 
e(H') 1 ( ') } m 1 H = max v(H') _ l : H e H, v H ~ 2 . 

Ainda, escrevemos G ~ Hcan se, em qualquer coloração dos vértices de 
G, existe uma cópia de H que é canonicamente colorida. B. Kreuter mostrou 
o seguinte resultado para essa propriedade em G( N, p). 

TEOREMA 3.11. [18] Seja Hum grafo com !:J.(H) ~ 1 e H -/= K2, K1 UK2 

fixado e coloque m1 = m1(H). Então existem constantes b = b(H) > O e 
B = B(H) > O tais que: 

(O} Se p s; bN- l / mi, então IP [G ~ Hcªn] - O, quando N ---, oo. 

{1} Se p ~ BN-l/mi, então IP [G ~ Hcan] - 1, quando N---, oo. D 



3. APLICAÇÕES E COMENTÁRIOS FINAIS 24 

Agora, motivados pelo Teorema 3.10, o seguinte conceito foi estudado 
(veja, p. ex., [1]). Dados dois grafos F e H, seja R*(F, H) o menor inteiro 
M tal que, em qualquer coloração das arestas de KM, existe ou uma cópia 
monocromática de F ou uma cópia TMC de H. Não é difícil ver que, por 
causa do Teorema 3.10, temos que R*(F, H) existe sse Fé uma estrela ou H 
é uma floresta (uma prova desse fato se encontra em [14]). Temos portanto 
duas direções naturais para o estudo de R*(F, H), a saber: (i) F é uma 
estrela fixada e H é um grafo qualquer e (ii) H é uma floresta fixada e Fé 
um grafo qualquer. 

Na direção (i), seja então F = K1,R+1, a estrela com R + l arestas. 
Note que uma coloração das arestas de um grafo G não tem cópias mono
cromáticas de F sse ela é tal que toda cor aparece no máximo R vezes em 
cada vértice. Consequentemente, o Teorema 3.8 acima é uma !-afirmação 
nessa direção para todo H ( com m2 ( H) > 1). 

Na direção (ii), uma escolha é colocar H = Ki,k+i· Nesse caso, R*(F, H) 
é exatamente o menor A/ tal que, em toda coloração das arestas de KM 
com no máximo k cores aparecendo em cada vértice, existe uma cópia mo
nocromática de F. Esse conceito é também conhecido como o número de 
Ramsey k-local de F (veja as referências em [l]). Escrevemos G ~ (F) 
se, em qualquer coloração das arestas de G com no máximo k cores apare
cendo em cada vértice, existe uma cópia monocromática de F. O seguinte 
resultado foi obtido para essa propriedade em G(N,p). 

TEOREMA 3.12. [31] Sejam F um grafo conexo que não é uma estrela e 
k 2: 2 um inteiro fixados e coloque m2 = m2 ( F). Então existem constantes 
c = b(F, k) > O e C = C(F,k) > O tais que: 

{ O}Se p S cN- 1/m2 , então IP [G ~ (F)] - O, quando N - oo. 

{l}Se p?: CN- l/m2 , então IP [G ~ (F)] - 1, quando N - oo. O 

Em [1], o seguinte parâmetro é estudado. Dados m 2: 2 um inteiro e H 
um grafo, seja M = f(m, H) o menor inteiro tal que, em qualquer coloração 
das arestas de KM com no máximo m cores aparecendo em cada vértice, 
existe uma cópia de H que é propriamente colorida. Convidamos o leitor 
interessado a usar o teorema de Vizing ( que afirma que todo grafo G possui 
uma coloração própria de suas arestas que usa no máximo ~( G) + 1 co
res) e o Teorema 3.12 acima para obter uma !-afirmação para a propriedade 
correspondente em G(N, p) ( o autor agradece o colega Daniel Martin pela su
gestão de usar o teorema de Vizing em um passo da implicação em questão). 

Com relação à propriedade original G ~pr H, vamos enunciar a seguir 
os resultados conhecidos para a propriedade correspondente sobre grafos 
completos e, por fim, enunciar uma conjectura sobre colorações canônicas 
de arestas. Dado um inteiro positivo n, seja N o menor inteiro positivo tal 
que, em toda coloração própria das arestas de KN, existe uma cópia TMC 
de Kn. L. Babai mostrou o seguinte resultado. 
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TEOREMA 3.13. [3] Seja N um inteiro positivo fixado. Então, em toda 
coloração própria das arestas de KN, existe uma cópia TMC de Kn para 
algum n 2: (2N) 113 . Mais ainda, para todo N suficientemente grande, existe 
uma coloração própria das arestas de KN tal que todos os subgrafos comple
tos TMC contidos em KN têm tamanho no máximo 8(NlnN)113 . D 

O limitante inferior no resultado acima foi melhorado por Alon, Lefmann 
e Rodl, que mostraram o seguinte resultado. 

TEOREMA 3.14. [2] Existem constantes d > O e No tais que, para todo 
N 2: No, temos que, em toda coloração própria das arestas de KN, existe 
uma cópia TMC de Kn para algum n 2: c'(NlnN)113 . D 

Escreva agora G .!+ Hcan se, em qualquer coloração das arestas de G, 
existe uma cópia de H que é canonicamente colorida. Tendo-se em vista 
o Teorema 3.11 acima, a conjectura natural para um resultado sobre essa 
propriedade em G( N, p) é a seguinte. 

CONJECTURA 3.15. Seja H um grafo fixado com b..(H) 2: 2 e colo
que m2 = m2(H). Temos que existem constantes Ao = Ao(H) > O e 
A1 = A1 (H) > O tais que: 

(O) Se p :S: AoN- l/m2 , então IP [G .!+ Hcªn] -----t O, quando N-----, oo. 

Note que a afirmação (1) acima claramente implica o nosso Teorema 1 .7. 



CAPÍTULO 4 

Apêndice A: Os circuitos satisfazem KLR 

Nesse apêndice, iremos expor a prova de que os circuitos satisfazem a 
conjectura KLR. Essa prova é devida a S. Gerke, Y. Kohayakawa, V. Rodl 
e A. Steger. Os detalhes completos podem ser encontrados em [9]. 

Na verdade, os autores provam um resultado ligeiramente mais forte. 
Esse resultado foi aplicado no Capítulo 3 para darmos uma nova prova de 
um caso importante de uma conjectura de Rodl e Tuza enunciada em [30]. 

DEFINIÇÃO 4.1. Dados O < E, p :S 1, dizemos que um grafo bipartido 
B = (Vi U ½, E) é (E,p)-inf-regular se para todos V{ e Vi e V~ e ½ com 
IV{I ~ E"IVil e 1V;I ~ EIV2I valer que 

IEs(V{, VDI > (l _ ) 
IV{I iv;1 - é p. 

LEMA 4.2. Se G = (Vi U V2, E) é um grafo (€)-regular de densidade d, 
então todo V{ C Vi satisfazendo IV{I ~ o:IVi I com o: > f > O induz um grafo 
(o:')-regular, onde a'= max{c/o:, 2E/ (1 - e)}. D 

LEMA 4.3. Se G = (Vi U ½, E) é um grafo (E,p)-inf-regular e V~ e ½ 
satisfaz IV11 ~ El½I, então no máximo EIVil vértices v E Vi não satisfazem 
1r(v) n v;1 ~ (1 - E)P1V;1. □ 

LEMA 4.4. Se G = (Vi U ½, E) é um grafo (c)-regular de densidade d e 
v; C V2 satisfaz 1V;I ~ El½I, então no máximo 2.::JVi I vértices v E Vi não 
satisfazem (1 - E)d!V;I :S lr(v) U v;1 :S (1 + E)d1V;1. D 

LEMA 4.5. Para todos (3, v > O, existe Eo = Eo(/3, v) > O tal que para 
todos E :S Eo, p > O e e :S v/(3p), todo grafo G = (Vi U V2, E) (E,p)-inf
regular é tal que, para todo c ~ e, o número de subconjuntos C e V1 de 

tamanho c com jr(C)I ~ (1- v)êpl½I é pelo menos (1- 13c)(l~1 I). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja C e Vi com ICI < (1 - v)cpl½I- Considere 
C' e C de tamanho máximo satisfazendo lr(C')I ~ (1 - v/2)IC'IPl½I
Claramente, JC'I :S (1 - v/2)c. Pela escolha de C e como e :S v/(3p): 
temos lr(C')I :S vl½l/3 e , portanto, I½ \ r(C')I ~ (1 - v/3)IV2I- Ponha 
e < v/6. Pela maximalidade de C', todos os vértices v E C \ C' têm que 
satisfazer r(v) \ r(C')I :S (1 - v/2)plV2I :S (1 - E)PIV2 \ r(C')I- Porém, 

26 
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como I½ \ r(C')I 2'.: El½I, existem no máximo t:l½I tais vértices v E Vi pelo 
Lema 4.3. Portanto, existem no máximo 

L (';')(í:~1~l)s L (';')(2Et-d(cl~1c1) 
c'~(l-v/2)c c'~(l-v/ 2)c 

S (1-i)c · (2E)T4c('~
1I) S ~c:1

) 

conjuntos C de tamanho e 2'.: e com II'(G)I < (1 - v)cpl½I, para é suficien
temente pequeno. D 

DEFINIÇÃO 4.6. Seja G = (Vi U ½, E) um grafo bipartido. Dados v > O 
e D 2'.: O, um subconjunto C e Vi é chamado de uma (v, D)-cobertura de ½ 
se pelo menos (1 - v)IV2I vértices de½ têm grau pelo menos (1 - v)D em 
e. 

LEMA 4.7. Para todos /3, v > O, existem D = D(v), Eo = Eo(/3, v) > O 
tais que para todos O < E s Eo e O < p < 1, todo grafo (é, p )-inf-regular 
G = (Vi U ½, E) satisfaz que o número de subconjuntos de Vi de tamanho 

e= 1D/pl que são (v,cp)-coberturas de½ é pelo menos (1- 13c)(l~1 l). 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam é e D satisfazendo é s v/2, D 2'.: 6/v, (*) e 
(**)- Seja G = (Vi UV2, E) um grafo (t:,p)-inf-regular. Se e~ IVil/2, então, 
pelo Lema 4.3, pelo menos ( 1 - E) 1 ½ 1 ~ ( 1 - v) 1 ½ 1 vértices v E ½ satisfazem 

(1 - v)cp s (1 - t:)cp s lr(v) n CI-
Assuma então que e< 1½1- Nós geramos um conjunto de vértices G de 

tamanho e = r D/ p 1 escolhendo os seus elementos um por vez de maneira 
aleatória. A cada passo t, nós declaramos alguns desses vértices úteis. Se 
algum vértice útil é escolhido, nós chamamos esse vértice de bom e decla
ramos algumas das arestas incidentes a ele relevantes. Para t = 1, 2, ... , e 
e i = O, 1, ... , D, seja G(t, i) e ½ o conjunto de todos os vértices que são 
incidentes a i arestas relevantes após t vértices terem sido escolhidos e ponha 
g(t, i) = IG(i, t)I- Um vértice v E Vi é útil no tempo t + 1 se ele tem pelo 
menos 1(1 - t:)pg(t, i)l vizinhos em cada G(t, i) com g(t, i) ~ El½I- Se um 
vértice útil é selecionado, nós arbitrariamente escolhemos 1(1 - t:)pg(t, i)l 
das suas arestas incidentes a G(t, i) para cada G(t, i) com g(t, i) ~ El½I e 
as declaramos relevantes. Observe que no começo todos os vértices de Vi 
com grau pelo menos (1 - E)Pl½I são úteis e que nós só precisamos nos 
preocupar com os vértices em ½ que por ventura tenham menos do que D 
vértices selecionados nas suas respectivas vizinhanças. 

Em qualquer tempo t 1 nos só consideramos graus em D + 1 conjuntos 
para determinar o conjunto dos vértices úteis. Pelo Lema 4.3, para cada 
G(t,i) com g(t,i) ~ t:IV2I, existem no máximo t:IVil vértices em Vi que 
não têm pelo menos 1(1 - E)pg(t, i)l vizinhos em cada G(t, i). Portanto, 
em cada passo existem no máximo (D+ l)t:IVil vértices que não são úteis. 
Como nós selecionamos vértices de um conjunto de tamanho pelo menos 



4. APÊNDICE A: OS CIRCUITOS SATISFAZEM KLR 28 

IVi 1 - t 2: IV1 l/2, a probabilidade de C conter pelo menos vc/2 vértices que 
não são bons é no máximo 

( 
e ) ((D+ l)t:IVil) í"2cl :S 2c ((D+ 1)2t:))r-;c7 :S 13c. (*) r vc/27 !Vil - e 

Resta mostarmos que se nós selecionarmos l(l - v/2)cJ vértices bons, 
então nós temos uma (v, D)-cobertura. De fato, isso implica que um conunto 
(não-ordenado) só não é uma (v, D)-cobertura se todas as suas e! ordenações 
contêm menos do que l(l - v/2)cJ vértices bons. Como existem no máximo 
/3clVil!/(IVil- e)! tais ordenações, existem no máximo f3C(1~1 I) conjuntos que 
não são (v, D)-coberturas. 

Como vértices selecionados que não são bons não afetam os conjuntos 
G(t, i) para nenhum t ou í, podemos ignorar esses passos e assumir que 
temos t vértices bons no tempo t. Para um vértice bom v E C, f'(v) e f(v) 
denota o conjunto de todos os vértices u E V2 que são ligados a v por uma 
aresta relevante. Seja n = IVil- No tempo t 2: 1, nós adicionamos um vértice 
bom v e, em particular, se g(t - 1, i) 2: t:n, então v satisfaz 

f(l - t:)pg(t-1,i)l = lr'(v) n G(t -1,i)I, 
e, se g(t - 1, i) < t:n, então v satisfaz 

O= II'(v) n G(t - 1, i)I-
Logo, as seguintes desigualdades são sempre satisfeitas. 

pg(t - 1, i) - t:pn :S JI'(v) n G(t - 1, i) I :S pg(t - 1, í). 

No passo t = O, temos que G(0, O) = Vi e g(O, O) = n. No tempo 
t 2: 1, o vértice bom v é adicionado e temos G(t, O) = G(t - 1, O)\ I'(v) 
e, portanto, g(t,0) = g(t - 1,0)(1 - p) + f(t,O), onde 1/(t,0)I :S t:pn. 
Agora considere i = 1, ... , D. Se t < i, temos g(t, i) = O, então seja 
t 2: i. Observe que quando adicionamos o vértice bom v no tempo t, temos 

G(t,i) = ( G(t -1,i) \ I'(v)) U ( G(t- l , i -1) nf'(v)). Portanto, g(t,i) = 

g(t-l, i-l)p+g(t-l, i)(l-p)+ f(t, i), onde lf(t, i)I :S 2Epn. Resumindo, nós 
temos que resolver a seguinte recursão: g(O, O) = n, g(t, -1) = O, para t 2: O, 
g(t, i) = O, parai 2': 1 e t < í e g(t, i) = g(t-l, i-l)p+g(t-l, i)(l-p)+ f(t, i), 
para t 2: í 2: 1 e t 2: 1, i = O, onde IJ(t, i)I :S 2t:pn para todos i = O, ... , D 
e t 2: í. Nós afirmamos que 

lg(t, i) - n G)pi(l -p/-il :S 2tEpn, 

para todos -1 :S i :S D e t 2': O. Vamos mostrar essa afirmação por indução 
em t. Não é difícil vermos que ela vale para g(O, O), para g(t - l, O) e t 2': O e 
para g( t, i) quando O :S t < i :S D. Assuma então que ela vale para t - 1 2': O 
e todo -1 :Si :S D. Note que para, t 2': i, 

n (: = ~)pi-1 (l -pl-iP+ n (t ~ l )/(1 -p/-i-1(1 -p) = n(:)pi(l -pl-i 
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e, portanto, da recursão vemos que 

lg(t, i) - nG)pi(l - p/-il ~ l l2(t - l)cpnlp + l2(t - l)épnl(I - p) + f(t, i)I 

~ 2tE:pn. 

Seja t0 = l(l - v/2)cJ. Iremos mostrar agora que 

(1-v)cp 

L g(to, i) ~ v!V2I 
i=O 

o que implica que C é uma (v, cp)-cobertura, já que adicionar arestas (como 
arestas não-relevantes ou arestas incidentes a vértices não-bons) não afeta 
uma (v, cp)-cobertura. Como vimos acima, g(t0 , i)/n tem uma distribuição 
que é muito próxima da binomial. Pretendemos então usar a desigualdade de 

Chernoff para limitar o número de vértices em ½ que têm grau no máximo 
(1 - v)cp ~ (1 - v/3)top. Para essa última desigualdade, note que 

para D 2:: 6/v. Observe também que 

t0p ~ ( 1 - ~) cp = ( 1 - i) 1 ~ l p ~ ( 1 - i) D + p ~ D, 

para D 2:: 2/v. Portanto, usando a desigualdade de Chernoff (que diz que, 
para uma variável aleatória com distribuição binomial de parâmetros n e 
p, a probabilidade de ela ser menor do que (1 - ó)np é menor do que 
exp{-82np/2}, veja, p. ex., [16]), nós obtemos que 

(1 - v)cp (1-v/ 3)top 

L g(to,i)~ L g(t0 ,i) 
i = O i=O 

:5 n c-f t,p (
1
: )p'(l - p)t,-i) + ( 1 - i) top· 2toepn 

~ ne- ~~(l - 2v/3)D +2D2én ~ vn (**), 

pelas desigualdades logo acima e pelo fato que e = r D/ p l ~ D/ p. □ 

DEFINIÇÃO 4.8. Um subconjunto S C Vi é chamado de uma (v, D, c)
supercobertura de -½ se todo subconjunto S' e S com IS'I = e for uma 
(v, D)-cobertura de V2. 

LEMA 4.9. Para todos {3, v > O, existem D = D(v), E:o = E:o(/3, v) > O 
tais que para todos O < E: ~ E:o e O < p < 1, todo grafo (é, p )-inf-regular 

G = (Vi U ½,E) é tal que, para todos~ c/v onde e= fD/pl, o número de 

(v, cp, e )-supercoberturas de ½ de tamanho s é pelo menos (1 - /38
) (1~1 I) . 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja S C Vi com ISI = s que não é uma {li, D, Í D /p 1)
supercobertura de ½. Temos que S precisa conter um subconjunto de ta
manho e= f D/pl que não é uma (li, D)-cobertura de ½- Pelo Lema 4.7 
aplicado com li e /3 +- (/3/4)1/v, existem no máximo 

tais conjuntos, para valores apropriados de D= D(ll) e êo(/3, li). Portanto, 
o número de subconjuntos que não são ( li, D, f D/ p 1 )-supercoberturas de ½ 
pode ser limitado superiormente por 

e o resultado segue. D 

TEOREMA 4.10. Para O < /3, €
1 < 1, existem êo = êo(/3, ê1

) > O e 
C = C(ê') tais que, para todos O < é :::; êo e O < p < 1, todo grafo (ê,p)
inf-regular G = (Vi U ½, E) é tal que, para todos q 2: C /p, o número de 
subconjuntos de Vi de tamanho q que juntamente com V2 formam um grafo 
(€1,p)-inf-regular é pelo menos (1 - /3q)(l~il ). 

DEMONSTRAÇÃO. Se q 2: lllil/2, então o resultado vale para ê :::; ê
1 /2, 

já que nesse caso o grafo é (2ê,p)-inf-regular. Assuma então que q < IVi l/2 
e sejam li com O< li:::; (ê') 3 /12 e D= D(ll) como no Lema 4.9. Ponha e= 
Í D/pl, S = Lc/ ll j e t = Lq/sJ. Iremos provar O resultado para C = (D+l)/ll2 

e para êo que é o mínimo entre €
1 /2 e êo como no Lema 4.9 aplicado com 

li e /3 +- (/3/2)2/v_ Observe que C = (D+ 1)/ (ll2 ) implica q 2: s/ll. Nós 
queremos mostrar que o número de subconjuntos de Vi de tamanho q que não 
contêm pelo menos l ( 1- li )t J = t- f llt l conjuntos disjuntos de tamanho s que 
são (li, cp, c)-supercoherturas de ½ é bem pequeno. Primeiramente, iremos 
contar o número de maneiras de selecionar uma (t + 1)-upla (T1, ... , Tt+1) 
de subconjuntos disjuntos com IT1I = · · · = ITtl = s, Tt+l = q - ts e pelo 
menos r lltl dos conjuntos de tamanhos não sendo (li, cp, c)-supercoberturas. 
Como q < IVi l/2, o grafo induzido pelo complemento em V1 da união dos 
subconjuntos já escolhidos é (2ê,p)-inf-regular, e portanto, pelo Lema 4.9 
aplicado com v e /3 +- (/3 /2)2/v, o número de jeitos de se escolher pelo menos 
r lltl subconjuntos de tamanho s que não são (v, cp, c)-supercoberturas é 
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Considere as q!/(s!)t(q - st)! tuplas (T1, ... , Tt+ 1 ) que provêm do mesmo 
conjunto base Q. Se uma dessas tuplas têm pelo menos l(l - v)tj sub
conjuntos de tamanho s que são (v, cp, c)-supercoberturas, então Q clara
mente contém l(l - v)t J (v, cp, c)-supercoberturas disjuntas. Logo, todas 
essas tuplas têm que conter pelo menos I vtl subconjuntos de tamanho s 
que não são (v, cp, c)-supercoberturas se Q não contém l(l - v)tj (v, cp, c)
supercoberturas disjuntas. Consequentemente, existem no máximo {Jq (1~11) 
conjuntos de tamanho q que não contêm l(l-v)tj (v, cp, c)-supercoberturas 
disjuntas de tamanho s cada. 

Falta mostrar então que se Q é particionado em conjuntos Q = So uLJ Si 
de forma que as partes Si, i 2 1, são (v, cp, c)-supercoberturas duas a duas 
disjuntas de tamanho ISil = s com !Sol< 1vtls+s ~ vq+2s, então Q induz 
um grafo (E;',p)-regular. Vamos mostrar esse fato. Note que por termos 
escolhido C =(D+ 1)/(v2), temos q 2 C/p 2 s/v, de onde !Sol:=:;: 3vq. 

Sejam Q' C Q e V~ C Vi com IQ'I 2 E"'IQI e IV~I 2 E'IV2I- Para cada 
i 2 1, particione Q' n Si no maior número possível de conjuntos de tamanho 
e. Mais precisamente, seja Q' n si = ci,O u uj~l ci,j uma dessas partições 
com ICi,ol < e e ICi,jl = e para j 2 1. Observe que 

Q' \ LJ LJ Ci,i :=s: ISo l + L ICi,ol :=:;: 3vq + l'l_J ·e:=:;: 5vlQI :=:;: 
5
~ IQ'I, 

i>l ·>1 i>l S E" - J_ -

já que q/s = q/lc/ vj :=:;: 2qv/c. Portanto, 

LJ LJ ci,j 2 (1- ~) IQ'l-
i~1j~1 

Pela definiçao de (v, cp, c)-supercobertura, os conjuntos Ci,j são (v, cp)
coberturas e logo 

IE(Ci,j, VDI 2 (IV~I - v!V~l)(l - v)cp 2 ( 1 - ;, ) {1 - v)cpjV~I, 

para todo Ci,j com i, j 2 1. Como v :=:;: (E"') 3 /12, concluímos que 

que é o que queríamos mostrar. D 

Nós iremos adotar a seguinte estratégia de prova. Primeiramente, mos
traremos que, na maioria dos grafos em Ç ( C1, n, m, €), a maioria dos vértices 
em Vi estão conectados via VÍ - 1, ... , Vi a quase todos os vértices em Vi. Isso 
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deve valer porque como existem m arestas entre os conjuntos ¼ e ¼+1, espe
raríamos que um vértice v E Ví tivesse uma vizinhança r,_1 (v) = r(v) nVí-1 
de tamanho m/n. Se as vizinhanças dos vértices em r1-1(v) fossem disjun
tas, nós esperaríamos que r1_2(r1_1(v)) tivesse tamanho (m/n)2. Conti
nuando dessa maneira, nós queremos que (m/n)1- 2 2 n, e esse é o caso 
quando m z n1/ (l-l ) . É claro que não podemos ter que todo vértice tenha 
exatamente o grau esperado e que as vizinhanças das vizinhanças sejam to
das disjuntas e etc., mas sabemos dos resultados acima que quase todos os 
conjuntos não muito grandes se comportam como seria esperado. 

Na verdade a prova é na outra direção, isto é, nós usamos o Teorema 4.10 
para mostarmos que quase todo subconjunto de tamanho pelo menos n2 /m 
(que é menor do que (m/n)1- 2 quando m 2 n1/ (l- l)) de Ví-i tem uma vi
zinhança de tamanho aproximadamente n em Ví. Depois mostramos que 
quase todo subconjunto de tamanho pelo menos n3 /m2 de Ví- 2 têm um ca
minho de comprimento 2 a quase todo vértice de Ví e assim por diante (veja 
o Lema 4.14). Usamos o Lema 4.11 para passar do nível k + 1 para o nível 
k. Por fim, no Teorema 4.16 mostraremos que existem muito poucos grafos 
que têm muitos caminhos entre Vi e Vi, mas não contendo nenhum circuito. 

LEMA 4.11. Sejam c z 1 e /3, ó > O dados. Existe 1 = 1 (/3, ó) > O tal que 
vale o seguinte. Seja V1 um conjunto com IVi 1 = n1 tal que para todo q 2 c 
no máximo ,q (~1 ) subconjuntos de Vi de tamanho q estão marcados. Então 

existem no máximo /3m(n1;,;;2) grafos bipartidos G = (V1 U ½, E) com l½I = 
n2 em 2 2n2 log n1n2 arestas tais que existem conjuntos dois a dois disjun
tos W1, W2, ... C ½, com Li liVil > ón2 e, para cada i, temos que r(lVi) é 
um subconjunto marcado de Vi com lr(lVi) 1 2 max{ IWi lm/ (2n2), c}. 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos construir todos os grafos que satisfazem as 
condições do enunciado e mostrar que existem no máximo 13m (n;;:2

) tais 
grafos. Primeiramente, selecionamos os subconjuntos dois a dois disjuntos 
W1, W2, . . . . Existem no máximo ( n2 + 1) n2 :=; 2m maneiras de se fazer isso, 
já que existem no máximo n2 tais subconjuntos Wi. Agora, parai= 1, 2, ... , 
escolhemos o tamanho di = lr(lVi)I 2 max{IWilm/(2n2), c} da vizinhança 
de Wi e o número mi de arestas entre Vi e Wi- Existem no máximo n~2 mn2 :=; 
2n2 logni 2n2 lognin2 :=; 2m jeitos de se fazer isso. Ainda, para cada i = 1, 2, ... , 
nós escolhemos um subconjunto marcado de tamanho di e as arestas entre 
wi e esse conjunto marcado. Existem no máximo "(d; e:) (d:n:i) maneiras 
de se fazer isso, onde wi = IHrJ Finalmente, nós selecionamos as arestas 

entre vértices em Vi e vértices em V2 \LJ Wi- Existem no máximo (n1i~~w)) 
possibilidades, onde m = I: mi e w = 1 LJ lVi 1- Somando-se tudo, depois de 
termos fixado os subconjuntos W1, llr2, ... , o tamanho das suas vizinhanças 
e o número de arestas entre Wi e Vi, podemos construir no máximo 
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grafos bipartidos que satisfazem as condições do enunciado. Resta mostar-
mos que 

N :S 4-me2m1 !m (n:2), 
pois o resultado segue escolhendo-se 1 :S (/3/(4e2))218 , já que, como nota
mos, existem no máximo 4m maneiras de se escolher os subconjuntos Wi, 
o tamanho de suas vizinhanças e o número de arestas entre Wi e Vi. Para 
verificar que N de fato satisfaz a desigualdade acima, note que 

o resultado segue. 

~d->~ IWdm > ~m. 
~ i - ~ 2n2 - 2 

i i 

D 

OBSERVAÇÃO 4.12. Observe que se todas as famílias de conjuntos dois a 
dois disjuntos Wi que satisfazem uma dada propriedade indesejada também 
satisfazem I:i I Wi 1 :S 8n, então precisamos remover no máximo 8n vértices 
de forma que nenhum subconjunto dos vértices remanescentes tenha essa 
propriedade indesejada. 

DEFINIÇÃO 4.13. P1(n, m, E) denota a classe de grafos que consistem de l 
conjuntos dois a dois disjuntos de vértices, todos de tamanho n, de forma que 
os conjuntos¼, ¼+1 formam um grafo (E, m/n2)-inf-regular com m arestas, 
parai= 1, ... , l-1. Dizemos que um subconjunto Q C ½ é (1-v)-crescente 
se lf 1 (f2(· · · fz_ 1 (Q)))I 2: (1-v)n. Um grafo em P1(n, m, E) é dito expansor 
com relação a,, 8, v, C se ele contém um subconjunto X e ½ de tamanho 
no máximo 8n tal que para todo q 2: Cn1 / m1- 1 , no máximo ,q (;) subcon-
juntos de ½\X de tamanho q não são (1 - v)-crescentes. 
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LEMA 4.14. Sejam dados l 2:: 2 um inteiro e O < /3, ó, 1 , 11 < 1/3. Então 
existem e0 = e0 (l, /3, ó,,, v) > O e uma constante C = C(l, 11) tais que para 
todo O< e :S eo, o número de grafos em P1(n, m, e) que não são expansores 

2 l-1 
com relação a 1 ,ó,v,C é no máximo !3"1(1:n) , para todo m 2:: 8nlogn. 

DEMONSTRAÇÃO. Nós iremos usar indução em l. Para l = 2, o resultado 
segue do Teorema 4.10 (com os papéis de Vi e V2 trocados) aplicado com 
/3 +- 1 , c1 

+- 11 e p +- m/n2 , já que todo grafo (v, m/n2)-inf-regular de 
tamanho pelo menos Cn2 /m, com C = C(11) como no Teorema 4.10, é 
(1 - 11)-crescente. Nesse caso, podemos tomar X= 0. 

Assuma que o enunciado vale para l - l 2:: 2 e sejam O< /3, ó,,, v < 1/3 
dados. A estratégia da prova é a seguinte. Aplicando o lema para l - l e 
constantes convenientes /3', ó', 1

1
, v', nós deduzimos que existem constantes 

e0, C' e muitos grafos expansores com relação a ó',,', v', C' em P1-1(n, m, e) 
se e :S e0. Para cada tal grafo expansor em P1- 1(n,m,E), nós aplicamos o 
Lema 4.11 para concluir que existem muito poucas extensões entre Vi-i e 
Vi para as quais o grafo resultante em P1(n, m, e) não seja expansor com 
relação a ó, , , v, C, onde C é uma constante convenientemente escolhida e e 
é suficientemente pequeno. 

Para sermos mais precisos, iremos aplicar o Lema 4.11 com /3 +- (/3/4)2 

e ó+- ó. Para essas constantes, o Lema 4.11 nos dá uma constante,, que de 
agora em diante denotamos por,'. Agora sejam /3' = /3/2, ó'= ó e v' = v 
e aplique a hipótese de indução para l - l e /3', ó',,', v' para deduzir que 
existem e0 e uma constante C' tais que todos a menos de 

grafos em P1- 1(n,m,e) estão no conjunto C e P1_ 1 (n,m,c) dos grafos que 
são expansores com relação a ó', ,', v', C', para todo e :S e0. Em particular, 
para cada grafo em C, existe um subconjunto X' C Vi-1 tal que IX'I :S ón 
e tal que para todo q 2:: C'n1- 1 /m1- 2 , no máximo (,')q (~) subconjuntos 
de Vi-1 \ X' de tamanho q não são (1 - 11)-crescentes. Note que podemos 
assumir que IX'I = ón. Para cada grafo em C, aplicamos o Lema 4.11 com 
/3 +- /311 = (/3/4)2, ó+- ó, e+- C'n1- 1/m1- 2 e com todos os subconjuntos que 
não são (1 - v)-crescentes marcados para obtermos que existem no máximo 

(/311 )m((l-~n
2

) extensões inúteis, isto é, grafos bipartidos em (Ví- 1 \ X', Vi) 
com m ~ 4n log n arestas que não contêm um subconjunto X e Ví com 
IXI :S ón tal que todos os subconjuntos Q e Vi\ X satisfazendo 

{ 
m C'nl-l} 

( +) Ir( Q) n (Vi- 1 \ X') 1 2:: max IQl 2n, ml- 2 

são (1 - v)-crescentes. Como queremos construir um grafo (e, m/n2)-inf
regular com m arestas entre Vi e Vi- i, e podemos assumir que e < 1/4, 
existem entre m e (1 - c)(m/n2 )(1 - ó)n2 ~ m/2 arestas entre Ví e um 
subconjunto de Vz_ 1 de tamanho (1-ó)n. Portanto, só precisamos considerar 
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valores de m com m 2 m 2 m/2. Como m/2 2 4nlogn, segue que podemos 
construir no máximo 

extensões inúteis entre Vi e ½- i a partir de um grafo em L. Logo, existem 
no máximo 

grafos em Pi(n, m, ê) tais que ou o grafo induzido por Vi, ... , Vi- 1 não está 
em L, ou esse grafo está em L, mas a extensão é inútil (note que aqui 

2 
usamos que existem no máximo (:1,J maneiras de se construir um grafo 
(ê, m/n2 )-inf-regular com m arestas entre dois conjuntos de tamanho n). 
Resta mostarmos que existem Eo e uma constante C tais que para todo 
O < ê _'.S: Eo nós já contamos todos os grafos em P1 ( n, m, E) que não são 
expansores. 

Para ver isso, tome C = C' /2 e observe que só precisamos mostrar 
que para cada q 2 Cn1/m1- 1 , existem, no máximo, 1,q(;) subconjuntos 
Q C Vi\ X com IQI = q que não satisfazem (+). Agora, isso segue do 
Lema 4.5 com v - (1 - 28)/(2(1 - 8)), /3 - '"Y e ê suficientemente pequeno, 
para Cn1/m1- l _'.S: q :=:; n2/(12m). Mais precisamente, os conjuntos \/i - 1 \X' 
e Vi induzem um grafo (2ê, m/n2 )-inf-regular e logo o Lema 4.5 implica 

1r(Q) n (½-1 \ X')I 2 ( 1 - 2~1-_
2!)) <:~ l½- 1 \ X'I 2 ~q: 

2 max { ~q:, C' : 1~~ } , 

para todos a menos de '"Yq (;) subconjuntos de tamanho q :=:; n2 /(12m). Para 

q > n2 /(12m), um subconjunto de tamanho q só não é (1 - v)-crescente 
se todos os seus subconjuntos de tamanho no máximo n2 /(12m) não são 
(1 - v )-crescentes. Logo, o número de tais subconjuntos é no máximo '"Yq (;) 

(veja, por exemplo, a prova do Teorema 4.10). O 

DEFINIÇÃO 4.15. Ç(C1, n, m, é) denota a classe de grafos que consistem 
de l conjuntos dois a dois disjuntos de vértices Vi, ... , Vi, todos de tamanho 
n, e existe um grafo (é, m/n2)-inf-regular com m arestas entre ¼ e ¼+1, 
parai= 1, ... ,l. F(Ci,n,m,E,ó) C Ç(Cz,n,m,E) denota o subconjunto 
de grafos que contêm pelo menos 8n vértices em Vi que não estão em pelo 
menos {1 - 8)m/n cópias de C1 cada um. Em particular, todos os grafos 
em Q(C1, n, m, E)\F(C1, n, m, E, 8) contêm pelo menos {1-c5)2m cópias de C1. 
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TEOREMA 4.16. Para todo inteiro l 2: 3 e todos {3, ô > O, existem cons
tantes êo > o, e > o e no > o tais que 

IF(C1,n,m,ê,ô)l 5: fJm(:Y 
para todos m 2: Cn1/ (!-l), n 2: no e O< E -5: Eo. 

DEMONSTRAÇÃO. Escolha uma constante v que satisfaz 32v82
/ 4 ~ {3. 

Ponha&' = 8/4 e C = C(l, v) onde C é definido como no Lema 4.14. Nós 
queremos mostrar que o número de grafos em F(C1, n, m, é, ô) é pequeno 
para é suficientemente pequeno. Cada grafo em F( C1, n, m, é, ô) ou tem 
menos do que ( 1 - &')n vértices ( 1 - v )-crescentes em Vi ou tem mais do 
que (1 - &')n tais vértices, mas pelo menos ô1n desses vértices têm menos 
do que (1 - ô)m/n vizinhos em Vi que estão conectados por um caminho de 
tamanho l - l via Vi-1, ... , Vi. 

Como o número de grafos (é, m/n2 )-inf-regulares entre Vi e Vi com m 
2 

arestas é no máximo (':ri), podemos aplicar o Lema 4.14 para obter um 
limite no número de grafos que podemos construir em Vi, ... , Vi sem criar 
(1 - 8')n vértices (1 - v)-crescentes e portanto obter um limite no número 
de grafos em Q(C1, n, m, é) que não têm (1- 8')n vértices (1- v)-crescentes. 
Mais precisamente, aplicamos o Lema 4.14 com, = ô+- ô1 /2, f3 +- {3/2 e 

2 1 
é suficientemente pequeno para concluir que no máximo (f3/2)m (':ri) grafos 
de Q(C1, n, m, E) não satisfazem que o número de subconjuntos de tamanho 
1 2: Cn1 /m1- 1 (isto é, vértices) de Vi que não são {1 - v)-crescentes é no 
máximo &'n/2 + (&' / 2) 1 (7) = ô1n. 

Agora assuma que existem mais do que (l-ô')n vértices (1-v )-crescentes 
e que é -5: &/4. Para um vértice v E ½ (1 - v)-crescente que tenha grau 
d(v) 2: (1 - ô)m/n em Vi, existem no máximo 

( 
vn ) ( n ) < vd(v) - (1 - 8)~ 4d(v) ( n ) 

d(v) - (1 - ô)m/n (1 - 8)m/n - d(v) 

possibilidades de se escolher arestas entre v e Vi sem criar (1 - ô)m/n cir
cuitos. Nós queremos construir todos os grafos {E, m/n2)-inf-regulares com 
(1 - &')n vértices ( 1 - 11 )-crescentes, mas sem criar muitos circuitos. Primei
ramente escolhemos os grafos entre ½ e ½+1 parai = 1, ... , l - 1 de forma 
que existem pelo menos (1 - 8')n vértices (1 - 11)-crescentes. Existem no 

2 l - 1 
máximo (~,J maneiras de se fazer isso. Agora, nós construímos os grafos 
entre Vi e ½- Existem no máximo ( n + 1 t ~ 2m jeitos de se escolher os 
graus d( v) de vértices v E Vi, dos quais pelo menos ( 1 - E )n têm que ser pelo 
menos (1 - ê)m/n, já que o grafo é (é, m/n2)-inf-regular (veja o Lema 4.3). 
Agora escolhemos o subconjunto B e Vi de tamanho 8n dos vértices que 
não estão em (1 - 8)m/n circuitos. Existem no máximo 2n ~ 2m maneiras 
de se fazer isso. Note que B contém um subconjunto B' de tamanho pelo 
menos (8 - é - 8')n 2: (8/2)n de vértices v que são (1 - 11)-crescentes e que 
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satisfazem d(v) ~ (l-t:)m/n ~ (I-8/2)m/n. Com os graus e o subconjunto 

B já fixados, existem no máximo 

II (d~)) JI (d(v) - (;n_ 8)m/n) ((1 _ ;)m/n) 
vftB' vEB' 

~ 4mv~veB1d(v)-(l - ó)~ (:) ~ 4mv!n!~ (:) ~ 4-m(~) (:) 

maneiras de se escolher as vizinhanças dos vértices de Vi em ½. O resultado 

segue, pois, como foi notado acima, existem no máximo 4m maneiras de se 

escolher os graus e o subconjunto B. □ 



CAPÍTULO 5 

Apêndice B: Quasi-aleatoriedade esparsa 

Nesse apêndice, iremos expor os resultados sobre quasi-aleatoriedade es
parsa que foram efetivamente usados no Capítulo l. Esses resultados são 
devidos a F. Chung e R. Graham e se encontram em [11] . 

Seja 9-p uma família infinita de grafos {G{n)} com v(G(n)) = n e 
p = p(n) satisfazendo e(G(n)) = (1 + o(l))p(~) e pn---+ oo quando n---+ oo. 
Por conveniência de notação, escreveremos G = G ( n) e V = V ( G) ( de forma 
que IVI = n). Considere as seguintes 7 propriedades sobre uma tal família. 

CIRCUITO ( t): O número de t-circuitos Ct em G satisfaz 

#1- 1 {Ct e G} = (1 + o(l))(pn)t, 

onde #1-dCt e G} = l{P : V(Ct) ---+ V(G) : {x, y} E E(Ct) ==> 
{p(x), p(y)} E E(G), e pé injetora}!-

CICLO(t): O número de t-ciclos (= passeios fechados com t arestas) 
e; em G satisfaz 

#{Ct e G} = (1 + o(l))(pn)'. 

EIG(t): Os autovalores de G, Ài = Ài(G) satisfazem 

L 1>-l = (1 + o(l))(pnf 

EIG: Os autovalores de G, Ài = Ài(G), Àt 2'. l>-21 2'. · · · 2'. l>-nl satisfazem 
À1 = (1 + o(l))pn e Ài = o(pn) , parai> 1. 

DISC(l) : Para todos X, Y e V, I IEc(X, Y)I - JilXIIYI 1 = o(pn2 ). 

DEG: Para alguma constante absoluta e > O, todos os vértices v em 
qualquer G E 9p satisfazem d(v) < cpn, onde d(v) denota o grau devem G. 

U(t): Yp satisfaz DEG e, para alguma constante absoluta co > 1, te
mos que todos os pares de vértices u, w em qualquer G E 9-p satisfazem 
et-1 (u, w) < copt- lnt - 2, onde et - 1 (u, w) denota o número de (t - 1)-passeios 
u1, u2 , .. . , Ut (passeios com t - l arestas) satisfazendo u1 = u e Ut = w. 
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DEFINIÇÃO 5.1. Suponha que para algum inteiro t 2: 2 e alguma cons
tante e > O temos que p > cn-I+l/(t-l) e que 9p satisfaz U(t). Como 
em [11], diremos que 9p é fortemente t-quasi-aleatória quando 9p também 
satisfaz ou CIRCUITO(2t) ou DISC(l). 

Essa definição está correta, pois em [11] os autores provam que, para 
qualquer família 9p que satisfaz as condições da Definição 5.1, as proprieda
des CIRCUITO(2t) e DISC(l) são de fato equivalentes. Usaremos o restante 
desse capítulo para mostrar uma das direções dessa equivalência, a saber, 
que CIRCUITO(2t) implica DISC(l). É essa implicação que foi usada no 
Capítulo 1. 

TEOREMA 5.2. Para qualquer inteiro t 2: 1, vale que 

CICL0(2t) ==> EIG(2t) ==> EIG ==> DISC(l). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja A = A(G) a matriz de adjacência de G. A en
trada (k, k) de A2t satisfaz 

A2\k, k) =#{Cite G: C2t começa no vértice k}, 

de forma que 

Portanto, 

se, e somente se, 

TrA2t = LA2t(k,k) = #{C2t e G}. 
k 

#{C2t e G} = (1 + o{l))(pn) 2
t 

n 

TrA2t = L >..;t = (1 + o(l))(pn)2t_ 

i=l 

Em outras palavras, temos que CICLO{2t) e EIG(2t) são equivalentes. 

Agora assuma que EIG(2t) vale. Como 

Àit ::; L >..;t = (1 + o(l))(pn)2t, 
i 

temos que 
>..1 ::; (1 + o(l))pn. 

Não é difícil ver que uma definição equivalente de À.1 é 

(x, Ax) 
À.1 = sup ( ) . 

X X 1 X 

Logo, pela hipótese sobre e(G), temos que 
2 

>..1 2: (ií, Aií) = -e(G) = (1 + o(l))pn, 
n 

onde ií = }n-(1, 1, ... , lf. Portanto, 

À.1 = (1 + o(l))pn. 
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Como EIG(2t) implica 

L >.;t = (1 + o(l))(pn)2t, 
i 

vemos que 

Ài = o(pn), i > 1. 

Vemos então que EIG(2t) implica EIG. 

Agora suponha que EIG vale e sejam X, Y e V. Note que 

IEc(X, Y)I = Ux, Afy), 

onde f x e fy denotam os vetores característicos de X e Y, respectivamente. 
Escreva f x = Lj afej e fy = Li biei, ondeei denota o autovetor unitário 
associado a Ài. Temos que 

n 

(*) l(fx, Afy) - >.1a1b1I::::; l>-21 L laibil 
j=2 

Antes de prosseguirmos, precisamos mostrar os seguintes três fatos. 

Fato 1: LxEV ldeg x - pnl = o(pn2
). Para ver isso, ponha ií = {1, 1, ... , l)T. 

Note que IIAií ll ::::; À1 lliíll- Logo, 

L {degx)2
::::; {1 + o(l))Jfn3

. 

X 

Por outro lado, 

e(G) = t L degx 2 (1 + o(l))p(;). 
X 

Por Cauchy-Schwarz, temos que 

(! + o(!))Ji'n3 
:". ~ (degx)2 

:". ~ ( ~ degx) 
2 

:". (! + o(!))p2n3
, 

que por sua vez implica 

(**) L (degx - pn)2 = o(p2n3
). 

X 

Aplicando-se Cauchy-Schwarz mais uma vez, temos que 

L ldegx - pnl = o(pn2
), 

X 

como queríamos. 
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Fato 2: Se ü = )n-(1, 1, ... , l)r, então llü - e1 li = o(l). Para ver isso, 

escreva ü = E ciei. Temos que 

Aü = L ci>.iei. 
i 

Pelo Fato 1 e (**) acima, temos que Aü = pnü + w, onde llwll = o(pn). 
Consequentemente, 

e, portanto, 

w = L CiÀiei - pnü = L (>.i - pn)ciei 
i 

L (>.i - pn)2c/ = o("fi2n2
). 

i 

Agora, como ElG vale, temos 

Lcl = o(l). 
i#l 

Como ü = c1e1 + w1 com llw1II = lle1II = 1, temos que lc1I = 1 + o(l). 
Escolhendo-se o sinal convenientemente, temos que c1 = 1 + o(l), como 
queríamos. 

Fato 3: Temos que a1 = IXl/vn + o( Jixl) e b1 = IYl/vn + o( JTYT). 
Basta observar que temos 

a1 = (Jx, e1) = Ux, ií. + w) 

IXI -
= vn + Ux,w) 

= ~+o (llfxll llwll) 

= ~+o( Jfxi), 

pelo Fato 2 acima, como queríamos. 
Continuando a prova, vemos, de ( *) e do Fato 3 acima, que 

1 IEc(X, Y)I - JJIXI IYI + o(pn2) 1 S l>-2 IJ IXI IYI 
e, consequentemente, 

1 IEc(X, Y)I - JJIXI IYI I S o(15ri2). 

Temos então que DISC(l) vale. o 
LEMA 5.3. Se Yp satisfaz DEG, então, para qualquer inteiro t 2". 1, temos 

que todo G E Yp satisfaz 

u,v u,v 

onde Pt(u, v) denota o conjunto dos t-caminhos (= caminhos com t arestas} 
que começam em u e terminam em v. 
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DEMONSTRAÇÃO. O número de t-passeios é pelo menos (1 +o(l))zint+l 
(veja [4, 19, 21], ou, alternativamente, note que isso segue da propriedade 
(Pl) no Lema 1.5). Seja W um t-passeio vo, Vi, ... , Vt em G que não é um 
t-caminho. Logo, Vi= Vj para certos i :S j-2 e W pode ser decomposto em 
3 passeios vi, Vi-1, ... , vo, Vi, Vi+l, ... , Vj e vi, Vj+l, ... , Vt· Para cada escolha 
de Vi, existem no máximo (cp71_)i(cpn,)i - i- I(cpn)t-j = (cpn)t-I = c'(pn/-1 

escolhas para esses passeios. Portanto, existem no máximo d'pt-lnt escolhas 
para W. Como pn » 1, esse número de escolhas é o(ptnt+l ). Concluímos 
então que o número de t-passeios que não são t-caminhos é o(Jint+1 ). O 

TEOREMA 5.4. Suponha que para algum inteiro t 2'. 2 e alguma constante 
c > O temos que p > cn- 1+1/(t-I) e que 9p satisfaz U(t). Nesse caso, temos 
que as propriedades CIRCUIT0{2t} e CICL0{2t} são equivalentes. 

DEMONSTRAÇÃO. Considere P' = li12t-M2t, onde M2t denota o número 
de 2t-ciclos e M2t o número de 2t-circuitos. É suficiente mostarmos que 
P' = o(p2tn2t). Agora, note que se H é um 2t-ciclo que não é um 2t
circuito, então é possível escolhermos dois vértices u e v tais que H é a 
união de dois t-ciclos ligando u e v e pelo menos um desses dois t-ciclos não 
é um t-circuito. Observe também que, por causa de DEG, não é difícil ver 
que U(t) implica U(t + 1). Usando esse fato e o Lema 5.3 acima, temos que 

P' :S 2t L et(u, v)(e1(u, v) - IPt(u, v) I) 
u,v 

u,v 

::; 2tcptnt-Io(ptnt+I) 

= o(p2tn2t), 

que é o que queríamos mostrar. D 

TEOREMA 5.5. Suponha que para algum inteiro t 2'. 2 e alguma constante 
c > O temos que p > cn- l+l/(t-l) e que 9p satisfaz U(t). Nesse caso, temos 
que CIRCUIT0{2t) implica DISC{l). 

DEMONSTRAÇÃO. Basta combinar os Teoremas 5.2 e 5.4 acima. D 



CAPÍTULO 6 

Apêndice C: Uma O-afirmação correspondente 

Nesse apêndice, iremos expor a prova de uma O-afirmação para uma pro

priedade que generaliza a propriedade G ..:.+pr H. 

No Capítulo 1, nós mostramos uma 1-afirmação para a propriedade 

G ..:.+pr H em G(N,p) para todo H que satisfaz a conjectura KLR. Agora, 
podemos pensar em colorações próprias das arestas de um grafo como co
lorações nas quais cada cor aparece no máximo uma vez em cada vértice. 

Uma generalização da propriedade G ..:.+pr H portanto é a seguinte. Sejam 
R ~ 1 um inteiro e H um grafo fixados. Para um grafo G, escrevemos 

G ..:.+R H se, em qualquer coloração das arestas de G onde toda cor aparece 
no máximo R vezes em cada vértice, existe uma cópia TMC de H. A pro
priedade G ..:.+pr H é portanto a propriedade G ..:.+1 H. 

Não é difícil ver que praticamente a mesma prova do Teorema 1. 7 nos 
dá o seguinte resultado. 

TEOREMA 6.1. Sejam H um grafo com m2 = m2{H) > 1 e R ~ 1 
um inteiro fixados. Se a conjectura KLR vale para H, então existe uma 
constante C = C(R, H) > O tal que, para todo p ~ CN- l/mz, temos que 

a.q.c. G E G(N,p) satisfaz G ..:.+R H. □ 

Além das modificações óbvias nas quais algumas expressões são multipli
cadas por R, os únicos passos ligeiramente diferentes são quando mostramos 
as propriedades (Ql) e (Q3) para G* no Lema 1.8. Para a (nova) propri
edade (Ql), usamos o Lema 1.6. Já a (nova) propriedade (Q3) segue da 
mesma propriedade (Q3) para colorações próprias multiplicando-se a cons
tante e por R. Convidamos o leitor interessado a preencher os detalhes. 

Agora, em [5), os autores mostram uma O-afirmação sobre uma propri
edade anti-Ramsey para colorações b-limitadas (isto é, colorações nas quais 
cada cor aparece no máximo b vezes no total. onde b é um inteiro fixo), para 
todo H ( com m2 ( H) > 1) e todo b que é suficientemente grande. Exata

mente a mesma prova nos dá uma O-afirmação para a propriedade G ..:.+R H 
para todo H e todo R suficientemente grande. l\1ais precisamente, nós temos 
o seguinte resultado (note que o limitante inferior é o mesmo que o limitante 
superior do Teorema 6.1 acima, ou seja, 8 (N- l/m2 (H) ), e, logo, concluímos 

que essa função é uma função limiar para a propriedade G ..:.+R H para todo 
H com m2 ( H) > 1 que satisfaz KLR e todo R suficientemente grande). 
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TEOREMA 6.2. [5] Para todo H com m2 = m2(H) > 1, existe uma 
constante Ro = Ro ( H) tal que, para todo R 2: R0 , existe eo = c0 ( R, H) tal 
que, se p = coN-l/m2 , então limN-+oo IP[G ~R H] = O. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja então p = coN-l/m2 , onde co é uma constante 
pequena o suficiente. Coloque S(H) = {H' e H : H' =f H e v(H') 2: 3}. 
Note que podemos assumir que 

d2 (H) > d2 (H'), para todo H' E S(H). 

De fato, se esse não é o caso, então m2(H) = d2(H') para algum subgrafo 
próprio H' de H e podemos então mostrar que a.q.c. GN,p E G(N,p) é tal 
que é possível colorirmos G como queremos sem que haja cópias TMC de 
H', o que claramente implica que não existem cópias TMC de H. 

Temos portanto que se H' C H com H' =f H e v(H') 2: 3, então 

e(H) - e(H') , , ( d2(H')) 
óH' = d

2
(H) - v(H) + v(H) = (v(H) - 2) 1 - d

2
(H) > O. 

Defina 
óH = min { ów : H' E S(H)}. 

Seja agora rH o grafo cujos vértices são as cópias de Hem GN.p e no qual 

dois vértices H1 e H2 são ligados por uma aresta sse H1 e H2 têm pelo menos 
uma aresta em comum. Dada uma componente conexa C = {H1, ... , H1} 
de rH, o grafo-base de C é o subgrafo Gc de GN,p cujo conjunto de vértices 

é Vc = u~=l V(Hi) e cujo conjunto de arestas é Ec = U!=l E(Hi)· 
Dizemos que uma componente conexa C de r H é segura se o subgrafo 

Gc é Ro-degenerado, onde 

Ro = Ro(H) = b..(H) + d2(H)v(H) - e(H) + 1. 

Lembre que Gc é Ro-degenerado se existe uma ordenação de Vc = (v1, ... , vi), 
l = IVc 1, tal que cada Vi tem no máximo Ro vizinhos em { v1, ... , Vi-1}. An
tes de prosseguirmos, nós precisamos mostrar o seguinte lema. 

LEMA 6.3. [5] Temos que a.q.c. GN,p E G(N,p) é tal que toda compo
nente conexa e de r H é segura. 

DEMONSTRAÇÃO. Considere o seguinte processo no qual um conjunto 
de vértices Vo = { v1, v2, ... , Vv (H ) } é escolhido e seja Eo o conjunto de ares
tas induzido por Vo. Se Eo contém uma cópia de H, nós iremos fazer uma 
busca que irá gerar um conjunto de arestas Efinal que contém Ec, onde C é 
a componente conexa correspondente de rH. Nós geramos conjuntos½, Ei, 
i = 1, 2, ... , k através de uma iteração dos seguintes dois passos até que 
Vi+I = 0, depois do passo A abaixo. 

A. Para cada conjunto de v(H) vértices que contém algum z (/:. v(k) = 
LJt=o ¼ e algum e E Ek, determine se esse conjunto de vhtices forma 
uma cópia de H. Se esse é o caso, nós adicionamos V(H) \ v(k) a Vk+l 
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e E(H) \ E(k) a Ek+l e prosseguimos (E(k) = LJ1=o Ei)- É importante res
saltar que uma vez que um vértice z é adicionado a Vk+ 1, nós nunca mais 
verificamos o status de nenhum outro conjunto de vértices que contém z. 

B. Para cada par de vértices consistindo de um vértice z em Vi+1 e um 
vértice a em y(k+l), determine se a aresta {z,a} pertence a GN,p· Se esse é 
o caso, adicione essa aresta a Ek+l · 

Note que esta busca impõe um condicionamento especial sobre conjuntos de 
arestas em G N,p· Em qualquer passo, o status de algumas arestas é verificado 
e ainda mais estamos condicionando sobre o evento que alguns conjuntos de 
arestas não aparecem. Em qualquer condicionamento desse tipo, temos, 
pela desigualdade FKG, que a probabilidade que qualquer conjunto de k 
arestas ( cujo status ainda não foi verificado) apareça em G N,p é no máximo 
pk. Note também que depois do passo B acima, nós teremos que o status de 
todas as arestas com pontas em V(k+I) foi verificado. Seja Efinal o conjunto 
de arestas gerado quando o processo acima termina. 

Nós interpretamos esse processo como um processo de ramificação no 
qual as arestas são os indivíduos. Aqui temos as seguintes três maneiras 
pelas quais uma aresta e E Ek pode gerar filhas. 

1. Cópias de H encontradas no passo A tais que V(H) n y(k) = e. 

2. Cópias de H encontradas no passo A tais que IV(H) n v(k) 1 ~ 3. 

3. Arestas adicionadas no passo B. 

Claramente, existe uma ambiguidade em se atribuir paternidade às arestas 
dos tipos 2 e 3. Isso é feito de maneira arbitrária. Sejam Ai, Bi e Ci o número 
de arestas dos tipos 1, 2 e 3, respectivamente, que são filhas dai-ésima aresta 
a ser adicionada a Efinal· Por simplicidade, as arestas que estão em Eo, mas 
não na cópia inicial de H, são levadas em conta incrementando-se os Ci 's 
apropriados. 

Coloque K = Co log N, onde Co = Co ( co, H) é uma constante grande 
o suficiente. Sejam X1, X2 , ••• váriáveis aleatórias independentes e iden
ticamente distribuídas (iid), todas do tipo Bi(Nv(H )-2 ,pe(H )-l). Sejam 
Yi, Y2, ... váriáveis aleatórias iid, todas do tipo 

L Bi ( Kv(H') - 2 NV(H)-v(H'), pe(H) - e(H')). 

H'ES(H) 

Sejam ainda Z1, Z2 , ... váriáveis aleatórias iid, todas do tipo Bi(2K,p). 

Vemos que Ai, Bi e Cisão dominadas por (e(H) - l)Xi, (e(H) - l)Yj e Zi, 



6. APÊNDICE C: UMA O-AFIRMAÇÃO CORRESPONDENTE 46 

respectivamente, parai :S K. Temos que 

lE [t, (e(H) - l)X,] - K(e(H)-l)Nv(Hl- 'p•(H)-l - K(e(H)- l)c~(H)-l. 

Logo, se co é suficientemente pequena, a desigualdade de Chernoff implica 

li' [t ( e(H) - 1 )X, ê'. K - e(H) - ( d,(H)v(H) - e(H) + 1) - e(~~ - l ( v(H) - ;,((2) + 1)] 
= Q ( Ne(H)/d2(H)-v(H)-l) . 

A soma I::~1 Y; tem distribuição 

L Bi ( K . Kv(H') - 2 Nv(H)-v(H'), pe(H) - e(H')). 

H'ES(H) 

Seja:I o conjunto das sequências de inteiros não-negativos (iw: H' E S(H)) 

tais que a soma dos ÍH,'s é lo~ [v(H) - ;
2
~1;)) t 1] l · A probabilidade que 

I::~1(e(H)- l)Y; é pelo menos e(1l- l [v(H)- ;
2
<(;)) + 1] é limitada supe

riormente por 

L II (K. Kv(H') ~ 2 ~v(H)-v(H')) (Pe(H)-e(H')) iH, 

(iH1)EI H'ES(H ) H 

< L II Kv(H )iH, (Nv(H )-v(H')pe(H) - e(H')rH' 

(iH1)EI H'ES(H) 

< L II Kv(H)iH, N - ôH,iH, 

(iH1)EI H'ES(H) 

(iH1)EI H'ES(H) 

::;; KO(l) L Ne(H)/d2(H)-v(H) - l _ 

(iH1)EI 

Note que, por definição, temos que ÔH :S <5w, Como existem III = KO(l) 

sequências, vemos que 

li' [t, (e(H) - l)l"; ê'. e(~~ - 1 ( v(H) - :,((2) + l) l '., KO(l) N'(H)/d,(H)-,(H)-1 _ 

Finalmente, temos que 

IP' [~ zi :2: d2(H)v(H) - e(H) + 1] ::;; ( 2
K

2 
)pd2(H)v(H)-e(H)+l ;:í d2(H)v(H) - e(H) + 1 

= KO(I ) Ne (H )/d2(H)-v(H)-I / d2(H) _ 
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Como o número esperado de cópias iniciais de H é no máximo Nv(H)pe(H) = 
e' Nv(H)-e(H)/d2 (H), a cota da união aplicada às estimativas superiores acima 
envolvendo (e(H) - l)Xi, (e(H) - l)Y"; e Zi mostra que, com probabilidade 
tendendo a 1, toda componente conexa de rH tem no máximo K arestas. A 
ordenação Ro-degenerada desejada segue da última desigualdade acima. O 

Agora, se toda componente conexa de rH é segura e R 2: Ro, então 
podemos colorir as arestas de G N,p de forma que cada cor apareça no máximo 
R vezes por vértice e de forma que cada cópia de H não é TMC. De fato, 
para pintar uma componente conexa Ec, nós simplesmente usamos uma 
nova cor em toda aresta de Vi a { v1, ... , vi-I}, para 1 S: i S: IVcl- Pelo 
Lema 6.3, temos que cada cor aparece no máximo R vezes por vértice. Mais 
ainda, cada cópia H* de H não é TMC, pois pelo menos duas arestas da 
mesma cor incidem no último vértice de H* na ordenação (note que aqui 
usamos que H tem grau mínimo pelo menos 2, já que estamos assumindo 
que d2(H) = m2(H) > 1 e que d2(H) > d2(H'), para todo H' E S(H)). □ 
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