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ABSTRACT

Forcingwas created by P. Cohen to prove some

independence results in set theory. Recently A. Robinson

(1969) and R. Fraissé (1970) applied tais method to
model thçory

We shall study Fralssé's forcing and compare it to
Robinson's.

In Chapter 111 we tive suffi.ci.ent conditions on a

multirelation (relational systeln) M for the completness

Xo-categoricity of the theory Ms forced by M. We

also gi.ve a charaterization of the relations general to h{

(this was simultaneously obtained by B. Poizat) and end

the chapter wi.th a condition on Mo and MI for the equality
of M: and M?

In Chapter IV we show first that Fraíssé's forcing
may be obtained by means of Robinsoll's and then define a

new forcing containi.ng the fora.ng of Fraíssé and the

fora.ng of Robinson as parti-cHIar and extreme cases



(i)

T NTP nnifran
v Vila

O método de ''forcing'' foi. i.ntroduzido por P. Cohen

com a finalidade explz'cita de obter certos resultados de in
dependênci.a na teoria dos conjuntos. Esta técnica se mos -

trou muito eficiente e foi largamente usada por outros mate
míticos com a mesma finalidade. Recentemente A. Robinson

(1970) e R. Fraissé (1971) retomaram o estudo deste método,

no contexto da teoria dos modelos. Com relação ao ''forcing''
de Robinson veria.cou-se que este é,eln certo sentido, uma

extensão do operador colnpanhei.ro semântico que a certas teo

rias T associ.a uma outra teoria T''. No que diz respei.to
ao ''forcihg'' de Fraissé a si.tuação difere bastante. Fraissé

define o ''fora.ng'' de tal Jnodo que a cada estrutura M ::

= <IMI,RI'...,Rk> fi.ca associada uma teoria Ms, sendo S
um predicado previamente acrescentado à linguagem. Muito em

bota saiba-se pouco a respeito da teoria Ms pode-se afi.a-

mar que esta liga-se bem mais ã estrutura M, que ã sua teo
ria Th(M). Tudo indica ser Ms '.uma certa medida'' de al -

guln invari.ante de estrutura, no entanto, o problema de pre-
cisar tal invari.ante resta ai.nda a resolver

O propósi.to deste trabalho é de estudar o ''forcing''
de Fralssé e de o comparar com o de Robinson. Para tanto in



traduzimos no Capítulo l as notações e noções necessárias

da Teoria dos blodelos e no Capítulo ll definimos o

'forcing'' de Robe.nson enunciando os resultados mais impor
tantes conhecidos a respeito

lâiciamos o Capl'tulo 111 dcfinin(lo o ''fora.ng'' dc

Fraissé, em seguida estabelecemos os resultados do parãgra

fo 3.2 e 3.3, devidos ã Fralssé. A demonstração da Propo-

sição 3.2.5 difere da originalmente dada (por Fra'lssé;
cf [5]), valida apenas no caso de ser 1,1 inumerável. Pro

curando conhecer melhor a teoria l\4s, em alguns casos par-
ticulares, obtemos, ai.nda neste Cal)I'tule, parágrafo 3.4,

condições sobre M afim de que Nls seja completa ou X.-
categórica e damos uma caracterização (''a la Robinson -

Barwise'') dos modelos gerais de Nls. Este último resultado

foi também obtido por B. Poizat (ver [20]). Finali,zamos o

Capítulo 111 estabelecendo (parágrafo 3.5) uma relação que

uma vez bati.sfeita por duas estruturas ibl. e M. acarre-
ta a igualdade das teorias (forçadas) iÇls e Ms

No Capítulo IV mostramos ])rimeiramente que o

''forcing'' de Fraissé pode ser obtido através do ''forcing''

de Robinson. Em seguida definimos um novo ''forcing'' que
contem a ambos como casos particulares e estremas. Finali-

zalnos por generali.zar a Proposição (2.2.3)

Observemos que em [20'] B. Poizat chama atenção so-



ore o rato ae ser possa-vei obter-se o torcing de Robinson

através do forcing de Fraissé. Não Ó,contudo, apresentada

nenhuma demonstração

Queremos agradecer aos Professores Newton C. A. da

Costa e Roland Fraissé pela orientação e incentivo que nos
deram durante a realização deste trabalho; aos Professores

Rolando Chuaqui e Jacob Zilnbarg pelas sugestões dadas e,

fi.nalinente,a todos aqueles que colam)orarant conosco direta
ou indiretamente
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CAPITULO l

$l.l - Preliminar'es e Notações - Por Í.(ou /,', Z-',...)
denotarelnos uma linguagem de lg- ordem com igualdade, conten

do A, v, '"], ], V como símbolos lógicos, um número finito

Rl",..., Rk" de (símbolos) de pred.icados, podendo conter
constantes e sem símbolos funcionais. Supõe-se a noção de

fórmula em ié dada de modo usual (com utilização de parên-

teses) e estas serão notadas pelas letras gregas minúsculas
+ e @ com ou sem Índice

Seja + uma fórmula. Diremos que $ é básica se

ela é atómica ou a negação de unia fórmula atómica. (b seta

dita ZÍoz'e (ou mÍoPe de quanta.fÍcadoz'es) se nela não ocorre

nenhum dos sÍmbo]os ]Ógicos V e ] . Suponhamos agora que

$ é uma fórmula em forma normal prenex. Por um bloco de

quant; r oadoz'es de 4) entenderenlos uma sequência maximal

de quantificadores de mesma espécie que nela ocorre. + será

denominada uma ]n-/áa'mata (Vn-f0 2'mula) se contém m blo -
cos de quantificadores, com ]llx<n, sendo o lç' quantificados

existencial- (universal). No caso de n ser ''pequeno'' usare
mos a notação ]-fórmula, ]V-fórmula, aV3 -fórmula ein lu-

gar de ]l-fórmula, ]2-fórmula e 33-fórmula. (o mesmo
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se dando para as V.-fórmulas)
# seta dita e=?lst;c?ncÍaZ se for básica ou construída

de fórmulas básicas por utilização sucessiva da conjunção

A , disjunção v , e do qualltificador existencial 3 . Se

+ for dã forma-t@ com @ -existencial diremos que + é

zzzzÍoersaZ. Demonstra-se que toda fórmula existencial (uni

versal) é logicamente equiva]ente a ullla ] -fórmula (V-fÓr
mula)

A compZea dada de uma fórmula $ é definida conto

o número de ocorrências dos símbolos lógi,cos em (b

No que se segue,a notação see abrevia a expressão
S (3''somente111 \

$1.2 - Por Mina teoria T (em Í,

entenderelnos um subconjunto consistente de sentenças de €

Usaremos a notação Tt-+ para significar que 4) é uln teo-

rema de T. O conjunto de todas as Vn-f(l;rmulas ( 3n-fórmu-

las) dedutíveis de T seta denotado por TV (T] )n n

U)na está'utua'a ou maZtZz,eZação M é uma (t+l)-upla

<IMj, Sll,..., SI,x'> onde jMI É; umconjunto não vazio e
]ll .

S.' são relações mi-ari.as definidas em iMl; i=l

i.é., Si] são funções do produto cartesiano IMlmj-

)

]jl

, l ,

eni
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tU,l.f. E claro que para cada i: S;

tificavel com um subconjunto do produto cartesiano

do qual é a função característica. A R-upla l:<m.
designa o t;Zpo de NI

Sej a

l
c ano n l c ámen t ee ] denl

l)iremos

que M = <IMI,S.'l,...,S o't> ã adequada pa2''a 'Í. (ou que

Í áadequadapaz'a M) se existe uma bijeção

f :tl....,k} >ÍI,...,Ê} tal que ni:mf(i); i-l,'..,k
Dada uma multirelação N'l e uma linguagens adequada para M

as noções de interpretação, satisfatibilidacle, validade,

modelo, etc., são as usuais. Usaremos, freqüentemente, os

mesmos símbolos Rli; i=1,...,k para denotam- os predi-ca

dos de ;J, e as relações que os interpretam em M.

Uma classe E de estruturas adequadas para ;i/l ó
dita {ndutÍua se para toda cadeia crescente {M } de

a.'o!<Y

elementos de E (i.é., Mcl(;M]] sempre que cl<B<y; a,Í3,y
designa11t ordinais) tem-se que LJ b{. é ainda uma estrutu

ra de }l, onde (.../ M,. designa o liriiite indutivo

{NlocJc!<Y' Uma teoria T ã {ndzít2lua se a classe de seus mo-
delos é uma classe indutiva. É ulli fato bem conhecido que

uma teori.a T é i.ndutiva see pode ser axionlatizada por

os predicados de Í.
m l 2,s Ê

de



VJ-fórmulas (ver, por exemplo, [ 3 ])

Em tudo que se segue utilizaremos, de modo implíci

to, os resultados clãssic.os da teoria dos modelos, em par
ticular os seguintes

m conjunto T de senten
ças é consistente see admite ntodelo.

conjunto T de senten-

ças tem modelo see cada um de seus subconjuntos finitos
possui modelo .

Como consequência destes dois resultados deduz - sc

facilmente que: Um conjunto T de sentenças é consistente

see cada uln de seus subconjlilitos J'mitos é consistente

Dadas as ].inguagens ;if e ifl' diremos que if
é uma expansão de :if se :ÍI' for obtida acrescentando-

se a =Z novas constantes e novos predicados. Seja i;Í?'

uma expansão de / que se obtém pela adjunção do conjup
nl. l)

to A de constantes e dos predicados SI'l,...,Srr. Neste

ou r:0, usaremos ainda as notações :r(S.i.....S''r) f.

Í.(A) respectivamente. Uma expansão ::#' de :f é dita

normal se o conjunto A for infinito. Esta noção foi in

JI(
n

)r
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troauzida por Robinson-Barwise ein

do a Proposição 2.2.3.

Finalizaremos este parágrafo com duas noções dadas

por Fraissé que nos serão úteis no Capítulo lll

Seja M uma multa.relação. Diremos que M é bomogâ-

nea se todo automorfismo (local) definido sobre um conjun-

to finito de IMI pode ser entendido a un] automorfi.smo de

M. Se NI õ enumerãvel (i.é., IMI é enumerável) diremos

que M é rica se qualquer outra multirelação enumerável
(do mesmo tipo) é isomorfa a uma subestrutura de M

e justifica-se revi

.Elg.111.!1.9g.g-(Fl'aTssé) Se b{ e M' são multirela

does enumerãveis, ricas e hotnogelleas, ívl e M' são isomor
fas (ver [ 6 ])

$1 .3 - ro semântico - As

noçoes que passaremos a definir foram, em sua )maioria, ori-

ginalmente tratadas por A. Robinson e motivadas pelo estudo

(metamatemático) da relação existente entre a teoria dos
corpos e a teoria de seus fechos algébri.cos

Diremos que a fórmula + de :f. est;(Í de.f2lnida (ou
tem sent2ldo) na estrutura l\l adequada para + se toda

constante de J= que ocorre em + ó um nome de uin elemento

de IMI. Em particular se :fl não tem constantes toda fÓr-
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mula de /.(IMI) tem sentido ein b4 Ctomando-se a interpõe
tição Óbvia das constalltes)

!gfjlição 1 4.1 - Sejam N] e l\l' estruturas adequa

das para :f e M subestruturade M'. Diremos que bl é

ea7:stenc aZment;e connpZet;a em bl' se toda sentença existen-
ci.al + definida em M e verdadeira elli l\'l' é verdadeira

em M. Seja agora E uma classe de estruturas adequadas. pa

ra :fl e b/le=. M será di.ta e=ÍstencÍaZment;e compZet;a é?m

E se M for exi.stencialmente completa em M' qualquer
que seja NI' extensão de M ern E

Se E é a classe dos corpos, a classe das estrutu -

ras existencialmente completas correspondente é precisêtlnen-

te a dos ;orpos algebricanlente fecllados. Dada uma classe

qualquer E nem sentpre existe uma estrutura de E existen

cialmente completa (eln E). Por exemplo se }l Õ a classe

constitui'da pelos corpos da forma Ç('\l}/'Z), cojn neN-Í0}, E

não admite estrutura existencialmelit.e completa. O resultado

seguinte dã condições sobre E a fim de nos assegurar a
existência de estruturas existencialmente completas

11gp.9.s ição -4 2 - Se E é Mina classe indutiva, en-
tão cada estrutura NíeE é subestrutura de uma estrutura

N[' € E existenci.a].quente coJltpleta.
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!s.:fl.!Jli!.ç.ãP..L:.!.=2 - Seja T uma teoria em JI e M uma

estrutura adequada para :ÍI,. Dizemos que M é c?nÍstencÍaZ-

/rient;é? co#rpZeta rezar; z;amante a T (ou em T) se

(i) M é Subestrutura de ummode].o de T;

Cii) b! ê; existencialmente completa enl todo modelo

l\l' de T que estende NI.

É fácil verificar que b{ é exi,stencialn\ente comple-

ta em T see é existencialmente completa na classe dos mo

delos de TV' visto que M Õ subestrutura de unt !Rodeio de

T see l\4 émodelo de TV ousejaaclassedos modelos

de TV é a classe das subestruturas de modelos de T

l)efjnição 1.4.4 - SejêLm 'l' e T* teorias em ;lÍ:. Di

zemos que T" é semana caniezzte cons7lstenté; (ou modelo col?-

sÍstent;e) relativamente a T se todo modelo de T pode ser

estendido a um tnodelo de T*, i.é. , see para cada modelo M

de T, T*UD(M) é consistente (1)(M) denota o diagrama de

M) ou, ainda, se TVD (T*)V

Definição 1.4.5-(A. Roblnson) Sejam T e T* duas

teorias em llÍ: . T* é dita senrant Gemente completa reZat7:0a
mentem T sedado umlnodelo lvl de T subestrutura dos

modelos M' e M'' de T'';, então toda selltença (b defini-



daem M ãsatisfeitaeni M' see ãsatisfeitaem M''. De

forma equivalente se para todo modelo h4 de T a teoria

T*UD(M) é completa (em /(IMI)). T* seta dita semana ca

?rré?nte cornpZeta (ou znodeZo co//ipZeta) see T* for semântica

mente completa relativamente a si mesma. Finalmente, se

T")T é modelo consistente relativamente a T e illodelo

completa, então T* é denominada um c0/7zpZez;a/nc?ní;o oemânt;2l-

co de T

Exemplo: Se T é ujll conjunto de axiomas para a elas
se dos corpos e T*9T uma axiomática para a classe dos

corpos al-gebricamente fechados, então T* é um completamen

to semântico de T. O resultado seguinte nos permite afia -

mar que o completamento semântico de uma teoria é único,
i.é. , dois completamentos semânticos de urna mesma teoria

sao].ogicamente equivalentes

!r.g.p.osição .4 6 - Se T' e T'' são completamen-

tos selnanticos da mesTRa teoria T, então o fecho 1(5gico de
T' e T'' sao os mes)nos

Proposição 1.4.7 - Uma teoria T é semanticamen -

te completa see dados dois modelos de T, M e M' tais

que b'i é subestrutura de NI', então b,l é existencialmen
te completo eJn M '



!rg.p.gg.!.ção 1 4.8 - Se T é semanticamente comple -

ta, T é axiomatizáve] por V] -sentenças e, portanto, in-
dutiva

A teoria dos corpos forntalmente reais (ver [2]) não

admite completamento semântico. Motivado por este exemplo

Eli Bers introduziu o seguinte conceito

.Qg!.i.B.!ção 1.4.9 - Sejam T e T'': teorias em /,

Diremos que T* õ um eo/rrpanhe?l2'0 semãnt co (ou modelo-com
panbez:ro) de T se

(i) T e T* são modelo-consistentes uma relata
valente a outra

+ .

(ii) T é s e }nant i c a ]ne ]] t e c o mn l e t al l [n]

Todo compJ-etamento semântico T* é um companhei-
ro selnantico. A teoria dos corpos formalmente reais mostra

que a noção de companheiro semântico é uma generalização
própria da noção de completantento semântico

Os resultados mais importantes sobre esse conceito
sao os seguintes

T uma teoria em Í. . TeB

se que

(i ) Se T'': e uJll coJnpanhei.ro semântico de T, en
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tão NI é modelo de T* see l\4 é existem

ci.alJnente completo em T

Se T* e T' são companheiros semânticos de

T, então T* e T' têm o mesmo fecho lógi
co

(iii) Se a classe das está-uturas existencialmente

completas de T for uma classe de lg ordem

general i.zada (elementarmente generalizada se-

gundo [2 ]), então r)Th(M) é o coitlpanhei-

semântico de T, onde l\{ percorre a classe

das estruturas existencialmente completas de
l

então

aln T e V teorias em Í.
..+ .,Ü'

T" e V" seus respecti.vos companhei.ros semânticos. Tem

se, então que

(i ) r*:(Tv)*

(T*)V:TV(i i )

(iv) TV-VV see T'':=Vv'

T*') r)Th(b4), onde bl percorre a c].asse dasCv)
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estruturas existencialmente completas de T

T tem a propri.edade da imersão see T* é com

pleta (unia teoria T tem a propriedade da

imersão se dados dois modelos 1«1., M. de To ' ]

existe uln outro M2 no qual ambos se líder -
gem)

(vi)

As demonstrações das Proposições enunciadas nesse

parÉÍgrafo encontram-se, por exemplo, em [9]

Algulttas teorias importantes como a dos grupos, dos

anui.s de divisão, dos números e outras não admitem pompa -

cheiro semântico(verE10],[19],[11] eE].]). Este fato,
em vista da Proposição 1.4.10, implica ser a classe das es

truturas existencialmente contpletas destas teori.as não

axiolnatizáveis eln IZ ordem. Desta forma não existe uma si-

tuação (formal) análoga ã dos corpos e seus fechos algãl)ri

cos. O torci.ng, a ser estudado no próximo Capítulo, forne-

ce um ]nétodo que nos permite obter, em alguns casos, t.ilha

classe de estruturas, construída a partir de T que reprg
senta, de certa forma, para os modelos de T o mesmo pa

pel que a classe dos corpos algebricamente fechados repl'e-
senta para a classe dos corpos
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CAPÍTULO 2

FORC ING S EGU NDO RO B IF{SOFI

$2.1 - .!.!L.Ç.}'adução - O estudo do forcing de Robinson teve

início em ]970, com os trabalhos: ''Forcing in ivlocLel Ttleo

ry'' [112 ], ''lnfinite forcing in Nlodel Theory'' [ 13 ] e
''Completa.ng Theory by forcing'' [ 1 ]

ivluito embora o forcing infinito tenlla sua importân-

cia, sobretudo no estudo da nletamatemática da ãlgebra, es

taremos, contudo, devido aos nossos propósitos, interessa-

dos apenas no forcing finito. Assim, trataremos somente

deste caso e a palavra ''forcing'' significará em tudo que

se segue, a menos de menção explícita em contrári.o ,
''fo rcing finito''

Rabi.néon ,escolhendo uin caldinho puramente si.ntáti

co,definiu o forcing como selado uma relação (meta-relação)

entre conjuntos finitos de sentenças básicas (daí, forcing

finito) e sentenças quaisquer. Com isto,associa ã cada teo

ria T uma teoria Tt denomillada forcing-companheiro de
T que, inesperadamente, coincide com a teoria T'':, made -

lo-companheiro de T, quando esta Última exi.ste. Este fato

deu maior objetividade ao estudo deste forcing, uma vez
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que se tornou possível obter, por este n\étodo, completanten

tos semânticos de certas teorias

$2 0 fot"ci ng de Ro b{ n s o n

Definição 2.2.1 - Seja i;e uma linguagem de prilnei-

ra ordem, T uma teoria em Í, e A um conjunto de cons -

tantes distintas das de :Í. . Uma conde:fão em JI,(A) ]'é?Zatg.

oa a T é unt conjunto finito P de sentenças básicas tal

blue TUP seja consistente. O conjunto das condições de

plesnlente, C(T) se A=©. Seja PCC(T,A); definimos a meta

relação ''P .foz'ç?a 4)'' entre condições e sellteliças (> de

;l=(A) (em símbolos P fÍA ® ou P ll' @, quando não hoy:
ver margem a dúvidas) por i.ndução sobre a complexa.dade de

#) , do seguinte modo

RI Se $ é atómica, P l l- + see + G I'

R2 - Se + é da forma (b1'''+2' P IF + see Pll--+l
e P 1 1--- + 2

R3 - Se $ é da forma (blv+2' P ll
o« P l-'-- 'b2;

R4 Se $ é da fo rJila 3 x @l (x) , P 1 1---- @
see edis
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te uma constante c de ;f,(A) tal que P ll--4)l(c)

R5 - Se (+ é da forma Vx +l(x), P 11---+ see para
todo QeC(T,A) tal que QDP e para toda. constante c de

f,(A), existe Q'eC(T,A) com Q')Q e Q' ll--+l(c);

}

R6 - Se @ é da rotina n(bl' p l--(P see não existe

Q É; C(T,A) tal- que Q )P e Q l F- #.

g!!!t!!P:.ÇAt - Embora não haja restri.çÕes sobre o con

junto A na definição de farei.ng dada em [ 1 ] é, no en -
tanto, habi.tual considerar-se apenas expansões ;f(A) de
':Z onde A é infinito, isto é, expansões normais. Tal fa

to é essencial na demonstra.ção de várias Proposições como

por exemplo, nas Proposições 2.2.9. e 2.3.3., e indispensa

vel nas principais aplicações do forcing. Contudo, afim

de obtermos a Proposição 4.1.1., que nos fornece uma pri --

mel-ra comparação entre este forcing e o forcing de Fui.ssé,

somos levados a tratar o caso (não excluído na definição

dada em [1 ], colho já dissemos) em que A=@. Assumirelnos,

neste caso, que :ÍI, possui um conjunto não vazio de cons -
tentes

No que se segue,i.ntroduzirelnos alguns conceitos im-

portantes relativos ao forcing (de Robinson) e enunciare -
mos (sem demonstrações) os resultados mais relevantes con-
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cernentes a tais contei tos .

As correspondentes dcmonstrêtções podem ser encontl'a

das elli [ 1 ] ou em [ 9 ] e [ 12 ]

Prooosicão22.2- (i) Se PCCCT,A) e © quina
nça, P não força (simultaneamente) (b e '14).

(ii) Se P e Q são condições

PCQ e ....P força a sentença $ então Q F$
Ci.ii) Se PGC(T,A) e @ uma

sentença básica tal que P F +, então PUÍ+} é unia con
dtçao

sente]

!!!..E9.1].ç.a9...g:=g..J - Sejam ãC(A) e /(A') exten -

iões normais de :/, com ACA'. Se I' for uma teoria de

Z., 'b uma sentençade -;c(A) e I'éC(T,A) então
see P

A hipótese '':Í,(A) ]iorma].'' no resultado acima é

essencial. Verifica-se facilmente que no caso de ser A (ou

A') finito, ACA', o teorema não õ verdadeiro.

Decorre da Proposição 2.2.3. que se A é infinito,
Õ indiferente qua[ a sua cardina].idade (para efeito do
forcing) e que podemos, portalato, supor A (conveniente -

mente) grande. Neste sentido a Proposição 2.2.3 estabele-

ce uma certa uniformidade da relação 1-- com respeito ao
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Juiit-u n. Est,a unilormtdade val se fazei- sentir mais

acentuadamente no parágrafo seguinte quando introduzirJnos a

noção de tnodelo genérico. No Capítulo IV daremos a demons

tração de um resultado bem inaii geral que engloba aquele
enunciado em 2.2.3.

Se por um lado a Proposição 2.2.3 nos fornece infor

mações sobre o comportamento do forcing relativiLmente ao

conjunto A, a Proposi.ção seguinte trata do comportamento

de 11-- com respeito à teoria T

c01]

Er.9.P.gzj.çêl!..g.=.ê.J. - Seja T u«la teoria .m :;e, e l

uln conjunto finito de sentenças b:ísicas da extensão ltonnal

:Z.(A). Tem-se então que PeC('r,A) see PeC(TV'A) e, po!.
tanto, P lIT,A @ see P l l-itA $' qt-talquer que seja a sela

tença @ de Í (A)

P.g.fjlnição 2.2.5 - Diremos que uma condição p .força
/pacamente a sentenç?a de =íl(A) - em símbolos,
se P l-- l l@

Com relação ao forcing fraco vale a segui,nte

E.Lç?Posa ção 2 . 2 . 6 - Se
ça de f (A) , então

(T,A) e + é Mina senten

(i) nao se tem P F--! + . p L +

- 1+
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(i i ) se P 1--= q) e Q é uma condição

Q )P, vcm que Q l l

P 1-- @ implica P 1--! $;

P l--J l$ implica P l l-- l@

tal que

(iv)

!sli..!i.i..ç.ãe...!.:.!.:.Z - Sej a PÉ C(T,A) . Notaremos por

Ti(P) o conjunto das sentenças de ;f. que são fracamente
forçadas por P i.e

Tf(P)=Í+:+ é uma sentença de f. e P l-.+ +}

No caso em que P='b, Tt(P) será notado, simplesmente,
T' e denominado de forca:ng-comPan/zeiro de T

por

!!g.Eg:.!ção 2.2.8 - Se P é uma condição, Tf(P) é um

conjunto fechado, relativaittente ã dedução, e consistente

!.rg.t!.gâ:!.çag..ê...2.9 - Se PGC(T,A) e + é urna sentem

P l-- (b see P 1--'- $

(i.e. para as sentenças universais o forcing ''coi.nade'' com
a dedução)

P roposição 2 .2 .1 0 Seja P (al uma conde
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ção e 'b (al'...,an) uma sentença dc :f.CA) onde al'...,an
são const-?ntes de ';Z.(A) que não pertencem a 'e- e que
ocorrem em P ou em +. Nestas condições, se P 1-- @ eD
tão Tr contélii a sentenç a

Vxl ,Xn (''\ P (XI ' ,xn) ->'b Cxl ' . ' . , Xn) )

onde P(x.,...,x.) e +(x.,...,x.) são obti.das de

P(al'...,an) e 4'(al'...,an) por substituições Óbvias e

'A P(xl'.. ,Xn) denota a conjunção de todas as fórmulas (bã

ficas) de P(xl ' . . . ,Xn)

A Proposição acima enunciada é de grande illtportânci.a

para o que se segue. Intuitivamente, ela diz que Tr con -

téln axioJnas (da .forma explicitada) que traduzem em cada ca-

so, ou seja, para cada condição P e sentença +, o fato

de se ter P l-- +.
Como pode ser verificado, utiliza-se em sua demons

tração a ]iipõtese de ser f(A) unia expansão normal. Esta

mesma hip(5tese repercute ainda fulldamentalmente sobre ou

tios conceitos relativos ao forcing, colho já frisemos, c dá

ori-gem a diferem-tças essenciais entre o forcing de Robe.nsol-l

e o de Fui.ssé

Seja T uma teoria cm :ÍI. , NI uma estro,atura tal que

i'l f:: TV e Í.(A) uma extensão de :Z com card(A)>zcard(f'l)

'b(xl
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Note-se que M F: TV se e se)Rente se todo subconjunto fmi
to P de D (lvl) é consistellte com T

cao z.z.ll - Diremos que a estrutura. M foro?a

te ultl subconjunto PCDCb'i) finito, tal que P If--@
A relação 11- , acima defi.ni.da, entre estruturas e

sentenças de 'Í.(A), independe da extensão normal Z,(A) e

da eventual interpretação de Í,(A) em bl (ver por exejn

P:' [ 1 ])

D ef{ n {

Pgl!.!.!!.!.gão 2.2.12 - Diremos que a estrutura l\4 á ge
nár ca rezam; oan/ení;e ã T se :

1 - bí E T.,

2 - Dada uma sentença $, definida em NI, tem-se que

l\'l 1= $ see NI 11-- 4). Em outras palavras i\{ é genérica see
e uma estrutura consistente com T para a qual os corcel
tos de verdade e forcing coillcideln.

Dada uma teoria T nem sempre existe uma multirela-

ção M genérica relativailiente ã T (ver [18 ]). No entan-
to,se T é uma teori.a enl uma linguagem :ÍI, enumerãvel, va-
le o segui,nte resul tacto

PT'o P os j Ç ão 2 . 2 .1 3
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vel, T uma teoria em 'f., /,(A) uma extensão de Z.
com A enumerãvel e. Pe.C(T,A). Existe, então, uma estru-

tura genérica M, relativamente a T, cujos elementos (ou
mais precisamente, cujos nollles de seus elementos) estão ein

f. (A) e tal que PC D(M)

Introduzimos neste Capítulo dois conceitos de desta

cada importância, a saber, o de forcing-companheiro Tt de
uma teori.a T e o de estrutura genérica relativa a T. A

seguir explicitaremos alguns resultados que nos permitirão

relacionar tais noções com algumas daquelas dadas no CapÍ-
tul o antes io :r

Pt'oposição 2.2 14 - Toda estrutura genérica, relãt.!

va a T, é existenciallnelate completa relativamente a Tw

Pr'oposição 2.2 15 - A classe das estruturas genéri
cas, relativatnente a T, é indutiva

Pr'oDosicão 2.2 16 - Toda estrutura genérica, relata
vamente ã T, é modelo de Ti

PT'oposição 2.2 17 - Uma estrutura M é genérica,

relativamente a T, see b4 1:= Tf e TfUD(M) Õ completa
Ci .e M completa Tr)

Pro PO s'iÇão 2 . 2 .1 8 Se T é urna teoria ein uma lin
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guageln enumerãvel, Tr = fl Th(M), onde b{ percorre a clãs

se das estruturas genéricas, com relação a T

PT'oposição 2.2.19 - Se T, T.

uma mesma linguagem f. , tem-se que

(i) Tf:(TV)f

(ii) (Tf)V:TV

(iii) Tff-Tf

)

e T, são teorias de
\

(iv)

Cv)

(TI)V;(T2)V acarreta

Tt é completa see T tem a propriedade da
imersão;

(vi) ThCM))va)Tv3, onde M percorre a

classe das estruturas existenci.allnente coJnple
tas

(vii) Se T admi.te unt coinpanhei.ro semântico

então Ti é o fecho lógico de T*

T*,

.ElgÊgsição 2.2.20 - Uma teori,a T é selnanticamen

te coinplcta see todo modelo de T é genérico, com relação
Ta

item l.vixJ Qa Proposição 2.2.19 diz exatarnente

que no caso em que a teoria T admite um companheiro semân

0
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taco, este é essencialmente Tt; em outras pala\rias,os opc
dadores * :T >T* e f:Tt-- >Tf coincidem na

parte onde ambos estão definidos. Por outro lado, a Proposi

ção 2.2.20 nos diz que nestes casos, os modelos genéricos,
com respeito a T, são precisamente os existencialn\ente com

Quando T nao admite conipletamento seínãntico, as es
truturas gene;ricas, relativamente a T, constituem uma clãs

se de ]nultirelações ''modelo-completa'' (podendo ser vazia)
cuja teoria é consistente com T, possuindo seus elemen

tos o caráter construtivo dos corpos algebricamente fecha -

dos ou çéja, a propriedade de nos corpos algebricamente fe-

chados ''ser a verdade ou falsidade de uma sentença, determi

nada por hm conjunto finito dc informações''. l)o ponto de
vista formal, sabe-se apenas que nestes casos, a teoria Tf

goza (segundo a Proposição 2.2.19) de propriedades análogas

aquelas satisfeitas por T". (Proposição 1.4.11) O signifi

Gado preciso de Tr, nestes casos, resta ainda por ser es
clarecido
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CAPTTUL0 3

FORCING SEGUFIDO FRAISS É

$3.1 - .!.!!.!!eg.!i.çl.a - Fui-ssé introduz a noção de forcing na

teoria dos modelos no seu ''Cours de Logique Mathématique'',

em 1971. Tendo, como Robinson, por mota.fiação o ntétodo cria

do por P. Cohen, Fraíssé define, no entanto, o forcing dan
do mais ênfase ao aspecto semântico deste conceito. Consi-

derando as meta-relações ''P força (+) @'' e ''P força

(-) +'' (que se introduz indutivamente) entre conjuntos

finitos P, de fórmulas básicas,e sentenças 4) quaisquer
de uma linguagem /.', associa a cada relação l\l uma teo -
ri.a M' (forçada por M e S)

Neste Capítulo date)nos a definição rigorosa de tal

noção e estabeleceremos alguns resultados relevantes a res
peito da lnesjna

$3.2 - Seja M = <IMI,Rll,...,Rkk>
uma multirelação, :ÍI uma linguagem adequada para &l e

:f a extensão -:ÍI(IMI, Sm). Por uma cona ç?ão P para Sm

(em Z') entenderemos um conjunto fmi-to e consistente de

sentenças básicas de uma das formas Sm(al,...,am) ou
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ISm(al'...,am) onde al'...,a,:.CIMI. É óbvio que P pode

ser canonicanlente identificado com uma fuJlção definida eln

um subconjunto finito de IMlm e tomando valores em {0,1}

Tal função será denotado pela mesma letra P

Seja 4) umasentençade Í.' e P uma condição.

Diremosque P força (+) ou P .foz'ç?a (-) + emsi'm-

bolos P 1--;+ ou P 1-- @ ouainda,que (+),ou (-),

é o uaZor de + foro?ado por P, se as segui.ntes condições
forem s at i, s :fe i tas

FI - Seja @ livre e SP uma extensão da função P
ao conj unto IMlm, então

(i) É; verdadeira em

<IMI, Rll,..., Rkk, SP> qualquer que seja

a extensão SP de P, ou seja, MSp 1:: $ qual
quer que seja SP

P 11-: $ se lvlSP 1: 1+ qualquer que seja

SP' extensão de P

Se existemextensões SP e SP de P tais

que blSP 1= $ e MSp l-: "14) diremos que P
não força +

p F$ MSp

(i i)

(i i i)
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F2 - Seja (> da forma 4)ln@2 ou 4'lV+Z

(i) P f--i@l'"x+2 se ]' Fi(PI e P ll+ (b2

P IF: +lA@2 se P 1-- ®l ou

Cii) Em caso contrai'io diremos que P não força

+ l '\ 'bZ

(i i i) P lF''i+lv'b2 se P F-i+i ou p F-;02

P ll-- +lv+2 se P l

Em caso contrário diremos que P não força

4)l v +2

(iv)

F3 - Se + é da forma "\+l' diremos que

se P 11-- +1 e que P If-- @ se P ll--i @l

força +l' P não forçara (b

F'-; #
iiao

F4 - Seja $ a sentellça ]x (bl(x). l)iremos que

P ll--i 4) se existe c çiIMI tal que P ll--'i 4'l(c);plf-- +
se para todo cCIMI e toda condição QOP, tem-se que Q

não força (+) @l (c)

F5 - Seja, ftinalmente, (b da forma Vx 0.(x). Dire-
mosque P If+4) separatodo cCIMI etoda condição

Q)P , Q não força (-) +l(c). P F: + se existe cclPal
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tal que p l 1--T +l (c)

Phler'vaçÕes: A definição dada acima admite

óbvias silnplificaçoes, por exemplo é fácil ver que

P If-l(-) Vx'b](x) see P 1-=(-)13x'>1(x). Não nos
preocuparemos contudo, com este tipo de problema. Adotare-

mos a referida definição que õ em essência aquela dada por
Fraissé em [ 5 ]

O fora.ng que acabamos de descrever pode ser ai.nda

consi.derado de um modo mais geral, tomando-se a extensão

Í
respondentes são adaptadas a este contexto de modo eviden-

]1.

( MI, sll,..., sl,t) em lugar de JI,'. As definições co!

Finalmente, notemos que no :forcing de Robinson ini-

ciamos por considerar uma extensão /.(A) de ãl2, enquan-

to que aqui tornamos a extensão, ;(l(IMI , Sm), acrescentar -

do, além das constantes cle IMI, ujn predicado ín-ano, Sm

Por outro lado, as condições segundo Robinson são conjun -

tos finitos de fórmulas básicas de :l(l(A), consistentes
com T, ao passo que para Fralssé, ullta condição é um con

junto fmi.to de fórmulas básicas da roTIna Sm(a. ,

ou 'lSm(al'...,am), com al'...,an,€1MI, consisteitte Cem

si mesmo)



No que diz respeito ãs relações entre os dois concei

tos de forcing aqui tratados, lilnitamo-nos a ressaltar alga

il\as de suas diferenças; adiante voltaremos ao assunto anali

sando o problema com mais profundidade

ProDosic$p ]:2.1 (Ft'a:íssê) - Nenhuma condição pode

forçar (+) e forçar (-) ã mesma sentença

Demonstração - Seja P uma condição e 4) a senten-

ça ]x $1(x). Suponhamos que P I'--+ 'b e P 11-- +. Tem - .

se, portanto: para todacondição QDP e todo c€1lvl

Q f/-+ $1(c). O que contradiz P l--i(b (devido a hipótese
da indução)

Nos demais casos a demonstração se faz trivialJnente

Proposição 3 2.2 (Fr'a:íssé) - Se uma condição P for
ça a sentença + e QDP, então Q força + ao mesmo va-
lor que P

P.!!!!g!!â.!.rg.ç.!.g - Suponhaíilos que P l-- (b com @ da

forma 3xq)l(x), i.e., para toda condição P')P e todo

c CIMA, P' ll-/i +l(c). Por outro lado se Q ll''; +, tem-se

Q If--l @l(c) para algum c COMI, o que õ absurdo devido a
hipótese da indução

O s delnai, s c as ltosos sao
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.Er!.p.gâ.!.gao 3.2.3 (Fr'aTssé) - Dada uma condição P e

uma sentença $ existe uma condição QÕP tal que Q 1 1--; $
o« Q F: $

!g111g!!.!!.[g.gg.g - Seja P uma condição e + a senten-

ça ;lx@l(x). Tem-se, então, que existe Q)P e cCIMI

tais que Q IFT +l(c), ou, para todo cêIMI e toda cond.}

ção Q-)P, Q l fh. +'l(c). Na primeira das duas possibilida
des, Q l Fi +, na segunda, Q l-- +

Os decai.s casos são de simples verificação

Ps.!!B.!.çã.9..g.=.ê.:.! - Seja r-l uma multirelação , :;e, uma

linguagem adequada para bl e P uma condição. Denotaremos

Ms(P) (por Ms(P)) o conjunto das sentenças de :e(S)

(de f.(IMI,s)) que não são forçadas (-) por nenhuma con
dição Q)P. Ms(P) e Ms(P) serão denominadas de teorias

foz'ç?abas por M, S e P. No caso de ser P=@, poremos

Ms(@) = Ms; Ms(@) = Ms e as denominareJ!)os, simplesmente

de teorias forçadas por M e S.

Proposjcão 3.2.5 (FT'aTssé) - Ms(P) e Ms(P) são con
juntos de sentenças fechadas pela dedução e consistentes

(Ficando,portanto,justa.filada a denominação de teorias)

pemonstrgção (Mostraremos, por indução sobre o com
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primento das demonstrações, que se Ms(P) }..-- 4)(xl ,... ,x..),

onde xl'...,x são as variável.s livres de $ e cl'...,c cll\ll

então +(cl'...,Cn)eM'(P)). Consideremos a seguinte axioma
teca para o cálculo de predicado de lg ordem {.(IMI ,S)

Grupo l - (axiomas do cálculo proposicional) Toda

fórmula de Í,(IMI,S) obtida de uma tautologia substituin-

do-se (adequadamente) os símbolos proposicionais por fÓrlnu-

G}''u P o l l Se + e @ são fórmulas de f,( IMI ,s) então

(Vx + (x)) > $(y) ,

(Vx (+-

+ (y)

->Ü) )

-> ] x $(x)

-> 3 x + (x))

.> ($- ->Vx @)

3

4 -> ] x (@- ->@)

com as convenções e restrições usuais

GT'upo 111 - Seja + uma fórmula atómica e q)' o!)ti

da de 4) substituindo-se alguJnas das ocorrências de x por

y. As seguintes f(5rlnulas são axiomas

Vx (x=x)

Vx Vy((x=y) > (+- >$'))
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Para regras de dedução eln / ( IMI ,s) tomemos

4' + ;'Q/';

v I''+x $ç..)q

(modus ponens)

(generalização)

Suponhamos que a demonstração de (b tem comprimen-

to 1. Neste caso +É;Ms(p) ou 4) é um axioma. Se # é do

grupo l a demonstração é imediata, vi,sto que neste caso o
forcing (de Fui-ssé) coi.nade com o valor de verdade. Admi

talhos então, ser (» um axiollia do grupo ]].

Caso 1 - 4) da forma Vx

'bl(y,xl'. .. ,x..). Mostremos que

'bl(c,cl''-.,Cn)eMs(P), onde c,cl'.'',Cne 1Nll

efeito, se @(c,cl'.'.,c::) é Ms(p), existe QDP tal que

Qll ,cl''..,Cn) i.e., Q If--iyx'bt(x,ct'.. ,Cn) e

Q 1 1-- $1(c,cl'... ,cn)

Temi-se, portanto, que para todo Q'õQ e todo

c'C IMI, Q' If-+ $(c',cl''..,Cn), o que é obviamente con
traditÓrio

+ x,x ,x,.) >l 1 '

Vx 'PI(x,c C ) >l n

C o ]lt

g.g.!o 2 - + da forma Vx(4'lCx.x2'''',Xn)

.> Ü(x.xl''..,Xn)) > (4'l(xl'x2'''',Xn)

-> Vx @(x,xl'...,Xn))' Admitamos que 4)(x,xl
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eM'(P), i.e., que existe QaP tal que

Q I''lVx('blCcl'-..,Cn) > 1' (x,cl'...,Cn)) e

Q IF': @(cl'...,Cn) > Vx q'(x,cl'...,cn), onde

cl''..,c GEMI.Assim,paratodo Q'OQ e todo

c' coMI. Q' 11-/-,. 4'l(cl'...,Cn) ou Q' ll'r-- 0(c',c,...,c.)

Por outro ]-ado, Q 1--1 'bl(cl'...,Cn) e

Q IF:VxQ(x,ct'..,,Cn); logo, existe Q')Q e c'çIMI
tal que Q' F-. 'bl(cl'. .,Cn) e Q' if-- q'(c',cl,'..,Cn)
o que é contraditório. Os casos em que + é de uma das
formas 3 ou 4 se demonstram fácil)mente. Analisentos,portan-

to ,os axiomas do Grupo l l l

Caso5-@ daforina Vx(x=x). Coilt efeito se

+fMs(P), existe Qal' tal que Q f-- Vx (x;x), i.e.,

Q 1-- c;c para algum c cIMa. O que é absurdo visto ser

c=c verdadeiro independentemente da condição Q.

Caso 6 - Se
11

-> (Ri: (xl'

e demons t r

n

a C

$ é a fórmula Vx Vy((x=y)

,Xn.) -- > (Ri"Cxl''..,Xn:)) ) o teore-

om um argumento análogo ao dado no ca

.>

se 5

Na hipótese de ser + a fórmula Vx Vy(Cx=y) --- >

> (s(xl'....Xm) > (s(xl'...,xm)')) tem-se que se

existe Q:)P tal que Q 11-- a-b -- > (s(cl'...,c,:.)- >
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> (s(cl'...,Cm))') para a, b, cl'..', c €1MI então

Q If--; a:t,, Q 11--} s(cl'...,Cm) e Q ll"-- (s(cl'...,c.))'
o que é absurdo,visto ser o predicado = interpretado
M pela identidade

Isto coínpl-eta nossa prova no caso de ter a demonstra

ção de 4) comprimento l

Suponham\os o teorema valido para as demonstrações

de comprimento n, e consideremos a demonstração

+1' +2''''' +n' +n+l' No caso de ser +n+l um axioma ou

uma fórmula de Ms(P) nada há a provar. Admitamos que 4)n+l

é obtida de fórmulas anteriores $i e $i > 4)n+l' .por

modus ponens. Pela hipótese da indução $i(cl'...,cn) e

4'i(cl'...,Cn) > 4'n+lCcl'...,Cn) pertencem a Ms(P); lg
go, nenhum QDP força (-) qualquer dessas duas fórlnu -

].as. Por outro lado, se +n+l(cl'.. ,cn) Ç Ms(P), existe

Q'DP tal que Q' [-- 'bn+](c].,...,Cn); como nenhum Q'')Q'
pode foro:ar (-) 4'i(c].,...,c::) > 4'n..-l(cl'...,Cn) exis-

te Q''õQ' tal que Q'' f--.i 'bi(cl'...,Cn)- 'bn..l(cl'...,Cn)

ou seja Q'' 1--- 4'i(cl'...,Cn); absurdo

Suponhamos por fim, que +n+l é da forma Vx +i(x)
e obbtida da fórmula anterior q)l(x) pela regra de general.!

cação. Pela hipótese da indução $i(c,cl'...,Cn) C Ms(P)
qualquerqueseja c, cl'..., c € 1MI. Se

ein



Vx 'bi(x,cl'...,Cn) fM'(P) existe Q)P

Q If--- Vx 'bi(x,cl'...,Cn), ou seja, Q 1---- 'bi(c
para algum c'€1MI, e. portanto, +i(c',cl'
o que é absurdo.

Fica assiJt! demonstrado que

M::' (P) tal que

M'(P)

(P) é fechado pela dÊ

dução

Admitamos agora, que $ é uma sentença de if(s) tal

Ms(P) }-.-- +. Como MsCP)C Ms(P) vem, pelo que acabamos

de }nostrar, +É M'(P); logo, $eb'l'(P)

O fato de ser bq'(P) consistente segue-se da Propo

sição 3.1.1 e de ser M'(P) fechado pela dedução.

Proposição 3.2.6 (FY'a:íssê) - Se P 1---; @

f-- V > +, então existe uma condição Q)I' tal

Q F--; 'b

e

que

Demonstração - Consequência das Proposições 3.2.3 c
3. 2 . 5

Obset'vaçâo - Como corolário da Proposição 3.1.5, teB

seque se +--4) < >@ e P éumacondição, P l-tão pode

forçar 4) e Q a valores distintos. No entanto, note-se

que uma condição dada pode forçar uma delas sem forçar a ou

tra, como é fácil de se constatar no seguinte exemplo: Seja

Nl=< Z,\<> e S umpredicadounário. Se P:tS(0)},
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tem-se que P 11--+ S(0) v''\S(0); no entanto, P não força a
sentença Vx s (x)v ] x"l S(x)

Esta circunstância faz com que o conjunto dai senten

ças (de iÊ,CS) ou iÍ?(lbql,S)) que são forçadas (+) (ou

que são forçadas (-)) por uma condição P, não seja em gS.
ral fechado pela dedução.

.Elg.EaZ!.çg.g..1 2.7 (FT'al ssÕ) - Seja @ uma fórmula de

JI.(IMI, Sm) na qual não ocorre o predicado Sm. Então, da-

da a condição P, P ll-T (b (ou P 11-- @) see M l=--+ (ou
1"1 1= "1 $ respectivamente)

Demonstt'deão - Suponhamos que P ]]---] x 'bl(x), isto
é, que Q l-/; +l(a) qua].quer que seja Q)P e ac IM

Ein parti-cular P ll-7zl. +].(a). Pela hipótese da indução vem

que AI l:#4'l(a), portanto, b{ l="t4'l(a), qualquer que seja

aC IMI, assim, b'l 1- Vxl'>t(x) ou seja b'l F '13x 'bl(x). R.g
ciprocamente se M f:llx 4'lCx), I''l l=l@t(a) qualquer blue

seja a€1MI. Pe]a ]lipãtese da indução ©lj---;'l@t(a) pi.tra
todo a€1MI ouseja 'Pll-- $1(a), logodado a€1jb'li e
Q, Q ir-ã. $1(a) i.e., existe pcn(s), (P:©), tal que

p [ F: ]x $1(x)
Nos demais casos a demonstração é i.Imediata

Corolãr'io 2.2.8 - bls = Th(M) IJ cs; b'ls=Th(M) LJ cs;
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onde Cs é o conjunto das fÓrltlulas de ';f(S) (de {IMI ,S))
nas quais S ocorre e Th(M) a teoria de M eln :Í:. (em

Í(IMI))

$3 .3 - Rel a ção g er'a l

Definição 3.3.1 - Seja I'{ uma inultirelação e S uma

reJ-ação m-aria definida sobre IMi (identificaremos fre -

quentemente S com <IMI,S>). Diremos que S á geral I'e-

Zat Demente a M (ou geral para I''l) se dada uma sentença

+ de '/.(IMI,S) existe umacondição PCD(s) tal que

P l-'--; $ ou P l l-- +
Notemos que dadas duas conde.ções P, Q contidas em

D(S) PUQ é ainda uma condição. Segue-se das Proposi.ções

3.2.1 e 3.2.2 que o valor forçado de @ é sempre o ntel

mo. Usaremos a notação l\4S 11--; +, MS ll + para dizer
que o valor forçado de $ eni MS é (+) respectivamente
C )

Proposição 3.3.2 (Fr'aTssé) -- Dada a multa.Tela

ção enumerãvel M e a condição P, existe uma relação ge

ral S defi.nidasobre IM talque PCD(S)

Demonstra ção - Sej a $. ,@.,

ção de todas as sentenças de :Í:.(IMI

uma enumera

Ponhantos P = P
0
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e,paracada neN, Pn'Pn-l se Pn-l força (bn' Em caso

contrário.existe Q)Pn-l (Proposição 3.2.3) tal- que Q for

ça (bn' Neste caso, Pn ' Q

Fica assim defi.nada unia sequência {Pnlne N' A está

ra LJ P:: (limite indutivo do sistema <ÍP:.}n '(>>) é a multa

relação desejada

utu

PT'oposição 3.3.3 (FraTssê) - Seja bl urna multirelação

e S uma relação geral relativamente a NI. Dada uma senten -

ça + de :ÍI(lbql,Sm), tem-se que: r»is 1--1 $ ou blS I'"''.'P see
MS 1= + ou MS l=n$ respectivamente

QgJ!!ep.!.çle:Sg.a - Seja 4) a fórmula :l x (bl(x) e suponha-
mos que blS f-- +, ou seja, que existe PCI)(s) tal que da

dos QaP e a É; IMI, Q IV'C 4'l(a). Como S é geral vem que

para cada a€1MI existe uma condição Pn' contida no diagra-

ma de S que força 'bl(a) a uln determinado valor. Tal va -
].or, não podendo ser (+) é necessariamente (-). Pela hipõt!

se da indução, blS l:l$(a) qualquer que seja a€1MI e por

conseguinte M 1=: ''\ +

Os demais casos são de demonstração iJnediata

Q)$grvqç$9 - A ]lipótese de ser lvl enulnerãvel no enun

ci.ado da Proposição 3.3.2 é essencial-, como evidencia o se -

guinte contra-exemplo dado por B. Poizat: Seja b'l = </S)(N),N,R>
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onde N éarelaçãounãriatalque N(X)=1 see X:: {n}

com neN e R(X,Y) ;l (ou XRY) see N(X) e XGY

Nestas condições nenhuma relação S uniria defini-

da sobre (ili)(W) é geral para M.

Com efeito,a fórmula ]y Vx((N(x)AS(x)) < > xRy)

é verdadeira eln MS qualquer que seja a relação uniria

S. Para verificar tal fato basta considerar y = NT'')S ,
Assim, se S é geral tal fórmula não pode (segundo a Pro-
posi.ção 3.3.3) ser forçada (-). Vejamos que, por outro la

do, nenhuma condição P, contida no diagrama de S força

(+) a referida fórmula, ou seja, que para todo PCD(M)

e aCJPíl existem QOP e b€1Mj tais que

Q ll-- (N(b)AS(b)) < > bRa. Suponhamos primeiramente

que o conjunto PI(Ra) : {X : XGa} seja infinito. Neste
caso,consideremos b € (1i)(N) tal que b é Dom(P) e

bePI(Ra). A condição Q : PUloS(b)} força (-) a fór-
mula (N (b)A S(b)) < > bRa

PI(Ra) é finito tomemos b« PIoRa), N(b) ;
]., b é:l..Dom(P) e Q : PUAS(b)}. Novamente Q força (-)

(N(b) ,A S(b)) < > bRa

Proposição 3.3.4 CFY"aTssê) - Se M é uinã multirela

ção enumerãvel e P ullla condição, MsCP) = r')ThCMS) onde
S percorre a classe das relações gerais relativamente a NI

S



tais que P('D(M) e Th(MS) a teoria de lvlS enl -e( 1 MI , D

Liemonstraçao ' õuponnamos que Q € n'] tPJ; tem-se en-

tão, que existe QoP tal que Q 1-- @. Da Proposição

3.3.2 concluímos que exi-ste uma relação Sn)Q, geral para

M e, pel.a Proposição 3.3.3, que MSn 1= '1 (b; portanto
+ « /l Th (MS)

Reciprocamente, se + # r') Th(MS), existe uma Tela

ção SP)P geral para M tal que MSp l=n +. Como SP õ
geral vem que existe uma condição SoDQ.)P tal que
Q l F-- +; logo, + + Ms(P)

S

S

S

Corolário 3.3.! - Ms(P) = /")Th(MS) onde S percor

re a classe das estruturas gerais para lvl

e Th(MS) É; a teoria de l\4S em Í;(s)

Note-se que, com base na Proposição 3.3.4 pode-se
redemonstrar a Proposição 3.2.5 de modo imediato, no entan

to .devido ao contra-exemplo de i3. Poizat, dado acima, tal

demonstração vale apenas para o caso em que l\{ é enuine)'á -

S

tais q

b perco!

ue PC D (S)

De um modo [ va]. Ms (P) C rl Th (r'lS)

$3.4 - Cpypjellude e X.-categorlcjdade de Ms - De um modo

geral não é fácil dar-se excínplos de relações S gerais pg
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ra M. Este fato esta intimamente ligado, como veremos

adiante, ã dificuldade que existe de conhecermos explicita-

mente a teoria b'ls. Neste parágrafo procuraremos abordar es

ta questão via a compl-etude e a Xn-categoricidade de NIS

Prppgiijçlçi jj:+:l - Sejam Mo e MI mul-tirelações
adequadas a uma mesma linguagem =f., S um novo predicado e

f.(IMol ,S), Í(IMll,S) as extensões correspondentes. Nes -
tas condições, se f: M. > MI é um ison\orfismo, tem-se

que: P if.«.) 4' see f(P) if.t(-) f('P), onde P É; uma con-
dição, 4' uma fórmula de -lÍI(IMol,S) e f(P), f('}) têm
significados óbvios (vd. [ 5 ])

DemonstY'ação - Os casos em que + é livre ou é de

unia das formas +lA+2' +lv4)2'l+l não oferecem dificulda
des. Suponhamos @ da forma ]x (b(x)

( i ) P If--+ $ see P l-----t +l(a) para algum
aC IMnl , pe]a ]lipótese da indução isto ocorre

see f(P) l--lf($t(a)), ou seja, see

f(P) l--i f('>1)(f(a)), ou ainda, see

f(P) f--;lx(f($1)(f(a))), e finalmente, see
r(p) f-l f (+)

Admitamos que existem Q' )f(P) e f(a) : bcIMI

tais que Q' l I'-i f(+1)(b), da hipótese da inda.

(i i )
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ção decorre que f'l(Q') ll--i f'l(f(+1)(b)),
i.e., í'lCQ') IF;. 'bl(a); como

Q')f(P), PCf'l(Q') e, portanto, P 11-/ $.

Fica demonstrado que se P l )jl-:f((b)

Defln ição 3.4:2 - Seja l\{ uma multirelação. Bife -

mos que M é s02'tida se para toda parte finita ACIMA,
existe uni automorfismo f: l\4 > b4, tal que r(A)nA =Q

Proposição 3.4.3 - Se a multirelação NI é sortida

então as teorias Ms e Ms são completas

Demonstração - Nlostremos que se @ é uma sentença

de f.(S) então $ ou IQ pertence a Ms. Adiantamos

que não; laeste caso,existem condições P e Q tais que

P 1-- @ e Q 11-- '1@. Seja f um autolnorfislno de M sa

tisfazendo a condição í(Q)OP = '); assim, da Proposição

3.2.2 velnque pur(Q) IF:@ e pur(Q) l--n0, portão.

to, PUÍ(Q) 1 1---; Q, o que obviamellte é contradi.tório.
No caso da teoria Nls a demonstração se faz de mo-

do análogo considerando-se @ eln ';f,(IMI ,s)

Corolãr io 3.4.4 - Se M é uma !nultireJ-ação reduzi

daãbase (i.e.,M-IMI) ou M éacadeia Z dosintei

ros ou, ainda, a cadeia Q dos racionais, I'ls é comple t:a

Demo nstra ção Nestes casos b{ é sortida
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A situztção em que hí Õ a n[ulti.]'elação enuJnerável re

duzida ã base foi tratada anteriormente por Boffa (cf. [5

que mostrou ser M', neste caso, a teoria das relações ri

cas e homogéneas. Usando o ]nesmo método iitostraremos que da-

da uma multirel-ação I''l e S geral para M, S é necessa

piamente rica e homogénea (a reci'proca é falsa). Como canse

quência tun-se o resultado de Boffa

Definição 3.4.5 - Seja {p;li=1,Z,...,t} o conjunto

das fÕrlnulas atómicas construídas a parti.r de todos os pre-

dicados RI'...,Rk, de J' e das variável.s xl'.'.,Xn' Uma

c'on.fugaz'aç?ão c(xl'...,xn) É; uma conjunção (A pi)AP OE

pi :pi ou pi 'lpi e p é a sentença que ''diz'' se-
rem todos os x; diferentes. Dada a cona,guraçao

c(XI'...,Xn) notaremos por c'(xl'...,Xn'xn..-l'..',Xn*p) a

configuração extensão de c(xl'...,Xn) (tal que se pi

rreenl c(xl,...,x..), pj ocorre tajnbém em

C,Xn'xn+l

oco

X
n

= 1 p]
X l

ocorre

Proposição 3.4.6 - Seja b'l uma illultirelação enumera

vel e S geral para M. Tem-se que S é rica e homogénea

pemonstr'açao - Consi.dele a relação dada S=<IMI ,S> e
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mente, a sublinguagem de iÍl: constituída por todos os s lill-

bolos de f. outros que os predicados RI'...,Rk' É fácil
verificar que S é rica e holnogênea see valem em S as se

guintes fórmulas

Vx['...,Xn'xn+]. ' x.:+P(C ( xl .Xn) .>

.> C' (x.L ' . . ' 'x ,Xn+p))

onde c(xl,...,x.) é uma configuração qualquer de IZ
Nlostrelllos que nenhuma de tais fórmulas é forçada

(-), ou seja, que dada a condição P e at'...,an(lIM

existem a..+l,...,a.+.€1MI e Qi)P tais que

Q 1----; C(al'...,an) >C'(al'...,a:,,an-.I''.',an+p)' Ora, se

l/i C(a.,...,a.) nada hã que demonstrar, se no entanto

considere-se anal'''',an+pe 1MI e

P l l-&. C(al

P l f--l C (al'
P C Q tais que

(i) = n+l ,para
denhum dos p l

,n+p, aj nao ocorre em ne

C (al'...,an) nem ein fÓrlnul as

Pque pertençam a

Q I''i C'(al'
sempre possível

(ii) an'anal ,an+p); o que
e

Um outro caso que tanibóJn pode ser esclarecido õ aqui
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S definida sobre IMI Õ geral- para ]»l.

Antes de abordarmos a questão da Xn-categoricidade

de Ms, vejamos un} resultado negativo relativo ã colnpletu

multirelação].e fmi.ta todaAqui, relaçãoque eem 1 1

Definlçlo 3.4.7 - Seja M uma multirelação, :fl uí1la

linguagem adequada para b4 e (b(xl'...,Xn) unia fórmula de

:[Í, tendo como variáveis ]-ivres xl'...,x ' Diremos que

'b(xl'...,xn) é {nd sce2'mente (i.e. não discernente) em i'l

se o conjunto V(4')'{(al'...,an)€1Mln M l:: +(al'...,an)}
É; vazio ou infi.nato. f«l ser(Í dlí;a nd: cernenZ;e se

4'(xl'...,Xn) é indiscernente em NI qualquer que seja

'b (xl ' . . . ,x..)

PT'oposição 3.4.8 - Seja M uiva multirelação enulnerá

vel. Se Ms for compJ-eta, A4 é indiscernente

Demonstr'ação - Se l\4 não for indiscernente, existe

uma fórmula +(xl,...,xn) para a qual V(@) /'D e V(4')

é finito i.e. V(4') : {(al'a2'''',an),...,(am,am,...,a=)}
Adn\atamos ser 22.n a aridade de S. Neste caso, considere-

mos as l-uplas (aJ,...,a?l,aã+i'. .,ai,) com an ; anal :

; ai; j=1,2,...,m e as relações gerais SI' S2 tais

qu' si(qi,...,'á,''*i''..,'{):l ' sZ('ii,.'.,'?.,aJ..,.,
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= 0 para j =1 , . . . ,]n

Então, a fõrlnula Q seguinte

t
,xZ) A (.A Xi:xn))1=113xl , xZ (4' (xl ,x]) A S(x].

é tal que MSI 1= @ e b'lS2 l=nü
No caso de l,<n, considere-se as rel-ações SI e S7

tais que:

s: (;li s: h{ j =1 ,... ,m

Cot.olaria 3.4.9 - Se b'l possui um elemento ou uma

n-upl-a distinguível (definÍvel por uma fórmula seili constan-

tes) Ms não é completa, como é o caso por exen)plo de um

Grupo, de um modelo da aritimética de Peano, de uln modelo

de ZF, etc

Consideremos agora a Xn-categoricidade de lvls

Defjnjção 3.4.10 - Seja NI uma multirelação enumera

vel. Diremos que M é foa'í;e/mente /zomogãnea se para todo

conjunto fmi.to rCIMI, todo aG IMI e todo dutomoTfisillo

local f: F >IMI, existe uma infinidade de autolnorfis

mos locais g: FUta} > IMI que estendem f

Com base no resu]tado 7.1.], p 77 de [6], vê-se
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fao.Imente que se M é fortemente homogénea, M é hoJnogê

nea

Proposíç4o3.411 - Se M=<IMI,RI'.. ,Rk> é uma

multirelação fortemente homogénea e inumerável, todo modelo

de Ms (de Ms) é hoiilogêneo

P.Slilg!!.!.!ilg.ç.!.g - É fácil verificar que um )Rodeio de f/is

é hoinogêneo see satisfaz todas as sentenças @ da forma

Vxl'. . . ,Xn'xn+l Vyl ' .. .,yn ]y.:...l((C' (xl'. . . ,Xn'xn...l)A

''\C(yl'...,yn)) -> C'(yl'...,yn'yn+l)),

onde C(xl'...,Xn) é uma configuração, C'(xl'

umaextensãode C(xl'..',Xn) e C(yl

C'(yl'...,yn'yn+l) são obtidas de C(xl

C'(xl'...,Xn'xn+l) substituindo-se xj. por y
1,. .. ,n,n+l, respectivamente

Vejamos que as fórmulas (b não são forçadas (-) ,
i.e., que ei\4 qualquer que seja + da forma explicitada

Seja bl uma multirelação fortemente homogénea e P

uma conde,ção. P l F--. + see existem al'... ,an'anal'bl'...,bn
em jMI tais que

]

Xn'xn+

,yn)
,x )' ll '

l
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P 1-- 1] yn+l ((C' (al ,an'anal) A C(bl ,bn)) >

-> c'(b]. , ... ,l),:,y:....l))

isto é, see existem al'...,a:l'anal'bt'.-.,bnCIMI tais
que para todo QaP e bn+l € 1Mj

Q l":h- (C ' (al ,a::,anal)A C (bl' ,bn)) >C ' (bl' ,bn'bn+l)

o que é falso,pois

se P l f7(. C' (al
monstras;

se P If--'; C'(al'...,an'an..l)AC(bl'...,bn), considere-se

IMI e Q)P taisque bn+l nao ocorre em

,a::,an+l)AC(t)I'...,bn) nem em P, bn+l satisfaz

todas as fórmulas de C(bl'...,bn'yn+l) nas quais ocorrem

yn+l euntdos Ri' i:l,...,k (isto épossívelvisto ser

b{ fortemente homogénea) e finalmente Q l F-; C(b

,bn'bn+l)
No caso da teoria

l

, an 'an+]) A C (b]. ,b ), nada há a de-

suficiente notar que
MsC i\.ís

Pr'oposição 3.4.12 - Se h{ é uma multirelaçao ensine

sável, l\l é fortemente hojjtogênea see NIR é homogíinea qual
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quer que seja R geral para

!.g.lllg.D.ê.y..g.Sao - Da Proposição anterior resulta que

b'IR é homogénea visto que se R é geral para M, MR 1= Ms
Suponhamos M não fortemente homogénea, isto é,

que existe F(IMI finito e a€1MI (que sem perda de gg

neralidade padeiros supor não pertencente a F) para os
quais existe apenas uin número finito n de automorfisrnos

locais gi: FUÍa} > IMI queestendelu f. Seja mCN
e definamos uma condição P, m-aria, do seguinte modo

P(al P(f(al) ,f(am)) , para todo al ,a € fin

P (a , . . . , a)

P (g]. (a) ,gl (a)) : P(gn (a) ,g. (a))

Como M é enulnerãvel, existe uma relação geral R

definida eJn IMI que estende P. É Óbvio, no entanto, que
a aplicação f: F > li\41 é um automorfismo ]oca] de N]R

que não pode ser estendido a FUla}. Logo, B'IR não é homo

genes.

Jil!.ploslção 3.4 13 - Se NI ó uma niultirelaçào enume

sável e fortemente honlogênea então Ms é X.-categórica
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.lls!!!e!.tiE.Le..çlt - Se NI é fortemente ho)nogênea, i\'l é

sorte.da, visto que dado A = {al'.. ,anlCIMI, o automor -

cismo local (vazio) 'D : ©CIMI ----> IMI e alGA edis

te uma infinidade de automorfismos locais f: {al-- >IMI

Seja fl um desses autoinorfi.smas tal que fl(al) « A. Nova-
mente fl pode ser estendido a um automorfismo

f2: hall'a2} > IMI tál que f2(a2) é IAI. Continuando

tal processo obtemos uln automorfismo fn: A ------> IPil tal

que fn(A)nA - ©. Como M é, em particular, homogénea,

tal automorfismo se estende a automorfisino F.: M - -> M

com a propri.idade desejada. (o que demonstra ser M sorti
da)

Pela Proposição 3.4.3, Ms é completa, portanto to-

dos os seus modelos, sendo logicamente equivalentes, têm

mesmas restrições finitas (a menos dc isomorfisnlos). Co

mo sao, segundo a Proposição 3.4.12, holnogâneos , decorre

que (cf. [6]) são isolnorfos.

Como consequência da Proposi.ção 3.4.3, vimos que se
M é a multa.relação reduzida ã base ou à cadeia Z dos in

tenros ou ai.nda ã cadeia Q dos racionais, Ms é comple -
ta. O resultado. acima nos perJnite ser letais preciso com re--

lação a Q', poi.s sendo Q fortemente homogénea podemo
afirmar

S
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Cot'olãrjo 3.4.14 - Q; é X.-categórica
No que segue explicitaremos, a menos de isomorfis -

anos, os modelos QS de Qs com S uniria e geral

Seja S (ul-Latia) geral para Q, S é isolnorfa

ção (uniria) R, definida ein Q, satisfazendo a seguinte

propriedade: dados ql' q2CQ existem pl' p2eQ, com

ql < pl < p2 < q2 e R(pl) - 1, R(P2) ; o
Com efeito, é fácil verificar que QS e QR são

ambas holnogêneas e têm as mesa\as restrições finitas, sendo,
portanto, isoJnorfas

Anali saltemos agora o caso NI

mos que Ms não é Xo-categórica

para

.$ > e mostrare

1?!.aposição 3.4.15 - Se Ms é; completa e não admite

modelos finitos, Ms Xo-categórica implica Th(bl) Xo-cate-
gorJ-ca

P.sliap.}.Ç..rg.çg.a - Se Tl-t(hl) não é x.-categórica existe

neN tal que o conjunto Sn(Th(1-'1)) dos tipos relativos :LS
variáveis xl'...,Xn é infinito (Teorema de ltyll

Nardjewski., ver por exemplo [15]). Logo S.(Ms) é infinito
e, portanto, M> não é Xo-categórica

Cor'o lírio 3.4J6 - 2s não é X.-categórica

Finalizando o parágrafo, daremos uma caracterização
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das relações gerais segundo o ]nétodo de [1]

Proposição 3.4117 - Sejam b{ uma multil'ilação e +

uma sentença de J,(lJhíl.s). Se existir uma condição P tal

que P If--;+, (AP >4))eMs, onde AP é aconjunçãode

todas as fórmulas básicas de P. (Ot)tido também por
B. Poizat)

Pt!!!p!!âlrgç4t - Mostrarelnos que nenhum Q força (-)

Comefeito, Q ll--AP >$ see Q ll--"lAPeQlf-- #
Seja AP = plA..'APn onde pi ' i;l,...,n, são as fórmg

las básicas de P. Assim, Q ll'--l pi para todo i. Se pj

é atómica pie Q; se pj. : 'lpi' com pi atómica, Q 11----; pi
see Q 11-- pj; logo, pl É:Q e, portanto, QUP é uma cop:
dição. Mas, lleste caso, QUP f''i + e QUP 1-- @. Absu.!
do

Proposição 3.4.18 - Seja }'i = <lb'll,RI'
ljiultirelação ellumerãvel. Se NIR é modelo de

ral para }'l see R = <IMI,R> completa b'ls (i.e

é completa)

R. >

S

S

e gg

PS.iilg.n.!.l!.r!.ç2.g - Suponhamos R geral para b'l e seja

+ uma sentença de :fClix41,s). Temos bIR 1= $ ou MR l=""\$
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Se MR 1=+ existe PCD(R) talque P l---\.$ e, por
conseguinte, (IAP >(b)ÉMs. Colho PCD(R) segue-se que

$ € M' U D (X)

Se MR 1= 1 +, procedemos d,o }nesmo modo e mostramos

que 'j+GIMsUD(R), ou seja, que R completa Ms
Reciprocamente, admi.talnos que R completa }ls. Pro

cederemos por indução sobre a complexidade de + afim de

mostrar que R é geral para ivl.

Seja (b daforma ]x@l(x) talque b'IR l=n(b
Tem-se que MsUD(R) l--'l +, visto ser Ms\JD(R) conlple -

ta. Exi-ste, portanto, unt conjunto finito PCD(R) tal que

MsUP 1-- 1 4). Se P l-/--lx(1)l(x), existe QDP e ccIMI

tal que Q 11--1 'bl(c) e por conseguinte uma relação RO

geral para M, com QCD(Rn) (dado que M é enumerãvel)

tal que MRO 1=:3x +l(x). Isto é contradi.tÓrio, ullla vez

que PCQCD(RQ) e MRQ émodelode Ms, logo, deMsUP
Os demais casos são imediatos.

Corolãr io 3.4.19 - Se Ms é semanticamente contple

ta e bIR é modelo de Ms, R é geral para b'l. (Ignora

mos se a recíproca é verdadeira)

$3.5 - - Vimos, Propg

sição 3.4.1, que se Mn e MI são inultirelações isomor



fas, então P If;(-) '$ see f(P)Ih(-) f($), onde f é a
aplicação que realiza tal isomorfisino. Segue-se daí que
M' : M?

0 1

Uma questão que surge de çnodo natural é a de se sa

ber se Mo:MI implica Ms = Ms. Tal questão foi posta pela
privei-ra vez por Fraissé em 1971 e solucionada por B.Poizat

em 1976. A resposta a esta questão é negativa e o contra
e.templo dado o seguinte

Contra-exemplo 3.5.1 - Sejam l\4. = <N,+>, onde + ã

a relação ternãria, saÍRa usual em N; b{. = <N*,O> uma ex

tensão (própria) de Mo e $ afárJnula :3xVylz(y>x >

>(y<z<y+y,KS(y))), com S um predicado unãrio.

Observe-se que as relações < e \< são expressas

pela relação + em b'lO e por QQ em fvll

Vejamos, então, que a condição vazia ® força (-) $

em {(IMol,S) (i.e., relativamente a Mo). Ou seja, que
dados P e aeN, existem QDP e bGN tais que para to

do Q')Q)P e ccN, Q' ll-#-.. (b>a) >((bx<c(b+b)AS(c)),
o que evidentemente é verdade se tomarmos b>a, b>d para. tg

do deDom(P) e Q' tal que Q'oP e Q'(t) =0 palato
do b\<t\<b+b

Por outro lado, a condição vazia 'b força (+) (b eni

f(IMll,S) (i.e relativantente a N,:l). Ou seja, existe
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aeN':, tal que, dados P e bens, existem Q)P e ceN';

tais que Q F-l (b>a) -> ((b<c<b+b)''S(c)) o que certa:
mente se verifica se tomarmos aGN* infinito i.e., .a>t

para todo tCN. Com efeito, nestas condições, se b>a, o

intervalo [b,b+b] tem uma infinidade de e]ementos, o que

nos permite escolher Q e c convenientemente

O contra-exemp]o acima nos ].eva a seguinte questão:

MO= : MI implica serem MO e lvll isomorfas? }Jo resultado
que estakelecerelnos a seguir resolvem\os esta questão, dando

uma condição suficiente, para que M: seja igual a Mil mais
fraca que o isomorfismo. Antes, contudo, definireinos n-iso-
morfismo.

Def{ niçã o 3.5

adequadas à JI.
Sej am Mo e b'll

}nu ] t i rC ] n.-Ãpc

(i ) todo isomorfismo local f: FocIMol
é um 0-Ísomoz'rÍsmo

-> FICIMI

f: FoCIMo > FICIMI é um n-ÍoomoP.filmo
(nehl) se dados os conjuntos finitos

EoCIMol, EICIMll, existem extensões

f:FoLIão > IMtje f'l:FllJEI > IPiol

de f e f' L respectivamente, tais que Í e f'l

são ainda (n-l)-isoinorfisnlos
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Diremos que a inultirelação M. é w-eqzzÍoaZente ã

NI, se a aplicação vazia É; um n-isomorfismo qualquer que sg

ja ueN. Em símbolos b/l. =.. M.

Proposição 3.5.3 - A relação =.., é uma equivalên

A demonstração se faz de modo óbvi.o

Proposição 3.5.4 - Sejam Mo ; <IMol,RI'...,Rk> e

MI : <IMll,HI'...,Hk> multirelações adequadas ã -f., S uln

(novo) predicado, # uma sentença de ':f(IM.l,s) eln for-
ma normal prenex com p blocos de quantificadores, P ulila

condição em /.(IMol,S) e,finalmente, f: Mo >MI um

p''isomorfismo com p'>p e tal que Dom(f) contém todas

as constantes que ocorrem em + ou elll P. Nestas conde

ções, tem-se que: P Ifr(-) 4' see f(P) Ih-(.) f(4')

f)nmn nçtPn r a
V lllv ll U V l b4 \ \4 v Clndução sobre a complexidade de @)

1 - Se + É; livre de quantia.cadores, o valor de

+, forçado por P, depende apenas das sentenças básicas de

+ nas quais ocorrem predicados Rj , e das extensões fini-
tas de P. Em virtude de ser p'>p, tem-se que,ent ambos os

casos,o valor do forcing é presel'fiado por f, i.e., f(P)
força f(+) ao ]nesmo valor que P força 4). De modo aná-
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logo vê-se que o valor de f($) forçado por f(P) é pre
servado por f'J.

2 - Os casos em que + é de uma das formas (bl

+lV $2' n(bl' podem ser tratados seiii dificuldades

3 - Seja + da forma 3 xl'...,Xn 4'l(xl'xn)
,Xn é o primeiro bloco de quantificadores

nn''lp

3xl

(i) P 11--1. $. Neste caso, existem al'...,ane 1Mol

tais que P l--X +l(al'...,an). Seja, então, F
extensão de f a Dom(f)Utal'...,an}. Í é um

(p''l)-isoJnorfismo como +l(al'...,an) tem

k-l blocos de quantia.cadores vem, da hipóte-

se da indução, que f(P) 1---; f(4'1) (í(al),
,i(an)). Logo, f(P) 1--1 f(q'). De modo aná-

logo, cola f " no lugar de f, mostra-sc club

vale a recíproca

f(P) l-;#" f(+). Logo, existe QDr(p) e

bt'...,bnGIMt tais que Qih.f(4't)(bl'...,bn)
Consi.detemos a extensão f'l de f-l ao con -

junto l)om(f'x)UF, onde, F = {t:t ocorre eni

Q}U {bl'...,bn}. f'l é um (p''l)-isomorfis-

mo. Como f(4'1)(bl'...,bn) tem p-l blocos de
quantificadores vem, da hipótese da indução,

(i i)
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f'l(Q) If--.t +l(f'l(bl),...,f'l(bn)), ou

seja, existem al ' f'"(bl),..., an : f'' Cbn)

Q' ' f'l(Q)DP,tais que Q' l h'bl(at'...,an)
e., P l-#: +

Reciprocamente, se Pll./n. +, existem al'...,ane 1Mol

e QoP tais que Q If--.+ 4'l(al'...,an). Seja í uma exte2:
são de f ao conjunto Dom(f)UF, onde, F = {t:t ocorre em

Q} Utal'..,an}. F é um(p'-l)-isomorfismo e 4'l(al'
, ) tem p-l blocos de quantificadores. Logo, da hipg

tese da indução, vem que í(Q) IF+ f(+1)(Í(al),...,Í(an)),

i.e., existem bl : í(al),..., b:: ; í(an) € 1MI e

Q' ' i(Q)OÍ(P) tais que Q' IF-.,. f(4'1)Cbl'...,bn), ou se-
j a , f(P) l-#.. f (+)

Ein consequência da Proposição 3.5.4, que acabamos de
trai , se gue - se quedemons

Proposição 3.5.5 - Mo =w I'/ll implica Ms = Ms

Demonstracão - seja + uma sentença de ZIMol,s)
ent forma normal prenex com k bl-ocos de quantificadores

Por hipótese, existe um p'-isomorfismo colll p' > p e pela

Proposi.ção anterior se P 11---. +, f(P) F. f(4))
Inversamente, se + é uma sentença de {(IMtl,s)

ma normal l)renex com D blocos de auantificadoresfor
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vem, por motivos análogos, que se

p F: +, g(p) l gc@)

Logo, tem-se que MÍI = Nii
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CAPITULO 4
a

$4.1 - .!P..Ç.!gg.!4SIP. - Nos Capítulos ll c 111, estudamos as no

ções de forcing dadas por Robinson e por Fraissé respectiva

mente. iviuito embora haja inicialmente resultados paralelos
nas ci.todas teorias, as diferenças entre elas vão se acen -

tuando na medida em que as desenvolvemos. Neste Capi'tulo

procuraremos fazer um estudo comparativo destas duas noções
e estuda-las em conjunto, ao contrario do que fizemos nos

Capítulos anteri.odes, quando as tratamos isoladamente.

Nosso segundo resultado deste Capítulo apresenta o

forcing de Fraissé como caso especialíssimo do forcing de
Robinson. Para tanto, faremos uso deste Último no caso em

que A = Q

Dando continuidade ã tentativa de comparar estes

dois conceitos, definimos um novo forcing que, colho se mos-

trara, tem coIRo casos particulares e extremos o forcing de
Fraissé e o forciJlg de Robinson

$4 0 For'cima de Ft'aTssé via forcing cle Robinson

.E!.g.p.a!.!.ç.êla..!.:..ê..J. - Seja M = < IMI ,R. , . . . ,RI,.> uma

multirelação, :f a linguagem adequada a M, Í' = {(IMI,s)
e + uma sentença de f.' em forma normal prenex. Nestas
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condições tem-se que

(i ) Dado PCCCTh(M)), se P 11-- +, P 1--+ $, on-
de P é a condição (segundo Fraissé) consti-

tuída pelas sentenças (básicas) de P nas
quais S ocorre

Se Q ê uma condição no sentido de Fraissé e

Q 1--; '}, existe PeC('l'h(M)) tal que

e P l--- +.

Demonstração

considerar
Sej a @ básica . Há dois casos a

(a) + duma sentençana qual S ocorre.

(b) + éumasentençanaqual ocorre um dos

RI ; i=1.... ,k

Dando-se (a), P l--$ see q)CP; assim,

portanto . P l l--.t @

Se ocorre (b), P ll--$ see $çD(IM); logo, l

equenteJnente P ll---i @

2 - Se + é da foritla 4)I'''x4)2, +lvq)2 ou ;x +l(x),
a demonstração se faz sem dificuldades

Seja + da forma Vx @l(x). Assim, PCC(Th(M))

e bons

e ,
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étalque P 11--+ see para todo p'eC('l'h(M)), p'l)P e

todo CÉ;IMI, existe p''ec(Th(M)), p'')P' e p''ll--$t(c)
Deste modo, em particular,se p'DP, existe p'')P' tal

que p'' If--- +l(c); pel-a hipótese da indução p'' ll--"+ +l(c)
e. portanto, P f--l. (>, pois não exi,ste P' nem ccIM

tais que p'DP e P' l l +l(c)
Fica assim demonstrada a parte (i) da Proposição

Vejamos em segui.da a demonstração de (ii)

l

P

' \

Seja +
básica Consideremos os casos seguin

tes

(a) + duma sentençanaqual S ocorre

(b) + é uma sentença na qual ocorre

R. ; i:l ,. . . ,k

dos

Dando-se (a), Q 11--+ $ see $eQ. Neste caso, se
= Q, tem-se P eC(Th (M)) e P l- 0

Se ocorre (b), Q 1--+ 'b see $eD(M); assim
Ut+}, P € C(Th (M)) e P l---- 0

2 - @ é da forii\a $1ó4)2' com @l e @2 básicas
Neste caso tem- s e

)

P

se

(a) S ocorre em @l e em 4'2

(b) S não ocorre em @l nem eln @2
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(c) S ocorre em uma das sentenças (bj; i:1,2, mas
nao na outra

Eln todos os casos ((a),(b) e (c)) se Q l-'-... +

QUl+l'+Z} € C(Th (M)) e P l l-- +
De }nodo análogo feri.fica-se que a Proposição é váli

da se + é da forma $1v+2 com +l e +2 básicas

3 - Seja $ da forma ]x +l(x). Q f--.,. 'b see exis

te aCIMa talque Q F+$t(a). Pelahipóteseda indu

ção, existe PÉC(Th(M)) co)n P ; Q e tal que PIF+l(a),
portanto, P f-- ] x +l(x)

4 - @ é da forma Vx 4)l(x). 'Fem-se que Q l--.F (b

see qualquer que seja Q'DQ e a€1MI, Q' ll-#. $1 (a)
Asse.m,dado Q'DQ e a€1M existesen] Q''DQ'DQ tal

que Q'' 1----,. $1 (a)

Suponhamos pois, que p'eC(Th(b'l)) é tal que

p'DQ e a€1MI. Existe, portanto, uma condição Q', no

sentido de Fraíssé, tal que Q')P' e Q' F;. 4)l(a). Pe-
la hipótese da i.ndução, existe p''eC(Th(M)) tal que

p'' :Q' e p'' IF+t(a). Eclaro, que P;P''UP' é uma
condição no sentido de Robinson pois, p''DP' e as senten-

ças de P nas quais ocorrem uln dos Rl; i=1,...,k, per -
tencem a D(NI). A condição P resolve nosso problema, uma



6 2

vez que P )P' e P 11-- $1(a), ou seja Q If-- Vx+l(x)
Com base na Proposição que acabamos de demonstrar

estabeleceremos o resultado seguinte

j?!oposição 4.2.2 - Seja M : <IMI,RI'...,Rk> uma

multirelação, -l{ uma linguagem adequada para bl e f(IMI ,S)

uma extensão de 'Í:. Nestas condições tem-se que Ms =

= (Th(M))f onde (Th(M))f é o forcing companheiro de

to A = ®

Demonstração - Se (bc(Th(M))f, ©ll--* +, ou seja,

® l--n'n®. Assim, para todo pcC(Th(M)), P l/n+. Isto

signo-fi.ca que para todo PeC(Th(M)) existe p'G C(Th(M))
tal que p'=DP e P' 11-- +. Em particular, se tomarmos uma

conde.ção Q, no sentido de Fraissé, existe p'eC(Th(M)) tal

que p'sQ e P' 11-- +. Pela Proposição anterior p'lF+ 4).
Assim, nenhuma condição no sentido de Fraissé, força (-) +,

e., $ € M'

Reciprocamente, suponhamos que 4)CM'; isto é, que
não exista condição P, no sentido de Fraissé tal que

Pll-- $.Logo,paratodo P existe p'DP tal que

P' f--l (1). Seja, então, QCC(Th(M)). Sabemos que existe un\a

condição, segundo Fraissé, P', tal que P')Q e P' I''-r @.
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Da Proposi.ção anterior decorre que existe p''CC(Th(M)) tal

que p'')P' e p'' 1--- @. Assim, se toinarntos P : p''UQ, tg

mos que PeC(Th(M)), P)Q e P F+; portanto, @ l--+
ou seja @ € ('rh (b{) ) '

$4 .3 -

fora ng de Ft'a Tssé

Definição 4.3.1 - Sejam bl = <IMI,RI'...,Rk> uma

multirelação, Í. uma linguagem (sem constantes) adequada

a M, ill' : í.(IMI,SI'...,SI,) e Í''' a Sublinguagem de

'Í,(SI'...,SI,) na qual ocorrejn apenas predicados SI'...,SI
Considere-se uma teoria T em :Í:,''. uma condição em zf'
rezam;2:0a a T é um conjunto finito P de sentenças bãsi -

cas de -e.' nas quais ocorrem apenas predi.cados SI'...,SI,
(i.e., sentenças básicas de /''(IMI)) tais que TUP SÊ

ja consistente. O conjunto das condições seta denotado por

C(M,T). Se + é uma sentençade {' e PCC(M,T), defin.L

mos as meta-relações P ll---l: (b e P 1-- @ do mesmo modo

que Fralssé, i..e., pelas condições Fl-F5 do parágrafo 3.2
(Levando-se obviamente em conta que PélC(M,T))

Pg.iÍjnjçgp 4=3:2 - Seja PeC(M,T). Denotaremos por



64

forçadas (-) por nenhuma condição QCC(M,T) com QDP
01 ) B 8 . } '-)n

M(;) " será denominado de te02'Ía .f02'ç?ada p02' M,SI'
t-zl ) 8 8 + ) L'/ Í)

,SI' T é? P. No caso de ser P; 'D, poremos M(P)
ul } ' + ' }u0

Pode-se verificar que as propriedades básicas esta-

belecidas para o forcing de Fraissé (e as correspondentes

para o forcing de Robinson) permanecem ainda válidas. b'tais

precisaJnente, valem para este forcing as Proposições

3.2.1 - 3.2.7. Pode-se também definir multirelação

<IMI,SI.,...,SI,> geral para M de modo análogo ao que se
fez no Capítulo 111, permanecendo também válidos os resul-

tados básicos correspondentes. Isto, contudo, não será fei

to aqui com detalhes. No que se segue, estaremos interes-

sados em re]acionar o forcing de ]'rai-ssé com o cle Robinson

através deste novo fora.ng

M

Defi ni ção 4.3.3 Denotaremos por

(i ) Tt o forcing companheiro de 'r relativamen-

te ã subli.nguagem :ÍI'' e ao cojunto
A = IMI

Th(M) a teoria completa de M em 'Í(IMI)
(Observe-se que -/'' e :ÍI(INI são sublip:

(i i)
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guagens de Í')

Isto posto, estabeleceremos o seguinte:

Proposição 4.3 4 - M l ''Ê (M)L] Tf uc?.,i,T

onde CM,T éoconjuntodefÓrmulas @ de Í' nas
quais ocorrem (simultâneamente) um dos predicados Rj , i =

= 1,...,k e um dos predicados Sj' j:l,'..,t. (CI.{T seta
denominado de conjunto contato). Para tanto, necessitamos

dos seguintes resultados

Plppçijjçqp 4:3.5 - Dado PeC(M,T) e uma sentença
+, em forma normal prenex em :Z''(IMI), tem-se que

1 - P t--l 4), então P 1-- 4),

2-Se P l--@, existe F)P,FCiC(M,T) tal que

F 1---1 $; onde 1-- é o forcing de Robinson relativo ã

Í,'' e A:IMI

Demonstração - l - (i) Se + ébãsica, P ll--T (b

see $ € P; logo , P l-- (b

(ii) Se + é de uma das formas $ta+2'@tv+2''l(b

ou ]x 4'l(x) a demonstração é imediata

(iii-) Suponhamos + da forma Vx @l(x). Tem-se que

P 1-1.+ seedado QCC(M,T), QOP e a€1MI,Qlf#+t(a)
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Logo, dado Qec(M,T), QOP e acIMI, existe Q'cC(M,T),

Q'DQ tal que Q' F; $1(a). Isto significa que P ll--@.

(i) Se + éat8mica,P 1--+ see @eP e,

portanto, F = P é tal que P 1---; $

(ii) Se 'b õ da forma '"\Si(al
temos dois casos a cons iderar

i:l , z ,

(a) 'l Si (al '

(b) ] Si(al'

c P,

# P

Ocorrendo (a), .F - P é tal que .F l---.t $

Verificando-se (b) , tem-se que,para todo QCC(i"l,T)

com QDP, Q 11-/- Si(al'...,an.), ou seja, QU{Si(al'.

,a.)} é inconsi.stentecom T qualquer que seja
11 .

]

QCC(M,T) e QDP. Emparticular PU{Si(al'...,an-)} é

inconsistente caIR T. Logo, F = PU{'lSi(al'...,an.)} é cog
sustente com T e tal que F f-l $

(i:ii.) Seja + da forma +lA4'2' onde 4'i e +2 são

fórmulas básicas. P 1---+ see P if---$1 e P ll--+2' Ê

claro que (Proposição 2.2.2) FI ; PUt$1lCC(M,T) e

PI If--+2 visto que PCFI' Assim,segue-se ainda da Propo-
sição 2.2.2, que F=F.UÍ$9JeC(M,T). F Fi 4)

l

]

l
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(iv) Suponhamos $ da forma @lV4'2' Nestas cond.}

ções P If- @ see P If-- +l ou P 11-- @2; pela hipótese

da indução, existe FI)P tal que FI ll'-.t (bl ou existe

.F2DP tOI que F2 IF; $2' Tomando-se F = Fi(i:1,2)
conforme se verifique a primeira ou segunda dessas hipóte

ses, vem que P DP e F 1 1---; 4)

(v) Seja @ da forma :lx@-L(x). P I'--ax 'bl(x)

see existe aCIMa tal que P l--+t(a); pela hip(5tese da
indução,existe FDP tal que F ll--l (>1(a) com FeC(M,T)

i.e. , F l--} ]x +l(x)

(vi.) Finalmente, consideremos + da forma

Vx$.(x). P IF-$ seedado QeC(M,T) e aCIMI, existe

Q'CC(M,T) com Q'aQ tal que Q' ll--4)t(a). Pelahipótg.
sedaindução, existe QCC(M,T) com QDQ', tal que

Q I'--; $1(a). Assim, nenhuma condição QOP é tal que
Q 11--- $1(a), con\ a€1Ml; portanto, P l-"l +

Propos ição 4.3.5 - O conjunto das sentenças de
\-JI ) + 8 B } i-JI,

M " " nas quais não ocorrem predicados Rl; i=1,...,k

(i.e sentenças de :f''(IMI)) é precisamente Tt

Pçpp jÇlqS$p - Tal conjunto é fechado pela dedução

(em ÍI.''(IMI)) e,pela Proposição anterior.para tais sen -
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tenças, teJn-se que +éM I''''''k see @eTf

' ' ' ' ' 'I:Th (M) I--J Tf LJ CM , T

Demonstração - Consequência da Proposi.ção anterior

Proposição4.3.6 -Se bl: IMI,ouseja,se M é

uma multirelação reduzida ã base, MSI'' ' ' 'S2 ; Tf; obt
do-se assim o forcing de Robinson

Se T = Q, i.e., se T é a teoria sem axiomas não
> i''/ n

Ê é a teoria forçada por M e SI'...,S
ndo-se, portanto, o forcing de Fraissé

Demonstração - Consequência da Proposi.ção anterior

Proposição 413:7 - Sejam Mo e MI ltlultirelaçÕes

de mesmo tipo, 'iiCP uma linguagem adequada a Mo (e a MI),

Í' ; í(IMol,St'...,SI),í : -Í(IMil,St'...,SI) e T uma

teoria em :r(SI'...,S2) na qual ocorrem apenas predica

dos Sj; i=1,...,1,. Nestas condições tem-se que

(i) Se f:b'i. >MI éuin n-isolnorfismo,

PeC(Mo'T) e PÉI)om(f), então f(P)ÉC(MI'T)

(ii) Se I''lo =w MI então Ntol'''''Sg;MSI'''',SZ

Demonstr.ação - Como f é uln isomorfismo local t

en

t

obte

eni

],Ógicos
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se que T{JP consistente implica TUf(P)

portanto, se Pé:C(MoT), f(P) GC(MI'T)
Levando-se em canta (i) e procedendo-se de modo

análogo ao que se fez na demonstração da Proposição 3.5.5

demonstra-se (ii)

consistente ,
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APÊND ICE

Relacionamos a seguir alguns problemas eln aberto

concernentes ao ''forcing'' de Fraíssé

1 - No Capa.tulo 11, vimos que a noção de forcing se

gundo Robinson, relaciona-se, de certo modo, cola! as noçoes

de companheiro-semântico e de estrutura existencialmente

colBpleta. Ê possível se obter noções análogas a estas últi-

mas para o forcing de Fraissé? (Relata.visando-se talvez as

noções mencionadas ã estrutura l\l)

2 - P. Flenrard [8] , mostra ser possível reduzir

noção de forcing segundo Rot)il-tson ã noções usuais da teo

Fiados modelos, i.e., ser o conceito de fora.ng de

Robinson não essencial para se definir o forcing-coJnpallhei-
ro Ti de uma teoria T. Seria possível uln resultado anã -

]-ogo para a teoria Nl>?

3 - As Proposições 3.4.3 e 3.4.13 estabelecem

condições suficientes a fim de que Nls seja completa e

Xo-categórica, respectivamente. Tais conde.ções são tambént

necessárias? Caso contrário, seria interessante determinar

condições necessárias e suficientes para que Ms seja com-

pleta ou X.-categórica



4 - De t rm1nar qual o invari ante <lc M dado por 

Ms i . e., qual a classe da s estruturas M que t m a me:sma 

t eo ria forçada Ms, ou ainJa, que relações <l e vem satisfazer 

as estrutura s M 
o 

parn que 

5 - :es tudar o for cing jntrod uz ido cm IV nos ca'.Sos 1n 

termed iários, mais precjsamcnte, ciracteriz;n o conjunto 
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