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ABSTRACT

Forcing was created by P, Cohen to prove some
independence results in set theory. Recently A. Robinson
(1969) and R. Fraisse (1970) applied this method to

model theory.

We shall study Fraisse's forcing and compare it to

Robinson's.

In Chapter III we give sufficient conditions on a
multirelation (relational system) M for the completness
and xo—categoricity of the theory M®  forced by M. We
also give a charaterization of the relations general to M
(this was simultaneously obtained by B. Poizat) and end
the chapter with a condition on MO and M1 for the equality

of M° and MS.
o) 1

In Chapter IV we show first that Fraissé's forcing
may be obtained by means of Robinson's and then define a
new forcing containing the forcing of Fraissé and the

forcing of Robinson as particular and extreme cases.
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INTRODUGAD

O método de "forcing" foi introduzido por P. Cohen
com a finalidade explicita de obter certos resultados de in
dependencia na teoria dos conjuntos. Esta técnica se mos -
trou muito eficiente e foi largamente usada por outros mate
maticos com a mesma finalidade. Recentemente A, Robinson
(1970) e R. Fraissé (1971) retomaram o estudo deste metodo,
no contexto da teoria dos modelos. Com relagdo ao '"forcing"
de Robinson verificou-se que este ¢,em certo sentido, uma
extensao do operador companheiro semantico que a certas teo
rias T associa uma outra teoria T . No que diz respeito
ao "forcing'" de Fraissé a situacao difere bastante. Fraissé
define o "forcing" de tal modo que a cada estrutura M =
= <|M|,R1,...,Rk> fica associada uma teoria MS, sendo S
um predicado previamente acrescentado a linguagem. Muito em
bora saiba-se pouco a respeito da teoria M pode-se afir-
mar que esta liga-se bem mais a estrutura M, que a sua teo
ria Th(M). Tudo indica ser M° '"uma certa medida" de al -
gum invariante de estrutura, no entanto, o problema de pre-
cisar tal invariante resta ainda a resolver.

O proposito deste trabalho é de estudar o "forcing"

de Fraissé e de o comparar com o de Robinson. Para tanto in
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troduzimos no Capitulo I as notacoes e nogoes necessarias
da Teoria dos Modelos e no Capitulo II  definimos 0
"forcing" de Robinson enunciando os resultados mais impor-
tantes conhecidos a respeito.

Iniciamos o Capitulo 111 definindo o "forcing" de
Fraisse, em seguida estabelecemos os resultados do paragra
fo 3.2 e 3.3, devidos a Fraissé. A demonstracao da Propo-
sigao 3.2.5 difere da originalmente dada (por Fraisse;
cf [5]), valida apenas no caso de ser M enumeravel. Pro
curando conhecer melhor a teoria MS, em alguns casos par-
ticulares, obtemos, ainda neste Capitulo, paragrafo 3.4,
condigoes sobre M afim de que M> seja completa ou Xo~
categorica e¢ damos uma caracterizagao ("a la Robinson -
Barwise') dos modelos gerais de M°. Este Gltimo resultado
foi tambem obtido por B. Poizat (ver [20]). Finalizamos o
Capitulo IIT estabelecendo (paragrafo 3.5) uma relacio que

uma vez satisfeita por duas estruturas MO e M acarre-

1

ta a igualdade das teorias (forcadas) MS e Mi.
No Capitulo IV mostramos primeiramente que 0
"forcing'" de Fraissé pode ser obtido através do "forcing"
de Robinson. Em seguida definimos um novo "forcing" que

contém a ambos como casos particulares e estremos. Finali-
Zzamos por generalizar a Proposicao (2.2.3).

Observemos que em [20| B. Poizat chama atengio so-
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bre o fato de ser possivel obter-se o forcing de Robinson
através do forcing de Fraisse. Nao ¢,contudo, apresentada
nenhuma demonstracao.

Queremos agradecer aos Professores Newton C. A. da
Costa e Roland Fraiss¢ pela orientagao e incentivo que nos
deram durante a realizagao deste trabalho; aos Professores
Rolando Chuaqui e Jacob Zimbarg pelas sugestoes dadas e,
finalmente, a todos aqueles que colaboraram conosco direta

ou indiretamente.
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CAPITULO 1

§1.1 - Preliminares e Notacoes - Por ii(ou £, £,

. d .
denotaremos uma linguagem de 1= ordem com igualdade, conten

do A, v, 9,3, ¥ como simbolos logicos, um numero finito
n
R
1

constantes e sem simbolos funcionais. Supoe-se a nogao die

1,..., Rzk de (simbolos) de predicados, podendo conter
formula em € dada de modo usual (com utilizacao de paren-
teses) e estas serao notadas pelas letras gregas minusculas
¢ e Y com ou sem indice.

Seja ¢ uma formula. Diremos que ¢ €& bdsica se
ela ¢ atomica ou a negacao de uma formula atomica. ¢  sera
dita IZvre (ou livre de quantificadores) se nela nao ocorre
nenhum dos simbolos logicos ¥ e 3 . Suponhamos agora que
¢ € uma formula em forma normal prenex. Por um bhloco de
quantificadores de ¢ entenderemos uma sequéncia maximal
de quantificadores de mesma espécie que nela ocorre. ¢ sera
denominada uma 3n—f5rmula (Vn~f6rmula) se contém m blo -
cos de quantificadores, com ms<n, sendo o 1° quantificador
existencial (universal). No caso de n ser "pequeno' usare
mos a notacao 3I-formula, 3I¥Y-formula, 3VI -formula em lu-

gar de 31—f6rmula, 32-f6rmu1a e 33—f6rmu1a. (o mesmo



se dando para as Vn—férmulas).

¢ sera dita eaxistencial se for basica ou construida
de formulas basicas por utilizacao sucessiva da conjungao
A, disjungao Vv, e do quantificador existencial 3. Se
¢ for da forma Y com Y existencial diremos que 0 ¢
universal. Demonstra-se que toda formula existencial (uni -
versal) €& logicamente equivalente a uma 3 -formula (¥-for
mula).

A complexidade de uma formula ¢ ¢ definida cono
sendo o numero de ocorréncias dos simbolos l6gicos em ¢.

No que se segue,a notacao see abrevia a expressao

"'se e somente se'',

§1.2 - Teorias e estruturas - Por uma teoria T (em ii)
entenderemos um subconjunto consistente de sentencas de .
Usaremos a notacao Tw¢ para significar que ¢ & um tco-

rema de T. O conjunto de todas as Vn-férmulas ( 3n-f6rmu—

las) dedutiveis de T sera denotado por TV (T3 ).
n n
Uma estrutura ou multirelagao M & uma (&+1)-upla
my my B
<M, S;7s+++s 57> onde IM| € um conjunto nao vazio e
m, ~
Si sao relacgoes mi—arias definidas em |M|; i=1,...,%,

m. m.
- 1 ~ ~ . 1
i.e., S.7 sao fungGes do produto cartesiano |M| em
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{0,1}. E claro que para cada i, Si' ¢ canonicamente iden

tificavel com um subconjunto do produto cartesiano [M]

do qual e a funcao caracteristica. A ¢-upla TSI e,

designa o tipo de M.

n n

Seja Rll,...,Rkk 0s predicados de ii, Diremos

m m
que M = <|M|,Sll,...,822> ¢ adequada para Eﬁ (ou que
;E ¢ adequada para M) se existe uma bijecao

£f : {1l,...,k} > {1,...,2} tal que n, = i=1,...,k.

Mg i)
Dada uma multirelagcao M ¢ uma linguagem adequada para M
as nogoes de interpretacao, satisfatibilidade, validade,

modelo, etc., sao as usuais. Usaremos, freqientemente, os

n.
- 1 . v
mesmos simbolos Ri ; 1=1,...,k para denotar os predica -

dos de ;f e as relagoes que os interpretam em M.

-

P
Uma classe ¥ de estruturas adequadas para q[. e

dita <ndutiva se para toda cadeia crescente {Mo}o<y de
elementos de ¢ (i.e., N% C§W% sempre que a<B<y; a,B,Y
2 o]
designam ordinais) tem-sc¢ que i) Ma ¢ ainda uma estrutu
a<y
ra de %, onde (U Mu designa o limite indutivo de
o<y
{Ma}a<y' Uma teoria T ¢ indutiva se a classe de seus mo-
delos € uma classe indutiva. E um fato bem conhecido que

uma teoria T e indutiva sce pode ser axiomatizada por



¥ d-formulas (ver, por exemplo, [ 3 7).
Em tudo que se segue utilizaremos, de modo implici-
to, os resultados classicos da teoria dos modelos, em par-

ticular os seguintes:

Teorema da completude - Um conjunto T de senten -

cas € consistente see admite modelo.

Teorema da compacidade - Um conjunto T de senten-
¢as tem modelo see cada um de scus subconjuntos finitos

possuil modelo.

Como consequencia destes dois resultados deduz - sco
facilmente que: Um conjunto T de sentencas ¢ consistente
see cada um de seus subconjuntos finitos & consistentc.

Dadas as linguagens ;ﬁ ¢ ;E' diremos que £
_ ~ 0, .

e uma expansao de se j, for obtida acrescentando-
se a ;ﬁ novas constantes e¢ novos predicados. Seja ]f'

uma expansao de ;6 que se obtém pela adjuncgao do conjun

m n
to A de constantes e dos predicados Sll,...,Srr. Neste

n. n
caso :f' sera denotada por gﬁ(A,S]l,...,Srr), Se A=0
- n, n
r=0, usaremos ainda as notacoes ;ﬁ(Sl*,...,Srr) e

ou
ji(A) respectivamente. Uma expansao ;f' de ii e dita

normal se o conjunto A for infinito. Esta nocao foi in -



troduzida por Robinson-Barwise en [ 1] e justifica-se devi
do a Proposicao 2.2.3,.

Finalizaremos este paragrafto com duas nocoes dadas
por Fraissé que nos serdo tteis no Capitulo IIT.

Seja M uma multirelacao. Diremos que M e homogé-
nea se todo automorfismo (Local) definido sobre um conjun-
to finito de |M| pode ser extendido a um automorfismo de
M. Se M ¢ enumeravel (i.3d., M| & enumeravel) diremos
que M € rica se qualquer outra multirelacao enumeravel

(do mesmo tipo) € isomorfa a uma subestrutura de M.

Proposicao-(Fraissé) Se M e M sao multirela -
¢oes enumeraveis, ricas e homogeneas, M e M' sdo isomor-

fas (ver [ 6 ]).

§1.3 - Completamento semantico e companheiro semantico - As

nogoes que passaremos a definir foram, em sua maioria, ori-
ginalmente tratadas por A. Robinson e motivadas pelo estudo
(metamatematico) da relacao existente entre a teoria dos
COrpos e a teoria de seus fechos algebricos.

Diremos que a foérmula ¢ de di esta definida (ou
tem sentido) na estrutura M adequada para ¢ se toda
constante de ji que ocorre em ¢ ¢ um nome de um elemento

de |M|. Em particular se if nao tem constantes toda for-
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mula de ji(|M|) tem sentido em M (tomando-se a interpre

tagao obvia das constantes).

Definicao 1.4.1 - Sejam M e M' estruturas adequa

das para ji e M subestrutura de M'. Diremos que M &
existenctalmente completa em M' se toda sentenca existen-
cial ¢ definida em M e verdadeira em M' & verdadeira
em M. Seja agora ¥ uma classe de estruturas adequadas. pa
ra jﬁ e MEI. M sera dita existencialmente completa em
L se M for existencialmente completa em M’ qualquer
que seja M' extensao de M em .

Se % @& a classe dos corpos, a classe das estrutu -
ras existencialmente completas correspondente ¢ precisamen-
te a dos :orpos algebricamente fechados. Dada uma classe
qualquer X nem sempre existe uma estrutura de I existeg
cialmente completa (em I). Por exemplo se & & a classe
constituida pelos corpos da forma @(\Ef?)v com n¢gN-{0}, X
nao admite estrutura existencialmente completa. O resultado
seguinte da condigoes sobre ¥ a fim de nos assegurar a

existencia de estruturas existencialmente completas.

Proposicao 1.4.2 - Se 3 & uma classe indutiva, en-

tao cada estrutura Mcy & subestrutura de uma estrutura

M' €2 existencialmente completa.
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Definicao 1.4.3 - Seja T uma teoria em i, e M uma

estrutura adequada para df. Dizemos que M € existencial-

mente completa relativamente a 1T (ou em T) se:

(1) M & subestrutura de um modelo de T,

(ii) M e existencialmente completa em todo modelo

M'" de T que estende M.

E fdcil verificar que M ¢ existencialmente comple-
ta em T see € existencialmente completa na classe dos mo
delos de TV’ visto que M e subestrutura de um modelo de

T see M ¢é modelo de Tv ou seja a classe dos modelos

de TV ¢ a classe das subestruturas de modelos de T.

~

Definicao 1.4.4 -~ Scjam T e T  teorias enm £. bi
¢ 1

* - s , ; , 7 -
zemos que T e semanticamente consistente (ou modelo con-
sistente) relativamente a T se todo modelo de T pode ser
estendido a um modelo de T , i.¢., see para cada modelo M

de T, T*L)D(M) ¢ consistente (D(M) denota o diagrama de

M) ou, ainda, se TVZD(l )V'

Definicao 1.4.5-(A. Robinson) Sejam T e T duas

5 * - - B P .
teorias em jf. T e dita semanticamente completa relativa
mente a T se dado um modelo M de T subestrutura dos

L = =is @
modelos M' e M'" de T , entdao toda sentenca ¢ defini-
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da em M ¢é satisfeita em M' sce ¢ satisfeita em M". De
forma equivalente se para todo modelo M de T a teorlia

T" UD(M) & completa (em £ (|M])). T® serd dita semantica

R - .
mente completa (ou modelo completa) sece 'l for semantica-
mente completa relativamente a si mesma. Finalmente, se

* — . . 3
T DT e modelo consistente relativamente a T e modelo

~ R - ' . -~ .
completa, entao 1 e denominada um completamento cemanti-

co de T,

Exemplo: Se T & um conjunto de axiomas para a clas
~ ¥ . - .
se dos corpos e T 2T wuma axiomatica para a classe dos
e ~ & -
corpos algebricamente fechados, entao T e um completamen

to semantico de T. O resultado seguinte nos permite afir -

mar que o completamento semantico de uma tecoria 6 unico,
i.e., dois completamentos semanticos de uma mesma teoria

sao logicamente equivalentes.

Proposigao 1.4.6 - Se T' e T" sio completamen-

tos semanticos da mesma tcoria T, entido o fecho logico de

T'" e T" sao os mesmos.
Proposigao 1.4.7 - Uma teoria T &  semanticamen -
te completa see dados dois modelos de T, M e M tais

que M & subestrutura de M', entio M & existencialmen-

te completo em M'.
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Proposicao 1.4.8 - Se T ¢ scmanticamente comple -

ta, T € axiomatizavel por Vi -sentencas e, portanto, in-
dutiva.

A teoria dos corpos formalmente reais (ver [2]) nao
admite completamento semantico. Motivado por este exemplo

Eli Bers introduziu o seguinte conceito:

s

Definicao 1.4.9 - Sejam T e T teorias em ﬁ,.

. ¥ - . ~ .
Diremos que T € um companheiro semantico (ou modelo-com

panheiro) de T se:

. i * ~ . 3
(i) T e T sao modelo-consistentes uma relati-

vamente a outra.
.- . * - -
(ii) T € semanticamente completa.

-

Todo completamento semantico T* & um companhei -
TO semantico. A teoria dos corpos formalmente reais mostra
que a nogao de companheiro semantico & uma generalizacao
propria da nocao de completamento semantico.

Os resultados mais importantes sobre esse conceito

sao os seguintes:

Proposicao 1.4.10 - Seja T wuma teoria em ji . Tem

se que:

. * - . ~ . -
(i) Se T ¢ um companheiro semantico de T, en
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(iii)
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~ - - - .
tao M ¢ modelo de 1 see M e existen -

cialmente completo em T.

Se T e T' sao companheiros semanticos de
m = el o | = 2
I') entao 1 e 1T' tem o mesmo fecho 1ogi -

CO.

Se a classe das estruturas exlstencialmente
. a

completas de 1T for uma classe de 12 ordem

generalizada (elementarmente generalizada se-

gundo [ 2 ]), entao {)Th(M) & o companhei -
M

semantico de T, onde M percorre a classe
das estruturas existencialmente completas de

T.

. ¥
Proposigao 1.4.11 - Sejam T e V teorias en J,;

¥ * - ) . ~ . m
1 e V sSeus respectivos companheiros semanticos. Tem -

se, entao que:

(1)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)

T*=(TV)*

* r
(T )V“I‘V

1v=VV see T =V

T*’D r\Th(M), onde M percorre a classe das
M
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estruturas existencialmente completas de T.

*

(vi) T tem a propriedade da imersao see T & com
pleta (uma teoria T tem a propriedade da
imersao se dados dois modelos Mo’ M1 de T
existe um outro M2 no qual ambos se imer -
gem) .

As demonstragoes das Proposigoes enunciadas nesse

paragrafo encontram-se, por exemplo, em [9].

Algumas teorias importantes como a dos grupos, dos
aneis de divisao, dos numeros e outras nao admitem compa -
nheiro semantico (ver [10], [19], [11] e [1]). Este fato,
em vista da Proposigao 1.4.10, implica ser a classe das es
truturas existencialmente completas destas teorias nao
axiomatizaveis em 12 ordem. Desta forma nao existe uma si-
tuagao (formal) andloga a dos corpos ¢ seus fechos algebri
cos. O forcing, a ser estudado no proximo Capitulo, forne-
ce um método que nos permite obter, em alguns casos, uma
classe de estruturas, construida a partir de T que repre
senta, de certa forma, para os modelos de T o mesmo pa -
pel que a classe dos corpos algebricamente fechados repre-

senta para a classe dos corpos.
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CAPTITULO 2

FORCING SEGUNDC ROBINSON

§2.1 - Introducao - O estudo do forcing de Robinson teve
inicio em 1970, com os trabalhos: "Forcing in Model Theo -
ry" [12 7], "Infinite forcing in Model Theory" [ 13 ] e

"Completing Theory by forcing" [ 1 7.

Muito embora o forcing infinito tenha sua importan-
cia, sobretudo no estudo da metamatemitica da algebra, cs-
taremos, contudo, devido aos nossos propésitos, interessa-
dos apenas no forcing finito. Assim, trataremos somente
deste caso e a palavra "forcing" significara em tudo que
se segue, a menos de mencao explicita em contrario
"forcing finito'.

Robinson,escolhendo um caminho puramente sintati -
co,definiu o forcing como sendo uma relacio (meta-relacao)
entre conjuntos finitos de sentencas basicas (daf, forcing
finito) e sentengas quaisquer. Com isto,associa a cada teo
ria T uma teoria 'l'f denominada forcing-companheiro de
T que, inesperadamente, coincide com a teoria T*, mode -
lo-companheiro de T, quando esta Gltima existe. Este fato

deu maior objetividade ao estudo deste forcing, uma vez
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que se tornou possivel obter, por este método, completamen-

tos semanticos de certas tcorias.

§2.2 - 0 forcing de Robinson

Definicao 2.2.1 - Seja 4 uma linguagem de primei-

0

ra ordem, T wuma teoria em ii ¢ A um conjunto de cons -
tantes distintas das de ji. Uma condigao em ji(A) relati
va a T € um conjunto finito P de sentencas basicas tal
que TUP seja consistente. O conjunto das condicoes de
jﬁ(A) relativas a T sera denotado por C(T,A) ou, sim -
plesmente, C(T) se A=®, Seja P&C(T,A); definimos a meta
relagao "P forga ¢'" entre condicoes e sentencas ¢ de
ii(A) (em simbolos P |f¥>A ¢ ou P |} ¢, quando nio hou
ver margem a davidas) por inducao sobre a complexidade de

¢, do seguinte modo:

=
!

w
©

<
@]

atomica, P |}— ¢ see ¢ €P;

R, - Se ¢ ¢& da forma dyA by, P [}= ¢ see P|}-¢l

R, - Se ¢ €& da forma by vy, P l|= ¢ see P ||~ ¢y

3 "2’
ou P [k—-¢2;
Ry - Se ¢ ¢ da forma 3Ix ¢, (x), P |F—= ¢ see exis-
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te uma constante c¢ de jz(A) tal que P |} ¢, (c);

Rg = Se ¢ e da forma V¥x ¢y (x), P |}—= ¢ see para
todo Qe€C(T,A) tal que Q2P e para toda constante c de

ii(A), existe Q' €C(T,A) com Q'2Q e Q' |}~ ¢y (c)s

Rg - Se ¢ € da forma Ty, P | = ¢ see nao existe

Qe C(T,A) tal que Q2P e QH—-—¢1.

Observagao - Embora nao haja restricoes sobre o con

junto A na definicao de forcing dada em [].] €, no en -
tanto, habitual considerar-se apenas expansoes j?(A) de
;ﬁ onde A e infinito, isto ¢, expansoes normais. Tal fa
to & essencial na demonstracao de varias Proposicdes como
por exemplo, nas Proposigoes 2.2.9. ¢ 2.3.3., e indiSponsé
vel nas principais aplicacoes do forcing. Contudo, afim
de obtermos a Proposicao 4.1.1., que nos fornece uma pri -
meira comparacao entre este forcing ¢ o forcing de Fraissé
somos levados a tratar o caso (nao excluido na definigao
dada em [[1 7], como ja dissemos) em que A=9, Assumiremos,
neste caso, que ii possuil um conjunto nao vazio de cons -
tantes.

No que se segue,introduziremos alguns conceitos im-
portantes relativos ao forcing (de Robinson) e enunciare -

mos (sem demonstracoes) os resultados mais relevantes con-



cernentes a tais conceitos.
As correspondentes demonstracoes podem ser encontra

das em [ 1] ouem [97] e [[12 7.

Proposigao 2.2.2 - (i) Se PeC(T,A) e ¢ & uma

sentenga, P mnao forca (simultanecamente) ¢ e "V¢.

(ii) Se P e Q sao condigoes,
PCQ e P forga a sentenga ¢ entao Q |} ¢.

(iii) Se Pe&C(T,A) e ¢ uma
sentenga basica tal que P |} ¢, entdo PU{¢} e uma con

dicao.

Proposicao 2.2.3 - Sejam ji(A) e gﬁ(A') exten -

soes normais de Qf, com ACA'. Se T for uma teoria de
fi, ¢ uma sentenca de ji(A) e PEC(T,A) entao
p II—T,A ¢ see P H"T,A' .

A hipotese ”j&(A) normal' no resultado acima e
essencial. Verifica-se facilmente que no caso de ser A (ou
A') finito, ACA', o teorema nao & verdadeiro.

Decorre da Proposicao 2.2.3. que se A & infinito,
¢ indiferente qual a sua cardinalidade (para efeito do
forcing) e que podemos, portanto, supor A {(conveniente -
mente) grande. Neste sentido a Proposicao 2.2.3 estabele-

ce uma certa uniformidade da reclacao |}~ com respelto ao



conjunto A. Esta uniformidade vai se fazer sentir mais
acentuadamente no paragrafo seguinte quando introduzirmos a
nocao de modelo genérico. No Capitulo 1V daremos a demons -
tracao de um resultado bem mais geral que engloba aquele
enunciado em 2.2.3.

Se por um lado a Proposicao 2.2.3 nos fornece infor
magoes sobre o comportamento do forcing relativamente ao
conjunto A, a Proposicao seguinte trata do comportamento

de | |- com respeito a teoria T.

Proposicao 2.2.4 - Seja T uma teoria em 36- e p

um conjunto finito de sentengas basicas da extensio normal

j{(A). Tem-se entao que PEC(T,A) sce PEEC(TV,A) e, por

tanto, P |FT A ¢ see P lﬁf A %, qualquer que seja a sen -
I, v

tenca ¢ de ;ﬁ(A).

Definigao 2.2.5 - Diremos que uma condicao P forca

fracamente a sentengca ¢ de tﬁ(A) - em simbolos, P ]f—fb—

se P |}~ 11¢.

Com relagao ao forcing fraco vale a seguinte

Proposicao 2.2.6 - Se PEC(T,A) e ¢ & uma senten

ca de £ (A), entdo:

*

(i) nao se tem P ||— ¢ e P I[_ﬁ 16



(ii) se P ][~j $ e Q ¢ uma condicao tal que
Q DP, vem que Q |k~i ¢
111 & 1mplica — )
(iil) P |}=9¢ dmplica P || ¢
(iv) P |F—=1¢ implica P ||—-1¢.
Definicao 2.2.7 - Seja PE€C(T,A). Notaremos por
Ti(P) o conjunto das sentencas de ji que sao fracamente

forcadas por P i.e.,
Tf(P)={¢:¢ & uma sentenca de 1. e P | 93

i ~ i
No caso em que P=¢, 'l (P) sera notado, simplesmente, por

.3 . . : . . .
r e denominado de forecing-compankeiro de T.

Proposicao 2.2.8 - Se P ¢ uma condicdo, Ti(P) € um

conjunto fechado, relativamente a deducao, e consistente.

Proposig¢ao 2.2.9 - Se P¢C(T,A) e ¢ & uma senten

¢a universal de jﬁ(A), entao:
P |]— ¢ see TyP — o

(i.e. para as sentencas universais o forcing '"coincide' com

a deducao).

Proposicao 2.2.10 - Scja P (al,...,an) uma condi -
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¢ao e ¢ (al,...,an) uma sentenca de di(A) onde Ay ey
sao constantes de dﬁ(A) que nao pertencem a ﬁi e que
ocorrem em P ou em ¢. Nestas condigoes, se P |}— ¢ en

. f .
tao T contem a sentenca

vxl""’Xn(AP(Xl°"°’XI'1) >¢(X17"'7Xn)),
onde P(xl,...,xn) e ¢(x1,...,xn) sao obtidas de
P(al,...,an) e ¢(al,...,an) por substituicoes obvias e

A P(xl,...,xn) denota a conjungao de todas as formulas (ba

3 D
sicas) de 1(x1,...,xn).

A Proposigao acima enunciada € de grande importancia
o : £
para o que se segue. Intuitivamente, ela diz que T con -
tem axiomas (da forma explicitada) que traduzem em cada ca-
so, ou seja, para cada condicao P e sentenca ¢, o fato
*
de se ter P |}— ¢.

Como pode ser verificado, utiliza-se em sua demons -
tracao a hipotese de ser Zﬁ(A) uma expansao normal. lista
mesma hipotese repercute ainda fundamentalmente sobre ou -
tros conceitos relativos ao forcing, como ja frisamos, ¢ da
origem a diferencas essenciais entre o forcing de Robinson
e o de Fraisse.

Seja T uma teoria em ii, M uma estrutura tal que

M = Ty e f£(A) uma extensio de £ conm card (A)zcard (M) .
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Note-se que M [= 'I‘V se ¢ somente se todo subconjunto fini
to P de D(M) ¢ consistente com T.

Definicao 2.2.11 - Diremos que a estrutura M forgca
a sentengca ¢ de ii(A) — em simbolos M ||— ¢ — se exis
te um subconjunto PCD(M) finito, tal que P [ — ¢.

A relagao ||— , acima definida, entre estruturas e

sentengas de jz(A), independe da extensao normal ji(A) e
da eventual interpretacao de ;ﬁ(A) em M (ver por exem -

plo [ 1]).

Definigao 2.2.12 - Diremos que a estrutura M & ge-

nerica relativamente 4 T se:

1—1\11:1‘V

2 - Dada uma sentenca ¢, definida em M, tem-se que
M= ¢ see M ||~ ¢. Em outras palavras M & genérica sce
¢ uma estrutura consistente com T para a qual os concei -
tos de verdade e forcing coinciden.

Dada uma teoria .T nem sempre existe uma multirela-
¢ao M genérica relativamente a T (ver [ 18 ]). No entan-
to,se T €& uma teoria em uma linguagem ii enumeravel, va-

le o seguinte resultado:

Proposigao 2.2.13 - Seja ii uma linguagem enumera -




= D

vel, T uma teoria em :ﬁd :ﬁ(A) uma extensao de ii
com A enumeravel e P €C(T,A). Existe, entdao, uma estru-
tura genérica M, relativamente a T, cujos elementos (ou
mais precisamente, cujos nomes de seus elementos) estao em
ii(A] e tal que PCD(M).

Introduzimos neste Capitulo dois conceitos de desta
cada importancia, a saber, o de forcing-companheiro Tf de
uma teoria T e o de estrutura genérica relativa a T. A
seguir explicitaremos alguns resultados que nos permitirao
relacionar tais nogoes com algumas daquelas dadas no Capi-

tulo anterior.

Proposigao 2.2.14 - Toda estrutura genérica, relati

va a T, & existencialmente completa relativamente a Tv.

Proposigao 2.2.15 - A classe das estruturas genéri-

cas, relativamente a T, & indutiva.

Proposicao 2.2.16 - Toda estrutura genérica, relati
£

vamente a T, ¢ modelo de T

!

Proposigcao 2.2.17 Uma estrutura M &  genérica,

relativamente a T, see M |= 1t ¢ Tf(JD(M) € completa

£y,

(i.e M completa T

Proposicao 2.2.18 Se T € uma teoria em uma lin-
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guagem enumeravel, TT = ) Th(M), onde M percorre a clas-
M

se das estruturas genéricas, com relacdo a T,

Proposicao 2.2.19 - Se T, Ty e T, sao teorias de

uma mesma linguagem :E, , Lem-se que:
. £ f.
(1) T "(Tv) ’

(1) (5=

(iii) THferf

3 " =(T I, .

(iv) (T1)y=(T,),, acarreta I =T5;

(v) Tf € completa sece T tem a propriedade da

imersao;
s £ T # - X )
(vi) 1V3 (g?Ih(M))V3;>IV3, onde M percorre a

classe das estruturas existencialmente comple

tas.

(vii) Se T admite um companheiro semantico T

entio T' & o fecho l6gico de T .

Proposicao 2.2.20 - Uma teoria T & semanticamen

te completa sce todo modelo de T & genérico, com relacio
a T.
O item (vii) da Proposicao 2.2.19 diz exatamente

que no caso em que a teoria T admite um companheiro seman



. - . . |
tico, este ¢ essencialmente 1" ; em outras palavras,os ope-

radores * : T

> T e f T > Tf coincidem na
parte onde ambos estao definidos. Por outro lado, a Proposi
gao 2.2.20 mnos diz que nestes casos, os modelos genericos,
com respeito a T, sao precisamente os existencialmente com
pletos.

Quando T mnao admite completamento semantico, as es
truturas genéricas, relativamente a T, constituem uma Clag
se de multirelagoes "modelo-completa' (podendo ser vazia)
cuja teoria € consistente com T, possuindo seus elemen -
tos o carater construtivo dos corpos algebricamente fecha -
dos ou seja, a propriedade de nos corpos algebricamente fe-
chados "ser a verdade ou falsidade de uma sentenca, determi
nada por um conjunto finito de informagoes'. Do ponto de
vista formal, sabe-se apenas que nestes casos, a teoria 'I‘f
goza (segundo a Proposigdo 2.2.19) de propriedades analogas
aquelas satisfeitas por T". (Proposicao 1.4.11) O signifi
cado preciso de Tf, nestes casos, resta ainda por ser es -

clarecido.
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CAPITULO 3

FORCING SEGUNDO FRAISSE

§3.1 - Introdugdo - Fraissé introduz a nocao de forcing na

teoria dos modelos no seu "Cours de Logique Mathématique”,
em 1971. Tendo, como Robinson, por motivagao o método cria
do por P. Cohen, Fraisseé define, no entanto, o forcing dan
do mais éenfase ao aspecto semantico deste conceito. Consi-
derando as meta-relacoes '"P forga (+) ¢" e "p forca
(=) ¢" (que se introduz indutivamente) entre conjuntos
finitos P, de formulas basicas,e sentencas ¢ quaisquer
de uma linguagem gﬁ', associa a cada relacao M uma teo -
ria M° (forcada por M e §),

Neste Capitulo daremos a definigao rigorosa de tal
nogao e estabeleceremos alguns resultados relevantes a res

peito da mesma.

n n,
§3.2 - Forcing de Fraissé - Seja M = <|M|,Rll,...,Rkk>
uma multirelacao, :f uma linguagem adequada para M e

1 =
rd a extensao ?ﬁ(]Ml, s™ . Por uma condigao P para SM

(em iﬁ') entenderemos um conjunto finito e consistente de

P m
sentengas basicas de uma das formas S (al,‘..,am) ou
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WSm(al,...,am) onde al,...,aﬁlélMl. E obvio que P  pode
ser canonicamente identificado com uma funcao definida em
um subconjunto finito de |M|™ e tomando valores em {0,1}.
Tal fungao sera denotada pela mesma letra P.

Seja ¢ uma sentenca de ii‘ e P uma condicao.
Diremos que P forga (+) ou P forca (-) ¢ — em sim-
bolos P |}~ ¢ ou P ||~ ¢ — ou ainda, que (+), ou (-),

¢ o valor de ¢ forgado por P, se as seguintes condicoes

forem satisfeitas:

Fl - Seja ¢ 1livre e SP uma extensao da funcao P

ao conjunto |M|™, entido:
(1) P ll~¢ se ¢ ¢& verdadeira en MS,, =
n, ny
= <|M|, RyTseves BT, 85> qualquer que seja

a extensao SP de P, ou seja, MSP = ¢ qual

quer que seja S

(ii1) P |} ¢ se MS ), = ¢ qualquer que seja
SP’ extensao de P.

1

(ii1) Se existem extensoes SP e SP de P tais

que MS, = ¢ e MS,, = ¢ diremos que P

nao forgca ¢.
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Fp - Seja ¢ da forma ¢, nd, ou ¢V ¢,.

(@ Pl 0yne, se P9 e Pl o,
PIFZ #3709, se P = ¢, ou P |} g,

(ii) Em caso contrario diremos que P nio forca
¢1A LPE

(1ii) P [F= ¢yve, se P b5 ¢ ou P |l g,

Pll= ¢yvie, se P Iz o, e P | o,
(iv) Em caso contrario diremos que P nio forca
bV by
F3 - Se ¢ € da forma W¢1, diremos que p |f~; ¢
se P |}— ¢; eque P |f— ¢ se P = ¢;- Se P ndo

forca ¢y, P nao forgara ¢.

F4 - Seja ¢ a sentenga Tx ¢1(x). Diremos que
P [~ ¢ se existe c €|M| tal que P f— ¢l(c);P]f¢: ¢
se para todo c¢ €|M| e toda condicio QDP, tem-se que Q

~

nao forga (+) ¢1(C).

PS - Seja, finalmente, ¢ da forma W¥x ¢1(x). Dire-
mos que P lf—: ¢ se para todo ¢ € |M| e toda condigao

QD>P , Q nao forca (-) dyc)e P = ¢ se existe ce|M|
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tal que P || ¢, ().

Observagoes: A definicaoc dada acima admite

obvias simplificacées, por exemplo ¢ facil ver que
P |}== ¥x ¢, (x) see P ||— 9 x ¢, (x). Nao nos
+ (=) 1 (=) 1

preocuparemos contudo, com este tipo de problema. Adotare-
mos a referida definicao que ¢ em essencia aquela dada por
Fraisse em [ 5 7.

0 forcing que acabamos de descrever pode ser ainda
considerado de um modo mais geral, tomando-se a extensao

! By O

i?(|M], Sy s S, ) em lugar de i;'. As definigoes cor
respondentes sao adaptadas a este contexto de modo eviden-
te.

Finalmente, notemos que no forcing de Robinson ini-

ciamos por considerar uma extensao ji(A) de gﬁ, enquan-

. - 2 Jn
to que aqui tomamos a extensao, ;L(|M|, 57), acrescentan -

& - - Q!
do, alem das constantes de |M|, um predicado m-ario, 5.

Por outro lado, as condicoes segundo Robinson sao conjun -
tos finitos de formulas bdsicas de jﬁ@\), consistentes

com T, ao passo que para Fraissé, uma condigcao & um con -

. . = P Jm
junto finito de formulas basicas da forma S (al,...,am)

m . . .
ou IS (a],...,am), com al,...,am élMI, consistente (em

si mesmo) .



No que diz respeito as relagoes entre os dois concei
tos de forcing aqui tratados, limitamo-nos a ressaltar algu
mas de suas diferencas; adiante voltaremos ao assunto anali

sando o problema com mais profundidade.

Proposigao 3.2.1 (Fraisse) - Nenhuma condigao pode

forcar (+) e forcar (-) a mesma sentenca.

Demonstracao - Seja P uma condicdao e ¢ a senten-

¢a Hx ¢1(x). Suponhamos que P |}—1 ¢ e P |F—: ¢. Tem -
se, portanto: para toda condigao Q>oP e todo c € |M|
Q |Ff; ¢1(C). O que contradiz P |]—: ¢ (devido a hipotese

da inducao).

Nos demais casos a demonstracao se faz trivialmente.

Proposicao 3.2.2 (Fraisse) - Se uma condicao P for

¢a a sentenca ¢ e QDP, entao Q forca ¢ ao mesmo va-

lor que P.

Demonstragao - Suponhamos que P |}— ¢ com ¢ da

forma Ix ¢l(x), i.e., para toda condicao P'DP e todo

c €M, P Hvﬁ;¢1(c). Por outro lado se Q ||— ¢, tem-se

Q | ¢,(c) para algum c €[M|, o que ¢ absurdo devido a
hipotese da inducao.

Os demails casos sao imediatos.



Proposicao 3.2.3 (Fraissé) - Dada uma condicdo P e

uma sentenca ¢ existe uma condi¢do QDP tal que Q | = ¢

ou Q |F= ¢

Demonstragao - Seja P uma condicao e ¢ a senten-

ca dx ¢1(x). Tem-se, entao, que existe Q2P e c € |M|
tais que Q ||— ¢,(c), ou, para todo ce|M| e toda condi
gao Q>P, Q If%; ¢1(c). Na primeira das duas possibilida -
des, Q || ¢, na segunda, Q ||— ¢.

Os demais casos sao de simples verificacao.

Definigao 3.2.4 - Seja M uma multirelacao, di uma

linguagem adequada para ™M e P uma condicao. Denotaremos
por MS(P) (por &g(P)) 0 conjunto das sentencas de ZK(S)
(de ji(|M|,S)) que nao sao forcadas (-) por nenhuma con
dicao Q>P. MS(P) e MS(P) serao denominadas de teorias

orgadas por M, S e P. No caso de ser P=0 DOTemos
¢ p I

S S s . )
; M7 (@) = M ¢ as denominaremos, simplesmente

M®(8) = M

H

de teorias forcadas por M e S.

Proposicao 3.2.5 (Fraisse) - M°(P) e M® (P) sio con

juntos de sentengas fechadas pela dedugao e consistentes.

(Ficando,portanto, justificada a denominacao de teorias).

Demonstracao - (Mostraremos, por inducdao sobre o com
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primento das demonstracoes, que se MS(P) — ¢(x1,...,xn),

onde Xy sew e n Xy sao as variaveis livres de ¢ e c

..,cnei\1|

1"
entao ¢(cl,...,cn)e;MS(P)). Consideremos a seguinte axioma

tica para o calculo de predicado de 1% ordem £ (|M|,S):

Grupo I - (axiomas do calculo proposicional) Toda
formula de ii(|M[,S) obtida de uma tautologia substituin-
do-se (adequadamente) os simbolos proposicionais por formu-

las de ii(|M|,S) € um axioma.

Grupo II - Se ¢ ¢ ¢ sao formulas de o (|M],S) entao

1 - (¥x $(x) > 4 (y),

2 - (¥x (p—>¥)) ——> (p———>VX ¥)
3 - 6(y) > Ix ¢ (x)

4o ——>Fx P(x)) —> I x(p——>p)

com as convengoes e restricoes usuais.

Grupo III - Seja ¢ wuma formula atomica e ¢' obti
da de ¢ substituindo-se algumas das ocorrencias de x por

y. As seguintes formulas sao axiomas:
5 - ¥x (x=x)

6 - ¥x Vy((x=y) > (¢ >¢')).
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Pora regras de deducado em ji(lMl,s) tomemos

>¢//; (modus ponens)

¢//Vx ¢ (x) (generalizacao)

Suponhamos que a demonstracao de ¢ tem comprimen-
to 1. Neste caso ¢e;§§(P) ou ¢ € um axioma. Se ¢ & do
grupo I a demonstracao é imediata, visto que neste caso o
forcing (de Fraissé) coincide com o valor de verdade. Admi

tamos entao, ser ¢ um axioma do grupo IT.

>

Caso 1 - ¢ da forma ¥x ¢1(x,xl,...,xn)

> ¢1(y,xl,...,x ). Mostremos que ¥x ¢1(x,cl,...,cn)——>

n

— ‘
¥ ¢l(c,cl,...,cn)€§M (P), onde c¢,c ...,CHGSIMI. Com

L

efeito, se ¢(c,c1,...,cn) é‘MS(P), existe QDP tal que

Q Il*j ¢(C,C1,...,Cn) Le@s, 0 Ik-l ¥x ¢1(x,c1,...,cn) e

Q ||—: ¢1(C,C1,---,Cn)- ‘
Tem-se, portanto, que para todo Q'm>0Q : todo

C'GE]M[, Q' IF%: ¢(C',cl,...,cn), 0 que €& obviamente con -

traditorio.

Caso 2 - ¢ da forma Vx(¢1(x,x2,...,xn) >
> w(X.Xlao--,Xn)) _—> ((bl(Xl’XZ’.'.’Xn) >

> ¥x w(x,xl,...,xn)). Admitamos que ¢(x,xl,...,x ) ¢



& MS(P), i.e., que existe QoP tal que
Q I ¥x (dyleq.viic) > (X0, ,c)) e
Q | F— W(cl,...,cn) > WX w(x,cl,...,cn), onde

cl,...,cn>€lwﬂ. Assim, para todo Q' > Q e todo
c' €M, Q' |4 ¢ (cysevee ) ou Q' | |~ I CHNRNN T

Por outro 1lado, Q |l ¢1(c1,...,cn) e

Q | = w¥x w(x,cl,...,cn); logo, existe Q'DQ e c¢' €|M|

1 e ' I 1
tal que Q' || L ¢1(c1,...,cn) e Q' |}F— v(c ,Cl,...,cn)
o que é contraditério. Os casos em que ¢ € de uma das
formas 3 ou 4 se demonstram facilmente. Analisemos,portan-
to,os axiomas do Grupo ITI.
Caso 5 - ¢ da forma V¥x (x=x). Com efeito se
) ¢’MS(P), existe QDP tal que Q || ¥x (x=x), Le€iy
Q | = c=c para algum c €|M|. O que € absurdo visto ser
c=c verdadeiro independentemente da condicao Q.
Caso 6 - Se ) ¢ a formula Vx Vy((x=y) - >
n. n. ,
> . 4 50w 3 X ———2 . b PR e =
(Rl (Xl’ ,kn‘) (Rl ((l, ’kn.)) ) o teore
i i
ma se demonstra com um argumento analogo ao dado no ca -
so 5.
Na hipotese de ser ¢ a formula ¥x Vy((x=y) >

> (5(x1,...,x )

> r' “ AN v L€ -~ S\ > 5 C
- (s(xl, ,Vm) )) tem-se que se

>

existe QDP tal que Q |}— asb = (s(cysnescy)

m



1
W
[S)

i

> (s(cl,...,cm)) ) para a, b, cj,..., Cn1€|N” entao
Q I asb, Q [ sleg,eviic ) e Q [F= (sley,enn,c))
o que & absurdo,visto ser o predicado = interpretado en

M pela identidade.

Isto completa nossa prova no caso de ter a demonstra
gao de ¢ comprimento 1.

Suponhamos o teorema valido para as demonstragoes
de comprimento n, e consideremos a demonstracao

¢l, ¢z,..., o, ¢ No caso de ser um axioma ou

n n+l° cl)n+1

uma £érmula de M®(P) nada ha a provar. Admitamos que ey
- - i el N _ 7- ) . _~—_—>
e obtida de formulas anteriores ¢1 e ¢l ¢n+1’ por

modus ponens. Pela hipotese da inducao ¢i(c1,...,c ) e

n

> ¢n+1(C1,...,c ) pertencem a MS(P); lo

¢i(cl""’cn) n

go, nenhum Q>P forga (-) qualquer dessas duas formu -
S et
las. Por outro lado, se ¢n+1(cl""’cn) & M7 (P), existe

Q'D>P tal que Q' |}— ¢n+1(cl,...,cn); como nenhum Q"> Q'

pode forgar (-) ¢i(c1,...,cn) —_— ¢n+1(cl,...,cn) exis-
te Q">Q' tal que Q" IF—; ¢i(c1,...,cn)+ ¢n+1(cl,...,cn)
ou seja Q" |}— ¢i(cl,...,cn); absurdo.

Suponhamos por fim, que ¢ ¢ da forma Vx ¢1(x)

n+l
e obtida da formula anterior ¢i(x) pela regra de generali

zagao. Pela hipotese da inducao ¢i(c,c1,.,.,cn) S MS[P)

qualquer que seja c, C c € |M|. Se

) n



¥x ¢i(x,c1,...,cn) & MS(P) existe Q>oP tal que
Q I'—__ ¥x (bi(x,cl’...’cll)’ ou scja, Q II,_; (!)i(C',Cl,...,_Cn)
para algum c'e |M|, e, portanto, ¢i(c’,cl,...,cn) & MS(P)

o que é absurdo.

Fica assim demonstrado que QE(P) ¢ fechado pela de
ducao.

Admitamos agora, que ¢ € uma sentenga de ;ﬁ(s) tal
que MS(P) — ¢. Como MS(P)C QE(P) vem, pelo que acabamos
de mostrar, ¢ € ag(P); logo, ¢czMS(P).

O fato de ser ﬁg(P) consistente segue-se da Propo-

sicao 3.1.1 e de ser M® (P) fechado pela deducio.

Proposicao 3.2.6 (Fraisseé) - Se P ||— ¥ e

+

— v
Q |k ¢.

> ¢, entao existe uma condicao Q3P tal que

Demonstragao - Consequencia das Proposicoes 3.2.3 ¢

3.2.5.

Observacao - Como corolario da Proposicao 3.1.5, tem

se que se b— ¢ <

>¢Y e P ¢ uma condicao, P nao pode
forcar ¢ e Y a valores distintos. No entanto, note-se
que uma condicao dada pode forcar uma delas sem forgar a ou
tra, como € facil de se constatar no seguinte exemplo: Seja

M=<12,<> e S um predicado unario. Se P = {S(0)},
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tem-se que P |F—1 S(0) v 1s(0); no entanto, P nio forca a
sentenga V¥x S(x)v 3 x71 S(x).

Esta circunstancia faz com que o conjunto das senten
cas (de £(S) ou ;f(IMI,S)) que sao forcadas (+) (ou
que sao forcadas (-)) por uma condicdo P, nio seja em ge

ral fechado pela deducao.

Proposicao 2.2.7 (Fraissé) - Seja ¢ uma formula de

ji(lMl, s™) na qual ndo ocorre o predicado ™

Entao, da-
da a condigao P, P |}=- ¢ (ou P |}— ¢) see M |= ¢ (ou

M [=7¢ respectivamente).

Demonstragao - Suponhamos que P |}— 3 x ¢, (x), isto

e, que Q |}~ ¢, (a) qualquer que seja QDP e a €& |M]

Em particular P |Ffi ¢1(a). Pela hipotese da indugao ven
que M |~ ¢1(a), portanto, Nl|:T1¢l(a), qualquer que seja
a€|M|, assim, M = ¥x ¢, (x) ouseja M |3 x 9, (x). Re
ciprocamente se M |=73x o, (x), M h:‘}¢1(a) qualquer que

seja a€|M|. Pela hipdtese da inducao ¢!}~1‘]¢l(a) para

todo a €|M| ou seja o |— ¢, (a), logo dado a €|M] e
Q, Q ]ffi ¢](a) i.e., existe PCD(S), (pP= ®), tal que
Polb=3x ¢, (0.

Nos demais casos a demonstracgao é imediata.

Corolario 2.2.8 - M® = Th(M) |_| Cgs MP=Th(M) |_] L
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onde C € o conjunto das formulas de 1{(8) (de TﬁlM[,S))

nas quais S ocorre e Th(M) a teoria de M em ]i (em

L)),

§3.3 - Relagao geral

Definicao 3.3.1 - Seja M wuma multirelacdo e S uma

relacao m-aria definida sobre |M| (identificaremos fre -

quentemente S com <|M

,8>). Diremos que S ¢ geral re-
lativamente a M (ou geral para M) se dada uma sentenca
¢ de ;6(|M[,S) existe uma condicao P CD(s) tal que
Pl ¢ ou P ||— ¢.

Notemos que dadas duas condigoes P, Q contidas em
D(s) PUQ ¢€ ainda uma condicao. Segue-se das Proposicoes
3.2.1 e 3.2.2 que o valor.forgado de ¢ € sempre o mes
mo. Usaremos a notagao MS ||— ¢, MS ||~— ¢ para dizer

que o valor forgado de ¢ em MS €& (+) respectivamente

(-).

Proposicao 3.3.2 (Fraisse) - Dada a multirela -

cao enumeravel M e a condicao P, existe uma relacao ge-

ral S definida sobre |M| tal que P¢ D(S).

Demonstracgao - Seja B , e s uma enumera
J 1772 n

cao de todas as sentencas de f (|M]|,S™). Ponhamos P = F



~ D = B) = D Y i ~ . i - asC
e, para cada n €N, ln }n—l se ln~1 forga ¢n. Em caso

contrario,existe QDPn_1 (Proposicao 3.2.3) tal que Q for-

ca ¢n. Neste caso, Pn = Q.

Fica assim definida uma sequencia {P_} A estrutu-

nne€ N’

- i . istema < ; N - ¥
ra \ﬁ Pn (limite indutivo do sistema {Pn}n ,G>) ¢ a multi

relacao desejada.

Proposicao 3.3.3 (Fraisse) - Seja M wuma multirelacao

e S uma relacao geral relativamente a M. Dada uma senten -
ca ¢ de L(IM],8™), tem-se que: MS |[— ¢ ou MS ||7 ¢ see

MS = ¢ ou MS = 7 ¢ respectivamente.

Demonstracao - Seja ¢ a formula 9 x ¢1(x) e suponha-

mos que MS ||— ¢, ou seja, que existe PCD(s) tal que da -
dos QDP e a € |M|, Q [~ ¢, (a). Como S e geral vem que,
para cada a € |M| existe uma condicao Pa’ contida no diagra-
ma de S que forga ¢l(a) a um determinado valor. Tal va -
lor, nao podendo ser (+) ¢ necessariamente (-). Pela hipote
se da inducao, MS [F7¢(a) qualquer que seja a € |M| e por
conseguinte M =7 ¢.

Os demais casos sao de demonstracao imediata.

Observacao - A hipotese de ser M enumeravel no enun -

ciado da Proposicao 3.3.2 € essencial, como evidencia o se -

guinte contra-exemplo dado por B. Poizat: Seja M = <f3(N),N,R>
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onde N ¢ a relacgao unaria tal que N(X)=1 see X = [n}
com n€N e R(X,Y) =1 (ou XRY) see N(X) e Xe&v.
Nestas condigoes nenhuma relacao S wunaria defini-

da sobre qﬁ%N) e geral para M.

Com efeito,a formula Iy ¥x((N(x)AS(x)) < > xRy)
¢ verdadeira em MS qualquer que seja a relacao unaria
S. Para verificar tal fato basta considerar y = NOIs

Assim, se S & geral tal formula nao pode (segundo a Pro-

posigao 3.3.3) ser forgada (-). Vejamos que, por outro la

do, menhuma condicgao P, contida no diagrama de S forcga
(+) a referida formula, ou seja, que para todo PcD(M)
e ae€ |M| existem QD>P e be |M| tais que
Q || (N(M)A S(b)) < > bRa. Suponhamos primeiramente

que o conjunto pl(Ra) = {X : X¢ga}l seja infinito. Neste
caso,consideremos b ¢ 4;)(N) tal que b ¢ Dom(P) e
b€ pl(Rq)' A condigao Q = Py{1S(b)} forca (-) a for-

> bRa.

mula (N(b)a S(b)) <
Se pl(Ra) ¢ finito tomemos b ¢ p (R, N(b) =

=1, b &Dom(P) e Q= PU{S(b)}. Novamente Q forca (-)

(N(b) A S(b)) < > bRa.
Proposicao 3.3.4 (Fraisse) - Se M ¢ uma multirela
c¢ao enumeravel e P uma condicao, MS(P) = fﬂ Th(MS) onde
s

S percorre a classe das relacoes gerais relativamentc a M



tais que P¢D(M) e Th(MS) a teoria de MS em - (|M],S).

Demonstracao - Suponhamos que ¢ ¢'MS(P); tem-se en-
¢ P q

tao, que existe QDP tal que Q |[— ¢. Da Proposicao
3.3.2 concluimos que existe uma relacao SQ:)Q, geral para
M e, pela Proposicao 3.3.3, que MSQ = portanto

¢ & /) Th(MS).
S

Reciprocamente, se ¢ ¢ (ﬁ)Th(MS), existe uma rela -
s

cao SPi)P geral para M tal que 'MSP =™ ¢. Como SP c

geral vem que existe uma condigao SPTDQ:DP tal que

Q | ¢; logo, ¢ & M5 (P).

Corolario 3.3.5 - MS(P) = () Th(MS) onde S percor
S

re a classe das estruturas gerais para M tais que Pc D(S)
e Th(MS) & a teoria de MS em lﬁ(s).

Note-se que, com base na Proposicao 3.3.4 pode-se
redemonstrar a Proposigao 3.2.5 de modo imediato, no entan
to ,devido ao contra-exemplo de B. Poizat, dado acima, tal
demonstracao vale apenas para o caso em que M €& enumera -
vel.

De um modo geral vale o seguinte: MS(P)C’f\ Th(MS).
S

§3.4 - Completude e Xo-categoricidade de M®> - De um modo

geral nao ¢ facil dar-se exemplos de relacoes S gerais pa
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ra M. Este fato esta intimamente ligado, como veremos

adiante, a dificuldade que existe de conhecermos explicita-
. S -

mente a teoria M~ . Neste paragrafo procuraremos abordar es

ta questao via a completude e a xo—categoricidade de M°

Proposicao 3.4.1 - Sejam M e M, multirelacoes

adequadas a uma mesma linguagem :f, S um novo predicado e

ii([MO|,S), 'fle1|,S) as extensGes correspondentes. Nes -

tas condigoes, se f: Mo > M1 ¢ um isomorfismo, tem-se
que: P Ik:i_) ¢ see £(P) If:?_) f(¢), onde P € uma con-
dicao, ¢ wuma formula de ;ﬁ(|MO|,S) e £(P), £(¢) tem

significados obvios (vd. [ 5 ).

Demonstracao - Os casos em que ¢ € livre ou e de

uma das formas ¢1/\¢2, ¢1\/¢7,“1¢1 nao oferecem dificulda

des. Suponhamos ¢ da forma 3 x ¢(x):

(1) P Ik—; ¢ see P || ¢, (a) para algum
a€E|MO|, pela hipotese da indugao isto ocorre
see £(P) ||— £(¢,(a)), ou seja, see
£(P) Ik_; £(¢,) (£(a)), ou ainda, see

f(P) Ik—;§3x(f(¢l)(f(a))), e finalmente, sece
£(P) = £(9).
(ii) Admitamos que existem Q' Df(P) e f(a) = bGIMll

tais que Q'|}—, £(¢,)(b), da hipotese da indu



cao decorre que f_l(Q') | | f_L(f(¢1)(b)),

i.e., f-l(Q') lf‘; ¢1(a); Como

Q' Df(P), PCZf—l(Q') e, portanto, P ||#€ ¢
Fica demonstrado que se P ||— ¢, €(P)—£(¢).

Definicao 3.4.2 - Seja M uma multirelagao. Dire -

mos que M €& sortida se para toda parte finita AC M|,
existe un automorfismo f£: M ———> M, tal que f(A)MNA = ¢.
Proposicdo 3.4.3 - Se a multirelagac M ¢ sortida

- . S S ~
entao as teorias M e M sao completas.

Demonstragao - Mostremos que se P € uma sentcnga

ii - = . o ) S P

de (S) entao Y ou T¢ pertence a M. Admitamos
que nao; neste caso,existem condicoes P e Q tais que
P~ v e Q|| 7v¢y. Seja £ um automorfismo de M sa

tisfazendo a condicao f(Q)NP = ¢; assim, da Proposigao

@

3.2.2 vem que PUTQ) ||— v PULQ) || 1¢, portan

to, PUf(Q) |l ¥, o que obviamente & contraditorio.

s S =~
No caso da teoria M a demonstracao se faz de mo-

2 . 2
do analogo considerando-se ¢ en jij|M|,S).

@y

Corolario 3.4.4 - Se M uma multirelacgao reduzi-

da a base (i.e., M=|M|) ou M ¢ a cadeia Z dos intei-

5 - 2 s S -
ros ou, ainda, a cadeia Q dos racionais, M e completa.

Demonstracao - Nestes casos M ¢ sortida.
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A situagao em que M ¢ a multirelagao enumeravel re
duzida a base foi tratada anteriormente por Boffa (cf. [5])
que mostrou ser MS, neste caso, a teoria das relacgoes ri -
cas e homogeneas. Usando o mesmo método mostraremos que da-
da uma multirelacao M e S geral para M, S € necessa -
riamente rica e homogenea (a reciproca ¢ falsa). Como conse

quencia tem-se o resultado de Boffa.

Definicao 3.4.5 - Seja {p;|i=1,2,...,2} o conjunto

das formulas atomicas construidas a partir de todos os pre-

dicados Ry,eevsRy, de d? e das variaveis Xp,eee,X o Uma

0
—-

configuragao c(xl,...,xn) € uma conjuncao (’? pi)/\p on

. °

de p; = P; Oou py ='1pi e p ¢ a sentenca que "diz" se-

rem todos os X5 diferentes. Dada a configuracao

~ ~ 1 s
c(xl,...,xn) notaremos por ¢ (X'""’Xn’xn+1""’xn+p) a

-

configuracao extensao de c(xl,...,xn) (tal que se D,

ocorre em c(xl,...,xn), Py ocorre tambem em
€' (X 1o e OX_LX cee, X .
( 1’7" n’ " n+l> ’ n+p))

Proposicao 3.4.6 - Seja M uma multirelacao enumera

vel e S geral para M. Tem-se que S € rica e homogenea.

Demonstracao - Considere a relacao dada S=<|M|,S> e

:ﬁf a sublinguagem de ji adequada para S, mais precisa-
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. P . . &
a sublinguagem de i{ constituida por todos os sim-

mente,
bolos de ii outros que os predicados Ry,....R. E facil
verificar que S & rica e homogenca see valem em S as sc
guintes formulas:
Y v se g 9K s ,X C S >
Xysee s XpoXpqae e en X (OO LX)
> C'(Xg,000,X_,X T
( i 9 2 Il? ]]_119 2 n+13))
&l e o -~ v
onde L(xl,...,xn) ¢ uma configuracao qualquer de 1.
Mostremos que nenhuma de tais formulas ¢ forcada
(-), ou seja, que dada a condicao P e Ay, eenay € M|
existem a__ -, ,...,4a £ |M e 2P tais qu
n+i’ Tntp ‘ | Q @ L
— C(aqsees,a )J—2C"(a;,css,a_,8 ce.,a . Ore se
Q II + ( l’ 2 n) (Cls 3 n,dn+1a 7dn+p) ra,

P A
P

PeEQ

C(al,...,an) nada ha que demonstrar, se no entanto

C(al,...,an), considere-se an+l""’an+p(E|M| e
tais que:
(i) para j = n+l,...,n+p, aj nao ocorre em ne -

nhum dos P de C(al,...,an) nem em formulas

que pertencam a P,

(i1) Q |~ ¢ (al""jan’an+l""’an+p); o que c

-
sempre possivel.

Um outro caso que também pode ser esclarecido ¢ aque



le em que M € uma multirelacao finita. Aqui, toda relacao
S definida sobre |M| & geral para M.

Antes de abordarmos a questao da X, ~Categoricidade
de M°, vejamos um resultado negativo relativo a completu -

de.

Definicao 3.4.7 - Seja M uma multirelacao, jf uma

linguagem adequada para M e ¢(X1""’Xn) uma formula de
GK tendo como variaveis livres Xqsee X o Diremos que
¢(x1,...,xn) € indiscernente (i.e. nao discernente) em M

. n ;
se o conjunto V(¢)E{(a1,...,an) eM|” | M [ ¢(a1,...,an)}
¢ vazio ou infinito. M  serd dita indiscernente se

¢(x1,...,xn) ¢ indiscernente em M qualquer que seja

¢(x1,...,xn).

Proposigao 3.4.8 - Seja M uma multirelacao enumerda

S

vel. Se M for completa, M ¢é indiscernente.

Demonstracao - Se M mnao for indiscernente, existe

uma formula ¢(x1,...,xn) para a qual V(¢) # ¢ e V()

. ) B ) . Mmoo m _m-

e finito 1i.e. V(p) = {(ai,aé,...,dn),...,(dl,az,...,dn)}.

Admitamos ser 23n a aridade de S. Neste caso, considere-

- ] _

»_.a =
n+1l

1 S2 tais

- J o] j N
mos as fL-uplas (al,...,an,an+1,...,a2) com
J.

o
n
A ™

&= & 8 e =a

j=1,2,...,m e as relagoes gerais

J Jo.] 221 6 o () 3o
que Sl(ql,...,an,an+l,...,42) 1 e bz(dl,...,an,dn+l,
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...,aJ) =0 para j=1,...,m.

Entao, a formula 1 seguinte:

L
3x1,...,x2(¢(x1,...,xz)/\S(xl,...,xg) A (/\ xi=xn))
i=n
¢ tal que MS; = v e MS, =9,
No caso de 2<n, considere-se as relagoes S1 e S,
tals que:
Sl(al,. ,az) 1 e Sz(al, ,aQ) 0 ; j=1, ,m

Corolario 3.4.9 - Se M possui um elemento ou  uma

n-upla distinguivel (definivel por uma formula sem constan-
tes) M° ndo é completa, como & o caso por exemplo de um
Grupo, de um modelo da aritimética de Peano, de um modelo
de ZF, etc...

§ - 5
Consideremos agora a xo—categor1c1dade de M.

Definicao 3.4.10 - Seja M wuma multirelacao enumera

vel. Diremos que M & fortemente homogénea se para todo

conjunto finito FC|M|, todo a€¢ |M| e todo automorfismo

local £: F >|M|, existe uma infinidade de automorfis -

mos locais g: FU{a} > [M| que estendem f.

Com base no resultado 7.1.1, p 77 de [6], vé-se



facilmente que se M ¢ fortemente homogénea, M ¢ homogc -

nea.

Proposicao 3.4.11 - Se M = <|M|,R1,...,Rk> € uma

multirelacao fortemente homogénea e enumeravel, todo modelo

de M° (de M) & homogeéneo.
Demonstracao - E fdcil verificar que um modelo de M°
¢ homogéneo see satisfaz todas as sentencas 0 da forma

Vxl""‘xn’xn+1 Vyl,..»,yn§}yn+1((t (Xl’°"’X ’Xn+1)A

n

AC(Yls"',yn)) -2 ("‘(yl""’yn’yrﬁl))’

onde C(x,,...,X € uma configuracao C"(Xs,+¢00,X ,%
( 1’ > n) & ¢ g ( 1’ > n n+l)

uma extensao de C(xl,...,xn) e C(yl,...,yn) ,
C (yl,...,yn,yn+1) sao obtidas de C(Xl’.."IJ ,
C (xl,...,xn,xn+l) substituindo-se X; por y. 1 =

=1,...,n,n+1, respectivamente.

Vejamos que as formulas ¢ nao sao forcadas (=)

i.8.,; gue ¢€5MS qualquer que seja ¢ da forma explicitada.
Seja M uma multirelacao fortemente homogenea e P

uma condica@ao. P ||~ ¢ see existem a b ...,hn

10 qn 8010 P

em |M| tais que
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P b= 3y, ((C"(ay,.vvva a ()AC(hy,. . b)) —>
> C (bl,...,bn,yn+1)),
. - - - - < B
isto €, see existem a;,...,a ,a ,;.Dy,-0,by | ] tais

que para todo QDP e bn+l€|NH,
Q| [+, (c (a;,-+vha,a JAC(Dy,evn b ))——>C" (b, ... bbb )

o que ¢ falso,pois:

se P Ih/; C'(ag,...,a

monstrar;

n’an+l)/\c(b"'""bn)’ nada ha a de-

se P If—: C (al,»..,a ,an+1)A C(bl,...,bn), considere-se

n
< | N D i< - a - S
b . € IM| e QDP tais que b,y nao ocorre  cm
, . 5 g -
C (al,...,an,an+1)/\C(bl,...,bn) nem em P, bn+l satisfaz

todas as formulas de C(bl,...,l

) nas quais ocorrem
n’yn+1) as q

Ype1 € umdos Ry, i=l,...,k (isto ¢ possivel visto ser
M fortemente homogenea) e finalmente Q lf"1 C(bl"'
""bn’bn+1)' B

No caso da teoria MS, ¢ suficiente notar que
M5C M5,

Proposicao 3.4.12 -~ Se M ¢ uma multivelagdo enume

ravel, M ¢ fortemente homogénea see MR €& homogénea qual
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quer que seja R geral para M.

Demonstracao - Da Proposicao anterior resulta que

MR & homogénea visto que se R é geral para M, MR f= M>

Suponhamos M mnao fortemente homogenea, isto ¢,
que existe FC[M| finito e a€|M| (que sem perda de ge
neralidade podemos supor nao pertencente a F) para o0s

quais existe apenas um numero finito n de automorfismos

locais g.: Fuf{a} > |M| que estendem f. Seja m€E N

e definamos uma condicao P, m-aria, do seguinte modo:

D - = ' & : R - 4 R
l(al,...,dm) P(t(dlj,...,f(dm)), para todo al,...ﬁ%gl,

Pla,...,a) = 1;

P(gl(a),...,gl(a)) = .., = P(gn(a),v..,gn(a)) = 0.

Como M €& enumeravel, existe uma relagao geral R
definida em |[M| que estende P. [ Gbvio, no entanto, que

a aplicacao f: F > |M| & um automorfismo local de MR

que nao pode ser estendido a F(J{a}. Logo, MR nio & homo

genea.

Proposicao 3.4.13 - Se M ¢& uma multirelacio enume

2 . ~ = S - - .
ravel e fortemente homogenca entio M ¢ X, ctategorica.



Demonstracao - Se M ¢ fortemente homogénea, M ¢
sortida, visto que dado A = fay,...,a 1 CIM|, o automor -
fismo local (vazio) & : ¢ C|M| ——> |M| e a, €A exis-

te uma infinidade de automorfismos locais f£: {a}——>|M|.
Seja fl um desses automorfismos tal que fl(al) & A. Nova-

mente f1 pode ser estendido a um automorfismo

£,: {aj,a,} > M|  tal que £,(a,) & |A|. Continuando

tal processo obtemos um automorfismo fn: A > M| tal
que £ (A)AA = ¢. Como M €&, em particular, homogénea,

> M

tal automorfismo se estende a automorfismo Tn: M -
com a propriedade desejada. (o que demonstra ser M sorti
da).

Pela Proposicao 3.4.3, M® @ completa, portanto to-
dos os seus modelos, sendo logicamente equivalentes, tem
as mesmas restricoes finitas (a menos de isomorfismos). Co
mo sao, segundo a Proposicio 3.4.12, homogeneos , decorre
que (cf. [6]) sao isomorfos.

Como consequencia da Proposicao 3.4.3, vimos que se
M & a multirelagao reduzida d base ou a cadeia Z dos in
teiros ou ainda a cadeia Q dos racionais, M° & comple -
ta. O resultado acima nos permite ser mais preciso com re-
lagao a Q°, pois sendo Q fortemente homogénea  podemos

afirmar:
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Corolario 3.4.14 - Q° & Xo~categ6rica.

No que segue explicitaremos, a menos de isomorfis -
mos, os modelos QS de QS com S unaria ¢ geral para Q.

Seja S (unaria) geral para Q, S €& isomorfa a rela
c¢ao (unaria) R, definida em Q, satisfazendo a seguinte
propriedade: dados aq qzéiQ existem pl,‘pzé’Q, com
qp < Py <P, <q, e R(pl) = 1, R(pz) = 0,

Com efeito, & facil verificar que QS e QR sao
ambas homogeneas e tém as mesmas restricoes finitas, sendo,
portanto, isomorfas.

Analisaremos agora o caso M = < 2 , < > e mostrare

S = e
mos que M nao e x -categorica.

Proposicao 3.4.15 - Se M” & completa e nido admite

modelos finitos, M® xo~categ6rica implica Th(M) X, cate-

gorica.

Demonstracao - Se Th(M) nao é X0~categ6rica existe

neN tal que o conjunto Sn(Th(M)) dos tipos relativos as
variaveis Xqoen e Xy e infinito (Teorema  de Ryll-
Nardjewski, ver por exemplo [15]). Logo SD(MS) ¢ infinito

S Py — - .
e, portanto, M nao e xo~categor1ca,

Corolario 3.4.16 - 2° nao & Xo—categ6rica.

Finalizando o paragrafo, daremos uma caracterizacao
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das relaglOes gerais segundo o método de [1].

Proposicao 3.4.17 - Sejam M uma multirelacao e ¢

uma sentenca de L.(|M|.S). Se existir uma condicao P tal
que P [F—; ¢, (/\P———>¢)6'MS, onde AP & a conjuncao de
todas as formulas basicas de P. (Obtido tambem por

B. Poizat).

Demonstragao - Mostraremos que nenhum Q forca (-)
>¢.

Com efeito, Q |}— AP

AP

> see Q |[—, AP e Q|| ¢.
Seja AP = Py Aeee AD onde P; > i=1l,...,n, sao as f6rmg

las basicas de P. Assim, Q || p; Ppara todo 1i. Se p;

¢ atomica éié Q; se ﬁi = Tp,, com p. atomica, Q | =, éi
see Q ![—: P logo, Py £ Q e, portanto, QUP ¢ uma con
digao. Mas, neste caso, QUP ||~ ¢ e QUP ||— ¢. Absur
do.

Proposicao 3.4.18 - Seja M = <iM|,Rl,...,R1,> uma
multirelagdo enumeravel. Se MR & modelo de M°, R & ge

ral para M see R = <|M|,R> completa M (i.e M> \J D(R)

¢ completa).

Demonstracgao - Suponhamos R geral para M e seja

¢ uma sentenga de Zﬁ(|M|,S). Temos MR |= ¢ ou MR |="¢.



Se MR = ¢ existe PCD(R) tal que P ||— ¢ e, por

-

>p) e M>. Como PC D(R) segue-se que

conseguinte, (AP
»eM>UD(R).
Se MR |= 1¢, procedemos do mesmo modo e mostramos

que ¢ €M UD(R), ou seja, que R completa M°
Reciprocamente, admitamos que R completa M. Pro
cederemos por indugao sobre a complexidade de ¢ afim de

mostrar que R € geral para M.

Seja ¢ da forma dx ¢, (x) tal que MR = 1 ¢.
Tem-se que MSK}D(R) = ¢, visto ser MSL)D(R) comple -

ta. Existe, portanto, um conjunto finito PC D(R) tal que
MPUP = ] ¢. Se P [~ 9 % ¢, (x), existe QDP e c e |M|

tal que Q |F—+ ¢l(c) e por conseguinte uma relacao R

Q
geral para M, com QCZD(RQ) (dado que M €& enumeravel)

tal que MRQ =3 x ¢1(x). Isto € contraditdorio, uma vez

Q) e MRQ ¢ modelo de M®, logo, de M (P.

Os demais casos sao imediatos.

que PCQcD(R

Corolario 3.4.19 - Se M° & semanticamente comple-

ta e MR & modelo de M, R & geral para M. (Ignora -

mos se a reciproca € verdadeira).

§3.5 - Equivalencia logica e teoria forcada - Vimos, Propo

sicao 3.4.1, que se MO e M1 sao multirelacoes isomor -



-

fas, entao P IF:I—) ¢ see f(P)Ik:(_) f(¢), onde £ ¢é a

aplicagao que realiza tal isomorfismo. Segue-se dai  que
s s

M~ = M7.
o} 1

Uma questao que surge de modo natural ¢ a de se sa -
S
1 1°

primeira vez por Fraissé em 1971 e solucionada por B.Poizat

ber se MOEM implica Mg = M Tal questao foi posta pela

em 1976. A resposta a esta questao ¢ negativa e o contra

exemplo dado o seguinte:

Contra-exemplo 3.5.1 - Sejam My = <N, +>, onde + ¢
a relagao ternaria, soma usual em N; M1 = <N*,®> uma ex -
tensao (propria) de My e ¢ a formula I x ¥yd z(y>x—-—>

—> (y<z<y+*y A S(y))), com S um predicado undrio.
Observe-se que as relagoes < e & sao expressas
pela relagao + em My e por ® em M.
Vejamos, entao, que a condicao vazia ¢ forca (=) ¢
em jf(IMOI,S) (i.e., relativamente a MO). Ou seja, Que
dados P e a€N, existem QDP e bé&N tais que para to

do Q'>2Q>P e ceN, Q' ||+ (b>a)

o que evidentemente € verdade se tomarmos b>a, b>d para to

> ((bgcgb+b)AS(c) ),

do dgDom(P) e Q' tal que Q'>P e Q'(t) =0 para to
do bgtgb+b.
Por outro lado, a condigao vazia @ forga (+) ¢ em

ji(lMll,S) (i.e relativamente a M Ou seja, existe

1)'



aeN", tal que, dados P e beN", existem Q>P e ce N

tais que Q || (b>a)

. « * “ & 5, s
mente se verifica se tomarmos a¢ N infinito 1.e.

> ((b<c<b+b) AS(c)) o que certa
, .a>t
para todo t€N. Com efeito, nestas condigoes, se b>a, 0
intervalo [b,b+b] tem uma infinidade de elementos, o que
nos permite escolher Q e ¢ convenientemente.

0 contra-exemplo acima nos leva a seguinte questao:

s s . : . . ,
Mo = Ml implica serem MO e Ml isomorfas? No resultado

que estabeleceremos a seguir resolvemos esta questao, dando

S
1

fraca que o isomorfismo. Antes, contudo, definiremos n-iso-

-~ S S . - .
uma condigao suficiente, para que Mo seja igual a M7 mais

morfismo.

Definigcao 3.5.2 - Sejam MO c M multirelagoes
adequadas a ;ﬁ.

(i)  todo isomorfismo local f: F_c|M_| > F1C|M1|
¢ um O-<somorfismo.

(ii) f£: FOCTIMOI >y C|M1| ¢ um n-isomorfismo
(n€ N) se dados os conjuntos finitos
EO(f|M0|, Ey C[NH], existem extensoes
— =1 - . A

-3 - Py q B * o — SRS \/

£: F UE > II\11| e £ 7: FJUE > 11101

. -1 . . - 55
de f e £ respectivamente, tais que f e f !

sao ainda (n-1)-isomorfismos.
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Diremos que a multirelagao M, ¢ w-equivalente  a
M, se a aplicacao vazia & um n-isomorfismo qualquer que se

ja ueéeN. Em simbolos M_ = M.
o w 1

Proposigao 3.5.3 - A relacao = & uma equivalen -

A demonstracao se faz de modo obvio.

1,...,Rk> e

Ml = <|M1|,H1,...,Hk> multirelacoes adequadas a ii, S um

Proposigao 3.5.4 - Sejam M = <|MOI,R

2l
(novo) predicado, ¢ wuma sentenca de ;L(lMol,S) em for-

ma normal prenex com p blocos de quantificadores, P uma

condicao em ii(]MO|,S) e,finalmente, £: M_ > M, un
p'-isomorfismo com p'>p e tal que Dom(f) contém todas
as constantes que ocorrem em ¢ ou em P. Nestas condi -

¢oes, tem-se que: P Ik;(_) ¢ see f(P) IF:(_) £(¢).

Demonstracao - (Inducao sobre a complexidade de ¢).

1 - Se ¢ € livre de quantificadores, o valor  de
¢, forcado por P, depende apenas das sentencas basicas de
¢ mnas quais ocorrem predicados Ri’ e das extensoes fini-
tas de P. Em virtude de ser p'>p, tem-se que,em ambos oS

casos,o valor do forcing € preservado por f, i.e., £(P)

forca f(¢) ao mesmo valor que P forca ¢. De modo ana-



logo ve-se que o valor de f(¢) forcado por £(P) & pre -

servado por f_l.

2 - Os casos em que ¢ ¢ de uma das formas ¢1 A¢Q’

¢1v ¢2, ‘\¢1, podem ser tratados sem dificuldades.

3 - Seja ¢ da forma 3 Xqseoe s X ¢1(x1,xn) onde

ix ,» X ¢ o primeiro bloco de quantificadores.

l,c-o n

(i) P ||— ¢. Neste caso, existenm 8, .00,a € IMol

tais que P ||—1 ¢1(al,...,an). Seja, entao, f
extensao de f a bom(£)Yla,....,a }. f & um
(p'-1)-isomorfismo como ¢1(a1,...,an) tem

k-1 blocos de quantificadores vem, da hipote-

se da indugao, que f£(P) || £(¢,) (f(al),..
...,f(an)). Logo, f(P) |}~1.f(¢). De modo ana-
logo, com [ no lugar de f, mostra-sc quc

vale a reciproca.

(ii) f£(P) |~ f(¢). Logo, existe QD L(P) e
bl""JﬁléthJ tais que Q|r1f(¢l)(bl,...,bn).
Consideremos a extensio £ 1 de £ ' ao con -
junto Dom(f_l)\)F, onde, I' = {t:t ocorre em

Qr v {bl"“’bn}‘ £k g um (p'-1)-isomorfis-
mo. Como f(¢1)(b1,...,bn) tem p-1 blocos de

quantificadores vem, da hipotese da inducgao,



que £71(Q) |, o Tt ), ou

seja, existem a, = £ (by), ..., a = £ (b))

=7 o , A
e Q' =f “(Q)>P,tais que Q |L:¢1(al,...,an),

i.e., P |- 9.

Reciprocamente, se P|[/A ¢, existem a;,...,a € IMOI

e Q>P tais que Q |F—+ ¢1(a1,...,an). Seja £ uma exten

sao de f ao conjunto Dom(f)UF, onde, I = {t:t ocorre en
Q} L){al,...,an}. f e um (p'-1)-isomorfismo e ¢l(a1,
+++,a ) tem p-1 blocos de quantificadores. Logo, da hipo
tese da indugao, vem que F(Q) ||, £(¢1)(f(al),...,f(an)),
i.e., existem by = f(al),..‘, b, = f(an) € |M1| e
Q 1

ja, £(P) |~ £(4).

Em consequencia da Proposicao 3.5.4, que acabamos de

n

f(Q 2 £(P) tais que Q' ||, £(p) (by,evv,b ), ou se-

demonstrar ,segue-se que:

.~ ~ . ; S S

[ - N TN : : = M>.

Proposicao 3.5.5 MO w My implica MJ 1\11
Demonstracao - Seja ¢ wuma sentenca de ;ﬁIMOI,s)
em forma normal prenex com k blocos de quantificadores.

Por hipotese, existe um p'-isomorfismo com p' > p e pela

Proposicao anterior se P || ¢, £(P) |}— f£(¢).

Inversamente, se ¢ € uma sentenca de ;ﬁ(]M]

,S)

em forma normal prenex com p blocos de quantificadores



vem, por motivos analogos, que se

Pl ¢, g®) ||—

Logo, tem-se que Mz = Mi.

g(d).
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CAPITULO 4

§4.1 - Introdugao - Nos Capitulos 1I e I1I, estudamos as no

goes de forcing dadas por Robinson e por Fraissé respectiva
mente. Muito embora haja inicialmente resultados paralelos
nas citadas teorias, as diferencas entre elas vao se acen -
tuando na medida em que as desenvolvemos. Neste Capitulo
procuraremos fazer um estudo comparativo destas duas nocoes
e estuda-las em conjunto, ao contrario do que fizemos nos
Capitulos anteriores, quando as tratamos isoladamente.

Nosso segundo resultado deste Capitulo apresenta 0
forcing de Fraissé como caso especialissimo do forcing de
Robinson. Para tanto, faremos uso deste Ultimo no caso em
que A = ¢,

Dando continuidade a tentativa de comparar ° estes
dois conceitos, definimos um novo forcing que, como se mos-
trarda, tem como casos particulares e extremos o forcing de

Fraisse e o forcing de Robinson.

§4.2 - 0 Forcing de Fraisse via forcing de Robinson

Proposicao 4.2.1 - Seja M = <|M|,R1,...,Rk> uma

multirelacdo, o a linguagem adequada a M, ' = f(|M

SS)

e ¢ uma sentenca de ji' em forma normal prenex. Nestas
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condicoes tem-se que:
(i) Dado P€C(Th(M)), se P ||- ¢, P |L~+ ¢, on-
de P & a condicao (segundo Fraisse) consti-

tuida pelas sentencas (basicas) de p nas

quais S ocorre.

(ii) Se Q € uma condicao no sentido de Fraisseé e

Q | = ¢, existe P eC(Th(M)) tal que P = Q

e P ||~ ¢.

Demonstragao - 1 - Seja ¢ basica. Ha dois casos a

considerar:

—~
a5}

—
k=a
[C2Y

uma sentenca na qual S ocorre.

—~
o

—
<
@]
=
=

sentencga na qual ocorre um dos

R.; i=1,...,k.

Dando-se (a), P ||~ ¢ see ¢€&P; assim, dc P e
portanto, P ||— ¢.
Se ocorre (b), P ||~ ¢ see ¢eD(M); logo, |}—, ¢

e consequentemente P ]k—; $.

2 - Se ¢ & da forma pyAdy, v, oulx ¢ (x),

a demonstracao se faz sem dificuldades.

3 - Seja ¢ da forma V¥x ¢1(x). Assim, PeC(Th(M))
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¢ tal que P | ¢ see para todo P'€C(Th(M)), P'DP ¢
todo c e |M|, existe P"e€C(Th(M)), P"2P' e P"||— ¢, ().
Deste modo, em particular,se ;’3 ;, existe P" 35' tal
que P" |} ¢,(c); pela hipotese da inducao pr | -, ¢ (c)
e, portanto, P | = ¢, pois nao existe P! mem c € M|
tais que P'SP e P | |— ¢, ().

Fica assim demonstrada a parte (i) da Proposicao.

Vejamos em seguida a demonstragao de (ii).

1 - Seja ¢ Dbasica. Consideremos os casos seguin -
tes:

(a) ¢ € uma sentenca na qual S ocorre.

(b) ¢ € uma sentenca na qual ocorre um dos

R.; 1=1,...,k.
i

Dando-se (a), Q |}— ¢ see ¢ €Q. Neste caso, se
P=P=0Q, tem-se PEC(Th(M)) e P ||~ ¢.

Se ocorre (b), Q |l-, ¢ sce ¢eD(M); assim, se

P =QUI{¢}, PEC(Th(M)) e P |} o.

2 - ¢ € da forma Py Ad,. cOom d, e ¢, basicas.
Neste caso tem-se:

(a) S ocorre em ¢, © em ¢2.

(b) S nao ocorre em ¢; nem en ¢y
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(c) S ocorre em uma das sentencas (bi; i=1,2, mas

nao na outra.
Em todos os casos ((a),(b) e (c)) se Q ||---+ ¢, P =
= QU{¢1,¢2} € C(Th(M)) e P ||- ¢.
De modo analogo verifica-se que a Proposicao € vali

da se ¢ ¢ da forma q)lv ¢, com ¢y e b, basicas.

3 - Seja ¢ da forma 3Ix ¢;(x). Q | =, ¢ see exis
te a€|M| tal que Q |}, ¢,(a). Pela hipotese da indu -
cao, existe P€C(Th(M)) com P =Q e tal que P| l——cbl (a),

portanto, P || dx ¢4 (x).

4 - ¢ e da forma ¥x ¢ (x). Tem-se que Q ||, ¢
see qualquer que seja Q'S Q e ae€|M|, Q" ||+ ¢, (a)
Assim,dado Q'>Q e a¢ |M| existe sem Q">Q'2>Q tal

que Q" |-, ¢y (a).

Suponhamos pois, que P'e C(Th(M)) e tal  que
1;' >Q e a¢€|M|. Existe, portanto, uma condicao Q', no
sentido de Fraissé, tal que Q')}A" e Q' H‘; cpl(a). Pe-
la hipotese da inducao, existe P'"e€ C(Th(M)) tal que

P" = Q' e P" |} ¢, (a). E claro, que P = P"UP' € uma
condigao no sentido de Robinson pois, P"D>P' e as senten-
cas de P mnas quais ocorrem um dos Ri; i=1,...,k, per -

tencem a D(M). A condigcao P resolve nosso problema, uma
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vez que PODP' e P ||- ¢, (a), ou seja Q | = vx ¢y (x).
Com base na Proposicao que acabamos de demonstrar,

estabeleceremos o resultado seguinte:

Proposicao 4.2.2 - Seja M = <|M|,R1,...,Rk> uma

multirelacao, 4 uma linguagem adequada para M e f(|M],S)

uma extensao de jz. Nestas condicoes tem-se que M7 =
= (Th(M))f onde (Th(M))f ¢ o forcing companheiro de
Th(M) relativamente a linguagem ji(IMI,S) e ao conjun-
to A = 0.

Demonstracao - Se ¢e;(Th(M))£, o||—" ¢, ou seja,
¢ |="771¢. Assim, para todo PCC(ThM)), P |4 T ¢. Isto

significa que para todo P& C(Th(M)) existe P'eé C(Th(M))
tal que P'DP e P' ||— ¢. Em particular, se tomarmos uma
condigao Q, no sentido de Fraiss¢, existe P'¢€ C(Th(M)) tal
que P'>Q e P' || ¢. Pela Proposigao anterior §'|L~+ ¢ .

Assim, nenhuma condicao no sentido de Fraissé, forca (-) ¢,

i.e., ¢eM.

Reciprocamente, suponhamos que ¢£§&§; isto €, que
nao exista condicao P, no sentido de Fraisse tal que
P |~ ¢. Logo, para todo P existe P'DPD tal que

p' IF—; ¢. Seja, entao, Q €C(Th(M)). Sabemos que existe uma

condigao, segundo Fraissé, P', tal que P'>Q e P' [|— ¢.
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Da Proposigao anterior decorre que existe P"€ C(Th(M)) tal
que P"HDP' e P" ||- ¢. Assim, se tomarmos P = P"{JQ, te
mos que P&C(Th(M)), P>»Q e P |}—¢; portanto, o| | 9,

ou seja ¢ € (Th))E.

§4.3 - Uma generalizacgao comum do forcing de Robinson e do

forcing de Fraisse.

Definicao 4.3.1 - Sejam M = <|M|,R1,...,Rk> uma

multirelacao, jz uma linguagem (sem constantes) adequada
a M, if' = d€(|M|,Sl,~~-,Sl) e ;ﬁ” a sublinguagem de

S

ﬁi(sl,...,sl) na qual ocorrem apenas predicados Sl"" x

, . .~ 2
Considere-se uma teoria T em ji”. Uma condigao em L

relativa a T €& um conjunto finito P de sentengas basi -

cas de -ﬁi' nas quais ocorrem apenas predicados S ¢ 50

1 %
(i.e., sentencas basicas de ;ﬁ”(lMl)) tais que TUYP se
ja consistente. O conjunto das condicoes sera denotado por
C(M,T). Se ¢ ¢& uma sentenca de L' e PEC(M,T), defini
mos as meta-relagées P |[=— ¢ e P [[—= ¢ do mesmo modo
que Fraisseé, i.e., pelas condicoes [ -F¢ do paragrafo 3.2
(Levando-se obviamente em conta que PECM,T)).

Definicao 4.3.2 - Seja PgC(M,T). Denotaremos por
S{s+++s5
M(P) o conjunto das sentengas de ;f' que nao sao



=Gl

forcadas (-) por nenhuma condicao Q€C(M,T) com Q 2P.

S ,.\l’S
M(%) A sera denominado de teoria forgada por M’Sl""

8 e+ +5,
...,Sz, T e P. No caso de ser P= &, poremos M(P) L=

Pode-se verificar que as propriedades basicas esta-
belecidas para o forcing de Fraiss¢ (e as correspondentes

para o forcing de Robinson) permanecem ainda validas. Mais

precisamente, valem para este forcing as Proposicgoes
3.2.1 - 3.2.7. Pode-se tambem definir multirelacao
<|M|,Sl,...,S£> geral para M de modo analogo ao que se

fez no Capitulo III, permanecendo também validos os resul-
tados basicos correspondentes. Isto, contudo, nao sera fei
to aqui com detalhes. No que se segue, estaremos interes-
sados em relacionar o forcing de Fraisse com o de Robinson

através deste novo forcing.

Definicao 4.3.3 - Denotaremos por:

(1) Tf o forcing companheiro de T relativamen-
te a sublinguagen ;f" e ao cojunto
A = |M]|.

(ii) Th(M) a teoria completa de M em < (|M]).

(Observe-se que ' e ;ﬁ(|M| sao sublin



_()5_

guagens de ;E').

Isto posto, estabeleceremos o seguinte:

§ . +.5, ¢
Proposicao 4.3.4 - M = Th) [ T |ICy .

7

¢ o conjunto de formulas ¢ de i‘ nas

onde CM,T

quais ocorrem (simultaneamente) um dos predicados Ri’ i =
=1,...,k e um dos predicados Sj’ =1, 000, R (CMT sera
denominado de conjunto contato). Para tanto, necessitamos

dos seguintes resultados:

Proposicao 4.3.5 - Dado PE&€C(M,T) e uma sentenca

¢, em forma normal prenex em :ﬁ”(|M|), tem-se que:

1 -P |}~ ¢, entao P ||— ¢,

2 -Se P |l ¢, existe PP, PECM,T) tal que

P || ¢; onde ||= & o forcing de Robinson relativo a
L e A=|M]|.

Demonstragao - 1 - (i) Se ¢ ¢ basica, P |}= ¢
see ¢ €P; logo, P || ¢.

(i1) Se ¢ ¢ de uma das formas ¢1/\¢2,¢1v ¢y

ou 3Ix ¢, (x) a demonstracao ¢ imediata.

(1iii) Suponhamos ¢ da forma Vx ¢1(x). Tem-se que

p ||——+ ¢ see dado Q€C(M,T), Q2P e a€|MI,Q||7"_¢1(8).
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Logo, dado Q&C(M,T), Q DP e ae|M|, existe Q'€C(M,T),
Q'>Q tal que Q' |l ¢;(a). Isto significa que P [|- ¢.
2 - (i) Se ¢ € atomica, P ||—¢ see ¢€P e,

portanto, P = P € tal que P |}— ¢.

(ii) Se ¢ e da forma '\Si(al,...,an ) i=1,...,2,
1

temos dois casos a considerar:

(a) 'ISi(al,...,ani)EP,
(b) —lSi(al,...,anj) ¢ P.
Ocorrendo (a), P = P & tal que P ||— ¢.

Verificando-se (b), tem-se que,para todo QeC(M,T)

com Q2P, Q ||+ Si(al""’ani)’ ou seja, QU{Si(al,_...
L )} € inconsistente com T  qualquer que seja
i
Q€C(M,T) e Q>DP. Em particular PU{Si(al""’an )} ¢
i
inconsistente com T. Logo, P = PU{’\Si(al,...,an )} € con
1

sistente com T e tal que P |} ¢.

(j‘—_._ii) Seja ¢ da forma cbl/\¢2, onde (bl e ¢, sao

L

formulas basicas. P ||— ¢ see P || ¢, e P | | ¢, r
claro que (Proposigcao 2.2.2) Fl = I’U{d)l}eC(M,T) e
?1 ||— q>2 visto que PC?l. Assim,segue-se ainda da Propo-

sigao 2.2.2, que P = ?lu{d)z} € CM,T). P || ¢.
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(iv) Suponhamos ¢ da forma cbl\/ qbz. Nestas condi
coes P |l ¢ see P ||- ¢; ou P | - ¢,; pela hipotese

da indugao, existe Fli)P tal que P ou existe

PZDP tol que P2 II--—+ ¢2. lomando-se P = Pi (i=1,2)
conforme se verifique a primeira ou segunda dessas hipote-

ses, vem que PDP e P [|— ¢.

(v) Seja ¢ da forma I x ¢ (x). P | f— 3 x ¢4 (x)
see existe ae€ |M| tal que P ||—~¢1(a); pela hipotese da
indugao,existe PDP tal que P ||— ¢, (a) com PeCM,T).
i.e., P |]— 3x ¢, (x).

(vi) Finalmente, consideremos ¢ da forma
VX ¢, (x). P |- ¢ see dado QeC(M,T) e ae€|M|, existe
Q'€ C(M,T) com Q'>Q tal que Q' || ¢,(a). Pela hipote
se da inducao, existe Q&€C(M,T) com QDQ', tal que

Q IP—; ¢, (a). Assim, nenhuma condicao QDP €& tal que

Q@ |} ¢, (a), com ae |M|; portanto, P ||— ¢.
Proposicao 4.3.5 - O conjunto das sentencas de
Sl,...,Sk
M nas quais nao ocorrem predicados Ri; i=1,...,k

(i.e sentencas de jﬁ“(|M|)) ¢ precisamente Tf.

Demonstracao - Tal conjunto e fechado pela deducao

(em ji”(|M|)) e,pela Proposicao anterior,para tais sen -
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tencas, tem-se que ¢€ M 1 k see ¢6’Tf.

~ S .5, £
Proposicao 4.3.4 - M ’=Th(M)|_JT‘[_JCM T

Demonstracao - Consequencia da Proposigao anterior.
Proposicao 4.3.6 - Se M = |M|, ou seja, se M ¢

) § BiseneaBy, g
uma multirelacao reduzida a base, M = T, obten -

do-se assim o forcing de Robinson.

Se T = ¢, i.e., se T € a teoria sem axiomas nao

logicos, M ¢ a teoria forgada por M e S.,...,S

1 2

obtendo-se, portanto, o forcing de Fraisse.

Demonstracao - Consequencia da Proposicao anterior.

Proposicao 4.3.7 - Sejam My e My multirelacoes

de mesmo tipo, 'i: uma linguagem adequada a MO (e a Ml)’
' B " ~ p /
.f’ - {(IMO|781,"°>S£)a£~ - ‘f/(lr\ll

teoria em 36(81""’82) na qual ocorrem apenas predica -

’Sl"°"82) e T uma

dos S.; i=1,...,%. Nestas condigcoes tem-sec que:

(1) Se f£: M > M, ¢ um n -isomorfismo,

I
P’GC(MO,T) e Pebhom(f), entao f(P)éC(Ml,T).

Sy s 50 S

(i) Se M_ = M, entio M 1 oy, 1

2
w o1 0 1 ’

Demonstracao - Como £ e um isomorfismo local tem-
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se que T{(JP consistente implica T yf(P) consistente,
portanto, se PG;C(MOT), f(P)(;C(Ml,T).
Levando-se em canta (i) ¢ procedendo-se de modo
I

analogo ao que se¢ fez na demonstragao da Proposicao 3.5.5,

demonstra-se (ii).
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APENDICE

Relacionamos a seguir alguns problemas em aberto

concernentes ao ''forcing'" de [Fraisse.

1 - No Capitulo II, vimos que a nocao de forcing se-
gundo Robinson, relaciona-se, de certo modo, com as nogoes
de companheiro-semantico e de estrutura existencialmente
completa. E possivel se obter nogoes analogas a estas ulti-
mas para o forcing de Fraissé? (Relativisando-se talvez as

nocoes mencionadas a estrutura M).

2 - P. Henrard [8], mostra ser possivel reduzir a
nocao de forcing segundo Robinson a nogoes usuais da teo -
ria dos modelos, i.e., ser o conceito de forcing de
Robinson nao essencial para se definir o forcing-companhei-
£

ro T de uma teoria T. Seria possivel um resultado ana -

logo para a teoria M2

3 - As Proposigoes 3.4.3 ¢ 3.4.13 estabeleccen
condigoes suficientes a fim de que M’ seja completa e
xo—categérica, respectivamente. Tais condigoes sao também

necessarias? Caso contrario, seria interessante determinar
I s .. s Y
condigoes necessarias e suficientes para que M seja com-

pleta ou xo—categérica.
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4 - Determinar qual o invariante de M  dado por
S 4 -
M™, i.e., qual a classe das estruturas M que tém a mesma

& S 8 ~ . .
teoria forgada M™, ou ainda, que relacoes devem satisfazer

as estruturas M0 e M1 para que MZ = M7

5 - Estudar o forcing introduzido em IV nos casos in
termediarios, mais precisamente, caracterizar o conjunto

LM,T'
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