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NOTA HISTORTICA

Em 1944, Dieudonné introduziu o conceito de paracompacidade, geng
ralizando, assim, a nogado de compacidade. Anos mais tarde, em 1948,A.H.
Stone mostrou a estreita relacao que havia entre os espagos topologicos
paracompostos e o0s tétalmente normais, que J.W. Tukey definira em 1940,
0 estudo déstes conceitos levou, em 1951, aos resultados de Bing,Smirhov
e Nagata soObre a metrizagao dos espagos topoldgicos. Durante a década de
50 , E. A. Michel mostrou que, sob certas condigoes, varias propriédades,
aparentemente mais fraéas que a paracompacidade, lhe eram equivalehteé.

Os reSulfados que se obtiveram a partir da nogao de espago top016 -
gico paracomyacto, justificaram aafirmagao de Alexandroff (1960) de que
'a classe dos espagos paracompactos era a classe de esp&gos topolégicos
mais importante definida nos ultimos anos". |

Varias extensoes do conceito de Dieudonné foramAintroduzidas a paf—
tir de 1950, Aésim, C. W. Dowker definiu, em 1951, espago ‘W, -paracom -
posto.‘Motivado por esta definiqéo, dez anos depois, Morita introduziu

(1)

05 espagos m=-paracompactos. fstes ultimos estdo relacionados com os
espagos ''quase m~-totalmente normais" ("almost m-fully normal'), apresen-
tados por Mansfield em 1957, Ponomarev, em 1961, definiu os espagos Z/—
compactos.

Além destas ja citadas, outras nogoes relacionadas com a paracomaci
dade (de modo menos direto que as anteriores) foram definidas, como, por
exemplo, os espagos '"collectionwise normal®, introduzidos por Bing em
1951 e os espagos "realcompact" (Q-espagos) apresentados por Hewitt.

Finalmente, em 1962, Kennison definiu os espagos m-pseudocompactos,

Por outro lado, no seu livro General Topology, editado em 19554 J.L.

Kelley apresentou a seguinte conjetura :

(1) - G.AQuaro afirmou que éle ja utilizara essa nogao em data anterior
a 1961 °
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" um espago topoldogico X é paracompacto se e somente se o con-
juntog'LJ YxY | G ¢ recobrimento aberto de X E ¢ base de uma unifor

YEG
midade para X , e nessa uniformidade X e completo ™" .

Em 1959, H. H. Corson mostrou, através de um contraeexemplo, que.

(L

a conjetura acima era falsa. Entretanto, no ano anterior, o prépfio
" Corson dera uma condigao necessaria ¢ suficiente para que um espago to-
poldgico fosse paracompacto, utilizando as estruturas uniformes c os

filtros _“fracamente de Cauchy" ("weakly Cauchy") relativamente a uma

estrutura uniforme. Bste Ultimo conceito foi definido por Corson em

1958.

(1) - H, Tamano afirma, em [23] , que Namioka mostrou a falsidade des-
sa conjetura. :
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INTRODUCGCIZAKDO

Em vista das varias cxtensdes da nogdo de compacidade que sao conhg
cidas, tivemos a iddia de que talvez fosse possivel estender o conceito
de compacidade de forma a englobar os casos indicados na nota historica
e, eventualmente, éutros.

Ora, tendo em mente a definigao de espago Z/-compacto, introduzida
por Ponomarev, conclui-se que para todo espago topologico (X,{) existe
un 7/ conveniente (por exemplo, 7/ = conjunto dos recobrimentos abertos
de X), tal que (X,{) & 7/-compacto. Assim sendo, parece supérfluo defi =
nir um novo conceito, estendendo a nogao de compacidade, pois que 0s espa
gos topologicos que satisfizessem tal conceito, seriam particulares cspa-
GgOs Z/-compactos. Entretanto, motivada pela definigao dada por Ponomarecv,
nos pareccu possivel uma definigao que paracterizasse mais facilmente as
propriedades dos espagos topologicos em questdo. Exemplifiquemos com a
analise das duas afirmagoes abaixo :

1) "um espago topologico (X,T) e paracompacto se e somente se¢ &
Z/-compacto, onde Z/ ¢ o conjunto dos recobrimentos aber -
tos de X , localmente finitos!

2) "um espago topoldgico (X,{) é compacto sc¢ e somente sec & //-
compacto, onde // é o conjunto dos recobrimentos abertos de

X , finitos".

Em 1) , o fato de que os clementos de // sao localmente finitos ca-
racteriza a propriedade de ser (X,{) paracompacto; ja , em 2) 4 é o fato
de serem os elementos de Z/ finitos , que caracteriza a compacidade do es
pago (X,U). Assim, em ambos os casos a caracterizagdo é dada cm fungao
da natureza dos clementos de Z/. Por outro lado, em se tratando de ecspa-
gos topologicos (X,T) m-paracompactos; "realcompacts", etc. , a caracteri
zagdo da natureza dos elementos de //, ndo dependendo especificamente dos

elementos de [ , para cada espago topologico (X,{) em consideragdo, sc nos



—IV—

afigura bastante complipada.

Por estas razoes, a partir dos conceitos definidos por Morita e
Ponomarcv, introduzimos a noqﬁo.de espago A - /// - compacto.

No capitulo 0 damos algumas nogocs preliminares necessarias ao
desenvolvimento dos capitulos subscquentes. Além disso, tentamos jus

tificar a definig2o de normalidade aqui utilizada.

Certas propriedades dos recobrimentos abertos, em particular dos
localmente finitos, s3o analisadas no capitulo 1 .

0 capitulo 2 trata especificamente dos espagos A#-///-compactos,
sua definigéo e propriedades. Estudamos o scu comportamento, relativa
mente as cstruturas uniformes cémpativeis com a topologia, através da
analise dos scus Af-filtros.

Finalmente, o capitulo 3 encerra umas aplicgoecs dos resultados
anteriores. Para tal estudamos alguns particulares espagos A#-///-com
pactos, bem como certas propricdades désscs espagos. Em particular ,
no n.%4 , estudamos um problema que nos foi proposto peclo prof. Edison
Farah e de cujo estudo resultou éste trabalho. Por ﬁltimo, citamos dois
excmplos de espagos topolégicos completamente regulares, que servem pa-
ra mostrar o porquée da hipotese de normalidade que aparece no teorema 5

do capitulo 2 .
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- Nogoes precliminares -

Neste trabalho utilizaremos a definiqéo de "espago topologico" que
aparcce no Bourbaki ([ 1 ]) . As notagdes utilizadas aqui (por exemplo,
para denotar o interior de um conjunto, a aderéncia de um conjunto,etc.)
s80 as que aparccem em [1] .

Cumpre notar-se que 0S espagos topolbgicos que conSideréremos ndo
s8o, em geral, de Hausdorff., Nos casos em que a hipotese de que o espa
¢o topologico considerado sejavde Hausdorff se faga necesséria, ela se-
ra explicitamente mencionada.

Para outras définigaes referentes a Topologia nos bagamos nos livros
], @1, 3, @, 061, [8 e [9] , sempre tendo em mente o que a-
firmamos no parégrafo anterior.

Quanto ao que concerne a Teoria dos Conjuntos, tomamos por base o
que se encontra em [5] , [7] e [8:] §

A seguirkdaremos algumas definigdes e proposigoes necessarias aos

capitulos subscquentes.

1. Normalidade

Definigao H Um espaco topoldogico X é normal sc satisfaz aos seguin
tes axiomas ¢
T3) para todo subconjunto fechado, F , de X, e todo pon
to x € X-F, existem subconjuntos abertos de X, Vl
e V2 , disjuntos, verificando F C V1 e X & V2 $
Tu) quaisquer que sejam os subconjuntos de X, F1 e Ty,
fechados, disjuntos, existem dois subconjuntos de X,
abertos, disjuntos,V1 e V2 , tais que Fl CVl e

F2 C V2 .
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Em geral, a definigdo de espago topolégico normal que aparece nos
livros exige que 0 espago seja de Hausdorff e verifique T4 ou, entao,
que satisfaga apenas ao #axioma Th « Preferimos aqui esta definigao,de
certo modo intermediéria, porque, se bem que 0S espagos nao sejam sepa-
rados, admitem uma estrutura uniforme compativel com a topologia.([3] ,
teorema 2 ~ pags 17) . Por outro lado, a partir de um espacgo t0p916gico-
que satisfaz ao axioma Th’ e ndo satisfaz ao 'I‘3 é possivel obter wum
espago topolégico normal associado a éle, conservando a continuidade de
certas fungoes, como vemos a seguir @ |

Seja (X,{) um espago topologico que satisfaz Ty e nao TE'. Po=

T = {'Y e l Y= | ~:7§ } .

yeY

nhamos

tl & uma topologia sobre X . Além disso, (X,(l) é normal. Por outro
lado, s¢ fa é uma topologia menos fina do que ( , tal que (X, (2) sa

tisfaz 'I'3 s entao (2 C tl + Verifica-se, também, a seguinte

Proposigao : Seja (z, U') um espago topolégico que satisfaz T3 e

f uma fungdo de X gg Z « Entao f , como'aplica-

gdo de (X,1) em (2, U'), & continua se ¢ somente se

f , como aplicagdo de (X, tl) em (7, U') , & conti =

nua.

(A verificagdo é imediata.)

2+ Recobrimentos

alg oo 2. -~ gouu, .. .
Na literatura matematica sao usuais as duas definigoes de recobri=-

mento de um espago topolégico, que daremos a seguir .
Seja X um'espaqo topoldgico.
Definigdo 1 ¢ Um recoﬁrimento do espago topoldgico X & um subcon-
Jjunto de p(X) tal que a reunido de seus clementos ¢&

igual a X .
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Definigao 2 ¢ Um recobrimento do espago topolégico X & uma fa=-
milia cujos térmos pertencem a p(X) e tal que a

reunido de seus térmos é igual a X .

-~ . -
No decorrer deste trabalho quando nos referirmos a um recobrimento
e . . ™ N
de um espago topologico usaremos ora a definigao 1 , ora a defini-

gao 2 , depcndendo de qual das duas se mostra preferivel no caso.

Posto isto, os conceitos de "recobrimento abertb" y ''recobrimento
localmente finito", etc, sdo os que decorrem naturalmente do que acaba=
mos de convencionars.

Vamos introduzir, agora, algumas ﬁotagEes e nomenclaturas.

Seja X um espago topologico e S um recobrimento de X . Permi-
timo-nos a impropriedade de linguagem " Y e S " ( Y pertence a S), on-
de S & um recobrimento de X segundo a definigdo 2 , para exprimir
que Y & um térmo da familia S .

Sendo S e ‘Sl dois recobrimentos de X , diremos que S1 ¢ um

refinamento de 8 , em simbolps " S1 > BN se para todo Y € Sl yexis
te 2 & S , verificando Y C2 .

Sendo S um re;obrimento de X e ¥y um‘ponto'de X , a notagao
(y;8) indica a reunido doé Ye S, tais que y € Y . Analogamente, se
A & um subconjunto‘de X , (A;S) denota a reunido dos Y € 8 , tais que
TN AASD. |

| Finalmente, se S e 8 sao recobfimentos de X 4 diremos que S1

& um A ~refinamento de S se { (y;Sl) I y € X} > 8

A fim de simplificar o téxto, vamos impor que, se X -& um espago

topologico, entao

74

*

conjunto dos recobrimentos abertos de X , localmente fini-

tos 3§

1}

conjunto dos recobrimentos abertos de X , localmente fini-

(1)

“.

tos, que sdo finitos ou formados por ''cozero=~sets';

(1) = A CX & cozero-set ¢=y Jf:X —>R , continua, tal que "k pe {op)=
Y i
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/// = conjunto dos recobrimentos abertos de X , localmente fini-
m :
tos, de cardinalidade estritamente menor do que mn (onde m

(4 3 - . 3
¢ um cardinal infinito).

3. mLspacos uniformes

- Neste numero nos refgriremos a algumas propriedades dos espagos u-

niformes, tomando por base os conceitos introduzidos em [1] , capite. 2.*

Exatamente da mesma forma que fazemos com os espagés topolégicos 5
nos referircmos ao "espago uniforme (X,Z/)" como o ''espago uniforme
X" desde que, no caso em questao, nao haja possibilidades de confundir
qual a estruturé uniforme sobre X que estamos considerando.

Definigdo » Se (X, () é um espago topoiégico e [/ & uma estrutu-
ra uniforme sobre X y tal que T é a topologia deduzida da esﬁrutura
uniforme 7/( [1] , cap. 2', pag..186 ), diremos que [/ ¢ uma estrutu-

. . . ’ .
ra uniforme compativel com a topologia { , ou ainda, que Z/ e uma uni-~

formidade para (X, 1).

A proposigao que enunciaremos em scguida é uma formulagao diferen-
te do corolidrio 2 ( [1] , cap. 2 , pag. 186 ). ZIsta formulagio & mais
util para nos.

Proposigdo « Seja (X, //) um espago uniforme. O conjunto

o o :
U V(y)xv(y) ve l/, V & simétrica:} é base de entornos de Z/.(l)
yeX . 1

Seja (X, //) um espago uniforme. Em vista da proposigdo anterior,

-~ . s
a ele podemos associar o conjunto

)
At {(V(y))ysx I vel/ E , obtendo-se a seguinte

Proposigdo + Se S pertence a A) , existe S, € #) , tal gue S;

e A —refinamento de S .

0
com V(y) denotamos o interior do conjunto
topologia deduzida_de [/, onde

teX | (y,t) e V

(1) = Sendo Ve [/ e yeX
V(y) 4 relativamente

V(y)

Q) re

?

A
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& g gt 5 $
Demonstracfio : Basta notar-se se U € //, simetrica, existe

vel/Z/, simétrica tal que Vo VC U ./

Proposigao « Se S € £) , existe uma sequéncia (Sn )« . ¢ de ele-

mentos de £) , tal gue

1) S1 é {\ =~refinamento de 8 ;

2) Sn

lo~
(0]
n
<
]
WV
n
L]

L}-refinamento d

l
o]
1
=

Quanto ao que se¢ refere a espagos completos necessitaremos o que se
encontra em [1] , capitulo 2 , §-3 .

No que concerne aos espacos uniformizaveis ([1] , cap., 2 , pag.217),

devemos lembrar a

ProEosigao ([3], pag. 17) . Para que Hglespago topolégico X seja

. . ’ e (4 . . . « .
uniformizavel ¢ necessario ¢ suficiente que verifigue o

axioma

" para todo ponto x€X e toda vizinhanga V de x , existe
uma’ funcdo continua f , de X em [0,1] , tal que
f(x)=0 e f(X=-V)= {1‘2 "o,

Sabe~se que se X & um espago topoldgico completamente regular ,
existe uma uniformidade, 7/ , para X , tal que, sendo (Y, //') um espago
uniforme e f£:X =9 Y , continua, entdo £ ¢é uniformemente continua de

(X, 7/) em (Y, Z/') « A ésta uniformidade [/ chamarenmos uniformidade u-

niversal para X . Daqui por diante, sempre que considerarmos um espago

’ . . . . .
topologico X , completamente regular, indicaremos por Z/X a uniformida=

de universal para X .

Notagdo » Se X & um espago topoldgico e 'Zé/ ¢ uma classe de recobrin
mentos abertos de X , indicaremos por [ ZA/ ] o conjunto

;:UTxTiol.séé/‘E°

Tea



CAPIfTULO 1

- Reeobrimentos abertos -

Neste capitulo vamos dar, sob a forma de lemas, algumas proprieda-
des dos recobrimentos abertos . fRsses lemas serao utilizados nos capi-

tulos seguintes .

Lema 1 . Seja X um espago topoldgico e S um recobrimento

aberto de X , que ndo admite refinamento pertencente

a /// . Entdo, se S, € [L{ y existe Ve S, , tal

*»

que V nfo esta contido em nenhuma reunifio finita de

elementos de S .

Demonstracao . Por absurdo, suponhamos que existe Sl e /// + tal que
p L

todo V € 8, esta contido numa reunifo finita de elementos de S . Pa

ra cada V g S1 s indiquemos por YV um subconjunto finito de S , que

recobre V . Ponhamos 8" = { vn III Ve Sl e He YV}' +« Por

constcvgao, S" & refinamento de S e recobre X . Por outro lado, S"

é localmente finita, o que é absurdo. E esta demonstrado o lema, /

Nota. Pela demonstragao acima, conclui-se que se o cardinal de Sl é
infinito, ent@o o cardinal de S" seria menor ou igual ao cardinal de

S1 .

Lema 2 . Seja X um espago topologico normal e S um recobri-

mento aberto de X , localmente finito .« Nestas condi~

goesy existe 'Sle,ZZ‘ tal que S1 e [\ -refinamento

de S .

Demonstracdo . Dieudonne ([13]) mostrou que, sendo X um espago topo-

16gico normal e S um recobrimento aberto de X , localmente finito ,



existe 82 g z‘/ tal que |

Para cada Y s com Y € S2 y indigquemos por GT um elemento de S , sa-

tisfazendo Y C G -

Posto isto, pondo-se para cada x & X )

n
By =xe? & n(x-

G g : ‘ o :
x ¢ T Y ) , entdo o conjunto E, ¢ aberto ,
Ye Sa .-’é-é:‘

Vxe X .

Para cada x € X , indiquemos por Px g O conjunto

{G-flxs-f} » ( Note-se que P_ & finito ,¥ x& X, )

Seja P" ={;Px I x £ X } + Para cada P € P" , ponhamos
" U
M = P E

2P
X

L * Ora, My é aberto para todo P g PV e
(MP)P & pn é recobrimento de X .

Mostremos que (MP)P e P e’ localmente finita .

Seja z &€ X e V uma vizinhanga de 2z que sO encontra um numero fini~
to de elementos de S , digamos GyjyeeeyG o Entao V N My, A @ implica
PC{Gl,...,Gr} . |
Alén disso, (Mp)p e p

y € X e consideremos o conjunto

¢ £ -refinamento de S . Com efeito, tomemos

. -~ U
(v 5 (Mplp ¢ pu ) = y €M, Mp .
' P g P"
Suponhamos que "y € Y , com Y 8'82 o Ora; se ¥y S-MP s bpara um certo
P e P', existe x; € X, tal que y € Ex e P =P, Entao, pela

1 1

construgao de Exl » X, € Y, donde Gy € P . Logo, M C Gy 4 para tg

do P e P" tal que y € M Concluimos, assim, a demonstragao . /

P ]

Notas, Desta demonstragio resulta que se o cardinal de S é infinito "
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entdo o cardinal de P" é menor ou igual ao cardinal de S .
A . 5 i
Como consequencia do lema 2 e da nota acima , obtém-se uma. propo=
. -~ 0 § ’ .
sigio referente a certas estruturas uniformes para os espagos topologi-
cos normais . Antes de enunciarmos a propo#igao, vamos introduzir algu

mas notagoes que serao utilizadas no decorrer do trabalho .

Seja X um espago topolégico .

Z{(:{YCXXX |;(18 M/% tal que Yo Zg aZxZ} $
Ng ®

Z/:{YCXXX E‘asd{ tal que YD%SQZxZ}

*

-

- | U
Z{j_—{YCXxX '3(18[[; tal que YDZEG._ZXZ } B

onde m & um cardinal maior do que N, .

Proposigiao « Seja X um espago topoldgico normal . Para todo car-

dinal infinito m , 7/ ¢ uma uniformidade para X .
: m

Além disso, // & , também , uma uniformidade para X o
* .

0 resultado que daremos a seguir nao foi explicitamente enunciado ,
mas foi provado (de forma distinta da que daremos) por A. H, Stone , em

1948 , no decorrer da demonstragdo de um teorema ([22]) .

Lema 3 .« Seja X um espago topoldgico , (Wi)iEI um recobrimen -

to aberto de X e ( Zé ) uma sequéncia de recobrimen-

tos

abertos de X , tais que

)

1) 'l{ & /\-refinamento de (W), 1 3

2) )/ & p-refinamento de )/ , VYn 3 2.
n n-1

Nestas condigoes, existe um recobrimento aberto de X , localmente

i‘iel

finito, gue refina (W.)

Demonstracao « Aqui daremos apenas um esbogo da demonstragao, sendo que

as notagdes utilizadas, bem como maiores detalhes, s@o encontrados em [29].



Supomos X A0 .

Para cada icl , ponhamos

 § n n=-1 ' n

= s - = H = U .

v, (Wi s = 1) A (Vi jn) , Ynzg2 e V, L Y

Ora Uu v * o X ese x€eV entao x €V & (para um m convenien
' jel i 3 7 i ) =

te) e ({x} ;m)CViC LA

Indiquemnos por>‘? a classe das familias abertas H = (H_.) , tais que ,
sendo

ni
JH={

1) (B, in+1)CV , Va2l,V%ied; ;

P

e I l 3 n>1) (Hni A Vi )} , verificam

ni

2) SO AL
18JH i

1 Hni
J

H

0 W -

n
i
3V n2l, VU 3 E Z/n v 30 Uy v 3 encontra, no maximo, um con

junto Hni g com 1€ JH .

I d - ’S ) -~ ! '
‘? & nio vazia e seus elementos sao recobrimentos de X . Ordencuos

do seguinte modo, sendo H = (Hni) e H' = (H'ni) pertencentes a PR

HSH = Iy C Iy @ Hni=H'ni s ¥ isJH,V nal e

(0 , <) & indutivo e , pelo teorema de Zorn , admite elemento maximal,

*_ * * 2 u -
que denotaremos por A= (Hni + H* e tal que A V. = X

Para todo (n,i) € NxJy, pomos

= £k on -~ U )
Gy = (Hyy & 2+ 3) 36T 54 Hig *
1€m<n-1

€4 - s . .
A familia (Gni) s assim construida, & refinamento aberto, localmente finl

to , de e & recobrimento de X . /

(W) 561

Como consequencia do lema 3 e da proposicao do n.3 do capitulo O'3

ten-se a
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Proposicao : Seja (X,7/) um espago uniforme ¢ seja U E ./ + En-

o
tdo (U(x)) .y admite um recobrimento aberto de X,

localmente finito, gue a refina .

—

Corolirio ¢ Se X ¢ um espago topoldgico normal, 7/ & a unifor-
*

midade universal para X .

Lema 4 3. Seja X um espago topolégico e S um recobrimento a-

-

berto de X , tal gque se Sy é um subconjunto de S ,

o s b4
1 fenor do gue card.S , entao S1 nao e reco-
b'd

brimento de X . Bntdc, existe um subconjunto A de X,

com card.S

com card.A = card.S , verificando

: card. (Z n A) < cardQA 'Y VZegS .

Deronstracio » O caso em que o cardinal de S & finito é trivial. Su =

ponhamos que o cardinal de S & infinito, Indiquemos por k o cardi =
nal de 8 e seja K um conjunto bem ordenado, de cardinalidade k , e
tal que o conjunto dos predecessores de cada um de seus elementos tenha
cardinalidade menor do que K (l). Seja £ uma funqﬁo bijetora de K
em S .

Consideremos o minimo , a' , de K e fixemos um elemento x , de X .

Tomando-se b &€ K , b # a" , temos: que ;ib £f(a) nfo contém X e o seu

complementar em relagao a%px tem cardinalidade maior ou igual a k , por

. \3}."
tanto, existira Xy 8‘5;1/63m X, 4 X, 0 VaeKk, a<b .+ Chamnemos

A ao conjunto {xa I a €K }. Ora, k = ecard,A e

card.(Zz NA) < card, A ,V Z €S . Fica, pois, demonstrado o lema./

Nota « Se no ¢aso anterior, S fosse localmente finito, o conjunto A

poderia ser construido de tal forma que fosse fechado. (Para b € K,b/a",

(1) - A boa ordem sobre K era denotada com & .
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: - - u
bastaria tomar x, & X ( aéi f(a)L’xasYsS ¥) ).
' a<b

Vamos provar, agora um lema que relaciona os recobrimentos aber

; § o ~ A ¢
tos localmente finitos e as fungoes reais continuas.

Lema 5 ¢ Se X é um espago topolégico completamente regular

e S , um recobrimento aberto de X , localmente fi=

nito, que nio admite sub-recobrimento finito, entao

. ~ (4 » .
existe uma funcao de X em R , continua ¢ nao li-

mitada °

Demonstragao . Seja S um recobrimento de X nas condigoes do le=-
ma « Tomemos um ponto Xy € X e um elemento Ml € S , ao qual Xy

pertence . Entdo, existe um aberto V1 s verificando

{ xl} C Vl CV1C Ml .

Tomemos X, € X-(x1 3 S) e um elemento M, € S, ao qual X, perten

ces Entdo, existe um aberto V, , verificando

1 L o o
{%qcvaCV2CM2 o ,V1”V2‘¢ )

Procedendo dessa forma é possivel construir uma sequencia infinita de
pontos de X , (xn) , e uma sequencia infinita de abertos , (Vn) y sa
tisfazendo as condigoes !

n=1

1) x €%, U (538, Yn3 2;

2) x eV , Yo 1;

3) o»'conjunto{ Vn i n 2 1} rei;rina S e
os seus elementos sdo dois a dois dis-
juntos &

Como X & completamente regular, para cada n 2 1 , existe uma fun
P

X em [0,n] , continua, tal que £ (xn) £ 1N e

gao L de .
f(X-Vn) ={(i} . Consideremos a fungao g de X em R , definida
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do seguinte modo :

g(x) =0, VxgX- U V

g(x) fn(x) ,VxeV ,VYnzl.

A fungio g & continua, pois (V ) & localmente finita, ja que refi-
na S o

Estd, assim, provado o lema o/

s A 5 5
Finalmente, daremos um lema sobre recobrimentos abertos, a res-

peito da cardinalidade dos mesmos .

Lema 6 Seja X um espago topolégico completamente regular

e (Mi):.le um recobrimento aberto de X , localmente

finito, gue nao admite sub-recobrimento de cardina-

lidade menor do gque m (cardinal infinito). Entao,

familia de abertos em X 4 tal gue

B, V3 .

existe (Vj)jsJ .

ch.ﬁ;évjcmj,v;;s.x e vjn‘k

V. =
ked, j#k. Além disso, card.d 2 m .

Demonstragao . Seja d'a classe das familias (Vj)j e J tais que
1) Vj & aberto, ndo vazio, Vj € J j

) d G I e Vj C Mj » V¥V jed;

3) '\Tjn Vk=¢, Vi, ked, jAk.

¢ 5 ‘ (V!
ordenemos £ do seguinte modo, sendo V = (Vj)j ceg © ve=(V j)jsJ,g

pomos

VSV (= JCI e V=V, Vied .

0 eonjunto ! ndo & vagio , (£ , L) é indutivo e, pelo teoremade

Zorn, admite um elemento maximal que indicaremos por

* = (V*
v (Vj)jsJ*g

E eomo se tem, obviamente, card.J* 2 m , fica demonstrado o lema o/
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cArPpfTULO 2

ESPACOS Af=-///-COMPACTOS

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de espago Af-///=com
pacto. Como ja foi dito na introdugado, este conceito, bem como aqué
le que o motivou (introduzido por Ponomarev ([21]) ), é muito amplo,
no sentido de que todo espago topolégico-podé ser descrito como um
particular espago Af=///=-compacto. Entretanto, no decorrer do capi-
tulo, imporemos condigOes adicionais aos elementos de Zé/, que justi
ficarao a afirmagao de due ésse conceito & uma extensdo da nogdo de
compacidade. A seguir daremos algumas definigdes, sendo que as defi
nigdes 1 e 2 foram motivadas por Ponomarev ([21]) e que a aefini
¢do 4 foi dada, origihalmente, por Corson ([11]) « Seja (X,T) um
espago topoldgico, A# uma classe de recobrimentos abertos de X e ///

uma classe de recobrimentos de X.(l)

D~

Definicio 1 t O espago topoldgico (X,T)

Ah=///~compacto se
para todo B € Ah , existe a e ///, tal que «a é refinamento de B

(isto &, em simbolos, a > B )

Definicdo 2 ¢ Uma classe o de subconjuntos fechados de X e

. s ™ 4 . 3
A£=///~tangente se ao menos uma das seguintes condigoes e verificada:

a n . 2 n =
1=) Ye o ¥ A8 3 25) yog T = @ e
existe P E AF , tal que B 2 ‘{X -Y ‘ Y 8(5'} e, para cada a € ///s

existe V €& a , verificando VnyZg, YYeo .

Definigdo 3 ¢ Seja 3 um filtro sobre X . 3 & um AA-fil-

n ¥ N T - d  awd
tro se  yey Y #% , ou se, sendo ved Y =g, existe B, base de

(1)- Dagui por diante, sempre que tivermos um espago topolégico (%, %)
¢ aparecerem as letras /A£ e ///, afetadas ou nao de sinais, esta
remos supondo (X,(), A# e /// satisfazem esta condigaos
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A~
filtro de 3 , fechada, tal que {X -2 I Z € B} pertence a A#. (2)

Definigao 4 : Seja // uma estrutura uniforme sobre X, e ¥

um filtro sobre X . _; é "fracamente de Cauchy", relativamente

a J/ , se para todo U € // , existe um filtro 3¢ sobre X, mais

fino do que 3 , e um elemento HE &, verificando
H x H CU .

Antes de passarmos a demonstragao de tecoremas gerais a respei
to de espagos ff=///-compactos, vamos mostrar como as nogdes de
paracompacidade, m-compacidade, m-paracompacidade e //-compacidade
sao descritas a partir da definigdo 1 . |

Seja X um espago topologico e m um numero cardinal infini

to. Verificam-se, entao, as seguintes equivaléncias :

I) X & paracompacto se e somente se X & Af=///-compacto,
> . *

onde Af é o conjunto dos recobrimentos abertos de X e

[L/ é o conjunto dos recobrimentos abertos de X , local

*

mente finitos 3

II) X & m-paracompacto se e somente se X & Af=///-compacto,
%
onde A£ & o conjunto dos recobrimentos abertos de X ,
de cardinalidade menor ou igual a m e /// & o conjun-
, *

to dos recobrimentos abertos de X , localmente finitos;

III) X & m-compacto se e somente se X & //-ééé;compacto ;
onde /£ & o conjunto dos recobrimentos aberégs de +% -,
de cardinalidade menor ou igual a m e [Z{{ ¢ o conjunto
dos recobrimentos abertos de X de cardinaiidade menor do
que %, 3
IV) X & [/-compacto se e somente se X & Af=///-compacto )

onde ## € o conjunto dos recobrimentos abertos de X e
A

(2)- G' € %§2h==b (g* é recobrimento de X e existe G € A ,Vg;l
que todo elemento de G' e reuniao finita de elementos de G)o
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Nota : Seja (X,{) um espago topologico, A#4 uma classe de re-
cobrimentos abertés.de X e [// e [//' duas classes de recobrimen
tos de X . £ evidente que se X & //-Z£/4compa§to e [/ D LL
entio X & AA=///" -compé#to. Além disso, se os elementos de ///

sao abertos, x & £#=/// =compacto e [//- [//'-compacto (mesmo

que ///' néo contenha [// ), entdo X & Aé=/// "' =compacto

Daremos agora, um teorema que relaciona as definigoes 1 e 2 ;
entretanto, no que se seguira, preferimos caracterizar os espagos
A#=///~compactos, quando possivel, a partir de suas estruturas unifor

mes, utilizando as definigdes 3 e L .

Teorema 1 : Um espago topoldgico X & A#A=///-compacto se e

somente se todo //—(Z/-tangente tem intersecgao

.
nao vazia .

Demonstragdo : ., Seja ¢ um A#g=///-tangente e suponhamos, por absurdo,

n
Yeo L

que =@ logo, existe P € A4 tal que

B > gx - Y l‘Y e ¢ } ’
Como, por hipdtese, - X & Af=///-compacto, existe a € ///, com & > B .,
Portanto, se V € q, existe Y'e @ , verificando V C X -Y ,
donde VYV NY =g, o que é'absurdo, pois @ é Af=///-tangente .
Seja PB.E Af . Entéo,'a = { X -'Y,l Ye B }é uma classe de sub
conjuntos fechédos de X , cuja intersecgio é vazia. Logo, © ndo &
##-///~tangente, donde, exiéte a € /// tal que, para todo V g a,

tem-se V N (X -Y) = ¢ ; para algum Y € B conveniente, isto é

a> B o Conclui-se, assim, que X & ff=///-compacto ./

Lémbrando ds resultados de Corson ([11]), procuraremos caracte-
rizar os espagos gf=-///-compactos, que sdo completamente regulares,

, ' .' .
atraves de suas estruturas uniformes.
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Teorema 2 : Seja X um espago topolégigo comgletamente regu=

lar , 3 um filtro sobre X ¢ // uma uniformi -

dade para X . Entdo, verifica-se uma das tres

alternativas @

1) ¥ tem um ponto aderente ;

2) g- X - Y | Ye 3 } é recobrimento

aberto de X e admite um recobri-

mento aberto de X , localmente fi-

nito, gue o refina_;

3) 3 & "fracamente de Cauchy" relati-

vamente a // -

Demonstragdo : Com efeito, basta supor que 3 ndo satisfaz a condi-
¢Bo 2 . Seja Ueg J/; entdo, existe We J/ tal que Wo W (CU.
Por outro lado, seja @ um recobrimento aberto de X

localmente finito, que refina {W(x) ' XeX }' ( existe em fig
tude do lema 3 )

Ora, se 3 ndo satisfaz a condigdo 1, entdo, existe Ve atal
que vV intercepta todos os elementos de 3. ‘Indiquemos por & o
filtro sobre X s gerado por ;\y{V'} . Note-se que % & mais fino
do que 3 e, além disso , V x V CU . Mostrgmbs désse modo qﬁe se ¥
ndo satisfaz as condigdes 1 e 2 entado necessériémente deve satisfazer

a condigao 3 . /

Coroldrio : Nas mesmas condigoes do teorema 2 4 se 3 for um

ultrafiltro sobre X y 2 condicao 2) toma a seguin-

te forma

3') ¥ é filtro de Cauchy relativamente

a I/ -

Com uma demonstragao semelhante a do teorema 2 , daremos 4 a
seguir, uma condigao necessaria para que o resultado de Corson se es-

tenda ao nosso caso .



Teorema 3 : Seja X um espago topologico completamente regu-

ar e . fA uma classe de recobrimentos abertos de

1
X +» Se existe uma uniformidade 7/ para X , tal

que todo AA-filtro "fracamente de Cauchy" , re =

lativamente a // , tem um ponto adercnte, entao

X & ALl ~compacto
*

Demonstracio : Por absurdo, suponhamos que existe um P € A4 ndo a-

. dmitindo refinamento pertencente a ZLC « Indiquemos bor ¥ o filtro
sobre X , gerado pela classe dos conjuntos da forma X - T , onde T
¢ rounifio finita de elementos de Pos 3 & um /féfiltro.e,Malém disso,
pelo lema 1 4 se avs éL{ , existe Ve a Qué encontra todos os ele-
mentos de 3 . Isto nos leva a um absurdo, pois 3 & "fracamente de

Cauchy" relativamente a // e ndo tem ponto aderente . Entdo, X e

necessariamente A#=///-compacto . /
*

Teorema 4 : Seja X um espago-topoiégico completamente regu-

lar . As seguintes condigbes sao equivalentes ¢

1) para tadaja%asse AF tal que X é

AA=///~compacto, todo %/—filtfd "fraca -
*

mente de Cauchy" , relativamente a //
P : X
tem um ponto aderente ;

2) se a€//l/ e nao admite sub=recobri-
*

mento finito , existe U € 7/ , tal que
- X

{U (x) | X € X} refina o conjunto - das

reunides finitas de elementos de o

Demonstregno 3’1 =» 2 . Suponhamos, por absurdo, que existe o € [A/,
*

nSo admitindo sub=-recobrimento finito e tal que, VU € L

- =X

i_U(x) I x € X § ndo refina a classe das reunides finitas de conjun

tos de @ - Ora , X & {%“ ///~compacto . Indiquemos entao, por
*

3 o filtro sobre X , gerado pelo conjunto dos elementos da forma
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X =T, onde T & reunifio finita de conjuntos de a .. Nestas condi-
goes, ¥ & um {Fﬁ}-filtro sobre X sem ponto aderente, Mas isto

contraria a hipdtese, pois. % é "fracamente de Cauchy' relativamente .
a Z/ °
-X
2=> 1. Seja AF tal que X & #f=///-compacto e seja F um
: *
AA=filtro "fracamente de Cauchy" , relativamente a Z/ « Mostrare -
-X

mos que 3 tem um ponto aderente . Suponhamos, por absurdo , que

LT« # , entdo existe B , base de filtro de I, e BEA

Ye3
o> x-2lzcn .

verificando

Por outro lado, como X & Z/—Z[{—compacto, existe o € éé{ "
com a > B .« Entdo, a ndo admite sub-recobrimento:finito (pois
caso contrario, B nao seria base de filtro) .

Tomemos U & // , verificando a condigao 2) para o recobrimento a.
Por hipdtese, exis;;{-)é , filtro sdbre X , mais fino do que 3% , e
um elemento H € 3¢ tal que

HxH CU ,

. 4 : . . s & Iy
mas, isto & absurdo, pois H estaria contido numa reuniao finita de

conjuntos de @« , Logo, 2 => 1./

Do que j& foi visto decorre que o teorema de Corson ([11]) = re-

ferente aos paracompagtos) pode ser estendido da forma abaixo s

Teorema 5 ¢ Seja X um espago topologico normal . As seguin-

tes condicdes sao equivalentes @

1) X & A#-/// =-compacto ;
2) X & AF#-///~compacto ;

3) 7/ & uma uniformidade para X tal gue to-
-X
do AA-filtro "fracamente de Cauchy" , rela-

tivamente a- // , tem um ponto aderente ;
- X
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L) ekiste uma gpiﬁgfmidadp para X 4 tal que

todo AA=-filtro "fracamente de Cauichy"

‘relativamente a ela , admite um ponto ade=

rente 3

5) se ¥ & um fA-filtro tal que a imagem de

3 tem um ponto aderente em todo espago

4 5 : . 2
métrico no gqual X ¢& aplicado gontinua -

mente , entdo ¥ tem um ponto adecrente em

X .

Domonstracio : 1 &3 2 . & consequéncia imediata de que X & normal.

Decorre do teorema 4 .

2 =3
3=t

Segue do fato de que [J/ ¢é a uniformidade uni
-X

versal para X .

4 =5 , Pelo teorema 3 , X & %/-léf-compacto . Seja
3 um AA-filtro tal que a sua imagem tem um
ponto aderente em todo espago métrico no qual
X & aplicado continuamente . Mostraremos que
3 tem um ponto aderente em X , Suponhamos ,
por absurdo, que gl; Y = @ , entdo existe B ,
base de filtro de ¥ , BE A4 e a e L

verificando
a > B > {X-ZIZSB} ‘

Suponhamos € dada sob a forma (M.).
Como X & normal, existe (V')181 , recobrimento aberto de X

V ieT .

localmente finito, tal que V' C M,

i
Para cada i€T , 1nd1quemos por 4 uma fungao continua de X
em [ 0,17 , tal que (V-) = {} fi( CMi) = {O} « Ponha

mos E = E'O,I]I e don81deremos sobre E a distancia d , definida

como segue 3

a € (xy)y (y;)4e1 ) = 8uP | ¥ T | v ¥ Gxdier 0 ylier EF

]
el iel

x>
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Vamos definir,agora, uma fungdo continua g(de X em (E,d) ).

g ¢+ X s B

A _ ~ (
X 7 (fi(x))iSI

Consideremos g(X) como subespago métrico de (E,d) .
Em g(X) , 8(3) admite um ponto aderente; indiquemo-lo por
, onde y € X . Ponhamos g(y) = (Zi)i&:I’ J ={i81 l 2y > OE e
e = —%— minimo de { zZy l zy > 0 ¢

Consideremos a bola aberta Bd( g(y) , € ) e suponhamos 'y € Vj'
para j € I conveniente. Ora, existe 2 € By tal que Mj CX =2 3
donde Bd( gly) 4 € )n g(z) =@ , o que contraria o fato de que gly)

& ponto aderente a g(3) .

5= 2 . Suponhdmos, por absurdo, que cxiste B & A4 que nao
admite refinamento pertencente a [Z{ . Seja 3, filtro sdbre X ,
gerado pela classe dos conjuntos da forma X-T ,-onde T & reuni-
80 finita de conjuntos de B . Ora, % ¢ um Af=-filtro sem ponto
aderente, donde existe um espago métrico (Y , d) e uma fungao conti
nua f de X sobre Y , tal que f(3) nao tem ponto aderente « En-
tdo, para cada y € Y , existe um aberto, My, tal que y € My e
My N f( X =T ) =@ , para algum T , reunifio finita de conjuntos de
B « Como Y é paracompacto , existe G , recobrimento aberto de

Y , localmente finito, que refina (M « Recordando o lema 1 e

y)yer
utilizando o recobrimento aberto de X , (£t (Z))ZsG , Chegamos a um

absurdo, pois supuzemos que B nao admitia refinamento pertencente

a a{ -/

Nota . =~ A hipotese de que X ¢ normal nao pode ser substitui=
da péla hip6tese de ser completamente regular . Entretanto, com esta

ultima hipétese & possivel mostrar que h =% 5 ,
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Teorema 6 : Seja X um espago topoldgico normal , AA=///=-com-
pacto, onde ///C//l/ « Entdo, se J/ & uma uni =
* .

formidade X , tal que 7/2 [ /// ] ; tem=se gue

todo Af=filtro "fracamente de Cauchy" , relativa-

mente a // , admite um ponto aderente o

Demonstracio‘: Seja 3 um AA-filtro "fracamente de Cauchy" , relati

vamente a [/, e suponhamos, por absurdo, que g;; ¥=4 . Entao ,

existe B , base de filtro de 3 ,B € A4 e «a € /// , verificando

a > B> {x-'z' l ZeBI% .

-

Como §_| Tx T & elemento de [/ , existe & , filtro sobre
' Te a

X , mais do que 3 , e HE 3¢ , tal que

H x HC U mx7 ..
Tea

Mas, isto é absurdo, pois H estaria contido numa reunido finita de
conjuntos de B o+ Conclui-se, assim, que ¥ tem um ponto aderente of
A partir déste teorema, obtemos, para o caso em que m e um car=

dinal infinito, os seguintes corolarios .

Coroldrio : Seja X um espago topoldgico normal o Ak-///=compacto.
m

Entdo, todo Af=filtro "fracamente de Cauchy", relati-

vamente a 4{ , admite um ponto aderente .

Corolério ¢ Seja X um espago topoldgico normal , A#=///-compacto
m

e p um nimero cardinal maior do gque m . Entfo, to-

do A#-filtro "fracamente de Cauchy" , relativamente 2

7/ admite um ponto aderente .
P

Para simplificar o enunciado do proximo teorema vamos introduzir

uma nova definigdo « Seja X um espago topoldgico e A4 uma classe
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de recobrimentos abertos de X .

Definiglo 5 « X & Af-regular se para todo p € A/ , existe

gs//',talque{YI'Ysg}>p .

Desta definigido segue imediatamente o seguinte

Lema ¢ Seja X um espaco topologico normal e Af-regular ,

entdo , X ¢ /%-ZZ/;compacto, onde /// é o con-

junto dos recobrimentos abertos de X , formado

por "cozero-sets'" .

Seja X um espago topoldgico normal e Af-regular . Indiquemos
por %é a uma classe dos recobrimentos abertos @e X , formados por
Meozero-sets" , tais que admitem um refinamento pertencente a A£ o
(Nestas condigOes temos, em particular, que X & %é - AA-compacto)a

~ 3 s o
Posto isto, verifica=-se o

Teorema 7 3 X & J#=///-compacto se¢ ¢ somente se X

tos

/g =///=compacto

Demonstragdo 3 A demonstragdo & imediata, visto que X & Af=regular

e normal o /

A seguir daremos alguns teoremas relativos aos espagos Af=///=-com
- 2 !
pactos:s Como seria de esperar, por analogia com o que se da com O0sS

espagos compactos, tem=se o

Teorema 8 : Um espago topoldgico X & Af=///~compacto se
7o

e somente se todo AFA-filtro tem um ponto ade -

rente

e
ta.
D

Teorema _9 Se X & #A#=///-compacto ¢ A & um subconjun-
A,

ct

to infinito de X , entdo para todo B E AF

existe % € B, tal gue card.(Z n A) = cards A o

Demonstracao ¢ A demonstragao por absurdo & imediata . /
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Teorema _10 : Seja X um espago topologico e A4 uma classe

@

hereditaria de recobrimentos abertos de X

Se para todo subconjunto infinito, A de X ¢

todo B € A4 , existe Z € B tal gue card.(ZNA)=

= cards A , entdo X & //-Zza—compacto O

Demonstragdo ¢ Por absurdo, suponhamos que X ndo é /}-444 -com =
; ’ .

pacto. Entlo, existe B € /} que n2o admite sub-recobrimento finito.
Sem perda de generalidade, podemoé supor que cardinal 8 ¢ minimo ’
no sentido de que se B'CpB e o cardinal de B' & estritamente
‘menor do que o cardinal de B , entdo B' ndo recobre X . Em vis

ta do lema 4 , existe A , subconjunto infinito de X , tal que

carde(Z N A) < cards A ,V ZeE B .

Mas isto é um absurdo. Logo, X & %/-ZZé:compacto st

(1) = A classe A£ & tal que se B € Af e B! & recobrimento aber
tode X com B'C B, entdo B' E AF
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caAPfTrULO 3%

- Aplicagbes e contra-exemplos -

£ . ~ )
Neste capitulo daremos algumas aplicagoes dos resultados expostos
nos capitulos anteriores, bem como dois contra-exemplos, mostrando a
3 " -~ . L4 : i S & ) .
necessidade ou nio de certas hipoteses que aparecem no enunciado do teg

rema 5 do capitulo 2 .

1. Em primeiro lugar consideraremos 0S esSpagos m-paracompactos
e normais. Introduziremos, em seguida, a nogao de espago uniformemen?
te iocalmente m-compacto,=estqdando a relagao que existe entre éstes
tltimos e os espagos m-paracompactos. Veremos que assim sé obtém um
resultado semelhante a aqéle que se verifica para os espagos uniforme-
mente localmente compactos é parécompéctos (Kelley [8] = pag. 246 ).

Seja m um numero cardinal infinito, X um espago topongico
normal e AF£ a classe dos recobrimentos abertos de X de cardinali-
dade menor ou igual a m £ facil ver-se que um filtro sobre X e
um AA-filtro se e somente se admite uma base de filtro, fechada, de
cardinalidade menor ou igual a m , ou , admite um ponto aderente .

Indiquemos por m' o cardinal sucessor de m , entdo, verifica=se o

Teorema _11 : As seguintes condicoes sao equivalentes @

1) xx [0,1 1" & normal ;

2) todo filtro sobre X que admite uma base fe-

chada de cardinalidade menor ou igual a m ¢

& ) .
que e "fracamente de Cauchy'" , relativamente

a uniformidade // , tem um ponto aderente o
m' o

Demonstracio i Basta recordar que se Xx [[ 0,1 ]™ & normal, entdo X

& m-paracompacto « (Morita [20] ) ./
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Seja m um cardinal infinito .

Definicio « Um espago uniforme (X,//) ¢ uniformemente localmente

m-compacto se existe um recobrimento aberto de X, 8 ; tal que
1) cardi S §$ m

2) existe U € Z/ com UD U 72x2 e (UoU)(x) estad conti=

Zes

do num subconjunto de X ;, m-compacto , para todo x€e X o
oA simples demonstrar o lema abaixo .

Lema » Se (X,7/)

o~

um espago uniforme ¢ U € [/« ponhamos

U, = U ¢ U = Uol Vn 2 1 . Entdo para todo

n n-1 ?

subconjunto A de X , tem-se gue o conjunto

ngl Un(A) ¢ aberto e fechado .

Por outro lado, demonstra-se o

Teorema 12 : BSeja (X,//) vm espago uniforme ¢ U € l/ 4 tal gue

uo Yéé YxY , ande S é um recobrimento aberto de

\

X de cardinalidade menor ou igual a m . Se¢ A

esta contido num subconjunto m-compacto de X , en=

tao U(A) esta contido num subconjunto m=compacto

de X , desde gue (UoU)(x) gesteja contido num sub-

conjunto m-compacto de X , V x€X .-

Demonstragdo . Por definigdo, U(A) = U U(x) . Existe um numero fini-

to de conjuntos de S cuja reuniao contém A ; suponhamos que

Y, Uess UY, D A, onde 'Yiese Vi, 1€igr.

"

Tomemos a, € Y, para todo i, 1 £1i r . Como

r
U(a) C U (UoU)(ay) , fica demonstrado o teorcma . /
i=1 ;

Como consequencia do lema ¢ do teorema 12 obtemos o

Tcorema 13§ B (X,Z/) é uniformemente localmente m=compacto e

@ ? ~ L 4
conexo, entao X ¢ reuniao de uma classe enumeravel

de subespagos de X , m-gompactos .
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Demonstracdo « Tomemos U € )/ nas condigbes da definigao dada no

infcio déste nfimero ¢ fixemos x € X o+ Posto isto, basta conside =
-rar o conjunto
H = ﬁgl Un(x) .
( As notagdes sio as mesmas do teorema 12.)
Pelo lema , H & aberto e fechado, donde H=X "
Por outro lado, Un(x)c U(Un-l (x) ), ¥Yn>1, Além disso ,
Un(x) esta contido num subconjunto de X , m~compacto , para todo

n?,l./

Por fim, demonstraremos o

Teorema 14 : Seja (X,//) uniformemente localmente m-compactos

BEntao X é reunido Qg uma classe gg abertos cm

X , dois a dois disjuntos, sendo que cada aberto

L 4 ~
da classe e reuniao enumeravel de subespagos de.

X 4 m=compactos

Demonstracio « Tomemos U € // nas condigoes da definigio do inicio

déste numero . Para cada x € X , ponhamos
H = U U (X) .
x - aT
Hx é aberto ¢ fechado, para todo % € X .
Consideremos uma boa ordem sdbre X que indicaremos pelo simbolo &
Para cada x € X' , ponhamos

= - U .
Ex Hxﬂ(X. yﬁxHy)

E_ & aberto e fechado, para todo x &€ X , pois

H & fechados
X y

U
‘ N
(£ evidente que é aberto.)
A classe_mencionada no enunciado do teorema é
S = { E_ I_x,s X:} « Para todo x € X, E_ ¢ reunido enu-

4 & 4 .~ _"
meravel de subespagos m=compactos, pois Hx e reuniao enumeravel de

subespagos m=compactos. Déste modo fica demonstrado o tcorema o /
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L s P 4
Corolario « Nas condigOes do teorema 14 , se X ¢ hh-ggyacom»

pacto, entao cada Ex é m=-paracompacto e, portan-

, ;
to , X e m-paracompacto -
v -—

2+ Quando do estudo dos espagos Af-///-compactos, partimos de
duas classes dadas, A/ e [// , ¢ analisamos a possibilidade do espa
go ser ou ndo Ag=///-compacto . Poderamos, entreténto, propor um
problema distinto, por exemplo : ! dado o espago topologico X e ség
~do /// uma classe de recobrimentos de X ,>éxiste AF , classe de
recobrimentos abertos de X , tal que X & Af=///=compacto 2 "
Sem.ulterioies<restriqaes sobre os elementos de A# ., o problema re
sulta trivial, pois éste admite sempre a solugdo Af = { {k} } . Es
tudemos, ent2o, os seguintes problemas (onde m denota-um cardinal in

finito ) ¢

(P): " Dado X , espago topoldgico normal e sendo ///* a clag
se dos recobrimentos de X . localmente finitos, existe
AEC Aé{ , tal que X & Ag=///*-compacto, e , alémdis
so, para todo a € ///*, existe B € AF , verificando
@ > p e card. a=card. B ? "

(Pm): " Dado X , espago topologico normal e, sendo Zé/: a clasg
ée dos recobrimentos de X , localmente finitog, de car
dinalidade menor do que m' , existe /AC [Z{ ., tal
que X e %/-é[/:écompacto e , alem disso, ﬁara todo
a € éé/t . éxist: B € A4 verificando @ > B e card.

m

0 =cards B 2"

Antes de mais nada vamos introduzir algumas notagdes que simpli
° ~ . & ~
ficarao o enunciado dos teoremas que se seguirao.
Seja m um cardinal infinito (m! , o sucessor de m) , B um

conjunto de cardinalidade igual a m e w um elemento ndo perten

cente a 'E , Indiquemos com Ym o compactificado de Alexandroff
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do espag¢o discreto de suporte B . ( Ym = By 2}1E o) Consideremos,
) :
o axioma

(Am ) XXYm é normal " ,

LA 3 . .
Posto isto , verifica=-se o

Teorema 15 : Se X é um espacgo topologico que satisfaz ao

o ; \
axioma ( A)m ) ¢ (Fi;iEI

el T .
e uma familia de

subconjuntos de X , localmente finita, com

cardeI £ m , existe (M), familia de

i ¥

abertos, localmente finita, tal gue M, ) Fys

V ieI . Além disso, X ¢ % ~paracompacto .

Demonstracdo o Seja f£:I —3% E . uma aplicagao injetoré o« Consi=~

i = U F i) L — i
deremos os conjuntos F il Fix {:f(l,‘}e F Xx { w i ,que
sdo fechados em Xme e disjuntos. Entao existem abertos em

Xme s M e M' , disjuntos, verificando MD F e M' D F' . Para

cada igI , ponhamos

M, = {x e x| (x,£(1)) ¢ 1 é Ora, M;DF, , Viel e (M), o

¢ localmente finita .

Para mostrar que X é M;paracompactog basta recordar que se X sa~
tisfaz ao axiomé ( A)m ) , onde m 2.ﬁ{gg entdo, verifica, tambémg o
axioma ( /)Ho) , isto &, X .3 N, ~paracompacto ./

Tcorema 16 @ Se. X é um espago topologico normal,'ﬂo—paracom»

pacto , tal que para toda familia, (F.) de
b} 2 i m—

iel ?

subconjuntos de X , localmente finita, com

ard.I < m ., existe uma familia ,(M.). "
car < 3 te uma famili ,(11)181 ;

abertos. localmente finita, tal que

M,JDF, , Viel , entio X satisfaz ao
i i : -

axioma ( A)m ) .

Demonstragdo » Sejam F e F' dois subconjuntos de XxY , fechados,
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~ . 3 .
nao vazios e disjuntos . Podemos escrever

F=UFt x{tEU r xiw}e F' = U th{t}Uwaiw},

tek telE

onde FW e Qw sdo fechados em X e disjuntos e, para todo t € E ’

Ft e Q sdo fechados em X e disjuntos.

Como X & normal s existem abertos em X , disjuntos, L1 e L2 y VE =

rificando Ll ? Fw e L2 D Qw .

t’teg €

familia de

Para cada t € E , ponhamos S, = Ft n Q, » A familia (S,)
localmente finita, donde, por hipdtese , existe (Mt)tsE g

abertos, localmente finita, tal que Mt D 8 VteE .

t'

ey . . o o ' o
. Em vista disso, consideremos a familia (Ft (Mt U Ll) )tsE s Qque €
localmente finita. Por hipdtese, existe (wt)taE , familia de abertos
localmente finita, tal que

- A
W, D F, (M,cU Ll), teB

Por outro lado, todo ponto y € Qw admite uma vizinhanga, contida em
L2 ; que sO encontra um numerc finito de Mt e Wt scom t €E . In

diquemo~la por Vy e ponhamos

Ky:{t | v, 0 Mt;éﬁ}U{t.l v Ny A ;6}.

Ora, ng Vy x(Ym - Ky)) Q xiw} e

w » .
u oW, x{t}U u M, x?t}u L,xE DU F, x{t} ]
teE s LR L tEE

Procedendo de forma analoga com os conjuntos (. Q, x { t} e
- teE '

Fw x;.w} , mostramos a existencia de dois abertos em Xme , disjun=-

tos, contendo F e F' , Assim sendo, fica demonstrado o teorema s/

~ . £ .
Dos teorecmas 15 e 16 se obtéem os seguintes corolarios .

e > y . Ll .
Corolario » As seguintes condicOes sao equivalentes ¢

1) o problema (Pm) tem solugdo j

2) X satisfaz ao axioma ( A)m ) .
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Corolario » As seguintes condigoes 5290 cquivalentes 3

=
S
o

o problema (P) tem solugdo j;

2) X satisfaz ao axioma ( A)m ) , onde

m = card.X

Devido ao resultado de M.Katetov (citado por Morita em l20] ), ai=~
zer-se que o problema {(P) tem solugao equivale a afirmar que X é

}g-paracompacto e " collectionwise normal " ,
o .

J & ; T . .
Teorema 17 ¢ Se X ¢ um espago fopologico gue satisfaz ao axio-

. @ 7
ma ( A)m )} , % & compacto ¢ XxZ ¢ normal, entdo

Xx2 satisfaz ac axioma ( Am ) .

Demonstracido . Por Dowker , XxZ @ N, ~paracompacto . Pésto isto, bas=

ta recordar que a projegdo de IxZ sobre X & continua e fechada, fi -

cando , assim demonstrado o teorema ./

« (4 o . .
Teorema 18 ¢ Seja X um espaco topologico que satisfaz ao axio-
um pago 210

ma ( A)m ) e Z um espago topoldgico tal que

7 = l£ Zn , onde Zn é fechado e compactogV n>l.

Se (2 ) é& localmente finita e XxZ verifica o axio-
—icacry n - 2. — SERERAEETE. A Lttt Sl TOY AL SO

ma ( A)W) . entdo XxZ yerifica o axioma ( Am ) »

Demonstracao . Seja (Fi)jFI uma familia de fechados em XxZ , localmen

te finita com card.I £ m . Como Z ¢ paracompacto, existe (Mh),.fam{-

1in de ahertos em Z , localmente finita, tal que Mn D Zn , Von % A

Para cada i€l e n 2 1 . ponmhancs

&

= F, N {XxZ ) .
i a.

-

Q.
1

A familia (Qin)isT & localmente finita, para todo n 2. -1 . Sendo ¥
a projeglo de XxZ sobre X , temos que ’(pf(Qin))isI ¢ localmente fi-

nita para todo n 2 1 . Por hipétese7 para cada n 2. i, existe
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(w, ) familia de abertos em X ,-localmente finita, tal que

in“iel *
P J aQ V 'o [}
L pr(Q ) ¢ iel
Para cada i€l , temos que
T.= U W, xM_ DF, .
i n i

Além disso, (T,) ¢ localmente finita em Xx%Z . Fica, pois , demons

i‘iel

trado o teorema ./

3 Em seguida estudaremos algumas propriedades dos espagos topo=
légicos, considerando-os como particulares espagos '%/—44/—compactos on
de  AA é o conjunto dos recobrimentos abertos, localmente finitos . A
cada espago topoldgico X associaremos um nﬁmero.cardinal infinito, que
indicaremos por Py ¢+ © analisaremos certas propriedades do mesmo.

Seja X um espago topolégico ¢ indiquemos por Py um numero car-
dinal tal que

RPN CL Y
2) todo recobrimento aberto de X , localmente finito ,

admite um sub-recobrimento de cardinalidade menor do

que Py 3
3) se q ¢é um numero cardinal tal que }h.g q < Py ¢
existe um recobrimento aberto de X , localmente fini
to, que nao admite sub-recobrimento de cardinalidade

menor do que q o
Posto isto, temos que

1) Um espago hopolsgico X ., completamente regular, &
pseudo-compacto se e somente se Py =‘N .
“lo
2) Se o espago topologico X & discreto e infinito, en-
tao Py = IX|' (= sucessor do cardinal de X ).
3) Se o espago topoldgico X & g-compacto, entao

PX ‘g \‘.{ 1 9
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’ - LAl e
Quando o espago topologico X , em questao, ¢ normal podemos rela=-

cionar by e a uniformidade universal de X , obtendo o

v

Teorema _19 ¢ Se X ¢ um espago topolégiCO normal, entao

Y " Uy -

~ e (4 . £ Al .
Nota « Com as notagoes utilizadas nos capitulos anteriores, e facil

provar que, sendo X um espago topologico e p um numero cardinal in=
finito, py = p se é [l = Z(é}—compacto . Além disso, se X @&
*
ZZ‘ - ((é ~compacto , entao Py $ P
Agora, procuraremos caracterizar éstes espagos por meio das fungoes
[ 4 & . S ~ N
continuas . (Por analogia com a caracterizagao dos espagos pseudo-com
pactos por meio das fungdes reais continuas,) Para isso vamos introdu-
zir uma nova notagio . Seja R o conjunto dos numeros reais e D um
numero cardinal infinito ; tomemos P um conjunto de cardinalidade
igual a p . Em RP consideremos a distancia dp definida abaixo ¢
X, = ¥s
aL Kt I 3 " 95
P L

. (y.). ) = Sup 'U (x.).
? X ¢

2

|
vy |

P
(¥)3p R »

+ : P .
Obtemos assim o espago métrico (R° , d,) ; se tomarmos outro conjunto

P
P' de cardinalidade igual a p e considerarmos o espago métrico
v v .
(RP ' dP,) definido de forma semelhante a anterior, temos que
! 0
(RP R dP) e (RP 5 dP') sdo isométricos . Em vista disso, indicaremos

por R qualquer dos espagos metricos (RP, dP) construidos da forma

. ~ .
acima. Posto isto, temos o

Teorema 20 ¢ Seja X um espago topologico e Py =p o Se

f1 X == RP & continua, entfo f£(X) &

Af= (é -compacto , onde A/ & o conjunto Qg to-

dos os recobrimentos abertos de £0%0 &
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Demonstragao . & evidente que estamos considerando £(X) como subespa

go de RP , donde f(X) ¢ paracompacto do que se conclui, facilmente ,

a tese. o/

Teorema 21 i Seja X um espago tqpolégico completamente regu-

’ - 3 . .
lar ¢ p um numero cardinal infinito . Se para

toda f£: X =3 RP , continua, temos gue f£(X) &

%%m/(é-compacto . onde A & o conjunto dos reco=

brimentos abertos de f£(X) , entdo bpy S p .

Demonstracao . Suponhamos, por absurdo, que Py > p . Entao, existe
um recobrimento aberto de X , localmente finito, digamos G =(Gi)isI ,
onde |I| 2 p , que nio admite sub=-recobrimento de cardinalidade me=-

nor do que p o

Pelo lema 6 , existe uma familia de abertos, ndo vazios,'(\/-j)jGJ gon=
de | d 1> p e JCI, verificando
1)V Cath, y V- 380 3
J J
2) \/'jn‘fk= g . Vj,.ked, iFfk -

Para cada j &€ J tomemos ijVj e uma fungdo continua de X em [0,1],

£. 4 tal que f (xj) =1 e fj(X -'fj) = { 0 E s Seja P um subcon-

3 J
junto de J com |P| = p e consideremos a fungao
-ge X~ = o
e A }w.'
A fungdo g & continua de X em (RP? dP) . O conjunto F= g(xj)i jEP
& fechado em (RP, dP) . Para cada jeP ., ponhamos M,= 1 |i g on=
J iep
de Ii =R Ni€EP -~ -{j } e ng =7 3/% , 5/ [[ . Agora basta con

siderar o recobrimento aberto

! W ) A
C ={ Mj n g(x) | jge PEU%g(X) n gF} » C nao admite sub-
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b

T

. 3 s o5 » . [ %
- recobrimento de cardinalidade menor do que p ; O que contraria a hipo

tese » Fica pois demonstrado o teorema o/

Os teoremas que daremos a seguir visam relacionar as propriedades
€ . 2 0 . s .
topologicas . dos espagos X e os numeros cardinails Py o Para simpli-
ficar o enunciado dos teorcmas, escreveremos simplesmente "X" e "Y' pa

ra indicar o ffespago topolagico X" e o ‘Mespago topolbgico YW .

Teorema _22 ¢ Se f: X e S 4 é continua ¢ sobrejetora, en-
E:a_g pY " S py °
Teorema 2% & O espago tgpongico produto X x ¥ yerifica

Py x ¥ =~ PxPye

Nota. No teorema 23 o sinal de desigualdade nao pode ser substituido
pelo de igualdade pois é possivel dar-se um exemplo de um espago pseu
do=compacto X tal que X x X nio é pseudo~compacto. (Gillman-Jerson
Eﬂ - page 135 ) . Entretanto, em seguida daremos alguns casos em que

se verifica a igualdade-

- 2 ~
Teorema 24 ¢ Se Y ¢ gompacto, entao Py . y= PyePy s para to-

errgmay

. 2 .
do espago topologico X

Demonstracao . Temos que Py 2%%0 , Seja G um recobrimento aberto de

X o 1Y localmente finito . Logo. para cada x € X , existe v . vi-
¢ ) gll i x‘v

] r _— & 5.8
zinhanga de x , tal gue MX x ¥ encontra apenas um numero finito de

elementos-de G . Para cada x & X ponhames

G:i WeGE{%x%xY)ﬂW;ﬁ,@—g .
L. T ¥ A Co

-

-

Q'

Indiquemos por M* o conjuato %

X8X|(f ¢
A

B

Para cada M € M* ponhamos

T = % Z ig z gx Y Cu 2 g n (n pr %) . onde
¥ (= i3 ZEM &5



pr ¢ X x Y =—=—————3 X & a projegao.

)

Temos que (T ¢ um recobrimento aberto de X , localmentc

M M e M*
finito ; cntao, existe Mo(: M* , com | M ¢ < py + tal que
(T,,) recobre X .

M" Mg M
o}

Ora , "o conjunto

u J T, xY N zZ|z2eM tem cardinalidade menor do que P
MEM_ 4 i

> % e & recobrimento de X x Y .

&2 Px ol

Fica pois demonstradoc o teorema o/

Teorema _25 : Se alguma das condigSes abaixo se verifica entio

Px x ¥y = Px'Py °

a) X e Y sao discretos ;
b) X é infinito, discretc e Py 2. Py 3
¢) X & infinito, discreto , Py < Py & Py

admite antecessor j

d) X & o -compacto e ndo existe um coniunto

. 3 3 ” . . - -
infinito enumeravel, C , de cardinais infi-

nitos, tal gue Dy £ C e Py = SuUp C .

e £ e, »
Demonstragac . 4 demonstragic e imediata ./

Antes de prosseguirmos com os teoremas vamos mostrar que para todo
. . . . . .,
caprdinal infinito m , existe um espago topologico X ., paracompacto o

separado, tal gue Py =m .
i

Com efeito, seja m wum cardinal infinito ¢ E um conjunto de cardi
nalidade m . Tomemos wg E eem Y =E U{ﬁn} consideremos a topo-

logia U definida a seguir

a) { x} e T,V x€E& ;
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bp) se Vel ¢ weV, entio | EV|<m.

0 espago topongico (x , T) é paracompacto, separado e =m

Py

ot . ’ ¢
Em vista disso, e possivel provar o

Teorema 26 ¢ Se X & um espago topologico tal gque Py 5{0 ;.

"

existe um espaco topologico Y , paracompacto e se~

parado , ftal gue Py , v > Pys Py ¢

Demonstracio « Com efeito, secja Y o espago topologico paracompacto

e separado construido do modo acima para m = sup{yn E n2l }, onde

y

el | : .
y1=2pX e yn=2‘1 , Yn22 . Paracada n %1 seja G

um rccobrimento aberto de Y , localmente finito , que nao admite sub=
recobrimentq.de cardinalidade menor do que Yy (1) « Seja

H = { Sl gescy Sn AL } um recobrimento aberto de X , localmente fi
nito, que ndo admite sub-recobrimento finito .

Ponhamos

G-a- U { S x| l T e a } ; temos que G & recobri

mento aberto de X x Y e é localmente finito .
Suponhamosu por abéurdo$ que G admite um sub=recobrimento Gt d¢ car
dinalidade menor do que m . Fixemos n 21 ; existe x € X tal que
x £ SlU osel Sn s ) “ |
Seja G":{PE:G' Ipn( gx}xY);&' 7] };temosque "} £ | G* |
ey por outro lado, |G"| > y, ¢ Conclui-se, finalmente, que

la'] 2 V0 Vn>1, donde !G'! 2 m o que contraria a hipotese o

Fica, pois, demonstrado que ¥y . y > Py Py of

Combinando os resultados dos teoremas 24 e 26 ., obtemos a seguin

te caracterizacgao .

Teorema 27 3 Seja K ¢ um espago topologico paracompacto ; as

(1) = Além disso, supomos que Gl & refinamento de G 0 - e
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duas condicoes abaixo equivalentcs

<o

2
a) X ¢ compacto ;

b) para todo espago topoldogico Y . paracom -

pacto ¢ separado, tem-se Py x 1 = Pye Pyo

i . e £
No caso de espagos metrizaveis e possivel provar o

Teorema 28 : Se

o A ., @
€ um espago topologico metrizavel e

X
> %, entdio 2% > 1X| .

A
Finalmente, como consequencia do teorcma 14 , segue-se o

Teorema 29 : Se X

o~

um grupo topologico localmente compacto,

entao Py = W, QU Dpy= p' , onde p & um

L 5 % s @ : e
numero cardinal infinito . Alem disso, neste ul-

. 2 > .
timo caso ; X & reuniao de p subconjuntoscom-
pactos o

Notae Antes de encerrar éste numero fazemos notar que o conhecido re=
sultado ¢ " um espago topologico completamente regular & pseudo=compacto
e completo se e sB@ente se & compacto ™ dgcorre, imediatamente, do teo=
rema 2 e de seu corolario. (Esta broposigao sera utilizada no proximo

*
aumero ) o

5 ¢ - o "
4, Neste item estudaremos algumas relagocs que existem entre os
espagos //-Z(/-compactos e os grupos topologicos . Primeiramente in- -
troduziremos algumas notagoes. As definigdes, bem como as notagoes em

geral , sfo as que aparecem no Bourbaki ( [2] - capitulo 3 ) o«

Seja G um grupo topongico ; ¢ o seu clemento neutro e denote«
mos multiplicativamente a operagao de G . Em G consideramos duas
estruturas uniformes ( [2] =cap. 3= page 37 ) .que indicaremos por 2/

d
e I/t e Zg’ ~tem por’ base de entornos o conjunto
2 3



" 2 ! s o i ” 5
{ g(x?y) | yx Le v E { V & vizinhanga de ¢ } e

Z/‘ tem por base de entornos o conjunto

o,

% {(x,y) _? x-ly e V E i v S vizinhanqq‘de g

3

1o

@ g0 < " o
Além disso, suporemos que G satisfaz a seguinte condigao ¢

(*) Mexiste uma sequencia infinita de vizinhangas de ¢ (Mn) , tal

2 ~ ) 3 PR
que % M~ nao ¢ vizinhanga de ¢ '«

O problema que analisaremos em seguida nos foi proposto pelo
prof. Bdison Farah . Consiste em estudar qual a relagao que existe en-
~ e ¥ i g e € .
tre o fato de que '"toda fungao real, continua, definida em G, e uni

formemente continua de (G , //*) em R" e as propriedades topoldgicas
a =
do grupo G o éste problema tem origem numa conjetura do prof. Farah

. ' e 3 5 A ] <
(1945) a respeito de se cra ou nao necessario que O grupo fosse com =

pacto ou discreto para que se verificasse a proposigao da frase ante -
pior ¢ Ha muitos anos o prof., Leopoldo Nachbin mostrou que se o grupo
fed . @ s ™ e . 2
& metrizavel , entdo uma condigao necessaria e suficiente para que a
. ™ . . L4 () . :
proposigao se verifique e que ele seja compacto ou discreto .
f facil ver-se que existem grupos topologicos, que ndo sao discre-
' 3 PR 2 ~
tos ou compactos e que , entretanto, satisfazem a condigao sobre a con=

. ) ) Lid - < )
tinuidade uniforme das fungoes reais continuas .

¢ ? ' (4 A. N
Por exemplo, Zx i 0,1 , onde 2 & o grupo dos numeros inteiros

-
i LI

3 . j e o grupo aditivo modulo 2 com a

topologia cadtica « Ontros exemplos de tais grupos foram dados por Kister

com a topologia discreta ¢

([28]) , apresentando ainda a particularidade de serem de Hausdorff .
Aqui.estudaremos ésse problema, supondo que o grupo G , em questao,

satisfaz a condicdo (*) . Posto isto, indiquemos por W o conjunto

das vizinhangas abertas do elemento e Denotemos por { K )} a condi-

es 0 14 A 2 “
gao de que "tvoda fungdo real, continua , definida em G , ¢ uniforme «

& R pe - . S, ]
mente continua de (G , Z/f; em R " . DNestas condigoes, temos o
d



; sk i (s Y oaw 3
Teorema 30 1 Uma condicac necessaria parza que sc¢ verifigue (K)

fo

s v ;
que G seja fﬁméiaacompacto . onde

ﬂ/:%. {Vx%xSG} %VSW:E o

)

Demonstragao e Com efeito, suponhamos, por absurdo, que G nao e

Ap=///=compacto, isto é, existe Ve W , simetrica, tal que
{. Vx r X € G.E nao admite refinamento pertencente a AL@ .
Seja S um refinamento aberto, localmente finito, de %.oni x € G j 5
que nao admite sub-recobrimento finito . Tomemos V' , vizinhanga sime -
trica de e 4 tal que V! . V! C vV . Procedendo do.mesmo modo e

usando as mesmas notagoes da demonstragao do lema 5 do capitulo‘l ¢ PO

demos supér que
VnC: ( M n vt ). X, s para todo n 2 1 e, além disso ,
que

b Vx, V n > 2 -
i=1

Pagza cada 1o 2 1 , existe uma fungao continua de G em [0,11, hn 3 Ve
rificando

hn\xn) =1 e hn(G«-Vn) s -{_oé

Consideremos a fungdo h de G em R definida abaixo ¢

h(y)

0 se y€ea- U V
n
n

h(y)

I

hn(y) se yeV, , n 21

4 funcao h & continua e, portanto, uniformemente continua de (G,Zé?)
em R . Logo, existe V' , vizinhanga aberta de g simétrica? conti=
da em V' , tal que se x e Yy pertencem a G e ye Vix entao

| h(x) - n(y) | < 1/4 . Fixemos n 2 1 e tomemos =z & vEx entio

3

| h(z) - hix) | < 1/4 , donde ze& U V . & facil mostrar que z & V .
, n
Concluimos, assim, que

v X C M x_ . V n21l, ouainda ; que
L3 &b
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Al C(h M, o que contraria a condigao (*)

Fica, poils, demonstrado o teorema aff

4 L4
De forma semelhante e possivel provar o

3 se. ? : =~ iy pd -
Teorema 31 : Uma condigao necessaria para gue toda fungao reasi

L4 L . s
continua, definida em G , seja uniformemente con-

tinua de (G,//') em R, ¢ que G seja'%%-ééércom-
g

o

//:{ {xVIXE:G} Isz} .

Em consequencia do teorema 30 e o lema 5 , segue=-se O

pacto , onde

Teorema 32 3 Uma condigdo neccessaria para gue se verifique (K)

é gue G seja é‘/-ééércomgacto o
* °

Demonstracio » Pelo teorema 30 , toda fungdo real e continua & limita-

”

da e, portanto, pelo lema 5 , G & ///—;zyg-compacto of
\ * ‘

el

Nota. Se G for normal, entdo se se verifica a condigao (K) , //' e
AL a

a uniformidade universal para G .
Finalmente, no caso em que o grupo G & completo, isto é, existe [/

uniformidade para G , tal que (G,//) & completo, obtemos o seguinte

Teorema 33 ¢ Seja G um grupo ﬁgpolégigo completo, satisfazendo

a condicao (*) . As seguintes condicobes equivalen =

es 1

1- G & compacto ;

2 - G satisfaz a condigao (K) j

N o F . o
3 - toda fungao real , continua, definida
& . 4 * ) e
em G , ¢ uniformente continua de (G,//%)
g
em R

i - tdda funcho real, continua, limitada , de~

. . . 4
finida em G , uniformemente contl =~
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nug de (G,7/') em R ;

5 - tdda funcdo real, continua, limitada,

definida em G , é uniformemente con=-

tinua de (G,7/') em R .
g :

Observagﬁo ¢ Em vista dos resultados anteriores podemos responder, em
parte, a questdo proposta por Kister ([28]) a respeito de ser o grupo ,
necessériamente, pseudo~compacto . Se o grupo topologico em questao sa
tisfizer a condigdo (;) , entdo, necessariamente, o grupo deve ser pseu
do=compacto » (Por outro lado, se existir um grupo topoldgico G ; nao
discreto, de Hausdorff , veéificando a condigao (K) e ndo verificando
a condiqad (*) , entao o grupo topologico ZxG , Z com a topologia dis

creta; também satisfard a condigdo (K) e ndo sera pseudo-compactos)

5. MNeste numero procuraremos justificar porque impusemos certas
hipoteses no enunciado do teorema.B do capitulo 2 . Para isso dare=-
mos dois exemplos de espagos topoldgicos completamente regulares e nao
normais, estudando-lhes , a seguir, algﬁmas propriedades . ( Recorde =-
mos que no teorema 5 ~do capitulo 2 o espago topologico em questao é

normals)

I - Seja X um espago topoldgico discreto, verificando card.X > 2°¢
¢ Y , outro espago topolégico disereto, satisfazendo card.,Y > 2?
Tomemos um elemento a £ X e um elemento b g Y , e indique=
mos por X* = X Ll{ai e por Y* = YU { b} , 0s compacti=-
ficados de Alexandroff de X e Y ,respectivamentc. Chamemos
Z' ao subespago topologico X*xY* -{ (a,b) } « Z2* & completa -
mente regular e nao é normal ( [9] - pag. 93 ) .
Fazendo~se uma demonétraqao por absurdo, & ficil provar que to
do recobrimento de Z', aberto e localmente finito, admite um

de Xrhbl v lap xy
sub=recobrimento finito, ista—5—7—que__ZL_&_psauda-cauqzuduL .

II - Usando as mesmas notagoes do exemplo 1 , consideremos o espago

1] +
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topologico produto NxZ‘, onde N =% 1y 25 oue é com a topoe
. i :
logia discreta , NxZ' satisfaz as cgmdiqb’es 2{5&; e 5 e

nao verifica a condigao 1 do teorema . 5 do capitulo 2 -

para ff= U/* ;
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