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INTRODUÇÃO 

Os resultados obtidos neste trabalho sao extensões, de um la 

do, dos trabalhos de L. Fantappie, J. Sebastião e Silva, A.Grothendieck, 

C.L. da Silva Dias e D. Pisanelli no estudo dos funcionais e operadores 

analíticos, e de outro, dos de S. Pincherle e D. Pisanelli no estudo 

da obtenção, em certos casos, da caracterização mediante uma série, d,!_ 

nominada de Pincherle, dos operadores lineares e continucsque levam 

funções holomorfas em funções holomorfas. 

Antes de passarmos à exposição propriamente dita da tese a­

chamos conveniente proceder a uma descrição rápida das questões que e­

la aborda: 

No capitulo I introduzimos vários conceitos e resultados que 

sao necessários à compreensão eao desenvolvimento do trabalho. Na pu-
* blicação a que demos o no [ 16 l nas referências bibliográficas o 

Prof. J.S. e Silva dá o conceito de espaço super-indutivo e ~a indi­

cação paraa .mostra de que um E.L.C. metrizável é super-indutivo atra­

vés da condição de convergência de Mackey estrita. Pensamos então em 

mostrar este resultado de forma mais simples e o conseguimos utilizan­

do as observações do nQ 5 e o teorema 1,do no 6 que é a reprodução de 

uma proposição contida em r17], p. 187. 

Os números entre colchetes referem-se à bibliografia colocada 
fim do presente trabalho. 

no 
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O capitulo II é um resumo do artigo r 12] , indispensável ao 

desenvolvimento do capitulo III e contém a fórmula de Fantappie dos 

funcionais n-lineares definidos no espaço produto Jf, ( o1 )x ... x 'Jt ( On) 

e a fórmula de Fantappie para os operadores analíticos definidos num 

aberto estrelado de 'J,f,(o). 

No capítulo III obtivemos a fórmula de Fantappie dos opera­

dores n-lineares e contínuos de Jtco1 )x ••• x ';}l(on)+--> J{,(U). Depois 

a fórmula para os operadores analíticos definidos num aberto equilibra 

do de 'Jt (O), a valores em Jf, -(U). A seguir obtivemos a fórmula que te; 

a denominação de Pincherle para o caso dos operadores n-lineares e con_ 

tínuos de 'Jit (t)n .-->'Jt (l1), e em consequência, a dos analíticos de 

;}(,(q;) a valores em 'Jt(,(U). 

Com as fórmulas obtidas pudemos caracteriza_r, no capÍ tulo IV 

os operadores analíticos definidos num aberto equilibrado de 

i) Xcn), a valores em Xcn) (D= disco unitário aberto de cen­

tro na origem de ~ , que permutam com o subgrupo dos automor 

fiamos de D que deixam o zero fixo; 

ii) ll (P)' a valores em j{,(p) (P = semi-plano positivo de 

a: = {z=x+iy €. a: 1 y>o}>, que permutam com o subgrupo 

dos automorfismos de P. das translações reais; 

iii) '}((~) , a valores em ;Jl(re), que permutam em primeiro com o sub­

grupo dos automorfismos de i das translações, em segundo com 

o subgrupo dos automorfismos de t das homotetias, e em ter­

ceiro , com as semelhanças de a: , isto é, com o grupo de todos 

os automorfismos de a . 

Queremos deixar aqui expressas algumas palavras de agradeci­

mento. Ao Prof . Dr. Domingos Pisanelli, da Faculdade de Arquitetura e 

Urbanismo da Universidade de São Paulo que nos sugeriu a realizaçãode_!! 
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te trabalho, o qual fizemos sob sua orientação direta, que conosco dis 

cutiu todos os assuntos aqúi tratados, e que muito nos incentivou, o 

nosso mais profundo reconhecimento. Ao Prof. Dr. Luiz A. Berthet, da 

Faculdade de Ciências Econômicas e Administrativas da Universidade de 

São Paulo, pela liberdade, confiança e estimulo que sempre nos propor­

cionou, a nossa gratidão. A todos aquêles que direta ou indiretamente 

contribuiram para que pudéssemos realizar esta tese. 

são Paulo, 1967 

O autor 
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NOTAÇÕES! ABREVIAÇÕES 

~ conjunto vazio 

z conjunto dos números inteiros - negat.!, .. nao 
+ 

vos 

1R dos 
, 

reais - corpo numeros 

(t dos 
, 

complexos - corpo numeros 

S - variedade analítica complexa obtida pe­

adjunção a i do ponto . do <X> = esfera 

de Riemann 

B(b;R) - bola aberta de · S de centro b € ~ e 

raio R; quando b = oo , B(b ;R) é a com­

plementar em S da bola fechada de cen­

tro zero e raio R. 

~(b;R) - aderência de B(b;R) = bola fechada de 

o,o .,u 
J 

= [o. 
J 

centro b e raio R. 

- abertos de s, =# 

- compactos de S, =# 

~, e =I= S(j=l, ••• ,n) 

S, e =/= ~(j=l, ••• ,n) 

r - bordo orientado de um compacto 

1 r 1 - comprime.nto de r 
- produto vetorial topológico dos espaços 

}(,(oj) , j=l, ••• ,n 

m=(m, , ••• m) € zn 
.... n + 

multi-Índice de inteiros não negativos 

1 m l=m1 + ••• +mn - ordem do multi-Índice m=(n,_,•••mn) 
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E.V.T. - espaço vetorial topológico 

E.L.C. ~ espaço (vetorial topológico) localmente 

convexo. 

Conjunto equilibrado~ estrelado. Um subconjunto A de um 

espaço vetorial X é equilibrado ou estrelado se ex. AC.A para lcx.l < l 

(ex€ 1 K I K = R ou· t ) 

Conjunto convexo. Um subconjunto 
, 
e convexo quando, para quaisquer x,y E. A e 

tem ex x + (1-cx.)y € A. 

A de um .:espaço vetorial X 

O ~ ex. ~l (ex. E. R) , se 

Conjunto absolutamente convexo. Uma parte A de um espaço 

vetorial X é absolutamente convexa se, para quaisquer x,y €. A e ex. e S 
escalares com lcx. l + 1 131 < l, ex. x + 13 y E.A. t fácil ver que A C X é 
absolutamente convexo se, e só se, A é convexo e equilibrado. 

EnvoltÓria ~ envÓlucro absolutamente convexo. Seja A uma 

parte qualquer de um espaço vetorial X. Chama-se envoltÓria ou envó­

lucro absolutamente convexo de A, e se anota r A , ao menor conjunto ab 
, 

solutamente convexo que contem A. Pode-se mostrar que 

1 ªk EA ,k=l, ••• ,n , É.. l'ltl~ 1, °'rln~ 1} 
k=l · 

Neste trabalho 2§. espaços vetoriais topolÓgicos considerados 
... ( - , ... IK supomos sobre~ corpo ~ salvo mençao explicita sobre o corpo_ que 

pode.§.!!:. ! ~ !) ~todos,§!!!!. exceção, separados. 



CAPÍTULO I 

OPERADORES ANALÍTICOS EM ESPAÇOS LOCALMENTE CONVEXOS E TOPOLOGIA DE 

t (.Q.). 

1. Operadores G-anal!ticos 

( Para esta parte vide r 8 l ou l ll 7 ) 

Indiquemos com X e Y dois E.V.T. l ocalmente convexos e sep.!_ 

rados, e seja f um operador definido num aberto Q de X a valores em 

Y. 

Definição!. Diz-se que o operador f: Q ~> Y é analíticos~ 

gundo Gateaux num ponto x de Q ou, mais simplesmente, G-anal!tico em 

x, quando existe 

ó lim f(x-+a.h) - f(x) 
. f'(x; h) = cx.->o ex. = (1) 

para todo h € X. Este limite se denomina diferencial de f no ponto x 

relativa ao incremento h, e é também anotado ó h f. O operador f se 
X 

diz G-anal!tico em Q quando for G-anal!tico em todo xE Q. 

Teorema .l• f é G-analÍ. tico em Q <-> em todo x, f (x-ta,h) 

é função holomorfa de ex. no subconjunto aberto de ~ 



D(x;h) = {~E a: 

para qualquer h de X. 

- 2 -

x-ta.h E Q} 

(Vd [11 7 p. 24 ou 1 8 7 p. 110) 

Corolário . f é G-anal!tico em a<==-> em todo x € Q 

f(x+c,_h1+ ••• +cx.nhn) 

de (in 

, 
e holomorf a em cx.

1
, ••• , cx.n no subconjunto 

quaisquer que sejam n .~1 e h
1

, ••• ,hn E X. 

Definição _g_. Diferencial .2!. ordem !!• 

aberto 

h 
ón f(x;h

1
, .•• ,hn) =6x_n ón-l f(x;h

1
, ••• hn_

1
) (n>2) (2) 

Teorema 2. 

= 

1 dn n f(x+cx,h) l 
-dcx. - ex.= o 

(Vd ra1 P• 767 ou í11 l p. 25) 

. Teorema .2.• ón f(x;h
1 

••• ,hn) 
, 

um operador n-linear e 
. , 

e sime-

trico de X n 1--> y • 

(Vd 111 7 P• 27 ou L8] P• 767) 
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2. série~ Taylor~.!!!!. operador G-anal!tico 

(Vd rsJ P• 111 ou 111 l P• 767) 

Neste número supomos que Y é quasi-completo (•). 

Seja f: Q 1--> Y um operador G-anal:Ítico em Q. Se xE. Q , 

eeja V uma vizinhança equilibrada de zero em X tal que x + V C Q • 

Vale então para f o desenvolvimento de Taylor. 

f(x+h) = (h € V) 

onde se convenciona õº f(x;h) = f(x). 

3. Desigualdade de D. Pisanelli 

(Vd lll l P• 29) 

Seja f: Q ~> Y um operador G-anal! tico em Q. Se x E Q 

seja V uma vizinhança absolutamente convexa de zero em X tal que 

x + V C Q • Tem-se 

(hjE.V, j=l, • •• ,n) 

onde B é a envoltÓria absolutamente convexa e fechada do 

f(x+V) 

(4) 

conjunto 

Teorema. Se f: Q 1--> Y é G-anal! tico e contínuo, todas as 

suas diferenciais são contínuas. 

(Vd [11 1 P• 29 ) 

• Um espaço vetorial t opológico X é quasi-completo quando toda pa1:, 
t! limitada e fechada de X é co'!Pleta para a estrutura uniforme 
nele induzida pela de X (Vd [2 J· P• 9). 
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4. Operadores LF-analÍticos 

Definiçãoº O operador f: Q l--> Y se diz analítico segundo 

Fantappie em Q ou, mais brevemente, LF-analÍtico em Q, quando, para 

toda função g , holomor fa de variável complexa e com valores em Q , 

a função ' fog· é holomorfao 

5º Topologia bornolÓgica associada~ ,Y!!! EoLoCo; 

b-diferenciabilidade ( Vd [ 16 J ) 

Seja X um EoL.C. sÔbre K º 

Definição !,o Sejam V e B partes de X. Diz-se que V a~ 

sorve B quando existe um número real ó> o tal que 

o: B C V 

para I o:I :S ó .. 

Definição~º Um bornívoro é um conjunto que absorve os limi­

tados de Xo 

Se B , 
um limitado qualquer de x, pelo fato dêste e ser 

EoLoCo então !"B também é limitadoº Vamos então restringir nossas 

considerações à classe L das partes de X 
~ 

absolutamente COB que sao 

vexas e limitadas o Se BE.L indiquemos por [B] o sub-espaço veto-

rial de X gerado por B e munido da norma 11 X I IB seguinte 

1 1 x 1 1 B = inf { 1 À 1 1 x E À B } 

' Designaremos por TL a topologia sÔbre X limite indutivo lg_ 

calmente convexa dos espaços [ B] 9 para BEL, isto é, a mais fi-

na topologia localmente convexa sÔbre X 

ção idêntica uB de cada [ B] em Xo 

nolÓgica associada ao espaço X. 

que torna continua a aplica-
' , TL e denominada topologia boI, 
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Designaremos por TL a topologia sÔbre X limite indutivo 

dos espaços [ B 7 , quando B percorre L, isto é, a mais fina topo­

logia sÔbre X que torna contfnua a aplicação idêntica de cada [B] em. 

I. 

Se T 
,, 
e a topologia inicial do EoL.C. X é fácil ver que 

Por simplicidade vamos indicar com x1 o espaço vetorial X 

munido da t opologia T1 • 

Proposição. Uma aplicação f qualquer de XL num espaço to­

polÓgico Y (qualquer) é cont!nua se, e só se, a sua restrição a cada 

[B] for continua. 

Demonstração Imediata. 

Observações 

a) Com esta proposição podemos mostrar que a aplicaç;o 

X E ~ r-> X o + X E XL (x E X) 
o 

é continua. 

contínua. 

Par.a isso basta mostrar que a sua restrição a cada Í B J é 
Com efeito, sendo X o um conjunto limitado, o conjunto 

e = r [ B u { x
0

} J é limitado e a aplicação atrás se escreve como com 

posta das apli caçõ es 

u 
x E [B J 1->x E. ÍC J ~> X +X o E [c 1 ~> 

cada uma del as evidentemente continua. Daqui resulta que as vizinhan­

são obtidas por translações de vi ças de um ponto x 
o 

zinhanças de zero . 

qualquer de 

Portanto as vizinhanças de zero determinam 

b ) Convém notar que, se V é vizinhança de zero em X1 , 



então V 

sorte que 

" e tal que, para todo 
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B E.L, existe um número ree-1 À. B >O de 

isto é, V é um conjunto que absorve os limitados (pois para I cx. l< À.B 

se tem "-B• B ::> ex. B). Portanto se V é vizinhança de zero em XL 

então V é born!voro em X. 

Sejam X e Y E.L.C. 
... 

sobre 

valores em Y definida num·aberto O de 

Definição 2.• Dizemos que f 

de~ quando existe uma aplicação linear 

do limitado absolutamente convexo B de 

tamente convexo C de Y tais que 

nc e seja 

XL • 

f uma f~ção com 

é b-diferençiável num ponto x 

A:X 1-->Y de sorte que, para t,2. 

X existe um limitado abso\u~ 

11 f(x+h) - f(x) - Ah I Ir. 
11 11 ~ -> o quando 11 h I IB->o 

h B 

e a restrição de A a IB 7 é limitada de [B lt-> r e J (port~nto 
- T"" 

continua). Diz-se que f é b-diferenciável em Q quando fÔr b-difere.!! 

ciável em todo x de Q , 

6. EspaQOS indutivos.! super-indutivos 

Adotemos as notações do número ~nterior. 

Definição l• Diz-se que o E.L.C. X tem caráter indutivoq~ 

do a sua topologia 

ciada a ê1e. Este 

cal~ Bourbaki. 

' T coincide com a topologia bornolÓgica T1 asso-

conceito coincide com o de espaço bornolÓgico da es-

Definição g_. Diz-se que o espaço X tem caráter super-indu-
,. .. 

tivo quando a sua topologia T coincide corn é!- topologia TL sobre ele. 
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.. ~ 

Tem carater super-indutivo os espaços localmente convexos me 

trizáveis como veremos a seguir. Antes lembremos que em qualquer espa­

ço vetorial topológico o conjunto formado pelos pontos de uma sequência 

tendendo a um limite é limitado. 

Teorema l • Num E.L.C. metrizável X todo born!voro é vi­

zinhança de zero. 

Se V 

t/. nV. 

Ca) 

Demonstração. Seja d a métrica de 

não fosse vizinhança de zero, para todo 

Então existiria a E.B(o;l) tal que n n 

a n 
,t:. nV 

Como ªn>º, { ªn} é limitado, e não 

ra Ia. 1 < ó se tenha a, { ªn} C. V, pois 

ria a E nV, contra (a). Então V 

existe número 

tomando-se n 

não absorve o n 

V um born!voro. 

teríamos B(o;l) 
n 

para todo n 2:1 

ó >o tal que pa­

tal que l < ó vi­
n -

conjunto limitado 

{ ªn} , c~ntra a hipótese. Logo, forçosament e, deve existir n tal 

que B(O;-)CnV. n 

Teorema 2. Um E.L.C . metrizável X " e super-indutivo. 

Demonstração. Já sabemos que T C T1 e que as vizinhanças 

de zero determinam TL, sendo tÔdas elas born!voro s . Ora, pelo teor~ 

ma anterior todo bornfvoro é vizinhança de zero em X , ou seja,T1 CT. 

[Q.E.DJ 

Um outro exemplo de espaços localmente convexos super-induti-
P • .. vos sao os espaços rJ..,N , limites indutivos canonicos de sucessoes reSE_ 

lares de espaços normados. (Cf. [16J P• 8 e [15] P• 397). 

Sejam X e Y E.L.C. sÔbre 1K. rem-se 

Teorema 2.• Se 

ciável no aberto Q de X 

X é super-indutivo e f: 

então f é contínua em 

, 
Q 1--> Y e b-diferen-

Q. 
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Para a demonstração veja 116 1 p. 31. 

Aqui retornamos aos E.L.C. exclusivamente sÔbre i. 

o seguinte importante resultado 

Temos 

Teorema .i• Para que a classe das funções LF-anal!ticas no 

aberto Q do E.L.Co X coincida com a das funções b-anal!ticas em Q 

é suficiente que X seja quasi-completo. 

Cf. [16] P• 57. 

7. Q espaço 'Jtt(Q) 

Indicamos com 'J,f,(o) o espaço vetorial sÔbre ~ das funções 

holomorfas em O, nulas no co caso este ponto pertença a O, com a top.2, 

logia da convergência uniforme sÔbre as partes compactas. Esta topolo­

gia é dada pela fam!lia de seminormas 

PK < r) = max I r < x) 1 , 
xEK 

com K percorrendo a classe das partes compactas de O, isto é,~ (O) 
é um espaço localmente convexo. t fácil verificar que ele é se~uencial 

mente completo. 

Definição 1. Uma sucessão 

zendo às condições 

(K) de compactos de O satisfa­n 

a) 

b) 

K C K n n+l U K = O n 
n>l 

Dado um compacto K de O existe Kn 

... . 
denomina-se uma sequencia exaustiva de compactos de O. 

tal K CK 
n 

~l• Existe em O uma sequência exaustiva de compactos. 
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Para a demonstração vide 13], P• 148. 

A partir deste momento passemos a designar pK simplesmente 
n 

Lema 2. As topologias sÔbre 'Jilco) induzidas pela família de 

seainormas (pK)KCO e pela sucessão (pn)n >l coincidem. 

Demonstração. Realmente, dado K C O 

lC C K , donde, considerando-se 
n 

existe K tal n 

V (O;K,~) = { f € 'Jl (O) 1 pK (f) < e:} 

e 

v (O;n,e:) = {r E. J,f,(o) 1 pn (f)< e:}, 

tem-se 

V (O;n,E) C V (O;K,e:) 

Reciprocamente , dada K 
n existe 

·9 

K 

. ' 
V (O;K ,e:) C V(O;n,e:) 

tal que 
, 

K C K , e daqui 
n 

que 

Definição _2. Seja a aplicação d: }(,(o) x '}f, (O)..,_> IR dada 

por 

inf (l,p (f-g) ) <L.. 2-n 
n n>l 

~ ..2_• A aplicação d acima definida tem as propriedades 

1) d(f,g) > O, d(f ,g) = O<-> f = g 

2) d(f,g) < d (f,h) + d(h,g) 

3) d(f+h,g+h) = d(f,g) 
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4) 2-n inf (l,pn (f) ) ~ d (f,o) 

5) d(f,o) < p (f) + 2-n 
- n 

Para a demonstração veja [ 31, p. 149. 

As três primeiras propriedades nos mostram que d , 

trica sÔbre Xco) invariante por translações. 

, , 
e uma!!.! 

Teorema. 'X,(o) é métrizável, ou, em outros têrmoe, a topo­

logia sÔbre :J{, (O) induzida pela sucessão (pn) coincide com a topo­

deduzida da distância d. 

Para a demonstração vide [ 3 7 , p. 150. 

Portanto, por este teorema, 'X, (O) é um espaço métrizável e, 
, 

sendo sequencialmente completo, resulta que e um espaço de Frechet.Mais 

ainda, pelo teorema de Monte+ é também um espaço de Montel. 

espaço 

Aplicando os conceitos e resultados dos números anteri ores ao 

'Jtt (O) obtemos 

1) 'J,f,(o) sendo um E.L.C. métrizável completo é quasi-completo 

2) Pelos teoremas 2. e 3. do no 6 um operador b-diferenciável de­

finido num aberto Q de 'Jt(o), a valores em Y, é contínua em Q • 

3) Pelo teorema 4 do nQ 6 a classe das funções LF-analÍticas em 

coincide com a das b-analÍ ticas em Q • 

4) Óbviamente um operador LF-analÍtico definido num aberto 

'X,(o), a valores em Y, é contínuo em Q • 

Q de 



CAPÍTULO II 

FUNcioNAis ANALíTicos .Q.Q. EsPAço Xc.2.> 

1. Funcionais lineares _!, cont!.nuos ~ 'Jt(Q) 

Seja f: Ít(O)l-->t linear e cont!nuo. Da continuidade se­

existe um número M > o e um compacto K de O tal que 

(1) 

Teorema. í : 'J,{,(o)t--> t é linear e contínuo se, e somente 

se, existe uma função u (s) holornorfa no (K(•), que é um aberto de S 

que :::> F, nula 

que I' = bordo 

no CD , e de sorte que 

f(h) = 
2

~ 
1
J u (s) h (s) ds 

< ** > r orientado de um compacto H 

• Este K é o da relação (1). 

(h E 'J,t(o)) (2) 
o 

co tal que H::> K • 

•• Para. este conceito ... vd 137, p . 64,no caso em que H é compac!o de 
t; podemos extende-lo de forma analoga para o caso em que H e com 
pacto de S, e oo ft, I' • Portanto a orientação positiva tomada e 
aquela em que considerando-se t ~>r. ( t) (1 < j < k) um arco der, 

J - -
quando se percorre rj no sentido dos t's crescentes tem-se consta!!_ 

temente "a sua esquerda" os pontos do interior de H. 
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Demonstração 

a) Necessidade Veja r4], p.52. 

b) Suficiência Deixamos a cargo do leitor(é fácil ver 

definido por (2), e satisfazendo às condições do teore­

Terifica uma relação do tipo (1) com H em lugar de K ). 

Os resultados que enunciaremos a seguir foram todos obtidos 

por D. Pisanelli em l 12] , trabalho em que colaboramos na confecção 

de uma primeira redação. 

2. Funcionais n-lineares !. cont:lnuos ~ 'Jit(oi) x ••• x 

Seja f: },t(o
1

)x ••• x '}f,(on) 1--><C n-linear e contínuo. 

continuidade segue que existe um número M > o e compa·ctos Kj C 

Da 

o. ' J 

j = 1, .•• ,n (que podemos tomar sempre com interior~ ~) tais que 

Sejam 

(4) 

R. - = sup I t 1 
J CD 

K. 
J 

R. = dist. (F.,K.),F. = [oj 
J J J J 

Observe-se que, para todo j , = 1, ••• ,n 
dos elementos R. ou Rj oo e real. 

J 

R = min {R. ' R. 1 j = l, ••• ,n} 
J 00 J 

, pelo menos um 
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onde 

seja bj = oo 

0
1

x ••• x Qn ::, F1x ••• xF n 

ou 

Seja u a família de funções (u~) onde 

1 

R. conforme 
J 

F (X) (l < j <n) - -

. . . m 
(a -b) n • 

n n 

paras= (s1 , ... ,sn) E B(b1 ;s1 ) x ••• x B(bn;Sn) , sendo que supomos 

b1 = ••• = bk = co (o < k _s n); quando k=o tem-se uma série de potên­

cias a expoentes não negativos e quando k=n, uma série a expoentes ne-

gativos. 

~- Com as notações adotadas 

u (s) 1 < ( -ª. )n 
- R 

M (7) 

para todo s = ( 51' ' •• 'sn) E ª1 X•• .X Q 
n 

Teorema. f: 'J!tco1 ) x ••• x 'X,(on)l-> a: é n-linear e cont!-

nuo se, e somente se, existe uma função u(s1 , ••• ,sn)' holomorfa num 

aberto ª1 x ... x Q de sn que ::>F
1 

x ... x Fn ' nula nos pontos do 00' n 
de sorte que 

(8) r u ( s1 , ••• , s ) hl ( s1 ) ••• h ( s ) ds1 ••• ds 
Jr n n n ·.n 

I\x· •• xr n 
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ru(sl,ºººªn) h1(s1 ) ••• hn(sn)d~,•••dsn Jr1xo •• xr n r 

{ 

h.=(h1 , .. °'hn)E. J'l(o1 )x ••• x!f,On) 

j = l, .•. ,n 
t ~ 

r js são bordos orientados de compactos Hjs tais que 
Q o o o 

, j = l, ••• ,n, K1x ••• xKn CH1x ••• xHn e (H1x ••• x[Hnc01x ... xOn. 

3. Funcionais anal:!ticos ~ 'Jtf, (Q.). 

Teorema. Seja f: VI-->~, onde V 

1(co). Se f é G-anal:!tico e cont!nuo em 

vido segundo a série 

, 
e um aberto equilibrado de 

V então pode ser desenvol-

(9) f(h) = f(o) L i 
+ -nl 

n>l 

1 J un ( s1 , ••• , sn)h(s1 ) ••• h(sn) dsr .. dsn 

r n (h€ V) 

onde u (s1 , ••• ,s ), denominada indicatriz n-ésima de f, é analítica 
n n 

e simétrica em Q n , nula nos pontos do oo , sendo Q um aberto coa 

veniente de S( •) , e r é o bordo orientado de um compacto H e O tal 
o 

que (H C O • 

Corolário. Se f é um funcional 

equilibrado de 'Jit(o), então vale para r 

= Q 
n 

LF-anal!tico num aberto 

o desenvolvimento (9). 



CAPÍTULO III 

OPERADORES ANALÍTICOS DE 'J,f, (.Q)l->1, (!!,) 

L Operadores lineares ~ contínuos ~ 'X (.Q.h->'Jif, (U). 

Seja f: 'Jtf,(o)...._>'J((u) um operador linear e contínuo. Então, 

dado J compacto de U existe M > O e K compacto de O tais que 

O seguinte resultado se obtém diretamente do teorema do nOl, 

capftulo II ou conforme A. Grothendieck em r 7] • 

Teorema f: U<o)...._~(U) é linear e contínuo s e, e somente 

se, existe uma função u(z,s), holomorfa num aberto A que contém Ux(o 

de s2 , nula nos eventuais pontos do oo , de modo que o operador f te 

nha a expressão 

f (h) ( z) u(z,s) h(s) ds 
{

z EU 

h E. '],f,co> 
(2) 

(•) 
onde, considerando-se o corte A(z) , r é o bordo orientado de um 

compacto H tal que (~ C A( z). 

• A(z) = { s E. S 1 (z,a) E A} 
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2. Operadores n-lineares !. contfnuos .2,! 

l, (Q
1

)x ••• x t.< O.a)~> X(!!_). 

Seja f: X<o
1

)x ••• x 1-t',(on) 1--> Íf,(U). n-linear e contfnuo. Da 

tinuidade segue que, dado J compacto de U, existe um .número M > O 

Kj de O. , j=l, ••• ,n, de modo que 
J 

Teorema. f: ~(o
1

)x •• • xJit(on)t-> (U) é n-linear e contf­

e sÔmente se, existe uma função u(z,s1 , ••• ,sn) holomorfa num 

aberto An que contém UX [o
1

x ••• x (on de sn+l, nula nos even-

tuais pontos do oo , de sorte que 

r(h)( z) = l s u(z, •1' • • • '•n)hl (sl) • • .hn (sn)dsl • • • dsn (4) 

r 1xº • • xrn zE.U 

h=(h
1

, ••• ,hn) E 

E.'Jtf, (Ol)x •• • x Xcon) 
1 ' onde os r js 

j=l, ••• ,n , e 

são bordos orientados de 
o o 

(H1x ••• x [Hn C An(z). 

compactos H.s 
J 

Demonstração 

a) Necessidade. Da continuidade segue que dado J CO,!!! 

pacto de U existe M ~ O e uma n-upla K = ( K1J, ••• , KnJ) de com -

pactos K.JCO ., j=l, • • • ,n de sorte que (3) é verdadeira. Fixemos 
o J J 

z € J ; a aplicação 

T h € 'J((U) 1-> h(z) E. O: z 
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• wna forma linear e contínua definida em 'Jtt ( U) , Logo ~ of 
z 

forma n-linear e contínua defini'da e111 :Jttco1 )x ••• x ~ (On) • 

, 
e uma 

Pelo teore -
u do nl2 2, cap!tulo II existe u:(J) holomorfa num aberto Qir• •• ~QnJ 

que .::, [o1x ••• x [on , nula nos pontos do oo , de sorte que, para todo 

h = (b, j .. . ,h ) E. °X, (o
1

)x • •• x 'Jif,(o ) , _ n . n 

(T of)(h) 
z 

(5) 

J:(J) <•1••••••nlhl(s~) •• ,hn(an)dsr•• 40n 

r 1x ••• xrn 

' ' onde os r js são bordos orientados de compactos H .s taj s que HjC O j' 

º º (º J r o 
j=l, o•• jn, Klr•••xKnJ C H1x ••• xHn e H1x •• ,x l,HfQ1J:x; ••• xQ:nJ. 

Convém lemb ar aqu{ que u~(J) é dada em volta de b=(b1 , ••• ,bn) € 

b = ••• =b = QO 1 k (O S k S n) , por 

(6) 

= L. 1 
1 1 

m1+1 
m ~o s1 

• Vd nQ 2 do cap!tulo II ou r 12 7 
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mj 
fUDÇÕes hj = (tj/Rj a,) , para 

m 
j=l, ••• ,k, e hj=(Rj/tj-bj) j, 

ra j • k+l, ••• ,n , temos 

P( (hj) = max [~t:11 ]mj 
j Kj j (J) 

,S l e 

do11de se obtém por (,3) 

l 

<MR_ ••• R- •~ - --i CD -lt CD • 

ou seja, para todo zE J 

Podemos mostrar que 
o 

, ... , 

l 
+l ••• R ' n · 

pa-

•• J e nula no co • De fato, fixado s=(s1 , ••• ,sn) E '\Jx ••• x Qn,J o 

desenvolvimento (6) é o mesmo para todo z E.J e por ( ?) a série é 

uniformemente convergente em z EJ • Porém cada um dos 
( -i 'it -8it l -1 -m -1) 

f \tl , ••• ,tk ' (tk♦l-bk+l) + t•••t (tn-bn) n da 

coeficientes 

série (6) 

é elemento de d'f,(u), isto é, é holomorta em z para z EU, em parti, 
o o 

eular para z E J • Logo a soma é uma função holomorta em J. Se 

z = (J) cada um dos coeficientes atrás considerados é nulo (porque as 

funções de 'Jit(u) ) são nulas no a,) e a soma é nula. 



Indiquemos com 

a classe 

•• . x OnJ ::> (o1 x ••• x 

A 
n 

dos 

{on 

função definida em 
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= u ~ X QlJ 
compactos de 

segue que 

A n seguinte 

x ... x 

u • 
QnJ , para 

Como 

o 

J 

cada 

(z,s) = (z,s1 , ••• ,sn) JX°:i_r••.xQn:r 

em vista que o desenvolvimento (6) é o mesmo nas partes comuns 

que u está bem definida, se anula nos pontos do oo (porque i~ 
z ) , , 

com cada uK(J) e e holomorfa em An que e um aberto de 

contém~ (o1x ••• x Con. Portanto levando-a à fórmula (~) 

e observando que J X Q lJx ••• x Q nJ C An temos, para todo z E J, 

Q Q () , 1 -que -1.Jx ••• x nJ C A z , e daqui que os r .s sao os bordos orient!; 
n J o o 

dos de compactos Hj
1

s tais que Hj COj , j=l, ••• ,n e (H1x ..• x e Hn 

C 01Jxº •• x QnJ C An ( z) , ou seja, obtemos a fÓrmula ( 4) de 

com a tese. 

acÔrdo 

b) Suficiência. Para todo h éd't(o1 )x ••• xd't (on) seja 

f o operador definido pela fórmula (4) satisfazendo às condições re-

queridas. Em primeiro lugar provemos que f(h) e: Í(, (U) . De fato, 
o 

seja J compacto de U (com J =I= <I>) Para todo z E:J o corte 

A (z) = { sE.Sn 1 (z,s) E An} :, (olx. o .x Con 
, 

um aberto de sn. e 
n 

Temos que 

A (J) 
n 

é aberto de Sn , portanto K = ( An (J) 
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• • r js bordos orientados de compactos Hjs tais que Hj C Oj, 

para todo z EJ. A 

' 
e [~1x ••• x(;D C (K = AD(J) C AD(z), 

tór1111la (4) podendo ser reescrita para todo z E.J com tais r js nos 

f(h) é analítica em z para 
o 

zE.J , pois u(z,s) o é. 

late raciocínio pode ser repetido para todo zE. U. Agora que f é li 
aear é imediato. Para provar que é continuo, tomando-se J um compag_ 

1 ' to qualquer de U , e construindo os r j8 , bordos orientados dos e:3s 

(j=l, .... ,n) como atrás temos a fórmula válida para todo z E.J • De-

eignando com M = max I u(z,s) 1 , vem 
o 

LXH1x ••• xHn 

onde M = 
Mo ! r 11 º .. 1 r n 1 

, ou seja, 
(21t )n 

=> 

f é contínuo. 

Da demonstração acima segue que o aberto 
o 

A 
D 

, 
e da 

forma UJ X °:LJx .... x 

tos de u ' onde QjJ 

CnJ, para J 

, para z E J, 

percorrendo a classe dos compac­

é construído como no capitulo II, 

relações ( 4) e (5). 

3. Operadores analíticos~~(~) r->~(y_). 

X,co>. 
Teorema. Seja f: V 1--> J,&cu) , 

Se f é G-analÍtico e continuo em 
, . vido segundo a serie 

V= aberto equilibrado de 

V então pode ser desenvo! 
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(8) 

= f'(o)(z) + ,> 1 

n> 1 ;:r 
l ru (z,s

1
,. •• s )h(s

1
() ••• h(s )ds

1 
••• ds 

( 21ti)n{ n n n n 

n 

onde un (z,s) denominada indicatriz 

Uo n (*) 
berto An = J X ( CJ) , em que 

n-ésima de f', é holomorf'a num a­

Q · .::> F ( **) e é f'unção simétri-
J ' 

ca de s, e r é o bordo orientado de um compacto H C O tal que 

( c:)n C An(z). 

Demonstração. Se f' é um operador G-analÍtico num aberto~ 

quilibrado V de i(o) , pelo nQ 3 do capÍtuloipode ser desenvolvido 

em série de Taylor seguinte 

-
f(h) = L .l... 

n >O nl 

onde convencionamos õº f'(o;h) = f'(o) º Como f' é contínuo, dado J 

compacto de U podemos determinar K compacto de O tal que 

(10) 

A desigualdade de D. Pisanelli (n04, capítulo I) nos permite escrever 

ou 

PK ( h1 ) ,S 1 , º • º , pK ( hn) ,S l ==> p J _ ( Ó n f' ( o ; ~,.. •• , hn) ) ,S 

• Onde J percorre a classe dos compactos de U 

•• Q J = 0 1J= .. 0 •= QnJ , independentemente de n 

(11) 
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isto é, temos a continuidade das diferenciais - e, note-se, a n-upla 

de compactos determinada em correspondencia a J é K = (K, •• ,K). C.2, 

ao ó n f(o;~ , .... ,hn) é n-linear e simétrico de Xco)n._> 1lcu) ' o 

teorema do número anterior nos- permite escrever 

(12) 

J un ( z,a1 , ... ,en)~ (a1 ) •• ,h8 ian)c1a1-dsn 
D 

o 
com un (z,s

1
, ••• ,sn) holomorfa num aberto An = U J X ( C J)n ::> U X Fn, 

simétrica dos ' s s em A - sendo os compactos determinados n em cor-

respondencia a J todos iguais entre si, podemos det_erminar r = bordo 
o 

orientado de um compacto H e.o tal que ( [H) 11 C An (z) • Como 

õn :r(o;h) = ên f(o;h, ••• ,h) a fórmula (12) fica 

D 1 J . ó f(o;h)(z) = --- u (z,s1 , ••• ,s )h(s1 ) ••• h(s )ds
1
:•••ds 

(2Jti)n n n n n 
n 

Levando-se esta expressão a (9) obtem-se (8). 

Corolário. Se 

quilibrado V de 'Jit(o), 
senvolvimento (8). 

f é um operador LF-analÍtico em um aberto!. 

a valores em 1(,(u), então vale para f o de-

Demonstração. Como o espaço ']ie(o) é metrizável e completo 

tem-se que f LF-anal!tico em V é b-anal!tico e continuo (Veja fi­

nal do capitulo I). Sendo cont!nuo e, evidentemente, G-anal!tico, po­

demos aplicar a ele o teorema anterior .. 
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Das fórmulas integrais atrás poderíamos obter ae fÓr-

aulas denominadas de Pincherle para os operadores n-lineares ti >l) 

de ,l(e)n.,_> 'Jl(u), e consequentemente, as dos analíticos definidos em 

ua aberto equilibrado de '}f,(a;), a valores em d'f,(u). Mas, preferimos 09. 
tê-las diretamente utilizando como ponto de partida a fórmula de Taylor. 

t o que faremos no próximo número. 

4. Caracterização~ operadores n-lineares ~contínuos , il 

'l!,(c)n l-->~(U) através ,g2, séries ,g2, Pincherle. (Como ™ particular, 

! ~ lineares) 

Definição l• Seja (fm(z)) , m= (m1 , ••• ,m) E. Zn 

são de funções de 'J,(,(u). Diz-se que a série soma nJ r: 
t:S-o 

~ convergente em U quando 

uma suces-

é normal.-

para todo compacto 

ge (absolutamente) 

bre todo compacto 

J Cu. Dai resulta que L._ fm(z) = f(z) conver­

em todo zEU, que a convergência é uniforme sô­

J e U e que f E ,f, ( U) • 

~ .. Seja 

ma sucessão de funções 

(am..'ººº'm (z))I I , m=<m1 , ••• ,m > 
J. ,•·• • -;- n m >o n 

de 'J,(,(U)o Então a série 

(z) ••• 
m 

w n 
n 
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converge normalmente 

para todo compacto J 

ti vos tais que 

num aberto · A ::::> U X {O} n 

de U existen M e 7 

se, e somente se, , 
, . 

numeros reais posi-

, Vm =(m.., ••• ,m ) E. zn 
.1. n + 

Demonstração. 

a) Necessidadeº Suponhamos que a série convirja norma!, 

mente num aberto contendo U X {O} n • Dado J compacto de U , pa­

ra todo z E.J existe uma bola ~z,o 9 ooe 9 o); r z) C A. Estas bo­

las cobrem o compacto J X {O} n 9 logo existe um número finito de-

las, digamos ~z19 o 9 ... o 9 o); r
1

), ••• ,~zk 9 o 9 Ho 9 o); rk) 9 que já cobrem 

esse conjunto. Se (n+l) r = min { r 
1

,, º -i• ,r n} temos que J X ~(oi%' )n] 

C A donde, pela hipótese, a série converge absoluta e uniformemente 

nesse compacto, 'isto é, 

L sut 
J X B(o;r)

11 J 
Daqui segue que existe M > O tal que 

ou seja 

compacto de 

PJ (a (z)) 
~, • •• ,mn 

~ ,. 
r º º º 

PJ (a ) < 
~9eoo ,mn -

M 
;rmr 

b) Suficiência. Se a condição é satisfeita, dado 
o 

U ( que podemos tomar com J =I= O ) temos, para z E J 

J 

t 



- 25 -

[ 1 a ( z) 11 w t1 .•• 1 w tn < L.. p ( a ) I I ml I 1mn m
1 

, . . . , m l n - J m
1 

, • • • , m w
1 

• • • w < 
n n n -

w n - + 00 

desde que (w1 , ... ,wn) E B(o;rJ)m com O<rJ<r, ou seja a série 

converge absoluta e uniformemente em JX r B(o ;r J)n J . Cqnsiderando­

se o conjunto A= u~ X [ B(o;rJ)nl ' p:X.a J percorrendo os compa~ 

tos de U, obtemos um aberto contendo U X {O} n , e é fácil ver que a 

série em questão converge normalmente em A. 
[Q.E.D.] 

Antes de passarmos ao próximo teorema observemos que um esp,!_ 

ço Jr{,(U) com a multiplicação 

é uma álgebra topológica. 

-Estabeleçamos a convençao seguinte: ao escrevermos 

• o • m l 
D. 

t 

onde os coeficientes são funções a m E. J,f,cu), as funções 
1 

h s 
'ml'ººº' n 1J 

na série são imagens dos mesmos h s, elementos de ~b(~), pela aplica-

ção canônica de 'J,f,(~)t--> Jit(u) que leva cada elemento de '},f,(a) na 

sua restrição a U. 
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Teorema lo f: Jif,c~)n r-> 'K,cu), ( u aberto de ~) é n-li-

cont!nuo se, e somente se, existe uma sucessão (a (z)) l>o m
1

, .•. m ·1m 
n -

de elementos de J{cu) de sorte que 

f(h) =La 
1 1 

m
1

, ••• ,m 
m >o n -

Demonstração 

... iri ! 
n 

converge normalmente num aberto 

a) Necessidade. Se h = (h1 , ••• hn) E X<~)n todo hj 

pode ser desenvolvido em série de Taylor em volta de um ponto z 

h.(s.) = 
J J L 

m. >o 
J-

m. ! 
J 

m. 
( s . - z) J 

J 
' j =l, • . • 'n ' 

uniformemente sÔbre os compactos de ~. Da linearidade e continuida­

de e continuidade de f segue que 

Chamemos a (z) 
~, ••• ,mn 

e se obtém 

... 
(m) 

n 
h (z) 

n 
m l 

n 

. ml mn 
= f(Cs

1
Tz) , ••• , ( sn-z) )( z). Então a m E' 

~'. • •' n 

... m 1 
n 
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Mostremos que esta igualdade se 

De fato, dado J compacto de 

processa segundo a topologia de 'ó<,(u). 

e compactos KlJ'ººº'KnJ de <t 

U, pela continuidade de f existe M>O 

tais que (3) seja verdadeira. Sendo 

= ..L 
r . .. (j=l, ••• ,n) , 

J 

tomando-se r = min { r 1 , ••• ,rn} temos 

(j=l, ••• ,n) , 

donde, por ( 3), 

ou seja, (14) 

(a ) < M , V-m = 
PJ m1,•••,m - ~ n r 

Como h1 , ••• ,hn são funções inteiras tomando-se K = bola fechada de 

centro z EJ , que contenha J em seu interior e tal que 

( J, ( ~) > l , tem-se, pela desigualdade de Cauchy 
r 

, 
As desigualdades atras nos permitem escrever 

P (a ) 
º J ml' • • • 'm < n -

. . . ( 

R = dist 

(15) 
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Portanto a série 

, 

m ! 
n 

1 

é majorada em J 

série numerica convergente M M1 ••• Mn (f ( Rr )k T ' sendo, por-

tanto, uniformemente convergente em J. 

Da relação (14) segue, pelo lema, que a série 

converge normalmente num aberto A de 

en+l que contém UX {O} n • 

(a . ( z)) 1 1 m
1

, ... ,m m >o, 
n -

b) Suficiência. Dada a sucessão 

satisfazendo às condições requeridas, construamos para todo 

h = (~, •• º ,hn) E J,f, (G:)n a série do 20 membro 

que ela define um elemento de }f,(u). Sendo E_ 
de (13), e mostremos 

~ m 
a ( z)w

1 
... w n, 

m1 , •.. ,mn n 

por hipótese•,; normalmente convergente num aberto A que contém ux {o}n 
o 

segue do 1 ema que, dado J compacto de u com J + <P ,existem M e r 
, 

reais positivos tais numeres que 

PJ ( a ) < ~m , V m = ( m1 , ••• , mn) E zn+ m1 , •.• ,mn r1m1 

Então, por um racioc:Ínio análogo ao da parte a), 

E_a h(ml) h(mn) 
1 n é majorada em J 

, 
númér!, ~' • • • 'mn 1 ... 1 por uma serie 

ml. m n 

ca convergente , sendo, portanto, uniformemente convergente em J. Por 
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o 
111 teorema de Weierstrass a soma da série é uma função holomorfa em J. 
Co110 J é um compacto qualqu-er d-e U resulta que f(h) Ei Xcu) • Que 

f é n-linear é imediato. Para mostrar a continuidade, dado J com -

pacto de U, tomando-se K compacto de C como na parte a), e usando 

u desig~ldades anteriores (14) e (15) obtem-se 

em que N 

Teorema.ª-• A série 

(16) • o • 

m l n 

donde a continuidade de f. 

[ Q.E.D. 7 

{

ªm1 , ••• ,ml-Xc.u> ,VmEz! 

(hl' ••• ,hn) e. Xcci:)n 

converge para zero em J,&cu), qualquer que seja (h1 , ••• ,hn)E J,t(~)n, 

quando, e somente quando, 

as funções 

( m
1 

, • • • , m ) E. zn 
n + 

Demonstração. 

a) Necessidade. Com efeito, consider~ndo-se para z EU 

'q. 
= (s -z) J 

j 
(j=l, ••• ,n) 

• 
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obtem-ee 

(m , f l 4 -m h j (e ) = '1j (s -z) j j 
j j m j 

j 
- -

Onde Levando-se à série (16), 

' Pela arbitrariedade de escolha dos z s e dos q s resulta 

V m = ( ml ' ••• ' m ) e zn n + 

b) Suficiência, Imediata. 

vem 

Como consequência deste teorema segue que os coeficientes de 

Pincherle de um operador n-linear e contínuo 'J<,(t)n t--> 'Jrtcu) são 

unívocamente determinados . 

Nota . Sejam 

J,cn ~(t), 1't,(u)) = conjunto dos operadores n-lineares 

. e contínuos de Ji&Cte)llt->~(U). 

'J,C,cu» = conjunto das aplicações (a~' ••• ~lml~o 

r m m 
de znl-->/t(u) tais que L.,_ a w

1
1 ..• w n 

+ . 1 1 ml ' •• • ' m n 
seja normalmente CO,!l 

m >o n 

vergente num aberto que contém UX {o} n . 

O teorema 2 
, 

mostra que exi s te uma correspondencia biunivo~ 
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de Jcn 1', (<t), J,f,(u)) no conjunto das sucessões n-uplas de 

Conjugando os teoremas l e 2 
.. . 

temos que existe uma correspondencia 

biunívoca de /,(n J,(,(e), ~(U)) 

Introduzamos a notação 

... 
(m ) 

h n 
m 1 

n 
<==- m = ( m

1 
, ••• , m ) ~ zn 

n + 

5. Fórmula _2!, Pincherle para .2§. operadores analíticos _2!, 

1'{,(!H-> 'Jit (U) 

Teorema. Seja f: VI--> %(u), onde V= aberto equilibrado 

de J.l,(G). Se f é G-anal!tico e contínuo em V então se exprime co-

mo segue 

f(h) = L.. 
n >o 

1 
n! L ª~ 

lml>o 

onde a: E 'J{,(u), para quaisquer nEZ 
+ 

(m) 
h 
niT 

e m = ( m
1 

, ... , m ) E. zn 
n + 

(18) 

Demonstração. Como já vimos, f sendo G-analitico no aberto 

equilibrado V de %(t) pode ser desenvolvido em série de Taylor 

f(h) = 1 
nT (hEV) 

, . 
De outro lado, f sendo continuo, deduz-se da desigualdade de D. Pisi!, 

nelli (cap! tulo I, nO 4), que todas as suas diferenciais ó nf(o~, ••• hJ 

são cont!nuas,e como são operadores lineares simétricos de ;/r&(©)~>J((u) 
resulta, pelo teorema do nC 4. 



n 
onde ªm E Jttcu> 
ticular para n=o 
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= L 
lml~ o 

para todo m = (m
1

, ••• ,m) E zn 
n + 

' óºr(o;h) = f(o) = aº E Ucu). 
o 

= ón f(o ;h, ••• h) e usando a notação (17) vem 

L n h(m) 
ón f(o;h) = a m m! 

fml>o 
Levando-se (20) 

.. 
fórmula (19) obtem-se (18). a 

... 
(m) 

h n 
n 
m ! n 

e n E Z - em par-+ 

Sendo õn f (o;h) = 

(20) 

[Q.E.D.] 

Corolário. Se o operador f, definido num aberto estrelado 

V de 'Jit(c), a valores em 1,g(u), é LF-analÍtico em V então possui 

um desenvolvimento de Pincherle (18). 



CAPÍTULO!! 

OPERADORES ANALÍTICOS PERMUTÃVEIS 

1. Automorfismos de~ aberto conexo .2!. esfera!!, Riemann. 

t 

Definição. Sejam O e O dois abertos conexos de S. Um 

isomorfismo de O sÔbre O é uma aplicação holomorfa injetora de O .. 
sobre 

1 

o • Um isomorfismo de o sÔbre o é um automorfismo de o. 

Seja O aberto conexo da esfera de Riemann e consideremos o 

operador 

L h E ·}e,co)~> hocx. E ~o) (1) 

onde ex.= automorfismo de O. L possui as seguintes propriedades: 

a) f linear. Imediato. 

b) ! cont!nuo. De fato, dado J compacto de O, consi 

derando-se K = cx.(J) V J 
, 

que e compacto de O, tem-se 

(2) 

existe 

e) t uma aplicação sÔbre. Pois dado 
-1 - - 1 -1 ex. , considerando h = h o ex. , vem 

como 



L (h) ' = h 
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-1 ' o ex oex=h 

d)~ .E!!!!. aplicação injetora. Com efeito, se 

L(h
1

) = L(h
2
), então 

-1 
donde, compondo-se com ex , resulta 

= 

e) t LF-analftico. De fato, .se g é uma aplicação a ­

nalítica definida em € a valores em ~(O), tem-se 

L (g(z))= g(z)o ex 

que se reconhece como analftica à vista de a) e b). 

Seja 

Tem-se 

e pelo que foi exposto 

go , L é um isomorfismo 

(•) 
= I (h) 

L-l ' 1 · t' LF ' e inear, con inuo e -analitico . 

LF-analftico de ~O) sÔbre 1{,(o). 

• I = operador identidade 

Lo-
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2. Operadores permutáveis 

Seja X um E.V.T. 

Definição !• Se L : X t->X 

nuo indiquemos por ~ o operador de 

segue 

é um operador linear e conti­

Xnt-> xn (n >l) definido como -

~ é um operador linear e continuo. 

Definição ~• Se f: Xn~> X é,:ii-linear e contínuo e 

L : xt-> X é linear e continuo dizemos que f permuta com L quando 

f i.:,. (h) = L f (h) 

Definição l• Seja r um operador definido num aberto equi­

librado V de um E.L.C. X, a valores em X, e L : X.,__> X linear e 

contínuo. Eles se dizem permutáveis quando 

f L(h) = Lf (h) (4) 

para todo h E.L-l (V) f'\,v. 

Vamos agora enunciar e demonstrar um resultado de que vamos 

precisar nos números seguintes. 

Teorema. Seja f um operador G-analÍtico num aberto equili 

brado V de um E.L.C. completo e separado 

L : XI--> X linear e contínuo. Então f e 

e somente quando 

X, a valores em X, e 

L são permutáveis quando, 
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para to do h = ( ~ , ••• , hn) E. xn • 

Demonstração. 

a) Necessidade Se f e L são permutáveis 

{V l h
1

, ••• ,hn€L- (v)f'\v 

"5fs1 , ••• ,sn ED(o;1½_,••••hn) 

.. 
Devido a linearidade de L, 

f (s1 L(h..)+ ••• +s L(h )) = L f (s1h..+ ••• +s h) --1 n . n --i nn 

' Sendo f G-analÍtico podemos derivar em relação aos s s ; tendo em 

vista a: linearidade e continuidade de L tem-se 

( V) 0i V • Estende-se por linearidade 

b) Suficiência. Se f é G-analÍtico em V tem-se 

..!.. 
n! 

(6) 
(h €V) 

Tomando-se em (6) 
, 

isto e, L (h) € V, tem-se 
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f (L(h)) = E.. 
n >º 

linearidade e continuidade de L podemos aplicá-lo têrmo a 

(6), obtendo 

L (f(h) = 
1 
iiT L 

/!'.;(.~ 

Pela hipótese (5), onde podemos fazer h = ••• =h = h, l n 

(8) 

vem 

Esta igualdade permite igualar os segundos membros de (7) e (8),do,!!_ 

de resulta a igualdade dos primeiros, 

f (L (h)) = L (f (h)) 

para todo h E L-l (V)('\ v. 
[Q.E.D. 7 

Estamos interessados em caracterizar os operadores n-linea -

res definidos em ~(O)n (ou em abertos equilibrados de ~(O)), a val.2, 

res em ~(O), que satisfaçam (3) (ou (4), respectivamente) sendo L d~ 

do por (1). Um tal operador será chamado, com abuso de linguagem, pe_!: 

mutável com o automorfismo~ de O. Infelizmente não pudemos fazer tal .. 
estudo na forma geral em· 'que o enunciamos, pois se a expressao dos aut.2, 

morfismos não for bastante simples não conseguimos resolver o proble­

ma. Precisamente vamos mostrar que obtivemos as referidas caracteriz~ 

çÕes nos casos particulares nos quais os automorfismos são formados: 

• 

i) pelo subgrupo de isotropia do zero(•) do disco 
unitário aberto de centro zero, D, de ~, 

ii) pelo subgrup~ das translações r 1ais do 
plano P = 1z=x+iy € ~ 1 y >oj de t, 

Subgrupo que deixa invariante o zero 

semi-
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iii) pelos subgrupos das translações e das homote­
tias de ~ ,e pelo grupo de todos os automor.fis -
mos de <t. 

3. Operadores analíticos permutáveis ~.2. subgrupo~ automor­

fismo do disco que deixam .2. .!!!:.2. f!!.2.• 

Inicialmente temos o resultado. 

~reposição. O subgrupo dos automorfismos do disco 

D = { z E (& 1 1 z 1 < 1} que deixam fixo o zero são da forma 

z 1--> az com la 1 = l, 

ou :.,seja, são rotações. 

(Vd. r3 7 p. 186). 

Teorema l• Seja f: éH, (D)n 1--> ~D) n-linear e contínuo 

e L ~D) 1->d't<D) dado por (1) com ex. (z) = az, lal = l • Então 

f 
, , 
e permutavel com os ' L s se, e somente se, 

(9) 

onde v é holomorfa em Dn. 

Demonstração. 

a) Necessidade. De fato, pelo teorema do nD 2,cap!tulo 

III, f pode ser escrito 
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onde u é holomoría num aberto A ::> DX ( 

bordos orientados de compactos 

A (z) º Se tomarmos w. E. fn , n J L 

' n 
Hjs de D 

, 
isto e, 

E J,&{n), j=l, ••• ,n. Então sendo 

e 
1 

os 

1 J: 1 l (*) 
u(z,s1 , ••• ,s) , 1 ••• •n ds1 ••• dsn= 

( .._..)n n s1- s -
c.s~l. ' ' - n -r. ·x .. . x r a a 

= 

e 

= 

1 -u n 
a 

1 

l n 

w1 w 
(z, 7,•••tan)' 

tem-se,pela hipótese 

' * r. 
J 

, 
e r. com a orientação oposta 

J 

w 
..A ) 

'• • •' a (10) 
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Por outro lado a função u é holomorfa num aberto que contém DX( (D)n, 

logo é holomorfa para lzl <l e lwjl>· l, ou seja, para lzl>l e 

1-;=-I > 1; como se anula nos pontos do (1) pode ser desenvolvida em 
) 

serie de Laurent seguinte 

u(z,w1 , ••• ,w) = / cj
1

, ••• ,j +l • 
n 1fTro n 

e 

1 
jl+l 

"1 
••• 

l 
j +l w n n 

1 1 :\i+1, 
c j . • J·1+1 • • • J. +lz 1' 0 ••,J 1 w n n+ •1 n 

donde, em vista de (10) 

Como esta relação deve ser verdadeira para todo aE~ com 

obtém-se 

lal = 1 

para j1+• º .+j -:/= j 1 n n+ 

para jl+ ••• +jn= jn+l 

(j1,•••,jn) 

= d. onde j 
J1' ••• t • 

Jn 

agora 

t 

, 
e 
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Resulta, pois 

1 =---- t ••• t 

onde, vê-se fàcilmente, v é holomorfa em Dn. 

b) Suficiência. Suponhamos que a indicatriz do opera­

dor t tenha a forma 

(11 ) 

com v holomorfa em Dn. Então esta função é holomorfa num aberto A 

que contém DX ( (n)n. De fato, se r >o tomando-se lzl< r e lwjl>r, 

j =l, ••• ,~, tem-se j..Ll<l, donde (11) é holomorfa no aberto 
.j 

A = U B ( o ; r ) x ( e n ( o ; r ) ) n::, ( U B ( o ; r )) X ( (D) n = 
o<r<l o<r<l 

Tem-se 

1 J. 1 v (ll, ••• ,ll)lL (s
1

) ••• h (s )<k. ••• ds 
(211:i)n s1 • • .s s1 ªn --i n n --i n 

1x ••• xfn 
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Chamando 

, j = l, ••• ,n 

vem 

• 

' ou seja, t permuta com os L s. 

Teorema~- Seja :f: 

V= aberto equilibrado de ~D) 

V 1--~(D), G-analÍtico e contínuo 

e L: ~ (D) t-> Jce,(D) dado por 

em que ~(z) = az, com 

se, e sômente se, 

lal = 1. Então f é permutável com os 

onde v é holomor fa em Dn, para todo n ~ , 1. n 

Demonstração. 

' L s 

em 

a) Necessidade. Basta aplicar o teorema anterior às di­

ferenciais ón f(o;h), para todo n~l. 

b) Suficiência. Se a indicatriz n-ésima é dada pela 



função 

teorema anterior 

- '+3 -

com V n holomorfa em n D, tem-se 

L ón f(o;h) = ôn f(o;L(h)) 

donde, pelo teorema do nc 2, f e L são permutáveis. 

pelo 

4. Operadores analíticos permutáveis .9..2.!! ~subgrupo~ 

!ismos do semi-plano E ~ translações reais. 

automor-

Temos o resultado. 

Proposição. O grupo dos automorfismos do semi-pl ano P 

constituí.do pelas homografi.as 

z 1--> ~ cz+d' ad - bc = 1 

, . 
numeros reais. 

Veja o teorema 4 P• 185 de [3]. 

, 
e 

Vamos considerar o subgrupo do grupo anterior constituído pe­

los automorfismos da forma 

a. : z t--> z+b 

com b é IR qualquer. 

Teorema !.• 
L : ~(P)\-> ie(P) 

tão f permuta com os 

Seja f: ~(P)n\->~(P) 

(1) em que o: ( z) dado por 

' L s se , e somente se , 

(12) 

n-li near e contínuo e 

é da forma (12). Eli 

f(h1 , ••• ,h Hz ) = 1 t(s1-z, •• • ,s - z )h1 (sI) ••• h (s )ds1 ••• ds 
n ( 21ti) n n n n n 

x •• • x r 
n 

(13) 
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onde v é holornorfa em ( (P)n (•) • 

Demonstração. 

a) Necessidade. Pelo teorema do n0 2, capítulo III f 

pode ser escrito 

l ru(z,s
1

, ••• ,s )h_(s
1

) ••• h (s )ds
1 

.•• ds c2n1 )iij' n --i n n n 

rlx ••• x rn 

sendo u holomorfa num aberto A que contém PX ( ( P)n 

tais que 

e os 
1 

os bordos orientados de compactos Hjs de P 

(
o o 

Se tomarmos w • e: e; 
J 

H
1 

x ••• x e Hn C A ( z) • 
t 

j = l, ••• ,n. Tem-se, para estes h s, 

= 

e 

• Complementar tomado em relação a e. 

t • h 1 en ao j = -t 
., j 

1 _ ....,._l_......,ds_nc:, ds 
s - ( w -b) • • • s - ( .v -b) 7.°º n= 

1 1 n n 



= 

Logo, se f e L são permutáveis 

_u(z:w1-b9ooo~Wn-b) = u(z+b,wl'ºº·••n>, 

sendo a igualdade verdadeira para quaisquer z €P, w j €. e; ( j=l, ••• ,n) 

e b€ IR • Derivando-se em relação ao parâmetro b obtem-se a equa­

ção 

+ o o o + o, (14) 

em condição inicial. 

A 
.. 

equaçao (14) é linear e homogenea 

de 1a ordem e tem n integrais primeiras, a saber, wj-z = cj(Cte.) , 

j=l, ••• ,n. Sabemos da teoria das equações a derivadas parciais que 

z 
u 0

(w1-z,ooo 9 w -z)=u(z
0

,w1-z+z 'ººº 9 w -z+z) (16) n . o n o 

é solução de (14). Como satisfaz à condição inicial temos, devido 

unidade da solução, que (16) é holomorfa num aberto que contém {z
0

} 

( c;)n. Desejamos agora construir uma solução global v de (14) 

. 
a 

X 

que 

tenha a forma v(w1-z, ••• ,wn-z) o Para isso vamos provar que, tomando-se 

dois pontos (z
0

,w
10

,o••,wn
0

) e(zl,wll'ººº'wn1 ) de PX ( (P)n tais que 
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' ou seja, tais que o segmento que os une seja paralelo a diagonal de 

111 n+l • 
w , entao 

Ora, esse segmento está inteiramente contido em PX ( c;)n, e sabemos 

que a solução de (14) é dada numa vizinhança aberta B 
o em volta de 

(z ,w1 , ••• ,w ). o o no 
' ' ' Tomando-se (z ,w

1
, •. o,w) ponto do segmento inte 

' n 
rior a B, temos o 

z - ' que u , soluçao numa vizinhança aberta B em 

z ' ta deste ponto, coincide com u O em B (\ B 
' o z t I t 1 

u (w1-z,.ºº'wn-z ). 
z 

u o (w
1 

-z , ••• ,w -t) = o o no o 

e então 

Por um racioc!nio de 

compacidade temos (17) . Em consequência seja a função v definida em 

( c;)n como segue 

t=' ( rp-)n t . _ ~ ais que 

(18) 

então 

Pelo que vimos esta função independe dos pontos z €P e Cw1 , ••• ,wn) E 

ro que v 

tais que as igualdades (18) 

é holomorfa em ( (;)n. 
:,sJ 

sejam verdadeiras. ela-

b) Suficiênciaº Seja f um operador satisfazendo as 
condições e tendo como indicatriz uma função v holomorfa em ( c;)n. 
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A função de .n.:t! · variáveis v(w1-z, ••• ,w -z) é obviamente holomorfa 

num aberto que contém PX <(P )n. Prov!mos que f com tal indicatriz 

permuta com L. De fato 

. 
fr.r(h.. ,,,.,h ~ (z)_ 

1 rv(a
1
-(z+b), ••• ,s -(z+bl>h

1
(s

1
) ••• h (s )ds

1 
••. ds = L -:i. n J ( 21ti) ~ 

1 
n n n n 

rlx. • .x rn 

= l _rv«s
1
-b)-z, ••• ,(s -b)-z)h

1
(s

1
) ••• h (s )ds

1 
••• ds. 

( 21ti) ~ v n n n n 

I'lx. • .x rn 

Fazendo 

t j = s j - b -> s j = t j + b , 

obtem-se 

rLf(h
1

,.ee,h 0(z)- l -Í:(t
1
-z, ••• ,t -z)h_{t

1
+b) ••• h (t +b)dt

1
e •• dt = L nJ (21ti)~ ~ n -:i. n n n 

aberto 

em que 

se, 

r x ••• x r 
1 n 

[ Q.E.D.] 

Teorema~• Seja f: V l--> ~(P) , G-analÍtico e contínuo no 

equilibrado V de ~P) e L: ~P) ~>~~P) dado por (1) 

a(z) = z + b, \Jb€. R. Então f permuta com os t's se, e só 

f(h)(z)=f'(o)(z) +L.. nll 1 J,v (s
1
-z, ••• s -z)h(s

1
) ••• h(s )ds

1 
••• ds 

( 21t1.·)n n n n n 
n~o n 
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holomorfa em 

5. Operadores analíticos permutáveis~~ automorfismos .!!2_ pla­

.!!2. complexo. 

, 
Começamos este numero com o seguinte resultado. 

Proposição. O grupo dos automorfismos do plano complexo 

constituído pelas transformações lineares 

z \--> az + b , a #: O 

, 
e 

Para a demonstração veja [3], capf.tulo VI, parágrafo 2, no 

Em particular os automorfismos do plano só podem ser de três 

tipos 

a) Translações z t--> z + b 

b) Homotetias z t--> az, a #: O 

c) Semelhanças zt--> az+b,a,#: O 

5.1. Operadores analíticos que permutam~ 2 subgrupo~ auto­

morfismos.!!! ! ~ translações. 

Teorema J_o f: 2t((t)nt-->~~) n-linear e continuo, na forma 

de Pincherle 

é permutável com as translações de 

a (z) = 
m 

e 

o • • 

(m) 
h n 
-lL 
m! 

n 
, 

se, e so se, 

(Cte . ) 
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para todo JD. = (m1 , .. º. ,m ) € zn • n + 

Demonstração. 

Necessidadeº Tem-se 

e 

(m
1

) Cm) 
h1 (z+b) h n (z+b) 

= a ( z+ b ) 1 • º • n m 1 lm >º ~,ooovmn ~ n 

(m .) 
Como (h.(z+b)) J 

J 

(m .) 
= hj J (z+b), usando-se a hipótese e o teorema 2 do 

no 4, capitulo III obtém-se 

Portanto 

a (z) = c (Cte.) m m 

b) Suficiência. Reciprocamente, se as condições são S!; 

tisfeitas 

, 
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f(h) 

permuta com as translações. De fato, 

oo• 

(m) 
h n 

n 
ml 

n 

(m
1

) (m ) 

~ ~ f. 
h
1 

(z+b) h n (z+b) 
Lf(h

1
, ••• ,h) (z)=f(h

1
,º"ºvh )(z+b)= e 1 ....... n---m_•--

n n lm>oml, ..... ,mn ~ n' 

e 

••• 

••• 

donde a conclusão esperada. 

Cm) 
(Lh) n (z ) 

n 
m l 

n 

(m) 
h n (z+b) 

n 
m 1 n ' 

Teorema 2. f: Vt-->~(~), q-analltico e continuo no aberto 

quilibrado V de ~(~), na forma de Pincherle 

f(h) = L. ~! 
n>o 

é permutável com as translações de 

= cn (Cte.), quaisquer que sejam 
m 

Demonstração. 

quando, e sÔmente quando, an (z)= 
m 

e m=(m.., ••• ,m ) e.zn • 
.L n + 
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a) Necessidade. Pelo teorema do n0 2 é bastante apli­

car o teorema anterior as diferenciais ôn f(o;h
1

, ••• ,hn). 

b) Suficiência. Se a condição é satisfeita, pelo teors_ 

ma anterior obtém-se 

donde, pelo teorema do no 2, f é permutável com as translações. 

5.2. Operadores analíticos que permutam rn 2. subgrupo~ m2,­

morfismos .2!. ! ~ homotetias. 

Teorema l• f: ~(O)n ~> ~(e) n-linear e continuo, na 

forma de Pincherle 

, 
e 

(~) 
hl 

f(h) = f a 
ml! ••• 

lm ,2:0 
m1,•••,mn 

permutável com as homotetias de e 

a (z) = 
m 

Demonstração. 

1ml 

a) Necessidade. Tem-se 
• 

(m} 
h n r n 

t h mi = 
n 

, 
se, e 60 se, 

(c = Cte.) 
m 

(hl' .. • 'hn) € 1R,{~)n 
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-f a (z). -1 m.., ••• ,mn 
m >º J. 

••• 

(m) 
(h (az)) n 

n 
ml 

n 

(m
1

) (m ) 

G U 
~ h

1 
( az) h n ( az) 

Lí(h1 , ••• ,h) (z)=í(h...,-o.,h)raz)=L__ a ., ! ••• n m ! 
n --i n lmr,2:0 ~ p • • ,mn ml n 

(m.) mj (m.) 
Como (hj (az)) J = a '. hj Jca;),usando-se a hipótese e o teoremaGd:>$4, 

capítulo III obtém-se 

Segue-se desta relação que 

a (z) = c z m m 
para todo m=(m.., ••• ,mn) e. zn 

J. ) .. + b Suficiencia. 

1ml 

= a 1ml a (z) 
~, • • • ,mn 

(c = Cte.). 
m 

Se as condições são satisfeitas então 

••• 

(m) 
h n 

n 
ml 

n 

permuta com as homotetias. De fato, 



••• 

e 

Cm) 
h n (az) 

n 
m 1 n 
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donde resulta que f permuta com as homotetias. 

Teorema 2. f: V\--> l{',ca:), G-anal!tico e continuo no aberto 

equilibrado V de ~a:), na forma de Pincherle 

é permutável com as homotetias de C quando, e somente quando, 

quais quer que sejam n > o e • 

5.3. Operadores que permutam~ 2 grupo~ todos 2§.automorfismos 

~ ! . 

Teorema. Uma condição necessária e suficiente para que 

f: V \-->~G), com V = aberto equilibrado de ~a:), seja G-analltico 

e contínuo em V e permutável com as semelhanças é que 
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f (h) = u oh 

onde u é holomorfa numa vizinhança da origem 

Demonstração. 

(19) 

a) Necessidade. Com as hipóteses f se escreve na foE_ 

ma de Pincherle 

Sendo permutável com as semelhanças em particular é permutável com as 

homotetias, obtendo-àe por aplicação do teorema 2 do nQ 5.2. 

Da mesma forma é permutável .com as translações obtendo-se então 

~ , 
o que somente e 

Resulta 

, 
isto e, 

n zlml Cte. e = m 

poss!vel se 

n o e = para 
m 

f (h) = L.. 
n~ o 

f (h) = u oh 

l.ml >O 

~ 
nl 

{

n>o 

m=(m.. t ••• ,m ) E. zn 
.l. n + 
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em que u(z) = L.. cn 
o 

, 
e holomorfa numa vizinhança da origem. 

b) Suficiência. ' Reciprocamente, se 

f (h) = u oh 

( ) 
, , , 

com u z holomorfa em volta da origem, e facil mostrar que 

operador definido num aberto equilibrado V de ~(I), a 

i.e,ci), LF.anal!tico em v. Mostremos que f permuta com as 

lhanças. De fato, tem-se 

f 
, 
e um 

valores em 

aeme-

[ Lf(h) J (z) = (L (uoh)) (z) = ((uoh)o ex) (z) =(uohHaz+b), 

e 

[ fL(h) ]<z) = (uoL(h))(z) = [ u(L( h)) J (z) = u (L(h)(z)) = 

= u(h(az+b)) = (uoh ) (az+b), 

donde o resultado esperado. 

( Q.E.D. J 
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