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CAP1TULO l 

INTRODUÇAO 

Para muitos pesquisadores, em áreas tais como oceano

grafia, astronomia, administração e outras, a possibilidade de 

·detectar periodicidades "ocultas" cuja presença não seja sequer suspe i

tada ~ntes d~ urna análise específica,poderia ser uma primeira mo 

tivação para o uso da análise espectral. 

Se k termos periódicos de frequências w1 ,w 2 , ... ,wk es

tão presentes nos dados, então um estimador espectral mostrará pi 

cos nestas frequências, e urna simples análise visual nos possibi 

litará identificá-los. 

Ao realizar urna análise espectral é normal associar p~ 

riodicidades a picos do periodograrna, mas nem todos os picos des 

te estimador espectral são .~ecessariamente causados pela existê~ 

eia de termos harrn6nicos, os mesrnbs podendo ocorrer devido i flu 

tuações aleatórias. 

Torna-se então necessário, na prática, decidir se um 

pico do periodograrna implica a presença de um termo estritamente 

periódico na série observada, ou não. 

Surge então a utilização de testes de hipótese estatís 

ticos para detectar a existência de tais componentes. 
-1-
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Os primeiros a se preocuparem com este problema foram 

Schuster (1898) e Fisher (1929). 

Desde então vários outros testes foram propostos, den

tre os quais se notabilizaram os de Whittle (1952), Hannan (1 961) 

e Priestley (1962). 

No Capítulo 2, abordamos alguns conceitos básicos da 

teoria da análise espectral. 

No Capítulo 3, apresentamos um teste para verificar a 

existência de componentes harm6nicas nu~a série de tempo que tem 

espectro puramente discreto. 

No Capítulo 4, discutiremos a separaçao de componentes 

espectrais discretas · e contínuas e apresentaremos três testes. 

No Capítulo 5, desenvolveremos o método do correlogra

ma, proposto por Priestley (1962), que ao contrário dos anterio

res nao se baseia na análise do periodograma. 

No Capítulo 6, apresentaremos algumas aplicações que 

consistem na simulação de séries de tempo com estrutura conheci

da, cujos programas se encontram no Apêndice. 

No presente trabalho não será abordado o caso multiva

riado. Mac Neill (1974, 1977) trata do problema de testar se vá

rias séries temporais têm uma periodicidade comum. 



CAPlTULO 2 

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA TEORIA ESPECTRAL 

2. 1 - Introdução 

Neste capítulo apresentaremos brevemente um resumo da 

análise espectral, que será utilizada no desenvolvimento dos tes 

tes para detectar periodicidades ocultas nos capítulos que se

guem. 

O conteúdo deste capítulo pode ser visto em Koopmans 

(1974) e Brillinger (1975). 

2.2 - Definições 

Definiçâo 2.2.1 - Seja Tum conjunto arbitrário. Um processo es

tocástico é uma família X={X(t,w), tET, wEíl}, tal que para cada 

tET, X(t,w) é uma Variável aleatória definida num espaço de pro

babilidades (íl,A,P). 

Se T é finito ou infinito enumerável, temos um preces-

so estocástico a parâmetro discreto. Se T 
~ 

e . um intervalo de 

R=(- 00 , 00 ), temos um processo estocástico a parâmetro contínuo. 

Para cada w fixo, X(t,w) é uma série temporal, isto é, 

uma particular realização de um processo estocástico. 

No que segue denotaremos X(t,w) simplesmente por X(t). 
-3-



- 4 -

Definição 2.2.2 - Um processo estocástico {X(t), tET} diz-se es-

tritamente estacionário sé a distribuição conjunta de 

X(t 2 ), ... ,X(tk)) é id~ntica i distribuição conjunta de (X(t 1+h), 

... ,X(tk+h)) para quaisquer t 1 , ... , tk,hET. 

Definição 2.2.3 - Um processo estocástico {X(t), tET} é dito es

tacionário de 2~ ordem (ou simplesmente estacionário), se e so

mente se: 

i) E[X(t)] = µ, constante, VtET 

ii) E[X2 (t)] < 00
, VtET 

iii) Cov[X(t),X(s)] é uma função apenas de t-s, t,sET. 

Como E[X(t)] é constante, podemos, sem perda de gener~ 

lidade, considerá-la igual a zero, e então pode-se escrever: 

y(k) = Cov[X(t) ,X(t+k)] = E[X(t)X(t+k)], (2.2.1) 

onde y(k) é denominada função de autocovariância do processo es

tacionário de 2~ ordem, tendo as seguintes propriedades: 

i) y(O) ~O 

i i ) y ( - k ) = y (k ) 

i i ; ) h (k ) 1 ~ Y( o ) 

iv) y(k) é positiva definida, isto e, 

n n 
l: l: 

i=l j =1 
CL • CL • y (k . -k . ) 

l J 1 J 
Va1 , ••• , a E lR e k l , ••. ,k ET. . n n 

Definição 2.2.4 - Uma série {~(t), tEZ} de 
. ~ . 

var1ave1s aleatórias 
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independentes e identicamente distr1buídas, tal que E[J: (t)]=O, 

E[~ 2 (t)]=a 2 e E[s(t)c;(s)]~O, Vt!s é chamada ruído branco. 

Usualmente s(t)~N(O;a 2), mas não necessariamente. 

Teorema 2. 2. 1 - Se o processo {X (t), tElR} tem função de autoco

variância y(T), então y(T) pode ser representada por: 

(2.2.2) 

onde F(w) é uma função nao negativa, nao decrescente, limitada e 

denominada função de distribuição espectral de X(t). 

Teorema 2.2.2 - Seja. {X(t), tElR.} um processo estacionário de zé; 

ordem, então está associado a ele um processo Z(w) de incremen

tas ortogonais, tal que X(t) pode ser representado na forma: 

(2.2.3) 

onde Z (w) é denominado processo espe.ctral associado a X (t) e: 

i ) E [Z (w)] = O 

i i ) E [ 1 Z (w) 1] 2 
= F (w) 

iii) E[dZ(w)dZ(>..)j = Jo, se WfÀ 

ldF(w), sew=>.. 

Se F(w) é derivável, com derivada f(w), então (2.2.3) 

pode ser escrita como: 

(2.2.4) 
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onde f(w) ê a função de densidade espectral de X(t). 

Se y(T) é absolutamente integrivel, então f~) pode ser 

representada como a transformada de Fourier, dada por: 

(2.2.5) 

Se a série X(t) é discreta, t6Z, os limites de integr~ 

çao de (2.2.2) serao -TT e TT, obtendo-se: 

y(k) = JTT f(w)eiwkdw, kEZ={0,±1, ... } 
-TT 

e se y(k) é absolutamente somivel, então: 

00 • 

f(w) = f.rr- I: y(k)e-iwk, -TT~w~TT 
k=-oo . 

2 . 3 - Estimadores Espectrais 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

Considere.mos agora a série de observações X (1), ... ,X (n) 

de um processo estacionário de 2~ ordem; então a transformada fi 

nita de Fourier ê definida por: 

T (n) = 
w 

1 

/2TTn 

n 
I: X (j ) e - iw J ' 

j =1 

onde T(n) tem período 2TT e T(n)=T(n)_ 
w ~ w 

-oo<W<oo (2.3.l) 

Portanto, basta considerar wE(-TT,TT) e rin) sera calcu

lada nas frequ~ncias de Fourier, dadas por: 

2TTl 
Il' 
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Então (2.3.1) fica: 

T (n) = 1 
W,e,_ /2nn 

[n-1, o [n] - -2-J ~ ,t.. ~ -z- (2.3.2) 

Substituindo (2.2.3) em (2.3.2) temos: 

onde l~(w-w,e,_) 1
2 ê o núcleo de Fêjer (ver Figueiredo, 1977) e Pº! 

tanto se comporta como uma função delta de Dirac quando n~00 • 

Então, pode-se verificar que: 

fato que nos sugere um estimador assintoticamente nao viciado p~ 

ra f(w,e_), denominado periodograma e denotado por I(w,e_), ou mais 

simplesmente por I,e,., dado por: 

(2~3.3) 

Pode-se demonstrar (ver Koopmans, 1974) que os rCn) sao 
W,e_ 

assintoticamente independentes e com distribuição aproximadamen-

te normal complexa com média zero e variância f (w ,e_),. se ll=O, 'Z e 

normal real para l=O, ~~ 

Consequentemente, os I(w,e_) sao assint6ticamente inde-

2 n 2 
pendentes e tem distribuição assint6tica X(z) para l!O, z e X(l) 

para l=O, I' ou seja: 
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1 2 lfO, n z f(w,e_)X(Z), 2 
I (w ,e_) 1\, 

2 l=O, n 
f(w,e_)X(l), 2 

Ver Koopmans (1974) para detalhes. 

Observamos então que o periodograma tem as seguintes 

propriedades: 

i ) lim E[I(w,e_)] = f (w ,e_) 
n+oo 

i i ) 1 im V ar [I ( w ,e_) J 
n+oo 

= f 2 (w ,e_) 

i i i) lim Cov [I (w.) , I(Ãj)] = o ' w. f À •• 
. n+oo J J J 

Das propriedades acima vemos que, a menos que f(w) se

ja zero, a Var[I(w)J não tende a zero quando n tende a infini-

to, ou seja, o periodograma é um estimador não consistente de 

f (w). 

Da expressao (2.2.7), um estimador natural de f(w) se

ri obtido s~bstituindo y(k) por ~(k), definidb por: 

1 n-lkl 
X(t)X(t+ lkl), lkl~n~l - E n t=1· y (k) = (2.3.4) 

o, jkj>n-1 

onde podemos supor E [X (t)] =O; sem perda de general idade. 

Logo, o estimador de f(w) -sera: 

-
f (w) (2.3.5) 
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Um estimador nao viciado de y(k) será obtido se subs

tituirmos n por n-k no denominador de (2.3.4), poré~ ele aprese~ 

ta um erro quadrático maior do que o estimador definido anterior 

mente. 

Pode-se demonstrar que o estimador de f(w) dado por 

(2.3.5) é o pr6prio periodograma e portanto tem as mesmas pro

priedades. 

Com o objetivo de eliminar a inconsistência do períodQ 

grama e conservar as outras pr~priedades, vamo~ponderar a fun

ção de auto-covariância através de uma ~equência de pesos. 

Consequentemente, a transformada de Fourier de y(k)po~ 

derada será denominada estimador suavizado de covariâncias, e se 

rã dada por: 

(2.3.6) 

onde, para um inteiro s<n, a sequência de pesos ~s(k), KEZ tem 

as seguintes propriedades: 

i) o~ws(k)~ws(O) = 1 

ii) ws(-k) = ws(k), Yk 

1 kl >s (2.3.7) 

onde sé denominado ponto de truncamento ou "lag number", a fun

çao peso w (k) é denominada "lag window" e a transformada de Fou 
s 

rier de ws(k) é denominada -janela espectral, e é dada por: · 

00 

W (>.)= l r e-D.\,, (k), 
S · 2 7T k=-oo S 

(2.3.8) 
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De (2.3.7) segue que: 

i) Ws(-À) = Ws(À), · VÃ 

ii) JTT Ws(Ã)dÃ = 1 
-TT 

Corno f(w) e a transformada de Fourier do produto 

w (k).y(k), podemos obter f(w) através da convolução das transs 

formadas de Fourier de ws(k) e y(k), ou seja: 

(2.3.9) 

Aproximando a integral pela soma de Riemann, o estima-

dor 

f (w) 
2 TT 

= -n 
(2.3.10) 

tem a mesma distribuição assintótica que o estimador suavizado 

de covariâncias. Tais estimadores são denominados estimadores sua 

vizados de periodograrna, e sao expressos por: 

[z] 
f (w) = E W (w -w v) I (w v) 

v=- [n;lJ . 
(2.3.11) 

2.4 - Largura~ Faixa 

Pode-se demonstrar, a partir da covariância assintóti

ca entre os estimadores suavizados nas diferentes frequências, 

que (ver Jenkins e Watts, 1969): 
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(2.4.l) 

Seja w(k/s)=ws(k), tal que W(À)=w(-A), Ü<W(À)<w(0)=l, 

IÀl<l; pela relação de Parseval: 

onde 

- 2 I 
Var[f(w)] = f (w). n' 

I = s f l w2 P)dÀ 
-1 

e fr mede a redução da variância de acordo com a janela espectral 

utilizada. 

Um parâmetro importante na análise espectral é a larg~ 

ra de faixa, ou largura da base da janela espectral utilizada. 

Há várias maneiras de defini-la; uma delas seria tomar 

mos uma jinela centrada na frequência zero e projetarmos no eixo 

das frequências a metade da energia nessa frequência. A esse inter 

valo obtido dá-se o nome largura de faixa. Ou seja, e o domínio 

de valores de w aos quais f dado um peso consideravelmente alto. 

Outra maneira de definirmos a largura de faixa -e co-

mo a largura da base de uma janela retangular que forneceria a 

mesma variância que a do estimador suavizado pela janela espec

tral utilizada, ou seja: 

B = 1 = 1 (2.4.2) I . 1 ' sf w 2 (11)dÀ 
-1 

Temos então, - medida que que a s aumenta, a largura de 
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faixa diminui . 

Como a variância do estimador espectral suavizado é in 

versamente proporcional à largura da faixa, a uma maior largura 

de faixa corresponde uma menor variância; entretanto, aumentando 

a largura da faixa aumentará também o vício do estimador, e vi

ce-versa. 

Portanto deve existir um compromisso entre resolução e 

~stabilidade, que se reflete na escolha do ponto de tn.ii-icamento s. 



CAPITULO 3 

O TESTE DE FISHER E SUA EXTENSAO 

3.1 - Introdução 

Em alguns casos notamos a presença de componentes pe

riódicas num certo conjunto de dados e nos interessamos em deter 

minar as amplitudes a elas associadas. 

Neste capítulo e nos seguintes tentaremos verificar a 

existência de componentes periódicas numa série de tempo. 

Observamos que o perio.dograma frequentemente tem um for 

mato muito irregular e vários pesquisá.dores foram tentados a atri 

buir significado real a muitos picos do periodograma. 

Para que essa tentativa não seja mal dirigida surge a 

utilização de testes para verificar a existência de periodicida

des em uma dada série temporal. Fisher (1929) ·propôs um teste de 

significância para o maior pico do periodograma e nos fornece uma 

tabela de valores críticos para vários comprimentos de série. 

Em estudos posteriores, Nowroozi (1967) descreve o uso 

do Teste de Fisher e publica tabelas a serem usadas com o teste. 

Ele aplica o teste e rejeita a um certo nível de confiança toda 

amplitude abaixo de um certo valor teórico, não levando em conta 

que o teste se refere somente à maior am~litude. 
-13-
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Vários autores estenderam o teste para incluir o segu~ 

do maior pico e outros, dentre eles Whittle (1952) e Shimshoni 

(1971). 

No presente capítulo apresentamos o teste de Fisher, e 

uma extensão dele, a qual surgiu das idéias de estatística de or 

dem, e foi desenvolvida por Grenander e Rosemblatt (1957). 

3.2 - O Teste de Fisher 

Fisher (1929) desenvolveu um teste de significância, 

utilizado quando queremos fazer a análise harmônica de uma série. 

Seja X(i), i=l, ... ,n (=2m+l), uma amostra aleatória de 

uma população normalmente distribuída. Quaisquer funções linea-

n n 
res A= E a.X. e B= E b.X. serao também normalmente distribuídas, 

i=l i 1 i=l 1 i 
n n 

e suas médias serao zero, se E a.=O e E b.=O, a 
i=l 1 i=l 1 

. 1 d 1 - ~ 2 1 ~ -b2.=l 1gua a a popu açao se ú a-= e ú e serao 
i=l 1 i=l 1 

n 
se E a-b-=O . 1 1 1 1= 

. - . var1anc1a sera 

independentes 

Az Bz 
No caso de independ~ncia temos que X=-+ - terá dis 

ª2 ª2 
tribuição qui-quadrado com 2 graus de liberdade, e a probabilid! 

de de exceder qualquer valor x é e-x/c, onde c é duas vezes ava 

riância amostral e a 2 é a variância da população. 

Pode-se verificar facilmente que os coeficientes: 

a. /4 cos 2k1Ti e = --
1 n n 

b. = II. sen 2k1Ti --1 n n · 
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satisfazem as condições acima para todos os valores de kEZ. 

A decomposição de X(i) em suas componentes harmônicas 
.. 

dada e por: 

ªo m 
2~1ri + bk Zkni] X (i) = T + E [ak cos sen --

k=l 
n , 

onde 

2 n 
ªo = E X (i) 

n i=l 

2 n 01<,::·,4 
ªk = E X (i) cos V " ([f (! 

n i=l n 

2 n 2k1ri 
bk = E X (i) sen -- k=l, ... ,n (3.2.l) n n ' i=l 

onde m é o número de coeficientes harmônicos. 

A amplitude harmônica ck do k-ésimo harmônico e defini 

da como: 

· (3.2.2) 

A estatística do teste proposto por Fisher é a maior 

das ordenadas do periodograma nas frequências de Fourier dividi

da pela soma dessas ordenadas, ou seja: 

g (1) = (3.2.3) 

onde rCl)=max{I , , j=l , ... ,m}. 
J 
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Podemos reescrever (3 . 2.3) em função das amplitudes dos 

harmônicos do seguinte modo: 

g (1) = 
2 max (ck, k=l, ... ,m) 

m 
I: c~ 

j =l J 

(3.2.4) 

Dado que as ordenadas do periodograma nas frequências 

de Fourier são aproximadamente independentes, elas flutuam bas

tante e mostram muitos picos e vales, e como sua distribuição~ 

_exponencial, a maior ordenada tende a ser grande comparada com as 

· adjacentes e . pode indicar a existência de periodicidade razoavel 

mente forte. 

Para prop6sitos priticos, Jeffreys (1929) mostrou que: 

m 2 
L e .. = 

j =l J 

m a 
2 I: [X(i) _ _Q_]2, 

2m+l i=l Z 
(3.2.5) 

pode ser usada a fim de evitar que todos os c. sejam calculados 
. J 

para se obter a sorna de seus quadrados, caso seja necessirio. 

Assim (3.2.4) pode ser escrita corno: 

g (1) = 
2 max(ck, k=l, ... ,rn) 

rn a 2 2 
I: [ X ( i ) - -º-J 

2m+l i=l 2 

(3.2.6) 

Corno vimos ~ ~x~2)' então a probabilidade de que qual 
a 

quer particular termo X seja excedido e 

P [x~xJ = e ,-x/c (3.2.7) 
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Mas se P for definido como a probabilidade de que X ex 

ceda o maior dos n valores independentes, temos, de (3.2.7) que: 

(3.2.8) 

a qual determina o menor valor de n à ser julgado significante . 

. Proposição l.:.l 

Suponha que r 1 , ... , Im sejam independentes e exponencial

mente distribuídas entre si, isto é: 

P [I -~x] = 
J 

-x 1-e , 

Então (serido ln m=logen): 

i) P[I(l)~x] = (1-e-x)m e 

ii) Param grande: 

j=l, ... ,m 

ym 
no sentido de que a distribuição de se torna concentrada arbi m 

trariamente próximo do valor 1. 

. I (1) 
i i i) Se Gm = -y-- e a estatística de Fisher, então: 

m 

[ ~ -x P m Gm~x+ln mJ=exp{-e }. 
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Demonstração: 

e 

Passando ao limite: 

lim P [I (l) ~x+ .tn mJ- = 
m-+oo 

Portanto: 

param grande, e isto implica que 1Cl) é provavelmente próximo de 

ln x. 

º •• , m. 

i i} Sabemos que I ."-e: (1), j =l, • .. ,m então I ."'r (1, 1), j =l, 
J J 

ym 
Seja Y =1

1
+ .•• +I "-f(m,l), então -m 'vf(m,m). m . m 

ym P -
Mas---+µ, ondeµ e a média de uma r(m,m). 

m mt 00 

Portanto Ym~m, param grande. 

1 (1) 1 (1) 
i i i) Se Gm - T' então m Gm = Ym/m • 

ym p 
De (ii) temos que - 1 então m rnt 00 ' 

pelo Teorema de 
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I (1) L 
Vin" mt 00 Zk, 

m 

rCl) (1) 
ou seja,~ tem aproximadamente a mesma distribuição que I , 

Ym1m 

param grande. 

Portanto: 

param grande. 

Fisher (1929) mostrou que a probabilidade, P, de que 

g(l) exceda o parâmetro g e: 

(3.2.9) 

d k - . . . . 1 d k [1] · on e e o maior inteiro menor que g e que enotaremos por = g . 

Na demonstração ~presentada por Fisher 6 utilizado um 

argumento geom6trico. 

Apresentaremos aqui uma demonstração analítica (ver Gre 

nander e Rosemblatt (1957) e.Hannan (1970)). Uma demonstração al 

ternativa 6 dada por Andersen (1971). 

Para simplificar a notação na demonstração, seja: 

= 
Y1. 
m 
E Y· 

j =1 J 



<P1 (t) 
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Seja <Pi a função característica de :frJ, dada por: 
g 

= rn Joo JY1 ... JY1 

Y1=0 Yz=O Yrn=O 

e 

= rn Joo Jyl•••Jyl e 

Y1=0 Yz=O yrn=O 

rn 
1: y. 

i tj =l J 
Y1 

m-1 
1: Y· 

i tj =l J 
Y1 

rn-1 
- E y. 

j =l J 
e 

rn-1 
- E y. 

j =l J 

Integrando sucessivamente até dy 2 , ternos: 

<P1 (t) = rn Joo e(it-y) 

y=O 

Para rn>2 a expressao acima é absolutamente integrivel 

e, então, pela fórmula de inversão da função característica, te-

1 mos que a ·função de frequência de -=-rrT· e: 

f l (t) 

;rrr 

g 

{ i t . } --=-rrr + 1t-y 

= 1 rn Joo 
T-rr J

ooe g 

. rn-1 
-oo O (1- !!) 

y 
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Então: 

. - 1i) + (j+l) (it-y) 

f l (t) 
rn-1 . Joo Joo g 

= /-rrrn_E (m:1)(-1)J e . m-1 dydt 
J=O J . -ooO (1-.!!) ;cn y 

Como t=-iy é um polo de ordem m-1, a integral se anula 

. 1 1 para J > -=-rTT - , portanto: 
g 

f l (t) 

:en-g 

=m 

1 . . 
[~-1] m-1( 1 _ •+l) 

g\...LJ • 00 y -=-rrT" J 
r (-l)J crn:1) I . · -o J · m-2 J- . o 

Fazendo k=j+l, ternos: 

-:fu 
e g dy 



- 22 -

Multiplicando pelo Jacobiano, ( {1 )) 2 , e calculando a 

probabilidade de g(l) exceder g, temos: g 

[~] 

P[g(l)>gJ = m(m- 1) J1 \~l (-l)k-l(~=t) (1 - g(l)k)m-Zdg(l) = 
g 

(l-kg)m-1 = 
k(m-1) 

Fisher 0929) publicou uma tabela para P=0,05 e di os 

valores d~ g para virias situações, baseado em (3.2.9) e os obti 

dos utilizando somente o primeiro termo de (3.2.9), que diferem 

do valor exato somente a partir do 4 9 dígito (ver Tabela 3.1). 

Os valores críticos tabelados são percentis da distri

buição da estatística, sob a hipótese nula de que a série consis 

te de variiveis aleatórias independentes~ 
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Tabela 3. l 

Tabela para P=0,05 e m=5(5)50 
r 

I • ) ) 

g g ' , ' ) . 
m (pela fórmula exata) (apenas pelo primeiro termo) 

5 0.68377 0.68377 
10 0.44495 0.44495 
15 0.33462 0.33463 
20 0.27040 0.27046 
25 0.22805 0.22813 
30 0.19784 0.19794 

.~ . J F· ."' ~ 

35 0.17513 0.17525 

40 0.15738 0.15752 

45 0.14310 0.14324 

50 0.13135 0.13149 
-. 1, 01 e,-_\ .,, ç 
Fonte: Fisher, Proc. R.Soc. A, 125, 1929 

Os valores críticos que nao se encontram tabelados po

dem ser obtidos por interpolação linear. 

Em 1963, Fisher estendeu essa tabela para m=5(1)50 e 

acrescentou P=0,01. 

3.3 - Aplicações~ Teste de Fisher 

/ 

Como um exemplo de aplicação do teste original, consi

deremos os dados apresentados na Tabela A.l, os quais são a me

dia mensal de 24 leituras diâtiàs da temperatura de São Paulo, ob 

tidas pelo IAG-USP. 

A Figura 3.1 mostra o gráfico da série original, onde 

podemos observar a existência de um período aproximado de doze me 

ses. 
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A Figura 3.2 mostra o periodograma da série de temper~ 

turas e nos evidencia a presença de um pico no harmônico 8. 

O valor da estatística de Fisher é O, 77, e ocorre na 8~ 

ordenada. 

A entrada mais pr6xima na Tabela de Fisher (ver Tabela 

3.1) é para 50 ordenadas do periodograma, a qual ao nível de 95% 

de significância é 0,13135. 
\ . 

f-~ r-..,, ""I) ' 
01'' ,.j ~ 

()'\._'> . i, 'V--.;:' 
Então, como g(l)>0,13135, o pico, correspondente a ,um 

período de 96/8=12 meses, . tem grande signifi~ância estatística , 

o que nos leva a rejeitar a hip6tese de _q~e a série consiste de 

variáveis aleat6rias independentes. 

Num outro exemplo de aplicação foram utilizados os da

dos relativos à extinção dos linces canadenses (Lynx Data) apre

sentados por Moran (1953 a,b), referentes aos anos de 18 21 a 

1934, dados na Tabela A. 2 . 

A Figura 3.3 mostra o gráfico da .série original, 

observa-se a existência de um período de cerca de 9 anos. 

onde 
<\~ ..~ 
,f)f!> 

A Figura 3. 4 apresenta · o periodograma da série do "Lynx 

Data" e confirma a existência de um pico pronunciado no harmôni-

co 12. 

O valor da estatística dé Fisher e 0,505, e 

12~ ordenada. 

ocorre na 

A entrada mais pr6xima na Tabela de Fisher (por inter

polação linear) é para 60 ordenad_as, a qual, ao nível de 95% de 

significância vale 0,12. 
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Então , corno g(l)>0,12, o pico, correspondente a um pe

ríodo de 1;,f = 9,5 anos, tem grande significância estatística,nos 

l~vando a rejeitar a hip6tese de que a série consiste de varia

veis aleat6rias independentes. 

3.4 - Extensão do Teste de Fisher 

Whittle (1952) estendeu o teste de Fisher para detec

tar a existência de r componentes peri6dicas numa série de tempo. 

Sejam r 1 , ... ,Irn as ordenadas do periodograrna nas fre

quências de Fourier de urna série de tempo Xt, t=l, ... ,n(=2rn+l), 

e seja I(r) o r-ésirno maior termo dessa sequência; então podemos 

obter o teste para a segunda maior ordenada pela omissão do ter

mo 1Cl) no denominador da estatística ·g(l), dada por (3.2.4), e 

substituindo rn por (rn-1) na distribuição de g(l)_ 

Então, se a maior ordenada rCl) é significante, nós p~ 

demos testar a segunda maior ordenada rCZ) usando a estatística: 

rn . . ' 
[ !: I . ] -I (l) 
j =1 . J 

e nos referirmos à distribuição g(l) de Fisher com (m-1) 

de liberdade. 

(3.4.l) 

graus 

Se a segunda maior ordenada for significante nos conti 

nuarnos com o procedimento acima para testar a terceira maior or

denada, e assim por diante até que não se obtenha um resultado si_g_ 

nificante. 
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Dessa maneira, nós podemos detectar a existência de s 

componentes periódicas numa série de tempo. 

Grenander e Rosemblatt (1957) e . Hannan (1970), mostra

ram que a probabilidade Pr, de que g(r) exceda o parâmetro g é: 

m! k 
pr = (r-1)! I: 

j =r 

onde k=[½J . 

( - l)j-r (l-jg)m-1 
j (m-j) ! (j-r) ! 

(3.4.2) 

Notamos que (3.2.9) é um caso particular de (3.4.2) p~ 

ra r=l, e sua demonstração pode ser obtida de maneira análoga. 

Shimshoni (1971) fornece tabelas para vãrios 

de me P=0,01 e P=0,05 (ver Tabela 3.2 e 3.3). 

valores 

Tabela 3. 2 

Parâmetros de Significância para Componentes PeriÕdicas 

P=0,05 e m=5(5)50 

~/r 1 2 5 7 10 

5 0.68377 

10 0.44495 0.26511 

15 0.33461 0.21016 0.10738 

20 0.27040 0.17547 0.09559 0.07324 

25 0.22805 0.15139 0.08612 0.06768 · 0.05008 

30 ·0.19784 0.13360 · 0.07846 0.06275 0.04777 

35 0.17513 0.11986 0.07215 0.05847 0.04540 

40 0.15738 0.10890 0.06687 0.05475 0.04315 

45 0.14310 0.09993 0.06238 0.05150 0.04108 

50 0.13135 0.09244 0.05851 0.04865 0.03918 
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Ta be 1 a 3. 3 

Parâmetros de Significância para Componentes PeriÕdicas 

P=0,05 e m=l00(100)3000 

m/r 1 2 5 10 25 50 

100 0.07378 0.05425 0.03704 0.02702 0.01584 0.00827 

200 O. 04_0 7 4 o._03098 0.02234 0.01726 0.01150 0.00760 

300 0.02861 0.02211 0.01635 0.01296 0.00909 0.00644 

400 0.02222 0.01735 0.01303 0.01048 0.00757 0.00557 

500 0.01825 0.01435 0.01090 0.00886 0.00652 0.00492 

600 0.01552 0.01228 0.00940 0.00770 0.00575 0.00441 

700 0.01353 0.01075 0.00829 0.00683 0.00516 0.00401 

800 0.01201 0.00958 0.00743 0.00615 0.00469 0.00368 

900 0.01081 0.00865 0.00674 0.-00561 0.00431 0.00341 

1000 0.00984 0.00790 0.00617 0.00516 0.00398 0.00318 

1100 0.00904 0.00727 0.00570 0.00478 0.00371 0.00298 

1200 0.00836 0.00674 0.00530 0.00445 0.00348 0.00280 

1300 0.00778 0.00628 0.00496 0.00417 0.00327 0.00265 

1400 0.00728 0.00589 0.00466 0.00393 0.00310 0.00252 

1500 0.00684 0.00554 0.00440 0.00372 0.00294 0.00240 

1600 0.00645 0.00524 0.00416 0.00353 · 0.00279 0.00229 

1700 0.00611 0.00497 0.00395 0.00336 0.00267 0.00219 

1800 0.00580 0.00472 0.00377 0.00320 0.00255 0.00210 

1900 0.00553 0.00450 0.00360 0.00306 0.00245 0.00202 

2000 0.00527 0.00430 0.00344 0.00294 0.00235 0.00195 

2100 0.00505 0.00412 0.00330 0.00282 0.00226 0.00188 

2200 0.00484 0.00396 0.00318 0.00271 0.00218 0.00181 

2300 0.00465 0.00380 0.00306 0.00261 0.00211 0.00175 

2400 0.00447 0.00366 0.00295 0.00252 0.00204 0.00170 

2500 0.00431 0.00353 0.00285 0.00244 0.00197 0.00165 

2600 0.00416 0.00341 0.00275 0.00236 0.00191 0.00160 

2700 0.00402 0.00330 0.00267 0.00229 0.00186 0.00155 

2800 0.00389 0.00320 0.00258 0.00222 0.00180 0.00151 

2900 0.00377 0.00310 0.00251 0.00216 0.00175 0.00147 

3000 0.00365 0.00301 0.00243 0.00210 0.00171 0.00144 
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A distribuição dada por (3.4.2) nos dá um teste apro

priado para o caso em que nós sabemos que se a hipótese nula e 

falsa, Xt deve conter exatamente s componentes periódicas, sendo 

s conhecido a priori. 

Entretanto, se o numero de termos periódicos é desco

nhecido, nós nao podemos simplesmente aplicar o teste sequencia! 

mente, desde que a distribuição dada por (3.4.2) permanece váli

da somente sob a hipótese nula .e~ se a máxima ordenada do period~ 

grama e significante, a hipótese nula para ar-ésima maior orde

nada do periodograma (r>l) não é mais apropriada. 

3.5 - Aplicação 

Corno um exemplo de aplicação do teste descrito na se

çao anterior, consideremos os dados da Tabela A.3, referentes à 

série de precipitação anual de chuvas em Fortaleza, Ceará, no p~ 

riodo de 1849 a 1979, e vamos testar a existência de um certo nu 

mero de componentes periódicas usando a proposta de Whittle. 

A Figura 3.5 mostra o gráfico da série original, para 

a qual estudaremos a existência de tais componentes. 

A Figura 3.6- apresenta o periodograma desta série. 

O valor da estatística g(l) é 0,136, e a entrada na Ta 

bel~ de Fisher (por interpolação linear) para m=65, ao nível de 

95%, e 0,0961. 

Então, como g(l)>0,0961, o pico correspondente a um pe 

ríodo de 131/10=13,l anos é significante, e nos leva a rejeitar 

a hipótese nula de que a série consiste de variáveis aleatórias 

independentes. 
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Realizando o teste para a segunda maior ordenada obser 

vamos que g(Z)=0,1012. 

A entrada na Tabela de Fisher para m=64, ao nível de 

95%, ê 0,0984, e como g(2)>0,0984, o pico correspondente a um p~ 

ríodo de 131/5=26,2 anos é significante. 

servamos 

Realizando o teste para a terceira maior ordenada, ob

que . g(3)=0,0623. 

A entrada na Tabela de Fisher para m=63, ao nível de 

95%, vale 0,1008 . 

. Como g(3)<0,1008, rejeitamos a existência de um perío

do de 131/36=3,64 anos. 

Logo; de acordo com este teste, a s~rie de Precipita

çoes de chuvas de Fortaleza, Ceará, apresenta dois períodos, de 

13,1 anos e 26,2 anos. 

Observação: Um método alternativo proposto por Shimshoni (1971) 

consiste em testar sequencialmente as ordenadas do periodograma 

pela ordem de grandeza, sendo m fixo e r variável em função da or 

denada a ser testada. 

Um fato que foi possível observar, através da compara-

çao dos dois métodos, é que o procedimento de Shimshoni 

picos rejeitados pelo método.de Whittle acima descrito. 

aceita 



CAPITULO 4 

( 

ANÃLISE· DE ESPECTROS MISTOS 

4.1 - Introdução 

Neste capítulo discutiremos o problema de separar com

ponentes espectrais discretas e contínuas. 

O pioneiro em tratar da anális~ espectral foi Schuster 

(1898), cujo método da análise do periodograrna ê aplicável a es

pectros puramente discretos. 

Posteriormente, vários métodos foram propostos ao tra

tar com espectros puramente contínuos, que permitissem uma análi 

se modificada do periodograma e a estimação da função densidade 

espectral, dentre os quais ternos Daniell(1946), Bartlett (1950), 

Grenander e Rosernblatt (1957) e Parzen (1957,1958). 

Entretanto, a esiirnação da função densidade espectral 

é apenas um aspecto da análise espectral, pois um processo esta

cionário geralmente tem um espectro misto, isto ê, contém compo

nentes discretas e contínuas; e os métodos considerados pelos au 

tores citados acima são inadequados nestas situações. 

Neste capítulo, nós sugerimos dois métodos para sepa

rar e estimar componentes discretas e contínuas~ sem conhecimen

to prévio da frequência ou amplitude das componentes harmônicas, 
-36--
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as quais constituem o espectro discreto, mas assumin<lo somente 

que a largura de faixa da função densidade espectral é conhecida 

ou tem um limite inferior conhecido. 

Um processo estacionário com espectro misto pode ser 

descrito pelo seguinte modelo: 

(4.1.l) 

onde Xt é o processo observado, Yt é o processo estacionário com 

função densidade espectral absolutamente contínua e Zt é o pro

cesso estacionário com espectro discreto. 

Assumimos que Yt é um processo linear da forma: 

y = 
t 

00 

E g E: u t-u u=O 
(4.1.2) 

onde E:t é o processo ruído branco dado pela Definição 2.2.4. 

Para garantir a estacionariedade do processo, os coefi 

cientes {g} devem satisfazer: 
u 

ou (equivalentemente): 

00 

e . E ui g 1 <00 

u=O u 

Seja Yy~) a função de autocovariincia de Yt: 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

(4.1.5) · 



- 38 -

e f(w) a sua função densidade espectral: 

1 
2rr 

(X) 

-iws r Yy(s)e , 
s=-oo 

(4.1.6) 

O processo Zt é a soma de k componentes harmônicas, da 

forma: 

k 
E A- cos(w.t+</).), 

i=l 1 1 1 
(4.1.7) 

onde {<Pi} sao independentes e uniformemente distribuídos em (-TT,TT) 

e {Ai} . e {wi}' i=l, ... ,k são constantes desconhecidas. 

Seja Yz(s) a função de autocovariância de Zt' dada por: 

1 -k 2 
= E A- cos (sw

1
.) , 

2 . 1 1 1= 
(4.1 . 8) 

Finalmente, Yx(s)=E[XtXt+lsÍJ denota a função de auto

covariância de Xt. 

4.2 - n Teste de Whittle 

Dado o conjunto de observaç6es x1 , .. . ,Xn, definimos o 

periodograma (ligeiramente modificado em relação a (2.3.3)),por: 

(4.2.1) 

e ly(w) e IE(w) sendo definidos similarmente para Yt e Et. 

Sabemos que: 

(4.2.2) 
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(ver Bartlett, 1955, pg. 279). 

Iy (w) 
Então, para n grande e de (4.2.2) temos que---- po 

2TTfy(w) -
de ser considerado como o periodograma do processo ruído branco, 

e ' a existência de componentes harmônicas pode ser testada apli
Ix (w) 

cando o teste de Fisher para o periodograma normalizado 2TTfy(w)" 

Se fy(w) fosse uma função conhecida, a maneira natural 
Ix (w) 

de tratar o espectro misto seria calcular as ordenadas de 2TTfy(w) 

nas frequências de Fourier w. e considerar a estatística g, dada 
J 

por: 

g 
= j=l~~~-,m[Ix(wj)/2nfy(wj)] 

(4.2.3) 

Mas em geral fy(w) é desconhecida e para utili zar a e s 

tatística g e necessirio estimar fy(w) do processo observado Xt. 

Whittle (1952) sugere o estimador do periodograma trun 

cado; dado por: 

1 l-1 
= Trr r : ex e s) co s e w. s) , 

s=-(l-1) J . 
l<n, (4.2.4) 

onde 

é a auto-covariância amostral de lag s. 

Substituindo (4.2.4) em (4.2.3), temos: 



- 40 -

(4.2.5) 

Sob a hipótese nula de que o espectro e puramente con

tínuo, isto 6, que Ai=O, Yi, g ainda~ assintóticamente distri

buída como a estatística de Fisher com m graus de liberdade. 

Entretanto, se rejeitarmos a hipótese nula, existe uma 

componente harmônica na frequência w . ' 1 
que acarreta uma contri-

Para determinar es·sa contribuição vamos calcular E [fy(wi)]. 

De (4.2.4), temos: 

l-l 
= E[/TT · [ Cx(s) cos(sw.)] = 

s=-(l-1) 1 

l-1 n-lsl · 
= E[_!_ [ (.!. í: X X ) cos(sw.)] = 

2,r s=-(l-l) n t=l t t+lsl 1 

Substituindo (4.1.1) temos: 

.e.-1 n - lsl 1 í: 1 = 
2 TT 

cos (sw.) - E[ t~l (Yt+Zt) (Yt+lsl+ 2t+lsl)] 
s=-(l-1) .1 n 

l-l n-1 s 1 ·. n-1s1 1 í: 1 = 21T s=- (l-1) cos(swi).n E[ E ytyt+lsl+ t:l 
2

t
2

t+ 1 s 1J t=l 
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l l-1 l .t-1 l n-1 s I k 1 2 z 
= - E Yy(s) cos(sw.) + Trr í - í í 7 A. cos (sw-) 

Z1r s=- (l-1) 1 rr s=- (.t - 1) n t=l j =1 J J 

Como Yy(s) tende a zero para . lags muito afastados, te-

mos: 

_ 1 l-1 1 n- 1s1 1 2 2 fy(w.)+""'-' í - E -2 A.cos (s.w. ), 
1 ..:.rr s=- (l-l)n t=l 1 i 

pois se rejeitarmos a hipótese nula, existe uma componente harmô 

nica na frequência w.' 1 
com amplitude Ai!O. 

Passando ao limite temos: 

n-lsl A~ cos 2 (sw.) 
n 1 1 

1 2 = fy ( w . ) + -4 .t A .• 
1 1T 1 

1 2 fy ( w.) + ,r::- l A .. 
1 <+7T 1 

Isto significa que a contribuição da frequência 

E[fy(wi)] é in.tAf. 
w. 

1 
-a 

Então, o efeito de estimar fy(w) por fy(w) é reduzir a 
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altura da maior ordenada do periodograma pelo fator O(l) e, con

sequentemente, diminuir o poder do teste de significância basea

do em g(l)_ 

Para evitar isto, Whi ttle (1952) sugere um estimador mo 

dificado de fy(w), denotado por fy(w), obtido a ~artir de fy(w) 

pela omissão de todos os picos. de fy (w), os quais suspeitamos que 

sejam devidos à presença de componentes harmônicas. 

Este procedimento acarreta um grande risco ao omitir p~ 

cosem fy(w) e assumir que eles são devidos i termos harmônicos, 

antes que a existência de tais picos seja detectada pelo teste. 

A maior dificuldade nesta abordagem~ em distinguir P! 

cos no espectro contínuo e picos devido às componentes harmôni

cas. 

4.3 - O Teste de Bartlett 

Um teste alternativo sugeridd por Bartlett (1957) se 

baseia na separação de picos espectrais em função de sua largura 

de faixa. 

Segundo Bartlett, -dado um numero finito de observações 

e nenhuma outra informação, e difícil, 
~ 

qualquer que seja o me 

todo, distinguir entre picos devidos à componentes harmônicas e 

picos do espectro contínuo cuj.a largura seja arbitrariamente es

treita. Esta separação depende da razao ruído/sinal. 

A largura de faixa de fy(w) pode ser definida como a 

largura do pico mais estreito, e desde que a base do teste do p~ 

riodograma para componentes harm5nicas e~ti no fato de que elas 
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podem produzir picos no periodograma, é claro que, dada uma amo~ 

tra de n observações, é impossível distinguir entre componentes 

harm6nicas estritas e picos do espectro contínuo cujas larguras 

1 são da O(-). n 

Então, para tornar o problema tratável nós faremos a su 

posição de que o espectro contínuo fy(w) não tenha nenhum pico 

cuja largura seja menor que k' , onde k ' » ¼, e cuja largura de fai 

xa seja B. 

Então o teste pode ser obtido agrupando as ordenadas 

do _ periodograma. 

Seja k=[k'] e dividimos as I ordenadas do periodograma 

em [21<.J conjuntos, cada um com k ordenadas, da seguinte maneira: 

Seja Tk dado por: 

T = k 

I , / 2 rr f y ( w , ) t: p k . (4.3.1) 

·r I /2rrf (w ) 
p=(l-l)k+l P y p 

onde 

max I /2rrf (w ) 
(l-l)k+l<p<lk p y P 

A estatística Tk tem assintóticamente a mesma distri

buição que a estatística g(l) de Fisher. com k graus de liberdade 
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e pode ser usada como base do teste para o espectro misto, levan 

do em conta o fato de termos restringido a largura de faixa de 

fy(w), o que torna f(w) aproximadamente constante na região con 

siderada. 

Então Tk pode ser aproximada por: 

(4.3.2) 

Então, mesmo quando fy(w) é d~sconhecida, o teste pode 

ser realizado considerando g~B) como a estatística de Fisher com 

k graus de liberdade. 

Sejam M' em' os limites superiores e inferiores de 

f(w) na região considerada, e corno ji assumimos que f(w) não tem 

M' . picos cujas larguras sejam menores que k' , então =-r ~ 2, logo: 
m 

(4.3.3) 

Mesmo a~sim g~B) pode diferir consideravelmente de Tk, 

podendo-se chegar a um g~B) quase duas vezes maior que Tk. 

Para obter uma boa aproximação de Tk devemos conside

rar a escolha de k. 

A maneira de obter uma boa aproximação para Tk seria to 

mar k muito menor que a largura de faixa de fy(w) e c~m isso re

- M' duzir a razao -,. 
m 

Entretanto, a menos que fy(w) tenha uma largura 

xa grande, este procedimento nos levaria a um g~B) com um 

de fai 
A 

numero 



- 45 -

muito pequeno de graus de liberdade . 

Então, não parece haver qualquer critério sistemático 

para a escolha de k que consiga reter graus de liberdade suficie~ 

tes para dar razoável poder ao teste e que reduza a razão~-
m 

Mesmo assumindo que nos pudessemas obter um grau de pr~ 

cisão suficiente para testar g~B) usando Tk, restaria ajustar o 

nível de significância do teste de modo a proceder a escolha do 

subintervalo cujas ordenadas estão sendo testadas. 

Se nós escolhessemos um nível de significância a para 

o teste original de Fisher, então o nível de significância apro

priado para o teste baseado em g{B) seria a'=ak/[IJ. 

4.4 - O Teste de Hannan 

Hannan (1961) considera o problema de testar se uma co~ 

ponente periódica corresponde a um salto na função distribuição 

espectral F(Ã). 

A diferença substancial ne~te método é o uso de um es

timador suavizado de f(Ã) para detectar picos no espectro. 

Testaremos a hipótese nula de que F(Ã) é absolutamente 

contínua, com derivada f(Ã), a qual é uma função relativamente 

suave, contra a hipótese alternativa de que F(Ã) tem um salto. 

Seja Xt, t=l, .•• ,n um processo linear dado por (4.1.1). 

Se f (w) é conhecida a priori e não tem zeros em [-n, n], 

nós podemos formar as quantidades k (À.), dadas por: 
n J 

(4.4. l) 
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-Neste caso o teste sera dado por: 

S = j=l~~~- ,mk(Àj) 
m 
E k(À.) 

j=l J 

(4.4.2) 

Mas, em geral, f (À) não é conhecida e precisamos estimá-la. 

Entretanto, sob a hipótese alternativa, para À na vizi 

nhança do ponto de salto de F(À), este procedimento pode nos le

var a um estimador de f(À) que é afetado pela presença do salto, 

cuja exist~ncia queremos testar. 

Seja f(À) um estimador suavizado de f(À), dado por: 

f(À) = JTT W(À-0)I(0)d0, 
-TT 

(4.4.3) 

onde W(À-0) é uma janela espectral escolhida adequadamente. 

Substituindo (4.4.3) em (4.4.1) temos: 

j=l, ... ,m (4.4.4) 

Então, a estatística do teste será dada por: 

(4.4.5) 

que tem aproximadamente a distribuição de Fisher com m graus de 

liberdade. 
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Outra maneira de estimar f(À) seria aplicar uma regre~ 

sao em cada frequência À., para todo j, antes de estimar f(À . ), 
J J 

que denotaremos f*(À.); mas o problema não será considerado des 
J 

sa forma, pois o número de regressões seria proibitivo. 

Neste caso (4.4.5) seria dada por: 

max k* (À.) 
. -1 J S* = J - ' ••• 'm 

m 
E k*(À.) 

j =1 J 

Para n grande verificamos que: 

m 
E k* (L) 

j =1 J 
n nt 00 

1 

com probabilidade 1. 

Então (4.4.6) poderia ser escrita como: 

. _1max k* (Àj) 
S* = .J- , ... ,m 

n 

Para evitar a influência do salto em f(À), cuja 

(4.4.6) 

(-4.4. 7) 

exis-

tência queremos testar, Hannan (1961) sugere que f(À.) seja subs 
J 

tituido por: 

f(À.) = 
J 

f(À.)- 2n1T W(O)I(À.) 
J J (4.4.8) 

onde W(O) é o valor da janela espectral na frequência zero. 
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Com isto o teste se torna satisfatório quando a hipôt~ 

se nula nao é verdadeira, ·devido à presença do pico, o qual será 

induzido em i(À), tornando o estimador l(À) aproximadamente não 

viciado. 

4.5 - Desvantagens dos Métodos Apresentados 

Resumimos a seguir alguns aspectos que tornam insatis

fatória a utilização do teste de Whittle, de Bartlett e de Han

nan. 

i} O teste de Whittle fica extremamente limitado ao exi

gir a estimação da função densidade espectral. 

ii} Pode-se demonstrar que quaisquer componentes harmôni

cas presentes produzem picos na função estimada, os quais, se nao 

forem removidos reduzem o poder do teste de tal maneira que ele 

não detectaria a exist~ncia de componentes harmônicas mesmo para 

amplitudes razoavelmente elevadas. 

Por outro lado, a remoção destes picos antes do teste 

ser aplicado equivale à afirmação de que os picos são devidos 

componentes harmônicas antes que o teste, cujo principal objeti

vo é detectá-las, seja aplicado. 

iii) O teste de Bartlett em geral é mais poderoso que o te~ 

te de Whi ttle, mas apresenta grandes dificuldades na escolha de k; 

M' iv) Há um compromisso entre reduzir rn' e reter graus de li 

herdade suficientes; 

v) Mesmo após a escolha de k, o erro ao substituir Tk por 

g{B) pode ser extremamente sério. 
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vi) No teste de Hannan, o vício do estimador de f (À) nos le 

va a uma redução na estatística k(À.) e, consequentemente, a um 
J 

teste de poder menor. 

vii) O salto pode ocorrer entre duas frequências À. = ZTTj e 
J n 

Àk = z:k, j/k, e com isso não seria possível remover o seu efeito 

na estimação de f(À), nos impedindo de distinguir entre um salto 

em F(À) e um pico agudo em f(À). 

4.6 - Aplicações 

Para verificar a validade dos três métodos apresenta

dos, faremos uma aplicação às séries de temperaturas, "Lynx Data" 

e precipitações de chuvas, apresentadas no Apêndice. 

A) Teste de Whittle 

O teste de Whittle usa a estatística 

Série de temperaturas 

A máxima ordenada do periodograma normalizado 

2TTX8 em j=8 (w8 = 96° = TT/6), então: 

g = 
48 .,.. 
I: [I./2TTfy(w . )] 

j =1 J J . 

= 0 , 823 

ocorre 

Podemos então nos referir a g como a distribuição de 



Fisher como ~ = 48 graus de liber-dade, e ao nível de significân

cia a=5% temos que o valor crítico é 0,13135, e representa que o 

resultado é significante ao nível de 5%. 

Logo, rejeitamos a hipótese nula de que o espectro e p~ 

ramente contínuo, e concluímos que existe uma componente harm6ni 

cana frequência w8 , cujo período é 12 meses. 

Serie~ 11
~ Data" 

j =12 (w12 

A máxima ordenada do periodograma normalizado ocorre em 
2rrx12 rr = 114 ~ 5) , 1 o go g = O , 5 2 O . 

Então, ao nível de significância a=5%, o valor crítico 

é 0,12, e corno g>0,12 rejeitamos a hipótese nula de que o espec

tro é puramente contínuo, concluindo-se a existência de uma com

ponente periódica, com período de 9,5 anos. 

Serie~ Precipitações 

A máxima ordenada do periodograrna normalizado ocorre em 

2rrx10 rr -j=lO (w10 = 
131 

~ 6), entao g=0,145. 

Logo ao nível de significância a=S%, o valor crítico é 

g>0,0964 e como g>0,13135 aceitamos a existência de urna componente 

periódica com período 13,1 anos. 

A segunda maior ordenada- do periodograma normalizado o 

corre em j=S, e o valor do teste é g=0,092. 

Ao nível a=5%, o valor crítico é 0,0699, logo como g> 

>0,0699 verificamos a existência de um período secundário de 26,2 

anos. 

A terceira maior ordenada ocorre em j=36, e o valor de 
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.. 
g e 0,056 . 

O valor crítico é 0,061 e como g<0,061, rejeito a exis 

tência de um terceiro período de 3,64 anos. 

B) Teste de Bartlett 

ApliCélJ!lOS agora o teste de Bartlett, ou do periodogra

ma agrupado, para cada série, com k=S,10,20. 

A estatística do teste é: 

g (B) = 
k max 

k 
I ,/Z:I 

p k p 

Os valores obtidos para g~B) sao dados na Tabela 4.1. 

Escolhendo um nível de significância a ao aplicar o te~ 

te de Fisher para k ordenadas, obtemos um nível de significância 

aproximado para g~B) , dado por a' =ak/ [~] . 

Tomando a=S% e usando apenas o primeiro termo de (3.2.9), 

os valores críticos de g~B) são, aproximadamente, dados por: 

I 
e se encontram na Tabela 4.1. 

O valor g~B) é significante ao nível de 5% para as se

ries de temperaturas e Lynx Data, enquanto que os va1ores de gi~) 

e gf~) são altamente significantes para ambas as séries, fato que 

deve ser analisado com cautela desde que sua validade requer que 

a função densidade espectral seja constante numa região muito 

grande. 
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Tabela 4.1 

Teste do Periodograma Agrupado 

Série k (B) 
gk g 

5 0,9517 0,8203 
Temperatura 10 0,8997 0,5337 

20 0,8044 0,3033 

5 0,8391 0,8279 

Lynx Data 10 0,7508 0,5425 

20 0,5746 0,1917 

5 0,5657 0,8335 

Precipitações 10 0,4286 0,5492 
·zo 0,2893 0,3143 

A maior ordenada do periodograma para a série de ternp~ 

ratura e Lynx Data ocorrem em j=8 e j=l2, respectivamente, acar-

retando a .existência de um período de 1-2 ·meses e 

anos, respectivamente. 

outro de 9,5 

Portanto, pela natureza geral dos resultados apresent~ 

dos para a série de temperaturas e Lynx Data, concluimos que os 

dados tem a estrutura de espectro misto. 

O mesmo nao ocorre para a série de precipitações, onde 

g~B) ê inferior ao valor crítico para k=S,10 e 20, nos levando a 

concluir que eventualmente a estrutura da série não é a do espe~ 

tro misto. Isto pode ser ~xplicado pelo fato da 

vários picos, fazendo com que a estatística g~B) 

res muito altos. 

- . serie apresentar 

nao as s uma valo 

Concluirnos então, que o teste de Bartlett se revela 

mais poderoso para série que contém urna componente periódica. 
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Mas, para séries que contém duas ou mais componentes 

seu poder cai sensivelmente, podendo não detectar a existência 

mesmo da primeira. 

C) Teste de Hannan 

O teste de Hannan usa a estatística 

max k (À-) 
. -1 J S = J- ' ... ,m 

serie~ Temperaturas 

m 
E k (À.) 

j =l J 

A maior ordenada ocorre em j=8, resultando S=0,823, e 

ao nível de significância de 5% o valor crítico é 0,1313, resul

tando numa rejeição da hipótese nula, · e aceitando a existência de 

um período de 12 meses. 

serie do 11
~ Data" 

A maior ordenada é em j=l2, resultando S=0,520 e ao ní 

vel de 5%, o valor crítico é 0,12, o que nos leva a rejeitar a 

hipótese de que o espectro e puramente contínuo, donde a existên 

eia de uma componente periódica de período 9,5 anos. 

Séri-e ~ Precipitações 

-
A maior ordenada o~orre em j=l0 resultando S=0,145, e 

ao nível de 5% o valor crítico é 0,13135, nos levando a aceitar 

a existência de um período de 13,1 anos. 

Testando os picos de menor grandeza pela ordem de mag

nitude observamos que a segunda maior ordenada é S=0,092, e ova 
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lor crítico correspondente e 0,0699. Com isto aceitamos a exis

tência de um período de 26,2 anos. 

A terceira maior ordenada ocorre em j=36 e o valor de 

Sé 0,056 e como S<0,061, que é o valor crítico, rejeitamos a exis 

tência de um terceiro período. 

Notamos que o Teste de Hannan apresenta os mesmos re

sultados que o Teste de Whittle, fato que ji era esperado devido 

à escolha da janela W(e) como a janela do periodograma truncado, 

e pelo fato que a melhora que Hannan apresenta ao tornar o tes

te não viciado é mais no sentido teórico que no pritico. 



CAPlTU LO 5 

O TESTE f_(>,.) 

5.1 - Introdução 

No capítulo anterior discutimos alguns aspectos da ana 

lise de processos com espectros mistos, isto é, processos cujo e~ 

peé:tro contém componentes discretas e contínuas, e consideramos 

três tipos de testes para detectar a presença de componentes har 

mônicas. 

Observamos que esses testes, os quais se baseiam naaná 

lise do periodograma, apresentam várias desvantagens. 

Neste capítulo desenvolveremos o método do correlogra

ma, proposto por Priestley (1962), que se baseia na análise mais 

direta da função de autocorrelação. 

5.2 - Q Teste f(~) 

Consideremos um processo estacionário Xt dado por (4. 

1.1) e com função de autocovariância dada por: 

(5.2.1) 

onde Yy(s) e Yz(s) denotam as funções de autocovariância de Yt e 

Zt respectivamente. 
-55-
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Como Yt tem espectro puramente contínuo, então Yy (s) 

pode ser expressa como a transformada de Fourier da função densi 

dade espectral contínua, e sabemos que, neste caso, Yy(s) stoo O, 

isto é, valores muito afastados no tempo são aproximadamente não 

correlacionados. 

Por outro lado, Yz(s) consiste de um certo numero de 

ondas seno com a mesma frequência que Zt, e que Yz (s)--f+O,st 00 • 

Consequentemente, Yx(s) pode oscilar com amplitude va

riável na parte inicial da função, mas irá se estabilizar a uma 

oscilação regular, da mesma forma que Yz(s) à medida que s cres

ce. 

Então, o fato que nos permite distinguir entre um pro-

cesso com espectro misto de um processo com espectro 

contínuo é o comportamento de Yx(s) paras grande. 

puramente 

Daniels (1946) mostrou que há uma relação entre a lar-

gura de faixa da função fy(w) e sua transformada de Fourier, is

to é, se Yy(s) é a transformada de Fourier de fy(w) então quanto 

maior a largura de faixa de fy(w) mais estreita será a de Yy(s), 

isto é, a razao pela qual Y.y(s) decresce depende da largura de 

faixa de fy(w). 

No capítulo anterior vimos a necessidade de restringir 

a largura de faixa de fy(w) em relação áo número de observações, · 

e aqui podemos igualmente especificar essa restrição em 

da razão do decaimento da função de autocovariin~ia Yy(s). 

termos 

Logo, dada uma sequência de n observações, podemos as

sumir que existe um inteiro m«n, tal q~e Yy(s)~O para lsl~m. 
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Como estamos pesquisando a existência de componentes 

harmônicas podemos então realizar a análise harmônica da cauda 

da função de autocovariância. 

Seja 

n' 1 = Zrr E ex (s) cos (sÀ) , 
lsl=m 

(5.2.2) 

onde CX(s) é a função de autocovariância amostral, Ü~À~TT e n'<n. 

Iremos testar a hipótese nula H0 de que Xt tem um es

_pectro puramente contínuo contra a hipótese alternativa de que 

Xt contém uma componente harmônica com frequência À 0 . 

Sob a hipótese nula Yz (s)=O, Ys e do fato que Yy(S)'vü, 

lsl~m, segue que: 

e 

(5.2.3) 

Pode-se demonstrar também (Priestley, 1957) que: 

2 
fy (À) Zn' 7 2 
---( -Zm +-=E!-), À;tÜ n · -3- n' 

V ar [P ( À ) J 'v ( 5 • 2 • 4 ) 

Zfy(O) 2n; 2m2 
---(-- - Zm + ---.--) À= O 

n 3 n' ' 

(5.2.5) 

Entretanto sob a hipótese alternativa temos que: 

1 " - " 0 1 » o e¼) 
À'vÀO 
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Com base nestes resultados é possível construir um tes 

te de significância baseado em P(Ã) para detectar a presença de 

componentes harmônicas observando os picos dessa função. 

Como nao há necessidade de restringirmos a discussão 

da função dada por (S.2.2), podemos considerar uma expressão mais 

geral, da forma: 

(5.2.7) 

·onde w(l) e wC 2) sao duas sequências de funções peso, s,n' À s,m,À 
men-

cionadas no Capítulo 2. 

Notamos que (S.2.7) se reduz a (S.2.2) para 

w( 2) dadas por: 
s ,m, À 

e 

= {cos (s>..) , 

o, 

= {cos (s ) , 

o, 

isi<n' 
Jsl~n• 

lsl<m 

lsl~m 

(5.2.8) 

(5.2.9) 

Para simplificar a notação denotaremos ws(ln), , e i../2
) À , , /\ s, m, 

por w(l) ·e wC 2 ), respectivamente, mas sem esquecer a dependência 
s s 

dessas funções dos parâmetro~ n' em, respectivamente. 

Se as duas sequências de pesos w(l) e wC 2) são escolhi 
s s 

das de modo que m=o (n' )---r00 , então vale o seguinte teorema 
nt'()O 

(Priestley, 1962 a): 
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Teorema 8 - Seja um processo linear Xt e duas sequências de p~ 

sos w(l) e w (2 ) tais que m=o (n' ) -~00 • s s ' . nt 00 

Então , se Zt=0, temos: 

i ) 1 im E [P (À)] = O 
n+oo 

onde [Ã-À '] » .!.. 
m 

Sejam' um inteiro tal que m'=o(m) ntoo 00 e vamos subdi 
2 TI vidir o domínio (0,TI) em intervalos de comprimento in' ' 

Vamos definir as somas acumuladas normali zadas, Jq' co 

mo: 

onde 

q=0, ... , [}m'], 

'\, n 

Em geral, A , =O(n), de modo que a correlação n ,m 
P(Ã) e P(Ã') tende a zero quando n tende a infinito. 

(5.2.10) 

entre 

Como os termos da soma dada por (5.2.10) são assintóti 

camente independentes pódemos fazer uma analogia entre eles e o 

passeio aleat6rio (Bartlett, 1955), obtendo assimi 
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(5.2.11) 

onde n(q) e um processo normal com média zero . 

Notamos que o lado direito de (5.2.11) pode ser inter

pretado como a probabilidade que o passeio aleatório n(q) nao se 

ja absorvido na barreira a
0

• 

Então: 

lim (5.2.12) 
n-+oo 

onde~ é a função distribuição da normal padrão e 

Podemos utilizar (S.2.12) para determinar se algum A. 
1 

é positivo e a correspondente frequência wi, mas para isso prect 

samos estimar G(TI). 

dado por 

Mas 

G (TI) J
TI 2 1 

= O f y ( w) dw - 4 n 
00 2 
E [Yy (s)] . 

s=-oo 

Logo, se A.=O, Vi, um estimador consistente de G(TI) e 
1 

1 m-1 2 
= 4TI r [ex (s)] , 

s=- (m-1) . 
(5.2.13) 
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Entretanto, sob a hipótese alternativa de que Ai>0, p~ 

ra pelo menos um i, G(n) pode ser estimado por: 

G (n) 
1 rn-1 2 

= 4 ( E [cx(s)] -2 
7T s=- (m-1) 

(5.2.14) 

Pode-se então testar que Ai =O, Vi, contra a hipótese 

alternativa de que A.>0 para pelo menos um i, usando a distribui 
1 . 

Ção de J mencionada acima. q 

Sob a hipótese nula Jq satisfaz a equaçao (5.2.12), p~ 

ra n grande. 

Entretanto sob a hipótese alternativa J =0(~
1

) onde 
. q. rn' ' 

2~q'vw. e assumindo A, =O(n), (verPriestley, 1962 a). rn 1 n ,rn 

Então, com alta probabilidade, Jq irá cruzar a barrei-

Notamos que precisamos considerar apenas a barreira sim 

ples, urna vez que sob a hipótese alternativa Jq tende a ser posi 

tivo e grande. 

Então, o teste· de significância pode ser construido es 

boçando-se o gráfico de J contra q e determinando se J cruza a q . . q . 

barreira a 0 , onde a 0 é determinado pelo nível de significância do 

teste, isto é, a
0 

é obtido pelos pontos da distribuição norial 
l-Ll(a

0
) 

padrão que . dão urna porcentagem bicaudal com · 2 · em cada cau-

da. 

5.3 - Algumas Janelas Especiais 

para w (l) 
s _ 

Muitas das janelas conhecidas poderiam ser 

e wC 2) não havendo nenhuma razao especial s , 

escolhidas 

para que 
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elas sejam tomadas na mesma classe de janelas. 

Mas, do ponto de vista de . reduzir o vício de P(À), uma 

"boa" escolha seria: 

w(l) = {[1-
s o, 

lsl<n' 
(5.3.1) 

correspond~ a wCl)(À)=F , (À), ou seja, o núcleo de Ffjer e n 

1 s 1 
n'] COS (SÀ), 1 S 1 <m = { [1-

0, • 1 s 1 ~rn 

Como m=o(n'), .(5.3.2) f equivalente a: 

w(Z) = {cos(sÀ), 
s o 

' 

lsl<rn 

lsl~rn 

(5.3.2) 

(5.3.3) 

que corresponde a wC 2) (À)=D (À), ou seja, o núcleo de Dirichlet. . m 

Com as janelas dadas em (5.3.1) e (5.3.3) podemos es

crever (5.2.7) como: 

n' -1 1 s 1 

P (À) = ; E [1- n"'J ex (s) cos (sÃ) 
s=m 

(5.3.4) 

e neste caso P(À) é independente das m primeiras covariâncias. 

Assim A , será dado por: n ,m 

2 

{

~ n' - 2m + 
2
:;, , 

A I'.\, 

n' ,m 2 
4 n' - 4m + 4m 
'3" n'' 

Àf'Ü,1T 
(5.3.5) 

À=0,1T 
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Uma vantagem na escolha destas duas janelas e que nos 

podemos remover a restriçio m'=o(m). 

Como vimos, o valor de m é determinado pela razao do 

decaimento de Yy(s), ou seja, pela largura de faixa de fy(w), e 

m«n'<n. 

Mas, se a magnitude do pico em P(À) devido às compone~ 

tes harm6nicas 6 muito pequena comparada com a variincia de Yt, 

será necessário usar o correlograma completo a fim de detectar 

esta componente. 

-Neste caso (5.2.7) sera dada por: 

(5.3.6) 

onde wCl) e wCZ) sao nÜcleos de Dirichlet . 
N,À N~À 

Sob a hipótese alternativa, as amplitudes A., i=l, ... ,k 
1 

podem ser estimadas por: 

-2 A. = 
1 

8'IT , 2 P (w •), n - m 1 
i=l, ... ,k (5.3.7) 

As vantagens do teste P(À) consistem na utilizaçio de 

uma estatística cujo valor esperado~ assintóticamente indepen

dente de fy(w) e no fato de nao requerer o cálculo do correlogr~ 

ma completo, na maioria dos casos. 

5.4 - O Poder Assintõtico ~Teste~(~) 

Antes de discutirmos o poder assintótico do teste P(À), 

consideremos brevemente o poder assintótico do teste clássico de 
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Fisher. 

A estatística g(l) utilizada por Fisher é dada por: · 

Sob a hipótese nula de que o processo e independente, 

g tem distribuição assintótica dada por: 

(5.4. l) 

Se nós fixarmos o nível de significância a, o valor crí 

tico de x0 e aproximadamente: 

para a pequeno. 

~ 2 log (
2
n), 

e a 
(5.4.2) 

Mas, se X(t) contêm uma componente harmônica na fre
- 21rl 

quência 11 então IX,p (pfl) nao são afetadas pelo termo harmô-

nico e têm a mesma distribuição que sob a hipótese nula. 

2 Entretanto, Ix l tem uma distribuição x nao central, 
' 

com fator de não centralidade À, dado por: 

(5.4.3) 

onde Ai é a amplitude da l-êsima frequência. 

2 Aproximando essa distribuição por uma PXv, onde pé um 

fator escala ex~ é uma x2 central, com v graus de liberdade (Ha~ 

tley, 1949), dados por: 
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e V = 

e o poder do teste é dado assintóticamente por: 

onde 

V -1 
= 2

7 r (a/2) 

1 
7V-l 

T dT. 

(5.4.4) 

(5.4.5) 

O teste de Whittle, que emprega a estatística dada por 

(4.2.13), tem poder assintótico (ver Priestley, 1962 II): 

(5.4.6) 

n A2 
onde cp = ..,, ~~-~ 

/.. 4TTf(w.tJ 
e 11. 1 é o fator de nao centralidade da x2 . 

O teste do peridograma agrupado, baseado na estatísti

ca g~B) dada por (4.3.2), tem o poder assintótico igual a (ver 

Priestley, 1962 II): 

onde S = M' e À' é o fator . de nao centralidade da x2 • iii' 

(5. 4. 7) 

A fim de comparar o poder assintótico do teste de Whit 

tle e do teste do periodograma agrupado; notamos que para n e k 

grandes, e a pequeno, (5.4.6) e (5.4.7), respectivamente, se re

duzem a: 
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(5.4.8) 

e 

(5.4.9) 

Corno p1 (. ,À') cresce rnonotonicamente, temos que: 

_j 

O teste . de Priestley se baseia nas quantidades normali 

zadas Jq' dadas por (5.2.10). 

De (5.2.12) temos que: 

p = lim 
n+oo 

(5.4.10) 

onde 

y(t) = /rr G (t) = /rr J: f 2 
(s)ds 

e 

p 2 (x,t) 

e~ é a função de distribuição da normal padrão. 

Seja~(µ) a função densidade da normal padrão, então: 
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onde 

µ = [_l_{_u) ]1/2 
( 2 TT.t'..) 

Y n . 

a = 

sendo ml e ªl respectivamente a média e o desvio padrão da distri 

· buição assintótica de P(wl). 

Expandindo ~(ay+b) em série de Taylor e ignorando ava 
,_ 

riação de G(TT), temos: 

,_ 

G(TT) '\, 21ry(1r). 

Então, o poder do teste P(À) e dado assintôticamente 

por (ver Priestley, 1962 II): 

(5.4.11) 

b2 
-T -n 

Como e =0(-e ), podemos escrever (5.4.11) como: 

P
0 

'\, 1-.(1-a)ct> (b) 

Observando Pw, PB e P0 , podemos comparar a eficiência 

VW, VB e v
0 

dos três testes, respectivamente, em relação ao tes

te clássico de Fisher. 

De (5.4.1) temos: 
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Então: 

VB = O (lº{; z) 
n 

VO = ocJ#r-) 

Então, em geral VB=o (V o)' e o teste do per iodo grama 

agrupado - . poderoso. e mais 

Entretanto, se n'=n e m=log n, então V 0=0 (V B) e o tes-

te p (À) - mais poderoso. e 

5.5 - Aplicações E.Q Teste f_(~) 

Faremos agora uma aplicação do método de Priestley 
~ 

as 

séries de temperaturas, "Lynx Data" e precipitações de chuvas de 

Fortaleza, C~ará, listadas no Ap~ndice. 

Lembramos que ao aplicar ô teste nós selecionamos o pri 

meiro pico (em ordem de frequ~ncia) de P(>.), digamos >.=>- 0 , e se

lecionamos a ordenada de P(À) onde ela ocorre, e que os valores . 

críticos para max Jq são obtidos da variável normal padronizada. 

Para remover a contribuição do termo harmônico signif~ 

cante da função de covariância, foi usada a fórmula: 

onde Ã? ~ dado por (5.3.7). 
1 

(5.5.1) 
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Verificamos que ela nao é suficientemente precisa devi 

do ao fato da função de correlação ser instável em sua cauda. 

Uma explicação para este resultado (ver Bhansali, 1979) 

está no fato de que o uso da correção dada por (5.5.1) é válida 

somente para n grande. Para séries pequenas, como é o caso das 

que apresentaremos, a função de covariincia CX apos remover o 

-efeito desta componente harmônica em w0 seria melhor 

por: 

estimada 

onde 

Cx(s) = 

X! 
1 

-A 

-

1 n-lsl 
E X!X! 1 1, n . 1 1. 1+ s 

1= 

z.-A cos cw
0
i)-Ê 

1 

2 n 
= E z. cos (woi) n i=l 1 

B = 
2 n 

E Z. sen (w 0i) 
n i=l 1 

(5.5.2) 

sen (woi) 

sendo Zt a série de tempo observada corrigida pela média. 

-2 Neste caso, a amplitude A. da componente harmônica se-
1 

ria estimada por: 

(5.5.3) 

Série~ Temperaturas 

Nesta aplicação tomamos m=l5 e n'=35. A escolha foi 

devido ao fato de ter sido o ponto de truncamento com o qual ob

tivemos melhores resultados (também testamos com m=lO e 20) e p~ 

ra n' obedeceu-se à relação: n'>Zm. 
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Observamos que P (À) tem picos 81T ocorrendo em: %' 

' _ 81T ) A Para /\ - %' o valor de (5. 2 .10 sera dado por: 

= 1, 6x 2,139 = 
1,871 1,83 

161T 
9() e 

Tomando-se a=l%, obtemos 6 valor de max Jq como a0=2,33. 

81T Como J 2<2,33, o pico observado em% nao acarreta a 

existência de um período. 

161T ) A Entretanto, para À = 96 o valor de (5 . 2 .10 e dado por: 

= l,6X7,413 = 
1,871 6,339 

Tomando-se ~=O, 5%, obtém-se a 0=2, 58, o que nos leva a 

rejeitar a hipótese nula de que o espectro é puramente contínuo, 

devido à existência de uma componente harmônica de período doze 

meses. 

Os valores de A= - 3,019 e B=-0,394, nos permitem esti

mar a amplitude desta componente. Então de (5.5 . 3) temos: 

Recalculando CX após eliminar o efeito desta componen-

te harmônica, observamos 

de observamos um pico em 

na Figura 5.2 

327T 
9o'. logo: 

o novo 

J = 1,6Xl,373 = 2,103 
2 1,045 

gráfico de P (;\), on 

Ao nívei ~=0,33%, temos a 0=2~71 o que nos leva a re

jeitar a existência de outro período. 
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Sêrie do 11
~ Data" 

Nesta aplicação aplicaremos o teste P(À) ao logaritmo 

na base 10 dos dados observados. 

Utilizamos m=l0 e n' =25 (também foi testado m=lS e n' =35, 

e m=Z0 e n'=45), o qual apresentou mais estabilidade na função de 

auto-cóvariância. 

Observando a Figura 

441T 
5.3 verificamos que P(À) apresenta 

frrr 2 4TT. 
Picos em: e 114' 114 114º 

- 61T No caso de À - 114 , temos: 

= 2,387x0,902 = 
1,199 1,796 

Ao nível de a=l%, temos a 0=2,33, o que nos leva a re

jeitar a existência desta componente harmônica. 

_ 241T No caso À - 114 , temos: 

= 2,387x8,014 = 
1,199 15,954 

-Fixando ~=O, 5%, temos a. 0=2 58 logo aceitamos a exis

tên~ia de uma componente harmônica de período 9,5 anos. 

- ... 
Os valores de A=0,3427 e B=-0,3003, nos permitem esti-

mar a amplitude desta compon~nte: 

De (S.5.3) temos: 

Eliminando o efeito desta componente e recalculando Cx, 

observamos na Figura 5. 4, o gráfico de P' (À), o qual apresenta um 
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447T pico em À = 114 , logo: 

aceitar o 

Data" (ver 

frequência 

= 2,387xl,863 = 
1,462 

3,041 

a. . 
Ao nível 3 =O, 33%, ternos 

· • , 44TT pico existente em/\= 
114 

a. 0=2,71 o que nos levaria 

como significante. 

a 

Entretanto, observando o per iodo grama da série do "Lynx 

Figura 3.4) verificamos que ele não apresenta pico na 

44TT ;\= 114 , o que nos leva a concluir que a existência do 

pico nao se deve à uma componente harmônica. 

A sugestão de Priestley de se testar os picos de P(>..) 

em ordem de frequência é feita de maneira a evitar este tipo de 

problema, essencialmente pela interação entre dois picos difere~ 

tes ocorrendo em frequências "o e "1· digamos, onde Ü<Ào<Àl<TT. 

Entretanto, a análise apresentada sugere que mesmo qua~ 

do os picos de P(>..) são testados em ordem de frequência, o teste 

pode ser afetado pela interação entre o pico em >..
0

, digamos, e, 

por simetria, o correspondente pico em ->..
0

• 

Para maiores detalhes ver Bhansali (1979). 

Serie~ Precipitações 

Foram utilizados m=25 e n' =55 (também testamos com m=20 e 

n'=45). 

Observando o gráfico de P(>..) (ver Figura 5.5) verifica 

4TT lün 20TT 30TT 40n 
mos a presença de picos em: >.. .= 131 , 131 , 131 , l31 e rn· 

- 47T Para À - 131 , temos: 
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32
: 1,144x1,059 = 1 , 225 0,989 

Realizando o teste ao nível a=l%, temos a 0=2,33 e como 

J 2<2,33 concluimos que o pico observado em ili não é significan

te. 

101T Testando o pico observado em À= 131 , temos: 

= l,144X2,226 = 
0,989 2,603 

a Ao nível 2 = 0,5% temos a 0=2,58, o que nos leva a acei-

tar a existência de um período de 26,2 anos. 

Dos valores Ã=-83,089 e B~-184,747, podemos estimar A1, 

De (S.5.3) ternos: 

A1 = 202,57 

Recalculando CX apos eliminar o efeito desta componen

te, podemos observar que o gráfico de P' (À) apresenta picos em: 

, = 201T , = 7 21T /\ rn e /\ rn· 
201T Para À= 131 , temos: 

= l,144x2,6099 = 
0,987 

3,026 

Como ~ =O, 33%, temos · a. 0=2, 71, o que nos leva a aceitar 

a existência de outra componente harmônica de período 13,1 anos. 

Como A=-151,98 e Ê=-205,57 podemos estimar a amplitude 

desta componente. 

De (5.5.3) temos: 
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Ãz = 255,65 

Recalculando CX apôs remover o efeito desta componente, 

observamos na Figura 5.7 o gráfico de P"(À), onde verificamos Pi 

46TI 54TI 66n 72n 
co s em À - 131 ' 131 ' 131 e 131 · 

46TI Para À = 131 , temos: 

J = l,144x0,735 = 0, 810 2 1,038 

Ao nível ~=O, 25% temos a 0=z, 81 , o que nos leva a re

jeitar a existência deste período. 
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CAP1TULO 6 

SIMULAÇ]'i;O 

6.1 - Introdução 

Neste capítulo verificaremos a validade dos métodos 

descritos nos Capítulos 4 e 5 quando aplicados a amostras fini

tas, simulando séries de estrutura conhecida e observando o com

portamento de cada teste para dois comprimentos diferentes de si 

mulação. 

Apresentamos a seguir os principais resultados. 

6.2 - O Processo It 1 Ruído Branco 

O processo simulado foi: 

(6. 2. 1 ) 

onde Yt='t' sendo ~tum processo normal independente e identica

mente distribuído com E[t(t)]=O e E[~ 2 (t)]=l, A=60, w=2TI/12,5 e 

n=lOO e 500. 

O Teste fill 

Aplicamos o teste P(À) com a escolha usual das funções 

peso como sendo o nficleo de Féjer e Dirichlet. 

Os valores de me n' foram 20 e 45, respectivamente. 
-82-
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O gráfico da função P(À) se encontra na Figura 6.1 e ne 

le podemos observar a existência de um pico na - _ l 6TT frequencia w 8 -
1 0 0 

Então: 

[ 2 7T p ( 16TT / 1 Ü Ü) + 2 7T p ( 5 4 7T / 1 Ü Ü)] X 1 , 2 

1,816 = 9,068 

Ao nível de 0,1% temos max J =3,3 e portanto o resulta 
q . 

do e altamente significante a este nível. 

A amplitude da componente harmônica detectada pode ser 

estimada por: 

A= 65,277 

Para n=SOO, obtemos de maneira análoga: 

J2 = 308,065 

Novamente ao nível 0,1% o resultado é altamente signi

ficante e neste caso a amplitude estimada é dada por: 

A= 65,435 

O Teste~ Periodograma Agrupado 

Aplicaremos agora o teste do periodograma agrupado -as 

mesmas séries. Para cada uma aplicaremos o teste para três valores di 

fer~ntes de k, o intervalo de agrupamento. 

m' Para o cálculo do fator de correção Cg,-) foi utilizada 

a função densidade espectral do processo ruído branco, dada por: 

f (j) = 1 
2TT' 

onde j i - n• sendo i o nGmero harmônico de interesse. 
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Os valores de g~B) e c:'.)g~B) sao dados na Tabela 6.1, 

abaixo. 

Tabela 6.1 

Teste do Periodograma Agrupado 

n k g{B) 
1 

(m') ª (B) a 
W ºk o 

5 0,958 0,958 0,933 

100 10 0,942 0,942 0,699 

20 0,940 0,940 0,434 

5 0,967 0,967 0,955 

soo 10 0,966 0,966 o, 749 

20 0,965 0,965 0,480 

Observação: Na determinaçio dos valores críticos para 

para um nível a=0,1% e um intervalo de agrupamento k, basta 

mar: 

para os diversos valores de k e n. 

Através dos valores apresentados na tabela acima, ob-

servamos que tanto para n=l00 como n=500 todos os valores de 

g~B) e Cf) g~B) . se mostram altamente significantes. 

O Teste de Whittle 

Utilizamos n=l00 e l, o ponto de truncamento, igual a 

20. 

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em 

Ws=l61T/100, com: 



logo: 

18 = 14.293,751 

max 
p 
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e 2Tif(w8) = 11.289,841 

1,266. 

Podemos então calcular g e nos referir à distribuição 

de Fisher com 50 graus de liberdade ou, alternativamente, reali

zar o teste através da distribuição assint6tica apresentada no 

capítulo anterior, dada por (5.4.2). 

Para n=l00 e a=0,1% ternos que o valor crítico e dado 

aproximadamente por 21,639. Então, o resultado não ê significan

te ao nível de 0,1%. 

· Para n=500, temos analogamente: 

max I /2Tif(w ) = 6,330. 
p p p 

Neste valor crítico - 24,858 , donde concluímos c~so, o e 

resultado - significativo nível de 0,1%. que . o nao e ao 

O Teste de Hannan 

Utilizamos n=l00 e~. o ponto de truncamento, igual a 

2 O. 

A maior ordenada do periodograma ocorre em w8=16TI/100 

e nos fornece g=0,67. 

Calculando o valor crítico pela distribuição de Fisher 

com 50 graus de liberdade e a=0,1% temos g=0,198, o que nos leva 

a aceitar a hip6tese do espectro misto. 

Para n=500, temos g=0,683 e o valor crítico g=0,049, 
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para a=0,1% e 250 graus de liberdade, que confirma o fato does

pectro ser misto. 

6.3 - O Processo !te Auto-regressivo~ Primeira Ordem 

As séries geradas foram da forma: 

(6.3.l) 

onde A=60, w=2n/12,5 e Yt-0,7Yt_1=Et' Et como definido em ~.2.1). 

O Teste f.(l) 

Os valores de me n foram 20 e 45, respectivamente. 

Observando o grifico de P{A) dado pela Figura 6.2, ve

rificamos a exist~ncii de um pico na frequ~ncia A=16n/100. 

Logo, J 2=9,536. 

Ao nível de O, 1 % o valor crítico e 3, 3 e o resultado se 

confirma altamente significante. 

A amplitude da componente detectada pode ser estimada 

por: 

A= 65,25 

Para n=500, analogamente temos: J 2=806,57, que é alta

mente significante ao nível a=0,1%. 

O Teste E..2_ Periodograma Agrupado 

Aplicando o teste do periodograma agrupado às mesmas se 

ries e com diferentes valores de k obtemos os resultados aprese~ 

tados na Tabela 6.2. 
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Para o cálculo do fator de correçao Cf) foi utilizada 

a fórmula da função densidade espectral do processo auto-regres

sivo de primeira ordem, dada por : 

f (j) = 2 

onde J. = i sendo i o número harmônico de interesse. 
n' 

Os valores críticos apresentados na Última coluna fo-

ram obtidos através de: ak =k(l-g)k-l onde a=0,1%. 
[7] , 

Tabela 6.2 

Teste do Periodograma Agrupado 

n k (B) 
gk 

(~) (B) 
M' gk g 

5 0,957 0,519 0,933 

100 10 0,941 0,233 0,699 

20 0,939 0,083 0,434 

5 0,972 0,855 0,955 

500 10 0,941 0 , 714 0,749 

20 ·O, 928 0,490 0,480 

Através da tabela acima observamos que para n=l00 to

dos . os valores não corrigidos de g~B) são significantes, masq~ 

do o fator de correção é aplicado nenhum valor permanece 

significativo. 

como 

Entretanto, para n=SO0 todos os valores nao corrigidos 

de gfB) sao significantes e quando o fator de correção ê aplica

do um deles ainda é significante (k=Z0), nos levando a hipótese 
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de que o espectro é misto. 

O Teste de Whittle 

Nesta aplicação utilizamos n=lOO e l=ZO. 

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em 

w8=16n/100, com: 

logo: 

18 = 14.315,760 

max 
p 

-e 2nf(w8) = 11.310,001 

Calculando g através da distribuição assint6tica, dada 

por (S.4.2), podemos realizar o teste, que para n=lOO e a=0,1% 

apresenta o valor crítico g como sendo aproximadamente 21,639. 

Concluímos então que o resultado não é significativo ao 

nível de 0,1%, rejeitando a hip6tese de que o espectro é misto. 

Para n=SOO, temos analogamente 

max 
p 

·-1 /2nf(w) = 6,327. p p 

De (5.4.2) temos que o valor crítico é dado por 24,858, 

o que nos leva a concluir que o resultado não é significante ao 

nível de 0,1% e portanto rejeitamos a hipótese de que o espectro 

ê misto. 

O Teste de Hannan 

Tomando-se l=20, observamos a maior ordenada do peri~ 

dograma ocorrendo no harmônico 8, que nos fornece g=0,999. 
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Ao nível de 0,1% e com 50 graus de liberdade obtemos da 

Tabela de Fisher o valor ~rítico 0,198, que nos confirma o fato 

do espectro ser misto. 

Para n=S00 ainda temos g=0,999 e ao mesmo nível mas com 

250 graus de liberdade obtemos o valor crítico 0,049 que confir

ma o fato anterior do espectro misto. 

6.4 - O Processo lt f Auto-regressivo~ Segunda Ordem 

As séries geradas foram da forma: 

onde A=60, w=Zn/12,5, n=l00 e 500 e Yt-0,7Yt-l+0,49Yt-z=s(t) ,se~ 

do s(t) como definido em (6.1.1). 

O Teste f_(~) 

Observando o gráfico de P(À) dado pela Figura 6.3, ob

servamos um pico na frequência w8=16n/100. 

Logo: J 2=s6,32. 

Ao nível de 0,1% o valor crítico é 3,3 e o resultado é 

altamente significante. 

A amplitude da componente harmônica pode ser estimada 

por: 

-A= 65,19. 

Para n=S00, an~logamente: J 2=806,570, que também -é al

tamente significante ao nível de 0,1%. 
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O Teste~ Periodograma Agrupado 

Aplicando o teste acima às mesmas séries e para k=5, 

10,20, obtém-se os resultados apresentados na Tabela 6.3 abaixo. 

m' Para o cálculo do fator de correção Cg,) foi utilizada 

a formula da função densidade espectral de um processo auto-re

gressivo de segunda ordem, dada por: 

f (j) = 
2 

cos 2nj 

onde j = !, sendo i o número harmônico do interesse. 

Para o cálculo do valor crítico 

onde a=0,1%. 

Tabela 6.3 

ª utilizamos: ak =k(l- )k-1, 
º' [IJ g 

Teste do Periodograma Agrupado 

n k (B) 
gk 

m' . (B) 
Cw) gk g 

5 0,957 0,797 0,933 

100 10 0,941 0,681 0,695 

20 0,931 0,429 0,434 

5 0,967 0,934 0,955 

soo 10 0,958 0,889 0,749 

20 0,954 0,827 0,480 

Através dos valores apresentados na Tabela 6.2, obser

vamos que para n=lOO todos os valores não corrigidos de g~B) são 

significantes, mas quando o fator de correção é aplicado nenhum 

valor se revela significante ao nível de 0,1%. 

Para n=500, observamosque todos os valores nao corrigi 
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dos de (B) 
gk sao significantes, e mesmo quando o fator de corre-

.. 
aplicado todos continuam significantes, levando acei çao e nos a 

tar a hipótese do espectro ser misto. 

O Teste de Whittle 

Nesta aplicação utilizamos n=lOO e l=20. 

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em 

w8=16n/100, com: 

logo: 

-I 8 = 14.278,225 e 2nf(w8) = 51.628,714 

max 
p 

I /2nf(w) = p p 0,276. 

Calculando o valor crítico por (5.4.2) para n=lOO e 

a=0,1% ternos 21,639, o que nos leva a hipótese de que o espectro 

não é misto. 

Para n=SOO, temos analogamente: 

max I /2nf(w) = 6,327 
p p p 

Neste caso temos que o valor crítico é dado por 24,858, 

o que nos leva a rejeitar a hipótese do espectro ser misto. 

O Teste de Hannan 

Utilizando l=20, observamos que a maior ordenada do p~ 

riodograma ocorre em w8=16n/100 e obtemos g=l,O. 

Calculamos o valor crítico pela distribuição de Fisher 

com 50 graus de liberdade e a=l%, e obtem-se gcrítico=0,198, o 
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que nos leva ao fato do espectro ser misto. 

Analogamente para n=500, temos g=0,999 e o valor críti 

co para a=1% e 250 graus de liberdade, donde 

~onfirma o fato do espectro ser misto. 

g ... t. =0,049 que cri lCO 

6.5 - Conclusões 

Analisando os resultados para as séries simuladas con

cluimos que o teste P(À) e o teste do periodograma agrupado sao 

razoavelmente eficientes, enquanto que o teste de Whittle falha 

ao nao detectar a existência de uma componente peri6dica muito 

forte. 

Comparando o teste P(À) com o teste do periodograrria 

agrupado observamos que o teste P(À) é ligeiramente mais eficien 

te, pois todos os valores não corrigidos de g{B) são significan

tes ao nível de 0,1%, enquanto que ao utilizar os valores corri

gidos c::)g~B) alguns deles falham ao detectar a existencia de 

tais componentes. 

Surge também uma dúvida ao constatar que giB) e 

nao sao significantes, enquanto gi~) é significante no caso 

processo auto-regressivo dé . primeira ordem, pois ao tomar 

g (B) 
10 

do 

k=Z0 

estamos admitindo que a função densidade espectral seja constan

te numa região grande, e quando dimimuimoi esta região (k=S, 10) 

o teste não mais acusa a existência da componente harmônica. 

Um ponto que fica claro nesta anilise e a importincia 

m' do fator .de correção w· 

Embora o verdadeiro valor da ~statística do teste seja, 



em geral, maior 

te puramente no 
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m' (B) · 
que Cw gk ), nos parece perigoso basear o tes-

valor de g~B)_ 



DISCUSSAO E COMENT~RIOS 

Dos testes apresentados concluimos que o teste P(À) e 

o teste do periodograma agrupado são os que obtém melhor desemp~ 

nho na detectação de termos periódicos ocultos. 

Ao aplicar o teste do periodograma agrupado devemos ob 

servar com cautela a suposição de que a função densidade espec

tral seja const~nte numa região de largura k, pois em função do 

valor escolhido para k esta hipótese pode ser muito restritiva. 

Também, ao rejeitarmos a hipótese nula para k=k1 e acel 

tarmos para k=k 2 , k1<k 2 , devemos levar o fato acima em considera 

çao. 

Outro detalhe _importante é 

4' • (B) · m') (B) esta_t1st1ca gk ; apesar de Cw gk 

o fator de correçao Cf) da 

superar o valor da estatís-

tica Tk do teste, seria perigoso basear o teste apenas em 

pois aceitaríamos valores que nem sempre corresponderiam a comp~ 

nentes periódicas. 

Ao realizar o teste de Priestley, um aspecto a ser ana 

lisado é a escolha de me n', os pontos de truncamento das jane

las escolhidas (geralmente m=l5% de n e n'=30% de n), a fim de 

se obter estabilidade na função de covariincia e, consequenteme~ 
-97-
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te, em P (À) • 

Um outro aspecto a ser considerado ê a utilização 

método de mínimos quadrados para recalcular a covariância 

do 
~ 

apos 

remover o efeito de urna componente harmônica detectada pelo tes

te P(À), para séries pequenas a fim de evitar instabilidades em 

p (À). 

O teste P(À), apesar de mais poderoso ê mais trabalho

so para ser aplicado, pois devemos remover o efeito da componen

te observada antes de realizar o teste para um novo pico. 
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T E S T E f O N i) 1 S K 
e = = = = = = = = = = = = = 

C ESTE PROGRA~A C\LCULA O PE~IOOGGRJMA,UT!LIZANCO J ALGORIT~O DE•••• 
C fUKE:Y CHTJ f. O'lTEH A ESJATISTIC,"t DE f"I'.,H[R pr,1u CC:TECTAP. ........ .. 
C PERIOOíCIDlOES OCULTAS ................ ~ ... ~ ........................................ ~ ............. ~ 

C X - SEHIE OHIGI'-lAL 
e H - COP.PRIHEhTO DA SERIE oaIGINAL 

DIHE~SlON XC1024),Y(5COJ,IWKC513>,HK(513)•1CHARC10),ITITLEC144) 
DIHE~SICN IMAG4C5151),~ANG EC4),ZC513> 
COHPLEX XTC513} 
.O A TA r> l /3 • l 4 1 5 9 / • ! C H A R ( 1 ) / l H. /, R A N G E / 4 • O. O/ • P / 'J. 2 O / 
REA~CJ,l) C!TJTLECJJ•J~t,144) 

R[A0C,,1> l1,I2 
002:0011:L IS THE LOCATIC~ f!H EXC [ PTIONAL ACTION CN THE 1/0 STt'ITEMENT 
Rf.1.'JC5,/l '4 
002:oc20:1 IS THE L □ C ATICN F □ ? EXCEPT!O~AL ACT[O~ CN THE !/J ST~TE~E~T 
f!EADC5•/l CXCT>,I=l,NJ 
002:oozr:1 IS TH~ LOCATICH FO~ EXCEPTIO~Al ACT!ON CN THE I/0 STATEHENT 
CO 5 I=l ,tl 

5 ZC Il=t 
c.aLL llSPLTC7,X,tl,N,1,1,ITTTLE.RANGE,tCIIÃR,1,rnAG4,I[R) 

e SUAVIZA Ã s ~~IE AT~AVES DA JA~ELA COSENO 
C~LL OET,~UCX,N ■ Ol 

CALL JAP[ R( PI, X,~.p) 
e C~LC~LA e PER[QDOG RA~A !NTRDDUZ!~DO o ALGDRIT"º FFT 

C~Ll FfT~C(X,N,XT,I~K,W~) 

e 

NPG'1=M/ 2 + l 
C0Nc: 2•Pt•~~ 
00 1C ! = l, NPGt' 
XTCI) =CONJGC XT{IJ> 
XCil =<ílfAL<XT(lll• .. 2+A1~AGCX!ClJ)••2l/C0N 
rcn-=r 

10 PRiNI•t,l,XCl) 

CHL U5PLT(Y,X,"lPGM,NPG~,1, l•IIITL[,.RANGE,ICHAR,1,l:-'.Aü4,IERJ 
SOM=o.o 
0'1 15 1=11,IZ 

15 S OH= S C !h X( I ) 
00 20 I ·=11,I2 
W?<CI>=X(I>t~O'I 

20 PRI~l•/•l•WK!l) 
CA,._LCvLA A ESTAT!STICA 
SO~A=".l~ () 
DO 30 I=l,NPG~I 

30 s~~A~so~A•XCI) 
DO 40 I='1,NPGI{ 
XCI)=X(ll/$0:'.\ 
[0=1-1 

40 WRITECó,3) !O,XCI> 
PRINT•l,SOl• A 

1 f01t~H{72Al J 

DE fISHD 

5 fORMAT(lX,•Gc•,13,•J=w,r7.3) 
STOP 
EJ.;D 

SUBRCUTINE DETR'l.lCX,N,K> 
D[~E~SIDN XC1024) 
SUl-!X=O.O 
00 200 t=l,N 

200 SUHX=SUMX•XCI) · 
XBAR=SU~XIFLOAJ(N} . 
00 300 l=t,N 



300 x<I>=xCI)-X3~~ 
IfC~ ■ LE.0J RETURN 
TBA::? =flDA TC '.Hl) /2. O 
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SUKT r=FLOA rc N.C N•N-1) )/ 12.0 
SUHTX=O 
DO 400 I,,l,'I 

400 SUHTX=SUHTX+XCI>•CFLOATCI>-T3AR) 
BHA=SUt-!TX/SUMTT 
DO 500 l=l.N 

500 X{1>=XCIJ-eETA•CFLOATCI)-T3AR) 
RETURN 
END 

=======~===~==========:=========--------------------------------------------· 

SUBRGUTINE TAPERCPI,X,N,P> 
O!HENSION X(I024) 
IfCCP.L[.Ol.OR.CP.GT.1.0)) RETURN 
~=I~T<P•fLGATCN>+O.S)/2 
00 600 I=l,H 
WEIGHT=o.s-o.S•C0SCPI•CfL0AT{I>-u.5)/fl0AT(H)) 
XCI>=XC!l•lifIGHT 
X(N ... 1-IJ=XCN+l-ll•WCJ:GHT 

600 CONTINUE 
RETUfiN 
ENO. 

--================~=====-===;===========--------------------------------------

T l f fJ N 

CH<ENSIGN X(&oo>,CX(3CC),CXXC3CO) ,f( 3CC>,!>IK(5CC).~l<(~CC) 
CCI-PLEX XU5l3) 
OAT:. P:13.141'-,'// 
READ(S,/J ~; .,L 

oc2:coc3:1 IS rH[ LCCATIOr, For, E)(Cf.PTIJ~AL ACTIO O. TI-!( I/0 STl, Tl:l'[NT 
REA!.HS,/l CXC[ >.I=t••i> 
002:0C!!,:l ;s TIi':": LÜCATICN FOR C:liCEPTIC~/L ,'.CTIO e~ Tf-E I/u STATOt[f,;T 
e A U . r J s I! )1 {o. )<, :'-1, L) . 
CAL! rrr ;~-:<X,:-J,XT,['r/1\, \.iK} 
IH'U'= 'J:? • 1 
CGi,=<'•i· i q, 
D !J l Q i = l, '◄ P ,i .'l 
XT~!>=CCt,jC:;i.r :: ll 

10 ):(I}=-(~t~ALC>· 1cr>>••?• -'lMAC.{XTCI})H2)/CCr-. 
l)O 20 LL=l ,L-1 

20 CXlt'Clll.,,CXCL• 1. l 
SD•{O" C. ll 
oe, ,,e r=~.~.rc," 
SOt:A=O.i) 
DO 30 l\=l,LI. 

30 SO~A=SO~A•~XXCK>•COSCC2*PI•I~K)/N) 
FCI ) .=CXC 1 li 2•S U'A 
f{j >=X( 1 )/J <~) 

40 SGMC=S:J~~u t;: í) 

OJ 5(, I=Z, 1,f'f.,_. 
H I >=FC Ili :;o,~!) 
II=!-1 

50 PiHlTU5d} I[,fCl) 

1 fll 111-i A T C 4 h "S C " , : 2 • '" ) =" • f 7 • 3 ) 
S f llP 
lNO 



- 110 

su~~GUllNE flS~Y(~)l.,X,N•L> 
ü I!' n, s 1 o ~ ex ~ :rn o , , x ~ u ri o l 
x~=:i.:> 
1)0 ll:C t.i=l, :~ 

1 O O X ~ = X ;, • Y< I I > 
Xl".=X:-:1 1, 
00 3U'.l Il=l,L 
CXU~):O.O 
OG ZGG K"~l,N·li•J 
1\ I = r<: i\ ~ 1'! • 1 

20 O C X< I 1 > =C ;,; C t I > H X C K i\ }- X 1-1 > • < )( C K, > • n > 
30 O C X : , l 1 ='.'.X: l I 1 / li 

;{[ 1%', . 
UlO 

O N 
= = = = = = = = = = = 

OIXENSIO~ XC&OOJ,CX{3COJ,CXXC300),f(SCCJ,IWKCSCOJ,~KC5(Cl 
COHPLE:X xr:SU) 
oJ.TA Pl/3.14159/ 
REI.0C5, / > N, L 

r, ! s :< 
= = = 

002:0001:1 , ~ TH E LOC ATIO~ FOR EXC[pTIO~AL ACTrON ON TH[ I/0 STAJEHENI 
~EADCS,n (XCI>,1=1,N> 
002:C,()JA:1 IS TH;:: LCCATIOt~ FOR OC éPT:JNH A: rro~J ON f'l( I/0 STATrM[NT 
e~ LL ► i ~; ;: ,,. e e X, Y .• N. L) ' 

C~ll ffT íl C(x, n ,xr,I~~-wK> 
NPU'.=fl/ :~ •1 
CO r,=l'•?[ •N 
00 10 I=1,NPG!1 
X T C I) = CO 1·, J G C )1. 1 C I ) J 

1 O X C l > = C :-: E .~ L C :( í C I J l • • 2 + A l MA G C X J C I l J • • 2 > / C O 1~ 
O O 2 O LL = 1 , L • l 

20 CXXCLLJ=CXCL+I > 
SO~IC=O.O 
üG 40 I=L,t; FG'! 
Sul'l.t.=O.O 
Oü Jú ~=l,Ll 
PEsa~<l•i\/~J•CI+CGS(PI•FLOAT{~)/FLCATfl))) . 

.30 '.iOf.\=SO ;~A• cxx:KJ •P i. SO•CCS:~2•PI*K•.i:)/I\) 
f e l > =- e Ã { l ) + ~ ,lll .ti 
Fl 1 > = í < i > - C li C e•,\ l > • X C I > 
F: l ) = r : r ) / ~ l ·L Ni ) 
fCl> =X CI >l t Cl > 

40 50 f C=Sü~J•f[i) 
CO ,; G l= Z• 1-lP~K 
r:1>=r :ri1:;c ~:o 
11 :I•l 

50 WRIT ECb,l) II,FCil 

1 f O fO" I\ í : ~ X , "C:" , I 2,,. >=,. , F 7 • 3 > 
STtlP 
UID 

============---- -=---=---==-===------====-==-=---------------------- -- ------ · 

SU~PUVí[~[ FI~~M:cx,X,N,l) 
D[~[~SION CX(lo~l,XC&OC) 
lC 11=0 .o 



D0 l00 I !=!,N 
100, XX=XX •:<: l J l 

X/1=;<1-' / N 
iJu .mo II=I,L 
ex: n ,~e .o 
O :.J 2 C 0 '( 1; = l • ~ - I ~ • l 
:':I=-!<":". ♦ l!-1 

111 

200 cxc:.1 .=C>:C:l ) +(~( (r. r. }-XH)t(XC:n>-X:-') 

300 :x: r~ >=cx:11, 1,·, 
R[ T U1,;; 

ENJ 

D I !-.E /.. SIC:., X{ Y O O) .c...c 5 O O J , C :,<;< l -~ C ü >, í ( :;co >, I i: /l A~ C 1 :) J , J TI T l U .l 44 J 
Ol~E ~ Slíl~ l~A G4 C~ 2 S? J, ~ A~GLC 4 J,XC( ~00 ) 
DAlA ?l / 3.i/, :i'3 9 / ,! CH:, 'l (l) / 11 ' ./, i, ;, :,;c ~/4•f . :) / 
x E f..í) C 5 , f. 0 l í l T I" r L E ( í J , r = 1 , l, 1.. ~ l 

íl[/.•HS,I) L 1, L Z 
oa2: cc 11:1 r •: 11-- c. i..iJ C' A11 t_!t, .. J 

i<EA!H:;, n ),; 

OOi : JU ZC: 1 [ s T hi.. L Cr. .\ TIP\ 
RlfiüC', ,/ l C X C I } , I = ·, , '-l ) 
002:lJ OZf : 1 ' ~ • .J HE L CC A1 ! L~~ 
CALL ílSfi:-(C X,X,:\,Lll 
NP=N/2+ 1 
P i! IN1•/,i".,Ll,L2 

lo:UTU 6, l O) 
i)Q 3·:l 1==1,:-..i' 
SOill=O.C 

f " . ~' 

f :; ~: 

f -~ ,\ 

OC lC K=2 ,U 
A1G=PI•flC~f(Z • !• ( K•l )) /FL ~ AJ ( H) 
CXX(K) =CX(K}* CU~(A ~G) 

f. ~: CE i'T ! C !\ ~ L 

[X Clí'T l U.1\L 

D CEPTI U , A L 

1 o so ,,; l = 5 G ;-'. l t ( l - F u; AH K - 1 ) Ir Lo 1\ l ( '" ) } *e~ X { 1\ ) 
SCl-<2=0.ü 
OJ 2C K=t:,Lê 

2 0 SOHZ=SO~ZtCX X(Kl 
xi:: c I >=r 
;.J~1 =C,.;( 1 l / C Z*P !J+S C~ll / PI 
S iJ 1' 2 = C XC l J / C 2 "r I) + '.:. t! ;"- :~ / F I 
rc r > = e s u .vi - ~. J ·1 2 ) , ex e~ > 

30 PRl~l• / ,1 , f{!J 

ACTJOi'; Oi\ l i't.: 

Aê. l TO~: o~, H'[ 

AC TIJ~, o~; lr. E 

CALL U';i'LHXC,f ,NP,il.o>, 1,1,I"!"lTLL , F.A!\li[, IC H iifi , 1,Il".ACli,If P ) 
-SJ "fi 2-='.J.O 
í):) 4 (i K=2,2 •L 2 
CiC~J=CXCiJ/C XCtJ 

40 SD~Z=5~~ z ~~X(KJ••2 
sa~I=~• ;J 
Oll 50 X=Z, LZ 

50 SOHt=~Li ~ ltCXCK)**Z 
GPI=l+4~~ C~l-~•SCK? 
f'r<PH•1,Gf'~ 
GP! = G?l/2 
S~GP l ~s ,; ;.; T( G, ' I J 

r~1.'i r• 1.::. :.i r, :> r 
OELTA=C2•ll) / 3•2• LZ+ C2• CL2••2 ))/ ~ l 
P ,'I IN T• /, C [l T:.. 

60 f;;;1-i i\T ( l2Al) 
70 fOkHAT C!OX,"VALChtS OE P LA~ n1~•) 

STJ? 
ENO 

1 / J 

(/J 

I/:i 

S T-\ Hl'[ IH 

'.;lAH.Y('H 

~TA'í [ X[~!T 



~ 'J L :, 0 :J 1 : ,\ ( f I S h t.• (: X,)' • :-, , l } 
0 I .a. ,[ ~- ~. ~ J ;., C X ( :; 0 :1 >, X { ., ;J ~ ~ 

>.'1=0.IJ 
O O 1 J 0 I I = l , ;~ 

100 ) .. ~-=XM+i.{l!) 

X\f=Xt-:/N 
DJ ~,; -~ :I=bl 
CX<I~l= C.C 
DC 2~J K~=l,N-I!•l 
i'il=KK ·HI-1 

112 

2 O O C X ( : 1 l =: f. ( l I J • ( X ( ;o; r- 1 - X ~: ) • ( ', C K I l - '< >, l 
300 CXC!I)=CX{[IJ/~ 

rlEI t;:;~1 
[N!) 

SU 3~~U 1I~l FATCR(\,Li•M,PT,X,CX) 
DI![~~[ ~~ X(o0Cl,CX(JOO),XCC60U} 
n~i-=rL;J :, 1, .'~, 
~=tl~A1CZ•P!~~l/R1 

l)J l G I=!, ~I 
10 SJ:;1=.Su''.l+XC!) 

$Jl· l=S l.lt·'2 / i\ !, 
GC: <. O l = 1 , '' 

20 xc l>=~: (! > -::.un 
2s c i.11 ·;~i:: 

· SCt•ii=0.0 
S0': 2=C.O 
D U :rn 1 = 1 , :: 
A11G=flt;A1Cl-l)•H 
SG~l=SG~l•CCS(tF(l•XC:l 

30 :j J ;, e=:; ,i '' ~ t:,: ~;( ,1 ;1 G l "X! T) 

A=Z.I}~ ::.C. :. 1/ ,. :-; 
s = 2 • .i • !.. e ~ ?. 1 :-: .·• 
?H!\]k/,;:.., _::i 

DO 50 J=l,!..l 
CX(Jl=C.O 
DU t.J l=t,1·,-Jtl 
r\J=I+J-1 
A~Gl=FL JA TCI-ll• ~ 
A~G2=~LGA1(KJ-L)*~ 
x: ( 1 J = XC l )- .'< .. e C S ( A 0: '.i 1 l - • 5 ! q -~ '; f: 1 ) 
YC=XCKJ)-A ■ CJ~( - AkG Z >- r • 1~(~~~2) 

40 CH . .:>=CX< .J}e-YC,.XC( ~) 
50 CX{J)=CX{ J)/rn 

00 60 I=l,~; 
60X(l)cY.CCI) 

RE TU~I~ 
t:-IC 



113 

P:tf[Sl o ~ O • S K 
: =: = ·- = = = = = = = = = 

DI~E~~!C~ YCJOOJ,:XC300),tXXC30~)~íC3~0J,IçYARClO),!T!TLEC144} 
DlKl~S!G~ :xA~4C~J~lJ,RA~~l(6J 
~lK[~SlJ~ ~~fS{~),STA~rc2,.~A(ilO),P~isc21 
ODU~L[ P.l[ClS!ü~ nSEt) 
i) A l A P ! / 3. l ,, 1 :, '.i / , ! C '" A :? ( 1 ) / l ! : • / , R A ~i ê. [ / 4 • 0 • !1 / 
~ltC~~,&OJ GiJlTLE(l),1=1•144) 

,H.;. i} C.5, /) Ll , LZ . 
Q02:COJ7:J IS TrlE U!CATtr.ri fQ.l E.lCCEPT~CflAL ACTTc:'i CN HIE 1/C STATE•!OH 
f>i·lA:;C,l )'-'O.O 

PiHH.Z >=e.O 
ARi'~(ll=0.7 
Ai:f5C.l J=-0. 49 
[ p = 1 
N= l Gú 
A=óO 
lN f'= G 
S=l2.5 
S=<Z•PI>/S 
PíUr.I•/,A~?S 

Dü 4j0 II=l,4 

os{u;.:c:,;?o .3125. n e 
STl.i:lC.lJ=lO 
STAí,Tc2>=4 
1H1=Nt2G1) 

7 

CALL fi~[~(AJPS,PX:.S,O.O,START,1ic,csEE~,Ip,2,XN,X,WA) 
DO~ J=l,/\ 

5 XCrl=-XC:•2GOJ•A•C:JS(S•lJ 
CALL fl S :rnc::: x,x, ~l. Ll) 

NP-=N/'<H 
PR li·, T • I, :, , L 1 , L 2 
.l:'t I TL,C:.,, / Ol 
o e 3 e r = 1 , r: P 
SC!--iJ~o.o 
DO 10 1,=2,Ll 
CXXCK>-~:xc~}•CUSCC2•?[•I•«>IX) 

10 SOKl:.S~Mltl:-K/~)*CXXCK) 
SGi-ii:'.=O.O 
J'.l 20 r,c:2,L2 

ZO 5L>~2=~LH2tCXXCIJ 
x< lJ=l 
'5u~:l=CXC l)/C.Z•Pi>t501:tt?I 
SOM2=CXCll/(l•PlltS0~2/Pl 
fCIJz(SU~l-SOHZJ/CXCll 

3ü ?U cd•/d,f C:·J 

J □ 40 K=<'.',Z*L? 
ex ,,u ~,cH r; i 10 e 1, 

40 SJ~~=~ü~Z•CX(~)••2 
sa,n .. c.:, 
::ia ~o l\=i?,L2 

SO SON1=SC ~l•CXCKJ••2 
GPl=l+4•SJ~1-Z•S~~2 
P.{!NT•1,u?I 
GPl=C/'I/2 
SOal'I =s;:-i T< Cp r, 
P.~r:-:1•1, s::;?r 
DELTA=CZ•LIJ/3·2•L2+C2•CL2••2})/Ll 
Pi< H.r. / I::, l L TA 
IF(IS?-2) 40ü~3SC,400 



: .S'iO ll-'=2 
N= 100 
L1=45 
LZ-=2O 
GO TJ 4';0 

400 r;:: '.>CO 
i'ri=f,U) 

.. CALL F.qG!HLl,L2,rr,;,:~.cx, 
- 1. ·1=-225 

L2=1O0 
4 s o e '.l i, r p; u e 

/' W = F e.~ O> 
CALL rATGl[Ll,L~,?I,P~,CXJ 

r,O Fül-i:-•t,TCl~Al > 

114 

70 Hb~'.AíllOX,"VALu~c:s )[ P LAM~:)A")
STUP 
t.~• D 

=----~--===~==-------------============~========~~======--=-==~------·------=--

SUJ~~UT[NC: FrsH~(CX,X,N,L} 
OIH[~SION CX(3CO),X(60C) 
x,'I= e • .:i 
)O JC() Il=-1,N 

1 O o· X 1-1 = X ,-1.t X C I I l 
;( i'~ = X :-~ I ~• 
)0 3CO II=l,L 
ÇXC!r>=O.O 

i, I =- ~ K ► 1 I - 1 
200 CX{!I)=CXCII)+[XCKK)-XNJ•LXCKIJ-XM) 
300 CY.C!I)<:XClI)/;,, 

H~ I U~N 
ENJ 

-----ª-------===---------------=------=--------------------------------------

SU~R3UTINE fATílRCLl,L2,P!,PW,CX> 
JIMENS:GN CXC3CO> 
?W=i'W•CX( 1) 

A=lt•PI•P~)/CL1-L2) 
S (; A= S 1,<T C A ) 
pf;{flT•/,A 
Pl 1:•;I• /, '.; ,;r, 
ilEiU~N 
lNJ 




