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S l N T E S E

0 objetivo deste trabalho é estudar o método de infere;ncia
fjducial e suas extensões, que são os modelos estrutural e funcio-
nal. No entanto não pretende esgotar o assunto, mas esclarecer e
apr'esentat'' reunidos os prjncipa is resultados referentes a esse tema

A introdução se ocupa em expor as principais tendências da
Inferência Estatística com a final idade de tentar clarificar as di-
ferenças entre elas e mostrar de que for'ma se posiciona a Inferência
Fiduci al ne s te con texto.

0 capitulo 2 descreve o método da infer'ência fiducial no ca-
so uniparamêtrico e chama a atenção para detalhes sign íficativos des
se método, como a propriedade de confiança e os subconjuntos relevan
tes

0 cap:ítulo 3 discute as circunstancias em que a inferência
fiducial e a Bayesjana coincidem. Mostra a diferença lõg íca que hã
entre a metodologia dos intervalos de confiança e a fiducialjsta, am
bas baseadas na propriedade de confiança; mostra também, de que foi''-
ma atum a propriedade de confiança na verificação da validade de uma

i nfet'ê n cia fi d u cl al

0 cap:itulo 4 apresenta vários exemplos no qual o método fldu
cial s e a pl i ca com su c e sso .

No caso multiparamêtrico a metodologia fiducialista ê ainda
pouco burilado. Algumas condições gera is foram estabelec idas mas os
resultados necessitam de uma maior discussão. As principa is conde -
ções são apresentadas no capitulo 5.

0 capitulo. 6 e 7.tratam das cx.{cit.6õc.6 do método fiducial: mo

deão está"utural e func tonal dando uma v irão geral dos resultados obti
dos por essa s extensões

00o

-S I N T E S E 

O objetivo deste trabalho e estudar o metodo de infer~ncia 
fiducial e suas extensões, que são os modelos estrutural e funcio
nal. No entanto não pretende esgotar o assunto, mas esclarecer e 
apresentar reunidos os principais resultados referentes a esse tema. 

A introdução se ocupa em expor as principais tendências da 
Inferência Estatística com a finalidade de tentar clarificar as di
ferenças entre elas e mostrar de que forma se posiciona a Inferência 
Fiducial neste contexto. 

O capítulo 2 descreve o m~todo da inferência fiducial no ca
so uniparametrico e chama a atenção para detalhes significativos des 
se metodo, como a propriedade de confiança e os subconjuntos relevan 
tes. 

O capítul~ 3 discute as circunstãncias em que a inferência 
fiducial e a Bayesiana coincidem. Mostra a diferença lÕgica que hã 
entre a metodologia dos intervalos de confiança e a fiducialista, am 
bas baseadas na propriedade de confiança; mostra tambem, de que for
ma atua a propriedade de confiança na verificação da validade de · uma 
inferência fiducial. 

O capítulo 4 apresenta vãrios exemplos no qual o metodo fidu 
cial se aplica com sucesso. 

No caso multiparam~trico a metodologia fiducialista e ainda 
pouco burilada. Algumas condições gerais foram estabelecidas mas os 
resultados necessitam de uma maior discussão. As principais condi -
çoes são apresentada 2 no capitulo 5. 

O capítulo 6 e 7.tratam das ex~en~~e~ - do metodo fiducial: mo 
delo estrutural e funcional dando uma visão geral dos resultados obti 
dos por essas extensões. 

ººº 



CAPITULO l

Introdução

A inferencia fiducia] , introduzida DOr Ronald A. Físher em

1930, foi alvo, desde o seu surgimento, de enter'oretações confusas e

controvertjdas devido a fot'ma Imprecisa como fo i apresentada e desen
volvida. blesino no livr'o ''Statjstical hlethods and Scientjfic

Inference'' de 1956, onde Fisher. abordou o assunto de forma mais com-

pleta, multas questões foram deixadas em aberto. Como consequência,

este tema que suscitou polémica durante muitos anos foi caindo aos

poucos no esquecimento. i'lesão assim, alguns pesquisadores se dedica

r'am a esclarecem' e estender' esta {déia. 0 objetivo deste trabalho ê
estudar o método de inferência fiducíal e suas extensões. Para nus

trai'' o contexto que motivou o desenvolvimento deste método, uma dis-

cussão das princjpals tendências de Infer'ência Estat:ístjca ê anresen

toda nesta introdução. 0 método pi''opriamente dito e suas extensões

vêm descritos nos cap:ítulos seguintes

0 passo decisivo Dat'a o desenvolvimento teórico da Infer.ên -

cia Estatlstjca esta associado ã fundamentação do calculo de probab.!

cidades ocorr.ida no século XVIII. Apesar de alguns pesquisadores jã
ter'em utilizado modelos probabill sucos Dará a analise estatística
no século XIX, foi no século XX.que a Inferência Estatística como é
conhecida hoje teve seu maior desenvolvimento. Esta consiste na ob-

tenção e no desenvolvimento de técnicas que per'matam,att'avos das ob-
servações dos dados, induz ir para o universo(população) avaliando
ao mesmo tempo o grau de {ncet'teza. Essa aval cação ê feita em ter -
mos d e pro babilidad e
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Introdução 

A inferência fiducial, introduzida po~ Ronald A. Fisher em 

1930, foi alvo, desde o seu surgimento, de interoretações confusas e 

-controvertidas devido a forma imprecisa como foi apresentada e desen 

volv ·ida. Mesmo no livro 11 Statistical Methods and Scientific 

Inferen.ce 11 de 1956, onde Físher _ abordou o assunto de forma mais com

pleta, muitas questões foram deixadas em aberto. Como consequência, 

este tema que suscitou polêmica durante muitos anos foi caindo aos 

poucos no esquecimento. Mesmo assim, alguns pesquisadores se dedic! 

rama esclar~cer e estender esta ideia. O objetivo deste trabalho e 

estudar o método de inferência fiducial e suas extensões. Para ilus 

trar o contexto que motivo~ o desenvolvimento deste método, uma dis

cussao das principais tendências de Inferência Estatistica e a;resen 

tada nesta introdução. O método propriamente dito e suas extensões 

vêm descritos nos cap1tulos seguintes. 

·o passo decisivo oara o desenvolvimento te5rico da Inferên -

eia Estatistica estã associado ã fundamentação do cãlculo de probabi 

lidades ocorrida no século XVIII. Apesar de alguns pesquisadores jã 

terem utilii~do modelos probabilisticos para a anãlise estatTstica 

no se cu l o X IX , foi no se cu 1 o X X. q u e a I n f e rê n c i a Esta tis ti e a e o mo -e 

conhecida hoje teve seu maior desenvolvimento. Esta consiste na ob

tenção e no desenvolvimento de técnicas que permitam,atraves das ob

servações dos dados, induzir para o universo (população) avaliando 

ao mesmo tempo o grau de incerteza. Essa avaliação e feita em ter -

mos de probabilidade. 



Apesar de o calculo de probabil idades ser uma discipl ina ma-
temática bem fundamentada, o conceito de probabil idade, básico para
a construção e interpretação dos resultados estatísticos, é contra -

vertido e possui diversas interpretações. Essas diferentes interpr.g
tações foram em parte as responsáveis pelo surgimento e desenvolvi

mento de diferentes metodolog ias de inferência estatística, que po

dem ser essencialmente classificadas em dois grupos: o$ subjetivis-
ta e o objetjvjsta. A descrição desses dois grupos que apresentare-
mos a seguir é importante para que se entenda em qual contexto sur
giu o método fiducial. Alguns entes envolvidos na descrição.são

1 { s t a do s na s eq uê n cia

0 presente tr'abalho esta resta'ito ao contexto da {nfer'êncja

estatística paramêtrica, ou seja, desejamos inferir sobre o valor

de uma quantidade desconhecida, o /oaa.mime,txa o, cujos valores possí-

veis estão restritos a um conjunto conhecido (i) , o espaço pa,tainéíxJ:
co. 0 ponto de partida para o processo cle inferência consiste em se

realizar um exoer'jmento aleatório cujo r'esultado (oó dada,61

x ; (XI'... ,Xn) cor'r'espondem a uma obset'vação da va,'t,éãue.C lveí04.) a-

Zeaíõ Za X:(XI'...,Xn). Os poss:ívejs valores x, pertencemaoe.ópa-
çc' asno.ó,traz x e a distribuição de X Ê; caracterizada por uma função

de probabilidade pertencente ã fam:ÍliaÍf(x/o): o c(D} . No caso
discreto f(x/o) é a função de probabjljdade e no caso contínuo ê a

função de densidade de probabilidade. Note que uma outra classe de

funções pode ser def unida como {f(x/o), x c x} e cujos elementos são

funções definidas em(i) . 0 elemento desta classe coar'espondente ao
va] o r o bservado x , d e no Lado

- 2 -

Apesar de o cãlculo de probabilidades ser uma disciplina ma

temãtica bem fundamentada, o conceito de probabilidade, bãsico para 

a construção e interpretação dos resultados estatisticos, ê contro -

vertido e possui diversas interpretações. Essas diferentes interpr~ 

tacões foram em parte as responsãveis pelo surgimento e desenvolvi -

mento de diferentes metodologias de inferência estatistica, que po -

dem ser essencialmente classificadas em dois grupos: o$ subjetivis

ta e o objetivista.· A descrição desses dois grupos que apresentare

mos a seguir ê importahte para que se entenda em qual contexto sur 

giu o metodo fiducial. Alguns entes envolvidos na descrição . são 

listados na sequência. 

O presente trabalho estã restrito ao contexto d~ inferência 

estatística paramétrica, ou seja, desejamos infe r ir sobre o valor 

de uma quantidade desconhecida, o pa~amet~o 0, cujos valores possi

veis es t ão restritos a um conjunto conhecido®, o u paç_o pa~a.me.tlL:!:_ 

QO. O ponto de par t ida para o processo de inferência consiste em se 

realizar um experimento aleatório cujo resultado (o-6 dado-6) 

x = (x 1 , .. . ,xn) correspondem a uma obset·vação da valL,Lâ.v el {veto~) a

-'! ea-tÓ~-La X= (X 1 , ... ,Xn). Os possiveis valores x, pertencemaoe-6pa.

ç_ o ~mo -6t~al x e a distribuição de X e caracterizada por uma função 

de probabi 1 idade pertencente ã familia { f ( x/ 0): 0 E @} . No caso 

discreto f(x/ 0) e a função de probabilidade e no caso continuo ê a 

função de densidade de probabilidade. Note que uma outra classe de 

funções pode ser definida como {f(x/0), x E :t } e cujos elementos são 

funções definidas em 0. O elemento desta classe correspondente ao 

valor observado x, denotado 



L(o ;x) : f( x/0 )

ê denominado função de verossimllhança e cujo conceito foi introduz i

do por Fisher' em 1920. Convem notar que a função de verossimilhança

L(o;x) não define necessaríanlente uma distribuição de pr'obabilldades

emG), os elementos da classe {L(o;x);x € x} são apenas funções cle o
para cada x c x. Esta ê de importância fundamental no contextodomÕ

todo de inferência fiducial , pois é nela que esta contida toda a in-
formação que x pode nos dar soba'e o (esse aspecto fo{ apontado pot'

Fisher em 1921). Se la função puder ser.fatorada em

L(ó ;x) ; h(o ,t(x) )m(x)

onde h e m são .funções quaisquer, a função t(x) dos dados é denomina

da estat:estica suficiente com relação a o. Em outras palavras a es-
tatística sufic lente resume toda a Infor'mação sobre o contida nosdadosx

A inferência Estatística consiste em tirar conclusões soba'e

o unjvel"se par'rindo de fatos obset'vados na amostra, ou como no nosso

caso, tirar conclusões sobre uma quantidade desconhecida o partindo

dos dados x. Essas conclusões podem estar expressas em termos de
proposições do tipo "o pertence ao intervado(a,b)" ou resumidamente

"o c(a,b)". Relativamente a essas proposições levanta-se contudo,
uma dificuldade: não se pode dizer, contrai'lamente ao que sucede
com as proposições "deduzidas", que são falsas ou verdadeiras. Tão

pouco é de admit ir-se um estado de completa ignorância. Ex iate, por
tanto, em relação a uma.pt'oposição "induzida" uma posição intermedjã
ri a entre

fa] s a - ve rd ad ei ra

- 3 -

L(e ;x) = f(x/0) 

e denominado função de verossimilhança e cujo conceito foi introduzi 

do por Fisher em 1920. Conv~m notar que a função de verossimilhança 

L(O;x) não define necessariamente uma distribuição ·de probabilidades 

em@, os elementos da classe {L(0 ;x) ;x E X} são apenas funções de 0 

para cada x E x. Esta e de importância fundamental no contexto do me 

todo de infer~ncia fiducial, pois e nela que estã contida tod a a in

formação que x pode nos dar sobre 0 (esse aspecto foi apontad o por 

Fi sher em 1921). Se ;a função puder .ser _fatorada em 

L(é ;x) = h(o ,t(x) )m(x) 

onde hem sao funções quaisquer, a função t(x) dos dados e denomina 

da estatística suficiente com relação a 0 . Em outras palavra s a es-

tatística suficiente resume toda a informaç ão sobre 0 contid a no s dados x. 

A infer~ncia EstatTstica con~Jste em tirar conclu sões sobre 

o universo partindo de fatos observados na amostra, ou como no nos so 

caso, tirar conclusões sobre uma quantidade desconhecida 0 partindo 

dos dados x. Essas conclusões podem estar expressas em termos de 

proposições do tipo 11 0 pertence ao intervado (a,b) 11 ou resumidamente 
11 0 E (a,b) 11

• Relativamente a essas proposições levanta-se contudo, 

uma dificuldade: não se pode dizer, contrariamente ao que sucede 

com a s p r o p o s i ç õ e s II d e d u z i d a s 11 
·, q u e s ão f a l s a s o u v e r d a d e i r a s . T ão 

pouco e de admitir-se um estado de completa ignorância. Existe, po~ 

tanto, em relação a uma -pr~posição 11 induzida 11 uma posição intermedia -

ria entre 

falsa-verdadeira 



posição de incerteza que leva a dizer que a proposição. é mais ou me

nos provavel

Em resumo pode admit ir-se que hã um grau.:de incerteza em to-
da a inferência em contraste com o carãter de certeza absoluta que é

atribuído ãs deduções matemáticas. A aval cação do grau de incerteza
é medida em termos probabilísticos

Tanto subjetivistas como objetivistas têm como ponto de par-
tida os dados x e o modelo de probabil idades associado a eles,
f(x/o). No entanto, a forma como os utilizam esta fundamentalmente

relacionada ao conceito de probabjl idade subjacente e consequêntemen

te os processos de inferência resultantes serão diferentes

A djvjsão em dois gt'upas subjetivistas e objetivistas, é bas

tente genérica e tem como r'eferência as duas tendências mais conheci

das: a Bayesíana e a Clássica(a primeira é vjsualjzada como subje-

tívjsta e a segunda como objetivista). No entanto, o aspecto que di

r'erenc ia ambas, Bayesjana e Clãssjca, para além do subjet iv esmo e ob

jetivismo esta fundamentalmente associado. ã utjljzação ou não.da pr'o

babjlidade como medida de indução(probabíljdade indutiva). Procura

remos esclarecer na exposição que segue o sjgnlficado de probabil ida
de i nd ut{ va

Sob a luz de certos fatos conhecidos, que chamaremos de A, e

xjste uma posição de incerteza com relação ã proposição "0 c(a,b)"

que chamaremos de B. Para os subjetivlstas o grau de incerteza que

um indjvlduo tem sobre a veracidade cla afirmação contida em B pode

ser expressa em termos numéricos. Esse valor numérico é a probabili

dade. Então p : P(B/A) é uma medida do grau de Incerteza que uma
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posição de incerteza que leva a dizer que a proposição· e mais ou me

nos provável. 

Em resumo pode admitir-se que hã um grau ., de incerteza em to

da a inferência em contraste com o carâter de certeza absoluta que ê 

atribuído ãs deduções matemáticas. A avaliação do grau de incerteza 

e medida em termos probabilísticos . 

. Tanto subjetivistas como objetivistas têm como ponto de par

tida os dados x e o modelo de probabilidades associado a eles, 

f(x/0). No entanto, a forma como os utilizam estã fundamentalmente 

relacionada ao conceito de probabilidade subjacente e consequenteme~ 

te os processos de inferência resultantes serão diferentes. 

A divisão em dois grupos subjetivistas e objetivistas, e bas 

tante genérica e tem como referência as duas tendências mais conheci 

das: a Bayesiana e a Clãssica (a primeira é visualizada como subje

tivista e a segunda como objetivista). No entanto, o aspecto que di 

ferencia ambas, Bayesiana e Clãssica, para alem do subjetivismo e ob 

jetivjsmo estã fundamentalmente associada ã utilização ou não - da pr~ 

babilidade como medida de indução (probabilidade indutiva). Procura 

remos esclarecer na exposição que segue o significado de probabilidi 

de indutiva. 

Sob a luz de certos fatos conhecidos, que chamaremos de A>~ 

xiste uma posição de incerteza com relação ã proposição 11 0 E (a,b)" 

que chamaremos de B. Para os subjetivistas o grau de incerteza que 

um indivíduo tem sobre a veracidade da afirmação contida em B pode 

ser expressa em termos numéricos. Esse valor numérico e a probabili 

dade. Então p = P(B/A) ~ uma medida do grau de incerteza que uma 
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pessoa .pode ter sobre a ocorrência -de B dado o conhecimento de A.. Em

casos extremos p=1 se B decorre de A e p=0 se A e B se contradizem
mutuamente

A íntet:pretação subjetivjsta tr'ata a probabll idade eln termos

de sentimentos de certeza e incerteza, com base na experiência pes-

soal do indivíduo(os ''fatos conhecidos", A ê a expt"estão dessa expe-

riência). Ramsey e de Fjnett{, independentemente e sirnultanearnente,

no período de 1925 a 1935 contribuíram pal'a a construção de uma defl

nação for'mal de pl'obabillclade subjet iva com base em ci'itél'jos de con

sistência e coerência, desenxolvlda mais tarde por outros como

Savage e Good

A chave do método subjetiv isto é d izer que embora o verdades

ro valor de o seja desconhecido, os poss:íveis valores que ele pode

assumir e que estão em (g) podem ter' dlfet"entes gt"aus de {ncer'teza ba
sendo em conhecimentos a priori de cunho pessoal. A essa incerteza

associamos uma distribuição de probabilidades de natureza subjetjva

no espaço paramõtrjco chamada djstribulção a priori. Essas probabi-

lidades são pr'obabilidades condicionais (condicionadas pela experlê.!!

cia pessoal)(Lindley, 1965 e Goód, 1950)\";

Associando o modelo proposto, f(x/o), com a distribuição a
.priori de o e usando o teorema de Bayes chegamos a uma distribuição

de probabil idades soba'e o espaço par'amêtríco, dita d istribulção apo.!
teriori que é uma "ca]jbragem" da nossa incerteza inicial sobre o jã
que considera a informação inicial (a prior"i) e aquela adicionada p.g

l nc rla rtn ç

(+) Lindley, 0.V. (1965) - Introductlotl to Probability and Statistjcs from a
Bayesian Vjewpoínt, Pare 1, Probabjlity - Cambridge: C.U.P

Good, !.J. (1950) - Probabil ity and the Weighing of Evidence. London: Grjffjn
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r e s s o a· . p o d e t e r s o· b r e a o c o r rê n c i a . d e I3 d a d o o e o n h e c i m e n to d e A .. Em 

casos extremos p=1 se B decorre de A e p=0 se A e I3 se contradizem 

mutuamente. 

A intefpretac i u subjetivista trata a probabilidade em termos 

de sentimentos de cert ~za e incerteza, com base na experi~ncia pes

soal do indivTduo (os "fatos conhecidos", .C... é a expressão de ssa expe

ri~ncia). Ramsey e de Finetti, independentemente e simultaneamente, 

no perTodo de 1925 a 1935 contribuTram para a construção de uma defi 

nição formal de probabilidade subjetiva com base em critérios de con 

sistência e coer~ncia, desenvolvida mais tarde por outros como 

Sa.vage e Good. 

A chave do método subjetivista é dizer que embora o· verdadei 

ro valor de 0 seja desconhecido, os poss,veis valores que ele pode 

assumir e que estão em 0 podem ter diferentes graus de incerteza ba 

seado em conhecimentos a priori de cunho pessoal. Ã essa incerteza 

associamos uma distribuição de probabilidades de natureza subjetiva 

no espaço paramétrico chamada distribuição a priori. Essas probabi

lidades são probabilidades condicionais (condicionadas pela experiê~ 

eia pessoal) (Lindley, 1965 e Gobd~ 1950)(*). 

Associarido o modelo proposto, f(x/0), com a distribuição a 

priori de 0 e usando o teorema de Bayes chegamos a uma distribuição 

de probabilidades sobre o espaço paramétrico, ·dita distribuição a po~ 

teriori que é uma "calibragem" da nossa incerteza inicial sobre 0 ja 

que considera a informação inicial (a priori) e aquela adicionada p~ 

los . dados. 

(*) Lindley, D.V. (1965) - Introduction to Probability and Statistics from a 
Bayesian Viewpoint, Part 1, Probability - Cambridge: C.U.P. 

Good, I.J. (1950) - Probability and the Weighing of Evidence. London: Griffin 



Com efeito, se denotarmos a distribuição a priori por g(O)
podemos obter a distribuição a posterior'i de o através da fórmula de
Bayes

f(x/o)g(o)

if(x/o)g(o)do

onde Í é a integral sobre o espaço paramétrico e g(o/x) ê a distri-
buição a posteriori de o.. Esse mecanismo será ilustrado pelo seguir
te exemplo

g(o/x)

Exemplo 1.1: Cona adere uma variável aleatória X com distribuição U

niforme em(õ-1/2; o+1/2) onde o é desconhecido e per'tencente ao es

paço paramétrico<D=110,20]. A função de verossimilhança ê

L(o;x) : f(x/o) ; TT l (x:
P -.;;o-- .} )

n

,*; *,':Í=;' :::: :::::::.i
'* 4,)C 2

o nde

Assurníndo como dístrjbu íção de probabjl idades a pr'júri uma distribui

ção Lrniforme em [11),20] e usando a fÕrmu]a de Bayes obtemos

(ó-;!..-;) (xj) *.[-Ü *
l (o)]
[.1 0 , 2 0 ] .

g(o/x): ; : ;: ' '

n

'2
2 0 n

l
{ g l 0 71 0 1)(xj) x [-4x [[0,20](o)]do
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Com efeito, se denotarmos a distribuição a priori por g(0} 

podemos obter a distribuição a posteriori de 0 atravês da f6rmula de 

Bayes: 
. . 

f f(x/0)9(0)d0 

9(0/x) = 
f(x/0)9(0) 

onde f ê a integral .sobre o espaço parametrico e g(0/x) ê a distri
e 

buição a posteriori de 0 . . Esse mecanismo sera ilustrado pelo segui~ 

te exemplo: 

Exemplo 1.1: Considere uma variavel aleat6ria X com distribuição U

niforme em ( é -1/2; 0~1/2) onde 0 e desconhecido e pertencente ao es

paço parametrico@ = [10,20]. A função de verossimilhança e 

L(0;x) = f(x/0) 

o caso contrario 

Assumindo como distribuição de probabilidades a priori uma distribui

ção Uniforme em [10,20] e usando a f6rmula de Bayes obtemos 

J
2 O n 

.TI 1 1 . 1 ( x . ) x 
1 o i :;:; 1 ( 0 --z; 0+ l) l 

1 [10 XI (0)Jd0 
[10,20] 



l + l l(y.-1/2; yl+1/2)(o)

que corresponde a uma cljstr ibujção Uniforme em(yn-1/2;yl+1/2) onde

y.i ê a i-ésima estatística de ot'dem.

Nossa informação inicial sobre o Õ mod iflcada pelos dados

x através dessa operação que funciona como uma for'ma de "atualjza-

ção''dessa informação. A ut ilização formal do conhecimento a priori
ê um dos pontos mais polémicos desse argumento.

Algumas das crTt ocas feitas ã utilização de uma distribui
çao a priori vem na fol'ma de perguntas como as que sequem:

1) mesmo aceitando o fato de que a "incerteza" pode ser descrita a
través de uma distribu ição de probabjlida(Jes, como encorltrar o made

lo adequado para traduzir essa informação?

2) qual distribuição aprior{ deve sel" uti l izada quando não se tem

informação? Nesses casos, alguns adotam a dlstl"ibuição Unifot'me

quando o espaço paramétrico Õ um conjurlto l imitado, como no exemplo

1.1. Mas e se o espaço paramétrico não ê um conjunto l imitado?

A.maior crltjca esta relacionada com o fato de a distribuição a pejo
ri ser. uma medida subjetiva(personalizada): duas pessoas com infor-

mações diferentes poder'ão considerar diferentes djstribujções a paio
ri e consequentemente obter diferentes dista''ibuições a posteriori
Assim, com os mesmos dados, dois estat:ístjcos poderão fazer djfet'en-
tes inferências sobre o mesmo parâmetro

boas, essa abordagem que util iza a fórmula de Bayes não ex{
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= 

Y1 - y + 1 n 

que corresponde a uma distribuiç~o Uniforme em (yn-1/2;y
1

+1/2) onde 

y. e a i-esima estat1stica de ordem. 
1 

Nossa informação inicial sobre e e modificada pelos dados 

x . através dessa operação que funciona como uma forma de "atualiza

ção"dessa informação. A utilização formal do conhecimento a priori 

e um dos pontos mais pol~micos desse argumento. 

Algumas das criticas feitas ã utilização de uma distribui

çao a priori v~m na forma de perguntas como as que seguem : 

1 ) mesmo a c e i ta n d o o fato d e que a 11 i n certeza II pode ser d e s cri ta a -

traves de uma distribuição de probabilidades, como encontr a r o mode 

lo adequado para traduzir essa informaç ão? 

2) qual distribuiç ; o a priori deve ser utilizada quando não se tem 

informação? Nesses casos, alguns adotam a distribuição Uniforme 

quando o espaço paramétrico e um conjunto limitado, como no exemplo 

1.1. Mas e se o espaço paramétrico não e um conjunto limitado? 

A .maior cr1tica est~ relacionada com o fato de a distribuição a pri~ 

ri ser uma medida subjetiva (personalizada): duas pessoas com infor

maçoes diferentes poderão considerar diferentes distribuições a pri~ 

ri e consequentemente obter diferentes distribuições a posteriori. 

Assim, com os mesmos dados, dois estatisticos poderão fazer ~iferen

tes infer~ncias sobre o mesmo parimetro. 

Mas, essa abordagem que utiliza a f6rmula de Bayes nao exi-
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ge obrigatoriamente o uso do conceito subjetivista. É também comp.!

cível com o conceito lógico de probabil idade desenvolvido porJêffreys
( 1961 ) \ l J

Keynes em(1921){zJ motivado por princípios de lógica ma-

temática, na qual a proposição A implica ou refuta outra proposição B
modificou e ampl iou esse conceito medindo pela probabil idade a exten-

são em que A verifica B. Essa medida de probabil idade ê uma probabi-
lidade condicional e mede um gr'au de crença racional, que em distin-
ção da ideia de probabil idade subjetiva é assumida como ãn,éca. É uma

quantidade de confiança que é adequado conferir a uma pr'oposição B, ã
luz da informação ou conhecimento que obtemos de A. Hã um e sÕ um

grau de {mplícação p : P(B/A) e é uma medida tão objetivo quanto o
conceito frequentista que veremos adiant;e. Popper (1975)(3) conside-

ra o conceito lógico de probabíl idade uma variante do conceito subje-

tjvista interpretando os enunciados não psicologicamente,mas logica
mente

Nas palavras de Good(1965){4): A logjcal probability, or
"credibiljty"(in the terminology of early v/riters) ís a ratíonal

Intensity of convictjon, implicit in the gjven informatíon, and such

that if a pel'son does not agree with it he {s virong" (pãg. 77)
As criticas ao conceito lógico de probabilidade ressaltam

( 1 )

(2 )

(3)

(4)

Jeffreys (1961) Theory of Probability, 3rd Edn. Oxford Clarendon Press.

Keynes, J.M. (1921) Treatise on PT'obabiljty. London: f4ac blillan

Popper, K.R. .(1975) .A.lógica da pesquisa cient:ífica: tradução de L. Herberg e
0. Silveira da l,lotta. São Paulo, Cultrjx. Ed. da Unjversjdade de $ão Paulo '

Good, l.J. (1965) The í:stimat.{on of Probabilities: An Essay on f4odern
Bayesjan f4ethods. Cambrldge, í-mass: M.l.T. Press.
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ge obrigatoriamente o uso do conceito subjetivista. [ tambêm comp! 

tível com o conceito 1Õgico de probabilidade desenvolvido porJéffreys 

(1961)( 1) 

Keynes em (1921)( 2) motivado por princípios de lógica ma

temâtica, na qual a proposição A implica ou refuta outra proposição B, 

modificou- e ampliou esse conceito medindo pela probabilidade a exten

sao em que A verifica B. Essa medida de probabilidade ê uma probabi

lidade condicional e mede um grau de crença racional, que em distin

ção da id~ia de probabilidade subjetiva ê assumida como ~n~ea. [ uma 

qu antidade de confiança que ê adequado conferir a uma proposição B, â 

Juz da informação ou conhecimento que obtemos de A. Hâ um e sõ um 

grau de implicação p = P(B/A) e ê uma medida tio objetiva quanto o 

conceito frequentista que veremos adiante. Popper (1975)( 3 ) conside

ra o conceito lógico de probabilidade uma variante do conceito subje

tivista interpretando os enunciados não psicologicamente,mas logica

mente. 

Nas palavras de Good (1965)( 4 ): A logical probability, or,_ 
11 credibility" (in the terminology of early 1t1riters) is a rational 

intensity of conviction, implicit in the given information, and such 

t h a t i f a p e r s o n d o e s n o t a g r e e \'1 i t h i t h e i s w r o n g 11 
( p â g . 7 7 ) . 

As criticas ao conceito lógico de probabilidade ressaltam 

(1) Jeffreys (1961) Theory of Probability, 3rd Edn. Oxford Clarendon Press. 

(2) - Keynes, J.M. (1921) Treatise on Probability. London: Mac Millan 

(3) Popper, K.R. (1975) -A lÕgica da pesquisa cientifica: tradução de L. Herberg e 
O. Silveira da Motta. São Paulo, Cultrix. Ed. da Universidade de São Paulo 

(4) _Good, I.J. (1965) The Estimation of Probabilities: An Essay on Modern 
Bayesian Methods. Cambridge, Mas s: M.I.T. Press. 
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em ppjmeíro lugar uma insatisfação com a base de obtenção do valor

nurnêrico para a probabilidade. Perguntas do t ipo: como medir o grau
de crença t'acional? E como obter' uma medida única(não pessoal)? -
tornam esse conceito impopular entre os estatlstjcos modernos

Existe uma variante entre os trabalhos de Keynes e

Jeffreys. No contexto deste estudo citaremos apenas as idêjas de
uleffreys no critêr'io para escolha das djstt''il)u'ições que representam

{ g no rânci a a p rio ri s o b re o.

Jefft'eys, ut ilizando o princTpjo da razão insuficiente de

Bayes-Laplace\ '/ que conduz ã distribuição uniforme para conjuntos
fechados na neta e mantendo certas propriedcades de {nvarjância dos

modelos propostos sugeriu que a d istribuição a pt'iori dependesse da
natut-eza della). Para isso propôs os seguintes critérios

a) (13) : (-w,m): d'istribu'ição u n'iforme contínua, assegur'ando 'invar'iân

cja face a qualquer função linear' de o

g(o) a co nst a nt e

(1) 0 princ:ipso da razão insuficiente diz que a probabilidade de dois eventos irã
ser igual se nÕs não temos razão para acredita-los dlfer'entes. 0 primeiro a usar
esse prlncTpío fo{ Thomas Bayes em 1763 que postulou que o parâmetro da Binomial ,
p, tem distribuição Uniforme em (0,1) se nada ê conhecido sobre ele,oque é conhe-

cido como postulado de Bayes. Laplace em 1814 usou o principio citado acima para
outros parâmetros além daquele da Binomial. 0 principio ficou conhecido como pr'in
copio da razão insuficiente de Bayes-Laplace
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em p~imeiro lugar uma insatisfação com a base de obtenção do valor 

numerico para a probabilidade. Perguntas do tipo: como medir o grau 

de crença racional? E como obter urna medida Gnica (não pessoal)? 

tornam esse conceito impopular entre os estatfsticos modernos. 

Existe uma variante entre os trabalhos de Keynes e 

Jeffreys. No contexto deste estudo citaremos apenas as ideias de 

Jeffreys no critério para escolha das distribuições que representam 

ignorância a priori sobre 0. 

Jeffreys, utilizando o princfpio da razao 1nsuficiente de 

Bayes-Laplace( 1) que conduz â distribuição uniforme para conjuntos 

fechados na reta e mantendo certas propriedades de invari~ncia dos 

modelos propostos sugeriu que a distribuição a priori dependesse da 

natureza de@. Para isso propôs os seguintes criter ·ios: 

a)@ = (- 00 ,00): distribuição üniforme contTnua, assegurando invariân 

cia face a qualquer função linear de 0. 

9(0) ~ constante _o, < 0 < 00 

(1) O princ1pio da razao insuficiente diz que a probabilidade de dois eventos ir~ 
ser igual se nõs nâo temos razão para acreditã-los diferentes. O primeiro a usar 

. . 

esse prindpio foi Thomas Bayes em 1763 que postulou que o parâmetro da Binomial, 
p, tem distribuição Uniforme em (0,1) se nada e conhecido sobre ele,oque e conhe
cido como postulado de Bayes. Laplace em 1814 usou o princ,pio citado acima para 
outros parâmetros alem daquele da Binomial. O princ1pio ficou conhecido como pri~ 
c1pio da razão insuficiente de Bayes-Laplace. 



1 0

b) (ÊD : (0,®): d'isto'ibu'ição uniforme conta'nua para @: logo,+ c (-n,n),

o que garante coerência com a) e invariância face a qualquer' po
tência B( B : 0 ) de o

Vale notar' que g(Q) em a) e b) são distribuições de natureza im-

própria, pois l g(o)do= +w e podem ser visualizadas como "funções de
lionder'ação" operando na função de verQssimjlhança f(x/o) , originando,
após normalização, uma dista'ibuição a posteriori. 0 exemplo aba íxo
{l ustra este método.

Exemplo 1.2: Consideremos a mesma situação do exemplo 1.1, com exce

ção que aqui (:) ;(-m,n) e a djstr'ibu'ição a pt'jor'i é aquela proposta
por Jeffreys

g(0) : 1

obtemos como resul todo

n

'n (o-1/2;0+1/2)(xj)
fw ll

.Jm 113i(o-l/z;o+l/z)(x{)dO

g(o/x) f(x/e ) * l

IÍ f.( x/0 )x l dO

(Ó)
(yn-1 / 2 ;yl+1/2)

Com a aplicação do princ:ópio da Y'azão insuficiente, f(x/o)

é propor'cional a g(o/x) o que revela completa "subntersão" da informa

ção a priori pelos dados amostrais
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b) C8) = (0, 00
): distribuição uniforme continua para~= 1090,~ E: (-<0, 00),. 

o que garante coerência com a) e invariância face a qualquer p~ 

tência a(s ~o) de 0 

9(0) a: -
0 

o < 0 < 00 

Vale notar que 9(0) em a) e b) sao distribuições de natureza im

pr6pria, pois J g(0)d0 = +00 e podem ser visualizadas como ''funções de 

ponderação" operando na função de verossimilhança f(x/0), originando, 

ap5s normalização, uma distribuição a posteriori. O exemplo abaixo 

ilustra este método. 

Exemplo 1 .2: Consideremos a mesma situação do exemplo 1.1, com exce

çao que aqui 0 = (- 00 , ro ) e a distribuição a prio,i e aquela proposta 

por Jeffreys 

9( 0 ) = 1 -00 < 0 < co 

obtemos como resultado 

n 

g(0/x) = 
f(x/ 0 ) x 1 

= 

TTI . (xi) 
i=1 (0-1/2;0+1/2) 

= 

J
00

f (x/0 )x1 . d0 
_co 

= I ( e ) 1 
(yn-1/2;y 1+1/2) . y 1-yn+1 

Co m a aplicação do princ1pio da razao insuficiente, f(x/0) 

e proporcional a 9( 8/ x ) o que revela completa "submersão" da informa

ção a priori pelos dados amostrais. 
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Até este ponto descrevemos as abordagens subjetjva e obje-

tivo que ut iljzam o argumento de Bayes a. que é em geral conhecido

como método Bayesjano. Até aqui a probabilidade é utilizada como me

dada indutiva(probabilidade indut iva) que gera djstrlbuições a prig
rí: no espaço paramétrico, subjetivas ou objetivas(neste contexto,

probabilidade indutiva é uma medida "induzida" no espaço paramêtri
co )

No entanto, nem todos são pat'tidãrjos da utilização de dis

tribujções a priori, subjetivas ou não. É. o caso da escola de

Neyman-Pearson. Nesta escola isto ê reflexo da visão de que pr'obab.!

cidade não pode ser' ut ilizada no sentido indutivo descrito anterior-

mente. Para os seguidoresda escola de N.P. a probabilidade de um e-
vento é uma med ida ijn ica, mas encarada apenas no sentido frequentjs-

ta que descrevemos a seguir'. Em um experimento repetido um grande

número de vezes, imagina-se que um evento cuja probabilidade ''ver'de-

deira" õ 0,6 ocort'a aproximadamente sessenta vezes em cem. Segundo

esta interpretação frequentista o enunciado "a probabilidade de ob-

ter 5 em um dado é 1/6'' não õ efet ivamente uma afia'mação acerca do

próximo lançamento ; ê antes uma afirmação acer'ca de toda uma classe

de lançamentos do qual o próximo ê apenas um deles. Nos termos des-

sa concepção, os enunc lados de probabilidade numérica(como o de ob-

ter 5 em um dado) sõ são admissíveis se pudermos oferecer uma inter-

pretação frequentista para eles. E como o pal'âmetro o é uma quanti-

dade fixa não devemos associar" qualquer pt'obabllidade diferente de
zero ou um a propor íção "o c(a,b)". Portanto, a probabilidade indu

uva não é admitida nessa versão de N.P. da inferência, o que torna
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inaceitável qualquer distribuição de probabilidade sobre o espaço pa
ramét r{ co.

Com base apenas na visão frequentista da probabil idade e

nos dados x como i;nuca informação relevante que permite uma quantia
cação, além do modelo f(x/o), as inferências mais comuns da inferên-

cia de N.P. são: estimação pontual , onde se encontra um particular
valor o para o; estimação por intervalo, encontrando-se o intervalo

(Ot,Q+) contido no espaço paramétr íco e associando-se a este um grau
de confiança; testes de hipóteses, no sentido de "verificar" se

o c(8)0 '(S) e associando ao resultado os "eri"os" de inferência

Dentro desse contexto nosso interesse esta voltado para a
teoria de estimação objetivo que se desenvolveu de 1930 a 1935 tendo

dois eixos distintos: o de Neyman-Pear'soneo de Fisher(responsável
pelo método fid u c{ al )

fleyman-Pearson desenvolveram a teor'ja de testes de hipóte-

ses e de intervalos de confiança(estimação por intervalo) por volta

de 1930. Como jã mencionado, o uso lógico da pt'oball idade é aqu i i-

nacejtãvel e por'tanto dista'jbuições de probabil idades sobre o espaço
paramétr{ co são imp ensãveís

0 processo de estjinação pot' intervalos de confiança consis

te em encontrar' um intervalo do tipo(A(X),B(X)) que, pode ser cona i
derado como um conjunto aleatório contido emQ). Para um dado valor

oO e(g) nÕs podemos calcular a probabilidade de(A(X),B(X)) conter oO
como s eg ue

P(A(X) $ oO É B(X)/ O : oO)
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inaceitãvel qualquer distribuição de probabilidade sobre o espaço p~ 
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teoria de estimação objetiva que se desenvolveu de 1930 a 1935 tendo 
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naceitãvel e portanto distribuições de probabilidades sobre o espaço 

paramétrico são i mpensãveis. 

O processo de estimação por intervalos de confiança consis 

te em encontrar um interv a lo do t ipo (A(X),B(X)) que, pode ser consi

der ad o como um co njunto al eatório contido em0. Para um dado valor 

00 E@nôs podemos calcular a probabilidade de (A(X),B(X)) conter 00 
como segue: 

P(A(X) ~ 0 ~ B(X)/0 = 0 ) = 1 - a o o 



1 3

para um a c(0,1) conhecido e onde

P(A(X) $ o o lo o 0) f(x }0 o )dx

{ x ;A (.x )$o o}

Suponha que esta. probabilidade(l-a) é a mesma para to.do 00 '\e),
então

p[(A(X),B(X)) 3 001'O: 00) : ]-ct, para todo 00 'G)- 0 in-
tervalo(A(x),B(x)) onde x corresponde ao valor observado de X é cha

medo intervalo de confiança para o com coeficiente de confiança
l 'l -cl )

Exemolo 1.3: Considere XI'...,Xn variáveis aleatórias(v.a) indepe.B
dentes identicamente distribuídas( i.i.d.) com distribuição unifot'me

em(o-1/2,0+1/2). Definimos A(X) : Yl: minÍXI'...,Xn} e
B(X) ; Yn: mãxÍXI'...,Xn}. Calculemos a probabilidade de

o ((YI,Yn), ou melhor calculemos a probabilidade de(YI 'Yn) conter o
Então

P(YI ' O Yn/o) : nlll(n)[p(X< o)]KE]-p(X< O)]n'K

>l(n)[o-o+t/2]K]t-o+o-t/2]n'K

>l (2)[l/Zln :
2n-l . l

para qualquer que seja o eG). Dessa forma,[yl'yn] ê.um intervalo
n ll = 1 d

de confiança para O com coef icjente de cohf'lança S---;:--;J = 1-a ;

aqui yl e yn são os valores obser'vados de YI e Yn' respectivamente
Suponha agora que n=2, entãoa=1/2 e(l-Q) = 1/2. Suponha também

que os valores observados sejam yl : 2,3 e yn = 3,0, então(2,3;3,0)
é um intervalo de confiança para o com coeficiente de confiança 1/2

2
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para um a. E (0,1) conhecido e onde 

- P(A(X) ~ 0 10 o- = 0 ) o = J f(x10 0 )dx 

{x;A(x) ~0
0

} 

Suponha que esta . probabilidade (1-a) é a mesma para tod0 0 0 E@, 

então 

P[(A(X),B(X)) 3 00 r0 = 0 0 ) = 1- ª, para todo 00 EG:i) , O in-

tervalo (A(x) ,B(x)) onde x corresponde ao valor observado de X e cha 

mado intervalo de confiança para 0 com coeficiente de confiança 

( 1 -a). 

Exemplo 1.3: Considere x1 , ... ,Xn variãveis aleatõrias (v.a) indepe~ 

dentes identicamente distribuTdas (i.i.d.) com distribuição uniforme 

em (0-1/2,0+1/2). Definimos A(X) = v1 = min{X 1 , ... ,Xn} e 

B(~) = Yn = mãx{X1' ... ,Xn}. Calculemos a probabilidade de 

0 E (Y1'Yn), ou melhor calculemos a probabilidade de (Y
1 

,Yn) conter 0 . 

Então 

P ( Y 1 < 0 < Y n /0 ) = 
n-1 
l (~)[P(X < 0)JK[1 - P(X < 0)Jn-K 

K=0 

nf 1 n - K n- K 
= l (K)[0-8+1/2] [1-0+0-1/2] 

K=1 

para qualquer que seja 0 E@. Dessa forma, [y 1 ,yn] 

de confiança para 0 com coeficiente de co.nfiança 

aqui y1 e yn sao os valores observados de v1 e Yn, 

Suponha agora que n=2, então ª=1/2 e (1-a) = 1/2. 

e um intervalo 
2n-1 _1 

1 = 1 -a 
2n-

respectivamente. 

Suponha também 

que os valores observados sejam y 1 = 2,3 e Yn = 3,0, então (2,3;3,0) 

e um intervalo de confiança para e com coeficiente de confiança 1/2. 
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Mas, note que 3,0-2,3 = 0,7 > 1/2 o que significa que
(2,3;3,0) c(O-1/2;0+1/2) contêm ocos ca,t,reza. Pode-se então con .
clu ir que o coeficiente de confiança(l-a) associado ao intervalo de
confiança, não é uma medida da probabll idade do intervalo amostrar

conterá. 0u seja, dizer que(A(x),B(x)) é um intervalo de confian-

ça com coeficiente de confiança(l-a), signif ica dizer que quando x

é observado ou o intervalo contém o ou x é um evento com probabil ida

de a. Se repetíamos esse procedimento varias vezes, ou seja, obser-

varmos varias amostras. x, espera-se que a frequência de vezes que o
intervalo amostrar gerado irã conter o seja de 100(1-a)%. Portanto,
(l-a) é uma medida de erro do p,tocedlme.n.:Co e não de um e,ópec.Zá.éco in
tervalo o bs eivado

0 uso exclusivo do conceito fr'equentista de probabilidade

e pr'incipalmente a falta de um critério quepermita medir a precisão

final da inferência (a não ser em termos de r'epetições hipotéticas)
são algumas das crltjcas ã esse rnêtodo. Urna outra ct.:ética esta Feia

clonada com o fato de que esse procedimento não util iza a infot'mação

a priori, mesmo nas cit'cunstância em que esta é facilmente quantifi-
cável

A major divergência entre as escolas Bayesiana e a de

bleyinan-Pearson (Clássica) esta no fato de que pat'a os prime aros a re
gi"a de parada ê irrelevante, efeito direto do princípio de ver'ossimi

]hança' ' , enquanto que para os seguidores de fieyman-Pearson isto ê
+

(t) 0 prjncTpio de :/erossímilhança djz que se duas amostras x e y têm verossimí
Ihanças que são funções do mes:no parâmetro o e estas são proporcjonajs, as
duas contêm a mesma infor'mação soar'e o parâmetro O.
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absurdo, pois estes não aceitam nenhum método inferenclal que não
bons adere a técnica de amostragem; segundo essa abordagem a função
de verossimjlhança ê simplesmente um instrumento par'a a construção

de métodos espec:íficos de estimação e testes de hipótese

As varias atitudes em face do conceito de pr'obabilidade são

evidentemente as causador'as bãsjcas dos diferentes princípios de In-

ferência Estatística. Assim, ente'e a infer'êncja Bayesiana ea

Clássica,a diferença fundamental esta no fato que a pr'jme ír'a usa a

probabilidade no sentido indutivo(subjetiva ou objetivo) e a segun-
d a nao

Quando se utiliza a pr'obabilidade como grau de crença de

uma proposição, "o c(a,b)'', este grau de crença,seja pessoa''l ou ra-
cional, exige que se encar'e o conceito de probabjljdade além dos ljmi

t es freq ue nt i star

R.A. Fisher ao propor a probabilidade fiducial , pt'ocultou

unir o conceito ft'equentjsta de probabilidade com o uso da probabill
dado no sent ido indutivo. No entanto, Barnett(1973), por exemplo,

chamou a atenção par'a o fato de que Flshet" fol multo mais estimulado
pela construção de um principio cle Inferência Estatística do que pe-

la tentat iva de propor uma nova visão de probabilidade

Fisher, cuja contribuição para a moderna Estatística é uma

das mais impor'tartes, era adepto do conceito de probabilidade frequen
tinta, no entanto a formulação proposta por Neyman-Pearson Ihe pare-
cia insufícjente: "wooden attitude''. (Fisher', 1956, pg. 9). Nas
palavras de Fisher'(1956, pg. 44): ''all expresslons of incertain

Knowledge must have the some logical form, namely that a statement of
probabil ity". No entanto para ele um método de inferência "do not
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generally lead to any probability statements about the real world,

but to a rational and well-defíned measure of reluctance to the

acceptance of the hyphotesis they tese"

Em outras palavras, Fisher acred atava que nossa incerteza

sobre o poderia ser traduzida em termos probabjllsticos sem a utili-

zação de distribuições a priori(tendo como base somente os dados)

Em pr'imeiro lugar, porque não acreditava que pudéssemos expressar
nossa crença racional em hipóteses competitivas através de valores

numéricos, somente com base em conhecimentos anteriores, sem que es-

ses valores numéricos fossem subjetivos (e para Fisher, que era obje-
tivista,isto era inaceitável). Em segundo lugar, mesmo a proposta
de d istribu ições ã paio)'í, segundo uma perspectiva objetiva de

Jefft'eys que é a escolha de distribuições a priori Uniformes (usando

o prjncTpio da razão de insufjcjência de Bayes-Laplace) Físher ques-
tionou apontando o que chamou de "inconsistência'' do método !3ayesjano

Sobre essa inconsistência Físher(1930) coloca: "se p êa

pt'obabil idade de sucesso de uma Binomial e esta é "completamente des-
conhecida'' , atribuir' distribuição a priori para p, não significa "des

conhecimento total", pois tomando ao pé da letra, se p ê "totalmente
desconhecida", p: também o é. Sendo assim, p: também deveria ter dís

tr'ibuição a prjor{ Unifor'me em (0,1). Pias se supuser'idos p com d ístri

buição Uniforme, utjl izando o calculo de pr'cbabilídades, p: terá ou -
t ra d i s t ri b u{ ç ão .''

Nesse artigo de 1930, cujo t:ítulo é "lnverse Probability", onde, por

probabilidade invet'sa entende-se a distribuição a posteriori Bayesja-
na, Fjsher combdt'icã o método Bayesiano por considera-lo inconsistente
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(devido ao uso de distribuições a priori) e definiu um ínêtodo que pro
curou levar em conta os seguintes princípios

1 )

2 )

Dístribu íçõesa priori são inaceitáveis
Nossa informação sobre O, vinda dos dados

termos de probabilidade(fr'equentlsta)
pode ser expressa em

Com base nessas idéias formulou o argumento fiducjal
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Em Vista disto e da falta de consenso com relação ã defini-
ção da probabjlídade fiducial , não ê de surpreender que este método

tenha sido alvo de enter'pretações confusas e controvertidas, desde o
seu surgimento em 1930. Este é talvez o capítulo de menor sucesso

do trabalho de Fisher, devido ã polémica que suscitou e ainda hoje
s us cita
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(devido ao uso de distribuições a priori) e definiu um metada qüe pr~ 

curou levar em conta os seguintes principias: 

1) Distribuições a priori sao inaceitãveis 

2) Nossa informação sobre 0, vinda dos dados, pode ser expr~ssa em 

termos de probabilidade (frequentista) 

Com base nessas ideias formulou o argumento fiducial. 

As primeiras exposições do argumento fiducial foram vagas e 

informais baseadas em exemplos especfficos, sem menção aos req~isitos 

essenciais para a sua utilização. Na verdade, acredita-se que a met~ 

dologia fiducialista seja mais uma co ·leçâo de exemplos do que uma teo 

ria. A abordagem mais completa sobre o assunto encontra-se em um li

vro de Fisher publicado em 1956 cujo titulo e "Statistical Methods 

and Scientif ·ic Inference". Neste livro encontra-se, pela primeira 

vez, os requisitos para o uso do metada fiducial. Mas, mesmo assim 

algumas questõs permaneceram em aberto, como por exemplo: o metodo 

passo-a-passo ao qual Fi sher se refere como uma forma "rigorosa" de 

obter inferências fiduciais para o caso multiparametrico, nem sempre 

produz resultados unices. 

Em vista disto e da falta de consenso com relação ã defini

çao da probabilidade fiducial, nâo e de surpre€nder que este metodo 

tenha sido alvo de interpretações confusas e controvertidas, desde o 

seu surgimentd em 1930. Este e talvez o capitulo d~ menor sucesso 

do trabalho de Fisher, devido ã polêmica que suscitou e ainda hoje 

suscita. 
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Desde a morte de Fjsher em 1962 o interesse sobre o método

fiducial vem declinando. Alguns de seus seguidores procuraram es-
clarecer e extender essa ideia(por exemplo, Bunke(1975), Frases

(1961, 1964, 1968), Hacking(1965) , Pedersen (1978), Sei-denfeld

( 1 9 7 9 ) , 1'1i l kinson ( 1 9 7 7 ) )

Os modelos estrutural e funcional sãóextensões do método fi

ducjal. São definidos em situações nas quais x pode ser expresso co
mo uma função de O e g., onde e ê uma variável aleatória erro, que é

a expressão de "fontes indefinidas de variação''. Por exemplo: Supo

nha que x pode ser expressa como x = O+e.; então e. pode ser visualiza
do como a d iferença entre o valor x (que é observável) e o parâmetro

O(desconhecido). A varjãvel dleâ'uÕF ia g.não ê observável, portanto

tem valor desconhecido, mas têm-se informação sobre o seu comporta -

mento através de uma distribu íção de probabilidades que independe de
O. Os modelos funcional e estrutural são compostos de duas par'tes

1) A função que relaciona x com Oe e.

2) A djstribuíção de probabíljdades de g., que é independente de O

A base da infer'anciã estrutural e funcional é reverter a re

loção {nicia] expressando o como função de x e e.. Como o mecanismo

probabjl:estico de g. é conhecido e o valor de x é observado obtemos

uma ''distribuição deprobabllidade" pat'a o.

Asinfer'ênclas fiducial e estrutural são desci"iras nos capTtu
]os .6 e 7, somente nos aspectos mais significativos que as pela;.

cionam com a idãja que gerou o seu surgimento(a fiducial). Os deta-

lhes específicos da infer'anciã proposta paj''a cada umadessas extensões

do argumento fiducjal são omitidos deste trabalho
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Desde a morte de Fisher em 1962 o interesse sobre o metodo 

fiducial vem declinando. Alguns de seus seguidores procuraram es

clarecer e extender essa ideia (por exemplo, Bunke (1975), Fraser 

(°1961, 1964, 1968), Hacking (1965) ·, Pedersen (1978), Sei·denfeld 

( 1 9 7 9 ) , W i l k i ns on ( 1 9 7 7) ) • 

Os modelos estrutural e funcional são extensões do metodo fi 

ducial. São definidos em situações nas quais x pode ser expresso co 

mo ·uma função de 0 e~' onde ~ ê uma variavel aleatória erro, que e 

a expressão de 11 fontes indefinidas de variação". Por exemplo: Sup~ 

nha que X pode ser expressa comó x = 0+~; então~ pode ser visualiza 

do como a diferença entre o valor x (que ê observãvel) e o parâmetro 

0 (desconhecido). A variavel aleatõria e não ê observãvel, portanto 

tem valor desconhecido, mas têm-se informação sobre o seu comporta -

mento a travês de uma distribuição de probabilidades que independe de 

e ·. Os modelos funcional e estrutural são compostos de duas partes: 

1) A f unção que relaciona x com 0 e~-

2) A distribuição de probabilidades de -~, que e independente de 0. 

A base da inferência estrutural e funcional ê reverter are

l a ção inicial expressando 0 como fu nção de x e e. Como o mecanismo 

probabillstico de e ê conhecido e o valor de x ê observado obtemos 

uma 11 distribuição de probabilidade" para 0. 

As i n f e r ên c i as f i d u c i a l e e s t r u t u r a l s a o d e s c r i t a s n o s c a p f t u -

. los 6 e 7, soment e nos aspectos mais significativos que as rela ~ 

c ionam com a idêi a que gerou o seu surgimento (a fiducial). Os deta

lhes especificas da inferência propo s ta para cada uma dessas extenções 

do argum e nto fiducial são omitidos des te trabalho. 



CAPÍTULO 2

MÉTODO FIDUCIAI. CASO UFllPARAMÉTRICO

Para facilitar a compreensão do método fíducial e a conde -

quente interpretação do conceito de pr'obabjljdade envolvida, passa -
mos a expor o mecanismo no qual ele se fundamenta. Em seguida intr'o
duzimos o correspondente conceito de probab ilidade e os requisitos
necessários para sua util ização.

2.1. 0 mecanismo

0 método fjducial consiste em encontrar uma distribuição de

probabil idades sobre o espaço paramétrico,G), baseado na infor'mação

fornecida pelos dados x e pelo modelo f(x/o). 0 resultado, a "dls -
trjbuição de probabilidades" par'a o quando o valor de x ê observado,

I'ecebe o nome de distribuição fiducial de o. 0 termo distribuição
fjducial foi adotado por Fisher para diferenciar esta distribu irão

da distribuição a posterior'i obtida pelo método Bayesiano

Existem duas formas de se encontr'ar a d istribuição fiducial

de o: através de funções de d istríbuição monótonas e através de quan
tidades pivotajs. Desci'evemos a seguir estas duas formas

2.1.1. 0 metodo da Função de Distribuição Monótona

Desejamos inferir sobre o(parâmety'o) que assume valores em(B)

(espaço paramétrico) contido em R

0 Único ente que relaciona o(desconhecido) com os dados x
(observado) é a função L(o;x)=f(x/o). Assim esperamos que ao se va

CAPITULO 2 

MtTOOO FIDUCIAL: CASO UNIPARAMETRICO 

Para facilitar a compreensao do método fiducial e a conse -

quente interpretação do conceito de probabilidade envolvida, passa -

mos a expor o mecanismo no qual ele se fundamenta. Em seguida intr~ 

duzimos o correspondente conceito de probabilidade e os requisitos 

necessários para sua utilização. 

2. 1. O meca nismo 

O mêtodo fiducial consiste em encontrar uma distribuição de 

probabilidades sobre o espaço paramétrico,@, baseado na informação 

fornecida pelos dados x e pelo modelo f(x/0). O resultado, a "dis -

tribuição de probabilidades" para 0 quando o valor de x ê observado, 

recebe o nome de distribuição fiducial de 0. O termo distribuição 

fiducial foi adotado por Fisher para diferenciar esta distribuição 

da distribuição a posteriori obtida pelo método Bayesiano. 

Existem duas formas de se ·encontrar a distribuição fiducial 

de 0: através de funções de distribuição monõtonas e através de qua~ 

tidades pivotais. Descrevemos a seguir estas duas formas. 

2.1.1. O método da Função de Distribuição Monótona 

Desejamos inferir sobre 0 (parâmetro) que assume valores em B 

(espaço paramétrico) contido em R. 

O unico ente que relaciona 0 (desconhecido) com os dados x 

(observado) e a função L(0;x)=f(x/0). Assim esperamos que ao se va-
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Fiar o valor de O o valor de L(o;xl) se altere. Como consequência in-
tuir iva, ao fatorarmos f(x/o) , todo o fatos que não se altera com a
variação de o, pode ser abandonado e somente aqueles fatores que são
funções de o precisam ser considerados no processo de inferência.

Seja t: x -' T uma estatística, onde t:Ít;t(x):t e x c x}

Como resultado f(x/o) : f(x/t,o)f(t/o). Além disso se t é uma esta-

tística suficiente f(x/t,O) = f(x/t) e portanto, independente de o.
Dessa forma, para efeito de inferência, no lugar de trabalharmos com

f(x/O) tt"abalharemos com f(t/O) ou com

p(t $ ta/ o) ; F(ta/o) x/'0)dx ,

x )$ t };t
a

t € .ra

De forma genérica F(t/o) indica a função de djstr'íbuição de probab{

cidades de t. Um valor conhecido de t, serãdenotado por ta e de o
por Qa

0 próximo passo para que possamos usar a inferência fiducjal

e considerar as segu antes condições

a) T cR, ou seja t tema mesma dimensão de O.

b) F(t/o) é contínua em t e tem mesmo domlnjo(8) para todo t
c) F(t/0) é monótona(crescente ou decrescente) en] o, com

F( t / 0)'FI s e ol' e F ( t / 0) + 0 s e 0.}

frestas condições existe uma relação de ordem entre t e o e é

pois:ível encontrar atl"avós de F(t/e) uma distribuição de probabilida-
des fi d uc{ al p a ra o q uando t=t a
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riar o valor de 0 o valor de L(0;x) se altere. Como consequência in

tuitiva, ao fatorarmos f(x/0), todo o fator que não se altera com a 

variação de 0, pode ser abandonado e somente aqueles fatores que são 

funções de 0 precisam ser considerados no processo de inferência. 

Seja t: x -+ -r uma estatística, onde -r = { t ;t(x)=t e x Ex} • 

Como resultado f(x/0) = f(x/t,0)f(t/0). Alem disso sete uma esta

tistica suficiente f(x/t,0) = f(x/t) e portanto, independente de 0. 

Dessa forma, para efeito de inferência, no lugar de trabalharmos com 

f(x/0) trabalharemos c~m f(t/0) ou com 

P(t • t~/0) = F(t
0

/0) = Jf(x/e)dx 

{ x; t ( x ) ~ t a } 

De forma gen~rica F(t/ 0 ) indica a função de distribuição de probabi

lidades de t. Um valor conhecido de t, sera denotado por ta e de 0 

por 0 a . 

O pr6ximo passo para que possamos usar a infer~ncia fiducial 

~consideraras seguintes condições: 

a) T e R' ou s eja t tem a mesma dimensão de 0, 

b) F(t/ 0 ) - cont,nua t e em e tem mesmo dominio ® para todo t • 

c ) F(t/ 0 ) - mon6to na (crescente decrescente) 0 e ou em , com 

F(t/ 0 )t1 se e+ e F(t/ 0 )+0 se 0-1- . 

Nestas condições existe uma rel a ção de ordem entrete 0 e~ 

possivel encontrar atrav~s de F(t/0) uma distribuição ·de probabilida

des fiducial para 0 quando t=t . a 
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Descrevemos a seguir a construção da distribuição fiducial
Para cada valor de a c(0,1) vamos definir:

{) ta(o):G) -» T tal que par'a cada o. e(8), ta(o.) assume um valor
t € 1 T , tal que F(t/O. ) : a

ii) o conjunto de valores de O e(8) tal que ta(O.) ; ta será denotado

PO r '. (t. )a ' a '

Se as condições

1) V a'(0,1) et; conhecido, O.(ta) éunltãrjoe
2) V a '(0,1), t,,(O) é uma função cr'escente(ou decrescente)

são sat ísfeltas, então F(t/o) é cont:Ínua em t e monótona decrescente

(crescente) em o. Na verdade,as condições 1) e 2) são uma outra fol"

ma de escrever as condições a) , b) e c) Inlciajs

Desejamos saber qual a pt'obabllidade de O $ Oa para todo

Oa 'G)' I'la f igura 2.;1: }"epr'esentamos a função ta(O) (crescente) para
al g un s " v al o re s " d e c' c (0,1)

Fi g u ra 2 . 1 Grãf ico da função ta( O) par'a a al 'a2 'a3 G) : (o,

t

(0 )

(0 )
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Descrevemos a seguir a construção da distribuição fiducial. 

Para cada valor de a E (0,1) vamos definir: 

i ) t (0):®-+ -r tal que para cada 0 EG), t (0) assume um valor 
a a a a 

t - E T T , tal que F(t/0ª) = a 

ii) o conjunto de valores de 0 e G tal que t (0 ) = ta sera denotado a a 

1 ) 

2 ) 

por 0 (t ) . 
a a 

Se as condições 

V a E (0,1) e ta conhecido, 0a(ta) é unitário e 

V a E (0,1), t (0) é uma função crescente (ou decrescente) 
a 

sao satisfeitas, então F(t/0) é contínua em te monótona decrescente 

(crescente) em 0. Na verdade , a s condições 1) e 2) são uma outra for 

ma de escrever as condições a), b) e c) iniciais. 

Desejamos saber qual a probabilidade de 0 ~ 0a para todo 

0a E®. Na figura 2.1 representamos a função t a (e ) (crescente) para 

alguns "valores" de a E (0,1) . 

Figura 2. l: Gráfico da função t (0) para a = 
a 

t 

t =t (0) 
2 ª2 

t =t (0) 1 a 1 

t 

.__ _____ ..___~---0 

0 0a ( t) 
2 

(0, ro ), 
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Observe que al ': a2 ':' ta (O) = tl < t2

F(tl/O) : al e F(t2/o) : a2

Podemos co ncl u ir q ue

para todo o onde

( 2 . 1 . 1 ) (t) .«-s t. à t (0)aa
2 2

Como t tem distribuição indexada pelo parâmetro o, a afirma

çâo t à t,..(o) nos dã como r'esultado que

P(t 2 t.(O)/O) : 1 - F(t.(O)/O) ; 1- a2

Portanto, a af armação t $ ta(O) é satisfeita com probab ilídade(l-a2)
e como é valida a expressão em(2.1.1), então a primeira desigualdade

de(2.1.1) Õ satjsfejta com a mesma probabilidade(l-a2). E assjín

P(O $ O (t)) : P(t 2 t (O)/O) ; l-a.' a2 ' ' ' a 9 ' '' ''-Z

N o t e q u e ( vid e fi g ul"a l )

F(t.. (0)/ 0) : F(t/0..(t )) ; a2

Então para todo t € r podemos definir

F(t / o (t )
2

P(0 $ 0..(0)/t): G(0..(0)/t) : l-F(t/0..(t)): 1- a2

onde, G(o/t) é a função de dlstl"jbuição flducial de o. para t € t

Chamamos a atenção para o fato que P(./t) não é uma probabilidade

comum,pois t é a ün'ica v.a. Quando t=tn

: l -F(t/o
2

G(o/t a) : 1 - F(t./o)
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Observe que a
1 

< a 2 ==;. t
01 

(0) = t
1 

< t 2 

F(t 1/0) = a 1 e F(t 2/0) = a 2 • 

Podemos concluir que 

(2.1.1) 

= t (0) 
ª2 

para todo 0 onde 

-çao t 

Como t tem distribuição indexada pelo parimetro 0, a afirma 

~ t (0) nos dâ como resultado - que 
ª2 

P(t ~ t (0)/0) 
ª2 

= 1 - F(t (0)/0) = 1 - a 2 ª2 

Portanto, a afirmação t s t (0) e satisfeita com probabilidade (1-a 2 ) 
ª2 . 

e como e vãl ida a expressão em (2.1.1 ), então a primeira desigualdade 

de (2.1.1) e satisfeita com a mesma probabilidade (1-a. 2). E assim 

Note que (vide f·igura 1) 

F(t (0)/0) = F(t/0 (t)) = a 2 ~2 ª2 

Então para todo t e T podemos definir 

P(0 ~ 0 (0)/t) = G(0 (0)/t) = 1-F(t/0 (t)) = 1 - a 2 ª 2 ª 2 ª2 

onde, G(0/t) e a função de di st ribuição fiducial de 0 para te T, 

Chamamos a atenção para o fato que P(•/t) nao e uma probabilidade 

comum,pois te a ~nica v.a. Quando t=t a 

G( 0/t ) = 1 - F(t /0) a a 
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A.construção anterior fo i feita para o caso em que t.(o) Õ
crescente; no caso em que ta(O) ê decrescente,analogamente teremos

<-<' t

e

G(o/t) ; F(t/o)
Res umi ndo

F(t/o) decrescente em o -:' t,.(o) cr'escente e

G(o/t,) ; 1 - F(ta/o ) , q ua ndo t : t;

F(t/o) crescente em o'--;' t,.(o) decrescente e
G(o /t) : F(t/o ) , q uando t

Se além disso F(t/o) é der'ivãvel com relação a o, podemos

obter a densidade flducial de Q que é, para os dois casos acima

i g u a l a

)

a F(t./o )

Vej amos o segui nte exempl o

g(o /t.)

Exemplo 2 1. : Seja XI'...,Xn v.a. mutuamente independentes com a
mesma d istribuição(i.i.d) exponencial com parâmetro o desconhecido,
assum'indo valores em QD; (0,m). Uma estat:Íst'ica suf'ic'lente com pela

ção ao é t:nX. A distribuição de t ê Gamma com parâmetros(n,l/o)
e portanto

F ( ní/O ) (l /o )n . n-l . - s / o,.
( n - l ) !
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A construção anterior foi feita para o caso em que t (0) ê 
a 

crescente; no caso em que ta(0) ê decrescente, analogamente teremos 

e 

G(0/t) = F(t/0) 

Resumindo: 

- F(t/0) decrescente em 0 ~ t (0) crescente e 
a 

- F(t/0) crescente em 0 <==;. t (0) decrescente e a 

G(0/t) = F(t/0) , quando t = ta . 

. Se alem disso F(t/0) ê deriv~vel com relação a 0, podemos 

obter a densidade fiducial de 0 que e, para os dois casos acima, 

igual a 

g (0 /t ) 
a 

= 1 a F (ta /0 ) 1 

a0 

Vejamos o seguinte exemplo: 

Exemplo 2.1.1: Seja x1 , ... ,Xn v.a. mutuamente independentes com a 

mesma distribuição (i.i.d) exponencial com parâmetro 0 desconhecido, 

assumindo valores em®= (0, 00
). Uma estatistica suficiente com rela

ção a 0 e t=nX. A distribuição detê Gamma com parâmetros (n,1/0) 

e portanto 

F(nx/0) (1/0)n 

(n-1)! 

n·-1 - s / 0d s e s 
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que é uma função monótona decrescente emo . Então, a d ístribuição
fíduci al de o é

G(o/ni) F( ni/o )

Derivando F(n!/o) com relação a o, através da regra da cadeia obtemos

a d ensjdade fid ucjal de o
nx

e ' ,l .

( n - l ) !

Quando substituímos n! pelo respect ivo valor obset'vado nla' teremos a

densidade fiducial de O quando nR = nla

Como o caio mais comum é aquele em que F(t/o) é monótona de-
crescente em o, toda referência subsequente será feita considerando

este caso, a não ser quando mencionado exp] icitamente. As seguintes
o bser'va ções são de interesse

0 )g (o/ nx) o à 0

1) É fundamental que t tenha a mesma dimensão de o. No caso descri-

to t ê sufjc{ ente compl eta

11) A condição que estabelece que Oa(t) ê unitãr ío pode ser "relaxa-
da''. Nestes casos teFTcâmos uma relação entre t e O como {nd'ícado

na flg u ra ab a{ xo

Figura 2.2: GT'ãfico de uma função ta(O) tal que a condição
e,.(t) unitário não é vãlld a

t. (o )

Omín Omax o
>
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que e uma função monótona decrescente em 0. Então, a distribuição 

f i ducial de 0 ê 

G(0/nx) = 1 - F(nx/0) 

Derivando F(ni/0) co~ relação a 0, através da regra da cadeia obtemos 

a densidade fiducial de 0. -nx 
-0 

. 9(0/nx) = (n:)n-1 _e __ 
( n - 1 ) ! 

1 (-) 
0 

0 ~ 0 

Quando substituirnos nx pelo respectivo valor observado nxa' teremos a 

densidade fiducial de 0 quando nx = nxa• 

Corno o caso mais comum e aquele em que F(t/0) ê monótona de

·crescente em 0, toda referência subsequente serâ feita considerando 

este caso, a nao ser quando mencionado explicitamente. As seguintes 

observações são de interesse: 

I) ~ fund amental que t tenha a mesma dimensão de 0. No caso descri

to tê suficiente completa. 

I I ) A · c o n d i ç ão que esta bel e c e q u e 0 e/ t ) e _u n i t â ri o pode ser II r e 1 a x a -

da 11
• Nestes casos teríamos uma relação entrete 0 como indicado 

na figura abaixo. 

Figura 2.2: 

t 

t 

Grâfico de uma função ta(0) tal que a condição 
8 (t) unitârio nao e vâlida a 

0 
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Naturalmente,continua vãljda a expressão(2.1.1). A Única diferença

nos casos em que o,.(t) não é unitário é que substituímos. o..(t) por

Omãx : max o«(t)

0 raciocínio é análogo nos casos em que ta(O) assume o mes-
mo valor para d íferentes valores de Q

lv )

Nefn sempre o espaço paramétrico (g), quando t=t., ê o mesmo

inicial, ãs vezes o domlnjo da distribuição de probabjl idade

fid uci al d e pe nd e d o v al o)' d e t
Par'a variáveis aleatórias discretas não é aconselhável o uso do

método fjducial , pois nestes casos a função ta(O) não é def in i-

da para .todo a € (0,1) e todo O ( G> e esta condição ê fundamen

t al ( vi d e dis c u s s ão c a p . 3 )

Nos casos em que F(t/o) não converge par'a zero quando o decres-

ce para o limite inferior de(D e/ou F(t/o) não converge ã unida
de quando o cresce par'a o l imite super'ior de (a, a djstrjbuição

fiducia] resultante ê dita incompleta. Neste caso,também não

se aconselha o uso do método fiducial..(Note que neste caso
P(o .®) « l)

v )

2 . 1 . 2 -Q u a nt i d a d es P ívo t ais

Na seção anterior obtivemos a distribuição de probabilidade

fiducial de o quando t=t., par'a situações em que a função dedistribui
ção de uma estatística suficiente (completa) com t'esperto a o é monó-

tona em o.
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Naturalmente;continua vãlida a expressao (2.1.1). A Ünica diferença 

nos casos em que 0 (t) não e unitãrio e que substituímos. 0 (t) por a a 

0 -max 
-

= max 
0 

0 ( t) . 
a 

O raciocínio e anãlogo nos casos em que t
0

( 8 ) assume o mes

mo valor para diferentes valores de 0, 

I I I ) Nein sempre o espaço paramétrico @, quando t=t , e o mesmo a 
inicial, as vezes o domínio da distribuição de probabilidade 

fiducial depende do valor de t. 

IV) Para variãveis aleat5rias discretas nao e aconselhãvel o uso do 

metodo fiducial, pois nestes casos a função ta( 8 ) não e defini-

V) 

da para :todo a E ( O , 1 ) e todo 0 E@ e es.ta condição - fundamen-e 

tal (vide discussão cap. 3 ) . 

Nos casos em que F(t/0) nao converge para zero quando 0 decres-

limite inferior de 8 e/ou F(t/0) - unida ce para o nao converge a 

de quando 0 cresce para o limite superior de G, a distribuição 

fiducial resultante e dita incompleta. Neste caso,tambem não 

se aconselha o uso do metodo fiducial -. (Note que neste caso 

P(0 E®) < 1). 

2.1.2 -Quantidades Pivotais 

Na seçao anterior obtivemos a distribuição de probabilidade 

fiducial de 0 quando t=ta, para situações em que a função de distribui 

cio · de uma estatística suficiente (completa) com respeito a 0 e mon5-

tona em 0. 
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Com o uso de quantidades pjvotaís, genes'al ízamos o mecanis

mo das funções de distribuição monótonas para os casos em que t tem
a mesma dimensão de o.

Uma quantidade pinotal .g(o;t) é uma função do parâmetro oe da
estatística suficiente t, cuja distribuição de probabilidades, P, in
depe nde do valor de o ou sej a

V o. , o, . ®

P(g.(ol;t) € A/ol) : P(.g(02;t) € A/o2)

onde A é um evento qualquer contido em E=conjuntos dos posa:Íveis va

fores de g.(o;t) ; e.

As quantidades pivotais podem ser utjl izadas para encontrar

a dis'cribuição fiducjal de O quando Lata'desde que as seguintes con-
dições sejam satjsfejtas: Pa)"a todo t € r,

a') e.(t;o) tem o mesmo dom:ínlo (g)

b') e.(t;o) ê monótona ou {nver'cível em o

c ') e.(t ;o) é d e rí vãvel em o.

Nestas condições a dens]c]ade fjducia] de o será

g(o/t) ; P(e-(o;t)/o) -gJ;á-g..it)l

onde p(e.(o;t)/o) é a função densidade de probabilidade de g

0 seguinte exemplo serve para ilustt"ar' essas cona íções

Exemplo 2 2.1: Sejam XI,...,Xn v.a.i.i.d com djstr'ibuição normal com
média o e varjâncja 1; neste caso se(!D;R. A estai:ístíca X é suficí
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Com o uso de quantidades pi~otais, generalizamos o mecanis

mo das funções de distribuição monótonas para os casos em que t tem 

a mesma dimensão de 0. 

Um a q u a n t i d a d e p i no t a 1 ~ ( 0 ; t ) e um a f u n ç ão 'd o p a r â me t r o 0 e_ d a 

estatística suficiente t, cuja distribuição de probabilidades, P, in 

depende do valor de 0 ou seja 

onde A e um evento qualquer contido em E=conjuntos dos possíveis va 

lores de g_(e;t) = g_. 

As quantidades pivotais podem ser utilizadas para encontrar 

a distribuição fiducial de 0 quando t=t ,desde que as seguintes con-. a 
dições sejam satisfeitas: Para todo te T, 

a' ) 

b ' ) 

c ' ) 

g_(t; 0 ) tem o mesmo dominio ® 

e(t·0) e monótona ou inversível em 0 - ' 
e(t;e) e derivãvel em 0. 

Nestas condições a densidade fiducial de 0 sera 

onde p(~(0;t)/ 0 ) e a função densidade de probabilidade de g_. 

O seguinte exemplo serve para ilustrar essas condições: 

Exemplo 2.2.1: Sejam x1, ... ,Xn v.a.i.i.d com distribuição -normal com 

me d i a 0 e v a r i â n c i a 1 ; n e s t e c a s o s e @ =R . A e s ta t Í s t i c a X e s u f i c i 
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ente para os. e(i;o): i-o é uma quantidade.pivotal, cuja distribu i
ção é normal com média zero e variância(l/n), para todo o ( R. As

condições necessárias para a obtenção do método fjduclal estão satis

feitas. Portanto, a função de densidade fjducial de oê

g(o/l) : p(a(i;o)/o)llgl ; Jlg= expt=;(1-o)2} , o .P

queêadensidade de uma normal com média ! e variãncja(l/n). Quando

!,, o tem densidade fiducial normal com mêdja !. e vara

T

Note que Ê.(t;o): F(t/o) é uma quantidade pivotal com djs
tribuição Uniforme em(0,1) e as condições

a) F(t/o) tem o mesmo domlnioG), para todo t
b) F(t/ O) é monótona em O.

c) F(t/ o) Õ dera v ãvel em o.

são praticamente as condições da seção anterior, necess atando-se a.-
crescentar apenas que F(t/o) ê contínua em t e que F(t/o)+l se o+ e
F (t / o) + 0 s e o.k

A construção da densidade fjducial se dã de forma análoga ã

seção anterior. Assim, a equivalência(2.1.1) no caso da quantidade
pivotal e.(t;o): F(t/o) com F(t/o) monótona seria

0(t) --, t à t(0) -o F(t/0) à F(t(0)/0)a ' ' a ' ' u

A segunda equivalência ê imediata, pois F(t/o) é uma função de dístri

buiÇão. A probabilidade fiducial associada a o $ o~(t) é a mesma que
satisfaz F(t/o) z F(t~(o)/o). Como F(t/o) tem distribuição Uniforme
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ente para 0 ~ e(x;0) = x-0 e uma quantidade _pivotal, cuja distribui 

ção e normal com média zero e variância (1/n), para todo 0 E R. As 

condições necessãrias para a obtenção do método fiducial estão satis 

feitas. Portanto, a função de densidade fiducial de 0 e 

ln -n(- ) 2 

- exp{2 x-0 } 
ff; 

0 E R 

que e a densidade de uma normal com média x e variância (1/n). Quando 

0 tem densidade fiducial normal com média X a 
. - . 1 e varianc,a -

n 

Note que ~(t;0) = F(t/0) é uma quantidade pivotal com dis

tribuição Uniforme em (0,1) e as condições 

a) j:°(t/0) tem o mesmo dominio ®, para todo t. 

b) F(t/0) e monótona em 0. 

c) F(t/0) e derivãvel em 0. 

sao praticamente as condições da seçao anterior, necessitando-se a~ 

crescentar apenas que F(t/0) e continua em te que F(t/0)t1 se 0t e 

F(t/0)+O se 0+ . 

A construção da densidade fiducial se dã de forma anÍloga â 

seçao anterior. · Assim, a equivalência (2.1 .1) no caso da quantidade 

pivotal ~(t;0) = F(t/0) com F(t/0) monótona seria 

0 ~- 0 ( t) < "' t ;;: t ( 0 )· ~ F ( t / 0) ;;: F ( t ( 0) / 0) . a a a 

A segunda equivalência e imediata, pois F(t/0) e uma função de distri 

buição. A probabilidade fiducial associada a 0 ::iá 0 (t) e a mesma qu·e a 

satisfaz F(t/0) ;;: F(t (0)/0). Como F(t/0) tem distribuição Uniforme · a 
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em (0,1), para todo o, a des igualdade F(t/o) à F(t.(o)/o) tem a probabl!

cidade fiducial de o $ o,.(t). A densidade fiducial de o será

g(o/t) : p(F(t/o)/o) l.U t/o)

F(t/ o) € ( 0 ,1 )

, o .(D

onde

p(F(t/o)/o)
caso co ntrãrjo

então

g(o/t ) aF(t/ o)
do , o .(D

Nos casos em que existe .g(o;t) que não é a função de distri
buição, mas que sat isfaz as condições iniciais vale a relação

o $ o. --, .g(t ;o) $ g(t ;o.)

no caso em que g.(e;t) é monótona -crescente en] O, para todo t c 't. E

a probabilidade de g.(t;o) s e.(t;o.) é a probabil idade fiducjal de
o s o, , v o. ( QI)

0 r'acioclnio é análogo par'a e(O;t) monÕt;ona decrescente em o

e para g.(o;t) invers:Í'/el em o, para todo t € T

ÊI importante observar que as equivalências

o $ o; ':-'' .9(t;o) $ .e(t,o;)

r,esultam na pr'obabilldade fiducjal de o $ o. quandoa ' a

Antes de prosseguirmos a discussão vejamos um exemplo em que
a quantidade pjvotal não seja .uma função de d istribuição

t
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em (0,1), para todo ·0, a desigualdade F(t/0) ~ F(ta(0)/0) tem a probab.:!_ 

lidade fiducial de 0 ~ 0 (t). A densidade fiducial de 0 sera (l 

onde 

então 

g(0/t) = p(F(t/0)/0) lªF(t/0) a0 

F(t/0) E (0,1) 
p(F(t/0)/0) = 

, caso contrãrio 

(0/t) = 1 aF(t/0) 1 g d0 

0 E G) 

Nos casos em que existe ~(0;t) que nao e a função de distri

buição, mas que satisfaz as condições iniciais vale a relação 

0 :'á 0 < ;,. e(t·0) :'á e(t·0) a - ' - ' a 

no caso em que e( e ;t) e mon5tona crescente em 0, para todo t E ,. E 

a probabilidade de ~(t;0) s ~(t;ea) ê a probabilidade fiducial de 

0 :'á 0 a , \J 0a E@ , 

O raciocTnio e an~logo para ~(0;t) mon5tona decrescente em 0 

e para ~( 0 ;t) inversível em 0 , para todo t E,. 

r importante observar que as equivalências 

resultam na probabilidade fiducial de 0 s 0 quand6 t = t . a a 

Antes de prosseguirmos a discussão vejamos um exemplo em que 

a quantidade pivotal não seja _uma função de distribuição. 
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Exemplo 2 2.2: Consideremos XI'...,Xn v.a. {i.d com distribuição
Normal com média zero e variancja az desconhecida. Neste caso

Çi);(0,o). A estatTst'ica éuf'iciente com despe'ito a a' Õ

=l'''ii:-l-- A quantidade p ivotal g.(s:;a') ; -Çl!:!.}.!.: tem d{.!

trjbu íção quiquadr'ado com (n-i) gt, denotado x=.l

Como g.(sz;a'} sat isfaz as condições 1), 2) e 3), o resulta-

S 2

do será

g(a2/sz) = pl------;i--/azl x ãa2

(n-i) f l (n-3)

: 'tçlX l..I'p«-{ "p]p=]
n-l r \ n-l

:.:.-« F:.I';«-l"":} 't,
com

Até açor'a, descrevemos o método fiducjal no caso em que t é

suf'ic'lente compõe'ua com respeito a o. Discut'iremos a seguir o méto-
do fíducial em casos ma ís gerais, mas antes faremo-s uma desci'j-

ção do conceito de probabil idade fiducjal

2. 2 Conjuntos de referência e o conceito Fisheriano de probabil idade

2 . 2 . 1 Pro pr{ edade de Co nfia n ça

Como jã foi dito inicialmente o argumento fiducial fo i apõe
sentado de forma vaga e imprecisa. Por exemplo em Fisher (1935) co-
locou o argumento da segu ante forma
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Exemplo 2.2.2: Consideremos x1 , .•. ,Xn v.a. ii.d com distribuição 

Normal com media zero e vari~ncia o 2 desconhecida. Neste caso 

8 = (0, 00 ). A estatlstica ~uficiente com respeito a 0
2 e 

- 2 I (xi-x) 
. 1 n - 1 , = 

s 2 = A quantidade pivotal 

tribuição quiquadrado com (n-1) gi, denotada .x
2

· 1 • n-

(n-1)s 2 

02 
tem dis 

Como ~(s 2 ;a 2
) satisfaz .as condiç5es 1), 2) e 3), o resulta-

do serã 

a ((n-1 )s 2
] 

= [(n-1)s 2

1 2] x v = 
p a2 a ~ a 2 

(n-1) [ 1(n-3) 
2 · 1 2 

= (1/2) · (n-1)s 2 j 
r(~) a

2 
exp{ -(n-1)s 2

}((n-1)s 2 J 
O 2 (·02) 2 . 

com 

n-1 ( ln-1 
= (1/2)

2 
(n-1)s 2 2 

exp f-tn-1)s 2
} (-,-) 

rt~) · . 0
2 

'\. o2 
. o2 

Ate agora, descrevemos o método fiducial no caso em que te 

suficiente completa com respeito a 0. Discutiremos a seguir o meto-

do fiducial em casos mais gerais, mas antes 

ção do conceito de probabilidade fiducial. 

-

·faremos uma descri-

2.2. Conjuntos de referência e o conceito Fisheriano de probabilidade 

2.2.1 Propriedade de Confiança 

Como jã foi dito inicialmente o argumento fiducial foi apre

sentado de forma vaga e imprecisa. Por exemplo em Fisher (1935) co

locou o argumento da -seguinte forma: 
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"Suponha que uma amostra aleatória de tamanho n ê retirada

de uma população normal com média u e az desconhecidos. Temos que
x e sz sao estimadores não viciados de u e az respectivamente. En-
tão a estat:estica t-Student é

. ( i - p ) .''ã'

que tem distribuição conhecida t-Student com(n-l)g.!. Então a des i

gualdade t > tl' que tem -probabilidade conhecida, pode ser reescrita
como

(1) H « i - s t./6'

e que, portanto, é satisfeita com a mesma probabil idade que a prime.!

ra desigualdade t > tl' Para cada valor de tl teremos a probabil ida
d e fi d u c { a l d e ( 1 )."

S

Segundo a versão ac íma, o que significa a probab iljdade fi-

ducial do intet"vala p < i- -:;!? Segundo Físher, a proposição

---L tem chance de ser verdadeira com probabilidade {aual a

d e t < t .

Fjsher no seu artigo de 1930 encontrou a distribuição fidu-
cià] do coeficiente de correlação populacional , p, de uma normal bj-
vat'fada com médias lguajs a zero e variâncias iguais a um, tendo como

base a dis-t;r'ibu ição do coeficiente de correlação amostrar , r. 0 tre

cho abaixo reproduz a interpretação de probabjljdade fiducial que
Fisher da para o exemplo referido acima

n
st
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"Suponha que uma amostra aleatória de tamanho nê retirada 

de uma população normal com médiaµ e o 2 desconhecidos. Temos que 

x e s 2 são estimadores não viciados deµ e o 2 respectivamente. En

tão a estatistica t-Student ê 

t = (x-µ)/n 
s 

qu_e· tem distribuição conhecida t-Student com (n-1)g.L Então a desi 

gualdade t > t 1 , que tem .probabilidade conhecida, pode ser reescrita 

cómo 

e que, portanto, e satisfeita com a mesma probabilidade que a primei 

ra desigualdade t > t 1. Para cada valor de i 1 teremos a probabilid! 

de fiducial de (1). 11 

Segundo a versão acima, o que significa a probabilidade fi-
- st 1 ducial do intervaloµ< x - -- ? Segundo Fisher, a proposição 

ln 
-µ < X - tem chance de ser verdadeira com probabilidade igual a 

Fisher no seu artigo de 1930 encontrou a distribuição fidu

cial do coeficiente de correlação populacional, p, de uma normal bi

va riada com medias iguais a zero e vari~ncias iguais a um, tendo como 

base a distribuição do coeficiente de correlação amostral, r. O tre

cho abaixo reproduz a interpretação de probabilidade fiducial que 

Fisher dâ para o exemplo referido acima. 
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"Hhereas apart from any sampljng for p, we know that if we

take a number of simples of 4, ft'om the some or from different

populatjons, and for each calculate the fjducial 5 per cena vague

for p, then {n 5 per centof cases the true vague of p v/íll be lesa
than the vague we have found"

Note que Fistler usa a mesma linguagem frequentjsta dos en-
ter'valor de confiança e de fato durante muito tempo confundiram-se

esses do is conceitos de probabil idade fíducial e de coeficiente de
confiança. Muitos pesqu isadores interpretaram os intervalos fidu -

dais(-m,Oa(ta)) com probab il idade fiducial(l-a) quando t:ta' como

intervalos de confiança com n:Ível de conf lança(l-a). f' isher era

frequentista, mas havia uma diferença fundamental ente'e sua {nterpre
tição e a dos criadores do método dos intel-valor de confiança,

Neyman-Pearson; esta d íferença estava no fato de que ele acreditava
na pt'obabilidade indutiva. A proposição "o pertence ao intervalo

(-o,OQ(ta)),quando t=t." tem a segu'ante interpretação no convexo de
intervalos de conf.lança: ou a proposição é verdadeira ou ela ê fal-

sa, mas nesse caso um evento com probabilidade a foi obtido, parale-
lamente a interpretação fiducial isto é "a pr'oposição é verdadeira com

p ro ba b il i d a d e ( l -cl)"

A diferença ente'e o intervalo de confiança e o fiducial , no
caso unjparamétY'jco não parece evidente, a não ser com relação ã forma

como os intervalos são obtidos e ã interpt'etação de probabilidade in-
dutiva assoc cada ao caso fiducíal. A diferença entre ambos fica mais

clara no caso multjparamétrico ê o caso doteste de Behrens d incutido no

cap. 5
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"Whereas apart from any sampling for p, we know that if we 

take a number of samples of 4, from the sarne or from different 

populations, and for each calculate the fiducial 5 per cent value 

for p, then in 5 per centof cases the true value of p will be less 

than the value we have found". 

Note que Fisber usa a mesma linguagem frequentista dos in 

tervalos de confiança e de fato durante muito tempo confundiram - se 

esses dois conceitos de probabilidade fiducial e de coeficiente de 

confiança. Muitos pesquisadores interpretaram os intervalos fidu -

ciais (- 00 ,0 (t )) com probabilidade fiducial (1-a) quando t=t , como a a a 
intervalos de confiança com nlvel de confiança (1-a). Fisher era 

frequentista, mas havia uma diferença fundamental entre sua interpr~ 

tacão e a dos criadores do método dos intervalos de confiança, 

Neyman-Pearson; esta diferença estava no fato de que ele acred i tava 

na probabilidade indutiva. A proposição 11 0 pertence ao intervalo 

(-
00 ,0a(ta)),quando t =ta" tem a seguinte interpretação no conte xo de 

intervalos de confJança: ou a proposição e verdadeira ou ela e fal 

sa, mas nesse caso um evento com probabilidade a foi obtido, parale

lamente a interpretação fiducialista e "a proposição e verdadeira com 

probabilidade (1- a )". 

A diferença entre o intervalo de confiança e o fiducial, no 

caso uniparametrico não parece evidente, a não ser: com relação ã forma 

como os intervalos são obtidos e ã interpretação de probabilidade in

dutiva associada ao caso fiducial. A diferença entre ambos fica mais 

clara no caso multiparametrico e o caso do teste de Behrens discutido no 

cap . 5. 
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Voltamos a comparar os intervalos fiduciais e de confiança

uni paramê trocos no ca p:ítulo 3

No momento cabe ressaltar que

1 )

2 )

3)

se observarmos varias amostras de tamanho n, a frequência com

que um intervalo(a,b), gerado pela amostra, irã conter o é a pro
ba b[[ { d ad e fid uci a]

Essa frequência ê usada como medida de chance da proposição "0
pertence ao intervalo(a,b)" ser verdadeív'a

A probabilidade fíducial é definida sobre o c

cZa ( def{ ni do na sequência )

de ,tece,tênJnjun;to

2 .2 . 2 . Co nj u n to s d e Re ferência

N[ui[;a confusão se orj:ginou dofato de o método fiducia] favo-

recer a enter'pretação da densidade fjducial como uma densidade condi-

cional em teta' Esta é uma interpretação errada, pois g(o/ta) não é
uma densidade condicional em ta' no sentido comum da palavra

Vimos, na exposição inicial da Seção 2, que quando t tem dis

tribuição F(t/o) satisfazendo deter'minadas condições, como monotonia

dado em O e continuidade em t, as afirmações do tiPO O $ Oa(tâ) eram

equl-/dentes a t z t. para todo a e(0,1), onde o.(ta) Õ o conjunto
dos valores de O que satisfazem F(ta/o) = a. A probab illdade fídu-

cíal de O $ Oa(td) é a probab il idade de t : ta

Obser've que as funções t,.(o), a c(0,1), dividem o plano

(t,O) em regiões. Quando t:ta' para cada c' ((0,t) existe um Oa(ta)

que satisfaz F(t./O.(t.)) : a. Se al ' a2' existe O. (t.) e o..(t.)
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Voltamos a comparar os intervalos fiduciais e de confiança 

uniparamêtricos no capitulo 3. 

No momento cabe ressaltar que: 

1) se observarmos vãrias amostras de tamanho n, a frequência com 

que um intervalo (a,b), gerado pela amostra, irã conter 0 e a prQ 

babilidade fiducial. 

2) Essa frequência e usada como medida de chance da proposição 11 0 

pertence ao intervalo (a,b) 11 ser verdadeira. 

3) A probabilidade fiducial e definida sobre o conjunto de ~~~e~in

e i a (definido na sequência). 

2.2.2. Conjuntos de Referência 

Muita confusão se or i ginou do fato d~ o metodo fiducial favo

recer a interpretação da densidade fiducial como uma densidade condi

cional em t=ta. Esta e uma interpretação errada, pois g( 0/ta) nao e 

uma densidade condicional em ta, no sentido comum da palavra. 

Vimos, na exposição inicial da Seção 2, que quandri t tem dis 

tribuição F(t/ 0 ) satisfazendo determinadas condições, como monotonici 

dade em 0 e continuidade em t, as afirmações do tipo 0 ~ 0 (t ) eram 
a a 

equivalentes a t ~ tapara todo a E (0,1), onde 0 (t ) e o conjunto 
a a 

dos valores de 0 que satisfazem F(t /0) = a. A probabilidade fidua 
cial de 0 ~ 0 (t ) e a probabilidade de t ~ ta. a a 

Observe que as funções t (0), a E (0,1), dividem o plano a 

(t, 0 ) em regiões. Quando t=t , para cada a E (0,1) existe a 

que satisfaz F(ta/0 (t )) = a. a a Se a 1 > a 2 , existe 0 (t ) 
ª1 a 

um 0a(ta) 

e 0 (t ) 
ª2 a 
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(Suponhamos oa(ta) # oap(ta) , V al * a2) A probabilidade fiducial

(t.) $ O $ Oa,(ta) é 'l - a2 que ê uma "projeção" no eixo t:t,

como indicado na figura abaixo

Fi g u ra 2 . 3 Grãfi co de duas funções t (o) e ta a
2

( 0) A

probabjlldade fiducjal do intervalo

'l (t.), O.2 (ta)) é i gu al a -l-a2

t .. ( o)
l

al 'c'2

o.l(t,) o.2(t.)
0

Como t,.(O) Õ definida para íadc, a e(0,1), é possível encon

trai a probabilidade f iduc íal de qualquer intervalo(-m,Oa(ta)) paí'a
um dado ta e consequentemente, qualquer união ou intersecção de enter
valor desse género o que t'exulta na distribuição fiducial de o "con-
d i ci onado '' em t=t

Definimos, portanto as probabilidade fjduciais para o tendo
como base o conjunto D dos pares(t,o) onde t tem distribuição

F(t/o), que é chamado caltlunZo de ,tece,'têllc.Za. . De forma genérica 1) é
um subconjunto de 'r x ÇD

a

Exemplo 2.2.2.1: Suponha t=1 tendo d istribuição normal com mêd ía o

e var tangia l/n, onde 'r = R e (i) : R. 0 conjunto de referência 0 é
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(Suponhamos 0 (t ) ~ 0 (t ) , V a 1 ~ a 2). A probabilidade fiducial 
ª1 a ª2 a 

de 0 (t ) ~ 0 ~ 0 (t ) e ª1 - ª2 que e uma 11 projeção 11 no eixo t=ta 
ª1 a . ª2 a 

como indicado na figura abaixo 

Figura 2.3: Grãfico de duas funções t (0) e t (0). A 
ª1 ª 2 

probabilidade fiducial do intervalo 

-(0 (t ), 0 (ta)) e igual a a 1 - a 2 . 
ª1 a Cl 2 

t 

ta--------------

0 

Como t (0) e definida para todo a E (0,1), e poss,vel encen
a 

trar a probabilidade fiducial de qualquer intervalo (- 00 , 0 (t )) para 
a a 

um dado ta e consequentemente, qualquer união ou intersecção de inter-

valos desse gênero o que resulta na distribuição fiducial de 0 "con 

dicionado" em t=ta. 

Definimos, portanto as probabilidade fiduciais para 0 tendo 

como bàse o conjunto V dos pares (t,0) onde t tem distribuição 

F(t/0), que - e chamado c.onjunto de. Jte.(Íe.11.ênc.ia . . De forma generica V e 
um subconjunto de T x@. 

Exemplo 2.2.2.1: Suponha t=x tendo distribuição normal com media 0 

e variância 1/n, onde T = R e 0 = R. O conjunto de referência V -e 
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o conjunto dos pares (i,o) tal que i tem distribuição normal com mé

dia o e var iância l/n e portanto, neste caso, D = .t x(D

.Elg!!p.la..ê.:.ê.:.ê.J.: Suponha t = Yn ; max {XI,...,Xn}, {X.i} um conjunto
de v.a. i.i.d.com dista'ibuição uniforme em (0,0). Temos t : (0,0) e

ÇD=(0,n). A função de d'isto'ibu'ição de Yn é dada por F(Yn/O)=E--Fln
0 conjunto de referência neste caso é

D : {(yn'O); F(yn/ o) yn ' (0 ,o) , o > 0 }

Note que o conjunto de referência Z) é composto de ,toda,õ os
posa:Íveis valores de t e de o, com t tendo distribu ição F(t/o). É se
bre t) que a d istribujção fiducial é defínjda. Quando assumimos t:t

a densidade fiducial de o, g(O/teta), é uma "projeção" de g(o/t)
quando t:t;. 0u seja, par'a /odo t:t. ex êste oa(td) tal que
O $ Oc.(t;) tem probab iljdade fíducial(l-a)

É importante ressaltar que no conjunto de referência D a equi-

valência(2.1.1) deve ser valida para todo t ( T, todo o c(g) e todo

c- ((0,1). Se existe algum subconjunto do conjunto de referência onde,

na equivalência.(2.1.1), o $ e,,(t) não resulta em probabilidade fiduci-
al igual a(l-a) para algum t c v, este subconjunto õ chamado óubconlu.E

,Co -tü,êeuan,Ce. FJote que se pat'a algum o a relação (2.1.T) tem probabilí

dade fíducial djfer'ente de(l-a), este o é "d{ repente" dos demais e por

tanto, é "reconhecível". /R existência de subconjuntos relevantes signo
fica que hã um "acr'êscjmo" ou uma "perda" de Informação sobre o , obra

além do que os dados fornecem. Isto contrar{.a a imposição de Fisher' da

não existência de outra informação(a priori) que não seja aquela fome
cada pelos dados. fla seção 3.2 enfocamos novamente o problema dos sub p
cona u n tos rel ev a ates.

a
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o ·conjunto dos pares (i,0) tal que item distribuição normal com me

dia 0 e variância 1/n e portanto, neste caso, V= T xG>. 

Exemplo 2.2.2.1: Suponha t = Y = max {X 1 , ... ,X }, {X.} um conjunto n n 1 

~e v.a. i.i.d.com distribuição uniforme em _ (0,0). Temos T = (0,0) e 
Y n n A função de distribuição de Yn e dada por F(Yn/0) = (0 ] .. 

O conjunto de referência neste caso e 

y 
V= {(yn,0); F(yn/0) = [ ;Jn ; Yn E (0,0) , 0 >O} · 

Note que o conjunto de referência V e composto de .todo~ os 

possíveis valores de te de 0, com t tendo distribuição F(t/0). t so 

bre V que a distribuição fiducial e definida. Quando assumimos t=t a 
a densidade fiducial de 0 , 9(0/t=ta), e uma 11 projeção 11 de g(e/t) 

quando t=ta. Ou seja, para todo t=ta existe 0a(ta) tal que 

0 ;;; 0 (t ) tem probabilidade fiducial (1-a). a a 

t i m p o r t a n t e r e s s a l t a r q u e no c o n j u n t o d e r e f e rê n c i a V a e q u i -

valencia (2. 1.1) deve ser vãl ida para todo t E T, todo 0 d9 e todo 

a E (0,1).· Se existe algu m subconjunto do conju~to de referência onde, 

na equivalência (2. l. l), 0 ~ 0 (t) não resulta em probabilidade fiduci-. a 

al igual a (l- a ) para algum t ~ T, este subconjunto e chamado ~ub~onju~ 

to ,'1..e..fe_va.n.te . Note que se para algum 0 a relação (2.1. T) tem probabi lj_ 

dade fiducial diferente de (l- a ), este 0 ê 11 di-f'erente 11 dos demais e por 

t a nto, ê 11 reconhecfvel 11
• J\ existência de subconjuntos relevantes signj_ 

fica que hã um "acréscimo" ou uma "perda" de informação sobre 0 , para 

além do que os dados fornecem. Isto contrari .a a imposição de Fisher da 

não existência de outra informação (a priori) que não seja aquela forne 

cida pelos dados. Na seção 3.2 enfocamos novamente o problema dos sub • 

conjuntos relevantes. 
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Nos casos que vimos atÕ agora, onde t é uma estatística su-

ficiente e completa com respeito a o e tem a mesma dimensão do par'â-
metro, aparentemente não temos problemas se as condições necessárias

para o uso do método fiduclal est iverem sat isfeitas. Nos casos em

que t não Õ suficiente completa e não tem a mesma dimensão que o, a
utilização do método fjducial deve ser cu ídadosa, po is deve-se evi -
tar a existência de subconjuntos r'elevantes. Como o método fjducial

esta baseado na utilização de estatísticas suficientes ê natural que

estudemos qual a implicação dleusarmos essa ''redução" no lugar' dos da
do s o ri g i n a { s

2. 3. Suficiência e EJlaustividade

Como a {dêia de Fisher era fazer indução sobre o baseado na

Informação contida nos dados x, era natural que pensasse em estatís-

ticas suficientes como forma de resumir a informação sobre o contida

em x. No entanto para estabelecer uma r'elação de or'dem entre t e o
ê necessário que ambos tenham a mesma dimensão, permitindo estabele-

cer equivalências do tipo expresso em(2.1.1). Mas, é suficiente en
contrai:mos uma estat:estica t de mesma dimensão de o e fazermos nossa

inferência com base em F(t/o)? Os exemplos apr'esentados por
Robinson(1975) mostram que podemos encontrar subconjuntos relevan -

tes se não observarmos com cuidado o tipo de estatística t que estamos

co nsjdera ndo .
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Nos casos que vimos atê agora, onde tê uma estat,stica su 

ficiente e completa com respeito a 0 e tem a mesma dimensão do par~

metro, aparentemente não temos problemas se as condições neces s ãri a s 

para o uso do método fiducial estiverem satisfeitas. Nos casos em 

que t não ê suficiente completa e não tem a mesma dimensão que 0, a 

utilização do método fiducial deve ser cuidadosa, pois deve-se evi -

tara existência de subconjuntos relevantes. Como o método fiducial 

estã baseado na utilização de estat,sticas suficientes ê natural que 

estudemos qual a implicação de usarmos essa "reduç ão" no lugar dos da 

dos originais. 

2.3. Sufici~ncia e Exaustividade 

Como a ideia de Fisher era fazer indução sobre 0 baseado na 

informação contida nos dados x, era natural que pensasse em estat,s

ticas suficientes como forma de resumir a informação sobre 0 contida 

em x. No entanto para estabelecer uma relação de ordem entrete 0 

ê necessãrio que ambos tenham a mesma dimensão, permitindo estabele 

cer equivalências do tipo expresso em (2.1.1). Mas, ê suficiente e!!_ 

centrarmos uma estat,stica t de mesma dimensão de 0 e fazermos nossa 

inferência com base em F(t/0)? Os exemplos apresentados por 

Robinson (1975) mostram que podemos encontrar subconjuntos relevan -

tes se não observarmos com cuidado o tipo de estat,stica t que estamos 

considerando. 
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A ideia é a seguinte: se existe uma estatística u tal que
a distribuição condicional de t dado u õ diferente da distribuição
de t sem condicionamento, utilizar a distribuição de t sem condicio
namento é perder informação sobre o, pois nesse caso faz com que o
conjunto dos pontos (x,o) onde x tem d istribuição com parâmetro o e

u(x) ; u(x.), onde x. é a nossa mostra, seja um subconjunto relevan
te

Suponha que não tenhamos uma estatística t unidjmensional e

completa :com respeito à o, mas exista uma transformação bíjetora que

transfot'ma o conjunto das estat:Ísticas de ordem,(YI'... ,Yn) em
t* :(t,u) onde u ê uma estar:ístjca(n-l) dimensionar com d istribu i-

ção independente de o (ou seja, é ancjlar') e t é unidirnensional e tem
distribuição condicionada em o e u. Então

f(xj ,Xn / o) f(yl ,yn/o)
e

,y./o) f(t ,u/ o) : f(t /o ,u )f( u)

( F{ s h e r , 1 9 41

frestas condlçães, xc é dita suflc lente exaustiva ou condicional com

r'esperto a o. .q densidade flducial de o será encontrada tomando como

bas e

f(t/ o ,u )

Assim temos a mesma idéja exposta na Senão 2.1, em que toda função que
não va)'ja com o pode ser eljmjnada,(que chamar'emos de princTp ío de re

levãncia ou condlcionalidade), como ê o caso de f(u)
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A idéia ê a seguinte: se existe uma estatística u tal que 

a distribuição condicional de t dado u ê diferente da distribuição 

de t sem condicionamento, utilizar a distribuição de t sem condicio

namento ê perder informação sobre 0, pois nesse caso faz com que o 

conjunto dos pontos (x,0) onde x tem distribuição com parâmetro 0 e 

u(x) = u(xa), onde xa ê a nossa mostra, seja um subconjunto relevan

te. 

Suponha que não tenhamos uma estatistica t unidimensional e 

completa 'com respeito à0, mas exista uma transformação bijetora que 

transforma o conjunto das estatisticas de ordem, (Y 1 , ... ,Yn) em 

t* = (t,u) onde u e uma estat1stica (n-1) dimensional com distribui

ção independente de 0 (ou seja, ê ancilar) e tê unidimensional e tem 

distribuição condicionada em 0 eu. Então 

e 

f(y .1, ••• ,yn/0) o: f(t,u/0) = f(t/0,u)f(u). 

(Fisher, 1941) 

Nestas condiç~es, t ~ dita suficiente exaustiva ou condicional com 

respeito a 0. A densidade fiducial de 0 serâ- encontrada tomando como 

base 

f(t/0,u). 

Assim temos a mesma ideia exposta na Seção 2.1, em que toda função que 

não varia com 0 pode ser eliminada,(que chamaremos de princlpio de re-

l e v~ncia ou condicion a lidade), como ê o caso de f(u). 
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Restringir nossa atenção a f(t/o,u) não acarreta perda de in

formação sobre o e nos permite estabelecer uma relação de ordem entre
t e Ojãque ambos têmmesma dimensão. 0 papel de u é determinado

que Físher chama de configuração da amostra. Lembremos que
f(t / o,u) , ou mel hor',

+

deve satisfazer as condições da seção 2.1 , para todo u € U, onde

F(t/ o,u ) ; f(t/0,u)dt

U = {u ;u(x) ; u com x ( x }

Para ilustrar e proporcionar uma melhor compreensão, veja

mos um exemplo

Exemplo 2.3. 1 : Sejam X. ,X n. v. a. i .i . d co m d ensi dade

f(x.i/o):(2) expt-jx.i-ol} , x.i € R

o nd e o é d esco nh ecido e (g) : R

A densidade conjunta de(XI'... ,Xn) é

f(xl,''',xn/O) :(2)nexpl-j>jllxj-oj}, xj c R, i:l,...,n
{=1 ,.. ,n ; o € R desconhecido

Uma estat:estica suficiente com relação a o, neste caso, é a

mediana amostrar. Consideremos, pat'a simpl ificar n=3 e assim t=y2

Suponhamos que não levássemos em ponta que y2 não é sufici-
ente completa e encontrássemos a distrjbu irão fiducial de o com base
nm

)
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Restringir nossa atenção a f(t/0,u) nao acarreta perda de in 

formação sobre 0 e nos permite estabelecer uma relação de ordem entre 

t e 0 já q~e ambos t~m mesma dimensão. O papel deu e determinar o 

que Fisher chama de configuração da amostra. Lembremos que 

f(t/0,u), ou melhor, 
t 

F(t/0,u) = J 
00

f(t/0,u)dt 

deve satisfazer as condições da seçao 2.1, para todo u EU, onde 

U ~ {u;u(x) = u com x E x }. 

Para ilustrar e proporcionar uma melhor compreensao, veja

mos um exemplo 

Exemplo 2.3.1: Sejam x1 , ... ,Xn _v.a.i.i.d com densidade 

exp{-lx--0!} , x. e R 
1 1 

onde 0 e desconhecido e®= R. 

A densidade conjunta de (X 1 , ••• ,Xn) e 
l n n 

f(x 1 , ... ,xn/0) = (2) exp{-_l lx;-01}, x. E R, . i=l, ... ,n; 
1 = l 1 

i=1, ... ,n ; 0 E R desconhecido. 

Uma estat,stica suficiente com relação a 0, neste caso, é a 

mediana amostral. Consideremos, para simplificar n=3 e assim t=y 2 . 

Suponhamos que não levássemos em conta que y 2 não e sufici

ente completa e encontrássemos a distribuição fiducial de 0 com base 

em 
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f(y2/0) -â expt-2jy2-oj1{2-expt-jy2-ojl}

o resul tado ser'ia

( 2 . 3 . 1 ) g(o/y2) -â expÍ-2jy2-oj} {2-expE-jy2-ojl}

Agora, levemos em conta que y2 não é suficiente completa,
mas que existe uma transformação bijetora de (YI,Yp,Y.a) em

(Y2 'Y2 -YI 'Y2 -Y3) tal que

f(yl 'y2 ,y3/o) f(y2 ,y2-yl 'y2-y3/0)

Note que t=y2 ê suficiente exaustiva e u =(y2-yl 'y2-y3) é ancilar
com relação a o. Portanto

f(y2'y2-yl'y2-y3/o) = f(y2/o,y2-yl 'y2-y3)f(y2

o que nos permite Pesei-jngir nossa atenção apenas d

f(y2/o,y2-yl 'y2-y3) que é propor'cional a

expl-jy2-ol-jy2-ut-el - lvZ-uZ-ol}

ul : y2-yl e ul: y2-y3

A distribuição fiducjal de o set"ã proporcional a

yl ,y2-y3)

exp{ -l y2 -o l

va] o r o bs eivado

y2-ul -o 1 - jy'2-u2

õ (t. ,u;) temos

g(o/y2 ,ula a

K expt-lvZ.-ol-lv2
a

3

'*-'' ]! , 1 * : .-.1 '

. l }
Qua ndo o

( 2 . 3 . 2 ) g(o/t; ,ua)

ul -o
' a

y2 -u2 -ol}a a
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o resultado seria 

( 2 • 3 • 1 ) 

Agora, levemos em conta que y2 não ê suficiente completa~ 

mas que existe uma transformação bijetora de (Y 1 ,v 2 ,Y 3) em 

(Y 2 ,Y 2-Y 1 ,Y 2-Y 3 ) tal que 

Note que t=y 2 ê suficiente exaustiva eu= (y 2-y 1 ,y2-y 3 ) ê an~ilar 

com relação a 0. Portanto 

o que nos permite restringir nossa atenç ão apenas a 

e 

A distribuição fiducial de e serâ proporcional a 

Quando o valor observado ê (t ,u ) temos: a a . 

( 2 • 3 • 2 ) 
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que Õ proporcional ã verossimilhança do modelo e onde K é a constan

te de proporcionalidade que faz com que Í g(o/ta'ua)do = l

A densidade fiducial obtida em(2.3:1) é evidentemente

diferente de(2.3.2). E é fãcjl ver que

l f(t / o,u )f(u )d u
/ u

( u ;u (x ) : u , x . X}

f(t/ o)

o nd e

Vejamos numericamente qual a impor'tâncla de consldet"'ar

mos o condicionamento relativamente a u. Suponhamos que tenhamos

duas amostras de tamanho n=3, diferentes

(2;3;6) e (2,7; 3 ; 3,5)e

Para essas duas amostras o gt'ãfico da densidade fiducial obtida se

mente com«y2 esta representado na Fjgut"a 2.4

Figura 2. 4. Gráfico de g( o/y2 ) com y2 3 , 0

0 1 2 3 4 5 6

No entanto, no caso da distribuição(2.3.2), onde a conflgut'ação ê

levada em conta, teremos duas densidades distintas como representa
das na FI g u ra 2. 5
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que ê proporcional ã verossimilhança do modelo e onde K ê a constan

te de proporcionalidade que faz com que J g(0/ta,ua)d0 = 1. 

A densidade fiducial obtida em (2.3;1) e evidentemente 

diferente de (2.3.2). E ê fãcil ver que 

juf(t/0,u)f(u)du = f(t/0) . 

onde U = {u;u(x) = u, x E xL 

Vejamos numericamente qual a importância de considerar 

mos o condicionamento relativamente a u. Suponhamos que tenhamos 

duas amostras de tamanho n=3, diferentes: 

(2;3;6) e (2,7; 3 ; 3,5) 

Para essas duas amostras o grãfico da densidade fiducial obtida so 

mente com y2 estã representado na Figura 2.4. 

Fi~1ura 2.4: Grãfico de g( 0/y 2 ) com y2 = 3,0 

--
o l 2 3 4 5 6 

No entanto, no caso da distribuição (2.3.2), onde a configuração e 
levada em conta, teremos duas densidades distintas como representa

das na Figura 2.5. 
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Figura 2.5: Gráfico de g(o/y2'u,u2) para duas amostras
di fe re nt e s .

g(0/y2'ul'u2)

l 2 5 63 4
t +

amost ra (2 ,7 ; 3 ; 3 ,5 )

2 5
t

amostr'a (2 ;3 ;6)

Assim uin ante)'vala do tipo(a,b) que contém o com probabil idade fi
clucial 0,95 terá seu comprlmetlto determjnaclo pela configuração u (a

soma das probablljdacles das áreas hachuradas corresponde a 0,05). Is

to jã não ocorre com g(o/y2) onde qualquer que seja a amostra, um i.n
tervalo(a,b) caiu probabilidade 0,95 terá sempre o mesmo comprimento

Essa situação leva ã delicada discussão sobre estatlstl

cas ancílares. fico hã dúv ída que toda a informação I'elevante esta

em f(t/Q,u) e que se u é ancilar' nenhuma ínfot'mação com respeito a o
pode ser extra:Ída de u. flo entanto essa estatística dã uma me-

dida da "pr'ecisão" de t e abandona-la significa per'der essa medida

Consequentemente haverá perda de informação sobre o, o que correspon
de na inferência fíducial a gerar conjuntos de }"eferência contendo

subconjuntos relevantes. No exemplo acima é cot'Pela a densidade fi
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Figura 2.5: Grâfico de g(0/y2 ,u,u 2 ) para duas amostras 

diferentes. 

2 3 4 5 
t ' 
amostra (2 ;3 ;6) 

6 

' 
1 3 . 4 5 . 6 

1 , t 

amostra (2,7; 3; 3,5) 

Assim um intervalo do tipo (a,b) que contim 0 com probabilidade fi~ 

ducial 0,95 terã seu comprimento determinado pela configuração u (a 

soma da s probabilidades das ãreas hachuradas corresponde a 0,05). Is 

to · jã não ocorre com g(0/y 2 ) onde qualquer que seja a amostra, um in 

t e rvalo (a,b) co m probabilidade 0,95 terã sempre o mesmo comprimento. 

Essa situação levai delicada discussão sobre estatTsti

cas ancilares. Não hâ dÜvida que toda a informação relevante estã 

em f (t/ 0 ,u) e qu e seu~ a ncilar nenhum a informação com respeito a 0 

pod e s e r ext raTda deu. No entanto essa esta t ,stica dâ uma me-

dida da 11 precisão 11 de te abandoná-la significa perder essa medida. 

Con s equentemente haver~ perda de infdrmação sobre 0, o que correspon

de na in f er~ncia fiducial a gerar conjuntos de refer~ncia contendo 

sub conjuntos relevantes . No exemplo acima~ correta a densidade fi-
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ducial de o expressa em(2.3.2) e incor't'eta a de(2.3.1)

Dessa forma estamos diante do problema de encontrar es-

tatÍst ices ancilares adequadas. Lembremos que em alguns problemas a

classe das estatísticas ancilares nãa é un} conjunto unitãrjo, o que djfi

cultas procura da estat:estica mais apropriada. Fisher (1956) suge-

riu que a estatística ancilar fosse encontrada por qualquer método

adequado e posteriormente a distribuição fiducial fosse obtida base

ando- se em f(t/o,u )

Não ê do escopo deste trabalho discutir formas de obte)-

estatísticas condicionalmente suficientes e ancllares. Algumas r'efe

rêncjas interessantes sobre esse tema são Buehler(1959, 1979),
Dawi d ( 1 980 ) , Frases ( 1 979 )

Algumas obter'vações importantes r.eferentes ao condiciona
mento são

1 )

l l )

Pelo Teorema de Basu: t suf'ic'tente completa e u ancilar' c:>

t e u são independentes. lqestes casos f(t/o,u) ; f(t/o)
caso d os exem pl os da se ção 2.1

A estatlstjca ancilar' quando existe pode não ser única. Se

-duas transfot"mações bijetoras,(t,u) e(t*,u*) de(YI'.-,Yn)
existem d e tal fo rma que

f(t/o ,u ) : f(t */ o ,u':)

onde t e t+ condic íonalmente suf ic lentes, u e u'k anc alar'es

g (0/t ,u ) : g ( o/ t''',u * )

)

E o
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ducial de 0 expressa em (2.3.2) e incorreta a de (2.3.1). 

Dessa forma estamos diante do problema de encontrares

tatísticas ancilares adequadas. Lembremos que em alguns problemas a 

classe das estat,sticas ancilares não e um conjunto unitãrio, o que difj__ 

culta a procura da estat,stica mais apropriada. Fisher (1956) suge-

riu que a estat,stica ancilar fosse encontrada por qualquer m~todo 

adequado e posteriormente a distribuição fiducial fosse obtida base

ando-se em f(t/0,u). 

Não~ do escopo deste trabalho discutir formas de obter 

estatísticas condicionalmente suficientes e ancilares. Algumas refe 

rências interessantes sobre esse tema são Buehler (1959, 1979), 

Dawid (1980), Fraser (1979) 

Algumas observações importantes referentes ao condiciona 

mento sao: 

I) Pelo Teorema de Basu: t suficiente completa eu ancilar ~ 

teu são independentes. Nestes casos f(t/ 0 ,u) = f(t/ 0 ). to 

caso dos exemplos da seção 2.1. 

II) A estatistica ancilar quando existe pode não ser unica. Se 

-duas transformações bijetoras, (t,u) e (t*,u*) de (Y 1 , ... ,Yn) 

existem de tal forma que 

f(t/0,u) = f(t*/0,u*) 

onde te t* condicionalmente suficientes, u eu* ancilares, 

então 

9(0/t,u) = g(G/t*,u*). 
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Por+,,cinto, para encontrar a densidade fiduc íal, tanto podemos partir
de f(t/o ,u) como de f(t"/ O,u+)

Tomando como base o exemplo 2.3.1 se,ao invés de termos

usado(y2'y2-yl 'y2-y3), tivéssemos usado(xj 'x2-xl,x3-xl) chegar:ía-
mos ao mesmo r'esultado para a densidade fjducial de o. Nos casos

em que isto não ocorre não é aconselhável o uso do método fiducial

É importante que o princípio de relevância seja levado em co.E
ta, ou seja, que consideremos apenas f(t/o,u)(somente a ín -

feri:cação relevante é levada em conta). Um exemplo apresenta-

do por Pedersen na discussão do artigo de Wilkinson(1977),
mostra porque devemos nos restringir apenas ã Informação re-
levante, e é apresentado na sequência

Exemplo 2.3.2: Considere a função densidade de probabil idade
x-0 ) x < 0

x > l

l

8+ (

0 ,2

0 ,8#

( 2 . 3 . 3 ) f(x/o ) o $

(x- l ) -o)

onde é(,) ê a densidade da normal padrão

Obsej"vamos um Único valor x=x.. Se considerarmos apenas
a inonotonic idade em o da função f(x/o) a densidade fiducial resultar

fo ,8#(o-xa) + 0 ,2 xa < 0

g ( o/ x. ) : 'l o ,8ó (o-(x. - 1 ) ) x. ,' l

l.algo entre 0,8$1e 0,8$+0,2 se 0 $ x, $ 1

( 2 . 3 . 4 )
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Portanto, para encontrar a densidade fiducial, tanto podemos partir 

de f(t/0,u) como de f(t*/0,u*). 

Tomando como base o exemplo 2.3.1 se,ao invês de termos 

usado (y 2 ,y 2-y 1 ,y 2-y 3 ), tivéssemos usado (x 1 ,x 2 -x 1 ,x 3 -x 1 ) chegaria

mos ao mesmo resultado para a densidade fiducial de 0. Nos casos 

em que isto não ocorre não ê aconselhâvel o uso do mêtodo fiducial. 

III) t importante que o principio de relevihcia seja levado em con 

tà, ou seja, que consideremos apenas f(t/0,u) (somente a in -

formação relevante e levada em conta). Um exemplo apresenta

do por Pedersen na discussão do artigo de Wil .kinson (1977), 

mostra porque devemos nos restrin~ir apenas ã informação re

levante, e e apresentado na sequ~ncia. 

Exemplo 2.3.2: Considere a função densidade de probabilidade 

(2.3.3) 

r0,8c/>(x-0) 

f(x/0) = 10,2 
0,8ct>(( x- 1 )-0) 

onde e/> (!) e a densidade da normal padrão. 

X < Ü 

X > 

Observamos um ~nico valor x=xa. Se considerarmos apenas 

a monotonicidade em 0 da função f(x/0) a densidade fiducial resultan 

te ê 

Ü ,8cp(0-X ) + O, 2 X < o a a 
(2.3.4) 9(0/xa) -- . 0,8 cf> (0--(x -1)) X > 1 a a 

algo ·e1itre 0,8cf> e 0,8 <j>+0, 2 se o ~ X ~ ·1 
a 
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No entanto, respeitando o principio de relevância a dls
t ribui ção fi d ucial s e rã

#(o-x.) x, « 0

+( o- (x. -l ) ) x. » l

/ ' ;*, :'
1 2 . 3 . 5 ) g( 0/x. )

Note que se 0 $x $ 1, nada se pode dizer soba'e o. A conclusão é

que(2.3.5) é a densidade fiducial corneta

IV) Nos casos em que u nao é ancjlar, encontrar a distribuição fi-

duclal de o com base em f(t/o,u) Õ incorreto, pois estamos dei

sendo de levar' em cona íderação f(u/o) e nestes casos u {rã ge-

ra r s u bco nj un tos rel e va nte s

Nas situações em que ma is de um par'âmetl-o esta envolvido

e estamos enter'estados em apenas um deles existem propostas pat'a se
encontt.ar estatísticas condicionalmente suficientes e ancilares. -Ve

ja Da\,/id(1980) e Mariotto(1982), por exemplo

0 exemplo do coeficiente de correlação populacional p, fo{
durante algum tempo, considerado inadequado, po is existem outros pa-
râmetros envolvidos (se bem que Fisher considera o caso de médias ze
ro e vara ânc{ as um)

Fisher em 1915 obteve a distribuição de r, coeficien-
te de correlação amostrar de uma amostra de tamanho n dado p. Em ou

trás palavras ele mostrou que a distribuição de I' depende somente de

P(e não das médias e variâncias). Barnard(1963) introduziu uma

definição formal de suficiência de uma estatística para um parâmeti-o
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No entanto, respeitando o principio de relevância adis

tribuição fiducial será 

<1>(0-xa) Xa < o 

(2.3.5) 9 ( 0/ X ) = 4>(0-(x -1)) Xa > 1 a a 

I o ~ Xa ~ 1 

Note que se O ~ x ~ 1 , nada se pode dizer sobre 0. A conclusão e 
que (2.3.5) e a densidade fiducial correta. 

IV) Nos casos em que u nao e ancilar~ encontrar a distribuição fi

ducial de 0 com base em f(t/0,u) e incorreto, pois estamo s dei 

sanda de levar em consideração f(u/0) e nestes casos u irã ge 

rar subconjuntos relevantes. 

Nas situaç~es em que mais de um parâmetro estã envolvido 

e estamos interessados em apenas um deles existem propost a s para se 

encontrar estatisticas condicionalmente suficientes e ancilares . ·Ve 

ja Dawid (1980) e Mariotto (1982), por exemplo. 

O exemplo do coeficiente de correlação porulacional p, foi 

durante algum tempo, considerado inadequado, pois existem outros pa

râmetros envolvidos (se bem que Fisher considera o caso de medias ze 

roe v~riâncias um). 

Fisher em 1915 obteve a distribuitão der, coeficien-

te de correlação amostral de uma amostra de tamanho n dado p . E~ ou 

tras palavras ele mostrou que · a distribuição der depende somente de 

p (e não das medias e variâncias). Barnard (1963) introduziu uma 

definição formal de sufici~ncia de uma estatistica para um parâmetro 
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na ausência de conhecimento dos demais parâmetros. Essa definição ê

a G-suficiência(Dawid, 1980). Nesta definição, r é suficiente para
p e portanto a distribuição de r dado p pode ser util izada para en.n

contrai a distribuição fiducial de p dado r (que se encontra tabela-
do em muitos livros de estatlstjca)

Este assunto voltara a ser considerado no caso multipa
ramétri co

o0o
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na ausência de conhecimento dos demais parâmetros. Essa definição ê 

a G-suficiência (Dawid, 1980). Nesta definição, r ~ suficiente para 

P e portanto a distribuição der dado p pode ser utilizada para en . 

contrar a distribuição fiducial de p dador (que se encontra tabela

da em muitos livros de estatistica). 

Este assunto voltaria ser considerado no caso multipa

ram~trico. 

ººº 



CAPÍTULO 3

DISCUSSÃO DA DISTRIBUIÇÃO FIDUCIAL

Por ter surgido em um per'iodo em que Inferência Estatlstjca
estava iniciando e devido ã for'ma imprecisa como foi apresentado o

método fiducjal gerou durante muito tempo varias polêmjcas

Através da distribu ição fiducial podemos associar a um in -
tervalo no espaço paramétrico a probabil idade deste conter o parâme-

tro. Esses intervalos são chamados intervalos fiducjajs. A primei-
I'a dificuldade com relação ao método fiducial de Inferência surgiu

quando os intervalos fjduciais for'am confundidos com os intervalos

de confiança. Na discussão do at'tigo de Neyman(1934), Fjsher de{ -
xou claro, pela primeira vez, a diferença entre ambos. Apesar dos
intervalos fjducia is possuírem a propriedade de confiança(seção
2.2.1) esses são essencialmente diferentes dos intervalos de confi-

ança. A pr'opriedade de confiança e a ut illzação desta na ver'ifica -

ção da validade de uma distribuição fiducjal uniparamétrica são o as
surto da s e ção 3.2

Outro ponto controvertido do método fiducial teve origem no

fato de Fisher afia'mar que a probabilidade fiducial ê probabjlldade
como qua[quet' outra. 0 fato de a distribuição fjduc]a] do parãmetr'o

coinc:idir, em algumas situações, com a d ístribuição ã posteriori

Bayesjana,quando a priori utilizada é não informativa, contribu iu p.!
ra que houvesse confusão. Kendal1 (1947/51) e Lindley (1957) ob-
servaram que é um erro dizer. que a djstribujção fjducial é uma dis -

tribujção de probabíl idade no sentido comum. Líndley(1958) mosto'ou,

para o caso uniparamétrico as condições em que ambas, distribuição

CAPfTULO 3 

DISCUSSÃO DA DISTRIBU I ÇAO FIDUCI AL 

Por ter surgido em um periodo em que Inferência Estatistica 

estava iniciando e devido ã forma imprecisa como foi apresentado o 

método fiducial gerou durante muito tempo vãrias polêmicas . 

Através da distribuição fiducial podemos associar a um in -

tervalo no espaço paramétrico a probabilidade deste conter o parâme 

tro. Esses intervalos são chamados intervalos fiduciais. A primei

ra dificuldade com relação ao método fiducial de Inferência surgiu 

quando os intervalos fiduciais foram confundidos com os intervalos 

de confiança. Na discussão do artigo ·de Neyman (1934), Fisher dei -

xou claro, pela primeira vez, a diferença entre ambos. Apesar dos 

intervalos fiduciais possuirem a propriedade de confiança (seção 

2.2.1) esses são essencialmente diferentes dos intervalos de confi 

ança. A propriedade de confiança e a utilização desta na verifica -

ção da validade de uma distribuição fiducial uniparametrica são o as 

sunto da seçao 3.2. 

Outro ponto controvertido do método fiducial teve origem no 

fato de Fisher afirmar que a probabilidade fiducial e probabilidade 

como qualquer outra. O fato de a -distribuição fiducial do parâmetro 

coincidir, em algumas situações, com a distribuição ã posteriori 

Bayesiana,quando a priori utilizada e não informativa, contribuiu pa 

ra que houvesse confusão. Kendall (1947/51) e Lindley (1957) ob

servaram que e um erro dizer que a distribuição fiducial e uma dis -

tribuição de probabilidade no sentido comum. Lindley (1958) mostrou, 

para o caso uniparametrico as condições em que ambas, distribuição 



'46

fiducial e posteriori Bayesiana, coincidem. Somente nos modelos de
locação e escala (ou no caso mais geral , em modelos invariantes) ê

que o.corre a coincidência mencionada; nesse caso a distribuição fi

ducial pode ser utilizada como distribuição a priori para novas ob-
servações sem resultados contraditórios. A discussão desse aspecto
da distribuição fiducial esta na seção 3.1

Na seção 3.3 apresentamos algumas propriedades que auxil iam

na identificação e interpretação de uma estat:estica ancilar u. Para
que o modelo resultante F(t/o,u) possa ser utilizado para encontrar
a distribuição fiducial de o. Essas condições fo)'am.estabelecidas

PO r B u ehl er ( t 979)

Finalmente apresentamos em 3.4 uma rápida discussão sobre a

Inadequação do método fiducial no caso em que F(t/o) ê a distribu ição
de uma vai"lavei aleatória discreta

3 . 1 poli;paração dos resultados Bayesianos e Fiduciais

Um aspecto interessante do método fiducial esta relacionado

cona a campal"ação dos seus resultados cona os resultados obtidos pelo

mêt;odo Bayesiano, jã que em ambos encontrantos uma distribuição de prg
babllldades para o parâmetro o dadas as observações x. Em alguns ca-

sos os métodos fiducial e Bayesiano resultam na mesma distribuição

para O dado x. Isto odor're quando se consideram distribuições ã pr.!
ori não informativas (do tipo priori imprópria l)reposta por Jeffr'eys)
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fiducial e posteriori Bayesiana, coincidem. Somente nos modelos de 

locação e escala (ou no caso mais geral, em modelos invariantes) - e 

que o.corre a coincid~ncia mencionada; nesse caso a distribuição fi

ducial pode ser utilizada como distribuição a priori para novas ob-- · 

servações sem resultados contraditórios. A discussão desse aspecto 

da distribuição fiducial estã na seção 3.1. 

Na seçio 3.3 apr~sentamos algumas propriedades que auxiliam 

na identific~ção e interpretação de uma estatfstica ancilar u. Para 

que o modelo resultante F(t/0,u) possa ser utilizado para encontrar 

a distribuição fiducial de 0. Essas condições foram .estabelecidas 

por Bu ehler (1979)~ 

Finalmente apresentamos em 3.4 uma rápida discussão sobre a 

in adequ ação do m~todo fiducial no caso em que F(t/ 0 ) ~ a distribuição 

de · uma va r iâvel aleat5ria discreta. 

3.1. Comparação dos r esultados Bayesianos e Fiduciais 

Um aspecto interessante do m~todo fi~ucial estã relacionado 

com a compar a ção dos seus resultados com os resultados obtidos pelo 

m~ to do Bayesiano, Ji que em ambos encontramos uma distribuiçâo de pro 

ba bilidades para o par~metro 0 dadas as observações x. Em alguns ca

so s os m~todos fiducial e Bayesiano resultam na mesma distribuição 

par a 0 dado x. Isto ocorre quando se consideram distribuições ã pri 

ori não informativas (do tipo priori impr5pria proposta por Jeffreys). 
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Como introdução consideremos dois exemplos relevantes

Exemplo 3 1. : Sejam XI'...,Xn v.a. i.i.d. com distribuição N(u,l),
IJ € R. A dista'ibu ição de U condicionada aos dados x=(xl,...,x.) po-
de se r o bti d a a t ra vês d e

(A) Método Fiducjal - X é uma estar:estica sufjc lente par'a x com re

cação a u tal que X ~ N(u,l/n). Consequentemente a d istribuição de
u ê N(!,l/n)(vede exemplo 2.2.1)

(B) Método Bayesiano - A verossimilhança neste caso é

L(u;x) :(-==)nexpl- 2.[>1.(xj-!): + n(!-H)2Ü}2 b ' i = 1 '

Assumindo para H a djstl-ibu íção a priori não {nformat íva g(u)

p ( R, a distrit)unção a posterior. i de p será

l

g(u/x) a L(p;x)g(p) ( i - u ) : }

que colncjde com aquela obtida em(A)

.EX.en.Elt.3 1.2: Suponha X. ,... ,X. v.a. i.i.d. com djstribujção unjfor

me em(0,0), O e(0,+n). Então a d'istribu'ição de O dado x:(xl,.-,x.)
pode s er o bt'ida dtFcâ vÕ s d e

(A) Método Fiducjal - Yn : mãxlXI,...,Xn} é uma estatística sufici-

ente com d istribuição F(Yn/O) =('n)n. A distribuição fjducial de o
dado y. é
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Como introdução consideremos dois exemplos relevantes 

Exemplo 3.1.1: Sejam x1 , ... ,Xn v.a. i.i.d. com distribuição N(1:1,1), 

µ e R. A distribuição de µ condicionada aos dados x=(x 1 , ... ,xn) po

de ser obtida atraves de: 

(A) Metodo Fiducial - X é uma estat,stica suficiente para x com r~ 

lação a u tal que X - N(ll,1/n). Consequentemente a distribuição de 

J1 e N(i,1/n) (vide exemplo 2.2.1) 

(B) Método Bayesiano - ·A verossimilhança neste caso é 

1 n 1 n -L ( u ; x ) = (-) ex p { - 7 U ( x · - x ) 2 + n ( x - µ ) 2J} 
~ i=1 l 

Assumindo paraµ a distribuição a priori não informativa g(µ) = 1, 

µ e R, a distribuição a posteriori deu sera 

g(µ/x) oc L(µ;x)g(µ) oc exp{7 (x- µ ) 2 } 

que coincide com aquela obtida em (A) 

Exemplo 3.1.2: Suponha x1 , ... ,Xn v.a. i.i.d. com distribuição unifor 

me em -(O,0), 0 e (O,~ oo ), Então a distribuição de 0 dado x=(x 1 , ... ,xn) 

pode ser obtida através de: 

(A) Método Fiducial - Y = mãx{X 1 ,. .. ,X } é uma estat,stica sufici-n . n 
y 

ente com distribuição F(Yn/0) = ( ;)n. A distribuição fiducial de 0 

-dado yn e 
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V

g(O/yn) :(n)('n)nl(yn'+n)(O)

(B) Método Bayesiano - A verossimilhança associada, neste caso, ê

L(O;x):('à)n .TTI(o,o)(xi) :('Õ)nl(yn'+n)(O)

Utilizando uma densidade de pi''obabjlidade a priori não informativa

g(o) : É para o > 0 , a posteriori será igual a

g(O/yn) :(n)(-T)nl(yn'+m)(O)

que co incide com aquela obtida em(A)

0 seguinte resultado devido a Líndley(1958) estabelece, no
caso uníparamêtrico, as condições nas quais os dois métodos coincidem,

usando uma priori não informativa

Teorema 3.1: A condição necessária e suficiente para que a djstribu i

ção fiducial de o e a d istrjbujção a posteriori de Bayes com priori
não {nformatjva, coincidam, é que exista uma função bijetora H da es-
tar:ístjca suficiente t, t*=H(t),e uma função bjjetora N do parâmetro

o,o:., = N(o), tal que o* seja um parâmetro de locação pat'a t*, ou seja,

ex isto uma quantidade pivotal g.(t;o) = t+-o:e

A demonstração desse teorema encontra-se no apêndice B.

A djstrjbuição fiducial de o é g(o/t) = 1-------Xn--l(com F(t/o),
função distribuição de t, obedecendo as restrições da seção 2.1). A

distribuição a posteriori Bayesiana com priori não informativa, n(o)
Õ g"( o/t ) « aF(t/ o) n( o)

9

at
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(B) Mêtodo Bayesiano - A verossimilhança associada, neste caso, e 

1 n n 1 
L(e;x) = (-) TTI(O )(x.) = (-0)nI(y ,+m)(0) 

0 i=1 ,0 , n 

Utilizando uma densidade de probabilidade a priori nao informativa 
1 9(0) = 0 para 0 > O , a posteriori serã igual a 

n Yn n ( ) _9(0/yn) = (-)(-) I( ) 0 0 . 0 y n ,+oo 

que coincide com aquela obtida em (A).· 

O seguinte resultado devido a Lindley (1958) estabelece, no 

caso uniparamêtrico, as condições nas quais os dois mêtodos coincidem, 

usando uma priori não informativa. 

Teorema 3.1: A condição necessária e suficiente para que a distribui 

ção fiducial de 0 e a. distribuição a posteriori de Bayes com priori 

nao informativa, coincidam, ê que exista uma função bijetora H da es

tatistica suficiente t, t*=H(t),e uma função bijetora N do parâmetro 

0,0* = N(0), tal que 0* seja um parâmetro de locação para t*, ou seja, 

exista uma quantidade pivotal ~(t;0) = t*-0* . 

A demonstração desse teorema encontra-se no apêndice B. 

A distribuição fiducial de 0 ê 9(0/t) = 1 aF(~~0)j(com F(t/0), 

função distribuição de t, obedecendo as restrições da seção 2.1). A 

distribuição a posteriori Bayesiana com priori não informativa, n(0), 

ê g*(e/t) a: aF(t/0) n(0) . 
at 
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Se existe e(t;o) ; fl(t)-N(o), uma quant idade pivotal com função den
s{ dade de pro ba bi 1 1 d ade

P(g(t;O)) ; P(H(t) - N(O)) « -ll-E-(4./o)

e ntão a d e nsidad e f{ d ucial d e o é

g ( o/t) p ( e( t ; o) )l a.e( t ; o)
ào

. aF(t/o) (aN(o))

Pat'a que g(o/t) : g+(o/t) é necessário que -!g-â92. = n(o). Estão nes

tas condições osmodelos de locação onde H(t) ; t , N(o) : oe por
tanto,n(o) ; 1, que Õ a priori não infot'mat iva neste caso

No caso dos modelos de escala,onde H(t) = log t e

N(o) ; log(o), a priori não informativa é n(o) : ; (: -!à-gS.a-)

No caso unjparametrico não existe outro modelo que esteja
dentro das condições do Teorema 3.1, além dos modelos de locação e
es cal a

Além disso, Ljndley(1958) mostrou,ainda tlo caso unipar'amé-

trico, que as aflrmaçãos de F isher de que a "pt'obabil idade fiduclal''
ê "probabilidade" como qualquer outra(Fjsher', 1956, pg. 51) e que a
"distribuição fiducial nos dã infor'mação da mesma forma que urna dis-
tribuição a priori"(Fisher, 1956, pg. 125) são afirmações falsas

Para tal conclusão, L índley observou que

(1) Pat"a que a distribuição fiducial possa ser considerada.uma

distribuição de probabil idades deve obedecer as regras bá-

sicas do calculo de probabilidades

- 49 -

Se existe !(t;0) = H(t)-N(0), uma quantidade pivotal com função den

sidade de probabilidade 

p(~(t;0)) = p(H(t) N(0)) a: 
élF(t/0) - élt 

então a densidade fiducial de 0 e 

g ( 0/ t) p(~(t;0)) ae(t;0) 
(r 

3F (t/0) (aN(0)) = ----
él0 at él0 

aN(0) Para que 9(0/t) = 9*(0/t) e necessãrio que a~ = n( 0). Estão nes-

tas condições os modelos de locação onde H(t) = t , N(0) = 0 e por

tanto,n(0) = 1, que ê a priori não informativa neste caso. 

No caso dos modelos de escala,onde H(t) = log t e 

N(0) = 109(0), a priori não informativa e n(0) = { ( = ª!~90 ). 

No caso uniparametrico não existe outro modelo que esteja 

dentro das condições do Teorema 3.1, alem dos modelos de locação e 

escala. 

Alem disso, Lindley (1958) mostrou,ainda no caso unipara~e 

trico, que as afirmaçãos de Fisher de que a "probabilidade fiducial" 

e 11 probabilidade 11 como qualquer outra (Fisher, 1956, pg. 51) e que a 

"distribuição fiducial nos dã informação da mesma forma que uma di s

tribuição a priori" (Fisher, 1956, pg. 125) sao afirmações falsas. 

Para tal conclusão, Lindley observou que 

(1) Para que a distribuição fiducial possa ser considerada·uma 

distribuição de probabilidades deve obedecer as regras bã

sicas do cãlculo de probabilidades. 
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( 2 ) Se a distribuição fiducíal nos dã informação da mesma forma

que uma distribuição a priori , deveria poder ser u.tjlizada
como ta]

e assim, propôs o seguinte processo

a) observamos duas amostrasxl e x2(independentes)

b) usando a amostra x=(x,,xp) obtemos a distribuição fídu

cial d e o , g (O/x) : g ( o/ x. ,xp )

c) usando apenas a amostt''a xl obtemos a distribuição fidu

cial de o, g(o/xl); usando g(o/xl) como priori para f(x2/o) encontra
mos a posteriori Bayesiana g'Í(o/xl 'x2)

d) realizamos o mesmo processo descrito em c) trocando a

ordem de xl e x2 e encontrando a posteriori Bayesiana gâ(o/xl'x2)

Concluiu que somente nos modelos de locação e escala é que
val e a íg ua l d a d e

g Í(o/ xl 'x2) gâ(o/xl 'x2 ) g ( o/xl 'x2 )

Se a densidade fiducial de o fosse uma densidade condicional no senti

do comum es pera r-se-ja q ue

g{(o/xl'x2) « f(x2/o)g(0/xl) « f(xl/o)g(o/x2) « g2(o/xl'x2)

ou seja, a ordem das amostras não deveria ter efeito sobre o resul-

tado final. 0 que {mplicaría também na igualdade acima com g(o/xl'x2)
Como isto não ocort"e em geral, podemos concluir que o método fiducial
ê inconsistente(no sentido de não obedecer os axjoinas básicos do cãl

c ulo de p loba bili da d es )
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(2) Se a distribuição fiducial nos dâ informação da mesma forma 

que uma distribuição a priori, deveria poder ser utilizada 

como tal. 

e assim, propôs o seguinte processo: 

a) observamos duas amostras x1 e x2 (independentes) 

b) usando a amostra X=(x 1 ,x 2 ) obtemos a distribuição fidu

cial de 0, g(0/x) = g(0/x 1 ,x 2 ). 

c) usando apenas a amostra x1 obtemos a distribuição fidu~ 

cial de 0, g(0/x 1); usando g(0/x 1) como priori para f(x 2/0) encontra

mos a posteriori Bayesiana g1(0/x 1 ,x 2 ). 

d) realizamos o mesmo processo descrito em c) trocando a 

ordem de x1 e x2 e encontrando a· posteriori Bayesiana g2(0/x 1 ,x 2 ). 

Concluiu que ~omente nos modelos de locação e escila e que 

vale a igualdade 

Se a densidade fiducial de 0 fosse uma densidade condicional no senti 

do comum esperar-se-ia que 

ou seja, a ordem das amostras não deveria ter efeito sobre o resul~ 

tado final. O que implicaria também na igualdade acima com g(0/x 1 ,x 2 ). 

Como isto não ocorre em geral, podemos concluir que o método fiducial 

e inconsistente (no sentido de não obedecer os axiomas bâsicos do cil 

culo de probabilidades). 
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0 seguinte exemplo fo i utilizado por Ljndley par'a ilustrar
esse fato

Exemplo 3.1.3: Seja X uma v.a. com deilsjclade

f(x/o) :©il-(x+l)exp(-xo) com x > 0 , o à 0

2

Consideremos duas observações independentes, xl e x2, de X. A distr{

buição da estatTst íca suficiente z=xllx2 Õ r'epresentada pela densa
dade

f(z/ o) (z+z: + à z;) exp(-zo)

A distribuição fíducial de o com base em f(z/o) õ a densidade

(3.1.1) g(o/z) = o:[(2z:+-3 z;+é. z')+o(z:+z'+.àz')t exp(-zo)

Por outro lado a d istrjbu ição fjducial de o com base em f(xl/e) ê

g(o/x.) : -----g--]]+(]+o)(]+x.)]x, exp(-o)
' (0+1)z ' '

e a densidade a posteriori de Bayes utilizando g(o/x.) como priori
e f(x,/0) como modelo ê

(3.1.2) g{ (0/XI'X2) af(x2/O)g(O/xl) « 03 xl(]+x2)[[+(]+o)(]+xl)]exp {-(xl+x2)o}

Trocando a ordem de xl e x2 teremos de forma análoga

(3.1.3) gã(o/xl,x2) "f(xl/o)g(o/x2) " o' x2(]+xl)[1+(1+0)(1+x2)]exp {-(xl+x2)o}

- 51 -

O seguinte exemplo foi utilizado por Lindley para ilustrar 

esse fato: 

E x em p 1 o 3 • 1 . 3 : S e j a X um a v . a . c o m d e ti s i d a d e 

0 2 
f(x/ 0 ) = 0+1 (x+1 )exp( - x0) com x > O. ~ 0 ~ O 

Consideremos duas observações independentes, x 1 e x2 , de X. A distri 

b u i ç ão d a e s t a t , s t i c a s u f i c i e n t e z = x 1 .j. x 2 e r e p r e s e n t a d a p e l a d e n s i -

dade 

A distribuição fiducial de 0 com base em f(z/ 0 ) e a densidade 

(3.1.1) 9(0/2) 0 3 4 1 't = ---[ ( 2 Z 2 + Z 3 + -
6 

Z 4 ) + 0 ( Z 2 + Z 3 + -
6 

Z 
4 

) ] e X p ( - Z 0 ) 
( 0+ 1 ) 3 j 

Por outro lado a distribuiç ão fiducial de 0 com base em f( x
1
/ e ) e 

0 g ( 0 / X 1 ) = ---[ 1 + ( 1 + 0) ( 1 + X 
1 

) ] X, e X p ( -· 0 ) 
( 0+ 1 ) 2 1 

e a densidade a posteriori de Bayes utilizando g( 0/x 1) como priori 

e f(x 2/0) como modelo e 

· (3.1.2) 

Trocando a ordem de x1 e x2 teremos de forma anãloga 

(3.1.3) 
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Note que os resultados(3.1.2) e(3.1.3) são diferentes; a ordem das

amostras tem efeito no resultado. Além disso, tanto gi(o/xl'x2) co-
mo gâ(o/xt'x2) são diferentes de g(o/z) expressa em(3.1.1)

Os resultados de Lindley(1958) podem ser estendidos ao ca-
so multivariado. Nesse sentido Frases(1961a) mostrou que para mode

los com propriedades de invariância sob um grupo de transformações G,

a distribuição fiducial e. a distribu ição a posteriori Bayesiana com

priori não informativa coincidem. Ainda neste mesmo artigo, Frases
mostrou que a d istribuição fiducial de o condicionada na observação

xl pode ser utilizada como priori para o modelo de uma nova observa-

ção. x2' produzindo resultados coet'entes (no mesmo sentido que
Ljndley adorou na sua discussão)

.q invariância ê apresentada no cap:Ítulo 6, dente'o do contex

to dos modelos está'usura ís. A demonstração de alguns dos resultados

citados acima encontram-se no apêndice B

3 . 2 Propriedade de Confiança e Funções Paramõtricas

3.2.1 Intervalos de Confiança e a Propriedade de Confiança dos
Interval os Fjducjajs

Segundo a expressão(2.1.1) ã afirmação o $ o,.(t) associamos
a probabilidade fíducia](l-a) que tem a interpretação apresentada na

seção 2.2.1. Os intervalos fíduciaís(-m,o..(t)) têm, pela própria
construção, o que chamamos de propriedade de confiança, como é o caso
dos intervalos de confiança, ou seja,
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Note que os resultados (3.1.2) e (3.1.3) sao diferentes; a ordem das 

amostras tem efeito no resultado. Alem disso, tanto g1(0/x 1 ,x 2) co

mo g2(0/x 1 ,x 2 ) são diferentes de g(0/z) expressa em (3.1.1). 

Os resultados de Lindley (1958) podem ser estendidos ao ca

so multivariado. Nesse sentido Fraser (1961a) mostrou que para mode 

16s com propriedades de invariância sob um grupo de transformações G, 

a distribuição fiducial e. a distribuição a posteriori Bayesiana com 

priori não informativa coincidem. Ainda neste mesmo artigo, Fraser 

mostrou que a distribuição fiducial de 0 condicionada na observação 

x 1 pode ser utilizada como priori para o modelo de uma nova observa

çao . x2 , produzindo resultados coerentes (no mesmo sentido que 

Lindley adotou na sua discussão). 

A inv a riância ê apresentada no capTtulo 6, dentro do conte~ 

to dos modelos estruturais. A demonstração de alguns dos resultados 

c i.t ados acima encontr am-se no ap~ndice B. 

3 . 2 . Propri edade de Confiança e Funções Paramétricas 

3. 2.1 In t ervalos de Confiança e a Propriedade de Confiança dos 

Intervalos Fiduciais 

Segundo a exoressão (2.1.1) ã afirmação 0 ~ 0 (t) associamos , a 

a pr obabilidade fid ucial (1- a ) que tem a interpretação apresentada na 

seção 2.2.1. Os intervalos fiduciais (- 00 ,0 (t)) t~m, pela pr5pria a 

construção, o que chamamos de prop r iedade de confiança, como ê o caso 

dos in t ervalos de confiança, ou seja, 
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P[(-o,oQ(t)] ) 0/0o) :lf(t/oo)dt : l-a , V oo e(D
{t ;o..(- ,o,,(t ) ) }

onde o~(t) : A(t), tal que(-n,A(t)) é um 'intervalo de cona'lança com

coefi ciente de confiança(l-a). Ressaltamos, no entanto, que os me-

todos de intervalos de confiança e o fjducial podem produzir enter'-

vagos para O com a mesma pt"opriedade de confiança, mas que sao essen
cialmente diferentes,não apenas pela forma como são obtidos, mas

principalmente pela interpretação que se faz da probabilidade asso-
ciada ao intervalo(mesmo nos casos em que ambos co incidem numerica-

mente )

Vejamos um exemplo para mostrar a diferença entre esses me-
tidos e suas interpreta ções:

Exemplo 3.2.1: Consideremos o exemplo 1.2, com n=2; a d istribuição

deXI'X2 é unifor'me em(o-l ;o +;). Vamos suporque a amostra ob

s erv ad a é (2 ,3 ; 3 ,0 )

(A) enter'velo de Confiança - Vimos no exemplo 1.2 que o intervalo

de confiança(Y.,Yp) tem coeficiente de confiança 1/2. Para a amos

tra acima esse :intervalo é(2,3;3,0). Como jã fo i comentado, a pro
hábil idade do ante)''vala conter o não é ]; neste caso (2,3;3,0) con

tém Q com certeza

(B) Intervalo Fiducial - Usando a técnica desci'ita na seção 2.3 te

mos(YI'Y2-YI) :(t,u), onde u:Y2-YI ã uma estatística ancilar com
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P[(-00,0 (t)J · :1 
a 

0/0
0

) =Jf(t/e
0

)dt = 1-a 

{t;0OE(-oo,0a(t))} 

onde 0(t) = A(t), tal que (- 00 ,A(t)) é um intervalo de confiança com 
a 

coeficiente de confiança (1-a). Ressaltamos, no entanto, que os mé

todos de interv~los de confiança e o fiducial podem produzir inter

valos para 0 · com a mesma propriedade de confiança, mas que são esse~ 

cialmente diferentes,não apenas pela forma como são obtidos, mas 

principalmente pela interpretação que se faz da probabilidade asso

ciada ao · intervalo (mesmo nos casos · em que ambos coincidem numerica

mente). 

Vejamos um exemplo para mostrar a diferença entre esses me

todos e suas interpretações: 

Exemplo 3.2.1: Consideremos 

1 de x1 ,x 2 é uniforme em (0 - 2 

servada é (2,3;3,0). 

o exemplo 1 .2, com n=2; a distribuição 

1 
;0 + 2 ). Vamos supor que a amostra ob-

(A) Intervalo de Confiança - Vimos no exemplo 1 .2 que o intervalo 

de confiança (Y 1 ,Y 2 ) tem coeficiente de confiança 1/2. Para a amos

tfa acima esse intervalo é (2,3;3,0). Como j~ foi comentado, a· pro

babili~ade do intervalo conter 0 nao é J; neste caso (2,3;3,0) con

tém 0 com certeza. 

(B) Intervalo Fiducial - Usando a técnica descrita na seção 2.3 te

mos (Y 1 ,Y 2-Y 1) = (t,u), onde u=Y 2-v 1 ã uma estatistica ancilar com 
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relação a o, com distribuição uniforme em (0,1) e t=Yi ê uma estatls
teca com distribuição condicionada em u e o. Assim

f(yl 'y2/o) a f(yl 'y2-yl/o)

no entanto

f(yl 'y2/O) a f(XI 'X2/O)

f(t ,u/o ) ;

o...l)(*1) l(.-l;o-'1)(*2)

e então

f(t,u/o) ' i(õ.l;o.t4í)(xi) l(.-l;o.l)(x2)

Além disso f(t,u/o) : f(t/y,o)f(u) , onde f(u): l(0,1)(u)
encontrar a distribuição fiducíal de o notemos que

Para

f(t/u ,0) a 1(. - Z;o (0 - '1;0 + 1)(*2)

(o ) l 0)
+2 (x2 - 'á;xz +ã'i

IA(O)

onde A ; (xl ;) ' (x2

Então a densidade fiducia] de o dado (t,u) ê

g(o/t,u) : g(o/yl 'y2) IA(o )

Para a amostra acima: A :(1,8;2,8) n(2,5;3,5):(2,5;2,8). A pY'o

babilídade fjducial associada ao i)éter'velo(2,3;3,0) é igual a l(um)

Além de os resultados obtidos em cada um dos casos serem dl

ferentes, a probabÍljdade associada a cada enter'velo tem Intet'preda-
ção diferente: no caso dos intervalos de confiança o coeficiente de
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relação a 0, com distribuição uniforme em (0,1) e t=Y 1 e uma estatls 

tica com distribuição condicionada em u e 0. Assim 

no entanto 

e então 

Alem disso f(t,u/0) = f(t/y,0)f(u) , onde f(u) = I(O,l)(u). Para 

encontrar a distribuição fiducial de 0 notemos que 

onde A 

Então a densidade fiducial de · 0 dado (t,u) ê 

Par a a amostra acima: t\ = (i ,8;2,8) n (2,5;3,5) = (2,5;2,8). A pr~ 

babilidade fiducial associ ada ao intervalo (2,3;3,0) ê igual a 1 (um). 

Alem de os resultados obtidos em cada um dos casos serem di

. ferentes, a probabilidade a ssociada a cada intervalo tem interpreta

ção diferente: no caso dos intervalos de confiança o coeficiente de 
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confiança não pode ser interpretado como a probabilidade de o enter

velo conter o, ao passo que no caso da probabil idade fiducial essa
i nterpreta ção ê valida

A propriedade de confiança serve como indicador da validade

de uma distribu ição fiducjal. Se um intervalo(-m,o,.(t)) não possue
propriedade cle confiança, ou seja, não tem probabil idade fiducial

igual a(l-a) para qualquer que seja t c 't, isto indica a exjstêncja

de subconjuntos relevantes(seção 2.2.2). Portanto, distribuições
fiduciajs sem a propriedade de confiança, en] geral nâo são válidas

No caso multipar'amêtrico essa questão será anal usada no pr'oblema de
Beheren s (ca plt ul o 5 )

Na próxima seção a t'elaçâo entre a propriedade de confian

ça e a validade da dlstrjbulção fiducjal será analisada

3 . 2 . 2 . Funções Paramétr{ cas

Nesta seção mosto'amos empricamente que em qualquer' modem(i,

inclusive nos modelos de locação e escala, não podemos encontrar a
distribuição de uma função qualquer, 1(0), tomando como base a d ís-

tribuição fiducial de o. Wilkjnson(1977) mostrou que se tivermos a

distribuição fiducial de o, g(o/t), nem sempre podemos usar' o calculo
de probabil idades para encontrar' g(l(o)/t), onde 1(0) é uma função
pa ramêt rica genérica

Considere o exemplo 3.1.1, onde a distribuição fiducial de

u é N(i,l/n). Suponhaqueestejamos interessados na d isto'ibuição de

u:. Utilizando o cãlt:ulo de probabilidades se u - N(i,l/n), então
p: tem distribu ição quiquadrado não central com parâmetro de não ceh
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confiança nao pode ser interpretado como a probabilidade de o inter

valo conter 0, ao passo que no caso da probabilidade fiducial essa 

interpreticão ê vãlida. 

A propriedade de confiança serve como indicador da validade 

de uma distribuição fiducial. Se um intervalo (- 00 ,0 (t)) não possue a 

propriedade de confiança, ou seja, não tem probabilidade fiducial 

igual a (1-a) para qualquer que seja t E ,, isto indica a existência 

de subconjuntos relevantes (seção 2.2.2). Portanto, distribuições ·'· 

fiduciais sem a propriedade de confiança, em geral não são válidas. 

No caso multiparametrico essa questão será analisada no problema de 

Beherens (capitulo 5). 

Na prõxima seção a relação entre a propriedade de confian 

ça e a validade da distribuição fiducial serã analisada. 

3.2.2. Funç~es Paramêtricas 

Nesta seção mostramos empricamente que em qualquer modelo, 

inclusive nos modelos de locação e escala, não podemos encontrar a 

distribuição de uma função qualquer, 1(0), tomando como base adis

tribuição fiducial de 0. Wilkinson (1977) mostrou que se tivermos a 

distribuição fiducial de 0, g(0/t), nem sempre podemos usar o cálculo 

de probabilidades para encontrar g(1(0)/t), onde 1(0) ê uma função 

paramêtrica genêrica. 

Considere o exemplo 3.1.1, onde a -distribuição fiducial de 

µ e N(i,1/n). Suponha que estejamos interessados na distribuição de 

µ 2
• Utilizando o cãl·tulo de probabilidades seµ_ N(i,1/n), então 

µ2 tem distribuição quiquadrado não central com parâmetro de não cen 
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tralidade i: e n g.l., Xn2(i:). Por outro lado, como i: ..Xn2(yz) P!
demos encontrar a dista'ibuição fiducial de uz com base nesta distri-

buição, obtendo um resultado dífet'ente do anterior, como podemos ver'

através de um exemplo numérico devido a Wjlkinson(1977): Se n=50 e

:i = 100 os intervalos fiducia is cento'ais com 95% de probabil idade
descritos acima são (valores aproximados)

( 1 )

(2 )

l09 < uz < 196 utilizando o fato de uz . Xi(!a)

21 < vz < 89 utíl izando o fato da distribuição de Pz

ser obt{ da de i: . Xz(H2 )

Esse exemplo surgiu como uma r'einterpretação da demonstração

de Stein(1959). Esse autor' produziu um exemplo no qual a djstribuj-
çâo flducial resultante er'a claramente absurda se julgada pela sua

propriedade de confiança: obteve a d istribuição fiducial ínarglnal de

Z o'l da distribuição flducjal de ol'... ,Qn dado xl'-.- ,Xn onde

xj - N(oj,l) e mosto'ou que nesta distribuição marginal os intervalos
fiducjais não possuíam propriedade de confiança

Pedersen(1978) demonsti'ou que os intel'valas gerados por

uz . xÍI(i?/não têm a propriedade de confiança. 0 que significa que
o intervalo obt ído em (1) é {ncort"eto. Atl'avós da demonstração que

apl'esentaremos a seguir podemos entender" melhor porque a distribuição

de Hz - x : (!z) não é valida

n

l
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tralidade x2 e n g. i., Por outro lado, como x2 - -X~(µ 2 ) PE_ 

demos encontrar a distribuição fiducial de µ2 com base nesta distri

buição, obtendo um resultado diferente do anterior, como podemos ver 

através de um exemplo numêrico devido a Wilkinson (1977): Se n=50 e 

x2 = 100 os intervalos fiduciais centrais com 95% de probabilidade. a 
descritos acima são (valores aproximados): 

( 1 ) 109 < µ2 < 1 96 utilizando o fato de - 2 µ - -2(_x2) 
Xn a 

( 2 ) . 21 < µ2 < --89 utilizando o fato da distribuição de µ2 

ser obtida de _x2 - x~(µ2) 

Esse exemplo surgiu como uma reinterpretação da demonstração 

de Stein (1959). Esse autor produziu um exemplo no qual a distribui-

ção fiducial resultante era claramente absurda se julgada pela sua 

propriedade de confiança: obteve a distribuição fiducial marginal de 

n 
I 07: da distribuição fiducial de 0 1 , ... , 0 dado x1 , ... ,xn onde 

i = 1 l n 

x. ~ N(G. ,1) e mostrou que nesta distribuição marg inal os intervalos 
l l 

fiduciais não possuíam propriedade de confiança. 

Pedersen (1978) demonstrou que os intervalos gerados por 

u2 x 2 (i~)não t~m a propriedade de confiança. O que s i gnifica que n 

o intervalo obtido em (1) e ihcorreto. At ravés da demonstração que 

apresentaremos a seguir podemos entender melhor porque a distribuição 

2 2,- ) - - -deµ _ xn x 2 nao e va lida. 
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Pemc,nó,t.tacão da não ex.Có,tênc,éa da pxopa.,vedada de cona,éançct do.ó Zn,(e4.

ua.eo.Õ á,éduc,éaZó Pa,ta uz . x2(i:) - A distribuição de probabilidades

uz - Xn(1:) fo i obtida da d isto ibuição f'iduclal u .N(i,l/n). Então

para um valor UI pertencente ao espaço paramêtl-ico teremos

« $ -Í ul $ p $ p ;

Para simplificar' façamos n=1 e suponhamos ul um valor tal que fixan
do a c(0,1) seja verdadeira a igualdade

(3.2.2.1) a :P(- PI $ P $ UI/X): g(u/x)dp :

'ul

+(ul-X) - +(-pl-x) : al a2

onde $(.) ê a função de distribuição da normal padrão. Então

@(ul-X): 4'(U.l): 'l:-> Ul: 'al + x e analogamente -pl : u~,+x,
I'a2 ' onde ul e ct são valores conhecidos. Queremos mostrar

que os intervalos do t ipo(-ul'ul) com probab ilidade fiducial a não

são intervalos de conf lança com coefic lente de conf lança a, ou seja,

(3;2:.2.'2.) P { u ( (-ul 'pl)/u} f(x/p)dx=

(x)

e Ul:u. (x + x

(u-x)dx V 1] € R

>a , Vp(R

onde A(x) :ÍxeX;-ul: %(X)+x e ul:u«,(x)+x ' 'l(X) - «2(X) : a}

Podemos reescrever a expressão acima da seguinte forma

(3.2.2.3) P{Uc.':'2(X) g U'X É Ual(X)/Ul:

onde B(x) : {X . X; a.(X)-a.(X) : a}
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Vemon-6thac~o da n~o exi-6tincia da p1top1tiedade de con6ianca do-6 inte~ 

valo.ó 6idueiai-6 pa1ta 1l _ x~(x 2
) - A distribuição de probabilidades 

u2 ~ x~(x 2 ) foi obtida da distribuição fiducial µ _ N(x,1/n). Então 

para um valor µ 1 pertencente ao espaço paramétrico teremos 

Para simplificar façamos n=1 e suponhamos µ 1 um valor tal que fixan

do a E (0,1) seja verdadeira a igualdade 

onde <1>(·) e a função de distribuição da normal padrão. Então 

cj>(µ1-X) = cj> ( u ) = ª1 
=? 

ª1 
com a=a 1-a 2 , onde µ1 e a 

u1 = u.ª
1 

+ x e analogamente -JJ 1 = ua
2

+x, 

são valores conhecidos. Queremos mostrar 

(-µ 1 ,µ 1 ) com probabilidade fiducial a não que os intervalos- do tipo 

sao intervalos de confiança com coeficiente de confiança a, ou seja, 

(.3;2.2. -2.) P {µ e (-µ 1,µ 1)/µ} =J' f(x/µ)dx > a , Vµ E R 
. A(x) 

-Podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma 

(3.2.2. 3) P{u : ( ) ~µ-X~ u ( )/µ}= I<f>(µ-x)dx · a 2 X a 1 X 
. B(x) 

V µ E R 
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Agora notemos que

( 1 )

( 2 )

U.j(X) : UI 'x e " a2(x)

de x; al ém disso Ual(X)

-ul+x são funções decrescentes

u.2(x)'2x

al(x)-a2(x): Q então al(x) > a e a2(x) « l-a, V x € X

e a representação dos respectivos quant is ua (X) e ua.(x)
com r'elação a u. e u. .. esta ind ícada na figura abaixoa l -a - '

FI g u ra 3. 1 Grãfjco da função densidade da normal padrão

com os respect avos quantia u.,ul-a'ual(x) 'Ua2(x)
al(x)-a2(x) : a , V x € X

Ua Ual (X)

Então u.. (x) > ua e u«2(x) ' ul-a
, V X c X

( 3 )
'Ul:Ua.(x) +x ; quando x decresce(x-''-n) e -ul é um v3.

lor fixado, ls'.o signjfjca que Ua (X) cresce e como

ucl,(x) ' ul-a' ]/ x ( x , então u. (x) '' ul-a quando
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Agora notemos que 

(1) ua (x) = µ 1-x euª (x) = -µ 1+x sao funções decrescentes 
1 2 

( 2 ) 

Então 

(.3) 

de x; alem disso ;ua,(x) = -Ua2(x)-2x 

Como a 1(x)-a 2(x) = (l então a 1 (X) > (l e ª2(x) < 1 -Ct, V X E X 

e a representação dos respectivos quantis u 
ª1 (x) 

e u 
ª2(x) 

com relação a u e u estã indicada na figura abaixo. a 1-a 

Figura 3.1: Gráfico da função densidade da normal padrão 

c o m o s r e s p e c t i v o s q u a n t i s u a , µ 1 _ a , u a 
1 

( x ) , u ª
2 

( x ) 

onde a 1(x)- a2 (x) = a, V x E x . 

µ µ 1 -(l 
a (X) 

2 

. o 

e u ( ) < u a 2 X - 1 - et 
\J. X E X • 

- µ 
1 

- u ( ) + x ; q u a n d o x d e e r e s c e ( x ->- •• 00 ) - ª 2 X 

lor fi xado, is t o significa que u ( ) cresce e como 
ª2 X 

-e um va 

uci
2

(x) < u1_a ' lJ x Ex , então ua
2

(x) ->- u1_0 quando x ->- -oo . 
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0 rac íocín io ê análogo para ual(X) Então u l(x) ' ua quando x -» +m.

( 4 )
Por outro lado, como ual(x) : 'Ua2(x) ' 2x então

(i) quando x '--", u.2(x) 'ul-ae u.l(x)

({{) quando x ''' +n , Ual(X) ' u« e ua2(X)

=

-)

a

2x-» u e ->

a a

2x

( 5 )
Quando x:0, u.l(o) : ul e ua2(o): 'ul '':::> 'u.,l(o):ua2(o)

o que signif ica que al(o): l-a2(o). E como

aj(o) - a2(o) : a então al(o):-!;g e a2(o)
l -a

---:---: l ''«l(x) : ''-:(x) 2x''..(x)

e u .2 (x) e co nc ava

( 6 )
' - 1 ( x )

Com base nos:itens(1) a(6) acima podemos construir os gt'ã

ficou das funções ua.(x) ; pl+x e Ua.(x) : 'ul+x representados ha
Figura 3.2(com ul e a conhecidos)

Figura 3.2 Gráfico das funções ua.(X) e ua.(X) com pl e ct conhecidos
M tu

ul.m

U
a.

ul-a

ul.a

X

'a2(x)
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O r a c i o c i n i o e a n a l o g o p a r a u a 
1 

( x ) • E n t ão u a 
1 

( x ) + ~. a q u a n d o x + + 00
• 

( 4 ) Por outro lado, corno u ( ) = -u ( ) - 2x então 
ª1 X ª 2 X 

( i ) quando X+ - 00 u ( ) + u e u ( ) + u - 2x a 2 X 1 - a a 1 X 1 - a 

(ii) quando x + +00
, ua

1
(x) + ua e ua

2
(x) -► -Ua-2x 

( 5 ) e 

o que sign i fica que a
1

(o) = 1-a
2
(o). E como 

( 6) 
au 

a l (X) 
au 

ª2 (x) 
-1 u 2x > u = = e 

a l (X) = -u 
ª2 ( x ) 

-
a l (X) ax ax 

- ~ e convexa e u 
ª 2(x) 

e conc ava. 

Com base nos itens (1) a (6) acima podemos construir os gri 

ficas das funções ua
1 
(x) = µ 1+x e ua

2
(x) = -11

1
+x representados na 

Figura 3.2 (com 11
1 

e a conhecidos). 

Figura 3.2: Grãfico das funções u e u com 11
1 

e a conhectdos 
ª1 (x) ª2(x) 

--------------------------------------- ------------------------------------------u 
. a. . 

-------------------,f-------------------t-X 

--------------------------------------- ------------------------------------------u 1-a. 

u 1-a. 
2 
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Com base nesse gráfico vamos provar que a expressão(3:2.2.2.)

é valida. Devemos mostrar que a probabilidade da neta u = P-X pa-

ra Vu eR, estarentre uc.(x) e ual(X) émaior'do que a

Caso 1: Façamos UI.a $ U $Ul+a ' Pela figura 3.3 vemos que a neta

u:P-X esta entre u. (X) e Ua2(X) para todo x € X. Então concluímos

que
u..2(x) $ p 'X $ u.l(x)/u ) a,para ul .a < u < ul

Ca se 2 Façamos U > ul+a Pela figura 3.4 vemos que existe um g tal

que quando x >P-g então ua(X) $ U'x $ u.(X)

Figura 3.3: Grãf ico das funções Ual(x) e ua2(x) e da neta

u = P-X quando ul.c! $ u $ ul+cl

"a.(x) U

P

U
->x

u:U-x

"a2( x )
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Com base nesse grãfico vamos provar que a expressao (3~2.2.2.) 

e vãlida. Devemos mostrar que a probabilidade da reta u = µ-X pa-

ra Vµ E R, estar entre u ( ) 
. ex2 X 

Caso 1: 

U=µ-X 

que 

Façamos u 1 -ex ~ 

-z-
esta entre u a 1 (X) 

P(u ( ) ~ 
ª2 X 

µ ~ u . 
1 +ex . 
-z-

e ~
1a

2
(x) 

e u ( ) ê maior do que a. a 1 X 

Pela figura 3.3 vemos que a reta 

para todo X E X. Então conclui mos 

1 > a,para u1_a < µ < u1+ex 
-r -z 

Caso 2: Façamosµ> u1 · . Pela figura 3.4 vemos que existe um g tal +a 
-z-

que quando x > µ-g 

Figura 3.3: Grafico das funções u eu e da reta a
1
(x) c,

2
(x) 

u = µ-X quando u1_~ ~ µ ~ u1+a 
~ -z 

u 

--------

' U=µ-X 
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Figura 3.4: Gráfico das funções ual(x)' Ua?(x) e da neta
u=u-x, qua ndo u > ul+a

(x )

X

u:P-x

Nestas. cond'ições quando u > ul+cl

Ua2(x) S u'X g u.l(x)IP) 'P(X.> u-glU): P(U-X « glu)

Se supusermos sem perda de generalidade que g > u. , então
l
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Figura 3.4: Grãfico das funções ua
1
(x)' ua

2
(x) e da reta 

U=µ - x, quandoµ> u1+a 
-y-

u 

1 

1 1 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -,- - - - - - - - - - - - - - - - -+ - - - -

Nestas_ condições quando µ > u · · 
1+a 
-y-

µ-X 

1 
• 1 

µ-g 

Se supusermos sem perda de generalidade que g > u , então 
ª1 

U= -W -X 

X 
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+( u-x)dx a=
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p(u-x « gl u) , p (p-x < u.Ip)

consequentemente

".2(x) $ "'x $ ".1(x)lu) ' ', u ' üu.ú

Caso 3: Façamos u < ul.a ; numa demonstração análoga ao caso 2 con
cl uÍmos que

"a,(X) $ P'X $ u.,(x)IP) ' P(U-X ' ul.alu) a H > UI .a

Com base nos tr'ês casos descritos acima temos que

p ( - ul $ u É pl l p ) Ua2(X) $ u'X $ Ua (x)IP) > a, V P c R

ou seja,(-P. ,ul) nâo ê um intervalo de confiança com coar'iciente de
confiança a(note que por sjmplicldade usamos a ao {nvês de l-a para
a d emo n st }.a ção )

c .q . d .

Em outras pala'/ras, os intervalos(-m,ul) não possuem propriedade de
confiança, {ndjcando a existência de subconjuntos }'elefantes e portar

to de valores paramÕtricos "reconhec:Ívels''. Neste caso, o valor zet"o

õ "reconhecível", pois todas as probabil idades fiducjais de pz são

obLídas da distrjbujção N . fl(x,l) e têm como ponto de referência es-

te valor, ou seja, a probabilidade fiducial de(-m,u2) é a mesma de

{ntervalcs centrados no zero, (-pl,}il), V pl € R. A probabilidade
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ua 
P(µ-X < glµ) > P(µ-X < uaiµ) =J_!(µ-x)dx = a 

consequentemente 

µ-X $ u ( )Iµ) > ª t µ > u a 1 x u+a 
-r 

Caso 3: Façamos µ < u 
1-a 

numa demonstração anâloga ao caso 2 con-

cluimos que -Y· 

µ-X ~ u a 1 ( X ) 1 µ ) > p ( µ - X > u 1 -a 1 µ ) = a t 

Com base nos três casos descritos acima temos que 

ou seja, (-µ 1 ,µ 1) nao ê um intervalo de confiança com coef ·iciente de 

confiança a (note que por simplicidade usamos a ao invés de 1-a para 

a demonstração) 

c. q. d. 

Em outras pa lavras, os intervalos (- 00 ,µ;) nao possuem propriedade de 

confiança, indicando a existência de subconjuntos relevantes e porta~ 

. to d e v a 1 o r e s p a r a m ê t r-i e o s li r e c o n h e c í v e i s li • N e s t e c a s o ~ o v a· l o r z e r o 

ê "reconh ecTvelll, pois todas as probabilidades f ·iduciais de µ 2 sao 

obtid as da distribuiç i o µ _ N(x,1) e têm como ponto de refer~ncia es

t e valor, ou seja, a prob abilidade fiducial de (- 00 ,µ;) ê a mesma d~ 

intervalos centrados no zero, (-µ 1 ,ii 1), V µ 1 E: R. A probabilidade 
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fiducial desses 'intervalos é obtida a part ir de i. Devemos observar
que a estatl'stjca i ê suf icjente para u ) mas não para Uz. A esta -
tlst íca suficiente para pz e xz e a distribuição fiducial de uz que

é encontrada a partir da distribuição de iz . XR(u2) tem a propried.g
de de confiança. Portanto,esta ultima é a djstribulção fjducjal de
p2 vãl i da

Observamos que a propriedade de confiança vem também da re-

lação de ordem entre o parâmetro e a estatTstlca sufjcjente. Se ti-

vermos uma estatTstjca suficiente que posou i uma relação de ordem

com o parâmetro(seção 2.1.1), em geral teremos uma djstrjbuição fldu

cial valida. No caso d iscut ído aqu i, a relação de ordem existente

entre u e ! não existe quando conft'ontamos l(p) : u' e 1.. No entan-

to, algumas função 1(0) mantêm a relação de ot«dem inicial. Somerlte

quando 2 é inverslvel ou monótona é que podemos calcular a d istriu í-
ção fiducial de t(o),com base na dista'ibu ição fiducial de o.

Teor'ema 3.2: Seja t uma estat:Ístíca suficiente cona respeito a O (no ca. -

se mais geral t é condjcíonalmente suficiente) e que tem uma relação
de ordem com o. Então funções monótonas ou inverslveis de o,l(o),
mantêm esta relação de ordem.

A distribuição ficlucial de O é definida sobre o conjunto de

refez'anciã D ={(t,o); F(t/o)}. Naturalmente quando obtemos a distri

buição fiducial de z(o) com base na d istribuição fjducíal de o não

podemos alterar a relação de ordem estabelet: ida {njcialmente em O

Assim se um intervalo(-«,o,,(t)) tem probab iljdade fjducial(l-a),
para toda t ( r e todo a ((0,1), a função l deve preservar esta re-

lação. Dessa forma se t < t,,(o) 'e:-> e < o.(t), então a cada interva
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fiducial desses intervalos e obtida a partir dei . Devemos observar 

que a estatfstica i e suficiente para µ , mas não para µ 2
• A esta -

tfstica suficiente para µ2 e x2 e a distribuição fiducial de µ2 que 

e encontrada a partir da distribuição de i 2 _ x~(µ 2
) tem a propried! 

de de confiança. Portanto, esta ultima e a distribuição fiducial de 

µ.2 Vã 1 ida . 

Observamos que a propriedade de confiança vem tambem da re 

lação de ordem entre o parâmetro e a estatística suficiente. Se ti

vermos uma estatística suficiente que possui uma relação de ordem 

com o parâmetro (seção 2.1.1),em geral teremos uma distribuição fidu 

cial vãlida. No caso discutido aqui, a relação de ordem exis t ente 

entreµ ex não existe quando confrontamos 1 (µ) 2 -= 11 e X. No entan -

to, algumas função 1(0) mantêm a relação de ordem inicial. Somente 

quando 1 e inversfvel ou mon6tona e que podemos calcular a distriui 

ção fiducial de 1 ( 0 ), com base na distribuição fiducial de 0. 

Teorema 3.2: Seja t ~ma estatística suficiente com respeito a 0 (no ca - -

somais geral te condicionalmente suficiente) e que tem uma relação 

de ordem com 0. Então funções mon6tonas ou inversíveis de 0, 1( 0 ), 

mantêm esta relação de ordem. 

A distribuição fiducial de 0 e definida sobre o conjunto de 

referência V= {(t,0); F(t/0)}. Naturalmente quando obtemos a distri 

buição fiduci·al de 1·(0) com base na distribuição fiducial de 0 nao 

podemos alterar a relação de ordem estabeletida inicialmente em V. 

Assim se um intervalo (- 00 ,0 (t)) tem probabilidade fiducial (1-a), 
a -

para todo t E Te todo a E (0,1), a função 1 deve preservar esta re -

lação. Dessa forma se t < t (0) ~ 0 < e (t), então a cada interva a a 
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lo(t,.(o),n) no espaço amostrar assoc'íamos um intervalo(-m,O,.(t))
no espaço paramétrico. Para que a relação se mantenha é necessário

que a função Ê satisfaça uma das duas condições abaixo

1 ) 2 (o ) ê { n v e rs:ível

2) Ê(o) é monótona(crescente ou decrescente)

Em(1) a cada intervalo(-m,o,.(t)) associamos um iinjco conjunto
t[(-m,o,,(t))] : {](o); o '(-m,o.(t))}. Em(2) a cada {nterva]o

(-m,e.(t)) associamos ou(-«,l(o..(t)))(se !(o) é monótona crescente)
ou(l(o,.(t)),m)(se 1(0) ê monótona decrescente)

Para ilustrar vejamos dois exemplos, o primeiro envolvendo

funções {nvers:íveis e o segundo envolvendo unia função monótona

Exemplo 3.2 2. : Sejam XI'...,Xn v.a.{.i.d. com função densidade de
pro ba bil { dade

. n

f(xl'...,x.lo) « exp {- Z .}l. lx.í-ol}

o € (8)=P. A função de densidade fiducial de o õ, segundo o exemplo

2 . 3 . 1 ,

;<{ € R, i=1 ,. .. ,n

y l x . - o l }

Se desejamos fazer Inferências sobre 1(0) : 20 0u z(o) ; exp(o),

colho ambas são funções Inver'cíveis podemos nos basear" em g(olx) usa.!!

do o calculo de probabilidades. Assim

11

l
q ( o l x ) expcc 2

l

20 0u

) Se 2(0) = 2Q = O+ então g(O" l x) 4' .*p'
n

x . -o l }7
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lo (t (0), 00 ) no espaço amostral associamos um intervalo (- 00 ,0 (t)) 
a a 

no espaç6 paramétrico. Para que a relaçãó se mantenha e necessirio 

que a função 1 satisfaça uma das duas condições abaixo: 

1) 1(0) e inversível 

2) 1(0) e monõtona (crescente ou decrescente). 

Em (1) a cada intervalo (- 00 ,0 (t)) associamos um iinico conjunto 
a 

1[{- 00 ,0 (t))J = {1(0); 0 e (- 00 ,0 (t))}. Em (2) a cada intervalo 
a a 

(- 00 ,0 (t)) associamos ou (- 00 ,1(0 (t))) (se 1(0) e monõtona crescente) 
a a 

ou (.e,(0 (t)) , 00 ) (se 1(0) e monõtona decrescente). 
a 

Para ilustrar vejamos dois exemplos, o primeiro envolvendo 

funções inversiveis e o segundo envolvendo uma função monõtona. 

Exemplo 3.2.2.1: Sejam x1 , ... ,Xn v.a.i.i.d. com função densidade de 

probabilidade 
n 

f(x 1 , ... ,xnl0) a: exp {- ½ il
1

1xi - 0I} x. E R, i=1, ... ,n 
l 

0 E 8= R. A função de densidade fiducial de 0 e, segundo o exemplo 

2 . 3. 1 , 
11 

g(0lx) o: exp {- -2
1 2 lx--01} 

. 1 1 l = 
0 E R 

Se desejamos fazer infer~ncias sobre 1(0) = 20 ou 1(0) = exp (0), 

como ambas são funções inversiveis podemos nos basear em g(ejx) usan 

do o cãlculo de probabilidades. Assim 

( 1 ) 0* E P, 
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(2) Se Ê(o):exp(o):o* então a(o*lx) « ---; exp {- ; E jx:-!n(o*)l},o*'P+

Exemplo 3.2.2.2: Consideremos a mesma dista'jbuição g(olx) do exem-

plo anterior e a seguinte função monótona de o:
0 se o < 0

l s e o z 0

Então a distribuição fiducía] de 1(0) pode ser obtida de g(olx) e é
dada por

G ( o l x ) , s e

P (Ê (o ) x )

1 - G ( 0 1 x ) , set=l

fO
com G( olx ) ; l g ( olx )d Q

/ - oo

Os t-esultados contidos nesta seção indicam, mais uma vez que a proba
bjlidade fiducial não é probabilidade no sentido comum da definição

de Kolmogorov

3 . 3 Algumas propriedades Úteis para a identificação cie uma estatística ancilar

Suponha que t seja uma estatística suficiente com relação ao
parâmetro o e de mesma dimensão deste. Se esta estatística não ê com

poeta, então segundo a d iscussão da seção 2.3, ê necessário encontrar
uma estatística ancilar u de tal forma que a dlstrjbuição condicional

F(tlo,u) possa ser utilizada para encontt'ar a distr'ibuição fiducíal
deo. No entanto, para determinados problemas a estatística ancilar
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( 2) Se t (0) = exp(0) = 0* então 
n 

g__( 0* 1 x) a: ~ exp {-! l I x. - t n ( 0*) 1 }, 0* ER+ 
0 Li=1 l 

Exemplo 3.2.2.2: Consideremos a mesma distribuição g( e lx) do exem

plo anterior e a seguinte função mon6tona de 0: 

O se 0 < O 

1 se 0 ~ O 

Então a distribuição fiducial de i (0) pode ser obtida de g( 0 lx) e e 
dada por 

G(ülx), se t = O 

P(t(0) = t lx) = 

1-G(ülx), se t = 1 

Os resultados cont i dos nesta seçao indicam , ma is uma vez que a prob! 

bilidade fiducial não e probabilidade no sentido comum da definição 

de KolmÓgorov. 

3.3. Algumas propriedades úteis para a identificação de uma estatística ancil ar 

Suponha que t seja uma estattstica suficiente com relação ao 

parâmetro 0 e de mesma dimensão deste. Se esta estatistici nao e com 

pleta, então segundo a discussão da seção 2.3, e necessãrio encontrar 

uma estatistica ancilar u de tal forma que a distribuição condicional 

F(tl0,u) possa ser utilizada para encontrar a distribuição fiducial 

de 0. No entanto, para determinados problemas a estatística ancilar 
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nem sempre existe ou nem sempre é Única. Neste Último caso, diferen

tes estatísticas ul e u2'que geram F(tlo,ul) e F(tlo,u2), podem prod.g
zir diferentes d istribuições fiducíajs

Nesta seção discutimos algumas propriedades devidas a Buehler

(1979) que auxjl iam a verificar se a estatística ancilar u escolhida

para um determinado problema õ minimamente adequada. 0 modelo

F(tlo,u) deve sat isfazer as condições da seção 2.1.1. para todo va-

lor de u, então a distribuição fiducial de o é G(olt,u) = 1-F(tlu,o)
e a densidade fiducial de o, que Buehler(1979) chama de densidade in

duzjda no espaço paramétrico é

g ( ol t ,u )

Os quantas(l-a) decotados por o,*(tlu) são análogos aqueles definidos
na seção 2.1.1 quando considet'amos F(tlo) e onde os quantas(l-a) são

d e not:a do s po r o,,( t )

P ro pr'] ed a d e s

P 2 )

P 3 )

PI ) (t ,u) é suficiente mínima

ç/ar(tlu,o) depende de u, mas não de o

para dois valores de u, ua e uh e quajsq
res de o , o. e o.

var(tlu.,o.) < var(tlub'oa)::->var(nua'ob) < Va)'(tlub,ob)

í(olu):=.EE-ãÕ ]og f(tlu,o)]: depende de u, mas não deo
para qualquer(l-a) e u conhecidos o sinal de

O.:(tlu) - Ocl(t) é o mesmo para todo t

P(O $ o,.(t) lu,o) depende de u, mas não de o

d o'i s va] oLie r

P4)

P5 )

P 6 )
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nem sempre existe ou nem sempre ê unica. Neste ultimo caso, difere~ 

tes estatísticas u1 e u2, que geram F(tl0,u 1) e F(tl0,u 2 ), podem prod~ 

zir diferentes distribuições fiduciais. 

Nesta seção discutimos algumas propriedades devidas a Buehler 

(1979) que auxiliam a verificar se a estatística ancilar u escolhida 

para um determinado problema ê minimamente adequada. O modelo 

F(tl0,u) deve satisfazer as condições da seção 2.1.1. para todo va

lor deu, então a distribuição fiducial de 0 ê G(0lt,u) = 1- F(tlu,0) 

e a densidade fiducial de 0, que Buehler (1979) chama de densidade in 

duzida n~ espaço paramétrico ê 

Os quantis (1- a ) denotados por 0 (tju) são anâlogos àqueles definidos 
Cl 

na s eção 2.1.1 quando consideramos F(tl 0 ) e onde os quantis (1 -a ) sao 

denotados por 0 (t). 
a 

Pr op r iedades: P1) (t,u) ê suficiente mfnima 

P2) Var (tlu, 0 ) depende deu, mas nao de 0 

P3) para dois valores deu, ua e ub e quaisquer dois valo

res de · 0 , 0a e 0b 

P4) 
· n 2 

i( e lu) c=. E[ / 0-. log f(tlu,0)] depende deu, mas não de 0 

P5) para qualquer (1-a) eu conhecidos o sinal de 

0 (tju) - 0 (t) ~ o mesmo para todo t. 
Cl Cl 

P6) P( 0 ~ 0 (t)lu,0) depende deu, mas nao de 0 
a 
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A propriedade PI é a condição básica imposta por Fisher pa-
ra o uso de r(tlo,u)(vede seção 2.3). As pt'oprjedades P2, P3 e P4,
formallzam a afirmação de que a estatística ancilar determina a "pr.g
cisão" de t. Este fato pode ser ilustr'ado pelo exemplo 2.3.1

As propriedades P5 e P6 nos mostram como evitar subconjun-

tos relevantes. A propriedade P4 nos mostra que se u Õ adequada a

''informação" que fo i acrescida por ela é a "mesma" para todo o. A
propriedade P5, quando valida, indica que a estatística u ê realmen-
te ancilar. Em outras palavras, consideram' a informação de u nos

quantas o,,(t) altera o valor da probabjljdade fjducial associada a
(-m,o,.(t)) em função de u,mas não de o.

Se além das propriedades acima o modelo satisfaz as condl-
ço es a bal xo

cl) oc R, F(t+clo+c,u) : r(tlo,u) para V ccReparatodovalor
de u

C2) Existe uma priori imprópria g+(o) tal que qualquer que seja a
estat:estica ancilar escolhida u

g(olt,u) ; g"(olx) onde gt(olx) a í(xlo)g':(o)

Quando o modelo sat ísfaz a condição CI este modelo. é de locação. Sg
gundo Lindley (1958) temos que CI e:::-:> C2. Além disso, não é difí-
cil mostrar que CI --> PI , 1 = 2,3,4,5,6.

Prova ( j ) A pro va da implicação CI -> PI , 1=2 ,3,4 ê imediata
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A propriedade P1 e a condição bãsica imposta por Fisher pa

ra o uso de F(tl 0 ,u) (vide seção 2.3). As propriedades P2, P3 e P4, 

formalizam a afi r mação de que a estatistica ancilar determina a "pr~ 

cisão" de t; Este fato pode ser ilustrado pelo exemplo 2.3.1. 

As propriedades P5 e P6 nos mostram como evitar subconjun -

tos relevantes. -A propriedade P4 nos mostra que seu e adequada a 

"informação" que foi acrescida por ela e a 11 mesma 11 para todo 0 . A 

propriedade P5, quando vãlida, indica que a estatistica u e realmen 

te ancilar. Em outras palavras, considerar a informação deu nos 

quantis 0 (t) altera o valor da probabilidade fiducial associada a 
a 

(- 00 ,0 (t)) em função de u,mas não de 0. 
a 

Se alem das propriedades acima o modelo satisfaz as condi

çoes abaixo 

C1) 0 E R, F(t+cl0+c,u) = F(tl0,u) para V c e Repara todo valor 

deu. 

C2) Existe uma priori impr6pria 9* (0) tal que qualquer que seja a 

estatistica ancilar escolhida u 

g(0lt,u) = g*(0lx) onde g*(0jx) ~ f(xl0)g*( 0 ) 

Quando- o modelo satisfaz a condição C1 este modelo e de locação. Se 

gundo Lindley (1958) temos que C1 ~ C2. Alem disso, não e dif1-

cil mostrar que C1 ~ PI , I = 2,3,4,5,6. 

Prova: ( i ) A prova da implicação C1 -> PI, 1=2,3,4 e imediata. 
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{j) CI --» P5

Temos que p(o se.(tlu)lu,o) : p(o s o.(t+clu)lu,o+c), V c 'R(no-
te que t é a v.a.). Denotando a função densidade de u por f(u) e U o
conjunto dos possÍve is valores de u, temos que

p ( o s o (t ) l o )a . (t l u )l u ,o) í( u )d u

q ue por' sua vez é igual

p(o $ o.(t+c)io+c) P(0 $ 0..(t+c
U

u ) l u ,o) f( u )d u

Então, o.(tlu)-o(t) tem o mesmo sinal deo.(t+clu)-o.(t+c) v c ' R
' a ' ' ' a a ' a

{v) CI ---+ P6

Sabemos qi.ie P(o $ oa(t)lo): P(o $ o.(t+c)lo+c), V c € R(note que

F(tlu,o) : F(t+clu,o+c) é ,/ãl ida para todo valor de u, portanto

r(tlc;) ;r(t+clo+c)). Então p(o $ o.(t)lu,o) ; p(o s o,.(t+c)lu,o+c)
depende de u mas }lão de O.

Então para os modelos de locação e escala onde PI é vãl ida, esta ga-
rantido que a estar:estica anc içar u determina a "precisão" de t e não

foi'nla subconjunl;os r'elefantes. Elm outros modelos não podemos garan-

tir que e;dista uma estar:estica ancilat' que satisfaça as propriedades
P 1 , 1 ; 2 , . . . , 6

0 exemplo apreserltado a seguir ê de um modelo que não satis

faz a condição CI. Portanto a escolha de u de'-re sel' cuidadosa, po is
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ii) C1 > P5 

Temos que P(0 ~ 0
0
(tlu)lu,0) = P(0 s 0a(t+clu)lu,0+c), V c E R (no

te que te a v.a.). Denotando a função densidade deu por f(u) e U o 

conjunto dos possíveis valores deu, temos que 

P(0 S 0 (t)l0) 
a 

0 (tlu)lu,e)f(u)du 
a. 

que por sua vez~ igual a 

~(0 s 0 (t+c)Í0+c) = j( P(0 s 0 (t+clu)lu,B)f(u)du. 
a U a 

Então, 0 (tlu)-0 (t) tem o mesmo sinal de0 (t+clu)-0 (t+c) V c E R. 
a a a a 

iv) C1 ==9 P6 

Sabemos que P(e ~ 0 (t)l0) = P(0 ~ 0 (t+c)le+c), li e E R (note que 
a a 

F(tju,0) = F(t+ciu,e+c) ~ vâlida para todo valor deu, portanto 

F(th) = F(t+cl e+c)). Então P(0 $ 0 (t) lu,0) = P(0 :s 0 (t+c) lu,0+c) a a 

depende de umas não de 0. 

Então para os modelos de locação e escala onde P1 ~· vâlida, estâ ga

rantido que a estatí'stica ancilar u determina a 11 precisão 11 de te não 

forma subconjuntos relevantes. Em outros modelos não podemos garan-

tir que exista uma estatTstica ancilar que satisfaça as propriedades 

PI, 1=2, ... ,6. 

O exemplo apresentado a seguir~ de um modelo que não satis

faz a condição C1. Portanto a escolha deu deve ser cuidadosa, pois · 
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o modelo resultante pode não sat isfazet' as propriedades listadas nes
ta seção.

Exemplo 3.3.1: Consider'e uma observação(x.,x.) de uma normal bíVa-

riada com mêdjas zer'o, variâncias unitãr.ias e correlação o (desconhe

c.ida). Uma estat:Ístíca suficiente com relação a o é t=x.x, e uma

estatíst íca ancilar é u:xl(ou xp)(vede Mariotto(1982)). E cla-

ro que f(tlu,O) a f(xlx2lxl'O). Pode-se mostrar que
Var(xlx2lxl'o): xl(l - o')(DeGroot, 1975 pg. 250)\iJ,oque contraria
P2. Portanto, u=xl não é uma estatlst íca ancilar adequada ao problg.
ma

Além d isso, se exist ir uma tr'ansformação z(o) (a mesma para
todo u) podemos defjnjr PIÊ, 1=1,...,6, tal que Plt ê análoga a PI

substituindo o por 1(0). 0 mesmo pode ser feito com relação a conde

ção CI. Dessa forma, inclu:amos nesta discussão os modelos de escala

3. 4 Método fiducíal para Variáveis Discretas

Na seção 2.1.1 vimos que para que o método fiducjal possa

ser utilizado é necessãrjo que a condição t.(o), tal que F(t,.(o)lo):a
esteja satisfeita para todo oc(B) e todo a c (0,1). Em outras pala-
vras,. isto significa que t tem distribuição continua

(1) 0e Groot, M.H. (1975) Pxobab.
Cal ifÕrnja, 321 p.

:g and S;Ca;Cll,s,téc. Addjson - IJesl ey
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o modelo resultante pode nao satisfazer as propriedades listadas nes 

ta seção. 

Exemplo 3.3.1: Considere uma observação (x 1 ,x 2) de uma normal biva 

riada com medias zero, vari~ncias unitârias e correlação 0 · (desconh! 

~ida). Uma estatistica suficiente com relação a 0 e t=x 1x 2 e uma · 

estatistica ancilar e u;x 1 (ou x2 ) (vide Mariotto (1982)). t cla

ro que f(tlu,0) a: f(x 1x2 1x 1 ,0). Pode-se mostrar que 

Var (x 1x 2 lx 1 ,0) = x1(1 - 0.2 ) (De Groot, 1975 pg. 250)( 1),oque contraria 

P2. Portanto, u=x 1 não e uma estatistica ancilar adequada ao probl! 

ma. 

Alem disso, se exi~tir uma transformação t(0) (a mesma para 

todo u) podemos definir PIQ,, 1=1, ... ,6, tal que Plt e anâloga a PI 

substituindo 0 por t(0). O mesmo pode ser feito com relação a condi 

çao C1. Dessa forma,incluimos nesta discussão os modelos de escala. 

3.4. Método fiducial para Variáveis Discretas 

Na seçao 2.1.1 vimos que para que o metodo {iducial possa 

ser u t -i l i z a d o e n e e e s s â ri o que a c o n d i ç ão t ( 0) , tal que F ( t ( 0) l 0) =a 
. a a 

esteja satisfeita para todo 0 E 8) e todo a E (0,1). Em outras pala-

vras, isto significa que t tem distribuição continua. 

(1) De Groot, M.H. t1975) PJz,ooabild:y and Sta..tM:üc.. Addison - Wesley: 
CalifÕrnia, 321 p. 
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Suponha que consideremos os valores de cz estejam contidos em

A = {0,1;0,2;...;0,8;0,9} ; as funções t.(Q), ct c A dividem o plano

(t,Q) em 10 regiões. Nestas cond'içõesquando teta o intervalo

(Oao(ta), Oai(t.)) onde, por exemplo, al : 0,3 e cl2:: 0,1'tem pt'obab.!

ljdade f iducial como indicado na f igura abaixo (que é al-a2:0,3-0,1=0,2)

Figura 3.6: Gráfico das funções t,.(O) com a (A, onde

A : { O ,1 ;0 ,2 ;. . . ,e ,9 }

t

,3) (0)

, l ) (o)
ta ( 0 , 3 - 0 ,1 )

00 ,3( t.) 00 ,1( t.)
Como t,.(e) é definida para todo a se {nclujrmos todas as funções t,.(O)

para a '(0,1), então quando teta podemos encontrar a probab iljdade

fjducjal de(oaj(t.);ocí.(t.)) que é(üj-aj) , V a,aj '-(0,1)
l+o caso em que t tem distribu leão de probabil idades discreta

t.(o) }tãü édefjnida para todo u((0,1) e todo oe(i). 0u seja, para

valores fixados de a. e de o, nan 6e.talo,te ã po,õ,8,ZueZ encontr'ar um t.(O)

dali.{ e c po óz've,é,õ va.Ca,te,õ de t tal que r(t,.(o)lo) = a. A figura

)

- 70 -

Suponha que consideremos os valores de a estejam contidos em 

A= {0,1 ;0,2; .•• ;0,8;0,9} ; as funções t (0), a E A dividem o plano 
a 

(t, 0) em 10 regiões. N e s t a s c o n d i ç õ e s q ua n d o t = t o i n t e r v a l o . a 

(0 (t ), 0 (t )) onde, por exemplo, a 1 = 0,3 e a 2 - 0,1,tem probab! 
a 2 a a 1 a 

1 i d a d e f i d u c i a 1 c o m o i n d i c a d o n a f i g u r a a b a i x o ( q u e e a 1 - a 2 = O , 3-O , 1 = O , 2 ) 

Figura 3.6: Grãfico das funções t (0) com a e: A, onde 
CI. 

A= {0,1;0,2; ... ,0,9} 

Como t ( e ) e definida para todo a se incluirmos todas as funções t (0) 
a a 

para a e: 

fiducial 

(0 , 1), então quando t=t podemos enc ontrar a probabilidade a 
d 2 ( G a. ( t ) ; 0 a ( t ) ) q u e e ( a. . - a, ; ) , V a . , a . E ( 0 ·, 1 ) . . . a . a 1 ,J 1 J . 

l J . 

No caso em que t tem distribuição de probabilidades discreta 

t ( 0 ) não é. definidã para todo a e: (0,1) e todo ed~. Ou seja, para 
a 

valores fi xad os de a e de 0 , ne.m 6e.mp.tr.e i po66lve.l encontrar um t (0) 
a 

de.nt .tr. e. 06 po6 6:Z.ve.i6 valo.tr.e.6 de. t tal que F(t (0) 10) = ·a. A figura 
a 
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a bai xo il u s t ra e s t a sit u a çã o

Figut''a 3.7: Gráfico de três funções ta(o) para

a:al'a2'a3 no caso em que ta(O) sõ esta defl
ni d a p at'a v a l ot'e s { n t e{ ro s

0)t a
l (0t

/ /..:.2 ./f
/

/

/

/ /

/ '/
/

/

/ /. ./P
//

/

/
/

& 7 f
/

/

7'
/

/ /
+ P l

/

/
/

/

/

dt r'
/

Por este motivo, usar o método fiducial nestas condições não ê acon
selhãvel. No entanto, em alguns casos soluções aproximadas foram

propostas como é o caso do exemplo abaixo, apresentado por Frases
(1 96 8 )

.Elg!!B.!.g...3.4. : Considere que XI ,.. . ,Xn v.a.i. í.d. com distribuição de

Poisson com par'ametroo desconhecido. A distribuição da estat:estica
suficiente com relação a o , t = E X: , tem distribuição de Poisson

com parâmetro no . Então
ll
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abaixo ilustra esta situação. 

Figura 3.7: Gráfico de três funções t (0) para 
a 

a-a a a no caso em que t (0) sõ estã defi-
- 1' 2' 3 a 

nida para valores inteiros 

t (0) 

/ ª'1 ta (0) t (0) 

7 ---------------;---------'··- 2 ✓ ª 3 / / . -------···; . . . 

I / 
6 -- - - -- - . - - . - - - - - ,t . - . - - - . - ~- - . - -- - - -- . - ·I .. - .. -.. 

/ / / · 
/ . 

5 . -. - . - - . - - - . -~- - - -·- - - ,_ -.. .. . -.. - - ✓- - - . - ... . .. . 
/ / I 

4 ·----- --- ---6-- - ----1- ---- - --/--- -- - ---- ---·· 
/ I I 

t ( 0 ) ~ >- ~ ~ -_-:: ~ ~ -_ ·_ f: : ·_-~ ~{ ~---~ ~ ·_ ;I · · · -· · -· · · · · · --· · · · -· 
ª 3 a / 1' I: 

2 - - · · - - · · · ,ri - - · - - f' · · ----· ✓- -; · - ---· · - . - - - ... -: 
/ / 1 

/ / 1 

f I i ------.,. ---,- ---i ,1. - - - ·t . ------. --.. ----. -
1 

0 a 
0 

Por este motivo, usar o m~todo fiducial nestas condições nao ~ acon

selhável. No entanto, em alguns casos soluções aproximadas foram 

propostas como~ o caso do exemplo abaixo, apresentado por Fraser 

(1968): 

Exemplo 3.4.1: Considere que x1 , ... ,Xn v.a.i.i.d . com distribuição de 

Poisson com parâmetro0 desconhecido. A distribuição da estatlstica 
n 

suficiente com relação a 0 , t = }: X., tem distribuição de Poisson 
. 1 1 1 = 

com parâmetro n0 . Então 
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P (t : K) (no)k
K!

exp (- no) , K : O ,l ,

Esta distribuição esta fora das restrições do método fiducia]. No

entanto, se fizermos uma ''aproximação de continuidade'' Dará este ca

se. onde t é visualizada como uma variável aleatõrja continua com

função densidade dada pela expressão abaixo

( 3. 4. 1 ) f(t l o) Ç.-E9-1-- exp {-no} , t > 0
r (t+l )

(segundo Frases, 1968, pg. 260) então a função densidade fiducíal

de o pode ser encontrada tendo como base a expressão(3.4.1)

Soluções como esta são aceitáveis, segundo Fisher ( 1956), se
o velo r de n é g ra nd e

o0o
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exp (-n0) K=0,1, ... 
K! 

Esta distribuição estâ fora das restrições do método fiducial. No 

entanto, se fizermos uma "aproximação de continuidade" para este ca

so. onde te visualizada como uma variãvel aleatória continua com 

função densidade dada pela expressão abaixo 

(3.4.1) (n0)t f(tle) = --- exp {-n0} , t > O 
r(t+1) 

(segundo Fraser, 1968, pg. 260) então a função densidade fiducial 

de 0 pode ser encontrada tendo como base a expressão (3.4.1). 

Soluç5es como esta são aceitãveis, segundo Fisher (1956), se 

o va lor de n e grande. 

ººº 



CAPÍTULO 4

EXEMPLOS

0 objetivo deste capitulo é apresentar as densidades fi
duclais r'elacjonadas com os modelos estatísticos mais comuns. Na

mai.orla das vezes, o parâmetro envolvido ou ê de locação ou Õ de es

cala. Mesmo quando este não é o caso, algumas vezes as técnicas de

calculo são semelhantes. Os exemplos aqui relacionados apresentam

estas carácter:ísticas e servem par'a ilustrar os tipos de problemas

onde o método flducíal se aplica com sucesso

Os cálculos das densidades fiduclais não estão apresenta

dos por acreditarmos que estes são simples exercícios de aplicação

dos procedimentos descritos nas seções precedentes

Par'a os modelos nos quais o parâmetro c) é de locação ou

de escala(mesmo cer'tos casos onde o :(ol ,op) sendo QI de locação e
op de escala), L indley(1958) mostrou que a densidade fiducial é uma

densidade a posteriori quando a densidade a priori ê não {nformatjva

(imprópria). Assim, nestes casos, a densidade fiducial ê proporcio-

nal ao produto da verossimílhança pela priori g(o). No caso em que

o é de lo cação ,

g (o) = 1 , o € R

No caso em que o e de escala
ÍI/ o s e o » 0

g (o) : 4
10 se o $ 0

Recordando a notação, temos que x :(xl,...,x.) são os

dados,(YI'...,Yn) ê o vetou das estatísticas de ordem e .g(x;o) ê
uma quantidade pivotal cuja densidade comum a todo o é denotado por

CAPITULO 4 

EXEMPLOS 

O objetivo deste capitulo e apresentar as densidades fi

duciais relacionadas com os modelos estatfsticos mais comuns. Na 

maioria das vezes, o parâmetro envolvido ou e de locação ou e de es

cala. Mesmo quando este nao e o caso, algumas vezes as técnicas de 

calculo são semelhantes. Os exemplos aqui relacionados apresentam 

estas caracterfsticas e servem para ilustrar os tipos de problemas 

onde o método fiducial se aplica com sucesso. 

Os calculas das densidades fiduciais nao estão apresent! 

dos por acreditarmos que estes são simples exercfcios de aplicação 

dos procedimentos descritos nas seç6es precedentes. 

Para os modelos nos quais o parâmetro 0 e de locação ou 

de escala (mesmo certos casos onde 0 = (0 1 ,0 2 ) sendo 0 1 de locação e 

02 de escala), Lindley (1958) mostrou que a densidade fiducial e uma 

densidade a posteriori quando a densidade a priori e não informativa 

(imprópria). Assim, nestes casos, a densidade fiducial e proporcio

nal ao produto da verossimilhança pela priori 9(0). No caso em que 

0 e de locação, 

g ( 0) = 0 E R 

No - de escala, cas·o em que 0 e 

{t se 0 > o 
g ( 0) = 

se 0 ;;; o . . 

Recordando a notação, temos que x = (x 1 , .... ,xn) sao os 

dados, (Y 1 , ... ,Yn) e o vetor das .estatfsticas de ordem e ~(x;0) e 
uma quantidade pivotal cuja densidade comum a todo 0 e denotada por 
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P (.Ê ) ; 'i s t o é , P(.g) f(.e ( x ;o ) lo )

4.1. Parâmetro de Locação

Nos modelos onde o é um par'âmetro de locação, o vetou

(Xl-Q,...,Xn-O) é uma quant idade pivotal e a densidade conjunta sa
t{ s fa z a { g ualdade

f(x lo ) ; P(XI -o ,. . - ,x n -o )

Assim, com a observação de x, a densidade fiducial de o é dada por

,Xn-o)

,Xn -0 )do

g (o lx ) P (x 1 - o ,

P(x

I'lo caso ein que xl,... ,x. são obset'vações i.{.d

'n p ( x : -o )

onde agora p é a densidade comum de x.i-o, i=1,...,n. Uma outra re
pt'esentação pode ser obtida ao se considerar o vetou

(yl'y2-yl'...,yn-yl; ;(yl'u2,.'',un). A estatística(u2,
1; ancilar e a estar:istjca y. ii condicionalmente suficiente dado u

n ' ]]

Note que 'í'Tp(xi-o) : p(yl-o),':2p(yl-o+ui)

n

l
g (e ix )

Exemolo 4.1.1: Sejam xl'...,xn obset"vações independentes de uma uni
forme em(O-(1/2),o+(1/2)), ondeo € R. fleste caso

g(olx)aTT! ..(x.-o):'FI . ,(o)
j:l(-'â;'á) ' j:l(xj-é';xj+})

IA(o )

- 7 4 -

p (~ ) ; i S t O ê , p (_g ) = f (_g ( X ;0 ) 10 ) • 

4.1. Parâmetro de Locação 

Nos modelos onde 0 ê um parâmetro de locação, o vetor 

(x 1-0, ... ,xn-0) e uma quantidade pivotal e a densidade conjunta sa~ . 

tisfaz a igualdade 

f ( X 10 ) = p ·( X 1 - 0 , • . • , X n - 0 ) , 

Assim, com a observação de x, a densidade fiducial de 0 ê dadà por: 

No caso em que x1 , ••. >x n são observações i.i.d, 

n 

onde agora p 

g( e lx) .x TTµ(x i-0 ) 
i = 1 

e a d e n s i d a d e e o 111 LI m d e X • - 0 ' i = 1 ' " . . ' n . 
l 

pre s entação pode ser obtida ao se considerar o vetor 

Uma outra re- · 

( Y 1 , 12 -Y 1 , • • , , Y n - Y 1 ) = ( Y 1 , u 2 , ... , u n ) . /l. e.s ta tis t i e a ( u 2 , ... , u n ) = u 

~ anc ilar e a estatlstica y 1 ~ condicionalmente suficiente dado u. 
n n 

N o t e q u e .. -1 ! p ( X i - 0 ) = p ( Y 1 - 0 ) _Tf P ( Y 1 - 0 + U ·i ) , 
1 = 1 íl =2 

_E x e rn p l o 4 . 1 . 1 : Se j a m x 1 , . . . , x n o b s e r v a ç õ e s i n d e pen d e n te s d e um a u n i 

form.e em (0 - (1/2) s 0 + (1 /2 .)), ond e 0 E R. Neste caso 
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n

onde A : .Í](x.i-(1/2);x.i+(1/2) :(yn-(1/2);yl+(1/2))

Assim, g(olx) :]]-(yn-yl)]'lIA(o)

Consideremos agora o caso de duas amostras independentes

de tamanhos r e n-r. Suponha que a detlsjdade conjunta de x seja da-

da por p(xl-o,...,Xn-o) : {:lP0(xi-o) j::r+lPI(xj-o) onde pO e pl são

as dens idade pivots is, respect ivamente, das r prlmejras e das n-r

restante observações. C)s exemplos a seguir estão relacionados com

problemas de comparação de dois instrumentos de medida

r n

Exemplo4.1.2: Suponhaque para IÉ { $r, x: - U(o-l;o+l) eque

para r <j $ n , x.i.- U(20-1;20+1). Neste caso

g( OIX ) a IA .B (0)

(yr-l ;yl+l ) ,onde
r

A : n (x +1 )-l ;xj
j : l

n x .-l x .+l

í") . (-]2- ;B :
j t'+l

e mÍn(yr+l ,yn) e yn ; mãx(y.+l ,yn )

Exemplo4.1.3: Suponhaquepara l$ i $r , x:

r < j $ n , xj . N ( 30 ,1 ) . Então

N (O,l ) e q u e p a ra

g(olx) . exp't-';E: r.(xi-O):+: E:.(xj-30):lJa expÍ-j :l ' j:r+l
9(n-r).-r 2

0

onde (9n-8r)'l(t0+3tl) , tO e tl
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n 
onde A= [\(xi-(1/2);xi+(1/2) = 

Assim, g(0ix) = [1 - (yn-y1)J-1IA(0). 

Consideremos agora o caso de duas amostras independentes 

de tamanhos r e n-r. Suponha que a densidade conjunta de x seja da-
r · n 

da por p(x 1-0, ... ,x -0) = lTp 0 (x.-0) TT p 1(x. - 0) onde Po e p1 sao 
n i = 1 1 j = r+ 1 · J 

as densidade pivotais, respectivamente, das r primeiras e das n-r 

restante observaç5es. Os exemplos a seguir estão relacionados com 

p r o b 1 em a s d e comparação d e d o i s i n s t r um e n to s d e me d i d a . 

Exemplo 4.1.2: Suponha que para 1 ~ 

, x. _ U(20-1 ;20+1). 

. < 
l = r, Xi ~ 

para r < j ~ n 
J 

Neste caso 

g(0lx) o: I (0) . A Pl-B 

r 
onde A n (x.-1;x.+1) = (yr-1;y1+1) , 

· 1 l l l = 

n x.-1 x.+1 
B = n ( J ;+) 

j=r+1 --z-
y'-1 y' +1 

( n . r+1 ) 
= --y-' 2 

U ( 0 - 1 ; 0 + 1 ) e que 

e e yn' = mix(y 1 , ... ,y ). r+ n 

Exemplo 4.1.3: Suponha que para 1 ~ i ~ r , x. 
l 

_ N(0,1) e que para 

onde 

x. ~ N(30,1). 
J 

Então 

1 
1 r 2 . ~ . 2 9(n-r)+r 2 

g(0 x) o: exp·{--2 [ l (x . -0) + l (xJ.-30) ]}a: exp {- 2 (0-t) } 
i =1 l j=r+1 

r 
ta= í x. . 1 l l= 

e 
n 
l X. 

j =r+ 1 J 
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Exemplo 4.1.4: No exemplo anterior, no lugar de N(o;l) e N(30;1) co.D

sidere, respectivamente, N(o,ü8) e N(O,aÍ). Elntão, escrevendo

x0: l .iElxi ell:iÍ;Fj:r+lxj ' temos

0(olx ) a exp { .o):]

exp[- -;Ei0-i l ) (o-t):] }

:. : = . . : !CtlJÜ
' 'i j o ' jl

o nd e i 0
r

l s to .ê , ol x . N ( t ,

Como generalização do exemplo 4.1.3, vamos considerar

o modelo de regressão not'mal uniparamétrjco

Exemplo 4.1.5: Considere a estar:íst íca anc lar u :(u.,...,u.) que

comx :(xl,...,x.) formamos dados d :(x,u). Dessa forma temos o
nlod e] o e s ta tÍs xu{ c o

f(x ,u lo) : f(x l o ,u ) í( u )

Como apenas o primeiro fatal' depende de o, a inferên

cja se restringe ao uso deste. Stiponclo então que

f(xlo,u) ' expÍ- ; {>lt(xj-ouj):}
x u . x
-....ILJ. ê uma estatTst.ica suficiente condicional a es

EuÇ

tatÍstjca ancilar, u. Neste caso,

+ü emo s. q ue
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Exemplo 4.1.4: No exemplo anterior, no lugar de N(0;1) e N(30;1) con 

sidere, respectivamente, N(0,o~) e N(0,ap. 

, temos 

Então, escrevendo 

- 1 t - 1 
XÜ = r .L1Xi e X1 = n-r 

n 
I X. 

j = r+ 1 J 1= 

onde i 0 = 

Isto .ê, 

r 
02 
o 

( 
1 

) 1 r (- ) 2 n-r(- ) 2 
g 0 X ~ exp{- -[- X -0 + -- X -0 ]} 

2 2 o . º12 1 
ºo 

~ exp{- {[i 0-i 1)(0-t)
2

J} 

n-r 
(J2 

1 

e t = 
ioxo + i1x1 

ejx_N(t, 1 ) 
1 o + 1 1 

Como generalização do exemplo 4.1 .3, vamos considerar 

o modelo de regressão normal uniparamêtrico. 

Exemplo 4.1.5: Considere a estatística ancilar µ ,= {µ
1

, ... ,µ ) que . n 

c o m x ,, ( x 1 , . . . , x n ) f o r m a m o s d a d o s 

modelo estatistico. 

d= (x,u). Dessa forma temos · o 

f(x,uj0) = f(xj0,u)f(u). 

Como apenas o primeiro fator depende de 0, a infer~n

cia se restringe ao uso deste. Supondo então que 

a 2 

f(xj0,u) oc exp{- ~ ~ (x.-Gu.) } 
~ i = 1 1 1 

1, U. X. 

ternos que t = 
l 1 ~ uma estatística suficiente condicional a es-

Eu~ 
l 

tatística ancilar, u. Neste caso, 
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n

) u f

g(olx,u) . expÍ- j-iJ l (t-o):}
2

ol ( x , u ) ~ N (t'isto ê ,

Note que, como u ê ancilar, não são necessárias res

tr{ ções sob re s ua dis tri bui ção.

4.2. Parâmetros de Escala

Nos modelos onde o ê um par'âmetro de escala, o ve-

ta s ati s fa z a i gual d ade

f(x l o) ({) np( x ) (i)n P(g.)

onde (â)n é o determinante do Jacobiano da tr'ansformação e. : .=
Assim, após observar'-se x, a densidade fiducia] de o é dada por

({)np
X

0
l x )

1;) np(Õ) dO

g(o

Note que, ao convide)'ar-se x} = logx: e
O+ = log O, o modelo associado a xt :(x.,..,,x=) é ummodelo com

parâmetro de locação o+. A part ir da d ístribu ição de x+ obteríamos

a densidade fiducial de o+ e assim a de o, que co incide com a densa

d ade g(olx) o buda por f(x lo)

Ao considerarmos observações i.i.d. temos que

isto e, 
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n 
I u ~ 

g(0lx,u) cc exp{- i=l 
1

(t-0) 2 } 

2 

01 (x ,u) ~ N(t ,-1- ·-) . 
n 
I u ~ . l , 

1 = 

Note que, como u ~ ancilar, nao sao necessãrias res 

trições sobre sua distribuição. 

4.2. Parâmetros de Escala 

Nos modelos onde 0 e um parâmetro de escala, ove -
x1 xu -

tor (tf, ... ,7r) = e e uma quantidade pivotal. A densidade conjun 

ta satisfaz a igualdade 

( r) n onde 0 ê o determinante do Jacobiano da transformação~= x 
0 

Assim, após observar-se x, a densidade fiducial de 0 e dada por 

(l)np(~) 
g(0lx) "' 0 0 

J (J_)np(~)d0 
0 0 

o 

Note que, ao considerar-se x-J: = log x. e 
1 1 

0* 1 og · 0 , modelo associado x* (x1, .. .. ,x;) - modelo = o a = e um com 

parâmetro de locação 0*. A partir da distribuição de x* obteriamas 

a densidade fiducial de 0* e assim a de 0, que coincide com a densi 

dade g(0lx) obtida por f(xl0). 

Ao considerarmos observações i.i.d. temos que 
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g(olx) . o-("'1) jfTp(-õ-)

onde p aqui é a densidade comum de e.i=-;?- , i=1,..,n. Unia outra repr.g
tentação pode ser obtida ao se consjdet"ar o vetou

(y-L,...,(--il:=- , yn}.a(ul'...,Un-l'yn). A estat:i'stíca yn ê cond'ic'io

nalmente suficiente dado a estar:estica ancilar u =(ui'... ,un.l

X

y

Ter:íamos então

o'":'Ulp(.gj) : o'"p(!))
n - l

nTTp X =)y{ : l

o q ue mostra que .o modelo

-ê f(yn lo ,PI '. ' ' ,U..l )

contém toda {nfoi"mação sobre o. /\ densidade fjducja] será, pro-

porcional ao produto da verossimilhança por i, que é a densidade a
posteriori do mÉltoclo de Bayes quando se considera a pr'iori ímpr'õpria,
l

e

E5ernplo 4:21l: Consíder'e n observações 'indeperldentes de uma djs+ur'{

bulção uniforme eín(0,0), 0 < e < ". A densidade flducial será

g ( e l x )
nn-} l TTia ( .;Ç}0

j : l (Xj 'o) (0)

(no)'l(Oyn)-n se o > yn
isto é g(olx)

0 se o $ ytl

g(0lx) a: 0-(n+1) 
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n x. 
TTP(;). 
i = 1 

X. 
onde p aqui ê a densidade comum de e.= - 1

· , i=l , ... ,n. Uma outra repr_e 
-1 0 

sentação pode ser obtida ao se considerar o vetor 

A estatística yn ê condicio 

nalmente suficiente dado a estatística ancilar u = (u 1 , ••• ,un_ 1). 

Teríamos então 

n Yn n-1 Yn Y; 
= 0- p(-) TTP(- x -) 

0 . 1 0 Yn l = 

o que mostra que _o modelo 

-cont~m toda informação sobre 0. A densidade fiducial sera, pro-

porcional ao produto da verossimilhança por¾, que ê a densid ade a 

posteriori do metodo de Bayes quando se considera a priori imprópria, 

e 

Exemplo 4.2.1: Considere n observações independentes de uma distri~ 

buição uniforme em (0,0), O < e < 00 • A densidade fiducial serã: 

n 
g(elx) a: (l-) 11 + 1 lTI (0) 

0 . 
1 

(x.,co) 
l = l 

-isto e, g(0jx) = 

o se 0 ;::; 

se 0 > y 
n 
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Colmo no caso de parâmetros de locação, vamos conside-
rar o caso de duas amostrar independentes de tamanhos r e n-r. Suponha que

a densidade.conjunta de x seja especificada por

x.-. ';'.l. - . '?'
onde pO e pl são as densidades pivotais comuns, respectivamente, das
r primeiras observações e das n-r restantes. Este modelo é conheci-
do como modelo de Físher-Pltman. Lembr'emos que a derlsidade fiducial
s era

'"*'' Ã-.';,.A.-,.),
Exemplo 4.2:2: Considere o caso de n observações independentes onde,

xj - U(0,0) para l$ i $ t' e x.i - U(0,20) para r< j $ n.

A d e n sid a d e fi d u c i al s et'ã

g (o l x ) ( n+l ) IA.B (o )

onde , repr'esentando y.: mãx(xl ' ,x,) e yÁ : mãx(x ,+l

mãx(y;, :?), entãoSe z

l n
no ) ( 20 ) se o > z

g (o l x )

se o $ z
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Como no caso de parãmetjos de locação, vamos conside

rar o caso de duas amostras independentes de tamanhos r e n-r. Suponha que 

a densidade -conjunta de x seja especificada por 

onde p0 e p1 são as densidades pivotais comuns, respectivamente, das 

r primeiras observações e das n-r restantes. Este modelo e conheci

do como modelo de Fisher-Pitman. Lembremos que a densidade fiducial 

sera 

.Exemplo 4.2.2: Considere o caso de n observações independentes onde, 

x. ~ U(O,0) para 1 ~ i ~ r ex.~ U(O,20) parar< j ~ n. 
l J 

-A densidade fiducial sera 

g(01x) a: 0-(n+ 1)1 (0) 
AnB 

onde, representando y
1
~ = mãx(x 1 , ••• ,xr) 

r 

e 

A = n (x. ,oo) = (yr' ,oo) 
. 1 l l = 

n X. 
B = n ( J ,oo) 

. 1 7 J=r+ 

y' 
Se z = mãx(y~, 7 ), então 

g(0lx) = 

e yn' . = mãx(x 1 , ••• ,x ), r+ n 

se 0 > Z 

se 0 ~ Z 
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0 exemplo seguinte é uma extensão do modelo de Fisher
Pltma n

Exemplo 4.2.3: Cons adere a estatística ancilat' u =(u.,

ao lado de x :(xl,... ,x.) formam os dados d:(x,u)
Como no exemplo 4.1.5, a inferência sobre exige apenas o uso de den

cidade condicional de xlu. Suponha agir'a que, xl'...,xn são condicio
nalmente independentes onde x.ilu . N(0,ujO). Isto é, a densidade con
dicjonal de x dado u pode ser expressa como

.''Z , l Ç Xz.
u ÇAP L'Õ'= / ';=

n

ll l

,Un ) q u e ,

f(x l o ,u )

Note que t = ! ;! é condicionalmente suficiente dado u e a quanti-
{ 111 ' í

dado pivota] --L tem distribuição qui-quadrado com n graus de ljberda
de. A densidade flducial será então

g(olx,u) : g(olt,u) a o(2+1)expÍ- t}

Se u{ tomar apenas dois -/dores(l ou 2) temos o modelo normal de
Fisher-Pltnlan. fqote que o é escala para t e -6 é escala para x

A prÕx íma seção apresenta alguns exemplos especjajs on

de o não é (apenas) parâmetro de locação nem parâmeE]'o de escala
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O exemplo seguinte e uma extensão do modelo de Fisher-

-Pitman. 

Exemplo 4.2.3: Considere a estatistica ancilar u = ·(u 1 , ..• ,un) que, 

ao lado de x = (x 1 , ... ,xn) formam os dados d = (x,u). 

Como no exemplo 4.1.5, a inferência sobre exige apenas o uso de den 

sidade condicional de xlu. Suponha agora que, x1 , ••• ,xn são condicio 

nalmente independentes onde X; lu _ N(O,ui0). Isto ê, a densidade con 

dicional de x dado u pode ser expressa como 

n 

f(xl0,u) 0
-2 { 1 Q X 2 

} 
o: exp 20 l -

i = 1 ui 

n 
Note que t = l 

i = ·1 

X~ 
. l . -

e condicionalmente suficiente dado u e a quantiu. 
l 

t dade pivotal tem distribuição qui-quadrado com n graus de liberda 
02 

de. A densidade fiducial ser~ então: 

-(% +1) t 
g( e lx,u) = g(elt,u) o: 0 · exp{- 20 } 

Se u .i tomar apenas dois valores (1 ou 2) temos o modelo normal de 

Fisher-Pitman. Note q_ue 0 ê escala para t e 1G ê escala para x. 

A pró xima seção apresenta alguns exempl os especiais on 

de 0 nao ~ (apenas) parimetro de locação nem par~metro de escala. 
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4.3. Outros Exemplos

0 seguinte exemplo é semelhante aos casos onde o mode

lo de Fisher-Pjtman esta envolvido

Exemplo 4 3. : Suponha que x,,...,x.. são n observações independen

tes exponencialmente distribuídas com parâmetro O nas r prlmelr'as e
parâmetro (l/o) nas restantes. Ass im, a densidade conjunta de x ê
d a d a p or

í(xlo) : d' expÍ-oy - â },o ' '

o nde
r
} . x {l : l

n

j : :.-. *:

Note que l ê o parâmetro de escala pat"a as r prlmel

t'as observações e o é o parâmetro de escala par'a as r'estantes. A
densidade fíducial neste caso ê dada pot'

g(olx) 02r-n-lexp{ -oy á'

Os do is exemplos a segu ír incluem um parâmetro c) que
atua como par'ãmetro de locação e propor'cionalmente como de escala. Isto é, o e

co são os parâmetros de locação e escala, respectivamente. Note que
o valor conhecido de c informa soba'e o sinal (+ ou -) de e, visto
que , como co Õ de escala , co > 0

Considerando n observações i.i.d. a quant idade pivotal
k . =0 x : .

g: (el'...,en) é definida por e.i: --;F-:t.;-..} , i:l,.-,n. As -

sim, a densidade conjunta de x se expressa como
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4.3. Outros Exemplos 

O seguinte exemplo e semelhante aos casos onde o mode 

lo de Fisher-Pitman estã envolvido. 

Exemplo 4.3.1: Suponha que x1 , ... ,x
11 

sao n observações independen

tes exponencialmente distribuídas com parâmetro 0 nas r primeiras e 
-parâmetro (1/0) nas restantes. 

dada por 

Assim, a densidade conjunta de x e 

f(xj0) = 

r 
onde y = .L 

l = 1 
x. 

l 
e 

exp{-0y z 
0 } , 

n 
\' Z = l X. 

j = r+ 1 J 

Note que 0 e o par~me t ro de esc ala par a as r primei 

ras observações e 0 e o par~metro de escala pa ra as rest antes. A 

densidade fiducial neste caso e dad a po r : 

( 1 ) 2r-n-1 z g 0 x ex: 0 exp{ -0y - -} 
0 

Os dois exemplos a seguir incluem um pa r âmetro 0 que 

atua como parâmetro de locação e proporcionalmente como de escal a. Isto e, 0 e 

c0 são os parâmetros de locação e escala, respectivamente. Note que 

. o valor conhecido de c informa sobre o sinal ( ~ ou-) de 2 , visto 

que, como C0 e de escala, C0 > O . 

Considerando n observações 
x . .:. 0 

~ = ·(e 1 , .•. ,en) e definida por ei = ~0 = 

i.i.d. a quantidade pivota1 
x: 

l - - · -C0 C 
i=1, ... ,n. As -

sim, a densidade conjunta de x se expressa como 



82

f( x l o )
n
'n

j : l

A densidade fiducial neste caso será

g(olx) ;)
x. x

Uniaüutr'a representação pode ser obtida através da utilização de (xl,-i--,'", n)l A.l /\l

ondeu=(--4-,.-,=-B) é ancjlar' e x. ê condicionalmente suficiente dado u
X X

] ]

Exemplo 4.3.2: Suponha que x Õ composta por n observações {.i.d. de

uma dlstribujção uniforme(G,20), o > 0. A densidade fiducial neste

caso ê uma unlfornle no intervalo(-Z, yl)

ExenlÍ)]o 4.3.3: Suponha, no exemplo anterior, que no lugar de U(0,20)

temos cima normal com média o e desvio padrão co. Ex/{dentemente, o s{

na] de o depende do coefjc lente de variação, conhecido, o. Assim, se
c < 1) , o < 0 e se c > 0 , o > 0. Neste caso, a densidade fiducial

e dada po r

ol-(n' 1).*.{- 1 j: l

0u seja, A : (0,w) ou A : (-w,0)

g(olx) l ):} IA(o)

onde {o ;co > 0 }

0 seguinte exemplo genes"aliza em pal'te o exemplo

4.3.1. Efr'ón and Hjrikley(1978) denomjnaram o modelo envolvido de

Hjpi5t"bole Gamína de Fishel', o qual fo i introduzido ern Fisher (1956)

Exemplo 4.3.4: Suponha que x ê composto por n obser'vagões í.{.d do
-/e'..ot' (y,z) cuja densjclade conjunta é pt'oporcional a expt-oy - =}
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-A densidade fiducial neste caso sera 

g(0ix) a: (-1 )n+1 
C0 

x2 xn 
Uma outra representação pode ser obtida atraves da _utilização de (x

1 
,-, ... ,-) 
xl xl x2 X 

onde u=(-x •···•xn) e ancilar_ e x1 e condicionalmente suficiente dado u. 
l l 

Exemplo 4.3.2: Suponha que x e composta por n observações i.i.d. de 

uma distribuição uniforme (B,2 0 ), 0 > O. A densidade fiducial nest~ 
y n . 

caso e uma uniforme no intervalo (2 , y
1

). 

Exemplo 4.3.~: Suponha, no exemplo anterior, que no lugar de U(0,20) 

temos uma normal com m~dia 0 e desvio padrão ce. Evidentemente, o si 

nal de 0 depende do coeficiente de variação, conhecido, 0. Assim, se 

c < O , a< O e se c > O , 0 > O. Neste caso, a densidade fiducial 

-e dada por 

onde A= {0;c0 > O} Ou seja, A= (O, oo ) ou A= ( -oo ,O). 

O seguinte exemplo generaliza em parte o exemplo 

4.3.1. Efrón and Hinkley (1978) denominaram o modelo envolvidó de 

Hip~rbole Gamma de Fisher, o qual foi introduzido em Fisher (1956). 

~xemplo 4.3.4: Suponha que x ê composto por n observações i .i.d do 

vetor (y,z) cuja densidade conjunta e proporcional a exp{-0y - ½} . 
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A densidade conjunta de x ê então expt'essa

f(x lo) u expt-ot0 - -T}
t

como

onde t 0 = }1 y.i e tl

A densidade fiducíal, como antes, ser'ã

g(olx) a o'lexpÍ-ot0 - -T}

0 exemplo a seguir' foi cons ídet'ado por Sprott(1961)
e envolve dois difer'entes tipos de distribuições

Exemplo 4.3.5: Suponha que y e z são duas observações independentes
onde z ê not'malmente distribuída com média o e variância l e z tem

distrjbulção gama com parâmett'os m e e'ko. Note que eO : y - o e
el = e'K'Jz são duas quant idades pivotajs independentes onde

en - N(0,1) e el~ G(m,l), onde G(m,l) I'epresenta a dlstr'ibuição
gama com parâmetros m e 1. Não ê difícil ver que o é parãmetr'o de

locação para(y,z') onde z' ;:-logz. Para Isto basta lembrar que
l o g e4

logel: k(o-z'). Assim, se ej:: -----lÍ-- então, a densidade ficucial
de o será

g(ojy,z) « pO(eO)pl (el)

onde pO e pl são as densidades de eO e el' t"espectivamente

o0o
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A densidade conjunta de - então X e expressa como 

t 
f ( x !e ) a: exp{-0to - _1} 

0 

n n 
onde to = I y. e t = I z . . 

. 1 1 1 i = 1 1 
1 = 

A densidade fiducial, como antes, sera 

O exemplo a seguir foi cons i derado por Sprott (1961 ) 

e envolve dois diferentes tipos de distribuiç5es. 

Exemplo 4.3.5: Suponha que y e z sao duas ob~ervaç5es independentes 

onde z e normalmente distribuída com media 0 e variância 1 e z tem 
-ke 1 distribuição gama com parâmetros me e .. Note que e O = y - ~ e 

-k0 e
1 

= e z são duas quantidades pivotais independentes onde 

e O ~ N(O,1) e e1 ~ G(m,1), onde G(m~1) representa a distribuição 

gama com parâmetros m e 1. Não ê difícil ver que 0 e parâmetro de 
1 ~ 

locação para (y,z') onde z' = k log _z. Para isto basta lembrar que 
lo g e 1 log e 1 = k(0-z'). Assim, se e1 == k então, a densidade ficucial 

de 0 serã 

onde pO e p1 são as densidades de e O e e1, respect i vamente. 

ººº 





CAPÍTULO 5

14ÉTODO FIDUCIAL CASO F4ULTIPARAMETRICO

A proposição deste capítulo ê apresentar as cond ições ne
cessãrjas para a utilização do método fiducial multiparamétrico e dis

cutir alguns exemplos {nlportantes dentro do contexto desse método

Também aqu i é necessário encontrar t:(tl,...,t,) uma es-
tatTst íca suficiente com relação a o. Abordaremos apenas o caso em

que a d.étneitóãa de t é igual ã dimensão de o e t ê suficiente completa

comrelação a o. No caso em que as dimensões são diferentes e n êo
tamanho da amostr.a ê necessário encontrar uma estat:estica ancilar.

u:(ul'...,Un.k) e pr'oceder de forma análoga ao que foi descrito no c.g
se un{ paramétri co ( seção 2 . 3)

Na seção 5.1 fazemos a extensão, para o caso multiparamé

trica, do método de quantidades pivots is e apresentamos as respectivas

impljcaç6es. Na senão 5.2. apresentamos outt"a forma de encontrar d is
tr'íbuiçÕes fiducia is multipat'amêtt"ices: ê o método passo-a-passo. Es

ta segunda alternat iva de metodologia é indicada por Fisher como sen-
do mais adequada. Alguns comentários ã respeito dessa adequação são
feitos no decor'rer da exposição. Uma discussão mais detalhada é apõe
sentada pat'a o caso biparamétrico

Finalmente, na seção 5.3. apresentamos um dos exemplos

mais conhecidos de d istribu íções fiducia ís: a distribuição de Behr'ens

-Fisher e o principio de Difusão

CAPÍTULO 5 

MÉTODO FIDUCIAL: CASO MULTIPARAMÉTRICO 

A proposição deste capitulo e apresent a r as condições ne 

cessãrias para a utilização do método fiducial multiparametrico e di~ 

cutir alguns exemplos importantes dentro do conte xto desse metodo. 

Tambem aqui e necessario encontrar t=(t 1 , ... ,tk) uma es 

tatistica suficiente com relação a 0. Abordaremos apenas o caso em 

que a dimen~~o de te igual ã dimensão de 0 e te suficiente completa 

com relação a 0. No caso em que as dimensões sao diferentes e n e o 

tamanho da amostra e necessãrio encontrar uma estat,stica ancilar 

U=(u 1 , .. '. , un-k) e proceder de forma anãloga ao que foi descrito no ca 

so uniparamijtrico (seção 2.3). 

Na seção 5.1 fazemos a extensão, para o caso multiparamf 

trico, do metodo de quantidades pivotais e apresentamos as respectivas 

implicações. Na seção 5.2. apresentamos outra forma de encontrar 'dis 

tribuições fiduciais multiparametricas: e o método passo-a - pas so. E~ 

-ta segunda alternativa de metodologia e indicada por Fisher como sen-

do mais adequada. Alguns comentarias ã respeito dessa adequação sao 

feitos no decorrer da exposição. Uma discussão máis detalhada e apr! 

sentada para o caso biparametrico. 

Finalmente, na seçao -5.3. apr~sentamos um dos exemplos 

mais conhecidos de distribuições fiduciais: a distribuição de Behrens 

-Fisher e o pr{ncfpio de Difusão. 
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5.1. Quantidades Pivotais

A ampl cação do conceito de quantidade pivotal para o caso

multíparamétrico consiste em considerarmos e como função de

t:(tl'...,tk) e o:(oj '... ,ok) onde t ê uma estat:estica suficien-
te com respeito ao parâmetro o e de mesma dimensão deste. Lembremos

que a distribuição de .g ê independente de o.

A quantidade pívotal .g(o;t) pode ser utilizada para encoB

trai a distribuição fiducial de o, g(o/t), se sat isfizer condições a-

nálogas aquelas apresentadas na seção 2.2.2, considerando na conde -
ção(i i) apenas a inverslbiljdade de .g(o;t) em o e substituindo(iii)
por

({ii) e(o;t) tem derivadas parc iajs conxLI'nuas com jacobjano
di-fei'e n t e d e z ero

lqo entanto, no caso multiparamétt'ico podemos ter dlfer'entes quanbidg

des pivotais que se encontram dente'o das condições acima e qualquer

uma delas pode ser utilizada para encontrar g(0/t). 0 exemplo a se-

guir ilustra esta s í t;unção e fo i um dos pt'imeiros apresentados par'a
êste mét o do . (Fjs h er , 1 941 )

Exemplo 5.1.1: Sejam XI'...,Xn v.a.i. i.d. com cljstribujção N(u,a:)

Sabemosque el :-Í(i-u) - f1(0,1) e e2 : (n-l)s .Xz(n-l) eque

e. e e. s ão i ndependentes
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5.1. Quantidades Pivotais 

A ampliação do conceito de quantidade pivotal para o caso 

multiparametrico consiste em considerarmos e como função de 

t = (t 1 , ... ,tk) e 0 = (0 1 , ... ,0k) onde t e uma estat,stica suficien

te com respeito ao parâmetro 0 e de mesma dimensão deste. Lembremos 

que a distribuição de e e independente de 0. 

A quantidade pivotal e(0;t) pode ser utilizada para enco~ 

trar a distribuição fiducial de 0, g(0/t), se satisfizer condições a

nálogas ãquelas apresentadas na seção 2.2.2, considerando na -condi -

çao _(ii) apenas a inversibilidade de e(e;t) em 0 e substituindo (iii) 

por 

(-i i i) e( 0 ; t ) tem derivadas pa r ciais contlnuas com jacobiano 

diferente de zero. 

No entanto, no caso multiparametrico podemos ter diferentes quantid! 

des pivotais que se encontram dentro das condi ç5es acima e qualquer 

uma dela s pode ser utilizad a para encontrar g(0/t). O exemplo a se

guir ilustra esta situaç[o e foi um dos primeiros apresen t ados para 

este mêtodo. (Fisher,- 1941). 

Exemplo 5.1.1: Sejam x
1

, ... ,Xn v.a.i.i.d. com distribuição N(µ,cr 2
) 

Sab emos que ln( - ) ( ) e1 = ~a x - µ ~N0,1 e (n-1)s 2 2 
·· x ( ) e que n-1 

e1 e e2 sao independentes. 
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Assim a quantidade p ivotal .g(x,s:;u,a:) :(el'e2) pode ser ut il íza-
da par'a encontrar a djstrjbuição fiducial de(u,a2) que tem a seguin
te ex pressão:

n-l

':-«,:ufg(u,aZ/i,s:) : -$-
7

(n-l )s:

Como o método p ivotal não estabelece que e(!,sa,p,a')

deve ser Ün ica, podemos encontrar g(u,a2/!,sz) através de outra qual

tidade p ivotal .g'(x,s',u,a');(el'e2) onde

.{ : -4$:Q ~ t... .

e'(!,sz,p,a2) produz a mesma densidade f iduclal encontrada com

e (i ,s : ,p , a')

n-l )s: +e n(k-p):] xli

Em geral, o método pjvotal multjparamêtl"lco é pouco att'ativo

porque exige uma grande quantidade de operações complicadas. Além

disso, dpeendendo das quantidades pivotajs escolhidas, os resulta-

dos podem ser dífet'entes. Mauldan(1955) apr'esentou o seguinte exem

plo onde i sto o co rre

Exemplo 5 . 1 . 2 bons adere a segu ante densidade de x,y,z

f(x,y,z/ol 'o2'o3) : v'laia zcogo3xy expÍ-;(olx:+20l o2xy sen o3 sen z + oãyz) }

comx>0,y>0 e -7<z<lsol>0,'o2>0 e -'Z<03<2

Usando as quantidades pivotais el : olx coso3' e2 ; Q2y cosz e
e3 : Olxseno3 + 02ysenz a densidade acima pode ser reescrita como

- 87 -

Assim a quantidade pivotal !(x,s 2 ;µ,o 2
) = (e 1 ,e 2 ) pode ser utiliza

da para encontrar a distribuição fiducial de (µ,o 2
) que tem a segui~ 

te expressão: 

ln ( -n 
= - expy-

~o l2o 2 

~[ li . (
- ) 2 ~1/2) (n-1)s 2 f-(n-1)s 2

} x- µ n exp1 
r( - ) a2 l o2 -z-

Como o método pivotal nao estabelece que !(x,s 2 ,µ,o 2
) 

deve ser iinica, podemos encontrar g(µ,o 2 /x,s 2 ) através de outra qua~ 

t .d d . t l '( 2 2 ) ( ' ') d , a e p1vo a ! x,s ,µ,i;5 = e
1

,e 2 on e 

e·' = ln( x-µ) ~ t e 
1 s n-1 e' 2 = -

1 [(n-1 )s 2 + n(x-µ) 2 ] _ x2 

0
2 n 

e'(x,s 2 ,µ,a 2
) produz a mesma densidade fiducial encontrada com 

Em geral, o metodo pivotal multiparametrico ê pouco atrativo 

porque exige uma grande quantidade de operações complicadas. Alem 

disso, dpeendendo das quantidades pivotais escolhidas, os resulta

dos podem ser diferentes. Mauldan (1955) apresentou o seguinte exem 

plo onde isto ocorre: 

Exemplo 5.1.2: Considere a seguinte densidade de x,y,z 

com x > O , y > O e n n O O 1T . 8 n - 2 < 2 < 2 ' 8 1 > ' · 8 2 > e -2 < 3 < 2 

Usando as quantidades pi votais e 1 = 0 1x cos 0 3 , e2 = 0 2y cos z e 

e 3 = 0 1x sen 0 3 + 0 2y sen z a densidade acima po~e ser reescrita como 
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x'l(Olxcos 03)(OIO: cos 03y)exp {- 2 [O'xz(cos'03+sen'03) +

+ Oãyz(coszz + sen:z) + 20102xy sen O3sen z ]}

donde resulta que a distribuição de el'e2'e3 pode ser representada
at ravês da den si dade

( 5 . 1 . 1 ) p(el'e2'e3) :T el expÍ'(el+e2+eã)} com el >0 , e2>0 e -"<e3<"

Como .g =(el'e2,e3) ê uma quantidade pivotal com densidade(5.1.1) e

satisfaz as condições indicadas no in:ido desta seção, então a djstri

btijção fjducial conjunta de ol,OP.,O? é obtida através de

g(0j '02 ,o3/x ,y,z )

x cos o3

0

s ell

p( el 'e2 ,e 3)IJ
0

-ol x sen ol

0

ol x cos o3

onde y cas z

y sen z

co s z

o u s eJ a

( 5 . 1 . 2 ) g (ol 'e2 ,o 3/x ,y ,z )

: oÍx:ycaso3cos z exp { l(olxa 201o2xy sen o3 sen z) }

Obter-/e que a natur'eza sjmêtrica de f(x,y,z/ol 'o2,o3) nos permite:de
f'in'ir. também as segu'in"ues quant'idades p'ivotajs

'l : olx'''s z, eZI o2y cos o3, el; elx sela z + o2y $en o3
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donde resulta que a distribuição de e 1 ,e 2 ,e 3 pode ser representada 

atravês da densidade 

(5.1.1) 

Como e= (e
1

,e 2 ,e 3 ) e uma quantidade pivotal · com densidade (5.1.1) e 

satisfaz as condiç5es _indicadas no inlcio desta seção, então B distri 

b u i ç ão f i d u e i a 1 e o n j u n t a d e 0 
1 

, 0 2 ., 0 3 ê o b t i d a a t r a v ê s d e 

o ;ide 1 J 1 --

ou s eja 

(5.1.2) 

o 

o 

y co s z 

y s en z 

o 

Observe que a natureza simêtrica de f(x,y,z/ 01 ,0 2 ,0 3) nos permite de

fi nir l ambem as seg ui ntes quantidades pivotais 
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e procedendo de for'ma análoga, a distribuição conjunta de el,eá,ei;
pode s er escri ta como

p ' ( ' 1 , ';1 J- '; '* - 2 . 2

'á * 'á

A distribuição fjducjal de o.,oP,o2 resultante ê

(5 . 1 . 3) g ( ol 'o2 ,o 3/ x ,y ,z )

+ O;xy3coso3 cos z exp {- ; '(olx: 20lo2xy sen o3sen z )}

pois,nestecaso lü'l ; xy:o2cosz. Note que(5.1.2) e(5.1.3) são
diferentes, o que mostra que o argumento fldÚcial nestas condições
não esta bem definido. Outros exemplos como este constam de

Fieller (1 95 4 ) e C re asy (1 9 5 4 )

Devido a exemplos como este acima,Fisher(1956) definiu

um método para encontrar a distribuição fiducjal multipat"amêtrjca

ã qual deu o nome de método "passo-a-passo'' e que segundo ele é um

processo ''r'igo)'oso" de consta'ução da distribuição conjunta dos para
metros

5.2. método Passo-a-Passo

Esse método ê definido pat'a s ítuações onde temos as seguir
tes co nd ições:
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e procedendo de forma aniloga, a distribuição conjunta de ei ,e~,e~ 

pode ser escrita como: 

2 

e' 2 

A distribuição fiducial de 0 1 ,0 2 ,0 3 resultante e 

(5.1.3) 

pois, neste caso IJ' 1 = xy 2 0 2cos z Note que (5.1.2) e (5.1.3) sao 

diferentes, o que mostra que o argumento fid~cial nestas condições 

não esti bem definido. Outros exemplos como este constam de 

Fieller (1954) e Creasy (1954). 

Devido a exemplos como este acirna,Fisher (1956) definiu 

um metodo para encontrar a distribuição fiducial multiparametrica 

ã qual d eu o nome d e meto d o li passo - a - passo li e que segundo e l e e um 

processo "rigoroso" de construção da distribuição conjunta dos parâ

metros. 

5,2. Hétodo Passo-a-Passo 

Esse metodo e definidci para siiuações onde temos as segui~ 

tes condições: 
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1) A função densidade de t pode ser fatorada como

f(tl,..,tk/01,...,0k): fl(tl/01)f2(t2/tl,01,02) " ... x

x fk(tk/tl ,tk.l 'ol '... ,ok)

2) A função distribuição de probabil idades, F.i, assoc fada a f.i sa
tisfaz as condições estabelecidas no caso uniparamétrico para a
obtenção da distribuição fiducial (seção 2.2.1)

Cada f.i é ui;ilizada para encontrar a d istríbuição fiducial

de o.i condicionada ao conhecimento de tl'...,t.i e ol'...,o.i.l As

densidades condicionais serão decotadas por' g{(oi/tl'.-,t{ ,ol '.« ,oÍ.l)
0 seu produto resulta na distribuição fjducial conjunta de OI,...,OI..

0 seguinte exemplo devido a Fishet"(1956) ilustra esta si-
tua çao

Exemplo 5.2.1: Cor]sjdet'e o caso de uma nornta] bivar'fada com média

(ul'u2), varíâncjas(al'a2) e coef icjente de cor'relação p. Da amos-

tl'a(xl 'yl),...,(x,.,y..)) obtêm-se o valor da estatística suficiente

(21'12,sli,sã,r). flosso iH'cedesse é obter a distribuição f iducial con

j u nt a d e (ul 'u2 ,al 'a2 'p )

Passo 1: F'isher em 1915 ob teve câ dlstr'ibujção de I'', coefjc'lente de
correlação amostrar que sÕ depende de p. Assim

n-l n=4 . .

fl (r/p) : Til;!;-- (l -p:)'r( t-r:jr {.il:1;;5üz (igiddr
0 $ 0 $ T

a(-p r)'

onde cos o
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1) A função densidade de t pode ser fatorada como 

2) A função distribuição de probabilidades, Fi, associada a fi sa

tisfaz as condições estabelecidas no caso uniparametrico para a 

obtenção da distribuição fiducial (seção 2.2.1). 

Cada f; e utilizada para encontrar a distribuição fiducial 

de 0i condicionada ao conhecimento de t 1 , ••• ,ti e 01"'' .. ,0i_ 1 • As 

densidades condicionais serão denotadas por gi(0i/t 1 , ... ,ti ,0 1 , ... ,0i_ 1). 

O seu produto resulta na distribu i ção fiducial conjunta de 0
1 , ••• ,0k. 

O seguinte exemplo devido a Fisher (1956) ilustra esta si

tuação: 

Exemplo 5.2.1: Considere o caso de uma normal bivariada com media 

( µ 1 ,JJ 2 ), variâncias {a1,cr~) e coeficiente de correlação p. Da amos

tra (x .
1
,y 1), •.• ,(x

11
,y

11
)) obtêm - se o valor da estati"stica suficiente 

(x 1 ,x 2 ,s 1,s 2,r). Nosso interesse e obter a distribuição fiducial con 
. ... d ( 2 2 ) JUílLa e µ 1 ,JJ 2 ,a 1 ,a 2 ,P, 

Passo 1: Fisher em 1915 obteve a distribuição der, coeficiente de 

correlação amostral que sõ depende de p. 

n-1 n-4 
f
1 
(r/p) = --- ( l-o 2

)_2_( 1-r~T 
·rr(n-3)! 

onde cos 0 = - pr e 

Assim 

')n-2 
º (~)dr 
( )n-2 sen tf a -P r 
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Como a distribuição de r não depende de outro par'âmetro a não. ser de

p, então a d istribuição fiducjal de p é

,.«,,, : JT rr
onde FI(r/ p) : l fl(r/p)dr

Pas se 2 A densidade condicional de(sl ,sp) dado t' será

f (s l s 2/ r ,p ,al 'a2 ) ;

:el; '; ;,"-: «-ÜWH - «. 4 * ;11} -
ala2

n-2 0a
serion

(senado

Com base nesta densidade, fp, encontramos a distribuição

fiducial de al'a2condic íonada a p,sl's2)r'. Isto ê,

s . s .

g2(al,a2/sl's2,r,p) " f2(sl,s2/r,p,al'a2) ' ;,

Passo 3: A d istribuição condicional de(1l'i2) dado(sl's2'r) é nor
mal com média(ul'p2), variância((a')/n,(a')/n) e coeficiente de
correlação p. A distribuição fiducial de(u.,p2) condicionada em

al'a2'p e 11'12'sl's2,r ê nor'mal com média (11'12) varjâncía
((aÍ)/n,(a2)/n) e coeficiente de correlação p e é denotado por

g3(ul 'u2/il'12'sl 's2 'r,al 'a2 'p)
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Como a distribuição der nao depende de outro parâmetro a nao. ser de 

P, então a distribuição fiducial de P e 

onde 

Passo 2: A densidade condicional de (s 1 ,s 2 ) dado r serã 

Com base nesta densidade, f 2 , encontramos a distribuição 

fiducial de a 1 ,a2 condicionadaa p,s 1 ,s 2 ,r. Isto e, 

Passo 3: A distribuição condicional de (x 1 ,x 2) dado (s 1 ,s 2 ,r) e nor

mal com media (µ 1 ,µ 2 ), variância ((o1)/n,(a2)/n) e coeficiente de 

correlação p. A distribuição fiducial de (µ 1 ,µ 2 ) condicionada em 

º1,º2,P e x1 ,x2,s1 ,s2,r e normal com me~ia (x1 ,x2) variância 

((o1)/n,(o~)/n) e coeficiente de correlação p ·e e denotada por 
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Pa s se 4 g( )ij ' LZ 'al 'a2,p/il'i2 's l 's2 ,r)

gl(p/r)g2(al 'a2/sl 's2,r,p)g3(ul 'u2/il 'i2'sl 's2,r,p,al 'a2)

Incluímos este exemplo, por ser um dos mais conhecidos da

inferência fiducjal multiparamétrica

No entanto, não apresentamos todas as condições necessá-

rias para que a distribuição fiduc íal conjunta seja vãl ida. Faremos

Isto a seguir, onde o método passo-a-passo é apresentado em detalhes
para o caso onde k=2

Caso Bjparamêtrlco: A função densidade de(t.,t.) estat:ísticas sua

cientes para(OI ,op), pode ser' fatorada como

f(tl 't2/ ol 'e2 ) f[ ( t[ / o] ) f2 ( t 2/ b] ,o] 'o2 )

Então a d]sxcribuição f]ducia] de(o,,Q2) será

g(0j 'o2/ tl 't2 ) gl ( ol / tl )g 2 (02/ ol ,tl 't2 )

onde

e

l íl /'l)d''gl ( ol / t l !b-i.:.1/3i.-l com FI(tl/ol)

g2(o2/ol 'tl 'tz) : -?:l.E- ao2 com

F(t2/tl'ol 'o2) ,ol'o2)dv

Evidentemente para obter'mos g(oj 'o2/tl 't2) õ necessário que
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Incluimos este exemplo, por ser um dos mais conhecidos da 

inferência fiducial multiparamétrica. 

No entanto, não apresentamos todas as condições necessa

rias para que a distribuição fiducial conjunta seja vãlida. Faremos 

isto a seguir, onde o método passo-a-passo é apresentado em detalhes 

para o caso onde k=2. 

Caso Biparamétrico: A função densidade de (t 1 ,t 2 ) estatísticas súfi 

cientes para (0 1 , 02 ), pode ser fatorada como 

Então a di st ribuiç ão fiduci a l de ( 0
1

, 0 2 ) serã 

onde 

e 

com 

Eviden t emente para obtermos g( 0 1 , e2/t 1 ,t 2 ) e necessãrio que 
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1 ) Os dom:idos dos parâmetros devem ser de variação independente,

ou seja, (ol'o2)' (ai x(D2 onde G3)l eG)2 são os domínios de OI e
o2 respectivamente

l l )
Definindo oT :ol'(ti):lol ; FI(tl/OI) ; a} e

O;= O2(t2/tl'OI) =ÍO2; F2(t2/tl,OI,02) ; a}, os intervalos fi
duc ia is(-m,o.i) de F.i , {=1,2,com probab illdade f iducial(l-a)
possuem a propriedade de confiança(seção 3.2)

[[[) A dista'ibuição fiducia] mat'gina] de o2 também deve possuir a
propriedade de confiança, ou seja, se

'G2 ( o2/t l ' t2 (0 ol ) g 1 ( o/t t
2 2 2

o2

g 2 (v/tl 'ol '02)c1020 =
2

/tl )dol

onde G2(o2/tl 'ol

então, os intervalos fjducjajs de 62 devem possuir uma "propri.g
dad e d e co n fi an ça es pe Fada''

Quanto as restrições acima fazemos as seguintes observa
çoes

a ) Ao encontrar g2(o2/tl,ol,t2) consideramos. ol como um valor conhe-

cido. Nestas condições (tl,ol) nos dã a "configuração'' de o2 i.!
to é,(tl 'ol) faz o "papel''..da estatística ancilar u, no caso uni-
paramétrico (seção 2.3), contudo ol ê um parâmetro e não uma esta
tÍsti ca
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I) Os domlnios dos parimetros devem ser de variação .independente, 

ou seja, (o 1 ,o2 ) <:: 8 1 x0 2 onde 8 1 e G\ são os domlnios de 01 e 

02 respectivamente. 

II) Definindo 0~' =0~(t 1 ) ={0 1 ; F1 (t 1/ 01 ) = o: } e 

0~ = 0~(t 2;t 1 ,0 1 ) ={o 2 ; F2 (t 2/t 1 , 01 ,02 ) = o:}, os intervalos fi 

duciais (- 00 ,0<:) de F. , i =1,2,com probabilidade fiducial (1- a ) l 1 

possuem a propriedade de confiança (seção 3.2) 

III) A distribuição fiducial marginal de 02 tambêm deve possuir a 

propriedade de confianç a, ou seja , se 

çoes: 

G2 ( 02;t 1 ,t2 ) = f G2 ( 02;t 1 st 2 ,0 1 )g 1(0,Jt 1 )d 01 
1 

o 

onde G2 ( 0 2;t 1 , 0 1 ,02 ) •L~g 2 (v/t 1 , 0 1 ,0 2 )d 0 2 

e n t ão , o s i n t e r v a l o s f i d u c i a i s d e G 2 d e v em p o s s u iJ~ u 1n-a II p r o p r i ~ 

dade de confiança esperada 11 

Quanto as restrições acima fazemos as seguin t es observa-

a) Ao encontrar g2 (0 2;t 1 ,0 1 ,t 2 ) consideramos _ 01 como um valor conhe 

cido. Nestas condições (t 1 ,0 1 ) nos dã_ a 11 configuração 11 de 02 i~ 

to ê,(t 1 ,0 1 ) faz o 11 papel 11 da estatlstica ancilar u, no caso uni

paramêtrico ·(seção 2.3), contudo 0 1 e um par~metro e não uma esta 

t1stica. 
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b) É interessante notar que se a restrição(1) não estiver satisfez

ta, então oi contém informação relevante sobre o2 e assim devido
a obsei"vação (a) o conjunto de referência de o2contém subconjuntos

rel eva ntes (seção 2 . 2 )

c) A restrição 111 indica que além de ol e o2 terem variação ande

pendente, o quantia(l-a) de 62 que é 02(tl't2) é tal que
(-m,($(tl't2)) possuí a propriedade de confiança "lndependert.{e" de

ol' Em outras palavras, V ol( (8)l ' ] a(ol) c (0,1) tal que

(5.2.1) o;(tl 't2 (t2 / tl 'ol )

«(o . )

onde o2''l(t2/tl'ol) ê o quant il(l-a(ol)) de G2(o2/ol'tl't2). Qual.
do ( 5. 2,1 ) é vãl ída t emo s

( 1 --) a2 (o;(tl 't2 )/t;l 't2 ) G2(o;(t2,tl)/tl 't2,ol)g(ol/tl)dol

IÍ (l-a(ol))g(ol/tl)dol
®l

o que induz uma p,top,t,Cidade de canáZança e6peA.anda aos intervalos de

GP, ou seja, se "eliminamos" o. , 6P tem toda a informação relevante

sobre e2' I'lesta condições, o conjunto de referência de (ol'o2) ap.g

rentemente não possui subconjuntos t'elevantes

Pedersen (1978) apresentou uma condição ,óuálc,benze pat'a

qtle 111 esteja satls fe ita: Ex istem duas funções m e h tais que
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b) t interessante notar que se a restrição (I) nao estiver satisfei 

ta, então 0 1 contem informação relevante sobre 02 e assim devido 

a observação (a) o conjunto de referência de 0 2 contem subconjuntos 

relevantes (seção 2.2) 

c) · A restrição III indica que alem de 0 1 e 02 terem variação inde -

pendente, o quantil (1-a) de G2 que e e~(t 1 ,t 2 ) e tal que 

(~ 00 ,0~(t 1 ,t2)) possui a p·ropriedade de confiança "inde.pe.nde.n.te." de 

01. Em outras palavras, V 0 1E @ 1 , j a(0 1) e=: (0,1) tal que 

(5.2.1) 

a ( 0 .
1 

) _ 

onde 02 (t 2/t .
1

,0 1) e o quantil (1-a(0 1)) de G2 (0 2;0 .1,t 1 ,t 2 ). Quan 

do (5.2.1) ~ vâlida temos 

(1- a) ª G2( 0; (t1 ,tz )/ti ,tzl ª l G2( 0;(tz,t1 )/t1 ,tz ,01 )g(01ft1 )dei 

1 • 

= f (1 -a (01))g(01;t1)d01 
81 

o que induz uma p~op~iedade. de. con6ianca e.6pe.~ada aos intervalos de 

-G- ou seJ· .. Sª 11 e·•,~1m1·namos 11 2, a , '- 01 , G2 tem toda a informação relevante 

sobre 0 2. Nesta condições, o conjunto de referência de (0 .1 ,0 2 ) apa 

rentemente não possui subconjuntos relevantes. 

Peder~en (1978) apresentou uma condição 6u6icie.nte. para 

que III esteja satisfeita: Existem duas funções me h tais que 
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ah(tl't2;o2)
f(tl,t2/ol,o2) : m(tj 'h(tl 't2;o2)/ol) ----- aça

Contudo, aparentemente não se conhece uma forma de assegurar que a

restrição 111 ê ou não valida, quando(5.2.2) não ê verdadeira

(5.2.2)

d ) Se f2(t2/tl,ol'o2) = f2(t2/tl'o2) então 111 é medlata. Logo as
(l J (l .

regiões(ol $ oll, o2 s o22) têm probabilidade fiducja]

( 1 - al ) ( l -a2 )

Um exemplo que caracteriza esta situação ê aoresentado a seau ir

Exemolo 5.2.3: Considere o caso de uma dista'jbuição N(u,a2). Então

f(!,s/u,a') :f2(i/s:,u)fl(s2/b'). Note que

f2(i/s:,u,a'):f2(i/s:,u) então g2(u/!,s:) e gl(a:/s:) são densidades fi
duc ia is ta is que u e a2 são condicionalmente independentes (condiclo

nal a i e s:). E portanto, a djstr' ibuição co-ajunta de(u,a) não apõe
sent a s u bco nj u n tos r'el eva nt es

e) Em muitas situações a densidade de(tl,tp) pode ser' fatorada de
duas for'mas di ferentes

(5 . 2 . 3 ) f(tl't2/ol,o2) f(tl/ol)f(t2/tl'ol'o2)

1 5 . 2 . 4 ) f(tl't2/ol 'oz) f(t2/o2)f(tl/t2,ol'o2)

Nem sempr'e(5.2.3) e(5.2.4).produzem o mesmo resultado. Par'a dec i
dir entre uma delas é importante verificar se estão satisfeitas as
condições (1) , (11) , ( 111)

0 seguinte exemplo (Dempster, 1963) i lustr.a a obser'vação e)
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(5.2.2) 

Contudo, aparentemente não se conhece uma forma de assegurar que a 

restrição III~ ou nâo vãlida, quando (5,2.2) não e verdadeira. 

d) Se f 2(t 2/t
1 ,0 1 ,0 2) = f 2(t 2;t 1 ,02 ) então III e imediata. Logo as 

regiões (0 1 s 0~ 1 , 02 s 0;2 ) t~m probabilidade fiducial 

Um exemplo que caracteriza esta situação e apresentado a seguir 

Exemplo 5.2.3: Considere o caso de uma distribuição N(µ,cr 2
). Então 

f(x,s/µ,cr 2
) =f2(x/s 2 ,µ)fds 2 (cr'-). Note que 

f 2(x/s 2 ,µ;cr 2)=f 2(x/s 2 ,µ) então g2(µ/x,s 2 )e g
1

(cr 2 /s 2 ) sao densidades fi 

duciais tais queµ e cr 2 são condicionalmente independentes (condicio

nal a x e s 2
). E portanto, a distribuição co·njunta de (µ, a ) não apre

senta subconjuntos relevantes. 

e) Em muitas situações a densidade de (t 1 ,t 2 ) pode ser fatorada de 

duas formas diferentes: 

(5.2.3) 

(5.2.4) 

Nem sempre (5.2.3) e (5.2.4) .produzem o mesmo resultado. Para deci

dir entre uma delas e importante verificar se esião satisfeitas as 

condições (I), (II), (III). 

O seguinte exemplo (Dempster, 1963) ilustra a observação e): 
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Exemplo 5.2.4: Considere novamente o caso da distribuição N(u,a')
Desejamos inferir sobre u/a e a. A estatística suficiente neste

caso é(x,s), cuja função densidade pode ser fatorada como em(5.2.3)

e ( 5 . 2 . 4 ) , ouseja,

( 5 . 2 . 5 )

ou

( 5 . 2 . 6 )

'(}

'({

,a) : f({/s, l- ,a)f(s/a)

,a) f( -;/k)f / ,E,a

No p rímel ro c a se a dis t ri

N(? : , !!%:n) e a djstrib

dade pivotal -(!iz

b u'ição condicional de { dado s õ

de s é encontrada a partir da quanta

stribuíção Xn.I' No segundo caso a

ado } é rilg!! ,(.:s:)/l:Je ,m(})/\

com(n-.l) graus de l íberdade e para-

ui çao

tem d i

dis t ri bui ç ão c o nd i cio n al de s d

tem dista"{ bul ção t não ce
metro de não central idade

n tt'a l

ã'(1)a
) most

o s ca

cle a

ntrada

Dempster (1 963

de (a) é a mesma em diabos

da d e fid u c i a] co n d i c i o n a ]

ê ({) vezes a aquela enco
cla d e fid u c{ al c o nj urtta g (

{ g u a l a

rou que a densidade flducjal marginal
sos. 0 mesmo não ocorre colo a deilsi-

dado ! encontr'ada através de (5.2.6)que

aLFa./és de(5.2.5). .Assim a densi-

, s) obtida eln cada um dos casos ê

n-l
Nn (1/2) 2

aã:ií r(.nÍ.)
(o r{ g { n ã rí a d e ( 5 . 2.5))

n-l

exp
Í-(n-l)s:

( 5 . 2 . 7 )
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Exemplo 5.2.4: Considere novamente o caso da distribuição N(µ,o 2
). 

Desejamos inferir sobre µ/o e a. A estatistica suficiente neste 

caso e (~,s), cuja função densidade pode ser fatorada como em (5.2.3) 

e (5.2.4), ou seja, 

-
(5.2.5) f(!s/\:!_o) s , o , = f( ! /s !:!_ s , o ,o )f( s/o) 

ou 
- - -

(5.2.6) f ( f ,s/ ~ , o) f( !;!:!_ )f(s/ ! g_ o) 
s a s'a' 

-
No primeiro caso a distribuição condicional de; dados e 

N( Q H ns
2

) e a distribu i ção de se encontrada a partir da quanti
s o '7 

(n-1)s 2 2 dade pivotal 
O 

que tem ct ·i stribuição x
11

_ 1• No segun do caso a 

-
distribuição condicional de s dado! s 

-e 

tem distribuição t · não central com (n - 1) graus de liber dade e parã

m e t r o d e n ã o c e n t r a 1 i d a d e /n ( l!.) • 
a 

Dempster (1963) mostrou que a densidade fiducial marginal 

de (H) e a mesma em amb os os casos. O mesmo nao ocorr e com a densi
o 

dade fiducial condicional de 0 dado H encontrada atraves de (5.2.6)que 
a 

e (~) vezes a aquela encontrada atrav~s de (5.2.5) . Assim a densi
o -

dade fiducial conjunta g(H a/!, s) obtida em cada um dos casos~ 
a ' s 

igual a 

(5.2.7) 

(originária 

n-1 
ln (1/2)2 

*' r(~21) 

d e ( 5 • 2 • 5 ) ) 

2 [(11- ·1 )s 2 

a 
0

2 

n-1 

)
- 2- Í-(n-1)s 2 

exp, 
~ 2o 2 

- 7)(- -~ - H) n s x 2
} 

e. a s a 
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n-l

(5.2.8) M (1/2)''2'2

(origjnãria d e ( 5 . 2. 6))

n

I'«- e'=' - ; .} { - t,:}(n-l ) s:

Se assumirmos tl : x ,ol = u , t2 : s, O2

ção proposta no segundo caso, (5.2.6) verificamos que esta satis-

faz a condição indicada em(5.2.2) .quando h(tl't2;o2) : s. 0 mes-
mo não ocorre ne Dr'imeiro caso,(5.2.5). Com base nestes resultados

a indicação ê que a farol"ação do prime íro caso não apresenta subcon

juntos relevantes e portanto ê razoável utjlizã-la

atou'af

f) Nos modelos que possuem com proriedacle de {nvarlâncla sol) ull] gl-u-

po de tr'ansfor'mações G (capa tule 6) não existe pt"oblema de ull íci
dade nas d isto'íbuições fiduciajs. resultantes. Além disso, essa.s

dista'ibuições fiduciais são idênticas ãs distribuições a posterio

ri Bayesla.na com prjoi''l não informativa

A distribuição fiducial conjunta obtida no exemplo 5.2.1,
não satisfaz a restrição 111 e produz uma distribuição marginal de

al e ap incorretat'/ (Dempster', 1963). Quanto a dista'ibuição fiducial
de p dado r, Ft"ases' (1961 a) mostra, utilizando invat'iãncía (cap:ítulo

6) que esta õ uma distribuição fiducial valida, ou seja, possue a pr.g
prl ed ad e de co n fia n ça

(+) Incorreta no sentido de não possuir propriedade de confiarlça esperada, pois
depende de p (quando p=0, essa distribuição fiducia-l mar'ginal se altera).
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n-1 n 

(5 . 2.8) (1/2)2 2 

(n- 1 ) r 2 - rn:Ta 
rn 

12n [ 
( n-1 ) s 2 l 2 {- ( n-1 ) s 2 

-:_-r- exp 
a 202 

(originãria de (5.2.6)) 

X Se assumirmos t 1 = 5 ,0 1 = ~, t 2 = s, 0 2 = a a fatora -

çao proposta no segundo caso , (5.2.6) verificamos que esta satis ~ 

faz a condição indicada em (5.2.2) '. quando h(t 1 ,t 2 ;02 ) = ~ O rnes -• 

mo nao ocorre no primeiro caso, (5.2.5). Com base nestes resultados 

a indicação~ que a fatoração do primeiro caso não ap r es enta s ub con 

juntos relevantes e portanto~ ra zoãv e l utilizã - la. 

f) Nos modelos que possuem com proried ade de invariância sob um gru 

po d~ transformações G (capitulo 6) nâo existe problema de unici

dade nas distribuições fiduciais re sultante s . Al~m dis so, es sa s 

distribuições fiduciais sao id~ntic as ;s distribui çõ es a post e r i ~ 

ri Bayesiana com priori nao inform ativa. 

A distribuição fiducial conjunta ob t ida no exemplo 5 . 2 . 1 ~ 

nao satisfaz a restrição III e produz uma distribuiç ão marginal de 

a1 e a2 incorreta( *) (Dempster, 196 3). Quanto a di st ribuiç ão fiducial 

d e p d a d o r , F r· a s e r ( 1 961 a ) m o s t r a , u t il i z a n d o i n v a r i â n c i a ( c a p i t u l o 

6) que esta~ uma distribuição fiducial vãlida, ou seja, pos s ue ~ pr~ 

priedade de confiança. 

(*) Incorreta no sentido de não possuir propriedade de confiança esperada, pois 

depende de p (quando p=Ü, essa distribuição fiducial marginal se altera). 
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5 . 3 Distribuição de Behrens-Fisher

A distribuição fiducial da diferença entre médias de duas
normais independentes com variâncias não necessariamente iguais e des
conhecidas, tem interesse histórico como um primeiro exemplo no qual
limites fiduciajs não são l imitei de confiança. Esta distribuição é
conhecida como distribuição de Beht'ens-Fisher

5 . 3 . 1 Duas abot'dagens da distribuição de Behrens-FisheY'

Consideremos duas amostras de tamanhos ni e nP de duas po
pulações normais independentes; a primeira com média pÍ e var'iância

aÍ desconhecidas e a segunda coü média u2 e variância a; também desce
nhecidas. Desejaillos inferir soba'e ul-H2' A densidade fíducial de

pl-p2 pode ser encontt'ada usando as seguintes abordagens

(1) abordagem proposta por Fishei"(1935)

(il 'sl) ê uma estatística suficiente completa com r'elação

Definimos ul ; il+sltl onde tl - tn.l

Analogamente, temos u2 : i2+s2t2 onde t2 - tno-l e é independente
de t.

l

Sejam ul-u2 : ó e i1'12 : d então E: = ó-d = sltl-s2t2'o.E
de sl e sp são conhecidos através da observação da amostra. Fazendo

= . podemos escrever
S

s2
tg
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5.3. Distribuição de Behrens-Fisher 

A distribuição fiducial da diferença entre médias de duas 

normais independentes com variâncias não necessariamente iguais e des 

conhecidas, tem interesse hist5rico como um primeiro exemplo no qual 

limites fiduciais não são limites de confiança. Esta distribuição ê 

conhecida como distribuição de Behrens-Fisher. 

5.3.1. Duas abordagens da distribuição de Behrens-Fisher 

Consideremos duas amostras de tamanhos n1 e n2 de duas po

pulações normais independentes; a primeira com média µi e variância 

a1 desconhecidas e a segunda com media µ 2 e variância a2 também desco

nhecidas . Desejamos inferir sobre µ 1-µ 2 • A densidade fiducial de 

µ 1-µ 2 pode ser encontrada usando as s eguintes abordagens: 

(I) abordagem proposta por Fisher (1935) 

(x
1 

,s1) é uma estatistica suficiente completa com relação 

a (P. 1;ot) . Definimos µ 1 = x1+s 1t 1 onde t 1 ~ tn_ 1 • 

Analogamente, temos µ 2 = x2+s 2t 2 
de t 1 . 

onde 
1 

t 2 ~ t e e independente n2-1 

Sejam µ 1-µ 2 = o e x1-x 2 = d então E= o-d= s 1t 1-s 2t 2 ,o~ 

de s 1 e s 2 sao conhecidos através da observação da amostra. Fazendo 

podemoi escrever 
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1 5 . 3 . 1 )

llii+sz2 ' tacos R -t2sen R

que esta repl'esentada na Figut'a 5.1

Fi gu ra 5 .1 Grãf ico de c'e como função de tl e tP

Fisher(1935) encontrou a distribuição fiducial de É:''; que õ apresen

ta da pel a densa da de aba i xo

( 5 . 3 . 2 ) f(e* at2
tf ) 1/2(1 +

Quando nl e n9 crescem,a distribuição de E:+ tende para uma dista'ibu i-
ção normal, independente de R e quando R é 0o ou 90o a distribuição

definida por(5.3.2) Õ t-Student . Tabelas com valores de nl,np e

;.} (ou' o equivalente ângulo R) dão o valor de Et cora'espondente ã pt'g
babil idade fiducial fixada(por exemplo, Fisher(1941))

2

2

0 teste de Behrens pode ser desci'jto da seguinte forma
( ! . - !. )

para testar ul:u2 podemos calcular d = 1 nl)+(s2/n2)]1/2 e consul
tar a distribuição de c:''','''sã+g pat"a verificar se o desvio com Pela

ção a zero ê ,6,égn,éáZcan.{e
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(5.3.1) 

que estã representada na Figura 5.1. 

Figura 5.1: Grãfico de E* como função de t 1 e t 2 

R 

t 2 

Fisher (1935) encontrou a distribuição fiducial de E* que e apresen

tada pela densidade abaixo: 

(5.3.2) 

Quando n1 e n2 crescem,a distribuição de E* tende para uma distribui-

ção normal, independente de R - o o e quando R e O ou 90 a distribuição 

definida por (5.3.2) e t-Student . Tabelas com valores de n1 ,n 2 e 

s ~ -si (ou o equivalente ângulo R) dão o valor de E* correspondente ã prQ_ 
2 

babilidade fiducial fixada (por exemplo, Fisher (1941)). 

O teste de Behrens pode ser descrito da seguinte forma: 

(x
2
-x

1
) 

=---------~e consul-
[(s1fn1)+(s2/n2)J1/2 

para testar u1=µ 2 podemos calcular d 

tara distribuição de E*ls 1+s 2 para verificar se o desvio com rela . -

çao a zero e ~ignióieante. 
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(11) Abordagem proposta por Fisher(1939)

Neste caso, Fisher util izou a di
j unia de

:.''".; ... 9c.2]- - *: . . 9z.P2
aÍ l a;

essas quantidades pivotais são independentes. Portanto, podemos defi
ni r

que

2( n. -l )s
W

2a

( n2-l) sá

'ã
( 5 . 3 . 3 )

A] ém d{ sso , sabemos também que

[ (il -ul ) (i2-uZ)] N( O , 'Í--'; )

Então, de(5.3.3) juntamente com o resultado acima, temos que

{(1l-U1) - (!2-U2) cÍ-ra2 . tz
( n 2 - 1 ) s 2

'ã

( 5 . 3 . 4 )

onde
t(nl+n2-2) : Lembremos também que {(il-ul)-(i2-p2)}:

: c*(sq+s8)(e''' é o mesmo definido em 5.3.1). A expressão em

(5.3.3) pode ser reescrita colmo segue

«:tP? n;L-» ;l«;«".-''*'«:-'' [,

onde p : (a:)/(a') e R' : (sl)/(s2). Com essa modificação (5.3.4) pode ser r'ees
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(II) Abordagem proposta por Fisher (1939) 

Neste caso, Fisher utilizou a distribuição fiducial con

junta de µ 1 ,µ 2 ,a1 e o2. 

e que 

essas quantidades pivotais são independentes. Portanto, podemos defi 

nir 

( 5 . 3 . 3 ) 

Alem disso, sabemos também que 

Então, de (5.3.3) juntamente com o resultado acima, temos que 

{(x1-µ1) - (x2-µ2)}/a1+º2 
(5.3.4) ~ t2 

{(n 1-1)s 1 (n 2-1)s 2 }·. 
02 02 

1 2 

onde 

= E* (s 1+s 2) (E* e o mesmo definido em 5.3.1). A expressao em 

(5.3.3) pode ser reescrita como segue 

onde p = (o1)/(o2) e R' = (s1)/(s2). Com essa modificação (5.3.4) pode ser rees-
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cr{ ta como

(' e*) : ( n l +n 2 - 2) ( sq + s $1)

( [--i)sit(nl -])+(n2-]) P ]

( e*) : ( nl+n2-2) ( 1 + i5-)
( 1 + }) [nl -] )+(n2-] )l$-]

=

- 'z?:i'sâ '

tz

produz a djstr'ibujção fiducial conjunta de cJ' e p. 0 valor de p õ
desconhecido, no entanto integrando. a distribuição fiduclal conjunta

com relação a p o resultado ê equivalente aquele encontrado em(1) e
i; chamada dZ,6ZA..ébü,éção de Be/l,triz.õ .FZ.óhe4.

A diferença et)tre o método fiducia] e o método dos enter
valas de confiança se torna dar'a na distribuição de Behr'ens-Flshet"

0'lhando a d isto ibuição flducial conjunta de c't e p os intervalos que

esta determina para pl-u2 não são enter'vagos de confiança. 0 inter-
valos abaixo dã uma {dÕia deste fato

(11-12) pl-u2 $ (11-12) + el/:Í+sâ

não õ satisfeita independente de p, pois cl e E:2 são funções de

p ;(al)/(a2). E ass ím os ljmjtes para ul'u2 na distribuição de
Behrens-Flsher' não são limites de confiança, pois "dependem'' de

parâmetY'os que no caso são desconhecidos

- 1 O 1 .. 

crita como 

= ~ t2 

produz a distribuição fiducial conjunta de 2* e p, O valor de p e 

desconhecido, no entanto integrando a distribuição fiducial conjunta 

com relação a p o resultado e equivalente ãquele encontrado em (I) e 

~ chamada di6t~ibuic~o de Beh~en6-Fi6he~. 

A diferença entre o metodo fiducial e o metodo dos inter 

valos de confiança se torna clara na distribuição de Behrens-Fisher. 

O)hando a distribuição fiducial conjunta de s* e p os intervalos que 

esta determina para µ 1-µ 2 não são intervalos de confiança. O inter

valor abaixo dã uma ideia deste fato: 

nao e satisfeita independente de p, pois 2 1 e E 2 sao funções de 

p = (af)/(a~). E assim os limites para µ 1-µ 2· na distribuição de 

Behrens-Fisher não são limites de confiança, pois "dependem" de 

par~metros que no caso são desconhecidos. 
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5 . J. z . r ri nci pl o a a ui T u s ao

Na teoria dos intervalos de confiança, um intervalo(ou

região) de confiança não deve depender de nenhum parâmetro desconhe-

cido. No caso unjparamétrico, vimos (seção 3.2) que um intervalo fi

ducial deve possuir a propriedade de confiança, o que impl ica que um

intervalo fiducial com probabjl idade f iducial(l-a) deve ser um in'
tervalo de confiança com nl'vel de conf lança (l-a). No entanto isto

não é necessariamente verdade no caso multiparamêtrjco e a distribu i

ção de Behrens-Fisher ê um exemplo disto.

Alguns autores como Bartlett(1936) criticaram a distr{
buição de Behrens-Fisher alegando que os intervalos fiduc ia is desta

dista ibu ição não são intervalos de confiança, pois dependem de al/a2'
(colmo fo{ observado na abordagem(11). Podemos concretizar isto aLFa

vés da seguinte observação: considere nl:n2:n, então a estar:estica a
b ai xo

(ul - p2 ) - (il - i2 )

''''s l ''' s ã

( 5 . 3 . 1 )

quando al:a2tem distribuição t-Student corri(2n-2) g.l. Esta mesma es
tat:estica, quando consider'amos a distribuição de Behrens-Fisher depen

de fortemente de si/sã quando n é pequeno e assume valores que são .!
proximadalnente íguajs ao de uma t-Student com(n-l) g.l. Hã, portan-
to uma " p et"da" de (n-l ) g . l

Observando qLLe a dista ibuição de Behrens-F isher õ uma d is

tríbuição marginal , Fjsher(1939) ut iljzou as seguintes considerações

- 1 02 . -

s;3.2. Principio da Difusão 

Na teoria dos intervalos de confiança, um intervalo (ou 

região) de confiança não deve depender de nenhum parâmetro desconhe

cido. No caso uniparamêtrico; vimos (seção 3.2) que um intervalo fi 

ducial deve possuir a propriedade de confiança, o que implica que um 

intervalo fiducial com probabilidade fiducial (1-a) deve ser um in• 

tervalo de confiança com nivel de confiança (1-a). No entanto isto 

na6 ê necessariamente verdade no caso multiparamêtrico e a distribui 

-çao de Behrens-Fisher e um exemplo disto. 

Alguns ~utores como Bartlett (1936) criticaram a distri

buição de Behrens-Fisher alegando que os intervalos fiduciais desta 

distribuição não são intervalos de confiança, pois dependem de a
1

Ja 2 , 

(como foi observado na abordagem (II). Podemos concretizar isto atra 

vês da seguinte observação: considere n
1

=n 2=n, então a istitlstica a 

baixo 

(5.3.1) d = 

Is 2 ~ s 2 ., 2 

quando a 1=a2 tem distribuição t-Student com (2n-2) g.t. Esta mesma es 

tatTstica, quando consideramos a distribuição de Behrens-Fisher depe~ 

de fortemente de st/s~ -quando n e pequeno e assume valores que sao a 

proximadamente iguais ao de uma t-Student com (n-1) g.t. Hi, portan

to uma 11 perda 11 de (n-1) g. t. 

Observando q~e a distribuição de Behrens-Fisher ê uma dis 

tribuição marginal, Fisher (1939) utilizou as seguintes considerações: 
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a ) Intervalos fjducia is dex/ein ter a propriedade de confiança lhas

têm ante)'pretação diferente dos intervalos de confiança, pois a
probabil idade fiducjal Õ encar'ada como uma probabilidade comum.

b ) se al e a2 são conhecidos a distrjbu irão fiduclal de Pl-u2 con-
dicionada em al a2 tem a propi'iedade de confiança. A probab.!
cidade fíduclal associada aos íntel"valas fiducla is, neste caso,

depende de al e a2

c ) Se desconhecemos al e a2, ê r'azoãvel que nossa informação soft"e

ul-p2 seja mais "impt"ecisa'' do que em b). . No entanto, essa "jn
pt'ecisão" não invalida, em pt'inc:ópio, o fato de que podemos as-
sociar' probabilidades fiduclais aos intervalos paramêtrlcos

Com base nisto, conclui que as dlstrjbuiçoes flduciais

margina is que possuem "propriedade de confiança esperada'' , como mos-

tra a restrição 111 da seção 5.2, são válidas como distribuições fi-

ducla is, e justifica atr'avós da seguinte argumen'.anão: é plaus:ível

que a estatTstlca d perca(n-l)g.t quando se retira â infot'mação de

que al=a2, isto é intet'pretado como uma med ída de acréscimo de "in-

certeza" sobre ül-u2' Portanto, a d isto'ibu ição de d Õ menos "concen-
trada" quando desconhecemos o \ralar de al e a2' Esse acrõscjmo de 'in

certeza se refletindo no fato da d istribuição marginal ser ''menos con
centrada" ou com outras palavras, ''mais difusa" é chamado de P,tZllcZ-

péo de l)láü.óãa

Desde que uma djstrjbuição marginal possua a "pr'opríedade

de confiança esperada" o principio de difusão justifica a sua valida-
de

- 1 O 3 -

a) Intervalos fiduciais devem ter a propriedade de confiança mas 

t~m interpretação diferente dos intervalos de confiança, pois a 

probabilidade fiducial é encarada como uma probabilidade comum. 

b) se a 1 e o2 sao conhecidos a distribuição fiducial de µ 1-µ 2 con 

dicionada em o
1 

: a2 tem a propriedade de confiança. A probab_j_ 

lidade fiducial associada aos intervalos fiduciais, neste caso, 

depende de o 1 e o2 . 

c) Se desconhecemos o
1 

e o 2 , é razoãvel que nossa informaç ão sobre 

µ 1-µ 2 seja mais 11 imprec ·isa 11 do que em b). No entanto, essa 11 im 

precisão" não invalida, em principio, o fato de que podemos as 

sociar probabilidades fiduciais aos interv a los paramétricos. 

Com base nisto, conclui que as distribuiçoes fiduciai s 

marginais que possu em "propriedade de confiança esperada" , como mo s 

tra a restrição III da seç ão 5.2, são vâlidas como di s tribuiç6es fi 

duciais, e jus t ifica através da seguinte argument a ção: ê plausivel 

que a est atistica d perca (n - 1)g. 1 qu ando se retira a informação de 

que o1=o 2 , isto ê interpretado como uma medida de acréscimo de "in

certeza" sobre µ 1-µ 2 • Portanto, a distribuição de dê menos 11 concen 

trada11 -quando desconhecemos o valor de o
1 

e o 2 • Esse acréscimo de in 

certeza se refletindo no fato da distribu ·ição marginal ser "menos CO.!]_ 

centrada 11 ou com outras palavras, 11 mais difusa" ê chamado de PJtinc..2-

pio de. VióLv5ão. 

Desde que uma distribuição marginal ·possua a "propriedade 

de confiança esperada 11 o princ,pio de difusão justifica a sua valida

de. 
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0 caso do coeficiente de correlação p(Fisher, 1930), apa

rentemente se enquadra dentro desse principio.

Então, no caso multiparamétrico, temos que levar em,'conta

as mesmas restrições do caso un iparamétrico acrescentando a essas con

sjderações o prjnc:ópio de Difusão. Acrescentamos que no caso multipa

ramétrico, ainda hã muita controvérsia e não se conseguiu estabelecer
uma forma de trabalhar coerentemente com essas distribuições fjducjais

o0o

- 104 -

O caso do coeficiente de correlação P (Fisher, 1930), ap~ 

rentemente se enquadra dentro desse principio. 

Então, no caso multiparametrico, temos que levar em /conta 

as mesmas restrições do caso uniparametrico acrescentando a essas co~ 

siderações o princípio de Difusão. Acrescentamos que no caso multip~ 

rametrico, ainda hã muita controversia e não se conseguiu estabelecer 

uma forma de trabalhar coerentemente com essas distribuições fiduciais. 

ººº 



CAPTTUL0 6

EXTEriSAO DO raETODO FI DUC l AL l.MODELO ESTRUTURAL

FFttseF (1968) desenvolveu a teor ia dos modelos está.utu -

t'ais apor'entemente como uma extensão do argumento fiduclal. Esses

modelos são adequados ãs situações onde a variável ol)servãvel X, õ

considerada como função do parâmetro O , e de uma. vat'lavei aleatória.

g., cuja clistribujção é conhecida e não depende de O. Sendo assim

este tipo de modelo ê composto de dois elementos

( 1 ) h(O;e), x c X , o ((D e ( E

( 2 ) a dista'il)unção de pt"obabllldade P,de e tal q u e

V oj'oZ ' (8) e A ' E

P(.g ' A/OI ) : P(g. ( A/02')

que representaremos resumidamente por(6.1) <x : h(O;e), e - P>. Aa

pl icab il idade desse tipo de modelo pode ser ilustt'ada através do se -
gulnte exempl o

Exemolo 6.1: Considere um instl''umento l para medir uma certa quanta

dade física. Suponha que os er'ros de medida que l produz podem ser
descritos por uma variável aleatória erro e - N(0,1). 0 "valor" da

C/\PTTULO 6 

EX TEN SÃO DO Mt TODO FIDU CIAL: MODELO ESTRUTURAL 

Fraser (1968) desenvolveu a teoria dos modelos est r utu 

rais aparentemente como uma extensão do argumento fiducial. Esses 

modelos são adequados ãs situações onde a variáv e l observáv e l X, e 
considerada como função do parâme t ro 0 , e de uma variãvel a leat6 r i a 

e, cuja distribuição e conhecida e não depende de 0 . Sen do assim, 

este tipo de modelo~ composto de dois elementos: 

( 1 ) x = h ( 0; e:) , x E X , 0 E @ , e E E 

( 2) a distribuição de probab ·ili dade P,d e e tal que -

lJ 0., 02 E @ e A e E 
J -

P(e E A/0
1 ) = P(e E A/02L 

que representaremos resumidamente por (6.1) <x = h( 0 ;e) , e - P>. A a 

plicab·ilidade desse tipo de modelo pode ser ilustrada atrav~s do . se -

guinte exemplo 

Exemplo 6.1: Considere um instrumento I para medir uma certa. quanti

dade f1sica. Suponha que os erros de medida que I produz podem ser 

descritos por uma variãvel aleatõria erro e - N(0,1). O 11 valor 11 da 
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v.a. erro é a diferença entre a leitura no instrumento x, e o valor
da quantidade f:ísica O. Então, o modelo é descrito da seguinte forma

<x : O+e , e - N(0 ,1)>

Situações como esta do exemplo 6.1,são imag inãvejs em pro

blemas nos quais e õ visual izada colmo uma "fonte indefinida de varia-
ção" do tipo erro de medida(exemplo 6.1), variação na qual idade dos

produtos de uma linha de fabr'icação, efeitos de aleatorização em expg.

pimentos e assim por diante. 0 termo variável erro deve ser interpr.g
todo em um sentido amplo e ê esta variável que determina a estrutura

p ro b a b i l:í s ti c a do ino d el o .

A base da inferência estrutural é inverter a relação ini-

cial , x:h(O;e) expi'essando o como função de x e g. ou seja, o:h*(x;g)
Como a djst!"lbução de probabilidades de e é conhecida e x é um valor

obser'fiado, através da relação O = h"(x;S.) obtemos uma "djstrjbuição

de probabjljdades" para o(distrjbujção fiducial). 0 exemplo abaixo
il u s tra e s te fdxco:

Exemplo 6.2: Considere o exemplo 6.1 onde, se observamos x=3,0 pode-
mos escrever o = 3,0-e., donde resulta que o tem "distribuição"' ' normal

com média 3,0 e variância 1, o - N(3,0;1)

Esta "distribuição de probabil idades'' par'a o ê chamada na

,Cnáexênc,{a eó.{a.u.{tta.a,C de dÁ,õZa.,ébü,{çãa e,ó.{xu,tua.aZ

+

(*) Colocamos '!djstribujção" paga O entre aspas, pois esta distribuição é a distri
buição fjducial , que não é uma distribuição no sentido comum (Cap:ítulo 3)
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v.a. erro e a dif~rença entre a leitura no instrumento x, e o valor 

da quantidade física 0. Então, o modelo e descrito da seguinte forma: 

<x = 0+~, e~ N(0,1}> 

Situações como esta do exemplo 6.1,são imaginãveis em pro

blemas nos quais~ e visualizada como uma "fonte indefinida de varia

ção" do tipo erro de medida (exemplo 6.1), variação na qualidade dos 

produtos de uma linha de fabricação, efeitos de aleatorização em exp~ 

rimentos e assim por diante. O termo variãvel erro deve ser interpr~ 

tado em um sentido amplo e e esta variãvel que determina a estrutura 

probabillstica do modelo. 

A base da infer~ncia estrutural e inverter a relação ini

c i a l , x = h ( 0 ; ~ ) ex p r e s s a n d o 0 c o mo f u n ç ã o d e x e ~ ou s e j a , 0= h * ( x ; ~) . 

Como a dist r ibução de probabilidades de~ e conhecida ex e um valor 

obse r vado, atraves da relação 0 = h*( x ;e) obtemos uma "distribuição 

de probabilidades" para 0 (distribuição f iducial). O exemplo abaixo 

ilustra este fato: 

Exemplo 6.2: Considere o exemplo 6.1 onde, se observamos X=3,0 pode

mos escrever 0 = 3,0 - e·, donde resulta que 0 tem 11 distribuição 11 (*) normal 

com media 3,0 e variância 1, 0 ~ N(3,0;1). 

Esta "distribuição de probabilidades" para 0 e chamada na 

in6 eh~neia e/2 t hui uhal de di~ thibuic~o e~thutuhal. 

(*) Colocamos 1!distri buição11 pcuw. 0 entre aspas, pois esta distribuição e a distri

buição fiducial, que não e uma distribuição no sentido comum (Capitulo 3). 
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Não basta encontrar' uma relação x:t}(O;g) e a respectiva
distribu íção de probabilidades de e para definir um modelo estrutu-

ral. Este tipo de modelo tem sentido apenas para a classe de mode-

los que respeitam o principio de invat':iância que descrevemos na pr'Õ-

xima senão. Modelos ma is gera is são discutidos no cap:Ítulo 7 onde a
bordados os modem os funcionais

Nas próximas seçõs pr'ocupamos dal" subs:Ídjos para que um

modelo seja identificado como estrutural(seção 6.1) e de que forma

nesses modelos a d isto'ibuição está"utural é ertcontr.ada (seção 6.2 e

3)6

6 . 1 Invariância e grupos de transfol'mação

Esta seção tem por finalidade apresentar em que condições
um modelo é invariantes, a for'malização da invariãncja através de

grupos de tr'ansfor'mação e como esses grupos atuam sobre os espaços (ID.
v p f'

Iniciamos enunciando o PA.,C)lc.Zplo de Invaa.,éâ)tela

Dois experimentou aleatórios, ll e l2' são definidos da
seguinte fot''ma: o exper'imento l.i consiste em obter'var o valor x.i co!

r'espondente a uma v.a. X.i cona distribuição Fj(x.i/O) e espaço amostrar
xl , j :1 ,2

Se existe uma transformação g: xl '.x2 tal que

FI(xl/O) : F2(g(xl)/O), V xl € X e V Oc(8), então os dois expert
mentos contêm a mesma informação sobre o

- 1 O 7 -

Não basta encontrar uma relação X=h(0;f) e a respectiva 

distribuição de probabilidades de! para definir um modelo estrutu

ral. Este tipo de modelo tem sentido apenas para a classe de mode

los que respeitam o princfpio de invariãncia que descrevemos na pr6-

xirna seção. Modelos mais gerais sao discutidos no cap{tulo 7 onde a

bordamos os modelos funcionais. 

Nas pr6ximas seços procuramos dar subsldios para que um 

modelo seja identificado como estrutural (seção 6.1) e de que forma 

nesses modelos a distribuição estrutural e encontrada (seção 6.2 e 

6 • 3) • 

6.1. Invariincia e grupos de transformação 

Esta seção tem por finalidade apresentar em que condições 

um modelo e invariante : , a formalização da invariãncia atrav~s de 

grupos de transformação e como esses grupos atuam sobre os espaços (~\ 

X e E • 

Iniciamos enunciando o Pninclpio de Invani~ncia: 

Doi~ experimentos aleat6rios, 11 e 12 , são definidos da 

.seguinte forma: o experimento 1
1
. consiste em observar o valor x. cor 

l -

respondente a uma v.a. Xi com distribuição Fi(xi/0) e espaço amostral 

X· , i=1,2. 
l 

Se existe uma transformação g: x1 ➔ x2 tal que 

F1(x 1;e) = F2(g(x 1)/0), V x1 Ex e V 0 E@, então os dois experi

mentos contem a mesma informação sobre 0. 
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0 princ:ópio de invariância nos diz que os experimentas 3.
cima são idênticos com relação ã informação que possuem sobre O. Is

se implica que a mesma inferência deve resultar de xl c XI e

g (xl ) ( x 2

0 exemplo a seguir ilustra uma situação onde o principio
d e :i n v at'iã n ci a s e v e r{ fi c a

Exemplo 6.1.1: Considere que X e Y representam o tempo de decaimento

de uma certa pare:Ícula atómica, medido em segundos e em minutos, res-

pectivamente. Suponha que X e Y/60 têm distribu íção exponencial com pâ
rãmetr.o o . Então, os dois experimentou,que consistem em observar x

e y, respectivamente, contém a mesma informação sobre O

A formal ização do princlp ío de invariânc ía util iza as se-

guirltes propriedades dos grupos de transfot"mações

Definição 6.1.1: Um grupo de transfot"mações G de x é um conjunto de

funções g: x -' x, bijetoras, tal que

{) se gl '92 ( G então gl o92 ' G

(ii) se g ( G então a inversa g'l € G

f.lote que de (i) e (ii) concluímos que a função ZdenZZdade g.i pertence
a G . ( g: ( x) ; x)

.EZ.Slilp.!.g 6.1.2: Considere x = IR e G = {ga,b: a eIR e b > 0} onde

ga,b(x) ; ax + b. Este grupo G é chamado de grupo de locação-escala
ou g ruPO aáZlt].

- 108 -

O principio de invariância nos diz que os experimentos~ 

cima sao idênticos com relação ã informação que possuem sobre 0. Is 

so implica que a mesma inferência deve resultar de x1 E x1 e 

9(x1) E X2• 

O exemplo a seguir ilustra uma situação onde o principio 

de invariância se verifica. 

Exemplo 6.1.1: Considere que X e Y representam o tempo de decaimento 

de uma certa particula atômica, medido em segundos e em minutos, res

pectivamente. Suponha que X e Y/60 têm distribuição exponencia-1 com p~ 

râmetro 0 • Então, os dois experimentos, que consistem em observar x 

e y, respectivamente, cont~m a mesma informação sobre 0, 

A fo r malização do principio de invariância utiliza as se

guintes propriedades dos grupos de transformações: 

Definiç ão 6. ·1 .1: Um grupo de t r ansformações G de x e um conjunto de 

f unções g: x ->- X, bijetoras, tal que 

(ii) se g E G - -1 entao a inversa g E G 

Note que de (i) e (ii) concluTmos que a função identidade gi pertence 

a G. (gi(x) = x). 

Ex emplo 6.1.2: Considere X = IR eG={g b:a e IReb > O} onde a , 

9a,b(x) = ax + b. Este grupo G e chamado de grupo de locação - escala 

o u g r u p o a ó,im . 



1 0 9

Se X é uma v.a. definida no espaço amostrar x e com fun-

ção de probabil idade pertencente ã classe F : {f(x/o);oc6)} e G õ

um grupo de transfot'mações de X, então

Definição 6..1.2: F ê d íta ,énuait,mail.{e com relação a G se para todo
g ( G e o e(ilD ex êste un} iónico Otc(B tal que Y ; g(x) tem densida
de f(y/Ol:). Em tais s ituações Ot irã ser denotado por g(O) e

P(g(x) . A/0) P(X . A/ã(o)) V A ' x

Pode-se mostrar que {Õ; g c G} é um grupo de transfor'mações em(i;)

Esta definição formal iza e general iza o prjnclpio da in
Este fato ê ilustt"ado. pelo exemplo a.baixovara an ci a

Exemplo 6.1.3: Considere a situação do exemplo 6.1.1: pat'a cada

g(x) : x/60 existe um ã(O) ; 0/60 de tal for'ma que se x tem distri
buição exponencial com parâmett'o O, g(x) tem distribuição exponencial

corri parâmetr.o ã(O). Ambos, f(x/O) e f(g(x)/li(O)) per'tetacem ã faíníl ia

F : {O-lexpÍ-x/O} l(0,«)(x), O'(D}. Portanto, F é {nvarlante, cola

r.elação ao grupo de transformações G = {ga; a > 0} onde ga(x) : x/a

As pt'Õximas definições mosto'am de que forma o gt"upo de
transfot'mações atum na identificação dos elementos do espaço (Dix e E

Definição 6.1.3: Do:is elementos O.,O. e (;i) são ditos equZva.eeFt.te,ó

se para algum ÊI c 6, OI : g(02). Uma ã4bZza emG)com relação a gru
po de transfor'mações G e ao elemento Onc(g) é o conjunto
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Se X e uma v.a. definida no espaço amostral x e com fun-

çao de probabilidade pertencente ã classe F = {f(x/0) ;0 E@} e G e 

um grupo de transformações de x, então: 

Definição 6.1.2: F e dita inua~iante com relação a G se para todo 

g É G e 0 E8 existe um unico 0*E8) tal que Y = g(x) tem densida

de f(y/0~). Em tais situações 0* irã ser denotado por g(0) e 

P(g(x) E A/0) = P(X E A/g(0)) V A e X, 

Pode-se mostrar que G = {g; g E G} e um grupo de transformações em@. 

Esta definição formaliza e generaliza o principio da in

variância . Este fato e ilustrado. pelo exemplo abaixo: 

Exemplo 6.1.3: Considere a situação do exemplo 6.1.1: para cada 

g(x) = x/60 existe um g(0) = 0/60 de tal forma que se x tem distrl 

buição exponencial com parâmetro 0, g(x) tem distribuição exponencial 

com parâmetro g(0). Ambos, f(x/0) e f(g(x)/g(0)) pertencem ã familia 

F = {0·· 1exp{-x/0} I(O,oo)(x), 0<::0} . Portanto, F e invariante, com 

relação ao grupo de transformações G = {ga; a> O} onde ga(x) = x/a. 

As pr6ximas definições mostram de que forma o grupo de 

transformações atua na identificação dos elementos do espaço e ,X e E. 

Definição 6.1.3: Dois elementos 0 1 ,02 e G sao ditos equivalente.ó 

se para algum g e: G, 01 = 9(02). Uma o~bLta em (0 com relação a gru

po de transformações G e ao elemento 0 e: G) e o conjunto 
o 
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(8 (o.) {Õ(oo) ; ã ' ã}

Cada Órbita ê um conjunto de pontos equivalentes. As Õr
batas formant uma partição de (iD.

Analogamente, podemos definir órbitas em x com respeito

ao grupo G e denota-las por x(xo), xo c x

Definição 6.1.4: Um grupo de transformações G de (D é dito ,t,tan,6,é.{,évo

em(D se (g)(Oo): (g), V Oo'(3 ; equivalentemente, V OI'02' (D existe
algum ã € 6 tal que OI ; Õ(02)

Nestas condições, todos os elementos de(:) se equivalem

com relação a ©e dessa forma(a consiste numa Única Órbita. 0 mes
mo pode ser defjnído com relação a x e E

Cada ÕFb'itcâ é UMcâ part'ição do espaço ong'mal ; podemos

tentar distinguir essas partições associando uma constante aos elemen

tos de uma partição e constantes diferentes a diferentes partições
Com base nisto, podemos comparar dois elementos do espaço original e
saber se s ão ou não eq ujval entes

Definição 6.1.5: Seja G um grupo de transformações ein x. A função
t(x) em x ê

(i) invar'jantecom respeito a G se t(g(x): t(x) para todo x cx e
g ( G

(ii) invat"jante rflaximal com respeito a G se é invariante e satisfaz

t(xl): t(x2) --:> xl: g(x2) para algum g ( G.
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Cada Õrbita ê um conjunto de pontos equivalentes. As or

bitas formam uma partição de G>. 

Analogamente, podembs definir Õrbitas em x com respeito 

ao grupo G e denota-las por x(x
0
), x

0 
Ex. 

Definição 6 .1. 4: Um grupo de transformações G de (e) ê dito .t1tan,!liLi.vo 

emG> se 8(0
0

) = G, v· 0
0

E B; equivalentemente, V 0
1

,0
2

E G) existe 

algum g E G tal que 0
1 

= 9(0
2
). 

Nestas condições, todos os elementos de 8 se equivalem 

com relação a G e dessa forma 0 consiste numa unica õrbita . O m_es

mo pode ser definido com relação a x e E. 

Cada Õrbita ~ uma partição do espaço original; podemos 

tentar distinguir essas partições associando uma constante aos elemen 

tos de uma partição e constantes diferentes a diferentes partições. 

Com base nisto, podemos comparar dois elementos do espaço original e 

saber se sao ou não equivalentes. 

Definição 6.1.5: Seja G um grupo de transformações em x. A função 

t(x) em X -e 

(i) invariante com respeito a G se t(g(x) = t(x) para todo x E X e 

g E G 

(ii) invariante maximal com respeito a G se ê invariante e satisfaz 
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Assim, uma função inval"jante õ ui\la função constante nas Órbitas,

x(x.), x ' x. E é invariante maxjmal se além de constante nas õt'l)i

tas, associa valor'es distintos ã diferentes Órbitas. Note que se G
ê transitivo em x, X ê composto de uma única órbita, então as Únicas
funções invariantes maxlmais são as funções constantes

0 exemplo abaixo concretiza uma função invada.nte maxi

mal na situação em que G õ o grupo afim.

Exempl o 6.1 .4
11

Suponha x = R'' e G { ga ,b ; a ' IR , b >0} onde

,xn) : (a +bxl '...,a+bxn)

' x : 'ã .}l.(x:-i):
Se

uma função {nva rla nte máxima.l e

se sx
( 6 . 1 . 1 ) t( x ) : t( xl ' . . . ,Xn) x -x

L )
sx

s e s ;' 0
X

Note que o valor de t(x) identifica uma Órbita. Por' exemplo, se

t(x) : 0, então isto s ígnif ica que x clx; Xl:.-:Xn'Xi c ]R}. 0 conjunto
dos pontos tais que t(x) = 0, for'ma uma Õrb ita específica em x; to

dos os elementos de x que não pertencem a esta órbita têm valor'
t(x) ;' 0. Vago.res d istintos da função invariante maximal Identificam
õ rbi ta s dis tl n t a s

A'função invariante maximal não é Única. Para o caso do

exemplo acima podemos definir outra função invariante maximal fazen-

do: YI : míntxl'...,Xn} e Yn :Ímãx xl'...,xn} çe yn #Q
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Assim, uma função invariante e uma função constante nas Õrbitas, 

x(x
0

), x ex. E e invariante maximal se alem de constante nas Õrbi 

tas, associa valores distintos~ diferentes Õrbitas. Note que se G 

~ transitivo em X, x e composto de uma Ünica Õrbita, então as ünicas 

funções invariantes maximais são as funções constantes. 

O exemplo abaixo concretiza uma função invariante maxi 

mal na situação em que G e o grupo afim. 

Exemplo 6.1.4: n { } Suponha X =IR e G = g~ b; a e IR, b > O 
Q ' 

Se 
n 

X= - l x. n . 1 l 
l = 

e 
n - ,, 

s 2 = - I (x.-x)~ 
X n . , l 

l = 1 

uma função invariante maximal e 
O se s = O 

X 

(6.1.1) 

onde 

s ;:t o. 
X 

Note que o valor de t(x) identifica uma Õrbita. Por exemplo, se 

t(x) = O, então isto significa que x e{x; x1= ... =x ,x . e R}. O conjunto 
n l 

dos pontos tais que t(x) = O, forma uma Õrbita especlfica em x; to-

dos os elementos de x que nao pertencem a esta Õrbita t~m valor 

t(x) ;:t O. Valores distintos da função invariante maximal identificam 

Õrbitas distintas. 

A função invariante maximal não e Ünica. Para o caso do 

exemplo acima podemos definir outra função invariante maximal fazen-
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(:!=n- ,:. . . ,:!:b-)
yn yn

0

se yn : 0

( 6 . 1 . 2 ) t( xl '. . . ,Xn)

se yn

Em qualquer uma das duas funções,(6.1.1) e(6.1.2).a$so
damos a diferentes Órbitas, valor'es diferentes

Definida a função invariante maximal t, identificamos as

Órbitas. Identificando um ponto de Y'eferência ou origem u, de uma

Õrbjta podemos ídentífjcar os outros elementos dessa. Õrb-íta como

traí s formações dessa ori gem .

Definição 6.1.6: Seja G um grupo de transformações em x. 0 l30n,to de

a.eáexêncla acc o,t,égeiti u, de unia õrb ita de x ê tal que V x pertencente

ã órbita, ;t* ( G tal que x : t*(u). ü as-s-ül, se-gtte a d-e-+=+lt:i-ç-ão aba-:ixo

Podemos identificar a Õt'bata como x(u)

Nada mais natural que iclentjfjcar a õrbjta pela sua origem

u. Então,a relação ente,e a origem e a função {nvariarlte maxjmal é

t(x):u(t associa a cada Õrb íta a sua origem). Por outro lado, V x

pertencenteãõrbita x ; tx(u), tx' G u ; txi(x). Então
t( x) : t ; ' ( x)

Assim, charnanios t:i de transformação invariante maximal. Essa transfor
mação, que é urna função cle x, mostra a relação que hã entre x e a ori-
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x1-Y1 xn-Y1 o ( , ... , ) se Yn ;t 

Yn y . 
(6.1.2) t(x 1, •.. ,xn) n 

= 

o se Yn = o 

Em qualquer uma das duas funções, (6.1.1) e (6.1.2)
1
asso

ciamos a diferentes orbitas, valores diferentes. 

Definida a função invariante maximal t~ identificamos as 

orbitas. Identificando um ponto de referência ou origem u, de uma 

orbita podemos identificar os outros elementos dessa orbita como 

transformações dessa origem. 

Definição 6.1.6: Seja G um grupo de transformações em x. O pon,to de. 

~e.6e.~ineia ou o~ige.m u, de uma orb.ita de X~ tal que V x pertencente 

ã o r b i ta , :J t x E G ta l que x = t x ( u) • ll a-&-HAl, s-e-g-L+e a cl-e-f-i-n-i-ç-fr{) a-0-ã-i-x-0 . 

Podemos identificar a orbita como x(u ). 

Nada mais natural que identificar a orbita pela sua origem 
-

u. Então, a relação entre a origem e a função invariante maximal e 

t(x) = u (t associa a cada orbita a sua 

pertencente ã orbita X = tx(u)' tx E G 

t(x) = · t~ 1(x). 

origem). Por outro lado, V x 

u=t- 1(x). Então 
X 

-1 - . . Assim, chamamos t de transformaçao invariante maximal. Essa transfor 
X 

maçao, que~ uma função de x, mostra a relação que hâ entre x e a ori-



gem u. Dessa forma, conhecendo a origens de uma Órbita, basta saber

quem ê t.i par'a conhecermos x e vice-versa

Exemplo 6.1.5: Considere a situação do exemplo 6.1.4
variante maxjmal t, pode ser r'eescrita como

''*.,...,*.' : '; - {,. .,l - (,

A função {n

)
,xX1 1 1 ' 11

S
X

onde t .i 1 . ( G, g rupo afim
'q'q'

'(# :})
'x 'x

íqão é di f:ic il ve r q u e

Então, conhec endo a o rirem

q ual a t'el ação e n tre u e (xj

escol to como

funções de x

tili s *) e s peca fl c a

,Xn). De for'ma get'a], pat'a o gi'upo

til.(x),s(x)) ' onde b(x) e s(x) são

Ati; o momento descrevemos alguns resultados refez'entes ã
invariância e aos grupos de transformação. Na p)'Õxima seção esses
resultados são utilizados na identificação de uin modelo estrutural

6.1.1.- Condições pat'a a identificação de um modelo estrutural

Considet''e Ê um grupo de tr'ansfor'mações transltivo em (D,

ou seja, fixando O.e (D um ponto de referência, para todo outro ele-

mento Oe G) existe um ã ' ê tal que O : ã(O.) e assim a cada O c G)
associamos g € G. Portanto, se existe uma transformação biun:evoca

entre os elementos deG) e 6 então (De 6 são ,éóolti04áoó.
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gem ~. Dessa forma, conhecendo a origem de uma 5rbita, basta saber 

quem e t- 1 para conhecermos x e vice-versa. 
X 

Exemplo 6.1.5: Considere a situação do exemplo 6.1.4. A função in-

variante maximal t, pode ser reescrita como 

X, -
= (-' 

s 
X - s-, ... 's -
X X 

t - 1 (x 1, ••• ,x) 
( - X --) n X s 's 

X X 

onde t - . E G, grupo afim . Não e d·if1cil ver que 
(~,-') 

sx sx 

Entâo,conhecendo a origem u = especifica 

qual a rel ação entre u e (x 1 , ••• ,xn). De forma geral, para o grupo 

a f ·j m , t ~ 1 p o d e s e r e s c r i t o c o m o t ( ~ ( x ) , s ( x ) ) , o n d e b ( x ) e s ( x ) s ã o 

funções de x. 

At~ o momento descrevemos alguns re s ultados referentes a 

invariância e aos grupos de transformação. Na pr5xima seção esses 

resultados são utilizados na identificação de um modelo estrutur a l. 

6 . 1.1 ; · Condições para a identificação de um modelo estrutural 

Considere G um grupo de transformações transitivo em@, 

ou seja, fixando 0 E@ um ponto de referência, para todo outro eleo 
menta 0E@ existe um g E G tal que 0 = g(0 ) e assim a cada 0 E Q o 
associamos g E G. Portanto, se existe urna transformação biunivoca 

e n t r e o s e l em e n t o s d e 0 e G e n t ão 0 e G s ão i-6 o mo 1t ó o -6 • 



=

{ { )

1 1 4

Além disso, se G é um gr'upo de transformações definido

como um conjunto de funções ga com a mesma "forma" e "parâmetro" a,
definido sobre(9 tal que ã e(D são isomorfos, então dizemos que (9po

de ser .éden,t,é6.écado com G.

Exemplo 6.1.6: Considere a relação(1) x = Ol+029' 0 espaço paramõ-

trico õGI): {(OI'02); OI eR e 02 > 0} . As transformações

g(a,.b)(.e) : a+b.g têm todas a mesma "forma" (l inear) e diferem entre
si pelos "parâmetros" (a,b) que estão definidos em (;D. Então a pela

ção(1) pode ser reescrita como x ; ã(o.,o,)(.e), onde Õ(O,,O,) ' G
grupo afim. Neste grupo podemos mosto'ar que

( j )

( { 'j

( {

g ( a l 'bl ) '; g ( a 2'b2) g( al+bla 2 'bl b2)

;::. ,',' : l.-a-,:t,
g.i ; ã ( 0 ,1 ) : l d e n tida de

Fazendo Oo :(0,1), então V(OI'02)'<8) associamos um

g(O.,Oo) ' G. Então, ã e($)são isomorfos e(g)pode ser ídentjfjcado
c onl G .

0 grupo afim,por ser bem simples, será utíl azado mais adi-

ante para mosto'ar' como se processa a inferência estrutural e a partir
dele generalizar par'a situações mais complexas

- 114'-

Alem disso, se G ê um grupo de transformações definido 

como um conjunto de funções ga com a mesma 11 forma 11 e 11 parâmetro 11 a, 

definido sobre® tal que G e9 sao isomorfos, então dizemos que Gp~ 

de ser identióieado com G. 

Exe~plo 6.1.6: Considere a relação (1) x = 01+0 2~. O espaço parame

As transformações 

g- · (e) a1-be têm todas a mesma 11 forma 11 (linear) e diferem entre (a, .b) - = . -

si pelos 11 parâmetros 11 (a,b) que estão definidos em 9. Então a rela 

ção (1) pode ser reescrita como x = g( 0 0 )(~) , onde §( 0 0 ) e G 
1' 2 1' 2 

grupo afim. Neste grupo podemos mostrar que 

-
g ( a 1 + b 1 a 2 ' b 1 b 2 ). 

( i i i ) identidade 

Faz e n d o 0 
0 

= ( O , 1 ) , então \J. ( 01 , 0 2) e @ asso c i amos um 

-
9( 0 ; ,

02
) e G. En t ão, G e 0 são isomorfos e 8 pode ser identificado 

com G. 

O grupo afim,por ser bem simples, serã utilizado mais adi

ante para mostrar como se processa a inferência estrutural e a partir 

dele generalizar para situações mais complexas. 
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Descrevermos a seguir as condições nas quais um modelo ê

idetatificado como está'utural. A exposição esta dividida em duas pa!

tes: a prime íra diz respeito ã r"elação entre x, O e g. chamada de
equação estrutural; a segunda aborda as condições impostas ã distri-

buição d e pt'oba bil idades de e

6 .1.1 .1 . Eq u a ç ão Est ru tu ral

Se â t'elação da va.Fiável observável.x, com o parâmetro o

e a variável aleatõr'ia et'ro e, puder ser expressa na forma x:ão(.g)

onde aO ê uma transformação pet"tencente ao grupo de tr'ansformações
6 cora o qual (iD pode ser Zdeil,(,é6,{cada, então

( { )

( { j )

G Õ um grupo de transformações de x e E

se x: ão(.e) --> x e g são equivalentes com relação a
6, ou seja, pei'vencem ã mesma õrb íta

( j j j ) nece s s a. I''i ainen te x e E têm a mesma dimensão

0 item (i{ ) pod e se r demonstt'ado

ta de X com origem u, então X(u)

vem da def in íção 6.1.6. e gO c6

No entanto, x : ao(S.) --> ão(!)
iié) : (ÕB'ot*) ' G . Assim

da seguinte forma: X(u) é uma õrbi-

;Íx: t*(u); t* ( 6}, onde x: t*(u)

t*(u) ( ã;ll otx)(x ) onde

X(u ) {x :t*(u); t* ' 6} {e ÕI.(u ); ãÓ ' 6'} E( u )
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Descrevemos a seguir as condições nas quais um modelo~ 

identificado como estrutural. A exposição estã dividida em duas Pª! 

tes: a primeira di z respeito~ relação entre x, 0 e! chamada de 

equaçao estrutural; a segunda aborda as condições impostas ã distri 

buiç ão de probabilidades de e. 

6.1.1.1. Equação Estrutural 

Se a relação da variãvel observãvel .x, com o parâmetro 0 , 

e a variãvel aleatõria erro!, puder ser expressa na forma x=9 0 (~) , 

onde §0 ~ uma transformação pertencente ao grupo de transformações 

G com o qual @ pode ser iden.:tió.{,c.ado, então · 

( i ) G ~ um gr upo de transformações de X e E 

( i i ) se x = g0 (_g) > x e e sao equivalentes com relação a 

G, ou seja, pertencem ã mesma 5rbita 

( i i i ) necessariamente x e E t~m a mesma dimensão 

O item (ii) pode ser demonstrado da seguinte forma: x(u) ~ uma 5rbi-
-

ta de x com origem u, então x(u) = {x = tx(u); tx € G}, onde x = tx(u) 

vem da definição 6 . 1.6 . e 9
0 

1::G 

No entanto, x = 90(~) > 90(~) 

E G • Assim 

= t (u) ==9 e 
X 

onde 
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0 atem(ili) é conclusão imediata do atem(ii)

6.1.1.2. Medidas {nvarjantes(ou Haar)

Para definirmos um modelo estrutural é necessário:(1) a

relação x=gC)(g) e (2) a distribuição de probab il idades de e. As
condições relativas a (1) foram definidas na seção anterior. 0 assun

to desta seção é referente a (2). Procuramos expor' as condições im

postas ã d istribuição de probabil idades de e. Estas condições asso-
ciadas ãs condições da seção anterior configuram as situações nas

quais podemos definir um modelo está'utural

Uma das restrições necessárias para a utilização do mode

lo estrutural é que as medidas utilizadas sejam invariantes. Em ou-
tras palavras: temos uma medida de probabilidade definida sobre E;

quando uma transformaçaõ de grupo g, ê efetuada sobre um elemento

e de E, o valor da medida associada a g(g) é propor'cional ao valor da
medida associada a e. A constante da proporcionalidade é dada pelas

transformações de grupo.

Para que isto aconteça õ necessãrjo que tenhamos medidas

de probabjl idade absolutamente contínuas, ou seja, para as quais uma

função densidade de pr'obabil idade possa ser considerada

Como a intenção õ encontram' a "djstribujção de probabili-

dades" (estrutural) de O, deve ser valido para(8) a mesma restrição in

posta a E ou x : Ci) não é um conjunto enumerãvel e a medida associada
a qualquer subconjunto ê positiva, (é subconjunto de RP p z I' com
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O item (iii) e conclusão imediata do item (ii). 

6.1.1.2. Medidas invariantes (ou Haar) 

Para definirmos um modelo estrutural e necessãrio: (1) a 

relação X=g 0 (~) e (2) a distribuição de probabilidades de e. As 

condições relativas a (1) foram definidas na seção anterior. O assun 

to desta seção e referente a (2). Procuramos expor as condições im -

postas a distribuição de probabilidades de~- Estas condições asso

ciadas ãs condições da seção anterior configuram as situações nas 

quais podemos definir um modelo estrutural. 

Uma das restrições necessãrias para a utilização do mode

lo estrutural e que as medidas utilizadas sejam invariantes. Em ou

t r a s palavras: temos uma medida de pr obabilidade definida sobre E; 

quando uma transformaçaõ de grupo g, e efetuada sobre um elemento 

e de E, o valor da medida associada a g(~) e proporcional ao valor da 

med ida as sociada a e. A constante da proporcionalidade e dada pelas 

tr ansformações de grupo. 

Para que isto aconteça e necessãrio que tenhamos medidas 

de probabilidade absolutamente continuas, ou seja, para as quais uma 

função densidade de probabilidade possa ser considerada. 

Como a intenção e encontrar a 11 distribuição de probabili- . 

dades 11 (estrutural) de 0, deve ser vãlido para@ a mesma restrição im 

posta a E ou x : @ não e um conjunto enumeravel e a medida associada 

a qualquer subconjunto e positiva, (e subconjunto de RP p ~ 1· com 
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medida de Lebesgue positiva)(Halmos, 1950)\';

Representaremos a d istribujção de probabilidades de

e ;(el'...,en) por p(el'...,en)del'''den ' onde p(el'...,en) é

a função densidade de probabilidade de(el'...,en) e dej é o diferen
cial de el ' i=1,...,n. Então a d istribu.ição de probab ilidades cle

(XI'...,Xn) : ÕO(el'...,en) pode sel- expressa como

( xl '. . . ,x n) )IÜãl d xl ' . . d Xn

onde l0ãl é o jacobiano da transformação de(el'...,en) em g"l(xl"..,x..)

E x ein p l o 6 . 1 . 1 .2.1

( xl ' . .. ,x n ) ' xe
Seja G o grua.o afim; então para g(OI'02) ' G
( el ' . . . , e n ) 'Eternos

( j )

( { { )

( x l ' ,Xn) ; g(ol'02)(el

,e.) : ê?ãl'o2)(*l

(Ol+O2el '.. .,ol +02en)

( e l ' ,Xn)

0 jacobjano da. transfor'mação de E em x ê l0ãl :(1/02)n. Analogamente,
a transformação cle x em E tem jacobiano igual a loãl=op

As medidas invariantes (ou Haar) definidas em un] grupo de trans-

f;ormações Gou seja, tt"ansfor'mações de Õ em ã são consideradas no apên-

dice A. Aqu i basta saber' que transformações de g em gogn' onde gn ê

( t) Halmos, P.R. (1950) Measure Theory, New York ; D Van Nostrand
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medida de Lebesgue positiva)(Halmos, 1950)(*)_ 

Representaremos a distribuiç~o de probabilidades de 

e = ( e 1 , ••• , e n) por p ( e 1 , .•. , e n) d e 1 ... d e_n , 

a função densidade de probabilidade de (e 1 , •.• ,en) e dei e o diferen 

cial de e. , i =1 , ... ,n. Então a distribuição de probabilidades de 
1 

(x 1 , ... ,xn) = g0 (e 1 , .•. ,en) pode ser expressa como 

o n d e I J ~ 1·· e o j a c o b i a n o d a t r a n s f o r m a ç ã o d e ( e 
1 , • • • , 

e ) e m g -0
1 ( x 

1 , .
.. , x ) • g · n - . ll 

Exemplo 6.1 .1 .2.1: 

(x 1 , ••• ,x n) e x e 

Seja TI o grupo afim; então para 

(e 1 , ••• ,en) e E temos 

g- E b 
( 0 0 ) 

1 ' 2 

( i ) (x 1 , ... , xn) = 9(01 , 02) (e1 ' . .. , en) = (0 1+0 2e 1 , ... , 0
1

+0 2e
11

) 

- - 1 ( ) 
X 

1 
-0

1 
X -0 

( i i ) (e
1

, ... ,en) = 9(0, ,02) x, ' ... ,xn = ( 0 ' ... , n 1 ) 
G 2 2 

O j a c o b i ano d a. t r a n s forma ç ão d e E em x e I J §] = ( 1 / 0 2 ) 
11 

• Ana l o g a 111 e n te , 

a transformação de x em E tem jacobiano igual a !J§I = 0~ 

As medidas invariantes (ou Haar) definidas em um grupo de trans-

formações ""G ou seja, transformações de g em G são consideradas no apên-

dice A. Aqui basta saber que transformações de g em gog
0

, onde g
0 

e 

(*) Halmos, P.R. (1950) - Measure Theory, New York; D. Van Nostrand 
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uin elemento fixado de 6, tem jacobiano denotado por leal, e densidade

de Haar igual a IJãl'l(vede apêndice A)
0 modelo estrutural e a inferência resultante desse modelo

são descritos na sequência

6.2. Inferência Estrutural distribuição estrutural de O

Seja G um grupo de transformações em x e E,com o qual {!D

ê identificado. Considere o seguinte modelo estrutur'al, utilizando a

notação indicada no {nlcjo deste capítulo(exemplo 6.1)

n(e)de,

(xl'...,Xn) 'X,e;(el'...,en) ' E, êo ' G

Pod emos {riverter a rel ação

( 6 . 2 . 1 ) ( x l ÕO( el '. . . ,en)

obtendo(el'...,en): ãOI(xl'...,Xn). Quando o valor de(xl'...,xn)
1; observado(el'..-,en) é função do parâmetro O(ati'avos de gÓ')
flum pr'ocesso análogo ao da infer'anciã fiducial devemos "transferir" a

medida de probab il idade de(el,...,en) para O. No entanto, as dimen-

sões de(el.,...,e.) e O podem ser difer'entes, o que dificulta essa
'transferência''. Lentbremos que no método fiducial (seção 2.3) neces-

s-ítavamos encontrar uma estatística suficiente mínima (t,u) onde u é

(n-k) dimensionar e ancilar com relação a O e t Õ suficiente condicio
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um elemento fixado de G, tem jacobiano denotado por IJ-1, e densidade 
g 

de Haar igual a !J91- 1 (vide apêndice A). 

O modelo estrutural e a inferência resultante desse modelo 

sao descritos na sequência. 

6.2. Inferência Estrutural: distribuição estrutural de 0 

Seja G um grupo de transformações em x e E,com o qual 8 

e identificado. Considere o seguinte modelo estrutural, utilizando a 

notação indicada no inicio deste capitulo (exemplo 6.1): 

<X= g(e); e - n(e)de> e-

Pod emos inverter a relação 

(6.2.1) 

obtendo (e 1 , ... ,en) = §01(x 1 , ... ,xn). Quando o valor de (x 1 , ... ,xn) 

e observado (e 1 , ... ,en) e função do parâmetro 0 (através de g01). 

M u m p r o c e s s o a n â l o g o a o d a i n f e rê n c i a f i d u c i a l d e v em o s II t r a n s f e r i· r II a 

medida de probabilidade de (e 1 , ... ,en) para 0. No entanto, as dimen

sões de (e 1~···,en) e 0 podem s er diferentes, o que dificulta essa 

11 transferência 11
• Lembremos que no mêtodo fiducial (seção 2.3) neces

sitavamos encontrar uma estatistica suficiente minima (t,u) onde u ê 

(n-k) dimensional e ancilar com relação a 0 e te suficiente condicio 
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nal com relação a O e tem a mesma d imersão deste(K). A djstribu i

ção fjducial é encontr'ada tendo como base f(t/O,u) que ê uma "redu

ção" do modelo original f(xl,...,Xn/O) ': f(t,u/O). Aqui a ideia ê
a nãl og a

( j ) Devemos encontrar uma função invat'jante maximal t em

É (d efinl ção 6.1.5)

A função t, define um ponto de reT'erêrlcia na õi'bits ã

qual pertence x e X(que ê a mesma de e, seção 6.1.1.1)

Lembramos que u õ definida de tal fot'ma que t(u)

(ul'...,un). Segundo a defin ição 6.1.6, V x c x, existe uma tt'ans

formação tx ' Ê tal que x ; t*(u) e então t(x) : t;l(x), onde t;l é
chamada tt'ansfcrmação invar'jante maximal. Da. mesma fol'ma, t..(u) =
= u --> t.. = ã.i = id en t{ da de

Podemos reescl"evel' a relação(xl'...,Xn): ÕO(el
em função da origem u, da seguinte forma

( 6 . 2 . 2 ) ,u n) : êo( t.( ul ' , u n ) )

(lembramos que x e g pertencem ã mesma õt'b íta, por'tanto faz sentido

t.(ul'...,Un) :(el'...,en), te ' ê)

/\ expressão (6.2.2) pode ser t'eesct'ita como

( 6 . 2 . 3 ) t x ( u l ' ,Un) : (ioot.) (ui ' ,u n )

- 11 9 -

nal com relação a 0 e tem a mesma dimensão deste (K). A distribui

çao fiducial e encontrada tendo como base f(t/0,u) que e uma 11 redu

ção11 do modelo original f(x 1 , ... ,xn/0) a: f(t,u/0). Aqui a ideia e 
anâloga: 

( i ) 

( i i ) 

Devemos encontrar uma função invariante maximal tem 

G (definição 6.í.5) 

A função t, define um ponto de refer~ncia na Õrbita ã 

q u a 1 pertence x E: x (que e a mesma d e e , se ç a o 6 . ··1 • 1 . 1 ) . 

Lembramos que u e definida de tal fdrma que t(u) = u = 

= (u 1, ... ,un). Segundo a definição 6.1.6~ V x e X, existe uma trans-

- - ( ) - ( , -1 ( ) ·- 1 -formaçao tx e G tal que x = tx u e entao t X1 = tx x ) onde tx e 

chamada transformação invari ante maximal. Da mesma forma , tu(u) = 

= u =9 tu= 9; = identidade. 

Podemos reescreve!' a relação (x 1 , ... ,xn) = §0 (e 1 , ... , e
11

) 

em função da origem u, da seguinte forma: 

(6.2.2) 

(le~bramos que x e~ pertencem a mesma 5rbiti, · portanto fa z sentido 

te(u 1 , ... ,un) = (e 1 , ... ,en), te e G) 

A expressao (6.2.2) pode ser reescrita como 

(6.2.3) 
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onde(goste) € 6. Portanto, conhecendo a origem(ul'...,Un) podemos

r'eduzir (6.2.1) a uma relação entre tx' gO e te

Fazemos inicialmente essa discussão para um caso simples, no qual G é

o grupo afim e em seguida general izamos para situações mais compl ica
da s

6.2.1. Modem o de Locação-Escol a

0 modelo de locação-escala é r'epresentado da seguinte
for'ma

'(xl "-,Xn) :(e1+ 2el "-,Ol+02+en) ;(el p(el'.-,en)del -.de..>

onde {ã(a,b); a ' !R e b > 0} onde ã(a,b)(x) a+bx

Podemos reescrever a t'elação(xl,...,x.) (Ol+o2el '

' 1
,ol

xl ' . .xnJ l ol o 21 1.el

onde G é agora {dentjficado como

l

( 6 . 2 . 1 . 1 )

Ífl o) ]
(6.2.1.2) G :-ll 1 ; a em ê b > ol

l.ta bJ J
As operações entre os elementos de G obedecem as regras de open'ações

entre matrizes. Essa notação matricial fac il ita a v isualização das

open'ações entre os elementos do gr'upo e permite que ma is adiante (se
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onde (g0ote) E G. Portanto, conhecendo a origem (u 1 , ... ,un) podemos 

reduzir (6.2.1) a uma relação entre tx, §0 e te. 

Fazemos inicialmente essa discussão para um caso simples, no qual G ~ 

o grupo afim e em seguida generalizamos para situações mais complic~ 

das 

6.2.1. Modelo de Locação-Escala 

O modelo de locação-escala e representado da seguinte 

forma: 

onde G = {g(a,b); a E ffi e b > O} onde g(a,b)(x) = a+bx. 

( 6 • 2 • 1 • 1 ) 

onde G e agora identificado como 

( 6 • 2 • 1 • 2 ) 

o 

b 

a e !R éb>O} 

As operaçoes entre os elementos de G obedecem as regras de operaçoes 

entre matrizes. Essa notação matricial facilita a visualização das 

operações entre os elementos do grupo e permite que mais adiante (se-
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ção 6.2.2) façamos a generalização dos resultados encontrados nes

ta seção.(obset've que(a,b) são os "parâmetros" das transfol'mações

pertencentes a 6)

Uma transformação invariante maximal definida para o
grupo G em (6.2.] . 2) õ

: ' . , : . : , }t(

onde b(') e s(') são funções definidas em X (ou E)

o exemplo 6.1.5 pode ser r'epresenta.do pol'

Ass i m ,

1 0 'l- l f l . . . ...l
t;l (x)

b ( x ) :u)l l*.. ... .*.
q u e p a I'a b ( x ) s ( x ) ; s *

' l ' ' f' '

ê reesc ri to coma

l l

X
s *j t* l ' ' ' ' - . .Xn

A origem u =(u.,...,u.) da órbita é encontt'ada fazendo a trens
fol'mação t*l(x) : u que na notação matricial ê descrita como segue

l

xl

l

un

( 6 . 2 . 1 . 3 )

XnJ lb( x) ; (©J L-.

- 1 21 -

çao 6.2.2) façamos a generalização- dos resultados encontrados ne~ 

ta seção. (observe que (a,b) são os 11 parâmetros 11 das transformações 

pertencentes a G). 

Uma tran s formaçâo invariante maximal definida para o 

grupo G em (6.2.1.2) -e 

t(·) = [1 º l 
b ( 0 ) s ( , ) 

onde b(·) e s( ·) sao funções definidas em x (ou E). 

o exemplo 6.1 .5 pode ser representado por 

o -1 1 •••••• 1 

b(x) S (X) 

que para b(x) = i e s(x) = s 
X 

e reescrito como 

1 • • • • e • • • 1 

-
X 

Assim, 

A origem u. = (\1.1 , ••• ,lJ:n) d.a Õrbita e encontrada fazendo a trans -

formação t- 1(x) = u que na notação matricial e descrita como segue 
X 

1 • • • • • • • 1 ·o 1 ••••••• 1 

( 6 • 2 • 1 • 3 ) = 

x 1. . . . . . xn b (X) s(x) u ...... u 
1 n 
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onde(b(x),s(x)) descrevem a "posição" de(xl'...,xn) relativamente a

(u l ' . . . ,u.)

Analogamente,(el'.-.,en) também pode ser representado em função da
orl g ern

l 0 l . . . . . l

( 6 . 2 . 1 . 4 )

e l en b Q.) sQ.)J l«. Un

Assim a relação(6.2.1.1) pode ser reescrita em função da(ul'...,un)
util izando(6.2.1.3) e(6.2.1.4)., tal que

' 1

b(x) s(x)llul'...unJ lol ozJlb(9.)
Podemos ''r'eduzjr"(6.2.1.5) da seguinte fol"ma

o ) íl o l fl o

0 l l ' l f '
( 6 . 2 . 1 . 5 )

s ( g.)j l.ul

( 6 . 2 . 1 . 6 )

b(x) s(x)) IOI o,l lb(e.) s(g.)

que dã a relação entre(b(x);s(x)) e(b(g.),s(g.)) relativamente a

u ; ( u, , . . . , u.)

A distribuição de probabil idades de(el ' ,en)

( 6 . 2 . 1 . 7 ) p(el' den
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onde (b(x),s(x)) descrevem a "posição" de (x 1 , •.• ,xn) relativamente a 

(u1,···,un). 

Analogamente, (e 1 , ... ,en) também pode ser representado em função da 

origem 

1 ••••• 1 o 1 ••••• 1 

(6.2.1.4) = 

Assim a relação (6.2.1.1) pode ser reescrita em função da (u 1 , ... ,un) 

u t i l i z a n d o ( 6 • 2 . 1 • 3 ) e ( 6 • 2 • 1 • 4 ) ., t a l q u e 

o 1 .•••• 1 o 1 o ( 1. .... 1 

( 6 • 2 . 1 . 5 ) = 

1 b ( x ) S (X) u1 .... un 0 0 b(e) s (e) 
1 2 tu 1 .... un 

Podemos 11 reduzir" (6.2.1. 5 ) da seguinte forma: 

o o o 

( 6 . 2 • 1 . 6 ) 

b(x) s(x) 0 
1 

que dã a relação entre (b( x ) ; s(x)) e (b(f),s(~)) relativamente a 

u = ( u 1 , ... , un). 

A distribuição de prob a bilidades de (e 1 , ... ,en) 

( 6 • 2 • 1 • 7 ) 
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l)ode ser colocada em função de(ul'...,Un). Da equação(6.2,1.4)

concluímos que(el'...,e.) ;(b(g.)+s(ç.)ul'...,b(g)+s(g.)Un), então
a partir de(6.2.1.7) encontramos a djstrjbuição de pt"obabiljdades

de b(g.),s(g.),(ul'...,Un) que ê

(6.2. 1.8) P((b(g.)+s(.g)ul '...,b(.g)+s(.g)un))IJãldb(g)ds(g)dul '... ,du.

onde p(') é a densidade de pl'obabil idade de(et'...,en),IJgl éo jacg
bjano da tr'ansfor'mação(el'...,en) em(bCg)+s(g.)1ll '...,b(g)+s(g.)Pn)
que é igual a(s(e))n.(vede exemplo 6.1.1.2.1) e db(e), ds(e),

du.i são os djferencials de b(.Ê), s(.g), u, respectivamente

A partir de(6.2.1.8) encontramos a distribuição(;on-

dicional de(b(.g), s(.g)) dado(ul'... ,Un) que é igual a

(6.2.1.9) K(u)P(b(.g),s(.g)/ul'...,un)s(S))nIJãl'ldb(.g)ds(g)
onde K(u) é uma constante de pt'opor'cionaljdade que faz com que a ante

oral em b(g.) e s(g.) seja igual a l e IJ:l'ldb(g)ds(g.) é a medida dellaar

ã direita associada a(b(g),s(g)) com leal'l:(s(S.))'2, densidadedeHaat"

ã d i re i ta ( v{ d e a p ê n dic e A)

As expt'essÕes(6.2.1.6) e(6.2.1.9) JUIZ.{a,õ formam o lllc,-

de.êo c,6.{,rLU.{uAa.ê de ,locação-e.õcaZa edüzldo. E este tnodelo que ut ilí-
zamos par'a encontrar a d istribu ição está'utural de O. Note que no mo-

delo reduzido não temos o problema inicial da dimensão de(el,...,e.)

e(OI'02) ser'em diferentes, pois(b(g.),s(g)) tem a mesma dimensão de

(OI,O2) (e nenhuma informação ê perdida, po is a d istribujção de prob.g

bil.idades Õ condjclonada ã u que ê o ponto de r'efer'anciã de todas as
pela ções)
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pode ser colocada em função de (1J 1 , ... ,un). Da equaçao (6.2,1.4-) 

conclu ·imos que (e 1 , ••• ,en) = (b(~)+s(~) u1 , ••• ,b(~)+s(~) .un), então 

a partir de (6.2.1.7) encontramos a distribuição de probabilidades 

-(6.2.1.8) 

onde p( •) e a densjdade de probabilidade de (e 1 , ... ,en),IJªI é o jaco 

biano da transformação (e 1 , ••• ,eli) em (b(f)+s(Q)P 1 , .•• ,b(~)+s(~)µn) 

que e igual a (s(e))n. (vide exemplo 6.111 .2.1) e db(!), ds(!), 

dui sao os diferenciais de b(!), s(!), u, resoectivamente. 

A partir de (6.2,1 .8) enco~tramos a distribuiç~o son

diciona·1 de (b(!), s(~)) dado (u 1 , ... ,un) que é igual a 

(6.2.1.9) 

onde K(u) e uma constante de proporcionalidade que faz com que a int~ 

gral em b(f.) e s(f.) seja igual a 1 e. IJ
9

j-•1db(_g_)ds(_g_) e a medida de Haar 

a direita associada a (b(§_) ,s(~)) com jJ9j- 1 
= (s(!))- 2, densidade de Haar 

ã direita (vide apêndice A). 

As expressoes (6.2.1.6) e (6.2.1.9) ju.nta..6 formam o mo

delo e.6:thu.tu.ha.l de locacao-e.6cala. kedu.zido. reste modelo que utili

zamos para encontrar a distribuição estrutural de 0. Note que no mo

delo reduzido não temos o problema inicial da dimensão de (e 1 , ••• ,en) 

e (0 1 ,0 2) serem diferentes, pois (b(~) ,s(~).') tem a mesma dimensão de 

(0 1 ,02 ) (e nenhuma informação ·e perdida, pois a distribuição de prob! 

bilidades e condicionada ã u que e o ponto de referência de todas as 

relações). 
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Chamamos a atenção liara o fato de que u =(ul '...,un) pode ser iden-
tificado como uma estatística ancilar. A Órbita é o conjunto de re-

ferência(seção 2.2.1) associada ao modelo e os "parâmetros"
(b(.),s(.)) da transformação invariante maximal formato unia estat:ísti
ca condicionalmente suficiente com relação a O(condicional a u)

6.2.1.1. Djstr'ibujção Estrutural resultante do modelo de
[ oca ção-esca] a

Quando(xl,...,x.) é observado,(b(x),s(x)) tem valor co
nhecido. Da mesma forma, devido a(6.2.1.3), u ;(ul,...,u.) também

tem valor conhecido. A "redução"(6.2.1.6) pode ser reescrita como

1 0 1 0 ] - 1 Í l o

( 6 . 2 . 1 . 1 0 )

b ( e ) s ( e ) .ol o:J lb(x) s(x)

1 0 1 fl o

ol
L-

02

l

02
l.b( x) s (x)

Como a distribuição condicional de(b(e),s(e)) dado(u é conhecida e

(b(e),s(e)) õ uma função de(b(x),s(x))(valor conhecido) e(ol'02)
(desconhecido),util i;amos a {déia do método fiducial(seção 2.2.2)

"transfet'indo" a medida de(b(e),s(e)) para(OI'02) encontrando a ''dis
tribuição de probabjl idades" de(Oi,O2) que ê a dista'jbujção está'utural
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Chamamos a atenção para o fato de que u = (u 1 , •
•• ,µn) pode ser iden

tificado como uma estatistica ancilar. A 6rbita ê o conjunto de re

ferência (seção 2.2.1) associada ao modelo e os 11 parâmetros 11 

(b(·),s(•)) da transformação invariante maximal formam uma estatisti 

ca condicionalmente suficiente com relação a 0 (condicional a u). 

6.2.1.1. Distribuição Estrutural resultante do modelo de 

locação-escala 

Quando (x 1 , ••• ,xn) ê observado~ (b(x),s(x)) tem valor co 

nhecido. Da mesma forma, devido a (6.2.1.3), u. = (µ 1 , ... ,u.n) tambêm 

tem valor conhecido. A 11 redução 11 (6.2.1.6) pode ser reescrita como 

o 

(6.2.1.10) 

b(e) s(e) 

= 

= 

o 

0 2 

0 1 

O - 1 1 o 

0 2 

o 

,b(x) s(x) 

Como a distribuição condicional de (b(e),s(e)) dado (u ê conhecida e 

(b(e) ,s(e)) ê uma função de (b(x) ,s(x)) (valor conhecido) e (0 1 ,0 2) 

(desconhecido),utilizamos a ideia do mêtodo fiducial (seção 2.2.2) 

11 transferindo 11 a medida de (b(e) ,s(e)) para (0 1 ,0 2) encontrando a 11 di~ 

tribuição de probabilidades 11 de (0 1,0 2) que ê a distribuição estrutural. 
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C omo cle (6.2.1 .10) sabemos q

b(x) -0. s (x)

(--l!;--L , -.a--) , então utll izando (

tribuição estrutur'al de (OI'02) que é

(6.2.1.11) g(01'02/b(x),s(x),u)dOld02

«'-,-.w;b #,'-''H
onde lüÕI - ê o jacobjano da transfol'maçã

b(x)-o. s (x)

(-- que ê igual a (Zày-) e do

íqote que a igualdade(6.2.1.11) é vãljda

de de probabil idades p(el'...,en) associ

0 exemplo abaixo ilustra este fato

Exemplo 6.2.1: Considere utn modelo de lo

ue (b(e) ,s(e))

6 .2.1 .9) e n conta'amos a d j s

})n'zlü gldoldo2

o de ( b( e ) , s ( e ) )em

l e do2 são os d{ fe re na c l a l s

n s { daquczEqüe,t qtze .sejct a de

a d a e ( e l ' . .,en)

ca ção e e s cal a tal q u e

e caso e

p ( e.i ' . : ::.
l

ra rl o
p(el ,e )' n '

n

= P( ': ) onde

Uma transformação { n\ ar{ ante inox i mal ne s t
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Como de (6.2.1 . 10) sabemos que (b(e),s(e)) = 

b(x)-0 1 s(x) 
= ( 0 · , -o--) , e n t ã o u t i 1 i z a n d o ( 6 • 2 • 1 • 9 ) e n c o n t r a m o s a d i s -

2 °2 . 

tribuição estrutural de (0 1 ,0 2 ) que e 

( 6 • 2 • 1 • 1 1 ) 

onde jJ~~ ê o jacóbiano da transformação de (b(e),s(e)) em 
g 

b(x)-0
1 

s(x) 
' 0 ,T) que e igual a (s(x)) e de e de sa o os diferenciais er- 1 2 2 2 
d e 0 e 0 2 . 1 

Note que a i g u a 1 d a d e ( 6 . 2 . 1 . 11 ) ê vã 1 i d a q u.o..J!. q u eJi q u. e. .se._{ cL a d e n s i d a -

de de probabilidades p(e 1 , ... ,en) associada e (e 1 , .. ,en) 

O exemplo abaixo ilustra este fato: 

Exemplo 6.2.1: Considere um modelo de locação e escala tal que 

n 
1 ' O ~ e. ~ 

1 

= TT p ( e i ) onde p ( e·. ) --
i :::: 1 1 

O caso contrãrio 

Uma transformação invariante maximal neste caso e 
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0 l 0

.««. {::::::: ::::..lb(x) s ( x) L 'R

sugerimos essa transformação pois ela facilita os cálculos necessã

r'ios para encontrar a distribuição condicional de (b(g.),s(g.)) dado a

origem u :(ul'...,un)(estatística ancilar) que é igual a

l . , . . . l l

el -L

l

u l ' . . . u

0 modelo estrutural reduzido é representado por(1) e(2) abaixo

1 0 ) íl olfl 0

R

( 1 )

L ( x ) R( x ) .ol ozJ l.L

onde L ( x) ; m:Ín {xl , ,Xn} e R(x) "ãxtxl ' ,xn} - L ( x)

( 2 ) p( L ,R/.u) dl d R ; n( n-l ) l
n -2

R dLdR( L , R)

l se 0 É L É L+R $ 1

onde 1 ( L ,R)
caso contrario
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1 o 1 o 

r 
= min{e 1 , •.• ,en } 

= , onde 

b(x) s(x) L .R ,R = m ã x { e 1 , ••• , e n }- L 

sugerimos essa transformação pois ela faGilita os cãlculos necessa -

rios para encontrar a distribuição condicional de (b(f),s(f)) dado a 

origemµ= (v 1 , ••• ,un) (estatistica ancilar) que e igual a 

1 ••••• 1 

= 

1 •••••••••• 1 

e -L n 
~ 

O modelo estrutural reduzido e representado por (1) e (2) abaixo 

o 1 o 1 o 

( 1 ) = 

L(x) R(x) 0 1 0 2 L R 

onde L(x) = mTn{x 1 , ••• ,xn} e R(x) = mâx{x 1 , •.• ,xn} - L (X)". 

( 2) p(L,R/Y)dldR = 
( ) n -2 n n-1 I(L,R)R dldR 

1 se O ~ L ~ L+R ~ 

onde 

o caso contrario 
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A distrlbu íção estrutural de (OI '02) õ igual a

rs 4 2

g(OI,02)/L(x),R(x),p) : n(n-l)(Bá?)( 1) l(L(*),R(x))doldo2

jl se 0 s L(x) $ L(x)+R( x) $ 1

l(L(x).R(x)) : l

10 ca se cont rãrl o

onde

ca se contrai'i o

Com base nos resultados desta seção podemos gerneral azar' para modelos

mais complexos, como ê o caso da pl"õxinla seção

6.2.2 . Modal os LI nea res

Considere o modem o l i near

( 6 . 2 . 2 . 1 ) yj : Blxl{ + ae.i

onde (yl ,yn) Õ o vedor de observaçõe s € 1Rn

x 1 1 ' . . . . x l n

x= 1: : 1 é uma matriz de valores conhecidos

xrl' .. ..x..nJ(mata'lz de planejamento)

(BI'...,Br'a) :(B a) éo vetou'de parâmeü-os c Rn * R+

(el'...,en), é o vetar dos erros ' Rn

- 12 7 -

A distribuição estrutural de (0
1

,0 2 ) ê igual a 

,. R(x) n-1 1 2 

= n(n-1)(--) (--) I( () ( ))d0 d0 º2 02 L x ,R x 1 2 

se O ~ L(x) ~ L(x)+R(x) ~ 

onde 1(L(x),R(x)) = 

o caso contrario 

Com base nos resultados desta seçao podemos gerneralizar para modelos 

mais complexos, como ê o caso da pr5xima seçao. 

6.2.2. Modelos Lineares 

Considere o modelo linear 

( 6 • 2 • 2 • 1 ) 

onde Y = (y 1 , ••• ,yn) e o vetor de observações E IRn 

X = • e uma matriz de valores conhecidos 

(matriz de planejamento) 

( (3 Q ) ( ª ) e- o veto,· de para-met,·os E. IRn x IR+ 1'''''µr,O = µO . 

e = (e 1, ••• ,en), e o vetor dos erros E IRn 
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então,(6.2.2.1) pode ser reescrita como

*] í:, 'l f*
( 6 . 2 . 2 . 2 )

vJ IB .J IÊ

onde 1. ê a matriz identidade de dimensão r

Assoc bando a(el,...,en) uma d istribuição de probabil

dades p(el'...,en)del'..den e identificando um grupo de tt'ansformações
em ( 6 . 2 .2 .2) que é

{:' : ;..«" . ..-*}
Fazendo a analogia com os resultados da seção 6.2.1 de

finjmos

( j ) a transformação invar'jante maximal

:. .,] .«.' ''-
l r

b ( . )
(bl ( .) b,(

{ l ) a origem da órbita

=l : ll::, l..,lllo n de u : ( ul ' . . . ,Un)
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então, (6.2.2.1) pode ser reescrita como 

X O X 

(6.2.2.2) = 

y B 

onde Ir ê a matriz identidade de dimensão r. 

Associando a (e
1 

, ••• ,e) uma distribuição de probabili-n . 

dades p(e 1 , ••• ,en)de 1 ••• den e identificando um grupo de transformações 

em (6.2.2.2) que ê 

finimos: 

( i ) 

( i i ) 

e + 
OER 

Fazendo a analogia com os resultados da seçao 6.2.1 de-

a transformação invariante maximal 

a origem da orbita 

[-

xe 
s (~) 

o 
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E assim podemos definir o modelo reduzido que é composto dos i tens
a baixo

( 6 . 2 . 2 . 3 ) ( 1 )

b(y) s(y)j IB a

l

'l f:, ' l

.b(S.) s(g.)l

(6.2.2.4)(2) K(u)p(b(.g),s(.g)/X,u)(s(.g))n'(r+l)IX X'j2db(e)ds(g.)

onde(2) é a distribuição condjciona](em u) de

P( b(.g) X+s(.g) u/XJi)(s(.g)) n IX ' X l1/2db(.g) ds(g) du

com(s(e))nlX'Xl1/2 o jacobíano de transformação de lxl em

o l íx)

: (.uJ l«J

Em (6.2.2.4) K(u) õ a constante de propo)'cionaldiade (que
faz com que a integt"al seja igual a le(s(e))'(r+l)db(e)ds(e) é d

medida de Haar ã direita associada a(b(g),s(.g))

Com base neste modelo reduzido a distribuição está-utural
e

( 6 . 2 . 2 . 5 ) g(6,a/x ,b(y) ,s(y) , u)

K( u ) P (E!)(i2.3.=S ... .tLP- u /x , u ) (:á©-) n' ( ''1 ) l xx - l,l /Z (1:1;9)dada

.. 12 9 -

E assim podemos definir o modelo reduzido que e composto dos · itens 

abaixo 

o o 

(6.2.2.3) ( 1 ) = 

b(y) s(y) B a b(~) 

(6.2.2.4) ( 2) 

onde (2) ~ a distribuição condicional (em u) de 

com 

p ( b ( ~) X+ s ( ~) u / X1u )( s ( ~) ) n I X I X 1 1 / 2 d b ( ~-) d s (~)d u 

(s(e))nlX 1 Xl 112 o jacobiano de transformação de l' x[ 
. u J 

em 

Em (6.2.2.4) K{u) e a constante de proporcionaldiade (qu~ 

faz com que a integral seja igual a 1 e (s(~))-(r+ 1)db(~)ds(i) e a 

medida de Haar ã direita associada a (b(_g) ,s(_g)). 

Com base neste modelo reduzido a distribuição estrutural 

resultante e 

( 6 . 2 . 2 . 5 ) g(B,0/x,b(y) ,s(y) ,u) = 
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ê o jacobiano da transformação gire) s(.g)l

' ]

onde

[:'
em

lr

b(y)

Chamamos a atenção para o fato que não ê necessário que

(el,...,e.) sejam independentes e/ou identicamente distribuídas. 0

resultado acima ê vãl ido V p(el,...,en), colho pode ser v isto através
do seguinte exemplo onde não existe independência entre os erros

Exemolo 6.2.2.1: Consider'e o modelo linear (6.2.2.2) com

'1

.,'., : '.©-- .*- '-;'p( el

l P P :

P l P

' n - 2 . . . ' : . l
n -l n-2

P . P . . . . P

n - l
P

n-2
P

onde
P

l

õ a ma triz de correm a ção de ( el ' . . - ,e n )

0 modelo reduzido é representado pelos dois itens aba i
xo

- 130 -

onde (s(y)) e o jacobiano da transformação [ l r : (~) l em 
0 r+2 b(e) 

[:r Tl :(J o b~y) 

Chamamos a atenção para o fato que não~ necessârio que 

( e 1 , • • • ,-e n ) s e j a m i n d e p e n d e n t e s e / o u i d e n t i c a m e n t e d i s t r i b u i d a s . O 

resultado acima~ vâlido V p(e 1 , ••. ,en), como pode ser visto atrav~s 

do seguinte exemplo onde não existe ind ependência entre os erros: 

Exemplo 6.2.2.1: Considere o modelo linear (6.2.2.2) com 

{ 1 - 1 '} ex p -2 e R e 
( 2,r)n/2 

1 p 2 n- 1 
p . p 

n- 2 
p p p 

onde R = ·n - 2 . • 1 p . . . . p 

n- 1 n-2 
p p . . . • p 

e a matriz de correlaç ão de e= (e 1 , .. . ,en). 

O modelo reduzido~ repre se ntado pelos dois itens abai 

xo: 
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( 1 )

lx ' ( x x ' )l x ]'f

arnen te

de

d'í s tt''ia

re s ul tad a n te ri OI n o0os

A ex pr'estão (6 .2 .2 . 3) onde

b(y) ; YX(XX' )'l s:(y) : \''[

para b(.g) e s(g.)

Com base em (6.2.2.4) encontt-am.os a d ístribuição

íl i d a des

expt= ã( b(g)X+s(g.) u) ' R'l(b(g.) X+s(9.) u) } IXX ' l1/2(s(g.))n'( }"+1)db(g.) ds(9.)

b ui ção estou rural t'esul ta n te ê

g ( B, a/b(y) ,s (y) ,X ,u ) dada

exp{ - z(icXàl...t ... .!(P- d É-' (.ECX.liU

(:i!})n'( '-'1) lxx - ll/Z(s(y))dBd.
a

6 . 2 . 3 . Ge n er'a l i z a ções

P o d elmo s e sLe n d e

caso em que

Y 1 1 ' . . Y l nl

( 6 . 2 . 3 . 1 ) v:j::je
Y ... . . . Y ... l

a nal og

( 2 )

pr'oba b

K(u)

K(u) s(y
U )} x+ a

o s da seça

!:::::!::]
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( 1 ) A expressao (6.2.2.3) onde 

analogamente para b(e) e s(e) 

( 2) 

probabilidades 

1 

Com base em (6.2.2.4) encontramos a distribuição de 

K ( u) 1 R (
2 

/ 
2 

exp {.:. · -
2
1 ( b ( ~) X+s (e) u) 1 R- 1 ( b (e) X+s (e) u) } J XX I 

J 1 / 2 ( s (e) ) n- ( r+ 1 ) db (e) ds (e) 
( 2TT) n - - - - - - -

a distribuição estrutural resultante e 

g( B,o/b(y) ,s(y) ,X,u)d Sdo = 

1 

K(u) IRJ-~ exp{ - _l(b(y)X- B + s(y) u)ri -1(b(y)X -· i3 + s(y) u )} x 
( 2TI) n 2 2 a a a ir 

·() n-(r+1) () 
( ~) J X X ' J 1 / 2 ( s y ) d Sd a 

o ri+f 
a 

6.2.3. Generalizações 

Podemos estender os resultados da seçao anterior no 

caso em que 

(6.2.3.1) e e = 
;11···:1n1 
ek1'''eknJ 
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Um exemplo desta situação é o chamado modelo normal de progressão coB

posto de

(1) Y ; ul' + r.g onde Y e e estão indicadas em (6.2.3.1)

u ' : ( ul ' . . . ,u k ) e l ' :( 1 ...1)

al

Y : 'Y21 'Y2

'Ykl . Yk2 ' '' 'Yk.k-l (Jk

(2) a djstrlbuição de probab ilidades de e e'
Kn

(2T) c expt- e) } on de tr(e'e) é o tra ço da

ma triz ( e 'e)

0 grupo estr'utural associado a este modelo é

; « .R* , 'r.M

onde M é o espaço das matrizes triangulares {nfer fores(k x k) tais

que os elementos da diagonal são positivos, os elementos acima da dia

gona[ são zer'o e os elementos abaixo da diagonal são r'eais

Os procedimentos para a inferência são análogos ao que
foi descr{ to n o caso em que k=l

- 1 32 

Um exemplo desta situação e o chamado modelo normal de progressao com 

p_osto de 

(1) y = µ1 1 + y~ onde Y e e estão indicadas em (6.2.3.1) 

e 1 1 = ( 1 • • . 1 ) 

y:::: 

(i) a distribuição de probabilidades de e e· · 

Kn 

matriz (e 1 e). 

--- 1 
(2n) ·· 2·exp{- 2 tr(e 1 e)} onde tr(e'e) e o traço da 

O grupo estrutural associado a este modelo e 

G = 

y 

k 
µ E IR ' y E M 

onde Me o espaço das matrizes triangulares i_nferiores (k -x k) tais 

que os elementos da diagonal são positivos, os elementos acima da dia 

gonal são zero e os elementos abaixo da diagonal são reais. 

Os procedimentos para a infer~ncia sao anilogos ao qu~ e 

foi descrito no caso em que k=1. 
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Para modelos mais gera. ís como é o exemplo de distribu i

ções no circulo e tla esfer'a(Frases, 1979, capitulo 9) a general íza-
ção dos resultados descritos aqu i ê posa:Ível se pudermos encontrar

unia função linear que relacione os dados, o par'ãmett'o e os erros

6 .3. D'iscussão

Os modelos que possuem a propríeda.de de inca.riânc ia co-

mo é o caso dos modelos estruturais têm diversas vantagens: Por' exem

plo, o caso usual de modelos lineares pode ser analisado sem a supor.!
ção de not"mal idade e de Independência dos el"r'os; além disso dão hã ne
cessidacle da existência de esta.t:Ístjcas suficientes; também não hã ne

cessjdade de suposição do tipo vat'iância mÍnIma ou poder máximo para

conseguir resultados Ünjcos. Basta a estrutura de grupo pal'a ga)"an -
tir a existência e a unicidade dos resultados(Ft'a.ser', 1968). Alõrn

disso, os resultados obtidos por este modelo são idênticos aqueles
cot'respondentes ã dista'ibuição a posteriori Bayeslana proven lentes de

dista'ibuições a pr'iori não informativas. Esse tipo de priori cojncl-
de com a medida invariante ã dir'e ita definida- em 6 (apêndice A)

As distribuições estrutut'aís são distribuições sobre o

espaço paramêtl"ico no mesmo sentido cla distribuição flducial. llo eD.

tanto FT'ases' (1968) faz uma enter'pretação dos )'esultados que não é

indutiva (como para Fisher'); Frases coloca a inferência proposta pg
lo seu modelo como algo entre as escolas de Fisher e Neyman-Pearson

- 133 -

Para modelos mais gerais como e o exemplo de distribui 

çoes no circulo e na esfera (Fraser, 1979, capitulo 9) a generaliza

çao dos resultados descritos aqui e poss1vel se pudermos encontrar 

uma função linear que relacione os dados, o par~metro e os erros. 

6.3. Discussão 

Os modelos que possuem a propriedade de inv ari~ncia co

mo e o caso dos modelos estruturais t~m diversas vantagens: Por exem 

plos o caso usual de modelos lineares pode ser analisado sem a suposi 

çâo de nbrmalidade e de independ~ncia dos erros; al~m disso nao hã ne 

cessidade da exist~ncia de estat1sticas suficientes; tambem nao hã .ne 

cessidade de suposição do tipo vari~ncia mTnima ou poder mãximo para 

conseguir resultados ~nices. Basta a estrutura de grupo para garan -

tira exist~ncia e a unicidade dos resultados (Fraser, 1968). Alem 

disso, os resultados obtidos por este modelo sâo id~nticos âqueles 

correspondentes ã distribuição a posteriori Bayesiana provenientes de 

distribuições a priori não informativas. Esse tipo de priori coinci

de com a medida invariante ã direita definida em~ (ap~ndice A). 

As distribuições estruturais sâo distribuições sobre o 

espaço parametrico no mesmo sentido da distribuição fiducial. No en 

tanto Fraser (1968) faz uma interpretação dos resultados que nao e 

indutiva (como para Fisher); Fraser coloca a infer~ncia proposta p~ 

lo seu modelo como algo entre as escolas de Fisher e Neyman-Pearson 
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encontrando não apenas a distribuição estrutural para O como propondo

testes de hipóteses e regiões de confiança para a tomada de decisões

A distribuição estrutural encarada como distribuição fi
ducial possue outras propriedades vantajosas: as dista'ibuições margi
naif e condicionais dos problemas multiparamõtrjcos têm pt'opriedade

de confiança (Frases, 1961b); resta'ições no espaço paramétr ico, On '

podem ser efetuadas simplesmente multipl icando a distribuição estrutu

ral , g(O/ x) pelo indicador

se O .©.

ca s o con trãrio

e normalizando o resultado ati'av.és de

l®o ( 0) g( 0/ x )

l l®o ( o) g( o/ x) do

Sendo assim, apesar do modelo está'utural ser apl icãvel
a um numero pesEI'ito de problemas, nos casos em que a sua utll ização

fa z sen t ido õ vantaj oso u sã-l o
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encontrando nao ap~nas a distribuição estrutural para 0 como propondo 

testes de hip6teses e regiões de confian~a para a tomada ~e decisões. 

A distribuição estrutural encarada como distribuição fi 

ducial possue outras propriedades vantajosas: as distribuições marg! 

nais e condicionais dos problemas multiparamétricos têm propriedade 

de confiança (Fraser, 1961b); restrições no espaço paramétrico, 0 . o 

podem ser efetuadas simplesmente multiplicando a distribuição estrutu 

ral, g( 0/x) pelo indicador 

I@l, (0) = r 
lO 

se 0 E G) 
o 

caso contrãrio 

e norm alizando o resultado através de: 

1
8 

(0)g(0/x) 
o 

j \S> (0 )g(0/x)d0 
o 

Sendo assim, apesar do modelo estrutural ser aplicãvel 

a um nümero r est rito de problemas, nos casos em que a sua utilização 

faz sentido é vant a joso usã-lo. 



CAPÍTULO 7

EXTENSÃO DO MFTODa FiDUCiAL F{ODELaS FUíáCloRAis

Os modelos funcionais introduzidos por Bunke(1975)

são definidos em situações análogas a dos modelos estrutura is e po-
dem ser representados por(6.1). Enquanto o modelo estrutural ê de

finado apenas em condições onde se verifica o pr'inclpio de invariân

cia(seção 6.1), o modelo funcional se propõe a ser mais geral. Pa
i'a concr'etizar este fato apresentamos o segu ante exemplo

Exemplo 7.1: Considere X =(ID=iR e E =IR+ xIR+ xIR e o modelo fun
cio nal composto por

( 1 ) oel + e2
e3

x,0 €

( el '

( 2 ) el 'e2 'e3 sao v. a ande pendentes tal q ue

'i - xÉ.l , 'â - xá.z e 3 - N ( 0 ,1 )

Urna situação como esta esta fora das restrições do modelo estrutural

pois aqui a dimensão de E Õ diferente da dimensão de X

A inferência dos modelos funciona is ê real izada da mes-

ma forma que nos modelos estrutut'ajs: expt'essando O como função de x

e e e obtendo a distribuição fiducial de C), através da distribuição
de pr'obabiljdades de e para um valor obset'vado de x

9

CAPlTULO 7 

EXTENSÃO DO M[T0D0 FIDUCI AL : MODELOS FUNCIONAIS 

Os modelos funcionais introduzidos por Bunke (1975) 

sao definidos em situações anílogas a dos modelos estruturais e po

dem ser representados por (6.1). Enquanto o modelo estrutur a l e de

finido apenas em condições onde se verifica o princTpio de invariân

cia (seção 6.1), o modelo funcional se propõe a ser mais gera l. Pa 

ra concretizar este fato apresentamos o seguinte exemplo: 

~~)T1plo 7.1: Considere x =G:v=IR e 

cional composto por: 

( 1 ) X = 

r + + e = IR x IR xIR comodelofun 

( 2 ) e 1 ,e 2 se 3 sao v.a. independentes tal qu e 

, e 3 ~ N(0,1) 

Uma situação como esta estâ fora das restriç~es do modelo estrutural, 

pois aqui a dimensão de E e diferente da dimensão de x . 

A inferência dos modelos funcionais e realizada da mes

ma forma que nos modelos estruturais: expressa~do 0 como função de x 

e e e obtendo a distribuição fiducial de 0, através da distribuição 

de probabilidades de e para um valor observado de x. 
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Bunke (1975) chama a atenção para o fato que dois Rode

los func zonais distintos podem gerar a mesma distribuição de probab{
cidades de X dado O, como indicado no exemplo abaixo

Exenipl o 7 . 2

(1) e (11),
Considere x = E = IR e G)= R dois

tais que a relação entre x,o e S. ê

(XI 'X2) = (el 'oel + (l -o:) 'e2)

(XI'x2) : « l-o')'el + Oe2 'e2)

l

l

modem os fu nclonai s

expressa como

1 )

( 1 1 )

onde el
grão.

bil i d a d

,ep são v.a. independentes, ambas com distribuição normal pa-
Em ambos os modelos determinamos a mesma dista'ibuição de probg.

e s pa ra (XI ,X 2)

Este exemplo mostra que ignorar a r'elação entre x,O e g.

os ein que ela é determinável, impl íca ein perda de informação

s relações entre os dados e o par'âmetro que pode ter impl ica
conclusão final. Este fato foi enfocado por Fisher quando dg

método passo-a-passo em detrimento do método de quantidades
s, dizendo que este ül t;imo é incompleto, pois mais de uma qua.B

pivotal pode ser definida em um determinado problema, cada uma

nela um resultado diferente. Portanto, é necessário saber qual

a.dequada(Fisher, 1956, pg 257). Encarando cada distribui -

t.i/oj'...,OJ'tl'...,tÍ.l) como uma quantidade pjvotal, i=1,...,n
nou condições sobre elas como cl'itério de adequação.

nos ca s

se br'e â

çoes na
fi ni u o

pl votam

tid a d e

pt'o d u z j

del as é

ção F.i(
deter'mi
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Bunke (1975) chama a atenção para o fato que dois mode

los funcionais distintos podem gerar a mesma distribuição de probabi

lidades de X dado 0, como indicado no exemplo abaixo: 

2 

Exemplo 7.2: Considere x =E= ffi e©= R dois modelos funcionais 

(I) . e (II), tais que a relação entre x,0 e e e expressa como 

1 

(X 1,x 2) = (e 1 ,ee 1 + (1-0 2
)
2e2) 

1 

( I I -) ( X 
1 

, X 
2 

) _= (( 1 - 0 2 
) 
2 e 1 + 0 e 2 , e 2 ) 

onde e 1 ,e 2 sao v . a. independentes, ambas com distribuiç ão normal pa

drão. Em ambos os modelos determinamos a mesma distribuição de prob! 

bilicla des pa ra (X 1 , X2). 

Este exemplo mostra que ignorar a relação entre x,0 e e 

nos casos em que ela~ det e rminãvel, implica em perda de informação 

sobre as relações entre os dados e o par~metro que pode ter implica -

çoes na conclusão final. Este fato foi enfocado por Fisher quando d~ 

finiu o m~todo pas so-a - passo em detrimento do m~todo de quantidades 

pivotais, dizendo que este Gltimo ~ incompleto, pois mais de uma qua~ 

tidade pivotal pode ser definida em um -determinado problema, cada uma 

produzindo um re s ultado diferente. Portanto,~ necess~rio saber qual 

delas~ adequada ( Fisher, 1956, pg 257 ). Enca r ando cada distribui -

ç ão F . ( t . / 0 . , ... , 0 . , t 1 , ... , t . 1 ) com o um a q u anti d a d e pi vota l , i = 1 , ... , n · 
l l l l l -

determinou condições sobre elas como crit~rio de adequaç ão. 
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fqeste capitulo r'eunjmos alguns resultados importantes

do modelo funcional e alguns exemplos da infer'anciã fiducjal são ana

ligados detatro do contexto do modelo funcional , visual izando a quan-
tidade plvotal conto a variável aleatória err'o e e vice-ver'sa, fa-

zendo a ana.logra das condições impostas por Fisher com as condições
exmos ta s aqui

A seção 7.1 se ocupa de resultados pt'eliminar'es que fá-

cil item a compreensão e a expressão dos t'esultados futut"os. A seção

7.2 aborda o modelo funcional no caso unipar'arnêtrico e a seção 7.3 a
bo rc]a o caso mu] bpa ramêtrico

7 . 1 . Prei inlina res

Para x € x e e € E diremos que x e .g são compatíveis

se x:; h(O;e) para algum O e(D. Denotamos por E* o conjunto
{e;x e e são compatÍveis}. Analogamente, definimos x.etg).,. Denota-

mos pot' D o conjunto {(x,O) € x x<$); x e O são corripatlveis}. Esse

conjunto O cora'esponde nos modelos funcionais ao conjunto de r'efe)'an-

ciã definido na infel'ência fiducial(seção 2.2.1)

Admitimos também a ,éltve4,{,éb,é,Cidade da relação x:h(C);e),

a x c X e g( E* a solução para O em x:h(O;Ê) ê única

Pal'a simplificar a notação esct'evet'emos a relação
O+e.

x=h(O;.g) como x:O.g, por exemplo x:O.Ê : --ê--t (exemplo 7.1); de forma

análoga o parâmetro O expresso como função de x e e set'ã denotado

por O : x.g'l(no exemplo 7.1, O : x!'i : xe2'el). Quando x e e são
conhecidos Q = xe'' expressa a solução única de O

ou seJ a , pa r
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Neste capltulo reunimos alguns resultados importantes 

do modelo funcional e alguns exemplos da infer~ncia fiducial sao ana 

lisados dentro do contexto do modelo funcional, visualizando a quan

tidade pivotal como a variâvel aleat6ria erro e e vice-versa) fa 

zendo a analogia das condições impostas por Fisher com as condições 

expostas aqui. 

A · seçao 7 .1 se ocupa de resultados rreliminares que fa-• 

cilitam a compreensao e a expressão dos resultados futuros. A seçao 

7.2 aborda o modelo funcional no caso ur1iparam~trico e a seção 7.3 · a

borda o caso multiparam~trico. 

7.1. Prelimi nares 

Para x ex e e e E diremos que x e e sao compatlveis 

se x = h(0;e) para algum 0 e©. Denotamos por Ex o conjunto 

{e;x e e sao compatlveis}. Analogamente, definimos x e©. 
(0 X 

Denota --

mos por V o conjunto {(x,0) e x x@; x e 8 são cornpatlveis}. Esse 

conjunto V corresponde nos modelos funcionais ao conjunto de refer~n

cia definido na infer~ncia fiducial (seção 2.2.1). 

Admitimos tamb~m a invehtibilidade da relação X=h(0;e), 

ou seja, para x ex e ! e Ex a solução para 0 em x=h(0;~) ~ Ünica. 

Para simplificar a notação escreveremos a relação 
0+e 1 x=h(0;e) como x=0!, por exemplo x=0e = -- (exemplo 7.1); de forma 
~2 

anâloga o parâmetro 0 expresso como função de x e e ser~ denotado 

-1 ( -1 ) -por 0 = xe no exemplo 7.1, 0 = xe = xe 2-e 1 • Quando x e e sao 

conhecidos 0 = xe- 1 expressa a solução ~nica de 0 



1 38

A distribuição de probabilidades associada a e será de-
notado resumidamente por P, então P(e ( A) é a probabjl idade associa-
da a V A c E. A d istribuição f iducial de O será denotado por

F(./x), tal que P(O ( A/x) ê a probabilidade fiducial de A ' €1> dado o
valor de X=x. Analogamente, a distribuição de X será denotado por

P+(./o), tal que P*(X ( B/O), V B c X. Ressaltamos que P'(X € B/O)
P(oe.c B/o) eF(o . A/x) ; P(xe'' ' A/x)

As definições abaixo estabelecem condições sobre um mo-

delo funcional e serão.utjl izadas nas próximas seções

D e fin { ção 7 .1 Um modelo funcional é ltloitá,Cano se

V OI'O2c(D'iR , 01 S 02 'é::'bole-É 02g

Def{ n{ ção 7 .2 Um modelo funcional monótono é regular se

( 1 )

( j j )

X e (ID são ini;ervalos abertos

para cada xa c X, P(OÊ Z Xa) õ uma função de O, cone:Í
nua estritamente crescente, assumindo todos os valores

po s síveís no i n te aval o ( 0 ,1 )

( { { { ) para cada o. e(8), P(o.g. z x) é uma função de x, cone:í-
nua, est)'itamente decrescente, assumindo todos os vala

re s po s s Tv ei s n o in te aval o ( 0 ,1 )

Quando os dados x são observados,Ex é o conjunto dos va

lares de g compatíveis com x. Se Ex ê diferente de E e Xa é um valor
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A distribuição de probabilidades associada a e será de- . 

notada resumidamente por P, então P(e E A) e a probabilidade associa

da a V A E E. A distribuição fiducial de 0 sera denotada por 

P(•/x), tal que P(0 E 6/x) e a probabilidade fiducial de 6 e§ dado o 

valor de X=x. Analogamente, a distribuição de X seri denotada por 

P * ( • / 0 ) , t a l q u e P * ( X E B / 0 ) , V B e x • R e s s a l t a m o s q u e p•( X E B / 0 ) = 

P(0e ~ B/0) .e ~( 0 E A/x) = P(xe~ 1 
E A/x). 

As definições abaixo estabelecem condições sobre um mo

delo funcional e serão·utilizadas nas próximas seçoes. 

Definição 7.1: Um modelo funcional e mon6tono se: 

0 ~ 0 e 2 1-

Definição 7.2: Um modelo funciona .l mon6tono e regular se: 

( i) x e@ sao in ter valos abertos 

( ·j i ) 

( i i i ) 

para cada xa Ex , P(0~ ~ xa) e uma função de 0, conti

nua estritamente crescente, assumindo todos os valores 

passiveis no intervalo (0,1) 

Para cada 0 E (0 a , P(0a~ ~ x) e uma função de x, conti-

nua, estritamente decresc ente, assumindo todos os valo

res possíveis no intervalo (0,1). 

-Quando os dados x sao observados.Ex e o conjunto dos v~ 

lares de e compativeis com x. Se Ex e diferente de E e xa e um valor 
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observado, para V O cG), P(Oe à x.) esta resta ita a E.. . Então encon
u /\â '

'u'amos a distribuição fiducial de O att"avós de o = x,g'l e da dlstri-

bujção de .g "restrita'' em Ex, que denotaremos por Pa

0 texto esta djvid ido en} par'tes. Inicialmente djvjdi

mos a apresentação do modelo em: caso un íparamétrico e caso multjpara
mêtr.ico

7.2. Caso Uilipal'ümõtrico

Os modelos funcionais unipat'amõtricos serão analisados

em duas fases: pt'imeiramente os modelos funcionais simples e poste-
rior'mente os modelos funcionais partjcionãvejs. Os pl'imeíros são de-

fln idos quarldo Ex = E e os modelos pare icionãveis são definidos em

sítuaçõesonde Ex ;'apara cada xe Xe {Ev; xe x} forma uma pa.L
tição de E

7 . 2 . 1 blodel o Funcional Simpl es

A relação entre um modelo funcional simples e a cora'es

pondente d istribujção fiducial pode ser' expr'essa pela definição abas

xo

j?gfj0{ção 7.2.1.1: A um modelo funcional -simples <x=oe,e - P>

cíamos o modelo fjducial simples que é dado poi' < O= xe'i,e

a ss o

P >

Assim, o modelo fiducial ê en} s i mesmo um modelo funcional , permutar
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observado, paru l/ 0 E 9, P(0e i::: x ) estã restrita a E • Então encon 
a Xa 

tramos a distribuição fiducial de 0 através de 0 = x e- 1 e da distria-
. buição àe e 11 restr·ita 11 em E que denotaremos por P

3
• 

Xa 

O texto estã dividido em partes. Inicialmente dividi -

mos a apresentação do modelo em: caso uniparametrico e caso multipar! 

métrico. 

7.2 . Caso Unipara m~tr ico 

Os modi1os funci ·o~ais uniparametrico~ serao anilisados 

em duas f~ses: primeiramente os modelos funcionais simples e poste 

riormente os modelos funcionais particionãveis. Os primeiros são de 

finidos quando E = E e os modelos particionãveis são definidos em 
X 

situações onde 

tição de E. 

E ~ E para cada x e x e 
X 

7.2.1. Modelo Funcional Simples 

{ E · x e x} forma X , uma pa_!:. 

A relação entre um modelo funcional simples e a corres

ponde~te distribuição fiducial pode ser expressa pela definição abai

xo: 

D e f ·i n i ç ão 7 • 2 • 1 • 1 : A um mo d e l o f u n c i o n a 1 -s i m p l e s < x = 0 ~ , ~ ~ P > a s s o 

-ciamos o modelo fiducial simples que e dado por -1 < 0 = xe , ~ ~ P > 

Assim, o modelo fiducial e em si mesmo um modelo funcional, permutan-
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do x e e. Esta implícito no modelo fiducial acima que e é distribuí-

do independentemente de x. Essa definição procura mostrar que assu-
mindo um modelo funcional < x=C).g, g - P > faz sentido encontrar que a
distribuição de x em função de O; no modelo fiducial simples
<0 : xe'l,e . P> faz "sentido" encontrar a"distribuição"de O em função

de x

As condições para que um modelo funcional resulte numa

distribuição fiducíal valida(com propriedade de confiança,seção 3.2)
serão indicadas durante a exposição que será dividida em duas etapas
(1) modelo pivotal(2) modelo funcional nlonÕtono.

7 . 2 . 1 . 1 . flo del o P i vo tal

Suponha que em um modelo funcional simples para todo

(x,O) € O a solução pa)"a g. de x=Oe é iónica; então podemos encontrar

.g;g'(x;e) e chamamos e': D -'- E de átcnção alvo.{a.e. Se um modelo fundo
nal satisfaz essas condições Õ chamado de »tadeZa pZva.{aZ óZmpZeó e po-

de ser expt"esmo na forma alternativa <g:::g.'(x;O),g. - P> . 0 exemplo a
segujY' ilustra uma situação como esta

Exemplo 7.2.1.1.1: Considere a situação emque X=(:)= E=R eo
modelo funcional Õ <x = O+e, e - P> . Este modelo funcional õ povo-;

tal e portan'co pode ser expresso como <e = x-O, g - P> . Aqui

D ; X x (D

Um exemplo peculjaz' de modelo pivotal é apresentado a
seque r
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do x e e. Estã implicito no modelo fiducial acima que~ e distribui

do independentemente de x. Essa definição procura mostrar que assu

mindo um modelo funcional < x=0_g_, e ~ P > faz sentido encontrar -q-t.i-e- a 

distribuição de x em função de 0; no modelo fiducial simples 

<0 = xe- 1 ,e ~ P> faz 11sentido11 encontrar a 11distribuição 11 de 0 em função 

de x. 

As condições para que um modelo funcional resulte numa 

distribuição fiducial vãlida (com propriedade de confiança,seção 3.2) 

serão indicadas durante a exposição que serã dividida em duas etapas: 

(1) modelo pivotal (2) modelo funcional mon6tono. 

7.2.1 .1. Modelo Pivotal 

Suponha que em um modelo funcional simples pa ra todo 

(x, 0 ) E V a solução para e de x=0e e Ünica; então podemos encontrar 

e=e'( x ;e ) e chamamos e': V + E de 6unc~o pi vo t al. Se um modelo funcio 

nal satisfaz essas condições e chamado de modelo pi vo t al ~im ple~ e po 

de ser expresso na forma altern~tiva <f =~'(x;0) ,f ~ P> . O exemplo a 

seguir ilustra uma situação como esta. 

Ex em p l o 7 . 2 . 1 . 1 . 1 : C o n· s i d e r e u si tu ação em que x = 8 = E = R e o 

modelo funcionul ~ <X = 0+e, e ~ P> . -Este modelo funcional e pivo ~ 

t a l e portanto pode ser expresso como <e= x-0, e~ P> . Aqui 

Um exemplo peculiar de modelo pivotal e apre s entado a 

seguir. 
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Exemplo 7.2.1.1.2: Considere a situação em que x cIR,G)cR

E =(0,1). A dista'íbuição de e .é uniforme emE e a relação
bati s fa z a s conde çõe s

Oe

( j uma função estritamente c)'escente de e pai'a
cada o

( j { )

( {

se OI < 02 o 2-g ' v .g ' (o ,l)

V(.g,x).' E x x ex isto um único O satisfaze:clo

Figura 7.1 : Gráfico de uma !"elação x=Oe e da cor'l"'esporidente

função pivotal .g:g'(o;x) para un] valor de o=o. e(D

A figura 7.1 ilustra uma situação em que uma relação x=Oe que satis-

faz as condições(i),(ii) e(lj{) "ge)-a" uma função pivotal .g':F(x/O)

que satisfaz:(1) .g' : F(x/O) é estritamente crescente ent x para ca-

da O->F(x/O) é continua em x; (2) e':F(x/O) õ estritamente cr.escente

em O para cada x-)" F(x/O) Õ continua em O e portanto é derivãvel em O.
Uma F(x/O) nessas condições sat isfaz as restrições de Fjsher para a
util ização do método fiducial(seção 2.2.1)
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Exemplo 7.2.1.1.2: Considere a situação em que x e IR, 8 e IR e 

E= (0,1). A distribuição de e -~ uniforme em E e a relação x = 0e 

satisfaz as condições 

( i ) 

( i i ) 

( i i i ) 

x = 0e e uma função estritamente crescente de e para 

cada 0. 

se · 0 1 < 0 2 · --i, 0 1 ~ < 0 2~ , V e E ( O , 1 ) 

1/ (~,x)_E E x x existe um Gnico 0 satisfaze~do x = 0e. 

Figura 7.1: Grãtico de uma relação x=0e e da correspondente 
função pivotal e=e 1 (0;x) para um valor de 0=0 EG). 

- o 

À x A e 

X = 0 e o-

e 

-----

e = e 1 
( 0 ; X ) ·- F ( X/ 00 ) 

- - o 

. >-

X 

A figura 7.1 ilustra uma situação em que uma relação x=0e que satis

faz as condições (i), (ii) e (iii) 11 gera 11 uma função pivotal e'=F(x/0) 

que satisfaz: (1) e' = F(x/0) é estritamente crescente em x para ca

da 09' F(x/0) e continua em x; (2) ~'.=F(x/0) e estritamente crescente 

em 0 para cada x~ F(x/0) é contínua em 0 e portanto e derivãvel em 0. 

Uma F(x/0) nessas condições satisfaz as restrições de Fisher para a 

utilização do m~todo fiducial (seção 2.2.1). 
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A final idade deste exemplo õ mostrar que modelos fundo
mais pivotais que satisfazem as condições(i),(ii) e(ii{) produzem

uma distribuição fiducial para O idêntica aquela obtida pela inferên-
cia fiducial que parte diretamente de F(x/o)

Uma distribuição fiducial ê vãl ida se tem propriedade

de confiança(seção 3.2).. Nos modelos pivotais, podemos mostrar que

a distribuição fjducial de O tem propriedade de confiança da seguinte
forma

Considere o modelo pivotal <.g=g'(x;O), g - P> tal que

V Ac E com P(g.( A) = 1-a. Então, quando.x:x. ( X podemos escrever

x A'la A}
a{0 ( {;Dx;; .g'(x.;0) € A}

Assim P[O € l
A ,N' ~ I'x ] = Pl{.g;x eaa . *.A''}/*.] P(e . A)

que é a probabjlldade fiducial de O pertencer ao-conjunto XaA'l

Pol'outro lado, xA'l ;txA-l; xc Xl: {oc(i\; e'(x;O) (A} então

P (0 € xA'l/0) ; P(.Ê'(x;0) ( A/0) ; P(.g € A) ; l-cl

que õ a probabilidade de o pertencer ao conjunto xA'l, V O c(g).

tanto, quando x:xa o conjunto XaA'i é uma região de confiança com

fjciente de confiança(l-cl). Dessa forma a distribuição fiducjal

origjnãria de um modelo pivotal tem a propr'iedade de confiança

Por-

coe-

cle O
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A finalidade deste exemplo ê mostrar que modelos funcio 

nais pivotais que satisfazem as condições (i), (ii) e (iii) produzem 

uma distribuição fiducial para 0 id~ntica iquela obtida pela infer~n

cia fiducial que parte diretamente de F(x/0). 

Uma distribuição fiducial ê vãlida se tem propriedade 

de confiança (seção 3.2) . . Nos modelos pivotais, podemos mostrar que 

a distribuição fiducial de 0 tem propriedade de confiança da seguinte 

forma: 

- Considere o modelo pivotal <!=! 1 (x;0), ! ~ P> tal que 

V A e E com P(~ e A) = 1-a. Então, quando . x=xa ex podemos escrever 

A-1 { -1 A} {0 E G . !:_1(xa;0) A} Xa == X e ' e E = E a- , - X ' a 

Assim P[0 - 1 P[{e;x -1 A-1} P(e A) E. X A /X] = e E. Xa /Xa] = E. 
a a - a 

que ê a probabilidade fiducial de 0 pertencer ao -conjunto xaA- 1 • 

P o \~ o u t r o l a d o , x A - 1 ~ { x A - 1 ; x e. x } = { 0 e. G\ ; e 1 
( x ; 0 ) e A } então 

* -1 ) P ( 0 e. X A / 0 = P (~ 1 
( X ; 0) e. A/ 0) = P(e e. A) = 1-a 

- . d A-1 D que e a probabilidade e 0 pertencer ao conjunto x , V 0 e ~- Por-

tanto, quando x=xa o conjunto xaA- 1 e uma região de confiança co~ coe

ficiente de confiança (1-a). Dessa forma a distribuição fiducial de 0 

originãria de um modelo pivotal tem a propriedade de confiança. 
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7.2.1.2. 1qodelo Funcional l-lonÕtono

Quando par'a (x,O) (Oasólução .g dex:Oe nada
única, o modelo não é pivotal. 0 exemplo abaixo concretiza uma situ
a ção de rnodel o não pi votam

Exemolo 7.2.1.2.1: Suponha x =éa=iR , E =m xIR+=(el'e2) e omodS.O+e, ' '

lo ê expt'essa.de tal fol"ma que x = --lê---! ,onde el e e2 são v.a. in-

dependentes com el - N(0,1/n) e(n-l)e2 - Xn.l e(el'e2) não pode

ser' expt''essa como função de O e x

FJesses casos, para que a dista'ibulção fiducial I'esultan

te de <0 = xg.'i,g. . P> tenha a pt'oprjedade de confiança ê necessã

rio que o inodel{) fl.iRCiOHâl simples <x = O.g

(] i çõe s d o te OI'eiíta a b a i x o

) P> s a tl s fa ça a s con

Teor'ema 7.2.1.2: Se um modelo futlc'tonal s'imples é H70HõZolzcl a.egu,eaA.,

então \! a((0,1), existe uma função O*: x -,(atar que

P(0 $ 0.,/x) ; l-a/\ , V X c X

e
+

P (0 É 0x/0) l-cl , v o ( G)

Em outr'as palavras, se um modelo funcional simples ê monótono t'egulat'

(definição 7.2), então a distribu ição fiducial de Q tem a propr'iedade

de cona a nça

Antes de demonstt-ermos o teorema acima consideremos os

s eguíntes re s ul ta dos

- 143 -

7.2.1.2. Modelo Funcional Mon5tono 

Quando para (x, 0) e:: V a solução e de x= 0e -nao e 

Ünica, o modelo não f pivotal. O exemplo abaixo concret iza uma situ

ação de modelo não pivotal. 

Exemplo 7.2.1.2.1: Suponha X = 6>= IR ' 
E = IR X IR+ = (e

1 
,e 2) e o mode 

0+e 
1 o expresso de tal forma que X 

1 , onde e 1 e e2 sao V • a . i n -e = 
e2 

dependentes com e 1 N(0,1/n) e (n - 1)e2 
2 (e1 , e2) nao pode ~ ~- xn-1 e 

ser expressa como função de 0 ex. 

Nesses casos, para que a distribuição fiducial resultan 

te de tenha a propriedade de confiança~ necessa-

rio qu e o mod e lo funcional simples <X= 0§., ~ ~ P> satisfaça as con

dições do teorema abaixo: 

Teorema 7.2.1.2: Se um modelo funcional simples~ mon~tono ~egula~, 

ent ão V a E ( O , 1 ) , ex ·j s te um a função 0 x : x + G ta 1 que 

e · 

* p (0 ~ 0 /0) = 
X 

1-a 

V X E X 

lJ 0 E @ 

Em outras palavras, se um modelo funcional simples~ mon5tono regular 

(definição 7.2), então a distr·ibu·ição fiducial de 0 tem a propriedade 

de confiança. 

Antes de demonstrarmos o teorema acima consideremos os 

seguintes resultados: 
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Lema 7.2.1.2: Se o modelo ê funcional monótono(definição 7.1) en-

tão P(O s O./x.) : P (x Z x./Oa)

Prova: F(o É o./x.) : P(x.9.'l $ Oa/Xa) (por definição)

P(xa $ Oag./Xa)(pela monotonicjdade

P (x z x./o.) (por definição)

+

+

$X e
a

(observe que O.g. : x)

Deste lema resulta o seguinte cor'olãrío

Corolãrjo 7.2.1.2: Se o. é uma função sonhe/\

cente de x com valores em (D, então

F(0 É

servandoqueox. ::xag e ox;xe- então

P(0. É 0./0.) : P(x,9.$ xg./x,g.) : P(x Z x,/0,)
/\ .a

ema 7.2.1 .2 é igual a F(o

Com esses r'esultados vamos p40va.t o .{ea,tema 7.2.7.2

Definimos o., por P(x. É o., e/x.) : l-cc que é único por
/\ .a f,t\ a

regularidade(definição 7.2)' '. 0 Lema 7.2.1.2, nos mostra que para

(*) Como P(x $ o.,e/x) é uma função de o cont:ínua, estritamente crescente, então rj/\
xando o valor' (l-a) existe um e sõ um O., que satisfaz a igualdade

f\

Prv < n Fn/y\ : ']

ci da e s tr] Lamentee crer

ObProva

pel o Lq ue

a
X
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Lema 7.2.1.2: Se o modelo e funcional mon6tono (definição 7.1) en-

Prova: P(e ~ 0a/xa) 

(observe que 0 e= x). a-

= 

= 

= 

P(xa~-1 ~ 0ª/xa) 

P(xa $ ea~_/xa) 

* p (x ~ xa/ea) 

Deste lema resulta o seguinte corol~rio 

(por definição) 

(pela monotonicidade) 

(por definição) 

Corolário 7.2.1 .2: Se 0 e uma função conhecida e estritamente cres 
X -

cente de x com valores em @, então 

Prova: Observando que 0 - xa~ 
X a 

e 

que pelo Lema 7.2.1.2 e igual a P(e $ ex /xa). 
a 

então 

* = p ( X ~ 

Com esses resultados vamos phovah o teohema 1.2.1.2: 

Definimos 0 por P(x $ 0 e/x ) = 1-a que e Gnico por 
xa (*) a xa- a 

r e g u l a r i d a d e ( d e f i n i ç.ã o 7 . 2 ) . O L em a 7 . 2 . 1 . 2 , n o s mo s t r a q u e p a r a 

(*) Como P(x $ 0xe/x) e uma função de 0 continua, estritamente crescente, então fi 

xando o valor (1-a) existe um e s6 um 0x que satisfaz a igualdade 

P(x $ 0xe/x) = 1-a. 
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V xa c X, o inte]'vago O $ Ox. tem probabi] idade fiducja] igual a
(l-ct), ou seja, P(o $o./x,) : l-a. Pol' outi-o lado, pela própria

regular'idade, ov ê está'itanien te crescente em x e {o.: x c X} =G)

Então, pelo Corolãi- io 7.2.1.2, P(O $ Ov/O) = 1-a , V O € (D donde se

conclu i que {0 $ Q*; x c X} def ine, quando x=x., uma região de
confiança com coeficiente de confiança(l-ol)

a

Portanto, concluímos que somente modelos pivotais ou mo

clelos funciona is monótonos regulares pr'oduzem uma d.is.tribuição fldu-

cial para O com propriedade de conf lança. Cabe obsel'\rdt' aqui, que
os modelos estruturais são um caso particular' de modelo pivotal , pois

a relação x:: €1O(g)(seção 6.2.1) pode ser ínvet'tida e assim
Õ;' (x) é uma 6ullcão alvo,ta,e

7.2.2. Modelos Particionãveis

Retlt'emos a suposição de que Ev = E. Definimos unl mocle

lo func'tonal part'ic'ionãvel colho aquele em que {Ex'; x € x} forma uma

partição de X

Definição 7:2.2.1: Um tnodelo é partic íonãvel se e somente se pa)'a al
gume função h em X e alguma função u em E , a .compatibilidade entre

x e .g é expressa através da igualdade h(x)

Em outras palavras, u(g.) e h(x) são identificadores de pat'tições, is-

to ê, se u(ej) # u(e2) isto impl ica que el e e2 pei"tencem a pat'ti-
ções diferentes e vice-ver'sa. Se x é compatl'vel com e então e c E

uma partição de E , então h(x) também identifica as par'tições. Como

X
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V xa e X, o intervalo 0 s 0x tem probabilidade fiducial igual a 
a 

(1-a), ou seja, P(0 s 0 /x ) = 1-a. Por outro lado, pela pr6pria 
Xa a 

regularidade, 0 e estritamente crescente em x e {0 · : x E x} =0. X X 

Então, pelo Corolãrio 7.2.1.2, P(0 S 0x/0) = 1-a , V 0 E G) donde se 

conclui que {0 s 0 ; x ex} define, quando X=X , uma região de X a 
cunfiança com coeficiente de confiança (1-a). 

Portanto, concluTmos que somente modelos pivotais ou mQ 

deles funcionais mon5tonos regulares produzem urna d-istribuiçã o fidu

cial para 0 com propriedade de confiança. Cabe observar aqui, que 

os modelos estruturais são um caso particular de modelo pivotal, pois 

a relação x 

- - 1 ( ) e ::: 99 X 

- §0 (~) (seção 6.2.1) pode ser invertida e assim 

e uma 6unc~o plvotat. 

7.2.2. Modelos Particionãveis 

Retiremos a suposição de que E = E. Definimos um mede 
X 

lo funcional particionãvel como aquele em que fEx; x ex} forma uma 

partição de x . 

Definição 7.2.2.1: Um modelo e particionãvel se e somente se para a! 

guma f~nção hem x e alguma função u em E , a compatibilidade entre 

x e e e expressa através da igualdade h(x) = u(e). 

Em outras palavras, u(e) e h(x) sao identificadores de partições, is

to e, se u(e 1) ~ u(e 2) isto implica que e 1 e e 2 pertencem a p~rti-

ções diferentes e vice-versa. Se x e compatTvel com e · então e E E 
X 

uma partição de E , então h(x) também identifica as partições. Como 
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h(x) : u(e) e e . P (independente de o) então essas funções são

chamadas funcionais anc ilares. São equivalentes ãs estatísticas an
calares definidas no método fjducial(seção 2.3); no modelo estrutu

ral a origem da uma órbita é um caso de funcional ancilar (capítulo
6 )

No caso em que E não é pat"ticionãvel e E. # E e}
temos na condição em que não õ possível encontrar um funcional anc a-

lar(uma estatística ancjlar). 0 caso em que E. ; E ê uma situação
particular de modelo particionãvel (equivalente ãs estatísticas sua
cientes compl etas seção 2.1 )

A inferência nos modelos funcionais partícionãveis

e real izada substituindo-se o modelo original <x = o.g, S - P> por
<x : o.g, .g - Ph> onde Ph é a distribuição condicional de e dado
u ( e ) : h (x )

Exemplo 7.2.3.1: Suponha x = E =Rn(n à 2), (g)= R e

x ; o.g --:''(Xi,...,xn) :(o+el'...,o+e.). A distribuição de e Õ arbi-

tr'ãrja. Então: fazendo u(.g):(el-ê,...,en-ê) :(x{,-!,.'.,Xn-i):h(x)
ter'erros o modelo funcional que pode ser expresso como <x= e; e .. Ph> ,
onde Ph é a distribujçãÓ condicional de e dado h(x). 0 modelo fidu-

cial, neste caso pode ser expresso como <o = i-ê; ê - Ph>(por analo-
gia com o que foi discutido na seção 2.3 e 6.2)

Para que se verifique a propriedade de confiança ..a
clistr'ibujção fiducjal de O deve ser r'esultado de um modelo funcional

pa,t,C,écZaitãve,e pivotal ou monótono regular

- 146 -

h(x) = u(e) e ~ _ P (independente de 0) então essas funções sao 

chamadas funcionais ancilares. São equivalentes is estatisticas an

cilares definidas no mêtodo fiducial (seção 2.3); no modelo estrutu

ral a origem da uma 6rbita ê um caso de funcional ancilar (capitulo 

6 ) • 

No caso em que E nao ê particionável e E ;.: E es 
X 

tamos na condição em que nao ê possivel encontrar um funcional anci

lar (uma estatistica ancilar). O caso em que Ex= E ê uma situação 

particular de modelo particionável (equivalente ãs estatisticas sufi 

cientes completas seção 2 .1). 

A inferência nos modelos funcionais particionãve1s 
-e realizada substituindo-se o modelo original <X= 0e, e_ P> por 

<X= Ge, e_ Ph> onde Ph ê a distribuição condicional de e dado 

u ( e ) = h ( x ) . 

Exemplo7.2.3.1: Suponhax=E=-=Rn (n ~ 2), ®=R e 

x = 0e ~ (x 1 , ... ,x ) = (e +e 1 , ••• ,0+e ). A distribuição de e ê arbi-~ n n 
trãria. Então, fazendo u(e) = (e 1-e, ... ,en-e) = (x .

1 
:-x, ... ,xn-x)=h(x) 

teremos o modelo funcional que pode ser expresso como <X= e; e p > -- h , 

onde Ph e a distribuição condicional de e dado h(x). O modelo fidu

cial, neste caso pode ser expresso como ~0 = x-e; ê _ Ph> (por analo

gia com o que foi discutido na seção 2.3 e &.2). 

Para que se verifique a propriedade de confiança .. a 

distribuição fiducial. de 0 deve ser resultado de um modelo funcional 

pah~ieion~vel pivotal ou mon6tono regular. 
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7.3. Caso flultiparaniétrico

No caso multipal'a.métrico para que a dista'ibuição.fidu-
cjal de O tenha propriedade de confiança ê necessário que a distri-

buição .conjunta dos componentes de O satisfaça algumas condições co

mo as que serão descritas nas seções seguintes

7.3.1. 14arginal ização Consistente

Suponha o modelo funcional MI = <x=O.g; .g . P> e as

seguin tes consideraçõe s

( j ) nõs estamos interessados somente no subparâmetro ).:À(O)

( { j ) Existe uma função z : z(x), tal que a relação ente"e

z,X e e constituí, julltanlente colt} a distribuição de e,

um modelo furlcional simples, expresso por f12:<z:Àg,.g.P>

Chamamos Mp uma redução de MI 0 exemplo a seguir ilutra este fato

Exempl o 7 . 3. 1 Considere o modelo funcional abaixo

< ( i , s ) (U+ael 'ae2) ; (el 'e2) P>

onde el e e2 são v.a. independentes e el - N(0,1/n) e(n-l)e2
Suponha que desejamos infet'it' soba'e À : :, então existe

z : z(x) = x tal que } :: .l-.!-;---!-- --+ z : ---il--! que é uma redução

do modelo ot'jginal (a redução é uma função do modelo ot-iginal)

xÊ-l

u/a+e
Z

e
2
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7.3. Cas o Multiparam~trico 

No caso multiparam~trico para que a distribuição fidu

cial de 0 tenha propriedade de confiança~ necessãrio que a distri

buição .conjunta dos componentes de 0 satisfaça algumas condições co 

-mo as que serao descritas nas seçoes seguintes. • 

7.3.1. Marginalização Consistente 

Suponha o modelo funcional M1 = <X=0~; e ~ P> e as 

seguintes considerações: 

( i ) nos estamos interessados somente no subpar~metro À=À(0). 

( i i ) Existe uma função z = z(x), tal que a reiação entre 

Z,À e~ constitue, juntamente com a dis t ribuição de e, 

um modelo funcional si~ple s, expresso por M2=<Z=À~,~- P> . 

Chamamos M2 uma redução de M1 • O exemplo a seguir ilutra este fato. 

Exemplo 7.3.1: Considere o modelo funcional abaixo 

onde e1 e e2 sao v.a. independentes e e 1 ~ N(O,1/n) e (n-1)e~ 

Suponha que desejamos inferir sobre À=~, então existe a 

- -

x2 
n -1 · 

z = z(x) = x 
s tal que X 

- = s 

µ/o+e
1 

. · À+e 
1 ~Z=-

e2 
que e uma redução 

do modelo original . (a redução~ uma função do modelo original); 
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Obset've que a redução do modelo original impl ica em mu

danças no espaço X e mudanças no espaço 6) , mas nao necessariamente

impl ica em mudanças no espaço E, como Õ o caso do exemplo acima

A distribuição fiducia] marginal de À dado x=xa em MI

ê a distribuição de x(x.e'') com e - P. No modelo reduzido, M2, a
distrjbujção fjducial de À é a de ze'i onde z=z(x,). A relação en

tre a distribuição fíducial lira g.énaZ de À em MI e a distribuição fi
ducial de À em f12 é dada pelo Lema abaixo

Lema 7.3.1 x(xe 'l ) : : ( x) e'l , V x € X

Prova: À(xe'l) : À(o) z(x)e 'l

Ent;ão fo)'çosamente a distribuição fiducial marginal de À em MI é igual
ã distribuição fiducjal de À em M2 o que significa que a mar'gÍnalização é consisten

te . É claro, então, que no exemplo 7.3.1 a djstribujção fjducial de 4 ê -igual ã di!

tribuição fiduéíal de } obtida pela redução. A consistência éa propr'jedade deconfiança

0 exemplo de Stein(1959)(seção 3.2) colocado sob o pon
n + e+ P. N -+ 'q'Hto de vista de modelos funcionais ê uma situação em que nao e possível

mar'ginallzação consistente, como indicado abaixo

Exempl o 7. 3 .2 Consi dele o modem o funcional

<( xl 'x 2) (ol+el 'o2+e2) ; (el ;e 2)
P>

onde el e e2 são v.a.i. í.d. com d lstribuição f1(0,1). Desejamos in

fet'ir sobre À = of+08 , mas como é não possível encontrar z=z(x) tal que
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Observe que a redução do modelo original implica em m~ 

danças no espaço x e mudanças no espaço Q, mas não necessariamente 

implica em mudanças no espaço E, como e o caso do exemplo acima. 

A distribuição fiducial marginal de À dado x=xa em M1 
e a distribuição de \(x e- 1) com ·e ~ P. . . a No modelo reduzido, M2 , a 

distribuição fiducial de À e a de ze- 1 onde z=z(x ). A relação en-. a 

tre a distribuição fiducial ma~ginal de À em M1 e a distribuição fi

duc~al de À em M2 e dada pelo Lema abaixo: 

, IJ X E X· 

Ent ão forço sa mente a distribuição fiducial marginal de À em M1 e igual 

ã ç!-i stribuição fiducial de \ em M2 o que significa· que a marginalização e con si sten 

te. É claro, então, que no exemplo 7.3.1 a distribuição fiducial de~ ê igual ã ·cti~ 

tri bui ção fiduéial de~ obti da pela redução. A consistência ê a propriedade de confiança. a . 

O exemplo de Stein (1959) (seção 3.2) colocado sob o po~ 

to de vi s ta de modelos funcionais e uma situação em que nao e posslvel 

ma rginalização consistente, como indicado abaixo: 

Exemplo 7.3.2: Considere o modelo funcional 

onde e 1 e e2 sao v.a.i.i.d. com distribuição N(O,-i). Desejamos in

ferir sobre À = 01+02 , mas como ê não poss,vel encontrar Z=z(x) tal que 
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z=Xe então a. d isto'ibuição rnargjnal de À obtida da d ístribuição con-

junta de ol e o2 que vem do modelo <xi+x2:(Ol+et):+(O2+e2):;g.-P>
não õ consistente (não possu i a propi"iedade de confiança)

7.3.2. , Conslstêncja Condicional

Suponha que desejamos fazer inferênc ías sobre O cona i

cionado e.m x. e no valor de À(O) = À conhecido. Hã duas formas dis
tintas de encontrar" a dista'ibt,tição fiducial de O condicionada em

x(o) : À

(1) Encontl'amos a. distribuição fiducial de O e em seguida condicio
nabos de fot"tTiâ usual em À encontt-ando F(./X,x)

(11) Usamos a restrição O eG)* : {O;À(O) : À} e consideramos z:xe,
tal quem(x) :z e u(.g) : À.g. lstoé, x:oecomo'®"éum

PtadeZo áutcZalta.e pa4..{,éc,ConãveZ com .g - P,, onde P, é a distribuição
de e condicionada ein Xc = z(x). Então, a. distribuição condicional

de O dado À Õ iJ}( '/x)

Dempgter'(1963) estudou o exemplo 7.3.1 ondeÀ= # e

z : { , nessas duas situações(1) e(11) e mostrou que produzem resul
todos diferentes par'a a distribu íção fjduclal condicional de a dado

#. Em cada caso a dista''ibuição de (el'e2) é condicionada

( 1 )

( 1 1 )

nos valores de À da função À = zg'l = ze2-el
À+e.

eonos valores de z pa ra a função z Àe
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Z=Àe então a distribuição marginal de À obtida da distribuição con-

J·unta de 0 
1 

e 02 que vem do modelo 

nao e consistente (não possui a propriedade de confiança). 

7.3.2. • Consist~ncia Condicional 

Suponha que desejamos fazer infer~ncias sobre 0 condi

ci.onado em ·xa e no valor de À(0) = À conhecido. Hã duas formas dis

tintas de encontrar a distribuição fiducial de 0 condicionada em 

(I) Encontramos a distribuição fiducial de 0 e em seguida condicio 

namos de forma usual em À encontrando f(·/À,x). 

(II) Usamos a restrição. 0 EG:/ = {0;À(0) = À} e consideramos z=>,e, 

tal que a(x) = z e ú(~) = À~. Isto e, x=0e com 0 E @A e um 

modelo 6unclonal pahtlcion~v el com e ~ P , onde P e a distribuição z z 
de e condicion ada em Àe = z(x). Então, a distribuição condicional 

de 0 dado À e l\(·/x). 

Dempster (1963) estudou o exemplo 7. 3. 1 l1 onde À = -a e 
X duas situações ( I ) z = 5 , nessas e ( II) e mostrou que produzem resul 

tados ~iferentes para a distribuição fiducial condicional de a dado 

l1 
a 

( I ) 

( I I ) 

Em cada caso a distribuição de (e 1,e 2) ~ condicionada: 

nos valores de À da função À= ze - 1 = 

nos valores dez para a função z = Àe = 
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que levam em diferentes partições do espaço (ID, como mostra a Figut"a

7 2

Figura 7.2: Gráfico da partição de (el,e2) obtidas do condiciona
mento nos:

(1) Valores de X da função

À:ze. 1 = ze2-el

--> À' $ ze2-el $ À+A

(11) Valor'es de z da função

:lb
e2

-+z $ }:1:t s z+A
e2

0 exemplo 7.3.1 pode ser estudado de forma alternativa: en-
contr'anglo a distribuição fiducial condicional de u/a dado a através

de(1) e(11). Nesse caso, os dois resultados co íncjdem. Isto se dã

segundo Dav/{d e Stone(1982) , devido ao fato cle o modelo reduzido,

X;aez=s,serpjvo.tal. Defato, <z:Àe,(n-l)e2-x...> é um

modelo pivotal e e2 duma"contrição" de(el'e2). Dawid & Stone(1982)
acreditam que somente quando o modelo i'eduzido é pivotal ê que(1) e

(11) produzirão os mesmos r'esultados. blo entanto, admitem não ter uma

prova dessa aflr'mação. Contudo, demonstram que quando a distribuição

fiducjal condicional de O dado À coincide para(1) e(11) e o modelo

reduzido de À é pívotal, essa distribuição flducial condicional tem a
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que levam em diferentes partições do espaço@, como mostra a Figura 

( I) 

Figura 7.2: Grãfico da partição de (e1 ,e2) obtidas do condiciona 
menta nos: 

Valores de À da função (II) Valores de z da função 

-1 
À+e 1 

À=Z~ = ze2-e1 
Z=Àe = --- e 2 

=9 À ~ ze2-e1 
~ À+Í'i 

À+e 1 ~ Z+Í'i ~z ~ --
e2 

O exemplo 7.3.1 pode ser estudado de forma alternativa: en

contrando a distribuição fiducial condicional de µ/a dado a atravês 

de (I) e (II). Nesse caso, os dois resultados coincidem. Isto se dã 

segundo Dawid e Stone (1982), devido ao fato de o modelo reduzido, 

pi v o_t a 1 . De fato, Àe, (n-1 )e 2 2 > -À = a e Z=S, ser <z = ~ x-.- 1 e um n-
modelo pivotal e e2 ê uma 11 contração 11 de (e1,e2). Dawid & Stone (1982) . . 

acreditam que somente quando _Q modelo reduzido ê pivotal ê que (I) .e 

(II) produzirão os mesmos resultados. No entanto, admitefil nao ter uma 

prova dessa afirmação. Contudo, demonstram que quando a distribuição 

fiducial condicional · de 0 dado À coincide para (1) e (II) e o modelo 

reduzido de À~ pivotal, essa distribuição fiducial condicional tem a 
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propriedade de confiança: Considere o modelo reduzido pivotal
<z = Àf, f . P> onde f Õ uma "contrição" de e, e f : f'(z,À) ê a fun

ção pivotal. Se a distribuição fiducial condicional de o dado À com
ode para(1) e(11) e(x,o) € A c x x(a, então

(7.3.1) P[(x,0) c A/x,À] ;P*[(x,0) € A/x]

Se(x,o) c A c X x(8) -----'- ] B c E x Z tal que(e,z) c i3 quando

f;f.'(z,À) elltão o lado direito de(7.3.1) õ igual a

P((e,z) c B/f;f'(z,À)). Por outro lado, em modelos p ivota'is, it
priedade de confiança se verjfjca, então

pro

P[ (e , z ) ' B/ f:f '(z ,x )] p+[ (x ,o) c A/z ,o]

Concl usão : F[ (x ,o )

que P[ (x ,o) ( A/x]

bui ção ma rgi na l uma

sÕ depend e de z e é

bui ção f{ duc i al de

c }.I'k ,

p r'o p r'l

re al i z

x dado

'FÀ[

À ] ; p'';[ ( x ,o ) (

(x ,o) . A/ xldP(

edad e de co fífia

ada como uma es

z ( Pr'i n c í pi o d

A/ z ,O]. Mosto'a -s e xcâml)Õm

À/ z ) o q ue dã a e s s a d íst ri

n ça e s pet"ada , o u s ej a , q ue

p et'a n ça em rel a ção ã dl str'i-

a Difusão , s e ção 5. 3. 2 )

N a s d i s t r.{ b u i

cio na X não p ro vi;m d e um m

val idad e da p ro pri eda de d e

ções co ndicjona
o del o red u zi do

co n fi a nça . Co

{s cuj o el ementa que co ndi

p,éva,{a,e não act"edita-se na

ntudo , não hã provas di sto

Q ua nd o mencio

um acr'êscimo importante de

ternas'' de x e o esse come

ferença ent re a in ferência

c i al exposta nos pr'i mei ros

mostra uma situação em que

namo s i nic i al me

informação , po

ntãrio tin ha o
dos mod el os fu

ca p:Ít u l o s d e s t

duas fato raçõe

nte que a r'el a ção x = Oe ê

i s determ{ na as ''rel ações { n

pro põsjto de es cl a tecer a d i
n ci o na{ s e a i n fe rênc { a fid u

e t raba]ho. 0 exemp] o 5.2.4
s al tel-nau vas do modelo o ri
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propriedade de confiança: Considere o modelo reduzido pivotal 

<z · = ;\f, f ~ P> onde fé urna 11 contração 11 de e, e f = f'(z,Ã) e a fun 

ção pivot~l. Se a distribuição fiducial condicional de 0 dado;\ coin 

e-ide para (I) e (II) e (x,0), A ex xG), então 

(7.3.'I) 

Se (x,0) € A ex x@ ->- 3 B e Ex Z tal que (e,z) € B quando 

f=f'(z,>.) então o lado direito de (7.3.1) e igual a, . , , _ 

P((e,z) € B/f=f'(z,Ã)). Por outro lado, em modelos -pivota ·is,- c:1 pr o

priedade de confiança se verifica, então 

P[(e,z) € B/f=f'(z~>.)J = P*[(x,0) E A/z,0] 

Conclusão: P[(x,0) E A/x,>.J = P*[(x,0) E A/2,0]. Mostra-se tambêm 

que P[(x, 0 ) E A/x] = f P"[(x,0) E A/x]dP(>./z) o que dá a essa distri 

buição marginal urna propriedade de confiança esperada, ou sej a, qu e 

só depende dez e e realizada corno urna esperança em relação~ disiri 

buição fiducial de À dado z (Principio _da Difusão, seçao 5.3.2). 

Nas distribuições condicionais cujo elemento que condi

ciona A nao provem de um modelo reduzido pivotal não acredita-se na 

validade da propriedade de confiança. Contudo, não hã provas disto. 

Quando mencionamos inicialmente que a relação x = 0~ -e 

um acréscimo importante de informação, pois determina as 11 relações in 

ternas 11 de x e 0 esse comentário tinha o propósito de esclarecer adi 

ferença entre a infer~ncia dos modelos funcionais e a infer~ncia fidu 

cial exposta nos primeiros capltulos deste trabalho. O exemplo 5.2.4 

mostra uma situação em que duas fatorações alternativas do modelo ori 
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ginal f(tl't2/ol'e2) produzem resultados diferentes. Isto ocorre,
pois em cada uma dessas fatorações hã diferentes quantidades pjvo-
tais envolvidas e é necessário escolher dentre uilla delas com base em

cr.itõrios de val idade (seção 5.2). No modelo funcional isso não ocos

r'e, pois estabelecendo inicialmente qual ê a relação ente'e x, o e g,
jã escolheillos uma "quantidade pivotal" e toda inferência resultante é
decorrente dessa escolha. Por isso, entre as duas abordagens hã in-

tersecção, mas não coincidência necessariamente dos resultados. Por
esse motivo, Frases chama a distribuição encontrada pelo seu modelo

de dÍstribujção estrutural e não de distribuição fíducial

o0o

- 152 -

ginal f(t 1 ,t 2;e 1,e 2) · produzem resultados diferentes. Isto ocorre, 

pois em cada uma dessas fatorações hã diferentes quantidades pivo

tais envolvidas e e necessãrio escolher dentre uma delas com base em 

critérios de validade (seção 5.2). No modelo funcional isso nao ocor 

re, pois estabelecendo inicialmente qual e a relação entre x, 0 e e, 

jã escolhemos uma "quantidade pivotal 11 e toda inferência resultante e 
decorrente dessa escolha. Por isso, entre as duas abordagens hã in

tersecção, mas não coincidência necessãriamente dos resultados. Por 

esse motivo, Fraser chama a distribuição encontrada pelo seu modelo 

de distribuição estrutural e não de distribuição fiducial. 

ººº 



APÊNDICE A

FqEDIOAS OE HAP,R (OU llgVÂRIAF:TE)

Considet'e G um grupo de tr'ansformaçÕes. Definimos uma

transfor'mação ã direita em G, tal que a cada g c G assoc'íamos gog. G
onde gn c G ê uma transformação f íxa. Analogamente, a transformação

ã esquerda em G associa a cada g € G o elemento -gnog ( G

Existe um espaço (i) que pode ser identificado com G(se

ção6.1.1), então a cada O c(g)associo um gO (G. Assim as transfor
mações ã direita e ã esquer'da definidas podem ser identificadas em G)

da seguinte forma: On € (D é um elemento fixo então

(1) a tt"ansfot'mação ã direita associa a cada O um 0.0 relativo
a

( 2 ) a transformação ã d'ireita associa a cada O UHI OO. t'elas ivo ã

o900
0

Exemplo Al: Considere G um grupo afim emIRP. As tr.ansformações

ga,b ' G de x € X são ga,b(x) : ax+b, portanto existe
G): {(-a,b); a IR, b > 0} que pode ser identificado com G. Então,
segundo o exemplo. 6.1.6 a transformação ã direita eill G> õ

(a,b) '-(a,b)(a.,b.) :(bao+a,bo) onde(ao'bo) é um elemento fixo de

Analogamente, a tr'ansformação ã esquerda õ

(a,b) -' (ao'bo)(a,b) :(boa-ao'bob)

APtNDICE A 

MEDIDAS DE HAAR (OU INVARIANTE) 

Considere G um grupo de transformações. Definimos uma 

transformação â direita em G, tal que a cada g e G associamos gog G 
. o 

onde g
0 

e G ~ uma transformação fixa . Analogamente, a transformação 

â esquerda em G associa a cada g e G o elemento g
0

og E G. 

Existe um espaço 0 que pode ser identificado com G (se

çao 6.1.1), então a cada .0 e 9 associo um .g0 .E -G. Assim as transfor

mações · ; direita e â esquerda definidas podem ser identificadas em B 

.d a s e g u i n te f o r ma : 0 e G) · e um e l em e n to f i x o e n tão 
o 

( 1 ) transformação - direit a associa a a a cada 0 um 0 0 relativo o 

a 90º90 . 
o 

( 2) transformação - direita as s oc ·ia a a a cada 0 um 00 o relativo 

90 º90· 
o 

Exemplo A1: Considere G um grupo afim em IRP. As transformações 

g b e G de x e x são g b(x) = ax+b, portanto existe a, . a , 

-a 

0= {(-a,b); a IR, b· > O} que pode ser identificado com G. Então, 

segundo o exemplo 6.1.6 a transformação â direita em® e 
onde (a ,b) e um elemento fix o de o o 

Analogamente, a transform~ção â esquerda e 
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Portanto, daqui em diante quando nos referirmos a uma

transfor'mação ã direita e ã esquerda em G estaremos nos referindo a
uma situação análoga ã descrita acima, ou seja, existe um subconjun-

to de IRP, p ! 1, com medida de Lebesgue positiva que pode ser identi
ficado com G de tal forma que as transformações ã direita e ã esque.!.

da em G impl icam em transformações ã esquerda e ã direita neste sub-

conj unto.

Definição Al: Seja H.(g) o diferencial(isto ê, a matriz das dera

vidas parciais) da transformação g -,gago' Seja também

Jgo(g) : ldet(Hgo(g))l o jacobiano dessa transformação. Analogamente

definimos ll:(g) e ÜX (g) como o diferencial e o jacobiano da trans-

formação g '- gng.

Exemplo A2: ConsideY'e o exemplo BI, a transformação ã direita

(a,b)----(a,b)(a.,bo) :(a+bao'bbo)

pode ser r'ept"esentada pela função t emG), tal que

t(a,b) : (tl 't2) : (a+bao'bbo)

que tem djferenc íal

t2(a ,b)

Hg.( (a ,b))
t2(a ,b)

a
t2(a ,b)
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Portanto, daqui em diante quando nos referirmos a uma 

transformação ã direita e ã esquerda em G estaremos nos referindo a 

uma situação aniloga ã descrita acima, ou seja, existe um subconjun-
. p 
to de ffi , p ~ 1, com medida de Lebesgue positiva que pode ser identi 

ficado com G de tal forma que as transformações a direita e a esque~ 

da em G implicam em transformações a esquerda e a direita neste sub

conjunto. 

D e f .i n i ç ão A 1 : Seja H (g) o diferencial (isto e, a matriz das deri-
9o 

vadas parciais) da transformação g +gog • Seja tambem 
. o 

J (g) = !det(H (g))I o jacobiano dessa transformação. Analogamente 
9o _ 9o 

definimos H;(g) e J; (g) como o diferencial e o jacobiano da trans
o 

formação g + g
0

g. 

Exemplo A2: Considere o exemplo B1, a transformação a direita 

pode ser representada pela função t em@, tal que 

que tem diferencial 

H ((a,b)) = 
90 
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cujo jacoblano-ê J..((a,b)) = ldet(H.(g))l : b.. Portanto, quando

nos refez'irnos ao jacoblano de una transformação ã direita estamos

nos r'eferindo a uma s ituação análoga a. esta

0
(a,b))J

g 0

/Analogamente, para o exemplo B2, a transformação ã

esquerda g '» goog tem jacobiano J;((a,b)) = bo

Quando tios refez"jrinos a um subconjunto A ç G estamos

nos r'efel''indo ao conjunto das tr'ansformações ga c G, tal que a c A c(g)

Analogamente com Ago e goA . Então, a cada {ga c G;a ( A} asso-
c'íamos A c .G) e soba'e A def'in'lhos d'ifer'enc'ia'is, jacobianos e a med'ida

de Lebesgue correspondente. lqo entanto, tt"abalharemos como se G fos-

se o prõpr'jo (8)e cada {ga c G; a € A} se fosse o prõp)"io A

Definição A2: Uma densidade de Haar ã direita em G ê denotado l)or
h(g).e ê-a densidade(com respeito ã medida de Lebesgue) ã qual pal'a

todo A c G e todo g. € G

h(y)dy h(x)dx

onde Agn = {gogn;g ( A} . A correspondente ltied,éda de Haa à dlxe.éZa
emG édenotada v(A) = 1 h(x)dx e então

A

v(A) v(Ago), V go € G e dv(g) : h(g)dg

Analogamente, a med ída de Haar ã esquet'da en] G Õ h''; e
a densidade de Haar ã esquerda em G são tais que
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cujo jacobiano -e J .('(a,b)) = -ldet(H .(g))I -= b. Portanto, quando 
9o go o 

nos referimos ao jacobiano de uma transformação ã direita estamos 

nos referindo a uma situação anãloga a esta. 

Analogamente, para o exemplo B2, a transformação a 

· e s q u e r d a g ➔ g og t em j a c o b i a n o J * ( ( a , b ) ) = b 2 • o g
0 

o 

Quando nos referirmos a um subconjunto A e G estamos 

nos referindo ao . conjunto d a s t r a n s f o r ma ç õ e s g E G , t -a l q u e a e A . e 8 . . . . a 

Analogamente com Ag
0 

e g A . Então, a cada {g e G;a E A} asso-o . a 
ciamos A~@ e sobre A definimos diferenciais, jacobianos e a medida . 

de Lebesgue correspondente. No entanto, trabalharemos como se G fos 

se o prõprio 0 e cada {g E G; a E A} se fosse o próprio A a 

Definição A2: Uma densidade de Haar ã direita em G e denotada por 

h ( g ) . e e ·a d e n s i d a d e ( c o m r e s p e i t o ã me d i d a d e L e b e s g u e ) ã q u a l p a r a 

todo A e G e todo g
0 

E G. 

Jh(y)dy = Jh(x)dx 

A_g
0 

A 

onde Ag
0 

= {gog
0

;g E A} A correspondente medida de Haa~ ~ di~eita 

em G e denotada v(A) = JAh(x)dx e então 

e dv(g) = h(g)dg 

Analogamente, a medida de Haar ã esquerda em G eh* e 

a densidade de Haar ã esquerda em G são tais que: 
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u(goA)= 1 h*(y)dy= Í h*(x)dx=u(A),Vgo(G e
" J g.A ; A "'0

al ém disso d u(g) : h*(g)dg

Mostra -se q ue (Bergei', 1980)

Resultado Al: A densidade de Haar ã direita em G ê h(g) = ---J
J .(g: )

onde gi é â transformação identidade de G e Jg(x) é o jacobíano da
transformação x -+ xg

Resul Lado A2 A densidade de llaat' ã esquerda em G é h+(g)

onde J=(x) ê o jacobiano da transformação x '- gx

:xempl o A3: fqo caso do Exempl o A2
arltes ou Haar e os diferenciais é

dp(a,b) :: .gg.g!
bã

dv((a,b) ; !iilln.

a )"elação entre as medidas invarJ

Prooriedade: As medidas de Haar' ã direita e ã esquerda existem e são

[injcas com exceção de uma constante multipl icativa

A existência é dada pelos resultados AI e B2, quanto ã unicidade Haalmos

(1950) mostra q ue

p(Ag) :Agu(A) e v(gA) : Ag'lv(A),VA'G ei/g( G

made função modular e estabelece a relação entre as medichaonde Âg e
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alêm disso dµ(g) = h*(g)dg 

Mostra-se que (Berger, 1980) 

Resultado A1: A densidade de Haar ã direita em G ê h(g) = 

Jg(gi) 

onde g. ê à transformação identidade de G e J (x) e o jacobiano da 
l g . 

transformação x + xg. 

Resultado A2: A densidade de Haar ã esquerda em G e h*(g) = 

onde J9(x) e o jacobiano da transformação x + gx 
J*(g.) 

g l 

Exemplo A3: No caso do Exemplo A2 a relação entre as medidas invari 

antes ou Haar e os diferenciais e 

dµ(a,b) dadb 
-

b2 
o 

dv((a,b) dadb 
= -b-

Propriedade: As medidas de Haar ã direita e ã esquerda existem e sao 

Gnicas com exceção de uma constante multiplicativa. 

A exist~ncia e dada pelos resultados A1 e B2, quanto ã unicidade Haalmos 

(1950) mostra que 

e ,V A e G e IJg E G-

onde õg e chamada função modular e estabelece a relação entr~ as medi 
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dadas de Haar ã direita e ã esquerda onde

.,:bu
J; ({)

e al ém d isso u(A) Agv(A)

Obter'vações: 1) No capítulo 6, utilizamos.uma notação simpl ificada

dos jacobianos onde(Jã(i))'l esta rept"esentado por lüãl-l e J;(i)
esta representado por loÕ

2) As medidas de Haar coincidem com a distribuição ã priori imprõ
proa propor ta por' Jeffreys

o0o
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didas de Haar a direita e a esquerda onde 

J ( i ) 
g 

J* (i) 
g 

e alem disso µ(A) = ~gv(A). 

Observações: 1) No capltulo 6, · utilizamos _ uma notação simplificada 

dos jacobianos onde (J§(i)) ~ 1 estâ representado por !J~l- 1 e J~(i) 

estã representado por !J~I. 

2) As medidas de Haar coincidem com a distribuição ã priori imprõ -

pria proposta por Jeffreys. 

ººº 





AP ÍNDICE B

MODELOS INVARIANTES E A DISTRIBUIÇÃO A POSTERIORI DE BARES

Seja g(o/x) a função densidade fiducial e g'';(o/x) a função
densidade a poster'iori Bayesiana com priori não infot'matava. Vamos

mostrar que quando a função densidade f(x/o) per'tence a uma famíl ia
F invariante sob um grupo de transformações G(seção 6.1),então

g(0/x): gt(O/x). Além d isso, mosto'amos que essa igualdade no caso
uniparamétrico ê vãl ida somente para os modelos de locação e escala e

vice-versa(Teor'ema 3.1.1). Faremos as demonstrações em duas par-
tes: pt'.{meiramente o Teorema (3.1.1) e posteriormente abor'daremos os

modelos {nva dantes

Pa rte l

Teorema (3.1.1) - Sabemos aue oara uma F(x/o)

do as condições da seção (2.1.1) g(o/x) = -----1.F--. Por outro lado
se n(o) é a densidade a pt'iorí não .informativa de o, então

g+(o/x) : ----Sí-- n(o) onde h(x) :J ----ãii-- n(o)do e assim .se

g(o/x) : g+(o/x) isto significa que

3

o)dx sa tis fa z e n

u:. . ) - 3e-qé:a : 2e-cg.o- .Êl-g-

(Bi.Z) -2e.CãÍg- ' ''' ---'i3'

e então

APtNDlCE B 

MODELOS INVARIANTES E A DISTRIBUIÇAO A POSTERIORI DE BAYES 

Seja 9(0/x) a função densidade fiducial e g*(0/x) a função 

densidade a posteriori Bayesiana com priori não informativa. Vamos 

mostrar que quando a função densidade f(x/0) pertence a uma familia 

F invariante sob um grupo de transformações G (seção 6.1 ), então 

9(0/x) = 9*(0/x). Al~m disso, mostramos que essa igualdade no caso 

uniparametrico e v~lida somente para os modelos de locação e escala e 

vice-versa (Teorema 3.1.1). Faremos as demonstrações em duas par-

tes: primeiramente o Teorema (3. 1. 1) e posteriormente abordaremos os 

modelos invariantes. 

Parte r · 
X 

Teorema (3.1.1) - Sabemos que para uma F(x/0) = J f(x/0)dx satisfazen 
- co 

- ( ) ( ) -aF(x/0) do as condições da seçao 2.1.1 g 0/x = a0 . Por outro lado, 

se n(0) e a densidade a priori nao informativa de 0, então 

onde h ( x ) = J F ( x / 0) n ( 0) d 0 e assim .se ax 
g* ( 0/ X) = 

aF(x/0) n(0) 
ax hTxT 

9(0/x) = g*(0/x) isto significa que 

. . 

(BI.1) 
9F(x/0) aF(x/0) 

a0 ax = 
n ( 0) 
nTxT 

(BI.2) clF (X/ 0) 1 clF (X/ 0) 1 
ax liTxT + a0 nrer= 0 

e então 
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Como F(x/o) satisfaz as condições da seção(2.1.1), existe uma função

que relaciona x e o. Denotamos essa função por .g : .g(x;o), e assim

hã uma função P tal que F(x/o): P(.g(x;o))

Dessa forma, a expressão (BI.2) pode ser reescrita como

ap ag l
3e 8x h(x)

De l

ao n(o)
0 .21 .:!. ::e-.1 . ...21 n(o) : -!! h(x)

ax h(x) ao n(o) 3x ao

donde se concl.ui que: ou e(x;o) ê uma constante (o que é inadimíss:í

vel dado que F(x/o) é uma função de distribuição), ou -5-Í : h(x) e

:=: -n(o) e assim .g(x;o): H(x) - N(o), tal que H(x) ::lh(5odx e

N(o) = jn(o)do, onde H e N são funções bjjetoras dado que x pode ser
expressa como função de o e vice-ver'sa (devido ãs condições da seção

ae

1 )2

Como n(o) é a priori não informativa (proposta por Jeffreys)
então

(1 ) n(o ) ; 1 , p a ra

( 2 ) n(o) } , para o > 0

Isto caracteriza:(1) os modelos de locação, onde H(x)

eN(o):o,n(o):l e (2) osmodelos escala,ondeH(x):ln(x)

e N(o) : in(o), n(o) : 1. E somente nesses modelos é valida a igual
d a d e ( B l . l )
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Como F(x/0) satisfaz as condições da seçao (2.1.1), existe uma função 

que relaciona x e 0. Denotamos essa função pote= ·e(x;0), e assim 

hã uma função P tal que F(x/0) = P(~(x;0)). 

Dessa forma, a expressao (Br.2 ·) pode ser reescrita como 

aP a~ 1 3P 3~ 1 _ . 3e . 1 -3e- · r · 3e -3e 
___ + - - -- - O=-= -- =-= --=-= n(0) =-= h(x) 

3e ax h(x) 3e 30 n(0) 3x h(x) a0 n(0) 3x a0 

donde se conclui que: ou e(x;0) ê uma constante (o que ê inadimissi-
3e 

vel dado que F(x/0) ê uma função de distribuição), ou~-= h(x) 
. aX 

e . 

~ = - n ( 0 ) e assim ~ ( x ; 0) = H ( x) - N ( 0) , ta 1 que H_ ( x) _ = : J h (~)d X e 
30 
N(0) = f n(0)d0, onde H e N são funções bijetoras dado que x pode ser 

expressa como função de 0 e vice-versa (devido ãs condições da seção 

2.1.1). 

Como n(0) ê a priori nao informativa (proposta por Jeffreys) 

então 

(1) n(0) = 1 , para -co < 0 <"" 

( 2 ) n ( 0) 1 = 0 , para 0 > 0 

Isto caracteriza: (1) os modelos de locação, onde H(x) = x 

e N(0) = 0, n(0) = 1 e (2) os modelos ~escala, onde H(x)=!n(x) 

e N(0) = 1n(0), n(0) = 
0 

E somente nesses modelos ê vilida a igual-

dade (BI.1). 
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Pa rte ll

Seja G uin grupo de tr'ansforrnações em x com o qual pode

ser ident ificado(seção 6.1.1). Nessas condições as transformações

deGsão do tipo go, porexemplo, go(x) :o+x. Alémdisso, a v.a. x
tem função densidade f(x/o) € F, onde F é invariante sob um grupo de
trens forma çÕes G .

Com base na invariância de F e usando os resultados da se

çâo 6.2, vamos mosto'ar que g(o/x) = g+(o/x)

a) Existe uma quantidade pjvotal g : gÉll(x)(seção 6.2.1) tal que

f(x/o) : f(gt;l(x)/o)IJ*.l(x)l, onde lo .l(x)l , gil . G
go go '

ê o jacobiano da tr'ansformação de x em gÃi(x)

b) Existe uma transformação invat"jante maxlmal t. € G associada a uma

Órbita u(Definição 6.1.6) tal que.podemos obter a distribuição conde

cional d e t . (u ) da do u

K(u)f(gãl(tx(o))/o,u) lü*.l(x) l lüt.I'
pO "

onde K(u) é uma constante de proporcional idade e 10. 1-1 é a densida

de de Haat' assoc fada a tv(Apêndice A)
X

Observação: Lembt'amos que uma inferência fiducial quando f(x/o) :
f(t/o,u)f(u) devemos ut ilizar apenas f(t/o,u). No contexto do item b)

a origem u faz o papel da estatÍst ica ancilar e a densidade f(u) asso-

ciada a u é proporcional a 10+ 1 que é o jacobiano da transformação de

tX(u) em tx g.i(u), com g.i: identidade de G. Portanto
f(t/o ,u ) : f(x/ o ) lü . l K'( u)

X

X
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Parte II 

Seja G um grupo de transformações em x com o qual pode 

ser identificado (seção 6.1.1). Nessas condições as transformações 

de G são do tipo g0 , por exemplo, g0 (x) = 0+x. Alem disso, a v.a. x 

tem função densidade f(x/0) E F, onde F e invariante sob um grupo de 

transformações G. 

Com base na invari;ncia de F e usando os resultados da se~ 

çao 6.2, vamos mostrar que g(0/x) = g*(0/x). 

a) Existe uma quantidade pivotal ~ = g~ 1(x) (seção 6.2.1) tal que 

f(x/0) = f(g~ 1(x)/0)jJ*_ 1(x)j, onde IJ*_ 1(x)l, 9;
1 

E G 
90 90 

e o jacobiano da transformação de x em g~ 1(x). 

b) Existe uma transformação invariante maximal tx E G associada a uma 

5rbita u (Definição 6.1.6) tal que podemos obter a distribuição condi 

cional de tx(u) dado u 

K ( u) f (_9 ~ 1 
( t X ( 0) ) / 0 'u ) 1 l/ -1 ( X ) 1 1 J t 1 -

1 

90 X 

onde K(u) e uma constante de proporcionalidade e jJt 1- 1 e a densida 
X 

de de Haar associada a tx (Apêndice A). 

Observação: Lembramos que uma inferência fiducial quando f(x/0) = 

f(t/0,u)f(u) devemos utilizar apenas f(t/0,u). No contexto do item b) 

a origem u faz o papel da estatística ancilar e a densidade f(u) asso

ciada a u e proporcional a jJt I que e o jacobiano da transformação de 
X 

tx(u) em tx gi(u), com 9i = identidade de G. Portanto 

f(t/0,u) = f(x/0)!Jt IK'(u). 
X 
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c) A densidade fiducial de o é igual a

(Bii.l) g(o/tx'u) : K(u)f(g'l(t*(u))/o,u)IÜ-.i(x)llÜtxl'tl0gol(t(u))l

(t*(u))i é o jacobiano da transformação de tX(u) em
onde

g.l ( tlc ( u) )

d ) Segundo Berger(1980), para qualquer que seja tx integrãvel

( B 1 1 . 2 )
l (tx( u))/ o)lügot(x) lütxl'td o :

[K(u)lü .t(tx(u))l]'l
go '

e) Segundo a metodologia Bayesiana

f(g;l(x)/o)li .t(x)jn(o)

f( glil ( x )/ o) l J * .l ( x ) jn ( Q)d o
go

segue de(Bl1.2) que(Bll.l) é igual a

( BI 1 . 3 ) g''( o/ x )

então , se n(o)

ribuição fiducial de o coincide com a diâ

Bayesiana com priori ímpr'õprja igual a
Feita defi n{ da em G.

Para mostrar que as densidades marginais e condicionais de e coincidem

com aquela obtida no método Bayesiano,basta consider'ar um subgrupo de
G e trabalhar com esse subgrupo da mesma r'oFroâ com que trabalhamos com

G(uma referência desse tópico ê Frases'(1968)). Devido a essas cona.!

derações a distribuição fiducjal de o pode ser utilizada com priori p.!

ra novas observações referentes ao modelo de distribuição F

( B 1 1 .3 ) e assim a dist

tri bui çao a posterlo ri
d ensi dad e de Haar ã dl
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c) · A densidade fiducial de 0 e igual a 

(BI I. 1) g { 0 / t X , U) = K ( U) f ( g - 1 ( t X ( U) ) / 0, U) 1 / _ 1 ( X ) 1 1 J t 1 -
1 

1 / _ 1 ( t ( U) ) 1 

99 X 90 

onde IJ _1(tx(u))I e o jacobiano da transformação de tx(u) em 

90 

g~1(tx(u)). 

d) Segundo Berger (1980), para qualquer que seja tx integrãvel 

('B I I • 2 ) 

e) Segundo a metodologia Bayesianà 

(BII.3) 9*(0/x) = 

f(g; 1 (x)/0) IJ* _1 (x) ln(0) 
90 

- 1 1 * 1 f(g 0 (x)/0) J _1(x) n(0)d0 
90 

[K(u)IJ -1(tx(u))IJ-1 
. g 0 -

então, se n(0) = !Jt 1- 1 segue de (BII.2) que (BII.1) e igual a 
X 

(BII.3) e assim a distribuição fiducial de 0 coincide com adis 

tribuição a posteriori Bayesiana com priori impr5pria igual a 

densidade de Haar ã direita definida em G. 

Para mostrar que as densidades marginais e condicionais de 8 coincidem 

com aquela obtida no metodo Bayesiano,basta considerar ~m subgrupo de 

G e trabalhar com esse subgrupo da mesma forma com que trabalhamos com 

G (uma referência desse t5pico e Fraser (1968)). Devido a essas consi 

derações a distribuição fiducial de 0 pode ser utilizada com priori p~ 

ra novas observações referentes ao modelo de distribuição F. 
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