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Preâmbulo 

,.. , , ,.,. 
~ ,ma-rH:r.:1:-bef>·t que toda a Q-eometria Hiperbolica e consequen

do "Calculo dos Extremos", por ele introduzido, sem o uso do pos
tylado da c-on~inuidade (1). Liebmann e Gerretsen, entre out:r~s, ! 
pos as necess ar ias pesquis-.às, chegaram, cada um de per si, a con
clusão de que era verdadeira a afirmativa, muito embora, segundo~ 
Gerretsen, os trabalhos de Liebmann não tenham sido coroados de e 
xito, porquanto, em lugar deci~ivo 1 se utilizara, Liebman9, do a
xioma da continuidade (2). Alias ja Fr. Schur pusera em duvida a 
afirmação de Hilbert (3). Para Gerretsen, por~m, era infundado o 
ceticismo de Schur, pois que, efetivamente, toda a Geometria de 
Lobatschewsky pode ser construida, tendo como base exclusiva, os 
pos~ulados dos quatro primeiros grupos: o da pertinência, o da con 
gruencia, o da ordem e o das paralelas. 

Propusemo-nos, também, construir a Geometria HiperbÓlica, a 
partir . .:_ daqueles quatro grupo~ de postulados. Em uma p'rimeira eta- } 
pa,- conseguimos a demonstraçao, por processos elementares, por ! 
meio de um~ como que Geomet~ia Analltica, 90 plano hiperbolico, a // 
demon~traçao do teorema de Pascal, o qual e enunciado em sua for
ma classica, e -que constitui; no fundo, a tese ora apresentada. 

- -- ---
Os postulados dos tr~s primeiros grupos a que nos referimos, 

juntamente com as consequências dêles advindas, cons ti tu.em o que 
se convencionou chamar de Geometria Plana Absoluta. Em nosso tra
balho, que é dividido em sete capitulas, admitimos essa Geometria, 
com exceção da parte referente a movimentos. 

No primeiro capitulo, intitulado "Extremos de uma reta", da
mos as definições de semi-retas paralelas o o postulado das para
lelas, sob a forma que lhes deu Gerretsen: exist;ncia e unicidade 
da semi-reta paralela a uma s emi-reta dada, por um ponto dado, fo 
ra da reta suporte, e unjcidade da reta que passa por dois extre= 
mos. A enunciação d~sse postul~do, porém, é precedida dos teore- . 
mas qu~ se referem a con~ervaçao do paralelismo ao longo de uma 
retal a reciprocidade e a transiti~idade do paralelism~. As demon~ 
traçoes dos teoremas I , 02 e I.07 nao diferem, cm substancia, das 
que se encontram nos livros de Gíno Fano e David Hilbert, respeti
vamente (4). 

Em seguida, no capitulo II, estudamos os movimentos, que são 
definidos como particulares corresEondências biunivocas entre os 
pontos de um plano, figurando, entao, as simetrias (em rela~ão a 
uma re~a2 como particulares movime~tus. É de notar-se- que todas as 
propo~içoes· dessa parte pertencem a Geometria Plana Absoluta, com 
exc~çao_dos teoremas II~23 e II.24, os quais, altás, já constituem 
a~l1.caçao da teoria dos movimentos, e pertencem a Geometria Hiper
bolica. As demonstrações dos te ore mas II. 24 e II .21, respe ti VB!'l'IP.Yl

te, encontramo-las em Y~Why Tschen e HilbertJ respetivamen~e (5). 

-------------- ·- ----
( 1} D.Hilbert - GrundlaWen der Geometrie - Anhang III -(1930, 

?a. edição). Traduzimos 11 end1
, do alemãó, por extrémo. 

(2) Gerretsen - Die Begrilndung der Trigonometrie in der hyper 
bolischen Ebene - Nederl. Akad, Wetensch., Pro.e. 45, 479-483(1$42)"7 

. (3) Fr.Schur - Zur Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie -
Math. Ann. Bd.59 (1904) pp.314~320. · 

(4) Gino Fano - Geometria Non Euclid~a - Zanichelli, Bologna, 
1935. D.Hilbert, obra já citada~ 

( 5) Y. Why Tschen, in American Journal of Mathemátics, vol. 
LXVII, num. 3 July, 1945. D.Hilbert, obra já citada. 
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No cap!tulo Lll, iniciado com as oporaçÕos do adição o multi
plicação dos extremos, mos trames que o c9njunto dos extremos cons, .. 
titui um corpo ordenadoº Seguida.monto, jà no capltulo IV, mostra•-· 
mgs que a cada movi~onto no plano se pode ass~ciar uma transfo~ma
çao linear, fracionaria, dos extremos. Ambos esses capítulos nao 
são mais do quo ur.ia. tradução livr~ do parto do trabalho de Gerret
scn., - .ja cita.do. 

f N 

No capitulo V estaQelocemos as relaçoes que devem existir en-
tre os oxt~emos das retas, a fim de que elas soj~m secant~s, para .. 
lelas ou nao SQcantos e estabelecemos ur.ia condiçao necessaria e su · 
ficiente, analiticamente, para que duas retas tenham uma perpendi~ 
cular comum. · 

. ,No capit~lo VI, mostramos, es~encialmonte, que é condição ne
ces~aria e suficiente, para. que tres retas pertençam a um ponto . 
(proprio, impróprio ou ideal) que o produ~o e a semi-soma dos o~•
tremos de_cada uma satisfaçam a uma equaçao linear, cuj9s coefi- ~ 

cientes sao elcmüntos daqu0le corpo. Finalmente, vem o ultimo capi 
tulo que consta, v.recisamente~ da demonstração analitica, ou como
diria Gino Fano, 'algebrizada' do teorema de Pascal (l)o 

Queremos externar os no~sos agradeci~entos, ao Prof. Fernando 
Furquim de Almeida, pelas inumoras sugestoés e pelo grande incenti 
vo prestados durante tÔda a elaboração dêste trabalho. -

são Paul9, 30 de a~ril de 1950n 

João Batista .Castanho 

(1) Gino Fano, obra citada.~ ~ 89~ 

.. 



I • OS EXTREMOS DE UWJ.A RETA 

I.01. Semi-retas paralelas: Dadas duas semi-rotas, AA' e 

BB 1 , 
, ' ' dizemos que AA' e paralela a BB', quando e somente quando: 

a) Ah' e BB' pertencem; mesma reta, e, ou todos os pontos .. . , 
de AA' pertencem a BB', ou todos os pontos de BB' pertence□ a 
Ali. 1 • 

' b) AA' e BB' pertencem as retas~ e~, respetivamente, as 

quais não têm ponto em comum, e, tÔda semi-reta de origem A, in 
terna ao ângulo BAA', encontra a semi-reta BB'. 

I.02. Teorema: 
que pertencem AA' e 

, ' Se AA' e paralela a BB', 
N # 

BB' sao distintas, e C e 
as retas r e s a 
um ponto qualquer 

da reta~, a semi-reta CA', 
semi -reta BB 1· • 

' paralela a 
, , ' 

AA', tambem ~ paralela a 

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que C pertence 
à semi-reta AA'. Tomemos, então, um ponto qualquer, X, interno 
ao -ângulo BCA', e demonstremos que a semi-reta CX corta a semi
reta BB'. Se X estiver no semi-pi.ano oposto ao semi-plano BB1C(l), 
é imediato que o segmento CX cortará o contÔrno BB' dêsse semi
plano. Suponhamos, então, que X esteja no semi-plano BB'C. Ora, 
todo ponto dêsse semi-plano, interno ao ângulo BCA' é, também i!!_ 
terno ao ângulo BAA', e, pois, AX é interna a êsse 1~.ltimo ângulo. , 
Essa semi-reta cortara, portanto, BB' em um ponto N. Como, por 
outro lado, os pontos internos do segmento BC são, também, in
ternos do ângulo BAA', AX cortar~ BC em um ponto K. Considerando 

~l) Indicaremos sempre um semi-plano com três letras, as 
duas primeiras das quais indicarão a reta contÔrno (ou origem) , 

, N e a terceira indicara um ponto qualquer do semi-plano, nao per-
tenc~nte,porém,ao contÔrno. 



I,2 

o triângulo BKN, vemos que a reta ex corta o lado KN no ponto X 

e, como passa por um ponto exterho ao lado BK, segue..;se,pelo pos-
, , 

tulado de Paschj que ex cortara o outro lado, isto e, BNje; por-

tanto, a semi-reta BB 1 • · 

' Cortsideremos, agora, o caso em que C pertence a semi-reta 

oposta ; AA'. Tomemos um p(:lnto X; qualquer; interno ao ângulo 5CA'. 

A' 

B' 

, 
Se X estiver no s emi-plano oposto ao s emi-plano BB~, e imediato 

que CX cortar~ BB\ contÔrno d~sse s emi-plano. Se X estiver no se 

mi-plano BB' ·':! , tomemos sÔbre a semi-reta oposta~ CX um ponto , 
qualquer, K, e trac emos a r e t -a KA. Como o ponto K e externo ao 

ingulo BAA' e est; no semi-plano oposto ao semi-plano AA'B, a semi-
, ' " reta AK e externa aque le angulo BAA' e a semi-reta a ela oposta, 

, 
AN, e interna e, portanto, corta a semi~reta BB' em um ponto N. Co 

mo no caso ant erior, CX corta o segmento AB, em um ponto T. Ve

mos, entio, que a reta CX corta o lado AB do triingulo ABN em T 

e, ~orno passa por um ponto externo ao lado AN, segue-se (1) que 

corta· o outro lado, BN e, portanto, a semi-reta BB~ E o teorema 
, 

esta completamente demonstrado. 

, ' 1.03. Teorema: Se a semi-reta AA' e paralela a semi-reta BB', 

esta semi-reta~ paralela ~quela, A~. 
. ' . 

Se as semi-retas pertencerem a mesma reta, o teorema decorre 
, ~ 

da propria definiqao de semi-retas paralelas. Se pertencerem a 

~etas distintas, basta demonstrar que tÔda semi-retn interna ao 
" angulo ABB' corta a semi-reta AA'. 

Começaremos por demonstrar que existe uma reta por B, que 

encontra AA'no ponto D e forma os ângulos BDA' e DBB~ congruentes. 

(1) Postulado de Pasch. 



A 

B 

n 
·'-' 

,P X B' 

Tracemos, então, as bissetrizes dos ângulos A'AB s ABD', as quais 

se encontram em um ponto N, interno dos semi-planos BL'Ae AA' D, 
porquanto a semi-reta AN encontra BB', em X, por lhe ser paralel~ 

e os pontos internos do segmento AX são pontos internos do ângulo 
, 

ABB' • Sejam Q e P, respeti varriente, os. pes das perpendiculares pe-
' lo ponto N as retas AA' e BB1

, e tomemos, a seguir, na semi-reta QA 

o ponto D, tal que DQ=BP. Ora, os triângulos retângulos DNQ e 

NBP são cong~uent es, por causa das congruências de NQ e NP, de 
um lado, e de DQ e BP, de outro, e, consequentemente, são congru

entes os ângulos NDQ. e NBP, o mesmo acontecendo com os segmentos 
DN e BN. A congruência dos ângulos BDA' e DB~ segue-se, então, co

mo consequência da propriedade uniforme da adição de ângulos. 

" Tomemos, agora, uma semi-reta BX, qualquer, interna ao an-

/ gulo ABB' • Construa.mos, a s eguir, a semi-reta DN, no semi -plano 
AA'B, 

A R A' 

B M B' 

de modo que os ângulos XBB 1 e NDA' sejam congruentes, em que o pon 
, to D~ tal que a r eta BD forma os ângulos BDA'e DBB', congruen -

~ \ ' " 
1 ' tes, Indicando com No ponto comum as semi-retas BX e DN, ve-se 

~ ------·· que são congruentes os ângulos NBD e NDB, pela propriedade uni-
J f ,., " "'S-.. 1 orme da subtraçao de an gulos. Indicando, agora, 
~ 1 ' " ~ comum as semi-r etas BB1 e DN, e tomando, sobre AA' 

' ~ ~ H 

com Mo ponto 

o ponto R tal 
triângulos BNM -\que BM =. DR, ve-se, entao, que sao congruentes os 

" " ·e DNR, do que res ult a a congruencia dos angulos BNM e DNR. Como, 



A , N 

por outro lado, os angulos DNX e BNM tambem sao congruentes, por-
, ~ A 

que opostos pelo vertice, segue-se que sao congruentes os angulos 

DNX e DNR, de onde se conclui que as semi-retas NX e NR, e conse~ 

q~entemente ·BX e BR, sio ~oincidentes, o que prova que qualquer 
, A 

semi-reta de origem B, interna ao angulo ABB'encontra a semi-reta 
, ' . 

AA', e, pois, que a semi-reta BB' e paralela a semi-reta AA 1 • 

Observaçio: De ora em diante, poderemos dizer que II duas 
H A 

semi-retas sao paralelas entre si", toda vez que uma delas for P!. 
' ~ , 

ralela a outra, pois aquela expressao e. um modo abreviado de dizer 
, ' 

que uma das semi-retRs, digamos a primeira, e -paralela a segunda e 
, ' 

esta, por sua vez,e paralela a primeira. 

r.04. Teorema: Se AA' ~uma semi-reta paralela à BB',e esta 

, ' , " 
semi-reta e paralela a semi-reta CC', a semi-reta A~ e paralela a 

semi -reta CC'. 

Examinemos os diversos casos que .se podem apresentar: 

a) As tr;s semi-retas pertencem à mesma ~eta: ~ imediata a 
- , N 

demonstraçao, que decorre da propria defin~çao de semi-retas par~ 

lelas. 

b) As semi-retas AA' e B~ ' pertencem a mesma retare a se-

mi-reta CC' pertence a ~a outra reta ~ • A demonstração ·decorre, 
... 

entao, do teorema I.02. 

c) llA1 pertence a um reta r e BB' e CC' pertencem a outra 

reta s. A demonstração poderia fazer-se_ como uma aplicação dos teo-
, ' 

remas I.02 e r.03. , Pode-se, porem, deixar de recorrer a reciproci-

dade do paralelismo de duas semi-retas. Com efeito, para demons

trar que AA 1 ~ paralela à CC.', basta demonstrar que tÔda semi .. re-
;., 

ta de origem A e interna ao angulo eAA' encontra a semi-reta CC' . : 

' Seja ex uma tal semi-reta. Se o ponto e for interno a semi-reta 
I H I ,-

BB 1, ex encontrara CC', pois que entao CX sera internà ao angulo 

' BAA 1 • Se -o ponto C for externo a semi-reta BB', a semi-reta CX se 

(' 



rá interna ao ângulo CAB e, como os pontos internos do segm.en-
"' 

to CB são i~ternos ao ângulo CAB, segue-se que CX encontra esse 

segmento em um ponto intertlo. 

d) As três semi-retas pert·encem a três retas, !:,, ~ e ! , 

distintas entre si e E e~ estão em semi-planos opostos em rela 

ção à reta~ {contÔrno). Com essa hip~tese exclui-se que!:. e t 

tenham um ponto comum •. Tomemos uma semi-reta AX, qualquer, in-

A A 

terna ao angulo CAA 1 • -Se AX for interna o.o angulo BAA', AX enco!!: 

, " 
tra a semi-reta BB' em um ponto M, ·porquanto AA I e paralela a ffi'•• 

A A' r 

B' s 

e ' t 

. x 

"' Se AX for externa ao angulo BAA', seja R o ponto em que o seg-
,, "' 

menta CA encontra a retas. Como a semi-reta AX e interna ao an 

gula CAA' (ou ângulo RAA' ), segue-se, pelo caso c), que AX en-
, 

contra a retas em um ponto M. Segundo o teorema I.02, MB 1 e uma 

semi-reta paralela à CC', e, uma vez que MX ~ semi-reta interna 

"" . 
ao angulo CMB'·(porque a semi-reta a ela oposta est~ no semi-pla-

MB'A 
, 

externa ao no e e "" CMB 1 ), angulo .MX, e portanto AX, encon-

trama semi-reta CC'. 

e) AA 1 pertence " BB 1 " CC 1 " t, estão. a,!:, a !!,, a e r e t em 
... ' · um mesmo semi·-plano em relaçao a s • 

A r 

õ' . t 

B B' s 



r.6 
... 

Demonstraremos, primeiramente, que as retas r e t nao po-

dem encontrar-se. Suponhamos, então, para a redução ao absurdo, 

que o ponto P pertença à r e à t. De acÔrdo com os teoremas I.02 

e r.03 e a parte c dêste teorema, são paralelas as semi-retas 

- ,.. 
PA' e BB', PC' e BB'. Em relaçao ao angulo BPA', ~ semi-reta PC' 

, , ' 
sera interna ou externa, Se for interna, co~o PA' e paralela a 

; ~ N ;,. 

BB', PC' encontrara BB', o que e absurdo, porque te~ nao tem 
, ,.. 

ponto em comum. Se for _ externa, ou PA' sera interna ao angulo 
, , 

BPC 1 , e -a semi-reta PA I cortara BB', o que e absurdo, ou todos os 

pontos de PC' pertencerão ao semi-plano oposto ao semi"pla~o PBB' 

, A N 

e, pois , ha v_era semi-retas internas ao angulo C 'PB que nao encon-

trarão a semi-reta BB', o que é, novamente, absurdo, porquanto 

PC' é uma semi-reta paralela à BB 1 • 

Resta demonstrar, então, que tÔda semi .. reta AX, interna ao 

ângulo CAA', encontra a semi-reta CC 1 • Suponhamos, como na Últi

ma figura, quer e~ estejam em semi"planos opostos em relação à 

t. Se AX for interna ao ângulo BAA', AX encontrará a semi"reta 

BB', em um ponto N, e como A e N estarão em semi-planos opostos 

em relação à t, o segmento AN cortará a reta t, em um ponto Y, o 

, ' ' 
qual, certa.ne nte, pertencera a semi-reta CC '. Se AX for externa 

,.. , ,.. 
ao angulo BAA', AX sera interna ao angulo CAB, e~ como A e B es-

tão em semi-planos opostos em relação à t, o segmento AB corta a 

reta t, em um ponto R. Ora, como todos os pontos do segmento CR 

.-.1 " 
, ,,,. 

sao pontos do angulo CAB, segue-se que AX encontrara esse segme~ 

to, e, portanto, a semi-reta CC 1 • 

Se as retas se t estiverem em semi-planos -opostos em re-

.., ' , , 
laçao a~' demonstrar-se-a, como no paragrafo anterior, que a se-

I ' N 

mi-reta ec 1 e paralela a AA 1 e, pela aplicaçao go teorema I.03, 
, ' 

que AA' e paralela a cc 1 • 

r.05. Extremos de uma reta: Dadas duas. ou mais 'semi-retas, \ 

dizemos que definem elas um mesmo extremo, quando e somente qu8.!l 
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.. 
do são paralelas entre si. Consequentemente., semi-ret9.s nao paral~ 

las definem extremos diferentes. 
, 

Designaremos os extremos por meio de letras minusculas do al 

fabeto grego (1) e das letras u e v. 

Dizemos que as semi-retas que definem um mesmo extremo a., 

passam por a.,ou que elas pertencem a a., ou que a. pert ence a essas 

semi-retas • 

Dizemos, ainda, que uma reta~ passa por um exvremo a., ou 

"' "" ' que pertence a esse extremo, ou que esse extremo pert Jnce a reta, 

' quando e somente quando uma semi .. reta der pertence a a.. Por semi-

reta (A, a.) dever-se-; entender a semi~reta de origem A, que passa 

por a.; por· ret.a (A, a.) a reta que passa por A e à qual pertence a 

semi-reta (A, a.). 

I.06. Postulado das paralelas: Dada uma semi-r r- ta (A, à) e ' l • / 
,··' \!-

um ponto P, fora da reta (A, a.), existe uma e uma só semi-reta de r;/,;.._b'}!' ' ,, . - , 
origem P, que passa por e. Dados dois extremos a. e~, uma e uma so 

"" reta pode passar por ess es extremos. 
. "' "' ~egue-se, imedtatamente, desse postulado, que toda reta Pº.ê. 

sui dois extremos~ No capitulo II, em o número II.24, demonstrare

mos que por dois extremos (distintos) passa .sempre umG reta •. 

I.07. Teorema: Se CC' e DD 1· são duas semi-retas paralelas,. 

a a reta a que pertence CC', careta .a que pertence DD 1 , Bum po!!_ 

t .o da faixa ac (2), B1 e B r os simétri~os de B em rela ção à a e :!_, 
, 

respetivamente, e A o ponto medio do segmento B1B1 , a se~i-reta 

(~, a.), _em que a.~ o extremo a que pertencem CC 1 e DD', ~- perpendi 

(1) Quatro extremos, porém, serão representado~nor meio de 
outros simbolos: O, oo, -1 e 1, respetivaménte •. (Capitu.lo III e se
guintes). 

(2) Vide nÚmeros II.08 e II.21. 



r.B 

' Com efeito, tracemos a reta perpendicular a B1B', pelo po~ 

to A., e, para a redução ao absurdo, suponhamos que essa perpendic~ 

lar não passe por a. Seja AN uma semi-reta daquela perpendicular, 
.., 

pertencente ao semi-plano B1BC'. Sejam P e Q as intersecçoes da re 

ta B1B1 com as rotas~ e~, respetiva.mente. 

Ora, como · 

PB ( PQ + BQ 

segue ... se que 

e, igualmente 

QBl s(_QB' . , 

~, portanto, A é um ponto da faixa ac. Então, se AN não passa.por 

a, AN corta a semi-reta CC r, ou a semi-reta DD'. Se cort ar a semi

reta '\.àJ:, no ponto A, por exemplo, 

· AB' -AB 

-e, pois, AB == AB1 , 

, - I I 
isto e, A sera um ponto da reta~, o que e absurdo : pois CC' e DD'. 

~ 

sao semi-retas paralelas. 



.. 
rr.1. 

II • . MOVIMENTOS • . 

II~Ol. Definiçio de movimento Dados dois planos n e n' , dis-

tintos ou coincidentes, se}am C e C', respe~ivamente, o conjunto dos 

pontos de n e n 1 • Estabeleçamos entre é e C' uma corre~pondência bi

unívoca tal que, se A e B forem dois pontos quaisquer do conjunto C, 
e · A1 e B' os pontos respetivamente correspondentes de C', os segmen

tos AB e A'B' sejam congruentes. Diremos, então, que essa correspon

dência~ um movimento. 
, 

Designaremos um movimento por meio de uma letra maiuscula do al 

fabeto -latino e a notação 

M(P) = P' 
indicar~, precisamente, que P' ~ o correspondente de P·, no movimento 
M •. 

Se os dois planos são coincidentes, e, entre os pontos de C e 
" , . 

a correspondencia _e tal que o correspondente de um ponto qual -· 
, , . 

quer, P, e o prop~io ponto P, temos, evidentemente, um movimento. A 
êsse movimento, q-y.·e indicaremos col'l'l o símbolo 1, daremos o nome de 

1 

identidade. · 

Se, no movimento M, um ponto P tiver como correspondente êle 
, , 

proprio, isto e , se 

M(P) = P, 
diremos RI conserva p. identidade, 

, 
movimento que o ponto A pois, e um 

que cons e rva todos os pontos. 

II.02 •. Igualdade: - Dados dois movimentos, 1'111 e M2, se, qualquer 
que s e ja o ponto P , 

/ 

, 
diremos que hl

1 
e i gual a M

2
, e escreveremos M

1 
= M

2
• 

rr.03. Produto de dois movimentos . Dados dois . 
M2, sejam 

1\\ ( p) = P' M2 ( P') = P'' ' 
Ml(Q) = Q, ' M2(Q') = Q'' ' 

movimentos, 

em que P e.Q são dois pontos quaisquer do plano. Como 

e P'Q. 1 =. P"Q", 

segue-se que, 

PQ '= p, 'Q',, 

n,r 
--1 e 

e, como as correspondências entre os pontos P e P •, de um lado , e eg 
t .... , 
re P' e P 1 ', do outro, sao biunivocas, o mesmo acontec e com os pon-

tos P e P' ', de ma~Gira que existe um movimento M que transforma P . 



II . 2 . 

em P ' ', e Q em Q'' · A Ôsse movimanto daremos o nome de produto do 

movimento M1 pe l o movimento M2 , e es crever emos 

M = M2M1 • 

rr .04 . Propried,nde uniforme : Se M1= M2e .M3= M4 , M1M3= M2M4° 

Com efeito, se l\í4 (P ) = P' o M4 = _M3, 
( 

I 
M

3
(P) = P' I 

e s e , 

e, portanto , 

e 

, 

Mz ( p') = p 1 1 

Ml ( p') = p 1' 

M M4{P) = P'' 2 

e M = 1 

e , como P e um ponto qualquer, M1M
3

= M2M4_. 

r~, ·2 , 

r r .05. A definiç ão de produto estende -s 0 fàcilmente ao caso de 

mais de dois movimentos, e , s a 

, 
o o produto do movimento 

pelo movimento 

e 

o produto do moviment o 

pel o movimento 

,., 
ve -s e imediatamente , que 

r,1
3 

{ M
2

M
1

) = ( M
3

M
2 

)M1
, 

I 
I 

isto é, . 0 v~lida a prpri0da.de associat iva e , na indi cação do produ

to de 3 ou mais movimentos , é perfeitamente supérfluo o us o de parêg 

t es es • 

--I I .06. •recrema : Se A, B e C s a o 3 pontos de uma reta r e 

M(A ) =A 1 , M(B) =B 1 , M(C) =C' , 

·-. ,, . -

·"· 
~ 



0s pontos A~; B i e G I peftencem . tamb~m a uma. reta r I e;. se O ponto . . . ·.. .. , . 
C esti~er entre A e B, C' estara entre A' o B'. 

Para a demonstração pela reduç~o ao ab~urdo, . suponhamos que C' 
nio pertença ·i reta r'=AiB 1 ~ Nessa caso, A', B' e C' determinam um 

;.. 
triangulo e 

, 
Como, porem, 

A 'B 1 = AB, A ic 1 = AC e C ·,B 1 = CB , 

segue-se que 

Al.3 <AC+ CB, 
, , 

o que e absurdo, pois, desde que Cesta entre A e D, 

Das congruências 

;. 
seguc-sa que C' esta ontre A' 0 B 1. ~ 

A r eta r' denomina-se correspondente da reta E, e escreve-se 

M(r) == r' •• -

..., II.u7. Teorema : Seres sao duas . retas perpendiculares entre 
si e r' e s' as retas respetivamente corresppndentes de E e .ê.,, em 

~ ~ . um qualquer movimento M, r' e s' tambem sao perpendiculares entre si. 
Com efeito, tomemos 3 pontos A,B e C, sendo B a intersecção das 

retas E e ~ e A um ponto de ,!:, C de .ê... Sejam A', B' e e~, os 3 pont·o·s 
" respeti varrtente correspondentes, e que, de acordo com o teorema ante ·-

' ·~ ' ' rior pertencem, r espetivamente, a int erse-cqao r's ', a r' e .a s 1 , Da 
" " " congruencia dos tri~ngulos .ABC e A'B'C' segue-se a congruencia dos ,., " , , , ·angulos ABC e A.1B 1C' e, c0m_o o angulo .I\.BC e reto, A1B 1c·1 tambem e 

reto e, pois, r' e s ·, s ·~o perpendicul·ares entro si ·. 

II -.08. Definiç~o de simetria,: l:t,ixada .urria ret·a r de um plano, . 
" ., est abeleçamos) entre os pontos do pl·ano e eles pToprios -, uma corres-" , · pondencie. da -seguinte maneira : se o ponto P pertence __ a E, P', o cor 

;.., ' , re-spondente de P, coincide com P e se P nao pertence a E, P' e um 
'POllt-o <la perpendicular P'-l à -reta ! :, estt· na semi-reta opostà. ~ Q~, 

· QP-· Q.P ', e Q ~ o pé daquela perpendi:cular. 
Chamaremos ·, a essa correspondência, de sir.ietria em relaç·ão ~ 

reta _!·~ P. esta reta daremos o nom~ · de eixo de -simetria e p ·, denomi ~ .. , , ~ ' nar-se-a o simetrico de P em relaçao a reta r. 



II. 09. Teorema TÔà.a simetria t um movimento. 
Com efeito, tÔda simetria estabelece uma correspondência bi_-

, A I ' • ~ 
univoca entre os pôntos do plano e e1es -proprios, como se segue f!!, 
cilmente da unicidade da perpendi ·cular por um ponto a uma reta e 
do postulado do transporte de segmentos . Demonstraremos, então, 

- , 
que, sendo A eB dois pontos quaisquer e A' e B' os simetricos de A 
e D, respetiv:unente, em relação a uma reta~' 

AB = 1-t'B' 

B 

A 

o R 
r 

A' 

B' 

Sejam O e R as intersecções de AA' e BD' com o eixc de simetrh. 
Como se vê imediatamente, são congruentes os triângulos OBR e ORB', ,., ,., 
de onde s e segue a congruencia dos 8.ngulos B1 0R e ROB, e conseq~!! 

✓ 

temente, a dos ângulos B'OA' e AOB, uma vez que ê~tes são complemeg 
tares de B'OR e ROB, respetivamente •. ai .a congruência de AB com 
A 'B'. 

II •. 10. Teorema Se um movimento M conserva três pontos nào 
em linha reta, M é a idcntidâde. 

Sejam A, B e C três pontos não em linha reta e 

M(A) = A, M(B) = B, M(C) = C. 

SuponhP.mos, para a demonstração pela redução ao absurdo, que 
M(X.) = X', em que X ' ·não coincide com X. Seja D o ponto mtdio do 
segmento XX'. Como 

AX = AX', 

segue -s e que a reta AD 
, 
e a mediatriz do segmento X.X'. Se o ponto B 

pertencer a essa mediatriz, o ponto C não pert.encerá, uma vez que 
A, B e C não estão em linha reta. Como 

ex = ex' 
, , 

CD e a mediatriz do segmento XX' o que e absurdo, pois que CD f AD, , , 
e a mediatriz de um segmento e unica. 



II i 11. Teorema t · Se Ivl é um movimento que conserva dois pontos 
A e B, e nenhum outro ponto fora da reta AB, M é uma simetria e 
precisamente a .que tom como eixo a reta ·AB. 

Demonstremos, primeiramente, que êsse movimento conserva todos 
os pontos da reta AB. 

Seja Pum ponto dessa reta que, sem pérda de generalidade,, po 
demos supor esteja entre A e B. -Oe ac~rdo com o teorema II.06, P' ., 
estara entre A e B e como 

AP =AP 1 , 

segue-se que P ' ~- P, isto é, Pé conservado. Seja agora Q um ponto 
fora da reta AB e Q' = M(Q) . 

. ' , Tracemos a perpendicular, a AB,. pelo ponto Q e seja R o pe da 
.., ' perpendicular. Suponhamos que o ponto Q' nao pertença a perpendic,lz 

lar. Então, como Q' $=. Q, seja D o ponto médio do segmento QQ'. 

Q 

Q.' 

A 

Seja X um ponto qualquer da reta AD. Como X= M(X), seg~é-se que 

XQ =. XQ, 1 

, , 
e, pois, a reta DX e a mediatriz do s_egmento QQ' o que e absurdo, 
pois X~ um ponto qualquer de AB. Ali~s, para dem~nstrar que o pon 
to Q,' pertence ii. reta QR bastaria aplicar o teorema I .I ·.06,e, lem
brar que a·perpendicular a uma reta, por um ponto, é ~ica. Da cog ,. . , 
gruencia QR = Q'R, segue-se, então, que o ponto Q' esta na semi-~ 
ta opo~ta ~semi-reta RQ e, pois, Q' é o simétrico de Q, em rela-

.., ' 
çao a reta AB. 

, 
II.12. Teorema : O produto ?-e duas simetrias e um movimento 
.., , 

que nao e uma s•imetria. 
Seja_m ~ e E_ os eixos de simetria e indiquemos com Sa e Sb es

sas simetrias. Suponhamos,·para a demonstração pela redução ao absur 
' do, que o movimento produto soja uma simetria. Tomemos, inicialmen 

te, dois pontos sÔbre a reta~: A e B, e sejam 

-C. 

• 

:..,e.. 



rr.6. 
S (A) = A 

a 

Sb(A) = A' r 

S (A) = B a 

Sb(B) = B r r 
l,v...t. <'1; , 

f l'),,r.<> 
. 

;., .l,<l~ 

B 

. a 
a.J,;, 

Ir-' 

"" Indiquemos com C e D respetivamente as intersecçoes de 
AA'' e BB ' 1 com a reta b. Das hipóteses feitas segue-se . que 

sbsa (A) = A' r 

sbsa(B) = B'' 

e que, pois, 
s s (e) = e ( 

b a \ 
sbsa(D) = D \ 

. , .., 
isto e, os pontos C e D sao conservados pelo movimento produto e, , 
pois, todo ponto da r eta b e conservado. Por um ponto P, qualque~ 

. ' , fora da r eta a,tiremos a perpendicular a reta b e seja Q o pede~ 
sa perpendicular. A reta PQ tem, corno correspondente, no rnovimen-

, . ~ 

to produto, ela propr~a, pois b, e uma reta que se conserva nesse . ,... , 
movimento e, de acordo com o teorema II.07, QP' 1 e perpendicular 
' . , , a b, em que o ponto P' 1 e o correspondente ·de P, isto e, \ 

sbsa(P) = p' , .. 

Como. outro lado, 
.., 

' por P nao pertence a a, 

s ( p} = pr p 
a 

sendo, .... ' e, como se ve facilmente 

Sa(P 1 ) = P, 

sbsa (P 1 } = p li, 



o que~ absúrd~, pois sbsa é um movimento e, portanto, correspo~ 

dência biunivoca. 

rr.13. Definição de rotação: Chama-se rotação ao produto 

de duas . simetrias. 

II.14~ Teorema: Dadas duas retas a e b perpendiculares e~ 
, ~ 

tre s~, se c e urna reta qualquer pelo ponto O= a. b, e d a per-
,.. ' pendicular por esse ponto a reta~, 

em que, como de costume, os Índices indicam os eixos das simetrias •. 
" Tomemos, primeiramente, um ponto B qualquer, sobre a reta 

c e escrevamos 

sasb (A) = A' 

ScSd(B) = B' • 

' Tracemos, em seguida, a perpendicular por ·B a reta b e indiquemos 
, 

com A o pe dessa perpendicular. 

Como o ponto O se conserva por qualquer um dos dois movi-
"' mentas, seguem-se as seguintes congruencias: 

d 

r-

'-l "" , . Q 
..;: 

a °' õ ,: 

i ' 
q /..___ "' 

B 
! \ ., ' 

c 
. 

' 
~~ . 

A' b 

· i · 1 i u j 
1~ ~~ 1 ,s ,"' ·i 

' 4 \j 

AB - A1B' ,J ~ I 
OA - OA' r" ~~ 

~ 
r-. 

OB OB' . 
,.... 

- ~ 

e, pois, são congruentes~ .os · tri.ângulos OA~ e O~ 'B', de onde se se 

gue que são congruentes os ângulos BOA e B'OA 1 • Por outro lado, 

os ângulos OBA e COA' tamb~m são cqngruentes (opostos pelo vérti

ce) · e, pois, são congruentes os ângulos COA' e BOA, em que C é um 

ponto da semi..;reto. oposta à OB. Daqui s"e conclue que coincidem as 

( 
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semi"retas OC e OB' e, poi s) podemos concluir que 80
Sd(B) = B;. 

Anàlogarnent e se poderia demonstrar que qualquer ponto D da reta 

d tem corno correspondent'e ., _ em ambos os movimentos, o mesmo ponto 

D 1 (da reta d '). ·Par a demonstrar que qualquer ponto P do plano 

tem corno correspondente o mesmo ponto P 1 em ambos os movimentos, 

basta traçar as perpendiculares~ e~ por êsse ponto às retas~' 

0 d e, aplicando o teorema ' II.07, conclu~r · que,se 

sasb (m) = m' 

. e 

S·
0 

S d ( n ) = n 1 , 

II ·.15 ·. Definição de movimento inverso: Dado um movimento 

M, chama ~se movimento inverso de Me indica-se com. M-l ao movi

mento tal que , se M(P)=P~~ M-1 (P 1 )=P, qualquer que seja o ponto 

P. 
Como 

'11,i'"'l . 
i!. M ( p) = p , 

s egue-s e que o produto de um movimento pelo seu inverso 

tida.de . Reciprocarnent e,' se o produto 

, 
iden e a 

l 
t 

M1 M2 =: 1 , 
1 

.. . . -1· 
Ml": = M2 • 

./. -1 
Com efeito, ·se M1 r M2 , sendo 

e 

e,. pois, 

, , . 

o que e absurdo • . ; 

Ml ( p ' ) = p ' ' , 

p' '. JÉ. p , 

, . . ~ 

Da propria definiçao se segue que o movimento inverso de 
-1 , . , . 

M e o proprio ··movimento M, e, pois, 

1 
/ 
I 
1 

I 

1 
l 
1 
1 
1 
\ 
1 

' 



-1 . 
MM =l . • 

.· , , 
Observe-s_0, finalment.e; que se M e uma simet'ria, isto ·e, 

se 

M = S 
a 

1\K-1 = s 
m a • 

·, .. 
·II .16 .• Teorema: Se um movimento M conserva unicrunente um 

,,.. , ... 
ponto esse movimento e uma rotaçao. , . 

Seja A um ponto qualquer e O o ponto conservado,. isto e,. 

M(A} · =A'jA e M(O}=O . • 

Chamemos de b à mediatriz do segmento AA', a qual certa 
, 

mente passara por o, visto que 

OA - OA' • 

Consideremos o movimento 
-1 . 

M . sbsa , 
, 

em que b e o eixo da simetria Sb e a AA' o eixo da simetria 

s 
a • ,,.. 

Se esse movimento conservar outro ponto fora da reta OA, 
, .. 

isto e, se 

-1 = 1 -M sbsa , 
MM-l S S 

b a = M 

ou 

S S = M 
h a · 

, 
e esta demonstrado o teorema. Se 

... 1 f l · M sbsa , 
/ 

de acÔrdo com o teorema II .l_l; / 

M ~l S S -d,;.;:-y/ 
ba '2Y ' 

pois que M-l SbSa(A) = A e M-l SbSa (O)= O, 

X) 
\l'l 

/()J._,~' 
• '\)'1" 

t 

de onde 
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, .. , 
ou,cam o o movimento inverso de uma simetria e a proprta simetria, 

,. 

ou 

ou . M = S 
b 

o que é absurdo, pois M conserva unicamente um ponto. 

rr.17. Teorema: Se M (a)= a', e Sa é a simetria de eixo 
a, o produto 

, , 
e uma simetria, Sa'' de que a' e o eixo, 

Tomemos um ponto P qualquer sÔbre a reta a e seja 

M (P) = P 1 , 

em que P' é um ponto de a' (teorema II.06). 
, 

Ora, porque Pesta em~, 

s ( p) ' = p 
a 

e, pois, 

, 
isto e, o movimento 

conserva todos os pontos da reta a 1 • Demonstraremos, agora, que 

qualquer ponto que nã.o esteja sÔbre a ·1nã.o é conservado por êsse mo 
vimento. 

ou 

Seja R' um ponto fora da reta a 1 e 

R 1 = M(R) 

R = M-l (R 1 ). 

Suponhamos, para a redução ao · absurdo, que 

MS M-l (R 1 ) = R t • 
a 

I 
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, A Rrr isto e, que esse movimento conserve 
Ora, cte acÔrtlo com o ~eorema rr.06, podemos dizer que 

( ) ..., ' i t · R I estaria em a'.· S R = X nao esta em a, po s que se es ivesse, a . 
Portando X~R e M(X) = Zp R 1· •· Então, 

M s M-l ( R 1 ) = z 
a ' , , ,., , o que e absurdo, pois, movimento e _correspondencia biunivoca. Se-

gue-se, do teorema II.11, que 

M S M-l = S a a' • 

II~l8. Teorema: Se uma rotação Sa Sb conserva um ponto, ês .. se ponto pertence as r etas a e b, eixos, respetivamente, de Sa e 
Sb • 

Com efeito, supondo que o ponto O seja conservado por 

demonstremos que êle pertence a ambas as retas a e b. Suponhamos, 
para a r edução ao·absurdo, que O não pertença à reta a • Tomemos 

• um ponto P sÔbre a r eta b e seja 

Então, como Sb (P) = P , 

p" • 

Devemos t er 

P 11 _%P, 

pois SaSb conservaria dois pontos (supomos P~ o) e seria uma. si.:. > . . metria o que e abs~rdo, ou seria a identidade; o que exigiria ser 
a = b. Seja D, então, o ponto m~dio do segmento PP''• Como 

OP = OP 1 1 , 
ºD e

, A ..., a mediatriz desse segmento e teríamos, entao; pelo ponto D, .. duas perpendiculares ., OD e :!2_ a mesma reta PP 1 1 , 
, 

o que e absurdo, 
e prova, pois, que o ponto .. O pertence a reta a • Se O não pertence~ .. 
se a reta b, 
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S S (O 1 } = O 
a b 1 

,. 
o que seria novamente absurdo, pois deixaria de haver corresponde~ 

eia biunivoca. 

... ,. 
rr.19. Teorema: Se~, b e e sao tres retas que passam por· 

.., A 

um,.mesmo ponto O e Sa, Sb e Se sao as simetrias que tem aquelas 

tres retas como eixos., respetiv8J!lente, o produto 

, , 
tambem e -uma simetria, cujo eixo passa pelo ponto o. 

,. 
Tomemos um ponto B sobre b e sejam -

Como o ponto O se conserva por qualquer uma das simetrias, 

e, como a ~ c, ( 1) 

, w 

Seja D o ponto medio da ·segmenta B1B1 ; entao a reta m _ OD · 

I A 

e a mediatriz desse segmento, de modo que 

S (B') =B 
m 1 • 

... 
Devemos ter., entao, 

s s sbs (o)= o, 
m a e _ 

A . , 

de modo que esse produto ou e a identidade, se conservar algum outro 
, < 

ponto fora da reta OB1 , ou e a simetria ·Sa 1 , ··· em que a'==-OB1 • 

·se for a identidade, · '· 

SmSaSbSc = l , 

) 
, ... .... 

(]1 Por hipotese., ·_!., b e c,sao tres retas distintas,mas o te2 

rema e valido, como se verifica ~acilmen~e, nos casos em que duas 

das retas ou mesmo três delas são coincidentes. 

\ 



vem: 

' s s s = s 
a b c m 

, 
e o teorema esta demonstrado. 

Demonstremos, então, que 

S S -SbS ma c 

,., 
nao pode ser igual a Sa' • 

, 

Suponhamos, por absurdo, que 

SmSaSbSc = Sa ,. • 

Ora, 

s s sbs = s s s s sbs • 
m a c m a c c c 

Mas, pelo t eorema II.17, 

de modo que 

de onde, 

ou 

s sbs = s. , , c c a 

s s = s a c m , 
, 

o qu~ e absurdo porque vai de encontro ao teorema II.12. 

II.13 

,., " 
II.20. Teorema: Se~' b e c sao tres retas perpendicula-

r es a uma reta~, o produto 

s s s . 
a b c 

, , , ' 
e t amb em uma s imetria, cujo eixo e uma reta perpendicular a reta 

r • 
Se j a B .o p~ da· perpendicular b a .!:, , s e jam 

S c (B) = B1 , 

Sa (B) = B' , 
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m 

C' 
. Cl E 

e 

B ' D B Bl r 

c 
a 

b 

.... 
Tomemos um ponto C, qualquer sobre a reto. b e façamos 

se (e) = º1 

s (e) = e, 
a 

Corno CB ~ perpendicular à~, C 1B 1 e 

pendiculares a essa reta, como se deduz do 

, ... 
C1B1 tambem sao per~ 

teorema rr.07, e, pois, 
,.,. , ,.,. 

o quadrangulo B 1B1c•c1 e bi-retangulo e, das 
,., 

~ohgruencio.s 

C 113 1 :::::.. CB 

, , , 
se conclui que e isosceles •· Indiquemos c?m D o ponto media do 

segmento B1B 1 , que certamente existe, pois que, se a~ c, (1) 

B1 j B·1 • Indiquemos com !!! a mediatriz do ,referido segmento. Segun 

do o teorema de P.So.ccheri (2), essa reta!!! encontra o lado ç•c
1

, 
, , ' 

no ponto media E, e e perpendicular a reta 0 10
1

• 

Consequentemente, podemos escrever: 

s (e,) = ª1 m 

e, pois, 

s s sbs (Cl) = º1 , 
ma c 

smsasbsc (Bl) = Bl , 

(1) Veja a nota de rodapé da página II.12. 
(21 Se, no quadrângul2 ABCD, os lados AC e 

tes ~ o~ angulos CAB e DBA sao retas, a mediatriz 
tambem e mediatriz do segr.ient? CD, 

\ 

... 
BC sao congruen 
do segmento AB-



.. 

e, portanto, _o movimento 

. s s sbs ma e 

rr.15 

, ., 
ou o a identidade ou. e a simetria Sa 1 , em que a' = B1 c1 • Se for 
a identidade, de 

,.. 
vem, sucessivamente 

s s s sbs = sm m m a e 

s s s = s· a b c . m 
, 

o o teorema esta demonstrado. Do mesmo modo que no teorema a~te~' 

rior, se demonstra que aquele produto 

s s sbs ma e -
H 

nao pode ser uma simetria.' 
Observação: É rá·cil verificar que 

Com efeito, 

( s sbs ) . • ( s sbs ) a e c a = 

A , 

e, pois, de acordo com o numero II,15, 

s s s = a b e s sbs c a 

II.2li Teorema: SP. ~, b .e c são três retas que passam por 

um mesmo extremo a é S , Sb, Se são as simetrias que t;m, res
Aa 

petivamente, . essas tres retas como eixos, o movimento 

, , 
e, .tambem uma simetria, que t _em como eixo uma reta que passa por 
a. 

" Sup_onhamos, primeiramente, que a r eta b pertença a fai ... 
xa ac do piliano (1). Seja Bum ponto ·da reta b e escrevamos: 

(1) Com faixa ac queremos dizer o conjunto dos pontos co-, 
muns aos semiplanos de ori~em a e que contem~ e de origem~ que , 
-contem a, respetivamente, 



a. 

se (B) = -Bl 

Sa(B) =B' 

Sb (B) = B • 

rr.16 

A 

Como se ve imedf.atament e, 

ao .... ponto m~dio do segmento B 'B:i, 

acordo com o teorema I,07 , ~ e 

B 'j!É B1 -; chame~os, então, de D, 

e de m n reta que liga D com a~ De 
.. 

perpendicular a reta B 1B1, e pois, 

S (B') = B 
m . 1 

Aplicando, então, o movimento 

s s sbs ma c 

ao ponto B1 , temos 

.,.. 
o que prova que esse movimento conserva o ponto B1 • 

.,... 
Vejamos, agora, que esse movimento conserva qualquer outro 

, 
ponto, isto e, que 

s s sbs = 1 • 
m a c 

Observemos em primeiro lugar, que se AR e BS são duas semi-

retas paralelas, e A'R' e B1 S 1 a semi~retas correspondentes de .A.R e 

BS, respetivamep.t·e, em qualquer movimento M, A'R' e _B'S' são semi--
, 

retas paralelas, isto e, M faz corresponder a todo extremo um extr~ 

mo (biunivocamente, · ~ claro), o que decorre da· definição· de semi --r!!_ 

tas paralelas e .da aplico.ção do t eo~ema II .06 ." Depois disso podemos 

di~er que 
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com o que êste moYim.,.,nto conserva. a _reta (B1 ~ a.). Tomado, s?bre es 

sa reta, um ou~ro ponto c1
, e, designando por c1 ·o correspondente 

de c1 naquele movimento, em virtude d~ B1c1=B1c1 , ou c1 = c1 , e 
, - , ' c

1 
e conservado, ou c1 e·sta na semi-:-reta oposta à B

1
c

1 
• .Isto pode 

ria acont~cer, se 

fÔsse uma rotação. E, como nesse movimento, que suporemos por um 

mómento, uma rotação, i reta (B1 ,a.) corresponde e la própria e ao 
,... , ' 

ponto B* corresponde ele proprio, segue-se que a perpendicular r 

por B1 a (B1 ,a.) corresponde a própria_ reta r. Com isso,fazendo 

( B1 ~a.) _ t, vem 

Ora, 

e como~ semi-reta (B1 ,a.) pela simetria S, corresponde uma semi-re 
, r 

ta em semi-plano oposto ao em que esta a semi-reta (B1 ,,a.) em rela-
,.., ' .. 

çao, a reta~' segue-se que 

s (a.) = ~ /: a. r 

e, pois, 

o que está em contradição com o fato de êsse movimento 

,... , 
conser:ar o ext remo a.~ Portanto esse movimento conserva, tambem c

1 
e, ou e a identidade 

de onde 

s s sbs 1, ma e 

s sbs a c = s m , 

, 
e o teorema esta demonstrado; ou 

s s sbs = st . m a c 

Mas, do mesmo modo que no t e orema. II,19, se demonstra que êsse movi 

menta não pode se~ uma simetria~ · 
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S~ponhrunos, a.gora, que a reta~ esteja na faixa ab do pl! 
, 

no. Pelo que acabamos de demonstrar, existe umn reta d 1 , por a., 

tal que 

S S S = Sd 1 • 
a. c b 

Seja 

d' = S (d) 
. a 

e, portanto, uma reta que passa por a. 

... ,.. 6 
Entao, de acordo com os teoremas II.17 e II.O, 

Como 

e (II~20, observação), 

vem finalmente, 

e o teorema fico., assim, demons.trado. 
H 

Observaçao: É 
, 

facil demonstrar: 12 a validade do teorema 

para. os casos em que a. -= b ~ e, e em que a = ·b = .c; 22 que, se 

SaSbSc = s d , e duo.s das retas ~, b, ~, passo.m por a., a restante 
, 

e a reta d ta.mbem passam por a. 

, , 
II.22. Teoremat Todo movimento ou e uma simetria. ou e um 

produto de simetrias. 

Examinemos os seguintes casos: 

a) O movimento M conserva apenas um ponto O. 

b) O movimento M conserva os pontos A e B e nenhum ou

tro ponto fora da reta AB. 
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c) O movimento M conserva 3 pontos não em linha reta. 

d) O movimento M não conserva ponto algum. 

No caso a), pelo teorema II.l6, 
, . ... 

Me uma rota.çao e, pois, 

) 
, , 

produto de duas simetrias; no caso b Me a. simetria cujo eixo e a 

reta AB (teorema II.11); no caso e) M ~ a identidade, e, pois, 
, 

M = So.So. , em que !=!. e umo. reta qualquer. 

No caso d), tomemos um ponto qualquer, A, e seja A' 

m 

A e A' 

... 
o ponto correspondente que nao pode coincidir com A. Chamemos de 

, A 

C o ponto medio desse segmento edema mediatriz. Ora 

eJ pois, o movimento 

conserva o ponto A. 

De acÔrdo com o que demo~strrunos (a, b, e, d), podemos con

cluir que 

, , 
em que M

1 
e um produto de simetrias ou uma simetria. E, dessa ul~ 

tima igualdade , 

I I 
isto e, Me um produto de s~metrias, ou, em particular, uma sime-

tr·ia. 

w 

II .,23. Te.oremo.: Dados um extremo a. e uma reta !:,, que nao se 
, , 

pértencem , existe uma e uma so reta que passa por a. e e perpendi~ 

• 



' cular ar ~ 
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Sejam AA' e BB' duas semi-retas que pas~am por a, em que A 

o B são dois pontos der,~ e b as retas a que pertencem, respet! 

' va~ente, aquelas semi~retas. Indiquemos com Mo pé da perpendicu-

' ' 
lar,~, -~ eta ~, pelo ponto A~ Como se verifica facilmente, ,ºs 'l 
~ngulos ~ e B 1BA não podem ser, si:r:mltanea.mente obtusos :um e a• v 

gudo e outro obtuso, ou ambos são agudos. Dividamos a. demonstração 

em duas partes, segundo essas alternativas. 

) 

,._ A 

a Supondo ambos aqueles angulos agudos, segue-se, do teo-
A , 

rema do an~ulo externo, que o ponto M esta no semi-plano ABB 1 • S~ 

ja Pum ponto da semi-rota AA' e indiquemos com Q e R, respetiva-

, .., ' ' .., 
mente ) os simetricos de P, em relaçao a! e a~' os quais sao dis 

, 
tintos, desde que o s e jam as retas! e~• O ponto medio, x; do 

s egmento QR, pertence ao semi-plano ABZ oposto ao s emi-plano ABB', 

pc i s, no caso em que R pertence ao semi-plano ABB' ~ indicando com 

To ponto c omum ~s r etas! e QR, e com Na interseção de TP com a 

reta c (1), devemos ter: QT = TP = TN + NP = TN + NR >TR; e, no 

o. 'r 

--- - •'1. 

A 
r 

• 
z 

R 

w , (1) Os pontos R e Q estão em semi-plano~ opostor em rela
çao a reta .E. e portant0 o segmento QR ·encontra a r eta. r. 
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, 

caso em que o ponto R ja pertence no semi-plano ABZ todo o segme~ 

to QR pertence ao semi-plano ABZ. ~egundo o nÚmero II.19, podemos 

escrever, designando pela letra d n reta AX 

ou 

Tracemos, então, a perpendicular,~, à ret~ d, pelo pon-
, , 

to M. O pe, V, dessa. perpendicular, esta no semi-plano A'AB, pois, 

do contrtrio, segundo o teorema do ângulo externo·, o ângulÓ MAX 

, 
seria obtuso, o que e absurdo (1). Se V e M pertencem a semi-pla-

...., ' nos opostos em relaçao a reta r, segue-se que a reta VM e~contra 

a reta r. Seja Y o ponto de encontro e tiremos a perpendicular, 

' E! por Y, a reta r. Essa perpendicular passa por a ~ De fato, de-

signando porta perpendJcular, por ' Ma reta~, e por~ a perpc~ 

dlcular ~ !!!, pelo ponto Y, devemos ter, (II.14), 

Como, por outro lado, 

substituindo SbSc . e SrSp pelos seus valores, vem 

Ê 
,. , , .,., 1 

(1) ase angulo e agudo, ~orque e congru~nte ao angu o 
A1AB. Com ef,eito, chamando de na bissetriz do angulo fü\:M, para 
Provar que os ângul~s MAX e A1AB são congruente~, basta provar que 
sao congruentes- os o.ngulos A 1AS e SAX, sendo S um ponto daquela 
bissetriz. Ora, SaSr = ScSd, SrSn = SnSc · , 8 

SaSnSdSn ~ SaSrSrSnSdSn • Logo, SaSnSdSn = ScSdSnScSdSn = 1, e, 

portant-o s s = ·s s 
a n n d 

ou s S S = S · , o que demonstra o asserto. 
na n d . 
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Mas, como vimos h~ pouco, 

e, pois, 

~ 

Como, porem, (II,20) 

• 

em que y é uma perpendicular à reta~, substituindq, vem 

igualdade que demonstra,(Ir.17), ser o -produto 

rr.22 

uma simetria e, como b e~ passam por a, segue-se (II.21, observa 

ção) que É também passa por a. , 
... ' ~ 

b} Supondo que o angulo ABB' ~ obtuso, segue~se, ainda do 

teorema do ângulo extern~, usando as mesmas notaçÕe~, que o ponto 

M est·~ no semi-plano ABZ .• Como,, no caso anterior,se demonstra que 

A' 

m 

• 
z 

.Q 

d 
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., 

o po'nto medi o,., X., do segmento QR est~ no semi-plano oposto a.o se ... 

mi-plano AMB., e os ângulos XAM e A'AB são congruentes. 

Demonstremos., entio, que a perpendicular MV, à reta d en-_, 

contra a reta. !: . • Notemos., antes de tudo, q-ue AM > AV, de modo 

que, tomando sÔbre a semi-reta. AM; o ponto N ta.l que AN =Av, N ~ 

interno ao segmento AN. Seja NQ a perpendicular, por N, à reta AM 

e Q o ponto comum (1) às retas ~ e NQ? Tomemos,. sÔbre a semi-reta 

AB o ponto W, de modo que os segmentos AW e AQ sejam congruentes • 
.., 

Como os segmentos AV e AN sao congruentes, o mesmo acontecendo com 

A - N A 

os angulos VAW e NAQ ~ segue-se que sao congruentes os triangulos 

..., , ,,,_ -
AVW e NAQ e port~nto s ao, tambem, congruentes os angulos QNA e 

;. , , 
WVA. Como o primeiro deles e reto, segue-se que VW e perpendicular 

' , 
a AV e., pois, a r eta VW coincide com a reta VM, isto e, VM encon.-

tra a r eta r, no pont o w. Completa-se,então, a demonstração da 

. ;. ' 
existencta da perpendicular por a, a r~ta !:, como no caso~. 

Suponhamos, finalmente, que haja duas perpendiculares 

t=(C, a.) e s = (D, a.) à reta r.. Sejam C" = St(C1
) e D11 = Ss(D 1

), ( . 

em que C' ~ um ponto da semi-reta (C, a.) e D' da semi-reta (D, a.) • . } 

CC" e DD 1! são duas s emi-retas paralelas, determinam um extremo 

13 F a. e, assim, temos ., pelo~ extr~mos a e (3 as retas (distintas) 

CC' e DD~, e que vai de encontro ao postulado das paralelas(In06). 

II e24. Teorema: Por dois extremos, a e 13, d~stintos, passa 

uma reta. 

Tracemo~, inicialmente, duas retas E e~ por a e as pe!: 

pendiculares, por 13, ~ e b à E e~, respetivamente. Designemos 

com A e B os p~s dessas p erpendiculares. 

(1) Esse ponto AXiste, po\s NQ não encont~a 2 e, portffilto, 
a semi-reta NE paralela por ij, ·a semi ... reta BB.~ e in~erna ao an~ 

- · ' · -, ( 4 ) 1 1 ' AA ' s e gue -
lo MNQ e 9omo tal semi ... rete., NE, e, r.o . ,pa:ra e a a ,' 
se que NQ e interna ao ~ngulo NAA!, portanto encontra AA • • 

\ 
I 
( 
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a 

Tracemos, em seguida, a reta~, perpendicular, por a,; re 

" tau= AB. De acordo com o teorema II.21, existe uma reta~, por 

a, tal que 

ou 

st· = s s s • p r q 

Mas, pelo teorema II.J.4, podemos escrever: 

, ' 
em que~ e a perpendicular, por A,a reta~ e~ a perpendicular,por 

' B,a reta~ • 

Conside~emos, agora, o produto sasrsb. Podemos escrever: 

ou, substituindo sasp, sqsb e sgsrsq , respetivam,,mte por 

SUSI:1 ' snsu. , st , 



Pelo teorema rr.20, 

s s sts s um nu • 

, ' 
em que t' e uma reta perpendicular a~• Portanto, 

ou, (rr.17) 

SaSrSb = S S S U t I U 

II,25 

em que t t-t = Su (t 1 ). Do n2 II.21, observação, segue-se que r 
, 

passa por~ e o teorema esta demonstrado. 
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III. CÁLCULO _DOS EXTREMOS 

III .01. Adiqão :· Vamos chamar de H ao ·conjunto de . todos os extre 

mos diferente~ do extremo oe e indicar com ss a simetria de que a 

reta (s, 00 ) e o - eixo e s um elemento qualquer de H. Dados dois ele

mentos quaisquer de H, a e~, chamaremos . de soma de a com '3, a+ '3, 

ao elemento o tal que -') { 

s 
a 

( 

" 4 , , " 
De acordo com o' teorema II.2, existe sempre e e unico esse ele-

mento. 
Para a soma assim .definida valem as propriêdades comutativa e as 

sociativa, como demonstraremos a seguir. 

III.02. Propriedade comutativa: Decorre do teorema II.21 , pois 

e 

e assim: a+'3 ='3+a. 

III.03. Pro:eriedade associativa: a+ ( '3 + y) = (a +· '3) + Y• 

Com ef eito, 

sa so s'3+Y = s s s'3 s sy = 
.sa+ ( (3+y) = a o o 

rrr.o4. Existência do elemento neutro, do zero: Existe~ qualquer 

que seja O elementó a, um elemento neutro,. que designaremos por O tal -

que 

a+ O= O+ a= a. 



E, .como S~ S0 ~ ~, Sa+d = Sa, e, poisj a+o=a. 

Como vale a propriedade comutativ~, ' ü+a.=a. 

III ,2. 

rrr.05. Oposto de um elemento,.: Sendo a. um elemento qualquer de H, 

chamaremos de opo"sto de a. ao elemento .-q., tal que -a.=S (a.) •. Segue-se 

que o oposto de ..:.a ~ o próprio q_. 
0 

rrr.06. A soma de um elemento qualquer d H t e , a., com o seu opos o 
, 
e zero. 

Devemos demonstrar que 

Ora, 

s s
0 

s = s s sa.. 
a. -a. -a. o 

Portanto, por essa simetria, ao extremo a. corresponde o extremo 

-à e ao extremo -:-a. corresponde o extremo a,, isto é, a e -a. s~o perm~ 
; . . , 

taveis entre si, isto e, S ( ) = S • a.+ -a. o 

III!07~ Seguem-se, das proposições demo~stradas e das definiçoes, 
H ' , ._; 

que os elerrientos de H, em relnçao a a,di çao, constituem v.m grupo abelia 

no e, cons equent 8ment e ; s e a. e~ são dois elementos quaisquer de H, 
, ., ' 

existe s empre um e um so elemento o, tambem de H, que satisfaz a e-
.., 

quaç-ao 

a. + a = ~-• 

Indicaremos essa solução o por ~ - a. e, c·omo se vê fàcilmente, 

~ - a. = ~ + ( -a. ) .. 

Chamaremos ao elemento ~ - a. de diferença entre ~ e a. • 

III. 08. Teorema ; · 
. , . 

Se a. e um elemento qualquer de H,. pela rotg_-

çao S S , ao extremo~ arbitrário; de H, corresponde o extremo~ 
a. o ~a 

tal que 

, 
Chamemos e; de sa.(i;) •. O _m~vimento Sa. S0 SF- S0 Sa = Sr.+aa. e, por 

um lado; uma simetria de que é· eixo a reta (s +~2a, c:,,o ) e~por oatvo, 



' Aplicado a rctà (e;, .-· oo) d~ como resultado a prÓpria reta (~, a:, ) , . 
, 

isto e, conserva a reta (l;~ oo ). Como esta reta~ a corresponden-

te de (l;, co· ) , · pelo movimento S s , a. 0 segue-s~ que 

l; == l; .+ 2a. (1) 

Observação: ·o teorema pode estender-se ao caso em que e;== oo, 4e~ 

de que definamos a. + oo == oo-, qualquer que seja o extremo a., _de H. 

III.09. -Elementos positi'vos e negativos: Tomemo13 um ponto O 

nA reta (O, oo) e tracemos a perpendicular a essa reta pelo ponto 
.,., , . 

Q •. De acordo com o numero III •. 05, .. os extremos dessa perpendicu-
.,., 

lar tem ppr soma o i~ro. 
.,., 

Chamemos de -1 e 1 a esses extremos.. Diremos que um extre~ 
, · 

mo a., de H, e positivo ou negativo, respátivamente,. segundo este-

ja a. no mesmo semi-plano,. de q-ue (o, oo) ~-· a origem. em que ·est;· 

o extremo l~ ou o extremo -1~ 

III • .i.o.- Multiplicação dos extremos: Dado. um extremo qual

quer,. t;, tiremos a per_pe~di?':18:.r à reta (O, oo ) • . o ou-~ro extremo 

dessa perpendicular ~,evidentemente, ~., Indiquemos com 

Pi; 

a simetria de que~ eixo a reta {-c;,l;). (2) 

De acÔrdo com o teorema II.22, podemos afirmar que, dado~ 

2 extremos quaisquer de H, a. e 13 , diferentes de zer.o, existe uma 

e uma só reta {-n, n), tal que 

p ,e = p a p 1 P 13 • 

Definiremos como produto de a. por 13 , ~, ao extremo posit! 

V- ·0 da t · { ) a. e A forem ambos positivos, ou ª .. º ---~extremo re a .-.n, n , se. t"' 

(1) 2a. =(' ·+a. 

(2) É f~cil verificar que P_l; = Pl; • 



negativo dessa reta · se a e A f · 
, '-' orem, um positivo e outro negati ·- · 

vo. 

Definiremos~ qualquer que seja a, de H, 

ª·• O · = O,. a = o .. 

IIJ,.l;J... Propriedade comutativa:-: 

af3 == f3 a . .• 
, ' 

·.E equivalente a 

e esta igualdade se verifica, de acÔrdo com o teorema II.20. 

Observação: Hàturalmente supusemos a e f3 diferentes de zero. Para 

o caso em que um dêsses elementos, fatÔres do produto, .. é nulo, a 
' .. . .. 

propriedade deporre da prÓpria definição de produto nulo. 

III.12. Propriedade associativa: 

a(í3y) = (cií3)y. 

de onde se segue o teorema. 

Obs e rvação: Também aqui supusemos os fat.Ôres diferentes de zer·o-. 

,.,, .. , ' . 
No caso em que um dos fatores e zero, verifica'.'"se facilmente ·, tan 

.. 
to a(í3y), quanto (aí3)y sio nulos ◄ 

III.13. Existência do elemento. neutro, a unidade: Demons~ 

tremos que existe um elemento, que representaremos por l,tal que; 

qualquer que seja a de H, a.l = a. 

Com efeito., 

, 
pois que ~l p

1 
== 1 ( a identidade). Quando a = O, pela propria defi 

nição, o .• l = . o ..• 
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III. l.4. E_lemento . inverso ou recÍ-proco: Dado um elemento a. 

diferente de O qualquer d H h : 1 . ! . e , c amareI11os · de reciproco ou ~nverso 

de~, ao elemento correspondente de a. · i t · . · ' _ _ . na s me ria P1 , isto e, 

P
1

(a.). Designaremos êsse elemento éom O si'mbolo -1· ~ . . a. • lS claro que 

i 
. -1 . ~ , 

o nverso de a. e o proprio a.. 

III-.15 • Teorema: Sendo a/: O um elemento qualquer de H, 

aa.-1 = 1 ·• 

Basta demonstrar que 

Segundo o teorema II .20 .. , o produto, primeiro mem:bro da 

igualdade acima, é uma simetria, cujo eixo~ perpendicular 'à re

ta (O, oo), e, pelo que _vimos na demonstração daquele teorema, 

·passa pelo ponto m~dio do segmento x 1x1 , em que X' = pq.(_x)_! 

~l = P _
1 

(X) e X ~ um ponto qualquer da reta (-1·, 1), Se fizer
a. . 

mos X coincidir com o ponto o, interse?ção das retas (-1.1) e 

(O, oo ) , verifica.remos tmedintamente que o ponto. méd_io daquele 
, , f · segmento e o proprio ponto O, e, pQ_is, esta demonstrado o teore-

ma_. 

III .16. Quocient·e : - As proposições demonstradas e as defini 
.., .., ' çoes dadas permitem oonc-luir que ·os elementos de H, em relaçao a 

operação de multiplicação, formam um grupo abe·1:tano, _,e oonsequen

tem~nte, se a. e~ são dois elementos quaisquer de H, e~ f O~ exis 
' # .., .., te, s.empre, ~ ,- e .,-:un1-co, um elemento ~ de H, soluçao da equaçao 

~l; = a. , 

(1.ue indicaremos com a./~ e a que chamaremos de 4uociente de a. 

--por~. Como se verifica ràcilmente, 
... 1 

a./fJ . = a..(3' . • 
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III,17. Teorema: Se a. é um l t 
. e emen ° de H~ diferente de ze-ror o movimento P P1 , faz correspond 

2 a. , er ao extremo~, qualquer, de 
Hr o extremosa. (1). 

Sejas um elemento qualquer de H, e 

Ora,· o movimento PP P p p p 2 
a. 1 s 1 a. = a. s 

faz corres pender à reta ( s, a:> ) ela prÓpria ~- Por outro lado, 
, 2 mo ·e uma simetria, deixa fixa a reta (a. s_, CD), de modo que 

co- \ '/ 

Observaqão - O teorema pode es t ender-se ao caso em que s =CD, 
desde que definamos: CD • a. = CD, qualquer que seja o elemento a., 
de H. 

III~l8. Teorema: Se a. é um elemento positivo de H, existe 
s empre e é Único, um e lemento positivo f3 de H,' tal que (3 2 = a.. 

Se ja A o ponto de encontro de (-a., a) com (O, CD) e chame
mos de M ao ponto médio do segmento OA, o qual existe (2), certa
ment e , s e (-a., a.) não coinc'idir com (_.,..1_,1) .. Seja (-f3, f3), com í3 
positivo, a perpendicular, em M, •à r eta (O, oo ). O movimento Pf3Pl 
leva o extremo 1 ao extremo a, de modo que, pelo teorema anterior, 

2 III.19. Definição .: Ao elemento positivo í3 tal que (3 = a., 
damos o nome da raiz quadrada de a. e representamos por ,ta,• 

III.20 , Definiqão: ,/0 = O• 

d d distributiva do produto em relação à III.21. Proprie a e -
s oma: -

a. (p+y) = a.f3 + a.y ~ 

( 1 ) a.
2 = a.~ a " 

(2) Se a.= 1 7 fazemos M = O. 



III.7 
Suponhamos que 

f · ~l e pl p ·F .: . .- va 
a ~eja um elemento positivo. Como os movimen
sao inversos entre si, aplicando o teorema 

II.11, -podemos escrever 
! ' • • • • • 

em que (<!-S, co) ~ a reta transformada de ·(.;, oo) pelo movimento 

p pl ! 

"# , 
Substituindo, na ultima igualdade, s por (3 + r~ de·ve:r.ios ter~. 

Mas o moviment o expresso pelo segund,o .. membro dessa igualdade 
pode escrever-se sob a forma 

p pl ~(3 pl p 
F F 

p 
-[a 

ou aplicando os teoremas II~l7 e IIr.17, 

ou, de ncÔrdo co:r.i a definição de soma, 

' . , 
e fica demonstrado o teorema para o caso em que a e positivo. 

Para o caso" em que a = O, temos 

de modo que O. ((3+y ,) = O .(3+0. y • 

·Para o caso em que p. é negativo, ponhamos -a. = ~ , em q_ue , ' ' 
· e _ positivo e 

a ((3+y) = -(cr ((3+y)) = -(a(3+ay) = ~a(3-ay, 



III.8 

e, substituindo agora o por -a, 

• 

III.22~ À vista das definições que acabar.1os de dar,'conoluir.1cs 
, . , 

que o conjunto H e um corpo comutativo. Alem disso, cor.10 demonstra-
,.. . , 

r emos a s eguir, esse corpo e ordenado. 

Com ef eito, o conjunto H contém ~m sub-conjunto P de elemen

tos pos itivos para os quais va l eM as propri edndes: 
) 

.... , , 
a Se a e ~ sao e l ementos quaisquer de P, a+~ e trunbem um 

elemento de P ; 

) - , , 
b Se a. e ~ s ao de P, a~ tambem e um elemento de P ; 

\ 

c) Se a~ um e l emento qualquer de H, ou a ·; positivo, ou a é 
zero, ou -a é positivo, valendo unicrunente uma das três alternati

vas. 

As propos ições b e c decorrer.1 das próprias definições de pr~ 

dut o de dois e l ementos, e de ser positivo, nulo ou negativo um ele 
' . ~ , 

rnent .o. Quanto o. proposiçao a vamos der.ionstra-la •. Chamerios de P a um 

ponto qual quer da r eta (o, oo) e s e jam 

A = s a ( P) , B = s~ ( P) • 

Apliquemos o movimento 

ao ponto A. Obt er emos 

= 

. ' o que nos l eva a concluir que A e B se situam simetricamente em re-

lação à r eta (a+~, co) , o que . significa, preaisàmente, que essa 

reta-, bem como os pontos A e B -e..&;t ão no me smo semi-plano de origem 
( ) 

, , , 
O, co que cont em o elemento 1, isto e, a+~ e positivo. 

III~23. Desigualdade entre os extremos: Dados dois elementos , 
a e~ do corpo H, dizemos que a e maior do que~, e escrevemos 

, 
" quando e somente quando a~~ for positivo. 
. .., 

Ao contrario, a se diz menor do que~, e se eacreve 



' q_uandn ., e somente quando, a diferença a. .- 13 for negativa_,. 

Como oonsequência, temos, se a for posibivo, a.)O, e se ne 

ge.t ivo~ a< O, pois· · qu.e a - O = a. Reclprocamente, se a.> O, ou 
, 

a< O, a. e positivo ou negativo, respetivamente, pois se a> ·o, 
, ,· . 

por exemplo 1 a= a. - Q e positivo. 

Aplicand~-se ~, pr~pri.edade E. do n2 I.Ir •. 22; à 9-iferença 

a. - ;3,, segue -se que, das relações, a.>- •13, a.= (3, a<B, uma e sÔmen 

ts uma~ verificada. Seguem-se ainda, como consequências, as pro

pr iedades~ 
> 

a) .- ,: ·· ,;.;etricn:se a.)(3, (3<a.; se a.<_(3, (3)a.. 

-b) transitiva: Se a. >(3 é (3 _>"!", a. >Y ; se a.< (3 e (3<y, a.<y. 
, . 

'l1 odo elemento positivo. e ·maior do que todo elemento nega 

ti ·;o e 

d) O e l ement o unidade, 1, de H, 
, 
e posit i V(? o 

e) Se y é positivo, y-~·' tamb~~ 
, 
e positivo. 

f ) Se a, > {3 , ' à + · y > {3 + y • 
\ 

g ) .se a. > {3 e t( > a , a. + r .> {3 + a • 
h. ) 

i) 

Se e:.> 13 , a.y > {3y,· 

Se cr. > (3 . e {3 > Q, 
se -.-r>o e 
a.-1< (3:-1 • . 

se r < o:. 
J 

';'>a, (3>0,_ a> ·o, a.1">(3a, propriedade va-

lida , ainda mesmo quando (3 
~ 

ou o e nulo. 

:::rr ~24. Vamos introduzir, finalmente como d~fin.i.ção .,. as se 

G'.J..-_n'.:.es desigu~ldades; 

a. < (D ., e 00 > a. , . 

, 
·.na que a. e um elemento qualquer de H.· 

-. -~· -.• -. -. -



IV. EQUAÇÕES DOS MOVIMENTOS 

IV.01. Corno yimos anteriormente, todo movimento faz corres 
' pondera cada extremo um extremo, biunivocamente. Vamos, agora, 

determinar as relações entre os extremos, estabelecidas pelos mo

vimentos. Observemos, antes de tudo, que a identidade, movimento 
, 

que . conserva todos os pontos, conserva tambem todos os extremos 

' (1). Reciproco.mente, o moviraanto que conserva tod~s os extremos, 
, , 

conserva todos o~ pontos, isto e, e a identidade. Realmente, se 

tal movimento fizer corresponder a um ponto A o ponto A' ;i!f A, à 
' , 

reta!, perpendicular a AA', rara corresponder a reta r', perpe~ 

dicular, também à AA' (teorema II.07). Se a. e (3 foreri os extremos 

de~, serão trunb~m os der' e, portanto, por um mesmo extremo ha-
, ' , 

vera duas perpendiculares a mesma reta, o que e absurdo (teorema 

II.23). 

IV.02. Teorema: Dada uma transformação linear, fracionária, 

dos extremos, 

H , 

cujos coeficientes sao elementos de H, e cujo mQdulo 

a. (3 

y p 

' , 
e diferente de zero, existe um Bum so movimento que produz tal 

transformação (2). 
' N 

Observe-se, em primeiro lugar, que aquela transformaçao 

se poderia chegar, com certo nÚmero de transformações dos tipos 

a) l; = -F; 

b) ~ = 1/l; 

·e) l; = ~ + µ 

d) s = ~,r , 

1 Porque toda semi-reta e conservada. ( ~ 
.,,, , 

(2 Fazendo f(l;) = l;, adotaremos as seguintes convenç:es: 
f(~) = oo, quando yç;+p := · O e a.ç;+(3 f O; f(oo) = a./y, se yfo e 
r ( CX) ) =e.o , s e y = o • 



IV.2 

transformações a que correspondem, de acÔrdo com os riumeros 
III .05, IIL. 10, III. 08 e III .• 17, os movimentos S0 . , P l ., S~ S0 , 

p Pl • 
Vn 

Com efeito., se y-/=O, fo.zendo 

teremos: 

..2:.....= a·', L= ~, _e_= p, Y Y ..., ., r _, 

ª l; + .-L r .r 
~ = -------

~+_e_ 
y 

.. 
Se y=0, p é diferente de zero., pois o ni~dulo da substi--

H N , ~ 

tui çao nao e nulo e, _pois 

~ ~ + _'3_ 
p ' p . 

~ =-------
_e_ 
·p 

., 

~m que fizemos a:11 = a./ p e (3·11 = {3/ p .• 

Podemos, portant~, concluir que a transformaçã~ 

produz um moviment0, produto de certo nurnP.ro de movimentos dos ti 
pos 

De rr,.04 e IV:.01 segue-se a unicidade do movimento,. Rect
procamente, 



rv.03. Teor.ema: Todo movimento estabelece entre os extre~ 
, , 

mos uma transformação linear fracionaria, de modulo diferente de 

zero. 

Como todo movimento é um produto de simetrias(II.22), li

mitar-nos-emos a considerar o caso de uma sililetria. 

Se-jam, então, a. e 13 os extremos do eixo da simetria Sr , 

e a' e 13' os extremos que se correspondem nessa simetria, isto é, ·. 

S(a.') =l3. 

Efetuando a transfor~ação 
1 -a. 

f o , , 1 

, , 
que, segundo vimos ha pouco, e um movimento, ao eixo de simetria 

considerada, corresponderá a reta (o, oo), e~ reta (a. 1 ,13 1 ) are 

ta 

a. 1 - a. ' ~. -_ a. ) . • 
a. 1 ~ ~ 

Como a' e~, sio simétricos em relação; reta!, isto é, 

a' e 13' se correspondem na simetria Sr' segue-se que os extremos 

a.' - a. 
a.' - · 13 

,,.,,, , ,. , 
sao simetricos em relação a rena (o, oo ),. .. e, pois,. segundo o nu-

mero III.05 

a ' . - ·a. 13 ' - a. 
a. ' - 13 ' 13 ' - -. 13 

de onde, 

= 1/2 ( a. + 13 ) a. 1 - a.Ç3 
13 1 

a. 1 ... 1/2 ( a + 13 ) 

transformação, de que o módulo, 

1/2 ( a + l3 ) -ELl3 

1 "l/2(a + 13) 

,. 

, 

= 



rv.4 

, 
e certamente difer·ente de zero, pois que a /: (3. 

É claro, então, que a aplicação de certo nÚmero de vêzes 

da transformação _( I) dará e.orno resultado ainda uma transformação 

1
. , , 
inear fracionaria, de modulo diferente de zero, de onde se segue 

o teorema. 

4 
H " 

.,,, 
, 

IV.O. Definiçao: A toda transformaçao linear, fracionaria, 
... , 

cu jos coeficientes s~o elementos de H, de modulo diferente de ze-

ro, dos extremos, chamaremos de equação de um movimento. 

--------x--------



-------~~------.,------ - --

. V• POSIÇÕES RELATIVi~S DAS RETAS 

v~o1. Retas . pa~nlelas: Dadas duas retas r e s dizemos 
, ' - _, 

que!. e paralela a~' quando e somente quando existe uma serni-re 
ta a de r paralela a uma semi- t b d " - N_, re a_ e~• Como consequencia do. 
definiçao e dos teoremas sÔb_re semi-retas paralelas, ' , , se !. e par! v 

lela a~, esta e paralela aquela, o que se exprime, abreviadamen -~ 

te, dizendo queres são retas paralelas. p d · d d 

[ 

_ o e-se nin a izer, 

l
. · do mesmo m, odo que, se _a é paro.lela' ' b b ' 1 1 ' ' a e e para e a a~,! e 

paralela a~. 

V.O2. Retas secantes: Dizemos que duas retas ressão 

t ' " secan es, quando e somente quando tem um ponto comum • 

.., 
v.03. Retas nao secantes: Dada uma reta!, sejam se t 

retas perpendiculares~ r. Essas retas;~ e t, não são nem para

lelas, nem secantes, pois, no primeiro ~aso, teriamos duas per

pendiculares a uma reta por um mesmo extremo, e, no segundo,duas 

perpendiculares a uma reta por um mesmo ponto. 

Sejam AA 1 e BB' duas semi-retas não paralelas, pertencen-
.., ' 

tes a um mesmo semi-plano ABA 1 , e B um ponto nao pertencente a / 
.-·-

reta AB. Essas semi-retas definem, pois, dois extremos distintos, 

a e~. ~sses dois extremos determinam (teorema II.24) uma 
, H H 

unica reta e essa reta e a AB nao sao nem paralelas, nem se-

cantes. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que elas te

nham um ponto comum, M. Ora, a·s semi-retas (M,a) e (M,~), per

tencendo a u'a mesma reta e a um mesmo semi-plano cuja ori

gem passa pela origem comum, M (d.as semi-retas), são parale ... 

las e, pois, a e~ não são distintos, contra a hipótese. Es

sas retas, (a,~) e AB, por outro lado, não são paralelas,pois 
... 

os dois extremos de AB, a e~ sao distintos entre si. Inversa-

mente, se AB e (a,~) não são nem paralelas, nem secantes, uma 

delas, por exemplo (a,~), tem todos os seus pontos em um mesmo 

semi-plano, em relação à outra, AB. Observe-se que se duas 

retas são paralelas, a e ·b, os pontos de uma delas estão em um 

mesmo semi-plano em relação •à outra. Segue-se que, · chamando .., .., 
de retas não secantes a duas retas de um plario que nao sao nem 

secantes, nem paralelas, dadas duas retas, r e~, a fim de que 

(. 



todos os , 
outrEJ., e 

ou sejam 

v.2 

pontos ,de uma estejam em mesmo seni-plano em relação~ 
necessario e sufj ci t · .., . • en e que E. e~ ou seJam nao secantes, 
paralelas. 

v.04. Posi Ões d d t N e uas rease rela oes com os · extremos: 
Pelo que _vimos, _ duas retas de um plano podem ser secantes, não 

secantes, ou paralelas. Veremos, naste nÚmero, as relações exis

tentes entre os extremos das retas, nos três casos considerados. 

Sejam (a, pj e (p, µ) as retas, que·suporemos, sempre, 

distintas. Suponhamos, primeiramente, que nenhum dêsses extremos 

coincida com o extremo oo , e efetuemos o movimento definido pela ... 
equaçao 

s - e s - µ 

~ ' 
Por esse movimento, a reta (p, µ) corresponde a reta 

(o, oo) e à reta (a, p) a reta 

a.-e,~-e). a.-µ -µ 

Ora, se as retas dadas tiverem um ponto comum, o mesmo 
, 

acontecera com as retas correspondentes, pois, segundo o teorema 

II.-0.6, se um ponto P pertence a uma reta E_, o ponto corresponden 

te, P 1 , pertence à reta correspondente r 1 • Do mesmo modo, ~e as 
N , 

retas dadas forem nao secantes, o mesmo acontecera com as retas 

transformadas~ uma vez que, se estas tivess~m um ponto comum ou 

um extremo comum, as retas de que elas são correspondentes teriam, 

respetivamente, um ponto comum ou um extremo comum, como se de

preende da aplicação do movimento inverso. Em resumo, dadas duas 

retas, se elas forem secantes, não secantes ou paralelas, o mes

mo acontecerá com as retas correspondentes, e vice-versa. 

Levando em conta as consiaeraçÕes expendidas em v.03 e as 

definições de elenentos positivos e negativos do corpo H, pode

mos concluir que, a fim de que as retas (o, co) e 

a. - p 
a. ... µ 

ê - p ·) , p - µ , 



e, c-onsequentemente a.s retas ( a., .. A) e ( p, µ)_ • 
~ seJam, respetivamen 

te secantes ou não s t ' ' ,. ecan es, e necessario e suficiente que 

ou 

a. ""·· p 
a. - µ ,. 

Observando que essas desigualdade s&o equivalentes, resp~ 
' tivamente, as desigualdades 

(a - p) ( f3 - p) ( a - µ) (f3 µ) < o .. , 

(u p) .( f3 - p ){ a. µ)(~ - - µ) > o , 

e que o primeiro membro (comum) dessas desigualdades a que cham~ 

remos de 6, se anula quando um dos extremos de uma das retas 

coincide com um dos extremos da outra, e que, vice-versa, quando 

6, ::r O., um dos extremos de uma delas coincid·e com um dos extre

mos da outra, podemos concluir:: 

a) A fim de que as retas (a, · f3) e (p~ µ) sejam secantes é 
.. 

necess.ário e suficiente que 6 < O. 

b) A fim de que as retas (a, f3) e (p, µ) sejam não secan-
, , A 

tes e necessario e suficiente que Ll > O. 

c) A fim de que as retas (a, f3) e (p, µ) sejam paralelas 
I , A 
e necessario e suficiente que Ll = O. 

Suponhamos, agora, que um dos extremos, p, por exemplo, 

coincida com o extremo CD. Efetuemos, então, o movimento cujá 
.., . , 

equaçao e 

Por êsse movimento, a reta (CD, µ) 

(m, O) e a reta(a., ~) na reta (a - µ, f3 

mente, as conclusões sao as mesmas a que 

-desde que façamos 

6. = (a. - µ)(f3 ... µ.) .• 

transforma-se na reta 
) ~ ' - µ • Como se ve facil-

, ' .. .. 
chego.mos anteriormente 



Observaqão: O produto 6,. ., quando nenhum dos extremos coin cide com o extremo oo, pode ser expresso da s eguinte maneira: 

em que 

/\ = ( U -U ) 
2 - 4 ( U V -U V ) / ,f. - V,\ Ll o l o l l o \ 0 

Com efeito, 

.. 
~ ...... 

<.. 

-i ... 
._j 

' ,., 
JC l-

.:; 

~ 2 = (a.-p) 13µ 
( a. -p ) 213 2 + ( (3 -µ ) 2 a. p - ( 13 -µ ) 2 p 2 + ( 13 µ+a. p ) ( a. -p ) ( 13 -µ ) + 1 

(i,, 

-2 pl3 ( a. - p ) ( p -µ ) = 

- (a.~p)213µ+(13-µ)2a.p+!3µ.(a.-p)(13-µ)+a.p(a.-p)~13-µ)+ 

-(P2 ( <l-p)2+/ (p-µ )2+2pP ( <l-p) (p -µ) l = 

= ( a. -p ) 2 (3 µ + ( l3 -µ ) 2 a. p+(3 µ ( CL -p ) ( (3 -µ ) + O. p ( a. -p ) ( l3 -µ ) + 



= [ ( u+p·) -( p+µ)) ( upµ-ppµ+upp -apµ) a( ap-pµ )2 = 

= ( (a+p) -(o+µ)] [ap ( µ+p) -oµ( a+p) )-( ap-pµ.)2 = 

Portanto: 

v.05. Condição de perpendicuiaridade entre duas retas: 
,.. Para que dua~ retas (a,(3) e (p,µ) sejam perpendiculares entre sf, 

,· ,· 
e necossario e suficiente que 

__ a.- · p='3 -p 
a. -- µ '3 - µ 

Vamos demonstrar primeiramente que a condição dada é. ne

cessária •. Suponhamos; então, que as duas retas sejam perpendicu

lares entre s.i, e efetuemos o movimento de equação 

Por êsse movimento, a reta (p,µ) transforma-se na reta 

(o, ex>) e a reta (a.,{3), na reta 



v.6 
(a. - () A. e:. t-' - .e) 
a.-µ'(3 µ. 

Segundo o teorema II.07, as retas (o, oo) e(ª - e L: P 
.., , a - µ'~) 

sao, tambem, perpendiculares entre s_i, ,., , e, de acordo com O numero 

N . , , 

a condiçao e necessaria. 

a - p = 
a. - µ 

ê - p 
(3 - µ ' 

Para ~emonstrar que a condição~ suficiente, basta obser

var que essa condição implica na perpendicularidade das retas 

(º' ,...,.,)e . (ª - p .IL:___Q •~ a._µ,~), e pela aplicação do movimento inver-

,. ., 
so,de acordo ainda com o numero II.01, se pode_ concluir que as 

retas (a._, (3) e (p, µ) são, entre si, perpendiculares. 

Observação r: Para a demonstração 
, , 

que acabamos de fazer e 
, 

necessario supor que nenhum dos extremos coincida com o oo • Se um 

" deles, por exemplo a, coincidir com o (X) , efetuando o movimento 

s -(3/2 s 
, 

rotação, o' que e uma se í3 'f o e a identidade, se í3 = O, 

N , 

e cuja equaçao e 

as retas (oo, (3) e (p, µ) transformam-se, respetivamente, nas re

tas ( 
00 

, 
0

) e ( p _ (3, µ _ (3) e raciocinando como anteriormente, 

podemos concluir que, a fim de q,ue as retas ( co , í3) e ( P, µ) se-

j 1 e, necessário e suficiente que am, entre si, perpendicu ares 

ou 

p + µ = 2(3 • 

.., de perpendicula·ridade pode expr!_ 
Observação rr: A co~diçao 

que nenhum dos 
mir-se de outro modo, como o faremos, no caso em 



extremos coincida com O extremo 
oo • Como u 

e V =~ 
1 ·z-

o 
de 

tiramos, sucessivamente: 

- (a - p) ( (3 - µ) :::: (a .. µ) ((3. - p) , 

-a.r, + aµ + pA. - pµ = A. 
..., ai-' - a.p - (3µ + pµ , 

e, finalmente, 

2a(3 + 2pµ =aµ+ p(3 + (3p + (3µ , 

2 a(3 + 2 pµ :::: a ( p + µ) + (3 (p + µ) , 

a(3 + pµ = 2 Q ; µ • a + {3 
2 

, 

V.06. Perpendicular comum a duas retas: Dadas as retas 

( a, f3) e ( y, cr ), e fazendo 

a + {3 
2 

= r + a 
2 

suponhamos., primeiramente., que o determinante 
.· 

l -2v1 f o , 
1 -2v2 

e que nenhuma dessas retas passe pelo 00 -• 

V •.7 

, 



v.8 
Se ho1,1v:~r._, ent·ão, uma r t ( ' A ' ) . e a .a ··., t-'- , perpend~cula~ -.si-

multaneament e à (a, f3) e i ·(y_, o), deverã~ ser-satisfeitas as 
condi çÕes.: 

(I) 

de acÔr do com o nmnero V.05, observação I, em que u
0 

=· a'(3' e 
V O = ( a 1 + (3 t ) /2 • 

Ora, essas condições con~tituem um sistema de duas equ~ - , çoes lineares, de incognitas u e v . , que, em virtude de o de-o o . .· , 
terminante formado com os coeficientes das 'incognitas ser dife 
rente de z e ro, por hi°pÓtese, admite uma Única solução 

.. 

Corno u0 = a~f3' e v0 
as raizes da equaçao 

a'+ At , ~ =---'-~-,segue -se que a' e (3 sao 2·. 

x2 - 2v 
0

X + 'll:o = O , 

, , H d d qu"' se tenha v2- - u ~ O• a qual e resoluvel no corpo , es e ~ o o 7 
_ 

Substituindo v eu pelos valores encontrados acima, obtere-o o 
mos: 

ul v2~u2vl = 

vl-v2 

2 ·, 
2 t · vez que h ( v1 - v2) e e, para que v
0 

- u
0 

seja posi _1.v0, uma 

-sempre positivo, é necessário a suficiente q-ue 
o, o que 

, as retas dadas se~ acarreta, de acÔrdo com o numero v.03, que 

jam não secantes. 



S~pondo,agora, . que urn· ctos 

cide com o oo · pa ext!'emos, · por exem 1 

. ', ra que a reta (a, . f3,) P o a, cotn-

mesmo tempo · a reta (a.) !3) e , ·( ' , _seja Perpendicular ao 

ª Y, oo) e , .. 

te,. que uo e v sejam raiz d .. . necessario, p.rimeirEllllen-

o es as equaçoes 

(II) 

·~n 

de aeordo,ainda, com O nÚmero V O 
~ 

, ., • 3. Ora, asse si.ci_tema dm 

unica soluçao 
"' a ite uma 

pois que 

- l f o , 
l 

~ 
.., 

e tomo a.' e 13 1 sao a~· raizes .(distintas) da ~quação 

x2 
.. 2v X + u = O 

o o 

devemos ter: 

V~ _;.. u
0 
> 0 • 

Corno; neste caso, 

s~gue.~se que as retas dadas; eomo no c·aso anterior, devem ser 

!!_ao secantes. 

Em. qualquer dos dois casos, se houvesse uma outra retape_!: 

P9 nd:i.cu1ar ' duas retas dadas., (ã~ i3') , fazendo u
0 

=~e 

- comum as 
V ::: 

( ~ + ~ )/2 devem ser raize~ das e4ua-
o. , como uo e VO -Çoes ( I), ou (II), segue-se que u - uo e v

0 
= V e;, eon-

- o o , 

.t 
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sequentemente, as retas ( a.' '3' ) (- - · 
, e a,'3) coincidiriam o , 

surdo. , que e ab-

Suponhamos, finalmente, que 

1 -2v 
1 

::: o 
1 

Efetuemos o móvimento expresso pela equação 

,... ' 
, Por esse movi~ento, a reta (a,~) corresponde - reta (-l,l) e 

a reta (y,o), a reta 

Ora, 

( 2y - a. - (3 
a - '3 

2y-a-ê --~-_,__ + 
a-~ 

, 2cr . - Cl - í3 ) 
a. - ~ 

2((y+cr)-(a,+AJ) 2 cr-a.-(3 _______ i---__ 

a -f3 - a. - {3 

e, como, por hipÓtése, v
1 

== v
2

, consequentemente, y+cr = a+{3 e,pois, 

2y-a.-ê + 2cr-a.-ê = O 
a. -~ . a-{3 

com o que se pode concluir, de acÔrdo com o nÚmero III.C5, que as 

retas (o,oo)e 

( 2y-a.-!3 2cr-a.-l} ) 
a.-f3 ' a.-f3 

~ 
sao Perpendiculares entre si, o mesmo acontecendo com as retas 
( , ' 

0 , cn) e (-1, l), isto ~' a reta (o,oo) e perpendicular c'.:>mum as re 

tas ( -1, 1) e 
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e, consequentemente, (numero V,.05) a. reta (p,µ), (1) de que a (o,co) 

ê a correspondente., ~ perpendicular comum às retas (a,{3) e (y,cr) -. 

Para demonstrar que essn perpendicular comum é Única, basta 
... 

provar que nao existe nenhuma outra perpendicular ao mesmo tempo 

; (-1,1) ,3 à 

-Para simplificar, designemos os extremos desta ultima reta por-~ 

e l; ., e suponhamos exista uma outra reta. ( p, µ), também perpendicu. -

lar, simultaneamente, às retas (-1,1) e(-~,<;). Pela condição de 

perpendicularidade ( n&nero v .• 05) devemos tér 

pµ - 1 = O 

pµ - s.2= o 

de onde 

<; = 1 ' 

o que é absurdo, pois as retas -1,1 e -~,~ ( ) ( l: r-) são distintas p. 
.., .., 

Observando que também neste caso as duas retas dadas sao nao 

secantes (2), podemos ., resumindo, concluir: · . 

t r e s tenham uma perpendicular comum, 
Para que d~ ~as, _ _, ..::..;;.~.;.;.... -- . .., _ 

(que é Única), é nocess~rio e suficiente que elas seJam ~ secan 

~-
--------x--------

(1) Determinam-s.e P e µ, por meio da equação'= ~(a-(3)/2 + 

, .., d 
+ (a+13)/2, que e a equaçao 0 i to 4nverso do movimento de e

mov men ... 

quação i; - 2,/(a-~) - (a.+(3)/(a-{3) • · não 

... r· . nte a fim de que duas retas seJam 

(2) É condiçao su icie ' . igual à s oma dos ex-

. t mos de uma seJa 
secantes, que a soma dos ex re )2 

4
( U,.,V )(v -v

2
) • 

trernos da outra, pois 6 = ( ul-~ - ul v2" ~ 1 1 
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EQUAÇÕES DOS PONTOS 

-, ~ 

VI .01. Ponto improprio : Duas ou ma.is retas de,finem o mesmo ,. 

ponto imprÓpr:~, quando e· soment e quando são paralelas entre si .Co!! ,. - , ... 
sequentemente, vetas nao paralelas definem pontos improprios dife- -~ 

- -entes. 
Diremos que duas ou mais retas, que definem o mesmo ponto 

, ,.. ,.. "-
improprio, passam por ele: ou pertencem a ele, ou ainda, que esse -~ 

, ' ponto improprio pertence a aquelas retas. 
, , \ ...... 

Para distinguir os pontos improprios dos outros pontos ate e.: 
,., , 

agora considerados, da remos, a estes, o nome de pontos propriose 
Frequentemente, por~m, desde que não haja confusão, designaremos 

os pontos prÓpr~os com o nome de pontos, apenas. 

vr.02. Ponto ideal: Duas ou mais retas defi:1em o mesmo pon-
' ,., 

to ideal, quando e somente quando tem uma perpendicular comum.Segue-
..., ,., 

se que r etas que nao t em perpendicular comum definem pontos ideais 

difer ent es. 
, ..., ,., 

No capitulo anterior vimos que duas retas nao secantes tem 
uma perpendicular comum. Duas retas nao secantes, pois, definem um 
ponto ideal. 

Diremos que duas ou mais retas~ que definem o mesmo ponto 

ideal, passam por ~le, r ~ pertencem a ~le, ou ainda que ~sse ponto 
' pertence aqu0J.as r etas. 

vr.03. Feixe de retas: Chama-se feixe de retas ao conjunto 
das retas de um plano que passam por um mesmo ponto, prÓprio, ir:•·~ , 
proprio ou ideal, o qual, por sua vez, recebe o nome de centro do 
feixe. 

vr.04. Teorema: Para que uma reta (a, í3), que não passa pe~ 
lo oo, passe pe lo ponto o, intersecção das retas (O, co) e (-1, :!.), , , -
e necessario e suficiente que a'3 = -1. 

'-

S up onh amos que a reta (a, '3) passe pelo ponto O e considere-

mos o movimento StS , em quer= (a, '3) e!~ a perpendicular, pe-. r , 
lo ponto O, à reta~• Se A e um ponto qualquer da semi-reta (O, a) 

. ,., , , 
e A' o correspondente de A, por aquele movimento, ;A ' e o simetrico ... .. , 
de A, em relaçao a!· A1 e, pois, um ponto da semi-reta (O, '3),opo~ 

ta à (O, a), - isto -~, StSr (a)= '3. Por outro lado, StS = P,S 
4 ... . , r -º 

(II.l ) -e, como a equaç~o de P1S
0 

e ~ (IV,02), s =-1/s, StSr(a) = 
~ -1/a, e, portanto '3 = -J./a1 ou aí3 = -1. A. condição ~, pois, neoes , 
saria. 
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Suponhamos, agora, que a.p = -1. Observemos, em primeiro lu

gar, que essa igualdade exclui que as retas (a., p) e (O, oo) se• 

jam paralelas · ou não se~antes, porquanto 6 = (a . -o) ((3 ·-o) = .. 1. 

Designemos, entô'.o, por T, o ponto comum ~s retas (a., p) e (o, oo ), 
, ... 

e, por P', o correspondente de P,no movimento P1S
0

• P' e, entao, 

· um ponto da reta (O, oo ), porque é o simétrico de P, em relação 
' ( ) , ' { ) a reta -1,1 e pertence, tambem, a reta a., p , porquanto o movi 

mento P1s
0

, que transforma a. em -1/a. e P em -1/p, conserva a reta 

(a., p}. Se P não coincidir, então, com O, as retas (a., p) e (O,ro) 
r.# I N I 

terao, em comum,dois pontos, P e P', isto e, coincidirao, o que e ... , 
absurdo, e, portanto, a condiçao e suficiente. 

vr.05. Teorema: Para que uma reta (a., p), que não passa pe 

lo oo, passe por um ponto Q da reta (O, oo ), ~ necess~rio e sufi

ciente que a.p = -n2 , em que (n, -n) ~ a reta perpendicular~ 

(o, oo ), pelo ponto Q. 

Com efeito, se n > O (1), efetuando o movimento 

o ponto Q se transformar; no ponto O, e, basta,então, aplicar o 

teorema anterior. 

VI.06. Teor.ema ·: Para que uma reta (a., p), que não passa p~ 
) 

, , 
lo oo, passe por um ponto A da reta ( p, oo , e necessario e sufi to 

ciente que 

u1 - 2 pv 1 + n2 
= O , 

em que u1 = a.p, v1 =(a.+ p)/2 e (n, --rr) ~ a perpendicular, pelo 

pont·o A, à reta (O, oo), · .. 
Efetuando o movimento de equaçao 

o ponto A se transforma em um ponto Q da reta (O, oo) e, de acôr

do com o teorema anterior, para que a reta (a.1 , p
1

), transformada 

de (a., p), por êsse movimento, passe polo ponto Q, ~ necess~rio e 

suficiente que 

(1) Se n< O, ... n ser~ maior do que O, e o movimento 
P P1 transforma o ponto Q no ponto o. 
v=r:fi 



em que (n1,-n1 ) ~ a perpendicular, pelo ponto Q, à reta (O, co ). 

' Designando por (y, o) a perpendicular, pelo ponto A, are 

2 
ta (p, oo), vê-se, imediatamente, que n1 = (y - p)(a - p). Subs-

N ' 2 
tituindo entao, a.1 , p1 e n

1 
pelos seus respetivos valores, vem 

(a. - p}(f3 - p) = - (y - p)(o - p) 

ou 

af3 - 2p( a. + f3 )/2 + 
2 p + (y - p)(o - p) = o ~ 

Para que a r eta ( n, -'Jc) 
, 

passe tambem pelo ponto A, racio-

cinando com anteriormente, devemos ter: 

2 - 2p(n - n)/2 + 
2 + (y - p)(o - p) o -n p = 

ou 

n2 = P2 + ( Y _ p) ( 0 _ p) • 

Substituindo a.f3, (a.+ f3}/2 e p2 + (y - p)(o - p) pelos 

s eus r espetivos valores, temos, ' finalmente: 

vr.07. Teorema: Para que as retas (a.1 , f3 1 }, (a2 , ~2 ) e 
; 

(a.3, ~3 ) passem por um mesmo ponto, isto e, c onstituam um f eixe, 
, , . 

e necessario e suficiente que 

_ul vl 1 

u2 v2 1 = o , 

u3 v3 l 

em que u1 = ª1~1 e vi=(a.i + f31 )/2, i=l,2,3. (1) 

D t d
..,, ,. 

emons remos que a con içao e necessaria e suponhamos . em 

prim~iro lugar, que as três retas passem por um ponto pr~prio P. 

Indicàndo com p o outro extremo da reta ( P-, co ) , e por ( n, -1C) a 

(1) Supomos que ns retas dadas sejrun qistintas e nenhuma 
delas passe pelo co • 
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.., 

per.pendi c ular, pelo ponto P, ' a reta (O, 00), deverao verii'i car-s e, 

de "' teorema anterior, relações acordo com o as 

- 2pv. + u. 1( 
1 1 

2 o (i=l,2,3}. = 

Podemos e_screver, então: 

ul vl 1 
2 2pv1 - rc vl 1 1 vl v . 

.1. 

u2 V2 1 = 2 1 2pv2 - rc V2 =2p V2 "li ) 1 = o • 

u3 V3 1 2pv
3 

- rc 2 
V3 1 V3 V 3 1 

Seja, agora, 
, 

improprio, o centro do feixe. E~tão a1=a2 =a
3

, 

por exemplo, e podemos escrever : 

ul vl 1 ª1í31 (al+í31)/2 1 í31 1~1 1 

U2 V2 1 = ª1í32 ( ª1 +í32 )/2 1 =a.1/2 132 f-2 1 = o • 

u3. V3 1 ª1í33 (a.l+í33)/2 1 í33 
r, 
- 3 1 

Finalment e , suponhamos seja ideal o centro do feixei Exis

te, então, uma reta (a, í3 ), à qual as três retas dadas são per
o o 

pendiculares. Designando por u
0 

e v
0

, respetivament e o produto e 
"' a s emi-soma dos extremos daquela reta, devemos ter, de acordo 

com o nÚmero v.05, as relações: 

(i=l,2,3), 

Podemos , portanto; escrever: 

ul vl 1 2v v· -u o 1 o vl 1 vl ·r 1 
· 1 

u2 V2 1 = 2v
0 

v2 -u
0 V~ 1 =2v o v2 ·•12 1 = o. 

U3 V3 1 2v
0

v
3

--u
0 v3 l v3 '3 l 

Demons~remos, agora, que a condição 
, 
e suficie .. te, Ora, se 

~ 
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ul vl l 

~ v2 l ::: o ' 

u3 v3 1 

uma fila qualquer dêsse d t , 
e erminante e 

filas r t t u.ma combinação linear das 

es an es. Podemos pi . 
' 0 s, escrever: 

ou, . fazendo~ = 

· u 
1 ::: µl vl + µ2 

u2 ::: µl v2 + µ2 

u3 ::: µlv3 + µ2 

-µ a. 
1 

, r = -µ a. 
2 ,. com 

a.ul + ~vl + y =. O 

a.~ + í3v2 + r = o 

au3 ·~ (3v3 
+ y =o. 

a.· f o , 

Ora, essas equações, lineares e homogêneas, dns inc6gnitas 

a., . ~ e Y, admitem soluções prÓprias, que são . 

vi 1 ui l ui vi 

a. = µ , . í3 = -.µ y = µ , 
V. 1 uj 1 uj vj 

J 

em que ifj e 1, .j=l,2,3. 

Vamos decompor a demonstração em três partes, segundos~ 

ja ·a diferença (3
2 "4a.y negativa, positiva ou nula, fespetivaM 

mente • 

. a) f32 ~ 4ay <O.Segue-se (nmnero V.04) que as retas da

das são, duas a duas, secantes, ~, ou passam tÔdas por um mesmo 

( 
, ) ... .,.. 

ponto p proprio ou sao suportes dos lados de um triangulo.Pr~ 

, ~ 

yemos que a ultima alternativa nao pode verificar-se. Com efeito, 

chamando de P a.o ponto comum às duas retas ( a1_, í31 ) e (a2 , '32 ), 
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suponhamos, para a demonstração pela redução ao absurdo, que a te~ 

oeira reta não passe pelo ponto P. Traçando~ semi-reta (P, a3
), 

indiquemos com f3
4 

o outro extremo da reta (P, a
3

). De acÔrdo com 

a primeira par.te da demonstràção dêste teorema ( a condição é ne

cess~ria ), devemos ter, então: 

que, 

ou 

1 

1 == o . 

Efetuando a soma dêsse determinante com o determinante 

, , 
tambem e nulo, obteremos 

ul 

u2 

ª3f34 -~f33 

vl 

v2 

1 

1 

-1 

(f34-f33)/2 

1 

1 = 

1 

1 

o 

= o ' 

1 

1 

Como f3 3 I f34, porque a reta (P, a3
)-:/: (a

3
, ~

3
), o Último de 

, 
terminante, acima, e nulo, de onde se deduz que 



Traçando, agora, a semi-reta (P, 13 3) e designando por ª4 
o outro extremo ·da reta ( P, 13

3
), de-vemos, igualmente, ter: 

ul vl 1 

u2 v2 1 ( ª4 - ª3 ) =O . 

133 1/2 o 

, , , 
nulo, E, como o ultimo determinante tambem e 

, -
e, portanto, a

3 
= 13

3
, o que e absurdo, porque a3 e 133 sao os ex-

tremos de uma reta, distintos, pois. 

b) 132 - 4ay >o.Vamos mostrar que, neste caso, existe 

uma reta i qual as três retas d-adas são perpendiculares. Ora, se 

a reta (a
0

, 13
0

) for perpendicular a cada uma das retas dadas, de 

veremos ter, de acÔrdo com o nÚmero v.05, 

em que u1 = a113 1 , v1 = l/2(ai + 13 1 ), i=0,1,2,3, um sistema de 
!' 

três equações, lineares, das incógnitas u
0 

e v
0

• Como se vê ime 
, 

diatamente, a caracteristica da matriz compteta não pode ser s~ 

perior a 2 e, se for 2 a caracteris t ica da matriz incompleta, o 

sistema admitir~ uma e uma só solução, isto é, a reta (a
0 

,13 0 ) 

, , , 
e perpendicular (e e a unica) a cada uma das retas dadas. Se a 
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t i, t · d i 1 t f 1 de aco"rdo carac er s ica a matriz ncomp e a or , v1 =v2 =v3 e., .. 

com o nÚmero v.06, existe uma (e uma sÓ) reta p·erP,endicular àqu~ 
, 

las retas, e, pois, o teorema esta demonstrado. 

c) ~2 - 4ay =O.Segue-se, do nÚmero v.04, que as três re 

tas dod&s são paralelas entro si e passam, pois, por um mesmo 
, . 

ponto improprio, e fica, assim, o teorema completamente demonstra 

do. 

VI.08. Equações dos pontos: Supondo que as retas (a2 ., ~2 ) 

e (a
3

, ~
3

) do nÚmero anterior se.jam fixas, e, observando que a 

relação 

1 

1 

V7.. 1 
:J 

pode escrever-se sob a forma: 

em que 

= o J 

( I ) 

podemos dizer que, ao variar a reta (a1 , ~1 }, a equação (I) re-

' , 
presenta analiticamente um ponto, e precisamente um ponto propri~ 

, 2 
improprio ou ideal, segund~ seja~ - 4ay negativo, nulo ou pos! 

tivo, respetivamente. 

Podemos dizer, ainda, que tÔda equação do tipo (I) repre-

' , 
senta analiticamente um ponto, isto e, as retas, de que o produ-

to e a semi-soma dos extremos satisfazem a uma equação daquele 

~ ( , , 
tipo, passam, todas, por um mesmo ponto proprio, improprio ou 

ideal). Com efeito, basta demonstrar que três qualquer dessas r~ 

tas passam por um mesmo ponto. Sejam, então, (a
1

, ~
1

), (a
2

., ~
2

) 



vr.9 

e (~3, ~
3

) três dessas retas, isto~, tais que 

Ora, temos, acima., um sistema de três equações, lineares, 

homogêneas, de três incógnitas, e, para que êle admita soluções 

próprias, ~ necessário que 

l 

l = o J 

l 

relação que , de ecÔrdo com o teorema do nwnero anterior, é uma 

.., , 
condiçao n ecessaria e suficiente para que as retas dadas passem 

por um mesmo ponto. Portanto, podemos concluir qua , se uma reta 

varia em tôrno de um ponto (prÓprio, impróprio ou ideal), o pro

duto e a semi-soma dos extremos satisfazem a uma equação linear, 
, 

de duas variaveis, e vice-versa, 

------x------
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VII. TEOREMA DE PASCAL 

VII.01. Teorema : Dadas ns retas! e~ que se encontram em 
um ponto Q, se A,B,C, forem pontos de!, A',B',C' de~, e as re~ 
tas !. e ~,· perpendiculares comuns, respetivamente, aos lados opo_!!. , 
tos AC' e A'C, AB' e A'B, do hexágono simples AC 1BA 1CB', passarem , 
pelo ponto Q, as retas BC' o B'C, lados opostos daquele hexagono, 

N H I ., 

serao nao secantes, e a perpendicular comum a elas tambem passara 
pe~o ponto Q. 

' Observemos, primeiramente, que, da hipotese de ás retas 
AC' e A'C admitirem uma perpendicular comum, e o mesmo acontecer 
com as retas AB' e A1B, se segue, (V,06), que AC' e A1C de um l! 
do, e AB 1 e A'B, de outro, são retas não secantes, e, pois, ne-,. , 
nhum dos vertices daquele hexagono pode coincidir com o ponto Q. 

Observando, em seguida, que, por meio de um movimento (1) podemos 
transformar um?- das retas !!!, !!, na reta (O, . oo ) , podemos, desde , 
ja, supor, que a reta m seja a reta (O, oo ), 

,t 

' \ 
' \ 

' ' \ 

m 

00 .., 
Com a notaçao 

, 
indicaremos, neste numero, a reta 
dos extremos são, respetivamente, 

cujo produto e cuja semi-soma 

ui e v1_ • 

.., o ? = (~-o. ) / ( i; -í3 ) , por 
(1) O movimento expresso pela equaçat m. 

exemplo, em que a e~ são os extremos da re ª -
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Se jflll:, então, 

AC' - (ul, vl)' CA' =:. (~, V2), AB':: (~, v3J, 

A1B (u4, v4), BC' = (u5, v 
5 

)., B 'e = ( u6, v6) • -

Dos teo.remns VI .05 e VI .07, se seguem as igunldades 

1 = 

1 

1 

1 

1 

= 

y 

1 

1 

1 

, 

= o , 

em que -kf, -~, -k~, são, respetivamente, o produto dos extremos 
, das r etas que passam por A, B e C, y e a semi-soma dos extremos da 

r etn n e u + k2 = O ~ o. equação do ponto Q.: 

Fazendo r = (u
7

, v
7

) e s = (u8, v8), . como essas retas pas-
,., , 6 sam pelo ponto Q, devemos ter, de acordo com os numeros V.O e 

2 u - k ]_ 

2 
~ - k 

, ' 

=-----

, 

f o, i=l,2,3,4• Note-se que se (1) Na hipótese de que vi ; 
8 

que não podem ser si-
v

1 = o, por exemplo, 
multaneamente nulos v1 

v = O e r m, 
2 ( consequentemente, v2 e v4), por-

e v3 e, # dem ter porpondicu1ar co ·A•C e A'B nao po quanto as retas secantes ' _ v = o ou 
so em que vl - 2 , . mum. Note~se que, mesmo no ca ldades (I), da pagina e&~ui"E 

~ '11dns as igua . v~ = v4 = O, ainda 8 ao va 
ben 
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ou 

(ul 
2 

vl(u6 ... k2) ... k )v2 -
(I) 

(ul 
2 

v3(ú5 ... k?) ... k )v4 = • 

Por serem nulos : ós três determinantes anteriormente escri

tos, podemos escrever, substituindo, no primeiro, u!~ por u
5 

e 

no · segundo u
3 

por u1 : 

v2 (u5 + k2) 2 
~ v4(u6 + k) + y(u6 - u ) 5 

= o 

v6(ul + k2) ... -v3(u6 + 
2 ... u ) k ). + y(u6 = o 

1 

2 v_
5 

(u
1 

+ k ) ... vl(u5 + k2) + y(u
5 

~ u1 ) =O, 

ou, multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por 

k2 d d k2 d t ' k2 • u1 - , os a segun a por u
5 

• e os a erceira por u6 " • 

igualdades estas qu~ chamaremos de (II). 

Substituindo, na primeira dessas igualdades, v2 (u
1 

• k2 ) 

por v1 (·u6 .. . k2 ), ~4 ( u1 ... k2 ) por v
3 

( u
5 

... k2 ) e subtraindo ~lhe, de 

b .., 2 
am os os membros, a express~ y(u

5 
- u1 ) ( u

6 
- k ) , obtemos, suces ... 

sivamente: 

vl(u5 + k2)(u6-... k2) .. y(u5 .. ul)(u6 .. k2) = v3(u6 + k2)('½" k2) + 

, • y ( ( u6 " u5 ) ( ul ~ k2 ) + ( u5 " ul )( u6 " k2 ) ) • , 



vrr.4 

v 1 ( u5 + k
2

) ( u6 ... k
2

) ... r ( u5 - ul) ( u6 - k
2

) = V3 ( u6 + k2 ) (~ ... k2 ) + , 

"r[cu5 - k
2 )u6 - (u5 "k

2 Ju1J , 

Observando que o primeiro e o segundo membro desta ~ltima 

igualdade são, respetivamente, . os segundos membre:s do.s duas Últi•

mas igualdades (II), podemos esàrever: 

... 
O, pois que a reta AC 1 nao passa pelo ponto Q, 

2 2) v 
5 

( u6 " k ) = v 6 ( u5 - k • (III) 

Suponhamos, agora, que v
5 

= O, Ora, da igualdade (III) e 
... 

do fato de as retas BC 1 e B1C nao passarem pelo ponto Q, se segue 
~ 

que v6 = o, e vi~e-versa, isto e, se v6 = o, . v
5 

= o.Nesse caso, . 

, .., .., ( ) 
porem, as retas BC' e B'C sao nao secantes e a r eta O, oo lhes 
, 
e a perpendicular comum. 

Suponhamos, então v
5

v6 /o.Da igualdade (III) deduzimos: 

v5 u5 ... k2 2 u6 ... k u5 .. k2 

= 
.. k2 

e ::: • 
v6 u6 2v6 2v

5 
,I 

Dernonstremos,agora, que as retas BC 1 e B'C são não secan" 

te&,para o que, de acÔrdo com o nÚmero v.04, observação, basta de 

rnonstrar que 



• 
vrr.5 

Ora, temos, sucessivamente: 

u5 
... k2 

u5 
... k2 

6. ( u5 ·.;. u6 ) 2 ... 4 ( u5 ., u6 ) ( .. l)v~ = , 
· 2 .. k2 u6 - k u6 

2 
2 2 2 2 2 

4v6 
6 = (u5-u6) . "' (u

5
u6 ... u5

k ... u6u
5
+u6k )(u

5 
... k -u6+k ) , 

( u6-k2 )2 

2 2 4v~ 
6. = (u5 " u6 ) .. k (u6 - u ) (u ... u6 ) , 

5 5 2 2 (u6 " k ) 

2 2 2 
4v~ 

6 = (u5 '"'. u6 ~ + k (u
5 - u6) > o • 

2 2 (u6 ... k . ) 

Do 
, 

v.06, 
.., 

que-> fazendo numero segue-se, entno, 

uo = •k2 

u5 ... k2 u6 ... k2 

VO = = 
2v:5 2v6 

(u
0

, v
0
); a perpendicular comum às retas BC' e B'C, e o teore~ 

ma fica, assim, demonstrado. 




