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Preambulo

~ ’ ~
AfiPma~Hitbert que toda a Geometria Hiperbélica e consequen-
" do "Calculo dos Extremos", por €le introduzido, sem o uso do pos-
tulado da continuidade (1). Liebmann e Gerretsen, entre outros, a
pos as necessarias pesquisas, chegaram, cada um de per si, a con-
clusao de que era verdadeira a afirmativa, multo embora, segundo
Gerretsen, os trabalhos de Liebmann nao tenham sido coroados de e
xito, porquanto, em lugar decisivo, se utilizara, Liebmann, do a-
xioma da continuidade (2). Alias ja Fr, Schur pusera em duvida a
afirmacao de Hilbert (3). Para Gerretsen, porem, era infundado o
ceticismo de Schur, pois que, efetivamente, toda a Geometria de
Lobatschewsky pode ser construida, tendo como base exclusiva, os
postulados dos quatro primeiros grupos: o da pertinencia, o da con
gruencia, o da ordem e o das paralelsas, '

Propusemo-nos, também, construir a Geometria Hiperbélica, a
partir:daqueles quatro grupos de postulados. Em uma primeira eta-
pa, conseguimos a demonstracgao, por processos elementares, por
meio de uma como que Geometria Analitica, no plano hiperbolico, a
demongtragao do teorema de Pascal, o qual e enunciado em sua for=
ma classica, e que constitui, no fundo, a tese ora apresentada.

Os postulados dos trés primeiros grupos a que nos referimos,
juntamente com as consequencias deles advindas, constituem o que
se convencionou chamar de Geometr%a Plana Absoluta. Em nosso tra-
balho, que e dividido em sete capitulos, admitimos essa Geometris,
com excegao da parte referente a movimentos,

No primeiro capitulo, intitulado "Extremos de uma reta", da-
mos as definicoes de semi-retas paralelas e o pogtulado das para-
lelas, sob a forma que lhes deu Gerretsen: existencia e unicidade
da semi-reta paralela a uma semi-reta dada, por um ponto dado, fo
ra da reta suporte, e unicldade da reta que passa por dois extre-
mos. A enunciagao desse postulado, porem, e precedida dos teore-
mas que se referem a congervacgao do paralelismo ao longo de uma
reta, a reciprocidade e a transitividade do paralelismo. As demons
tragcoes dos teoremas I.02 e I,07 nao diferem, em substancia, das
que se encontram nos livros de Gino Fano e David Hilbert, respeti-
vamente (1), -

Em seguida, no capitulo IT, estudamos os movimentos, que S&0
definidos como particulares correspondencias biunfvocas entre os
pontos de um plano, figurando, entao, as simetrias (em relagﬁo a
uma reta) como particulares movimentos. £ de notar-se- que todas as
proposicoes dessa parte pertencem a Geometria Plana Absoluta, com
excecao_dos teoremas II.23 e II.2L, os quais, alias, ja constituem
aplicacao da tcoria dos movimentos, e pertencem a Geometria Hiper=-
bolica. As demonstragoes dos teoremas II.2l; e II;21, respetivamen-
te, encontramo-las em Y.Why Tschen e Hilbert, respetivamente (5).

(1) D,Hilbert - Grundlagen der Geometrie - Anhang III = (1930,
T2. edigao), Traduzimos "end", do alemdo, por extrémo.
; (2) Gerretsen - Die Begrindung der Trigonometrie in der hyper
bolischen Ebene - Nederl. Akad. Wetensch,, Proc. L5, L79-483(1842)7
_ (3) Fr,Schur - Zur Bolyai-Lobatschefski jschen Geometrie -
Math, Ann, Bd.59 (190L) pp.31l-320, :
Gino Fano - Geometria Non Euclidea - Zanichelli, Belogna,
19355. D,Hilbert, obra ja citada,
(5) Y.Why Tschen, in American Journal of lMathematics, vol.
LXVII, num. 3 July, 1945. D.Hilbert, obra ja citada.
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No capitulo III, iniciado com as oporagocs de adigao ¢ multi-
plicagao dos extromos, mostramos que o conjunto gos extremos conse-
titui um corpo ordenado. Seguidamcnte, ja no capitulo IV, mostra-
mos quc a cada movigento no plano se pode assgciar uma transforma-
¢ao lincar, fraclonaria, dos cxtremos. Ambos ©sses capitulos néo
sao majs do que uma tradugao livrc de parte do trabalho de Gerret-
sen,  ja citado,

No capitulo V estabelccemos as relagoes que devem exlstir en-
tre os oxtremos das retas, a fim de que clas secjam secantgs, para-
lelas ou nao sgcantes e estabeleccemos uma condigao necéssarla e su
ficiente, analiticamente, para que duas retas tenham uma perpendi-
cular comuri, ° :

Ao capitulo VI, mostramos, esgencialmente, que & condicao ne=-
cesgaria e suficiente, para que tres retas pertengam a um ponto _
(proprio, improprio ou ideal) que o produto ¢ a semi-soma dos eX-
tremos de_cada uma satisfacam a uma equagao linear, cujos coefi~
clentes sao elementos daquele corpo. Finalmente, vem o ultimo capi
tulo que consta, Precisamente' da demons tracgao analitica, ou como
diria Gino Fano, "algebrizada' do tcorema de Pascal (1).

Quererios externar os nogsos agradecimentos, ao Prof. Fernando
Furquim de Almeida, pelas inumeras sugestoes e pelo grande incenti
vo prestados durante toda a elaboracao deste trabalho,

Sdo Paulo, 30 de abril de 1950,

Joao Batista Castanho

(1) Gino Fano, obra citada. »n., 89.




I. 0S EXTREMOS DE UMA RETA

I.0l. Semi-retas paralelss: Dadas duas semi-retas, AA' e
BB!', dizemos que AA' 6 paralela a BB', quando e somente gquando :

a) AA' e BB'! pertencem a mesma reta, e, ou todos os pontos
de AAL! pertencemvé BB', ou todos os pontos de BB' pertencen a
AAY,

N L]
b) AA' e BB' pertencem as retas r e s, respetivamente, as

~ ~ ~ a .
quais nao tem ponto em comum, e, toda seml-reta de origem A, in

~
terna ao angulo BAA', encontra a semi-reta BB'

I.02. Teorema: Se AA' ¢ paralela a BB', as retas © @ E e
que pertencem AA' e BB' sao distintas, e C & um ponto qualquer
da reta r, a semi-reta CA', paralela a AA', também é paralela a

seml -reta BB!.

A r

/ . S

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que C pertence
a semi-reta AA'. Tomemos, entac, um ponto qualquer, X, interno
ao-éngulo BCA', e demonstremos que a semi-reta CX corta a semi-
reta BB', Se X estiver no semi-planc oposto ao semi-plano BB'C (1),
e imediato que o segmento CX cortara o contorno BB! désse semi-
plano. Suponhamos, entaoc, que X esteja no semi-plano BB'C . Ora,
todo ponto désse semi-plano, interno ao £ngulo BCA'é, também.ig
terno ao Qngulo BAAY e, pols, AX & interna a ésse ultimo Qngula
Essa semi -reta cortaré, portanto, BB'!' em um ponto N. Como, por
outro lado, os pontos internos do segmento BC sﬁo, também, i
ternos do Qngulo BAA, AX cortara BC em um ponto K. Considerando

(1) Indicaremos sempre um semi-planc com tres letras, as
duas primeiras das quais indicarao a reta contorno (ou origem)‘
) s L) ’ . =/
€& a terceira indicara um ponto qualquer do semi-plano, nao per-

) ~
tencente,porem,ao contorno.



I.2

o} triéngulo BKN, vemos que a reta CX corta o lado KN no ponto X
e, como passa por um ponto externho ao lado BK, segue-se,pelo pos-
tulado de Pasch; que CX cortaras o outro lado, isto é, BN e non=

tanto, a semi-reta BB'.
b .
Consideremos, agora, o caso em que C pertence a semni-reta
5 L) ) 1
oposta a AA'. Tomemos um ponto X; gqualquer; interno ao angulo BCA

N

B M\ e B

’
Se X estiver no semi-plano oposto ao semi-plano BB'C, e imediato
, ~ "~
que CX cortara BBY contorno desse semi-plano. Se X estiver no se

mi-plano BB'C , tomemos sObre a semi-reta oposta a CX um ponto
gualquer, K, e tracecmos a reta KA. Como o ponto K é externo ao
éngulo BAA' ¢ esta no semi -plano oposto ao semi-plano AA'B, a semi-
reta AK é externa ﬁquele angulo BAA'e a seml-reta a ela oposta,
AN, 6 interna e, portanto, corta a semi-reta BEB'em um ponto N. Co
mo no caso anterior, CX corta o segmento AB, em um ponto T. Ve-
mos, entao, que a reta CX corta o lsdo AB do triangulo ABN em T
e, como passa por um ponto externo ao lado AN, segue-se (1) que
corta o outro lado, BN e, portanto, a semi-reta BB. E o teorema

esta completamente demonstrado.

I, 05 Teorema: Se a semi-reta AA' ¢ paralela a semi-reta BB!,
esta semi-reta & paralela aquela, AA',

Se as seml-retas pertencerem 2 mesma reta, o teorema decorre
da proprla deflnlqao de semi-retas paralelas. Se pertencerem a
fetas distintas, basta demonstrar que toda semi-reta interna ao
angulo ABB'corta a semi-reta AA\

Comegaremos por demonstrar que existe uma reta por B, que
encontra AA'no ponto D e forma os ﬁngulos BDA' e DBBY congruentes.

(1) Postulado de Pasch.
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Tracemos, entao, as bissetrizes dos ﬁngulos A'AB e ABB', as quais
se encontram em um ponto N, interno dos semi-planos BL'Ae AA'D,
porquanto a seml-reta AN encontra BB', em X, por lhe ser paralels,
e os pontos internos do segmento AX sao pontos internos do éngulo
ABB' . Sejam Q e P, respetivamente, os.pés das perpendiculares pe-
lo ponto N as retas AA'e BB', ¢ tomemos, a seguir, na semi-reta QA
o ponto D, tal que D@=BP. Ora, os triﬁngulos reténgulos DNQ e
NBP sao congruentes, por causa das congruéncias de NQ e NP, de

um lado, e de DQ e BP, de outro, e, consequentemente, S8a0 congru-
entes os ﬁngulos NDQ e NBP, o mesmo acontecendo com os segmentos
DN e BN. 4 congruéncia dos ﬁngulos BDA'e DBB' segue-se, entao, co-

mo consequencia da propriedade uniforme da adiggo de angulos.

Tomemos, agora, uma semi-reta BX, qualquer, interna ao an-
gulo ABB' . Construamos, a seguir, a semi-reta DN, no semi-plano
AA'B,

Al

de modo que os Qngulos XBB'e NDA' se jam congruentes, em que o pon
to D é tal que a reta BD forma os ﬁngulos BDA' e DBB' , congruen-
tes. Indicando com N o ponto comum as seml-retas BX e DN, vé-se

. que sao congruentes os ﬁngulos NBD e NDB, pela propriedade uni -

forme da subtraqﬁo de éngulos. Indicando, agora, com M o ponto
- comum as semi-retas BB'e DN, e tomando, sobre AA' o ponto R tal
‘que BM=DR, ve-se, entao, que s&ao congruentes os triangulos BNM
e DNR, do que resulta a congruénoia dos ﬁngulos BNM e DNR. Como,



I.h

por outro lado, os Qngulos DNX e BNM tambem sao congruentes, por-
que opostos pelo vértice, segue-se que S80 congruentes os ﬁngulos
DNX e DNR, de onde se conclul que as semi-retas NX e NR, e conses
quentemente BX e BR, sao colncidentes, o que prove que qualquer

seml -reta de-orfgem B, interna ao Qngulo ABB' encontra g semi-reta

AA', e, pols, que a semi-reta BB' ¢ paralela a semi-reta AA'.

Observaqgo: De ora em diante, poderemos dizer que ' duas

-~ ~
seml -retas sao paralelas entre si", toda vez que uma delas for pa

\ ~ L4
ralels a outra, pols aquela expressao e um modo abreviado de dizer

que uma das seml-retas, digamos a primeira, 6 paralela a segunda e -

4 \
esta, por sua vez,e paralela a primeira.

I.04. Teorems: Se AA' é uma semi-reta paralela a BB', e esta
seml -reta 6 raralela a semi-reta CC', a semi-reta AA & paralela a
seml -reta CC'.

- Examinemos os diversos casos que se podem apresentar:

a) As tres semi-retas pertencem a mesma reta: e imedlata a
demonstragao, que decorre da propria definicao de semi-retas para
lelas.

b) As seml-retas AA'e BB' pertencem & mesma reta nEelaSse
mi-reta CC' pertence a uma outra reta s . A demonstragao-decorre,
entﬁo, do teorema I.02.

c) AA' pertence a um reta o @ =EY @ el pertencem & outra

remas I,02 e I.03. Pode-se, porém, deixar de recorrer a reciproci-l

reta s. A demonstraqgo poderia fazer-se como uma aplicaqu dosizo-!
1

dade do paralelismo de duas semi-retas. Com efeito, para demons=
trar que AA' & paraleia a CC'!', basta demonstrar que toda semiw~re-
ta de origem A e internﬁ 20 angulo CAA' encontra a semi-reta CC'.
Seja CX uma tal semi-reta. Se o ponto C for interno a seml-reta
BB', CK encontrara CC', pols que entgao CX sera internsa ao angulo

BAA', Se o ponto C for externo a semi-reta BB'!', a semi-reta CX se

Lo 2
VIl
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I.5
r4 interna ao angulo CAB e, como os pontos internos do segmen=
to CB sao internos ao ﬁngulo CAB, segue-se que CX encontra esse
segmento em um ponto inferno.

d) As trés semi-retas pertencem a tres retés, r, set,
distintes entre si e r e 8 estao em semi-planos opostos em rela
gdo a reta s (contorno). Com essa hipotese exclui-se que r e t
tenham um ponto comum. Tomemos uma semi-reta AX, qualquer, in-
terna ao angulo CAA', Se AX for interna ao Engulo BAA', AX encon

tra a seml-reta BB'! em um ponto M, porquanto AA'! é paralelsa a BB,

A A r
R M B =k 2
c! t

c g
Se AX for externa ao ﬁngulo BAA'; seja R o ponto em que o seg-
mento CA encontra a reta s. Como a semi-reta AX ¢ interna ao an
gulo CAL' (ou angulo RAA'), segue-se, pelo caso c), que AX en~-
contra a reta s em um ponto M. Segundo o teorema I.02, MB! ¢ uma
seml -reta paralela 8 CcC', e, uma vez que MX é semi-reta interna
ao Engﬁlo CMB'(porque a semi-reta a ela oposta esta no semi-pla-
no MB'A e e externa ao angulo CMB'), MX, e portanto AX, encon-
tram a semi-reta CC'. ;

o) AA' pertence & r, BB' a s, CC! at, er et estao em

N A\
um mesmo semi-plano em relagao & S .

=
(S
=

=P

o




1.6

Demonstraremos, primeifamente, que as retas r e t nao po-
dem encontrar-se. Suponhamos, ent&o, para a redugao ao absurdo,
que o ponto P pertenga are a t. De acordo com os teoremas I.02
e I.03 e a parte ¢C déste teoremsa, sao paralelas as seml -retas
PA' & BB', PC' e BB'. Em relagdo ao angulo BPA', a semi-reta PC'
sera interna ou externa. Se for intefna, como PA' 6 paralela a
BESSECH encontraré BB', o que é absurdo, porgue tes nao tem
ponto em comum. Se for externa, ou PA' sers Interna ao Qngulo
BPC', e a semi-reta PA' cortarsa BB!, o que e absurdo, ou todos os
pontos de PC'! pertencer&o a0 semi-plano oposto ao semi=-plano PBB'
e, pois, haveré semi~retas internas ao Qngulo C'PB que nao encon-
trarao a semi-reta BB', o que é, novamente, absurdo, porquanto
PC' & uma semi-~reta paralela a BB'.

Resta demonstrar, entao, que toda semi-reta AX, interna ao
Qngulo CAA', encontra a seml=-reta CC'. Suponhamos, como na alti-
ma figura, que r e g estejam em seml ~planos opostos em relagﬁo g
t. Se AX for interna ao angulo BAA', AX encontrara a semi~reta
BB', em um ponpo N, e como A e N estarao em semi-planos opostos
em relaqao a t, o segmento AN cortara a reta £, em um ponto Y, ©
gqual, certarente, pertenceré a semi-reta CC'. Se AX for externa
=Yo] Qngulo BAA', AX sera interna ao ﬁngulo CAB, e, como A e B es-
t&0 em semi-planos opostos em relagdo & t, o segmento AB corta a
reta t, em um ponto R. Ora, como todos os pontos do segmento CR
sao pontos do angulo CAB, segue-se que AX encontrara ésse segmen
to, e, portahto, a semi-reta CC'.

Se as retas s e t estiverem em semi -planos opostos em re-
1aq§o a T, demonstrar—se—é, como no parégrafo anterior, que a se-
mi-reta CC! & paralela a AA' e, pela aplicagao do teorema I.03,

que AA' é paralela SECEIR

I.05. Extremos de uma reta: Dadas duas ou mals seml-retas,

. LY \
dizemos que definem elas um mesmo extremo, quando e somente quan

\
|
a
l“l
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I.7

do sao paralelas entre si. Consequentemente, semi-retas nao parale

las definem extremos diferentes.

’
Designaremos os extremos por meio de letras minusculas do al

fabeto grego (1) e das letras u e v.

Dizemos que as semi-retas que definem um mesmo extremo a,
passam por a,ou due elas pertencem a a, ou que a pertence a essas
semi-retas.

Dizemos, ainda, que uma reta I passa por um exsremo a, ou
que pertence a esse extremo, ou que ésse extremo pertcence a reta;
quando e somente quando uma semi-reta de r pertence a a. Por semi -
reta (A, a) dever~se-4 entender a semi-reta de origem A, que passa
por d; por'reta (A, a) a reta que passa por A e a qual pertence a

semi-reta (4, a).

I.06. Postulado das paralelas: Dada uma semi-rcta (A, a) e

, : :
um ponto P, fora da reta (A, a), existe uma e uma so semi-reta de
e s e T
. ' o
origem P, que passa por c. Dados dois extremos a e B, uma e uma soO
reta pode passar por osses extremos.
- - N "~
Segue-se, imediatamente, desse postulado, que toda reta pos

sui dois extremos., No capftulo IT, em o nimero II.2l, demonstrare-

mos que por dois extremos (distintos) passa sempre uma reta.

I.07. Teorema: Se CC' e DD' sao duas semi-retas paralelas,
& a reta a que pertence CC', c a reta a que pertence DPD', B um pon

to da faixa ac (2), B, e B! os simetricos de B em relagao a aec,

(o

respetivamente, e A o ponto médio do segmento BlB', a semni=~reta

(A, a), em que a e o extremo a que pertencem CC' e DD', é'perpend;

(1) Quatro extremos, porem, serao representados vor meio de
outros simbolos: 0, co, -1 e 1, respetivamente.(Capitulo III e se-
guintes). :

(2} Vide numeros II.O8 e II1.21.

Ll
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cular ﬁ reta BlB’.

Com-efeito, tracemos a reta perpendicular a BlB', pelo pon
to A, e, para a reducao ao absurdo, suponhamos que essa perpendicu
lar nao passe por a., Seja AN uma seml-reta daguela perpendicular,
pertencente a0 seml-plano BlBG'. Sejam P e Q as intersecqges da re_

ta BlB' com as retas c e &, respetivamente.

Ora, como

PB < PQ + BQ

segue=se que

1
PB' < PBy

e, lgualmente l |
7
QBl ‘).(.“QB" ’

e, portanto, A é um ponto da faixa ac. Entao, se AN nao passa.por

a, AN corta a seml~reta CC', ou a seml-reta DD'. Se cortar a seml-

1) —
retaiée', no ponto A, por exemplo,

- AB!' = AB
e
AB AB,
e, pois, Ny = Kbl ;

isto é, A sera um ponto da reta c, o que é absurdo, pols CC' e DD!'

~
sao semi-retas paralelas.

w——u——-nnn—x—n——o—-—uﬂﬂ



IT.1.

II._MOVIMENTOS .

II.01. Definicao de movimento : Dados dois planos T e 7' , dis-
tintos ou coincidentes, se jam C e C', respetivamente, o conjunto dos
pontos de M e m'. Estabelegamos entre C e C!' uma correspondéncia bi-
unfvoca tal que, se A e B forem dois pontos quaisquer do conjunto C,

e A' e B! os pontos respetivamente correspondentes de C', os segmen-
tos AB e A'B' sejam congruentes. Diremos, entgo, gue essa correspon-
déncia 6 um movimento.

Designaremos um movimento por meio de uma letra maiuscula do al
fabeto latino e a notacgao

M(P) =

indicaré, precisamente, que P' é o correspondente de P, no movimento
M. ;
Se os dois planos sao coincidentes, e, entre os pontos de C e
Gl o) correspondéncia é tal que o correspondente de um ponto qual -
quer, P, & o préprio ponto P, temos, evidentemente, um movimento. A
ésse movimento, que indicaremos com o simbolo 1L, daremos 0 nome de
identidade. ’

Se, no movimento M, um ponto P tiver como correspondente ele
préprio, isto é, se '
M(P) = P,
diremos que M conserva o ponto F. A identidade, pois, & um movimento
que conserva todos os pontos. ¥ :
IT.02. Igualdade: - Dados dois movimentos, Ml e M2, se, qualquer
que seja o ponto P,
- @) = M2(P),

1

diremos que M é igual a M2’ € escreveremos Ml = M2.

ik

IT.03. Produto de dois movimentos : Dados dois movimentos, Ml e

M2’ sejam

1
]

Ml(P) P!
M, (Q) Q!

em que P e.Q sao dols pontos quaisquer do plano. Como

Pl M2(P')
Qr, My(Q')

1l
]

PC{EP'Q' e PIQIEPIYQII’
segue-se que,
PQEP"Q",

~ .
€, como as correspondencias entre os pontos P e P', de um lado, e en
-~ & ¥4
tre P' ¢ P'!, de outro, sao biunivocas, o mesmo acontece com os pon-
tost Biet RN d e riancira que existe um movimento M que transforma P



IIL.2.

em P''", e Q em Q''., A esse movimento daremos o nome de produto do

movimento Ml pelo movimento Mz, e escreveremos

M = MéMl .

IT1.0l;. Propriedade uniforme : Se Ml: Mge M3= Mh ; M1M3= M2Mh'

Com efeito, sse Mh(P) = P!' o Mh = 33’
L () = 420 ;
3( ) |
e se, ME(P') = R o BN
Ml(P') = pt1

e, portanto,

.i}_l :P!l
RIMB(P)

fl

it 2
Mahu(P) P

e, como P e um ponto qualquer, M1M3= Mth.

II1.05. A definigao dec produto estende-sc facilmente ao caso de

mais de dois movimentos, e, sa

(m3M2)M1

’
¢ 0 produto do movimento

1

pelo movimento

M3M2
e

I\"IB ( IV12 IVll )

0 produto do movimento

Maml
pelo movimento

M% 5
vé-se imediatamento, que

MS(MEMl) = (M3M2)M1’

a ’ L . b o & -~

isto ¢, e velida a prpriedade associativa e, na indicagao do produ-
’ & ’ f ~

to de 3 ou mais movimentos, e perfeitamente superfluo o uso de paren

teses.

II.06. Teorema : Sec A, B e C sao 3 pontos de uma reta r e

WM=A',WM=B',MM=05
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0os pontos A}, B' e C' pertencem tambem a uma reta r' 8, se O ponto
C eativer entre A e B, G nstara entre A' e B!'.

Para a demonstraqao pela redugao ao absurdo, suponhamos que C!
nao pertenga a reta r'=A'B!', Nessz caso, A', B' e C' determinam um

trlangulo e
ARV BIRCEARGRE R GRUB U
Como, porém,
A'B! = 4B, ATC! = AC e C'B!'=CB ,
segue-se que
4B < AC + CB,
0 que é absurdo, pols, desde que C esta entre A e B,
AB=ACG + CBY
Das congruéncias
AC' + C'B'= AC + CB, e AB=A'B',
segue-se que C' esté entre A'! o B's
A reta r' denomine-se correspondente da reta r, ¢ escreve-=-se

M{r)i= pt

IT:07. Teorema : Ser e s sao duas retas perpendiculares entre
81 e r' e s' as retas respetivamente correspondentes de r e s, em
um qualquer movimento M, r' e s' tambem sao perpendiculares entre si.
Com efeito, tomemos 3 pontos A,B e C, sendo B a intersecgﬁo das
retas r e s e A um ponto de r, C de s. Sejam A', B! e C! os 3 pontos
respetivamente correspondentes, e que, de acordo com o teorema ante-
rior pertcncem, rnspetivam@nte, a intorsecqgo S ar'eas' Da
congruﬁncia dos trlangulos ABC e A'B'C! c'eg;ue -se a congruencla dos
.

angulos ABC e A'BIG! e, como o angulo ABC & reto, A'B!C! também &
reto e, pois, r'e s' sao perpendiculares entre si.

II.08. Definlgao de simetria : Fixada uma reta r de um plano, .

estnbelegamos, entre os pontos do plano e eles proprlos, uma corres=
pondéncia da seguinte maneira : se o ponto P pertence. a r, P', o cor
respondente de P, coincide com P e se P nao pertence a aeg e um
Yonto da perpendlcular PQ a reta 2 esta na semi=-retag oposta a QP
"QP=QP', ¢ Q é o pé daquela perpendicular.

Chamaremos, a essa correspondencia, de simetrla em relaqgo a

reta r. A esta reta daremos o nome de eixo de simetria e P! denomi-
» ’ ) ~ \ ’
Nar-se-a o simetrico de P em relagao a reta r.
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II.09. Teorema : Toda simetria ¢ um movimento.

Com efeito, toda simetria estabelece uma correspondéncia l9jat, =
univoca entre os pontos do plano e éles’préprios, como se segue fé
cilmente da unicidade da perpendicular por um ponto a uma reta e
do postulado do transporte de segmentos. Demonstrarémos, entao o
que, sendo A eB dois pontos quaisquer e A' e B' og simétricos de A

e B, respetivamente, em relacao a uma reta r,

AB = A'B!
B
AT s
0 R
16
Al
Bl

Sejam O e R as intersecgoes de AA' e BB' com o eixc de simetrh.
Como se vé imediatamente, sao congruentes os triéngulos OBR e ORB'!,
de onde se segue a congruéncia dos Qngulos B'OR e ROB, e conseqen
temente, a dos Qngulos B'OA'e AOB, uma vez que estes sao complemeﬁ
tares de B'OR e ROB, respetivamente. af .a congruéncia de AB com
ARt Bt

IT.10. Teorema : Se um movimento M conserva tres pontos nao
em linha reta, M ¢ a identidade.
Sejam A, B e C trés pontos nao em linha reta e

M(A) = A, M(B) = B, M(C) = C.

Suponhemos, para a demonstraq&o pela reduqao ao absurdo, que

M(X) = X', em que X' ndo coincide com X. Seja D o ponto medio do
segmento XX', Como ;

A¥X = AX?, X
segue-se que a reta AD & a mediatriz do segmento XX'. Se o ponto B
pertencer a essa mediatriz, o ponto C nao pertenceré, uma vez que
A, B e C nao estao em linha reta. Como

cX = CX!

CD ¢ a mediatriz do segmento XX' o que é absurdo, pois que CD # AD,

A
€ a mediatriz de um segmento e unica.
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il Teorema i Se M ¢ um movimento que conserva dois pontos
A e B, e nenhum outro ponto fora da reta AB, M 6 uma simetria e
precisamente a .que tem como eixo a reta AB.

Demonstremos, primeiramente, que ésse movimento conserva todos
os pontos da reta AB.

Seja P um ponto dessa reta que, sem perda de generalidade, po
demos supor esteja entre A e B, De acS:do com o teorema II.06, P!

estaré entre A e B e como
AR

segue-ge gue P!'="P, isto é, P é conservado. Se ja agora Q um ponto
fora da reta AB e Q' = M(Q). ‘
Tracemos a perpendicular, a AB, pelo ponto Q e seja R o pé da
perpendicular. Suponhamos que o ponto Q' nao pertenca a perpendicu
lar. Entao, como Q'# Q, seja D o ponto medio do segmento QQ'.

Q

Seja X um ponto qualquer da reta AB. Como X = M(X), segue-se que

XQ = XQ!

e, pols, a reta DX é a mediatriz do segmento QQ' o que é absurdo,
pois X é um ponto qualquer de AB, Aliés, para demonstrar que o pon
to Q' pertence a reta QR bastaria aplicar o teorema II.06,e, lem-
brar que a’'perpendicular a uma reta, por um ponto, é Unica. Da con
gruencia QR = Q'R, segue-se, entao, que o ponto Q' estd na semi - re
ta oposta a semi- reta RQ Gl 9EntGl, @)Y é o simétrico de Q, em rela-
Ga0 a reta AB.

IT.12. Teorema : O produto de duas simetrias 6 um movimento
que nao 6 uma simetria.

Sejam a e b os eixos de simetria e indiquemos com Sa € Sb es =
sas simetrias. Suponhamos, para a demonstracao pela redugao ao absur
do, que o movimento produto seja uma simetria. Tomemos, 1nfcia1meg
te, dois pontos sobre a reta a: A e B, e sejam
AN Qux

Len s [

Ten. 2 ped. 4o R Qe  dFELIZT | tiiseal o
—__—-""

’ Mg : £,
£ Gt Z,(,. fec. AN iy,
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5,(4) = A

Sb(A) = A0

Sa(A) =B LT S pin

g 05 = B0 il o S q ‘%: 2
il Lrven & adioi :

o St e atnt ’)Sb (A} = A

S aa /A
: . {4 = ,"T '
LSRN C= wl?

\ o &~ “Le
r Lot Ca &5 &

fiy '\3) J B as Cwv 2 p \

7 LA 0
e = < {’_ s

Indiquemos com C e D respetivamente as intersecqaes de
AA'! e BB'' com a reta b. Das hipéteses feitas segue-se que
= !
S8, (A) = At
— 11
8 (B = B
e que, pois, \ NS
8,8,(C)

sbsa(D) =D . ey

|
Q
P
L
=
/

isto é, os pontos C e D sao conservados pelo movimento produto e,
pois, todo ponto da reta b & conservado. Por um ponto P, qualquer, f-
ffora da reta a,tiremos a perpendicular a reta b e seja Q o pé des f
sa perpendicular. A reta PQ tem, como correspondente, no movimen—3

Id ! (4
to produto, ela propria, pois b, e uma reta que se conserva nesse
s ~ F : !
movimento e, de acordo com o teorema II.O7, QP'' e perpendicular |
S : ’ ' - ’ \
a b, em que o ponto P'' e o correspondente -de P, isto e, \

S (E) = Do,

Como, por outro lado, P nao pertence a a,
3 (2) =20 w

e, sendo, como se ve facilmente
3. @0) = »,

sbsa(P') = Pl

[t e
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0 que e absurdo, pois SbSa e um movimento e, portanto, correspon
-~ »
dencia biunivocae

IR IESS Definiqgo de rotagﬁo: Chama-se rotaggo ao produto

de duas. simetriase

/

II.1li. Teorema: Dadas duas retas a e b perpendiculares en /

tre s}, se ¢ & uma reta qualguer peio ponto 0= a.b, e d a per- {
pendicular por ésse ponto 2 reta C, i

SaSb ='Sch g
em que, como de costume, oOs {ndices indicam os eixos das simetrias.

Tomemos, primeiramente, um pontc B qualquer, sobre a reta
c e escrevamos '
= 1
SaSb(A) A

SCSd(B) =B,

Tracemos, em seguida, a perpendicular por B a reta b e indiquemos

com A o pé dessa perpendicular.,.
Como o ponto O se conserva por gualquer um dos dois movi -

A
3.

N
mentos, seguem-se as segulntes congruenclas:

a

Joe P
)

2 [ b, [~
L

sl Z;A,,,__ v

A O L Coen .

AB = A'B!
OA = OA'!
OB = 0B"

CLy

i
42 el

/

/j!) :7 Ltvis

e, pois, S80 congruentes, 0S8 triﬁngulos OAB e OA'B', de onde se se
gue que sao congruentes os angulos BOA e B'OA'!'. Por outro lado,

os Qngulos OBA e COA'! também s&o congruentes (opostos pelo verti -
Ge)'e, pols, sao congruentes O0s Qngulos COA!' e BOA, em que C é um
ponto da semi-reta oposta a OB. Daqui se conclue que coincidem as
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seml~retas 0C e OB!' e, pois, podemos conclulr que S Sa (B) = B!,
Analogamente se poderia demonstrar que qualguer ponto D da reta
d tem como correspondente, em ambos Os movimentos, O mesSmo ponto
D! (da reta 4 ). Para demonstrar que qualquer ponto P do plano
tem como correspondente o mesmo ponto P! em ambos OsS mov1mentos,
basta tragar as perpendiculares m € n por esse ponto as retas e,
e d e, aplicando o teorema II.07, concluir que,se

SaSb(m) =m!
scsd(n) = oal o
sasb(P) = scsd(P) ;

IT.15. Deflnlqao de movimento inverso: Dado um movimento
-1

M, chama-se movimento 1nverso de M e indica-se com M a0 movi -~
mento tal que, se M(P)=P', M Bl

P.

P')=P, qualquer que seja o ponto

Como
ML q(p) =P ,

. 7 ) ' :
segue—-se que o produto de um movimento pelo seu inverso e a iden
S5 2 -
tidade. Reciprocamente, se o produto

Com efeito, se My 7 Mgl , sendo |

.MZ(P) = p!
e Ml(P') = P00,

RNl

S 1XehLE

My ME(P) =IpRt

Pt y
0 que e absurdoe .-

Da prépfia definiqﬁo se segue que o movimento inverso de
=

‘ ¥ ’ -' - ) L]
M e o proprio movimento M, e, pols,
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Wt o= 1.

- = ] S J ] "
Observe-se, finalmente, que se M e uma simetria, isto e, .

se

. i ‘
IT.16. Teorema: Se um movimento M conservae unicemente um
~ A 4 ~
ponto esse movimento e uma rotacgao.
0} ’-
Seja A um ponto qualquer e O o ponto conservado, isto e,

M(A)'=.A';é1\ e M(0) = 0 .,

Chamemos de b 8 mediatriz do segmento AA', a qual certa

mente passaré'por 0, visto que
o =T G U

Consideremos o movimento : 0oy E
_1 (J £ f 2 2 ~ e I;".Il\_ <~
M ' Sbsa s /\“‘ D‘J LS Y -

' o . L]
em que b ¢ o eixo da simetria S, e a AA' 0 eixo da simetria
S

AP 2
Se esse movimento conservar outro ponto fora da reta OA,

= ’ =5
isto e, se

=i
M SbSa =elisid
-1 ¥
MM SbSa =M
ou
S.S =M o
b a NE

4
e esta demonstrado o teorema, Se

-] :
MRS AL A
de acodrdo com o teorema IT.1l1, /*"J f
2 L
M SbSa 3
pois que Mt Sbsa(A) = A e =0 , de onde
TR ELE =6 S .
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l 4 P - ‘.
ou,cam 00 movimento inverso de uma simetria e a‘propria simetria,

M Sb = 1
-1
-ou M = Sb
ou | M = Sb

’ L] L)
o que e absurdo, pois M conserva unicamente um ponto.

II.17. Teorema: Se M (a) = a', e Sa é a simetria de eixo

a, o produto

Ms mt
N

’ s s ’ -
e uma simetria, Sa" de que a'! e o eixo,

Trmemos um ponto P qualquer soObre a reta a e seja
M (p) =P,
em que P' é um ponto de a' (teorema II.06).
Ora, porque P esta em a,
S @) =r ;

e, pois,

L

MsaM" (R0} = PO,

- ’ : s
isto e, o movimento

=1l
MS aM

conserva todos os pontos da reta a' . Demonstraremos, agora, gque
qualquer ponto que n&o esteja sdbre a'nao & conservado por ésse mo
vimento. : ;

Seja R' um ponto fora da reta a' e

R!' = M(R)
ou R = M—l (R').

Suponhamos, para a redugao ao absurdo, que

MsaM“l (R') = R!.
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isto é, que ésse movimento conserve R!'.

Ora, de acOrdo com o teorema II.06, podemos dizer que
Sa(R) = X ndo esta em 8, pols que se estivesse, R' estaria em a'.
Portando XZR e M(X) = Z 2 R' , Entao,

M saM"l (R =7

I
0 que e absurdo, pois, movimento é correspondencla biunivoca., Se-

guc-se, do teorema II.ll, que

Sl
M SaM =S

al

II.18. Teorema: Se uma rotagio S, Sy, conserva um ponto, es
se ponto pertence as retas a e b, eixos, respetivamente, de Sa e’

ST,
b
Com efeito, supondo que o ponto O seja conservado por

demonstremos que ele pertence a ambas as retas a e b . Suponhamos,
para a redugao ao absurdo, que O nao pertenca a reta a » Tomemos

um ponto P sGbre a reta b e seja
— 11 2
S () SO0

Entio, como S] () =@
SaSb(P) PALEUS

Devemos ter

Pl!%P 5
pois S S conservaria dois pontos (supomos P;éio) e seria uma si-

metrla 0 que é absurdo, ou geria a identidade; o que exiglrla ser
a=Db., Seja D, entao, o ponto médio do segmento PP'!', Como

OP= OpM=

D é a mediatriz désse segmento e teriamos, entao, pelo ponto D,
duas perpendiculares, 0D e h 8 mesma reta BEUISSERoRque é absurdo,

e prova, pois, que o ponto 0 pertence a reta a. Se O nao pertences
se a reta 19 5

L (@) SO == @
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e,pols,

o que seria novamente absurdo, pols delxarla de haver correspondég

cla biun{voca-

IT.19. Teorema: Se a, bec sao tres retas que passam pdr-
um mesmo ponto O e Sa’ Sb e Sc sao as simetrias que tém aguelas
tres retas como eixos, respetivamente, © produto

Sasbsc

tambem 6 ume simetria, cujo elxo passa pelo ponto O
Tomemos um ponto B sobre b e sejam

Sa(B) = B! , Sb(B) =SHE SO(B) =SB

Como o ponto O se conserva por qualquer uma das simetrias,

0B' = 0B,

e, como a Zc, (%)

B]_;é B! .
Seja D o ponto medio da segmento BlB'; entao a reta m = OD

6 a mediatriz désse segmento, de modo que
! =
Sm(B ) B1 .
Devemos ter, entao,
smsasbsc(O) 50,

smsas sc(Bl) =By ,

b
de modo que ésse produto 6u é a identidade, se conservar algum'ounn
ponto fora da reta OBl’ ou 6 a simetriafsa,,*em que a'EE:QBl.
‘Se for a identidade, ) : e
SmS

asbsc )

(B9 SPon hipotese, a, b ec sao trés retas distintas,mas o teo

LY
rema e valido, como se¢ vericha;facilmenbe, nos casos em que duas
das retas ou mesmo tres delas sao coincidentes.
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vems

2
e 0o teorema esta demonstrado.
Demonstremos, entao, que

SmSéSbSc

nao pode ser igual a Sa' .
Suponhamos, por absurdo, que

Ore,

SmSaSbSc = Smsasoscsbsc 290

Mas, pelo teorema II.l7,
SGS Sc =95 s

b at

de modo que

SpSaSp8e= SmSaScSai= Sat

de onde,

Smsmsascsa 'Sa (0 Smsa'sa !

ou

o que ¢ absurdo porque val de encontro ao teorema II.12.

171,20, Teorema: Se a, b e ¢

~ ~
sao tres retas perpendicula-
res a uma reta r , o produto '

Sasbsc.

' - 2 s ’ S
tambem uma simetria, cujo eixo e uma reta perpendicular a reta

IS O~

Seja B o pé da perpendicular b a r , sejam

S (B) =B, ,

g (B) =B,

Sy, (@) =18 4
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m
gt = JCI
C
D
B! B Bl r
o C
b

Tomemos um ponto C, gqualquer sobre a reta b e fagamos

sc(c) = Cq

Como CB 6 perpendicular a n,s ClBle ClB1 também S0 per-
pendiculares a essa reta, como se deduz do teorema I1.07, e, pois,
o} quadrﬁngulo B'B]_C‘Cl é bi-retangulo e, das congruéncias

C'B'= CB

ClBlsécB 0
se conclul que 6 isdsceles. Indiquemos com D o ponto médio do
segmento BlB', gque certamente existe, pois que, se a g%é c, (1)
Bl§é B's Indiquemos com m a mediatriz do referido segmento. Segun
do o teorema de P.Saccheri (2), essa reta m encontra o lado C'Cy,
no ponto médio B, e é perpendicular a reta C'Gl.
Consequentemente, podemos escrever:

S (c') =¢

m( 1

e, pols,

88,55, (cl) =0y o

SESESNSIER(B

m~a~b"c 1) 7

(1) Veja a nota de rodapé de pagina II.12. 3 :
(21 Se, no quadrangulg ABCD, os lados AC e BC sao congruen

tes g og angulos CAB e DBA sao retas, a medlatriz do segmento AB .
tambem e mediatriz do segmento CD. :
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e, portanto, o movimento

'Smsasbsc

ou ¢ a identidade ou ¢ a simetria Sg1s oM que a' =B,C; . Se for

a identidade, de

Smsasbsc =

L) s
vem, sucessivamente

SmSmSaSbSc = Sm

SaSbSc =.Sm

’
e o teorema esta demonstrado. Do mesmo modo que no teorema ante-=

rior, se demonstra que aquélé produto

SmsaSbSc-

nao pode ser uma simetria.
~ L . -
Observacao: E facil verificar gue

o
e

Sasbsc i Scsbsa * - :

Com efeito,

(sasbsc).. (scsbsa) = BESS = B8 = 1

. -~ ’
e, pois, de acordo com ¢ numero II,l5,

Sasbsc = Scsbsa .

II.21, Teorema: Se a, b .e ¢ sao trés retas que passam por

um mesmo extremo a e Sa ’ Sb ’ Sc 880 as simetrias que tem, res-

Lol
petivamente, essas tres retas como eixos, o movimento

Sasbsc

’ l
e, tambem uma simetria, que tem como eixo uma reta ques passa por

Q.

Suponhamos, primelramente, que a reta b pertenca a fal-

xa ac do pdano (1). Seja B um ponto da reta b e escrevamos:

(1) Com faixa ac quéremos dizer o conjunto dos pontos co-

,
muns aos semiplanos de origem a e que contem ¢ e de origem ¢ que

’
contem a , respetivamente,
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SG(B) =5
Sa(B) = B!
sb(B) =B

Como se vé imediatamente, B! jé B 3 chamemos, entao, de D,
ao ponto medio do segmento B'B. e de m a reta que liga D com a. De
acordo com o teorema I.07 , m e perpendlcular s reta B'Bl, e pols,

sm(B') = B1

Aplicando, entao, o movimento

SmSaSbSc

ao ponto By , temos

ST (B4 ) = By »

N~
o que prova que esse movimento conserva © ponto B1 .

VeJamos, agora, que ésse movimento conserva qualquer outro
ponto, isto e, que

SmSaSbSc =]

Observemos em primeiro lugar, que se AR e BS sao duas semi-~
retas paralelas, e A'R' e B!'S' a seml ~retas correspondentes de AR e
BS, respetivamente, em qualquer movimento M, A'R' e B'St sgo semi -
retas paralelas, isto e, M faz corresponder a todo extremo um extre
mo (biunivocamente,: é claro), o que decorre da: definiqao de seml-re
tas paralelas e da aplicaqao do teorema II. 0be Depois disso podemos
dizer que
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smsasbsc (@) = @ 4, ;

com 0 que aste movimento conserva a reta (Bl’ a). Tomado, sobre es
sa reta, um outwo ponto Cl’ e, des1gnando por Cl o correspondente
de C1 naquele mov1mento, em virtude de Blcl—'Blcl s OU Cl._ C1 5 @

C1 $ conservado, ou Cl esta na seml—reta oposta a BlC1 . Isto pode

ria acontecer, se

SmSaSbSc

% , )

fosse uma rotagao. E, como nesse movimento, que suporemos por um
5 - LY

moment o, uma rotacgao, a reta (B l,a) corresponde ela proprla e ao

ponto B. corresponde ele proprio, segue~se que a perpendicular r

DOTED (Bl,a) corresponde a proprla'reta r. Com isso,fazendo

i}
(Bl,_o,) =t, vem
SmSaSbSc = SrSt f

Ora,
St(a) = @,

S . s L]
e como a semi-reta (Bl,a) pela simetria Sr’ corresponde uma semi-re
ta em semi-plano oposto ao em que esta a semi~reta (Bl,a) em rela-

cao, a reta r, segue-se que
e, pois,

0 que esta em contradigao com o fato de esse movimento
L
S SaSbch S,5¢

~ X ?
conservar ¢ extremo a, Portanto esse movimento conserva, tambem Cl

Y]
e, ou € a identidade

S E 85, =1 ;

de onde

958, = 8, 5

’
e 0 teorema esta demonstrado; ou

SESESESIE =S

m-a~b ¢ L

Mas, do mesmo modo que no teorema II.19, se demonstra que esse movi
mento nao pode ser uma simetria.:
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Suponhamos, agora, que & reta ¢ esteja na faixa ab do pla
no. Pelo que acabamos de demonstrar, exlste uma reta d', por a,

tal que

Il
(03]

S SS .
ach a!

Se ja

d! = Sa(d)

e, portanto, uma reta gque passa por Q.

Entfo, de acdrdo com os teoremas IL.17 e II.06,

Sasd'sa T Sd %

Como

Scsbsa = Sa‘ascsbsa = San‘Sa = Sd_f

e (II.20, observagao),

Sasbsc = SchSa s

vem finalmente,

8,58,8, =84

e o teorema fica, assim, demonstrado.

Observaggo: E facil demonstrar: 12 a validade do teorema

para 0s cas0s em que & = b Z C, 6 em que a =b = ¢; 22 gue, se
SaSbSc = Sd s, © duas das retas a, b, c, passam por a, a restante

e a reta d também passam por Ge

'
IT.22. Teoremat Todo movimento ou 6 ume simetria ou e um
produto de simetrias.
Examinemos os segulntes casos:

a) O movimento M conserva apenas um ponto O.
b) O movimento M conserva os pontos A e B e nenhum ou-
tro ponto fora da reta AB,
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¢) O movimento M conserva 3 pontos nao em linha reta.
d) 0 movimento M nao conserva ponto algum, .

No caso &), pelo teorems II.16, M & uma rotagao e, pols,
produto de duas simetrlas; no caso b) M ¢ a simetria cujo eixo é a
reta AB (teorema II.11l); no caso c¢c) M é a identidade, e, pois,

M= Sasa , em que a e uma reta qualquer,

No caso d), tomemos um ponto qualguer, A, e seja A'

m

L)
u

o ponto correspondente que nao pode coincidir com A. Chamemos de

C o ponto medio désse segmento e de m a mediatriz. Qra
SmM(A) =

e, polis, o movimento

S _M

conserva o ponto A,
o, :
De acdérdo com o que demonstramos (a, b, C, d), podemos con-

cluir que

em que M 6 um produto de simetrias ou uma simetria. E, dessa ﬁle

1
tima lgualdade ,

M= Sli ’

isto é, M é um produto de simetrias, ou, em particular, uma sime-

tria.

. =
II.23. Teorema: Dados um extremo a e uma reta r, que nao se

[ rd
pertencem. exlste uma e uma so reta que passa por a e e perpendi -
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cular g Te
Sejam AA' e BB' duas seml-retas que passam por a, em que A
e B sao dois pontos de r, a e b as fetas a que pertencem, respetl
vamente, aquelas seml~-retas. Indlgquemos com M o pé da perpendicu=-
lar, ¢ , & reta b , pelo ponto A. Como se verifica facilmente, 08

\
= T, ‘ 4 ‘
Engulos(ﬁ'BA;e B'BA nao podem ser, simultanecamente obtusosium 6 B~

S

éudo e outro obtuso, ou ambos S80 agudos. Dividamos a demonstraqao
er. duas partes, segundo essas alternativas.

a) Supondo ambos aquéles angulos agudos, segue-se, do teo-
rema do Engulo externo, que o ponto M esta no semi -plano ABB'. Se
fjla Phum ﬁonto da semi-reta AA' e indiquemos com Q e R, respetiva-
mente; os simétricos de P, em relaggo a i @ a ¢, 0s quals s80 dis
tintos, desde que o sejam as retas r erg. 0 ﬁonto medic, X, do,
segmento QR, pertence ao semi=-plano ABZ oposto ao seml-plano ABB!,
pcis, no caso em que R pertence ao semi-plano ABB'. indicando com
T o ponto comum 8s retas r e QR, e com N a interseggo de TP com a

reta ¢ (1), devemos ter: QT = TP = TN + NP = TN + KR BATRGEe G

4 <
o

(1) 0s pontos R e Q estao em semi~-planos opcst0° em rela-
gao a reta r e portanto o segmento QR encontra a reta r.
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caso em que o ponto R jé pertence ao semi-plano ABZ todo o segmen
to QR pertence ao semi-plano ABZ. Segundo o numero IT.19, podemos

escrever, designando pela letra d a reta AX ¢

ou
SaSr = SOSd .

Tracemos, entao, a perpendicular, m, a reta d , pelo pon-
to M. O pé, V, dessa perpendicular, esta no éémi—plano A'AB, pois,
do contrério, segundo o teorcma do angulo externd, o] Qngulb MAX
seria obtuso, o que ¢ absurdo (1). Se Ve M pertencem a semi-pla-
nos opostos em relaqﬁo a reta r, segue-se que a reta VM encontra
a reta r. Seja Y o ponto de encontro e tiremos a perpendicular,

p. por ¥, a reta r. Essa perpendicular passa por a. De fato, de-
signaﬁdo por t a perpendicular, por M 2 reta m, & por X a perpen

dicular & m, pelo ponto Y, devemos ter, (it i) -

S

Como, por outro lado,

$805p = 545:505a5:5:5p

substituindo Sbsc . e Srsp pelos seus valores, vem

(1) Bsse Engulo é agudo, Rorque é congruente ao Qngulo
A'AB. Com efeito, chamando de n a bissetriz do angulo BAM, para
Provar que os angulgs MAX e A'AB sao congruentes, basta provar quse
sao congruentes os angulos A'AS e SAX, sendo S um ponto daquela
bissetriz. Ora, 8 Shee S.S84 SuShe= SHSRE 2

Sasnsdsn = SaSrSrSnSdSn

r 3 = = : demonstra o asgserto.
portanto 8 8 = S8y ou ShSaSn Sq s © dve

« LoOgo, SaSnSdSn = sosdsnscsdsn =1, e,
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SbSuSp'= smStScSaSerSm .

A ’
Mas, como vimos ha pouco,

e, pois,

SbSaSp = $mStSdeSm

Como, porem, (II.20)

StSde =83

3

» LY
em que y e uma perpendicular a reta m, substituindo, vem

Sbsasp = SmSySm"

1gualdade que demonstra,(II.17),ser o produto

SbSaSp

uma simetria e, como b e a passam por o, segue-se (II.21, observa
gao) que p tambéem passa POr Q. :

b) Supondo que o Qngulo ABB! ¢ obtuso, segue=-se, ainda do
teorema do Qngulo externo, usando as mesmas notaqSes,‘que o ponto

M esta no seml ~-plano ABZ. Comg, no caso anterior,se demonstra que
Al

)
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o ponto médiq, X, do segmento QR ésté no seml=-plano oposto 8o se-
mi-plano AMB, e os 5ngulos XAM e A'AB sao congruentes.

Demonstremos, entao, que a perpendicular MV, a reta d, en-
contra a reta r .. Notemos, antes de tudo; que AM > AV, de modo
que, tomando sobre a semi-reta AM, o ponto N tal que AN = AV, N é
interno ao segmento AN, Seja NQ a perpendicular, por N, a reta AM
e @ o ponto comum (1) as retas a e NG. Tomemos, sObre a semi-reta
AB o ponto W, de modo que os segmentos AW e AQ sejam congruentes.
Como os segmentos AV e AN 580 congruentes, o mesmo acontecendo com
08 ﬁngulos VAW e NAQ. segue=-se que sao congruentes 0s triﬁngulos.
AVW e NAQ e portanto sao, também, congruentes os Engulos QNA e
WVA. Como o primeiro déles & reto, segue-se que VW 6 perpendicular
a AV a, pols, a reta VW coincide com a reta VM, isto é, VM encon-
tra a reta r, no ponto W. Completa—se,entao, a demonstraqac da
existencia da perpendicular por a, a reta r, COmO NO caso & .

Suponhamos, finalmente, que ha ja duas perpendiculares
t=(C, a) e s= (D, a) a reta r. Sejam C" = St(CW e DW= SS(D'),T_’
em que C' & um ponto da semi-reta (C, @) e D' da semi-reta (D, “)',R
CC" o DD" sSHo duas semi-retas paralelas, determinam um extremo
B#a e, assim, temos, pelos oxtremos a e P as retas (distintas)

CC! e DD!', e que val de encontro ao postulado das paralelas(In06).

II.2ly. Teorema: Por dois extremos, a e B, distintos, passa
uma reta,

Tracemos, inicialmente, duas retas p e g por a4 € as per
pendiculares, por B, a e b a 12 @ el p respetivamente. Designemos

com A e B os pés dessas perpendiculares.

i 80 € tanto
(1) Esse ponto existe, pois NQ nao encontra b e, pertanto,
8 semi~-reta NE paralela, por N,'ﬁlgemiwreta BEY) e iqpern% a0 ang%
lo MNQ e, gomo tal semigreta, NE, 6,(T.0l),paralela & AAi, segue
se que NG & interna ao angulo NAA!, portanto encontra AA'.
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a4
Tracemos, em seguida, a reta t, perpendicular, por a4, & re

ta u = AB. De acordo com o teorema II.21l, existe uma reta r, por

a, tal que

ou

9 & BE 5 BE 8 By

LY
em que m é a perpendicular, por A,a reta uen a perpendicular,por

\
B,a reta 1 .

Consideremos, agora, O produto SaSer. Podemos escrevers:

5,58, = 558 spsrsqsqsb ;

ou, substituindo'sasp, squ e Spsrsq , respetivamsnte por
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=S58 S,.S 8 .

SaSer S PSR

Pelo teorema II.20,

5 S.8 =8

mtn wl Y

em que t! & uma reta perpendicular P u, Portanto,

ou, (TTLT)

8,5.5, = Sty

em que tW =5 (t'). Do n® II.21, observagao, segue=se que I

L
passa por B e o teorema esta demonstrado.

————— ---X-v--—--lun
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IIT. CALCULO . DOS EXTREMOS

IIT.01l._Adicao! Vamos chamar de H ao conjunto de.todos os extre

mos diferentes do extremo o© e indicar com Sg a simetria de que a
reta (&, °

©0) ¢ o eixo e £ um elemento qualquer de H. Dados dois ele-

mentos quaisquer de H, a e B, chamaremos de soma de a com B, a + B,
ao elemento o0 tal que

-

il
v

~ . ’
De acordo com o teorema II.2L, existe sempre e e

] a -~
unico esse ele-
mento. ¥

Para a soma assim definida valem as propriedades comutativa e as
sociativa, como demonstraremos a seguir.

III.02. Propriedade comutativa: Decorre do teorema II.21 , pois

®

= ims atB=p+a.
S S S0 Sa e assim B=B

III.03. Propriedade associativa: & @ + y) = (a+B8)+ ¥,

Com efeito,

= Sa So SB So ST

Sa+(5+y) = % So SG+Y Y

= S (g+p) D B = S(a+p )ty

III Ok, Existencia do elemento neutro, do zero: Existe, qualquer
que seja o elemento a, um clemento neutro, que designaremos por 0 tal-
que

Ore
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E, como S S =1, Sa+o = S s ©, pois; ato=a.

Como vale a proprledade comutativa, O+a=a.

IIT.05. Oposto de um elementqo! Sendo a um elemento qualquer de H
chamarerios de oposto de a ao elemento -a, tal que ~G=S (a). Segue-se
que O oposto de -a o o] proprlo Qe

III:06+ A soma de um elemento qualquer de H, a, com o seu oposto
& Zoro.
Devemos demonstrar que

sa+(-a) S

Ora,

Dallea) T 5w B e Be Ve B

Portanto, por essa simetria, ao extremo a corresponde o extremo
: a ’ ~
-4 e ao ecxtremo -a corresponde o extremo a, isto e, a e -a sao permu
’ ’
taveis entr isto = & .
vels e si, isto e, Sa+(—a) 50 e
IIT,07. Seguem=-se, das proposiqaes demonstradas e das definigoes,
~ A . N q . .
que os elementos dec H, em relacao a adigao, constituemum grupo abelia
' no e, consequentemente, se a e B sao dois elementos quaisquer de H,
existe sempre um e um s6 elemento O , tambem de H, que satisfaz a e~

quagao

~ ; A N A
Indicaremos essa solugao ¢ por § - a e, como se Ve facilmente,

& = @ = g + (-a).
Chamaremos ao elemento p - o de diferenga entre f e a <

ITT, 08 Teorema; ° oS¢ ¢ & um elemento qualquer de H, pela rota-
950 Sa S , ao extremo &, arbltrarlo, de H, corresponde o extremo &
o
tal que

g = E + 20

P
Chamemos & de S (@) 0 mov1mento S S Sg S Sa = SE+aa e, por
um lado; uma simetria de que 6 eixo a reta (E + 2a, &© ) e por ombpo,
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. ~ — ra
Aplicado a rota (£,.00) da como resultado a prdpria reta (Z, @),

2 x
isto e, conserva a reta (£, oo ). Como esta reta & a corresponden~

te de (£, @) , pelo movimento Saso s Segue-se que

—

2=z <p 2 (1)

Observacao: 0 teorema pode estender

~S€ a0 caso em que & = oo, des

de que definamos a + o = -, qualquer que seja o extremo a, de H.

I11.09. Elementos positivos e negativos: Tomemos um ponto O J
ngu?etgl(o, ) e tracemos a perpendicular a essa reta pelo ponto f

R f

A F 3
0 . De acordo com o numero III.05,. os extremos dessa perpendicu- |
: {
~ |
lar tem por soma o gero. J

el
Chamemos de -1 e 1 a esses extremos. Diremos que um extre-
’, ;
mo a, de H, e positivo ou negativo, respefivamente, segundo este-~

E ,: X : ’.
ja a no mesmo semi-plano, de que (0, co) e a origem. em que esta

o extremo 1, ou o extremo =-l.

III .10 Multiplicaqﬁd dos extremos: Dado um extremo qual-

4
¢ ”- j
quer, &, tiremos a perpendicular a reta (0, ). O outro extremo o |

=

dessa perpendicular é,evidentemente, -§ .. Indiquemos com

=

a simetria de que 6 elxo a reta (-£,5). (2)
De acordo com O teorema II.22, podemos afirmar que, dados

2 extremos &uaisquer de H, a e B , diferentes de #ero, cxiste uma

e uma s6 reta (-m, m), tal que

= PaplPﬁ .
Definiremos como produto de a por B , 4B, ao extremo positi

vo da reta (~x, m), se & e P forem ambos positivos, ou 80 extremo

(1) 2a = ¢+ .«
(2) B fdcil verificar que P_, = Fp «




negativo dessa reta, se q e f forem,

VO.

‘ L)
Definiremos, qualquer que seja a, de H,
CL-O‘: O‘.(I, = Oel

JEAEI L 3L 3L Propriedade comutativas

aB = Ba-.

B equivalente a

17 13

oF1%5 = EgBiP .,

e esta ilgualdade se verifica, de acordo com o teorema IE.20,

Observacao: Naturalmente supusemos a e B diferentes de zero. Para
- A ~ g
o caso em que um desses elementos, fatores do produto, e nulo, a

propriedade decorre da prépria definigio de produto nulo,

ITI.12. Propriedade associativa:

a(By) = (aB)ly.

Ora, P PiPg = PoPyPaPyP o= PooPiP

de onde se segue o teorema.,

Observacao: Tambéem aquil supusemos 0s fatores diferentes de zero-

A 4 = e : 2o
No caso em que um dos fatores e zero, verifica-se facilmente, tan

to a(By), quanto (af)y s&o nulos.

IIT.13., Existéncia do elemento neutro, & unidade: Demons~

tremos que existe um-elemento, que representaremos por l,tal que,
qualquer que seja a de H, Gel = Q.

Com efeito,

Bl 5 e

I L

. y ’ X
pPols que P.P., = 1 (a identidade). Quando a = O, pela propria defi
nicao, 0.1 =.0, ‘

um positivo e outro negati-
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III.luf Elemento inverso ou recfproco; Dado um elemento a

diferente de 0, qualquer de H, chamaremos de rec{proco ou inverso
de a, ao elemento correspondente de a na simetria Py> isto &,
Pl(a). Designaremos ésse elemento com o sfmbolo a™*, ¥ claro que

. - e g
o inverso de a = e o préprio Qe

ITT.15, Teorema: Sendo a'% 0 um elemento gqualquer de H,

R

Basta demonstrar que

PaeboeD

Q]! =R
a

o e

Segundo o teorema II.20, o produto, prlmeiro membro da
igualdade acima, 6 uma simetria, cujo eixo S perpendicular a re-
ta (O, © ), e, pelo que vimos na demonstraqao daquele teorema,

passa pelo ponto médio do segmento X'X; , em que X' ="P (X),

X

mos X coincidir com o ponto O, intersquao das retas (-1.1) e

=P _l(X) e X e um ponto qualguer da reta (-1 1), Se fizer-

(0, GJ), verificaremos {mediatamente que O ponto_médio daqueLe

- segmento é o préprio ponto O, e, pois, estd demonstrado o teore-

ma

IIT.16. Quociente? As proposigaes demonstradas e &s defini
_——-—-—_
goes dadas permitem conclulr que OS elementos de H, em relagao g

operagio de multiplicagéo, formam um grupo abeliano, e eonsequen-

temgnte, se a e B g0 dols elementos quaisquer de H, e B # 0, exis

te, sempre, ese:unico, unm elemento g de H, soluqao da equagao
BE = a »

que indicaremos com a/p e & que chemaremos de guociente de d

por @, Como se verifica fﬁcilmente,

G./B = CE#_BrFl ,.D



ITT.17. Teorema: Se q é um elemento de HP

ro, O movimento P P
2
(

dlferente de ze-
1 faz corresponder so extremo 2
1).

Seja & um elemento qualquer de H

ualqu
H, o extremo £a qualqguer, de

s ©
g = B )
Ora, o movimento P P P_P =
: AEIEE 1P Pa2€ \
faz corresponder a reta (E, @) ela proprla. Por outro lado, co-
mo & uma simetria, deixa fixa a reta (a° £, ® ), de modo que
7 o= aaa.

Observacao = O teorema pode estender-se ao caso em que & = @,
desde que definamos: ® . a = @, qualquer que seja o elemento a,
de H. Y

i

IIT.18. Teorema! Se a ¢ um elemento positivo de H, existe
sempre e é ﬁnico, um elemento positivo f de H, tal que Be = Q.

Seja A o ponto de encontro de (~-a, a) com (0, @ ) e chame-
mos de M ao ponto médio do segmento 0A, o qual existe (2), certa-
mente, se (-a, a) nao coincidir com (-1,1). Seja (-8, B), com B
positivo, a perpendicular, em M, a reta (0, 0o). O movimento PBPl
leva o0 extremo 1 ao extremo «, de modo que, pelo teorema anterlgr,

2
ITI.19. Definicao: Ao elemento positivo B tal que B~ = a,
damos o nome da raiz quadrada de a e representamos por /a .

III.20. Definigao: /O =

ITI.21. Propriedade distributiva do produto em relagao a

soma :
a (p+y) = af + ay
(1) a® = a.a -
(2) Se @ = 1, fazemos M = O.



U

Suponhamos que a seja um elemento positivo. Como os movimen-

toa P P, e PP sa0 inversos entre si, a 1
e ]! 5 1 VET' ’ p icando o teorema

IT.17, podemos escrever

B =

Vo ag

a

em que (aZ, ™) e a reta transformada de (¢, o) pelo movimento

Ve

Substituindo, na Ultima igualdade, £ por B + ¥y, devemos ter:

S ) = Pv57 P) Sgiy Py PVE_ -

Mas o movimentoc expresso peloc segundo membro dessa igualdade
pode escrever-se sob a forma

P B A Do D vl PESIae P i b O %

P, -5 P »
ve PR e Ve iR e e

ou aplicando os teoremas IIL,17 e IIL.lY,

ou, de acordo com a definicao de soma,

Saﬁ+uv ?

; ) | : .
e fica demonstrado o teorema para O caso em que G € positivo.

Para o caso em que a = 0, temos
0:(p+y) = 0,
-O.B+.O.'Y = O ]

de modo que ' 0. B+y) = 0.8+0. ¥ o

Para o caso em que Q4 6 negativo, ponhamos -~a¢ = J , em que .

P081t1vo e

a (Q+Y) = -[o (B+Y)] = —(03+6Y) = gqp_gY 5
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e, substituindo agora o por -a,

a (B+y) = ap + ay .

III.22. A vista das definigbes que acabamos de dar,consluimcs
que o conjunto H é um corpo comutativo. Alem disso, como demonstra-
remos a segulir, ésse corpo é ordenado.

Com efeito, o conjunto H contém gm sub-conjuntoc P de elemen=-
tos positivecs para os quais valem as propriededes:

a) Se a e B sao elementos quaisquer de P, a + § é tambem um
elemento de P ;

b) Se a e B sao de P, aB também & um elemento de P ;

¢) Se a & um elemento quaiquer de H, ou a & positivo, ou a &
Zero, ou =-a & positivo, valendo unicamente uma das trés alternati-
vas . '

As proposigdes b e c decorrem das proprias definigdes de pro
duto de dois elementos, e de ser positivo , nulo ou negativo um ele
mento. Quanto a proposigao a vamos demonstra-la. Chamemos de P a um

ponto qualquer da reta (o, ) e sejam

Apliquemos o movimento

SBSOSG

ao ponto A. Obteremos

EE. (W) =2 B = sa+B(p\),

. 3 - S >
0 que nos leva & concluir que A e B se situam simetricamente em re-
~ LY .
lagao a reta (at+B, o@) , o que. significa, precisamente, que essa
reta, bem como os pontos A e B -esfao no mesmo semi-plano de origem

(0, @) que contém o elemento eRifsto é, @ e (8} é positivo .

ITI .23+ Desigualdade entre os extremos: Dados dois elementos
@ e B do corpo H, dizemos gque a é maior do que , e escrevemos

G2 B

\
quando e somente quando o ~ 3 for positivo.
- B
Ao contrario, a se diz menor do que B, e se escreve



alp ,

quando, e somente quando, a diferenga « ~ B for negativa,

como o
Zabivo EaEOr
W Z W0y @ é po
por exemplo;

Aplica

cnsequencia, temos, se a for posii:ivo., a>0, e se ne
pois que a - 0 = a. Reciprocamente, se a> 0, ou
sitivo ou negativo, respetivamente, pols se a > 0O,

¢ =q -0 & positivo. '

ndo-se a propriedade ¢ do n® III.22, 2 diferenga

- y ~ o
o = 5, segue-se que, das relagoes, a>f, a =B, a<B, uma e somen

i
> uwma e veri

ct
W

riedades’

o)

m

a) asg:
b) tra
Tod

tiv
0 e
Se
Se
Se
Se
Se
Se
lid

BY i) o o
R s R Rt i Ty

by

=

€

SEIRIE 2

-~ -
ficada. Seguem-se ainda, como consequencias;,; &s pro-

wotricatSe ad>B, p< a;y se al B, B> a.

nsitiva: Se a>B & P>Y , &> ; se a<P & By, a<ly,
¢ elemento positivo é maior do gue todo elemento nega
Ol ‘

lemento unidade, 1, de H, 6 positivo.

& positivo, Y"']_-"também é positivo.

@ > B Aty O

a>B e w$o, af Ry R ER O

@>B , ay>PY, se ¥>0 e ay<py, se Y< O,
@ B e R ROR ale¢ g,
a>p, V>0, iB >0, o©>0, a¥>po , propriedade va -

; : s
a- ainde mesmo quando B ou GO e nulo.,

» Vamos introduzir, finalmente como definigao, as se

guintes desigualdades:?

V'
a3 que @ e um

g <EE oS 6 B CORDS IR RS

elemento qualquer de H.

- em  em = "



IV. EQUAGOES DOS MOVIMENTOS

IV.0l. Como vimos anteriormente, todo movimento faz corres
ponder a cada extremo um extremo, biunivocamente. Vamos, agora,
determinar as relagdes entre os extremos, estabelecidas pelos mo-
vimentos. Observemos, antes de tudo, que a identidade, movimento
gue conserva todos os pontos, conserva também todos os extremos
(1). Recfprocamente, o movimento que conserva todos os extremos,
conserva todos os pontos, isto é, é a identidade. Realmente, se
tal movimento fizer corresponder a um ponto A o ponto A'! Z A, a
reta r, perpendicular a AAT', fara corresponder a reta r', perpen
dicular, tambem a AA' (teorema II.0T7). Se a e B forem os extremos
de r, serao tambem os de r' e, portanto, por um mesmo extremo ha-
vera duas perpendiculares 8 mesma reta, o que é absurdo (teorema

II.23).

IV.02. Teorema: Dada uma transformagao linear, fracionéria,

dos extremos,

R
Ya + p

cujos coeflcientes sao elementos de H, e cujo m>dulo
a B
Y P

6 diferente de zero, existe um e um s6 movimento que produz tal
transformagao (2).

Observe-se, em primeiro lugar, que Qquela transformaqao
se poderia chegar, com certo numero de transformagSes dos tipos

a) € = g

) & =2 a/E
c) E =& +p
d) € = Exn ,

(1; Porque tdda seml-reta e conservada. o

(2) Fazendo f(&) = E, adotaremos as seguintes convengues:
£(g) = ©, quando yE+p =0 e af+p £ 0; f(w) = afy, se ¥#0 e
Hl(lool) Sl ey s =0
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transformagoes a que correspondem, de acordo com 0s numeros
IIT.05, IIL.10, III.08 e IIT.17, os movimentos S, ., P, ., Su S, >
P Pl .

s

Com efeito, se y#0, fazendo

teremos:
Lt (Y
e 1 Y
= :
D
Sl
R

\ E-{-pl

Se y=0, p é diferente de zero, pois o modulo da substi-
tuigdo nao é nulc e, pois

LRGSR e

o p"g T P

Ef= )
ook

P

\

I

‘g" (I.”E; + B-ll 5
em que fizemos a' = a/p e B =B8/p ..

Podemos, portanto, concluir que a transformacgas

P .
produz um movimento, produto de certo numero de movimentos dos ti

pos

So, Pl, SRS R CR T e o

=

De IIL.OL e IV.Ol segue=-se a unicidade do movimento. Recil—
procamente, :
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IV.03. Teorema: Todo movimento estabelece entre os extre-~
mos uma transformagao linear fracionaria, de modulo diferente de
ZEro.,.

Como todo movimento & um produto de simetrias(II.22), 1i -
mitar-nos-emos a considerar o caso de ume simetria.

Sejam, entao, a e B os extremos do eixo da simetria S, ,

A ’
e a!' e B' os extremos que se correspondem nessa simetria, isto e, -

S(a') = g.
Efetuando a transformaqﬁo
1 -a
g= G, }"éoy
“Eoonpm e A

L) 4 ’ L]
que, segundo vimos ha pouco, e um movimento, ao eixo de simetria
A ’ \
considerada, correspondera a reta (o, o), e a reta (a',p!) a re

ta

a gl = @ )
SR LTS

L
~ & rd g ~ \ a ’
Como a' e B' sao simetricos em relagao a reta r, isto e,

a! e B' se correspondem na simetria Sr,‘segue-se gue 0s extremos

a! - a Bl...a'

Gy D T e

~ ’ A ~ LY & ’
sao simetricos em relagao a rena (o, o), e, pois, segundo 0 nu-

mero IIT.05

de onde,

BT:l/z (a + B) a' ~ af
U AT () %

~ 4
transformagao, de que o modulo,

1/2(a + B) ~a
1 ~1/2(a + B)
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= 1/lla + )2 + ap = -1/l(e - 8)°,

& certamente diferente de zero, pols que a # B.

E claro, entao, que a aplicagao de certo nimero de vézes
da transformaqao (1) dara como resultado ainda uma transformagao
linear fracionarla, de modulo diferente de zero, de onde se segue

o teoremsa.

IV.OL. Deflnigao. A toda transformaqao linear, fracionéria,
cujos coeficientes sao elementos de H, de modulo diferente de ze=-

ro, dos extremos, chamaremos de equagao de um movimento.



V, POSIGOES RELATIVAS DAS RETAS 7

V.0l, Retas paralelas: Dadas duas retas r e s, dizemos O

que I é paralela a s, quando e somente quando existe uma Semitsnolis
ta a de r, paralela a uma semi-reta b de s. Como consequencia da §
deflnlqao e dos teoremas sobre semi-retas paralelas, se r é para
lela a 8, esta é paralels aquela, 0 que se exprime, abreviadamen \
te, dizendo que r e s sao retas paralelas. Pode-se ainda dfizer e

: 4 \
do mesmo modo que, S€ 8 e paralela a b e b é paralela a c, & é

N

\
paralela a ¢ .

V.02. Retas secantes: Dizemos que duas retas r e s s80

\
secantes, quando e somente quando tem um ponto comum.

V.03. Retas nao secantes: Dada uma reta r, sejam s e &
. \ - ~
retas perpendiculares a r. Essas retas, s e t, nao sad nem para-
lelas, nem secantes, pols, no primeiro caso, teriamos duas per-

pendiculares a uma reta por um mesmo extremo, e, no segundo,duas

perpendiculares a uma reta por um mesmo ponto.

Sejam AA! e BB' duas semi-retas nao paralelas, pertencen-
tes a um mesmo semi-plano ABA', e B um ponto nao pertencente a
reta AB. Essas semi -retas definem, pois, dois extremos dlStintos,‘
ae B. Esses dois extremos determinam (teorema II. 2l1) uma
a AB nao saoc nem paralelas, nem se-

Unica reta e essa reta e
cantes., Com efeito, suponhamos, por absurdo, que elas te-

M. Ora, as semi-retas (M,a) e (M,B), per-
cuja ori-

nham um ponto comum,
tencendo a u'a mesma reta e a um mesmo semi-plano

-~
gem passa pela orlgem comum, M (das semi-retas), sao parale-

las e, pois, a e B nao sao distintos, contra a hipotese. Es-
sas retas, (a,B) e 4B, por outro lado, nso sao paralelas,pois
os dois extremos de AB, a e P sao distintos entre si. Inversa-
mente, se AB e (a, @) néo s8o nem paralelas, nem secentes, uma
delas, por exemplo (a,ﬂ), tem todos os seus pontos em um mesmo

\
Semi-plano, em relaqgo a outra, AB. Observe-se que sS@ duas
os pontos de uma deles estao em um

retas sao paralelas, & € b,
Segue—-se que, chamando

2 - N
mesmo semi-plano em relacao a outra.
a duas rebtas de um plano que nao sao nem

de retas nao secantes
retas, r e s, & fim de que

secantes, nem paralelas, dadas duas
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todos os pontos de uma estejam em mesmo serii ~-plano em relagao a

outra, é necessarlo € suficiente que r e s ou sejam nao secantes,
ou sejam paralelas.

v.ol. Posicoes de duas retas e relacdes com os extremos :
Pelo que vimos, duas retas de um plano podem ser secantes, nao
gecantes, ou paralelas. Veremos, naste nﬁmero, as relacgoes exis-

tentes entre os extremos das retas, nos trés casos considerados.

Sejam (a, B) e (p, u) as retas, que suporemos, sempre,
distintas. Suponhamos, primeiramente, que nenhum désses extremos
coincida com o extremo w, e efetuemos o movimento definido pela
equagao

Por ésse movimento, a reta (p, L) corresponde a reta
(0, ®) e a reta (a, B) a reta

Ora, se as retas dadas tiverem um ponto comum, o0 mesmo
acontecers com as retas correspondentes, pois, segundo o teorema
II.06, se um ponto P pertence a uma reta r, o ponto corresponden
te, P!, pertence a reta correspondente r!. Do mesmo modo, se as
retas dadas forem nao secantes, 0O mesmo acontecera com as retas
transformadas, uma vez gue, se estas tivessem um ponto comum ou
um extremo comum, as retas de que elas sao correspondentes teriam,
respetivamente, um ponto comum ou um extremo comum, como se de-
preende da aplicagao do movimento inverso. Em resumo, dadas duas
retas, se elas forem secantes, nao secantes ou paralelas, O mes-
mo acontecers com as retas correspondentes, e vice-versa.

Levando em conta as consideragges expendidas em V.03 e as
definigges de elementos positivos e negativos do corpo Het podes

mos concluir que, a fim de que as retas (o, ® ) e

a - p Bazop ey
G Y S
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o consequentemente as retas (a B) e (p, w) sejam, respetivamen

te, secantes ou nao secantes, ¢ necessario e suficiente que

0f, -
i g < ¢

ou

oG Bop
a-.u‘*B-u>°"-

Observando que essas desigualdade sao equivalentes, respe
tivamente, as desigualdades

(¢ = p)(B - plla =p)(g -p)< 0 ,
(a—p)(B p)(a = p)( o) >0 .

e que o primeiro membro (comum) dessas desigualdades a que chama
remos de [5 , se anula quando um dos extremos de uma das retas
coincide com um dos extremos da outra, e que, vice-versa, quando
/\ = 0, um dos extremos de uma delas coincide com um dos extre-
mos da outra, podemos concluir: "

a) A fim de que as retas (q,'B) e (p, k) sejam secantes 6
necessario e suficiente que /\ < O. i .

b) A fim de que as retas (a, B) e (p, p) sejam nao secan-
tes & necessario e suficiente que /\ > Qier ”

¢c) A fim de que as retas (a, B) e (p, @) sejam paralelas
é necessario e suficiente que /\ = O.

Suponhamos, agora, que um dos extremos, p, por exemplo,
coincida com o extremo ® . Efetuemos, entaq, o movimento cuja

-~ o
equagao e

Z=g-u-
Por ésse movimento, a reta (o, u) transforma-se na reta

(0, 0) e a retala, ) na reta (a =4, = u)
mente, as conclusoes sao as mesmas a que chegamos anteriormente

Como se ve facil~

desde que fagamos

A = (e - wi(p - w) o
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Observacao: 0 produto ZX » quando nenhum dos extrenos coins,

cide com o extremo o, pode gep ©Xpresso da seguinte maneirs:

I\ = (uo-ul)2 e u(uovl-ulvo) GQ ,LC\

em que

Com efeito,

-\ = (a-p)(B-p)(B-p)(u-a) = (a-p)(B-p)( -ap -pu+Bu+ap)

= (a-p) (B -u)(-af+pB+pf -putButap-20p) = -

1l

(a-p)(B-u)[-(G-D)B+(B—u)p+6u+ap-206 =

= (a-p)a(u-ﬁ)B+(B-u)zap-(ﬁ-u)2p2+(6u+ap-2pﬁ)(a-p)(ﬁ-u)

= (a-p)°pp (a-p)262+(6-u)2ap-(8-u)2p2+(ﬁu+ap)(a-p)(B-M)+ .

5 M2 v &
&) Ll L6

2pB(a-p)(p-p) =

: _—:' (a;p)2Bu+(B,u)EQp+5p(a-p) (ﬁ ‘H)"'C"D(C(-—p) (B_u)_;_ : B
-[ﬁa(a-p)2 02 (B-u)2+208 (a-p) (B-u)| = T%

=(a-p)2pu+ (p-w) aptBula-p) (p-p)+apla-p) (p-u)+

’ 2
-lﬁ(a-p)+p(5"u) =
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= (a—p)Bu[(a-b)+(B-u)]+(B-u)apl(a-p)+(5-u)]-(aﬁapu)z =

]

Il

11

[(a-p)+(c-u)J[(a—o)6u+(ﬁ-u)apJ-(aﬁ-pu)z

[(a+6 (ptw) | ( aBu¥pBu+apB-apu)*(aﬁ-pu)a

Il

[(Cﬁﬁ )=(p+p)

~

{gﬁ(u+p)-ou(a+B)J-(aﬁ-pu)2 =

+
= MR- D) (B | ety (g2

= h(vo-vl)(uovl-ulvo)-(uo-ul

Portanto:
A = (uo-ul) —h(uovl—ulvo)(vo—vl) 3

V.05, Condiqgo de perpendicularidade entre duas retas:

Para que duag retas (a,B) e (p,pn) sejam perpendiculares entre si,

»

i
€ necessario e suficiente que

~ >
Vamos demonstrar primeiramente que a condicao dada e ne=-
cessériaa Suponhamos,entao, que as duas retas se jam perpendicu-

lares entre si, e efetuemos o movimento de equagao

Por. 456 moimentoit airete (p,w) transforma-se na reta

(Os ®) e a reta (G,B): na reta
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(=L, 8 -p)

R U DI
Segundo o teorems IT.07, as retas (s )} o (2= Q_:_E)
e T

~ ’ =
sao, tambem, perpendiculares entre si, e, de acordo com o numero

el 05, pols,

~ ’ ’
a condicao e necessaria.

Para demonstrar que a condigao 6 suficiente, basta obser-

var que essa condiqﬁo implica na perpendicularidade das retas

(o, @) e (g - S 5 g - S), e pela aplicacao do movimento inver-
so,de acordo ainda com o numero II1.07, se pode concluir que as

retas (a, B) e (p, w) sao, entre si, perpendiculeres.

~ ~ ’ ’
Observacao I: Para a demonstracao que acabamos de fazer e

necessario supor que nenhum dos extremos coincida com 0 @ . Se um
déles, por exemplo a, coincidir com o @, efetugndo o movimento
8‘5/2 S,» que é uma rotagao, se p # 0 e a identidade, se f = 0,

e cuja equagao 6

Z—:g'ﬁs
as retas (w, B) e (p, W) transformam-se, respetivamente, nas re-
por =B, L= B) e raciocinando como anteriormente,
2

tas (m, o) e | .
(w, B) e (p, p) se-

~ podemos concluir que, a fim de que as retas

’ 1 iciente que
jam, entre si, perpendiculares € necessario e sufici q

B B = -(p - B)
ou -
ot m =0 o

i 2
Ob go II: A condiqao de perpendlcularldade pode expri
servagca : :

em gque nenhum dos
mir-se de outro modo, COmMO O faremos, no caso q



extremos coincida com o extremo

9 {6
= = @5
VO —T— e vl == 2 de

tiramos, sucessivamente:

o G S A B ) =

1

—af + ap + pB - pp

2af + 2pu = ap +

2ap + 2pu = a(p

(@ - p -p),

af - ap - Bp + pp ,

B + Bp + Bu

+ u) +lp+p)

' +
G'B"'pli':ZRzu-a;Bs
e, finalmente,
+ =
u u, 2v1 Vo s

V.06. Perpendicular comum &

(¢, B) e (y,0 ), e fazendo

Yo 5, Vp =

1l

determinante

€ que nenhums dessas retas passe pelo s

2

)

Y

4n
2

a

duas retas: Dadas as retas
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s Perpendicular .si-~
deverao ser satisfeitas as

Se houver, entao, uma reta (a', )
multaneamente 3 (e @) @ 8 (v, o)
condlgoesq :

\lo + ul = 2V1V0

(1)
2v

c
o}

i
N

I

2% O

~ L -~
de acordo com o numero V.05, observagao I, em que u, = alf! e

A= (ot + 1) /2,

0]
Ora, essas condlqoes constituem um sistema de duas equa

Qoes lineares, de 1ncogn1tas u, e v que, em virtude de o de-

O’
terminante formado com os coeficientes das 1ncogn1tas ser dife

rente de zero, por hlpOtPSe, admite uma Unica solugao

15od e
Yo
HalsS )
Uy = Uy
v = .
O -
2(vy = v,)
al! * : 3 e a'!' e B‘ Sao
Como s a:B’ SRV s 5 , Segué-se que 8
as raizes da equagao
r2 % s —
XA EVOL Hus 0 g
S 2 3 erhatvs G
a qual ¢ resoluvel no corpo H, desde que se = 0 >

Substituindo v_oe u, pelos valores encontrados acima, obtere-
o

mos :
2
2 (u —u2)2 u, V, Uy vy (ul-uz)ﬁﬂ(ulvz-uzvl) i AN
Vot T ey - T 2 e
g by ~w) T D bivy = v, 1
JEs

. PR oyt & N
€, para que vi = usiseljalicosiiti VoL REERE b(vy 2

’ O L) 0, 0 que
Seémpre positivo, é necessario e suficiente que ZB > ’

~ 2 s dadas se-=
acarreta, de acordo com o numero V.03, que as retd

Jam nao secantes.
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Supondo,agora,. :

: - f iy CBD Wl @log extremos,.por exemplo o

cilideficon 0 , PArd queta iretas((r B') seja perpendi 1 o
cultar so

mesmo tempo a reta (a 8
e » B) e a {y, @) & necessario, primeir
e @ 5 v, Sejam raizes dag equagoes e

u0+‘ ul = 2v1v0>

(I1)
VOL—_—Y

de aedrdo,ainda, com ) 3 ‘
' L . 0 numero V.03. Ora, zsse sigtema admite um
unica solugao -

pols que

e fomo a' e B' séo ad raizes (distintas) da wquaggo

2 5
6T O EVOX ERUSES 0

devemos ter:
Dl
vo ) u.o > 0 .

Como, neste caso,

2 o i . : _
Py = 2 2y pry, = Poplarp)iad = vly-a)plree) = (re)lr2) =4

Segue-se que as retas dadas, como no caso anterior, devem ser
280 secantes.

~ BEm qualquer dos dois casos, Se
Pendicular comum as duas retas dadas, (@, B)» fazendo u =ap e

vg = (e+p)/f2, como u, © Ve equa-
%es (I), ou (IT), segue-se aue U

houvesse uma outra reta per

devem ser ralzes das
— u Y = ‘v- e 2 .on-
u, e Y5 o * &
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Sequentemente, as retas (o S B0 o (E’E) S

ncidiriam, o que & gp-

sul"dO- ’ que e gb
Suponhanos, finalmente, que

1L -2v1

1 -2v, i

Efetuemos o movimento expresso pela equacao

Tl O SO
2T B '{T‘g‘

s ~ A \
Por esse movimento, a reta (a,p) corresponde . reta (-1,1) e

a reta (v,0), a reta

(¢ 2Y=NaRERE 20'-0.-(3)
a-p : a-B

Ora,

2y-a-B . 20-a-f _ 2[(Y+0)'(a+{3)]
o -Pp a-B G = ¢

L3 ' P .= + L]
8, como, por hipotese, W & consequentemente, ytad atf e,pois,

2y-af | 20-¢B _ o
a-B Ea

2 ) 1 1.C5 as
com o que se pode concluir, de acordo com O numero IIT.C5, que

retas (o,m)e
| -6 20-a-B
(2‘%—%9’ o

0 mesmo acontecendo com as retas

endiculares entre si, !
é perpendicular' comum as re

o o) - (-1,1), isto &, a reta (0,00)

tag )
( 2Ia-c-1-!§’20a—a'§)
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e consequentemente,‘(numerc V.05) a reta (p,u), (1) de que a (o0,00)
) 0,00

a corres on 2 S rpen i L'l.l r 1e ‘Y g
: 3 3 .
3

m

2y-a-f  20-a-
( a-B 0 CI-",BB)

Para simplificar, designemos os extremos desta ultima reta por -%
e £, e suponhamos exista uma outra reta (p,p), também perpendicuv—
lar, simultaneamente, as retas (-1,1) e (~£,E). Pela condigao de‘
perpendicularidade (numero V.05) devemos tér

el <l = (0
P - £°= 0
de onde
5 =k

0 que é absurdo, pois as retas (-1,1) e (-£,5) sao distintas.

: L L] ~
Observando que tambem neste caso as duas retas dadas sao nao

secantes (2), podemos, resumindo, concluir: -
Para que duas retas, T € S, tenham uma perpendicular comum,

pE » » =P : =
(que e unica), e necessario e suficiente que elas sejam nao secan-

tes.

-se p e i, por melo da equagao & = Tla-p)/2 *

(1) Determinam .
yverso 4o movimento de e~

+ (a+p)/2, que o a equagao dO movimento in
quagao & = 2&/(a~-p) - (a+p)/(a-B) -

(2) B condigéo suficiente, & f£im de que duas reEas se jam
secantes, que a soma dos extremo 1 o soma dos exX-

tremos da outra, pois A 5 (u1—u2 £

nao
s de uma seja igud
12 - w7 upvq ) (VY2
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EQUACOES DOS PONTOS

VI.0l. Ponto impréprio: Duas ou mais retas definem o mesmo

ponto imprépr;g,quando e somente quando sao paralelas entre si.Con ..

sequentemente, retas nao paralelas definem pontos impréprios dife-

rentes.
Diremos que duas ou mais retas, que definem o mesmo ponto

" ’ ~ ~ ~ N
improprio, passam por ele. ou pertencem a ele, ou ainda, que esse

7

ponto impréprio pertence a aguelas retas.

Para distinguir os pontos imprdprios dos outros pontos até ¢
agora considerados, daremos, a éstes, o nome de pontos préprios. o8
Frequentemente, porém, desde que nao haja confusao, designaremos

’ =
os pontos proprios com o0 nome de pontos, apenas.

VI.02, Ponto ideal: Duas ou mais retas definem o mesmo pon-
to ideal, quando e somente quando témtmuxperpendicular comum,.Segue -
se que retas que nao tém perpendicular comum definem pontos 1ldeais

diferentes.
u' - . = o
No capitulo anterior vimos cue duas retas nao secantes tem

uma perpendicular comum. Duas retas nao secantes, pois, definem um

ponto ideal.
Diremos que duas ou mais retas, que definem o mesmo ponto

~ ~ & "~
ideal, passam por ele, c2a pertencem a ele, ou ainda que esse ponto

\
pertence aguelas retas.

VI.03%, Feixe de retas: Chama-se feixe de retas ao conjunto
’ e
4 -
das retas de um plano que passam por um mesmo ponto, proprio, ir
Id
proprio ou ideal, o qual, por sua vez, recebe o nome de centro do

feixe,

VI.OL. Teorema: Para que uma reta (a, B), que ndo passa per
lo co, passe pelo ponto O, intersecgao das retas (0, ) e (=1, 1),
é necessario e suficiente que aB = =1

Suponhamos que a reta (a, B) passe pelo ponto O e considere-
mos o movimento Stsr , em que r=(a, B) e t é a perpendicular, pe-
lo ponto O, a reta r. Se A é um ponto qualquer da semi-reta (O, a)
e A' o correspondente de A, por aquéle movimento,: A! é o simétrico
de A, em relagao a t. Al é, pois, um ponto da semi-reta (0, B),opos
ta a (0, @), 1sto e, S¢S, (a) = B+ Por outro lado, S = LG
(II.1l) e, como a equagno de P.S, é . (IV.02), E =-/¢, stsr(@) =
= -1/a, e, portanto B = -1/a, ou af = -l. A condiggo é, pols, neces

Vi
sarila,

. S
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Suponhamos, agora, que a = -1, Observemos, em primeiro lu-
gar, que essa lgualdade exclul que as retas (a, B) e (0, 00) se=
jam paralelas ou nao secantes, porquanto ZS = (a.~0)(@ -0) = ~1.
Designemos, entao, por T, o ponto comum as retas (a, B) e (0, ),
e, por P', o correspondente de P,no movimento Plso. P! é, entgo,
um ponto da reta (0, oo ), porque & o simétrico de P, em relagao
a reta (-1,1) e pertence, também, a reta (a, B), porquanto o movi
mento Plso’ que transforma a em -l/a e B em -L/ﬁ, congerva a reta
(a, B). Se P nao colncidir, entao, com 0O, as retas (a, B) e (0, ®)
terao, em comum,dois pontos, P e P', isto é, coincidirao, o que é

absurdo, e, portanto, a condiqﬁo é suficiente.

VI.05. Teorema: Para que uma reta (a, B), que ndo passa pe
lo oo, passe por um ponto Q da reta (0, oo), é necessario e sufi-
ciente que ap = -2 , em que (m, -m) é a reta perpendicular a
(0, o0o), pelo ponto Q.

Com efeito, se m > 0 (1), efetuando o movimento

P\/T71t P1

o ponto Q se transformera no ponto O, e, basta,entao, aplicar o

teorema anterior.

VI.06. Teorema: Para que uma reta (a, B), que nao passa pe
lo oo, passe por um ponto A da reta (p, ™), é necessario e sufie

ciente que

—2pvl+1t2=0 o

el
em que u, = aB, v; = (a + B)/2 e (n, -m) é a perpendicular, pelo
ponto A, a reta (0, oco),
Efetuando o movimento de equaqgo

ES=REE oD
o ponto A se transforma em um ponto Q da reta (0, o) e, de acor-
do com o teorema anterior, para que a reta (al, ﬁl), transformada
de (a, B), por esse movimento, passe pelo ponto Q, é necessario e

—

suficiente que
a.pB, = —ﬂa
‘ ] Tt

(1) Se 1< 0, ~m yera maior do que O, e o movimento
P P1 transforma o ponto Q no ponto O.
-1/m



VI3

em que (ﬂl,-ﬂl) é a perpendicular, pelo ponto Q, s reta (0, @ ).
Designando por (¥, o) a perpendicular, pelo ponto A, & re
ta (p, ©), vé-se, imediatamente, que ﬂi = (y - p)(o - p). Subs~

tituindo entgo, a Bl e‘ni pelos seus respetivos valores, vem

(o =~ p)(B =-p) == (y - pllo - p)

ou

2

a@ - 2pla + B)/2 + p + (y =~ plloc -p) =0,

Para que a reta (m, -t) passe t ambém pelo ponto A, racio-

cinando com anteriormente, devemos ter:

2

-ﬂa -2p(n ~@)/2 + p° + (v = pllo -p) =0

ou

‘nz = p2 + (y - pllo - p) .

Substituindo aB, (a + B)/2 e p2 + (y - p)(o - p) pelos

seus respetivos valores, temos, finalmente:?

2 _
ul = 2pvl BTt —8 () S

VI.O0T. Teorema: Para que as retas (ap, Bl), (as, By) e
) passem por um mesmo ponto, isto é, constituam um feixe,

(GS: 63

I d I d -
e necessario e suficiente que

‘ul vl 1
u vy i =0 ,
u, 1

33

em que u, = a,B, e vi=(c.i + Bi)/Z, =S PNOINZTSR (18)

Demonstremos que a condigao é necessaria e suponhamos . em
primeiro lugar, que as trés retas passem por um ponto préprio P.
Indicando com p o outro extremo da reta (P, ® ), e por (m, -x) a

(1) Supomos que as retas dadas sejam distintas e nenhuma
delas passe pelo o,
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perpendicular, pelo ponto P, a reta (0, ), deverao verificar-se,

A ~
de acordo com o teorema anterior, as relagoes

2
O 2pvi + T = 0 (=12 55)

Podemos escrever, entao:

2
U vy 1 2pv1-n vy i} vy
2
u, v, 1| = 2 pVy =T VoRtEl =2p V5
u3 vS il 2pv3--1t2 v3 1 v3

Se ja, agora, impréprio, o centro do feixe.,

por exemplo, e podemOs escrevers:

up vy 1| c|egBy (eg+6q)/2 1 By
u, v, 1| =agBy (agtBy)/2 1| =a;/2 | B,
u_5 v3 1 a1B5 (al+53)/2 1 93

Finalmente, suponhamos seja ideal o centro do feixe. Exis-

~ N A -~
te, entao, uma reta (ao, Bo), a qual as tres retas dadas sao per-

pendiculares. Designando por u, e v, s respetivamente o produto e

~
o semi-soma dos extremos daquela reta, devemos ter, de acordo

’ ~
com o numero V.05, as relagoes:

B =P Uy = 2y (=12
Podemos, portanto, escrever:
Uy v 1 2vov1~uo vy 1 vy
u 1 2V Vo~ i

: 2 ~ ’
Demons Sremos, agora, que & condigao e suficie:te., Ora, se
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ul vl i
) bils O
u3 v3 1

uma I'i 2 :
ila Qualquer desse determinante o uma combinagao linear das

filas rgstantes. Podemos, pois, escrever:
== vy @ B

u2 = ulvz + ua

\

I

B s P 2

ou,. fazendo f = 0, Y = -,a , com a £ 08,
au, 3y ﬁvl A S

0
auz + Bva + y = 0
0

auS'f ﬁv3 ERYE =

~ ~ L4
Ora, essas equagoes, lineares e homogeneas, das incognitas

a,.f e ¥, admitem solugoes proprias, que s80

em que i#j e 1,3=1,2,3.

-~
Vamos decompor a demonstraggo em tres partes, segundo sS@

ja 'a diferenca 52 - lijay negativa, positiva ou nula, respetiva+

mente.
~ Lhay £ O. Segue =se (nﬁmero V.0ly) que as retas da=

a) Ba

das sao, duas a duas,
prio) ou sao suportes dos lados de um trian
Com efeito,

Lol
secantes, e, Ou passam todas por um mesmo

ponto P (pro

vemos que & ultima alternativavngo pode verificar-se.

Shemandol defEaaol ponUOSCOmIT as duas retas (ap, Bl) o (a5, pax'
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~
suponhamos, para a demonstragﬁo pela redugao ao absurdo, que a ter

ceira reta nao passe pelo ponto P. Tragando a seml-reta (37 as),
indiquemos com Bh o outro extremo da reta (P, as). De acordo com

a primeira parte da demonstraqgo déste teorema ( a condiqgo & ne-

’ ~
cessaria ), devemos ter, entao:

aaﬁh (a3+ﬂh)/2 1

Efetuando a soma désse determinante com o determinante

U 41 1
Uy Vo 1
auS -v3 -1
que, t ambem 6 nulo, obteremos
uy vy 1
u, A2 1 = @) 5

ou
Uy vy 1 u v Il
u, v, Lf=]uw v 1 (Bh- BS) =0 .
as(ﬁh-BB) 1/2(Bh-B3) 0 az /2 ©

Como B3 # Bh’ porque a reta (P, a3)§é (GS, BS), o ultimo de

4
terminante, acima, e nulo, de onde se deduz que




AT

SR

04 - -
3 2 21 Vs

Tracando, agora, a seml-reta (P, BS) e designando por &)

o outro extremo da reta (P, ﬁs), devemos, igualmente, ter:

ul V4 1
U v, 1 (au-a3)=0 5
53. 7/ 250

’ ’ L4
E, como o ultimo determinante tambem e nulo,

oL ks b
5y BT v2)

e, portanto, a3 = ﬁ3’ 0 que 6 absurdo, porque a.3 e B3 Sa0 0s ex-
tremos de uma reta, distintos, pois.

b) Ba - Lay > 0. Vamos mostrar que, neste caso, existe
uma reta a qual as tres rétas dadas sao perpendiculares. Ora, se
a reta (a_, B_) for pérpendicular a cada uma das retas dadas, de

o} o
~ vl
veremos ter, de acordo com o numero V.05,

]
+
c

1l

2vov1

2vov2

o

(®)
+
nS
|

u, et u3 = 2vov3

em que u; = @B, ¥ = 1/2((1i + Bi)’ AE=0)S1 PSS M sistgma de

1

-~ o~ L) ) ’ L] :
tres equagoes, lineares, das incognitas u_ e Ve Como se ve ime

_ o
A s A o . -~ ;
diatamente, a caracteristica da matriz completa nao pode ser su
3 ’
perior a 2 e, se for 2 a caracteristica da matriz incompleta, O
= s ’ -~
sistema admitira uma e uma so solugao, isto 6 , & reta (ao ,Bo)

'l
e perpendicular (e é a unica) a cada uma das retas dadas. Se a
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caracterfstica da matriz incompleta for 1, v1=v2=v3 e, de ac?rdo
com o numero V.06, existe uma (e uma so) reta pérgendicular aque
las retas, e, pois, o teorema esta demonstrado.

c) Bz - bay = 0. Segue-se, do numero V.OL, que as trés re

tas dsdes sao paralelas entre si e passam, pois, por um mesmo

2 ;
ponto improprio, e fica, assim, o tecorema completamente demonstra

do.

VI.O08. EqanSes dos pontos: Supondo que as retas (a2, ﬁz)

e (aB, 65) do numero anterior sejam fixas, e, observando que a

relagao
oy 1
U v, 1 =0 ,
u v 1
BYATATE
pode escrever-se sob a forma:
aul+[3vl+~(=0, (1)

em que

QS VoS v3 g (& S u3 S BN u.2v3 - u3v2 0

podemos dizer que, ao variar a reta (al, 61), a equaqgo (I) re-

presenta analiticamente um ponto, e precisamente um ponto préprﬂ%

improprio ou ideal, segundo seja ﬁa - hay negativo, nulo ou posi
tivo, respetivamente.

Podemos dizer, ainda, que toda équaqﬁo do tipo (I) repre-
senta analfticamente um ponto, isto é, as retas, de que o produ-
to e a semi-soma dos extremos satisfazem a uma equagao daquele
tipo, passam, tSdas, por um mesmo ponto (préprio, 1mpr6prio ou
jdeal). Com efeito, basta demonstrar que tres quaiquer dessas re

tas passam por um mesmo ponto. Sejam, entao, (al, Bl)’ (qa, 52)
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e (GS’ 53) tres dessas retas, isto &, tais que

+ =
au, it ﬁvl Y 0

0

au, + sz LY,

St B =R OBy

em que, como sempre, U, = G,B, , V; = (o ik Bi)/2 =12

Ora, temos, acima, um sistema de tres equagoes, lineares,
~ ~ ’ A ~
homogeneas, de tres incognitas, e, para que ele admita solugoes

’ ’ LA
proprias, e necessario que

u1 v1 aL

U SR L
u Ik

3 V3

relagao que, de acordo com o teorema do numero anterior, ¢ uma

condiqao necessaria e suficiente para que as retas dadas passem
por um mesmo ponto. Portanto, podemos concluir que, se uma reta
varia em torno de um ponto (préprio, 1mpr6prio ou ideal), o pro-
duto e a seml-soma dos extremos satisfazem a uma equéqao linear,

' L]
de duas variaveis, e vice-versa.



VII. TEOREMA DE PASCAL

VII.Ol. Teorema : Dadas as retas m e n que se encontram en
um ponto Q, se A,B,C, forem pontos de m, A',B',C' de n, e as re-
tas r e s, perpendiculares comuns, respetlivamente, aos lados opos
tos AC' e A'C, AB' e A'B, do hexégono simples AC'BA'CB', passarem
pelo ponto Q, as retas BC' e B'C, lados opostos daquele hexégono,
serao nao secantes, e a perpendicular comum a eles também passaré
pelo ponto Q.

Observemos, primeiramente, que, da hipétese de as retas
AC' o A'C admitirem uma perpendicular comum, e 0 mesmo acontecer
com as retas AB' e A'B, se segue, (V.06), que AC' e A'C de um 1la
do, e AB! e A'B, de outro, s80 retas nao secantes, e, polis, ne~-
nhum dos vértices daquele hexégono pode coincldir com o ponto Q.
Observando, em seguida, que, por meio de um movimento (1) podemos
transformar uma das retas m, n, na reta (0,_00), podemos, desde

ja, supor, que a reta m seja a reta (0, @ ),

-~
Com a notagao

( ui ’ Vi )
; ; e cuja seml-soma
indicaremos, neste nﬁmero, a reta cujo produto J

dos extremos sao, respetivemente, u; © Vi

quagao & = (2-a)/(E-B), por

(1) 0 movimento expresso pel&a ®© e

exemplo, em que & e B sao os extremos da T
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Se jam, entao,
AC! = (ul’ Vl)’ CA' = (ua, vz), AR = (u3, VS)';‘

AB = (uh, vh), BC!' = (u5, vs)., B'C = (ug, v6) .

Dos teoremas VI.05 e VI.O7, se seguem as igualdades

uy b kl, Uy & u5 = ké’ W, = ug = -k5 ’

e A Wpirn iV il s e L

uu yh 1 = u3 v3 1 = Uy vy 11=0,
2

GE o g SE o 3 S S |

l’
das retas que passam por A, BeC, v 6 a semi -soma dos extremos da

2 2 2 ~
em que =k -ge, -k3’ sao, respetivamente, o produto dos extremos

reta n e u + = em & a equagao do ponto Q.
Fazendo r = 0u7, v7) e s = (u8, v8),-como essas retas pas-

% A
Sam pelo ponto Q, devemos ter, de acordo com os nimeros V.06 e

VI.05 (1):
u7 = ug = -k2 ,
u; - k2 u, - k2
V — —
7 2v1 2V2
2 _ oz
1_]3 - k uh_ k
v8 = = 2v ’
2v3 N

0% 1=1,2,3,4. Note-se que se

-Q e r 'm e que nao podem ser si-
(e, consequentemente, V, & vh), por-—

A'B nao podem ter perpendicular co

=v, = 0 ou :

(r), da pagina seguin

(1) Na hipotese de que Vj
Vo 0, por exemplo, Vv,
multaneamente nulos \21 e V
quanto as retas sccantes A'C e

e Vv

mune Note.‘ese que, mesmo no caso em qu dld

es
Le S il 0, ainda gao validas as 1 gualdad

tea
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ou

(u - ka)vz = v (ug = <)

(1)
~ ke

(ul"ka)vu v (g ) g

Por serem nulos*ds trées determinantes anteriormente escri-
tos, podemos escrever, substltuindo, no primeiro, uh por u5 e

no segundo u3 por u, i

vé(us + k2) - Vu(ué + ka) 1 ‘Y'(u6 - U.5) =0

V6(U-l + k2)

]
(@]

- vg(ug + ) vlug = u)

1
o

2

vsluy + 1) = vy (ug + ) + ylug = uy)

ou, multiplicando ambog os membros da primeira igualdade por
up - k2, os da segunda por u5 - k2 e os da terceira por ug - k3

va(u5v+ ka)(ul - ¥%) = Vh(ué + k?)(ul - 2 o vl e u5)(ul - kz)

)

vguy * 1) (ug - X (g + W) (ug = 1) = vlug = u)lug = 3)

v (uy + BN (g - ) = vy (ug + 1K) (ug = 18) = ylug -y )lug =),

igualdades estas que chamaremos de (1I).,

Substituindo, na primeilra dessas 1gualdades, va(ul - kz)
por vlfué - kz), Yh(ul - k2) por v3(u5 - k2) e subtraindo~lhe, de
ambos 0s membros, a express&3y1u5 - ul)(u6 - ke), obtemos, suces-

sivamente:
vl(u5 oF k?)(u6 - k2) - Y(u5 - ul)(u6 - k2) = VS(u6 et k?)(u5'~k?)+

- Y[(us ) u5 (U.l - kz) + (115 = ul)(u6 £ kz)} )
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vy (ug + ) (ag = ¥) = y(u, - ) (g = ) = (g 4 @)t = ¥
- Y[}us - k2)u6 - (u5 ; kz)ulJ ;

vy (ug + 18) (g ) - y(ug = uy)(ug =) = vylug + 1) (v = 1) +

- Y(u5 - kz)(us - uy) .

Observando que O primelro e o segundo membro desta Ultima
igualdade s&o, respetivamente,. os segundos membrcs des duas Ulti-
mas igualdades (II), podemos escrever:

vgluy + 18) (ag = ¥E) = vglwy + ¥)(ug = ),

ou, como U, 2 ka,ﬁ 0, pols que a reta AC' nao passa pelo ponto Q,

v6(u5 "‘ka) . (III)

vs(ué 3 ka) |

Suponhamos, agora, que vg = O. Ora, da igualdade (III) e
do fato de as retas BC!' e B!'C nao passarem pelo ponto Q, se segue
que vg = 0, e vice~versa, isto é, se Vg = 0,.v5 = 0., Nesse caso,.
porém, as retas BC! e B'C s8o ndo secantes e & reta (0, o) lhes

6 a perpendicular comum,

Suponhamos, entao Ve Vg # 0. Da igualdade (III) deduzimos:

v5 u5 - k2 u6 - k2 u5 - ka
= > e = o
v6 ug - k 2v6 2v5

Demonstremos,agora, que as retas BC'! e B'C S80 NAao secane
. A : L4 ~
tes,para o que, de acordo com o numero V,.0l, observagao, basta de

monstrar que

A = (g = w)®  hlugvg = ugwe)(vg = wg) > 0
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Ora, temos, sucessivamente:

VANE (u5 - u6)2 - J.l.(u5 - u6v5./v6)(v5/v6 - l)vg ;

u5 - k2 u5 - k2
AN (urj - u6)2 - LL(u5 - ug ) ( = l)vé »
u6 = kZ 116 = k2
b,vi
VAN (1.15-116)2 - (u5u6-u5k2-u6u5+u6k2)(u5~k2-u6+k2) _—,
(u6-k2)2
; Lve
/A, = (u5 -~ u6)2 - kz(ué - us)(u5 - u6) =
(u, ~ K°)2
6.
L 2
i 2 2 2 '6
A—(u5~u6l+k(u5—u6)-——-)0.
. (U.6 Lol ka)z

'd
Do numero V.06, segue-se, entao, que,fazendo

[ -
(u, , vo) e a perpendicular comum as retas BC! e B!C, e o teore:

ma fica, assim, demonstrado.





