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INTRODUÇÃO_ 

.Antecipando a deaenvolvimcento de.a coneideraçõea 

que noe propuaemoa fazer sôbre WI1& nova definição das cur­

va■ planas ds terceira ordem (cúbicas planas), achamos n•­

ceeeário dar algumas explicações a re3peito de nossa pes­

quisa, bem ccmo W!lll síntene àcs regult&dos coneeguidoe. 

b! sabido que• pe.ra estudar as curvas de segunda. 

ordem (cónicas), há duas vias:a analítica e a geométrica. 

Esta 1Íltima, por sua vez, pode ter como base dois tipos de 

definição:a)a Steineria.na;b)a Staudtiana. 

O método a.na.lítico, usa.do nos tratados de, geome­

tria analítica, parte d.e. é.efiniç~o de qu.e a. cónica é o lugar 

dos pontos de um ple.no • cujas coorà.enadae homogéneas pro-

j ec ti vaa (x1 x2 x3) satisfazem a uma equação algébrica ho­

moglnea do segundo grau ( ou cujas coordenadas carteainnas . 

não homogénea.a x e y satisfazem a uma equação algébrica do 

segundo grau). Decorrem a seguir as propriedades com recur­

sos analíticos. Entre os inúmeros tratados que assim o fa­

zem, citare:roos oa de Salmon (Traité de Géométrie Analyti­

que-J.8 97-traduçã.o), Cns:telnuovo ( Lezioni di. Geometria Ana­

li t1ca-6a. edizione-1924), Niewenglowaki (Coura de Géomé­

trié Analyti~e-deuxieme éà.i tion-l9ll), Tresse & Thybaut 

( Coura de Géomét.rie Analytiq~-nouvelle édi tion-1913) e 

Cleàsch (Leçona de la Géométrie-I tômo-1903). 

• 
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Cónica, segundo a definição de Steiner,, o lu­

gar dos pontos comuns aos raios correspondentes de dois fei-

. xes projectivos coplanares,. não concêntricos nem per~pecti- . -
'--· - , ... -.,. - -- . 

vos(•). ;g a orientação seguida por Se•eri (Geometria PJ,oiet­

tiva-2a. edizione-1926), Edgardo Ciani (Lezioni di Geometria 

· Proiettiva e Analitica-3a •. ediz.ione-1922), Veblen and Young 

(ProJective Geometry-1916). Doehlemann (Projektive Geometrie-

1922-fimfte Auflage) e Th. Reye (Leçona sur la Géom,trie de 

Position-:1881-trad.ução). ;g interessante, porque ae utiliza 

exclusivamente a projectividade entre formas de primeira es-
, . pec1e. 

Na orientação de Sâaudt, a cêrnica vem definida 

como o lugar doa pontos auto-conjugados de uma polaridade 

plana, e portanto supõe conhecimento daa formas de segunda 

espécie. Seguem 8ste método os livroa de Giacomo Albanese 

(Lezioni di Geometria Proiettiva•3•· edizione-1934), - F. En- . 

•t'Q.~,~; {_~ezioni di Geometria Proiettiva-4a. edizione) e del 

Pezzo ( Principi di Geometria Pralettiva-1920) • 

(~)se concêntricos, teriamas a cónica decomposta em duas 

retas distintas ou coincidentes, conforme a projectivida­

de f8sse elíptica ( hiperbólica) ou parabólica. Se perape-. 

ctivos, decompÕe~ae a .cónica em duas rectaa:uma, o eixo 

de pe~spec ti vida.d.e e a outra o raio comum dos feixes • 
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A pergunta ,que aurge espontâneamente àpoi_s 

daa1·consideraçÕes anteriores. é saber se possuem o.a mes­

mo a caminhos de estudo as curvaa planas de ordem superior 

a do is. 

Bastante conhecido é o estudo anal.Ítioo de uma 

curva algébrica plana qualquer. com os recmraoa da pola­

ridade de uma curva, fórmulas de Plftoker, etc. 

, é / O metodo geom trico de Steiner pode tambem ser 

usado para qual quer curva. porque, dado.a do is feixes proj e­

c~itvo• de curvas ooplanares, respectivamente de ordenam 

e n, o lugar doa pontos de intersecção das curvas correa­

pond entes é uma curva de ordem m+n ( teorema de Chasles) • 

Diste modo é que Cremona ( Opere Ma tema tiche-AUlão-1914- . 

T8mo I) define a cúbica plana:lugar dos pontos comuna às 

curvas correspondentea de dois feixes projectivoa copla­

nares, um de raios e outro de cónicas. 

A respeito de uma Tia Staudtiana, nada encon­

trámos concernente ao assunto naa obras que tivemos o en­

sejo de consultar, cuja relação daremos oportuna.mente. 

Tal é a ra.zão do presente trabalho, onde examinaremos a­

penas o caso das~cÚbicas. 

Conseguimoa,formular, nesta nossa tese, uma 

definição elementar e geométrica das cúbica■, segundo ca­

minho análogo ao de St~udt para as CÓAicas, como lugar doa 
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elementos auto-conjugados de uma correapondincia. rec:lpro­

cr. plana. 

Construída uma polaridade quadrát:ica plana { ou 
/ 

reciprocidade involutcfria quadr!Ctica plana), verificamos . 

que o lugar dos pontos auto-conjugado• cona11.tue uma cur­

va plana de terceira ordem. Ae pmileira■ propriedade■ da 

curva foram obtidas elementarmenta por essa via. Ligeir~• 
. - , . 

demonatraçoes geometricaa acham-se nesta tese, acompanha-

das de verificaçÕea ana.l!ticaa. 

Curioso é o processo , geométrico que se obtém 

pera o exame das singularidades da.a cúbica.a. 

Resultado que reputa.mos proveitoso, ta dereona­

tração fácil e elementar do conhecido teorema de Hermite 

sôbre as-·aúbd.oa■ (" ) t 

l'inalmente, ligamos um determinante cúbico aoa 

coeficiente■ da equação da curva de terceira ordem, com a 

observação de que aquêle apresenta. uma simetria. que lhe dl! 

um Único valor, em lugar doa três que em geral surgem.Por 

outro la.do, aotrunos ~ambém que a anulação diste determinan­

te não está l igade. àa singlal.arid.adea da curva, · como. poderia 

parecer numa rápida. analogia can as cónicas. 

A teoria aesim conatru{da pode ser estendida àa 

curvas planas de ordem superior a tr8a. 

(•)ver Y. Enriques e o. Chisini-Teoria Geometrica delle 

Equazione e delle Funzione Algebriche-I I volume-pgg. 2.S • 



Os problemas a respeito do determinante cúbico 

-e das - curva■ de ordem ■uperior eao assuntos que pretende-

mos examinar futura.mente. 

Finalizando &ate preâmbulo, aprese ntamoa aoa 

profesaorea Gia.como Al."ba.neae e Omar CatuRd.a os nossos pro­

fundo• agradecimentos pelaa sugestões valiosas e segura■ 

que muito auxiliaram esta nossa tentativa de contribuição 

ao estudo da geometria. 

... 
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§1 o-POLARIDJ'J)E Q,U.AI>MTICA PLANA 

1.suponha.mos uma tr.'.llsforma(l&.O recíproca e plana 

do tipo: 

( 1) ( i ,k;:J.,2,3) ) 

onà.e oa Xk aão coordenada• de ponto d• um plano7; , os 5i, co­

ordenadas à.e reta~ de um aogundo plano 11'• º" tí(xk) fun­

ções homog4neaa racionais inteira■ dea ~• Geomàtricamente, 

aa ( i ). traasformam um ponto A=- (yi) numa r~a .! de T7 
1 
,de co­

orde:naciaa [r1(Y1),t2(y1),r3 (y1 )] ,. cuja equaç&.o é, portanto) 

(11) X1t1(Y1)tx2f2(Yi)+x3f3tY1)=0 

Inversamente, a ra'.ta ! =. ·{ f~·) prové'm dos pon toa de 

1ntereecçÕea das curvae def iuidaa por: 

(111) 

d.o houver um único ponto, in teraec ção Tari~vol daa curvas 

me rx:ionada■ ( 111). 

Vamo■ provar que esta correapond~ncia considere.da 

em plano a superposto a não pode s~r· invol11tôr1a, no sentido 

ordinário, excepção feita do caso em que aa (1) sejam fórro~­

las de t1~t2,rma9ão proj ec ti -va. 

De fato, auponhamoe que seja involutória, isto é, 

a um ponto qualquer B :.( zi )- da rel'i:.a .! : ( SJ, corresponde uma 
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re~a b = ( 1A') ,passando por A ;:::-(y1 ) • .. 

Analiticamente. a& coordenadas y 1 satisfazem en­

tão à equação 

{iv) . x1ti{~1 )tx2t2 (.z1)+xfr3(z1 )= O 

à.a. reta b;.{ji'=f 1( zk)j , iato é . tem-se 

(v) Y1f1 (z1)tY2~2(z1 )+y3~3(z1)=0. 

Porém, B é ponto da rErl.a .!• ouj a equação é ( i i) • 
, 

isto e, val.e 

(vi) &1.f1 (y i) +z2f2( Y i )tz3:f'3 ( Zf=-º • . 
As equações (v)e (vi) coexistem simultânea.mente. 

quaisquer 9t.&e oejam os ponto e da coorc.tenad~a y1 e z1 • Então, 

t 1 ,r2 e t 3 aãô lineares, isto 1, a ·transformação (i) é pro­

jectiva. ~xcluindo-se eata hipótese, a correspondtneia dei­

xa de ser involutória, no sentido mencionado. 

O caso que imocl.iamente ocorre, depoie ela pro- _· 

j eetiv idado, é o da.a funções f 1 do segundo grau. 

eia.. 

(vii) 

2 .Exnminaremos, pois, a natureza da correspondên-

eupondo que as transtox·rJB.çÕes 

{ 
~J~ ~ f l ( Xl X2 ~ ) 
e ~J. =. :r 2 ( xi x2 43 ) 

e!l f3 (xl X2 ~) 

sej em com :rk: (xl. x2 x3 ) tunçõ es horogéneaa do segundo gr~u. 

A. um ,p_onto P =- {y 1 ) à._o plano T[ corresponde uma re­

c.ta l? do plano 1f 1 
, de coordena.de.a/ f 1 ( Y1) ,:r 2CY 1 ) ,f 3 (y 

1
) l •se P 

~ ~ 
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deecrevruma re:ta, por exemplo, a determinada pelos pontos 

P = {yi) • "::: ( z1) •l? deecrev'1r.Í uma c~nica f,rnvólucro, por• 

que aa coordenadas de um ponto genérico da r~ta P\ são 

x 1=/4 Yi +_t-z1 e as da r8(ta corr&apon(..ente 

{ 

e~;= fl ( j Yi+jlZi} 

(Tiii) ~:::f2( À y 1 +)-l-Z1) 

e~= r 3 ( Á Y i.., p1 >. , 

cujos coeficientes são funções de segundo grau de /2 er, o 

. que nos mostra tratar-se de um~. ctnica envólucro. 

Entretdto, apreaent.a-se ma.is simples e nat1màl 

a correapondineia inversa. 

{ ) 
f"'fT / , 

Um ponto A-=-m,n,o do 2P. plano n e centro de 

um feixe de rect.as 1 ~. qUE.is corre~pondem os pontos de uma 

c6nica. 

Com ofeito, temos o ponto, em coordenad.aa de re­

c..ta-_, dado pela equa9~ 

(ix) mf1 +nf r0}-""0 
,;i. J 

e oa pontos eorreepondentea de coordenadas x1, o• que sa-

tisfazem à equaçio 

(x) 

que .é1., de uma c6nica y • 
So o ponto A descretr'er uma rect • . •• a ctnica Y 

deecreveri um feixe. 

D• fato, as coordenadae de um ponto d.a red'..a r, , .. 
~ .. 
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fixa.:.doa dois de seue pontoe A::=:(m,n,o) • l3E(a,t,v),7ai.o 

(/4my-a,Án-t-;,tt,Áo'f--v}. • para c6'nicg.5 cor:reepondentas t€­

reroo s: 

(xi) ou ( 

Á ( mf l tnf 2f of 3 ) tfl-( :af' l ~ tf 2-fvf 3 )=-O,., 
-equaçuo 

que representa um feixe de c6nicas. 

Da{, concluÍmos que a recta r do segundo plano 71' 
- . J 

f 
provem de qu.fjl.tro pontos do primeiro plano, isto •• doe 

pontos_ baeea de feixo de c6nicaa. A corrcuspondlnoia entre •' 

ponto e re:t-.. 4, portanto, am geral (4,1), pois e. um ponto 

do pr imll iro plano TI. corro~ponde uma reta. do eeguncio pla-

no 71 f • uma r~a diste prov~m d• quatro pontos do primeiro. 

Aoa pontos ào s egundo plano oorreeponde, por ia­

ªº• uma rêde de cé'nicas do primeiro plano, isto ép. (X1,X2,~) 

variável c:o'rreoponcie r 

(x11) 

que é 

X1t1+X2f2tX3f3.=;- O 

r~d• de ctnicae. 

Se estll.. n~o tem pontoa-basee, a correepondincia 

4 (4,1) ;ee um ponto ~baee, (3,1) ;ee dois, (2,1) ;e ao tr&a, 

( 1, 1) e é bi tlni"voca·. 

A inverca. é portanto U!!la correapondlnoia proj e-

"' ctiva ordinária ~ntre. um plano pontilhado e .uma rede de 

cánicaa. 
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3 .Já vimos a impossibilidade do conceito de · in­

volução no sentido ,comum (1). Vamos ver agora como se cara­

cteriza outro tip.o de correspondência involutória. 

Imaginemos os dois planos superpostos. Dado um 

ponto P ~ (y1 ) do primeiro pl.ano 1{ • a lste corresponde uma 

reta R do segundo plano 7f t • Tomando-se P como centro de um 

feixe de raio:s no segundo plano 11 1, a êste corresponde uma 

cónica do primeiro plano 71. Eata cónica define uma polari• 

dade que a P taz correaponcier uma reta polar .E•. ~uando es­

ta re<ta R' coincide com R• ou então, quando a re:-ta corres­

pondente do ponto P J a rata polar da cónica corresponde nte 

4e P na inversa, dizemos que a correspondência entre P e R 

é involutória. Se isto acontecer sempre, teremos aquilo a 

que chamamos POLARIDADE ~UADR.(TICA PLANA ( ou reciprocidade 

involutória quadrática plana). 

- ' , 1 Por definiçao, chamaremos a con ca eorreaponden- · 

te de P, cónica polar e à reta. correaponden te de P (R = R '), 

reta polar. Enunciarerw e então o seguinte teorema de reci-

R_rocidade: 

a)ee a cc!nica polar de P passa 

por um ponto M1 a re~a polar de 

M paasa por P; 

b)ee a re:ta polar de P passa por 

K1 a cónica polar de~ passa por p. 

~ 

~ 
') .. 

~ 1 

1 ·,~ 
\ 
1 ~ 
i ~ 1 
\ \... 1 
\ 
\ 

\ 
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O carácter j_nvolutório que impusemos, trruiuzi­

do a.11alltiea.mente, . dnr-nos-á uma condição nctável ccP.10 a 

seguir veremos. 

A um ponto P:: (y1 ) corresponde urna rec.ta. J1 de 

-equaça.o 

(:x1i1) X1f1(Y1)+x2r2(Yi)~x:3f3(Yi)~ o. 

Uma re4a que varia em· tôrno de P:.:::(y1 ), terá 
, . 

a conica eor:reaponaente 

(xiv) f-=- Y1:f 1 (:xi HY2f 2 { x1 ) ,t,y3f 
3 

(Xi) ~ O 

e esta ter~ a re:ta pola.r I!' rl:)la tiva a. P, de equação 

l 1~;~ ~ Y2.i_ f Y3)1.J= O• 
T[ 'Hi )X;i__ )13~ 

l?e.ra eer polá.Tid2..cie deve J? coincidir com .1?. •, 

(xv) 

isto é, n.s ru~s.s aefinj.das por (xiii) e (xv) devem coj't--

cidir. lato conduz la coruUçÕeo nbo.ixo entro ca cocfi-

ciente■ de f1,f2 e r3, desiE,nada a trunsfon1ação: 

{

f'l.:;: ªlll xf ,t-6J.22X~t a133xir2all2X1X2+ 2a,113x1X3 +2e.l23x2x3 
2 2 2 . . 

f2~211x1tª222x2+ª2J3x3~2ª212X1x~2a213x1x3+2a223x2x3 
2 2 2 · 

r.:r=-a311x1ta.322x2tª333x3t2a312x1~2t2e.313x1x3+2a323x2x3 • 

(xvi) 

Impond o as condições dó que (xiii) e (xv) di.fi-

ram por um fatorede proporcionalidade, vêem parae=l: (•) 

(•)O outro valor à.e e_ é -2, o qual nos leva a uma transí·or-

-maçao do tipo do sistena nulo, e nest~ todos oe pontos do 

plano são auto-conju·gad.os. 



(xvii) . 

ª11·2= ª211-=- ª121 

ª122-=-•212-=a221 

ª133 =•313~&)31 

8 llJ=· ª3 ll -=-&13 l 

8 223....a.23 2=-•3 22 

&233=-a.323 =•332 

ª123.:::. ª132~•231=a213=-•312-=-a321 

12 

A equação :r1 =z ªiklXlfXl .::-0 ( i=l,2,3) tem oa 
. ~ • .t . . 

coeficiente• com trêa fndicea . -

Estas comtiçÕeé transformam :f1dx1 +t2dx2+:f3dx3"'º 

em diferencial exata, isto é, conduzem àa condiçÕe■ 

(XTiii} . Cti l _ <ô f l< 

tõ1x, - 'o :Ci 
Reeiprocamen te_. 

' 
■e valerem estaa t!l. timae condi-

çÕe■• oa coeficiente■ virão ligados pela relação (rt"ii) e 

eonseqtlentemente coincidem aa re:tas R e R •. 

Observe-se qae a condição de diferencial exata 

exiate no caso da polaridade elementar ordinária que de:fi-

ne as cdnicaa, poia aabemoa que a condição para que are-

c iproc ide.de plana seja uma polaridaó.e , que o determinan-

te ! ªik /10 a.eja aimétrico, o· que;,_equi-vale a impor~-que _ 

(a11x1+a12x2•a13x3)dxi~(a21x1+82~2+•23~)~4"31x1ta32x2ta33x.3~x3 
=-O 

. aeja diferencial exata. 

As tr-sformações recí~pocas e qua.drit1cae, no 

.., 
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caso da polaridade,. acrão d.adas pelas equações 

e~.::ªi11xfta122x~+a133xjt-2a112x1x2+2a113x1x3f2a123x2X3 

(xix) e~~~ª211xf+a222x~ta233xjf2a212x1x2t2a213x1x3+2a223x2x3 

l~:a311xfta322x~ta333xj+2a312x1x2f2a313x1x3f2a323x2x3 

com as eondiçÕea (xv11). 

§2~•DE:F.'INIÇÃO DE CtfBICA E PROPRIEDADES PRINCIPAIS. 

4.Fi.xad.Q Ul!l& pol&ridade quadrática plana, a nova 

definição de cúbica plana, tipo Sto.udtiano, a que aludimos 

no princi'pio (Introdução), é: 

LUGAR DOS PONTOS AUTO-IlQLARES( ou 

auto-conjuga.dos) DE UMA POLA.:.-qJDA­

DE ~UADR1TICA PLANA. 

Antes de demona trarrno a geometricamente que êaee 

lugar é uma curva plana de terceira ,ollÍdem, procedamos à. ve­

rificação analítica. 

Para isto, imponhamos que o ponto P = (~) seja 

auto-polar, isto é, pertença à reJ;a polar p .:=. ( ~:), ·o que 

-equivale à equaçao 

(:a:) ~ x 14- f x 2+ ½ x3:::: O 

entre aa coordenadas. 

~!, imediatamente, vem, utilizando-se (xix): 

(xxi) ª111xf~a222x~+ª333xj~3a112xfx2+3a113.xfx.3+3a122x1x~t 

~3a133x1xj~3a233x2x!+3a2l3x3x!f6a123x1x2X3~0 



• esta •é a e.quação que define anal! tiamente uma cúbica 

plana qualquer • . 

Rectproc~mente, dada analiticamente qualquer 

cúbica plana, é eempre poasivel definir uma polarida.de 

quadrática pla.~a como a (xix), cujo lugar dos elementos 

auto-polares 4' a própria c.Úbica de que se trata •. 

Independentemente desta confirmação analítica, 

podemos provar geomltriea.mente que o lugar O doa pontos 

auto-polarN, que. foi definidc pela nossa polaridade, tem 

a propriedade das cúbicas de ser encontrado por uma r~ 

genérica em três pontos, distintos ou não. 

Com e!eito, suposta exiate}lte a referida pola­

ridade, sabemos que a um ponto A corresponde uma oóni oa 

e a um ponto B desta correap~de uma r8<ta b pelo ponto A 

(ieore:ma de reciprocidade). 

Considerada então uma roo.a geu,rica !:• a cada 

ponto P de .!:• corresponde uma cÓnice. r que eneontra .!: em 

P
, p ,, 

dois ':Ponto• e • 

~iand o P percorre .!• a e<fniea f descreve um 

feixe f, cuJ aa cónicas encontram L em parea de pontos. 

Um ponto de!:• por exemplo P, para pertencer 

ao lugar e deve ser auto-polar, isto ~. estar aôbre n re­

c:ta polar E• na polaridad.e quadrática. Mas. já vimos que 

esta peta polar ' a polar de F reej)ei to à cónic.a r , na 
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pol.a.ridaà.e ordinária definida por ( .Então,. evidentemente, 

o pontoP será auto-polar se pertencer à cónica(• 

Da! concluíriws que para P. ser auto-polar ou es­

tar sôbre a curva C, deve co inc id ir com P' o'u com P ''. 

C6na.ià.eremoe agora a correspondência que asso• 

eia P ao par P' e P ' -'. 'lt :rácil ver que a correspondência 

é { 1 12}. Efetivamente, ela.ó.O P, a co'niai y cor :!.'espondente 

determina s6bre E dois pontos P' e P''• a, vice-versa. eaàa 

ponto P' de E pertence a uma e a uma só cónica do feixe f; 
e então provém de um e um só ponto P. A correspondência 

é ( l.,2) e terá três pontou unidos de ac8rdo com o princi'­

pio de Cremona-Chasles, aalvo o ee.so em que tenha infini­

tos pontos 1.l.llido a, hipÓtese em que nE.i.turalmen te a re&a é 

constitu!d.a de pontos auto~polarea e faz parte da cúbica. 

Excluiclo 4ste ea.ao, cada 1-~a encontra a curva C em tr3a 

pontos, reaia ou em parte imaginários, distintos ou eoinci­

dentes, como acontece com as raízes à.e uma.. equação algébri­

ca do terceiro grau. lato Justifica geometricamente a de­

nomina~ão de curva de terceira ordem dada ao lugur e. 
Poa.emoii também cie:f'inir a reta tangente à cú~i .. 

bica C3.t _auficiente ~ar- 1ato observar que se um ponto 

R está s8bre a recta polar .t, absorve duas intersecçõe.,Si; 

de .t com a cúbica e por iaso a .t chamaremo a ~A TAID"ENTE. 

De fato, pelo teorema de reciprocidade, a ceda ponto V de 
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~ correspondo t:m:. cé-nic:s. que pa»sa. eempre por R, e des­

_tarte quando l! cLet.ieI'cve .!• a eo'nica polar encontra .,t em 

dois ponto■ '1!,. () :P - ', UL't dos quê.is coincide atJmpre com 

R, • a R 001':r'(Hl:ãJO.íl~C!!l d:1is po:ntos R' e R O coincidentoM 

em B mesm~. :t;ntão a 001·.rea:9ondência (l.,2) geral tem dua.a 

ao\uçÕes ooincidentea gm 11. 

Vica•versa, se I_ ta-r tangente à1., C3 • eem au­

to-polar. Com efeito• ~ enc :::n tra a C3 o~ do ia pontos R 

e R 'coinc·idonte11. Por·ém, R e R' são a.uto-polarea, Ei por 

isso es'...ão adore aa :re.a_pc.ctivao r~tae pol.~·ea. R a o indi• 

de e an R '; portanto, aa rectz.o polares coir.i.ctltm eTiden­

temente com~• e esta á auto-polar. 

Daqui r~aul t2 que a.ti r!l:tam t&fl..g-entea ao lugar 

aho t8daa e aamente ae retas auto-11ola.rea d~ nossa pola­

rid.ade. 

cúbico, fmcon-cra ™ cé'nica g;cn&ric:El. em seis oontoe, sal­

vo o caao em que a c1nica. ( cventu~lment~ aó urna sua p nr-

te) f~ça parte da c~bica. 

Dada ~ -cJ.nioa .JL l;t-nérioe., a um. pont.o P de Jl 

nica rJ7 cc,rrespondente de P. Eat&. r~a encontra _f/__ tur: 

doia pontos P' e P • ".InvaraamentG, estrmdo um ponto P • 

de. JL eôl,re. a l"Q;&i. _pol-&a' ~• a '~J::!icÉi~~ pol ... r d' P •, 11' ,pas-
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-:tt ' . se. :pelo polo de ;e,m&e com,, encontra -Q. em quatro pon• 

tos, a corres:pond.~neia ~ (4,2).e, pé:lo princ!pio de Cre­

mona.-Che.eles. o m!roero rla eJ.ementoa unidos d aeis. ll.as 

~ates ei.o oe elementos e.lllto-polares. pois :P deve coinci­

dir com P' e poTtP.nto estar eôbre T/ .(") 

No o o.ao er:t quo t8do s sejam auto•polaree, a e &­

nica faz parte da cúbica. A cónica, pode ser deco~posta 

em duas reJ;as, e somente uma delas fazer parto da cúbi-

ca. 

Outrossim, pode-se reconhecer que, se a có­

nica é e. pole.r de um :ponto P da cúbica,. ela. encontra a 

curva em P conte~o dua• v3zes e em outros guatro pontos 

gera.lmente di atlntoe de P. 

Da aplicaç~o do teorema de reciprocidade. de­

correm t8das as propriedades ordinárias da cúbica, con­

siderada como envólucro. 

Imediatamonte, por éata via, inferi.moe que 

-de um ponto P noiq~ ser condu7.1das seis tangentes à cÚbi­

da C·,. 
- :i 

De fato, i cénica polar da P corresponde uma 

feixe de raj;aa de centro P. e à cúbica, lugar de pontos; 

(•)Como Já demonstr&noa c_'"lle o lugat" C é uma cúbica pla­

na, poderÍa..'llOS utilizar o teorema d@ :Sázout,, fa7,endo en­

tão uma demonstração analítica desaa propriedade. 
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corresponde a cúbica envólucro;aoa eeia pontos comuns àa 

duas curvas correspondem pois seis tangentes à cÚbica,pe-

lo ponto P .. 

Se P está .s8bre a cúbica, · duaa destas tange~~'<'. 

tea coincidem com a tangente t à curTa (em P), • as outra.a 

quatro são em geral distinta.e da t. ' 

Daqui tiramos a importante conseqaência: 

Uma cúbica geral I irracional. 

Tomemos um ponto P da c3, e consideremos um 

feixe de re1as com centro P. As ratas de P determinam -

doia pontos de °J• ll • K', que, com a va:r4_çio..,_ci.~a raioa., 
p 

ee correspondem involutoriamente. Ora, o• poritos duplQ.a 

desta correspondência são quatro, que aao os pontos de 

contacto das tangentes que aáem de P, distintas da tan­

gente t. Logo, aõbre a C3 não vale o principÍo de Cre• 

mona-Chaalea, donde segue o ~eorema. 

Para aer «3 racional é necessário que, va­

riando arbitràriamente P, duas das tangentes toquem a 

curva num ponto fixo D, que corresponde ao caso de D 

ponto duplo da C3 • 

Daqu~ por diante, se quie,aaemos construir 

a teoria das cúb,oaa por via geomltrica, tirar!amos co'- = 

mo conseqf1&ncia da irracional.idade de C3, no caso geral, 

o teorema de Mac-Laurin, isto é; 
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a)aete pnntos da c3 , ainda ciue infinitamente 

vizinhos, apresentam para a.a oúbicae aete condições inde• 

pàndentee; 

b)e.a cu~icas por oito .. pontoa de utJB C3 pa.easm 

por um nono ponto fixo ; 

o)ae doa nove pontos comuns a duas cúbicas, 

tree estão em linha re~a, oa outros seis pertencem a uma 

cónica e viee~versa. (Ver, por exemplo, •complementos de 

Geometria Projectiva• de Bertini). 

Corno é sabido, do teorema de Kac•Laurin, di­

manam tad.a.s ·as conhecidas pro:priedad.ea dos pontob tangen­

c iaia, doe pontos de inflexão e das importantes configu.• 

rações d.oa pontos de in.fl@xâo, bem como as pro~ried.a.dea 

dos feixes aiziglticos. 

'OJ_anto e.o important!aaimo teorema de Salrnon, 

pode eer demonstra.d o por via elemente.r e an o racioc Ínio 

empregado por Cremona. 

Contudo, neste ligeiro trabalho, vamos fixar 

a atenção para a maneira de obter, com orientação nossa 

pr&pria, o estudo dos pontos duplos e cúspidee (pontos 

de reversão ) ,da• cdbicas, · que surgem a·asim por um oami• 

nho puramente geo~ltrico. 



20 

§. 3 D-SlltGULARIDADES DAS C'tfUICJ.S 

5' • Examinaremos agora na qoasa correspondln-

ci& polar qua.drd'.tiea.. o (Utao de 111.deterrn.inaç'iio da r ·<,;jt'i. 

eorrespondente a um ponto. Jt evidente que isto se dn.r~ 

&é --~..4z e f3 se anul.are'!l Eiimultânenmente, isto J, ge.s,=~=~=-0 

para aa coordene.de.e (x1 x2 x3 ) do pontó. 1,~.s ó.af., evi­

dentemente e. :r&?e de có.nio&.s t.ern ~:ato~-bases. Jtstea são 
/"V\_ 

\D!l, doi e, tr811 ou infinitos ( correiapondendo ao c;:.so em 

qutt aa tr3a cóni.ce.s tenham umft. r~cta com.um) • 

t.oe do• pontos-basee, conaidera~o cada um Õ.o:.<Ao forma;\o 

de inf'in1. tas direções, ou ante o subati t115.nclC!-oe pel0t1 

pontn■ !nfinitamenta "Yir.inh.011 da sua vizinhança de prí:• 

meira ordem. 

a)&.iponhMton '11\8 a r3de tenha um stS :pon$0-

0011e, que ai t,.w.reri,01..1 no -vértice .A:3 = ( O O l) do 1t:riên• 

gu.lo tundrunentRl. Ae equaçÕtta da t?ril1$f t-mno,çãc e~rno: 

~~:a111~~ª12,x~+2R112x1x;+2a11)~1x3+2a~23X2X) 
' q 2 2 ~ . ~ 

~ )i ª112.x1 +a222X;ft'2•122x1x2t2e.i23:x:1x-3-t2a223x2X) 
' -. 

'\: ª:Uf~_f-tQ;2~-~t2&123 __ :~:ix2 , . 
·, 

uma rete, .,e :ror '1 ~ ( O O l) terat e.que.ção 

x1.(X:l-:::.O e saua pontos 11Jrão d.e eoordene.de.a (t:Í,i, f) .A r0-

c.t.a poli-..r do ponto (1..,{,1, t) tem para eoordenadaa 
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( ª111 t ~
2
+a12~2a11z:Á+;a113Â i-2&123, --i.12 rÍ 2tª222l. 4-

+2a122 í{ +2a12:,Í i2a223 • ª113 [Â2
+a22~+2a123 [ f) • 

Achamos a reta correspondente a ~ - ( cons idera.do o omo 

uma direção ,E) fazendQ.i..70, o que dlÍ a -'t~a .E' de_ coor-

donadaa ( ª113Á +a123 • a123f +a223 • O) que evidentemente 

passa por A3. A equação de R 'é entãe 

( xxi 11 ) · ( ªir) ~ª123 ):z:1 ·H ª123Â +a223 )x2-=0 

A direção da r~a'i tem coordenada proje-

ctiva i e a retal?' corresfX)rulente tem coordenada pro­

J ectiva 

(xxiv) 

e portanto as retas R e R'ee correspondem numa proJe­

ctividade não degenerada se 

(:xxv) 

ª113 ª123 

A equação da projectividade entre .E e R' , 

(xxvi) . ª113Af tª123 f f Á)tª22i=·o 

o que mostra t :natâ.r-ae de uma involução no feixe de cen-

Subatituido então o ponto A3 pela vizinhança 

de.a direções do feixe de centro Js • quando um ponto P se 

avizinha de A.3_ numa direção ,E, a reta correspondente é .E' 
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do mesmo feixe;e se o ponto se avizinha de Al na dir~ão 

R ', a TBeta <:orrespono ente 4 R .os raios unido a à.a involu• 

ção serão definidos pelas coordenadas proJectiva■, raí­

zes da equação 

(xxvii) a113Í,;z..+2~a1;_2.3+~-_-o __ •-

istO é, por Â::: -a1~3t~ ªÍ23-ª113a223 • Estaa ralzea 

--i13 
são distintas, reaia ou imaginária.e, .conforme aejal~O(xxv). 

Na viz~nhança de_ ~, a cada direção p corres­

ponde pois uma R',os doie elemento■ unido■ nessa corres­

pondência são aa direçêea unida.a, que correspondem aos 

dois pontos auto-polares vi 

re~as tangentes à cúbica nc 

Lhoa de Ag • isto é, àa duas 

1nto Ã_3 • aa quais serão dia-

tinta■ ae a involução tôr geral. 

se /j::: O (:xxv), a involução f!, como sabemos. 

degenerada, e então hEt um só raio Wl ido e a ct!bica tem um 

aó ponto na vizinhança de ~ .• 

V3-■e que uma reta unida não encontra a cÚbi• 

caem outro ponto, salvo ee faz parte dela. 

Conseqftentemente diremoe:ae Ll>o a ctlbica I no­

dal ;seLko, d acnodal ou com ponto isolado ;ae 11 ~o. 4 cuspi• 

~ dada ou com ponto de reversao. 

Um caso que ne~_•a•i ta à( eer considerado par­

ticularmente 4 e de ª123== •223.:::a11.f=·O, ieto 4, a equação da · 

protectividade (xxvi) com todos os coeficientes nulos e, 

por isso com a p~ojectivida.d.e completamente indeterminada. 



Serão estas ao fórmulas de trnnsfo:rma~ão'. 

1~;; ª111 xf +-e.122x~t26112x1x;=:r 1 

(xxviii) t{=a112xf~a222x~f2a122x1x2=f2 
y ~ zo 
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f 1-=- O e f 2=-o são doi a pares de rectas IJOr .A.3 (o 01) • 

A cúbica terá·-_a equação 

(xxd.x) ª111xitª222~t3a122x1x~t3a112xfx2=0 

k2 e _k~ !.J 

(XXX) 

is to ó, a cúbica se decompõe nae tr~s retas por A3 

X1-k1x2=0, x1-k2x2=0. X1•k3x2=0 

distintas ou coincidentes. 
v ,j~~ 

A e &i ica tem em A3 um _ponta t1· i:plo,. (") 

Noto-ao ·qu'e a proj ecti'\!id.ade (:xxvi) não po,io 

ser a itientidadee porque esta só se tem no caso em que 

a113=a223~0 e -A123~a123• mas ieto traz como conaeqttên­

oia a12g=o. exatamente como o caeo em que a polari~~de é 

completamente indeterminada. 

. ·~ Assim, tambem, a noçao de ponto triplo mani-

0") A primeira polar e a reta polo.r sã.o indeterminadas. 
J. /)r , 'X .,,0-: t 

~ ~ (t,.f 11 =- 0 , f:._a.. ~"-- JJl.,t-- 'y :(~ -=- qP , ~ ,Uu,<. A., ~ /IX.AoJ (, X~ J,,o . 
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festa-se eleroc.;ntarmente pela definição que demos. 

b)Eetuciamos ago·i◄1i. o caso em que existem~ 

puntoa-ba.sea, na r3d.e do e dnicac. Colocados êstes pontos 

nos vértices A2~(0 l O) e A-_,~(o O l) do triângulo funda• 

mental,. as equações da polaridade serão 

i~=ª111xfr2ª112:xix2+2a113x1x3+2a123x2x3 

( xxxi ) ~ t= a112xff- + 2a123x1x3 . 
f 2 · 

V j~ ª113x1t2a123x1x2 

Como no caso anterior, avizimmdo-ae com um 

ponto (1.Í/,l) de A3, chega-se à involução 

(xxxi1) . ,; - - ªJ..?3 j 
r - ª113'1 ~a.123 

qne possue os raios unidô8i com coordenadas projectivus A~o 

e 1-:::- 2ª*?3,., e port&nto l.l.md.eles é arEt,ta x1=-.o. (") Es-
/1 ªll.3 · 

taa duns reta.a,. com idêntico rac i.ocínio dà ( a) são as que 

chamrunoa tangente& à cúbica. Também pode ser comprovado 

iate fato com a procura das tangente3 à cúbica ~m A3, is­

to é, tomada a equeção (xxix), ~ cónica polar, 
. 2 . . 

( xxxii i) ª113x1 f2a123x1x2=-0' 

ou 

(") Notando-se que[e 3possuem o fator :z:1~ é claro que a . 

equação da cúbica é: Xl~~x2{rx3r~x1(a111xft)a112x2x1tla113x1x3+ 

t6:a1 23x2x3 )-:.O, ieto é, a rej,a xr:;:Of faz parte da cúbica. 



o que no.a dl! x
1
=o e ~~ =- -~tfj . 1-. c 1fbica & .formada 

por uma cónica e uma r0eta A2 A3 (x1==-o). (") 

Com raciocínio análogo em A2 ( O lo). che-

, ... ª1237' -gu-ao a involuça o LJ!...;; - ã,,.,24 ... ( nao ciegenoraà.a se 
_ r · ll fal23 

a123fo), de eque,.çao · 

(xxxiv) ª112 ~ fa12JÚt;'--)=O, 

Oe raios tm ic.lo s - j ::> 6 sao ºª de e o ordenadas 

ef,,. 2a123 
Este~ 

... 
tonc;entee 

.. cúbica, aend.o - :.WWW • $ G.O s.s a 
ª1.12 

uma delas x1~v . que ~az parte da cúbica. 

o) Imrtginemos qtie haja trê~ntoa-bae~·• As 

equE,çÕea serão, <:olcceó.os êsaes pontos nos vértic ea à.o 

(.x.xxy) 

, , -e a cubica sera ti.e equa,~ao 

( .xxxvi) 

(") se 6123=-o, a proj e c t ivid aó..e é degeneriida, e a cúbica 

-eon té:rn a reJ,a. x 1::::o conta da dua s vôz es,. pois sua eqlll,tÇü.O se 

torna a11_1xif 3a112:xf:xzt3a1.13x1
2

x~f:::Ooou zf { 81,Jr.it3a.1 :ix:2f-38)_13 x3) = · 
--O, isto é , ciuao vêzes x1 :::.O e mais uma. rej.a. resÍdu,~. Será a 

reta x1-::::.o contada trêe vôz~c, se ª112~ª113~0, mc5 ent ão a 

projecti.vidade terá todos os coeficientea nulos. 
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isto é, trêa rexaa diatintas. 

neste cc.oo, a. reta E. por Af~( o O l) é de e­

quação xi-A x2~o e aens pontos serão ·( í.{ Í
1 
l). A reta.!:' 

c<iirreapondentc terá coordenadas (1,/,í/ ), e qu.;:i..nd.o [7 O, 

isto é, o pqn-to tende a A3, .t 'tende a x1 rÍx2 ==o e a pro­

j ectividade involut.Ó"l'"il~. no i"eixe e$ dada por 

( XXXV i 1 ) fÁ ::.. - 1 
e não é degeneri:;,dn, pois <l =--l to. Os elementos wiidoa 

são dados por j-;.j"-em /1;4.:.o, isto é, por 2/=-o. que, co­

mo equaçõ.o do sagundo grau, tem as raí2.eo)=- O e Á::: e><> e 

siio e.a retas x1 =-O e 1~{º. Igual raciocínio pode ser em­

pregHdo com A2 e Ai• 

d)A r~de de cónicas pode possuir uma re~a 

fixa L=' fácil ver que dá lugar a uma cúbica decompos­

ta. que pode aer a ma.is geral. Tendo a r!de uma reta co-

mum de equação x1 .:::.o, a trana:rormação será do 

i 
E~= x1 ( ª111.x1 t2a112x2f2a113:x:3) 

e~:: Xl ( ª211Xl t 2a212x2f2a;213x3 ) 

efr= x1 ( a311x1 t2a312x2,f-211-313x3) • 

tipo: 

e a cúbica terá a equação xf(a111x1t2a112x2t2a113~3)tx1x2• 

( a.211x1 t2n.212x2,+2a.213x3 H•x1x3 ( •311x1"-2a312x2t,2a313x3) = 8 e 

será decomposta na raJ,a xi;:;-0 e numa cónica ge:r:al ou não, 

, -que tara por equaçao 

x1 (a111x1f2a112x2t2a113x3)rx2(a211x1t2a212x2f2a213x3)t 

+X) ( a311.x1 +2a312x212a313x3 p O• 



Resumindo, podermnioa formar o seguinte que.ãro: 

PONTOS-BASES . I NVOLUÇÃO -- f:j TIPO G HTGULARID.ADR 

i:J.70 nodlfL.1 · i 

~ ponto nodal 
geral 

Í). <0 C3 a.cnodal ponto isolado 

um degenerada 4 .:: 0 C3 cuspida.da cl!spide 

identidade um ponto tri-
ou indeter- /'J.=0 tr@s r&ta11 pl.o ou inf'i-
minada nitos 

1 geral /5.=fO uma ra:.ta e uma dois ou três 
e cSnica ponto a duplo a 

degenerada 4 -==0 rata dupl&. e 1 ni"ini toa pon-
dois uma rt:tta re- tos duplos e ' 

sÍdua um triplo_ 

indeterminada. J1-=0 red;a t ripla infinitos 
pontos tri-.--•. 
ploe 

/ 

três geral /}{:o 1 três rata:, .di~ tr~■ pontos 
tinta■ duplos 

reta. geral /Jfo uma re:ta e uma doie ponto■ 
fixá cónica duplos ou 

três 

. 
.. 



Tal teorema respon~• afirllatiTamente à per­

gunta: Ql-ial quer rêde de cónico.a 4 rêde d.e primeirn pol&I' 

de uma cúbica? 

A ctemonetração original· de Rermite encontra-

se lll\ .,u·ulicaçào "<.e uvrea de Ch..u.rlea Hermi te"-tômo Il-pRg • 100 • 

lnte.reasantea oon:iiden,,ções h~reap,;.r,i.aia fa.­

&em prever o teorair_.a, coni'orma se oba€rva na Teoria O.~oroe­

trica à. elle Xqu.azione o clelle Funzi on• Alge brich.e ( .1. 1Cn­

r141u•• • o. Chiaini•ll wlume-_pag. 221). Resume•ee· !ato no 

J - 1 fato de que as enbicaa d.o plano ~ao o0 e om planos- de um ~ 

- . 1 1 sao tru»bem ao ,. ~uando ee representam sa co~'li.tf'~s por pen-

toa dls•o oa,paço. 

A noeua. demonatrn~ão com~iate unicamente em 

,.., ~ . . I 

v~rificar que ~ualquer traneformkçeo reciproca e quadra-

t,j,ca plnna, med,.e.nte uma oportuna proJec·tii,1d~{!e aplicada 

êa reeta • cor.l'es1,,endentoa., ae.tis.t::3.,: à e.cndiçã.o de ó.i:t'erencial 

exata ( xvii i ) • 

Seja então a tl"an:d'ormaçiio raci'proca e qu~drá-

-tica T decerqus.çoea 

1 

e~= i-1 

(xxxv111) e t= 1'2 

e~= t3 

e eonsic.terema II a proj eêti vida.de u, 4-e e4u.açÕee 
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1 

1 

1 

1 
( 

l 

{ 

6~1:: ª11{ + ª12&. +°'1,3 r> 
( xn:ix) 6~J.,-=- ª21 ~ t ª22 t -4-623 S; 

· 613 ~ª31 f1 +a32 ~ i-ª33 ~ 
onde ( a 1kj :,=o. E.fettta.o o preduto da. trwisttormação 1' pe-

la prc.i ectivid!a.de w, viri: 

{ 

e69, ~ ª11f'1 ta12:f 2~ª13f3 = f, 
( xL) f61;.. ~a.ilf' l ta22.f2f-a23t.3-=---f2.. 

(°Ó~=--a31f1 +a32r2+a33f3 ,~ • 

Conai<.lerados ineÓgni taa os ooei"ic hmte• 811c• 

podeu:oa impor a.s eonc.l.1-iÕeii à.e f.4.ife1·eneiul exata às !Ul19Õea f. 
Desan7olvi~as a~taa co.ruiiçÕea e igualado ■ ce 

coeficientea veêm novo eq..1a~Õea eom as nove ir.aeógnit~• -i,1 , 

·1 

ªu a1~2+a:12•212+a13a312••a21ª111 •a22•211-a23 ª311 ~ O 

ª11ª122fa1;2si.222+a13a312-a21•112-a22~12•a23a312 = O 

ª ·11ªl23fªl2ª223~a13a323-a21a113-•22a213-a2.3a313 = O 

8 ·1lªll3+a1~a213-4a13a313•a31a11.1-a32a211•a33"-311 ::: O 

(xL 1 a11a123+a12a22.)+a1.3a323•a31a112-•32a212-a33a31,2 = O 

ªll nlJ3 ta12~233 +.a.13a3J3-11.31.a113 •a32•213-a33a312 -== O 

a21A1l)ta22~2i)+a2.3a313-e31a112-~32a212•a33a312 = Q 

' 
ª21 a.123 i-a22a.223 i°ª2J ª3 23 ••3 l e.122•a3 2a222•a33 8 3 22 -::: O 

r. 21 ª133 ta22e.233 +a23 •3 3.3-a3 l 8 123 •a3 28 223 •a.33 ª3 23 = O 

Haveri: ■empre soluções não tõd.aa nulas. ae ocie-

terminante doa coeficientes for nulo, e I e que ae verifi• 

ca sempre• 
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O determinante dos coeficientes é: 

"112 •212 ~12 -•311 •a211 •&311 o o o 

ª122 2.222 8 322 -a112 -a212 •&312 o ;C, o 

ª123 ª223 ª323 •&113 •a213 -a313 o o o 

ª113 ª213 •313 o i o o -a111 ·-a2n -•311 

(xLii) ª123 •223 ª323 o o o o •a.112-a212-a.312 

ª133 •233 . ª333 o o o ·•1:2 •&2:a -e.313 
o o o ª113 ª213 ª3 J.3 •'1.1J2 '"'ª212 -a312 

o o o ª123 ª223 ª32J-•122-•222-a322 

o o o ª133 •233 ~3:,- ª123. ª223 • ª3 23 
Some.ndo•se a terceira linha coma s~tima, te-

remoa a terceira igual à quinta e o d.eterminBnte 4 e,ri­

dentemente sempre nulo. 

Assim de modo baat~nte elementar fica de• 

monatrada eata interessante proposição. 

"1t ae,biõ.o que a di.f iculd Ei.de õ.0- uso do deter• 

minante cúbico est~ nos três valores que surgem eonforme 

o Índice que ae dei.xa fixo na.a perT!'1ltl\çÕea. Entreta nto• 

é curioso verif jc~.r que, se ligü.rrooe um determJnante cúbi­

co uoll coeficientes ·da equação da nossa cúbica, eomo Tere-
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moe adiante, :por causa. du condição de dif~reneinl ex.e.ta 

a.prr~eenta 8 r.cfer1 d.o detc r 11in9.nte ur•'t~, t-Lmttria que lhe 

dn um Único valor cm lu.gnr d.os trâa que em geral se ~a­

:ni•estam. 

l>r .. da & eqtl!'.;e.o da e,Íbie& 

3 ~ J 2 2 _2 ' 
( xLi ii) &111:r.1 +n;'.22~+a33_:rx:j t 3 &-112x1 x2r 32.113x1 X) t3a122x1;x2t 

+ 3º-1;:3x1xjl-3e.~3x;-_xjt3 fl,223x~3 t6-a1 23x1x2x3 ::: O, 

constrói-se o ~et0.rminnnte do seguinte modo: 

:&;ecrevee:•se nos três ple,n()s horizontais ( ns 

duas bna c ~ e A ancçio retn horizontal pelo centro) de 

um cubo os coe.t·iciGntcs. lev'3.11c1_ry em cont.n 011 primeiros 

i'nd ices, 1ato J • colocnoJ.o no pr1.rr:oi;:-o plano ( i n.farior) 

oe que t~ê:rn ~.rimeir--, f:6oic:e 1, ll() $f)~tmdo 9l(.tl10 (rlléd.io) 

os de Írulice 2, e nc 1.htil~0 (s'.lperior), 3, coM R~ · oondi-

va.loira. 

# ~ . 
O ce,lculo do valor D duste dEltorm.inante po-

de eer eí'etu&do por ~- espécie e.e r~e;ra <i~ ~ .rrua t.ri­

dir:1ene:lorw.l,. o que se V(:r.ifi c.~ :fà.cil.mtmte. 

Ccntré:..riarr.ente ~ ttnt::.ltit;i&. QUe parece h1.:.Ter 

ligada àe siuguh,.r1d t1.c es d.a curve .• o que se cJeri•.onatra 

com um exe1nplo·• 
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(xL1v) 

SeJ a a cu~ica 

zi•x~+xj-3x1x2x3.::0• 

que tem um ponto duplo. 1'er.-1os a111=-l,a222-=l,a33J=l, 
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l 
•12,r:•2 e oa demaia nulos. Construko o determine.nte 

oÚbico que vale 

(xLv) 

nota-ac que .; diferente de zero. }Io entanto, a e,!biea 

tem siiigular1dí~'1e, por ..;ue é d.o tip o geral .xf +i½rx~-
6 / / ' . - 8 /j -

. I\ x1x~3:::: º• onde ;\ satiaf'~ .. z a equaça.o /\ -1- o. 

Não Tale também tmm. relação i:i.o tipo D ~a'3D, 

quand o ae f a z uma eubat1 tu!çv.o linear na eqtw.çüo d ~ cu~i­

i>'ica, eru.w se es.ta mantiTer a simetrià,. no• produ toa 

auceasi vo,., d.e n por Is, o que nem aampre ee dl. o produ­

to d.e um de t.ermirl6.nte cn.(bico D por um éietermilUl.Ilte pla­

no ( oomwn) JS é um non d.ett,nninante cúbico D', determi­

nante iate cujos plance&ão podutoa orüinárioa doo pla­

noa d.e D por JS. Enfbor& D aeja simétrico, o MVO deter­

minante BD em gerai não o d, e então tem trie Talores 

( .BD h • ( B.D )2 • ( lm )3 • _o produ/o •~cea::fi.VO por .... B ter~ 

aináo. trea valo Na L ( llll li:B) 1 • ~ llD h:B ]
1 

e [ ( lllJ h li 1. 
- # ~ 1 .J iato é, nao aera a i.metrico. l!;ntretanto. num tf".reoiro 

proà.uto por B, TOl ta a aimetr1a, isto '• o detenninante 

tine.l terá um aó Talor D'. Não Tl'.le em geral D ~»'D,ia• 

to é, uma aubatitu~ção linear de módulo um, na equação 

. .. 
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da C\tbica, nl tera o valor D e lste não 4 invariante• 

~ contudc provável, upeocr de :ir;er oatu(io idn­

d& por f azc:r, -~ue no Q.::.ao de Ul""d quirti~a pl;;r,.na. venha 

mte. relu~ão do ti:po D '=.B4D, sendo D um dGterminante a 

,;~un tro c1 ü:mn:sões. !>o a:u:d'-vel é entoo que D seJ a um inva­

riante u..'limodul+".r r.1.1J.a cu:rv.f,a cie ordem pra. ;mtrct~ito, 

é assunto que pretendemo_s e3tudt:,r ffflt c-u.trr. opgrtt.mió.a­

de, dn modo ,QUe e.stns con:;ià.~n,.çÕ~s finA.ia n&o valem 

por propo.siçÕes c:cnf l:rm&à.as. 



35 

OBRAS CONSULTADAB 

Annale11 Scienti;fique11 d.e l' tcole Normale de Parie-l8 64 a 1933 • 

Annals of Mathematica-1940 a 1942. 

Acta 1fa1hematica-volumee l a 71. 

American Journal of Mathematica-1941 a 1942. 

Albanese-Lezioni di Geometria Proiettiva-3a. edizione-1934• 

Bertini-Complementi di Geometria Proiettiva-1927. 

B. Segre-Lezioni di Geometria Proiettiva e Descritiva-1932. 

Caetelnuovo-Lezioni cl.l Geometria Analitica-6a.edizione-1924. 

Chis.ini-Lez iéni di Gtiomot~ ia Anali tica e :rroiettl va-1931. 

Ciani-Lezioni á.i Geome t ria i1roietti v.i e ..t,.rn.li tica-1922. 

ílremona-Opere r:l'l.tem.._ tiche• ~iil&o-1~ 14. 

CJ.ebsch•Leçone ó.e l.1. Géom&trie-19 03 .• 

Coolicigc-A Treatine on Algebr~üc Pli.ane Curvea-1931. 

1)oehlem6i.nn-l'wo.j ekttve Goometr:1.e-fUnf te Auflage . 

Del I 1<u t':7.o-1:rincip1 C:.J Geometr i a Proiett iva-1920. 

Duke :M:;i,thcm .. tical Journla-1935 a 1942. 

]~n:ri -.:,_vee-Lez:i.oni di Geomotria I>roiettiva-4a... f!dizione. 

Duriquee e Chi sini-'i'eor ia GeometriGta d·elle ·equazione e 
uel1 e 1'un:?:ion,-:: JU i.,:,e bric11e. 

Enciklo:pldie der ·Mathematiachen Wisl'lenschaften. 

7ano-Complomenti <li Geometrja. 

Harmiti,-Oeunes. 



Juel-Vorleeungen ftber Projektive Geometrie-1934. 

Mathematiachen Annalen-JB 69 a 1934. 

Mathematical. Reviwwe-1940 a 1942. 

Niewenglowaki-Coura de Géométrie Analytique-1911. 

Pascal-I Determinanti-19 23. 

Severi-Geornetria Proiettiva-1926. 

Salmon-'l'raité de Géométrie Analytiqae .. J897-traduçw.o. 

Reye-Leçons sui· la Géométria-l88 1. 

Rey 1->astor-Analis~ Algebraico .. 

36 

Hcndiconti dAl Ciroolo Ha tlema.tico di .P~ler:mo-Jb89 a 1936. 

1Tease &; 'l'byb~t-cour a d.e GéomEÍtr1e Analytique-1913. 

Veb:ten and Y~>ung-Pr:1j cctive Gtionetr-y-l916. 

Ya.hrbuch tn;er der :F·ort.echr itte der :,11?,thema,tik-JB ffi a 1937. 

Zentrr..lbl-.tt fttr Mp_the!\'\1r.t.jk-l931 ~ 1939 • 

,. 

',J 



analitica 
. , 

c1da e do 

RESUMO E CONCLUSÕES DA TESE 
0 sÔBRE UMA NOVA DEFINIÇÃO Dl~_ ÓÚBICA PLANA" 

As curvas planas de terceira ordem podem ser definidas 
ou· geomét:r-icamente. Por vià. geométrica, a definiçãõ conh,:: -· 

tipo Steineriano. 
A falta de uma definição, tipo Staudtiano, ~oi o moti­

vo que levou o prof. Giacomo Albanese a sugerir-nos uma pesquisa 

nesse sentido. A razão dest~ tese é a exposição dos resultados 

c~nseguidos a êsse respeito. 
~ , 

Assim obtivemos uma definiçao das cubicas, como lugar 

dos pontos auto-conjugados de uma polaridade quadrática. pJ.a:n.a (re-

·- ciprocidade involútÓria qua-d~c::5tica plana.). A seguir as Jjri:.n.1:::iras 

propriedades foram obtt<ias elementar.mente por êsse carcj_n}:..:1 'l 

Conseguimc;·o , ·Gs-.:ca.béro, um interessante pro.:;esG J geométri-

d -. -, . ✓ ~ d 'b. co para exame ~s s1 · -\\:.._,_ :,-~"J., ..... ac.1.es as cu 1.caa. 

Outros~üm 1 ;_. l:~ putamos bastante provei tosa a demonstração 
, . . ~ , 

:facil e elementar do co1mecido teorema de Hermi te, sobre as cubicas. 
, , 

Finalmente, ligamos um determinante cut .~00 simetrico 
(um só valor) _a0s coeficientes da equação da curva de terceira or­
dem. Veri:fi camos que a anulação dêste determin8,nte não es-tá l.igada 

às singularidades da curva, como poderia par s:: ceT·· numa rápida analo-• 
.• 

· gia com as co:n:L cas. 

A teoria. assim construida r0de ser estendida àe curva :; 

planas de ordem superior a três. Porê2, nesta tese, não procuram.l);:: 

estudar esta possibilidade, limitando-nos unicamente ao caso das 
. ' ' 

curvas de terceira ordem. 

( . • 

· -L 




