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INTRODUGAO

Antecipandoe a desenvclvimento des consideragses
que néa Propusemos fazer sdbre uma nova dofinigio das cur- .
vas planas de terceirs ordem (cdbicas planas), achamos ﬁc-
cessdrio dar algumas axplicagGes & respeito de nossa pes-
quisa, bem ccmc ume sintese dcs resultados conseguidos.

E sabido que, pesra estudar &s curvas de segunda
ordem (conicas), hd duas vias:a analitica e a geom€trica.
Esta dltima, por sua vez, pode ter como base dois tipos de
definigao:a)a Steineriana;b)a Staudtiana.

0 m€todo anelitico, usado nos tratedos de geome=-

&
tria analitica, parte de cefinigzo de que a cdnicg é o lugar
dos pontos de um planc, cujas coordenadas lhomogé€uneas pro-
jectivas (x1 xp x3) satisfazem & uma equagzo algébrica ho-
mogénea do segundo grau (ou cujas cocordenadas cartesiamas »

nao homogéneas x e y satisfazem a uma equagao algdbrica do
segundo grau). Decorrem a seguir as propriedades com recur-
sos analiticos. Entre os indmeros tratados que assim o fa=-
zem, citaremoe os de Saimon (Traitd de Gomdtrie Analyti-
que-1597-traducaoc ), Castelnuovo (Lezioni di Geometria Ana-
litica-6a. edizione~-1924), Niewengloweki (Cours de Géomd-
trie Analytigue-deuxieéme €dition-191l1), Tresse & Thybaut
(Cours de Géom€trie Analytiquye=-nouvelle €dition-1913) e

Clebsch (Legons de la G€om€trie-I t6mo-1903).



Cdnica, segundo a definigao de Steiner, € o lu-
gar dos pontos comuns acs raios correspondentes de dois fei=-
xes projectivos coplanares, nao ﬁpncéptricos nem perspecti-
vos ("). E a orientagao seguida por Seweri (Geometria Proiet-
tiva-2a. edizione-1926), Edgardo Ciani (Lezioni di Geometrie
Proiettiva e Analitica-3a. edizione-1922), Veblen and Young
(Projective Geometry=-1916), Doehlemann (Projektive Geometrie-
1922-f8infte Auflage) e Th. Reye (Legons sur la Géométrie de
Position-188 1-tradugao). E interessante, porque se utiliza
exclusivamente a projectividade entre formas de primeira es=-
peécie.

Na orientagao de Skaudt, a cdnica vem definida
como o lugar dos pontos auto-conjugados de uma polaridade
plana, e portanto supae conhecimento das formas de segunda
especie. Seguem 8ste método os livros de Giacomo Albanese
(Lezioni di Geometria Proiettiva=3a. edizione-l934); F. En-
s&qyggﬁg}gzioni di Geometria Proiettiva-4a. edizione) e del

Pezzo (Principi di Geometria Prdettiva-1920).

(®)Be conc@ntricos, teriamos a conica decomposta em duas
re&;a distintas ou coincidentes, conforme a projectivida=-
de fd8sse eliptica (hiperbolica) ou parabglica. Se‘perapc-.
ctivos, decompoe-se & cdnica em duas retas:uma € o eixo

de perspectividade e a outra 0 raio comum dos feixes.



A pergunta que surge espontfneamente dgpois
daiﬁconaidera93es anteriores, € saber se possuem 0s mes-
mo 8 ca@inhoa de estudo a8 curvas planas de ordem superior
a dois.

Bastante conhecido € o estudo analitico de uma
curve algdbrica plana qualquer, com 0s recmmsos da pola-
ridade de uma curva, férmulas de Plficker, etc.

0 método geométrico de Steiner pode tambem ser
usado para qusalquer curva, porque, dados dois feixes proje-
céﬂvou de curvas coplanares, respectivamente de ordens m
e n, o lugar dos pontos de intersecgao das curvas corres-
pondentes € uma curva de ordeﬁ m+n (teorems de Chasles).
Déste modo € que Cremona (Opere Matematiche-Milao~1914-
Témo I) define a cubica plana:lugar dos pontos comuns as
curvas correspondentes de dois feixes projectivos eopla-
nares, um de raios e outro de conicas.

A respeito de uma via Staudﬁiann. nada encon=
trdmos concernente ao assunto nas obras que tivemos o en-
sejo de consultar, cuja rela¢a o daremos oportunamente.
Tal € a razao do presente trabalho, onde examinaremos a-
penas o casc dascubicas.

Conseguimos,formular, nesta nossa tese, uma
def inigao elementar e geom€trica das cdbicda.segﬁhdo‘ca-

minho andlogo mo de Slaudt para as conicas, como lugar dos



elementos auto-conjugados de uma correspondéncia recipro-
ca plana. ‘

| Construida uma polaridade quadrdtica plana {ou
reciprocidade involutdria quadrdtica plana), verificéﬁosr
que 0 lugar dos pontos auto-condugadon.consﬂiue uma Cculr=
va plana de terceira ordem. As pﬂmeirgl“propriedadel da
curva foram ébtidaa elementarmente por essa via. Ligeirgs
demonstraqaes geométricaé acham-g8e nesta tese, acompaiiha=-
das de verificagoes analfticas.

Curioso € o processo, geométrico que seé obtém
pera o cxame das singuleridades das cubicas.

Resultado que recputamos proveitoso, ¢ & demons-
tragéo fdcil e elementar do conhceido teorems de Hermite
s8bre ag oubdoas (")¢ 3 |

. Finalmente, ligamos um determinanie cubico aos
coeficientes da equagao da curva de terceira ordem, com a
obaervagﬁo de que aqudle apresenta uma simeiria que lhe dd
um unico valor, em lugar dos tr8s que em geral surgem.Por
outro lado, motemos fambém que a anulagao ddste determinan-
te nao estd 1ligads &8 singhlaridades da curva, como poderia
parecer numa répida analogia com as conicas.

A teoria assim construida pode ser estendida as

curvas planas de ordem superior a trés.

(*)Ver P. Enriques e 0. Chisini-Teoria Geometrica delle

Eqnazione'é delle Funzione Algebriche-II1 volume-pgg. 28 .



Os problemas a respeito do determinante cubico
e das curvas de ordem superior sac assuntos que pretende-
mos examinar futuramente.

Finalizando &ste pref&mbulo, apresentamos acs
‘proféasores Giacomq Albanese e Omar Catunda 08 nosses pro-
fundos agradecimentos pelas augestaes valiosas e seguras
que muito auxiliaram esta noess tentativa de contribuigﬁo

ao estudo da geometria.

-§6§56§88=



§10=-POLARID/LE QUADRATICA PLANA

1.Suponhamos uma trensformagao reciproca e plana
do tipo:
(1) | efi=ryix) (1,k-1,2,3),
onde 08 X) 8sao coordenadas de ponto de um planoc7 , os ijco-
ordenadas de retar de um segundo plano 7/' e os fi(xk) fun-
goes homogéneas racionais inteiras des x, . Geometricamente,

I
& d. T’ .d. cCOo-

—

as (i) tramgformam um ponto Aua(yi) numa reta
ordenadas [fl(yi)'fZ(yi)':3(yiz} » cuja equagso €, portantq)
(i1) x3£ (yq ) #xpfo (v Jexge3lyg)=0 .

Inversamente, & reta &= fk‘) provemn dos pontos de

intersecgoes das curvae definidas por:

fulm) 5
“fy(xg) Sy °

f(xg) %)
Esta corresponddncia sera biunivoca, somernte quan-

(1i4)

do houver um unico ponto, interseccgao varidvel das curvas
me rcionadas (iii).

Vamos provar que esta correspondéncia eonsiderada

em planos superpostos nao pode ser involutdria, no sentido

ordindrio, excepgao feita do cugo em que as (1) sejam fdrpu-

las de transformacao projectiva.

De fato, suponhamos que seja involutdria, isto d,

& um ponto qualquer B=(z;) da red¢m a=(3:), corresponde uma



reta b = (/' ),passando por A =(y;).

Anallticamente, es coordenadass y; satisfazem en-
tao 4 equagoo
(iv) xlfl(zi)+x2f2(zi)+x3f3(zi): 0
da reta bﬁ[’/{‘:fi(zk)J , isto €, tem-se
(v) y1£, (25 )tyafa( s, )ty3f3{z)=0. _

Porém, B € ponto da reda m,cuja equacaoc é {ii},
isto €, vale
(vi) e1f) (g ) +2zofa(yg)42303(2)=00

As equecoes (v)e (vi) coexistem simulténeemente,
quaisquer que cejam os pontos de coordenadas y; e zj . Entso,
f1.f5 ¢ f3a§.d lineares, isto &, & transformagao (i) € pro-
jectiva. kxcluindo-se esta hipotcse, a correspondédneian dei-
xo. de ser invelutoria, no sentido mencionado.

0 caso quo imediamente ocorre, depois da pro=-
jectividade, € o das fungoes f§ do segundo grau.

2 .Examinaremos, pois, a natureza daz correspondén-
cia, supondo que &s transforoagoes

ngtfl(xl Xy X3)
(vit) eg}:fa(xl x3 x3)

€§3=f3(x1 X, Ij)
sejam com £y (xl x5 x3) fungoes homogdéneas do scgundo grau.

A un ponto Pa(yi) do plano ] corresponde uma re=-

cta p do pla.no]]) , de coordenadas,fl(yi).fz(yi).fs(yi) \] .Se P
\ —



descrever uma rets, por exemplo, s determinada pelos pontos
P=(yy) e g = (z4)op descreverds uma cfnica envélucro, por=-
que &8 coordenadas de um ponto gon‘rico da reta PR 830
xi:/(yﬁ/uzi e as da reda corrssponcente
| 837: 4 ( /(Yi*/uzi)

(viii) €£;:f2(1,31f/kzi)

efs: f3( /(yi+/ui ) ,
cujos coeficientes sao funqgos de segundo grau do/{o/x-. o
.que nos mostra tratar-se de ums cénica envolucro.

Entretakto, apresenia=-se mais simples e natmradl
& correspondéncia inversa.

Um ponto A={(m,n,e) do 22 plano '7/'Ie' centro de

um feixe de retas, eB queis correspondem os pontos de uma

cﬁnica.

Com efeito, temos o pcnito, em coordenadas de re-
ctak, dado pela equagéo
(ix) m{ -.lrﬂ:1 +03;:0
e o8 pontos corresponientes de coordenadas xj, 08 gue sSa-
tisfazem & equagao
(x) mfy (xj )+nf2(xy )4of3(x; ) =0
que ¢ & de uma efnica Y .

Se_o ponto A descrewer umg reta r, a cnica )

descrevers um feixe.

De fato, as cocrdenadas de um ponto da red¢a r,



fixudos dois de seus pontos A =(m,n,o0) e BEE(s,t.v))nEo
(anuﬁ./n{?¢.467ur) e rara cghicas correepond entes te-
Temos: h
' ‘1mbﬂs)f1+(45&Mi)f2+(/;bﬂv)f3:0
(31) ou p
x(mfl+nf2+of3)tu(lf1+tf2{vf3)=o) eguagao
que representa um feixe de cénicau.
bai, conclu{ﬁoa que & reia I do segundo planc?fj
pr0ve& de quatro pontos do primeirs plano, isto ¢, dos
pontos_bases do feixe de cénicaa. A corresponddncia entre
ponto ¢ reis €, portanto, am geral {(4,1), pois a um ponto
do primeiro plano 7| corresponde uma reta do segundo pla=-
no ﬂ’o ura rela déste provém de quatro pontos do primeiro.
Aos pontos do scgundo plano corresponde, por is-
80, uma rede de c8nicas do primeiro plano, isto é;z(xl,xg,xs)
varisgvel corresponde,
(xii) Xy £14Kpf 24K383= O
que ¢ uma rede de cénicas.
Se ests nio tem pontos-bases, a correspondéncia
é (4,1);ne um ponto;baee, (3,1) ;e dois, (2,1);e se trés,
(1,1) e é bviuni'voca.
4 inverca € portento uma correepondnecis proje-
ctiva ordindria entre um plano pontilhado e uma réﬁo de

cénicas.
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3.Jd vimos a impassibilidade do conceito de in-
volugao no sentido comum (1). Vamos ver agora como se cara-
cteriza outro tipo de correspondénﬁia involutdria.

Imaginemos os dois planos superpostos. Dado um
ponto P = (y;) do primeiro plano 77, & &ste corresponde uma
're$a P 40 segundo plano Wl. Tomando-gse P como centro de um

feixe de raios no segundo plano W'. a éste corresponde uma

conica do primeiro plano ]/ . Egta ednica define uma polari=

dade que & P faz corresponder uma reda polar 2‘. Quando es=-
ta reda 2’ coincide com p, ou entac, quando a reta correa-'
pondente do ponto P é a reta polar da conice cerrespondente
de P na inversa, dizemos que a correspond&necia entre P e p
€ involutdria. Se isto acontecer sempre, teremos aquilo a
que chamaemos POLARIDADE QUADRATICA PLANA (ou reciprocidade

involutdria quadrdtica plana).

Por definig¢do, chamaremos & c¢dnica eorresponden-’

te de P, conica polar e a reta correspondente de P (p=p"),

reta polar. Enunciaremos entao o seguinte teorems de reci=-

procidade:
a)se a ednica polar de P passa
por um ponto M, & reda polar de
M passa por P; '

b)se a rets polar de P passa por

M, a cSnica polar de M passe por P

24 Q

)

SR G @ Ly ydea

.
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0 cardcter involutdrio que impusemos, traduzi-
do snalliticamente, dar-nos-s uma condigfo nctdvel ccmo a
seguir veremos.

A um ponto P=(y;) corresponde uma reta p de
equacgao
(x114) 23 £y (ys Jtxofo(yy J4x3f3(yi)= 0.

Uma ret¢a que varia em tdrno de P =(y;), terd
a eonica correspondente
{xiv) <{’-.~ yify{x; MHyafa(xg )*y3f3(xi) ':‘0

e esta terd a reta polsr p’ relativa a P, de equagao
(xv) _;..[ylfgh + yz%% + y3§'-z—]:0-
Feran ser polavidade deve p coincidir com p°,

isto €, as rei¢as aefinidas por (xiii) e (xv) devem coif

cidir. Isto conduz &8 condig¢oes mbnixo entre cs coefi-

cientes de f1,f; e fy, designada a transformagao:
fl:alllx§+a122x§r8133x§+2&112x1x2+2a113x133+2&123x2x3

(xvi) f2=3211X§{'a29_21§+a2331§ t20) oX) Xrk2851 331 %3 + 28223 X0X3
f£3= 511x§1‘a3zz=‘-:2a+a333=‘§+2a31211=f2+;2a31331"3+2a323X2X3 .
Impondo as condigoes de que (xiii) e(xv) difi-

ram por um fatorfde proporcionalidade, véem parap=1: (®)

(")0 outro valor de e é =2, o qual nos leva a uma transfore-
magao do tipo do sistemn nulo, e nest@ todos os pontos do

planc s&o0 auto-conjugados.
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8125782117815y
8,22-82127822]
8133=8313=8331
(xvii) €113=8311=873]
8223-8232-8322
8233~8323-8332
8)23>8132-8231=8213-8312-8321
A equagao £, :éfiklxkx_l:o (1=1,2,3) tem os
coeficientes com trés fndices.
Estas condigoes transformam fldxi+f2dx2+(3dgjh0

em diferencial exata, isto &, conduzem &s condigoes
. Oy $: D
(xviii) i - 1(“_
W VL

Reciprocamente, se valerem estas Ultimas condi=-

goes, o8 coeficientes virao ligados pela relagao (xvii) e
consegqfientemente coincidem as retas p e p°.

Observe-se que & cond igao de diferencial exata
existe no caso da polaridadé elementar ordindria que defie-
ne as cdnicas, pois sabemos que a condigio para que a ré-'
ciprocidade plans seja uma poia.rida_do ¢ que o determinan~
te (aik[%o seja simdtrico, o que:equivale a impor que
(8)1x) ta12x5+833%3 Jdx, +(ap1X) tepoxptas3xy )dxzf{ee 1X1t830X2+833 X3Hx3

:o N

seja diferencial exata.

As tramsformagoes reciproces e quadrdticas, no
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¢caso da polaridade, serao dadas pelas eqpaqaes
¢5=e111xF +a122x5¢+8133 x5 428, ) ox) Xp428)13%) X3 §28) 23 X273
(xix) 1 g52851 125 +a000xBtas33x842a0) ox) X0t 280131 X3 +28223 %2%3
@%:aalle+3322x31a333x§+2g312x1x2+2q313xlx3+2a3231213
com as condicoes (xvii). |
| -§66-
§20-DEFINIQKO DE CUBICA E PROPRIEDADES PRINCIPAIS.

4 .Fixade uma poleridade qQuadrdtica plana, a nova
definigao de cubica plana, tipo Staudtiano, a que aludimos
no prinefpio (Introdugaoc), €:

LUGAR DOS PONTOS AUTO-IOLARES(ou
auto-conjugados) DE UMA POLARIDA-
DE QUADRATICA PLANA.

Antes de demonstrarmos geométricamente que &see
lugar € uma curva plana de terceiras ordem, procedamos & ve=-
rificagao analftica.

Para isto, imponhamos que o ponto P =(xy) aeja-
auto=polar, isto €, perienga & reta polar p Ei(f:).'o que
equivale & equagao

(xx) 5; x b 5%t 5,

3232 o

entre as coordenadas.
Daf, imediatamente, vem, utilizando-se (xix):
(xxi) 81111%*3222%1'83331% +38112xFx0438113xx3 4381 22x) x5+
+38133xlx§P3&233xzx§+332;3zax%f6a123x1x2;3=0



¢ esta € a equagac que define analitiemente uma cubica _Q}
plana qualquer. Y Q)
Recirrocsmente, dada analiticamente qualquer ;igfi
cubica plana, ¢ sempre possivel definir uma polaridade & g%éf:
quadrdtica plana como a (xix), cujo lugar dos élementos' (gigi:f
auto-polares € a prdpria cubica de que se tratéq . 6i

Independentemente desta confdrmsgao analfitica,
podemos provar geomdtricamente que © luger { dos pontos
auto-polares, que fol definide pela nossa polaridade, tem

a propriedade das cubicas de ser encontrado por uma reia

genérica em trés pontos, distintos ou nzo.

Com efeito, suposta‘exisﬁ!nte a referida pola«
ridade, sabemos que a um ponto A corresponde uma oonica
e a um ponto B desta corresponde uma reta b pelo ponto A
(Teorema de reciprocidade).

Considerada entao uma reda gendrica r, a cada
ponto P de r, corresponde uma eonica y que encontra r em
dois pontos P’ e P*’, |

Quando P percorre r, a ednica X descreve um
feixe q). cujas c¢dnicas encontram T em parecs de pontos.

Um ponto de r, por exemplo P, para pertencer
aoc lugar C deve ser auto-polar, isto é, estar s8bre & re-
cta polar p, na polaridade quadrdtica. Mas, j€ vimos que

esta peta polar € a poler ée P respeito & ednica H’.nn
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~poleridade ordindria definida por Y:Entﬁo. evidentemente,
o pontoP serd auto-polar se pertencer & cénicay/}
Daf concluimes que pars P ser asuto=-polar ou es-
tar sdbre a curva C, deve coincidir com P’ ou com P*’,
Cénsideremos ugora a correspondéncia que asso-

cia P ao par P’ e P’’, E rdcil ver que a corresponddncia

€ (1,2). Efetivamente, dado P, a cdniadxicorrespondenta
determina sdbre r dois pontos P’ e P"; e, vice-versa, cada
ponto P’ de r pertence a uma ¢ & uma 8¢ cdnica do feixe??,
e entao provém de um e um 86 ponto P. A correspondéncia
€ (1,2) e terd trés pontos unidos de aedrdo com o princi-
pio de Cremona-Chasles, salvo 0 ¢ago em que tenhs infinie
tos pontos unido s, hipotese em que naturalmente a reta €&
conatituidé de pontos auto-polares e faz parte da eudbica.
Excluido &ste cuso, cads reia encontra a curva C em trds
pontos, reais ou em parte imagingrios, distintos ou eoinci-
dentes, como acontece com &8 raizes de ume equagao algdori-
ca do terceiro grau. Igio justifice geométricamente a de-
nominagao de curva de terceira ordem dada ao lugar C.

| Podemos tambdm definir a reia tangente 3 cubi-
bica CB.E suficiente para isto observar que se um ponto
R estd s8bre e reta polar r, absorve duas intersecgoes:
de r com a cubica e por issoc & r chamaremos RETA TANGENIE.

- De fato, pelo teorema de reciprocidade, a cada pontc M de
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T corresponds utms corics que passa sempre por R, e des-
tarte quando i cescreve I, & ednica polar encontra r em
dois pontos P’ © ¥’’, wr des quéis coincide sempre com
R, @ & R gorrespoacom dois pontos R’ e R’’ coincidentesn
em R mesmo. £ntRo a correspond@neie (1,2) geral tem duas
sodugoes coincidentes om R.

'Vicaﬁversa. ss x £3r tangentes éuqa, gexd au-
to-polar. Com efeito, r encontras & C3 em dois pontos R
e R'coincidentes. Fordm, R ¢ R’ sao auto=-polares, @ por
isso eslao slire us respectivas rotas polares. R coingie
de com R’, portanitu, &aa redse polarcs coincidém eviden=
temente ocom r, @ esia & auto-polar. | |

Dagul resulte gue as rodas taogentes aoe lugar
sto t3dus e somente ac redas auto~polares dé nosse pola=
ricade.

De moco quefsi idéntico, proveremcs ue ume

-

cdbice ercentre uma cfnica gendrice em seis pontces,sal-

VO 6 C&80 Sm que & c?nica (eventualmente #d uma sua pore

te) faga perte da cubica.

| Daca uma cdnice S genérice, & um ponto P de .
corresponde umna reda polar Pe gue € & reda polar da cd=
nica 7] correspondente de P. Fste reta encontrs 7 sm
dois pontos P’ e P®’.Inverssmentc, estando um ponto f'

de Ledure a rata polur p, & e¢dnice, poler de P'.77',pas-
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sa pelo polo de p,mae ccmo 7] encontra (1 em guatro pon=
tos, & correspond@ncia ¢ (4,2),e, pelo principio de Cre-
mona~Chesles, o mimern de elementos unidos &€ seis. Mas
8stes 80 08 elementos mhito=polares, pois P deve coinci-
dir com P’ e portantc estar sdbre 77 (")

Wo caso em dua t8dos sejam auto-polaree, a cd=
nica faz parte da cuUbica. A cdnica pode sarldecbhposta
em duas retas, ¢ somente uma delas fazer parte dea ceudbi=
ca.

Outrossim, pode-se rcconhecer gque, 86 & cO=-
nica € e poler de um ponto P da cdbica, ela encontra a
curva em P contadd duas vézes e em outréa guatro pontos
gerelmente distintos de P.

Da aplicagzo do teorema de reciprocidade, de-
correm t8das as propriedades ordindrias da eubica, con-
slderada como envdlucro.

" Imedimtamente, por ésta via, inferimos que

-de um ponto P podem ser conduzides peis tangentes & eudbi-

ga CE.

De fato, & ednica polar de P corresponde uma

feixe de reiasc de centro P, e £ cubiea, lugar de pontoa)

(®)Como j& demonstrdmos que o lugar C € uma cubica pla-
na, poderfamos utilizar o teorema de Bézout, fazendo en-

tao uma demonstragiao analitica dessa propriedade.



corresponde a cubica envdlucfo;aoa seis pontos comuns &8s
duas curves correspondem pois seis tangentes & cubica,pe-
lo ponto P.

Se P estd s8tre a cubica, duas destas_tangené_
tes coincidem com a tangente t & curva (em P), e as putrés
quatro sao em geral distintas de t.

| Daqui tiremos a importante conseqfigncia:

Uma cubica geral € irracional.

Tomemos um ponto P da 03. e consideremos um
feixe de retas com centro P. As redas de P determinam -
dois pontos de 93' M e I'.'que, com a variaggQ{dos raios,
se correspondem 1nvolutorim;ente. Ora, os pontos dupias.m
desta corresponddncia 820 quatro, que sao os pontos d;--
contacto das tangentes que sdem de P, distintas de tan-
gente t. Logo, s8bre a C3 nao vale o prinoipio de Cre- |
mona-Chasles, donde segue o teorema. ;

Para ser ¢3 racional € necesssrio que, va-
riando arbitrariamente P, duas das temgentes toquem a
curvea num ponto fixe D, que borresponde a0 caso de D
ponto duplo da 03.

Daquit ﬁor diante, se quiséssemos construir
a teoria das cubdoas por via geom€trica, tirarfamos c&-
mo cOnseqnehcia da irracion;lidade de C3, no caso geral,

o teorems de Mac~Laurin, isto €:
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a)sete pnntos da 03, ainda que infinitsmente
vizinhos, apresentém_para as oubicas pete condigoes inde=-
pendentes; | |

| b)es cubicas por oiﬁa:pontos de upga C3 passam
por um nono ponto fixo; |

c)se dos nove pontos comuns a duas cubicas,
tres estao em linha reta, os outros seis pertencem a uma
cdnica e viée;versa. (Ver, por exemplo, "Complementos de
Geometria Projectiva®™ de Bertini).

Como € Babido, do teoremas de Mac+Laurin, di-
manam t8des as conhecidas provriedades dos pontcs tangen=
ciaig, dos pontos de inflexao e c¢as importanties configu-
ragoes dos pontos de infiexBo, bem como &s prorriedades
dos feixes sizigéticos.

Quante &0 importsntissimo teorema de Sglmon,
pode ser demonstrad o por via elementer eom o raciocinio
empregado por Cremona. '

Contudo, nésta ligeiro trabalhb. vemos fixar
a atengao para a meneira de obter, com orientagao nossa
prépria, o estudo dos pontos duplos e cispides (pontoa
de reversao ),das cubicas, que suréem easim por um camie

nho puramente geomdtrico.

S
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§ 39~-SINGULARIDADES DAS CUBICLS

5+« Examinaremos agora na nossa corresponddn-
cia polar quadrdtice, ¢ ense ce ingdeterminagzo éa reio

corresponiente a um ponto. ¥ evidente que isto se darsd

e -ail.u.ﬁz -] f3 sé anularem gimultanesmente, isto ¢, ce 5‘j=§2=§="

para s coordenedas (x1 xz xy) do ponto. Vas dnf, evie
dentemente g%{ﬁﬂe de cénicas tem pantos-bases. Dstes sao
um, dois, trds ou infinitoz (correspondendo R¢ case em
gue a8 trés cdnicas terham uma refa comum).

Vemoa estudar as veriss hipdtagan s respoie
tos dos pontos-baseﬁ. congiderando cada um somo formaddo
de infinitag diregoes, cu antes subetituinde-vs pelos
pontos infinitamenta vizinhos da sua vizinhanga de pri-

meira ordenm.

~ a)Suponhamos que @ rade tenha um sd ponfse

bose, que sitnaremos no vértice A35?(0 0 1) do trién-
gulo fundemental. As equagoes da trunsformsgac aer?xd:
‘%75111x§+512235+3“112*1x2+255133)33+2ﬁ;23x?33
(xxii) VZ: 811 235 tappoxBt2sy gox) xp42a) 23 %) X3 428223 X073
| vy enyg =t Ezﬁtaai‘:zaﬁxz :
Uma reie B POT Ay = (O‘\O 1) terd equegao
xl-Lxg-:O ¢ seus pontos wrao de coordencdes (ir(,f,l)..ﬁ. ro=

<48 polar do ponie (i/{,i,1) tem pera coordenadas
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(8'111?' 1(24-8.1228-2&112&(-}2&113/{ t2a)53, 511215/( 2*522224-
+283 20 Z/( +2a.123({ 42&223 » 8113 g/(2+322;{+2a123 EI ) e
Achamos a reda eorreapondente-a'43 (considerado como
uma diregao p) fazendoi>0, o que df a Tefa p’ de coor=
denadas (3.113/{ ta353, I123,(+a,223. 0) que evidentemente
passa por Ay. A equagho de p‘d entdo
(xxiii) (“113/( 8303 )xl+-( 223 i tago3 )xp=0

A diregao da reta’p tem coordenada proje=-
ctiva( e &a reils 2' correspondiente tem coordenada pPro-

Jjectiva

a1 #aps
i e
(xxiv) //\e- P

e portanto as redas Re g'ae correspondem numa proje=
ctividade nao degenerada se

8123 #223
(xxv) A = # 0

™13 "3

A equagao da projectividade entre p e p” €

(mi ) : 3'113/(/’\ "'3123;“{'/()*&223:0

0 que mostra tratiar-se de wuma involugao no feixe de cen-

tro A3 .

des diregoes do feixe de centro Ay, quando um ponto P se

S8ubstituido entac o ponto 4y pela vizinhanga

L
wi

]

/N Vet g

-

S e

avizinha de Ay numa diregao p, & reta correspondente € p*
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do mesmo feixe;e se o ponto se afizinha de A3 na dirqgﬁo
2'. a}hma correspondente € i.Os raioa'unidos da involu=
¢ao seraoc definidos peias coordenadaa.projactivan. raf-
zes da equagsao

" | i

" ' + N ‘
isto €, por K:: -a323-uaig3-a]]3a223 . Estas raizes
- 113

sac distintas, reais ou imagindrias, conforme sejaAZ O (xxv).

Fa vizinhanga de Ay, @ cada diregao p corres-
ponde pois uma 2';05 dois elementos unidos nessa corres-
pondéncia s&o as diregoes unidas, que correspondem aos
dois pontos auto-polarés vi thos de A3, isto €, és duas
retas tangentes & cubica n¢ nto Ay, 88 quais serao dis-
tintas se a involugao fdr geral. '

se A= 0 (xxv), a involugao €, como sabemos,
degenerada, e entao hd um sd raio unido e a cbica tem um
8d ponto na vizinhanga de A3.

Vé-se que uma reia unida naoc encontra a cubi=
ca em outro ponto, salvo se faz parte dela.

Conseqfientemente diremos;se 4>0 a cdbica € no-
dal ;sel<0, & acnodal ou com ponto isolado;se /-0, € cuspi=
dada ou com ponto de reversaoc.

Um caso que necessita R(:aer considerado par-

ticularmente € o de 813=83p378);3=0, isto é, a equagao da’

projectividade (xxvi) eom todos os coeficientes nulos e,

por isso com & projectividade completamente indeterminada.

LA i a

e

£
& Gy

E

da tuefa™

“ha?

[ =
ao’

;,,lhr.:".%» ﬁ: fq Q11f(\ r ﬁ

z

]
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Serac estas es fdrmulas de transformegao
_ -2 2
'g—'a111x1+3122x2f231123133=f
(XXViiI. ) 1 i: 3112X§+&2222€.§+ 2&122Xl3{9:f2

§ -

T,70 e £,°0 sao dois pares de redas per 4o (0 0O1)
cdbica terd .a equagao

(xxix) alllxi+&zzzx§+3a122X1X§f3&112Y§x2 0

ou

3 g i y
alll(%) +3&112( )+3a¢22.-+a222—o '

Temos aqui, supondo alll%of'trés raizes kl,
kp e kj para *1 ¢ & equagfio fica
)i o
(xxx) 8111(y, 'kl)(“L -k )(1 k)= 0,
isto €, a cUbica se decompoe nas itrds reias por Ay

x{-k31x2-0, x)«kpxp=0, Xj=k3Xp=
distintas ou 001ncidentes.

/Mzﬁl

bhwhd

Wl s ~

A ednica tem em 4y um ponto triplo, {")

Note-Be que & projectiividade (xxvi) ndo pode

x

bu o

. /L,L,L

ser a identidade, porque esta sd se tem no caso em que

ol

81138230 e -8),3=8104, TES isto traz como counseqtidn=-

cia 3123'0' exatamente como ¢ cag80 em que a polaridade e

completamente indetermineada.

Asaim.

L”%?:f//ﬁx@
%&0& o '}ﬁ’

também, a nofao de ponto itriplo manie

0*) A primeirs polar e a reta polar seo indeterminadas.

z* .

* JLQ a,”_,o £a. MAAQW}; ——--o" QWAa/ dMMaJe,



festa-se elemcntarmente pela definigBo que demos.
b)Estudemos agovs © casc em que existem dois

pontos-bases, ne radde de cdnicas. Colcocados 8stes pontos

nos vértices A,=(0 1 0) e ABE(O 01) do-triéngulo funda=
mental, as equagoes da polaridade serao

vﬁ:a111x§f23112x1x2+2&113x1x3+2a123x2x3
(xxxi ) v iz @112%Ft t2a) 2331 x3

¥ §3 8113 x§f2&123x112

Como no caso anterior, avizidindo=-ge com um

ponto (ilﬂ}” de AB. chega-se a 1nvoluqao

(xxxid) /L(— - &121’{
a113{ 48123 A
que possue 038 ralos unidosg com coordenadas projectivas 0

1 -;tfi,. e portanto um deles ¢ a reta x;=0. (") Es-
tas dua: retas, com iddntico raciocinio de (a) sso as que
chamamos tengentes & cubica. Tembém pode ser corprovado
dste fato com a procura das tangentea.é cubica em Ay, is-
to &, tomada s equecao (xxix), & cdnica polar &

(xxxiii) ali3x§+2&1é311xzfﬂ’

ou

xi(a113x1+2312312}:0,

(") Notando-se que ? possuer o fator x;, é claro que a

equagao da eubica d: xﬁ; f-xgif-x;;g;-xl( a1} 1x1f33112x211f331 13X1x3+
téayp3x2x3)=0, isto &, & refa x)=0{ faz parte da cubica.
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o que nos df x =0 e.fi,:- g o i cUbi
Q j Y -Ei-%- cibica & formada
POr ume coOnica e uma reta A2A3 (xl*o) (») '

Com raciocinio analogo em A, ( O 1 O), che=

ga-3c a 1n§olu9ao )uLz'- T“a123l
a11Aka; 53

{ ndo degenerads se
alzBfO). de equagdo
(xxxiv) 4112 /(/1,(, +3123 ‘Q(f/"’) =0,

Os raioe unidos s@o os de coordenadas 1:>6

28.123 . ,
QA- TS Eetesg sto as tangentes a cubica, sendo
13

uma delas x3=U, que fzz psrte da cubica.

\

¢) Imaginemos que haja tr&s pontos-besesg. As

equecces sersoc, ¢olccados &sses pontos nos vértices do
triﬁngulo'fundamental.
Vf T XpXg
( xxxv) y? X1X3
vf}ezixQ
e a ciblca serd de equagao

(xxxvi) X1 X2%3 =C4

(") Se'a123=0. o projectividade é degenersda, e a cubica
contém a reta x;=0 contada duas vézes, pois sua equacao se
3 : il - 2 s 2¢ 2 —
torna alxlXi+3&112Atx2*ja119x1 x3=Coon 11‘&1lﬁﬂ431152+33113x3)—
~0, isto & , duas vezes x,=0 e muis uma reda residua. Serd a
reja x3=0 contada trés véz&:‘:] 8¢ & 32°8713=0, mes entso a

projectividade terd todos os coeficientes nulos.
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isto €, trds retas distintas.

leste coso, & reta x por 43=(0 0 1) ¢ de e~
QUAGEO xl-sz*-O e zeus pontos serazo | U{, 4, {)e A vetar’
carrespondente terda coordenadas (1,424’). e quando {7 O,
1sto‘é. o panito tende a A3.'£'tande a 31+112=0 e a proe-
Jectividade involutdrim no ifeixe & dada por
(xxxvii) ﬁ*:"/
e nao € degenersda, pois A::~lf#0. Os elementos unidos
saoc dados por /7V-Gm /fﬂ(lo. isto €, por 21;0. que, co-
mo equagSn do scgundo grau, tem as rafzes/: O e [3‘” e
sto @8 retas x;=0 e X,"0. Igual raciocinio pode ser em-
pregado com Ap e A

d)A réde de conicas pode possuir uma reda
fixa 1:6 Tdeil ver que dd lugar & uma cubica decompos-
ta que pode ser a mais geral. Tendo a rfde uma reta co-
mum de equegao x,=0, a transformagao serda do tipo:

gﬁ: x) (23711%) 2873 2%p¢28113%3 )

¢ £ o x1( 85)1X1t282]1 2Xp428513X3 )

€%,- x) (a311x1 4203 10%0¢28313%3) »
e & cUbica terd a equegao x%(alllx1+2allgx2f2all3x3)+x1x2.
(agllxl+2a212x2+2a213z3)+xlx3(a3llx1+2a312x2f2a31333)::6 e
serd decomposte na reda %;=0 e numa cdnica geral ou nao,
que terd por equagao
x; ( 5111x1+23112xz+23113x3 J+xp(B211%) +28212x0428213%3 )¢

+13(331131+2331212128313x3):0.



Resumindo, podermmos formar o seguinte gquedro:

PONTOS=BASES INVGLUQEG YA TIPO SINGULARIDADE
. i _
A>o Q3 nodal: ponto nodael
geral ,
A<O 03 acnodal ponto isolado
um degenerada A=D 03 cuspidada |cdspide
identidade um ponto tri-
ou indeter- A=0| trés retas plo ou infi=-
minada nitos
geral A40 | uma reta e uma |[dois ou trés
cénica pontos duplos
degenersada A=0 | reda duple e |infinitos pon-
dois uma reta re=- tos duplos e
sidua um triplo
indcterminada A= refa tripla infinitos
pontos tri=
plos
trés geral Ofo | trés ratas die-|tr2s pontos
tintas duplos
reta geral A#0 | uma reta e uma |[dois pontos
fixa cénica duplos ou
' trés




§ 40-THOR®MA DB HERVITE

Tal teorema respondie afirmmtivamente & per-
gunia:gual quer rdde de cdniens & rdde de primeirs polar
de uma cubica ?

4 demonstrageo original de Hermite encontra=
se ne publicacao “Ueuvres de Charles lermite“-tdme l1l-pag. 100.

Interessanies consideragoes hirrespaeiais fa=
geém prever 0 teorema, conforma B¢ Observa na Teoria Geome=
trica delle igquazione e delle Funziono Algebriehe (F. En-
riques @ O« Chisini~IX volume=-pag. 23 )+ Resume~se isto no
fato de gue as edbicasm do planc BRO o< @ OF planos de um Sg
g80 tembem oaj. quando se representam sa ednises por pone
tos désee cspago.

A nosse demonsirTagao consiste dnicanente em
verificer que qualquer transformageo reeiproca e quadrie
tica plena, medisnte uma oportuna projectividaede aplicadsa
&8 rcins correspondentes, sutisfaz & ecndigao de diferencisl
exata (xviii).

Seja entso a transformagaos roefproca e Quadrde
tica T e gquagoes

ef;: £,

(xxxvisi) | e5=12,
ch13

@ consideremos & proje&tiviﬁa¢e W ée equagoes



| bny= B-nﬁ tagh toys 5
(xxxix) bn=a21h tepah 4agy
Oy>a32); +a32", ra33 %)

onde [ 8,,|#0+ BEfetwiio o produte da trsneférmecio T pe=

la projeetivigads LO. vird:

€)= @13 F payaf phay 30y 7
(xL) ofh ~ a0 +apafaban3f3= 12

(00’0}2a31f1+a32£2+333f3 ;:?§ g

Considerados inedgnitas os oceficientes 8y
pederos impor as condigoes de diferencinl cxata sa fungoes ?.

Desenvolvides estas condigoes e igualados 68
coeficientes vedm nove egue,0es com &B NOVe 1ne3gnitas 81
nl;g_......ajs. ¥
o m1z2ter2e 24813831 278018711 =808 1 2003 8311 =
&)318]2248) 2822248) 3831 2~8218] 1 2-82280) p=823€312 =
2118123812850 +a138323-8018)13~8228213 8238313 <
8112113 +81%821348138313 8] 18] 11-83282],1-833831) =

)

8119133 +8128233 45138333 ~6318113-8328213-833831.2
apyR113+R220,1 623831583181 12°4326212=833R312

]

"

0O

0

0

0

(L 1)\a;je103 tal2ep23 81383 23=03181)12=81268212=8338212 = O
. 0
Q

3,2_13123{-522522'3 tapy a3 zy=a3y8] 22-83 822283383 22 O

4]

(6218133 +8228233¢638313 8318323 -68328003=833A3D3 =
Haverd sempre solugoes nao tddas nulas, se ode-

terminante dos coeficientes for nule, e é o que se verifi-

¢8 sempre-s



811, %212 8312 -833) -a21) -&y1; O O 0

2122 2222 8322 =811 ~8p312 =8312 O 0 O

a123 1223 8303 =813 =8213 -8313 0 4] - 0
%33 %213 &333 ¢ 0 C -83;1-eoqm -8313
(xLii) |a1o3 8223 8323 0 © 0 0 =-aj12-apip-a3i,
8133 &233 8333 0 ¢ 0 -5.133 -8,3 ~8313
0 O 8] 3113 a213 ®31L3-8112 *82]12-8313
0 O 0 853 apyy 8yp3-8122-8522-8332
© 0 0 &33 a3 eg3p-ayp3-aps3me3ny

0O determinente

30

dos coeficientes d:

Somendo-se & terceira linha coma sétima, te-
remos a terceira igual & quinta e o determinanie € evi-
dentemente sempre nulo.

Assim de modo bastante e;ementar fica de-
monstrada esta interessante proposigao,
-$355§~ -
 §50=-DETZRMINANTE CUBICO‘

¥ sebico que & dificuldede do uso do detere
rinente cUbico estd nos tr&s velores que surgem eonforme
o fndice que se deixe fixo nas perrutacoes. Entretanto,
€ curiseo verificor que, se ligceTmos um cdeterminante eubi-

co sos coeficientes de equagao da nossa cdbica, eomo vere-
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mos adiante, por causs do condigho de diferencinl exsta
apreasenta o referido detorminonte wrs gimétria que lhe
dd um Wnico valor em lugar dos tréa que em geral se ma=
nifiestam.

Deda equeceo da cibies
(x0i11) e11133tazozritey 337*;1'3511211 x2+.,a11:3111‘3t.«a124X1X§+

+30321 xlx§+18 Z3A3%2X3 34305 23x2§3+éaizjxnxnx =0,
constroi‘se ¢ ceterminonte do sepuinte moco:

Egereven-ce nog trés plenns horizonteis (as
duus bascz e a scegao reta horizontszl pelo centro) de
um cubo os coeficigntes, levandn em conta os primeiro
fndices, 1sto &, colocaudo no primeiro plano (inferior)
o8 qﬁe team primelr: fAdice 1, no ssgmdo plano (rddio)
o3 de indice 2, e nc Ultimn (superior), 3, com as condie
goes (xviii). A diaposi;zo & entéo o que ne vd na figura
dn pagina seguinte, denernh-.do o cubo ¢m perapectiva co-
valeirae.

0 edlculo do valor D d8gste detorminante po=
de ser efetusdo por umz espccie €e ropgra de HerTUG trie
dimensional, o que =s& vwrifica facilmente .

. Contrarianentie & wnelugis gue parece hever
com as eonicas, a wmmle;ao céste delerminante néo estd
ligada as singulsrideces da curve, 0 que se dewonsira

com uwm exemplo.
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Seja a eubica
(xLiv) :%{-x%-l-xg =3%; X%y =0
que tem um ponto duplo. Tem0s &;31=lsesp2=l,a3337 1,
a123:-—%—e 08 demais nuloas. Construfdo o determinante
eudbico que vale
(xLv) D:;‘111“22?°333f2“§23: f%—#o.
note-scque € diferente de zero. No entanto, & ewbica
tem siugularidqsce, porgue € do tipo geral_x%+z%+x§-
, 6/(x1x2x3: 0, Onde /< satigfaz & —equaqiio 8 /{3 «1= Qs

¥io vale tarbdm uma relagio do tipe D =BD,
quand 0 se fuz uma substitulgio lineer ne equagio da ciibi=
Dica, szlvo se estz mentiver a simetris, nog produtss
sucessivos ds D por B, o que nem sempre se de. O produ=
to de um determincnte odbico D por um ceterminante pla=-
no (comum) B é um nove detcrminante ewvbieo D’, determg-
nante éste eujos plancssac podutos oraindrios dos pla=
nos éde U por B. Embors D seja simdtrico, o novo detcre
minante BD em gersl neo © &, e entio tem trés valores
(BD);,(BU)2 e (Bb)j. 0 proauto sucessivoe por B tera
ainds trés valores 1_(35)13‘ L,Bm)iﬂl% e [\(Hb)il.] "
isto &, nao serd simétrico. kntretanto, num teroeirej
produto por B, volta a simetris, isto &, o determinante
finel terd um &d velor D°. Nao vale em geral D':.B}D.:I.s-

to &, uma substitu¥gdo linear de mddule wm, na equagio




da cdbies, nltera o valor D e 8ste nao & invariante.

¥ contude provivel, upeser de sor ostude sine
da por fazer, Jue no ¢:#50 de uma guirtics plana, venha
ume. relejfc de tipe DP=E'D, sendo D um determinante &
seatro dimensves. Possivel € entso gue D seja un inva-
riente unimodulzr nas curvis de ordem pPar. Entretanto.
¢ assunto gue pretendemos estuder em cutrs eportunida=

de, da modo gue estas considorogtes finals nsc valem

por proposigocs conf irmedas.

~§¢55¢-
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RESUMO E CONCLUSOES DA TESE
"SOBRE UMA NOVA DEFINIGAO DI CUBICA PLANA"

As curvas planss de terceira ordem podem ser definidas
analitica ou'geoﬁétricamente. Por via geométrica, a definigaé conh:--

ida é do tipo Steineriano.

A falta de uma definicao, tipo Staudtiano, foi o moti-
vo que levou o prof. Giacomo Albanese a sugerir-nos uma pesquisa
nesse sentido. A razao desta tese € a exposigao dos resultados
conseguidos a ésse respeito, -

Assim obtivemos uma definigao das cubicas, como lugar
dos pontos auto-conjugados de uma polaridade quadrética_plana (re-
ciprocidade involutoria quadritica plana). A seguir as primeiras
propriedades foram obtidas elementarmente por esse caminhn,

Conseguimns, tsmbém, um interessante processd geométri~
co para exame deas si;idsrcidades das cubicas. ’

Outrossim, rcputamos bastante proveitosa a demonstragao
facil e elementar do conhecido teorema de Hermite, sobre as cubicas.

Finalmente, ligamos um determinante cuico simétrico
(um 80 valor) aos coeficientes da equacao da curva de terceira or-
dem. Verificamos gue a anulagao déste determinesnte nso esta ligada
as 51ngular10ades da curva, como podprla paracer™ numa raplda analo-
- gia com as conicas. . )

A teoria assim construfda rode ser estendida as curva
planas de ordem superior a tres. Porea, nesta tese, nao procuramc:
estudar esta pos31b111dade, limitando-nos unicamente ao caso das
curvas de terceira ordem.





