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INTRODUÇÃO. 

Os números ~ reais sao obtidos completando-se o corpo dos 
números racionais Q relativamente à sua topologia habitual. P~ 
demos porém introduzir outras topologias em Q e obter corpos 
completados diferentes, por exemplo, o corpo dos números p-ádi 
coa. Se apenas exigirmos que a topologià introduzida em Q se
ja compatível com a sua

0

estrutura de anel e não com a sua estru
tura de corpo (isto é, a aplicação x ~ x-l não é necessària
mente contínua) então obtemos um conjunto abundante de topologi
as sôbre Q (conjunto êste que tem a potência do contínuo) e p~ 
ra cada uma dessas topologias z:: podemos considerar o anel co~ 

/' 
pletado Q.._. Temos em vista particularmente as topologias 'C de <.., 

anel sôbre Q· nas quais um sistema fundamental de vizinhanças de 

zero é formado por subgrupos de Qº são os elementos do comple
tado de Q com e·sta topologia que chamamos de números reais ge
neralizados. Neste trabalho apenas precisamos de uma parte do 
completado, isto é, o completado do sub-anel Z dos inteiros e 

~, ~ os elementos de Z~ nos servirao na classificação dos subgrupos 
de Qn e mais geralmente dos grupos sem torção (a classificação 
será feita por matrizes de ordem n xn 

/'-. 
de elementos de Z-c: 

por matrizes transfinitas no caso geral). 

ou 

,,...... 
Seria talvez mais acertado· chamar os elementos de Z-c 

de números inteiros generalizados assim como os elementos do com 
pletado de Z no corpo dos números p-ádicos são chamados de . in
teiros p-ádico s. 
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Os números reais generalizados nos Burgiram naturalmen

te no problema da classificação dos gru·pos sem torção substi tu.

indo os números p-ádicos que Kurosh havia utilizado para· clas

sificar os grupos p-primitivos. 

O interêsse pelo estudo e pela classificação dos sub -

grt.tp'õs d·e Qn e mais geralmente pelos grupos sem torção foi• .des 

pertado por um exemplo de Pontrjagin (1934) [PJ, que mostra que 

um subgrupo de Q
2 não é necessàriamente produto direto, contr~ 

dizendo assim alguns dos resultados de Alexander e Cohen [Ac],ae 

Pietrkowski [Py], de van Dantzig [v.D-1]. Ver p . 43, ou, [PJ p. 

384. 
Os subgrupos .G de Qn não s endo necessàriamente pro-

duto direto de subgrupos de Q a sua classificação não se re-

duz trivialmente à classificação dêstes Últimos. Inspirado no 

exemplo de Pontrjagin, KurCY·:i'l estudou os grupos G de pôsto fini 

to e p-primitivos, isto é, tais que existe um subgrupo livre H 

de G e tal que para qualquer x de G existe um inteiro m 

tal que m 
p X E._ H. Naturalmente êsses grupos formam uma catego-

ria mui to particular de grupos de pôsto finito, mas Kurosh conse 

guiu uma classificação completa dêsses grupos usando para isso 

matrizes de ordem n n cujos elementos são inteiros p-ádicos. 

Para isto, grosso modo, mostrou que o grupo G é reunião de· uma 

sequência estritamente crescente H de subgrupos livres de G, 
r 

subgrupos êstes que têm bases tais que a passágem da base de um 

para a base do seguinte é essencialmente feita 
(r) 

de inteiros cujos elementos m. . satisfazem 
J..J 

uniu tôdas essas matrizes numa só matriz "õ'/L 

por wna matriz M 

O ,,. (r) / . rre 
~ m .. , p e 

J..J 
cujos elementos são 

inteiros p-á<'l.:i.c os. Kurosh achou condi çÕes nece ::l3ár ias e eu.fiei-
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entes para q_ue uma ma t:i.."'iz '()1 esteja associada a um grupo G 

(p-primitivo) e demonstrou a existência .de grupos não completa

mente redutíveis e q_ue êste s constituem a"maioria 11 • 

Kurosh suspe i tou q_ue os "números ideais de PrÜfer" (que 

são essencialmente os eleme ntos dos aneis apre~entados por 

sis~erras de congruências que substituem os ideais) teriam um pa

pel a desempenhar na extensão de seus resultados à classificação 

de subgrupos quaisquer de pôsto finito. 

"Outro desenvolvimento possível na teoria dos grupos a

belianos sem torção seria a pa sságem (do estudo) de grupos p-pri 

mitivos ao estudo de grupos q_uaisquer de pôsto finito. Nesse de

senvolvimento os números "ideais" ou "universais" de PrÜfer tal

vez tenham um papel a desempenhar, mas isto não será uma genera

lização trivial do s resultados do presente artigo". Kurosh, [K] 

p.177. Parece porém que esta idéia de Kurosh não encontrou éco 

ou então não deu f rutos. 

Posteriormente houve duas classificaçõe s que tentavan, 

extender a clas sificação de Kurosh a grupos quaisquer de pôsto fi 

ni to, isto é 7 e ssenciaJ,.mente subgrupos de Qn. Referimo-nos à 

classif icação de Derr y [D] e à de Szekeres [sz] ; êste Último a

liás classi ficou os grupos enumeráveis e sem torção . Essas elas 

sific.sçÕes também são f eitas por meio de matrizes porém não apre 

sentam a simplicida de da cla.Bsificação de Kurosh no s entido de 

poder obter de modo s imples o grupo a partir das matrizes e re

círrocamente . 

A classif i cação de Derr y nos faz " sairn do grupo G que 

ucr~ 3 consid era G como intersec-

ção de uma i nf inida de de grupos G p-primi.t ivos (p percor renn 0 p 
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associa uma matriz o conjunto dos números primos) e a cada G 
p 

M de elementos p-ádi cos e~1-esta família (M ) de matrizes 
p p PE. p 

(naturalmente satisfazendo ceFtas condições) associa , , os gr~ 

pos G e obtem G = n G • Vemos pois que é extremamente difí-
p pE.P p 

cil ter alguma idéia sôbre o grupo G a partir das matrizes M. 
p 

Aliás, Kurosh suprime, na segunda edição do seu livro [K2J' a 

classificação de Derry, que havia exposto na primeira edição, di 

zendo textualmente que "0 método de apresentar grupos por siste

mas de matrizes p-ádicas foi omitido (nesta edição) por ser de 

pouca ajuda no estudo dêstes grupos".~{ 2], p. 8. 

A classificação de Szekeres é rr~is satisfatória no sen 

tido de que o grupo G é obtido como uma reunião de subgrupos 

G (p) de G. Para isto toma um subgrupo livre H de G com mes 

mo pôsto que G 

um dêstes grupos 

e define G(p) = ~xE.G 1 3 pmx E. H} e a cada 

associa uma matriz M de números p-ádicos. 
p 

Infelizmente tanto a intersecção qualquer como a reu-
~ ~ niao qualquer de grupos nao goza de nenhuma propriedade privile-

giada como gozam os limites indutivos .ou os limites projetivos 

de modo que as classificações de Derry e Szekeres não permitem 

por exemplo, abordar o estudo dos grupos duais e sua classifica-
~ çao ou outros problemas "naturais". 

A classificação que propomos é muito mais simples e· ge

neraliza diretamente ·as idéias e os métodos de Kurosh: enquanto 

Derry e Szekeres precisam de uma infinidade de n:a trizes p-ádicas, 

em nossa classificação basta uma infinidade de matrizes inteiras 

ou simplesmente uma matriz ('1r)-ádica e além disto a relação en

tre a matriz e o grupo é muito natural e simples prestando-se à 

aplicações. 
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Para realizar esta classificação introduzimos as noções 

de ·sequência característica e de sequência crescente de gerado

res ou, o que é essencialmente equivalente, a noção de sequência 

principal (4r) de um grupo G e obtemos o grupo como rwnião de 

uma sequência estritamente crescente de subgrupos livres H de G 
r 

e definimos em cada H as chamadas bases canônicas (Hauptsystem 
r 

de Kurosh) de tal modo que a passágem 

o grupo H r+l 
é feita por uma matriz 

tras, goza da propriedade de que seus 

bre a diagonal satisfazem à condição 

sas matrizes M r 
numa só matriz 

da base do grupo 
(r) 

M = (m .. ) que, 
r J.J 

Hr para 

entre ou 

elementos que não estão sô 

O / (r) . 
~ m. . < a ; reunimos es 

J.J ---r 
de ordem n x n (n = pôsto 

de G) de 
, 

(<1r)-ádicos. G é portanto .limite i ndu ti vo cbs nu.meros 

subgrupos H e · então dual G 
, 

o limite projetivo seu grupo e 
r 

dos grupos H r 
~ que sao toros de dimensão n e de fato a matriz 

YYl dá êste limite projetivo de modo muito fácil [H 2]. 

Repetimos: as idéias básicas que nos permitiram associ

ar a subgrupos de Qn as matrizes são as de característica de 

um grupo em relação a um subgrupo e a de sequência crescente de 

geradores, que por sua vez leva a noção de sequência de fatores, 

de sequência principal e a de número (q )-ádico. 
r 

Tôdas essas noções giram em torno da mesma ordem de i-

déias e parte delas (as sequências cara cterísticas) já havia ap~ 

recido na classificação dos subgrupos de Q [H 1]. Procuramos en 

tão unificar os tratamentos dessas diferentes noções e os o-ide-
~ , 

ais revelaram-se adequados para isto, permitindo unificar nao so 

o estudo da classificação dos subgrupos de Q e da noção de ca

racterística de um grupo em relação a um subgrupo, como ainda ser 

viu para tratar de um modo simples as topologias de ideais sôbre 

'7. 
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Façamos alguns comentários sôbre os diversos capítulos 

desta tese: 

Depois de ter recordado ràpidamente no capítulo I as 

principaismções da teoria dos conjuntos vrdenados, da teoria dos 

grupos, etc. que usamos neste trabalho d~os no capítulo II, pa

rágrafo lQ, üm estudo detalhado dos o-ideais, das sequências cara 

cterísticas, dos sistemas crescentes de geradores e 

principais que vão servir, como já dissemos, para a 

ção dos subgrupos de Q, para o estudo de subgrupos de 

topologias de ideais sôbre z. 

sequências 

classifica
n Q e das 

/',... 

No parágrafo 2Q do capítulo II definimos os aneis 

e damos o desenvolvimento de seus elementos como sequências 

Z(b) 
n 

(de-

senvolvimentos (b )-ádicos) pois é sob esta forma que vamos usar 
n 

êsses elementos. Os números reais generalizados que apresenta-

mos já são bem conhecidos na literatura, sob uma forma ou outr~" 

Parece que a primeira apresentação deles foi feita por Pr Üfer 

[Pf] . Os chamados números ideais de Prufer são os elementos "i

deais" que são acrescentados a um anel para satisfazer a um sis

tema de congruências. Pietrkowsky [Py] percebeu que atraz desta 

idéia de juntar elementos a um anel estava o processo de comple

tação topológica. A primeira formulação em têrmos modernos sa

tisfatórios foi feita por van Dantzig em [Dl], o qual essencial

mente considera as topologias (em aneis) que têm um sistema fun 

damental de vizinhanças formado por ideais e-, ( que chamamos sim 
\J 

plesmente de topologia de ideais neste trabalho) e considera o 

compl'.:etado dêste anel t opolÓgico, chamando os elemE::ntos do an.el 

completado de números l--\f -ádicos. 

Os números reais generalizados são obtidos simplesmente 

como um caso p::irt; cul:~.::. J.0 caso acima quando o anel em questão é 
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z. Neste caso particular porém é possível dar uma representação 

._dêstes elementos por sequências, representação esta que chamamos 

de (b )-ádica e que é essencial para o presente trabalho. No cá.- -
n 

so geral uma representação destas não é possível e por isto nos-

sa classificação não se estende a aneis principais quaisquer. Es 

ta representação generaliza a habitual representação por sequên

cias dos números p-ádicos. 

No capítulo III damos agora de modo muito rápido (é ver 

dade que usamos tôda a teoria dos o-ideais) a classificação dos 

subgrupos de Q que já tínhamos publicado em 1950 [H 1]. Na mes 

ma época também apareceu uma classificação bastante semelhante à 

nossa [B zJ e posteriormente verificamos que a idéia básica pa

ra esta classificação, a de sequência característica, já se en

contra em outros autores [BJ, [L], [Py], que dela fazem int eres

santes aplicações. 

No capítulo IV começamos dando exemplos de subgrupos de 
2 ~ Q que nao podem s er decompostos em produto direto de grupos 

de pôsto 1. Apresentamos também um exemplo que é muito mais sim 

ples do que os que conhecemos na literatura. No parágrafo 2º, os 

resultados principais são os teoremas 26 e 28. No§ 3º, temos o 

teorema 29 que é es s encialmente de Kurosh [K], p. 185. Outro re

sultado fundamental é o teorema 36. No §4º, dad oi-3 · os teor ema s 

que permitem associar ao grupo G uma sequência de matrizes que 

sa tis fazem determinada s condições e damos os Últimos teoremas (t~ 

orema 44) que p ermitirãodemonstrar que essas condições também são 

suficient es para que uma s equência de matrizes este ja associada 

a um grupo (t eorema 46) e comple tamos no s sa cla ssif icação nos te 

cremas 47 e 48. 
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O têrmo classificação se justifica pois classificar de-_,,,,,. 

terminados entes, é estabelecer wna correspondência biunívoca e~ 

tre êstes entes e outros mais simples e dizemos entã.o que.,....,-êstes 

Últimos classificam os primeiros . Assim para dar exemplos ape

nas desta tese podemos dizer que as sequências características 

classificam as topologias de ideais em Z (cap. II, § 2º, teor~ 

ma 10) ou ainda, no capítulo IV , classificamos os grupos G tais 

que Z n e- G i- Qn · d t · - ___ por meio e ma riz.es );";<l de ordem n x n cu-

jos elementos estão num determinado anel (dependendo do que cha

mamos característica do grupo). 

A matriz "Y(L que associamos a um grupo G não é um in 

variante dêste grupo no sentido de que nã o é a mesma para qual-

quer grupo isomorfo a G. A 11L-i '.;riz YfL 

imersão de G em Qn, mas considerando 

depende da particular 

G como subgrupo de Qn 

classificamos então comple tamente êstes grupos pois estabelece

mos uma correspondência biunívoca entre êstes grupos e as matri

zes e podemos ainda definir a pQrtir das matrizes alguns invari

antes do grupo G, o seu tipo e os p-pôstos redu~idos. 

Os resultados obtidos ainda se extendem trivialmente a 

grupos sem torção de pôsto qualquer se os considerarmos como sub 

grupos de Q (L) y L sendo um conjunto bem o,rdenado (ver o fim 

do IV 7 §4º, nQJ) neste ~ mais sabemos definir in cap. mas caso nao 

variantes a partir da matriz transfi nita associada ao grupo. 

A noção de e-ideal é muito familiar na teoria dos reti

culados e poderíamos também ter fei to seu estudo em aneis princi 

pais e t enta:::- ex tender os resuJ.tados obtidos a êste caso, isto é, 

classificar J1. •-mt a·~J_OC:f · de r, onde K é r- OOT.f,O ~p quocientes 

do anel principal J{ ~ Esta extensão, porém, não é possível para 
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um anel principal qualquer. Vamos analisar ràpidamente quais os 

resultados que podem ser extendidos. 

As propriedades de divisibilidade se definem de modo a

nálogo, bem como a decomposição Única em produto de números pri

mos (neste caso elementos extremais de J-l ) ver [B. Alg. VII], 

§ lº, particularmente, proposição 1 e teorema 2. Mas o conjunto 

6) , sistema completo de representantes dos elementos extremais 

de Jl ( que vai substituir o conjunto dos números primos posi ti 

vos no caso geral) não é mais necessàriamente enumerável; exem

plo: anel J\. = k [x] ( dos polinômios na indeterminada X sôbre 

o corpo k) onde k não é enumerável, de modo que a caracterí~ 

tica de um o-ideal de J-L não mais será uma sequência mas sim 

uma família (n ) _ G? • Estas características ainda estão em cor· 
P P'=-- a* 

respondência biunívoca com os o-ideais de u7. e de K°l'.-, isto é, 

valem as prop. 1, teorema 2, prop. 3, prop. l', teorema 2', pro

posição 4 e portanto servem para classificar completamente os sub 

grupos de K. Do mesmo modo ainda temos a noção de tipo e pode

mos usar a sequência característica para classificar as topolo

gias de ideais sôbre Jt,, isto é, valem as prop. 9, teorema 10, 

proposições 11 e 12. 

Porém para que todo o-ideal tenha uma sistema crescente 

de geradores é necessário (e suficiente) que seja 
, 

enumera-

vel. Quando esta condição está satisfeita valem todos os resul-

tados do§ lº do Cap. II e podemos, inclusivJ, definir a ~ noçao 

de sequência principal. Ainda teremos a noção análoga a de re-
,, .._ 

presentação (b )-ádica para os aneis completados ~8 
r 

(relati-
~ 

vamente a uma topologia de ideais), os elementos a n sao agora 

\.H elementos de um sistema completo de representantes 

dos restos mod. (pn), onde pn E. Ç. Os teoremas 13 

R 
Pn 

e 

de 

16, de-
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vidamente formulados são então válidos. 

As noções de semibase, pôsto, etc. para Jl.. -submódulos 

de r e os teoremas correspondentes subsistem para aneis prin

cipais quaisquer, inclusivé, a noção de característica de um <.H- · 

módulo em relação a um submÓdulo (teorema 26) bem como o teorema 

28. Para extender os resultados do § 3º do Cap:. IV e particular_ 

mente o teorema 29 é necessário que possamos achar um sistema com 

pleto de representantes de restos R de ,.f'.\ módulo p tal que 
p 

também pertencem a se x,y E:R então x-y ou y-x R ·, exem-p . 
p -

plos: A'= k[X] e A = z. Esta condição permite extender todos 

os resultados do §3Q do Cap. IV. Se além disso ? for enumerá-

vel segue-se que também podem ser extendidos os resultados do § 

4º, substituindo-se o anel Z dos inteiros pelo anel principal 

tPi e modificand-se devidamente algumas condições. Pretendemos 

tratar destas generalizações para aneis principais e possivelmeg 

te para aneis mais gerais (aneis de Dedekind) em outro trabalho. 

J 

Mencionaremos ainda alguns problemas que já estudamos 

ou pretendemos abordar utilizando os resultados do pre·sente tra

balho: 

1) Mudança da matriz M relativamente a mudanças de se 

mi bases d e G. 

2) Grupos completamente redutíveis de pôsto finito. De

monstramos que o grupo G é completamente redutível se, e some~ 

te se, pudermos associar-lhe uma m'3. triz · Y 11 que é diagonal. 

3) Fatores diretos, subgrupos e grupos quocientes. 

4) Teoria da dualidade de Pontrjagin. Demonstramos que 

se ao grupo G de :pôsto- n ~,está associada a sequência de matri 

zes M então o dual G* de G é o limite projetivo de uma se 
r 

quência T de toros de dimensão n por aplicações 
r 



l-i) • T ~ T 
r r+1 • r+l r 

lO sendo definida por 
Tr+l 

T r+l 
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onde os X . 
'.l. 

são números reais com os quais calculamos módulo 1. 

5) Extensão da teoria de dualidade de Pontrjagin para 

aneis principais. 

Quanto às orígens do presente trabalho: nosso interêsse 

pela teoria dos grupos começou em 1950; nesse ano, public~o~ u

ma classificação dos subgru.pos de Q [H 1]; tínhamos ainda di

versos outros resultados referentes a subgrupos de Qn mas não 

havíamos conseguido generalizar satisfatàriamente a classifica

ção de Kurosh. Abandonamos êste campo e passamos a nos dedicar 

a outros problemas. Há alguns meses voltamos à teoria dos gru-

pos tendo porém em vista certos resultados topológicos. Estas 

pesquisas levaram às idéias de sequência crescente de geradores 

de um o-ideal e de característica de um grupo em relação a um sub 

grupo pleno e percebemos que estas duas idéias reunidas adequad~ 

mente permitiriam generalizar de modo simples a classificação de 

Kurosh. Efetivamente, em algumas semanas conseguimos a classifi 

cação dos subgrupos de Qn, classificação esta que conseguimos 

extender a subgrupos de Q(L) e a A-módulos sôbre certos aneis 

pri nci pais • 
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Nesta tese tratamos de dar demonstrações completas de 
todos os teoremas, principalmente daqueles que serão usados pos
teriormente. Também incluimos algumas proposições e corolários 
de que não fazemos uso neste trabalho, tendo em mente lançar mai 
or luz sõbre o assunto. ~ Usamos uma só nu.meraçao para as proposi 
~ çoes e teoremas afim de facilitar sua localização. 

·nado o grande número de definições de diferentes campos 
da Matemática que usamos, incluimos na parte final, um.índice te~ 
minológico e um Índice de notações que esperamos, facilitem alei 
tura da mesma. Êstes Índices foram organizados pelo nosso cole
ga Dr. Carlos B. de Lyra ao qual agradecemos calorosamente êsse 
auxílio e muitos outros que nos prestou. 

Terminando esta introdução queremos deixar assinalados 
aqui os nossos agradecimentos a Dna. Ermilinda de Castro, funci~ 
nária do Departamento de Matemática da Faculdade de Filosofia, Ci 
ências e Letras da Universidade de são Paulo, que escreveu à má
quina grande parte do manuscrito desta tese e particularmente ao 

. Dr. Luiz Henrique Jacy Monteiro que reviu conosco a maior 
do presente trabalho, sugeriu diversas modificações e ao 
também se deve todo o trabalho de preparação material desta 

parte 

qual 

te-
se. Sem os esforços e a dedicação do Dr. Luiz Henrique Jacy Mon 
teiro esta tese não teria ficado pronta em tempo 1-1tiil •. 

S.Paulo, Março de 1959. 
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CAPITULO I . 

NoçÕ~ preliminares. 

§ lQ - Teoria dos conjuntos. 

1. Neste trabalho usamos as notações e terminologia dos 
, , , 

11 Elements de Mathernatique" do grupo Bourbaki e em particular de sua 

teoria dos oonjuntos [B. E. J. 
Com N indicamos o conjunto dos números inteiros estrita-

mente positivos. N indica o conjunto m dos inteiros de l até m, 

z o conjunto dos inteiros relativos e Q conjunto dos 
, 

o numeres 

racionais. :X- Qx- indicam o conjunto dos 
, 

inteiros re-z e numeros 

lativos, respectivamente dos números racionais, que são diferentes 

de zero. N e Z indicam respectivamente os conjuntos Nu~oo~ e 

Z u ~ v0r e consideramos que oo > n para todo n E. N ou n E. Z res

pectivamente. 

2. A seguir consideraremos stanto sequências finitas 

como sequências infinitas, (x) c.Nº n n~ . Na maior parte (xn)nf_N 
m 

das vezes dizemos simplesmente "sequência" referindo-nos indiferen 

temente a sequências finitas ou infinitas, desde que esteja claro 

de que caso se trata. Aliás escreveremos simplesmente "a sequên

cia (x )" ou mesmo "a sequência x "· Também usamos esta notação n n 
simplificada para famílias de elementos, se não houver perigo de 

confusão. 

Indicamos por P o conjunto dos números primos que consi

deramos ordenado por valores crescentes 9 · de modo que podemos fa

lar no "primeiro número primo", no "segundo número primo" etc. e 

na "sequência (p) N dos nú.meros primos", 
n nE. 

mo número prim0; r:ina ndo falamos na sequência 

pn indicando o n-ési 

( x ) de elemen-
P p E. p 
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tos de um conjunto nos referimos a sequência (xPn) n ENº 

Exemplo: as sequências características (n ) ,.. P defini
P p~ 

das no Cap. II. 

3. Uma família (x) de elementos de i i E I Q (ou de 
um seu subconjunto) é chamada quasi-nula se x. = O para todo 

1. 
i€ I com um número finito de exceções apenas, · quasi-positiva, 
se X . '- 0 

1. ~ 
exceto para um número finito de elementos i E. I, ~-

sitiva, se X . ~ 0 
1. 

para todo i E. I. Também usamos a mesma no-
menclatura para sequências. 

4. Dar uma relação ~ sôbre um . conjunto E 
um subconjunto R e: E X E. Escrevemos x Q..y para indicar 
(x,y) E.R. 

, 
e dar 

que 

Dizemos que uma relação (R, sôbre E é uma relação de 
equivalência se ela goza das seguintes propriedades: 

1) Para todo x E. E temos x ax; 

2) Se x,y E. E e vale x Gt y então vale y fR.x ; 
3) Se x,y,z E. E e vale x ~--Gy e y GG z então ·vale 

X C?u Z. 

Exemplos: a - A relação de igualdade entre elere ntos de 
'Um conjunto E. 

b - A relação "x é congruente a y módulo p" entre intei 
ros, p estando fixado. 

e - A relação "x divide y e y divide x" em z. 
O conjunto formado por todos os elementos equivalentes 

a um elemento x chama-se class e de equivalência. 
Dado um conjunto finito I indicamos por 

rode seus elementos. 
II 1 

, 
o nu.me-



§ 22 - Álgebra. 

1. Divisibilidade. 

Dados dois elementos q e q' de Q (oudeum seu sub 

conjunto Q*, Z, z* ou N) dizemos que q divide q' e es

crevemos qjq 1
, ou que q' é mÚltiplo de q, escrevemos q'~ q,se 

existe um inteiro m E.. Z tal que m.q = q'. 

Dados inteiros a1 , •.. ,an E Z de I.1.D.C. d, existem in 

teiros ~, ••• ,mn tais que ~a1 + ••• + mnªn = d. 

~ Fazemos a convençao 

TT 
iE~ 

m. 
l. 

= 1. 

Assim mantemos a propriedade: 

T1 
se I e ,J então TT m. divide 

iE.I 1 

iEJ 
m .• 

l. 

2. Teoria dos grupos. 

~ Todos os grupos que aparecem neste trabal ho sao comuta-

tivos e usamos para êles a notação aditiva a menos de menção e~ 

plícita do contrário, como acontece, por exemplo, com o 

mul•tiplicativo Q*. 

grupo 

Dado um grupo (comutativo, sempre) G, dizemos que um 

elemento x G é de or dem finita se existe um n E. z* tal (l1 1 ~ 

nx = O. O conjunto dos elementos de ordem finita de G formam 

um subgrupo chamado to.E.~~ de G. Um grupo ~Il2: tôr2§,..2_ é um gru
po cujo único elemento de ordem finita é zero. 

Dizemos que um subgrupo H de um grupo G 
, 
e puro ou 

G-divisível se x E. G e nx E: H, onde * n E Z, implica x EH. 

Isto equivale a dizer que G/H é um grupo sem torção. Se K é 



4 -

um subgrupo puro de H e H um subgrupà puro de G então K 
é um subgrupo puro de G. 

Seja o grupo G = l7 G. 
if I 1 

produto direto de uma família 

(Gi)iE.I de grupos; se 
I creveremos G = H . o 

para todo i E I tivermos G. = 
J. 

conjunto das famílias quasi-nulas 

I 
(xi)iEI EH 

é um subgrupo de H1 que indicamos por H(I). 

H, es-

Dado um grupo G, dizemos que um seu subgrupo H é um 

fator direto de G se existe um subgrupo K de G tal que to 
do elemento de G se escreve de um e um só modo sob a forma 
h+k, com h EH e k E K. Então G é isomorfo ao produto di
reto H-,.._ K. Todo fator direto de um grupo sem torção é um_ sub
grupo puro dele. 

Um grupo G ~ chamado livre se existe uma família 

(b1)i E 
1 

de elementos de G tal que para todo a E G exigj;e u
ma e uma só família quasi-nula (mi)i€ I de inteiros relativos 
tal que 

a=\m.b . • L i i 
i I 

Isto equivale a dizer que G é isomorfo ao grupo Z(I). Todo 
subgrupo de um grupo livre é livre. Idem para o produto direto 
de um número finito de grupos livres. 

3. Aneis e ideais. 

Todos os aneis que consíderamos são comutativos e com 

unidade (diferente de zero). 
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Um subgrupo de um anel A é um ideal (de A) se 
x E ~ implica ax E. rj 

to (x) = { ax I a E. A} 
principal gerado por x 

para todo a E A. Exemplo: o conjun

é um ideal de A que chamamos de ideal 

em A. No anel Z todo ideal é prin-
cipal, isto é, gerado por um elemento de z. 

4. Matrizes. 

Diz-se que uma matriz M: de ordem m 'f.. n formada de e
lementos de um anel A tem pôsto r se ela tiver um menor de 
ordem r X r diferente de zero e se todo menor de ordem 

(r+l)><(r+l) for igual a zero. 

Dada uma matriz ~.'I , de ordem mxn e uma matriz M" de 

ordem n x. s temos: pôsto (M ' X M") ~ inf [pôsto ~1' ' pôsto NJ:11
]. 

Se as matrizes M' e ~ M" sao de ordem nx n e M" 
, 
e 

inversível então: pôsto (11' X r:!") = pôsto N 1 
• 

Dada uma matriz M de inteiros relativos e um 
, 

numero 

primo p, o p-pôsto de M é o pôsto, no corpo Z/(p) da m8 -
triz M formada pelas classes de restos módulo p, m . . , dos e

lJ 
lementos m. . da matriz 

1J 
M. 

rxr 

Portanto M tem p-pôsto r se e-

xiste um menor de ordem que não é mÚltiplo de 

de M é mÚltiplo de do menor de ordem (r+l) X (r+l) 

Dada uma matriz M = (m ) de ordem n)( m e rs 
ICN e JCN n m indicamos por M1 X.J a matriz 

p mas to 

p • . 

dados 
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§ 32 - Conjuntos ordenados. 

1. Relações de ordem~ de pré-ordem. 

Uma relação de pré-ordem num conjunto E é uma relação 

satisfaz as seguintes propriedades: 

l) para todo xEE temos X ,< Xº 
' 

2) para x,y,z EE as relações X~ y e y ..( z impli 

cam X -<( z. 

Se além disto vale a propriedade 

l') para todos x,y f E, as relações x ~ y e 

implicam x = y; 

y ~ X 

dizemos que temos uma relação de ordem e o conjunto E 

desta relação será chamado de conjunto ordenado. 

munido 

Uma relação de ordem será dita total, e E será denomi 

nado conjunto totalmente ordenado ou cadeia se vale 

3) para todo x,y E E temos x < y ou y ~ x. 

Exemplos: a - A relação de ordem habitual x ~ y em Q 

ou em qualquer um dos seus subconjuntos é total. 

b - A relação x IY (x divide y) em Q ( ou nos seus sub 

conjuntos) é uma relação de pré-ordem. Sôbre N esta relação é 

uma relação de ordem. 

c - Dado um conjunto ordenado T, cuja relação de ordem 

indicamos por ~, podemos introduzir uma relação de ordem no 

ConJ·unto E T1 , I d · t 1 a · st de = seno um conJun o qua quer; par i o -

finimos (xi) i ~ I ~ (xi) i E I se e somente se xi ~ xi para to 

do i E I (x. ,x! E T). Em geral tomaremos· T = N, N ou Z mu 
l. l. 

nidos com a ordem habitual e I = P ou N. 

Se -< é uma relação de pré-ordem sôbre E, a relação 
11x ~ y e y ~ x" é uma relação de equi valÂn0; ~-. Tnaj ~ando por 



~Jv esta relação de equivalência, a pré-ordem 

ralmente uma relação de ordem sôbre o conjunto 

aes de equivalência. 

2. Reticulados. 
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.,< ~ -de~-.natu

E/ Gt das elas 

Dado um subconjunto A de um conjunto ordenado E di

zemos que um elemento 

crevemos m = sup A 

1) para todo 

m ~ E é o extremo superior de A e es-

ou m = sup ~ a 1 ~ E. A} ou m = sup a se 
aEA 

a E. A temos a-< m; 

2) se m' E. E é tal que para todo a E A temos a -1-. m' 

então m-< m'. 

De modo análogo definimos o extremo inferior de A e es 

crevemos inf A, etc •• O extremo superior ou inferior nem sem

pre existe. 

Estas noções também podem ser definidas em conjuntos . 

pré-ordenados mas neste caso o extremo superior m de um con-
- , . , . junto A nao e mais unice: qualquer elemento m' equivalente 

a m (na relação de equivalência deduzida da relação de pré-o~ 

dem) ainda goza das propriedades 1) e 2) . Representamos então 

por sup A qualquer dêstes elementos. Idem para o extremo in

terior. Assim quando escrevermos sup A€ S queremos dizer 

que qualquer dos elementos representados por sup A pertence a 

S. Quando escrevermos sup A= sup B, queremos dizer que exis

te um elemento da classe de sup A que é igual a um elemento da 

classe de sup B. 

No exemplo b do nú.mero precedente sup A é simplesmen

te o mmc dos elementos de A e inf A o seu MDC (ver Cap. II, 

§ 12, n2 l) que estão determinados a menos do sinal. 



- 8 -

No exemplo c o sup e o inf ·são ai~~~r.mi~ 

dos ~ara cada Índice i E I separadamente. 

Dizemos que um conjunto ordenado ou pré-ordenado E 
, 
e 

um reticulado se qualquer subconjunto finito de E, tiver extre 

mo superior e extremo inferior (pertencentes a E). 

3. o-ideais. 

Um subconjunto A f ~ de um conjunto pré-ordenado reti 

culado E é um o-ideal (ideal relativamente à pré-ordem) se: 

1) a e: A e b -< a implica b E A ; 

2) a
1

,a
2 

E A implica sup (a
1

,a
2

) E A. 

Dada uma família 

A = n A. I w então A 
l. iE.I 

(Ai) i € I de o-ideais de E tal 

é um o-ideal de E. 

§ 4º - To]ologia geral. 

que 

Também em topologia geral seguimos as definições e nota 

çÕes de Bou.rbaki, precisando de algumas definições e teoremas 

que se encontram em [B I] ou [B I ']. 

No Cap. II, ·§ 2º, nº 1 se encontram reunidos os princi

pais fatos sôbre aneis topológicos que usaremos neste trabalho. 
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CAPITULO II. 

~ anei!!_ de números reais generalizados. 

§ 12 - Os o-ideais. 

Começamos este parágrafo lembrando ràpidamente algumas 

propriedades bem conhecidas da divisibilidade de números racio

nais (NQ 1) que usaremos no estudo dos o-ideais e de suas se

quências características (n2 2). Como já dissemos no prefácio, 

os o-ideais nos permitem unificar o estudo das topologias sô
bre Z definidas por ideais(§ 2º), a classificação dos grupos 

aditivos de números racionais (Cap. III) e o estudo da caracte

rística de um subgrupo de Qn (Cap. IV). O sistema crescente de 

geradores de um o-ideal que definimos no nº 4 é um d.os instru

mentos essenciais para a nossa classificação dos subgrupos de 

Qn. O critério de escolha que damos no nº 5 terá aplicação no 

Cap. IV além de ser importante para lidar com exemplos. Ateo

ria dos tipos (nQ 6) terá diversas aplicações nos Capítulos III 
e IV. 

1. Divisibilidade em 

Todo elemento q E. Q* se escreve de um e um só modo sob 

a forma 

TT 
np(q) 

q = E p 
pE:P 

onde E = 1 ou E. = -1 e (n (q)) é uma sequência qua-P pE. p 
si-nula de inteiros relativos. Reciprocamente a tôda sequência 

quasi-nula 

tos 

(m ) 
p 

de inteiros relativos corresponde dois elemen 



q = sTT P~ E o* 
pE.P 

com E. = 1 e !:. = -1, n ( q) = m • 
p p 

sitiva. 

A seguir .q, q', q" indicam sempre elementos de 0,*. 

d1 - q € N se e somente se a sequência (np(q)) for po

d2 - n (q-1 ) = - n (q). 
p p 

d3 - qlq' se e somente se (np(q)) ~ (np_(q')). 

Dados dois elementos q e q' de * Q, seu m.m.c. e 

seu M.D.C. são respectivamente os racionais [q,q•J e (q;q') tais 

que: 

d4 -

d5 -

np( [q,q']) = sup 

np((q;q')) = inf 

( np ( q) , np ( q' ) ) ; 

(n (q),n (q•)). 
p p 

Lembremos que êstes elementos são determinados a menos 

do sinal. 

E' imediato que os elementos assim definidos gozam das 

p~opriedades habituais dos m.m.c. e M.D.C.: 

(q,q'] ) q" se se somente se qjq" e q' jq"; 

q" 1 (q;q') se e somente se q" jq e q" jq•. 

"E' imediato que 

d6 [qq',qq"] = q[q',q"] e (qq';qq") = q(q';q"). 



d9 - Dados q e q' existem inteiros me n, primos entre 

si, tais que 

(q;q') = mq + nq'. 

De fato, r sendo o m.m.c. dos denominadores de q e 

q' então rq e rq' ~ sao inteiros e para êstes é bem conheci-

da a existência dos inteiros m e n com as propriedades re

queridas acima, isto é, tais que 

(rq;rq') = m.rq + n.rq'; 

usando d6 segue-se portanto a nossa afirmação. 

* Q 

2. Os o-ideais de ·* Q e suas sequência~ caractercte-

rísticas. 

Lembremos que dada a relação de pré-ordem 

um o-ideal de Q* é um subconjunto A e Q*, 

Il - q ~ A e q' [q - implica q' E A; 

qlq' sôbre 

A/. ç1 tal- que 

I2 - q E A e q' E. A implicam [ q, q '] E A. 

Exemplos: · a) o conjunto dos números da forma pn/m on-
o 

d * , , f e n € N, m E Z e p
0 

e um numero primo ixo. 

b) o conjunto · dos elementos de Q* que não são divisí

veis por quadrados de números primos. 

e) o conjunto dos elementos de Q* que não são diviR{-

veis pelos números primos de um subconjunto P CP. 
o 

d) o conjunto dos divisores de um element8 dado 
. . * 
q E. Q • 

o 

Dado um o-ideal AC Q~ para todo p E P definimos 
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(sup em Z) e a sequência n (A) será denominada sequência cap 
racterística de A. Tomando a~ A temos portanto 

(n (A))~ (n (a)) 
p p 

e como só um número finito dos n (a) pode ser estritamente n~ p 
gativo segue-se que a sequência característica de A é quasi-
positiva. 

Proposiçã~ 1 - Dado um o-ideal A e -Y< ~ q G Q entao q E A 

se e somente se (np(q)) ~ (np(A)); portanto 

s * 1 (n (q)) ~ (n (A))} A= q_E.Q . \ p p 

Demonstração: Seja pl = ~ p E. p 1 n (A)< o} . Vimos a-p 
cima pl 

, 
subconjunto finito de P. Dado que e um 

~ , onde p1 ,p2 , ••• ,pr sao numeres primos diferentes e onde 

l n (A), i = 1, 2, .•. ,r, existem elementos q . E A tais p. 1. 
1. 

Tomando 

mos 

q = 
o 

m. ~ n (q . ) ~ n (A). 
1. p. 1. p. 

1. 1. 

T7 p°P, 

e portanto q ~ A. 

Reciprocamente, dada uma sequência quasi-positiva 

(n) de elementos de Z o conjunto p p~ p 

A = ~ q E. Q ~ 1 ( n ( q) ) ~ ( n )} 
l p p 

m . .{. 
1. 

que 

1 
·~-"!"" 0 -- i ~n-=17 - ~~ Q* e n (A) = n • Basta demonstrarmos s_,Jc p p 

A /. ~ pois as 01,1_+.,-.s s ~.-fi.rrnaçÕes são triviais; ora, temos 
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q = TT p~ E A o 
pE pi 

(ver notação da demonstração precedente). 

Demonstramos portanto o 

Teorema~ - A aplicação que a todo o-ideal de o* faz 
corresponder sua sequência característica é uma aplicação biun.Í 
voca do conjunto dos o-ideais de o* sôbre o conjunto das se
quências quasi-positivas de elementos de Z. 

Exem:elos: no exemplo a) acima temos n (A) = 00 e 
n (A) o P IP . Po = se p o 

No exemplo b) temos n (A) = 1 para todo p é P. p 
No exemplo c) temos n (A) = o se p E.P p o 

nos outros casos. 

No exemplo d) temos _ (n (A))= (n (q )). * p p o 
n (Q) = oo para todo p E P. p 

E' fácil demonstrar a 

Proposição 3 - Dados dois o-ideais A e A' 
mos A:) A' se e somente se (n (A)) ~ (n (A')). p p 

Se (Ai) i E I é uma família de o-ideais de n A. I ~ então n ( n A.) = inf n (A.). 
iE.I 1 p iEI 1 iEI p 1 

de uma 

Se . V A. é o o- ideal gerado pela reuniao 
i E I 

1 

família (Ai) i E I de o-ideais então 

n ( V A.) = sup n (A . ). 
p iE.I 1 iEI p 1 

e n (A)=tv p 

de Ó,Y- te-

* Q tal que 

u A. 
]. 

iEI 

A correspondência do teorema 2 é portanto un, i.som():r.f; ."!

mo de reticulado. 
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3. ~ o-ideais de 

Considerando a relação de ordem mim' 
•X· dizemos em z ' 

que um ::subconjunto A e z*, A J~ 
, 
e um o-ideal de z* se 

Jl - mE A e m• lm implicam m' E. A; 

J2 - m E A e m' E. A implicam [m,m'] E A. 

Exatamente como antes podemos definir a sequência carac 

terística de um o-ideal A e . Z~ e lembrando a propriedade dl 

vemos que as sequências características dos o-ideais de 

positivas. 

Proposixã~ l' - Seja A um o-ideal de e 

m ~ A se e somente se (n (m)) ~ (n (A)); portanto 
p p 

A =\m E z* f (n (m)) ~ (n (A))1. 
\ P P -

Teorema 2' - A aplicação que a cada o-ideal de 

-N sao 

m E z*: 

* Z as-

socia sua sequência característica define uma correspondência~~ 

unívoca entre os o-ideais de z* e as sequências de elementos 

de N. 

A demonstração dêstes teoremas é agora trivial bem como 

a do enunciado correspondente à Proposição 3. 

Lembrando que o elemento 1 pertence a todo o-ideal de N 

temos a 

Proposi 9ão ! - Seja A um o-ideal de Q* ; A f'\ Z * é um 

o-ideal de z~ se e somente se 1 E A, isto é, se e somente se 

a sequência característica (n (A)) for positiva. 
p 

4. Sistemas crescentes de ~eradores de o-ideais. 

Os resultados dêste número valem indistintamente 

o-ideais de Q* ou de z*. 
para 

Chamamos de sistema~ ~ sequênci a crescente de ~eradores 
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de um o-ideal A uma sequência ( gn) ,- fi.ni..~-ou,_} nfi ni.~ __ de --e

lementos positivos de A tais que g ~ g I t 1 n r n+l e gn gn+l e ª 
que para todo a E A existe um gn) a 7 temos portanto 

A = i m I existe gn ?' m} • 
Reciprocamente dada uma sequência de elementos 

(de -~ * Q ou de Z) tais que gnjgn+l então o conjunto 

A = ~ m I existe gn > m} 

é um o-ideal (de 

m E. z* e se os 

Q* se tomarmos m E Q~, de z* se tomarmos 

forem inteiros). 

Todo o-ideal A tem sempre um sistema crescente de ge

radores: A como subconjunto de Q* é enumerável; seja A = 

= ~ a1 ,a2 , •• •}; consideremos a sequência a
1

, [a1 ,a2
], [a

1 
,a

2
,a

3
], 

•••• Qualquer subsequência positiva estritamente crescente e 

cofinal desta sequência é um sistema crescente de geradores de 

A. 

Dado um sistema crescente de geradores (gn) de A e 

definindo 

e 

A sequência (b) 
n é chamada sequên-

eia ou sistema de fatores da sequência crescente de - - --- -- ---- geradores 

(gn) ou sequência de fatores de A. Os bn são inteiros para 

n ~ 2. Se A tem sequ~ncia característica positiva podemos to 

rnA.r o~ gn tais que b1 = g1 ~ N • 

Do 1:i_'.,P nr"'CP.dP ,~e::iie-se imediatamente a 



- 16 -

Proposição 2 - Sejam A e A' o-ideais, ( g ) e ( g') n n 
sistemas crescentes de geradores de A e A' respectivamente ; 

se e somente se para todo existe um g' 
m 

Corolário 1 - Duas sequências (gn) e (g~) 

tal que 

tais que 

f!.' 1 g' definem o mesmo o-ideal A se e sànente se ,i m+l 
para todo gn existe um ~ tal que 

xiste um gn tal que g~lg~. 

e para todo g' 
m 

e-

Corolário 2 - Seja A um o-ideal com um sistema crescen 
te infinito de geradores. Então A também tem um sistema cres 

cente de geradores (gn) tal que, se (bn) é o sis tema de fa
tores associado temos 

b 
_E: ~ 
~ 00. n 

Demonstração: 

de A tomemos 

Dado um siste~B crescente de geradores 

(g') 
n 

~ se que os dois sistemas de geradores sao equivalentes. Temos 

b = g' e portanto 
n n 

b /n ~ oo n pois g ' - b'b' b' n - 1 2 •·• n e 

b' ~ 2. i ;;, 

Proposição. 6 - Seja 

q1:ê::.;.c :l. q _ ~aracterísti ca. As 

lentes: 

A um o-ideal e seja (n ) 
~p 

seguintes propriedades sao 

sua se 

equiva-

I - A tem um sistema crescente de geradores :i.nf'i n.:i_+-:-,, 

II - L np = co . 
ptt.P 

III - Não existe a E. A tal g_ue 

Demonstração : I implica II pois ----- ..... ~ --

,I 
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L np(g,,,} < L np(gm+l) ~) : np, 
pEP pEP pE.P 

II implica III pois se A = \ x I a ';> x} então np (A) = np (a) 

portanto L np(A) é finito . III implica I pois se 
pEP 

g1 , ..• ,gr é um sistema crescente de geradores de A finito en 

tão A = { X I gr ('" X 1 . 
5. Um critério de escolha de sistemas crescentes de~

>1:-radores de o-ideais de z·. 

Dado um o-idcaJ_ A podemos associar-lhe de infinitos 
modos um sistema crescente de geradores (gn) e por conseguin-
te o sistema associado de fatores (b ). 

n 
cedimento que associa a cada o-ideal A 

Vamos agora dar um pr,2_ 

de z* um e um só eis 

tema crescente de geradores (gn) e tal que o sistema associa

do de fatores (qn) seja formado por números primos. 

Vamos primeiro definir uma sequência u 
n 

de 

tais que qualquer inteiro seja divisor de algum u e que n 
un+l/un seja primo (portanto um sistema crescente de 

res do o-ideal z*). Definimos u1 = p1 .( = 2), 

gerado-
2 2 

u = pl (=2 ), 2 2 2 u
3 

= p
1

.p
2 

(= 2 .3). Vamos supôr que un esteja definido eva 

mos definir u 
1

: 
n+ 

m m-1 m+l m-1 
se un = P1ºP2 o•• tomamos u = Pl P n+l . 2 

se u n 

se u 
ri 

m-s+2 m-s m-s-1 
ps •Ps+lºps+2 . . . 

u = u p o n-1 n· s +l' 
= -nJn-'-l -nrn p 2 

·· l '...:' 2 • • • m tomamos u n+l 

onde 1 ~ s ( m 



ja h n 
ro que 

Dado um o-ideal A de -Y<- _.,_ 
z para todo inteiro nE.Z 

o maior elemento positivo de A que divide u E' n • 
h /h 

, , 
primo é igual n+l n e um numero ou a l. Definimos 

18 -

se

cla

ag.9.. 
• ra g1 como sendo o primeiro dos elementos hn que é diferente de 

1. E' claro então que g1 é primo. Suponhamos que gn = hm esteja 
definido. Tomamos então como g o primeiro dos elementos h 

1
, ~l ~ 

h 2 , ••• que é diferente de g. Então g /g é primo. Se não e--~ n ~ln 
xiste um g 1 com esta propriedade consideremos a sequência fini n+ 
ta gl ' g 2 ' .• •• ' gn. 

Dado agora a E. A existe um u ~ a, logo alh e por-m m 
tanto os gn formam uma sequência crescente de geradores de A 

satisfazendo as condições que queríamos. 

A sequência(~) de fatores assim associada ao o-ideal 

A ou a sua sequência característica (n) será chamada de sesuên
P 

eia principal associada à característica (np). 

E' evidente que o-ideais diferentes têm sequências prin -
cipais diferentes e é imediato que os o-ideais A e A' têm o mes-

mo tipo se, e somente se, existem inteiros n em tais que te-o o 
nhamos a a.' "'no+ n = '"'mo+ n 

para todo n E. N, e que o ·o-ideal A é c'B ti 

po maior que oi-ideal A' se existe um inteiro n tal que a seo 
quência principal ( q 1 

) E. N de A' é uma subsequência da sequê!!_ no+n n 
eia principal (q) de A. 

n 
O processo acima corresponde exatamente ao processo de 

"percorrer as diagonais" que se usa na demonstração da teoria 

dos conjuntos quando se prova que a reunião . enumerável de con-

juntos enumeráveis é enumerável. Por isto êste processo 

fácil realização. Exemplo: consideremos o o-ideal A de 

, 
e de 

-,<.· z 
cujos cinco primeiros têrmos da sequência característica sejam: 

2, 3, O, oo e 1. Temos então 
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2. 
2 2 

g4 = 22.32 '1 = g2 = 2 , g3 = 2 . 3, 

85 
22.33, g6 = 

2 3 
g7 = 22.33.72 = 2 .3 .7, 

2 3 2 2 3 3 
8a = 2 • 3 • 7 .11, g9 = 2 • 3 . 7 .11 

. 

5 . . 9 
2 4 

~ 
~ . • 7 

1 ~ 3 
- .. , 

. . . 6 ~ 8 . 
n -2 n

3
=3 n -O n -tio ~1=1 2- 5- 7- . 

. Os nove primeiros têrmos da sequência de fatores são 2, 

2 , 3 , 3 , 3 , 7 , 7 , 11 , 7 • 

6. Tipos de o-ideais. 

Dado o-ideal A de 
,)t- ·X- qA = l qa 1 a E A} um Q e q ~ Q , 

é um o-ideal de 
-~ 

n (q.A) n ( q) + n (A). Q e = Um resultado 
p P_~ p 

análogo não vale para o-ideais de z • 

Dados dois o-ideais A e A' (de 
.-;_ 

Q ou de 

mos que A é de tipo maior que A' ou que a sequência caracte 

rística de A é de tipo maior do que a sequência característi

ca de A' se existe m E z* tal que (n (m)+n (A))~ (n (A')) ; 
p p p 

isto equivale a dizer que n (A) ~ n (A') para todo p E. P com 
. p p 

um número finito de exceções e que para estas 

são finitos. Para o-ideais de Q* isto ainda 

n (A) e n (A') 
p p 

equivale a dizer 

que mA ::, A'. 

E' imediato que a relação que acabamos de definir é uma 

relação de pré-ordem no conjunto dos o-ideais de Q~ ou dez*. 

Ela dá portanto lugar a uma relação de equivalência: dizemos que 
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~ dois o-ideais A e A• sao do mesmo tipo ou têm o mesmo tipo 

ou que suas sequências características são do mesmo tipo, seca 

da um deles é de tipo maior do que o outro; isto equivale adi

zer que n (A)= n (A') para todo pé P a menos de um número 
p l? 

finito de exceções e que para estas n (A) 
p 

tos. Para o-ideais de Q* isto equivale a 

e n (A') são fin.t. 
p 

dizer que existe um 

q E. o* tal que A = qA'. 

Proposição 1 - Sejam A e A' dois o-ideais de -~ Q ou 

de 

inteiros 

-A e A' sao do mesmo tipo se, e somente se, existirem 
-'l';-

m, m• E. Z tais que 

(n (m) + n (A))= (n (m)) + n (A')). 
p p p p 

Demonstração: · a suficiência da condição re~ulta das d~ 

finiçÕes acima. Reciprocamente, sejam A e A' do mesmo tipo 

e sejam 

e 

tomando 

pl = \ p ~ P I np (A) ) np (A' )J 

p 
2 

:: { p E P I np ( A) ( np (A')} 

n n (A)-n (A') 
m' = PP p e n n (A')-n (A) 

m = P P p 

pE. pl p E p2 

teremo8 a igualdade procurada. 

corolário - Se A e A' são dois o-ideais de 

z* e se existe m € z* tal que 

(n (A))~ (n (A'))~ (np(A) + n (m)) 
p p . p 

então A e A' são do mesmo tipo. 

* Q ou 
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O conjunto dos o-ideais está em correspondência biunívo 

ca com o conjunto das sequências características, conjunto êste 

que tem a potência do contínuo por ser equipotente ao conjunto 

das aplicações de N em N. Como o co~junto dos pares (m,m') 

de inteiros é enumerável segue-se da Proposição 7 que o conjun

to dos o-ideais do mesmo tipo que um o-ideal dado é enumerável. 

Portanto temos a 

Proposição 8 - O conjunto dos diferentes tipos de o-ide 

ais tem a potência do contínuo. 

E' imediato que o conjunto dos tipos de o-ideais ou de 

suas sequências características formam um conjunto ordenado que 

é reticulado. Dados os tipos correspondentes a o-ideais A e 

A' o sup dêstes tipos corresponde ao tipo de o-ideal gerado 

por A lJ A' e o inf dêstes tipos é o tipo do o-ideal A (\A' • 

§ 22 - Os aneis 
,,,.....__ 

Z(n ). p 
/'... 

Neste parágrafo introduzimos e estudamos os aneis Z(n) p 
cujo processo de construção generaliza a construção dos números 

reais (ver a introdução). Os elementos dêstes aneis aparecerao 

como elementos das na.trizes que classificam os subgrupos de Qn 

no cap. IV. 

Começamos êste parágrafo recordando ràpidamente os re-

sultados essenciais sôbre aneis topológicos que usamos a seguir. 
/'..., 

No nQ 2 definimos os aneis z(np) e no nº 3 damos a represen-

tação (b )-ádica dos inteiros positivos que estenderemos por n /' 
continuidade à representação (bn)-ádica dos elementos de Z(np) 

{nQ 4), representação esta que é essencial para o Cap. IV. 
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1 - Aneis topológicos. 

Dado um anel A e uma topologia sôbre A dizemos que 

a topologia é compatível com a estrutura do anel ou que o anel 

A munido desta topologia é um anel topológico, se estão satis

feitos os seguintes axiomas: 

(ATI). A aplicação (x,y) ➔ x+y de AX A A 
, 

em e 

contínua. 

(ATII). A aplicação X ➔ -X de A A 
, 

contínua. em e 

(ATIII). A aplicação (x,y) ~ x.y de AX A A 
, , em e 

contínua. 

Num anel topológico A se ~ é um sistema fundamen -

tal de vizinhanças de zero então estão satisfeitos os seguintes 

axiomas: 

(GVI). Para todo V E \ú existe um W E B tal que 

W+WCV. 

(GV1I). Para todo V E. 6 existe um W E ~ tal que 

-WC V. 

(GVIIl). Zero pertence a todo V de 6. 

(AVI). Para todo X E. A e V E. 6 existe W E. (S3 tal 

que x. W C V. 

(AVII). Para todo VE e existe w E. B tal que 

W, W CV. 

formam um Os conjuntos da forma x + B onde 

sistema fundamental de vizinhanças de x em A. Ver [B III] p. 

5, 49 e 4. Reciprocamente, dada uma base de filtro CD em um 

anel A tal que os axiomas (GV±), (GV11), (GV111), (AV1l e 

(Av1I) estejam satisfeitos podemos definir em A uma topolo

gia compatível com a sua estrutura de anel tomando como sistema 
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fundamental de vizinhanças de x E. A os conjuntos da forma 

x + B onde B E. e:,. Ver [B III] pg. 4 e 49. 

A topologia assim definida é separada se e sàmente se n B =\o~. Ver [B III], corolário da pg. 6. A topologia as
Bf~ 
sim definida é discreta se e sàmente se ~O~ E 66. 

Um anel topológico separado pode ser completado, isto 

é, ser imerso como sub-anel denso num anel topológico completo. 

Ver [B III], pg. 51. Um anel topológico separado é metrizável 

se, e somente se, zero (e portanto qualquer outro ponto) tem um 

sistema fundamental enumerável de vizinhança. Ver [B IX] pg. 
" 35. Neste caso o anel completado A de A pode ser definido 

simplesmente como o e onjunto das classes de equivalência de se

quências de Cauchy de A (Uma sequência (x) de elementos de n 
A é uma sequência de Cauchy se dado V E C~ existe um inteiro 

n E. N tal que para n,m ~ n temos x - x E. V. Todo ele-o o n m 
" menta x E A é o limite de wna sequência x n 

A. Duas sequências de Cauchy (xn) e (yn) 

de elementos de 
~ de A sao ditas 

equivalentes se x -y ~ O; elas definem portanto o mesmo e
,. n n 

lemento x de A). 

Exemplo: dado um anel A e uma base de filtro Cú for

mada de ideais de A é trivial verificar que os axiomas acima 

estão satisfeitos: basta sempre tomar W = V. Uma topologia as 

sim definida num anel A chamamos de topologia definida por i

deais ou simplesmente tOJLOJ-o_gia §.~ ideais em A. Suporemos sem 

pre que esta topologia seja não discreta, isto é, que (O) 4- 6. 
A 

2. Os aneis Z(n ). 
---·- p 

Dado em z uma topologia definida por ic.Gais considere 
~ 

mos o conjunto ·~ de todos os ideais (m) de Z que sao vi-

zinhanças de zero nesta topologia. 
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Propo_:ição 9 - O conjunto A = { m E. z,,__ 1 (m) ~ 6} 
o-ideal de Z. 

, 
e um 

Demonstra~ão: njm se, e somente se, (n):) (m). Por-
tanto 

isto 

isto 

se m E. A, isto 
, 
e, se (m) E (ó e se njm então ( n) E. ~3 

é, nEA e está satisfeita a condição Jl. Se m,m' E A, , 
e, se (m),(m•) E8 então (m) (\ (m•) = ([m,m•])E G3' is 

to é, [m,m•J € A e está portanto satisfeita a condição J2. 

Reciprocamente, todo o-ideal A de z·* define uma to

pologia de ideais em Z: basta tomar como sistema fundamental 

de vizinhança de zero o cnnjunto (ó = { (m) e Z I m E A 1 . E' i
>t-mediato que a o-ideais diferentes de Z correspondem topolo-

gias diferentes sôbre Z. Temos portanto o 

Teorema 10 - A aplicação que a tôda topologia de ideais 
em Z associa o seu o-ideal definido na proposição 9, ~ uma a
plicação biunívoca do conjunto das topologias de ideais em Z sô 

bre o conjunto dos o-ideais de 

sociado 

o anel 

Se (n) é a sequência característica do o-ideal p 
a uma topologia de ideais em Z indicaremos por 

/'-.. 

z munido com esta topologia e por Z(n) o seu p 

A as

Z(n) p 
anel 

completado ; diremos que (n) p 
é a sequência característica da 

topologia de z ou do anel topológico z( n ) . 
p 

sequência crescente de geradores de A e (b) 
n 

Se 

a sua 

eia de fatores associada, também usaremos as notações 
/' /' 

Z(b) para indicar z(n) e z(n) respectivamente. 

, 
e uma 

sequên-

n P P 
indica O subconjunto N de z munido com a topologia induzida 

por Z(b ). n 
f.) de Em resumo: se indica o conjunto dos ideais z 

'G 
,.. 

de de uma dada topologia z:. de ideais que sao vizinhanças zero 



de Z temos n = p 
ciprocamente, dado 

(n (m)) ~ (n ). p p 

e 
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Zz; = Z(np). 

se, e somente 

Re

se 

Dizer que g1 , g2 , • . • é. uma sequência crescente de ger.§;_ 
dores de A equivale a dizer que os ideais(~), (g

2
), ••• for

mam um sistema fundamental de vizinhanças de zero em Z(n) e 
p 

que é estritamente decrescente, isto é, 

( gl) ? ( g2) ? . . . º 

Portanto, um anel topológico Z(n) é sempre metrizável (se p 
for separado) • 

Das definições e da proposiçao 3 segue-se fàcilmente a 

Proposição 11 - Sejam '('.; e -e:;' duas ~opologias de ide
ais sôbre Z e sejam A e A' os seus o-ideais respectivos; 

'"G é mais fina do que a topologia -z:' se, e so
A:) A', isto é, se, e somente se, (n (A))~ (n (A•)). 

a topologia 

mente se, 
p p 

Daí segue-se que a correspondência biunívoca natural do 
teorema 10 é mesmo um isomorfismo de reticulado. 

Proposição 12 - Z(n) · é um anel topológico separado se p 
e somente se 

00 • 

Demonstração: é finito então A={a lg ~ a} 

onde g = TTP~ e a 
PE.P 

topologia de Z(n ) p 
satisfaz aproprie-

()V= ~ 6. Se Zn = 00 dade (g) ~ (O); ver a proposiçao p 
VE. ~ 

então A tem sequência crescente infinita de geradores (gn) e 
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portanto n (gn) ::.. (O) pois um inteiro diferente de zero não 
n 

pode ser múltiplo de uma infinidade de inteiros diferentes (os 
g ). 

n 
De agora em diante suporemos sempre que a topologia de 

ideais de Z seja separada. 

3. R~J2!_esentação (bn)-ádica dos int_ei~~ naturais. 

Seja A um o-ideal de z~- e (n) sua sequência cap 
racterística, seja (gn) uma sequência crescente de geradores 
de A e (b) a sequência associada de fatores; estas sequên- · n 
cias são infinitas se I:n = oo, isto é, se o anel topológico p 
Z(n) for separado (Ver proposições 6 e 12) . . Nestas condições p 
vamos demonstrar que existe uma correspondência biunívoca entre 

./".. 

os elementos de Z(n) e o conjunto das sequências p 

onde 

( ª1 ' ª 2 ' • • • ' ª n ' • • • ) 
A 

O f ªn < bn' isto é, entre Z(np) e TTto,1,2, ... ,bn-l}. 
n,N 

Munindo êste Último conjunto com a topologia produto (os fato-

ressão supostos discretos) e definindo convenientemente as ope 
rações de soma e multiplicação veremos que a aplicação biunívo
ca mencionada é um isomorfismo de anel topológico. Daí segue-

A 
se,em particular, que o anel Z(n) é compacto. 

p ~ 
Vamos começar definindo a representaçao 

inteiros naturais. Supomos sempre a seguir que 

ma sequência de inteiros naturais, bn) 1. 

(b )-ádica n 
(bn)nE N 

E' fácil demonstrar por indução sôbre n o 

dos 
, 
eu-
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Lema l -

n = 2,3, .••• 
Lema 2 - Dadas duas sequências quasi-nulas (a) e 

n nE:N 
tais que O~ a < b n n 

de inteiros a e a' n n 
a' ( b n n consideremos os inteiros 

m = L ªnbl b2 .• • bn-1 
nE..N 

e m' =) a 1 b
1

b
2 
.•• b 

1
; L-J n n-

nE.N 

e 

m ( m' se, e somente se, sendo r o maior dos inteiros n tais 
que a / a' tivermos n n 

Demonstração: 

lema 1 que 

e portanto 

pois a'. r 
Mas 

a < a'. r r 

Lembrando que O~ a < b n n segue-se do 

e lembrando que a = a' para n) 2 segue-se que m < m•. A n n 
recíproca segue-se por redução ao absurdo. 

Teorema 13 - Todo inteiro m ~ O admite uma e uma só 
representação 
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onde (a) 
n 

, 
e uma sequência quasi-nula de inteiros tais que 

O~ -a (b. n n 
Isto é, existe uma correspondência biunívoca entre o conjunto 
dos números inteiros positivos e o conjunto das sequências qua
si-nulas (an) de inteiros tais que o~ a < b. 

n n 
Demonstração: E' claro que tôda sequência (a) nas con n diçÕes acima define um inteiro 

. . . b 
n-1 

e do lema 2 segue-se que sequências diferentes definem inteiros 
diferentes. Dado um inteiro m ~ O podemos achar fàcilmente a 
sequência (a) 

n satisfazendo as condições do teorema e tal que 

m = ) .' a b b • • • b l : 
L--1 n 1 2 n-

toma.mos como o resto da divisão de m por b1 e seja 
o quociente desta divisão, m = a1 + b1q1 onde O~ a1 < b1 ; se 
já tivermos definido a1 , ••• ,ar e ~ definiremos ªr+l como 
sendo o resto da divisão de qr por br+l' 4r::;: ªr+l+br+l4r+l' 
onde O ~ ªr+l <. br+l. Como bn ~ 2 temos _ m ) q1 ) q2 > . •· . 
e portanto o processo termina depois de um número finito de di-
visões, isto é, teremos ªn = O 
de. Substituindo sucessivamente 

para n suficientemente gran

igualdades 
a a b que achamos nas divisões vem --r ~ r+l + r+l4r+l 

m = L ªnbl b2 •.• bn-1 • 

A sequência (an) · determinada no teorema precedente é 
denominada !:3>F.~_s.,e.r.-:taçãQ_ ( bn)-ádica do inteiro m. Escrevemos 



a (m) =a. a n 

E' de verificação trivial a 

Proposição 14 - Dado um inteiro , m ,1, o, 

m E (b1 , ••• ,b) == (g) 
n n 

sa, e somente se, 

Consideremos em 

ereta e tomemos em 

a topologia produto. 

'li== n B n n~. 

Proposição 15 - A aplicação biunívoca 

- 29 -

a topologia dis 

--, · (a (m)) f.. TT B 
n n 

, 
e um homeomorfismo. 

Demonstração: em II os conjuntos 

a = a (m) 
r r 

para 

formam um sistema fundamental de vizinhanças de (an(m)). Mas 
-1 r: f (Vn) = Lm+(b1 b2 

••• bn)] n N e êstes conjuntos formam um :s1ete-

;ma fundamental de visinhanças de m e m E N(b) donde resul n 
ta a nossa afirmação. 

E' possível exprimir as operações de adição e de multi

plicação de inteiros através de suas representações (bn)-ádicas. 

Damos os resultados sem demonstração pois não vamos utilizá-los 

aqui; as demonstrações, aliás, são fáceis. 
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Dados dois inteiros positivos 

e a 11 = a ( m :, ) 
n n • 

m' e m" 
' seja a'= a (m') 

n n . 

(s) 

(M) 

A sequência a = a (m+m') n n 

ª1' + ª111 
= q b 1 1 + ª1 com 

é definida por indução: 

a' +a" +q = a b + a n+l n+l n -n+l n+l n+l com O {._ a ( b 
"' n+l n+l 

A sequência ªn = ªn (m' .m") é definida por indução: 

com 

n 

' (a! a" 1+ª' 1ª '.') blb2 •• • b. 1 + a' a" = L 1 n+ n+ 1 1- n+l n+l 
i=l 

com O~ a l ( b 1 . · n+ · n+ 

A 
4. Representação (b )-ádica dos elementos de Z(b ). 

- - n -- - n 

As notações são as mesmas que as do número precedente. 

Em Z(b ) todo número negativo -m pode ser aproxima
n 

do arbitràrimanete por elementos de N. Com efeito, dada uma 

vizinhança (bl .. . b ) de zero tomemos r E. N tal que r ~ n n 
e tal que m' = -m + bl ..• br ) o então 

m' - (-m) = b1 .•• br E (b1 ••• bn). 
A 

Assim N éden~ em Z(bn) e portanto em Z(bn) e 

qualquer elemento de Z(b ) é então limite de uma sequência (de 
n 

Cauchy) de elementos de N. 
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Seja x E Z(b ) e uma sequência (x ) 
9 

x E. N tal 
n n nEN· n 

que xn ~ x. A sequência (x) é portanto uma sequência de 
~ n 

Cauchy e dada entao uma vizinhança (b
1 

••• br) de zero existe 

n E N tal que para n,m ) n tenhamos x -x ,-: (b b ) D 0 
._,, 0 n me. 1··· r • ª 

proposição 14 segue-se que a. (x) = a.(x) 1 · / 1 

e para quaisquer 

mum. d os a . ( x ) 
1 n 

então a sequência 
" lente à sequencia 

mos assim a todo 

1 n 1 m para ~ 1 ~ r-

n,m? n. Indicando por a. êste valor co-
o 1 

e por x(r) o elemento 

. • • b. 1 
i-

(x(n) )nE N é uma sequência de Cauchy equiva 

(x) dada pois x(n) - x ~ O. Associa-n ,,,, n / 
elemento x E Z(b) uma sequência n 

( a ) ~ \\ = TT B n nE.N n 
nEN 

que chamamos de ~esentação (bn)-ádica de x. E' claro 
A 

Z(b) 

que 

(pO:Í.P 
, . 

a serie converge para x em 
n 

~ as somas parciais finitas, que sao os x(n) 

e que · eia de Cauchy que converge para x) 
,,,, ....... 

ádica de um elemento x E Z(bn) 
, , . 
e unica. 

formam uma sequên

a representação (b )
n 

Elementos x-/ y de 

Z(b) dão lugar a sequências de Cauchy (x(n)) -/(y(n)) e porn 
·canto têm representações ( b )-ádicas distintas. 

n 
Reciprocamente, tôda sequência ( ªn) E ·\Í dá lugar a 

uma série convergente 
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/"-.... cuja soma é um elemento x E. Z(b ) que tem a sequência (a) co ~ n n mo representaçao (bn)-ádica. Escrevemos a (x) =a. 

n n 
Teorema 16 - A aplicação biunívoca: ----

r-

~ X _.::.. 
(an(x))nEN . / 

A 
A de Z(b) sôbre T ( n B 

, 
um homeomorfismo. Z(b) 

, = e e po_;: n n nEN n 
tanto um anel . compacto. 

/'\ 
Demonstração: A aplicação 1f acima é simplesmente a 

prolongada da aplicação 4' de. proposição 15. A demonstração 
A 

da bicontinuidade de l (. ...... 
1 

é análoga à de !f. 
/'-

Lembremos que dados x,y ~ Z(b) temos n x(n) · ➔ x e 
x(n) + y(n) ~ X+ y e y(n)-..:, y portant o 

x(n).y(n) - ➔ x.y o que nos mostra que em ainda pode-
~os definir a soma e a multiplicação de sequências usando as re 
lações (S) e (M) do número precedente. Obtemos assim uma estru 
tura de anel em Tí e 

topológico. 

A t será então um isomorfismo de anel 

Dado (o O a a a ) com a ~ O temos ' º ººt ' ' 1, . .. , ,... n r n n+. n+r 

-(0, .•• ,o,a ,a 7, ... ,ªn+r'ºº.) = n n+_. 

= (O O b - a b -a -1, •.. ,b -a -1, ... ). ' · · · ~ ' n n Y n · l n+l n+r n+r J.T /'-.., 

Portanto, temos em particular que dado x E. Z(bn), x é 
um inteiro negativo se , e somente se, existir n EN o 

tal que 

para n~n o 
tenhamos a (x) = b n n 
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CAPITULO III. 

Grupos ~ torção e de EÔsto 1. 

§ 12 - Subgrupos de Q. 

Damos aqui uma classificação dos subgrupos de Q, apli

cando os resultados do Cap. II, § lQ. No Cap. IV obtemos esta 

classificação de um outro modo. Como aplicação dos métodos de-

senvolvidos no nº 1 estudamos no nQ 2 os isomorfismos de sub-

grupos de Q e no nº 3 o grupo dos automorfismos de um sub-gr~ 

pode Q. No nº 4 estendemos a classificação a grupos de pôsto 

1 e sem torção. 

1. Classificação dos grupos aditivos de números racio

nais. 

Lema - Um conjunto G 
, , 

de numeres racionais e um subgru 

pode Q se, e sàmente se, estiverem satisfeitas as 8eguintes 

condições: 

I '1 - q E. G e m E. Z implicam mq E. G; 

I'2 - q,q' E. G implica (q;q') E. G. 

Demonstração: Se G é um subgrupo de Q, I'l está e

videntemente satisfeita e por d9 (Cap. II, § lº, n2 1) temos 

(q;q') = mq + nq' e portanto I'2 está satisfeita se q,q'E G. 

Reciprocamente, se G e Q satisfaz I'l e . 1'2, dados q,q'E G 

temos q = n(q;q') e q' = n(q;q') onde n,m E Z, 

q - q' = (n-m)(q;q') E G. 

portanto 

De agora em diante supomos que todos os subgrupos com 

que lidamos sejam diferentes de \o1 • 
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subgrupo G C Q, Proposição 17 - Dado um 

junto A = \ q E Q* 1 q -l E. G} 

G = >, OÍ u \ a-=-1 
1 a E. A } • 

Demonstração: Seja 
-1 -1 

é um o-ideal de e portanto 

-1 q E A, isto é, q E: G; se 
temos q1 )> q e portanto -1 

ql E. G por I'l; logo q
1

E 
, -1 -1 . vale Il. Dados q,q1 ~ A, isto 

-1 -1) 
e, q ,q

1 
E: G temos 

( -1 -1 r J-1 (q ;q1 E G por 1 1 2 e como 

gue-se que [ q, q1J E. A, isto é, 
q_ ;q_l) = Lq,ql _(dB) se-

a condição I2 está satisfeita. 

-Indicamos por A(G) ~ ou por A, se nao houver perigo de 

confusão, o o-ideal de Q~ assim definido a partir de G e o 

chamamos de o-ideal associado a G ou de G; a sua sequência ca 

racterística chamamos de sequência característica de G e a indi 

camos por (n (G)) 
p 

é um subgrupo de Q 

ou (n ). E' imediato que dado 
p -1 

e que A(qG) = q_ A(G), isto é, 

-X· 
q_ E. Q , qG 

Corolário - Se A é o o-ideal de 
-1 G, q A é o o-ideal 

de qG. 

Reciprocamente, dado um o-ideal A de Q* o conjunto 

G ::: \O~u)q 1 
-1 } q E. A é um subgrupo de Q, G / {o} e A(G):: 

A. De fato: dados q,ql E. G com q / o e ql I o obtemos, 

usando d8, Il e I2, 

1 -- --1 
q_ 

= m = m (q;ql) E. G. 
r -1 -1] 
L q_ 'ql 

As outras afirmações também são triviais. 

E' claro que a grupos distintos correspondem o-ideais 

distintos. Temos portanto o 



- 35 -

Teorema 18 - A aplicação que a todo subgrupo G e Q, 

G /. \o} associa o seu o-ideal A(G) de Q é uma aplicação bi
unívoca do conjunto dos subgrupos G / \01 de Q sôbre O con
junto dos o-ideais de Q. 

Temos portanto ainda uma correspondência natural biuní
voca entre o conjunto dos subgrupos G /. lo} de Q e o conju~ 

to das sequências quasi-positivas de elementos de z (sequên
cias características): 

n ( G) = - inf f n ( g) 1 g E. G, g /. O ~ ~ p 1 p 

e se G tem sequência característica (n ) 
p 

então 

G = \ O .S U ji q E Q·)I;- 1 np ( q) ~ - np 1 . 
E' imediata a 

Proposição 19 - Sejam G e G' subgrupos de Q, G ~ G! 

se, e somente se, A:) A', isto é, se, e somente se, (np) > ✓ (n~). 

Lembrando que n (1) = O para todo p E P segue-se o p 

Corolário - G ~ Z se, e somente se, a sua 

característica for positiva. 

sequência 

Exemplos: a - n ( Z) = o para todo p E P. p 
b n 'Q) = 00 para todo p E. P. p' 

~ , 
c - n (pm. Z) = -m se p = Po, senao e nulo. p o 

E ' imediato que à intersecção de grupos corresponde a 

intersecção dos o-ideais correspondentes e ao grupo gerado por 

uma reunião de subgrupos de Q corresponde o o-ideal gerado p~ 

o-i.dAais correspondentes. 
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Da proposição 

mília de subgrupos de 
3 segue-se que se ( G ) . for uma 

n i 1~I fa-

Se V G. 
l. 

Q tal que G. 1 ~ então 
iE.I i 

np ( !\ G
1
. ) = inf ( n ( G. ) ) • 

iEI . i~I P 1 

indica o subgrupo de· Q d gera o por 

n(V G.)= 
p iEI J. 

sup ( n ( G . ) ) • . p J. 
J.E:I 

(j G. 
l. iEI 

temos 

A aplicação do teorema 18 é portanto um isomorfismo de retícula 
do. 

2. Isomorfismo entre subgrupos de Q. 

Dizemos que dois subgrupos G e G' de Q, têm o mes
mo tipo ou são do mesmo tipo se seus o-ideais e portanto suas 
sequências características são do mesmo tipo. De modo análogo 

definimos tipo maior. 

Lema - Sejam G e G1 subgrupos de Q e tp um iso-
morfismo de G sôbre G'. Existe um elemento q E. Q* ( e um só) 

tal que lf)(g) = q.g para gE G e portanto G' = q. G. Reci-

tôda aplicação ~ <=.Q * , 
procamente, gE G q.g com q_ E Q e 

um isomorfismo de G sôbre o subigrupo q.G de Q. 

Demonstração: ~ sendo o isomorfismo temos 

e portanto 
m 
- X de G n 

pois 

~(x :!: y) = (f(x) ± ty(y) 

Lp(mx) = m. \.f)(x) (m E Z; x,y f:. G). 

temos 

= ~ ú)(x) 
nl 

Dados x e 



Dados x,y E G diferentes de ze~o seja 

temos então t_p(y) =: (fi(x) e dividindo 
cedente (membro a membro) vem 
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Y.. m . t , m x =~'is o e, y = ~ x; 
esta relação pela pre._ 

--= y *' = r, r- Q 
~ -- , 

g_ sendo portanto independente dos X e y particulares de G. 
Logo ~ (x) = q.x. 

A 2ª parte do lema é evidente. 

Da definição de tipo de o-ideais e do lema acima segue-
se o 

TeoreTI_!a 20 ·- Dois subgrupos de ~ Q sao isomorfos se, e 
~ somente se, sao de illesmo tipo. 

Teore~~ 2~ - Dados dois subgrupos G e G' de Q, G é 
do tipo maior que G1 se, e sà~ente se, G' for isomorfo a um 
subgrupo de .G. 

D~n~strasjlo ~ G é do tipo maior que G' se, e somente 
se, A(G) é do tipo maior que A(G'), isto é, se, e somente se, 
exj_ste q_ E Q"k tal que q.A(G):::) A' (G), isto é (corolário da 

·1 

Prop. 17) q-~G::, G'. A aplicação x E G' ~ g_x E G é o iso 
morfismo procurado. 

Dêste teore.rna e da Proposiçao 8 segue-se que o conjunto 
das diferentes classes de subgrupos de Q isomorfos entre si 
têm a potê~cia do contínuo. 
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3. Automorfismo de subgrupos de Q. 

Do lema precedente segue-se, em particular, que todo 

automorfismo ~ de um subgrupo G de Q ( isto é, todo iso-

morfismo de G sôbre si mesmo) é definido por um elemento 
qE.Q*: '{)(g) = q. g. Se e são automorfismos de G 

e q1 respectivamente então -1 , 
f1 ·~ e 

um definidos por q 

automorfismo de G definido por q
1
q-l E' claro que q = 1 se 

e somente se l{) for o automorfismo idêntico. Portanto, a apli 

cação ~ ~ q é um isomorfismo do grupo Amf G dos automor 
fismos de G, sôbre um subgrupo do grupo multiplicativo Q*. Se-

ja (n) a sequência característica de p G e 

fismo de G ~ definido por q E Q. Temos então 

'f um automor

G = q.G e por

se n ( G) ;é' U ) • 
p 

tanto n (G) 
p 

Portanto 

= n (G) - n (q); logo p p 
n (q) = O 

p 

Amf G ; 1 q E. Q 'k I para to d o p ~ p, n ( q) = O se n ( G) ;é' 001 • p p 

Êste subgrupo de Q* contém pelo menos dois elementos: 1 e -1; 

êle terá outros elementos se, e somente se, 

\ p ~ p j np ( G) = 00 } / 9f 

e neste caso Amf G é um grupo infinito. 

E, fácil caracterizar os sub-aneis de Q; ver ['n] , pg. 

45. 

4. ~~E,?S ~ Eôsto 1 ~ ~ ~~'2.· 

d Com grupos isomorfos 3. subgt'U.pos de Muitas vezes li amos 

Q ,.. . . ore'm seJ·a canônico ou sem que este isomorfismo, P , 
natural. 

Interessa estender os estudos precedentesª êSt e 
G/;:o} Dizemos que um grupo sem torçao 

caso. 

é de pôsto 
~ 

1 

se a.ades a e b de G existirem inteiros n e m, nao am-
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bos nulos, tais que na= mb; se b / O podemos tomar n t O e 
o número racional m/n assim associado ao par (a,b) é bem de 
terminado: se também tivermos n'a = m'b então nn'a = nm'b = 

m/n = m•/n'. O ele 

b / O e n,m da-

e portanto a=~ 

= n'mb e portanto (n'm - nm')b = o, logo 

mento a tal que na= mb é único (para 

dos) pois na' = mb implica n(a-a') = O 
pois n / O. Podemos portanto escrever a 
xando b / O de G, a todo elemento a E G 

ro racional m E:. Q e esta aplicação a E G 

= ~ b. Portanto fin 

n 

associamos um núme 

--::.. ~E.Q é um ,, n 
isomorfismo de G sôbre um subgrupo de Q que indicamos por 
G(b). A sequência característica de G(b) é denominada sequên-
cià característica de G relativamente a b ou ainda caracterís-
tica de bem G. Indicamo-la por (n (G(b))). p 

Dado um. grupo sem torção G e b E G, b / O o conjun
to Gb = \ª E. G 1 3 (n,m) G. Z~- x Z tal que na = mb] é eviden 
temente um. subgrupo de pôsto 1 de G (se na= mb e n'a'=m'b 
então nn 1 ( a - a') = (mn' - nm') b) que chama.mos de subgrupo E,1-

E.2_ de EÔsto 1 gerado por b ~ G. E' o maior subgrupo de pôsto 
1 de G que contém b. A caract~rística de 

a b chamamos ainda de característica de b _____ ,._L_ .. 

mente, tomando b' E Gb, b 1 
/ O, temos Gb' = 

~ características de b e de b' (em G) sao 

Gb relativamente 

em G. Natural-

Gb e portanto as 

do mesmo tipo. 

Se H é um. subgrupo puro de um grupo sem torção G e 
se b EH, b / o então a característica de b em G é igual 

' . • 1 • • • - · a C8.:...-ac. ~ .... l. ...._..., v.i. ..., e;.. , _;_-.;.. 

-~~crado por b em H 

do por b em G. 

b em H pois o subgrupo puro de pôsto l 

é igual ao subgrupo puro de pôsto l gera-
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§ 2º - Soma direta~ grupos de pôsto 1. 

Sejam G
1 , ... ,Gq grupos de pôsto 1 e sem torção, isto 

é, grupos isomorfos a subgrupos de Q e seja G seu produto 
direto (portanto, isomorfo a um subgrupo de Qq). Neste pará
grafo vamos estudar as relações que existem entre o tipo de um 
subgrupo puro de pôsto 1 de G e os tipos dos grupos G1 , ••• ,G4 Êstes resultados serão aplicados no Cap. IV. 

Seja (b
1

, ... ,bq) E. G com b
1 

/ o, •.. , bq / O; com as 
notações do§ precedente temos: 

G = ( bl, ••• , b q) 

= { ( a
1 

, • • • , a q) E. G * 3 (n,m) E. Z X Z tal que n(a1 , ••• ,aq) = 

= m ( bl , •.• , b q)] ; 

mas n(a
1

, ... ,aq) = m(b1 , . .• ,bq) se, e somente se, na . = mb. 
1. l. 

l .{.. i ~ q, isto é, se, e somente se ~ E G.(b.) , n l. l. 

Portanto 

então 

ou ainda, se, e somente se 

m E G
1 

( b
1 

) n ... r·, G ( b ) • n . q q 

n (G . (b . )). p 1. 1. 

Se nem todos os b. são diferentes de zero, seja 1. 

r = li ~ Nq I bi I o} ; 
pertence ao fator direto TT G. de 

iE.I 
1 

portanto, pelo que precede, 

para 

G e 



n (G(b1 , ... ,b )) = p q 

Demonstramos assim o 

inf n ( G . ( b . ) ) • 
iE:I p 1. 1 
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Teorema 22 - Se G 
, 

produto e direto de grupos sem tor-
~ de pôsto 1, çao G

1
, ••• ,G

4 
e se 

característica de b em G 
, 
e o 

b. /. O em G .• 
l. 1. 

Corolário 1 - Seja O( . 
1. 

e b = (b1 , ..• ,bq) <:::. G; seja I 
o tipo do grupo Gb, então ó<'. = 

Lembremos que o tj_po O( 

b = ( bl, .•• , b q) E. G, b /. O a 

inf das características dos 

o tipo do grupo G., 1 4 i ~ q 

= i i E. Nq I bi /. O l e seja D( 

inf O( • • 
iE. I 

1 

de um subgrupo H de pôsto 1 
de G é maximal (em G) se não existe um subgrupo H

1 
de pôsto 

1 de G e do tipo O( 
1 

) L)( • Segue-se então do corolário ante 
rior o 

Corolário 2 - Com as notações do teorema 22, ~ G nao po-
de ter mais de q tipos maximais de subgrupos de pôsto 1. Os ti
pos maximais estão necessàriamente entre os tipos ()( 1 , ••• , O( q. 

Vamos usar o corolário 2 pará demonstrar no capítulo IV 
que determinados grupos de pôsto finito não podem ser 
direto de grupos de pôsto 1. 

produto 

Ex emp~_2.: c onsid eram9 s 

tos da forma ( n º --~) onde 
m' s 

2 3 
grupo dos elementos da forma 

no plano o grupo G dos elemen

n,m,r,s E Z, produto direto do 

n/2m com o grupo dos elementos da 

forma r/3s cujas sequência s características são respectivame~ 
te (<:.o , O, o, ... ) e (O, e.e , O, O, ••• ) • Então o subgrupo puro de 
pôsto 1 geràdo por b = (b

1
,b

2
) E G com b1 /. O, b2 /. O tem o 
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tipo da sequência característica (O,O, .•• ) isto é, é isomorfo 
a z. Portanto: o grupo G é denso no plano mas qualquer reta 

I 

qua passa pela otígem e por um ponto de G e que não coincida 
com um dos eixos, encontra G segundo um subgrupo discreto is~ 
morfo a z. 



CAPÍTULO IV. 

Classificação dos grupos sem torção. 

§ 12 - Grupos indecomponíveis. 

1. O primeiro exemplo de um grupo de pôsto finito 
(ver o§ 22 , n 2 2 para a definição de pôsto) que não é completa
mente decomponível, isto é, que não é isomorfo ao produto direto 
de grupos de pôsto 1, é de Pontrjagin, [PJ, pg. 384. Êste exem
plo é o grupo abeliano G gerado por uma infinidade de elemen-
tos que estão ligados pelas relações 

n. 
2 1 X. = X y . 1 + , 1 1-

onde i E. N e onde n. é uma sequência de inteiros que contém 
1 

elementos arbitràriamente 

lemento (1,0) de Q2 e 

como subgrupo de Q2
• 

grandes. Identificando x com o eo 
y com (0,1) podemos considerar G 

Êste exemplo .mostr.0u ~ não trivialidade do estudo dos 
grupos sem torção e de pôsto finito, isto é, essencialmente, doA 
subgrupos de Qn. Como já dissemos na introdução, o primeiro e~ 

tudo nesta direção foi feito por Kurosh [KJ que classificou 

uma categoria particular de grupos de pôsto finito, os chamados 
grupos p-primitivos (isto é 9 grupos G que contêm um sub-

grupo livre H 
m 

tal que para todo x E. G ex:i.ste um m ~ N tal 

que p x E H; p 

sificou êstes grupos 

(n = pôsto do grupo) 

[D] e Szekeres [sz] 

é um número primo fixado). Kurosh elas-

por meio de matrizes de ordem nx n 

de inteiros p-ádicos. Post eriormente Derry 

fizeram a c:I a s sificação pa ra grupos quais

quer de pôsto finito, mas 8st as classificações são insatisfató-



44 -

~ rias, nao apresentando a simplicidade da classificação de Ku-
rosh, além de terem outros inconvenientes (Ver a introdução). 

Neste capítulo apresentamos uma classificação dos gru
pos sem torção; fazemos as demonstrações apenas para grupos de 
pôsto finito, considerados imersos em Qn. A estensão dos re
sultados a grupos quaisquer de pôsto finito ou a subgrupos de 
Q(L), L sendo um conjunto qualquer, é imediat a como mostramos 
no fim do§ 4º . Nossa classificação generaliza as idéias e os 
resultados de Kurosh, substituindo as matrizes de elementos p
ádicos por matrizes de elementos (4m)-~dicos convenientes. Para 
êste fim definimos no § 2º as noções de característica e de ti
po de um grupo G o que nos permite então determinar a particu 
lar sequência principal (q) associada a G. n No§ 3º damos 
uma série de teoremas preparatórios de caracter algébrico e no 
§ 4º damos finalmente a nossa classificação. 

Daremos, a seguir, no nº 2, um outro exemplo de subgru
po de Q2 que não é completamente decomponível. Êste exemplo 
é muito mais simples do que o exemplo de Pontrjagin acima repr~ 
duzido e também a demons tração de sua indecomponibilidade é es
tremamente mais simple s . Acreditamos que êste exemplo é novo 
na literatura; êJ.e faz parte de uma categoria de grupos que es
tudaremos em outro traba l ho . 

2. Exemplo ~. 

a - Consider emo s o subgrupo 

de Q2, G é um grupo de p ôsto 2. Os s eus sub grup os 
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Hl { ª1 z}' = (b' O) 1 ª1 'bl G: 
2 1 I 

H2 ) (O ª2 
j ª2,b2 

1 = -) E. z t l b2 ) 3 
e 

a,bE. Z} 

~ 
sao subgrupos puros e de pôsto l ; mostremos esta propriedade p~ 
ra H, por exemplo: seja 

ª1 a ª2 
-~) E g = (- + -+ 

2bl r:::b ' 3b2 _b 
? '.::> 

e n E. Z -~- tal que ng E. H; podemos supôr 
(2;a1 ) = 1 e (3;a2 ) = 1. Se então 

nal na2 
b = b y 

2 1 3 2 

ng E 

G 

bl ~ o e b2 ~ o e 

H devemos ter 

isto é, 

gue-se 

H
2 

e 

ticas 

b2 bl 
a1 .3 = a 2 .2 e como (2;a

1
) = 1 e (3;a2) = 1 se 

que _ b
1 

= b
2 = O e portanto a

1 
= a 2 , isto é, g E.H. Hl' 

H têm respectivamente o tipo das sequências caracterís
(C;o ,0,0, ••• ), (o,oo,o,o, ... ) e (o,o,oo,ó,o, •.. ) e são 

portanto tipos dois a dois incomparáveis, 

cer num grupo de pôsto 2 que seja produto 

de pôs to 1 (corolário 1 do Teorema 22). 

~ o que nao pode aconte 

direto de dois grupos 

b - De modo análogo pode-se demonstrar que se O< 1 , C< 2 
e ~

3 
são 3 tipos de subgrupos de Q dois a dois incompará

veis ( isto é, não vale ex . ~ ()( . para i -J j) e se H
1
. é um 

J.. J 
subgrupo de Q que é de tipo <Xi, o subgrupo 
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G = l (x1+x
3

,x2+x
3

) E 

de Q
2 é indecomponível. 

Q X Q j x . E. H. , 
l ·1 

i = 1,2,3} 

§ 22 - Tipo de~ grupo~ torçã~ ~ de pôsto finito. 

Começamos êste parágrafo definindo a noção de semibase 
de um grupo. Nostramos que duas semibases (finitas) têm sempre 
o mesmo número de elementos que definimos então como sendo o pôs 
to do grupo. No nº 2 definimos a noção de característica de um 
grupo G em relação a certos subgrupos H e no caso em que H 
é um grupo livre mostramos que o tipo da característica indepen 
de do particular H (nº 3), sendo portanto um invariante do gru 
po G. Estas noções de característica e de tipo de G, são fun 
damentais no§ 4º para classificar subgrupos de Qn. 

torção. 

~ Todos~ grupo~ que aparecem a seguir~ grupos sem 

1. Semibases. 

Dizemos que uma família (b.).~ I de elementos de um l l _ 

grupo G é linearmente independente ou li'!:I'~ se dada uma famí-
lia qW;lsi-nula qualquer, (m.). I' de inteiros relativos, are l 1E 
iação 

implica m. = o para todo i E. I. Do teorema de Zorn segue-se 
1 

que tôda família livre de elementos de G 
família livre maximal de elementos de G 

pode ser imersa numa 

(A demonstração é aná 
lega a do teorema correspondente para espaços vectoriais). Uma 



se!I).ibase de 

mentos de G. 
G é uma fàmília livre maximal, (b) de 

i iE I' 
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ele-

Proposição 23 - Dada uma família (b.) de elementos de 
l. ' 

um grupo G, as seguintes propriedades são equivalentes: 

a - a família (b.) é uma semibase de G; 
l. 

b - dado qualquer elemento a E G 

m / O e uma família quasi-nula 

relativos tal que 

existe um inteiro 

(m.) de inteiros 
l. 

i 
além disso, a família de números racionais é 
univocamente determinada. 

Demonstração: Se os (b.) formam uma semibase e se e-
1 

xistisse a E G tal que não seja verdadeira a relação 

ma=~ m.b., f_, l. l. 

i 

com m / O, a família formada por a e pelos 

contra a hipótese de 

ma=\ m.b. L i l. 

i 
então 

( b. ) 
l. 

ser uma semibase. 

e 

mm'a =) m'm.b. 
~ 

= \ mm'b 
~ i i '--' l. l. 

i i 

e portanto 

~ L, (m'mi- mmi)bi = O, 

i 

b. 
l. 

Se 

i 

seria livre 
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logo m1/m = m!/m• para todo i. 
l. . 

Reciprocamente, se vale a propriedade b, a família b
1 

é 
i livre pois senão teríamos 

para alguma família m. de inteiros, com algum 
J. 

m. I= O, e zero 
J. 

teria duas representações: a família m. acima e a família 
1. 

m' = O. Os 
i 

b. 
J. 

formam uma .família livre maximal pois para~ 

quer elemento a E G existe uma relação 

ma 

com m / O. 

Proposiç~~ 24 - Dada uma semibase (bi)iE I de um gru~ 

po G, a aplicação ~, definida pela proposição anterior, que 
' (I) 

a todo elemento a E. G associa a família (m. /m) . E I E Q , é 
1 1- (I) 

•·· -Ulll..iS-OJnOrf'j_smo do grupo G no espaço vectorial Q • 

Demonstraç~; __ Dados a,e' E G, seja 

ma=~ m.b . 
/__, 11 

e m'a' = ~ m!b., L i i 

então 

Portanto 

(a 

i 

mm•(a - a')= L (m'mi - mm1)bi. 

i 

m. m! 
J. J.) a')=(---m m' iEI 

i 

isto é, tp é um homomorfismo e é biunívoco pois ~ {a) = O se 

e somente se m. = o para todo i É I, isto é, se e somente se 
l. 
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a= O, e portanto (j) 
', 

, 
e um isomorfismo. 

Demonstramos também o 

Corolário - Todo grupo sem torção pode ser imerso como 
subgrupo em um espaço vectorial sôbre o corpo Q. 

Reciprocamente todo subgrupo de um espaço vectorial sô
bre Q é evidentemente um grupo sem torção. 

Ainda nas condições da proposição acima: 1 
no elemento de Q(I) cuja i-ésima coordenada é 

leva o e-
b. 

1 1 lemento 

e cujas 

ria.l de 

outras coordenadas são nulas; logo, o sub-espaço vecto-
Q(I) gerado pelo subgrupo é o próprio Q(I). 

~ Portanto, se G tem tuna semibase finita b
1 , .•. ,bn' G nao p~ 

de ter outra semibase b1, ... ,b~ com m) n elementos pois 
senão suas imágens tp (b1), ... , !f (b~) em Qn formariam uma fa 
mília linearmente dependente: 

com À i E. Q 

relação pelo 
~ çao 

m 

'>. ' Â . tC ( b ! ) = 0 , 
L_..1 1 1 1 
i:.;:l 

e com nem todos Âi nulos. 

m.m.c. dos denominadores dos 

~~ ID. lj)(b!) = O l..-1 i \ i 

i 

com m. inteiros não todos nulos. Mas 
J. 

e ~ sendo um isomorfismo, teríamos 
m -

\'"' 
) m. b'. 

L...1 i i 
í:c:l 

= o 

Multiplicando esta 

~- teríamos a rela 
l 
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com algum 

é livre. 
mi./ O, contra a hipótese d f '1 · b b' e que a ami ia 1, ... , m 

Demonstramos portanto a 

Proposição 25 - Se o grupo G tem uma semibase finita 

com n elementos, qualquer outra semibase de G tem o 

número de elementos. 
,. , 
Este numero é denominado pôsto do grupo G. 

mesmo 

Se G tem pôsto n qualquer faraília livre de n ele 

mentos é uma semibase de G. 

E' imediato que o produto direto 

m 

G = TT Gk 
k=l 

de grupos Gk de pôsto nk tem posto 

m 
~ 

)__, ~; 
k=l 

portanto, o produto direto de n grupos de pôsto 1 é um grupo 

de pôsto n. 

E' evidente que um subgrupo de um grupo de pôsto n, tem 

pôsto ~ n. 

E' trivial demonstrar o 

Lema 1 - Se H é um subgrupo , de pôsto n, de um grupo. ---
G de pôsto n, então tôda semibase de H 

, 
e uma semibase de G. 

Daí segue-se imediatamente o 

Lema 2 - Dado um grupo G de pôsto n e um seu sub-

grupo H de pôsto n também, então para todo x E G existe um 

m E. Z tal que mx E. H. 
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Lema l - Nas condiçÕ0s do lema 2, se b
1

, •.• ,bn é uma 

semibase de G, existe um inteiro m E z* tal que mb
1

, ... ,mbn 
seja uma semibase de H. 

Demonstração: conforme o lema 2 existe mi E Z tal que 
m1 bi E H, i = 1 2 n ' , • • • ' o Tomamos então m. n 

Lema 4 - Dado um grupo G de pôsto n e dois subgru-
, pos H

1 
' to n. 

e H2 , de pôsto n, a sua intersecção H
1 

n H
2 

tem pô~ 

Demonstração: Dada uma semibase b
1

, ... ,bn de G exis
tem inteiros m' ,m" E. Z~- tais que m1 b

1
, ••• ,m'bn seja UJl'l.a se

mibase de H1 e m11 b1 , ... ,m"bn seja uma semibase de H
2

. En
tão m1m11 b

1
, ••• ,m'm"bn E H

1 
n H

2 
e como esta família é livre e 

tem n elementos, será uma semi base de H
1 

n H
2

• 

2. Característica de~ grupo em relaçã~. ~~subgrupo. 

Seja G um grupo de pôsto n e H um seu subgrupo de 
mesmo pôsto; ou mais geralmente, seja G um grupo qualquer(sem 

torção) e H um subgrupo tal que tôda semibase de H seja uma 

semibase de G (subgrupo pleno - em relação a êstes subgrupos 

ainda vale o análogo do lema 2). Dado x E G o conjunto 

{ m E Z j mx EH} 

é um ideal i (O) de 

* m E Z , determinado a 
X 

m é a altura de x 

z (lema 2) que tem portanto um gerador 

menos do sinal. Dizemos que o inteiro 

relativamente a H. 
X 

Lema 1 - Se 

= m /m'; ou ainda: 
X 

m' E z e m' lmx então mdx = m' onde d = 

se dlmx então mdx = mx/d. 

Demonstração: m' .dx = m'd.x 

m' E (m ) • dx 

=m.xE.H,logo 
X 
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Seja m E ( m dx) , isto é , m. dx E H, 1 o g o md. x E H, isto é , 

md E (m:x) = (m'd) e portanto m' lm, isto é, m E. (m•). Logo 
(m') = (mdx) • 

De modo análogo pode-se demonstrar que 

m 
m 

nx = 
x · 

(n;mx) • 

Lema 2 - Dados x 1 y E G existe z ~ G tal que 

mz = [mx ,my]. 

Demonstração: A - Se (m ;m) = 1 tomamos z = x+y e 
X y 

teremos m = [m ,m] (= m .m ) • De fato, 
Z X y X y 

[m ,m J = m .m E (m ) , 
X y X y Z 

pois 

mm z 
X y = m . m x + m .m y E H. y X X y 

Por outro lado, seja m E ( m ) , isto é, m. z E. H; então z 

m mz = m.m x + mm .y EH 
X X X 

e portanto mm y E. H, isto é, 
X 

mm E (m ) , 
X y ou ainda m !mm 

y X 
e 

como (m 0 m) = 1 segue-se que 
x' Y 

m !m. Do y mesmo modo mostramos 

que mxjm e portanto [mx 1 myJ m; logo m = [m ,m J. 
Z - X y 

e 

B - Sejam agora m 
X 

Tomemos 

n (m ) 
m' = TT PP x 

pEP1 

e m 
y 

e 

quaisquer; seja 
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então m' Jm m" rm 
X' 1 y' (m';m") 

= m /m" y 

= 1 e [m' , m" J = [m , m J . Toman 
- X y-

do d'= m /m• e d" 
X segue-se do lema 1 que md'x = m' 

e m = mn· e como d ny ' (m•;m") = 1 resulta da parte A que 

m = [m' m"] [ J d'x+dny , = m ,m . 
X y (C.Q.D.). 

Lembrando as condições Jl e J2 (Cap. II, § 12, n2 3) ve 
mos que com os lemas 1 e 2 demonstramos o 

Teorema 26 - Seja G um grupo (sem torção) e Hum seu 

subgrupo pleno. Para todo x E. G existe um inteiro m E. z* 1al 
\ 1 X 

que Í. m E. Z j m.x E. HJ = (mx). O conjunto A = ~l mxE Z~ [ xE. G} é 
um o-ideal de z*. 

A sequência característica ( n ) 
p 

dêste o-ideal ~
de Z , 

é denominada característica de G relativamente a H. Lembre-

mos que n 
p 

= sup n (m ) • 
XEG p X 

Notemos que, na parte precedente não 

supuzemos que H fosse um subgrupo livre de G e efetivamente 

usaremos o teorema 26 em tôda a sua generalidade para classifi

car de modo muito simples a categoria de grupos a que aludimos 

no fim do nQ 1, § lº dêste capítulo. No exemplo a(§ 12, nQ 2) 

a característica de G relativamente a z2 
é 

E' trivial verificar as seguintes propriedades: 

Lema - Seja H . 
1. 

um subgrupo pleno de G. , i 
1. 

tão H = H
1

X H
2 

é um subgrupo pleno de 

;:; (x
1

,x
2

) E. G temos m = [m ,m J. x x1 x2 

G = G
1

X G
2 

= 1,2; en-

e dado x= 

Proposição 27 - Com as notações do lema precedente, se 

(np) é a característica de G1 relativamente a H1 e (np) a 

· característica de G
2 

relativamente a H2 , então a caracterís-



tica (n ) 
p 

de G relativamente a H 

n = sup ( n I n 11 ) • p p' p 
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, 
e dada por 

Observação: propriedades análogas às expressas no lema 
e na proposição precedente ainda valem para produtos diretos f1 
nitos e som.a diretas quaisquer. 

3. Tipo de~ grupo de pôsto finito. 

Seja agora G um grupo de pôsto finito n e Hum sub 
grupo livre e pleno (portanto também de pôsto n) de G, por e
xemplo o subgrupo gerado por uma semibase de G. Vamos mostrar 
que o tipo da característica de G relativamente a H é inde
pendente do particular H que tomamos e é portanto um invarian 
te do grupo G. 

~ Lema 1 - Se H' e H sao subgrupos livres de G de mes 
mo pôsto que G, então a característica de G relativamente a 
H é do mesmo tipo que a característica de G relativamente a 
H'. 

Demonstração: Se b1 , ... ,bn é uma base de H exiete 

m E z~- tal que mb
1

, . .. ,mbn seja uma s emibase de H' (lema 3 
do nQ 1) e port~nto para todo z EH temos mz ~ H', logo 
mH e H I e H. Se então m indica a altura de um elemento x E. G 

X 

relativamente a H e 

mos 

de 

m lm' e m' 1mm • 
X X X X 

G relativamente a 

m' sua altura relativamente a H', te
x 
Portanto, se (n) é a característica p 
H e (n') sua característica relativ~ p 

mente a H', temos n ~ n' ~ n + np(m) 
p p~ p 

e o nosso lema reau.l-

ta do corolário da proposiçao 7. 



Leme. 2 - Se Hl 

de um grupo G de pôsto 

de pôsto n de G. 
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-e H2 aao subgrupos livres de pôsto n, 

n, então H
1 
n H

2 
é um subgrupo livre 

Demonstração: E' um teorema clássico que todo subgrupo 

livre de um grupo livre é um grupo livre e do lema 4 do n2 1 se 

gue-se que -~ n H
2 

tem pôsto n. 

Teorema 28 - Seja G um grupo de pôsto n e H
1 

e H
2 

subgrupos livres e de pôsto n de G: a característica de G 

relativamente a H1 é do mesmo tipo que a característica de G 

relativamente a H
2

• 

Demonstração: de acôrdo com o lema 2 podemos considerar 

a característica de G relativamente a H
1

0H
2 

e do lema 1 se 

gue-se que a característica de G relativamente a 1½_, bem co

mo a característica de G relativamente a H
2

, é do mesmo tipo 

que a característica de G relativamente a H
1 

Í\H
2

• 

Corolário l - O tipo de G é um invariante do grupo G, 

isto é, ainda é o mesmo para qualquer grupo Gl isomorfo a G. 

De fato, se y é um isomorfismo de Gl sôbre G, ~ 

leva um subgrupo livre Hl, de pôsto máximo, de Gl' sôbre um 

subgrupo H' de G com as mesmas p:r'opriedades e a caracteríe-

tica de G relativamente a H' 
, 
e igual à característica de G1 

relativamente a H1 • 
G é No exemplo b do nº 2, § 12 o tipo de 

sup ( t.( l' O( 2' ô< 3) • 

Corolário 2 - Com as notaç~es da Proposiçio 27: o 

de o
1

.x G
2 

é O extrem'.'.) superior dos tipos de G1 e G2 

to finito). 

tipo 

(pôs-
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1 

l 
l 

- 56 --

Observações - 1) Para grupos de pôsto 1 o tipo õ:etermí

na o grupo, a menos de isomorfismo (Teorema 20). 

2) Para grupos de pôsto CO o lema 1 e o teorema 28 não 
valem: dado o grupo livre G = Z(N) e uma característica qual-

quer (np) existe um subgrupo livre e pleno H 

a característica de G relativamente a H seja 

§ 3º - Teoremas preliminares. 

de G 

( n ) • 
p 

tal que 

Neste parágrafo damos os últimos teoremas necessáriosp~ 

ra poder abordar a nossa classificação dos grupos sem torção. No 

n2 1 o teorema principal é o que chamamos de Teorema da base ca 

nônica, que nos permitirá determinar de modo unívoco uma base 

de um grupo livre a partir da base de um seu subgrupo pleno. No 

nQ 2 o resultado principal é o Teorema 36 que é essencial para 

caracterizar, por meio de condições necessárias e suficientes, 

as matrizes que, no§ 42, serão associadas a grupos sem torção. 

1. O teorema da base canônica. 

Lema - Dados um grupo G e p EN, sejam elementos z, 

onde m. €:. Z 
J. 

mento z E G 

tais que 

pz 

(1 -' i ~ r) 

tal que 

pz 

r 
\' 

= Lm.b. 
J. l 

i=l 

e (p; mr) = 1. 

r-·l 
~ 

') m!b. 
~ 11 

i=l 

Então existe um ele-

com O .$.. m! <. p. z 
1 

é combinação linear inteira de z e dos 



- 57 -

bl t. • • 'br e z ~ 

e combinação linear inteira de -
~ e dos 

b1 , ••• ,br' isto é, o subgru.po de G gerado pelos b
1

, ••• tbr e 

z é igual ao subgrupo de G gerado por b
1

, .•• ,br e z. 
Demonstração: de (p;m) = l segue-se a existência de 

r 
inteiros u e v tais que up + vm = 1, portanto, 

r 

b = upb + vm b , r r r r 

isto é, vm b = b - pub. Por outro lado r r r r 
r r-1 

vpz = L vmibi = b - pub + L vm.b1
• r r _,/ l. 

i=l 

Dividindo vm1 por p 

portanto 

i=l 

temos vm. = v.p + m'. 
J. 1 l. 

r-1 

p(vz + ubr - L v1b1 ) 

i=l 

e basta tomar 

-z = 

r-1 ~-
vz + ub - ) V. b . • 

r L...-J l. J. 

i=l 

com -o ~ m! < p e 
l. 

De modo análogo achamos z como combinaçao linear dos bi e de 

z, lembrando que (p;v) = 1. 

Dado um número primo P e uma matriz M =(~)de or

dem n )( n, dizemos que ela satisfaz a condição (Dp) se: 

1) 1¾k :s 1 ou 

2) I = \ k ~ Nn 

3) 0 l nico_< P 

p (1 ~ k ~ n); 

1 ~k = P} / ~; 
se k / Q 'i 
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4) se k I Í então 1\:~. = O a não ser que 

c·I e Q<k, isto é, a não ser que 
k E I, 

(k,Q) E. { (i,j) E IXJ j j < i -!. 
J 

A matriz M tem portanto a forma 

(: . 
o o l 

. . • 
M = 

• • mij 

• • 

. • . 
Quando temos p ~ 4r escrevemos 

e J em vez de M, I e J. r 
Dado um grupo (sem torção) H, 

• 

. 
• 

• 

H[p] 

p 

o 
o 

\ 

• 

. • 

indica um grupo 

(sem torção) que contém H como subgrupo e que é tal que para 

todo x ~ H(p] tenhamos px ~ H. 

Teorema 29 (Teorema da base canônica - Kurosh) - Seja p -
um número primo, H e H[p] um grupo livre de pôsto n e 

b1 , ••• ,bn uma base de H. Então existe uma e uma só base 

pb! 
l. = bi 

b• = bj j 

e um subconjunto I e N tal que n 

- Lmijbj 
se i ~ I 

jEJ, j<.i 

j E: J 
(i e com o~ m .. < P, se =VI J.J 
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)S m1 j e O conjunto I são também univocamente detellllinados. 
E:m outras palavras: a base b

1
, ••. ,bn de H determina u.nivoc~ 

nente uma base b1, ... ,b~ de H(p] e uma matriz M de ordem 
~ n que satisfaz a condição (Dp) e tal ~ue 

Chamamos a base b1, .... , b; de H (p] assim determinada 
de base canônica de H [P] associada à base b

1 , ••• , bn de H (qµe 
em geral supomos fixada uma vez por tôdas) e a matriz M de~ 
triz de passágem (da base b1, ... ,b~ à base b1 , ••• ,bn; é cla
ro que ela também determina a transformação inversa, dada aci
ma). 

Demonstração~ teorema 29: vamos construir suoessiva-
mente os elementos bi,b2, ... ,b~. 

(1) - Se existe um elemento x E. H [P] tal que px = bl' 
êste elemento x com esta propriedade é evidentemente único e 
definimos então b' = x e teremos l<Ê. I. Se não existe um e-1 
lemento x com esta propriedade, tomamos b1 = b1 e 1 E J. 

I
(r) (2) - Suponhamos definidos b1, ... ,b; e 

e J(r) = J(\Nr (que são conjuntos complementares em 
finiremos b • : se existe um elemento x E H [P] tal que r+l 

Px = b - ~m.b. r+l J J 
jE J r) 

-com Oi m. < p, tomamos b' 1 = x e r+l E. I; sena.o 
J r+ 

b' = b e r+l E. J. r+l r+l 

tomamos 
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(3) - Na primeira hipótese, o elemento x é único. De 
fato, seja X' E. H(p], x• -/, x tal g_ue 

px• \ ' 
= b -~m'b r+l j j 

jEJ r) 

com. O~ mj < p. Então 

p(x - x') 
' \ 

= L (mj 

j E.J(r) 

- m1 )b j j 

com algum mj-mj ~ O 

tais que qj = mj - mj 
gu.e-ee que (p;q_) = 1 

s 

e seja s o maior dos índices j €J(r) 

~ 0 1 como temos também -p < q
8 

< p se

e pelo lema existe portanto i E. H [PJ 
tal que 

com O q• p 
j 

(4) - Se 

pz: 

contra a hipótese de g_ue 

z E. H (p J é tal que 

então 

a J. 

r 

Z - ~q'b' - ~ k k" 

k=l 

Demonstração para r = 1: seja pz = q1b1 ; se g_l - P~i 
teremos z = q1b

1 
e portanto z = g_1b1 se b1 = b1 , ou z a 

a q
1 

b1 se b
1 

= pbi • Se (p :; q1 ) = l segue-se do lema que e
xiste um elemento z E H[p] tal que pz = b1 e portanto z= bi 
e ainda pelo lema zé combinação li1'.1.enr de b1 e b1 e port~ 



to um mú1tiplo de bi pois b1 = pbi· 
Suponhamos agora ter demonstrado que se 

então 
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e vamos demonstrar um resultado análogo para s+l: seja z E:H[;p] 
tal que 

A - Se 

s 

pz = qs+l b s+l + L qkbk. 
k=l 

(q ·p). - 1 escrevemos s+l 7 · -

e lembrando que 

se = b'. 
J 

se vem 

ou 

onde 



X = z - ~ q!b!. 1 ]. 

iEI s) 

?elo lema existe então -X tal que 

com O~ mj < p e portanto i 
combinação linear de x e dos 

linear de x = b' l' dos b~, s+ J 

se 

X 

b . 
s+l 
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j E J). zé 

e b l s+ 
é combinação linear dos b' l e dos b~, j E s+ J 

é combinação 

(pelo lema) 
J(s) • 

Daí segue-se que z é combinação linear (inteira) dos 

1 .(. k ~ s+l. 

B - Se então 

e pela hipótese de indução temos 

z - q' b e: a+l s+l 

s 

L qkbk 
k=l 

donde obtemos nosso resultado lembrando que ou b 1 s+ 

b a+l 
= pb' s+l 

\ ' 
+ ~ m l .b' .• s+ , J J 

j E.J s) 

= b' s+l' ou 

(5) - Os elementos b1, ... ,b~ formam wna. base de H[p). 
De fato, de (4) segue-se que qualquer elemento é combi

nação linear dêstes e como o pôsto ~l e H [P] é ~ n = pôsto de 
H, segue-se que a família bl', • • . , b' n 

é livre. 
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(6) - Demonstração da unicidade da base canônica de - -
H [PJ: Seja bi, • • • , b~ outra base oanônica, com um subconjunto 

Í CNn e J seu complementar. Seja r o menor elemento de 

N tal que b ' ; b' n r r· 
A - Se r €. I e r E. I, então J(r) = j(r), seja 

pb' = b -s m .b. e pb' = b - ~iii .bj' r r rJ J r r rJ 
j € J r) j EJ r) 

Entãq indicando por a o maior Índice j ~ J(r) tal 

-achamos, como em (3) acima, um elemento x tal que 

pie = b
9 

- \ qjbj 

j~-1) 

com O~ qj < p, contra a hipótese de que a E J. 

B - se r G J e r E. I, isto é, se b~ = br e 

pb~ = br + \ iiirlj 

j~l) 

temos por (4) que 

e portanto 

pb' r 

que 
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1ue comparada com a lª expressão de pb~ nos dá P4i- = 1, 0 que 

~ impossível. A mesma demonstração vale se r E I e r E J. 

(7) - Do que precede segue-se portanto a unicidade do 

conjunto I e da ma.triz M e terminamos assim a demonstração 

ao teorema 29. 

Vamos passar a indicar por H[p,MJ o grupo H[p] aci

ma, ao qual está associado a matriz M; a menos de isomorfismos, 

êste grupo é completamente determina(lo pela matriz M (e pela 

base bl' ••• 'bn de H). 

Reciprocamente, é evidente que dado um grupo livre H de 

pôsto n, uma base bl'. • • , bn de H e uma ma.triz M de ordem 

n n que satisfaz à condição (Dp)' existe um grupo, que indi-

camos por H [P ,M], que contém H como subgrupo e que tem uma 

H [P ,M] é único a menôs de isomorfismos ( que conservam H). 

Dado outro número primo q e uma matriz M' de ordem 

n x n que satisfaz à condição (Dq) definimos o grupo 

[ [ J [ J a segunda extensão, defi H p,M;q,M'] como sendo H p,M q,M'., 
~ ' b A • b' b' nida por M', sendo feita em relaçao a ase canom.ca 1 , ••• , n 

de H ÍJ> ,M]. 
De modo análogo dados números primos q1 , ... ,4r 

trizes Mi, 1 ~ i ~ r, de ordens 

ção (Dq.), definimos 
J. 

n x. n, satisfazendo a 

e ma
condi-
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base fixada bl, ••• ,bn de H vai determinando sucessivamen-

e as bases canônicas b(l) b(l) de H(q
1

,M..J ate' 
(r) (r) 1 •···• n -~ 
l • · • •, bn de H [41 ,!\; ... ; 4r,M;J e temos 

b(i-1) b(i) 
1 1 

• 
Mi • = 

• • 
b(i-1) b(i) 

n n 

. ~ i ~ r, onde b(o) 
k = bk. 

De agora em diante, quando escrevermos 

Jubentenderemos que H é um grupo livre de pôsto n no qual 

:ixamos uma base b1 , ••• ,bn' que os 

1ue M. é uma matriz de ordem n n 
l. 

:nq1) (1 ~ 1 ~ r). 

~ , 
q. sao nu.meros primos e 

l. 

que satisfaz a condição 

Dado um grupo livre H 

camos por H(r) o subgrupo de 

e uma sua base b1 , •.. ,b , indi 
n -

H gerado por b1 , ••• ,br (l~r~ 

Com as notações do teorema 29, definimos 

e temos a 

Proposição 30 -

Demonstração: seja 
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isto~. tal que 

lembrando que 

Se i E. I vem 

b. = b• 
J j 

se j E J e 

bi = pb1' + ~ m b • ij j. 

j EJ i) 

que comparado com 
n 
~ 

px = ) px'b' 
'--' k k 
k=l 

mostra que x• = x' = ••• = x• = o, isto é, x f. H[pJ (r) r+l ·r+2 n 
De modo análogo mostramos a inclusão no out"ro sentido. 

Corolário l ~ Para todo r ~ Nn' b1, ... ,b~ é a 
canônica de H(rf(p] = H[p](r) associada à base b1 , ••• ,br 
H{r) e a sua matriz de passágem é 

Corolário 2 - Se 

~ ,XN • 
r r 

I(r) = I(\N I f;f então a matriz 
r 

base 

de 

~ X N também satisfaz à ôondição (Dp). Em caso contrário e-
r r 

la se reduz à matriz unidade. 

Com as notações do teorema ?.9, ~emos: 



P~opos19ão l!, - Seja 

n 

z• = LzkbkE.H(p]; 
k=l 
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Z , e H se e somente se z 1 = O ( d ) t d i - mo. p para o o i E I. 
Demonstração: se z' E H então 

n 

z' = L zkbk 
k=l 

e portanto z! = pz. se i E I. Reciprocamente, se z1 • pzi 1 l. 
quando i € I, temos 

= ~ z .• pb'. L i i 
i~I 

e portanto z E H. 

+vz'.b. 
~ J J 
jEJ 



Proposição 32 - Seja z EH tal que 

z =- L zjbj; 
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jE.J 
existe um elemento z • E. H [p J tal que z = pz • se, e somente 

se zj é O (mod. p), para j E J. 

Demonstração: Seja 

temos 

-:---e. 
= \ . z! (b. 

'--' l. l. 
iEI 

n 
~ 

z• = ;' z'b'· 
'--,J k k' 
k=l 

Se pz' = z então 

Reciprocamente, se 

z' = O quando i ~ I 
i 

Z a: pz' então 
j j 

e portanto zj = pzj. 

o:--\ 

= ) pz'.b. 
/__J J J 

= p ) z'.b'. ::s pz• 
J.....-.J J J 

j EJ" j~J 

onde 
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2. ! condição ( q1 * 4r). 

Dado um grupo sem torção G, um inteiro 

subgrupo H de G, definimos H(p;G) = tx E. G 1 

bém indicamos por H(p) se não houver perigo de 

~ 
pE.Z e um 

" px ~ H} que tam 

confusão. Se 

H , um grupo livre de pôsto n, o mesmo será verdade para H(p) 

pelo teorema 29 e fixada uma base b
1

, ••• ,bn de H vem a base 

canônica bi,••·,b~ de H(p) com uma ma.triz de passágem M. 

Temos então H(p;G) = H[p,MJ. 
... , 

Se ql.,q2,, •• ,~ sao numeres primos quaisquer 

mos H(q1 ,q2, ••• ,4r;G) = H(q1 ,G)(q
2

,G) ••• (4r,G) e se 

um grupo livre de pôsto n o mesmo será verdade para 

H(q1 ,q2, .•• ,4r;G). 

A base b1
, ••• ,bn de H determina a base canônica 

bi 1 ) , • • • ' b ~ 1 ) 

defini

H for 

, (lJ (l) 
de H(q1 ;G) com uma matriz de passagem ~; a base'hi , ••• ,bn 

· " · b( 2) b( 2 )d H( ·G) por sua vez determina a base canonica 1 , ••• , n e ql, 42, 

com uma matriz de passágem M2 e assim por diante. Temos por

tanto 

H( ql, q2' •• • 'qr; G) = H [ ql, ~; q2 'M2; • •• ; 4r; Mr] • 

Proposição .J1 - Dado x € H(p] e q E. Z tal que 

(p; q) = 1 e qx E H então x E. H. 

Demonstração: se {p;q) = 1 existem inteiros u,v tais 

que up + vq = 1 e portanto x = úpx + vqx EH pois px EH e 

qx EH. 



H(gl,g2;G). 

se, e · somente _se, 
Erpp.osição M_ - H(g

1
.g

2
;G) = 

Del!}onstração: x E H( g
1

• g
2

;G) 

g1g 2 .x EH, isto é, se, e somente ~~, g
2
x E. H(g

1
;G)~ isto é, se 

e somente s~. x É H(g
1

,g
2

;G) _. 

Corolário 1 - H(g1
.g

2 
••• gr;G) = H(~,g

2
, ••• ,gr;G). 

Corolário 2 - H(g1 ,g2 , ••• ,gr;G) = H(gül'gG_
2

, ••• ,g~r;G) 

onde cr- é uma permutação qualquer de N. 
r 

Proposição 35 - Seja L = K[q1 ,l\;q2 ,M2; ••• ;~,Mr] com 

qi I ql para i = 2,3, ••• ,r; então K(q
1

;L) = K[q
1
;~]. 

Demonstração: · é evidente que K(q
1

;L)::, K[q
1
;~]- Por 

outro lado seja x E. L tal que x E..K(q1 ;L), isto é, q1x ~ K. 

Pela definição de L temos q
2 
••• 4r.x E K[q

1
;~] e como 

{q1 ;q2 ... 4r) = 1 podemos aplicar a proposição 33 (tomando p=qr 

q = q2 •• •4r e H = K[q1 ;M]) e temos .x E. K[q1 ;~]. 

Dadas matrizes M1
, ••• ,Mr de ordem n x n, tais que ca

da ~ satisfaça a condição (Dqk), ou 1\ é a matriz unidade, 

e além disso, q
1 

= qr e qi ;i q
1 

se 1 ~ i "- r, dizemos que 

elas satisfazem a condição ( q
1 

-x- ~) se a matriz MJ X N tem 
r n 

onde M = M X ••• X M • Lembremos que se 
1 1 (l)r } 

Jl = lk E Nn 1 ~k = 1 • 

Teorema 36 - Seja L = K[q1 ,~;q2 ,M2
; ••• ;4r;Mr] onde 

q
1

::: 4r e qi / q
1 

se 1 f::i 4r; K(q1 ;L) = K[q1 ;1.\] se e 

somente se a condição (q
1
~4r) estiver satisfeita. 

Antes de demonstrar êste teorema vamos demonstrar duas 

proposições.- Conservamos a.s note.çÕe6 0 hipóteses do teorema 36. 
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Proposição 37 - Se existe um elemento x E. K(q
1
;t) tal 

que x ~ K[q M__] enta~o exi· t 1 - ( 
1 1 t-~ , s e um e emento x E. K q

1 
,L) tal qµe 

i ~ K(q1 ,1\] e tal que 

q1 i = 2:= x j b j • 

jEJl 

to 
Demonstração: se x E.K(q1 ,L) então q

1
x E. K e porta~ 

daí segue-se que 

e tomando 

X=X-~X. b! L i i 

iE.I
1 

temos x G. K(q1 ,L) e i $ K[q1 ,~\J, pois senão teríamos 

x €.. K(q1 ,~½.J já que bi E K[q1 ,~J, i E r1 , por serem elemen

tos de sua base canônica. (CQD). 

A partir da base b1 , ••• ,b de K determinamos a base 

canônica bil), ... , b~l) de-· K[q
1
,:j_], que por sua vez determi-

b ( 2) '" ( :< :, ~-: e ~ [ r11. M J assim 
na a base canônica _ , ••• , ., .. l\. _q1 , ---i ; ~, · :.' e 

J.. D. 
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por diante até chegarmos à base canônica bir) , ••• ,b~r) de 

· L = K[q
1
,~; ••• ;4r,Mr] que,para simplificar a notação, indica

remos por b1 , ••• ,bn. Temos então 

bl "1 
• M • • = . . . • 
b b 

n n 

, onde M = ( ~) · e ~ X ••• X Mr. 

Pro~osição 38 - Seja x E. L tal que 

n 

= l : X b E K, s s 
s==l 

então temos 
n 
~ -o L xsmsk = 41Yk 
s=k 

para k = 1,2, •• ~,n. Reciprocamente, se existem inteiros 

x
1

, .•. ,xn tais que 
n L xsmsk = qlyk - O (mod. ql) 

a=k 

para k = 1,2, ••• ,n então 
n 

é tal que 

X=) ykbk E L 
'--' 
k=l 

n 

X = ~ x b E. K. 41 ~ s s 
s=l 



Demonstração: ee x É L temos 

n 

e portanto 

Por outro lado, se 

n 

qlx = Lx b s s 
s=l 

X= Lykiik 
k=l 

q1x E K temos 

n s 

= L xs( > ~skbk) 
S=l h=l 

n n 

= L:CL xsmsk)bk 

k=l s=k 

que comparado com a relação anterior nos dá 

n 

L xsmsk = qlyk, 

s=k 
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para k = 1,2, •.• ,n. Reciprocamente, dados inteiros x1 , ••• ,xn 

tais que 

n L xsmsk = qlyk - O (mod. ql) 

s=k 

para k = 1,2, ••. ,n tomamoe 

e "voltando" as igualdades acima chegamos a 

n 
\' = J X b , 
Í--,J s s 
s::.:l 
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isto~, q1x E. K. 

Demonstração~ teorema J.§.: é evidente que 

K( ql; L) ::::, K [q
1
,~J; 

portanto K(q1 ;L) ! K[q1 ,l\] se, e somente se, existe 

x E. K(q1 ;L) tal que x % K[q1 ,~]- Pela proposição 37 isto é 
verdade se, e somente se, existe um elemento x E.K(q1 ;L) tal 

que i $. K(q1 ,~J e tal que 

q1x = L xjbj. 

jE.Jl 

Mas pela proposição 38, se x E:.K(q1 ,L) e. L e 

então os -X.' 
J 

~ 

q1x = L xjbj E K 

j E.Jl 

j E. J
1

, satisfazem o sistema. 

([)( ) L ijmjk = O (mod. q1 ), k E. Nn 

jE:J1,j~k 
e reciprocamente uma solução (x j) j E: J 

1 
do sistema. ( O( ) 

um elemento x E L e x E.K(q1;L) pois q1x E. K. 
Por outro lado, tomando H = K, H [P] = K [ 41 , ~] , 

e 

- \'- e. z = q1x = L x j b j :::. K, 

j EJl 

defi -
-Z' = X 

segue-se da .proposição 32 que xi K[q1 ,~J se, e somente se, 
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existe um j ~ J
1 

Portanto, 

x t K [ q1 , ~] se , 

tal que xj 1 O (mod. q
1

). 

existe um elemento x E K(q
1

;L) 

e somente se, o sistema 

L Xjmjk"' O (mod. 41), 

jEJ1 ,j~k 

kEN n' 

tal que 

tem uma solução {xj) j E J -, O (mod. q
1
). Podemos substituir 

l -os xj e os mjk pelas suas classes de restos do corpo Z/(q1 ) 

e considerar o sistema assim resultante de ( ô( ) ; sobre o corpo 

Z/{q1 ), pois a tôda solução (xj) ~ O (mod. q
1

) de (O() cor

ponde uma solução não idênticamente nula do sistema relativa.me~ 

te a Z/(q1 ) e reclprocamente. A matriz dêste sistema é de or 

jJ1 jxn e o sistema tem jJ
1

1 incógnitas (as classes de res-

tos dos xj, j ~ J1
). Portanto, o sistema tem uma solução não 

idênticamente nula se, e somente se, a sua matriz tem pôsto 

( IJ1 j e isto equivale a dizer que a matriz MJ XN do siste 
1 n 

ma (lX_ ) tem q1 
-pôs to ( 1 J 

1 
j. CQD. 

Lembrando os corolários da proposição 30, a demonstra

ção do teorema acima também nos dá o 

Corolário 1 - Se ·- ... 
(q1* 4r) então para todo 

~·\, ••• ,Mr satisfazem à condição 

s E. N as matrizes 
n 

( ~ ) N X. N ' • •• ' ( Mr) N X. N ' 
s s s s 

de ordem s y.._ s também satisfazem à condição ( q1 ~ 4r) • 
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Corolário 2 - SeJ·am M... u 
..,. - --i_ 7 • • • , lll 

à condição (q1~ ~) e sejam r 
matrizes que satisfazem 

e 

Então s ~ t e para todo k E. Nt temos ik~ ik. 
Demonstração:- Se para algum s EN tivéssemos 

n 

IIis) 1 ( JI~s) 1 

teríamos 1Ji8
) 1 > fJr(s) 1 e portanto o q

1
-pôsto de M 

J(s)x N 

i I Jr
( s ) 1 ( 1 Jl( s ) j ( ... . 1 s 

ser a pois o posto de um produto é ~ ao m! 

nor dos postos dos fatores) contrário ao corolário 1. Daí se-

gue-se que e portanto o_ corolário 2. 

Corolário .J. - Se r1 ::> Ir a condição ( q1 * ~) está sa

tisfeita. 

Demonstração: se I :> I l r então Jl e Jr e dado 

temos m .. 
JJ = o (mod. ql) pois 

El (2 [r 

m .. = ql q2 . . . ~ ' JJ 

onde ~ k == O se k f J k e E k = l se k E I k. Seja h o 

Último elemento de J
1

; a Última equação do sistema ( D( ) se re

duz a xhll\ili = O (mod. q1 ) e como D\ih t O (mod. q1 ) segue-se 

que xh = O (mod. q1
). Se agora h' é o maior elemento de J1 

que precede h demonstra-se de modo análogo que 

xh, = O (mod. q1 ) 

e assim por diante. Portanto o sistep1a (CX ) só tem a solução 

i . = O (mod. q
1

), j E J
1

, isto é , a condição {q1 •* 4r) está sa 

J -
tisfeita como resulta das condiçoes equivalentes que usamos na 



demonstração do teorema 36. 

§ 42 . Classificação dos grupos~ torção. 

Neste parágrafo damos finalmente a classificação 

grupos sem torção. Começamos classificando os grupos de 

associando a cada subgrupo de Qn (satisfazendo ainda 

condições) uma sequência de matrizes inteiras de ordem 
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dos 

Qn, 

certas 

n)(n e 

satisfazendo a condição (*) (teorema 41) ou equivalentemente 

uma certa matriz de elementos (qn)-ádicos; reciprocamente, a tô 

da matriz assim corresponde um subgrupo de Qn. 

No n2 2 consideramos o caso de grupos sem torção de pôs 

to finito e no nQ 3 estendemos a classificação a subgrupos de 
(L) ~ ,. , 

Q , sem reetriçao de posto portanto. No n2 4 abordamos rapi-

damente o problema da existência de outros invariantes dos gru

pos de p5sto finito, al~m do tipo de sua característica. 

1. Classific~ç~o dos subgrupos de Qn. 

Vamos classificar os subgrupos G de Qn que contêm 

Zn. Tomemos H = Zn e seja A o o-ideal associado a G (rela

tivamente a H) (ver o teorema 25), (n) a característica de G 
p 

relativamente a H e (qn) a sequência principal associada a 

( n ) • 
p 

De agora em diante, suporemos que a sequência (qn) seja 

infinita, isto é, que 

\'°"' ·. n = C;O L p 
pEP 

(prop. 6) ou ainda, que G não seja um grupo livre, caso em que 
~ 

esta classificação fica trivial como teremos ocasiao de ver. 



Consideremos a sequência 

~ = H(q1 ;G), ••• ,Hr = H ( ql, ••• , 4r; G) , ••• 

de subgrupos de G. Seja gr = 41 42 4r (sistema ••• 
de geradores de A). Temos então a 

Proposição 39 - Hr S:: Hr+lº 

Demonstração: é evidente que HrC. Hr+lº Como 

segue-se do teorema 26 que existe um elemento x E. G 
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crescente 

gr+l~ A 

tal que 

mx = gr+l' isto é, tal que ~+lx EH e tal que mx E. H impl1_ 

ca g 1 1m. Portanto x - H r+ -::.. r+l 
e portanto ~ lg - g a 

-i- r+l - r· -r+l 

J. H . ~ e x ,.:::. , pois senao . r 
o que é absurdo. 

Proposição 40 - G = LJ Hr 

re:.N 

g X E. H r 

Demonstração: Dado x E G temos m x. ~ H e m E A;por 
- X X -

tanto existe um r tal que gr >- mx; logo, x E H(gr; G) ::: Hr. 

Tomemos agora a base natural b
1

, •.• ,bn de H=Zn (b
1 

é 

o elemento de Zn cuja i-ésima coordenada é 1 e cujas outras 
.... 

coordenadas sao nulas). Do teorema 29 segue-se então que 

e 

e portanto o 

Corolário - Todo subgrupo de 

quência crescente de grupos livres. 

é a reunião de uma se -
Do teorema 29 segue-se ainda que as matrizes Mr sati~ 

fazem as condições (D4r); chamamo-las de sequência de matrizes 
a3rnciada ao grv.po G. . 

Seja ~= ~+s· e tal que qi /. 4,\ se r ~ i < r+s. Fa-



zendo K = H , 
r-1 

dentemente 

L = H 
r+s = K[a ,Mr; ••• ;q ,M J 

·-r r+e r+s 

K(4r,L) = H(gr,L); H(q1, ••. ,4r_1 ;L) = 

= _H[q1,M:i_; ••• ;4r_l,Mr-1'4r'Mr] • K(4r,Mr] 
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temos evi 

e portanto (teorema 36) as matrizes M M M satisfa-
r • r+ 1 ' · • · ' r+ s 

zem à condição (4r*qr+s). Isto nos leva à seguinte defini-
~ çao: dizemos que uma sequ~ncia (M) de matrizes de ordem 

r rE. N 
n n satisfaz à condição (-~) se: 1) Cada matriz M satie-

r 
faz uma condição (D4r), 2) A sequência (4r) é principal; 3) Da-

dos 4r = 4r+s tais que q1 ~ 4r para r < i < r+s então as ma 

trizes M ,M 1 , ••• ,M satisfazem à condição (a *4 ). Di-
r r+ r+s T r+a 

zemos neste caso que (4:r,) é a sequência principal associada à 

sequência de matrizes (M ). 
- - r 

Mostramos portanto que a sequência de matrizes (M ) qre r 
associamos ao grupo 

outro subgrupo de Qn 

G satisfaz à condição (*)• Se G' é 

que contém zn e se (M') é a sequên
r 

eia de matrizes definida por G', então se G t G', seja z o 

primeiro dos inteiros s tais que 

H(q1 , ••• ,q
8
;G) / H(q1, ... ,q~;G'); 

teremos Mr / M' e portanto a sequência (M) 
r s 

da sequência (M'). Demonstramos portanto o 
s 

, 
sera diferente 

n 
Teorema 41 - A aplicação que a todo subgrupo G de Q, 

que contém zn e que não é livre, associa (pelo processo aci

ma) uma sequência (Mr) de matrizes (satisfazendo à condição 

( 1(-)) é biunívoca. 

Da própria definiçã.o da condição ( *) vem a 
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Proposição ll - Se a sequência (Mr)rEN satisfaz àcon 

dição (*) o mesmo será verdade para a sequência (M ) on 
m+r rEN -

de m E. N. 

Proposição 43 - Seja (M ) uma sequência de matrizes de r 
ordem n,<.n que satisfaz à condição(·><--) e seja (4r) sua se-

quência principal associada. Tomemos H = zn e definamos 

e seja 

Km= H[ql,~; ••• ;~,Mml 

G = U K • Para quaisquer r,m ~ N 
mEN m 

temos: . 

Kr ( 4r+l' • • • 'qr+m; G) = Kr L4r+l 'Mr+l; • • ·; 4r+m'Mr+mJ • 

Demonstração: por causa da proposição 42 basta fazer a 

demonstração para r = O (isto é, K
0 

= H). Temos evidentemen 

te 

-vamos mostrar a inclusão ihversa. Suponhamos que ela nao fosse 

verdadeira e seja m o primeiro inteiro tal que 

H(q1 , ••• ,4m;G) * H ~1 ,~; ••• ;4m,MJ. 

Portanto Hm-l = H(q1 , ••• ,4m_1 ;G) = Km~i· Seja 

x € H(q1 , .•• ,4m;G) = Hm 

e seja r 

inteiro j 

o menos dos inteiros 

com esta prop~iedade 

j tais que x E. K. ( existe um 

pois G = U K
8

).JBasta então 
sEN 

demonstrar que não podemos ter r) m. Suponhamos quer = m+t) 

' m • / . A - Se 4m.-/ 4m+t' fazendo 

K = H(q1 , ••. ,4m_1 ;G) = H m-1 = K m-1 
e 
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L = K [ 4m' ~; • • • ; ~+ t 'Mm+ t] = Km+ t = Kr 

segue-se da proposição 35 que K{<-!m;L) = K[4m,MJ e como 

· H 
m = H(q1, ••• ,4m;G) = K(4m;G) = K(4iti;L) 

segue-se que 

maior inteiro 
X E Km = K[4m,MJ. B - Se 4m = 4m+t seja 

O~ s < t tal que 4m+s :z 4m; então temos 

se m+s < i ( m+t. 

e 

Por hipótese X E. K r 

4r t 4m+s 

(r=m+t); tomando 

e 

temos, pelo teorema 36, que 

K(a L) - Kra . ·M ] "'lil+S f - L '1Il+S 7 m+s • 

B, O 

Mas x E. H;rn. logo 4m.x E Hm-l e K C L e como 4m = 4m+s = ~+t 
temos 

x E: K( 4m+s, L) = K [~+s; Mm+s] = Km+s 

contra a hipótese de r = m + t) m + s ser o menor inteiro j 

tal que x E. K j • CQ.D • 

Reciprocamente, dada uma sequência 

zes de ordem nx n e uma sequência principal 

condição (D4r) definimos satisfaz à 

e 

se 

Km = H [ql '~; • • • ; 4m, Mm] 

n 
(H = Z ): 

de ma.tri

tal que ca 
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para todoa m,t € N, temos também 

Km( º+1 • • •• 'ª+t; Km+t) - K ra M • a M J 
,n ,n - m~--m+l' m+l'•••; --m+t• m+t 

(pois 

Km(4m+1••••,4m+t;G) ::> Km(4m+1•••·,~+t;Km+t)-::;, 

:> Km[4m+l'Mm+l; ••• ;4m+t'Mm+t]) 

e portanto o teorema 36 assegura-nos que vale a condição(-)(-). 

Demonstramos portanto o 

Teorema 44 - Dada u:ma. sequência principal (4r) e uma 

sequência (M) r de matrizes de ordem n x n tal qte M r satis-

faça a condição (D4r) (r E N) , . seja 

e 

então a sequência (Mr) satisfaz à condição (->4-) se, e somente 

se 

K (a 1 , ••• ,q t;G) = K ra 1 ,M 1 ; ••• ;a t'M t] 
r -r+ r+ r --r+ r+ -r+ r+ 

para todos os inteiros r,~ ~ O. 

faz 

to 

Com as mesmas notações temos a 

Proposição 45 - Se a sequência de matrizes (Mr) satis 

à condição (~-) então para todo rE N existe um elemen-

x €. Kr = H[q
1
,?\; ... ;4r;Mrj tal que mx=gr = q1 ••• 4r· 

(Ver o teorema 26 para a definição de m ). 
X (1) 

Demonstração: Se r = l basta tomar x = br 

suponhamos a proposição demonstrada para r = s 

tal que m = g = ql ••• q. Seja qs+l = P y s s 

e i E. I 1 ; 

e seja y E. K 
m s 

e gs+l= qp com 
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(q;pm) = 1, então g = qpm-l. 
s , para todo x E K temos 

s+l 
m I g pois g 

1
x ;;; H = zn x s+l s+ ~ 

tal que x f K
8 

temos então 
e tomando um elemento x E K 

1 m s+ 

existe então um elemento 
m 

X = q'p • Pelo lema 2 do nº2,§2~ 

z €. H l 
s+ 

tal que m = [m ,m ]=qpm = 
Z X y 

= g 1· s+ 
Estamos agora em condições de demonstrar o 

Teorema 46 - A tôda sequência (Mr) de matrizes de or

dem n n que satisfaz à condição ( * ) podemos associar um sub 

gru O d Qn, nue conte'm Zn é p e '1. e que nao livre, tal que a cara 

cterística de G relativamente a Zn tenha como sequência pri~ 

cipal a sequência principal associada a (M) 
r e que a sequên-

eia de matrizes que corresponde a G, pelo teorema 41, seja a 

própria sequência (M ). 
r 

Demonstração: tomamos H = Zn e definimos 

K :;: H [ ql '~; .• • ; 4r 'Mr] e G = u K· r r~N r' 

então 
, 

de Qn contém zn ~ é li-G e um subgrupo que e que nao 

vre (por ser reunião de uma sequência estritamente crescente de 

subgrupos de Qn). Da proposição 45 segue-se que o o-ideal de G 

relativamente a H = Zn tem os ~ = q
1 

•.• 4r como sistema 

crescente de geradores e portanto a sequência principal associa 

da é (4r) mesmo. Do teorema 44 segue-se (fazendo r = O, isto 

é, para K = H = Zn) que a sequência de matrizes associada a 
o 

G é a própria sequência (Mr). CQD. 

Reunindo os teoremas 41 e 46 temos o 
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Teorema 47 - A aplicação que a todo subgrupo de Qn, qµe 

contém Zn e que não é livre, associa uma sequência (Mr) de 

matrizes de ordem nxn é uma aplicação biunívoca do conjunto 

de todos os grupos não livres G tais que zn e G e Qn sôbre o 

conjunto de tôdas as sequências de matrizes de ordem nx n 

satisfazem à condição (*). 
que 

Dada uma sequência Mr = <n{~)) de matrizes de crdan n~n 

que satisfazem a condição(*) vamos lhe associar uma matriz 

· n~ (m..) de números (q )-ádicos, onde (q) é a sequência 
.K.h r r 

principal associada à sequência de matrizes Mr. Se k / h to 

mamos ~ como o elemento de Z(q) cujo desenvo~vimento 
(1) (2) (r) r 

(4r)-ádico é (~ ,I\:h , ... ,~ , ... ) e se k = h tomamos~ 

como o elemento de Z(q) cujo desenvolvimento (~)-ádico é 
-(1) -(2) -(r) r -(r) -(r) é 

(~k '~k , ..• ,~k , ••• ), onde ~k = 1 se~ = 1, isto , 

se k E. Jr e ~~)=O se ~~) = 4r, isto é, se 

k ~ Ir. Chamamos ''o"rt. de matriz associada ~ grupo G. 

Esta matriz Yn de ordem n ~-n de elementos de Z( 4r) 
é então tal que, considerando para cada r a matriz Mr forma 

da pelos r-ésimos têrmos do desenvolvimento (4r)-ádico dos ele

mentos ~h de . õõl(onde substituímos os elementos nulos da 

diagonal por 4r) a sequência Mr satisfaz à condição(*)· Di 

zemos então simplesmente que a própria matriz nl satisfaz à 

condição ( -~ ) . 

O teorema 47 então pode ser enunciado: 

Teorema 48 - Existe wna aplicação biunívoca do conjunto 

de todos os grupos não livres G tais que Znc G e Qn, sôbre 

o conjunto de tôdas as matrizes õõl de ordem n >'- n formada de 

elementos (4r)-ádicos, que satisfazem à condição G~) ( (~) pe~ 
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correndo tôdas as sequências principais infinitas). 

Quando temos um subgrupo G de Qn contendo zn e li 
vre então sua característica é finita (basta aplicar o lema 3 

do n2 l do§ 2~ a uma base de G; teremos então m )> mx para 

todo x E G e o resultado segue-se da proposição 6) e portanto 

a sequência principal associada será uma sequência finita: 

q1 , .•• ,4r e teremos G; H(q1 ,~; ••• ;4r,Mr). Se E
1

, ••• ,bnfor 
a base de G as~ociada à base natural de H = zn, teremos 

bl bl 

• M • • = 
• 

b b n n 

onde M = ~ x ••• Y... Mr e esta matriz determina completamente 

G. Naturalmente a sequência finita 11_, ••• ,Mr satisfazum con 

dição análoga à condição(*); reciprocamente, dada uma sequên

cia finita ~, ••• ,MP.. de matrizes satisfazendo esta condição, 
ela determina um e um s6 subgrupo livre G de Qn que contém 
zr... 

não é 

ar a 

2. Grupos~ torção de pôsto finito. 

Se G for um grupo sem torção de pôsto finito 

dado "a priori" como subgrupo de Qn, então para 

G uma matriz m ou uma sequência de matrizes 

n, que 

assoei-

inteiras 

(M) vamos ter de escolher um subgrupo livre H de G depô~ r 
to n e uma base b

1
, ••• ,bn dêste subgrupo e a mat~iz Yrl_, ou, 

a sequência M, vai depender de H e da base escolhida, se bem r 
que o tipo da sequência :pri.n~i pa l a s s oci ada à sequência Mr só 

dependa do grupo C·. 
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Neste caso interessaria achar como varia a matriz õYl 

quando variamos H e a base b1 , ••. ,bn de H. Êste problema 

é equivalente ao problema de determinar a partir das matrizes 

m, --rrz', associadas, respectivamente, a dois subgrupos G e G' 
n d ~ , 

de Q, con içoes necessarias e suficientes para que êstes su~ 

grupos sejam isomorfos (uma condição necessária, como vimos, é 

1ue a característica de suas sequências principais sejam dorres 

mo tipo). A solução do problema poderia ser expressa em função 

de transformações elementares como o faz Kurosh [K], mas esta 
~ ~ , , . -

solu.çao nao e satisfatoria por nao ser simples e nem de mane-

jo fácil. Esperamos abordar êste problema do isomorfismo num 

outro trabalho com idéias diferentes das de Kurosh. 

3. Subgrupos de Q(L). 

Consideremos agora grupos G tais que 

onde L é um conjunto qualquer que supomos bem ordenado (isto 

é, totalmente ordenado e tal que todo seu subconjunto não vazio 

tem um primeiro elemento). Tomando H = Z(L) o teorema 26 nos 

permite definir a característica de G relativamente a H, mas 

agora o tipo desta característica não mais é um invariante de 

Q (ver observação final de§ 22). Considerando a sequência 

principal (q
9

) da característiça de G, ainda vale o análogo 

do teorema 29, substituindo matriz de ordem finita por matrizes 

tran~finitas 

pb! 
l. 

quando i ~ I e onde 

e vamos ter 

\ = b . - / , m .. b. 
i t_ _ _ 1J J 

jE:J,J ( Í 

( ) ú 1.:-~a família quasi-nula m. . -i e. J l. ,J ,, .:::. 
de 
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inteiros tais que O .... < m
1

J. < p e port t t · t 
, ano a ma riz ransfinita 

M só vai ter um número fi.'ni·to de 
· elementos diferentes de zero 

8m cada linha, condição esta que vamos ter que incluir na condi 

ção (Dp) no caso das matrizes transfinitas. A demonstração do 

teorema 29, assim generalizado, é então exatamente · igual a do t! 

crema 29 para grupos de pôsto finito, substituindo-se apenas a 

incução finita pela indução transfinita; naturalmente qualquer 

soma finita 

, 
sera substitu.ida sempre por uma soma da f1rma 

L zkbk' 
kE.L 

onde a família (zk)kEL é quasi-nula. As proposições 30 a 35 

ainda valem. A condição (q1 *4r) tem de ser formula do se

guinte modo; a matriz MJ x L' onde M = M:i_ X ••• X Mr deve ter 

~1-pôsto máximo, isto é, i sistema 

( O( ) L xjmjk = O (mod. q1 ), k€ L 

jEJl 

onde (xj)' é~ família quasi-nula de inteiros, só deve ter so

lução xj = O (mod. q1 ) para todo j E J1 • A multiplicação de 

r.atrizes tem sentido, pois cada matriz M1 só tem um número fi 

r.dto de elementos diferentes de zero em cada linha, portanto p~ 
1 

demos multiplicar estas matr~.zes (;'!§!:. di:i:_~i ta para ~ esg,uerda!: 

N½_ (M
2 

[M
3 

'J.. M
4
])). Então ainda valem to 1los os teoremas do §42, 

su.1:>sti tuindo naturalmente as :r:i.at:.,:-izes M,... de ordem n x n por 
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matrizes transfinitae de inteiros e considerando em z(L) aba

se canônica (bk)kÊL (bk é o elemento de z(L) cuja coorde

nada k-ésima é 1 e cujas outras coordenadas são nulas). No teo

rema 48, a matriz ofl de ordem n x n de números ( 4r)-ádicos 

que satisfaz a condição (-~ ) é substi tuida por uma matriz trans 

finita Õfl = (~) (k,h) -~ LxL de números (4r)-ádicos, matriz 

esta que deve satisfazer à condição(*)· 

Do mesmo modo, se G é um grupo sem torção de pôsto 

qualquer podemos considerar um subgrupo livre e pleno H de G, 

por exemplo, o subgrupo H gerado por uma semibase (bk)ké. L 

de G e bem ordenando L, podemos aplicar os resultados acima 

para associar a G uma matriz relativamente a H e à base 

(bk)k€L. 

4. E,-pôs,t .o reduzido. 

Dado o grupo G tal que znc GCQn seja (n) sua se 
p -

quência característica e(~) sua sequência principal. Para t~ 

do primo p consideremos a subsequência q , ••• ,a , ••• fini
rl 7 m 

ta, ou infinita, ou vazia dos elementos 4r = p e definamos 

r = lim 
p m ➔ OC 

II 1 
qr 

m 

que chamamos p-pôsto reduzido: o p-pôsto reduzido é nulo se 
, 

so 

existe um número finito de elementos 4r; p. r / O se e sõ
p 

mente se n = co • 

dem de 

I'l.orfo a 

(' .. i . . . . -~ 

p , d 
Pode-se demonstrar que os p-postos reduzidos so epen-

~ G e nao 

zn de 
.. -· .) . 

da 

G, 

sequência principal, nem do subgrupo H iso 

sendo portanto invariante de G (que coin-

1 . ·. 
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cide com as noções de mesmo nome definidas por kursoh e Szeke

res). 
~ 

Estes invariantes evidentemente ainda não são suficien-

tes para caracterizar G: qualquer grupo com tipo (n) onde 
p 

n é finito para todo p E P, tem todos êstes invariantes nu
P 

los, mas êstes grupos não são necessàriamente isomorfos entre 

si. 

Para grupos de pôsto infinito o p-pôsto reduzido não é 

mais um invariante do grupo. 
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sequência característica 
de ••• (ver: caracterís
tica) 

sequência de matrizes asso_ci~ 
da a um subgrupo de Q' ' , 

p. 78 

sequência positiva, p.2 

sequência principal, p.18 

sequência principal associa-
da a uma sequência de ma 
trizes, p.80 

- 92 -

sequência quasi-nula, p.2 
sequência quasi-positiva, p.2 

sistema ou sequência de fato-
res, p.15 

sistema ou sequência crescen
te de geradores (de um o
ideal), p.14: 

subgrupo pleno, p.51 

subgrupo puro, p.31 

subgrupo puro de pôsto l ge~ 
do por um elemento de um 
grupo, p.39 

- T -

tipo (para o-ideais), p.20 

tipo (para sequências carac
terísticas), p.20 

tipo (para subgrupos de Q),p.36 

tipo de um grupo de pôsto fi
nito, p.55 

tipo maior (para o-ideais),p.l9 

tipo maior (para sequências ca 
racterísticas), p.19 

tipo maior (para subgrupos de 
Q), p.36 

topologia de ideais, p.23 

torção (de um grupo), p.3 
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