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&sta última nota eugeriu-noe oaaibi11dade de tomar 0 

referida propriedade, oomo base de uma defint~lo 4• regularide

de doa funoionaia definidos no 0B1Dpo das fun93ee l o""oa-•nte e- ' 

nalítioas, o que fazemo• na segunda narte desta téee. 

Introdusida eeta nova definição de regularidade 

onal, modifioamoa o conceito de linearidade do funotonal, 1ntro

dum1ndo para esse _f111 um oonoeito de 11 adit1.,..vidade'' que ol'lsma:moe 

~aditivtdade~oomplexa~ 

Será entlo linear, segundo o noseo modo de anreaentar, o 

fWloional que, regular, no eent14o que 1ntrodug1aoe e que goza 

da propriedade de 11 ad1t1v1dade'1 oomp1exa. , 
Demonstramos em ••guida que esses tunoionaie lineare• Aão 

analíticos lineares no sentido de 1antappie. 

Além de julgarmos mais natural a de~in1Qlo ~e regul arida

de como a apresentamos, acreditamos que ela eeja te6ricamente 

oportuna porque permite a análise da ~rimitiva regula~idad~ de 

7antappie, •• regularidade por oontinutdade segundo eequênciae 
., 

e aditlvidade oomplexa. Outra vantagem é a 8%J)Ontane1dade, com 

· que • deduzida entlo, a fórmula fundamental doa tunatona1e 11.

neare• o que f•~•mo• no fim deete · t~abalho. 

Para maior olareEa • sobretudo para o enquadrsaento, na 

teoria doe tuncionaie analítiooa, das conai~erações que ~aze

mos, acreditamos oportuno expôr i nicialmente , o mais breve ~os

eível, aa no98ee e os resúl.tadoa funaeméntaie da teoria doa . 
tunc1ona1• anal!tiooe, na parte que nos interessa. 

Lembramos em primeiro lugar que noe ocupamos exclusiva

mente oom os funoionaie chamados puros, que elo aqueles que 

exprimem uma oorreepondinoia, ent~e as funç~ee de Ulll oe~to 

O&mpo funcional e os números de um determinado oonjunto nmné~ 
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rioo que aqui eerá eempr• o oon número• ooa~lexoa. 

R~oorduoe outrQeeim,que ooneideramoe aome te 

oompoetoa de tun9D•• de WD• única YariáYel, 
- -

• 

• 

' 
• 

~ 

• 

• 
~ 

• 

• 

' 

campo ■ funoion.::!.e, , .. 

'• 

., . 
• 

' f<c 
,Ji, 

'1 ' < 

• 

• 

• 
• 

• 

' 

' ' 



1.1. 06,IPO J2i nUIWIÇIO 1!2, YUN~IOWAL AR'ALtTIOO 

Oo■o argwnento1 doe funcionai• anal!tiooe, 

independente do funcional, tomamoe a• funçae• localmente ana

líticas que, oomo'' aabido, •lo aquel•• tun98ea de varia(;; 
oomplexa, definidas e regu..lar•• (holo■ort'aa), nuaa regi.lo da 

••tera oompleza. 

Para preoiaar o modo de tlldependlnoia do funcional, ea · 

rela9lo à função-argumento, ooav .. lembrar o oonoei,o ~• pro

longamento de uma funçlo localmente analítica y(t), de~ihida 

nuaa regiio R, Dizemoe que waa ~unçio y(t), looala•nte analf

tioa definida numa regilo R, que oontem R, é prolongam~nto de 

7(t), se no■ ponto■ 4• R~emo• J(t) = y(t). 

Precisando o ■odo de dependlnoia que reterimo•, iapomoà 

que a funcional 1, detinido pa~• a tunçlo y(t), o oue indioa

remoa claqd por 41.ante sapre ooa a notaçlo ,-, [y(t}j , deTe 

••tu tl!ll'bea 4~1Ai4o~p•ra qualquer t'ui19lo local■ente anal{

t1oa-"qu ••~• pl'Olong ... nto de y(t))e ala 41••o,4n• aeeu:mi•• 

para qualquer 4•a••• fun98•• proloqa•nto, o •••o Yalor que 
para 7(t). 

D•••jando oontüuar o eatu4o doa tunoiOAai• que dependem 

de fun98ea looal■ente analítioae, é natuttl .1napirano-noe no 

••tudo daa tun98ea de variável ooaplen • ~ortanto proourar u

•• condiçlo de regularidade d8s••e funoiona1e. Par.a preoi•ar 

este oonoeito, devemos ooordenar entre •1J4• alpma tora.a, 
88 

tun9ae1 localmente anal!tioae, donde a introduglo de um opor

tuno conceito de entôrno de uma funçlo localmente anaI!tioa. 

1 
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l. 2. EWTORNQ LINEAR 12! !}!A TroN f1 AWALJ!IOI ! g.-
GI10 PUWOIOWAL LIWEAR. 

Bxpomoa o oonoeito de entôrno linear de uaa funi lº •oal
ment• analít1oa introduzida pelo Prof. O. Oatunda(f )que •1mpli

f1oa a anteriormente utilieada pelo Prof. Jantappie. 

Dada waa funçlo local.Ilente analítica ,Yo(t) ; def:intda • re

gular nuaa regilo R da eatéra oo■plen, ohaa-o• entõrno linear 

(f) de 1(t), o conjunto 4e tola■ •• funç8•• localmente analíti-
º 

oa• 1(t) que alo regular•• nm1 oon3unto fechado T, oontiao • R • 

Deix-o• 4• lado por nlo no• intereaaar diretamente, a no
~tM~ \J 910 4• ent8rno reatri to (!, <, ), ·a•ei• como a 14ea:\i~eaelo topo-

lógica do ent&rno linear(!), Ulboa podendo aer encontrado■ na 

1_\ 

. 
o1ta4a nota do Prot. o. Oatu.Q.da. 

Segui.ado, • parte, a re-feri4a nota, oh-amo• regi.lo tun-. 
oional linear ua conjunto H de tunç8ea localaente anal!tioas, 

tal que : 

1) Dada Ullla tunçlo y(t) de H, •x1•t• n Rktodo_ um 

aear de 1(t)1 

2) Dada• dua• tun98•• quaiaquer 4e H, Y1(t) • 12Ct), ert■t• • 

••tá •• H, tube■ a ft1119lo •o•• Y1 (t) + 12Ct) (o que ertge que 

• lnt•r•eoçao dae regia•• de 4ef1ni9lo «• 11(t) • 12(t) nlo ■e-

3• vamia). 

A teroeira propriedade que •e 1ntro4u•~ para definir uma 

repio linear, nlo no• intereaean4o no que ••gue, aeri omotida . 

~Utilisamoe, portanto, uaa noqlo de regilo tunoional linear, mais 

geral que a introduzida pelo Prof. O. Oatun4a. 

Oa conjunto• de tun98e• que v•rttiout e6■ente a oondioão 

l), serio chamado• aimpl4temente reg18ea :funoiona1.e. 

Baseado • no• OOftOt!itoa de ent&rno linear de uaa funç•o 
looa'lmen,e anal:Ítioa e de regilo tunoional linear, o Prot. L • . 



(1.) .18 é 4'u.11i1 u ent ü : 
Jaata:,p t ~ i2e onatro11 ,1 IH,'{111:nt ~ te~rma q, -

, 11 ~ a •d• aasooia-''A tõc1~ 't"~gilo ~110,,"on11l :-n••-
do UII oonjunto t eob~~o A da 8efers oompl eXR) • t al 
aodo que a regi ~o B • con1titu14~ pela• funções, 10-

~~ente analíttoaa, reg,.ü•r•• •• A e sómente ~or 

tai• tunç8e•"· 
Ooa a■ no9aee que aoabaaoa 4e introduzir podeao• reoi-

■ar o oaapo de detin19lo do• tunotonai■, que eetu4aaoa, i rpon
S • 

4o que ele ••3• uaa região tunoional • 

1.,. oowo~1,o n LIBRA 1w•t1rroA ! ~ 1'U1'01owAL ~oaALvEllfn 
ARALtTJtJO. ,. 

:t r·/~ ~ Q.:~ Chaaaaoa ao ••P•i º a~■tr■to., oonst1 tw.do nela■-tunçatta l o-J 

~~• oalaente analítioaa, eapago analítioo a. Vamoe 1ntro4uzir Dar a 

e■te eapa90 ua oonoeito de 11.nha oorre1pon4ente ao ••no oon

oeito, • relaçlo ao e■pa90 ordinário. 

Oh--•• linha do ••paço analítico O, ou mai• aimDle■men-
f 

te linha analítioa, ua oonjunto de ponto■ 7(t) 4o eanaço analí. 

tloo O, 4epea4•t• analítioaaeate 4• ua parb:etro ~ • ou maia 

pnOia ... ate lllU twa!ilo looallleate analítioa y(t, ~ ) 4• cluaa 

••rS.6••1• ooapleua t • D( , onde o parbetro O( varia numa re

gilo ,(), , que enntualmente •• reoo'bre / 4a ••tera oo~l•n~ 
Preoiaando elite oonoeito, ,aupoaoe ainda qu-, a :tun~io y(t,O(.) 

-~• tal que, f i xando um valor ele CX • ob, .. o• na túnolo lo

oal1aente analítica da va r1ÁTel t detinida, nuaa re~ilo lH ~ ) 
la e•t•n oo■pleu t, que depen4• do ,:,onto O<. 4• ;(l • que "°ªª 
ela ••llliate propriedade: variando ex__ oo■ continU1tta4e • /'1 

• ••na '•'- OOII oontinuidade o domínio I ( ~ ) • 
(I ( ~ l & o OO!l~unto ooap1..,..,_ br na Hfera t ta Ng11o li( C>( ) • 
11
~• 1'lu.. parte ■ipltioa ;,reoieaae11te i ue da4o • é 1lOei-
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r 
oorre■pon4e outro número poai t1Yo <.J , tiYO arbitrárt~, a ele 

tal que variando ~ no 

, menor q'\íe é • 
ent&rno \oi-•l,\ <.Ó de ot,, • o 4eff1o (T,._ • T~ 1 t 

A equaçlo y:y(t,o.l.) & a equaçlo paramétrica da 11 -

1Ít1oa. Ohamamo• trecho regular de Ulla linha analítioa lquela 

parle da linha analítioa, (eventualmente ,.aendoSfitoda a ltilha) 

que oorre■ponde Í Ulla regi lo J'1 ( onde varia O<. ) a1■pl•••nte 
. oon.•%11 • que nlo •• reoobre (de u■a tolha). Podemoa neata■ oon

diç8•~ dizer que todo pontu deJ1 individualisa 11111a -dnioa tun-

910 do treoho regular de linha analítica. 

Baseando-se no~ oonoeitoe de ent&rno linear, regtlo tun

ol onal • de linha anal!tioa pode-se demonstrar o seguinte re
aul tado : l&) 

Dada uma regilo funcional R, se uma linha analítioa v1 , 

definida para~ TariáYel ~. Â1, do eepaço analítico O, tem 

algwa ponto - ooaua ooa H, o >Oonjunto doa ponto• P 4• fl, que 
. , f)f 

repre■ent• pon,o• de v1 ~~rtenoentes a H, e uma regi.lo'"¼ con-

114• • ~ • 
h.},on►• •• • hllotoaal ',[,<tE , Cleftnido numa regilo B 

4o e-,a90 aaalítioo o. Da4a tab•• na linha analítica J(t.,cx.), 

que pa••• po7. m1 Ponto ,<t,O(,) perleaoent• a R,otuncional ? 

••tal', 4efiA14o, para aa fu98ea J(t, D( ) ooneepondentes a '\lll 

e11t8rno oponuo f1 4• ~ , •• qual• oorreepond•• oe valor•• 

4• uaa tua9lo t(~) unfTOoaaeat• 4etinlda no referido enl&rne 

p•l• equ9lo: 

• 

Ao tv.notonal ,, 4e~in14o .. B, i•~omo■ que a tu.nçlo f(o<..) ~ 

••3• s•pre looala•n•• ~al{tio■ •• 4. 
Pod•o• ••rif1oar gue, •• tirano• 4• 11 o ponto no inf11 

nito e o■ eTentu■l• ponto• 4• raaifioaglo, formando aeaim uma 

r•~lo 11' r o Yalor do tunoional P, e&br• • parte do v1 que 
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oorr••pond• a ponto• de4 ••rá ain4a aaa tua9lo looel■•nte ana-

1{,1oa t(~), definida • reguJ..ar u iJ; . 
Batamo• agora em oondiç~•• de enunciar de re-

gularidade, para o( funoionale 1,[1(t~ , na foma dada pel• 

Prof. L. 1antappiê. Um tuno1onal ',ly<t] , unívoo■aente defi

nido n,a oonjunto H do ·espaço analítico O,, re~lar n ff, ou 

ainda looal.aente ~•lítico em H, se pa~a •••• fu.no1onel eatiYe

N■ ■atiefeitaa aa seguinte■ oond1ç3eafq) 
l 

I) •• uma ~unçlo y(t) pertenoe a H, todo prolon~amento ~~••• j 
tunçlo ta~ pertence e o t'unoional as8'Ulle, nara ,;iualgaer nro

longamento de y(t), o •••o valor que - J(t); 

II) o conjunto ~oional H, uwaa regilc tu.noional1 

III) ■&bre todo treoho regular 4e linha analítica que eateja 

oont14o a H, o nlor do f1111oional •• re4us entpre ao Talo~ de 

uaa fUAçlo looalaule ana1,t1oa do 1)ari11•t:ro ~, ietó , : 

f(O( ) • •t f_ J'(t,Q( ~ • ' 

oom f(ot. ), tunçlo looalaenta analítica ea J1 . 
.) 

1 

~esta terceira oon419lo, que nroYea o nome 4e tunoional 

ana1Ít1oo, ieto , : que oonaena a anal1tioi4ade ea relaeão a 

11111 parbetro. 

1 . 4. YUNOI01'.U. ANA'L1TIOO t,I!(aAB. t~I"!A1!RIZ ! VA!JOR ~ :,mrcrow .L 
., 

LIJ!llH. 

Bll 1 ~2. Timo• que, por 4ef1niglo1quan4o 4uaa 'tuneeea 

71 (t) a y 2(t) pertenoea • uaa •••• regilo tu.noional lin••~ R, 

a tuaçlo •o- 11 (t·) + 12.(t) taabea perteno• à me•• ragtlo . 

1 t,011 aoatrar que eeea proprie4a4• 8ft erlende a 1111 n~

■ero finito qualquer 4• fllngaee, 1a,o ,: •• 71 (t), r 2(t), ••• , 

7 (t), pertenon a 1111a •••• regllo funcional linear H o meeao 
D . 



aao.at•c• à tunçlo soma y1 (t)+ 7 2(t)+ ••··~•• -t- 1
0
(t), ••1• 

geralaente, nertenoe tamõea à metnDa regi o ltneer ~, a tan9•0 

ex' f J'1 ( t )-.. rxi. 1 
2 

( t ) -t- ••••• • +<X...,y n ( t), o nele c:xf , c:y~ , •••••• ,a<_, 
■lo núaeroa oomnlexoe quaisquer. 

Diaamoe que um funcional Pt[y(tTI. defini~o · e reptar 

nuaa r•gilo tunoional llilear H é liJlear n H, •• ~•r• todo • 
par de tunç8es y1 (t) e y 2(t) de H t i venoe ••pn: 

,,r,l (t) + ,2<"iJ = "t r l (t~ + ,t ~2<•B 
(propriedade dietributin do funcional P, em rela lo à eoma). 

Podamos nr1.t1oar que, sa ,,[1<t] é ua tunotonal ualí
. tioo linear m B, .■epe: 

Oo■ efeito, ••o• -r,oilmente •••• igu&14•4•, oa■o CX.. •► 

ja inteiro ou fraoionárto. '11n ••fnlila, oonel4eran4o •• duaa 

tuno!S•• ta variml ooapleza CX , 

'f ( Q(. l = "t ["'- 1'<1:il e ~C~ ) ::::o<1,[1<til 

do prino!pio de 14ent14a4• 4e dua• funç8•• analfttoa• ( <f (a(.) 

4 ualítioa neto o oanter anal{tioo do tunotoail Tl, H«-• 
ara qulquer Talor 4• ~ 

<f ('( ) = t~) ' 

po1• <f (Ol ) • t ~ ) ooinci4n quando D<. d fr,oion6ria. 

j taab .. 4e imediata d~onetraçlo a 1gua1~~4• mai ■ geral, 

1\ [<><, 11 (1:) +""L Y 2< t )+ • • • , -t-D( .. y a ('TI= 
~t ;f,1 <t B•0\.' [12<t~+ .... +°'.:, [,ª<tD ' 
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onde 71(t), •••••• , yn(t) alo fun ê5•• 4e B • 01, , C;(z_, • • • • • • °'' 
número• oomplezoa quaiaque~. 

Quando um tunoional analítico e 'linear PtLY<tD ••tá de

tinido e é regular numa região tu.noional linear R, eabemoe pe

lo teoreaa 4o Prof. L. Fantappiê oitado n 1.2., que eaea re

gi.lo B ~ oonetit1Ú4a exoluaivamente pelaa tunçaea looal .. nte 

anal.Ít1oa■ regulare~nWll oerto oonjunto teohado A da esfera 

ooaplexa.- Se oonsiderermoa a região B, com~lementar do domínio . 
A, na eetera complexa, a oada valõr ~ deeaa r egilo B, oorrea-

ponde uma função raoio~l aimplea ~~ t regular 811 A e, por

tanto, pertenoente ao oampo de detiniçlo H do tunoional ?. ô• 

valore~ do tunoional linear Ft[y(t~ para todas aa fun9~e• 
1 , ooa ~ •• B, serio oa valore• de uma :tunçlo de va riá-

cx - t 
vel complexa u(~), definida em B, e, por torga do oar,ter ana-

lítico 4o tunoional 11[1<tU , certamente uma tunção 

te analítioa a B. Esta tunçlo 

u( IX ) =: P t Í. "'-1_ 1:-J ' 
tio teli-,ent• 1ntro4u■14a pelo Prot. L. Pantappie, 

•••mo autor oh81la4a indioatria do funcional anilÍtioo linear 

,,f.7ctB . 
A importlaota tun4amental da tunção indioatriz 

que, por 1ntemé41o dela e de uaa oportuna 1nt•~l ourn.línea, 

podemoa ~aloular o val8r do funcional 'tly(tTI para qualquer 

função y(t) do •eu o-po 4e 4ertn19lo. Ooa efeito, oomo to1 de-
( .fo) 

monetrado pelo Prof. L. fantapp1e, pela primeira Te■ ooa rigor 

e destaque para o■ tunoionai• que no■ interee■a ,. o valõr do 

tunoional analítioo ltn•ar.....'t[,c,B , para "?ªª fun9lo :,(t) 

do seu OElllpO 4• def1n1glo, completamente definido pela tuncão 

1 
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in41oatr1z., asdo pela f6l'llula: 

•,[,.c,íl,:: ~ . r ,.(t)11(t)4t 
c,Lfíl/ )~ 

• 

· notando que neeta integral, a linba ae intefll"aglo O 
1 , .,,;.cr 

YaYretitioavel eob~ esfera oomnlera, ~ue enoerre o conjUDlo 

A, onde a funglo 1n41oatrie u(~ ) não eat4 4efintae, • deira 

~•ra fora, ••~do a oonTen9lo oláaeioa, P 

oonlunto I , onde a tunolo 1(t} nio eatá 
Oh-•o• a ouna O- 4• ouna eeparelri• pot■, oom efeito , 

ela aepara os dota oonjuntoa teaha4oa A e I, que efetivamente 

" nlo te■ ponto■ n oom. . 

titen4eao-no•t nesta eço_aiçlo 4a teoria doa tuno1ona1• 

analítiooa nlo 1ómente porque ·julgeo• i■preaotnaí•el nara o 

' entendi•ento do que temo• a diaer, aaa tamb•, pela opo!'t\Uli-

4a4e de expõr, pela primeira vez, n portugule, os funda 

to• da teoria reter.ida, segundo os pr1no1ptoa últi'lllaente ado

tado• pelo Prof . L. Pantapp1e. 
,,,,. 

1.5. 'fB01' SOBRI Q. VALOR 12! Y!, PmfOIOWiL AWlLffIOO L..,.I.,.;;;;;.;,.,.. 

PAPA VIA SUOISIIO ll lY!ÇD:SS AWAtI!JOAS, -----

OOlflRGJIIITBS JfUIIA RIGIIO •• 

Reterlao-nos a WD teor•a que j' enunoi-o• na in'ITOttu-

910, aob a róm'lla original 4a4a pelo P~of. ~antap'P1•. 1'•'1• 

teor•• ■en4o tlll'ldaaental • no••• •• ooneideraQ8e■, vamoa re

peti-lo, sob toraa de no•••!o, que no■, mate B~roorialo: 

••• tno■ uaa eu
o•••lo 4• tlin98e• anal{tloaa, aada waa aae quaia aet1- \ v-..>-~ 

1114a • :regular, n-■ rectlo • que contaa o oon;Jun'lo ~•- ~ 
ohado A, no qual• 1n41oatr1• u(t) 4o tnnoional linear 
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P nlo é definido e, se a euceealo, unitora••nt• ooa••r
gente ea R, então a funçlo limite ~•rteno• ao 0U1po ae 

- • , eo~.,. a .uumido lEI... T"~,wL 
definição do tuno1onalrer,i oorref))ond&noia na easa t.n-

9lo limite, é 1~1 ao limite da auoeeaão formada ooa oa 

Talore■ que o funcional aaB111De para oada maa dae fun9aea 

da ■uoeaalo." 

O ~ro~. rantappiê, oomo já diaeemoe na introdução, ae
mon■tra aate teorna, utilizando a fól"lllula fun4oental 

tunoionaie analítiooa lineares. Esta demonetra9lo pÓde ••r an

oon\ra4a na a81l.Ória ''I 1UBZI0IJ.LI AWALI1'I0I 11 do referido autor , 

a qual sendo de fáoil aoesao nos diepeneamoa de 

Vamos· entretanto, reproduzir em seguids a damonstração 

direta de Te.iohniUJ.ler\H)o que julgamos oportuno pois , dit1cil 

encontrá-la no original. ( ,,1 
Ele parte do resultado oonheo1do de que toda regllo 

H póde ser considerada oomo limite de uma sequência D
0

, 1,;, . . . , 
de conjuntos oonéxoa fechados tais que Dk~stá inteiramente 

oont14o - Dk e todo ponto de R está num conjunto Dk+I 

S•~• Jtr7(t~ ua tunoion-al anel{tioo linear 'definido 

para a fungão 7(t) regular em R ~~n(t) uma qlll.quer noe.e•I~ 

4e fun98e■ looalllente analítloae~qua converge para 7(t) uni

~on••Ate, • oa4a conjunto Dk. 

E■oolhno• entlo o• número• inteiro■ n
0

, ~• ••••• , coa 

80 ~ 4i <. ••••••• , de tal modo que 

7 (t) • eobre ,Dt 

para todo • > ~• 
Pomo• a'in4a : • 0 =-7~ • • Ktr:::: Ytik; 7\1\."

e Gegue-ee entlo, oomo, táoil verifioar 
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• 
11\.... == i .,e. 

--,-. X-O 

f ª "-1-, \ ~ .L aObre DIC 
k.! 

Poraando a tun~o 4a• variáYeia t e ~ , ' 

~(t,al) = ~ ~(t-J ol)f.. 
K-.-v 

aegue a oonverglnci1 desta e4rie, unftorm .. ent• e■ qualquer 

oonjunto ~• ·para todo l 4• H • par~ qual.que• ~ que ••3• 
f~ito, •• aplioarmoe por exemplo, o~• Weier1tra••· 

i oluio que•• ~unç3e• •t(t) e ~(t, °<. ), tas• parle 
4o ODpo 4• ~•tinlção do funoional linear P • que e■t• tun
oional •• oorreapondênoia oom a tunçlo s(t, °"- ) dá uma função 

analítioa de·o<. • iato 4: } 00 fe-

(I) r: c~~.olB=~f~~"(tJCX.j<. =-f t<><- · 
eata Última .eendo convergente qualquer que ••J• e,,( finito. 

to ê : 

Pan C)(::a. o vemoa imediatamente que 't(•;J•t
0

• 

Tuoa aoetrar que pare todo k temo• 

Supoohuoa que a rela9lo ••3• ver4ade1ra para k - 1, 

. X 
•ultlplioan4o eetae Últi■a• 1gua14ad•• por ex , •o-

aan4o-a• e 4epo1• aubtrain4o-a■ ••broa ■nbro 4a 1gua14a4e : 
DfO • • • 

~ ~ r: :7 " I< . - . • . 't t•<t, t\t]__j~ tlt (X 
· • di ri4in4o o re•ul ta4o por o{t< • da 11neart4a4e 4o hnoional 

,, eegue-ee, para~,-~ , ~ ~ ><·K. 
. ~ í5' r o(l(.-~ - ~ J<:1.. 

. t L-;t.,_ >C. , - )(.ai( t1'-
• como o■ doi■ meabro• alo regularee para t odo e(_ finito , 



1 

taaendo o(_ .:::: o, vem 

~ [ &KJ :::: f ~ 
Subeti tuindo eetea ftlOrfs naa 1gtu114actee ( · ) , pah ~-= 1 

Yea: 

, [,ct~- = F [ f t:.ttD = f F [ R:" ( t-D = 
li• P y(t ;, l(~O 
1'+,,o ~ ~ 

Vemos assim que na eequlnoia paroial 7 (t), y_(t',···•• 
no " 1 ~ 

o resultado é verdadeiro. t fácil mostrar ~ue o seno aoo~te-

ce para qualquer auoeeelo ~roial. Su~onh9lloà, oom efeito, Que 

para um E. >ô , •xieta waa oonveniente suoeaelo ~~f~n~~a t!e .nú- i 

mero e inteiro a ·■0 , ~, .. ...... ... coa ■0 < 91. < 

;I:~ "T .,r 7,.~t tl --· •.\:i<•il l ~ e. · · 
. ' 

isto 4: que para ea■a auoa■elo paroiel y•(t) 
• • 'li 

Ja verdadeiro .. 
1Como a auo•••lo y•(t) ~ y(t) ., unitonaemente em 

V 

quer Dk eriete uma noe■elo parcial~ '1a suoesalo Y. e 
~v~ *t 

tormida4• oo• o rao1ooÍJi1o anteMor, Tea: 

,~r,ctr: 11■ ~[,.<t>l t j l<-,.ol' '/k j 

.. 

o que oontradls a 4ee1gual4a4e (II). 

de . oon-

Oumpre notar que a demon■ira9lo 4iréta dêete· teoreaa 
(13) 

.ra eabo9a4a anteriormente po~ 1 . Oaoo1o_pol1, o quál 

tambea mu noTa dnonatra9lo da fdl'llula fund&11ental doe tunoio-

naie analítioo■ lineare■, . utiliaan •n da 

teoria geral aa■ operagõea lineare ~ 

.. 



lia. Pffll 

Jleeajuoa •oatrar na aagunda pana daata ta,a, OOIIO e 
Plrop~ada4a 4• ooatllluid'ada;· aapndo 1aqul1101 .. Ull1fo2"••nta 

oonTergantea de tun98a1 analíUoa, doa tuoionua analítioo• 

linauaa, paralta, toaa4a a-priori, uaa 4efta1 o.Ao 0011oaito 

da ragular1da4e -4o• funoto.11111 ■ qua po4eaoa 4afin1 

oatnaoa n 1egu14a, tntro4ua1ndo oporlunu hip&taae• 
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ll&'bre a •atit1nda4a• 4o tunotOJ1al, que oa t'anoio.11111• 

que aão regularaa ao aantt4o por ada tntJ"Odu114o, alo 
ooa 11nauea no eant1do 4a Yantappi~. 

liaa■r••• 
al{ti-

Conna daataoar in1oi■laanta que ooat1auaaoa a oonatdarar 

o a■pa90 abatr■to O, tal ooao foi introdu■tlo na priAelra pa.-

ta da■t• trakl.ho, n part10Ular ooa■arTaaoa ■qu.t oa tionoaitoa 

da antõrr10 linear da uaa fun9lo looal■aata analíttoa, •••ta oo
ao o de regilo funoional e ragtlo functoaal. linear. 

2.1. E!.' PPJJIQIQ. IQ Ç01f0JI'l'(l 11.1 U9J!J,Altll>~P! a 
IP!0tO!,\II pm:noo, !P çupo m ffl(lt!U ~O-;;_ 

OAJdlllllfl A!P.XtJqAI. 

✓~ona14ar.aoa - fuaoto■al, que 1n4toareao■ ainda oo-. a 
ia4ioa9lo 1,[1<tB , de1'tnldo n- raatlo li da a■pa90 abrin
to o, a ■a1:1afaaan4o a oonlliçlo I) intro4ualda • 1.,. 

S•1• 10 (t) uaa t11119lo da W e J i (t\ (i•l, 2, • •••• , a, ••• ) 

-a auoaaalo da fn.n98aa looalaenia anal{tio••• utro:raftenta 

oonTargantea pua 70 (t), 111111 oaapo f__!.ahad.9. oontido na ragtlo 1' / 
da definição de 70(t). 1 olsro que nana• oon4198aa •• tua9ffea 

• 
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71(t), pelo menoa s partir das funQaes 1t(t), com k euf1o1en

teaente grande, estão nUl8 entõrno linear da tuh9lo 7
0
(t) • 

tazam deat'arte parte do campo R. Portanto, ao referirmos da

qui por diante à ouoeealo y1 (t)➔ y0
(t) unitol'llnente, que

remoa 1natoar sómente as -runçõea 1
1
(t) que pertence■ a a. ~ 

fendo ea viata ae ooneideregõea oue acabamos de ta~•r: 

. li.LS~OS 

QUE O JUllCI O!'fAL 'i[ 1(t~ t RRGtrLAR iE1t y
0
(t) ,c;liJ, ~~L"!ln QUE 

SB.JA A :JUCESSlO Di JWOWÇOIS LOCl~VEl! i ANALtTIOAS y1(t), DWIr POill~ERTE 0 0lfVE.R01m'ri8 PARA 1 ( t) lft.111 C.AVPO l'EORADO OOfflDO 

r ~(que eventualmente Yaria ~o• a auoee1lo), S'B !T~MOS 

bamoe 

oom a 

iii:- •t[1a (tTI • 1t l Yo (til • 
Oonve• destacar ••r a det1n1çlo de regular14a4e, que aoe-

~~ , , 4a dar, rigoroaaaente looal, ao contrario do que ee 4a 

detini9lo lntrodus14a por Pan,appie. t ev1dente o oon-

oeito de regu,l.ar14ada • toda a regilo de det1niçlo do tunotonat~ 

2. 2 • futfOiôlfAL ADifIVQ • ",lD?!fJVU)r\ml" OOM'OLEXA . .. --.,.....,. .... 

1fSil>ALB. PUWOJOWAL T,IltBAI. 

" (16) ua tunoional 1,[1(t ~ é aditiTO no eeu oempo de def1n1-

yio 8 e, quai■quer que eejam a• tunçaea y1(t) • y2(t) 

oa.apo de def1n19lo • P•7•noendo a tunçlo eo■a y1 (t) ~ y 2(t) 

tmabes ao 12••0 oa■i,o, ~ ,1.-el"lllo•: 

Pt[:r;Ctl + Yz<t3 • 't(,-i<tB + "t[:r2<tB 
o fW10ional 'tLy(tTI possúi WR& ~aditirtdade" oo'l;DJ)leza, 1 

ou é aditiTO ooaplexo, no aeu campo d& deflniçlo, se for ve

rificada a conaiçlo maia reetr1t1va: 



1'/ 

•t[>"1 (t) + i Y2<11U • 1'1; [>'1 (t~ + il't[:r2<til ' . 
•eado Y1(t) e y2(t) tunçeea quaiequer do eeu OBJIPo 4e ~•tiniq!o 

•• pertenoenda ao mesmo oaço, a ~un9~0 y1(t) + 1y2(t). 

Pinalaente~ 'WB funcional ptl y{tH é homoglneo no eeu oem
po•de ~efin19lo ee tiYe!'llloa, y(t} aen~o 1Jllla .tunglo QU&lq11er 

deaae mesmo oampo: 

,.tlcx.. :r<t~ • ~ .,,[,ctij. 
ond• ~ • um nú~ero 0011plexo qualquer. 

Se o tuno1onal Pt[y ( t ~ eetá definido nuas regilo •nnaio

nol line•r B, à qual pertencem as h.nçffee y1 (t), y 2(t) e y{t), 

aa~emoe que à mesma regtlo tuncionRl linear.pertencem as tu:n

g!See y-
1 
(t) + y

2
(t), ,-

1 
(t) + 112(t) e <Xy(t). 

TEORmlA: Um func1onll •t[y(t il , definido numa região li

near B e ~•gular no eent14o preoieaao em 2.1 . , een~o aditi:vo 

oomplexo, é tambe• homoglneo . 

Oom ete1 to, dado um número Ot)■plezo quelquer ~ , pode

mos considera~lo como 11m1te de uaa auoeeelo 4• número• oo•

plexos da forma e0 + ibn' teto,: 

~ • 1111 (a + ib.J . (a.,._, b
11

, número• re 
1--~ ç,o n. " .. 

li evidente que temo•: 

sendo 8 eonverg~noia llnif.ona• em qualque~ conjunto feoha4o, 

contido ne região de definiçlo da tUAglo y(,). 

sendo a41t1To oomplem o tunoional ",[y(tB, aegue: 

tÍ (an + 1.bn)y(t] • 't l•n1( t] + n,[ bn1<1:B • 



Se a relaçlo 

P1; [8 nY(tfl • ªnpt [ y(tU tor verittoa4a, 4a anterior 
Vem: 

1\ f<•n• lbn) ;r(tD • (an+1b
11

) •,.f1<til • p0rtanto: 

1.!! ,,[<•n• 1bll) y(t~ • ;~ (ali+ ibll) ,,[,.<til 
• tinalaute)da regulan.da4e do funcional, Y•: 

A relaçlo 

1 

, um caso particular da anterior, asado agllÍ O( reala e ~oae
DOS demonstra-la. oonaideran4o 

(rn n'ámero■ raatonale). 

eenao assim euticiente dnonetrar que 

8 qual., imediata,•• a Yertf1oamoe pri■•iro pa~a r inteiro 

e depois para rn ~io. ~ . n 

A ua funcional J :t.t_Y ( t D , adl ti YO OOllpl •• e reeüu .. 

H (região linear), Obaaao• 4• tunoloaal linear. 

- Acabamos de demonstrar que ma flmoioaal linear é hoaog _ 

neoA~~ evidente que todo funoional •t{Y<til ltne•r, definido 

, n\l!:lQ ~«ião H, goza da propriedade •z,n••• pela l~14ade : 



• 
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l\[ ~ 171 (1;) ♦ • • • • • ♦ o( n:rn<• il • 
ar D(ll 11 (t) + e)( 21t y2(t).,_ •• •••t-~ a?t yn(t) ' 

7
1Ct), Y2(t), •••• Jn(t), eendo tun98ee quai•quer de •eu o•

po 4e det1n191o e ()( 1 , ~ 
2

, •••• ~ , núaero• ooaplezoe quai•
quer. 

NOTA: ~odemoa eubetitul.r • propr1•4a4e 4e dadittnaa4•~ 

OoJDplexa pela de ••aditiVicla«la'' eimplee, 11aie a 4e homopnel

dade do tunoional, ea relaçlo ao fator 1, supondo anpre que 

o oampo da definfçio do tunoional ••j• uaa regilo ~uncional 
linear. 

Deasae hipóteaes aepe, oom efeito: 

Ft(yl (t) + i y 2(t~ .: ? t f_yl (t il ◄· ~\[1 y 2(t~ • 

: Pt[ Y1 ctj] + 1rt[ ,-2<tD, 

o que exprime a "adi ti v1da4e ooapl•z•. 

:De -;J1!le; raanei ru s e1~1lhan te l)Odomoe ~emonatrar que da :pro

priedade de hcmogene1dede, e■ -relaglo ao tato~ 1, e da de dad1-

t1~1daden oompleza ••ira a ae ~aattlvidade" ai■plee, •••ili oo

ao 4 8 propriedade de 11aalt1T14ade 0011r,l•xA ., t.h, 4• "acli~incla

de" si~plea eeg,ie a de homogeneidade em Nlaqlo ao tator 1. 

2.,. Q! {tJllíOIONAI~ 't[Y<tD LIWEARE! ,!12 AWALT!JOOS 
l!JDARBs !2. ~l!!'-Xm a ,~ '!."-' A;PP_ll. 

Para demorte'tra:r que 011 funcionai• 't[yCt ij llnearea alo 

analítico• 11nenrdc I eut ioi•nte ae■on•tnr que oe Yalore■ 40 
tu(lo1onal Jt[ 7(t D ' para a• fun9tJea 4e ua treoho r•1Qlar de 



linha &nalítloa 1(~, ~ ), •lo oa valore• de 1111a tunqlo 1ooal
•ente &nalítioa t{ cx ), 4on4e 88 ••P9 que tnoa: 

Pt[y(t, a<: D • t( ~ ). 

00
• t(tX. ) tUQ9ãc, loaal.aente analítioa, nuaa Ngilo4 • 

Vamoa demonstrar em priaeiro lugar a oontlilu14•4• 4a ftm

glo t( ~ ), nua ponto gu,r1oo cx'
0 

do en O&IIJ)O 4• 4ettnlglo , is

to á, que pera t:x ➔ ~ 11 ••P•: 

Supomos na continuaçlõ desta dnonstra9lo que aos pontos tl( 

da regito JL da e•fera compleza, corraapondn tun~3•• 7(,,~ ) 
,10 ent&rno (T) da função y(t, oCo ) do oanpo de det1n1Qlo Belo 

:t.ULoi nn&l Y . Limiteo-nos ~1nda à~ fnri.:,~e~, 7(t,O( ) • ooa r.::x.. va

riando num entõr no oiroular feoha4o O de ~ oonti4o • Â4 , o ~ 
que nlo importa em reatri9ão, voia noa o~aaoa 4e uaa P••••
gem ao l.imi te quando 'X.➔ ~ . 

J eetaa oondiçffea, •• fW1ç8ee y{t, ~ ) ••tio 4etin14•• ~•-
. r:J.. 

ra t que varia no oaapo teóhado f • no oaapo t•b• fechado o, 
sendo, portanto, a fun9lo 7(t, , ) 11atta4a, lato, : 

(11 õonatante) 

vamos demon,trar, •• priaeiro lugar, que da oonveqlnota 

1111 y(t, °' ) "' 7(t, ~., • 
o<.~ 

ál" i do para toao t de T, eeg·ae a oonvergencta un1_torae da ■ff-
v ~'-.=> ~' 

S1217em eo lim1 te, e11 gual'1uer i!omíniõr OO-n.t-i4o • ~ ... ma pes ~~ • 
se ◄a T wa domínto inteiramente oont1do •• ! • 4 a di a. " 1 
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th01ª do oont6rno d• T ao oontõrno de f. 
l 

Sabemos que qualquer que seja ~ na ê, temoe para tem 

1 y(t;, ~ >} <.. " 

Dem.onatremos que as tuncaee y(t, ~ ) alo unttormeaente 
contínuas, 1eto ,, que dado um é>O , enete 1111 <Jie) tal que: 

\ y(tl , ~ ) - y(t2,<X. ) 1 ~ f. 

deede que I t 1 -t2\ < ú(~) e ~ ponto qualquer de Õ, t
1 

• t
2 

pon
to e de ir

1
• 

O tato que queremos demonstrar, ooneequlnoia da tórmu

la de Cauohy, pois tomando t
1 

no domínio ! 1 e ua oírODlo Od 

de raio d, oom centro em t 1 , eeae oíroulo está todo contido 

em T. · Ton,amoe em seguida o ponto t
2 

dent~de UJ11 o1roulo con

centrico de raio f . 
Aplicando a fórmula ae Oauony vem 

1 y(tl • "' ) - y{t2, O()) e j ~i ~ t~:/ d-c - },,i trl;_~~ dt: I = 

-) -1 1:/(T,"'--J (t2.-"t1dc l < c!2..M_ (tf-tLf ~ 
- ~lft C fT- t-1)(-C-t-1..) DL 

pois temo: 1 y( ~ , O( ) 1 ,< 11, J 't' - t-L 1>, 1 
Portanto, tomando f , 1 - t 2f <. 5:!'L 

2. NJ 
vem: 

' y(t1 , l>l. ) - y(';, ol. )1 <. 6 

Gi L) sendo deet' arta igual ao número !Í , o que damon■'l::ra • 

continuidade unitome da tunção y(t,tX ) ea t
1

• 

Demonstremos finalmente que a oonvergên~ia 

lúi y(t, t.X ) := y(t,~ ) 
~~~ 
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# 

e u.n1torme em! 9 1 • eja t um ponto qualquer 4e TA , Yamo• 
monstrar a 1 ° ~ 

" 
8

% stêno1a de um entõrno 4e ~ .~a~~• •endo 
• ~ dois ponto& arbitrários dêsse ent6mo, temoe: 

1 1 (to' (X .. ) - y ( t d (X 1) l < é.. E. >O 

Coa efeito, podemos e,orever: 

\ ef (f:o, X")- ~( t-0 , ()(
1)1 ~ 1 ~( {;;, ,ot.")- 'f( t, o{' j T J 1( 1:, o1"J-;j{t, o1') /1 

... 

+ 1 ~(t,"'-')- cf{t;,,oLJ)/ 
Da continuidade unifone que demonetr~o• ••sue, 4eaae 

que ' to - ' 1 < u[~) (t ponto 4e 1'1) 

1 w n I E y(t
0

, o( ) - 7(t, ~ ) < 3 

' y(to• !)(' ) - ,e,. ~, , '<! 
Como 

lia 7(t, ~ ) • 7(t, ~ ), ~.,~ 
anate um entarno de ~ que ohamamo1 ºt• tal que, een4o O('« <ll" 

4o1• p~ntoe 1uai"equ~r dleee ent&rno, tf}aoa : 

\ 1 ,-ft, <>(. , - ,.ct, '<--' il < 1 
Dae três últimas deetgaalaaae, a~gue portanto: 

/ :,C.t
0

, IX' l - :v(t0 , "( 
1 
l \ < é 

, ft 
Pisando o( e fazendo rl..➔ ôl0 aegue da últi■a aee1CWl14a-

de: 1 
1 y(to' ""• ) - y(to' o<' l ~ é 

sendo o(' um ponto arbitrário do enterno Ot de ~o . 



Daa oonaidera98ea que aoaba-,s ae ~aze• ooncluimo• ~u 

a todo Ponto t
0

de T1 eatá associado wn ponto'• tal que 

f t - t 0 f<:<rCt) <J(i) não deJ)endendo 4• t , e a êste ponto 
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t J o • ror sua vea, está aeaoçiado um ent&mo Ot de tXc , tal qu~ 

~ 4 endo 1111 ponto qualquer 4e ºt• eego.e= 

O conjunto T1 aendo teohado, elo teorema 4e Borel-~e

beajue, ~odemoa encontrar um número fini to 4e oi?oulos de raio 

fixo <>(f) , de tol mocle que, todo ponto é!e t 1 4 intemo a 1DI 

d&ste~ oírculos que aão •• número ttn1to. 

Aeeoo1ando a cada ponto t
0 

o centro t de ua doe oírou

loa em número t1nito, ~u• o contia, eomoa lnadoe a constd► 

rar oa entõrnoe ºt de '-:'.'0 • 

Diste-, ent&rnoa de ~º •• número tini to, eaoolhemoe o me

nor, que oha•aremo• eiaple•ente ent&rno O ae ()(0 • 

Po~tanto , em 4et1nittvo, tnoa qUe qualquer ~u• aeja o 

ponto t 4e t 1 , l)04e110• encontrar a ent&rno O de ~ , tal que o , ••nha ••pre, ~ sendo ua ponto qualquer 4o ent&mo C c1• oJ
0

, 

j 7(to ' ~ ) - y(to' Ol. 1 ) 1 ~ f. 

0 que mostro a oonverg&nola unitone de y(t , ()('. ) pa~a y(t. ~ ). 

em todo domín1o( T1 oontiao em f. 

~ A convergOnoia 
11• y(t, ~ ) • y(t, ~ ), unttonae • toao 

./ ()(~~ 

domínio1oon~ido em T, po4e eer verifioada, aeaao •• .tunç8ee 

y(t, <li( ) uniformemente limitac!ee no oampo oone14erado e ertatin-

do o J.im y( t, ~ ), pera todo t de 1', ee noe boeeermoa nuaa 

generaliza~o do teorema de V1ta11, s&bre auoeee8ea a, funçffe• 

analíticas convegêntea. ~ 



Se tommnoa então ama auoeaalo de ~onto• ~, , o<z..., •• • • , 

~ ·•···, 49 O, convergente P.ara l\(., , a auoeaslo 4e func8•• 
localmente anal{ttoaa de variável t, 

y ( t ' ~. ) t ,. ( t ' (l( l.. ) • • • • • • • ' , ( t ' ~"-') • • • . • . 
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converge uniformemente pare y(t, ~. ) , ' em qualq11•• do ínto~on
tido em T. 

Como o tunotonal Ft[1Ct~ 4 regular n ,-(t, ~ ), no aen
tido introduzido em 2.1., temoe: 

O mesmo aôOntecendo, qualquer que .seja• euceeelo Ô<,x., 

oonverg&nte para 0(
0 

, no ent&rno O, tnoa: 

11■ f (~ ) • ~( C:XD ) • ~.,_ 
o que de~onetra a continuidade 4a t(~ ) • oc

0
• ~ ••n4o 1111 

ponto lenér1oo 4a 4 , ••111• • aonti:nuic!ade cta :r( ()(. ), em 11o-

4a a re~lo ../1 . 
Para demonatrar a c!er1vab111t1ade da ~91.o 't( c::x_. ), a °' , 

baata demonet'rar a ez1atlnoia do 11•tt• 4a l"alaolo inoJtnental 
1Co(J-fl".J , quando ~ ten4a t>•r" cx

0 
• 

~-0(" 
Pondo ~ ª 0<'0 + hs ( lbl<: '? , oo■ ") , eutlolente11ente e-

queno) ,e.lembrando a linearlc!ade do tu~ onal , [y(t U , t ,noa 

que demonstrar a exletlnota do 11•1te 

n14e 

- i:-1 [ cr(t,oc.-tkJ - ';J-(t-. oe.) l 
lim Ie =( 'j 
"-+8 

com lste objetiwo, coneiderno■ • linha 
(' l) 

como segue : p 
~ ( t- f talo ~ J\.} - a-( t- 1 o(d) 

~ 

analf ttoa dett-
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Dada a con1inuidade do funcional Ft[y(tj sõbre 1-

~ Jff ~;;:~: ~I;;·;_;g::8J;!fcé{;:yr~{l~P){1 
l~ 'f(J,,q}_, e:rtàttndo • partenoen4o ao oaço fl da d•fj~1-

J ~<, 5J. #l"'1~1 
gão tunoional Ptry(t), segue-se a en•tlnoia do lim ~► CW-. , 

l· °'~~ 
isto é: a derivabili4ade da funqlo t< ~ ) em ~. , ~onto ge~éri-

oo de 4 e oonseÂuentemente a 4er1vab1lidaae 4• t'unolo tfo<. ,. 

em todo o oampoÁ.4 . 

oo■olueão. o tunolonal ~tf7 ctiJ11neor é anelí~ioo, no 

sentido def1n14o por Pentappl~. 

2.4. DBMOWSTRACAO 12!, PC1RMU"LA ,o~n ~lf'.AJ, ~ ..................... ___..;.. 

LINE RES: J1J7(tj1 • 

A 4emonatraçlo 4a fórmula tu.ndaraental 4o• tuiloionaie li

neares, que eatu4amoa, é uma oonaequlnoia da fórmula de Oeuoby, 

para aa tun98ee 4• uma YariáYel oo■~lexa e, ~a oondtnão ae ~•-. . 
gularidade do tu.noional que 1ntrodua1moa n 2.1. 

O oonoeito 4e•ta demonetraglo, que ee baeeia na ~ro rie

dade que obaaamoa de continuldaae, segundo ••oeea8es uni~orm,

mente oonverglntea 4• tun98•• anal{tioae, pertence fun~amental

mente ao Fro.t. L. Penteppie que, entretanto, nlo o utilisa n 

demonstraçlo da tórmul~ fun4aaental doe funotonate an lítiooe 

lineares, 110:rque, como já obeervamo• na 1atroauglo, ,&le aertv 

8 oont1nu1dade, eegunao uma auoeaalo unifomemente oon••r nte . 
de tunçaes looalmente enol{tioa•, ezat,■ente 4a t6rauta 9 de.., 

■on11trar-se. 

Tendo demonstrado diretamente eaea proprt.eds~• de oont1-



ntlldade, no traba :á 

men}e a fórmula f 

n aa definição de regillaridaae do 

vida, nas suas grandes linhas, . Goao aegoe: 

ungio localmente analítica pertencente ao campo 

~'ão do tunoional linear 1t [1(tU a 

Oomo vimos em 1.2., o o•po , conat1ttt1do exoluetYS-

ment• pela• tunçaee localmente analíticas regulares, 

to 4~ da eatera complexa; portento, o domínio 

total ente contido na região B de aettniçlo da tunQão 

num oer

f!eté 
; 

' 
Seja O uma ouna simples retificável e que contorne o 

domínio A, em sentido positivo. ~•ntual•nte _eesa curva O 

envolve ponto• do oont&rno de • ••••• oon4198••• indicamos 

oo• a1 , o2, ••••••O, ott.rTaa ret1r10,ve1eYreoha4ea e ee~ara

daa Wll&e daa outrair!oue euºo■o• peroorr1aas em eentido poettl-

1
. 

o ~\\}\\\.0 ~ ;, 

vo, enYolvendo pontos de 'B;--..... _ 

Considerando a repio i 1 , envolY1.4a pelB oune e, maa .r 

não envolvida pelas ounae o1 • o2, ••••••• , ºn• 4 eTidente 

que esaa região cont•• tambea o 4oa{nto ·A • o ■eu oontõrno 
õ• , eroorrido .. aentl4o poaitiYo , ,: 

Temo•, entlo, pela. t6rmtila de C:auol1y, 

( ) _!__.-1 rf l rJ ó(O 
., t • ~,r,., C' "t - t-

Da detiolçlo de integral, no campo oom~~ezo, temoe: 
v 

J f). ~. IM't.·) l .Ó t::• 
7(t) a _4' .-~ "'T''- (/ - e. ~-t e, 

C1'-" " .. + l>C' 'é. 

~ sendo ~ontoe eituadoe o~bro e• e, entenaenao-ee nor 1i • 
~ ., .. ~ 
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v 
o lim ~o dn f\:(',)~thlOt\O s- ·41G·) _.!_ l1 "(.· 

• ';' c., (1'- ., t:~ (, 
daa 14 'i./ da poligonal ,.noori ta 'li e• atl pe · nto• 'ZZ 
tende para .sero. 

g evidente que ao tunc~ee 1 elo regularee, no dOlflÍn1o 
.. t:JL., -t; 

• porteno911, portanto. ao campo R. 

Indioamoe oom u(~) o valor do ~anoional •para•• ~un

çaea i que tonam uma particular linha anal!tioa, isto 4; c:,l._t; 

Sabemoo que a tunçlo u(D< ), localmente anslítoa. 

Indioamoa ainda oo■ P. (f-) a tunçlo :rao1onal c!e t, regular 
em A, w 

1 P .. lt)-= ;,, lLT,,) T,-t Li 1:11 

Da linoarl4ad~ do tuno1onal 1 ••a•: • 
J; [ P. l 1:LJ: ~ [ i V d ( <;) r.\ /1 cJ =: ~" }l<,) fl t;, e L-,, = t J = 

-'li\,/ 

::: Zv ~'fv) lA,;( T\!) L\ l v 
.1 l\ 'I) 
Do teoreaa de Huna• que afina a oonYerglnoia un1~orae \ 

4e itf)wl~ pera ~(t), n qualquer oupo tealla4o eDYOlT14o por o•, 
temo•: 

e, portanto, da regularidade do f'unoional J: 

T' í'J(tfj = __L -{;,r,w [ j,. ttj_J = ~ ~ _i., lll t,;) l.(_{r;,J LJ rv -4, Lê ~7 t -it,~"" c.T?f t 11. ~ C>4 t (/ ~ 
o Último lba1te, oert•ente. ex1ate, 4a4a a enaltt1ci ~

de das tun98e• u( 't' ) • 1( t' ) e temo■ tinalllente: 

•t[rctB- :;_' .- f~uJ Ltl?o) d -c-
rri ~1 
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que é a fórmula procurada, a qual oo1no1de OQ■p\,etament• -

a fórmula encontrada pelo Prof, L. ll'@1app1à, t.nelus1Ye (lllaD

to ao O&lllinho de integra9ilo C' , ( crurva sapanitr1• \. 

• 

-

~ 
..,. ,1 

, 

• 
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