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Resumo

TENORIO, A. L. C. Algebra Homolégica em Topos. 2019. 129 f. Dissertacao (Mes-
trado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,
2019.

O objetivo dessa Dissertacao é detalhar resultados conhecidos de Cohomologia em Topos de
Grothendieck. Para isso, apresentamos a Algebra Homologica em seu contexto mais geral,
através de Categorias Abelianas, introduzindo as principais nog¢oes da area como funtores
derivados e sequéncias espectrais. Desenvolvemos também o essencial da Teoria de Topos,
explicando como um topos de Grothendieck surge como uma certa generalizacao dos feixes
de conjuntos e fornecemos aspectos logicos dos topos elementares. Focamos sobretudo nos
Topos de Grothendieck pois a partir deles podemos construir categorias abelianas com
suficientes injetivos, as quais sao necessarias para expressar os grupos de cohomologia.
Palavras-chave: Categorias Abelianas, Algebra Homologica, Feixes, Topos de Grothen-
dieck.
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Abstract

TENORIO, A. L. C. Homological Algebra in Toposes. 2019. 129 f. Dissertacio (Mes-
trado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,
2019.

The final objective of this Dissertation is to detail known results of Cohomology in Grothen-
dieck Topos. For this, we present Homological Algebra in its more general context, through
Abelian Categories, introducing the main notions of the area as derived functors and spec-
tral sequences. We also develop the basics of the Topos Theory, explaining how a Grothen-
dieck Topos arises as a certain generalization of sheafs and we provide logical aspects of
the elementary topos. We focus mainly in the Grothendieck Topos because from them we
can construct abelians categories with sufficient injectives, which are necessary to express
the cohomology groups.

Keywords: Abelian Categories, Homological Algebra, Sheaves, Grothendieck Topos.
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Introducao

A Matemética estd em constante desenvolvimento. Grandes areas de estudo do presente,
no passado, atuaram como ferramentas capazes meramente de auxiliar teorias em foco, mas
muitas dessas cresceram e agora caminham de forma independente. Dois bons exemplos
desse fenomeno sao a Algebra Homologica e a Teoria de Topos.

A principio, Algebra Homolégica era uma linguagem especialmente util a Topologia
Algébrica para fins computacionais envolvendo grupos de homologia, além de ter sido an-
teriormente utilizada no século XIX por B. Riemann e E. Betti em “ntimeros de homologia”.
Contudo, por volta de 1940 o estudo dos funtores Fxt e Tor, entre outros objetos, ampliou
a atuacgao da algebra homolégica culminando no aparecimento do cléssico: Homological
Algebra de H. Cartan e S. Eilenberg [CE99]. Através dessa obra a teoria foi consolidada e
marcou o seu primeiro grande periodo, com homologias e cohomologias de grupos e algebras
de Lie, sequéncias espectrais e cohomologia feixes, por exemplo.

O segundo periodo inicia-se com o famoso “Tohoku”, artigo de A. Grothendieck cujo
nome oficial é Sur quelques points d’algébre homologique |Gro57]. Aqui a nogao de categoria
derivada é desenvolvida gracas aos métodos cohomologicos; surgem os d—funtores, a coho-
mologia de feixes generalizados e a étale (esta tltima responsavel pela demonstragao de
Deligne das Conjecturas de Weil). Além disso a introdugao de categorias abelianas levou a
uma formulagao da algebra homoldgica onde ndo era mais necessario distinguir entre feixes
de grupos abelianos e médulos sobre um anel. Vemos, portanto, que este foi um momento
bastante frutifero tanto para Algebra Homologica quanto para a Geometria Algébrica.

O terceiro periodo diz respeito as pesquisa atuais na area, onde o uso de categorias
derivadas e as trianguladas crescem cada vez mais, ampliando sua utilidade para novas
areas tais como a teoria de D-moédulos.

Agora, para falarmos da teoria de topos é mais interessante fazermos uma divisao
baseada nas abordagens em vez dos periodos, ou seja, podemos nos aproximar do que é
um topos partindo de pontos muitos distintos e visualizar de forma diferente um mesmo
objeto. Todavia, vamos assinalar apenas as duas primeiras abordagens que surgiram, quase
simultaneamente: via a Geometria Algébrica de Grothendieck e via Logica Categorica de
W. Lawvere.

Na primeira metade do século XX um problema conhecido da Geometria Algébrica era
que a topologia de Zariski das variedades algébricas nao possuia “a quantidade suficiente de
abertos” para produzir uma noc¢ao adequada de localizagao do ponto de vista geométrico.
Nos anos 60 Grothendieck considerou introduzir “morfismos étale” no lugar de “inclusao
por abertos de Zariski”, mas para isso foi necessario generalizar a nocao de feixes para um

novo contexto de topologia, a de Grothendieck. Assim formou-se um plano de fundo para
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o nascimento da cohomologia étale.

Entre os resultados que surgiram na época encontra-se o Teorema de Giraud, forne-
cendo as equivaléncias que definem um topos (de Grothendieck). E com esse teorema que
topos passou a ser sinénimo de um “espago generalizado”, pois uma das equivaléncias diz
que um topos é uma categoria de feixes munido da topologia de Grothendieck e uma ca-
tegoria com uma topologia pode ser vista como um espaco topoldgico generalizado. Nesse
contexto os topos sao associados a ferramentas para o desenvolvimento de diversas teorias
de cohomologia, nao s6 da étale.

A outra abordagem que deu origem ao conceito de topos vem do trabalho de Lawvere
em teoria das categorias e permite uma definigdo mais geral, na qual existem topos que nao
sao topos de Grothendieck. Seu uso tem sido principalmente em éreas ligadas a Logica.

Historicamente é importante dizer que a primeira tentativa de definir topos nessa dire-
¢ao nao foi bem sucedida, pois era especializada demais e nao dialogava com outras teorias.
Apenas quando Lawvere voltou sua atencao para os topos de Grothendieck e percebeu que
eles possuem um objeto 2 de valores de verdade é que foi acrescido na defini¢do de topos a
nocao do classificador de subobjetos €2 e entao a teoria deslanchou e ficou conhecida como
“teoria elementar de topos”.

Atualmente as duas abordagens que citamos tém deixado sua marca. A primeira conti-
nua sendo utilizada nas pesquisas em Geometria Algébrica devido ao seu papel em cohomo-
logias e a segunda tem sido aplicada, por exemplo, em Teoria de Homotopia (classificagao
de topos) e também Ciéncia da Computagao Teorica.

Outra visdo moderna e a qual seguiremos nesse projeto é a dos toposes como uma teo-

! mais precisamente como uma teoria cohomologica. Usaremos a linguagem de Algebra

ria
Homolégica do terceiro periodo, mas teremos sempre em mente a bagagem historica dos
anteriores, consultando e citando os grandes classicos mencionados acima.

Segue uma breve descrigao dos capitulos dessa Dissertagao.

Comecamos o Capitulo 1 falando sobre categorias abelianas. E comum nos livros de
Algebra Homolégica desenvolverem a teoria na categoria R—Mod, que é um exemplo cate-
goria abeliana, mas pouco se fala sobre as modificagoes que seriam necessarias no contexto
mais geral. Usamos [Bor94b| para apresentar o bésico categorias abelianas, posteriormente,
nas secoes 3, 4, 5 e 6 introduzimos os conceitos e resultados mais conhecidos de Algebra
Homologica tendo como principal referéncia [Wei95| 3, 4, 5 e 6, mas pontuando as diferen-
cas de estar em categorias abelianas em vez de R—Mod. Na tultima se¢ao voltamos a nos
guiar por [Bor94b| para demonstrar o Lema da Serpente usando os chamados “pseudoe-
lementos” e justificar adequadamente porqué os resultados de Algebra Homologica valem
para categorias abelianas.

No Capitulo 2 esquecemos de Algebra Homologica comecamos a falar da Teoria de
Topos, o contetdo apresentado esté essencialmente em [Joh14] e [MLMO94]. Iniciamos com
feixes de conjuntos para motivar a definicdo dos Topos de Grothendieck na secao seguinte,
onde estudamos propriedades do funtor a : Sets®” — Sh(C,.J) da categoria dos pré-feixes
em um feixe munido com uma topologia de Grothendieck J. Na secao 3 focamos nos

topos elementares, um conceito mais geral que Topos de Grothendieck, e ao estudar sua

'No livro Sketches of an Elephant: A Topos Theory Compendium de Peter T. Johnstone, os topos sdo
vistos de varias perspectivas - como categorias, espacos, teorias e universos mateméticos - € no mesmo
sentido do que o utilizado nessa obra que dizemos “topos como teoria”.



estrutura nos deparamos com vérios resultados que categorias abelianas também possuem.
As segbes seguintes nos fornecem mais informagao sobre o topos elementares. Morfismos
geométricos e a categoria slice serao bastante utilizados no Capitulo seguinte, a se¢ao 5 nao
¢é diretamente utilizada, mas induz a pensarmos em topos de um ponto de vista da Logica
depois de termos percorrido um caminho geométrico através dos feixes e fortalecemos essa
outra perspectiva com a tltima secao.

O Capitulo 3 tem a fungao de reunir os dois capitulos anteriores, o que fazemos nas
secoes 3 e 4 onde aplicamos Algebra Homologica em um Topos de Grothendieck. A Coho-
mologia de feixes é bem conhecida e nos aproveitamos dela para motivar a Cohomologia
em um topos de Grothendieck, umas vez que este é, de certa forma, uma generalizagao
de feixes. Um conceito fundamental dessa parte é a categoria Ab(E) de objeto de grupo
abeliano de & = Sh(C, J), pois é uma categoria abeliana que possui suficientes injetivos e
é através delas que definiremos os objetos de cohomologia de um Topos de Grothendieck.

A Dissertagao é concluida no Capitulo 4 comparando categorias abelianas com topos e
cohomologia de feixes com cohomologia de um Topos de Grothendieck além de deixarmos
caminhos para pesquisas futuras.

Ao longo do texto assumimos que o eventual leitor tem familiariedade com conheci-

mentos bésicos de teoria de categorias.
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Capitulo 1

Categorias Abelianas e Algebra
Homolb6gica

O primeiro grande marco da Algebra Homologica foi a publicacdo do livro "Homologi-
cal Algebra'"de H. Cartan e S. Eilenberg, em 1956 (|CE99]). Muitas das ideias presentes do
livros como complexos de cadeia e resolucoes ja estavam circulando no meio matemaético,
mas foi nessa obra que esses conceitos foram agrupados pela primeira vez e apareceram
defini¢bes inéditas como modulos projetivos e funtores derivados. As construgoes foram
todas feitas para R-mo6dulos mas eram evidentes os paralelos com o que ja tinha sido feito
até entao para cohomoliga de feixes, portanto era natural querer encontrar um ambiente
mais geral para desenvolver a Algebra Homologica de forma que englobasse modulos e
feixes simultdneamente. Quem teve a abordagem mais bem sucedida nesse aspecto foi A.
Grothendieck em 1957 [Gro57]. Nesse artigo desenvolve-se Algebra Homologica em Cate-
gorias Abelianas e mais generalizagoes sdo possiveis: é o caso dos d—funtores em relagao
aos funtores derivados e a sequéncia espectral de Grothendieck em relagdo & sequéncia
espectral de Leray.

Todavia, também surgiram alguns problemas. Em categorias abelianas a nogao de ele-
mento se perde e a principio nao faria sentido procurar elementos através de caga ao
diagramas, técnica que permite demonstrar resultados conhecidos como o Lema da Ser-
pente. Uma forma de resolver essa questao é através do resultado de P. Freyd que diz que
algumas categorias abelianas podem ser mergulhadas na categoria dos moédulos sobre um
anel, |[Fre64|. Entretanto, nessa Dissertagao faremos outra abordagem: introduziremos o
conceito de pseudoelemento, como em [Bor94c|, também conhecido como elemento gene-
ralizado [MLIS|.

Nao temos resultados novos ou demonstragoes inovadoras, mas trabalharemos com
homologia e cohomologia no ambiente das categorias abelianas, o que mesmo hoje em dia
nao é tao facil encontrar.

As referéncias utilizadas para as segoes 1, 2 e 7 desse capitulo foram [Bor94b| e [Fre64].
Nas demais se¢oes utilizamos principalmente [GMO02], [Wei95] e [HST1].

Além disso, recomendamos também entitulado "A History of Homological Algebra",
disponivel no site de Charles A. Weibel, que conta a histéria da Algebra Homologica
desde quando comegou, como mais uma ramificagdo da Topologia Algébrica, até aplica¢oes
modernas em, por exemplo, C*—algebras.

1.1 Categorias Abelianas

A cohomologia de feixes e a cohomologia de grupos apresentam semelhancas: de fato,
ambas surgem como funtores derivados em categorias abelianas.

Nao falaremos sobre cohomologia de grupos, mas no terceiro capitulo iremos trabalhar
um pouco com a cohomologia de feixes para motivar o desenvolvimento da cohomologia de
topos. Queremos com esse comentario tornar clara a importancia das categorias abelianas



2 CATEGORIAS ABELIANAS E ALGEBRA HOMOLOGICA 1.1

mas nessa secao apenas apresentaremos os principais resultados e defini¢oes, seguindo a
forma de [Bor94b|.

Definigao 1.1.1 Seja ¥ uma categoria.

1. Um objeto t é dito terminal em %, se para todo objeto a em % existe um tnico
morfismo a — t.

2. Um objeto s é dito inicial em %, se para todo objeto a em % existe um tunico
morfismo s — a.

3. Um objeto em % ¢ dito nulo (ou zero) se ¢ terminal e inicial simultaneamente.

Observe que dois objetos terminais (ou iniciais) sdo isomorfos. Se, por exemplo, ¢ é
terminal, existe um tnico morfismo ¢ — ¢, o morfismo identidade.

Definigcao 1.1.2 Seja € uma categoria com objeto nulo 0. Um morfismo f: A — B é
dito nulo quando se fatora ao longo de 0, isto é, o seguinte diagrama comuta:

A— 71 B

N,

Proposigao 1.1.3 Em uma categoria € com objeto nulo 0, a composicao de um morfismo
nulo com um morfismo arbitrdrio € também um morfismo nulo.

Demonstragao:

Seja f : A — B o morfismo nulo e g : B — C' um morfismo qualquer. Digamos que a
fatoragao ao longo de 0 ¢ da forma f =rs, comr:0— Bes: A — 0. Entao fg = rsg,
logo, a composicao fg se fatora ao longo de 0 também. [

E comum denotar tanto o objeto nulo como o morfismo nulo por 0, ficando claro ao
que nos referimos pelo contexto.

Definigao 1.1.4 Seja ¥ uma categoria com objeto nulo 0. Um morfismo k : K — A é
kernel de f : A — B se for o equalizador de f e do morfismonulo0: A — B. fok=0e
para todo morfismo h tal que f o h = 0 existe uma tinica h’ tal que h = ko h'.

Podemos reescrever essa definicdo em termos da propriedade universal do equalizador.
k:K — Aékernelde f: A — Bse fok =0 e para todo morfismo h tal que foh =0
existe uma tunica h’ tal que h = k o h’. Em forma de diagrama temos:

Ok, B

Ok,B

Sabendo que um equalizador é um monomorfismo (Teorema 2.6 [McL96]) imediata-
mente obtemos que o kernel é mono. Analogamente, o cokernel - definido de forma dual -
é um epirmorfismo. Nao é dificil mostrar que, se existirem, tanto o kernel como o cokernel
sao tnico a menos de isomorfismo.

Vamos provar pequenos resultados com essas definigbes para nos acostumarmos.

Proposigao 1.1.5 Seja f um monomorfismo em uma categoria com morfismos nulos. Se
fog =0, para algum morfismo g, entdo g = 0.
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Demonstragao:
Pela Proposigao 1.1.4 ao compor f com o morfismo nulo temos fo0 = 0. Como fog = 0,
temos fog = f o0 que implica g = 0 pois f é mono. [

Proposigao 1.1.6 Numa categoria com morfismos nulos o kernel de morfismo nulo 0 :
A — B é, a menos de isomorfismo, a identidade em A.

Demonstracao:

Temos 0oidg = 0e 000 = g, dado g : X — A qualquer, ambas igualdades valem
pela Proposicao 1.1.4. Entao ids equaliza 0, pois g se fatora ao longo de id4 apenas pelo
proprio morfismo g, isto é, g € unico tal que g =id4 o g.

Aa, 40 p

i

X

L]

Com esse conceitos bésicos introduzidos podemos dar inicio ao nosso caminho em di-
recao as categorias abelianas, primeiro percorrendo as nogoes de categorias pré-aditivas e
categorias aditivas.

Definigao 1.1.7 Uma categoria ¢ ¢é dita pré-aditiva (ou Ab-categoria) se cada con-
junto Hom(A, B), com A e B objetos de ¢, possui estrutura de um grupo abeliano e a
composicao dos morfismos é bilinear, da seguinte forma:

Hom(A,B) x Hom(B,C) — Hom(A,C), (f,g) — go f
(g+g)o(f+f)=gof+gof +gof+gof
As categorias dos grupos abelianos (Ab) e dos moédulos sobre aneis (R-Mod e Mod-R)

sao exemplos de categorias pré-aditivas.
Temos um lema que nos sera tutil.

Lema 1.1.8 Sejam A, B e C objetos de uma categoria pré-aditiva €. Se f € o zero de
Hom(A,B) ou se g € o zero de Hom(B,C'), entdao go f € zero de Hom(A, C).

Demonstracao:
Se g é zero de Hom(B, C'), usando a bilinearidade temos go f4+gof = (g9+g)of = go f,
logo, g o f = 0. Procedemos analogamente se f é zero de Hom(A, B). L]

Proposigao 1.1.9 Seja € categoria pré-aditiva. Sao equivalentes:
(i) € possui objeto inicial.
(i) € possui objeto terminal.

(iii) € possui objeto nulo.

Demonstragao:

Pela definicao de objeto nulo é imediato que (¢i7) implica (i) e (i7). Vamos mostrar
apenas que (i) implica (¢ii), pois demonstracao de (i7) == (iii) é dual, basicamente,
bastaria inverter o sentido das flechas.

Seja 0 objeto inicial, como 0 é inicial existe um tnico morfismo que vai de 0 em 0, a
identidade. Entao idy é o tnico elemento de Hom(0,0).

Se tomarmos C' objeto de €, teremos que o grupo Hom(C,0) possui pelo menos um
elemento, a saber, o zero. Mas veja que se f : C — 0 é um morfismo qualquer, fazemos
Hom(C,0) x Hom(0,0) — Hom(C,0), (f,idy) — idoo f = f e obtemos que f é o zero
de Hom(C,0), pois idy € o zero de Hom(0,0) e aplicamos o Lema 1.1.8. Isso vale para
qualquer objeto C, logo, 0 é também terminal e, portanto, nulo. [



CATEGORIAS ABELIANAS E ALGEBRA HOMOLOGICA 1.1

Proposigao 1.1.10 Dados A, B objetos em uma categoria pré-aditiva €. Sao equivalentes:
(i) O produto (P,pa,pp) de A e B existe.
(i) O coproduto (P,sa,sp) de A e B existe.

(iii) Existe um objeto P e morfismos

pa:P—>A pp:P—B,sas:A— P esg:B— P com as propriedades
paosa=tidy, pposp=tidg, paosp=0,pposs=0esqsops+sgpopp=1idp

Nessas condicdes ainda temos

sa = ker(pp), s = ker(pa), pa = coker(sp), pp = coker(sa)

Demonstragao:

Mais uma vez por dualidade, é suficiente mostrar (i) <= (ii7).

((1) = (i4i)) As primeiras propriedades sao imediatas da definigdo de produto. Dados
A e B cujo produto é P e py e pp sao as projecoes, definimos s4 : A — P como o tnico
morfismo tal que pg o s4 =1ida e pgosas =0, isto é, o diagrama abaixo comuta

A

ida sAN\ 0

~

A paA P PB B

Analogamente definimos sp : B — P.
Agora fazemos algumas contas, compondo pa e pp com a soma da tltima propriedade
que queremos provar:

(I) pac(saopa+spopp)=(pacsa)opa+ (pacsp)opp=idsopa+00pp=pa
(II) ppo(saopa+spopp)=(pposa)opa+ (pposp)opp =00ps+idgopp=pp

Observe que usamos o Lema 1.1.8 nas ultima igualdade de (I) e de (II), com Oopp =0
e 0opyg = 0, respectivamente.

Por (I) e por (II) concluimos s4 opag + sp o pp = idp

((13i1) = (i)) Dado que vale (#ii), considere C' um objeto de ¢ e morfismos f : C — A
eg:C — B.Definah:C — Pporh=sg0f+spog=1idp. Queremos ver que h nos da
o diagrama de produto. Vamos compor com p4 € pg:

paoch=pagosaof+paospog=f+0=Ff
ppoh=ppossof+ppospog=0+g=yg.

Assim temos que h faz os tridangulos comutarem, falta ver que é o tinico. Suponha h’ tal
que ppoh’ = f e pyoh’ =g. Entao:

h' =idpoh’ = (saopa+spopp)oh’ =ssopaoh’ +sgpopgoh’ =ssof+spog=nh
Desta forma temos o diagrama do produto

A
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Com isso encerramos a demonstragao das equivaléncias e podemos usa-las para verficiar
que sq = ker(pp).

J& sabemos que pp o s4 = 0. Fixe X objeto de ¥ e escolha um morfismo k : X — P
tal que ppok =0

Precisamos de uma tnica fatoragao, tinica ao longo de k, tal que pg composta com tal
fatoracao dé zero. Vamos tentar ppok : X — A. Temos que pgosgopaok =idgopaok =
pa ok e, por outro lado, pgosgopaok=00pgok=0=pgok.

Assim k = s4 0pg ok e a fatoragdo é inica pois py o s4 = id4, logo, s4 é mono.

Entao, de fato, o kernel de pg é sy4.

Analogamente verificamos e sp = ker(pa) e as igualdades py = coker(sp) e pp =
coker(s4) sao obtidas dualmente. n

Definigao 1.1.11 Chamamos de biproduto a quintupla (P,pa,pp,Sa,Sg) com as pro-
priedades descritas em Proposigao 2.1.10(iii).

Notagao: P =A$ B.

Definicao 1.1.12 Uma categoria aditiva é uma categoria pré-aditiva que possui objeto
nulo e biprodutos.

Observe que em uma categoria aditiva o zero de Hom(A, B) coincide com o morfismo
nulo 045.

A

0
AB
OAol
OoB
0

Pois, como argumentamos na demonstracao da Proposi¢ao 1.1.9, como idy é zero
em Hom(0,0), fazemos idy o 049 = 049 €, pelo Lema 1.1.8, concluimos que 049 é zero
em Hom(A,0). Assim, aplicando novamente o Lema 1.1.8, 045 = Opp o 049 é zero de
Hom(A, B).

Como isso encontramos nosso objetivo nessa se¢ao:

B

Definicao 1.1.13 Uma categoria abeliana % é uma categoria aditiva que satisfaz as
seguintes propriedades adicionais:

1. Todo morfismo de ¥ possui um kernel e um cokernel.
2. Todo monomorfismo de ¥ é um kernel e todo epimorfismo de % é um cokernel.

O que fizemos foi gradualmente refinar a nogdo de categoria pré-aditiva passando por
um categoria aditiva e chegamos em categorias abelianas. Poderiamos ter ido direto ao
ponto definindo categorias abelianas como uma categoria que possui objeto nulo e todo
par de objetos possui produto e coproduto, além das propriedades 1 e 2 enunciadas acima.

Por outro lado, poderiamos ter desenvolvido ainda mais passos de refinamento e, por
exemplo, incluir a definicao de categoria pré-abeliana entre a aditiva e a abeliana - a saber,
é uma categoria aditiva que satisfaz a propriedade 1.

Optamos por essa apresentagao acreditando que de tal forma nao perdemos as ideias por
tras da construcgao, permitindo o vislumbre de refinamentos da propria nocao de categoria
abeliana (como categorias trianguladas), sem sermos demasidamente extensos.

E interessante observar que a nocao de categoria abeliana é autodual, isto é, a categoria
oposta de uma abeliana também é abeliana, isso significa que os resultados apresentados
sao validos em suas respectivas versoes duais.

Como exemplos, temos novamente Ab, R-Mod e Mod-R e citamos mais dois que
aparecem ao longo desse trabalho: a categoria de funtores ¥ — %, onde Z é categoria
acabeliana e a categoria dos complexos de cadeias C'he(%) com % abeliana.
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Dada a importéancia das categorias abelianas para a Algebra Homologica, vamos investir
certo tempo trabalhando com algumas de suas propriedades.

Proposigao 1.1.14 Seja € um categoria abeliana. Um morfismo f em € € isomorfismo
se, e somente se, f € monomorfismo e epimorfismo.

Demonstragao:

(=) Como f é é iso, existe g tal que fg = id. Com o morfismo identidade é epi, temos
que f é epi. Por outro lado, f ser iso também implica que ¢gf = id e como a identidade é
mono, temos que f é mono.

(«<=) Como estamos numa categoria abeliana f mono implica que f é kernel de algum
morfismo g, f = kerg. Por definicao de kernel e por propriedade do morfismo nulo, go f =
0=00f. Como f éepi, g=0. Entdo f = ker0 e o resultado segue da Proposicao 1.1.6. m

Antes de prosseguirmos vamos definir rapidamente o que sao subobjetos, para qualquer
categoria.

Definicao 1.1.15 Dizemos que dois monomorfismos mq : Ay »—» Aemo: Ay > Aem A
sao equivalentes se existem morfismos h : A — Ay e b/ : Ay — Aj tais que os seguintes
diagramas comutam:

Ay Ay
NG NG
Ay = 4 Ay = 4

Note que h e h' sdo tnicos e isomorfismos inversos.
Uma classe de equivaléncia de monomorfismos em A é o que chamamos de subobjeto
de A.

Estabelecemos uma relagao de ordem entre subobjetos de A da seguinte forma:

[m] < [n] se, e somente se, existe f tal que m =no f

Proposicao 1.1.16 Seja € um categoria abeliana. A intersecgao (também visto como o
infimo em relagao a ordem parcial <) de dois subobjetos sempre existe em € .

Demonstragao:

Considere dois monomorfismos a : A — C e b : B — C em %. Por definigdo de
categoria abeliana, a e b possuem kernel. Entao existem morfismos f: C' - Deg:C — E
tais que a = kerf e b = kerg. Vamos considerar a fatoragao (f,g) : C — D x E, onde
f=ppol(f,g),compp:D xE — D aprojegao em D. Veremos que a intersec¢ao é dada
por ker(f,g) : K — C. Chame k = ker(f,g), entdo fok =ppo (f,9)k =ppo0=0e
gok=0.

Assim, ainda podemos decompor k£ : K — C em K Yascex L BY C
Mostraremos agora que (K,a’,b') ¢ pullback de a e b. Para isso vamos ter que lidar com
uma caga ao diagrama complicada, dependendo do costume. Vamos exibir o diagrama
inteiro de uma vez, mas vamos detalhar as passagens.

f=n

f

<—D><E

N
L
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Sabemos que o quadrado superior “interno” comuta, isto ¢ bb’ = aa’ e supomos que o
quadrado superior “externo” também comuta, isto é, au = bv. Compondo com f dos dois
lados: fau = fbv, mas a = ker f, logo, fou =00 u = 0.

Como também temos gbv = 0, por defini¢ao de kernel, existe um tnico morfismo w tal
que bv = kw. Pela decomposicao de k, temos k = bb’, assim, bv = bb'w. Como b é mono,
encontramos um tnico morfismo tal que v = b’w. Resta ver que u = a’w.

Usando a outra decomposigao k = aa’ e as igualdades ja comentadas: au = bv = kw =
aa’'w. Como a é mono, encontramos o desejado. Entéao, de fato, (K, d’,b’) é pullback de a
e b e, portanto, a interseccao dos subobjetos a e b. [

Note que existe um motivo para verificarmos que justamente o kernel de (f, g) iria nos
dar a intersec¢@o. Se estivessemos na categoria dos grupos abelianos Ab teriamos

A={ceC | f(c)=0} e B={ce C | g(c) =0}. Dai:

ANB={ceC | f(c)=0eg(c) =0} ={ceC | (f,9)(c) =0} = ker(f,g)

Uma vez que categorias abelianas podem ser vistas como uma generalizagdao de Ab, é
natural pensar na generalizacao do que ocorre na categoria Ab quando provamos resultados
para categorias abelianas.

Proposigao 1.1.17 Uma categoria abeliana € finitamente completa e finitamente cocom-
pleta.

Demonstragao:

Vamos mostrar apenas que é finitamente completa pois os argumentos para finitamente
cocompleta sao anélogos.

Um resultado bem conhecido em teoria de categorias é que uma categoria é finitamente
completa se, e somente, possui objeto terminal, produtos binarios e equalizadores. Uma
demonstragao disso pode ser encontrada em [Bor94al, Proposi¢ao 2.8.2.

Como, por definigdo de categoria abeliana, ja temos que objetos terminais e produtos
binérios existem, s6 precisamos verificar a existéncia dos equalizadores.

Vamos pegar dos morfismos f,g: A :; B e procurar um equalizador para eles.

A partir de f, g consideramos os monomorfismos (id4, f) : A - A x B e (ida,g) :
A — A x B (sdo monos porque a composta deles com a projegdo em A é identidade,
que é um mono - py o (ida, f) = idg = pa o (ida,g)). Se s@o monos, sdo subobjetos e,
pela Proposigao 1.1.16 acima, garantimos que existe uma intersec¢ao entre eles dada pelo
diagrama de pullback:

P—" 5 A
o] [(ida)
A m Ax B

Veremos que P equaliza f e g (assim como na proposigao anterior, esse palpite vem do
que ocorre no caso dos grupos abelianos).
Estamos pensando em algo da forma

f

P—— A AxB —— B
idAvg; pB

A

g

! Alternativamente, o equalizador é dado por eq(f, g) = ker(f — g).

7
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Usando a projegao em A temos u = idgou = pgo(ida, f)ou = pao(ida, g)ov = idgov = v.
Usando a projegao em B temos fou =ppgo (ida, f) ou=ppo (ida,g) ov=gouw.
Com essas duas sequéncias de igualdade obtemos fu = gv = gu. Resta apenas verificar

a propriedade universal: Considere x : X — A um outro morfismo tal que fx = gz, entao

(ida, f) ox = (ida,g) o x. Como P é um pullback, existe um tnico y : X — P tal que

uy = vy. Portanto, (P,u) nos d4 um equalizador de f e g.

yi/
| X
X

Lema 1.1.18 Sejam € categoria abeliana e f : A = B um morfismo em €. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(i) f é monomorfismo.
(i) kerf = 0.

(iii) Para todo objeto C em €, para todo morfismo g : C — A, vale que fog =0 implica
g=0.

Demonstragao:

Iremos utilizar apenas que (#i7) implica (i) no Teorema a seguir e comegamos por essa
implicagao. Supondo (iii), sejam h, k morfismos em % tais que fh = fk. Entao fh— fk = 0,
logo, como vale (iii), h — k = 0. Portanto, h = k. Veja que (i) implica (éii) foi provado na
Proposicao 1.1.5.

Suponha que vale (i), mostraremos (i7). Queremos o diagrama abaixo é de kernel

Pela Proposigdo 1.1.3 temos Ogq o f = Ogp. Seja g : X — A um morfirmos tal que
fog= fog=0.Pela Proposi¢ao 1.1.5, g = 0. Temos que o morfismo X — 0 é tnico, pois
0, sendo objeto nulo é também terminal e por defini¢do de terminal o morfismo que chega
em 0 deve ser tinico. Assim, Kerf = 0.

Faremos agora (i) implica (i) para fechar a equivaléncia.

Sejam f: A— Bu:X — Aev:X — A morfismos tais que f ou = f ov. Considere
o coequalizador ¢ : B — @ de u e v. Assim temos o seguinte diagrama de coequalizador:

u
X 14215 0Q
v 7z
o

Por definicdo de categoria abeliana, como ¢ é epi, ¢ = Cokerw para algum morfismo
Agrupando essas informacoes encontramos

gow=goqow=go0=0

Logo, pela propriedade universal do kernel, existe um tinico h tal que w = k o h onde
k € o kernel de f. Agora o diagrama comutativo passar a ser da forma:
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A*»Q

f //
9

B

m Como Kerf =0, temos w =0 e ¢ = Coker(. Pela Proposi¢ao 1.1.6, ¢ é uma
identidade, logo, um mono. Como ¢ o u = g o v, entdo u = v de onde segue que f é mono.

Teorema 1.1.19 Sejam % categoria abeliana e f um morfismo qualquer em €. Temos
que f pode ser fatorado como f =iop, onde i € monomorfismo e p € epimorfismo e essa
fatoragdo € unica a menos de isomorfismo.

Demonstracao:

Nessa demonstragao em vez de denotarmos os objetos pelas letras A, B, C, ... vamos
denoté-los apenas por "e'"pois precisaremos de muitos morfismos e podemos ou nao estar-
mos falando de um mesmo objeto mas assim devemos conseguir diagramas menos poluidos
e, mais importante, transmitir que o essencial estd nos morfismos e nao nos objetos.

Feita essa consideracao, tome f morfismo em % e seja k = ker f seu kernel. Por definicao

[ J L} [ ] L} [ ]
de kernel temos algo da forma ZT % onde fok =0ecomo foh =0, existe

[ ]
um tunico [ tal que h =kol
Dualmente, chamando p = cokerk (assim ja temos p epi)?, encontramos o seguinte

[ ) L} [ ] L} [ ]
diagrama: x ; onde pok =0 e como fok =0, existe um tnico i tal que
[}

f=iop.
Se juntarmos os dois diagramas, colocando ja na forma que nos sera util em breve:

o« et

P A

Vamos mostrar que 4 ¢ monomorfismo.
Pelo Lema 1.1.18 basta mostrar que ¢ oz = 0 implica = 0 para qualquer morfismo =x.
Entao suponhamos i o x = 0 e consideremos q = cokerx:

.L.L).

ip/ Tr
7
o — e ——e

Assim gox =0 e como i 0 x = 0 existe um tnico r tal que i = r o q.

Como p e g sdo cokerneis, ambos sao epimorfismos, logo gop também é epi. Por estarmos
em categorias abelianas isso implica que g o p é o cokernel de algum morfismo. Digamos,
q o p = cokerh - esse h cumpre todas as fungoes do h anterior por isso nao tem problema
algum usar o mesmo.

2Mais do que isso, é precisamente p = coker(kerf), isso sera utilizado na segdo de complementos sobre
categorias abelianas

9
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N

i

{

De fato, foh=topoh=rogopoh=r00=0.

Por outro lado, poh = po kol = 0ol = 0. Por definicdo de cokernel, existe uma
fatoracao tnica de p ao longo de g o p, digamos, p = s o g o p. Mas como p é epi, obtemos
soq=1d.

Sendo s o ¢ a identidade, essa composicao é portando um mono, logo, ¢ é mono, mas
gox =0 (ndo esquega que g = cokerz). Portanto, x = 0.

Temos entdo ¢ mono e p epi. Agora vamos mostrar que a fatoracdo é tnica a menos de
isomorfismo.

Seja f = j o ¢ uma outra fatoracao com j mono e ¢ epi quaisquer.

o \
S

Coker(kerf)

Kerf

Assim gokerf = 0 e, pela propriedade universal do cokernel, existe um tnico morfismo
u: Coker(kerf) — X tal que uop = q. Como ¢ é epi, u também ¢é epi.

Veja ainda que top=f=jog=jouop. Como p éepi, i =jou de onde segue que
% € mono porque ¢ € mono.

Verificamos que u é epi e mono, logo, pela Propopsicao 1.1.14, é um iso. Pelo que vimos,
é o0 Unico iso que fazer o diagrama abaixo comutar.

A/\
T A

Coker(kerf)

Portanto, as fatoracbes j o ¢ e i o p sdo isomorfas. [

Daqui em diante a notacao fica mais carregada, pois iremos manter o ker e coker para
os morfismos e objetos com a tUnica distincdo que no primeiro caso utilizaremos letras
mintscula e no segundo iniciaremos com letra maitscula, como fizemos para mostrar que
a fatoracao em epi e mono é tnica a menos de isomorfismo.

A propriedade 2 da definigdo 1.1.13 é enunciada de forma diferente no artigo de A.
Grothendieck "Para todo morfismo f, temos que Coimf = Imf é um isomorfismo". Ape-
sar de ser bem conhecido que os dois enunciados sao equivalentes, ndo encontramos uma
demonstracao e aproveitaremos esse espaco para fazer isso de forma detalhada.

Algo que ndo mencionamos mas nos sera tutil é que todo mono é kernel de seu cokernel
(dualmente, todo epi é cokernel de seu kernel).

Lema 1.1.20 Todo monomorfismo € kernel de seu cokernel.

Demonstragao:

De fato, seja f : A — B um mono, pela propriedade 2 da definicdo de categoria
abeliana, f = kerg para algum g : B — C. Como go f = g o kerg = 0, temos o seguinte
diagrama de cokernel:
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At gk Cokerf

gi o
-3
w
C
Seja p : D — B tal que (cokerf)op = 0. Como f = kerge gop = ho (cokerf)op=0,
existe um tunico ¢ : D — A tal que p = f ogq, ou seja, f = ker(cokerf), o mono f é
justamente quem faz o papel de kernel do morfismo coker f, como queriamos. [

Por um instante esqueceremos o axioma 2 de categoria abeliana. Note que o primeiro
axioma nos permite a seguinte construcao:

kerf coker f

Kerf > A > B
coker(kerf)i Iker(cokerf)

Coker(kerf) ----- » Ker(cokerf)

» Cokerf

onde f é um morfismo qualquer e Coker(kerf) = Coimf e Ker(cokerf) = Imf. Primeiro
veremos que existe um tnico morfismo f : Coker(kerf) — Ker(coker f)

Por defini¢ao de cokernel, (coker(kerf))okerf = 0 e, por defini¢ao de kernel, fokerf =
0. Pela propriedade universal do cokernel existe uma tnica u : Coker(ker f) — B tal que
f=wocoker(kerf) (x).

Agora temos (cokerf) o ker(cokerf) = 0 (por definigao de kernel) e:

(cokerf) o u o coker(kerf) = cokerf o f por (%)
=0 por definicao de cokernel
= 0o coker(kerf)

Como coker(kerf) é epi, temos (coker f)ou = 0. Entao, pela propriedade universal do
kernel existe uma tnica f : Coker(kerf) — Ker(cokerf) tal que u = (ker(cokerf)) o f.
Portanto, f = ker(cokerf) o f o coker(kerf) e como ker(cokerf) é mono e coker(kerf) é
epi, f é o tnico morfismo que faz o diagrama comutar.

Uma vez que f existe, queremos:

Proposigao 1.1.21 Seja € uma categoria qua satisfaz AB1, isto €, todo morfismo possui
kernel e cokernel. Entao sdo equivalentes:

2 Todo mono € kernel e todo epi € cokernel.
2’ O morfismo f : Coker(kerf) — Ker(cokerf) € iso.

Demonstracao:

Vamos comegar pelo lado mais facil.

(2" = 2) Entendo f : A — B e Ker(coker(f)) como objetos sobre B, vamos mostrar
que f = ker(coker(f)) quando f é mono.

Ja vimos que f = ker(cokerf) o f o (coker(kerf)), logo, f < ker(coker(f)).

Como f é mono, temos quer coker(ker(f)) ¢ mono. Logo, como ja era epi por ser um
coequalizador, coker(ker(f)) ¢ isomorfismo. Usando 2, a composicao f o (coker(kerf)) é
um iso, entdo adminte inversa h : A — Ker(coker(f)) tal que f o h = ker(coker(f)), isto
é, ker(coker(f)) < f.

Portanto f = ker(coker(f)).

Analogamente, se f for epi concluimos que f cokernel de seu kernel.

(2 = 2) Como estamos assumindo AB2, podemos usar os teoremas vistos até agora.
Na demonstragao do Teorema 1.1.17 vimos nao apenas que um morfismo f se decompde
em epi e mono, mas que o epi é justamente da forma coker(kerf). Veremos agora que o
i = ker(cokerf).

11
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Como p é epi, temos
gof=0 = goiop=0 <= goiop=00p < goi=0

Note que isso nos da que Cokerf = Cokeri. Com efeito, sabemos que (cokerf) o f = 0,
logo, (cokerf) oi = 0. Pela propriedade universal do cokernel existe um tnico morfismo
Cokeri — Cokerf. Analogamente, (cokeri) oi = 0 implica (cokeri) o f = 0 e, portanto,
existe um tunico morfismo Coker f — Cokeri. A existéncia desses dois morfismos inicos nos
garante o isomorfismo. Como, pela Proposi¢ao 1.1.20, todo mono é kernel de seu cokernel
i = ker(cokeri). Pelo iso acima, ¢ = ker(cokerf).

Assim, por um lado temos f = ker(cokeri) o coker(kerp) = ker(coker f) o coker(kerf),
isto é, existem isomorfismos g e h tais que ker(cokeri) = ker(cokerf) o g e coker(kerp) =
h o coker(kerf).

Por outro lado temos f = ker(cokerf) o f o coker(kerf), entdo:

ker(cokerf) o g o ho coker(kerf) = ker(cokerf) o f o coker(kerf)

Usando que ker(coker f) é mono, obtemos go hocoker(kerf) = focoker(kerf). Como
coker(kerf) é epi, isso implica que f = g o h e, portanto, f ¢ um iso. [

Definigcao 1.1.22 Temos a seguinte nomenclatura para imagem e coimagem de um mor-
fismo f, respectivamente, Im(f) = Ker(Coker(f)) e Coim(f) = Coker(Ker(f)).

Observe que se tivermos A i> B4 Ce pensarmos em I'mf e Ker(g) como subobjetos
de B, entdo go f = 0 se, e somente se, Imf < Ker(g).

Definigao 1.1.23 Seja & categoria abeliana. Dizemos que uma sequéncia A ENY;IEN C
em ¥ ¢é exata se a imagem de f e o kernel de g coincidem. Em outras palavras, se temos
a seguinte fatoracao

A —L% Kerg Jrerg, B,
Com p = ker(cokerf).

Considerando I'm(f) e Ker(g) como subobjetos de B, observe que go f = 0 se, e
somente se, Im(f) < Ker(g).

Proposigao 1.1.24 A sequéncia A ENY-EA C em € ¢é exata se, e somente se, g admite
~ . k
fatoragao em epi e mono da forma B coker], Cokerf = C

Demonstracao:
(=) Dada a sequéncia exata, temos o seguinte diagrama comutativo:

Im(f)
kerg
pl; f\>B g

Uma vez que go f = 0, temos [oho f = 0. Como [ é mono, pela Proposi¢ao 1.1.5, ho f = 0.
Logo, existe uma tnica « : Cokerf — Img tal que « o cokerf = h. Além disso, h é epi,
assim, o também é.

Por outro lado, Img = Coker(Kerg). Logo:

(cokerf) o (kerg) = (cokerf) o (coker(kerf)) =0
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. Entao existe uma tnica 8 : Img — Cokerf tal que f o h = cokerf. Mas h e cokerf sao
epis e B o a o cokerf = cokerf, entao o o = id, de onde segue que « é mono. Temos «
mono e epi, pela Proposicdo 1.1.14, « é iso. Agora chame m = [ o «, como « éiso e [ é
mono, m é mono e encontramos a fatoracao desejada.

(«<=) Como m ¢é mono, Kerg = Ker(m o cokerf) = Ker(cokerf) =Imf "

A sequéncia longa (e finita) ... —» A, — A,41 — ... é exata se cada dois morfismos
consecutivos sao exatos.
Demais definigoes (sequéncia exata curta, por exemplo) e os principais resultados que se-
guem da noc¢ao de sequéncias exatas na categoria de médulos sobre um anel valem de forma
analoga em categorias abelianas. Recomendamos [Bor94b| para quem desejar ver os enun-
ciados e respectivas demonstracoes explicitamente para o caso das categorias abelianas.

Poderiamos agora definir pseudoelementos, mas faremos isso apenas na se¢do 7. Alguns
cometérios que fogem do contexto da Algebra Homologica merecem ser feitos e preferimos
deixé-los para o fim do capitulo.

Contudo, o Lema de Serpente serd necessario antes entao iremos enuncid-lo aqui e
demonstra-lo mais tarde.

Lema 1.1.25 (Lema da Serpente) Considere o sequinte diagrama em uma categoria
abeliana

At B9, 040

Lo

0 D E F

onde A—>B—-C—0e0—> D — FE — F sao exatas e os quadrados comutam. Entao o
diagrama abairo comuta

~ ~

Kera —— Kerb —— Kerc

A f B g C 0
a b C
0 s D - >y B 7 F

~ ~ ~

Cokera —— Cokerb —— Cokerc

0 0 0

e existe morfismo 0 : Kerc — Cokera tal que a sequéncia 0 — Kera — Kerb —
Kere & Cokera — Cokerb — Cokerc — 0 ¢ exata.

1.2 Funtores Exatos

Essa sec@o é para apenas definir funtores exatos e mostrar alguns exemplos que serao
necessarios mais adiante. A ideia é que um funtor exato preserve a exatidao de sequéncias
exatas.

Definicao 1.2.1 Dadas duas categorias abelianas € e ¢’, um funtor F' : € — ¢’ ¢ dito
aditivo quando o mapa

FA,B : Homgg(A, B) — Homcg/(F(A),F(B)), f — F(f)
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¢ um homomorfismo de grupo para todos os objetos A e B de €.

Definigao 1.2.2 Sejam % e ¢’ categorias abelianas e um funtor aditivo F' : 4 — €.
Considere uma sequéncia exata 0 - A — B — C' — 0. Dizemos que F' é:

1. Exato se 0 — F(A) — F(B) — F(C) — 0 é exata.
2. Exato a esquerda se 0 — F(A) — F(B) — F(C) ¢ exata.

3. Exato a direita se F(A) — F(B) — F(C) — 0 é exata.

Proposicao 1.2.3 Seja € categoria abeliana. Entao Homg(—,1) é funtor (contravari-
ante) exato a esquerda para todo I € €.

Demonstragao:

Seja 0 — A i> BY% Cc =0 sequéncia exata. Vamos fazer gy = Homg(g,1) e
f# = Hom(f(fvl)

Seja h € Home(C,I) tal que gx(h) = hog =0, entdo h = 0, pois g é epi. Logo, g4 ¢
mono.

Temos também que fyogu(h) = fu(hog) = hogof =ho0 = 0. Entao Imgy < kerfyu

Por fim, veremos que ker fy < Imgy. Tome k € Home (B, I) tal que fu(k) = kof =0,
isto ¢, k € kerfyu.

Proposigao 1.1.24, g se fatora pelo Coker f. Por propriedade do cokernel, dado k : B —
I onde ko f = 0, existe um tinico morfismo t : Coker f — I tal que k = to f = 0. Fatoramos
de t de forma que existe h € Homy (C, I) tal que o seguinte diagrama comuta

g

B —— C’ok‘erf — C

b

1

Entao k = t o cokerf = homocokerf = hog = gu(h), logo, k € I'mgy e assim
verificamos que I'mgy coincide com ker fy. ]

Para as proximas duas proposicoes vamos definir uma categoria 4 onde um objeto A
de €1 consiste de uma familia de morfismos f{“ :A; — A;_1 de € e morfismos h: A — B
em ¥ sao morfismos h; : A; — B; em €, com i € Z de forma que o seguinte diagrama
comuta

fA
A *)Azl

lhi lhi— 1
fB

B*)Bll

Assim, se € é uma categoria abeliana entdo 4 também é.
Nessas condi¢oes, quando dizemos que 0 — A — B — C — 0 é exata em ¢, isso
significa que 0 — A; — B; — C; — 0 é exata para todo 7 € Z.

Proposigao 1.2.4 O funtor Kerf;(—) : €T — ¢ € exato a esquerda para todo i € Z.. A
notagdo usada é Kerf;(A) = KerfA.

Demonstragao:
Vamos comegar estudando o seguinte diagrama:
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ker fA A
KerfiA erfi A,L Ji >AZ',1

I
} 5A,B lhi lhi_ 1
4
B

ker B |
KerfB erfl Bz‘ fl Bi—l

7

Por construgao temos que o quadrado da direita comuta e a composi¢ao h; o ker fiA é
um morfismo que vai de Ker fZ-A em B;. Além disso, pela comutatividade do diagrama e
propriedade do kernel de fZ-A

fBohjokerfA=hi_yoflokerfff=0

Entao, pela propriedade universal do kernel de fZ-B , existe um tnico morfismo d4 g que
faz o diagrama da esquerda comutar.

Procedemos analogamente para encontrar dp ¢ : Kerf? — Kerf¢

Agora observe o seguinte diagrama:

} 5A,B hz h‘l—l
\\/
k:erfiB fZB
0 —— KerfB B; Bi_4
|
} 0B,C 9i gi—1
¥ v ~
~ f fZC

Como h; o keer-A = kerfiB 004 B, kerneis sao monos e h; ¢ mono, temos que d4 g ¢
momo. Além disso, g; o h; = 0 implica que dp,co0da p = 0, logo, 64, < dp c. Resta entao
verificar que kerdpc < Imda p.

Para facilitar faremos a caga como se estivéssemos em R—modulos (idealmente usaria-
mos os pseudoelementos introduzidos na se¢ao 1.7). Seja k' € kerdp ¢, vamos verificar que
k' = 6p,c(b) para algum b € KerfA.

Tome k' € Kerdpc, entdo kerfP(k') € B; e fazemos g; o kerfB(k') = kerf’ o
dp,c(k') =0, pois os quadrados comutam e k' € kerdp c.

Essa igualdade nos da que kerfiB(k’) € Kerg;. Como a sequéncia 0 — A; LN B; %
C; — 0 é exata, temos kerg; < Im h;, de onde segue que kerfiB(k’) = h;(a) para algum
a € A;.

Mas note que k' € Kerdp ¢ implica k' € Kerf2, logo, hi(a) = ker fP (k') =0

Agora seja b € Kerf{, entdo h; o ker f1(b) = 0 e obtemos h;(a) = 0 = h; o ker (D).
Como h; é mono, a = ker f{(D).

Assim, ker fB (k') = hi(a) = h; o ker(f/(b)) = ker P 0 54 p(b). Como ker fZ & mono,
k' = d4,p(b), como queriamos. "

Proposigao 1.2.5 O funtor Cokerfi(—) : €T — € ¢ exato a direita para todo i € 7. A
notagdo usada é Coker f;(A) = Coker f.

Demonstragao:
A demonstracao desse resultado é dual ao anterior. [

15
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1.3 Homologia e Cohomologia

Podemos dizer que (co)homologia associa sequéncias de objetos algébricos com outros
objetos matemaéticos. Em Topologia Algébrica, por exemplo, esse outro objeto mateméatico
é um espago topoldgico e, nesse caso, temos uma interpretagdo geométrica de forma que
a homologia é capaz de calcular o “ntimero de buracos” da estrutura, além do quao nao
exata ¢ a sequéncia associada. Nessa se¢ao nos guiamos na aprensetagao feita em [GMO02]
e [Wei95]

Vamos dar alguma motivagao e tornar preciso os comentarios feitos acima.

Definigcao 1.3.1 Seja ¥ uma categoria abeliana. Um complexo de cadeias de % é
uma sequéncia {C;} de objetos de € equipada com morfismos, chamados operadores de
bordo, dio : C; — ;1 tais que dicil o dl-c = 0, com ¢ € Z. Denotamos esse complexo por
Ce

Invertendo a dire¢éo das flechas e tomando o cuidado necessario com os indices, defi-
nimos a nogao de complexo de cocadeia e mudamos a notagao para C*.
Sempre que nao houver confusao, denotaremos os operadores de bordo apenas por d.

Definicao 1.3.2 Sejam C, e D, complexos de cadeias. Definimos um morfismo entre
complexos he : C4 — Dy uma colegdo de morfismos h; : C; — D; tal que o seguinte
diagrama comuta:

i s’
. — Cin1 C; Ci1
J/hi.u lhi lhi—l
af, dap
.—— Dijq D; D; 4

Chamamos de Ch(%) a categoria dos complexos de cadeias.
Observe que Ch(%) é subcategoria plena de €.

Observacao 1.3.3 A categoria Ch(%) é abeliana. E possivel encontrar uma demonstragio
para isso em [Wei95| (Teorema 1.2.3).

Note que o indice ¢ nao precisa parar em nenhum momento e pode assumir valores
negativos. Contudo, normalmente queremos que a sequéncia pare em algum dos lados
(qual lado depende se é cadeia ou cocadeia) e para isso fazemos C; = 0 para todo i < 0.

A propriedade d? = 0, nos garante que 0 C Imd; 1 C Kerd; C C,, isso é fundamental
para que possamos definir homologia:

Definicao 1.3.4 Seja C, complexo de cadeia. Definimos o ¢g-ésimo objeto de homolo-
gia de C, por
Hy(C,) = Ker(dg) /Im(dg+1)

Em mais detalhes, para categorias abelianas, se temos um monomorfismo f : A — B
o quociente B/A denota o cokernel de f. Dessa forma, Hy(Co) = coker(Im(dg+1) —
Ker(dy)), onde Imdg41 C Kerd, nos permite formar o seguinte diagrama comutativo

Cq
kerdq
imdq+1I

Imdy1 —— Kerd,

Para o g-ésimo objeto de cohomologia fazemos

HY(C*) = Ker(dy)/Im(dg4+1) = coker(Im(dy+1) — Ker(dy))
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Note que se a sequéncia dos complexos for exata entao é claro que H? = 0 para todo q.
Por isso dizemos que a homologia é uma forma de calcular quao nao exata é a sequéncia.

Dissemos no inicio da secao que a homologia poderia associar sequéncias de objetos
algébricos com espagos topoldgicos. Vamos dar um exemplo de como isso funciona tomando
o circulo S*.

O que precisamos é dizer como sao sao os operadores de bordo, para isso precisamos
decidir uma boa forma de enxergar o espaco S'. Optamos por usar simplexos, isto é,
calcularemos a homologia simplicial.

Definigao 1.3.5 Denominamos por simplexo n-dimensional o espago topologico

An = {(@0, .o wa) € R™H | Yy = 1,2 > 0},
1=0

onde, para cada z; = 1, o ponto ¢; = (0,...0,,1,0,...,0), com 1 na i—ésima posi¢ao, é o
i-ésimo vértice de A, e o conjunto dos vértices é ordenado por ey < ... < e,.

Basicamente, simplexos sao grupos abelianos livres formados por pontos, segmentos de
retas, tridngulos, tetraedros e suas demais contrapartes n-dimensionais.

Ainda, para cada n—simplexo existe uma (n — 1)-face que é um mapa o : A, — Ay,
que retira a k—entrada, isto &, o (o, ..., zn) = (o, -.-, iAk, vy Ty

Com isso, o operador de bordo é definido como a soma alternada dessas faces, dado

1
a €y, di(a) =) 0k(x), onde x = (xp, ..., T,). Isso é o suficiente para prosseguirmos com
k=0
o exemplo.

Temos que S é um 2-simplexo como na figura abaixo, onde u < v < w.

v

onde u, v, w sdo 0—simplexos com u o menor de todos pois duas flechas saem dele e w
o maior pois duas flechas chegam (ou, como vimos na defini¢do de simplexo, u = e1,v =
e9, w = e3). Os 1-simplexos sdo os vértices uv, vw e uw.
do

- . d: da
Temos uma sequéncia do tipo ... —— Co 4 Co » 0.
Com C; é gerado pelos ¢—simplexos, logo a sequéncia acima se reduz a

dy

do dy do
0 —— <uwv,vw,uw > — < u,v,w > —— 0

Observe que Cy = 0 pois S* ¢ formado apenas pelos pontos e segmentos de reta, disso
j& obtemos I'm do = 0.

Agora fazemos dy(uv) = v — u, di(vw) = w — v e di(uw) = w — u. Desta forma,
Imd; =<v —u,w—v,w—u >. Dados a, b, ¢ inteiros, temos

di (auv + bvw + cuw) = (—a —bju+ (a —b)v+ (b+c)w=0 <= a=b=—c

Isso significa que kerd; possui um tnico gerador, em outras palavras, Kerd; = Z. Além
disso, & claro que Imdy = 0 e Kerdy =< u,v,w >. Portanto, H;(S') = Z e Hy(S!) = Z.

Por questoes tedricas que nao entraremos em detalhes a homologia do grau 0 sempre é
7., mas o resultado algébrico Hy(S') = Z é interpretado geometricamente como dizer que
S possui um tnico buraco de dimensdo 1.

17
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Calculamos a homologia simplicial, mas poderiamos ter usado outras (a singular, por
exemplo) e obteriamos o mesmo resultado. Isso ocorre porque essas e muitas outras satis-
fazem o que chamam de axiomas de Eilenberg—Steenrod, um livro que fala um pouco
disso é |Brel3].

Agora vamos voltar para como os complexos de cadeia e as homologias se relacionam
de um ponto de vista geral.

Proposigao 1.3.6 Um morfismo entre complexos he : Co — D, induz um morfismo
H(h) : Hy(Co) — Hy(Ds). Desta forma, Hy(—) : Ch(€) — € determina um funtor.

Demonstragao:

Sabemos por 1.2.4 que Kerdqc ¢ um funtor, entao existe f, : Kerdqc — Kerqu Por
1.2.5 temos também que Cokerdqc ¢ um funtor, logo, Im dg41 = Ker(coker dgi1) ¢ um
funtor e temos um morfismo Im d«?—&-l — Im qu+1 Chame Oég : ImquH — Kerdqc

o seguinte diagrama de cokernel

, temos

af cokeral
Imd((])+1 —— Kerdqc — Coker of

q
lfq k///gq

Kerdc?

E claro que também existe um tnico morfismo an o I md(?_s_1 — K erdf , entao existe
um tnico H,(C,) = Coker ozg — Coker oqu = H,(D.,)

m

Pelo que vimos na secao de categorias abelianas temos que o morfismo Cy, — C;_1 se fatora

por um epi Cy — Imd, = Coimd,.

Proposigao 1.3.7 Seja Co complexo de cadeia em uma categoria abeliana. Entdo o epi-
morfismo Cy — Imd, se fatora por um epimorfismo p : Cy — Cokerdyi1 e temos
Hy(C,) = Kerp

Demonstracao:

A decomposicao de Cy — Imd, por p : Cy — Cokerdy+1 sai da definigao de cokernel
usando que dy4+10dy = 0 e aplicando a decomposi¢ao em epi e mono no morfismo induzido
Cokerdg41 — Cy—1, como ilustra o diagrama:

C, Cyt

Cokerdgi1

ls

I'md,

Agora vamos verificar o isomorfismo Hy(Co) = Kerp. Note que o diagrama abaixo é
comutativo e as linhas sdo exatas (lembre que Im d, = Coker(kerdy)).

0 —— Imdgq1 < » Cy » Cokerdg1 —— 0
lf lid lg
0 —— Kerdy « > Cy Imd;y —— 0

Pelo Lema da Serpente (1.1.25), existe 0 : Kerp — Coker f tal que a sequéncia

0— Kerf — Kerid — Kerg 9, Cokerf — Cokerid — Cokerg — 0
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¢ exata.
Lembre que para categorias abelianas Cokerf = Hy(C,). Como Cokerid = 0 =
Ker(id), concluimos que 9 é um isomorfismo, pela Proposigao 1.1.14. n

Agora podemos demonstrar um teorema de amplo uso em Algebra Homolégica.

Teorema 1.3.8 Sejam Ae, Be, Co complexos em uma categoria abeliana e 0 — A i) B
C — 0 sequéncia exata curta. Entao existem morfismos 0 : Hy(Co) — Hy—1(As), chamados
morfismos de conexao, tais que a sequéncia

 —— Hy1(Cy) —2— H,(A)) —— Hy(B,) — H,(Cy) —2— ...

€ exata.

Demonstracao:

Como 0 — A i) B% C —06éuma sequéncia exata, pelas proposigoes 1.2.4 e 1.2.5,
temos outras duas sequéncias exatas:

C’okerdfﬂ — Cokerde — Cokerdgﬂ —0

0—>Ke'rd 1 —>Ke7"d "1 —>Ke7“d

E essas sequéncias se conectam por decomposicoes do tipo C’okerdq+1 — Imd; —
Ker dy—1. De forma que nos deparamos com o seguinte diagrama, cujo retangulo central
é comutativo:

Hy(As) ——— Hy(Bo) —— H,y(Ch)

L

Cokerd?®, , —— Cokerd? , —— Cokerd®, , —— 0

q+1 q+1 q+1

0 —— Kerd} | ——— Kerd? | ——— KerdS

q—1 q

L

Hg-1(As) —— Hg-1(Bs) —— Hy—1(CS)

onde a linha de baixo vem simplesmente do Coker(Imd, — Kerd,_1) e para linha de cima
usamos a Proposig¢ao 1.3.7.
Para concluir o Teorema basta aplicar o Lema da Serpente e temos que existe 0 :
Hy(Co) = Hy—1(As) € a sequéncia longa induzida é exata.
L]

Defini¢ao 1.3.9 Sejam C,, Dy € Ch(%) € fo,ge : Co — Do morfismos entres complexos.
Dizemos que fo € go sd0 homotdpicas por cadeia se existe uma sequéncia de morfismos,
chamada homotopia de cadeias h, : C; — Dgyy1 tal que f; — g, = d¢?+1 ohg+hg—10 dqc.

Usamos o seguinte diagrama (nao comutativo) para ilustrar essa definigao:

dC
Cyt1 Cqo1 — ...

l/lfq/@h/“l

y Dyg — ...

D
dgt1

Notagao: Quando dois morfismos f, g sdo homotopicas por cadeia usamos f ~ g.
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Proposicao 1.3.10 Se fo,ge : Co — Do sao homotdpicas por cadeia, entdo Hy(fe) =
Hy(ge)

Demonstragao:

A rigor teriamos que usar aqui os pseudoelementos para demonstrar o resultado para
uma categoria abeliana qualquer. Vamos apresentar como seria a demonstragao desse re-
sultado no caso de uma categoria abeliana concreta como R — Mod

Seja h a homotopia entre f, e go. Dada a € H,(C,) existe [a] € Kerdqc (os colchetes
denotam a classe) que representa a, veremos que fy([a]) ~ gq([a]), isto &, fy([a]) — gq([a])
esta em ImdP

q+1-
Sabemos que doh —hod = f — g. Aplicando [a]:

diyy © hy(la]) + hg-1 0 dZ ([a]) = fy(la]) + gq([a])

Como [a] € Kerd(, i’y o hq([a]) = fo([a]) — gq([a]).
Entao fq([a]) — g4([a]) € Imqu+1, logo, Hy(fe) = Hy(ge), como queriamos. "

1.4 Funtores Derivados

Nao é apenas o funtor H,(—) que produz sequéncias longas exatas a partir de sequéncias
exatas curtas, da forma como vimos no Teorema 1.3.7. De forma geral os funtores que
cumprem este papel sao os funtores derivados.

Até o momento demos mais atengdo para homologia pois o exemplos iniciais e o0 geo-
métricos sao de homologia, contudo, queremos trabalhar com Topos mais a frente e para
os Topos o que vem naturalmente sao os grupos de cohomologia, os quais coincidem com
funtores derivados & direita. Nessa secao focaremos com objetos ligados & cohomologia,
mas faremos comentérios sobre suas versoes duais atreladas & homologia. Mais uma vez
seguimos [Wei95|, além de [Har77] e [Pic02].

Definigao 1.4.1 Seja % uma categoria abeliana e I um objeto em %, dizemos que [
é injetivo se satisfaz a seguinte propriedade: Dado um monomorfismo f : A — B e um
morfismo « : A — I existe pelo menos um 5 : A — [ tal que @ = o f. Diagramaticamente:

Dualmente definimos um objeto projetivo P em % :

A

B?C*)O

Note que um objeto I em % ¢ injetivo se I é projetivo em %°P e vale a reciproca,
afinal € é abeliana se, e somente se, ¥°P é abeliana . Consequentemente os resultados que
veremos para objetos injetivos valem dualmente para os projetivos. Ainda, ha uma outra
caracterizagao possivel, como se pode ver no seguinte lema.

Lema 1.4.2 Um objeto I em € € injetivo se, e so se, o funtor contravariante Homy(—, I)
€ exato, isto €, se para cada sequéncia exata curta 0 — A — B — C — 0 em € te-
mos uma sequéncia exata curta em Ab dada por 0 — Homy(C,I) — Homy(B,I) —
Homg (A, I) =0
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Demonstragao:

Seja0—>Ai>B£>C—>0exataem<5.

(= ) Suponha [ injetivo. Sabemos que Homg (—, I) é funtor exato a esquerda (Pro-
posicao 1.2.3), entao basta mostrar que f, : Homg(B,I) — Homg (A, I) é sobrejetora.

Como I é injetivo e f é mono, dado o € Homy (A, I) existe f € Homy (B, I) tal que
a = Bf = fif, logo, f. é sobrejetora.

( <= ) Suponha Homg(—,I) exato. Seja o € Homy (A, I), ou seja, o : A — I morfismo
em % .

Como 0 — A L5 B % Coker f — Oexatae Imf = Ker(Coker f),tome C = Cokerf.
Temos que a sequéncia 0 — Homg (C, ) L5 Homey (B, ) ELN Homg(A,I) — 0 ¢ exata,
logo, f« € sobrejetora. Entao existe 8 € Homg(B,I) tal que o = f,f = Bf. Assim
concluimos que I é injetivo.

"

Proposicao 1.4.3 Sejam I, e Iy objetos em €, entio Iy & Is € injetivo se, e s se, I e
Iy sao injetivos.

Demonstragao:

(=) Seja I @ I injetivo, vamos mostrar que I ¢ injetivo e, por simetria, vemos que
15 é injetivo.

Sejam f : A — Bummono e « : A — I; morfismo qualquer. Considere s1 : I7 — I1® 1,
como na Proposicao 1.1.10. Ja que I & I é injetivo, existe 8 tal que syoa = fo f. Agora
compomos com a projecao: p; o sy o = p1 o fo f. Desta forma p; o 8 : B — I é tal que
a =piofof, ouseja, I1 éinjetivo.

(«<=) Sejam I; e I injetivos. Considere f: A — B mono e o : A — I ® I5. Como I4
é injetivo, considerando dado p; o v : A — I, onde p; é a projecao, temos que existe [3;
tal que p1 o = B1 o f e repetimos o argumento para I>. Usando a propriedade do produto
obtemos §: B — I; @ Iy que faz o seguinte diagrama comutar:

B

f i

B P2
A I el I
Lo

Portanto, I @ I é injetivo.
Note que esse lado vale em geral para qualquer familia {I; | j € J}. n

Definigao 1.4.4 Seja A € € e I* € Ch(%) com I' = 0 para todoi < 0 eseja & : A — I
morfismo. Dizemos que I® é uma resolugao de A se a seguinte sequéncia é exata.

0 A&, 10 I! 12

Se ainda tivermos que I’ é injetivo para todo i, chamamos de resolucao injetiva.
Podemos abreviar a sequéncia acima por 0 —— A N

Definigcao 1.4.5 Dizemos que uma categoria ¢ possui suficientes objetos injetivos
se para todo A em % existe um monomorfismo A — I com [ injetivo.

Observe que se ¥ possui suficientes objetos injetivos, entao todo objeto A de ¥ admite
resolucao injetiva.
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Teorema 1.4.6 (Teorema da Comparag¢do) Seja J* resolugio injetiva de B e f :
A — B um morfismo em €. Entao, para toda resolucdo I® de A existe um morfismo de
complezos (inico a menos de equivaléncia homotopica) f® : I® — J® tal que o sequinte
diagrama comuta

0 y A 55 10 s It I?
Jf lf“ lfl lﬂ
0 B "5 Jo y Jt J?

Demonstracao:

Faremos uma prova por inducao.? Considere a composicao no f: A — J° Como J° &
injetivo, existe um morfismo de I — J°, o qual iremos chamar de f°. Agora supomos que
7 I™ — J" existe e vamos encontrar fH,

Temos df : I" — 1 "+l como estamos em categorias abelianas, esse morfismo admite
uma fatora em epi e mono da forma

dy

N In—l-l

~. _—

Coker(kerd?y)

I?’L

n n+1
Sendo que Coker(kerd}) = I'md}. Mas I*® é um resolucao, entao I" d—1> mtt i——) n+?
¢ exata e, portanto, Imd} = Kerd’}“.
Chame o morfismo de I — J"t! de g = d’; o f", usando a propriedade universal do
cokernel e considere o cokernel Coker(kerd}) = K erd}"H temos um diagrama comutativo

m—1
d[

-t y I" —— Kerd}™!

|
I
x \L k

Jn+1

0 —— Kerd}™ »—— !

Como J"1 & injetivo, o diagrama comuta
.] b g k )
fnJrl

Jn—i—l

onde K erd?”rl — I"*1 ¢ 0 mono obtido da decomposicao em epi e mono de dy.

Assim garantimos que f"*! existe, isto é, que o morfismo entre complexos f* existe.
Agora vamos supor que existe outro mosfismo de cadeias f’® e e encontrar uma homotopia
entre f*® e f’® para provar a unicidade. Construiremos essa homotopia h também por
indugao.

Podemos supor f® = 0 (apenas para facilitar as contas, mas ndo ha surpresas para
o caso geral), dessa forma queremos homotopias A" : I" — J"~! que garantam que f*
¢ homotoépico a 0. No caso n = 0 basta tomarmos h® = 0 e temos o primeiro passo da
indugao.

Suponha agora que vale f* = h"*l o dy + d?‘l oh
= d’}_l o h™ e compomos com d"~'. Assim:

" vamos encontrar h". Isolamos

3Esta pode ser formalizada com o uso adequado do axioma da escolha.
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(fn _ d?il o hn) od?il — fn o d?[zfl _ d(?}fl o b od?il
—_ fn o d?fl _ dgfl o (fn—l _ d372 . hn—l)
=f"o d?_l - d?’,_l o fr1t
=0

A segunda linha vale pela hipdtese de indugao, na terceira usamos que d’}_l o d’}_Z =0
e a igualdade final foi obtida pela comutatividade do diagrama.

Isso significa que temos uma decomposicio I™ — Cokerd™ ' — 1"+t — [+,

De forma similar ao que fizemos anteriormente, os diagramas abaixo comutam

0 y I Cokerd®™ ! —— ntl

fni(dnflohn)

Assim, f* —d" o h" = BTl o dn.
"

Observacao 1.4.7 No diagrama abaixo, as linhas sao exatas se, e s6 se, as sequéncias dia-
) ) )

gonais sdo exatas, onde os objetos X sdo tais que os morfismos I'~! — I* sdo decompostos

em epis e monomorfismos.

0 0
N A
X2
1° y It \" I?
~ A
Xl
A
0 >

Veja que essa observagao é consequéncia da Proposi¢ao 1.1.24

Com isso podemos pensar em sequéncias exatas como varias sequéncias exatas curtas
que se cruzam, em particular, seria uma forma de enxergar uma resolucao. Expandindo o
diagrama acima obtemos:

0 0 0 0 0
N S NS !
X0 X2 X4
N N /7
s JO It L IE:

NS

N S
X X3
0 0 0 0

Vamos mostrar mais um resultado bastante conhecido sobre resolugoes injetivas:

23
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Teorema 1.4.8 Seja € uma categoria com suficientes objetos injetivos. Se o diagrama em

% dado por
0
0 A—2= 10 >y It ;
f
C
9
0 y B —t JO y J! S
0

€ tal que a coluna é uma sequéncia exata curta e as linhas sao resolugoes injetivas de
A e B, repectivamente. Entdao podemos completd-lo para um diagrama da forma

0 0 0
0 y A 10 y I >
0 C KO y K1 >
0 ] JO > Vl >
0 0 0

P

onde todas as colunas sdo exatas, a linha do meio €
K" =1"® J" para todo n > 0.

uma resolucdo injetiva de C e

Demonstragao:
Vamos chamar os morfismos de I” — "1 de dy
Podemos tomar o cokernel de a e b para obter sequéncias exatas curtas da forma

b . :
0— A3 1% Cokera—0e0— B> J° — Cokerb — 0, assim passamos a considerar
o seguinte diagrama.

0
0 A—25]0 Cokera —— 0
f
:
g
0 y B —25 J0 s Cokerb — 0

Pela propriedade do produto, os morfismos 3 : C — I° tal que S o f = a (que existe
pois I° ¢ injetivo) e b o g induzem um morfismo ¢ : C — 19 @ J°.
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Chame s : I9 — I9@ J, entdo as projecdes fornecem: pjooco f = fof =a =pposoa
epjpocof=bogof=0=pj osoa. Pela propriedade do produto, co f = qoa. Pela
contrugao de ¢ encontramos bo g = pjo o c.

Agora é s6 aplicar o Lema da Serpente para obter que o seguinte diagrama comuta,
cujas linhas e colunas sao exatas.

0 0 0

0 A—2 50 Cokera —— 0
f s ¢

0 C —- KO s Cokerc —— 0

g b0 n

e ~

s Cokerb —— 0

~ ~ ~

0 0 0

Note que a exatidao de 0 — Cokera — Cokerb — Cokerc — 0 também sai do Lema

de Serpente, pois existe um morfirmos 9 que conecta Kerb e Cokera e, como 0 — B LN
JY — Cokerb — 0 é exata curta, Kerb = 0.

Aplicamos a mesma ideia acima na terceira coluna do tltimo diagrama obtido. Induti-
vamente, a partir de

0
0 —— Cokerd} s I N Cokerd’}“ 0
Cokerdy,
0 —— Cokerd’ s Jn » Cokerd™™ —— 0
0
obtemos
0 —— Cokerd} y I » Cokerd?™ —— 0
S’n
0 —— Cokerdy A (L Cokerdy™ —— 0
pn
0 —— Cokerd] - » Cokerd™ —— 0

Fazendo df = " o k™ temos a resolugao K*® desejada. Pela Proposicao 1.4.3, ¢ injetiva e
assim concluimos a demonstracao do Teorema.

25
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Teorema 1.4.9 Sejam € e €' categorias abelianas, sendo € com suficientes objetos inje-
tivos e F : € — €' funtor exato a esquerda. Entao:

(i) Ezistem funtores aditivos R1F : € — €' para todo q > 0;
(ii) F = ROF ¢é um isomorfismo;

(iii) Para cada sequéncia erata E : 0 — Ay — Ay — Az — 0 e para cada q > 0, existe

um morfismo natural 8%, : R1F Az — RITYFA; que torna a sequéncia a sequir exata

6‘1
.-+ 3 RIFA; — RIFAy — RIFA; 2 RITIFA; — ...

(iv) Os morfismo 6%, sio naturais em E.

Demonstracao:

Nao custa lembrar que para um funtor ser exato & esquerda ele precisa ser aditivo.
A propriedade de ser aditivo serd mais utilizada do que a de ser exato & esquerda nessa
demonstragao.

1) Seja A um objeto qualquer de ¥ e considere uma resolucao injetiva 0 g—A> I%. Temos
A J qualq G ] A

que F(I%) ¢ um complexo de cadeia em %" e com isso definimos, provisoriamente,
RIF(A) = HYF (1Y)

Seja f : A — B um morfismo em €

Pelo Teorema 1.4.6 existe um tnico morfismo, a menos de homotopia, f®: 1§ — Iy
tal que o diagrama abaixo comuta

Ea

0 A > 19 5 I3 ;
f lfo lfl lfQ
0 B -2, 19 Ty T ——

Agora defina provisoriamente RIF(f) = HYF(f*®). Como F ¢é aditivo, ele preserva
homotopias. Entao, pela Proposicao 1.3.10 e por f*® ser inico a menos de homotopia,
garantimos que H?F(f*®) nao depende da escolha de f°.

Antes de prosseguirmos devemos mencionar que estamos deixando passar alguns

detalhes. Considere duas resolugoes injetivas 0 — A L e0 = A5 1 com
morfismos de complexos (como j4 mencionamos, Gnicos a menos de homotopia) f* :
I* 1" e f'*:I'" — I° Assim, f'*o f®* ~ide e f® o f'* ~ idpe. Entdo RI(f) e
RY(f") sao isomorfismos inversos, por isso dizemos que nao depende da escolhar de
f*, mas nao garantimos ser a identidade de RYF'(A).

Isso significa que a definicao RYF(A) = H?F(I%) nao funciona perfeitamente. Fixada
a resolucao ela cumpre um papel satisfatorio, mas se quisermos verificar de fato que
a escolha da resolugao nao interfere em HIF(f®) e que RYF é funtor, precisarimos
de truques categoriais. Mais precisamente, o que temos no momento é que RF (A) =
HYF(I%) mas seguiremos sendo superficiais em relagao a esse tipo de detalhe técnico
(importante, mas excessivamente trabalhoso. Na se¢ao 5 do Capitulo IV de [HST1]
tem mais detalhes sobre isso. Apesar do foco ser em funtores derivados & esquerda
para a categoria dos R—Mod, o procedimento é essencialmente o mesmo). Voltando

para a demonstragao:
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(i)

(iii)

FUNTORES DERIVADOS

Considere um outro morfismo em %, g : B — C. Podemos aplicar o Teorema 1.4.6
na composi¢ao g o f e obter um morfismo de complexos ¢g® o f®.Assim,

RIF(gf) = HF(g® o f*) = (HF(g*))(H'F(f*)) = (R'F(g))(RIF([))

e, € claro,

RIF(ida) = HUF (idgs) = id}; (F(I3)

Entao RIF é um funtor.

Para a aditividade note que um morfismo da forma f + f’ induz um morfismo de
cadeia f® + f’*. Por hipotese F é aditivo e usando que H? é aditivo (ndo provamos
isso, mas nao ¢ dificil verificar) obtemos

RIF(f + f') = HIF(f* + f*) = H'F(f*) + H'F(f*) = R'F(f) + R'F(f')
Portanto, R1F : € — €' ¢ aditivo para todo ¢ > 0;

A & d° , ,
Temos que a sequéncia 0 — A4 =2 1% = I} ¢ exata em 4. Como F ¢ funtor exato

0
a esquerda, entao 0 — F'A —}ig—A—> FIBl LN FI}1 ¢ exata em %6’. Como ImFd~' =0,

entdo existe um isomorfismo H°(FI%) = Ker(Fd°).

Pela propriedade universal do kernel o seguinte diagrama comuta

KerFd® *r % pro

0
|
} A

FA

Como a sequéncia em ¢” é exata, entdo FE4 = ker Fd’. Logo, existe um isomorfismo
k:FA— HOFA = R°F A, como queriamos.

Seja F:0— A1 — Ay — A3 — 0 uma sequéncia exata em % . Aplicando o Teorema

o €a ) .
1.4.8 encontramos uma resolucdo injetiva 0 — Ay — K*® além de sequéncias exatas

. *IA g Anciac @

0 — I°4; L K 2255 *As, sendo que a exatidao dessas sequéncias é mera
consequéncia das decomposicoes da soma direta (lembre que K = I4, & I4,). Dessa
forma, como F ¢é aditivo e usando que nao dependemos da escolha da resolucao

o . : Fq* Fpi

injetiva, conseguimos sequéncias exatas 0 — F'1®A; EANY ) (G N FI*As — 0,
onde FK*® = F(I},) ® F(I},)

Pelo Teorema 1.3.8 existem morfismos de conexao que fornecem sequéncias exatas
longas, ja usando a defini¢gao dos funtores R?F' obtemos:

.. S RIFA, — HIK® — RIFA; 2% RIFVFA, — ...

Definimos o morfismo desejado por §%, = 7. Novamente, podemos fazer isso porque 67
nao depende da escolha da resolucao K*®. Veja, abrindo um pouco mais os comentérios
ja feitos, mas ocultando ainda alguns detalhes, se tomarmos J® uma outra resolugao
de A, conseguimos um diagrama comutativo como o seguinte:
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(iv)

0 A1 > A2 Ag 0

> IA1

\ > 0

/IA3 }0

Aplicamos F' nas sequéncias exatas curtas e obtemos novas sequéncias exatas que
gerantem que

S RIFA, — HJ® — RIFA; 2% RIFIFA, — .

é também exata.

Agora vamos verificar que H1K*® = R1F Ay é um isomorfismo. Considere o diagrama
comutativo

A

N

Al idA2 idA2 A3

N

A

O Teorema 1.4.6 nos fornece morfismos entre complexos e garante a comutatividade
(a menos de homotopia) do diagrama

K.
I, g*|s* I,

N

I3,
onde K* ¢ a resolugao de Iy, construida acima e Iy, é outra resolugao de /4,. Assim,
f*og® ~idrs e g®of* ~idke.

Tanto ' quando H? sao funtores aditivos, portanto, podemos aplici-los nesse dia-
grama e preservar a comutatividade do diagrama. Em particular, H1F'(f®) e H1F(g®)
sao inversos um do outro e usando a Proposi¢ao 1.3.10 sao isos. Portanto,

S RIFA, — HIK® — RIFA; 2 RTIFA, — ..

gera

5‘1
— RIFA; — R1IFAy — RIFAs 2 RITIF A, — ...

Vamos indicar o caminho exibindo os diagramas, mas nao vamos mostrar em detalhes.
E mais facil entender o que estd acontecendo assim do que escrever cada passagem.
Considere duas sequéncias exatas curtas 0 — A; — Ay — A3 > 0e 0 > By —
By — B3 — 0 tais que o diagrama abaixo comuta
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Ay Ay As
B, By Bs

Pelos itens (i) e (7ii) temos que os dois primeiros quadrados do diagrama abaixo
comutam

.— > RIFA, —— RIFAy — RIFA; — RIT'FA, —— ...

! | | |

. —— RIFBy —— RFB, —— RIFB; —— RY"'FB; — ...

RIFA; —— RITIF A,
E possivel verificar que os quadrados da forma l l também

RIFB; —— RITFB,;
comumta e assim concluimos a naturalidade de §.

Definigao 1.4.10 Os funtores R‘F : € — %’ da prova do Teorema 1.4.12 sao ditos
funtores derivados & direita, isto é, seja F' funtor exato a esquerda e I uma resolucao de
A, definimos o g-ésimo funtor derivado a direita de F:

RIF(A) = HIF(I*)

Observe que se F' também for exato a direita entdo HYF(I®*) = 0 para todo g > 0.
Dualmente contruimos funtores derivados & esquerda e os denotamos por L,,G, onde G
é funtor exato & direita.

Definigao 1.4.11 Seja F' : ¢ — ¢’ como no Teorema anterior e I um objeto de %.
Dizemos que I é F-aciclico (ou aciclico para F') se R1F(I) = 0 para todo ¢ > 0.

Observagao 1.4.12 Note que se I for um objeto injetivo de €, entdao 0 — [ 50—
0 — ... é uma resolugao injetiva de I e obtemos RYF(I) = HYF(I*®) = 0, para todo ¢ > 0.

O préximo resultado estabelece a relagdo entre os objetos de cohomologia e o funtor
derivado a direta.

Teorema 1.4.13 Seja F : € — €' como no Teorema 1.3.12 e suponha que exista uma
sequéncia exata 0 — A — I = I' — ... onde cada I™ é F—aciclico para n > 0. Entdo
RY(F(A)) = HY(F(I*)), para todo q > 0.

Demonstragao:

Como I"™ é F-aciclico para todo g > 0, pela Observagao 1.4.7, temos diversas sequéncias
exatas curtas que cruzam a resolucao, tais sequéncias sao da forma 0 — X" — [" —
X"+ 0, onde A = X0 ¢ isomorfismo.

Pelo Teorema 1.4.9 cada uma dessas sequéncias induzem sequéncias exatas longas, mas
cada RIFI™ =0, Vg > 0,n > 0, logo, elas sao do tipo:

-~ SV RIFX"™ — 30— RIFX"tl =, RItlpx" (o .

Ou seja, RIFX"H =2 RIFIFX™ Vg >0,n>0

29
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Entdo, além de ROF = F, temos R'FI™ ! = 0,Vn > 0. Assim, a seguinte sequéncia é
exata:

0 —— FX"1 ——~ pl =2 ROpn-t X" R'FX" ! — 0

Logo, RIFA= RIFXY = RI-IFX1 = | = RIFX91 = Coker(FI™! — FX9).
Note que para qualquer complexo C®, os operadores de bordo C;_1 — C; podem ser
ci-1 47t i
decompostos da seguinte forma: lp Ikerdi

Imdi—t >]—> Kerd

Por defini¢ao de cohomologia em categoria abeliana, H4(C*®) = Cokerj. Como p ¢ epi,
Cokerj = Coker(j o p).
No nosso caso, C'* = F'I® e a decomposicao fica:

Fro-t 4 pra

| Jien

Imdi1 »— Kerd?

Fre-t 4 pra

Pela exatidao, Kerd? = F X9 entao o diagrama fica \ Tker 4
FX1
Portanto, H(FI®) = Coker(FI9~! — FX9) e, como ja vimos, Coker(FII~' —
FX%) 2~ RIFA,

Vale resultado analogo para os funtores derivados a esquerda.
Em [Gro57], A. Grothendieck introduz a no¢ao de d—funtores, é um conceito um pouco

mais geral que funtores derivadas que nos permite fornecer uma propriedade universal para
eles.

Definigao 1.4.14 Sejam % e ¢’ categorias abelianas. Chamamos de d-funtor (covariante)
entre ¢ e ¢’ uma colegao de funtores aditivos Te = {7}, : € — ¢’ | n > 0} tal que para
toda sequéncia exata curta £ : 0 - A — B — C — 0 e n > 0 existem morfismos
O : T (C) — T,,—1(A) satisfazendo as seguintes condigoes:

1. Para cada sequéncia exata curta F temos que a sequéncia longa
o Tag1(C) —2— T(A) —— Tp(B) —— To(C) —2 Tq(A). ..
¢é exata.

2. Para cada morfismo entre sequéncias exatas curtas E e E’

E:0 > A B C > 0
Ll
E':0 Al » B > C' > 0

os ¢’s induzem o seguinte diagrama comutativo

| |

To(C") —2 Tp_1(A)
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Acima definimos um d-funtor homologico, para o caso cohomoldgico adota-se uma no-
tagao levemente diferente e os diagramas sao adapatados da forma adequada (a sequéncia
"sobe"). Temos, por exemplo, " : T™(C) — T 1(A). Feita essa observagio acrescentamos
ainda que T™ = T,, = 0 para n < 0, por convencao.

Note que Tp é exato & direita e T° é exato & esquerda.

Definicao 1.4.15 Dizemos que g : Se — To ¢ um morfismo de J-funtores se o, =
{a" : S — T" | n > 0} é uma colegao de transformagoes naturais e tal que para toda
sequéncia exata curta E o seguinte diagrama comuta

S (C) —2— Sp_1(A)

J» Lo

To(C) —2— Tp_1(A)

Definicao 1.4.16 Dizemos que um d-funtor homoldgico Ty é universal se, dado outro
d-funtor S, e uma transformagao natural o : Sy — Tp, existe um tnico morfismo {a, :
Sp — Ty} de d-funtores que estende ag. Analogamente definimos J-funtor cohomolégico
T*® universal

Apenas pela definigao de d—funtores da para ver a semelhanga com funtores derivados,
mas para encerrar essa se¢ao vamos enunciar, sem provar, os resultados que explicitam
como d—funtores sdo uma versao mais geral de funtores derivados com uma nogao de
universalidade.

Teorema 1.4.17 Sejam € e €’ categorias abelianas e T® : € — €' um §— funtor. Se para
cada A objeto de € existe um monomorfismo m : A — B tal que T"(m) = 0,Yn > 0,
entdo T® € universal.

Na Proposigao 2.2.1 de [Gro57] é feita a demonstracao desse resultado.

Corolario 1.4.18 Sejam € e €' categorias abelianas onde € possui suficiente objetos
injetivos. Considere F': € — €' exato a esquerda. Entao R*F é §— funtor universal.

Demonstragao:

Como F' é exato & esquerda, RIF satisfaz as quatro condi¢ées do Teorema 1.4.9, logo, é
imediato que forma um d—funtor. Seja A um objeto de ¥, considere m : A — I um mono
em um objeto injetivo I. Pela observagao 1.4.12, R1F(I) = HYF(I*) = 0,Vq > 0, entao
R1F(m) = 0,Yq > 0. Pelo Teorema 1.4.17, R*F é d—funtor universal.

L]

Note que vale uma reciproca do resultado acima, se T'® for um d—funtor universal entao
TY ¢ exato & esquerda e T9 = RIT? ¢ isomorfismo. Temos T° é exato a esquerda simples-
mente pela definicdo de d—funtor. Usando que € possui suficientes injetivos, garantimos
que os funtores derivados RIT° existem, além disso, como acabamos de ver, RIT? sdo
d—funtores universais. Por definicao de universal existe no méximo um funtor 7T tal que
ROTY = 70, J& vimos que RYTV existe e esse iso vale pelo Teorema 1.4.9, item (ii). Logo,
para cada ¢ > 0, vale o iso T9 = RIT".

1.5 Funtor Ext

Seremos breves, mas ji que falamos de funtores derivados devemos apresentar um dos
exemplos mais comuns e famosos: o funtor Fxt. Vimos que o funtor Homy(—, I) é exato a
esquerda, serd que existe alguma forma de estender a sequéncia de forma a obter a exatidao
do lado direito também? Sim, vamos ver isso agora.
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CATEGORIAS ABELIANAS E ALGEBRA HOMOLOGICA 1.5

Optamos por ser mais concretos nessa secdo, em vez trabalharmos com categorias
abelianas vamos considerar R—moddulos com R anel comutativo com unidade. Estamos
seguindo [HS71].

Sejam A, B, C e I R—mo6dulos e considere 0 —+ A — B — C' — 0 sequéncia exata curta.
Aplicando o funtor Hom(—,I), pela Proposigao 1.2.3, obtemos uma sequéncia exata da
forma 0 — Hom(C,I) — Hom(B,I) — Hom(A, I). Note que

0 — Hom(C,I) — Hom(B,I) - Hom(A,I) — Coker(Hom(B,I) — Hom(A,I)) — 0
é exata, tal Coker é um R—modulo de cohomologia, logo, por defini¢do de funtor derivado
a direita:

Ext'(A, 1) = R'Hom(A, )

Entao Ext!, ou simplesmente Ext, é quem resolve a nossa questao, mas podemos ainda
definir Ezt? para ¢ > 0 :

Definigao 1.5.1 Seja I um R-mddulo, definimos Ext? como o ¢-ésimo funtor derivado a
direita de HomR(—,I)
Exti(A,I) = R'Hom(A,I)),

sendo que Ext’(A,I) = Hom(A,I).

Assim, por propriedade de funtor derivado & direta, dada 0 - A — B — C' — 0 exata
obtemos uma sequéncia exata longa da forma:

0 ——— Hom(C,I) —— Hom(B,I) —— Hom(A,I)

Ext'(C,I) ¥~ Ezt'(B,I) —— Ext!(C,I) —— Ext*(C,I) — ...
Vamos utilizar essa sequéncia exata longa para caracterizar objetos injetivos por Fxt:

Proposicao 1.5.2 Sao equivalente:
(i) 1 é R-mddulo injetivo.
(i) Hom(—,I) é um funtor exato.
(iii) Exti(A, 1) =0,Yq > 0,YA € R-Mod
(iv) Bxt'(A,I) =0,YA € R-Mod

Demonstragao:

Ja temos que (i) e (ii) sdo equivalentes pelo Lema 1.4.2

(11) = (ii1): Se Homp(—,I) é exato entdo é, em particular, exato a direita. Todo
funtor exato a direita F' satisfaz R1F(I) = 0, para todo ¢ > 0. Portato, Ext(—,I) =
RiHom(—,I) = 0 para todo ¢ > 0.

(iii) => (iv): E imediato, tomando ¢ = 1.

(iv) == (i7):Sabemos que

0 — Hom(C,I) — Hom(B,I) — Hom(A,I) — Ext'(C,T)
é exata. Como Ext!(C,I) = 0, obtemos:

0— Hom(C,I) - Hom(B,I) - Hom(A,I) = 0

exata, isto é, o funtor Hom(—,I) é exato. n
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Equivaléncias analogas caracterizam objetos projetivos e a demonstracao é similar.
Agora vamos fazer alguns célculos com o caso mais simples que podemos pensar Z e Z,,
onde r € Z com r # 0. Nesse caso temos R — Mod = Ab.

Como Z é um grupo abeliano livre, é um grupo projetivo e, pela versao dual da Pro-
posicao 1.5.2, temos que Ext(Z,Z) =0 = Ext(Z,Zy,).

Exemplo 1.5.3 Ext(Z,,7) =Z

Considere 0 717 » Ly 0 sequéncia exata curta onde f(z) =

re,Ve € Z
Aplicando o funtor Hom(—,Z):

0 — Hom(Zy,Z) — Hom(Z,Z) L5 Hom(Z,Z) — Ext(Z,,Z) — Ext(Z,Z) = 0

é exata e f* é também multiplicagao por r. Usando que Hom(Z,,Z) =0, poisr # 0 e
Hom(Z,7) = Z caimos na sequéncia exata curta

0 Z > 7 » Ext(Zy,Z) —— 0

Logo,

0 y Zy —— Ext(Zp,Z) — 0

Entao Ext(Z,,7Z) = Z,

Ja que falamos da categoria R-Mod, vamos discutir um pouco a relacao entre o caso
concreto - R-Mod - e o caso abstrato - categorias abelianas de forma geral.

Quando somos introduzidos ao mundo das categorias, temos como primeiros exemplos
casos concretos, isto é, sabemos exatamente quem sao os objetos e os morfismo. Em R-Mod
0s objetos sao R—mobdulos e os morfismos sao homomorfismos de R—modulos. No entanto
existem casos em que isso nao ocorre, sao o que chamamos de categorias “abstratas”, tais
como as categorias abelianas. E simplesmente uma categoria satisfazendo certas proprie-
dades, mas nao dizemos - em geral - quem sdo os objetos nem quem sdo os morfismos,
apenas sabemos que obedecem alguns axiomas.

A questao é que nao temos acesso direto aos objetos, pois normalmente nao sao estru-
turas contretas (isto é, um conjunto munido de operagoes e relagoes). Dessa forma, muitos
resultados nao podem ser demonstrados, entre eles, o ja citado Lema da Serpente.

Nao importa se estamos querendo provar algo sobre grupos, conjuntos, espagos topo-
logicos, R—moddulos etc., em Matemaética é muito comum comegarmos uma demonstragao
ja considerando um elemento do conjunto que estamos estudando, mas sem ter um acesso
aos objetos como vamos saber a relagao entre os elementos? Uma forma de contornar essa
situacao é através do Teorema de Freyd-Mitchell, onde garantimos que categorias abelianas
(pequenas) podem ser mergulhadas na categoria dos R-Mod.

Teorema 1.5.4 (Mergulho de Freyd-Mitchell) Toda categoria abeliana pequena ad-
mite um funtor exato, pleno e fiel para a categoria dos R-Mod, onde R é algum anel com
unidade.

Demonstragao:
Teorema 7.34 de [Fre64] ]
No livro de P. Freyd o enunciado do Teorema esté diferente, mas o que ele chama de
“fully abelian” significa dizer que a categoria abeliana admite funtor exato, pleno e fiel para
a categoria dos R-Mod.
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Nao entramos nos detalhes desse Teorema e suas implicacbes, pois preferimos atacar
essa questao do acesso aos objetos de uma forma que vale para qualquer categoria abeli-
ana: os pseudoelementos, introduzidos nas se¢ao 1.7. Contudo, é possivel encontrar uma
aplicagao de 1.5.4 para demonstrar o Lema da Serpente em |[Wei95| (Lema 1.3.2).

1.6 Sequéncias Espectrais

Sequéncias Espectrais sdo uma técnica para calcular objetos de (co)homologia, no en-
tanto, seremos breves nessa se¢do e apresentaremos apenas o que sera utilizado quando
formos trabalhar com cohomologia em topos.

Almejando essa agilidade na apresentagao do tema usamos a apresentacao de [Gro57],
mas com algumas modificagbes para termos uma abordagem mais moderna, para isso
usamos [Wei95]. Recomendamos a leitura de [HS71| e [McCO01| para uma profundidade
maior no tema.

Nessa secao voltamos a usar % para categoria abeliana.

Definigao 1.6.1 Seja A objeto de . Uma filtracao (decrescente) em A é uma familia
{FP(A) | p € Z} de subojetos de A tal que

0C..C FPTYA) CFPA)C...CA

Se A e B sdo objetos de ¥ equipados com filtragoes, se um morfismo u : A — B é tal
que u(F9(A)) C F(B), para todo ¢q € Z, dizemos que u é compativel com as filtragoes.

Definigao 1.6.2 Uma sequéncia espectral (cohomoldgica) que comeca em E, ¢
uma dupla (EF?, E,) onde:

1. Uma familia de objetos {EF?} de € com inteiros p, q,7 > a.

2. Morfismos d&? : EP9 — E,%Hr’qﬂdrl chamados diferencias tais que
dp+7“,q—T+1 dP1 =
r O r = U.

3. Isomorfismos EYY, = HP(E,) = Ker(dP) /Im(d?~"91"~ 1),

Chamaremos os objetos EF? de termos, mas é bastante comum na literatura usarem
pagina ou folha.

Note que os complexos de cocadeia sao um exemplo de sequéncia espectral cohomologica
onde a =0 = ¢q,7 = 1, os termos E¥ sao os objetos CF munidos com operadores de bordo
dg, : C? — Ccrtt,

Definigao 1.6.3 O ntimero n = p + ¢ ¢ dito grau total do termo EP7.

Definigao 1.6.4 Uma sequéncia espectral (cohomologica) é dita limitada se existe um
ntmero finito de termos nao-nulos em cada grau total.

Se isso ocorre, entdo para cada p e ¢ existe rg tal que di’? = 0 para todo r > 7y,
logo, a sequéncia Epmratr=l _ ppa _y pPRaTTtl g6 torna nula e temos que Effl =
Ker(dP9) /Im(d2™"9T" 1) = Ker(di?) = EPY) para todo r > ro. Escrevemos EZJ para

esse valor estavel.

Definicao 1.6.5 Uma sequéncia espectral limitada converge para H™, n = p + ¢, se
existe uma filtragao (decrescente) finita tal que

0=F"t'H"C ... C FPTIH" CFPH" C ... CF'H"=H", n=p+q

e temos isomorfismos E%! = FPH" /FPTIH™,



1.6 SEQUENCIAS ESPECTRAIS

Notacgao: EF'Y = H", onde r é o grau de limitacdo.

Teorema 1.6.6 (Sequéncia Espectral de Grothendieck) Sejam o/, B e € categorias
abelianas tais que o7 e B possuem suficientes injetivos e S : o — B eT : B — € sao dois
funtores exatos a esquerda. Se S envia objetos injetivos de </ em objetos T-aciclicos de A,
entdo existe uma sequéncia espectral EX'? de funtores o/ — € tal que EX'? = (RPT)(R1S)
e € convergente para E5! = RPT4(T 0 S), isto é, EP! = RPY4(T o 9).

Demonstragao:

Teorema 9.3 de [HS71] "

A sequéncia da conclusdo desse Teorema ¢é a sequéncia espectral de T o S.

Apesar de nao apresentarmos a demonstracao desse resultado, ele seré utilizado diversas
vezes ao longo do capitulo de Algebra Homologica em Topos.

Vamos trabalhar pelo menos um pouco com sequéncias espectrais, mostrando um re-
sultado que ser4 utilizado futuramente.

Seja EY? = H™ e suponha EY'? = 0 para todo p ou g negativos (esse sempre serd
nosso caso, mas poderfamos ter EY'? diferente de zero mesmo nessas condigoes).

Pela defini¢ao de sequéncia espectral temos que EMY, = Ker(d?9) /Im(d?~"9t" 1),
entdo, fixando p = 0, ngl ~ Ker(d?)/Im(d; """ 1), Logo, ngl >~ Ker(d2), pois
dy Pt prmatt=l — g 5 B9 Uma vez que o kernel é um mono, isso nos fornece a

seguinte sequéncia de monomorfismos:
07 07 07 07
Ed— .. — E >—>E‘T_q1 — ... >—>E2q

Analogamente, se variarmos p > 0 e fixarmos ¢ = 0 obtemos uma sequéncia de epimor-
fismos

p70 p70 p’o p,O
ES" = o= EL7 —» Br = = B

Agora usamos ER! = FPH"/FPYIH" onde n = p + q. Entdo temos as sequéncias
exatas

0,p+
Flgrte — pOgpta~ gpta poPta

-1 +q—1,1
FPpt+afgpta y Fpta—1fp+q s EPTe

1 +q.,0
0 = Fptatlr+q s Fpta fgp+q y EPT
Pegue a primeira sequéncia e faga p = 0, entao
F'HT —— FOH1= g1 — 5 EXY
Entdo Fod ¢ quociente de H?, unindo esse fato & sequéncia de monomorfismos, obtemos

q 0,9 0,q
H? — E 1 — E2

A . . 0 0,
Observando as sequéncias exatas também concluimos que EZ = FPHP, logo, E& &
um subobjeto de HP. Unindo com a sequéncia de epimorfismos obtemos:

EPY — EPO s HP

Assim, acabamos de mostrar:
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Proposigao 1.6.7 Se EY? ¢ uma sequéncia espectral que converge para H" e EY? =0 se
p <0 ouq <0, entao temos
HY — B — E)1

ERY s ERO s HP

1.7 Complementos sobre Categorias Abelianas

Reservamos essa tltima segao para destrincharmos o problema levantado logo no inicio
do capitulo sobre nao termos elementos em objetos de categorias abelianas e também para
trazer a hierarquia de axiomas que categorias abelianas podem ou nao ter, os conhecidos
ABn’s introduzidos pela primeira vez em [Gro57].

No que diz respeito a chamada caca em diagramas, diferentemente do que ocorre para
a categoria dos modulos sobre um anel, nem sempre uma categoria abeliana se comporta
como a categoria Ab ou R—Mod, isto é, nem sempre temos um conjunto subjacente (objeto
da categoria) onde os elementos desse conjunto se comportam da forma esperada. Vamos
contornar isso através dos pseudoelementos, como feito em [Bor94b].

Definicao 1.7.1 Considere um objeto A e um morfismo f : A — B, ambos em uma
categoria abeliana %"

1. Denominamos por pseudoelemento de A um morfismo a com contradominio A,
ou seja, @ — A. Notacdo: a €* A.

2. Dois pseudoelementos X = A e X’ <5 A sio pseudoiguais quando existem epi-
morfismos Y £» X e Y L% X’ tais que aop = o’ o p'. Notacdo: a =* o/
3. A pseudoimagem sobre f: A — B de a €* A é a composta f o a. Notagao: f(a).

Note que se dois pseudoelementos sao pseudoiguais, entdao suas respectivas pseudoima-
gens também sao, isto é, sejam a € A e a’ €* A sdo tais que a =* d/, entao f(a) =* f(d).
Também ¢é facil ver que vale f(g(a)) =* (f o g)(a). Observamos ainda, sem demonstrar,
que a nogao de pseudoigualdade define uma relagdo de equivaléncia nos pseudoelementos
de A% e que devido a fatoracdo em epi e mono, os pseudo-elementos de A correspondem
aos subobjetos de A.

Agora enunciamos um lema que servira para auxiliar na demonstracdo da proposicao
que o sucede.

Lema 1.7.2 Seja A um objeto de uma categoria abeliana. Existe uma classe de equivalén-
cia para pseudoigualdades em pseudoelementos de A que consiste exatamente de todos o0s
zeros morfismos com codominio em A.

Demonstragao:

O que faremos é mostrar que dado um pseudoelemento a €* A, temos a =* 0 <=
a =0, onde 0 é visto como um pseudo elemento de A.

Comegamos supondo a : X — A pseudoigual a 0 : Y — A. Por defini¢do, existem
epimorfismo p e ¢ tais que aop =00g mas 0og =0 =00 p, logo, a = 0, pois p é um epi.

Por outro lado, supondo ¢ = 0, tomamos como epimorfismo as projegoes px e py
(projegoes sao retragoes e por isso sao epis) e obtemos aopx = 0= 0opy, logo, a =* 0. m

Proposigao 1.7.3 Seja € uma categoria abeliana. Entdo:

(i) f: A— B € morfismo nulo <= f(a) ="0,Ya €* A.

4Isto depende do fato de que, em categorias abelianas, pullbacks de epis séo epis
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(i) f: A— B é monomorfimo < (Va,d' €* A, f(a) =" f(d') = a ="d').

<— (Va€e* A, fla)="0=0a="0)

(iii) f: A — B é epimorfismo <= Vb €* B Ja €* A tal que f(a) =*b.

(iv) A 5 B4 ¢ ¢ uma sequéncia exata <= Va €* A g(f(a)) ="0ce

Vb e* B, g(b) =* 0= 3Ja €* A tal que f(a) ="b.

(v) f: A= Bea,d € A, f(a)=" f(d') = (Fa" €* A tal que f(a")=*0eVg: A— C,

gla’) =" 0= g(a") =* g(a)).

Demonstracao:

(i)

(i)

(iii)

(=) Temos f =0, logo, f(a) = 0. Pelo Lema 1.7.2, f(a) =*0
(<) Como f(a) =* 0,Va €* A, em particular, f(id4a) =" 0. Usando novamente o
Lema 1.7.2 obtemos, f = 0.

Primeiro suponha f mono. Seja f(a) =* f(d’),Va,a’ €* A. Entao existem epimor-

fismos p e ¢ tais que foaop = foa oq Como f é mono, aop = a o q, logo,

a =* a.

Note que se a’ = 0, entdo f(a’) =0 = a =* 0. Assim fizemos as "idas". Para
fechar as equivaléncias veja que

fo(a)=0 = f(a) =0 = a="0 = a =0, pelo Lema 1.7.2.

Pelo Lema 1.1.18, f é mono.

(=) Tome b €* B, podemos construir o pullback de f e b:

Yy 2% X
!
A——> B

onde a €* A e p é epi pois f é epi. Dessa forma, f oaoidy = bop e, portanto,
f(a) =* b. Caso nao esteja claro, usamos idy pois ¢ um epimorfismo que nos permite
concluir a pseudoigualdade.

(«<=) Tomamos idp €* B ea €* A e epimorfismos p, g tais que foaop =idgoq = q.
Entao foaop éepi, logo, f é epi.

(=) Seja A B % € uma sequéncia exata, entdao g o f = 0. Pelo item (i) que
provamos a pouco, g(f(a)) =*0.

Agora considere b €* B tal que g(b) =* 0 e uma fatoragao em epi e mono f =iop,
logo i = Imf.

Assim A 2% I+~ B2 C ei=1Imf = kerg.

Usando o item (i) mais uma vez, temos que g o b = 0 e podemos considerar uma
fatoracdo b = i o ¢ e agora temos:

X
.
ALty itsp _9.,C

Calculando o pullback de p e ¢ obtemos:
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Entdo foaoidy =iopoa=boq e concluimos f(a) =" b, pois q é epi.

(«<=) Consideramos f = iop uma fatoragao em epi e mono, mostraremos que i = kerg
e isso encerra a prova, pois i = Imf

Por hipotese g(f(a)) =* 0,Va €* A, entao, pelo item (i), goiop =go f = 0. Como
p é epi, got = 0. Ja temos que ¢ anula g, logo, Imf < kerg.

Vamos provar que kerg < Imf.

Por hipétese, g(b) =* 0 também implica que existe a €* A e epimorfismos ¢, r tais
quetopoaor =>bog.

Calculando o pullback de 7 e b e ja considerando o que faremos a seguir, temos o
diagrama

O diagrama, além do pullback esté nos dando uma fatoragdo ¢ = joz e coz = poaor.
Como i € mono, j também é. Como ¢ é epi, j o z também &, logo, j é.

Portanto, j é um iso e podemos fazer b = i o co j~!. Essa fatoracdo é tinica pois %
¢ mono. Em particular, tomando b = kerg : Kerg — B, vemos que [b] < [i], logo,
ker < Imf.

(v) Temos pseudoelementos a : X — Aea : X' - Aeepisp:Y - X, p: YV - X'
tais que foaop= foad op.

Vamos chamar a” = aop —a’ op’. Assim:
f(a")=flaep—d'op)=foaop—fodop’ =0 = f(a")="0

Se g(a') =* 0, entao existem epis ¢: Z — X e ¢’ : Z — X' tais que goad’og’ =004q.
Considere o pullback abaixo:

w2,z
pY lq’

Yy — X

/

p

~

Dai good’ oq opz =*0e
g(a") =* go(a"opy) =* goaopopy —good'oq opy =* goaopopy == g(a") =* g(a)

m

A proposicao acima é de fundamental importancia para a demonstracao dos grandes

lemas de caca aos diagramas, como veremos a seguir para o caso do Lema da Serpente.
Para tal demonstracao iremo lancas mao do seguinte resultado:
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Lema 1.7.4 Considere o sequinte retdngulo comutativo em uma categoria abeliana, com
epis e monos conforme indicado

I

oe<— ©®

|

Entao existe um dnico morfismo h que torna ambos os quadrados comutativos

oo

—_—r & —

Demonstragao:
Proposigao 1.5.6 de [Bor94b] "

Lema 1.7.5 (Lema da Serpente) Considere o sequinte diagrama em uma categoria abe-
liana

AL B 9,00
A |

0 — D —> E—— F

~

onde A—- B —-C —0e0—D — E — F sdo exatas e 0s quadrados comutam. Entdo o
diagrama abaizo comuta

0 0 0
Kera —%— Kerb L Kerc
A ! B g C 0
a b C
0 » D n >y B 7 F

~ d v

Cokera T Cokerb — Cokerc

~ ~ ~

0 0 0

e existe morfismo 0 : Kerc — Cokera tal que a sequéncia 0 — Kera — Kerb —
Kerc — Cokera — Cokerb — Cokerc — 0 € exata.

Demonstragao:

Ja avisamos que essa é uma demonstracao bem longa e trabalhosa, seremos mais cui-
dadosos nas primeiras etapas, mas em certo ponto iremos usar livremente propriedades do
kernel, do cokernal e a Proposicao 1.7.3 sem mencioné-las explicitamente.

Comecamos mostrando que a sequéncia Kera — Kerb i Kerc é exata, utilizando a
equivaléncia (7i7) da Proposigao 1.7.3.

Como A ENY:ER C — 0 é exata, temos go f = 0, logo

kercofBoa=go fokera=0okera=kerco(

Como kerc é mono, temos o a = 0, pelo Lema 1.7.2, f(a(z)) =* 0 para todo x €*
Kera.

Agora tome z €* Kerb tal que f(z) =" 0. Veremos que existe z €* Kera tal que
a(z) =* x. Temos

g(kerbox) = (g o kerb)(z) =" (kerco f)(x) =" (kerc)(0) =" 0
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Como AL BL O 506 exata, pela Proposi¢ao 1.7.3, existe y €* A tal que f(y) =*
(kerd)(z).

Veja que (poa)(y) =" (bo f)(y) =" (bokerb)(z) =* 0. Como p é mono, pela Proposicao
1.7.3 (ii), segue que a(y) =* 0.

Usado que 0 » D & E L F ¢ exata, existe z €* Kera tal que kera(z) =* y. Entao
(kerbo a)(z) = fokera(z) =" f(y) =" (kerd)(z).

Como kerb é mono, concluimos a(z) =" x como queriamos.

Analogamente, verifica-se que Cokera & Coerb I Cokerc ¢ exata

Agora consideramos decomposigoes f = fo o f1 e ¢ = g2 0 ¢1 e aplicamos o Lema 1.7.4
duas vezes, entao existem tnicos morfismos v e A que fazem cada um dos quadrados do
diagrama abaixo comutarem.

idc

A—s o — — C ——

B
I |
DwD>—>E

A

o Q

!

l

!

3
—> o —

Podemos considerar os Kerneis e Cokerneis de v e A de forma que obtemos o seguinte
diagrama comutativo, o qual garante a comutatividade desejada para esse Lema (para mais
detalhes ver o Lema 1.10.8 de [Bor94b))

Kera —*— Kery —=2— Kerb SN KerA LN Kerc

! | | |

Q +—

A N B g C e
ll)a “p__, D7 b g) " l/\ £, }l;
| | | | |

Cokera L Cokery i> Cokerb —— Coker\ —Z2— Cokerc

Estamos considerando oo = as o a1, = 820 51, { = (301, 7 = 12 o n1. Desta forma,
cada uma das colunas é exata.

Como cada um dos quadrados comuta, temos as e S monos e (1 e 71 epis.

Agora queremos mostrar que 2 € um isomorfismo. Pela Proposigdo 1.1.13, basta mos-
trar que também é um epi.

Seja w €* Kerce, temos (g2 o A o kerc)(w) =* (c o kerc)(w) =* 0. Como g2 ¢ mono,
Aokerce =* 0. Pela exatidao da coluna considerada, existe u € Ker tal que (ker)(u) =*
(kerc)(w). De ker o By = kerX segue que (ker o B2)(u) =* (kerc)(w), logo, B2(u) =* w,
pois kerc é mono. Portanto, 32 é epi (Proposigao 1.7.3).

Dualmente, verifica-se que (7 é isomorfismo.

Note que a exatidao da sequéncia A i> B % C implica na exatidao de o f—2> B C.
Analogamente, a exatidao de D 5EL P implica na exatidao de D 2, B2 o. Usaremos

isso para mostrar que existe x tal que Kerb ﬂ) KerA % Coker~y a, Cokerb é uma
sequéncia exata.

Via propriedades universais, construiremos um morfismo y : KerA — Cokervy. Se
fizermos o pullback de kerA e g, obteremos morfismos A e Y. Se fizermos o pushout de
ker~y e p obteremos morfismos I' e II. Tomamos o kernel de ¥ e o cokernel de II (note que
IT & mono pois pushout de mono é mono), assim existem morfismos ¢, 1 tais que o seguinte
diagrama comuta e as colunas da esquerda e da direta sdo exatas (para mais detalhes ver
o Lema 1.10.8 de [Bor94b]).
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b
KerX s P s Ker\
wl A ker A
Ay ! B b s C

coker'}i T ©

Cokery »r—— P’ —— Cokerll

Assim temos ['o b o A o kerY = Il o cokerya o v = 0, pela exatidao da coluna esquerda.
Mas note que pelo Teorema 1.1.17 (fatoracao em epi e mono), como X é epi, temos
Y = coker(kerX). Analogamente temos II = ker(cokerll). Entao existe um tnico w tal
que wo X =T obo A tal que (cokerIl)(w) =0 - pois X é epi.
Ainda, (cokerll)(w) = 0 e II = ker(cokerll) implicam que existe tnico x tal que

[Tox=uw (%)

Considere entao o morfismo x : KerA — Cokery conforme contruimos acima, a partir de
agora faremos uso do método dos pseudo-elementos.

Vamos mostrar que Kerb ”B—1> Ker\ % Coker~y % Cokerb é uma sequéncia exata.
Comecamos verificando que dado x €* Kerb, (x o 1)(z) = 0.
Temos g o (kerb) o x =* kerA o 31 o x, logo,

(qob)o(kerb)ox =" (Aog)o (kerb)ox =" AokerAofiox=0

Assim, bo (kerb) ox €* Kerqy = Kerq = Imf e bo (kerb) ox =* p(k) para algum
k €* D. Como p é mono, obtemos k =* 0.

Por outro lado, usando a defini¢ao de pseudoigualdade, g o (kerb) o x =* kerAo 51 ox
implica que existem epis e e €’ tais que g o (kerb) ox oe = kerAo 31 ox oe’. Por definigao
de pullback existe v €* P tal que X(v) =* f1(z) e A(v) = (kerd) o .

Como vale (x):

(o x)(Br(x)) =" w(Bi(z)) =" w(X(v)) =" (Tobo A)(v) =" (I'ob) o (kerb)x
=*Topok="1lo (cokery)ok

Como IT é mono, concluimos (x o 81)(x) =* cokery ok =* 0, pois k =* 0

Agora considere | €* Ker\, m €* B e k €* D. Note que se substituirmos (31 (z) por
[ e (kerb) o x por m nas contas que fizemos acima, ainda teremos que p(k) =* b(m) e
g(m) = (ker\)ol.

Suponha (cokery)ok =* 0, entao existe d tal que y(d) =" k. Veja que (bo f)(d) =" (po
)(d) =* p(k) =* b(m), como m e f(d) sao pseudo elementos de B temos b(m — f(d)) =* 0.

De (g o f)(d) =* 0 segue que g(m — f(d)) =* g(m), mas b(m — f(d)) =* 0 implica que
existe x €* B tal que (kerb) o x =* (m — f(d)).

Vale ainda

(kerA\)o fyox ="gokerbox =" g(m — f(d)) =" g(m) =" (ker\) ol

Como ker\ é mono, concluimos que 1 ox =* [ e, portanto, Kerb 6—1> Ker\ % Cokery
¢é sequéncia exata.

Agora considere novamente [ €* Kery, m €* B e k € D nas mesmas condigdes de
antes. Entao:

Ca 0 x(l) =" (20 (cokery)(k) =" (cokerbo p)(k) =" (cokerbob)(m) =" 0
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Seja j €* Coker~ tal que (2(j) =* 0. Como coker~y é epimorfismo, existe k €* D tal que
(cokervy)(k) =* 5. Mas 0 =* (cokerb o p)(m) =* (2 o (coker~)(k) =* (2(j), logo, obtemos
m €* B tal que b(m) =* p(k).

Ainda, (Ao g)(m) =* (g1 0 b)(m) =* (q1 o p)(k) =* 0. Entao temos [ €* ker\ tal que
ker\(l) =* g(m). Pela descri¢ao de x, encontramos j =* (cokery)(k) =* x(l). Portanto

KerA 2 Cokery £, Cokerb é uma sequéncia exata.

Enfim concluimos que Kerb ﬁ> KerA % Coker~y a, Cokerb é sequéncia exata.
Para finalizarmos a demonstracao basta definir 0 = (; Loyo By L Como ¢ e By séo

. . d ) .
isomorfismos, a sequéncia Kerb i Kerc — Cokera i) Cokerb é exata. Uma vez que ja
mostramos que as sequéncias Kera — Kerb — Kerc e Cokera — Cokerb — Cokerc, é
imediato que

0 — Kera — Kerb — Kerc — Cokera — Cokerb — Cokerc — 0

¢é exata. L]

Com essa demonstragao temos a consciéncia limpa de que o trabalho realizado ao longo
desse capitulo de fato vale. Outro lemas de caca em diagramas necessarios na Algebra
Homolégica também podem ser demonstrados para categorias abelianas utilizando esse
mesmo recurso dos pseudoelementos.

Vamos agora comentar um pouco sobre os ABn's. As propriedades 1 e 2 da definicao
1.1.12 sao mais conhecidas como AB1 e AB2, respectivamente. Os ABn's basicamente
existem como axiomas que conferem as categorias abelianas propriedades a mais, quanto
maior o n, mais forte é o axioma, vamos lista-los. Seja % uma categoria abeliana:

AB3) Seja {A;}ier familia de objetos de €, entao a soma direta de A existe.

AB4) Vale AB3 e que a soma direta de uma familia de monomorfismo é também um
monomorfismo.

AB5) Vale AB3 e se {A;}icr ¢ uma familia dirigida de subobjetos de um objeto A
de € e B é qualquer outro subobjeto de A, entao (>, A;) N B =Y. (4, N B), onde > A;
denota o sup de A; e a interseccido denota o inf dos zseulbobjetos. !

H4 ainda o axioma AB6, mas iremos parar por aqui.

Adiante precisaremos de AB5 para garantir que podemos trabalhar com cohomologia
em um topos, mas nosso interesse nao se restringe a esse ponto especifico. Ao longo desse
trabalho surgiu uma questao interessante sobre formas de representar a categoria dos gru-
pos abelianos em um topos através de categorias abelianas com algumas propriedades a
mais, é uma questao, até onde sabemos, sem resposta sobre a qual teceremos mais comen-
tarios no dltimo capitulo desse trabalho, pensando em pesquisas futuras. Por hora, essas
observagoes devem ser suficientes.

Alguns exemplos de categorias AB5 sao:

e R—Mobdulos;
e Feixes de R—Modulos;

e Feixes de grupos abelianos munidos com uma topologia de Grothendieck (provaremos
isso no capitulo 3);

e Dado G um grafo orientado e ¥ ABS5, a categoria dos diagramas G — .



Capitulo 2

Teoria de Topos

Neste capitulo tratamos de outro tema ingrediente dessa Dissertacao, o qual seré rela-
cionado com a Algebra Homologica, tema desenvolvido no capitulo anterior, ao longo do
Capitulo 3.

Enquanto o estudo dos feixes de grupos abelianos levaram as categorias abelianas, o
estudo dos feixes de conjuntos levaram aos topos de Grothendieck, os quais rapidamente
foram generalizados na forma de topos elementares.

Quando F.W. Lawvere entrou em contato com o trabalho de A. Grothendieck sobre
topos ele acreditou que poderia axiomatizar a fisica classica através de uma fundamenta-
¢ao de geometria diferencial (atualmente essa fundamentagao é conhecida como geometria
diferencial sintética), contudo, ele buscou uma forma de tornar a complexa estrutura dos
topos de Grothendieck mais simples, mantendo o que fosse essencial. Em um trabalho con-
junto com M. Tierney, axiomas categoriais bastante concisos deram origem ao conceito de
topos elementar.

Hoje em dia a Teoria de Topos possui as mais diversas aplicagoes e pode ser vista de
varias perspectivas. Na introdugao de [Joh02a] P. Johnstone lista 13 formas de descrever
um topos, mais do que justificando o titulo “Sketches of an Elephant” - topos remetem &
parabola dos cegos que podiam tocar um elefante, cada um sentia uma parte do elefante:
um a cauda, outro a tromba, um terceiro as patas e assim por diante. Separadamente,
pode parecer que se trata de um animal totalmente diferente, mas a verdade é que todas
compdem o elefante. Nos, ao longo da Dissertagao abordamos os aspectos geométrico (como
um tipo de feixe) e o logico (através de observagoes sobre linguagem e as algebras de
Heyting).

Aproveitamos essa introducao para desfazer um senso comum: nao é verdade que os
topos surgiram como uma tentativa de generalizar a categoria dos conjuntos. De fato, a
Sets é um exemplo de topos e topos seria, de certa forma, a categoria que mais se aproxima
de Sets (qualquer topos pode ser obtido através de equivaléncia de categorias como uma
categoria de conjuntos com uma teoria de conjuntos local, veja [Bel08|), mas historicamente
surgem do trabalhos de A. Grothendieck em Algebra Homolégica e Geometria Algébrica,
o interesse de F.W. Lawvere nos fundamentos da Fisica e de M. Tierney em Topologia
Algébrica. Eventualmente se referir ao topos como uma generalazi¢ao de conjuntos pode
ser util para tornar o assunto mais proximo da maioria dos matematicos, afinal, nossa
formagao é conjuntista. Mais detalhes sobre como essa confusao ocorreu e um pouco da
historia da teoria de topos se encontram no artigo [Mcl90].

Nesse capitulo comecamos definindo feixes de conjuntos e indicamos a equivaléncia
entre a categoria de feixes e a categoria dos espagos étale como feito em [MLM94| e em
[Flo13]. Na seca@o seguinte, usando a mesma referéncia, explicamos como as topologia de
Grothendieck surgem para definir a nogao de feixes em categorias que nao possuem uma
noc¢ao de aberto como os espagos topoldgicos e com isso conseguimos introduzir os Topos
de Grothendieck. Na terceira e quarta se¢ao usamos também [Joh14] para definir os topos
elementares e introduzimos os morfismos parciais representaveis principalmente porque
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historicamente eles tiveram um papel importante - ja fizeram parte da prépria definicao
de topos, mas logo perceberam que eram uma consequéncia. Posteriormente falamos dos
morfismos geométricos, sao um dos morfismos interessantes entre topos, e é fundamental
dessa parte em diante ter certa familiaridade com adjungao. Recomendamos [Bor94a| caso
nao conheca. As duas tultimas se¢oes mostram topos como um objeto de particular interesse
da Logica, nelas [Bor94c| foi bastante utilizado.

2.1 Feixes de Conjuntos

Nessa secao providenciaremos uma definigao categorial de feixes, isto é, como um certo
funtor contravariante, mas também iremos relacionar com a perspectiva geométrica indi-
cando o passo a passo para ver que todo feixe de conjunto pode ser representado como feixe
de secoes do fibrado étale. Essas duas visoes, que estamos chamando aqui de categorial e
geométrica, estao tao conectadas que fornecem uma equivaléncia de categorias. A principal
referéncia dessa se¢ao [MLM94]

Antes do formalismo, vamos tentar criar um pouco de intui¢do. Imagine um espago
qualquer e para cada aberto nesse espaco, considere uma familia de funcoes definidas neste
aberto, satisfazendo uma certa propriedade. Suponha que se vocé tomar outros abertos
nesse mesmo espaco, eles também satisfazem essa propriedade. Além disso, fungdes defini-
das nesses aberto coincidem nos pontos de intersecgao para cada par de abertos. Um feixe
nos dira que a propriedade dessas fungoes vale no espago todo. Definimos uma (tinica) fun-
¢ao para esse espaco todo que coincide com cada uma das outras fungoes se considerarmos
as restrigdes para seus respectivos abertos - informagao local revela informagao global.

Quando falarmos do fibrado étale veremos que o nome feixe realmente faz sentido. E
como se colocassemos cada uma dessas fungoes lado a lado e amarrassemos elas todas
juntas por uma propriedade de colagem, dada pela topologia do espago em que estivermos.

Se nossa tentativa de fornecer uma intuicao tiver funcionado, deve ser possivel dar o
palpite que o conjunto das fungdes continuas em um aberto é um exemplo de feixe. Vamos
comecar a definir e depois voltamos para esse exemplo.

Definigao 2.1.1 Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe . em X é uma aplicagao
que para cada aberto U de X associa um conjunto .% (U) e para cada inclusao entre abertos
U C V tem associado o mapa restrigdo res); : # (V) — .#(U) de forma que as seguinte
condicgoes sao satisfeitas:

1. Para todo aberto U de X, resg =1idz )

2. Se temos a inclusao de abertos U C V C W, entao res[V]V = resg o res‘{/v.

E claro que um pré-feixe em um espaco topologico X é simplemente um funtor .% :
O(X)° — Sets da categoria oposta dos conjuntos parcialmente ordenados dos abertos de
X na categoria Sets. Dessa forma um morfismo de pré-feixes é uma transformacao natural.

E possivel trocar Sets por outras categorias, faremos isso mais adiante para Ab, a
categoria dos grupos abelianos.

Chamamos os elementos de .# (U) de segoes de .# sobre U.

Notacao: E usual e adotaremos ao longo do texto escrever apenas 8|, em vez de Tesg(s),
seUCVeseZ(V).

Definigao 2.1.2 O pré-feixe .Z é dito feixe se para todo aberto U em X e toda cobertura

aberta U = |J U; valem as seguintes condigoes:
1€l

1. (Propriedade da colagem) Dado s; € #(U;) tal que s ~=s; para todo
] ]
i,j € I. Entdo existe um s € F (U) tal que s, = s;.

2. (Unicidade da colagem) Seja s,s' € #(U) com s), = s"U.. Entao s = ¢’
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Quando o pré-feixe satisfaz apenas a condicao 2 acima, dizemos que ele é separavel.

Denotamos a categoria dos feixes sobre um espago topologico X por Sh(X), onde os
objetos sao os feixes e os morfismos sao os morfismos de feixes - que sdo os morfismos de
preé-feixes.

Vamos tornar ao exemplo do conjunto das fungoes continuas. Sejam X e Y espagos
topologicos e considere o pré-feixe CY das funcdes continuas f de X em Y de forma que
para cada aberto U em X temos C¥ (U), o conjunto de funcdes continuas do tipo U — Y,
onde para cada par de abertos U C V temos sy, : CY (V) — CY(U), f fjy- Considere
uma cobertura aberta U; de U e fungoes continuas f; : U; — Y. Sabemos que para fungoes
continuas se fj(z) = fj(x) para todo x € U;NUj, existe exatamente uma fungao f : U — X
tal que f| v, = fi- Além disso, como as f; s@o continuas e os U; sdo abertos, entdo f também

¢ continua. Assim, CY & um feixe.

De forma similar, os pré-feixes de fungoes diferencidveis e analiticas sao feixes. Para
maiores detalhes e mais exemplos ver a referéncia ([Ten75|)

Também podemos descrever um feixe de conjuntos em termos de um diagrama de
equalizador.

Definigao 2.1.3 O pré-feixe # é dito feixe se os abertos U em X tais que U = |J U;
el
determinam um equalizador

p
FU) ——Il7U) —= 1[I FU:nLy)
il T (ig)eIxr

onde
1. e(t):{thji | 1el}, te F(U)

2. p((tr)rer) = (t ijyerxn, ti € [1.7(Ui)

i€l

i|UiﬁUj )(i,j)e[x[ e q((tr)rer) = (tj|UmUj )(
A equivaléncia entre as definigoes 2.1.2 e 2.1.3 é bastante imediata uma vez que estamos
assumindo certa familiaridade com teoria de categorias.
Agora vamos introduzir os conceitos necessarios para falarmos dos feixes geométricos,
é interessante como a intuicao geométrica dos mesmo justifica a nomenclatura que surge

ao longo da teoria de feixes.

Definigcao 2.1.4 Sejam X e Y espacos topologicos. Um fibrado é um mapa continuo
p: X — Y. Ainda, para cada y € Y chamamos de fibra de X sobre Y o subconjunto
Xy=p'(y) ={z € X | plz) =y} de X.

Podemos pensar nos fibrados como uma familia de fibras z,, indexadas por y € Y,
“coladas” pela topologia de X.

Definicao 2.1.5 Seja X um espago topologico. Um fibrado pg : E — X ¢é dito étale se
pr é um homeomorfismo local, isto é, para cada x € E existe um conjunto aberto V com
r €V C E tal que p(V) é aberto em X e p|, : V — p(V) é um homeomorfismo.

Veja que a projegao R x {0} UR x {1} — R, (x,7) — x é um fibrado étale.

Outro exemplo é que se fizermos X = R?, os abertos basicos de X sao discos abertos,
entdo, para ser fibrado étale, para cada ponto de cada fibra, os abertos V de E sao ho-
meomorfos ao disco em R? (de tamanhos diferentes) e forma-se uma pilha de aberto V ao
longo da fibra.
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~

Vamos caminhar para definir uma topologia para os fibrados étale.

Definigao 2.1.6 Sejam pr : E — X um fibrado e U € X um subconjunto aberto. A
se¢ao de pp em U é um mapa continuo s : U — E tal que p(s(z)) =z, Vax € U.

Infelizmente usamos “secao” tanto para os fibrados como para elementos do pré-feixe
aplicados em um aberto U, a distin¢@o entre cada um é feita de acordo com o contexto.

Note que pg e sua respectiva secdo s sao mapas abertos e que, caso pg seja étale, para
cada ponto e € E existe pelo menos um aberto U de X tal que s : U — E é segao, isto é,
secoes locais existem. Assim:

Fato 2.1.7 1. Se pg : F — x é um fibrado étale, entao uma base da topologia de F
é formada pelas imagens s(U) de todas as segoes definidas em abertos de X.

2. Dadas duas segoes s e t, o conjunto W = {z | s(x) =t(x)} é um aberto de X. Assim
as fibras possuem topologia discreta.

A rigor deveriamos provar que as imagens das secOes de fato defininem uma base
topoldgica e que W é aberto, ndo faremos isso aqui mas deixamos como referéncia o Lema
3.5 e parte da demonstragao da Proposi¢ao 3.6 de [Ten75].

Nesse contexto geométrico temos a seguinte nogao de feixe:

Definigao 2.1.8 Um feixe (geométrico) é um par (E,pg) tal que E é um espago topo-
l6gico e pg : E — X é um fibrado étale.

Mas qual é a relagdo entre essa nocao de feixe e a apresentada na Definicao 2.1.37
Veremos que todo feixe é um feixe de se¢Oes para algum fibrado étale. Para fazer isso
precisamos falar de germes.

Definigao 2.1.9 Seja X um espago topoléogico. Considere o pré-feixe .# : O(X )P — Sets.
Tome x € X, vizinhangas abertas U e V de x e elementos s € .#(U) e t € .# (V). Dizemos
que s e t possuem o mesmo germe em z se existe algum aberto W C U NV com
r € W e tal que s, =1, € F(W).

Note que essa definicao é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 2.1.10 A classe de equivaléncia de qualquer s como o descrito acima é dito
germe de s num ponto x. Notagao: germe,s

Assim, t € germy,s se, e s6 se, dados U, V vizinhangas abertas de x existe W e UNV
tal que x € W e t|,,, = s, Ainda, a relagdo de equivaléncia dado por "possuir o mesmo
germe'nos possibilita a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.11 Para cada x € X definimos a colegdo de classes de equivaléncia, cha-
mado stalk de .% em x, por

Fy ={germeys | s € #(U),U vinhanca aberta de =}

Veja que %, & um colimite:
Como germexUs = germe''s sempre que x € W C U, temos que germe,, : FU) — F,

forma um cone do tipo

xT
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Z(U)
Suponha que existe outro cone {rV : .#(U) — G} cv. Entdo rU l comuta.
A defini¢ao de possuir o mesmo germe implica que existe um tnico morfismo ¢ : %, — G

tal que t o germel = rU, para todo U vizinhanga aberta de z. Logo, o seguinte diagrama
é comutativo:

Isso nos diz que germe,; ¢é o cone colimite da restricdo do funtor .# por vizinhancas

abertas U de z. Em outras palavras, 7, = lim.7 (U)
zelU
Agora vamos comegar a construgao que nos permite relacionar as duas de-

finicoes de feixe.

Combine os diversos .%, por uma unido disjunta Az = [ %, o conjunto de todos os
zeX
germes de segoes.

Defina uma mapa p : Az — X, p(germe,s,z) = x e outro mapa $ : U — Az tal que
5(z) = (germeys, x), para cada s € .Z(U). E claro que § é segdo de p.

Para cada s associamos um tnico $, logo, podemos substituir cada s do pré-feixe original
Z(U) por uma $ no conjunto dos germes A z.

A base da topologia de Az ¢é formada pelos conjuntos $(U) (e de fato iso determina
uma base de topologia em A z).

Proposigao 2.1.12 Com essa construgao temos:
(i) § € injetora;
(ii) $ é mapa aberto;

(iii) p € continua;

(iv) § € continua.

Demonstracao:

(i) Se (germey,x)s = (germeys,y) temos que x = y pois germes sao definidos para um
ponto fixado.

(ii) Por definigdo da base de Az, $(U) é aberto para todo aberto U e se V. C U é um
aberto, §|, (r) = 5(z) para todo z € V. Logo, 3, = 5(V) e assim temos que s ¢ uma
palicacao aberta.

(iii) Seja U um aberto qualquer de X, temos que p~}(U) = |J $;(U). Como mapas
s;€F(U)
si sao aplicagoes abertas (pelo item (ii)), cada s;(U) é aberto e unido de abertos é
aberto, logo, p~!(U) também é e, portanto, p é continua.
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(iv) Seja € U e (V) uma vizinhanga aberta basica de $(z), logo, existe y € U onde
(germeb/t, y) = (germels, z) implica y = . Entdo existe aberto W C U NV aberto
comz € We s, =1t,.

Assim temos x € W C U e abertos (W) = (W) C #(V). Portanto, § é continua.

Corolario 2.1.13 Para todo aberto U e todo s € F(U) temos que $ : U — $(U) €
homeomorfismo e p: Ay — X € homeomorfismo local.

Demonstragao:

Pela proposigao acima concluimos imediatamente que $ : U — $(U) é homeomorfismo.
Para ver que p é homeomorfismo local veja que cada germe,s € Az possui vizinhanca
aberta $(U) tal que Plawy $(U) — U possui inversa dos dois lados:

Py, © 8 = idy e $op| ) = idsu)
Entao p é homeomorfismo local. [
Resumindo: contruimos um fibrado étale p a partir de um pré-feixe .%.

Agora veremos que a partir de um fibrado qualquer podemos contruir um feixe no
sentido da Definicao 2.1.2.

Teorema 2.1.14 Para qualquer fibrado p: Y — X temos que I'y(U) ={s:U =Y | s €
se¢ao de p} define um feize. Esse feize é dito feixe de segoes do fibrado p.

Demonstragao:

Com I',(U) definido dessa forma, dada uma inclusao entre abertos V' C U, temos mor-
fismos restrigio resy : T,(U) — I',(V) onde facilmente se verifica que I'p(—) : O(X)P —
Sets é um funtor, isto é, um pré-feixe.

Vamos verificar que é um feixe.

Seja U = |J U;, comegando pela propriedade de colagem, tome s; € % (U;), entao

i€l
p(si(x)) = z, para todo = € U.

E claro que existe um morfismo s : U — Y onde s(x) = s;(z), para todo x € U; e tal
que p(s;(x)) = x, para todo x € U. Além disso, s é continua pois (pos)|,, = idy e p é uma
aplicagao aberta (pois é um fibrado). Entao s pertence a .#(U).

Para unicidade veja que se tomarmos s, s’ em % (U) de forma que s # ', entao s(z) #
§'(x) para algum x € U, logo, s e s’ diferem em esse ponto x € U; para algum i € I, isso
implica que existe ¢ € I onde 81, * Siui e isso é uma contradicdo. Assim concluimos que

lu

I’y é um feixe. [
Em particular, temos que I'y)(A#) é feixe de secdo do fibrado étale p : Ay — X. Assim,
para cada aberto U C X existe ny : Z(U) — I'(A#)(U), nu(s) = §. Note que dado uma
aberto V' de U, s),, coincide com os 7, pois (3|, )(y) = germej‘j(sw) = germeyU(s) = 5(y),
para todo y € V. Entao n : # — I'(A#) é uma tranformagcao natural.

A partir do fibrado obtivemos um feixe de se¢bes, mas e se esse fibrado fosse obtido
de um pré-feixe? O que aconteceria se aquele pré-feixe fosse um feixe? Nesse caso teriamos
que n é um isomorfismo. Isso serd visto no proximo Teorema, mas vamos fazer alguns

comentarios sobre como visualizar os fibrados étale.
| —
T

|1 . °
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X é o espacgo topolodgico, os pontos representam os germes em x € X de onde “germi-
nam” os stalks (caules/hastes) representados pelas linhas. O termo “étale” vem do francés
e pode ser traduzido como estender ao longo de uma superficie, é como se estivessemos
espalhando os stalks .%, ao longo de X de forma a obter o espago étale A &#. A topologia se
encarrega de “amarrar” os stalks formando assim o feixe, que sao espigas atadas por uma
corda (a topologia).

O teorema a seguir nos diz que todo feixe (no sentido da Definicao 2.1.2) é feixe de
se¢ao de um fibrado (Definigao 2.1.8).

Teorema 2.1.15 Sejan:.% — I'(Az) a transformagao natural tal que para cada aberto
U € obtemos ny : F(U) — I'(Az)(U), nu(s) = 5. Se .F for um feize, entao n é um
isomorfismo.

Demonstragao:

Como estamos em Sets, basta ver que é ny bijetora. Comecamos mostrando que 7y é
injetora. Sejam s,t € .#(U) e suponha § = £, entdo germe,s = germe,t,Vz € U. Logo,
existem vizinhancas abertas V, de x tais que V, C U e 8y, = 1|, € segue que s e ¢

coincidem em cada aberto V,, onde U = |J V, é uma cobertura de U. Como # ¢ feixe,
zeU
s = t. Desta forma, 1 é injetora.

Agora veremos que é sobrejetora. Seja r € I'(A ), isto é, 7 : U — Az uma segao. Para
cada x € U temos r(z) = germey(s;), onde s, € .7 (U,) com U, vizinhanga aberta de x e
podemos supor U, C U.

Pela defini¢ao da topologia, $,(U,) é aberto em A . Como r é uma aplicagao continua,
o conjunto 7 1(5,(Uy)) = {z € U | r(2) = germe.(s;)} é uma vizinhanca aberta de z.
Chame W, = r~1(5,(U,)). Entéo, para todo z € W, N W,, temos germe,s, = r(z) =
germe,s,. Como F ¢é feixe, obtemos s, = s, em W, N W,,.

p
Considere morfismos p e ¢, [[ I'(Az((W,))) —= I (WanNWy).
zelU z,yelU
Temos uma familia de elementos s, € #(W,) que possuem mesma imagem quando
aplicados em p e q. Novamente por propriedade de feixe, existe s € .#((U)) tal que Slw, =

821y, - Entao, para cada = € U vale r(z) = germegs, = germe,s = 5, ou seja, r = §.

Entao, dado qualquer r € I'(A#), escrevemos r = ny(s) para algum s € .%#(U). Em

outras palavras, 1 é sobrejetora.
|

Uma pergunta que pode ficar é porque adotar uma nogao ou outra de feixe. Pelo
que desenvolvemos parece claro que os fibrados fornecem informacao mais direta sobre a
estrutura topologica/geométrica do objeto com o qual estamos trabalhando, ja a defini¢ao
funtorial nos da acesso mais direto sobre possiveis estruturas algébricas envolvidas, por
exemplo, a cohomologia pode ser vista como um funtor exato a direita, como veremos ao
falarmos da cohomologia de feixes e de topos.

A relacao entre os fibrados e os feixes é tao intima que existe uma equivaléncia entre
suas categorias. Partimos de um pré-feixe, construimos um fibrado e encontramos um feixe,
se generalizarmos essa ideia podemos definir funtores adjuntos A : Sets(X)” — Et(X) e
I' : Bund(X) — Sh(X), onde Bund(X) é a categoria dos fibrados onde os objetos sdao
funcoes continuas com codominio X e dados dois objetos p : E — X ep' : B/ — X os

E—*% L F
morfismos sao tais que \ / comuta e Ft(X) é categoria dos fibrados

étale vista como uma subcategorla plena de Bund(X). Para detalhes ver o Teorema 2 na
Secao 6 do Capitulo IT de [MLM94|.

A composicio T'o A : SetsX)” — § h(X) é o que se conhece por funtor de feixifica-
¢ao. Como consequéncia de Et(X) ser uma subcategoria plena de Bund(X), passamos a
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ter uma equivaléncia do tipo

A
—

Bt(X) Sh(X)

_
r

Na proxima secao o funtor de feixificagdo tornara a aparecer mas em um contexto mais
geral, 14 apresentaremos uma construcao cuidadosa desse funtor que nos dara o processo
de feixifagdo, mas que chamaremos de funtor feixe associado.

Encerramos essa se¢do com um lema técnico e tutil sobre stalks:

Lema 2.1.16 (i) Sejam F, 4 feixes de grupos e f : F — 4. Entao fy : Fyp — 9y €
injetora para todo x € X e, e somente se, f(U) : F(U) — 4(U) € injetora para todo
aberto U de X.

(ii) Sejam F e G feizes de grupos, se fo : Fu — G € isomorfismo para todo x € X,
entao f : F — 94 € isomorfismo.

(iii) Seja F pré-feixe, entao iz induz isomorfismos nos stalks, isto €, (ig)y : Fyp — Ty
€ 150.

A demonstragao desses resultados pode ser encontrada em [Ive84], no Lema 2.2 e na
Proposicao 2.4.

2.2 Topologias e Topos de Grothendieck e Feixes

Na tultima sec@o vimos que as ideias de feixes dependem muito da nocao de cobertura
aberta em um espacgo topolégico, agora veremos que é possivel generalizar esse ideia com
algo que imita o papel dos abertos e define uma nogao alternativa de cobertura usando
nada além de morfismos que seguem certos axiomas, essa seré a Topologia de Grothendieck
- & ela quem possibilitou definir a Cohomologia Etale de um esquema. Novamente, damos
continuidade ao trabalho anterior nos guiando pela mesma referéncia [MLM94].

Sendo mais especifico, antes estdvamos definindo feixe em abertos de um certo espago
topologico. Agora poderemos definir feixe numa categoria (pequena) qualquer desde que
esteja munida com uma Topologia de Grothendieck.

Estamos em um bom momento para definir o mergulho de Yoneda e enunciar o Lema
de Yoneda, mas sem demonstra-lo. E um resultado famoso utilizado amplamente em teoria
de categorias. Uma referéncia com uma indicagdo da demonstragao ¢ [MLIS].

Vamos construir esse mergulho. Seja C uma categoria pequena e C' objeto de C fixado.
Para cada D objeto de C fazemos y(C)(D) = Hom¢(C, D) e fixado f : D' — D morfismo
em C, para cada g : C — D' fazemos y(C)(f)(g) = f o g. Em outras palavras, y(C) =
Home(—,C).

Definigao 2.2.1 Um pré-feixe é dito representavel se é isomorfo a y(C) = Home(—,C).
Muitas vezes usa-se h¢ para denotar o funtor representéavel.

Agora observe que se considerarmos um morfismo h : A — B em C obtemos uma
transformacao natural y(h) = Home¢(—, A) — Home(—, B), ou seja, y é¢ um funtor.

Definigdo 2.2.2 O mergulho de Yoneda é o funtor y : C — Sets®™, tal que y(C) =
Home(—,C)

Lema 2.2.3 (Lema de Yoneda) Seja C categoria pequena e P € SetsC” wm pré-feize.

~

Entao existe um isomorfismo canonico Homg,,cor (y(C), P) = P(C).

O conceito a seguir é um subfuntor do mergulho de Yoneda aplicado em um objeto C
de C
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Definicao 2.2.4 Seja C' objeto de C. Um crivo em um objeto C' € C é uma colegao S
de morfismos em C com codominio C' tal que f € S implica que fog € S, para qualquer
morfismo g que tenha como codominio o dominio de f.

De certa forma, S se comporta como um ideal & direita.

Se S éum crivoem C e h: D — C' é um morfismo qualquer para C, entao o pullback
de S ao longo de h é dado por h*(S) = {g | cod(g) = D, hg € S} é um crivo em D.
(Usamos “cod” para denotar codominio e usaremos “dom” para denotar dominio). Também
dizemos que S é um crivo gerado por {f; : C; — C}icr se S é a familia de todos os
morfismos com codominio C' que se fatora por algum f; : C; — C.

Veja que, de fato, crivos sao subfuntores de y(C'). A partir de um crivo construimos
um subfuntor e vice-versa: Dado um crivo S em C, para cada D defina P(D) = SN
Home(D, (). Isso é um subfuntor de y(C). Reciprocamente, tome P subfuntor de y(C) e
defina S = {f | 3D com f € P(D)}. Resta verificar que S ¢é crivo.

Tome f:C" — Cem Seg: D — (' dessa forma podemos fazer a composi¢ao fog e
ela pertence a P(D), logo, S é crivo.

Antes de definirmos uma noc¢ao de cobertura para morfismo, devemos exemplificar como
os crivos fazem o papel dos abertos de um espago topologico

Exemplo 2.2.5 Se C = O(X), onde X ¢ espago topologico, o crivo canoénico associado ao
aberto U de X é dado por Sy ={V | V. CU}. Vejaquese V € S e W é um aberto de X
contido em V', entdo W esta contido em U e, portanto W € Sp.

Definicao 2.2.6 Uma topologia de Grothendieck em C é uma funcgao J que leva cada
objeto C' € C para uma colegao J(C) de crivos em C' de forma que os seguintes axiomas
sao satisfeitos:

1. O crivo maximal {f | cod(f) = C} esta em J(C);
2. (Estabilidade) Se S € J(C), entao h*(S) € J(D) para todo h : D — C;

3. (Carater Local) Se S € J(C) e R ¢ um crivo em C tal que h*(R) esta em J(D)
para todo h: D — C em S, entdo R € J(C).

Os elementos de J(C') sao chamados crivos de cobertura.

Dando continuidade ao Exemplo 2.2.5, se para cada aberto U de X definirmos J(U) =

{S | SécrivoemUe |J domf =U }, teremos que uma topologia X induz uma topologia
fes
de Grothendieck J em C = O(X).

Vamos enunciar trés execicios breves e resolver um deles para entender como trabalhar
com a defini¢cao de crivo. Os outros serao uteis em algumas demonstragoes.

Exercicio 2.2.7 a) Seja S € J(C), entdao R € J(C) para qualquer crivo em C' maior
que S, isto é, S C R.

b) (J(C),<) é um filtro no conjunto dos crivos em C (isto é, o crivo maximal estd em
J(C);se S e J(C)e S C R, entao R € J(C); se R1,R2 € J(C), entao Ry N Ry €
J(C)).

c) Seja S € J(C) e para cada f € S considere Ry € J(D), entao T'= {fog | f €
S,g € Rs} € J(O).

Para a) Basta tomar h : D — C, h € S. Assim 1p € h*(S) é um crivo maximal em D.
Como h*(S) C h*(R), vale que h*(R) também é crivo maximal em D. Logo, h*(R) € J(D).
Temos isso para todo h € S, usando carater local enunciado acima, R € J(C).

Note que em b) resta provar que R1 N Ry € J(C')) e o item c) é consequéncia do a).
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Definigao 2.2.8 Um casal' é um par (C,.J), onde C ¢ uma categoria pequena e .J ¢ uma
Topologia de Grothendieck.

Definicao 2.2.9 Seja C uma categoria pequena com pullbacks. Uma base para uma
topologia de Grothendieck é uma funcao K que associa cada objeto C' de C uma
colegao K (C') de familias de morfismos {C; — C' | i € I} tal que:

1. A identidade id¢ : C' — C estd em K(C)

2. (Estabilidade) Se {f; : C; = C | i€ I} € K(C) e g : D — C é um morfismo
qualquer, entao a familia dos pullbacks {g; : C; xc D — D | 1 € I} € K(D);

3. (Transitividade) Se {f; : C; — C | i € I} € K(C) e para cada i € I temos
uma familia {g;; : D;j — C; | j € I;} € K(C;), entao a familia das composicoes
{ficgij: Dy = C |iel,jel;} € K(C).

Os elementos de K(C') sdo chamados K-coberturas.
Os pares do tipo (C, K) também sao ditos casais.

Note que uma K-cobertura falha na propriedade 1 de J—cobertura, desta forma,
J—coberturas e K-coberturas nao coincidem, porém, dizemos que a base K gera a to-
pologia J através da seguinte equivaléncia:

SeJC) £ 3RCS Re K(O)
Em outras palavras, um crivo S € C é J-cobertura se, e somente se, S contem uma

K-cobertura. Vamos mostrar que de fato, com essa equivaléncia, definimos uma topologia
de Grothendieck J a partir da base K.

1. Seja R € K(C). O crivo com todos os morfismos com codominio C' é o que chamamos
de crivo maximal em C' e é claro que ele contem R. Por (%), temos que o crivo maximal
esta em J(C).

2. Dados um crivo S € J(C) e um morfismo g : D — C escolha R C S tal que
Re K(C).
Para cada f; : C; — C' em R tomamos o pullback de f; com g e temos uma familia
T ={g;: Ci x¢ D — D} € K(D). Veja ainda que cod(g;) = D e go g; € S, logo,
T C g*(S). Por (x), concluimos que ¢g*(S) € J(C).

3. Seja S € J(C) e h:D — C um morfismo qualquer. Usando a equivaléncia (x) temos
que existem Rg € K(C) com Rg C S. Veja que h*(Rg) € J(D). Com efeito, se
considerarmos T' = {g : D x¢ C; — D} € K(D), obtido pelo pullback de Rg ao
longo de h temos, para algum f; € Rg :

DXcCZ‘LCZ‘

| lfi

D——C

Assim, ho g = f;ok;. Como f; € Rg e Rg é crivo, ho g € Rg, logo, g € h*(Rg).
Entdo T C h*(Rs). Por (%), h*(Rs) € J(D).

Agora faca T' = {g : C; x¢ C; — C;} € K(C;). Pela transitividade, a familia das
composigoes Q = {fiog | fi € Rs,g € T} € K(C). Como Rg ¢ crivo, @ C Rg.
Portanto, por (x), Rg € J(C). Assim provamos o carater local.

P13

Do inglés “site”, em espanhol é comum usarem “sitio” como traducio e poderiamos repeti-la em portu-
gués, contudo, nenhum dos casos nos pareceu adequado. Optamos por "casal"pela ambiguidade apropriada
- como o que é formado por um par ou no sentido de propriedade rural, mantendo assim a nomenclatura
pastoril bastante presente na teoria de feixes.
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Agora vamos nos preparar para definir feixes de um casal.

Recapitulando, dada uma categoria pequena C, um pré-feixe P é um funtor P : C°? —
Sets.

Vamos utilizar uma notecao em que o ponto “ . 7 indica a restricao de um elemento
y € P(D) ao longo de um morfismo g € C com codominio D. Escrevemos y . g = P(g)(y).
Note que estao satisfeitas as condigoes:

b

l.y.id=y
2. SeHgEgD,enéoy.(gof):(y.g).h.

Sejam f: D — Ceg:E — D morfismos em C. Temos x; € P(D) e fazemos:

p(D) LY p(E)

Ly > Tfg

Observe que, em geral, se y € P(D), o dominio dos morfismos g também pode variar,
apenas o contradominio deve ser igual ao dominio da f para que a composicao faga sentido.

Com isso bem entendido apresentamos as definigoes de familia compativel, amalgama-
cao e feixe para uma topologia de Grothendieck.

Definigao 2.2.10 Seja P um pré-feixe e S um crivo de um objeto C' de C. Uma familia
compativel para S de elementos de P é uma funcao que leva cada elemento f : D — C
de S em um elemento ¢ de P(D) de forma que:

Ty . g = Tyg, para todo morfismo g : £ — D em C.
Como S é crivo, a composi¢ao fg estd em S também.

Definicao 2.2.11 Uma amalgamacgao de uma familia compativel é um elemento x de
P(C) com z . f = xf para todo morfismo f em S.

Definigao 2.2.12 Seja J uma topologia de Grothendieck em C. O pré-feixe P é um feixe
para J (ou J-feixe) se, para qualquer cobertura de qualquer objeto de C, toda familia
compativel possui uma dnica amalgamagao.

Notagao: Usamos Sh(C, J) para designar a categoria dos feixes sobre (C, J). Os objetos
sao J—feixes e os morfismos sao transformacoes naturais.

A definicdo acima ¢é analoga & nocao de feixe apresentada na secdo anterior. A amalga-
macao faz o papel da propriedade de colagem e, quando ela é tnica, obtemos o feixe, da
mesma forma como temos a unicidade da colagem para feixes de conjuntos.

Podemos também expressar a definigao através de um diagrama de equalizador. Seja
C objeto de C e S um crivo em J(C).

P(C) —— ] P(domf) # [T P(domg)
f (f.9)

onde f € S, domf = codg, e(x) = (x . f)fes = (P(f)(x))fes- O morfismo p atua nas
composicoes fazendo p(Z)s, = x4 € a se comporta como uma acao de C em P a(Z)f, =

xf . g=P(g)(xs), com T = (vy)f € f];[SP(domf)

Definicao 2.2.13 Se o diagrama acima é um equalizador dizemos que o pré-feixe P sa-
tisfaz a condicao de feixe com respeito a cobertura S.

53
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Se tivermos K uma base para C que gera uma topologia de Grothendieck J, podemos
também descrever os feixes para J pelos termos da sua base K. Seja R € K(C), C objeto
de C, isto é, R é uma K-cobertura e como tal é da forma R={f; : C; - C | i € [}.

Uma familia de elementos {z; € P(C;) | i € I}, é compativel a R se, e somente se,

2. Vi, j € I, onde 7ri1j e 7TZ~2~ sao as projecoes do pullback

1 _
xz.ﬂ'—a}].ﬂ'z], 5

)

2
i
Cz' X Cj —_— Cj

s

CZ-TC

A amalgamacao para {z;}ic; ¢ um x € P(C) tal que x . f; = x;,Vi € I.

Proposigao 2.2.14 Seja P um pré-feize em C. Entdo P € um feixe para J se, e somente
se, para qualquer cobertura {f; : C; — C | i € I} na base K, toda familia compativel
{zi}ier possui uma dnica amalgamagao.

Demonstragao:
( = ) Suponha P um feixe para J. Seja R = {f; : C; — C | i} € I uma K- cobertura.
Seja {x;}icr a familia compativel dessa cobertura.

Considere o crivo S={g: D - C | g= D LN C; EINYS. para algum i e h;} gerado
por R. Defina uma familia para S, {y,}4es, onde y; = x; . h; com h tal que g = f; o h;
para algum i € I.

Note que f; o h; = g = fj o h;, entao g nao depende da escolha nem de ¢ nem de h;.

Pela propriedade universal do diagrama de pullback abaixo, existe um mapa [ onde

1 5. 2 1.
Wijol—hzeﬂijol—hj.

fi
.’Elhzz(,flﬂ'zlj)l POiSﬂ'Z-lel:hi
= (z; . 7r12]) N/ Pois {z;} é familia compativel de R,
isto é, o diagrama comuta
:.Ij.k? POiSﬂ'Z-QjOl:hj

Como P é feixe em J, existe um tnico y € P(C) tal que y . g = y,4,Vg € S.

Em particular, uma vez que f; € S, temos y . f; = yy, = x; (pois fi € R e wx;,
fi = fz o ’L'dci ex; . idci = l’z)

Sendo assim, y é uma amalgamagao para {z;};cr. Falta ver que é unica.

Suponha que exista uma outra amalgamagao y’' para {x;};c;. Temos entdo ¢/ . f; = x;.
Logo, para todo g € S, vamos chamar g = f; o h;, fazemos

v .g9=vy . fi . hi =xz; . hj =y, por defini¢ao de y,.

Assim temos que 3’ ¢ uma amalgamagcao para S, mas em S é tnica pois P ¢é feixe em

J.
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(<=) Seja S € J(C) uma cobertura de C tal que existe R € K(C) uma K-cobertura
de C' contida em S, isto é, R C §.

Seja {yy | g € S} uma familia compativel para S. Como R C S, se tomarmos uma
familia {ys | f € R}, teremos que ela é compativel para R.

De fato, temos R = {f; : C; — C | i € I} e o diagrama de pullback dado anteriormente.
Chame ¢ = fio7rilj = f; 0771'2]" Como f; e fj pertencem a S, temos 6 € S. Com {y, | g € S}
é compativel para S, temos

Ys = Yponl = Uf + Tij € Ys = Ypion2, = Uf, » T
Entao {ys | f € R} é compativel para R.
Por hipotese, a amalgamacgao ¢ tnica, entdo existe um tnico y € P(C) tal que y . f =
yf,Vf € R.
Resta mostrar que y . g = y4,Vg € S.

7T2
D xc O L% ¢
Seja g € S, para cada f € R temos o pullback xt i if . Pelo axioma da
g
estabilidade na base da topologia de Grothendieck temos que R’ = {77} s | f €R}eK(D).
Além disso, para todo f em R,

(y.g) - ﬂ'}‘,g =(.f). 7["?‘79 Pois o diagrama comuta
=yr . W?,g Pois f € R
= Yfor? Pois {yy | g € R} é compativel
Is9
= Ygon! Pois o diagrama comuta
g
1
=Yg - Tryg

Considere f' : C” — C em R, se tomarmos o pullback de w/lfg ao longo de W},g
e repetirmos as contas acima, obteremos y . g . 77/1[
grudar diagramas de pullback d& outro diagrama de pullback (Lema do Pullback)

Como (y . g). . ﬂ},g =Yy - 7'[']1@79, temos que {y . g . 71]1@79 | f € R} é compativel de R’
e possui uma unica alamagacao.

Mas note que nesse processo encontramos duas almagamagoes para {y . g . 7[']1c p | fe
R}. Sao elas y, e y-9 poi.s y.g. 77]1@79 =Yg - 77/1[79 e, claro, y . g . 7r}7g =(y.g) . 7r}7g.
Como a amalgamacao ¢ tnica, concluimos y, =y . g

compativel com ¥y . g . 7r]1u g pois

)

|
Trabalhamos bastante com feixes de uma topologia de Grothendieck, agora é um bom
momento para definirmos um Topos de Grothendieck.

Definicao 2.2.15 Um topos de Grothendieck é uma categoria que seja equivalente a
categoria Sh(C, J) para algum casal (C, J).

Dependendo do caso, ha formas naturais de descrever o casal (C,J) de um topos de
Grothendieck, mas nem sempre isso ¢ uma tarefa facil. Por exemplo, em [MLM94] uma
secao inteira (9 - Capitulo III) é dedicada para exibir o casal da categoria dos G-sets
continuos, onde G é um grupo topolologico. Contudo, existe outra forma de identificar um
topos de Grothendieck - através do conhecido Teorema de Giraud. Vamos falar sobre ele
mais tarde.

Agora vamos mostrar um importante resultado: limites de um diagrama de feixes é
feixe.
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Proposigao 2.2.16 Seja (C,J) um casal e I — Sets®” um diagrama de pré-feize P;. Se
todo P; € feixe, entdo yLnPZ- também € feixe.

Demonstragao:

Seja I — Sets®” um diagrama de pré-feixes que leva cada indice i em pré-feixe P,
entdo o limite inverso em Sets¢” ¢ calculado ponto por (m P)(C) = T&n(PZ-(C')), sendo
que do lado direito estamos usando o limite de conjuntos e C' € C.

Faga P = lim P; o limites em Setst” | assim P(C) = (1£1 P;)(C) iremos mostrar que
P é feixe.

Dada uma cobertura S de C', como cada P; é feixe, temos que o seguinte diagrama é
um equalizador Py(C) —— [[ Pi(domf) ——2 T[] Pi(domg) Viel.

fes f.g€es
Como limites comutam entre si, se tormarmos o limite inverso do diagrama de equali-

zador, obtemos que P(C) —— [] P(domf) —= ][] P(domg) é um equalizador.
fes f,9€S

Portando, P é feixe.

(]

Os morfismo da categoria Sh(C,J) sdo transformagoes naturais entre pré-feixes, de
forma que Sh(C,.J) é uma subcategoria plena de Sets®”, entdo temos um funtor inclusio
i:Sh(C,J) — Setst”.

Vamos construir um funtor a : Sets¢” — Sh(C,.J), que é adjunto & esquerda desse
funtor inclusao.

Vemos que através do funtor a, dado um pré-feixe este consegue nos fornecer um feixe.
Esse processo é conhecido como feixificagao e muitas vezes a é chamado de funtor feixe
associado. Sim, mencionamos algo similar quando vimos feixes de se¢ao de um fibrado.

A construcao seré feita em 4 etapas. Primeiro vamos definir um novo funtor, o pré-feixe
P*. Depois veremos que Pt é um pré-feixe separavel (a ideia de separavel aqui é de um
pré-feixe que é quase um feixe). A terceira etapa consiste em verificar que se P ja era
separavel, entao Pt é feixe. Por fim, definiremos a(P) = (P1)™T, desta forma a cumpre
com as fungdes que esperamos.

Dito isso, vamos tornar preciso o que queremos dizer com um pré-feixe que é "quase"um
feixe.

Definicao 2.2.17 Um pré-feixe P é dito separavel se as familia compativeis possuem,
no maximo, uma amalgamacao.

Ou seja, garantimos a unicidade mas nao a existéncia de almagamagoes. Iniciaremos
agora com a primeira etapa da construcao do funtor a.
Usaremos Comp(R, P) para designar o conjunto das familias compativeis da cobertura R.
Para definir Pt teremos que tomar o colimite, sobre todas as coberturas de C, dessas
familias compativeis. Em outras palavras:

Defini¢ao 2.2.18 Seja P um pré-feixe qualquer, definimos PT = lim Comp(R, P)
ReJ(C)

Dessa forma (4) pode ser visto como um funtor, chamado de “semi-feixificagao”. O
motivo desse nome ficard claro com os préximos passos.

Essa definigdo pode parecer artificial, mas ela faz sentido. Temos (J(C'), C) um poset,
se P fosse feixe, terfamos que para cada cobertura R de um objeto C' em C uma familia
compativel {zf}fcr de elementos de P representam um tnico elemento de P(C'). Mas se
considerarmos um refinamento S de R, teremos que a subfamilia {z;}scg representa o
mesmo elemento de P(C). Desta forma, é natural pensar em tomar os colimites de todos
os crivos de cobertura de C', ordenados por inclusao inversa.

Note que um elemento de P*(C) ¢ uma classe de equivaléncia de familias compativeis.
Seja f: D — C de R. Considere & = {zy | f € R}, onde xf pertence a P(D) e xy . k =
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xfi, paratodo k: B — D. Sejay = {y, | g € S}, temos que & e y sdo equivalentes quando
existe um refinamento comum 7"C RN S, T € J(C) tal que xp, = yp, para todo h € T.
Recordamos que h*R = {g | codg = C',hg € R}
Seja h : C" — C em C, o mapa restrigao PT(C') — PT(C") é dado por

{zng | [ € "R} = P (h)({zf}ser)

e estd bem definido nas classes de equivaléncia pois dados y e T' como acima, entao h*(T") C
h*(R) N h*(S) e xpp = ynyp, para f' € h*(T).

Isso nos diz que P' possui estrutura de pré-feixe.

Considere ¢ : P — @ um mapa entre pré-feixes, temos que ¢ induz um mapa ¢* :
Pt — QT, onde Q = lim Comp(R,Q), pois ¢ induz uma aplicagdo ¢ nas familias

ReJ(C)
compativeis ¢’ : Comp(R, P) — Comp(R,Q), {x} s {o(xf)}s.

Entao P+ PT é um funtor de P, mais do que isso, temos uma transformacao natural
candnica n : P — PT em que no(x) = {z . f | f € tc} para todo z € P(C), onde
tc ={f | codf =C} é o crivo maximal.

Isso é o suficiente para considerarmos encerrada a primeira etapa e darmos inicio &
segunda. Enunciaremos e demonstraremos 3 proposicoes para verificar que P é separavel.

Proposicao 2.2.19 Valem as sequintes afirmagoes:

(i) Um pré-feize P é separdvel se, e somente se, n: P — P é um monomorfismo.
(1) Um pré-feize P é feize se, e somente, n: P — PT é um isomorfismo
Demonstragao:

(i) Sejam z,y € P(C)e f: D — C em C
(=) Temos que z . f =y . fimplica x =y, pois x e y sdo amalgamacoes de {z}¢
e PT & separavel.
Logo, no(z) =z . f =y . f =nc(y) implica x = y. Entao n é monomorfismo.
(<) Temos que nc(x) = ne(y) implica = y, mas no(x) = {z . firencly) =
{y . f}r
Seja {zf}s uma familia compativel e suponha que existam duas amalgamacoes z e
y de {z¢}s Entdo x . f = zy = y . f, ou seja, a amalgamacao, se existir, é tnica.
Portanto, Pt é pré-feixe separavel.

(i) (=) Seja {xf}rer familia compativel para R e xy = = . f para todo f € R.
Se tivermos y . f = xy para todo f € R, com P & feixe, x = y (a amalgamagao é
Unica).
Agora note que R C RNt¢, logo, é um refinamento comum de R e tc. Entao obtemos

{xf}rer = {yr}trete = nc(y), logo, no é sobrejetora. Como 7 é monomorfismo por
(i), concluimos que 7 é isomorfismo.

(<=) Se n é isomorfismo, em particular, &€ mono. Entao ja temos que P é pré-feixe
separavel por (i). Resta garantir a existéncia da amalgamacao.

Seja {z ¢} fer uma familia compativel para R. Como 7)c é sobrejetora, existe y € P(C)
eSCRNtc=Rtalquey . f = xy para todo f € S. Assim, y ¢ amalgamagao para
{zf}res e para {zy}rer

Concluimos assim que P é feixe.
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Proposigao 2.2.20 Se F' € um feize e P € pré-feize, entao qualquer mapa ¢ : P — F de
pré-feizes se fatora unicamente por n, ¥ = ¢ on, como representado pelo diagrama

p 1, pt

quﬁ

F

Demonstracao:

Seja @ = {zy | f € R} elemento de PT(C'), C objeto de C e R cobertura de C.

Recorde que no(x) ={x . f | f € tc}, assim, dado um morfismo h : D — C em R,
temos np(xp) = {xn . k | k €tp}.

Mas também vale {zpp | f' € h*R} = PT(h)({xf}rer)

Observe que h*R = tp. Como tp = {f | codf = D} e h*R={g | codg = D,hg € R},
¢é imediato que h*R C tp.

Por outro lado, como h estd em R, temos hf € R para qualquer f em tp, logo, f
também estard em h*R. Lembrando que « é familia compativel obtemos:

np(@n) ={ank | fe€tpy ={anp | 'Ry ={ap | fER}. A

Queremos definir elemento y = ¢(&) de F(C) que satisfaca:

y.h=0(@) . h=¢({xy | f€R}.h) =dmnp(zr)) = d(xn),Yh € R

Fazemos um parénteses aqui caso haja alguma divida sobre como passamos h para
dentro de ¢. Isso ocorre porque ¢(&) . h é F(h)(¢(2¢)) que por sua vez - pois ¢ deve ser
transformagao natural entre pré-feixes - ¢ igual a ¢({f}; . h = ¢(PT(h)({zs}s))

D PT(D) N F(D)
Jh P*(h)T ) TF(h)
C PH(C) -2 F(O)

Ou seja, definimos ¢¢(4) como a tnica amalgamacao de {¢(zy) | h € R}, onde tal
familia ¢ compativel de F' e define transformagao natural. B
Dessa forma, para todo ¢ : P — F encontramos um ¢ tal que ¢ = ¢ on.

Proposicao 2.2.21 Seja P pré-feize, entao PT ¢ pré-feize separdvel.

Demonstragao:

Seja @Q uma cobertura de um objeto C' de C. Consideremos z e w elementos de P*(C)
tais que z . h = w . h, para algum h € Q.

Sendo z e w elementos de P (C), temos que sao classes de equivaléncia de familias
compativeis da forma z = {zy | f€e R} ew={y, | g € S}, com R e S coberturas de C.

Agora vamos tomar um refinamento de cobertura que fornece uma familia compativel.
Seja h: D — C em @, aigualdade z . h = w . h nos diz que existe uma cobertura T}, de
D tal que T, C h*(R) N h*(S) e zpt = ynt, Vt € Th,.

Entéo, para cada h € @, onde () é uma cobertura de C', temos umas cobertura 7}, de
D entao a familia das composigoes T'= {ht | h € Q,t € Ty} & uma cobertura de C, pelo
Exercicio 2.2.7(c), onde T'C RN S.

Entao encontramos um refinamento tal como necessario para definir equivaléncia entre
familia compativeis, logo, w = z. Portanto, existird no maximo uma amalgamacao.

Proposicao 2.2.22 Seja P pré-feize separdvel, entao PT € um feize.
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Demonstragao:

Uma vez que P é separavel ja temos a unicidade, falta verificar a existéncia da amal-
gamacao para toda familia compativel. O que faremos é amalgamar todas as famfilias
compativeis de elementos de P .

Seja R € J(C) e considere a familia {#y | f € R}. Entao temos f: D — C e iy €
PT(D). Vamos trabalhar com as classes de equivaléncia, isto ¢, cada &y = {xs, | g € Sy}
¢ uma classe de equivaléncia de familias compativeis onde g : £ — D, zy4 € P(E) e
SreJ (D).

Como {i&y | f € R} ¢ compativel, temos que P*(h)(&s) = @sp,Vh : D' — D. Os
mapas restrigao de P*(D) — P (D’) nos fornecem uma equivaléncia de familias

{png | g€ S}y ~{xpng | g € h*(Sy)}

Isso significa que existe um refinamento Ty em J(D') onde Ty, C h*(Sf) N Sy tal
que

zrn =Ty VI E Thp ()

Vamos precisar da igualdade acima mais tarde, por hora, defina Q = {fog | f €

R,g € Sf}. Como R e S sao coberturas de C, @ cobre C' também (Exercicio 2.2.7(c)).
Agora defina § = {ys, | feeq} € PT(C) uma familia para Q tal que yry = 2y,
Primeiro devemos mostrar que a definicao de ¢y nao depende da escolha de fatoracao

de fg.
Suponha fg = f'g’ com f,f' € Rege Sy, g € Sp. Seja k € Ty g N Ty o, entao:

Tpg o k=Tpg Pois 2 é compativel
= 2o Por (x)
=Xfgk Pois fg = f’g7
=Ty gk Por (*)
=xpg .k Como f' € R, :1;’f é compativel

Como T4 N Ty g € uma cobertura de D' e P & separavel, obtemos x4 = x4, logo, ¥
estd bem definida. Temos ainda que y ¢ elemento de PT(C), pois {#; | f € R} compativel
implica que y é compativel.

Resta mostrar que y ¢ uma amalgamacao de {&¢ | f € R}. Queremos verificar que
y.f=Aym | hehQ} {ir} = {zsy | g € S¢} na realidade correspondem ao mesmo
elemento de P (D) para todo morfismo f: D — C em R.

Por definicao de @ rapidamente verificamos que Sy = f*(Q) = {k | codk = D, fk €
Q}. Além disso, por definicao de ¥, temos yrqy = x5, Vg € Sy, logo, ¥ . f={yse | g €
Syt =Awzsg | 9 € S5} =iy

Entao, para cada f € R construimos y € PT(C) tal que ¢ . f = iy, ou seja, para toda
familia compativel &y encontramos uma amagalmacao 3. Vimos na tltima proposicao que
PT & separével, portanto, essa amalgamacao é tinica. Assim concluimos que PT ¢é feixe.

(]

O préximo Teorema cumpre o papel da 4% etapa.

Teorema 2.2.23 O funtor inclusio i : Sh(C,J) — SetsC” possui adjunto & esquerda
a: Sets$” — Sh(C,J)

Demonstragao:

Fazemos a : Sets¢” — Sh(C,J) com a(P) = (P*)*. Pela discussio que fizemos nas
etapas temos que a estd bem definido pois a Proposicao 2.2.21, nos garante que P é
pré-feixe separavel, logo, pela Proposigao 2.2.22, (PT)* = a(P), é feixe. Entao a é de fato
um funtor que leva pré-feixes em feixes.
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Mostraremos a adjuncao exibindo sua respectiva unidade, a qual fornece um identidade
idg

triangular do tipo @ —— aoioa — a . Isso é bem conhecido, mas indicamos [MLI8|
(Teorema 1, Capitulo IV) para mais detalhes.
Agora considere np : P — PT e npy : PT — PTF. A composi¢do np+ onp : P — P
leva um pré-feixe P de Sets®” em um feixe PT+ de Sh(C, J).
p -, pt
Aplicando a Proposicao 2.2.21 obtemos um diagrama comutativo \ A
f ~

F
Mas podemos aplicar essa proposi¢ao uma segunda vez, agora considerando a compo-

sigao np+ © 1p

Np+
p_ ", p+t T, pt+
. a i

f ~
~
~

9
F

Entao f se fatora unicamente ao longo de np+ onp. Como i(F) = F e PT = i(a(P)),
temos que a é funtor adjunto a esquerda de i e np+ onp é a unidade da adjuncao. [
Como consequéncia imediata desse teorema temos:

Corolario 2.2.24 A composicao aoi: Sh(C,J) — Sh(C,J) € naturalmente isomorfa ao
funtor identidade de Sh(C,J)

Demonstragao:

Aplicando duas vezes a Proposigao e 2.2.22 e depois a Proposi¢ao 2.2.19(ii), temos que
se P for feixe entdo PT e PTF sdo feixes. Além disso, np e 1}, sdo isomorfismos, logo,
a(i(P)) = P é composta de isomorfismos naturais. "

Proposigao 2.2.25 O funtor a : Sets” — Sh(C,J) comuta com limites finitos.

Demonstragao:
Aqui vamos usar um lema bastante conhecido, sem demontra-lo. Deixamos como refe-
réncia [MLIS|

Lema 2.2.26 Em Sets, limites finitos comutam com colimites filtrantes.?

Verificaremos que P +— P comuta com limites finitos.

Seja C objeto de C e R € J(C). Definimos um funtor G : Sets®” — Sets dado por
G(P) = Compc(R, P). Note que G preserva limites: se P é pré-feixe temos um isomorfismo
natural Compc (R, P) = Homg,cor (R, P). Como o funtor Hom(R, —) preserva limites,
temos que G preserva limites.

Entao, dada uma categoria de indices I, para todo P : I — Sets®” temos:

Compc (R, lim F;) = lim Compc (R, P))

Mas Pt = lim Comp(R, P), PT(C) é colimite de Comp sobre todas as coberturas
ReJ(C)

de C, ordenados por inclusao reversa. Observe que dadas duas coberturas, existe um refi-

namento em comum dado pela interse¢do, pelo Exercicio 2.2.7(b). Além disso, se S O R

e RO T, temos S O T. Com essas observacoes podemos concluir que Comp forma uma

categoria filtrante, logo P*(C) é colimite filtrante. Pelo Lema 2.2.26, P — PT comuta

com limites finitos. Portanto, o funtor a também comuta com limites finitos. [

2Uma categoria ¢ dita filtrante se todo diagrama, finito possui cocone.
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2.3 Topos Elementares

Agora vamos definir o que é um topos, também conhecido por topos elementar. Assim
como categorias abelianas, topos sao categorias abstratas no sentido que nao dizemos quem
880 os objetos ou os morfismos, apenas atribuimos certas propriedade que a categoria deve
satisfazer para ser um topos. Nessa segdo, além de [MLM94| usamos bastante [Joh14].

Definicao 2.3.1 Seja £ uma categoria localmente pequena com todos limites finitos e 1
seu objeto terminal. Um classificador de subobjeto em & consiste de um objeto €2 e
um morfismo ¢ : 1 — € satisfazendo a seguinte propriedade:

Dado qualquer objeto E e qualquer subobjeto r:U —— FE , existe um tinico mor-

fismo x,: E —— Q que torna o diagrama abaixo um pullback

U—1

O

ETQ

~

Temos que 2 é conhecido como objeto dos valores verdade, x, ¢ morfismo clas-
sificador (ou morfismo caracteristico) de r e t ¢ o morfismo verdade.

Note que a condi¢do de ser pullback nos da que o classificador de subobjeto é tinico a
menos de isomorfismo. Denotamos por Subg(F) o conjunto de todos os subojetos de E em
E.

Pode nao parecer mas qualquer estudante de matematica ji se deparou com o classifi-
cador de subobjeto antes.

Exemplo 2.3.2 Seja & = Sets, @ ={0,1} et :1 — {0,1}. Tome E um objeto de &, ou
seja, um conjunto. Sabemos que todo subconjunto U de E possui uma tnica fungao carac-
teristica xy : E — {0,1}. Essa propriedade ¢ exatamente a condigao de ser classificador
de subobjeto.

O classificador de subojeto nos fornece um isomorfismo que sera bastante utilizado
adiante.

Proposicao 2.3.3 Uma categoria localmente pequena £ com limites finitos possui clas-
sificador de subobjeto se, e somente se, existe um objeto £ e um isomofismo natural n
onde

nx : Subg(X) = Home (X, Q)
para todo X objeto de £

Demonstracao:

(=) Suponha que & possui classificador de subobjeto entao nx leva classes de equiva-
léncia de cada monomorfismo r : U — X em seu respectivo morfismo caracteristico x,, o
qual é tinico, ou seja, dados dois morfismos representantes de um mesmo subobjeto, ambos
possuem mesmo morfismo caracteristico, logo, nx € injetora.

nx € sobejetora pois todo ¢t : 1 — € Homg(X,2) é mono e pullback de mono é
mono, entdao os subobjetos sdo unicamente determinados pelo pullback ¢ ao longo de .
Portanto, nx é uma bijecao para cada X. Falta checar a naturalidade.

Podemos fazer o pullback do mono r : U — X, isto é, de um Sub(X), ao longo de
um morfismo f :Y — X. Colocando esse pullback ao lado do que ja tinhamos obtemos o
seguinte diagrama, onde Subg(f)([r: U — X|)=[r': P — Y]
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N
= S

Pelo Lema dos Pullback (Lema 4.0.2), o retangulo é também um pullback. Entao o pull-
back de f em Sub(X) corresponde com a composigao com f em Hom(—,). Como & é
localmente pequeno, garantimos que estamos em Sets e, portanto, vale a naturalidade.

(<=) Suponha que nx : Subg(X) = Homg(X,Q) é isomorfismo natural para todo
X. Pela bijegao de nx, Subg : £°P — Sets é representavel (Definigdo 2.2.1) e existe um
unico subobjeto de €, digamos, t' : T — §, que ¢é identificado, por nx com a identidade
id : Q@ — Q em Hom(£2, ).

Além disso, subojetos [U — X| de X correspondem a um tnico morfismo x : X — €.
Como nx é natural obtemos

Sub(Q) —— Hom(,Q)
S’ub(x)l J/Hom(x,id)
Sub(X) —— Hom(X, Q)

cujas aplicagoes fornecem um diagrama comutativo do tipo

T — id

| ]

U—x

Ou seja, (Sub(x))(T') = U. Entao U ¢é o pullback de T' ao longo de x, isto é, o seguinte
diagrama é um pullback:

uv-X.T

I )

XT>Q

O diagrama da defini¢ao de classificador de subobjetos ja temos, resta apenas verificar que
T é terminal em &£. Podemos trocar U por X de forma que U »— X seja a identidade
X — X.
X 2T
Para a existéncia, note que x1 : X — T existe pois idxi lt/ é um diagrama
X ——Q
tox
de pullback. E claro que comuta, para ver que é de pullback considere outro diagrama
y 21
comutativo hl ¢ - Como t' é mono, t' o g =t' o x1 o h implica g = x1 o h. Assim,
X —Q
tox
h:Y — X é o tunico morfismo tal que idxy oh = h e g = x1 o h, assim as condi¢bes de
pullback estao satisfeitas.
Para a unicidade, suponha que exista outro morfismo yo : X — T'. Entao:

X X7

d e
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com 7 = 1 ou 2 é um pullback pois ¢ é mono. Mas recorde que o morfismo x que forma
esse pullback é tnico, logo, t' o Y1 = x = t/ o x2. Usando mais uma vez que t’ é mono
concluimos que x1 = xa2.
Isso significa que o mapa X — 1" é inico para cada objeto X em &, isto é, T' é terminal.
|
Vamos agora introduzir um conceito que generaliza a nogao de conjunto de fungoes.

Definigao 2.3.4 Seja £ uma categoria com todos os produtos binarios, B e C objetos de
£. Um objeto exponencial consiste de um objeto C® e um morfismo ev : C8 x B — C
satisfazendo a seguinte propriedade:

_ Dado qualquer objeto A e qualquer morfismo f : Ax B — (' existe um tinico morfismo
f:A— CPBtal que evo (f xidg) = f. Em termos dos diagramas:

CBxB -, (C

CB
T ] A
A Ax B

Dizemos que ev é o mapa de avaliacao e f é a transposta exponencial de f.

Por outro lado, se tivermos g : A — CP, escrevemos g = evo (g x idg) : Ax B — C
e chamamos g de transposta de g. Pela unicidade da transposta exponencial, obtemos

g = g. Mais ainda, também temos ]7: fparatoda f: Ax B— C.

Definicao 2.3.5 Dizemos que uma categoria é cartesianamente fechada se tiver pro-
dutos binarios e se cada objeto B e C' admitir objeto exponencial CB.

Note que nesse caso para cada objeto B podemos definir um funtor (—)B &= € e
esse funtor é adjunto & direita do funtor (—) x B. Assim, por propriedade da adjuncao,
temos um isomorfismo Homg (B x A,C) = Homg (A, CP).

Finalmente vamos definir os topos elementares, os quais chamaremos apenas de topos.

Definigao 2.3.6 Um topos é uma categoria £ tal que:
1. &€ possui todos os limites finitos;
2. & possui classificador de subojeto.

3. & é cartesianamente fechada.

Observagao 2.3.7 Ao longo do trabalho usaremos colimites finitos dos topos, nao faremos
detalhes da construcao dos mesmo mas a ideia para mostrar a existéncia é definir um funtor
P: &% — & por P(B) = QP e, dado morfismo f: B — C, P(f): Q¢ — QF ¢ a composta
evo (1 x f). Tal funtor é monédico, desse fato segue que £ possui limites finitos, os quais
sao colimites em &£. Ver Capitulo IV, Segao 5 de [MLM94|.

Exemplo 2.3.8 1. Sets: De fato, sabe-se que a categoria dos conjuntos possui pull-
backs e objeto terminal - & saber, respectivamente, um subconjunto do produto car-
tesiano de dois conjutos e o conjunto unitario - portanto, possui todos os limites
finitos. Pelo exemplo 1.3.2, possui classificador de subojeto. A exponencial em Sets
também é bem conhecida: sejam X e Y conjuntos, temos YX = {g: X — Y} e
o morfismo ev é o mapa de valoragao que leva cada para (g,z) € YX x X para
g(z) € Y. Assim, para qualquer morfismo h : Z x X — Y existe um tinico morfismo
h:Z — YX tal que h(z)(x) = h(z,y).
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2. SetsC” | com C uma categoria pequena: O terminal é o pré-feixe constante denotado
por 1 tal que 1(A) = {*} para todo objeto A de C, onde {*} é o conjunto unitario,
que é terminal em Sets. Como pré-feixes sao calculados ponto a ponto também nao
¢ dificil verificar que o pullback existe. Com isso temos que SetsC” possui limites
finitos, agora vamos descrever o classificador de subobjeto. Pelo Lema de Yoneda,
dado A em C, Q(A) = Hom(y(A),2) é um isomorfismo, logo, existe uma corres-
pondéncia bijetora entre Q(A) e morfismos Hom(—, A) — 2, entdo corresponde
a uma classe de isomorfismos de subobjetos de Hom(—, A). Seja F' subfuntor de
Hom(—, A), determinado por R crivo de A, definimos Q(A) = {R | R é crivo de A}
e Q(f)(R)={g | codom(g)=A,foge€ R}, paracada f: A — Be R c Q(A).

Assim Q é um funtor em Sets€”.

Definimos o morfismo verdade ¢4 como o crivo maximal, que é formado por todos
os morfismos com codominio A e, dessa forma, t4 : 1 — € é uma transformacao
natural.

Seja F' — F subobjeto em Sets®”, para cada z € F(A) definimos uma transforma-
¢ao natural gp(x) = {f | codom(f) = A, F(f)(x) € F'(domA)}.

Fr——1
Entao ¢a(z) = ta se, e somente se, z € F'(A), isto ¢é, I ltA ¢ um diagrama
Q

F=3

de pullback. Falta verificar a unicidade de ¢.

Observe que dado crivo R, f € R se, e somente se, Q(f)(R) = taom(s). Se ¢ &
uma outra transformacao natural que fazer do diagrama acima um pullback, temos

e wcodom(f) (‘T) se, e 80 se, wdom(f) (F(f)(x)) = tdomfa se e 80 se, F(f) € F’(dom(f)),
entao ¢ = 1.

Assim concluimos que o funtor Q ¢ classificador de subobjeto em Sets¢”.

Para verificar a existéncia do objetos exponencial mais uma vez usamos o Lema
de Yoneda. Dados F,G em Sets®”, usamos a corresponéncia bijetora entre G¥'(A)
e morfismos Hom(—,A) — GF, que por sua vez estio em correspondéncia com
Hom(—,A) x F — G para definir G¥'(A) = Hom(—, A) x F — G, para todo A em
CeGF(f)=Hom(—,f)xid: Hom(—,B) x F — Hom(—,A) x F, h+ ho f, para
f:A— BemC.

Seja ¢ : Hom(—,A) x G — G e v € F(A), definimos o morfismo avaliacdo ev :
G x F — G por eva(v,x) = Ya(ida,z) e para todo g : H x F — G definimos
a exponencial transposta g : H — G¥ por (ga(2))s(f,z) = gg(H(f)(2),z), onde
z€ H(A), f:A— Bexec F(B).

GFx F 25 @G

Sabendo isso verifica-se que ﬂ e temos que G é exponencial em
g

Hx F
SetsC”.

3. Topos de Grothendieck: Vamos apenas esbocar a verificagdo. Vimos no Teorema
2.2.23 um par de funtores adjuntos entre Sets¢™ e Sh(C,J). Em 2.2.25 vimos ainda
que o funtor feixe associado a : Sets¢” — Sh(C,J preserva limites finitos. Como
Sets®™ possui todos os limites finitos, temo que Sh(C,.J) também possui.

Para Sets¢” definimos o morfismo caracteristico através do mergulho de Yoneda
y(A), para Sh(C, J) o procedimento é andlogo mas agora define-se 2 como o conjunto
de subobjetos de a(y(A)), onde a é o funtor feixe associado introduzido na se¢ao 2.2.
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O objeto exponencial em Sh(C,.J) é definido da mesma forma como em Sets®”, pois
se G é um feixe para uma topologia de Grothendieck J em C, entdo o pré-feixe G¥'
é feixe para qualquer F e assim G* é exponencial em Sh(C,.J).

Agora que finalmente definimos um topos, vale uma observacao sobre o uso da palavra
no plural. Segundo uma nota de rodapé de [Mcl90], a palavra topos é uma de origem fran-
cesa que vem de “topologie” (topologia). Por isso, A. Grothendieck usa o pural obedecendo
as regras do francés, onde nao se modifica palavras terminadas com “s”. O uso de “topoi” é
comum entre os que entendem o termo como sendo de origem grega e “toposes” se justifica
pela regra da lingua inglesa. Seguiremos a regra da lingua portuguesa, a qual coincide com
a francesa, e sempre teremos “topos”, seja no plural ou no singular.

Definigao 2.3.9 Sejam & e £’ dois topos. Chamamos de funtor l6gico um funtor T :
E — &' que preserva limites finito, exponenciais e classificadores de subobjetos. Em outras
palavras, preserva a estrtura de topos.

Isso significa que se X EXxY L ysao projecoes de um produto em &£, entao temos pro-

f
jegoes de um produto T'(X) L) T(X xY) @, TY)em E5se B —— X <Y

f/
é diagrama de equalizador em & entao T'(F) —— T(X) =7 T(Y) também é equa-
T(f

lizador em &'; se t : 1 — Q é classificador de subobjeto em &, entao T'(t) : T1 — T(2) é
classificador de subobjeto em £ e se CP & exponencial em &, entdao T(CP) é exponencial
em &'.

As projecoes do tipo & x & =5 & e o mapa incluso Setsy — Sets, onde Setsy ¢ a
categoria dos conjuntos finitos, sdo alguns exemplos de funtor l6gico.

Agora vamos mostrar diversar propriedades dos topos, muitas delas também vimos para
categorias abelianas. No Capitulo 4 disponibilizamos uma tabela listando os resultados que
apresentamos ao longo da Dissertacao e sao compartilhados por ambas as categorias.

Proposicao 2.3.10 Em um topos, todo monomorfismo € um equalizador.

Demonstracao:

Sejam : X — Y um monomorfismo. Considere ty = toly, onde !y é a tnica flecha que
vai de Y no objeto terminal 1. Sendo assim, e por defini¢ao de classificador de subobjeto,
o diagrama abaixo comuta

!

X X351
m th
ty
 g— e

Seja f : W — Y um morfismo que equaliza ty e t, temos x,, o f =ty of etyof =

(toly)o f =to(ly o f) = toly, onde a tltima igualdade vale por cauda da propriedade
universal do objeto terminal.

'w

X —1

~ 'x - : ) ,
Entao mI lt comuta. Mas o primeiro diagrama, além de comutar, é
ty

um pullback (por definigao de classificador de subobjeto). Entao conseguimos um morfismo
g: W — X tal que mog = f e, como m é mono, g é unica.
Desta forma provamos que o par (X, m) ¢ o equalizador de ty e xp,. [

Corolario 2.3.11 Todo morfismo em um topos que €, simultaneamente, epi e mono, € um
1somorfismo.
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Demonstragao:
Vimos acima que todo mono em um topos é um equalizador, mas, para qualquer cate-
goria, um equalizador que é epi é um isomorfismo. [
Para prosseguir precisamos dizer o que é uma relagao de equivaléncia numa categoria
com liminites finitos.

a
Definigao 2.3.12 Seja £ uma categoria com limites finitos, R — X. um par paralelo

de morfismo de £. Dizemos que (a,b) é uma relagao de equivaléncia em X se:

(a,b)

1. R—>= X x X ¢é monomorfismo;

A
2. O subobjeto diagonal X »—— X x X se fatora por (a,b), em outras palavras,

existe X %= R tal que ac = bc = idy;
3. Existe um monomorfismo R —~— R tal que br = a e at = b;
P-4 R
4. Existe t : P — R onde P ¢ o pullback pl la tal que at = ap e bt = bq.

RT>X

O item 1 define relagao, o 2 relagao reflexiva, o 3 relagao simétrica, o 4 relagao
transitiva.

Definigao 2.3.13 Seja f : X — Y um morfismo dizemos que o par de flechas (a,b) : R —
X é kernelpar de f se é o pullback de f ao longo do proprio f, ou seja, o diagrama abaixo
é um pullback

_a

M
R ol

f

Todo kernelpar determina uma relagao de equivaléncia e uma relacao de equivaléncia
¢é dita efetiva se é um kernelpar.

Proposigao 2.3.14 Em um topos toda relacdo de equivaléncia € efetiva.

Demonstragao:

Nao exibiremos uma prova para esse resultado aqui pois o enunciamos mais para in-
troduzir a nogao de relagao de equivaléncia efetiva, que torna a aparecer no enunciado do
Teorema de Giraud. Uma referéncia é [Joh14|, Proposicao 1.23. ]

Definicao 2.3.15 Seja X um objeto de um topos, o singleton de X é um morfismo
{x : X — QX que corresponde a transposta exponencial de § : X x X — Q, onde § &
morfismo caracteristico da diagonal A : X — X x X.

Definigao 2.3.16 Um morfismo parcial f : X — Y em um topos é um diagrama da
forma

x L.y

|

X
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Defini¢ao 2.3.17 Um morfismo parcial com codominio Y ¢ dito representavel se existe
um monomorfismo 7 : Y — Y tal que para qualquer f : X — Y existe um tnico f : X - Y
que torna o seguinte diagrama um pullback

x .y

% Rk

X%?

Note que se Y = 1 na definicdo de morfismo parcial representével, entdo caimos na
definicao de classificador de subobjeto.

O Teorema a seguir ja foi um axioma para definir topos elementar, mas foi retirado
quando W. Lawvere e M. Tierney perceberam que poderia ser obtido como consequéncia
da existéncia do classificador de subobjeto em uma categoria cartesianamente fechada.

Teorema 2.3.18 Em um topos todos os mapas parciais sao representdveis.

Demonstragao:

Seja {} : Y — QY o morfismo singleton. Considere o seu grafico graf({}) = ({},idy) :
Y — QY xY ey arespectiva funco caracterisca de graf({}), que é uma secdo e, portanto,
um mono. Entao temos o seguinte diagrama de pullback

Y — 1

()| b
Q' xY —— Q
Tome ¥ : QY — QY a transposta exponencial de x e defina Y — QY como o equalizador
~ X
de Y e idy, isto 6, Y »—— QY — 928
(2 QY

Uma vez que {} é um monomorfismo, temos que o diagrama comutativo a seguir é um

pullback

y My

AYI IHLMy)
vV xy B9 gy oy

W%Y

Verificando: Suponha gl I({},z‘dy) comutativo com g = (g1, 9g2) e considere

Y xy B9 gy Ly

as projegoes py : QY xY 5Y e poy : QY xY — QY.

Veja que pgr o {} o g1 = pgro{}ofepyo{logo=pyo{}of entdog=(f f)e
encontramos h: W — Y tal que idy o h = f e Ay o h = g, agora basta fazer h = f.

Com isso temos dois quadrados de pullback um ao lado do outro

idy

Y Y >

1
AYI Iﬁhmy) f
Q

Y XY — 5 QY xY ——
{}xidy X

Yy —— 1
Pelo Lema do Pullback o retangulo AYI It também é um pullback.

Y XY i

67
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Isso significa que x({} x idy) classifica Ay, logo, xo{} = {}. Sendo assim, {} se fatora
em Y — QY que é o equalizador de Y e idgy. Entdo existe um tinico monomorfismo
n:Y =Y.

x Ly

Seja f: X — Y um mapa parcial da forma dI
X
Considere o mapa (d, f) : X’ =— X x Y (que é mono pois d ¢ mono) e seu respectivo

classificador 1 : X x Y — Q. Vamos mostrar que ¢ : X — QY se fatora em Y, ou seja,
que o diagrama abaixo é um pullback.

x Ly

({ [o

X —— QY
P

U—sy
Considere ai I{} comutativo. Como (b,b) se fatora em Ay : Y — Y XY e os
X — QY
P

dois diagramas seguintes comutam, obtemos 1 (a, b) = ¢(b, b)

U—1 U——1
w ] e[ ]
XXYTQ Y><Y7>Q

Entdo (a,b) se fatora de forma tinica em (d, f) : X’ — X x Y e, de fato, QY 9, {}) ¢
um pullback. Agora que temos uma fatoragao de ¢, vamos chamar de f o morfismo que
vai de X em Y (nesse caso nao estamos falando da transposta exponencial da f). Assim:

i

X Y
dJ/ I"
f
comuta. _ _
Resta ver que f é dnico. Suponha que existam f; e fo satisfazendo o mesmo que f.

Vimos que as exponenciais transpostas da composi¢ao de tipo X il—> Y — QY classificam

o mesmo subobjeto (d, f) : X’ — X xY de X x Y, entao
xhy or=xLyv._q

Como Y ~— QY & mono, f1 = fo.
A partir de um mapa parcial f qualquer encontramos um tdnico ]7 que torna f repre-
sentavel. [
Temos uma consequéncia que ja se relaciona com um conceito introduzido no capitulo
de Algebra Homologica.

Corolario 2.3.19 Os objetos Y construidos no teorema anterior sio ingetivos. Portanto,
um topos possui suficientes injetivos.
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Demonstragao:

Possuir suficientes injetivos significa que para objeto X no topos, existe um mono-
morfismo X — FE, onde E é injetivo. Nosso F ¢ Y, devemos apenas verificar que ele é
injetivo.

X' — X
Dado um diagrama da forma l / vamos mostrar que ele comuta, como pede

Y

a definicao de objeto injetivo.
X" — X’
O triangulo acima forma o pullback J l

y — 1 .y

Pelo Teorema 2.3.18, existe um tnico X — Y que faz do proximo diagrama também
um pullback

X" — X

[

Yy 1 sy

Mas os dois pullbacks representam o mesmo mapa parcial X — Y, logo, o tinico X — Y

faz o diagrama inicial comutar. [
X —Y

Corolario 2.3.20 Se fI l‘q € um pushout em um topos e f € mono, entdo g é
Z —— T

mono e esse pushout € também um pullback.

Demonstragao:
B X»—Y
Seja h: Z — Y o mapa parcial da forma I / .
Z

Como todo mapa parcial em um topos é representavel, temos o pullback
X —Y
[ D
Z —0 Y

Temos que o cone (7, h) se fatora ao longo de T. Em particular, o monomorfismo 7 se
fatora ao longo de g, portanto, g € mono. Além disso, sendo o diagrama acima um pullback,
o diagrama originalmente enunciado também é. [

Vamos falar um pouco de fatoracao pela imagem, isto é, que todo morfismo se fatora
em epi e mono assim como acontece em Sets e em categorias abelianas.

Definigao 2.3.21 Seja f um morfismo de um topos. Dizemos que m é imagem de f se:
1. m é mono e f = m o e para algum morfismo e.

2. se existe outro mono m’ tal que f = m’ o e’ para algum €', entdao m = m/ o g para
um tnico morfismo g (pois m ¢ mono).

Em outras palavras, m é o menor subobjeto em que f se fatora.
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Veremos na proxima segao que sempre podemos fatorar f, de forma tinica a menos de
isomorfismo, por um epi e um mono. Por essa unicidade, teremos que f sempre admite
fatoracao pela imagem.

Agora considere um morfismo f : A — B e um subojeto de A4, s : § — A, se tomarmos
sua fatoragao pela imagem obteremos um diagrama comutativo como o abaixo:

_e

<~
3

R I
oy

f

Isso nos leva a crer que existe um mapa que leva subobjetos de A em subobjetos de B.
Veremos isso em maiores detalhes na secio sobre Algebras de Heyting em um topos, essa
discussao é importante para comecarmos a falar das propriedades internas de um topos,
mas antes de chegarmos nisso precisamos introduzir as nogoes de morfismos geométricos e
categoria slice.

2.4 Morfismos Geométricos e Categoria Slice

Na secao anterior definimos um tipo de morfismo entre topos elementares chamado
funtor l6gico, mas ha outro morfismo entre topos muito util. Agora nossas principais refe-
réncias foram [MLM94] e [Joh02a].

Definigao 2.4.1 Sejam & e F topos. Um morfismo geométrico f : F — £ consiste de
um par de funtores f, : F — £ (imagem direta) e f* : £ — F (imagem inversa) tais
que

1. f* é adjunto & esquerda de f, e denotamos por f* - fi.
2. f* preserva limites finitos, isto é, exato & esquerda.

Dados dois morfismos geométricos f,g : F — &, dizemos que 1 : f — g é uma
transformacgao geométrica se f* — ¢g* é uma transformagao natural (isso implica que
existe uma tunica f, — g, tranformagao natural, induzida pela adjungao).

Segue da primeira condicdo que f* preserva colimites pequenos e f, preserva limites
pequenos.

Por todo o trabalho que fizemos até aqui é muito natural esperar que tenhamos exem-
plos de morfismo geométricos para feixes e topos de Grothendiek. Vamos descrevé-los.

Exemplo 2.4.2 Sejam X e Y espacgos topologicos. Uma funcao continua f : X — Y
induz um funtor f=!: O(Y) — O(X). Desta forma definimos a imagem direta Sh(f), =
f« : Sh(X) — Sh(Y) tomando funtores .# em Sh(X) e compondo com f~!, ou seja,
f(F)V)=Z(f~1(V)), onde V ¢ aberto de Y.

Para imagem inversa Sh(f)* = f*: Sh(Y') — Sh(X) consideramos feixes ¢ em Sh(Y)
como homeomorfismos locais sobre Y, isto &, fibrados étale p : 4 — Y, onde ¥ = [ %,

yey
Mg ——9
(ver secao 1.1) e tomamos seu pullback com f lq lp que € novamente um
X —Y

fibrado étale. B

De fato, seja (z,9) € f*(¥9) = {(z,9) | f(z) = p(g9) e p, : U — p(U) homeomor-
fismo}. Como p ¢é étale existe U vizinhanga aberta de g tal que p(U) é aberto em Y.
Como f é continua, obtemos W = f_l(p(Ul) x U vizinhanca de (z, g) aberta em X x 4.

Fazendo a interseccao, segue que W N f*(¥) é vizinhaga de (x, g) aberta em f*(¥). Por
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fim, por defini¢io de pullback ¢(W) = f~'(p(U)) ¢ um aberto, q,, : W — f~*(p(U)) ¢
homeomorfismo, logo, ¢ € homeomorfismo local, ou seja, um fibrado étale.

Temos que f* preserva limites pois as fibras sdo dadas por colimites filtrantes e estes
comutam com limites finitos (Lema 1.2.26).

Explicitamos quem sao as imagens diretas e inversas do morfismo geométrico Sh(X) —
Sh(Y'), deixamos [Joh14] como referéncia para verificar a adjuncao entre esses funtores.

Exemplo 2.4.3 No caso de feixes em casais o morfismo geométrico Sh(C,J) — Sets””
apareceu na secao 2.2. A imagem direta ¢ a inclusdo i : Sh(C,J) — Sets®” e a imagem
inversa ¢ o funtor feixe associado a : Sets¢” — Sh(C, J). Provamos a adjuncio no Teorema
2.2.23 e que preserva limites finitos na Proposigao 2.2.25.

No proximo capitulo usaremos a nogao de morfismo geométrico sobrejetor, vamos ja
providenciar uma defini¢cao para isso.

Definigao 2.4.4 Seja f: F — £ um morfismo geométrico. Dizemos:
1. f é uma inclusao se as seguinte condigoes equivalentes sao satisfeitas:
a) f« € pleno e fiel.
b) A counidade da adjuncao (f* - f) é um isomorfismo.
2. f é uma sobrejegao se as seguinte condigoes equivalentes sao satisfeitas:

a) f* reflete isomorfismos, i.e., se f*(«) é iso, entdo « é iso para todo morfismo
ael
b) f* é fiel.

¢) A unidade da adjungao (f* - f.) é monomorfismo.

Exemplo 2.4.5 Ja vimos que f : Sh(X) — Sh(Y) é um morfismo geométrico. Depen-
dendo da situagao, pode ser de inclusao ou de sobrejecao.

1. Seja f : X — Y continua e sobrejetora. Considere «, 8 : F — ¢ morfismos de feixes
em Y onde (f*(%))s = Fu, (f*a)z = ay(y) e procedemos analogamente para & e
B. Uma vez que f é sobrejetora, temos que para y € Y, ay = 3y : F, — 9, logo,
a = . Entao f* éfiele f: Sh(X) — Sh(Y) é sobrejecao.

2. Seja f : X — Y inclusao continua. Tomes .# um feixe em X. Faremos célculos nos
stalks para obter um isomorfismo. Seja V' aberto em Y

[f*f(F)a = [[(P)j) = 1im fu(F)(V)

flz)eV
= lim F(f7(V)) Definicao de f,
flz)eV
o hg F(U) Todo aberto U de X é
zelU
U=vVnYy =YV
=~ Z,

Entao f*f. =id
Agora vamos falar da categoria slice.

Definigao 2.4.6 Seja C uma categoria e C' um objeto de C. Definimos a categoria slice,
denotado por C | C, onde os objetos sdo os morfismos de C cujo codominio é C' e os
morfismos sao tais que dado dois objetos d : D — C ee: E — C de C | C, o seguinte
diagrama comuta:

71



72 TEORIA DE TOPOS 2.4

D— > F
C
E comum mantermos a notacdo de um morfismo em C | C' para um morfismo em C. Mais
precisamente, se s : d — e é um morfismo em C | C, também chamamos de s : D — E o
respectivo morfismo em C.
No fim da segdo 1.1 vimos um exemplo de categoria slice, veja que se C = Top ¢é a

categoria dos espagos topologicos, entao dado um espago topologico X, Bund(X) = Top |
X.

.

Teorema 2.4.7 Seja €& um topos e A objeto fixado de E. Entio a categoria slice £ | A é
um topos.

Demonstragao:

O objeto terminal em £ | A é simplesmente a identidade idq : A - A em &.

Agora veremos que £ | A possui todos os limites finitos. Sejam f: F — Aeg: G — A
morfismos em £ | A.

O produtode fegem E | Aéo pullback em &, onde pr e pg sdo as projegoes.

FXAG G
lpp lg
FﬁA

O equalizador de f, g é o morfismo eq(r,s) — A onde r,s : F — G sao morfismos em
E 1 Aeeq(r,s) éoequalizador de 7 e s.
Agora vamos mostrar que £ | A possui classificador de subobjeto.

Sejatg: A — Q a composta dada por A — 1 L Qem €.

Tome f,g morfismos em £ | A da forma f : F — Ae g : G — A. Verifica-se que
s :g — f & um subobjeto de £ | A quando s : G — F um mono em &£. O morfismo
caracteristico de s em £ é x : F' — Q.

Veremos que (f,x) ¢ morfismo caracteristico de s em £ | A.

Considerando pg : A x  — ) a projegdo na segunda coordenada, obtemos o pullback

abaixo:
G SN s 1
s l(idAJA) t
F—— AxQ — Q
(f:x) p
fx) AxQ

Temos também \ lpA entdao (f,x) : f — pa € morfismo em £ | A. Mais

do que isso, (f,x) é morfismo caracterlstlco de s em £ | A com classificador de subobjeto
0 A x Q — Q, pois o seguinte diagrama é um pullback em £ | A

g —— ida
SI l(ZdAiA)
f— T PA

Verificar que £ | A possui objetos exponenciais ja € bem mais complicado que os casos
acima e para fazer os devidos detalhes sdo necessarios resultados que ndao enunciamos nessa
Dissertagao. Para ver essa demonstragao completa indicamos [MLM94] (Capitulo IV, Segao
7, Teorema 1). "
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Definigao 2.4.8 Seja f : B — A um morfismo em um topos £. Definimos f*: £ | A —
&€ | B como o funtor mudanga de base se for obtido pelo pullback ao longo de f.

Veja que tomar o pullback ao longo de f leva objetos de £ | A, digamos, X — A em
objetos de £ | B, digamos, X' — B:

X X — X
11
B— A B—— A

A definicao da acao nos morfismos segue da propriedade universal dos pullbacks.

Teorema 2.4.9 Seja f: B — A um morfismo em um topos €. Entdo f*: £ A—E | B
possui adjunto & esquerda Zf e adjunto o direita Hf.

Demonstragao:

O adjunto a esquerda é simplesmente a composi¢ao com f, isto é, dado h: H — B em
& | B definimos }_ (h) = foh e verificar a adjuncéo ¢ imediata. O interessante é verificar
que possui adjunto a direita.

Vamos primeiro ver o que acontece quando A = 1 é o objeto terminal. Nesse caso,
ELA=E]1= & éum isomofismo e o funtor mudanca de base de f : B — 1 é dado por
—><B:5—>5¢B,G»—>(G><BP—B>B) onde pg é a projecio.

Seja h : H — B um morfismo em € | B. Um r : pp — h em £ | B é um morfismo
r:Gx B — Hem¢& tal que hor = pg.

Agora tomamos a transposta exponencial de r, ¥ : G — HP onde o seguinte diagrama
comuta

idp

sendo que @ ¢ a transposta exponencial da identidade idp : 1 X B = B — B.
Considerando o pullback P de h® e idp obtemos o diagrama

P—— HE

[

1—— BB
idg

e um unico morfismo 7’ : G — P em correspondéncia com 7. Entao esse pullback é o funtor
adjunto a direita de — x B.

Devemos voltar para o caso geral.

O morfismo f: B — A em £ também pode ser visto como um objeto em £ | A, o qual
denotaremos por (f). Um objeto sobre (f) é um diagrama comutativo determinado por
um objeto em &£ | B, digamos, X — B como o abaixo.

X —— A

| T

B — A
Analogamente ao processo de pegar um objeto B em & e obter a categoria slice £ | B,
podemos considerar um objeto (f) de £ | A e formar a categoria slice (€ | A) | (f). Pela
correspondéncia dada no ultimo diagrama temos (€ | A) | (f) = € | B.
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Assim, o funtor mudanca de base ¢ — x (f): E L A — (£ 1 A) | (f) e caimos no caso
anterior onde podemos encontrar um pullback [] f de hF) ¢ z'?l(vf) como adjunto a direita
do funtor mudanca de base. [

Em breve usaremos um isomorfismo obtido no fim dessa demonstragdo para facilitar
outros argumentos, por isso, merece destaque:

Proposigao 2.4.10 Para todo morfismos f : B — A em &, existe um isomorfismo de

categorias £ | B= (€ ] A) | (f).

E hora de justificar o porqué de denotarmos o funtor mudancga base da mesma forma
como denotamos a imagem inversa. Como consequéncia do Teorema acima obtemos:

Corolario 2.4.11 Qualquer morfimo f : B — A em um topos £ induz um morfismo
geométrico £ | B — £ | A onde a imagem direta é Hf e a imagem inversa € o funtor
mudanca de base.

Ou seja, o funtor mudanca de base €, de fato, uma imagem inversa.

Teorema 2.4.12 Seja f : B — A um morfismo em um topos €. Entao f*: £ A—E | B
€ um morfismo logico.

Demonstragao:

Um fato bem conhecido sobre adjuntos é que funtores que possuem adjuntos a esquerda
preservam limites. J& vimos que o adjunto & esquerda existe, portanto, f* preserva limites
(ndo apenas os finitos, preserva todos os limites pequenos).

Agora usamos a Proposi¢ao 2.4.10 e temos f*: € L A — (£ ] A) | (f). Pelo Teorema
2.4.7, £ | A é um topos, entdo chamamos F = £ | A e assim basta mostrar que, dado X
objeto de F, o funtor X*: F - F | X, YV — (px : X x Y — X) preserva classificador de
subobjeto e exponencial (pois, em particular, (f) ¢ um objeto de £ | A).

Vimos no Teorema 2.4.7 que um classificador de subobjeto em F | X é da forma
px : X x  — X, entao é imediato que preserva classificador de subobjeto. Vamos provar
que X* preserva exponencial:

Sejamp)'% X xD—=X epg’} X x(C = X, devemosveriﬁcarquepgc : X xD¢ - X
é exponencial de p)’% por p)C{ em F | X.

Seja o : E — X um morfismo em F e faga o pullback com pg, resultando no seguinte
diagrama

— X xC
C
X

p

b

— X

Fazendo o produto a x pg( obtemos o diagrama comutativo:

E<P _pExXxxC ¥ xxC

| oo s

X 2 xxx P X

Entao apg( estd em F | X e temos que para todo a X p% — pg existe um udnico

o — (p)'%)(p?c() que torna o diagrama abaixo comutativo

C
(PR x p§ —— pR

[

a x p§
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DxC —— D

Considerando a exponencial D¢ em F temos G.id C)T comutativo.
b vg

ExC
Note que cada ¢ induz morfismo « X p)c( — pg e assim existe um tnico morfismo
(,9) : @ — p§ que faz o seguinte diagrama comutar:

D¢ C D
Px XDPx — Px

[

e
Entao p)’%c = (p)’%)(pg). "

Corolario 2.4.13 Em um topos colimites sao universais, isto €, colimites sao preservados
pelo funtor pullback.

Demonstracao:

Analogamente ao que ocore para & esquerda, funtores que possuem adjuntos & direita
preservam colimites. J& vimos que o adjunto & direita [] f existe, portanto, f* preserva
colimites. ]

Esse corolario nos permite apresentar uma demonstracao de que todo morfismo em um
topos se fatora em epi e mono por uma construgao analoga ao que fizemos para categorias
abelianas.

Teorema 2.4.14 Qualquer morfismo em um topos pode ser fatorado por um epi q sequido
de um mono i e essa fatoracdo € unica a menos de isomorfismo.

Demonstracao:
Comegamos verificando a existéncia da fatoragao. Considere o morfismo f: X — Y e
tome o kernelpar (a,b) de f

a
R:%jXAlﬁY
Considere também ¢ o coequalizador de (a,b)?. Entdo temos

a
R—x 1.y

b q Tl
Q

Assim ja temos que ¢ é epi, vamos ver que i € mono.
(&
Seja ¢ e d um par de morfismos tal que T < @ com ic = id.
d

Tomando o pullback abaixo, obtemos fg = iqg = ice = ide = fh.

S — T

(o) J(ea)

XxX L 0xQ

Entao (g, h) se fatora ao longo de (a,b) : R — X x X, digamos, por um S k R.
Ainda, ce = qg = qak = gbk = qh = de.

3Observe como a ideia dessa demonstracdo ¢ similar ao caso das categorias abelianas. Antes usamos o
cokernel do kernel de f, agora consideramos o coequalizador do kernelpar de f
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Veja ainda que ¢ X ¢ = (¢ x idg) o (idx x ¢). Como ¢ é epi, tanto (¢ X idg) quanto
(idx x q) s@o epis, logo, ¢ x ¢ é epi. Como o diagrama acima ¢ um pullback, pelo Corolério
2.4.13, e também é epi.

Vimos que ce = de, como e é epi, ¢ = d, portanto, ¢ € mono.

Resta verificar a unicidade da fatoragao.

Considere uma outra fatoracao em epi e mono f =i o¢'.

Q/
RN
X Y
N,

Temos i’ 0o ¢’ oa =14’ 0 ¢ ob. Como 7' é mono, ¢’ oa = ¢’ ob. Lembrando que (¢, Q) é o
coequalizador de (a,b), pela propriedade universal, existe um tnico morfismo u : Q — @’
tal que uwoq = ¢. Assim, u ¢ epi pois ¢’ ¢ epi.

Por outro lado, ioqg=p =1 0¢ =1 ouoq. Como q é epi, temos i = i’ o u. Entai u é
mono, pois ¢ € mono. Pelo Corolario 2.3.11, u é isomorfismo. [

Isso significa que um morfismo f em um topos sempre se fatora pela sua imagem.

Corolario 2.4.15 Em um topos todo epimorfismo € um coequalizador (isso é o mesmo
que dizer que todo epimorfirsmo € reqular).

Demonstragao:
Veremos que um epi é o coequalizador do seu kernel-par. Vamos aproveitar o diagrama
do Teorema acima:

a

b\T

O morfismo ¢ é o coequalizador do par (a,b) que é kernelpar de f. Suponha f epi, entao
i0q € epi, logo, ¢ é epi. Na demonstracao vimos que ¢ é mono, pelo Coroléario 2.3.11, 7 é
iso. Assim concluimos que f é, assim como ¢, coequalizador. [

Ainda, uma vez que garantimos a fatoracao pela imagem para todo morfismo, obetemos
um lema que nos sera util na préxima secao:

Lema 2.4.16 Em um topos, a uniao (também wvisto como o supremo) de dois subobjetos
sempre existe.

Demonstragao:

Sejam r : R — Aes: S — A dois subojetos de A. Considere R][S o coproduto e
seja f: R[] S — A. Levando em conta a fatoragao de f pela imagem e os morfismos sp e
sg do coproduto tais que fosg =1 e fosg = s temos um diagrama da seguinte forma

R]_[S<—<S

SR
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Como s e r s2o monos, temos eo sg : S — [ e eo sp : R > monomorfismos, entao I é
subobjeto de A que contem R e S. Além disso, I é o menor subojeto de A que contem R
e S, pois tomamos a fatoragao pela imagem, logo, I = RU S. [

Faltam mais alguns resultados para podermos apresentar uma caracterizagao de topos
de Grothendieck.

Proposicao 2.4.17 Em um topos £ o objeto inicial 0 € estrito, isto €, qualquer morfismo
X — 0 € um isomorfismo.

Demonstragao:
X —0
Dado X — 0 contruimos o pullback lidx lido Como idy é inicial em & | 0, entdo
X —0

idx ¢ inicial em £ | X (os colimites sdo universais). Por fim, como idx é objeto termina
em &£ | X, temos que £ | X é o topos trivial, isto é, possui um tinico objeto e um tnico
morfismo. [

Corolario 2.4.18 Seja & um topos. Todo morfismo 0 — X em £ é um monomorfismo.

Demonstragao:

Tome g1 e go morfismos da forma Y — 0 tais que f o g1 = f o go. Pelo Corolario 2.4.6,
g1 € g2 sao isomorfismos, logo, possuem inversas g; Le 99 ! respectivamente, que sdo da
forma 0 — Y. Contudo, um morfismo dessa forma ¢ tnico e, portanto g; L= 9y ! Entao
g1 = g2 e concluimos que 0 — X é mono pois, é claro, fog; = f o gy implica g1 =¢g2. =

Definigao 2.4.19 Seja X coproduto de uma familia de objetos de {X; | i € I} de &, I
conjunto de indices. Dizemos que X é disjunto se:

1. Cada morfismo canoénico do coproduto v; : X; — X é mono.

2. Para cada par de indices distintos (i, j) o pullback X; x x X; é um objeto inicial em

£.

Proposicao 2.4.20 Em um topos, coprodutos sdo disjuntos.

Demonstracao:
Para ilustrar faremos o caso do copruduto de dois objetos X e Y. Por definicao de
coproduto, o seguinte diagrama é um pushout.

0 — X

l lm

Y 25 XY

Pela Proposicao 2.4.13, os morfismos 0 — X e 0 — Y sao monos. Assim, pela Proposicao

2.3.18, temos que pushout é também um pullback e v, 5 sdo monos, portanto, as duas

condigoes de disjunto estao satisfeitas. [
Vamos definir o gerador de uma categoria.

Defini¢ao 2.4.21 Seja G = {G; | i € I} uma familia de objetos em uma categoria C.
Dizemos que G é gerador de C se, dados dois morfismos f,g: X — Y em C, f # g, existe
algum indice i € I e algum morfismo h : G; — X tal que fog # goh.

Ja vimos que todo topos de Grothendieck é topos elementar, agora apresentamos um
resultado de caracterizacao dos topos de Grothendieck.

Teorema 2.4.22 (Teorema de Giraud): Uma categoria € é um topos de Grothendieck
se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas
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(i) € € localmente pequena com um conjunto de geradores;
(ii) & possui limites finitos;
(iii) € possui coprodutos pequenos, 0s quais sao disjuntos e universais;

(iv) Toda relagao de equivaléncia em E possui coequalizador e esse coequalizador € uni-
versal

(v) Toda relagao de equivaléncia em £ € efetiva
(vi) Todo epimorfismo em E € regular.

Demonstracao:

Essa é uma demonstracao extremamente técnica que acreditamos nao valer a pena
transcrevé-la, mas podemos descrever a ideia da prova. Se £ for topos de Grothendieck
entao fazemos € = Sh(C, J) e pode-se mostrar que as seis condigdes sao satisfeitas.

Para a volta assumimos que as condi¢oes valem em & e precisamos definir uma categoria
C e uma topologia de Grothendieck J tal que Sh(C, J) seja equivalente a &.

O que se faz é definir C como uma subcategoria plena de £ gerada por um conjunto
arbitrario de geradores. Para cada objeto C' de C definimos J(C') como o conjuntos dos
subfuntores R — Hom/(—,C) tais que [[R(X), com X objeto de C é uma familia de

X

epimorfismo em C.
Para ver detalhes indicamos duas referéncias: o Teorema 3.6.1 de [Bor94c| ou Teorema
1 do Apéndice de [MLM94]. [
Agora introduziremos a no¢ao que generaliza categorias pequenas, as categorias internas
a um topos. Categorias pequenas consistem de um conjunto de objetos e um conjunto de
morfismos, mas categorias internas consistem de um objeto de objetos e um objeto de
morfismos com morfismos e axiomas para esses morfismos.

Definigao 2.4.23 Seja & categoria com pullbacks. Uma categoria interna C em & con-

siste de objetos Cy e C1, de &£, respectivamente, objeto de objetos e objeto de morfismos;

quatro morfismos dg : C1 — Cy, d1 : C1 — Cg, e : Co — C1 e m : Co — C1, conhecidos como

dominio, codominio, identidade e composigao, respectivamente, onde Co = C; x¢, C1 = C1
C = (1

é o pullback r, lch e as seguintes propriedades devem ser satisfeitas

c -5 ¢
1. dpe = die =1id
2. dom = dgmo e dym = dim
Cy 1 ¢,
3. O diagrama mxidl lm comuta, onde C3 = C; x¢, C1 X¢, C1

CQL)Cl

Cl XCO Co M) C2 ﬂ Co Xco C1
4. O diagrama lm comuta.
™ u
Ci

Note que a defini¢do acima é uma forma de definir uma categoria em termos de dia-
gramas. Esse mesmo procedimento se repetira ao longo do trabalho.

E natural querermos para categorias internas o que temos em categorias, o préoximo
passo nao poderia ser outro: dizer o que é um funtor entre categorias internas.
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Definigao 2.4.24 Sejam C = (Cy,C1,do,d1,e,m) e D = (Do, D1, dy,d},e’,m’) categorias
internas. Dizemos que o funtor (Go,G1) = G : C — D ¢é interno se Gy : Cp — Dy e
G1 : C1 — D1 sao morfismos em £ que comutam com e, dy,d; € m.

Agora vamos introduzir a nocdo de diagrama interno, também chamada de objeto
esquerdo, provavelmente pela sua semelhanca com as agoes & esquerda de um grupo.
A partir desta parte vamos assumir que £ é um topos.

Definigcao 2.4.25 Seja C uma categoria interna em £. Um diagrama interno F' em C
(ou C-objeto esquerdo em &) ¢ composto por um objeto 7 : F' — Cyp em & | Cy equipado
com uma agao p : C; ¢, I = F de C em & de forma que C; é visto como objeto sobre
Co (i.e., estd em &€ | Cp), usando dy no pullback C; x¢, F. Mais ainda, os trés diagramas a
seguir devem comutar:

Cl XCo F L> F Co XCo F % C1 XCO CQ XCo F M Cl XCo F
71'1l lﬂ' \ l mXidJ/ Lu
ClLCO C1XCOF$>F

Note que toda categoria interna determina diagrama interno onde (7w : F' — Cp) é
(d1:C1 — Co) e p=m.

Queremos construir a categoria de todos os diagramas internos, entao precisamos dizer
como sao os morfismos entre esses diagramas.

Defini¢ao 2.4.26 Sejam (F,m, pu) e (F' 7', /) diagramas internos em C categoria interna
de £. Um morfismo de diagramas internos ¢ um morfismo ¢ : F — F’ em £ que
preserva a estrutura, isto é, os diagramas abaixo comutam

F— % C1 %oy F % ¢ %o, F!

N L+

F_— %

Com isso chamamos de Dg a categoria dos diagramas internos C em &£

Sem nos aprofundarmos nas defini¢oes e resultados intermediérios envolvidos, é possi-
vel verificar que existe forte relagao entre a categoria interna ao topos e a categoria dos
diagramas internos da seguinte forma:

Proposigao 2.4.27 Seja & um topos e C uma categoria interna em £. Entao o funtor
esquecimento U : Dg — &£ | Cy € comonddico.

Demonstracao:
Proposigao 2.31 de [Joh14] n
Com isso devemos ter esbogado o suficiente da utilidade da categoria Slice e introduzido
ideias que serdo usadas novamente mais tarde (redefinir conceitos conhecidos apenas em
termos de diagramas).

2.5 Algebras de Heyting em um Topos

As Algebras de Heyting sao para um Topos o que as Algebras de Boole sdo para Sets.
Essa segdo comega a introduzir um pouco do lado Logico do topos, aqui usamos [MLM94]
e [Bor94c|.

Definicao 2.5.1 Seja C uma categoria com limites finitos. Um reticulado (limitado)
em C é um objeto L de C munido de dois morfismos em C, inf e sup, respectivamente:
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N:LxL—— L V:LxL —— L
satisfazendo as leis de um reticulado no sentido usual, isto é, os seguintes diagramas co-
mutam

LxL ——— LxL LxL —T—— LxL
x l/\ N lV
L L
LxLxL ™ Npr LxLxL N pxr
A XidLi J//\ V XidLl l\/
LxL T L LxL T L
L-2voxr-Nyp
idy,
A V
L— LxL——1L
idy,
L « A LxL
pT Tidx\/
Axid idXxT

LxL — LxLxL —— LxLxL

pl l/\ xid
L«

L xL
v X

onde p é a projecao, A é o morfismo diagonal, 7 é o mapa “twist” que troca os fatores do
produto e assumimos L x (L x L) = (L x L) x L é um isomorfismo.

Caso nao esteja claro, os dois primeiros diagramas representam a comutatividade de
inf e sup , os dois seguintes a associativa, o quinto e o sexto, a idempoténcia e o tltimo
diagrama captura a lei da absor¢do z A (y V) = x = (x A y)V, onde o lado esquerdo da
igualdade é representado pela parte de cima do diagrama e o lado direito da igualdade é
dado pela comutatividade da parte de baixo do diagrama.

Além disso, falta algo para traduzir os elementos zero e o um. Temos que L possui zero
e um quando existem morfismos T : 1 — L e L : 1 — L, onde 1 é objeto terminal de C,
satisfazendo:

L~Lx1 5 perp Vo

idy,
Le~Lx1 0 pwrp - Ayp

idy,

Note que poderiamos trocar as identidades pelas projegoes pr, : L x 1 =Ny )
Em outras palavras, valem x A L =zexV T =z.

Sabendo como sdo os reticulados limitados, podemos definir a Algebra de Heyting em
uma categoria.

Definigao 2.5.2 Sejam C uma categoria com limites finitos e L um reticulado limitado,
dizemos que L é uma Algebra de Heyting interna a C se temos um morfismo = :
L x L — L satisfazendo as seguintes leis porém em termos dos diagramas:
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1. (x = z)=1

2.zN(x = y)=zANyeyAN(z = y)=y

3.0 = (yhz2)=(x = YAz = 2)
Isto é, os seguintes diagramas comutam:

L -2, LxL =51 Lx L I Ix L™= L xL

DN T

I3 Axidxid IA idXTXid LA = X = LxL
idx/\l l/\
L x L L

=

onde [I’=LxLxLel*=LxLxLx L.

A negacao —: L — L é definida pelo seguinte diagrama comutativo:

L
\L idLXJ_

L — L x1 —=SLxL

o)

L

IR

Agora vamos definir um homomorfismo de élgebras de Heyting interna.

Definigao 2.5.3 Sejam L, L’ algebras de Heyting internas e f : L — L’ morfismo em &.
Dizemos que f é um homomorfismo de algebras de Heyting (ou mesmo de reticu-
lados limitados caso L e L' sejam apenas reticulados internos) se esse morfismo comuta
com todas operagoes envolvidas, isto é, os diagramas a seguir comutam.

A L x L

1—5 17
H |7 |71

I?LW—,L’XL’

V. xL

1—+51
S

1—— L +«—— L'xL
L, \/l

Note que acima faltou apenas o diagrama da implicagao. Para fazé-lo basta pegar o qua-
drado do lado direito de qualquer um dos retanculos acima e trocar A (ou \/, dependendo
de qual escolheu) por = .

Veja ainda que é possivel encontrar uma relagao de ordem nos reticulados internos,
x <y <= z /\y = z. Paraisso definimos <, um subobjeto de L x L, como o equalizador
abaixo:

A
<L 6>LXLT>L
1
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Desta forma temos que (L, <) é uma ordem parcial interna. Para verificar isso teriamos
que provar as propriedades reflexiva, transitiva e anti-simétrica em sua forma interna, isto
¢, nos moldes da descrigao diagramatica de relagoes de equivaléncia (Defini¢ao 2.3.10). Isso
estd feito no Capitulo IV, secao 8 de [MLM94].

Queremos ver a relacéo entre topos e Algebras de Heyting. Faremos isso em trés passos.
Primeiro mostraremos que Sub(A) é um reticulado, depois, que é uma Algebra de Heyting.
Estamos falando aqui das versoes usuais, nao internas, ou como vamos passar a chamar: a
versao externa. Por fim, veremos que as exponenciais Q4 sio quem carregam a estrutura
de Algebra de Heyting interna.

Observagao 2.5.4 Toda Algebra de Heyting é uma categoria cartesianamente fechada
onde o produto coincide com intersecao e a exponencial coincide com a implicacao.

Lema 2.5.5 Seja A um objeto de um topos £. Temos que o conjunto parcialmente or-
denado Sub(A) é um reticulado e, dado um morfismo f : A — B, seu pullback, f~1 :
Sub(B) — Sub(A), é um morfismo de conjuntos parcialmente ordenados, isto é, um fun-
tor. Além disso, f~1 possui adjunto & esquerda dy.

Demonstragao:
Dados dois subobjetos S — A e T — A, garantimos a intersec¢do pelo pullback

sSNT —— T

L]

S r— A

Pelo Lema 2.4.16 também conseguimos garantir a existéncia da uniao S UT. Dessa forma
temos:

SANT =inf{S,T} =SNTeSVT =sup{S,T}=SUT

Assim, as propriedades equacionais do reticulado sdo satisfeitas, restando apenas dizer
quem sao 0 0 e o 1 em Sub(A). O zero é simplesmente 0 — A e o um é A — A, onde
o primeiro morfismo é mono pelo Corolario 2.4.18. Com isso, ¢ claro que 0\/S = S e
1A S = S. Entao concluimos que Sub(A) é um reticulado limitado.

Agora considere f: A — B, B objeto de &.

Sabemos que pullbacks preservam inclusées de subobjetos e o pullback de um mono
T' ~ B ao longo de f é necessariamente um mono S ~— A, logo, f~! é um morfismo de
conjuntos parcialmente ordenados.

Resta construir o adjunto a esquerda de f~!. Seja u : S = A um subobjeto. A imagem
de u sobre f é a imagem da composicao f owu, portanto, ¢ um subobjeto de B. Escrevemos
a imagem de f owu como m : 3;5 »— B, onde f ou = m o e para algum epi e, isto ¢, o
seguinte diagrama comuta

S—vsa—1 B
3,5
Seja v : T — B um subobjeto. O seu pullback ao longo de f, f~'T, nos da o diagrama:

i L

& II;

A%
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O que faremos ¢é “colar” um diagrama a esquerda do acima para fazer S aparecer e outro
a direita, fazendo 345 aparecer. Através dessa uniao de trés diagramas mostraremos que
Sub(B)(3¢S,T) — Sub(A)(S, f~'T) ¢ uma adjungdo, a qual chamaremos de J7. Entao
tenha em mente o seguinte diagrama em &.

e

S5 >f_1TLT< 7438

A At . p——0p

Note que a parte mais externa desse diagrama comuta pois fou = moe. Tome um morfismo
g em Sub(B)(345,T), temos que v o g = m, pela definicao de ordem < em Sub(B). Note
ainda que g é tnico pois v é mono e g é monos pois m é mono. Compondo com e dos dois
lados obtemos vogoe=moe = f ou, ou seja, algo da forma

v i

7
J»
A

— T
lv
— B

Como o diagrama central é pullback, existe uma tnica h : S — f~17 tal que v = v’ o h
e goe= f'oh. Mas o importante é que h € Hom (S, f~1T).

Agora tome h € Hom (S, f~'T) subobjeto. Note que podemos fatorar fou = moe
por uma composigao v o g o e para algum g : 3,5 — T'. Entao a h que tomamos é tnica,
novamente pela propriedade universal do pullback. Como m é imagem de fou, m =vog.
Suponha que exista outro morfismo ¢’ com m = vg’. Nesse caso, vg = vg’, como v ¢ mono,
g = ¢'. Portanto, g é tnica e pertence a Hompg(34S,T).

Provamos que Hompg(3¢S,T) — Homa(S, f~1T), com g — h é uma bijecdo, como
queriamos. |

Teorema 2.5.6 Seja A um objeto de um topos €. Temos que Sub(A) possui uma estru-
tura de Algebra de Heyting. Ainda mais, essa estrutura é natural em A, no sentido que o
pullback ao longo de qualquer morfismo f : A — B induz f~! : Sub(B) — Sub(A), um
homomorfismo de dlgebras de Heyting.

Demonstragao:

Sejamr: R— A, s: 58— A, t:T — A subobjetos de A e considere seus respectivos
morfismos caracteristicos xr, xs, x1 : A — Q.

A interseccao, obtida pelo pullback, S NT ~— A nos fornece outro subobjeto de A cujo
morfismo caracteristico é xsnr : A — €. Com isso definimos o subobjeto (S = T) — A
como o equalizador de xsnr € Xs-

XSNT,

(S:>T)>—>AT§Q
S

Faga o pullback de S NT ao longo de r, obtemos o subobjeto RN (SNT) e ele é
classificado por xsnr o 7, como podemos ver pelo diagrama abaixo (usando o Lema do
Pullback)

RN(SNT) — (SNT) —— 1

! I}Sl)

R T A XsnT
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Analogamente, fazemos o pullback de S ao longo de r e obtemos o subobjeto RN S
classificado por yg o r. Por defini¢do de equalizador R < (S = T) se, e somente se,
Xs or = xsnr © . Pelos diagramas do classificadores essa igualdade ocorre se e s6 se
RNS=RN(SNT) e, é claro,

RNS=RN(SNT) <= RNS<RNSNT < RNS<T

Concluimos que R < (S = T) se, es6se, RNS < T, logo, Sub(A) é &lgebra de Heyting.

Agora tome f : A — B um morfismo em £. Seja iyg : Sub(A) — £ | A a inclusao
que identifica subobjetos de A em £ com subobjetos id4 em £ | A. Assim, sabendo que
Sub(B) = Mono(B)/ =, construimos o seguinte diagrama comutativo

Sub(B) ———5 Sub(A)

[

Mono(B) SN Mono(A)

|» [

clB—L ¢4
Esse f* é a que definimos em 2.4.2, o funtor mudanca de base, logo, ¢ um morfismo
logico e, portanto, pela observacao 2.5.4, f~! ¢ um homomorfismo de algebras de Heyting.
n

Teorema 2.5.7 Seja A um objeto de um topos E. Entio a poténcia Q4 é uma Algebra
de Heyting interna. Em particular, o classificador de subobjeto, €2, também €. Ainda mais,
essa estrutura € natural em A, no sentido que dado um morfismo f: A — B em &, o mapa
induzido Q(f) : Q8 — Q4 ¢ um homomorfismo de dlgebras de Heyting internas.

Demonstragao:
Vamos comegar definindo o inf A : Q4 x Q4 — Q4. Fixe A um objeto de £. Lembre-se
que em um topos temos isomorfismos

Subs(A x X) = Hom(A x X,Q) = Home(X, Q%)
m:S = AxX = xm: AXX 5 Qe Xm: X o Q4
para todo X em £. Considere a operacao N : Sub(A x X) x Sub(A x X) — Sub(A x X),

entdo existe Ay : Hom(X, Q4 x Q4) — Hom(X,Q4) natural em X que faz o seguinte
diagrama comutar:

Sub(A x X) x Sub(A x X) ———— Sub(A x X)

E

Hom(X, Q%) x Hom(X,Q4)

|

Hom(X,04 x Q4)

R

Ax

» Hom(X,04)

Considere X = Q4 x Q4 e aplique /\ x na identidade, assim, pelo Lema de Yoneda, A y é
determinado de forma tinica por uma aplicacao A : Q4 x Q4 — Q4.

Definimos \/ e = exatamente da mesma forma, bastaria trocar os simbolos. Para T
e 1 o procedimento é analogo.

Se A =1, entdo Q4 = Q e vemos que o classificador de subobjeto é algebra de Heyting
interna.

Agora seja f : A — B morfismo em £. J& vimos que para qualquer objeto A em &,
Sub(A) tem estrutura de algebra de Heyting. Levando em conta os isomorfismos, o seguinte
diagrama comuta:
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Sub(B x X) ————— Hom(X,05)
(fxid)_ll iHom(X,Q(f))
Sub(A x X) ————— Hom(X,04),
Como (f x id)~! é homomorfismo de algebras de Heyting, Hom(X,Q(f)) também. Isso

vale para todo objeto X em &,logo, pelo Lema de Yoneda, existe um tinico Q(f) : Q8 — Q4
em C onde, por exemplo, o diagrama abaixo comuta.

1T 50BN BB

H lﬁ(f) |atxa)
A, A A

I —— 04 04 x0

E conseguimos o mesmo para as outras aplicagoes necessérias. Concluimos que Q(f) é um
homomorfismo de Algebras de Heyting internas. [

Note que a estrutura interna de Q4 torna Hom(X, Q4) uma algebra de Heyting externa
para todo X em &, logo, os isomorfismos canonicos Subg(A x X) = Hom(A x X,Q) =
Homeg(X,Q4) sdo isomorfismos de algebras de Heyting externas.

Aproveitando que nessa secao construimos o adjunto a esquerda 3y do funtor i
Sub(B) — Sub(A), vamos comentar sobre a existéncia dos outros adjuntos. Sao eles: o
adjunto & direita de f~!, denotado por V¢ e os adjuntos internos a esquerda e a direita de
Q(f) : Q8 — Q4 denotados também por 3¢ e V¢, respectivamente.

No meio do caminho precisaremos langar mao da condicao de Beck-Chevalley. Esse é
um resultado técnico bastante conhecido demonstrado em diversos livros. Deixamos como
referéncia [MLM94| (Capitulo IV - Sec¢ao 9 - Proposigao 1).

Lema 2.5.8 Sejam A, B e C objetos em €. Dado um pullback

CxasB—25B
qi lf
C — A
Temos que o sequinte diagrama comuta:

—1

Sub(C x4 B) ¥ <; Sub(B)

e ol

Sub(C) 3:) Sub(A)
g9

Em outras palavras, dado um subobjeto U de B e V subobjeto de C, gilﬂfU = ElqpflU e
gV = 13,V

Agora vamos tornar preciso o que queriamos dizer com “adjuntos internos". Sejam
(L,<) e (L', <) ordens parciais internas (apresentamos o que isso significa logo apods a

- : L4 .
Definigao 2.5.3) em £. Considere L —— L’ onde ¢ e v preservam ordem, ou seja, no
¢

caso de 1) temos que a composicio <— L x L Y [ % I se fatora por <'— L' x L.
Nessas condigoes:

Definicao 2.5.9 Dizemos que ¢ é internamente adjunto 4 esquerda de 1 se os mor-
fismos < ¢p,idy > e < idp, ¢ > se fatoram, respectivamente, por <’ e <, isto &,
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Note que dado X objeto de &, o conjunto Hom(X, L) tem ordem parcial induzida por
todo par de morfismos f,g em Hom(X, L)

f < g se, e somente se, (f,g) : X — L x L se fatora por <— L x L.

Desta forma conseguimos a seguinte definicdo equivalente.

Defini¢ao 2.5.10 Dizemos que ¢ : L — L' é internamente adjunto a esquerda de
¥ : L' — L se para todo objeto X de £ o mapa que preserva ordem ¢, : Hom(X, L) —
Hom(X, L"), induzido pela ¢ (através da composi¢ao), é adjunto a esquerda de v, :
Hom(X,L') - Hom(X, L), induzido pela ).

Entao temos que ¢ e 1 sdo adjuntas internas se, e somente se, sao adjuntas (no sentido
usual) nos Hom's.
Analogamente definimos a nocdo de internamente adjunto a direita.

Teorema 2.5.11 Seja f : A — B em &. Entao Q(f) : QF — QA possui adjunto & esquerda
interno dy : 04— QB

Demonstragao:

O Lema 2.5.6 nos fornece uma adjuncao “externa’, demonstrar a versao interna consiste
basicamente de verificar que o resultado vale de forma natural. Vejamos: Seja X um objeto
em &, temos um adjunto & esquerda (externo) 3sy,q) de (f x id)~!, ou seja,

(fxid)~1
Subg(A x X) —= Sub(B x X) (%)
J(rxid)
Aplicando a condigao de Beck-Chevalley (1.5.7) no caso particular de um pullback

Axy 2% Byy

id X hJ/ iidx h

Ax X —— Bx X
fxid

para qualquer h : Y — X, obtemos o seguinte diagrama comutativo

(i
Sub(A x V)~ Sub(B x Y)
(idxh)*ﬂ\ T(wth)*1

Sub(A x X) —— Sub(B x X)

(f xid)

Usando os isos naturais Subg(A x X) = Homg(X,Q4) e Subg(B x X) = Homg(X,QF)
obtemos tnicos ((3f)x)x e ((2(f))x)x naturais em X de forma que
((2()x)
Home(X,Q4) —X): Homg (X, QP)

(Bpx)x

Pelo Lema de Yoneda, ((37)x)x e ((2(f))x)x devem ser unicamente determinados

Q(f)
por Q4 = OF e esse Q(f) & precisamente o enunciado nesse teorema.

3r
Como (x) é uma adjuncao, temos que (I¢)x é adjunto a esquerda de (Q(f))x e esses
morfismos sao os induzidos por 35 e Q( f), respecivamente. Pela definicao de adjunto interno
concluimos que 3¢ ¢ adjunto interno a esquerda de Q(f).

Também existem os adjuntos a direita, tanto o externo quanto o interno.
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Teorema 2.5.12 Seja f: A — B em £. Entio f~': Sub(B) — Sub(A) possui adjunto a
direita Vs : Sub(A) — Sub(B)

Demonstragao:
Vamos nos aproveitar do seguinte diagrama comutativo que apareceu na demonstragao
do Teorema 2.5.7.

Sub(B) —— Sub(A)

| |

ELB——ELA

Pelo Teorema 2.4.9, o funtor mudanga de base f* possui um adjunto a direita [ | Iz Como
adjuntos & direita preservam objetos terminais e monomorfismos, temos que f~! é uma
restricao de f* e assim conseguimos garantir que existe um funtor Vs : Sub(A) — Sub(B)
adjunto & direita de f~! que é uma restricao de ] s

Sub(A) —2s Sub(B) -5 Sub(A)

| | |

EJA—— s EIB—— €A
I 7

Teorema 2.5.13 Seja f : A — B em . Entao Q(f) : QF — QA possui adjunto interno a
direita Vg : 04 - Qb

Demonstragao:

Basta “internalizar” a versao externa da mesma forma como procedemos no caso do
ds, pois para todo h : Y — X, pela condicao de Beck-Chevalley obtemos um diagrama
comutativo

v X1
Sub(A x V) 4 Sub(B x Y)
(id><h)*1T T(idxh)*l

Sub(A x X) —— Sub(B x X)
(f xid)

pois ele é equivalente ao diagrama dos adjuntos as esquerda - dado pela condigcao de
Beck-Chevalley

i —1
Sub(A x V) Y sub(B x Y)

la(idxh) la(idxh)

Sub(A x X) —— Sub(B x X)
(Fxid)"L

~

Pelo Lema de Yoneda e os isomorfismos naturais da forma naturais Subg(A x X)
Homg (X, Q4) concluimos que existe um V; : Q4 — QF adjunto interno a direita de Q(f).

2.6 Aspectos Logicos da Teoria de Topos

Dado um topos £ podemos associar uma linguagem Lg onde os objetos passam a ser
visto como conjuntos, os morfismos sao simplesmente fungoes entre conjuntos, epimorfimos
sao sobrejegoes e assim por diante, ou seja, conseguimos trabalhar como se estivéssemos em
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Sets, demonstrando resultados em topos como se estivéssemos em Sets. E nesse sentido
que topos sao considerados uma teoria de conjuntos generalizada.

A primeira pessoa a introduzir essa ideia foi W. Mitchell e varios matematicos contri-
buiram para aperfeicoar essa ideia que hoje é conhecida como linguagem de Mitchell-
Bénabou, a logica interna de um topos. A defini¢ao que apresentamos esta em em [Bor94c|
e essa foi nossa referéncia ao longo dessa segao.

Ambas sdo defini¢Ges longas, mas esperamos torné-las mais amigéveis com os comen-
tarios que faremos.

Definicao 2.6.1 Seja £ um topos. Escolha e fixe: um cone limite para cada diagrama; um
morfismos vertade ¢t : 1 — €2; exponenciais. A linguagem de £ consiste da listagem a
seguir. Para todo objeto A em &:

1. Para cada elemento 1 — A de A temos um simbolo chamado constante de tipo A

2. Um conjunto enumeravel de simbolos chamado variavel de tipo A.

Indutivamente definimos um termo, o qual é equipado com um tipo e variaveis livres.
3. Cada constante de tipo A é um termo de tipo A sem variaveis livres.
4. Cada variavel a de tipo A é um termo de tipo A onde a é a tnica variavel livre.

5. Se T é um termo de tipo A e f: A — B é um morfismo, a expressao f(7) é um termo
de tipo B com as mesmas variaveis livres de 7.

6. Se 7y, ..., T, s@0, respectivamente, termos de tipos Ay, ..., A,, com as mesmas variaveis
livres, entao a expressao (71, ..., 7,) € um termo de tipo Aj X ... X A, com as mesmas
variaveis livres.

7. Se ¢ é uma formula® com variaveis livres 1, ..., Zn, Y1, ..., Ym de tipos X1, ..., X,,, Y1,
..oy Y, com cada x; diferente de y;, entdo a expressao {(x1,...,2,) | ¢} é um termo
de tipo QX1*Xn com variaveis livres y1, ..., Ym.

8. Se 7 é um termo de tipo A com variaveis livres x1, ..., T, € se x1, ..., T, € um conjunto
de variaveis maior (m > n), entdo a expressao T<z, . z,,> € um termo de tipo A com
variaveis livres x1, ..., £, € mantemos a notagdo dessa expressao apenas por 7.

9. Seja 7 um termo de tipo A com varidveis livres x1, ..., x, de tipo X1, ..., X,. Seja

o1, ...,0, termos de tipo X1, ..., X,, com as mesmas varidveis livres, sem ocorréncia
de limitador de 7. Entéo a expresao 7(o1, ..., 0,) € um termo de tipo A com variaveis
livres o1, ..., op.

Agora definimos indutivamente uma férmula, a qual é equipada com um conjunto
de variaveis livres.

10. Os simbolos “verdadeiro"e “falso"sdo formulas sem variaveis livres.

11. Se 7 e o sdo termos de tipo A com as mesmas varidveis livres, entdo a expressao
T = 0 é uma férmula com as mesmas varidveis livres.

12. Se 7 e o sdo termos de tipo A e ¥ é um termo de tipo 94, todos com as mesmas
varidveis livres, entdo a expressao 7 € X é uma férmula com as mesmas varidveis
livres.

13. Se ¢ é uma férmula, entao a expressao —p é uma féormula com as mesmas varidveis
livres.

4Férmulas séo termos de tipo .
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14. Se ¢ e 1 sdo formulas com as mesmas variaveis livres, entdo as expressoes ¢ A\ 1,
e\ e p = 1) sao formulas com as mesmas variaveis livres.

15. Se ¢ é uma férmula com varidveis livres x, y1, ..., yn, onde x é diferente de cada y;,
entdo as expressoes dzy e Vxp sao formulas com varidveis livres yi, ..., Ym.-

16. Se ¢ é uma formula com variaveis livres 1, ..., T, € S€ T1,..., Ty, € um conjunto de
variaveis maior (m > n), entdo a expressao Pz, om> ¢ uma formula com variaveis
livres 1, ..., £, € mantemos a notagao dessa expressao apenas por .

17. Seja o € uma férmula com variaveis livres x1, ..., x, de tipo Xy, ..., X,,. Sejam o1, ..., oy
termos de tipo X1, ..., X,, com as mesmas variaveis livres, sem ocorréncia de limitador
de variavel da formula ¢, entdo (o1, ...,0,) € uma formula com as variaveis livres
Olyees O

Primeiro, o que queremos dizer por variaveis livres e com limitadores nesse contexto?
Uma ocorréncia de variavel é livre quando esta nao aparece no escopo de nenhum limitador

de variavel. Vamos buscar entender através de um exemplo. Imagine A = IN, temos que 2x
4
é um termo de tipo IN e x é variavel livre. Por outro lado, algo da forma 3 > 2z +5 é um
z=0
4
termo de tipo IN, mas a variavel = é limitada pelo operador > . Note que o valor de 2x
z=0
4
depende de z, mas o valor de 3 > 2z + 5 ¢ fixo, no caso, 65.
=0
Pode parecer que nao estamos fazendo nada de novo, os simbolos usados sao os mesmo

que aparecem quando estamos em Sets, a questdo é o que eles significam. Por exemplo
se temos a e b variaveis de tipo A, na categoria nos conjuntos sabemos o que significa
a = b (caso ainda esteja muito geral, tome A = IN). O proximo passo é dizer como
atribuir significado a esses simbolos quando estamos em um topos, chamaremos isso de
“interpretacao”.

Definigao 2.6.2 Seja & um topos. A interpretacao de £ consiste da listagem a seguir:

1. Para cada termo 7 de tipo A com variaveis x1, ..., ,, de tipos X1, ..., X, especificamos
sua realizagao por "7 ': X7 x ... x X, — A.

2. Para cada férmula ¢ com varidveis livres xq, ..., x, de tipos X1, ..., X;, especificamos
uma tabela verdade "¢ : X7 x ... x X, = Q.

Dada a realizagao "7 ' de 7 prosseguimos indutivamente:
3. Uma variavel de tipo A admite como realizagdo o morfismo identidade de A.

4. Se k : 1 — A é elemento global de A, entdo a correspondente constante de tipos A
admite o proprio morfismo k como realizagao.

5. Se 7 ¢ um termo de tipo A e f : A — B é um morfismo, entdo a expressao f(7)
admite uma realizacao fo' 7"

6. Se 1, ..., T, 880, respectivamente, termos de tipos Aq, ..., 4,,, com as mesmas varidveis
livres x1, ...,z de tipos X, ..., X;,, entdo a realizagdo do termo (71,...,7,) é um
morfismo ("7 7 ..., 7,7 : X X ... x X, = A X .o X Ay

7. Se ¢ é uma formula com varidveis livres x1, ..., Tn, Y1, ---, Ym de tipos X1, ..., Xp, Y7,
..., Y, com cada z; diferente de y;, entdo a realizacdo do termo {(x1,...,z,) | ¢}
¢ o morfismo Y} x ... x Y, — QXXX que corresponde a "¢ pela propriedade
do topos de ser categoria cartesianamente fechada, isto é, o morfismo de transposta
exponencial.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Se x1, ..., Ty s8o variaveis livres de tipos X7, ..., X, e 7 um termo de tipo A com
variaveis livres, onde m > n, entao a realiza¢ao do termo 7«4, . 4,,~ ¢ a composicao

g rra .~ .
XiX .. xXm— X1 X...xX, — A, com 7 a projecao canonica.

. Seja 7 um termo de tipo A com varidveis livres x1,...,z, de tipo X1,..., X;,. Seja

01, ...,0n termos de tipo X7, ..., X, com as variaveis livres yi, ..., Yy, de tipo Y71, ..., Ya,.

Suponha que nenhum limitador de variavel de T apareca entre as variaveis o1y, ..., oy,

. . , - (717" )

. Entao a realizagao do termo 7(071, ..., 0,) € a composi¢ao Y7 X ... x Yy, i
I—T—\

X1 x..x X, — A.

Analogamente procedemos com a tabela verdade de uma formula:

A tabela verdade da “verdade” € o morfismo t:1 — Qe a dofalso é f: 1 — Q, onde
f é o morfismo caracteristico de 0 — A, isto é, f é o Gnico morfismo em & tal que

0 NN
OAI lt é pullback.

ATQ

Se 7 e o s@o termos de tipo A com as mesmas variaveis livres z1,...,x, de tipo

Xi,...,X,, entdao a formula 7 = o admite como tabela verdade o morfismo X; X
(I—’T—l,‘—U—l))
X Xy

Apg:A—AxA

Ax A= Q, onde =4 é o morfismo caracteristico da diagonal

Se 7 é um termo de tipo A e ¥ é um termo de tipo 94, ambos com as mesmas
variaveis livres z1,...,x, de tipo X1i,..., X, entdo a formula 7 € ¥ admite tabela

I_T_\7’—Z—l c . .
verdade X7 X ... X X, g A x Q4 =4 Q onde €4 é o transposta exponencial
da identidade idga : Q4 — QA

Se ¢ é uma féormula com variaveis livres 1, ..., ¢, de tipo X1, ..., X,,, entao a féormula

- admite tabela verdade X7 X ... x X, z) 0 %0

Se ¢ e 1 sao formulas com as mesmas varidveis livres 1, ..., x, de tipo X1,..., Xy,
entao as formulas ¢ A, ¢ \/ ¥ e ¢ = 1 admitem, respectivamente, as seguintes
tabelas verdade

X1 X ... X Xn(rﬂ;)ﬁ x Q L Q

X1 X ... x Xn(rﬂj)ﬁ x Q L Q
X1 X .o X X,;‘PTW)Q x 0 =5 Q

Se ¢ é uma formula com variaveis livres x,yi, ..., yn de tipo X, Y7, ..., Y,, onde = é
diferente de cada y;, e se S — X x Y7 X... XY, é subobjeto classificado por "¢, entao
as formulas dry e Vzy admitem como tabela verdade, respectivamente os morfismos
caracteristicos dos subobjetos 3:(S) e V.(S) de Y1 x ... X Y,,, onde 7 ¢ a projecao
canonica.

Se 1, ..., Ty sdo varidveis livres de tipo X, ..., Xin e ¢ é uma férmula com varidveis
livres 1, ..., £, com m > n, entao a formula o4, . z,.~ admite como tabela verdade

.~ s T , .~ ..
a composicao X1 X ... X X;p = X1 X ... x X, —— Q onde 7 é a projegdo candnica.
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17. Seja o € uma féormula com variaveis livres x1, ..., x,, de tipo X, ..., Xj. Sejam o1, ..., o
termos de tipo X1, ..., X,, com as mesmas variaveis livres y1, ..., ym de tipo Y1, ..., Yy,
Suponha que nenhum limitador de variavel de ¢ aparega entre as variaveis oy, ..., op,

entao a formula ¢(o1, ..., 0,) admite tabela verdade

(To1 7" on )
—

Y1 x...xY, Xlx...meLQ

Para ficar mais claro o que esté acontecendo no item 15 deixamos o diagrama de 3,(S5).

S » Ip(S) —— 1

! ! t

Xxle...xYnﬁle...xYnEQ

Escolhemos apresentar dessa forma o que é uma linguagem e o que é a sua respectiva
interpretacdo pois assim parece ficar mais claro o procedimento. Ao definir linguagem
comecamos dizendo o que é uma constante e o que é uma varidavel. Usamos esses dois
conceitos para ir definindo o que sao termos, isto €, tudo aquilo que se encaixa na listagem
de 3 & 9 de defini¢do 2.7.1. Depois usamos de 10 & 17 para dizer exatamente o que sdo
formulas. Uma linguagem é algo que consiste de termos e férmulas, uma vez definidos
constate e variavel.

Procedemos de forma analoga para definir a interpretacao de linguagem. Dizemos o
que sao realizagoes - a partir disso como ¢é a realizacao de cada termo - e tabelas verdade
- a partir disso como ¢é a tabela verdade de cada férmula.

Agora que temos formulas e tabelas verdade uma pergunta natural é: como decidimos
que uma férmula é valida?

Definicao 2.6.3 Em um topos, seja ¢ uma féormula com varidveis livres 1, ..., z,, de tipo
X1, ..., Xn. Dizemos que ¢ é valida quando a tabela verdade de ¢ é a composigao

Xlx....xXnL>1i>Q.
Isto é, tx,x..xx,.- Notagao: = ¢
Vamos dar um exemplo simples de féormula valida num topos.

Exemplo 2.6.4 £ =z =x

[ |

Nesse caso a nossa formula é z =x x. A tabela verdade, pelo item 11 é X (ool
X x X % Q. Como "z7 =idy : X — X, temos ("27,7z7) = Ax. Uma vez que =x ¢é
morfismo caracteristico da diagonal Ax, o diagrama abaixo é um pullback

X —1

(r$17rx-|)l l’f

XXX —~ 0

Em particular, o diagrama comuta, logo, X — 1 L 0 6 tabela verdade, como queriamos.
Podemos expressar caracteristicas de um morfismo como a injetividade e a sobrejetivi-

dade através de féormulas, as quais serao validas em um topos se, e s6 se, o morfismo for,

respectivamente, mono e epi. Usando a notagdo a : A para dizer que a é de tipo A:

Fato 2.6.5 Seja g : A — B morfismo em &.

1. g € mono se, e somente se,

ga=gd Fa=d a:Aad: A
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2. g é epi se, e somente se,
F(Ja: A)b=ga b:B

Assim, g é isomorfismo se, e somente se, valem as expressoes da inejetividade e sobre-
jetividade simultaneamente. A prova desse fato pode ser encontrada em [McL9I6|, Segao
16.2.

Apresentamos as principais definigbes e apresentamos um exemplo, agora queremos
apenas tecer alguns comentéarios sobre o papel da Loégica na Teoria de Topos.

Para os mais préximos da Logica, nao deve ser dificil ver que essa descricao da linguagem
de um Topos fornece uma légica de primeira ordem. Isso era de ser esperar dada a forte
relacao do topos com as Algebras de Heyting, como vimos no Teorema 2.5.6, se f : A — B
¢ um morfismo em um topos, temos que Sub(A), Sub(B) possuem estrutura de Algebra de
Heyting e f~! : Sub(B) — Sub(A) é um homomorfismo de algebras de Heyting.® Todos
esses fatores nos levam a crer que topos satisfazem o céalculo proposicional intuicionista, de
fato satisfazem, veja o Teorema 6.7.1 de |Bor94c|, por exemplo. Todavia, apesar de Sets
ser um exemplo de topos, nem sempre lei do terceiro excluido nao vale em um topos, desta
forma, a logica classica nao vale em geral.

Portanto, quando dizemos que um topos, internamente, se parece com a categoria de
conjutos estamos dizendo que se temos uma construgao em Sets que utiliza apenas a logica
intuicionista, entdo podemos copiar os mesmos argumentos em um topos £.

Para isso ficar claro e com todos os detalhes formais recomendamos o capitulo 6 de
[Bor94c|, mas podemos dar um exemplo concreto que deve facilitar a compreensao do que
estamos querendo dizer.

Seja G um grupo com uma operagao m cujo elemento identidade é denotado por e.
Sabemos que o elemento inverso de um grupo é tnico e podemos escrever isso usando
apenas simbolos e féormulas, de forma que a expressao faz sentido na linguagem interna do
topos:

a:Gb:G,c:G | m(a,b)=eVm(a,c)=ebFb=c (%)

Agora imagine que em vez de tomarmos G um grupo, quisessemos que G fosse um
objeto de alguma categoria C. Como definir isso? O elemento inverso ainda é tnico? Alias,
como é o elemento inverso? Detalhe, queremos preservar a nocao usal de grupo, ou seja,
ainda queremos que G, como objeto de C, seja uma espécie de “conjunto generalizado”
munido com uma operagao e satisfazendo os ja conhecidos axiomas.

Definicao 2.6.6 Seja C uma categoria com produtos bindarios e objeto terminal denotado
por 1. Um objeto de grupo em C é um objeto G de C com morfismos em C

e:l — G 1:G —— G m:GxG —— G

de forma que os seguintes diagramas comutam

GxGxGUexm aya 1x G 24 oy g dexe gy

m”’dcl g" R g” /

GxG ———

GLGXG%GXG

r I

1

e

®Na verdade, um topos é uma categoria de Heyting, mas definir essa categoria vai além do nosso interesse
nesse trabalho. Deixamos como referéncia [Joh02b].
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O morfismo A : G — G x G é o morfismo diagonal - quando composto com a projegao,
d4 a identidade.

Se olharmos cuidadosamente para esses diagramas veremos que eles indicam os axiomas
de grupo, por exemplo, o primeiro indica a associatidade.

Resumindo, um objeto de grupo é uma quadrupla (G, e, i, m) em que os trés diagramas
acima comutam.

Observagao 2.6.7 Objetos de grupo sao bem conhecidos apesar de normalmente nao
serem apresentados dessa forma, alguns exemplos notéaveis sao os grupos topoldgicos e os
grupos de Lie, os quais surgem quando estamos, respectivamente, na categoria Top, dos
espacos topologicos, e Man, das variedades suaves.

Entao o elemento identidade de um grupo em uma categoria C é o morfismo e. Além
disso, é possivel demonstrar a expressao (x) usando apenas recursos da logica da categoria
dos grupos abelianos (é conhecida como logica regular, como a logica associada as categorias
regulares. Toda categoria abeliana é regular - Exemplo 2.4.1 de [Bor94b] - e topos também
sao categorias regulares - Corolario 5.9.2 de [Bor94b|. Nao vamos nos estender sobre isso,
mas as semelhancas entre topos e categorias abelianas ocorrem por ambas serem categorias
regulares, listamos exemplos de regularidade no Capitulo 4 quando comparamos essas duas
categorias). Isso significa que a expressao é valida ndo apenas para grupos, mas grupos
definidos em qualquer categoria.

Entao bastaria provar o resultado apenas uma vez para ver que ele vale em diversas
outras ocasides, mas o preco a pagar por essa facilidade é se restringir a uma certa logica,
nesse exemplo a regular, ao executar a verificagao.

Usamos esse exemplo ndo apenas porque a teoria de grupo é equacionalmente simples,
mas também porque serd de extrema importancia no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Algebra Homologica em Topos

Em Algebra Homologica usamos categorias abelianas exaustivamente. Uma vez que
desejamos estudar Algebra Homologica em topos e tendo em vista as intimeras propriedades
em comum entre categorias abelianas e topos, a pergunta mais natural a ser feita é: todo
topos pode ter seus hom-sets enriquecidos naturalmente em grupos abelianos de forma que
a categoria resultante seja uma categoria abeliana?

Se esse fosse o caso nao terfamos nada com o que nos preocuparmos e a categogra dos
topos se encaixaria perfeitamente no que apresentamos, porém, topos sao categorias car-
tesianamente fechadas enquanto categorias abelianas possuem zero objeto, mas nenhuma
categoria cartesianamente fechada (ndo trivial) possui zero objeto. Com efeito, seja X ob-
jeto do topos &, supondo que é também categoria abeliana temos que os objetos terminal
e inicial coincidem, isto é, 1 = 0, entdo X = X! = X0 22 1. Isso nos diz que todo objeto X
é terminal, assim £ é equivalente a uma categoria com um tnico elemento.

Para darmos sentido ao estudo da Algebra Homologica em um topos vamos introduzir
a categoria dos grupos abelianos (internos) em um topos Ab(E), esta é categoria abeliana
para qualquer topos - usando a nogao de objeto de grupo da Defini¢ao 2.6.6 - pois quando
€ ¢ um topos de Grothendieck, Ab(E) é categoria abeliana e, mais do que isso, possui
suficientes injetivos, assim podemos construir funtores derivados a direita e definir grupo
de cohomologia em um topos.

Esse capitulo é o grande objetivo desse trabalho de Mestrado, onde reunimos as ferra-
mentas de 4lgebra homologica e de teoria de topos. Vamos ser mais explicitos em algumas
passagens dos resultados apresentados em [Joh14]| e fornecer uma segunda descri¢ao da ca-
tegoria dos grupos abelianos em um topos - ja conhecida na literatura, mas nao considerada
na referéncia citada.

Entendido que topos de Grothendieck sdo uma generalizagao de feixes de conjuntos é de
se esperar que o estudo da cohomologia nesse espago mais abstrato se comporte de forma
similiar ao caso ja conhecido. Com a finalidade de evidenciar as semelhancas comecamos
introduzindo a usual cohomologia de feixes e para isso usamos |Ten75| e [Ive84].

3.1 Feixes Algébricos

Comentamos acima que topos nao sdo (e nao podem ser enriquedidos para serem)
categorias abelianas, o que naturalmente inclui Sets. Assim, feixes de conjuntos, como
funtores que levam em Sets, também nao podem ser enriquecidos de forma que resultem
em uma categoria abeliana.

Contornamos isso da mesma forma como faremos para topos, usando objetos de grupo
abeliano, essa abordagem ¢ feita em [MLM94|, mas a demonstragoes dessa se¢ao estao
em grande parte em [Ive84|, as excegoes sao as Proposigoes 3.1.5 e 3.1.6, sao resultados
bem conhecidos mas que costumam ser deixadas como exercicio para o leitor e abrimos as
contas aqui.

Vamos adicionar a Definicao 2.6.6 o diagrama comutativo
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GxG = GxG
Nl’"
G

onde, 7: G x G = G x G é o morfismo que inverte a posicao das coordenadas.
Esse diagrama representa o axioma adicional para grupos abelianos.

Definicao 3.1.1 Seja C categoria com objeto terminal e produtos binarios. Definimos
ADb(C) como a categoria cujos objetos sdo objetos de grupo abeliano em C e os morfismos
sao morfismos em C que comutam com os mapas e, i € m.

Sendo mais explicitos sobre esses morfismos, se temos f : (G,e,i,m) — (G',€¢',i',m’), os
seguintes diagramas comutam:

GxG "5 ¢@d 1 ——> G
fxfl lf % lf
G'x G " & 1—— ¢

G—5aG

| |s

G — G

Se C = Sets, entao teriamos Ab(C) ~ Ab a propria categoria dos grupos abelianos.

Como um topos £ é categoria que possui produtos binéarios e objeto terminal, podemos
definir Ab(€) sem problema.

Ainda, é possivel caracterizar Ab(£) como um modelo de um esbogo S, de forma que
Ab(E) ~ Mod(Sap, E) ou como um modelo de uma teoria algébrica, para um entendimento
de como isso pode ser feito no caso dos esbogos indicamos [BW85|; para modelos, |[Joh02b].

Agora podemos definir:

Definicao 3.1.2 Seja X um espago topologico. Um pré-feixe de grupos abelianos
sobre X é um objeto de grupo abeliano de Sets@X)”

Assim os morfismos ey : 1 — F(U),iy : F(U) - FU) e my : (F x F)(U) =
FU) x F(U) - Z(U) sao transformagdes naturais em U aberto de X que tornam
comutativo os diagramas acima. Ainda, .Z x .Z em Sets®)” calculado ponto a ponto é
um produto em Sets e temos um isomorfismo (F x .%#)(U) = .Z(U) x .F(U), dessa forma
as transformagoes naturais my, ey, iy nos dizem que .% (U) é um grupo abeliano, ou seja,
temos um funtor .# : O(X)% — Ab. Reciprocamente, se tormarmos .# € Ab°X)™  como
F(U) ¢é grupo abeliano, temos morfismos mg, ey, iy que satisfazem as leis diagramaticais
de objeto de grupo abeliano e, portanto, % € Ab(SetsO(X)OP). Com isso descrevemos uma
equivaléncia de categorias Ab(Sets®(X)™) ~ ApOX)™

Podemos tomar também grupos abelianos em Sh(X):

Definicao 3.1.3 Um feixe de grupos abelianos sobre X é um objeto de grupo abeliano
de Sh(X).

Passaremos a deixar o “abeliano” implicito, usando apenas “grupo” para nos referirmos
ao "grupo abeliano"e X sempre serd um espago topologico.

Isso significa que se tomarmos .# feixe de grupos entdo a composigao O(X)%P Z,

Ab(Sets) EN Sets, onde E é o funtor esquecimento, é um feixe no sentido da Definigao
2.1.2.
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A equivaléncia Ab(Sets®X)™?) ~ ApOX)” induz Sha,(X) ~ Ab(Sh(X)), onde deno-
tamos Sha,(X) como a categoria dos feixes de grupos .% : O(X)? — Ab.
Comentamos ao fim da segao 2.1 sobre uma equivaléncia de categorias do tipo

A
T

Bt(X) Sh(X)

~_
T

Essa equivaléncia se repete para o caso algébrico.

Definicao 3.1.4 Um fibrado étale grupo abeliano ¢ um objeto de grupo de Et(X).

Assim como os fibrados étale nos davam uma nogdo geométrica de feixe, agora os
fibrados étale grupo abeliano nos ddo uma nog¢ao geométrica de feixe de grupo. Denotare-
mos a categoria por Et4,(X) ~ Ab(Et(X)) e é possivel encontrar outra equivaléncia de
categorias do tipo

Ab(A)
T
EtAb(X) ShAb(X)
~_ -
Ab(D)
onde Ab(A) e Ab(T") sao funtores induzidos por A e I'. Essas equivaléncias entram
como uma curiosidade nesse trabalho, mas detalhes podem ser encontrados em [MLM94| e
[Ten75]. Nosso real objetivo com essa segao ¢ trazer uma versao de categoria de feixes em
que podemos fazer Algebra Homolégica, ou seja, uma versio que seja categoria abeliana.
Sejam %, 4 e S pré-feixes de grupos de X. Uma vez que a soma de morfismos
entre feixes (que sdo transformagoes naturais) é dada por (f + g)(U) = f(U) + g(U) e
a composicao é (ho f)(U) = h(U) o f(U), para cada U aberto de X ¢é imediato que a
categoria dos pré-feixes de grupos é pré-aditiva.
Verificar que ¢ aditiva também ¢ extremamente simples, basta considerar (% ®¥)(U) =
F(U)BY(U) e é claro que isso é um pré-feixe abeliano. O terminal (e portanto nulo pela
Proposigao 1.1.9) é o funtor constante (pré-feixe constante) denotado por 1 tal que 1(U) =

{*} para todo aberto U, onde {x} ¢ o grupo trivial, pois O(X)®? —1—+ Ab —EZ Sets ,
E((U)) = E({x}) = {*x} e {*} & terminal em Sets.

Proposicao 3.1.5 A categoria dos pré-feizes abelianos AVCX)™ ¢ abeliana.

Demonstragao:
Seja [ : F — ¢ morfismo de pré-feixes. Defina

(Kerf)(U) = Ker(f(U)) e (Cokerf)(U) = Coker(f(U))

Uma vez que f(U) € 9(U) e 9(U) tem estrutura de grupo abeliano, é imediato que o
kernel e o cokernel existem. Também nao é dificil ver que assim definidos sdo pré-feixes.
Recorde que f(U) : F(U) — 4(U) é uma transformagao natural. Como .# e ¢ sdo
pré-feixes, temos que o morfismo induzido pela propriedade universal do kernel de f(U),
Ker(f(U)) — Ker(f(U)) ¢ a identidade de Ker(f(U)).
Agora sejam U C V C W abertos de X, a condi¢ao de pré-feixe nos garante que cada
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um dos quadrados e o retdngulo maior do diagrama abaixo comutam:

Ker(f(U) —— FU) 1Y ¢

v
Ker(f(V)) —— Z(v) L9 ¢

[

Ker(fw)) —— 7w) 2% g

Pela comutatividade do diagrama e por propriedade do kernel, existem morfismo tnicos
Ker(f(W)) — Ker(f(V))e Ker(f(V)) = Ker(f(U)) aléem de Ker(f(W)) — Ker(f(U)),
de forma que

Ker(f(U)) «—— Ker(f(V))

\ T comuta.

Ker(f(W))

Procedemos de forma analoga para o cokernel. [
Agora estamos preparados para fazermos as consideragoes necessarias sobre feixes.

Proposicao 3.1.6 Sejam #,9 € Shap(X), entio F &Y € Shap(X).

Demonstragao:

Seja U aberto de X e considere uma cobertura por U;,i € I. Seja (s;);er uma familia
compativel de (F & ¥)(U;). Assim s; = f; + g; para unicas f; € % (U;) e g; € 4(U;). Pela
unicidade da decomposigao em % (U;) ® 4 (U;), temos que f; € F(U;) e gi € 9(U;) sdo
familias compativeis para todo ¢ € I. Entao:
=(fi + gi)lu,.nt = silu,nu;

fl\UimUj gl‘UimUj

= S|y,
= (f; +9j)|UiﬁUj
- fj|UiﬁU]- + ngUimUj

Logo, como .# e ¥ sao feixes, existem tunicas almagamagoes f € .F(U) e g € 4(U).
Fazemos s = f+ g€ Z(U)® Y (U), entao

=+ D, = fio, t 9y, = fi+9i = s
Portanto, existe s tal que s), = si, Vi€ I
Agora vamos mostrar a unicidade da colagem.
Faca s = f+ges = f'+¢, com f,f € FU) e g,g € 4(U). Entao S|y, = s
imphca fle + g|Uz‘ - f|/Ui * g|/Ui’ 10g07 f|Uz - f‘/Ui © g‘Ui - g‘lUi Como .7
temos f = f'eg=¢. Entao s=f+g= f' + ¢ =5, como querfamos. "

lu;
e ¥ sao feixes,

Corolario 3.1.7 A categoria Shap(X) € aditiva.

Demonstragao:

O Lema 3.1.6 nos garante que Shap(X) possui biproduto e o feixe terminal serda o
mesmo terminal dos pré-feixes, verificar que o funtor constante também é feixe consiste de
uma manipulagao similar aos casos anteriores. Assim Sh,(X) é uma categoria aditiva. m

Para mostrar que a categorias dos feixes de grupos abelianos é abeliana vamos precisar
relembrar do que fizemos na secao 2.1 quando pouco a pouco transformamos um pré-feixe
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em um feixe. Na ocasiao estdvamos trabalhando com feixes de conjuntos, mas o caso dos
feixes algébricos nao é muito diferente.

Recorde que logo apos a Defini¢ao 2.1.11 vimos que os stalks de .# (aqui .# ¢é apenas
um pré-feixe) em x € X sdo F#, = lim F(U).

zel)

Se tivermos um morfismo entre pré-feixes f : % — ¢, vamos denotar por f,. : %, — %,
o morfismo entre grupos induzidos pelas f. .

Vamos chamar de .# o feixe obtido através do pré-feixe # ede iz : F — % o morfismo
da feixificagao.

Indicamos a segao sobre Localizagao de [Ive84| para ver em mais detalhes o que comen-
tamos acima.

Teorema 3.1.8 A categoria Shap(X) € abeliana.

Demonstragao:
Definimos o Kernel e o Cokernel da mesma forma como da Proposicao 3.1.5 de forma
que resta apenas mostrar ambos sao feixes.
Seja U aberto de X coberto por uma familia de U/s, é rapido ver que ((Kerf)(U))vecor
é feixe.
W,

Ker(f(Ui)) — Z(Us)
Sejam s, 8" € Kerf(U), tais que s, = STU'. Como T T comuta,

Ker(f(U)) —— Z(U)
entdo vy (si)u, = Y (s})u, implica vy (s) = yy(s'). Como .Z é feixe, s =
Agora seja s; € Ker f(U;) tal que Sily oy = .- Usando vy, : Ker(f(U;) — Z(U;)
iNU; i

.
JNu;n

como acima, temos:
S; € KET’f(UZ) = M,;Si € f(UZ) = dt € 32((]) tal que t|U— = YU, Si
Pois .# ¢é feixe. Dessa forma:

0:fosi:fos‘Ui:(fos)(Ui)ViEI — tec Kerf

Teremos que feixificar o cokernel, mas temos que garantir que ainda é um cokernel.

~——

Considere o diagrama de cokernel estendido pelo morfismo icokers : Cokerf — Cokerf.
Seja 72" um feixe de grupo abeliano e h : 4 — 7 tal que ho f = 0. Assim, pela propriedade
universal do cokernel existe um tnico h : Coker(f) — S tal que pela propriedade da

feixificacao existe um tnico morfismo Cokerf — 2.

F L@ kL Gokerf S Coker f

h _ .

Isso nos garante que C'okerf é de fato um cokernel.

Se provarmos que f : Coker(kerf) — Ker(cokerf) é iso, pela Proposicao 1.1.21 con-
cluimos a demonstragao.

Acima vimos que a feixificacdo preserva cokerneis, como kerneis ja sado feixes, também
preserva kerneis. Pelo Lema 2.1.16(iii), obtemos que nos stalks f, : (Coker(kerf)), —
(Ker(cokerf)), ¢ iso para todo x. Pelo Lema 2.1.16(ii) temos que f : Coker(kerf) —
Ker(cokerf) é iso. n
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3.2 Cohomologia de Feixes

Antes de partirmos para a Cohomologia em feixes de casais (C, J), vamos definir grupos
de cohomologia de feixes. Isso é feito através dos funtores derivados a direita do funtor das
secoes globais. E essencial portanto que demonstremos que dado um espaco topologico X
a categorias dos feixes Sh,(X) além de ser abeliana possui suficiente injetivos. Seguimos
[Ive84] sendo mais detalhistas em demonstragoes em que o livro nao é mas deixando de lado
alguns detalhes mais cuidadosamente trabalhados na referéncia, e explicitamos quando é
o caso de ter mais atengdo no decorrer do texto.

Teorema 3.2.1 A categoria Shap(X) possui suficientes objetos injetivos.

Demonstragao:

Vamos usar um fato bastante conhecido sobre grupos abelianos: um objeto D € Ab
é injetivo se, e somente se, D é um grupo divisivel, isto é, para todo y € D e para todo
n € 7, existe x € D tal que nx = y.

Precisaremos de um morfismo geométrico chamado ponto z. Assim = : Sets — Sh(X).
Dado um feixe .#, a imagem inversa z*.% ¢é o stalk .%, e a imagem direta é uma construcio
conhecida por "skyscraper sheaf". Dado H conjunto e U aberto em X:

H, ze€U

. H)(U) =
(@.H)(U) {{*}, caso contrario
Onde {*} é conjunto unitario.

Na versao abeliana temos x* : Shap(X) — Ab, F — Fp e x, : Ab — Shap(X),
H — (2*H)(U). Para mais detalhes dessas afirmagcoes veja VIL5 de [MLM94].

Para cada x € X escolhemos D, injetivo em Ab e um mono %, — D,.

Defina um feixe D = [[ z.D, € Sh(X). Assim, pelo Lema 2.1.16(i), %, — D, induz
zeX
um monomorfismo .# — D.

Agora observe que dados 4,9 em Shap(X):

H Hom (Y, Dy) = H Homap(z*Y, D) = H HomShAb(X)(g7x*Dx)

zeX zeX zeX
= Homgp ., (x) (9, H D
zeX
= Homgp ,,(x)(¥, D)

G, —— 9,
Usando o Lema 2.1.16(i), a comutatividade do diagrama \ l equivale &

F r— F'
comutatatividade do diagrama \ l
Ou seja, a injetividade de D, em Ab 1mphca na injetividade de D em Sh(X). n

Deﬁnigéo 3.2.2 Dado um pré-feixe .% em X e um aberto U de X, definimos as segoes
de % sobre U
r,.7)=7()

Os elementos I'(X,.%) sao ditos segoes globais de %

Dessa forma I'(X, —) : Sha(X) — Ab é um funtor exato & esquerda.
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Definigao 3.2.3 O g-ésimo grupos de cohomologia de X com coeficientes em %
é 0 g—ésimo funtor derivado de I'(X,.%) e é denotado por H?(X,.7).

Em outras palavras, dada uma resolugao injetiva % — I* temos
HY(X,%)=RIT'(X,I*)

Definicao 3.2.4 Um feixe .# em X é dito flacido se para qualquer aberto U de X temos
que a restrigdo respy : F(X) — F(U) & sobrejetora.

Note que, equivalentemente, se temos um par de abertos U C V, .F ¢é flacido se .Z# (V) —
F(U) & sobrejetora.

Notagao: Seja s uma segio global do feixe, isto &, s € Z(U) entao usaremos resg (s) =
SU.

Vamos mostrar alguns resultados sobre feixes flacidos.

Proposigao 3.2.5 O feize imagem direta de um feize fldcido € fldcido.

Demonstracao:

Seja V aberto de Y, considere f : Y — X continua. Suponha .# € Sh(Y') o nosso feixe
flacido, entdo, para qualquer aberto V de Y, % (Y) — % (V) é sobrejetora.

Como U C X implica f~1(U) C f~}(X) e esses sdo dois abertos de Y, pois f ¢
continua, obtemos que .7 (f~1(X)) — .Z(f~1(U)) é sobrejetora. Aplicando a defini¢do de
imagem direta, concluimos que f..% (X) — f..#(U) é sobrejetora, ou seja, fi..# ¢ flacido.

"

Proposicao 3.2.6 Produto de feixes flacidos € flacido.

Demonstragao:
Seja {.Z;}icr uma familia de feixes flacidos e U aberto de X, entdo os morfismos

Fi(X) EN Z;(U) sao sobrejetores para todo i = 1, ..., n.
Além disso, o morfismo entre o feixe de produtos

(IT7) )~ (1))
el i€l

¢é isomorfo ao morfismo do produto de feixes

11 f:
[[(Zix) == [[(#:@))
i€l el

Como produto de sobre & sobre, temos que [] .%; é feixe flacido.

i€l
(]
Proposicao 3.2.7 Todo feize injetivo em Shap(X) € flacido.
Demonstragao:
Na Demonstracao do Teorema 1.2.1 construimos um feixe D = [] x.D,, pela defini¢ao

rzeX

de z, : Ab — Shp(X) é imediato que D(X) — D(U) é sobrejetor.

Entao, dado um feixe injetivo .# sempre podemos obter um mono i : . — D, com D
feixe flacido.

Seja f: D — 7 tal que f oi =1idys. Assim, como id_s é iso, em particular é epi, f é
epi.

Dado U aberto em X também temos f(U) : D(U) — .#(U) onde o seguinte diagrama
comuta
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Como f(U) e res{]{D s@o sobrejetores, a composi¢ao f(U) ores)U{D também é, logo, uma
vez que o diograma comuta, temos res)U( 4 € sobrejetora e, portanto, .# ¢ flacido.
L]

Proposigao 3.2.8 Sejam F e 9 feixes flicidos e 0 — F i) ¢ % # — 0 uma sequéncia
exata. Entao 7€ € flicido.

Demonstragao:
Como o funtor das segoes é exato & esquerda, temos imediatamente que a sequéncia

r
00— (X2 L rx,9) 2 rx, )
¢ exata. E possivel verificar também que apenas por .Z ser flacido j4 se obtem que

0—— (X, 7)) Lrx,9) X, ) —— 0

é exata. Sem entrar em detalhes, o que se faz é definir uma familia de pares (U, t) de abertos
U de X e segoes t € I'(U,9) tais que (I'g)(t) = s),,, onde s € I'(X, ). Pelo Lema de
Zorn temos um par maximal (U, t), onde dizemos que (U,t) < (U',#') se U C U’ e t‘/U =t.
Supondo que I'g nao é sobrejetora encontramos um aberto U UV e uma extensao t' de ¢
que contraria a maximalidade de (U, t).

A sequéncia é exata nao apenas para X, mas para todo aberto U de X, pois flacido em
um aberto U determina feixe flacido. Assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo.

0—— (X2 Lrx,9) X, ) —— 0

X X X
J/T‘ESU"Q- \LT@SU @ \L’I“ESU B

0 —— U7 2 rw,e) 2 rw, ) —— 0

Como ¥ é flacido, a composicao I'gy o resf]( 4 € sobrejetora e, pela comutatividade do

diagrama, res‘()](_,}f também é sobre, de onde segue que JZ é flacido. [

Proposicao 3.2.9 Seja & feize em X. Se & ¢é flacido, entdo I'(X, —)-aciclico, isto é,
HY(X,.#) =0 para todo q¢ > 0.

Demonstracao:
Seja & feixe flacido em Sh4p(X), temos uma sequécia exata

0 Ny N 7N |

Como Shap(X) possui suficientes injetivos, ¢ é injetivo e, pela Proposigao 3.2.7, .%
também é flacido.
Como comentamos em 3.2.8, . flacido nos d4 uma sequéncia exata

0 —I'(X, ) —TIX, J) —TI(X, ) —— 0
Vamos analisar uma parte da sequéncia exata longa induzida pela cohomologia

I(X, 7) —% I(X, ) 2 HY(X,.7) 15 H'(X, #)=0
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onde Hl(X, ) =0pois Z éinjetivo. Como essa sequéncia ¢ exata, por um dos teorema
de isomorfismo, HY(X, .#) 2 T\(X, )/ Kergp.

Mas gg é sobrejetora (pela sequéncia exata anterior) logo, Kerd = Imgy = I'(X, 7).
Entdao, HY(X,.#) = 0.

Concluiremos a prova usando indugao. Suponha H?(X,.#) = 0 para ¢ > 0. Considere
agora o seguinte trecho da sequéncia longa exata induzida

HI(X, ) 2 g (X, 7)1 gari(x, g)

Por ser injetivo, H4(X, #) = 0. Pela Proposigao, 3.2.8 ¢ ¢ flacido, usando a hipotese
de indugdo, também temos H"(X, ) = 0. Portanto, HI"}(X, .#) = 0.
Entao HY(X,.#) = 0 para todo ¢ > 0, ou seja, é .# I'(X, —)-aciclico. n

3.3 Cohomologia de Ab(¢)

Visto um pouco da Cohomologia em Sh(X), nessa se¢do vamos definir os grupos de
Cohomologia em uma generalizigao: em um topos & = Sh(C, J). Seguimos o capitulo 8 de
[Joh14].

Vamos mostrar algumas propriedades do funtor esquecimento Ab(E) — £, mas antes
vamos introduzir uma definigao.

Definicao 3.3.1 Um par de morfismos A —— B ¢ dito reflexivo se existe s : B — A

tal que fos = gos=1idp. Ainda, um coequalizador reflexivo é o coequalizador de um
par reflexivo.

Proposicao 3.3.2 O funtor esquecimento E : Ab(E) — &
(i) Cria coequalizadores reflexivos.
(i) Cria limites finitos.*

(iii) Reflete isomorfismos.

Demonstracao:

h
(i) Seja A — B par reflexivo em Ab(E), temos um correspondente par reflexivo

f
em £ que chamaremos de A — B.

Seja ¢q: B—— C' |, em &, o coequalizador reflexivo de f e g.

O Exercicio 0.1 de [Joh14] nos diz que o produto de dois coequalizadores reflexivos

X

. ) : ~ —— axq . .

¢ também um coequalizador. Entdo, A%? % B?> —= (C? & um diagrama de
gxg

coequalizador.

m

m
Por um argumento de inducao podemos provar que A™ Bm L, 0? ¢
g G p p q —_—
gm

diagrama de coequalizador para todo m > 0.

Temos também que A° — ¢ BY —— % & um coequalizador, com A° = BY =~

C° 21, o terminal.

'De fato cria todos os limites pequenos.
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(i)

Assim os morfismos egq:1 —— A, i4:A——> A e myu: A2 —— A e os
morfismos eg:1 —— B, i4: B —— B e mp:B?> —— B induzem, res-

pectivamente, ec:1 —— C , i¢c: A —— C e mg:C?> —— C tal que q é
um homomorfismo. Como ¢" é coequalizador para todo n € {0, 1,2, 3}, temos que
q" € epimorfismo para esses mesmos n’s, isso vale por causa do diagrama da asso-
ciatividade. Isso implica que C satisfaz qualquer operagao satisfeita em B, ou seja,
os diagramas de objeto de grupo abeliano sao satisfeitos em C. Para finalizarmos
basta equipar C' com a estrutura de grupo abelino e temos que ¢: B —— C &,

h
em Ab(E), coequalizador de A — B.

Mostrar que cria equalizadores é um processo muito similar ao que vimos acima de
forma que vamos apenas esbocar a prova.

Sejam f: X — Aeg : X — B morfismo em Ab(E) com correspondentes morfismos
f:X—>Aeg: X —> Bem€.

Considere o diagrama de equalizador F AN —— B em &. Como limites

comutam com limites, o diagrama abaixo também é equalizador em &:

It
ExE % Ax A BxB
gxg

Logo, pela propriedade universal do equalizador, existe um tnico mg : E X E — E
que faz o diagrama abaixo comutar

eq %B

4 g
mE} mAT mBT
w Ixf

0
ExEmAxAWBxB

De onde seguem as leis diagramaticas de grupos abelianos.
Vamos mostrar que cria produtos finitos.

Sejam f': X — Aeg : X — B morfismo em Ab(E) com correspondentes morfismos
f:X—>Aeg: X — Bem€&. Considerere u : X — A X B o tnico morfismo dado
X

pelo diagrama de produto f iu g

v

A+—AxB —— B
pPA PB

Por causa do isomorfismo A x B = B x A conseguimos maxp : (Ax B) x (Ax B) —
A x B induzido por my : AX A — Aemp : Bx B — B através do produto
ma X mp, essa expressao significa que o seguinte diagrama comuta:

PAxXA PBxB

AxA+—— (AxA)x(BxB) —> BxB

mAl lmAXmB lmB

Ainda, fazemos iaxp = i4 Xip € eAxpB = €4 X e, onde obtemos diagramas analogos
a0 acima.

Uma vez que m4 e mp satisfazendo as condigoes de diagrama de objeto de grupo, o
diagrama abaixo é comutativo
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idaXmaXidp Xmp

AxXxAxAxBxBxDB s Ax Ax Bx B
mAXidAXmBX’L'dBl JmAXmB
Ax Ax Bx B mAXmE sy Ax B

Obtemos assim a comutatividade do diagrama abaixo, pois é isomorfo ao diagrama
logo acima.

idAxBXMAxB

AxBxAxBxAxDB s Ax BxAx B

mAxBXZ‘dAXBJ JmAxB

Ax Bx Ax B MAxB sy Ax B

Isso significa que o produto A x B satisfaz o diagrama da lei da associatividade de
objeto de grupo. Similarmente, usando ¢4,ip, €4 € eg, garantimos a comutatividade
dos seguintes diagramas:

X AdX 'dX X
1><A><BM>A><B><A><BMA><BX1

e

AxB

IR
4

A tAxBXidAxB
a4

AxXxB —— s AxBxAxB AxBxAxB

1 Ax B

€AXB

AxBxAxB "5 AxBxAxB

MAxB
MAxB

AxBxAxB

Entao A x B pode ser visto como um objeto de grupo abeliano em £ e o morfismo
tnico u : X — A x B em & induz um morfismo tnico em Ab(E) que comuta com
MAXB; €AxB € t1AxB-

(iii) E imediato, pois as condi¢des envolvem a definicdo de objeto grupos abeliano em &
sao dadas apenas por diagramas comutativos.

|
Apesar de ser de amplo conhecimento, ndo encontramos na literatura nenhuma de-
monstragdo de que funtor esquecimento cria limites, mas mostramos aqui pois esse fato
facilita muito a demontracao de que Ab(E) é uma categoria abeliana. A parte de criar
coequalizadores reflexivos também ¢ importante e esté feita em [Johl4| (Lema 6.42) para
T(E), onde T é uma teoria algébrica finitaria, em vez de Ab(E), no entanto os passos
da demonstracao sao essencialmente os mesmos (afinal, podemos ver Ab como uma teoria
algébrica finitaria).
Estamos querendo definir os objetos de cohomologia de £, devemos entao verificar se
Ab(&) é realmente uma boa categoria para fazer isso.
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Fato 3.3.3 O funtor de esquecimento F : Ab(£) — £ possui adjunto & esquerda.?

Teorema 3.3.4 Seja € um topos elementar, entao Ab(E) é uma categoria abeliana.

Demonstragao:

Omitiremos a verificagdo de que a categoria Ab(E) é pré-aditiva pois os argumentos
realmente interessantes encontram-se em ver que é abeliana. Vimos que o funtor esque-
cimento cria limites, logo, como £ tem limites finitos, Ab(E) possui limites finitos, para
verificar que é uma categoria aditiva é necessario ver que o objeto inicial coincide com o
terminal e que o produto coincide com o coproduto.

Suponha por um momento que £ = Sets, entao Ab(E) ~ Ab. Seja 1 o objeto terminal
de Ab (o grupo trivial), entao, para todo A € Ab existe um tnico morfismo f : A — 1, mas
também existe um tnico morfismo g : 1 — A para todo A € Ab, ou seja, 1 é também inicial
e, portanto, nulo. Note que nao foi utilizado qualquer tipo de argumento que desrepeitaria
a logica do topos. Da mesma forma, sabendo que produtos e coprodutos finitos em Ab
coincidem, temos um biproduto em Ab(Sets) que pode ser descrito apenas com argumentos
véalidos na logica dos topos. Isso significa que esses argumentos podem ser descritos através
de formulas e, de forma analoga ao Fato 2.6.5, garantimos a existéncia de objeto nulo
e biproduto em um topos £ qualquer. Além disso, se X é um objeto de £ munido de
morfismos mx : X x X = X, ix : X x X eex : 1 x X onde valem as formulas das leis de
grupo abelianos, isto é,

Ve : X,y: X, z: X(mx(mx(z,y),z) =mx(z, (mx(y, 2))
Ve : X,0: 1(mx(ex x idx)(0,x)) =m (dexeX(x 0)))
Vr : X(mx(ix X idx(A(z))) = ex(1(2)))
VxX,yX(’mX(x,y)—mX( 7 ))

Com isso queremos dizer que esse objeto X de & equivale a um objeto de Ab(£), onde
essas leis sdo descritas de forma diagramaética. Assim, a existénca de biproduto e objeto
termnial em &£ implica na existéncias dos mesmos em Ab(E), de onde segue que Ab(E) é
uma categoria aditiva.

Agora vamos provar que é abeliana. Comegamos construindo o cokernel de f: A — B
em Ab(E).

Sejam : B x B — B o morfismo “multiplicacao” de objeto de grupo de 2.6.6 e pp :
A x B — B a projegao na segunda coordenada. Considere o coequalizador de mo (f x idp)
€ pPB.

mo(fxidp)
Note que esse par A X B TT; B é reflexivo, isto é, existe s : B — A x B tal que

ppos=mo (f xidg)os=1idg. No caso, s = (OBA,idB)
Usando que (A x B)x (Ax B) —_—< B —— C & um diagrama de coequalizador

(pelo Exercicio 0.1 de [Johl4] produto de coequalizadores reflexivos é coequalizador) e
obervando o diagrama abaixo, é possivel mostrar que o coequalizador g de m o (f x idp)
e pp ¢ o cokernel de f.

f mo(fxidg)
AWB*)\AXBjBHCOkET‘f
idp i g
C
O0ac

Veja que f = idpo f =pposof=mo(fxidg)osofelap =idgolap =
pposolap=mo (f xidg)osolap

2Ainda, como consequéncia dos itens (i) e (#43) da Proposigdo 3.3.2, esse funtor é monadico - Teorema
0.13 de [Joh14].
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Agora seja f de Ab(£) um mono. Ao construir o cokernel obtivemos cokerfo f =0, o
que faremos é mostrar que f é kernel de coker f, isto é, que para qualquer f’': A’ — B tal
que cokerf o f' =0 existe um tnico u : A — A onde f' = fou.

Sendo f’ um morfismo de Ab(E), f' é também um morfismo de €. Pelo Teorema 2.4.14
garantimos que f' = m o e para m mono e e um epi.

Se f = m fazemos u = e, temos f' = fowu e para qualquer outro v’ tal que fou = fou’
temos que w = v/, pois f ¢ mono e assim u ¢ tnico.

Se f & outro mono que fatora f’ entao temos f' = fowu, e f = moe¢', de toda forma,
pelo mesmo argumento, u é Gnico.

Assim encerramos que f é kernel de seu proprio cokernel.

Agora seja f de Ab(E) um epi, nesse caso, nao apenas f ¢ um morfismo como é
também epi em &. Pelo Corolario 2.4.15, f é um coequalizador, de onde construimos o
cokernel similarmente ao que fizemos antes.

L]

Observe que esse resultado nos faz obter trivialmente que a categoria dos feixes algé-
bricos Shap(X) ¢ abeliana, pois Shap(X) ~ Ab(E) onde £ é a categoria dos feixes de
conjuntos Sh(X).

E possivel mostrar que Ab(&) é abeliana sem recorrer a argumentos de logica interna
e as propriedades do funtor esquecimento, para isso cada um dos diagramas devem ser
exibidos explicitamente e, como podem imaginar, alguns sdo complicados, contudo, isso foi
feito detalhadamente no artigo [Jte81].

Para a proposicao a seguir precisaremos de resultados auxiliares, aos quais deixaremos
apenas as referéncias das demonstragoes:

Lema 3.3.5 1. Como Ab(E) — & cria coequalizadores reflexivos e € possui todos os
coprodutos pequenos, entao Ab(E) possui todos os colimites pequenos.

2. Em &, colimites filtrantes comutam com limites finitos.

Demonstragao:

1. Feito para um caso mais geral em [Lin69]| para casos mais gerais (Corolario 2, pagina
81).

2. Teorema 2.58 de [Johl14].

Proposicao 3.3.6 Seja & um topos de Grothendieck, entao Ab(E) satisfaz o axioma ABS
de Grothendieck e possui gerador.

Demonstragao:

Para mostrar que satisfaz AB5 devemos mostrar que Ab(E) possui todos os colimites
pequenos e todos os colimites pequenos filtrantes sao universais.

Ja vimos que o funtor esquecimento Ab(E) — & cria coequalizadores reflexivos (Pro-
posigao 3.3.1(i))e que &€ possui todos os coprodutos (Observagao 2.3.7), disso obtemos que
ADb(E) possui todos os colimites pequenos. Por 3.3.1(iii) temos ainda que o funtor esqueci-
mento cria limites e, pelo Lema 3.3.5(ii), limites finitos comutam com colimites filtrantes.
Dessa forma, os colimites filtrantes também sao criados por U.

Novamente usando que U cria limites, em particular, cria pullbacks e, pelo Corolério
2.4.13, todos os colimites sao preservados por pullbacks e, portanto, temos que os colimites
pequenos filtrantes em Ab(E) sao universais.

Por fim, pelo Teorema de Giraud, sabemos que £ possui conjunto de geradores. Seja
{Gi}ier esse conjunto. Veremos que o grupo abeliano livre Z([[;c;G:), com Z : £ —
Ab(E), é um gerador de Ab(E), sendo que esse funtor livre existe pelo Fato 3.3.3 (Z é o
adjunto a esquerda do funtor esquecimento).
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Sejam f,g: X — Y morfismos em Ab(£), entdo f e g sdo morfismos em E. Se f # g,
como {G;}icr € gerador de &, existe i € [ e h; : G; — E(X) tal que E(f)oh; # E(g) o .
Considere h : [[,.;G; — E(X) o morfismo universal do coproduto. Seja o a inclusao
candnica ay : G; — [[;c; Gy, entdo h; = hoiy. Assim

E(g)ohoay =E(g)oh; # E(f)oh;=E(f)ohoa

Isso implica E(g) o h # E(f) o h. N
Pela propriedade universal do coproduto, tome k = h : Z(][;c; Gi) — X em Ab(E).

Entao, pela adjuncao, fok = f oh =+ gosz =gok.

Portanto, Z(][,c; Gi) ¢ gerador de Ab(E). "
Isso nos d&a que Ab(€) é uma categoria de Grothendieck quando £ é um topos de
Grothendieck.

O Teorema 1.10.1 de |Gro57| unido com a Proposi¢ao acima nos garantird que Ab(&)
possui suficientes injetivos, segue seu enunciado abaixo.

Teorema 3.3.7 (Teorema de Grothendieck) Se & satisfaz o axioma AB5 e admite
gerador, entdo qualquer objeto A de £ admite algum mono m : A — I, onde I é injetivo.

Teorema 3.3.8 Seja £ topos de Grothendieck, entao Ab(E) possui suficientes injetivos.

Demonstragao:
A Proposi¢ao 3.3.6 garante que Ab(&) esté nas hipoteses do Teorema de Grothendieck,
assim obtemos imediatamente que possui suficientes injetivos. L]

No entanto, Ab(€) nao possui suficientes projetivos. Desta forma nao conseguimos
construir os funtores derivados a esquerda que seriam essenciais para definir o grupos de
homologia em um topos.

O teorema acima mostra que estamos de fato trabalhando com uma boa categoria
para o nosso prop6stito. Onde “boa” significa possuir suficientes injetivos, como vimos no
capitulo de Algebra Homologica, esta é uma condicio necessaria para construirmos funtores
derivados a direta.

Contudo, precisamos ainda de mais um dado: precisamos de um funtor exato a esquerda.

Estamos lidando com topos de Grothendieck, isto é, € = Sh(C, J), para algum sitio
(C,J). Ao tomarmos A em Ab(E), A é um feixe em C, A(C) tem estrutura de grupo
abeliano e os morfismos C' — D em C induzem homomorfismos de grupos da forma A(C) —
A(D). Se considerarmos o o funtor das segoes globais I' : £ — Sets, que envia objeto de
grupo abeliano em grupo abeliano, obtemos um funtor induzido I'ap : Ab(E) — Ab(Sets),
dado por Homg(1, —), que é imagem direta de I'. Assim, I'ap, ¢ exato & esquerda e preserva
injetivos, pois I' : & — Sets é um morfismo geométrico e vale o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.9 Seja F — £ um morfismo geométrico. Entao f. : Ab(F) — Ab(E)
preserva injetivos.

Demonstragao:

A ideia da demonstragdo é pegar um objeto injetivo de um lado e concluir algo no outro
através de transposi¢oes que o morfimo geométrico permite por causa da adjungao.

Seja E objeto injetivo em Ab(F). Considere o diagrama abaixo em Ab(E)

X —Y

|

f«(E)

Transpondo tal diagrama:
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fr(X) —— f1(Y)

|

E

Como F é injetivo podemos completar o diagrama acima e obter

f1(X) —— (V)

E
Por fim, transpomos o diagrama mais uma vez

X —Y

d

Ou seja, f.(E) é um objeto injetivo em Ab(E) "
Com isso podemos definir sem medo a cohomologia de um topos de Grothendieck.

Je

Definigao 3.3.10 Seja £ um topos de Grothendieck e A um grupo abeliano em &. O
g—ésimo grupo de cohomologia de £ com coeficientes em A é o grupo

HY(E,A) = RY(T'ap)(A)
Em outras palavras, H1(€, A) é g-ésimo funtor derivado & direita do complexo de

cocadeias T'apl® —— Tapl' —— T'apl? —— ... obtido de uma resolucao injetiva

0 A 1° It ... em Ab(&).

Podemos ainda definir o grupo de cohomologia para um certo objeto X de £ da seguinte
forma: sabemos que Homg(X, —) é exato a esquerda que manda um grupo abeliano A em
um grupo de morfismos do tipo X — A em &. Denotamos os derivados a direita desse
funtor por HY(E, X; A). O funtor X* : £ — £ | X que leva um objeto Y no morfismo
Y x X — X induz um funtor X3, : Ab(E) — Ab(E | X), o qual é exato e preserva injetivos.
Assim conseguimos um isomorfismo H(&, X; A) = HI(E | X, X, (A)) (ver pagina 262 de
[Joh14]).

Para nao sobrecarregar a notagao iremos retirar o “indice” Ab dos funtores induzidos.

A partir de agora vamos usar outra poderosa ferramenta que introduzimos do capitulo
de Algebra Homologica, as sequéncias espectrais.

Teorema 3.3.11 Seja f: F — £ um morfismo geométrico entre topos de Grothendieck.

(i) Se A é um grupo abeliano em &, entao existe um morfismo H4(E; A) — HY(F; f*A),
para todo g > 0.

(ii) Se B é um grupo abeliano em F, temos uma sequéncia espectral natural em B
HP(E;RIf.(B)) = HPTI(F;B). Essa é a conhecida sequéncia espectral de
Leray.

Demonstracao:
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(i) Sejam I' : &€ — Sets e A : F — Sets funtores se¢oes globais. Vamos chamar de
a:idg — fyo f* aunidade da adjuncao (f* - f.). Por definigdo de funtor derivado a
direita temos morfismos de conexdo R%(T',) — RI1(T.) que fornecem uma sequéncia
exata longa.

Como f* preserva limites finitos, os funtores da forma RY(T'y) o f* : Ab(E) — Ab
também formam uma sequéncia longa exata, para todo g > 0.

Note que
Lifo = Homanr) (1, fo(=)) = Hompape)(f*1, (=) = Homane (1, (—)) = Ax

Aplicando T', na unidade « obtemos I'y(«) : T'x — A, o f* transformagao natural
de obtemos morfismo induzido RY(T',) — RY(A.) o f*, por propriedade de funtor
derivado. Aplicando A € Ab(E):

HY(E,A) = RYT,) — RY(Ay) o f*(A) = HYF, frA)

(ii) Sabemos que Ab(E),Ab(F) e Ab(Sets) sao categorias abelianas e fi : Ab(F) —
Ab(€) eI, : Ab(E) — Ab(Sets) sao funtores exatos a esquerda.
Basta agora aplicar o Teorema da Sequéncia Espectral de Grothendieck (Teorema
1.6.6) que obtemos uma sequéncia espectral EX'? de funtores Ab(F) — Ab(Sets)

tal que E5? = (RPT,)(RIf.) e converge finitamente para E%!, que ¢ filtragao de
RPTUT, fy) = RPTI(A,).

Aplicando B € Ab(F), concluimos que RPT(A,)(B) = HPTI(F; B)
u

Proposicao 3.3.12 Seja f : F — £ um morfismo geométrico, com € = Sh(C,J). Entao,
para um grupo abeliano A em F e q qualquer, R1f,(A) é o J-feize associado ao pré-feize

Uvr— HYF, f1U);A)
em C, ondel:C — Sh(C,J) é o funtor candnico.

Demonstragao:

Vamos comecar supondo que J é a topologia minimal, isto é, dado objeto C' de C,
J(C) = { o crivo maximal em C }, dessa forma & = Sets®”. Por defini¢do de morfismo
geométrico, f* preserva limites e é adjunto & esquerda de fy, logo, f. preserva limites
pequenos e f.(—)(U) é exato a esquerda

Com isso obtemos que Rif,(—)(U) é o g-ésimo funtor derivado a direita de f.(—)(U),
pois fi(—)(U) é exato & esquerda, mas

F(2)U) = home (hy, £(—))
= homz(f*(hur), —) (3.1)
~ HY(F, f*(hy),—) : Ab(F) — Ab(Sets)

Assim obtemos parcialmente o resultado desejado.

Para o caso em que J é uma topologia de Grothendieck qualquer consideramos a in-
clusdo i : £ — SetsC™ e definimos um morfismo g pela composicdo g =i o f.

g

N

F—t e i GetsC”
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Desta forma i*g. = (i*ix) f« = fi. Porém, i* é exato e i*.R9g, = R(i*g,) = RI(f4).

Além disso, g*(hy) = f*i*(hy) = f*I(U), pois i* é o funtor feixe associado e | é o
funtor candnico.

Concluimos o resultado pelo que vimos acima para Sets¢™.

|

Como ja dissemos, a existéncia de suficientes injetivos garante a existéncia de funtores
derivados & direita e isso é o que nos da a seguranca para definir objetos de cohomologia,
contudo, a via de resolugbes injetivas nao é a tunica forma de computar os grupos de
cohomologia, as vezes, é mais conveniente considerar os grupos aciclicos de um determinado
funtor. Para isso introduziremos uma definicao e um lema util.

Definigcao 3.3.13 Seja A um grupo abeliano em um topos €. Dizemos que A é flacido se
H1(&E,X; A) =0 para todo ¢ > 0 e para todo X objeto de £

Observe que essa denominagao é uma certa simplificacdo. Uma vez que essa defini¢ao
estd completamente relacionada com o grupo de cohomologia, é um abuso de linguagem
dizer que o grupo é flacido, no fundo estamos passando uma informagao sobre as resolugoes
injetivas.

A Proposigao 3.2.9 parece ainda relacionar a nogao de de feixe flacido acima com a
definida em 3.2.4 para feixes de grupos abelianos sobre um espaco topologico. O resultado
a seguir reforga isso:

Proposicao 3.3.14 Seja f : F — & morfismo geométrico e A um grupo abeliano flacido
em F. Entao:

(i) A € aciclico para o funtor f.: Ab(F) — Ab(E), isto é, RIf.(A) =0,Yq > 0.
(ii) f«(A) € flicido em &
Demonstracao:

(i) A ser aciclico para f, significa R1f.(A) = 0,Vq > 0. Isso ocorre pois RIf.(A) é o
J—feixe associado a U — HI(F, f*I(U); A), pela proposigao anterior. Por definigao
de flacido, HY(F, f*I(U); A) = 0,V¥q > 0.

(ii) Considerando a sequéncia espectral de Leray de f temos:

B = HY(E, RIf.(A)) = {Hp(g’ Jeld)sea=0

0, se ¢ > Opor (i)
Essa sequéncia converge para EX! = RPTI(f.(A)) = HPTI(E, f.(A)), que é uma filtragao
de HPT4(F; A) = 0, sempre que p + g > 0.

Logo, HP(&, f«(A)) = 0, para todo p > 0, ou seja, f.(A) é Homg(1, —)-aciclico.

Note que fi«(A) é Homg(X, —)-aciclico também, como veremos a seguir:

Da mesma forma como um objeto X em & induz um funtor X* : £ - £ | X (com
respectivo adjunto X, : £ | X — &), temos que o objeto f*X de F induz (f*X)* : F —
F | f*X (com respectivo adjunto (f*X),: F | f*X — F

Considere o morfismo geométrico f | X : F | f*X — £ | X de forma que comutativi-
dade de um morfismo em F | f*X é preservada em £ | X.

Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo:

FiLprx e x

(f*X)*l lx*

F—F—€
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No Lema 2.5.8 introduzimos uma versao da Condi¢ao de Beck-Chevaley, aqui estamos
diante de um caso um pouco diferente, mas basta a comutatividade do diagrama acima e
considerar os funtores induzidos pela categoria de objetos de grupos abelianos que podemos
obter um outro diagrama comutativo andlogo ao do Lema 2.5.8 (veja a pagina 275 de
[Joy08]). Entao o seguinte diagrama comuta:

Flpx e x

x| kS
F — &
Assim temos um isomorfismo X* o f,(A) = (f | X)« o (f*X)*(A).
Vamos trabalhar com a sequéncia espectral de (f | X). o (f*X)*.
Entao EY? = (RP(f } X)) (RY(f*X)*), que converge para ER! que é filtracao de

RPFI((f L X)uo (f*X)") = RPTI(X"f.(A)) = X*RPTIf(A) 20, p+q>0

Mas RPHI(X*f.(A)) = HPHI(E | X5 X* f,(A)) = HPH(E, X; ,(A)). .

3.4 Cohomologia de Cech

Primeiro faremos a Cohomologia de Cech para feixes sobre espagos topologicos, sendo
guiados por [Har77|, depois veremos como proceder para topos de Grothendieck como feito
em [Johl4].

Para a primeira parte dessa segdo, fixemos X um espago topologico e .# feixe de grupos

abelianos sobre X. Dada uma cobertura |J U; = U de X com I conjunto de indices bem
el
ordenado, para ig, ..., iq € I denotamos Uy, ;, = Ui, N...NUj, . Assim:

Definigao 3.4.1 O complexo de cocadeias de Cech é definido por

clu,7)= [[ ZWUi..i,).Ya>0.

10<...<lip

Os morfismos de cobordo d?: C4(U,.F) — C(U, F) sio dados por

q+1
(d2a) = (—=1)Fa(é)
k=0 Uig, - ig+1
onde a(d;) = Qi Foreigin? isto é, dr indica que retiramos ig.
- Tz - i - o
Note que Qoo imriars € F (UZ.0 _____ . qu), por isso tomamos a restrigao a Ui, i,,, para

garantir que caia em C4(U,.7).

Observacao 3.4.2 Veja que de fato temos um complexo de cocadeia, pois d?t! o d? = 0.
Seja a € CU(U,.7). Entao:

atl
(@ o d?) (@) = " (D ey, )
k=0
q+2 q+1
Z( 1) (;( D@k, o o s
+2 q+1
= Z Z(—l)l+ka(5k,l)|U i
..... q+2



3.4 COHOMOLOGIA DE CECH

onde a(dy ;) indica que as ik, e 7; foram retirados. Cada termo da forma Ui0 B rian
’ seeeyblyeeesbhkyeeeytq

aparece duas vezes mas com os sinais trocados quando i; e i trocam de posicao, assim,
essa soma alternada se anula e d9t! o d2 = 0.

Sempre que tomamos um elemento a € C(U,.%) é conveniente usarmos Qi .. ig
para todas as (¢ + 1)—uplas de elementos de I. Caso haja um repeticao de indices em
{90, ..., iq} convencionamos a,....;, = 0 e se os indices forem todos distintos entao o, ... ;, =
(=1)% tsig,....00,, onde o & a tGnica permutacao tal que oig < ... < oig.

Definicao 3.4.3 Seja .# um feixe de grupos abelianos em X, definimos g—ésimo grupo
de cohomologia de Cech de .# em relagdo a U é o grupo

HY(U, F) = Kerd?/Imdi~',Yq > 0

Os grupos de cohomologia de Cech nio determinam uma teoria de Cohomologia, é
apenas uma técnica para calcular a Cohomologia de feixes escolhendo uma cobertura de
abertos do espaco topologico e a partir dele contruir um complexo, como fizemos acima.
Uma vez que é uma ferramenta de calculo de cohomologia, devemos providencias pelo
menos um exemplo que iluestre a utilidade desse método.

Exemplo 3.4.4 Seja X = S! o circulo e .% = Z o feixe constante com fibra Z, isto é,
dado um aberto U, Hom(U,Z) = .# (U) é o conjunto das fung¢oes localmente constantes.
Consideramos como cobertura U dois semi-circulos abertos Uy e Us que se sobrepoem nas
pontas, de forma que a intersecgao Uy N Uy é formada por dois intervalos abertos.

St Us
Uy NUy

Os complexos de cocadeia sao:

U, Z) = F(U)) x ZF(Us) = Hom(Uy,Z) x Hom(Us, Z) = 7 x Z.
Pois U; e Us sao abertos conexos.

CYU,F)=FZ(UiNUy) = Hm(U NUy, Z) =7 x 7.

Pois Uy N Uy é aberto com 2 componentes conexas.
Os morfismos de cobordo sio:

. cU,.7) - clU,.7), d(<ab>)=<b—ab—a>

d':CcNU,.F) =0, d(<a,b>)=0
Logo, Kerd® =2 7, Imd® =2 7, Kerd' =27 x Z e Imd~! 2 0, de onde segue:

HNU,.7)=Z e H' (U, F) =7
Proposicao 3.4.5 Seja .F feire de grupos abelianos em X, entao HO(U, #) = T'(X,.F).

Demonstragao:

Pela definicao, H)(U,.Z) = Ker(d : C°(U, #) — C(U, F)).

Seja a € CO(U, Z) tal que a = (o € F(U;))ies. Para cada par de indices i < j, temos
(da)ij = aj — ;. Entd@o a pertence a Kerd se, e somente se, (da);j = 0.
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Mas (dov)i; = 0 se, e 806 se, o; e o coincidem em U; NUj, isto é, Slunw; (i) = S0 (o)
e isso equivale a dizer que « pertence a I'(U,.%) = % (U).

Portanto, H(U,.%) = T'(X,.%). n
Queremos estudar algumas situagoes em que a Cohomologia de Cech ¢ a Cohomologia
dos funtores derivados coincidem, para isso teremos coinsiderar uma versao feixificada de

Cu(U, F).

Definicao 3.4.6 Seja V aberto de X e f : V — X o morfismo inclusao. Definimos a
feixificacao do complexo de Cech por

Onde a restricao de feixe é dada por 7|,
20

Os morfismos de cobordo sao o mesmos da Defini¢do 3.4.1 e f, é a imagem direta tal
como vimos no Exemplo 2.4.2

Com isso, para cada ¢ > 0, I'(X, ¢1(U, #)) = C1(U,.7)

P

Proposicao 3.4.7 Seja . um feize de grupos abelianos em X. O complexo €°*(U, F) é
uma resolucao de 7.

Demonstracao:
Devemos exibir um morfismo .# — C%(U,.%) tal que a sequéncia

0 y F y COU,.F) —— CYU, ) —— ...

¢é exata.

Recorde o que fizemos no Teorema 3.2.1, onde 2*F = F, Definimos e : . — C°(U,.%)
tomando o produto de .# — fi«(F|, )icr- Desta forma é imediato dos axiomas de feixes
que

0 F —— CU, F)

¢é exata. Devemos verificar a exatidao para valores g > 0 e para isso basta provar a exatidao
nos stalks (pois a colegao de funtores de stalk preservam e refletem kernel e cokernel).

Seja x € X, suponha x € U; para certo ¢ € I. Para cada ¢ > 1 definimos um mapa & :
(CUU, F))e = (CT YU, Z))e, com (k®)ig,...ig-1 = Qjig,...iy_y onde a € T(V,C4(V, F))
representa o, € (C4(U,.F)), em que V é vizinhaga de x pequena o suficiente para V' C U;.

Uma vez que checarmos que (do k + kod)(a) = a teremos que k ¢ uma homotopia de
cadeia de (CUU, F))z,q > 1. Isso implica que o morfismo identidade e o morfismo nulo
sa@o homotodpicas por cadeias, logo, pela Proposi¢ao 1.3.10, H4(C*(U,.%#)) = 0 para todo
q > 1. Portanto, a sequéncia longa é exata como queriamos.

Checando que (dok +kod)(a) = a:

Por um lado temos

q
— . ) _1)+1 ~
do k(a) - alo,...,qul Ui, ..., iq + l;)( 1) aj,io,...,il,...,iq Uig,..., iq
Por outro,
q+1 } q ;
kod(a)= k(go(*l) Vpoiitreialty, Z_qﬂ) = EO(*I) Voot ialvy, oo

Desta forma as somas alternadas se anulam e «, assim verificamos (dok+kod)(«a) = a.

Vamos mostrar apenas mais dois resultados envolvendo a Cohomologia de Cech de
feixes de grupos abelianos.
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Proposigao 3.4.8 Seja .F feize de grupos abelianos flicido em X, entio HI(U,.F) =
0,Vg >0

Demonstragao:
Considere a resolugdo 0 — % — C*(U,.#). Como # é flacido e pela Proposigao
3.2.6, o produto de flacidos  [[ F(Ui,....i,) € flacido e, por 3.2.5, o feixe imagem direta

) ) 05-++58q
10<...<1%q

f*(r%UiO ) também ¢é flacidao, entao C1(U, .F) ¢é flacido.

,,,,, iq o
Usando a Proposi¢do 3.2.9 e que I'(X,¢9(U, #)) = CUU,.#) temos HI(U, Z) =
HYT(X,¢1U,.#)) =0 para todo ¢ > 0. n

Proposicao 3.4.9 Eziste mapa HI(U,.#) — HI(X,.F) natural e funtorial em .F para
cada g >0

Demonstracao:

Seja 0 — F — Z° resolugao injetiva de .% em Sh4,(X). Considere uma outra re-
solugdo 0 — .F7 — C*(U,.#). Pelo Teorema 1.4.6 existe um morfismo de complexos
fe:C*(U,.Z)— #°, logo, existe um morfismo I'( X, C*(U, ¥)) — I'(X, .#).

Tomando o quociente do kernel pela imagem dos diferenciais desses complexos, obtemos
o morfismo canénico HY(U,.#) — HI(X,.7).

L]

Com isso temos mais do que o suficiente de motivagao para voltar nossa atencao para o
caso dos topos de Grothendieck. Faremos o possivel para evidenciar as semelhangas entre
a Cohomologia de Cech dos feixes de grupos abelianos e do feixes de um site "abelianiza-
dos"pelos objetos de grupo.

Devemos esquecer a notagao que fixamos no inicio da segao e fixar uma nova. De agora
em diante manteremos & = Sh(C,J) topos de Grothendieck e P = Sets®” a correspon-
dente categoria de pré-feixes. Sendo ¢ : &€ — P a inclusdo candénica, denotaremos por
H : Ab(C) — Ab(P) o g—ésimo funtor derivado a direita de i, isto é, H = R%i,.

A proposigao abaixo serd necessaria nos resultados seguintes:

Proposigao 3.4.10 Seja A € Ab(E). Entao, (H1(A))" =0,Yg >0, onde +: P — P é o
funtor de "semi-feizificacao" introduzido na Definicao 2.2.18

Demonstragao:

Considere a composicao * o i, =2 id. Lembre que a imagem inversa da inclusdo é o
funtor feixe associado a que introduzimos na se¢do 2.2, conforme pontuamos no Exemplo
2.4.3.

(Ab(E) 5 Ab(P) 55 Ab(€)) = (Ab(E) X% Ab(€))

Pelo Teorema 1.6.6, existe uma sequéncia espectral EX? = Rp+q(i* 0iy) de i* o i,.

Uma vez que i* preserva limites, entao preserva somas diretas e kerneis, isto é, é exato
a esquerda. Logo, RP(i*) = 0, de onde concluimos que EX? = 0 para todo p > 0. Além
disso, como id gy também ¢ exato, E&’ = 0 para p + ¢ > 0.

Agora fixe p = 0 e varie ¢ > 0. Assim temos uma sequéncia de diferenciais da forma

0,1 0,2 0,q
E2 E2 E2

\dgj \dgj \dg,‘q

2,0 2,1 2,q—1
E; E; E;

Como EY? = 0 para todo p > 0, temos que o contradominio de todos os diferenciais
sdo zero, logo, nao pode ter diferenciais ndo nulos na sequéncia. Portanto, Eg 1 = (), para
todo ¢ > 0.

Por outro lado, Ey? = R(i*) o RY(i,) = i* o RY(i,) = i*(H?). Entdo
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(HI(A))TT = i*(HI(A)) = *(Ey?) = 0, para todo ¢ > 0,

Pela proposicao 2.2.21, (H9(A))" é separavel, logo, o mapa candnico (H?(A))"T —
(H(A))** & mono.

Portanto, (H?(A))* = 0 para todo g > 0.

L]

Vamos dar inicio & construgdo de um complexo que ainda nao serd uma generalizagao
do Cech mas no auxiliara para este seja definido adiante.

Na proposi¢ao nao precisamos, mas no que se segue devemos considerar C uma categoria
com pullbacks (observamos que todo topos de Grothendieck é determinado com algum casal
(C,J) com essa propriedade adicional).

No caso dos feixes tinhamos uma cobertura de um espago topologico, entao o primeiro
passo é considerar um cobertura que faca sentido em C. Também tinhamos definido U;, .. ; .
por intersecgoes, o analogo para o topos de Grothendieck é considerar o pullback. Seja
U = {U; — U} familia de morfismos em C, defina Uy, . i, = Us, Xu ... Xy Us,. Assim
obteremos uma sequéncia em P = Sets®”, dada por projeces e propriedades universais,
da forma:

o= ]I Ny i1 i 1 hu,, ., — hu
i0<i1<i2 10<i1
1
onde hy = Home(—,U) é o funtor representével e temos morfismos do Uig,....iq R
iosreinsenig AUC ESQUECEM k-
Aplicando o funtor livre Z : P — Ab(P), que é adjunto a esquerda do funtor esqueci-
mento U : Ab(P) — P, obtemos uma sequéncia em Ab(P) da forma

o= ]I AU I Z(hv,, ) — Z(hy)

10<t1<ig 10<t1
Lembre que Z, por ser adjunto a esquerda, fornece isos do tipo Z([[)hy, = [ Z(hv,)
i€l i€l
Tal sequéncia determina um complexo de cadeias, denotado por Ne(U/) com operador

de bordo
q+1

(dp0) = Y (~Dalbn),

k=0
Proposicao 3.4.11 A sequéncia --- — No(U) — N1(U) — No(U) € exata em Ab(P)

Demonstracao:
Uma vez que P = SetsC”, para provar que essa sequéncia exata basta verificar que
<o = No(U)(V) = N1 (U)(V) = No(U)(V) & exata em Ab(Sets) para V objeto de C.
Note que o funtor de avaliagao em V' é um funtor de imagem inversa e que comuta com
o funtor livre Z.

Entao Ng(U)(V') € um grupo abeliano livre gerado por [ Home(V,Us,,...i,)-
10<...<ip
Sejam ¢ : V — U e 0; : U; — U morfismos em C, definimos

SQ/) = H HO’I’)’LCiU(’gZJ, 92)
i€l

Usando o pullback de Uy, ... ;, obtemos

P

T #HomeW.Us...) = ] sS4
10<...<ip YeHom(V,U)

Como Ab(Sets) = Ab satisfaz AB4 temos que o coproduto de sequéncias exatas ¢ exata,
logo, é suficiente mostrar que - - - — Z(Si) — Z(Si) — Z(Sy) ¢ exata.
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Os mapas d : Z (5’3}“) - Z (53}) sao a soma alternada dos mapas induzidos pelas
projegoes SZ)H — Si.

Se Sy = 0 nada a fazer.

Se Sy # 0, tome t € Sy e considere o homomorfismo Z(S}) — Z(Squl) induzido por
h((s1, ..., 8¢))(t, 51, ..., 8¢), onde s1, ..., 54 € Sy. Indicando as contas, temos:

(hod)(s1,...,8¢) = h((s2, ..., 8q) — (51,83, .., 8q) + ... + (=1)¥(s1, ..., Sg—1))
= (t,52,...,8¢) — (£, 51,83, ..., 8¢) + ... + (=1)%(¢,51,..., 5g-1)

Do outro lado:

(doh)(s1,...,5¢4) = d((t,51,...,5))

((81,...y8¢) — (t, 82, .., 8¢) + (t, 51,83, ..., 8¢) — .. + (=1)(t, 51, ..., 84—1))

Assim, ((hod) + (doh))((s1,-.-:8q)) = (51,1 Sq)
Como isso calculamos dt + td = id, isto é, id ~ 0. Logo, pela Proposi¢a0 1.3.10, os
grupos de homologia sao zero, implicando que a sequéncia é exata.

Definigao 3.4.12 Seja A € Ab(P), o complexo de cocadeias de Cech é dado por
1 (Z/{, A) = HomAb(P) (Nq(u)7 A)
com operadores de bordo sendo da forma — o d,

Veja que, de fato, é complexo de cocadeia, pois (—odgi1)o(—ody) = —o(dgodgt1) =
—00=0.

Esse complexo induz uma sequéncia
dO dl d2
HA(Uio) - H AUip i) — H AUig iz in) = - -
%0 19<t1 10<t1 <12

porque temos o seguinte diagrama comutativo, onde todas as flechas verticais sao isomor-
fismos e vamos explicar o porqué.

—ody

Homappy(Ng(U), A) Homappy(Ngy1(U), A)

| |

H HomAb(P)(Z(hUio ..... iq)>A) H HomAb(P)(Z(hUio ,,,,, iq+1)7A)
10<...<iq 10<...<lg+1
| |@
[1 HomP(hUO i ,A) I1 HomP(hUiO i 17A)
i0<...<iq e i0< . <igi1 et
© |
dr
. H . A(Uiow-,iq) ’ ) H A(Uio,..‘,qurl)
10<...<11 10<...<tg+1

O isomorfismo (1) vale pois dados X;’s e Y objetos de uma categoria C, existem iso-
morfismos naturais Home([[ X;,Y) = [[ Home(X;,Y).
JjeJ JjeJ
O isomorfismo (2) vale por propriedade do funtor adjunto do funtor esquecimento
Ab(P) — P.

O isomorfismo (3) é uma aplicagdo do Lema de Yoneda.
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Definicao 3.4.13 Seja A um grupo abeliano em P = Sets¢” e U uma familia de morfismo
em C. Definimos o g—ésimo grupo de cohomologia de Cech de U/ com coeficientes
em A por HY(U, A) = Kerd!/Imdi~!

Note que essa defini¢do é analoga & dos grupos de cohomologia de Cech em Sh Ap(X)
(3.4.3)

Proposicao 3.4.14 HY(U,—) é o q—ésimo funtor derivado & direita de H°(U, —)

Demonstracao:
Sabemos que N¢(U) é um complexo de cadeias ... —< [[ Z(hy,,,, ) — Z(hv)
10<t1
O complexo de cocadeias de Cech & CU(U, A) = Homappy(Ng(U), A).
Pelo Lema 1.4.2, que Hompp)(—, A) é exato se A ¢é injetivo, aplicando esse funtor
exato na sequéncia exata dada na Proposicao 3.4.11 obtemos que a sequéncia abaixo é

exata.
HomAb(P)(NO(U),A) E— HomAb(p)(N1(U),A) _— ...

Ouseja, C°(U,A) —— CYU,A) —— ... éexatae HY(U, A) = 0 para todo ¢ > 0.

Veja que funtores representéveis sdo projetivos em P. De fato, seja g : A — B um
morfismo sobrejetor em P e v : ho(—) — B. Pelo Lema de Yoneda, v € Hom(h¢, B)
corresponde a 5 € B(C). Como g ¢é sobrejetor, ¥ = g(a) para a € A(C). Novamente
pelo Lema de Yoneda, a estd em correspondéncia com a € Hom(he, A). Assim obtemos
a: hc — A tal que g o a = ~y. Portanto, ho(—) é projetivo.

Entao, aplicando apenas o funtor livre Z obtemos que os N4(U) sdo projetivos em
Ab(P) para todo g > 0. Segue da versao dual do Lema 1.4.2 que Homappy(Ny(U),—) &
exato, logo, o funtor que vai de Ab(£) em Ab(Sets) por A — C*(U, A) é exato.

Entao

0 — A— CYU,A) — CYU,A) — C*U,A) — ...

¢é exata.
Pelo Teorema 1.4.12 concluimos que RY(C(U, —)(A)) = H4(C*(U, A)), como desejado.
]
Considere duas familias de morfismos i ={U; = U | i€ I} eV={V; =>U | je J}.
Elas cumprem em Sh(C, J) o papel das coberturas por abertos de um espago topologico X
em Sh(X). Assim como refinamos coberturas por aberto, também podemos refinar essas
familias.

Definicao 3.4.15 Dizemos que r : V — U é um mapa de refinamentose f:J — I é
Vi — Uy

uma fung¢ao munida com uma familia de fatoragoes l para cada j € J.

U

Dessa forma cada mapa de refinamento r : VV — U induz um morfismo V; — U,(;) sobre
U e obtemos morfismo de cadeias No¢(V) — No(U). isto &,

o= I Zh,,,,) —= 1 Zhy,,) — Z(w)
70<71<7)2 70<J1

I oo

o= ]I Z(huy s i) —— 11 Z(ho,,,) — Z(ho)

10<t1<i2 10<t1
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Observe que se R é um crivo de U gerado pela familia U, entdao o mapa inclusaod — R
é um mapa de refinamento.

Proposigao 3.4.16 Sejam r e s mapas de refinamento V — U. Entdo os mapas de cadeia
Te € Se SA0 homotdpicos por cadeias.

Demonstragao:

Devemos encontrar uma sequéncia de morfismos Ny(V) — Ny41(U) que torna re € se
homotdépicos por cadeia.

Sejam 1y, ...,iq € I, chame o = (ip,...,i4). Para cada [ € {0,1,...,q} definimos um
morfismo sobre U

l .
ta = (T‘Z'O, ...,Til,si“ ...,Siq) : VU — U(

TigseesTip sSip 3o sSig )

Esse morfismo induz um homomorfismo de grupos t} : Ng(V) — Ngy1(U). Usaremos
uma soma alternada de tf] para montar a homotopia de cadeia.
Essas contas sao mais complicadas que de costume, vamos ver o que acontece quando
q=1.
o= (iOv il)a tg = (Tio’ Sigs Sil) t; = (7“1'07741‘1, 5i1)

1
. (1
A soma alternada é tg) = Y (=) = =t th = —(rig, sigs 5iy) 4 (Pigs Ty Siy)-
=0
Estamos com um diagrama nao comutativo da forma

dy dy dy
H Z(h 102112>*> ]_[ Z( 2011)*>"'

10<t1<ig 10<%1

t(l)
ro— SQ\L iﬁ —s1
du dv

— ]I ZhUJO]”2 *> 11 Z(hUm“)*>1
Jo<j1<jz2 Jo<ji

Os indices j sao obtidos através dos refinamentos r e s.
Chame 7 = (ig, i1,92) € ar : Z(hy,) = [[ Z(hy..). Seja C objeto, considere um elemento
T
0, € Z(hy,(C)), temos
(r2 — s2) o ar(6r) = 97“10,1%'177‘1‘2

Por outro lado
dy (o7 (0-)) = g1y — Oigiz + Oir in

Diagramaticamente
Z(hy, (C
Z(hv,,,, (C) —Z(hv,, ,, (C) Z(hv,, ,,(C))

()

Entao aplicamos t;

00 d¥ (ar(0,)) = 110505, — Oiguin + i i)
—Or;) 50,5, T 0

 (—Orig 5190505 T Orig iy rsiy)

(i, sy iy T Ori iy i)

TigsTiq>Siq
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l
Agora veremos como fica dz?;’ o tg).

U (0 _
d3 © t2 (047—(97)) - d3 (_en‘o,simsil »Sig + 9Ti0,7"i1,8i1 1Sig 97“i0 )Tiq ,7"1'2752'2)

= _(981‘0781'1 WSig HTiO,Sz‘l,SiQ + 07“1‘0781‘0,82‘2 - 97"1'0,82‘0,811)
+ (07‘1'1781'1 1Sig 97“1'0,51'1,81'2 + 97’1'077’1'1,81'2 - 97’i0 iy 781'1)
- (972‘17”2,81’2 - 9Ti0 sTig »Sig + 9”0 3TiqsSig 07"1'0,7"1177‘12)

Fazendo

& ot (ar (0,)) + 11 0 d¥ (. (6,)) = 0

= (ro — s2) o (0r)

Tig Tip Tig

Assim, nesse caso, a homotopia de cadeias esté provada. Para ¢ > 0 em geral usamos
) _

T = (10, - ig) € by’ = —(Tigs Sigs s Sig) T oo (Tigs s Tig» Sig)-
Desenvolvendo as contas de forma anéloga obtemos, como desejado,

(rg — sq) (a7 (6:)) = &y 0tV (ar(6,)) + 1 0 d¥ (- (6,))

L]

Usamos o resultado acima para mostrar que existe um isomorfismo entre os grupos de
cohomologias em uma familia de morfismos e os grupos de cohomologias no crivo gerado
por essa familia.

Proposicao 3.4.17 Sejald = {U; — U | i € I} familia de morfismos e R o crivo gerado
por U. Entao H1(U, A) = HI(R, A) € isomorfismo para qualquer A € Ab(E).

Demonstragao:

R ser um crivo gerado por U significa que qualquer morfismo a em R se fatora por U;,
isto é, o = y; 0 3, onde B; : V; — U; e v; € U. Entao existe um mapa de refinamento
R—U.

Por outro lado, a inclusao U4 — R também nos fornece um mapa de refinamento.

Usando a Proposicao 3.4.16 temos que esses refinamentos sao tinico a menos de homo-
topia por cadeia, porém, inversos. Isso nos da que No(U) e No(R) sdo homotopicos, logo,
C*(U,A) e C*(U,A) também sao e, portanto, os grupos de cohomologia sdo isomorfos
(Proposigao 1.3.10).

Além disso, esse isomorfismo nao depende da escolha do refinamento R — U, pois - pela
Proposicao 3.4.16 - duas escolhas distintas de refinamento resultam em mapas de cocadeia
que diferem apenas por homotopia, logo, ao passar para os grupos de cohomologia obtemos
isomorfismos.

|
Agora vamos fornecer uma outra definigio da Cohomologia de éech, mas em vez de

considerarmos a familias de morfismos em C, sobre um objeto U teremos direto o objeto
U de C.

Definigao 3.4.18 Sejam (C,J) um casal onde C possui pullbacks, U um objeto de C e
A pré-feixe de grupos abelianos em C. Definimos o ¢-ésimo grupo de cohomologia de
Cech de U com coeficientes em A como

HY(U, A) = liy HY(R,A)
ReJ(U)

Observagio 3.4.19 Note que HY(U, A) = lim Homg(R,A) = AT(U).
ReJ(U)
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Entao o g—ésimo funtor derivado de 4+ é um funtor Ab(P) — Ab(P) que leva um
pré-feixe A e outro pré-feixe mas da forma U — H4(U, A), sendo H?(U, A) funtorial em U.

Teorema 3.4.20 Seja € = Sh(C,J), U objeto de C e A € Ab(E). Entao existe um homo-
morfismo HI(U, A) — H(E,I(U); A), onde | € o funtor candnico l : C — Sh(C,J) que é
150 quando ¢ = 0,1 e mono caso q = 2.

Demonstracao:
Seja 4+ : P — P o funtor de "semi-feixificagao", trabalharemos com a sequéncia espec-
tral da composicao + o i, = iy, onde i : Sh(C,J) — Sets¢™”

(Ab(€) &5 Ab(P) 5 Ab(P)) = (Ab(E) X Ab(P))

Pelo Teorema 1.6.6, EY'? 2 (RPo+)(RYi,) = (RPo+)(H?). Aplicando o funtor exato que
avalia em U na composigao +oi, = i, obtemos E5? = HP(U, H?(A)), pois HI(A) € Ab(P)
e usamos a Observagao 1.4.19 acima.

Ainda por 1.6.6, E&! é filtracao de RPT%(+ oi,)(—). Entao ¢ filtragao do (p + ¢)-ésimo
funtor derivado a direita de

(i (-)NH(U) = hﬂ Homp(R,i.(—))por propriedade de feixe
ReJ(U)

= Homp(hU,i*(—))
= Homg(L(U), (—))
=~ HO(E,1(U); A).

Note que
L = RY(HO(A)T) = RY(AT) = RP(HO(U, 4)) = BV (U, A)
Assim obtemos (aplicando a Proposi¢ao 1.6.7)
1P (U, A) = E5® — EEO »— HP(E,1(U); A) = RPTO(HO(E,1(U); A))
Por outro lado, pela Proposicao 3.4.10,
EYY = HO(U, H1(A)) = (HY(A))H(U) = 0, para todo ¢ > 0

Desta forma, Eg’o — E&O é iso quando p = 0,1 ou 2, pois esses grupos nao podem ser
atingidos por diferenciais nao nulos

By =0 —— By
—-1,1 1
By =0 —— By

Ey' =0 —— E}°

Isso da automaticamente que HP(U, A) = ERY s HP(E,1(U); A) é mono para p = 0,1
ou 2. Para os casos p = 0 ou 1 temos também que EZ 6 0 tinico termo nio nulo da filtracao
(se p = 2 caimos numa filtracio no tipo 0 = F3R? C ... C F'R? e FOR?/F! R? nao ¢ nulo),
logo, EEY — HP(E,1(U); A) também ¢ iso. u

Gostariamos que o resultado fosse verdade para todo ¢ > 0. Veremos que de fato é se
fizermos algumas outras imposigoes.

Proposicao 3.4.21 Seja £ = Sh(C,J) e A € Ab(E). Suponha que exista um subconjunto
K dos objetos de C tal que:
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(i) Para cada V € K, temos H1(V, A) = 0,Yq > 0
(ii) Para cada objeto U de C existe J—cobertura {V; — U | i € I} com cada V; em K.
(iii) Se Ve W estao em K, entao qualquer pullback V xy W estd em K.

Entdo o mapa canonico HI(U; A) — HI(E,1(U); A) € iso para todo objeto U de C e para
todo q > 0.

Demonstragao:

Sejad = {U; - U | j € J} uma J—cobertura (no sentido de 2.2.9). Por definigao
de cobertura e pela propriedade (i) acima, podemos refinar ¢ para uma cobertura V =
{Vji = U | i € I} onde cada Vj; pertence a K.

Vii — Uj
\l
U

Vamos chamar V; = Vj; por ser mais pratico e nesse contexto nao provocar confusao.

Com o que fizemos temos um refinamento r : V — U. Note que cada elemento de
H9(U; A) vem de um elemento de H9(V, A), pois H9(V, A) = HI(R, A) onde R é crivo
gerado por V e HI(U; A) = lim HiY(R,A).

ReJ(U)

Vimos que Vj esta em K para todo i € I. Pelo item (4it), Vo Xy ... Xy Vg esta em K

Feitas essas observagoes vamos provar o resultado por indugdao em g. Se ¢ = 0, basta
aplicar o Teorema 3.4.20. Suponha que vale para todo ¢ < n com n > 1 fixado.

Considere o complexo C*(V,H9(A)), HI(A) = R%.(A) e V é a familia construida
acima.

Aplicamos a Proposi¢ao 3.3.10 no morfismo geométrico i : £ — P e temos que HI(A)
¢ U w— HI(E,1I(U); A). Por hipotese de inducao, H(E,1(U); A) = HI(U; A), entdo HI(A)
é o funtor U + HY(U; A). Como Vj X7 ... X V, estd em K, pelo item (i), temos HO(Vp x¢s
... Xy Vg3 A) = 0 para todo p > 0.

Agora observe que todos os objetos avaliados em H?(A) sao da forma Vo xy...xyV; € K,
logo, CP(V), H1(A)) = Hom ap(p) (Ny(V, H1(A)).

Usando a Proposicao 3.4.17 obtemos

0= HP(V,H(A)) = HP(R, HI(A))

De onde segue
0= lmy HO(RHI(A)) = HO(U; HI(4))
ReJ(U)
H9(U; H9(A)) = 0 significa, pela sequéncia espectral vista na Proposicao 3.4.20, que EP? =

0 para todo p > 0 e para todo 0 < ¢ < n.
Vimos que Eg’q = 0 para todo ¢ > 0, entao Eg’” =0.

Observe
P,q p+1,9
E2 E2
Ep,q—l Ep+1,q—1
2 2
p,0 n,0
E2 - E2

Agrupando o que sabemos, E ’0, 0 < p < nsao as tnicas entradas nao nulas na diagonal
p + g = n ou abaixo dela. Como os grupos s6 podem ser atingidos por diferenciais nao
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nulos, temos que E;L 0y EQC;O ¢é iso. Novamente, como EZ;;O ¢ 0 unico termo n&o nulo da
filtracio, EX" = H™(U; A) — H™(E,1(U); A) é iso.

Assim concluimos que o resultado vale também para ¢ = n.

Vamos dar um exemplo de aplicagdo da Proposi¢ao acima.

Seja X um aberto de R" e K = {U C X | U é aberto e convexo} e A um feixe em X.
A propriedade (i) vale pois todo conjunto convexo nio vazio ¢ contratil, logo, H*(U; A) = 0
para todo U € K e ¢ > 0. Nao falamos sobre isso aqui, mas em topologia algébrica é bem
conhecido que espago contrateis resultam em grupos de (co)homologia nulos. Para verificar
(77) basta pegar as bolas abertas, pois sao também convexas. Por fim, para (7i7) usamos
que instersc¢ao de convexos é convexo.

Uma vez que todas as trés condigoes sao satisfeitas aplicamos a proposi¢do e obtemos
que a nog¢ao usual dos grupos de cohomologia coincide com o grupos de cohomologia de
Cech.

Com isso encerramos nossa apresentacao de como aplicar as ferramentas de Algebra
Homologica em Topos de Grothendieck. Deixamos algumas comparagoes entre a conhe-
cida Cohomologia de feixes e a Cohomologia dos Topos de Grothendieck para o capitulo
seguinte, assim como outras ideias de estiverem presentes ao longo dessa Dissertacao de
Mestrado e caminhos para pesquisas futuras.



124

ALGEBRA HOMOLOGICA EM TOPOS

3.4



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Os teoremas fundamentais dessa Dissertagao sao o 3.3.4 e o 3.3.8. No primeiro garan-
timos que Ab(€) é uma categoria abeliana para qualquer topos €. Gragas a isso temos a
esperanga de desenvolver uma teoria de cohomologia para os topos, esperanca essa que se
concretiza através do 3.3.8 com o topos mais esperado possivel, o de Grothendieck, pois
ganhamos a propriedade de Ab(&) possuir suficientes injetivos.

A centralidade desses resultados nos leva a fazer outras perguntas:

e Quais as propriedades de uma categoria abeliana da forma Ab(E), para £ um topos
(respectivamente, um topos de Grothendieck)?

e Dada uma categoria abeliana %, em que condigoes suficientes existe um topos & tal
que € ~ Ab(&)?

e Para que outras categorias C temos que Ab(C) é abeliana ou AB5?

Nao encontramos respostas satisfatorias a essas questoes na literatura. Acreditamos que
uma possivel alternativa para compreendé-las melhor seja através de uma comparagao mais
aprofundada entre categorias abelianas e topos, eventualmente, voltando mais a atengao
para as logicas envolvidas e como a teoria de modelos pode ser usada para descrever a
categoria dos grupos abelianos internos.

Escolhemos apresentar Ab(E) através dos objetos de grupos por ser a forma mais
simples de compreender a estrutura da categoria, mas pensamos que a abordagem via
modelos seja mais interessante para responder as questoes mencionadas acima pois mais
informagoes sobre o funtor esquecimento devem surgir nesse caso. A ideia é que Ab(E)
pode ser visto como um Ab—modelo em £ e com isso podemos aproveitar propriedade ja
conhecidas do funtor esquecimento vistos em teorias algébricas como feito no Capitulo 3
de [Bor94b]. Seguindo esse mesmo espirito, verificar se existe relagdo entre as categoria
internas como na Definigao 2.4.23 e a definigdo de Ab(E) que fornecemos pode ser tutil.

Aproveitando a centralidade de termos Ab(E) categoria abeliana com suficientes ob-
jetos injetivos para realizarmos a cohomologia, serd que também terfamos Ab(E) com
suficientes objetos projetivos e assim poderiamos pensar na homologia? O Teorema 8.13
de [Johl4]| prova justamente a existéncia dos suficientes injetivos e logo apds encerrar a
demonstracao, comenta que a falha do axioma da escolha para um topos qualquer implica
que em geral £ nao possui suficientes projetivos e, dessa forma, Ab(€) também nao possui.
Essa discussao é ainda mais interessante se considerarmos o artigo [Bla83] onde temos que
o axioma da escolha é equivalente & cohomologia ser trivial, isto ¢, H'(X;G) = 0, para
todo espago discreto X e todos os grupos G. Com isso surge outra questao a ser explorada:
as relacdes a auséncia de projetivos e a nao-trivilidade de H'.

Voltando para as semelhangas entre topos e categorias abelianas vamos organizar algu-
mas na seguinte tabela, a coluna esquerda contém o resultado em si e as outras duas colunas
estdo indicadas onde é possivel encontrar a demonstracao para as categorias abelianas e
para os topos
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Caterogias Abelianas | Topos Elementares

Todo mono é equalizador Definigao 1.1.13(2) Proposi¢ao 2.3.10

Todo epi é coequalizador Defini¢ao 1.1.13(2) Corolério 2.4.15

Mono + Epi = Iso Proposigao 1.1.14 Corolario 2.3.11
Finitamente Completa Proposicao 1.1.17 Definicao 2.3.6(1)
Finitamente Cocompleta Proposicao 1.1.17 Observagao 2.3.7
Intersecgao de Subobjetos existe | Proposicao 1.1.16 Lema 2.5.5'

Fatoracao em epi e mono Teorema 1.1.19 Teorema 2.4.14

Existem outras propriedades em comum, mas essas e outras se devem ao que comen-
tamos na Secao 6 do Capitulo 2: ambas sdo categorias regulares. Por exemplo, como de-
monstrado no Teorema 2.1.3 de [Bor94b|, toda categoria regular admite fatoracao em epi
e mono. As categorias regulares nos dao resultados mais gerais do que o apresentamos.
Comentamos logo no inicio do Capitulo 3 que Ab(E) poderia ser visto como um modelo
de uma teoria algébrica, nesse caso Ab seria uma teoria algébrica finitaria. Em |[Bar71|
Teorema 5.11, pagina 24, temos:

Seja C uma categoria regular e 7' uma teoria algébrica finitaria, entao T'(C) é regular e
T(C) — C ¢é funtor exato e reflete isomorfismos.

Assim perdemos algumas especificidades, aplicando esse resultado teriamos direto que
Ab(€) é uma categoria regular, mas nao teriamos que é uma categoria abeliana. Por outro
lado, ganhamos informacao sobre o funtor T'(C) — C. A ideia de usar a regularidade do
topos para obter informacgao de algo da forma T'(C) é também apresentada no Capitulo 8
de [BW85].

A diferenga entre categorias abelianas e topos reside no comportamento do objeto
inicial em uma categoria cartesianamente fechada como o topos, assim, se retiramos esse
axioma da defini¢do de topos obtemos o que se conhece por pretopos conseguimos um
ambiente em que categorias abelianas e pretopos compartilham mais semelhancas, a saber,
essas sao as AT Categorias. Até onde sabemos, nao existe pesquisa em AT Categorias,
elas surgiram em uma discussao entre Vaughan Pratt e Peter J. Freyd justamente sobre
as semelhancas entre topos e categorias abelianas e serve para satisfazer a curiosidade de
como aproximar essas duas categorias, mas nao sao estruturas que aparecem de forma
natural [nLal9].

Aproveitando que estamos fazendo comparagoes, vamos agrupar resultados parecidos
entre a cohomologia de feixes de grupos abelianos e a cohomologia de feixes de um casal
(C,J) através de uma tabela no mesmo espirito da anterior.

‘ Ab(Sh(X)) ‘ Ab(Sh(C,J))
E categoria abeliana Teorema 3.1.10 | Teorema 3.3.3
Possui suficientes injetivos | Teorema 3.1.2 Teorema 3.3.7
Todo feixe flacido ¢ aciclico | Proposigao 3.2.9 | Proposi¢ao 3.3.12(i)
Cohomologia de Cech Definicao 3.4.3 Definigao 3.4.13

Ao contrario da anterior, essa tabela seria mais a tradugao de um caso mais particular,
Ab(Sh(X)), para um caso mais geral, Ab(Sh(C,J)). Comparando teorema lado a lado
veremos que nao sao exatamente os mesmo resultados quando estamos em Ab(Sh(C, J))
precisamos ser mais cuidados e as demonstragoes exigem um nivel de abstragao maior. Por
exemplo, a verificacao de que flacido implica aciclico é para funtores distintos, enquanto
para uma caso bastava trabalhar com o funtor I'( X, —) para o outro precisamos da imagem
direta de um morfismo geométrico f e utilizamos sequéncias espectrais para concluir o re-
sultado. H4 ainda outras construgoes conhecidas de cohomologia de feixes que encontram
sua versao em Ab(Sh(C,J)) e que ndo tratamos aqui, uma delas é a resolugdo de Gode-
ment. [Johl4]. Isso nos leva a outro possivel caminho a ser seguido: analisar para quais
topos conseguimos manter as propriedades de Ab(Sh(C,J)), em particular, aquelas que
sdo interessantes para aplicar técnicas de Algebra Homologica. Ou seja, para quais topos €
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conseguimos pelo menos garantir que Ab(&) possui suficientes injetivos. Ainda, encontrar
em quais topos de Grothendieck além do Sh(X) existe uma nogao de feixe flacido definido
de forma que #(X) — Z#(U) & sobrejetor. Investigacoes dessa natureza ja tém sido feitas
como pode ser visto em |Blel8§].

Pensando nas aplicagoes, nesse trabalho vimos as relagoes de topos com teoria de
cohomologia, mas as interacoes com teoria de homotopia tém sido mais pesquisadas por
causa do conceito de co—topos, ver [Lur09]. Algumas ideias que conversam com teoria de
homotopia também aparecem em [Johl4|, através dos grupos fundamentais profinitos e
categorias de Galois.

No exemplo 8.15(iii) de [Joh14| observa-se que a cohomologia do topos coincide com a
cohomologia de Galois quando G é um grupo profinitio e estamos na categoria dos G-sets
continuos com mapas G-equivariantes. Tendo em vista que a cohomologia de Galois ¢é utili-
zada em Teoria dos Ntimeros - por exemplo, na demonstragao do Teorema de Mordell-Weil
[Sil09] - podemos dizer que a cohomologia de topos encontra uso em Teoria dos Numeros
e seria uma tarefa interessante verificar em que outras situagoes terfamos aplicagoes tteis.

Temos bem conhecidas aplicagoes de topos de Grothendieck e diversas outras coho-
mologias (Etale e Nisnevich, para citar algumas) em Geometria Algébrica, porém, mais
recentemente tem se utilizado os recursos da logica interna do topos, [Blel8|. Nessa tese
de doutorado, entitulada “Using the internal language of toposes in algebraic geometry”; 1.
Blechschmidt usa que esquemas possuem um topos de Zariski associado e se aproveita da
linguagem interna destes para resultados de Geometria Algebrica. No Capitulo 3 de nossa
Dissertacao pincelamos alguns argumentos da linguagem interna do topos para simplificar
a demonstragao de que Ab(&) é uma categoria abeliana, mas apos sabermos que Ab(&) é
abeliana para um topos £ poderiamos passar a usar também a técnica dos pseudolementos
(Defini¢ao 1.7.1). No Capitulo 1 usamos os pseudoelementos para demonstrar o Lema da
Serpente em categorias abelianas, seria interessante ver se novos resultados ou simplifica-
¢oes de resultados ja conhecidos surgem se unirmos os recursos dos pseudoelementos e da
linguagem interna do topos quando nos aprofundamos na estrutura de Ab(&).

Pontuamos ainda que as ideias desenvolvidas para a categoria Ab(E) no Capitulo
3 pode ser reproduzido para R-Mod(€), com R um objeto anel na categoria £. Nao
verificamos, mas deve ser verdade que R-Mod(€) ¢ uma categoria abeliana com suficientes
injetivos quando £ é um topos de Grothendieck e a demonstragao deve ser bastante similiar
ao caso Ab(E). As perguntas que fizemos nesse Capitulo para Ab(£) também podem ter
refeitas para R-Mod(&), mas ha outras:

e Caso & seja um topos com recursos categoriais suficientes (o topos de Grothendieck
¢ um exemplo disso pelas propriedades que possui, segundo o Teorema de Giraud),
conseguiriamos refazer as provas de teoremas de representacao de categorias abelianas
internas a um topos mas agora como subcategorias de R-Mod(E)?

e Seria possivel descrever a nogao de categoria abeliana de forma independente do
topos base, isto é, poderiamos utilizar a ideia de diagramas internos para formular
0 que é uma categoria abeliana em um topos £7 Aqui estamos usando a nogao de
diagrama interno introduzida na Defini¢ao 2.4.25.

Nao esté claro ao longo do texto, em alguns momentos ao longo do trabalho os di-
agramas internos discretamente pareciam se relacionar com a categoria Ab(€), a ultima
pergunta enunciada acima deve ser o que melhor expoe o tipo de relacao que detectamos
e esperamos respondé-la no futuro.

Essas consideracoes finais foram expandidas na versao corrigida do texto gracas as ob-
servagoes e sugestoes dos membros titulares da banca, mais uma vez agradeco aos Professo-
res Peter Arndt e Walter Pedra por acrescentarem novas perspectivas e mais possibilidades
para pesquisas futuras.
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Capitulo 5
Apéndice

Deixamos esse espago para listar alguns resultados de Teoria de Categorias que fo-
ram utilizados pelo menos uma vez ao longo da Dissertacao. Nao vamos demonstra-los,
sao resultados bastante conhecidos e facilmente encontrados na literatura. As referéncias
classicas sdo [MLI8| e [Bor94a].

Proposigao 5.0.1 Sejam f e g morfismos em uma categoria qualquer.
1. Se fog € mono, entdo g € mono.
2. Se fog € epi, entio f € epi.
Lema 5.0.2 (Lema do Pullback) Considere o sequinte diagrama comutativo

A—— B ——C

1

D——F—F

Suponha que o quadrado da direita é um diagrama de pullback. Entdo o diagrama da es-
querda € um diagrama de pullback se, e somente se, o retdngulo inteiro € um diagrama de
pullback.

Proposigao 5.0.3 Seja C uma categoria. Sao equivalentes:
(i) C possui todos os limites finitos.
(ii) C possui produtos bindrios, equalizadores e objeto terminal.

(iii) C possui pullback e objeto terminal.
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