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Resumo

SMIGLY, D. A. Funções preservando algumas identidades em estruturas algébri-
cas não-associativas. 2026. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade de São Paulo, São Paulo, 2026.

Nesta tese, apresentaremos os resultados obtidos a partir do estudo de quatro linhas
de investigação relacionadas a funções definidas em estruturas algébricas associativas e não
associativas.

A primeira delas tem como objetivo descrever algumas funções aditivas satisfazendo cer-
tas identidades em estruturas não associativas, como anéis ou álgebras alternativas. Em
particular, com o auxílio de uma versão da identidade de Hua para anéis com divisão alter-
nativos, mostramos uma versão do Teorema de Artin para esta classe de anéis, provando que
toda função aditiva e bijetiva φ : A → A que satisfaz certas condições é um automorfismo
ou um antiautomorfismo.

Na segunda parte, analisamos algumas classes de funções na álgebra dos octônios, esta-
belecendo um análogo do teorema de Hua para esta álgebra. Em particular, como resultado
principal provamos que uma função linear contínua, bijetiva e unitária φ : O → O que pre-
serva ∗-invertibilidade generalizada e satisfaz uma condição técnica é um ∗-isomorfismo ou
um ∗ -anti-isomorfismo, onde O é a álgebra dos octônios.

Além disso, a terceira parte consiste no estudo da caracterização de certas aplicações que
satisfazem o chamado problema de preservação linear com certas estruturas adicionais, como
a invertibilidade generalizada. Também verificamos esta questão no contexto da Álgebra dos
Octônios.

Por fim, a última parte fundamenta-se em analisar a aditividade de derivações e isomorfis-
mos em álgebras axiais. Em outras palavras, determinar sob quais condições uma derivação
multiplicativa ou um isomorfismo multiplicativo é aditivo em tais álgebras. Focamos prin-
cipalmente em dois tipos de álgebras axiais, as do tipo Jordan J (α) e as do tipo Monstro
M(α, β), estabelecendo os resultados com auxílio de condições nomeadas do tipo Martindale.

Palavras-chave: Álgebras Não-Associativas; Álgebras Axiais; Funções que preservam pro-
dutos; Aditividade de Funções
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Abstract

SMIGLY, D. A. Maps Preserving Identities in Non-Associative Algebraic Struc-
tures. 2026. Thesis (Doctorate) - Institute of Mathematics and Statistics, University of São
Paulo, São Paulo, 2026.

In this thesis, we present the results obtained from the study of four lines of investigation
related to functions defined on associative and non-associative algebraic structures.

The first is devoted to describing certain additive functions satisfying specific identities
in non-associative structures, such as alternative rings or algebras. In particular, with the aid
of a version of Hua’s identity for alternative division rings, we establish a version of Artin’s
Theorem for this class of rings, proving that every additive and bijective function φ : A → A
satisfying certain conditions is either an automorphism or an anti-automorphism.

In the second part, we focus on the analysis of functions on the algebra of octonions,
establishing an analogue of Hua’s Theorem for this algebra. Specifically, as a main result,
we prove that any continuous, bijective, and unitary linear function φ : O → O which pre-
serves generalized ∗-invertibility and satisfies a technical condition is a ∗-isomorphism or a
∗-anti-isomorphism.

Furthermore, the third part deals with the study of the characterization of certain maps
that satisfy the so-called linear preserver problem under additional algebraic structures, such
as generalized invertibility. We also examine this problem in the context of the octonion
algebra.

Finally, the last part consists of analyzing the additivity of derivations and isomorphisms
in axial algebras. In other words, we determine under which conditions a multiplicative de-
rivation or a multiplicative isomorphism is additive in such algebras. We focus mainly on
two types of axial algebras: Jordan-type algebras J (α) and Monster-type algebras M(α, β),
establishing our results with the aid of conditions known as Martindale-type conditions.

Keywords: Nonassociative Algebras; Axial Algebras; Fixed product functions; Additivity
of Functions
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Capítulo 1

Introdução

A busca por estruturas algébricas que preservam determinadas propriedades sob ope-
rações fundamentais é um dos temas centrais na álgebra moderna. Um exemplo clássico e
elegante aparece na identidade

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2,

que mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de dois
quadrados. Esta fórmula é mais bem compreendida no contexto dos números complexos, que
constituem um corpo com estrutura rica e simétrica. A generalização dessa ideia motivou
o desenvolvimento de novas estruturas algébricas, culminando na descoberta dos quatérnios
por Sir William Rowan Hamilton em 1843 — a primeira álgebra de divisão não comutativa.

Denotada por H, a álgebra dos quatérnios é um espaço vetorial de dimensão quatro sobre
os reais, com base {1, i, j, k} e multiplicações regidas pelas identidades i2 = j2 = k2 = ijk =
−1. Assim como os números complexos, os quatérnios admitem uma norma multiplicativa,
definida por

|q| = a2 + b2 + c2 + d2, para q = a+ bi+ cj + dk ∈ H,

o que permite estender a identidade dos dois quadrados para uma fórmula envolvendo quatro
quadrados. Essa propriedade foi posteriormente generalizada por A. Hurwitz, que demons-
trou, em 1898, que apenas nos casos n = 1, 2, 4, 8 existem identidades do tipo "produto de
somas de n quadrados é novamente uma soma de n quadrados", associadas à existência dos
números reais, complexos, quatérnios e octônios.

Essas estruturas excepcionais correspondem precisamente às únicas álgebras de divisão
alternativas de dimensão finita sobre R. Essa intersecção entre álgebra, análise e teoria dos
números levou ao desenvolvimento de ferramentas fundamentais para a compreensão de
funções que preservam identidades algébricas em contextos não associativos.

Neste cenário, Ruth Moufang desempenhou um papel importante ao estudar anéis al-
ternativos e suas propriedades estruturais. Em [75], Moufang demonstrou que, em um anel
alternativo com divisão, qualquer conjunto de três elementos que associam entre si gera um
subanel associativo. Além disso, ela introduziu as chamadas identidades de Moufang, que
expressam restrições fundamentais válidas em qualquer anel alternativo.

Nas décadas seguintes, a atenção se voltou para o estudo de funções que preservam
propriedades estruturais, como automorfismos, anti-automorfismos e, mais geralmente, os
chamados semi-automorfismos. Um resultado importante de Hua, em 1949 [49], mostrou
que todo semi-automorfismo bijetivo sobre um anel de divisão é, de fato, um automorfismo
ou um anti-automorfismo. Esse teorema foi posteriormente reformulado por Artin [2], e
generalizado por diversos autores, incluindo Chebotar et al. [16], Ferreira [30], e Ferreira e

1



2 INTRODUÇÃO 1.0

Ferreira [27], os quais estenderam tais resultados para classes mais amplas de anéis, incluindo
os anéis alternativos co divisão. Por conta disso, no Capítulo 3, estudamos uma versão do
Teorema de Artin para tal classe de anéis.

Mais recentemente, cresceu o interesse em caracterizar funções aditivas entre anéis alter-
nativos com divisão que preservam certos produtos fixos. Este tipo de problema se insere no
contexto mais amplo dos problemas de preservação, cuja formulação geral é a seguinte: dada
uma função F definida em uma estrutura algébrica A, caracterizar as funções φ : A → A
que satisfazem

φ(F (x)) = F (φ(x)), para todo x ∈ DF .

Esse problema tem sido amplamente estudado na literatura, com aplicações que vão
desde álgebra linear até análise funcional. Um exemplo notório é a questão proposta por
Kaplansky (ver [58]), que pergunta se toda aplicação linear sobrejetiva entre álgebras de
Banach semissimples que preserva a invertibilidade é necessariamente um homomorfismo
de Jordan. Diversos autores deram contribuições parciais a essa questão, como Cui [19],
Mbekhta [71], entre outros.

Outro caminho promissor de investigação relaciona-se com a generalização dos produtos
de Lie e Jordan em anéis com involução. Brešar e Fošner, por exemplo, introduziram os
produtos ∗-Lie e ∗-Jordan em anéis associativos com involução, definidos, respectivamente,
por

[a, b]∗ = ab− ba∗, e {a, b}∗ = ab+ ba∗,

onde ∗ é uma involução. Estes produtos permitem capturar simetrias mais sutis em con-
textos onde a involução desempenha papel central. Com base neles, Costa et al. [33, 34]
definiram recursivamente uma sequência de polinômios ∗-Jordan q∗n, que dá origem a uma
nova classe de funções preservadoras — as chamadas n-funções ∗-multiplicativas de Jordan
— que satisfazem:

φ(q∗n(x1, . . . , xn)) = q∗n(φ(x1), . . . , φ(xn)).

Essas funções fornecem uma ferramenta poderosa para estudar estruturas algébricas
com involução, especialmente quando se busca entender como propriedades fundamentais
são preservadas sob transformações aditivas.

Um dos objetivos desta tese é investigar funções aditivas bijetivas entre anéis de divisão
alternativos que preservam identidades do tipo

xy = c ⇒ φ(x)φ(y) = d,

para elementos fixos c, d ∈ A, com A sendo um anel alternativo com divisão. Inicial-
mente, mostraremos que, sob condições apropriadas, tais funções são múltiplos de semi-
automorfismos, e posteriormente refinaremos essas hipóteses para demonstrar que essas
funções podem ser descritas como automorfismos ou anti-automorfismos, caracterizando-
as completamente. Em particular, também abordamos um caso especial de interesse: os
homomorfismos de Jordan.

A motivação central está na extensão de resultados clássicos sobre funções preservadoras
— como os de Hua, Artin e Chebotar — ao contexto dos anéis alternativos, com o objetivo
de contribuir para a compreensão mais ampla das estruturas algébricas não associativas e
dos mapeamentos que respeitam suas propriedades fundamentais.

No Capítulo 2, apresentamos com mais detalhes algumas definições e resultados bási-
cos iniciais sobre os principais objetos de estudo da tese, em especial sobre álgebras não
necessariamente associativas e classes de funções.

Outra linha de pesquisa relevante para este trabalho é o estudo da aditividade de funções
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multiplicativas entre anéis. Em 1969, Martindale III [70] formulou condições sob as quais
um isomorfismo multiplicativo entre anéis é necessariamente aditivo. Tais condições, conhe-
cidas como condições de Martindale, fundamentaram uma série de trabalhos subsequentes,
incluindo os de Rickart [80] e Johnson [56], os quais investigaram a aditividade de funções
em classes cada vez mais amplas de anéis, frequentemente sem exigir continuidade.

Recentemente, Ferreira e colaboradores [35, 36, 39] estenderam essa abordagem a contex-
tos não associativos, como anéis alternativos e álgebras de Jordan, explorando a aditividade
de funções n-multiplicativas sob condições estruturais específicas. Em particular, estudamos
no Capítulo 6 condições para garantir a aditividade de isomorfismos e derivações multiplica-
tivas em certos tipos de álgebras axiais. Com essa base conceitual e estrutural, os capítulos
seguintes desenvolvem os resultados teóricos com demonstrações detalhadas, exemplos ilus-
trativos e implicações para problemas clássicos estudados nesta tese.

Contribuições principais da tese:

• Generalização inédita da identidade de Hua para o contexto e anéis alternativos com
divisão, e desenvolvimento de uma versão do Teorema de Artin para esta classe de
anéis;

• Desenvolvimento de um teorema do tipo de Hua para o contexto da Álgebra dos
Octônios e estudo de propriedades de ∗-invertibilidade generalizada e ∗-homomorfismos
de Jordan;

• Caracterização de funções aditivas bijetivas entre anéis alternativos com divisão que
preservam produtos fixos: xy = c⇒ φ(x)φ(y) = d;

• Caracterização das condições que garantem que todo isomorfismo multiplicativo e de-
rivação multiplicativa sejam aditivos em álgebras axiais do tipo Monstro e do tipo
Jordan.
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Capítulo 2

Conceitos Preliminares

Neste capítulo, o intuito e obejtivo principal consiste em providenciar alguns resultados
preliminares fundamentais e basilares para a compreensão da tese.

Por questão de comodidade, iremos fixar F como sendo um corpo e A como sendo uma
álgebra não necessariamente associativa, a menos que seja explicitado o contrário.

2.1 Álgebras
Vamos trazer aqui algumas definições básicas sobre álgebras que irão nortear as bases

para uma melhor compreensão da tese. Aprofundamentos mais abrangentes podem ser en-
contrados em abordagens de [82, 85, 92], nos quais esta seção se baseia.

Definição 2.1.1. Sejam F um corpo, A um espaço vetorial sobre F e considere uma aplicação
bilinear ⋆ : A×A→ A. Dizemos que o par (A, ⋆) é uma F-álgebra (ou uma álgebra sobre
F) se ⋆ satisfaz para todos a, b, c ∈ A e λ ∈ F as seguintes condições:

1. a ⋆ (b+ c) = a ⋆ b+ a ⋆ c;

2. (a+ b) ⋆ c = a ⋆ c+ b ⋆ c;

3. λ(a ⋆ b) = (λa) ⋆ b = a ⋆ (λb).

A operação ⋆ é chamada multiplicação ou produto de A. Por simplicidade, denotaremos
a ⋆ b = ab e chamaremos A de álgebra em vez de F-álgebra sempre que o produto e o corpo
em questão forem claros pelo contexto.

A dimensão de uma F-álgebra A é a sua dimensão como espaço vetorial. A estrutura
de álgebra abarca simultaneamente uma estrutura de anel e de espaço vetorial para as
respectivas operações.

Cabe salientar que na definição 2.1.1 acima, não impusemos nenhuma propriedade em
relação à comutatividade e associatividade de ⋆. Tal “liberdade” motiva a

Definição 2.1.2. Sejam A uma F-álgebra, e a, b, c ∈ A.

1. o associador de a, b e c é definido por

(a, b, c) = (ab)c− a(bc).

2. o comutador de a e b, também chamado de Produto de Lie, é definido por

[a, b] = ab− ba.

5



6 CONCEITOS PRELIMINARES 2.1

3. o anticomutador de a e b, também chamado de Produto de Jordan, é definido por

a ◦ b = ab+ ba.

Definição 2.1.3. Seja A uma F-álgebra.

1. Se (ab)c = a(bc), ou seja, se (a, b, c) = 0 para quaisquer a, b, c ∈ A, dizemos que A é
uma álgebra associativa;

2. Se ab = ba, ou seja, se [a, b] = 0 para quaisquer a, b ∈ A, dizemos que A é uma álgebra
comutativa;

3. Se o produto de A possui elemento neutro, isto é, existe 1A ∈ A tal que 1Aa = a1A = a
para todo a ∈ A, dizemos que A é uma álgebra unitária.

4. Se (aa)b = a(ab) e (ab)b = a(bb), ou seja, se (a, a, b) = (a, b, b) = 0 para quaisquer
a, b, c ∈ A, dizemos que A é uma álgebra alternativa;

Como a aplicação bilinear de A nem sempre é comutativa e/ou associativa, é interessante
descrever o conjunto dos elementos que se associam e/ou que comutam em uma F-álgebra.
Isto motiva as definições a seguir.

Definição 2.1.4. Seja A uma F-álgebra.

1. Dizemos que o conjunto dos elementos p que se associam com todos elementos de A é
o núcleo associativo de A, e o denotamos por

N (A) = {p ∈ A | (p, x, y) = (x, p, y) = (x, y, p) = 0}

para todo x, y ∈ A.

2. Dizemos que o conjunto dos elementos p que comutam com todos os elementos de A é
o centro comutativo de A, e o denotamos por

C(A) = {p ∈ A | [p, x] = 0}

para todo x ∈ A.

3. Dizemos que o conjunto dos elementos p que comutam com todos os elementos de
N (A) é o centro associativo de A, e o denotamos por

Z(A) = {p ∈ N (A) | [p, x] = 0}

para qualquer x ∈ A.

Existem também outras notações e terminologias para o núcleo de uma álgebra. Por
exemplo, em [42] o núcleo é chamado de centro associativo, e adota-se a letra Z ao invés
de N , relativa à palavra em alemão zentrum, que significa centro. Para evitar eventuais
confusões, durante a tese, utilizaremos a terminologia aqui definida. Podemos reescrever a
definição 2.1.3 a partir do núcleo e do comutador: Uma álgebra é associativa se N (A) = A.
Em geral, temos que Z(A) ⊆ N (A) ⊆ A. Além disso, se a álgebra A é unitária, então
F ⊂ C(A) e A é chamada álgebra central se C(A) = F. Também é importante notar que
todas essas definições podem ser estendidas para subconjuntos de A, inclusive para apenas
um elemento.
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Ao longo do texto a palavra álgebra significa álgebra não-associativa, isto é, uma álgebra
que não é necessariamente associativa. Se uma álgebra A pode ser escrita como soma direta
de subespaços indexados por elementos de um grupo abeliano (G,+), isto é,

A =
⊕
g∈G

Ag

e, além disso, se dados a ∈ Ag e b ∈ Ah temos que ab ∈ Ag+h, dizemos que a álgebra A é
G-graduada e um elemento a ∈ Ag é chamado de elemento homogêneo de grau g. O
grau de um elemento homogêneo a ∈ A é denotado por ∂(a). Vejamos agora uma série de
exemplos importantes de álgebras.

Exemplo 2.1.5. Considere o F-espaço vetorial Mn(F) das matrizes n×n com entradas em
um corpo F, onde a soma e a multiplicação por escalar são tomados de maneira usual. Então,
este conjunto possui uma estrutura de F-álgebra, onde a aplicação bilinear considerada é o
produto usual de matrizes. Esta álgebra é associativa (N (Mn(F)) = Mn(F)), é unitária,
mas não é comutativa. Esta álgebra possui dimensão n2. Além disso, a álgebra Mn(F) admite
uma Zn-graduação natural: para cada k ∈ Zn,

(Mn(F))k = {(aij) : aij = 0 se j − i ̸≡ k (mod n)}.

Desse modo, Mn(F) =
⊕
k∈Zn

(Mn(F))k.

Exemplo 2.1.6. Seja H = R4. Denotamos:

1 = (1, 0, 0, 0) i = (0, 1, 0, 0) j = (0, 0, 1, 0) k = (0, 0, 0, 1)

Definimos uma multiplicação em H satisfazendo:

• 1α = α1 = α,∀α ∈ H;

• i2 = j2 = k2 = −1;

• ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j

Figura 2.1: Multiplicação em H e o produto vetorial × em R3.

Estas propriedades nos permitem desenvolver a seguinte tabela de multiplicação para H :
Explicitamente, dados α, β ∈ H, com

α = a0 · 1 + a1i+ a2j + a3k, β = b0 · 1 + b1i+ b2j + b3k,
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1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

Tabela 2.1: Tabela de multiplicação da álgebra dos Quatérnios H.

então temos:
α · β = (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3) +

(a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2)i+
(a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1)j+
(a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0)k

Então H é uma R-álgebra com unidade associativa, mas não comutativa, conhecida como
álgebra dos quatérnios. Ela foi descoberta por Hamilton em 1843.

Exemplo 2.1.7. É possível fazer uma extensão da álgebra dos quatérnios H, mas tal ex-
tensão é não associativa. Podemos definir os octônios, simbolizados pela letra O, como óc-
tuplas de números reais, da forma a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 + a5e5 + a6e6 + a7e7, com
ai ∈ R, i = 0, . . . , 7. A adição dos octônios é realizada somando-se os coeficientes correspon-
dentes. As regras de multiplicação entre os elementos ei podem ser representados por meio
do chamado Plano de Fano, ilustrado na figura 2.2. Por conta da linearidade, o Plano de

Figura 2.2: Plano de Fano representando a multiplicação entre os elementos da base de O.

Fano determina completamente a multiplicação em O. Explicitamente, dados α, β ∈ O, com

α = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 + a5e5 + a6e6 + a7e7

e
β = b0 + b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + b5e5 + b6e6 + b7e7,
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temos que

α · β = (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4 − a5b5 − a6b6 − a7b7) +
(a0b1 + a1b0 + a2b4 + a3b7 − a4b2 + a5b6 − a6b5 − a7b3)e1+
(a0b2 − a1b4 + a2b0 + a3b5 + a4b1 − a5b3 + a6b7 − a7b6)e2+
(a0b3 − a1b7 − a2b5 + a3b0 + a4b6 + a5b2 − a6b4 + a7b2)e3+
(a0b4 + a1b2 − a2b1 − a3b6 + a4b0 + a5b7 + a6b3 − a7b5)e4+
(a0b5 − a1b6 + a2b3 − a3b2 − a4b7 + a5b0 + a6b1 + a7b4)e5+
(a0b6 + a1b5 − a2b7 + a3b4 − a4b3 − a5b1 + a6b0 + a7b2)e6+
(a0b7 + a1b3 + a2b6 − a3b1 + a4b5 − a5b4 − a6b2 + a7b0)e7

Este é um dos principais exemplos de álgebra não-associativa, e pode ser obtido a partir
da construção de Cayley-Dickson, que veremos com mais detalhes na Seção 2.2.3.

Exemplo 2.1.8. Seja F = C, e tome G um grupo topológico Hausdorff com a propriedade
de que toda vizinhança da identidade contém um subgrupo aberto e compacto de G. Então
G é localmente compacto e possui uma medida de Haar µ, que é uma medida de Borel
satisfazendo as seguintes condições:

1. µ(xE) = µ(E) para todo x ∈ G e para todo E ⊆ G mensurável;

2. µ(U) > 0 para todo conjunto aberto não-vazio U ⊆ G;

3. µ(F) <∞ para todo conjunto compacto F ⊆ G.

O C-espaço vetorial C∞
c (G) das funções φ : G→ C localmente constantes e de suporte com-

pacto pode ser entendido como uma C-álgebra, definindo a multiplicação como a convolução:

f ∗ g(x) =
∫
G

f(y)g(y−1x)dµ(y)

Esta é a chamada álgebra de Iwahori-Hecke, e usualmente não é comutativa.

Exemplo 2.1.9. Sejam F um corpo e V um espaço vetorial cuja base é um conjunto enume-
rávelX, cujos elementos são denotados por ei, para 1 ≤ i ≤|X| . A Álgebra de Grassmann
sobre V , denotada por E(V ), ou simplesmente E, é a F-álgebra unitária que possui como
base o conjunto

B = {ei1ei2 . . . eik : k ≥ 1, i1 < i2 . . . < ik} ∪ {1},

sendo a adição e multiplicação formais levando-se em conta as relações eiej = −ejei, e2i = 0.1

Para um elemento de B, definimos seu comprimento como sendo o número de fatores ej que
o formam, tendo 1 por convenção comprimento 0. Denotando por E0 o subespaço da álgebra
de Grassmann gerado por todos os elementos de B que possuem comprimento par, e por
E1 o subespaço gerado pelos elementos de B que possuem comprimento ímpar, temos que
E = E0 ⊕ E1 é uma Z2-graduação de E e que Z(E) = E0 se F não for um corpo de
característica 2.

Exemplo 2.1.10. Sejam G um grupo finito e F um corpo. O conjunto

FG =

∑
g∈G

αgg | αg ∈ F


1Se char F ̸= 2, essa última condição é consequência da primeira.
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munido das seguintes operações:∑
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g,

∑
g∈G

αgg

∑
h∈G

βhh

 =

∑
g,h∈G

(αgβh)gh

 ,

λ

∑
g∈G

αgg

 =
∑
g∈G

λαgg

para λ ∈ F, é uma F-álgebra e G é uma base para FG. Dizemos que FG é a álgebra de
grupo de G sobre F. Note que FG é uma F-álgebra associativa e com elemento identidade
1F1G. A comutatividade de FG ocorre se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Exemplo 2.1.11. Seja V um F-espaço vetorial com base {v1, . . . , vn}. Consideremos a
multiplicação em V definida por

vivj =
vi + vj

2
.

Então V, munido dessa multiplicação, é uma álgebra, que é comutativa, mas que não é
associativa, pois temos (v1, v2, v3) ̸= 0.

Exemplo 2.1.12. Seja F um corpo. Definimos a álgebra de Kronecker por

A =

(
F 0
F2 F

)
=


(

x 0
(y, z) w

)
, x, y, z, w ∈ F


A multiplicação de dois elementos desta álgebra é dada explicitamente por(

x 0
(y, z) w

)(
x′ 0

(y′, z′) w′

)
=

(
xx′ 0

(yx′ + wy′, zx′ + wz′) ww′

)

Note que A é associativa, mas não é comutativa.

Definição 2.1.13. Considere A uma F-álgebra. Dizemos que:

1. Um subconjunto X de A é uma subálgebra de A se X é um F-subespaço vetorial de
A e X é um subanel de A.

2. Um ideal à esquerda (à direita) de uma álgebra A é um subespaço I de A tal que
aI ⊂ I (respectivamente Ia ⊂ I).

3. Um ideal bilateral, ou simplesmente ideal de uma álgebra A, é um ideal simultane-
amente à esquerda e à direita.

Definição 2.1.14. Sejam A uma F-álgebra e X um subconjunto de A. O subespaço de A
gerado por X será denotado por ⟨X⟩.

A subálgebra de A gerada por X é a intersecção de todas as subálgebras de A que
contém X, e denotamos por

A(X) =
⋂

{B ⊆ A | B é subálgebra de A e X ⊆ B}.



2.1 ÁLGEBRAS 11

Quando X = {x1, . . . , xn}, denotamos por A({x1, . . . , xn}) = A(x1, . . . , xn).

Definição 2.1.15. Sejam A uma F-álgebra e B1, . . . , Bn onde cada Bi, para i = 1, . . . , n, é
um subconjunto de A. Dizemos que a álgebra gerada por B1, . . . , Bn é dada por

B1 · · ·Bn =

〈
n∏
k=1

bk | bi ∈ Bi, i = 1, . . . , n

〉

onde ⟨A⟩ representa o subespaço vetorial gerado pelo conjunto A, e consideramos todos os

tipos de associação de parênteses possíveis para cada gerador da forma
n∏
k=1

bk.

Exemplo 2.1.16. Considere Sn o grupo de permutações de n elementos, e a álgebra de
grupo FSn, como definida em 2.1.10. Sejam

sn =
∑
σ∈Sn

(−1)σσ e tn =
∑
σ∈Sn

σ ∈ FSn.

Considere os seguintes subespaços vetoriais de FSn :

U1 = ⟨sn⟩ =

∑
µ∈Sn

(−1)µλµ
∣∣∣λ ∈ F

 U2 =

∑
µ∈Sn

λµµ ∈ FSn
∣∣∣ ∑
µ∈Sn

(−1)µλu = 0

 ,

V1 = ⟨tn⟩ =

∑
µ∈Sn

λµ
∣∣∣λ ∈ F

 V2 =

∑
µ∈Sn

λµµ ∈ FSn
∣∣∣ ∑
µ∈Sn

λu = 0

 .

Observe que U1 ∩ U2 = V1 ∩ V2 = {0}. Mostremos que U1, U2, V1, V2 são ideais bilaterais de
FSn. De fato, para τ ∈ Sn, temos que τsn = snτ = (−1)τsn e τtn = tnτ = tn. Logo, U1 e V1
são ideais bilaterais de FSn. Agora, considerando o elemento

∑
µ∈Sn

λµµ de V2 e τ ∈ Sn,

τ

∑
µ∈Sn

λµµ

 =
∑
µ∈Sn

λµτµ =
∑
σ∈Sn

ασσ e

∑
µ∈Sn

λµµ

 τ =
∑
µ∈Sn

λµµτ =
∑
ν∈Sn

ανν,

para σ = τµ, ν = ντ, ασ = λτ−1σ e αν = λντ−1 . Como∑
σ∈Sn

ασ =
∑
ν∈Sn

αν = 0,

temos que V2 é um ideal bilateral de FSn. Analogamente, concluímos que U2 também é ideal
bilateral de FSn.

Tal qual ocorre em diversas outras estruturas matemáticas, podemos definir a noção de
potência de um elemento. No caso das álgebras, como elas podem ser não associativas, é
necessário tomar um cuidado especial, como veremos nas definições a seguir.
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Definição 2.1.17. Seja A uma álgebra associativa. A potência n-ésima de um elemento
a ∈ A é definida recursivamente por:{

a1 = a

an+1 = (an)a, ∀n ≥ 1.

Em particular, nas condições definição 2.1.17, para n,m ∈ N, temos que

an+m = (an+m−1)a = (an+m−2)a2 = . . . = (an+m−m)am = anam ∀a ∈ A.

Veja que só podemos escrever tal resultado porque A é associativa, e mais geralmente, para
uma álgebra alternativa.

Definição 2.1.18. Considere A uma álgebra e a ∈ A.

• A potência principal à esquerda de a é dada recursivamente por{
1a = a
n+1a = a(na), ∀n ≥ 1.

• A potência principal à direita de a é dada recursivamente por{
a1 = a

an+1 = (an)a, ∀n ≥ 1.

Definição 2.1.19. Sejam A uma álgebra e B uma subálgebra de A.

• A potência principal à esquerda de B é dada recursivamente por:{
1B = B
n+1B = B(nB), ∀n ≥ 1.

• A potência principal à direita de B é dada recursivamente por:{
B1 = B

Bn+1 = (Bn)B, ∀n ≥ 1.

• A potência principal de B é dada recursivamente por:{
B(1) = B

B(n+1) = B(n)B +B(n−1)B(2) + · · ·+BB(n), ∀n ≥ 1.

• A potência plena de B é dada recursivamente por:{
B[1] = B

B[n+1] = B[n]B[n], ∀n ≥ 1.

Dizemos que A é nilpotente (solúvel) quando A(k) = {0} (A[k] = {0}) para algum k ∈ N∗.
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Também dizemos que uma álgebra é localmente nilpotente se toda subálgebra finita-
mente gerada de A é nilpotente. De acordo com [92], não existem álgebras simples que são
localmente nilpotentes.

Definição 2.1.20. Dada uma álgebra A, dizemos que um elemento a ∈ A é

• um divisor de zero se existe um b ∈ A, b ̸= 0, tal que ab = 0.

• nilpotente à esquerda (à direita) se na = 0 (an = 0,) para algum n ∈ N. O
menor número natural n com tal propriedade é denominado índice de nilpotência
à esquerda (à direita) de a.

• nilpotente se as potências à esquerda e à direita de a coincidem e a é nilpotente.

Definição 2.1.21. Seja A uma álgebra.

• Se todos os elementos de A são nilpotentes, dizemos que A é nilálgebra. Se existe
n ∈ N tal que an = 0 para todo a ∈ A, dizemos que A é nil de índice limitado.

• Se para quaisquer elementos a, b ∈ A, com a ̸= 0, temos que cada uma das equações
ax = b e ya = b tem solução em A, dizemos que A é uma álgebra com divisão.

• Se A2 ̸= {0} e os seus únicos ideais são {0} e A, A é chamada de álgebra simples.

Cabe observar que se A é uma álgebra de dimensão finita, então A é uma álgebra com
divisão se e somente se A não tem divisores de zero. Além disso, toda álgebra associativa
com divisão tem um elemento identidade. Temos também o Teorema de Nagata-Higman
2.1.22, cuja demonstração pode ser consultada em [22, T. 8.3.2, pág 118].

Teorema 2.1.22 (Nagata-Higman). Seja A uma álgebra associativa sem unidade sobre um
corpo de característica zero. Se A é uma álgebra nil de índice limitado m, então existe um
ξ ∈ N tal que A é nilpotente de índice ξ − 1. Além disso, ξ ≤ 2m − 1.

É um fato bem conhecido que toda álgebra nilpotente é nil. No entanto, como visto no
teorema 2.1.22 acima, a recíproca não é verdadeira sem a hipótese do índice da nilálgebra
ser limitado. A seguir, apresentamos um contra-exemplo:

Exemplo 2.1.23. Considere E a álgebra de Grassmann definida no exemplo 2.1.9. Temos
que E = E0 ⊕ E1 como espaços vetoriais. Além disso, ∀m,n ∈ N

(ei1 . . . eim)(ej1 . . . ejk) = (−1)mk(ej1 . . . ejk)(ei1 . . . eim).

Logo, ax = xa para quaisquer a ∈ E0 e x ∈ E, e bc = −cb para quaisquer b, c ∈ E1.
Considerando agora F como sendo a álgebra que tem como base o conjunto

B = {ei1ei2 . . . ein|ii < i2 < . . . in, n ≥ 1},

temos que F não possui elemento unidade e é uma nilálgebra, mas não é de índice limitado,
pois não é nilpotente, já que dado n ∈ N temos que e1e2 . . . en ̸= 0.

Outro fato interessante para se destacar é que nem toda nilálgebra associativa nas potên-
cias e comutativa de dimensão finita é nilpotente. Tal resultado foi conjecturado por Albert,
e o próximo exemplo 2.1.24 é um contraexemplo para essa conjectura:
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Exemplo 2.1.24. Seja A a álgebra comutativa com base {e1, e2, e3, e4, e5}, com a seguinte
tabela de multiplicação:

e1 e2 e3 e4 e5
e1 0 e3 e4 0 −e3
e2 0 0 e5 e3 0
e3 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 0

Esta álgebra é uma nilálgebra de índice de nilpotência 4, é associativa nas potências e é
solúvel, mas não é nilpotente, pois A3 = A2 e A2A2 = {0}.

Definição 2.1.25. Sejam A e B álgebras sobre um corpo F. Dizemos que uma aplicação
φ : A→ B é um homomorfismo de álgebras entre A e B se, ∀a, b ∈ A, ∀λ ∈ F :

1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b);

2. φ(λa) = λφ(a);

3. φ(ab) = φ(a)φ(b).

Dizemos que φ é um

• monomorfismo de F-álgebras se φ é um homomorfismo injetivo de F-álgebras.

• epimorfismo de F-álgebras se φ é um homomorfismo sobrejetivo de F-álgebras.

• isomorfismo de F-álgebras se φ é um homomorfismo bijetivo de F-álgebras.

Neste caso dizemos que A e B são isomorfas e denotamos por A ∼= B. Um homomorfismo
de A em A é chamado um endomorfismo. Um endomorfismo bijetivo de A é denominado
automorfismo.

Das condições da definição 2.1.25, é claro que todo homomorfismo de álgebras é uma
transformação linear.

Definição 2.1.26. Sejam A e B álgebras e φ : A → B um homomorfismo. Dizemos que o
núcleo de φ é o conjunto

Ker φ = {a ∈ A | φ(a) = 0}

e a imagem de φ é o conjunto

Im φ = {φ(a) | a ∈ A}.

Exemplo 2.1.27. Se φ : A → B é um homomorfismo de álgebras, então Ker φ é uma
subálgebra de A.

Exemplo 2.1.28. O centro Z(A) de uma álgebra é uma subálgebra de A. Além disso, o
comutador de A, definido por

[A,A] = {[x, y]|x, y,∈ A}

também é uma subálgebra de A. Observe que A é comutativa se e somente se [A,A] = 0.
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Proposição 2.1.29. Nas condições da definição 2.1.26, φ é injetora se, e somente se,

Ker φ = {0}.

Demonstração. A demonstração é trivial: se Ker φ = {0}, então

φ(a) = φ(b) ⇔ φ(a− b) = 0 ⇔ a− b ∈ Ker φ⇔ a = b.

Logo, φ é injetora.
Reciprocamente, se φ é injetora, então o único a ∈ A tal que φ(a) = 0 é a = 0. Logo,
Ker φ = {0}.

Definição 2.1.30. Dizemos que um operador linear φ é uma involução se ∀a, b ∈ A :

1. φ(ab) = φ(b)φ(a);

2. φ(φ(a)) = a.

Definição 2.1.31. Dizemos que uma álgebra com involução A é uma álgebra munida de
uma involução ∗ : A→ A, ou seja, uma função linear que satisfaz as seguintes propriedades
para quaisquer a, b ∈ A :

1. (a∗)∗ = a;

2. (ab)∗ = b∗a∗.

Chamamos um elemento x ∈ A de simétrico se x∗ = x, e dizemos que x é uma projeção
se é simétrico e idempotente.

Exemplo 2.1.32. Considere a álgebra Mn(C) das matrizes com entradas complexas. De-
notemos por ∗ a transposta conjugada de um elemento de Mn(C) - também chamado de
hermitiano. Então Mn(C) é uma álgebra com involução ∗.

Definição 2.1.33. Sejam A uma álgebra e R um anel, e considere R como um módulo sobre
si mesmo. Definimos

A# = A⊕R · 1

como a soma direta dos R-módulos A e R·1, e definimos a multiplicação da seguinte maneira:

(a+ α · 1)(b+ β · 1) = (ab+ αb+ βa) + αβ · 1,

onde α, β ∈ A e a, b ∈ R. Dizemos que A# é a álgebra obtida pela adjunção formal de
um elemento identidade a álgebra A, ou adjunção formal com unidade de A.

Definição 2.1.34. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Definimos a álgebra quociente
de A por I como sendo o espaço vetorial quociente A/I munido do produto definido por

(a+ I)(b+ I) = ab+ I, ∀a, b ∈ A.

Observe que o produto está bem definido, já que não depende da escolha dos representan-
tes das classes laterais. A classe lateral a+ I também será denotada quando for conveniente
por a.
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Teorema 2.1.35 (Teorema do Isomorfismo para Álgebras). Sejam A e B álgebras e seja
φ : A→ B um homomorfismo. Então A/Ker φ é isomorfo a Im φ.

Definição 2.1.36. Sejam A e B duas R-álgebras, onde R é um anel. Então A e B são
R-módulos bilaterais sendo a ação (tanto à esquerda quanto à direita) a multiplicação por
escalar. O produto tensorial A ⊗ B é o produto tensorial de A e B como R-módulos
(definido por exemplo em [3]) munido de uma multiplicação dada por

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′

∀a, a′ ∈ A, ∀b, b′ ∈ B, sendo estendida naturalmente por linearidade.

Note que, se A e B forem F-álgebras associativas, então o produto tensorial A ⊗ B
também será uma F-álgebra associativa, tendo como multiplicação:

(v1 ⊗ w1)(v2 ⊗ w2) = v1v2 ⊗ w1w2, ∀v1, v2 ∈ A,∀w1, w2 ∈ B.

Observação 2.1.37. Dados Mn(F) e A uma F-álgebra, considerando a aplicação linear

φ : Mn(F)⊗ A −→ Mn(A)
ei,j ⊗ a 7−→ aei,j

,

onde {ei,j|i, j = 1, . . . , n} são as matrizes elementares que formam uma base para Mn(F) e
a ∈ A, é possível provar que φ é um isomorfismo de F-álgebras bem-definido. Ou seja, nessas
condições, pode-se ver que Mn(F)⊗ A ∼= Mn(A) como F-álgebras.

Proposição 2.1.38. Toda álgebra associativa nas potências A contém um único nilideal
maximal Nil(A) tal que a álgebra quociente A/Nil(A) não contém nilideais não nulos.

O ideal Nil(A) dado em 2.1.38 é denominado o nilradical de A.

2.2 Álgebras com Composição
Álgebras com composição constituem uma generalização das álgebras clássicas dos nú-

meros reais, complexos, quatérnios e octônios, e fornecem recursos e insumos valiosos e
significativos para exemplos de álgebras alternativas não associativas.

2.2.1 Formas Quadráticas

Definição 2.2.1. Considere A um espaço vetorial sobre um corpo arbitrário F, com carac-
terística distinta de 2. Dizemos que uma forma bilinear f : A × A → F é uma aplicação
que satisfaz as seguintes condições:

(1) f(u+ u0, v) = f(u, v) + f(u0, v);

(2) f(u, v + v0) = f(u, v) + f(u, v0);

(3) f(αu, v) = f(u, αv) = αf(u, v);

∀ u, v, u0, v0 ∈ A,α ∈ F.

Observa-se que a definição acima abrange uma quantidade considerável de aplicações,
sendo que algumas delas possuem propriedades interessantes e relevantes do ponto de vista
estrutural.
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Definição 2.2.2. Seja f : A × A → F uma forma bilinear. Dizemos que f é uma forma
bilinear simétrica se, para todos u, v ∈ A, valida-se a equação f(u, v) = f(v, u). De
maneira análoga, dizemos que f é uma forma bilinear antissimétrica se, para todos
u, v ∈ A, ocorre f(u, v) = −f(v, u).

Definição 2.2.3. Seja A uma F-álgebra. Dizemos que uma aplicação q : A → F é uma
forma quadrática se as seguintes condições forem válidas para todos u, v ∈ A e para todo
α ∈ F :

(1) q(αu) = α2q(u);

(2) f(u, v) = q(u+ v)− q(u)− q(v) é uma forma bilinear em A.

Definição 2.2.4. Dizemos que uma forma quadrática q em uma F-álgebra A admite com-
posição se existir uma operação binária bilinear ⋆ em A tal que

q(u)q(v) = q(u ⋆ v), ∀u, v ∈ A

Definição 2.2.5. Dizemos que uma forma quadrática q em uma F-álgebraA é não-degenerada
se

q(u) = 0 ⇔ u = 0,

ou seja, se q se anula apenas em 0. Caso contrário, dizemos que q é degenerada.

Definição 2.2.6. Dizemos que uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica f em um
F-álgebra A é não-degenerada se, f(v, u) = 0 para todo v ∈ A, então u = 0.

Definição 2.2.7. Se f é uma forma bilinear simétrica em uma F-álgebra A, a forma qua-
drática associada a f é a aplicação q : A→ F dada por

q(u) = f(u, u),

onde u ∈ A.

Exemplo 2.2.8. Se F é um subcorpo de C, uma forma bilinear simétrica f é completa-
mente determinada por sua forma quadrática associada, de acordo com a identidade abaixo,
conhecida por identidade de polarização:

f(u, v) =
1

4
q(u+ v)− 1

4
q(u− v)

Tal identidade é fácil de ser verificada a partir de uma simples manipulação algébrica derivada
da definição 2.2.7. Nota-se que

q(u+ v) = f(u+ v, u+ v)
= f(u+ v, u) + f(u+ v, v)
= f(u, u) + f(u, v) + f(v, u) + f(v, v)
= f(u, u) + 2f(u, v) + f(v, v)
= q(u) + 2f(u, v) + q(v)

(2.1)

e também
q(u− v) = f(u− v, u− v)

= f(u− v, u)− f(u− v, v)
= f(u, u)− f(u, v)− f(v, u) + f(v, v)
= f(u, u)− 2f(u, v) + f(v, v)
= q(u)− 2f(u, v) + q(v)

(2.2)
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Daí, conclui-se que

4f(u, v) = q(u) + 2f(u, v)− q(u) + q(v) + 2f(u, v)− q(v)
= q(u+ v)− q(u− v)

(2.3)

Proposição 2.2.9. Sejam q uma forma quadrática em uma F-álgebra A e f sua respectiva
forma bilinear associada. Então q é não-degenerada se, e somente se, f o for.

A partir da F-álgebra A, pode-se construir um produto em A se esta estiver munida de
uma forma quadrática não-degenerada com composição. Este produto fará com que exista
uma unidade em A.

Proposição 2.2.10. Seja A uma álgebra de dimensão finita munida de uma forma quadrá-
tica não-degenerada q que admite composição. Então existe um novo produto x⋆y em A tal
que A é uma álgebra com unidade.

2.2.2 Álgebras com Composição

Com as definições e propriedades vistas na seção anterior, estamos aptos a definir o que
é uma álgebra com composição. Também existem as álgebras de pseudo-composição, cujos
detalhes podem ser encontrados com maior riqueza em [88].

Definição 2.2.11. Dizemos que uma F-álgebra A com unidade munida de uma forma qua-
drática não-degenerada que admite composição q é uma álgebra com composição.

As álgebras com composição possuem propriedade notáveis, sintetizadas na

Proposição 2.2.12. Sejam A uma F-álgebra com composição e q uma forma quadrática não-
degenerada sobre A. Considere f a forma bilinear simétrica associada a q. Para x, y, z, w ∈ A,
são válidas as propriedades seguintes:

(1) f(x, z)q(y) = f(xy, zy);

(2) q(x)f(y, w) = f(xy, xw);

(3) f(x, z)f(y, w) = f(xy, zw) + f(xw, zy).

É também interessante pontuar que toda álgebra com composição é alternativa, conforme
pode ser visto por exemplo em [92].

Vamos agora trazer exemplos de álgebra com composição para ilustrar os conceitos abor-
dados acima.

Exemplo 2.2.13. Considere A uma das álgebras R, C, H ou O sobre o corpo R. Então A
é uma álgebra com composição na qual a norma é definida por:

n(x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

x2k = x21 + . . .+ x2n

Exemplo 2.2.14. Assuma que F seja um corpo cuja característica é diferente de 3. Nesse
caso, F contém uma raiz cúbica primitiva ω de 1. Seja M3(F ) a álgebra associativa das
matrizes 3× 3 sobre F. Seja sl3(F ) a álgebra de Lie especial correspondente.

Defina uma operação binária em sl3(F ) como segue:

x ⋆ y = ωxy − ω2yx− ω − ω2

3
tr(xy)I, (2.4)
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onde xy é o produto matricial, e I é a matriz identidade 3× 3.

Lema 2.2.15. A operação definida em 2.4 satisfaz

(x ⋆ y) ⋆ x = x ⋆ (y ⋆ x) = sr(x)y,

onde sr é a forma quadrática que aparece como coeficiente de λ no polinômio de Cayley-
Hamilton

det(A− λI) = λ3 − tr(A)λ2 + sr(A)λ− det(A),

para A ∈ M3(F ).

A demonstração de tal resultado pode ser vista em [25] e [26]. Cabe observar que, no
lema anterior, se a característica de F for diferente de 2, então

sr(A) =
1

2
(tr(A)2 − tr(A2)),

para cada A. Além disso, a forma polar dada por sr(A,B) = sr(A + B) − sr(A) − sr(B)
satisfaz

sr(A,B) = tr(A)tr(B)− tr(AB),

para A,B ∈ M3(F ), e isso é válido para qualquer característica.

Lema 2.2.16. Seja (S, ∗, n) uma álgebra equipada com uma forma quadrática não singular
n. Então n é multiplicativa e sua forma polar é associativa se e somente se satisfaz

(x ∗ y) ∗ x = n(x)y = x ∗ (y ∗ x),

para todos x, y ∈ S.

Pelo lema 2.2.16 acima, o espaço vetorial O = sl3(F ) com a multiplicação ⋆ definida em
2.4 e a forma quadrática não singular n(x) = sr(x) é uma álgebra de composição simétrica,
e consequentemente, satisfaz para todos x, y, z, o seguinte:

n(x ⋆ y) = n(x)n(y) e n(x ⋆ y, z) = n(x, y ⋆ z),

Definição 2.2.17. A álgebra de composição simétrica (O, ⋆, n) é chamada de álgebra de
Okubo sobre F (char(F ) ̸= 3.)

Observe que a definição acima exclui a característica 3,mas podemos expandir a definição
utilizando as matrizes de Pauli

x =

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

 , y =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


em M3(C), que satisfazem as condições

x3 = y3 = I, xy = ωyx,

e considerando os elementos

xi,j =
ωij

ω − ω2
xiyj, i, j ∈ Z.



20 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

Então xi,j depende apenas das classes de equivalência de i e de j módulo 3. Os elementos xi,j
para −1 ≤ i, j ≤ 1 constituem uma base para M3(C) e os elementos xi,j para −1 ≤ i, j ≤ 1,
com (i, j) ̸= (0, 0) constituem uma base para sl3(C).

Para A,B ∈ M3(C), escreva

A♢B = ωAB − ω2BA.

Então, para i, j, k, ℓ ∈ Z, temos que

xi,j♢xk,ℓ =
ω1−∆ − ω∆−1

ω − ω2
xi+k,j+ℓ =


xi+k,j+ℓ se ∆ ≡ 0 (mod 3)

0 se ∆ ≡ 1 (mod 3)

−xi+k,j+ℓ se ∆ ≡ 2 (mod 3)

onde ∆ = det

(
i j
k ℓ

)
= iℓ− jk.

Além disso, para u, v ∈ sl3(C),

u ⋆ v = u♢v − 1
3
tr(u♢v)I

= u♢v + tr(uv)x0,0
= u♢v − sr(u, v)x0,0
= u♢v − n(u, v)x0,0.

Daí, temos
u♢v = n(u, v)x0,0 + u ⋆ v.

Assim, para −1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ 1 e (i, j) ̸= (0, 0) ̸= (k, ℓ),{
n(xi,j, xk,ℓ) = 1 se (i, j) = −(k, ℓ),

n(xi,j, xk,ℓ) = 0, caso contrário.
(2.5)

Além disso,
n(xi,j) = 0 ∀(i, j) ∈ Z2. (2.6)

Chamando

OZ = spanZ{xi,j : −1 ≤ i, j ≤ 1, (i, j) ̸= (0, 0)}

,
vemos que OZ é fechado sobre a operação ⋆, e n(OZ) ⊆ Z. A Z-álgebra (OZ, ⋆, n) satisfaz

n(x ⋆ y) = n(x)n(y) e n(x ⋆ y, z) = n(x, y ⋆ z),

pois é uma Z-subálgebra de (O, ⋆, n), e esta satisfaz tais propriedades pelo Lema 2.2.16.
Assim, para qualquer corpo F, mesmo com característica 3, podemos considerar o

espaço vetorial
OF = OZ ⊗Z F,

que é equipado com a extensão natural da multiplicação ⋆ e a norma n em OZ. Pelas equações
2.5 e 2.6, a norma é não singular, e a álgebra resultante também satisfaz as condições acima.
Logo, esta é uma álgebra de composição simétrica sobre F.

Se a característica for diferente de três, então esta álgebra é isomorfa à Álgebra de Okubo
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da definição 2.2.17. Portanto, iremos escrever O = OF para qualquer F e podemos estender
a definição 2.2.17 da seguinte maneira:

Definição 2.2.18. A álgebra de composição simétrica (O, ⋆, n) é chamada de álgebra de
Okubo sobre F.

Utilizando a base {xi,j : −1 ≤ i, j ≤ 1, (i, j) ̸= (0, 0)}, a tabela de multiplicação pode ser
vista como abaixo:

∗ x1,0 x−1,0 x0,1 x0,−1 x1,1 x−1,−1 x−1,1 x1,−1

x1,0 x−1,0 0 0 −x1,−1 0 −x0,−1 0 −x−1,−1

x−1,0 0 x1,0 −x−1,1 0 −x0,1 0 −x1,1 0
x0,1 −x1,1 0 x0,−1 0 x1,−1 0 0 −x1,0
x0,−1 0 −x−1,−1 0 x0,1 0 −x−1,1 −x−1,0 0
x1,1 −x−1,1 0 0 −x1,0 x−1,−1 0 −x0,−1 0
x−1,−1 0 −x1,−1 −x−1,0 0 0 x1,1 0 −x0,1
x−1,1 −x0,1 0 −x−1,−1 0 0 −x1,0 x1,−1 0
x1,−1 0 −x0,−1 0 −x1,1 −x−1,0 0 0 x−1,1

Tabela 2.2: Tabela de multiplicação da Álgebra de Okubo

2.2.3 O processo de Cayley - Dickson

O método conhecido como duplicação de Cayley-Dickson é muito importante por permitir
a extensão e construção dos números complexos a partir dos reais.

Definição 2.2.19. Seja A uma álgebra dotada de uma involução, e seja α ∈ F. A duplicação
de Cayley-Dickson define um novo módulo Dα(A) = A⊕A, no qual a multiplicação é dada
por:

(a1, a2)(a3, a4) = (a1a3 + αa4a
∗
2, a

∗
1a4 + a3a2)

e a involução é definida como:
(a1, a2)

∗ = (a∗1,−a2).

Além disso, denotamos D(A) = D−1(A).

De acordo com o Lema 2.4 de [92], Dα(A) constitui uma álgebra com involução. Isso nos
possibilita utilizar o procedimento de Cayley-Dickson repetidamente a uma álgebra que já
possui involução.

Proposição 2.2.20. Sejam A uma álgebra com involução e α ∈ F. A aplicação a 7→ (a, 0)
define um homomorfismo injetor deA em Dα(A). Ademais, se A possuir um elemento unidade
1, então Dα(A) terá como unidade o elemento (1, 0).

O próximo resultado ilustra que os números complexos, os quatérnios e os octônios podem
ser obtidos por meio de sucessivas aplicações do processo de duplicação de Cayley-Dickson.

Proposição 2.2.21. Consideremos R visto como uma R-álgebra, com a involução x∗ = x.
Aplicando a duplicação de Cayley-Dickson a essa álgebra, obtemos D(R) = C. Aplicando
novamente este processo, obtemos D(C) = H, e D(H) = O.
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2.3 Anéis Alternativos com Divisão
Seja R um anel não necessariamente associativo ou comutativo e considere a seguinte

convenção para a operação de multiplicação:

xy · z = (xy)z

e
x · yz = x(yz)

para x, y, z ∈ R com o objetivo de reduzir a quantidade de parênteses necessária.
De forma análoga ao que fizemos com as álgebras, definiremos certos operadores impor-

tantes.

Definição 2.3.1. Seja R um anel não necessariamente associativo ou comutativo.

• Denotamos o associador dos elementos x, y, z ∈ R por

(x, y, z) = xy · z − x · yz.

• Denotamos o comutador dos elementos x, y ∈ R por

[x, y] = xy − yx.

• Denotamos o anticomutador dos elementos x, y ∈ R por

x ◦ y = xy + yx.

Definição 2.3.2. O núcleo associativo de um anel R é definido por

N (R) = {r ∈ R | (x, y, r) = (x, r, y) = (r, x, y) = 0 ∀x, y ∈ R}.

O centro comutativo de um anel R é definido por

Z(R) = {r ∈ R | [r, x] = 0 ∀x ∈ R}.

Algumas vezes escreveremos Z ao invés de Z(R) quando o anel ao qual estamos nos referindo
estiver claro pelo contexto.

Definição 2.3.3. Um anel R é chamado de alternativo se satisfaz ambas lei alternativa
à esquerda:

(x, x, y) = 0, isto é, x2y − x(xy) = 0, (2.7)

e lei alternativa à direita:

(y, x, x) = 0, isto é, yx2 − (yx)x = 0, (2.8)

para todos x, y ∈ R.

É bem conhecido que qualquer anel alternativo satisfaz a chamada identidade flexível

(x, y, x) = 0, (2.9)

para todos x, y ∈ R.
Além disso, também satisfaz as identidades de Moufang:
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(a) (xax)y = x[a(xy)] Identidade à esquerda de Moufang,

(b) y(xax) = [(yx)a]x Identidade à direita de Moufang,

(c) (xy)(ax) = x(ya)x Identidade central de Moufang,

para todos x, y, a ∈ R. Consulte as páginas 28 e 29 de [82] para a demonstração.
Pode-se observar que qualquer anel associativo é um anel alternativo.

Definição 2.3.4. Seja R um anel com identidade multiplicativa 1. Um elemento x ∈ R é
dito invertível se existe x−1 em R satisfazendo

xx−1 = x−1x = 1.

O elemento x−1 é chamado de inverso de x.

Definição 2.3.5. Um anel R com 1 é chamado de anel com divisão se todo elemento
não-nulo em R possui um inverso.

Ao longo da tese, R× denotará o conjunto de elementos invertíveis em R.
Num anel alternativo R, se x é invertível então x−1 é único e também satisfaz

(x, x−1, y) = (x−1, x, y) = (x−1, y, x) = 0, (2.10)

com y ∈ R.
Em vista da Identidade (2.10), temos que num anel alternativo o produto de dois elemen-

tos invertíveis também é um elemento invertível. De fato, sejam a, b dois elementos invertíveis
em R. Temos que

(b−1a−1)(ab)
(2.10)
= a−1(ab · b−1)− (a−1 · ab)b−1 + (b−1a−1)(ab)

= −(a−1, ab, b−1) + (b−1a−1)(ab)

= −(b−1, a−1, ab) + (b−1a−1)(ab)

= b−1(a−1 · ab) (2.10)
= 1.

Assim, um anel alternativo com divisão arbitrário R satisfaz

(ab)−1 = b−1a−1, (2.11)

para quaisquer a, b ∈ R.

Proposição 2.3.6. Seja A uma álgebra alternativa. Então, para todos x, y, z, w ∈ A, temos
que

(y, xw, z) + (y, zw, x) = −(y, x, w)z − (y, z, w)x. (2.12)

Demonstração. Utilizando a identidade 2.3, observe que

(y, xa, x) = (y(xa))x− y(xax) = (y(xa))x− ((yx)a)x = (y(xa)− (yx)a)x = −(y, x, a)x.

Daí, (y, xa, x) = −(y, x, a)x. Linearizando (y, xa, x), temos:

(y, xa+ za, x+ z) = (y, (x+ z)a, x+ z)
= −(y, x+ z, a)(x+ z)
= −(y, x+ z, a)x− (y, x+ z, a)z
= −(y, x, a)x− (y, z, a)x− (y, x, a)z − (y, z, a)z
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Temos também que

(y, xa+ za, x+ z) = (y, xa, x) + (y, xa, z) + (y, za, x) + (y, za, z)
= −(y, x, a)x+ (y, xa, z) + (y, za, x)− (y, za)x

Igualando as duas equações obtidas acima, ficamos com

−(y, x, a)x−(y, z, a)x−(y, x, a)z−(y, z, a)x = −(y, x, a)x+(y, xa, z)+(y, za, x)−(y, z, a)z ⇒

(y, xa, z) + (y, za, x) = −(y, x, a)z − (y, z, a)x,

como desejado.

Teorema 2.3.7 (Artin). Seja A uma álgebra alternativa. Então toda subálgebra de A gerada
por dois elementos é associativa.

Demonstração. Sejam x, y ∈ A. Considere p = p(x, y) um produto qualquer não-associativo
de elementos z1, . . . , zt, com alguma distribuição de parênteses, onde zi é igual a x ou y, para
cada i = 1, . . . , t.

Para mostrar que a subálgebra B = ⟨x, y⟩ gerada por x e y é associativa, precisamos veri-
ficar que quaisquer 3 elementos dessa subálgebra se associam. Assim, dados p = p(x, y), q =
q(x, y) e r = r(x, y) produtos não-associativos, é suficiente provar que (p, q, r) = 0. Vamos
mostrar por indução que n = deg(p) + deg(q) + deg(r).

Para n < 3, o resultado é claro, uma vez que o grau de um dos produtos obrigatoriamente
precisará ser zero.

Assuma que (p, q, r) = 0 para deg(p)+deg(q)+deg(r) < n. Como a soma inteira é menor
que n, em particular, deg(p) < n, para p = p, q, r. Daí, temos que em cada produto p, q, r
vale a associativa. Assim, os parênteses não são necessários. Desta forma, pelo Princípio da
Casa dos Pombos, temos que obrigatoriamente dois entre os três produtos devem começar
com a mesma letra. Suponhamos sem perda de generalidade que q e r começam com x.
Existem então três possibilidades:

(1) ∂q > 1 e ∂r > 1 : Escrevamos q = xq′ e r = xr′. Então

∂q = 1 + ∂q′ ⇒ ∂q′ = −1 + ∂q

e
∂r = 1 + ∂r′ ⇒ ∂r′ = −1 + ∂r.

Logo, chegamos a

(p, q, r) = (p, xq′, xr′) = (xr′, p, q′) = −(xr′, xq′, p)

Pela equação 2.12 deduzida na proposição 2.3.6, vamos escrever y = xr′, a = q′ e
z = p. Assim,

(y, xa, z) + (y, za, x) = −(y, x, a)z − (y, z, a)x⇒

−(y, xa, z) = (y, za, x) + (y, x, a)z + (y, z, a)x⇒

−(xr′, xq′, p) = (xr′, pq′, x) + (xr′, pq′, x) + (xr′, x, q′)p+ (xr′, p, q′)x⇒

(p, q, r) = (xr′, pq′, x) + (xr′, pq′, x) + (xr′, x, q′)p+ (xr′, p, q′)x

Assim, para mostrar que (p, q, r) = 0, basta verificar que cada uma das parcelas no
segundo membro também é nula. Para isso, vamos agora encontrar o grau dessa ex-
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pressão, calculando separadamente o grau de cada parcela, e utilizar a hipótese de
indução para concluir que todas elas são nulas.

Utilizando novamente a proposição 2.3.6, podemos escrever (y, xa, x) = −(y, x, a)x.
Logo,

(xr′, pq′, x) = −(pq′, xr′, x) = (pq′, x, r′)x⇒

deg(pq′) = deg(p) + deg(q′) = 1 + (−1 + deg(q)) = deg(q).

Além disso, deg(x) = 1 e deg r′ = −1 + deg(r). Assim,

deg(pq′) + deg(x) + deg(r′) = deg(q) + 1− 1 + deg(r) = deg(q) + deg(r) < n.

Dessa forma, pela hipótese de indução, temos que (pq′, x, r′) = 0. Temos também que

(xr′, xq′)p = −(xr′, q′, x)p = (q′, xr′, x)p = (q′, x, r′)xp

Sabemos que deg(q′) = −1 + deg(q), deg(x) = 1 e deg(r′) = −1 + deg(r). Assim,

deg(q′) + deg(x) + deg(r′) = −1 + deg(q) + 1− 1 + deg(r) = deg(q) + deg(r)− 1 < n

Logo, (q′, x, r′) = 0.Vejamos agora o que ocorre para a última parcela. Como deg(xr′) =
deg(r), deg(x) = 1 e deg(q′) = −1 + deg(q), temos que

deg(xr′) + deg(p) + deg(q′) = deg(r) + 1− 1 + deg(q) = deg(p) + deg(q) < n.

Assim, pela hipótese de indução, (xr′, p, q′)x = 0.

Concluímos portanto que (p, q, r) = 0.

• ∂q > 1 ou ∂r > 1 : Se apenas um dos produtos tem grau maior do que 1, digamos
∂q > 1, então podemos escrever q = xq′. Pela equação 2.12,

(p, q, r) = (p, xq′, x) = (p, x, q′)x = 0,

utilizando um processo análogo ao feito no item acima.

• ∂q = ∂r = 1 : Nesse caso, é fácil ver que o resultado é válido, uma vez que pela
definição de álgebra alternativa, temos que

(p, q, r) = (p, x, x) = 0.

2.4 Decomposição de Peirce
A decomposição de uma estrutura algébrica é um instrumento fundamental para o es-

tudo e a pesquisa de propriedades características dessa estrutura. No contexto específico de
álgebras, a designação de uma decomposição em uma soma direta de álgebras mais con-
venientes é de grande interesse e pode ser determinante para a detecção e verificação de
certas de propriedades relativas a tal estrutura. Por conseguinte, a decomposição de Peirce
desempenha um papel crucial na demonstração de importantes resultados no âmbito das
álgebras associativas.
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O campo das álgebras não associativas busca estender esses resultados para outras classes
de álgebras, o que torna relevante o desenvolvimento de decomposições análogas à de Peirce
nesses novos contextos. Dada a importância do uso da decomposição de Peirce no contexto
dessa tese, em especial no Capítulo 6, vamos defini-la inicialmente no escopo das álgebras
associativas, listando algumas propriedades básicas que são usadas com frequência, além de
estabelecer a decomposição de Peirce no âmbito das álgebras de Jordan e das álgebras comu-
tativas (não necessariamente associativas) que admitam um idempotente capaz de induzir
uma decomposição semelhante à de Peirce. Cabe salientar que esta classe ampliada abrange,
inclusive, as chamadas álgebras axiais, vistas com detalhe no Capítulo 6.

Definição 2.4.1. Seja A uma álgebra alternativa. Dizemos que um elemento não-nulo a ∈ A
é idempotente se a2 = a.

Proposição 2.4.2. Toda álgebra associativa de dimensão finita que não é uma nilálgebra
possui elemento idempotente.

Corolário 2.4.3. Se A é uma álgebra de potências associativas e de dimensão finita que
não é uma nilálgebra, então A contém um elemento idempotente.

Corolário 2.4.4. Seja A uma álgebra alternativa de dimensão finita que não é uma nilál-
gebra. Então, existe um elemento e ∈ A que é idempotente.

Teorema 2.4.5 (Decomposição de Peirce). Sejam A uma álgebra alternativa, e e ∈ A um
elemento idempotente. Então A pode ser decomposta em uma soma direta de subespaços
vetoriais

A =
⊕

i,j∈{0,1}

Aij = A11 ⊕ A10 ⊕ A01 ⊕ A00,

onde
Aij = {xij|exij = ixij, xije = jxij}, i, j ∈ {0, 1}.

Definição 2.4.6. Seja {e1, . . . , ek} um subconjunto de elementos idempotentes de uma
álgebra alternativa A. Dizemos que tal conjunto é ortogonal se para todo i ̸= j com
1 ≤ i, j ≤ k, temos que eiej = 0.

Lema 2.4.7. Seja A uma álgebra alternativa e considere {e1, . . . , ek} um subconjunto orto-

gonal de elementos idempotentes. Considere e =
k∑
ℓ=1

eℓ = e1 + e2 + . . . + ek. São válidas as

seguintes propriedades:

1. e é idempotente;

2. eei = eie = ei ∀i ∈ {1, . . . , k};

3. (x, ei, ej) = (x, ei, e) = 0, ∀x ∈ A.

A próxima proposição garante a existência e a unicidade da decomposição de Peirce:

Proposição 2.4.8. Sejam A uma álgebra alternativa e e1, . . . et idempotentes dois a dois
ortogonais. Então

A =
∑
i,j

Aij, i, j = 0, . . . , t,

onde
Aij = {xij|ekxij = δkixik, xijek = δjkxij, k = 0, . . . , t}

para i, j = 0, . . . , t. Além disso, tal decomposição é única.
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Demonstração. Considere x ∈
∑
ij

Aij. Então podemos escrever

x =
t∑

k,l=0

xkl.

Calculando eixej para i = 1, . . . , t :

eixej = ei

 t∑
k,l=0

xkl

 =
t∑

k,l=0

eixklej

=
t∑
k,l

δikxklej =
t∑
k,l

δikδljxkl = xj.

Como (x, ei, ej) = 0, então (eix)ej = ei(xej). Logo, podemos escrever diretamente eixej
acima. Portanto, eixej = xij. Agora, veja que, para i = 1, . . . , t,

eix = ei

t∑
k,l=0

xkl =
t∑

k,l=0

eixkl =
t∑

k,l=0

δikxkl =
t∑
l=0

xil

e

eixe = eix
t∑

k=1

ek =
t∑
l=0

xil

t∑
k=1

ek

=
t∑
l=0

t∑
k=1

xilek =
t∑
l=0

t∑
k=1

δlkxil =
t∑
l=1

xil

Temos então que
eix− eixe = xi0.

Agora, calculando xej e exej, obtemos:

xej =

 t∑
k,l=0

xkl

 ej =
t∑

k,l=0

xklej

=
t∑

k,l=0

δljxkl =
t∑

k=0

t∑
l=0

δljxkl

=
t∑

k=0

(δ0jxk0 + δ1jxk1 + . . .+ δjjxkj + . . .+ δtjxkt)

=
t∑

k=0

δjjxkj =
t∑

k=0

xkj.
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Para exej, ficamos com:

exej =

 t∑
l=1

el

 t∑
k=0

xkj

 =
t∑
l=1

el

t∑
k=0

elxkj

=
t∑
l=1

el

t∑
k=0

δlkxxj =
t∑

k=0

t∑
l=1

δlkxkj

=
t∑

k=0

(δ1kxk1 + . . .+ δkkxkj + . . .+ δklxkj)

=
t∑

k=1

xkj

Logo
xej − exej = x0j.

Note que

x00 = x−
t∑

i,j=1

xij −
t∑
i=1

xi0 −
t∑

j=1

x0j

= x−
t∑

i,j=1

eixej −
t∑
i=1

(eix− eixe)−
t∑
i=1

(xej − exej)

= x− exe− (ex− exe)− (xe− exe)

= x− exe− ex+ exe− xe+ exe.

Assim,
x00 = x− ex− xe+ exe.

Para x ∈ A :

x =
t∑

i,j=1

xij +
t∑
i=1

xi0 +
t∑

j=1

x0j + x00
∑
i,j

Aij,

onde
xij = eixej, xi0 = eix− eixe

x0j = xej − exej, x00 = x− ex− xe+ exe.

Consequentemente,

A ⊆
t∑

i,j=0

Aij.

A inclusão inversa é claramente verdadeira; logo

A =
t∑

i,j=0

Aij.

Finalmente, vejamos a unicidade da decomposição: Se x =
∑
yij,

yij = eixej = xij, i, j = 1, . . . , t.
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Analogamente chegamos ao resultado para os outros casos.

Listaremos agora, sem demonstração, algumas propriedades importantes da decomposi-
ção de Peirce.

Proposição 2.4.9. Seguindo a notação desta seção, a decomposição de Peirce satisfaz as
identidades abaixo:

1. AijAjk ⊆ Aik, i, j, k = 0, . . . , t;

2. AijAij ⊆ Aji, i, j = 0, . . . , t;

3. AijAkl = 0, j ̸= k, (i, j) ̸= (k, l), i, j, k, l = 0, . . . , t;

4. x2ij = 0, para todo xij ∈ Aij, i ̸= j;

5. xijyij = −yijxij, para todos xij, yij ∈ Aij, i ̸= j.

6. (xij, yjk, zki) = 0 se (j, k) ̸= (i, i), para todos xij ∈ Aik, yjk ∈ Ajk, zki ∈ Aki;

7. (xii, yijzji, tii) = 0 se i ̸= j, para todos xii, tii ∈ Aii, yij ∈ Aij, zji ∈ Aji;

8. (xijyij)zij = (yijzij)xij = (zijxij)yij se i ̸= j, para todos xij, yij, zij ∈ Aij;

9. xij(yijzjj) = (xijzjj)yij = zjj(xijyij) se i ̸= j, para todos xij, yij ∈ Aij, zjj ∈ Ajj;

10. xij(ziiyij) = (ziixij)yij = (xijyij)zii se i ̸= j, para todos xij, yij ∈ Aij, zii ∈ Aii;

11. (xiia)
m = (xiiaii)

m−1

t∑
k=0

xiiaik;

12. (xija)
m = (xijaji)

m−1

t∑
k=0

xijajk + (axijaji)(xija
m−1
ji ), se i ̸= j;

13. ei(xija)mei = (xijaji)
m, i, j = 0, 1, . . . , t.

2.5 Álgebras Axiais
Vamos definir alguns conceitos básicos importantes sobre álgebras axiais que serão essen-

ciais para a compreensão dos resultados que foram obtidos. Para aprofundamentos acerca
de tais conceitos recomenda-se consultar [48].

Seja A uma álgebra comutativa e não associativa sobre um corpo F, com charF ̸= 2.
Recorde que, para um elemento e ∈ A, o adjunto ade : A→ A é o endomorfismo da álgebra
definido por

ade(x) := ex,

para todo x ∈ A.
Para λ ∈ F, o correspondente λ-autoespaço de ade é dado por

Aλ = Aλ(e) := {x ∈ A : ex = xe = λx}.

Recorde que λ é chamado de autovalor de ade se Aλ(e) ̸= {0}. Como de costume,
Spec(e) denota o conjunto de todos os autovalores de ade. Quando o contexto estiver claro,
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escreveremos apenas Aλ em vez de Aλ(e). Se S ⊆ F, também escreveremos AS para a soma
de todos os Aλ com λ ∈ S.

Dizemos que e ∈ A é semissimples se o adjunto ade é diagonalizável. Isso é equivalente
à decomposição da álgebra como soma direta dos autoespaços de ade:

A =
⊕

λ∈Spec(e)

Aλ(e).

Definição 2.5.1. Uma lei de fusão sobre F é um par (F , ⋆), onde F ⊆ F e ⋆ : F×F → 2F

é uma operação binária simétrica que associa a cada par em F × F um subconjunto de F .
Aqui, abreviamos a lei de fusão por F = (F , ⋆).

Frequentemente faremos um uso abusivo da notação e assumiremos que podemos tomar o
produto ⋆ de subconjuntos de F . Como ⋆ é uma operação binária, as leis de fusão são des-
critas por tabelas cujas células correspondem às regras de fusão. Nessas tabelas, geralmente
omitiremos as chaves dos conjuntos e, por exemplo, escreveremos apenas 1, 0 para represen-
tar o conjunto {1, 0}. Também deixaremos em branco o lugar onde o conjunto vazio deveria
aparecer.

Algumas das leis de fusão que surgiram no estudo das álgebras axiais estão listadas na
Tabela 2.4: a lei associativa A, a lei do tipo Jordan J (η) e a lei do tipo (generalizado)
Monster M(α, β).

⋆ 1 0
1 1
0 0

⋆ 1 0 η

1 1 η
0 0 η
η η η 1,0

⋆ 1 0 α β

1 1 α β
0 0 α β
α α α 1,0 β
β β β β 1,0,α

Tabela 2.3: Leis de fusão A, J (η) e M(α, β).

Definição 2.5.2. Seja (F , ⋆) uma lei de fusão sobre F. Um elemento e ∈ A é um F-eixo
se as seguintes condições são satisfeitas:

1. e é idempotente, ou seja, e2 = e;

2. e é semissimples;

3. Spec(e) ⊆ F e para quaisquer λ, µ ∈ Spec(e), é verdade que

AλAµ ⊆
⊕
γ∈λ⋆µ

Aγ.

Note que, da definição dada acima, como e é um idempotente, 1 é um autovalor de ade, e
por conta disso, podemos sempre assumir que 1 ∈ F .

Definição 2.5.3. Dizemos que um F -eixo e é primitivo se

A1(e) = Fe.



2.5 ÁLGEBRAS AXIAIS 31

Definição 2.5.4. Uma F-álgebra axial é um par (A,X) que consiste de uma álgebra
comutativa e não-associativa A e um conjunto X de F -eixos que geram A. Além disso,
dizemos que (A,X) é primitivo se todos os eixos em X são primitivos.

Apesar de uma álgebra axial possuir um conjunto gerador em evidência, vamos em alguns
momentos realizar um abuso de notação e escrever A ao invés de (A,X).

Observação 1. 1. Todos os eixos num conjunto gerador X satisfazem a mesma lei de
fusão F .

2. Apesar dos eixos e, e′ ∈ X possuírem a mesma lei de fusão, não assumimos que as
dimensões de seus autoespaços correspondentes são as mesmas. Assim, dim(Aλ(e))
não é necessariamente igual a dim(Aλ(e

′)).

3. Além disso, para um eixo e ∈ X e λ ∈ F , não necessitamos restringir Aλ(e) a ser
diferente do subespaço nulo. Assim, em particular, umaA-álgebra axial é uma J (η)-
álgebra axial, para todo η ∈ F, e também uma M(α, β)-álgebra axial para todos
α, β ∈ F. De modo semelhante, uma J (η)-álgebra axial é uma M(η, β)-álgebra axial
para todo β ∈ F.

Considere uma J (α)-álgebra axial A com eixo e. Então a decomposição de A relativa
ao eixo e é

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα.

Observação 2. Seja
A = A1 ⊕A0 ⊕Aα

a decomposição da J (α)-álgebra axial A relativa ao eixo e. Então a tabela de multiplicação
para esta decomposição é:

A2
1 ⊆ A1, A2

α ⊆ A1 ⊕A0,
A2

0 ⊆ A0, (A1 ⊕A0)Aα ⊆ Aα,
A1A0 = 0.

(2.13)

Seja A uma M(α, β)-álgebra axial com um eixo e. Então a decomposição de A relativa
ao eixo e é

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ.

Observação 3. Seja
A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ

a decomposição da M(α, β)-álgebra axial A relativa ao eixo e. Então a tabela de multipli-
cação para esta decomposição é:

A2
1 ⊆ A1, A2

α ⊆ A1 ⊕A0, A2
β ⊆ A1 ⊕A0 ⊕Aα,

A2
0 ⊆ A0, (A1 ⊕A0)Aα ⊆ Aα, (A1 ⊕A0 ⊕Aα)Aβ ⊆ Aβ,

A1A0 = 0.
(2.14)

Para ilustrar melhor os conceitos apresentados, vamos apresentar em sequência alguns
exemplos importantes de álgebras axiais que são frequentes na literatura e exibem proprie-
dades interessantes.

Exemplo 1. O exemplo motivador para as Álgebras Axiais é a chamada Álgebra de
Griess. Esta é uma álgebra não-associativa de dimensão 196884 sobre R. Norton mostrou
que ela contém idempotentes, os quais ele nomeou eixos que geram a álgebra [18]. Esta é
uma álgebra axial para a lei de fusão do tipo Monster M(1

4
, 1
32
) dada na Tabela 2.5.
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⋆ 1 0 1
4

1
32

1 1 1
4

1
32

0 0 1
4

1
32

1
4

1
4

1
4

1,0 1
32

1
32

1
32

1
32

1
32

1,0,1
4

Tabela 2.4: Lei de Fusão M(14 ,
1
32).

Exemplo 2. As álgebras de Jordan foram introduzidas em 1933 para estudar objetos ob-
serváveis em mecânica quântica. Uma álgebra de Jordan é uma álgebra comutativa e não-
associativa que satisfaz a condição

(xy)(xx) = x(y(xx))

para todos x e y. De acordo com [72], se A é uma álgebra de Jordan e e ∈ A é um idempotente,
então temos a seguinte decomposição de Peirce:

A = A1(e)⊕ A0(e)⊕ A 1
2
(e),

e esta decomposição satisfaz a lei de fusão J
(
1
2

)
. Se uma álgebra de Jordan A for gerada

por idempotentes primitivos, então ela é uma álgebra de Jordan do tipo 1
2
. Em particular,

todas as álgebras de Jordan simples sobre um corpo algebricamente fechado são exemplos
de J

(
1
2

)
-álgebras axiais.

Uma importante família de álgebras axiais do tipo Monster são as álgebras de Norton-
Sakuma que são álgebras axiais primitivas do tipo Monster em um corpo de característica
zero (consulte [62, Section 2.2] para mais detalhes). Apresentaremos agora um exemplo de
álgebra de Norton-Sakuma que satisfaz o conjunto das cinco condições do tipo Martindale
(i)− (v).

Exemplo 3. Considere A uma J (1
4
)-álgebra axial de Norton-Sakuma do tipo 2A sob um

corpo de característica 0. A base de A é {a0, a1, aρ} e os produtos não nulos dos elementos
da base são

a20 = a0, a
2
1 = a1, aoa1 =

1

23
(a0 + a1 − aρ) e aoaρ =

1

23
(a0 + aρ − a1).

Isso nos fornece a Tabela 2.6 de multiplicação mostrada abaixo:

⋆ a0 a1 aρ

a0 a0
1
23
(a0 + a1 − aρ)

1
23
(a0 + aρ − a1)

a1 a1
aρ

Tabela 2.5: Lei de Fusão de A.
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Considere o eixo a0 em A e seja

A = A1(a0)⊕A0(a0)⊕A 1
4
(a0)

a decomposição da álgebra na soma direta de autoespaços para ada0 . Nesse caso, temos que:

A1(a0) = {x ∈ A | x = αa0, com α ∈ F};

A0(a0) = {x ∈ A | x = α(a0 + 4a1 + 4aρ), com α ∈ F};

A 1
4
(a0) = {x ∈ A | x = α(a1 − aρ), com α ∈ F}.

Com base nessa definição, é possível verificar que esta álgebra satisfaz as condições do tipo
Martindale. Para ilustrar, vamos provar a condição (i), destacada na seguinte proposição:
Proposição 2.5.5. Seja A a J (1

4
)-álgebra axial de Norton-Sakuma do tipo 2A sob um

corpo de característica 0 definida acima. Seja ainda

A = A1(a0)⊕A0(a0)⊕A 1
4
(a0)

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ada0 . Então, dado, ai ∈ Ai,
i = 0, 1, se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0.

Demonstração. Seja x1 ∈ A1(a0), isto é, x1 = αa0, para algum α ∈ F (para x0 ∈ A0(a0),
pode ser verificado de forma semelhante). Vamos assumir que

t 1
4
x1 = 0

para todo t 1
4
∈ A 1

4
(a0). Dado t 1

4
= β(a1 − aρ), com β ∈ F, temos que

t 1
4
x1 = β(a1 − aρ)αa0 = βα

1

23
(a0 + a1 − aρ)− βα

1

23
(a0 + aρ − a1) = βα

1

22
(a1 − aρ).

Uma vez que t 1
4
x1 = 0 para todo t 1

4
∈ A 1

4
(a0), isto é, βα 1

22
(a1 − aρ) = 0 para todo β ∈ F,

concluímos que α = 0, o que significa que x1 = 0, como queríamos.
Definição 2.5.6. Sejam A e A′ duas álgebras e φ : A −→ A′ uma função de A em A′.
Dizemos que φ é uma função multiplicativa de A em A′ se

φ(xy) = φ(x)φ(y),

para todos x, y ∈ A. Além disso, se φ é bijetora, dizemos que φ é um isomorfismo multi-
plicativo .
Definição 2.5.7. Seja A uma álgebra e d : A −→ A uma função em A. Dizemos que d é
uma derivação multiplicativa em A se

d(xy) = d(x)y + xd(y),

para todos x, y ∈ A.
Lema 1. Se d é uma derivação multiplicativa em A, então

t1(t2(· · · (tnd(x)) · · · )) = d(t1(t2(· · · (tnx) · · · )))
− d(t1)(t2(· · · (tnx) · · · ))− t1(d(t2)(· · · (tnx) · · · ))
− · · · − t1(t2(· · · (d(tn)x) · · · )),
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para elementos t1, t2, . . . , tn, x ∈ A.

Para facilitar cálculos futuros e permitir uma melhor compreensão dos resultados, vamos
introduzir uma notação para reduzir a quantidade de parênteses:

Definição 2.5.8. Um monômio não-associativo m de grau n é uma expressão da forma

m(x1, x2, . . . , xn−1, xn) := x1(x2(· · · (xn−1xn) · · · )),

para elementos x1, x2, . . . , xn−1, xn ∈ A.

Observe que, quando estamos lidando com álgebras comutativas, poderíamos apresentar
a definição de monômios não-associativos com os elementos em lados opostos.

Observação 4. Se d é uma derivação multiplicativa em A, então a expressão obtida no
Lema 1 pode ser escrita numa forma reduzida mais conveniente do seguinte modo:

m(t1, t2, . . . , tn, d(x)) = d(m(t1, t2, . . . , tn, x))−
n∑
i=1

m(t1, t2, . . . , d(ti), . . . , tn, x),

para elementos t1, t2, . . . , tn, x ∈ A.

2.6 Funções
Definição 2.6.1. Seja φ : R −→ R uma função aditiva. Então dizemos que φ é

• um automorfismo se
φ(ab) = φ(a)φ(b)

• um anti-automorfismo se
φ(ab) = φ(b)φ(a)

para todos a, b ∈ R.

Definição 2.6.2. Seja R um anel alternativo com unidade. Uma função φ : R −→ R é
chamada de semi-automorfismo de R em si mesmo se φ é uma função aditiva tal que

φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x),

para todo x, y ∈ R, e satisfaz a condição φ(1) = 1.

Definição 2.6.3. Considere A uma ∗-álgebra e um elemento x ∈ A. Um elemento y ∈ A é
chamado de ∗-inverso generalizado de x se y satisfaz as duas seguintes identidades:

xy · x∗ = x∗ e yx · y∗ = y∗. (2.15)

Definição 2.6.4. Sejam A e B duas ∗-álgebras. Dizemos que uma função φ : A → B pre-
serva involuções se

φ(x∗) = φ(x)∗, (2.16)

para todo x ∈ A. Além disso, dizemos que φ é um ∗-isomorfismo (resp. ∗-anti-isomorfismo)
se φ é um isomorfismo (resp. anti-isomorfismo) que preserva involuções.
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Definição 2.6.5. Sejam A e B duas ∗-álgebras. Dizemos que uma função linear φ : A → B
é um ∗-homomorfismo de Jordan se

φ(xy + yx∗) = φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x)∗, (2.17)

para quaisquer x, y ∈ A.

Definição 2.6.6. Sejam A e B duas ∗-álgebras e φ : A → B uma função linear. Dizemos
que φ preserva o ∗-inverso generalizado se φ(y) é um ∗-inverso generalizado de φ(x)
sempre que y for um ∗-inverso generalizado de x, ou seja,

φ(x)φ(y) · φ(x∗) = φ(x∗)

e
φ(y)φ(x) · φ(y∗) = φ(y∗)

sempre que
xy · x∗ = x∗

e
yx · y∗ = y∗

e, além disso,
φ(x∗) = φ(x)∗

para qualquer x ∈ A.

2.7 Funções que preservam produtos fixados
Nesta seção, definiremos funções que preservam produtos fixados e mostraremos breve-

mente algumas propriedades básicas que são importantes para contextualizar esse tipo de
função, que será o tema principal do Capítulo 5.

Esse tipo de função é largamente estudado em diversas áreas da matemática. Para citar
alguns exemplos, Bouramdane et al. [8] caracterizaram funções preservando produtos fixados
na álgebra dos operadores lineares limitados B(X) em uma Álgebra de Banach em um
espaço complexo X. Além disso, caracterizações de aplicações que preservam o produto nulo
em várias álgebras, incluindo álgebras de grupos, matrizes sobre anéis de divisão, álgebras
primas, álgebras booleanas e álgebras de von Neumann, foram estudadas em [14], [52], [16],
[87], [55].

Definição 2.7.1. Sejam A e B dois anéis. Considere c ∈ A e d ∈ B. Dizemos que uma
função φ : A→ B preserva o produto fixado quando, para todos x, y ∈ A, temos que

φ(x)φ(y) = d sempre que xy = c,

ou em outras palavras,
xy = c⇒ φ(x)φ(y) = d ∀x, y ∈ A.

Note que, sendo ξ : A × A → B e fazendo ξ(a, b) = φ(a)φ(b), o problema pode ser
traduzido para estudar funções bilineares satisfazendo

ξ(x, y) = d sempre que xy = c.
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Definição 2.7.2. Sejam A e B dois anéis. Dizemos que uma função φ : A→ B preserva o
produto nulo quando, para todos x, y ∈ A, tivermos que

φ(x)φ(y) = 0 sempre que xy = 0,

ou equivalentemente,
xy = 0 ⇒ φ(x)φ(y) = 0 ∀x, y ∈ A.

Observe que homomorfismos são exemplos triviais de funções que preservam o produto
nulo. Apesar disso, é interessante notar que a implicação reversa pode não ser válida, ou
seja, dado um homomorfismo de anéis h : A → B, pode ocorrer h(x)h(y) = 0, mas xy ̸= 0.
De fato, considere A = Z× Z, B = Z e defina

h : Z× Z −→ Z
(a, b) 7−→ a

a projeção de Z× Z sobre Z. Dados x = (0, 1) e y = (0, 2), veja que

h(0, 1)h(0, 2) = 0 · 0 = 0,

mas
(0, 2) · (0, 1) = (0 · 0, 1 · 2) = (0, 2) ̸= (0, 0).

Exemplo 2.7.3. Sejam H = ⟨1, i, j, k⟩ a álgebra dos quatérnios H, onde

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Vamos considerar as representações matriciais 2×2 complexas dos elementos de H, dadas
por

1 =

(
1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
.

De maneira geral, qualquer elemento

a+ bi+ cj + dk ∈ H

pode ser representado pela matriz (
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
.

Considere a aplicação
f : H −→ H

x 7−→ f(x) = ixT

onde xT denota a transposta da matriz x. Esta aplicação satisfaz

f(x)f(y) = −i sempre que xy = i.

Por conta de aplicações em mecânica quântica, é importante estudar diversos tipos de
problemas como esse. Outro exemplo ilustrativo interessante é baseado nos trabalhos de
Watkins [89] e Beasley [4]. Este também serve de amostra para problemas de preservação
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linear que em geral possuem fórmulas fechadas para n ≥ 3, mas nas quais exceções ocor-
rem para valores pequenos, especialmente para n = 2. De acordo com Li e Pierce [64],
uma das principais razões para isso é que muitos resultados gerais necessitam do Teorema
Fundamental da Geometria Projetiva, que não é válido nesse caso.

Exemplo 2.7.4. Seja S um corpo algebricamente fechado com característica zero e seja
Mn(S) o espaço das matrizes n por n com entradas em S, para n ≥ 3. Tome T um operador
linear não singular que preserva pares de matrizes que comutam, ou seja, tal que

[T (A), T (B)] = 0 sempre que [A,B] = 0.

Então, existem uma matriz invertível U , um escalar não nulo γ, e um funcional linear

f : Mn(S) → S

tais que:

1. T (X) = γUXU−1 + f(X)In, para todo X ∈Mn(S), ou

2. T (X) = γUX tU−1 + f(X)In, para todo X ∈Mn(S).

De fato, seguindo a notação dada na Definição 2.1.4, para A ∈ Mn(S), temos que seu
centralizador é

C(A) = {B ∈ Mn(S)|AB = BA}

Devido a Frobenius [68], sabemos como calcular a dimensão de C(A) :

dim(C(A)) = n+ 2

n−1∑
i=1

mi

 , (2.18)

onde mi é o grau do mdc di dos menores de ordem i de λI−A. Denotemos por ρ(A) o posto
da matriz A. Por hipótese, como T preserva produtos fixados nulos, temos que

T (C(A)) ⊆ C(T (A)).

Como T é não singular, então

C(T (I)) = Mn(S).

Logo, T (I) = αI, para algum α ∈ S, com α ̸= 0. Suponha que E ∈ Mn(S) com ρ(E) = 1,
Note que, se λ é um escalar, então

dim(C(E + λI)) = dim(C(E))
= n2 − 2n+ 2

Como
T (C(E)) ⊆ C(T (E))

e T é não singular, então dim(C(T (E))) ≥ n2 − 2n+ 2.
Da Equação 2.18, supondo que T (E) tem r autovalores distintos λ1, . . . , λr e divisores

elementares
(x− λi)

eIt ,
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onde i = 1, . . . , r e t = 1, . . . , ni, e n1 ≥ ni, para i = 2, . . . , r, temos que

n2 + 2n+ 2 ≤ n+ 2

n−1∑
i=1

mi

 ,

=
r∑
i=1

 ni∑
s,t=1

min(eis, eit)

 ≤
r∑
i=1

 ni∑
s,t=1

eis


=

r∑
i=1

(
ni

ni∑
s=1

eis

)
≤ n1

r∑
i=1

(
ni∑
s=1

eis

)
= n1n.

Logo,

n− 2 +
2

n
≤ n1,

e daí ou n1 = n ou n1 = n − 1. No primeiro caso, dim(T (E)) > n2 − 2n + 2, e T (E) = αI
para algum α ∈ S. Agora, se n1 = n − 1, e consequentemente dim(T (E)) = n2 − 2n + 2,
temos duas opções:

• r = 2, n2 = 1 e e11 = e12 = . . . = e1 n−1 = e21 = 1 :

Representando por Eij a matriz elementar cuja única entrada não nula é a entrada 1
em (i, j), na primeira situação, a Forma Normal de Jordan de T (E) é

a1I + (a2 − a1)Enn = E ′ + λI, (2.19)

onde λ = a1 e E ′ = (a2 − a1)Enn.

• r = 1, e11 = 2 e e12 = . . . = e1 n−1 = 1. Na segunda situação, a Forma Normal de
Jordan de A é

a1I + E12 = E ′ + λI, (2.20)

onde λ = a1 e E ′ = E12.

Em ambos os casos, concluímos que T (E) = E ′ + λI.
Vejamos o que ocorre em cada possibilidade: Se dim(C(T (E))) > n2 − 2n + 2, então

T (E) = βI para algum escalar β ∈ S. Mas T (I) = αI implica

T (βα−1I) = βI = T (E),

o que é impossível pois T é invertível.
Isso significa que dim(C(T (E))) = n2−2n+2 para todas matrizes de posto 1 em Mn(S).

Logo, pelas Equações 2.19 e 2.20, temos que

T (E) = E ′ + λI,

onde E ′ ∈ Mn(S), com ρ(E ′) = 1 e λ é escalar. Utilizando novamente Eij para representar
a matriz elementar cuja única entrada não nula é a entrada 1 em (i, j), temos que existem
escalares λij ∈ S e matrizes elementares E ′

ij ∈ Mn(S) com ρ(E ′
ij) = 1 tais que

T (Eij) = E ′
ij + λijI.
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Defina uma função linear

F : Mn(S) −→ Mn(S)
X 7−→ F (X) = T (X)− f(X)I

,

onde f é o funcional linear em Mn(S) dado por

f(X) =
n∑

i,j=1

xijλij

Note que

F (Eij) = T (Eij)− f(Eij)I

= E ′
ij + λijI −

 n∑
i,j=1

δijλij

 I

= E ′
ij + λijI − λijI

= E ′
ij

onde δij representa o Delta de Kronecker. Como F (Eij) = E ′
ij, então ρ(F (Eij)) = 1. Assim,

pode-se verificar que se ρ(E) = 1, então ρ(F (E)) = 1.
Pelo Teorema 1 de [69], existem matrizes invertíveis S e T tais que ou

F (X) = TXS,

ou
F (X) = TX tS,

para todo X ∈ Mn(S). Como F (I) = γI para algum γ ∈ S, então

TS = TIS = F (I) = γI ⇒ T = γS−1.

Assim
F (X) = γS−1XS,

ou
F (X) = γS−1X tS,

para todo X ∈ Mn(S). Como T (X) = F (X) + f(X)I, fazendo U = S−1, temos que

T (X) = γUXU−1 + f(X)I,

ou
T (X) = γUX tU−1 + f(X)I,

para todo X ∈ Mn(S), como queríamos.
É surpreendente notar que esta caracterização não vale para n = 2. Com efeito, seja

T : M2(S) −→ M2(S)(
a b
c d

)
7−→ T

(
a b
c d

)
=

(
a a− d
c b+ d

)



40 CONCEITOS PRELIMINARES 2.8

Claramente T é invertível e é uma função que preserva produtos nulos para a comutatividade,
mas T não é da forma 1 nem da forma 2. De fato, caso T fosse da forma 2 por exemplo,
então

T (E12) = γUE21U
−1 + f0I

= U(f0I)U
−1,

onde f0 = f(E12). Da definição de T, temos que T (E12) = E22. Assim

E22 = U(f0I)U
−1 ⇒

(
0 0
0 1

)
= U

(
f0 0
0 f0

)
U−1

Tomando o determinante de ambos os lados, temos que f 2
0 = 0. Por outro lado, tomando o

traço de ambos os lados, temos 2f0 = 1. Isso é impossível de ocorrer.

Apresentaremos agora um Teorema que une resultados de [16] e de [9]:

Teorema 1. Sejam φ : A→ B uma função que preserva produtos nulos, e e um idempotente
de A. Então são válidas as seguintes condições:

(i) φ(xe)φ(z) = φ(x)φ(ez) para todos x, z ∈ A;

(ii) φ(wt)φ(z)φ(x)φ(y) = φ(w)φ(t)φ(z)φ(xy) para todos t ∈ A2[E,A], x, y, z, w ∈ A,
onde E é o conjunto de todos os idempotentes de A.

2.8 Funções Elementares e Funções Anuladoras
Com o objetivo de manter esta tese auto-contida, apresentaremos brevemente as defini-

ções de funções necessárias para a compreensão de enunciados dos Teoremas 6.5.4 e 6.5.5
do Capítulo 6. Para mais informações acerca do tema, recomendamos a leitura de [61], [11],
[10] e [74], na qual o texto seguinte se baseia.

2.8.1 Funções Elementares

Definição 2.8.1. Seja A um anel associativo. Um operador elementar é uma função
fa,b : A→ A dada por

fa,b(x) = axb,

onde a, b ∈ A.

Note que se M = fa,b e M∗ = fb,a, então:

M(uM∗(x)v) = aubxavb =M(u)xM(v)

e
M∗(xM(u)y) = bxaubya =M∗(x)uM∗(y),

para quaisquer u, v, x, y ∈ A.
Podemos generalizar este conceito para anéis não necessariamente associativos, de modo

a abordar um contexto mais abrangente e propício.
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Definição 2.8.2. Sejam A e A′ álgebras, e sejam M : A→ A′ e M∗ : A′ → A duas funções.
Chamaremos o par ordenado (M,M∗) de uma função elementar de A em A′ se, para
todo monômio m = m(x1, x2, x3) de grau 3, tivermos:

M
(
m(a,M∗(x), b)

)
= m

(
M(a), x,M(b)

)
,

M∗(m(x,M(a), y)
)
= m

(
M∗(x), a,M∗(y)

)
,

para quaisquer a, b ∈ A e x, y ∈ A′.
Dizemos que (M,M∗) é sobrejetora (resp. aditiva) se M e M∗ são sobrejetoras (resp.

aditivas).

É importante salientar o fato de que as igualdades na definição acima ocorrem para os
seguintes casos em particular:

• m(x1, x2, x3) = (x1x2)x3,

• m(x1, x2, x3) = x1(x2x3).

Teorema 2.8.3 ([31]). Sejam A e A’ duas F-álgebras alternativas. Suponhamos que F é
livre de 2-torção e contém uma família

{eλ|λ ∈ Λ}

de idempotentes que satisfaz:

• Se x ∈ A é tal que xA = 0, então x = 0;

• Se x ∈ A satisfaz
eλA · x = 0

para todo λ ∈ Λ, então x = 0 (consequentemente, Ax = 0 implica x = 0)

• Para cada x ∈ A e λ ∈ Λ, se

(eλxeλ) · A(1− eλ) = 0,

então eλxeλ = 0.

Então toda função elementar sobrejetora (M,M∗) de A em A′ é aditiva.

Definição 2.8.4. Sejam A e A′ álgebras e sejam M : A → A′ e M∗ : A′ → A duas funções.
Chamaremos o par ordenado (M,M∗) de uma função elementar de Jordan de A em A′

se:
M(aM∗(x) +M∗(x)a) =M(a)x+ xM(a),

M∗(M(a)x+ xM(a)) = aM∗(x) +M∗(x)a,

para quaisquer a ∈ A e x ∈ A′.
Dizemos que (M,M∗) é sobrejetora (resp. aditiva) se M e M∗ são sobrejetoras (resp.

aditivas).

As álgebras standard são uma classe de álgebras que inclui as álgebras associativas e as
álgebras de Jordan. Uma álgebra standard A, livre de 2-torção e com um idempotente e,
possui uma decomposição de Peirce em relação a e:

A = A11 ⊕ A10 ⊕ A 1
2

1
2
⊕ A01 ⊕ A00,
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onde:
Aij = {x ∈ A | ex = ix e xe = jx},

para i, j ∈
{
1, 1

2
, 0
}
.

Por conta disso, e por ser utilizado em resultados citados neste trabalho, vale a pena
apresentar o enunciado do seguinte Teorema:

Teorema 2.8.5 ([38]). Sejam A e A′ dois anéis standard tais que A é livre de 2-torção e
contém um idempotente não trivial e1. Seja

A = A11 ⊕ A10 ⊕ A 1
2

1
2
⊕ A01 ⊕ A00

a decomposição de Peirce de A relativa a e1.
Suponhamos que A satisfaça as seguintes condições:

(i) aij(Aek) = 0 ou (ekA)aij = 0 implica aij = 0, para i, j, k ∈ {1, 0}, com i ̸= j;

(ii) Se (eiaei)tij = 0 para todo tij ∈ Aij, então aii = 0, com i, j ∈ {1, 0}, i ̸= j;

(iii) Se tij(ejaej) = 0 para todo tij ∈ Aij, então ajj = 0, com i, j ∈ {1, 0}, i ̸= j;

(iv) Se aiit00 = 0 (resp. t00aii = 0), com i ∈
{

1
2
, 0
}
, para todo t00 ∈ A00, então aii = 0;

(v) Se a00t00 + t00a00 = 0 para todo t00 ∈ A00, então a00 = 0;

ou, alternativamente, que valem as seguintes condições:

(i’) aij(Aej) = 0 ou (eiA)aij = 0 implica aij = 0, para i, j ∈ {1, 0}, i ̸= j;

(ii’) Se aiit 1
2

1
2
= 0, com i ∈ {1, 0}, para todo t 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2
, então aii = 0;

(iii’) Se aiit00 = 0 (resp. t00aii = 0), com i ∈
{

1
2
, 0
}
, para todo t00 ∈ A00, então aii = 0;

(iv’) Se a00t00 + t00a00 = 0 para todo t00 ∈ A00, então a00 = 0.

Então toda função elementar de Jordan sobrejetora (M,M∗) : A→ A′ é aditiva.

2.8.2 Funções Anuladoras

Para esta subseção, apresentaremos alguns resultados e exemplos, extraídos da tese de
Kawai [60], com o objetivo de proporcionar uma melhor compreensão dos conceitos envolvi-
dos.

Definição 2.8.6. Seja A um grupo abeliano. Chamamos de estrela de Kleene de A o
conjunto das sequências finitas não vazias de elementos de A, representado por A∗.

Definição 2.8.7. Uma função anuladora é uma função f : A∗ → A que satisfaz as seguin-
tes propriedades:

(i) Se s1, . . . , sn ∈ A e σ é uma permutação em {1, . . . , n}, então:

f(s1, . . . , sn) = f(sσ(1), . . . , sσ(n)).
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(ii) Para s1, . . . , sn, t1, . . . , tk ∈ A, então:

f(s1, . . . , sn, t1 + · · ·+ tk) = f(s1, . . . , sn, t1, . . . , tk) ⇐⇒ f(t1, . . . , tk) = 0.

(iii) Para todo x ∈ A:
f(x) = 0.

(iv) Para s1, . . . , sn ∈ A:
f(s1, . . . , sn, 0) = f(s1, . . . , sn).

(v) Existe um inteiro positivo fixado r tal que, para quaisquer t1, . . . , tr ∈ A, a função
L = Lt1 · · ·Ltr satisfaz:

L(f(s1, . . . , sn)) = f(L(s1), . . . , L(sn)), para quaisquer s1, . . . , sn ∈ A.

Vejamos brevemente dois resultados básicos acerca de funções anuladoras para ilustrar
a aplicação da definição:

Proposição 2.8.8. Seja f uma função anuladora. Suponha que para quaisquer x, y ∈ A,
tenhamos

f(x, y) = 0.

Então f = 0.

Demonstração. Para demonstrar este resultado, iremos proceder utilizando indução mate-
mática no comprimento n da sequência finita não vazia. Como a sequência é não vazia,
usaremos n = 1 e n = 2 como casos base:

• Caso Base: O caso n = 1 segue diretamente da propriedade (iii). Já o caso n = 2 é
automático da hipótese do enunciado.

• Passo indutivo: Suponhamos que a proposição seja válida para um certo k ≥ 2. Sejam
s1, . . . , sk−1, sk, sk+1 ∈ A. Pela hipótese do enunciado temos:

f(sk, sk+1) = 0.

Assim, pela propriedade (ii):

f(s1, . . . , sk−1, sk, sk+1) = f(s1, . . . , sk−1, sk + sk+1) = 0.

Dessa forma, a proposição é válida para k + 1, o que garante o resultado.

Proposição 2.8.9. Sejam A e B grupos abelianos e sejam f : A→ B e g : B → A funções.
Suponhamos que g é injetora, g(0) = 0 e f(0) = 0. Definamos:

φ(s1, . . . , sn) = g

f
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

f(si)

 .

Então φ satisfaz as propriedades (i) a (iv).
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Demonstração. (i) Como soma e permutação comutam, segue diretamente que φ é simé-
trica. De fato, dados s1, . . . , sn ∈ A e σ uma permutação de Sn, temos que:

φ(s1, . . . , sn) = g

f
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

f(si)


= g

f
 n∑

i=1

sσ(i)

−
n∑
i=1

f(sσ(i))


= φ(sσ(1), . . . , sσ(n)).

(ii) Segue diretamente do fato de g ser injetora:

φ(s1, . . . , sn, t1 + · · ·+ tk) = φ(s1, . . . , sn, t1, . . . , tk) ⇐⇒ φ(t1, . . . , tk) = 0.

(iii) Para x ∈ A, temos que

φ(x) = g(f(x)− f(x)) = g(0) = 0.

(iv) Como f(0) = 0, então:

φ(s1, . . . , sn, 0) = g

f
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

f(si)

 = φ(s1, . . . , sn).

Vejamos agora alguns exemplos clássicos de funções anuladoras. A verificação de que
estas de fato satisfazem as propriedades da Definição 2.8.7 pode ser feita a partir do uso das
Proposições 2.8.8 e 2.8.9 acima.

Exemplo 2.8.10. Sejam A e B anéis e seja φ : A→ B um isomorfismo (r+1)-multiplicativo.
Definamos:

f(x1, . . . , xn) = φ−1

φ
 n∑

i=1

xi

−
n∑
i=1

φ(xi)

 .

Como φ é bijetora, basta mostrar que φ(0) = 0, o que é verdadeiro. Assim, f é uma
função anuladora. De fato, considere λ = φ−1(0). Temos que

φ(0) = φ(Lrλ(0))

= Lrφ(λ)(φ(0))

= Lr0(φ(0)) = 0.

Considere agora
L = Lt1 . . . Ltr

Lφ = Lφ(t1) . . . Lφ(tr)
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para t1, . . . , tr ∈ A. Dados s1, . . . sr ∈ A, temos que

φ
(
L(f(s1, . . . , sn))

)
= Lφ

(
φ(f(s1, . . . , sn))

)
= Lφ

φ
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

φ(si)


= Lφ

φ
 n∑

i=1

si


−

n∑
i=1

Lφ
(
φ(si)

)

= φ

L
 n∑

i=1

si


−

n∑
i=1

φ
(
L(si)

)

= φ

 n∑
i=1

L(si)

−
n∑
i=1

φ
(
L(si)

)
= φ

(
f(L(s1), . . . , L(sn))

)
,

comprovando que f é uma função anuladora.

Exemplo 2.8.11. Seja A um anel e d : A → A uma derivação (r + 1)-multiplicativa. Defi-
nimos:

f(x1, . . . , xn) = d

 n∑
i=1

xi

−
n∑
i=1

d(xi).

Como d(0) = 0, as propriedades (i)–(iv) são satisfeitas. Logo, f é uma função anuladora.
Veja que

d(0) = d
(
Lr0(0)

)
=

r∑
i=1

Li−1
0 Ld(0) L

r−i
0 (0) + Lr0

(
d(0)

)
= 0.

Agora, dados t1, . . . , tr ∈ A, sejam

L = Lt1 · · ·Ltr ,

Ld =
r∑
i=1

Lt1 · · ·Lti−1
Ld(ti) Lti+1

· · ·Ltr .
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Desse modo, para s1, . . . sn ∈ A, temos que

L
(
f(s1, . . . , sn)

)
= L

d
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

d(si)


= L

d
 n∑

i=1

si


−

n∑
i=1

L
(
d(si)

)

= d

L
 n∑

i=1

si


− Ld

 n∑
i=1

si

−
n∑
i=1

d
(
L(si)

)
+

n∑
i=1

Ld(si)

= d

 n∑
i=1

L(si)

−
n∑
i=1

d
(
L(si)

)
= f(L(s1), . . . , L(sn))

Exemplo 2.8.12. Sejam A e B anéis, e seja (M,M∗) uma função elementar de A em B
com M bijetora e M∗ sobrejetora. Definimos:

f(x1, . . . , xn) =M−1

M
 n∑

i=1

xi

−
n∑
i=1

M(xi)

 .

Observe que

M(0) =M
(
0 (M∗(0) 0)

)
=M(0)

(
0M(0)

)
= 0.

Como M(0) = 0, f satisfaz (i)–(iv). O item (v) é verificado conforme o comportamento do
par (M,M∗).

Agora, dados u, v ∈ A, considere w ∈ B tal que M∗(w) = v.
Para s1, . . . , sn ∈ A, podemos ver que

M
(
u
(
vf(s1, . . . , sn)

))
=M(u)

(
wM(f(s1, . . . , sn))

)
=M(u)

w
M

 n∑
i=1

si

−
n∑
i=1

M(si)




=M(u)
(
wM(

n∑
i=1

si)
)
−

n∑
i=1

M(u)
(
wM(si)

)
=M

(
u
(
v

n∑
i=1

si
))

−
n∑
i=1

M
(
u(vsi)

)
=M

(
f(u(vs1), . . . , u(vsn))

)
,
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o que finaliza a verificação.

Exemplo 2.8.13. Sejam A e B anéis com A comutativo e 2-divisível, e (M,M∗) uma função
elementar de Jordan de A em B, com M bijetora e M∗ sobrejetora. Definimos:

f(x1, . . . , xn) =M−1

M
 n∑

i=1

xi

−
n∑
i=1

M(xi)

 .

Como M(0) = 0, todas as propriedades são satisfeitas, e f é uma função anuladora.
Podemos confirmar isso vendo que

M(0) =M
(
0M∗(0) +M∗(0) 0

)
=M(0) 0 + 0M(0)

= 0.

Outrossim, para u ∈ A, considere w ∈ B que satisfaz

M∗(w) = u2.

Então, sendo s1, . . . , sn ∈ A, chegamos a

M
(
uf(s1, . . . , sn)

)
=M

(
f(s1, . . . , sn)

)
w + wM

(
f(s1, . . . , sn)

)
=

M
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

M(si)

w

+ w

M
 n∑

i=1

si

−
n∑
i=1

M(si)


=M

 n∑
i=1

si

w + wM

 n∑
i=1

si


−

n∑
i=1

M(si)w −
n∑
i=1

wM(si)

=M

u n∑
i=1

si

−
n∑
i=1

M(usi)

=M
(
f(us1, . . . , usn)

)
,

o que demonstra que f é uma função anuladora.
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Capítulo 3

Anéis Alternativos com Divisão

O objetivo deste capítulo é estender alguns resultados conhecidos para anéis alternati-
vos com divisão. Conforme pensado por Moufang e Chebotar et al., estendemos o Teorema
de Artin para a classe de anéis de divisão alternativos. Para isso, sugerido pelo resultado
de Chebotar et al., estabelecemos um resultado para a classe de anéis de divisão alternati-
vos. Usamos essa generalização para fornecer algumas caracterizações de mapas bijetivos e
aditivos sobre tais anéis com divisão sob certas condições.

3.1 A identidade de Hua para anéis alternativos com di-
visão

A Identidade de Hua, nomeada em homenagem ao matemático chinês Hua Luogeng foi
estabelecida para provar um teorema acerca de funções entre anéis com divisão associativos
que são aditivas, preservam a unidade e preservam inversos, e possui aplicações importantes
no Teorema Fundamental da Geometria Projetiva. Em seu contexto original para o caso
associativo, conforme relatado por Cohn [17] e Jacobson [53], temos que para quaisquer
elementos a, b num anel com divisão,

a−
(
a−1 + (b−1 − a)−1

)−1
= aba, (3.1)

contanto que a, b ̸= 0, 1.
Observe que substituindo b por −b−1, obtemos outra forma equivalente da identidade:(

a+ ab−1a
)−1

+ (a+ b)−1 = a−1

Como exemplo de aplicação que evidencia a importância da identidade de Hua, apresen-
tamos, de forma ilustrativa, o enunciado do Teorema de Cartan–Brauer–Hua, cuja demons-
tração pode ser encontrada na literatura.

Teorema 3.1.1 (Cartan-Brauer-Hua). Seja D um anel com divisão, e considere D0 um
subanel com divisão próprio de D. Se D×

0 é um grupo normal em D×, então D0 ⊆ Z(D).

Considerando sua funcionalidade para o caso associativo, criamos uma generalização da
identidade Hua para os anéis alternativos com divisão, publicada em [84].

Proposição 3.1.2 (Identidade de Hua para anéis alternativos). Considere A um anel al-
ternativo com divisão e sejam a, b ∈ A. Então, é válida a seguinte identidade:

a−
(
a−1 + (b−1 − a)−1

)−1
= aba, (3.2)

49
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sempre que ab ̸= 0, 1.

Demonstração. Dados quaisquer elementos a, b no anel alternativo com divisão A, tais que
ab ̸= 0, 1, temos que

aba
(2.9)
= ab · a− a+ a = (ab− 1)a+ a

(2.10)
= (a− b−1) · ba+ a

(2.11)
=
(
a−1b−1 · (a− b−1)−1

)−1
+ a

=
(
a−1
(
a− (a− b−1)

)
· (a− b−1)−1

)−1

+ a

=
((

1− a−1(a− b−1)
)
(a− b−1)−1

)−1

+ a

(2.10)
=
(
(a− b−1)−1 − a−1

)−1
+ a

= a−
(
(b−1 − a)−1 + a−1

)−1
.

Observação 3.1.3. Cabe salientar que na proposição 3.1.2, não há necessidade de impor
que A seja um anel com divisão, basta apenas que ele seja um anel com unidade alternativo
e requerer que os elementos a, b e ab− 1 sejam invertíveis.

Como uma consequência da Identidade de Hua para o caso alternativo, temos o seguinte
resultado importante sobre funções aditivas que preservam inversos:

Proposição 3.1.4. Sejam A e A′ anéis alternativos com divisão. Dada uma função aditiva
φ : A → A′ que satisfaz para qualquer elemento não nulo a ∈ A a identidade φ(a−1) =
φ(a)−1 então é válido que

φ(aba) = φ(a)φ(b)φ(a),

para todos a, b ∈ A.

Demonstração. Como a identidade de Hua é válida para anéis alternativos com divisão, dada
uma função aditiva φ que preserva inversos, segue que, para quaisquer a, b ∈ A,

φ(aba)
(3.2)
= φ

(
a−

(
(b−1 − a)−1 + a−1

)−1
)

= φ(a)− φ
((

(b−1 − a)−1 + a−1
)−1
)

= φ(a)− φ
(
(b−1 − a)−1 + a−1

)−1

= φ(a)−
(
φ
(
(b−1 − a)−1

)
+ φ(a−1)

)−1

= φ(a)−
(
φ(b−1 − a)−1 + φ(a)−1

)−1

= φ(a)−
((
φ(b−1)− φ(a)

)−1
+ φ(a)−1

)−1

= φ(a)−
((
φ(b)−1 − φ(a)

)−1
+ φ(a)−1

)−1

(3.2)
= φ(a)φ(b)φ(a),
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3.2 O Teorema de Artin
O principal objetivo desta seção é estender o Teorema de Artin [2, Teorema 1.15] para a

classe de anéis alternativos. Tal resultado depende fundamentalmente do teorema principal
de [27], cujo enunciado reproduzimos a seguir:

Teorema 3.2.1. Seja A um anel alternativo com divisão. Considere φ : A → A um semi-
automorfismo satisfazendo

φ(ab · c+ c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(b)φ(a)

para todos a, b, c ∈ A. Então, φ : A → A é um automorfismo ou antiautomorfismo.

Inspirado pelo resultado de Chebotar, obtivemos o Teorema 3.2.7 concernente à classe
de anéis alternativos com divisão, cujo enunciado lê-se abaixo:

Teorema 3.2.2. Seja A um anel alternativo com divisão com centro comutativo Z(A) e
φ : A → A uma função aditiva e bijetiva. Considere λ = φ(1). Nessas condições, as seguintes
duas afirmações

(i) φ(a−1)φ(a) = φ(b−1)φ(b) para quaisquer a, b ∈ A não nulos;

(ii) λ3φ(ab · c+ c · ba) = (φ(a)φ(b))(λφ(c)) + (φ(c)λ)(φ(b)φ(a)) para todos a, b, c ∈ A;

são satisfeitas se e somente se φ = λξ, onde λ = φ(1) ∈ Z(A) e ξ : A → A é um automorfismo
ou antiautomorfismo.

Primeiramente, para demonstrar este resultado, iremos provar que estas condições são
suficientes para a veracidade do Teorema 3.2.7. Para isso, precisamos lançar mão de alguns
resultados preliminares cujas hipóteses se descrevem identicamente às condições do teorema.
Mais especificamente, vamos considerar uma função aditiva e bijetiva φ : A → A e considerar
λ = φ(1), de modo que as condições (i) e (ii) sejam satisfeitas.

Com o objetivo de facilitar os cálculos doravante, vamos fixar z := φ(a−1)φ(a) para
a ∈ A um elemento não nulo.

O primeiro lema que terá um papel importante para a demonstração, é relacionado à
identidade de Hua 3.1.2.

Lema 3.2.3. Se a, b são dois elementos de um anel alternativo com divisão A tais que
ab ̸= 0, 1 então (

a−1 − (a− b−1)−1
)−1

= a− aba. (3.3)

Demonstração. Conforme exposto pelo Teorema 2.3.7, o subanel com divisão gerado por a
e b é associativo. Desse modo,

(a− aba)
(
a−1 + (b−1 − a)−1

)
= (a− aba)a−1 + (a− aba)(b−1 − a)−1

= (a− aba)a−1 +
(
abb−1 − aba

)
(b−1 − a)−1

= (a− aba)a−1 +
(
ab(b−1 − a)

)
(b−1 − a)−1

= (1− ab)aa−1 + ab(b−1 − a)(b−1 − a)−1

= (1− ab) + ab = 1.

Uma demonstração análoga verifica que
(
a−1 +

(
b−1 − a

)−1
)
(a− aba) = 1.
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Lema 3.2.4. É válido que φ(1−1)φ(1) ∈ Z(A).

Demonstração. Considere z = φ(1−1)φ(1). Vamos analisar o que acontece com este valor.
Se z = 0, então o resultado será verdadeiro. Agora, seja z ̸= 0. Então, pela Condição (i) do
Teorema 3.2.7, obtemos que

z = φ(a−1)φ(a) = φ(a)φ(a−1).

O próximo passo é verificar que z comuta com elementos de Im(φ). Para isso, lembrando
do fato de que anéis alternativos são flexíveis, temos que, para qualquer a ∈ A

φ(a)z = φ(a) · φ(a−1)φ(a)

= φ(a)φ(a−1) · φ(a)
= zφ(a).

Consequentemente, pelo fato de φ ser sobrejetora, encontramos que

z = φ(a−1)φ(a) = φ(a)φ(a−1) ∈ Z(A) (3.4)

conforme desejado.

Lema 3.2.5. Para quaisquer a, b ∈ A, é válido que

φ(aba) =
(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
. (3.5)

Demonstração. Pelo Lema ??, sabemos que z = φ(a−1)φ(a) ∈ Z(A). Dessa forma, utili-
zando a identidade (2.10), obtemos que

φ(a−1) = φ(a−1) · 1 = φ(a−1) · φ(a)φ(a)−1 (3.6)
= φ(a−1)φ(a) · φ(a)−1 = zφ(a)−1.

Para continuar a demonstração, iremos agora investigar o que ocorre com a equação 3.5
em três situações distintas, sendo essas especificamente as seguintes:

• ab = 0;

• ab = 1;

• ab ̸= 0, 1.

Mostraremos a validade da Condição (3.5) em cada um dos três casos.

• Primeiro caso - ab = 0: Como A é um anel com divisão, se ab = 0 então φ(aba) =(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
.

• Segundo caso - ab = 1: Como anéis alternativos são flexíveis, considerando aba =
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ab · a,

φ(aba) = φ(ab · a) = φ(a) = zz−1 · φ(a)
(2.10)
= z · z−1φ(a)

(3.4)
= z−1φ(a) · z
=
(
z−1φ(a) · z

)(
φ(a)−1φ(a)

)
(2.10)
=
(
z−1φ(a)

)(
zφ(a)−1 · φ(a)

)
(3.6)
=
(
z−1φ(a)

)(
φ(a−1)φ(a)

)
=
(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
.

Logo, φ(aba) =
(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
para ab = 1, conforme queríamos comprovar.

• Terceiro caso - ab ̸= 0, 1: Se ab ̸= 0, 1, o Lema 3.2.3 nos proporciona a identidade

aba = a−
(
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
.

Aplicando φ em ambos os membros da igualdade acima, e lembrando do fato de que,
se z ∈ Z(A), então z−1 ∈ Z(A), temos que

φ(aba) = φ
(
a−

(
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
)

= φ(a)− φ
((
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
)
.

Agora, utilizando algumas vezes a Equação (3.6) fornecida durante a demonstração do
Lema 3.2.5, observe que podemos desenvolver os cálculos da seguinte maneira:

φ(a)− φ
((
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
)

(3.6)
= φ(a)− zφ

(
a−1 − (a− b−1)−1

)−1

= φ(a)− z
(
φ(a−1)− φ

(
(a− b−1)−1

))−1

(3.6)
= φ(a)− z

(
zφ(a)−1 − zφ(a− b−1)−1

)−1

= φ(a)− z
(
zφ(a)−1 − z

(
φ(a)− φ(b−1)

)−1
)−1

(3.6)
= φ(a)− z · z−1

(
φ(a)−1 − (φ(a)− zφ(b)−1)−1

)−1
.

Agora, veja que, de acordo com a identidade (2.10), podemos concluir que

φ(a)− z · z−1
(
φ(a)−1 − (φ(a)− zφ(b)−1)−1

)−1

(2.10)
= φ(a)− zz−1 ·

(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− zφ(b)−1

)−1
)−1

Durante a demonstração do Lema 3.2.4, utiliza-se a equação (3.4), que garante a se-
guinte expressão para representar z :

z = φ(a−1)φ(a).
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Aplicando-a na identidade obtida acima, temos que

φ(a)− zz−1 ·
(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− zφ(b)−1

)−1
)−1

(3.4)
= φ(a)−

(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− (z−1φ(b))−1

)−1
)−1

Adotando a identidade (3.3), que é uma consequência direta da identidade de Hua,
chegamos a

φ(a)−
(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− (z−1φ(b))−1

)−1
)−1 (3.3)

= φ(a)−
(
φ(a)− φ(a)

(
z−1φ(b)

)
φ(a)

)
= φ(a)

(
z−1φ(b)

)
φ(a) =

(
φ(a)z−1

)(
φ(b)φ(a)

)
=
(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
,

φ(aba) = φ
(
a−

(
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
)

= φ(a)− φ
((
a−1 − (a− b−1)−1

)−1
)

(3.6)
= φ(a)− zφ

(
a−1 − (a− b−1)−1

)−1

= φ(a)− z
(
φ(a−1)− φ

(
(a− b−1)−1

))−1

(3.6)
= φ(a)− z

(
zφ(a)−1 − zφ(a− b−1)−1

)−1

= φ(a)− z
(
zφ(a)−1 − z

(
φ(a)− φ(b−1)

)−1
)−1

(3.6)
= φ(a)− z · z−1

(
φ(a)−1 − (φ(a)− zφ(b)−1)−1

)−1

(2.10)
= φ(a)− zz−1 ·

(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− zφ(b)−1

)−1
)−1

(3.4)
= φ(a)−

(
φ(a)−1 −

(
φ(a)− (z−1φ(b))−1

)−1
)−1

(3.3)
= φ(a)−

(
φ(a)− φ(a)

(
z−1φ(b)

)
φ(a)

)
= φ(a)

(
z−1φ(b)

)
φ(a)

=
(
φ(a)z−1

)(
φ(b)φ(a)

)
=
(
z−1φ(a)

)(
φ(b)φ(a)

)
,

Com a condição (3.5) verificada para os três casos, a demonstração está completa.

Lema 3.2.6. Temos que λ = φ(1) ∈ Z(A).

Demonstração. Considere a = 1 na Equação (3.5). Temos portanto que

φ(b) =
(
z−1φ(1)

)(
φ(b)φ(1)

)
.

Além disso, a Equação (3.6) nos concede a seguinte informação:

φ(1) = φ(1−1) = zφ(1)−1.
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Dessa forma,

φ(b) =
(
z−1 · zφ(1)−1

)(
φ(b)φ(1)

)
(2.10)
=
(
z−1z · φ(1)−1

)(
φ(b)φ(1)

)
= φ(1)−1 · φ(b)φ(1).

Mais uma vez, usando (2.10) temos que

φ(1)φ(b) = φ(b)φ(1)

para todo b ∈ A. Como φ é sobrejetora, concluímos que φ(1) ∈ Z(A).

De posse dos resultados acima demonstrados, estamos aptos a verificar que o Teorema 3.2.7
é válido.

Teorema 3.2.7. Sejam A um anel alternativo com divisão com centro comutativo Z(A) e
φ : A → A uma função aditiva e bijetiva. Considere λ = φ(1). Nessas condições, as seguintes
duas afirmações

(i) φ(a−1)φ(a) = φ(b−1)φ(b) para quaisquer a, b ∈ A não nulos;

(ii) λ3φ(ab · c+ c · ba) = (φ(a)φ(b))(λφ(c)) + (φ(c)λ)(φ(b)φ(a)) para todos a, b, c ∈ A;

são satisfeitas se e somente se φ = λξ, onde λ = φ(1) ∈ Z(A) e ξ : A → A é um automorfismo
ou antiautomorfismo.

Demonstração. Sejam A um anel alternativo com divisão que possui centro comutativo
Z(A) e seja φ : A → A uma função aditiva e bijetiva satisfazendo as condições (i) e (ii) do
Teorema 3.2.7.

Defina a função

ξ : A −→ A
a 7−→ ξ(a) = λ−1φ(a)

para qualquer a ∈ A, onde λ = φ(1).
Nosso objetivo será verificar que ξ é um automorfismo ou um antiautomorfismo.
Para isso, vamos elencar e demonstrar diversas propriedades de ξ, advindas principal-

mente das propriedades de φ e dos resultado estabelecidos nos lemas anteriores.
Passo 1: ξ é uma bijeção aditiva.
Lembremos que φ é uma função bijetora. Vejamos primeiramente a injetividade de ξ.

Para isso, sejam a, b ∈ A. Mostraremos que, se a = b, então ξ(a) = ξ(b). Veja que

ξ(a) = λ−1φ(a) = λ−1φ(b) = ξ(b)

Agora, mostraremos a sobrejetividade de ξ. Considere a ∈ A. Como φ é sobrejetora, existe
b ∈ A tal que φ(b) = λa. Dessa forma,

ξ(b) = λ−1φ(b) = λ−1 (λa) =
(
λ−1λ

)
a = a.

Em outras palavras, acabamos de verificar que para todo a ∈ A, existe um b ∈ A tal que
ξ(b) = a. Logo, ξ é sobrejetora.
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Finalmente, mostremos a aditividade de ξ. Para a, b ∈ A, temos que

ξ(a+ b) = λ−1φ(a+ b)

(∗)
= λ−1

(
φ(a) + φ(b)

)
= λ−1φ(a) + λ−1φ(b)

= ξ(a) + ξ(b)

onde utilizamos na passagem (*) o fato de que φ é aditiva.
Temos que ξ(1) = 1. De fato,

ξ(1) = λ−1φ(1) = λ−1λ = 1.

Passo 2: Para qualquer a ∈ A, temos que

ξ(a−1) = ξ(a)−1, (3.7)

Usando o Lema 3.2.6, obtemos que

ξ(a−1)ξ(a) =
(
λ−1φ(a−1)

)(
λ−1φ(a)

)
=
(
λ−1φ(a−1)

)(
φ(a)λ−1

)
(c)
= λ−1

(
φ(a−1)φ(a)

)
λ−1 (2.9)

= λ−1 ·
(
φ(a−1)φ(a)

)
λ−1.

De acordo com a prova do Lema 3.2.4, obtemos pela Equação (3.4) que

λ−1 ·
(
φ(a−1)φ(a)

)
λ−1 = λ−1 · λ−1

(
φ(a−1)φ(a)

) (i)
= φ(1)−1 · φ(1)−1

(
φ(1−1)φ(1)

)
(2.8)
= φ(1)−1 · (φ(1)−1φ(1))φ(1) = φ(1)−1φ(1) = 1.

Isso comprova que ξ(a−1)ξ(a) = 1 para qualquer a ∈ A. Em outras palavras, ξ(a−1) = ξ(a)−1,
como queríamos demonstrar.

Passo 3: ξ é um semiautomorfismo.
Como a identidade de Hua funciona para anéis alternativos com divisão, e pela Equação

(3.7) obtida na afirmação acima, para quaisquer a, b ∈ A temos que

ξ(aba)
(3.2)
= ξ(a)− ξ

((
a−1 + (b−1 − a)−1

)−1
)

= ξ(a)−
(
ξ
(
a−1 + (b−1 − a)−1

))−1

= ξ(a)−
(
ξ(a−1) + ξ

(
(b−1 − a)−1

))−1

= ξ(a)−
(
ξ(a)−1 +

(
ξ(b−1)− ξ(a)

)−1
)−1

= ξ(a)−
(
ξ(a)−1 +

(
ξ(b)−1 − ξ(a)

)−1
)−1

(3.2)
= ξ(a)ξ(b)ξ(a),

o que demonstra que ξ é um semiautomofismo.
Diante dos passos desenvolvidos, vamos mostrar agora que ξ = λ−1φ satisfaz a Condição

de Ferreira (5.1), ou seja, que

ξ(ab · c+ c · ba) = ξ(a)ξ(b) · ξ(c) + ξ(c) · ξ(b)ξ(a),
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para quaisquer a, b, c ∈ A. Para isso, observe que, para a, b, c ∈ A

ξ(ab · c+ c · ba) = λ−1φ(ab · c+ c · ba)
= λ−1

(
λ−1λ · φ(ab · c+ c · ba)

)
(2.10)
= λ−1

(
λ−1 · λφ(ab · c+ c · ba)

)
Observe agora, que utilizando a alternatividade à esquerda dada pela equação (2.7), temos

λ−1
(
λ−1 · λφ(ab · c+ c · ba)

) (2.7)
= (λ−1λ−1)λφ(ab · c+ c · ba)
= λ−2 · λφ(ab · c+ c · ba)
= λ−2 · λ−2

(
λ2 · λφ(ab · c+ c · ba)

)
(3.8)

Utilizando novamente a alternatividade à esquerda dada pela equação (2.7), temos

(2.7)
= λ−2 · λ−2

(
λ · λ

(
λφ(ab · c+ c · ba)

))
= λ−2 · λ−2

(
λ3φ(ab · c+ c · ba)

)
Por hipótese, sabemos que a Condição (ii) é válida nesse caso. Aplicando-a à equação acima,
ficamos com

λ−2 · λ−2
(
λ3φ(ab · c+ c · ba)

) (ii)
= λ−2 · λ−2

((
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) + (φ(c)λ)

(
φ(b)φ(a)

))
= λ−2

(
λ−2 ·

(
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) + λ−2 · (φ(c)λ)

(
φ(b)φ(a)

))
.

(3.9)

Em resumo,

ξ(ab · c+ c · ba) = λ−1φ(ab · c+ c · ba)
= λ−1

(
λ−1λ · φ(ab · c+ c · ba)

)
(2.10)
= λ−1

(
λ−1 · λφ(ab · c+ c · ba)

)
(2.7)
= (λ−1λ−1)λφ(ab · c+ c · ba)
= λ−2 · λφ(ab · c+ c · ba)
= λ−2 · λ−2

(
λ2 · λφ(ab · c+ c · ba)

)
(2.7)
= λ−2 · λ−2

(
λ · λ

(
λφ(ab · c+ c · ba)

))
= λ−2 · λ−2

(
λ3φ(ab · c+ c · ba)

)
(ii)
= λ−2 · λ−2

((
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) + (φ(c)λ)

(
φ(b)φ(a)

))
= λ−2

(
λ−2 ·

(
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) + λ−2 · (φ(c)λ)

(
φ(b)φ(a)

))
. (3.10)

Nesse momento, para facilitar o restante dos cálculos da demonstração, iremos tratar
cada um dos somandos de (3.10) separadamente.
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• Primeiramente, vamos lidar com a primeira parcela. Para a, b, c ∈ A, vamos considerar

x = φ(a)φ(b) e y = λφ(c).

Como λ−1 ∈ Z(A), podemos encontrar que

λ−2 ·
(
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) = λ−2 · xy = (λ−1λ−1)(xy)

= λ−1 · λ−1(xy) = λ−1(xy) · λ−1

(2.9)
= λ−1(xy)λ−1

(c)
= (λ−1x)(yλ−1)

= (xλ−1)(yλ−1)

=
(
φ(a)φ(b) · λ−1

)
(λφ(c) · λ−1)

=
(
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c). (3.11)

• Agora procederemos ao desenvolvimento da segunda parcela. Para a, b, c ∈ A, vamos
considerar

z = φ(c)λ e w = φ(b)φ(a).

Como λ−1 ∈ Z(A), de modo análogo, temos que

λ−2 · (φ(c)λ)
(
φ(b)φ(a)

)
= λ−2 · zw
= (zλ−1)(wλ−1)

=
(
(φ(c)λ)λ−1

)(
(φ(b)φ(a))λ−1

)
= φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

)
. (3.12)

Retornando para a equação original (3.10), usando (3.11) e (3.12), e novamente lembrando
do fato de que λ−1 ∈ Z(A) obtemos que

ξ(ab · c+ c · ba) = λ−2
((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c) + φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
= λ−2

((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c)

)
+ λ−2

(
φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
= λ−1λ−1 ·

((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c)

)
+ λ−1λ−1 ·

(
φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
(2.7)
= λ−1 · λ−1

((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c)

)
+ λ−1 · λ−1

(
φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
= λ−1

((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c)

)
· λ−1 + λ−1

(
φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
· λ−1

(2.9)
= λ−1

((
φ(a)φ(b)

)
λ−1 · φ(c)

)
λ−1 + λ−1

(
φ(c) · λ−1

(
φ(b)φ(a)

))
λ−1

=
(
λ−1
(
φ(a)φ(b)

)
λ−1
)
(φ(c)λ−1) + (λ−1φ(c))

(
λ−1
(
φ(b)φ(a)

)
λ−1
)

(c)
=
(
λ−1φ(a)

)(
λ−1φ(b)

)
·
(
λ−1φ(c)

)
+
(
λ−1φ(c)

)
·
(
λ−1φ(b)

)(
λ−1φ(a)

)
= ξ(a)ξ(b) · ξ(c) + ξ(c) · ξ(b)ξ(a),

isso prova que ξ satisfaz a Condição de Ferreira (5.1). Usando o Teorema 3.2.1, concluímos
que ξ é um automorfismo ou um antiautomorfismo, e isso completa a demonstração da
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condição suficiente do Teorema 3.2.7.
Vamos agora nos ater aos cálculos necessários para a demonstração da condição necessária

do Teorema 3.2.7.
Seja φ : A → A uma função aditiva e bijetora tal que φ = λξ, onde λ = φ(1) ∈ Z(A)

e ξ : A → A. Vamos considerar dois casos: o primeiro no qual ξ é um automorfismo e o
segundo no qual ξ é um antiautomorfismo.

Assuma que ξ : A → A é um automorfismo. Vamos provar que

φ(x−1)φ(x) = λ2

para qualquer x ∈ A não nulo. De fato,

φ(x−1)φ(x) =
(
λξ(x−1)

)(
λξ(x)

)
=
(
λξ(x−1)

)(
ξ(x)λ

)
(c)
= λ

(
ξ(x−1)ξ(x)

)
λ

= λ
(
ξ(x−1x)

)
λ

= λξ(1)λ

= λ2,

Analogamente, podemos repetir o mesmo argumento para quaisquer a, b ∈ A não nulos
para obter o resultado desejado.

As mesmas alegações são válidas no caso em que ξ é um antiautomorfismo. Portanto, a
Condição (i) é satisfeita.

Agora, vamos provar a validade da Condição (ii). Sob a égide das mesmas hipóteses,
considerando ξ : A → A um automorfismo, temos que, para x ∈ A

λ3φ(x) = λ3 · λξ(x) = (λλλ) · λξ(x)
(a)
= λ

(
λ
(
λ
(
λξ(x)

)))
= λ2 · λ2ξ(x)

(2.7)
= λ2λ2 · ξ(x) = λ4ξ(x).

E, particular, para a, b, c ∈ A,

λ3φ(ab · c+ c · ba) = λ4ξ(ab · c+ c · ba). (3.13)
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Desse modo, utilizando essa informação, chegamos a

λ3φ(ab · c+ c · ba) (3.13)
= λ4ξ(ab · c+ c · ba)

= λ4
(
ξ(a)ξ(b) · ξ(c) + ξ(c) · ξ(b)ξ(a)

)
= λ4

(
ξ(a)ξ(b) · ξ(c)

)
+ λ2λ2

(
ξ(c) · ξ(b)ξ(a)

)
(a)
= λ2λ2

(
ξ(a)ξ(b) · ξ(c)

)
+ λ2

(
ξ(c) · ξ(b)ξ(a)

)
λ2

(a)
= λ2

(
ξ(a)ξ(b) · ξ(c)

)
λ2 + λ2ξ(c) ·

(
ξ(b)ξ(a) · λ2

)
(a)
=
(
λ2 · ξ(a)ξ(b)

)
· ξ(c)λ2 + λ2ξ(c) ·

(
λ2 · ξ(b)ξ(a)

)
(2.7)
= λ

(
λ · ξ(a)ξ(b)

)(
ξ(c)λ2

)
+ λ2ξ(c) ·

(
λ
(
λ · ξ(b)ξ(a)

))
(2.7)
=
(
λ
(
ξ(a)ξ(b)

)
λ
)(
λ2ξ(c)

)
+
(
λ2ξ(c)

)(
λ
(
ξ(b)ξ(a)

)
λ
)

(a)
=
((
λξ(a)

)(
ξ(b)λ

))(
λ2ξ(c)

)
+
(
λ2ξ(c)

)((
λξ(b)

)(
ξ(a)λ

))
=
((
λξ(a)

)(
λξ(b)

))(
λ · λξ(c)

)
+
(
λξ(c)λ

)((
λξ(b)

)(
λξ(a)

))
=
(
φ(a)φ(b)

)(
λφ(c)

)
+
(
φ(c)λ

)(
φ(b)φ(a)

)
.

Assim como no caso anterior, cálculos idênticos nos permitem concluir os resultados
correspondentes para ξ no caso em que este é um antiautomorfismo. Portanto, a Condição
(ii) é satisfeita.

Apresentaremos agora uma versão do Teorema de Artin para o caso de anéis alternativos
com divisão.

Teorema 3.2.8. Seja A um anel alternativo com divisão. Considere φ : A → A uma função
aditiva e bijetiva tal que as seguintes condições são verdadeiras:

(i) Para todos a, b, c ∈ A, temos que

φ(ab · c+ c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(b)φ(a);

(ii) φ(a−1) = φ(a)−1 para qualquer elemento não nulo a ∈ A;

(iii) φ(1) = 1.

Nessas condições, φ é um automorfismo ou um antiautomorfismo.

Desse modo, o conhecido Teorema de Artin para anéis com divisão é uma consequência
do principal resultado apresentado:

Corolário 3.2.9. [2, Teorema 1.15] Seja R um anel com divisão. Considere φ : R → R uma
função aditiva e bijetora tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) φ(a−1) = φ(a)−1 para qualquer elemento não nulo a ∈ R;

(ii) φ(1) = 1.

Então φ ou é um automorfismo ou é um antiautomorfismo.
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Demonstração. Considere φ : R → R uma função aditiva e bijetora satisfazendo as hipóteses
do Teorema de Artin para anéis com divisão. Pela Proposição 3.1.4 temos que, para todos
a, b ∈ R,

φ(aba) = φ(a)φ(b)φ(a).

Linearizando a expressão acima, obtemos que, para quaisquer a, b, c ∈ R,

φ(ab · c+ c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(b)φ(a).

Assim, aplicando o Teorema 3.2.8, a demonstração está completa.
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Capítulo 4

Um Teorema do Tipo Hua para a
Álgebras dos Octônios

Neste capítulo, introduziremos a noção de ∗-homomorfismo de Jordan, levando em con-
sideração a definição de 2-função ∗-multiplicativa de Jordan. Motivados pelos resultados
mencionados acima, voltamos nossa atenção para estudar o seguinte problema:

Questão 1. Seja φ uma função linear em uma ∗-álgebra alternativa A que preserva a ∗-
invertibilidade generalizada. É verdade que φ é um ∗-homomorfismo de Jordan? Além disso,
nesse caso, podemos garantir que φ seja um ∗-isomorfismo ou um ∗-anti-isomorfismo?

Lembremo-nos brevemente de algumas definições e informações de suma importância
para este capítulo, que já foram apresentadas no Capítulo 2.

Uma álgebra A é chamada de ∗-álgebra se A for dotada de uma involução. Por involução
linear entendemos uma função ∗ : A → A tal que:

(x+ y)∗ = x∗ + y∗, (x∗)∗ = x, (xy)∗ = y∗x∗ e (αx)∗ = αx∗,

para qualquer α ∈ F, e para todos x, y ∈ A. No caso em que F = C, podemos também
definir um tipo de involução especial chamada involução linear conjugada, que satisfaz as
condições anteriores, substituindo a última por

(αx)∗ = αx∗,

para qualquer α ∈ C e x ∈ A, onde α é o conjugado do número complexo α.
Uma involução ∗-linear de uma ∗-álgebra A com unidade 1A sobre um corpo F de carac-

terística diferente de dois é chamada de escalar se a soma de cada elemento e sua involução
for um múltiplo escalar da unidade, ou seja, x+x∗ ∈ F1A para qualquer x ∈ A. Claramente,
não existem “∗-álgebras” não-triviais com uma involução que seja simultaneamente escalar
e conjugada linear.

Esses tipos de involuções têm sido objeto de várias investigações, como [63, 71, 79], e
desempenham um papel fundamental em várias álgebras não-associativas usadas na física,
incluindo as álgebras de quatérnions e octônios [25]. Certas ∗-álgebras com involuções es-
calares desempenharam um papel importante na construção de representações metapléticas
e nas aplicações dessa teoria a problemas de teoria dos números e formas automórficas
[6, 76, 79, 83].
O ∗-inverso generalizado do elemento identidade 1A de uma ∗-álgebra A é claramente ele
mesmo, ou seja, 1∗A = 1.

63
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Se φ : A → B é um ∗-homomorfismo de Jordan que preserva o ∗-inverso generalizado,
então φ é na verdade uma 2-função de Jordan, pois satisfaz

φ({x, y}∗) = {φ(x), φ(y)}∗,

para quaisquer x, y ∈ A [33, 34]. Além disso, de acordo com [15], podemos concluir que φ é
um ∗-isomorfismo de álgebras entre duas álgebras de von Neumann fatores.

4.1 Análise na Álgebra dos Octônios
Relembramos algumas propriedades fundamentais da álgebra dos octônios O, que tam-

bém é conhecida como a álgebra de Cayley, a qual é uma álgebra alternativa não associativa
sobre o corpo base dos números reais R. A álgebra dos octônios possui uma base de 8
elementos {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}.

A multiplicação entre esses elementos é dada pela tabela de multiplicação, que é apre-
sentada na Tabela 4.1. Esta tabela descreve como os elementos de O se combinam entre si.
O produto de dois elementos ei e ej, com 1 ≤ i, j ≤ 8, é mostrado pela célula correspon-
dente na tabela, que representa o resultado de multiplicar o elemento da linha i-ésima pelo
elemento da coluna j-ésima. A multiplicação na álgebra dos octônios é “não associativa”, o
que significa que, em geral, (xy)z ̸= x(yz) para elementos x, y, z ∈ O. Essa característica
distingue os octônios das álgebras associativas, como a álgebra dos números reais ou dos
complexos.

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
e1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
e2 e2 −e1 e4 −e3 e6 −e5 −e8 e7
e3 e3 −e4 −e1 e2 e7 e8 −e5 −e6
e4 e4 e3 −e2 −e1 e8 −e7 e6 −e5
e5 e5 −e6 −e7 −e8 −e1 e2 e3 e4
e6 e6 e5 −e8 e7 −e2 −e1 −e4 e3
e7 e7 e8 e5 −e6 −e3 e4 −e1 −e2
e8 e8 −e7 e6 e5 −e4 −e3 e2 −e1

Tabela 4.1: Tabela de multiplicação dos Octônios

Como a álgebra dos Octônios O é uma álgebra de divisão, isso significa que para todo
x ̸= 0 ∈ O, o inverso x−1 é único e satisfaz a seguinte identidade:

(x, x−1, y) = (x−1, x, y) = (x−1, y, x) = 0, para todo y ∈ O,

onde definimos o associador de três elementos x, y, z da álgebra O como:

(x, y, z) := xy · z − x · yz.

Este associador reflete a não associatividade da álgebra dos octônios, o que significa que
a multiplicação entre seus elementos não segue a regra associativa tradicional (xy)z ̸= x(yz).
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4.1.1 Normas e conjugados

Um elemento qualquer ω ∈ O pode ser representado como uma combinação linear dos 8
geradores da álgebra {e1, e2, . . . , e8} sobre o corpo dos números reais R:

ω =
8∑
i=1

αiei, com αi ∈ R.

Aqui, a parte real de ω é dada por Re(ω) = α1e1, enquanto a parte imaginária é dada
por:

Im(ω) =
8∑
i=2

αiei.

A álgebra dos octônios O pode ser dotada de uma função involutiva linear chamada de
conjugado octoniônico real ω̃, que é dada por:

ω̃ := α1e1 −
8∑
i=2

αiei.

Essa operação é uma generalização do conjugado de números reais ou complexos, mas
aplicada à estrutura dos octônios. Com isso, podemos definir a norma real de um elemento
ω ∈ O como:

|ω| :=
√
ωω̃ =

√√√√ 8∑
i=1

α2
i .

De acordo com [59], é possível realizar uma decomposição dos octônios de forma que a
álgebra O seja expressa como uma soma de subespaços complexos:

O = C⊕ Ce3 ⊕ (C⊕ Ce3)e5,

onde a base de C é dada por {e1, e2}. Assim, podemos escrever um elemento ω ∈ O em
relação a essa decomposição como:

ω = α1 + α2e3 + (α3 + α4e3)e5,

onde αi ∈ C.
Em analogia com os números complexos, podemos definir o conjugado complexo dos

octônios. Para isso, consideramos a função ∗ : O → O, chamada de conjugado octoniônico
complexo, dada por:

ω∗ := α1 + α2e3 + (α3 + α4e3)e5,

onde αi denota o conjugado usual de αi ∈ C.
O conjugado complexo de ω também pode ser escrito como:

ω∗ = α1e1 −
8∑
i=2

αiei,

o que é conhecido como o conjugado bioctoniônico, uma versão mais geral do conjugado
complexo.

A norma complexa de um elemento ω ∈ O é então dada por:
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∥ω∥ :=
√
ωω∗.

4.1.2 Exponencial

Para dar completude a este trabalho, é necessário abordar a função exponencial de uma
variável nos octônios. Como feito por Łukasz Błaszczyk e Kajetana Snopek em [6], podemos
desenvolver a análise sobre os octônios de maneira análoga à análise nos quatérnios (a qual
não será tratada aqui por fugir do escopo desta tese), levando à seguinte representação da
exponencial de um elemento dos octônios ω ∈ O por meio de uma série infinita:

eω =
∞∑
k=0

ωk

k!
. (4.1)

Esta série permite calcular a exponencial de qualquer elemento dos octônios, o que será útil
para demonstrar alguns resultados. Dado um octônio puro λ e um número real ϱ, podemos
definir a função exponencial como:

eλϱ = cos(ϱ) + i sin(ϱ),

e seu conjugado é dado por:

e−λϱ = cos(ϱ)− i sin(ϱ).

De acordo com [6], a exponencial de um octônio ω ∈ O tem a seguinte representação:

eω = eRe(ω)

(
cos
∣∣Im(ω)

∣∣+ Im(ω)∣∣Im(ω)
∣∣ sin∣∣Im(ω)

∣∣) .
É fácil perceber que, devido ao fato de os octônios serem não comutativos, para quaisquer

ω1, ω2 ∈ O, temos a seguinte relação:

eω1+ω2 = eω1 · eω2 ⇔ ω1ω2 = ω2ω1. (4.2)

Essa propriedade implica que a exponencial de dois octônios ω1 e ω2 se comporta de maneira
especial somente quando eles comutam entre si.

Na análise octoniônica, consideramos funções definidas em um conjunto Ω ⊂ R8 ∼= O,
que têm valores em O. Seja f : Ω ⊂ R8 → O uma função. Podemos escrever

f(x) =
8∑

k=1

fk(ek)ek,

onde fk : Ω ⊂ R8 → R para k = 1, . . . , 8.
Dizemos que a função f : Ω → O é unitária se

∣∣f(x)∣∣ = 1, para todo x ∈ Ω. Existe uma
correspondência entre funções unitárias e coordenadas esféricas em R8, conforme o Lema
4.3.7.

Dizemos que a função f é contínua em um ponto x0 ∈ Ω se:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Agora, apresentamos alguns lemas simples que podem ser úteis no contexto de análise
octoniônica:
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Lema 4.1.1. Sejam f : Ω1 → O e g : Ω2 → O duas funções, onde Ω1,Ω2 ⊆ R8, e a, b ∈ O
tais que lim

x→a
f(x) = b e g é contínua em b, então:

lim
x→a

g(f(x)) = g

(
lim
x→a

f(x)

)
.

Lema 4.1.2. Seja f : Ω → O uma função linear contínua. Então, para ω ∈ O, temos:

f(eω) =
∞∑
k=0

f(ωk)

k!
.

Demonstração. Podemos observar que a Equação (4.1) é composta por um limite, ou seja,

eω = lim
p→∞

p∑
k=0

ωk

k!
.

Pelo Lema 4.1.1, é possível realizar o seguinte cálculo:

f(eω) = f

 lim
p→∞

p∑
k=0

ωk

k!

 (4.1.1)
= lim

p→∞
f

 p∑
k=0

ωk

k!


= lim

p→∞

p∑
k=0

f(ωk)

k!
=

∞∑
k=0

f(ωk)

k!
.

4.1.3 Coordenadas hiperesféricas

Para dar um contexto completo, vale a pena mencionar a definição das coordenadas
hiperesféricas em Rn. Na maioria das situações, dado um coordenada radial r e n − 1 co-
ordenadas angulares θ1, θ2, . . . , θn−1, onde θj ∈ [0, π] para j = 1, . . . , n − 2 e θn−1 ∈ [0, 2π],
para coordenadas cartesianas x1, x2, . . . , xn, temos a seguinte representação:

x1 = r cos(θ1)

x2 = r sin(θ1) cos(θ2)

x3 = r sin(θ1) sin(θ2) cos(θ3)

... (4.3)
xn−1 = r sin(θ1) · · · sin(θn−2) cos(θn−1)

xn = r sin(θ1) · · · sin(θn−2) sin(θn−1).

Observe que a soma dos quadrados das coordenadas cartesianas é dada por:

n∑
i=1

x2i = r2. (4.4)

Agora, de acordo com trabalho de Łukasz Błaszczyk [5], é possível determinar exatamente
os ângulos na representação das coordenadas hiperesféricas x1, . . . , xn, e os mesmos ângulos
podem ser usados para definir a forma polar de um octônio. O desenvolvimento de tais
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fórmulas foi motivado pela análise de sinais analíticos hipercomplexo aditado e desenvolvido
nos trabalhos de Hahn e Snopek. [6, 45, 86]

Conforme [21], tais conceitos têm sido muito explorados contemporaneamente no estudo
de redes neurais hipercomplexas, inteligência artificial e deep learning, pois estas podem
explorar eficientemente a estrutura multidimensional dos dados, proporcionando melhor de-
sempenho, além de possuir aplicações diversas, dentre as quais podemos citar o diagnóstico
biomédico e extração de características em imagens coloridas, por meio de redes neurais
de octônios (também chamados de ONN, sigla criada a partir do termo em inglês Octo-
nion Neural Networks), que permitem codificar os valores de pixels em números octônios
de oito dimensões, preservando relações inter-canais em imagens coloridas e reconhecimento
automático de fala por meio de redes neurais recorrentes, utilizadas para modelagem e sin-
cronização, mostrando desempenho superior ou equivalente a modelos reais em tarefas de
reconhecimento automático de fala [77, 78].

Ademais,de acordo com [50], também podemos citar aplicações na Física, com estudos
sobre o uso de octônios e também das álgebras com divisão normadas R,C e H para a
formulação de teorias de supergravidade baseadas em álgebras de divisão para teorias de
super Yang–Mills puras. Como tais teorias fogem do escopo dessa tese, recomendamos ao
leitor interessado as referências [23] e [90].

Considere
u0 = (x1 − x4 − x6 − x7) + (x2 + x3 + x5 − x8)i,

u1 = (x1 + x4 − x6 + x7) + (x2 − x3 + x5 + x8)i,

u2 = (x1 − x4 + x6 + x7) + (x2 + x3 − x5 + x8)i,

u3 = (x1 + x4 + x6 − x7) + (x2 − x3 − x5 − x8)i,

os quais podem ser apresentados na forma exponencial:

uk = |uk| eiφk , k = 0, . . . , 3.

Considere os ângulos ψk, para k = 1, . . . , 8, determinados da seguinte forma:

ψ1 =
φ0 + φ1 + φ2 + φ3

4
,

ψ2 =
φ0 + φ1 − φ2 − φ3

4
,

ψ3 =
1

4
arcsin

(
|u0|2 −|u1|2

|u0|2 +|u1|2

)
,

ψ4 =
φ0 − φ1 + φ2 − φ3

4
,

ψ5 =
φ0 − φ1 − φ2 + φ3

4
,

ψ6 =
1

4
arcsin

(
|u2|2 −|u3|2

|u2|2 +|u3|2

)
,

ψ7 =
1

4
arcsin

(
|u0|2 +|u1|2 −|u2|2 −|u3|2

|u0|2 +|u1|2 +|u2|2 +|u3|2

)
.

De posse das nomenclaturas estabelecidas acima, dado ω =
8∑
i=1

αiei, seguindo [12], temos a
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representação polar de um octônio:

ω = |ω| ee1ψ1ee2ψ2ee3ψ3ee4ψ4ee5ψ5ee6ψ6ee7ψ7 ,

onde
eeiψi = cos(ψi) + eisen(ψi)

Uma interessante correlação entre funções unitárias e coordenadas hiperesféricas pode
ser vista no seguinte lema:

Lema 4.1.3. Seja φ : O → O uma aplicação. Então, φ é unitária se e somente se φ pode
ser escrita em termos de coordenadas hiperesféricas com r = 1.

Demonstração. Este resultado aparece no artigo [6], mas sem uma demonstração. Por conta
disso, apresentamos aqui uma prova desse resultado.

Como os octônios podem ser vistos isomorficamente como o espaço vetorial real R8, para
cada x ∈ O, usando coordenadas hiperesféricas, podemos escrever φ(x) da seguinte forma:

φ(x) = rx cos(θx1)e1 + rx sin(θx1) cos(θx2)e2

+ rx sin(θx1) sin(θx2) cos(θx3)e3 (4.5)
+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) cos(θx4)e4

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) cos(θx5)e5 (4.6)
+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) cos(θx6)e6

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) sin(θx6) cos(θx7)e7

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) sin(θx6) sin(θx7)e8.

Note que esta expressão segue a fórmula de coordenadas hiperesféricas x1, x2, . . . , x8 no
espaço R8.

Primeiro, suponhamos que φ seja unitária, ou seja,
∣∣φ(x)∣∣ = 1. Então, usando a fórmula

n∑
i=1

x2i = r2, obtemos que rx = 1 para todo x ∈ O.

Agora, suponhamos que φ possa ser escrita em termos de coordenadas hiperesféricas com

r = rx = 1 para todo x ∈ O. Usando novamente
n∑
i=1

x2i = r2, é fácil ver que
∣∣φ(x)∣∣ = 1 para

todo x ∈ O, o que implica que φ é unitária.

4.2 Um teorema do tipo Hua para ∗-álgebras alternativas
O objetivo desta seção é provar que um ∗-homomorfismo de Jordan bijetor é ou um ∗-

isomorfismo ou um ∗-anti-isomorfismo, utilizando algumas propriedades das ∗-homomorfismos
de Jordan. Ao longo desta seção, as álgebras A estão sobre o corpo dos complexos C com
base e1, e2, em consonância com a decomposição complexa dos octônios introduzida na Seção
4.1, e ∗ denota uma involução linear conjugada.

Lema 4.2.1. Sejam A e B duas álgebras alternativas e φ : A → B um homomorfismo de
Jordan. Então, a seguinte identidade é verdadeira

φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x), (4.7)
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para todos x, y ∈ A.

Demonstração. Como φ é um homomorfismo de Jordan, podemos substituir y = xy + yx
na Equação (5.9), para x, y ∈ A. Assim, a fatoração abaixo pode ser obtida utilizando as
Equações(2.7), (2.8) e(2.9):

φ
(
x(xy + yx) + (xy + yx)x

) (5.9)
= φ(x)φ(xy + yx) + φ(xy + yx)φ(x)

(5.9)
= φ(x) · φ(x)φ(y) + φ(x) · φ(y)φ(x)
+ φ(x)φ(y) · φ(x) + φ(y)φ(x) · φ(x)

= φ(x)φ(x) · φ(y) + 2φ(x)φ(y)φ(x) + φ(y) · φ(x)φ(x)
= φ(x)2φ(y) + 2φ(x)φ(y)φ(x) + φ(y)φ(x)2.

Por outro lado, utilizando novamente as Equações (2.7), (2.8) e (2.9), podemos obter

φ
(
x(xy + yx) + (xy + yx)x

)
= φ(x2y + yx2 + 2xyx)

= φ(x2y + yx2) + 2φ(xyx)

(5.9)
= φ(x2)φ(y) + φ(y)φ(x2) + 2φ(xyx)

= φ(x)2φ(y) + φ(y)φ(x)2 + 2φ(xyx).

Comparando ambas as identidades, chegamos ao seguinte resultado:

2φ(xyx) = 2φ(x)φ(y)φ(x).

Portanto, como a característica de B é diferente de 2, temos que

φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x),

como desejado.

Lema 4.2.2. Sejam A e B duas ∗-álgebras com elementos identidade 1A e 1B, respectiva-
mente. Se φ : A → B é um ∗-homomorfismo de Jordan bijetor, então

φ(1A) = 1B.

Além disso, φ preserva a involução, ou seja, temos

φ(x∗) = φ(x)∗, (4.8)

para qualquer x ∈ A.

Demonstração. Como φ é sobrejetora, temos que existe um y ∈ A tal que φ(y) = 1B. Assim,
por definição

φ(xy + yx∗) = φ(x) + φ(x)∗, (4.9)

para todo x ∈ A. Considerando x = 1A e x = e21A, respectivamente, na Equação (4.9)
obtemos

2φ(y) = φ(1A) + φ(1A)
∗

e
φ(1A) = φ(1A)

∗,
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respectivamente. Consequentemente, pela duas identidades acima, chegamos a

φ(1A) = φ(y) = 1B.

Agora, usando φ(1A) = 1B, temos que para qualquer x ∈ A,

φ(x) + φ(x∗) = φ(x+ x∗) = φ(x1A + 1Ax
∗) = φ(x)φ(1A) + φ(1A)φ(x)

∗ = φ(x) + φ(x)∗.

Assim,
φ(x∗) = φ(x)∗

para todo x ∈ A, completando a demonstração.

Proposição 4.2.3. Sejam A e B duas ∗-álgebras com identidades. Se φ : A → B é um
∗-homomorfismo de Jordan bijetivo, então φ é um homomorfismo de Jordan.

Demonstração. Considere φ : A → B um ∗-homomorfismo de Jordan bijetivo. Vamos mos-
trar que φ é um homomorfismo de Jordan, ou seja, que

φ(z2) = φ(z)2

para todo z ∈ A. Levando em conta a Equação (2.17) com x = z∗ é y = z para z ∈ A, temos
do lado esquerdo da Equação (2.17) que

φ(z∗z + z(z∗)∗) = φ(z∗z + zz)

= φ(z∗z) + φ(zz)

= φ(z∗z) + φ(z2),

e considerando o lado direito da Equação (2.17), temos

φ(z∗)φ(z) + φ(z)φ(z∗)∗
(4.8)
= φ(z∗)φ(z) + φ(z)(φ(z)∗)∗

= φ(z∗)φ(z) + φ(z)φ(z)

= φ(z∗)φ(z) + φ(z)2,

assim, para z ∈ A obtemos

φ(z∗z) + φ(z2) = φ(z)∗φ(z) + φ(z)2. (4.10)

Agora, se considerarmos x = e2z
∗ e y = z para z ∈ A na Equação (2.17), procedendo de

forma análoga, temos do lado esquerdo da Equação (2.17) que

φ(e2z
∗z + z(e2z

∗)∗) = φ(e2(z
∗z − zz))

= e2(φ((z
∗z))− φ(zz))

= e2(φ(z
∗z)− φ(z2)),

e do lado direito da Equação (2.17), obtemos

φ(e2z
∗)φ(z) + φ(z)φ(e2z

∗)∗
(4.8)
= φ(e2z

∗)φ(z) + φ(z)(e2φ(z)
∗)∗

= e2φ(z
∗)φ(z)− e2φ(z)φ(z)

= e2(φ(z
∗)φ(z)− φ(z)2),
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Desse modo, comparando os desenvolvimentos feitos no lado esquerdo e no lado direito
da Equação (2.17), obtemos que

φ(z∗z)− φ(z2) = φ(z)∗φ(z)− φ(z)2. (4.11)

Utilizando (4.10) e (4.11) concluímos que

φ(z2) = φ(z)2

para todo z ∈ A, provando assim que φ é um homomorfismo de Jordan.

Sejam A e B duas álgebras com elementos identidades 1A e 1B, respectivamente.
Lembremo-nos que uma função φ : A → B é chamada unitária se

φ(1A) = 1B.

Um dos principais objetivos desse trabalho é caracterizar as funções que são
∗-homomorfismos de Jordan em ∗-álgebras com divisão alternativas. Nesse sentido, o Te-
orema abaixo fornece uma resposta para esta questão.

Teorema 4.2.4. Seja A uma ∗-álgebra com divisão alternativa munida de uma involução
linear conjugada. Se φ : A → A é um ∗-homomorfismo de Jordan unitário e bijetivo, então
φ é ou um ∗-isomorfismo ou um ∗-anti-isomorfismo.

Demonstração. Suponha que φ : A → A é um ∗-homomorfismo de Jordan bijetor. A Propo-
sição 4.2.3 nos garante que φ é na verdade um homomorfismo de Jordan. Consequentemente,
pelo Lema 4.2.1, temos que φ satisfaz

φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x),

para todos x, y ∈ A.
Por hipótese, φ é unitária e linear (esta última hipótese advinda da definição de ∗-

homomorfismo de Jordan), e assim por definição temos que φ é um semi-automorfismo. Pelo
Lema 4.2.2, temos que

φ(x∗) = φ(x)∗,

para todo x ∈ A. Vamos provar primeiramente que φ satisfaz

φ(xy · z + z · yx) = φ(x)φ(y) · φ(z) + φ(z) · φ(y)φ(x), (4.12)

para todos x, y, z ∈ A. Como φ é um ∗-homomorfismo de Jordan, por um lado, usando
primeiramente a linearidade de φ, temos que

φ
(
x(xy + yx∗) + (xy + yx∗)x∗

)
= φ(x)φ(xy + yx∗) + φ(xy + yx∗)φ(x∗)

= φ(x)(φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x)∗)

+ (φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x∗))φ(x∗)

= φ(x)2φ(y) + φ(x) · φ(y)φ(x∗)
+ φ(x)φ(y) · φ(x∗) + φ(y)φ(x∗)2,
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e, por outro lado, desenvolvendo primeiramente o argumento de φ,

φ
(
x(xy + yx∗) + (xy + yx∗)x∗

)
= φ(x2y + x · yx∗ + xy · x∗ + y(x∗)2)

= φ(x2y + y(x∗)2) + φ(x · yx∗ + xy · x∗)
= φ(x2)φ(y) + φ(y)φ(x2)∗ + φ(x · yx∗ + xy · x∗).

Comparando ambas as identidades, uma vez que φ é um ∗-homomorfismo de Jordan, temos
a seguinte igualdade

φ(x · yx∗ + xy · x∗) = φ(x) · φ(y)φ(x∗) + φ(x)φ(y) · φ(x∗).

Agora, vamos linearizar a igualdade acima, substituindo x = x+ z.
Para facilitar o entendimento dos cálculos, faremos cada membro da igualdade separa-

damente:

• φ(x · yx∗ + xy · x∗)
Fazendo x = x+ z, observando que x∗ = (x+ z)∗ = x∗ + z∗, temos que

φ(x · yx∗ + xy · x∗) = φ((x+ z) · y(x+ z)∗ + (x+ z)y · (x+ z)∗)

= φ((x+ z) · y(x∗ + z∗) + (x+ z)y · (x∗ + z∗))

= φ((x+ z) · (yx∗ + yz∗) + (xy + zy) · (x∗ + z∗))

= φ(x · yx∗ + x · yz∗ + z · yx∗ + z · yz∗ + xy · x∗

+ xy · z∗ + zy · x∗ + zy · z∗)

• φ(x) · φ(y)φ(x∗) + φ(x)φ(y) · φ(x∗)
Substituindo x = x+ z, temos que

φ(x) · φ(y)φ(x∗) + φ(x)φ(y) · φ(x∗) = φ(x+ z) · φ(y)φ((x+ z)∗)

+ φ(x+ z)φ(y) · φ((x+ z)∗)

= φ(x+ z) · φ(y)φ(x∗ + z∗)

+ φ(x+ z)φ(y) · φ(x∗ + z∗)

= φ(x+ z) · φ(y)(φ(x∗) + φ(z∗))

+ φ(x+ z)φ(y) · (φ(x∗) + φ(z∗))

= (φ(x) + φ(z)) · (φ(y)φ(x∗) + φ(y)φ(z∗))

+ (φ(x) + φ(z))φ(y) · (φ(x∗) + φ(z∗))

= (φ(x) + φ(z)) · (φ(y)φ(x∗) + φ(y)φ(z∗))

+ (φ(x)φ(y) + φ(z)φ(y)) · (φ(x∗) + φ(z∗))

= (φ(x) + φ(z)) · (φ(y)φ(x∗) + φ(y)φ(z∗))

+ (φ(x)φ(y) + φ(z)φ(y)) · (φ(x∗) + φ(z∗))

Com isso, obtemos

φ(x · yz∗ + z · yx∗ + xy · z∗ + zy · x∗) = φ(x) · φ(y)φ(z∗) + φ(z) · φ(y)φ(x∗)
+ φ(x)φ(y) · φ(z∗) + φ(z)φ(y) · φ(x∗) (4.13)
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Substituindo z por iz na Equação (4.13), e usando o fato de que

z∗ = (iz)∗ = −iz∗

dado que ∗ é uma conjugação linear,

φ(−ix · yz∗ + iz · yx∗ − ixy · z∗ + izy · x∗) = −iφ(x) · φ(y)φ(z∗) + iφ(z) · φ(y)φ(x∗)
− iφ(x)φ(y) · φ(z∗) + iφ(z)φ(y) · φ(x∗),

isto é,

φ(−x · yz∗ + z · yx∗ − xy · z∗ + zy · x∗) = −φ(x) · φ(y)φ(z∗) + φ(z) · φ(y)φ(x∗)
− φ(x)φ(y) · φ(z∗) + φ(z)φ(y) · φ(x∗) (4.14)

Subtraindo (4.14) de (4.13), obtemos que

φ(x · yz∗ + xy · z∗) = φ(x) · φ(y)φ(z∗) + φ(x)φ(y) · φ(z∗). (4.15)

Como ∗ é bijetivo, isto prova a Equação (4.12). Aplicando [27, Theorem 2.2] concluímos que
φ é ou um ∗-isomorfismo ou um ∗-anti-isomorfismo, completando a demonstração.

Corolário 4.2.5. Seja A uma ∗-álgebra com divisão alternativa munida de uma involução
linear conjugada. Se φ : A → A é um ∗-homomorfismo de Jordan bijetor e unitário, então φ
preserva a ∗-invertibilidade generalizada.

Demonstração. Pelo Teorema 4.2.4, já sabemos que φ é ou um ∗-isomorfismo ou um ∗-
anti-isomorfismo. No primeiro caso, o resultado é claro. Agora, vamos lidar com o caso do
∗-anti-isomorfismo. Se y é um ∗-inverso generalizado de x, ou seja,

xy · x∗ = x∗ e yx · y∗ = y∗,

vamos provar que

φ(x)φ(y) · φ(x)∗ = φ(x)∗ e φ(y)φ(x) · φ(y)∗ = φ(y)∗.

Considerando o fato de que A é uma álgebra com divisão, a suposição x∗ ̸= 0 nos permite
concluir que existe um inverso (x∗)−1. Como numa álgebra alternativa A, se b é invertível
então b−1 satisfaz

(a, b, b−1) = 0,

com a ∈ A então de xy · x∗ = x∗, temos que xy = 1. Portanto

xy = 1 ⇔ (xy)−1 = 1 ⇔ y−1x−1 = 1 ⇔ y(y−1x−1) = y ⇔ x−1 = y ⇔ yx = 1,

assim x∗ · yx = x∗. Consequentemente

φ(x)φ(y) · φ(x)∗ = φ(x)φ(y) · φ(x∗) = φ(yx)φ(x∗) = φ(x∗ · yx) = φ(x)∗

Cálculos análogos nos permitem concluir que yx · x∗ = y∗ implica φ(y)φ(x) · φ(y)∗ = φ(y)∗,
o que finaliza a prova.
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4.3 ∗-invertibilidade generalizada na Álgebra dos Octô-
nios

O objetivo desta seção é estudar as aplicações lineares, bijetivas e contínuas φ que pre-
servam a ∗-invertibilidade generalizada sobre a álgebra dos octônios, utilizando os resultados
apresentados na Seção 4.2, agora lidando com uma involução escalar ∗. Empregando a no-
ção de coordenadas hiperesféricas nos octônios apresentada em [6], juntamente com alguns
resultados auxiliares, provamos que, se φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada, então φ
é um ∗-homomorfismo de Jordan.

Observação 4.3.1. Note que qualquer homomorfismo de Jordan φ : O → O é unitário. De
fato,

φ(e1) = φ(e21) = φ(e1)
2

e portanto
φ(e1)(φ(e1)− e1) = 0.

Como O é uma álgebra com divisão então ou φ(e1) = 0 ou φ(e1) = e1. Mas a primeira opção
nunca pode ocorrer, pois

2φ(x) = φ(2x) = φ (xe1 + e1x)

= φ (x)φ(e1) + φ(e1)φ (x)

= 0

para todo x ∈ O. Portanto, φ(e1) = e1.

Lema 4.3.2. Seja A uma ∗-álgebra alternativa munida de uma involução escalar. Então,
vale que

xy · x∗ = x · yx∗, (4.16)

sempre que x, y ∈ A.

Demonstração. Considere x, y ∈ A. Como A possui uma involução escalar ∗, temos por
consequência da definição que, para α ∈ F,

x+ x∗ = α1A.

Desse modo, a partir do auxílio da identidade flexível (2.9), que nos garante que

xy · x = x · yx,

podemos obter os seguintes cálculos:

xy · x∗ = xy · (α1A − x)

= αxy − xy · x
(2.9)
= αxy − x · yx
= x · y(α1A − x)

= x · yx∗,

como queríamos.



76 UM TEOREMA DO TIPO HUA PARA A ÁLGEBRAS DOS OCTÔNIOS 4.3

Lema 4.3.3. Considere uma ∗-álgebra A, com uma função unitária φ : A → A que preserva
a ∗-invertibilidade generalizada e a ∈ A. Sejam λ, µ ∈ F tais que as seguintes condições são
válidas:

1. a+ a∗ = λe1;

2. φ(a) + φ(a)∗ = µe1

Então λ = µ.

Demonstração. Como φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada, temos que

µe1 − φ(a) = φ(a)∗ = φ(a∗) = φ(λe1 − a) = λe1 − φ(a),

Assim λ = µ como queríamos.

Lema 4.3.4. Seja O a álgebra dos octônios munida de uma involução escalar ∗. Então,
φ : O → O é um ∗-homomorfismo de Jordan que preserva a ∗-invertibilidade generalizada se
e somente se for uma função multiplicativa de Lie.

Demonstração. Pela Definição 2.6.5, temos que

φ(xy + yx∗) = φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x)∗

Como ∗ é uma involução escalar, então existem escalares κ1 e κ2 tais que x∗ = κ1e1 − x e
φ(x)∗ = κ2e1 − φ(x). Pelo Lema 4.3.3, κ1 = κ2. Considerando λ = κ1 = κ2, temos que

φ(xy+yx∗) = φ(x)φ(y)+φ(y)φ(x)∗ ⇔ φ(xy+y(λe1−x)) = φ(x)φ(y)+φ(y)(λe1−φ(x)) ⇔

φ(xy) + λφ(y)− φ(yx) = φ(x)φ(y) + λφ(y)− φ(y)φ(x) ⇔

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].

Assim, φ é uma função multiplicativa de Lie.

Lema 4.3.5. Seja O a álgebra dos octônios munida de uma involução escalar ∗. Se φ : O → O
é uma função linear unitária, então φ é uma função que preserva ∗, ou seja,

φ(x∗) = φ(x)∗,

para todo x ∈ O.

Demonstração. Seja x ∈ O. Desse modo, podemos escrever a representação desse valor em
termos dos geradores dos octônios:

x =
8∑
i=1

αiei,

com αi ∈ R. Como a involução ∗ é escalar, para qualquer i ∈ {1, . . . , 8} temos que

αiei + (αiei)
∗ = βie1,

para βi ∈ R. Assim, chegamos a

x∗ =

 8∑
i=1

αiei

∗

=
8∑
i=1

(αiei)
∗ =

8∑
i=1

(βie1 − αiei).
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Portanto, como φ é uma função linear unitária, obtemos

φ(x∗) =
8∑
i=1

φ((αiei)
∗) =

8∑
i=1

φ(βie1 − αiei)

=
8∑
i=1

(βiφ(e1)− αiφ(ei))

=
8∑
i=1

(βie1 − αiφ(ei)).

Por outro lado, observe que para i ∈ {1, . . . , 8} temos que

αiφ(ei) + (αiφ(ei))
∗ = γie1,

para γi ∈ R. Utilizando esse fato, temos

φ(x)∗ =

 8∑
i=1

αiφ(ei)

∗

=
8∑
i=1

(αiφ(ei))
∗ =

8∑
i=1

(γie1 − αiφ(ei)).

Agora, para i = 2, . . . , 8, obtemos

((αiei)
∗)2 = (βie1 − αiei)

2 = β2
i e1 − 2αiβiei − α2

i e1.

Como ∗ é um anti-autormofismo,

((αiei)
2)∗ = ((αiei)

∗)2,

daí
(−α2

i e1)
∗ = β2

i e1 − 2αiβiei − α2
i e1.

Sendo ∗ uma involução escalar, temos (−α2
i e1)

∗ = δie1 − (−α2
i e1) = δie1 + α2

i e1, para algum
δi ∈ R. Por conta dessa observação, segue que αiβi = 0. Isso implica que ou αi = 0 ou βi = 0.
Vamos analisar cada um dos casos separadamente.

• αi = 0 : Se αi = 0, então (αiei)
∗ = 0. Logo,

(αiφ(ei))
∗ = φ((αiei)

∗).

• βi = 0 : Se βi = 0, note primeiramente que (αiei)
∗ = βie1 −αiei = −αiei. aplicando φ,

obtemos
φ((αiei)

∗) = −αiφ(ei). (4.17)

Também temos que
(φ(αiei))

∗ = γie1 − αiφ(ei),

e podemos assumir sem perda de generalidade que φ(ei) = eσ(i), onde σ ∈ S({2, . . . , 8})
é uma permutação no conjunto {2, . . . , 8}. Note que S({2, . . . , 8}) ∼= S7. Com estas
informações, veja que

((φ(αiei))
∗)2 = (γie1 − αiφ(ei))

2 = γ2i e1 − 2αiγiφ(ei)− α2
i e1. (4.18)
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Sendo ∗ um anti-automorfismo,

((φ(αiei))
∗)2 = ((φ(αiei))

2)∗ = (α2
iφ(ei)

2)∗ = (α2
i e

2
σ(i))

∗ = (−α2
i e1)

∗ = θie1 + α2
i e1,

(4.19)

onde θi ∈ R.
Comparando as Equações (4.18) e (4.19), temos que αiγi = 0, o que implica que αi = 0
ou γi = 0. Agora, veja que, se αi = 0, então

(αiφ(ei))
∗ = φ((αiei)

∗)

Agora, se γi = 0, temos

(φ(αiei))
∗ = −αiφ(ei) = φ((αiei)

∗),

provando que (φ(αiei))
∗ = φ((αiei)

∗) para i = 2, . . . , 8.

Agora, falta apenas verificar o que ocorre quando i = 1. Como φ é unital,

(φ(α1e1))
∗ = (α1e1)

∗ = β1e1 − α1e1 = β1φ(e1)− α1φ(e1) = φ(β1e1 − α1e1) = φ((α1e1)
∗),

completando a demonstração.

Proposição 4.3.6. Considere O munida de uma involução escalar ∗ e uma função linear
bijetora, unitária e contínua φ : O → O. Sob essas condições, se φ preserva a ∗-invertibilidade
generalizada, φ é um homomorfismo de Jordan.

Demonstração. Vamos assumir que φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada. Uma vez que
∗ é uma involução escalar,

e1 + e∗1 = αe1,

com α ∈ C. Isso quer dizer que α ̸= 1 pelo fato de que e∗1 = e1. Sejam a = eλx e b = e−λx,
onde λ ∈ C e x ∈ O. Como a álgebra dos octônios O satisfaz a Condição (4.2), temos que
ab · a∗ = a∗. Como φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada, temos que

φ(a)φ(b) · φ(a∗) = φ(a∗).

Fazendo uso da série infinita de octônios que nos é fornecida na Equação(4.1), i.e.,

eω =
∞∑
k=0

ωk

k!
,

obtemos que

φ

 ∞∑
k=0

(λx)k

k!

φ

 ∞∑
k=0

(−λx)k

k!

 · φ(αe1 − eλx) = φ(αe1 − eλx) (4.20)
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Como φ é unitária e contínua, a Equação (4.20) pode ser escrita como

∞∑
k=0

φ(xk)λk

k!

∞∑
k=0

(−1)k
φ(xk)λk

k!
· αe1

−
∞∑
k=0

φ(xk)λk

k!

∞∑
k=0

(−1)k
φ(xk)λk

k!
·

∞∑
k=0

φ(xk)λk

k!
(4.21)

= αe1 −
∞∑
k=0

φ(xk)λk

k!

Comparando os coeficientes de λ2 na Equação (4.21), podemos concluir que

(α− 1)(φ(x)2 − φ(x2)) = 0.

Sendo α ̸= 1, concluímos que
φ(x2) = φ(x)2,

para qualquer x ∈ O.

Para demonstrar nosso último resultado principal, faremos uso das coordenadas hiperes-
féricas.

O próximo Lema é uma observação simples, mas que será muito útil durante os de-
senvolvimentos dos raciocínios dos resultados vindouros. Por esse motivo, destacamo-lo a
seguir:

Lema 4.3.7. Seja φ : O → O uma função. Então, φ é unitário se e somente se φ pode ser
escrito por meio de coordenadas hiperesféricas com r = 1.

Demonstração. Como os octônios podem ser vistos isomorficamente ao espaço vetorial real
R8, então para cada x ∈ O, usando as coordenadas hiperesféricas, podemos escrever

φ(x) = rx cos(θx1)e1 + rx sin(θx1) cos(θx2)e2

+ rx sin(θx1) sin(θx2) cos(θx3)e3

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) cos(θx4)e4

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) cos(θx5)e5 (4.22)
+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) cos(θx6)e6

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) sin(θx6) cos(θx7)e7

+ rx sin(θx1) sin(θx2) sin(θx3) sin(θx4) sin(θx5) sin(θx6) sin(θx7)e8.

Vamos primeiramente supor que φ é unitária, isto é,
∣∣φ(x)∣∣ = 1. Usando a Equação (4.4)

obtemos que rx = 1 para todo x ∈ O.
Agora, vamos assumir que φ pode ser escrita por meio de coordenadas hiperesféricas com

r = rx = 1 para todo x ∈ O. Fazendo uso novamente da Equação (4.4), pode-se ver que∣∣φ(x)∣∣ = 1 para qualquer x ∈ O.

Lema 4.3.8. Seja φ : O → O um homomorfismo de Jordan linear. Para j = 2, . . . , 8 se

φ(ej) =
8∑
i=1

xjiei, xji ∈ R para i = 1, . . . , 8, então xj1 = 0. Além disso, temos que

x2j2 + x2j3 + x2j4 + x2j5 + x2j6 + x2j7 + x2j8 = 1.
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Demonstração. Precisamos determinar φ para cada um dos geradores ej ∈ O, onde j =
2, . . . , 8. Primeiramente, observe que φ é unitária, ou seja, φ(e1) = e1. Como φ é um homo-
morfismo de Jordan, temos que

−φ(e1) = φ(−e1) = φ(e2j) = φ(ej)
2,

e assim φ(ej)
2 = −e1 para todo j = 2, . . . , 8. Como φ(ej) =

8∑
i=1

xjiei, onde xji ∈ R para

i = 1, . . . , 8, de φ(ej)2 = −e1 para qualquer j = 2, . . . , 8, podemos obter o seguinte sistema
de equações: 

x2j1 − x2j2 − x2j3 − x2j4 − x2j5 − x2j6 − x2j7 − x2j8 = −1

xj1xjt = 0, para t = 2, . . . , 8.

(4.23)

Se considerarmos xj1 ̸= 0, então xj2 = · · · = xj8 = 0. Portanto, x2j1 = −1, que não possui
soluções em R, o que configura um absurdo. Dessa forma, xj1 = 0, de onde obtemos a
equação

x2j2 + x2j3 + x2j4 + x2j5 + x2j6 + x2j7 + x2j8 = 1.

Observação 4.3.9. É importante frisar que nas condições do Lema 4.3.8, se

W = span{e2, . . . , e8},

então φ(W ) ⊂ W.

Lema 4.3.10. Seja φ : O → O uma função bijetora linear e unitária. Se φ é um homomor-
fismo de Jordan, então para qualquer i, j = 2, . . . , 8 temos que

6∏
ℓ=2

sin2(θ2ℓ) sin
2(θiℓ) sin

2(θjℓ) =
6∏
ℓ=2

sin2(θ2ℓ)β
2
ij+

6∏
ℓ=2

sin2(θiℓ)β
2
2j+

6∏
ℓ=2

sin2(θjℓ)β
2
2i+2βijβ2iβ2j,

(4.24)
para θj2, θj3, θj4, θj5, θj6 ∈ [0, π], θj7 ∈ [0, 2π], onde

βij :=
6∑
ℓ=2

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

 cos(θiℓ) cos(θjℓ) ∈ R.

Demonstração. Para j = 2, . . . , 8, como φ(ej) =
8∑
i=1

xjiei, pelo Lema 4.3.8, temos que

8∑
i=2

x2ji = 1.
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Como a função φ é unitária, temos pelo Lema 4.3.7 temos que,

φ(ej) = cos(θj2)e2 + sin(θj2) cos(θj3)e3 + sin(θj2) sin(θj3) cos(θj4)e4

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θj5)e5

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6)e6 (4.25)
+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θj7)e7

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7)e8.

Se i, j ∈ {2, . . . , 8}, onde i ̸= j, como

φ(eiej + ejei) = φ(0) = 0

e sabendo que φ é um homomorfismo de Jordan temos que

φ(eiej + ejei) = φ(ei)φ(ej) + φ(ej)φ(ei),

e desse modo chegamos ao fato de que

φ(ei)φ(ej) + φ(ej)φ(ei) = 0. (4.26)

Vamos agora utilizar a decomposição de φ em coordenadas hiperesféricas para dar prosse-
guimento aos cálculos.

Observe que podemos decompor φ(ei) da seguinte forma:

φ(ei) = cos(θi1)e1 + sin(θi1) cos(θi2)e2 + sin(θi1) sin(θi2) cos(θi3)e3+

sin(θi1) sin(θi2) sin(θi3) cos(θi4)e4+

sin(θi1) sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) cos(θi5)e5+

sin(θi1) sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) cos(θi6)e6+

sin(θi1) sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6)e7

e analogamente, obtemos para φ(ej) que

φ(ej) = cos(θj1)e1 + sin(θj1) cos(θj2)e2 + sin(θj1) sin(θj2) cos(θj3)e3+

sin(θj1) sin(θj2) sin(θj3) cos(θj4)e4+

sin(θj1) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θj5)e5+

sin(θj1) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6)e6+

sin(θj1) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6)e7,

Vamos agora utilizar as decomposições de φ em coordenadas hiperesféricas obtidas acima
para dar prosseguimento aos cálculos. Com auxílio das Equações (4.25) e (4.26), ficamos
com

−2

 7∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

+
7∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)

 = 0

⇔
7∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

 = −
7∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)
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⇔
6∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

+cos(θi7) cos(θj7)

 6∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

 =

− sin(θi7) sin(θj7)
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)

⇔
6∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

 =

−
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)

(sin(θi7) sin(θj7) + cos(θi7) cos(θj7)
)

⇔
6∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

 =

−
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)

 cos(θi7 − θj7)

(4.27)
Para facilitar os próximos cálculos, vamos definir

αij := cos(θi7 − θj7).

Se
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ) ̸= 0,

podemos escrever que

αij = −

6∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

(
ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)

)
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ)

para todo i, j = 2, . . . , 8, com i ̸= j. Uma observação importante a se fazer é que é possível
descrever o valor de αij em função dos valores de α2i e α2j por meio da seguinte equação:

αij = α2iα2j +
√
1− α2

2i

√
1− α2

2j.

De fato, a partir do uso de algumas manipulações trigonométricas, temos

αij = cos(θi7 − θj7)

= cos
(
arccos(α2j)− arccos(α2i)

)
= cos(arccos(α2j)) cos(arccos(α2i)) + sin(arccos(α2j)) sin(arccos(α2i))

= α2iα2j +
√

1− α2
2i

√
1− α2

2j,
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Vamos definir também

βij :=
6∑
ℓ=2

cos(θiℓ) cos(θjℓ)

 ℓ−1∏
m=2

sin(θim) sin(θjm)


e

γij :=
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ).

Agora, vamos analisar duas situações: o que ocorre nos casos em que γij ̸= 0 ou quando
γij = 0.

Se γij ̸= 0, a Equação (4.27) acima pode ser vista da seguinte forma:

βij = −γij cos(θi7 − θj7) (4.28)

Como αij = −βij
γij
, temos que

αij = α2iα2j +
√
1− α2

2i

√
1− α2

2j

⇔ αij =
β2i
γ2i

· β2j
γ2j

+

√
γ22i − β2

2i

γ22i

√
γ22j − β2

2j

γ22j

⇔ αij =
β2iβ2j
γ2iγ2j

+

√√√√(γ22i − β2
2i

) (
γ22j − β2

2j

)
γ22iγ

2
2j

⇔ αij =

β2iβ2j +

√(
γ22i − β2

2i

) (
γ22j − β2

2j

)
γ2iγ2j

.

Como αij = −βij
γij

e utilizando a seguinte relação:

γijγkℓ = γikγjℓ

para i, j, k, ℓ = 2, . . . , 8, temos que

−βijγ22 = β2iβ2j +

√(
γ22i − β2

2i

) (
γ22j − β2

2j

)
⇔ −βijγ22 − β2iβ2j =

√(
γ22i − β2

2i

) (
γ22j − β2

2j

)
⇒
(
−βijγ22 − β2iβ2j

)2
=
(
γ22i − β2

2i

) (
γ22j − β2

2j

)
⇔
(
βijγ22 + β2iβ2j

)2
=
(
γ22i − β2

2i

) (
γ22j − β2

2j

)
⇔ β2

ijγ
2
22 + 2βijβ2iβ2jγ22 + β2

2iβ
2
2j = γ22iγ

2
2j − γ22

(
γiiβ

2
2j + γjjβ

2
2i

)
+ β2

2iβ
2
2j

⇔ γ222

(
γ2ij − β2

ij

)
− γ22

(
γiiβ

2
2j + γjjβ

2
2i + 2βijβ2iβ2j

)
= 0

⇔ γ22

(
γ22

(
γ2ij − β2

ij

)
−
(
γiiβ

2
2j + γjjβ

2
2i + 2βijβ2iβ2j

))
= 0
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γ22

(
γ2ij − β2

ij

)
= γiiβ

2
2j + γjjβ

2
2i + 2βijβ2iβ2j

⇔ γ2iγ2jγij = γ22β
2
ij + γiiβ

2
2j + γjjβ

2
2i + 2βijβ2iβ2j, (4.29)

que é o resultado desejado. Se γij = 0 a Equação (4.29) permanece válida. De fato,

γij =
6∏
ℓ=2

sin(θiℓ) sin(θjℓ) = 0

implica βij = 0 pela Equação (4.28). Substituindo esta informação na Equação (4.29), falta
provar que

γiiβ
2
2j + γjjβ

2
2i = 0. (4.30)

Observe que
γiiγjj = γ2ij = 0,

assim ou γii = 0 ou γjj = 0.
Se γii = 0, então

γ22i = γiiγ22 = 0.

Consequentemente γ2i = 0. Nesse caso, β2i = 0 pela Equação (4.28), portanto (4.30) está
provada. Analogamente, o mesmo argumento funciona para γjj = 0 e a demonstração está
finalizada.

Com os resultados preliminares que foram estabelecidos, podemos apresentar o principal
resultado dessa seção que consiste em caracterizar os ∗-homomorfismos de Jordan em termos
∗-inversos generalizados.

Teorema 4.3.11. Considere a álgebra dos octônios O munida de uma involução escalar ∗
e uma função bijetora, linear, unitária φ : O → O. Se φ preserva a ∗-invertibilidade genera-
lizada, então φ é um ∗-homomorfismo de Jordan.

Demonstração. Vamos supor que φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada. Primeiramente,
como φ é unitária, então φ(e1) = e1. Além disso, como φ é uma função bijetora, contínua,
unitária e linear por hipótese, temos que φ é um homomorfismo de Jordan pela Proposição
4.3.6. Vamos descrever o elemento φ(ej) como

φ(ej) = xj1e1 + xj2e2 + · · ·+ xj8e8 =
8∑
i=1

xjiei,

onde xji ∈ R para j = 1, . . . , 8. Pelo Lema 4.3.8, temos que xj1 = 0 e

x2j2 + x2j3 + x2j4 + x2j5 + x2j6 + x2j7 + x2j8 = 1, (4.31)

cujas soluções, conforme discutido brevemente acima, podem ser descritas por meio de
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coordenadas hiperesféricas. Agora, podemos obter as soluções da equação (4.31):

xj2 = cos(θj2)

xj3 = sin(θj2) cos(θj3)

xj4 = sin(θj2) sin(θj3) cos(θj4)

xj5 = sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θj5)

xj6 = sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6)

xj7 = sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θj7)

xj8 = sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7)

(4.32)

onde θj2, θj3, θj4, θj5, θj6 ∈ [0, π] e θj7 ∈ [0, 2π]. Desse modo, temos para quaisquer j =
2, . . . , 8,

φ(ej) = cos(θj2)e2 + sin(θj2) cos(θj3)e3 + sin(θj2) sin(θj3) cos(θj4)e4

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θj5)e5

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6)e6

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θj7)e7

+ sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7)e8

Como ∗ é uma involução escalar, então existem escalares κ1 e κ2 tais que

x∗ = κ1e1 − x e φ(x)∗ = κ2e1 − φ(x),

para x ∈ O. Como φ preserva a ∗-invertibilidade generalizada, pelo Lema 4.3.3, κ1 = κ2.
Denotando λ = κ1 = κ2, podemos mostrar que φ é um ∗-homomorfismo de Jordan se e
somente se φ é uma função multiplicativa de Lie, ou seja, para x, y ∈ O

φ(xy − yx) = φ(x)φ(y)− φ(y)φ(x). (4.33)

De fato,
φ(xy + yx∗) = φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x)∗

⇔ φ(xy + y(λe1 − x)) = φ(x)φ(y) + φ(y)(λe1 − φ(x))

⇔ φ(xy) + λφ(y)− φ(yx) = φ(x)φ(y) + λφ(y)− φ(y)φ(x)

⇔ φ(xy − yx) = φ(x)φ(y)− φ(y)φ(x).

Isso comprova que φ é uma função multiplicativa de Lie.
Essa argumentação mostra que é suficiente provar a Equação (4.33) para os geradores
e1, . . . , e8. Com o objetivo de verificar tal resultado, temos três casos a analisar. Se i = 1 ou
j = 1, como φ(e1) = e1, o resultado sai diretamente. Se i, j ∈ {2, . . . , 8} com i = j, então a
Equação (4.33) é verdadeira. Falta provar a equação no caso em que i, j ∈ {2, . . . , 8} com
i ̸= j.

Considerando x = ei e y = ej podemos assumir que xy = eiej = λek, com certos
k = 2, . . . , 8 e λ pertencendo ao conjunto discreto {−1, 1}.

Como φ é um homomorfismo de Jordan, segue que

λφ(ek) = φ(ei)φ(ej) + φ(ej)φ(ei)
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Além disso, utilizando a Equação (4.25), do lado esquerdo da equação acima temos que

φ(ek) = cos(θk2)e2 + sin(θk2) cos(θk3)e3 + sin(θk2) sin(θk3) cos(θk4)e4

+ sin(θk2) sin(θk3) sin(θk4) cos(θk5)e5

+ sin(θk2) sin(θk3) sin(θk4) sin(θk5) cos(θk6)e6 (4.34)
+ sin(θk2) sin(θk3) sin(θk4) sin(θk5) sin(θk6) cos(θk7)e7

+ sin(θk2) sin(θk3) sin(θk4) sin(θk5) sin(θj6) sin(θk7)e8.

Uma vez que as condições dadas no enunciado do Lema 4.3.10 são satisfeitas por φ, para
θjt, no qual o parâmetro t varia entre todos os valores entre 2 e 6, temos a Equação (4.24).

Agora, considere a seguinte representação

φ(ei)φ(ej)− φ(ej)φ(ei) =
8∑
t=1

xktet.

Para aplicar a Equação (4.24), vamos tentar descrever o valor de xkt de uma maneira mais
adequada para alcançar nosso objetivo. Para t = 2, . . . , 8, adotando a convenção de que
θi1 = θj1 = 0, vamos definir a função

S(u, v) = ε(u, v)

t+u−1∏
m=2

t+v−1∏
n=2

sin(θim) sin(θjn)

 cos(θi(t+u)) cos(θj(t+v)),

onde

ε(u, v) =

{
1, se u < v

−1, caso contrário.
,

e os índices na função S estão sendo considerados módulo 7 considerando índices entre 1 e
7 (ou seja, se algum índice for congruente a 0 (mod 7), vamos considerá-lo como sendo 7 ao
invés de 0). Nesse caso, temos que

xkt := 2
2∑
p=0

∑
sym

S(2p, 3 · 2p)


Explicitamente, cada um dos termos xkt é dado da seguinte forma:

xk1 = 0

xk2 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6) cos(θi7)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θi6) cos(θj7)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) sin(θj2) sin(θj3) cos(θj4)

+ 2 sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) sin(θi2) sin(θi3) cos(θi4)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θj2) cos(θi5) cos(θj3)

+ 2 sin(θi2) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θi3) cos(θj5)
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xk3 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θj7)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) cos(θi7)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θj2) sin(θj3) cos(θi6) cos(θj4)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θi4) cos(θj6)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) cos(θi5) cos(θj2)

− 2 sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θi2) cos(θj5)

xk4 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θi7) cos(θj5)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θi5) cos(θj7)

− 2 sin(θi2) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θi3) cos(θj6)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θj2) cos(θi6) cos(θj3)

− 2 sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) cos(θi2)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) cos(θj2)

xk5 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θj6)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) cos(θi6)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θi4) cos(θj7)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θj2) sin(θj3) cos(θi7) cos(θj4)

− 2 sin(θi2) cos(θi3) cos(θj2)

+ 2 sin(θj2) cos(θi2) cos(θj3)

xk6 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) cos(θi5)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θj5)

− 2 sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θi2) cos(θj7)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) cos(θi7) cos(θj2)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θj2) cos(θi4) cos(θj3)

+ 2 sin(θi2) sin(θj2) sin(θj3) cos(θi3) cos(θj4)
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xk7 =

− 2 sin(θi2) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) sin(θj7) cos(θi3)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θi7) sin(θj2) cos(θj3)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θj2) sin(θj3) cos(θi5) cos(θj4)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θi4) cos(θj5)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) cos(θi6) cos(θj2)

+ 2 sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θi2) cos(θj6)

xk8 =

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) cos(θi6) cos(θj5)

+ 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) cos(θi5) cos(θj6)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) sin(θi4) sin(θi5) sin(θi6) sin(θj2) cos(θi7) cos(θj3)

+ 2 sin(θi2) sin(θj2) sin(θj3) sin(θj4) sin(θj5) sin(θj6) cos(θi3) cos(θj7)

− 2 sin(θi2) sin(θi3) cos(θi4) cos(θj2)

+ 2 sin(θj2) sin(θj3) cos(θi2) cos(θj4)

Utilizando esses fatos e algumas manipulações trigonométricas diretas, obtemos que

φ(ei)φ(ej) + 3φ(ej)φ(ei) = 0.

Portanto, a equação mencionada acima origina a seguinte identidade:

2λφ(ek) = 2φ(ei)φ(ej) + 2φ(ej)φ(ei)

= (φ(ei)φ(ej) + φ(ei)φ(ej)) + (3φ(ej)φ(ei)− φ(ej)φ(ei))

= φ(ei)φ(ej)− φ(ej)φ(ei).

Portanto

2λφ(ek) = φ(ei)φ(ej)− φ(ej)φ(ei) ⇔ 2φ(eiej) = φ(ei)φ(ej)− φ(ej)φ(ei)

⇔ φ(eiej − ejei) = φ(ei)φ(ej)− φ(ej)φ(ei),

garantindo que φ é de fato uma função multiplicativa de Lie, o que completa a demonstração
do Teorema.

Como resultado final, estabelecemos um análogo do teorema de Hua para o caso da
Álgebra dos Octônios.

Teorema 4.3.12. Seja O a álgebra dos octônios dotada de uma involução escalar ∗ e con-
sidere φ uma função linear contínua, bijetiva e unitária, φ : O → O, tal que φ preserva a
∗-invertibilidade generalizada e satisfaz a seguinte condição:

φ(xy · z + z · yx) = φ(x)φ(y) · φ(z) + φ(z) · φ(y)φ(x), (4.35)

para todos x, y, z ∈ O. Então, φ é ou um ∗-isomorfismo ou ∗-anti-isomorfismo.
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Demonstração. Pela Proposição 4.3.6, como φ preserva a invertibilidade ∗-generalizada, φ é
um homomorfismo de Jordan. Portanto, pelo [84, Teorema 4.3], φ é uma semi-automorfismo.
Ademais, pelo [27, Teorema 2.2], uma vez que φ satisfaz a Condição (4.35), segue-se que φ
é ou um ∗-isomorfismo ou um ∗-anti-isomorfismo, conforme requerido.
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Capítulo 5

Funções que preservam produtos fixados

O objetivo deste capítulo é a descrição de funções aditivas entre anéis alternativos com
divisão que levam produtos iguais a um elemento fixo para produtos iguais a outro elemento
fixo. Mais concretamente, gostaríamos de responder à seguinte questão:
Questão 2. Seja A um anel alternativo com divisão. Fixemos dois elementos c, d em A. É
possível encontrar a descrição das funções aditivas e bijetivas φ : A → A tais que

φ(x)φ(y) = d sempre que xy = c?

Diversos autores estudaram a caracterização de funções que preservam o produto nulo
em uma ampla gama de álgebras, incluindo álgebras de grupos, matrizes sobre anéis de
divisão, álgebras primas e álgebras de von Neumann. [14, 16, 19, 52, 57, 91] Em especial,
Catalano obteve dois resultados interessantes nesse sentido que servem de catalisadores para
a motivação principal dos estudos:
Teorema 5.0.1. Seja D um anel de divisão com característica diferente de 2 e centro Z.
Sejam m, k ∈ D× elementos fixos, e seja f : D → D uma aplicação aditiva bijetiva que
satisfaz a identidade

f(x)f(y) = m

para todo x, y ∈ D× tal que xy = k.
Então temos

f(x) = f(1)φ(x) para todo x ∈ D,

onde φ : D → D é ou um automorfismo ou um anti-automorfismo. Além disso:

1. se φ é um automorfismo, então f(1) ∈ Z;

2. se φ é um anti-automorfismo, então f(1) = f(k)−1m e f(k) ∈ Z.

Teorema 5.0.2. Considere Mn(C) como o anel das matrizes n× n sobre os números com-
plexos. Sejam P,Q idempotentes de posto um fixos de Mn(C), e seja f : M → M uma
aplicação linear bijetiva que satisfaz a propriedade

f(X)f(Y ) = Q sempre que XY = P.

Então
f(X) = λUXU−1 para todo X ∈ Mn(C),

onde λ = ±1 e U é um elemento invertível de M .
Estudamos tais problemas no contexto de anéis alternativos com divisão e na álgebra

dos octônios, e os resultados provenientes de tal pesquisa foram publicados em [32].

91
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5.1 Produtos fixados e anéis alternativos com divisão
Funções que preservam certos produtos fixados tem sido estudadas em diversos escopos e

situações. H. Julius [57] analisou o comportamento de tais funções no contexto de Álgebras
de Banach , para os quais foram generalizados alguns casos especiais importantes onde os
elementos fixos são o elemento zero ou identidade e motivados pelo problema de Kaplansky
sobre funções que preservam invertibilidade, foram estudadas funções que preservam produ-
tos iguais a elementos invertíveis fixos, e foi demonstrado que estas são homomorfismos ou
anti-homomorfismos multiplicados à esquerda por um elemento fixo.

Lema 5.1.1. Seja A um anel alternativo com divisão, e considere φ : A → A uma função
aditiva e bijetiva tal que φ(a)φ(b) = d sempre que ab = c para elementos fixados c, d em A
com d ∈ N (A)×, onde N (A)× é o conjunto de elementos invertíveis de N (A). Então, para
quaisquer a, b ∈ A não nulos, temos que

φ(a−1)φ(a) = φ(b−1)φ(b).

Demonstração. Como a · a−1c = c, por hipótese temos que

φ(a)φ(a−1c) = d.

Lema 5.1.2. Seja φ : A → A uma função aditiva e bijetiva, e considere t ∈ A×. Então,
temos que φ(t) ∈ A×.

Demonstração. Para t ∈ A×, observe que

t · t−1c
(2.10)
= tt−1 · c = c,

Já que d−1 ∈ N (A)×, temos que

φ(t)φ(t−1c) = d⇔ φ(t)φ(t−1c) · d−1 = 1 ⇔ φ(t) · φ(t−1c)d−1 = 1.

De maneira análoga, podemos obter que d−1φ(ct−1) · φ(t) = 1. Portanto, φ(t) é invertível,
como queríamos demonstrar.

Teorema 5.1.3. Seja A um anel alternativo com divisão e considere elementos fixados
c, d ∈ A com d ∈ N (A)×. Seja φ : A → A uma função aditiva e bijetiva tal que

φ(a)φ(b) = d sempre que ab = c.

Então, φ = λξ, onde λ = φ(1) e ξ é um semi-automorfismo.

Teorema 5.1.4. Seja A um anel alternativo com divisão, e considere φ : A → A uma função
aditiva e bijetiva com λ = φ(1) satisfazendo

λ3φ(ab · c+ c · ba) = (φ(a)φ(b))(λφ(c)) + (φ(c)λ)(φ(b)φ(a)) (5.1)

para todos a, b, c,∈ A, tais que φ(a)φ(b) = d sempre que ab = c para elementos fixados c, d
em A com d ∈ N (A)×, onde N (A)× é o conjunto de elementos invertíveis N (A). Então
φ = λξ, onde λ = φ(1) e ξ : A → A é um automorfismo ou um anti-automorfismo.
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Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que, se x ∈ A×, então

φ(x−1) = λφ(x)−1λ.

Lembrando que λ = φ(1), claramente a identidade é verdadeira para x = 1, pois

λφ(x)−1λ = λφ(1)−1λ = φ(1)φ(1)−1φ(1) = φ(1) = φ(x)

Considere agora x ̸= 1. Nesse caso, observe que 1 − x é invertível. Utilizando a identidade
de Hua, podemos obter uma expressão para o inverso de 1− x. Para isso, observe que, pela
identidade de Hua 3.1.2, substituindo a = 1 e b = x, temos que

a− (a−1 + (b−1 − a)−1)−1 = aba⇒

1− (1−1 + (x−1 − 1)−1)−1 = 1x1 ⇒

1− (1 + (x−1 − 1)−1)−1 = x⇒

1− x = (1 + (x−1 − 1)−1)−1 ⇒

(1− x)−1 = 1 + (x−1 − 1)−1.

Dessa forma, concluímos que

(1− x)−1 = 1 + (x−1 − 1)−1. (5.2)

Utilizando a identidade (2.10), obtemos

(1− x) · (1− x)−1c = (1− x)(1− x)−1 · c = c.

Dessa forma, segue que d = φ(1 − x)φ
(
(1 − x)−1c

)
. Devido ao fato de φ ser aditiva e pela

Equação (5.2), podemos escrever que

d = φ(1− x)φ
(
(1− x)−1c

)
= φ(1− x)φ

((
1 + (x−1 − 1)−1

)
c
)

=
(
φ(1)− φ(x)

)(
φ
(
c
)
+ φ

(
(x−1 − 1)−1c

))
= φ(1)φ(c) + φ(1)φ

(
(x−1 − 1)−1c

)
− φ(x)φ(c)− φ(x)φ

(
(x−1 − 1)−1c

)
= d+ λφ

(
(x−1 − 1)−1c

)
− φ(x)φ(c)− φ(x)φ

(
(x−1 − 1)−1c

)
.

Simplificando a expressão acima, obtemos

λφ
(
(x−1 − 1)−1c

)
− φ(x)φ(c)− φ(x)φ

(
(x−1 − 1)−1c

)
= 0. (5.3)

Sabemos por hipótese que, como φ é uma função que preserva produtos fixados, dado
que t · t−1c = c, então, sendo x = t e y = t−1c, temos que

φ(t)φ(t−1c) = d sempre que t · t−1c = c

Utilizando o Lema 5.1.2, sabemos que φ(t) é invertível, e portanto podemos escrever que
φ(t−1c) = φ(t)−1d para todo t ∈ A×. Agora observe que a Equação (5.3) nos proporciona a
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seguinte constatação

λφ(x−1 − 1)−1 · d− φ(x)φ(c)− φ(x)φ(x−1 − 1)−1 · d = 0. (5.4)

Uma vez que 1c = c, e por hipótese temos que φ(1)φ(c) = d, isso implica que λ−1 = φ(c)d−1.
Multiplicando por d−1a expressão no lado direito da Equação (5.4), obtemos

λφ(x−1 − 1)−1 − φ(x)λ−1 − φ(x)φ(x−1 − 1)−1 = 0.

Agora, multiplicando por φ(x−1 − 1) a última identidade obtida, e novamente pela Equação
(2.10), chegamos a

λ− φ(x)λ−1 · φ(x−1 − 1)− φ(x) = 0.

Consequentemente, como φ é aditiva, segue que

φ(x)λ−1 · φ(x−1) = λ,

em outras palavras, isso pode ser visto como

φ(x−1) = (φ(x)λ−1)−1λ
(2.11)
= λφ(x)−1λ. (5.5)

Defina a função

ξ : A −→ A
x 7−→ ξ(x) := λ−1φ(x)

Claramente, ξ(1) = 1. Vamos verificar que

ξ(x−1) = ξ(x)−1,

para todo x ∈ A. De fato,

ξ(x−1) = λ−1φ(x−1) =
(
λ−1φ(x−1)

)
(λ−1λ)

(2.10)
=
(
λ−1φ(x−1)

)
λ−1 · λ

(2.9)
=
(
λ−1φ(x−1)λ−1

)
λ

(2.11)
=
(
λ−1

(
λ−1φ(x−1)λ−1

)−1
)−1

(5.5)
=
(
λ−1

(
φ(x)−1

)−1
)−1

=
(
λ−1φ(x)

)−1
= ξ(x)−1.

Podemos agora aplicar a Proposição 3.1.4 para concluir que ξ é um semi-automorfismo.

5.2 Produtos fixados e a Álgebra dos Octônios
Com o objetivo de ilustrar alguns exemplos e as consequências dos resultados estabele-

cidos no Capítulo 4, vamos estudá-los no contexto de uma álgebra com divisão alternativa
clássica, a Álgebra dos Octônios O. Conforme definido no Capítulo 2, lembremos brevemente
o anel dos octônios com geradores {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8} como espaço vetorial e com a
tabela de multiplicação dada na Tabela 5.1, que descreve o resultado da multiplicação de
um elemento na i-ésima linha pelo elemento na j-ésima coluna:

Proposição 5.2.1. Seja O a álgebra dos octônios e considere φ : O → O uma função aditiva
e bijetiva tal que

φ(a)φ(b) = 1O sempre que ab = c
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e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
e1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
e2 e2 −e1 e4 −e3 e6 −e5 −e8 e7
e3 e3 −e4 −e1 e2 e7 e8 −e5 −e6
e4 e4 e3 −e2 −e1 e8 −e7 e6 −e5
e5 e5 −e6 −e7 −e8 −e1 e2 e3 e4
e6 e6 e5 −e8 e7 −e2 −e1 −e4 e3
e7 e7 e8 e5 −e6 −e3 e4 −e1 −e2
e8 e8 −e7 e6 e5 −e4 −e3 e2 −e1

Tabela 5.1: Tabela de multiplicação dos Octônios

para um elemento fixado c ∈ O. Então φ = λξ, onde λ = φ(1O) e ξ : O → O é um
semi-automorfismo.

Demonstração. Basta considerar A = O e d = 1O no Teorema 5.1.3.

Outra questão que surge naturalmente a partir dos resultados anteriores diz respeito
a saber se ξ é um automorfismo ou um anti-automorfismo no Teorema 5.1.3. Apesar do
resultado obtido através do Teorema 3.2.7, neste caso não é possível garantir a condição
anterior para ξ. De fato, o próximo exemplo fornece uma ilustração de uma circunstância
em que ξ não é nem um automorfismo nem um anti-automorfismo.

Exemplo 5.2.2. Considere a álgebra dos octônios O e considere elementos fixados c = d =
e1. Defina uma função aditiva e bijetiva φ : O → O de acordo com a seguinte tabela:

ei e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
φ(ei) e1 e5 e4 e7 e2 e3 e8 e6

Tabela 5.2: Definição da função φ nos geradores

Observe que φ(a)φ(b) = e1 sempre que ab = e1.
De fato, se ab = e1, então temos que a = b = e1 ou então a = ±ei e b = ∓ei, para

i = 2, . . . , 8. Pela Tabela 5.2, temos que φ(e1) = e1, logo φ(e1)φ(e1) = e1.
Agora, se a = ±ei e b = ∓ei, para i = 2, . . . , 8, observe que nesse caso φ(a) = −φ(b).

Sejam a = ei e b = −ei.
Atente-se para o fato de que, pela Tabela 5.2, temos que φ(ei) = ej, com j ̸= 1, e portanto

φ(ei)
2 = e2j = −e1.

Desse modo,

φ(a) · φ(b) = φ(ei) · φ(−ei) = −φ(ei)2

= −e2j = −(−ei) = ei

Este cálculo finaliza a verificação de que φ(a)φ(b) = e1 sempre que ab = e1.
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Aplicando o Teorema 5.1.3, temos que φ = λξ = φ(e1)ξ = e1ξ = ξ, onde ξ é um
semi-automorfismo. Observe que φ(ei) = ξ(ei) para i = 1, . . . , 8, e portanto

ξ(e2 · e3) = ξ(e4) = e7, ξ(e2) = e5 e ξ(e3) = e4.

Assim,
ξ(e2 · e3) ̸= ξ(e2)ξ(e3) e ξ(e2 · e3) ̸= ξ(e3)ξ(e2),

o que significa que ξ não é nem um automorfismo nem um anti-automorfismo.
Observe que a Condição (ii) necessária no Teorema 3.2.7 para anéis alternativos com

divisão não é satisfeita. De fato,

φ(e3e4 · e5 + e5 · e4e3) = 2e3

e
φ(e3)φ(e4) · φ(e5) + φ(e5) · φ(e4)φ(e3) = 2e5.

Portanto, podemos concluir que ξ não é nem um automorfismmo nem um anti-automorfismo
nesse caso.

Ainda que não seja requerido que d ∈ N (A)×, é possível encontrar uma função aditiva
e bijetiva φ : A → A tal que φ(a)φ(b) = d sempre que ab = c satisfazendo a condição
que φ = λξ, onde ξ é um semi-automorfismo; Apesar disso, ξ não é necessariamente um
automorfismo nem um anti-automorfismo, conforme o exemplo abaixo:

Exemplo 5.2.3. Considere o anel dos octônios O e fixe d = e5 /∈ N (O)× ec = e7. Defina
a função aditiva e bijetiva φ : O → O dada por φ(ei) = eσ(i), onde σ é a permutação
(1537)(268) ∈ S8. Mais precisamente, φ é definida pela seguinte tabela:

ei e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
φ(ei) e5 e6 e7 e4 e3 e8 e1 e2

Tabela 5.3: Definição de φ nos geradores

Vamos verificar que φ(a)φ(b) = e5 sempre que ab = e7.
De fato, temos as seguintes possibilidades para analisar conforme a Tabela 5.1:

• Se a = e1 e b = e7: Nesse caso, sabemos que φ(e1) = e5 e φ(e7) = e1. Portanto

φ(e1)φ(e7) = e5 · e1 = e5

• Se a = e2 e b = e8: Nesse caso, temos que φ(e2) = e6 e φ(e8) = e2. Portanto

φ(e2)φ(e8) = e6 · e2 = e5

• Se a = e3 e b = e5: Nesse caso, temos que φ(e3) = e7 e φ(e5) = e3. Portanto

φ(e3)φ(e5) = e7 · e3 = e5
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• Se a = ±e4 e b = ∓e6: Nesse caso, temos que φ(±e4) = ±e4 e φ(∓e6) = ∓e8. Assim

φ(±e4)φ(∓e6) = ±φ(e4) · ∓φ(e6) = ±e4 · ∓e8
− (e4 · e8) = −(−e5) = e5

• Se a = ±e5 e b = ∓e3: Nesse caso, temos que φ(±e5) = ±e3 e φ(∓e3) = ∓e7. Assim

φ(±e5)φ(∓e3) = ±φ(e5) · ∓φ(e3) = ±e3 · ∓e7
− (e3 · e7) = −(−e5) = e5

• Se a = e6 e b = e4: Nesse caso, temos que φ(e6) = e3 e φ(e4) = e4. Portanto

φ(e6)φ(e4) = e8 · e4 = e5

• Se a = ±e7 e b = ∓e1: Nesse caso, temos que φ(±e7) = ±e1 e φ(∓e1) = ∓e5. Assim

φ(±e7)φ(∓e1) = ±φ(e7) · ∓φ(e1) = ±e1 · ∓e5
− (e1 · e5) = −(−e5) = e5

• Se a = ±e8 e b = ∓e2: Nesse caso, temos que φ(±e8) = ±e2 e φ(∓e2) = ∓e6. Assim

φ(±e8)φ(∓e2) = ±φ(e8) · ∓φ(e2) = ±e2 · ∓e6
− (e2 · e6) = −(−e5) = e5

Pelo Teorema 5.1.3, temos que

φ = λξ = φ(e1)ξ = e5ξ,

onde ξ é um semi-automorfismo. Apesar disso, ξ não é um automorfismo nem um anti-
automorfismo.

Os exemplos anteriores revelam que as suposições impostas no Teorema 5.1.3 são su-
ficientes (mas não necessárias) para conseguirmos uma caracterização mais adequada de
φ. Por conseguinte, concluímos que o resultado apresentado ainda pode ser melhorado, e
objetivando chegar a uma caracterização mais precisa, obtemos o seguinte

Teorema 5.2.4. Sejam A um anel alternativo com divisão com centro comutativo Z(A) e
φ : A → A uma função aditiva e bijetiva com λ = φ(1) ∈ Z(A). Nestas condições, as duas
afirmações

(i) φ(a)φ(b) = λφ(c) sempre que ab = c para um elemento fixo c ∈ Z(A)×;

(ii) λ3φ(ab · c+ c · ba) =
(
φ(a)φ(b)

)
(λφ(c)) + (φ(c)λ)

(
φ(b)φ(a)

)
para todo a, b, c ∈ A;

são satisfeitas se e somente se φ = λξ, onde ξ : A → A é ou um automorfismo ou um
anti-automorfismo.

Demonstração. Suponha que as Condições (i) e (ii) sejam válidas. Pelo Teorema 5.1.3, temos
φ = λξ, onde ξ : A → A é um semi-automorfismo. Vamos mostrar agora que ξ satisfaz a
Condição de Ferreira (5.1). Como λ = φ(1) ∈ Z(A) e usando a Condição (ii), procedendo
da forma análoga à feita na prova do Teorema 3.2.7, obtemos para todos a, b, c ∈ A
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ξ(ab · c+ c · ba) = ξ(a)ξ(b) · ξ(c) + ξ(c) · ξ(b)ξ(a).

Aplicando o Teorema 3.2.1, concluímos que ξ é ou um automorfismo, ou um anti-
automorfismo.

Reciprocamente, vamos supor que φ = λξ, onde ξ : A → A. Devemos analisar o que
ocorre caso ξ seja um automorfismo ou caso ξ seja um anti-automorfismo. Assim, tomemos
nota de cada uma dessas situações separadamente:

• ξ é um automorfismo. Como λ = φ(1) ∈ Z(A), temos que

φ(ab) = λξ(ab) = λ · ξ(a)ξ(b) = (λ−1λ)
(
ξ(a)ξ(b) · λ

)
(2.10)
= λ−1

(
λ
(
ξ(a)ξ(b) · λ

)) (2.9)
= λ−1

(
λ
(
ξ(a)ξ(b)

)
λ
)

(c)
= λ−1 ·

(
λξ(a)

)(
ξ(b)λ

)
= λ−1 ·

(
λξ(a)

)(
λξ(b)

)
= λ−1 · φ(a)φ(b). (5.6)

Uma vez que ab = c, pela Equação (5.6) segue que

φ(a)φ(b) = λφ(ab) = λφ(c).

Isso prova a Condição (i) para esse caso.

• ξ é um anti-automorfismo. Lembrando novamente que λ = φ(1) ∈ Z(A), observe
que

φ(ab) = λξ(ab) = λ · ξ(b)ξ(a) =
(
λ−1λ

)(
ξ(b)ξ(a) · λ

)
(2.10)
= λ−1

(
λ
(
ξ(b)ξ(a) · λ

)) (2.9)
= λ−1

(
λ
(
ξ(b)ξ(a)

)
λ
)

(c)
= λ−1

((
λξ(b)

)(
ξ(a)λ

))
= λ−1

((
λξ(b)

)(
λξ(a)

))
= λ−1

(
φ(b)φ(a)

)
. (5.7)

Desse modo, obtemos pela Equação 5.7 que

φ(ab) = λ−1 · φ(b)φ(a).

Como ab = c, então a = cb−1. Observando que c ∈ Z(A)×, temos que

φ(a)φ(b) = λφ(ba) = λφ(b · cb−1)

= λφ(b · b−1c) = λφ(c), (5.8)

o que prova a Condição (i) para esse caso.

Assim como na demonstração da implicação necessária do Teorema 3.2.7, podemos ga-
rantir que a Condição (ii) é válida em ambos os casos em que ξ é um automorfismo ou um
anti-automorfismo, culminando no resultado cobiçado.

Agora, vamos entender o que ocorre com os homomofismos de Jordan bijetivos e aditivos
num anel alternativo com divisão. Para isso, obtivemos certos resultados que caracterizam
tais tipos de funções.
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Antes de continuar, é importante lembrar algumas definições básicas fornecidas no Ca-
pítulo 2. Uma função linear φ : A → A é chamada homomofirsmo de Jordan se

φ(x2) = φ(x)2 para todo x ∈ A.

Também vale pontuar que, se a característica de A for diferente de 2, podemos obter
uma caracterização muito útil e interessante para um homomorfismo de Jordan: φ é um
homomorfismo de Jordan se e somente se

φ(xy + yx) = φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x), (5.9)

para quaisquer x, y ∈ A.
Além disso, é importante lembrar a seguinte observação, que será utilizada ao longo de

várias demonstrações:

Observação 5.2.5. Um homomorfismo de Jordan não nulo φ satisfaz φ(1) = 1. De fato,
de φ(1) = φ(1)2, então φ(1)(φ(1) − 1) = 0. Se φ(1) = 0, pela Equação (5.9) temos que
φ(x) = 0, para qualquer x ∈ A, o que não é verdade. Assim φ(1) ̸= 0, e portanto φ(1) = 1.

Lema 5.2.6. Seja A um anel alternativo com divisão com característica diferente de 2 e
φ : A → A um homomorfismo de Jordan não nulo tal que φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x), para
todo x, y ∈ A. Então, a seguinte afirmação é verdadeira:

φ(x)φ(y) = 1 sempre que xy = 1. (5.10)

Demonstração. Sejam x, y ∈ A que satisfazem a condição xy = 1. Usando a identidade
flexível, obtemos que xyx = x. Agora, aplicando φ a esta equação, obtemos que

φ(xyx) = φ(x).

Por hipótese, temos consequentemente que

φ(x)φ(y)φ(x) = φ(x). (5.11)

Se φ(x) = 0, como φ é um homomorfismo de Jordan, temos que 2φ(1) = 0, φ(1) = 0 o
que é uma contradição de acordo com a Observação 5.2.5. Assim, φ(x) ̸= 0, e portanto é um
elemento invertível de A.

Agora, vamos multiplicar ambos os lados da Equação 5.11 por φ(x)−1 , obtendo assim
que

φ(x)φ(y)φ(x)φ(x)−1 = φ(x)φ(x)−1 ⇒

φ(x)φ(y) = 1.

Teorema 5.2.7. Seja A um anel alternativo com divisão com característica diferente de 2
e considere φ : A → A um homomorfismo de Jordan bijetivo e aditivo não nulo. Então, φ é
um semi-automorfismo.

Demonstração. Aplicando y = xy + yx na Equação (5.9), obtemos pelas Equações (2.7),
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(2.8) e (2.9) a seguinte fatoração:

φ
(
x(xy + yx) + (xy + yx)x

) (5.9)
= φ(x)φ(xy + yx) + φ(xy + yx)φ(x)

(5.9)
= φ(x) · φ(x)φ(y) + φ(x) · φ(y)φ(x)
+ φ(x)φ(y) · φ(x) + φ(y)φ(x) · φ(x)

= φ(x)φ(x) · φ(y) + 2φ(x)φ(y)φ(x) + φ(y) · φ(x)φ(x)
= φ(x)2φ(y) + 2φ(x)φ(y)φ(x) + φ(y)φ(x)2.

Por outro lado, como φ é um homomorfismo de Jordan, utilizando novamente as Equações
(2.7), (2.8) e (2.9), temos também que

φ
(
x(xy + yx) + (xy + yx)x

)
= φ(x2y + yx2 + 2xyx)

= φ(x2y + yx2) + 2φ(xyx)

(5.9)
= φ(x2)φ(y) + φ(y)φ(x2) + 2φ(xyx)

= φ(x)2φ(y) + φ(y)φ(x)2 + 2φ(xyx)

Comparando ambas as identidades, obtemos também a seguinte identidade:

2φ(xyx) = 2φ(x)φ(y)φ(x).

Como A possui característica diferente de 2, então segue que φ(xyx) = φ(x)φ(y)φ(x).
Pelo Lema 5.2.6 obtemos a partir de (5.10) que φ(x)φ(y) = 1 sempre que xy = 1.

Portanto, como φ(1) = 1, podemos aplicar o Teorema 5.1.3 com c = 1 e d = 1 para concluir
que φ é um semi-automorfismo, como requerido.

Embora nem todos os homomorfismos de Jordan satisfaçam a Condição de Ferreira
(5.1), como podemos ver no Exemplo 5.2.2, pelos Teoremas 3.2.1 e 5.2.7 não podemos
concluir que um homomorfismo de Jordan seja necessariamente um automorfismo ou um
anti-automorfismo. Caso contrário, esse resultado é válido, e o seguinte exemplo fornece
uma visão dessa constatação.

Exemplo 5.2.8. Dado o anel dos octônios O com geradores {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}, con-
sidere a função aditiva e bijetiva φ : O → O definida por φ(ei) = eσ(i) onde σ = (257)(386) ∈
S8, o grupo de todas as permutações de 8 elementos.

Vamos provar que φ é um homomorfismo de Jordan. Para isso, basta verificar que
Observe que φ é um homomorfismo de Jordan e que φ(a)φ(b) = e1 quando ab = e1.

Pelo Teorema 5.2.7, φ é um semi-automorfismo. Além disso, esse homomorfismo satisfaz a
Condição de Ferreira (5.1): para a = ei, b = ej e c = ek, temos que

φ(eiej · ek + ek · ejei) = 2φ(eiej · ek)
= 2eσ(i)eσ(j) · eσ(k)
= 2φ(ei)φ(ej) · φ(ek)
= φ(ei)φ(ej) · φ(ek) + φ(ek) · φ(ej)φ(ei).

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, φ é ou um automorfismo ou um anti-automorfismo. Na ver-
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dade, φ é um automorfismo porque quando ab = e1, temos

φ(a)φ(b) = e1 = φ(e1) = φ(ab).

Observe que o Exemplo 5.2.2 também ilustra que as restrições impostas no Teorema 5.2.7
são suficientes (mas não necessárias) para que possamos concluir uma caracterização mais
específica de φ. Portanto, concluímos que o resultado apresentado ainda não é otimizado,
então obtemos o seguinte:

Teorema 5.2.9. Seja A um anel alternativo com divisão com característica diferente de 2
e considere φ : A → A um homomorfismo de Jordan bijetivo e aditivo. Então as seguintes
condições

(i) φ(a)φ(b) = 1A sempre que ab = 1A;

(ii) φ(ab · c+ c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(b)φ(a) para todos a, b, c ∈ A;

são satisfeitas se e somente se φ for ou um automorfismo ou um anti-automorfismo.

Demonstração. Suponha que as Condições (i) e (ii) são satisfeitas. Pelo Teorema 5.2.7, temos
que φ é um semi-automorfismo. Como φ satisfaz a Condição (ii) por hipótese (que corres-
ponde precisamente à Condição de Ferreira (5.1)), aplicando o Teorema 3.2.1 concluímos
que φ é um automorfismo ou um anti-automorfismo.

Reciprocamente, vamos mostrar que, se φ é um automorfismo ou um anti-automorfismo,
então as Condições (i) e (ii) são satisfeitas. Vamos analisar o que ocorre para cada caso:

• φ é um automorfismo.

Mostraremos que ambas as Condições (i) e (ii) são válidas nesse caso:

– Suponha que ab = 1. Então, como φ é um automorfismo, sabemos que

φ(ab) = φ(a)φ(b)

Assim, temos que
φ(a)φ(b) = φ(1)

Pela Observação 5.2.5, sabemos que φ(1) = 1, e portanto

φ(a)φ(b) = 1.

– Sejam a, b, c ∈ A. Como φ é um automorfismo, sabemos que

φ(xy) = φ(x)φ(y) (5.12)

Para quaisquer x, y ∈ A. Substituindo x = ab e y = c na Equação 5.12, observe
que

φ(ab · c) = φ(ab) · φ(c).

Como φ é um automorfismo, sabemos que

φ(ab) = φ(a)φ(b),

e substituindo na Equação acima, chegamos a

φ(ab · c) = φ(a)φ(b) · φ(c). (5.13)
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Por outro lado, vamos substituir x = c e y = ba na Equação 5.12. Dessa forma,
obtemos

φ(c · ba) = φ(c) · φ(ba).

Novamente utilizando o fato de φ ser um automorfismo, temos que

φ(ba) = φ(b)φ(a),

e assim obtemos que
φ(c · ba) = φ(c) · φ(b)φ(a). (5.14)

Somando as Equações 5.13 e 5.14, chegamos a

φ(ab · c) + φ(c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(ba).

Finalmente, como φ é aditiva, temos que

φ(ab · c) + φ(c · ba) = φ(ab · c+ c · ba)

Assim, substituindo esta identidade na equação obtida, chegamos a

φ(ab · c+ c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c) + φ(c) · φ(b)φ(a),

como queríamos.

• φ é um anti-automorfismo.

Vamos verificar que as Condições (i) e (ii) são válidas nesse caso:

– Suponha que ab = 1. Então, como φ é um anti-automorfismo, sabemos que

φ(ba) = φ(a)φ(b)

Se ab = 1, então a = b−1. Substituindo este valor de a na identidade acima,
ficamos com

φ(a)φ(b) = φ(ba) = φ(b · b−1) = φ(1)

Pela Observação 5.2.5, sabemos que φ(1) = 1, e portanto

φ(a)φ(b) = 1.

Observe que esta demonstração pode ser vista como um caso particular da Equa-
ção (5.8), quando substituímos c = 1, pois nesse caso λ = φ(1) = 1.

– Sejam a, b, c ∈ A. Como φ é um anti-automorfismo, temos que

φ(xy) = φ(y)φ(x) (5.15)

Para quaisquer x, y ∈ A. Substituindo x = ab e y = c na Equação 5.15, observe
que

φ(ab · c) = φ(c) · φ(ab).

Como φ é um anti-automorfismo, sabemos que

φ(ab) = φ(b)φ(a),
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e substituindo na equação acima, chegamos a

φ(ab · c) = φ(c) · φ(b)φ(a). (5.16)

Por outro lado, vamos substituir x = c e y = ba na Equação 5.12. Dessa forma,
obtemos

φ(c · ba) = φ(ba) · φ(c).

Utilizando a informação de que φ é um anti-automorfismo, temos que

φ(ba) = φ(a)φ(b),

e assim obtemos que
φ(c · ba) = φ(a)φ(b) · φ(c). (5.17)

Somando as Equações 5.16 e 5.17, chegamos a

φ(ab · c) + φ(c · ba) = φ(c) · φ(b)φ(a) + φ(a)φ(b) · φ(c).

Como φ é aditiva, temos que

φ(ab · c) + φ(c · ba) = φ(ab · c+ c · ba).

Substituindo esta identidade na equação obtida, vem

φ(ab · c+ c · ba) = φ(c) · φ(b)φ(a) + φ(a)φ(b) · φ(c),

conforme desejado.

Assim, em ambos os casos mostramos que as Condições (i) e (ii) são válidas, e isso encerra
a demonstração.
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Capítulo 6

Álgebras Axiais

As álgebras axiais, conforme definidas na Seção 2.5 do Capítulo 2, são um conceito
relativamente novo na álgebra, introduzido recentemente por Hall, Rehren e Shpectorov em
[48]. Elas surgem como uma classe ampla de álgebras não associativas que têm recebido
atenção crescente devido às suas conexões com diversas áreas da matemática e da física. Um
exemplo clássico e fundamental dentro desse contexto são as álgebras de Jordan geradas por
idempotentes, que já foram estudadas há bastante tempo, conforme exposto por Jacobson
[53].

Segundo Rowen [81], os primeiros estudos relacionados a essas estruturas remontam ao
trabalho de Albert [1], que analisou álgebras associativas nas potências e comutativas. Albert
demonstrou que, dado um idempotente a em tal álgebra A, é possível decompor A da seguinte
forma:

A = A1(a)⊕ A0(a)⊕ A 1
2
(a),

onde cada Aλ(a) representa o autoespaço associado ao autovalor λ da operação de mul-
tiplicação pela esquerda por a. Essa decomposição é particularmente válida para álgebras
de Jordan, que têm papel central no estudo de álgebras axiais.

Além das álgebras de Jordan, outras importantes classes de álgebras axiais são as álgebras
de Griess e as álgebras de Majorana. As álgebras de Griess têm origem no contexto das
álgebras de operadores de vértice (VOAs), que foram inicialmente desenvolvidas em física
teórica para modelar certas simetrias. A álgebra de Griess é um exemplo notável: trata-
se de uma álgebra não associativa real de dimensão 196 884, um número que reflete sua
complexidade estrutural. Norton, em [18], identificou a presença de elementos idempotentes
chamados “eixos” (em inglês axes), que geram toda a álgebra de Griess, caracterizando sua
estrutura como uma álgebra axial.

As VOAs, embora inicialmente motivadas pela física, chamaram a atenção dos matemáti-
cos com a construção de Frenkel, Lepowsky e Meurman [44] do chamado moonshine VOA V ♮.
Esta álgebra possui um grupo de automorfismos particularmente famoso: o Grupo Monstro
M , o maior grupo esporádico finito simples conhecido, também chamado de Fischer-Griess
monster. A formalização rigorosa da teoria das VOAs foi realizada por Borcherds [7], cuja
contribuição foi decisiva para a prova da conjectura do monstrous moonshine, uma das co-
nexões mais profundas entre teoria dos grupos, álgebra e teoria dos números.

Por sua vez, as álgebras de Majorana, apresentadas por Sasha Ivanov [51], antecedem as
álgebras axiais e têm como objetivo formalizar propriedades fundamentais da VOA V ♮. Elas
abrangem certas subálgebras da álgebra de Griess e outras estruturas relacionadas. Embora
sejam mais restritas, as álgebras de Majorana motivaram a definição das álgebras axiais,
que generalizam e ampliam esse quadro, permitindo o estudo de uma variedade maior de
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sistemas algébricos com propriedades semelhantes.
Para uma compreensão mais aprofundada e detalhada dessas relações e definições, re-

comendamos a leitura da introdução do artigo [48], onde os autores apresentam uma visão
abrangente sobre a teoria das álgebras axiais, seus exemplos mais importantes e as conexões
com outras áreas da matemática.

Vamos primeiramente mostrar sob quais condições trabalharemos com estas álgebras.
Sempre consideraremos álgebras de dimensão finita neste capítulo. Não assumiremos que
nossa álgebra possui um elemento identidade. De fato, as álgebras que consideraremos quase
nunca terão uma identidade. Elas serão comutativas, mas não necessariamente associativas.

Álgebras axiais são álgebras geradas por certos idempotentes que chamamos de eixos. As-
sim como no caso das álgebras de Jordan, exigiremos que a álgebra tenha uma decomposição
do tipo de Peirce em uma soma de autoespaços. É essa decomposição e, mais importante-
mente, o fato de que a multiplicação satisfaz a “lei de fusão” que dará às nossas álgebras
estrutura suficiente para que possamos trabalhar com elas.

Ao estudar problemas de funções a valores fixados em álgebras ou anéis, geralmente se
assume a aditividade desde o início, conforme podemos ver, por exemplo, no Capítulo 5. No
entanto, recentemente, um número crescente de artigos passou a investigar funções que não
são necessariamente aditivas. Caracterizar a inter-relação entre as estruturas multiplicativa
e aditiva de um anel ou álgebra é um tópico interessante. Eidelheit mostrou em 1940 [24] o
seguinte resultado relativo à Álgebras de Banach:

Teorema 6.0.1. Sejam X e Y espaços de Banach, e considere

Φ: B(X) → B(Y )

uma bijeção multiplicativa. Suponha que dim(X) > 1 e que Φ seja contínua. Então Φ é
aditiva, ou seja, para todos T, S ∈ B(X),

Φ(T + S) = Φ(T ) + Φ(S).

A partir desse resultado, diversos autores passaram a estudar condições para garantir a
aditividade de funções em outras estruturas algébricas. O primeiro resultado sobre a aditi-
vidade de aplicações em anéis associativos foi dado por Martindale III [70]. Ele estabeleceu
condições sobre um anel R tal que todo isomorfismo multiplicativo em R é aditivo, do
seguinte modo:

Teorema 6.0.2. Seja A uma álgebra sobre um corpo e seja

Φ: A→ B

uma bijeção multiplicativa. Suponha que A admita uma família de idempotentes {ei | i ∈ I}
que satisfaz as seguintes condições:

1. Para todo x ∈ A, xA = 0 implica x = 0.

2. Se eiAx = 0 para todo i ∈ I, então x = 0.

3. Para todo i ∈ I, se
eixeiA(1− ei) = 0,

então
eixei = 0.
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Então Φ é aditiva, isto é, para todos x, y ∈ A,

Φ(x+ y) = Φ(x) + Φ(y).

Note que da condição 2, temos em particular que Ax = 0 implica x = 0.
Baseado no estudo da aditividade de funções, o resultado de Martindale III transformou

esta questão num tema de pesquisa relevante e muito abrangente, na qual diversos outros
autores realizaram pesquisas. Em especial, Daif [20] provou em 1991 que toda derivação mul-
tiplicativa é aditiva na classe de anéis associativos analisados por Martindale III, conforme
o seguinte teorema:

Teorema 6.0.3. Seja R um anel que contém um elemento idempotente e (e2 = e) tal que:

(M1) Para todo x ∈ R, xR = 0 implica x = 0.

(M2) Para todo x ∈ R, eRx = 0 implica x = 0 (e, portanto, Rx = 0 implica x = 0).

(M3) Para todo x ∈ R, exeR(1− e) = 0 implica exe = 0.

Então, qualquer derivação multiplicativa d de R é aditiva, isto é, para todos x, y ∈ R,

d(x+ y) = d(x) + d(y).

A aditividade de funções também passou a ser estudada no contexto de anéis de matrizes.
A título de exemplo, Luo et al. [67] estudaram funções aditivas f, g satisfazendo

f(X) +Xng(X−1) = 0,

onde X ∈ Mn(D) é uma matriz invertível, sendo D um anel de divisão com característica
maior que n, com n ≥ 3, e provaram que estas precisam ser necessariamente funções nulas. Li
et al. [65] provaram resultados sobre aditividade de funções em anéis matriciais generalizados.
Outrossim, muitos outros matemáticos investigaram a aditividade de funções em anéis e e
álgebras de operadores, como [27, 46, 47, 66, 73, 74].

Também passaram a haver diversas pesquisas relacionadas à aditividade de funções no
contexto de estruturas não-associativas, como álgebras de Lie, álgebras de Jordan e anéis
alternativos, nos quais pode-se citar alguns trabalhos de Guzzo Jr. e Ferreira, como [27, 28,
35, 36, 37, 38, 40, 41]

Nosso objetivo é estudar a aditividade de isomorfismos multiplicativos entre duas álge-
bras axiais do tipo M(α, β), bem como encontrar uma forma de descrever as derivações
multiplicativas em uma álgebra axial M(1

2
, β).

Seja A uma J (α)-álgebra axial e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade. As três condições a
seguir são muito importantes para provar um dos nossos principais resultados:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja aα ∈ Aα. Se t0aα = 0 para todo t0 ∈ A0, então aα = 0.
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Estas condições foram estudadas por Ji [54] no caso de uma J (1
2
)-álgebra axial A, e

as chamaremos de condições do tipo Martindale em J (α). Assumindo que a J (α)-
álgebra axial A satisfaz as três condições suficientes mencionadas acima, provamos que
toda derivação multiplicativa na J (α)-álgebra axial A é aditiva (cf. Teorema 6.1.1). Aqui,
generalizamos para o contexto das álgebras axiais J (α) o Teorema 3.1 de [39], provado para
álgebras de Jordan no caso n = 2.

Seja A uma M(α, β)-álgebra axial e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade. As cinco condições
a seguir são cruciais para provar nossos principais resultados:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = α, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se tαaβ = 0 para todo tα ∈ Aα, então aβ = 0;

(v) Seja aα ∈ Aα. Se tβaα = 0 para todo tβ ∈ Aβ, então aα = 0.

Suponha que a M(α, β)-álgebra axial A satisfaça as cinco condições suficientes mencio-
nadas acima. Provamos que todo isomorfismo multiplicativo de A sobre uma álgebra axial
arbitrária A′ é aditivo (ver Teorema 6.2.1). Estenderemos o Teorema 2.1 de [39], provado
para álgebras de Jordan, para álgebras axiais do tipo M(α, β) no caso de um isomorfismo
2-multiplicativo.

Além disso, também mostraremos que toda derivação multiplicativa em uma M(1
2
, β)-

álgebra axial A é aditiva (conforme Teorema 6.3.1).
Aqui, generalizaremos o Teorema 3.1 de [39] — provado para álgebras de Jordan no caso

n = 2 — para o contexto das álgebras axiais M(1
2
, β).

Ademais, provaremos que toda derivação multiplicativa em uma M(α, β)-álgebra axial
A, com α, β ̸= 1

2
, é aditiva (ver Teorema 6.4.1). Em uma seção posterior, forneceremos um

contraexemplo que mostra a existência de derivações multiplicativas em M(α, 1
2
) que não

são aditivas.

6.1 Derivações Multiplicativas em J (α)-álgebras axiais,
com α ̸= 1, 0, 12

Nesta seção, abordaremos o problema de quando uma derivação multiplicativa é aditiva
para a classe de J (α)-álgebras axiais, com α ̸= 1, 0, 1

2
. Aqui, complementamos os resultados

provados no contexto das álgebras de Jordan, que são J (1
2
)-álgebras axiais. Mais precisa-

mente, em [39] foi provado que toda derivação 2-multiplicativa em álgebras de Jordan é
aditiva (note que o conceito de derivação 2-multiplicativa é o mesmo que o de derivação
multiplicativa).

Teorema 6.1.1. Seja A uma J (α)-álgebra axial, com α ̸= 1, 0, 1
2
, e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα
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a decomposição da álgebra na soma direta de autoespaços para ade. Suponha que A satisfaz
as seguintes condições:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja aα ∈ Aα. Se t0aα = 0 para todo t0 ∈ A0, então aα = 0.

Então toda derivação multiplicativa em A é aditiva.

Existem diversos tipos de J (α)-álgebras axiais e a título de ilustração, traremos dois
exemplos de J (α)-álgebras axiais que satisfazem as condições de Martindale apresentadas
acima.

Exemplo 6.1.2. Seja F um corpo com característica diferente de 2 e seja C(α) uma álgebra
de dimensão 3 com base {c1, c2, c3} com multiplicações definidas por

c2i = ci, cicj =
α

2
(ci + cj − ck),

onde {i, j, k} ∈ {1, 2, 3}. A partir de tais regras obtemos a seguinte tabela de multiplicação:

· c1 c2 c3
c1 c1

α
2
(c1 + c2 − c3)

α
2
(c1 + c3 − c2)

c2
α
2
(c1 + c2 − c3) c2

α
2
(c2 + c3 − c1)

c3
α
2
(c1 + c3 − c2)

α
2
(c2 + c3 − c1) c3

Tabela 6.1: Tabela de multiplicação da álgebra C(α) com base {c1, c2, c3}.

Então C(α) é uma álgebra de Jordan e c1 é um elemento idempotente. Logo, (C(α), c1)
é uma J (α)-álgebra axial e admite a seguinte decomposição:

A1 = Fc1,

A0 = −F(−c1 + c2 + c3)

Aα = F(c2 − c3)

Essa álgebra é chamada álgebra axial diedral do tipo Jordan 3C(η), conforme fornecido
em [13]. Vamos verificar que a J (α)-álgebra axial (C(α), c1) satisfaz as três condições de
Martindale (i), (ii) e (iii).

Sejam
e = c1, v0 = −c1 + c2 + c3, vα = c2 − c3

A decomposição de Peirce relativa a e é

A1 = ⟨e⟩, A0 = ⟨v0⟩ = ⟨−c1 + c2 + c3⟩, Aη = ⟨vα⟩ = ⟨c2 − c3⟩.

A multiplicação na base {e, v0, vα} é dada pela Tabela 6.2:

Condição (i) Seja ai ∈ Ai para i = 0, 1. Suponha que tαai = 0 para todo tα ∈ Aα.
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· e v0 vα
e e (α− 1)e αvα
v0 (α− 1)e 2(1− α)e+ (1 + α)v0 −αv0 + (1− α)vα
vα αvα −αv0 + (1− α)vα αe− αv0 + (1− α)vα

Tabela 6.2: Tabela de multiplicação de (C(α), c1) na base {e, v0, vα}.

• Para a1 = λe ∈ A1, temos

vα · a1 = λ(vα · e) = λαvα.

Assim, vα · a1 = 0 implica λ = 0, ou seja, a1 = 0.

• Para a0 = µv0 ∈ A0, temos

vα · a0 = µ(vα · v0) = µ
(
(1− α)vα − αv0

)
.

Se isso é zero, então µ = 0, ou seja, a0 = 0.

Portanto, a condição (i) é satisfeita.

Condição (ii) Seja a0 ∈ A0 e suponha que t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0.
- Como A0 = ⟨v0⟩, qualquer a0 = µv0. Calculamos

v0 · a0 = µv0 · v0 = µ
(
2(1− η)e+ (1 + η)v0

)
.

- Para que isso seja zero, µ = 0, portanto a0 = 0.
A condição (ii) é satisfeita.

Condição (iii) Seja aα ∈ Aα e suponha que t0aα = 0 para todo t0 ∈ A0.
- Temos aα = νvα ∈ Aα e t0 = v0 ∈ A0. Então

v0 · aα = ν(v0 · vα) = ν
(
− αv0 + (1− α)vα

)
.

- Se a expressão se anula, então ν = 0, logo aα = 0.
A condição (iii) é satisfeita.

Exemplo 6.1.3. Considere um corpo F com característica diferente de 2, 3, 5, e seja A uma
álgebra tridimensional sobre F, com base {eA, eB, eC}. A multiplicação na base é definida
pela seguinte tabela:

· eA eB eC

eA eA
1

8
(eA + eB − eC)

1

8
(eA − eB + eC)

eB
1

8
(eA + eB − eC) eB

1

8
(−eA + eB + eC)

eC
1

8
(eA − eB + eC)

1

8
(−eA + eB + eC) eC

Tabela 6.3: Tabela de multiplicação da álgebra A na base {eA, eB, eC}.

Escolhendo eA como eixo, podemos decompor A em autoespaços da seguinte forma:

A1 = FeA,
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A0 = F(−eA + 4eB + 4eC),

A 1
4
= F(eB − eC).

De maneira similar, para os outros eixos eB e eC , obtemos uma decomposição equiva-
lente. Dessa forma, (A, {eA, eB, eC}) configura-se como uma J (1

4
)-álgebra axial, conhecida

na literatura como álgebra de Norton-Sakuma do tipo 2A. [51].
Além disso, esta álgebra satisfaz as condições do tipo Martindale:

Condição (i) Para elementos a1 ∈ A1 ou a0 ∈ A0, se a multiplicação por qualquer
elemento de A 1

4
for zero, então o elemento original deve ser nulo:

(a1 ∈ A1, A 1
4
a1 = 0) =⇒ a1 = 0,

Dado a1 ∈ A1, supondo que A 1
4
a1 = 0, temos

a1 = αeA, α ∈ F,

e por conseguinte
0 = (eB − eC)a1 =

α

4
(eB − eC),

daí α = 0, e assim a1 = 0.

(a0 ∈ A0, A 1
4
a0 = 0) =⇒ a0 = 0.

Para a0 ∈ A0, assuma A 1
4
a0 = 0. Então

a0 = α(−eA + 4eB + 4eC), α ∈ F,

e
0 = (eB − eC)a0 =

15α

4
(eB − eC),

desse modo, chegammos a α = 0, e concluímos que a0 = 0.

Condição (ii) Para a0 ∈ A0, se a multiplicação por qualquer elemento de A0 for zero,
então a0 também deve ser zero:

A0a0 = 0 =⇒ a0 = 0.

Para alcançar este objetivo, considere a0 ∈ A0 e suponha que A0a0 = 0. Então

a0 = α(−eA + 4eB + 4eC), α ∈ F,

e assim
0 = (−eA + 4eB + 4eC)a0 = 5α(−eA + 4eB + 4eC).

Assim, α = 0, acarretando a0 = 0.

Condição (iii) Para a 1
4
∈ A 1

4
, se a multiplicação por qualquer elemento de A0 for zero,

então a 1
4
= 0:

A0a 1
4
= 0 =⇒ a 1

4
= 0.
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Para a 1
4
∈ A 1

4
, supondo que A0a 1

4
= 0, temos que

a 1
4
= α(eB − eC), α ∈ F,

e por conta disso,

0 = (−eA + 4eB + 4eC)a 1
4
=

15α

4
(eB − eC),

daí α = 0, e concluímos que a 1
4
= 0.

Essas verificações mostram que a álgebra de Norton-Sakuma do tipo 2A cumpre todas
as hipóteses das J (1

4
)-álgebras axiais.

Ao longo desta seção, vamos assumir as condições (i)− (iii) do Teorema 6.1.1. A prova
será organizada a partir de alguns lemas auxiliares.

Para estes lemas, seja d : A −→ A uma derivação multiplicativa em A, isto é, para todos
x, y ∈ A, temos

d(xy) = d(x)y + xd(y).

Lema 6.1.4. d(e) = 0.

Demonstração. Utilizando a Definição 2.5.7 de derivação multiplicativa, observe que

d(e) = d(ee) = d(e)e+ ed(e) = 2d(e)e.

Seja agora
d(e) = a1 + a0 + aα ∈ A,

com ai ∈ Ai para i = 1, 0, α. Desse modo,

d(e) = 2d(e)e⇒

a1 + a0 + aα = 2a1 + 2αaα.

Daí, comparando ambos os membros da igualdade, obtemos que{
a1 = a0 = 0

(1− 2α)aα = 0

Como 1
2
/∈ Spec(e), então 1 − 2α ∈ F é tal que 1 − 2α ̸= 0, e portanto aα = 0. Logo,

d(e) = 0.

Lema 6.1.5. d(0) = 0.

Demonstração. O resultado segue diretamente do fato de que

d(0) = d(00) = d(0)0 + 0d(0) = 0

Lema 6.1.6. d(Ai) ⊆ Ai, para quaisquer i = 1, 0, α.

Demonstração. Pelo Lema 6.1.4, sabemos que d(e) = 0. Utilizaremos este fato recorrente-
mente durante esta demonstração.

Para demonstrar o resultado, vamos provar por etapas, para cada um dos subespaços
respectivos.
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• d(A1) ⊆ A1 : Considere a1 ∈ A1. Temos então que

d(a1) = d(ea1) = ed(a1).

Vamos expressar
d(a1) = d(a1)1 + d(a1)0 + d(a1)α,

onde d(a1)i ∈ Ai para i = 1, 0, α. Segue que

d(a1)1 + d(a1)0 + d(a1)α = d(a1)1 + αd(a1)α,

Assim,
d(a1)0 = 0 e (1− α)d(a1)α = 0.

Desse modo, d(a1)α = 0, então d(a1) ∈ A1.

• d(A0) ⊆ A0 : Seja a0 ∈ A0. Como

ed(a0) = d(ea0) = d(0) = 0,

isso significa que d(a0) é um 0-autovetor, e consequentemente d(a0) ∈ A0.

• d(Aα) ⊆ Aα : Considere aα ∈ Aα. Temos que

d(aα) = d(α−1eaα) = d(α−1e)aα + α−1ed(aα).

Como α−1e ∈ A1, e já mostramos anteriormente que d(α−1e) ∈ A1, então

d(α−1e)aα ∈ Aα.

A partir da decomposição da álgebra A em subespaços, podemos expressar

d(aα) = d(aα)1 + d(aα)0 + d(aα)α,

onde d(aα)i ∈ Ai para i = 1, 0, α. Obtemos assim que

d(aα)1 + d(aα)0 + d(aα)α = d(α−1e)aα + α−1d(aα)1 + d(aα)α.

Logo, d(aα)0 = 0 e (1− α−1)d(aα)1 = 0. Consequentemente, d(aα)1 = 0, e daí d(aα) ∈
Aα.

Lema 6.1.7. São válidas as seguintes relações:

(i) d(α−1e) = 0;

(ii) d(αaα) = αd(aα) para aα ∈ Aα;

(iii) d(αa1) = αd(a1) para a1 ∈ A1.

Demonstração. (i) Primeiramente, pelo Lema 6.1.6 temos que d(α−1e) ∈ A1. Vamos con-
siderar tα ∈ Aα, então

d(α−1e)tα = d(α−1etα)− α−1ed(tα)

= d(tα)− d(tα)

= 0.



114 ÁLGEBRAS AXIAIS 6.1

Utilizando a Condição (i) do Teorema 6.1.1, concluímos que d(α−1e) = 0.

(ii) Agora, para aα ∈ Aα, como d(e) = 0, temos que

d(αaα) = d(eaα) = ed(aα) = αd(aα).

(iii) Seja a1 ∈ A1. Como d(α−1e) = 0, chegamos a

αd(a1) = αd(α−1eαa1)

= α(d(α−1e)αa1 + α−1ed(αa1))

= d(αa1),

como queríamos.

Lema 6.1.8. Seja ai ∈ Ai, para i = 1, 0, α. Então

d(a1 + a0 + aα) = d(a1) + d(a0) + d(aα).

Demonstração. Considere

d(a1 + a0 + aα) = d1 + d0 + dα,

onde di ∈ Ai para i = 1, 0, α. Vamos dividir a demonstrações em algumas afirmações im-
portantes.

Afirmação 6.1.9. Temos que dα = d(aα).

Demonstração. Como d(α−1e) = 0, temos que

d(α−1a1 + aα) = d(α−1e(a1 + a0 + aα))

= α−1ed(a1 + a0 + aα)

= α−1e(d1 + d0 + dα)

= α−1d1 + dα.

Seja t0 ∈ A0. Pelo Lema 6.1.6, temos que

dαt0 = (α−1d1 + dα)t0

= d(α−1a1 + aα)t0

= d((α−1a1 + aα)t0)− (α−1a1 + aα)d(t0)

= d(aαt0)− aαd(t0)

= d(aα)t0.

Assim, pela Condição (iii) do Teorema 6.1.1 concluímos que dα = d(aα).

Afirmação 6.1.10. d1 = d(a1)

Demonstração. Nesse caso, precisaremos utilizar a seguinte sequência

m(t0, e, tα, e,X),
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para quaisquer elementos t0 ∈ A0, tα ∈ Aα e X um elemento arbitrário em A, e realizar
cálculos similares aos feitos na afirmação anterior.

Afirmação 6.1.11. d0 = d(a0)

Demonstração. Agora, basta utilizar a sequência

m(q0, e, tα, t0, X),

para quaisquer elementos t0, q0 ∈ A0, tα ∈ Aα e X um elemento arbitrário em A.

Juntando as informações obtidas nas três afirmações acima, concluímos que

d(a1 + a0 + aα) = d(a1) + d(a0) + d(aα).

Lema 6.1.12. Sejam aα, bα ∈ Aα. Então

d(aα + bα) = d(aα) + d(bα).

Demonstração. Observe que

(α−1e+ aα)(α
−1e+ bα) = (α−1e)2 + aαbα + aα + bα,

onde (α−1e)2+aαbα ∈ A1⊕A0 e aα+ bα ∈ Aα. Por um lado, aplicando os Lemas 6.1.6, 6.1.7
e 6.1.8, temos que

d((α−1e+ aα)(α
−1 + bα)) = d(α−1e+ aα)(α

−1e+ bα) + (α−1e+ aα)d(α
−1e+ bα)

= (d(α−1e) + d(aα))(α
−1e+ bα) + (α−1e+ aα)(d(α

−1e) + d(bα))

= d(aα)(α
−1e+ bα) + (α−1e+ aα)d(bα)

= d(aα) + d(aα)bα + d(bα) + aαd(bα).

Por outro lado, como aαbα ∈ A1 ⊕ A0, podemos escrever aαbα = (aαbα)1 + (aαbα)0, onde
(aαbα)i ∈ Ai, para i = 1, 0. Pelos Lemas 6.1.7 e 6.1.8, obtemos que

d((α−1e)2 + aαbα + aα + bα) = d((α−1e)2 + (aαbα)1 + (aαbα)0 + aα + bα)

= d((α−1e)2 + (aαbα)1) + d((aαbα)0) + d(aα + bα).

Pelo Lema 6.1.6 e como A2
α ⊆ A1 ⊕A0, concluímos que

d(aα + bα) = d(aα) + d(bα),

o que configura o término desta demonstração.

Lema 6.1.13. Sejam ai, bi ∈ Ai, com i = 1, 0. Então

d(ai + bi) = d(ai) + d(bi).
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Demonstração. Seja tα ∈ Aα. Pelo Lema 6.1.12, temos que

d(ai + bi)tα = d((ai + bi)tα)− (ai + bi)d(tα)

= d(aitα + bitα)− (ai + bi)d(tα)

= d(aitα) + d(bitα)− (ai + bi)d(tα)

= d(ai)tα + aid(tα) + d(bi)tα + bid(tα)− (ai + bi)d(tα)

= (d(ai) + d(bi))tα.

Usando o Lema 6.1.6, pela Condição (i) do Teorema 6.1.1 concluímos que d(ai + bi) =
d(ai) + d(bi), para i = 1, 0, como desejado.

Agora, temos todo o ferramental teórico necessário para conseguir demonstrar o fato de que
d é aditiva.

Demonstração 1. Pelos Lemas 6.1.8, 6.1.12 e 6.1.13 vemos que d satisfaz

d(x+ y) = d(x) + d(y),

para todos x, y ∈ A, isto é, d é aditiva em A, finalizando a prova do principal teorema desta
seção.

6.2 Isomorfismos Multiplicativos em M(α, β)-álgebras axi-
ais

O objetivo desta seção é apresentar as condições suficientes para que qualquer isomor-
fismo multiplicativo de uma M(α, β)-álgebra axial para uma álgebra axial arbitrária seja
aditivo. Aqui, generalizamos para M(α, β)-álgebras axiais o [39, Teorema 2.1] no caso de
isomorfismos 2-multiplicativos. O principal resultado desta seção, referente a isomorfismos
multiplicativos de uma M(α, β)-álgebras axiais para uma álgebra axial arbitrária, é o se-
guinte:

Teorema 6.2.1. Sejam A uma M(α, β)-álgebra axial e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade. Assuma queA satisfaz
as seguintes condições:

(i) Seja ai ∈ Ai (i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = α, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se tαaβ = 0 para todo tα ∈ Aα, então aβ = 0;

(v) Seja aα ∈ Aα. Se tβaα = 0 para todo tβ ∈ Aβ, então aα = 0.

Então todo isomorfismo multiplicativo de A em uma álgebra axial arbitrária A′ é aditivo.
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A demonstração deste teorema compartilha o mesmo aspecto da prova do Teorema 6.1.1
mas necessita de algumas técnicas um pouco diferentes. Ao longo desta seção, vamos assumir
a validade das condições do Teorema 6.2.1. A prova do resultado será organizada numa série
de lemas auxiliares. Assim, sejam A uma M(α, β)-álgebra axial e e um eixo em A, com

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ

sendo a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade. Considere
φ : A −→ A′ um isomorfismo multiplicativo em uma álgebra axial arbitrária A′.

Lema 6.2.2. φ(0) = 0.

Demonstração. Como φ é sobrejetora, existe x ∈ A tal que φ(x) = 0. Portanto,

φ(0) = φ(0x) = φ(0)φ(x) = 0.

Lema 6.2.3. Seja ai ∈ Ai, i = 1, 0, α, β. Então

φ(a1 + a0 + aα + aβ) = φ(a1) + φ(a0) + φ(aα) + φ(aβ).

Demonstração. Seja ai ∈ Ai, i = 1, 0, α, β. Como φ é sobrejetora, existe um s ∈ A tal que

φ(s) = φ(a1) + φ(a0) + φ(aα) + φ(aβ). (6.1)

Podemos decompor s a partir de seus termos no subespaço, da forma

s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,

onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β.

Para provar o resultado com mais clareza, vamos fazer a demonstração seguindo alguns
passos:
Primeiro Passo: Vamos provar que sα = aα. Para o eixo e, temos que

φ(es) = φ(e)φ(s)

= φ(e)
(
φ(a1) + φ(a0) + φ(aα) + φ(aβ)

)
= φ(ea1) + φ(ea0) + φ(eaα) + φ(eaβ)

= φ(a1) + φ(0) + φ(αaα) + φ(βaβ)

= φ(a1) + φ(αaα) + φ(βaβ).

Agora, seja t0 ∈ A0 arbitrário. A partir de contas similares, obtemos que

φ(t0(es)) = φ(t0a1) + φ(αt0aα) + φ(βt0aβ)

= φ(0) + φ(αt0aα) + φ(βt0aβ)

= φ(αt0aα) + φ(βt0aβ).

Observe que
αt0aα ∈ Aα e βt0aβ ∈ Aβ.
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Considere um elemento arbitrário tβ ∈ Aβ, então

αtβ(t0aα) ∈ Aβ

e
βtβ(t0aβ) ∈ A1 ⊕A0 ⊕Aα.

Agora, para continuar a demonstração, precisamos eliminar o elemento βtβ(t0aβ). Para
chegar a esse objetivo, vamos utilizar a seguinte multiplicação para elementos arbitrários
r0, q0 ∈ A0 e qα ∈ Aα,

βm(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, aβ) = 0

Assim,
φ(m(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, e, s) = φ(αm(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, aα)).

Como φ é injetora, temos que

m(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, e, s) = αm(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, aα),

ou seja,
α2m(r0, qα, q0, tβ, t0, sα − aα) = 0.

Como a característica do corpo F é diferente de α, temos que

m(r0, qα, q0, tβ, t0, sα − aα) = 0.

Agora, utilizando as condições (iii), (iv) e (v) do Teorema 6.2.1 concluímos que sα = aα.

Segundo passo: Vamos mostrar que s1 = a1. Para estes cálculos, utilizaremos uma abor-
dagem similar à do primeiro passo, mas usando agora a seguinte sequência de elementos
arbitrários r0, q0, t0 ∈ A0, qα, tα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um elemento arbitrário em A.

m(r0, e, qα, q0, e, tβ, t0, e, tα, e,X).

Neste caso, obtemos que

m(r0, qα, q0, tβ, t0, tα, s1 − a1) = 0.

Consequentemente, utilizando as condições (i), (iii), (iv) e (v) do Teorema 6.2.1 concluímos
que s1 = a1.

Terceiro passo: Vamos mostrar que sβ = aβ. Novamente, com uma sequência de cálculos
similar à feita no primeiro passo, mas agora utilizando a sequência arbitrária de elementos
q0, t0 ∈ A0, tα ∈ Aα e X um elemento arbitrário em A

m(q0, e, tα, t0, e,X),

temos então
m(q0, e, tα, t0, e, s) = m(q0, e, tα, t0, e, aβ).

Isso implica
β2m(q0, tα, t0, sβ − aβ) = 0.

Utilizando o fato de que a característica de F é diferente de β, e utilizando as condições (iii)
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e (iv) do Teorema 6.2.1 concluímos que sβ = aβ.

Quarto passo: Assim como nos casos acima, para provar que s0 = a0 é suficiente fazer
uso da sequência arbitrária de elementos p0, r0, q0, t0 ∈ A0, qα, tα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um
elemento arbitrário de A

m(p0, e, qα, r0, e, tβ, q0, e, tα, t0, X).

Nesse caso, temos que
m(p0, qα, r0, tβ, q0, tα, t0, s0 − a0) = 0.

Pelas condições do Teorema 6.2.1 concluímos que s0 = a0.
Portanto,

φ(a1 + a0 + aα + aβ) = φ(s1 + s0 + sα + sβ) = φ(s) = φ(a1) + φ(a0) + φ(aα) + φ(aβ),

completando a prova do lema.

Lema 6.2.4. Sejam a0 ∈ A0, aα, bα ∈ Aα e aβ, bβ ∈ Aβ. Então

φ(aαa0 + bα) = φ(aαa0) + φ(bα), (6.2)

φ(aβa0 + bβ) = φ(aβa0) + φ(bβ). (6.3)

Demonstração. Precisamos provar a identidade

(α−1e+ aα)(a0 + bα) = bα + aαa0 + aαbα,

onde bα, aαa0 ∈ Aα e aαbα ∈ A1 ⊕A0. Aplicando φ e usando o Lema 6.2.3 temos que

φ(aαa0 + bα) + φ(aαbα) = φ(aαa0 + bα + aαbα)

= φ((α−1e+ aα)(a0 + bα))

= φ(α−1e+ aα)φ(a0 + bα)

= (φ(α−1e) + φ(aα))(φ(a0) + φ(bα))

= φ(α−1e)φ(a0) + φ(α−1e)φ(bα) + φ(aα)φ(a0) + φ(aα)φ(bα)

= φ(α−1ea0) + φ(α−1ebα) + φ(aαa0) + φ(aαbα)

= φ(0) + φ(bα) + φ(aαa0) + φ(aαbα)

= φ(bα) + φ(aαa0) + φ(aαbα)

= φ(aαa0) + φ(bα) + φ(aαbα),

o que prova a Equação (6.2). Agora, para provar a veracidade da Equação (6.3), faz-se
necessário o uso da identidade

(β−1e+ aβ)(a0 + bβ) = bβ + aβa0 + aβbβ

e cálculos análogos aos feitos acima.

Lema 6.2.5. Sejam aα, bα ∈ Aα e aβ, bβ ∈ Aβ. Então

φ(aα + bα) = φ(aα) + φ(bα), (6.4)

φ(aβ + bβ) = φ(aβ) + φ(bβ). (6.5)
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Demonstração. Primeiramente, vamos provar a Equação (6.4). Sejam aα, bα ∈ Aα. Como φ
é sobrejetora, existe s ∈ A tal que

φ(s) = φ(aα) + φ(bα).

Seja t0 um elemento arbitrário em A0. Pelo Lema 6.2.4, temos que

φ(t0s) = φ(t0aα) + φ(t0bα) = φ(t0aα + t0bα).

Como φ é injetor, t0s = t0(aα + bα) ∈ Aα. Vamos escrever

s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,

onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

t0s0 + t0sα + t0sβ = t0(aα + bα),

assim t0s0 = 0, t0sα = t0(aα + bα) e t0sβ = 0. Pelas Condições (ii) e (iii) do Teorema 6.2.1,
temos que s0 = 0, sα = aα + bα e sβ = 0. Agora, precisamos provar que s1 = 0. Para isso,
basta utilizar a sequência de elementos arbitrários seguinte: q0 ∈ A0, tα ∈ Aα e X ∈ A

m(q0, e, tα, X).

Dessa forma, obtemos φ(q0(e(tαs))) = 0 e, portanto, q0(tαs1) = 0. Pelas condições (i) e (iii)
do Teorema 6.2.1, temos que s1 = 0. Consequentemente, φ(aα + bα) = φ(aα) + φ(bα), como
queríamos.

Agora, vamos nos ater à demonstração da Equação (6.5). Sejam aβ, bβ ∈ Aβ. Como φ é
sobrejetora, existe s ∈ A tal que

φ(s) = φ(aβ) + φ(bβ).

Seja t0 ∈ A0. Pelo Lema 6.2.4,

φ(t0s) = φ(t0aβ) + φ(t0bβ) = φ(t0aβ + t0bβ).

Como φ é injetora, então
t0s = t0(aβ + bβ) ∈ Aβ.

Vamos escrever
s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,

onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

t0s0 + t0sα + t0sβ = t0(aβ + bβ),

consequentemente,
t0s0 = 0,

t0sα = 0

e
t0sβ = t0(aβ + bβ).

Pelas Condições (ii) e (iii) do Teorema 6.2.1, temos que s0 = 0, sα = 0 e sβ = aβ+bβ. Agora,
para mostrar que s1 = 0, vamos utilizar a seguinte sequência para elementos arbitrários
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r0, q0 ∈ A0, tα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um elemento arbitrário em A,

m(r0, e, tα, q0, e, tβ, X),

obtemos φ(m(r0, e, tα, q0, e, tβ, s)) = 0. Pela injetividade de φ, concluímos que

β2m(r0, tα, q0, tβ, s1) = 0.

Como a característica do corpo F é diferente de β e pelas Condições (i) e (iii) do Teorema
6.2.1, obtemos que s1 = 0. Portanto,

φ(aβ + bβ) = φ(aβ) + φ(bβ),

o que finaliza a demonstração do resultado.

Lema 6.2.6. Sejam a1, b1 ∈ A1. Então

φ(a1 + b1) = φ(a1) + φ(b1).

Demonstração. Sejam a1, b1 ∈ A1. Como φ é sobrejetora, existe s ∈ A tal que

φ(s) = φ(a1) + φ(b1).

Considere t0 um elemento arbitrário em A0. Pelo Lema 6.2.4, temos que

φ(t0s) = φ(t0a1) + φ(t0b1) = 0.

Como φ é injetora, então t0s = 0. Vamos escrever

s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,

onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

t0s0 + t0sα + t0sβ = 0,

e consequentemente
t0s0 = 0,

t0sα = 0

e
t0sβ = 0.

Pelas condições (ii) e (iii) do Teorema 6.2.1, obtemos s0 = sα = sβ = 0. Agora, precisamos
provar que

s1 = a1 + b1.

Seja tα um elemento arbitrário em Aα. Pelo Lema 6.2.5,

φ(tαs) = φ(tαa1) + φ(tαb1) = φ(tαa1 + tαb1),

pela injetividade de φ, obtemos que tαs = tα(a1 + b1). Vamos escrever

s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,
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onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

tαs1 + tαs0 + tαsα + tαsβ = tα(a1 + b1),

assim, temos consequentemente que

tαs1 = tα(a1 + b1).

Pela Condição (i) do Teorema 6.2.1, ficamos com

s1 = a1 + b1.

Daí, chegamos a
φ(a1 + b1) = φ(s1) = φ(s) = φ(a1) + φ(b1),

como desejado.

Lema 6.2.7. Sejam a0, b0 ∈ A0. Então,

φ(a0 + b0) = φ(a0) + φ(b0).

Demonstração. Sejam a0, b0 ∈ A0. Como φ é sobrejetora, então existe s ∈ A tal que

φ(s) = φ(a0) + φ(b0).

Escolha e ∈ A1, e assim
φ(es) = φ(ea0) + φ(eb0) = 0.

Como φ é injetora, então es = 0. Vamos escrever

s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A,

onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

s1 + αsα + βsβ = 0,

consequentemente, s1 = 0, sα = 0 e sβ = 0. Agora, precisamos ainda provar que

s0 = a0 + b0.

Seja tα um elemento arbitrário em Aα. Pelo Lema 6.2.5, chegamos a

φ(tαs) = φ(tαa0) + φ(tαb0) = φ(tαa0 + tαb0),

e pela injetividade de φ temos
tαs = tα(a0 + b0).

Vamos escrever s = s1 + s0 + sα + sβ ∈ A, onde si ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Então

tαs0 = tα(a0 + b0).

Pela Condição (i) do Teorema 6.2.1, concluímos que s0 = a0 + b0. Consequentemente,

φ(a0 + b0) = φ(s0) = φ(s) = φ(a0) + φ(b0),
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completando a prova.

Agora, temos todos os ingredientes necessários para provar o Teorema 6.2.1 sobre iso-
morfismos multiplicativos entre M(α, β)-álgebras axiais. O resultado segue dos Lemas 6.2.3,
6.2.5, 6.2.6 e 6.2.7.

6.3 Derivações Multiplicativas em M(12, β)-álgebras axi-
ais

O objetivo principal dessa seção é estudar as condições necessárias e suficientes para
garantir quando uma derivação multiplicativa é aditiva com respeito à classe das M(1

2
, β)-

álgebras axiais. O principal resultado advindo dessas análise é o que está presente nas linhas
vindouras.

Teorema 6.3.1. Seja A uma M(1
2
, β)-álgebra axial e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕A 1
2
⊕Aβ

a decomposição da álgebra na soma direta de autoespaços ade. Suponha que A satisfaz as
seguintes condições:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se t 1
2
ai = 0 para todo t 1

2
∈ A 1

2
, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = 1
2
, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se t 1
2
aβ = 0 para todo t 1

2
∈ A 1

2
, então aβ = 0;

(v) Seja a 1
2
∈ A 1

2
. Se tβa 1

2
= 0 para todo tβ ∈ Aβ, então a 1

2
= 0.

Então toda derivação multiplicativa em A é aditiva.

Ao longo desta seção, vamos assumir que as Condições (i) - (iii) do Teorema 6.3.1 são
devidamente satisfeitas. Para facilitar a compreensão do resultado, a demonstração será
fracionada numa série de lemas auxiliares que revelarão gradativamente os passos para a
prova. Assim, seja A uma M(1

2
, β)-álgebra axial e e um eixo em A, com

A = A1 ⊕A0 ⊕A 1
2
⊕Aβ

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade.
Considere a derivação multiplicativa d : A −→ A em A, ou seja,

d(xy) = d(x)y + xd(y),

∀x, y ∈ A.

Lema 6.3.2. Seja e um eixo em A. Então d(e) ∈ A 1
2
.

Demonstração. Observe que

d(e) = d(ee) = d(e)e+ ed(e) = 2d(e)e.
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Vamos escrever d(e) = d(e)1 + d(e)0 + d(e) 1
2
+ d(e)β ∈ A, onde d(e)i ∈ Ai para i = 1, 0, 1

2
, β.

Então
d(e)1 + d(e)0 + d(e) 1

2
+ d(e)β = 2d(e)1 + d(e) 1

2
+ 2βd(e)β.

Daí, segue que
d(e)1 = d(e)0 = 0,

e
(1− 2β)d(e)β = 0.

Como β ̸= 1
2
, então d(e)β = 0. Portanto, d(e) = d(e) 1

2
∈ A 1

2
.

Podemos escrever A = AJ ⊕ Aβ, onde AJ := A1 ⊕ A0 ⊕ A 1
2

é uma subálgebra do tipo
Jordan da M(1

2
, β)-álgebra axial A. Estamos interessados em entender o comportamento

das derivações multiplicativas d na Álgebra de Jordan AJ .

Lema 6.3.3. Temos que
d(Ai) ⊆ AJ ,

para i = 1, 0, 1
2
.

Demonstração. Primeiramente, considere a0 ∈ A0, então podemos escrever

d(a0) = x1 + x0 + x 1
2
+ xβ ∈ A,

onde xi ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Temos que

0 = d(ea0) = d(e)a0 + ed(a0)

= d(e) 1
2
a0 + x1 +

1

2
x 1

2
+ βxβ,

daí x1 = xβ = 0, e por conta disso,

d(a0) ∈ A0 ⊕A 1
2
⊆ AJ .

Agora, vamos fixar a1 ∈ A1. Então podemos escrever

d(a1) = x1 + x0 + x 1
2
+ xβ ∈ A,

onde xi ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Temos que

x1 + x0 + x 1
2
+ xβ = d(a1) = d(ea1) = d(e)a1 + ed(a1)

= d(e) 1
2
a1 + x1 +

1

2
x 1

2
+ βxβ,

daí x0 = 0 e (1− β)xβ = 0. Como β ̸= 1, então xβ = 0. Assim,

d(a1) ∈ A1 ⊕A 1
2
⊆ AJ .

Finalmente, considere a 1
2
∈ A 1

2
. Então podemos escrever

d(a 1
2
) = x1 + x0 + x 1

2
+ xβ ∈ A,
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onde xi ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Temos que

x1 + x0 + x 1
2
+ xβ = d(a 1

2
) = d(2ea 1

2
) = d(2e)a 1

2
+ 2ed(a 1

2
)

= d(2e)a 1
2
+ 2x1 + x 1

2
+ 2βxβ,

Como d(A1) ⊆ AJ , chegamos a (1 − 2β)xβ = 0. Uma vez que β ̸= 1
2
, então xβ = 0. Logo,

d(a 1
2
) ∈ AJ , completando a prova.

Lema 6.3.4. Temos que d(AJ) ⊆ AJ .

Demonstração. Seja aJ ∈ AJ . Podemos escrever

d(aJ) = d1 + d0 + d 1
2
+ dβ ∈ A,

onde di ∈ Ai for i = 1, 0, 1
2
, β. Aqui, vamos utilizar a sequência

m(e, q0, t 1
2
, e, t0, x),

para elementos arbitrários q0, t0 ∈ A0, t 1
2
∈ A 1

2
, e x um elemento arbitrário em A. Por um

lado, temos que

m(e, q0, t 1
2
, e, t0, d(aJ)) = d(m(e, q0, t 1

2
, e, t0, aJ))−m(d(e), q0, t 1

2
, e, t0, aJ)

−m(e, d(q0), t 1
2
, e, t0, aJ)−m(e, q0, d(t 1

2
), e, t0, aJ)

−m(e, q0, t 1
2
, d(e), t0, aJ)−m(e, q0, t 1

2
, e, d(t0), aJ).

Aplicando o Lema 6.3.3, d(Ai) ⊆ AJ , para i = 1, 0, 1
2
, então

m(e, q0, t 1
2
, e, t0, d(aJ)) ∈ AJ .

Por outro lado, temos que

m(e, q0, t 1
2
, e, t0, d1 + d0 + d 1

2
+ dβ) = m(e, q0, t 1

2
, e, t0, dβ)

= β2m(q0, t 1
2
, t0, dβ).

Logo,
m(e, q0, t 1

2
, e, t0, d1 + d0 + d 1

2
+ dβ) ∈ Aβ.

Já que
m(e, q0, t 1

2
, e, t0, d(aJ)) = m(e, q0, t 1

2
, e, t0, d1 + d0 + d 1

2
+ dβ),

obtemos
β2q0

(
t 1
2

(
t0dβ

))
= 0,

e assim
q0

(
t 1
2

(
t0dβ

))
= 0

pelo fato de que β ̸= 0. Usando as Condições (iii) e (iv) do Teorema 6.3.1, concluímos que
dβ = 0, e portanto d(AJ) ⊆ AJ .

Nesse momento, pelo Lema 6.3.4, provamos que AJ é d-invariante. Assim, podemos
considerar a restrição de d a AJ , denotada por d ↿AJ

. Logo, temos que

d ↿AJ
: AJ −→ AJ



126 ÁLGEBRAS AXIAIS 6.3

é uma derivação multiplicativa na álgebra do tipo Jordan AJ .
Todas as propriedades e resultados demonstrados no contexto de álgebras do tipo Jordan

são satisfeitas para AJ . Mais especificamente, os resultados provados em [39] para deriva-
ções 2-multiplicativas em álgebras de Jordan são verificados para derivações multiplicativas
d ↿AJ

: AJ −→ AJ (note que o conceito de derivações 2-multiplicativas é o mesmo de de-
rivações multiplicativas). Portanto, aplicando [39, Theorem 3.1] para n = 2, a derivação
multiplicativa d|AJ

é aditiva, ou sem outras palavras, d é aditiva em AJ .

Observação 5. De fato, para provar [39, Theorem 3.1] não é necessário o uso da comuta-
tividade e da identidade de Jordan na álgebra. Na realidade, as condições necessárias para
obter a aditividade das derivações multiplicativas são precisamente as Condições (i) - (iii)
do tipo-Martindale, definidas na Seção 6, onde α = 1

2
. Portanto, os resultados são precisos

para álgebras do tipo Jordan J
(
1
2

)
.

Lema 6.3.5. d(Aβ) ⊆ Aβ.

Demonstração. Seja aβ ∈ Aβ. Temos que

d(aβ) = d(β−1eaβ) = d(β−1e)aβ + β−1ed(aβ).

Como β−1e ∈ A1, verificamos na demonstração do Lema 6.3.3 que d(β−1e) ∈ A1 ⊕A 1
2
, daí

d(β−1e)aβ ∈ Aβ. Podemos escrever

d(aβ) = d(aβ)1 + d(aβ)0 + d(aβ) 1
2
+ d(aβ)β,

onde d(aβ)i ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Obtemos que

d(aβ)1 + d(aβ)0 + d(aβ) 1
2
+ d(aβ)β = d(β−1e)aβ + β−1d(aβ)1 +

β−1

2
d(aβ) 1

2
+ d(aβ)β.

Assim,
d(aβ)0 = 0,

(1− β−1)d(aβ)1 = 0

e (
1− β−1

2

)
d(aβ) 1

2
= 0.

Como 1− β−1 ̸= 0 e 1− β−1

2
̸= 0, então

d(aβ)1 = d(aβ) 1
2
= 0,

logo d(aβ) ∈ Aβ.

Lema 6.3.6. Seja ai ∈ Ai, para i = 1, 0, 1
2
, β. Então

d(a1 + a0 + a 1
2
+ aβ) = d(a1) + d(a0) + d(a 1

2
) + d(aβ).

Demonstração. Vamos escrever

d(a1 + a0 + a 1
2
+ aβ) = d1 + d0 + d 1

2
+ dβ,

onde di ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Vamos mostrar que d(ai) = di para i = 1, 0, 1

2
, β.
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Primeiro passo: Vamos provar que

dβ = d(aβ).

Aqui, iremos usar a sequência
m(e, q0, t 1

2
, t0, e, x),

para elementos arbitrários q0, t0 ∈ A0, t 1
2
∈ A 1

2
, e x um elemento arbitrário em A. Vamos

considerar

d

(
e
(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

))
− d(e)(a1 + a0 + a 1

2
+ aβ) = ed(a1 + a0 + a 1

2
+ aβ). (6.6)

Pelo membro esquerdo da Equação (6.6), temos que

d

(
e
(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

))
− d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)
= d

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

)
− d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)
.

Para qualquer t0 ∈ A0, temos que

t0 d

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

)
− t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

))
=

= d

(
1

2
t0a 1

2
+ β t0aβ

)
− d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

)
− t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

))
.

Para qualquer t 1
2
∈ A 1

2
, temos que

t 1
2
d

(
1

2
t0a 1

2
+ β t0aβ

)
− t 1

2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

))
− t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))

= d

(
1

2
t 1
2

(
t0a 1

2

)
+ β t 1

2

(
t0aβ

))
− d

(
t 1
2

)(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

))

− t 1
2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ β aβ

))
− t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))
.
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Para qualquer q0 ∈ A0, temos que

q0 d

(
1

2
t 1
2

(
t0a 1

2

)
+ β t 1

2

(
t0aβ

))
− q0

d(t 1
2

)(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
− q0

t 1
2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))− q0

t 1
2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))
= d

(
1

2
q0

(
t 1
2

(
t0a 1

2

))
+ β q0

(
t 1
2

(
t0aβ

)))
− d (q0)

t 1
2

(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
− q0

d(t 1
2

)(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))− q0

t 1
2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
− q0

t 1
2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

))) .

Finalmente,

e d

(
1

2
q0

(
t 1
2

(
t0a 1

2

))
+ β q0

(
t 1
2

(
t0aβ

)))
− e

d (q0)
t 1

2

(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))


−e

q0
d(t 1

2

)(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
− e

q0
t 1

2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))


−e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))


= d

(
β e

(
q0

(
t 1
2

(
t0aβ

))))
− d (e)

(
1

2
q0

(
t 1
2

(
t0a 1

2

))
+ β q0

(
t 1
2

(
t0aβ

)))

−e

d (q0)
t 1

2

(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
− e

q0
d(t 1

2

)(
t0

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))


−e

q0
t 1

2

(
d (t0)

(
a1 +

1

2
a 1

2
+ βaβ

))
−e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))
 .
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Como d(e) ∈ A 1
2
, o último termo da igualdade acima é:

e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))


= e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e) (a1) + d (e) (a0) + d (e)

(
a 1

2

)
+ d (e)

(
aβ
)))



= e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a 1

2

)))
+ e

q0(t 1
2

(
t0

(
d (e)

(
aβ
)))) .

onde

e

q0
t 1

2

(
t0

(
d (e)

(
a 1

2

)))
 ∈ A 1

2

e

e

q0(t 1
2

(
t0

(
d (e)

(
aβ
)))) ∈ Aβ.

Utilizando a Observação 4, o componente do lado esquerdo da Equação (6.6) multiplicado
por eq0t 1

2
t0 em Aβ se torna

d

e(q0(t 1
2

(
t0
(
eaβ
))))− d(e)

(
q0

(
t 1
2

(
t0(eaβ)

)))
− e

(
d(q0)

(
t 1
2

(
t0(eaβ)

)))
−

−e
(
q0

(
d(t 1

2
)
(
t0(eaβ)

)))
− e

(
q0

(
t 1
2

(
d(t0)(eaβ)

)))
− e

(
q0

(
t 1
2

(
t0(d(e)(aβ))

)))
=

= d

(
m
(
e, q0, t 1

2
, t0, e, aβ

))
−m(d(e), q0, t 1

2
, t0, e, aβ)−m(e, d(q0), t 1

2
, t0, e, aβ)−

−m(e, q0, d(t 1
2
), t0, e, aβ)−m(e, q0, t 1

2
, d(t0), e, aβ)−m(e, q0, t 1

2
, t0, d(e), aβ) =

= m(e, q0, t 1
2
, t0, e, d(aβ)).

Agora, pelo membro direito da Equação (6.6), temos que ed(a1 + a0 + a 1
2
+ aβ) = d1 +

1
2
d 1

2
+ βdβ. Para qualquer t0 ∈ A0, t 1

2
∈ A 1

2
, q0 ∈ A0, temos que

e

q0
t 1

2

(
t0

(
ed
(
a1 + a0 + a 1

2
+ aβ

)))
 =

e

(
1

2
q0

(
t 1
2

(
t0d 1

2

)))
+ e

(
βq0

(
t 1
2

(
t0dβ

)))
=

m
(
e, q0, t 1

2
, t0, e, dβ

)
∈ Aβ.
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Dessa forma,
β2m(q0, t 1

2
, t0, d(aβ)) = β2m(q0, t 1

2
, t0, dβ).

Como β ̸= 0, obtemos que

m(q0, t 1
2
, t0, d(aβ)) = m(q0, t 1

2
, t0, dβ).

Usando as Condições (iii) e (iv) do Teorema 6.3.1, concluímos que dβ = d(aβ).

Segundo passo: De forma similar à feita acima, podemos mostrar que d 1
2
= d(a 1

2
) utilizando

a sequência
m(e, h0, t 1

2
, q0, e, tβ, t0, e, x),

para elementos arbitrários h0, q0, t0 ∈ A0, t 1
2
∈ A 1

2
, tβ ∈ Aβ, e x um elemento arbitrário em

A.
Para d0 = d(a0) utilizamos a sequência

m(e, l0, q 1
2
, e, h0, tβ, q0, e, t 1

2
, t0, x),

para elementos arbitrários l0, h0, q0, t0 ∈ A0, q 1
2
, t 1

2
∈ A 1

2
, tβ ∈ Aβ, e x elemento arbitrário

em A.
Para finalizar, para d1 = d(a1) basta utilizar a sequência

m(e, l0, q 1
2
, e, h0, tβ, q0, e, t 1

2
, e, x),

para elementos arbitrários l0, h0, q0 ∈ A0, q 1
2
, t 1

2
∈ A 1

2
, tβ ∈ Aβ, e x um elemento em A,

completando a prova do Lema.

Observação 6. Como d é aditiva em AJ , pelo Lema 6.3.6 podemos escrever

d(aJ + aβ) = d(aJ) + d(aβ),

para aJ ∈ AJ e aβ ∈ Aβ.

Lema 6.3.7. Sejam aβ, bβ ∈ Aβ. Então

d(aβ + bβ) = d(aβ) + d(bβ).

Demonstração. Observe que

(β−1e+ aβ)(β
−1e+ bβ) = β−2e+ aβbβ + aβ + bβ.

Pelo Lema 6.3.6, temos que

d((β−1e+ aβ)(β
−1e+ bβ)) = d(β−1e+ aβ)(β

−1e+ bβ) + (β−1e+ aβ)d(β
−1e+ bβ)

= (d(β−1e) + d(aβ))(β
−1e+ bβ) + (β−1e+ aβ)(d(β

−1e) + d(bβ))

= d(β−1eβ−1e) + d(β−1eaβ) + d(β−1ebβ) + d(aβbβ)

= d(β−2e) + d(aβ) + d(bβ) + d(aβbβ).

Por outro lado, como aβbβ ∈ AJ , pelo Lema 6.3.6, temos que

d(β−2e+ aβbβ + aβ + bβ) = d(β−2e+ aβbβ) + d(aβ + bβ).
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Pelo Lema 6.3.4 temos que d(β−2e), d(aβbβ), d(β
−2e+ aβbβ) ∈ AJ , e pelo Lema 6.3.5 temos

que d(aβ), d(bβ), d(aβ + bβ) ∈ Aβ, e portanto

d(aβ + bβ) = d(aβ) + d(bβ),

como estávamos procurando.

Com todos os Lemas auxiliares estabelecidos, podemos provar o resultado principal, o Teo-
rema 6.3.1.

Demonstração. Sejam
a = a1 + a0 + a 1

2
+ aβ ∈ A

e
b = b1 + b0 + b 1

2
+ bβ ∈ A

, onde ai, bi ∈ Ai para i = 1, 0, 1
2
, β. Como a derivação multiplicativa d é aditiva em AJ ,

utilizando a Observação 6 e aplicando o Lema 6.3.7, temos que

d(a+ b) = d(a) + d(b)

para quaisquer a, b ∈ A, ou seja, d é aditiva em A, o que estabelece o resultado requerido
nesta seção.

6.4 Derivações Multiplicativas em M(α, β)-álgebras axi-
ais, com α, β ̸= 1

2

Nessa seção, vamos estudar o problema de determinar quando uma derivação multipli-

cativa é aditiva nas M(α, β)-álgebras axiais, quando α, β ̸= 1

2
.

Teorema 6.4.1. Seja A uma M(α, β)-álgebra axial, com α, β ̸= 1
2
, e e um eixo em A. Seja

A = A1 ⊕A0 ⊕Aα ⊕Aβ

a decomposição da álgebra como soma direta de autoespaços para ade. Suponha que A satisfaz
as seguintes condições:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = α, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se tαaβ = 0 para todo tα ∈ Aα, então aβ = 0;

(v) Seja aα ∈ Aα. Se tβaα = 0 para todo tβ ∈ Aβ, então aα = 0.

Então toda derivação multiplicativa em A é aditiva.

A prova do teorema acima compartilha a mesma estratégia utilizada na demonstração
do Teorema 6.2.1, ms necessita de uma técnica diferente. Ao longo dessa seção, assumiremos
a validade das condições impostas no Teorema 6.4.1. Novamente, utilizaremos uma série
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de lemas auxiliares para fomentar os recursos essenciais para demonstrar o resultado. Seja
d : A −→ A uma derivação multiplicativa em A, ou seja, que satisfaz d(xy) = d(x)y+xd(y),
para todo x, y ∈ A. Temos que

d(e) = d(ee) = d(e)e+ ed(e) = 2d(e)e.

Escreva
d(e) = a1 + a0 + aα + aβ ∈ A,

com ai ∈ Ai for i = 1, 0, α, β. Então

a1 + a0 + aα + aβ = 2a1 + 2αaα + 2βaβ.

Segue que a1 = a0 = 0, (1 − 2α)aα = 0 e (1 − 2β)aβ = 0. Como 1
2
/∈ Spec(e), então

1− 2α, 1− 2β ∈ F é tal que 1− 2α ̸= 0 e 1− 2β ̸= 0, logo aα = aβ = 0. Portanto, d(e) = 0.

Lema 6.4.2. d(0) = 0.

Demonstração. Note que

d(0) = d(00) = d(0)0 + 0d(0) = 0.

Lema 6.4.3. d(Ai) ⊆ Ai, para quaisquer i = 1, 0, α, β.

Demonstração. Sabemos que d(e) = 0. Assim, primeiramente, para a1 ∈ A1, temos que

d(a1) = d(ea1) = ed(a1).

Logo d(a1) ∈ A1. Agora, para a0 ∈ A0, como acima, de

ed(a0) = d(ea0) = d(0) = 0

obtemos imediatamente que d(a0) ∈ A0.
Finalmente considere aα ∈ Aα. Temos

d(aα) = d(α−1eaα) = d(α−1e)aα + α−1ed(aα).

Como α−1e ∈ A1, e já mostramos que d(α−1e) ∈ A1, então d(α−1e)aα ∈ Aα. Podemos
expressar

d(aα) = d(aα)1 + d(aα)0 + d(aα)α + d(aα)β,

onde d(aα)i ∈ Ai para i = 1, 0, α, β. Desse modo, obtemos

d(aα)1 + d(aα)0 + d(aα)α + d(aα)β = d(α−1e)aα + α−1d(aα)1 + d(aα)α + α−1βd(aα)β.

Logo, d(aα)0 = 0, (1−α−1)d(aα)1 = 0 e (1−α−1β)d(aα)β = 0. Daí, d(aα)1 = 0 e d(aα)β = 0,
e então d(aα) ∈ Aα. De forma análoga, pode-se verificar que d(aβ) ∈ Aβ.

Lema 6.4.4. São válidas as seguintes propriedades:

• d(iai) = id(ai) para ai ∈ Ai quando i = α, β;

• d(αe) = 0;
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• d(αa1) = αd(a1).

Demonstração. Primeiramente, considere ai ∈ Ai para i = α, β. Como d(e) = 0 e pelo Lema
6.4.3 temos que

d(iai) = d(eai) = ed(ai) = id(ai).

Agora, para provar que d(αe) = 0, vamos considerar um certo tα ∈ Aα. Então etα ∈ Aα

e d(tα) ∈ Aα, então

d(αe)tα = d(αetα)− αed(tα) = αd(etα)− αed(tα)

= αd(αtα)− αed(tα) = α2d(tα)− α2d(tα) = 0.

Pelo Lema 6.4.3 sabemos que d(αe) ∈ A1 e pela Condição (i) do Teorema 6.4.1, podemos
concluir que d(αe) = 0.

Para provar a última condição, considere a1 ∈ A1. Como d(αe) = 0 e d(a1) ∈ A1,
chegamos a

d(αa1) = d(αea1) = αed(a1) = αd(a1),

o que finaliza a demonstração.

Lema 6.4.5. Seja ai ∈ Ai, para i = 1, 0, α, β. Então

d(a1 + a0 + aα + aβ) = d(a1) + d(a0) + d(aα) + d(aβ).

Demonstração. Seja
d(a1 + a0 + aα + aβ) = d1 + d0 + dα + dβ,

onde di ∈ Ai para i = 1, 0, α, β.
Para facilitar a compreensão da demonstração, vamos dividir a prova em passos:
Primeiro passo: Vamos provar que

dβ = d(aβ).

Como d(e) = 0, temos que

d(a1 + αaα + βaβ) = d(e(a1 + a0 + aα + aβ))

= ed(a1 + a0 + aα + aβ)

= e(d1 + d0 + dα + dβ)

= d1 + αdα + βdβ.

Seja t0 ∈ A0. Pelo Lema 6.4.3, temos que

(αdα + βdβ)t0 = (d1 + αdα + βdβ)t0

= d(a1 + αaα + βaβ)t0

= d((a1 + αaα + βaβ)t0)− (a1 + αaα + βaβ)d(t0)

= d((αaα + βaβ)t0)− (αaα + βaβ)d(t0)

= d(αaα + βaβ)t0.
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Considere agora tα ∈ Aα.

α(dαt0)tα + β(dβt0)tα = (d(αaα + βaβ)t0)tα

= (d((αaα + βaβ)t0)− (αaα + βaβ)d(t0))tα

= d((αaα + βaβ)t0)tα − ((αaα + βaβ)d(t0))tα.

Agora, seja q0 ∈ A0. Temos que

α((dαt0)tα)q0 + β((dβt0)tα)q0 = (d((αaα + βaβ)t0)tα)q0 − (((αaα + βaβ)d(t0))tα)q0

= (d(((αaα + βaβ)t0)tα)− ((αaα + βaβ)t0)d(tα))q0

− (((αaα + βaβ)d(t0))tα)q0

= d((((αaα + βaβ)t0)tα)q0)− (((αaα + βaβ)t0)tα)d(q0)

− (((αaα + βaβ)t0)d(tα))q0 − (((αaα + βaβ)d(t0))tα)q0

= d(α((aαt0)tα)q0 + β((aβt0)tα)q0)

− α((aαt0)tα)d(q0)− β((aβ)t0)tα)d(q0)

− α((aαt0)d(tα))q0 − β((aβt0)d(tα))q0

− α((aαd(t0))tα)q0 − β((aβd(t0))tα)q0.

Agora, multiplicando por e a expressão acima, como d(e) = 0 e pelo Lema 6.4.4, ficamos
com

β2((dβt0)tα)q0 = ed(α((aαt0)tα)q0 + β((aβt0)tα)q0)

− β2((aβ)t0)tα)d(q0)− β2((aβt0)d(tα))q0

− β2((aβd(t0))tα)q0.

= d(β2((aβt0)tα)q0)− β2((aβ)t0)tα)d(q0)

− β2((aβt0)d(tα))q0 − β2((aβd(t0))tα)q0

= β2(d(((aβt0)tα)q0)− ((aβ)t0)tα)d(q0)

− ((aβt0)d(tα))q0 − ((aβd(t0))tα)q0)

= β2(d((aβt0)tα)q0 − ((aβt0)d(tα))q0 − ((aβd(t0))tα)q0)

Assim, pela Condição (iii) do Teorema 6.4.1 temos que

(dβt0)tα = d((aβt0)tα)− (aβt0)d(tα)− (aβd(t0))tα = d(aβt0)tα − (aβd(t0))tα.

Logo, pela Condição (iv) do Teorema 6.4.1 chegamos a

dβt0 = d(aβt0)− aβd(t0) = d(aβ)t0.

Finalmente, fazendo uso da Condição (iii) do Teorema 6.4.1, concluímos que dβ = d(aβ)
como queríamos.

Segundo Passo: Vamos agora verificar que dα = d(aα). Para isso, iremos proceder de
maneira similar à feita no primeiro caso.

Para t0 ∈ A0 qualquer, temos

(αdα + βdβ)t0 = d(αaα + βaβ)t0.
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Aqui, utilizamos a sequência
m(r0, e, tα, q0, tβ, X)

para elementos arbitrários q0, r0 ∈ A0, tα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um elemento arbitrário em A.

Terceiro Passo: d1 = d(a1). Nesse caso, precisamos da seguinte sequência:

m(e, r0, qα, e, q0, tβ, e, t0, tα, e,X),

para quaisquer elementos t0, q0, r0 ∈ A0, tα, qα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um elemento arbitrário
em A, e utilizando contas similares ao primeiro caso.

Quarto passo: d0 = d(a0). Finalmente, vamos utilizar a sequência

m(e, p0, qα, e, r0, tβ, e, q0, tα, t0, X),

para elementos arbitrários t0, q0, r0, p0 ∈ A0, tα, qα ∈ Aα, tβ ∈ Aβ e X um elemento
arbitrário em A, finalizando a prova.

Lema 6.4.6. Seja aα, bα ∈ Aα. Então

d(aα + bα) = d(aα) + d(bα).

Demonstração. Observe que

(αe+ aα)(αe+ bα) = α2e+ aαbα + α2aα + α2bα.

Por um lado, aplicando os Lemas 6.4.3, 6.4.4 e 6.4.5, temos que

d((αe+ aα)(αe+ bα)) = d(αe+ aα)(αe+ bα) + (αe+ aα)d(αe+ bα)

= (d(αe) + d(aα))(αe+ bα) + (αe+ aα)(d(αe) + d(bα))

= d(aα)(αe+ bα) + (αe+ aα)d(bα)

= α2d(aα) + d(aα)bα + α2d(bα) + aαd(bα).

Por outro lado, uma vez que
aαbα ∈ A1 ⊕A0,

podemos escrever
aαbα = (aαbα)1 + (aαbα)0,

onde (aαbα)i ∈ Ai, para i = 1, 0. Pelos Lemas 6.4.4 e 6.4.5, obtemos que

d(α2e+ aαbα + α2aα + α2bα) = d(α2e+ (aαbα)1 + (aαbα)0 + α2aα + α2bα)

= d(α2e+ (aαbα)1) + d((aαbα)0) + d(α2(aα + bα))

= d(α2e+ (aαbα)1) + d((aαbα)0) + α2d(aα + bα).

Pelo Lema 6.4.3, e utilizando que A2
α ⊆ A1 ⊕A0, chegamos à conclusão de que

α2d(aα + bα) = α2(d(aα) + d(bα)),

e portanto d(aα+ bα) = d(aα) + d(bα) pelo fato de que α ̸= 0, o que finaliza a demonstração
do resultado.
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Lema 6.4.7. Seja aβ, bβ ∈ Aβ. Então

d(aβ + bβ) = d(aβ) + d(bβ).

Demonstração. Notemos que

(e+ aβ)(e+ bβ) = e+ aβbβ + βaβ + βbβ.

Por um lado, pelos Lemas 6.4.3 e 6.4.5, temos que

d((e+ aβ)(e+ bβ)) = d(e+ aβ)(e+ bβ) + (e+ aβ)d(e+ bβ)

= (d(e) + d(aβ))(e+ bβ) + (e+ aβ)(d(e) + d(bβ))

= d(aβ)(e+ bβ) + (e+ aβ)d(bβ)

= βd(aβ) + d(aβ)bβ + βd(bβ) + aβd(bβ).

Agora, por outro lado, como aβbβ ∈ A1 ⊕A0 ⊕Aα, podemos escrever

aβbβ = (aβbβ)1 + (aβbβ)0 + (aβbβ)α,

onde (aβbβ)i ∈ Ai, para i = 1, 0, α. Pelos Lemas 6.4.4 e 6.4.5, temos que

d(e+ aβbβ + βaβ + βbβ) = d(e+ (aβbβ)1 + (aβbβ)0 + (aβbβ)α + βaβ + βbβ)

= d(e+ (aβbβ)1) + d((aβbβ)0) + d((aβbβ)α) + d(β(aβ + bβ))

= d(e+ (aβbβ)1) + d((aβbβ)0) + d((aβbβ)α) + βd(aβ + bβ).

Pelo Lema 6.4.3 e como
A2
β ⊆ A1 ⊕A0 ⊕Aα,

é possível inferir que
βd(aβ + bβ) = β(d(aβ) + d(bβ)),

e daí
d(aβ + bβ) = d(aβ) + d(bβ)

já que β ̸= 0, como queríamos.

Lema 6.4.8. Seja ai, bi ∈ Ai, com i = 1, 0. Então

d(ai + bi) = d(ai) + d(bi).

Demonstração. Seja tα ∈ Aα. Pelo Lema 6.4.6, temos que

d(ai + bi)tα = d((ai + bi)tα)− (ai + bi)d(tα)

= d(aitα + bitα)− (ai + bi)d(tα)

= d(aitα) + d(bitα)− (ai + bi)d(tα)

= d(ai)tα + aid(tα) + d(bi)tα + bid(tα)− (ai + bi)d(tα)

= (d(ai) + d(bi))tα.

Usando o Lema 6.4.3, pela Condição (i) do Teorema 6.4.1 concluímos que

d(ai + bi) = d(ai) + d(bi),
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para i = 1, 0, como queríamos.

Agora, já temos todas as ferramentas necessárias para provar que d preserva a adição.

Demonstração 1. A partir dos Lemas 6.4.5, 6.4.6, 6.4.7 e 6.4.8 vemos que a derivação d
satisfaz d(x+y) = d(x)+d(y), para quaisquer x, y ∈ A, ou seja, d é aditiva em A, finalizando
a prova do principal teorema desta seção.

6.5 Derivações Multiplicativas em M(α, 12)-álgebras axi-
ais

Ao considerar as álgebras axiais do tipo Monstro M(α, 1
2
) que satisfazem o conjunto

de cinco condições do tipo Martindale (i) − (v), a metodologia empregada nesta tese para
alcançar nossos objetivos não é adequada para provar que toda derivação multiplicativa é
aditiva.

De fato, considere uma álgebra axial M(α, 1
2
) denotada por A, e seja e um eixo em A.

Suponha que A = A1 ⊕ A0 ⊕ Aα ⊕ A 1
2

seja a decomposição da álgebra como soma direta
dos autoespaços para ade.

A questão é que, dada uma derivação multiplicativa d : A −→ A, não temos necessaria-
mente que d(e) = 0. Neste caso, só podemos garantir que d(e) pertence a A 1

2
. Isso pode nos

impedir de garantir a invariância do espaço A 1
2
, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 6.5.1. [43, Section 2] Assuma que F é um corpo de característica diferente de 3.
Considere a álgebra Highwater H, que é o F-espaço vetorial com base{

ai, σj | i ∈ Z, j ∈ Z+

}
,

ou seja,
H =

⊕
i∈Z

Fai ⊕
⊕
j∈Z+

Fσj,

onde σ0 = 0. Defina um produto comutativo e não-associativo dado por:

• aiaj =
1

2
(ai + aj) + σ|i−j|,

• aiσj = −3

4
ai +

3

8
(ai−j + ai+j) +

3

2
σj,

• σiσj =
3

4
(σi + σj)−

3

8
(σ|i−j| + σi+j).

Em particular, a2i = 1
2
(ai + ai) + σ0 = ai, assim cada ai é um idempotente. Temos que

(H, ai), para i ∈ Z, é uma M(2, , 1
2
)-álgebra axial. Pelo Teorema 2.2 em [43], sabemos que

H é gerado pelos idempotentes a0, a1 e é uma álgebra axial do tipo monstro M(2, 1
2
). A lei

de fusão para a álgebra Highwater é fornecida na Tabela 6.4.
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⋆ 1 0 2 1
2

1 1 2 1
2

0 0 2 1
2

2 2 2 0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0,2

Tabela 6.4: Lei de fusão para a álgebra Highwater H.

Uma curiosidade interessante é que essa álgebra possui este nome pois foi criada em
Veneza durante as inundações desastrosas ocorridas em novembro de 2019.

Observe que
H = H1 ⊕H0 ⊕H2 ⊕H 1

2
,

onde
H1 = Fai,

H0 =
∞∑
j=1

F(6ai − 3(ai−j + ai+j) + 4σj),

H2 =
∞∑
j=1

F(2ai − (ai−j + ai+j)− 4σj)

H 1
2
=

∞∑
j=1

F(ai−j + ai+j)

A álgebra Highwater é um exemplo fundamental para nossa pesquisa, pois ela satisfaz
as condições de Martindale, conforme destacamos na seguinte proposição:

Proposição 6.5.2. A M(2, 1
2
)-álgebra axial (H, a0) satisfaz as Condições de Martindale (i),

(ii), (iii), (iv) e (v).

Antes de demonstrar este resultado, vamos enunciar um lema que introduz notações e
propriedades básicas que serão úteis para a demonstração da Proposição 6.5.2.

Lema 6.5.3. Sejam definidas as seguintes expressões para j ≥ 0:

αj =

{
0 se j = 0;

6a0 − 3(a−j + aj) + 4σj se j > 0

βj =

{
0 se j = 0;

2a0 − (a−j + aj)− 4σj se j > 0

γj = a−j − aj

Adicionalmente, para i, j > 0, definimos:

αi,j = −2αi − 2αj + α|i−j| + αi+j,

βi,j = −2βi − 2βj + β|i−j| + βi+j,

γi,j = −2γj + γ−i+j + γi+j.

Então, para i, j > 0, valem as seguintes relações:
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1. αiαj = 3αi,j;

2. αiβj = βjαi = −3βi,j;

3. βiβj = −αi,j;

4. αiγj = γjαi = 3γi,j

5. βiγj = γjβi = −3γi,j

Demonstração. As propriedades seguem diretamente do Lema 2.11 de [43].

Agora, podemos provar a Proposição 6.5.2.

Demonstração. Mostraremos cada uma das 5 condições de Martindale separadamente.

(i) Considere inicialmente i = 1. Seja h1 ∈ H1 e suponha que H2h1 = 0. Então h1 = ξa0,
com ξ ∈ F. Assim:

0 = β1h1 = ξβ1a0 = 2αβ1

Isso significa que 2ξβ1 = 0, e logo ξ = 0 e, portanto, h1 = 0. Agora, seja i = 0. Dado
h0 ∈ H0, suponha que H2h0 = 0. Como

h0 =
∞∑
j=1

ξjαj,

com ξj ∈ F, temos:

0 = β1h0 =
∞∑
j=1

ξjβ1αj = −3
∞∑
j=1

ξjβj,1,

o que implica ξj = 0 para todo j, e assim h0 = 0.

(ii) Seja h0 ∈ H0 tal que H0h0 = 0. Como

h0 =
∞∑
j=1

ξjαj,

temos:

0 = α1h0 =
∞∑
j=1

ξjα1αj = 3
∞∑
j=1

ξjα1,j,

o que implica ξj = 0 para todo j, logo h0 = 0.

(iii) Considere inicialmente i = 2. Seja h2 ∈ H2 e suponha que H0h2 = 0. Como

h2 =
∞∑
j=1

ξjβj,



140 ÁLGEBRAS AXIAIS 6.5

temos:

0 = α1h2 =
∞∑
j=1

ξjα1βj = −3
∞∑
j=1

ξjβ1,j,

o que implica ξj = 0, logo h2 = 0.

Agora, considere i = 1
2
. Temos h 1

2
∈ H 1

2
. Suponha que H0h 1

2
= 0. Como

h 1
2
=

∞∑
j=1

ξjγj,

então:

0 = α1h 1
2
=

∞∑
j=1

ξjα1γj = 3
∞∑
j=1

ξjγ1,j,

implicando ξj = 0, o que acarreta h 1
2
= 0.

(iv) Seja h 1
2
∈ H 1

2
e considere agora que H2h 1

2
= 0. Como

h 1
2
=

∞∑
j=1

ξjγj,

temos:

0 = β1h 1
2
=

∞∑
j=1

αjβ1γj = −3
∞∑
j=1

ξjγ1,j,

o que implica ξj = 0, e portanto h 1
2
= 0.

Finalmente, vamos para a última condição:

(iv) Seja h2 ∈ H2 e suponha que H 1
2
h2 = 0. Como

h2 =
∞∑
j=1

ξjβj,

ficamos com:

0 = γ1h2 =
∞∑
j=1

ξjγ1βj = −3
∞∑
j=1

ξjγj,1,

logo αj = 0, e consequentemente h2 = 0.
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Agora, considere uma derivação multiplicativa d em H. Vamos estudar a d-invariância de
H 1

2
. Como notamos anteriormente, d(e) ∈ H 1

2
. Vamos assumir que d(e) = a 1

2
̸= 0. Considere

x 1
2
∈ H 1

2
e escreva

d(x 1
2
) = d1 + d0 + d2 + d 1

2
,

com di ∈ Hi para i = 1, 0, 2, 1
2
. Então,

d1 + d0 + d2 + d 1
2
= d(x 1

2
) = d(2ex 1

2
) = d(2e)x 1

2
+ 2ed(x 1

2
). (6.7)

Observe que d(2e) ∈ H1 ⊕ H 1
2
. De fato, seja d(2e) = b1 + b0 + b2 + b 1

2
, com bi ∈ Hi para

i = 1, 0, 2, 1
2
. Neste caso,

b1 + b0 + b2 + b 1
2
= d(2e) = d(2e2) = d(2e)e+ 2ed(e) = b1 + 2b2 +

1

2
b 1

2
+ a 1

2
,

logo b0 = 0, b2 = 0, e b 1
2
= 2a 1

2
, ou seja, d(2e) = b1 + 2d(e) como desejado. Portanto, pela

Equação (6.5) temos que

d1 + d0 + d2 + d 1
2
= (b1 + 2d(e))x 1

2
+ 2d1 + 4d2 + d 1

2
,

daí
d0 = b1x 1

2
+ 2d(e)x 1

2
+ d1 + 3d2.

Como a álgebra Highwater H é uma álgebra axial do tipo monstro (2, 1
2
), então pela lei de

fusão para H dada na Tabela 6.4, temos que b1x 1
2
∈ H 1

2
e 2d(e)x 1

2
∈ H0 ⊕ H2. Portanto,

d1 = 0, b1x 1
2
= 0, d0 = (2d(e)x 1

2
)0 e (2d(e)x 1

2
)2 + 3d2 = 0. Consequentemente,

d(x 1
2
) = d0 + d2 + d 1

2
,

onde d0 e d2 não são necessariamente nulos. Assim, não é possível garantir a invariância do
espaço H 1

2
.

Observação 7. Notamos pelo Teorema 3.4 em [43] que, se char(F) = 3 então H é uma
álgebra de Jordan e nesse caso o resultado é válido.

Tendo em mente esse comportamento excêntrico da álgebra de Highwater H, o artigo
[29] que compilou os resultados obtidos sobre álgebras axiais durante o doutorado finalizou
com a seguinte questão:

Questão 3. Que métodos e/ou condições precisamos empregar para garantir que toda de-
rivação multiplicativa seja também aditiva em uma álgebra axial do tipo M(α, 1

2
)?

Posteriormente, Kawai et al. no artigo [61] obtiveram uma resposta afirmativa para esta
questão, generalizando os Teoremas 6.4.1 e 6.3.1 para o contexto de Funções Anuladoras e
Funções Elementares, definidas em 2.8. Reproduzimos aqui, sem demonstração, seus respec-
tivos enunciados:

Teorema 6.5.4. [61, Theorem 5.1] Seja A uma M(α, β)-álgebra que satisfaz as seguintes
condições:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;
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(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = α, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se tαaβ = 0 para todo tα ∈ Aα, então aβ = 0;

(v) Seja aα ∈ Aα. Se tβaα = 0 para todo tβ ∈ Aβ, então aα = 0.

Então toda função anuladora em A é nula.

Teorema 6.5.5. [61, Corollary 5.1] Seja A uma M(α, β)-álgebra que satisfaz as seguintes
condições:

(i) Seja ai ∈ Ai(i = 1, 0). Se tαai = 0 para todo tα ∈ Aα, então ai = 0;

(ii) Seja a0 ∈ A0. Se t0a0 = 0 para todo t0 ∈ A0, então a0 = 0;

(iii) Seja ai ∈ Ai (i = α, β). Se t0ai = 0 para todo t0 ∈ A0, então ai = 0;

(iv) Seja aβ ∈ Aβ. Se tαaβ = 0 para todo tα ∈ Aα, então aβ = 0;

(v) Seja aα ∈ Aα. Se tβaα = 0 para todo tβ ∈ Aβ, então aα = 0.

Então é válido que:

(a) Todo isomorfismo n-multiplicativo é aditivo.

(b) Toda derivação n-multiplicativa é aditiva.

(c) Toda função elementar sobrejetora é aditiva.

(d) Se Char(F) ̸= 2, então toda função elementar de Jordan sobrejetora é aditiva.
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