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Resumo

SMIGLY, D. A. Fungoes preservando algumas identidades em estruturas algébri-
cas nao-associativas. 2026. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2026.

Nesta tese, apresentaremos os resultados obtidos a partir do estudo de quatro linhas
de investigacao relacionadas a func¢oes definidas em estruturas algébricas associativas e nao
associativas.

A primeira delas tem como objetivo descrever algumas fungoes aditivas satisfazendo cer-
tas identidades em estruturas nao associativas, como anéis ou algebras alternativas. Em
particular, com o auxilio de uma versao da identidade de Hua para anéis com divisao alter-
nativos, mostramos uma versao do Teorema de Artin para esta classe de anéis, provando que
toda fungao aditiva e bijetiva ¢: A — A que satisfaz certas condi¢oes é um automorfismo
ou um antiautomorfismo.

Na segunda parte, analisamos algumas classes de func¢oes na algebra dos octonios, esta-
belecendo um analogo do teorema de Hua para esta algebra. Em particular, como resultado
principal provamos que uma funcao linear continua, bijetiva e unitaria ¢p: QO — O que pre-
serva x-invertibilidade generalizada e satisfaz uma condigao técnica é um *-isomorfismo ou
um * -anti-isomorfismo, onde OQ é a algebra dos octonios.

Além disso, a terceira parte consiste no estudo da caracterizacao de certas aplicacoes que
satisfazem o chamado problema de preservacao linear com certas estruturas adicionais, como
a invertibilidade generalizada. Também verificamos esta questdao no contexto da Algebra dos
Octonios.

Por fim, a tltima parte fundamenta-se em analisar a aditividade de derivagoes e isomorfis-
mos em algebras axiais. Em outras palavras, determinar sob quais condi¢oes uma derivagao
multiplicativa ou um isomorfismo multiplicativo é aditivo em tais algebras. Focamos prin-
cipalmente em dois tipos de algebras axiais, as do tipo Jordan J(«) e as do tipo Monstro

M(a, ), estabelecendo os resultados com auxilio de condigoes nomeadas do tipo Martindale.

Palavras-chave: Algebras Nao-Associativas; Algebras Axiais; Funcoes que preservam pro-
dutos; Aditividade de Funcoes
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Abstract

SMIGLY, D. A. Maps Preserving Identities in Non-Associative Algebraic Struc-
tures. 2026. Thesis (Doctorate) - Institute of Mathematics and Statistics, University of Sao
Paulo, Sao Paulo, 2026.

In this thesis, we present the results obtained from the study of four lines of investigation
related to functions defined on associative and non-associative algebraic structures.

The first is devoted to describing certain additive functions satisfying specific identities
in non-associative structures, such as alternative rings or algebras. In particular, with the aid
of a version of Hua’s identity for alternative division rings, we establish a version of Artin’s
Theorem for this class of rings, proving that every additive and bijective function p: A — A
satisfying certain conditions is either an automorphism or an anti-automorphism.

In the second part, we focus on the analysis of functions on the algebra of octonions,
establishing an analogue of Hua’s Theorem for this algebra. Specifically, as a main result,
we prove that any continuous, bijective, and unitary linear function ¢: Q@ — O which pre-
serves generalized x-invertibility and satisfies a technical condition is a *-isomorphism or a
x-anti-isomorphism.

Furthermore, the third part deals with the study of the characterization of certain maps
that satisfy the so-called linear preserver problem under additional algebraic structures, such
as generalized invertibility. We also examine this problem in the context of the octonion
algebra.

Finally, the last part consists of analyzing the additivity of derivations and isomorphisms
in axial algebras. In other words, we determine under which conditions a multiplicative de-
rivation or a multiplicative isomorphism is additive in such algebras. We focus mainly on
two types of axial algebras: Jordan-type algebras J(a)) and Monster-type algebras M («, (),

establishing our results with the aid of conditions known as Martindale-type conditions.

Keywords: Nonassociative Algebras; Axial Algebras; Fixed product functions; Additivity

of Functions

vil
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Capitulo 1

Introducao

A busca por estruturas algébricas que preservam determinadas propriedades sob ope-
racoes fundamentais ¢ um dos temas centrais na algebra moderna. Um exemplo classico e
elegante aparece na identidade

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)? + (ad + bc)?,

que mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de dois
quadrados. Esta formula é mais bem compreendida no contexto dos nimeros complexos, que
constituem um corpo com estrutura rica e simétrica. A generalizacao dessa ideia motivou
o desenvolvimento de novas estruturas algébricas, culminando na descoberta dos quatérnios
por Sir William Rowan Hamilton em 1843 — a primeira &lgebra de divisao nao comutativa.

Denotada por H, a algebra dos quatérnios é um espaco vetorial de dimensao quatro sobre
os reais, com base {1,14, j, k} e multiplicagoes regidas pelas identidades i = j2 = k? = ijk =
—1. Assim como os nimeros complexos, os quatérnios admitem uma norma multiplicativa,
definida por

lg| = a* +b* +* +d?, paraq=a+bi+cj+dkcH,

o que permite estender a identidade dos dois quadrados para uma férmula envolvendo quatro
quadrados. Essa propriedade foi posteriormente generalizada por A. Hurwitz, que demons-
trou, em 1898, que apenas nos casos n = 1,2, 4, 8 existem identidades do tipo "produto de
somas de n quadrados é novamente uma soma de n quadrados", associadas a existéncia dos
nimeros reais, complexos, quatérnios e octonios.

Essas estruturas excepcionais correspondem precisamente as tnicas algebras de divisao
alternativas de dimensao finita sobre R. Essa interseccao entre algebra, analise e teoria dos
numeros levou ao desenvolvimento de ferramentas fundamentais para a compreensao de
fungoes que preservam identidades algébricas em contextos nao associativos.

Neste cenério, Ruth Moufang desempenhou um papel importante ao estudar anéis al-
ternativos e suas propriedades estruturais. Em [75], Moufang demonstrou que, em um anel
alternativo com divisao, qualquer conjunto de trés elementos que associam entre si gera um
subanel associativo. Além disso, ela introduziu as chamadas identidades de Moufang, que
expressam restricoes fundamentais validas em qualquer anel alternativo.

Nas décadas seguintes, a atencao se voltou para o estudo de fungoes que preservam
propriedades estruturais, como automorfismos, anti-automorfismos e, mais geralmente, os
chamados semi-automorfismos. Um resultado importante de Hua, em 1949 [49]|, mostrou
que todo semi-automorfismo bijetivo sobre um anel de divisao é, de fato, um automorfismo
ou um anti-automorfismo. Esse teorema foi posteriormente reformulado por Artin [2], e
generalizado por diversos autores, incluindo Chebotar et al. [16], Ferreira [30], e Ferreira e
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Ferreira [27], os quais estenderam tais resultados para classes mais amplas de anéis, incluindo
os anéis alternativos co divisao. Por conta disso, no Capitulo 3, estudamos uma versao do
Teorema de Artin para tal classe de anéis.

Mais recentemente, cresceu o interesse em caracterizar fungoes aditivas entre anéis alter-
nativos com divisao que preservam certos produtos fixos. Este tipo de problema se insere no
contexto mais amplo dos problemas de preservagao, cuja formulagao geral é a seguinte: dada
uma fun¢do F' definida em uma estrutura algébrica A, caracterizar as fungoes p: A — A
que satisfazem

o(F(x)) = F(p(z)), paratodox € Dp.

Esse problema tem sido amplamente estudado na literatura, com aplicagdoes que vao
desde algebra linear até analise funcional. Um exemplo notério é a questao proposta por
Kaplansky (ver [58]), que pergunta se toda aplicacao linear sobrejetiva entre algebras de
Banach semissimples que preserva a invertibilidade é necessariamente um homomorfismo
de Jordan. Diversos autores deram contribuigoes parciais a essa questdo, como Cui [19],
Mbekhta [71], entre outros.

Outro caminho promissor de investigagao relaciona-se com a generalizacao dos produtos
de Lie e Jordan em anéis com involucao. Bresar e Fosner, por exemplo, introduziram os
produtos x-Lie e x-Jordan em anéis associativos com involugao, definidos, respectivamente,
por

la,b], =ab—0ba*, e {a,b},=ab+ ba",

onde * é uma involugao. Estes produtos permitem capturar simetrias mais sutis em con-
textos onde a involugdo desempenha papel central. Com base neles, Costa et al. [33, 34]
definiram recursivamente uma sequéncia de polinémios *-Jordan ¢, que da origem a uma
nova classe de fungoes preservadoras — as chamadas n-funcgoes x-multiplicativas de Jordan
— que satisfazem:

P(gn (s ) = g (@), - ().

Essas funcgoes fornecem uma ferramenta poderosa para estudar estruturas algébricas
com involugao, especialmente quando se busca entender como propriedades fundamentais
sao preservadas sob transformacoes aditivas.

Um dos objetivos desta tese é investigar fungoes aditivas bijetivas entre anéis de divisao
alternativos que preservam identidades do tipo

ry=c = @)y =d,

para elementos fixos ¢,d € A, com A sendo um anel alternativo com divisao. Inicial-
mente, mostraremos que, sob condi¢oes apropriadas, tais fungoes sao multiplos de semi-
automorfismos, e posteriormente refinaremos essas hipoteses para demonstrar que essas
fungoes podem ser descritas como automorfismos ou anti-automorfismos, caracterizando-
as completamente. Em particular, também abordamos um caso especial de interesse: os
homomorfismos de Jordan.

A motivacao central esta na extensao de resultados classicos sobre fungoes preservadoras
— como os de Hua, Artin e Chebotar — ao contexto dos anéis alternativos, com o objetivo
de contribuir para a compreensao mais ampla das estruturas algébricas nao associativas e
dos mapeamentos que respeitam suas propriedades fundamentais.

No Capitulo 2, apresentamos com mais detalhes algumas defini¢oes e resultados bési-
cos iniciais sobre os principais objetos de estudo da tese, em especial sobre algebras nao
necessariamente associativas e classes de fungoes.

Outra linha de pesquisa relevante para este trabalho é o estudo da aditividade de funcoes
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multiplicativas entre anéis. Em 1969, Martindale IIT [70]| formulou condigoes sob as quais
um isomorfismo multiplicativo entre anéis é necessariamente aditivo. Tais condigoes, conhe-
cidas como condi¢oes de Martindale, fundamentaram uma série de trabalhos subsequentes,
incluindo os de Rickart [80] e Johnson [56], os quais investigaram a aditividade de fungoes
em classes cada vez mais amplas de anéis, frequentemente sem exigir continuidade.

Recentemente, Ferreira e colaboradores 35, 36, 39| estenderam essa abordagem a contex-
tos nao associativos, como anéis alternativos e algebras de Jordan, explorando a aditividade
de func¢oes n-multiplicativas sob condigoes estruturais especificas. Em particular, estudamos
no Capitulo 6 condi¢oes para garantir a aditividade de isomorfismos e derivagoes multiplica-
tivas em certos tipos de algebras axiais. Com essa base conceitual e estrutural, os capitulos
seguintes desenvolvem os resultados tedricos com demonstracoes detalhadas, exemplos ilus-
trativos e implicagoes para problemas classicos estudados nesta tese.

Contribuigoes principais da tese:

e Generalizacao inédita da identidade de Hua para o contexto e anéis alternativos com
divisao, e desenvolvimento de uma versao do Teorema de Artin para esta classe de
anéis;

e Desenvolvimento de um teorema do tipo de Hua para o contexto da Algebra dos
Octonios e estudo de propriedades de #-invertibilidade generalizada e x-homomorfismos
de Jordan;

e Caracterizagao de fungoes aditivas bijetivas entre anéis alternativos com divisao que
preservam produtos fixos: zy = ¢ = ¢(x)p(y) = d;

e Caracterizagao das condigoes que garantem que todo isomorfismo multiplicativo e de-
rivacao multiplicativa sejam aditivos em &algebras axiais do tipo Monstro e do tipo
Jordan.
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Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, o intuito e obejtivo principal consiste em providenciar alguns resultados
preliminares fundamentais e basilares para a compreensao da tese.

Por questao de comodidade, iremos fixar ' como sendo um corpo e A como sendo uma
algebra nao necessariamente associativa, a menos que seja explicitado o contrario.

2.1 Algebras

Vamos trazer aqui algumas defini¢oes basicas sobre algebras que irao nortear as bases
para uma melhor compreensao da tese. Aprofundamentos mais abrangentes podem ser en-
contrados em abordagens de [82, 85, 92|, nos quais esta se¢ao se baseia.

Definicao 2.1.1. Sejam F um corpo, A um espaco vetorial sobre [F e considere uma aplicagao
bilinear x: A x A — A. Dizemos que o par (A, x) é uma F-algebra (ou uma algebra sobre
[F) se * satisfaz para todos a,b,c € A e A\ € F as seguintes condigdes:

L.ax(b+c)=axb+axc;
2. (a+b)xc=axc+bxc;
3. Maxb) = (Xa)*xb=ax*(AD).

A operagao x é chamada multiplicagao ou produto de A. Por simplicidade, denotaremos
axb = ab e chamaremos A de dlgebra em vez de F-algebra sempre que o produto e o corpo
em questao forem claros pelo contexto.

A dimensao de uma F-algebra A é a sua dimensao como espago vetorial. A estrutura
de algebra abarca simultaneamente uma estrutura de anel e de espago vetorial para as
respectivas operagcoes.

Cabe salientar que na definicao 2.1.1 acima, nao impusemos nenhuma propriedade em
relacao a comutatividade e associatividade de x. Tal “liberdade” motiva a

Definicao 2.1.2. Sejam A uma [F-algebra, e a,b,c € A.

1. o associador de a,b e ¢ é definido por
(a,b,c) = (ab)c — a(be).
2. o comutador de a e b, também chamado de Produto de Lie, é definido por
[a,b] = ab — ba.

5



6 CONCEITOS PRELIMINARES 2.1

3. o anticomutador de a e b, também chamado de Produto de Jordan, é definido por

aob=ab-+ ba.

Definicao 2.1.3. Seja A uma F-édlgebra.

1. Se (ab)c = a(bc), ou seja, se (a,b,c) = 0 para quaisquer a,b,c € A, dizemos que A é
uma algebra associativa;

2. Se ab = ba, ou seja, se [a, b] = 0 para quaisquer a,b € A, dizemos que A é uma algebra
comutativa;

3. Se o produto de A possui elemento neutro, isto é, existe 14 € A tal que 1,a = aly =a
para todo a € A, dizemos que A é uma algebra unitaria.

4. Se (aa)b = a(ab) e (ab)b = a(bb), ou seja, se (a,a,b) = (a,b,b) = 0 para quaisquer
a,b,c € A, dizemos que A é uma algebra alternativa;

Como a aplicagao bilinear de A nem sempre é comutativa e/ou associativa, é interessante
descrever o conjunto dos elementos que se associam e/ou que comutam em uma [F-algebra.
Isto motiva as defini¢oes a seguir.

Definicao 2.1.4. Seja A uma F-éalgebra.

1. Dizemos que o conjunto dos elementos p que se associam com todos elementos de A é
o nucleo associativo de A, e o denotamos por

N(A)={peAl|(p,z,y) = (z,p,y) = (z,y,p) =0}
para todo x,y € A.

2. Dizemos que o conjunto dos elementos p que comutam com todos os elementos de A é
o centro comutativo de A, e o denotamos por

C(A)={peAllp2] =0}
para todo = € A.

3. Dizemos que o conjunto dos elementos p que comutam com todos os elementos de
N(A) é o centro associativo de A, e o denotamos por

Z(A) ={peN(A) | [p,z] =0}
para qualquer x € A.

Existem também outras notacoes e terminologias para o nicleo de uma algebra. Por
exemplo, em [42] o nicleo é chamado de centro associativo, e adota-se a letra Z ao invés
de N, relativa a palavra em alemao zentrum, que significa centro. Para evitar eventuais
confusoes, durante a tese, utilizaremos a terminologia aqui definida. Podemos reescrever a
defini¢ao 2.1.3 a partir do nucleo e do comutador: Uma algebra ¢é associativa se N'(A) = A.
Em geral, temos que Z(A) € N(A) C A. Além disso, se a algebra A é unitaria, entdo
F C C(A) e A & chamada algebra central se C(A) = F. Também ¢ importante notar que
todas essas definigoes podem ser estendidas para subconjuntos de A, inclusive para apenas
um elemento.



2.1 ALGEBRAS 7

Ao longo do texto a palavra algebra significa dlgebra nao-associativa, isto €, uma algebra
que nao é necessariamente associativa. Se uma éalgebra A pode ser escrita como soma direta
de subespagos indexados por elementos de um grupo abeliano (G, +), isto é,

A=PA4,

geG

e, além disso, se dados a € A, e b € A, temos que ab € Ay, dizemos que a dlgebra A é
G-graduada ¢ um elemento a € A, ¢ chamado de elemento homogéneo de grau g. O
grau de um elemento homogéneo a € A é denotado por d(a). Vejamos agora uma série de
exemplos importantes de algebras.

Exemplo 2.1.5. Considere o F-espago vetorial M,,(F) das matrizes n X n com entradas em
um corpo [, onde a soma e a multiplicacao por escalar sao tomados de maneira usual. Entao,
este conjunto possui uma estrutura de F-algebra, onde a aplicacao bilinear considerada é o
produto usual de matrizes. Esta algebra ¢ associativa (N(M,,(F)) = M, (F)), é unitaria,
mas nao ¢ comutativa. Esta algebra possui dimensao n?. Além disso, a dlgebra M, (IF) admite
uma Z,-graduacao natural: para cada k € Z,,

(Mp(F)r, = {(a;) sa;; =0se j —i#k (mod n)}.

Desse modo, M, (F) = @ (M, (F)).

k€Zn

Exemplo 2.1.6. Seja H = R*. Denotamos:
1=(1,0,0,0) i=(0,1,0,0) j=1(0,0,1,0) k=(0,0,0,1)
Definimos uma multiplicacao em H satisfazendo:
o la=al =a,Va € H;
o 2= 2=k2=_1.

o ij=k jk=iki=j ji=—kkj=—iik=—j

Figura 2.1: Multiplicacio em H e o produto vetorial x em R3.

Estas propriedades nos permitem desenvolver a seguinte tabela de multiplicagao para H :
Explicitamente, dados «, 5 € H, com

a=ap-1+ai+asj+azk, [=0by-1+0bii+baj+bsk,
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1 4 J k
111 4 J k
1t =1 k  —j
Jjlyg —k =1
kl\k 5 —i -1

Tabela 2.1: Tabela de multiplicacdo da dlgebra dos Quatérnios H.

entao temos:
- ﬂ = (aobo — a1b1 — CLng - a3b3 +

(

(

)
aoby + a1by + azbs — azby)i+
aon — a1b3 + (Zgb() + agbl)j‘l‘

(aobg + a162 — CLle + Clgbo)k

Entao H é uma R-algebra com unidade associativa, mas nao comutativa, conhecida como
dalgebra dos quatérnios. Ela foi descoberta por Hamilton em 1843.

Exemplo 2.1.7. E possivel fazer uma extensao da algebra dos quatérnios H, mas tal ex-
tensao é nao associativa. Podemos definir os octonios, simbolizados pela letra @, como 6c-
tuplas de niimeros reais, da forma ag + aye; + ases + azes + aseq + ases + ageg + ayer, com
a; € R,2=0,...,7. A adicao dos octonios é realizada somando-se os coeficientes correspon-
dentes. As regras de multiplicagao entre os elementos e; podem ser representados por meio
do chamado Plano de Fano, ilustrado na figura 2.2. Por conta da linearidade, o Plano de

o)

€6|

Figura 2.2: Plano de Fano representando a multiplicacao entre os elementos da base de Q.

Fano determina completamente a multiplicacao em Q. Explicitamente, dados a, 8 € O, com

o = ag + a161 + ages + asze3 + aq€y4 + a5€5 + Agg + a7ey

5 = bo + b1€1 + b2€2 + b363 + b4€4 + b565 + b6€6 + b7€7,
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temos que

- B = (aobo — a1b1 — CLQbQ — a3b3 — CL4b4 — CL5b5 — a6b6 — CL7b7) +

(aob1 + arbo + azby + azby — asby + asbs — agbs — azbz)er+
(Clobz — alb4 + a2b0 + a3b5 + CL4b1 — CL5b3 + (I6l)7 — a7b6)62
(a0b3 — a1b7 — &265 + CL3b0 + a4b6 -+ a5b2 — (I6b4 + Cl7bg)€3
( )
( )
( )
( )

a0b5 — CL1b6 + CLng — a3b2 — a4b7 + a5b0 + CLGbl + CL7b4 €x
a0b6 + a1b5 — agb7 -+ CL3b4 — a4b3 — CL5b1 + a660 + CL7b2 €g
aogbr + aibs + azbs — azby + asbs — asby — agby + azbg)er

+
+
Clob4 + a1b2 — a261 — a3b6 + CL4b0 + Cl5b7 + a6b3 — a7b5 es+
+
+

Este é um dos principais exemplos de algebra nao-associativa, e pode ser obtido a partir
da construgao de Cayley-Dickson, que veremos com mais detalhes na Secao 2.2.3.

Exemplo 2.1.8. Seja F = C, e tome G um grupo topolégico Hausdorff com a propriedade
de que toda vizinhanca da identidade contém um subgrupo aberto e compacto de GG. Entao
G é localmente compacto e possui uma medida de Haar u, que é uma medida de Borel
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. w(xE) = p(F) para todo x € G e para todo £ C G mensuravel;
2. u(U) > 0 para todo conjunto aberto nao-vazio U C G;
3. u(F) < oo para todo conjunto compacto F C G.

O C-espago vetorial C°(G) das fungdes ¢: G — C localmente constantes e de suporte com-
pacto pode ser entendido como uma C-algebra, definindo a multiplicagao como a convolugao:

frglx) = /f(y)g(y‘lx)du(y)
G

Esta é a chamada dlgebra de Iwahori-Hecke, e usualmente nao é comutativa.

Exemplo 2.1.9. Sejam F um corpo e V um espaco vetorial cuja base é um conjunto enume-
ravel X, cujos elementos sao denotados por e;, paral < i <|X|. A Algebra de Grassmann
sobre V| denotada por E(V'), ou simplesmente F, é a F-algebra unitaria que possui como
base o conjunto

B:{eileiz...eik k> 1,01 <ig... <Zk}U{1},

sendo a adigao e multiplicagao formais levando-se em conta as relagoes e;e; = —eje;, e7 = 0.1
Para um elemento de B, definimos seu comprimento como sendo o ntimero de fatores e; que
o formam, tendo 1 por convenc¢ao comprimento 0. Denotando por Ey o subespago da algebra
de Grassmann gerado por todos os elementos de B que possuem comprimento par, e por
E7 o subespago gerado pelos elementos de B que possuem comprimento impar, temos que
E = Ey @ E; é uma Zs-graduagao de E e que Z(F) = Ey se F nao for um corpo de
caracteristica 2.

Exemplo 2.1.10. Sejam G um grupo finito e F um corpo. O conjunto

FG =Y ayg|a,€F

geG

1Se char F # 2, essa tltima condicdo é consequéncia da primeira.
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munido das seguintes operacoes:

S agg+ > 8= (ag+ By,

geG geG geG
S agg | [ Dok ] = | D (agBugh |,
geG heG g,heG
Mo ) =3 s
geG geqG

para A € F, é uma F-algebra e G é uma base para FG. Dizemos que FG é a algebra de
grupo de G sobre F. Note que FG é uma F-algebra associativa e com elemento identidade
1rlg. A comutatividade de FG ocorre se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Exemplo 2.1.11. Seja V um F-espago vetorial com base {vy,...,v,}. Consideremos a
multiplicagao em V' definida por
v; + (]
Viv; = .
/ 2

Entao V, munido dessa multiplicagao, ¢ uma &algebra, que é comutativa, mas que nao é
associativa, pois temos (v, vy, v3) # 0.

Exemplo 2.1.12. Seja F um corpo. Definimos a algebra de Kronecker por

F 0 T 0
A_<F2 F>_ ((y,z) w),x,y,z,wEIF

A multiplicagao de dois elementos desta élgebra é dada explicitamente por

z 0 @ 0\ xa! 0
(y,2) w] \(V,2") '] \(y2 +wy, za' +wz) ww

Note que A é associativa, mas nao é comutativa.
Definigao 2.1.13. Considere A uma F-algebra. Dizemos que:

1. Um subconjunto X de A é uma subalgebra de A se X é um F-subespaco vetorial de
A e X é um subanel de A.

2. Um ideal a esquerda (& direita) de uma algebra A é um subespago I de A tal que
al C I (respectivamente Ia C I).

3. Um ideal bilateral, ou simplesmente ideal de uma &lgebra A, é um ideal simultane-
amente a esquerda e a direita.

Definigao 2.1.14. Sejam A uma F-algebra e X um subconjunto de A. O subespago de A
gerado por X sera denotado por (X).

A subalgebra de A gerada por X ¢ a interseccao de todas as subalgebras de A que
contém X, e denotamos por

A(X) =B S A| B ésubdlgebra de A e X C B}.
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Quando X = {xy,...,x,}, denotamos por A({x1,...,z,}) = A(z1,...,2,).

Definicao 2.1.15. Sejam A uma F-algebra e By,..., B, onde cada B;, parat=1,...,n, é
um subconjunto de A. Dizemos que a algebra gerada por By, ..., B, é dada por

Bl--~Bn:<ku]bieBi,izl,...,n>
k=1

onde (2l) representa o subespago vetorial gerado pelo conjunto 2, e consideramos todos os

n
tipos de associagao de parénteses possiveis para cada gerador da forma [] by.
k=1

Exemplo 2.1.16. Considere S,, o grupo de permutacoes de n elementos, e a algebra de
grupo FS,,, como definida em 2.1.10. Sejam

Sp = Z(—l)"a e t,= ZJEFSH.

oESy oESH

Considere os seguintes subespacos vetoriais de FS,, :

Uy = () = Z(—l)“)\u‘)\e]F U= S N €FS,| S (1), =05,

HESH HESH UESH

Vi = (t,) = ZAM‘/\EF V=4 S A €FS,| S A =0

HESH HESH WESy

Observe que Uy N Uy = Vi N Vy = {0}. Mostremos que Uy, Uy, Vi, V5 sao ideais bilaterais de
FS,. De fato, para 7 € S,,, temos que 7s,, = s,7 = (—1)"s,, e 7t, = t,7 = t,,. Logo, Uy e V}

sao ideais bilaterais de F'S,,. Agora, considerando o elemento Y A,pde Vo e T € S,
HESK

T Z)\“,u :Z)\“T,u:z%,a e

HESn HESn o€Sh

Z Aulh | T = Z AT = Za,,u,

HESH HESy VES,
ara o = TU, V = UT, Qg = Ar—1, € O = A\, —1. Como
Y bl g T g vT

ZaJ:ZaV:O,

0cESh vESH

temos que V5 é um ideal bilateral de FS,,. Analogamente, concluimos que Us também é ideal
bilateral de F.S,,.

Tal qual ocorre em diversas outras estruturas matematicas, podemos definir a nocao de
poténcia de um elemento. No caso das algebras, como elas podem ser nao associativas, é
necessario tomar um cuidado especial, como veremos nas defini¢coes a seguir.
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Definigao 2.1.17. Seja A uma élgebra associativa. A poténcia n-ésima de um elemento
a € A é definida recursivamente por:

al =a
a" = (a")a,¥n > 1.
Em particular, nas condi¢oes definicao 2.1.17, para n,m € N, temos que
a"tm = (""" Na = (0" ?)a? = ... = (a"T"™)a™ = a"a™ VYa € A.

Veja que s6 podemos escrever tal resultado porque A é associativa, e mais geralmente, para
uma algebra alternativa.

Definicao 2.1.18. Considere A uma algebra e a € A.

e A poténcia principal a esquerda de a é dada recursivamente por

la=a
g =a("a), Vn > 1.

e A poténcia principal a direita de a ¢ dada recursivamente por

al =a
a" = (a")a, Vn > 1.

Definicao 2.1.19. Sejam A uma &lgebra e B uma subalgebra de A.

e A poténcia principal a esquerda de B é dada recursivamente por:

'B=B
"B = B("B), Vn > 1.

e A poténcia principal a direita de B é dada recursivamente por:

B'=B
B"! = (B")B, ¥n > 1.

e A poténcia principal de B é dada recursivamente por:

BML =B
Bt — pmp 4 ph-1)p@) L ... 4 BB(”), Vn > 1.

e A poténcia plena de B é dada recursivamente por:

Bl — B
Bt = BB wp > 1.

Dizemos que A ¢ nilpotente (soltivel) quando A®) = {0} (A = {0}) para algum k € N*.
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Também dizemos que uma algebra é localmente nilpotente se toda subalgebra finita-
mente gerada de A é nilpotente. De acordo com [92], ndo existem algebras simples que sao
localmente nilpotentes.

Definicao 2.1.20. Dada uma algebra A, dizemos que um elemento a € A é
e um divisor de zero se existe um b € A, b # 0, tal que ab = 0.

e nilpotente a esquerda (a direita) se "a = 0 (¢ = 0,) para algum n € N. O
menor numero natural n com tal propriedade é denominado indice de nilpoténcia
a esquerda (a direita) de a.

¢ nilpotente se as poténcias a esquerda e a direita de a coincidem e a é nilpotente.
Definicao 2.1.21. Seja A uma &lgebra.

e Se todos os elementos de A s@o nilpotentes, dizemos que A é nilalgebra. Se existe
n € N tal que a”™ = 0 para todo a € A, dizemos que A é nil de indice limitado.

e Se para quaisquer elementos a,b € A, com a # 0, temos que cada uma das equagoes
ar = b e ya = b tem solucao em A, dizemos que A é uma algebra com divisao.

e Se A% = {0} e os seus tnicos ideais sdo {0} e A, A é chamada de algebra simples.

Cabe observar que se A é uma algebra de dimensao finita, entao A é uma algebra com
divisao se e somente se A nao tem divisores de zero. Além disso, toda algebra associativa
com divisao tem um elemento identidade. Temos também o Teorema de Nagata-Higman
2.1.22, cuja demonstragao pode ser consultada em [22, T. 8.3.2, pag 118|.

Teorema 2.1.22 (Nagata-Higman). Seja A uma algebra associativa sem unidade sobre um
corpo de caracteristica zero. Se A é uma algebra nil de indice limitado m, entao existe um
¢ € N tal que A é nilpotente de indice £ — 1. Além disso, £ < 2™ — 1.

E um fato bem conhecido que toda algebra nilpotente é nil. No entanto, como visto no
teorema 2.1.22 acima, a reciproca nao é verdadeira sem a hipotese do indice da nilalgebra
ser limitado. A seguir, apresentamos um contra-exemplo:

Exemplo 2.1.23. Considere E a algebra de Grassmann definida no exemplo 2.1.9. Temos
que F = Ey @ E, como espagos vetoriais. Além disso, Vm,n € N

(eil c. eim)(ejl c. ij) = (_1)mk(€j1 . ejk)(eil c. eim).

Logo, ar = xa para quaisquer a € Ey e x € E, e bc = —cb para quaisquer b,c € FEj.
Considerando agora F' como sendo a algebra que tem como base o conjunto

B = {€i1€i2...€in‘ii <ig < zn,n > 1},

temos que F' nao possui elemento unidade e é uma nilalgebra, mas nao é de indice limitado,
pois nao é nilpotente, ja que dado n € N temos que ejes. .. e, # 0.

Outro fato interessante para se destacar é que nem toda nildlgebra associativa nas potén-
cias e comutativa de dimensao finita é nilpotente. Tal resultado foi conjecturado por Albert,
e o proximo exemplo 2.1.24 é um contraexemplo para essa conjectura:
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Exemplo 2.1.24. Seja A a algebra comutativa com base {ej, es, €3, €4, €5}, com a seguinte
tabela de multiplicacao:

€1 €2 €3 €4 €5
€1 0 €3 €4 0 —€3
()] 0 0 € €3 0
es| 0 0 0 O 0
ea| 0 0 0 O 0
es| 0 0 0 0O O

Esta algebra é uma nildlgebra de indice de nilpoténcia 4, é associativa nas poténcias e é
soltivel, mas nao é nilpotente, pois A* = A% e A2A% = {0}.

Definigao 2.1.25. Sejam A e B algebras sobre um corpo F. Dizemos que uma aplicagao
p: A — B éum homomorfismo de algebras entre A e B se, Va,be A, VA e F:

L. p(a+b) = p(a) + (b);

Dizemos que ¢ é um
e monomorfismo de F-algebras se ¢ é um homomorfismo injetivo de F-algebras.
e epimorfismo de F-édlgebras se ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de F-dlgebras.
e isomorfismo de F-algebras se ¢ ¢ um homomorfismo bijetivo de F-algebras.

Neste caso dizemos que A e B sao isomorfas e denotamos por A = B. Um homomorfismo
de A em A é chamado um endomorfismo. Um endomorfismo bijetivo de A é denominado
automorfismo.

Das condicoes da definicao 2.1.25, é claro que todo homomorfismo de algebras é uma
transformacao linear.

Definicao 2.1.26. Sejam A e B algebras e ¢: A — B um homomorfismo. Dizemos que o
nicleo de ¢ é o conjunto
Ker p ={a € A p(a) =0}

e a imagem de ¢ ¢ o conjunto
Im o = {p(a) |a € A}.

Exemplo 2.1.27. Se ¢: A — B ¢é um homomorfismo de algebras, entao Ker ¢ é uma
subélgebra de A.

Exemplo 2.1.28. O centro Z(A) de uma &algebra é uma subalgebra de A. Além disso, o
comutador de A, definido por

(A, Al = {[z, y]lz,y, € A}

também ¢ uma subalgebra de A. Observe que A é comutativa se e somente se [A, A] = 0.
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Proposicao 2.1.29. Nas condigoes da defini¢ao 2.1.26, ¢ é injetora se, e somente se,
Ker ¢ = {0}.
Demonstragao. A demonstragao é trivial: se Ker ¢ = {0}, entao
wla) =pb) < pla—b)=0<a—beKerp<a=h.

Logo, ¢ é injetora.
Reciprocamente, se ¢ é injetora, entdo o tnico a € A tal que ¢(a) = 0 é a = 0. Logo,
Ker ¢ = {0}. O

Definigao 2.1.30. Dizemos que um operador linear ¢ é uma involugao se Va,b € A :
L. p(ab) = ¢(b)¢(a);
2. p(p(a)) = a.
Definicao 2.1.31. Dizemos que uma algebra com involugao A é uma éalgebra munida de

uma involucao *: A — A, ou seja, uma funcao linear que satisfaz as seguintes propriedades
para quaisquer a,b € A :

1. () =a
2. (ab)* = b*a”.

Chamamos um elemento x € A de simétrico se z* = z, e dizemos que = é uma projegao
se é simétrico e idempotente.

Exemplo 2.1.32. Considere a algebra M, (C) das matrizes com entradas complexas. De-
notemos por * a transposta conjugada de um elemento de M, (C) - também chamado de
hermitiano. Entao M,,(C) é uma algebra com involugao .

Definigao 2.1.33. Sejam A uma algebra e R um anel, e considere R como um modulo sobre
si mesmo. Definimos

A* =AaR-1
como a soma direta dos R-moédulos A e R-1, e definimos a multiplicagao da seguinte maneira:
(a+a-1)(b+5-1)=(ab+ab+ Ba)+ab -1,

onde a, 3 € A e a,b € R. Dizemos que A% ¢ a algebra obtida pela adjuncao formal de
um elemento identidade a algebra A, ou adjuncao formal com unidade de A.

Definigao 2.1.34. Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Definimos a dlgebra quociente
de A por I como sendo o espago vetorial quociente A/I munido do produto definido por

(a+1)(b+1)=ab+1, Va,be A.

Observe que o produto esta bem definido, ja que nao depende da escolha dos representan-
tes das classes laterais. A classe lateral a + I também sera denotada quando for conveniente
por a.
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Teorema 2.1.35 (Teorema do Isomorfismo para Algebras). Sejam A e B algebras e seja
¢: A — B um homomorfismo. Entao A/Ker ¢ é isomorfo a Im .

Definicao 2.1.36. Sejam A e B duas R-élgebras, onde R é um anel. Entao A e B sao
R-modulos bilaterais sendo a acdo (tanto a esquerda quanto a direita) a multiplicagao por
escalar. O produto tensorial A ® B é o produto tensorial de A e B como R-moédulos
(definido por exemplo em [3]) munido de uma multiplicagdo dada por

(a®b)-(d®@b) =ad @ b
Va,a' € A, Vb,V € B, sendo estendida naturalmente por linearidade.

Note que, se A e B forem [F-dlgebras associativas, entao o produto tensorial A ® B
também sera uma F-algebra associativa, tendo como multiplicacao:

(’Ul & ’lUl)(UQ & wg) = V1V @ WwiWo, V’Ul,’UQ € A,le,'ZUQ € B.
Observagao 2.1.37. Dados M,,(FF) e A uma F-algebra, considerando a aplicagao linear

o @ My(F)@A — M,(A4)
€ij®a —— ae;;

Y

onde {e; ;4,7 =1,...,n} sdo as matrizes elementares que formam uma base para M,,(F) e
a € A, é possivel provar que ¢ é um isomorfismo de F-algebras bem-definido. Ou seja, nessas
condigbes, pode-se ver que M, (F) ® A = M,,(A) como F-algebras.

Proposicao 2.1.38. Toda algebra associativa nas poténcias A contém um tnico nilideal
maximal Nil(A) tal que a algebra quociente A/Nil(A) nao contém nilideais nao nulos.

O ideal Nil(A) dado em 2.1.38 é denominado o nilradical de A.

2.2 Algebras com Composicao

Algebras com composigao constituem uma generalizacao das algebras classicas dos ni-
meros reais, complexos, quatérnios e octodnios, e fornecem recursos e insumos valiosos e
significativos para exemplos de algebras alternativas nao associativas.

2.2.1 Formas Quadraticas

Definigao 2.2.1. Considere A um espacgo vetorial sobre um corpo arbitréario F, com carac-
teristica distinta de 2. Dizemos que uma forma bilinear f: A x A — F é uma aplicacao
que satisfaz as seguintes condigoes:

(1) flu+wuo,v) = f(u,v) + f(uo,v);

(2) f(u,v+wo) = fu,v) + flu, v);

(3) flaw,v) = f(u, av) = af (u, v);
YV u,v,up,vg € A,a € F.

Observa-se que a definicao acima abrange uma quantidade considerdvel de aplicagoes,
sendo que algumas delas possuem propriedades interessantes e relevantes do ponto de vista
estrutural.



2.2 ALGEBRAS COM COMPOSICAO 17

Definicao 2.2.2. Seja f: A x A — F uma forma bilinear. Dizemos que f é uma forma
bilinear simétrica se, para todos u,v € A, valida-se a equagdo f(u,v) = f(v,u). De
maneira anédloga, dizemos que f é uma forma bilinear antissimétrica se, para todos
u,v € A, ocorre f(u,v) = —f(v,u).

Definicao 2.2.3. Seja A uma [F-algebra. Dizemos que uma aplicacao ¢: A — F é uma
forma quadratica se as seguintes condigoes forem validas para todos u,v € A e para todo
acl:

(1) glou) = o?q(u);
(2) f(u,v) =q(u+v)—q(u) — q(v) é uma forma bilinear em A.

Definicao 2.2.4. Dizemos que uma forma quadratica ¢ em uma F-algebra A admite com-
posicao se existir uma operagao binéria bilinear x em A tal que

q(u)q(v) = quxv), Yu,v € A

Definigao 2.2.5. Dizemos que uma forma quadratica ¢ em uma F-algebra A é nao-degenerada
se
q(u) =0 < u=0,

ou seja, se ¢ se anula apenas em (. Caso contrario, dizemos que ¢ é degenerada.

Definicao 2.2.6. Dizemos que uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica f em um
F-algebra A é nao-degenerada se, f(v,u) = 0 para todo v € A, entao u = 0.

Definigao 2.2.7. Se f é uma forma bilinear simétrica em uma F-algebra A, a forma qua-
dratica associada a f é a aplicacao ¢: A — F dada por

q(u) = f(u,u),
onde u € A.

Exemplo 2.2.8. Se F é um subcorpo de C, uma forma bilinear simétrica f é completa-
mente determinada por sua forma quadrética associada, de acordo com a identidade abaixo,
conhecida por identidade de polarizacao:

1

~q(u—v)

1
—q(u+v) — 1

f(u’v): 4

Tal identidade é facil de ser verificada a partir de uma simples manipulagao algébrica derivada
da definicao 2.2.7. Nota-se que

U+ v,u+v)

q(u+v) = f(
flu+v,u)+ flu+wv,0)
f(
f(

yu) + f(u,0) + f(v,u) + f(v,0) (2.1)
yu) + 2f (u,v) + (v, 0)
= q(u) +2f(u,v) +q(v)

u
u

e também

flu—v,u—v)
flu—v,u) — flu—v,0)
flu,u) = flu,v) = f(v,u) + f(o,v) (2.2)
- f(uau)_Qf(u U)+f(v>v)

= q(u) = 2f(u,v) + q(v)

q(u—v) =



18 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

Dali, conclui-se que

4f(u,0) = q(u) +2f(u,v) = q(u) + q(v) + 2f(u,v) — q(v) (2.3)
= qlutv)—qlu—v) '

Proposicao 2.2.9. Sejam ¢ uma forma quadratica em uma F-algebra A e f sua respectiva
forma bilinear associada. Entao g é nao-degenerada se, e somente se, f o for.

A partir da F-algebra A, pode-se construir um produto em A se esta estiver munida de
uma forma quadratica nao-degenerada com composicao. Este produto fara com que exista
uma unidade em A.

Proposigao 2.2.10. Seja A uma algebra de dimensao finita munida de uma forma quadra-
tica nao-degenerada ¢ que admite composicao. Entao existe um novo produto zxy em A tal
que A é uma algebra com unidade.

2.2.2 Algebras com Composicao

Com as defini¢oes e propriedades vistas na se¢ao anterior, estamos aptos a definir o que
¢ uma algebra com composi¢ao. Também existem as algebras de pseudo-composigao, cujos
detalhes podem ser encontrados com maior riqueza em [88].

Definicao 2.2.11. Dizemos que uma F-algebra A com unidade munida de uma forma qua-
dratica nao-degenerada que admite composicao ¢ ¢ uma algebra com composicao.

As algebras com composicao possuem propriedade notaveis, sintetizadas na

Proposigao 2.2.12. Sejam A uma F-algebra com composigao e ¢ uma forma quadratica nao-
degenerada sobre A. Considere f a forma bilinear simétrica associada a ¢q. Para x,y, z, w € A,
sao validas as propriedades seguintes:

(1) f(x,2)q(y) = f(xy, zy);
(2) q(@)f(y,w) = f(zy, zw);
(3) flz,2)f(y,w) = f(xy, 2w) + f(2rw, 2y).

E também interessante pontuar que toda algebra com composicio é alternativa, conforme
pode ser visto por exemplo em [92].

Vamos agora trazer exemplos de élgebra com composicao para ilustrar os conceitos abor-
dados acima.

Exemplo 2.2.13. Considere A uma das algebras R, C, H ou O sobre o corpo R. Entao A
é uma algebra com composicao na qual a norma é definida por:

n

2 _ 2 2

n(T1,...,2T,) = E Ty =27+ ...+,
k=1

Exemplo 2.2.14. Assuma que F' seja um corpo cuja caracteristica é diferente de 3. Nesse
caso, F' contém uma raiz ctbica primitiva w de 1. Seja M3(F') a algebra associativa das
matrizes 3 x 3 sobre F. Seja sl3(F) a élgebra de Lie especial correspondente.

Defina uma operagao binaria em sl3(F') como segue:

w—w2

TxY = wry — wiyr — tr(zy)l, (2.4)
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onde zy é o produto matricial, e [ é a matriz identidade 3 x 3.

Lema 2.2.15. A operacao definida em 2.4 satisfaz
(xxy)*x =a*(y*xx)=sr(z)y,

onde sr é a forma quadratica que aparece como coeficiente de A no polinémio de Cayley-
Hamilton
det(A — XI) = X* — tr(A)N? + sr(A)\ — det(A),

para A € M3(F).

A demonstracao de tal resultado pode ser vista em [25] e [26]. Cabe observar que, no
lema anterior, se a caracteristica de F' for diferente de 2, entao

sr(A) = %(tr(A)z — tr(42)),

para cada A. Além disso, a forma polar dada por sr(A, B) = sr(A+ B) — sr(A) — sr(B)
satisfaz
sr(A, B) = tr(A)tr(B) — tr(AB),

para A, B € M3(F), e isso é valido para qualquer caracteristica.

Lema 2.2.16. Seja (S, *,n) uma élgebra equipada com uma forma quadratica ndo singular
n. Entao n é multiplicativa e sua forma polar é associativa se e somente se satisfaz

(zxy) xx =n(x)y =2 (y* ),
para todos x,y € S.

Pelo lema 2.2.16 acima, o espago vetorial O = sl3(F) com a multiplica¢do * definida em
2.4 e a forma quadratica ndo singular n(z) = sr(z) é uma algebra de composi¢ao simétrica,
e consequentemente, satisfaz para todos z,y, z, o seguinte:

n(zxy) =n(@)n(y) e n(zxy,z)=mn(ry*z),

Definigao 2.2.17. A algebra de composigao simétrica (O, *,n) é chamada de algebra de
Okubo sobre F(char(F) # 3.)

Observe que a defini¢ao acima exclui a caracteristica 3, mas podemos expandir a definicao
utilizando as matrizes de Pauli

o = O
_ o O
o O =

0
01,y=
wQ

8

[l
oo
o & o

em M;3(C), que satisfazem as condigoes

=P =1, 2y = wyz,

e considerando os elementos

Tij = S8y, 1, j € L.
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Entao z; ; depende apenas das classes de equivaléncia de ¢ e de j moédulo 3. Os elementos x; ;
para —1 <4, j <1 constituem uma base para M3(C) e os elementos z; ; para —1 <4, j <1,
com (i,7) # (0,0) constituem uma base para sl3(C).

Para A, B € M;3(C), escreva

AOB = wAB — w*BA.
Entao, para i, j, k, ¢ € 7Z, temos que

Tk j+o se A=0 (mod 3)

WlmA A1
z; j QTp e = —————Zithj+e =0 se A=1 (mod 3)
w—w
—Titkj+e se A=2 (mod 3)
onde A = det L =l — 5k
B poe) IR

Além disso, para u,v € sl3(C),

uxv = uduv — str(udv)l
uQv + tr(uv)xg o

udv — sr(u, v)zo

= udv —n(u,v)rgp.

Dai, temos
uQv = n(u,v)xeo + u* v.

Assim, para —1 < i, j,k, £ <1 e (i,5) # (0,0) # (k, £),

n(x@j?xk/) =1 se (Zaj) = _(k7£)7 (2 5)
n(z;j, xre) =0, caso contrario. '
Além disso,
n(zi;) =0 V(i,j) € Z* (2.6)
Chamando

OZ = Spanz{xi,j —1< Z?] < 17 (Zaj) # (07 O>}

vemos que Oy é fechado sobre a operagao *, e n(Oz) C Z. A Z-algebra (Oz, %, n) satisfaz

n(zxy) =n(x)n(y) e nlzxxy z)=n(zyxz),

pois é uma Z-subalgebra de (O, *,n), e esta satisfaz tais propriedades pelo Lema 2.2.16.
Assim, para qualquer corpo F, mesmo com caracteristica 3, podemos considerar o
espago vetorial
Or =0z ®z F,

que é equipado com a extensao natural da multiplicacao * e a norma n em Oz. Pelas equagoes
2.5 e 2.6, a norma é nao singular, e a algebra resultante também satisfaz as condi¢oes acima.
Logo, esta é uma algebra de composicao simétrica sobre F.

Se a caracteristica for diferente de trés, entdo esta algebra é isomorfa a Algebra de Okubo
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da definigao 2.2.17. Portanto, iremos escrever O = Op para qualquer F' e podemos estender
a definicao 2.2.17 da seguinte maneira:

Definigao 2.2.18. A algebra de composigao simétrica (O, *,n) é chamada de algebra de

Okubo sobre F.

Utilizando a base {z;; : —1 <1i,j <1,(4,5) # (0,0)}, a tabela de multiplicacdo pode ser

vista como abaixo:

* T1,0 T-1,0 Zo,1 Zo,—1 T1,1 T_1,-1 T-1,1 T1,-1
Z1,0 T-1,0 0 0 —Z1,-1 0 —Zo,—-1 0 —T_-1,-1
T_1,0 0 Z1,0 —T_11 0 —To,1 0 —T1, 0
Zo,1 —T11 0 Zo,—1 0 T1,—1 0 0 —Z1,0
To,—1 0 —T_1,1 0 To,1 0 —T_11 | —T_10 0
Z1,1 —T-1,1 0 0 —T1,0 T_1,-1 0 —Zo,—1 0

T_1,—1 0 —T1,-1 —Z-1,0 0 0 T11 0 —Zo,1
To11 | o1 0 —T_1,1 0 0 —T1o | T1-1 0
T1,-1 0 —Zo,—1 0 —T1,1 —T-1,0 0 0 T-1,1

Tabela 2.2: Tabela de multiplicacio da Algebra de Okubo

2.2.3 O processo de Cayley - Dickson

O método conhecido como duplicagao de Cayley-Dickson é muito importante por permitir
a extensao e construcao dos ntimeros complexos a partir dos reais.

Definigao 2.2.19. Seja A uma algebra dotada de uma involugao, e seja a € F. A duplicagao
de Cayley-Dickson define um novo moédulo D,(A) = A @ A, no qual a multiplicagao é dada
por:

(a1, az)(as, as) = (a1a3 + agas, ajas + azas)

e a involugao ¢é definida como:
(a1,a2)" = (a, —az).

Além disso, denotamos D(A) = D_;(A).

De acordo com o Lema 2.4 de [92], D,(A) constitui uma éalgebra com involu¢ao. Isso nos
possibilita utilizar o procedimento de Cayley-Dickson repetidamente a uma &algebra que ja
possui involugao.

Proposigao 2.2.20. Sejam A uma algebra com involugdo e a € F. A aplicagao a — (a,0)
define um homomorfismo injetor de A em D, (A). Ademais, se A possuir um elemento unidade
1, entdo D, (A) tera como unidade o elemento (1,0).

O préximo resultado ilustra que os ntimeros complexos, os quatérnios e os octonios podem
ser obtidos por meio de sucessivas aplicacoes do processo de duplicacao de Cayley-Dickson.

Proposigao 2.2.21. Consideremos R visto como uma R-4lgebra, com a involugao x* = .
Aplicando a duplicagao de Cayley-Dickson a essa algebra, obtemos D(R) = C. Aplicando
novamente este processo, obtemos D(C) = H, e D(H) = O.



22 CONCEITOS PRELIMINARES 2.3

2.3 Anéis Alternativos com Divisao

Seja R um anel nao necessariamente associativo ou comutativo e considere a seguinte
convencao para a operacao de multiplicagao:

vy -z = (vy)z

- yz = z(yz)

para x,y, z € R com o objetivo de reduzir a quantidade de parénteses necessaria.
De forma anéloga ao que fizemos com as algebras, definiremos certos operadores impor-
tantes.

Definicao 2.3.1. Seja R um anel nao necessariamente associativo ou comutativo.

e Denotamos o associador dos elementos z,y, z € R por
(x,y,2) =ay -z —x-Yz.
e Denotamos o comutador dos elementos z,y € R por
[z, y] = xy — ya.
e Denotamos o anticomutador dos elementos x,y € R por
T oy =2y -+ yx.

Definigao 2.3.2. O nicleo associativo de um anel R ¢é definido por
NR)={reR| (z,y,r) = (x,r,y) = (r,z,y) =0 Va,y € R}.
O centro comutativo de um anel ‘R é definido por
ZR)={reR|[r,z] =0Ve R}

Algumas vezes escreveremos Z ao invés de Z(R) quando o anel ao qual estamos nos referindo
estiver claro pelo contexto.

Definicao 2.3.3. Um anel R é chamado de alternativo se satisfaz ambas lei alternativa
a esquerda:
(z,7,y) = 0,isto &, %y — z(xy) = 0, (2.7)

e lei alternativa a direita:
(y,z,z) = 0,isto &, yx? — (yx)x = 0, (2.8)

para todos x,y € R.

E bem conhecido que qualquer anel alternativo satisfaz a chamada identidade flexivel
(z,y,2) =0, (2.9)

para todos x,y € R.
Além disso, também satisfaz as identidades de Moufang;:
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() (zax)y = z[a(xy)] Identidade & esquerda de Moufang,
(b) y(zax) = [(yx)a)x Identidade & direita de Moufang,
(c) (zy)(ax) = x(ya)z Identidade central de Moufang,

para todos x,y,a € R. Consulte as paginas 28 e 29 de [82] para a demonstragao.
Pode-se observar que qualquer anel associativo é um anel alternativo.

Definigao 2.3.4. Seja R um anel com identidade multiplicativa 1. Um elemento = € R é
dito invertivel se existe 7' em R satisfazendo

O elemento ! é chamado de inverso de z.

Definicao 2.3.5. Um anel R com 1 é chamado de anel com divisao se todo elemento
nao-nulo em R possui um inverso.

Ao longo da tese, R* denotara o conjunto de elementos invertiveis em R.
Num anel alternativo R, se x é invertivel entdao x~! é tinico e também satisfaz

7‘7;’ y) = (:L‘_17 y? x) = 07 (2’]‘0)

comy € R.
Em vista da Identidade (2.10), temos que num anel alternativo o produto de dois elemen-
tos invertiveis também é um elemento invertivel. De fato, sejam a, b dois elementos invertiveis
em R. Temos que
(b7'a ) (ab) =" a ™ (ab- b))
=—(a"',ab, b
= )
2

Assim, um anel alternativo com divisao arbitrario R satisfaz
(ab)™t =b"ta, (2.11)

para quaisquer a,b € R.

Proposicao 2.3.6. Seja A uma &lgebra alternativa. Entao, para todos x,y, z,w € A, temos
que
(ya Trw, Z) + (yv 2w, I) - _<y7 z, U})Z - <y7 Z, U))l’ (212)

Demonstracao. Utilizando a identidade 2.3, observe que
(y, xa, z) = (y(za))r —y(zax) = (y(za))z — ((yr)a)z = (y(zra) — (yz)a)r = —(y, =, a)z.

Dai, (y,za,x) = —(y,x,a)z. Linearizando (y, za, x), temos:

(y, (x + 2)a,x + z)
—(y,x + z,a)(x + 2)
—(y,x + z,a)x — (y,x—irz a)z
= (y7x7a’) ( ) (y,x,a)z— (y,Z,CL)Z

(y,xa + za,x + 2)
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Temos também que

(y,ZL’CL + za,x + Z) - <y7l‘(l,$) + (yvxa7 Z) + ( 7za7‘r) + (y7 za, Z)
- —(y,x,a)m + (y,ZL‘CL,Z) + (y,za,x) - (ya ZG)ZE

Igualando as duas equagoes obtidas acima, ficamos com
—(y,z,a)z—(y,z,a)r—(y,x,a)z—(y, z,a)x = —(y, x,a)x+(y, xa, 2)+(y, za,x)—(y, z,a) z =

(yawaa Z) + (y,ZCL, .CE) = _(yaxaa)z - (y,Z,(l).fE,

como desejado. O

Teorema 2.3.7 (Artin). Seja A uma algebra alternativa. Entao toda subalgebra de A gerada
por dois elementos é associativa.

Demonstragao. Sejam x,y € A. Considere p = p(z,y) um produto qualquer nao-associativo
de elementos z1, ..., z;, com alguma distribuicao de parénteses, onde z; é igual a x ou y, para
cadat=1,...,t.

Para mostrar que a subalgebra B = (z,y) gerada por x e y é associativa, precisamos veri-
ficar que quaisquer 3 elementos dessa subalgebra se associam. Assim, dados p = p(z,y),q =
q(z,y) e r = r(z,y) produtos ndo-associativos, é suficiente provar que (p,q,r) = 0. Vamos
mostrar por inducdo que n = deg(p) + deg(q) + deg(r).

Para n < 3, o resultado é claro, uma vez que o grau de um dos produtos obrigatoriamente
precisara ser zero.

Assuma que (p, ¢, ) = 0 para deg(p) +deg(q) +deg(r) < n. Como a soma inteira ¢ menor
que n, em particular, deg(p) < n, para p = p, q,r. Dai, temos que em cada produto p,q,r
vale a associativa. Assim, os parénteses nao sao necessarios. Desta forma, pelo Principio da
Casa dos Pombos, temos que obrigatoriamente dois entre os trés produtos devem comegar
com a mesma letra. Suponhamos sem perda de generalidade que ¢ e r comegam com .
Existem entao trés possibilidades:

(1) 0g > 1 e dr > 1: Escrevamos ¢ = ¢’ e r = zr’. Entao

O0q=1+9¢ = 9¢ = -1+ 0q

or=14+0r" = 0r' = -1+ 0Or.

Logo, chegamos a

(p.q,7) = (p,aq,2r") = (a2, p, ¢') = — (a1, ¢, p)
Pela equacgao 2.12 deduzida na proposi¢ao 2.3.6, vamos escrever y = xr’', a = ¢ e
z = p. Assim,

(y7 ra, Z) + (ya za, $) = _(ya z, (I)Z - <y7 Z, a)l’ =

—(y,za,z) = (y, za,x) + (y,x,a)z + (y, z,a)r =
—(ar', xq',p) = (', pq’,x) + (xr', pd’, x) + (xr’, z,¢")p+ (xr',p, ¢ )z =
(p.q,r) = (xr',pd, x) + (xr', pd', x) + (xr' 2, ¢ )p + (xr', p, ¢ )x

Assim, para mostrar que (p,q,r) = 0, basta verificar que cada uma das parcelas no
segundo membro também ¢é nula. Para isso, vamos agora encontrar o grau dessa ex-
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pressao, calculando separadamente o grau de cada parcela, e utilizar a hipotese de
indugao para concluir que todas elas sao nulas.

Utilizando novamente a proposigao 2.3.6, podemos escrever (y,za,x) = —(y,x,a)z.
Logo,
(zr',pd',x) = —(pg, 2r', 2) = (pq', 2, 7"z =

deg(pq') = deg(p) + deg(q') = 1+ (=1 + deg(q)) = deg(q).
Além disso, deg(xz) = 1 e degr’ = —1 + deg(r). Assim,

deg(pq’) + deg(z) + deg(r’) = deg(q) + 1 — 1 + deg(r) = deg(q) + deg(r) < n.
Dessa forma, pela hipotese de indugao, temos que (pq’, z, ") = 0. Temos também que
(@r', 2q')p = —(ar', ¢, 2)p = (¢, a1’ x)p = (¢, @, 7" )ap

Sabemos que deg(q’) = —1 + deg(q), deg(z) = 1 e deg(r') = —1 + deg(r). Assim,
deg(q') + deg(z) + deg(r') = —1 + deg(q) + 1 — 1 + deg(r) = deg(q) + deg(r) —1 < n

Logo, (¢, x,r") = 0. Vejamos agora o que ocorre para a tltima parcela. Como deg(zr’) =
deg(r), deg(x) =1 e deg(q’) = —1 + deg(q), temos que

deg(zr') + deg(p) + deg(q’) = deg(r) + 1 — 1 + deg(q) = deg(p) + deg(q) < n.
Assim, pela hipdtese de indugao, (zr’,p, ¢ )z = 0.
Concluimos portanto que (p,q,r) = 0.

e Jg > 1 oudr > 1: Se apenas um dos produtos tem grau maior do que 1, digamos
dq > 1, entao podemos escrever ¢ = xq’. Pela equacao 2.12,

(p.q,7) = (p,2q,x) = (p,x,¢')x =0,
utilizando um processo anélogo ao feito no item acima.

e Jg = Or = 1 : Nesse caso, é facil ver que o resultado é véalido, uma vez que pela
definicao de algebra alternativa, temos que

(p,q,7) = (p,x,x) = 0.

2.4 Decomposicao de Peirce

A decomposicao de uma estrutura algébrica é um instrumento fundamental para o es-
tudo e a pesquisa de propriedades caracteristicas dessa estrutura. No contexto especifico de
algebras, a designagao de uma decomposicao em uma soma direta de algebras mais con-
venientes é de grande interesse e pode ser determinante para a deteccao e verificacao de
certas de propriedades relativas a tal estrutura. Por conseguinte, a decomposicao de Peirce
desempenha um papel crucial na demonstracao de importantes resultados no ambito das
algebras associativas.
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O campo das dlgebras nao associativas busca estender esses resultados para outras classes
de algebras, o que torna relevante o desenvolvimento de decomposicoes andlogas & de Peirce
nesses novos contextos. Dada a importancia do uso da decomposicao de Peirce no contexto
dessa tese, em especial no Capitulo 6, vamos defini-la inicialmente no escopo das algebras
associativas, listando algumas propriedades basicas que sao usadas com frequéncia, além de
estabelecer a decomposigao de Peirce no ambito das algebras de Jordan e das algebras comu-
tativas (ndo necessariamente associativas) que admitam um idempotente capaz de induzir
uma decomposicao semelhante & de Peirce. Cabe salientar que esta classe ampliada abrange,
inclusive, as chamadas algebras axiais, vistas com detalhe no Capitulo 6.

Definigao 2.4.1. Seja A uma éalgebra alternativa. Dizemos que um elemento nao-nulo a € A
¢ idempotente se a? = a.

Proposicao 2.4.2. Toda algebra associativa de dimensao finita que nao é uma nilalgebra
possui elemento idempotente.

Corolario 2.4.3. Se A é uma é&lgebra de poténcias associativas e de dimensao finita que
nao é uma nilalgebra, entao A contém um elemento idempotente.

Corolario 2.4.4. Seja A uma algebra alternativa de dimensao finita que nao é uma nilal-
gebra. Entao, existe um elemento e € A que é idempotente.

Teorema 2.4.5 (Decomposigao de Peirce). Sejam A uma &lgebra alternativa, e e € A um
elemento idempotente. Entao A pode ser decomposta em uma soma direta de subespacos
vetoriais

A= @ Aij = A1 ® Ao © Aot © Ago,

i,j€{0,1}
onde
Aij = {mijlexi; = iwij, wije = jui},i,j € {0,1}
Definigao 2.4.6. Seja {ej,...,ex} um subconjunto de elementos idempotentes de uma

algebra alternativa A. Dizemos que tal conjunto é ortogonal se para todo ¢ # j com
1 <4,5 <k, temos que e;ej = 0.
Lema 2.4.7. Seja A uma algebra alternativa e considere {ey, ..., ex} um subconjunto orto-

k

gonal de elementos idempotentes. Considere e = > ey = €1 + €3 + ... + e;. Sao validas as
=1

seguintes propriedades:

1. e é idempotente;

2. ee; =ece=e;Vie{l,... .k}

3. (w,e,e;) = (x,e;,e) =0, Vo € A.

A préxima proposicao garante a existéncia e a unicidade da decomposicao de Peirce:

Proposicao 2.4.8. Sejam A uma algebra alternativa e eq,...e; idempotentes dois a dois
ortogonais. Entao

A=>"Ay,  ij=0,...t
,J

onde
Aij = {xz’j‘ekxz’j = 5ki$ik7xijek = 5jk$ij, k=0,... 7t}

para i,j = 0,...,t. Além disso, tal decomposicao é tnica.
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Demonstragao. Considere z € ) A;;. Entao podemos escrever
]

r = E Tl -

Calculando e;xe; parai=1,...,t:

t t
€ile; = € E Tkl = E €iTk1Ej

k,1=0 k,1=0

t t
= E 5ik$k16j = E 5ik5lj$kl = Zy.
k,l k,l

27

Como (z,e;,e;) = 0, entdo (e;x)e; = e;(we;). Logo, podemos escrever diretamente e;xe;

acima. Portanto, e;re; = x;;. Agora, veja que, para i =1,...,¢t,
t
€T = € E T = E €Tkl = E OikTr = E T
k,l=0 k,l=0 k,1=0
e

t t t
e;,re = e;x E e = E Til E e
= E E Tl = E E Oi = E X4l

=0 k=1 =0 k=1

Temos entao que
€T — e;xe = T;0.

Agora, calculando ze; e exe;, obtemos:

t t
TE€; = E Tl | €5 = E TkI€j

k,1=0 k,l=0
t t t

= E 01T = E E 01Tt
k=0 k=0 1=0

t

= Z(&)jl’kO -+ 51j$k1 + ..+ §jj:1:kj + ...+ 5tj'rkt>
k=0

t t
= E 5jj:ckj = E ij.
k=0 k=0
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Para exe;, ficamos com:

t t t t
€re; = €] E L = E elg €1 Tkj

=1 k=0
t t t t

I
A
g
B

8
8
<

I

51k1'kj

k=0
t
= xk]
k=1
Logo
TEj; — €xE; = Xoy-
Note que
t t t
Top =T — E Tij — E Lio — E Loj
i,j=1 i=1 Jj=1
t t t
=z — g e;re; — g (e;x — e;xe) — Z(xej — exe;)
ij=1 i=1 =1
=1z — ere — (ex — exe) — (xe — exe)
=X —exe —ex + exe — Te + exe.
Assim,
Toop = & — exr — xe + exe.
Parax € A:
¢ ¢ t
T = E Tij + E Zio + E Zoj + Zoo E Aij,
ij=1 i=1 Jj=1 1,J
onde
Tij = €;T€;, Tio = €, — e;x€e
To; = Te; — exej, Top = T — ex — Te + exe.
Consequentemente,

t
ACH Ay

A inclusao inversa é claramente verdadeira; logo
t
7‘1.]:0
Finalmente, vejamos a unicidade da decomposicao: Se z = Y y;;,

Yij = ejre; = Ty, 1,7 =1,...,t.
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Analogamente chegamos ao resultado para os outros casos. O]

Listaremos agora, sem demonstragao, algumas propriedades importantes da decomposi-
¢ao de Peirce.

Proposigao 2.4.9. Seguindo a notagao desta se¢ao, a decomposicao de Peirce satisfaz as
identidades abaixo:

1. AjjAj C Aig,i,5,k=0,...,t

2. AjjA;; CAji,j=0,..

3. AyAu=0,j#k (i,5) # (k1),i,5,k1=0,....t

4. a:?j = 0, para todo z;; € Aj;;,1 # J;

5. TijYij = —YijTij, para todos x;;, vi; € Aij, i # 7.

6. (wij, Yjk, 2ki) = 0 se (7, k) # (4,7), para todos z;; € Ak, Yjk € Ajk, 2ki € Aki
7. (@i, Yijzjis ti) = 0 se @ # j, para todos @y, ti; € Ai,yij € Aij, 2ji € Aji

8. (wijyij)zij = (Yijzij)Tij = (2i5%i5)yi; s€ @ # J, para todos xi;, vij, zij € Aij;

9. ij(yij2i5) = (wi255)Yi5 = 25(@iyi5) se @ # j, para todos xij, yi; € Ay, 25 € Ajy;

10. w4(ziyij) = (zuTij)yi; = (Tijyij)zi se i # j, para todos x5, yi; € Aij, 2i € Aui;
11. (J,’“CL) l'uau quazkv

t

12, (zga)™ = (wija;)™ " Y wijage + (aviaz)(zizaf "), se i # j;
k=0

13. ei(mija)mei = (xijaji)m,i,j = 0, 1, ce ,t.

2.5 Algebras Axiais

Vamos definir alguns conceitos basicos importantes sobre élgebras axiais que serao essen-
ciais para a compreensao dos resultados que foram obtidos. Para aprofundamentos acerca
de tais conceitos recomenda-se consultar [48].

Seja A uma élgebra comutativa e nao associativa sobre um corpo F, com charF # 2.
Recorde que, para um elemento e € A, o adjunto ad, : A — A é o endomorfismo da élgebra
definido por

ade(x) == ex,

para todo =z € A.
Para A € F, o correspondente \-autoespago de ad. é dado por

Ay =Ax(e) ={r € A:ex = xe = \z}.

Recorde que A é chamado de autovalor de ad. se Ay(e) # {0}. Como de costume,
Spec(e) denota o conjunto de todos os autovalores de ad.. Quando o contexto estiver claro,
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escreveremos apenas Ay em vez de Ay(e). Se S C F, também escreveremos Ag para a soma
de todos os Ay com A € S.

Dizemos que e € A é semissimples se o adjunto ad, é diagonalizavel. Isso é equivalente
a decomposigao da algebra como soma direta dos autoespagos de ad,:

A= P Ao

A€Spec(e)

Definigao 2.5.1. Uma lei de fusao sobre [F ¢ um par (F, ), onde F C Fex: FxF — 27
¢ uma operacao bindria simétrica que associa a cada par em F X F um subconjunto de F.
Aqui, abreviamos a lei de fusdo por F = (F, *).

Frequentemente faremos um uso abusivo da notagao e assumiremos que podemos tomar o
produto * de subconjuntos de F. Como x é uma operacao binaria, as leis de fusao sao des-
critas por tabelas cujas células correspondem as regras de fusao. Nessas tabelas, geralmente
omitiremos as chaves dos conjuntos e, por exemplo, escreveremos apenas 1,0 para represen-
tar o conjunto {1,0}. Também deixaremos em branco o lugar onde o conjunto vazio deveria
aparecer.

Algumas das leis de fusao que surgiram no estudo das algebras axiais estao listadas na
Tabela 2.4: a lei associativa A, a lei do tipo Jordan J(n) e a lei do tipo (generalizado)
Monster M(a, f3).

LIEE *[[1]0]a] B |
*{ 110 B 1111 o ﬁ
11 5 OZ 0 0] a | A
0 0 allala 10| B
nlinlnl Lo Bl B8] 8 [10a

Tabela 2.3: Leis de fusio A, J(n) e M(c,3).

Definigao 2.5.2. Seja (F,*) uma lei de fusdo sobre F. Um elemento e € A é um F-eixo
se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. e é idempotente, ou seja, € = ¢;
2. e é semissimples;

3. Spec(e) C F e para quaisquer A, u € Spec(e), é verdade que

44, C P A,

YEAKRLU

Note que, da definicao dada acima, como e é um idempotente, 1 é um autovalor de ad,, e
por conta disso, podemos sempre assumir que 1 € F.

Definicao 2.5.3. Dizemos que um F-eixo e é primitivo se

Ay (e) = Fe.
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Definigao 2.5.4. Uma F-algebra axial é um par (A, X) que consiste de uma algebra
comutativa e nao-associativa A e um conjunto X de F-eixos que geram A. Além disso,
dizemos que (A, X) é primitivo se todos os eixos em X sdo primitivos.

Apesar de uma algebra axial possuir um conjunto gerador em evidéncia, vamos em alguns
momentos realizar um abuso de notacao e escrever A ao invés de (A, X).

Observacao 1. 1. Todos os eixos num conjunto gerador X satisfazem a mesma lei de

fusao F.

2. Apesar dos eixos e,¢/ € X possuirem a mesma lei de fusd@o, ndo assumimos que as
dimensoes de seus autoespagos correspondentes sdo as mesmas. Assim, dim(Ay(e))
nao ¢ necessariamente igual a dim(Ay,(e’)).

3. Além disso, para um eixo e € X e A € F, nado necessitamos restringir A,(e) a ser
diferente do subespago nulo. Assim, em particular, uma.A-algebra axial é uma J(n)-
algebra axial, para todo n € F, e também uma M(«q, §)-algebra axial para todos
a, f € F. De modo semelhante, uma 7 (n)-algebra axial é uma M(n, §)-algebra axial
para todo g € F.

Considere uma J(«)-élgebra axial A com eixo e. Entao a decomposigao de A relativa
ao eixo e é

A=A Ay & A..

Observagao 2. Seja
A — Al @ Ao EB Aa

a decomposic¢ao da J(«a)-algebra axial A relativa ao eixo e. Entao a tabela de multiplicagao
para esta decomposigao é:

Af C Ay, A2 C A & A,
-/4(2) g A07 (-’41 @ AO)Aa g Aom (213)
A1 Ay = 0.

Seja A uma M (a, )-algebra axial com um eixo e. Entao a decomposi¢ao de A relativa
ao eixo e €

A=A1@A0@AQ@AB.

Observagao 3. Seja

A=A © Ay d A, ® Ap

a decomposigao da M (a, f)-algebra axial A relativa ao eixo e. Entao a tabela de multipli-
cacao para esta decomposicao é:

Af C Ay, A2 C A & A, A3 C AL @Ay D A,
A2C Ay, (A AYAL CAs, (A DAy ® An)As C A, (2.14)
A1 Ay = 0.

Para ilustrar melhor os conceitos apresentados, vamos apresentar em sequéncia alguns
exemplos importantes de algebras axiais que sao frequentes na literatura e exibem proprie-
dades interessantes.

Exemplo 1. O exemplo motivador para as Algebras Axiais ¢ a chamada Algebra de
Griess. Esta é uma algebra nao-associativa de dimensao 196884 sobre R. Norton mostrou
que ela contém idempotentes, os quais ele nomeou eixos que geram a élgebra [18|. Esta é

uma algebra axial para a lei de fusao do tipo Monster M(i, 3%) dada na Tabela 2.5.
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T 1

T 1
11 T

T 1
0 0 1 D)
1 T 1 1
illzlz|10]
1 1 1 T 1
32 32 32 32 1’0’4

Tabela 2.4: Lei de Fusio M(5, 35).

Exemplo 2. As élgebras de Jordan foram introduzidas em 1933 para estudar objetos ob-
servaveis em mecanica quantica. Uma algebra de Jordan é uma algebra comutativa e nao-
associativa que satisfaz a condigao

(zy) () = x(y(2z))

para todos x e y. De acordo com [72], se 2 é uma algebra de Jordan e e € 2 é um idempotente,
entao temos a seguinte decomposicao de Peirce:

A = 22[1(6) 7] 2[0(6) 7] Q[% (6),

e esta decomposicao satisfaz a lei de fusao J (%) Se uma algebra de Jordan 2 for gerada

por idempotentes primitivos, entao ela ¢ uma algebra de Jordan do tipo % Em particular,
todas as algebras de Jordan simples sobre um corpo algebricamente fechado sao exemplos

de J (%)—élgebras axiais.

Uma importante familia de algebras axiais do tipo Monster sao as algebras de Norton-
Sakuma que sao algebras axiais primitivas do tipo Monster em um corpo de caracteristica
zero (consulte [62, Section 2.2 para mais detalhes). Apresentaremos agora um exemplo de
algebra de Norton-Sakuma que satisfaz o conjunto das cinco condigoes do tipo Martindale

(i) = (v).

Exemplo 3. Considere A uma J(5)-dlgebra axial de Norton-Sakuma do tipo 24 sob um
corpo de caracteristica 0. A base de A é {ag,a1,a,} e os produtos nao nulos dos elementos
da base sao

9 9 1 1
as = ag, ] = ai, Aya; = ﬁ(ao +a1 —a,) e aa, = g(ao +a, — a).

Isso nos fornece a Tabela 2.6 de multiplicacao mostrada abaixo:

* Qo ay Qp ‘

ao || ao | 35(a0+ a1 —a,) | 55(a0 + a, — a1)
ai ai

Tabela 2.5: Lei de Fusao de A.
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Considere o eixo ag em A e seja
A= Ai(ag) ® Ao(ag) & Ai(ao)
a decomposicao da algebra na soma direta de autoespagos para ad,,. Nesse caso, temos que:
Ai(ag) ={x € A| x = aag, com « € F};

Ao(ap) ={z € A | v = alag + 4a; + 4a,), com o € F};
A%(ao) ={reA|z=0aa —a,), comacF}.
Com base nessa definicao, é possivel verificar que esta algebra satisfaz as condigoes do tipo
Martindale. Para ilustrar, vamos provar a condi¢ao (i), destacada na seguinte proposicao:

Proposicao 2.5.5. Seja A a j(}l)—élgebra axial de Norton-Sakuma do tipo 2A sob um
corpo de caracteristica 0 definida acima. Seja ainda

A = Ai(a) ® Ao(ag) & Ai(ao)

a decomposic¢ao da élgebra como soma direta de autoespacos para ad,,. Entao, dado, a; € A;,
i=0,1, se tya; = 0 para todo t, € A,, entao a; = 0.

Demonstragao. Seja x1 € Aj(ag), isto é, 1 = aap, para algum « € F (para zy € Ap(ag),
pode ser verificado de forma semelhante). Vamos assumir que

t;xl = 0
4

para todo ti e Ai (ap). Dado th = B(a; — a,), com B € F, temos que

1 1 1
tiwy = Blar — ap)aag = ﬁaﬁ(ao + a1 —a,) — Baﬁ(ao +a,—ar) = Boz?(al —a,).

Uma vez que t1x1 = 0 para todo t1 € Ai(ao), isto ¢, Bags (a1 — a,) = 0 para todo § € F,
concluimos que a = 0, o que significa que x; = 0, como queriamos. O]

Definigao 2.5.6. Sejam A e A’ duas algebras e ¢: A — A’ uma fungao de A em A’
Dizemos que ¢ ¢ uma fungao multiplicativa de A em A’ se

p(zy) = o(x)e(y),
para todos x,y € A. Além disso, se ¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo multi-
plicativo .

Definigao 2.5.7. Seja A uma algebra e d: A — A uma func¢ao em A. Dizemos que d é
uma derivagao multiplicativa em A se

d(zy) = d(z)y + zd(y),

para todos z,y € A.

Lema 1. Se d é uma derivagao multiplicativa em A, entao

t(ta(- - (tnd()) - -+ ) = d(ta(ta(- -~ (tn) - -)))
—d(ty)(ta(- -~ (tn) - -)) = ta(d(E2) (- -~ (tnz) - -))
- ... _tl(t2<...(d(tn)x)...))7
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para elementos tq,tq, ..., t,, v € A.

Para facilitar calculos futuros e permitir uma melhor compreensao dos resultados, vamos
introduzir uma notagao para reduzir a quantidade de parénteses:

Definicao 2.5.8. Um mon6émio nao-associativo m de grau n é uma expressao da forma
m(z1, T,y 1, L) = 2 (T2(- - (Tp1y) -+ ),
para elementos x1, To, ..., Ty 1, T, € A.

Observe que, quando estamos lidando com algebras comutativas, poderiamos apresentar
a definicao de mondmios nao-associativos com os elementos em lados opostos.

Observagao 4. Se d é uma derivagao multiplicativa em A, entdo a expressao obtida no
Lema 1 pode ser escrita numa forma reduzida mais conveniente do seguinte modo:

m(ty, by, .ty d(2)) = d(m(ty ta, .ty 1)) = Y m(tyta, . d(t), ..t ),
=1

para elementos t1,ts,...,t,,x € A.

2.6 Funcoes

Definicao 2.6.1. Seja p: R — R uma fungao aditiva. Entao dizemos que ¢ é

e um automorfismo se
p(ab) = p(a)p(b)

e um anti-automorfismo se
p(ab) = ¢(b)p(a)

para todos a,b € R.

Definicao 2.6.2. Seja R um anel alternativo com unidade. Uma fungao ¢ : R — R ¢é
chamada de semi-automorfismo de R em si mesmo se ¢ é uma func¢ao aditiva tal que

plryr) = p()p(y)e(z),
para todo x,y € R, e satisfaz a condi¢ao ¢(1) = 1.

Defini¢ao 2.6.3. Considere A uma *-algebra e um elemento z € A. Um elemento y € A é
chamado de x-inverso generalizado de x se y satisfaz as duas seguintes identidades:

xy-xt=x" e yr-y- =y (2.15)

Definigao 2.6.4. Sejam A e B duas x-algebras. Dizemos que uma fungao ¢: A — B pre-
serva involucoes se

p(x7) = p()", (2.16)
para todo x € A. Além disso, dizemos que ¢ é um *-isomorfismo (resp. x-anti-isomorfismo)
se ¢ é um isomorfismo (resp. anti-isomorfismo) que preserva involugoes.
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Definigao 2.6.5. Sejam A e B duas x-algebras. Dizemos que uma fungao linear ¢: A — B
¢ um *-homomorfismo de Jordan se

e(xy +yz*) = p(x)p(y) + e(y)p(z)", (2.17)
para quaisquer z,y € A.

Definigao 2.6.6. Sejam A e B duas x-algebras e ¢: A — B uma funcao linear. Dizemos
que ¢ preserva o x-inverso generalizado se ¢(y) é um *-inverso generalizado de ¢(x)
sempre que y for um *-inverso generalizado de z, ou seja,

€
ey)e() - o(y") = v(y)
sempre que
xy-x*=x"
(§]

e, além disso,

para qualquer x € A.

2.7 Funcoes que preservam produtos fixados

Nesta secao, definiremos fungoes que preservam produtos fixados e mostraremos breve-
mente algumas propriedades bésicas que sao importantes para contextualizar esse tipo de
funcao, que sera o tema principal do Capitulo 5.

Esse tipo de funcao é largamente estudado em diversas areas da matemaética. Para citar
alguns exemplos, Bouramdane et al. [8] caracterizaram fungoes preservando produtos fixados
na algebra dos operadores lineares limitados B(X) em uma Algebra de Banach em um
espago complexo X. Além disso, caracterizacoes de aplicagoes que preservam o produto nulo
em varias algebras, incluindo algebras de grupos, matrizes sobre anéis de divisao, algebras
primas, algebras booleanas e algebras de von Neumann, foram estudadas em [14], [52], [16],

[87], [55].

Definigao 2.7.1. Sejam A e B dois anéis. Considere ¢ € A e d € B. Dizemos que uma
fungao ¢: A — B preserva o produto fixado quando, para todos z,y € A, temos que

o(z)p(y) =d sempre que zy = c,

ou em outras palavras,
ry =c= p(x)p(y) = d Vr,y € A.

Note que, sendo £: A x A — B e fazendo £(a,b) = ¢(a)p(b), o problema pode ser
traduzido para estudar fungoes bilineares satisfazendo

&(x,y) =d sempre que xy = c.
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Definigao 2.7.2. Sejam A e B dois anéis. Dizemos que uma funcao ¢: A — B preserva o
produto nulo quando, para todos z,y € A, tivermos que

o(x)p(y) =0 sempre que zy =0,

ou equivalentemente,
xy =0= @(x)p(y) =0 Vz,y € A.

Observe que homomorfismos sao exemplos triviais de fungoes que preservam o produto
nulo. Apesar disso, é interessante notar que a implicagao reversa pode nao ser valida, ou
seja, dado um homomorfismo de anéis h: A — B, pode ocorrer h(z)h(y) = 0, mas xy # 0.
De fato, considere A =7Z x Z, B = 7Z e defina

h « ZxXZ — Z
(a,b) — a

a projecao de Z x Z sobre Z. Dados x = (0,1) e y = (0, 2), veja que
h(0,1)h(0,2) = 0-0 = 0,

mas

Exemplo 2.7.3. Sejam H = (1,4, j, k) a algebra dos quatérnios H, onde
P2 =% =k® =ijk=—1.

Vamos considerar as representagoes matriciais 2 x 2 complexas dos elementos de H, dadas

por
10 : 0 , 0 1 0 1

De maneira geral, qualquer elemento
a+bi+cj+dkcH

pode ser representado pela matriz
a+bi cH+di
—c+di a—Wi|"

f+ H — H
r — f(x)=izT

Considere a aplicagao

onde z7 denota a transposta da matriz x. Esta aplicacao satisfaz

f(z)f(y) = —i sempre que zy = i.

Por conta de aplicagoes em mecanica quantica, ¢ importante estudar diversos tipos de
problemas como esse. Outro exemplo ilustrativo interessante é baseado nos trabalhos de
Watkins [89] e Beasley [4]. Este também serve de amostra para problemas de preservacao
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linear que em geral possuem féormulas fechadas para n > 3, mas nas quais excegoes ocor-
rem para valores pequenos, especialmente para n = 2. De acordo com Li e Pierce [64],
uma das principais razoes para isso é que muitos resultados gerais necessitam do Teorema
Fundamental da Geometria Projetiva, que nao é valido nesse caso.

Exemplo 2.7.4. Seja S um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero e seja
M., (S) o espago das matrizes n por n com entradas em S, para n > 3. Tome T um operador
linear nao singular que preserva pares de matrizes que comutam, ou seja, tal que

[T(A),T(B)] =0 sempre que [A, B]=0.
Entao, existem uma matriz invertivel U, um escalar nao nulo v, e um funcional linear
f: M,(S)—S
tais que:
1. T(X) =qUXU! + f(X)I,, para todo X € M,(S), ou
2. T(X) =qyUX'Ut + f(X)I,, para todo X € M,(S).

De fato, seguindo a notagao dada na Definigdo 2.1.4, para A € M,(S), temos que seu
centralizador é

C(A) = {B € M, (S)|AB = BA}

Devido a Frobenius [68], sabemos como calcular a dimensao de C(A) :
dim(C(A)) =n+2 > m; |, (2.18)

onde m; ¢ o grau do mdc d; dos menores de ordem i de AI — A. Denotemos por p(A) o posto
da matriz A. Por hipétese, como T preserva produtos fixados nulos, temos que

T(C(A)) c C(T(A)).
Como T é nao singular, entao
C(T(I)) = Mn(S).

Logo, T'(I) = al, para algum « € S, com a # 0. Suponha que E € M,,(S) com p(F) = 1,
Note que, se A é um escalar, entao

dim(C(E + M) = dim(C(E))
=n?—2n+2

Como

T(C(E) cC(T(E))

e T é ndo singular, entao dim(C(T(E))) > n? — 2n + 2.
Da Equagao 2.18, supondo que T'(E) tem r autovalores distintos Ay, ..., A\, e divisores
elementares

(ZIZ’ — )\i)e“,
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ondet=1,...,ret=1,...,n;,eny >n;, parai=2,...,r, temos que

n—1

n+on+2<n+2 Zmi ,
i—1

ng

r n; r
= 5 E min(e;s, ;) | < E E €is
=1 =1

= s,t=1 s,t=1
i=1 s=1 i=1 \s=1
Logo,
2
n—2+— < nq,
n
e daf ou ny = n ou ny = n — 1. No primeiro caso, dim(T(F)) > n*> —2n+2, e T(E) = ol

para algum o € S. Agora, se n; = n — 1, e consequentemente dim(7T(E)) = n? — 2n + 2,
temos duas opcoes:

.T:2,7’L2:186112612:...:€1n_1:€21:1:

Representando por E;; a matriz elementar cuja tnica entrada nao nula é a entrada 1
em (7, j), na primeira situagao, a Forma Normal de Jordan de T'(F) é

arl + (ay —a1)E,, = E' + M, (2.19)

onde A =a; e E' = (ay — a1)Epp-

er=1e¢1=2eey=... =c¢€,.1 = 1. Na segunda situagao, a Forma Normal de
Jordan de A é
a1[ + E12 = El + )\[, (220)

onde A =a; e B/ = Ej,.

Em ambos os casos, concluimos que T'(F) = E' + AI.
Vejamos o que ocorre em cada possibilidade: Se dim(C(T(F))) > n* — 2n + 2, entao
T(E) = pI para algum escalar 8 € S. Mas T'(I) = ol implica

T(Ba™'1) = 81 = T(E),

0 que ¢é impossivel pois T é invertivel.
Isso significa que dim(C(T(E))) = n* —2n+2 para todas matrizes de posto 1 em M,,(S).
Logo, pelas Equagoes 2.19 e 2.20, temos que

T(E)=E + A,

onde E' € M, (S), com p(E') =1 e X & escalar. Utilizando novamente E;; para representar
a matriz elementar cuja tnica entrada nao nula ¢é a entrada 1 em (7, j), temos que existem
escalares \;; € S e matrizes elementares E;; € M, (S) com p(Ej;) =1 tais que
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Defina uma funcao linear

F @ Mu(S) — M,(S)
X — F(X)=T(X)- f(X)I"

onde f é o funcional linear em M,,(S) dado por
FX) = aihy
ij=1
Note que

F(Ei;) =T(Ey) — f(Ey)l

=Ej+ Mgl — | > 6hg | 1
ij=1
- B
onde 0;; representa o Delta de Kronecker. Como F'(E;;) = E!

157
pode-se verificar que se p(E) = 1, entdo p(F(E)) = 1.
Pelo Teorema 1 de [69], existem matrizes invertiveis S e T tais que ou

entdo p(F(E;;)) = 1. Assim,

F(X)=TXS5,

ou

F(X) = TX'S,
para todo X € M,,(S). Como F(I) = ~I para algum v € S, entéo

TS =TIS=F(I) =~ =T =~5"".

Assim
F(X)=~S"X8,

ou

F(X)=~S"1X"'S,
para todo X € M,,(S). Como T(X) = F(X) + f(X)I, fazendo U = S™1, temos que
T(X)=~vUXU ' + f(X)I,

ou

T(X)=vUX'U" + f(X)I,

para todo X € M,,(S), como queriamos.
E surpreendente notar que esta caracterizagao nao vale para n = 2. Com efeito, seja

T @ MyS) — Ms(S)

-
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Claramente T é invertivel e € uma funcao que preserva produtos nulos para a comutatividade,
mas 1" nao ¢ da forma 1 nem da forma 2. De fato, caso T fosse da forma 2 por exemplo,
entao

T(Elg) = ")/UEglUil + fo[
=U(fo)U,

onde fy = f(E12). Da defini¢ao de T, temos que T'(E12) = Eay. Assim

o= (1) )

Tomando o determinante de ambos os lados, temos que fZ = 0. Por outro lado, tomando o
trago de ambos os lados, temos 2fy = 1. Isso é impossivel de ocorrer.

Apresentaremos agora um Teorema que une resultados de [16] e de [9]:

Teorema 1. Sejam ¢: A — B uma funcao que preserva produtos nulos, e e um idempotente
de A. Entao sao validas as seguintes condigoes:

(i) p(ze)p(z) = p(z)p(ez) para todos x, z € A;

(i) pwt)p(2)p(@)e(y) = p(w)p(t)p(2)p(ry) para todos t € A[E, Al z,y,2,w € A,
onde F é o conjunto de todos os idempotentes de A.

2.8 Funcgoes Elementares e Fungoes Anuladoras

Com o objetivo de manter esta tese auto-contida, apresentaremos brevemente as defini-
¢oes de fungoes necessérias para a compreensao de enunciados dos Teoremas 6.5.4 e 6.5.5
do Capitulo 6. Para mais informagoes acerca do tema, recomendamos a leitura de [61], [11],
[10] e [74], na qual o texto seguinte se baseia.

2.8.1 Funcoes Elementares

Definicao 2.8.1. Seja A um anel associativo. Um operador elementar ¢ uma fungao
Jap: A — A dada por
fap(z) = axd,

onde a,b € A.
Note que se M = f,, ¢ M* = f; o, entao:

M (uM™(x)v) = aubravb = M (u)xM (v)

M*(zM(uw)y) = braubya = M*(z)ud*(y),

para quaisquer u, v, x,y € A.
Podemos generalizar este conceito para anéis nao necessariamente associativos, de modo
a abordar um contexto mais abrangente e propicio.
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Definigao 2.8.2. Sejam A e A’ algebras, e sejam M: A — A" e M*: A’ — A duas funcdes.
Chamaremos o par ordenado (M, M*) de uma fungao elementar de A em A’ se, para
todo monomio m = m(xy, z9, x3) de grau 3, tivermos:

M (m(a, M*(x),b)) = m(M(a),z, M (b)),

M* (m(z, M(a),y)) = m(M*(z),a, M*(y)),

para quaisquer a,b € Ae x,y € A'.
Dizemos que (M, M*) é sobrejetora (resp. aditiva) se M e M* sao sobrejetoras (resp.
aditivas).

E importante salientar o fato de que as igualdades na definigao acima ocorrem para os
seguintes casos em particular:

° m(ml,xg,xg) = ($1$2)$3a
L4 m(xthu SC3> = SCl(CEQx?,)-

Teorema 2.8.3 ([31]). Sejam A e A’ duas F-algebras alternativas. Suponhamos que F é
livre de 2-torcao e contém uma familia

{6,\‘)\ € A}

de idempotentes que satisfaz:
e Sex € Aétal que rA =0, entao x = 0;

e Se x € A satisfaz
exA-x=0

para todo A € A, entdo x = 0 (consequentemente, Ax = 0 implica x = 0)

e Paracadaz € Ae A € A, se
(exzey) - A(l —ey) =0,

entao eyxey = 0.
Entao toda fungao elementar sobrejetora (M, M*) de A em A’ é aditiva.

Definicao 2.8.4. Sejam A e A’ algebras e sejam M: A — A" e M*: A — A duas fungdes.
Chamaremos o par ordenado (M, M*) de uma funcao elementar de Jordan de A em A’

| M(aM*(z) + M*(2)a) = M(a)z + zM(a),

M*(M(a)x + zM(a)) = aM*(z) + M*(z)a,

para quaisquer a € Aex € A'.
Dizemos que (M, M*) é sobrejetora (resp. aditiva) se M e M* s@o sobrejetoras (resp.
aditivas).

As algebras standard s@o uma classe de dlgebras que inclui as algebras associativas e as
algebras de Jordan. Uma algebra standard A, livre de 2-tor¢ao e com um idempotente e,
possui uma decomposicao de Peirce em relagao a e:

A= A]l @Am@A% @Am @A()Oa

1
2
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onde:
Ajj={reA|ex =iz exe=jz},

para i,j € {1, %,O} .
Por conta disso, e por ser utilizado em resultados citados neste trabalho, vale a pena
apresentar o enunciado do seguinte Teorema:

Teorema 2.8.5 (|38]). Sejam A ¢ A’ dois anéis standard tais que A ¢é livre de 2-torcao e
contém um idempotente nao trivial e;. Seja

A:AH@AN@A EBAOIEBAOO

11
22

a decomposicao de Peirce de A relativa a e;.
Suponhamos que A satisfaga as seguintes condigoes:

(i) aij(Aex) =0 ou (exA)a;; = 0 implica a;; = 0, para 7,7,k € {1,0}, com i # j;
(11 Se (eiaei)tij =0 para todo tij € Aij7 entao Q5 = 0, com Z,j S {1, O}, 1 §£ j,

)

)
(iii) Se t;;(ejae;) = 0 para todo t;; € A;;, entdo a;; =0, com 4, j € {1,0}, i # j;
(iv) Se ajitoo = 0 (resp. tooay; = 0), com i € {%, 0}, para todo tgy € Agg, entao a; = 0;
)

(V Se aogtoo + tooaog =0 para todo too c Aoo, entao app = O;
ou, alternativamente, que valem as seguintes condigoes:
(") ai;(Aej) =0 ou (e;A)a;; = 0 implica a;; = 0, para i,j € {1,0}, i # j;

(ii") Se agtin = 0, com i € {1,0}, para todo t11 € A% entao a; = 0;

11 1,
22 2
(iii") Se aitoo = 0 (resp. tgpay; = 0), com i € {%, 0}, para todo toy € Ay, entao a;; = 0;
(iv’) Se agotoo + tooago = 0 para todo tgg € Agg, entao agy = 0.

Entao toda fungao elementar de Jordan sobrejetora (M, M*): A — A’ é aditiva.

2.8.2 Funcgoes Anuladoras

Para esta subsec¢ao, apresentaremos alguns resultados e exemplos, extraidos da tese de
Kawai [60], com o objetivo de proporcionar uma melhor compreensao dos conceitos envolvi-
dos.

Definigao 2.8.6. Seja A um grupo abeliano. Chamamos de estrela de Kleene de A o
conjunto das sequéncias finitas nao vazias de elementos de A, representado por A*.

Definicao 2.8.7. Uma fungao anuladora é uma funcao f: A* — A que satisfaz as seguin-
tes propriedades:
(i) Se s1,...,8, € A e 0 é uma permutagao em {1,...,n}, entao:

f(517 BRI Sn) = f(80(1)7 SR 50(n)>-
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(ii) Para s1,...,8,,t1,...,tx € A, entao:
f(Sl,..‘,Sn,tl—F"'—f-tk) :f(Sl,...,Sn,tl,...,tk) S f(tl,,tk) =0.
(iii) Para todo = € A:
f@) =0,

(iv) Para si,...,s, € A:

fls1yeeiy80,0) = f(s1,...,8n).

(v) Existe um inteiro positivo fixado r tal que, para quaisquer tq,...,t. € A, a fungao
L =1 L, satisfaz:

L(f(s1,-.-,80)) = f(L(s1),-..,L(sn)), para quaisquer sq,...,s, € A.

Vejamos brevemente dois resultados bésicos acerca de funcoes anuladoras para ilustrar
a aplicacao da definicao:

Proposicao 2.8.8. Seja f uma funcao anuladora. Suponha que para quaisquer x,y € A,
tenhamos

flz,y)=0.
Entao f = 0.

Demonstragcao. Para demonstrar este resultado, iremos proceder utilizando indugao mate-
matica no comprimento n da sequéncia finita nao vazia. Como a sequéncia ¢ nao vazia,
usaremos n = 1 e n = 2 como casos base:

e Caso Base: O caso n = 1 segue diretamente da propriedade (iii). J& o caso n = 2 ¢é
automéatico da hipotese do enunciado.

e Passo indutivo: Suponhamos que a proposi¢ao seja vélida para um certo k > 2. Sejam
S1y--+,Sk_1, Sk, Sgr1 € A. Pela hipotese do enunciado temos:

f (ks Sk41) = 0.
Assim, pela propriedade (ii):
F(s15eeey Sty SkySkr1) = f(S1,+ -, Sk—1, Sk + Skr1) = 0.
Dessa forma, a proposicao é vélida para k + 1, o que garante o resultado.

]

Proposigao 2.8.9. Sejam A e B grupos abelianos e sejam f: A — B e g: B — A fungoes.
Suponhamos que g é injetora, g(0) = 0 e f(0) = 0. Definamos:

p(s1,--sn) =g | f ZSi —Zf(Si)

i=1 =1

Entao ¢ satisfaz as propriedades (i) a (iv).
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Demonstra¢ao. (i) Como soma e permutagao comutam, segue diretamente que ¢ é simé-
trica. De fato, dados s1,...,s, € A e 0 uma permutagao de S,,, temos que:

o(s1,--8a) =g | | Z Zf

=1

n

=g |/ Z So(i) | — Z f(80(i))

i=1

= 30(50'(1)7 cee 750(77,))-
1) degue diretamente do fato de g ser injetora:
ii) Segue di do f. de g inj
O(S1y oy Spytr -+ te) = 0(S1,- -y Spy b1, - tk) <= @(t1,...,tg) = 0.

(iii) Para z € A, temos que

(iv) Como f(0) = 0, entao:

3
3

©(s1,. .., 5n,0) Si Zf si) | = @(s1,.. ., 80).

Vejamos agora alguns exemplos cléssicos de func¢oes anuladoras. A verificagao de que
estas de fato satisfazem as propriedades da Definicao 2.8.7 pode ser feita a partir do uso das
Proposicoes 2.8.8 e 2.8.9 acima.

Exemplo 2.8.10. Sejam A e B anéis e seja ¢: A — B um isomorfismo (r+1)-multiplicativo.
Definamos:

flzy,...,zn)=¢ | @ Zm, —ng(mi)
i=1 i=1

Como ¢ é bijetora, basta mostrar que ¢(0) = 0, o que é verdadeiro. Assim, f é uma
fun¢io anuladora. De fato, considere A = ¢~1(0). Temos que

©(0) = (L3(0))
= L;(A)(SO(O))
= Li(¢(0)) =0
Considere agora
L=1"L ... L,
Ly = Low) - - Lo
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para ti,...,t, € A. Dados s1,...s, € A, temos que

@(L(f(sh S Sn))) = ch(@(f(sl, cee

n

-2 el

= Zsl

=Ly | 231) n Ly (0(s1))

n n

=0 | Y L) | =D e(L(s))

= o(f(L(s1), -, Lsn))).

comprovando que f é uma fun¢ao anuladora.

45

Exemplo 2.8.11. Seja A um anel e d: A — A uma derivagao (r + 1)-multiplicativa. Defi-

nimos:

flan, om) =d [ D i | =) d(x).
=1 =1

Como d(0) = 0, as propriedades (i)—(iv) sao satisfeitas. Logo, f ¢ uma fungao anuladora.

Veja que
d(0) = d(L;(0))
= Z Ly Lagoy Ly (0) + Lg (d(0))
0.
Agora, dados t1,...,t, € A, sejam

L:Ltl“'LtM

Ld:ZLtl“'LtH a) Liyy -+ L,
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Desse modo, para sq,...s, € A, temos que

Exemplo 2.8.12. Sejam A e B anéis, e seja (M, M*) uma func¢ao elementar de A em B
com M bijetora e M* sobrejetora. Definimos:

Observe que

M(0) = M (0(M*(0)0))

= M (0)(0M(0))
= 0.
Como M(0) = 0, f satisfaz (i)—(iv). O item (v) é verificado conforme o comportamento do
par (M, M*).
Agora, dados u,v € A, considere w € B tal que M*(w) = v.
Para sy,...,s, € A, podemos ver que

M(u(vf(st,....sn))) = M(u)(wM(f(s1,...,5)))
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o que finaliza a verificacao.

Exemplo 2.8.13. Sejam A e B anéis com A comutativo e 2-divisivel, e (M, M*) uma fun¢ao
elementar de Jordan de A em B, com M bijetora e M* sobrejetora. Definimos:

n n

floy,... o) =M1 M sz —ZM(SQ)

i=1 =1

Como M(0) = 0, todas as propriedades sao satisfeitas, e f ¢ uma fungao anuladora.
Podemos confirmar isso vendo que

M(0) = M (0M*(0) + M*(0)0)
= M(0)0+ 0M(0)
=0.

Outrossim, para u € A, considere w € B que satisfaz
M*(w) = u®.
Entao, sendo sq,...,s, € A, chegamos a

M(uf(s1,...,80) = M(f(s1,...,80))w+wM(f(s1,...,50))

ap M(si)w—ZwM(si)

n

=M uZSi —ZM(usi)

=1
= M(f(usl, R ,Usn))7

o que demonstra que f é uma funcao anuladora.
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Capitulo 3

Anéis Alternativos com Divisao

O objetivo deste capitulo é estender alguns resultados conhecidos para anéis alternati-
vos com divisao. Conforme pensado por Moufang e Chebotar et al., estendemos o Teorema
de Artin para a classe de anéis de divisao alternativos. Para isso, sugerido pelo resultado
de Chebotar et al., estabelecemos um resultado para a classe de anéis de divisao alternati-
vos. Usamos essa generalizagao para fornecer algumas caracterizagoes de mapas bijetivos e
aditivos sobre tais anéis com divisao sob certas condigoes.

3.1 A identidade de Hua para anéis alternativos com di-
visao

A Identidade de Hua, nomeada em homenagem ao matematico chinés Hua Luogeng foi
estabelecida para provar um teorema acerca de fungoes entre anéis com divisao associativos
que sao aditivas, preservam a unidade e preservam inversos, e possui aplicagoes importantes
no Teorema Fundamental da Geometria Projetiva. Em seu contexto original para o caso
associativo, conforme relatado por Cohn [17] e Jacobson [53], temos que para quaisquer
elementos a,b num anel com divisao,

a—(a 4+ (b = a)_l)_l = aba, (3.1)

contanto que a,b # 0, 1.
Observe que substituindo b por —b~!, obtemos outra forma equivalente da identidade:

(a+ aba) " + (a+b)t=a!

Como exemplo de aplicacao que evidencia a importancia da identidade de Hua, apresen-
tamos, de forma ilustrativa, o enunciado do Teorema de Cartan—Brauer-Hua, cuja demons-
tracao pode ser encontrada na literatura.

Teorema 3.1.1 (Cartan-Brauer-Hua). Seja D um anel com divisao, e considere Dy um
subanel com divisao proprio de D. Se D§ é um grupo normal em D* | entao Dy C Z(D).

Considerando sua funcionalidade para o caso associativo, criamos uma generalizagao da
identidade Hua para os anéis alternativos com divisdo, publicada em [84].

Proposicao 3.1.2 (Identidade de Hua para anéis alternativos). Considere A um anel al-
ternativo com divisao e sejam a,b € A. Entao, é vilida a seguinte identidade:

a—(a "+ (b7 = a)_l)_l = aba, (3.2)

49
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sempre que ab # 0, 1.

Demonstracao. Dados quaisquer elementos a, b no anel alternativo com divisao A, tais que
ab # 0,1, temos que

aba(g)ab'a—a—ka:(ab—l)a—ka

@10 (a—bY)-ba+a

@11 (a'o " (a— b_l)_l)f1 +a
1

= (a’l (a—(@a=b"")(a— bil)fl) +a

—((=aa=b")a=b")") +a
(2.10) (=51 —a) " +a
=a— (7' —a)'+ a_l)fl.
O

Observagao 3.1.3. Cabe salientar que na proposigao 3.1.2, nao ha necessidade de impor
que A seja um anel com divisao, basta apenas que ele seja um anel com unidade alternativo
e requerer que os elementos a, b e ab — 1 sejam invertiveis.

Como uma consequéncia da Identidade de Hua para o caso alternativo, temos o seguinte
resultado importante sobre func¢oes aditivas que preservam inversos:

Proposigao 3.1.4. Sejam A e A’ anéis alternativos com divisdo. Dada uma fungao aditiva
¢ : A — A que satisfaz para qualquer elemento nao nulo a € A a identidade p(a™t) =
©(a)™! entao é valido que

plaba) = p(a)p(b)p(a),
para todos a,b € A.

Demonstracao. Como a identidade de Hua é valida para anéis alternativos com divisao, dada
uma funcao aditiva ¢ que preserva inversos, segue que, para quaisquer a,b € A,

¢(aba) (L2 @(a (bt —a)t a_l)—1>

= g(a) ~ (£~ p(@) ™ + o))
—pla) = ((p0) " = pl@) "+ ¢<a>‘1>1
2 o(a)pb)pla),
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3.2 O Teorema de Artin

O principal objetivo desta se¢ao é estender o Teorema de Artin [2, Teorema 1.15] para a
classe de anéis alternativos. Tal resultado depende fundamentalmente do teorema principal
de [27], cujo enunciado reproduzimos a seguir:

Teorema 3.2.1. Seja A um anel alternativo com divisdo. Considere ¢ : A — A um semi-
automorfismo satisfazendo

plab - c+c-ba) = p(a)p(b) - ¢(c) +p(c) - p(b)e(a)
para todos a,b,c € A. Entao, ¢: A — A é um automorfismo ou antiautomorfismo.

Inspirado pelo resultado de Chebotar, obtivemos o Teorema 3.2.7 concernente a classe
de anéis alternativos com divisao, cujo enunciado 1é-se abaixo:

Teorema 3.2.2. Seja A um anel alternativo com divisdo com centro comutativo Z(A) e
¢ : A — Auma funcao aditiva e bijetiva. Considere A = ¢(1). Nessas condigoes, as seguintes
duas afirmacgoes

(i) @(aV)p(a) = p(b~1)p(b) para quaisquer a,b € A nao nulos;

(i) Ap(ab-c+c-ba) = (p(a)p(b))(Ap(c)) + (p(c)A)(p(b)p(a)) para todos a,b,c € A;

sao satisfeitas se e somente se ¢ = A\, onde A = (1) € Z(A) e&: A — A ¢éum automorfismo
ou antiautomorfismo.

Primeiramente, para demonstrar este resultado, iremos provar que estas condi¢oes sao
suficientes para a veracidade do Teorema 3.2.7. Para isso, precisamos lancar mao de alguns
resultados preliminares cujas hipoteses se descrevem identicamente as condi¢oes do teorema.
Mais especificamente, vamos considerar uma fungao aditiva e bijetiva ¢: A — A e considerar
A = (1), de modo que as condigoes (i) e (ii) sejam satisfeitas.

Com o objetivo de facilitar os calculos doravante, vamos fixar z = @(a~1)p(a) para
a € A um elemento nao nulo.

O primeiro lema que terd um papel importante para a demonstracao, é relacionado a
identidade de Hua 3.1.2.

Lema 3.2.3. Se a,b s@o dois elementos de um anel alternativo com divisao A tais que
ab # 0,1 entao

(et = (a— b’l)’l)_1 = a — aba. (3.3)

Demonstragcao. Conforme exposto pelo Teorema 2.3.7, o subanel com divisao gerado por a
e b é associativo. Desse modo,

-1

(a—aba) (™' + (b~ —a)!) = Ja '+ (@ —aba) (b~ —a)™!

a—aba)a™ + (abb™" — aba) (b~ —a)™"
)a‘1+( b(b~ —a)) (b —a)”!

1—ablaa ™' +ab(b™' —a)(b™' —a)™"

1 —ab)+ab=1.

Uma demonstracao analoga verifica que (a‘l + (bt - a)_1> (a —aba) = 1.
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Lema 3.2.4. E valido que p(17")p(1) € Z(A).

Demonstragao. Considere z = ¢(171)p(1). Vamos analisar o que acontece com este valor.
Se z = 0, entao o resultado sera verdadeiro. Agora, seja z # 0. Entao, pela Condigao (i) do
Teorema 3.2.7, obtemos que

z=p(a ")p(a) = pla)p(a™).

O proximo passo ¢ verificar que z comuta com elementos de Im(). Para isso, lembrando
do fato de que anéis alternativos sao flexiveis, temos que, para qualquer a € A

Consequentemente, pelo fato de ¢ ser sobrejetora, encontramos que

2= pla™)pla) = pla)pa™) € Z(A) (3.4)
conforme desejado. m

Lema 3.2.5. Para quaisquer a,b € A, é valido que

plaba) = (2p(a)) ((b)o(a)). (3.5)

Demonstragio. Pelo Lema 77, sabemos que z = (a1 )p(a) € Z(A). Dessa forma, utili-
zando a identidade (2.10), obtemos que

pla™h) =p(a

= )-1=p(a™") - pla)p(a)™ (3.6)
= p(a -

Jo(a) - (a)™" = zp(a).

-1
-1

Para continuar a demonstracgao, iremos agora investigar o que ocorre com a equagao 3.5
em trés situagoes distintas, sendo essas especificamente as seguintes:

e ab=0;
e ab=1,;
e ab#0,1.

Mostraremos a validade da Condigao (3.5) em cada um dos trés casos.

e Primeiro caso - ab = 0: Como A é um anel com divisao, se ab = 0 entao ¢(aba) =

(="1(a)) (2 (D)p(a)-

e Segundo caso - ab = 1: Como anéis alternativos sao flexiveis, considerando aba =
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ab - a,

p(aba) = @(ab- a) = p(a) = 227" - p(a)
(2.10) -1
="z-27¢(a)

= 2" 90() 2
= (="'¢(a) - 2) ((a) *p(a))
<“°>< a)(w o(a)

2 (2 0(@) (pla M pla >)
= (27'p(@)) (p(b)p(a)).

Logo, ¢(aba) = (27'¢(a)) (¢(b)¢(a)) para ab = 1, conforme querfamos comprovar.

Terceiro caso - ab # 0,1: Se ab # 0,1, o Lema 3.2.3 nos proporciona a identidade
aba=a— (a' = (a— b_l)_l)_l.

Aplicando ¢ em ambos os membros da igualdade acima, e lembrando do fato de que,
se z € Z(A), entao 27! € Z(A), temos que

¢(aba) = gO(a — (@'~ (a— b—1)_1)—1>
ROSNTRI S

Agora, utilizando algumas vezes a Equagao (3.6) fornecida durante a demonstracao do
Lema 3.2.5, observe que podemos desenvolver os calculos da seguinte maneira:

p(a) = p( (@ = (- b*)*)“) 2 pla) = zp(at = (@—b7H) )
o) = 2(pla™) = p((a b))
Y ola) — 2 (20(0) " = zpa — b7

= ola)  2(20(a) ™ ~ 2(pa) o7 )

D o(a) — 227 (pla) ™t = (pla) — zp(0) ™))

Agora, veja que, de acordo com a identidade (2.10), podemos concluir que

pla) =z 27 (p(a) " = (p(a) = zp(b) ™))
D pla) 227 (@) = (pla) - Zs@(b)l)_l)_1

||w

(3.

||w

-1

Durante a demonstragdo do Lema 3.2.4, utiliza-se a equagao (3.4), que garante a se-
guinte expressao para representar z :

2= pla)pla).
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Aplicando-a na identidade obtida acima, temos que

-1

o) =227 (@)™ = (@) = 2¢(0) ) ")
p(a) - (#l@) = (pla) - o)) )

-1

Adotando a identidade (3.3), que é uma consequéncia direta da identidade de Hua,
chegamos a

—1(33)

e(a) = (p(@) " = (pla) = 7o) ™)) E @) - (vla) - pla) (=7 'e(0) p(a))

Com a condicao (3.5) verificada para os trés casos, a demonstragao esta completa. O
Lema 3.2.6. Temos que A = (1) € Z(A).
Demonstragao. Considere a = 1 na Equagao (3.5). Temos portanto que

p(b) = (=7 e(1)) (¢(b)p(1)).

Além disso, a Equagao (3.6) nos concede a seguinte informagao:
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Dessa forma,

para todo b € A. Como ¢ é sobrejetora, concluimos que ¢(1) € Z(A). O

De posse dos resultados acima demonstrados, estamos aptos a verificar que o Teorema 3.2.7
¢ valido.

Teorema 3.2.7. Sejam A um anel alternativo com divisdo com centro comutativo Z(.A) e
¢+ A — A uma fungao aditiva e bijetiva. Considere A = ¢(1). Nessas condigoes, as seguintes
duas afirmacoes

(i) plaHp(a) = p(b~')p(b) para quaisquer a,b € A nao nulos;

(i) Ap(ab-c+c-ba) = (p(a)p(b))(Ap(c)) + (p(c)A)((b)¢(a)) para todos a,b,c € A;

sao satisfeitas se e somente se ¢ = A\, onde A = (1) € Z(A)e&: A — A ¢éum automorfismo
ou antiautomorfismo.

Demonstrag¢ao. Sejam A um anel alternativo com divisao que possui centro comutativo
Z(A) e seja ¢: A — A uma fungao aditiva e bijetiva satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do
Teorema 3.2.7.

Defina a funcao

A

E A —
a — &(a) =A"1p(a)

para qualquer a € A, onde A = p(1).

Nosso objetivo seré verificar que £ é um automorfismo ou um antiautomorfismo.

Para isso, vamos elencar e demonstrar diversas propriedades de &, advindas principal-
mente das propriedades de ¢ e dos resultado estabelecidos nos lemas anteriores.

Passo 1: £ é uma bijegao aditiva.

Lembremos que ¢ é uma fungao bijetora. Vejamos primeiramente a injetividade de &.
Para isso, sejam a,b € A. Mostraremos que, se a = b, entao £(a) = £(b). Veja que

Agora, mostraremos a sobrejetividade de £. Considere a € A. Como ¢ é sobrejetora, existe
b € A tal que ¢(b) = Aa. Dessa forma,

E0)=A""p)=A" ()= (AN a=a.

Em outras palavras, acabamos de verificar que para todo a € A, existe um b € A tal que
&(b) = a. Logo, & é sobrejetora.
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Finalmente, mostremos a aditividade de £. Para a,b € A, temos que

Ela+b) =1 (a+b)
95 (pla) + (8)
=\ <>+A )
= &(a) +£0)

onde utilizamos na passagem (*) o fato de que ¢ é aditiva.
Temos que £(1) = 1. De fato,

) =XATp(1)=1A=1.
Passo 2: Para qualquer a € A, temos que
£(a™h) =€(a)7, (3.7)
Usando o Lema 3.2.6, obtemos que
£aé(a) = (A p(a™)) (A e(a)) = (A ela™)) (p(a)A™)
A (plap(@)at A < (a)p(a) A,

De acordo com a prova do Lema 3.2.4, obtemos pela Equacao (3.4) que

—~

AT (@@ At = AT A (elae(a)) = (1) o(1) 7 (e(1)e(1))
(2.8)

= o) (1) e(W)p(1) = ¢(1) (1) = 1.

Isso comprova que &(a™1)¢(a) = 1 para qualquer a € A. Em outras palavras, (a™!) = £(a) ™!,
como queriamos demonstrar.

Passo 3: £ é um semiautomorfismo.

Como a identidade de Hua funciona para anéis alternativos com divisao, e pela Equacao
(3.7) obtida na afirmagcao acima, para quaisquer a,b € A temos que

claba) 2 ea) (4 67 ) )7

o que demonstra que £ é um semiautomofismo.
Diante dos passos desenvolvidos, vamos mostrar agora que £ = \~!y satisfaz a Condigao
de Ferreira (5.1), ou seja, que

§(ab-c+c-ba) = E(a)§(b) - £(c) +&(c) - £(b)E(a),
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para quaisquer a, b, c € A. Para isso, observe que, para a,b,c € A

Elab-c+c-ba) = X 'p(ab-c+ c-ba)
=2 (AN p(ab-c+c-ba))
P20 AL (A Mplab -+ c - ba))
Observe agora, que utilizando a alternatividade a esquerda dada pela equagao (2.7), temos
AL A dp(ab - e+ c-ba)) E (AN Ap(ab - ¢+ c - ba)
=A% Xp(ab-c+c-ba)
=272 A2 (N Ap(ab- e+ c - ba))

Utilizando novamente a alternatividade a esquerda dada pela equagao (2.7), temos

@n \-2. A‘Q(A A(Ap(ab-c+e- ba»)
= A2 A2 (Wp(ab- c+ ¢ - ba))

Por hipotese, sabemos que a Condigao (ii) é valida nesse caso. Aplicando-a & equagao acima,
ficamos com

AN (Vb e+ e ba) A2 ((p(a)p(8) (Ap(e)) + (2(e)A) (D) () )
= A’2<>\’2 ((@)e(d) (Ap(0) + A7 - (p(0)A) (2(b)e(a) ).
(3.9)
Em resumo,
£(ab-c+c-ba) = A" p(ab- ¢+ c- ba)

=2 (AA-pab- ¢+ c-ba))

CLDNT (A Ap(ab- ¢+ c - ba))

21

=" (A "]A Hp(ab-c+ c-ba)
= A2 Xp(ab-c+c-ba)
=272 A2 (N Ap(ab- e+ c - ba))

(27 \=2 \-2 (A “AAp(ab-c+c- ba)))

=272 A (Vop(ab- ¢+ c-ba))

AN ((pla)p(0) (re(e) + (PN (e(B)p(a) )

= A2 (X2 (p(a)p() (Ae() + A2 (Pl (p(B)p(@) ). (3.10)

Nesse momento, para facilitar o restante dos célculos da demonstracao, iremos tratar
cada um dos somandos de (3.10) separadamente.
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e Primeiramente, vamos lidar com a primeira parcela. Para a, b, ¢ € A, vamos considerar

z=pla)p(b) e y=Ap(c).

Como A™! € Z(A), podemos encontrar que

A ay)a

2 EA

= (zA7)(yA™)

= (p(a)p(d) - A7) (Ap(c) - A7

= (p(@)p®)A" - p(o). (3.11)

e Agora procederemos ao desenvolvimento da segunda parcela. Para a,b,c € A, vamos
considerar

s=pON e w=pB)p(a)
Como A\ € Z(A), de modo analogo, temos que

A2 (@()N) (p(b)p(a))

)\2
@AH@A)

= ((¢(N)A) ((2(b)¢(a))A™")

(c) - A7 (#(b)p(a)). (3.12)

Retornando para a equagao original (3.10), usando (3.11) e (3.12), e novamente lembrando
do fato de que A™! € Z(A) obtemos que

(ab-c+c-ba) = Yz((e@(d)@(b) A p(e) + @(e) - A (p(b)p(a)

)
-(Ae(e) + (A Me(e) - (A He(b) (A e(a))
-£(b)é(a),

isso prova que ¢ satisfaz a Condigao de Ferreira (5.1). Usando o Teorema 3.2.1, concluimos
que £ é um automorfismo ou um antiautomorfismo, e isso completa a demonstracao da
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condigao suficiente do Teorema 3.2.7.

Vamos agora nos ater aos célculos necessarios para a demonstracao da condi¢ao necessaria
do Teorema 3.2.7.

Seja ¢ : A — A uma funcao aditiva e bijetora tal que ¢ = A, onde A\ = p(1) € Z(A)
e &0 A — A. Vamos considerar dois casos: o primeiro no qual ¢ é um automorfismo e o
segundo no qual £ é um antiautomorfismo.

Assuma que £: A — A é um automorfismo. Vamos provar que

plap(z) = A

para qualquer x € A nao nulo. De fato,

Analogamente, podemos repetir o mesmo argumento para quaisquer a,b € A nao nulos
para obter o resultado desejado.

As mesmas alegagoes sao validas no caso em que £ é um antiautomorfismo. Portanto, a
Condigao (i) é satisfeita.

Agora, vamos provar a validade da Condigao (ii). Sob a égide das mesmas hipoteses,
considerando &: A — A um automorfismo, temos que, para x € A

Nop(x) = A% M(x) = (M) - A()
@ A(A(A(Ag(@))) = A2 )2%(2)
D N22. ¢(z) = Ne(a).

E, particular, para a,b,c € A,

No(ab-c+c-ba) = \€(ab- ¢+ c - ba). (3.13)



60 ANEIS ALTERNATIVOS COM DIVISAO 3.2

Desse modo, utilizando essa informacao, chegamos a

Ny(ab-c+c-ba) =) Ne(ab- e+ c- ba)
= M (E(@)&(b) - €(e) +£(e) - £(b)(a))
= M (&(a)€D) - &(e) + )\2)\2( £(c) - £(b)é(a))

N2 (E(a)E(D) - £()) + N (E(0) - E(D)E(a)) N

2N (E(@)ED) - E(@) N+ N%(0) - (E(b)E(a) - %)

W( E(@)E(D)) - E(N + A% (e) - (A2 - E(b)é(a))
AN E@em) (60X + 2% - (AR €0)E())
F(Me@E®)A) (€() + (V) (Ma®)E@) )
XE(a)) (€0)A) ) (€()) + (V) (A1) (§(a)n))
= (A&(@) (e®) ) (A~ 26(0)) + () () (Xe(@) )
= (pla)p(1)) (Ap(c)) + (2(c)A) (#(b)p(a)).

Assim como no caso anterior, calculos idénticos nos permitem concluir os resultados
correspondentes para & no caso em que este ¢ um antiautomorfismo. Portanto, a Condigao
(ii) é satisfeita. O

Apresentaremos agora uma versao do Teorema de Artin para o caso de anéis alternativos
com divisao.

Teorema 3.2.8. Seja A um anel alternativo com divisao. Considere ¢: A4 — A uma fungao
aditiva e bijetiva tal que as seguintes condi¢oes sao verdadeiras:

(i) Para todos a,b,c € A, temos que
plab-c+c-ba) = p(a)p(b) - o(c) + ¢(c) - p(b)p(a);
(ii) @(a™') = p(a)~! para qualquer elemento nao nulo a € A;
(i) o(1) = 1.
Nessas condicdes, ¢ ¢ um automorfismo ou um antiautomorfismo.

Desse modo, o conhecido Teorema de Artin para anéis com divisao é uma consequéncia
do principal resultado apresentado:

Corolario 3.2.9. |2, Teorema 1.15] Seja R um anel com divisao. Considere ¢: R — R uma
funcao aditiva e bijetora tal que as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) ¢(a™) = p(a)™! para qualquer elemento nao nulo a € R;
(i) (1) =1L

Entao ¢ ou é um automorfismo ou é um antiautomorfismo.
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Demonstracao. Considere ¢: R — R uma funcao aditiva e bijetora satisfazendo as hipdteses
do Teorema de Artin para anéis com divisao. Pela Proposigao 3.1.4 temos que, para todos

a,beR,
p(aba) = p(a)p(b)p(a).
Linearizando a expressao acima, obtemos que, para quaisquer a,b,c € R,
plab-c+c-ba) = p(a)p(b) - p(c) + ¢(c) - p(b)p(a).

Assim, aplicando o Teorema 3.2.8, a demonstracao esta completa. O
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Capitulo 4

Um Teorema do Tipo Hua para a
Algebras dos Octénios

Neste capitulo, introduziremos a nocao de *-homomorfismo de Jordan, levando em con-
sideracao a definicao de 2-funcao *-multiplicativa de Jordan. Motivados pelos resultados
mencionados acima, voltamos nossa atengao para estudar o seguinte problema:

Questao 1. Seja ¢ uma fun¢ado linear em uma *-algebra alternativa A que preserva a -
invertibilidade generalizada. E verdade que ¢ é um *-homomorfismo de Jordan? Além disso,
nesse caso, podemos garantir que ¢ seja um *-isomorfismo ou um x-anti-isomorfismo?

Lembremo-nos brevemente de algumas definigbes e informagoes de suma importancia
para este capitulo, que ja foram apresentadas no Capitulo 2.

Uma algebra A é chamada de x-4lgebra se A for dotada de uma involugao. Por involucao
linear entendemos uma fungao *: A — A tal que:

(x+y) =x"+y", (@) ==z (2y) ' =y'z" e (ax)" =az’,
para qualquer a € F, e para todos z,y € A. No caso em que F = C, podemos também
definir um tipo de involugao especial chamada involucao linear conjugada, que satisfaz as
condicoes anteriores, substituindo a tltima por

(az)* = ax’,

para qualquer a € C e x € A, onde @ é o conjugado do niimero complexo a.

Uma involugao *-linear de uma *-élgebra A com unidade 14 sobre um corpo F de carac-
teristica diferente de dois é chamada de escalar se a soma de cada elemento e sua involugao
for um maultiplo escalar da unidade, ou seja, x +z* € F1 4 para qualquer z € A. Claramente,
nao existem “x-algebras” nao-triviais com uma involucao que seja simultaneamente escalar
e conjugada linear.

Esses tipos de involugoes tém sido objeto de varias investigagdes, como [63, 71, 79], e
desempenham um papel fundamental em vérias élgebras nao-associativas usadas na fisica,
incluindo as algebras de quatérnions e octonios [25]. Certas x-algebras com involugoes es-
calares desempenharam um papel importante na construgao de representacoes metapléticas
e nas aplicacoes dessa teoria a problemas de teoria dos ntmeros e formas automorficas
[6, 76, 79, 83].

O x-inverso generalizado do elemento identidade 14 de uma x-algebra A ¢é claramente ele
mesmo, ou seja, 1% = 1.

63
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Se ¢: A — B é um *-homomorfismo de Jordan que preserva o *-inverso generalizado,
entao ¢ é na verdade uma 2-funcao de Jordan, pois satisfaz

o({z,y}s) = {o(x), o(y) }+,

para quaisquer z,y € A [33, 34]. Além disso, de acordo com [15]|, podemos concluir que ¢ é
um *-isomorfismo de algebras entre duas algebras de von Neumann fatores.

4.1 Analise na Algebra dos Octénios

Relembramos algumas propriedades fundamentais da algebra dos octénios O, que tam-
bém é conhecida como a algebra de Cayley, a qual é uma algebra alternativa nao associativa
sobre o corpo base dos nimeros reais R. A algebra dos octonios possui uma base de 8
elementos {eq, 9, €3, €4, €5, €6, €7, €3}

A multiplicacao entre esses elementos é dada pela tabela de multiplicagdo, que é apre-
sentada na Tabela 4.1. Esta tabela descreve como os elementos de O se combinam entre si.
O produto de dois elementos e; e e;, com 1 < 4,7 < 8, é mostrado pela célula correspon-
dente na tabela, que representa o resultado de multiplicar o elemento da linha i-ésima pelo
elemento da coluna j-ésima. A multiplicagao na algebra dos octoénios é “nao associativa’, o
que significa que, em geral, (zy)z # x(yz) para elementos z,y,z € . Essa caracteristica
distingue os octonios das algebras associativas, como a algebra dos ntimeros reais ou dos
complexos.

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €3
€1 ] €& €2 €3 €4 €5 €6 €7 €s
€2 | €2 —€1 €4 —€3 €6 —€5 —€g €7
€3 | €3 —€4 —€1 €3 €7 €s —€5 —€¢
€4 | €4 €3 —€2 —€1 €3 —€7r  €¢ —€5
€5 | €5 —€ —€7 —€g —€ €2 €3 €4
€6 | €6 €5 —€g €7 —€2 —€1 —€4 €3
€r | €7 €8 €5 —€¢ —€3 €4 —€1 —€3
€s | €8 —€7  €E¢ €5 —€4 —€3 €2 —€1

Tabela 4.1: Tabela de multiplicagdo dos Octonios

Como a algebra dos Octonios @ é uma algebra de divisao, isso significa que para todo
x # 0 € O, o inverso 7! é tnico e satisfaz a seguinte identidade:

(z,27 Y y) = (27! z,y) = (7, y,2) =0, para todo y € O,

onde definimos o associador de trés elementos x, y, z da algebra O como:

(x,y,2) =2y -2z—x-yz.

Este associador reflete a nao associatividade da algebra dos octonios, o que significa que
a multiplicacdo entre seus elementos nao segue a regra associativa tradicional (zy)z # x(yz).
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4.1.1 Normas e conjugados

Um elemento qualquer w € O pode ser representado como uma combinacao linear dos 8
geradores da algebra {ej, e, ..., es} sobre o corpo dos ntimeros reais R:

8
wzg aze;, com «; € R.
i=1

Aqui, a parte real de w é dada por Re(w) = aje;, enquanto a parte imaginaria é dada
por:

8
Im(w) = Z Q;€;.
i=2

A algebra dos octénios O pode ser dotada de uma fungao involutiva linear chamada de
conjugado octonidnico real w, que é dada por:

8
W= e — E oe;.
=2

Essa operagao ¢ uma generalizacao do conjugado de niimeros reais ou complexos, mas
aplicada a estrutura dos octénios. Com isso, podemos definir a norma real de um elemento
w € O como:

8
lw| == Vww = Za?.
i=1

De acordo com [59], é possivel realizar uma decomposigao dos octénios de forma que a
algebra O seja expressa como uma soma de subespagos complexos:

0O =Co®Cez @ (Ca Ces)es,

onde a base de C é dada por {ej,es}. Assim, podemos escrever um elemento w € O em
relacao a essa decomposi¢ao como:

w = a + azes + (a3 + agez)es,

onde «; € C.

Em analogia com os nimeros complexos, podemos definir o conjugado complexo dos
octénios. Para isso, consideramos a funcao x: O — O, chamada de conjugado octoniénico
complexo, dada por:

W i=10q + tpes + (a3 + ages)es,

onde @; denota o conjugado usual de «a; € C.
O conjugado complexo de w também pode ser escrito como:

8
w* =a5e; — E a;e;,
=2

o que é conhecido como o conjugado bioctonidonico, uma versao mais geral do conjugado
complexo.
A norma complexa de um elemento w € O é entao dada por:
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|lw|| == Vww*.

4.1.2 Exponencial

Para dar completude a este trabalho, é necessario abordar a funcao exponencial de uma
variavel nos octonios. Como feito por Lukasz Blaszczyk e Kajetana Snopek em [6], podemos
desenvolver a anélise sobre os octonios de maneira analoga & anélise nos quatérnios (a qual
nao sera tratada aqui por fugir do escopo desta tese), levando a seguinte representagao da
exponencial de um elemento dos octénios w € O por meio de uma série infinita:

e :ZH' (4.1)
k=0

Esta série permite calcular a exponencial de qualquer elemento dos octonios, o que sera tutil
para demonstrar alguns resultados. Dado um octénio puro A e um nimero real o, podemos
definir a fungao exponencial como:

e = cos(o) + isin(p),

e seu conjugado ¢ dado por:

e = cos(p) — isin(p).

De acordo com [6], a exponencial de um octéonio w € O tem a seguinte representagao:

|Im(w)}

E facil perceber que, devido ao fato de os octonios serem nao comutativos, para quaisquer
w1, ws € O, temos a seguinte relacgao:

e = efel) (cos‘lm(w)‘ + m(w) sin‘Im(w)‘) :

wi+twa2 w1

e =¥ . e & Wwa = Wowi. (4.2)

Essa propriedade implica que a exponencial de dois octonios w; e wy se comporta de maneira
especial somente quando eles comutam entre si.

Na analise octonionica, consideramos funcoes definidas em um conjunto 2 C R® = O,
que tém valores em Q. Seja f : Q C R® — O uma funcdo. Podemos escrever

fx) =) feler)er,

B
Il ol
—_

onde fr : Q CR® - Rparak=1,...,8.

Dizemos que a funcao f: Q — O é unitdria se ’f(x)| = 1, para todo x € (). Existe uma
correspondéncia entre funcoes unitarias e coordenadas esféricas em R®, conforme o Lema
4.3.7.

Dizemos que a fungao f é continua em um ponto z, € €2 se:

lim f(@) = f(a0)

Agora, apresentamos alguns lemas simples que podem ser tteis no contexto de anélise
octonionica:
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Lema 4.1.1. Sejam f: Q; — Qe g: Qy — O duas funcoes, onde ©Q;,Q C R® e a,b € O
tais que lim f(x) = b e g ¢ continua em b, entao:
r—a

tim (/) = (1n /(0)).

Lema 4.1.2. Seja f: 0 — O uma func¢ao linear continua. Entao, para w € O, temos:
oy (W)
fle)y=>" T
k=0

Demonstrag¢ao. Podemos observar que a Equagao (4.1) é composta por um limite, ou seja,

wy _ . wh) ey w"”
fE =7\ Jm 3 G ) s |

4.1.3 Coordenadas hiperesféricas

Para dar um contexto completo, vale a pena mencionar a definicao das coordenadas
hiperesféricas em R"™. Na maioria das situagoes, dado um coordenada radial » e n — 1 co-
ordenadas angulares 6,6,,...,0,_1, onde 6; € [0,7] para j =1,...,n—2e 0,1 € [0,27],
para coordenadas cartesianas xy, o, ..., x,, temos a seguinte representacao:

x1 = rcos(f;)
xo = rsin(fy) cos(fy)
x3 = rsin(fy) sin(fy) cos(63)
(4.3)
Tp—1 = rsin(fy) - -sin(b,_2) cos(b,_1)

x, = rsin(6y) - - -sin(6,,_5) sin(6,,_1).

Observe que a soma dos quadrados das coordenadas cartesianas é dada por:

St (44)
i=1

Agora, de acordo com trabalho de Lukasz Blaszczyk [5], é possivel determinar exatamente
os angulos na representacao das coordenadas hiperesféricas x1, ..., x,, e os mesmos angulos
podem ser usados para definir a forma polar de um octéonio. O desenvolvimento de tais
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formulas foi motivado pela analise de sinais analiticos hipercomplexo aditado e desenvolvido
nos trabalhos de Hahn e Snopek. [6, 45, 86]

Conforme [21], tais conceitos tém sido muito explorados contemporaneamente no estudo
de redes neurais hipercomplexas, inteligéncia artificial e deep learning, pois estas podem
explorar eficientemente a estrutura multidimensional dos dados, proporcionando melhor de-
sempenho, além de possuir aplicagoes diversas, dentre as quais podemos citar o diagnostico
biomédico e extracao de caracteristicas em imagens coloridas, por meio de redes neurais
de octonios (também chamados de ONN, sigla criada a partir do termo em inglés Octo-
nion Neural Networks), que permitem codificar os valores de pixels em ntmeros octonios
de oito dimensoes, preservando relagoes inter-canais em imagens coloridas e reconhecimento
automatico de fala por meio de redes neurais recorrentes, utilizadas para modelagem e sin-
cronizacao, mostrando desempenho superior ou equivalente a modelos reais em tarefas de
reconhecimento automatico de fala [77, 78|.

Ademais,de acordo com [50], também podemos citar aplica¢oes na Fisica, com estudos
sobre o uso de octonios e também das algebras com divisao normadas R, C e H para a
formulacao de teorias de supergravidade baseadas em algebras de divisao para teorias de
super Yang-Mills puras. Como tais teorias fogem do escopo dessa tese, recomendamos ao
leitor interessado as referéncias [23] e [90].

Considere

Uy = To + X3+ T5 — X8)1,

Uy = (T1 — T4 + g + 27 To + XT3 — T5 + X8)1,

( )+ ( )
up = (x1 + x4 — 26 + x7) + (2 — 23 + x5 + X3)1,
( )+ ( )
ug = (r1 + x4 + x5 — v7) + (22 — 23 — x5 — X3)1,

os quais podem ser apresentados na forma exponencial:

up = |ug| ¥, k=0,...,3.
Considere os angulos ¢, para k = 1,...,8, determinados da seguinte forma:

_ po T 1+ w2t s
wl_ 4 )

_ Potp1— P2 — 3
¢2 - 4 )
1 g =

Y3 = —arcsin | ——5 |,
4 Juo|* +us |
_ Yo — 1+ Y2 — P3
4 )

:<P0—901—<P2+903
4 )

Vg = 1 arcsin |u2|2 —|u3|2
6= = 20 18
4 Jua|* +us|® )

1 2 2 2 L2
Y7 = — arcsin (|u0| Flwl = lual —fusl .

Yy

Vs

4 |u0\2+’U1|2+\U2|2+|U3\2

8
De posse das nomenclaturas estabelecidas acima, dado w = ) a;e;, seguindo [12], temos a
i=1
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representacao polar de um octonio:
W= ’w’ e€1¥1 pe2¥2 pe3ts peaths pesVs e6 s €€7¢77

onde
‘¥ = cos(1;) + essen(1;)

Uma interessante correlagao entre funcoes unitérias e coordenadas hiperesféricas pode
ser vista no seguinte lema:

Lema 4.1.3. Seja ¢: O — O uma aplicagao. Entao, ¢ é unitéria se e somente se ¢ pode
ser escrita em termos de coordenadas hiperesféricas com r = 1.

Demonstragao. Este resultado aparece no artigo [6], mas sem uma demonstragao. Por conta
disso, apresentamos aqui uma prova desse resultado.

Como os octénios podem ser vistos isomorficamente como o espaco vetorial real R®, para
cada x € O, usando coordenadas hiperesféricas, podemos escrever p(x) da seguinte forma:

() = rycos(by1)er + rysin(fy1) cos(fy2)en
cos(f3)es (4.5)

cos(0.5)es (4.6)

Note que esta expressao segue a formula de coordenadas hiperesféricas xq, xs,...,Tg no
espaco RS,
Primeiro, suponhamos que ¢ seja unitaria, ou seja,

¢(x)| = 1. Entdo, usando a férmula
n
>~ 22 =r?, obtemos que r, = 1 para todo x € Q.
i=1
Agora, suponhamos que ¢ possa ser escrita em termos de coordenadas hiperesféricas com

n

r =1, = 1 para todo x € Q. Usando novamente Y z7 = r? & facil ver que ‘g&(:r;)‘ = 1 para
i=1

todo x € O, o que implica que ¢ é unitaria.

]

4.2 Um teorema do tipo Hua para x-algebras alternativas

O objetivo desta secao é provar que um *-homomorfismo de Jordan bijetor é ou um *-
isomorfismo ou um *-anti-isomorfismo, utilizando algumas propriedades das x-homomorfismos
de Jordan. Ao longo desta secao, as algebras A estao sobre o corpo dos complexos C com
base e1, e5, em consonancia com a decomposicao complexa dos octonios introduzida na Secao
4.1, e * denota uma involucao linear conjugada.

Lema 4.2.1. Sejam A e B duas algebras alternativas e ¢: A — B um homomorfismo de
Jordan. Entao, a seguinte identidade é verdadeira

p(ryr) = o(x)p(y)p(z), (4.7)



70 UM TEOREMA DO TIPO HUA PARA A ALGEBRAS DOS OCTONIOS 4.2

para todos x,y € A.

Demonstra¢ao. Como ¢ é um homomorfismo de Jordan, podemos substituir y = zy + yx
na Equagao (5.9), para z,y € A. Assim, a fatoragdo abaixo pode ser obtida utilizando as
Equagoes(2.7), (2.8) e(2.9):

o(x(zy +yx) + (wy + y2)z) ) p@)p(ey + yr)

Por outro lado, utilizando novamente as Equagoes (2.7), (2.8) e (2.9), podemos obter

o(z(zy + yz) + (zy + y)z) = p(2*y + ya® + 2zyz)
= o(z*y + y2*) + 2p(zyz)

5.9)

—

o) e(y) + o) e(x?) + 2¢(zyx)
o(x)*0(y) + e(W)e(x)? + 2¢(zyz).

Comparando ambas as identidades, chegamos ao seguinte resultado:

2¢(zyx) = 2¢0(x)p(y)p(T).

Portanto, como a caracteristica de B é diferente de 2, temos que

p(ryz) = (x)p(y)e(2),
como desejado. O

Lema 4.2.2. Sejam A e B duas x-algebras com elementos identidade 14 e 1z, respectiva-
mente. Se ¢: A — B é um x-homomorfismo de Jordan bijetor, entao

o(1a) = 15.

Além disso, ¢ preserva a involugao, ou seja, temos

p(x*) = p(z)7, (4.8)
para qualquer x € A.

Demonstra¢ao. Como ¢ é sobrejetora, temos que existe um y € A tal que ¢(y) = 15. Assim,
por definicao

pley +ya’) = o) + o), (4.9)

para todo x € A. Considerando z = 14 e & = eyly, respectivamente, na Equagao (4.9)
obtemos

20(y) = ¢(1a) + o(La)"

o(1a) = ¢(1a)7,
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respectivamente. Consequentemente, pela duas identidades acima, chegamos a

(1) = p(y) = 15

Agora, usando p(14) = 15, temos que para qualquer z € A,

p(r) + @(r") = p(z +17) = p(rla + 1a47") = p(2)p(1a) + @(1a)p(r)" = p(z) + p(z)".

Assim,
*

p(a") = p(z)

para todo = € A, completando a demonstracgao. O

Proposigao 4.2.3. Sejam A e B duas x-algebras com identidades. Se ¢: A — B é um
x-homomorfismo de Jordan bijetivo, entao ¢ é um homomorfismo de Jordan.

Demonstra¢ao. Considere ¢: A — B um x-homomorfismo de Jordan bijetivo. Vamos mos-
trar que ¢ € um homomorfismo de Jordan, ou seja, que

para todo z € A. Levando em conta a Equagao (2.17) com x = z* é y = z para z € A, temos
do lado esquerdo da Equagao (2.17) que

02" 2+ 2(2")") = (22 + 22)
(2°2) + p(22)

(2"2) + (&%),

'
¥

e considerando o lado direito da Equagao (2.17), temos

o(2)0(2) + o(2)p(z") 2 (")

assim, para z € A obtemos

p(2°2) + 0(2%) = p(2)" @(2) + ¢(2)*. (4.10)

Agora, se considerarmos = = eyz* e y = z para z € A na Equagao (2.17), procedendo de
forma analoga, temos do lado esquerdo da Equagao (2.17) que

p(eaz"z + z(€22™)*) = p(ea(2¥2 — 22))
= ea(p((272)) — p(22))
= e2(p(2"2) — @(2%)),

e do lado direito da Equagao (2.17), obtemos

P(e22)0(2) + p(2)p(e227)" X p(e22%)(2) + (2) (eap(2)")*
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Desse modo, comparando os desenvolvimentos feitos no lado esquerdo e no lado direito
da Equagao (2.17), obtemos que

p(2"z) — (%) = p(2)*p(2) — (2)*. (4.11)

Utilizando (4.10) e (4.11) concluimos que

para todo z € A, provando assim que ¢ é um homomorfismo de Jordan. O

Sejam A e B duas algebras com elementos identidades 1 4 e 15, respectivamente.
Lembremo-nos que uma fungao ¢: A — B é chamada unitdria se

o(1a) = 15.

Um dos principais objetivos desse trabalho ¢é caracterizar as funcoes que sao
x-homomorfismos de Jordan em x-dlgebras com divisao alternativas. Nesse sentido, o Te-
orema abaixo fornece uma resposta para esta questao.

Teorema 4.2.4. Seja A uma *-algebra com divisao alternativa munida de uma involugao
linear conjugada. Se ¢: A — A é um *-homomorfismo de Jordan unitario e bijetivo, entao
¢ é ou um *-isomorfismo ou um *-anti-isomorfismo.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢: A — A é um *-homomorfismo de Jordan bijetor. A Propo-
si¢ao 4.2.3 nos garante que ¢ é na verdade um homomorfismo de Jordan. Consequentemente,
pelo Lema 4.2.1, temos que ¢ satisfaz

p(ryr) = @(r)p(y)p(z),

para todos x,y € A.

Por hipotese, ¢ é unitaria e linear (esta ultima hipotese advinda da definigdo de -
homomorfismo de Jordan), e assim por defini¢ao temos que ¢ é um semi-automorfismo. Pelo
Lema 4.2.2, temos que

p(a") = p(x)7,

para todo x € A. Vamos provar primeiramente que ¢ satisfaz

o(ry -z +2-yx) = o)) - (2) + ¢(2) - 0(¥)p(2), (4.12)

para todos z,y,z € A. Como ¢ é um *-homomorfismo de Jordan, por um lado, usando
primeiramente a linearidade de ¢, temos que

p(zy +yx*) + o(xy + ya*)p(z”)
(p(@)e(y) + p(y)p(z)")
(p(@)ely) + ely)e(a”))o )
(@)%0(y) + (x) - p(y)p(z*)
p(x)p(y) - o(z*) + (y)e(*)?,

p(z(zy +y2") + (ay + ya")z") = o(z
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e, por outro lado, desenvolvendo primeiramente o argumento de ¢,

o(z(zy + yz*) + (zy + yz*)z*) = p(a®y + x - yo* + zy - 2* + y(z*)?)
= p(z*y + y(a*)?) + (z - yz* + ay - 2¥)
= p(@®)p(y) + eW)p(@*) + o(z - yz* + zy - 2*).

Comparando ambas as identidades, uma vez que ¢ é um *-homomorfismo de Jordan, temos
a seguinte igualdade

oz -y +ay-x7) = (@) - p(y)p(z") + o(@)e(y) - p(z”).

Agora, vamos linearizar a igualdade acima, substituindo =z = = + z.
Para facilitar o entendimento dos célculos, faremos cada membro da igualdade separa-
damente:

o p(z yr* +ay-z7)

Fazendo x = z + z, observando que z* = (z + 2)* = 2* + z*, temos que

o((z+2) yx+2)"+(@+2)y- (z+2)")
(x4 2)-y@"+27) + (@ +2)y - (2" + 27))
(@4 2) - (yz" +yz7") + (zy + 2y) - (" + 27))
royrt+xoyt+zoyrt + 2y +oy -2t
+ay- 2 +zy-xt+zy-2Y)

p(r-yx* +ay-27)

(
o
o
o

o o(x) - p(y)p(x™) +p(x)e(y) - p(z*)
Substituindo x = x + z, temos que

() - p(y)e(x™) + (x)p(y) - e(x) = p(z + 2) - p(y)e((z + 2)7)

+ oz + 2)e(y) - (e(z") + (7))

= (p(x) + ¢(2)) - (p(Y)p(z™) + p(y)e(z7))
+ (p(z) + ¢(2)p(y) - (p(x") + (27))

= (p(x) + ¢(2)) - (p(y)p(z") + p(y)p(z"
+ (p(@)p(y) + p(2)e(y)) - (p(z) + (2"

Com isso, obtemos

or-yz" +z-yr* +ay- 2" +2y-2%) = o(x) - p(y)e(2") + ¢(2) - p(y)p(z”)
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Substituindo z por iz na Equacao (4.13), e usando o fato de que

*

2* = (i2)" = —iz

dado que * é uma conjugagao linear,
p(—iz - y2" +iz - ya” —izy - 2" +izy - x7) = —ip(x) - @(y)e(27) +iv(z) - o(y)e(z?)
—ip(@)e(y) - e(2") +i0(2)e(y) - ("),

isto é,

Subtraindo (4.14) de (4.13), obtemos que

p(r-y2" +ay-27) = @) - p(y)e(2") +p(x)ey) - e(27). (4.15)

Como * é bijetivo, isto prova a Equagao (4.12). Aplicando |27, Theorem 2.2| concluimos que
@ € ou um *-isomorfismo ou um *-anti-isomorfismo, completando a demonstracao. O

Corolario 4.2.5. Seja A uma *-algebra com divisao alternativa munida de uma involugao
linear conjugada. Se p: A — A é um *-homomorfismo de Jordan bijetor e unitario, entao ¢
preserva a x-invertibilidade generalizada.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.4, ja sabemos que ¢ é ou um *-isomorfismo ou um *-
anti-isomorfismo. No primeiro caso, o resultado é claro. Agora, vamos lidar com o caso do
x-anti-isomorfismo. Se y é um *-inverso generalizado de z, ou seja,

xy-x-=x" e yx-y-=y",
vamos provar que

p@)ey) - plx) = e@)" e  ply)e() ey)" = e(y)"

Considerando o fato de que A é uma algebra com divisao, a suposi¢ao x* # 0 nos permite
concluir que existe um inverso (z*)~!'. Como numa algebra alternativa A, se b é invertivel
entdao b~! satisfaz

(a,b,b71) =0,

com a € A entao de zy - x* = z*, temos que xy = 1. Portanto

1

w=la @ ' '=leyri=leyy s =yer=ysyr=1,
assim z* - yr = z*. Consequentemente
p(x)p(y) - o(z)" = p(x)e(y) - p(z7) = p(yz)e(z’) = p(z" - yz) = o(z)*

Calculos analogos nos permitem concluir que yz - * = y* implica o(y)p(x) - ©(y)* = p(y)*,
o que finaliza a prova. O
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4.3 s-invertibilidade generalizada na Algebra dos Octo-
nios

O objetivo desta segao é estudar as aplicagoes lineares, bijetivas e continuas ¢ que pre-
servam a x-invertibilidade generalizada sobre a algebra dos octonios, utilizando os resultados
apresentados na Secao 4.2, agora lidando com uma involugao escalar . Empregando a no-
¢ao de coordenadas hiperesféricas nos octonios apresentada em [6], juntamente com alguns
resultados auxiliares, provamos que, se ¢ preserva a x-invertibilidade generalizada, entao ¢
¢ um *-homomorfismo de Jordan.

Observagao 4.3.1. Note que qualquer homomorfismo de Jordan ¢: @ — O é unitario. De
fato,

pler) = p(el) = p(er)?
e portanto
pler)(pler) —er) = 0.

Como O é uma élgebra com divisao entao ou p(e;) = 0 ou p(e;) = e;. Mas a primeira opgao
nunca pode ocorrer, pois

2¢0(x) = p(21) = ¢ (zey + e1x)
= ¢ (z) p(e1) + pler)p (z)
=0

para todo x € Q. Portanto, ¢(e;) = e;.

Lema 4.3.2. Seja A uma x-algebra alternativa munida de uma involugao escalar. Entao,
vale que

xy -t =x-yx’, (4.16)
sempre que x,y € A.

Demonstragao. Considere z,y € A. Como A possui uma involuc¢ao escalar *, temos por
consequéncia da definicao que, para o € F,

r+ " =aly.
Desse modo, a partir do auxilio da identidade flexivel (2.9), que nos garante que
YT =2x-YT,

podemos obter os seguintes célculos:

*

zy ' =zy- (aly —x)
=ary — Y-

(2.9)
= axy —T-yx

=z-ylaly —x)
= - ya*,

como queriamos. ]
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Lema 4.3.3. Considere uma *-algebra A, com uma fungao unitaria ¢: A — A que preserva
a x-invertibilidade generalizada e a € A. Sejam A, u € F tais que as seguintes condi¢oes sao
validas:

1. a+a* = ey
2. ¢(a) + p(a)” = pey
Entao A = p.

Demonstracao. Como ¢ preserva a x-invertibilidade generalizada, temos que

per — p(a) = p(a)” = p(a*) = p(Ae1 — a) = Aer — p(a),
Assim A = p como queriamos. O]

Lema 4.3.4. Seja O a algebra dos octonios munida de uma involugao escalar *. Entao,
p: O — O é um *x-homomorfismo de Jordan que preserva a x-invertibilidade generalizada se
e somente se for uma fungao multiplicativa de Lie.

Demonstracao. Pela Defini¢cao 2.6.5, temos que

plzy +yr*) = o(@)p(y) + e(y)p()”

Como * é uma involugao escalar, entao existem escalares k1 e ko tais que x* = K1eg — x e
o(x)* = koeg — p(x). Pelo Lema 4.3.3, k1 = Kky. Considerando A = k1 = kg, temos que

(zy+yz™) = o(@)e(y) +o)e(x)” & elay+y(rer—x)) = o()(y) +o(y)(Aer —p(z)) <

p(zy) + Ap(y) — p(yz) = 0(@)p(y) + Ap(y) — p(y)p(x) &
e([x,y]) = [p(x), 0(y)]-

Assim, ¢ é uma fun¢ao multiplicativa de Lie. ]

Lema 4.3.5. Seja O a 4lgebra dos octonios munida de uma involugao escalar *. Se ¢: O — O
¢ uma funcao linear unitaria, entao ¢ é uma fungao que preserva *, ou seja,

para todo x € Q.

Demonstracao. Seja x € Q. Desse modo, podemos escrever a representacao desse valor em
termos dos geradores dos octonios:
8
xr = E €4,
i=1

com «; € R. Como a involugao * é escalar, para qualquer i € {1,...,8} temos que
aie; + (aze;)” = Bies,

para (3; € R. Assim, chegamos a

*

8

8 8
t = Z ;€4 = Z(aiel-)* = Z(ﬂiel — ozl-ei).
=1 =1

i= i=1
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Portanto, como ¢ é uma fungao linear unitaria, obtemos

8 8

= Z(ﬁzﬁ — aip(eg)).

Por outro lado, observe que para i € {1,...,8} temos que

a;p(e;) + (cqp(e;)” = vier,

para 7; € R. Utilizando esse fato, temos

*

p(z)" = Zaz‘SD(@i) = Z(O@@(ei))* = Z(%‘Gl —a;p(ei)).

Agora, para i = 2,...,8, obtemos
((Oéiei)*)Z = (51'61 - ai€i>2 = 5?61 — 20;8;€; — 0%2@1-

Como * é um anti-autormofismo,
((ciea)?)" = ((cver)")?,
dai

(—aZe;)* = fBiey — 2a;Bie; — aley.

2

i

Sendo * uma involugao escalar, temos (—«

7

e1)* = die; — (—atey) = d;e1 + a’ep, para algum

0; € R. Por conta dessa observagao, segue que «;/3; = 0. Isso implica que ou o; = 0 ou 3; = 0.

Vamos analisar cada um dos casos separadamente.
e a; =0:Se a; =0, entdo (ae;)* = 0. Logo,

(ip(ei)” = p((ve:)").

e 3, =0:Se f; =0, note primeiramente que (a;e;)* = fBie; — aje; = —aue;. aplicando o,
obtemos
p((aie;)”) = —aip(e;). (4.17)
Também temos que
(plase:))” = vier — aip(es),
e podemos assumir sem perda de generalidade que ¢(e;) = e,(;), onde o € S({2,...,8})

¢ uma permutacdo no conjunto {2,...,8}. Note que S({2,...,8}) = 57. Com estas

informacoes, veja que

((p(eei)))? = (mier — aip(eq))® = vier — 2aimip(e;) — ey,

(4.18)
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Sendo * um anti-automorfismo,

((plie)))? = ((plaie)?)* = (aFp(e)?)* = (aFely)" = (—afer)” = bier + afey,
(4.19)

onde 6; € R.

Comparando as Equagoes (4.18) e (4.19), temos que «;y; = 0, 0 que implica que a; = 0
ou vy; = 0. Agora, veja que, se o; = 0, entao

(aip(es)” = p((aie:)")
Agora, se v; = 0, temos
(plaie;))” = —aup(e;) = o((cies)"),
provando que (¢(a;e;))* = p((aze;)*) parai=2,...,8.
Agora, falta apenas verificar o que ocorre quando ¢ = 1. Como ¢ é unital,

(80(04161))* = (04161)* = pier —aqe; = 5180(61) - 04190(61) = 80(5161 - 04161) = @((06161)*);
completando a demonstracao. O]

Proposicao 4.3.6. Considere O munida de uma involugao escalar * e uma funcao linear
bijetora, unitéria e continua p: @ — O. Sob essas condigoes, se ¢ preserva a x-invertibilidade
generalizada, ¢ € um homomorfismo de Jordan.

Demonstracao. Vamos assumir que ¢ preserva a *x-invertibilidade generalizada. Uma vez que
* ¢ uma involucao escalar,
e1 + e} = aey,

com a € C. Isso quer dizer que o # 1 pelo fato de que e} = e;. Sejam a = e’ e b = e,

onde A € C e z € 0. Como a algebra dos octoénios O satisfaz a Condig¢ao (4.2), temos que
ab - a* = a*. Como ¢ preserva a *-invertibilidade generalizada, temos que

Fazendo uso da série infinita de octonios que nos é fornecida na Equagao(4.1), i.e.,

e :E —
k!’
k=0

obtemos que

o[ SR L[S EA) e - ) = plae ) (a20)
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Como ¢ é unitéaria e continua, a Equacao (4.20) pode ser escrita como

0 kyyk k\\yk
w(x™)A plx™A
Z ( k') Z(_l)k ( k') ae
k=0 ) k=0 )
00 kyyvk ky\yk k\yk
o(z¥)A p(x®)A o(x®)\
k=0 ’ k=0 ’ k=0 )
— p(zF)\F
=ae =) T
k=0

Comparando os coeficientes de A\? na Equagao (4.21), podemos concluir que

(a = 1)(p(a)” — p(a?) = 0.

Sendo a # 1, concluimos que

para qualquer z € Q.
]

Para demonstrar nosso tltimo resultado principal, faremos uso das coordenadas hiperes-
féricas.

O proximo Lema é uma observacao simples, mas que serd muito util durante os de-
senvolvimentos dos raciocinios dos resultados vindouros. Por esse motivo, destacamo-lo a
seguir:

Lema 4.3.7. Seja ¢: O — O uma funcao. Entao, ¢ é unitario se e somente se ¢ pode ser
escrito por meio de coordenadas hiperesféricas com r = 1.

Demonstrag¢ao. Como os octénios podem ser vistos isomorficamente ao espaco vetorial real
R®, entdo para cada x € Q, usando as coordenadas hiperesféricas, podemos escrever

cos(f.5)es (4.22)

Vamos primeiramente supor que ¢ é unitaria, isto é, !gp(a:)‘ = 1. Usando a Equacao (4.4)
obtemos que r, = 1 para todo z € Q.

Agora, vamos assumir que ¢ pode ser escrita por meio de coordenadas hiperesféricas com
r = r, = 1 para todo = € Q. Fazendo uso novamente da Equacao (4.4), pode-se ver que
‘cp(x)| = 1 para qualquer x € Q.

O
Lema 4.3.8. Seja ¢: O — O um homomorfismo de Jordan linear. Para j = 2,...,8 se
8
olej) = > xjie;, xj; € Rparai=1,...,8, entdo xj; = 0. Além disso, temos que
i=1

2 2 2 2 2 2 2 _
Ty + Tig + Tjy + x5 + 256 + i H x5 =1
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Demonstracao. Precisamos determinar ¢ para cada um dos geradores e; € O, onde j =
2,...,8. Primeiramente, observe que ¢ é unitaria, ou seja, ¢(e1) = ;. Como ¢ é um homo-
morfismo de Jordan, temos que

—p(e1) = p(—e1) = p(eF) = p(e;)?,

8
e assim ¢(e;)? = —e; para todo j = 2,...,8. Como ¢(e;) = > z;¢;, onde z;; € R para
i=1
i=1,...,8,de p(e;)* = —e; para qualquer j = 2,...,8, podemos obter o seguinte sistema
de equacoes:
(4.23)
rjnxy =0, parat=2,...,8.
Se considerarmos z;; # 0, entao zj, = --- = z;3 = 0. Portanto, x?l = —1, que nao possui
solugoes em R, o que configura um absurdo. Dessa forma, z;; = 0, de onde obtemos a
equacao
x?z + szg + x§4 + x?5 + :szﬁ + 3357 + x?S =1.
O

Observaciao 4.3.9. E importante frisar que nas condicoes do Lema 4.3.8, se
W = span{ey, ..., es},
entao p(W) C W.

Lema 4.3.10. Seja ¢: @ — O uma funcao bijetora linear e unitaria. Se ¢ é um homomor-
fismo de Jordan, entao para qualquer 7,7 = 2,...,8 temos que

6

6 6 6
H sin®(0a¢) sin® (0i¢) sin®(0;¢) = H sin®(0a¢) 87 + H sin®(0i¢) 53, + H sin®(0;¢) B3; + 2045 Bai Boj
=2 =2 =2

=2
(4.24)
para ng, 9j37 9]'4, 0]57 Qjﬁ € [0, 7T], 9j7 € [0, 271'], onde
6 (-1
Bij 1= Z H sin(6;y,) sin(@;,,) | cos(bi) cos(8;,) € R.
(=2 \m=2
8
Demonstragao. Para j =2,...,8, como ¢(e;) = Y xje;, pelo Lema 4.3.8, temos que
i=1
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Como a funcgao ¢ é unitaria, temos pelo Lema 4.3.7 temos que,

cos(0j6)es (4.25)

Sei,7 €42,...,8}, onde i # j, como
p(eiej +eje) = p(0) =0
e sabendo que ¢ é um homomorfismo de Jordan temos que
pleiej + eje;) = plei)p(e;) + plej)p(er),
e desse modo chegamos ao fato de que
plei)ele;) + e(ej)eles) = 0. (4.26)

Vamos agora utilizar a decomposicao de ¢ em coordenadas hiperesféricas para dar prosse-
guimento aos célculos.
Observe que podemos decompor ¢(e;) da seguinte forma:

e1 + sin(6;1) cos(0;2)ea + sin(6;1) sin(f;2) cos(0;3)es+

BS
—~
Q)

<
~—
|
Q
@)
2]
—~
>
S
—
0, ~—

cos(0;4)eq+

n(6;4) cos(0is)es+
sin(6;4) sin(f;5) cos(bi6)es+
(4)

in(0;3) sin(0;4) sin(6;5) sin(b;6)e7

1n( 2) sin(6;3

sin

i3

A,

(033)

in(0;) sin(6;3) si
sm( 0;2) sin(6;3)
in(62) sin(0;s)

e1 + sin(6;1) cos(6j2)es + sin(8;1) sin(f,2) cos(8;3)es+
in(éﬂ) sin(6;3) cos(6;4)es+
) sin(0;3) sin(64) cos(0;5)es+
62) sin(6;3) sin(6,4) sin(6,5) cos(8,6)es+
) sin(6;3) sin(6;4)

sin(6;3) sin(f;4) sin(6;5) sin(f;6)er,

wm =

Vamos agora utilizar as decomposigoes de ¢ em coordenadas hiperesféricas obtidas acima
para dar prosseguimento aos céalculos. Com auxilio das Equagoes (4.25) e (4.26), ficamos
com

7
—2 Zcos Zg cos jg HSln zm sm jm +HSin(9¢e)Sin(9j€) =0

(=2

7

7
<:>§ cos(0;¢) cos(6j¢) Hsm im) SIn(0jr,) Hsm ) sin(6;¢)

(=2 (=2
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6
@Zcos i) cos(00) Hsm im) sin(8;,,) | +cos(6;7) cos(d Hsm im) Sin(6m )
(=2
6
— sin(9i7) sin(Qﬂ) H sin(Qig) Sin(ng)
=2

6
& E cos(6;¢) cos(0j¢) Hsm im) S10(0,)
=2

— H sin(;) sin(0;¢) | (sin(fi7) sin(6;7) + cos(y7) cos(0;7))

6
@Zcos i0) cos(0¢) Hsm im) sin(8;,) | = —Hsin(@ig)sin(éjg) cos(0i7 — 0;7)
=2

(4.27)
Para facilitar os proximos calculos, vamos definir

a;j 1= cos(fiz — 0j7).
Se
6
H sin(6;) sin(8,¢) # 0,

{=2

podemos escrever que

i cos(6;¢) cos(6j¢) <£1:[1 sin(@n) sin(Qjm)>

(=2 m=2
Oéij = — 6
[ 1 sin(6;r) sin(6)
(=2
para todo i,j = 2,...,8, com i # j. Uma observa¢ao importante a se fazer é que é possivel

descrever o valor de a;; em funcao dos valores de ay; e ap; por meio da seguinte equacao:

_ 2 2
Qlj = Qg5 + \/1 — a%\/l — ag;.

De fato, a partir do uso de algumas manipulagoes trigonométricas, temos

Q5 = COS(&H — 9]‘7)
= cos (arccos(ag;) — arccos(aw;))

= cos(arccos(ag;)) cos(arccos(ay;)) + sin(arccos(ayz;)) sin(arccos(ay;))

— 2 2
= Qi + \/1 - a?i\/l — %,
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Vamos definir também

6 -1
Bij = Z cos(6;¢) cos(6j¢) H sin(8;,) sin(0;,)
=2 m=2

6
= [ [ sin(6:) sin(8;0).
=2

Agora, vamos analisar duas situagoes: o que ocorre nos casos em que ;; 7 0 ou quando

Vij = 0.
Se 75 # 0, a Equagao (4.27) acima pode ser vista da seguinte forma:

Bij = —vij cos(0ir — b;7) (4.28)
Como o; = —ij, temos que
Q5 = Qg + \/]_ - Od%z\/]_ - 06%]-
& /321 62] ’727, 627, 72] /BQJ
a Y2i 72; 72@ 72;
( 2'_B2') 2'_52'
521’52]' V2i 2i) \12j 2j
= Qi = + 22
Y2i7Y2; Y2724
BiBaj + \/(7221 - 532) (7223' - 52%)
= Q5 = .
Y2i 725
Como oy = —gﬂ e utilizando a seguinte relagao:
ij

Vi Yke = YikVje

para 7,7, k, 0 =2,...,8, temos que

—Bijy22 = Boifo; + \/(’Ygz - 5221) <722j - ﬁ22j>

& —Bijvee — P2 = \/(7221 - 5221) (%Zj - 5§j>
= (—ﬁiﬂm - 521‘52]‘)2 = (731 - BQZZ) <722j - 522]‘>
& (Bijree + 522'523') (V3 — B3;) (%23' - 5%)
5”722 + 283ijB2iB2j Y22 + 5221'53]' = 7221'733' — Y22 (%‘zﬂgj + ’ijﬁzzi) + 5221533'
& 75 (%23 - ”> V22 (’71152] + 7,85 + 251;5215%) =0

< V22 (’722 (%2] - %) - <%’i/3§j + ;383 + 2/6ij52i52j>) =0
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V22 (%2] - 3;) = ’Yiiﬂgj + 7583 + 2845 82i2

& Yoy Vij = Vo2l + ilBay + i85 + 2655252, (4.29)

que é o resultado desejado. Se v;; = 0 a Equacao (4.29) permanece valida. De fato,

6
Vi = H sin(6;¢) sin(0¢) = 0
=2

implica §;; = 0 pela Equacao (4.28). Substituindo esta informagao na Equagao (4.29), falta
provar que
ViBy; + 3585 = 0. (4.30)

Observe que

Vs =V =0,
assim ou 7; = 0 ou v;; = 0.

Se v;; = 0, entao

Va; = Yiiyaz = 0.
Consequentemente v9; = 0. Nesse caso, fy; = 0 pela Equagao (4.28), portanto (4.30) esta
provada. Analogamente, o mesmo argumento funciona para 7;; = 0 e a demonstragao esta

finalizada.
O]

Com os resultados preliminares que foram estabelecidos, podemos apresentar o principal
resultado dessa secao que consiste em caracterizar os *-homomorfismos de Jordan em termos
x-inversos generalizados.

Teorema 4.3.11. Considere a algebra dos octéonios @ munida de uma involugao escalar x
e uma fungao bijetora, linear, unitaria ¢: @ — Q. Se ¢ preserva a *-invertibilidade genera-
lizada, entdao ¢ é um s*-homomorfismo de Jordan.

Demonstracao. Vamos supor que  preserva a x-invertibilidade generalizada. Primeiramente,
como ¢ é unitaria, entdo ¢(e;) = e;. Além disso, como ¢ é uma fungao bijetora, continua,
unitaria e linear por hipotese, temos que ¢ é um homomorfismo de Jordan pela Proposi¢ao
4.3.6. Vamos descrever o elemento ¢(e;) como

8
<p(ej) = Tj1€1 + Tj2€2 + -+ Tj8€8 = E ZT;i€i,
=1

onde z;; € R para j =1,...,8. Pelo Lema 4.3.8, temos que z;; =0 e
x?z + :1:?3 + x§4 + x?5 + :1:']2-6 + $§7 + x§8 =1, (4.31)

cujas solugoes, conforme discutido brevemente acima, podem ser descritas por meio de
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coordenadas hiperesféricas. Agora, podemos obter as solugoes da equagao (4.31):

(

Tjo = cos(f;2)

xj3 = sin(f;2) cos(6;3)

xjy = sin(f;2)sin(f;3) cos(6;4)

xj5 = sin(f;2) sin(6f;3) sin(f;4) cos(0;5) (4.32)
xje = sin(f2) sin(b;3) sin(f;4) sin(6;5) cos(f;6)

xj7 = sin(f;2) sin(6;3) sin(f;4) sin(6;5) sin(f;6) cos(6;7)

xjs = sin(f;2) sin(f;3) sin(f;4) sin(f;5) sin(fje) sin(f;7

\

onde 0;9,60;3,60;4,0;5,0,6 € [0,7] e 87 € [0,27]. Desse modo, temos para quaisquer j =
2.....8,

0;

o(ej) = Cos(9j2)62 + Sln( g
si

Como * é uma involucao escalar, entao existem escalares k1 e ko tais que
* *
ot =kier—x e p(x) = kKaer — p(z),

para x € Q. Como ¢ preserva a x-invertibilidade generalizada, pelo Lema 4.3.3, k1 = Ko.
Denotando A\ = k; = ko, podemos mostrar que ¢ é um *-homomorfismo de Jordan se e
somente se ¢ é uma fungao multiplicativa de Lie, ou seja, para x,y € O

p(ry —yzr) = (r)p(y) — p(y)e(z). (4.33)

De fato,

plry +ya*) = e(x)e(y) + e(y)e(z)"

& olzy +y(Aer — 2)) = e(@)e(y) + ¢(y)(Aer — ¢(x))
& e(zy) + Ap(y) — plyz) = p(x)e(y) + Ae(y) — v (y)e(z)

& p(zy —yz) = p(x)p(y) — (y)e(z).
Isso comprova que ¢ é uma funcao multiplicativa de Lie.
Essa argumentagdo mostra que ¢é suficiente provar a Equagdo (4.33) para os geradores
e1,...,es. Com o objetivo de verificar tal resultado, temos trés casos a analisar. Se i = 1 ou
j =1, como ¢(e;) = ey, o resultado sai diretamente. Se i,j € {2,...,8} com i = j, entdo a
Equacao (4.33) é verdadeira. Falta provar a equagao no caso em que i,j € {2,...,8} com
i 7.

Considerando © = ¢; e y = ¢; podemos assumir que zy = e;e; = e, com certos

k=2,...,8 e X pertencendo ao conjunto discreto {—1,1}.
Como ¢ é um homomorfismo de Jordan, segue que

Ap(er) = ples)ple;) + plej)e(er)
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Além disso, utilizando a Equagao (4.25), do lado esquerdo da equagao acima temos que

9) cos(fx3)es + sin(bxa) sin(Oys) cos(Ors)eq
(Ora) cos(bks)es

sm(9k4) sin(6ys) cos(Oe)es (4.34)
(O4) sin(Oys) sin(bxe) cos(Brr)er

in(6ka) sin(0xs)

oleg) = Cos(Hkg)eg + sin (6
sin

=,
=]

=z.
=

sin(fs) sin(6) sin(Oy7)es.

Uma vez que as condi¢oes dadas no enunciado do Lema 4.3.10 sao satisfeitas por ¢, para
6, no qual o pardmetro ¢ varia entre todos os valores entre 2 e 6, temos a Equagao (4.24).
Agora, considere a seguinte representacao

plen)ple;) = wleg)ples) = Y awer.

Para aplicar a Equagao (4.24), vamos tentar descrever o valor de zy, de uma maneira mais
adequada para alcangar nosso objetivo. Para t = 2,...,8, adotando a convengao de que
i1 = 0;1 = 0, vamos definir a funcao

t+u—1t+v—1

S(u,v) = e(u,v) H H sin(0i) sin(0;,,) | cos(Oi(e4uy) cos(Gt4v)),

onde

1 <
z—:(u,v):{ , seu < v

s . Y
—1, caso contrario.

e os indices na fungao & estao sendo considerados moédulo 7 considerando indices entre 1 e
7 (ou seja, se algum indice for congruente a 0 (mod 7), vamos consideré-lo como sendo 7 ao
invés de 0). Nesse caso, temos que

2
ri=2> [ > 62,327
p=0 \Sym
Explicitamente, cada um dos termos x;; é dado da seguinte forma:

kalzo
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— 25in(;2) sin(6;3) sin(64) sin(6;5) sin(;6) sin(fi7) sin(f;2) sin(h;3) sin(h;4) sin(;5) sin(fj6) cos(d;7)
+ 2sin(6;0) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(b6) sin(f;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(f;6) sin(6;7) cos(6;7)
— 2sin(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(;2) sin(6;3) cos(Big) cos(f4)
+ 2 sin(6;2) sin(6;3) sin(82) sin(f;3) sin(6,4) sin(é;5) cos(6;4) cos(65¢
+ 2sin(6;2) sin(6;3) sin(6;4) cos(f;5) cos(;2)
— 2sin(6;2) sin(0;3) sin(#;4) cos(f;2) cos(6;s5)
Tpg =

— 2sin(60;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(b;6) sin(0;2) sin(6;3) sin(;4) cos(hi7) cos(0;s5)

+ 28in(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(6;6) cos(6;5) cos(d;7)

— 2sin(6;2) sin(82) sin(f;3) sin(6,4) sin(h;5) cos(6;3) cos(b,6)

+ 28in(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(fj2) cos(hig) cos(f;3)

— 2sin(0;2) sin(#;3) sin(f;4) sin(;5) sin(h;6) sin(f;7) cos(hi2)

+ 25sin(0;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(b;5) sin(b;e) sin(6;7) cos(f;2)
— 2sin(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(;5) sin(b6) sin(6;7) sin(h;2) sin(6;3) sin(h;4) sin(é;5) cos(f;6)
+ 2 sin(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(;2) sin(6;3) sin(64) sin(6;5) sin(6;¢) sin(6,7) cos(b;)
— 25in(;2) sin(b;3) sin(f2) sin(6;3) sin(6,4) sin(8;5) sin(6;6) cos(6;4) cos(8,7)
+ 2sin(6;2) sin(6;3) sin(6;4) sin(;5) sin(b6) sin(6;2) sin(6;3) cos(6;7) cos(f;4)
— 25in(6;2) cos(8;3) cos(62)
+ 2sin(6;2) cos(6;2) cos(8;3)

i3) sin(0;4) sin(6;2) sin(6;3) sin(f;4) sin(f;5) sin(f;6) sin(f;7) cos(;s)
Z3)s11r1( )sm( )s1( )sm(eﬁ)sin(QjQ)sin(ng)sin(9j4)005(9]-5)

Zg,)sm( )sm( )s n(6;6) cos(f;7) cos(6;2)
i3) sin(6;2) cos(0;4) cos(f;3)

i2) sin(6;2) sin(6;3) cos(;3) cos(6;4)
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6;3) sin(6;4) sin(6;5) sin(6;6) sin(f;7) cos(6;3)
0i4) sin(0;5) sin(6;6) sin(6;7) sin(f;2) cos(6;3)
04) sin(82) sin(6;3) cos(8;5) cos(64)

Hﬂ) sin(6;3) sin(6;4) cos(6;4) cos(6;s5)

0ia) sin(B;5) cos(bi6) cos(b2)

6,4) sin(6;5) cos(8;2) cos(6¢)

/\AA/_\

n

. e
=
—

_l’_
[N}
n
—
=
>
N
wn
=1
=
>
w
~—
wn
=
=
—~

(6:a) ) sin( in(6);
sin(6;4) sin(6,2) sin(6;3) 81n(9J4) sin(6;5) cos(6;5) cos(8,6)
(0:4) sin(8;5) sin(b;6) sin(6;2) cos(b;7) cos(f;3)
sin(6;4) sin(6;5) sin(6;6) cos(;3) cos(6;7)

Utilizando esses fatos e algumas manipulagoes trigonométricas diretas, obtemos que

p(ei)p(eg) + 3p(es)p(e;) = 0.

Portanto, a equacao mencionada acima origina a seguinte identidade:

2 p(er) = 2p(ei)p(ef) + 20(ej)p(ei)
= (p(ei)ples) + ple)ple;)) + (Bples)pler) — wlej)p(ei))
= w(e:)p(ej) — plej)ple:).

Portanto
2Xp(er) = plei)p(e;) — plej)p(es) < 2p(eie;) = plei)p(e;) — plej)p(es)

< pleie; — eje;) = p(e)ple;) — plej)p(es),
garantindo que ¢ é de fato uma funcgao multiplicativa de Lie, o que completa a demonstragao

do Teorema.
O]

Como resultado final, estabelecemos um anélogo do teorema de Hua para o caso da
Algebra dos Octonios.

Teorema 4.3.12. Seja O a algebra dos octénios dotada de uma involugao escalar * e con-
sidere ¢ uma fungao linear continua, bijetiva e unitaria, ¢: @ — O, tal que ¢ preserva a
x-invertibilidade generalizada e satisfaz a seguinte condigao:

(ry -z +2-yx) = o(x)p(y) - p(2) + @(2) - p(¥)p(z), (4.35)

para todos x,y, z € Q. Entao, ¢ é ou um *-isomorfismo ou *-anti-isomorfismo.
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Demonstragao. Pela Proposigao 4.3.6, como ¢ preserva a invertibilidade x-generalizada, ¢ é
um homomorfismo de Jordan. Portanto, pelo [84, Teorema 4.3|, ¢ ¢ uma semi-automorfismo.
Ademais, pelo [27, Teorema 2.2|, uma vez que ¢ satisfaz a Condicao (4.35), segue-se que ¢
é ou um #*-isomorfismo ou um x-anti-isomorfismo, conforme requerido.

]
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Capitulo 5

Funcoes que preservam produtos fixados

O objetivo deste capitulo é a descrigao de fungoes aditivas entre anéis alternativos com
divisao que levam produtos iguais a um elemento fixo para produtos iguais a outro elemento
fixo. Mais concretamente, gostariamos de responder & seguinte questao:

Questao 2. Seja A um anel alternativo com divisdo. Fixemos dois elementos ¢,d em A. E
possivel encontrar a descri¢ao das fungoes aditivas e bijetivas ¢: A — A tais que

o(z)p(y) =d sempre que zy = c?

Diversos autores estudaram a caracterizacao de fungoes que preservam o produto nulo
em uma ampla gama de algebras, incluindo algebras de grupos, matrizes sobre anéis de
divisdo, algebras primas e algebras de von Neumann. [14, 16, 19, 52, 57, 91| Em especial,
Catalano obteve dois resultados interessantes nesse sentido que servem de catalisadores para
a motivagao principal dos estudos:

Teorema 5.0.1. Seja D um anel de divisao com caracteristica diferente de 2 e centro Z.
Sejam m,k € D* elementos fixos, e seja f: D — D uma aplicacao aditiva bijetiva que
satisfaz a identidade

f@)f(y) =m

para todo z,y € D* tal que xy = k.
Entao temos
f(z) = f(1)p(x) paratodo x € D,

onde ¢ : D — D é ou um automorfismo ou um anti-automorfismo. Além disso:
1. se ¢ é um automorfismo, entao f(1) € Z;
2. se ¢ ¢ um anti-automorfismo, entao f(1) = f(k)"'me f(k) € Z.

Teorema 5.0.2. Considere M,,(C) como o anel das matrizes n X n sobre os niimeros com-
plexos. Sejam P, () idempotentes de posto um fixos de M,,(C), e seja f : M — M uma
aplicacao linear bijetiva que satisfaz a propriedade

FX)f(Y)=@Q sempre que XY = P.

Entao
f(X)=AXUXU"" paratodo X € M,(C),

onde A\ = &1 e U é um elemento invertivel de M.

Estudamos tais problemas no contexto de anéis alternativos com divisao e na &algebra
dos octonios, e os resultados provenientes de tal pesquisa foram publicados em [32].

91
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5.1 Produtos fixados e anéis alternativos com divisao

Funcoes que preservam certos produtos fixados tem sido estudadas em diversos escopos e
situacoes. H. Julius [57] analisou o comportamento de tais funcdes no contexto de Algebras
de Banach , para os quais foram generalizados alguns casos especiais importantes onde os
elementos fixos sao o elemento zero ou identidade e motivados pelo problema de Kaplansky
sobre fungoes que preservam invertibilidade, foram estudadas fungoes que preservam produ-
tos iguais a elementos invertiveis fixos, e foi demonstrado que estas sao homomorfismos ou
anti-homomorfismos multiplicados & esquerda por um elemento fixo.

Lema 5.1.1. Seja A um anel alternativo com divisao, e considere ¢ : A — A uma fungao
aditiva e bijetiva tal que p(a)p(b) = d sempre que ab = ¢ para elementos fixados ¢, d em A
com d € N(A)*, onde N(A)* é o conjunto de elementos invertiveis de N'(A). Entdo, para
quaisquer a,b € A nao nulos, temos que

plap(a) = e(b~")e(b).

le = ¢, por hipdtese temos que

Demonstra¢ao. Como a - a~

p(a)p(a'c) =d.
0

Lema 5.1.2. Seja ¢: A — A uma funcao aditiva e bijetiva, e considere ¢ € A*. Entao,
temos que p(t) € A*.

Demonstra¢ao. Para t € A*, observe que

T PP TR

Ja que d~' € N(A)*, temos que
pt)p(t™c) =d & pt)p(tle)-d =1 & p(t) -t e)d =1.

De maneira analoga, podemos obter que d 'o(ct™!) - ¢(t) = 1. Portanto, ¢(t) é invertivel,
como querfamos demonstrar. O

Teorema 5.1.3. Seja A um anel alternativo com divisao e considere elementos fixados
c,d € Acomde N(A*. Seja ¢: A — A uma fungao aditiva e bijetiva tal que

o(a)p(b) =d  sempre que ab = c.
Entao, ¢ = A, onde A = (1) e £ é um semi-automorfismo.

Teorema 5.1.4. Seja A um anel alternativo com divisao, e considere ¢: A — A uma fungao
aditiva e bijetiva com A = ¢(1) satisfazendo

No(ab - c+c-ba) = (p(a)e(b))(Ap(c)) + (p(e)A) (@ (b)p(a)) (5.1)

para todos a,b, ¢, € A, tais que p(a)p(b) = d sempre que ab = ¢ para elementos fixados ¢, d
em A com d € N(A)*, onde N(A)* é o conjunto de elementos invertiveis N(A). Entao
=X, onde A =¢(1) e £ : A — A é um automorfismo ou um anti-automorfismo.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiramente que, se x € A*, entao

p(z™) = Ap(x) '\

Lembrando que A = (1), claramente a identidade é verdadeira para x = 1, pois

Ap(z)TIA = Ap(1)Ih = p(1)p(1) (1) = @(1) = o(z)

Considere agora = # 1. Nesse caso, observe que 1 — x é invertivel. Utilizando a identidade
de Hua, podemos obter uma expressao para o inverso de 1 — z. Para isso, observe que, pela
identidade de Hua 3.1.2, substituindo a =1 e b = z, temos que

a—(a '+ (b —a)) ! =aba =
-1+ @' - Y =12l =
I-A+@'-)Hl=r=
l—z=(1+@E"'-1)HY'=
1—2)t=1+@"'-1)"
Dessa forma, concluimos que
l—z)'=1+@'-1"" (5.2)
Utilizando a identidade (2.10), obtemos
1-2)-I-2)ce=1-2)1—-2)" ' c=c

Dessa forma, segue que d = ¢(1 — z)¢((1 — z)~'¢). Devido ao fato de ¢ ser aditiva e pela
Equagao (5.2), podemos escrever que

d= (1 - 2)p((1-2) ")
= (1 — x)w((l + (271 = 1)_1)c>
= (1) = ¢()) (#(c) + ¢ (a7 = 1))

= p(L)p(c) + p(Me((z ' = 1)7'e) — p(x)p(c) — p(z)p((z7' = 1) ¢)
=d+ (27 = D7) = p(@)p(e) — pla)p((a™" = 1) c).

Simplificando a expressao acima, obtemos

Mp((@™h =1)7le) = p(a)p(c) — p(a)p((a™ = 1)7'c) = 0. (5.3)

Sabemos por hipétese que, como ¢ é uma fungao que preserva produtos fixados, dado
que t-t~lc = ¢, entdo, sendo x =t e y = t !¢, temos que

ot)p(t'c)=d semprequet-t'c=c

Utilizando o Lema 5.1.2, sabemos que ¢(t) é invertivel, e portanto podemos escrever que
o(t71c) = p(t)~1d para todo t € A*. Agora observe que a Equacao (5.3) nos proporciona a
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seguinte constatacao

o™t = 1) d — p(x)p(c) — p(z)p(z™" = 1)~ - d = 0. (5.4)

Uma vez que 1c = ¢, e por hipotese temos que ¢(1)p(c) = d, isso implica que \™' = p(c)d ™ .
Multiplicando por d'a expressao no lado direito da Equacao (5.4), obtemos

Aozt = 1) —p(x)A " — p(x)p(z = 1)~ =0.

Agora, multiplicando por p(z~! — 1) a tltima identidade obtida, e novamente pela Equacao
(2.10), chegamos a

A=p(@)A - pa™ = 1) = p(z) = 0.
Consequentemente, como ¢ é aditiva, segue que

p(@)A" - p(a™h) = A,

em outras palavras, isso pode ser visto como
271 = (p(@)A )7 2 (@) A 5.5
¥ 2 2
Defina a funcao

& A — A
x — (x) = A"lp(a)

Claramente, (1) = 1. Vamos verificar que
@) =¢&(x),

para todo x € A. De fato,

Ex) = Atz = (A hp(eh)) (AN (2.10) (A Tp(z ) At x
(2.9) ()\_190@_1))\_1) A\ (2.11) ()\_1 (A_lgo(x_l))\_l)_l>_

D™ ) = () =@

Podemos agora aplicar a Proposigao 3.1.4 para concluir que £ é um semi-automorfismo. [

5.2 Produtos fixados e a Algebra dos Octonios

Com o objetivo de ilustrar alguns exemplos e as consequéncias dos resultados estabele-
cidos no Capitulo 4, vamos estudéa-los no contexto de uma algebra com divisao alternativa
classica, a Algebra dos Octonios Q. Conforme definido no Capitulo 2, lembremos brevemente
o anel dos octonios com geradores {ey, es, €3, €4, €5, €6, €7, €3} como espago vetorial e com a
tabela de multiplicagdo dada na Tabela 5.1, que descreve o resultado da multiplicacao de
um elemento na i-ésima linha pelo elemento na j-ésima coluna:

Proposicao 5.2.1. Seja O a algebra dos octonios e considere ¢ : O — O uma fungao aditiva
e bijetiva tal que
o(a)p(b) =1g sempre que ab=c
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€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €8
€1 | €1 €9 €3 €y €5 €g €7 €g
€2 | €2 —€ €4 —€3 € —€5 —€g C7
€3 | €3 —€4 —€1 €9 €7 € —€y —€g
€4 | €4 €3 —€2 —€ €3 —€7 € —C€p
€s | €5 —€¢ —€r —€g —€1 € €3 €4
€ | €6 €5 —E€g (&4 —€y —€1 —€4 €3
€r | €r €3 €5 —€g —€3 €4 —€1 —€2
€g | €g —€7 € €5 —€4 —€3 €9 —€1

Tabela 5.1: Tabela de multiplicagcdo dos Octonios
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para um elemento fixado ¢ € O. Entao ¢ = A, onde A = ¢(lg) e £ : O — O é um

semi-automorfismo.

Demonstracao. Basta considerar A = O e d = 1g no Teorema 5.1.3.

]

Outra questao que surge naturalmente a partir dos resultados anteriores diz respeito
a saber se ¢ é um automorfismo ou um anti-automorfismo no Teorema 5.1.3. Apesar do
resultado obtido através do Teorema 3.2.7, neste caso nao ¢é possivel garantir a condigao
anterior para . De fato, o préoximo exemplo fornece uma ilustragao de uma circunstancia

em que ¢ nao ¢ nem um automorfismo nem um anti-automorfismo.

Exemplo 5.2.2. Considere a algebra dos octonios O e considere elementos fixados ¢ = d =

e1. Defina uma funcao aditiva e bijetiva ¢: @ — O de acordo com a seguinte tabela:

& €1 | €2 | €3 | €4 | €5 | € | €7 | €8
90(61') €1 | € | €4 | €7 | €2 | €3 | €| €

Tabela 5.2: Definicio da fungio ¢ nos geradores

Observe que p(a)p(b) = e; sempre que ab = e;.

De fato, se ab = e;, entao temos que a = b = e; ou entao a = +e¢; e b = Fe;, para

i=2,...,8. Pela Tabela 5.2, temos que p(e;) = e1, logo p(eq)p(e1) = e;.

Agora, se a = +e; e b = Fe;, para i = 2,...,8, observe que nesse caso p(a) = —(b).

Sejam a = e; e b = —e;.

Atente-se para o fato de que, pela Tabela 5.2, temos que ¢(e;) = e;, com j # 1, e portanto

o(e)? = e? = —ey.

Desse modo,

p(a) - o(b) = o(e;) - p(—e;) = —p(e;)?
=—¢;=—(—e;) =¢

Este calculo finaliza a verificacao de que ¢(a)p(b) = e; sempre que ab = e;.
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Aplicando o Teorema 5.1.3, temos que ¢ = X = @(e1)é = e = & onde £ é um
semi-automorfismo. Observe que p(e;) = £(e;) parai =1,...,8, e portanto

{(ex-e3) =E&(eq) =e7, Elex) =es e E(es) = ey

Assim,
E(ez-e3) # E(ea)l(es) e Elex-es) # E(e3)é(en),

o que significa que £ nao é nem um automorfismo nem um anti-automorfismo.
Observe que a Condigao (ii) necessaria no Teorema 3.2.7 para anéis alternativos com
divisao nao é satisfeita. De fato,

p(esey - €5+ e5 - eqe3) = 2es

p(es)ples) - ples) + ples) - pled)ples) = 2es.

Portanto, podemos concluir que £ nao é nem um automorfismmo nem um anti-automorfismo
nesse €aso.

Ainda que nao seja requerido que d € N(A)*, é possivel encontrar uma funcao aditiva
e bijetiva p: A — A tal que ¢(a)p(b) = d sempre que ab = c satisfazendo a condi¢ao
que p = A, onde £ é um semi-automorfismo; Apesar disso, £ nao é necessariamente um
automorfismo nem um anti-automorfismo, conforme o exemplo abaixo:

Exemplo 5.2.3. Considere o anel dos octonios O e fixe d = e; ¢ N(Q)* ec = e7. Defina
a funcao aditiva e bijetiva ¢: @ — O dada por ¢(e;) = eq(;), onde o é a permutagao
(1537)(268) € Ss. Mais precisamente, ¢ ¢ definida pela seguinte tabela:

€; €1 | €2 | €3 | €4 | €5 | €5 | €7 | €8
plei) | es | e | er|es|es|es|er|en

Tabela 5.3: Definicio de ¢ nos geradores

Vamos verificar que ¢(a)p(b) = es sempre que ab = e7.
De fato, temos as seguintes possibilidades para analisar conforme a Tabela 5.1:

e Se a =e; e b= e;: Nesse caso, sabemos que p(e;) = e5 e p(e7) = e;. Portanto
pler)pler) =es-e1=es

e Se a = ey e b= eg: Nesse caso, temos que p(es) = eg e p(eg) = eg. Portanto
pea)ples) = eq - 2 = es

e Se a =e3eb=e;5 Nesse caso, temos que p(e3) = e; e p(es) = e3. Portanto

p(es)p(es) = er-e3 = es



5.2 PRODUTOS FIXADOS E A ALGEBRA DOS OCTONIOS 97

e Se a = *+ey e b= Feg: Nesse caso, temos que p(tey) = tey e p(Feg) = Feg. Assim

p(Eeq)p(Fes) = Tp(eq) - Foles) = Leq - Fes

— (e4-e5) = —(—e5) = e5
e Se a = te; e b = Fey: Nesse caso, temos que ¢(+es) = tes e p(Fez) = Fer. Assim

p(Ees)p(Fes) = Lp(es) - Foles) = ez - Fer

— (e3-e7) = —(—e5) = es
e Se a =eg e b= ey Nesse caso, temos que ¢(eg) = e3 e p(eq) = e4. Portanto

pes)p(es) = es - eq = e5

Se a = te; e b = Fey: Nesse caso, temos que p(+er) = te; e p(Fer) = Fes. Assim

p(Eer)p(Fer) = Tp(er) - Foler) = Ler - Fes

— (61 . 65) = —(—65) = €5
e Se a = teg e b = Fey: Nesse caso, temos que ¢(Feg) = ey e p(Feg) = Feg. Assim

p(Fes)p(Fea) = Lp(es) - Folea) = ez - Fes

- (62 : 66) = —(—65) =65

Pelo Teorema 5.1.3, temos que

o =X = p(e1)€ = es,

onde ¢ é um semi-automorfismo. Apesar disso, £ nao é um automorfismo nem um anti-
automorfismo.

Os exemplos anteriores revelam que as suposi¢oes impostas no Teorema 5.1.3 sao su-
ficientes (mas nao necessarias) para conseguirmos uma caracterizacdo mais adequada de
w. Por conseguinte, concluimos que o resultado apresentado ainda pode ser melhorado, e
objetivando chegar a uma caracterizacao mais precisa, obtemos o seguinte

Teorema 5.2.4. Sejam A um anel alternativo com divisdo com centro comutativo Z(A) e
¢ : A — A uma funcao aditiva e bijetiva com A = ¢(1) € Z(.A). Nestas condi¢oes, as duas
afirmagoes

(i) p(a)p(b) = A\p(c) sempre que ab = ¢ para um elemento fixo ¢ € Z(A)*;

(i) Mep(ab-c+c-ba) = (go(a)gp(b))()\gp(c)) + (go(c))\)(gp(b)go(a)) para todo a,b, c € A,;

sao satisfeitas se e somente se ¢ = A, onde £: A — A é ou um automorfismo ou um
anti-automorfismo.

Demonstrag¢ao. Suponha que as Condigdes (i) e (ii) sejam validas. Pelo Teorema 5.1.3, temos
© = X, onde £: A — A é um semi-automorfismo. Vamos mostrar agora que £ satisfaz a
Condicao de Ferreira (5.1). Como A = ¢(1) € Z(A) e usando a Condicao (ii), procedendo
da forma analoga a feita na prova do Teorema 3.2.7, obtemos para todos a,b,c € A
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§(ab-c+c-ba) = E(a)§(b) - £(c) +&(c) - £(b)E(a).

Aplicando o Teorema 3.2.1, concluimos que £ é ou um automorfismo, ou um anti-
automorfismo.

Reciprocamente, vamos supor que ¢ = A, onde £: A — A. Devemos analisar o que
ocorre caso £ seja um automorfismo ou caso £ seja um anti-automorfismo. Assim, tomemos
nota de cada uma dessas situacoes separadamente:

e ¢ & um automorfismo. Como A = ¢(1) € Z(A), temos que

plab) = Ae(ab) = X - £(a)&(b) = (A" A) (E(a)&(b) - A)
LA (Me@e0)- ) EA7 (Meem))
(é) \ ( (@) (E()A) = A" (A(a)) (AE(D))

- ) (5.6)

Uma vez que ab = ¢, pela Equagao (5.6) segue que

p(a)p(b) = Ap(ab) = Ap(c).
Isso prova a Condigao (i) para esse caso.

e { & um anti-automorfismo. Lembrando novamente que A = ¢(1) € Z(A), observe
que

p(ab) = A&(ab) =A-€(0)é(a) = (ATA) (E(D)E(a) - A)

A (ME®E@ - N)) E AT (AEwe(@)A)
((Af(b))(é(a) )) =2 ((e) (¢(@) )
- A—l(wb)w(a)). (5.7)

Desse modo, obtemos pela Equacao 5.7 que

p(ab) = A7 - o(b)p(a).

Como ab = ¢, entao a = cb~!. Observando que ¢ € Z(A)*, temos que

p(a)p(b) = Ap(ba) = Ap(b- cb™")
= Ap(b-b~'c) = Ap(e), (5.8)

o que prova a Condigao (i) para esse caso.

Assim como na demonstragao da implicagao necessaria do Teorema 3.2.7, podemos ga-
rantir que a Condicao (ii) é valida em ambos os casos em que § é um automorfismo ou um
anti-automorfismo, culminando no resultado cobigado. O]

Agora, vamos entender o que ocorre com os homomofismos de Jordan bijetivos e aditivos
num anel alternativo com divisao. Para isso, obtivemos certos resultados que caracterizam
tais tipos de funcoes.
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Antes de continuar, é importante lembrar algumas defini¢oes bésicas fornecidas no Ca-
pitulo 2. Uma fungao linear ¢: A — A é chamada homomofirsmo de Jordan se

o(2?) = p(x)* paratodo =€ A.

Também vale pontuar que, se a caracteristica de A for diferente de 2, podemos obter
uma caracterizagao muito util e interessante para um homomorfismo de Jordan: ¢ é um
homomorfismo de Jordan se e somente se

p(zy +yz) = p(z)p(y) + e(y)e(), (5.9)

para quaisquer x,y € A.
Além disso, é importante lembrar a seguinte observacao, que sera utilizada ao longo de
varias demonstragoes:

Observagao 5.2.5. Um homomorfismo de Jordan nao nulo ¢ satisfaz ¢(1) = 1. De fato,
de (1) = p(1)2, entdo p(1)(p(1) — 1) = 0. Se ¢(1) = 0, pela Equagao (5.9) temos que
(x) = 0, para qualquer x € A, o que nao é verdade. Assim (1) # 0, e portanto p(1) = 1.

Lema 5.2.6. Seja A um anel alternativo com divisao com caracteristica diferente de 2 e
¢: A — A um homomorfismo de Jordan nao nulo tal que p(zyx) = ¢(x)p(y)p(x), para
todo =,y € A. Entao, a seguinte afirmagao é verdadeira:

o(x)e(y) = 1 sempre que zy = 1. (5.10)

Demonstracao. Sejam x,y € A que satisfazem a condicao xy = 1. Usando a identidade
flexivel, obtemos que zyr = x. Agora, aplicando ¢ a esta equagao, obtemos que

p(ryz) = p(z).

Por hipétese, temos consequentemente que

p(r)p(y)p(z) = p(z). (5.11)

Se ¢(x) = 0, como ¢ é um homomorfismo de Jordan, temos que 2p(1) =0, (1) =0 o
que é uma contradi¢ao de acordo com a Observagao 5.2.5. Assim, ¢(x) # 0, e portanto é um
elemento invertivel de A.

Agora, vamos multiplicar ambos os lados da Equacao 5.11 por ¢(x)~! | obtendo assim
que

o(x)py)p(x)px) ™t = p(x)e(z)

o(r)p(y) = 1.
0

Teorema 5.2.7. Seja A um anel alternativo com divisao com caracteristica diferente de 2
e considere p: A — A um homomorfismo de Jordan bijetivo e aditivo nao nulo. Entao, ¢ é
um semi-automorfismo.

Demonstragao. Aplicando y = xy + yx na Equacao (5.9), obtemos pelas Equagoes (2.7),
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(2.8) e (2.9) a seguinte fatoracao:

o(z(zy +yz) + (zy +y2)z) Z o(2)p(zy + yz)

Por outro lado, como ¢ é um homomorfismo de Jordan, utilizando novamente as Equacoes
(2.7), (2.8) e (2.9), temos também que

o(z(zy + yz) + (zy + y)z) = p(z*y + ya® + 2zyz)
= o(z*y + y2*) + 2p(zyz)

2 o(@)ply) + o) p(a?) + 2p(xye)

= p(x)*0(y) + e(W)e(x)* + 2¢(xyz)

Comparando ambas as identidades, obtemos também a seguinte identidade:

20(zyr) = 20(7)0(y)p(T).

Como A possui caracteristica diferente de 2, entao segue que p(zyz) = p(z)p(y)e(z).

Pelo Lema 5.2.6 obtemos a partir de (5.10) que ¢(z)¢(y) = 1 sempre que zy = 1.
Portanto, como ¢(1) = 1, podemos aplicar o Teorema 5.1.3 com ¢ = 1 e d = 1 para concluir
que  é um semi-automorfismo, como requerido. O

Embora nem todos os homomorfismos de Jordan satisfacam a Condi¢ao de Ferreira
(5.1), como podemos ver no Exemplo 5.2.2) pelos Teoremas 3.2.1 e 5.2.7 ndo podemos
concluir que um homomorfismo de Jordan seja necessariamente um automorfismo ou um
anti-automorfismo. Caso contrario, esse resultado é valido, e o seguinte exemplo fornece
uma visao dessa constatagao.

Exemplo 5.2.8. Dado o anel dos octonios O com geradores {e, €3, €3, €4, €5, €6, €7, € }, con-
sidere a fun¢ao aditiva e bijetiva ¢: O — O definida por ¢(e;) = e,(;) onde o = (257)(386) €
Sg, 0 grupo de todas as permutagoes de 8 elementos.
Vamos provar que ¢ é um homomorfismo de Jordan. Para isso, basta verificar que
Observe que ¢ é um homomorfismo de Jordan e que ¢(a)p(b) = e; quando ab = e;.
Pelo Teorema 5.2.7, ¢ é um semi-automorfismo. Além disso, esse homomorfismo satisfaz a
Condicao de Ferreira (5.1): para a = e;, b = ¢; e ¢ = ey, temos que

pleej-ep+ep-eje;) = 20(ee;-ex)
= 2€5(i)€o(j) " Colk)
= 2p(ei)pl(e;) - pler)
= ple)ple;) - plex) + plex) - ple;)pler).

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, ¢ é ou um automorfismo ou um anti-automorfismo. Na ver-
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dade, ¢ é um automorfismo porque quando ab = e, temos

p(a)p(b) = e1 = p(e1) = p(ab).

Observe que o Exemplo 5.2.2 também ilustra que as restrigoes impostas no Teorema 5.2.7
sao suficientes (mas nao necesséarias) para que possamos concluir uma caracterizagdo mais
especifica de ¢. Portanto, concluimos que o resultado apresentado ainda nao é otimizado,
entao obtemos o seguinte:

Teorema 5.2.9. Seja A um anel alternativo com divisao com caracteristica diferente de 2
e considere ¢ : A — A um homomorfismo de Jordan bijetivo e aditivo. Entao as seguintes
condigoes

(i) p(a)p(b) = 14 sempre que ab = 14;
(ii) p(ab-c+c-ba) = p(a)p(b) - ¢(c) + ¢(c) - p(b)e(a) para todos a, b, c € A,
sao satisfeitas se e somente se ¢ for ou um automorfismo ou um anti-automorfismo.

Demonstragao. Suponha que as Condigoes (i) e (ii) sdo satisfeitas. Pelo Teorema 5.2.7, temos
que ¢ é um semi-automorfismo. Como ¢ satisfaz a Condigao (ii) por hipotese (que corres-
ponde precisamente a Condigao de Ferreira (5.1)), aplicando o Teorema 3.2.1 concluimos
que ¢ é um automorfismo ou um anti-automorfismo.

Reciprocamente, vamos mostrar que, se ¢ é um automorfismo ou um anti-automorfismo,
entao as Condigoes (i) e (ii) s@o satisfeitas. Vamos analisar o que ocorre para cada caso:

e ¢ é um automorfismo.

Mostraremos que ambas as Condigoes (i) e (ii) sao vélidas nesse caso:

— Suponha que ab = 1. Entao, como ¢ é um automorfismo, sabemos que

p(ab) = p(a)e(b)

Assim, temos que
p(a)p(b) = ¢(1)

Pela Observagao 5.2.5, sabemos que ¢(1) = 1, e portanto
p(a)p(b) = 1.
— Sejam a, b, c € A. Como ¢ é um automorfismo, sabemos que

o(ry) = p(z)p(y) (5.12)

Para quaisquer z,y € A. Substituindo x = ab e y = ¢ na Equagao 5.12, observe
que

plab - c) = p(ab) - p(c).
Como ¢ é um automorfismo, sabemos que

p(ab) = @(a)p(b),

e substituindo na Equacao acima, chegamos a

plab-c) = p(a)p(b) - (c). (5.13)
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Por outro lado, vamos substituir x = ¢ e y = ba na Equagao 5.12. Dessa forma,
obtemos

(e ba) = p(c) - p(ba).
Novamente utilizando o fato de ¢ ser um automorfismo, temos que

p(ba) = ¢(b)¢(a),
e assim obtemos que
p(c-ba) = p(c) - p(b)p(a). (5.14)
Somando as Equagoes 5.13 e 5.14, chegamos a
plab - c) +p(c-ba) = p(a)e(b) - o(c) +¢(c) - p(ba).
Finalmente, como ¢ ¢é aditiva, temos que
(ab-c)+ p(c-ba) = (ab - c+ c- ba)

Assim, substituindo esta identidade na equacao obtida, chegamos a

p(ab - c+c-ba) = p(a)p(d) - p(c) + ¢(c) - p(b)p(a),
como queriamos.

e ¢ é um anti-automorfismo.

Vamos verificar que as Condigoes (i) e (ii) s@o validas nesse caso:

— Suponha que ab = 1. Entao, como ¢ é um anti-automorfismo, sabemos que

@(ba) = ¢(a)p(b)

Se ab = 1, entdao a = b~!. Substituindo este valor de a na identidade acima,
ficamos com

p(a)p(b) = p(ba) = o(b-b~") = (1)

Pela Observagao 5.2.5, sabemos que ¢(1) = 1, e portanto
p(a)p(b) = 1.

Observe que esta demonstragao pode ser vista como um caso particular da Equa-
¢ao (5.8), quando substituimos ¢ = 1, pois nesse caso A = (1) = 1.

— Sejam a, b, c € A. Como ¢ é um anti-automorfismo, temos que

o(ry) = p(y)p(z) (5.15)

Para quaisquer =,y € A. Substituindo x = ab e y = ¢ na Equagao 5.15, observe
que
p(ab- c) = p(c) - p(ab).

Como ¢ é um anti-automorfismo, sabemos que

p(ab) = @(b)p(a),
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e substituindo na equacao acima, chegamos a
plab-c) = o(c) - p(b)p(a). (5.16)

Por outro lado, vamos substituir x = ¢ e y = ba na Equagao 5.12. Dessa forma,
obtemos

p(c-ba) = p(ba) - p(c).
Utilizando a informagao de que ¢ é um anti-automorfismo, temos que

p(ba) = p(a)p(b),
e assim obtemos que
plc-ba) = pla)p(b) - p(c). (5.17)
Somando as Equacgoes 5.16 e 5.17, chegamos a
plab-c) +p(c-ba) = p(c) - p(b)p(a) + p(a)p(b) - p(c).
Como ¢ é aditiva, temos que
w(ab-c) 4+ p(c-ba) = p(ab - c+ c- ba).
Substituindo esta identidade na equagao obtida, vem
plab-c+c-ba) = p(c) - p(b)e(a) + p(a)p(b) - (c),
conforme desejado.

Assim, em ambos os casos mostramos que as Condigoes (i) e (ii) sao validas, e isso encerra
a demonstracao. O
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Capitulo 6

Algebras Axiais

As algebras axiais, conforme definidas na Secao 2.5 do Capitulo 2, s@o um conceito
relativamente novo na algebra, introduzido recentemente por Hall, Rehren e Shpectorov em
[48]. Elas surgem como uma classe ampla de algebras nao associativas que tém recebido
atencao crescente devido as suas conexoes com diversas dreas da matematica e da fisica. Um
exemplo classico e fundamental dentro desse contexto sao as algebras de Jordan geradas por
idempotentes, que ja foram estudadas ha bastante tempo, conforme exposto por Jacobson
[53].

Segundo Rowen [81], os primeiros estudos relacionados a essas estruturas remontam ao
trabalho de Albert [1], que analisou algebras associativas nas poténcias e comutativas. Albert
demonstrou que, dado um idempotente a em tal algebra A, é possivel decompor A da seguinte
forma:

A= Al(a) D Ao(a) D A%((l),

onde cada A, (a) representa o autoespago associado ao autovalor A da operagao de mul-
tiplicacao pela esquerda por a. Essa decomposicao é particularmente vélida para algebras
de Jordan, que tém papel central no estudo de algebras axiais.

Além das algebras de Jordan, outras importantes classes de algebras axiais sao as dlgebras
de Griess e as algebras de Majorana. As élgebras de Griess tém origem no contexto das
algebras de operadores de vértice (VOAs), que foram inicialmente desenvolvidas em fisica
tedrica para modelar certas simetrias. A algebra de Griess é um exemplo notével: trata-
se de uma algebra nao associativa real de dimensao 196 884, um numero que reflete sua
complexidade estrutural. Norton, em [18], identificou a presenca de elementos idempotentes
chamados “eixos” (em inglés azes), que geram toda a algebra de Griess, caracterizando sua
estrutura como uma &lgebra axial.

As VOAs, embora inicialmente motivadas pela fisica, chamaram a atencao dos matemati-
cos com a construcao de Frenkel, Lepowsky e Meurman [44] do chamado moonshine VOA V.
Esta algebra possui um grupo de automorfismos particularmente famoso: o Grupo Monstro
M, o maior grupo esporadico finito simples conhecido, também chamado de Fischer-Griess
monster. A formalizagao rigorosa da teoria das VOAs foi realizada por Borcherds [7], cuja
contribuicao foi decisiva para a prova da conjectura do monstrous moonshine, uma das co-
nexoes mais profundas entre teoria dos grupos, algebra e teoria dos ntmeros.

Por sua vez, as algebras de Majorana, apresentadas por Sasha Ivanov [51], antecedem as
algebras axiais e tém como objetivo formalizar propriedades fundamentais da VOA V. Elas
abrangem certas subalgebras da algebra de Griess e outras estruturas relacionadas. Embora
sejam mais restritas, as algebras de Majorana motivaram a definicao das algebras axiais,
que generalizam e ampliam esse quadro, permitindo o estudo de uma variedade maior de
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sistemas algébricos com propriedades semelhantes.

Para uma compreensao mais aprofundada e detalhada dessas relacoes e defini¢oes, re-
comendamos a leitura da introdugao do artigo 48], onde os autores apresentam uma visao
abrangente sobre a teoria das algebras axiais, seus exemplos mais importantes e as conexoes
com outras areas da matemaética.

Vamos primeiramente mostrar sob quais condicoes trabalharemos com estas &algebras.
Sempre consideraremos algebras de dimensao finita neste capitulo. Nao assumiremos que
nossa algebra possui um elemento identidade. De fato, as algebras que consideraremos quase
nunca terao uma identidade. Elas serao comutativas, mas nao necessariamente associativas.

Algebras axiais sdo algebras geradas por certos idempotentes que chamamos de eixos. As-
sim como no caso das algebras de Jordan, exigiremos que a algebra tenha uma decomposigao
do tipo de Peirce em uma soma de autoespacos. E essa decomposicdo e, mais importante-
mente, o fato de que a multiplicagao satisfaz a “lei de fusao” que dara as nossas algebras
estrutura suficiente para que possamos trabalhar com elas.

Ao estudar problemas de fungoes a valores fixados em algebras ou anéis, geralmente se
assume a aditividade desde o inicio, conforme podemos ver, por exemplo, no Capitulo 5. No
entanto, recentemente, um ntmero crescente de artigos passou a investigar fungoes que nao
sao necessariamente aditivas. Caracterizar a inter-relagao entre as estruturas multiplicativa
e aditiva de um anel ou dlgebra ¢ um toépico interessante. Eidelheit mostrou em 1940 [24] o
seguinte resultado relativo a Algebras de Banach:

Teorema 6.0.1. Sejam X e Y espacos de Banach, e considere
¢: B(X)— B(Y)

uma bijegdo multiplicativa. Suponha que dim(X) > 1 e que ® seja continua. Entao & é
aditiva, ou seja, para todos T', S € B(X),

O(T + S) = B(T) + B(S).

A partir desse resultado, diversos autores passaram a estudar condi¢oes para garantir a
aditividade de fungoes em outras estruturas algébricas. O primeiro resultado sobre a aditi-
vidade de aplicagoes em anéis associativos foi dado por Martindale III [70]. Ele estabeleceu
condigoes sobre um anel R tal que todo isomorfismo multiplicativo em R é aditivo, do
seguinte modo:

Teorema 6.0.2. Seja A uma algebra sobre um corpo e seja
®: A—> B

uma bije¢ao multiplicativa. Suponha que A admita uma familia de idempotentes {e; | i € I'}
que satisfaz as seguintes condicgoes:

1. Para todo x € A, vA = 0 implica = = 0.
2. Se e;Ax = 0 para todo i € I, entao x = 0.

3. Para todot € I, se
e;xe;A(l —e;) =0,

entao
e;xe; = 0.



6.0 107

Entao ® é aditiva, isto é, para todos z,y € A,
O(x+y) = D(x) + D(y).

Note que da condicao 2, temos em particular que Ax = 0 implica = = 0.

Baseado no estudo da aditividade de fungoes, o resultado de Martindale I1I transformou
esta questao num tema de pesquisa relevante e muito abrangente, na qual diversos outros
autores realizaram pesquisas. Em especial, Daif [20] provou em 1991 que toda derivagao mul-
tiplicativa é aditiva na classe de anéis associativos analisados por Martindale III, conforme
o seguinte teorema:

Teorema 6.0.3. Seja R um anel que contém um elemento idempotente e (e? = e) tal que:
(M1) Para todo x € R, xR = 0 implica = = 0.
(M2) Para todo z € R, eRx = 0 implica x = 0 (e, portanto, Rz = 0 implica = 0).
(M3) Para todo = € R, exe R(1 — e) = 0 implica exe = 0.
Entao, qualquer derivagao multiplicativa d de R é aditiva, isto é, para todos x,y € R,
d(z+y) =d(x) + d(y).

A aditividade de fungoes também passou a ser estudada no contexto de anéis de matrizes.
A titulo de exemplo, Luo et al. [67] estudaram fungoes aditivas f, g satisfazendo

FX)+X"g(X71) =0,

onde X € M, (D) ¢ uma matriz invertivel, sendo D um anel de divisdo com caracteristica
maior que n, com n > 3, e provaram que estas precisam ser necessariamente fungoes nulas. Li
et al. [65] provaram resultados sobre aditividade de fun¢oes em anéis matriciais generalizados.
Outrossim, muitos outros matematicos investigaram a aditividade de fungoes em anéis e e
algebras de operadores, como |27, 46, 47, 66, 73, 74].

Também passaram a haver diversas pesquisas relacionadas a aditividade de func¢oes no
contexto de estruturas nao-associativas, como algebras de Lie, algebras de Jordan e anéis
alternativos, nos quais pode-se citar alguns trabalhos de Guzzo Jr. e Ferreira, como [27, 28,
35, 36, 37, 38, 40, 41|

Nosso objetivo é estudar a aditividade de isomorfismos multiplicativos entre duas alge-
bras axiais do tipo M(a, ), bem como encontrar uma forma de descrever as derivagoes
multiplicativas em uma &lgebra axial M(%, B).

Seja A uma J(«)-algebra axial e e um eixo em A. Seja

A=A A D A,

a decomposicao da algebra como soma direta de autoespagos para ad,. As trés condigoes a
seguir sao muito importantes para provar um dos nossos principais resultados:

(i) Seja a; € A;(i =1,0). Se toa; = 0 para todo t, € A,, entao a; = 0;
(i) Seja ag € Agy. Se toag = 0 para todo ty € Ay, entao ag = 0;

(iii) Seja a, € A,. Se toa, = 0 para todo ty € Ay, entao a, = 0.
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Estas condigoes foram estudadas por Ji [54] no caso de uma J (%)—élgebra axial A, e
as chamaremos de condigoes do tipo Martindale em J(«). Assumindo que a J(«)-
algebra axial A satisfaz as trés condigoes suficientes mencionadas acima, provamos que
toda derivagao multiplicativa na J(«)-algebra axial A é aditiva (cf. Teorema 6.1.1). Aqui,
generalizamos para o contexto das algebras axiais J(«) o Teorema 3.1 de [39], provado para
algebras de Jordan no caso n = 2.

Seja A uma M(a, B)-algebra axial e e um eixo em A. Seja

A=A Ay ® A, ® Ap

a decomposicao da algebra como soma direta de autoespacos para ad,.. As cinco condi¢oes
a seguir sao cruciais para provar nossos principais resultados:

(i) Seja a; € A;(i = 1,0). Se t,a; = 0 para todo t, € A,, entao a; = 0;
(ii) Seja ag € Ap. Se tgag = 0 para todo ty € Ay, entao ay = 0;
(i1i) Seja a; € A; (i = «, 3). Se toa; = 0 para todo tg € Ag, entao a; = 0;
(iv) Seja ag € Ag. Se toag = 0 para todo t, € A,, entdo ag = 0;
v) Seja a, € A,. Se tga, = 0 para todo tz € Ag, entao a, = 0.
Sej A,. S tg 0 tod tg A[j ta 0

Suponha que a M(a, ()-algebra axial A satisfaca as cinco condigoes suficientes mencio-
nadas acima. Provamos que todo isomorfismo multiplicativo de A sobre uma &algebra axial
arbitraria A’ é aditivo (ver Teorema 6.2.1). Estenderemos o Teorema 2.1 de [39], provado
para algebras de Jordan, para élgebras axiais do tipo M(a, #) no caso de um isomorfismo
2-multiplicativo.

Além disso, também mostraremos que toda derivacao multiplicativa em uma ./\/l(%, B)-
algebra axial A ¢ aditiva (conforme Teorema 6.3.1).

Aqui, generalizaremos o Teorema 3.1 de [39] — provado para algebras de Jordan no caso
n = 2 — para o contexto das algebras axiais M(%, B).

Ademais, provaremos que toda derivagdo multiplicativa em uma M(«, §)-algebra axial
A, com «, f # %, é aditiva (ver Teorema 6.4.1). Em uma se¢ao posterior, forneceremos um
contraexemplo que mostra a existéncia de derivagoes multiplicativas em M, %) que nao
sao aditivas.

6.1 Derivagoes Multiplicativas em J(«)-algebras axiais,
com « # 1, O,%

Nesta secao, abordaremos o problema de quando uma derivacao multiplicativa é aditiva
para a classe de J(«)-algebras axiais, com a # 1,0, % Aqui, complementamos os resultados
provados no contexto das algebras de Jordan, que sao J (%)—élgebras axiais. Mais precisa-
mente, em [39] foi provado que toda derivagdo 2-multiplicativa em &lgebras de Jordan é
aditiva (note que o conceito de derivagao 2-multiplicativa é o mesmo que o de derivacao
multiplicativa).

1

Teorema 6.1.1. Seja A uma J(a)-algebra axial, com a # 1,0, 3,

e e um eixo em A. Seja

A:Al@AO@Aa



6.1 DERIVAGOES MULTIPLICATIVAS EM 7 (a)-ALGEBRAS AXIAIS, COM a # 1,0, 109

a decomposicao da élgebra na soma direta de autoespacos para ad,.. Suponha que A satisfaz
as seguintes condigoes:

(i) Seja a; € A;(i = 1,0). Se t,a; = 0 para todo t, € A,, entao a; = 0;
(ii) Seja ag € Ag. Se toag = 0 para todo ty € Ay, entao ag = 0;

(iii) Seja a, € A,. Se toa, = 0 para todo tg € Ay, entao a, = 0.

Entao toda derivacao multiplicativa em A é aditiva.

Existem diversos tipos de J(«)-algebras axiais e a titulo de ilustracdo, traremos dois

exemplos de J(«)-algebras axiais que satisfazem as condi¢oes de Martindale apresentadas
acima.

Exemplo 6.1.2. Seja F um corpo com caracteristica diferente de 2 e seja C'(a) uma algebra
de dimensao 3 com base {¢i, ¢o, 3} com multiplicagoes definidas por

2 (6%
G =c¢, ccj= E(cl +c¢j—cp),

onde {i,7,k} € {1,2,3}. A partir de tais regras obtemos a seguinte tabela de multiplicacao:

‘ C1 Co C3
C1 C1 %(61 + Cy — 03) %(Cl + C3 — Cg)
cy | S(e1+ca—c3) Co S(c2+c3—c1)
(07 (0%
cg | S(ei+e3—ca) §S(c2+c3—ci) c3

Tabela 6.1: Tabela de multiplicagao da dlgebra C(a) com base {c1,c2,c3}.

Entao C(«) é uma algebra de Jordan e ¢; é um elemento idempotente. Logo, (C'(«), ¢1)
¢ uma J («)-algebra axial e admite a seguinte decomposigao:

Ay = Fey,

Ay = —F(—c1 + 2 + ¢3)
Aa = F(CQ — Cg)

Essa algebra é chamada algebra axial diedral do tipo Jordan 3C'(n), conforme fornecido
em [13]. Vamos verificar que a J(«)-algebra axial (C(«),c;) satisfaz as trés condigoes de

Martindale (i), (ii) e (iii).
Sejam
€=2¢C, Up=—CTC+C3 Vy==0C—C3
A decomposicao de Peirce relativa a e é

A1 = <€>, AU = <’Uo> = <—Cl + co + Cg), Aﬁ = <Ua> = <CQ — 63>.

A multiplica¢do na base {e, vy, v,} é dada pela Tabela 6.2:

Condigao (i) Seja a; € A; para i = 0, 1. Suponha que t,a; = 0 para todo t, € A,.
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| e Vo Va
e e (v —1)e vy,
v | (a—=1)e 2(1—a)e+(1+a)vgy —avy+ (1 —a)v,
Ve Qg —avg+ (1 —a)v,  ae—avg+ (1 — a)v,

Tabela 6.2: Tabela de multiplicagao de (C(a),c1) na base {e,vg, vy}

e Para a; = \e € A, temos
Vo - a1 = Mg - €) = A,
Assim, v, - a; = 0 implica A = 0, ou seja, a; = 0.
e Para ag = pvg € Ay, temos
Vo - @g = (Vg - Vo) = ,u((l — )V, — OéU()).
Se isso € zero, entao p = 0, ou seja, ag = 0.

Portanto, a condicao (i) é satisfeita.

Condigao (ii) Seja ag € Ay e suponha que tgag = 0 para todo tg € Ap.
- Como Ay = (vy), qualquer ay = pvg. Calculamos

Vg - Gy = g - Vg = u(2(1 —n)e+ (1+ 77)110).
- Para que isso seja zero, u = 0, portanto ag = 0.

A condigao (ii) é satisfeita.

Condigao (iii) Seja a, € A, e suponha que tya, = 0 para todo ty € A,.
- Temos a, = vv, € A, e tyg = vg € Ay. Entao

Vo Ao = V(Vg + V) = 1/( —avg + (1 — a)va).

- Se a expressao se anula, entao v = 0, logo a, = 0.
A condigao (iii) ¢ satisfeita.

Exemplo 6.1.3. Considere um corpo F com caracteristica diferente de 2, 3,5, e seja A uma

algebra tridimensional sobre F, com base {e,ep,ec}. A multiplicagdo na base ¢ definida
pela seguinte tabela:

€A €B €c
1 1
€A €A §(€A+€B—ec) g(eA—eB—i-ec)
1
en §(€A+€B—ec) en g(—eA—ireB—l—ec)
1
ec g(eA_€B+eC) g(—€A+€B+60) ec

Tabela 6.3: Tabela de multiplicagao da dlgebra A na base {ea,ep,ec}.

Escolhendo e4 como eixo, podemos decompor A em autoespagos da seguinte forma:

Al = FGA,
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Ay = F(—ea + 4dep + dec),
A% = ]F(BB — 60).

De maneira similar, para os outros eixos eg e ec, obtemos uma decomposi¢ao equiva-
lente. Dessa forma, (A, {e4,ep,ec}) configura-se como uma J(3)-dlgebra axial, conhecida
na literatura como dlgebra de Norton-Sakuma do tipo 2A. [51].

Além disso, esta algebra satisfaz as condi¢oes do tipo Martindale:

Condigao (i) Para elementos a; € A; ou ay € Ay, se a multiplicagdo por qualquer
elemento de Ai for zero, entao o elemento original deve ser nulo:

(al € Al, A%al = 0) — a1 = 0,
Dado a; € A, supondo que Aial =0, temos
a; =aey, a€l,

e por conseguinte
«
0= (eg —ec)a; = Z(eB —eo),

dai o = 0, e assim a; = 0.
(ag € Ay, A%a():O) = a9 =0.

Para ay € Ay, assuma A 1ap = 0. Entao

ag = a(—ey +4ep +4ec), a€F,

15«

0= (ep —ec)ag = T(eB —ec),

desse modo, chegammos a a = 0, e concluimos que ag = 0.

Condigao (ii) Para ap € Ay, se a multiplicagao por qualquer elemento de A for zero,
entao ap também deve ser zero:

A()CLO:O = qo = 0.
Para alcancar este objetivo, considere ag € Ay e suponha que Agay = 0. Entao
ap = a(—eys +4ep +4ec), a€F,

e assim
0= (—ea+4ep +4ec)ag = dba(—es + dep + dec).

Assim, o = 0, acarretando ay = 0.
Condigao (iii) Para ar € Ai’ se a multiplicagao por qualquer elemento de A, for zero,

entao ai =0:
Apar =0 = a1 =0.
4 4
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Para a1 € Ai’ supondo que Aoai = 0, temos que

a1 =aleg —ec), a€F,

1
4
e por conta disso,

15«

= — (e —ec),

0= (—e4s+4dep+ 460)% 1

dai @ = 0, e concluimos que a 1= 0.
Essas verificagoes mostram que a algebra de Norton-Sakuma do tipo 2A cumpre todas
as hipoteses das J(3)-algebras axiais.

Ao longo desta secao, vamos assumir as condigoes (i) — (i74) do Teorema 6.1.1. A prova
serd organizada a partir de alguns lemas auxiliares.
Para estes lemas, seja d : A — A uma derivagao multiplicativa em A, isto ¢, para todos
x,y € A, temos
d(zy) = d(x)y + zd(y).

Lema 6.1.4. d(e) = 0.
Demonstracao. Utilizando a Definicao 2.5.7 de derivagao multiplicativa, observe que
d(e) = d(ee) = d(e)e + ed(e) = 2d(e)e.

Seja agora
d(e) =a;+ag+a, € A,

com a; € A; para i = 1,0, . Desse modo,
d(e) = 2d(e)e =

a1 + ag + a, = 2a1 + 2ca,,.

Dai, comparando ambos os membros da igualdade, obtemos que

ar=ay=0

(1 -2a)a, =0
Como % ¢ Spec(e), entdo 1 — 2ac € F é tal que 1 — 2a # 0, e portanto a, = 0. Logo,
d(e) =0. 0
Lema 6.1.5. d(0) = 0.

Demonstracao. O resultado segue diretamente do fato de que

d(0) = d(00) = d(0)0 + 0d(0) = 0

Lema 6.1.6. d(A;) C A;, para quaisquer ¢ = 1,0, a.

Demonstragao. Pelo Lema 6.1.4, sabemos que d(e) = 0. Utilizaremos este fato recorrente-
mente durante esta demonstracao.

Para demonstrar o resultado, vamos provar por etapas, para cada um dos subespacos
respectivos.



6.1

DERIVAGOES MULTIPLICATIVAS EM 7 (a)-ALGEBRAS AXIAIS, COM a # 1,0,

d(A;) C A, : Considere a; € A;. Temos entdo que
d(ay) = d(eay) = ed(ay).

Vamos expressar

d(ar) = d(a1)1 + d(a1)o + d(a1)a,
onde d(ay); € A; para i = 1,0, a. Segue que

d(ar)1 + d(ar)o + d(a1)e = d(a1)1 + ad(ar)a,

Assim,
d(a1)o=0 e (1—a)d(ar)s=0.

Desse modo, d(a;), = 0, entdo d(a;) € A;.

d(A()) - AO : Seja ag € ./40. Como
ed(ap) = d(eap) = d(0) =0,

isso significa que d(ag) ¢ um 0-autovetor, e consequentemente d(ag) € A,.

d(A,) C A, : Considere a, € A,. Temos que
d(ay) = d(aeay) = d(ate)a, + a ted(aq).
Como a~'e € Aj, e ja mostramos anteriormente que d(a~'e) € Aj;, entao
d(a™e)aq € A,.
A partir da decomposic¢ao da édlgebra A em subespagos, podemos expressar
A(a0) = d(an)s + d(a)o + d(ag)a,
onde d(a,); € A; para i = 1,0, . Obtemos assim que

d(ae)1 + d(an)o + d(ag)e = d(a™te)an + a td(aq)1 + d(ay)a-
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Logo, d(as)o =0 e (1 —a~1)d(ay); = 0. Consequentemente, d(a,); = 0, e daf d(a,) €

Ao

Lema 6.1.7. Sao validas as seguintes relagoes:
(i) d(ate) =0;

(i) d(aay) = ad(a,) para a, € Ay;

(iii) d(aa;) = ad(ay) para a; € A;.

Demonstragao.

siderar t, € A,, entao
dla™te)t, = d(a tet,) — a ted(t,)

= d(ta) - d(ta)
=0.

]

(i) Primeiramente, pelo Lema 6.1.6 temos que d(a'e) € A;. Vamos con-
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Utilizando a Condigao (i) do Teorema 6.1.1, concluimos que d(a~'e) = 0.
(ii) Agora, para a, € A,, como d(e) = 0, temos que

d(aay) = d(eay) = ed(a,) = ad(ay,).

(iii) Seja a; € A;. Como d(a~'e) = 0, chegamos a

=

a teaa)
(d(a'e)aa; + a ed(aay))

como queriamos.

Lema 6.1.8. Seja a; € A;, para ¢ = 1,0, «. Entao
d(a; + ap + aq) = d(ay) + d(ap) + d(aq).
Demonstragao. Considere
d(ay + ag + a) = dy + do + dag,
onde d; € A; para i = 1,0, «. Vamos dividir a demonstragoes em algumas afirmagoes im-
portantes.
Afirmagao 6.1.9. Temos que d, = d(a,).

Demonstragao. Como d(a~'e) = 0, temos que

d(a " ay + ay) = d(a " e(ar + ap + ay))
= o ted(a; + ag + a,)
=a le(d; + do + dy)
=a d; +d,.

Seja ty € Ag. Pelo Lema 6.1.6, temos que

dato = (o~ tdy + dy)to

Assim, pela Condicao (iii) do Teorema 6.1.1 concluimos que d, = d(a,,).

Afirmacgao 6.1.10. d; = d(a,)

Demonstragao. Nesse caso, precisaremos utilizar a seguinte sequéncia

m<t07 €, tan €, X>7
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para quaisquer elementos to € Ay, t, € A, e X um elemento arbitrario em A, e realizar
calculos similares aos feitos na afirmacao anterior.

O

Afirmagao 6.1.11. dy = d(ap)

Demonstragcao. Agora, basta utilizar a sequéncia

m(qo, €, ta, to, X),
para quaisquer elementos tg, ¢y € Ao, to € A, € X um elemento arbitrario em A. ]
Juntando as informacoes obtidas nas trés afirmagoes acima, concluimos que
d(ay + ag + ao) = d(ay) + d(ag) + d(as).

O

Lema 6.1.12. Sejam a,, b, € A,. Entao
d(ag + bs) = d(aq) + d(by).
Demonstrag¢ao. Observe que
(a7 le+aq)(ate+by) = (a7'e)? + anbs + aq + ba,

onde (a~te)? +ayby € A1 B Ay e aq +by € A,. Por um lado, aplicando os Lemas 6.1.6, 6.1.7
e 6.1.8, temos que

d((ate+ay)(a 4+ by)) =d(a e +ay)(a e+ by) + (a e+ ay)d(a e + by)

dla™te) +d(ay))(a e+ by) + (ate + aq)(d(a " e) +d(by))
(ao)(a e +by) + (a e + an)d(by)
(ao) + d(ag)bs + d(by) + and(be)-

Por outro lado, como a,b, € A; & Ay, podemos escrever a,b, = (aaba)1 + (aaba)o, onde
(aaby)i € A;, para i = 1,0. Pelos Lemas 6.1.7 e 6.1.8, obtemos que

d((a™te)? 4 agby + o +by) = d((a'e)? + (aaba)1 + (agba)o + o + ba)
=d((a"e)® + (aaba)1) + d((aaba)o) + d(an + by)-

Pelo Lema 6.1.6 e como A2 C A; & Ay, concluimos que

d(ay + by) = d(ay) + d(by),
o que configura o término desta demonstragao. O]
Lema 6.1.13. Sejam a;,b; € A;, com i = 1,0. Entao
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Demonstracao. Seja t, € A,. Pelo Lema 6.1.12, temos que

d(ai + bi)t ((az + b;)t ) ) (ai + b; ) (ta>
d(aite + bite) — (a; + b;)d(ts)
d(aity) + d(bite) — (a; + b;)d(ts)
d(ai)te + a;d(te) + d(b)te + bid(te) — (a; + b;)d(ts)

= (d(a;) + d(b:))ta

Usando o Lema 6.1.6, pela Condi¢ao (i) do Teorema 6.1.1 concluimos que d(a; + b;) =
d(a;) + d(b;), para i = 1,0, como desejado. O

Agora, temos todo o ferramental teérico necesséario para conseguir demonstrar o fato de que

d é aditiva.

Demonstracao 1. Pelos Lemas 6.1.8, 6.1.12 e 6.1.13 vemos que d satisfaz
d(z +y) = d(z) + d(y),

para todos z,y € A, isto é, d é aditiva em A, finalizando a prova do principal teorema desta
secao.

6.2 Isomorfismos Multiplicativos em M (a«, 3)-algebras axi-
ais

O objetivo desta secao é apresentar as condi¢oes suficientes para que qualquer isomor-
fismo multiplicativo de uma M/, 5)-algebra axial para uma élgebra axial arbitraria seja
aditivo. Aqui, generalizamos para M/«, 5)-algebras axiais o |39, Teorema 2.1] no caso de
isomorfismos 2-multiplicativos. O principal resultado desta secao, referente a isomorfismos
multiplicativos de uma M/«, B)-algebras axiais para uma &algebra axial arbitraria, é o se-
guinte:

Teorema 6.2.1. Sejam A uma M(a, f)-dlgebra axial e e um eixo em A. Seja
A=A Ay ® A, ® Ap

a decomposicao da algebra como soma direta de autoespagos para ad,.. Assuma queA satisfaz
as seguintes condigoes:

(i) Seja a; € A; (i =1,0). Se toa; = 0 para todo t, € A,, entao a; = 0;
(ii) Seja ag € Ap. Se tgag = 0 para todo ty € Ay, entao ay = 0;
(11i) Seja a; € A; (i = «, 5). Se toa; = 0 para todo tg € Ap, entao a; = 0;
(iv) Seja ag € Ag. Se toag = 0 para todo t, € A,, entdo ag = 0;

(v) Seja a, € A,. Se tga, = 0 para todo tg € Ag, entdo a, = 0.

Entao todo isomorfismo multiplicativo de A em uma algebra axial arbitraria A’ é aditivo.
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A demonstracao deste teorema compartilha o mesmo aspecto da prova do Teorema 6.1.1
mas necessita de algumas técnicas um pouco diferentes. Ao longo desta se¢ao, vamos assumir
a validade das condig¢oes do Teorema 6.2.1. A prova do resultado sera organizada numa série
de lemas auxiliares. Assim, sejam A uma M/a, §)-dlgebra axial e e um eixo em A, com

A=A DA D Ay D Ap

sendo a decomposi¢ao da algebra como soma direta de autoespagos para ad.. Considere
¢: A — A’ um isomorfismo multiplicativo em uma &lgebra axial arbitraria A’.

Lema 6.2.2. ¢(0) = 0.

Demonstra¢iao. Como ¢ é sobrejetora, existe = € A tal que ¢(x) = 0. Portanto,

©(0) = p(0z) = p(0)p(z) = 0.

Lema 6.2.3. Seja a; € A;, 1 = 1,0, «, 8. Entao
p(ar + ao + aa + ag) = p(a1) + ¢(ao) + (aa) + (as).
Demonstracao. Seja a; € A;, i =1,0,a, 5. Como ¢ é sobrejetora, existe um s € A tal que
p(s) = p(ar) + p(ao) + ¢(aa) + p(ag). (6.1)
Podemos decompor s a partir de seus termos no subespaco, da forma
5=514+ 50+ 54+ 53 €A,
onde s; € A; parai=1,0,a,[.

Para provar o resultado com mais clareza, vamos fazer a demonstracao seguindo alguns
passos:
Primeiro Passo: Vamos provar que s, = a,. Para o eixo e, temos que

)e(s)

p(e) (plar) + wlag) + ¢(aa) + ¢(ag))
p(ear) + p(eag) + p(eaq) + p(eag)
= ¢(
= ¢(

ples) = p(e

e

a1) + ¢(0) + p(aas) + (Bag)
a1) + p(aaq) + (Bag).

Agora, seja ty € Ag arbitrario. A partir de contas similares, obtemos que

p(to(es)) = w(toar) + patoaa) + p(Btoag)
(0) + p(atoaa) + (Btoas)
(atoas) + @(Btoag).

€ €

Observe que
atpa, € An € Ptoag € Ag.
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Considere um elemento arbitrario ¢tz € Ag, entao

atg(toas) € As

51&5(&)&5) € .A1 D A[) D Aa.

Agora, para continuar a demonstragdo, precisamos eliminar o elemento [Sts(tpag). Para
chegar a esse objetivo, vamos utilizar a seguinte multiplicagao para elementos arbitréarios
T0,q0 € .Ao € Qqqy € .Aa,
Bm(ro, €, ¢a, Qo, €, s, o, ag) =0
Assim,
w(m(ro, e, qa, Qo, €, t3, to, €,5) = p(am(ro, €, qa, o, €, L3, Lo, Au))-

Como ¢ é injetora, temos que

m(?”o, €, 4a; 90, €, t,@? th €, 8) = Otm(rm €,4u; 90, €, t,@a th aa)a

ou seja,
062777,(7’0, 4o 40, t67 tO; Sa — aa) =0.

Como a caracteristica do corpo F ¢ diferente de «, temos que
m(T07 4o 40, t,Ba t(]) Sa — aa) =0.

Agora, utilizando as condigoes (iii), (iv) e (v) do Teorema 6.2.1 concluimos que s, = a,.

Segundo passo: Vamos mostrar que s; = a;. Para estes célculos, utilizaremos uma abor-
dagem similar & do primeiro passo, mas usando agora a seguinte sequéncia de elementos
arbitrarios ro, o, to € Ao, Ga,ta € Aa, tg € Az e X um elemento arbitrario em A.

m(T07 €,4u; 90, €, t,@? tOv €, tcw €, X)
Neste caso, obtemos que
m<T07 Go; 90, tﬁa tO; tom S1 — afl) = 0.

Consequentemente, utilizando as condigoes (i), (iii), (iv) e (v) do Teorema 6.2.1 concluimos
que s; = aj.

Terceiro passo: Vamos mostrar que sg = ag. Novamente, com uma sequéncia de calculos
similar a feita no primeiro passo, mas agora utilizando a sequéncia arbitraria de elementos
90, to € Ap, to € A, e X um elemento arbitrario em A

m(Q(b €, tau tO? €, X)7
temos entao

m(q07 €, tow t07 €, S) = m(q07 €, taa tO? €, (lﬁ)

Isso implica
B*m(qo, ta,to, 55 — ag) = 0.

Utilizando o fato de que a caracteristica de F ¢ diferente de 3, e utilizando as condigoes (ii7)
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e (iv) do Teorema 6.2.1 concluimos que sg = ag.

Quarto passo: Assim como nos casos acima, para provar que sg = ag ¢ suficiente fazer
uso da sequéncia arbitraria de elementos po, ro, go,to € Aoy Garta € Aas tg € Az ¢ X um
elemento arbitrario de A

m<p07 €,4ua,70, €, tﬁ7 qo, €, tom t07 X)
Nesse caso, temos que

m(p07 o, T0, tﬂa q07toc7t07 So — CLO) = 0.

Pelas condig¢oes do Teorema 6.2.1 concluimos que sy = ayg.
Portanto,

olay + ag + aq + ag) = ©(s1+ so + Sa + 55) = ©(s) = @(a1) + (ag) + ¢(a) + ¢(ag),
completando a prova do lema. O

Lema 6.2.4. Sejam ag € Ay, aq, by € A, € ag,bg € Az. Entao
0(aato + ba) = p(aaao) + ¢(ba), (6.2)

p(agao +bg) = plagao) + o(bs)- (6.3)

Demonstragao. Precisamos provar a identidade
(a e + an)(ao + by) = b + aaag + agba,
onde by, aqag € A, € agb, € A; & Ay. Aplicando ¢ e usando o Lema 6.2.3 temos que

P(aato + ba) + (aaba) = P(aaao + by + aaba)
((ae+ aq)(ag + by))

(a7 le +aq)p(ag + by)

plale) + 90(%))(90(@0) + ¢(ba))

(@™"e)p(ao) + (™ e)p(ba) + (aa)p(ao) + (aa)p(ba)
(a eap) + p(a” ‘eb o) T ¢(aato) + @(aaba)

(0) + ¢(ba) + p(aaao) + p(aaba)

(ba) + @(anag) + @(anby)

(aaao) + ¢(ba) + (aaba),

o que prova a Equagao (6.2). Agora, para provar a veracidade da Equacao (6.3), faz-se
necessario o uso da identidade

©
v
= (
v
v
@
v
v

Qo

(ﬁfle + ag)(ao + bg) = bg + agag + agbg
e calculos analogos aos feitos acima. O

Lema 6.2.5. Sejam a,, b, € A, € ag, bs € Ag. Entao
¢(da +ba) = p(aa) + ¢(ba), (6.4)

wlag +bg) = w(ag) + ¢(bg). (6.5)
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Demonstrac¢ao. Primeiramente, vamos provar a Equacao (6.4). Sejam ay, b, € A,. Como ¢
é sobrejetora, existe s € A tal que

p(s) = ¢(aa) + p(ba).

Seja to um elemento arbitrario em Ay. Pelo Lema 6.2.4, temos que
p(tos) = @(toaa) + ¢(toba) = P(toaa + toba).
Como ¢ é injetor, tos = to(aq + ba) € A,. Vamos escrever
s=51+ 50+ 5o+ 53 €A,
onde s; € A; para i = 1,0, «, 8. Entao
toso + toSa + tosg = to(an + ba),

assim t9sp = 0, toSq = to(aq + ba) € tosg = 0. Pelas Condigoes (i¢) e (iii) do Teorema 6.2.1,
temos que sp = 0, sS4 = aq + by € sg = 0. Agora, precisamos provar que s; = 0. Para isso,
basta utilizar a sequéncia de elementos arbitrarios seguinte: gy € Ag, to, € Ao e X € A

m(q07 €, tau X)

Dessa forma, obtemos ¢(go(e(tos))) = 0 e, portanto, go(t,s1) = 0. Pelas condigdes (i) e (ii7)
do Teorema 6.2.1, temos que s; = 0. Consequentemente, p(aq + by) = ¢(aq) + ©(ba), como
queriamos.

Agora, vamos nos ater a demonstragao da Equagao (6.5). Sejam ag, bg € Ag. Como ¢ ¢é
sobrejetora, existe s € A tal que

p(s) = plag) + ¢(bg).

Seja ty € Ag. Pelo Lema 6.2.4,

@(tos) = @(toag) + ¢(tobg) = @(toas + tobgs).

Como ¢ ¢ injetora, entao
tos = to(aﬁ + bg) € ./45

Vamos escrever
s=514+ S0+ Sa+ 55 € A,

onde s; € A; para i = 1,0, «, 8. Entao
tOSO + toSa + t()Sﬁ = to(dﬁ + bﬁ),

consequentemente,
toso = 0,

toSa =0

tOSB = to(aﬁ + bﬁ)

Pelas Condicoes (i7) e (¢ii) do Teorema 6.2.1, temos que so = 0, s, = 0 e sg = ag+bs. Agora,
para mostrar que s; = 0, vamos utilizar a seguinte sequéncia para elementos arbitrarios
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70, Q0 € Ao, to € Aa, tg € Ag e X um elemento arbitrario em A,
m(ro, €, ta, qo, €, 3, X),
obtemos p(m(rg, e, ta, qo, €,t5,s)) = 0. Pela injetividade de ¢, concluimos que
B*m(ro, ta, o, ta, 1) = 0.

Como a caracteristica do corpo F é diferente de § e pelas Condigoes (i) e (ii7) do Teorema
6.2.1, obtemos que s; = 0. Portanto,

p(ag + bg) = p(ag) + ¢(bs),
o que finaliza a demonstracao do resultado. O

Lema 6.2.6. Sejam a;,b; € A;. Entao
p(ar +b1) = p(ar) + ¢(br).
Demonstragcao. Sejam aq,b; € A;. Como @ é sobrejetora, existe s € A tal que
p(s) = plar) + ¢(b).
Considere ty um elemento arbitrario em Ag. Pelo Lema 6.2.4, temos que
p(tos) = p(toar) + (tob1) = 0.
Como ¢ ¢ injetora, entao tys = 0. Vamos escrever
$=81+ 50+ Sa+ 55 €A,
onde s; € A; parai=1,0,a, 3. Entao
toso + toSa + tosg = 0,

e consequentemente

tQSO = O,

toSa =0
e

toSg =0.

Pelas condicoes (ii) e (i27) do Teorema 6.2.1, obtemos sy = s, = sz = 0. Agora, precisamos
provar que
S1 =a; + bl'

Seja t, um elemento arbitrario em A,. Pelo Lema 6.2.5,
(p(tas) = @(toéal) + Sp(tabl) = Qp(taal + tabl)a
pela injetividade de ¢, obtemos que t,s = t,(a; + by). Vamos escrever

§=51+ 50+ 5o+ 55 €A,
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onde s; € A; para ¢ = 1,0, «, 8. Entao
tas1 + tasSo + tasSa + tass = ta(ar + b1),
assim, temos consequentemente que
tas1 = tola + by).
Pela Condigao (i) do Teorema 6.2.1, ficamos com
sy = ay + by.

Dai, chegamos a
plar +b1) = @(s1) = ¢(s) = p(ar) + ¢(b1),

como desejado. O
Lema 6.2.7. Sejam ag, by € Ay. Entao,
p(ao + bo) = ¢(ao) + ¢(bo).
Demonstracao. Sejam ag, by € Ay. Como ¢ é sobrejetora, entao existe s € A tal que
w(s) = p(ao) + ¢ (bo)-

Escolha e € Aj, e assim
ples) = p(eag) + p(ebo) = 0.

Como ¢ ¢ injetora, entao es = (. Vamos escrever
s=51+ 50+ Sa+ 55 €A,
onde s; € A; para i = 1,0, «, 8. Entao
514+ as, + sz =0,
consequentemente, s; = 0, s, = 0 e sg = 0. Agora, precisamos ainda provar que
So = ag + bg.

Seja t, um elemento arbitrario em A,. Pelo Lema 6.2.5, chegamos a

P(tas) = o(tato) + ¢(tabo) = (tato + tabo),

e pela injetividade de ¢ temos
taS = ta(ao + b(])

Vamos escrever s = s; + o + S + s € A, onde s; € A; para i = 1,0, , 3. Entao
taSg = ta(a() + b())
Pela Condigao (i) do Teorema 6.2.1, concluimos que sq = ag + byg. Consequentemente,

p(ao +bo) = ¢(s0) = p(s) = @(aog) + ¢(bo),
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completando a prova. O

Agora, temos todos os ingredientes necessarios para provar o Teorema 6.2.1 sobre iso-
morfismos multiplicativos entre M(a, ()-algebras axiais. O resultado segue dos Lemas 6.2.3,
6.2.5, 6.2.6 e 6.2.7.

6.3 Derivagoes Multiplicativas em M)(3, §)-algebras axi-
ais

O objetivo principal dessa secao é estudar as condigoes necessarias e suficientes para
garantir quando uma derivacao multiplicativa é aditiva com respeito a classe das M(%, B)-
algebras axiais. O principal resultado advindo dessas analise é o que esta presente nas linhas
vindouras.

Teorema 6.3.1. Seja A uma M(3,8)-dlgebra azial e e um eizo em A. Seja
AzAl@Ao@A% ® Ag

a decomposicao da dlgebra na soma direta de autoespacos ad.. Suponha que A satisfaz as
sequintes condigoes:

(i) Seja a; € A;(i =1,0). Se tia; =0 para todo ti e A%, entao a; = 0;
(ii) Seja ag € Ag. Se toag = 0 para todo ty € Ay, entao ag = 0;
iii) Seja a; € A; (i =1, B). Se toa; = 0 para todo ty € Ay, entio a; = 0;
2
(iv) Seja ag € Ag. Se tiag = 0 para todo ti e A%, entdo ag = 0;
(v) Seja ar € A%. Se tgar = 0 para todo tg € Ag, entao ar =0.
Entao toda derivagao multiplicativa em A € aditiva.

Ao longo desta se¢ao, vamos assumir que as Condigoes (i) - (iii) do Teorema 6.3.1 sdo
devidamente satisfeitas. Para facilitar a compreensao do resultado, a demonstragao sera
fracionada numa série de lemas auxiliares que revelarao gradativamente os passos para a
prova. Assim, seja A uma M(%, p)-élgebra axial e e um eixo em A, com

A:Al@Ao@A%@Ag

a decomposicao da algebra como soma direta de autoespagos para ad,.
Considere a derivacao multiplicativa d: A — A em A, ou seja,

d(zy) = d(x)y + zd(y),
Vr,y € A.
Lema 6.3.2. Seja ¢ um eixo em A. Entéo d(e) € A;.

Demonstragcao. Observe que

d(e) = d(ee) = d(e)e + ed(e) = 2d(e)e.



124 ALGEBRAS AXIAIS 6.3

Vamos escrever d(e) = d(e), +d(e), +d(e): +d(e), € A, onde d(e); € A; parai = 1,0, 1. 8.

1
2

Entao
d(e), +d(e), + d(e)% +d(e) s = 2d(e), + d(e)% + 2pd(e) -
Dali, segue que
d(e); = d(e)y =0,
e
(1 —=28)d(e)z = 0.
Como 3 # 3, entdo d(e), = 0. Portanto, d(e) = d(e)% € As. O

Podemos escrever A = A; @ Ap, onde Ay = A & Ay A% ¢ uma subalgebra do tipo

Jordan da M(%, [)-algebra axial A. Estamos interessados em entender o comportamento
das derivacoes multiplicativas d na Algebra de Jordan Aj.

Lema 6.3.3. Temos que

d(A;) € Ay,
para ¢ = 1,0, %
Demonstragcao. Primeiramente, considere ag € Ay, entdao podemos escrever
d(ag) = 21+ 2o + 21 + 15 € A,
onde z; € A; parai = 1,0, %,B. Temos que
0 = d(eag) = d(e)ag + ed(ag)
= d(e)%ao + x4+ %x; + B,
dai x; = 23 = 0, e por conta disso,
d(ag) € Ay & A% CA,.
Agora, vamos fixar a; € A;. Entdo podemos escrever
d(ay) = 1y +axot+ x5 €A,

1
’ 9

onde x; € A; para ¢ = 1,0, 5, 8. Temos que
T1+ To + 21 + x5 = d(ar) = d(ear) = d(e)ay + ed(ay)
= d(e)%al + 2 + 571 + pxg,
dai zg =0e (1 — f)zg = 0. Como (8 # 1, entdao xz = 0. Assim,
d(ay) € Ay @A% CA,;.
Finalmente, considere a 1€ A% . Entao podemos escrever

d(a ) =1+ T+ 21 + 28 €A

1
2
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1

, 5, 3. Temos que

)

onde x; € A; parai=1,0
T1+ 20+ 21 + x5 =d(a (2ea1) = d(2e)as + 2ed(ay)

=d
= d(2e)a% + 221 + 23 + 202,

1
2

Como d(A;) € Ay, chegamos a (1 —28)zs = 0. Uma vez que § # 3, entdo x5 = 0. Logo,
d(a%) € Aj, completando a prova. ]

Lema 6.3.4. Temos que d(A;) C A;.

Demonstracao. Seja ay € A;. Podemos escrever
d(ay) :d1+d0+d%+dﬁ €A,
onde d; € A; for i = 1,0, %, . Aqui, vamos utilizar a sequéncia
m(e,qo,t%, e, to, ),

para elementos arbitrarios qq,tg € Ao, t% € A%, e x um elemento arbitrario em A. Por um
lado, temos que

m(euq()ut%ae?t()vd(ag])) = d<m(e7QO7t%7€7t07aJ>) - m(d(e)aqmt%7€7t07 G])
- m(€7 d(QO)a t%a €, tOv CLJ) - m(e7 qo, d(t%)7 €, tO? CLJ)
- m(67 qo, t%7 d<e)7 to, aJ) - m(e7 qo, t%, €, d(t0)7 aJ)'

Aplicando o Lema 6.3.3, d(A;) € Ay, para i = 1,0, 1, entdo
m(e,qo,t%,e,t()?d(aJ)) cAy.
Por outro lado, temos que
m(e, Qo ti,e to,dy+do+dy + dg) = m(e, Go;t1, €, to, dg)
= BQm(qo,t%,to,dﬁ).

Logo,
m(e, qo;t1, ¢ to,di + do + di + dg) € Ag.
Ja que
m(e’ q0; t%’ ¢, to, d((l])) = m(€7 qo, t%a €, tO? dl + dO + d% + d[j),
obtemos
2 —_—
540 <t% (t0d6)> =0,
e assim

% (t% (todﬁ)> =0

pelo fato de que 5 # 0. Usando as Condigdes (iii) e (iv) do Teorema 6.3.1, concluimos que
ds =0, e portanto d(A;) C A;. O

Nesse momento, pelo Lema 6.3.4, provamos que A; é d-invariante. Assim, podemos
considerar a restricao de d a Ay, denotada por d | 4,. Logo, temos que

dla,: Ay — Ay
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é uma derivacao multiplicativa na algebra do tipo Jordan A;.

Todas as propriedades e resultados demonstrados no contexto de élgebras do tipo Jordan
sao satisfeitas para A;. Mais especificamente, os resultados provados em [39] para deriva-
¢oes 2-multiplicativas em édlgebras de Jordan sao verificados para derivagoes multiplicativas
dla,: A — Ay (note que o conceito de derivagdes 2-multiplicativas ¢ o mesmo de de-
rivagoes multiplicativas). Portanto, aplicando [39, Theorem 3.1| para n = 2, a derivacao
multiplicativa d|4, ¢ aditiva, ou sem outras palavras, d ¢ aditiva em A;.

Observagao 5. De fato, para provar |39, Theorem 3.1 ndo é necessario o uso da comuta-
tividade e da identidade de Jordan na algebra. Na realidade, as condigoes necessarias para
obter a aditividade das derivagoes multiplicativas sdo precisamente as Condigoes (i) - (iii)
do tipo-Martindale, definidas na Secao 6, onde o = % Portanto, os resultados sao precisos
para algebras do tipo Jordan J (1) .

Lema 6.3.5. d(Az) C Ajg.

Demonstragao. Seja ag € Ag. Temos que

d(ag) = d(B"eas) = d(B~ e)ag + B ed(as).

Como B~ 'e € Ay, verificamos na demonstragao do Lema 6.3.3 que d(8'e) € A; @ A%, dai
d(87'e)as € Ag. Podemos escrever

d(ag) = d(ag)r +d(ag)o +d(ag)1 + d(as)s,

onde d(ag); € A; para i = 1,0, 1, 3. Obtemos que

1

d(ag)s + dlag)o + d(as)y + dlag)s = d(8~ e)as + B d(a) + P —d(as), +d(ay),s.

1
2

Assim,

logo d(ag) € Ag. O

Lema 6.3.6. Seja a; € A;, parai = 1,0, %,5. Entao

d(ar + ap +ay +ag) = d(a1) + d(ao) + d(ay) + d(ag).

1
2
Demonstracao. Vamos escrever

d(a1+ao+a% +CL5) :dl—i—do—i—d% —|—d5,

1
)92

1

onde d; € A; para i = 1,0, 5, 3. Vamos mostrar que d(a;) = d; para i = 1,0, 3, 3.
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Primeiro passo: Vamos provar que
dﬁ = d(ag).

Aqui, iremos usar a sequéncia
m(e, qo, t%v th €, $)a

para elementos arbitrarios qg,tg € Ag, t1 € A1, e x um elemento arbitrario em A. Vamos
. 2 2
considerar

d <e <a1 +ag+ar+ a5>> —d(e)(a1 + ao + a1 + ag) = ed(ar + ag + a1 +ag).  (6.6)
Pelo membro esquerdo da Equagdo (6.6), temos que
d(e <a1+a0—|—a% —|—a5>) —d(e) <a1+a0—|—a% —|—a5>
1
:d(a1+§aé +5a5) —d(e) <a1+a0~|—a% +a5> )

Para qualquer t, € Ay, temos que

1
t0d<a1+§aé+ﬁa5> —t (d(e) <a1+a0+aé+a5>> =

1 1
=d (5250@; +ﬁt0a5> —d (to) (a1 + 5% —l—ﬁag) —t (d(e) <a1 +ap+ax +a5>> )

Para qualquer t% € A%, temos que

tid (%to% +Btoaﬁ> —t1 (d(to) (al - %a; +5a5)> — 1 (to (d(e) <a1 +ag+a +aﬁ>)>
= <% t% <t0a%> +ﬁt% (toaﬂ)> —d <t%) (to <a1 + %a; —i—ﬁag))

—t (d(to) <a1 + %aé +5a5)> —t <t0 (d(e) <a1 +ao+ax —1—&5))) )
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Par

CJod(

— % (t% (d(to) (al 4_%@; —|—Bag) ) — Qo (té (tg (d(e) (a1 +ao+ax +a6>>))
(

ALGEBRAS AXIAIS

a qualquer qo € Ap, temos que

%t% (toa%> + ﬁt% (toag)) — Qo (d (t%> (750 (a1 + %aé +ﬁaﬁ)>>

6.3



6.3 DERIVAGOES MULTIPLICATIVAS EM M(3, 5)-ALGEBRAS AXIAIS 129

Como d(e) € A1, o 1ltimo termo da igualdade acima é:

el q (t; (to (d(e) <a1+ag—|—a% +a5>)>)
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onde

e (qo <té (to (d (e) (aﬁ))))) € Ay

Utilizando a Observacao 4, o componente do lado esquerdo da Equagao (6.6) multiplicado
por eqot 1t em Ap se torna

(oo o)) o s ) (1)

_e (qo (d(t%) (to(eaﬁ))>> —e (q() (t% (d(t@(ea;;)))) —e <q0 <t% (t()(d(e)(aﬁ))))) _

=d (m <€, qut%7t0> ¢, a,@)) - m(d(e)a 40, t%atm €, aﬁ) - m(€> d(QO)a t%atm €, aﬁ)_

_m(eaQOa d(t )at07€7aﬁ) - m(evqmt%vd(tﬂ)?eaaﬁ) - m(€7q0at%7t07d(e)aaﬁ) =

1
2
= mf(e, qo,t%,to, e,d(ag)).

Agora, pelo membro direito da Equagao (6.6), temos que ed(a; + ag + a1 + ag) = di +
+ Bdg. Para qualquer t, € Ay, ZIS A%, qo € Ap, temos que

e | a0 (t; <t0 (ed (a1 +a0+ay +a5>)>) _
(3 (s (o)) e o s ) -

m (e,qo,t%,to,e,dﬁ> e As.

1d

1
2
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Dessa forma,
527”((10» t%? t0> d(aﬁ)) = ﬁzm(%, t%, to, dﬂ)
Como 3 # 0, obtemos que

m(q0> t% ; tO? d<aﬁ)) = m(q07 t% ) th d,@)
Usando as Condigoes (4i7) e (iv) do Teorema 6.3.1, concluimos que dg = d(ag).

Segundo passo: De forma similar & feita acima, podemos mostrar que d% = d(a1) utilizando

a sequeéncia

1
2
m(€7 hOv t%7 4o, €, t,@? tU) €, l’),

para elementos arbitrarios hg, qo,to € Ao, t 1€ A 1 tg € Ag, e x um elemento arbitrario em
A.

Para dy = d(ag) utilizamos a sequéncia

m(ea 107 Q%a €, h07 tﬁa qo, €, t%a tU? LC),

para elementos arbitrarios ly, hg, qo, to € Ao, q1,t1 € .A1 tg € Ag, e x elemento arbitrario
em A.

Para finalizar, para d; = d(a;) basta utilizar a sequéncia
m<€a l07 Q%a €, h’Ou t,Ba qo, €, t%7 €, Z‘),

para elementos arbitrarios ly, ho, qo € Ao, qi,t1 € A%, tg € Ag, e z um elemento em A,
completando a prova do Lema. O

Observagao 6. Como d é aditiva em A, pelo Lema 6.3.6 podemos escrever
d(ay + ag) = d(ay) + d(agp),
para ay € Aj e ag € Ag.
Lema 6.3.7. Sejam ag, bg € Ag. Entao
d(ag + bg) = d(ag) + d(bg).
Demonstracao. Observe que
(B e+ ag) (B e +bg) = B2 + agbs + ag + bs.
Pelo Lema 6.3.6, temos que

d((B7'e+ag)(f e+ by))

(6~ 64‘@5)(5716"‘175) + (87 e +ag)d(B e+ bg)

(d( ) + d(ag)) (B e +bg) + (B 'e + ag)(d(8"e) + d(bs))
d(B~ef e) + (B eag) + d(B ebp) + d(asbs)

(s ) + d(ag) + d(bs) + d(asbgs).

Por outro lado, como agbs € Ay, pelo Lema 6.3.6, temos que

d(ﬂf2€ + agbﬁ + ag + bg) = d(ﬁiQ«B + agbg) + d(ag -+ bﬁ).
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Pelo Lema 6.3.4 temos que d(82%¢),d(agbs), d(5~ e + agbg) € Ay, e pelo Lema 6.3.5 temos
que d(ag),d(bg),d(as + bg) € Ag, e portanto

d(ag + bg) = d(ag) + d(bg),
como estavamos procurando. O

Com todos os Lemas auxiliares estabelecidos, podemos provar o resultado principal, o Teo-
rema 6.3.1.

Demonstracao. Sejam
a=ay+ao+ai+ag €A

b:b1+bo+b%+b5€¢4

, onde a;,b; € A; para ¢ = 1,0, %,ﬁ. Como a derivacao multiplicativa d é aditiva em A},

utilizando a Observagao 6 e aplicando o Lema 6.3.7, temos que
d(a+b) =d(a) + d(b)

para quaisquer a,b € A, ou seja, d é aditiva em A, o que estabelece o resultado requerido
nesta secao. L]

6.4 Derivagoes Multiplicativas em M(«, 3)-algebras axi-
ais, com «, [ # %

Nessa secao, vamos estudar o problema de determinar quando uma derivagao multipli-

1
cativa é aditiva nas M (a, f)-algebras axiais, quando «, § # o

Teorema 6.4.1. Seja A uma M(«, 8)-dlgebra azial, com o, f # %, e e um eizo em A. Seja

A=A ® Ay d A, ® Ap

a decomposicao da dlgebra como soma direta de autoespacos para ad.. Suponha que A satisfaz
as sequintes condigoes:

(i) Seja a; € A;(i =1,0). Se t,a; =0 para todo t, € A,, entao a; = 0;
(ii) Seja ag € Ay. Se toag = 0 para todo ty € Ay, entao ag = 0;
(iii) Seja a; € A; (i = «, ). Se toa; = 0 para todo ty € Ay, entao a; = 0;
() Seja ag € Ag. Se taag =0 para todo t, € A,, entiao ag = 0;
(v) Seja a, € A,. Se tga, =0 para todo tg € Ag, entdo a, = 0.
Entao toda derivagao multiplicativa em A € aditiva.

A prova do teorema acima compartilha a mesma estratégia utilizada na demonstragao
do Teorema 6.2.1, ms necessita de uma técnica diferente. Ao longo dessa sec¢@o, assumiremos
a validade das condicoes impostas no Teorema 6.4.1. Novamente, utilizaremos uma série
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de lemas auxiliares para fomentar os recursos essenciais para demonstrar o resultado. Seja
d: A — A uma deriva¢do multiplicativa em A, ou seja, que satisfaz d(zy) = d(z)y + zd(y),
para todo x,y € A. Temos que

d(e) = d(ee) = d(e)e + ed(e) = 2d(e)e.

Escreva
d(e) = a1+ ap+ aq +ag € A,

com a; € A; for i = 1,0, «, . Entao
ay + ag + aq + ag = 2a; + 20a, + 2Bag.
1

Segue que a; = ap = 0, (1 —2a)a, = 0 e (1 —28)ag = 0. Como ; ¢ Spec(e), entdo

1-2a,1-20e€Fétalquel —2a#0el1—28+#0, logo a, = ag = 0. Portanto, d(e) = 0.
Lema 6.4.2. d(0) = 0.

Demonstracao. Note que

d(0) = d(00) = d(0)0 + 0d(0) = 0.

Lema 6.4.3. d(A;) C A;, para quaisquer i = 1,0, «, 3.
Demonstragao. Sabemos que d(e) = 0. Assim, primeiramente, para a; € A;, temos que
d(ay) = d(eay) = ed(ay).
Logo d(ay) € A;. Agora, para ag € Ay, como acima, de
ed(ap) = d(eap) = d(0) =0

obtemos imediatamente que d(ag) € Aj.
Finalmente considere a, € A,. Temos

d(ay) = d(aeay) = d(ate)a, + o ted(ay).

Como o~ !

expressar

e € Ay, e ja mostramos que d(a"'e) € Ay, entdao d(a'e)a, € A,. Podemos

d(as) = d(aa)1 + d(aa)o + d(ag)a + d(aa) s,
onde d(ay); € A; parai = 1,0, a, 5. Desse modo, obtemos
d(aa)1 + d(aa)o + d(as)a + d(aa)s = d(a™"e)aq + a~ d(aa)1 + d(aa)a + o~ Bd(aa)s.

Logo, d(ay)o =0, (1—a')d(ay)1 =0e (1—a 'B)d(ay)s = 0. Dai, d(a,); =0 e d(a,)s =0,
e entdo d(as) € A,. De forma andloga, pode-se verificar que d(ag) € Ag. O

Lema 6.4.4. Sao validas as seguintes propriedades:
e d(ia;) = id(a;) para a; € A; quando i = a, ;
e d(ae) =0;



6.4  DERIVACOES MULTIPLICATIVAS EM M)(a, 8)-ALGEBRAS AXIAIS, COM a, § # 133

o d(aay) = ad(ay).

Demonstragao. Primeiramente, considere a; € A; para ¢ = «, 5. Como d(e) = 0 e pelo Lema
6.4.3 temos que
d(ia;) = d(ea;) = ed(a;) = id(a;).
Agora, para provar que d(ae) = 0, vamos considerar um certo t, € A,. Entao et, € A,

e d(ty) € Ay, entao

d(ae)t, = d(aet,) — aed(t,) = ad(et,) — aed(t,)
= ad(aty) — aed(ty) = a?d(t,) — o?d(ty) = 0.
Pelo Lema 6.4.3 sabemos que d(ae) € A; e pela Condigao (i) do Teorema 6.4.1, podemos
concluir que d(ae) = 0.
Para provar a ultima condigao, considere a; € A;. Como d(ae) = 0 e d(a;) € A,

chegamos a
d(aay) = d(aeay) = aed(ar) = ad(ay),

o que finaliza a demonstracao. O

Lema 6.4.5. Seja a; € A;, para i = 1,0, «a, 8. Entao
d(a; + ap + aq + ag) = d(ayr) + d(ag) + d(as) + d(ag).

Demonstracao. Seja
d(ay + ap + aq + ag) = dy + do + do + dp,

onde d; € A; parai=1,0,a, .
Para facilitar a compreensao da demonstragao, vamos dividir a prova em passos:
Primeiro passo: Vamos provar que

dﬁ = d(ag).
Como d(e) = 0, temos que

d(ay; + aa, + Bag) = d(e(ar + ap + aq + ag))
=ed(a; + ap + an + ag)
= €(d1 +dy + dy + dﬂ)
= dy + ad, + Bdp.

Seja ty € Ag. Pelo Lema 6.4.3, temos que

(dea + 6d5)t0 =

—~

dy + ad,, + Bdp)ty

ar + aa, + Pag)ty

(a1 + aaq + Bag)ty) — (a1 + aa, + Bag)d(to)
(aaq + Pag)ty) — (aan + Bag)d(to)

aae + Bag)to.

i
UV %

(
(
(
(
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Considere agora t, € A,.

O[(dato)ta + /B(dﬁto)ta = (d(aaa + Bag)to)ta
= (d((cvaq + Bag)to) — (aas + Bag)d(to))ta
= d((aaq + Bag)to)ta — ((van + Bag)d(ty))ta.

Agora, seja gy € Ag. Temos que

a((dato)ta)qo + 6((dﬁto)ta)q (d( aao + Bag)te)t )qO — (((aaa + Bag)d(to))ta)qo

—((
=d((((aaa+5aﬁ)to) ) 0) — (((aaq + Bag)to)ta)d(qo)
— (((aaq + Bag)to)d(ta))qo — (((aaq + Bag)d(to))ta)qo
)QO)
)

= d(a((aato)ta)qo + B((agto)ta

— a((aato)ta)d(go) — F((as)to)ta)d(qo)
— o((aato)d(ta))go — B((asto)d(ta))qo

= a((aad(to))ta)go — B((asd(to))ta)go.

Agora, multiplicando por e a expressao acima, como d(e) = 0 e pelo Lema 6.4.4, ficamos
com

B2((dgto)ta)go = ed(a((aato)ta)qo + B((asto)ta)qo)

— B%((ag)to)ta)d(q0) — B*((agto)d(ta)) o
— *((agd(to))ta)qo-

= d(B*((asto)ta)qo) — B*((as)to)ta)d(go)
— B ((agto)d(ta))qo — 5 ((agd(to))ta)qo

= B*(d(((agto)ta)qo) — ((ag)to)ta)d(qo)
— ((agto)d(ta))qo — ((apd(to))ta)qo)

= B*(d((agto)ta)qo — ((agto)d(ta))go — ((asd(to))ta)qo)

Assim, pela Condigao (iii) do Teorema 6.4.1 temos que
(dsto)ta = d((astolta) — (asto)d(te) — (asd(to))ta = dlasto)ta — (as(to))ta.
Logo, pela Condicao (iv) do Teorema 6.4.1 chegamos a
dato = d(agty) — apd(to) = d(ag)to.

Finalmente, fazendo uso da Condicao (iii) do Teorema 6.4.1, concluimos que dg = d(ag)
como queriamos.

Segundo Passo: Vamos agora verificar que d, = d(a,). Para isso, iremos proceder de
maneira similar & feita no primeiro caso.
Para ty € Ay qualquer, temos

(ady, + Bdp)ty = d(aas + Bag)to.
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Aqui, utilizamos a sequéncia
m(r()? €, taa q0, tﬁ7 X)

para elementos arbitrarios qo, 9 € Ao, ta € Aa, tg € Ag e X um elemento arbitrario em A.
Terceiro Passo: d; = d(a;). Nesse caso, precisamos da seguinte sequéncia:
m<€7 o, 4a;5 €, 90, tﬁv €, th tom €, X)J

para quaisquer elementos to, qo, 70 € Ao, ta, ¢a € Aa, 1 € Az e X um elemento arbitrario
em A, e utilizando contas similares ao primeiro caso.

Quarto passo: dy = d(ap). Finalmente, vamos utilizar a sequéncia

m<e7p07 4oy €,70, tﬁ) €, qo, tom tO) X)a

para elementos arbitrarios to, qo, 70,90 € Ao, ta,qa € Aa, tg € Ag e X um elemento
arbitrario em A, finalizando a prova. [

Lema 6.4.6. Seja a,, b, € A,. Entao
d(ae + ba) = d(ay) + d(by).
Demonstragcao. Observe que
(e + an)(ae + by) = e + agbg + a’ag + ’b,.
Por um lado, aplicando os Lemas 6.4.3, 6.4.4 e 6.4.5, temos que

d((ae + aq)(ae + by)) = d(ae + aq) (e + by) + (e + ag)d(ae + by,)
= (d(ae) + d(ay))(ae + by) + (ae + ay)(d(ae) + d(by))
d( o) (e +by) + (ae + as)d(ba)
d(an) + d(aa)bs + 2d(bs) + and(by).
Por outro lado, uma vez que
anby, € A1 & Ay,

podemos escrever

aaba — (aaba)l + (aaba)07
onde (anby); € A;, para i = 1,0. Pelos Lemas 6.4.4 e 6.4.5, obtemos que
(e + (aabs)1 + (agba)o + @ay + aby)

d
d(a?e + (aaba)1) + d((aabas)o) + d(a*(aq + ba))
d(a?e + (aaba)1) + d((agbs)o) + od(ag + by).

d(a?e + agby + a’aq + a?by)

Pelo Lema 6.4.3, e utilizando que A% C A; & Ap, chegamos a conclusao de que
oPd(ag + by) = o?(d(ay) + d(by)),

e portanto d(a, + bs) = d(a,) + d(b,) pelo fato de que a # 0, o que finaliza a demonstracao
do resultado. O]
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Lema 6.4.7. Seja ag, bg € Ag. Entao
d(ag + bg) = d(ag) + d(bs).
Demonstracao. Notemos que
(e +ag)(e+bg) = e+ agbg + Pas + Bbg.
Por um lado, pelos Lemas 6.4.3 e 6.4.5, temos que

d((e+ag)(e+bg)) =d(e+ ag)(e+bg) + (e + ag)d(e + bg)
= (d(e) + d(ag))(e + bs) + (e + ag)(d(e) + d(bs))
= d(ag)(e +bg) + (e + ag)d(bg)
= Bd(ag) + d(as)bs + Bd(bs) + apd(bg).

Agora, por outro lado, como agbs € A; & Ay @ A,, podemos escrever

agbg = (agbs)1 + (agbs)o + (agbg)a,
onde (agbg); € A;, para i = 1,0, . Pelos Lemas 6.4.4 e 6.4.5, temos que

d(e + agbs + Bag + Bbg) = d(e + (agbs)1 + (agbs)o + (agbs)a + Bag + Bbg)
= d(e + (agbp)1) + d((agbs)o) + d((agbs)a) + d(B(as + bg))
= d(e + (agbs)1) + d((agbs)o) + d((agbs)a) + Bd(as + bg).

Pelo Lema 6.4.3 e como

A C AL @ A ® A,

é possivel inferir que
Bd(as + bg) = B(d(ag) + d(bs)),

e daf

d(ag + bg) = d(ag) + d(bs)

jad que B # 0, como querfamos.
Lema 6.4.8. Seja a;,b; € A;, com i = 1,0. Entao

d(a; + b;) = d(a;) + d(b;).
Demonstracao. Seja t, € A,. Pelo Lema 6.4.6, temos que

d(ai + bi)toc = (CLZ‘ + b) ) — (ai + b; ) (ta)

aito + bite) — (a; + b;)d(t,)

o) + d(bite) — (a; + b;)d(ta)
a;)ta + a;d(ty) + d(b;)te + bid(ts) — (a; + b;)d(t,)
(@) + d(b;))ta.

Usando o Lema 6.4.3, pela Condigao (i) do Teorema 6.4.1 concluimos que

(
(
(ait
(

d
d
d
d
(d
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para ¢ = 1,0, como queriamos. ]

Agora, ja temos todas as ferramentas necessarias para provar que d preserva a adigao.

Demonstracao 1. A partir dos Lemas 6.4.5, 6.4.6, 6.4.7 e 6.4.8 vemos que a derivacao d
satisfaz d(x+y) = d(x)+d(y), para quaisquer z,y € A, ou seja, d é aditiva em A, finalizando
a prova do principal teorema desta segao.

6.5 Derivagoes Multiplicativas em M(a, %)-élgebras axi-
ais

Ao considerar as algebras axiais do tipo Monstro M(a, %) que satisfazem o conjunto
de cinco condi¢oes do tipo Martindale (i) — (v), a metodologia empregada nesta tese para
alcancar nossos objetivos nao é adequada para provar que toda derivagao multiplicativa é
aditiva.

De fato, considere uma algebra axial M (q, %) denotada por A, e seja e um eixo em A.
Suponha que A = A, & Ay & A, & ./4% seja a decomposigao da algebra como soma direta
dos autoespagos para ad..

A questao é que, dada uma derivacao multiplicativa d: A — A, ndo temos necessaria-
mente que d(e) = 0. Neste caso, s6 podemos garantir que d(e) pertence a A%. Isso pode nos
impedir de garantir a invariancia do espaco A%, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 6.5.1. [43, Section 2| Assuma que F é um corpo de caracteristica diferente de 3.
Considere a algebra Highwater H, que é o F-espaco vetorial com base

{ai,0j|z'€Z,j€Z+},

ou seja,

H = @F(IZ@ @Faj7

€L J €Z+

onde oy = 0. Defina um produto comutativo e nao-associativo dado por:

® a;a; = g(az + (Ij) + Oli—jls
3
[ ain = —Zai + g(ai_j + aiﬂ-) + 50]',
o 0i0j = (0i+05) = S (0]ij| + Oiy)-
Em particular, af = 1(a; + a;) + 09 = a;, assim cada a; ¢ um idempotente. Temos que

(H,a;), para i € Z, é uma M(2,, %)—élgebra axial. Pelo Teorema 2.2 em [43|, sabemos que

H é gerado pelos idempotentes ag, a; e é uma algebra axial do tipo monstro M (2, %) A lei
de fusao para a algebra Highwater é fornecida na Tabela 6.4.
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*[[1]o]2] 7 |
11 2] %
0 0]2] 5
202]2]0] 2
1 1 1 1

2 llal3l5]02

Tabela 6.4: Le: de fusdo para a dlgebra Highwater H.

Uma curiosidade interessante é que essa algebra possui este nome pois foi criada em
Veneza durante as inundacoes desastrosas ocorridas em novembro de 2019.
Observe que

7’[:7'[1@7’[0@%2@%%,

onde
7‘[1 = Fai,

HO = Z]F<6&Z — 3(@1'73' + a/iJrj) + 40']'),
7=1

Hg = ZIF(Qai — (ai_j + aiﬂ) — 4(Tj)
j=1

o0
H% = ZF(ai_j + ai-‘,—j)
j=1
A &lgebra Highwater é um exemplo fundamental para nossa pesquisa, pois ela satisfaz
as condi¢oes de Martindale, conforme destacamos na seguinte proposicao:

Proposigao 6.5.2. A M(2, 3)-élgebra axial (H, ag) satisfaz as Condi¢oes de Martindale (i),
(i), (iii), (iv) e (v).

Antes de demonstrar este resultado, vamos enunciar um lema que introduz notagoes e
propriedades bésicas que serao tuteis para a demonstracao da Proposic¢ao 6.5.2.

Lema 6.5.3. Sejam definidas as seguintes expressoes para j > 0:

0 se 7 =0;
a; =
! 6ag —3(a_; +a;)+40; sej>0
B = 0 se 7 =0;
! 200 — (a_j +a;) —4o; sej>0

Vi =0 4y

Adicionalmente, para i, 7 > 0, definimos:
OZZ‘J‘ = —QOCZ' — QO[J‘ + Oé\i—j| + ai+j;
Bij = —2B; — 285 + Bji—j| + Bi+j,

Vi = =2+ V=it T Vieg-

Entao, para 7,7 > 0, valem as seguintes relacoes:
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1. ooy = 3y 4;
2. a;fj = By = =363
3. BiBj = —auy;
4. apy; =505 = 37
5. By = 1B = =37,
Demonstragao. As propriedades seguem diretamente do Lema 2.11 de [43]. O
Agora, podemos provar a Proposicao 6.5.2.
Demonstragcao. Mostraremos cada uma das 5 condigoes de Martindale separadamente.

(i) Considere inicialmente ¢ = 1. Seja hy € H; e suponha que Hyhy = 0. Entao h; = £ao,
com ¢ € F. Assim:

0 = Bihy = EPrap = 205,

Isso significa que 2£5; = 0, e logo & = 0 e, portanto, h; = 0. Agora, seja i = 0. Dado
ho € Hy, suponha que Hyhg = 0. Como

ho =Y _&oay,
j=1

com §; € I, temos:

0= pBihy = ijﬁlaj = _3Z€jﬁj71’
j=1 J=1

o que implica §; = 0 para todo j, e assim hg = 0.

(ii) Seja hg € Hyp tal que Hohg = 0. Como
ho = Z &,
j=1
temos:

0=athy =) &aia; =3 &ay,
j=1 Jj=1

o que implica §; = 0 para todo j, logo hg = 0.

(iii) Considere inicialmente i = 2. Seja hy € Hy e suponha que Hohy = 0. Como

hy = Z &b,
j=1
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temos:

0=ajhy = ij@lﬁj = —3253'51,3',
j=1 j=1

o que implica §; = 0, logo hy = 0.

Agora, considere i = % Temos h% € H%. Suponha que Hoh% = 0. Como

h% = Zl €j7j=
]:

entao:

0=ahs = Zé}'aﬂj = 325;’71,3',
=1 =1

implicando &; = 0, o que acarreta h% =0.

Seja h% € H% e considere agora que HQh% = 0. Como

hy =2 &%
j=1
temos:
0= pihs = D B =-3> &y,
j=1 j=1
o que implica §; = 0, e portanto h% = 0.

Finalmente, vamos para a ultima condicao:

Seja hy € Hy e suponha que H%hg = (. Como

hy = Z &ibB;,
j=1

ficamos com:

0=rmha =Y &mBj=-3> &
j=1 j=1

logo a; = 0, e consequentemente hy = 0.

6.5
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]

Agora, considere uma derivagao multiplicativa d em H. Vamos estudar a d-invariancia de
H.1. Como notamos anteriormente, d(e) € H1. Vamos assumir que d(e) = a1 # 0. Considere
2 2 2
x1 € H1 e escreva
2 2

d(z1) = di+do + do + dy,

com d; € ‘H; para i = 1,0, 2, % Entao,

dy +do+dy +dy = d(x1) =d(2ex1) = d(2e):c% + 2ed(x1). (6.7)

Observe que d(2¢) € Hy & H%. De fato, seja d(2e) = by + by + be + b%, com b; € H; para

1=1,0,2, % Neste caso,

N

1
2

NI

1
by +bo+ b2+ b1 = d(2e) = d(2¢€*) = d(2e)e + 2ed(e) = by + 2by + §b% +a,

logo by =0, by =0, e b% = 2a%, ou seja, d(2e) = by + 2d(e) como desejado. Portanto, pela
Equacao (6.5) temos que

dy +do+ dy + d% = (b + 2d(e))x% + 2dy +4dy + d%,

dai
do = bll’% + 2d(€)$% + d1 + 3d2

Como a éalgebra Highwater H é uma algebra axial do tipo monstro (2, %), entao pela lei de

fusao para ‘H dada na Tabela 6.4, temos que blx% € 7—[% e 2d(e)x% € Ho @ Ho. Portanto,
dy =0, byxy =0, do = (2d(e)x%)0 e (Qd(e):c%)g + 3dy = 0. Consequentemente,

d(l‘ ):do—i‘dg—i‘d%,

1
2
onde dy e dy nao sao necessariamente nulos. Assim, nao é possivel garantir a invariancia do
espaco Hi.

2

Observagao 7. Notamos pelo Teorema 3.4 em [43] que, se char(F) = 3 entdo H é uma
algebra de Jordan e nesse caso o resultado é valido.

Tendo em mente esse comportamento excéntrico da algebra de Highwater H, o artigo
[29] que compilou os resultados obtidos sobre algebras axiais durante o doutorado finalizou
com a seguinte questao:

Questao 3. Que métodos e/ou condigoes precisamos empregar para garantir que toda de-
rivacao multiplicativa seja também aditiva em uma algebra axial do tipo M (a, %)7

Posteriormente, Kawai et al. no artigo [61] obtiveram uma resposta afirmativa para esta
questao, generalizando os Teoremas 6.4.1 e 6.3.1 para o contexto de Fung¢ées Anuladoras e
Funcoes Elementares, definidas em 2.8. Reproduzimos aqui, sem demonstragao, seus respec-
tivos enunciados:

Teorema 6.5.4. [61, Theorem 5.1] Seja A uma M(«, B)-dlgebra que satisfaz as segquintes
condigoes:

(i) Seja a; € A;(i = 1,0). Se toa; = 0 para todo t, € A,, entio a; = 0;
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(i1) Seja ag € Ag. Se toag = 0 para todo to € Ay, entao ag = 0;

(11i) Seja a; € A; (i = «, ). Se toa; = 0 para todo ty € Ay, entao a; = 0;
() Seja ag € Ag. Se toag =0 para todo t, € A,, entdo ag =0;
(v) Seja a, € A,. Se tga, =0 para todo tg € Ag, entdo a, = 0.

Entao toda fun¢ao anuladora em A € nula.

Teorema 6.5.5. [61, Corollary 5.1] Seja A uma M(«, 5)-dlgebra que satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) Seja a; € A;(i =1,0). Se tya; = 0 para todo t, € A,, entio a; = 0;
(ii) Seja ag € Agy. Se toag = 0 para todo ty € Ay, entao ag = 0;
(i1i) Seja a; € A; (i = «, ). Se toa; = 0 para todo ty € Ay, entao a; = 0;
() Seja ag € Ag. Se toag =0 para todo t, € A,, entio ag =0;
(v) Seja a, € A,. Se tga, =0 para todo tg € Ag, entdo a, = 0.
Entao € vdlido que:
(a) Todo isomorfismo n-multiplicativo é aditivo.
(b) Toda derivagao n-multiplicativa é aditiva.
(c) Toda func¢ao elementar sobrejetora é aditiva.

(d) Se Char(F) # 2, entao toda fungao elementar de Jordan sobrejetora € aditiva.
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