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Resumo

Para um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� K e um espaço de Bana
h X, seja

C0(K,X) o espaço de Bana
h das funções 
ontínuas de K em X que se anulam no

in�nito, munido da norma do supremo.

Seja T um isomor�smo de C0(K,X) num subespaço de C0(S,X) e de�namos

λ(X) = inf{max{‖x + λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}.

Nesta tese generalizamos alguns resultados de Jarosz, Cengiz e Gordon (ver [16, 30, 33℄).

Em parti
ular, mostraremos que:

1. Se ‖T‖‖T−1‖ < λ(X), então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.

2. Se ‖T‖‖T−1‖ < 3λ(X)
λ(X)+2 , então para todo ordinal α, K(α)

é imagem 
ontínua de

um sub
onjunto de S(α)
. Se K é 
ompa
to, tal sub
onjunto é fe
hado.

3. Se X não 
ontém um subespaço isomorfo a c0 e T é sobrejetor 
om ‖T‖‖T−1‖ < 3,
então |K(α)||S(α)| < ℵ0 ou |K(α)| = |S(α)| para qualquer ordinal α.

4. Se X não 
ontém um subespaço isomorfo a c0 e T é sobrejetor, então |K||S| < ℵ0

ou |K| = |S|.

Para um reti
ulado de Bana
h X, o espaço C0(K,X) admite uma estrutura natural

de reti
ulado de Bana
h. Motivados por alguns resultados de Cengiz e Kaplansky (ver

[17, 36℄), estudamos isomor�smos positivos entre reti
ulados C0(K,X).
Para um isomor�smo positivo T de C0(K,X) num subespaço de C0(S,X), sendo X é

um AL-espaço, estabele
eremos que:

1. Para qualquer ordinal α temos |K(α)| ≤ ‖T‖‖T−1‖|S(α)|.

2. Se ‖T‖‖T−1‖ < 2, então para qualquer ordinal α, K(α)
é imagem 
ontínua de um

sub
onjunto de S(α)
.

3. Se T é sobrejetor e preserva a ordem, isto é, Tf ≥ 0 se e somente se f ≥ 0, e
‖T‖‖T−1‖ < 2, então K e S são homeomorfos.

Palavras-
have: Espaços de Bana
h, Reti
ulados de Bana
h, Espaços de funções 
on-

tínuas, Isomor�smos, Isomor�smos positivos, Isomor�smos de ordem.
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Abstra
t

For a lo
ally 
ompa
t Hausdor� spa
e K and a Bana
h spa
e X, let C0(K,X) be the
Bana
h spa
e of 
ontinuous fun
tions from K to X whi
h vanish at in�nity endowed

with the supremum norm.

Let T be an isomorphism from C0(K,X) into C0(S,X) and let

λ(X) = inf{max{‖x + λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}.

We generalize some known results due to Jarosz, Cengiz and Gordon (see [16, 30, 33℄).

Parti
ularly, we will show that:

1. If ‖T‖‖T−1‖ < λ(X) then K is a 
ontinuous image of a subset of S.

2. If ‖T‖‖T−1‖ < 3λ(X)
λ(X)+2 then for ea
h ordinal α, K(α)

is a 
ontinuous image of a

subset of S(α)
. In the 
ase where K is 
ompa
t su
h set is 
losed.

3. If X is a Bana
h spa
e 
ontaining no 
opy of c0 and T is onto with ‖T‖‖T−1‖ < 3
then either |K(α)||S(α)| < ℵ0 or |K

(α)| = |S(α)| for ea
h ordinal α.

4. If X is a Bana
h spa
e 
ontaining no 
opy of c0 and T is onto then either |K||S| <
ℵ0 or |K| = |S|.

For a Bana
h latti
e X, the spa
e C0(K,X) has a natural stru
ture of Bana
h latti
e.

Inspired by some results due to Cengiz and Kaplansky (see [17, 36℄), we study positive

isomorphisms between C0(K,X) Bana
h latti
es.

For a positive isomorphism T from C0(K,X) into C0(S,X), being X an AL-spa
e, we

will prove that:

1. For ea
h ordinal α we have |K(α)| ≤ ‖T‖‖T−1‖|S(α)|.

2. If ‖T‖‖T−1‖ < 2 then for ea
h ordinal α, K(α)
is a 
ontinuous image of a subset

of S(α)
.

3. If T is an onto Bana
h latti
e isomorphism that is Tf ≥ 0 i� f ≥ 0 and

‖T‖‖T−1‖ < 2 then K and S are homeomorphi
.

Keywords: Bana
h spa
es, Bana
h latti
es, Spa
es of 
ontinuous fun
tions, Isomorphisms,

Positive isomorphisms, Bana
h latti
e isomorphisms.
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Lista de Símbolos

N o 
onjunto dos números naturais.

R o 
onjunto dos números reais.

C o 
onjunto dos números 
omplexos.

K o 
orpo de es
alares R ou C.

|A| a 
ardinalidade de um 
onjunto A.
K ⊕ S a soma topológi
a dos espaços K e S.
BX a bola unitária fe
hada de um espaço de Bana
h X.

SX a esfera unitária de um espaço de Bana
h X.

B+
X o 
onjunto {x ∈ BX : x ≥ 0} para um reti
ulado de Bana
h X.

S+
X o 
onjunto {x ∈ SX : x ≥ 0} para um reti
ulado de Bana
h X.

L(X,Y ) o espaço dos operadores lineares e limitados de X a Y .
L(X) o espaço L(X,X).
X∗

o espaço L(X,K).
X ⊕∞ Y o espaço X × Y munido da norma ‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖}.
C0(K,X) o espaço de Bana
h das funções 
ontínuas de K em X que se anulam no

in�nito 
om a norma do supremo.

C0(K) o espaço C0(K,X) 
om X = K.

C(K,X) o espaço C0(K,X) 
om K 
ompa
to.

C(K) o espaço C0(K) 
om K 
ompa
to.

c0 o espaço C0(N).
X ∼= Y os espaços X e Y são isometri
amente isomorfos.

X ∼ Y os espaços de Bana
h X e Y são isomorfos.

X →֒ Y o espaço X é isomorfo a um subespaço de Y .
K ≈ S os espaços topológi
os K e S são homeomorfos.

BK a σ-álgebra de Borel de um espaço topológi
o K.

χA a função 
ara
terísti
a do 
onjunto A.
rcabv(K,X) o espaço de Bana
h de todas todas as medidas µ : BK → X

regulares, σ-aditivas e de variação limitada munido da norma da semivariação.

λ(X) o parâmetro inf{max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}.
µ(X) o parâmetro sup{min{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}.
P(A) o 
onjunto de partes de A.
Λ: K ⇒ S Λ é uma função de K a P(S).

iii



iv LISTA DE SÍMBOLOS

S(α)
o α-derivado do espaço topológi
o S.

ht(S) o menor ordinal α tal que S(α) = ∅.
S(K,X) o 
onjunto das funções simples de K em X.

M(K,X) o espaço das funções totalmente mensuráveis.



Introdução

Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to e Hausdor� e X um espaço de Bana
h. De-

notamos por C0(K,X) o espaço de Bana
h das funções 
ontínuas de K em X que se

anulam no in�nito, munido da norma do supremo. Quando K for 
ompa
to, es
reve-

remos C(K,X) no lugar de C0(K,X). No 
aso em que X = K, onde K = R ou C,

usaremos as notações C0(K) ou C(K) no 
aso 
ompa
to.

O 
lássi
o teorema de Bana
h-Stone a�rma que a topologia de um 
ompa
to Hausdor�

K é 
ara
terizada pelo espaço C(K). Mais pre
isamente, para dois espaços 
ompa
tos

Hausdor� K e S vale que C(K) é isometri
amente isomorfo a C(S) se e somente se

K e S são homeomorfos. Este teorema foi provado por Bana
h para espaços métri
os


ompa
tos [3℄, e estendido por Stone para espaços 
ompa
tos Hausdor� [48℄. Por outro

lado, Arens e Kelley provaram que o resultado é válido quando 
onsideramos espaços de

funções 
ontínuas 
om valores em C [2℄. Finalmente, Behrends mostrou que a mesma


on
lusão do teorema vale para os espaços de funções 
ontínuas C0(K) [4℄.

O teorema de Bana
h-Stone foi o ponto de partida para o estudo de isometrias não

ne
essariamente sobrejetoras entre espaços C(K). Geba e Semadeni provaram que se

existe uma isometria T : C(K) → C(S) satisfazendo Tf ≥ 0 se e somente se f ≥ 0,
então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto fe
hado de S [29℄. Holszty«ski mostrou

que o resultado de Geba e Semadeni é ainda válido para isometrias arbitrárias [31℄.

Motivados por estes resultados, vários autores generalizaram o teorema de Bana
h-

Stone e o teorema de Holszty«ski para isomor�smos entre espaços de Bana
h de fun-

ções 
ontínuas. Amir e Cambern, independentemente, provaram que se existe um iso-

mor�smo T : C0(K) → C0(S) 
om ‖T‖‖T−1‖ < 2, então K e S são homeomorfos

[1, 8℄. Mais ainda, Cohen mostrou que 2 é a melhor 
onstante possível no teorema de

Amir-Cambern [20℄. Outra generalização foi dada por Benyamini: se K e S são espa-

ços métri
os 
ompa
tos e T é um isomor�smo de C(K) num subespaço de C(S) 
om
‖T‖‖T−1‖ < 2, então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto fe
hado de S [5℄. Note

que o resultado de Benyamini generaliza os teoremas de Amir-Cambern e Holszty«ski

para espaços métri
os 
ompa
tos. Jarosz provou que o resultado de Benyamini vale

também para espaços lo
almente 
ompa
tos arbitrários [32℄.

Para espaços de funções 
ontínuas 
om valores vetoriais em geral não pode ser dito que

os resultados men
ionados a
ima seguem valendo. A validade de tais resultados depende

da geometria do espaço vetorial 
onsiderado. Em [34℄, Jerison provou que o teorema

de Bana
h-Stone vale para os espaços C(K,X), quando X é estritamente 
onvexo.

v
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Cambern provou que o teorema de Holszty«ski também vale para estes espaços sob a

mesma hipótese [7℄. Por outro lado, Jarosz deu uma generalização 
omum aos teoremas

de Amir-Cambern e Holszty«ski para os espaços C0(K,X), quando X satisfaz uma


ondição geométri
a envolvendo o seguinte parâmetro introduzido em [33℄: para um

espaço de Bana
h E seja

µ(E) = sup{min{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SE}.

Em [33, Teorema 5℄, Jarosz prova que dados K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Haus-

dor� e um espaço de Bana
hX 
om µ(X∗) < 2, se existe um isomor�smo T : C0(K,X) →
C0(S,X) satisfazendo

‖T‖‖T−1‖ <
4

2 + µ(X∗)
, (1)

então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S. Mais ainda, se K é 
ompa
to

tal sub
onjunto é fe
hado. No 
aso em que X é um espaço de Bana
h real, a 
ondição

µ(X∗) < 2 
oin
ide 
om o fato de X ter a propriedade de ser uniformemente não

quadrado [37, Proposição 1 e Corolário 2℄.

O resultado de Jarosz sugere o seguinte problema: a limitação do isomor�smo na

equação (1) é a melhor possível? No Capítulo 2 apresentaremos uma resposta par
ial

a esta questão. Nosso resultado dependerá de outro parâmetro introduzido por Jarosz

em [33℄: para um espaço de Bana
h E seja

λ(E) = inf{max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SE}.

Assim, podemos enun
iar o primeiro resultado de nosso trabalho.

Teorema 1. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om ‖T‖‖T−1‖ < λ(X), então
K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.

Em [33, Teorema 1℄, Jarosz provou o Teorema 1 para espaços métri
os lo
almente 
om-

pa
tos. Além disso, o Teorema 1 é uma generalização do teorema de Jarosz men
ionado

na equação (1) já que para qualquer espaço de Bana
h X temos a relação

4

2 + µ(X∗)
≤ λ(X),

sendo a desigualdade estrita no 
aso em que X é um espaço de Bana
h real [19, Obser-

vações 4.5 e 4.6℄. Como veremos no de
orrer deste trabalho, em alguns 
asos a limitação

do Teorema 1 é a melhor possível.

Voltando ao 
aso es
alar, Cengiz deu outra generalização do teorema de Holszty«ski.

O resultado dele estabele
e que se T : C0(K) → C0(S) é um isomor�smo satisfazendo

‖T‖‖T−1‖ < 3/2, então para qualquer ordinal α, K(α)
é imagem 
ontínua de um sub-


onjunto de S(α)
[16℄. Lembremos que para um espaço topológi
o S e um ordinal α,

S(α)
denota o α-derivado de S.

Nosso segundo resultado do Capítulo 2 é uma versão vetorial deste resultado.
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Teorema 2. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om

‖T‖‖T−1‖ <
3λ(X)

λ(X) + 2
, (2)

então para qualquer ordinal α, K(α)
é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S(α)

.

Mais ainda, se K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado.

Mostraremos que para uma 
lasse ampla de espaços de Bana
h, a limitação (2) é

melhor do que a limitação (1). Portanto, podemos 
onsiderar o Teorema 2 
omo outra

generalização de [33, Teorema 5℄.

Os resultados a
ima inspiram o problema de saber quais relações topológi
as ou 
on-

juntistas são preservadas sob a existên
ia de um isomor�smo T injetor ou sobrejetor

entre espaços C0(K,X). O teorema de Bana
h-Stone junto 
om suas generalizações

vetoriais mostram que tais relações podem depender da limitação sobre a distorção do

isomor�smo, isto é, ‖T‖‖T−1‖. No entanto, Cengiz estabele
eu independentemente da

limitação da distorção que se C0(K) e C0(S) são isomorfos, então K e S têm a mesma


ardinalidade [15℄. Em [13℄, Candido e Galego deram uma versão vetorial deste re-

sultado para a 
lasse dos espaços C0(K,X), 
om X de 
otipo �nito. Nosso próximo

teorema estende o resultado deles para a 
lasse dos espaços de Bana
h que não 
ontem


ópia de c0.

Teorema 3. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h não 
ontendo 
ópia isomorfa de c0. Temos

C0(K,X) ∼ C0(S,X) =⇒ |K||S| < ℵ0 ou |K| = |S|.

Notemos que tanto o resultado de Cengiz quanto o Teorema 3 são meramente 
onjun-

tistas. Agora 
omo já vimos, podemos obter relações topológi
as impondo limitações

sobre a distorção do isomor�smo. Nesta linha, Gordon provou se K e S são espaços

métri
os 
ompa
tos enumeráveis e T : C(K) → C(S) é um isomor�smo sobrejetor 
om

‖T‖‖T−1‖ < 3, então K e S são homeomorfos [30℄. Candido e Galego generalizaram

este resultado para a 
lasse dos espaços C0(K,X), 
om X de 
otipo �nito [14℄. O

seguinte resultado, 
uja prova faremos no Capítulo 2, é uma generalização vetorial do

resultado do Gordon.

Teorema 4. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h não 
ontendo 
ópia isomorfa de c0. Para qualquer ordinal α temos

C0(K,X)
<3
∼ C0(S,X) =⇒ |K(α)||S(α)| < ℵ0 ou |K(α)| = |S(α)|.

No Capítulo 3 abordamos o estudo de isomor�smos entre espaços C0(K,X), sendo X
um reti
ulado de Bana
h. Nosso primeiro resultado é inspirado pelo 
lássi
o teorema de

Kaplansky que estabele
e que se existe um isomor�smo de ordem T de C(K) sobre C(S),
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isto é, T (f) ≥ 0 se e somente se f ≥ 0 para todo f ∈ C(K), então K e S são homeo-

morfos [36℄. Muitos autores têm estendido este resultado para o reti
ulado C(K,X) sob
algumas 
ondições algébri
as envolvendo o isomor�smo (ver por exemplo [18, 27, 39℄).

Apresentamos aqui uma generalização 
omum aos teoremas de Amir-Cambern e Ka-

plansky para os reti
ulados C0(K,X), quando X é um AL-espaço. Lembremos que um

reti
ulado de Bana
h X é 
hamado L-espaço abstrato ou simplesmente AL-espaço, se

‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ para quaisquer x, y ∈ X 
om x ≥ 0 e y ≥ 0.

Teorema 5. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-espaço.

Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo de ordem 
om ‖T‖‖T−1‖ < 2, então K
e S são homeomorfos.

Em seguida, estudamos isomor�smos positivos entre reti
ulados C0(K,X), isto é, iso-

mor�smos que enviam elementos positivos em positivos. Motivados pelo Teorema 4,

damos uma generalização 
omum aos teoremas de Holszty«ski e Kaplansky, quando X
é um AL-espaço.

Teorema 6. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-espaço.

Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo positivo 
om ‖T‖‖T−1‖ < 2, então para
qualquer ordinal α, K(α)

é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S(α)
. Mais ainda,

se K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado.

Mostraremos também que os Teoremas 5 e 6 não são válidos sem a hipótese da limitação

sobre a distorção. Mesmo assim, provaremos que existem relações topológi
as entre os

espaços envolvidos. O seguinte resultado é uma versão vetorial de [17, Teorema, pág.

301℄.

Teorema 7. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-espaço.

Se existe um isomor�smo positivo T : C0(K,X) → C0(S,X), então para qualquer ordi-

nal α temos

|K(α)| ≤ ‖T‖‖T−1‖|S(α)|.

No Capítulo 3 abordaremos também o estudo de isomor�smos positivos entre reti-


ulados C0(K,X), quando X é um reti
ulado de Bana
h arbitrário. Nosso próximo

resultado é uma versão do Teorema 4 para isomor�smos positivos.

Teorema 8. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
ulado

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Se T1 : C0(K,X) → C0(S,X) e T2 : C0(S,X) →
C0(K,X) são isomor�smos positivos, então para qualquer ordinal α temos |K(α)||S(α)| <
ℵ0 ou |K(α)| = |S(α)|.

Para �nalizar o Capítulo 3, mostraremos uma generalização vetorial do teorema de

Kaplansky. Ressaltamos aqui que a 
on
lusão deste teorema não vale em geral para

o reti
ulado de Bana
h C(K,X). Contudo, é possível obter uma versão vetorial deste

resultado.
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Teorema 9. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um reti
ulado de Bana
h não


ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que para todo n ∈ N, não existe um homomor�smo

de reti
ulados de Xn+1
em Xn

. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) C(K,X) é ordem isomorfo a C(S,X);

(b) os espaços K e S são homeomorfos.

O restante de nosso trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo 1

serão apresentadas todas as ferramentas que serão usadas no de
orrer deste trabalho.

As provas dos teoremas apresentados nos Capítulos 2 e 3 deste trabalho estão fortemente

baseadas no estudo de isomor�smos (positivos) de�nidos no espaço C0(K) 
om valores

no espaço C0(S,X).



Capítulo 1

Preliminares

Neste 
apítulo introduzimos as notações e resultados que serão usados no de
orrer

do trabalho. Na primeira seção lembraremos alguns fatos bem 
onhe
idos em espaços

de Bana
h. Na segunda seção daremos uma breve introdução à teoria de medidas

vetoriais e integração vetorial. Na ter
eira seção apresentamos alguns resultados sobre

medidas vetoriais envolvendo reti
ulados de Bana
h. Na quarta seção vamos dis
utir

algumas propriedades de dois parâmetros asso
iados a um espaço de Bana
h. Por �m,

na última seção dis
utiremos algumas propriedades topológi
as de uma 
lasse de espaços

topológi
os 
onhe
idos 
omo intervalos de ordinais.

1.1 Espaços de Bana
h

Para um espaço de Bana
h X, BX e SX denotarão a bola fe
hada unitária e a esfera

unitária em X, respe
tivamente.

De�nição 1.1. Por um operador entre espaços de Bana
h entenderemos qualquer fun-

ção linear e 
ontínua. Sejam X e Y espaços de Bana
h. O espaço de operadores de

X em Y é denotado por L(X,Y ). Se X = Y , es
reveremos simplesmente L(X). Se

Y = K, L(X,Y ) é o dual topológi
o de X, e é denotado por X∗
.

De�nição 1.2. Um isomor�smo entre espaços de Bana
hX e Y é um operador T : X →
Y injetor tal que T−1

é 
ontínuo. Um isomor�smo isométri
o é um isomor�smo T tal

que ‖Tx‖ = ‖x‖ para todo x ∈ X, isto é, T é uma isometria.

De�nição 1.3. Se T : X → Y é um isomor�smo, o número ‖T‖‖T−1‖ é 
hamado a

distorção de T .

Notação 1.4. Sejam X e Y espaços de Bana
h. As seguintes notações serão usadas:

1. X ∼= Y se existir um isomor�smo isométri
o sobrejetor entre X e Y .

2. X ∼ Y se existir um isomor�smo sobrejetor de X a Y ;

1
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3. X →֒ Y se existir um isomor�smo de X a Y ;

4. X
a
∼ Y (X

<a
∼ Y ) se existir um isomor�smo sobrejetor de X a Y 
om distorção

exatamente a (menor do que a, respe
tivamente);

5. X
a
→֒ Y (X

<a
→֒ Y ) se existir um isomor�smo de X a Y 
om distorção exatamente

a (menor do que a, respe
tivamente).

De�nição 1.5. Uma série

∑∞
n=1 xn em um espaço de Bana
h X é 
hamada in
ondi-


ionalmente 
onvergente se

∑∞
n=1 xπ(n) 
onverge (em norma) para toda permutação π

de N. Diremos que a série

∑∞
n=1 xn é fra
amente in
ondi
ionalmente 
onvergente se∑∞

n=1 |x
∗(xn)| <∞ para qualquer x∗ ∈ X∗

.

Uma prova do seguinte lema pode ser en
ontrada em [38, Lema 2, pag. 107℄.

Lema 1.6. Seja X um espaço de Bana
h. Para uma sequên
ia (xn)n∈N as seguintes

a�rmações são equivalentes:

1. a série

∑∞
n=1 xn é fra
amente in
ondi
ionalmente 
onvergente;

2. existe uma 
onstante K > 0 tal que para qualquer sequên
ia limitada (an)n∈N em

K temos

sup
n∈N

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K sup
n∈N

|an|.

O próximo resultado, provado por Peªzy«ski, 
ara
teriza os espaços de Bana
h que


ontem 
ópia isomorfa de c0. Para uma prova o leitor pode 
onsultar [38, Teorema 9,

pag. 108℄.

Teorema 1.7. Seja X um espaço de Bana
h. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. existe uma série fra
amente in
ondi
ionalmente 
onvergente

∑∞
n=1 xn que não é

in
ondi
ionalmente 
onvergente;

2. existe uma série fra
amente in
ondi
ionalmente 
onvergente

∑∞
n=1 xn tal que

inf{‖xn‖ : n ∈ N} > 0;

3. o espaço X 
ontém um subespaço isomorfo a c0.

Finalizamos esta seção 
om um resultado da geometria dos espaços de Bana
h 
uja

prova pode ser en
ontrada em [45℄.

Teorema 1.8. Sejam X e Y espaços de Bana
h. Então

c0 →֒ X ⊕∞ Y =⇒ c0 →֒ X ou c0 →֒ Y.
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1.2 Medidas vetoriais e integração vetorial

Nesta seção daremos algumas de�nições e resultados 
lássi
os da teoria de medidas

vetoriais e integração vetorial. Para um estudo mais detalhado, veja por exemplo [24,

25℄.

Por 
omodidade só vamos 
onsiderar medidas vetoriais de�nidas em σ-álgebras. Dado
um 
onjunto não vazio K e uma σ-álgebra A de sub
onjuntos de K, o par (K,A) é


hamado espaço mensurável.

De�nição 1.9. Seja (K,A) um espaço mensurável e sejam X e Y espaços de Bana
h.

Uma medida vetorial é uma função m : A → L(X,Y ) tal que para 
ada A,B ∈ A
disjuntos temos

m(A ∪B) = m(A) +m(B).

Além disso, dizemos quem é σ-aditiva se para qualquer seqüên
ia (An)n∈N de elementos

dois a dois disjuntos de A temos

m

(
∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

m(An),

onde a série a
ima é 
onvergente em norma.

Uma medida es
alar é qualquer medida que tome valores em K = L(K).

Observação 1.10. É 
onhe
ido que existe uma isometria (
an�ni
a) entre os espaços

L(K,X) e X. Por 
onveniên
ia es
reveremos L(K,X) = X. Assim, uma medida

vetorial m : A → X é uma função tal que para 
ada A,B ∈ A disjuntos temos

m(A ∪B) = m(A) +m(B).

A de�nição de σ-aditividade de uma medida vetorial m : A → X é análoga.

De�nição 1.11. Sejam (K,A) um espaço mensurável e X um espaço de Bana
h. Di-

remos que f : K → X é simples se existirem A1, . . . , An ∈ A e x1, . . . , xn ∈ X tais que

f =
∑n

j=1 χAj
xj .

Observação 1.12. Qualquer função simples f : K → X pode ser es
rita na forma

f =
∑m

j=1 χBi
yi, onde B1, . . . , Bm ∈ A são mutuamente disjuntos e y1, . . . , ym ∈ X [24,

Proposição 1, pág. 82℄.

O 
onjunto das funções simples de K em X é denotado por S(K,X). Este 
onjunto é

um espaço vetorial 
om as operações usuais de soma e multipli
ação por es
alar. Mais

ainda, a função

f ∈ S(K,X) 7−→ ‖f‖ = sup
t∈K

‖f(t)‖
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de�ne uma norma em S(K,X). O 
ompletamento deste espaço 
om respeito a esta

norma é 
hamado o espaço das funções totalmente mensuráveis e o denotamos por

M(K,X). Consideraremos o espaço M(K,X) munido da topologia da 
onvergên
ia

uniforme, isto é, a topologia induzida pela norma

‖f‖ = sup
t∈K

‖f(t)‖, se f ∈ M(K,X).

De�nição 1.13. Seja (K,A) um espaço mensurável e sejam X e Y espaços de Bana
h.

A semivariação es
alar de m : A → L(X,Y ) em A ∈ A é de�nida por

‖m‖(A) = sup

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

m(Aj)(xj)

∥∥∥∥∥∥
,

onde o supremo é tomado sobre as A-partições �nitas de A e todas as famílias �nitas

em BX . Diremos que m é de semivariação es
alar limitada se ‖m‖(K) <∞.

Observação 1.14. A de�nição de semivariação de uma medida m : A → X no sentido

de [23, pág. 2℄ 
oin
ide 
om a De�nição 1.13 sob a identi�
ação L(K,X) = X.

Seja (K,A) um espaço mensurável. Se m : A → L(X,Y ) é uma medida vetorial, a

integral de uma função simples f de K em X, f =
∑n

j=1 χAj
xj , respeito a m é de�nida


omo

∫

K
f dm =

n∑

j=1

m(Aj)(xj).

Pode ser mostrado que esta de�nição é independente da representação de f 
omo função

simples [24, Corolário, pág. 108℄. Também para A ∈ A de�niremos

∫

A
f dm =

∫

K
χAf dm.

Observe que para 
ada A ∈ A, a apli
ação dada por

f ∈ S(K,X) 7−→

∫

A
f dm ∈ Y (1.1)

é linear. Além disso, para 
ada f ∈ S(K,X) temos

∥∥∥∥
∫

K
f dm

∥∥∥∥ ≤ ‖f‖‖m‖(K).

Assim, a apli
ação de�nida na equação (1.1) é 
ontínua respeito a norma do supremo

quando m é de semivariação es
alar limitada. Portanto, pela densidade de S(K,X)
em M(K,X), existe uma úni
a extensão desta apli
ação a todo o espaço M(K,X). O
valor de tal extensão em f ∈ M(K,X) será ainda denotado por

∫
K f dm e é 
hamado

integral imediata de Din
uleanu da f 
om respeito a medida m.

Para o propósito deste trabalho será su�
iente a de�nição de integral dada a
ima. Para

o leitor interessado numa teoria de integração vetorial mais geral, re
omendamos [25℄.
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De�nição 1.15. Seja K um espaço topológi
o. A menor σ-álgebra que 
ontém a

topologia de K é 
hamada a σ-álgebra de Borel de K e a denotamos por BK .

Dado um espaço topológi
o K, suporemos que nas de�nições dadas anteriormente a σ-
álgebra A é pre
isamente BK . Por uma medida de Borel entenderemos qualquer medida

(es
alar ou vetorial) de�nida na σ-álgebra BK .

De�nição 1.16. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Diremos que f : K → X se anula no in�nito se {x ∈ K : ‖f(x)‖ ≥ ε} for


ompa
to para qualquer ε > 0.

Para um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� K e um espaço de Bana
h X, o 
on-

junto das funções 
ontínuas de K em X que se anulam no in�nito será denotado por

C0(K,X). Este 
onjunto é um espaço de Bana
h 
om a norma do supremo. Se K for


ompa
to, denotaremos este espaço por C(K,X). Finalmente se X = K, es
reveremos

C0(K) e C(K) no lugar de C0(K,K) e C(K,K), respe
tivamente.

A seguinte de�nição desempenhará um papel fundamental neste trabalho.

De�nição 1.17. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e sejam X e Y
espaços de Bana
h. Uma medida vetorial m : BK → L(X,Y ) é 
hamada varia
ional-

mente regular (ou regular quando X ou Y é K) se dados A ∈ BK e ε > 0, existem C

ompa
to e U aberto 
om C ⊂ A ⊂ U tais que ‖m‖(U \ C) < ε.

De espe
ial interesse será para nós 
onsiderar medidas vetoriais 
om valores em X∗ =
L(X,K). Lembremos que se (K,A) é um espaço mensurável e µ : A → X∗

é uma

medida vetorial, a variação de µ em A ∈ A é de�nida por

|µ|(A) = sup
n∑

j=1

‖µ(Aj)‖,

onde o supremo é tomado sobre as A-partições �nitas de A. Como é mostrado em [24,

Proposição 4, pág. 54℄, as de�nições de variação e semivariação são idênti
as para

medidas vetoriais 
om valores em X∗
.

Dados um espaço lo
almente 
ompa
to K e um espaço de Bana
h X, denotamos por

rcabv(K,X) o 
onjunto de todas as medidas µ : BK → X regulares, σ-aditivas de

variação limitada. Este 
onjunto é um espaço de Bana
h 
om as operações usuais de

soma e multipli
ação por es
alar e 
om norma dada por µ 7→ ‖µ‖ = |µ|(K). No 
aso

es
alar, uma medida de Borel regular é 
hamada medida de Radon. O 
onjunto de

medidas de Radon é denotado por M(K).

A seguir, enun
iamos o 
lássi
o teorema de representação de Riesz que estabele
e uma


orrespondên
ia entre o espaço C0(K)∗ e M(K). Para uma prova deste resultado, ver

[47, Teorema 18.4.1℄.
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Teorema 1.18. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor�. Se ψ ∈ C0(K)∗,
então existe uma úni
a medida µ ∈M(K) tal que

ψ(f) =

∫

K
f dµ, para qualquer f ∈ C0(K) e

‖ψ‖ = |µ|(K).

Mais ainda, µ é não negativa se e somente se ψ é não negativa, isto é, µ ≥ 0 se e

somente se f ≥ 0 impli
a que ψ(f) ≥ 0.

Para uma prova do seguinte resultado, veja por exemplo [12, Proposição 1.15℄.

Proposição 1.19. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se f ∈ C0(K,X), então existe uma sequên
ia (fn)n∈N em S(K,X) tal que
fn → f uniformemente e ‖fn‖ ≤ ‖f‖ para 
ada n ∈ N.

Como 
onsequên
ia deste resultado deduzimos que se µ ∈ rcabv(K,X∗), a apli
ação

f 7→
∫
K f dµ de�ne um fun
ional em C0(K,X). O teorema de Representação de Riesz-

Singer estabele
e que todo elemento de C0(K,X)∗ apare
e desta forma, isto é, existe

uma 
orrespondên
ia entre os elementos de C0(K,X)∗ e o espaço rcabv(K,X∗). Para
uma prova detalhada deste resultado, veja [40℄.

Teorema 1.20. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Então existe um isomor�smo isométri
o entre C0(K,X)∗ e rcabv(K,X∗),
onde o fun
ional U ∈ C0(K,X)∗ e a medida 
orrespondente λ ∈ rcabv(K,X∗) estão

rela
ionados pela fórmula

Uf =

∫

K
f dλ, para 
ada f ∈ C0(K,X) e

‖U‖ = |λ|(K),

onde a integral aqui é a integral imediata de Din
uleanu.

Seja (K,A) um espaço mensurável. Sejam X e Y espaços de Bana
h e m : A →
L(X,Y ), uma medida vetorial. Se y∗ ∈ Y ∗

, de�nimos my∗ : A → X∗
por my∗(A)(x) =

〈m(A)(x), y∗〉. O seguinte resultado rela
iona as variações |my∗ |(·) 
om a semivariação

‖m‖(·). Para uma prova deste resultado, veja [24, Proposição 5℄.

Lema 1.21. Sejam (K,A) um espaço mensurável e m : A → L(X,Y ) uma medida

vetorial. Então para 
ada A ∈ A temos

‖m‖(A) = sup
‖y∗‖≤1

|my∗|(A).

Do teorema de representação de Riesz-Singer deduziremos o teorema de representa-

ção de Din
uleanu-Dunford para operadores de�nidos em C0(K,X). Para uma prova

alternativa, ver [6℄.



1.2. MEDIDAS VETORIAIS E INTEGRAÇ�O VETORIAL 7

Teorema 1.22. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor�, X e Y espaços

de Bana
h. Suponha que T : C0(K,X) → Y é um operador. Então existe uma úni
a

medida vetorial m : BK → L(X,Y ∗∗) satisfazendo:

1. m é aditiva e ‖m‖(K) <∞;

2. para 
ada y∗ ∈ Y ∗
, T ∗(y∗) = my∗ ∈ rcabv(K,X∗), onde my∗ : BK → X∗

é dada

por my∗(A)(x) = 〈m(A)(x), y∗〉;

3. o operador y∗ ∈ Y ∗ 7→ my∗ ∈ C0(K,X)∗ é 
ontínuo (nas topologias fra
as);

4. T (f) =
∫
K f dm para qualquer f ∈ C0(K,X);

5. ‖T‖ = ‖m‖(K).

Prova. Para 
ada y∗ ∈ Y ∗
temos T ∗(y∗) ∈ C0(K,X)∗. Pelo Teorema 1.20 existe

uma úni
a medida µy∗ ∈ rcabv(K,X∗) tal que T ∗(y∗) = µy∗ e ‖T ∗(y∗)‖ = |µy∗ |(K).
De�namos m : BK → L(X,Y ∗∗) por 〈m(A)(x), y∗〉 = µy∗(A)(x) para todo x ∈ X. Da

de�nição de m segue que my∗ = T ∗(y∗) para qualquer y∗ ∈ Y ∗
. Portanto, o operador

y∗ ∈ Y ∗ 7→ my∗ ∈ C0(K,X)∗ é 
ontínuo na topologia fra
a de Y ∗
e de C0(K,X)∗,

respe
tivamente. Provemos que m é aditiva. Sejam A1, A2 ∈ BK disjuntos e �xemos

y∗ ∈ Y ∗
e x ∈ X. Então

〈m(A1 ∪A2)(x), y
∗〉 = µy∗(A1 ∪A2)(x)

= µy∗(A1)(x) + µy∗(A2)(x)

= 〈m(A1)(x), y
∗〉+ 〈m(A2)(x), y

∗〉

= 〈m(A1)(x) +m(A2)(x), y
∗〉.

Segue da arbitrariedade de y∗ ∈ Y ∗
e x ∈ X que m(A1∪A2) = m(A1)+m(A2). Agora,

pelo Lema 1.21 temos

‖m‖(K) = sup
‖y∗‖≤1

|my∗ |(K) = sup
‖y∗‖≤1

‖T ∗(y∗)‖ = ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Seja f ∈ C0(K,X), então f é integrável respeito a m pois ‖m‖(K) < ∞. Por outro

lado segue de [26, Lema 1℄ que para 
ada y∗ ∈ Y ∗
temos

y∗(Tf) = T ∗(y∗)(f) =

∫

K
f dµy∗

=

∫

K
f dmy∗ = y∗

(∫

K
f dm

)
.

Logo, Tf =
∫
K f dm. A uni
idade de m segue do Teorema 1.20. Isto 
ompleta a

demonstração.

Observação 1.23. Se T : C0(K,X) → Y é um operador 
ontínuo, a úni
a medida m
satisfazendo as 
ondições do Teorema 1.22 é 
hamada medida representante de T .
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Nosso objetivo agora é en
ontrar 
ondições sob as quais a medida representante de um

operador T : C0(K,X) → Y toma valores em L(X,Y ). Este problema foi proposto por

Din
uleanu em [24, pág. 416℄. O seguinte resultado, 
uja prova pode ser en
ontrada em

[6, Teorema 4.4℄, dá uma resposta a esta questão.

Teorema 1.24. Seja T : C0(K,X) → Y um operador e m : BK → L(X,Y ∗∗) a medida

representante de T . As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. m toma valores em L(X,Y );

2. para 
ada x ∈ X, o operador Tx : C0(K) → Y dado por Tx(f) = T (f · x) é

fra
amente 
ompa
to.

A seguir apresentaremos uma 
ara
terização dos espaços de Bana
h que não 
ontêm


ópia isomorfa de c0. Para uma prova deste resultado, ver [42, Teorema 13℄.

Teorema 1.25. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. o espaço de Bana
h X não 
ontém um subespaço isomorfo a c0;

2. dado um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� K, todo operador T : C0(K) → X
é fra
amente 
ompa
to.

Para dar outra resposta ao problema proposto por Din
uleanu, vamos introduzir a

seguinte de�nição:

De�nição 1.26. Seja (K,A) um espaço mensurável e sejam X e Y espaços de Bana
h.

Uma medida vetorial m : A → L(X,Y ∗∗) é fortemente limitada se dada um sequên
ia

(An)n∈N de elementos mutuamente disjuntos de A temos ‖m‖(An) → 0.

Uma prova do próximo teorema pode ser en
ontrada em [6, Teorema 5.1℄.

Teorema 1.27. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. o espaço de Bana
h Y não 
ontém 
ópia isomorfa de c0;

2. para todo espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� K e todo espaço de Bana
h X,

a medida representante de um operador T : C0(K,X) → Y é fortemente limitada

se e somente se toma valores em L(X,Y ).

A próxima proposição rela
iona os 
on
eitos de regularidade varia
ional e de limitação

forte de uma medida vetorial. Para uma prova, veja [6, pág. 156℄.

Proposição 1.28. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e sejam X e Y
espaços de Bana
h. Se m : BK → L(X,Y ) é uma medida representante fortemente

limitada então m é varia
ionalmente regular.

A partir do Teorema 1.22 podemos deduzir um teorema de representação para opera-

dores T : C0(K) → X. Este fato segue da identi�ção L(K,X∗∗) = X∗∗
. Outra prova

deste resultado pode ser en
ontrada em [42, Teorema 1℄.
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Teorema 1.29. SejamK um espaço lo
almente 
ompa
to e Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Seja T : C0(K) → X um operador. Então existe uma úni
a medida µ : BK →
X∗∗

satisfazendo

1. x∗µ ∈ C0(K)∗ para todo x∗ ∈ X∗
, onde x∗(µ(A)) := 〈x∗, µ(A)〉 para A ∈ BK ;

2. o operador x∗ 7→ x∗µ de X∗
em C0(K)∗ é 
ontínuo (nas topologias fra
as);

3. x∗(Tf) =
∫
K f d(x∗µ) para toda f ∈ C0(K) e x∗ ∈ X∗

;

4. ‖T‖ = |µ|(K).

Como no Comentário 1.23, diremos que µ é a medida representante do operador T . O
seguinte resultado 
ara
teriza os operadores fra
amente 
ompa
tos de�nidos em C0(K)
(veja também Teorema 1.25). Para uma prova, 
onsulte [42, Teoremas 2 e 6℄.

Teorema 1.30. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Sejam T : C0(K) → X um operador e m : BK → X∗∗
a medida representante

de T . As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. o operador T é fra
amente 
ompa
to;

2. a medida m toma seus valores em X;

3. a medida m é regular.

Finalizamos esta seção 
om dois resultados té
ni
os que usaremos neste trabalho.

O seguinte resultado foi provado por Plebanek em [43, Teorema 3.3℄ 
om a hipótese

adi
ional da 
ompa
idade. No entanto, é fá
il notar que o resultado é válido também

para espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor�.

Teorema 1.31. SejamK e L espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor�. Se T : C0(K) →
C0(L) é um isomor�smo, então para todo x ∈ K temos

sup{|T ∗δy({x})| : y ∈ L} ≥
1

‖T‖‖T−1‖
.

Para uma prova do próximo resultado, veja [12, Teorema 1.16℄.

Teorema 1.32. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Sejam µ ∈ rcabv(K,X∗) e U um sub
onjunto aberto de K. De�namos

FU = {f ∈ C0(K,X) : ‖f‖ ≤ 1 e f(K \ U) = {0}}. Então

|µ|(U) = sup
f∈FU

∣∣∣∣
∫

K
f dµ

∣∣∣∣ .
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1.3 Reti
ulados de Bana
h e medidas vetoriais

Nesta seção daremos uma breve introdução à teoria de reti
ulados de Bana
h. O leitor

interessado neste tópi
o pode 
onsultar [46℄.

De�nição 1.33. Um reti
ulado de Bana
h é um espaço de Bana
h real X junto 
om

uma ordem par
ial ≤ satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) se x ≤ y, então x+ z ≤ y + z para todo x, y, z ∈ X;

(b) para quaisquer a ∈ R e x ∈ X, se a ≥ 0 e x ≥ 0, então ax ≥ 0;

(
) para quaisquer x, y ∈ X, x ∨ y := sup{x, y} e x ∧ y := inf{x, y} existem;

(d) se |x| ≤ |y|, então ‖x‖ ≤ ‖y‖ onde o módulo de x ∈ X, denotado por |x|, é de�nido

omo |x| = x ∨ (−x).

Por 
onveniên
ia es
revemos x ≥ y para indi
ar que y ≤ x.

Notação 1.34. Seja X um reti
ulado de Bana
h. Denotamos por B+
X (S+

X) o 
onjunto

de elementos x ∈ BX (x ∈ SX , respe
tivamente) tais que x ≥ 0.

Observação 1.35. Se X é um reti
ulado de Bana
h, então X∗
admite estrutura de

reti
ulado de Bana
h de�nindo x∗ ≥ 0 se e somente se x∗(x) ≥ 0 para todo x ≥ 0.

Para uma prova do próximo resultado, veja [46, pág. 87℄.

Proposição 1.36. Seja X um reti
ulado de Bana
h. Se x ≥ 0, então

‖x‖ = sup{x∗(x) : x∗ ∈ B+
X∗}.

De�nição 1.37. Sejam X e Y reti
ulados de Bana
h. Um operador T : X → Y é


hamado positivo se Tx ≥ 0 quando x ≥ 0. Quando T for um isomor�smo, diremos que

T é um isomor�smo positivo.

De�nição 1.38. SejamX e Y reti
ulados de Bana
h. Um homomor�smo de reti
ulados

é um operador T : X → Y tal que T (x ∨ y) = Tx ∨ Ty, para todo x, y ∈ X. Diremos

que T é um isomor�smo de ordem se T for um homomor�smo de reti
ulados bijetor.

Quando existir um isomor�smo de ordem entre X e Y , diremos que X é ordem isomorfo

a Y (ou X e Y são ordem isomorfos).

Observação 1.39. Observe que se T : X → Y é um homomor�smo de reti
ulados,

então T é positivo. Agora, é 
onhe
ido que todo operador positivo é 
ontínuo [46,

Teorema 5.3, pág. 84℄. Portanto, se T é um homomor�smo de reti
ulados, então T é


ontínuo. Mais ainda, se T é um isomor�smo de ordem, então T é um isomor�smo de

espaços de Bana
h pois T e T−1
são operadores positivos.
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Observação 1.40. Dado um reti
ulado de Bana
h X e um espaço lo
almente 
om-

pa
to Hausdor� K, o espaço C0(K,X) tem estrutura natural de reti
ulado de Bana
h

de�nindo a ordem para f, g ∈ C0(K,X), f ≥ g se e somente se f(x) ≥ g(x) para todo

x ∈ K.

De�nição 1.41. Sejam (K,A) um espaço mensurável, e X e Y reti
ulados de Bana
h.

Diremos que uma medida vetorial m : A → L(X,Y ) é positiva se m(A) : X → Y é um

operador positivo para todo A ∈ A.

O próximo resultado é uma versão vetorial do teorema de Representação de Riesz-

Singer para fun
ionais positivos de�nidos em C0(K,X).

Lema 1.42. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to e X um reti
ulado de Bana
h.

Se Ψ ∈ C0(K,X)∗ é um fun
ional positivo, então existe uma úni
a medida positiva

µ ∈ rcabv(K,X∗) tal que

Ψ(f) =

∫

K
f dµ, para todo f ∈ C0(K,X).

Mais ainda, ‖Ψ‖ = |µ|.

Prova. Seja x ∈ X �xado e 
onsideremos o fun
ional Ψx : C0(K) → R de�nido por

Ψx(f) = Ψ(f · x). Claramente Ψx de�ne um fun
ional em C0(K). Dado x ≥ 0, a
positividade de Ψ impli
a que Ψx é um fun
ional positivo em C0(K). Pelo Teorema

1.18 existe uma úni
a medida µx tal que

Ψx(f) =

∫

K
f dµx para qualquer f ∈ C0(K)

e ‖Ψx‖ = ‖µx‖. Mais ainda, se x ≥ 0, a medida µx é positiva. De�namos µ : BK → X∗

por µ(A)(x) = µx(A) se A ∈ BK e x ∈ X. Por [40, Lema 3℄, µ é uma medida vetorial

(
om valores em X∗
). Observe que se A ∈ BK , então µ(A)(x) ≥ 0 para todo x ≥ 0.

Portanto, µ é uma medida positiva. Seguindo o argumento dado em [40℄ podemos ver

que µ ∈ rcabv(K,X∗) e que

Ψ(f) =

∫

K
f dµ, para todo f ∈ C0(K,X), (1.2)

e ‖Ψ‖ = |µ|. Por [40, Lema 8℄, µ é a úni
a medida que satisfaz a equação (1.2).

Vamos mostrar um resultado análogo ao teorema anterior para operadores de�nidos

em espaços de funções 
ontínuas C0(K,X).

Lema 1.43. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to e sejam X e Y reti
ulados de

Bana
h. Se T : C0(K,X) → Y é um operador positivo, então a medida representante

de T é positiva.
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Prova. Seja y∗ ∈ Y ∗
�xado tal que y∗ ≥ 0. Então T ∗(y∗) : C0(K,X) → R é um

fun
ional positivo pois se f ∈ C0(K,X) e f ≥ 0, temos Tf ≥ 0 e assim, T ∗(y∗)(f) =
y∗(Tf) ≥ 0. Pelo Lema 1.42 existe uma úni
a medida positiva µy∗ ∈ rcabv(K,X∗) tal
que

T ∗(y∗)(f) =

∫

K
f dµy∗ , para qualquer f ∈ C0(K,X).

Agora, pelo Teorema 1.22 existe uma úni
a medidam : BK → L(X,Y ∗∗) de semivariação

limitada tal que T ∗(y∗) = my∗ ∈ rcabv(K,X∗), onde my∗(A)(x) := 〈m(A)(x), y∗〉. A

uni
idade do Teorema 1.20 impli
a que my∗ = µy∗ . Logo, 〈m(A)(x), y∗〉 ≥ 0 para todo

x ≥ 0. Como y∗ ≥ 0 foi �xado arbitrariamente, 
on
luímos que 〈m(A)(x), y∗〉 ≥ 0 para

quaisquer x ≥ 0 e y∗ ≥ 0. Por [38, pág. 11℄, segue que a medida representante m é

positiva.

Em seguida introduzimos uma 
lasse de reti
ulados de Bana
h que será importante em

nosso trabalho.

De�nição 1.44. Diremos que un reti
ulado de Bana
h X é um L-espaço abstrato ou

simplesmente AL-espaço, se ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ para quaisquer x ≥ 0 e y ≥ 0.

Observação 1.45. Kakutani mostrou que um reti
ulado de Bana
h X é um AL-espaço

se e somente se X é ordem isomorfo (isometri
amente) a L1(Ω,Σ, µ), para algum espaço

de medida (Ω,Σ, µ) [35℄.

Finalizamos esta seção 
om uma propriedade importante dos AL-espaços. Para uma

prova, ver [46, Corolário 3, pág. 128℄.

Teorema 1.46. Seja X um reti
ulado de Bana
h. Se X é um AL-espaço, então X não


ontém um subespaço isomorfo a c0.

1.4 Os parâmetros λ(X) e µ(X)

Apresentamos algumas propriedades dos parâmetros introduzidos por Jarosz em [33℄

no estudo de isomor�smos entre espaços C0(K,X).

De�nição 1.47. Seja X um espaço de Bana
h. De�nimos

λ(X) = inf{max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}, e

µ(X) = sup{min{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX}

Observação 1.48. Para um espaço de Bana
h real X, os parâmetros λ(X) e µ(X)

oin
idem 
om as 
onstantes de S
hä�er e James, respe
tivamente. Para um estudo

detalhado destas 
onstantes, re
omendamos [37℄.

O seguinte lema será fundamental no Capítulo 1 deste trabalho. Uma prova pode ser


onsultada em [19, Proposição 5.1℄.
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Lema 1.49. Seja X um espaço de Bana
h e sejam x, y ∈ X tais que min{‖x‖, ‖y‖} ≥ η
onde η > 0. Então existem α1, α2 ∈ K 
om max{|α1|, |α2|} ≤ 1 e

‖α1x+ α2y‖ ≥ ηλ(X).

Apresentaremos aqui o 
ál
ulo explí
ito destes parâmetros para um espaço em parti-


ular. Para tais �ns 
itamos aqui as desigualdades de Clarkson [21, Teorema 2℄:

(1) 2(‖x‖p + ‖y‖p) ≤ ‖x+ y‖p + ‖x− y‖p ≤ 2p−1(‖x‖p + ‖y‖p);

(2) 2(‖x‖p + ‖y‖p)q−1 ≤ ‖x+ y‖q + ‖x− y‖q ;

(3) ‖x+ y‖p + ‖x− y‖p ≤ 2(‖x‖q + ‖y‖q)p−1
,

onde 1/p + 1/q = 1. Estas desigualdades são válidas para x, y ∈ ℓp (ou Lp, respe
ti-

vamente) e 2 ≤ p < ∞. Quando 1 < p ≤ 2 estas desigualdades são válidas em sinais


ontrários.

Observação 1.50. Considere o espaço 
omplexo X = lp, então λ(X) = 21/p se 2 ≤
p <∞. Com efeito, se x, y ∈ SX e λ ∈ K 
om |λ| = 1, pela desigualdade (2) temos

2q ≤ ‖x+ λy‖q + ‖x− λy‖q

≤ 2max
|λ|=1

‖x+ λy‖q

≤ 2

(
max
|λ|=1

‖x+ λy‖

)q

.

Em 
onsequên
ia,

21/p ≤ max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1}.

Logo 21/p ≤ λ(X). Notemos que λ(X) ≤ 21/p pois se x = (1, 0, . . .) e y = (0, 1, 0, . . .)
então

max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} = 21/p,

e portanto λ(X) = 21/p. Un argumento similar mostra que 21/p ≤ µ(X) ≤ 21/q , se
1/p + 1/q = 1. No 
aso 1 < p ≤ 2, temos µ(X) = 21/p e 21/q ≤ λ(X) ≤ 21/p.
Para o espaço real X = lp 
om 1 < p < ∞, temos λ(X) = min{21/p, 21/q} e µ(X) =
max{21/p, 21/q}, onde 1/p + 1/q = 1 [11, Proposição 3.1℄.

O seguinte resultado dá um relação entre os parâmetros λ(X) e µ(X) no 
aso real.

Para uma prova, veja [37, Teorema 2℄.

Teorema 1.51. Se X é um espaço de Bana
h real 
om dimX ≥ 2 então

µ(X)λ(X) = 2.
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Observação 1.52. De espe
ial interesse será para nós a igualdade

µ(X) = µ(X∗). (1.3)

A Observação 1.50 mostra que o espaço real X = lp, 1 < p < ∞, satisfaz (1.3). Para

mais exemplos de espaços de Bana
h satisfazendo a igualdade (1.3), ver [44, Teorema

2.1℄. No entanto, existem espaços de Bana
h X tais que µ(X∗) 6= µ(X). De fato, em

[44, Exemplo 5.3℄ é mostrado que existe uma família não enumerável de espaços de

Bana
h não satisfazendo a igualdade (1.3).

1.5 Intervalos de ordinais

Nesta seção introduziremos alguns 
on
eitos de topologia geral que serão usados neste

trabalho. Em parti
ular, apresentaremos alguns fatos bási
os sobre intervalos de ordi-

nais. Todas as de�nições e provas dos resultados que men
ionaremos aqui podem ser


onsultadas em [38, 47℄.

De�nição 1.53. Seja α um ordinal. O intervalo de ordinal [0, α] é de�nido 
omo o


onjunto de ordinais menores ou iguais do que α, isto é {ξ : 0 ≤ ξ ≤ α}. A topologia


onsiderada neste 
onjunto será topologia da ordem.

Denotaremos por ω o primeiro ordinal in�nito.

De�nição 1.54. Diremos que um ordinal ξ é um su
essor se existir um ordinal β tal

que ξ = β + 1. Caso 
ontrário, diremos que ξ é um ordinal limite.

Teorema 1.55. Todo intervalo de ordinais [0, ξ] é homeomorfo a um intervalo de or-

dinais da forma [0, ωαm], sendo m um ordinal �nito.

De�nição 1.56. Seja S um espaço topológi
o e P um sub
onjunto de S. O derivado

de P é o 
onjunto de pontos de a
umulação de P e será denotado por P (1)
.

De�nição 1.57. Seja S um espaço topológi
o e P um sub
onjunto de S. Diremos que

P é denso em si mesmo se P ⊂ P (1)
. Diremos também P é disperso se não 
ontiver

um sub
onjunto não vazio denso em si mesmo. Por �m, P é perfeito se P = P (1)
.

De�nição 1.58. Seja S um espaço topológi
o. Se α é um ordinal, o α-derivado de S
é de�nido por indução trans�nita 
omo segue: S(0) = S, S(α) = (S(β))(1) se α = β + 1
e S(α) =

⋂
β<α S

(β)
, se α for um ordinal limite.

Se α e β são ordinais tais que β ≤ α, denotamos por −β + α ao úni
o ordinal γ tal

que α = β + γ (veja [47, pág. 152℄).

Teorema 1.59. Seja α um ordinal e X = [0, ωαm]. Dado um ordinal β < α temos

X(β) = {ωβγ : 0 < γ ≤ ω−β+αm}.

Portanto, X(α)
é o 
onjunto de m pontos ωα, . . . , ωα ·m e X(α+1) = ∅.
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Corolário 1.60. Todo intervalo de ordinais é disperso.

O seguinte resultado 
ara
teriza os espaços 
ompa
tos dispersos.

Teorema 1.61. Um espaço 
ompa
to Hausdor� S é disperso se e somente se S(α) = ∅
para algum ordinal α.

O teorema anterior motiva a seguinte de�nição.

De�nição 1.62. Seja S um espaço 
ompa
to Hausdor� disperso. O menor ordinal α
tal que S(α) = ∅ é 
hamado altura de S e é denotado por ht(S).

Observação 1.63. Se α é um ordinal e X = [0, ωαm], então X é disperso e pelo

Teorema 1.59 temos ht(X) = α+ 1.

De�nição 1.64. Seja S um espaço topológi
o. O kernel de S, denotado por PS, é
de�nido por PS =

⋂
α≥1 S

(α)
.





Capítulo 2

Isomor�smos entre espaços C0(K,X)

La 
ien
ia aún no ha probado si la lo
ura

es o no lo más sublime de la inteligen
ia.

Edgar Allan Poe

O teorema de Bana
h-Stone sugere o problema de estudar isometrias não ne
essari-

amente sobrejetoras entre espaços de funções 
ontínuas C(K). Em [31℄, Holszty«ski

estabele
eu que se C(K) é isometri
amente isomorfo a um subespaço de C(L) então K
é imagem 
ontínua de um subespaço fe
hado de L. Este resultado já havia sido obtido

por Geba e Semadeni, quando a isometria em questão é positiva (ver [29℄). Este mesmo

problema pode ser 
onsiderado na 
lasse dos espaços de funções 
ontínuas 
om valores

vetoriais. Em [34℄, Jerison deu 
ondições su�
ientes para que espaço de Bana
h X tenha

a propriedade de Bana
h-Stone, isto é, para quaisquer espaços 
ompa
tos Hausdor� K
e S temos

C(K,X) ∼= C(S,X) ⇐⇒ K ≈ S.

Por outro lado, Cambern estendeu o teorema de Holszty«ski para os espaços de funções

C(K,X), quando X é estritamente 
onvexo [7℄. É natural perguntar se estes resultados

ainda serão válidos quando 
onsiderarmos isomor�smos 
om distorção �nita. Nesta

linha de pesquisa, Amir e Cambern [1, 8℄ mostraram independentemente que

C0(K)
<2
∼ C0(S) =⇒ K ≈ S.

Uma generalização 
omum aos teoremas de Amir-Cambern e Holszty«ski é o seguinte

resultado provado por Jarosz [32℄:

C0(K)
<2
→֒ C0(S) =⇒ K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.

Mais ainda, se K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado. Os teoremas de Amir-Camber

e Jarosz motivam a seguinte questão:

17
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Questão 2.1. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Suponha a existên
ia de um isomor�smo entre C0(K,X) e um subespaço

de C0(S,X). Podemos 
on
luir que K é imagem 
ontínua de um subespaço de S?

Em geral a resposta a este problema é negativa. No entanto, Jarosz mostrou que há

resposta positiva quando o espaço de Bana
h X satisfaz uma 
erta 
ondição geométri
a,

envolvendo o parâmetro

µ(X∗) = sup{min{‖x + λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX∗}.

A prova do próximo resultado pode ser en
ontrada em [33, Teorema 5℄.

Teorema 2.2. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos e X um espaço de Bana
h.

Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om

‖T‖‖T−1‖ <
4

2 + µ(X∗)
,

então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S. Se K é 
ompa
to tal sub
onjunto

é fe
hado.

Neste 
apítulo apresentaremos duas respostas à Questão 2.1 (Teoremas 2.16 e 2.19).

Nosso resultado dependerá do parâmetro

λ(X) = inf{max{‖x+ λy‖ : |λ| = 1} : x, y ∈ SX},

introduzido por Jarosz em [33℄.

Outra questão sugerida pelo teorema de Amir-Cambern é a seguinte:

Questão 2.3. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se C0(K,X) ∼ C0(S,X), o que podemos dizer respeito às propriedades

topológi
as dos espaços K e S?

A di�
uldade deste problema origina no teorema de Miljutin o qual estabele
e que

se K é um espaço métri
o 
ompa
to não enumerável, então C(K) ∼ C([0, 1]) [41℄.

Este resultado impli
a que muitas propriedades topológi
as não são preservadas por

isomor�smos de espaços de funções 
ontínuas. Contudo, é possível dar uma resposta

a esta questão (veja [13℄). Lembremos que um espaço de Bana
h X tem 
otipo �nito

q < ∞, se existir uma 
onstante κ ≥ 0 tal que para qualquer es
olha de elementos

x1, . . . , xn em X temos

(

n∑

j=1

‖xj‖
q)1/q ≤ κ · (

∫ 1

0
‖

n∑

j=1

rj(t)xj‖
2 dt)1/2,

onde rj : [0, 1] → R são as funções de Radema
her, dadas por

rj(t) = sign(sin(2jπt)).
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Teorema 2.4. Sejam K e S espaços 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de Bana
h

de 
otipo �nito. Se X é separável ou X∗
tem a propriedade de Radon-Nikodým temos

C(K,X) ∼ C(S,X) =⇒ |K||S| < ℵ0 ou |K| = |S|.

O 
aso es
alar deste resultado foi obtido por Cengiz [15℄. Por outro lado, um resultado

de B. Maurey e G. Pisier estabele
e que os espaços de Bana
h de 
otipo �nito não

possuem 
ópia isomorfa de c0 (para detalhes, veja [22℄). Assim, nosso segundo objetivo

neste 
apítulo será estender o Teorema 2.4 para a 
lasse dos espaços de Bana
h X que

não 
ontem 
ópia isomorfa de c0 (Teorema 2.31).

Notemos que o Teorema 2.4 junto 
om os teoremas de Amir-Cambern mostram que

resultados de natureza topológi
a podem depender da distorção do isomor�smo. Isto

pode-se eviden
iar no seguinte resultado [14℄.

Teorema 2.5. Sejam K e S espaços 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de Bana
h

de 
otipo �nito. Para todo ordinal α temos

C(K,X)
<3
∼ C(S,X) =⇒ |K(α)||S(α)| < ℵ0 ou |K(α)| = |S(α)|.

Mostraremos que a hipótese no Teorema 2.5 sobre o espaço de Bana
h X pode ser

enfraque
ida (Teorema 2.34).

O 
apítulo está organizado 
omo segue: na primeira seção 
omeçamos estabele
endo

alguns resultados que ajudarão na prova dos teoremas prin
ipais. Na segunda seção

provaremos os Teoremas 2.16 e 2.19. Na ter
eira seção provaremos o Teorema 2.31. Na

última seção vamos provar o Teorema 2.34. As provas destes teoremas estão fortemente

apoiadas no estudo de isomor�smos de�nidos entre espaços de funções 
ontínuas C0(K)
e 
om valores em espaços de funções 
ontínuas 
om valores vetoriais C0(S,X).

2.1 Resultados preliminares

Começamos 
om um resultado bem 
onhe
ido da teoria isométri
a de espaços de Ba-

na
h C0(K,X). Para 
omodidade do leitor, in
luímos uma prova dele aqui.

Lema 2.6. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Então existe um isomor�smo isométri
o de C0(K,X) em C0(K×BX∗), quando
BX∗

é munido da w∗
-topologia.

Prova. Notemos que o espaço K ×BX∗
é lo
almente 
ompa
to pois (BX∗ , w∗) é 
om-

pa
to pelo teorema de Bana
h-Alaoglu. Para f ∈ C0(K,X), seja f̂ : K × BX∗ → K

de�nida por f̂(y, φ) = φ(f(y)). Provemos que f̂ é 
ontínua. Sejam (y, φ) ∈ K × BX∗

e ((yγ , φγ))γ∈Γ uma rede em K × BX∗

onvergindo para (y, φ). Observe que yγ → y e
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φγ
w∗

→ φ. Logo,

|f̂(yγ , φγ)− f̂(y, φ)| = |φγ(f(yγ))− φ(f(y))|

= |φγ(f(yγ))− φγ(f(y)) + φγ(f(y))− φ(f(y))|

≤ |φγ(f(yγ))− φγ(f(y))|+ |φγ(f(y))− φ(f(y))|

≤ ‖φγ‖‖f(yγ)− f(y)‖+ |φγ(f(y))− φ(f(y))|.

A 
ontinuidade de f junto 
om o fato de que φγ(f(y)) → φ(f(y)) impli
am que os tér-

minos da última desigualdade a
ima 
onvergem para zero. Assim, f̂(yγ , φγ) → f̂(y, φ)

e 
on
luímos a 
ontinuidade de f̂ . Por outro lado, não é difí
il mostrar que para todo

ε > 0, o 
onjunto

{(y, φ) ∈ K ×BX∗ : |f̂(y, φ)| ≥ ε}

é 
ompa
to. Isto mostra que f̂ ∈ C0(K × BX∗). Seja ψ : C0(K,X) → C0(K × BX∗)
dada por ψ(f) = f̂ . Claramente ψ é linear. Segue do teorema de Hahn-Bana
h que a

ψ é uma isometria já que

‖ψ(f)‖ = sup{|f̂(y, φ)| : (y, φ) ∈ K ×BX∗}

= sup{|φ(f(y))| : (y, φ) ∈ K ×BX∗}

= sup{sup{|φ(f(y))| : φ ∈ BX∗} : y ∈ K}

= sup{‖f(y)‖ : y ∈ K} = ‖f‖.

De�nição 2.7. Sejam K e S espaços topológi
os. Uma função de K 
om valores em

P(S) é 
hamada multifunção. Usaremos a notação Λ: K ⇒ S, para indi
ar que Λ é

uma multifunção de K 
om valores em P(S).

De�nição 2.8. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Suponha que T : C0(K) → C0(S,X) é um isomor�smo. Fixemos r > 0 e

de�namos Ωr : K ⇒ S por

Ωr(x) = {y ∈ S : |T ∗(φ · δy)({x})| ≥ r para algum φ ∈ BX∗}.

O seguinte resultado será de muita utilidade neste 
apítulo.

Lema 2.9. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h. Suponha que T : C0(K) → C0(S,X) é um isomor�smo. Seja r ∈ R tal que

0 < r < 1/‖T‖‖T−1‖. Então para todo x ∈ K temos Ωr(x) 6= ∅.

Prova. Fixemos x ∈ K e 
onsideremos o isomor�smo isométri
o ψ : C0(S,X) → C0(S×
BX∗) do Lema 2.6 de�nido 
omo ψ(g)(y, φ) = φ(g(y)), para y ∈ S e φ ∈ BX∗

. Seja

T̂ : C0(K) → C0(S × BX∗) o isomor�smo dado por T̂ = ψ ◦ T . Do fato de ψ ser uma

isometria segue que ‖T̂ ‖ = ‖T‖ e ‖T̂−1‖ ≤ ‖T−1‖. Pelo Teorema 1.31 temos

sup{| T̂ ∗δ(y,φ)({x})| : (y, φ) ∈ S ×BX∗} ≥
1

‖T̂‖‖T̂−1‖

≥
1

‖T‖‖T−1‖
> r.
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Portanto, para alguns y ∈ S e φ ∈ BX∗
devemos ter

| T̂ ∗δ(y,φ)({x})| ≥ r. (2.1)

Provaremos que T̂ ∗δ(y,φ) = T ∗(φ · δy). Com efeito, se f ∈ C0(K) vale que

T̂ ∗δ(y,φ)(f) = δ(y,φ)(T̂ f)

= δ(y,φ)((ψ ◦ T )f)

= ψ(Tf)(y, φ)

= φ(Tf(y)) = T ∗(φ · δy)(f).

As equações anteriores e a uni
idade do teorema de representação de Riesz (Teorema

1.18) garantem que as medidas T̂ ∗δ(y,φ) e T
∗(φ · δy) devem 
oin
idir. Logo, da equação

(2.1) inferimos que

|T ∗(φ · δy)({x})| ≥ r,

isto é, y ∈ Ωr(x).

O seguinte resultado é uma generalização vetorial de [30, Lema 2.2.2℄.

Lema 2.10. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Suponha que T : C0(K) → C0(S,X) é um isomor-

�smo tal que ‖T−1‖ = 1 e ‖T‖ < 3. Fixemos 0 < δ < 1 tal que ‖T‖ < 3δ. Sejam

h, g ∈ C0(K) tais que 0 ≤ h ≤ g ≤ 1. Se α é um ordinal satisfazendo ‖h|K(α)‖ > δ,
então

⋂

h≤f≤g

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ ε} ∩ S(α) 6= ∅,

onde

ε =
3δ − ‖T‖

2
.

Prova. Usaremos indução trans�nita sobre α. Seja

A =
⋂

h≤f≤g

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ ε}.

Considere o 
aso α = 0. Seja x ∈ K tal que h(x) > δ. Então

‖T (g + 2h)‖ ≥ ‖g + 2h‖ ≥ g(x) + 2h(x) > 3δ.

Desta última equação temos ‖T (g + 2h)(y0)‖ ≥ 3δ para algum y0 ∈ S. A�rmamos que

y0 ∈ A. Com efeito, se f ∈ C0(K) satisfaz h ≤ f ≤ g então ‖g + 2h− 2f‖ ≤ 1. Logo,

‖T‖ ≥ ‖T (g + 2h− 2f)‖

≥ ‖T (g + 2h− 2f)(y0)‖

≥ ‖T (g + 2h)(y0)‖ − 2‖Tf(y0)‖

≥ 3δ − 2‖Tf(y0)‖.
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Segue que ‖Tf(y0)‖ ≥ ε, isto é, y0 ∈ A. Assim, o resultado é válido para α = 0.
Suponhamos que α é um ordinal limite e que A ∩ S(β) 6= ∅ para todo β < α. Notemos

que A é 
ompa
to pois é interseção de 
onjuntos 
ompa
tos num espaço Hausdor�.

Logo, {A∩S(β) : β < α} é uma 
oleção de 
ompa
tos não vazios ordenada por in
lusão.

Portanto,

A ∩ S(α) =
⋂

β<α

(A ∩ S(β)) 6= ∅,

e o resultado vale para α. Suponhamos agora que α = β+1 para algum ordinal β. Seja
x ∈ K(α)

tal que h(x) > δ. Tomemos uma sequên
ia (xn)n∈N em K(β)\{x} satisfazendo
h(xn) > δ para todo n ∈ N. Pela 
ompa
idade lo
al de K, existe uma sequên
ia de

abertos disjuntos {Un : n ∈ N} em K 
om xn ∈ Un para qualquer n ∈ N. Pelo Lema

de Urysohn para 
ada n ∈ N, existe hn ∈ C0(K) tal que 0 ≤ hn ≤ 1, hn(K \Un) = {0}
e hn(xn) = 1. Seja

An =
⋂

hn·h≤f≤g

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ ε}.

Agora, ‖(hn ·h)|K(β)‖ ≥ (hn ·h)(xn) > δ. Pela hipótese de indução temos An∩S
(β) 6= ∅

para todo n ∈ N. Mais ainda, dado n ∈ N vale que An ⊂ A pois hn · h ≤ h.

A�rmação 2.11. Para 
ada sub
onjunto in�nito T = {n1, n2, . . .} de N temos

∞⋂

j=1

Anj
= ∅.

Caso 
ontrário, seja y ∈
⋂∞

j=1Anj
. Da de�nição de An temos

inf{‖T (hnj
· h)(y)‖ : j ∈ N} > 0. (2.2)

Mostraremos que a série

∑∞
j=1 T (hnj

· h)(y) é fra
amente in
ondi
ionalmente 
onver-

gente. Seja (an)n∈N uma sequên
ia em K limitada. Como {Um : m ∈ N} é uma

sequên
ia de abertos dois a dois disjuntos, e para todo m ∈ N temos hm(K \Um) = {0}
e ‖hm · h‖ ≤ 1, deduzimos que

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

ai hni
· h

∥∥∥∥∥ ≤ max
1≤i≤k

|ai|,
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para qualquer k ∈ N dado. Logo,

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

aiT (hni
· h)(y)

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥T
(

k∑

i=1

ai hni
· h

)
(y)

∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥T
(

k∑

i=1

ai hni
· h

)∥∥∥∥∥

≤ ‖T‖

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

ai hni
· h

∥∥∥∥∥

≤ ‖T‖ max
1≤i≤k

|ai| ≤ ‖T‖ sup
k∈N

|ak|.

Da arbitrariedade de k ∈ N, 
on
luímos que

sup
k∈N

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

aiT (hni
· h)(y)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖T‖ sup
k∈N

|ak|. (2.3)

Assim, do Lema 1.6 segue que

∑∞
j=1 T (hnj

· h)(y) é fra
amente in
ondi
ionalmente


onvergente. Pelo Teorema 1.7 e a equação (2.2), o espaço X deve 
onter uma 
ópia de

c0. Isto 
ontradiz nossa hipótese.

Vejamos que A ∩ S(β)
é in�nito. Senão, A ∩ S(β) = {y1, . . . , ys}. Consideremos para

k = 1, . . . , s, o 
onjunto Γk = {m ∈ N : yk ∈ Am}. Notemos que N ⊂ Γ1 ∪ . . . ∪ Γs. De

fato, se n ∈ N então An ∩ S(β) 6= ∅. Logo, para algum y ∈ S temos y ∈ An ∩ S(β) ⊂
A ∩ S(β)

, ou seja y = yj para algum j ∈ {1, . . . , s} e disto n ∈ Γj . Por outro lado, a

A�rmação 2.11 impli
a que Γk é �nito para todo k = 1, . . . , s. Este absurdo mostra que

A ∩ S(β)
é in�nito e portanto,

A ∩ S(α) ⊃ (A ∩ S(β))(1) 6= ∅.

Isto 
ompleta a prova do Lema.

2.2 Uma generalização do teorema de Holszty«ski

O próximo resultado foi provado por Jarosz em [33, Teorema 1℄ para espaços métri
os

lo
almente 
ompa
tos. Mostraremos aqui que este resultado é válido para qualquer

espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor�.

Teorema 2.12. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se T : C0(K) → C0(S,X) é um isomor�smo tal que ‖T‖‖T−1‖ < λ(X),
então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.

Prova. Não há perda de generalidade se supusermos que ‖T‖ = 1 e ‖T−1‖ < λ(X),
já que se não, o isomor�smo R = ‖T‖−1T terá as propriedades requeridas. Seja r ∈ R
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satisfazendo

1

λ(X)
< r <

1

‖T−1‖
. (2.4)

Consideremos a multifunção Ωr : K ⇒ S introduzida na De�nição 2.8. Como 
on-

sequên
ia imediata do Lema 2.9 temos:

A�rmação 2.13. Ωr(x) 6= ∅ para todo x ∈ K.

A�rmação 2.14. Se x1, x2 ∈ K e x1 6= x2, então Ωr(x1) ∩ Ωr(x2) = ∅.

Suponha que existe y ∈ Ωr(x1) ∩ Ωr(x2). Então para alguns φ1, φ2 ∈ BX∗
temos

|T ∗(φ1 · δy)({x1})| ≥ r e |T ∗(φ2 · δy)({x2})| ≥ r.

Sejam U1 e U2 dois abertos disjuntos tais que x1 ∈ U1 e x2 ∈ U2. Das desigualdades

a
ima obtemos

|T ∗(φ1 · δy)|(U1) ≥ r e |T ∗(φ2 · δy)|(U2) ≥ r.

Segue do Teorema 1.32 que existem funções f1, f2 ∈ C0(K) 
om ‖f1‖ ≤ 1, ‖f2‖ ≤ 1 e

f1(K \ U1) = f2(K \ U2) = {0} satisfazendo

|T ∗(φ1 · δy)(f1)| ≥ r e |T ∗(φ2 · δy)(f2)| ≥ r.

Donde,

‖Tf1(y)‖ ≥ r e ‖Tf2(y)‖ ≥ r. (2.5)

Notemos que para quaisquer α1, α2 ∈ K 
om max{|α1|, |α2|} ≤ 1 vale que

‖α1f1 + α2f2‖ ≤ 1. Por outro lado, a equação (2.5) e o Lemma 1.49 impli
am que

‖α1Tf1(y) + α2Tf2(y)‖ ≥ rλ(X),

para alguns α1, α2 ∈ K tais que max{|α1|, |α2|} ≤ 1. Logo,

1 = ‖T‖ ≥ ‖T (α1f1 + α2f2)‖

≥ ‖T (α1f1 + α2f2)(y)‖

= ‖α1Tf1(y) + α2Tf2(y)‖ ≥ rλ(X),


ontradizendo a equação (2.4).

Sejam Ω =
⋃

x∈K Ωr(x) e ϕ : Ω → K de�nida 
omo ϕ(y) = x se y ∈ Ωr(x). As

A�rmações 2.13 e 2.14 mostram que ϕ é uma função sobrejetora.

A�rmação 2.15. ϕ : Ω → K é 
ontínua.
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Fixemos y ∈ Ω e seja 0 < ε < r dado. Seja (yγ)γ∈Γ uma rede em Ω 
onvergindo para

y e suponhamos que xγ = ϕ(yγ) 6→ ϕ(y) = x. Então existe uma vizinhança 
ompa
ta

V ⊂ K de x tal que se γ ∈ Γ temos xγ′ 6∈ V , para algum γ′ ≥ γ. Seja U1 um sub
onjunto

aberto de K tal que x ∈ U1 e U1 ⊂ V . Como ϕ(y) = x, a de�nição da ϕ junto 
om a

De�nição 2.8 impli
am que

|T ∗(φ · δy)({x})| ≥ r,

para algum φ ∈ BX∗
. Logo, |T ∗(φ · δy)|(U1) ≥ r. Pelo Teorema 1.32, existe f1 ∈ C0(K)


om ‖f1‖ ≤ 1 e f1(K \U1) = {0} tal que |T ∗(φ ·δy)(f1)| ≥ r. Segue que ‖Tf1(y)‖ ≥ r >
r−ε. Pela 
ontinuidade de Tf1, existe γ1 ∈ Γ tal que se γ ≥ γ1, então ‖Tf1(yγ)‖ > r−ε.
Fixemos γ ≥ γ1 tal que xγ 6∈ V e

‖Tf1(yγ)‖ > r − ε. (2.6)

Seja U2 ⊂ K um aberto tal que xγ ∈ U2 e U2 ∩ V = ∅. Do fato ϕ(yγ) = xγ e da

De�nição 2.8 deduzimos que

|T ∗(φγ · δyγ )({xγ})| ≥ r,

para algum φγ ∈ BX∗
. Portanto, |T ∗(φγ · δyγ )|(U2) ≥ r. Usando novamente o Teorema

1.32, existe f2 ∈ C0(K) 
om ‖f2‖ ≤ 1 e f2(K \U2) = {0} tal que |T ∗(φγ · δyγ )(f2)| ≥ r
e disto obtemos

‖Tf2(yγ)‖ > r − ε. (2.7)

Como U1 ∩ U2 = ∅, temos ‖α1f1 + α2f2‖ ≤ 1 sempre que max{|α1|, |α2|} ≤ 1. Das

equações (2.6), (2.7) e do Lema 1.49 segue que

‖α1Tf1(y) + α2Tf2(y)‖ > (r − ε)λ(X),

para alguns α1, α2 ∈ K satisfazendo max{|α1|, |α2|} ≤ 1. Assim,

1 = ‖T‖ ≥ ‖T (α1f1 + α2f2)‖

≥ ‖T (α1f1 + α2f2)(y)‖

≥ ‖α1Tf1(y) + α2Tf2(y)‖

> (r − ε)λ(X).

A arbitrariedade de ε impli
a que 1 ≥ rλ(X), 
ontrário à equação (2.4). Logo, ϕ é


ontínua.

Como 
orolário do Teorema 2.12 obtemos:

Corolário 2.16. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om ‖T‖‖T−1‖ < λ(X),
então K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.
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Prova. Observe que se e ∈ SX , o subespaço V = {f · e : f ∈ C0(K)} de C0(K,X) é
isometri
amente isomorfo a C0(K). Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo tal

que ‖T‖‖T−1‖ < λ(X), então T̃ : V → C0(S,X) dado por T̃ f = T (f · e) também é um

isomor�smo tal que ‖T̃‖‖T̃−1‖ ≤ ‖T‖‖T−1‖ < λ(X). Desta maneira, vemos que existe

um isomor�smo de C0(K) em C0(S,X) 
om distorção menor do que λ(X). Portanto,

K é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S, pelo Teorema 2.12.

Observação 2.17. Para o espaço X = lp 
om 2 ≤ p <∞ a limitação do Teorema 2.12

é a melhor possível. Com efeito, se T : lp ⊕∞ lp → lp é dada por

T (x, y) = (x1, y1, x2, y2, . . .), onde x = (xn)n∈N e y = (yn)n∈N,

então ‖T‖‖T−1‖ = 21/p e pela Observação 1.50 temos ‖T‖‖T−1‖ = λ(X). A partir de T
pode-se 
onstruir um isomor�smo entre os espaços C(K,X) e C(S,X), onde K = {1, 2}
e S = {1}. No entanto, K não é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S.

A Observação 2.17 motiva a seguinte questão.

Questão 2.18. Para o espaço X = lp 
om 1 < p < 2, a limitação do Teorema 2.12 é a

melhor possível?

O próximo resultado é uma generalização vetorial de [16, Teorema 1℄.

Teorema 2.19. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se T : C0(K) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om

‖T‖‖T−1‖ <
3λ(X)

λ(X) + 2
,

então para qualquer ordinal α, K(α)
é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S(α)

. Se

K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado.

Prova. Suponhamos que ‖T−1‖ = 1 e ‖T‖ < 3λ(X)/λ(X) + 2. Notemos que

‖T‖

λ(X)
<

3− ‖T‖

2
.

Seja 0 < δ < 1 tais que

‖T‖

λ(X)
< r :=

3δ − ‖T‖

2
. (2.8)

Note que pela es
olha de δ, temos ‖T‖ < 3δ. Para x ∈ K, sejam

Fx = {f ∈ C0(K) : 0 ≤ f ≤ 1 e f(x) > δ} e

Λx = {y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r para toda f ∈ Fx}.

A�rmação 2.20. Se x1, x2 ∈ K e x1 6= x2, então Λx1 ∩ Λx2 = ∅.
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Caso 
ontrário, seja y ∈ Λx1 ∩ Λx2 e sejam U1 e U2 sub
onjuntos abertos disjuntos de

K 
ontendo x1 e x2, respe
tivamente. Pelo Lema de Urysohn existem f1, f2 ∈ C0(K)
tais que 0 ≤ fi ≤ 1, ‖fi‖ = fi(xi) = 1 e fi(K \ Ui) = 0 para i = 1, 2. Temos fi ∈ Fxi

para i = 1, 2 e portanto,

‖Tf1(y)‖ ≥ r e ‖Tf2(y)‖ ≥ r.

Pelo Lema 1.49 segue que

‖a1Tf1(y) + a2Tf2(y)‖ ≥ rλ(X),

para alguns a1, a2 ∈ K 
om max{|a1|, |a2|} ≤ 1. Notemos que ‖a1f1 + a2f2‖ ≤ 1 e da

equação anterior deduzimos que

rλ(X) ≤ ‖a1Tf1(y) + a2Tf2(y)‖

≤ ‖a1Tf1 + a2Tf2‖

≤ ‖T‖,


ontradizendo a equação (2.8).

A�rmação 2.21. Para 
ada ordinal α temos Λx ∩ S
(α) 6= ∅, se x ∈ K(α)

.

Fixemos x ∈ K(α)
. Note que

Λx =
⋂

f∈Fx

Λf ,

onde Λf = {y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r}. Considere a 
oleção C = {Λf ∩ S(α) : f ∈ Fx}.
Note que Λf é 
ompa
to para toda f ∈ Fx. Vejamos que C tem a propriedade da

interseção �nita. Sejam f1, . . . , fn ∈ Fx e de�namos

h = min
1≤j≤n

fj e g = max
1≤j≤n

fj.

Então 0 ≤ h ≤ fj ≤ g ≤ 1 para todo j ∈ {1, . . . , n} e ‖h|K(α)‖ ≥ h(x) > δ. Portanto,
do Lema 2.10 obtemos

n⋂

j=1

(Λfj ∩ S
(α)) ⊃

⋂

h≤f≤g

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅.

Logo,

Λx ∩ S
(α) =

⋂

f∈Fx

(Λf ∩ S(α)) 6= ∅.

Sejam α um ordinal �xo e

Λα :=
⋃

x∈K(α)

Λx ∩ S
(α).
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A A�rmação 2.21 impli
a que se Kα 6= ∅ então Λα 6= ∅. Claramente se α, β são ordinais


om α < β, então Λβ ⊂ Λα. Sejam Λ := Λ0 e ψ : Λ → K de�nida por ψ(y) = x se

y ∈ Λx. As A�rmações 2.20 e 2.21 impli
am que de fato ψ é uma função sobrejetora.

Note também que a A�rmação 2.21 impli
a que ψ(Λα) = K(α)
. Logo, ψ|Λα : Λα → K(α)

é sobrejetora para todo ordinal α.

A�rmação 2.22. Para todo ordinal α, ψ|Λα : Λα → K(α)
é 
ontínua.

Basta mostrar que ψ é 
ontínua. Sejam y ∈ Λ e (yγ)γ∈Γ uma rede em Λ 
onvergindo a

y. Suponha que ψ(yγ) = xγ e ψ(y) = x. Se tivéssemos xγ 6→ x, existiria uma vizinhança


ompa
ta de x tal que para 
ada γ0 ∈ Γ temos xγ 6∈ V , para algum γ ≥ γ0. Sejam

U1 ⊂ K um aberto 
ontendo x e f1 ∈ C0(K) tal que 0 ≤ f1 ≤ 1, ‖f1‖ = f1(x) = 1 e

f1(K \ U1) = 0. Observe que f1 ∈ Fx e assim, ‖Tf1(y)‖ ≥ r. Se l > 0 é dado, então

‖Tf1(y)‖ > r− l. A 
ontinuidade de Tf1 e o fato que yγ → y impli
am que para algum

γ1 ∈ Γ temos ‖Tf1(yγ)‖ > r − l, sempre que γ ≥ γ1. Fixemos γ ≥ γ1 tal que xγ 6∈ V
então

‖Tf1(yγ)‖ > r − l.

Seja U2 ⊂ K um aberto 
om xγ ∈ U2 e U2 ∩ V = ∅ e tomemos f2 ∈ C0(K) satisfazendo
0 ≤ f2 ≤ 1, ‖f2‖ = f2(xγ) = 1 e f2(K \ U2) = 0. Logo, f2 ∈ Fxγ e já que ψ(yγ) = xγ
temos

‖Tf2(yγ)‖ > r − l.

O Lema 1.49 impli
a que para alguns a1, a2 ∈ K 
om max{|a1|, |a2|} ≤ 1 temos

‖a1Tf1(yγ) + a2Tf2(yγ)‖ > (r − l)λ(X).

Claramente ‖a1f1 + a2f2‖ ≤ 1, e segue que ‖a1Tf1 + a2Tf2‖ ≤ ‖T‖. Logo,

(r − l)λ(X) < ‖a1Tf1(yγ) + a2Tf2(yγ)‖

≤ ‖T‖.

Fazendo l → 0, 
on
luímos que rλ(X) ≤ ‖T‖ que é absurdo pela equação (2.8). Isto

prova que ψΛα é 
ontínua para todo ordinal α.
Para terminar a prova, vamos mostrar que para qualquer sub
onjunto 
ompa
to H de

K vale que

⋃
x∈H Λx é fe
hado. Este resultado impli
ará em parti
ular que Λα é fe
hado

para todo α, quando K for 
ompa
to. Seja (yγ)γ∈Γ uma rede em

⋃
x∈H Λx 
onvergindo

a y ∈ S. Para 
ada γ ∈ Γ existe xγ ∈ H tal que yγ ∈ Λxγ . Podemos supor que xγ → x
para algum x ∈ H. Vejamos que y ∈ Λx. Se f ∈ Fx, então f(x) > δ. Pela 
onvergên
ia

de (xγ)γ∈Γ a x, existe γ0 ∈ Γ tal que se γ ≥ γ0 temos f(xγ) > δ, ou seja f ∈ Fxγ se

γ ≥ γ0. Como yγ ∈ Λxγ , segue que ‖Tf(yγ)‖ ≥ r para qualquer γ ≥ γ0. Con
luímos,

da 
ontinuidade de Tf , que ‖Tf(y)‖ ≥ r e portanto, y ∈ Λx.

O seguinte resultado é 
onsequên
ia imediata do teorema anterior.
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Corolário 2.23. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo 
om

‖T‖‖T−1‖ <
3λ(X)

λ(X) + 2
,

então para qualquer ordinal α, K(α)
é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S(α)

. Se

K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado.

Observação 2.24. Seja X um espaço de Bana
h real 
om dimX ≥ 2 e satisfazendo

µ(X∗) = µ(X) < 2. (2.9)

Então

4

2 + µ(X∗)
<

3λ(X)

λ(X) + 2
. (2.10)

Com efeito, pela Observação 1.48 se X é um espaço de Bana
h real, os parâmetros

µ(X) e λ(X) 
oin
idem 
om as 
onstantes de James e S
hä�er, respe
tivamente. Pelo

Teorema 1.51 temos µ(X)λ(X) = 2. Deste fato deduzimos que a desigualdade (2.10) é

equivalente a

4µ(X) < 2 + 3µ(X∗),

que segue imediatamente da equação (2.9). Assim o Corolário 2.23 generaliza o resultado

de Jarosz (Teorema 2.2) para uma 
lasse de espaços de Bana
h. Para exemplos de

espaços de Bana
h satisfazendo a equação (2.9), veja a Observação 1.52.

No 
aso 
omplexo, se X = lp 
om 2 ≤ p < ∞ então a desigualdade (2.10) também é

satisfeita pela Observação 1.50.

Observação 2.25. Como já men
ionamos na Observação 1.52, existe uma família não

enumerável de espaços de Bana
h não satisfazendo a igualdade (2.9). Porém, é fá
il ver

que esta família veri�
a também a desigualdade (2.10).

Das observações anteriores surge a seguinte questão.

Questão 2.26. A limitação do Teorema 2.19 é a melhor possível?

2.3 Isomor�smos entre espaços C0(K,X)

Vamos introduzir o 
on
eito de imagem inversa de uma multifunção.

De�nição 2.27. Seja M : K ⇒ S uma multifunção e F ⊂ S. A imagem inversa de F
sob M , denotada por M−1(F ), é por de�nição

M−1(F ) = {x ∈ K : M(x) ∩ F 6= ∅}.

Quando F = {y} para algum y ∈ S, simplesmente es
reveremos M−1(y) no lugar de

M−1({y}).
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A seguinte proposição é o ingrediente mais importante para a prova do teorema prin-


ipal desta seção.

Proposição 2.28. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um es-

paço de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Seja T : C0(K) → C0(S,X) um isomor�smo.

Para 
ada r > 0 e y ∈ S, o 
onjunto Ω−1
r (y) é �nito.

Prova. Suponhamos que para alguns y ∈ S e r > 0, o 
onjunto Ω−1
r (y) é in�nito.

Pela 
ompa
idade lo
al de K, existe uma sequên
ia de abertos dois a dois disjuntos

{Un : n ∈ N} satisfazendo Un ∩ Ω−1
r (y) 6= ∅ para 
ada n ∈ N. Dado n ∈ N, �xemos

xn ∈ K tal que

xn ∈ Un ∩ Ω−1
r (y).

Então existe φn ∈ BX∗

om

|T ∗(φn · δy)|({xn}) = |T ∗(φn · δy)({xn})| ≥ r.

Note que xn ∈ Un e assim,

|T ∗(φn · δy)|(Un) ≥ r.

Pelo Teorema 1.32, existe fn ∈ C0(K) 
om ‖fn‖ ≤ 1, fn(K \ Un) = 0 e satisfazendo

|T ∗(φn · δy)(fn)| ≥ r.

Portanto, para todo n ∈ N temos

‖Tfn(y)‖ ≥ |φn(Tfn(y))| = |T ∗(φn · δy)(fn)| ≥ r. (2.11)

A�rmação 2.29. A série

∑∞
n=1 Tfn(y) é fra
amente in
ondi
ionalmente 
onvergente.

Seja (an)n∈N uma sequên
ia limitada em K. Observe que para todo n ∈ N temos

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

anfn

∥∥∥∥∥ ≤ max
1≤i≤n

|ai|.

Seja n ∈ N �xo. Usando a equação anterior obtemos

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

anTfn(y)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥T
(

n∑

i=1

anfn

)
(y)

∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥T
(

n∑

i=1

anfn

)∥∥∥∥∥

≤ ‖T‖

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

anfn

∥∥∥∥∥

≤ ‖T‖ max
1≤i≤n

|ai| ≤ ‖T‖ sup
n∈N

|an|.
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Como n ∈ N foi �xado arbitrariamente, temos

sup
n∈N

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

anTfn(y)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖T‖ sup
n∈N

|an|.

Do Lema 1.6 e a equação a
ima deduzimos a a�rmação.

Finalmente, a equação (2.11) impli
a que

inf{‖Tfn(y)‖ : n ∈ N} > 0 (2.12)

A equação (2.12), a A�rmação 2.29 e o Teorema 1.7 impli
am que o espaço X 
ontém

um subespaço isomorfo a c0, 
ontrariando nossa hipótese. Esta 
ontradição mostra que

Ω−1
r (y) deve ser �nito para todo y ∈ S.

Teorema 2.30. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor�. Seja X um

espaço de Bana
h não 
ontendo 
ópia c0. Se K é in�nito temos

C0(K) →֒ C0(S,X) =⇒ |K| ≤ |S|.

Prova. Seja T : C0(K) → C0(S,X) um isomor�smo. Provaremos que S deve ser in�-

nito. Suponhamos que S é �nito, digamos |S| = n. Não é difí
il ver que C0(S,X) ∼= Xn
.

Logo, C0(K) →֒ Xn
. Por outro lado, sendo K um espaço lo
almente 
ompa
to in�-

nito, o espaço C0(K) 
ontém uma 
ópia de c0. Portanto, c0 →֒ Xn
. Pelo Teorema 1.8


on
luímos que c0 →֒ X, 
ontradizendo nossa hipótese.

Seja r ∈ R tal que 0 < r < 1/‖T‖‖T−1‖. Se x ∈ K é dado, então pelo Lemma 2.9

segue que existe y ∈ S satisfazendo y ∈ Ωr(x). Da De�nição 2.27 temos x ∈ Ω−1
r (y), ou

seja

K ⊂
⋃

y∈S

Ω−1
r (y).

A Proposição 2.28 garante que Ω−1
r (y) é �nito para qualquer y ∈ S. Em 
onsequên
ia,

|K| ≤

∣∣∣∣∣∣

⋃

y∈S

Ω−1
r (y)

∣∣∣∣∣∣
≤ |S|,

já que S é in�nito.

Finalizamos esta seção 
om uma versão vetorial do teorema de Cengiz. Nosso resultado

generaliza o Teorema 2.4.

Teorema 2.31. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Então

C0(K,X) ∼ C0(S,X) =⇒ |K||S| < ℵ0 ou |K| = |S|.
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Prova. Suponhamos que |K||S| ≥ ℵ0 e que K é in�nito. Pelo Teorema 2.30 temos

|K| ≤ |S| pois C0(K) →֒ C0(S,X). Notemos que S também é in�nito. Como C0(S) →֒
C0(K,X), o Teorema 2.30 impli
a que |S| ≤ |K|. Portanto, |K| = |S|.

Observação 2.32. Não é possível remover a hipótese sobre o espaço de Bana
h X no

Teorema 2.31. Denotemos por N
∗
o 
ompa
ti�
ado de Alexandrov de N. Pelo Teorema

de Miljutin [41℄ temos

C([0, 1], C([0, 1])) ∼ C([0, 1]) ∼ C(N∗ × [0, 1]) ∼ C(N∗, C([0, 1])),

mas | [0, 1]| 6= |N∗|.

2.4 Isomor�smos 
om distorção menor que 3

O próximo resultado é uma generalização de [14, Teorema 2.1℄.

Teorema 2.33. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Seja T : C0(K) → C0(S,X) um isomor�smo 
om

‖T‖‖T−1‖ < 3, e α um ordinal. Temos

1. se S(α)
é �nito, então K(α)

é �nito.

2. se S(α)
é in�nito, então |K(α)| ≤ |S(α)|.

Prova. Podemos supor que ‖T−1‖ = 1 e ‖T‖ < 3. Seja 0 < δ < 1 tal que ‖T‖ < 3δ, e
de�namos

ε =
3δ − ‖T‖

2
.

Para x ∈ K dado, sejam Fx e Λx 
omo na prova do Teorema 2.19, isto é,

Fx = {f ∈ C0(K) : 0 ≤ f ≤ 1 e f(x) > δ}, e

Λx = {y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ εpara toda f ∈ Fx}.

Pela A�rmação 2.21 temos Λx ∩ S(α) 6= ∅, sempre que x ∈ K(α)
. Seja Λ: K ⇒ S a

multifunção dada por Λ(x) := Λx. Então se x ∈ K(α)
, existe y ∈ S(α)

tal que y ∈ Λx.

Assim,

K(α) ⊂
⋃

y∈S(α)

Λ−1(y). (2.13)

Como na prova da Proposição 2.28, pode ser mostrado que Λ−1(y) é �nito para todo

y ∈ S. Segue que se S(α)
é �nito, então K(α)

também é �nito. No 
aso em que S(α)
é

in�nito, da equação (2.13) deduzimos que

|K(α)| ≤

∣∣∣∣∣∣

⋃

y∈S(α)

Λ−1(y)

∣∣∣∣∣∣
≤ |S(α)|.

Isto 
ompleta a demonstração.
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Teorema 2.34. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Então para todo ordinal α temos

C0(K,X)
<3
∼ C0(S,X) =⇒ |K(α)||S(α)| < ℵ0 ou |K(α)| = |S(α)|.

Prova. Suponhamos que |K(α)||S(α)| ≥ ℵ0 e que K(α)
é in�nito. Observemos que

C0(S)
<3
→֒ C0(K,X) e pelo Teorema 2.33, segue que |S(α)| ≤ |K(α)|. Por outro lado,

C0(K)
<3
→֒ C0(S,X) e do Teorema 2.33, inferimos que S(α)

é in�nito. Logo, |K(α)| ≤
|S(α)| e assim, |K(α)| = |S(α)|.

Observação 2.35. A Observação 2.32 mostra que hipótese do espaço de Bana
h X
não 
onter 
ópia de c0 é essen
ial.





Capítulo 3

Isomor�smos entre reti
ulados de

Bana
h C0(K,X)

Lo
o (adjetivo): dí
ese de quien está afe
tado

de un alto nivel de independen
ia intele
tual.

Ambrose Bier
e

Um resultado que generaliza o teorema de Bana
h-Stone é o teorema de Kaplansky

que estabele
e que, dados dois 
ompa
tos Hausdor� K e S, se existe um isomor�smo

de ordem entre C(K) e C(S), então K e S são homeomorfos [36℄.

O teorema de Kaplansky motiva a seguinte questão.

Questão 3.1. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
ulado

de Bana
h. A existên
ia de um isomor�smo de ordem de C0(K,X) sobre C0(S,X)
impli
a que K e S são homeomorfos?

Esta questão em geral tem resposta negativa 
omo veremos em seguida. Dados dois

espaços topológi
os K e S, denotamos por K ⊕ S a soma topológi
a de K e S.

Observação 3.2. É 
onhe
ido que existem dois espaços métri
os 
ompa
tos não enu-

meráveis K e S não homeomorfos, tais que as somas topológi
as K ⊕ K e S ⊕ S são

homeomorfas [49℄. Se X = (R2, ‖ · ‖∞), temos os seguintes isomor�smos (isometrias) de

ordem:

C(K,X) ∼= C(K ⊕K) ∼= C(S ⊕ S) ∼= C(S,X).

Observação 3.3. Considere o reti
ulado de Bana
hX = l1. De�namos T : l1⊕∞l1 → l1
por

T ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Então T é um isomor�smo de ordem 
om ‖T‖‖T−1‖ = 2. Usando o isomor�smo de

ordem T , podemos 
onstruir um isomor�smo de ordem entre C(K,X) e C(S,X) 
om
distorção 2, onde K = {1, 2} e S = {1}. No entanto, K e S não são homeomorfos.

35
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Contudo, neste 
apítulo mostraremos que é possível obter uma resposta a�rmativa para

a Questão 3.1.

Lembremos que Geba e Semadeni provaram que se existe uma isometria T de C(K)
em C(S) satisfazendo Tf ≥ 0 se e somente se f ≥ 0, então K é imagem 
ontínua de

um sub
onjunto fe
hado de S [29℄.

Este resultado sugere a seguinte questão.

Questão 3.4. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
ulado

de Bana
h. Se existe um isomor�smo positivo de C0(K,X) em C0(S,X), então K é

imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S?

Como vemos no exemplo da Observação 3.3, a resposta desta questão é negativa em

geral. No entanto, daremos uma resposta a�rmativa quando o reti
ulado X é um AL-

espaço (veja De�nição 1.44).

Inpirados pelo teorema de Kaplansky e os resultados do Capítulo 1 temos a seguinte

questão.

Questão 3.5. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
ulado

de Bana
h. Quais relações topológi
as existem entre K e S, sob a existên
ia de um

isomor�smo positivo entre C0(K,X) e C0(S,X)?

Mostraremos que os resultados do Capítulo 1 podem ser melhorados quando 
onside-

rarmos isomor�smos positivos (ou de ordem). Todos os resultados que obteremos neste


apítulo são 
onseqüên
ia do estudo de isomor�smos positivos de C0(K) em C0(S,X),
para um reti
ulado de Bana
h X.

Organizamos este 
apítulo 
omo segue: na primeira seção estudamos isomor�smos

positivos entre reti
ulados C0(K,X) para um reti
ulado X. Na segunda e ter
eira se-

ção estudamos isomor�smos positivos entre reti
ulados C0(K,X), para um AL-espaço

X. Finalmente na última seção provaremos o teorema de Kaplansky para o reti
u-

lado C(K,X), quando K e X satisfazem 
ertas 
ondições topológi
as e geométri
as,

respe
tivamente.

3.1 Isomor�smos positivos entre reti
ulados C0(K,X)

O seguinte resultado é uma versão do Lema 2.10 para isomor�smos positivos.

Lema 3.6. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
ulado

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que T : C0(K) → C0(S,X) é um

isomor�smo positivo 
om ‖T−1‖ ≤ 1. Seja h ∈ C0(K) tal que 0 ≤ h ≤ 1 e �xemos

0 < r < 1. Se para algum ordinal α temos ‖h|K(α)‖ > r, então

⋂

h≤f≤1

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅.
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Prova. Provaremos o resultado por indução trans�nita sobre α. Seja α = 0 e tomemos

x ∈ K tal que h(x) > r. De�namos

A =
⋂

h≤f≤1

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r}.

A positividade de T impli
a que Tf ≥ Th, quando f ≥ h. Logo, Tf(y) ≥ Th(y) ≥ 0
para 
ada y ∈ S. Donde, ‖Tf(y)‖ ≥ ‖Th(y)‖ para qualquer y ∈ S. Em 
onsequên
ia

temos

A ⊃ {y ∈ S : ‖Th(y)‖ ≥ r} 6= ∅,

pois ‖Th‖ ≥ ‖h‖ ≥ h(x) > r. Portanto, A 6= ∅ e o resultado vale quando α = 0. O

resto da prova segue 
omo no Lema 2.10.

Antes de enun
iar nosso próximo resultado vamos �xar algumas notações. Sejam K
um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e x ∈ K. Sejam Ix um 
onjunto de indi
es e

{Ui}i∈Ix um sistema fundamental de vizinhanças abertas de x. Em Ix de�nimos i ≤ j, se
Uj ⊂ Ui. Observe que Ix munido 
om esta ordem é um 
onjunto par
ialmente ordenado.

Lembremos que M(K,X) denota o espaço das funções totalmente mensuráveis (veja

Capítulo 1).

Lema 3.7. Sejam K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e X e Y espaços de

Bana
h. Suponha que m : BK → L(X,Y ) é uma medida varia
ionalmente regular e de

semivariação limitada. Sejam x ∈ K, e ∈ SX e {Ui}i∈Ix um sistema fundamental de

vizinhanças abertas de x. Seja (fi)i∈Ix uma rede em M(K,X) tal que fi(K \ Ui) = 0,
‖fi‖ = 1 e fi(x) = e para todo i ∈ Ix. Então

lim
i∈Ix

∫

K
fi dm = m({x})(e).

Prova. Seja ε > 0 dado. Como m é varia
ionalmente regular, existe um sub
onjunto

aberto V de K 
om x ∈ V tal que ‖m‖(V \ {x}) < ε. Seja i0 ∈ Ix tal que x ∈ Ui0 ⊂ V .
Note que para i ∈ Ix temos

∫

K
fi dm =

∫

Ui

fi dm =

∫

Ui\{x}
fi dm+m({x})(e).

Logo, se i ≥ i0 temos

∥∥∥∥
∫

K
fi dm−m({x})(e)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

∫

Ui\{x}
fi dm

∥∥∥∥∥

≤ ‖m‖(Ui \ {x}) ≤ ‖m‖(V \ {x}) < ε.

Lema 3.8. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e x ∈ K dado. Então

existe um 
onjunto par
ialmente ordenado Ix, um sistema fundamental de vizinhanças

abertas {Ui}i∈Ix de x e uma rede {fi}i∈Ix em C0(K) satisfazendo as seguintes proprie-

dades
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1. 0 ≤ fi ≤ 1, fi(x) = 1 e fi(K \ Ui) = 0 para 
ada i ∈ Ix;

2. Uj ⊂ Ui e fj ≤ fi, sempre que i ≤ j;

3. se i1, . . . , in ∈ Ix, então existe i ∈ Ix tal que ik ≤ i para qualquer k = 1, . . . , n.

Prova. Seja {Vi}i∈I um sistema fundamental de vizinhanças abertas de x. Pelo Lema

de Urysohn para 
ada i ∈ I, existe hi ∈ C0(K) tal que 0 ≤ hi ≤ 1, ‖hi‖ = hi(x) = 1
e hi(K \ Vi) = 0. Seja Ix a 
oleção de todos os sub
onjuntos �nitos não vazios de I
junto 
om a ordem F1 ≤ F2 se F1 ⊂ F2. Para 
ada F ∈ Ix, de�na UF =

⋂
i∈F Ui

e fF (t) = mini∈F hi(t), se t ∈ K. Não é dí�
il ver que a 
oleção {UF }F∈Ix e a rede

(fF )F∈Ix satisfazem as 
ondições requeridas.

Notação 3.9. Seja K um espaço lo
almente 
ompa
to Hausdor� e �xemos x ∈ K.

Sejam {Ui}i∈Ix um sistema fundamental de vizinhanças abertas de x e (fi)i∈Ix uma

rede em C0(K). A notação {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x} será usada para indi
ar que as seguintes


ondições são satisfeitas:

1. Ix é um 
onjunto par
ialmente ordenado;

2. 0 ≤ fi ≤ 1, fi(x) = 1 e fi(K \ Ui) = 0 para qualquer i ∈ Ix;

3. Uj ⊂ Ui e fj ≤ fi, quando i ≤ j;

4. se i1, . . . , in ∈ Ix, então existe i ∈ Ix tal que ik ≤ i para 
ada k = 1, . . . , n.

O Lema 3.8 garante a existên
ia de tal sistema fundamental de vizinhanças.

Notação 3.10. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e T : C0(K) →
C0(S,X) um operador. A 
ada y ∈ S, asso
iamos o operador Ty : C0(K) → X dado por

Ty(f) = Tf(y), se f ∈ C0(K). A medida representante deste operador será denotada

também por Ty.

O próximo resultado é uma versão vetorial de [17, Lema, pág. 301℄.

Teorema 3.11. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
u-

lado de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que T : C0(K) → C0(S,X) é

um isomor�smo positivo 
om ‖T−1‖ ≤ 1. Fixemos 0 < r < 1 e x ∈ K. Sejam {Ui}i∈Ix
um sistema fundamental de vizinhanças abertas de x e (fi)i∈Ix uma rede em C0(K) tal
que {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}. Então

Λr(x) =
⋂

i∈Ix

Ki, (3.1)

onde

Λr(x) = {y ∈ S : ‖Ty({x})‖ ≥ r}, e

Ki = {y ∈ S : ‖Tfi(y)‖ ≥ r}.

Mais ainda, para 
ada ordinal α tal que K(α) 6= ∅ temos Λr(x) ∩ S
(α) 6= ∅, sempre que

x ∈ K(α)
.
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Prova. Como X não 
ontém 
ópia de c0, o Teorema 1.30 impli
a que a medida repre-

sentante do operador Ty : C0(K) → X toma seus valores em X e é regular. Pelo Lema

3.7 temos

lim
i∈Ix

Tfi(y) = Ty({x}). (3.2)

Seja y ∈
⋂

i∈Ix
Ki, então y ∈ Ki, isto é, ‖Tfi(y)‖ ≥ r para todo i ∈ Ix. De
orre da

equação (3.2) que ‖Ty({x})‖ ≥ r, ou seja y ∈ Λr(x). Re
ipro
amente suponhamos que

y ∈ Λr(x), isto é, ‖Ty({x})‖ ≥ r. Como T é um operador positivo, Ty também é um

operador positivo e sua medida representante é positiva, pelo Lema 1.43. Segue da

Proposição 1.36 que existe x∗ ∈ B+
X∗ tal que x∗(Ty({x})) ≥ r. Usando a equação (3.2)

temos

x∗(Ty({x})) = lim
i∈Ix

x∗(Tfi(y))

= lim
i∈Ix

T ∗(x∗ · δy)(fi)

= T ∗(x∗ · δy)({x}).

Pelo Teorema 1.18, a medida T ∗(x∗ · δy) é positiva. Es
revamos T ∗(x∗ · δy) = aδx + η,
onde a = T ∗(x∗ · δy)({x}) ≥ r e η ∈ C0(K)∗ é uma medida positiva tal que η({x}) = 0.
Se i ∈ Ix dado, então

T ∗(x∗ · δ)(fi) = afi(x) +

∫

K
fi dη ≥ a ≥ r,

e temos T ∗(x∗ · δy)(fi) = x∗(Tfi(y)). Logo,

‖Tfi(y)‖ ≥ x∗(Tfi(y)) ≥ r.

Assim, y ∈
⋂

i∈Ix
Ki.

Agora, seja α um ordinal tal que K(α) 6= ∅ e tome x ∈ K(α)
. Consideremos a 
oleção

D = {Ki ∩ S(α) : i ∈ Ix}. Vejamos que D tem a propriedade da interse
ção �nita.

Sejam i1, . . . , in ∈ Ix dados e h = min1≤k≤n fik . Então ‖h|K(α)‖ = h(x) = 1 > r. Pelo
Lema 3.6 segue que

n⋂

k=1

Ki ∩ S
(α) ⊃

⋂

h≤f≤1

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅.

A 
ompa
idade e a equação (3.1) impli
am que

Λr(x) ∩ S
(α) =

⋂

i∈Ix

(Ki ∩ S
(α)) =

⋂
D 6= ∅.

Teorema 3.12. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
u-

lado de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. A existên
ia de um isomor�smo positivo de

C0(K,X) em C0(S,X) impli
a que para qualquer ordinal α temos:
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1. se S(α)
é �nito, então K(α)

é �nito;

2. se S(α)
é in�nito, então |K(α)| ≤ |S(α)|.

Mais ainda, se K e S são 
ompa
tos Hausdor� 
om S disperso, então K é disperso e

ht(K) ≤ ht(S).

Prova. Como C0(K) é isomorfo a um subespaço de C0(K,X), é su�
iente 
onsiderar

um isomor�smo positivo T : C0(K) → C0(S,X). Sem perda de generalidade podemos

supor que ‖T−1‖ = 1. Sejam 0 < r < 1 �xo e Λr : K ⇒ S a multifunção de K em S
dada por

x ∈ K 7−→ Λr(x) = {y ∈ S : ‖Ty({x})‖ ≥ r}.

Pelo Teorema 3.11 segue que se x ∈ K e {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, então

Λr(x) =
⋂

i∈Ix

Ki, (3.3)

onde Ki = {y ∈ S : ‖Tfi(y)‖ ≥ r}. Também pelo Teorema 3.11 para 
ada ordinal α
tal que K(α) 6= ∅ temos Λr(x) ∩ S

(α) 6= ∅, quando x ∈ K(α)
, isto é,

K(α) ⊂
⋃

y∈S(α)

Λ−1
r (y). (3.4)

Vamos mostrar que para qualquer y ∈ S, o 
onjunto Λ−1
r (y) é �nito. Por absurdo,

suponhamos que existe y ∈ S tal que Λ−1
r (y) é in�nito. Pela 
ompa
idade lo
al de K,

existe uma sequên
ia de abertos disjuntos dois a dois {Un : n ∈ N} de K tal que

Un ∩ Λ−1
r (y) 6= ∅,

para todo n ∈ N. Seja xn ∈ Un ∩ Λ−1
r (y). Para 
ada n ∈ N, sejam {Un

i }i∈Ixn um

sistema fundamental de vizinhanças abertas de xn e {fni }i∈Ixn uma rede em C0(K) tal
que {Un

i , f
n
i }i∈Ixn ↔ {xn}. Tome in ∈ Ixn tal que Uin ⊂ Un. Já que xn ∈ Λ−1

r (y) temos

y ∈ Λr(xn) e de
orre da equação (3.3) que ‖Tfnin(y)‖ ≥ r. Assim,

inf{‖Tfnin(y)‖ : n ∈ N} > 0. (3.5)

Notemos que para todo n ∈ N temos fnin(K \ Un
in
) = 0 e ‖fnin‖ = 1. Como na prova

do Lema 2.10 pode ser mostrado que a sequên
ia (Tfnin(y))n∈N satisfaz a 
ondição 2

do Lema 1.6. Portanto, a série

∑∞
n=1 Tf

n
in
(y) é uma fra
amente in
ondi
ionalmente


onvergente. A equação (3.5) e o Teorema 1.7 impli
am que o espaço X 
ontém um

subespaço isomorfo a c0, 
ontrário a nossa hipótese. Logo, Λ−1
r (y) é �nito para todo

y ∈ S.
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Se S(α)
é �nito, a equação (3.4) impli
a que K(α)

é �nito. Se S(α)
é in�nito, então pela

equação (3.4) temos

|K(α)| ≤

∣∣∣∣∣∣

⋃

y∈S(α)

Λ−1
r (y)

∣∣∣∣∣∣
≤ |S(α)|.

Suponhamos agora que S é disperso e seja α um ordinal tal que S(α) = ∅. De
orre

novamente da equação (3.4) que K é disperso e ht(K) ≤ α. Assim, ht(K) ≤ ht(S).

3.2 Isomor�smos entre reti
ulados C0(K,X) para um AL-

espaço X.

Nesta seção estudamos isomor�smos positivos entre reti
ulados de Bana
h C0(K,X),
quando X é um AL-espaço.

Nosso próximo resultado é uma generalização vetorial de [17, Teorema, pág 301℄.

Teorema 3.13. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-

espaço. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo positivo, então para qualquer

ordinal α temos

|K(α)| ≤ ‖T‖‖T−1‖|S(α)|.

Prova. Basta 
onsiderar um isomor�smo positivo T : C0(K) → C0(S,X) 
om ‖T−1‖ =
1. Seja 0 < r < 1 �xado. Para 
ada x ∈ K, seja {Ui}i∈Ix um sistema fundamental

de vizinhanças abertas de x e (fi)i∈Ix uma rede em C0(K) tal que {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}.
Vamos 
onsiderar a multifunção Λr de�nida no Teorema 3.11, isto é,

x ∈ K 7−→ Λr(x) = {y ∈ S : ‖Ty({x})‖ ≥ r}.

Pelo Teorema 1.46, o espaço X não 
ontém um subespaço isomorfo a c0. Assim, pelo

Teorema 3.11 temos

Λr(x) =
⋂

i∈Ix

Ki,

onde Ki = {y ∈ S : ‖Tfi(y)‖ ≥ r}, e para qualquer ordinal α tal que K(α) 6= ∅ temos

Λr(x) ∩ S
(α) 6= ∅, quando x ∈ K(α)

. Logo,

K(α) ⊂
⋃

y∈S(α)

Λ−1
r (y). (3.6)

A�rmação 3.14. Para qualquer y ∈ S temos |Λ−1
r (y)| ≤ ‖T‖/r.
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Com efeito, dado y ∈ S, se x1, . . . , xn ∈ Λ−1
r (y), então ‖Ty({xi})‖ ≥ r para 
ada

i ∈ {1, . . . , n}. Pelo Lema 1.43, a medida Ty é positiva. Sendo X um AL-espaço, segue

da de�nição de semivariação que

‖T‖ ≥ ‖Ty‖ = ‖Ty‖(K)

≥ ‖Ty‖({x1, . . . , xn})

≥

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

Ty({xk})

∥∥∥∥∥

=

n∑

k=1

‖Ty({xk})‖ ≥ nr.

Isto mostra que n ≤ ‖T‖/r e assim, |Λ−1(y)| ≤ ‖T‖/r. Logo, da A�rmação 3.14 e da

equação (3.6) obtemos

|K(α)| ≤

∣∣∣∣∣∣

⋃

y∈S(α)

Λ−1
r (y)

∣∣∣∣∣∣
≤

‖T‖

r
|S(α)|.

Da arbitrariedade de r deduzimos que |K(α)| ≤ ‖T‖|S(α)|.

Observação 3.15. A hipótese de X ser um AL-espaço no Teorema 3.13 é essen
ial.

Considere o reti
ulado lp 
om 1 < p <∞. De�namos T : lp ⊕∞ lp → lp por

T ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Então T é um isomor�smo de ordem 
om ‖T‖‖T−1‖ = 21/p. Notemos que existe

um isomor�smo de ordem (isometria) entre C(K, lp) e lp ⊕∞ lp, e C(S, lp) e lp, onde
K = {1, 2} e S = {1}. No entanto, não vale que |K| ≤ ‖T‖‖T−1‖|S|.

Nosso próximo resultado é uma versão vetorial do teorema de Holszty«ski para opera-

dores positivos.

Teorema 3.16. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-

espaço. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo positivo 
om ‖T‖‖T−1‖ < 2,
então para qualquer ordinal α, K(α)

é imagem 
ontínua de um sub
onjunto de S(α)
. No


aso em que K é 
ompa
to tal sub
onjunto é fe
hado.

Prova. Provaremos o resultado para isomor�smos positivos de C0(K) em C0(S,X).
Seja T : C0(K) → C0(S,X) um isomor�smo positivo satisfazendo ‖T−1‖ = 1 e ‖T‖ < 2.
Seja r ∈ R tal que ‖T‖/2 < r < 1 e 
onsidere a multifunção Ψ: K ⇒ S de�nida por

Ψ(x) = {y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r para 
ada f ∈ Fx,}, onde

Fx = {f ∈ C0(K) : 0 ≤ f ≤ 1 e f(x) > δ.}

A�rmação 3.17. Dados x1, x2 ∈ K 
om x1 6= x2, temos Ψ(x1) ∩Ψ(x2) = ∅.
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Suponhamos que existe y ∈ Ψ(x1) ∩ Ψ(x2). Sejam U1 e U2 dois sub
onjuntos abertos

disjuntos de K 
ontendo x1 e x2, respe
tivamente. Pelo Lema de Urysohn existem

funções f1, f2 ∈ C0(K) 
om 0 ≤ fj ≤ 1, fj(K \ Uj) = 0 e fj(xj) = 1 para j = 1, 2.
Claramente fj ∈ Fxj

para j = 1, 2. Portanto, ‖Tf1(y)‖ ≥ r e ‖Tf2(y)‖ ≥ r. O fato de

X ser um AL-espaço junto 
om a positividade de T impli
am que

‖T (f1 + f2)(y)‖ = ‖Tf1(y) + Tf2(y)‖

= ‖Tf1(y)‖+ ‖Tf2(y)‖ ≥ 2r,

mas

‖T‖ ≥ ‖T (f1 + f2)‖

≥ ‖T (f1 + f2)(y)‖ ≥ 2r,

já que ‖f1 + f2‖ = 1. Isto 
ontradiz a es
olha de r.

A�rmação 3.18. Para qualquer ordinal α tal que K(α) 6= ∅ temos Ψ(x) ∩ S(α) 6= ∅,
sempre que x ∈ K(α)

.

Seja α um ordinal tal que K(α) 6= ∅ e tomemos x ∈ K(α)
. Para f ∈ Fx, seja

Ψf = {y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r}.

Provaremos que a 
oleção R = {Ψf ∩ S
(α) : f ∈ Fx} tem a propriedade de interse
ção

�nita. Se f1, . . . , fn ∈ Fx, seja h = min1≤j≤n fj. Então ‖h|K(α)‖ > r e segue do Lema

3.6 que

n⋂

j=1

Ψfj ∩ S
(α) ⊃

⋂

h≤f≤1

{y ∈ S : ‖Tf(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅.

Logo, pela 
ompa
idade temos

Ψ(x) ∩ S(α) =
⋂

f∈Fx

(Ψf ∩ S(α)) =
⋂

R 6= ∅.

Para 
ada ordinal α, sejam

Ψα =
⋃

x∈K(α)

Ψ(x) ∩ S(α)

e Ψ = Ψ0. De�namos ϕ : Ψ → K por ϕ(y) = x se e somente se y ∈ Ψ(x). Das

A�rmações 3.17 e 3.18, segue que ϕ é uma função sobrejetora. Notemos que se α, β são

ordinais 
om α < β vale que Ψβ ⊂ Ψα. A A�rmação 3.18 e a de�nição de ϕ impli
am

que ϕ(Ψα) = K(α)
. Portanto,

ϕ|Ψα : Ψα → K(α)

é uma função sobrejetora para todo ordinal α.
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A�rmação 3.19. A função ϕ é 
ontínua. Logo, para todo ordinal α, ϕ|Ψα : Ψα → K(α)

é uma função 
ontínua.

Seja (yγ)γ∈Γ uma rede em Ψ 
onvergindo para y ∈ Ψ e suponhamos que ϕ(yγ) = xγ 6→
ϕ(y) = x. Então existe uma vizinhança 
ompa
ta V ⊂ K 
om x ∈ V tal que para

qualquer γ ∈ Γ, existe γ′ ≥ γ satisfazendo xγ′ 6∈ V . Seja U1 ⊂ V um aberto de K 
om

x ∈ U1. Pelo Lema de Urysohn existe f1 ∈ C0(K) 
om 0 ≤ f1 ≤ 1, f1(K \ U1) = 0
e f1(x) = 1. Logo, f1 ∈ Fx e ‖Tf1(y)‖ ≥ r pois y ∈ Ψ(x). Seja h > 0 dado.

Então ‖Tf1(y)‖ > r − h, e a 
ontinuidade de Tf1 impli
a que existe γ0 ∈ Γ tal que

‖Tf(yγ)‖ > r − h para qualquer γ ≥ γ0. Seja γ1 ≥ γ0 tal que γ1 6∈ V e

‖Tf1(yγ1)‖ > r − h. (3.7)

Seja U2 um sub
onjunto aberto de K 
om xγ1 ∈ U2 e U2 ∩ V = ∅. Novamente pelo

Lema de Urysohn existe uma função f2 ∈ C0(K) 
om 0 ≤ f2 ≤ 1, f2(K \ U2) = 0 e

f2(x) = 1. Do fato que yγ1 ∈ Ψ(x1) deduzimos que

‖Tf2(yγ1)‖ ≥ r > r − h. (3.8)

Como X é um AL-espaço e T é um operador positivo, as equações (3.7) e (3.8) impli
am

que

‖Tf1(yγ1) + Tf2(yγ1)‖ = ‖Tf1(yγ1)‖+ ‖Tf2(yγ2)‖

> 2(r − h).

Note que ‖f1 + f2‖ = 1 e assim,

‖T (f1 + f2)(yγ1)‖ ≤ ‖T (f1 + f2)‖ ≤ ‖T‖.

Portanto, 2(r − h) < ‖T‖. A arbitrariedade de h > 0 impli
a que 2r ≤ ‖T‖, o qual é

impossível. Isto mostra que ϕ é de fato uma função 
ontínua.

Pra �nalizar a prova vamos mostrar que para 
ada K0 ⊂ K 
ompa
to vale que⋃
x∈K0

Ψ(x) é um sub
onjunto fe
hado de S. Logo, se K for 
ompa
to, então para


ada ordinal α, Ψα será um sub
onjunto fe
hado de S.

Se K0 = ∅, o resultado é evidente. Vamos supor que K0 6= ∅. Seja (yγ)γ∈Γ uma

rede em

⋃
x∈K0

Ψ(x) 
onvergindo a y ∈ S. Para 
ada γ ∈ Γ existe xγ ∈ K0 tal que

yγ ∈ Ψ(xγ). Pela 
ompa
idade de K0, podemos supor que a rede (xγ)γ∈Γ 
onverge a

x ∈ K0. A�rmamos que y ∈ Ψ(x). Se f ∈ Fx é dada, então f(x) > δ. Pela 
ontinuidade
de f existe γ0 ∈ Γ tal que f(xγ) > δ se γ ≥ γ0. Logo, f ∈ Fxγ para todo γ ≥ γ0.
Por hipótese yγ ∈ Ψ(xγ) e assim, ‖Tf(yγ)‖ ≥ r. A 
ontinuidade de Tf impli
a que

‖Tf(y)‖ ≥ r. Segue que y ∈ Ψ(x). Isto 
ompleta a prova.

Observação 3.20. O exemplo da Observação 3.3 mostra que 2 é a melhor limitação

possível no Teorema 3.16.
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3.3 O teorema de Amir-Cambern para reti
ulados C0(K,X)

Nesta seção estabele
eremos uma versão vetorial do teorema de Amir-Cambern para

reti
ulados C0(K,X), quando X é um AL-espaço. A primeira extensão vetorial deste

resultado foi obtida por Cambern em [9℄ para espaços C0(K,X), sendo X um espaço de

Hilbert de dimensão �nita. Mostraremos aqui 
omo adaptar as té
ni
as de [9℄ quando


onsiderarmos isomor�smos de ordem entre reti
ulados de Bana
h C0(K,X), sendo X
um AL-espaço.

A seguir enun
iamos o teorema prin
ipal desta seção.

Teorema 3.21. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um AL-

espaço. Se T : C0(K,X) → C0(S,X) é um isomor�smo de ordem 
om ‖T‖‖T−1‖ < 2,
então K e S são homeomorfos.

Provaremos este resultado através de uma sequên
ia de lemas. Começamos introdu-

zindo a notação que usaremos nesta seção. Primeiro vamos supor que ‖T−1‖ = 1 e

‖T‖ < 2. Sejam y ∈ S e e ∈ S+
X dados. Considere o operador Ty : C0(K,X) → X

de�nido por Ty(f) = Tf(y) e denotemos sua medida representante por Ty. Pelo Lema

1.43 a medida Ty é positiva. Pelo Teorema 1.46, o espaço X não 
ontém um subespaço

isomorfo a c0. Assim, os Teoremas 1.24 e 1.27 e a Proposição 1.28 impli
am que a

medida Ty toma valores em L(X) e é varia
ionalmente regular.

Sejam r um número real tal que ‖T‖/2 < r < 1 e x ∈ K dado. Sejam {Ui}i∈Ix um

sistema fundamental de vizinhanças abertas de x e (fi)i∈Ix uma rede em C0(K) tal que
{Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}. De�namos

Ωx = {y ∈ S : ‖Ty({x})(e)‖ ≥ r}, e (3.9)

Li = {y ∈ S : ‖T (fi · e)(y)‖ ≥ r}.

Lema 3.22. Para todo x ∈ K temos Ωx 6= ∅.

Prova. Seja T e : C0(K) → C0(S,X) o operador de�nido por T ef = T (f · e). Observe
que ‖(T e)−1‖ ≤ 1. Consideremos o operador T e

y : C0(K) → X dado por T e
y (f) = T ef(y)

para f ∈ C0(K). Denotemos por T e
y a medida representante de T e

y . Mostraremos que

T e
y ({x}) = Ty({x})(e). De fato pelo Lema 3.7 temos

T e
y ({x}) = lim

i∈Ix
T e
y (fi)

= lim
i∈Ix

T (fi · e)(y)

= lim
i∈Ix

∫

K
fi · e dTy = Ty({x})(e).

Segue das equações a
ima e da equação (3.9) que Ωx = {y ∈ S : ‖T e
y ({x})‖ ≥ r}. É


laro que Li = {y ∈ S : ‖T efi(y)‖ ≥ r}. Seguindo o esquema da prova do Teorema

3.11 obtemos

Ωx =
⋂

i∈Ix

Li, (3.10)
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e Ωx 6= ∅ para todo x ∈ K.

Observação 3.23. Pelo Lema 3.7 podemos es
rever

Ωx = {y ∈ S : ‖ lim
i∈Ix

T (fi · e)(y)‖ ≥ r}.

Portanto, pelo Lema 3.22 temos

{y ∈ S : ‖ lim
i∈Ix

T (fi · e)(y)‖ ≥ r} =
⋂

i∈Ix

{y ∈ S : ‖T (fi · e)(y)‖ ≥ r}.

Antes de 
ontinuar 
om o segundo lema introduziremos uma notação. Para x ∈ K
e e ∈ S+

X , de�namos T−1
x : C0(K,X) → X por T−1

x g = T−1g(x). Usaremos o mesmo

símbolo para o operador T−1
x e a medida representante dele. O Lema 1.43 impli
a que

T−1
x é uma medida positiva. Como X não 
ontém 
ópia de c0, a medida T−1

x toma seus

valores em L(X) e é varia
ionalmente regular pelos Teoremas 1.24 e 1.27 e a Proposição

1.28.

Similarmente para y ∈ S dado, sejam {Vj}j∈Jy um sistema fundamental de vizinhanças

abertas de y e (gj)j∈Jy uma rede em C0(S) tal que {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}. De�namos

também

∆y = {x ∈ K : ‖T−1
x ({y})(e)‖ ≥ r/‖T‖}, e (3.11)

Sj = {x ∈ K : ‖T−1(gj · e)(x)‖ ≥ r/‖T‖}.

Lema 3.24. Para 
ada y ∈ S temos ∆y 6= ∅.

Prova. Seja U : C0(S,X) → C0(K,X) o isomor�smo dado por U = ‖T‖T−1
. Note que

para 
ada j ∈ Jy temos

Sj = {x ∈ K : ‖U(gj · e)(x)‖ ≥ r}, e

∆y = {x ∈ K : ‖Ux({y})(e)‖ ≥ r},

onde Ux : C0(S,X) → X é dado por Uxg = Ug(x) para g ∈ C0(S,X). Seguindo passo

a passo a prova do Lema 3.22 
on
luímos que

∆y =
⋂

j∈Jy

Sj

e ∆y 6= ∅ para 
ada y ∈ S.

Observação 3.25. Analogamente 
omo na Observação 3.23 temos

{x ∈ K : ‖ lim
j∈Jy

U(gj · e)(x)‖ ≥ r} =
⋂

j∈Jy

{x ∈ K : ‖U(gj · e)(x)‖ ≥ r}.

Lema 3.26. Para todo x ∈ K, o 
onjunto Ωx é �nito.
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Prova. Suponhamos que {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x} e seja y ∈ Ωx dado. Sejam gy ∈ C0(S) tal
que 0 ≤ gy ≤ 1, gy(y) = ‖gy‖ = 1 e Gy = gy · e. Observe que Gy ≥ 0 e segue para

qualquer i ∈ Ix que

‖T (fi · e) +Gy‖ ≥ ‖T (fi · e)(y) +Gy(y)‖

= ‖T (fi · e)(y)‖ + ‖Gy(y)‖

≥ r + 1 > r + ‖T‖/2.

Assim, para 
ada i ∈ Ix temos

‖fi · e+ T−1(Gy)‖ > r/‖T‖+ 1/2 > 1. (3.12)

Para i ∈ Ix, seja Wi = {x′ ∈ K : fi(x
′) 6= 0}, então {Wi}i∈Ix é uma sistema funda-

mental de vizinhanças abertas de x já que Wi é aberto e Wi ⊂ Ui. Por outro lado,

‖T−1(Gy)‖ ≤ 1 e segue da equação (3.12) que para 
ada i ∈ Ix, existe xi ∈ Wi tal que

‖T−1(Gy)(xi)‖ ≥ δ, onde δ = r/‖T‖ − 1/2 > 0. Notemos que a rede (xi)i∈Ix 
onverge

a x. Pela 
ontinuidade de T−1(Gy) temos

‖T−1(Gy)(x)‖ ≥ δ. (3.13)

Esta última equação impli
a que o 
onjunto Ωx é de fato �nito. Com efeito, sejam

y1, . . . , ym ∈ Ωx dados e V1, . . . , Vm abertos dois a dois disjuntos tais que yk ∈ Vk
para k = 1, . . . ,m. Podemos es
olher as funções gy1 , . . . , gym ∈ C0(S) de modo que

0 ≤ gyk ≤ 1, gyk(yk) = 1 e gyk(S \ Vk) = 0. Se Gk = gyk · e, então do fato de X ser um

AL-espaço e da equação (3.13) deduzimos que

mδ ≤
m∑

k=1

‖T−1(Gk)(x)‖

=

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

T−1(Gk)(x)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥T
−1

(
m∑

k=1

Gk

)
(x)

∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥T
−1

(
m∑

k=1

Gk

)∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

Gk

∥∥∥∥∥ ≤ 1.

Logo, Ωx deve ser �nito.

Um argumento similar mostra o seguinte lema.

Lema 3.27. Para todo y ∈ S, o 
onjunto ∆y é �nito.

Observação 3.28. Observe que qualquer y ∈ S satisfazendo a relação

‖Ty({x})(e)‖ = ‖ lim
i∈Ix

T (fi · e)(y)‖ ≥ r,
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quando {Ui, fi} ↔ {x}, perten
e ao 
onjunto Ωx. Portanto,

sup
y′∈S

‖ lim
i∈Ix

T (fi · e)(y
′)‖

é atingido num ponto de Ωx. Isto segue do Lema 3.26. Analogamente, da �nitude do


onjunto ∆y (Lema 3.27) segue que

sup
x′∈K

‖ lim
j∈Jy

T−1(gj · e)(x
′)‖

é atingido num ponto de ∆y.

Lema 3.29. Seja x ∈ K dado e suponhamos que {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}. Seja y ∈ S
satisfazendo

sup
y′∈S

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · e)(y

′)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · e)(y)

∥∥∥∥ .

De�namos

u = lim
i∈Ix

T (fi · e)(y)/

∥∥∥∥ limi∈Ix
T (fi · e)(y)

∥∥∥∥ .

Se {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}, então para todo x′ ∈ K 
om x′ 6= x temos

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ ≤
1

2
.

Prova. Suponhamos que para algum x′ ∈ K 
om x′ 6= x temos

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ >
1

2
.

Seja c = limj∈Jy T
−1(gj · u)(x

′) e tome ψ ∈ SX∗
tal que 〈c, ψ〉 = ‖c‖. Es
revamos

(T−1)∗(ψ ·δx′) = φ ·δy+η, onde φ ∈ X∗
e η ∈ rcabv(K,X∗) satisfaz η({x}) = 0. Temos

‖c‖ = 〈c, ψ〉 = lim
j∈Jy

〈T−1(gj · u)(x
′), ψ〉

= lim
j∈Jy

(T−1)∗(ψ · δx′)(gj · u)

= lim
j∈Jy

∫

S
gj · u d(T

−1)∗(ψ · δx′)

= 〈u, φ〉.

Deduzimos que ‖φ‖ ≥ 〈u, φ〉 = ‖c‖ > 1/2 pois ‖u‖ = 1. Assim,

|η| = ‖(T−1)∗(ψ · δ)‖ − ‖φ‖ ≤ 1− ‖c‖ <
1

2
.
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Seja v = limi∈Ix T (fi · e)(y), então u‖v‖ = v e temos

lim
i∈Ix

〈T (fi · e)(y), φ〉 = 〈u‖v‖, φ〉 = ‖v‖‖c‖.

Como 1− ‖c‖ < ‖c‖, podemos es
olher ε > 0 tal que

(‖v‖ + ε)(1 − ‖c‖) < (‖v‖ − ε)‖c‖. (3.14)

Seja Ωx = {y, y1, . . . , yq}, então a medida η pode ser es
rita da seguinte maneira

η =

q∑

k=1

φk · δyk +m,

onde φk ∈ X∗
e m ∈ rcabv(K,X∗), satisfaz m({y}) = m({yk}) = 0 para 
ada k =

1, . . . , q. Pela es
olha de ε, existe i1 ∈ Ix tal que se i ≥ i1 temos

|〈T (fi · e)(y), φ〉| > (‖v‖ − ε)‖c‖ (3.15)

e

|〈T (fi · e)(yk), φk〉| < (‖v‖ + ε)‖c‖. (3.16)

Observe que |m|(Ωx) = 0. Logo, pela regularidade de m existe um sub
onjunto 
om-

pa
to K0 de S \Ωx tal que

|m|(S \K0) ≤ (‖v‖ + ε− r)|m|/2. (3.17)

Por outro lado, a equação (3.10) e o fato que K0 ∩ Ωx = ∅ impli
am que

⋂

i∈Ix

(K0 ∩ Li) = ∅.

Da 
ompa
idade de K0, temos que existem i′1, . . . , i
′
p ∈ Ix tais que

K0 ∩ Li′1
∩ · · · ∩ Li′p = ∅.

Seja i2 ∈ Ix tal que i2 ≥ i′s para todo s = 1, . . . , p. Então fi2 ≤ fi′s , quando s = 1, . . . , p.
Segue da positividade de T que

Li2 ⊂ Li′1
∩ · · · ∩ Li′p .

Assim, K0 ∩ Li = ∅ para qualquer i ≥ i2, isto é,

‖T (fi · e)(y
′)‖ ≤ r para todo y′ ∈ K0. (3.18)



50CAPÍTULO 3. ISOMORFISMOS ENTRE RETICULADOS DE BANACH C0(K,X)

Agora, se i0 ∈ Ix é tal que i0 ≥ i1, i0 ≥ i2 e x′ 6∈ Ui0 vale que x′ 6∈ Ui, para qualquer

i ≥ i0. Logo, se i ≥ i0 temos

0 =

∫

K
fi · e d(ψ · δx′) =

∫

S
T (fi · e) d(T

−1)∗(ψ · δx′)

=

∫

S
T (fi · e) d(φ · δy) +

q∑

k=1

∫

S
T (fi · e) d(φK · δyk)

+

∫

K0

T (fi · e) dm+

∫

S\K0

T (fi · e) dm

= 〈T (fi · e)(y), φ〉 +

q∑

k=1

〈T (fi · e)(yk), φk〉

+

∫

S\K0

T (fi · e) dm+

∫

K0

T (fi · e) dm.

Para i ≥ i0 a equação (3.15) mostra que o módulo da primeira expressão da última

igualdade é maior do que (‖v‖ − ε)‖c‖. Por outro lado, das equações (3.16), (3.17) e

(3.18), deduzimos que as expressões restantes são menores ou iguais do que

(‖v‖ + ε)

q∑

k=1

‖φk‖+ (‖v‖+ε− r)|m|+ r|m|

= (‖v‖ + ε)|η| ≤ (‖v‖ + ε)(1 − ‖c‖),

o que 
ontradiz a equação (3.14). Isto 
ompleta a prova do teorema.

Lema 3.30. Sejam x ∈ K dado e y ∈ S satisfazendo a hipótese do Lema 3.29. Seja

u ∈ S+
X de�nido 
omo no Lema 3.29. Então

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x)

∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
.

Prova. Pelo Lema 3.24 existe x0 ∈ K tal que

‖T−1
x0

({y})(u)‖ =

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x0)

∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
.

O Lema 3.29 impli
a que x0 = x.

Lema 3.31. Seja y ∈ S dado e suponhamos que {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}. Seja x ∈ K tal

que

sup
x′∈K

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · e)(x

′)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · e)(x)

∥∥∥∥ .
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De�namos

b = lim
j∈Jy

T−1(gj · e)(x)/

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · e)(x)

∥∥∥∥ .

Se {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, então para qualquer y′ ∈ S 
om y′ 6= y temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ≤
‖T‖

2
.

Prova. Para o isomor�smo U : C0(S,X) → C0(K,X) dado por U = ‖T‖T−1
temos

sup
x′∈K

∥∥∥∥ limj∈Jy
U(gj · e)(x

′)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ limj∈Jy
U(gj · e)(x)

∥∥∥∥ ,

e

b = lim
j∈Jy

U(gj · e)(x)/

∥∥∥∥ limj∈Jy
U(gj · e)(x)

∥∥∥∥ .

Pelo Lema 3.29 se {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, então dado y′ ∈ S 
om y′ 6= y temos

∥∥∥∥limi∈Ix
U−1(fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ≤
1

2
.

Isto 
ompleta a prova já que U−1 = T/‖T‖.

Dos Lemas 3.22 e 3.31 obtemos:

Lema 3.32. Sejam y ∈ S dado e x ∈ K satisfazendo a hipótese do Lema 3.31. Seja

b ∈ S+
X de�nido 
omo no Lema 3.31. Então

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y)

∥∥∥∥ ≥ r.

Lema 3.33. Sejam x ∈ K dado e y ∈ S satisfazendo a hipótese do Lema 3.29. Seja

u ∈ S+
X 
omo no Lema 3.29 e de�namos

b = lim
j∈Jy

T−1(gj · u)(x)/

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x)

∥∥∥∥ .

Se {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, então ‖ limi∈Ix T (fi · e)(y)‖ ≥ r e para qualquer y′ ∈ S 
om

y′ 6= y temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ≤
‖T‖

2
.



52CAPÍTULO 3. ISOMORFISMOS ENTRE RETICULADOS DE BANACH C0(K,X)

Prova. Os Lemas 3.29 e 3.30 impli
am que x ∈ K é o úni
o ponto tal que a função

x′ ∈ K 7−→

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ ,

atinge seu máximo. A 
on
lusão segue dos Lemas 3.31 e 3.32 substituindo e por u.

Lema 3.34. Seja y ∈ S dado e x ∈ K satisfazendo a hipótese do Lema 3.31. Seja

b ∈ S+
X de�nido 
omo no Lema 3.31. De�namos

u = lim
i∈Ix

T (fi · b)(y)/

∥∥∥∥ limi∈Ix
T (fi · b)(y)

∥∥∥∥ .

Se {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}, então ‖ limj∈Jy T
−1(gj ·u)(x)‖ ≥ r/‖T‖ e para todo x′ ∈ K 
om

x′ 6= x temos

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ ≤
1

2
.

Prova. Pelos Lemas 3.31 e 3.32, o ponto y ∈ S é o úni
o ponto onde a função

y′ ∈ S 7−→

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ,

atinge seu máximo. O resultado segue dos Lemas 3.29 e 3.30.

Observação 3.35. Resumindo dado x ∈ K, pelos Lemas 3.29 e 3.30 existe y ∈ S tal

que se {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}, então

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x)

∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
, (3.19)

e

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ ≤
1

2
para qualquer x′ ∈ K \ {x}, (3.20)

onde u ∈ S+
X é de�nido 
omo no Lema 3.29. Mais ainda, pelo Lema 3.33 segue que se

{Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y)

∥∥∥∥ ≥ r, (3.21)

e

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ≤
‖T‖

2
para todo y′ ∈ S \ {y}, (3.22)

onde b ∈ S+
X é dado 
omo no Lema 3.33.



3.3. O TEOREMA DE AMIR-CAMBERN PARA RETICULADOS C0(K,X) 53

Seja T0 o 
onjunto de todos os elementos y ∈ S satisfazendo as equações (3.21) e (3.22)

para algum x ∈ K. De�namos ρ : T0 → K por ρ(y) = x se e somente se x e y estão

rela
ionados por (3.21) e (3.22).

Lema 3.36. ρ é uma função sobrejetora de T0 em K.

Prova. Caso 
ontrário, existiriam x1, x2 ∈ K 
om x1 6= x2 e b1, b2 ∈ S+
X tais que

∥∥∥∥ lim
i∈Ix1

T (f1i · b1)(y)

∥∥∥∥ ≥ r, e

∥∥∥∥ lim
i∈Ix2

T (f2i · b2)(y)

∥∥∥∥ ≥ r,

onde {U1
i , f

1
i }i∈Ix1 ↔ {x1} e {U2

i , f
2
i }i∈Ix2 ↔ {x2}. Pelo Lema 3.7 e as equações a
ima

temos

‖Ty({x1})(b1)‖ =

∥∥∥∥ lim
i∈Ix1

T (f1i · b1)(y)

∥∥∥∥ ≥ r, e

‖Ty({x2})(b2)‖ =

∥∥∥∥ lim
i∈Ix2

T (f2i · b2)(y)

∥∥∥∥ ≥ r.

A positividade da medida Ty e o fato de que X é um AL-espaço impli
am que

‖Ty({x1})(b1) + Ty({x2})(b2)‖ = ‖Ty({x1})(b1)‖+ ‖Ty({x2})(b2)‖.

Logo, da de�nição de semivariação segue que

2r ≤ ‖Ty({x1})(b1) + Ty({x2})(b2)‖

≤ ‖Ty‖({x1, x2})

≤ ‖Ty‖(K) = ‖Ty‖ ≤ ‖T‖,

que é absurdo pela es
olha de r. Portanto, ρ está bem de�nida. A sobrejetividade de ρ
é 
onsequên
ia da Observação 3.35.

Observação 3.37. Se y ∈ S é dado os Lemas 3.31 e 3.32 impli
am que existe x ∈ K
tal que quando {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x} temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y)

∥∥∥∥ ≥ r, (3.23)

e

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y

′)

∥∥∥∥ ≤
‖T‖

2
para todo y′ ∈ S \ {y}, (3.24)
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onde b ∈ S+
X é dado 
omo no Lema 3.31. Além disso, se u ∈ S+

X é de�nido 
omo no

Lema 3.34 temos

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x)

∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
, (3.25)

e

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u)(x

′)

∥∥∥∥ ≤
1

2
para qualquer x′ ∈ K \ {x}, (3.26)

sempre que {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}.

Seja L0 o 
onjunto dos elementos x ∈ K tais que as equações (3.25) e (3.26) são

satisfeitas para algum y ∈ S e de�na τ : L0 → S por τ(x) = y se e somente se y e x
estão rela
ionados por (3.25) e (3.26). De forma análoga à prova do Lema 3.36 pode

ser mostrado que τ é uma função sobrejetora.

Lema 3.38. Se y ∈ S e τ(x) = y, então y ∈ T0 e ρ(y) = x.

Prova. Suponhamos que τ(x) = y, mas y 6∈ T0 ou y ∈ T0 e ρ(y) 6= x. Em ambos 
asos

a sobrejetividade de ρ impli
a que existe y′ ∈ T0 
om y′ 6= y tal que ρ(y′) = x. Isto

signi�
a que se {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, para algum b1 ∈ S+
X temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b1)(y

′)

∥∥∥∥ ≥ r,

e

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b1)(y

′′)

∥∥∥∥ ≤
‖T‖

2
para todo y′′ ∈ S \ {y′}.

Logo, a função

t ∈ S 7−→

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b1)(t)

∥∥∥∥ ,

atinge seu máximo em y′. Pelo Lema 3.30 existe u2 ∈ S+
X tal que se {V ′

j , g
′
j}j∈Jy′ ↔ {y′},

então

‖T−1
x ({y′})(u2)‖ =

∥∥∥∥∥ lim
j∈Jy′

T−1(g′j · u2)(x)

∥∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
.

Por outro lado, a de�nição de τ e o fato τ(x) = y impli
am que existe u1 ∈ S+
X

satisfazendo

‖T−1
x ({y})(u1)‖ =

∥∥∥∥ limj∈Jy
T−1(gj · u1)(x)

∥∥∥∥ ≥
r

‖T‖
,
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quando {Vj , gj}j∈Jy ↔ {y}. Como X é um AL-espaço, da positividade da medida T−1
x

deduzimos que

2r

‖T‖
≤ ‖T−1

x ({y})(u1)‖+ ‖T−1
x ({y′})(u2)‖

= ‖T−1
x ({y})(u1) + T−1

x ({y′})(u2)‖

≤ ‖T−1
x ‖({x1, x2})

≤ ‖T−1
x ‖(K) = ‖T−1

x ‖ ≤ ‖T−1‖ = 1.

Isto 
ontradiz a es
olha de r. Portanto, y ∈ T0 e ρ(y) = x.

Um argumento similar ao anterior prova o seguinte resultado.

Lema 3.39. Se x ∈ K e ρ(y) = x, então x ∈ L0 e τ(x) = y.

Como 
onsequên
ia dos Lemas 3.38 e 3.39, temos T0 = S e L0 = K. Portanto, ρ e τ
são funções de S em K e de K em S, respe
tivamente. Também segue dos Lemas 3.38

e 3.39 que ρ = τ−1
.

Lema 3.40. ρ : S → K é um homeomor�smo.

Prova. Seja (yγ)γ∈Γ uma rede em S 
onvergindo a y ∈ S. Sejam ρ(yγ) = xγ e ρ(y) = x
e suponhamos que a rede (xγ)γ∈Γ não 
onverge a x. Então existe uma vizinhança


ompa
ta V de x tal que se γ ∈ Γ temos xγ′ 6∈ V , para algum γ′ ≥ γ. Seja V1 ⊂ V um

aberto 
ontendo x. Como ρ(y) = x segue que se {Ui, fi}i∈Ix ↔ {x}, temos

∥∥∥∥limi∈Ix
T (fi · b)(y)

∥∥∥∥ ≥ r,

para algum b ∈ S+
X . Se h > 0, então existe i0 ∈ Ix tal que para i ≥ i0 vale que

‖T (fi · b)(y)‖ > r − h.

Seja i1 ≥ i0 tal que Ui1 ⊂ V1, então

‖T (fi1 · b)(y)‖ > r − h.

Pela 
ontinuidade de T (fi1 · b), existe γ0 ∈ Γ tal que quando γ ≥ γ0 temos

‖T (fi1 · b)(yγ)‖ > r − h.

Seja γ1 ≥ γ0 tal que xγ1 6∈ V , então

‖T (fi1 · b)(yγ1)‖ > r − h. (3.27)
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Seja V2 ⊂ K aberto tal que xγ1 ∈ V2 e V2 ∩ V = ∅. O fato que ρ(yγ1) = xγ1 impli
a que

se {U1
i′ , f

1
i′}i′∈Ixγ1 ↔ {xγ1}, então

∥∥∥∥∥ lim
i′∈Ixγ1

T (f1i′ · b1)(yγ1)

∥∥∥∥∥ ≥ r,

para algum b1 ∈ S+
X . Seja i

′
0 ∈ Ixγ1

tal que se i′ ≥ i′0 vale que

‖T (f1i′ · b1)(yγ1)‖ > r − h.

Finalmente seja i′1 ≥ i′0 tal que U1
i′1
⊂ V2, então

‖T (f1i′1
· b1)(yγ1)‖ > r − h. (3.28)

Observemos que 0 ≤ fi1 ≤ 1, ‖fi1‖ = fi1(x) = 1 e fi1(K \ Ui1) = 0 e 0 ≤ f1i′1
≤ 1,

‖f1i′1
‖ = f1i′1

(xγ1) = 1 e f1i′1
(K \ U1

i′1
) = 0. e portanto, ‖fi1 · b+ f1i′1

· b1‖ = 1. As equações

(3.27) e (3.28) junto 
om a positividade de T e o fato de X ser um AL-espaço impli
am

que

2(r − h) < ‖T (fi1 · b)(yγ1)‖+ ‖T (f1i′1
· b1)(yγ1)‖

= ‖T (fi1 · b)(yγ1) + T (f1i′1
· b1)(yγ1)‖

= ‖T (fi1 · b+ f1i′1
· b1)(yγ1)‖

≤ ‖T (fi1 · b+ f1i′1
· b1)‖ ≤ ‖T‖.

Logo, 2(r− h) < ‖T‖. Da arbitrariedade de h > 0, inferimos que 2r ≤ ‖T‖, 
ontrário à

es
olha de r. Con
luímos que ρ é uma função 
ontínua. De maneira análoga pode ser

provado que τ é 
ontínua. Isto 
ompleta a prova.

3.4 Uma versão vetorial do teorema de Kaplansky

O 
lássi
o teorema de Kaplansky estabele
e que o reti
ulado de Bana
h C(K) 
ara
te-
riza a topologia do espaço K [36℄. No entanto, 
omo mostramos na Observação 3.2 este

teorema não é válido em geral para o reti
ulado C(K,X). Nesta seção mostraremos que

para uma 
lasse de espaços 
ompa
tos K e uma 
lasse de reti
ulados X, o reti
ulado

de Bana
h C(K,X) 
ara
teriza a topologia de K.

O próximo lema é uma versão do Lema 3.6 para operadores positivos de�nidos em

C0(K,X). Por esta razão não in
luímos a prova dele aqui.

Lema 3.41. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço

de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Seja T : C0(K,X) → C0(S,X) um isomor�smo

positivo 
om ‖T−1‖ ≤ 1. Seja h ∈ C0(K,X) 
om h ≥ 0 e ‖h‖ ≤ 1. Fixemos 0 < r < 1.
Se α é um ordinal tal que ‖h|K(α)‖ > r, então

⋂

h≤g, ‖g‖≤1

{y ∈ S : ‖Tg(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅.
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Lema 3.42. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um espaço de

Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Seja T : C0(K,X) → C0(S,X) um homomor�smo

de reti
ulados injetor 
om ‖T−1‖ ≤ 1. Fixemos 0 < r < 1. Se g ∈ C0(K,X) e

‖g‖ = ‖g|K(α)‖ para algum ordinal α, então

‖Tg|S(α)‖ ≥ r‖g‖.

Prova. Seja h = |g| = g ∨ (−g) e suponhamos sem perda de generalidade que ‖g‖ =
‖g|K(α)‖ = 1. Notemos que ‖g‖ = ‖h|K(α)‖ = 1 > r. Pelo Lema 3.41 existe y ∈ S(α)

tal

que

‖Th(y)‖ ≥ r.

Sendo T é um homomor�smo de reti
ulados, temos

Th = T (g ∨ (−g)) = Tg ∨ (−Tg) = |Tg|.

Assim, Th(y) = |Tg|(y) = |Tg(y)| e 
omo ‖ |Tg(y)| ‖ = ‖Tg(y)‖, deduzimos que

‖Tg|S(α)‖ ≥ r.

Nosso próximo resultado é uma versão vetorial de [30, Lema 3.2℄. Lembremos que para

um espaço topológi
o S, PS denota o kernel de S (veja De�nição 1.64).

Lema 3.43. Sejam K e S espaços lo
almente 
ompa
tos Hausdor� e X um reti
u-

lado de Bana
h não 
ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que T : C0(K,X) → C0(S,X)
é um isomor�smo de ordem. Então existe um homomor�smo de reti
ulados injetor

T̂ : C0(S \ PS,X) → C0(K \ PK,X).

Prova. Seja ψ : C0(S \ PS,X) → C0(S,X) o operador de�nido por

ψ(f)(y) =

{
f(y), se y ∈ S \ PS

0, se y ∈ PS,

para todo f ∈ C0(S \ PS,X). Não é difí
il ver que ψ está bem de�nida. Mais ainda,

ψ é uma isometria tal que ψ(f ∨ g) = ψ(f) ∨ ψ(g) para 
ada f, g ∈ C0(S \ PS,X).
Podemos supor que ‖T−1‖ = 1. Fixemos r ∈ (0, 1) e seja f ∈ C0(S \PS,X) 
om f 6= 0.
Consideremos a função

g =
T−1(ψ(f))

‖T−1(ψ(f))‖
.

Provaremos que ‖g|PK‖ < 1. Senão, temos ‖g|PK‖ ≥ 1 e portanto, ‖g|K(α)‖ = 1 para

qualquer ordinal α. Pelo Lema 3.41 temos

{y ∈ S : ‖Tg(y)‖ ≥ r} ∩ S(α) 6= ∅,

para todo ordinal α. Pela 
ompa
idade temos {y ∈ S : ‖Tg(y)‖ ≥ r} ∩ PS 6= ∅, ou
seja, ‖Tg(y)‖ ≥ r, para algum y ∈ PS mas isto é impossível já que Tg(y) = 0 para
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qualquer y ∈ PS. Logo, ‖g|PK‖ < 1 e 
omo 1 = ‖g‖ = max{‖g|PK‖, ‖g|K\PK‖},

on
luímos que ‖g|K\PK‖ = 1. Portanto, se R : C0(K,X) → C0(K \ PK,X) denota

o operador restrição temos ‖Rg‖ = 1, isto é, ‖R(T−1(ψ(f)))‖ = ‖T−1(ψ(f))‖. Seja

T̂ : C0(S \ PS,X) → C0(K \ PK,X) de�nida por T̂ (f) = (R ◦ T−1 ◦ ψ)(f). É 
laro

que se f, g ∈ C0(S \PS,X), então T̂ (f ∨ g) = T̂ (f)∨ T̂ (g). Notemos também que para


ada f ∈ C0(S \ PS,X) temos

1

‖T‖
‖f‖ ≤ ‖T̂ (f)‖ ≤ ‖f‖.

Assim, T̂ é um isomor�smo.

Finalmente provaremos o resultado prin
ipal desta seção.

Teorema 3.44. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um reti
ulado de Bana
h não


ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que para todo n ∈ N, não existe um homomor�smo

de reti
ulados injetor de Xn+1
em Xn

. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. C(K,X) é ordem isomorfo a C(S,X);

2. os espaços K e S são homeomorfos.

Prova. Sejam K e S intervalos de ordinais e T : C(K,X) → C(S,X) um isomor�smo

de ordem. Se K e S são �nitos, digamos K = {1, . . . , n} e S = {1, . . . ,m}, temos

C(K,X) ∼= Xn
e C(S,X) ∼= Xm

, onde as isometrias são isomor�smos de ordem. A

hipótese sobre o espaço X impli
a que m = n e portanto, K e S são homeomorfos.

Suponhamos que K e S são intervalos de ordinais in�nitos e que ‖T−1‖ = 1. Pelo

Corolário 1.60, K e S são dispersos. Usando o Teorema 3.12 duas vezes, obtemos

ht(K) = ht(S). Por outro lado, pelo Teorema 1.55 podemos supor que K = [0, ωαn] e
S = [0, ωβm], onde α, β são ordinais e m,n são ordinais �nitos. Pela Observação 1.63

temos ht(K) = α+ 1 e ht(S) = β + 1, e inferimos que α = β.
Vamos mostrar agora que m = n. Fixemos 0 < r < 1 e suponhamos que m < n.
Pelo Teorema 1.59 temos K(α) = {ωα, . . . , ωαn}. Seja K0 = {ωα, . . . , ωα(m + 1)}.
Tomemos uma sequên
ia {U1, . . . , Um+1} de sub
onjuntos abertos de K disjuntos tais

que ωαj ∈ Uj para 
ada 1 ≤ j ≤ m+ 1. Pelo Lema de Urysohn dado 1 ≤ j ≤ m+ 1,
existe hj ∈ C(K) 
om 0 ≤ hj ≤ 1, hj(K \ Uj) = 0 e hj(ω

αj) = 1. De�namos

L : C(K0,X) → C(K,X) por

L(f)(x) =
m+1∑

i=1

hi(x)f(ω
αi),

onde f ∈ C(K0,X). Notemos que L é uma isometria tal que L(f ∨ g) = L(f) ∨ L(g)
para todo f, g ∈ C(K0,X). Seja R : C(S,X) → C(S(α),X) o operador restrição. Se

f ∈ C(K0,X), temos ‖f‖ = ‖L(f)‖ = ‖L(f)|K(α)‖. Do Lema 3.42 segue que

‖R ◦ T ◦ L(f)‖ ≥ r‖f‖.
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Assim, R ◦T ◦L é um homomor�smo de reti
ulados injetor de Xm+1
em Xm

, 
ontrário

à nossa hipótese. Analogamente n < m é impossível. Logo, m = n e isto 
ompleta a

prova do teorema.

Observação 3.45. É 
laro que qualquer reti
ulado de Bana
h de dimensão �nita satis-

faz as hipóteses do Teorema 3.44. De fato, existem 2ℵ0
reti
ulados de Bana
h separáveis

mutuamente não isomorfos satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.44. Vamos mostrar

aqui a 
onstrução destes espaços.

Seja (pn)n∈N uma sequên
ia em [2,∞) estritamente de
res
ente. Fixemos a > 0 e

p ∈ R no intervalo (1, limn→∞ pn]. Denotemos por [x] o maior inteiro menor ou igual a

x. O teorema prin
ipal de [10℄ (veja também [28℄) estabele
e que existe uma sequên
ia

(kn)n∈N tal que o reti
ulado uniformemente 
onvexo

Xa =

(
∞∑

n=1

l[akn]pn

)

p

satisfaz as hipóteses do Teorema 3.44. Mais ainda, a família (Xa)a>0 tem a propriedade

de que se 0 < b < a, então Xa
não é isomorfo a um subespaço de Xb

.

Teorema 3.46. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um espaço de Bana
h não


ontendo 
ópia de c0. Suponhamos que para todo n ∈ N, não existe um homomor�smo

de reti
ulados injetor de Xn+1
em Xn

. Seja L um espaço 
ompa
to Hausdor� perfeito.

As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. C(K ⊕ L,X) é ordem isomorfo a C(S ⊕ L,X);

2. K e S são homeomorfos.

Prova. Seja T : C(K ⊕ L,X) → C(S ⊕ L,X) um isomor�smo de ordem. Notemos

que P (K ⊕ L) = L e P (S ⊕ L) = L, já que K e S são dispersos pelo Corolá-

rio 1.60. Assim, pelo Lema 3.43, existem homomor�smos de reti
ulados (injetores)

T1 : C(K,X) → C(S,X) e T2 : C(S,X) → C(K,X). Se K e S são intervalos de ordi-

nais �nitos, o resultado é imediato. Caso 
ontrário, pelo Teorema 1.55 podemos supor

que K = [0, ωαn] e S = [0, ωβm], para alguns ordinais α, β, m e n, onde m,n são

ordinais �nitos. Segue, apli
ando o Teorema 3.12 duas vezes, que ht(K) = ht(S) e

pela Observação 1.63, temos α + 1 = ht(K) = ht(S) = β + 1. Logo, α = β. Por �m,

pro
edendo 
omo na prova do Teorema 3.44, 
on
luímos que m = n. Isto 
ompleta a

prova do teorema.
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