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Resumo

Para um espago localmente compacto Hausdorff K e um espaco de Banach X, seja
Co(K,X) o espago de Banach das fungoes continuas de K em X que se anulam no
infinito, munido da norma do supremo.

Seja T' um isomorfismo de Cy(K, X) num subespago de Cy(S, X) e definamos

AMX) = inf{max{||z + \y|| : |\ =1} : z,y € Sx}.

Nesta tese generalizamos alguns resultados de Jarosz, Cengiz e Gordon (ver [16, 30, 33]).
Em particular, mostraremos que:

1. Se ||T||[|T71|| < AM(X), entdo K é imagem continua de um subconjunto de S.

2. Se ||T|IT Y| < %, entdo para todo ordinal o, K(® ¢ imagem continua de

um subconjunto de S(@. Se K é compacto, tal subconjunto é fechado.

3. Se X ndo contém um subespaco isomorfo a cg e T é sobrejetor com ||T|||| T~ < 3,
entdo |K(®]|S@)] < Ry ou |[K(®)| = |S®]| para qualquer ordinal a.

4. Se X nao contém um subespaco isomorfo a c¢g e T' é sobrejetor, entao |K||S| < Ng
ou |K|=15].

Para um reticulado de Banach X, o espago Cy(K, X) admite uma estrutura natural
de reticulado de Banach. Motivados por alguns resultados de Cengiz e Kaplansky (ver
[17, 36]), estudamos isomorfismos positivos entre reticulados Cy(K, X).

Para um isomorfismo positivo T de Cy(K, X) num subespago de Cy(S, X), sendo X &
um AL-espaco, estabeleceremos que:

1. Para qualquer ordinal o temos | K| < ||T|||T~1||S()].

2. Se |T|IT~!| < 2, entdo para qualquer ordinal o, K(®) ¢ imagem continua de um
subconjunto de S,

3. Se T & sobrejetor e preserva a ordem, isto é, T'f > 0 se e somente se f > 0, e
ITIT~Y < 2, entdao K e S sao homeomorfos.

Palavras-chave: Espagos de Banach, Reticulados de Banach, Espagos de fungoes con-
tinuas, Isomorfismos, Isomorfismos positivos, Isomorfismos de ordem.
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Abstract

For a locally compact Hausdorff space K and a Banach space X, let Cy(K, X) be the
Banach space of continuous functions from K to X which vanish at infinity endowed
with the supremum norm.

Let T be an isomorphism from Cy(K, X) into Cp(S, X) and let
AMX) = inf{max{||z + \y|| : [\ =1} : 2,y € Sx}.

We generalize some known results due to Jarosz, Cengiz and Gordon (see [16, 30, 33|).
Particularly, we will show that:

L. If |T|||ITY|| < A(X) then K is a continuous image of a subset of S.

2. If | T|||IT7Y| < ;88?2 then for each ordinal a, K(® is a continuous image of a

subset of S(®. In the case where K is compact such set is closed.

3. If X is a Banach space containing no copy of ¢q and T is onto with ||T||[|T}|| < 3
then either |K(®||S(®)]| < Rq or |K(®| =[S for each ordinal a.

4. If X is a Banach space containing no copy of ¢y and T is onto then either |K||S| <
Ny or |K|=1S|.

For a Banach lattice X, the space Cp(K, X) has a natural structure of Banach lattice.
Inspired by some results due to Cengiz and Kaplansky (see [17, 36]), we study positive
isomorphisms between Cy(K, X) Banach lattices.

For a positive isomorphism 7T from Cy(K, X) into Cy(S, X ), being X an AL-space, we
will prove that:

1. For each ordinal o we have | K@) | < ||T||||T~|S)].

2. If || T||||TY|| < 2 then for each ordinal a, K(® is a continuous image of a subset
of §().

3. If T is an onto Banach lattice isomorphism that is Tf > 0 iff f > 0 and
ITIT~Y < 2 then K and S are homeomorphic.

Keywords: Banach spaces, Banach lattices, Spaces of continuous functions, Isomorphisms,
Positive isomorphisms, Banach lattice isomorphisms.
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Lista de Simbolos

N o conjunto dos nimeros naturais.

R o conjunto dos niimeros reais.

C o conjunto dos nimeros complexos.

K o corpo de escalares R ou C.

|A| a cardinalidade de um conjunto A.

KosS a soma topologica dos espacos K e S.

Bx a bola unitaria fechada de um espago de Banach X.

Sx a esfera unitaria de um espaco de Banach X.

BY o conjunto {z € Bx : x > 0} para um reticulado de Banach X.

Sy o conjunto {z € Sx : x > 0} para um reticulado de Banach X.

L(X,Y) o espago dos operadores lineares e limitados de X a Y.

L(X) o espaco L(X, X).

X* o espaco L(X,K).

X O Y o0 espago X X Y munido da norma ||(z,y)| = max{||z|, ||y| }

Co(K, X) o espaco de Banach das funcoes continuas de K em X que se anulam no
infinito com a norma do supremo.

Co(K) o espaco Cp(K, X) com X =K.

C(K,X) o espago Cp(K, X) com K compacto.

C(K) o espaco Cp(K) com K compacto.

o o espago Cp(N).

XY os espacos X e Y sdo isometricamente isomorfos.

X~Y os espacos de Banach X e Y sao isomorfos.

X =Y o espago X é isomorfo a um subespaco de Y.

K~§S os espacos topologicos K e S sao homeomorfos.

Bx a o-algebra de Borel de um espago topologico K.

XA a fun¢do caracteristica do conjunto A.
rcabv(K,X) o espaco de Banach de todas todas as medidas p: Bx — X
regulares, o-aditivas e de variacao limitada munido da norma da semivariagao.
) o parametro inf{max{||z + Ay| : |\| =1} : =,y € Sx}.
w(X) o parametro sup{min{|lz + Ay|| : |\| =1} : z,y € Sx}.
) o conjunto de partes de A.
: K =S A éuma funcio de K a P(S).
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LISTA DE SIMBOLOS

o a-derivado do espago topologico S.

o menor ordinal « tal que S(® = 0.

o conjunto das fun¢oes simples de K em X.
o espaco das funcoes totalmente mensuraveis.



Introducao

Sejam K um espaco localmente compacto e Hausdorff e X um espago de Banach. De-
notamos por Cy(K, X) o espaco de Banach das fungoes continuas de K em X que se
anulam no infinito, munido da norma do supremo. Quando K for compacto, escreve-
remos C'(K, X) no lugar de Cy(K,X). No caso em que X = K, onde K = R ou C,
usaremos as notagoes Cp(K) ou C(K) no caso compacto.

O classico teorema de Banach-Stone afirma que a topologia de um compacto Hausdorff
K é caracterizada pelo espaco C'(K). Mais precisamente, para dois espagos compactos
Hausdorff K e S vale que C(K) é isometricamente isomorfo a C(S) se e somente se
K e S sao homeomorfos. Este teorema foi provado por Banach para espacos métricos
compactos [3], e estendido por Stone para espagos compactos Hausdorff [48]. Por outro
lado, Arens e Kelley provaram que o resultado é valido quando consideramos espacos de
fungoes continuas com valores em C [2]. Finalmente, Behrends mostrou que a mesma
conclusao do teorema vale para os espagos de funcoes continuas Co(K) [4].

O teorema de Banach-Stone foi o ponto de partida para o estudo de isometrias nao
necessariamente sobrejetoras entre espacos C(K). Geba e Semadeni provaram que se
existe uma isometria 7': C(K) — C(S) satisfazendo T'f > 0 se e somente se f > 0,
entdo K é imagem continua de um subconjunto fechado de S [29]. Holsztyrniski mostrou
que o resultado de Geba e Semadeni é ainda valido para isometrias arbitrarias [31].
Motivados por estes resultados, véarios autores generalizaram o teorema de Banach-
Stone e o teorema de Holsztyriski para isomorfismos entre espacos de Banach de fun-
¢oes continuas. Amir e Cambern, independentemente, provaram que se existe um iso-
morfismo T: Co(K) — Co(S) com ||T|||T7|| < 2, entdo K e S sdo homeomorfos
[1, 8]. Mais ainda, Cohen mostrou que 2 ¢ a melhor constante possivel no teorema de
Amir-Cambern |20]. Outra generalizacao foi dada por Benyamini: se K e S sdo espa-
¢os métricos compactos e T é um isomorfismo de C'(K) num subespago de C(S) com
ITINT~ < 2, entdo K é imagem continua de um subconjunto fechado de S [5]. Note
que o resultado de Benyamini generaliza os teoremas de Amir-Cambern e Holsztyriski
para espacos métricos compactos. Jarosz provou que o resultado de Benyamini vale
também para espacos localmente compactos arbitréarios [32].

Para espacos de funcoes continuas com valores vetoriais em geral nao pode ser dito que
os resultados mencionados acima seguem valendo. A validade de tais resultados depende
da geometria do espago vetorial considerado. Em [34], Jerison provou que o teorema
de Banach-Stone vale para os espagos C(K,X), quando X é estritamente convexo.
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Cambern provou que o teorema de Holsztynski também vale para estes espagos sob a
mesma hipotese [7]. Por outro lado, Jarosz deu uma generalizacao comum aos teoremas
de Amir-Cambern e Holsztyriski para os espagos Cp(K, X), quando X satisfaz uma
condi¢ao geométrica envolvendo o seguinte parametro introduzido em [33]: para um
espago de Banach E seja

p(E) = sup{minf|z + Ay|| : [A[ =1} : 2,y € Sg}.

Em [33, Teorema 5|, Jarosz prova que dados K e S espagos localmente compactos Haus-
dorff e um espaco de Banach X com p(X™*) < 2, se existe um isomorfismo 7': Co(K, X ) —
Co(S, X) satisfazendo

4
2+ p(X*)

entdo K é imagem continua de um subconjunto de S. Mais ainda, se K é compacto
tal subconjunto é fechado. No caso em que X é um espaco de Banach real, a condi¢ao
w(X*) < 2 coincide com o fato de X ter a propriedade de ser uniformemente nao
quadrado [37, Proposicao 1 e Corolério 2].

O resultado de Jarosz sugere o seguinte problema: a limitacdo do isomorfismo na
equacao (1) é a melhor possivel? No Capitulo 2 apresentaremos uma resposta parcial
a esta questdo. Nosso resultado dependera de outro pardmetro introduzido por Jarosz
em [33]: para um espago de Banach E seja

ITIT=) < (1)

AME) = inf{max{||z + \y|| : |\ =1} : z,y € Sg}.
Assim, podemos enunciar o primeiro resultado de nosso trabalho.

Teorema 1. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um espaco de
Banach. Se T': Co(K,X) — Co(S, X) é um isomorfismo com ||T||||T~!| < A(X), entdo
K é imagem continua de um subconjunto de S.

Em [33, Teorema 1|, Jarosz provou o Teorema 1 para espagos métricos localmente com-
pactos. Além disso, o Teorema 1 é uma generalizagdo do teorema de Jarosz mencionado
na equagao (1) ja que para qualquer espago de Banach X temos a relacao

4
24 p(X*)

sendo a desigualdade estrita no caso em que X é um espaco de Banach real |19, Obser-
vagoes 4.5 e 4.6]. Como veremos no decorrer deste trabalho, em alguns casos a limitacao
do Teorema 1 é a melhor possivel.

Voltando ao caso escalar, Cengiz deu outra generalizacao do teorema de Holsztynski.
O resultado dele estabelece que se T': Cy(K) — Co(S) é um isomorfismo satisfazendo
|77~ < 3/2, entdo para qualquer ordinal a, K(® ¢ imagem continua de um sub-
conjunto de S(a) [16]. Lembremos que para um espago topolégico S e um ordinal «,
S(@) denota o a-derivado de S.

Nosso segundo resultado do Capitulo 2 é uma versao vetorial deste resultado.

)\(X)7
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Teorema 2. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um espaco de
Banach. Se T': Cy(K,X) — Cp(S,X) é um isomorfismo com

_ 3A(X)
1 e
ITHIT < 57 5

(2)
entdo para qualquer ordinal a, K@ ¢ imagem continua de um subconjunto de Sl
Mais ainda, se K é compacto tal subconjunto é fechado.

Mostraremos que para uma classe ampla de espacos de Banach, a limitagdo (2) é
melhor do que a limitagao (1). Portanto, podemos considerar o Teorema 2 como outra
generalizacao de |33, Teorema 5|.

Os resultados acima inspiram o problema de saber quais relagoes topologicas ou con-
juntistas sao preservadas sob a existéncia de um isomorfismo T injetor ou sobrejetor
entre espagos Cy(K, X). O teorema de Banach-Stone junto com suas generalizagoes
vetoriais mostram que tais relacoes podem depender da limitagao sobre a distor¢ao do
isomorfismo, isto é, || T]|||T~!||. No entanto, Cengiz estabeleceu independentemente da
limitacao da distor¢ao que se Cy(K) e Cy(S) sao isomorfos, entdao K e S tém a mesma
cardinalidade [15]. Em [13], Candido e Galego deram uma versdo vetorial deste re-
sultado para a classe dos espagos Cp(K,X), com X de cotipo finito. Nosso proximo
teorema estende o resultado deles para a classe dos espagos de Banach que nao contem
coHpia de cg.

Teorema 3. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espacgo de
Banach nao contendo copia isomorfa de c¢y. Temos

Co(K, X) ~ Co(S, X) = |K||S| < Ro ou [K| = [S].

Notemos que tanto o resultado de Cengiz quanto o Teorema 3 sdo meramente conjun-

tistas. Agora como ja vimos, podemos obter relacoes topologicas impondo limita¢oes
sobre a distorcao do isomorfismo. Nesta linha, Gordon provou se K e S sdo espacos
meétricos compactos enumeraveis e 7': C(K) — C(S) é um isomorfismo sobrejetor com
ITIT71]| < 3, entdo K e S sdo homeomorfos [30]. Candido e Galego generalizaram
este resultado para a classe dos espacos Co(K, X), com X de cotipo finito [14]. O
seguinte resultado, cuja prova faremos no Capitulo 2, é uma generalizagao vetorial do
resultado do Gordon.

Teorema 4. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um espaco de
Banach nao contendo copia isomorfa de ¢y. Para qualquer ordinal a temos

Co(K, X) ¥ Cy(8, X) = [K[|S@] < R ou | K@ = S|,

No Capitulo 3 abordamos o estudo de isomorfismos entre espagos Co(K, X), sendo X
um reticulado de Banach. Nosso primeiro resultado é inspirado pelo classico teorema de
Kaplansky que estabelece que se existe um isomorfismo de ordem 7" de C'(K) sobre C'(.5),
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isto &, T'(f) > 0 se e somente se f > 0 para todo f € C(K), entdao K e S sao homeo-
morfos [36]. Muitos autores tém estendido este resultado para o reticulado C'(K, X) sob
algumas condigoes algébricas envolvendo o isomorfismo (ver por exemplo [18, 27, 39]).
Apresentamos aqui uma generalizagdo comum aos teoremas de Amir-Cambern e Ka-
plansky para os reticulados Cy(K, X), quando X é um AL-espago. Lembremos que um
reticulado de Banach X é chamado L-espago abstrato ou simplesmente AL-espaco, se
|z + y|l = ||=|]| + ||ly|| para quaisquer z,y € X com = > 0ey > 0.

Teorema 5. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um AL-espaco.
Se T: Co(K, X) — Cy(S, X) é um isomorfismo de ordem com ||T||[|T~!|| < 2, entdo K
e S sao homeomorfos.

Em seguida, estudamos isomorfismos positivos entre reticulados Cy(K, X), isto &, iso-
morfismos que enviam elementos positivos em positivos. Motivados pelo Teorema 4,
damos uma generalizacao comum aos teoremas de Holsztynski e Kaplansky, quando X
é um AL-espago.

Teorema 6. Sejam K e S espacgos localmente compactos Hausdorff e X um AL-espaco.
Se T: Co(K,X) — Co(S, X) ¢ um isomorfismo positivo com ||T||[|T~!|| < 2, entdo para
qualquer ordinal o, K(® ¢ imagem continua de um subconjunto de S (@) Mais ainda,
se K é compacto tal subconjunto é fechado.

Mostraremos também que os Teoremas 5 e 6 nao sao validos sem a hipotese da limitacao
sobre a distor¢ao. Mesmo assim, provaremos que existem relagdes topoldgicas entre os
espacos envolvidos. O seguinte resultado ¢ uma versao vetorial de [17, Teorema, péag.
301].

Teorema 7. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um AL-espaco.
Se existe um isomorfismo positivo T': Cy(K, X) — Cy(5, X)), entao para qualquer ordi-
nal o temos

(K@) < TS5,

No Capitulo 3 abordaremos também o estudo de isomorfismos positivos entre reti-
culados Cy(K, X), quando X é um reticulado de Banach arbitrario. Nosso proximo
resultado é uma versao do Teorema 4 para isomorfismos positivos.

Teorema 8. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um reticulado
de Banach nao contendo copia de ¢y. Se Th: Co(K, X) — Co(S, X) e Ty: Co(S, X) —
Co(K, X) sdo isomorfismos positivos, entdo para qualquer ordinal o temos | K[| S(®)| <
Rg ou |K(@| =[S,

Para finalizar o Capitulo 3, mostraremos uma generalizagao vetorial do teorema de
Kaplansky. Ressaltamos aqui que a conclusao deste teorema nao vale em geral para
o reticulado de Banach C(K, X). Contudo, é possivel obter uma versao vetorial deste
resultado.
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Teorema 9. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um reticulado de Banach nao
contendo copia de ¢g. Suponhamos que para todo n € N, ndo existe um homomorfismo
de reticulados de X" em X™. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(a) C(K,X) é ordem isomorfo a C'(S, X);
(b) os espagos K e S sdo homeomorfos.

O restante de nosso trabalho estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1
serao apresentadas todas as ferramentas que serao usadas no decorrer deste trabalho.
As provas dos teoremas apresentados nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho estdo fortemente
baseadas no estudo de isomorfismos (positivos) definidos no espago Cy(K) com valores
no espaco Cy(S, X).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos as notacoes e resultados que serao usados no decorrer
do trabalho. Na primeira secao lembraremos alguns fatos bem conhecidos em espagos
de Banach. Na segunda secdo daremos uma breve introdugdo & teoria de medidas
vetoriais e integracao vetorial. Na terceira secao apresentamos alguns resultados sobre
medidas vetoriais envolvendo reticulados de Banach. Na quarta secao vamos discutir
algumas propriedades de dois pardmetros associados a um espaco de Banach. Por fim,
na tltima secao discutiremos algumas propriedades topoldgicas de uma classe de espacos
topolégicos conhecidos como intervalos de ordinais.

1.1 Espacgos de Banach

Para um espago de Banach X, Bx e Sx denotardo a bola fechada unitaria e a esfera
unitéria em X, respectivamente.

Definicao 1.1. Por um operador entre espacos de Banach entenderemos qualquer fun-
¢ao linear e continua. Sejam X e Y espacos de Banach. O espaco de operadores de
X em Y é denotado por L(X,Y). Se X =Y, escreveremos simplesmente L(X). Se
Y =K, L(X,Y) é o dual topoldgico de X, e é denotado por X*.

Definicao 1.2. Um isomorfismo entre espacos de Banach X e Y é um operador T: X —
Y injetor tal que T~! ¢ continuo. Um isomorfismo isométrico é um isomorfismo T tal
que ||Tz| = ||z|| para todo x € X, isto &, T & uma isometria.

Defini¢ao 1.3. Se T: X — Y & um isomorfismo, o namero ||T|[|77!| ¢ chamado a
distor¢ao de T.

Notagao 1.4. Sejam X e Y espacos de Banach. As seguintes notagOes serdo usadas:
1. X 2Y se existir um isomorfismo isométrico sobrejetor entre X e Y.

2. X ~ Y se existir um isomorfismo sobrejetor de X a Y;
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3. X — Y se existir um isomorfismo de X a Y

4. X LY (X YY) se existir um isomorfismo sobrejetor de X a Y com distor¢ao
exatamente a (menor do que a, respectivamente);

< _ . . ~
5. X5 Y (X = Y') se existir um isomorfismo de X a Y com distor¢ao exatamente
a (menor do que a, respectivamente).

Definicao 1.5. Uma série » 2 | x, em um espaco de Banach X ¢é chamada incondi-
cionalmente convergente se ) °° | Tr(,) converge (em norma) para toda permutagio 7
de N. Diremos que a série Y 2| x, € fracamente incondicionalmente convergente se
dooc |z (zp)] < 0o para qualquer z* € X*.

Uma prova do seguinte lema pode ser encontrada em [38, Lema 2, pag. 107].

Lema 1.6. Seja X um espag¢o de Banach. Para uma sequéncia (x,)nen as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. a série Y o7, xy € fracamente incondicionalmente convergente;

2. existe uma constante K > 0 tal que para qualquer sequéncia limitada (an)nen em
K temos

n
E ;g

=1

< K sup|ap|.
neN

sup
neN

O proximo resultado, provado por Pelzyiiski, caracteriza os espagos de Banach que
contem copia isomorfa de ¢y. Para uma prova o leitor pode consultar [38, Teorema 9,
pag. 108|.

Teorema 1.7. Seja X um espago de Banach. As seguintes afirmagées sao equivalentes:

. L, . . .. o0 ~ P
1. existe uma série fracamente incondicionalmente convergente Y | &, que ndo €
incondicionalmente convergente;

2. existe uma série fracamente incondicionalmente convergente » oo | x, tal que
inf{||z,|| : » € N} > 0;

3. 0 espaco X contém um subespago isomorfo a cg.

Finalizamos esta secao com um resultado da geometria dos espagos de Banach cuja
prova pode ser encontrada em [45].

Teorema 1.8. Sejam X e Y espacos de Banach. Entao

g = XBoY = cpg— Xoucy—Y.
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1.2 Medidas vetoriais e integracao vetorial

Nesta secao daremos algumas defini¢oes e resultados classicos da teoria de medidas
vetoriais e integracdo vetorial. Para um estudo mais detalhado, veja por exemplo [24,
25].

Por comodidade s6 vamos considerar medidas vetoriais definidas em o-algebras. Dado
um conjunto ndo vazio K e uma o-algebra A de subconjuntos de K, o par (K,A) é
chamado espaco mensurdvel.

Defini¢ao 1.9. Seja (K, A) um espago mensuréavel e sejam X e Y espacos de Banach.
Uma medida vetorial ¢ uma fungdo m: A — L(X,Y) tal que para cada A,B € A
disjuntos temos

m(AUB) =m(A) + m(B).

Além disso, dizemos que m é o-aditiva se para qualquer seqiiéncia (A, ),en de elementos
dois a dois disjuntos de A temos

o0 o
m U A, | = E m(Ay),
n=1 n=1
onde a série acima é convergente em norma.

Uma medida escalar é qualquer medida que tome valores em K = L(K).

Observacao 1.10. E conhecido que existe uma isometria (canonica) entre os espagos
L(K,X) e X. Por conveniéncia escreveremos L(K, X) = X. Assim, uma medida
vetorial m: A — X é uma funcio tal que para cada A, B € A disjuntos temos

m(AUB) =m(A) +m(B).
A definicao de o-aditividade de uma medida vetorial m: A — X é analoga.

Definigao 1.11. Sejam (K,.4) um espago mensuravel e X um espaco de Banach. Di-
remos que f: K — X é simples se existirem Aq,..., A, € Aex1,...,x, € X tais que

f = Z?:l Xijj

Observacao 1.12. Qualquer funcao simples f: K — X pode ser escrita na forma
f= Z;nzl XB,Yi, onde By, ..., By, € A sdo mutuamente disjuntos e y1,...,ym € X |24,
Proposicao 1, pag. 82].

O conjunto das funcoes simples de K em X ¢é denotado por S(K, X). Este conjunto é
um espaco vetorial com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar. Mais
ainda, a fungao

feS(K, X) — [[f]| = sup || f(#)]]
teK
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define uma norma em S(K,X). O completamento deste espago com respeito a esta
norma é chamado o espaco das fungoes totalmente mensurdveis e o denotamos por
M(K, X). Consideraremos o espa¢o M (K, X) munido da topologia da convergéncia
uniforme, isto é, a topologia induzida pela norma

IfI =sup[[f@)], sefe MK, X).
teK

Definigao 1.13. Seja (K, .A) um espago mensuravel e sejam X e Y espagos de Banach.
A semivariacao escalar de m: A — L(X,Y) em A € A é definida por

[m|(A) = sup || > m(4;)(x;)]|
j=1

onde o supremo € tomado sobre as A-particoes finitas de A e todas as familias finitas
em Bx. Diremos que m é de semivariacdo escalar limitada se |[m||(K) < oc.

Observacao 1.14. A defini¢do de semivariacdo de uma medida m: A — X no sentido
de [23, pag. 2| coincide com a Defini¢ao 1.13 sob a identificacao L(K, X) = X.

Seja (K,.A) um espago mensuravel. Se m: A — L(X,Y) é uma medida vetorial, a

integral de uma funcao simples f de K em X, f = 2?21 XA;Tj, respeito a m ¢ definida
como

fdm = > m(A;)(x;).
o2

Pode ser mostrado que esta definicao é independente da representagao de f como funcao
simples [24, Corolario, pag. 108]. Também para A € A definiremos

/AfdmszXAfdm.

Observe que para cada A € A, a aplicacdo dada por
fES(K,X)»—>/fdeY (1.1)
A

é linear. Além disso, para cada f € S(K, X) temos

Jorom

Assim, a aplicacao definida na equacao (1.1) é continua respeito a norma do supremo
quando m é de semivariacao escalar limitada. Portanto, pela densidade de S(K, X)
em M (K, X), existe uma tunica extensao desta aplica¢ao a todo o espago M (K, X). O
valor de tal extensdo em f € M(K,X) sera ainda denotado por [, fdm e é chamado
integral imediata de Dinculeanu da f com respeito a medida m.

Para o proposito deste trabalho sera suficiente a definicao de integral dada acima. Para
o leitor interessado numa teoria de integracao vetorial mais geral, recomendamos [25].

< £ | ().
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Definicao 1.15. Seja K um espago topologico. A menor o-algebra que contém a
topologia de K é chamada a o-dlgebra de Borel de K e a denotamos por By.

Dado um espago topolégico K, suporemos que nas defini¢oes dadas anteriormente a o-
algebra A é precisamente By . Por uma medida de Borel entenderemos qualquer medida
(escalar ou vetorial) definida na o-élgebra By .

Definicao 1.16. Sejam K um espaco localmente compacto Hausdorff e X um espaco
de Banach. Diremos que f: K — X se anula no infinito se {x € K : ||f(x)| > €} for
compacto para qualquer € > 0.

Para um espaco localmente compacto Hausdorff K e um espaco de Banach X, o con-
junto das funcgoes continuas de K em X que se anulam no infinito serd denotado por
Co(K, X). Este conjunto é um espago de Banach com a norma do supremo. Se K for
compacto, denotaremos este espaco por C(K, X). Finalmente se X = K, escreveremos
Co(K) e C(K) no lugar de Cy(K,K) e C(K,K), respectivamente.

A seguinte definicdo desempenhara um papel fundamental neste trabalho.

Definicao 1.17. Seja K um espago localmente compacto Hausdorff e sejam X e Y
espagos de Banach. Uma medida vetorial m: Bx — L(X,Y) é chamada variacional-
mente regular (ou regular quando X ou Y é K) se dados A € Bg e € > 0, existem C
compacto e U aberto com C C A C U tais que |[|m|[(U \ C) < e.

De especial interesse serd para nos considerar medidas vetoriais com valores em X* =
L(X,K). Lembremos que se (K,.A) é um espaco mensuravel e yu: A — X* é uma
medida vetorial, a varia¢ao de y em A € A é definida por

l(A) = sup D lu(A))]
j=1

onde o supremo ¢é tomado sobre as A-parti¢oes finitas de A. Como é mostrado em |24,
Proposigao 4, pag. 54|, as definicoes de variagdo e semivariacdo sdo idénticas para
medidas vetoriais com valores em X*.

Dados um espaco localmente compacto K e um espaco de Banach X, denotamos por
rcabv(K, X) o conjunto de todas as medidas p: Bx — X regulares, o-aditivas de
variacao limitada. Este conjunto é um espago de Banach com as operagoes usuais de
soma e multiplicagdo por escalar e com norma dada por p — ||u|| = |p|(K). No caso
escalar, uma medida de Borel regular é chamada medida de Radon. O conjunto de
medidas de Radon é denotado por M (K).

A seguir, enunciamos o classico teorema de representacao de Riesz que estabelece uma
correspondéncia entre o espago Co(K)* e M(K). Para uma prova deste resultado, ver
[47, Teorema 18.4.1].
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Teorema 1.18. Seja K um espago localmente compacto Hausdorff. Se ¥ € Co(K)*,
entdo existe uma tinica medida p € M(K) tal que

»(f) :/ fdu, para qualquer f € Co(K) e
K
[ = |pl(K).

Mais ainda, p € ndo negativa se e somente se ¥ € ndo negativa, isto €, p > 0 se e
somente se f > 0 implica que Y(f) > 0.

Para uma prova do seguinte resultado, veja por exemplo [12, Proposicao 1.15].

Proposigao 1.19. Sejam K wm espago localmente compacto Hausdorff e X um espago
de Banach. Se f € Co(K, X), entao existe uma sequéncia (fn)nen em S(K, X) tal que
fn = [ uniformemente e || fr| < ||f| para cada n € N.

Como consequéncia deste resultado deduzimos que se pu € rcabv(K, X™*), a aplicacao
[ [ fdp define um funcional em Cy(K, X). O teorema de Representagao de Riesz-
Singer estabelece que todo elemento de Cy(K, X)* aparece desta forma, isto é, existe
uma correspondéncia entre os elementos de Cy(K, X)* e o espaco rcabv(K, X*). Para
uma prova detalhada deste resultado, veja [40].

Teorema 1.20. Sejam K um espago localmente compacto Hausdorff e X um espaco
de Banach. Entao existe um isomorfismo isométrico entre Co(K, X)* e rcabv(K, X™*),
onde o funcional U € Co(K,X)* e a medida correspondente A € rcabv(K, X™) estdo
relacionados pela formula

Uf :/ fd\, para cada f € Co(K,X) e
K
I = |AI(K),
onde a integral aqui é a integral imediata de Dinculeanu.

Seja (K, A) um espago mensuravel. Sejam X e Y espagos de Banach e m: A —
L(X,Y), uma medida vetorial. Se y* € Y*, definimos my: A — X* por my«(A)(z) =
(m(A)(x),y*). O seguinte resultado relaciona as variacoes |my=|(-) com a semivariacao
|lm]|(). Para uma prova deste resultado, veja [24, Proposigao 5].

Lema 1.21. Sejam (K, A) um espago mensurdvel e m: A — L(X,Y) uma medida
vetorial. Entdo para cada A € A temos

Im[[(A) = sup [my.|(A).
ly*[I<1

Do teorema de representacao de Riesz-Singer deduziremos o teorema de representa-
¢ao de Dinculeanu-Dunford para operadores definidos em Cy(K, X). Para uma prova
alternativa, ver [6].
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Teorema 1.22. Sejam K um espaco localmente compacto Hausdorff, X e Y espacos
de Banach. Suponha que T: Co(K,X) — Y é um operador. Entdao eriste uma tnica
medida vetorial m: B — L(X,Y™) satisfazendo:

1. m € aditiva e |m|/(K) < oo;

2. para cada y* € Y*, T*(y*) = my~ € rcabv(K, X*), onde my~: Bx — X* € dada
por my-(A)(z) = (m(A)(z),y");

3. 0 operador y* € Y* = my~ € Co(K, X)* € continuo (nas topologias fracas);
4. T(f) = [ fdm para qualquer f € Co(K,X);
5. TN = [Im]|(K).

Prova. Para cada y* € Y™ temos T%(y*) € Co(K,X)*. Pelo Teorema 1.20 existe
uma tnica medida p,~ € rcabv(K, X*) tal que T*(y*) = py= e [|[T*(y*)|| = |py=|(K).
Definamos m: Bxg — L(X,Y™) por (m(A)(x),y*) = py(A)(x) para todo z € X. Da
definicao de m segue que my+ = T*(y*) para qualquer y* € Y*. Portanto, o operador
y* € YY" = my € Co(K,X)* é continuo na topologia fraca de Y* e de Cy(K, X)*,
respectivamente. Provemos que m é aditiva. Sejam Aj, Ao € B disjuntos e fixemos
y* €Y ex € X. Entao

(m(A1U Ag)(x),y7") = py (A1 U Az)(2)

= iy (A1)(@) + g1y (A2) ()

= (m(A1)(2),y") + (m(A2)(2), y")
= (m(A1)(x) +m(Ag)(z),y").

Segue da arbitrariedade de y* € Y* e x € X que m(A;UAs) = m(A1)+m(As). Agora,
pelo Lema 1.21 temos

Im[[(K) = sup |my-|(K) = sup [[T*(y")|| = [[T7]] = |l
ly*ll<1 ly*ll<1

Seja f € Cy(K,X), entdo f é integravel respeito a m pois ||m|(K) < co. Por outro
lado segue de [26, Lema 1] que para cada y* € Y* temos

y*(TF) = T*(y")(f) = /K fdpy

:/demy*:y*</dem>.

Logo, Tf = [, fdm. A unicidade de m segue do Teorema 1.20. Isto completa a
demonstragao. O

Observagao 1.23. Se T': Cy(K,X) — Y & um operador continuo, a tnica medida m
satisfazendo as condi¢oes do Teorema 1.22 é chamada medida representante de T'.
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Nosso objetivo agora é encontrar condicoes sob as quais a medida representante de um
operador T: Cy(K,X) — Y toma valores em L(X,Y). Este problema foi proposto por
Dinculeanu em [24, pag. 416]. O seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em
|6, Teorema 4.4|, d& uma resposta a esta questao.

Teorema 1.24. Seja T: Co(K,X) =Y um operador e m: Bx — L(X,Y™) a medida
representante de T'. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. m toma valores em L(X,Y);

2. para cada x € X, o operador T,: Co(K) — Y dado por T.(f) = T(f -z) é
fracamente compacto.

A seguir apresentaremos uma caracterizagdo dos espacos de Banach que nao contém
copia isomorfa de cp. Para uma prova deste resultado, ver [42, Teorema 13].

Teorema 1.25. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. o espago de Banach X nao contém um subespago isomorfo a cg;

2. dado um espago localmente compacto Hausdorff K, todo operador T: Cy(K) — X
¢ fracamente compacto.

Para dar outra resposta ao problema proposto por Dinculeanu, vamos introduzir a
seguinte definicao:

Definigao 1.26. Seja (K,.4) um espago mensuravel e sejam X e Y espacos de Banach.
Uma medida vetorial m: A — L(X,Y™) é fortemente limitada se dada um sequéncia
(Ap)nen de elementos mutuamente disjuntos de A temos ||m||(A4,) — 0.

Uma prova do proximo teorema pode ser encontrada em [6, Teorema 5.1].
Teorema 1.27. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. o espago de Banach Y nao contém copia isomorfa de cy;

2. para todo espago localmente compacto Hausdorff K e todo espaco de Banach X,
a medida representante de um operador T: Co(K, X) — Y ¢é fortemente limitada
se e somente se toma valores em L(X,Y).

A proxima proposicao relaciona os conceitos de regularidade variacional e de limitagao
forte de uma medida vetorial. Para uma prova, veja [6, pag. 156].

Proposigao 1.28. Seja K um espaco localmente compacto Hausdorff e sejam X eY
espagos de Banach. Se m: Bx — L(X,Y) é uma medida representante fortemente
limitada entao m € variacionalmente regular.

A partir do Teorema 1.22 podemos deduzir um teorema de representacdo para opera-
dores T': Cy(K) — X. Este fato segue da identificao L(K, X**) = X**. Outra prova
deste resultado pode ser encontrada em [42, Teorema 1].
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Teorema 1.29. Sejam K um espaco localmente compacto e Hausdorff e X um espaco de
Banach. Seja T: Co(K) — X um operador. Entdo existe uma tnica medida p: By —
X** satisfazendo

1. z*p € Co(K)* para todo z* € X*, onde z*(pu(A)) = (x*, u(A)) para A € Bg;
2. 0 operador x* — x*p de X* em Co(K)* é continuo (nas topologias fracas);
8. x(Tf) = [ fd(z*p) para toda f € Co(K) e z* € X*;

4 TN = [ul(K).

Como no Comentario 1.23, diremos que p é a medida representante do operador 1. O
seguinte resultado caracteriza os operadores fracamente compactos definidos em Cp(K)
(veja também Teorema 1.25). Para uma prova, consulte [42, Teoremas 2 e 6].

Teorema 1.30. Sejam K um espaco localmente compacto Hausdorff e X um espago de
Banach. Sejam T: Co(K) — X um operador e m: Bx — X** a medida representante
de T. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. o operador T ¢ fracamente compacto;
2. a medida m toma seus valores em X ;
3. a medida m € regular.

Finalizamos esta secao com dois resultados técnicos que usaremos neste trabalho.

O seguinte resultado foi provado por Plebanek em [43, Teorema 3.3] com a hipdtese
adicional da compacidade. No entanto, é facil notar que o resultado é valido também
para espacos localmente compactos Hausdorff.

Teorema 1.31. Sejam K e L espagos localmente compactos Hausdorff. SeT: Cy(K) —
Co(L) é um isomorfismo, entio para todo x € K temos

* . 1

Para uma prova do proximo resultado, veja [12, Teorema 1.16].

Teorema 1.32. Sejam K uwm espago localmente compacto Hausdorff e X um espago
de Banach. Sejam p € rcabv(K,X*) e U um subconjunto aberto de K. Definamos
Fo={fe€Co(K,X) : ||f]| <1lef(K\U)={0}}. Entio

fool

lu|(U) = sup
feFu
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1.3 Reticulados de Banach e medidas vetoriais

Nesta secdo daremos uma breve introducao a teoria de reticulados de Banach. O leitor
interessado neste topico pode consultar [46].

Definicao 1.33. Um reticulado de Banach é um espago de Banach real X junto com
uma ordem parcial < satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) se z <y, entdo z + 2z < y + 2z para todo z,y,z € X
(b) para quaisquer a € Rexz € X, sea >0e x >0, entdao ax > 0;
(c) para quaisquer z,y € X, z Vy :=sup{z,y} e z Ay := inf{x, y} existem;

(d) se|z| < |y, entdo ||z]| < ||y|| onde 0 modulo de x € X, denotado por |x|, é definido
como |z| =z V (—x).

Por conveniéncia escrevemos x > y para indicar que y < x.

Notagao 1.34. Seja X um reticulado de Banach. Denotamos por B;E (S;E) o conjunto
de elementos = € Bx (xz € Sx, respectivamente) tais que = > 0.

Observacao 1.35. Se X é um reticulado de Banach, entdao X* admite estrutura de
reticulado de Banach definindo z* > 0 se e somente se z*(z) > 0 para todo = > 0.

Para uma prova do proximo resultado, veja [46, pag. 87].

Proposigao 1.36. Seja X um reticulado de Banach. Se x > 0, entdo
|z|| = sup{z*(x) : 2* € BY.}.

Definicao 1.37. Sejam X e Y reticulados de Banach. Um operador T: X — Y ¢é
chamado positivo se Tx > 0 quando x > 0. Quando 7" for um isomorfismo, diremos que
T é um isomorfismo positivo.

Definigao 1.38. Sejam X e Y reticulados de Banach. Um homomorfismo de reticulados
¢ um operador T: X — Y tal que T(x Vy) = Tz V Ty, para todo z,y € X. Diremos
que T é um isomorfismo de ordem se T for um homomorfismo de reticulados bijetor.
Quando existir um isomorfismo de ordem entre X e Y, diremos que X é ordem isomorfo
aY (ou X eY sao ordem isomorfos).

Observacao 1.39. Observe que se T: X — Y é um homomorfismo de reticulados,
entdo T é positivo. Agora, é conhecido que todo operador positivo é continuo |46,
Teorema 5.3, pag. 84]. Portanto, se T' ¢ um homomorfismo de reticulados, entao 7" é
continuo. Mais ainda, se T' é um isomorfismo de ordem, entdao 7' é um isomorfismo de
espacos de Banach pois T e T~! sdo operadores positivos.
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Observacao 1.40. Dado um reticulado de Banach X e um espaco localmente com-
pacto Hausdorff K, o espaco Co(K, X) tem estrutura natural de reticulado de Banach
definindo a ordem para f,g € Cyo(K, X), f > g se e somente se f(x) > g(z) para todo
e K.

Defini¢ao 1.41. Sejam (K, .A) um espago mensurével, e X e Y reticulados de Banach.
Diremos que uma medida vetorial m: A — L(X,Y) é positiva se m(A): X — Y é um
operador positivo para todo A € A.

O proximo resultado é uma versao vetorial do teorema de Representacao de Riesz-
Singer para funcionais positivos definidos em Cy(K, X).

Lema 1.42. Sejam K um espago localmente compacto e X um reticulado de Banach.
Se U € Cy(K,X)* é um funcional positivo, entdo eriste uma unica medida positiva
p € rcabv (K, X*) tal que

U(f) = /de,u, para todo f € Co(K, X).

Mais ainda, ||V|| = |u].

Prova. Seja z € X fixado e consideremos o funcional ¥,: Co(K) — R definido por
U,.(f) = ¥(f - z). Claramente ¥, define um funcional em Cy(K). Dado x > 0, a
positividade de ¥ implica que ¥, é um funcional positivo em Cy(K). Pelo Teorema
1.18 existe uma tnica medida p, tal que

U, (f) = /K fdu, para qualquer f € Co(K)

e [|¥.]| = ||pz]|. Mais ainda, se x > 0, a medida p, € positiva. Definamos p: Bx — X*
por u(A)(z) = py(A) se A € Bg e x € X. Por [40, Lema 3|, u ¢ uma medida vetorial
(com valores em X*). Observe que se A € Bk, entao u(A)(x) > 0 para todo z > 0.
Portanto, p é¢ uma medida positiva. Seguindo o argumento dado em [40] podemos ver
que p € rcabv(K, X*) e que

U(f) = /de,u, para todo f € Cy(K, X), (1.2)

e | U] = |p|. Por [40, Lema 8|, 1 é a tnica medida que satisfaz a equacao (1.2). O

Vamos mostrar um resultado analogo ao teorema anterior para operadores definidos
em espagcos de fungoes continuas Cy (K, X).

Lema 1.43. Seja K um espago localmente compacto e sejam X e Y reticulados de
Banach. Se T: Co(K,X) — Y € um operador positivo, entao a medida representante
de T € positiva.
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Prova. Seja y* € Y* fixado tal que y* > 0. Entao T*(y*): Co(K,X) — R é um
funcional positivo pois se f € Co(K,X) e f > 0, temos Tf > 0 e assim, T*(y*)(f) =
y*(T'f) > 0. Pelo Lema 1.42 existe uma tGnica medida positiva p,» € rcabv (K, X*) tal
que

T (y*)(f) = /deuy*, para qualquer f € Cy(K, X).

Agora, pelo Teorema 1.22 existe uma tnica medida m: Bx — L(X, Y ™) de semivariacao
limitada tal que T%(y*) = my+ € rcabv(K, X*), onde my-(A)(z) := (m(A)(z),y*). A
unicidade do Teorema 1.20 implica que my= = py+. Logo, (m(A)(z),y*) > 0 para todo
x > 0. Como y* > 0 foi fixado arbitrariamente, concluimos que (m(A4)(x),y*) > 0 para
quaisquer x > 0 e y* > 0. Por [38, pag. 11], segue que a medida representante m é
positiva. ]

Em seguida introduzimos uma classe de reticulados de Banach que serd importante em
nosso trabalho.

Definigao 1.44. Diremos que un reticulado de Banach X é um L-espago abstrato ou
simplesmente AL-espago, se ||z + y|| = ||z|| + ||ly|| para quaisquer z > 0 ey > 0.

Observacao 1.45. Kakutani mostrou que um reticulado de Banach X é um AL-espaco
se e somente se X é ordem isomorfo (isometricamente) a L1 (€2, 3, ), para algum espago
de medida (Q,%, 1) [35].

Finalizamos esta secdo com uma propriedade importante dos AL-espagos. Para uma
prova, ver |46, Corolario 3, pag. 128|.

Teorema 1.46. Seja X um reticulado de Banach. Se X é um AL-espago, entdo X nao
contém um subespago isomorfo a cy.

1.4 Os parametros \(X) e u(X)

Apresentamos algumas propriedades dos parametros introduzidos por Jarosz em [33]
no estudo de isomorfismos entre espacos Cy(K, X).

Definigao 1.47. Seja X um espago de Banach. Definimos
AX) = inf{max{||z + Ay| : [\ =1} : 2,y € Sx}, e
p(X) = sup{min{lle + Ayll : A =1} : 2,y € Sx}

Observagao 1.48. Para um espago de Banach real X, os parametros A(X) e u(X)
coincidem com as constantes de Schiffer e James, respectivamente. Para um estudo
detalhado destas constantes, recomendamos [37].

O seguinte lema serd fundamental no Capitulo 1 deste trabalho. Uma prova pode ser
consultada em [19, Proposicao 5.1].
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Lema 1.49. Seja X um espago de Banach e sejam x,y € X tais que min{||z||, ||y||} > n
onde n > 0. Entao existem aq,as € K com max{|ai|,|az|} <1 e

lenz + agyll = nA(X).

Apresentaremos aqui o calculo explicito destes parametros para um espaco em parti-
cular. Para tais fins citamos aqui as desigualdades de Clarkson |21, Teorema 2]

() 2(l=[P + [1ylIP) < |z +ylIP + llz = yllP < 227 (Jl2]P + [ly[IP);
) 2(zl” + lyI7)* < llz +yll? + llz = yl|%;
3) Nz +yllP + llz = ylIP < 20|z + Iy,

onde 1/p+ 1/q = 1. Estas desigualdades sao vélidas para x,y € £, (ou Ly, respecti-
vamente) e 2 < p < oo. Quando 1 < p < 2 estas desigualdades sdo validas em sinais
contrarios.

Observacao 1.50. Considere o espaco complexo X = [, entao A\(X) = 21/P ge 2 <
p < oco. Com efeito, se x,y € Sx e A € K com |\| =1, pela desigualdade (2) temos

27 < lz + Ay|l? + [Jx — Ayl|?
< 2max ||z + Myl|?
< 2marc o+ o

q
<2 (max|z+ A .
<2 (malle + 3

Em consequéncia,
2MP < max{||lz 4+ \y|| : |\ = 1}.

Logo 217 < A(X). Notemos que A\(X) < 27 pois se z = (1,0,...) e y = (0,1,0,...)
entao

max{[lz + Ay|| : |\ = 1} = 2V/7,

e portanto A(X) = 2Y/P. Un argumento similar mostra que 21/ < pu(X) < 214 se
1/p+1/g=1. Nocaso 1 < p <2, temos u(X) = 21/P e 21/9 < \(X) < 21/P.

Para o espago real X = [, com 1 < p < oo, temos A(X) = min{2!/7 21/} ¢ ;(X) =
max{2'/7 2/4} onde 1/p +1/q = 1 [11, Proposicio 3.1].

O seguinte resultado d4 um relagao entre os parametros A(X) e p(X) no caso real.
Para uma prova, veja [37, Teorema 2|.

Teorema 1.51. Se X é um espago de Banach real com dim X > 2 entdo

p(XIAX) = 2.
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Observacao 1.52. De especial interesse serd para nés a igualdade

u(X) = p(X7). (1.3)

A Observacao 1.50 mostra que o espago real X =1,, 1 < p < oo, satisfaz (1.3). Para
mais exemplos de espagos de Banach satisfazendo a igualdade (1.3), ver [44, Teorema
2.1]. No entanto, existem espagos de Banach X tais que u(X*) # u(X). De fato, em
[44, Exemplo 5.3] é mostrado que existe uma familia ndo enumerével de espacos de
Banach nao satisfazendo a igualdade (1.3).

1.5 Intervalos de ordinais

Nesta secao introduziremos alguns conceitos de topologia geral que serao usados neste
trabalho. Em particular, apresentaremos alguns fatos bésicos sobre intervalos de ordi-
nais. Todas as definicoes e provas dos resultados que mencionaremos aqui podem ser
consultadas em [38, 47].

Definicdo 1.53. Seja a um ordinal. O intervalo de ordinal [0,a] é definido como o
conjunto de ordinais menores ou iguais do que «, isto ¢ {{ : 0 < & < a}. A topologia
considerada neste conjunto serd topologia da ordem.

Denotaremos por w o primeiro ordinal infinito.

Definicao 1.54. Diremos que um ordinal £ é um sucessor se existir um ordinal S tal
que £ = B+ 1. Caso contrario, diremos que & é um ordinal limite.

Teorema 1.55. Todo intervalo de ordinais [0,&] é homeomorfo a um intervalo de or-
dinais da forma [0,w®m], sendo m um ordinal finito.

Definigao 1.56. Seja S um espaco topoldgico e P um subconjunto de S. O derivado
de P & o conjunto de pontos de acumulacio de P e sera denotado por PU).

Definicao 1.57. Seja S um espaco topoldgico e P um subconjunto de S. Diremos que
P & denso em si mesmo se P ¢ P Diremos também P é disperso se ndo contiver
um subconjunto nao vazio denso em si mesmo. Por fim, P é perfeito se P = P(1).

Definigcao 1.58. Seja S um espago topoldgico. Se o é um ordinal, o a-derivado de S
é definido por inducio transfinita como segue: S = 5, (@ = (S ge o = g+ 1
e S = Ns<a S se o for um ordinal limite.

Se a e (B sdo ordinais tais que 8 < «, denotamos por —3 + a ao unico ordinal 7 tal
que a = 4+ v (veja [47, pag. 152|).

Teorema 1.59. Seja o um ordinal ¢ X = [0,w*m]. Dado um ordinal B < « temos
XB) = {uPy 1 0 <y <wProm},

Portanto, X(®) ¢ o conjunto de m pontos w™,...,w*-m e X(etl) — ¢,
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Corolario 1.60. Todo intervalo de ordinais € disperso.
O seguinte resultado caracteriza os espacos compactos dispersos.

Teorema 1.61. Um espago compacto Hausdorff S ¢ disperso se e somente se S(®) =0
para algum ordinal o.

O teorema anterior motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.62. Seja S um espago compacto Hausdorff disperso. O menor ordinal «
tal que S(® = () ¢ chamado altura de S e é denotado por ht(S).

Observagao 1.63. Se « é um ordinal e X = [0,w®m], entdo X & disperso e pelo
Teorema 1.59 temos ht(X) = a + 1.

Definigao 1.64. Seja S um espaco topologico. O kernel de S, denotado por PS, é
definido por PS = (1,5 S,






Capitulo 2

Isomorfismos entre espagos Cy( K, X)

La ciencia atin no ha probado si la locura
es 0 no lo mds sublime de la inteligencia.
Edgar Allan Poe

O teorema de Banach-Stone sugere o problema de estudar isometrias nao necessari-
amente sobrejetoras entre espagos de fungoes continuas C'(K). Em [31], Holsztynski
estabeleceu que se C(K) ¢ isometricamente isomorfo a um subespaco de C(L) entao K
é imagem continua de um subespago fechado de L. Este resultado ja havia sido obtido
por Geba e Semadeni, quando a isometria em questao é positiva (ver [29]). Este mesmo
problema pode ser considerado na classe dos espagos de fungodes continuas com valores
vetoriais. Em [34], Jerison deu condicoes suficientes para que espago de Banach X tenha
a propriedade de Banach-Stone, isto é, para quaisquer espagos compactos Hausdorff K
e S temos

C(K,X) = C(S,X) < K ~ 8.

Por outro lado, Cambern estendeu o teorema de Holsztynski para os espagos de fungoes
C(K, X), quando X ¢é estritamente convexo [7]. E natural perguntar se estes resultados
ainda serao validos quando considerarmos isomorfismos com distor¢ao finita. Nesta
linha de pesquisa, Amir e Cambern [1, 8] mostraram independentemente que

Co(K) = Cy(S) = K ~ S.

Uma generalizacdo comum aos teoremas de Amir-Cambern e Holsztynski é o seguinte
resultado provado por Jarosz [32]:

Co(K) = Co(S) = K é imagem continua de um subconjunto de S.

Mais ainda, se K é compacto tal subconjunto é fechado. Os teoremas de Amir-Camber
e Jarosz motivam a seguinte questao:

17
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Questao 2.1. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um espaco
de Banach. Suponha a existéncia de um isomorfismo entre Cy(K, X) e um subespago
de Cy(S, X). Podemos concluir que K é imagem continua de um subespago de S7

Em geral a resposta a este problema é negativa. No entanto, Jarosz mostrou que ha
resposta positiva quando o espago de Banach X satisfaz uma certa condi¢ao geométrica,
envolvendo o parametro

n(X") = sup{min{[lz + Ay[| : [A[=1} : z,y € Sx-}.
A prova do proximo resultado pode ser encontrada em [33, Teorema 5|.

Teorema 2.2. Sejam K e S espagos localmente compactos e X um espago de Banach.
SeT: Co(K,X)— Co(S,X) é um isomorfismo com

4

TINT Y < ———,
T < 5

entao K ¢ imagem continua de um subconjunto de S. Se K ¢ compacto tal subconjunto
¢ fechado.

Neste capitulo apresentaremos duas respostas a Questdao 2.1 (Teoremas 2.16 e 2.19).
Nosso resultado dependera do parametro

A(X) = inf{max{[lz + Ayl ¢ [\l =1} : 2,y € Sx},

introduzido por Jarosz em [33].
Outra questao sugerida pelo teorema de Amir-Cambern é a seguinte:

Questao 2.3. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espaco
de Banach. Se Cy(K,X) ~ Cy(S,X), o que podemos dizer respeito as propriedades
topologicas dos espacos K e S7?7

A dificuldade deste problema origina no teorema de Miljutin o qual estabelece que
se K & um espaco métrico compacto nao enumeravel, entdo C(K) ~ C([0,1]) [41].
Este resultado implica que muitas propriedades topoldgicas nao sdo preservadas por
isomorfismos de espacos de fungoes continuas. Contudo, é possivel dar uma resposta
a esta questao (veja [13]). Lembremos que um espago de Banach X tem cotipo finito
q < oo, se existir uma constante xk > 0 tal que para qualquer escolha de elementos
Ti,...,Ty em X temos

n 1 n
(>l |9)H1 < - ( / 1S v )2 d) 72,
j=1 j=1

onde r;: [0,1] — R sa@o as fungdes de Rademacher, dadas por

r;(t) = sign(sin(2/ 7t)).
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Teorema 2.4. Sejam K e S espagos compactos Hausdorff e X um espago de Banach
de cotipo finito. Se X € separdvel ou X* tem a propriedade de Radon-Nikodym temos

O(K, X) ~ C(S,X) = |K||S| < R ou |K| = |S].

O caso escalar deste resultado foi obtido por Cengiz [15]. Por outro lado, um resultado
de B. Maurey e G. Pisier estabelece que os espagos de Banach de cotipo finito nao
possuem copia isomorfa de ¢y (para detalhes, veja |22]). Assim, nosso segundo objetivo
neste capitulo serd estender o Teorema 2.4 para a classe dos espacos de Banach X que
nao contem copia isomorfa de ¢y (Teorema 2.31).

Notemos que o Teorema 2.4 junto com os teoremas de Amir-Cambern mostram que
resultados de natureza topolégica podem depender da distor¢ao do isomorfismo. Isto
pode-se evidenciar no seguinte resultado [14].

Teorema 2.5. Sejam K e S espagos compactos Hausdorff e X um espago de Banach
de cotipo finito. Para todo ordinal o temos

C(K,X) 2 (S, X) = |[K@[|S@| < Ry ou |K@| =[S,

Mostraremos que a hipétese no Teorema 2.5 sobre o espago de Banach X pode ser
enfraquecida (Teorema 2.34).

O capitulo estd organizado como segue: na primeira secdo comecamos estabelecendo
alguns resultados que ajudarao na prova dos teoremas principais. Na segunda segao
provaremos os Teoremas 2.16 e 2.19. Na terceira secao provaremos o Teorema 2.31. Na
ultima se¢ao vamos provar o Teorema 2.34. As provas destes teoremas estao fortemente
apoiadas no estudo de isomorfismos definidos entre espagos de fun¢oes continuas Cy(K)
e com valores em espagos de fun¢des continuas com valores vetoriais Cy(S, X).

2.1 Resultados preliminares

Comecamos com um resultado bem conhecido da teoria isométrica de espagos de Ba-
nach Cy(K, X). Para comodidade do leitor, incluimos uma prova dele aqui.

Lema 2.6. Sejam K um espago localmente compacto Hausdorff e X um espago de
Banach. Entao existe um isomorfismo isométrico de Co(K, X) em Co(K x Bx~), quando
Bx+ ¢ munido da w*-topologia.

Prova. Notemos que o espaco K x Bx- é localmente compacto pois (Bx»,w*) é com-
pacto pelo teorema de Banach-Alaoglu. Para f € Cy(K, X), seja f: K x By —» K
definida por f(y, ¢) = ¢(f(y)). Provemos que f ¢ continua. Sejam (y,¢) € K X Bx~
e ((Yy, ®y))ver uma rede em K x By convergindo para (y,¢). Observe que y, = y e
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¢7 15) ¢. Logo,
f (s b)) — Fw, 0) = | (f () — S(F ()

= [6y(f (%) — ¢v(f(y))+¢v( () = o(f ()]
<oy (F(yy)) = 21 (FW)] + |0 (F () — &(f (9))]
< Mo llllf () = FW + 107 (f(y)) = &(F (W))]-

A continuidade de f junto com o fato de que ¢~(f(y)) — o(f(y)) implicam que os tér-
minos da tltima desigualdade acima convergem para zero. Assim, f (Y D) = f (y, 9)
e concluimos a continuidade de f . Por outro lado, nao é dificil mostrar que para todo
e > 0, o conjunto

{(y,6) € K x Bx« : |f(y,¢)| > ¢}

¢ compacto. Isto mostra que f € Co(K x Bx-). Seja ¢: Co(K,X) — Co(K x Bx)
dada por ¢(f) = f. Claramente 9 ¢ linear. Segue do teorema de Hahn-Banach que a
1 é uma isometria ja que

(A = sup{|f(y,9)| : (y,9) € K x Bx-}
=sup{[¢(f(y))| : (y,9) € K x Bx+}
= sup{sup{| ¢(f(y))| : ¢ € Bx-} : y € K}
=sup{[[f(W)| : y € K} =[] O
Definigao 2.7. Sejam K e S espagos topoldgicos. Uma fungdo de K com valores em

P(S) é chamada multifun¢do. Usaremos a notacao A: K == S, para indicar que A é
uma multifuncdo de K com valores em P(S).

Definicao 2.8. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um espaco
de Banach. Suponha que T': Co(K) — Cp(S,X) é um isomorfismo. Fixemos r > 0 e
definamos Q,.: K = S por

Q.(a) = {y € § : |T7(6-5,)({x})| > r para algum ¢ € Bx-}.
O seguinte resultado serd de muita utilidade neste capitulo.

Lema 2.9. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago de
Banach. Suponha que T: Co(K) — Co(S,X) é um isomorfismo. Seja r € R tal que
0<r<1/|T|I|IT7t|. Entdo para todo x € K temos Q,.(x) # 0.

Prova. Fixemos z € K e consideremos o isomorfismo isométrico 1p: Cp(S, X) — Cp(Sx
Bx+) do Lema 2.6 definido como ¥(g)(y, ) = ¢(g9(y)), para y € S e ¢ € Bx=~. Seja
T: Co(K) — Co(S x Bx-) o isomorfismo dado por T' = v o T. Do fato de 1) ser uma
isometria segue que |T|| = ||| e |7~ < [[T~"|. Pelo Teorema 1.31 temos

e : as_ 1
DTG (L] (00) € % B} 2

1
2 e T
T[T
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Portanto, para alguns y € S e ¢ € Bx+ devemos ter

| T%6(y.6)({z})] > 7. (2.1)

Provaremos que T*5(y7¢) =T*(¢-dy). Com efeito, se f € Cy(K) vale que

T0(y,0)(f) = 0(y,0)

= o(Tf(y)) =T (6 6y)(f)

As equagoes anteriores e a unicidade do teorema de representacdo de Riesz (Teorema
1.18) garantem que as medidas 7™, 4 € T*(¢ - d,) devem coincidir. Logo, da equagao
(2.1) inferimos que

| T(¢- ) ({z})] = 7,
isto é, y € Q. (z). O

O seguinte resultado ¢ uma generalizacao vetorial de [30, Lema 2.2.2].

Lema 2.10. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago de
Banach nao contendo copia de co. Suponha que T: Co(K) — Co(S,X) € um isomor-
fismo tal que |T7Y| =1 e ||T| < 3. Fizemos 0 < 6 < 1 tal que |T| < 35. Sejam
h,g € Co(K) tais que 0 < h < g < 1. Se o é um ordinal satisfazendo ||h|x )| > 0,
entao

() wes  ITfw)l >etn s 0,
h<f<g

onde
_m—T)

2
Prova. Usaremos inducao transfinita sobre a. Seja

A= (N {yesS:ITfW)]>e}

h<f<g

Considere o caso « = 0. Seja z € K tal que h(x) > §. Entao
IT(g +2h)[ = llg + 2h|| = g(z) + 2h(x) > 34.

Desta ultima equagao temos ||T'(g + 2h)(yo)|| > 30 para algum yp € S. Afirmamos que
yo € A. Com efeito, se f € Cy(K) satisfaz h < f < g entao ||g + 2h — 2f|| < 1. Logo,
1T > ||T(g + 2k — 2f)]|
> ||T(g + 20 = 2f)(yo)

> T (g + 2h)(yo)ll — 2T f (o)
> 36 =2 Tf (o)l
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Segue que ||[T'f(yo)| > e, isto é, yo € A. Assim, o resultado é valido para o = 0.
Suponhamos que « é um ordinal limite e que AN S®) #£ @ para todo 8 < a. Notemos
que A é compacto pois é intersecao de conjuntos compactos num espago Hausdorff.
Logo, {ANS ®) . < a} é uma cole¢ao de compactos ndo vazios ordenada por inclusao.
Portanto,

ANS@ = (N (ANSP) 9,

B<a

e o resultado vale para . Suponhamos agora que o = 4+ 1 para algum ordinal 5. Seja
z € K@ tal que h(z) > . Tomemos uma sequéncia (, )ney em K#)\ {2} satisfazendo
h(z,) > 0 para todo n € N. Pela compacidade local de K, existe uma sequéncia de
abertos disjuntos {U,, : n € N} em K com z, € U, para qualquer n € N. Pelo Lema
de Urysohn para cada n € N, existe h,, € Cy(K) tal que 0 < h,, <1, h,(K \ Uy,,) = {0}
e hp(zy) =1. Seja

A= () {ves:ITiw) =<}

Agora, ||(hn - )| @ || = (B -h)(z,) > 8. Pela hipotese de indugao temos A, NS £ ¢
para todo n € N. Mais ainda, dado n € N vale que A,, C A pois h, - h < h.

Afirmacao 2.11. Para cada subconjunto infinito 7' = {ny,ns,...} de N temos
o0
() An; = 0.
j=1

Caso contrario, seja y € ﬂ;‘;l Ay, Da defini¢ao de A, temos
it {|T(hn, - R)()] : j €N} > 0. (2:2)

Mostraremos que a série > 22, T'(hy; - h)(y) € fracamente incondicionalmente conver-
gente. Seja (ap)nen uma sequéncia em K limitada. Como {U,, : m € N} é uma
sequéncia de abertos dois a dois disjuntos, e para todo m € N temos h,,,(K \ U,,) = {0}
e [[hn, - || <1, deduzimos que

< max |a;,
1<i<k

k
> aihn, - h
=1
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para qualquer k£ € N dado. Logo,

k k
ZaiT(hni.h)(y) < T(Zaihni‘h) (y)
i=1 =1
k
< (e )|
=1
< |7

k
> aihn, - h
i=1

<|T 1< |IT .
< |7 g@,lazl < ||21€1§|ak|

Da arbitrariedade de k£ € N, concluimos que

k

sup
keN

a;T(hn, - h)(y)
1

< |7l sup |ax|- (2.3)
keN

1=

Assim, do Lema 1.6 segue que > 22, T'(hy, - h)(y) & fracamente incondicionalmente
convergente. Pelo Teorema 1.7 e a equacao (2.2), o espago X deve conter uma copia de
co. Isto contradiz nossa hipotese.

Vejamos que AN SP) ¢ infinito. Sendo, AN S¥ = {y,...,y,}. Consideremos para
k=1,...,s 0conjunto I'y = {m € N : yp € A,,}. Notemos que NC T'; U...UT. De
fato, se n € N entdao A, N S £ (. Logo, para algum y € S temos y € 4, N S¥ ¢
ANS® ou seja y = y; para algum j € {1,...,s} e disto n € T;. Por outro lado, a
Afirmacao 2.11 implica que I'y é finito para todo k = 1,...,s. Este absurdo mostra que
AN S® ¢ infinito e portanto,

ANS@ 5 (AN SN £,

Isto completa a prova do Lema. [l

2.2 Uma generalizacao do teorema de Holsztynski

O proximo resultado foi provado por Jarosz em [33, Teorema 1| para espagos métricos
localmente compactos. Mostraremos aqui que este resultado é valido para qualquer
espaco localmente compacto Hausdorff.

Teorema 2.12. Sejam K e S espacgos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach. Se T: Co(K) — Co(S,X) é um isomorfismo tal que ||T||[|T || < MX),
entio K ¢é imagem continua de um subconjunto de S.

Prova. Nao hé perda de generalidade se supusermos que ||T| = 1 e [T~ < A(X),
j4 que se ndo, o isomorfismo R = |T'|| T tera as propriedades requeridas. Seja r € R
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satisfazendo

(2.4)

<r <
AX) [yl

Consideremos a multifuncao €,: K == S introduzida na Defini¢do 2.8. Como con-
sequéncia imediata do Lema 2.9 temos:

Afirmacgao 2.13. Q,(x) # 0 para todo = € K.
Afirmacao 2.14. Se x1,25 € K e 21 # x9, entdo Q,.(z1) N Q- (z2) = 0.

Suponha que existe y € Q,(z1) N Q.(x2). Entdo para alguns ¢, ¢y € Bx+ temos

[T (dr - 0y){za )| =7 e [T"(¢2-6y)({z2})] =

Sejam Uy e Us dois abertos disjuntos tais que x1 € Uy e o € Us. Das desigualdades
acima obtemos

| T(¢1 - 6)|(U1) = e | T (g2 0y)|(U2) > 7.

Segue do Teorema 1.32 que existem fungoes fi, fo € Co(K) com || f1]] <1, ||f2f] < 1e
fi(K\Uy) = fo(K \ Uz) = {0} satisfazendo

| T(¢1 - 6) (S| =7 e [T"(¢2-6y)(f2)| = 7

Donde,

ITAWI =7 e Tyl =7 (2.5)

Notemos que para quaisquer aj,as € K com max{|ail],|az|} < 1 vale que
|l f1 + aa fo|| < 1. Por outro lado, a equagao (2.5) e o Lemma 1.49 implicam que

lar T f1(y) + a2T fa(y)|| > rA(X),

para alguns a1, as € K tais que max{|a1],|az|} < 1. Logo,

1= |T| > |T(crfi + aafo)]]
> T (o f1 + azf2)(y)ll
= 1T fi(y) + 2T fa(y)|| > rA(X),

contradizendo a equagao (2.4).
Sejam Q = (J,cx 2 (z) e ¢: @ — K definida como p(y) = x se y € Q.(x). As
Afirmagoes 2.13 e 2.14 mostram que ¢ é uma fungao sobrejetora.

Afirmacao 2.15. ¢: () — K é continua.
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Fixemos y € Q e seja 0 < € < r dado. Seja (y-),er uma rede em € convergindo para

y e suponhamos que z, = ¢(yy) / ¢(y) = . Entao existe uma vizinhanca compacta
V C K de x tal que se y € T temos zo € V, para algum 7' > 7. Seja U; um subconjunto
aberto de K tal que z € U; e Uy C V. Como ¢(y) = z, a definicdo da ¢ junto com a
Definicao 2.8 implicam que

| T(¢- ) ({2} = 7,

para algum ¢ € Bx«. Logo, | T%(¢ - 6,)|(U1) > r. Pelo Teorema 1.32, existe f1 € Co(K)
com [l < Te fi(K\UY) = {0} tal que | T*(6-6,)(f1)| > r. Segue que |[Tf(y)] > r >
r—e. Pela continuidade de T'f1, existe v, € I tal que se vy > 1, entao ||T'f1(yy)|| > r—e.
Fixemos v > v tal que z, ¢ V e

ITfi(y )l > 7 —e. (2.6)

Seja Uy C K um aberto tal que z, € Uy e Uy NV = (. Do fato p(y,) = z, e da
Definigao 2.8 deduzimos que

| (¢ - 0y, ) {2y D 2 7,

para algum ¢, € Bx«. Portanto, | T*(¢ - d,,)|[(Uz2) > r. Usando novamente o Teorema
1.32, existe fa € Co(K) com || fof] < 1e fo( K\ Uz) = {0} tal que | T*(¢p -y, )(f2)| > 7
e disto obtemos

1T fa(y )|l > 7 —e. (2.7)

Como U; NUz = 0, temos ||ay f1 + aafa| < 1 sempre que max{|ai|,|az|} < 1. Das
equacoes (2.6), (2.7) e do Lema 1.49 segue que

len T fi(y) + e2T fa(y) | > (r — )A(X),

para alguns o, as € K satisfazendo max{|a1|, |az|} < 1. Assim,

L=|T[ = |T(a1fr + azfo)ll
> ||T (o f1 + a2 fo)(y) |l
> leaT f1(y) + a2T fa(y) |l
> (r — £)A(X).

A arbitrariedade de e implica que 1 > rA(X), contrario & equagao (2.4). Logo, ¢ é
continua. m

Como corolario do Teorema 2.12 obtemos:

Corolario 2.16. Sejam K ¢ S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach. Se T: Co(K,X) — Co(S,X) € um isomorfismo com |T||| T~ < A(X),
entdo K € imagem continua de um subconjunto de S.
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Prova. Observe que se e € Sx, o subespaco V = {f-e : f € Cy(K)} de Co(K,X) &
isometricamente isomorfo a Cy(K). Se T: Cy(K, X) — Cp(S, X) é um isomorfismo tal

que [|T||[|T7 < A(X), entdo T: V — Co(S, X) dado por Tf = T(f - e) também ¢ um
isomorfismo tal que ||T||||77|| < |IT||T7|| < A(X). Desta maneira, vemos que existe
um isomorfismo de Cy(K) em Cy(S, X ) com distor¢ao menor do que A(X). Portanto,
K & imagem continua de um subconjunto de S, pelo Teorema 2.12. U

Observagao 2.17. Para o espago X = [, com 2 < p < oo a limita¢ao do Teorema 2.12
¢ a melhor possivel. Com efeito, se T': [, ®o I, = [,, € dada por

T(:Evy) = (:El)ylv:Eva?v .. ')’ onde z = (ajn)nGN ey = (yn)TLENa

entdo || T|||| 71| = 2'/P e pela Observacao 1.50 temos ||T'||||7 1| = A(X). A partir de T
pode-se construir um isomorfismo entre os espagos C(K, X) e C(S, X), onde K = {1,2}
e S = {1}. No entanto, K nao ¢ imagem continua de um subconjunto de S.

A Observagao 2.17 motiva a seguinte questao.

Questao 2.18. Para o espaco X = [, com 1 < p < 2, a limitagdo do Teorema 2.12 ¢ a
melhor possivel?

O proximo resultado é uma generalizacao vetorial de [16, Teorema 1].

Teorema 2.19. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espaco
de Banach. Se T: Co(K) — Co(S,X) € um isomorfismo com

_ 3A(X)
7|71 —_
ITIT < 57 75

entio para qualquer ordinal o, K(® ¢ mmagem continua de um subconjunto de S Se
K € compacto tal subconjunto € fechado.

Prova. Suponhamos que ||T7!|| =1 e ||T| < 3\(X)/A(X) + 2. Notemos que

Tl _ 3 =Tl
AX) 2
Seja 0 < § < 1 tais que
17| 36 — |||
B | 2.
Ax) S 2 (28)

Note que pela escolha de §, temos ||T|| < 30. Para = € K, sejam

Fro={f€eCy(K):0<f<1lef(x)>0} e
A, ={yeS :||Tf(y)| > rpara toda f € F.}.

Afirmacao 2.20. Se 21,22 € K e 11 # 3, entao Ay, N AL, = 0.
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Caso contrario, seja y € Ay, N Ay, e sejam U; e Uy subconjuntos abertos disjuntos de
K contendo x1 e z9, respectivamente. Pelo Lema de Urysohn existem fi, fo € Cy(K)
tais que 0 < f; < 1, ||fill = fi(zi) =1 e fi( KX \U;) = 0 para i = 1,2. Temos f; € Fu,
para ¢ = 1,2 e portanto,

ITHWI =7 e ITf@)l=r

Pelo Lema 1.49 segue que

la1T fi(y) + a2T fa(y)|| = rA(X),

para alguns aj,as € K com max{|ai],|az|} < 1. Notemos que ||aif1 + azfa]| <1 e da
equacao anterior deduzimos que

rA(X) < |laaT f1(y) + a2T f2(y) |l

< |la1T f1 + a2 T fo|
<7,

contradizendo a equagao (2.8).
Afirmacéo 2.21. Para cada ordinal o temos Ay NS £ 0, se z € K.

Fixemos z € K(®. Note que

Ar= () Ay,

feFz

onde Ay = {y € S : |Tf(y)|| > r}. Considere a colegio C = {A; NS : f € F.}.
Note que Ay é compacto para toda f € F,. Vejamos que C tem a propriedade da
intersecao finita. Sejam fi,..., f, € F, e definamos

h= min f; e = max f[;.
1§j§nf] 9 ISanfJ

Entao 0 < h < fj < g <1 paratodo j € {1,...,n} e [|h|gw]| > h(xz) > 6. Portanto,
do Lema 2.10 obtemos
(A nS@) o () {yes: Ty =rins £0.

1 h<f<g

J

Logo,

AeNS@ = () (AynS©) 0.
fEF

Sejam « um ordinal fixo e

A, = U A, NS,
zeK ()
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A Afirmacao 2.21 implica que se K% # () entdo A, # (). Claramente se «, § sao ordinais
com a < f3, entdo Ag C A,. Sejam A := Ag e ¢p: A — K definida por 9(y) = x se
y € Ay. As Afirmacoes 2.20 e 2.21 implicam que de fato 9 é uma funcdo sobrejetora.
Note também que a Afirmacio 2.21 implica que ¥(Ay) = K@, Logo, [, : Aq — K@
é sobrejetora para todo ordinal «.

Afirmacao 2.22. Para todo ordinal «, ¥z, : Ay — K (@) ¢ continua.

Basta mostrar que ¢ é continua. Sejam y € A e (y)yer uma rede em A convergindo a

y. Suponha que 9 (y,) = z, e ¥(y) = x. Se tivéssemos . /4 x, existiria uma vizinhanca
compacta de x tal que para cada 79 € I' temos x, € V, para algum v > 79. Sejam
U; C K um aberto contendo xz e f1 € Cy(K) tal que 0 < f1 < 1, ||f1]| = fi(x) =1e
fi(K \ Up) = 0. Observe que f; € F, e assim, || Tfi(y)|| > r. Se l > 0 & dado, entao
T fi(y)|| > r—1. A continuidade de T'f; e o fato que y, — y implicam que para algum
71 €I temos ||Tfi(yy)|| > r — [, sempre que v > ;. Fixemos v > 7 tal que z, ¢ V
entao

1T fr(y )l > 7 =1

Seja Uz C K um aberto com xy € Uz e Uo NV = () e tomemos fy € Cy(K) satisfazendo
0< fo <1, |lfoll = fa(zy) = 1e fo(l\ Uz) = 0. Logo, fo € Fu, e ja que ¥(y,) = 2

temos

1T fay )l > 7 =1

O Lema 1.49 implica que para alguns a1, as € K com max{|a1], |az|} < 1 temos

laxTf1(yy) + a2T fa(y,) || > (r = DA(X).

Claramente ||a1 f1 + asfo|| < 1, e segue que ||a1T f1 + a2T f2|| < ||T||- Logo,

(r = DANX) < [laaT f1(yy) + a2T f2(y4) |
< |7

Fazendo | — 0, concluimos que rA(X) < ||T|| que é absurdo pela equagao (2.8). Isto
prova que ¥, é continua para todo ordinal a.

Para terminar a prova, vamos mostrar que para qualquer subconjunto compacto H de
K vale que |,y Ay € fechado. Este resultado implicard em particular que A, ¢ fechado
para todo a, quando K for compacto. Seja (y,)er uma rede em |J, .z Ay convergindo
ay € S. Para cada v € I existe 7, € H tal que y, € A;. Podemos supor que z, — =
para algum z € H. Vejamos que y € A,. Se f € F,, entdao f(x) > J. Pela convergéncia
de (z4)~er a m, existe 79 € I' tal que se v > o temos f(z,) > 6, ou seja f € F se
v > 70. Como y, € A, , segue que |T'f(y,)|| > r para qualquer v > 79. Concluimos,
da continuidade de T'f, que || T f(y)|| > r e portanto, y € A,. O

O seguinte resultado é consequéncia imediata do teorema anterior.
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Corolario 2.23. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach. Se T: Co(K,X) — Cy(S,X) é um isomorfismo com

_ 3A(X)
T Tt e
ITIT < 57 75

entio para qualquer ordinal o, K(® ¢ imagem continua de um subconjunto de S Se
K é compacto tal subconjunto € fechado.

Observagao 2.24. Seja X um espago de Banach real com dim X > 2 e satisfazendo
p(X*) = p(X) < 2. (2.9)
Entao
4 3A(X)
2 p(XY) S AX) 2
Com efeito, pela Observacao 1.48 se X é um espaco de Banach real, os parametros
1(X) e AM(X) coincidem com as constantes de James e Schéffer, respectivamente. Pelo

Teorema 1.51 temos pu(X)A\(X) = 2. Deste fato deduzimos que a desigualdade (2.10) é
equivalente a

(2.10)

4p(X) < 24 3u(X),

que segue imediatamente da equagao (2.9). Assim o Corolério 2.23 generaliza o resultado
de Jarosz (Teorema 2.2) para uma classe de espacos de Banach. Para exemplos de
espagos de Banach satisfazendo a equagao (2.9), veja a Observagao 1.52.

No caso complexo, se X =1, com 2 < p < oo entdo a desigualdade (2.10) também é
satisfeita pela Observagao 1.50.

Observagao 2.25. Como ja mencionamos na Observagao 1.52, existe uma familia nao
enumeravel de espacos de Banach nao satisfazendo a igualdade (2.9). Porém, é facil ver
que esta familia verifica também a desigualdade (2.10).

Das observagoes anteriores surge a seguinte questao.

Questao 2.26. A limitacao do Teorema 2.19 é a melhor possivel?

2.3 Isomorfismos entre espacos Cy( K, X)

Vamos introduzir o conceito de imagem inversa de uma multifunc¢ao.

Definigao 2.27. Seja M : K = S uma multifuncdo e F' C S. A imagem inversa de F'
sob M, denotada por M ~1(F), ¢ por defini¢io

MY F)={ze K : Mx)NF #0}.

Quando F = {y} para algum y € S, simplesmente escreveremos M ~!(y) no lugar de

M ({y).
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A seguinte proposicao é o ingrediente mais importante para a prova do teorema prin-
cipal desta secao.

Proposicao 2.28. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um es-
pago de Banach nao contendo cdpia de co. Seja T: Co(K) — Co(S, X) um isomorfismo.
Para cada v >0 ey €S, o conjunto Q, 1 (y) € finito.

Prova. Suponhamos que para alguns y € S e r > 0, o conjunto Q. !(y) ¢é infinito.
Pela compacidade local de K, existe uma sequéncia de abertos dois a dois disjuntos
{U,, : n € N} satisfazendo U, N Q, 1 (y) # 0 para cada n € N. Dado n € N, fixemos
xy € K tal que

z, € Uy N Q7 (y).
Entao existe ¢,, € Bx+ com

[T (6 - 0y)|({zn}) = [T (dn - ) ({xn})] = 7

Note que z,, € U, e assim,

| T (¢n - 0y)|(Un) = 7.
Pelo Teorema 1.32, existe f,, € Co(K) com || fn] < 1, fu(K \ Uy) = 0 e satisfazendo

| T (00 - 0y)(fn)| = 7

Portanto, para todo n € N temos

1T fa()Il = |on (T fu(y))] = [T (dn - 6y)(fn)| = 7 (2.11)

Afirmacao 2.29. A série > 7| T'f,(y) ¢é fracamente incondicionalmente convergente.

Seja (an)neny uma sequéncia limitada em K. Observe que para todo n € N temos

n
> anfn
=1

Seja n € N fixo. Usando a equacao anterior obtemos

T (Z anfn) (y)
=1

gexl

Zanfn

=1

< max |a;].
1<i<n

Z aann(y)
=1

<

< |||

<7 max |a;| < || T sup |an|.
1<i<n neN
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Como n € N foi fixado arbitrariamente, temos

n

sup
neN

aann (y)
1

< |7l sup |an|.
i neN

1=

Do Lema 1.6 e a equacdo acima deduzimos a afirmacao.
Finalmente, a equacao (2.11) implica que

inf{||Tfa(y)|| : n € N} >0 (2.12)

A equacao (2.12), a Afirmagao 2.29 e o Teorema 1.7 implicam que o espago X contém
um subespaco isomorfo a ¢y, contrariando nossa hipétese. Esta contradi¢ao mostra que
Q. 1(y) deve ser finito para todo y € S. O

T

Teorema 2.30. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff. Seja X um
espaco de Banach ndo contendo copia cy. Se K € infinito temos

Prova. Seja T': Cy(K) — Cp(S, X) um isomorfismo. Provaremos que S deve ser infi-
nito. Suponhamos que S € finito, digamos |S| = n. Nao é dificil ver que Cy(5, X) = X™.
Logo, Cy(K) — X™. Por outro lado, sendo K um espago localmente compacto infi-
nito, o espago Cy(K) contém uma copia de ¢y. Portanto, cg — X". Pelo Teorema 1.8
concluimos que ¢y — X, contradizendo nossa hipotese.

Seja r € R tal que 0 < r < 1/||T||||T~||. Se z € K ¢ dado, entdo pelo Lemma 2.9
segue que existe y € S satisfazendo y € Q,.(x). Da Definigdo 2.27 temos = € Q. 1(y), ou
seja

Kc o).
yes

A Proposicio 2.28 garante que Q. !(y) ¢é finito para qualquer y € S. Em consequéncia,

K< [J o )] <18],
yeSs

ja que S é infinito. O

Finalizamos esta se¢ao com uma versao vetorial do teorema de Cengiz. Nosso resultado
generaliza o Teorema 2.4.

Teorema 2.31. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach nao contendo cdpia de cy. Entao

Co(K, X) ~ Co(S, X) = |K|[S| < Rg ou |K| = |S5].
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Prova. Suponhamos que |K||S| > Ry e que K ¢ infinito. Pelo Teorema 2.30 temos
|K| < |S| pois Co(K) — Cp(S, X). Notemos que S também ¢ infinito. Como Cy(S) —
Co(K,X), o Teorema 2.30 implica que |S| < |K|. Portanto, |K| = |S]|. O

Observacao 2.32. Nao é possivel remover a hipotese sobre o espaco de Banach X no
Teorema 2.31. Denotemos por N* o compactificado de Alexandrov de N. Pelo Teorema
de Miljutin [41] temos

C([0,1], C([0,1])) ~ C([0,1]) ~ C(N* x [0,1]) ~ C(N*, C([0, 1])),

mas | [0, 1] # N

2.4 Isomorfismos com distorcao menor que 3

O proximo resultado ¢ uma generalizacao de [14, Teorema 2.1].

Teorema 2.33. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach nao contendo copia de cy. Seja T: Co(K) — Co(S, X) um isomorfismo com
ITINT < 3, e a um ordinal. Temos

1. se S\ ¢ finito, entio K@ ¢ finito.
2. se S\ ¢ infinito, entio | K| <|S(®).

Prova. Podemos supor que ||[T7!| =1 e ||T| < 3. Seja 0 < < 1 tal que |T| < 36, e
definamos

37|
5 .
Para x € K dado, sejam F, e A, como na prova do Teorema 2.19, isto é,

Fo={feCy(K):0<f<1lef(x)>0d}, e
A, ={yeS: ||Tf(y)| > epara toda f € F,}.
Pela Afirmacio 2.21 temos Ay N S £ @, sempre que z € K(®. Seja A: K = S a
multifuncdo dada por A(z) := A,. Entdo se x € K@ existe y € S(® tal que y € A,.
Asgsim,
Kc | A ). (2.13)
yeS (@)

Como na prova da Proposi¢io 2.28, pode ser mostrado que A~!(y) é finito para todo
y € S. Segue que se S(@ ¢ finito, entdo K(® também é finito. No caso em que S(@ ¢
infinito, da equagao (2.13) deduzimos que

(K@< [ Ay <159,
yES(O‘)

Isto completa a demonstracao. ]
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Teorema 2.34. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago
de Banach nao contendo cépia de cy. Entao para todo ordinal o temos

Co(K, X) ¥ Co(8, X) = [K[|S@] < Ry ou |[K@] =[5,
Prova. Suponhamos que |K(®|[S(®)| > Ry e que K(® ¢ infinito. Observemos que

Co(5) & Co(K,X) e pelo Teorema 2.33, segue que |S(®| < |K(®|. Por outro lado,

Co(K) & Co(S, X) e do Teorema 2.33, inferimos que S(® ¢ infinito. Logo, |K(®| <
|S(@)] e assim, |K ()| = |S(@)]. O

Observacao 2.35. A Observacao 2.32 mostra que hipétese do espaco de Banach X
nao conter copia de ¢y é essencial.






Capitulo 3

Isomorfismos entre reticulados de
Banach Cy(K, X)

Loco (adjetivo): dicese de quien estd afectado
de un alto nivel de independencia intelectual.
Ambrose Bierce

Um resultado que generaliza o teorema de Banach-Stone é o teorema de Kaplansky
que estabelece que, dados dois compactos Hausdorff K e S, se existe um isomorfismo
de ordem entre C(K) e C(S), entao K e S sao homeomorfos [36].

O teorema de Kaplansky motiva a seguinte questao.

Questao 3.1. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um reticulado
de Banach. A existéncia de um isomorfismo de ordem de Cy(K,X) sobre Cy(S, X)
implica que K e S sao homeomorfos?

Esta questao em geral tem resposta negativa como veremos em seguida. Dados dois
espagos topologicos K e S, denotamos por K & S a soma topologica de K e S.

Observacao 3.2. E conhecido que existem dois espacos métricos compactos nao enu-
meréaveis K e S ndo homeomorfos, tais que as somas topologicas K & K e S & .S sao
homeomorfas [49]. Se X = (R?, || - ||o), temos os seguintes isomorfismos (isometrias) de
ordem:

C(K,X)2C(KaK)=C(S®5S) = C(S,X).

Observacao 3.3. Considere o reticulado de Banach X = [1. Definamos T": 1 ®sol1 — 11
por

T((xn)TLEN) (yn)nGN) = (:El’ Y1,22,Y2, - - )

Entdo T ¢ um isomorfismo de ordem com ||T'||||T~!|| = 2. Usando o isomorfismo de
ordem 7T, podemos construir um isomorfismo de ordem entre C(K, X) e C(S,X) com
distor¢ao 2, onde K = {1,2} e S = {1}. No entanto, K e S nao sao homeomorfos.

35
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Contudo, neste capitulo mostraremos que é possivel obter uma resposta afirmativa para
a Questao 3.1.

Lembremos que Geba e Semadeni provaram que se existe uma isometria 7" de C(K)
em C(S) satisfazendo T'f > 0 se e somente se f > 0, entdo K ¢é imagem continua de
um subconjunto fechado de S [29].

Este resultado sugere a seguinte questao.

Questao 3.4. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um reticulado
de Banach. Se existe um isomorfismo positivo de Cy(K, X) em Cp(S5,X), entao K é
imagem continua de um subconjunto de S?

Como vemos no exemplo da Observacao 3.3, a resposta desta questao é negativa em
geral. No entanto, daremos uma resposta afirmativa quando o reticulado X é um AL-
espago (veja Definigao 1.44).

Inpirados pelo teorema de Kaplansky e os resultados do Capitulo 1 temos a seguinte
questao.

Questao 3.5. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e X um reticulado
de Banach. Quais relacoes topologicas existem entre K e .S, sob a existéncia de um
isomorfismo positivo entre Cy(K, X) e Cy(S5, X)?

Mostraremos que os resultados do Capitulo 1 podem ser melhorados quando conside-
rarmos isomorfismos positivos (ou de ordem). Todos os resultados que obteremos neste
capitulo sdo conseqiiéncia do estudo de isomorfismos positivos de Cy(K) em Cp(S, X),
para um reticulado de Banach X.

Organizamos este capitulo como segue: na primeira secao estudamos isomorfismos
positivos entre reticulados Co(K, X) para um reticulado X. Na segunda e terceira se-
¢ao estudamos isomorfismos positivos entre reticulados Cy(K, X), para um AL-espaco
X. Finalmente na ultima secdo provaremos o teorema de Kaplansky para o reticu-
lado C(K, X), quando K e X satisfazem certas condi¢oes topologicas e geométricas,
respectivamente.

3.1 Isomorfismos positivos entre reticulados Cy(K, X)
O seguinte resultado é uma versao do Lema 2.10 para isomorfismos positivos.

Lema 3.6. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um reticulado
de Banach nao contendo cdpia de co. Suponhamos que T: Co(K) — Co(S,X) € um
isomorfismo positivo com |[T~1|| < 1. Seja h € Co(K) tal que 0 < h < 1 e fizemos
0 <r < 1. Se para algum ordinal o temos ||h| )| > 7, entdo

N {ves: ITIw) = rinS® 0.

h<f<1
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Prova. Provaremos o resultado por indugao transfinita sobre a. Seja a = 0 e tomemos
x € K tal que h(z) > r. Definamos

A= (Y yesS:ITfW) =)

h<f<1

A positividade de T" implica que T'f > Th, quando f > h. Logo, T'f(y) > Th(y) > 0
para cada y € S. Donde, | Tf(y)| > ||Th(y)| para qualquer y € S. Em consequéncia
temos

AD{yesS : |Th(yll =r}#0,

pois | Th|| > ||h|| > h(z) > r. Portanto, A # 0 e o resultado vale quando o = 0. O
resto da prova segue como no Lema 2.10. U

Antes de enunciar nosso proximo resultado vamos fixar algumas notacoes. Sejam K
um espago localmente compacto Hausdorff e x € K. Sejam I, um conjunto de indices e
{U;}ic1, um sistema fundamental de vizinhanc¢as abertas de z. Em I, definimos ¢ < j, se
U; C U;. Observe que I, munido com esta ordem ¢ um conjunto parcialmente ordenado.
Lembremos que M (K, X) denota o espago das funcoes totalmente mensuraveis (veja
Capitulo 1).

Lema 3.7. Sejam K um espago localmente compacto Hausdorff e X e Y espacos de
Banach. Suponha que m: Bx — L(X,Y) € uma medida variacionalmente regqular e de
semivariagao limitada. Sejam x € K, e € Sx e {U;}icr, um sistema fundamental de
vizinhangas abertas de x. Seja (f;)icr, uma rede em M(K, X) tal que f;(K \ U;) =0,
Ifill =1 e fi(x) = e para todo i € I,. Entdo

lim /Kfi dm = m({x})(e).

1€l

Prova. Seja € > 0 dado. Como m é variacionalmente regular, existe um subconjunto
aberto V' de K com x € V tal que |m||(V \{z}) <e. Sejaip € I, tal que x € U;; C V.
Note que para ¢ € I, temos

/ fidm = / fidm = fidm -+ m({z})(e).
K U; U;\{=}
Logo, se i > 1y temos

H [ fidm = m(taho

/ Ji de
Ui\{z}
< |Iml[(Ui \ {z}) < [m[|[(V \{z}) <e. O

Lema 3.8. Seja K um espago localmente compacto Hausdorff e x € K dado. Entao
existe um conjunto parcialmente ordenado I, um sistema fundamental de vizinhangas
abertas {U; }ier, de x e uma rede {f;}icr, em Co(K) satisfazendo as sequintes proprie-
dades
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1.0< f; <1, file) =1 e fi( K\ U;) =0 para cada i € I,;
2. U; CU e fj < fi, sempre que © < j;
3. seil,...,in € Iy, entao existe i € I tal que i, <1 para qualquer k=1,...,n.

Prova. Seja {V;}ic; um sistema fundamental de vizinhangas abertas de z. Pelo Lema
de Urysohn para cada i € I, existe h; € Co(K) tal que 0 < h; < 1, ||h;]| = hi(z) =1
e hiy(K \'V;) = 0. Seja I, a colecao de todos os subconjuntos finitos ndao vazios de I
junto com a ordem F; < F, se Fy C F,. Para cada F € I, defina Up = ﬂieF U;
e fr(t) = minep hi(t), se t € K. Nao é dificil ver que a colecao {Up}rer, € a rede
(fF)rer, satisfazem as condigoes requeridas. O

Notacao 3.9. Seja K um espaco localmente compacto Hausdorff e fixemos = € K.
Sejam {U; }ier, um sistema fundamental de vizinhancas abertas de x e (f;)iez, uma
rede em Cy(K). A notacao {U;, f;}icr, <> {x} serd usada para indicar que as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

1. I, é um conjunto parcialmente ordenado;

2.0< f; <1, filr) =1e fi(K\U;) =0 para qualquer i € I ;

3. UjCcU;e fj < fi, quando i < j;

4. seiq,...,i, € I, entdo existe ¢ € I, tal que i, < i paracada k=1,...,n.
O Lema 3.8 garante a existéncia de tal sistema fundamental de vizinhancas.

Notagao 3.10. Sejam K e S espacos localmente compactos Hausdorff e T': Co(K) —
Co(S, X) um operador. A cada y € S, associamos o operador T}, : Cyo(K) — X dado por
T,(f) =Tf(y), se f € Co(K). A medida representante deste operador serd denotada
também por Tj,.

O proximo resultado ¢ uma versao vetorial de [17, Lema, pag. 301].

Teorema 3.11. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um reticu-
lado de Banach ndao contendo cdpia de co. Suponhamos que T: Co(K) — Cy(S,X) €
um isomorfismo positivo com ||[TY| < 1. Fizemos 0 <r <1 ex € K. Sejam {U; }ic1,

um sistema fundamental de vizinhangas abertas de x e (f;)icr, uma rede em Cy(K) tal
que {U;, fitier, <+ {z}. Entao

An(z) = () Ki, (3.1)
1€l,

onde

Av(z)={y e S : |[Ty({z})l| =}, e
Ki={yeS :|Tfiy)l>r}

Mais ainda, para cada ordinal o tal que K(® # O temos A, (z) NS £ 0, sempre que
ze K@,
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Prova. Como X nao contém copia de ¢y, o Teorema 1.30 implica que a medida repre-
sentante do operador Ty: Co(K) — X toma seus valores em X e é regular. Pelo Lema
3.7 temos

lim T fi(y) = T, ({«})- (3.2)

ZEII

Seja y € ey, Ki, entdo y € K, isto &, [|[Tf;(y)|| > r para todo i € I,. Decorre da
equagao (3.2) que ||T,({z})|| > r, ou seja y € A,(z). Reciprocamente suponhamos que
y € Ap(x), isto &, [|[Ty({x})|| > 7. Como T é um operador positivo, T, também é um
operador positivo e sua medida representante é positiva, pelo Lema 1.43. Segue da
Proposigio 1.36 que existe 2* € B¥. tal que 2*(T,,({z})) > r. Usando a equagdo (3.2)
temos

o (T({x}) = lim 2" (T (1)
=l T (" 5,)(f)
=T -6,)({x})

Pelo Teorema 1.18, a medida T™(z* - d,) € positiva. Escrevamos T™(z* - §,) = ady + 1,
onde a = T*(z* - 0,)({z}) > r en € Cy(K)* é uma medida positiva tal que n({z}) = 0.
Se i € I, dado, entao

( )(fz)—afz / fldn>a>r
e temos T*(x* - 6,)(fi) = «*(T fi(y)). Logo,
1T fi(w)ll = 2*(Tfi(y)) = .

Assim, y € (;ep, K

Agora seja o um ordlnal tal que K(® £ () e tome z € K(®. Consideremos a colecdo
={K;n S@ . el +}. Vejamos que D tem a propriedade da interseccao finita.

Sejam i1,...,0n € Iy dados e h = minj <<y, fi,. Entao |h|gw || = h(x) =1 > r. Pelo

Lema 3.6 segue que

ﬂK NS@Ws () {yes:ITfW) =rkns® #0.

h<f<1
A compacidade e a equagao (3.1) implicam que
Ar(z) NS = (V(KinS@) =D #0. O
1€,

Teorema 3.12. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um reticu-
lado de Banach nao contendo copia de cy. A existéncia de wm isomorfismo positivo de
Co(K,X) em Co(S, X) implica que para qualquer ordinal v temos:
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1. se 89 ¢ finito, entio K ¢ finito;
2. se S\ ¢ infinito, entio | K| <|S(®).

Mais ainda, se K e S sao compactos Hausdorff com S disperso, entdo K € disperso e

ht(K) < ht(S).

Prova. Como Cy(K) é isomorfo a um subespago de Cy(K, X), é suficiente considerar
um isomorfismo positivo T: Cy(K) — Cp(S, X). Sem perda de generalidade podemos
supor que |[T71|| = 1. Sejam 0 < r < 1 fixo e A,: K = S a multifuncio de K em S
dada por

reKr— A(z)={yesS: ||T,({z})|| >r}

Pelo Teorema 3.11 segue que se x € K e {Uj, fi }ic1, <> {x}, entdo

1€l

onde K; ={y €S : ||[Tfi(y)|]| > r}. Também pelo Teorema 3.11 para cada ordinal «
tal que K(® #£ () temos A,(z) NS # ), quando z € K isto ¢,

K c | A7 ). (3.4)
yGS(O‘)

Vamos mostrar que para qualquer y € S, o conjunto A!(y) é finito. Por absurdo,
suponhamos que existe y € S tal que A 1(y) ¢é infinito. Pela compacidade local de K,
existe uma sequéncia de abertos disjuntos dois a dois {U,, : n € N} de K tal que

para todo n € N. Seja z, € U, N A7 (y). Para cada n € N, sejam {U['}icr,, um
sistema fundamental de vizinhangas abertas de x,, e {f}icr,, uma rede em Cp(K) tal
que {U}", f"}icr,, < {zn}. Tome iy, € I, tal que U;, C U,. J& que z,, € A7 (y) temos
y € Ap(7,) e decorre da equagdo (3.3) que || T'f] (y)|| > 7. Assim,

inf{||Tf (y)|| : n € N} > 0. (3.5)

Notemos que para todo n € N temos f' (K \U) = 0e | f{'| = 1. Como na prova
do Lema 2.10 pode ser mostrado que a sequéncia (7'f] (y))nen satisfaz a condigao 2
do Lema 1.6. Portanto, a série »° T'f (y) ¢ uma fracamente incondicionalmente
convergente. A equacao (3.5) e o Teorema 1.7 implicam que o espago X contém um
subespaco isomorfo a cg, contrario a nossa hipotese. Logo, A, !(y) é finito para todo
yes.



3.2. ISOMORFISMOS ENTRE RETICULADOS Cy(K,X) PARA UM AL-ESPACO X .41

Se S(® ¢ finito, a equacdo (3.4) implica que K(® ¢ finito. Se S(®) ¢ infinito, entdo pela
equacao (3.4) temos

K@< | | Aw)| < (5@,
yes(@)

Suponhamos agora que S é disperso e seja a um ordinal tal que S(@) = (. Decorre
novamente da equacao (3.4) que K é disperso e ht(K) < «. Assim, ht(K) < ht(S). O

3.2 Isomorfismos entre reticulados Cy(K, X) para um AL-
espaco X.

Nesta se¢ao estudamos isomorfismos positivos entre reticulados de Banach Cy(K, X),
quando X é um AL-espaco.
Nosso proximo resultado é uma generalizacao vetorial de [17, Teorema, pag 301].

Teorema 3.13. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um AL-
espago. Se T: Co(K,X) — Co(S,X) é um isomorfismo positivo, entao para qualquer
ordinal o temos

(K@) < TS,

Prova. Basta considerar um isomorfismo positivo T: Co(K) — Co(S, X) com ||[T71|| =
1. Seja 0 < r < 1 fixado. Para cada =z € K, seja {U,}icr, um sistema fundamental
de vizinhangas abertas de z e (f;)icr, uma rede em Co(K) tal que {U;, fi}ier, <> {x}.
Vamos considerar a multifuncao A, definida no Teorema 3.11, isto &,

reKr— A(x)={yeS: |T,({z})|| >}

Pelo Teorema 1.46, o espago X ndo contém um subespaco isomorfo a cg. Assim, pelo
Teorema 3.11 temos

Ar(z) = ) Ki,

i€l

onde K; = {y € S : |Tfi(y)| > r}, e para qualquer ordinal a tal que K(®) # () temos
Ay (z) NS £ 0, quando = € K. Logo,

K c | A7) (3.6)

yes(@)

Afirmacao 3.14. Para qualquer y € S temos |A, 1 (y)| < ||T||/r.
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Com efeito, dado y € S, se x1,...,2, € A Y(y), entdo ||Ty({x;})|| > r para cada
i€{l,...,n}. Pelo Lema 1.43, a medida T}, é positiva. Sendo X um AL-espaco, segue
da definicdo de semivariacao que

1T = Ty F = (17 [1(K)
> 1Tyl ({21, - 2n})

= IT,({a})l| > nr.

k=1

Isto mostra que n < ||T||/r e assim, |[A=Y(y)| < ||T||/r. Logo, da Afirmacdo 3.14 e da
equagao (3.6) obtemos

T
KO <| U a7 )| < s
yes(a)

Da arbitrariedade de r deduzimos que |K(®| < ||T||S()]. O

Observacao 3.15. A hipoétese de X ser um AL-espago no Teorema 3.13 é essencial.
Considere o reticulado I, com 1 < p < oo. Definamos T': I, © I, — [, por

T((wn)néNv (yn)HEN) = (3317 Y1,T2,Y2, .. )

Entdo 7 é um isomorfismo de ordem com ||T|||7~ Y| = 2Y/P. Notemos que existe
um isomorfismo de ordem (isometria) entre C(K,l,) e l, oo Iy, € C(S,1,) e [, onde
K ={1,2} e S = {1}. No entanto, ndo vale que |K| < | T||||T~||S].

Nosso proximo resultado é uma versao vetorial do teorema de Holsztyiiski para opera-
dores positivos.

Teorema 3.16. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um AL-
espago. Se T': Co(K, X) — Co(S, X) € um isomorfismo positivo com ||T|||T7| < 2,
entio para qualquer ordinal o, K(® ¢ imagem continua de um subconjunto de S@ . No
caso em que K é compacto tal subconjunto € fechado.

Prova. Provaremos o resultado para isomorfismos positivos de Cp(K) em Cy(S, X).
Seja T': Co(K) — Co(S, X) um isomorfismo positivo satisfazendo [T || = 1e||T| < 2.
Seja r € R tal que ||T']|/2 < r < 1 e considere a multifun¢do ¥: K = S definida por

U(z)={yeS : |Tf(y)| >r para cada f € F,,}, onde
Fo={f€eCy(K):0<f<1lef(x)>0.}

Afirmagao 3.17. Dados z1, 79 € K com x1 # xo, temos ¥(x1) N W(xg) = 0.
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Suponhamos que existe y € W(x;) N ¥(x2). Sejam U; e Uz dois subconjuntos abertos

disjuntos de K contendo x; e x3, respectivamente. Pelo Lema de Urysohn existem
funcoes fi, fo € Co(K) com 0 < f; <1, f;(K\U;) =0e fj(z;) =1 para j = 1,2.
Claramente f; € F; para j = 1,2. Portanto, [T fi(y)[| > r e ||Tf2(y)l| > r. O fato de
X ser um AL-espaco junto com a positividade de T implicam que

IT(fr + F2) W) = 1T f1(y) + T f2(y)]
=T HWI+ITf2(y)] = 2r,

mas

1T =T (1 + f2)l
> || T(fr + f2) W)l = 2r,
ja que ||f1 + fa|| = 1. Isto contradiz a escolha de 7.

Afirmacao 3.18. Para qualquer ordinal o tal que K(® # () temos ¥(z) N S #£ (,
sempre que z € K (@),

Seja o um ordinal tal que K(® # @) e tomemos z € K(®). Para f € F,, seja

Up={yeS:|(Tfl=r}

Provaremos que a colecao R = {¥; NS (@) . f e F,} tem a propriedade de intersec¢ao
finita. Se fi,..., fn € Fz, seja h = mini<j<y fj. Entao ||h|g@ || > 7 e segue do Lema
3.6 que

N e;,ns@o () {yes: ITfW=rkns#0.

J=1 h<f<1
Logo, pela compacidade temos

U(z) NS = () (TynS) =R #0.
feEF:
Para cada ordinal «, sejam
v, = |J ¥@)ns
r€K (@)

e ¥ = ¥y Definamos ¢: ¥ — K por ¢(y) = = se e somente se y € ¥(z). Das
Afirmacoes 3.17 e 3.18, segue que ¢ é uma fun¢do sobrejetora. Notemos que se «, 8 sao
ordinais com o < 3 vale que Vg C ¥,. A Afirmacao 3.18 e a defini¢ao de ¢ implicam
que ¢(U,) = K _ Portanto,

Oly,: Uy — K@

é uma funcao sobrejetora para todo ordinal a.
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Afirmacao 3.19. A funcao ¢ é continua. Logo, para todo ordinal «, |y, : Uy — K@)
¢ uma funcao continua.

Seja (yy)~er uma rede em ¥ convergindo para y € ¥ e suponhamos que ¢(y,) = z,

©(y) = x. Entao existe uma vizinhanc¢a compacta V' C K com x € V tal que para
qualquer v € T, existe 7/ > v satisfazendo ., € V. Seja U; C V um aberto de K com
x € Uy. Pelo Lema de Urysohn existe fi € Co(K) com 0 < f; <1, fi(K\U;) =0
e fi(x) = 1. Logo, fi € Fz e [|[Tfi(y)]| > r pois y € ¥(x). Seja h > 0 dado.
Entao || Tf1(y)|| > r — h, e a continuidade de T'f; implica que existe vy € T' tal que
ITf(yy)|l > r — h para qualquer v > 7. Seja y1 > 7o tal que 71 & V e

1T f1(yy )l > 7 = . (3.7)

Seja Uz um subconjunto aberto de K com z,, € Uy e Uy NV = . Novamente pelo
Lema de Urysohn existe uma funcao fo € Cp(K) com 0 < fo < 1, fo(K \Usz) =0 e
f2(z) = 1. Do fato que y., € ¥(x1) deduzimos que

ITf2(ys )l = 7> 1 —h (3.8)

Como X é um AL-espaco e T' é um operador positivo, as equagoes (3.7) e (3.8) implicam
que

1T f1(y21) + T Fa(y) | = 1T F1 (w1l + 1T fa(yn)
> 2(r —h).

Note que [|f1 + f2|| = 1 e assim,

IT(fr + f2) () < IT(fr+ f2I < IT-

Portanto, 2(r — h) < ||T||. A arbitrariedade de h > 0 implica que 2r < ||T||, o qual é
impossivel. Isto mostra que ¢ é de fato uma funcao continua.

Pra finalizar a prova vamos mostrar que para cada Ko C K compacto vale que
User, ¥Y(2) € um subconjunto fechado de S. Logo, se K for compacto, entdao para
cada ordinal «, ¥, serd um subconjunto fechado de S.

Se Ko = 0, o resultado é evidente. Vamos supor que Ko # 0. Seja (yy)yer uma
rede em J e, V(7) convergindo a y € S. Para cada v € T existe 2, € Ko tal que
Yy € ¥(x,). Pela compacidade de Ky, podemos supor que a rede () er converge a
x € Ky. Afirmamos que y € ¥(z). Se f € F, é dada, entdao f(z) > 0. Pela continuidade
de f existe vo € I' tal que f(z,) > 6 se v > 70. Logo, f € F,, para todo v > 7.
Por hipotese y, € ¥(zy) e assim, ||[Tf(y,)| > r. A continuidade de T'f implica que
ITf(y)|| > r. Segue que y € ¥(x). Isto completa a prova. O

Observacao 3.20. O exemplo da Observacao 3.3 mostra que 2 é a melhor limitacao
possivel no Teorema 3.16.
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3.3 O teorema de Amir-Cambern para reticulados Cy(K, X)

Nesta secao estabeleceremos uma versao vetorial do teorema de Amir-Cambern para
reticulados Cy(K, X), quando X é um AL-espago. A primeira extensdo vetorial deste
resultado foi obtida por Cambern em [9] para espagos Cy(K, X), sendo X um espago de
Hilbert de dimensao finita. Mostraremos aqui como adaptar as técnicas de [9] quando
considerarmos isomorfismos de ordem entre reticulados de Banach Cp(K, X), sendo X
um AL-espaco.

A seguir enunciamos o teorema principal desta segao.

Teorema 3.21. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um AL-
espago. Se T: Co(K,X) — Co(S, X) é um isomorfismo de ordem com |T||| T~ < 2,
entao K e S sdo homeomorfos.

Provaremos este resultado através de uma sequéncia de lemas. Comegamos introdu-
zindo a notacdo que usaremos nesta secdo. Primeiro vamos supor que ||[T7Y| =1 e
|T|| < 2. Sejam y € S e e € S§ dados. Considere o operador Ty,: Co(K,X) — X
definido por Ty (f) = T f(y) e denotemos sua medida representante por 73. Pelo Lema
1.43 a medida Ty é positiva. Pelo Teorema 1.46, o espaco X nao contém um subespaco
isomorfo a cy. Assim, os Teoremas 1.24 e 1.27 e a Proposi¢ao 1.28 implicam que a
medida T}, toma valores em L(X) e é variacionalmente regular.

Sejam 7 um numero real tal que |[T]|/2 < r < 1 ez € K dado. Sejam {U;}icr, um
sistema fundamental de vizinhangas abertas de x e (f;);cz, uma rede em Cy(K) tal que

{Ui, fitier, <> {x}. Definamos
Q. ={yeS:|T,({z})(e)| =7}, e (3.9)
Li={yeS : T(fi-e)y)l =r}.
Lema 3.22. Para todo x € K temos Q; # 0.
Prova. Seja T¢: Co(K) — Cy(S, X) o operador definido por T¢f = T'(f - €). Observe
que ||(T¢)~Y|| < 1. Consideremos o operador Ty : Co(K) — X dado por T/ (f) = T f(y)

para f € Cy(K). Denotemos por T, a medida representante de T)7. Mostraremos que
Ty ({z}) = Ty({=})(e). De fato pelo Lema 3.7 temos

Ty({a) = im T3 ()

=l 7(/; - €)(y)

= lim /Kfi ~edTy, =T,({z})(e).

i€l

Segue das equagdes acima e da equagdo (3.9) que Q, = {y € S : |T({z})| > r}. E
claro que L; = {y € S : ||T°fi(y)|| > r}. Seguindo o esquema da prova do Teorema
3.11 obtemos

Q=) Li, (3.10)
1€l,
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e Q; # () para todo z € K. O
Observacao 3.23. Pelo Lema 3.7 podemos escrever
Q={yeS: [lmT(fi-e)W) 27}
Portanto, pelo Lema 3.22 temos
lyeS: ImT(fi-e)yll zr} = Ny e S IT(i o)) =r}.
1€l

Antes de continuar com o segundo lema introduziremos uma notacao. Para x € K
e e € SY, definamos T, 1: Cy(K,X) — X por T, g = T 'g(z). Usaremos o mesmo
simbolo para o operador T, ! e a medida representante dele. O Lema 1.43 implica que
T, ! ¢ uma medida positiva. Como X ndo contém copia de cp, a medida 7, ! toma seus
valores em L(X) e é variacionalmente regular pelos Teoremas 1.24 e 1.27 e a Proposicao
1.28.

Similarmente para y € S dado, sejam {V}} e, um sistema fundamental de vizinhancas
abertas de y e (g;)jes, uma rede em Cy(S) tal que {V;,g;}jes, ¢ {y}. Definamos
também

Ay={zeK : T, (@l >r/ITI}, e (3.11)
Sj={xe K : [T (g;-e)(@)| =r/|T||}.
Lema 3.24. Para cada y € S temos A, # (.

Prova. Seja U: Cy(S, X) — Co(K, X) o isomorfismo dado por U = ||T||T~!. Note que
para cada j € J, temos

Si={zeK :||U(g;-e)x)|]| >r}, e
Ay={ze K : |Us({y}H)(e)]l =},

onde Uy : Cy(S,X) — X é dado por Upg = Ug(z) para g € Cy(S, X). Seguindo passo
a passo a prova do Lema 3.22 concluimos que

Ay=(S
Jedy
e Ay # () para cada y € S. O

Observacao 3.25. Analogamente como na Observagao 3.23 temos

{rekK: I Jimn Ulgi-e)(@)| =7} = ({z e K : |U(g;-e)(@)l| > r}.
Y JE€Jy

Lema 3.26. Para todo x € K, o conjunto §2; € finito.
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Prova. Suponhamos que {U;, f;}icr, <> {2} e seja y € Q, dado. Sejam g, € Cy(S5) tal
que 0 < gy, <1, gy(y) = |lgyll =1 e Gy = gy - e. Observe que G, > 0 e segue para
qualquer ¢ € I, que

IT(fi-e) + Gyll = IT(fi - e)(y) + Gy (¥l

=T(fi - )W)l + |Gy (W)l
>r+1>r+|[T[/2.

Assim, para cada ¢ € I, temos
Ifi-e+T NG| >r/|T| +1/2 > 1. (3.12)

Para i € I, seja W; = {2/ € K : fi(2') # 0}, entdo {W;}iecr, ¢ uma sistema funda-
mental de vizinhancas abertas de x j4 que W; é aberto e W; C U;. Por outro lado,
IT71(Gy)|| <1 e segue da equagdo (3.12) que para cada i € I, existe z; € W; tal que
|1T1(Gy)(xi)|| > 8, onde § = r/||T|| — 1/2 > 0. Notemos que a rede (z;);cs, converge
a z. Pela continuidade de T71(G,) temos

IT=HGy) ()] > 0. (3.13)

Esta dltima equagdo implica que o conjunto €2, é de fato finito. Com efeito, sejam
Yly---,Ym € Qp dados e Vi,...,V,, abertos dois a dois disjuntos tais que yr € Vi
para k = 1,...,m. Podemos escolher as fun¢oes gy,,..., gy, € Co(S) de modo que
0<gy. <1, 9y (yr) =1e gy, (S\ Vi) =0. Se G, = gy, - e, entdo do fato de X ser um
AL-espaco e da equacao (3.13) deduzimos que

mé < 3 771G (@)
k=1

Y T HGy)()
k=1

")

Logo, €2, deve ser finito. O

7! (Z Gk> (z)
k=1

>a

k=1

< < <1

Um argumento similar mostra o seguinte lema.
Lema 3.27. Para todo y € S, o conjunto A, € finito.

Observagao 3.28. Observe que qualquer y € S satisfazendo a relacio

1Ty (=) ()] = Il i T(fi - e)(y)l| = 7
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quando {U;, f;} > {x}, pertence ao conjunto ,. Portanto,

sup || lim T'(f; - e)(y')||
y' €S i€l

é atingido num ponto de €2,. Isto segue do Lema 3.26. Analogamente, da finitude do
conjunto A, (Lema 3.27) segue que

sup || lim T~ (g; - e)(«')||
z'eK  JEJy

¢ atingido num ponto de A,.
Lema 3.29. Seja © € K dado e suponhamos que {U;, fi}icr, < {x}. Sejay € S

satisfazendo

sup
y'es

i 7+ )| =

i€l

tia 70|

Definamos

u = lim T(fi - ) (y)/

Lim T'(f; - .
ti 7 )|
Se {Vj,gj}jes, <+ {y}, entio para todo ' € K com x’ # x temos

lim 7 '(g; - !
Jim (gj - u)(2')

IN

1
5"

Prova. Suponhamos que para algum x’ € K com 2z’ # x temos

1
lim 77 (g; - u)(2))|| > =.
Jim T7g; - w)(@)| > 5
Seja ¢ = limjey, T~ !(g; - u)(2') e tome ¢ € Sx« tal que (c,)) = ||¢/|. Escrevamos

(T~Y*(¢p-62) = ¢+, +n, onde ¢ € X* e n € rcabv(K, X*) satisfaz n({z}) = 0. Temos

lel = {e,¥) = lim (T~ (g - u)(a"), )

JEJy
= lim (T~ 1) (¢ - 6r)(gj - v)

JE€EJy

=lim [ gj-ud(T H* - 6x)
j€dy Jg

= (u, 9).

Deduzimos que [|@|| > (u, o) = ||c|]| > 1/2 pois |ju]| = 1. Assim,

1
il = 1T @ -l = gl < 1= lell < 5
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Seja v = lim;er, T(fi - €)(y), entdo ul|v|| = v e temos

lim (T'(fi - e)(y), ¢) = (ullv]l, @) = [[o]ll¢]l

1€l
Como 1 — |[¢|| < ||c]|, podemos escolher € > 0 tal que
(ol + )@ = llell) < (vl = )llell (3.14)
Seja Qp = {y,y1,...,Yq}, entdo a medida n pode ser escrita da seguinte maneira
q
n=>_ ¢k by, +m,
k=1

onde ¢ € X* e m € rcabv(K, X*), satisfaz m({y}) = m({yx}) = 0 para cada k =

1,...,q. Pela escolha de ¢, existe ¢; € I, tal que se ¢ > 71 temos
(T (fi-e)(w), &) > (vl = e)lell (3.15)
e
(T(fi - e)(yr); )| < (vl +e)llell- (3.16)

Observe que |m|(£2;) = 0. Logo, pela regularidade de m existe um subconjunto com-
pacto Ky de S\ 2, tal que

[m|(S'\ Ko) < ([[v]| +& = r)|m]/2. (3.17)

Por outro lado, a equacao (3.10) e o fato que Ko N Q, = () implicam que

ﬂ (KoNL;) = 0.
1€l
Da compacidade de Ky, temos que existem i, ..., 4, € I, tais que

KoﬂLillﬂ"'ﬂL%:@.

Seja iy € I, tal que iy > 4} para todo s = 1,...,p. Entao f;, < fir, quando s = 1,...,p.
Segue da positividade de T" que

L, CLillﬂ”‘ﬂLi;.
Assim, Ko N L; = () para qualquer i > 19, isto &,

IT(fi-e)(y)|| <r paratodoy’ € Kp. (3.18)
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Agora, se iy € I, é tal que ig > i1, ig > iz e 2’ € U,, vale que 2/ ¢ U;, para qualquer
1 > 19. Logo, se i > ip temos

o:Aﬁeav@»:LTmemw*Wv@o
q
- /S T(fi-)dlo-8)+3 /S T(f; - €) (i - by,)
+/KOT(fZ--e)dm+/S\KOT(fi-e)dm
q
= (T(fi-e)(y),d) + > _(T(fi-e)(yr), Px)
k=1

+/S\KOT(fZ-'e)dm+/KOT(fZ~e)dm.

Para ¢ > ip a equagao (3.15) mostra que o modulo da primeira expressao da ultima
igualdade é maior do que (||v]| — &)||¢||. Por outro lado, das equacgoes (3.16), (3.17) e
(3.18), deduzimos que as expressoes restantes sao menores ou iguais do que

(ol +€) D llgxll + (loll+e = r)lm| + r|m|
k=1
= ([[oll + &)l < (vl + &)1 = llel),

o que contradiz a equagao (3.14). Isto completa a prova do teorema. O

Lema 3.30. Sejam z € K dado e y € S satisfazendo a hipétese do Lema 3.29. Seja
u € S;E definido como no Lema 3.29. Entdo

.
>

tin 7 (g; ) (@) | >

JE€Jy

Prova. Pelo Lema 3.24 existe xg € K tal que

r
2_

-1 o

i
€J,

tim 77 (g, - u)(ao)

O Lema 3.29 implica que zg = . O

Lema 3.31. Seja y € S dado e suponhamos que {V;,g;}jes, < {y}. Sejox € K tal
que

lim 7~ (g; - €) (')

lim T (g, -
lim im 7! (g; - ) (2)

sup
JEJy

z’eK
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Definamos

b= lim T-'(g; - e)(a)/

JjEdy

lim 7~ (g, -
Jim (9j - e)(x)

Se {U;, fi}icr, <> {x}, entdo para qualquer y' € S com y' # y temos

7|
lim 7(f- b)) | < 5

’LEz

Prova. Para o isomorfismo U: Cy(S, X) — Co(K, X) dado por U = ||T||T~! temos

b= lim U(g; - e)(z)/

lim U(g; - e)(z)|,
Jedy

sup
z'eK

Jlggy Ulgj - e)(x)|| =

Jim Ulg; -e)(x)

Pelo Lema 3.29 se {U;, fi }icr, <> {x}, entdo dado ' € S com y’ # y temos

lim U~ (f; - b)(y)

1€l

1
< -
-2

Isto completa a prova ja que UL =T/||T. O
Dos Lemas 3.22 e 3.31 obtemos:

Lema 3.32. Sejam y € S dado e x € K satisfazendo a hipdtese do Lema 3.31. Seja
be S;; definido como no Lema 3.31. Entdo

’LEIm

i 750 0| > 7

Lema 3.33. Sejam xz € K dado e y € S satisfazendo a hipdtese do Lema 3.29. Seja
u € S;g como no Lema 3.29 e definamos

b= lim T (g; -u)(z)/

]Ey

hri T Ygj - u)(z)

Se {U;, fi}icr, < {x}, entdo || limer, T(f; - €)(y)|| > 7 e para qualquer y' € S com
y' #y temos

17|

lin 7(f;- 1)) | < 15

Zez

<
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Prova. Os Lemas 3.29 e 3.30 implicam que x € K é o tinico ponto tal que a fungao

lim T~ Y(g, - !
Jim (g; - u)(x")

e Kr—

9

atinge seu maximo. A conclusao segue dos Lemas 3.31 e 3.32 substituindo e por u. O

Lema 3.34. Seja y € S dado e x € K satisfazendo a hipdtese do Lema 3.31. Seja
be S}E definido como no Lema 3.31. Definamos

u=lmT(f;i-b)(y)/

i€y

1 70|

Se {Vj,g;}ies, < {y}, entio || limjes, T~ (g;-u)(z)|| = r/||T| e para todo 2’ € K com
x' # x temos

lim 7~ (g; - u)(2')

1
< —.
JETy -2

Prova. Pelos Lemas 3.31 e 3.32, o ponto y € S é o tnico ponto onde a fungao

lim T'(f; - b)(y/')

y €85 +—
1€,

)

atinge seu maximo. O resultado segue dos Lemas 3.29 e 3.30. U

Observacao 3.35. Resumindo dado = € K, pelos Lemas 3.29 e 3.30 existe y € S tal
que se {Vj, g;}jes, < {y}, entdo

lim 7 (g; - u)(2)|| > —, (3.19)
i€y 17|
e
1
lir}ll T Ygj-u)(z)] < 5 Dara qualquer ' € K \ {z}, (3.20)
JEy

onde u € S¥ ¢ definido como no Lema 3.29. Mais ainda, pelo Lema 3.33 segue que se
{Ui, fi}ier, <> {x}, temos

lin 7(J; - b><y>H >, (3.21)
e
tim 7)) < 2L para todo o/ € 51 ), (3.22)

onde b € S;g é dado como no Lema 3.33.
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Seja Ty o conjunto de todos os elementos y € S satisfazendo as equagoes (3.21) e (3.22)
para algum z € K. Definamos p: Ty — K por p(y) = z se e somente se x e y estao
relacionados por (3.21) e (3.22).

Lema 3.36. p € uma func¢do sobrejetora de Ty em K.

Prova. Caso contrario, existiriam x1,22 € K com x1 # x5 € by, by € S;g tais que

s o

ZEIzl

o

ZGIIEQ

onde {U}, fil}igzl < {z1} e {UZ, ff}ie[w < {x2}. Pelo Lema 3.7 e as equagdes acima,
temos

1Ty ({21 })(01)]| =

h}n T(fl-b1)( H

1Ty ({22}) (b2) ]| =

11m T(f? - by)( H

A positividade da medida T}, e o fato de que X ¢ um AL-espaco implicam que

1Ty ({213)(01) + T, ({22}) (b2) | = ITy ({21 }) (00)[| + 1T, ({22}) (b2) |-

Logo, da defini¢ao de semivariacao segue que

2r < [Ty ({21})(b1) + Ty ({x2}) (b2) |
< Ty lI({21, z2})
< NTlICK) = Tyl < 1171,

que é absurdo pela escolha de r. Portanto, p estd bem definida. A sobrejetividade de p
é consequéncia da Observacao 3.35. [l

Observagao 3.37. Se y € S é dado os Lemas 3.31 e 3.32 implicam que existe x € K
tal que quando {U;, fi}ier, <> {2} temos

i 75 0)0)| > 7 (3.23)
i€l
e

i (50| < 11 para todo o/ € 51 ), (3.24)
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onde b € S;g ¢ dado como no Lema 3.31. Além disso, se u € S;g é definido como no
Lema 3.34 temos

r

lim 77 Y(g; - u)(z)|| > —, 3.25
jedy ( J )( ) HT” ( )
e
1
hI}l T Ygj-u)(z)] < 5 Dara qualquer ' € K \ {z}, (3.26)
JEy

sempre que {V}, g;}jes, < {y}-

Seja Lo o conjunto dos elementos x € K tais que as equacoes (3.25) e (3.26) sao
satisfeitas para algum y € S e defina 7: Ly — S por 7(x) = y se e somente se y e
estao relacionados por (3.25) e (3.26). De forma analoga a prova do Lema 3.36 pode
ser mostrado que 7 é uma funcdo sobrejetora.

Lema 3.38. Sey € S e 7(x) =y, entaoy € Ty e p(y) = x.

Prova. Suponhamos que 7(z) =y, mas y € Top ou y € Ty e p(y) # x. Em ambos casos
a sobrejetividade de p implica que existe ¥’ € Ty com y' # y tal que p(y') = z. Isto
significa que se {Uj, f;}ier, <> {2}, para algum by € S5 temos

lim T'(f; - b1)(y")

i€l

>r

9

lim T(f; - b1)(y")

1T " /
< — .
lim < 5~ para todo y”" € S\ {v'}

Logo, a fungao

teS+—— ||lim T(fz . bl)(t)

7000

atinge seu méximo em y’. Pelo Lema 3.30 existe uy € S tal que se Vi, g; }jejy, «{y'},
entao

Ty N (u)|| = || lim T7Y(g" - ug)(z)]| > —.

I (Dl = | Jim 779 ) @)| 2
Por outro lado, a definigdo de 7 e o fato 7(z) = y implicam que existe u; € S;g
satisfazendo

T w)l = [lim 77 (g; - uy)(@)]| > —,

17, ({y ) (ud)| Jim (95 -u)(@)|| = T
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quando {V},g;}jes, <> {y}. Como X ¢ um AL-espaco, da positividade da medida T, *
deduzimos que

”2%“ <7 {yH ()l + 17 (D) (u2) |
= 1T ({y ) () + T ({y' D) (u2)|
< T (g, 223)

<\ HI(K) = 1T < 1T =1.
Isto contradiz a escolha de r. Portanto, y € Ty e p(y) = x. O

Um argumento similar ao anterior prova o seguinte resultado.
Lema 3.39. Sex € K e p(y) =z, entdo x € Ly e 7(z) = y.

Como consequéncia dos Lemas 3.38 e 3.39, temos Ty = S e Ly = K. Portanto, pe T
sao fungoes de S em K e de K em S, respectivamente. Também segue dos Lemas 3.38

e3.39 que p=7""L

Lema 3.40. p: S — K ¢ um homeomorfismo.

Prova. Seja (y,)yer uma rede em S convergindo ay € S. Sejam p(y,) =z e p(y) =
e suponhamos que a rede (z,)yer ndo converge a x. Entdo existe uma vizinhanca
compacta V' de x tal que se v € I temos x ¢ V, para algum 7' > . Seja V; C V um
aberto contendo z. Como p(y) = x segue que se {U;, fiticr, < {2}, temos

1€l

lim T(f: - b)(y) H >,

para algum b € S;g. Se h > 0, entao existe ig € I, tal que para i > iy vale que

IT(f; - b)(w)|| > r — h.

Seja i1 > 19 tal que U;; C Vi, entao

1T (fiy - O) ()| > 7 — h.

Pela continuidade de T'(f;, - b), existe 79 € I' tal que quando v > = temos

1T (fiy - ) (ys)|| > 71— h.

Seja 1 > 7o tal que x,, € V, entao

1T (fir - 0) ()l > 7 = . (3.27)
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Seja Vo C K aberto tal que z,, € Vo e VoNV = 0. O fato que p(y,,) = x,, implica que
5€ {Uil” filf}i’elﬁl < {z, }, entdo

lim  T(f; - b1)(ys)

i’
(] EIz»yl

>r

)

para algum by € S%. Seja i, € I, tal que se i’ > i vale que

IT(f7 - b1)(ysy)|| > 7 — h.

Finalmente seja i} > i tal que Uz.l,1 C Vs, entao

IT(£5, - b))l > 7 = h. (3.28)

Observemos que 0 < f;; < 1, ||fi,ll = fi,(z) =1e fi,(K\U;;) =0e0 < fl.l,1 <1,
HfZI,IH = fl.l,l(mm) =1le le’l(K\Uzl’l) = 0. e portanto, ||f;, - b+ fl.l,l -b1]] = 1. As equagdes
(3.27) e (3.28) junto com a positividade de T e o fato de X ser um AL-espago implicam
que

2(r = h) < |IT(fi, - 0) (o)l + IT(f5 - b1) ()l
(fir - 0)(a) + (S - b1) ()
= I T(fir - b+ £ - b1) ()l
<|T(fiy -0+ fir - o)l < NIT-

Logo, 2(r — h) < ||T||. Da arbitrariedade de h > 0, inferimos que 2r < ||T'||, contrério a
escolha de r. Concluimos que p é uma funcao continua. De maneira andloga pode ser
provado que 7 é continua. Isto completa a prova. O

3.4 Uma versao vetorial do teorema de Kaplansky

O classico teorema de Kaplansky estabelece que o reticulado de Banach C'(K) caracte-
riza a topologia do espago K [36]. No entanto, como mostramos na Observacao 3.2 este
teorema nao é valido em geral para o reticulado C'(K, X). Nesta se¢cao mostraremos que
para uma classe de espacos compactos K e uma classe de reticulados X, o reticulado
de Banach C(K, X) caracteriza a topologia de K.

O proximo lema é uma versao do Lema 3.6 para operadores positivos definidos em
Co(K, X). Por esta razdo nao incluimos a prova dele aqui.

Lema 3.41. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X uwm espago
de Banach nao contendo copia de cy. Seja T: Co(K,X) — Co(S,X) um isomorfismo
positivo com ||TY| < 1. Seja h € Co(K,X) com h >0 e ||h|| < 1. Fizemos 0 <r < 1.
Se v € um ordinal tal que ||h| x| > 7, entdo

N {wes:|Tgw) =rtns® 0.

h<g, llgll<1
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Lema 3.42. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um espago de
Banach nao contendo copia de co. Seja T: Co(K,X) — Co(S,X) um homomorfismo
de reticulados injetor com ||[T~Y|| < 1. Fizemos 0 < r < 1. Se g € Co(K,X) e
lgll = 19| k@ || para algum ordinal o, entao

1Tg] g || > rllgll-

Prova. Seja h = |g| = g V (—g) e suponhamos sem perda de generalidade que ||g|| =
9] e || = 1. Notemos que ||g|| = [|h| g || = 1 > 7. Pelo Lema 3.41 existe y € S tal
que

ITh(y)l| = 7.

Sendo 7' ¢ um homomorfismo de reticulados, temos
Th=T(gV(=g)) =TgV (-Tyg) = |Tyl.

Assim, Th(y) = [Tgl/(y) = [Tg(y)| e como [[|Tg(y)[|| = [Tg(y)|l, deduzimos que
1Tglg@ || = 7. O

Nosso proximo resultado é uma versao vetorial de [30, Lema 3.2]. Lembremos que para
um espago topologico S, PS denota o kernel de S (veja Defini¢ao 1.64).

Lema 3.43. Sejam K e S espagos localmente compactos Hausdorff e X um reticu-
lado de Banach nao contendo cdpia de co. Suponhamos que T: Co(K, X) — Cp(5,X)
€ um isomorfismo de ordem. Entao existe um homomorfismo de reticulados injetor
T: Co(S\ PS,X) = Co(K \ PK, X).

Prova. Seja ¢: Co(S \ PS,X) — Cyp(S, X) o operador definido por

fly), seyeS\PS
0, sey € PS,

para todo f € Cy(S\ PS,X). Nao é dificil ver que 1 estd bem definida. Mais ainda,
¥ & uma isometria tal que ¥ (f V g) = ¥(f) V ¥(g) para cada f,g € Co(S\ PS, X).
Podemos supor que |77 = 1. Fixemos 7 € (0,1) e seja f € Co(S\ PS, X) com f # 0.
Consideremos a funcao

S TG
[T ()
Provaremos que ||g|pk|| < 1. Sendo, temos ||g|px| > 1 e portanto, ||g|xw@ | = 1 para

qualquer ordinal «. Pelo Lema 3.41 temos
{yes: |Tg(y) =ryns 0,

para todo ordinal . Pela compacidade temos {y € S : [|[Tg(y)|| > r} N PS # 0, ou
seja, ||Tg(y)|| > r, para algum y € PS mas isto é impossivel ja que T'g(y) = 0 para
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qualquer y € PS. Logo, [lglpk|l < 1 e como 1 = |lgl| = max{|lg|lpkl|, lglx\rrl},
concluimos que ||g|x\pr|| = 1. Portanto, se R: CO(K X) — Co(K \ PK, X) denota
o operador restricao temos ||Rg|| = 1, isto &, |[R(T ()| = T (f))|. Seja
T: Co(S\ PS,X) = Co(K \ PK, X) definida por T(f) = (RoT tow)(f). E claro
que se f,g € Cy(S\ PS, X), entao T(f Vg) = T(f) \/T(g). Notemos também que para
cada f € Cyp(S\ PS, X) temos

||T|| A1 < IZHT < N1

Assim, T é um isomorfismo. O

Finalmente provaremos o resultado principal desta secgao.

Teorema 3.44. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um reticulado de Banach nao
contendo cdpia de cg. Suponhamos que para todo n € N, nao existe um homomorfismo
de reticulados injetor de X" em X™. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1. C(K,X) ¢ ordem isomorfo a C(S,X);
2. os espagos K e S sao homeomorfos.

Prova. Sejam K e S intervalos de ordinais e T: C'(K, X) — C(S, X) um isomorfismo
de ordem. Se K e S sdo finitos, digamos K = {1,...,n} e S = {1,...,m}, temos
C(K,X) 2 X"e(C(S,X) 2 X™ onde as isometrias sao isomorfismos de ordem. A
hipo6tese sobre o espaco X implica que m = n e portanto, K e S sdo homeomorfos.
Suponhamos que K e S sao intervalos de ordinais infinitos e que |7} = 1. Pelo
Coroléario 1.60, K e S sao dispersos. Usando o Teorema 3.12 duas vezes, obtemos
ht(K') = ht(S). Por outro lado, pelo Teorema 1.55 podemos supor que K = [0,wn] e
S = [O,wﬁm], onde «, § sdo ordinais e m,n sdo ordinais finitos. Pela Observacao 1.63
temos ht(K) =a+1 e ht(S) = ﬁ + 1, e inferimos que a = (.

Vamos mostrar agora que m = n. Fixemos 0 < r < 1 e suponhamos que m < n.
Pelo Teorema 1.59 temos K(® = {w® ... w*n}. Seja Ky = {w®,...,w%(m + 1)}.
Tomemos uma sequéncia {Ul, ey m+1} de subconjuntos abertos de K disjuntos tais
que w*j € U; para cada 1 < j < m + 1. Pelo Lema de Urysohn dado 1 < j < m + 1,
existe h; € C(K) com 0 < h; < 1, hj(K \ U;) = 0 e hj(w®*j) = 1. Definamos
L: C(Ky,X)— C(K,X) por

m+1

L(f)(x) = ) hi(z) f (),

i=1

onde f € C(Kp,X). Notemos que L ¢ uma isometria tal que L(f V g) = L(f) V L(g)
para todo f,g € C(Ky,X). Seja R: C(S,X) — C(5(®),X) o operador restricio. Se
1 € C (Ko, X), temos [[f| = [L(H)] = |L(f) o ]l- Do Lema 3.42 segue que

[RoT o L(f)| = |-
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Assim, RoT o L & um homomorfismo de reticulados injetor de X™*! em X™, contrario
a nossa hipotese. Analogamente n < m é impossivel. Logo, m = n e isto completa a
prova do teorema. O

Observacao 3.45. E claro que qualquer reticulado de Banach de dimensao finita satis-
faz as hipoteses do Teorema 3.44. De fato, existem 20 reticulados de Banach separaveis
mutuamente nao isomorfos satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.44. Vamos mostrar
aqui a construcao destes espacos.

Seja (pn)nen uma sequéncia em [2,00) estritamente decrescente. Fixemos a > 0 e
p € R no intervalo (1,lim,,_,c pp]. Denotemos por [z] o maior inteiro menor ou igual a
x. O teorema principal de [10] (veja também [28]) estabelece que existe uma sequéncia
(kn)nen tal que o reticulado uniformemente convexo

X = (i ll[,f;fn]>
p

n=1

satisfaz as hipoteses do Teorema 3.44. Mais ainda, a familia (X%),~¢ tem a propriedade
de que se 0 < b < a, entdo X® nao é isomorfo a um subespaco de X?.

Teorema 3.46. Sejam K e S intervalos de ordinais e X um espago de Banach nao
contendo copia de cy. Suponhamos que para todo n € N, nao existe wm homomorfismo
de reticulados injetor de X"+' em X™. Seja L um espago compacto Hausdorff perfeito.
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. C(K® L,X) € ordem isomorfo a C(S & L, X);
2. K e S sao homeomorfos.

Prova. Seja T: C(K & L,X) — C(S @& L, X) um isomorfismo de ordem. Notemos
que PIK @ L) = Le P(S®L) = L, ja que K e S sao dispersos pelo Corola-
rio 1.60. Assim, pelo Lema 3.43, existem homomorfismos de reticulados (injetores)
T: C(K,X) = C(S,X) eTy: C(S,X) - C(K,X). Se K e S sao intervalos de ordi-
nais finitos, o resultado é imediato. Caso contrério, pelo Teorema 1.55 podemos supor
que K = [0,w*n] e S = [0,w’m], para alguns ordinais «, 3, m e n, onde m,n sio
ordinais finitos. Segue, aplicando o Teorema 3.12 duas vezes, que ht(K) = ht(S) e
pela Observacao 1.63, temos o + 1 = ht(K) = ht(S) = 8+ 1. Logo, a = 3. Por fim,
procedendo como na prova do Teorema 3.44, concluimos que m = n. Isto completa a
prova do teorema. [l
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