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Resumo

Amanda Lopes Barreto. Esfera Homolégica de Poincaré. Dissertacdo (Mestrado).

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

A Esfera Homoldgica de Poincaré, também conhecida como Espago dodecaédrico de Poincaré, foi
apresentada por Poincaré com o intuito de responder a questio levantada por ele proprio sobre a homologia
ser uma ferramenta topologica que caracteriza a esfera tridimensional. Pensando nisso, essa dissertacéo teve
como objetivo apresentar uma construcédo detalhada dessa variedade tridimensional, que possibilitasse a
conclusdo de que ela ndo é uma esfera tridimensional, apesar de ter os mesmos grupos de homologia da
esfera tridimensional. Essa construcio se deu através da topologia quociente entre a esfera tridimensional e
seu subgrupo denominado Grupo Icosaédrico Binario, uma duplicacdo do grupo de simetrias que preservam
a orientacéo do so6lido platénico conhecido como Dodecaedro. Essa relagio é possivel devido a identificacdo
que esses dois espacos tém com grupos relacionados aos quatérnios. A partir dessa construcdo concluimos
que o Grupo Fundamental, um importante invariante da topologia algébrica, da Esfera de homologia de
Poincaré é o Grupo Icosaédrico Binario. Como o Grupo Fundamental da esfera tridimensional é trivial, esses
espagos nio podem ser homeomorfos. Com isso, garantimos que o Espaco dodecaédrico de Poincaré é um

contra-exemplo para o questionamento mencionado.

Palavras-chave: Esfera Homologica de Poincaré. Esfera tridimensional. Grupo Icosaédrico Binario. Grupo

Fundamental.






Abstract

Amanda Lopes Barreto. Poincaré Homology Sphere. Thesis (Master’s). Institute of

Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2023.

The Poincaré Homology Sphere, also known as the Poincaré Dodecahedral Space, was presented by
Poincaré in order to answer the question raised himself about homology being a topological tool that
characterizes the three-dimensional sphere. With that in mind, the purpose of this dissertation was to
carefully construct this three-dimensional manifold, which would allow the conclusion that it is not a
three-dimensional sphere, despite having the same homology groups as the three-dimensional sphere. This
construction arises from the quotient topology between the three-dimensional sphere and its subgroup
called the Binary Icosahedral Group, a duplication of the group of symmetries that preserve the orientation
of the Platonic solid known as the Dodecahedron. This relationship is possible due to the identification that
these two spaces have with groups related to quaternions. From this construction, we conclude that the
Fundamental Group, an important invariant of the algebraic topology, of the Poincaré homology sphere
is the Binary Icosahedral Group. As the Fundamental Group of the three-dimensional sphere is trivial,
these spaces cannot be homeomorphic. With this, we guarantee that the Poincaré Dodecahedral Space is a

counterexample to the mentioned question.

Keywords: Poincaré Homology Sphere. Tridimensional sphere. Binary Icosahedral Group. Fundamental

Group.
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Introducao

No final do século XIX e inicio do século XX, o matematico Henri Poincaré trabalhava
nos fundamentos da topologia - o que mais tarde seria denominada topologia algébrica.
Poincaré estava particularmente interessado em quais propriedades topologicas caracteri-
zavam uma esfera. Nesse sentido, diversas perguntas foram levantadas por ele, na busca de
uma caracterizacio para a esfera tridimensional $°, a hiperesfera que limita a bola unitéria
no espac¢o quadridimensional.

Seu questionamento mais conhecido, em forma de afirmacéo, é a Conjectura de Poincareé,
uma caracterizacdo da esfera $°, que foi provada em 2003 por Grigori Perelman para varie-
dades suaves. Essa conjectura afirma que a 3-esfera é a inica (a menos de homeomorfismo)
variedade tridimensional, isto é, um espaco topologico, localmente compacto e Hausdorff
que é localmente homeomorfo ao R?, que também é compacta e simplesmente conexa.

Mas antes de formular essa conjectura, Poincaré levantou questdes sobre caracteristicas
mais especificas da esfera tridimensional. Em 1900, Henri Poincaré fez o questionamento se
os grupos de homologia de um espago topologico, um invariante algébrico que ele mesmo
desenvolveu, eram suficientes para dizer se uma 3-variedade era uma 3-esfera. No entanto,
em um artigo de 1904, ele descreveu um contra-exemplo para sua afirmacio, um espago
agora conhecido como Esfera Homoldgica de Poincaré.

A Esfera Homologica de Poincaré, também conhecida como Espaco dodecaédrico de
Poincaré, foi o primeiro exemplo de uma esfera homologica, uma variedade tridimensional
que tem a mesma homologia de uma 3-esfera, mas que ndo é homeomorfa a uma 3-esfera.
Pensando nisso, acreditamos ser interessante desenvolver uma constru¢do detalhada dessa
variedade que possibilitasse a conclusido de que essa ndo é uma esfera tridimensional.
Assim, para desenvolver essa construcdo, foi necessaria a utilizacdo de alguns conceitos da
teoria de grupos, apresentados e desenvolvidos no Capitulo 1.

Tendo como motivacdo para a construgao da Esfera Homologica de Poincaré, o questi-
onamento de Poincaré ja mencionado, no Capitulo 2 buscamos entender e fundamentar
esse questionamento, bem como os objetos de estudo que deram forma a variedade criada
para respondé-lo. Partimos entdo de uma analise sobre o principal objeto de estudo de
Poincaré, a esfera tridimensional $°, e em seguida dissertamos sobre conceitos da topologia
e topologia algébrica, tais como a topologia quociente, homologia da esfera $* e homotopia,
conceitos fundamentais para o bom entendimento e desenvolvimento dos objetivos desse
trabalho.

Posteriormente a fundamentagio da motivagao central dessa dissertacéo, apresentamos
enfim a construcdo da Esfera Homologica de Poincaré, desenvolvida no Capitulo 3. Essa
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se cumpre através da topologia quociente entre a esfera tridimensional $* e o Grupo
Icosaédrico Binario.

O Grupo Icosaédrico Binario, denominado 21, é uma duplicacdo do Grupo Icosaédrico
cujos elementos sdo as simetrias que preservam orientacdo do dodecaedro regular, um
subgrupo de SO(3) composto pelas rotacdes de R®. Além disso, devido a essa identificacdo,
2] é apresentado explicitamente por meio de quatérnios, o que também permite descrever
explicitamente o quociente da 3-esfera para obter a Esfera Homologica de Poincaré.

Observamos entdo que a Esfera Homologica de Poincaré tem Grupo Fundamental igual
ao Grupo Icosaédrico Binario, e, como o Grupo Fundamental da 3-esfera é trivial, esses
dois espagos nao podem ser homeomorfos. Devido a isso, podemos concluir que a Esfera
Homologica de Poincaré é de fato um contra-exemplo para o questionamento feito por
Poincareé.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares da Teoria
de Grupos

No decorrer do desenvolvimento de todo esse trabalho utilizamos diversos conceitos,
nao triviais, da algebra abstrata. Devido a isso, consideramos deveras importante realizar
uma discussdo prévia acerca de alguns topicos da Teoria de Grupos, estudados através
de [Ezz1 e DOMINGUES, 2003 e FRALEIGH, 2003, essenciais para o bom entendimento das
discussdes que iremos realizar ao longo dessa dissertacao.

Na Secao 1.1 introduzimos alguns conceitos iniciais da Teoria de Grupos. Esses nos
permitem visualizar uma primeira forma de construir conjuntos quocientes. Faremos isso
através do conceito de classes laterais seguido do conceito de normalidade, necessario para
que o quociente gerado pelas classes laterais mantenha a propriedade de grupo.

Apds o desenvolvimento dos conceitos iniciais sobre grupos, subgrupos e quocientes,
poder comparar grupos distintos é extremamente importante, a medida em que os conceitos
de homomorfismo e isomorfismo de grupos, apresentados na Secdo 1.2, nos permitem
aferir e até transportar propriedades de um grupo para outro, caso estejam relacionados
por essas aplicagoes.

Mostramos no Capitulo 2 que a esfera $* pode ser vista como um grupo, e ao longo
desse trabalho temos como objetivo encontrar o subgrupo da 3-esfera mencionado, o Grupo
Icosaédrico Binario. Uma das propriedades importantes que esse subgrupo de $* deve
satisfazer para que o quociente tenha as propriedades desejadas, desenvolvida na Se¢éo
1.3, é a de ser um Grupo Perfeito, isto é, um grupo que é igual ao seu comutador.

Ademais, devido a existéncia de um homomorfismo entre o grupo alternado As e o
grupo de simetrias de rotacdo do dodecaedro, que mostramos no decorrer do Capitulo 3,
na Secdo 1.4 desse capitulo desenvolvemos alguns conceitos da teoria de permutagdes e
em especial propriedades dos grupos alternados, necessarias para garantir simplicidade e
perfeicdo ao importante Grupo Icosaédrico.

Por fim, desenvolvemos, na Secdo 1.5 um pouco sobre a teoria de a¢des de grupos, pois
através desses conceitos sera possivel construir o espaco quociente entre a esfera $° e o
Grupo Icosaédrico Binario, principal objeto de estudo desse trabalho, a Esfera Homologica
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de Poincaré.

1.1 Classes laterais e subgrupos normais

Como o nome sugere, o objeto de estudo inicial e essencial da Teoria de Grupos é a
nocao de grupo. Vamos entdo defini-la e, a partir dela, desenvolver os conceitos necessarios
para discutirmos sobre classes laterais e subgrupos normais.

Definicao 1. Um grupo é um sistema matematico composto por um conjunto nio vazio G
€ uma operagao

*x:GxG —» G
(g.h) = g=h,

em que * satisfaz os seguintes axiomas:
(i) Associatividade: (a * b) * ¢ = a * (b * ¢), Va,b, ¢ € G;

(it) Existéncia de elemento neutro (identidade): 31d; € G, tal que a * Idg = Id; * a = a,
Va € G;

1

(iii) Existéncia de inversos:Va € G,3a ' € Gtalqueaxa' =a ! x a = Id;.

Se a operagdo de um grupo G satisfizer o axioma da comutatividade, a « b = b *
a,Va,b € G, dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano. Ademais, para simplificar
a notacdo, quando estiverem claros o grupo e a operacao utilizados, poderemos escrever
apenas G para (G, ) e ab para a  b.

A quantidade de elementos que um grupo possui nos auxiliara a fornecer muitas infor-
magcdes sobre ele proprio ao longo desse trabalho; assim, por simplicidade, denotaremos a
cardinalidade de um grupo G por ordem de G, cuja notacéo posta é o(G). Além disso, em
muitos casos, é muito util saber a ordem dos elementos de um grupo. Por isto, definimos a
seguir esse conceito.

Definicao 2. Seja a um elemento qualquer de G. A ordem de a é o menor nimero inteiro
positivo n tal que a" = Id;. Nesse caso, utilizamos a nota¢do o(a) = n. Se esse nimero nao
existe dizemos que a tem ordem infinita.

O conceito de subgrupo também é muito utilizado nesse trabalho, pois como veremos
ao longo dessa sec¢do, com algumas propriedades adicionais poderemos construir conjuntos
quocientes interessantes a partir dele.

Definicao 3 (Subgrupo). Seja (G, *) um grupo. Dizemos que um subconjunto néo vazio
H C G é um subgrupo de G se

(i) H é fechado para a operacio, isto é, Va,b € H tem-se a = b € H;
(ii) (H, ) também é um grupo com a operacéo = restrita aos elementos de H.

Usaremos a notacdo H < G para dizer que H é um subgrupo de G. Note que, com essa
definicéo, todo grupo é subgrupo dele proprio G < G.
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O subgrupo mais comum que um grupo pode ter, além dos subgrupos triviais (ele
proprio e a identidade {Ids}), sdo os subgrupos ciclicos, pois para que contenha um subgrupo
ciclico basta que o grupo tenha um unico elemento diferente da identidade. Vejamos entdo
a definicao desse conceito.

Definicao 4 (Subgrupo ciclico). Dado um elemento a # Id; no grupo G, definimos o
subgrupo ciclico gerado por a como {(a) = {a* : k € Z}.

Note que, por definic¢do, a ordem do grupo ciclico (a) é igual a ordem do elemento

Vejamos alguns exemplos.

Um dos grupos mais utilizados, antes mesmo de sabermos o conceito de grupos, é
o conjunto dos numeros inteiros Z com a operacdo de adi¢do, que podemos facilmente
ver que é um grupo abeliano. Também os conjuntos dos nimeros racionais Q e reais R,
com a operacdo de adi¢do sobre esses conjuntos, sdo grupos abelianos. Porém, temos
que o conjunto dos numeros inteiros, sem a origem Z*, com a operacdo de multiplicacao,
nao é um grupo, pois nenhum outro elemento além dos elementos 1 e —1 tem elemento
inverso.

Um exemplo interessante de grupo é o Grupo de permutagoes S(E), um conjunto com-
posto por permutacdes de um conjunto néo vazio E, isto é, bijecdes de E nele mesmo, com
a operacdo de composicdo de aplicacdes.

Para visualizar que o Grupo de permutacdes é de fato um grupo, vejaquese f : E - E
e g : E — E sdo bijecdes, ou seja, f,g € S(E), entdo a composigido f o g € S(E), pois
também ¢é uma bijecdo. Além disso, é facil ver que a composi¢ido de bijecdes satisfaz a
associatividade, satisfaz a existéncia da permutacao identidade, que leva cada elemento
de E nele mesmo, e, por serem bije¢des, todo elemento tem um elemento inverso pela
composicao, satisfazendo a existéncia de inversos.

Observe ainda que o grupo de permutacdes S(E) é comutativo quando o(S(E)) = 1,2,
pois se o(S(E)) = 1, entdo S(E) = {Idsp)} e, se o(S(E)) = 2, entdao S(E) = {Idsx), [},
elementos que comutam por defini¢do. Porém, temos que se o(S(E)) > 2 entdo S(E) nao é
comutativo. De fato, sejam a, b e c elementos distintos de E e as permutacdes f e g € S(E)
definidas como f(a) = b, f(b) = ae f(x) = x,¥x € E,x # a,be gla) = ¢, glc) = ae
g(x) =x,vx € E,x # a,c. Entdao (fo g)(a) =c# (g f)(a) =b.

Um caso particular de grupo de permutacdes é aquele em que E = {1,2,...,n} com
n > 1. Nesse caso, a notagao utilizada é S, := S(E) e o chamamos de Grupo Simétrico de
graun. Veja que, se E tem n elementos, é claro que S(E) é isomorfo a S,,. Como esse grupo é
de extrema importancia para esse trabalho, o discutiremos em detalhes na Secao 1.4.

Um outro exemplo, também muito interessante, é dado pelos Grupos de simetrias de um
objeto geométrico T, compostos pelas bijecoes de T em T, que mantém o objeto geométrico
T globalmente invariante, com a operagdo de composi¢ao de aplicacdes. Exemplos desses
grupos serdo abordados ao longo de todo esse trabalho, principalmente no Capitulo 3.

Apos visualizar alguns exemplos de grupos, fixemos G como sendo um grupo e H um
subgrupo de G.
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Definicao 5. Definimos a classe lateral a direita determinada por a € G como o conjunto
aH = {ah : h € H}.

Essa definicdo tem como motivacdo a seguinte relagdo de equivaléncia.

Proposicao 1. A relagiao =~ em G definida para a,b € G comoa = b < a'b € H é uma
relacdo de equivaléncia.

Demonstragao. De fato,
(i) a = a, pois a'a = Idg = Idy € H,
(ii) Se a = b entdo a'b € H, como H é um grupo (a'b) ' = b 'a€ Hlogo b = a;

(iii)Sea~beb=centioa 'b e Heb 'c € H,como H é um grupo entdo a 'bb~'c =
a'c € H, portanto a = c. O

Proposicao 2. A classe lateral aH é a classe de equivaléncia de a € G pela relacdo de
equivalénciaa ~ b < a'b € H.

Demonstragdo. Vamos mostrar que para quaisquer a € G e sua classe de equivaléncia a,
temos que @ = aH. Primeiro, vejamos que a C aH. Dado x € a, entdo x'a € H, assim
x'a = h, para algum h € H. Dai x = ah™! e portanto x € aH, pois h™! € H. Por outro lado,
aH c a. De fato, seja x € aH, entdo x = ah, para algum h € H. Dai, x"'a = h™' € H. Assim,
x € a. Portanto, a = aH. O

A partir disso definimos G/H = {aH : a € G} como o conjunto das classes laterais a
direita aH e observamos que G/H é uma particio de G, isto é:

(i) Se a € G, entdo aH # @;
(ii) Se a,b € G, entdo aH = bH ou aH ( \bH = @;

(iii) A unido de todas as classes laterais a direita é igual a G.

Vejamos dois exemplos:

(i) Seja (G, -) o grupo multiplicativo das raizes quarticas da unidade G = {1, —1,i,—i} ¢ C
e o subgrupo H = {1, —1}. Dai, as classes laterais de G em H sdo
1H = {1-1,1-(-)}={1,-1}
(-DH = {-D-1,(-1)--D}={-1,1}
iH = {i-1,i-(—1)}={i,—i}
(-DH = {(-)-1,(=) (=D} ={-i,i}

Assim, G/H = {1H,iH}.
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(ii) Seja (Zs, +) o grupo aditivo dos inteiros médulo 6, isto é, Zg = {0,1,2,3,4,5} e
considere o subgrupo H = {0, 3}. Assim, as classes laterais de G em H sio

0+H = {0,3}=H
1+H = {1,4}
2+H = {2,5}

Como a unido dessas 3 classes é igual a G, ndo existirdo outras classes laterais distintas
dessas. Assim, G/H ={H,1+ H,2 + H}.

Veja que, nos dois casos apresentados, a quantidade de elementos das classes laterais de
um mesmo subgrupo é a mesma. Curiosamente, essa é uma propriedade geral das classes
laterais.

Proposicao 3. Duas classes laterais quaisquer de H em G tem a mesma cardinalidade. Em
particular, toda classe lateral de H em G tem a cardinalidade de H = IdH.

Demonstragao. Dadas duas classes laterais quaisquer aH e bH, a,b € G, definimos f :
aH — bH, f(ah) = bh, Yh € H. Vamos mostrar que f é uma aplica¢io bijetora. De fato,
se h,h’ € H e f(ah) = f(ah’) entdo bh = bh’, dai temos que h = K/, logo f é injetora.
Agora, dado y € bH, entdo y = bh para algum h € H. Tomando x = ah € aH, temos que
f(x) = f(ah) = bh, assim f é sobrejetora, e portanto f é bijetora. O

O seguinte Teorema garante que, para todo subgrupo H de um grupo finito G, sua
ordem deve ser divisora da ordem de G.

Teorema 1 (Lagrange). Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo o(G) = (G :
H)o(H), em que (G : H) é a cardinalidade de G/H e assim a ordem de H divide a ordem de
G.

Demonstragao. Suponhamos que (G : H) = r e seja G/H = {a;H,...,a,H}. Entéo,
G=aH{U--UaHeaH(\a;H =@, Vi # j. Além disso, pelo resultado mostrado anteri-
ormente, o nimero de elementos de cada classe lateral é igual ao nimero de elementos de
H, isto é, o(a;H) = o(H), Vi = 1,...,r. Portanto,

o(G)=0(H)++0o(H)=r-o(H) =(G : H)o(H).

]

A cardinalidade do conjunto G/H, denotada por (G : H), é também denominada de
indice de H em G.

Corolario 1. Se G é um grupo finito, entdo a ordem de um elemento a € G divide a ordem de
G e o quociente é (G : H) em que H = (a).

Demonstragao. Neste caso, a ordem de a, suponha r, é igual a ordem de (a) =
{Ids,a,d*, ...,a '}, um subgrupo ciclico finito, e devido ao Teorema de Lagrange temos

o(G) = (G : H)o((a)) = (G : H)o(a). H
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Corolario 2. Se a é um elemento de um grupo finito G, entdo a®® = Id; (elemento neutro
de G). Em particular, se a® = Idg entdo o(a) | b.

Demonstragao. Se h é a ordem de a, entdo h é o menor inteiro estritamente positivo tal que
a" = Idg. Mas, pelo Corolario 1, temos que o(G) = (G : H)h em que H = (a), portanto,

a%©) = G h _ (ghYGH) _ Id(GG:H) = Idg,
O

E natural perguntarmos quando G/H é um grupo. A seguinte definicio é motivada
por essa pergunta.

Definicao 6. O subgrupo H é um subgrupo normal de G se, para todo x € G, tem-se que
xH = Hx, isto é, se a classe lateral a direita é igual a classe lateral a esquerda determinada
por x. No caso afirmativo, utilizamos a notacdo H < G.

Note que, se G é abeliano, todo subgrupo de G é normal, mas G admitir subgrupos
normais nio implica que G é abeliano.

Teorema 2 (Caracterizacdo de subgrupo normal). Sejam G um grupo e H um subgrupo de
G. H é um subgrupo normal de G se, e somente se, para todox € G eh € H, xhx™ € H.

Demonstragao. (=) Suponha que H é um subgrupo normal de G. Entdo xH = Hx,Vx € G.
Fixados x € G e h € H, temos que xh € xH = Hx, logo 3h" € H tal que xh = h'x,
ou seja, xhx' = I € H. («) Suponha que xhx™' € H,V¥x € X e h € H. Queremos
mostrar que, fixado x € G, xH = Hx. Primeiro, devemos mostrar que (xH C Hx). Tome
xh; € xH. Entdo temos que xh;x~' € H, logo existe h, € H tal que xh;x™' = h, € H,
e portanto xh; = h,x € Hx. Por fim, (xH D Hx), pois, tomando h;x € Hx, temos
que x 'hix = x'hy(x™')™! € H, assim existe h, € H tal que x 'hyx = h, € H, dai
h,x = xh, € xH. O

O proximo resultado mostra a importancia de termos subgrupos normais.

Teorema 3. H é um subgrupo normal de G se, e somente se, a operagdo (aH,bH) + (ab)H,
a,b € G, defini uma estrutura de grupo em G/H.

Demonstragdo. Definimos a seguinte operacido em G/H.

-:G/HxG/H - G/H
(aH,bH) ~ (aH)-(bH) := (ab)H.

Precisamos que essa operacao esteja bem definida no conjunto das classes de equivaléncia
G/H dado pela relagio =. Isto é, devemos ter que dados dois representantes diferentes
para as mesmas classes obtemos o mesmo resultado na imagem de -. Vejamos entdo
quando isso acontece. Tome aH = a’H e bH = b'H, ou seja, (aH,bH) = (¢’H,b'H) €
G/HxG/H, queremos que (ab)H = (a’b’)H, que acontece se, e somente se, (ab)(a’b’)™! € H.
Mas aH = a’H, bH = b’H ocorre se, e somente se, a(a’)™! = h; € He b(b')™ = h, €
H, dai (ab)(@’b’) ! = ab(b)) (a’)! = ahy(a’)! = (hia)hy(a’)! = hi(a’hy(a’)™!), como
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hy € H por defini¢io, teremos que h;(a’h,(a’)™) € H se, e somente se, a’hy(a’)™! =
(@) ) 'hy(a’)™! € H, isso é garantido se, e somente se, H é um subgrupo normal de
G. Portanto, a operagio - em G/H esta bem definida se, e somente se, H é um subgrupo
normal de G.

Tendo que a operacdo em G/H bem definida, as propriedades que - deve satisfaz para
tornar G/H um grupo sdo satisfeitas.

(i) Existe Id;H = H € G/H tal que IdgH -aH = (Idga)H = aH = (aldg)H = aH - IdgH
para todo aH € G/H, isto é, H é o elemento neutro de G/H;

(ii) Para todo aH € G/H, existe um elemento a 'H € G/H tal que aH - a'H =
(aa")H = H = (a'a)H = a 'H - aH, ou seja, todo elemento de G/H tem um elemento
inverso;

(iii) Tomemos aH,bH e cH € G/H, dai temos que (aH - bH) - cH = (ab)H - cH =
(abc)H = aH - (bc)H = aH - (bH - cH), isto é, a operacao - é associativa.

]

Nesse caso, denominamos G/H como grupo quociente.

1.2 Homomorfismo de grupos
Muitas vezes queremos relacionar grupos e as operagdes definidas neles. Uma ferra-
menta para isso € a aplicacdo denominada homomorfismo de grupos.

Defini¢ao 7. Um homomorfismo entre um grupo (G, -) e um grupo (J, ) é uma aplicacdo
f + G — ] satisfazendo

flx-y) = f(x)o f(y),vx,y €G.

Se, além disso, f for uma aplicagio bijetiva, dizemos que f é um isomorfismo de grupos.

Um exemplo de homomorfismo de grupos é a aplicagio f : (Z,+) — (C*,-) entre o
grupo aditivo dos inteiros e o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos dada por
f(x) = i* é um homomorfismo de grupos. O que garante que f é um homomorfismo é a
seguinte equacao.

flx+y)=i""7 = - vx,yeZ.

Proposicido 4. Para qualquer homomorfismo de grupos f : (G,-) = (J, <) valem as seguintes
propriedades:

(i) f(Ids) = 1d;, em que Id; e Id; sao os elementos neutros de G e ] respectivamente;

(i) vx € G, f(a)™! = f(a™?).

Demonstragdo. (l) f(IdG) ° f(IdG) = f(IdG : IdG) = f(IdG) = Id] o f(IdG) = f(IdG) = Id];
@) f(a) > fla™) = fla-a™) = fUd) = 1d) = f(@) - [f@]" = fa™) = f(@)",
O

Va € G.
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Definicao 8. O nucleo de um homomorfismo f : (G,-) = (J,°) é o conjunto

Ker(f) :={x € G : f(x) = Id;},Id; elemento neutro de J.

Note que, Ker(f) # @, pois Idg € Ker(f).

Proposic¢iao 5. Seja f : (G,-) — (J,°) um homomorfismo de grupos. Entao,
(i) Ker(f) €é subgrupo normal de G e assim G/Ker(f) é um grupo;
(ii) f é injetor & Ker(f) = Id;.

Demonstragao. (i) Se a,b € Ker(f) entdo f(a) = f(b) = Id}, dai, f(a-b™") = f(a)o f(b7") =
f@e[f(B)]" = Id;Id;" = Id;. Logo, a-b~"' € Ker(f),logo, Ker(f) é subgrupo de G. Além
disso, tome qualquer g € G. Dai, f(g-a-g7") = f(g)o f(a) o[ f(D] ™ = f(g)eero[f(] =
f@ o [f(@] " =er logog-a-g' € Ker(f) e portanto Ker(f) é subgrupo normal de G;

(ii) (=) Suponha f injetora. Tome a € Ker(f), assim f(a) = Id;, mas sabemos que
fds) = Id;, dai f(a) = f(Ids) = a = Ids. (<) Suponha que Ker(f) = Ids. Tome x,y € G
tal que f(x) = f(y), dai f(x) o [f(]™" = f(3) o [f] ™, assim f(x) o [f(Y)]™' = 1d; =
flx-y)=1Id; = x-y*' € Ker(f),logo x -y~ = Id; e portanto, x = y.

O

Teorema 4 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos). Seja f : (G,:) — (J,o) um
homomorfismo sobrejetor de grupos, entdo o grupo quociente G/Ker(f) é isomorfo a J.

Demonstragdo. Por simplificagdo chamemos Ker(f) = N. Definimos a seguinte aplicagio.

o : G/Ker(f) — ]
aN +—  f(a).

Vamos mostrar que o é um isomorfismo de grupos.

(i) Suponha que aN = bN.Entdo,b™'-a € N edai f(b™'-a) = Id;, mas [f(b)] ' f(a) =
f(b7'-a) = Id;. Logo, f(a) = f(b) - Id; = f(a) = f(b). Portanto, o estd bem definida.

(ii) Note que, o((aN) - (bN)) = o((@b)N) = f(a-b) = f(a) - f(b), logo o é um
homomorfismo de grupos.

(iif) Suponhamos que 6 (aN) = o(bN), dai f(a) = f(b),a,b € G. Assim, [ f(b)] o f(a) =
[fO)] e f(b) =1d; = [f(B)] " - f(a) = f(b)) o f(a) = f(b7" -a) = Id;. Logo, b~ -a € N

e assim aN = bN. Portanto, o é injetiva.

(iv) Tome y € J, entdo y = f(a),a € G. Tomando x = aN € G/N, temos que
o(x) = o(aN) = f(a) = y e assim o é sobrejetiva.

Portanto, o é um isomorfismo de grupos entre G/Ker(f) e J.
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1.3 O subgrupo comutador

O subgrupo comutador de um grupo G é um subgrupo gerado por um subconjunto
especifico de G, em que G nao precisa ser um grupo finito. Devido a isso, antes de definir o
que é o subgrupo comutador de um grupo, vejamos o que é um subgrupo gerado por um
conjunto.

Definicao 9 (Subgrupo gerado por um subconjunto). Seja G um grupo e S um subconjunto
de G. Vamos construir um subgrupo de G que definiremos como subgrupo gerado por S.
Considere a familia C de todos os subgrupos de G que contém S,C = {A < G : S C A}. Note
que C # @, pois G € C. Chamaremos de subgrupo gerado por S o seguinte subconjunto.

(Sy=[ A

AeC

Em que S é denominado conjunto gerador.

Vamos mostrar que (S) é de fato um subgrupo de G. Como cada A € C é subgrupo de G,
entdo Id; € (S). Além disso, se a,b € (S), entdo a,b € A,YA € C, mas daiab™! € A,VA € C,
logo ab™! € (S).

Note que (S) é o menor subgrupo de G que contém S. De fato, seja H um subgrupo de
G que contém S e H C (S). Entéo, H € C, ou seja H é um dos elementos da intersecio que
defini (S) e assim (S) C H, portanto H = (S).

Os exemplos triviais sdo (@) = {Ids} e (G) = G.

Teorema 5. Seja S # @ um subconjunto de um grupo G. Entdo,
(S) ={x"x2x" :n>Lx;€Seq; € Z,i=1,...,n}
Ou seja, os elementos de (S) sdo produtos finitos de poténcias de elementos de S.

Demonstragao. Defina M = {x{"x;*--x" : n > ;x5 € Sea; € Z,i = 1,...,n} e vamos

mostrar que M é o menor subgrupo de G que contém S, ou seja, que M = (S). Note que
S C M, pois Vx € S, x = x' € M. De fato, M é um subgrupo de G, pois dados a = x;" -+ x%
eb=y" - yP e M, temos que ab™! = x{* ... x%y Pn ~~yl_ﬁ1 € M. Tome agora M’ qualquer
subgrupo de G que contém S. Entéo, Vx € S,x € M’. Mas como M’ é subgrupo de G,
M’ contém todas as poténcias de x,Vx € S e entdo contém todos os produtos finitos
xit e x8 VX € S,V € Z,i = 1,...,n. Logo, M C M’. Portanto, M é o subgrupo gerado por
S.

]

Com o subgrupo gerado (S) visto da forma apresentada anteriormente, teremos que
seu elemento neutro sera escrito como Ids := x° € (S), para qualquer x € S.

Em particular, se S = {a}, a € G, (a) = {a" : n € Z} é chamado subgrupo ciclico gerado
por a.

11
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E conveniente nesse momento definir a seguinte notacgao, que sera usada ao longo
de todo o trabalho, seja n € N, usaremos 71 = {1,...,n}, o conjunto de todos os niimeros
naturais de 1 a n.

Uma observacio interessante é a seguinte. Como os elementos de (S) sdo da forma
X"+ x% em que a; € Z e cada x; € S, por simplificagdo, podemos assumir que os elementos
de (S) sdo da forma x;; -+ x,,,, em que para cada i € {1,...,n} e j € {dy,...,d,}, x;; € S ou
xl.;l € S, para melhor visualizar, veja que,

(241 an
xl ...xn" g xll xlal P xnl ...xnan

que ainda é um produto finito e x;; € S, se a; > 0 e x;;' € S, se ; < 0.

Tendo entendido o conceito de subgrupo gerado por um conjunto, podemos definir o
subgrupo comutador de um grupo.

Definicao 10. Seja G um grupo. O comutador de dois elementos x, y € G, é dado por

[x, y] = x7"y " xy.

Veja que o conjunto dos comutadores {[x, y| : Vx,y € G} com a operacio usual dada
por [x,y][z,w] := x"'y"'xyz~'w 'zw ndo é um grupo, pois nido temos que [x, y][z, w] é
um comutador, isto é, essa operacdo nao esta bem definida nesse conjunto. Vamos entéo
considerar o subgrupo gerado por ele.

Denotamos por [G, G| o subgrupo gerado pelo conjunto dos comutadores de G, isto
é, os elementos de [G,G] sdo da forma [x, yi|[x2, y2| - [%0, Vul, i, 90 € G,i,j = 1,...,n.
Chamaremos [G, G| de subgrupo comutador de G.

Como nem todo grupo ¢é abeliano, o comutador indica o "quanto” uma operacéo binaria
falha em ser comutativa, isto é, se G é um grupo comutativo entdo [G,G] = {Ids} pois
xy = yx,¥x,y € G, dai y 'x"'yx = (xy) 'yx = Idg, ¥x,y € G.

Para demonstrar que o subgrupo comutador de um grupo é um subgrupo normal,
precisaremos do seguinte Lema sobre subgrupos gerados.

Lema 1. Seja G um grupo e S um subconjunto de G. Se paratodos € Se g € G, gsg™* €(S)
e gs 'g7! €(S) entao(S) é um subgrupo normal de G.

Demonstragdo. Sejam g € G e h € (S). Devemos mostrar que ghg™' € (S). Por definicio,
h=a,a,ondea; € Souqa;' € S,Vi=1,...,r. Assim,

-1

ghe™ = ga-ag’
= ga1g 'gag " - ga g
(gaig ) gag™") -+ (ga,g™).

Logo, basta mostrar que ga;g~" € (S), Vi = 1, ..., r. Temos dois casos,

(i) Se a; € S, entdo por hipotese, ga;g™" € (S);
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(ii) Se a;! € S, entdo por hipotese, g(a; ') 'g™ = ga;g™! €(S).

Como nos dois casos ga;g~" € (S), entdo ghg™! € (S). Portanto, (S) é subgrupo normal
de G. [

Esse resultado nos permite mostrar que um subgrupo gerado é normal verificando
apenas os elementos do conjunto gerador e seus inversos.

Note que o conjunto gerador do subgrupo comutador é fechado para inversos, ou seja,
[x,y] ' = ("y 'xy) " =y 'xlyx = [y, x] € [G,G].

Teorema 6. O subgrupo comutador [G, G| é um subgrupo normal do grupo G.

Demonstragao. Sabemos que [G,G] = (S) em que S = {[x,y] : x,y € G}. Basta mostrar
que gsg ' € Gegs'g™t € G,Vg € GeVs € S. Primeiro vamos mostrar que gsg™' €
[G,G],vg € GeVs € S.Fixados g € Ge s € S temos que s = [x,y] = x 'y 'xy para alguns
x,y € G e assim

gsgl = gxlylxyg!
= gx g gy g 'gxg leyg
= (g ) xg ™) (g™) ye ) (gxg D(gye™
= (gxg ) '(gyg ) N (gxg N(gye™
= [gxg7'.gyg 1 €S C[G,G]

Em que, gxg~!, gyg~' € G. Logo, gsg~! € [G,G],Vg € G,Vs € S.

Veja que, nio é necessario mostrar que gs 'g™' € [G,G],Vg € G, Vs € S, pois pra todo
s € S, temos que s™' € S, que recai no caso anterior.

Usando o Lema 1 concluimos que [G, G] é um subgrupo normal de G. O

Proposiciao 6. Para todo homomorfismo de grupos f : G — H, tem se que f([g1, g:]) =
[f(gl)7 f(gZ)]J para tOdO [gl’ gZ] € [G’ G]'

Demonstragao. Tome (g1, g&] = g7'g, 218 € [G,G], entédo

fgn gD = flgi'e gsig) = f(gr)f(& ) f(g)f(g)
f(gl)_lf(gz)_lf(gl)f(gz)
[f(g), f(g2)].

]

Corolario 3. Para todo homomorfismo de grupos f : G — H tem-se que f(|G,G]) C [H, H].

Demonstracao. Tomemos f([g1, g2]) € f([G,G]), pela proposicdo anterior, f([g;, g]) =
[f(g1), f(g.)] € [H, H] como queriamos. o

13
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Observagao: Se tivermos que f é um homomorfismo sobrejetor de grupos, teremos
valida a igualdade f([G,G]) = [H, H]. De fato, todo elemento h € H é escrito como
h = f(g), para algum g € G, entdo tome |hy, h,| = [ f(g1), f(g2)] € [H, H], pela proposicdo
anterior, [f(g1), f(g2)] = f([g1. & < f([G.G), logo, [H, H] c f([G,GD.

Teorema 7. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Entdo, G/N é abeliano se, e somente
se, [G,G] < N.

Demonstragao. Seja N um subgrupo normal do grupo G. Veja que as classes laterais xN
e yN comutam se, e somente se, (xy)N = xXNyN = yNxN = (yx)N, se, e somente se,
(yx)"'(xy) € N, pois xy e yx estdo na mesma classe de equivaléncia, modulo N, isso é
equivalente a x 'y 'xy = [x,y] € N, como x, y € G sdo arbitréarios, G/N é abeliano se, e
somente se, todos os comutadores [x, y| estio em N. Ou seja, se, e somente se, [G,G] é

subgrupo de N. ]
Corolario 4. O grupo quociente G/|G, G| é abeliano.

Demonstragdo. Como [G,G] é subgrupo normal de G e, claro, [G,G]| é subgrupo dele
mesmo, pelo resultado anterior temos que G/[G, G] é abeliano. O

Em resumo, n6és mostramos que o grupo comutador de G é o menor subgrupo normal
tal que o grupo quociente do grupo por ele é abeliano, ou seja, G/[G, G| é o maior grupo
quociente abeliano de G. Para facilitar a notacio, definimos G* := G/[G,G] como a
abelianizac¢io de G.

Na proxima secao veremos exemplos interessantes de subgrupos comutadores e abelia-
nizacoes.

1.4 Grupos simétricos de permutacoes

O grupo simétrico (S,, ), como introduzimos na Secdo 1.1, é o grupo de todas as
permutacdes o do conjunto 7i = {1, ..., n}, com a operacdo de composi¢io de permutacdes
dada da direita para a esquerda (como em composicdo de fungoes).

Sejac € Ss com (1) =4,0(4) =5,0(5) =2,0(2) =3 e d(3) = 1 pode ser denotado
de duas formas: o = (123 43) e o = (14523). Além disso, ¢ é um 5-ciclo, ou seja, um ciclo
com 5 elementos. Tomemos outra permutagio p € Ss, p(1) = 2, p(2) = 1, p(3) =3, p(4) =5
e p(5) = 4, que se simplificaa p = (}23¢3), ou ainda, p = (12)(34), observamos que p é
um produto de dois 2-ciclos, chamados também como transposicoes. A composicao dessas
duas permutacdes é dada por

(1 2 3 45 12345\ (12345
9P=14 315 2 2135 4] \3 4125/

Ou ainda, podemos escrever da forma (14523) o (12)(34) = (13)(24).

Fazendo a operacdo po verifica-se que op # po, isto é, os grupos simétricos sao
exemplos de grupos nao abelianos.
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Veja que a ordem de todo grupo simétrico S, é o(S,) =n-(n—1)--2-1 = n!. Além
disso, é facil ver que toda permutacdo em S, pode ser escrita como um produto de ciclos
disjuntos.

Proposicao 7. Toda permutacdo de S,, n > 1, pode ser expressa por uma composicdo de
transposigoes (2-ciclos).

Demonstragao. Tome t© = (a,a; ... a,) um n-ciclo. Observe que 7 pode ser escrito como
T = (a1a,)(a1a,-1) -+~ (a1a;) uma composicdo de n — 1 transposi¢oes. Além disso, toda
permutacdo em S,, com excec¢do a identidade, é um ciclo ou o produto de ciclos disjuntos,
obtendo o que queriamos. [

Definicao 11. A assinatura de uma permutacio o € S, dada por o(a;) = by, -, 0(a,) = b,
é
a; — aj
sgn(o) = —_
gn(e) =] b b,
Produto estendido a todos os pares (i, j) de indices tais que i > j.

Proposicao 8. A assinatura de uma permutagdao em S, é sempre 1 ou —1.

Demonstragado. Seja
_ 1 2 T/ P O P n
o= <bl by, - b, - b - bn> € Sp.

Para calcular a assinatura da permutacéo o observamos que teremos n!/2!(n — 2)! =
n(n —1)/2 pares (a;,a;), i > j, a;,a; € i = {1,...,n} no numerador do produto e da mesma
forma teremos n(n — 1)/2 pares (b;,b;), i > j, b, b; € i = {1, ..., n} no denominador, que
é equivalente a tomar todas as possibilidades de pares de elementos distintos de 71 ndo
importando a ordem dos elementos, isto é, (s,t) = (t,s). Ou seja, pra cada par (s,t) no
numerador do produto em sgn(o) teremos um par correspondente (s, ) no denominador.

Mas note que os pares (a;,a;), i > j no numerador sdo fixos e ordenados, ou seja,
sempre temos que a; > a; e a cada um desses pares associamos o valor dado por a; — a;.
Como o é uma permutacio, os pares correspondentes no denominador podem aparecer
ou como (a;a;) ou como (a;a;), no primeiro caso noés associamos a esse par o valor a; —a; e
assim o quociente sera 1, no segundo caso associamos esse par a a; — a; = —(a; — a;) e dai
o quociente sera —1. Assim, sgn(o) é o produto de fatores 1 e/ou —1, como queriamos.

O
Proposicao 9. A assinatura de uma transposicdo em S, é sempre —1.

Demonstragdo. Seja

al az e a cee at e a
T = s ") es,.
al az cee at ces as cee an

15
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Permutacdo que troca a; por as, a; por a;, t,s € {1,...,n}, t > s e mantém os demais
elementos fixos, uma transposicao.

Note que, para cada par (a;,a;),i > j,i # s,t e j # s,t, temos

ai—aj

=1.
a,-—aj

Para cada par (a,, a;), j < s, temos o par (a;,a;) tal que

as — aj a; — aj —1

a —a; a—a;)
Para cada par (a;, a,), s < j < t, temos o par (a;, a;) tal que

a;—a as —a; —(a; — a;) as —a;

Para cada par (a;, a;), j > t, temos o par (a;, a;) tal que

a; — ds a; —a; ~1

a;—a a; — as

Por fim temos o par (a;, a;) que satisfaz

a; — ds _ _(as_at) _

-1

as — a; as — a;

Como essas sdo todas as parcelas do produtdrio de sgn(z), temos que a assinatura de 7
é-1. O

Proposicao 10. A assinatura do produto de duas permutacoes é o produto da assinatura
dessas permutacoes.

Demonstragdao. Sejam o ey € S,, dadas por

_ 1 vee n _ 1 eee n
T\ - a, )Y T\, b, )

Note que, o(n) = a, € ie 0(1) = a; € 7, isto é, o par (n, 1) é levado no par (a,,a;)
pela o, e veja que o par (a,,a;) é levado em um par (b, b;) pela y, em que by, b, € i com
y(a,) = bs e y(a,) = b,. E claro que y - o leva o par (n, 1) no par (b, b;), com (y o 5)(n) = b,
e(yoo))="b,.

Assim,

(na 1) (ana al) — (na 1)
(ans al) (bs> bt) (bsa bt)
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Para associar a subtracdo desejada a esses pares, devemos considerar dois casos.

(i) Se a, > a;, teremos que
n—1 a,—a;\ _ n-—1
a, — a b—b, ] b,—b,
(ii) Ja se a, < ay, teremos que
n—1 a—a,\ ([ n-1 —(a,—a)\ ([ n-1 a,—a;\ _ n-—1
ap, —a bt _bs - ap, —a _(bs _bt) B ap, —a bs_bt B bs_bt‘

Esse raciocinio se estende a todos os quocientes gerados pelos pares (i, j),i > jei, j € fi.
Assim, supondo que y(a;) = by e y(a;) = b, temos que

_ i— ] a; — (lj _ i— _] _ .
sgn(@)sgn(y) = [ | P 11 — 11 s sgn(y o o).
0

Note que, esses resultados garantem que a assinatura de permutagdes é um homomor-
fismo sobrejetivo de grupos.

sgn: S, — {-1,1}

o +— sgn(o).

A partir desse homomorfismo definiremos um subgrupo de S, denominado subgrupo
alternado A, de S,,.

Definicao 12. Definimos o subgrupo alternado A, de S, como sendo o nucleo do homo-
morfismo sgn, isto é, A, := Ker(sgn) ={o € S, : sgn(o) = 1}.

O grupo alternado A, é também conhecido como o grupo das permutagdes pares de S,,.
Vejamos entdo o que sdo permutacdes pares e impares e porque faz sentido visualizar A,
dessa maneira.

Definicao 13. Uma permutacéo ¢ par se for descrita por um nimero par de transposicoes
e é impar se for descrita por um nimero impar de transposicdes.

Note que, como a assinatura de cada transposicdo é igual a —1, uma permutagio é par
se, e somente se, sua assinatura é igual a 1 e é impar se, e somente se, sua assinatura é
-1

Porém, nio é claro que esse conceito de permutagdes pares e impares esta bem definido,
pois devemos ter que qualquer decomposicdo de uma permutagio em transposicdes tem a
mesma paridade de transposicoes. Para resolver esse problema mostramos a seguir que é
valida essa afirmacéo.
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Proposicao 11. Se uma permutagioo € S, € escrita com um numeror e também um niimero
s de transposicoes, entdor e s tém a mesma paridade.

Demonstragdo. Suponha que 0 = 7,007, €0 = p; oo ps €5, ou seja, que o é escrita
como composi¢ao de r e também de s transposicdes r # s.

Como cada transposi¢ao tem assinatura —1, entdo sgn(c) = (-1)" = (—1)’ e como
sgn(o) éigual a 1 ou —1 temos que r e s s30 numeros pares ou r e s sio ambos impares. [

Vejamos agora alguns resultados sobre os grupos alternados A,.

Teorema 8. A, é um subgrupo normal de S,, o grupo quociente S, /A, tem 2 elementos, ou
seja, (S, : An) = 2 e em particular o(A,) = n!/2.

Demonstragao. Por defini¢do Ker(sgn) = A,, como sgn é um homomorfismo sobrejetor
temos que o subgrupo alternado A, é um subgrupo normal de S,,. Pelo Teorema Fundamen-
tal dos Homomorfismos (4) temos que S,/A, = {—1, 1} entdo (S, : A,) = 2 e pelo Teorema
de Lagrange o(S,) = (S, : Ay)o(A,), portanto o(A,) = n!/2. O

Teorema 9. O grupo alternado A, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos de S,,.

Demonstragdo. Vamos mostrar que toda permutagdo em A, é o produto de 3 — ciclos. De
fato, se 0 € A,, 0 = 7;...7, em que 7; é uma transposicdo i = 1,...,r e r é par, dai todos
os pares 7;7; tém a forma (ab)(ab) = e4, ou (ab)(ac) = (acb) ou (ab)(cd) = (acb)(acd) com
a #b # c # d, isto é, todos sdo escritos como produtos de 3-ciclos. O

Proposicao 12. A, € o unico subgrupo de S, de indice 2.

Demonstragao. Seja H um subgrupo de S, de indice 2. Tome g € S,, se g ¢ H, entdo
gH(\H =@ e S,/H = {gH, H}, note que, nesse caso gg ¢ gH assim gg € H, é claro que
se g € H, temos que gg € H, logo o quadrado de qualquer elemento de S, esta em H. Além
disso, todo elemento de A, é produto de quadrados de elementos de S,,. De fato, vimos que
todo elemento de A, é produto de um nimero par de transposi¢des, entdo vamos analisar
0s possiveis casos de pares de transposicdes, que sdo (ab)(ab) = (ab)?, (ac)(bd) = (abcd)? e
(ab)(ac) = (cba) = (cab)?. Com isso temos que A, C H, portanto H = A,. O

Definicao 14. Um grupo G é dito simples se ele ndo admite subgrupos normais nao triviais.

Para mostrar que A,, n > 5, é um grupo simples precisaremos do desenvolvimento
tedrico apresentado a seguir.

Definicdao 15 (A¢do de conjugacao em S,). Dizemos que dois elementos x,y € S, sdo
conjugados se existe o € S, tal que x = oyo'. Além disso, para z € S,, a classe de
conjugacéo (Orbita) de z é definida como [z] = {hzh™' : h € S,}.

Proposicao 13. Sejao € S,.
(i) Se p = (a; ...a,) é umr-ciclo em S,, entdo cpo~" é or-ciclo (c(a,) ... o(a,)).
(ii) Se p € S, é uma permutagao qualquer, entdo p e cpo~"' tem a mesma estrutura de ciclos.
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(iii) Mais que isso, duas permutacoes em S, sdo conjugadas se, e somente se, tém a mesma
estrutura de ciclos.

Demonstragao. (i) Devemos provar que ocpo ' ey = (a(a,) ... o(a,)) sdo iguais. Aplicando
o r-ciclo y em o(a,) obtemos o(a;). Por outro lado,

opo(o(ar)) = opla) = o(az).

De modo analogo, mostramos que as permutagdes correspondem em o(a;) para todo i.
(ii) Se temos p = p;p; € S, entdo opyp0 ! = opotop,o.
(iii) Basta mostrar que se duas permutacdes o e 7 € S, tem a mesma estrutura
de ciclos entdo elas sdo conjugadas. Se 0 = (iyiy...0,) - (Jijo e ) - (Ll L) e T =
@iy i) (i gy o JO) - (L -+ 1) s@o duas permutacdes em S, com a mesma estrutura

de ciclos, entdo tome g € S, dada por

(g(p) =g(r), 1<k<r.
g(r) =g0m), 1<m<s.

gl)=gl), 1<q<t

\

E g definido arbitrariamente nos restantes simbolos ndo envolvidos. Assim, pelo item
(i) temos que

grg” = gl i) Gy - 1) Gl ID]g™

= gy i)g ' g g g0y iDg g~ g gl I)g
(8@ ... g@)) - (g(j)) ... g -+ (gdp) ... gU)))
= (dz b)) = Gdo oo Ji) - (ilp -+ 1)

= 0.

-1

Isto é, encontramos g € S, que faz a conjugacao entre o e 7. Portanto, o e 7 sdo
conjugadas em S,,. [

Lema 2. Todos os 3-ciclos de A, sdo conjugados entre si, paran > 5, isto é, dados a e  dois

3-ciclos de A, entdo existe o € A, tal quea = g™

Demonstragao. Basta mostrar que qualquer 3-ciclo @ em A, é conjugado a (a,a;a;3) € A,.
Pelo item (iii) da proposic¢do anterior como « e (a,a,a;) tem a mesma estrutura de ciclos,
entdo « e (a;a,a;3) sdo conjugados em S, isto é, existe 7 € S, tal que, rar ™! = (a;a,a3). Se
T € A,, temos o resultado escolhendo o = 7. Se 7 ¢ A, tomando o = (a4as)r € A,, que é
par pois composicdo de duas permutagdes impares é par, temos que

cac! = (asas)rar ' (asas)”" = (a1azas).

19



20

1 | CONCEITOS PRELIMINARES DA TEORIA DE GRUPOS

Com isso chegamos ao que queriamos. 0

Com isso, chegamos ao resultado que queriamos.

Teorema 10. Paran > 5, A, é um grupo simples, isto é, A, ndo tem subgrupos normais nao
triviais.

Demonstragao. Seja N < A,, N # {e4, }. Vamos mostrar que N contém um 3-ciclo. Tome
ocg€N,0#eyeaq €n,1<i<n,a #a;Vi# j Escreva o como um produto de ciclos
disjuntos

O =TTy - M.

Note que, como os ciclos sdo disjuntos eles comutam. Temos alguns casos para analisar.

(i) Se algum 7; tem tamanho pelo menos 4, sem perda de generalidade suponhamos
que 7; tem comprimento > 4, isto é,

m = (a1a;...a,).

Sendo r > 4 tomamos p = (a,a,a;3) € A,. Entdo pop™ € N e

-1 -1

popt = pmimp
= p][lp7177"2 T

= pmp 'nj'o

= (ayaza3)(aiaa5 ... a,)(a,asa,)(a, ... azaza,))o

= (aia2a;3)0.

*Como o é um produto de ciclos disjuntos e p tem todos os seus elementos em 7,
temos que p e também p~! sdo disjuntos de my, ..., m; € por isso comutam com eles.

Entéo (a,asa3) = pop o™ € N.

(ii) Se cada m; tem comprimento < 3 e pelo menos dois tem comprimento 3 (entdo
n > 6). Sem perda de generalidade suponhamos que 7; = (a;a,a3) e 1, = (a4asa4). Seja
p = (a1aza,) € A,. Entéo,

pop = pmmp ms e

= pmmp 'min o
(0102614)(01612613)(040506)(010402)(040605)(010302)0

(ayazasasa4)0.

Entdo pop~'o~' € N. Agora basta aplicar o caso (i) que nos da um 3-ciclo em N a
partir desse 5-ciclo.

(iii) Se exatamente um ; tem comprimento 3 e os restantes tém comprimentos < 2.
Sem perda de generalidade, suponhamos 7; = (a;a,as) e os outros 7;’s sdo 2-ciclos. Entao,
0% = n? = (a1a3a;) € N, pois 72 = ey, Vi € {2,...,7}.
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(iv) Se todos os 7;’s sdo transposi¢des temos que k > 1, pois ¢ é par. Sem perda de
generalidade, escreva m; = (a;a,) e 1, = (asaq). Seja p = (a;a,a3) € A,, entdo

pop™t = pmimp ws - g

= pmn’zp*ﬁ;lﬂfla
(a1aza3)(a1az)(asaq)(a1asa;)(asas)(aa;)o
(13)(14)0.

Entdo pop o™ = (13)(24) € N. Seja ¢ = (a,asas) € A,. Entéo,

(ala3)(a2a4)lﬁ(a1a3)(a2a4)¢_1 (a1a5)(aza4)(a1asas)(a1a3)(a,a4)(a,asas)
(a1a3)(a1a3a5)(a1a3)(a1asa3)

(135) e N.

Assim, em todos os casos temos que N contém um 3-ciclo. Mas N ter um 3-ciclo,
digamos y, implica que pyp ™' € N,Vp € A,, pois N é subgrupo normal de A,, ou seja,
todos os conjugados de y em A, pertencem a N. Mas pelo Lema 2 todos os 3-ciclos de A,
sdo conjugados a y e assim N contém todos os 3-ciclos. Como A, é gerado pelos 3-ciclos,
temos que A, C N, portanto N = A,.

]
Corolario 5. Paran > 5, A, é um grupo perfeito, isto é, A, é igual ao seu comutador.

Demonstragcao. Como A, é um grupo simples, qualquer subgrupo normal de A, é a identi-
dade ou ele mesmo. Como o subgrupo comutador de A, nio é a identidade pois A, ndo é
abeliano ((123)(234) = (21)(34) = (13)(24) = (234)(123) ), entdo [A,, A,] = A,. N

Isto quer dizer que todo elemento de A, é escrito como um produto de comutadores
[x,y],x,y € A,. Além disso pelo mesmo argumento temos o seguinte resultado.
Teorema 11. Se G é um grupo simples nao abeliano, entdo G é perfeito.

Definicao 16. Um grupo G é dito solavel se existe uma sequéncia finita de subgrupos
{Idg} := Gy < G; < ... < Gy := G em que G;_; é normal em G; e todo quociente G;/G;_;,
i=1,...,k é abeliano.

A definicdo de um grupo G ser soluvel é equivalente a existir uma sequéncia de
subgrupos {Ids} := Gy :=[G,G1] < Gy :=[G,,G,] < ... < G 1= [G1o1, G4 < Gy 1=
|G),G] < G := G, ja que cada subgrupo comutador é normal no seu grupo e que cada
quociente G;/G;_1, V1 < i < k é abeliano se, e somente se, [G;,G;] C G;_1, V1 <i < k.

Corolario 6. Paran > 5, A, ndo é um grupo soltivel.
Demonstragao. Esse corolario é trivialmente satisfeito por A, ser simples (Teorema 10). [

Teorema 12. A, é o subgrupo comutador de S, para todon > 2.

21
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Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que todos os 3-ciclos pertencem a [S,, S, ]. Sejay = (a;a.as3)
um 3-ciclo qualquer de S, e o0 = (a;a,) € S, entdo

y o yo = (a3a2a,)(a2a,)(a1a2a5)(a1a,) = (a1a2a3) € [Sp, Sal-

Logo, [S,, S,] contém todos os 3-ciclos e assim A, C [S,, S,]. Por outro lado, todo comutador
[x,y] = x" 'y !xy € [S,, S,] é uma permutacio par, pois se x e y sio ambos pares ou ambos
impares, ndo hé o que dizer, ja se x é par e y é impar, ou vice-versa, x 'y ! e xy sdo impares,
logo o produto deles é par, em todo caso todo comutador de S, é uma permutacao par.
Assim, [S,, S,] C A,. Portanto, [S,,S,] = A,. O

Corolario 7. Paran > 5, S, nao é soliivel.
Demonstragao. S, néo é soluvel pois [S,, S,] = A, e [An, ALl = A, O

Concluimos que A, é o menor subgrupo normal de S, tal que S,/A, é abeliano e assim
S% :=8S,/[S4 Sl = Su/A, é a abelianizacio de S,.

Abaixo, apresentamos alguns exemplos de grupos de permutagdes.

Veja que S, é composto pela identidade e pela transposicdo (12), ou seja, uma per-
mutacdo par e uma impar, assim o subgrupo A, é composto apenas pela identidade e
assim é trivialmente normal pois aea™ = e € Ay, Va € S,, portanto o grupo quociente é
SZ/AZ = Sz.

Ja o grupo simétrico S; pode ser descrito como a seguir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
53:123’213’132’321’312’231

[ N J N J N J

e a b c d d?

Note que, a, becsao transposicdes, entdo sdo permutacdes impares e a?=b*=c’=e,

isto é, ttmordem2ea ! =a b ' =bec! =c.

Assim, o subgrupo alternado de S; é o seguinte.

123\ /1 23\ /123 .
A3:{(1 2 3)’(3 1 2)’(2 3 1>}:{e’d’d}_<d>'

Em que d™!' = d?, isto é, dd* = d*d = e, esses elementos comutam e é claro que ed = de
e ed® = d’e, assim A; é abeliano e portanto o subgrupo comutador de A; é a identidade.
Em particular, S; é um grupo solavel.
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Vimos que Az < 83, ou seja, Vx € S; e Vh € A;, xhx™! € As. De fato, como a,b e ¢ sdo
transposi¢oes vale o seguinte:

aAsa' ={e,d* d}=As.
N N

aea ada ad?a

Isto é, ad # da e ad® # d*a. Dai, ada™'d™! = d*d™' =d e ad*a '(d*)™! = d°.

bA3b_1 ={e,d2, d }:Ag
N

beb bdb bd?b

Dai, bd # db e bd* # d°b, que nos da bdb™'d™' = d*d™' =d e bd*b™'(d*)! =d(d*)! =
d2.

CA3C_1 = { } = A3.

e,d*, d
N~
cec cde cd?c

Assim, c¢d # dc e cd®* # d*c,logo cdc'd™ = d*d™' = d e cd*c'(d*)" =d(d*)" =
d2.

QueeAse™! = A3, dAsd™! = Ased?A;(d?) ! = A; étrivial. Além disso, ab = d* # ba = d,
assim aba 'b™! = ab(ba)™! = d?d' =d, bc = d* # cb = d, assim be(cb) ! =d’d ! =de
ac =d # ca = d* e assim, ac(ca)™! = d(d*)™' = d*. Ou seja, os nicos elementos de S; que
comutam sdo os elementos de A; e pelo que calculamos o subgrupo comutador [Ss, S;] é
de fato o As.

Vamos calcular o grupo quociente S;/As. Veja que, eA; = As, aA; = {ae,ad,ad?} =
{a, c,b}. Logo, S3/As = {As, aAs} que é a abelianizacdo de S; ou seja é o "maior"quociente
abeliano de S; por subgrupos normais. Nesse caso, A; é o Unico subgrupo normal de
S,

Observe que S; tem os seguintes 4 subgrupos {e, a} = (a), {e,b} = (b), {e,c} = (c) e A;
que também é um subgrupo ciclico. Resultado sintetizado abaixo.

Ay = (d) e S5 = (@ | b)Y ()| _a).

O grupo simétrico S, é um pouco mais interessante. Veja que 0(S,) = 24 e seus elemen-
tos, mais a identidade, sao divididos como mostrado abaixo.

« 6 transposi¢des, que sdo os elementos impares: (12), (13), (14), (23), (24) e (34).
Geram os 6 subgrupos ciclicos de ordem 2 de Sy;

« 8 ciclos de comprimento 3, que sdo as permutacgdes pares: {(123), (132)}, {(124), (142)},
{(134), (431)}, {(234), (432)}. Os 4 subgrupos ciclicos de ordem 3 de S,;

+ 3 produtos de duas transposicdes, que sdo elementos pares de ordem 2: (12)(34),

(13)(24), (14)(23);

+ 6 ciclos de comprimento 4, que sdo as permutacdes impares: (1234), (1432), (1324),
(4231), (1243) e (1342).
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Esses dois ultimos juntos mais o elemento neutro formam 3 subgrupos ciclicos de S;:
fe, (1234), (13)(24), (1432)}, {e, (1324), (12)(34), (4231)} e {e, (1243), (14)(23), (3421)}.

Figura 1.1: Diagrama de Sy.

De fato, 0(A,) = 12 e A4 é composto pela identidade, pelos 3 produtos de duas transposi-
coes (ordem 2) e os 8 ciclos de comprimento 3 (ordem 3) apresentados anteriormente.

Ay {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (431), (234), (432)}

(1269 a3y | aae@s) | Jaz3) | ka2 Jasa) | J(@3e).

Veja que A, é um contra-exemplo para a reciproca do Teorema de Lagrange, pois
0(A;) = 12, mas A, ndo tem nenhum subgrupo de ordem 6. De fato, Se H é um subgrupo de
A, de ordem 6, entdo A, : H = 2,tomea € A, a ¢ H, entio As/H = {H,aH} e dai a* ¢ aH
o que implica que a* € H e como Yh € H, h* € H temos que o quadrado de todo elemento
de As pertence a H. Mas vimos que As tem oito 3-ciclos distintos cujos quadrados sdo os
mesmos oito 3-ciclos distintos, logo H tem os oito 3-ciclos de As, um absurdo pois H tem
ordem 6. Portanto, H nao pode ter ordem 6.

Podemos também relacionar o grupo simétrico S, com o grupo de simetrias Sp, do
quadrado P4, isto é, o grupo de aplicagdes bijetivas que mantém o quadrado invariante.
Essa relacéo é feita através do homomorfismo ¢/p, : Sp, = S; que permuta os vértices de
P, de acordo com suas simetrias.

¥p,(Sp,) {e, (1234),(4321), (13)(24), (14)(23), (12)(43), (13), (24)}

((1230)) | Jao@3) |_Ka2)@3)) | ka3 ).

Composto por 4 permutacdes pares e 4 permutacdes impares de Sy. A Figura 1.2 mostra
a permutacio (1234) € S, aplicada 3 vezes no quadrado e como podemos ver ela é um
elemento de ordem 4 de S,.

Podemos também considerar S; como o grupo de simetrias de P, que preservam
a orientacdo. Aqui consideramos orientagdo como uma escolha da ordem dos vértices
do poligono. Veja pela Figura 1.2 que a permutacdo (1234) preserva a orientacdo pois
considerando a orientagdo do quadrado no sentido horario, a ordem inicial dos vértices do
quadrado é o arranjo {1, 2, 3, 4} e apds a simetria a ordem dos vértices permanece {1, 2, 3, 4},
mas observe que a Figura 1.3 mostra a permutacdo (13) € S, que reverte a orientacio
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4 3 3 2 2 1 1 4

Figura 1.2: Simetrias de rotacdo do quadrado.

do quadrado pois inicialmente o arranjo dos vértices do quadrado era {1, 2,3,4} e apés a
simetria o arranjo passou a ser {1,4, 3, 2}.

4 3 4 1

Figura 1.3: Simetria do quadrado que reverte sua orientagdo.

Além disso, é facil ver que as simetrias que preservam a orientacdo do quadrado e de
poligonos em geral formam grupos. Nesse caso temos o seguinte.

¥, (Sp,) = {e, (1234), (4321), (13)(24)} = ((1234)).

Composto por permutacgdes que sao identificadas com as simetrias que preservam a
orientacdo de P, em que duas sdo permutagdes pares e duas sdo permutagdes impares de
Ss.

No caso geral, podemos considerar ¢p, : Sp, = S, a acdo de Sp, nos vértices nomeados
do poligono regular de n lados P,. Considerando S; o grupo de simetrias de P, que
P
preservam orientacao, temos o seguinte grupo ciclico para ¢p,(Sp ).

Y, (Sp,) =((1...n)).

Agora, para calcular ¢p (Sp, ), além das imagens das rotacdes simétricas ja calculadas,
precisamos acrescentar as imagens das reflexdes simétricas (que sdo as simetrias que nao
preservam orientacio).

Para isso é necessario considerar dois casos: quando n é par e quando n é impar.

(i) Se n é impar os eixos de simetria de P, passam por um vértice e o ponto médio
da aresta oposta a esse vértice. Assim, para cada vértice de P, teremos 1 reflexdo, que é
identificada por /p, (Sp,) com uma permutacio que fixa esse vértice e permuta dois a dois
os demais vértices que sdo opostos, ou seja, teremos n permutagdes, cada uma composta
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por um produto de (n — 1)/2 transposi¢des. Para uma melhor visualizacéo, fixe vy, assim a
permutacdo o € S, identificada pela 1/p, com a reflexdo no eixo de simetria que passa por

v; € a seguinte.
v+ 1 ])
+ 0y .
2

De modo geral, fixando o vértice v}, isto ¢, considerando o eixo de simetria que passa
porv;, j = 1,...,n e identificando v, com v, teremos a seguinte permutacao.

).

A Figura 1.4 ilustra a simetria o, que fixa o vértice v; := 1, em um pentagono regular.
Note que, o conjunto das simetrias que ndo preservam orientacao ¢ identificado com n
permutacdes que unidas com as n permutacdes pares identificadas com as simetrias que
preservam orientacdo de ((1...n)) compdem /p (Sp,), assim /p, (Sp,) tem 2n permutacdes
de S,.

o = (Va0,)(V3Vp-1) ... ([Unz_ ! + 1)1}

v, +1

+U]'

v, —1
Y = 0j+10j-)©j420j-2) ... ([ 2 + U]}

8]
[\
[\
(8]

4 ! 3 3 ! 4

Figura 1.4: Simetria que ndo preserva a orientagdo de um pentagono regular.

(ii) Se n é par, temos dois tipos de eixos de simetria em P,:

+ Pensemos primeiro nos eixos de simetria que passam por dois vértices opostos de
P,. Nesse caso, cada par de vértices opostos definirdo 1 reflexdo, que ¢é identificada por
¥p, com uma permutacdo que fixa esse par de vértices e permuta dois a dois os demais
vértices que sdo opostos, isto é, no total sdo (n/2) permutagdes, cada uma formada por um
produto de (n — 2)/2 transposicdes.

+ O outro caso é quando o eixo de simetria passa pelos pontos médios de duas restas
opostas de P,. Nesse caso a permutacdo identificada por /p, com a reflexdo em um eixo de
simetria, como descrito, permutam dois a dois todos os vértices opostos, assim no total tere-
mos (n/2) permutacdes, cada uma composta por um produto de (n/2) transposicoes.

Note que, as n permutag¢des apresentadas anteriormente unidas a ((1...n)) compdem
as 2n permutagdes de ¥/p (Sp,).

O grupo de simetrias de maior interesse nesse trabalho é o subgrupo alternado As das
permutacdes pares do grupo simétrico Ss.
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Pelo que vimos 0o(Ss) = 5! = 120, ou seja, S5 tem 120 elementos. Seja o € Ss, entdo o

tem a seguinte forma.
< 1 2 3 4 5 )
o= .
a, d, ds d4 ds

Em que a; € 5 ={1,2,3,4,5} com a, # a, # a3 # a4 * as. Entdo, se ¢ # e € S5, 0 tem
uma das seguintes estruturas de ciclos:

« L :={(aa;) : i # j;i, j € 5}. Esse conjunto contém 10 elementos impares de ordem
2. Encontramos esse valor fazendo uma combinacéo simples de 5 elementos tomados 2 a
2;

« Py = {(aa;ar) = (war)(aia;) = i # j # ksi, j, k € 5}. Sao 20 elementos pares de ordem 3.

Aqui fizemos um arranjo simples de 5 elementos tomados 3 a 3, pois a ordem dos elementos
é importante, mas dividimos por 3, pois cada permutacio tem 3 maneiras diferentes de
serem escritas (a;a;a;) = (a;ara;) = (ara;a;);

« Py i={(@a))axa) : i # j # k # Li, j k1 €5} Aqui sdo 15 elementos pares de
ordem 2. Fizemos uma combinacéo de 5 elementos tomados 2 a 2 para o primeiro 2-ciclo,
como em I,, e multiplicamos por uma combinagio de 3 elementos tomados 2 a 2 para o
segundo 2-ciclo. Isso resulta em 30 possibilidades, porém dividimos por 2 ja que os dois
ciclos comutam e assim (a;a;)(ara;) = (ara;)(a;a;);

o L = {(wmajaa) = (@a)aap)(@a;) = i # j#k # Li, j k1 € 5} Sao 30 elementos
impares de ordem 4. Fizemos um arranjo simples de 5 elementos tomados 4 a 4 que é 120 e
dividimos por 4 ja que (a;,a;ara;) = (a;ara1a;) = (araia;a;) = (qa;a;ax);

« Ly = {(aaja)@an) = (wa)(@a)@an) i+ j#k#1+mi, jk1,me5} Sdo 20
elementos impares de ordem 6. Foi feito um arranjo de 5 elementos tomados 3 a 3 e divido
por 3 igual ao caso P, pois para cada escolha de um 3-ciclo, o 2-ciclo esta automaticamente
escolhido e ndo importa a ordem que seus elementos sdo colocados;

« P5 = {(aajaaan) = (@an)aa)@a)(aa;) = i+ j#k#=1+%mi, jkl,me5} Sao
24 elementos pares de ordem 5. Fizemos um arranjo de 5 elementos tomados 5 a 5 e dividimos
por 5, pois (a;a;ara1an) = (a;ara1ama;) = (araiana;a;) = (aamaia;ax) = (ama:a;acap).

De fato, 0(As) = 60 e As pode ser representado da seguinte forma.

A5 = {es P3s P2,27 PS}‘

Em que a quantidade de elementos em P; é 20, em P,, é 15 e em Ps é 24.

Veja que acrescentando a identidade de G, temos que P,, é a uniao de 15 subgrupos
ciclicos de As, P; é a unido de 10 subgrupos ciclicos de As e Ps é a unido de 6 subgrupos
ciclicos de As, mais do que isso, As é a unido desses 31 subgrupos ciclicos.

Essa descrigdo sera importante para fazer a identificacdo do As com o grupo de simetrias
que preservam orientacdo do dodecaedro regular, desenvolvida no Capitulo 3.
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1.5 Acodes de grupos
Definicao 17 (Agdo de grupo). Uma agdo de um grupo G em um conjunto X é uma
aplicacdo @ : G x X — X satisfazendo:

(i) Tem-se que a(Idg, x) = x para cada x € X;

(ii) Para quaisquer g,h € G e x € X, tem-se que a(gh, x) = a(g, a(h, x)).

Para simplificacdo, vamos utilizar a notacdo g - x para a(g, x). Com essa notacio as
propriedades se tornam:

(D) Idg-x =x,Vx € X;
(ii) Para quaisquer g,h€ Gex € X, gh-x = g-(h-x).
Vejamos alguns exemplos.

(1) Se V é um espago vetorial sobre um corpo K. Entéo, considerando o grupo multi-
plicativo (K*,-), temos que K* age em V pelo produto do espaco vetorial V sobre o corpo
K.

-t K'xV -V
(a,v) > av.

pois satisfaz as propriedades (i) e (ii),

MD1-v=v,YEV;

(if) (@f)-v =a- (B-v).

(2) A operacéo de qualquer grupo G é uma a¢io desse grupo nele mesmo.

(3) O grupo das matrizes invertiveis GL(n, R) age em R" pela agao

-: GL(n,R)xR" — R"
(A,x) —» Ax.

De fato,

(D) Ixn - x = x, Vx € R

(i) AB-x=A-(B-x),VA B € GL(n,R") e ¥x € R".

(4) Seja H um subgrupo de um grupo G. Entéo, G age no conjunto G/H pela a¢do

-:GxG/H - G
(g,tH) +— (gt)H.
Primeiro temos que essa aplicacdo esta bem definida pois se t;H = t,H, temos que existe

h € H tal que t; = t,h dai gt; = ghh, ou seja, (gt,) ' (gt;) = h € H logo (gt,)H = (gt;)H.
Além disso - satizfaz:

(i) Id; - tH = (Idgt)H = tH, VtH € G/H;
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(ii) (gs) - tH = ((gs)t)H = (g(st))H = g - (st)H,vg,s € GeVtH € G/H.
Essa acdo recebe o nome de translacao de classe lateral.
(5) Acgdo por conjugagao: considere um grupo G e a aplicacdo

- GxG - G
(g.x) — gxg .

Essa aplicagdo satisfaz:
(i) Ids - x = IdgxId;' = x, Vx € G;

(i) g - (g x) =g (@2xg") = 818:x8 '8 = (@1g)x(g18) " = (g182) - x, Vg1, g2, x €

Que por isso é uma acao de G nele mesmo.

(6) Seja X um conjunto qualquer, veja que o grupo Per(X) := Ey das bijecdes de X
em X com a operagdo de composi¢do age em X pela seguinte acéo:

-t ExxX —» X
(0,x) — o(x).
De fato, essa aplicagao satisfaz as propriedades necessarias.
(i) eg, - x = eg, (x) = x,Vx € X;

(ii) o1+ (02 - x) = 01+ (02(x)) = 01(02(x)) = (01 0 02)(x) = (01 °02) - x, V1,0, € Ex e
Vx € X.

Essa agdo é muitas vezes chamada de acdo de representacao.

Defini¢io 18 (Orbita de um elemento por uma ac¢éo). Seja G um grupo agindo em um
conjunto X. Para cada x € X, a drbita de x é o conjunto

dx) :={g-x :vgeG}CX.

Vejamos como sao as orbitas nos exemplos apresentados anteriormente.
(1)Sev=0€eV,d30w) ={av : Va € K*} é uma reta contendo o vetor v.
(2) Nesse caso como a acdo é a operacdo do grupo temos que Vx € G, §(x) = G.

(3) Seja x # 0 € R", temos que J(x) C R" — {0}. Por outro lado, tome y € R" — {0}
vamos mostrar que y esta na Orbita de x, para isso construa duas bases B = {x, x, ..., x,} e
B ={y,vs,..., .} de R". Assim, defina A := [B][B’]™!, em que [ B] é a matriz cujas colunas
sdo os elementos da base B e [B’]”! é a matriz inversa da matriz cujas colunas sio os
elementos da base B’. Logo, A[B’] = [B] e dai temos que Ay = x, como queriamos. Dai,

9(x) = R" —{0}.
(4) SejatH € G/H, entdo 3(tH) = G/H.
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(5) Para cada x € G, teremos 9(x) = {gxg' : Vg € G} todos os conjugados de x.
(6) Note que x € X, 9(x) = X. De fato, seja y € X, existe ¢ € Ex, com
y sez=x

Pz)=9x sez=y
zZ sez#EX,y

Ou seja, ¢(x) = y garantindo que y esta na 6rbita de X.
O proximo resultado garante que podemos olhar para as 6rbitas dos elementos de um
conjunto por uma ac¢ao de um grupo como classes de equivaléncia.

Proposicao 14. Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Em X defina a seguinte relagdo
X~yey=g x para algum g € G, ou seja, x é equivalente a y se, e s se, x estd na orbita

de y. Temos que

€) p ¢ uma relagdo de equivaléncia;
() dx)={yeX:y p x} € a classe de equivaléncia de x, Vx € X;

(iii) Vx, y € G, temos que x ~ye 3(x) = 9(y). Denotamos o conjunto de todas as classes
de equivaléncia de X por X /G := X/ == {9(x) : x € X}.

Demonstragao. Basta mostrar o item (i) pois os outros seguem imediatamente.

(i) Note que, como Id; € G, paratodo x € X, Idg-x = x,daix =X Tome x,y € X, tal que
X ~y,entdo y = g-x para algum g € G,masdaig™'-y = g1 (g-x) = (g7'g)x = Idg-x = x,
para g~ ! € G, logoygx. Por fim, suponha que x ~yey Ez,x,y,zeX, daiy=g-xe
Z2=g-9, 8,8 €G,assimz = g - (g, - x) = (g281) - x com g,g; € G, logo x =z O

Corolario 8. Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Entdo,

(D) X = Usex 9(x);

(ii) Vx, y € X entao oud(x) = 3(y) oud(x)(\d = @. Essas duas afirmagdes sdo reduzidas
a uma unica:

(iii) X = Uyex 9(x), em que 11 simboliza a uniao disjunta.

Os demais conceitos da teoria de acdes de grupos importantes para o desenvolvimento
do trabalho serao apresentados quando necessarios ao longo do texto.



Capitulo 2

Espacos topologicos e a esfera
tridimensional $°

Para fundamentar o questionamento de Poincaré, motivacdo para esse trabalho, preci-
samos primeiro entender o que é a esfera tridimensional $°, uma variedade tridimensional
que pode ser construida e observada de diversas formas, como mostra o ebook CARvALHO
e SIEJAKOWSKI, 2021. Por isso, na Sec¢do 2.1, baseados nessa referéncia, apresentamos a
esfera $° e também uma forma conveniente e 1til de enxergar seus elementos.

Por conseguinte, observamos que a motivagao central para essa pergunta é uma questio
fundamental no estudo da topologia - decidir se espacos topologicos sao ou nao topologica-
mente equivalentes. A equivaléncia topologica entre os espagos é definida pela existéncia
de um homeomorfismo entre eles.

Defini¢ao 19. Um homeomorfismo entre espagos topologicos (X,7y) e (Y, 7y) é uma
aplicagdo f : X — Y continua, biunivoca cuja inversa f~! : Y — X também é continua.
Se um tal homeomorfismo existe, dizemos que os espacos X e Y sdo homeomorfos e
denotamos por X =Y.

Dessa forma, para garantir que espacos topologicos sio homeomorfos basta exibir
um homeomorfismo entre eles, porém ha casos em que construir um homeomorfismo
pode ser dificil e por isso nem sempre é o caminho ideal. Nesse sentido, observamos que a
teoria de topologia busca construir resultados que garantam o homeomorfismo sem que
seja necessario exibi-lo explicitamente. Especificamente, na Sec¢do 2.2 mostramos algumas
formas de construir e identificar espacos topologicos homeomorfos, com apoio dos livros
MASSEY, 1967 e LEE, 2010.

Por outro lado, garantir que espacos topologicos ndo sdo homeomorfos pode ser ainda
mais dificil, pois é preciso mostrar que nédo existe um homeomorfismo entre eles. Pensando
nisso, a topologia algébrica, aqui estudada através dos livros MAsSEY, 1967 e HATCHER, 2001,
constroi invariantes topologicos, que sao propriedades preservadas por homeomorfismo,
isto é, se dois espacos topologicos sao homeomorfos e um deles satisfaz uma dessas
propriedades o outro também deve satisfazer. Assim, devido a importancia dos invariantes
topologicos para encontrar espacos topologicamente diferentes discorremos na Secéao 2.3
um pouco mais sobre essas importantes ferramentas. De forma especial, apresentamos
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dois invariantes, que sdo provavelmente os mais antigos invariantes algébricos conhecidos,
o Grupo Fundamental, desenvolvido na Segao 2.4, acompanhado da descrigéo, na Secéo 2.5,
desse invariante para as esferas e em especial para a 3-esfera, e os grupos de homologia,
discutidos na Secao 2.6, com apoio do livro Lima, 2009 no célculo desses invariantes para
as esferas.

A partir do desenvolvimento desse capitulo tivemos uma boa ideia a cerca do que
queria Henri Poincaré ao fazer a pergunta que motivou a construcio desse trabalho.

2.1 A esfera tridimensional $3

A 3-esfera $°, como dito anteriormente, é um espaco tridimensional que pode ser
visualizado de diversas formas. A defini¢do mais simples e mais usual é a generalizagio da
defini¢io da esfera bi-dimensional $* apresentada a seguir.

Definicao 20. Definimos a esfera tridimensional como

S i={x = (x1, x5, x3,x5) €ER* 1| x |P= xl2 +x22 +x§ +xf =1}

Assim, vemos que a 3-esfera esta contida no espaco R* e por isso consideramos em
$* a topologia de subespaco induzida pela topologia usual de R*, tornando a um espago
topologico.

Porém como sua visualiza¢do ndo é muito intuitiva costuma-se estudar e identificar a
3-esfera a partir de outras teorias e objetos matematicos a fim de melhor entendé-la.

Nesse trabalho identificaremos a 3-esfera $° com o grupo dos quatérnios unitarios.
Essa identificagdo é importante para a construgiao que faremos no Capitulo 3 facilitando
outras identificacoes.

Para mostrar essa relagido vamos desenvolver um pouco da teoria dos quatérnios.

Definicao 21. O conjunto dos quatérnios é uma algebra associativa definida como H =
fa+bi+cj+dk : ab,c,deR;i?=j=k*=-1;ij =k, jk=1iki=j,ji = —k kj=—i,
ik = —j}.

Isto é, o conjunto dos quatérnios é um espaco vetorial sobre R, com as seguintes
operacgoes:

(l)h+h, = ((11+b1i+01j+d1k)+(a2+b2i+Czj+d2k) = (a1 +Cl2)+(b1 +b2)l+(01 +
Cz)j + (dl + dz)k, Vh, h/ € H,

(i) Aq = Ma + bi + cj + dk) = Ada + (Ab)i + (Ac)j + (Ad)k, Vg e He VA € R.

E também H é um grupo com a operacdo de multiplicacdo ndo comutativa de vetores
definida como

(lll) hh/ = (a1 + b]l + Clj +d1k)(a2 + b2l + C2j + dzk) = (alaz - blbz —C1Cy — dldz) + (albz +
a2b1 + C1d2 - d1C2)i + (a1c2 + ascq + dlbz - bldz)_} + (aldz + azdl + bldz - dlbz)k, Vh, W e H.



2.1 | A ESFERA TRIDIMENSIONAL $*

Tal que todas as operacdes definidas em H sdo compativeis, isto é, cada operagio é
distributiva sobre as outras.

Definimos, a seguir, algumas outras operagdes importantes relacionadas aos quatér-
nios.

Definicao 22. Sejamh =a+bi+cj+dk,h =a’ +b'i+ ¢’ j+ d’k € H. Definimos,
(i) A conjugacio de h é dada por h* = a — bi — ¢j — dk;
(ii) O produto interno entre h e b’ é (h,h’) = aa’ + bb’ + cc’ + dd’;

(iii) Anormade h é || h ||= J(h,h) = Vh*h = Vhh* = Ja? + b? + ¢ + d=.

Algumas propriedades sobre os quatérnios, necessarias para o desenvolvimento do
trabalho e simples de serem verificadas, foram listadas a seguir.

Proposiciao 15. (i) O elemento 1 € H é o neutro multiplicativo dos quatérnios;

(ii) Todo quatérnio real a € R C H comuta com todos os quatérnios pela operagao de
multiplicagao, isto é, ah = ha,Va € R,Yh € H. Assim o conjunto dos quatérnios reais é o
centro de H;

(iii) O inverso multiplicativo de h = a + bi + cj + dk € H tem a seguinte forma,

1 h*
—bi—cj—dk) = ——.
a? + b% + ¢? +d2(a o ) Il h[]?

h'=(a+bi+cj+dk)" =

(@) [[ah |l = [al| Al ellhh”|| = [IAIl [[A" ||, vh,h" € H,Va € R.

Quatérnios unitarios sdo os quatérnios que tem norma 1, ou seja, elementos que
satisfazem h € H,|| h ||= va? + b2 + ¢% + d*> = 1, denotaremos o espaco dos quatérnios
unitarios por Hj.

Veja que o subconjunto dos quatérnios unitarios ¢ um subgrupo de H pelas propriedades
(iii) e (iv).

Além disso, como os quatérnios podem ser identificados com o R*, isto é, (a,b,c,d) €
R* & a+bi + cj + dk € H, entdo os quatérnios podem ser vistos como um espago
topoldgico com a topologia usual de R* e a 3-esfera $° pode ser interpretada como o grupo
dos quatérnios unitarios H; com a operagdo de multiplicagdo de quatérnios.

Quatérnios que tem a = 0, isto é, sdo da forma bi + ¢j + dk € H, sdo denominamos
quatérnios puros. O espaco dos quatérnios puros é denotado por Ri + Rj + Rk. Embora
cada quatérnio possa ser visto como um vetor em um espaco vetorial quadridimensional,
é comum referir-se a parte pura dos quatérnios (bi + cj + dk € H) como vetores em um
espaco tridimensional ((b, c,d) € R®). Com essa convencio, um elemento em Ri + Rj + Rk
¢ 0 mesmo que um vetor do espaco vetorial R*.

Veja que a soma de quatérnios puros é um quatérnio puro, mas a multiplicacdo de
u=bii+cj+dkev=byi+c,j+ drk, quatérnios puros quaisquer, ndo é um quatérnio
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puro e é dada pela seguinte formula magica.

uv = —(b1b2 + C1Cy + dldz) + (C1d2 — dICZ)i — (bldg — dlbz)_] + (b1C2 — Clbz)k

—(u,v) + u xv.

Em que (u,v) é o produto escalar canonico de R* e u x v é o produto vetorial entre u e v
considerando i, j e k as 3 coordenadas do espacgo tridimensional ao qual o conjunto dos
quatérnios puros é identificado.

Dai temos que uv é um quatérnio puro se, e somente se, (u,v) = 0, isto é se u e v forem
ortogonais. Por outro lado uv é real se, e somente se, u x v = 0, ou seja, se u e v tem a
mesma direcdo e portanto sdo linearmente dependentes. Em particular, um quatérnio puro
unitario satisfaz o seguinte,

2 2

u' = —(uu)=—|u|=-1.
Assim, qualquer quatérnio puro unitario u satisfaz u* = —1. Mais que isso, u um quatérnio
puro é unitério se, e somente se, u* = —1.

Teorema 13. h € H é um quatérnio unitario se, e somente se, h = cos(6) + u sin(0), para
um angulo 0 e u um quatérnio unitario puro.

Demonstragdo. (=) Se h = a+bi+cj+dk € Hy, podemos escrever cos(0) = a,u = 5%
e sin(f) = Vb? + ¢? + d?. Veja que, quando h = +1 € H, o resultado ainda é valido, pois,
nesse caso, cos(f) = +1 que implica 6 = 7/2,37 /2 e, entdo, sin(f) = 0, porém nesse caso
u nio esta definido.

(<) De fato, para todo h = cos(0) + u sin(@), temos que

| R[* = |l cos()+usin(®) |
= cos?(0) + sin*(8)(b* + ¢* + d?)
= cos*(f) + sin®(9) = 1.

Entao, || h ||= 1.

Uma observagio interessante, advinda desse resultado, é que podemos considerar o
espacgo Ri + Rj + Rk como o espaco imaginario ortogonal ao espaco real, como mostra a
Figura 2.1.

Em sintese, todo elemento x € $* pode ser escrito da forma x = cos(0) + u sin(6) € Hy,
em que u é um quatérnio unitario puro, que néo esta definido somente quando x = +1.
Além disso, $* é um grupo, desde que visto como o grupo dos quatérnios unitarios com a
operacdo de multiplicacdo de quatérnios.
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Ri + Rj + Rk

h = (cos(0),sin(f)) = cos(f) + usin(0)
——————— u €Ri + Rj + Rk, u* = —1

sin(6)

=

=

Figura 2.1: Um quatérnio unitario escrito com uma parte real e uma parte imaginaria.

2.2 Topologia quociente

Seja X um espago topoldgico, Y um conjunto e 7 : X — Y uma funcdo sobreje-
tiva. Com o objetivo de induzir em Y a "melhor" topologia possivel, fazemos a seguinte
definicgéo.

Definicao 23. A topologia quociente em Y induzida por 7 : X — Y é a maior topologia
tal que 7 é continua. Ou seja, U C Y é aberto se, e somente se, 7' (U) C X é aberto. Nesse
caso, 7 é denominada aplicacdo quociente.

Na pratica temos que dada uma relagdo de equivaléncia ~ em X [R C X x X;(x,y) €
R e x~yl,Y = X/~ e dai
r:X - X/~

x — a(x)=[x].

E sobrejetiva e satisfaz x~x’" & (x) = z(x’).

Teorema 14 (Propriedade universal). SejaY = X/~ e f : Y — Z entao f é continua se, e
somente se, f o : X — Z ¢é continua.

Em particular, o conjunto das fungoes continuas C(X /~, Z) esta em bije¢do com o conjunto
das fungoes {y € C(X,Z) : x~x" = ¥(x) = ¢ (x")}, isto é, existe uma aplicagdo bijetiva y,
tal que:

Yr ¢ C(X/~72) - C(X,2)
fxD) = ¢(x) :=(f e m)(x).
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Muitos exemplos de espacos topologicos com a topologia quociente vém de a¢oes de
grupos. Se G é um grupo agindo em X um espago topologico, induzimos em X /G = X/~
a topologia quociente dada pela relacdo x~x" < 3g € G tal que x = gx’, ou seja, a classe
de equivaléncia de x é a drbita de x pela acdo de G em X.

A topologia quociente preserva propriedades como conexidade e compacidade, mas
uma propriedade de espacos topologicos importante para esse trabalho que ela nao preserva
¢ a seguinte.

Definicao 24. Um espaco topoldgico (X, r) é Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos
pertencentes a ele tém vizinhancas disjuntas, isto ¢, dados x,y € X, x # y, existem x € V,
ey €V, V.V, C X abertos tais que V, |V, = @.

Por exemplo, se X = R x {—1, 1} com a relacdo (x, 1)~(x,—1) se x # 0 temos que X é
Hausdorff mas X /~ ndo é Hausdorff. No Capitulo 3 veremos um caso em que a propriedade
Hausdorff é preservada pelo quociente.

A partir da propriedade universal para espacos quocientes o seguinte teorema nos
garante a identificacdo de espacos topologicos isomorfos.

Teorema 15 (Teorema do isomorfismo para espagos topologicos). Se X é compacto, Z é
Hausdorffey : X — Z é continua entdo a imagem de ) é homeomorfa (=) a X /~, em que
x~x" < Y(x) = ¢(x"). Em particular, se  é sobrejetiva temos que Z = X /~.

Esse Teorema é extremamente util uma vez que partimos de espagos topologicos
Hausdorff que podem ser um tanto dificeis de visualizar e o identificamos com quoci-
entes de espacos topoldgicos compactos, muitas vezes facilitando seu entendimento e
visualizagdo.

Vamos mostrar alguns exemplos e apresentar alguns conceitos interessantes rela-
cionados a eles, porém nem todos os conceitos serdo estritamente necessarios para o
desenvolvimento tedrico das proximas secdes e do proximo capitulo.

(1) Seja I = [0, 1], temos que $' = {(x,y) € R* : x* + y* = 1} = I/~ sendo 0~1. Em
quety : I - S Y(t) :=e*™ = (cos(2rt), sin(2rt)) nos garante o isomorfismo pois é uma
aplicacio continua sobrejetiva entre I compacto e S' Hausdorff.

(2) No caso do 2-toro temos que T? = (I xI)/~ em que ~ é a relacdo (0,1)~(1,¢t) e
(s,0)~(s, 1), como mostrado na Figura 2.2.

1€

Figura 2.2: O toro T?.

O toro pode ser interpretado também por T? = §' x §!', em que f : I xI — §' x §!,
f(s,t) = (€™, e*™) é a aplicacdo continua sobrejetiva que garante o isomorfismo.
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Uma terceira descri¢do do toro é dada pela acdo de (Z,Z) em (R, R) definida como
(m,n)(x,y) = (x+m, y+n) dai T? = R*/Z* = R?/~ relagdo que satisfaz (x, y)~(x+m, y+n),
vm,n € Z.

(3) A Figura 2.3 mostra um espago topoldgico X = I x I/~ com a relacdo definida
por (0,£)~(1 —t,1) e (1,0)~(1,1 — s) que é isomorfo ao cone duplo. O cone duplo é tam-
bém conhecido como suspensao de $'. De maneira similar, podemos fazer a suspensdo de
qualquer espaco topoldgico X : Y(X) = X x [—1, 1]/~ relacdo dada por (x,1)~(y,1) e
(x,—1)~(y,—1),¥x,y € X.

Ifs

N/

Figura 2.3: Cone duplo.

(4) O espacgo projetivo RP" = {l c R™! : [ é reta passando pela origem } = (R*"! —
{0})/~ relacdo definida como (xy, ..., x,)~A(xq, ..., x,), VA € R — {0}. Em particular, RP? =
(R® —{o})/~.

Similarmente ao 2-toro, temos algumas formas diferentes de interpretar o 2-espaco
projetivo. As que apresentaremos aqui estio mostradas na Figura 2.4.

A primeira forma que apresentamos é a 2-esfera identificando pontos antipodais,
isto é, RP? = $?/~ cuja relacio é (x,y, z)~(—x, —y, —z),V(x, y,z) € $*. A segunda forma
é RP? = D?/~, D? = {u € R* :|| u ||< 1} e por fim, RP> = I x I/~ cuja relagio é
(0,t)~(1,1 —1t) e (s,0)~(1 — s, 1). De modo geral o n-espago projetivo pode ser descrito
por identificagdes analogas, a mais utilizada nesse trabalho é a seguinte RP" = §"/~ cuja
relacdo é (xi, ..., x,)~(=x1, ..., —x,), V(x1, ..., x,) € §".

1€
1€

Figura 2.4: Interpretacoes do 2-espago projetivo.

Alguns exemplos de espacos topologicos com a topologia quociente podem ser obtidos
se tivermos um subconjunto A C X espago topoldgico e tomarmos o quociente X /A :=
X/~ pelarelagio x~x" & x,x" € A.

(1)SeD"={ueR" :[|ul[<1}edD"=9%""'={ueR" :||ul|= 1} entdo D"/6D" = §",
ou seja, tomando o disco n dimensional e identificando seu bordo em um unico ponto
construimos a esfera n + 1 dimensional.
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(2) Cone sobre um espaco topologico X : tome I = [0,1] e dai C(X) = X xI/X x{1} =
X x I/~. Em particular, C(§" ') = D", pela construgio é facil ver que esses objetos sdo
isomorfismos, mas vamos escrever o homeomorfismo explicito que garante isso.

Sejam

T $n—1 % I — Sn—l x I/Sn—l x {1} — C(Sn_l);

f . Sn—l x] — IDn
(x,t) = f(x,t)=(1—-1t)x.

Sao continuas e induzem uma funcdo continua f := fox~! : C($"') — D", que é
sobrejetiva pois f é sobrejetiva e é injetiva pois f(x,t) = f(x’,t’) implica que (x,t)~(x’,t’)
isto é, f([x,t]) = f([x’,t']) = [x,t] = [x’,t']. Veja que a suspensio sobre X também pode
ser vista como Y,(X) = C(X)/X x {0} = C(X)/~. Uma observacao porém é que C(T?) e
> (T?) ndo sdo variedades topoldgicas apesar de T* ser.

Outra construcdo é dada da seguinte forma: sejam X e Y espacos topoldgicos, A C X
um subespago e f : A — Y uma aplicacio continua. Definimos X | J;Y = (X1IY)/~,
relacdo que satisfaz a~ f(a), isto é, estamos unindo X com Y através de A por uma funcio
continua f.

O bi-toro é um exemplo de espaco topoldgico construido através de dois toros T? da
seguinte forma: tome f : §D? c T — 5]1)2 C T* contlnua que pode inclusive ser a

identidade, dai o bi-toro é (T? — 2) Up(T% - 2) =(T?% - ]DZ) (T2 — ]]32) /~, em que ]D2
o disco aberto de dimensao 2, como mostrado na Figura 2.5.

OHO

1€

Figura 2.5: Construgao do bi-toro.

Todos os exemplos aqui apresentados sdo exemplos de variedades topologicas, vamos
entdo definir o que sdo variedades topologicas para generalizar esse ultimo conceito.
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Definicao 25. Uma n-variedade topologica é um espaco topologico X localmente compacto
e Hausdorff que é localmente homeomorfo ao espaco euclidiano R", isto ¢, para cada ponto
de X existe um homeomorfismo entre uma vizinhanga desse ponto e um aberto do R".

Em geral, se temos M e N duas variedades de dimensao n. A soma conexa de M e N ¢é
dada por M#¥N = (M —D")J,(N —=D") = (M — D")II(N — D")/~, em que D" é o disco
aberto n-dimensional.

Note que, T?#$* = T? e, em geral, M"#$* = M". Além disso, a Figura 2.6, mostra que a
garrafa de Klein é homeomorfa a soma conexa de dois espacos projetivos RP?.

§
X
324

#

Figura 2.6: A Garrafa de Klein como a soma conexa de espagos projetivos.

RP?*# RP?

Nessa secéo, apresentamos algumas formas de construir espagos topoldgicos quocientes
e identificar espacos homeomorfos. Nas seguintes secdes, estudaremos sobre alguns objetos
algébricos que nos permitem identificar espacos que nao sdo homeomorfos.

2.3 Invariantes topologicos

Talvez seja exagerado tentar classificar todos os espacos topologicos a menos de
homeomorfismo, mas podemos entio questionar se dois espacos dados sdo ou ndo homeo-
morfos.

Se dois espacos topoldogicos X e Y sdo homeomorfos, X = Y, é possivel encontrar
explicitamente aplicacdes f: X — Y e g: Y — X continuas tais que (fo g)(y) = y e
(g o f)(x) = x. Além disso, apresentamos dois métodos usuais para garantir que dois
espacos sao homeomorfos:

(i) Temos o homeomorfismo entre X e Y se os comparamos com um terceiro espaco
topologico Z satisfazendo X = ZeY = Z;

(it) Também podemos considerar o homeomorfismo garantido pelo teorema que diz
que, se (X, Tx) é compacto, (Y, Ty) é Hausdorffe f : X — Y é uma bije¢ao continua
entdo f é um homeomorfismo.
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Porém se ndo encontramos um homeomorfismo explicito entre X e Y como garantimos
que esses espagos nao sao homeomorfos?

Essa é a pergunta central que motiva os estudos da topologia algébrica e observa-se
através dela que os invariantes topologicos sdo ferramentas essenciais para garantir que
espacos topoldgicos ndo sao homeomorfos.

Definicao 26. Os invariantes topologicos sdo propriedades de espagos topologicos que
sdo preservadas por homeomorfismo.

Conexidade (a quantidade de componentes conexas), compacidade e propriedade Haus-
dorft sdo alguns exemplos de invariantes. Veja que, devido ao fato de compacidade ser um
invariante, S! nio é homeomorfo a (0,1], pois Sté compacto e (0,1] nao é compacto. Por
outro lado, completude em espacos métricos é uma propriedade que nédo é um invariante
topologico, pois nao é preservada por homeomorfismos.

Uma forma de verificar se espagos topoldgicos nao sdo homeomorfos é retirar um
ponto de cada um dos dois espacos e analisar os novos espacos. Esse truque é garantido
pela seguinte proposicao.

Proposicao 16. Se f : X — Y é um homeomorfismo e x € X entdo f‘X—{x} X —{x} >
Y —{f(x)} é homeomorfismo.

Demonstragdo. Como f é bijetiva, é tirado um tnico elemento de X e seu correspondente
emY, entdo f | Xt € bijetiva. Como Y — {f(x)} C Y, entdo um aberto de Y — {f(x)} é da

forma (Y — f(x))[ ) A, em que A cY (por C queremos dizer subconjunto aberto), dai

@ = FEN A = fi @ —FOD[ ) frm@
[X — {3 (A - {x}]
= [X-{H[) '@

Isto é, a pré imagem de um aberto de Y — {f(x)} é um aberto de X — {x} pois f'(A) é
um aberto de X, logo f|,_,, é continua.

Por um argumento analogo mostra-se que f~' é continua.
Portanto, f } X_fx) é um homeomorfismo. O]
Com respeito ao dltimo resultado, veja que [0, 1] ndo é homeomorfo a $*, pois [0, 1] —

{1/2} tem duas componentes conexas e $' — {p}, p € $ é conexo. Pelo mesmo motivo R?
nao é homeomorfo a R.

Vamos entdo apresentar os invariantes topologicos de maior interesse para esse traba-

lho.
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2.4 Grupo Fundamental

Como dito anteriormente, o Grupo Fundamental é um importante invariante topologico
para o desenvolvimento desse trabalho. Para defini-lo vamos primeiro entender o que é
uma homotopia e observar algumas construcdes interessantes dessa teoria.

Definicao 27. Sejam X e Y espacos topoldégicos. Uma homotopia entre duas funcoes
continuas f;, fi : Y — X é uma aplicacio continua H : Y x [0,1] — X, tal que H, :=
H(,0) = foe H; :=H(,1) = fi.

Veja que, H satisfaz H, := Hly,q, isto é, parat € [0,1], H(y,t) = fi(y),Vy €Y. Observe
ainda que, na defini¢do de homotopia, variando ¢ € [0, 1] obtemos aplica¢des que deformam
continuamente f, em f;. Por outro lado, podemos fixar y € Y e dai teremos y,, : [0,1] = X,

1y(0) = fo(y) = H(¥,0),y,(1) = fi(y) = H(y, 1) e y,(t) = £i(y) = H(y,t) uma curva em X
ligando f;(y) em fi(y).

Se existir uma homotopia entre f; e f; dizemos que essas aplicacdes sao homotopicas e
essa relacdo é denotada por fo~fi, fo~fi ou fo = fi.
H H

Proposicao 17. Homotopia é uma relagdo de equivaléncia em C(Y, X).

Demonstragao. De fato, toda fungéo continua ¢ homotopica a ela mesma f = fcomH(y,t) =
f(y),vt €[0,1],vy €Y.

Se f,g € C(Y, X) satisfazem fgg com homotopia H(y,t), sabemos que H(y,0) =
f(y), vy €Y eH(y,1) = g(y),Vy €Y entao g;{«f e a homotopia é dada por H = H(y,1—1)
que ainda é continua e vai satisfazer H(y,0) = g(y),Vy €Y e H(y,1) = f(y),Vy €Y.

Se por fim temos f, g, h € C(Y, X) com f};g e ggh entao fH~Gh cuja homotopia é dada
por

H(y,2t) se0<t<1/2

H x G(y,t) = .
S {G(y,Zt—l) sel/2<t<1

Essa aplicagdo percorre cada imagem das funcdes continuas com o dobro da velocidade.

Veja que H * G esta bem definida pois H(y,2 - 1/2) = H(y,1) = g(y) = G(y,0) =
G(y,2-1/2—1),Vy €Y, é continua pelo "Gluing Lemma" e é uma homotopia entre f e h
pois H * G(y,0) = H(y,0) = f(y),Vy €Y e H » G(y,1) = G(y,1) = h(y),Vy €Y. O

Assim, diremos que duas aplicagdes continuas f, g : Y — X estdo na mesma classe de
homotopia se elas forem homotdpicas. Utilizaremos as notagdes [V, X]| = C(Y, X)/ ~que é

o conjunto das classes de equivaléncia das fungdes continuas de Y em X pela relacdo de
equivaléncia por homotopia e [ f] € [Y, X] é a classe de homotopia da fungéo f.
Vejamos dois exemplos:

(1) Se V é um espaco vetorial (basta ser convexo) entdo f,g : Y — V sdo sempre
homotopicas através da homotopia linear H(y,t) = (1 —t) f(y) + tg(y).
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(2) Seja §" = {x e R :|| x ||*= x? + - + x%,, = 1} C R""! e tome x € $", definimos o
espaco tangente a $" em x como

T.S" = {v e R™" : (v,x) = 0}.

Em que (-, -) é o produto interno euclidiano. Um campo de vetores continuo em $" é
uma aplicagio continua V : §" — R"*! tal que V(x) € T,.$", vx € §".

Proposicao 18. Se existir um campo de vetores em S" tal que V(x) # 0,vx € §", entdo
I, ~A.

Demonstragao. A homotopia neste caso é dada por
H(x,t) = cos(mt)x + sin(srt)v(x)/ || v(x) || .

]

Se n = 2k — 1 (impar), temos um campo de vetores dado por V : $*7! — R,
V(x1, ..., X)) = (=2, X1, —X4, X3, ..., —Xok—1, Xzc) tal que V(x) # 0,vx € $%7!, logo Ipy ,~A.
Isto é, para toda esfera de dimensao impar vale que a aplicagido antipodal é homotopica a
identidade.

Ja no caso da esfera $%, de dimensio par, teremos que nio existe um campo de vetores
V de $* tal que V(x) # 0,Vx € $% isto é, para todo campo de vetores V de $% existe
x € $% tal que V(x) = 0 (esse resultado é popularmente conhecido como teorema da bola

cabeluda).

Nosso objetivo é analisar se espacos topoldgicos tém buracos, quantas componentes
conexas possui, entre outras caracteristicas que facilitam a identificacido ou separacéo entre
espacos topologicos. Porém, veja que, a homotopia como apresentamos satisfaz que para
qualquer espaco X conexo por caminhos (0-conexo), dois lagos quaisquer y,n : [ = X
satisfazem y ~ 1. Com isso, ndo conseguimos separar lagos em torno de um buraco de X
de lagos que néo estdo ao redor de um buraco de X. Para corrigir esse problema, definimos
a homotopia relativa, a qual utilizaremos na defini¢do do Grupo Fundamental.

Definicao 28. Sejam f,, fi : ¥ — X, A C Y um subespago de Y. Dizemos que existe
uma homotopia H entre f; e f; relativa a A ( fo}; firel A),se H : Y xI — X satisfaz

H(y,0) = fo(y), Hy,1) = fi(y) e H(a,t) = fy(a) = fi(a),vt € I,Va € A. Em particular,
fo(A) = fi(A).

Finalmente, podemos definir o Grupo Fundamental de um espaco topologico pontuado,
isto é, um espaco topoldgico com um ponto fixado.

Definicao 29. Seja X um espaco topologico com ponto base xy, I := [0,1] e Q(X, x,) =
fa : I - X : a(0) = x, = a(1)}. O Grupo Fundamental de (X, x,), denotado por 7;(X, xp),
é dado por 7,(X, xy) = Q(X, x9)/~ em que [a] = [a’] & a~a’ rel 91, ou seja, 71(X, x;) é 0
grupo composto pelas classes de homotopia das aplicagdes continuas « : [0,1] — X tais
que a(0) = a(1) = x;, munido com a operacio de justaposicio.
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A operagao de justaposicdo entre classes de homotopia no Grupo Fundamental é dada
da seguinte forma: sejam f : [0,1] > X e g : [0,1] —» X € Q(X, x,), ou seja, caminhos

continuos com f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = x, e sejam [ f] e [g] as classes de homotopia
desses caminhos. Definimos

*: (X)) xm(X) - m(X)
([fLIgD — [fllgl :=1f = gl.

Em que, f * g : [0,1] > X é dada por

] fey 0<i<1)/2
f*g(t)_{g(.?t—l) J1/2<t< 1.

A operacio justaposicio esta bem definida nas classes de homotopia de (X, x), isto é,
dados ff;f’ rel ol e ggg’ reldl,emque F : IxI — X, F(s,0) = f(s), F(s,1) = f'(s),Vs €I
e F(0,t) = F(1,t),vt €I e G : I xI - X com G(s,0) = g(s) e G(s,1) = g’(s),Vs € I, além
disso, f'(0) = f'(1) = f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = g’(0) = g’(1), F(0,2) = f(0) = f7(0),
F(1,t) = f(1) = f’(1), G(0,t) = g(0) = g’(0) e G(1,t) = g(1) = g’(1), dai temos que
f*gF:Gf’ x g’reldl em que F * G : I xI — X é dada por

_ F(2s,t) ,0<s<1/2;
FGls,t) = {G(Zs— 1,t) ,1/2<s<1.

De fato, temos que,

B F(2s5,0) = f(2s) ,0<s<1/2;
FG(s,0) = {G(Zs—l,o):g(Zs—l) 12<s<1. = *86)
E também,
B F(2s,1) = f’(2s) ,0<s<1/2
F*G(s’l)_{G(zs—l,l):g'(zs—l) 1ja<s<1 -1 8

Por fim, F * G é continua pois F e G sdo continuas e F(2-1/2,t) = F(1,t) = f(1) =
g(0) =G(0,t) =G(2-1/2 - 1,1).

Teorema 16. Seja X um espaco topologico. Temos que m,(X, x,) com a operagado de justapo-

sicdo é um grupo.

Demonstracao. Vamos mostrar que a operagao justaposi¢do em 7, é associativa, tem ele-
mento neutro e que todo elemento tem um elemento inverso.
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(i) m1(X, xy) é associativo, vale que ([¢][SDIy] = [«]([Blly]), isto é, se percorremos «
e  com o quadruplo da velocidade e depois percorremos y com o dobro da velocidade é
homotépico a percorrer @ com o dobro da velocidade e f e y com o quadruplo da velocidade.
Isso é intuitivamente claro, mas a homotopia que faz (a * ) * Yoo (B = y) é a seguinte

a(4s/(t + 1)) L0<s<(t+1)/4
H(s,t) = plas—t—1) J(t+1)/4<s<(t+2)/4
y((4s—t—2)/(2 1)) t+2)/4<s< 1.

Homotopia que diminui a velocidade que « é percorrido, mantém f com o quadruplo
da velocidade e faz y aumentar a velocidade gradativamente, como na Figura 2.7.

o g v
t / /
X0 /xo/ X0 Xo
a B Y

Figura 2.7: Homotopia que garante a associatividade em ;.

(ii) A classe de equivaléncia da aplicacdo constante em Xy, ¢,, é o elemento neutro
de m,(X, xo), isto é, (cy, * a)~a rel 9l e (@ * c,,)~a rel dI. A homotopia do primeiro
caso percorre o em t = 0, vai aumentando gradativamente a velocidade que percorre a e
aumentando proporcionalmente o tempo parado em x, até que em t = 1, & é percorrido
com o dobro da velocidade e a outra metade do tempo é feito c,,, homotopia representada
na Figura 2.8;

Xo Xo

o

Figura 2.8: Homotopia que garante que a funcdo constante em x, é o elemento neutro de ;.

(iii) A inversa de qualquer [a] € 7, é [@] em que a(s) = a(1 — s), isto é, (@ * @)~c,,
rel 9l e (@ * a)~cy, rel 91, onde a homotopia faz inicialmente metade de a e metade
de &, na velocidade inicial delas, retornando ao ¢,, e vai diminuindo gradativamente o
espaco percorrido em « e @ até que em ¢t = 1 a homotopia fica parada em x,, nesse caso a
homotopia esta representada na Figura 2.9.



2.5 | O GRUPO FUNDAMENTAL DA ESFERA $3

0

Xo Xo [Xo

a a

Figura 2.9: Homotopia que garante que todo elemento de my tem inverso em ;.

Portanto, 7,(X, xy) é de fato um grupo como queriamos. O

E natural questionarmos sobre a dependéncia de 7,(X, x;) na escolha do ponto base
xp € X. Vejamos entdo quando esse grupo nao depende da escolha do ponto base, a menos
de isomorfismo.

Teorema 17. Existe um isomorfismo entre 1(X, x,) e m1(X, x1) quaisquer que sejam x, e
x; € X contidos na mesma componente conexa de X.

Demonstragao. Sejam x, e x; contidos na mesma componente conexade X eh : [ - X
o caminho que comega em x; e termina em x;, com o caminho inverso h~'(s) = h(1 —s)
de x, para x,. Assim, podemos associar a cada laco f baseado em x; o laco h * f = h™*
baseado em x,. Nesse caso, a ordem dos produtos ndo importa em 7;(X, x), isto é, fazer
h*(f*h?*)ou(h* f)*h™', pois os dois casos sio homotdpicos e por isso pertencem a
mesma classe de homotopia.

Entéo, definimos o mapa mudanca de ponto base p, : m(X,x;) — m(X,x,) por
Br([f]) = [h = f * h'], em que f é uma homotopia baseada em x; e entioh * f x h™' é
uma homotopia baseada em x,.

Vemos que f, é um homomorfismo pois fr([f * g)) =[h* f+g+«h'|=[h* f *
hts«hxgxh?'|=[h=*fxh?']|[hxg=h"]=pBfDP(g]). Além disso, f, é um
isomorfismo com inversa -1, pois Srfp-([f]) = (R * f «h])=[h = h ' % f +h %
h7'l = [f]. O

Com isso, concluimos que se X é um espaco conexo, entdo o grupo (X, x;) ndo

depende da escolha do ponto base x, e assim podemos denotar 7;(X, x,) apenas por

Nesse momento, ja temos bagagem suficiente para calcular o Grupo Fundamental
das esferas $" e em especifico, como queriamos, o da esfera $°. O faremos na Subsecio
2.5.

2.5 O Grupo Fundamental da esfera $°

Nessa secao vamos descrever os grupos de homotopia das n-esferas, resultados que
podem também ser encontrados em HATCHER, 2001.
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O caso mais simples e intuitivo é o da esfera $', mais conhecida como circulo. Nesse
caso 1,($') = Z, isto é, existe um isomorfismo f : Z — m,($') que envia um inteiro n
na classe de homotopia do lago w,(s) = (cos (27rns), sin (27rns)), s € [0, 1], com ponto base
@,(0) = (1,0) = w,(1). Isso significa que pra cada inteiro n temos um elemento de 7,(S")
definido pela quantidade n de voltas que o laco faz em $'. Assim, os lacos em $' relativos
a um ponto base sdo apenas os circulos que se iniciam no ponto base, percorrem todo o
$! uma quantidade n € Z de vezes e ao final retornam ao ponto base, ou seja, (n + 1) é
a quantidade de vezes que o laco passa pelo ponto base, percorrendo $' sempre com o
mesmo sentido. Por outro lado, se temos dois lacos com quantidades de voltas diferentes
em $', esses dois lacos ndo sdo homotdpicos relativo a um ponto base, isto é, nio é possivel
deformar um laco que faz n voltas em $' continuamente em um outro que faz m voltas em
S$!, com n # m, com ponto base fixado.

O Grupo Fundamental das demais esferas é trivial, ou seja, todo laco em Q($", x,) é
homotdpico ao laco constante igual a x, relativo ao proprio xy, isto é, 7;(8", %), n > 2,
tem uma unica classe de equivaléncia, um Unico elemento que podemos representar por
I e que contém todos os lacos de Q(S", x;). Apresentamos esse resultado no seguinte
teorema.

Teorema 18. 7,(S") = {I}, Vn > 2. Em particular, m,($*) = {I}.
Para fazer a demonstracao desse resultado precisamos do seguinte lema.

Lema 3. Se um espaco X é a unido de uma colegdo de conjuntos abertos conexos por caminhos
A, cada um contendo o ponto base x, € X e se cada interse¢io A, (| Ag é conexa por caminhos,
entdo todo laco em X com ponto base x, é homotopico a um produto de lagos em que cada
fator esta inteiramente contido em um A,.

Demonstragao. Seja X como na hipétese do lema. Dado um lago f : I — X com ponto
base x, afirmamos que existe uma particdo 0 = s, < s; < -+ < s, = 1 de I tal que cada
subintervalo [s;_j, s;] tem imagem por f inteiramente contida em um A,. De fato, como
f é continua, cada s € I tem uma vizinhanca aberta V; C I mapeada por f para algum
A,. Podemos tomar V; como o intervalo cuja imagem do fecho por f esta contida em A,.
Como I é compacto temos que um numero finito desses intervalos cobrem I. Os pontos
finais deste conjunto finito de intervalos definem a parti¢do desejada de I.

Denote A, contendo f([s;_;,si]) por A;, e seja f; o caminho obtido por restringir f a
[si—1,s;]. Entdo f é a composi¢ao fio--o f,, com f; um caminho em A;. Como n6s assumimos
que A; () Ay é conexo por caminhos, podemos escolher um caminho g; € A;() A1 de x
até o ponto f(s;) € A;() Ai1, a Figura 2.10 ilustra esse procedimento. Consideramos o lago
(fiogi)o(giofoog)o(gofsogs!) o o(gni° fu) que é homotdpico a f. Esse lago é
uma composicdo de lacos cada um (em parénteses) contido inteiramente em um A;, como
queriamos.

O

Demonstragao do Teorema 18. Note que podemos expressar $" como uma unido de dois
conjuntos abertos A; e A, cada um homeomorfo a R" tal que A, () A; é homeomorfo a
$" ! x R, por exemplo tomando A; e A, como os conjuntos abertos complementares de
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Figura 2.10: Ilustracdo da demonstragdo do Lema 3.

dois pontos antipodais de $". Escolha um ponto base xy € A; () Az. Se n > 2 entdo A; () A;
€ conexo por caminhos. Assim, pelo Lema 3 temos que todo laco em S,, com ponto base x,
é homotopico a um produto de lagos inteiramente contidos em A; ou A,. Ambos 7,(A;) e
m1(Az) sdo triviais ja que A; e A, sdo homeomorfos a R" e ;(R") é trivial para todo n > 2.
Entéo, todo lago em $", com ponto base x;, ¢ homotdpico a x, e portanto ,($") = {I} para
todon > 2. [

Definicao 30. Um espaco topoldgico X é simplesmente conexo se 7;(X) = {I}.

Visto o resultado mostrado anteriormente, juntamente com essa definigao, concluimos
que a esfera $* é uma 3-variedade simplesmente conexa.

2.6 Os grupos de homologia da esfera $°

Os grupos de homologia sdo grupos associados a um espago topoldgico com o objetivo
de realizar um estudo algébrico das propriedades topologicas desse espaco. Esses gru-
pos foram originalmente baseados em ideias de Henri Poincaré (1895) para poliedros e
suas triangulacdes. Posteriormente, generalizou-se o conceito de homologia e ampliou-se
seu dominio de aplicacdo, produzindo uma série de teorias de homologia para espacos
arbitrarios em uma situacdo mais complicada que a de triangulacéo.

Nosso interesse nessa secao é desenvolver a teoria necessaria para apresentar os
grupos de homologia da esfera $° e para nos auxiliar a mostrar que a 3-variedade, que
construiremos no Capitulo 3, tem esse mesmo invariante algébrico.

Comecaremos entdo desenvolvendo alguns conceitos da teoria de Homologia Simpli-
cial.

Defini¢ao 31. Dizemos que um conjunto {a, ..., a,} de pontos em R", com r < (n +
1), é geometricamente independente se os vetores (a; — ap), ..., (a, — ao) séo linearmente
independentes.

Equivalentemente, um conjunto {ay, ..., a,}, como na definicdo, é geometricamente
independente se ).;_,ta; = 0 e ),,_,t; = 0 implicar que t, = -+ =, = 0.

Um exemplo de conjunto geometricamente independente em R" é o seguinte
{0,€y,...,e,} em que ey, ..., €, sdo os elementos da base candnica de R".
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Definicao 32. Uma combinagdo afim do conjunto {ay, ..., a,}, de pontos do R", é um vetor
v=Y o ha; € R"tal que ), _ot; = 1.

O plano P passando por g, e paralelo ao vetores (a; — ay), ..., (@, — ao) é 0 conjunto de
todas as combinacdes afins de {ay, ...,a.},isto é, P ={v =Y, _ ta; : ; € R,D,_,t; = 1}.

Com essa defini¢do, podemos observar que o conjunto {ay, ..., a,} é geometricamente
independente se, e somente se, cada combinac¢io afim tem seus coeficientes unicamente
. . r r ~ .
determinados, ou seja, se Y.\, tia; = D,_, Sia; entdo t; = s;, i = 0,..., 1.

Definicao 33. Uma combinagio convexa, de um conjunto {ay, ..., a,} de pontos de R", é uma
combinagéo afim tal que t; > 0, isto é, um vetorv = Y;_ t,a; € R"talque )., _,t; = let; >0,
i=0,...,r. A envoltdria convexa de {ay, ..., a,} é o conjunto de todas as suas combinag¢des
convexas.

Com isso, podemos definir o conceito de conjunto n-simplexo.

Definicao 34. Seja {ay,...,a,} C R" geometricamente invariante. O n-simplexo o gerado
por esse conjunto de pontos é a envoltdria convexa desse conjunto, ou seja, ¢ o conjunto
de todos os pontos da forma x = )}  ta;,,emque ). t;=1et; >0,i=0,...,r.

Nesse caso, chamamos t; de coordenadas baricéntricas de x.

Definimos a dimensdo de um n-simplexo como o numero n. Além disso, uma face de o
¢ um simplexo gerado por um subconjunto do conjunto gerador de o. Para cada vértice a;,
a face oposta a ele o(;) é o simplexo (n — 1)-dimensional gerado por {aq, ..., d;, ..., a,}.

Veja que, se tomamos o conjunto de um tnico ponto {a,} em R" é claro que ele é
geometricamente independente e o 0-simplexo gerado por ele é o proprio ponto a, =
1ao.

Tome o conjunto {ay, a,} de dois pontos de R" que também é geometricamente inde-
pendente quaisquer que sejam a, e a;. Nesse caso, temos que o 1-simplexo de {ay, a;} é o
conjunto {(1 —t)a, + ta; : t € [0,1]}, ou seja, todos os pontos do segmento de reta que
conecta g € a;.

No caso em que tomamos trés pontos de R” néo colineares, isto é, de tal forma que o
conjunto {ay, a;, a,} seja geometricamente invariante, o 2-simplexo gerado por eles conecta,
dois a dois, os trés pontos quando o coeficiente do terceiro é zero e preenche todo o
triangulo quando os trés coeficientes variam entre 0 e 1.

Quando tomamos o conjunto {ay, a,, a;, a3} de pontos nao coplanares de R", como uma
generalizacdo dos casos anteriores, o 3-simplexo gerado é um tetraedro cujos vértices
sdo os elementos desse conjunto. Até quatro pontos de R" é o maximo que conseguimos
facilmente visualizar geometricamente os n-simplexos.

Veja que, para todo n-simplexo existem (n + 1)! formas de ordenar os vértices desse
simplexo. Vamos, através da seguinte definicdo, utilizar essas ordenacdes para definir uma
orientacdo em um simplexo.

Definicao 35. Duas ordenacdes de vértices de um simplexo sdo equivalentes se diferem
por uma permutacdo par. Um simplexo o € orientado quando especificamos uma ordenagao
de vértices o = [ay, ..., a,]. O simplexo —o é o simplexo ¢ com a orientac¢do oposta.
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A orientacdo de o induz a seguinte orientacdo nas faces opostas dos vértices a, e a; de
sigma ooy = [ay,...,a,] e o = (—1)[ay, ..., i, ..., ar].

A partir da compreensao dos n-simplexos, vamos entdo definir o que é um poliedro de
R™ nesse contexto.

Definicao 36. Um poliedro ou complexo simplicial ¢ um subconjunto K C R" com uma
colecdo finita de simplexos de K que satisfaz

(i) Todo x € K pertence a algum simplexo;

(ii) Toda face de um simplexo de K é um simplexo de K

(iii) Dois simplexos de K ou séo disjuntos, ou se intersectam em uma face de ambos.
Definimos a dimensao de K como a dimensdo do simplexo de maior dimensao.

Em um poliedro K C R" podemos considerar a topologia definida por A C K é fechado
se, e somente se, A[ ) o é fechado para todo o € K. Nesse caso essa topologia coincide com
a topologia de subespaco pois a quantidade de o’s em K é finita.

Comparar espagos é sempre interessante, nesse caso, a aplicacio que faz essa compara-
cdo é definida a seguir.

Definicao 37. Sejam K e L dois complexos simpliciais. Dizemos que o mapa f : K = L
é um mapa simplicial se para todo simplexo o de K gerado por {ay, ..., a,} temos que

f(ao), ..., f(a,) sdo vértices de um simplexo em L, e para p = Y. tia;, f(p) = Y.iotif ().
Definicao 38. Um espaco topoldgico X é triangulavel se é homeomorfo a um complexo
simplicial.

Veja que, a esfera $? ¢ triangulavel pois é homeomorfa a um tetraedro que, como vimos,

€ um 3-simplexo e portanto um complexo simplicial.

Um outro espaco topologico triangulavel é o 2-toro, pois ele ¢ homeomorfo ao retangulo
identificado os lados opostos no mesmo sentido, que pode ser descrito como um complexo
simplicial, como mostra a Figura 2.11.

Figura 2.11: O 2-toro como um poliedro.
Definicao 39. Para p > 0, o grupo de p-cadeias de K, um complexo simplicial, é o grupo
C,(K) formado por todas as somas formais de p-simplexos de K com coeficientes em Z.
Os elementos de C,(K) sao chamados de p-cadeias.

Isto é, as somas de p-simplexos em C,(K) combinam os p-simplexos o; apenas se
. . . k .
forem iguais, somando seus coeficientes, ), 1,0; e assim as parcelas da soma se cancelam
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apenas se tiverem mesmos coeficientes e orienta¢des opostas (to; + (—to;) = 0). Em outras
palavras C,(K) é o grupo abeliano livre gerado pelos p-simplexos o; de K.

Na Figura 2.12 temos um complexo simplicial K composto por quatro 0-simplexos
[ao], [a1], [a2] e [as], assim Co(K) = {X..  tia; : t; € Z}, seis 1-simplexos oy = [ao,a:],
o1 = ag, az], 02 = [ao, as], 03 = a1, a;], 04 = [a5,a3] e 05 = [ay, a3], dai Ci(K) = {2?:0 tio; :
t; € Z}, quatro 2-simplexos o) = [ai,az,as], 0qy = —[ag,az,a3], o) = [ag,a1,a3] e
o3 = —lag, a1,a,] assim Cy(K) = {21'3:0 tiow b € Z}, por fim, K contém apenas um
3-simplexo o = [ay, a;, a,, as] e portanto C3(K) = {to : t € Z}.

Figura 2.12: Complexo simplicial formado por um 3-simplexo.

Definicao 40. Seja o = [ay, ..., a,] um p-simplexo, entdo o bordo de o é uma (p—1)-cadeia
dada da seginte forma

p
2,(0) = 9,(lap, ..., a,]) = Z(—l)f[ao, iy )],

e dy(:) = 0.

Olhando novamente a Figura 2.12, podemos descrever o bordo dos p-simplexos ja
apresentados. Por exemplo, dy([ag]) = 0, 9:(0y) = 9:1([ag,a1]) = [a0] — [a:1], 92(0() =
9:([a1, a2, a3]) = [az, a3] — [a1,a3] + [as,a3] e 95(0) = 9s5([ao, a1, a2, a3]) = [ay,az,a5] —
[ao, az, as] + [ao, ay, as] — [ao, a1, a,].

Estendendo linearmente obtemos o operador bordo, um homomorfismo que leva p-
cadeias de K em (p — 1)-cadeias de K,

dp Cp(K) - p—l(K)
Z oy = 3P(Z to;) = Z 9,(04),
em que o; = [ay, ..., a;p] sdo todos os p-simplexos de K.
Com isso temos uma sequéncia

Ip+1

9p 9p-1 9p-2 2 do
+ = Cp(K) = Cpy(K) = Cpp(K) = - > Co(K) = 0+

Defini¢ao 41. Uma p-cadeia ¢ € C,(K) é chamada p-ciclo quando 9,(c) = 0 e é chamada
bordo se existe uma (p + 1)-cadeia a € C,11(K) tal que ¢ = 9,41().
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O conjunto de todos os p-ciclos é Z,(K) = Ker(d,) = {c € C,(K) : 9,(c) = 0}eo
conjunto dos p-bordos é B,(K) = Im(9,+1) = {c € Cp(K) : 3o € Cp1(K), dps1(ar) = c}.

Lema4. 9, 129, =0.

Demonstragao. Seja o um p-simplexo, entdo por definicdo temos que

p
9,(0) = Z(—l)i[ao: e By, ).

Assim,
9p1(0p(0)) = Y (-D(=1)[ag, @y, @ ap]
j<i
+ Z(—l)i(—l)j_l[am v a\i’ e [1;., - ap] =0.
j>i
Como 0 é extensao linear temos o resultado. O]

Por esse lema temos que Im(d,.;) C Ker(d,) ou equivalentemente B,(K) C
Z,(K).
p

Defini¢ao 42. Seja K um poliedro. Definimos H,(K) = Z,(K)/B,(K) como o grupo de
homologia de K de dimensao p.

Essa defini¢do nos permite calcular os grupos de homologia de um espago topoldgico
X se existir um homeomorfismo entre X e um poliedro K, ou seja, se X for triangulavel.
Caso contrario, precisamos de uma teoria mais abrangente que nos permita calcular os
grupos de homologia de espagos topologicos em geral.

Para isso, vamos expandir a teoria de homologia simplicial apresentando alguns re-
sultados sobre a teoria de homologia singular, que ainda serdo validos para a homologia
simplicial, j& que esta sera vista como um caso particular da segunda.

Vamos definir entdo os principais conceitos da teoria de homologia singular.

Definicao 43. Seja A, = [ey := 0,e,...,€,] 0 p-simplexo tal que {e;,...,e,} é a base
candnica de R? e X um espago topologico. Um p-simplexo singular é um mapa continuo

G:AP—>X.

Da mesma forma que anteriormente, o grupo das p-cadeias de X, C,(X), é o grupo
abeliano livre gerado por todos os p-simplexos (singulares).

Cp(X) =1 Z ni0; : n; € Z,0; p-simplexos}
FINITA

Aqui, o bordo de o é dado pela restricdo do p-simplexo o a A(,_;), da seguinte
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forma,

P
ap(o-) = Z(_l)lo- |[eo,...,eAi,...,ep]
i=0
e do(-) = 0. Por extensao linear, temos o operador bordo 9, e a seguinte cadeia.

Ip+1

9p 9p-1 9p-2 a9 do
== Cp(X) > Cpa(X) = Cpa(X) = -+ = Co(X) —> 0

Que facilmente visualizamos, também satisfaz d,_; - 9, = 0. Isto é, o conjunto dos
bordos B,(X) = Im(d,11) = {c € Cp(X) : I € Cpy1(X), dps1(a) = c} de X esta contido no
conjunto dos ciclos Z,(X) = Ker(9,) = {c € C,(X) : 9,(c) = 0} de X.

Definicao 44. Seja X um espaco topologico. O grupo de homologia de X de dimensao p é
H,(X) = Z,(X)/B,(X).

A partir dessa definicdo, vamos mostrar alguns resultados.
Proposicao 19. Seja X = [[ X, um espaco topoldgico, em que X, é conexo por caminhos.

Entdo, Hy)(X) = ®.Hp(X,).

Demonstragdo. Como um simplexo singular sempre tem imagem conexa por caminhos,
entdo Cp(X) = ©,C,(X,). O operador 9, respeita essa decomposicdo e com isso temos o
resultado. O

Proposicao 20. Seja X um espaco topologico ndao vazio e conexo por caminhos. Entdo,
Hy(X) = Z.

Demonstragdo. Observando a parte da cadeia exposta abaixo, vemos que Hy(X) =
Ker(9p)/Im(91) = Co(X)/Im(d,).

O X)) S cx) B o.

Defina o homomorfismo sobrejetivo

€ : Co(X) - Z

Zﬂio'i = Z’?i~

Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos temos que Cy(X)/Ker(e) = Z. Assim,
para ter o resultado, basta mostrar que Ker(e) = Im(9,).

Sejat : Ay = X um 1-simplexo, dai 9,(r) = 7 | ([e;]) — 7 | ([eo]) e entdo e(9,(7)) =
1—1 =0, como 9; é extensdo linear, temos que €(9;(c)) = 0,Vc € C;(X). Assim, Im(d;) C
Ker(e).
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Por outro lado, seja ). n;,0; uma 0-cadeia em Ker(e), isto é, (D, nio;) = D, n = 0,
em que a imagem de cada 0-simplexo o; : [e)] — X é um ponto de X. Seja x, € X
a imagem do 0-simplexo oy e 0; : [ey,e;] — X o 1-simplexo cuja imagem liga x, a
oi([es]) € X. Veja que isso é possivel pois X é conexo por caminhos. Temos entdo que
91(0:) = 0; | [e1] = 0; | [e] = 01 — 04 € assim,

a1 (D n0:) = Y miloi—00) =Y, moi— (), m) x =Y, no.

Com isso, mostramos que existe uma 1-cadeia ). ,6; em C;(X) tal que o bordo dessa
1-cadeia é a 0-cadeia inicial que tomamos em Ker(e). Logo, Ker(e) € Im(d;). Portanto,
Z = Cy(X)/Ker(e) = Co(X)/Im(9,) = Hy(X). O

A partir desse desenvolvimento teérico, podemos agora discutir sobre as esferas. Ob-
serve entdo que a n-esfera é o esqueleto n-dimensional de um (n + 1)-simplexo s, isto é, $"
¢ a unido de todos os n-simplexos de s.

Para visualizar, a esfera $' é homeomorfa & fronteira de um triAngulo, que é a unido dos
1-simplexos de um 2-simplexo. A esfera $* ¢ homeomorfa a fronteira de um tetraedro, que é
aunido dos 2-simplexos de um 3-simplexo. Assim, dado um 4-simplexo s = [ay, a;, a, as, a,],
a esfera §* é a unifio de todos os 3-simplexos de s.

Com isso em mente, vamos apresentar os grupos de homologia das n-esferas. Para isso,
vamos primeiro calcular os grupos de homologia de um cone.

Definicao 45. Se t = [ay, ai, ..., ;1] é um (i + 1)-simplexo e t) = [ay, ..., a;11] é a face de
t oposta ao vértice ay, escrevemos como notacao t = a, * t). Se ao é um vértice de um
poliedro K, diz-se que K é um cone de vértice a, quando, para todo simplexo s € K que nao
contém g, como vértice, tem-se que t = ay * s é um simplexo de K.

A unido L dos simplexos de um cone K com vértice a, dos quais a, ndo é um vértice
é denominado subpoliedro. Tem-se assim que K = | J;(ap * s), ou ainda, K = g, * L.
Chamaremos L de base do cone K com vértice a,.

Teorema 19. Os grupos de homologia de um cone K sdo Hy(K) = Z, H.(K) = {0}, vr > 1.

Demonstragao. Seja K um cone de vértice a. Como todo ponto pode ser ligado a a por um
segmento de reta, K é conexo por caminhos, logo Hy(K) = Z.

Para calcular H,(K) para r > 1, defina a aplicagdo a *: C.(K) — C,11(K) que leva
s = |ag,...,a, ] ema * s = [a,ay,...,a.] se anio é um vérticede sea + s = 0, se a é um
vértice de s e estende-se linearmente, fazendo uma cadeia x = )./_, x;5; ser levada em
a*xx=y _,x(ax*s).

Quando um simplexo s’ = [sy,...,s,] € K tem dimensao r > 1, temos que 9,,,(a *

s/) = 2;271(_1)i+1[s—1 = as sO; e sr] = [SOJ e sr] + Z;:O(_l)i-'—l [a5 sOs ey ‘/9;3 e SV] = S/ -
Yro(=Da * [so, s Speees 8] = 8" —a * (9,(s")) e dai 9,41(a * x) = x — a * (9,(x)) para
toda r-cadeia x € C,(X).

Entéo, se z € Z,(K) é um ciclo de dimensdo maior ou igual que um, temos que d(a * z)
=z—a * 0 = z, ou seja, todo r-ciclo de K, r > 1, é um bordo, logo H,(K) = {0},vr > 1. [J
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Em particular, como todo simplexo s é um cone com vértice em qualquer um de seus
pontos, temos que Hy(s) = Z e H,(s) = {0}, para todo r > 1.

Teorema 20. Os grupos de homologia das n-esferas sao Hy($") = Z, H,($") = {0}, para todo
0<r<neH,(8")="7Z.

Demonstragdo. Como §" é um espaco topologico nao vazio e conexo por caminhos temos
que Hy($") = Z.

Seja K o complexo simplicial formado pelo simplexo s = [ay, ..., dps1]. Como K é um
cone (com vértice em quaisquer dos g;’s) temos que Hy(K) = Z e parar > 1 tem-se
H,(K) = {0}.

Como foi dito anteriormente, a esfera $" é a unido dos n-simplexos de K. Veja que, para
todo 0 < r < n, C,($") = C(K) e um r-ciclo z € Z,(§") = Z,(K) é da forma z = 9,,,(x) para
algum x € C,41(K) = C,1(8"), logo H,(§") = {0}, para todo 0 < r < n. Basta apresentar
H,(S"), ja que C.($") = @ para todo r > n.

Para isso, observe que a cadeia z = 9,,,(s), a soma de todas as n-faces de $" com as
orienta¢des induzidas por s, é um n-ciclo em Z,(§"), pois 9,(z) = 9, © dps1(s) = 0, que
nao é um bordo, pois ndo ha simplexos de dimensdo n + 1 em $". Logo, H,(§") # {0}.
Além disso, teremos que [z] é um gerador de H,(8"), pois se tomarmos arbitrariamente
um w € Z,(8") = Z,(K), como H,(K) = {0} existe x € C,;;(K) tal que 9,4,(x) = w.
Como K tem apenas o simplexo s em dimensao n + 1, temos que x = as, @ € Z, logo
w = 9p11(x) = @dy41(s) = az. Portanto, todo n-ciclo em $" é multiplo de z e dai H,(8") = Z.

]

Com isso, mostramos que os grupos de homologia da 3-esfera sio Hy($*) = Z, H,($%) =
{0}, Hy(8°) = {0} e Hy($°) = Z.

A partir dos conceitos desenvolvidos nos Capitulos 1 e 2 podemos enfim construir a
3-variedade que responde a pergunta de Poincaré. Construcéo essa que ¢ apresentada no
Capitulo 3.



Capitulo 3

Construcao da Esfera Homologica
de Poincaré

A partir do desenvolvimento das teorias apresentadas nos Capitulo 1 e 2, fizemos
nesse capitulo uma construcao detalhada da Esfera Homologica de Poincaré, que facilita a
visualizacdo das caracteristicas que queremos que ela satisfaca. Para isso, utilizamos como
livro base de estudos 0 CARVALHO e SIEJAKOWSKI, 2021. Assim, come¢amos desenvolvendo
na Segdo 3.1 a teoria necessaria para compreender dois grupos de simetrias da esfera $?, isto
é, grupos de simetrias do espaco tridimensional euclidiano R, sio eles, o Grupo Ortogonal
O(3), cujos elementos sdo operadores lineares em R*® (matrizes 3 x 3) que preservam a
estrutura geométrica do espaco euclidiano e, em especial, seu subgrupo denominado Grupo
Ortogonal Especial SO(3) composto pelos operadores lineares de O(3) que preservam a
orienta¢do do espaco, isto €, as simetrias de rotagéo da esfera $2, esse estudo foi feito com
o apoio do livro RATCLIFFE et al., 1994 e do artigo TRIOLA, 2009.

Feita a explanagio necessaria sobre o Grupo Ortogonal Especial SO(3), na Se¢io 3.2, o
relacionamos a esfera tridimensional $* identificada com o grupo dos quatérnios unitérios,
através de um homomorfismo sobrejetivo, estudado em STILLWELL, 2008, que leva os
elementos de $° na conjugacao de quatérnios puros por esse elemento. Essa aplicagio de
conjugacdo é uma simetria de rotacdo de $* e, portanto, um elemento de SO(3). Temos
entdo uma relagdo que identifica a cada dois elementos de $* um elemento de SO(3).

Ainda pensando nas simetrias de rotacdo da esfera $, na Se¢do 3.3 apresentamos a
defini¢do de um conjunto de solidos geométricos contidos em R?, conhecidos como sélidos
platéonicos.Em especial, descrevemos as caracteristicas do solido platénico denominado

Dodecaedro e estudamos os elementos do seu grupo de simetrias que preservam orientacgao.

Para isso inscrevemos o dodecaedro na esfera $* e observamos que seu grupo de simetrias
de rotagdo é um subgrupo de SO(3), de ordem sessenta, o qual é denominado Grupo
Icosaédrico Simétrico, simbolicamente representado por I.

E deveras importante para esse trabalho entender o Grupo Icosaédrico Simétrico
minuciosamente. Pensando nisso, na Se¢ao 3.4 acrescentamos no dodecaedro os cinco
possiveis cubos inscritos afim de identificar suas simetrias de rotagdo com os elementos
do grupo alternado As; das permutagdes pares de cinco elementos. Essa identificacdo nos
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permite enxergar propriedades do Grupo Icosaédrico Simétrico a partir das propriedades
de As ja demonstradas na Se¢éo 1.4.

Além disso, na Se¢ao 3.5, com 0 mesmo objetivo, parametrizamos o dodecaedro inscrito
na esfera $2, apresentando as coordenadas de todos os seus eixos de simetria de rotacio,
devido ao fato de que cada elemento do Grupo Icosaédrico I é unicamente determinado
por um eixo de simetria e um angulo de rotagdo no sentido anti-horario. Dessa forma
descrevemos todos os elementos de I, apresentando-os também como grupos ciclicos de
matrizes de SO(3) e os associando aos grupos ciclicos de As.

Tendo entdo apresentado o Grupo Icosaédrico de forma minuciosa, utilizamos na Secao
3.6 0 homomorfismo sobrejetivo entre $° e SO(3), construido na Secio 3.2, para encontrar
e descrever um subgrupo da 3-esfera que é a pré-imagem de I por esse homomorfismo
sobrejetivo (2 : 1). A construgéo feita até esse momento nos permite listar todos os cento
e vinte elementos desse subgrupo da 3-esfera, denotado por 2I, de forma que, cada par de
pontos antipodais de 2I C $* est4 identificado a um unico elemento de I C SO(3) fazendo
jus a sua nomenclatura Grupo Icosaédrico Binario.

A partir da construcdo e listagem dos elementos do Grupo Icosaédrico Binario, mostra-
mos, na Sec¢ao 3.7, que este é de fato um subgrupo da 3-esfera. Além disso, utilizando a
identificagio entre os grupos I e As, construida na Secgao 3.4, garantimos que 2 é um grupo
perfeito. Ademais, temos que 2I age em $* pela multiplicacdo (de quatérnios unitarios)
a esquerda e portanto podemos considerar o espago topologico $°/(2I), gerado por essa
acdo, com a topologia quociente.

O espaco quociente $°/(2I), discutido em detalhes na Sec¢do 3.8, é historicamente
conhecido como a Esfera Homoldgica de Poincaré. Este é um espaco topologico que tem
os mesmos Grupos de Homologia da esfera $°, mas, mais do que isso, é uma variedade
tridimensional, cujo espaco de recobrimento universal é a esfera $°. A prova desse resultado,
utiliza a teoria de recobrimentos de espacos topolégicos e foi estudada a partir de CARvALHO
e SIEJAKOWSKI, 2021. Utilizaremos entao, a teoria de espacos de recobrimentos e a¢des de
grupos nos resultados desejados, desenvolvidos também em HATCHER, 2001, juntamente
com o fato mostrado na Secéo 2.4, de que a esfera $* é simplesmente conexa, para concluir
que o Grupo Fundamental de $°/(2I) é o Grupo Icosaédrico Binario 2I. Como o grupo
fundamental da 3-esfera é trivial, isso mostra que tais espacos nao sao homeomorfos.

3.1 Grupos de simetrias da esfera $*

Vimos no Capitulo 1 a definicao de grupos de simetrias de objetos geométricos. Agora,
para falar mais detalhadamente sobre alguns desses grupos precisamos definir e desen-
volver alguns conceitos sobre a geometria do espaco em que esses objetos estdo inseri-
dos.

Assim, vamos considerar a geometria n-dimensional euclidiana, definida como o espaco
vetorial euclidiano R". Nesse espaco, cada vetor x € R" é escrito como uma n-upla x =
(x1, ..., x,) de nimeros reais, ou ainda, como uma matriz coluna n x 1.

Tomando x, y € R" definimos o produto interno euclidiano de x e y como o nimero
real dado por (x,y) = xTy = x;y; = X,V , em que x” e y’ sdo as matrizes linha 1 xnde x e
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y, respectivamente. Quando nao houver confuséo, por simplificacdo, poderemos utilizar a
seguinte notagdo x - y := (x,y).

E facil verificar que o produto interno euclidiano é bilinear, isto é, Vx, y, z € R" tem-se
que (x +y,z) = (x,2) + (y,2) e (x,y + z2) = (x,y) + (x, z), é simétrico, ou seja, Vx,y € R",
(x,y) = (y,x) e é positivo definido, isto é, se x € R"” entdo (x, x) > 0, sendo (x,x) = 0 se,
e somente se, x = 0. Por essa ultima propriedade, dizemos que (, ) é um produto interno
positivo definido.

Definimos em R" a seguinte forma de calcular o tamanho dos vetores, chamada norma
euclidiana, dado x € R", a norma de x é || x ||= (x, x)/2.

A partir disso, consideramos uma forma canénica de calcular distancias em R", a
métrica euclidiana em R", definida como d(x,y) =|| x — y ||, Vx,y € X. Com essa distancia
R"™ é um espaco métrico.

Podemos questionar entdo quando distancias sdo preservadas nesse espago. A seguinte
definicao geral sobre espagos métricos nos auxilia a responder essa questdo e a definir o
que sdo isometrias em um espaco métrico.

Definicao 46. Uma aplicacdo ¢/ : X — X, em um espago métrico X preserva distancias
se, e somente se, d(¥(x), ¥(y)) = d(x,y), Vx,y € X. Uma isometria em um espaco métrico
X é uma bijecdo de X que preserva distancias.

Veja que a aplicagdo inversa de uma isometria é uma isometria e a composicao de
duas isometrias também é uma isometria. Assim, o conjunto das isometrias em um es-
paco métrico X com a operacdo de composicdo de aplicacdes é um grupo. Em especifico,
as isometrias em R", chamadas isometrias euclidianas, formam um grupo em R” com a
composicdo de aplicacdes.

Antes de avancar no estudo das isometrias euclidianas, vamos apresentar um outro
grupo denominado Grupo Ortogonal O(n), cujos elementos sdo matrizes ortogonais de
ordem n x n.

Definicao 47. Definimos as matrizes ortogonais nxn como elementos do seguinte conjunto
O(n)={AecM,(R) : ATA=1}
Observe que, toda matriz ortogonal é inversivel e sua inversa é igual a sua matriz
transposta, isto é, AT = A%,

Como dissemos, O(n) é denominado Grupo Ortogonal, vamos entdo mostrar que esse
conjunto de matrizes é um grupo.

Teorema 21. O(n) é um grupo com a operagdo de produto de matrizes.

Demonstragao. Veja que I € O(n) e além disso, para quaisquer matrizes A, B € O(n) temos
que AB™! € O(n), pois (AB" )T (AB™") = (B"')TATAB™ = BA"'AB™! = BB™! = I. Portanto,
O(n) é um grupo como queriamos. O
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Agora que ja definimos as matrizes ortogonais e o grupo que as contém, vejamos alguns
resultados sobre as isometrias euclidianas que fixam a origem, elementos que formam um
subgrupo do grupo das isometrias euclidianas, e qual a relacdo entre esses dois objetos
apresentados.

Teorema 22. Uma aplicacdoH : R" — R" é uma isometria euclidiana que fixa a origem se, e
somente se, H preserva o produto interno euclidiano, isto é, (H(v), H(w)) = (v, w), Vo, w € R".
Demonstragdo. Suponhamos que H é uma isometria euclidiana que satisfaz H(0) = 0,

entdo para todos os vetores v e w € R" temos que || H(v) — H(w) ||=||v —w ||.

Como um caso especial, quando w = 0 temos que || H() [|=|| v |,Vv € R" e dai
(H(v), H(v)) = (v,v), Vv € R".

No caso geral, podemos relacionar essa igualdade com o produto interno e assim
teremos a seguinte igualdade

(H@w) — H(w),H() - Hw)) = (v = w,v — w).
Utilizando as propriedades do produto interno euclidiano temos o seguinte.

(H(v), H@)) - 2(H(v), H(w)) + (H(w), H(w)) = (v,0) = 2(v, W) + (w, w).

Cancelando os termos na igualdade teremos o resultado.

(H(@), H(w)) = (v, w),Vv,w € R".

Suponhamos agora que a aplicacdo H preserva o produto interno euclidiano, vamos
mostrar que H é uma isometria que fixa a origem. Veja que,

| Hw)-HWw) [F = (H(@) - H(w), H@v) — H(w))
= (H(v), H(v)) — 2(H(v), H(w)) + (H(w), H(w))
= (v,v) —2(v,w) + (W, w)
= (v=—w,v—w)

= llo-w]’

Assim, || H(v) — H(w) ||=|| v = w ||, Vv, w € R" e portanto H é uma isometria euclidiana.
Além disso, como (H(v), H(w)) = (v, w) podemos tomar v = w = 0 e dai teremos que
(H(0),H(0)) = (0,0) = 0 logo H(0) = 0 como queriamos.

]

Teorema 23. Uma aplicacdo H : R" — R" é uma isometria euclidiana que fixa a origem
H(0) = 0 se, e somente se, H é uma transformag&o linear e a matriz da transformagdo A de
H que satisfaz H(v) = Av, Vx € R" é ortogonal.

Demonstragao. Suponha que H é uma isometria e que H(0) = 0. Devemos mostrar que
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H é linear, isto é, que H satisfaz H(v + w) = H(v) + H(w) e H(cv) = cH(v), Vvo,w € R" e
Ve € R.

Sabemos pelo resultado anterior que H preserva o produto interno. Tomemos a base
candnica B = {ey, ..., e,} do espaco vetorial R". Com isso, temos que

(H(e:), H(e))) = (e e;) = {(1) i z j

Isto é, B = {H(e,), ..., H(e,)} forma uma base ortonormal de R". Entdo dois vetores em
R" sdo iguais se eles tém o mesmo produto interno com cada um dos elementos da base B’.

Para todo u € R" temos que (H(v + w), Hu)) = (v + w,u) e

(H(v) + H(w), H(w)) = (H(v), H(w)) + (H(w), H(w)) = (v,u) + {w,u) = (v + w, u).

Entdo, temos que (H(v + w), H(w)) = (H(v) + H(w), H(u)), Yu € R". Tomando u =
ei, ..., e, mostramos que H(v + w) = H(v) + H(w). Similarmente,Vu € R" temos que,

(H(cv), H(u)) = {cv,u) = c(v,u) = ¢(H®), H(u)) = (cH(v), H(u)).

Novamente, fazendo u = ey, ..., e, temos que H(cv) = cH(v). Portanto H é linear.

Assim, seja A a matriz da transformagio de H, isto é, H(v) = Av,Vv € R", em que a j-
ésima coluna de A é H(e;). Queremos mostrar que A" A = I. Por simplifica¢do, utilizaremos
u-v :=(u,v). Como A preserva o produto interno entdo

v-w=Av- Aw = AT(Av) - w = (ATA - w, Vo, w € R".

Isto é,v-w = (ATA)v - w,Vv,w € R". Como a entrada (i, j) de A é Ae; - e;, deixando v e
w percorrerem todos os elementos da base candnica B, temos que ATA = 1. Portanto, A é
uma matriz ortogonal.

Por outro lado, assuma que H(v) = Av,Vv € R", em que ATA = I. Veja que H fixa a
origem, logo para mostrar que H é uma isometria euclidiana basta mostrar que H preserva
o produto interno euclidiano.De fato, Av- Aw = (ATA)p-w =v-w.

Portanto H é uma isometria euclidiana que fixa a origem como queriamos. 0
Esses dois teoremas podem ser melhor visualizados no seguinte resultado (que ja foi
mostrado).
Teorema 24. Para uma aplicacio H : R" — R" as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) H é uma isometria euclidiana e H(0) = 0;
(ii) H preserva o produto interno euclidiano;

(iii) H ¢é linear e a matriz de H é ortogonal.
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Chamaremos de transformacdo ortogonal uma transformacao linear cuja matriz da
transformacéo é ortogonal.

Vimos que uma simetria de um objeto geométrico é uma bijecao desse objeto que
o mantém globalmente invariante. Assim, a partir das propriedades que demonstramos
ter uma isometria euclidiana que fixa a origem podemos apresentar uma definicdo mais
precisa de simetria no espaco R".

Defini¢ao 48. Uma simetria em (R", (,)) é uma isometria que fixa a origem.

Em suma, essa definicdo nos garante que uma simetria em R" é uma aplicagdo H :
R" — R" bijetiva, que preserva o produto interno euclidiano, preserva distancias, é linear
e sua matriz da transforma(;éo é uma matriz ortogonal, que como vimos, pertence ao
grupo O(n). O seguinte resultado, mostra que ndo temos apenas que as simetrias de R"
sdo matrizes ortogonais mas temos também que toda matriz ortogonal é uma simetria de

R".

Teorema 25. Toda matriz de O(n) preserva o produto interno euclidiano.

Demonstragdo. Tome A € O(n) e x,y € R", temos que (Ax, Ay) = (Ax)'(Ay) = xTATAy =
xTy =(x,y). O

A reciproca dessa afirmagéo, isto é, toda aplicagdo que preserva o produto interno
euclidiano é uma matriz de O(n), ja foi mostrada, o Teorema 24 sintetiza este resultado.
Com isso, concluimos que uma aplicacdo H é uma simetria em R" se, e somente se, a
aplicacdo H é uma matriz ortogonal. Assim, o grupo de simetrias de R" pode ser visto
como o proprio grupo de matrizes ortogonais O(n).

Teorema 26. As simetrias em R" fixam as esferas$"' = {x e R" :|| x ||= 1}.

Demonstragdo. Devemos mostrar que se H : R" — R" é uma simetria entao para todo
x € §" ! temos que H(x) € $"*. Como H preserva o produto interno temos que || H(x) ||=
(H(x) - H(x))"? = (x - x)'/? =|| x ||= 1, ¥x € $"!. Portanto, H(x) € $" !, vx € $" .. ]

Por esse teorema, temos que as simetrias de $"! sdo as simetrias de R" restritas a $",
ou seja, sdo as isometrias euclidianas que fixam a origem restritas aos vetores da esfera,
ou ainda, os elementos do grupo O(n).

Consideremos agora A uma simetria de R”, vamos mostrar que essa matriz ortogonal de
O(n) tem determinante 1 ou determinante —1. De fato, temos que 1 = det(I) = det(ATA) =
det(AT)det(A) = (det(A))?, logo det(A) = +1 como esperado.

E natural entiio separar esses elementos e estudar suas particularidades. As simetrias
de R" em O(n) que tem determinante 1 chamaremos de simetrias que preservam orientagdo
e focaremos 0 nosso estudo no subconjunto de O(n) formado por essas matrizes devido a
estrutura de grupo que esse subconjunto possui.

Definicao 49. Definimos o Grupo Ortogonal Especial SO(n) como

SO(n) ={A € 0O(n) : det(A) = 1}.
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No préximo resultado vamos mostrar que esse conjunto néo é apenas um grupo, mas
também um subgrupo normal de O(n) cujo indice é 2.

Proposicao 21. SO(n) é um subgrupo normal de O(n) de indice 2.

Demonstragao. SO(n) é de fato um subgrupo de O(n), pois Idp) € SO(n) e VA, B € SO(n),

det(AB™) = det(A)det(B™") = det(A)det(B") = det(A)det(B) = 1, logo AB™* € SO(n).
Consideremos o grupo multiplicativo ({+1},-) e defina a aplicagéo

det : O(n) — ({=x1},-)
A v det(A).

Veja que a aplicacdo det é um homomorfismo cujo nuicleo é SO(n), garantindo que
SO(n) é um subgrupo normal de O(n). Além disso, det é sobrejetivo pois como sabemos
det(I) = 1 e existe A € O(n), tal que A tem o elemento da primeira linha e primeira coluna
igual a menos um, os demais elementos da diagonal principal iguais a um e todas as outras

entradas de A iguais a zero, essa matriz de O(n) satisfaz det(A) = —1. Dai pelo Teorema
fundamental do homomorfismo temos que O(n)/SO(n) = {—1, 1}, portanto o indice de
S0(n) em O(n) é (O(n) : SO(n)) = 2. O

Em sintese, os elementos de SO(n) < O(n) formam um subgrupo do grupo das simetrias
de R", o grupo das simetrias que preservam orientacdo de R".

Definicdo 50. Definimos as rotagdes de R” como sendo as simetrias que preservam
orientacdo em O(n), ou seja, os elementos de SO(n).

A partir dessa definicdo, por simplificacio, vamos nomear as simetrias que preservam
orientacdo de R" por simetrias de rotagao.

Estamos interessados especificamente no espaco euclidiano R* e as simetrias de rotagio
2. g, 3 . (2 42 oy 2)1/2
da esfera $? := {x = (x1, %, x3) € R® :|| x ||= (x? + x? + x?)"/? = 1}. Sabemos agora que as
simetrias de rotacio de $* sdo os elementos de SO(3), mas queremos saber como de fato
essas matrizes atuam em $%. O seguinte resultado nos esclarece esse questionamento.

Teorema 27. Todas as matrizes de SO(3) fixam um eixo de R® e preservam os planos
perpendiculares ao eixo fixado.

Demonstragdo. Vamos primeiro mostrar que toda matriz de SO(3) fixa um eixo de R?, isto
é, tém obrigatoriamente um autovalor real igual a 1.

Tome A € SO(3), isto é, ATA = I e det(A) = 1. O polindmio caracteristico de A é o
seguinte p(1) = det(Al — A) = 1> + aA* + bA + ¢, que tem grau trés e por isso A deve ter
um autovalor real.

Seja v; o autovetor de A associado ao autovalor real A;, que claro, satisfaz Av; = Av;.
Como A preserva o produto interno, temos que || v; ||* = (v, v1) = (Avy, Avy) = (A4, A0;)
= Aoy [P =1 A1 Pll vy ||* = A2 = 1. Ou seja, a raiz real que A possui deve ser igual a 1 ou
—1.
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Se araiz real de A é A; = 1 temos o que queriamos. Suponhamos entdo que a raiz real

de A seja A; = —1, nesse caso ndo podemos ter autovalores imaginarios pois se tivéssemos
teriamos A3 = A, e dai det(A) = 1144, = 1 =] A, |*= —1 um absurdo. Logo, todos os
autovalores sdo reais. Entéo, det(A) = 114,43 = 1 = 1,43 = —1, assim devemos ter que

um desses autovalores é —1 e o outro 1 como queriamos.

Assim, mostramos que A sempre tem um autovalor igual a 1, ou seja, A fixa o eixo de
R? associado a esse autovalor. Fixamos entdo o autovalor 1; = 1 de A.

Vamos agora analisar os planos perpendiculares ao eixo gerado pelo autovetor v,
associado a A;. Restrito a esses planos, as simetrias de rotagdo sdo os elementos de SO(2).
Vamos mostrar que as matrizes de SO(2) sdo matrizes de rotaciao de R?.

Primeiro, tomemos a base canonica f = {(1,0),(0, 1)} de R?. Consideremos em R?
a rotagdo Ry por um angulo arbitrario 6. Veja, por trigonometria, que R, transforma
os elementos da base f da seguinte forma Ry((1,0)) = (cos(8),sin(f)) e Ry((0,1)) =
(—sin(0), cos(0)). Assim, a matriz de Ry é a seguinte

R, = cos(f) —sin(6)
7 \sin(@) cos(®) |-

Note que,
T
Ro Ry —sin(@) cos(9) ) \ sin(@) cos(d)

_ cos?(0) + sin*(9) cos(0) sin(8) — cos(8) sin(0)
B (sin(@) cos(8) — cos(0) sin(6) cos(0) + sin?(0) )

(63)

Ou seja, Ry é uma matriz ortogonal e além disso det(Ry) = cos*(9) + sin*(0) = 1. Logo,
Ry € SO(2).

<c0s(9) sin(0)> (cos(@) —sin(@))

Por outro lado, A € SO(2) é um operador linear bijetivo. Seja A = [a;a,] ortogonal em
que a;, i = 1,2, sdo os vetores coluna de A. Esses vetores coluna sdo ortonormais, isto é,
como ATA = I entio

(1=,
“"“f_{o % .

Assim, nés podemos pensar nas colunas de um elemento de SO(2) como dois ve-
tores ortogonais no circulo unitario centrado na origem. Sabemos que os vetores u =
(cos(#), sin(#)) parametrizam o circulo unitario centrado na origem. Existem apenas dois
vetores no circulo unitario que sdo ortogonais a este vetor, sdo eles v; = (— sin(8), cos(0))

e v, = (sin(@), — cos(6)).
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Construimos entio as matrizes formadas por esses vetores. Utilizando u e v; temos a
matriz Ry e utilizando os vetores u e v, temos a seguinte matriz.

cos(f) sin(f)
sin(f) —cos(0) )’

Porém o determinante dessa matriz é — cos®(0) — sin(d) = —1 e assim essa matriz nio
pertence a SO(2). Mostramos entio que a Gnica matriz possivel para SO(2) é da forma

cos(0) —sin(6)
sin(@) cos(0) )

Ou seja, todos os elementos de SO(2) sdo rotac¢des Ry do plano.

Portanto, as simetrias em R® rotacionam os planos perpendiculares ao eixo fixado.

]

Por fim, como o espaco das matrizes reais IM3(R) é isomorfo ao espaco euclidiano R’,
temos que o primeiro é um espacgo topoldgico com a topologia usual do segundo. Dessa
forma, os grupos SO(3) < O(3) < IM;(R) séo espagos topologicos com a topologia induzida
de subespaco.

Em sintese, mostramos que o grupo de simetrias que preservam orientacio da 2-esfera
é o Grupo Ortogonal Especial SO(3), composto por rotagdes e como elas atuam na esfera
$?. Vamos utilizar esse resultadonas proximas se¢des para estudar o grupo de simetrias
que preservam orientacdo do dodecaedro.

Porém, vamos primeiro, na seguinte se¢do, relacionar o Grupo Ortogonal Especial
SO(3) com o nosso principal objeto de estudo, a 3-esfera.

3.2 A esfera $’ e o grupo de simetrias SO(3)

E impressionante e de certa forma curioso poder comparar espacos topolégicos tio
distintos quanto o grupo de matrizes SO(3) rotacdes da esfera $* com a propria esfera
$°. A principio um homomorfismo que relaciona esses dois espagos nao é intuitivo e/ou
trivial, mas essa relagdo existe e para construi-la utilizamos a teoria dos quatérnios como
mostramos a seguir.

Teorema 28. O grupo de simetrias SO(3) é isomorfo a esfera$® com a relagdo de equivaléncia
que identifica seus polos antipodais.

Demonstragao. Tomemost € $* dait = +1 out = cos(0/2) + u sin(6/2) para algum angulo
0 e algum quatérnio unitéario u € Ri+Rj+Rk = R? que, vimos, satisfaz u* = —1. Considere
agora a seguinte aplicagao
i H - H
q — tqt’!,
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emquet ! ==+1out =cos(0/2)—usin(6/2).

No caso em que t = +1 € $°, temos que f; é a aplicagdo identidade. Analisemos entdo o
caso geral e o que acontece quando essa aplicacido nao é a identidade.

Primeiro vemos que f; é um homomorfismo. De fato,

fi(gh) = tqght ™' = tqt 'tht ' = £,(¢)f,(h),¥gq, h € H.

Mais do que isso, temos que f; é um isomorfismo, pois ker(f;) = {g € H : fi(q) =
tqt™! = I}, como tqt™' = 1 = q = t't = I entdo ker(f;) = {I}, logo f; é injetiva, e f; é
sobrejetiva pois Vg € H existe t 'qt € H tal que f;(t"'qt) = t 'tqt”'t = q. Portanto, f;
¢ bijetiva, como queriamos. Temos também que a aplicacdo inversa de f; é fi1, isto é,

[ =g = g = S

Usando a identificacdo dos quatérnios H com o espaco euclidiano R*, que é um espaco
vetorial sobre R, temos que f; ¢ uma transformagao linear, pois Vq,h € H e Vr € R, temos
que

firg+h) =t(rq + h)t " =trqt™" + tht™" = rtqt™ + fi(h) = rfi(q) + fi(h).
Também ¢é interessante observar que Vq € H, temos que

- o el
I fi@) 1=l tqt™ M=l e Mg e 1= AT lgl=lqll

Ou seja, f; preserva a norma dos quatérnios. Com isso, temos que f; preserva a distancia
euclidiana, isto é, f; satisfaz o seguinte.

I fil@) = W) NI=Il illg —=h) 1=l g = R [l. Vg, h € H.

Portanto, f; é uma isometria euclidiana. Além disso, para o elemento 0 := 0+ 0i+0j +
0k € H temos que f;(0) =t0t™! = 0, logo f; é uma isometria euclidiana que fixa a origem
de R*. Assim, pelo Teorema 24, temos que f; preserva o produto interno euclidiano e que
f; é ortogonal. Ou seja, f; € O(4).

Uma outra propriedade que f; satisfaz é que Vr € R temos que f;(r) = trt™' =rtt ™' =,
isto é, f; fixa os numeros reais e por isso f;(R) = R. Como nds mostramos que f; preserva
a geometria de H e f; preserva o eixo real, entdo f; também deve preservar o espago
perpendicular ao eixo real. Com isso, temos que f;(Ri + Rj + Rk) = Ri + Rj + Rk, ou seja,
f: preserva os quatérnios puros.

Além disso, como f; fixa o eixo real entdo f; restrita ao espaco perpendicular ao eixo
real, f* := f; [risrj+Ri> € Ortogonal, ou seja, f;* € O(3).

Assim, também pelo Teorema 26 temos que f* : Ri+ Rj+ Rk — Ri+ Rj+ Rk é
uma simetria euclidiana de R* que fixa a origem. Vamos mostrar que essa simetria é um
elemento de SO(3) < O(3). Para isso, primeiro mostremos que f,* fixa u.



3.2 | AESFERA $* E O GRUPO DE SIMETRIAS SO(3)

fi @

= tut™' = (cos(0/2) + usin(0/2))u(cos(6/2) — usin(6/2))

= (cos(0/2) + usin(0/2))(ucos(8/2) — u* sin(0/2))

= (cos(0/2) + usin(6/2))(ucos(6/2) + sin(6/2))

= wucos’(0/2) + u? cos(0/2) sin(6/2) + cos(0/2) sin(0/2) + u sin*(6/2)
= u(cos’(0/2) + sin*(0/2)) = u.

Agora, tome um vetor v € Ri + Rj + Rk unitario e ortogonal a u, ou seja, satisfazendo

(u,v) = 0 e sejaw = uv = u xv. Dai B = {u,v, w} é uma base ortonormal de Ri + Rj + Rk.

Disso temos que

) =

tot ™! = (cos(0/2) + usin(8/2))v(cos(0/2) — usin(0/2))

(cos(8/2) + usin(0/2))(vcos(0/2) — vusin(0/2))

vcos’(8/2) — vucos(0/2) sin(8/2) + uv cos(9/2) sin(0/2) — uvu sin®*(0/2)
vcos’(0/2) + 2w cos(0/2) sin(0/2) — v sin*(6/2)

v(cos?(0/2) — sin®(0/2)) — 2w sin(0/2) cos(6/2)

v cos(f) — wsin(6).

Ou seja, f;" rotaciona o vetor v por um angulo 6 no sentido anti-horario ao redor do
vetor u, como mostra a Figura 3.1.

w fi() fiw) =x+y = av + bw
Lo -2

y cos(0) =|| x [|=[| av [|=| a |

o sin(@) = y [|=[l bw =] a |

u X v

a = cos(f), b = sin(0)

f:(v) = vcos(0) + wsin(0)

Figura 3.1: Rotacdo de v ao redor de u.

Por outro lado, também temos que,

frw) =

twt™' = (cos(0/2) + u sin(6/2))w(cos(0/2) — usin(0/2))

(cos(8/2) + usin(0/2))(wcos(0/2) — wusin(0/2))

wcos?(0/2) — wu cos(0/2) sin(0/2) + uw cos(8/2) sin(0/2) — uwu sin*(/2)
wcos?(0/2) + 2v cos(0/2) sin(0/2) — wsin*(6/2)

w(cos®(0/2) — sin*(6/2)) — 2vsin(0/2) cos(0/2)

w cos(0) — v sin(0),
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uma rotacao do vetor w por um angulo 6 no sentido anti-horario ao redor do vetor u.
Concluimos entdo que f,* rotaciona o plano perpendicular a u gerado por v e w.

Entdo, como f;" é uma simetria, preservando angulos e distancias, temos que f," rotaci-
ona todos os planos perpendiculares ao eixo u por um angulo 6 no sentido anti-horario.

No6s definimos, na seciio anterior, as rotacdes de R* como sendo as matrizes de SO(3) e
mostramos no Teorema 27 que toda rotagdo de R® fixa um eixo de R* e rotaciona os planos
perpendiculares ao eixo fixado. Por outro lado, dado um eixo u de R*, normalizado e um
angulo 6 temos que existe uma matriz em SO(3) que fixa esse eixo e rotaciona os planos
perpendiculares a ele. Para visualizar esse fato, basta tomar a base orientada f = {u, a, b}
de R® em que u, a e b sdo vetores ortonormais, assim a matriz de SO(3) correspondente a
rotagdo de angulo 6 ao redor do eixo u, na base C, é a seguinte

1 0 0
[Alp ={0 cos(§) —sin(0)]|.
0 sin(@) cos(6)

Se quisermos essa matriz na base candnica C de R* basta construir a matriz de mudanca
de base M da base candnica para a base f e calcular [A]c = M[A]gM ™" que corresponde a
mesma matriz em SO(3).

Portanto, como a transformacéo linear f,* fixa o eixo u e rotaciona os planos perpen-
diculares a u por um angulo 6, temos que sua matriz da transformacao [f,"] € SO(3) e
portanto é uma rotacdo do espaco R* = Ri + Rj + Rk.

Temos entao que toda aplicacdo f* onde t = cos(6/2) + usin(f/2) é uma rotacdo em
SO(3) que fixa o eixo u e rotaciona os planos perpendiculares ao eixo u por um angulo 0
no sentido anti-horério. Por outro lado, vimos que toda rotagdo A de R* = Ri + Rj + Rk,
elemento de SO(3) fixa um eixo u € R® e faz uma rotacio de angulo 0 ao redor de u, assim,
A é uma conjugacdo de quatérnios puros pelo quatérnio unitario

tuose 1=t = cos(0/2) + usin(6/2).

Isto é, todo elemento de SO(3) é uma aplicagao f* e toda aplicacdo f,* é uma rotacdo
de SO(3), uma relacido 1 : 1 que faz sentido devido a defini¢do do quatérnio unitario ¢.
Denominamos o conjunto das aplicacdes f,* por Conj,(Ri + Rj + Rk) entdo temos que
SO(3) = Conj,(Ri + Rj + Rk), o grupo ortogonal especial das rotacdes de R®.

Com isso podemos definir a seguinte aplicagéo.

Y+ 8 — SO@3) = Conj(Ri+Rj+Rk)
t = f g (@ =tqt
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que é um homomorfismo, pois Vt, s € $* temos que
Y(ts) = fisq) =tsq(ts)" =tsqs™t 7 =tfi(@t " =ty = fi{Y()) = ¥ () « Y(s).

E sobrejetivo, pois como vimos, dada uma rotacdo A € SO(3) de R?, pelo Teorema 26
essa rotacao fixa um eixo u e rotaciona os planos perpendiculares por angulo 6, assim
existe t € $°, t = cos(6/2) + usin(6/2) tal que A = f*.

Além disso, t e —t induzem a mesma rotacio em R, isto é,
(@) = (—)g(-=)" = (1) /(~Dtqt™" = £(q).

Mas 4t sdo os Gnicos quatérnios unitarios que induzem essa rotagdo. De fato, como
vimos no Capitulo 2 cada quatérnio unitario é unicamente expresso da forma ¢ = cos(6/2)+
u sin(6/2), e como vimos anteriormente cada rotag¢do é unicamente determinada por um
eixo e um angulo de rotacdo anti-horaria. Mas veja que cada eixo de rotagcdo contém dois
vetores u e —u e rotacionar o vetor u por um angulo 8 no sentido anti-horario é o mesmo
que rotacionar o vetor —u por um angulo 6 no sentido horario ou ainda rotacionar o vetor
—u por um angulo —6 no sentido anti-horario, pois sdo vetores de mesma direcéo e sentidos
opostos. Assim, uma rotacdo é unicamente determinada por dois pares (vetor, angulo)

(u,0) e (—u,—0).

Os quatérnios t e —t sao denominados polos antipodais porque eles representam pontos
diametralmente opostos na 3-esfera.

Logo, ¥ ¢ um homomorfismo sobrejetivo 2 : 1. Assim, quocientando a esfera $* pela
relacdo de equivaléncia que identifica os seus pontos antipodais construimos o isomorfismo
desejado.

$/{-1,1} — SO(3)
[tug)s] — (g tqgt™).

]

O homomorfismo ¥ (2:1) entre a esfera $* e o grupo SO(3), construido nessa secéo,
serd muito importante para relacionar o subgrupo de SO(3) das simetrias que preservam
orientacdo do dodecaedro com um subgrupo deveras importante da 3-esfera. Vamos entéo
apresentar e entender esse objeto geométrico conhecido como dodecaedro.

3.3 Solidos platonicos: o dodecaedro.

Veremos nessa se¢do o que é um dodecaedro regular e como se comportam suas
simetrias. Como o dodecaedro é um sélido platdnico comecaremos apresentando algumas
definicdes necessarias para o entendimento de sélidos platonicos.

Definicao 51. Um poliedro é um objeto geométrico contido no espago euclidiano R*
formado pela reunifio de um ntimero finito de poligonos, chamados de faces. E exigido que
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cada lado de um desses poligonos seja também lado de um, e apenas um, outro poligono
e ainda que a interseccdo de duas faces distintas do sdlido seja uma aresta comum, um
vértice ou vazia. As arestas desses poligonos sdo chamadas de arestas do poliedro e os seus
vértices, de vértices do poliedro.

Definicao 52. Um poliedro convexo é um poliedro que esté inteiramente contido em um
unico semiespago formado por um plano que contém qualquer uma de suas faces.

Definicao 53. Um poliedro convexo regular é um poliedro convexo cujas faces sdo com-
postas por poligonos regulares (poligonos convexos cujos lados e angulos sao todos de
mesma medida) e congruentes entre si.

gy

Figura 3.2: Um prisma ndo regular e um poliedro nao convexo e ndo regular.

Para ilustrar essas defini¢oes a Figura 3.2 apresenta dois exemplos de poliedros, um
prisma que é convexo mas nio regular e um poliedro nio convexo e néo regular. A partir
dessas defini¢cdes podemos agora apresentar a defini¢do de Sélido Platénico.

Definicao 54. Um Sélido Platonico é um poliedro convexo regular.

Vamos entao construir o sélido platénico de maior interesse nesse trabalho: o dodecae-
dro. Para isso, primeiro pegamos um pentagono regular e em cada aresta desse pentagono
conectamos um pentagono exatamente igual ao primeiro. Repetimos esse procedimento
com pentagonos todos iguais, obtendo duas copias da mesma figura, como mostra a Figura

Figura 3.3: Primeira etapa da construgdo do dodecaedro.

Na segunda etapa, nas duas copias feitas, levantamos do plano os cinco pentagonos
que foram acrescentados ao primeiro até que dois de seus lados encontrem o lado dos
pentagonos adjacentes. Veja a Figura 3.4.



69

3.3 | SOLIDOS PLATONICOS: O DODECAEDRO.

Figura 3.4: Segunda etapa da construcdo do dodecaedro formando dois recipientes pontiagudos cujas
linhas pontilhadas simbolizam a parte de tras da figura.

Essas figuras formam dois recipientes pontiagudos exatamente iguais, cada um formado
por 6 pentagonos, tal que se viramos um em cima do outro eles ndo se encaixam de imediato,
como podemos ver na Figura 3.5.

Figura 3.5: As duas figuras espelhadas.

O dodecaedro é formado entdo rotacionando a figura superior em 36°, um décimo de
rotacdo, e conectando as arestas das duas figuras que agora se encaixam perfeitamente. O
resultado desse procedimento esta apresentado na Figura 3.6.

<

Figura 3.6: O dodecaedro.

Esse objeto é denominado dodecaedro. Observamos por sua construgdo que ele é
perfeitamente simétrico, suas faces sao configuradas como 12 pentagonos, além disso,
possui 30 arestas e 20 vértices.

Devido a sua regularidade, podemos inscrever o dodecaedro em uma esfera bi-
dimensional que podemos assumir de raio 1, ou seja, na esfera $°. Assim, o grupo de
simetrias do dodecaedro é um subgrupo do grupo O(3) de simetrias da esfera $*. Estamos
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interessados no grupo das simetrias de rotacdo do dodecaedro que é um subgrupo do grupo
SO(3) de simetrias de rotacdo da esfera $%. Isto €, as simetrias de rotacio do dodecaedro
fixam um eixo e rotacionam os planos perpendiculares ao eixo fixado. Devemos pensar
entdo quais sdo os possiveis eixos de simetria de rotacdo do dodecaedro.

Observamos na Figura 3.6 e pela construcdo do dodecaedro que cada face desse poliedro
possui uma face diametralmente oposta, tal que os pares de pentagonos opostos ndo estao
espelhados mas sim invertidos. Assim, passando uma reta pelo centro das faces opostas do
dodecaedro, temos que essa reta passa exatamente pelo centro da esfera $?, se configurando
como um eixo de simetria da esfera $°. Veja na Figura 3.7 trés desses eixos de simetria
expostos pelas linhas tracejadas.

Figura 3.7: Trés eixos de faces do dodecaedro.

Esses eixos de simetria de $* formados pelas faces opostas do dodecaedro sdo também
eixos de simetria do dodecaedro, que chamaremos de eixos de simetria de faces. Para melhor
visualizar esse fato, a Figura 3.8 apresenta um eixo de simetria de face do dodecaedro no
ponto de fuga do leitor. Visualizamos por essa figura que ao aplicar rotacdes de SO(3)
de 727, 144°, 216°, 288’ e 360° (em radianos 27 /5, 47 /5, 67t /5, 87 /5 e 21) o dodecaedro se
mantém globalmente invariante. Isso mostra que, para cada eixo de simetria de faces do
dodecaedro, temos 4 simetrias de rotagéo e a identidade.

L/

Figura 3.8: Simetrias de um eixo de simetrias de face.

Assim, como o dodecaedro possui 12 faces, opostas duas a duas, teremos 6 eixos de
simetria de faces no dodecaedro e por isso o dodecaedro possui 6 - 4 = 24 simetrias nao
triviais nos pares de faces do dodecaedro. Denominaremos essas simetrias por simetrias de
faces.
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Observamos também pela Figura 3.6 que cada aresta do dodecaedro tem uma aresta
diametralmente oposta e paralela a ela, isto ¢, da mesma forma que para os pares de faces,
ao passar uma reta pelo ponto médio de duas arestas opostas, essa reta passa pelo centro
da esfera $% e por isso é um eixo de simetria de $* que também é um eixo de simetria do
dodecaedro, chamaremos esses eixos de simetria como eixos de simetria de arestas. Veja na
Figura 3.9 trés exemplos desses eixos.

Figura 3.9: Trés eixos de aresta do dodecaedro.

T3

Figura 3.10: Simetrias em um eixo de simetrias de aresta.

A Figura 3.10 mostra um eixo de simetria de aresta do dodecaedro sob o ponto de fuga
do leitor. Por essa perspectiva podemos ver que o lado superior da figura é simétrico ao
lado inferior da figura, portanto as rotacdes de SO(3) de angulos 180° e 360° (em radianos =
e 27) sdo as simetrias do dodecaedro relacionadas a esse eixo. Como o dodecaedro possui
30 arestas, opostas duas a duas, temos 15 eixos de simetrias de arestas e portanto 15-1 = 15
simetrias nao triviais nos eixos de arestas. Chamaremos essas simetrias de simetrias de
arestas.

Além disso, como as arestas do dodecaedro aparecem em pares diametralmente opostos,
temos que os vértices extremos dessas arestas opostas também estdo diametralmente
opostos. Assim, os vértices do dodecaedro também aparecem em pares de vértices opostos
cujas arestas que os conectam passam pelo centro da esfera $* e por isso estdo contidas em
eixos de simetrias de $%. Veja na Figura 3.11 trés exemplos desses eixos, que chamaremos
de eixos de simetria de vértices.

Veja pela Figura 3.12 que os eixos de simetria mencionados também sao eixos de
simetria do dodecaedro. Essa figura mostra o ponto de fuga do leitor em um eixo de
simetria de vértices do dodecaedro. Nesse caso, vemos que as rotacdes de SO(3) de angulos
1207, 240° e 360° (em radianos 27 /3, 47 /3 e 27) sdo as simetrias do dodecaedro relacionadas
a esse eixo. Como o dodecaedro possui 20 vértices, opostos dois a dois, temos 10 eixos
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Figura 3.11: Trés eixos de vértice do dodecaedro.

de simetrias de vértices e portanto 10 - 2 = 20 simetrias néo triviais nos eixos de vértices.
Chamaremos essas simetrias de simetrias de vértices.

<>

Figura 3.12: Simetrias em um eixo de simetrias de vértice.

Sintetizando, nds encontramos 24 simetrias de faces, 15 simetrias de arestas, 20 simetrias
de vértices e a simetria trivial, totalizando 60 simetrias do dodecaedro.

Pela regularidade do dodecaedro, temos que esses sdo os Unicos possiveis eixos de
simetria do dodecaedro, ja4 que nenhum outro eixo de simetria da esfera $* é um eixo de
simetria do dodecaedro.

Assim, o grupo de simetrias de rotacdo do dodecaedro é composto por essas 60 simetrias
e é denominado Grupo Icosaédrico Simétrico ou apenas Grupo Icosaédrico, simbolicamente
representado por I. O Grupo Icosaédrico carrega essa nomenclatura devido ao sélido
platonico denominado icosaedro, este é conhecido como o s6lido dual do dodecaedro e por
isso eles tém as mesmas simetrias e mesmos grupos de simetrias. Devido a importancia
desse grupo para esse trabalho, na seguinte secdo vamos identifica-lo ao grupo alternado As,
ja que caracteristicas importantes de I sdo reconhecidas a partir dessa identificacéo.

3.4 Simetrias de rotacao do dodecaedro e o grupo
alternado As.

Essa secdo tem como objetivo identificar o Grupo Icosaédrico I das simetrias de rotacio
do dodecaedro com o grupo alternado As.
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Para isso vamos primeiro inscrever no dodecaedro cinco cubos distintos. Na se¢ido
anterior mostramos que o dodecaedro possui 12 faces, 20 vértices e 30 arestas. Além disso,
as arestas do dodecaedro aparecem em pares de arestas opostas paralelas, sdo entdo 15
pares de arestas opostas paralelas.

Observe que existem algumas formas de posicionar o dodecaedro no espaco euclidiano
R?, a que escolhemos esta representada na Figura 3.13.

z

Figura 3.13: Posicdo do dodecaedro no espaco euclidiano R3

Ao escolher essa posicdo do dodecaedro no espago R? fixamos um par de arestas que
cruzam o eixo z e sdo paralelas ao eixo y, um par de arestas que cruzam o eixo y e sdo
paralelas ao eixo x e um par de arestas que cruzam o eixo x e sdo paralelas ao eixo z. Nessa
posicao inscrevemos no dodecaedro um cubo azul cujas faces sdo duas a duas paralelas
a esses 3 pares de arestas e cada aresta do cubo é uma diagonal dos pentagonos, como
mostra a Figura 3.14.

Figura 3.14: Cubo azul inscrito no dodecaedro.

Escolhendo outros trés pares de arestas dispostos da mesma maneira, teremos uma
nova configuracido do dodecaedro e assim acrescentamos outro cubo com as mesmas propri-
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edades do primeiro. Na Figura 3.15 o novo cubo inscrito no dodecaedro esta representado
pelo cubo roxo.

Pela regularidade do dodecaedro, vemos que ele possui 15 pares de arestas dispostos trés
a trés nessa configuracéo, assim temos 5 possibilidades de colocar o dodecaedro inscrito
em $? no espago R* nessa mesma posigao. Essas cinco possibilidades nos permitem, em
cada uma delas, acrescentar um cubo inscrito no dodecaedro, como feito anteriormente.
Portanto, é possivel inscrever 5 cubos distintos no dodecaedro.

z

Figura 3.15: Segundo cubo inscrito no dodecaedro.

Assim, para identificarmos o grupo I com o grupo As inscrevemos os cinco possiveis
cubos distintos no dodecaedro nas cores vermelha, azul, amarela, verde e roxa, como
mostra a Figura 3.16.

Figura 3.16: O dodecaedro com cinco cubos inscritos.

Vimos também na sec¢io anterior que o dodecaedro tem 3 possiveis tipos de eixos de
simetrias de rotacdo, os eixos de vértices, os eixos de arestas e os eixos de faces. Vamos
analisar as simetrias de cada um desses 3 tipos de eixos relacionando as com o que acontece
com os cubos inscritos.
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(V) Eixos de simetria de vértices:

Como vimos, o dodecaedro tem 10 pares de vértices opostos e por isso 10 eixos de
simetria nesse caso. Além disso, para cada um desses eixos ha um grupo ciclico de simetrias
gerado pela rotacdo de 120°. Esse grupo tem 2 elementos ndo triviais e cada uma de suas
simetrias tem ordem 3, assim o grupo de simetrias formado por todas as simetrias do tipo
(V') é composto por 10 - 2 = 20 elementos nio triviais de ordem 3.

Pela Figura 3.16, observamos que em cada vértice do dodecaedro se encontram 3 arestas
de 2 cubos inscritos distintos, ou seja, duas cores de arestas, e conectando os 3 vértices
adjacentes a esse temos mais 3 arestas dos 3 demais cubos inscritos, ou seja, 3 arestas de
outras 3 cores distintas.

Escolhendo um dos eixos de simetria de vértices, a Figura 3.17 mostra o dodecaedro
com ponto de fuga do leitor nesse eixo. A partir dela vemos que as arestas de cores azul
e amarela se conectam ao vértice do eixo e as arestas de cores roxa, verde e vermelha
formam o tridngulo ao redor do vértice.

Figura 3.17: Dodecaedro com um eixo de simetria de vértice e os cinco cubos inscritos.

Agora, vamos analisar o que acontece com as arestas dos cubos inscritos em cada uma
das simetrias nesse eixo de vértices. Para isso, aproximamos a figura anterior no eixo que
queremos analisar tal que ainda podemos ver pelo menos uma aresta de cada cubo inscrito
e desenhamos as arestas do dodecaedro pontilhadas para uma melhor visualizag¢do. Dai
rotacionamos em 120° o dodecaedro ao redor desse eixo de simetria e vemos que as cores
das arestas que se encontram nos vértices fixados permanecem nos mesmos lugares e as
demais 3 cores sao permutadas entre si, como mostra a Figura 3.18.

Figura 3.18: Simetrias de vértices no eixo fixado: 120°, 240°, 360°.

Associando a cada uma dessas cinco cores um namero de 1 a 5, é facil ver que, para
cada simetria de tipo (V') teremos associada a ela, uma permutacio (a,a,a;) € As, com
a; €5=1{1,2,3,4,5},i = 1, 2,3, que gera um grupo ciclico com 2 elementos nao triviais de
ordem 3.
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Além disso, note que para cada par de cores de arestas dos cubos inscritos que se
encontram em um vértice do dodecaedro, ha apenas um outro vértice cujas arestas que
se encontram nele sdo de mesmas duas cores, que é o vértice oposto, assim o arranjo
das trés outras cores também sé aparece em um Unico par de vértices opostos. Como ha
um Unico eixo de simetria para dois vértices opostos, é garantido que para cada eixo de
simetria, temos um grupo ciclico distinto de permutacoes, cada uma com 2 elementos néo
triviais. Logo, cada uma das 20 simetrias de rotacdo ndo triviais é associada a uma unica
das 10 - 2 = 20 permuta¢des nio triviais.

Dessa forma temos uma relacao biunivoca entre o conjunto de simetrias do tipo (V) e
o subconjunto P; de As.

(A) Eixos de simetria de arestas:

Vimos que o dodecaedro é composto por 30 arestas, nesse caso, 15 eixos de simetria e
para cada um desses eixos ha um grupo ciclico de simetrias gerado pela rotacdo de 180°
com uma Unica simetria ndo trivial de ordem 2. Assim, o grupo de simetrias de rotagao
formado pelas simetrias do tipo (A) tem 15 elementos néo triviais de ordem 2.

Mas note que a cada par de arestas opostas podemos associar um conjunto de cinco
cores relacionadas as arestas dos cubos inscritos. Nesse caso, escolhido um par de arestas
opostas do dodecaedro, mostrada na Figura 3.19, temos que em cada um dos dois vértices,
extremidades dessas arestas, se encontram quatro arestas de cubos inscritos com duas cores
distintas em cada um desses vértices, ou seja, 4 cores distintas de arestas se encontrando nos
vértices e a quinta cor é a das arestas do cubo cuja face é paralela a aresta analisada.

~
T~
/
/

~
P
/

i

Figura 3.19: Dodecaedro com um eixo de simetria de arestas e os cinco cubos inscritos.

~

A partir disso, fixamos esse par de arestas, aproximamos a figura e desenhamos as
arestas do dodecaedro pontilhadas como no caso anterior. Assim, observamos que ao
rotacionar o dodecaedro em 180° nesse eixo de arestas a cor da aresta do cubo paralelo se
mantém e as que se encontram nos vértices sdo permutadas duas a duas, como mostra a
Figura 3.20.

De modo analogo ao anterior a permutacédo dessas cinco cores pode ser descrita como
uma permutacéo do tipo (a;a;)(asay) € As,a; €5,i =1, ..., 4.

Note que, em cada um dos vértices extremidades dos pares de arestas opostas, teremos
dois pares de cores de arestas que se encontram neles distintos (pelo que vimos no caso (V))
como as duas cores de um vértice sdo permutadas com as duas outras cores do outro vértice
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Figura 3.20: Simetrias de arestas no eixo fixado: 180°, 360°.

pela simetria de aresta é garantido que em cada aresta teremos transposicdes distintas,
totalizando 15 permutagdes néo triviais.

Assim, fica claro que ha uma aplicagéo bijetiva entre o conjunto de simetrias do tipo
(A) e o subconjunto P,, de As.

(F) Eixos de simetria de faces:

Vimos que o dodecaedro tem 12 faces, por isso teremos nesse caso 6 eixos de simetria.
Para cada um desses eixos ha um grupo ciclico de simetrias gerado pela rotacdo de 72°.
Esse grupo tem 4 elementos mais a identidade e cada simetria dele tem ordem 5, assim o
grupo de simetrias formado por todas as simetrias do tipo (F) tem 6 - 4 = 24 elementos
nao triviais de ordem 5.

Observe ainda que contida em cada face pentagonal do dodecaedro, ha uma aresta de
cada cubo inscrito, ou seja, 5 arestas de cores diferentes, como mostra a Figura 3.21 que
fixa um par de faces do dodecaedro com eixo de faces no centro.

Figura 3.21: Dodecaedro com um eixo de simetria de faces e os cinco cubos inscritos.

Fazendo o mesmo procedimento dos casos anteriores, observamos que a cada rotacédo de
72°, essas arestas sdo todas permutadas de tal forma que associando a cada cor um nimero
de 1 a 5 equivale a uma permutacio do tipo (a;a,asa4as) € As, coma; € 5,i = 1,...,5, que
gera um grupo ciclico de 4 permutacdes nio triviais de ordem 5 (veja a Figura 3.22).

Da mesma forma que nos demais casos, como as duas cores de arestas que se encontram
nos vértices s6 se repetem em vértices opostos, cada arranjo das 5 cores so se repete em faces
opostas, assim cada eixo de simetria de faces determina um grupo ciclico de permutagdes
distinto. Como sdo 6 eixos de simetria, teremos 6 - 4 = 24 permutag¢des ndo triviais de
ordem 5.
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Logo, é facil ver que temos uma aplicagao bijetiva entre esse conjunto de simetrias e o
subconjunto Ps de As.

Figura 3.22: Simetrias de faces em um eixo fixado do dodecaedro: 72°, 144°, 216°, 288° e 360°.

Com isso, concluimos que o grupo I tem 60 elementos todos identificados biunivo-
camente com os elementos de As. A partir dessa construgdo vamos mostrar no seguinte
resultado que o grupo I é isomorfo ao grupo As.

Teorema 29. O Grupo Icosaédrico Simétrico I é isomorfo ao grupo alternado As.

Demonstragdo. Vimos que toda simetria de rotacdo do dodecaedro é uma permutacio de 5
elementos (as 5 cores dos cubos inscritos no dodecaedro) assim existe um homomorfismo
entre o grupo I e o grupo de permutacdes Ss. Esse homomorfismo deve ser injetivo pois
cada simetria de rotacdo de I é uma permutacéo par, totalizando 60 permutacdes pares
que sdo os 60 elementos de As (os elementos identificados tem a mesma ordem e formam
os mesmos grupos ciclicos), entdo o grupo I é isomorfo a um subgrupo de Ss, mas I tem 60
elementos e como As é o Unico subgrupo de S5 de ordem 60, temos que I é isomorfo ao
As. O]

Feita essa identificacdo entre o grupo alternado As e o subgrupo I de SO(3), na seguinte
secdo vamos aprofundar o nosso conhecimento sobre os elementos que compdem o Grupo
Icosaédrico Simétrico I.

3.5 O Grupo Icosaédrico Simétrico I

O Grupo Icosaédrico Simétrico como ja vimos é composto por quatro rotacdes multiplas
de 72° ao redor dos seis eixos de faces do dodecaedro (4 x 6 = 24 elementos de ordem
5), duas rotacdes multiplas de 120° ao redor dos de vértices do dodecaedro (2 x 10 = 20
elementos de ordem 3) e uma rotagiao de 180° ao redor dos eixos de arestas do dodecaedro
(15 elementos de ordem 2), mais a identidade temos 24 + 20 + 15 + 1 = 60 elementos em
I=As.
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Vamos entdo parametrizar o dodecaedro no espaco euclidiano, considerando-o inscrito
na esfera $%, como feito na secio anterior, com o objetivo de determinar as coordenadas de
todos os eixos de simetria de rotacido do dodecaedro. A cada um desses eixos associamos
alguns elementos de I, ja que cada elemento de I é unicamente determinado por um eixo e
um angulo de simetria de rotacdo anti-horaria.

Para fazer essa construcido observamos que cada cubo inscrito no dodecaedro tem
diagonais de tamanho dois (duas vezes o raio da esfera $%) e portanto as arestas de todos
os cubos medem 2/+/3.

Por semelhanca de triangulos podemos encontrar o tamanho das arestas desse dodecae-
dro. Escolha uma face do dodecaedro e nomeie seus vértices por A, B,C, D e E e seus lados
por a como mostrado na Figura 3.23. Observe que todos os angulos internos do pentagono

Figura 3.23: Tamanho da aresta do dodecaedro parametrizado.

medem 108°, assim, por sua regularidade podemos encontrar todos os angulos mostrados
na figura. Veja que os tridngulos ACD e AOE sdo semelhantes pois tem os mesmos angulos,
dois de 72° e um de 36°. Com isso temos a seguinte relagado

2/\3 a L2 B 3
< ") a a*+(2/V3)a-4/3=0.

Logo, a raiz positiva dessa equagdo ¢ o tamanho das arestas do nosso dodecaedro.

—(2/V3) +20/3 2 L2
2 C 243 243

Portanto, nosso dodecaedro tem arestas medindo [ /¢ em que [ = 2/+/3 é o tamanho
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das arestas dos cubos inscritos e ¢ = 1+2\E ¢ a razdo aurea.

Como a razdo aurea aparece ao trabalhar com o pentagono é importante visualizarmos
a seguinte identidade relacionada a ela.

1+\/§_1_—1+\/§_—2(1—\/§)_ 2 (1-
2 2 4 1+ 5 (1-

(-1 =

Isso implica também que ¢* — ¢ = 1 e ¢* = ¢ + 1. Essas sio identificacdes importantes
que devemos considerar em nossos calculos ao longo dessa e das proximas segdes.

Vamos manter a posicdo que colocamos o dodecaedro no espaco euclidiano R® na
secdo anterior. Em que os eixos x, y e z sdo eixos de simetria de arestas do dodecaedro.
Fazendo com que um dos cubos inscritos tenha faces paralelas aos planos xy, xz e yz,
como mostrado na Figura 3.24.

z z
Altura da face 53
pentagonal
1 /
ﬁ // 1
y ' y

Figura 3.25: Intersecdo do dodecaedro circunscrito em $? com o plano zy.
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Para encontrar os pontos do dodecaedro que intersectam os eixos x, y e z, observamos
que a interse¢do do dodecaedro inscrito na esfera $° com cada um dos planos (xy, yz e
xz) é um circulo de raio um com um hexagono néo regular inscrito nele, como mostra a
Figura 3.25 para o plano zy (onde ignoramos a existéncia dos cubos inscritos para uma
melhor visualizagio e entendimento), dai usando o Teorema de Pitdgoras encontramos as
coordenadas desses pontos relativas ao eixo que eles pertencem.

oo (LY L (¢ 3 _ 2t
= i-(pn) e (%) <

3-((°-¢)—¢+1) _3-2+¢ 1+¢ ¢°
3 B 3 33
¢

=, = —

z \/§

Assim, os pontos do dodecaedro nos eixos de simetria x,y e z sdo ﬂ:%(gf), 0,0),
i\%((), $,0) e :I:%(O, 0, ¢) respectivamente.

Além disso, na posi¢do que colocamos o dodecaedro as matrizes de I correspondentes
aos eixos a; 1= x,a, := y e a; := z respectivamente sdo as seguintes trés das quinze
rotagdes de arestas de 1807, identificadas com os elementos de As a partir da associagdo
1 ~ verde, 2 ~ azul, 3 ~ roxo, 4 ~ vermelho e 5 ~ amarelo.

1 0 0

R, = [0 -1 0 |=(12)5),
0 0 -1
10 0

R, = [0 1 0|=(25)41)e
0 -1
-1 0 0

R, = |0 —1 o|=(15)(24).
0 0 1

Observe ainda que nos extremos das arestas que intersectam os eixos x, y e z per-
pendicularmente, temos dois vértices do dodecaedro que determinam eixos de simetria
de vértice, dois para cada uma dessas arestas, totalizando seis eixos de vértices, contidos
nos planos xy, yz e xz. Vamos entdo analisar o que acontece a partir desses vértices do
dodecaedro em cada um desses planos.

No plano zy, temos quatro vértices do dodecaedro e quatro pontos do dodecaedro nos
eixos z e y, como apresentado na Figura 3.26. Os pontos nos eixos estao associados aos
eixos de simetrias de aresta cujas simetrias identificadas sdo R,, e R,,.

Os pares de vértices do dodecaedro mostrados na Figura 3.26, determinam eixos de
simetria de vértices do dodecaedro passando por eles e pela origem de R® e a cada um
desses eixos esta associado um grupo ciclico de matrizes de rotacdes multiplas de 120° e
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de ordem trés identificadas com elementos de As.

50,0,9) * 0.1.4
St (02:)

\/lg (0: _¢’ 0)

1 1
-=10,—=, —¢> 1 1
V3 ( ¢ Ne (0, 5 —45)
Figura 3.26: Vértices do dodecaedro e pontos dos eixos no plano zy.

O vértice J%(O, 1/, ¢) determina o eixo v; = {a(0,1/¢,¢) : « € R} vamos encontrar
a matriz de rotacdo de 120° no sentido anti-horario ao redor desse eixo. Para isso, seja
v =(0,1/¢, P) o vetor diretor do eixo de simetria estudado, v’ = (1, 0,0) um vetor ortogonal
a esse eixo e vamos fazer o produto vetorial entre eles para determinar uma base de R’
com esses vetores.

i j k
V=ux =[0 1/¢ | =i (1/Pk.
1 0 0

Daiv” = (0,¢,—1/¢) e B ={v,v",v”’} é base positiva de R® pois

0 1/¢ ¢ 1
1 0 0 |=¢"+ >0
0 ¢ -1/p ¢

Para facilitar os calculos, vamos normalizar os vetores da base B sem fazer as identifi-
cacdes que ¢ satisfaz.

Hvkhﬂhj#+w:i%;l

Assim, normalizados, esses vetores passam a ser os seguintes.
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v=1\0 ! ¢ ev/ =[0 ¢ !
BN RN O NS RN

Como esses vetores tém a mesma direcdo dos anteriores, apenas estdo normalizados,
decidimos utilizar a mesma notacao para nao carregar o texto.

Dessa forma, temos agora B = {v,v’,v”’} uma base ortonormal positiva de R*. Veja que
a matriz de rotagdo de 120° ao redor do eixo v, na base B é a seguinte.

1 0 0 1 0 0
[Rlz = |0 cos(120°) —sin(120°)| =10 —cos(60°) —sin(60°)
0 sin(120°) cos(120%) 0 sin(60°) —cos(60°)
1 0 0
= |0 —-1/2 —3/2|.
0 J3/2 -1/2

Para saber qual é a matriz de rotagdo correspondente a essa no sistema de coordenadas
em que fixamos o dodecaedro, precisamos escrever essa matriz na base candnica de R®.
Para isso, construimos a matriz M de mudanca de base da base canonica C para a base B e
sua matriz inversa, que sdo respectivamente,

0 1 o0 L e
: ¢ R

M = Nl 0 P*+1 EM_l =11 0 0 .
A 0 ENFT
Pi+1 ¢H+1 ¢i+1 NI

Sabendo que [R]c = M[R]3M ™" e resolvendo essa equacdo temos que,

1 _PPP1Y3 3
;T rgem

[R]C $? 3 —p*+2 3¢2
2.Jt+1 2(¢*+1) 2(¢*+1)

__ B 3¢ 291
2.\ J¢t+1 2(¢*+1) 2(4*+1)

Agora, fazendo as identificacdes que ¢ satisfaz e simplificando quando possivel, essa
matriz é da seguinte forma.
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-1/2 =¢/2  1/(29)
[Rle=| ¢/2 -1/(2¢) 1/2
-1/2¢)  1/2 /2

Em que, [R]¢ é a matriz de rotacdo de 120° no sentido anti-horario ao redor do eixo
v;. Observe que [R]c gera um grupo ciclico, de ordem trés, de simetrias de rotagio do
dodecaedro, ao redor do eixo v;.

Além disso, através da Figura 3.24 observamos que nos vértices do dodecaedro perten-
centes ao eixo v; ha duas arestas de cubos inscritos conectadas a eles de cores vermelha
e amarela e formando um tridngulo ao redor deles temos arestas de cores azul, roxa e
verde, entao fazendo uma rotacdo anti-horaria de 120° ao redor desse eixo, identificamos
essa simetria com a permutacéo (312) € As. Com isso, temos que o grupo de simetrias de
rotagdo ao redor do eixo v; identificada ao A5 é o seguinte grupo ciclico.

-1/2 —¢/2  1/(2¢)

R, = /2 -1/(2¢) 1/2 =((312)).
-1/(2¢)  1/2 $/2

Em todos os demais casos, para encontrar a matriz de rotacdo anti-horaria, associada

ao eixo e ao angulo desejados, deve ser feito um procedimento inteiramente analogo.

Assim, teremos que, associado ao eixo v, = (0, —1/¢, @) esta o seguinte grupo ciclico
de rotacoes multiplas de 120° de I.

-1/2 ¢/2  1/(24)

Ry, = —-p/2  —1/(2¢) -1/2 = ((543)).
-1/(2¢) -1/2  ¢/2

Veja que, v e v, estdo contidos no plano yz, mas para os eixos de vértices do dodecaedro,

contidos nos dois outros planos, teremos casos analogos. Com efeito, no plano zx associado
ao eixo v3 = (¢, 0,1/¢) temos o seguinte grupo ciclico de rotagdes, multiplas de 120°.

-1/2¢) -1/2 ¢/2
R, = < —1/2 ¢/2  1/(29) > = ((235)).
—-¢/2  —-1/@2¢) -1/2

E associado ao eixo vy = (¢, 0,—1/¢) temos os elementos de I que formam o seguinte
grupo ciclico.
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-1/2¢) 1/2  —¢/2
R, = < 1/2 $/2 1/(2¢) > = ((413)).
/2 -1/(2¢) -1/2

Finalmente, no plano xy, temos o eixo vs = (1/¢, @, 0) cujo grupo ciclico de simetrias
associado é o seguinte.

¢/2  —-1/2¢) -1/2
Ry, = < 1/2¢) -1/2 ¢/2 > = ((423)).
-1/2 —¢/2  -1/(2¢)

E o eixo vs = (—1/¢, ¢, 0) que é associado ao seguinte grupo de rota¢des multiplas de
120°, ao redor desse eixo.

¢/2  -1/2¢) 1/2
Ry = < 1/2¢) -1/2 —¢/2 > = ((315)).
1/2 ¢/2  —1/(2¢9)

Os demais vértices do dodecaedro estdo nas 4 diagonais do cubo central, de faces
paralelas aos planos xy, yz e xz (na Figura 3.24 sdo os vértices do cubo inscrito cuja
cor é roxa). Essas diagonais sdo os eixos (1,1,1), (-1,1,1), (1,-1,1) e (1,1,—1) de sime-
tria associados aos 8 vértices + (1/+/3) (1,1,1), + (1/+3) (-1,1,1), £ (1/43) (1,-1,1) e
+ (1/ \/§) (1,1,-1) do dodecaedro, respectivamente.

A cada um desses eixos esta associado um grupo ciclico, de ordem 3, de simetrias de I,
rotacdes multiplas de 120° ao redor desse eixo.

Como anteriormente, descrevemos os grupos ciclicos de I identificados a cada um
desses eixos e 0 associamos a grupos ciclicos de As.

Para o eixo v; = (1,1, 1) o grupo ciclico de simetrias associado é seguinte.

00 1
m:<1oo>zwmy
010

Ja associado ao eixo vg = (—1,1, 1) temos o subsequente grupo ciclico.

0 -1 0
R, = < 0 0 1 > = ((245)).
-1 0 O

Analogamente, rotacionando ao redor do eixo vy = (1, 1, —1) temos o proéximo grupo
de simetrias.
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0 1 0
R, = 0 0 -1 = ((125)).
-10 0

Por fim, ao eixo v,y = (1,—1, 1) é associado o grupo R

U10°

0 0 1
R,=< -1 0 of ) =(124).
0 -1 0

Dessa forma, apresentamos todos os grupos ciclicos associados aos dez eixos de si-
metrias de vértices, cada um com duas matrizes de I, nao triviais, de ordem trés. Juntos
compdem o conjunto de todas as simetrias de eixos nos vértices do dodecaedro, conjunto
esse que pelo isomorfismo com o As gera todas as simetrias de rota¢do do dodecaedro.

Além disso, como os elementos de I sdo unicamente determinados por um eixo e um
angulo de simetria de rotacdo anti-horaria, descrevemos explicitamente todos os elementos
de I associados aos eixos de vértices do dodecaedro, no seguinte esquema.

v; =(0,1/¢,9)

Uy = (0,—1/¢, ¢)
= 1
Uvs_ (Ef’oo’_ 1/ /¢¢2) Sdo determinadas duas
; _ (1’ /g’ZS 4.0) simetrias de rotacéo de I
” 5__(_1/(]’5 (} 0 de angulos 120° e 240°
° v_ ~a 1’ 13 no sentido anti-horario
7 — s Ly .
vs = (—1,1,1) para cada um desses eixos.
vy =(1,1,-1)

vy = (1, -1, 1) )

Vamos agora analisar os elementos de I relacionados aos eixos de faces do dodecaedro,
para isso, observe primeiro que todos os seis eixos desse caso, estdo dois a dois contidos
nos planos zy, xz e xy. Além disso, cada face intersecta um tnico dos trés eixos x, y, z
e essa intersecdo se da no ponto médio da aresta do dodecaedro perpendicular a esse
eixo.

Veremos entdo, para cada um dos planos mencionados, a intersecdo entre eles e o
dodecaedro circunscrito, como feito anteriormente no caso dos eixos de vértices.

Assim, observe pela Figura 3.25 que a distancia entre o centro de qualquer face do
dodecaedro ao ponto de intersecdo dessa face com o eixo euclidiano correspondente é o
tamanho da ap6tema do pentagono face do dodecaedro.

Dai, com algumas manipulagdes algébricas, utilizando semelhanca de tridAngulos, temos
que a ap6tema do pentagono é a, = R¢$/2, em que R é o comprimento dos seguimentos
de reta que saem dos vértices do pentagono e véo até o centro do circulo circunscrito no
pentagono (veja a Figura 3.27).
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Figura 3.27: Apétema do pentagono face do dodecaedro em fungao do raio R.

a _ /N3 :R(é)
R 2/(p3) |

54°

&|N
&

N

AN

Figura 3.28: Calculo do raio R do circulo em que os pentagonos estdo inscritos.

Assim, vamos calcular o valor de R, usando a lei dos cossenos nos tridngulos mostrados
na Figura 3.28 e usando que cos(72°) = 1/(2¢) (fato que sera mostrado futuramente).

(7%)

2R? — 2R? cos(54°).

4  4¢R*—-2R* R*(49-2)
T T 2 29
. 8 8
=k = 30(4¢ —2)  12¢% — 6¢
B 8 4
6p+12  3p+6
B 4 4

©3(p+1+1) 3(@r+1)
2
=R =

NeNEe

Dessa forma, podemos encontrar o valor da apotema do pentagono, como queria-
mos.
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=(8)- () (§) - i

Com o valor dessa distancia em maos, podemos encontrar as coordenadas do centro
das faces do dodecaedro. Na Figura 3.29 escolhemos analisar um dos eixos de face no plano
zy, pois os demais casos sao analogos. Veja entdo que pelo Teorema de Pitagoras podemos
encontrar o tamanho do segmento de reta nomeado por c.

Ste

Figura 3.29: Calculo dos centros das faces do dodecaedro.

P S N G VIt st S
3 3(¢*+1) 3(p% + 1) 3(p% + 1)

¢2

g +1

A partir do tamanho do segmento c, utilizando o calculo da area de triangulos e
as relagdes métricas no tridngulo retangulo, podemos encontrar, respectivamente, as
coordenadas c; e ¢, do centro da face analisada. Assim, com o calculo mostrado a seguir,
encontramos a coordenada c, desejada.

(o) _ 1 ¢ ¢

2 <ﬁ> 2 <\/3(¢2+1>)(\/3(¢2+1)>
. ¢?

3 3R+ 1)

e - 3

‘ 3(¢2+1)
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Encontramos, como queriamos, a coordenada ¢, forma subsequente.

¢ = %cy
9 e
3¢p*+1) 43
_ 3
=0, = o

3(¢p2+ 1)

Com isso, encontramos o centro da face do dodecaedro, analisada na Figura 3.29, que a

dado pelo seguinte.
L BB B
3@+ 1) 3P+ 1))

Assim, encontramos as coordenadas, relativas aos eixos correspondentes, de todos os
centros das faces do dodecaedro, pontos esses que determinam todos os eixos de simetrias
de faces.

Observe na Figura 3.30, as coordenadas dos centros das faces pertencentes ao plano
zy. Assim, no plano zy, os dois eixos de simetria de face do dodecaedro sdo determinados
pelos vetores diretores f; = (0,¢,1) e f, = (0, —¢, 1).

z
*\3 ¢* V3
% 0,—¢,1) 3@ (09, 1)
1< Y
¢* 3
ol (0,-¢, -1 5
3(¢2+1) ( ¢ ) 3?¢2+1) (03 (]53 _1)

Figura 3.30: Centros das faces do dodecaedro no plano zy.

Vamos, a partir dessa construcido, descrever todos os eixos de simetria de faces do
dodecaedro em cada plano, e associa-los as matrizes de I, simetrias de rotacdo, nesse caso
multiplas de 72°, bem como suas identificagdes com o As. Para cada eixo de simetria de
face teremos um grupo ciclico de matrizes de ordem cinco.

Através da mesma construcio feita para apresentar as matrizes associadas aos eixos de
vértices, encontramos as matrizes associadas aos eixos de face.

Assim, no plano zy, para o eixo f; = (0, $, 1) temos associado a ele, o seguinte grupo
ciclico de I.
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—-¢/2 -1/(2¢) -1/2
Ry = < 1/(2¢) 1/2 —¢/2 > = ((14352)).
1/2 —¢/2  —1/(2¢)

Para o eixo f, = (0, —¢, 1) temos associado o seguinte grupo de simetrias.
—-¢/2  1/(2¢) -1/2
Ry, = < -1/(2¢) 1/2 $/2 > = ((23145)).
1/2 ¢/2  —-1/(2¢)

No plano zx temos o eixo de simetria de face determinado por f; = (1,0,¢) com o
conseguinte grupo ciclico associado.

1/2 ¢/2  1/(2¢)
Ry, = < $/2 —1/2¢) -1/2 > = ((34251)).
-1/(2¢)  1/2  —¢/2

O outro eixo desse plano é determinado por f; = (1,0, —¢) e associado a ele temos o
grupo Ry,.

/2 —¢/2  —1/(2¢)
Rj = < —¢/2 —1/(2¢) -1/2 > = ((23514)).
1/2¢) 1/2 —¢/2

Por fim, no plano xy temos o eixo f; = (¢, 1,0) com grupo de simetrias de rotagao
apresentado a seguir.

—1/(2¢)  1/2 ¢/2
Rj, = < -1/2  —¢/2  1/(2¢) > = ((31245)).
¢/2  -1/2¢) 1/2
E associado ao eixo f; = (—=¢, 1,0) temos o grupo de simetrias expresso Ry,.
-1/2¢) -1/2 —¢/2
Ry, = < 1/2 —¢/2  1/(2¢) > = ((54321)).

—-¢/2  -1/@2¢) 1/2

Assim, descrevemos todos os eixos e todas as simetrias de face do dodecaedro cor-
respondentes aos seus respectivos eixos, analise sintetizada e descrita explicitamente no
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esquema seguinte.

fi=(0,¢,1) | Sao determinadas quatro
fo=(00,-¢,1) simetrias de rotagio
f:=(1,0,¢) de I de angulos 72°,
fi=(1,0,—¢) 144°,216° e 288°

fs =(4,1,0) no sentido anti-horario
fo = (—=$,1,0) ) para cada um desses eixos.

Para finalizar essa analise precisamos encontrar os doze eixos de simetrias de arestas
restantes. Observe entdo que para cada par de arestas opostas perpendiculares aos eixos x,
y e z estdo associados quatro pares de arestas determinadas pelos extremos dessa aresta
e os vértices do cubo central. Olhemos entdo para cada par de arestas perpendiculares
a cada eixo, a partir dela devemos encontrar as arestas do dodecaedro adjacentes e seus
pontos médios que determinam, cada um, um eixo de simetria dessas arestas.

N Y)

Sl
VY
\.H
\:—‘
—
N

Figura 3.31: Vértices extremos das arestas restantes.

No caso do plano zy (veja a Figura 3.31), temos um par de arestas perpendiculares
a z, mas basta olharmos para a aresta de coordenada z > 0 pois, pontos antipodais
determinam o mesmo eixo de simetria, assim, os extremos da aresta analisada sio os vértices
(1/ \/§) (0,-1/¢,9) e (1/\/§) (0,1/¢,¢) do dodecaedro. Em cada um desses vértices se
encontram duas arestas conectadas a eles e aos vértices do cubo central (1 / \/§) (-1,-1,1),
(1/ \/§) (1,-1,1), (1/\/5) (-1,1,1)e (1/\/§) (1,1, 1) respectivamente. Sabendo entao os
extremos das arestas (associadas aos eixos de arestas), podemos encontrar as coordenadas
de seus pontos médios, pontos esses que determinam os eixos de simetria de arestas.
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(1/3) (0,-1/¢,4) + (1/43) (-1,-1,1) 1

; = 7CL89)
(1/43) (0,-1/¢,¢) + (1/43) (1,-1,1) 1
; =509 $*).
(1/43) 0.1/$.9) + (1/3) (L 1L,D) 1 .
3 = 5L,
(1/3) (0,1/¢, )+ (1/43) (1,1,1) 1
; = AL $*).

Dai, esses quatro pontos médios, das respectivas arestas, determinam os eixos a, =
(-1,-¢,¢"),as = (1,—¢,¢%),as = (—1,¢,¢%),a; = (1, ¢, ¢*) de simetrias de arestas do
dodecaedro. Veja que a cada um desses eixos esta associada uma matriz de simetria de
rotacdo de I de 180° ao redor do mesmo que, similar aos demais casos, é identificada a um
elemento de As.

As matrizes correspondentes a esses eixos sdo, respectivamente, as seguintes.

1/(2¢) 1/2 ¢/2
Ri=| 1/2  —=¢/2 1/2¢)|=(14)(23),
¢/2  1/2¢) -1/2

1/@¢) -1/2 —$/2
Ro=|-1/2 —¢/2 1/(2$)|= (13)25)
~g/2 1/2¢) -1/2
/2§  1/2 ¢/2]
Ro=| 172 —¢/2 -1/Cd)|=(14)35)e
/2 -1/(2) -1/2
1/@¢)  -1/2 ¢/
Ro=|-1/2  —¢/2 —1/(29)|= (25)(34).
o/2  -1/2d) -1/2

Analogamente, no plano zx os extremos da aresta perpendicular ao eixo x > 0

sao (1/\/5) (4,0,—1/¢) e (1/\/5) (4,0,1/¢). Em cada um deles se encontram duas
arestas conectadas aos vértices do cubo central (1/\/5) (1,-1,-1), (1/\/§) (1,1,-1)
(1/4/3) (1,-1,1) e (1/43) (1,1, 1), respectivamente. Assim, os pontos médios dessas ares-
tas sdo dadas pelas coordenadas calculadas abaixo.
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(1/+3) 4.0.-1/$) + (1/¥3) (L, -1,-1) 1

5 - 2\/§(¢2’_1’_¢)'

(1/V3) (¢,o,_1/¢)2+ (1/43) (1,1,-1) _ 2}3@2,1,_@_
(1/3) (.0, 1/¢>2+ (1/V3) -1 D) _ zlﬁwz,—l,gﬁ).
(1/13) (.0, 1/¢)2+ (1/¥3) LD _ zlﬁw{ 1),

Nesse caso, associado aos eixos ag = (¢% —1,—¢),ao = (¢* 1,—¢),a10 = ($*,—1,¢) e

ay; = (¢%, 1, $) temos as respectivas matrizes de rotacio de I.

—¢/2  -1/(24) 1/2

Ry, =|-1/C2¢) —-1/2  —¢/2 | =(15)(23),
1/2 —¢/2  1/(29)
—¢/2  -1/(24) -1/2

Ry, =|=1/(2¢) —1/2  ¢/2 | =(24)(35),
—1/2 ¢/2  1/(2¢)
—¢/2 1/2¢) 1/2

Ry, =(1/2¢) -1/2  ¢/2 |=(15)(34) e
12 ¢/2 1/(29)
—¢/2 1/(2¢) -1/2

Ry, =|1/(2¢) —1/2 —¢/2|=(13)(29).
—1/2 —¢/2 1/(29)

Por fim, no plano xy os extremos da aresta perpendicular ao eixo y > 0 sao

(1/\/5) (—1/4,4,0) e (1/\/5) (1/¢,¢,0). Em cada um deles se encontram duas arestas
conectadas aos vértices do cubo central, sdo eles (1/ \/§) (-1,1,-1), (1/\/§) (-1,1,1),
(1/4/3) (1,1,-1) e (1/+3) (1,1, 1), respectivamente. Assim, os pontos médios dessas ares-
tas sao os seguintes.
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(1/3) (-1/,6,0)+ (1/43) (-1,1,-1) 1

: = ;7.
(1/3) (-1/9.4, 0+ (1/¥3) 111 )
(1/3) 1/$.4, 0+ (/¥3) @1 -1) R,
(1/3) (1/$.4, 0+ (/3L R
Nesse caso, associado aos eixos de arestas a;, = (=¢,¢% —1),a15 = (—¢,¢% 1),a =

(¢, 9% —1) e a;5 = (¢, $*, 1) temos as respectivas matrizes de rotacdo de [

ai

-1/2 ¢/2  -1/(2¢)
¢/2  1/2¢) —1/2 | =(23)(45),
-1/(2¢) -1/2  —¢/2

—1/2 —¢/2 -1/(2¢)
Ry, =| —¢/2 1/2¢) 1/2 |=(12)34),
-1/(2¢) 1/2 —$/2

-1/2  —¢/2 1/(2¢)]
Ra14 = _¢/2 1/(2¢) _1/2 = (13)(45) e
1/2¢) -1/2  —¢/2
-1/2 ¢/2  1/(2¢)
Ru, =| ¢/2 1/2¢) 1/2 |=(12)(35).
1/2¢) 1/2  —¢/2

Essas doze matrizes complementam o conjunto de todas as matrizes de I simetrias
de rotacdo de arestas do dodecaedro. Sintetizando essa discussao, descrevemos explicita-
mente todos os elementos de I associados aos eixos de arestas do dodecaedro, no seguinte
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esquema.
a; = (1,0,0)
a, =(0,1,0)
as; =(0,0,1)
a; = (=1,—¢, )
as = (1,—¢,¢%)
as = (—1,9,¢%) E determinada uma
a; = (1,¢,¢%) simetria de rotaco
ag = (¢*,—1,—¢) de I de 4ngulo 180°
as = (¢, 1,—¢) no sentido anti-horario
ay = (¢?,—1,¢) | para cada um desses eixos.
a; = (452’ 1»915)
ay = (—¢, %, —1)
a3 = (¢, ¢% 1)
ayy = (¢, ¢2’ -1)
a;s = (Q{’, ¢2, 1) )

Associando, por fim, a simetria identidade do dodecaedro (= e,,) com a matriz identi-
dade de SO(3) identificamos explicitamente todos os elementos de I = A5 com as simetrias
de rotac¢do nos eixos de simetria do dodecaedro.

Além disso, descrevemos explicitamente, através dos eixos de simetrias e os angulos de
simetria de rotacdo anti-horaria, todos os elementos do Grupo Icosaédrico Binario I.

3.6 Um subgrupo de $° relacionado a I C SO(3)

Tendo estudado os 60 elementos do Grupo Icosaédrico Binario I, subgrupo do grupo
SO(3), de forma minuciosa, vamos relembrar o homomorfismo (2 : 1), entre a 3-esfera e o
grupo SO(3), construido na Secéo 3.2. A construcio desse homomorfismo desenvolvida no
Teorema 28 nos mostra como relacionar cada elemento de SO(3) com dois elementos da
esfera $°.

Assim, através desse homomorfismo podemos identificar aos 60 elementos de I, um
subconjunto de 120 elementos da esfera $°. Isso significa que, para cada simetria de
rotagdo do dodecaedro, definida por um eixo e um angulo anti-horario, determinamos dois
elementos da esfera $° associados a ela.

E extremamente importante para esse trabalho descrever essa identificagao, ocasio-
nando a apresentacdo explicita de todos os elementos da esfera $> que estdo associados
aos elementos de I por esse homomorfismo.

Desse modo, vamos primeiro descrever os elementos da esfera $* que sdo identificados
as simetrias de rotagdo nos eixos de vértices do dodecaedro.

Para isso, tome o eixo v; = (0,1/¢,¢), que é o eixo determinado pelo vértice
(1 / \/§) (0,1/¢,$) do dodecaedro. Temos associados a ele, dois elementos de I, uma
rotacio de 120° e sua inversa de 240°, nesse caso, os 4 elementos de $° identificados a



96

3 | CONSTRUCAO DA ESFERA HOMOLOGICA DE POINCARE

esses elementos de I, tem quatérnio unitario puro v; = (1 / \/§) (0,1/¢, ), que é o eixo v;
normalizado, e angulos 6; = 120°/2 e 6, = 240° /2, assim, usando a identificagio H = R*, os
elementos da 3-esfera estdo mostrados abaixo, em que = simboliza a relacdo ¢/, construida
na Secao 3.2.

. { t0, = c0s(60°) + (1/4/3) (0,1/¢, $) sin(60°) = (1/2)(1,0,1/4, );
1 t, 0 = c0s(240°) + (1/+3) (0,1/¢, $) sin(240°) = (=1/2)(1,0,1/¢, ¢).

g o | twe, = c0s(120) + (1/4/3) (0,1/¢, ) sin(120) = (1/2)(~1,0,1/, §);
T e, = cos(300°) + (1/4/3) (0,1/4, $) sin(300°) = (=1/2)(—1,0,1/¢, ).

Veja que, sdo sempre quatro quatérnios unitarios associados a cada eixo de simetria de
vértices do dodecaedro, pois para cada eixo de vértice associamos duas rotacdes de I e dois
quatérnios unitarios t e —t para cada matriz de I. Sabendo isso, podemos facilmente listar
todos os elementos da esfera $* associados aos eixos de vértices do dodecaedro.

R { cos(60°) + (1/+/3) (0, —1/4, $) sin(60°) = (1/2)(1,0,-1/¢, $);
v c0s(240°) + (1/+/3) (0, =1/8, $) sin(240°) = (=1/2)(1,0, -1/, $).

cos(120°) + (1/+/3) (0, =1/, $) sin(120°) = (1/2)(—1,0,~1/¢, $);

R, = cos(300)+ 1/\/_ (0 —1/¢,¢)sin(300°) = (—1/2)(—1,0,—1/¢, ¢).

cos(60°) + (1/+/3) (¢,0,1/¢) sin(60°) = (1/2)(1, ¢, 0,1/¢);
cos(240°) + (1/+/3) (4,0, 1/4) sin(240°) = (-1/2)(1,$,0,1/¢).

c0s(120°) + (1/+/3) (¢,0,1/¢) sin(120°) = (1/2)(—1,$,0,1/¢);
cos(300°) + (1/+3) (¢,0,1/¢) sin(300°) = (=1/2)(—1,¢,0,1/¢).

R0 - { cos(60°) + (1/+/3) (¢,0,-1/¢) sin(60°) = (1/2)(1, $,0,—1/¢);
o4 cos(240°) + (1/+/3) (¢, 0,—1/¢) sin(240°) = (—1/2)(1,$,0,—1/).

cos(120°) + (1//3) (¢,0,—1/¢) sin(120°) = (1/2)(~1,,0,—1/¢);
cos(300)+ 1/\/_ (¢ 0,—1/¢)sin(300°) = (—1/2)(—1,¢,0,—1/¢).

3
£
Q

g~ | os(60)+ (1/+3) (1/4.4.0) sin(60°) = (1/2)(1,1/4..0);
cos(240°) + (1//3) (1/, ¢, 0) sin(240°) = (=1/2)(1,1/¢, $,0).
cos(120°) + (1/+/3) (1/¢, ¢, 0) sin(120°) = (1/2)(—1, 1/, ,0);
cos(300°) + (1/+/3) (1/4, ¢,0) sin(300°) = (-1/2)(—1,1/¢, ¢, 0).

cos(60°) + (1/+/3) (=1/¢,¢,0) sin(60°) = (1/2)(1,—1/4, $,0);
cos(240°) + (1/3) (=1/¢, $,0) sin(240°) = (—=1/2)(1, —1/4, $,0).
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cos(120°) + (1//3) (=1/¢, $,0) sin(120°) = (1/2)(~1, —1/4, $, 0);
cos(300°) + (1/+/3) (=1/8, ¢, 0) sin(300°) = (—1/2)(—1,~1/¢, $, 0).

cos(60°) + (1/+/3) (1,1, 1) sin(60°) = (1/2)(1, 1,1, 1);
cos(240°) + (1/+/3) (1,1, 1) sin(240°) = (=1/2)(1,1, 1, 1),

cos(120°) + (1/+3) (1,1, 1) sin(120°) = (1/2)(~1,1,1,1);
cos(300°) + (1/+/3) (1,1,1) sin(300°) = (-1/2)(-1,1,1, 1).

cos(60°) + (1/+/3) (—1,1,1)sin(60°) = (1/2)(1, -1, 1, 1);
% cos(240°) + (1/+/3) (~1,1,1) sin(240°) = (-1/2)(1,-1,1,1).

cos(120°) + (1/+3) (-1,1,1) sin(120°) = (1/2)(—1,-1,1, 1);
cos(300°) + (1/+/3) (=1,1,1) sin(300°) = (—1/2)(-1,-1,1,1).

cos(60°) + (1/+/3) (1,1,-1)sin(60°) = (1/2)(1,1,1,—1);
cos(240°) + (1/+/3) (1,1,-1) sin(240°) = (-1/2)(1,1,1,-1).

cos(120°) + (1/+3) (1,1,—1) sin(120°) = (1/2)(-1,1, 1, -1);
cos(300°) + (1/+/3) (1,1, 1) sin(300°) = (—1/2)(-1,1,1, -1).

cos(60°) + (1/+/3) (1,-1,1)sin(60°) = (1/2)(1, 1,1, 1);

Ry = cos(240°) + (1/+/3) (1, -1,1) sin(240°) = (-1/2)(1,1, -1, 1).

V10

RO cos(120°) + (1/+/3) (1,—1,1) sin(120°) = (1/2)(-1,1,-1, 1);
o7 ] cos(3007) + (1/+/3) (1,—1,1)sin(300°) = (-1/2)(—1,1,-1, 1).

Agora, veja que para cada eixo de simetrias de arestas do dodecaedro temos um tnico
elemento de I, ndo trivial, rotagdo de 180°, associada a ele e dai teremos apenas dois
elementos, t e —t, da esfera $° para cada eixo.

Listamos primeiro os seis elementos de $* que sdo associados as simetrias de I cujos
eixos de rotacdo sdo os proprios eixos euclidianos x, y e z.

RIS ~ c0s(90°) + (1,0, 0) sin(90°) = (0, 1,0, 0);
| cos(270°) + (1, 0,0) sin(270°) = (0, —1,0, 0).

RIS ~ cos(90°) + (0, 1,0) sin(90°) = (0,0, 1,0);
| cos(270°) + (0, 1,0) sin(270°) = (0,0, -1, 0).

o [ cos(90) +(0,0,1)sin(90) = (0,0,1,0);
as cos(270°) + (0,0, 1) sin(270°) = (0,0, —1, 0).

Nos demais casos precisamos encontrar um vetor de norma 1 em cada eixo, para isso
vamos tomar o vetor diretor dos eixos, expressos na secdo anterior, e normaliza-los. Veja
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primeiro que a norma dos vetores diretores desses eixos sdo iguais, assim, basta fazer o
célculo para um dos casos. Tome entio o eixo a, determinado por (—1, —¢, ¢*) e vamos
calcular sua norma.

I1=g. gDl = J1+¢2+' =1+ p+1+(g+1)
= 24P +1+2p+1= Ja+4¢

= J4(p+1)=2¢.

Assim, o vetor que queremos desse eixo € (1/2)(—1/¢,—1, ¢). Em todos os casos, basta
dividir o vetor diretor de cada eixo pela sua norma 2¢, encontrando assim, os quatérnios
unitarios puros que precisamos. A partir disso, podemos listar todos os elementos de $*
associados aos eixos de arestas, restantes, do dodecaedro.

a0 { c0s(90°) + (1/2)(—1/¢, —1, $) sin(90°) = (1/2)(0, =1/, —1, p);
as c0s(270°) + (1/2)(—1/¢, —1, $) sin(270°) = (=1/2)(0, =1/, -1, §).

RIS ~ { cos(90°) + (1/2)(1/¢, —1,¢) sin(90°) = (1/2)(0,1/¢, —1, §);
as cos(270°) + (1/2)(1 /¢, —1,¢) sin(270°) = (—=1/2)(0,1/¢, -1, §).

RIS0 ~ { cos(90°) + (1/2)(=1/¢,1,¢) sin(90) = (1/2)(0, =1/¢, 1, $);

a c0s(270°) + (1/2)(=1/¢, 1, $) sin(270°) = (=1/2)(0, 1/, 1, $).

RIS ~ { cos(90°) + (1/2)(1/¢,1,¢) sin(90°) = (1/2)(0,1/¢, 1, ¢);

a c0s(270°) + (1/2)(1/$, 1, 4) sin(270°) = (~1/2)(0, 1/, 1, ).

RIS { cos(90°) + (1/2)(¢, —1/¢, ~1) sin(90°) = (1/2)(0, ¢, ~1/¢, —1);
a cos(270%) + (1/2)(¢, —1/¢, —1) sin(270°) = (—=1/2)(0, p, —1/¢p, —1).

RIS ~ { cos(90°) + (1/2)(¢, 1/¢, —1) sin(90°) = (1/2)(0, ¢, 1/¢, —1);
as cos(270%) + (1/2)(¢, 1 /¢, —1) sin(270°) = (—1/2)(0, P, 1 /¢, —1).

RIS ~ { cos(90°) + (1/2)(¢p, —1/¢,1) sin(90°) = (1/2)(0, p, -1/, 1);

10 cos(270) + (1/2)(¢, —1/¢, 1) sin(270°) = —(1/2)(0, p, —1/¢, 1).

RO ~ { cos(90°) + (1/2)(¢, 1/, 1) sin(90") = (1/2)(0, ¢, 1/§, 1);
an cos(270%) + (1/2)(¢, 1/¢, 1) sin(270°) = (—=1/2)(0, P, 1/, 1).

RIS0 ~ { cos(90°) + (1/2)(=1, ¢, —1/¢) sin(907)) = (1/2)(0, -1, ¢,~1/¢;
a2 =) cos(270°) + (1/2)(=1, ¢, —1/¢) sin(270°) = (=1/2)(0, 1, ¢, —1/¢b).
o | €0s(90°) +(1/2)(=1,¢,1/¢)sin(90°) = (1/2)(0, —1,¢,1/¢);

@ 7 cos(270°) + (1/2)(—1,¢,1/$) sin(270°) = (—=1/2)(0, -1, ¢, 1/¢).

RO ~ { cos(90°) + (1/2)(1, ¢, ~1/¢) sin(90°) = (1/2)(0, 1,6, ~1/9);

e cos(270%) + (1/2)(1, ¢, —1/¢) sin(270°) = (—=1/2)(0, 1, p, —1/¢).
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RISV { cos(90°) + (1/2)(1, ¢, 1/¢) sin(90°) = (1/2)(0, 1, ¢, 1/¢);
as 7 cos(270°) + (1/2)(1, ¢, 1/¢) sin(270°) = (—1/2)(0,1, ¢, 1/).

Vamos agora, relacionar a cada eixo de simetrias de faces do dodecaedro, 8 elementos
da esfera $°, pois a cada eixo de simetria, desse tipo, temos 4 simetrias de I, ndo triviais,
rotacdes de angulos 72°, 144°, 216° e 288°, associadas a ele.

Vamos primeiro normalizar os vetores diretores desses eixos, analogamente ao caso
anterior. Tome f; = (0, ¢*, $*) e calculemos a sua norma.

Al J9° + ¢t = ot (g? + 1)
= P+

Com isso, f; normalizado se torna f; = (0, ¢/\/¢2 + 1, l/\/qﬁ2 + 1) e observamos que
a norma de todos os vetores diretores dos eixos de simetrias de face do dodecaedro é a
mesma de f;, bastando dividi-los por essa norma para torna-los os quatérnios unitarios
puros que precisamos.

Além disso, para descrever os elementos da esfera $* associados a esses eixos, necessita-
mos calcular o valor de cos(36°), sin(36°), cos(72°) e sin(72°), pois todos os outros angulos
que precisamos sdo escritos em fung¢ao desses.

cos(36°) = —cos(144") = —cos(216°) = cos(324°)
sin(36°) = sin(144°) = —sin(216") = —sin(324")
cos(72°) = —cos(108") = —cos(252°) = cos(288°)
sin(72°) = sin(108") = —sin(252") = — sin(288")

Assim, através de semelhanca de triangulos, nos triangulos apresentados na Figura 3.32,
calculamos o tamanho da aresta denominada b e em seguida, usando a lei dos cossenos,
calculamos o cos(36°) e o cos(72°).

72° b 72°

Figura 3.32: Calculo de cos(36°) e cos(72°).
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b

= b+b—-1=0

J5-1
PR

b-1
b

=b =

Encontrado o valor de b como queriamos, vamos calcular o valor de cos(36°) em funcio
do namero de ouro.

2
5—-1
\/_2 ) =2—2cos(36%)

6—2£>:1+J§

4 2

b* =12 +1% - 2cos(36°) = (

= 2cos(36") = 2—(

NTRSS

= cos(36) =

Vamos também encontrar o valor de cos(72°) em func¢io do nimero de ouro.

12=124+b*—2bcos(72°) = b* =2bcos(72°)

bZ
= = cos(72°)
5-1 1
= cos(72°) = V5 =—.
4 24

Feito o que queriamos, basta utilizar a relagdo fundamental da trigonometria, para
calcular o sin(36°) e o sin(72°).

sin®(36°) = 1 — cos?(36°)
4_ 2
sin(36°) = ¢
4
4 — 2
sin(36°) = T¢

Assim, encontramos o sin(36°) em fung¢éo do nimero de ouro, agora, vamos encontrar
o sin(72°) também em fun¢io do nimero de ouro.

sin®(72°) = 1 - cos?(72°)

o APP—1 4P +3
sin®(72°) = w4
sin(72°) = \/4¢2 1 = \/4¢ hl 3.

24 24
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Com isso, descrevemos todos os elementos da esfera $* associados aos eixos de simetrias
de faces do dodecaedro.

| c0s(36) + (1/J¢? + 1) (0,¢, 1) sin(36") = (1/2)($,0,1,1/¢);
ST cos(216°) + (1/J¢% + 1) (0,4, 1) sin(2167) = (—1/2)(¢,0,1,1/).

RIS cos(72°) + (1/J¢? + 1) (0,¢, 1) sin(72°) = (1/2)(1/,0,$, 1);
S 7 | cos(2527) + (1/4/8% + 1) (0, ¢, 1) sin(252°) = —1/2(1/4,0, $, 1).

R6 - { cos(108°) + (1//¢2 + 1) (0, ¢, 1) sin(108") = (1/2)(—1/4,0, $, 1);
cos(288°) + (1//¢% + 1) (0, ¢, 1) sin(288") = (=1/2)(~1/4,0, ¢, 1).

R cos(144°) + (1//$% + 1) (0, ¢, 1) sin(144°) = (1/2)(~¢,0,1,1/4);
fo 7 | cos(324°) + (1//8% + 1) (0,¢, 1) sin(324°) = (=1/2)(—¢,0,1,1/4).

R cos(36°) + (1/+/#% + 1) (0,—4, 1) sin(36") = (1/2)(¢,0,—1,1/4);
" | cos(216°) + (1/4/¢2 + 1) (0,—¢, 1) sin(216°) = (—1/2)(¢, 0, —1,1/¢).

RUH - cos(72°) + (1/J¢? + 1) (0,—¢, 1) sin(72°) = (1/2)(1/$,0, ¢, 1);
£ 7 | cos(2527) + (1/J¢% + 1) (0,—¢, 1) sin(252°) = (—1/2)(1/¢, 0, —¢, 1).

. { cos(108°) + (1//¢? + 1) (0,—¢, 1) sin(108") = (1/2)(~1/4,0,—¢, 1);
" | cos(288°) + (1/J9? + 1) (0, —¢, 1) sin(288°) = (—1/2)(—1/¢,0,—¢, 1).

»—¢,1)sin(144) = (1/2)(=¢,0,-1,1/¢);

RE® {cos(l44°) + ) (
) (0, —¢, 1) sin(324°) = (1/2)(—$,0,—-1,1/¢).
)

(
"] cos(324°) + (
(
1

/% + 1

NS

z{ cos(36°) + (1/.J¢? + 1) (1,0, ¢) sin(36°) = (1/2)(¢, 1/,0,1);
cos(216°) + (1//$% + 1) (1,0,¢) sin(216°) = (=1/2)($, 1/¢,0, 1).

1
1
c 1

72
Ry,

RUH o cos(727) + (1/J$% + 1) (1,0,¢) sin(72°) = (1/2)(1/¢, 1,0, $);
B |eos(2527) + (1/4/¢% + 1) (1,0, ¢) sin(252°) = (=1/2)(1/¢, 1,0, ).

gie . | €0s(108) + (1/J¢% +1) (1,0,¢)sin(108°) = (1/2)(~1/4, 1,0, ¢);
57 | cos(288°) + (1/+J¢2 + 1) (1,0, ) sin(288°) = (—1/2)(~1/¢, 1,0, ).
R { cos(144°) + (1//$2 + 1) (1,0, ¢) sin(144°) = (1/2)(—¢,1/¢,0,1);
K7 | cos(3247) + (1//#% + 1) (1,0, 4) sin(324°) = (=1/2)(~¢, 1/$,0,1).

R ~ cos(36") + (1/4/$2 + 1) (1,0, —¢) sin(36") = (1/2)(¢, 1/¢, 0, —1);
fi 7 | cos(216°) + (1/J¢? + 1) (1,0, —¢) sin(216°) = (=1/2)($, 1/¢, 0, —1).

RUH cos(72°) + (1/J¢? + 1) (1,0,—¢) sin(72°) = (1/2)(1/4,1,0,—4);
B 7 | eos(2527) + (1/4/4% + 1) (1,0, —¢) sin(252°) = (—1/2)(1/4, 1,0, —¢).



102

3 | CONSTRUCAO DA ESFERA HOMOLOGICA DE POINCARE

R ~ cos(108°) + (1/4/$? + 1) (1,0, —¢) sin(108") = (1/2)(~1/4, 1,0, —¢);
B 7 | cos(288°) + (1/4/¢% + 1) (1,0, —¢) sin(288°) = (—1/2)(—1/¢, 1,0, —¢).

R cos(144°) + (1//$? + 1) (1,0, —¢) sin(144°) = (1/2)(~¢,1/6,0,—1);
B 7 | cos(3247) + (1/4/¢% + 1) (1,0, —¢) sin(324°) = (—1/2)(—¢, 1/¢,0,—1).

R ~ cos(36°) + (1//#? + 1) (4,1,0) sin(36") = (1/2)($, 1,1/8, 0);
57 | eos(216°) + (1/J¢% + 1) (¢, 1,0) sin(216°) = (—1/2)(¢, 1,1/¢,0).

o[ cos(72) + (1/J¢? + 1) (¢, 1,0)sin(72°) = (1/2)(1/$, ¢, 1, 0);
" | cos(2527) + (1/4J9% + 1) (¢, 1,0) sin(252°) = (—1/2)(1/, ¢, 1,0).

R~ { cos(108°) + (1//¢? + 1) (4, 1,0) sin(108") = (1/2)(—1/¢, ¢, 1,0);
" | cos(288°) + (1/./$? + 1) (4, 1,0) sin(288") = (=1/2)(~1/¢, $, 1,0).

s [ cos(144) + (1/J¢? +1) (¢,1,0)sin(144°) = (1/2)(—¢, 1,1/¢,0);
T | cos(324) + (1//¢% + 1) (4, 1,0) sin(324°) = —1/2(—¢, 1,1/¢, 0).
(1/y¢* +1)
1

_— cos(367) + (1/¢p? + 1) (—¢, 1,0) sin(36") = (1/2)(¢,—1,1/¢, 0);
7 | cos(216°) + (1//$% + 1) (—¢, 1,0)sin(216°) = (—1/2)(¢, —1,1/4,0).

e { cos(72°) + (1/J¢? + 1) (—4,1,0) sin(72°) = (1/2)(1/$, —4, 1,0);
cos(252°) + (1//$? + 1) (—¢, 1,0) sin(252°) = (—1/2)(1/$, —¢, 1,0).

o[ cos(108°) + (1/+/¢* + 1) (=¢,1,0) sin(108") = (1/2)(—1/¢, —¢, 1,0);
" | cos(288°) + (1//92 + 1) (=9, 1,0) sin(288°) = (—1/2)(—1/¢,—¢, 1,0).

R { cos(144°) + (1//$? + 1) (—¢, 1,0) sin(144°) = (1/2)(—¢,—1,1/¢, 0);
" | cos(324) + (1/4% + 1) (¢, 1,0) sin(324°) = (-1/2)(—¢,—1,1/6, 0).

Por fim, temos a identidade I € I, que pode ser vista como uma simetria de rotacdo de
0° ao redor de qualquer eixo (a; = x, por exemplo) e associado a ela temos dois elementos
da esfera $°.

_ cos(0°) + (1,0,0) sin(0°) = (1,0, 0, 0);
~ 1 cos(180°) + (1,0, 0) sin(180°) = (—1, 0,0, 0).

Esses sdao todos os 120 elementos da 3-esfera, associados 2 a 2 a todos os 60 elementos
de I. Mostraremos na proxima secdo que o conjunto composto por esses elementos é um
subgrupo da esfera $*, denominado Grupo Icosaédrico Binario, simbolicamente representado
por 21I.

O Grupo Icosaédrico Binario recebe esse nome, justamente por existir um homomor-
fismo entre ele e o Grupo Icosaédrico, porém com elementos "duplicados”, como pudemos
ver ao longo dessa construcao.
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Devido a importancia de 2I para esse trabalho, na seguinte se¢ao, mostraremos que 21
¢ de fato um grupo e falaremos sobre algumas de suas propriedades, advindas diretamente
de sua construcéo.

3.7 O Grupo Icosaédrico Binario 2/

Na secdo anterior descrevemos o Grupo Icosaédrico Binario mostrando quais sdo todos
os seus elementos. O curioso nesse momento é que na nomenclatura de 2I ha a palavra
grupo mas, néo é trivial que esse subconjunto da esfera $* é de fato um grupo algébrico.
Vamos entao mostrar que faz sentido chama-lo de grupo.

Teorema 30. O Grupo Icosaédrico Binario 21 é um grupo.

Demonstragao. Veremos que 2I é um subgrupo do grupo dos quatérnios unitarios, apre-
sentando que nele ha um elemento neutro, que todo elemento tem um elemento inverso e
que é fechado para a operacgio de multiplicacdo de quatérnios.

(i) Existe (1,0,0,0) € 2I tal que para todo ¢ = (a,b,c,d) € 2I, tem-se que
(1,0,0,0)(a,b,c,d) = (a,b,c,d)(1,0,0,0) = (a,b,c,d), ou seja, (1,0,0,0) é o elemento neu-
tro de 2I.

(ii) Seja ¢ = (a,b,c,d) € 2I. Veja que || q ||= 1 pois g é unitario, assim o inverso
multiplicativo do quatérnio q é g~* = (a, —b, —c, —d).

Vamos mostrar que para cada eixo de simetria de rotagdo do dodecaedro os elementos
de 2I identificados as simetrias nesse eixo, aparecem em pares (a, b, ¢,d), (a, —b, —c, —d),
ou seja, que para todo elemento g € 2I tem-se q* € 2I.

Observemos primeiro as simetrias de vértices do dodecaedro. Para cada eixo de simetria
de vértice v;, temos duas simetrias de rotagdo associadas a ele, uma de ¢ = 120° e uma de
B = 240°, em todos os casos (i = 1,...,10) teremos que os elementos de 2] aparecem da
seguinte forma t,, = —t, 5 e 1, = ~t, 4.

Para os eixos de simetria de aresta a; temos uma Unica simetria de rotacdo associada a
A _ o . _1 _
ele de angulo 6 = 90°, nesse caso, para cada i = 1,..., 15, temos que too = —lap-

Ja para cada eixo de simetria de face f;, temos quatro simetrias de rotagdo associadas a
ele, de angulos a = 72°,b = 144°,¢ = 216° e d = 288’. Dai, em todos os casos, i = 1,..., 6,
temos que £, = ~t 4, Lpy = ~tha tr) = ~the € tp = ~lf)

Por fim, os elementos (1,0,0,0) e (—1,0,0,0) sdo inversos de si mesmos, mostrando
que todos os elementos de 2] tem inversos em 2] como queriamos.

(iii) Vamos utilizar o0 homomorfismo sobrejetivo ¢ : $* — SO(3) para mostrar que
2I é fechado para a operacdo. Para isso, tome x,y € 2I, dai xy € $*. Veja que ¢(xy) =
Y (x)y(y) € I pois como x e y pertencem a 21, /(x) e /(y) pertencem a I por construcgio,
ja que os elementos de 2] sao as pré imagens de I por i/, e I ¢ um grupo. Logo, xy esta na
pré imagem de I e portanto xy € 2. [
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Na demonstragido desse resultado poderiamos também ter argumentado que a pré-
imagem de um grupo por um homomorfismo é um grupo.

Ademais, o grupo 2I é uma "duplicagdo"do Grupo Icosaédrico I que por sua vez é
isomorfo ao As, o grupo das permutacdes pares de 5 elementos. Essa identificacdo nos
permite questionar se propriedades de As se mantém em 2I.

Na Secédo 1.4 mostramos que o grupo As é um grupo simples - ndo tem subgrupos
normais ndo triviais, e que também é perfeito - é igual ao seu grupo comutador [As, As] =
fa”'b~'ab : a,b € As}, por isso temos que o grupo I também é simples e perfeito.

Vamos entdo mostrar que uma das propriedades de I que se mantém em 21 é que 2] é
um grupo perfeito, isso é, 2I = [2I, 2I].

Teorema 31. O Grupo Icosaédrico Binario é um grupo perfeito.

Demonstragdo. O homomorfismo sobrejetivo entre $* e SO(3), construido na Secéo 3.2,
nos garante, através da observagdo do Corolario 3, a seguinte igualdade ¥/([2I,2I]) =
[y (2D),y(2I)] = [I,I] = I, pois I é perfeito.

Veja que todo elemento de I ¢ um comutador e a imagem inversa de qualquer comutador
de I por ¥ sdo dois comutadores de 21, isto é, a restricdo de ¥ no subgrupo comutador
[21, 2I] satisfaz o seguinte ¥y, , ([-x,y]) = ¥,,,([x,—y]) € I, Vx,y € 2I. Ou seja, pra
cada comutador de I existem dois elementos de [2I, 2 que sdo levados nele por ¢. Logo,
a restricdo de ¥ em [2I,2[] é sobrejetiva e 2 : 1. Portanto, o([2],2I]) = 120 e assim
[21, 2] = 2I.

]

Assim, mostramos que 2 é perfeito. Além disso, como 2I é um subgrupo da esfera $°,
temos que 2I age na 3-esfera pela multiplicagio (de quatérnios) a esquerda.

Portanto, podemos considerar o espaco topoldgico quociente $* /(2I) gerado pela agdo
@, isto é, cada classe de equivaléncia (elemento do quociente) é a drbita dos elementos da
esfera $° por essa acio, com a topologia quociente.

3.8 Enfim o quociente $°/(2I)

Estudamos minuciosamente a esfera $° e seu subespaco o Grupo Icosaédrio Bina-
rio. Para estudar o quociente entre eles, que como veremos é a 3-variedade chamada
Esfera Homologica de Poincaré, vamos precisar da teoria de recobrimentos de espagos
topologicos.

O conceito de recobrimento de espacos topologicos, e resultados associados a ele, além
de nos ajudar a entender $°/(2I), serdo muito uteis para calcular seu Grupo Fundamen-
tal . Vamos entdo desenvolver os conceitos gerais dessa teoria necessarios para o bom
andamento desse trabalho.
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Definicao 55. Sejam E e B espagos topologicos conexos por caminhos. Uma aplicagio
p : (E,ey) = (B,by) continua é um recobrimento se existe A # @ conjunto tal que para
todo b € B, existe uma vizinhanga aberta U C B de b tal que

p'U)= H V.

AEA

Em que, I simboliza a unido disjunta, V) C E é abertoe p |y, : V; — U é homeomorfismo.

Nesse caso, dizemos que E é o espaco de recobrimento de B.

O exemplo mais simples de recobrimento é a identidade de B em B. Outro exemplo
de recobrimento é p : R — §', p(¢) = €™, em que A = Z, aplicacio que faz R percorrer
infinitas voltas em $' tal que para cada elemento de $' existe uma vizinhanca aberta tal
que a pré imagem dessa vizinhanga por p é a unido disjunta de infinitos abertos em R
indexados por Z, a Figura 3.33 ilustra esse exemplo.

Vi Ve Vi oo
¢ ) R

1A \ Vi
Y 7 \ T

\
7

p

P_l(U) = H}LEZVA

: U~
Py, * Va=>U=um
homeomor fismo

Figura 3.33: R como um espaco de recobrimento de S'.

Um terceiro exemplo interessante é o recobrimento p : $" - RP" = §"/(x ~ —x), com
p(x) = [x]. Nesse caso a pré imagem de uma vizinhanca de um elemento [x] € RP" é duas
vizinhancas abertas disjuntas em $”, uma de x e outra de —x tal que a restricdo de p a cada
uma dessas vizinhancas é um homeomorfismo.

Definicao 56. Para um recobrimento p : (E,e)) — (B, by), o grupo das transformagdes de
Deck G(E) é o grupo composto pelos homeomorfismos /y : E — E tal que p oz = p com
a operacdo de composicdo de aplicacdes.

Defini¢iao 57 (Recobrimento regular). Um recobrimento p : (E, ey) — (B, by) é dito regular
se dados dois pontos quaisquer x, y € E, tais que p(x) = p(y), existe uma transformacio
de Deck ¢ que satisfaz p oy = p tal que ¢(x) = y.

Um conceito importante da teoria de recobrimentos de espagos topoldgicos, que sera
usado nos resultados posteriores é o de levantamento de caminhos.

Proposicao 22 (Levantamento de caminhos). Sejaq : (E, e,) — (B, by) um recobrimento.
Dado um caminhoy : I - Bee, € ¢ '(y(0)) C E temos que existe um tnicoy,, : I — E tal

quey,,(0) =eyeqeoye, =Y.
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Figura 3.34: Levantamento de caminhos

Demonstragdo. Seja 0 =t, < t; < - < ty, = 1 uma particao de I tal que y([t;,t;41]) C U, em
que U; é um aberto uniformemente recoberto de B, ou seja, ¢7'(U;) = [, o Vi, em que
cada V), sdo abertos disjuntos de E. Queremos uma ¥,, com ¥,,(0) = e, que faz o diagrama
da Figura 3.34 comutar.

Seja V), C E a placa sobre U, tal que ¢, € V),, como 9y, é homeomorfismo entao

0
Vioe) = ql;ﬂlo (Yigos,)) € @ Gnica curva em V), com projecdo emyj,, . Se e; = y(#;), tome V}, a
placa sobre U, tal que e, €V, ey, |
Y Gnica (pois existe um nimero finito de U; que cobre y(I)). Como continuidade é uma
propriedade local y é continua pelo Lema da colagem para abertos. O]

— 1 :
=4, (Yly,.,))- Continuando esse processo, obtemos

Teorema 32. (Levantamento de homotopias) Dados uma homotopia H : I xI — Be
Yo(s) = H(s,0) : I — B, sejay, : I — E levantamento de y,. Entdo, existe um tinico
H : IxI — E tal que H(s,0) = yo(s) epo H = H.

Demonstragao. Dado s € I, defina 7j,,(;) como o levantamento de , = H(s, -) para E. Defina
H(s,t) = Tyo(s)(t) que é localmente continua de onde segue que é globalmente continua
(veja a Figura 3.35).

1 x{0} yo E
7
T p
-7 3|
IxI B
H

Figura 3.35: Levantamento de homotopias.
[

Observacao: quando observamos um grupo G agindo em um espaco topoldgico X,
consideramos que essa ac¢do age por homeomorfismos, isto é,se  : Gx X — X é a acdo
de Gem X entdo cada g := ¢, : X — X, g € G, ¢ um homeomorfismo.

Seja X um espago topologico conexo por caminhos, G um grupo agindo a esquerda
em X e p : X - X/G aprojegdo p(x) = [x], queremos saber quando essa aplicacio é um
recobrimento e que propriedades pode satisfazer o quociente X /G.
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Uma propriedade preliminar que devemos considerar sobre essa projecido é que ela
é aberta, isto é, p leva abertos do dominio em abertos do contra-dominio. Propriedade
expressa na seguinte proposicao.

Proposicao 23. Se G é um grupo agindo por homeomorfismos no espaco topologico X e
p : X = X/G é a projecdo definida acima, entdo p é uma transformacdo aberta.

Demonstragao. Lembremos que a topologia quociente definida em X /G é talque V C X /G
é aberto & p~!(V) é aberto. Seja A C X um aberto de X e p(A) = {I(x) : x € A} C X/G,
entdo p(A) C X /G é aberto < p~'(p(A)) é aberto. Mas

p(p(A) = p({9(x) : x € AD
= U{gx : x € A}
geG
= Js.
geG

Como g é um homeomorfismo, para todo g € G, entdo g(A) é aberto, para todo g € G, e
como a unido de abertos é aberta, temos que p~'(p(A)) é aberto. Logo, p(A) é aberta, e
portanto, p é uma aplicagio aberta. [

Vamos definir alguns tipos de acdes de grupos que serdo suficientes para concluir que
a projecao p é um recobrimento e que o quociente X /G é localmente homeomorfo ao
R™.

Definicao 58. Uma acdo de um grupo G em um conjunto X é livre, se o unico elemento
de G que fixa um x € X é a identidade, isto é, se gx = x, entdo g = Id;.

Um agéo livre é errante se todo ponto de X tem uma vizinhanca cujas imagens por
elementos de G sdo disjuntas, isto é, se para todo x € X podemos encontrar V vizinhanca
de x tal que gV [V = @ para todo g € G, com g # idx, como G é um grupo, isso implica
que gV (1 g’V = @ se g # g’ € G. Tais vizinhancas sio ditas errantes.

E facil ver que se X é Hausdorff e a acdo de G em X é livre e errante, as orbitas de G
sdo conjuntos fechados. Além disso, essas propriedades nos permitem dar uma primeira
resposta para o nosso questionamento.

Proposicao 24. Seja X uma n-variedade conexa (e, portanto, conexa por caminhos) e su-
ponhamos que G é um grupo agindo em X por uma acgdo livre e errante. Entdo, a proje¢do
p : X = X /G é um recobrimento e X /G é localmente homeomorfo ao R".

Demonstragao. Seja x € X , tomemos uma vizinhanca V de x tal que gV [V = @ para
todo g € G, g # Ids. Como X é uma n-variedade, podemos assumir que V é homeomorfa
a uma bola aberta em R". Se definimos U = p(V) entdo, pela escolha de V e porque p
¢ aberta, a restricdo p, : V — U ¢ aberta, continua, injetiva e sobrejetiva, isto ¢, ela é
um homeomorfismo. Como x é um ponto arbitréario, isso mostra que todo ponto de X /G
tem uma vizinhanga homeomorfa a uma bola aberta em R". Além disso, se V' é qualquer
outra componente conexa de p~'(U), entdo existe g’ € G tal que V' = g’V e, como g’
é um homeomorfismo de X e p;, = p;, © g, podemos concluir que p|, também é um
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homeomorfismo de V’ sobre U. Assim, vemos que U é uma vizinhanga uniformemente
recoberta. Como x é arbitrario temos que todo ponto de X /G tem uma tal vizinhanca e,
portanto, p é um recobrimento. ]

Para garantir que o quociente nao é apenas localmente homeomorfo ao R”, mas também
Hausdorf, precisamos definir a seguinte acdo de grupos.

Definicao 59. Seja G um grupo e X um espago topoldgico localmente compacto, isto
é, todo ponto de X esta contido em um compacto. A agdo de G em X é propriamente
descontinua se, para todo compacto K C X, gK (K # @ para, no maximo, um nimero
finito de homeomorfismos g € G.

A seguinte proposicdo, que nao sera demonstrada nesse trabalho, nos ajuda a garantir
que $°/(2I) é uma 3-variedade.

Proposicao 25. Sejam X um espaco topologico Hausdorff e localmente compacto e G um
grupo agindo em X. Se a acdo de G em X é livre e propriamente descontinua entdo a agdo é
errante.

Enfim, podemos apresentar o resultado de maior interesse dessa secdo, anteriormente
desenvolvido em CARVALHO e SIEJAKOWSKI, 2021.

Teorema 33. Seja X uma n-variedade conexa e G um grupo agindo em X, se a acdo de G
em X ¢é livre e propriamente descontinua, entao a projecdo p : X — X /G é um recobrimento
e o quociente X /G é Hausdorff.

Demonstragdo. Suponha que a acdo de G em X ¢é livre e propriamente descontinua e veja
que uma acio livre e propriamente descontinua é também errante e dai, pela Proposicdo
24, tudo o que precisamos provar é que a topologia quociente em X /G é Hausdorff. Para
isso, sejam x, x” € X dois pontos em Orbitas diferentes, isto é, cujas projecdes em X /G
sdo pontos distintos. Como X é Hausdorff e localmente compacto e a agdo de G é livre
e errante, podemos tomar vizinhangas compactas K de y e K’ de y’ errantes e disjuntas.
Como as orbitas geradas por essa acao sao fechadas, podemos assumir que a 6rbita de
y ndo intersecta K’ e a 6rbita de y’ néo intersecta K. Entéo, pela hipotese da acéo ser
propriamente descontinua, K/({,eq §K’) € K’ /(U gK) contém vizinhangas de y e y/,
respectivamente, cujas projecoes sdo disjuntas. Portanto, o quociente Y /G é Hausdorff.

]

Além disso, subgrupos agindo em um grupo por multiplicacdo a esquerda ou a direita
sao sempre livres e toda agdo por um grupo finito G em um espago localmente conexo X é
propriamente descontinua. Assim, como a esfera $° é uma 3-variedade, localmente conexa,
todo quociente dela pela acdo de um subgrupo finito satisfaz as hipoteses do Teorema 33,
portanto, seu quociente é uma 3-variedade.

Com isso, podemos concluir que o espaco $°/(2I) é uma 3-variedade, a qual é nomeada
de Esfera Homologica de Poincaré.

Nosso objetivo, nesse momento, é calcular o Grupo Fundamental dessa variedade.
Para isso, definiremos uma propriedade de espagos topologicos que é necessaria para
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esse resultado e, em seguida, mostraremos dois resultado fundamentais sobre espagos de
recobrimentos e transformacdes de Deck. Esses conceitos e resultados estdo detalhados na
Secdo 1.3 do livro HATCHER, 2001.

Definicao 60. Um espaco topoldgico X é localmente conexo por caminhos em x € X se
para cada vizinhanca U de x, existe uma vizinhanca conexa por caminhos V de x contida
em U. Se X é localmente conexo por caminhos em cada ponto seu, entdo X é localmente
conexo por caminhos.

No proximo resultado utilizaremos a consequéncia advinda do levantamento de
homotopias de que o mapa p. : m(E,e) — m(B,by) induzido pelo recobrimento
p : (E,e)) = (B, by), cuja imagem p.(r,(E,e,)) C m1(B, by) é um subgrupo que consiste de

classes de homotopia de lacos em B correspondentes aos lagos em E, é sempre injetivo.

De fato, se [y] € kerp., entdo (p o y) ~ Cp, b = p(e). Logo, (poy). ~ (C,). Por unicidade,
temos que (poy). =y =y ~C. = [y] =1L

Disso decorre a correspondéncia de Galois, que é uma funcdo que atribui a cada

recobrimento p : (E,e) — (B, b,), com E 0-conexo, o subgrupo p.(r,(E, ey)) de (B, by).

Além disso, temos que p é um recobrimento universal, isto é, um recobrimento que cobre
todos os recobrimentos 0-conexos, se E é um espaco simplesmente conexo, nesse caso, a
correspondéncia de Galois associa p ao subgrupo trivial de 7;(B, by).

Proposi¢ao 26. Seja E um espaco topologico conexo por caminhos e localmente conexo por
caminhos, p : (E,e)) — (B,by) um recobrimento e H o subgrupo p.(m,(E, ey)) C m1(B, by).
Entdo,

(i) Se H é um subgrupo normal de m,(B, by) entdo p é um recobrimento regular;

(ii) G(E), o grupo das transformagoes de Deck Yy : E — E, é isomorfo ao quociente
N(H)/H em que N(H) é o normalizador de H em 1,(B, by), isto é, N(H) = {[y] € m(B, by) :
[yI"Hly] = H}.

Em particular, se p é um recobrimento regular, entdo G(E) é isomorfo a m(B, by)/H. Além
disso, se p é o recobrimento universal, entao G(E) é isomorfo a 7r,(B, by).

Demonstragao. (i) O Teorema de classificacdo de espacos de recobrimento diz que ao
associar o subgrupo p.(7,(E, ey)) C m,(B,by) ao recobrimento p : (E,e,) — (B, by) nos
obtemos uma correspondéncia bijetiva entre todos os diferentes espacos de recobrimento
de (B, by) e as classes de conjugacido de subgrupos de 7;(B, by). A partir disso observamos
que mudar o ponto base e, € p~'(by) parae; € p~'(by) corresponde precisamente a conjugar
H por um elemento [y] € 7,(B, by) em que y é levantada para o caminho } que vai de e, até
e;. Entdo [y] estd no normalizador N(H) se, e somente, se p.(7:(E, e,)) = p.(71(E, by)) que
pelo critério de levantamento é equivalente a existir uma transformacéo de Deck levando
ey em e;. Entdo, o recobrimento é regular se, e somente, se N(H) = m;(B, by), que é, se, e
somente se, H é um subgrupo normal de (B, by).

(ii) Agora defina ¢ : N(H) — G(E), que leva [y] € N(H) na transformagao de Deck
T € G(E), que leva e, para e;. Entdo, ¢y é um homomorfismo de grupos, pois se y’ é outro
laco correspondente a transformacio de Deck 7/ levando e, em €] entdo y oy’ é levantada
para ¥ o (z(y”)) um caminho de e, até r(e]) = 77'(ey), entdo, 77’ é uma transformacio
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de Deck correspondente a [y][y’]. Pelo paragrafo anterior, i/ é sobrejetiva e seu nucleo
consiste de classes [y] levantadas para lacos em E. Esses sdo exatamente os elementos de
p«(1(E, €9)) = H. Dai, pelo Teorema dos homomorfismos G(E) é isomorfo a N(H)/H. [J

O seguinte resultado trata do caso especifico que estamos interessados nesse traba-
lho.

Teorema 34. Seja X um espaco topologico conexo por caminhos e localmente conexo por
caminhos e G um grupo agindo em X por uma agao livre e propriamente descontinua. Entdo,

(i) O mapa quociente p : X — X /G é um recobrimento regular;
(ii) G é o grupo G(X) das transformagoes de Deck do recobrimento p;

(iii) Se p € o recobrimento universal, G é isomorfo a (X /G).

Demonstragao. (i) Mostramos em resultados passados que p é recobrimento, vamos entao
discutir sobre este ser um recobrimento regular. Pelas propriedades de acdo de grupos
que a acdo de G em X satisfaz temos que, para todo ponto x € X, existe uma vizinhanca
U de x tal que todas as imagens gU, g € G sao disjuntas, isto é, iU [\ gU # @ entdo
&1 = &. Tomemos entdo U C X com essa condicdo. Cada elemento de g € G age como
uma transformacao de Deck g : X — X e assim o recobrimento p é regular, pois para
todos g1, & € G, g8, " leva giU em g,U.

(ii) Veja que, como dito no item anterior, o grupo G é um subgrupo do grupo das
transformagdes de Deck G(X). Vamos mostrar que G(X) é igual a G se X for conexo por
caminho. Tome uma transformacao de Deck f qualquer, entido para um ponto escolhido
arbitrariamente x € X, temos que x e f(x) estdo na mesma 6rbita e assim existe um g € G,
com gx = f(x), portanto f = g, pois transformacdes de Deck de espacos de recobrimento
conexos por caminhos sdo exclusivamente determinadas pela imagem de um ponto. Logo,
G(X) C G e, portanto, temos a igualdade.

(iii) Pelos itens anteriores e a Proposigao 26, temos o resultado.

]

Assim, como a esfera tridimensional é uma variedade simplesmente conexa, conexa por
caminhos e localmente conexa por caminhos e a acio de 2I em $° é livre e propriamente des-
continua, podemos, através desses resultados, concluir que o Grupo Fundamental da Esfera
Homolbgica de Poincaré é o Grupo Icosaédrico Binario, isto é, r,($®/(2I)) = 2I. E como o
Grupo Fundamental da 3-esfera é trivial, esses dois espacos nao sao homeomorfos.

Além disso, o quociente $* /(2I) tem os mesmos grupos de homologia da esfera $°.

Vamos apresentar o primeiro grupo de homologia de $° /(2I) através do Teorema de
Hurewicz, estudado através de The Hurewicz Theorem 2011 e mostrado abaixo.

Teorema 35. O grupo H; de homologia de um espaco topologico X conexo por caminhos é a
abelianizacio do Grupo Fundamental de X, isto é, H;(X) = m;(X)® = m,(X) /[ (X)), 7, (X)].
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Demonstragao. Para demonstrar o Teorema de Hurewicz, nesse caso, primeiro observe
que qualquer homomorfismo A : 7;(X) — G, onde G é qualquer grupo abeliano, induz
um homomorfismo #’ : 7;(X)% — G.

Vamos construir um homomorfismo h : 7;(X) — H;(X). Seja X um espago topologico
com ponto base x; € X. Tome [y] € 7;(X) em quey : I — X é um laco dessa classe em
X. Veja que I é um 1-simplexo, que pode ser considerado o 1-simplexo candnico, entdo y
pode ser vista como um 1-simplexo singular em X. Mas y(0) = y(1) = xp, onde 0 e 1 sdo as
duas faces do 1-simplexo I. Assim, o bordo de y é zero e entdo y é um ciclo. No6s definimos
entdo h([y]) como a classe de homologia de y em H;(X).

Vamos mostrar que a aplicacdo h esta bem definida, que h é um homomorfismo e que
0 homomorfismo induzido A’ : 7;(X)® — H,(X) é um isomorfismo.

(i) h esta bem definida. De fato, tome y” algum outro lago na classe de homotopia [y] e
seja H(t,s) : I xI — X a homotopia de y’ paray, isto é, H(-,0) =y’ e H(:,1) =y.

Uy U3

01

Vo U1

Figura 3.36: Divisdo de I x I para mostrar que h esta bem definida.

Denotemos os vértices de I x I por v; parai = 0, 1, 2,3, ordenados como na Figura 3.36,
e dividimos I x I na diagonal orientada de v, para v;. Entdo H pode ser considerada como
a soma de dois 2-simplexos o, e 0. Tomemos as bordas desses 2-simplexos, com f,, sendo
o 1-simplexo constante cuja imagem é o ponto x, € X.

fxo_D+Y/
Y_D—i_fxo’

80'1

862

em que D é a restricdo de H na diagonal. Subtraindo temos (o, —0;) =y’ —y —2f,,. Como
o mapa constante de A; pra x, é o bordo do mapa constante de A, pra x, nds concluimos
que y’ —y é um bordo. Entdo, y’ é igual a y mais um bordo. Logo, a classe de homologia de
Y’ é a classe de homologia de y.

(ii) h é um homomorfismo. De fato, sejam [y] e [y’] dois elementos do Grupo Fun-
damental de X e seja o : A, — X o mapa que primeiro toma a projecdo ortogonal
de A, na aresta [vy,v,]| e entdo aplica yy’ : I = A; — X. Note que o bordo de o é
0 s =0 lwows] +6 lwow] = ¥/ — vy’ +y, uma reparametrizacio de yy’ (que nio afeta
homotopia). Entéo, h([y]) + h(y’) — do = yy’ = h([yl[y’]), que mostra que h é um homo-
morfismo.

(iii) b’ é um isomorfismo. Para mostrar essa afirmacéo basta mostrar que h é sobrejetivo

e que ker(h) = [m(X), T (X)].
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Sobrejetividade: Seja o = ). ;0; um 1-ciclo. Podemos dividir o; em vérios tal que 1; seja
sempre +1, com isso poderemos ter o; = o; prai # j. Além disso, tendo que possivelmente
reverter a orientacdo de algum o;, podemos considerar que todos os 7/s sdo 1. Entao, sem
perda de generalidade, podemos tomar o = ) o;.

Se existe algum o; que nao é um laco, deve existir algum o; na soma tal que a composi¢ao
o;0; € um laco, se ndo, o bordo de o seria nio trivial. Mas o;0; ¢ homologo a o; + ¢}, isto ¢,
estdo na mesma classe de homologia, pois h é um homomorfismo. Portanto, nés podemos
substituir o; + o; pelo elemento o;0; sem mudar a classe de homologia de o. Assim, sem
perda de generalidade podemos assumir que todos os o;’s sdo lagos.

Agora, seja y; um caminho qualquer do ponto base x;, de X e o ponto base de ¢; (um
laco), que existe pois X é conexo por caminhos. Entao, y;o;y; é homodlogo a y; + o; + ¥;,
que é homologo a y; + 0, — y; = 0y, pois y; € homologo a y;. Entao substituindo o por um
ciclo homologo, podemos assumir que todos os o;’s sdo lagos com ponto base x,. Por fim,
como a soma é homoéloga a composi¢do, podemos tomar ), o; como um tnico 1-simplexo
singular sem alterar sua classe de homologia. Em particular, esse 1-simplexo singular é um
lago com ponto base em x;, 0 que significa que sua classe de homotopia é mapeada para a
classe de homologia de o, como queriamos.

Nucleo: Seja yy’yy’ um elemento do subgrupo comutador de 7;(X). Entdo, sua imagem
porhéy+y +7y+7y . Mas H|(X) é abeliano, entdo essa soma é zero (y = —y). Assim, o
subgrupo comutador de 7;(X) esta contido no nucleo de h.

Agora suponha que [y] esta no nucleo de . E suficiente mostrar que [y] é trivial em
7,(X)®. Como um lago, y ¢ um 1-ciclo, e é homélogo a zero, que significa que y é o bordo
de algum 2-ciclo o = ), n;0;. Podemos, como antes, tomar n; = +1.

Agora, para cada o; podemos escrever do; = 7, + 7;; — T;; para trés 1-ciclos 7;;. Note
que,

y=29 Z nio; = Z nido; = Z Ni(Tio + T — Ti2) = Z(—l)jﬂifij-
i i i Lj

Mas y é um 1-ciclo singular, que significa que 7;; deve formar pares que se cancelam
restando apenas um, que é igual a y. Se entdo colarmos os 2-simplexos, identificando pares
de arestas que se cancelam (preservando a orienta¢o), obtemos um complexo K.

Agora, como os pares identificados sdo o mesmo mapa, os o;’s juntos formam um mapa
o : K — X.Seja A o 0-esqueleto de K, unido do segmento correspondente a y. Podemos
deslizar a imagem de cada vértice ao longo de um caminho de sua imagem original para x.
Isso define uma homotopia de A com um novo 0-esqueleto que mapeia cada ponto para x;
e deixa y inalterado. Pela propriedade de extensdo de homotopia, ja que o 0-esqueleto mais
o segmento é um complexo de X, podemos estender esta homotopia para uma homotopia
definida em todo K. Se agora decompormos K em seus simplexos, obtemos uma nova
cadeia }’; m;o], mas todo 1-simplexo singular 7/; no bordo é agora um lago em x, (porque
movemos a imagem de cada vértice para xj).

b < . _ i / ..
Agora, como ;(X)® ¢ abeliano, podemos escrever [y] = Y, ,(—1)/m;[7;] na abeliani-
zagdo. Escrevemos do; = 7j + T;; — Tjp, mas porque b’ é um homomorfismo as somas em
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j podem ser condensadas, nos dando [y] = ). m;[do;]. Para cada o;, podemos deformar
a imagem de o; a imagem de um vértice, deslizando a imagem de uma aresta através da
imagem do interior (com isso puxando também os outros dois vértices). Esta deformacéo
¢ uma homotopia entre do; e 0 mapa constante. Entdo, [do;] = 0, e assim, [y] = 0 na
abelianizacao de 7. [

Assim, como ;($*/(2I)) = 2I, 21 é perfeito e $° /(2I) é conexo por caminhos, temos
que Hy($%/(2I)) = 21 /21 = {0}. Além disso, pela Proposi¢ao 20, temos que Hy($*/(2])) =
Z.

Para apresentar, por fim, Hy($%/(2I)) e H5($?/(2I)) utilizamos a Dualidade de Poin-
caré juntamente com o Teorema dos Coeficientes Universais, resultados de homologia e
cohomologia que podem ser encontrados em HATCHER, 2001.

A partir desses resultados concluimos que, como $°/(2I) é uma 3-variedade compacta,
orientada (pois $° é orientada e 2I é a pré-imagem por homomorfismo de um grupo que
preserva orienta¢io) e sem bordo, entdo, Hy($°/(2I)) = H,($*/(2I)) = {0} e Hy($*/(2])) =
Hy(8?/(2I)) = Z. Assim, observamos que a Esfera Homologica de Poincaré tem os mesmos
grupos de homologia que a esfera $°, como seu proprio nome sugere, apesar de serem
espacos topologicos distintos.

Portanto, a 3-variedade quociente $* /(2I) é um contra-exemplo para o questionamento
de Poincaré que motivou esse estudo.
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