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Resumo

Neste trabalho obtemos alguns critérios para decidir a instabilidade de

equilíbrios não-constantes para algumas equações diferenciais parciais do

tipo reação-difusão, expressas na forma de divergência, com coeficientes

de difusão variáveis, a partir de algumas propriedades dos coeficientes e

de certas propriedades geométricas dos domínios. Em seguida, adopta-

mos aos sistemas de equações de reação-difusão com acoplamento anti-

gradiente resultados então obtidos. A razão para a escolha desse tipo

de sistema é que, embora os sistemas anui-gradientes não preservem a

ordem, eles podem ser decompostos parcialmente em dois sistemas do

tipo gradiente acoplados de forma anta-simétrica. Essa particularidade

permite dar aos sistemas com estrutura anta-gradiente um tratamento

mais sistematizado com o uso das ferramentas de linearização usuais.
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Abstract

In this work we study some instability properties of non-constant equi-

libria for a class of reaction-diRusion parcial differential equations with

variable diffusive coeíhcients given in divergence form related to some

properties of the coefficients of the equation and to some geometrical

properties of the domain. The conclusions thus obtaind are extended to

skew-gradient systems of equations due their particular property of be-

ing systems of gradient-type equations coupled in an anta-symmetric way.

Though skew-gradient systems are not order preserving, the particular
skew-gradient property of these systems allows the use of the usual tools

of linearization to cope with this kind of problem.
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Introdução

O estudo dos sistemas de equações diferenciais parciais do tipo reação-difusão tem sido de

grande interesse, tradicionalmente pelas bem conhecidas equações da Física-Matemática

e, ultimamente, pela diversidade de aplicações na modelagem de fenómenos físico-

químicos, biológicos e de outras ciências aplicadas. Do ponto de vista da Matemática a

importância das equações e dos sistemas de equações diferenciais parciais se deve ao de-

senvolvimento de diversas áreas do próprio conhecimento matemático. Embora muitos

desses sistemas tivessem origem na modelagem de fenómenos em áreas distintas do co-

nhecimento científico, o interesse matemático por eles surgiu da riqueza de estruturas

que as soluções podem apresentar. Para alguns dos sistemas já bem conhecidos ainda

não há, atualmente, uma descrição completa de todos os aspectos envolvidos.

Com relação às aplicações práticas os equilíbrios representam situações limites de

comportamentos a longo prazo dos fenómenos estudados. A razão principal para a sua

descrição vem da necessidade de se fazer previsões e ou de se tomar decisões para longo

prazo Ainda sob esse aspecto, a estabilidade de soluções significa, por exemplo, a

pouca influência que os erros experimentais podem ter nas conclusões ou descrições dos

fenómenos modelados. Um outro aspecto importante em questão refere-se à validade

dos modelos escolhidos e à coerência das soluções com os resultados experimentais.

Do ponto de vista matemático, o estudo dos equilíbrios e da estabilidade destes,

originou problemas de grande importância e colaborou para o surgimento de novas áreas

do conhecimento como, por exemplo, a topologia.

E interessante notar que diferentes fenómenos podem ser descritos por equações

classificadas matematicamente como sendo da mesma natureza. A caracterização dos

distintos comportamentos das soluções é um motivo de pesquisa e alguns aspectos em

especial têm se mostrado influentes nessas variações tais como o papel dos coeficientes de
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Introdução 2

difusividade, a influência da geometria do domínio e o papel do termo de não linearidade.

O papel que os coeficientes de difusividade desempenham na estabilidade ou na

instabilidade dos equilíbrios tem despertado interesse desde 1975 quando Chafee, ver l81

mostrou que a equação ut = u., + /(u) definida num intervalo limitado l da reta com

condições de Neumann homogêneas na fronteira não admite equilíbrio não-constante
estável.

Clasten e Holland, l71 e H. Metano, l33j mostraram que, quando -N 2 1, para as

equações com coeficientes constantes do tipo ut = 6.u + /(u) definidas em domínios

convexos Q C RX, com condições de Neumann homogêneas na fronteira somente os

equilíbrios constantes são estáveis. Metano mostrou que um resultado análogo ainda

é válido para domínios não-convexos, mas com geometria especial como os obtidos

por rotações de conjuntos convexos em torno de um eixo e os delimitados por esferas

concêntricas. Neste mesmo trabalho Metano dá uma construção de domínio Q não-
convexo e de uma classe de funções / para os quais o problema admite equilíbrio não
constante estável.

Yanagida 1421, Chipot e Halo l91, Fusco e Hale j191 consideraram equações unidimen-

sionais com coeficientes variáveis do tipo ut = (a'(z)u.),+/(&), g € (0, 1), t > 0; tanto
com condição de Neumann quanto com condição de Dirichlet homogêneas na fronteira

mostrando que não existe equilíbrio não-constante estável quando a"(z) $ 0 em (0, 1).

Yanagida mostrou a existência de equilíbrios não-constantes estáveis quando a"(zo) > 0

para algum zo € (0, 1).

A existência de equilíbrios não-constantes estáveis para equações do tipo parabólico

com coeficientes variáveis, independentemente da geometria do domínio, foi demonstrada

por Nascimento j3SI para uma classe de difusividades variáveis k com termos não-lineares

/ especificados.

O problema da instabilidade de equilíbrios para sistemas de equações diferenciais

parciais com coeficientes constantes do tipo gradiente, definidos em domínios convexos,

foi abordado por Kishimoto, 1271, Kishimoto e Weinberger, 1281 e Lopes, j311. Em

Yanagida 1431 há uma abordagem dos sistemas com coeficientes constantes e estrutura

anui-gradiente com a conclusão de que, em domínios convexos, não é possível, em geral,

a existência de equilíbrios não-constantes estáveis.

Algumas propriedades dos equilíbrios das equações não são compartilhadas pelos
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equilíbrios dos sistemas de equações da mesma natureza. E sabido que, para as equações

com coeficientes constantes definidas em domínios convexos, não é possível a existência

de equilíbrios não-constantes estáveis, entretanto, existem sistemas de equações diferen-

ciais parciais com coeficientes constantes com equilíbrios não-constantes estáveis como

o caso do Exemplo 2.3.2. E de se esperar, portanto, que nos casos de sistemas com

coeficientes variáveis também se possam obter equilíbrios não-constantes estáveis em

analogia ao resultados apresentados em Yanagida 1421, para .N - 1, e Nascimento j3SI,
para .V ? 2.

Percebemos que há uma relação entre a geometria do domínio Q, o tipo de difu-

sividade -D(sç), a não-linearidade / e a estabilidade de equilíbrios das equações dadas

na forma de divergência e dos sistemas de equações dessa natureza. Em Yanagida 1421

temos um resultado sobre a instabilidade de equilíbrios de uma equação definida num

domínio convexo, um intervalo Q, com difusividade satisfazendo a"(z) 5; 0 em Q. Para

que a equação admitisse equilíbrio não-constante estável, a hipótese admitida foi a e-

xistência de ro c Q com a"(aço) > 0. Em Nascimento 1351, para que haja estabilidade

do equilíbrio, independentemente da geometria do domínio Q, a difusividade k = k(z)

deve satisfazer a condição Ak(aç) > 0 num subconjunto de Oh Portanto, como uma

generalização do resultado de Yanagida 1421 para equações em dimensões mais altas, e

também para os sistemas com difusividades variáveis em dimensão .N 2 2 definidos em

domínios convexos, parece natural exigir que o Laplaciano da difusividade seja negativo

ou nulo no domínio Q. Entretanto, como se verá neste trabalho, para as equações com

coeficientes variáveis em dimensão -N 2 2, somente essa condição não é suficiente.

Este trabalho foi realizado com o propósito de estudar o problema da estabilidade

e da instabilidade de equilíbrios para uma classe particular de equações diferenciais

parciais do tipo reação-difusão com coeficientes de difusão variáveis, os chamados casos

de difusividade não-homogênea. Para tanto, foram estabelecidas algumas condições

sobre a matriz -D dos coeficientes de difusividades, sobre a geometria do domínio Q e,

eventualmente, sobre a função ./' de modo a garantir resultados sobre a estabilidade ou a

instabilidade dos equilíbrios, que generalizassem alguns dos resultados já bem conhecidos

sobre as equações e os sistemas de coeficientes constantes.
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Mostramos, por exemplo, que, para problemas do tipo

(p.v-E) -l :l' ' 'l:«(o(")v")+/("), " c n, t > .;' 1. : = 0, ZCaQ, t>0,
definidos em domínios convexos Q C ]R2 particulares, com matriz de difusividade na

forma diagonal z)(z) = diagla2,b2} satisfazendo -DAa $ o e zXb $ o em Q, g; ? o

g1 2 0 em ÕQ, mais uma condição de não-pósitividade de uma forma;quadrático em

R2 definida a partir dos coeficientes de difusividade a e b, só existem equilíbrios estáveis

se forem constantes. Exibimos alguns exemplos de problemas com coeficientes variáveis

definidos em domínios convexos para os quais vale o resultado.

Para os sistemas anti-gradientes da forma

.Ru. (-.4(z)Vu) + .f(u,u), n C Q, t > 0;

rpNn J S"' - di«(.B(")V")+g(u,«), "cQ, f>.;
~ ' l B = 0,zCaQ,t>0,

git = o, # c açl, t > o,

definidos no domínio limitado convexo Q C ]RW, mostramos que, se as matrizes de

difusividade .4, -B forem do tipo diagonal e satisfazerem condições análogas à satis-

feita pela matriz Z) do problema (PNE) e, se as funções /,g satisfazerem a condição

/uP(é, @).4 + -Bl"g.(@, V,) = 0 em Q, então existem matrizes R, S tais que um equilíbrio

não-constante (é, @) do sistema (PNS) correspondente, é instável.

O estudo da estabilidade ou instabilidade dos equilíbrios dos problemas em con-

sideração será feito por meio da estabilidade linear seguindo Hale 1221, Henry 1231 ou

Smoller 1391. O método da linearização para o estudo da estabilidade de um equilíbrio de

um sistemas não-lineares de equações ordinárias do tipo $ = /(u), onde / : ]Rx --> ]Rw

é uma função diferenciável não-linear já é bem conhecido desde Poincaré. Consiste em

decidir sobre a estabi]idade do equilíbrio uo C ]RX do sistema dado, por meio da es-

tabilidade do equilíbrio 0 do sistema linear associado ilf = D/(uo)u. Vamos usar um
resultado análogo para os sistemas de equações diferenciais parciais considerando o sis-

tema dado como um sistema de equações diferenciais ordinárias do tipo ut = Áu + /(a)

num espaço de Banach adequado. O estudo da estabilidade de equilíbrios do sistema

dado será feito considerando-se o espectro do operador linear .A. No caso considerado

neste trabalho, Á é um operador linear fortemente elíptico, auto-adjunto, com espectro
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discreto real composto por auto-valores. Uma das formas de se obter informações sobre

o sinal do autovalor principal do operador linear correspondente é usar os teoremas de

comparação, baseados no princípio do máximo como foi feito em À/latino l33) ou em

Kishimoto/Weinberger 1281. Entretanto, seguindo Jimbo e À'lorita 1241, usaremos um

método variacional para investigar o sinal do autovalor principal do operador corres-

pondente ao sistema linearizado em torno do equilíbrio @ como apresentado em Gilbarg

e 'lFudinger j211 ou em Smoller l39j, por exemplo.

Para dar uma visão sobre a organização do trabalho citamos que no Capítulo 1, abor-

damos primordialmente o problema da estabilidade dos equilíbrios para as equações

diferenciais parciais com coeficientes variáveis dadas na forma de divergência, com

condições de Neumann homogêneas na fronteira. Nesse. Capítulo provámos o Teorema

1.2.1 de caráter geométrico que é uma generalização de um resultado obtido em Metano

1331 e que também aparece em Payne 1361. Esse Teorema é decisivo na conclusão so-

bre a instabilidade de equilíbrios não-constantes das equações diferenciais definidas em

domínios limitados convexos; no Capítulo 2, usando os resultados obtidos no Capítulo

1, tratamos o caso dos sistemas de equações com coeficientes variáveis, deânidos em in-

tervalos reais, como generalização natural dos resultados obtidos em Yanagida 1421 para

as equações escaleres. No Capítulo 3, aplicamos alguns dos resultados dos Capítulos

anteriores para estudar os sistemas anel-gradientes com coeficientes variáveis definidos
em domínios convexos e limitados em dimensão N > 2.



Capítulo l

A equação em meio heterogêneo

Neste capítulo estudaremos o problema da estabilidade de equilíbrios da equação diferen-

cial parcial de reação-difusão com coeficientes variáveis, dada na forma de divergência,

definida em (2 x (0,oo) onde Q é um domínio do espaço IRw com condições de Neu-
mann homogêneas na fronteira aQ. Interessa-nos estudar a influência dos coeficientes de

difusividade da equação, da geometria do domínio Q sobre a estabilidade ou a instabi-

lidade dos eventuais equilíbrios não-constantes. Para tanto vamos procurar estabelecer

condições sobre os coeficientes de difusividade e sobre a geometria do domínio Q. O

termo não-linear / é decisivo na instabilidade dos equilíbrios no sentido de que se for

uma função convexa então, independentemente da geometria do domínio, os equilíbrios

serão instáveis. É claro que os zeros da função / são os únicos equilíbrios constantes

do problema. O estudo da estabilidade dos equilíbrios do problema dado será feito por

meio da estabilidade do problema linearizado seguindo Hale 1221, Henry l23) ou Smoller

1.1 Formulação Geral

Consideremos o problema formulado num contexto mais geral de modo que possa ser

tratado com as bem conhecidas ferramentas disponíveis conforme Hale 1221 e Heniy 1231,

por exemplo, mesmo que porteriormente se restrinja a alguns casos particulares.
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A equação em meio heterogêneo 7

Seja o problema de valor inicial

J u. (.A(a)Vu)+/(u), zCQ t>0 ,. ,*
1. 2 = <.AVu,ã>=0, zCaQ, t>0, '''''''

onde n c IRx é um domínio limitado, isto é, um subconjunto aberto, conexo e limitado

com bordo aQ c]asse 'r2, / : ]R ---} R é uma função de classe 'r2 e a matriz .A(z) dada

peia ap]icação .4 : Q ---} b4il (]R) de c]asse '#2 que, a cada z c Q, associa uma N x .V

matriz .4(z) = (aij(z))iSi,j$x simétrica positiva-definida, isto é, para cada par ({, .j) as

funções aij : Q --> R são de classe %'2 e satisfazem as condições aji(aç) = aij(aç), Vz c Q
e para todo i,.j c {l, . . . , N} . Além disso, existe cl > 0 tal que, para todo # c Q e todo

{ C IRX, vale <,4(aç)(,e> 2 al €112. O vetor ã indica a direção normal exterior a Q no

ponto g C aQ e gii = <..'!Vu, ã> indica a derivada co-normal de u em aç.

Admitiremos que a função / satisfaça algumas condições de crescimento de modo

que seja possível garantir suficiente dissipatividade como, por exemplo, quando existem

constantes positivas #, ', (5, c satisfazendo

u/(u) $ --cu' + c., 1./'(%) $ P + Ólul', Vu € ]R.

Definição 1.1.1 Uma solução clássica do problema (1.1) é uma função u = u(aç,f)
u c '#'(õ x lo, rl) n '#'(Q x (0, T)) satisfazendo a equação cada (z, t) c Q x (0, T) e as
condições de fronteira para cada z C aQ.

Mediante uma caracterização adequada dos espaços funcionais envolvidos, o pro-

blema dado pode ser representado por uma equação diferencial ordinária definida num

espaço de Banach X, da seguinte forma

«. + ./''(u)

onde .A : g(A) c X --} X é um operador setorial para o qual os expoentes fra-

cionários Aa, 0 < a < 1, estão definidos nos espaços fracionários correspondentes,

ver Henry 1231. No caso, X = L2(Q) e g(A) = {u c H:(Q);ã =0, z C OQ} com
.A(m) = --div(.A(a)Vw). Pelas hipóteses admitidas sobre / a função /' : X' ---> X é
localmente Lipschitz contínua.
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Lembramos que um equilíbrio de (1.1) é uma função @ : Õ ---} ]R, pertencente a

'#:(Õ) n '#2(Q) satisfazendo o seguinte problema elíptico:

J div(.4(z)Vé) + /(@)
l <.A(z)V@, ã>

0, zeQ
0, z C aQ.

(1.2)

Um equilíbrio do problema (1.1) é um ponto crítico do funcional de energia .E : Hi (Q) ---->
JK dado por

.EI«l - / { i<..4(,)v«,v«> -p(«(«)) l d«, v« c n:(o) ,
Jn L'' J

onde F(u) = Jou /(z)dz. Pelas hipóteses sobre a função ./' o funcional de energia .E está

bem definido e é de classe %'l, pelo menos.

Dizemos que é C H:(Q) é um minimizador local do funcional (1.3) se existe (i > 0

tal que .Elél $ .Flui, para todo u C Hi(Q) satisfazendo llu -- @lIH:(n) < (5- Notamos
que se u(g,t) é uma solução do sistema (1.1), então a função 10, 7') 3 t --} -E(u(t)) é
diferenciável e vale

Q

(1.3)

:-E(u(t)) = -- / (u,(:«, t)ydz $ 0
Observamos que é é um equilíbrio de (1.1) se, e somente se, é um ponto crítico do fun-

cional (1.3) e o sistema (1.2) é chamado equação de Euler-Lagrange para esse funcional.

A equação (1.1) descreve um fluxo gradiente do funcional .E.

Deânição 1.1.2 Um equilíbrio é do problema (1.1) é dito estável (na tipologia uni-
forme) se, para todo c > 0, existir (i > 0 tal que, para toda função @ = Ú(aç) satisfazendo

@ -- @ilLm(ç2) < õ, a solução u = u(z,t) de (1.1) com condição inicial u(aç,0) = Ú(z)
existe para todo t 2. 0 e satisfaz a condição

ll«(#, t) 'é(z)l z,m(n) < c, Vt > 0

Além disso, dizemos que o equilíbrio @ é assintoticamente estável se a solução u(z, t)
satisfizer a condição

Jln, llu(-, t) -- d'llLwW) = 0
A estabilidade de um equilíbrio @ do problema (1.1) está relacionada à estabilidade

de 0 como equilíbrio de um problema linear associado conforme veremos a seguir. Seja
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é = Ó(z) um equilíbrio do problema (1.1) e consideremos a linearização em torno de @
expressa por:

J Ut (.A(z)VU')+.f'(é)U, zCQ, t>0
1. g (z)VU, 6> « c Õn, t > 0.

Observemos que os resultados estão sendo enunciados em espaços de energia mas, os

cálculos, por uma razão de densidade, estão sendo realizadas com as funções suaves.

O estudo (local) da estabilidade dos equilíbrios do problema (1.1) via estabilidade do

problema linear (1.4) correspondente será desenvolvido avaliando-se o sinal do autovalor

principal, isto é, do menor autovalor do operador linear associado .g : H2(Q) ---} L2(Q)
dado por

(1.4)

.VIVI di«(.4(z)v«) -/'(é)«, « € n:(Q) ,

Como o operador -g é auto-adjunto, seu espectro é real e discreto, composto unicamente

por uma seqüência (À«)«cn de autovalores satisfazendo À. --> oo quando n -+ oo. As

correspondentes autofunções @« = Ó«(z) formam um sistema ortonormal completo em

L2(n). Designando por Ài o autovalor principal do operador ..g, temos que se Ài < 0,

então @ é instável como equilíbrio de (1.1), conforme Lions 1301, Maginu 1321, Metano
1331, por exemplo

Consideremos o problema de autovalores para o operador linearizado (1.5) expresso
por

em aQ (1.5)

Í div(.A(z)V«) +/'(é)«+,X« z c Q ,. -.
'l , . .. Li.OJ
1. <.,4(z)V«,ã> aQ. ' '

Para avaliação do sinal do autovalor principal do operador (1.5) podemos considerar

a equação do problema de autovalores (1.6). Multiplicando por u C H2(Q) e integrando
sobre (2 obtemos

<-ZI«l,«> di«(.A(z)V«) -/'(é)«:) l«llÍ,:

Considerando que div(u .4(z)Vu) = u div(.A(aç)Vu) + <.A(sç)Vu, Vu> , podemos escrever

<"t«], «> - .Z ( - ':«ü"(«)'ü -'- <'(«)'«, '«> on«')

Com as hipóteses sobre õç2 podemos aplicar o Teorema da Divergência, obtendo

(y\u\, "} - .L ( (A(-)V«,''7«) - .f' (Óà«') [..«au '.Ja ' Jan av

Q
(1.7)
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Da condição de fronteira gl} = 0 segue que

<-zl«l, «>(«)v«, v«> -/'(é)«')

Conforme Smoller 1391, os autovalores do operador -g podem ser obtidos por meio

do funcional Q : Hi(Q) --+ R definido por

Q
(1.8)

«[«] -.Á(<"«,»«> - ''M«'), "« ' ":W
Notemos que se u c g(.g), isto é, se u for uma função satisfazendo : = 0 em aQ,

então

(1.9)

QI«l l«l, «>

Sabemos ainda que o ínfimo de Q é atingido em uma função ui que é uma autofunção

de .g associada ao autovalor principal ÀI = C?lt;ll satisfazendo g? = 0 em ÕQ.

Definição 1.1.3 Um equilíbrio @ do problema (1.1) é chamado linearmente estável

quando existe (5 > 0 tal que, para todo auto-valor À do operador linear ..g, se tem

Re(À) 2 õ. Se existir um auto-valor À do operador .g tal que Re(À) $ --.5 < 0, então

diremos que @ será um equilíbrio linearmente instável do problema (1.1).

Notamos que se @ é linearmente estável (resp. instável) como equilíbrio de (1.1),
então é estável (resp. instável) no sentido de Liapunov.

Definição 1.1.4 Dizemos que um equilíbrio çb do problema (1.1) é não-degenerado se

o seu operador linear ..g associado é invertível.

Proposição 1.1.1 Um equ{/züMo não-degerzerado @ de r-Z..í) é Jãneazmezzte esfáue/ se, e

se".'"fe «, Qlu1 2 0, V u c H:(Q).

Demonstração. Se o equilíbrio @ é linearmente estável, então o autovalor principal é

caracterizado por ÀI - inflQjujiu € Hi(Q)l llulln: = 1} > 0, donde Qlu1 2 0 Vu c

Hi(Q). Reciprocamente, se Ó é equilíbrio não degenerado tal que (21ul ? 0 para todo

u C H:(Q) então Ài 2 0. Se ocorresse Ài = 0, então À. seria auto-valor do operador .g

associada à auto-função ui e o ínfimo de Q seria atingido em üi, isto é, Qluil = .Xt = 0.

Neste caso, teríamos .g(ul) = 0, o que seria absurdo pela injetividade do operador.
Logo, Ài > 0 e é é linearmente estável.
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Proposição 1.1.2 Um equáZzür o Z nearmente nstáueZ de r-Z.-Z,) não pode ser um mÍhímo

local da funci,o'n,al, E.

Demonstração. Basta observar que se @ é linearmente instável, então ÀI $ .(5 < 0

Observamos que um equilíbrio é do sistema (1.1) é estável se, e somente se, o opera-

dor linear em torno de @ é injetivo. Um ponto crítico do funcional .E é equilíbrio estável
de (1.1) se, e somente se, é não-degenerado.

Usaremos o seguinte resultado cuja demonstração pode ser encontrada em Fleming

j151, em Metano 1331 ou em Smoller 1391.

Teorema 1.1.1 S. .«ã.te { € n:(Q) taz q« QI(l < o, .nfão é é ã«;tá«Z «mo eq«áZtürÍo

de (1.1).

Observação 1.1.1 Pela definição do funcional Q dada em (1.9) temos que, se / : R ---}

R é tal que /n /'(@(z))dz 2 0, então Ó é instável como equilíbrio de (1.1).

1.2 Aspectos Geométricos do Problema

Alguns resultados sobre a instabilidade de equilíbrios das equações dependem tanto

de propriedades geométricas do domínio n como do comportamento geométrico do

equilíbrio @ no bordo aç). Vamos explorar alguns desses aspectos euUm resultado geral

que podemos enunciar nessa direção é o seguinte teorema.

Teorem.a 1.2.1 Soam Q C RX um aZ)er'fo Zámátado com bordo de classe 'r2 e .D

dias {a?(z), . . . , ah(aç)} uma matriz onde aj : n --> R é dà/ere7zcááüeJ com aj(z) > 0 para

lodo z C O, l $ .j $ .V. Sda Ó : Q c/asse '#:(Õ) com der Dada co-normal zzu/a,

em aQ. Se Q é conuezo, então, em aQ, ua/e a seguinte desãgtzaZdade

ã; «-ó, '@» -* , <( E .}ó,,«,,) ,@,- l
N'

lJ

N

>: ó:, .ov«j, ã

Demonstração. Como aQ é uma superfície regular de classe 'r2 podemos considerar

localmente uma função g : U ---> IR de classe 'r2 definida no aberto U C IRX, com

ç2 n U # ü tal que aQ n U = {z € U; g(z) = 0} e Vg(z) # 0, vz € aQ n u.
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Nessas condições, êé = <-OVé, Í-ya-> - 0 em aç2 n u. Observamos que <.DV@, Vg> está
definida para todo ponto z C Ü n U. Seja { : Ü íl U ---} R de classe 'ri, dada por

<Z)Vé(z), Vg(z)> = {(z)g(aç) para todo z € Gn u. Derivando essa expressão em relação

a zj, para l $ .j 5; .ÍV, temos

<.o,, VÓ, vg> + <.ové,, , vg> + <ové, vg,,> - (,,g + Cg,,

Multiplicando a igualdade membro a membro por a?éz, obtemos

1.14+..,D.,''?@,'Wgb-v (D q@«:'V$u:,'Vgb -k aaJÓ,, l.~D''V+,'Wg,.à = gq@.,t., -F ei. 4'b,ig',

Observamos que, para cada .j, l $ .j $ -N, vale a'é,,Vé,, = {V(a2é.j) -- :#'2,Va},
substituindo na expressão acima nos dá

<'jé,,-o.,vé, vg> + { <.ov('j#',.y, vg> - { <@:,nv('jy, vg> + «?é,, <nvé, vg,,>

- gq+,,(., -+eiq$.,g.,

Somando termo a termo a igualdade acima para .j, l $ .j $ ./\r, obtemos

<E;:: .}é,,-o.,vé, vg> + { <E;;: .ov('.#'..)', vg> EÊ: @:,-ov('j)', vg> +

E;:: .}é,, vovó, vg,, > g <pvé, v(> + € vovó, vg>

Dividindo a igualdade, membro a membro, por llVgll e avaliando em a; C aQ temos

Ê (vovó, VÓ>) + 2 <(E:: '3Ó',,-o,,)VÓ,ã> <E : Ó3,.ov'},ã>

ííõâ <a(«) ' ov#', ovó>

tamos considerando >1:;!: a2é2, = <.Z)V@, Vé>

â (<.ové,vé>) < 1: v(«jó,,)', ii;hÍ> - <.ov(<ovd',vé>),ã>

. C(") " - Xl!- (E;: g%«')«, -d. .:, ,.,., ;ã. « «'« d, b"' canonica

do IRX . Da convexidade de Q decorre que a forma bilinear G, restrita ao espaço tangente

onde es

(l.lO)
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a aQ é positiva semi-definida. Da condição sobre é no bordo, gg = <-OVé,ã> :: 0,
temos que .OVé pertence ao espaço tangente a aQ. Portanto, <G . (Z)Vé),.OVÓ> ? 0

para todo z c aQ, e, da expressão (l.lO), segue que

;;«-@,'-'» --,<(E.jó.,",,)',ó,-> -<Eó:,-«3,-> ' ' . o.:
N

lJ
>ll: @:, -ov«3, ã

Em particular, para N - 2, considerando Z)(z,3/) = diagla2(z,3/),b2(sç,y)} num

domínio limitado Q C ]R2, para uma função é : Q --> ]R verificando gg = 0 em aQ, vale
a seguinte desigualdade em aQ

: ( <ové, VÓ> ) + 2 <(.'é,-o, + ó'é,-o,) vé, a> - <.o(Ó':v"' + é:vó'), d> $ o
(1.12)

Corolário 1.2.1 Stzz)onda que .D = dias {di, . . . , dx} sega uma matiz constante posi-

tiva, Q C ]RX um abano Zãmitado com Z)ardo de c/asse 'r2 e é : Q -+ R de c/asse 'ri(Õ)
com deMuada co-normal nula, em aQ. .S'e Q é conuezo, então

;L (<OV@, V@>) 5; 0 'm ÕQ

Demonstração. Como -D é uma matriz com coeficientes constantes, a expressão (l.lO)

da demonstração do Teorema 1.2.1 se reduz a

É (<ovó, vó>) - 'n;;ÍÍ <a . (nvd'), .ov#'>

Da convexidade de Q decorre que a forma bilinear G, restrita ao espaço tangente a aQ

é positiva semi-definida. Da condição sobre @ no bordo, ggi = <.DV@,ã> = 0, temos

que .OVé pertence ao espaço tangente a aQ. Portanto, <G(-DV@), Z)Vé> ? 0 para todo
z C aQ, donde se conclui o resultado. H

O Teorema 1.2.1 generaliza um resultado obtido por Nlatano, ver 1331, e por Payne,
ver 1361, para um problema correspondente envolvendo ao operador Laplaciano referente

à derivada normal da expressão llV'@ll2 em aç2, a saber, o Corolário seguinte.
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Corolário 1.2.2 Se Q é conuezo e se to é uma /unção com deríuada normal nu/a em

ÕQ, .ntã. â (llV««ll:) $ 0 em aQ.

Demonstração. Tome Z) = /w, onde -rw é a matriz identidade de ordem iV, no argu

mento usado na demonstração do Teorema. l

1.3 Equações com CoeH.cientes Constantes

Consideremos o problema da estabilidade de equilíbrios para uma equação com coeâ-

cientes constantes, onde é bem clara a influência de certas características geométricos

sobre a estabilidade de equilíbrios não-constantes. Esperamos que a análise do problema

nesta situação particular nos dê algumas indicações sobre os procedimentos que devem

ser adotados para tratar o problema com coeâcientes variáveis. Consideremos, portanto,

o seguinte caso particular onde o sistema (1.1) é definido tendo por difusividade uma

matriz diagonal .D = dias {dt, . . . , dJv} onde as entradas dj, l 5; .j 5; N, são constantes

positivas.

Í u. (-0Vu) +/(u), « € Q t> .

1. B = <-0Vu,ã> =0, zC aÇ2, t2 0,

Teorema 1.3.1 Sega é um egu{/züdo de ÍJ.-Z31. Se Q é conuezo e @ é não-constante,

então + é instável.

(1.13)

VV VV

Demonstração. Sabemos que a instabilidade do equilíbrio da equação (1.13) é decidida

avaliando o sinal do funcional Q. Vamos mostrar que existe uma função w tal que

C?lwl < 0. Se @ é um equilíbrio não-constante de (1.13), podemos considerar, conforme

Jimbo e Monta 1241, para cada .j, .j = 1, . . . , .N, o funcional Q definido em (1.9) calculado

nafunção v/dlé,,

'2[a-',,]-.Á(<-( ó, ,'( ó, > (aó,J:)
isto é,

otMó,,l -.Á'.(<-@,J,» , >-/' ,)')
Da condição de equilíbrio temos div(Z)V@) + /(é) = 0, donde, derivando em relação a

]çj, obtemos div(Z)Vé,,) + /'(@)@,, = 0. Nlultiplicando ambos os membros da igualdade
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por '#,í obtemos é,,div(.DVd',,) + /'(é)d':, = 0, donde

div(#'.,-0Vé,,) - <0V«',, , Vé,, > + .f'(#')#':,

Portanto

<-Ov@,,, vó,,> - /'(ó)#':, - $di«(.Ovó:,)
Substituindo na expressão do funcional podemos escrever

~[Ã*.] - .Á ({':«(-":)) - ; Z. ( <-w *:),'> )'' : ' ' ' ~'
Somando a expressão acima para l $ .j $ .N obtemos

E ~]m*,,] -;L :i( <-", '*> )''
Pelo Corolário 1.2.1, temos

lJ

(1.14)

> 1 Qlv''4é,,l 5; o,

donde segue que, para algum .j, l 5; .j $ .M, tem-se QIV/(Ü@zjl 5; 0, logo Ài $ 0. Se

tivéssemos ÀI = 0, então teríamos que a função vaj@zj , com Ó,, # 0, seria múltiplo da
autofunção principal ui associada a Ài. Então, existiria uma constante m :# 0 tal que

'ójé,, = mul, onde a função ui pode ser escolhida de modo que ui(z) > 0, Vz c Õ.

Da condição da fronteira tem-se <Z)Vé,8> = 0, Vsç C aQ. Como Q é convexo e ÕQ é

suficientemente suave, existe iC aQ tal que d = e'j e, portanto, <.DV@, ej> = djé,j :: 0.

Como dJ > 0, temos @,, (3) = :%:ui(i) = 0, o que é absurdo. Portanto, c?ll©é,,l < 0.
Pelo Teorema 1.1.1, é é instável como equilíbrio de (1.13). H

Como conseqüência direta do Teorema 1.3.1 temos, como caso particular, o seguinte

resultado bem conhecido obtido, independentemente, por Casten e Holland l71 e Matano

Corolário 1.3.1 .Sejam Q C IR um aberto ZÍmífado com Z)ardo ÕQ suada eÓ

um equilüdo não-constante do l)robtema

Í u, +.f(u), zC Q, t> 0

1. Ü ã> zcaQ, t20
Se Q é cozzuea;o, então é é {nstát;e/.

é(«)
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Demonstração. Considerando a função u = é,, na expressão (1.9) temos

.'",,.-;/. a(é,,y

Somando para l $ .7 5; .V tem-se }l:;:t Ql@zíl ' 2 /an }l,W l M da. Como a expressão

do integrando acima é a derivada normal da função l IV@lj2, da convexidade do domínio

e das condições de fronteira da função @, pelo Corolário 1.2.2 vem

>: o]ó,,] - ! .Á. â (jjV#'jj') d' $ O-

Pelo Teorema 1.1.1 obtemos o resultado enunciado

, l $.j S.v

Para finalizar, vamos observar que o problema (1.13) com coeâcientes constantes

pode ser tratado diretamente com mudança de variáveis, De fato, no resultado a seguir

mostramos como transformar (1.13) num problema do tipo considerado por Metano

1331 e Casten e Holland l71. Como a mudança de coordenadas só envolve homotetias, a

propriedade da convexidade do domínio não se altera.

Lema 1.3.1 EzÍste um di/eomor$smo © : ]RX ---> IRn' taZ que 3/ = @(z), em relação .zo

qual o problema (1.13) é dado por

(pÂ'c)l =

.nd. ã(Z/) c.«. Q

Aã + /({Z), g/ € Q, t > 0,

0, y C ÕQ, t > 0.

Demonstração. Como .D é uma matriz simétrica constante e positiva definida, então

existe uma matriz ortogonal P tal que prl)p = d ag{.Xi,.. . ,Àw} , onde .Àj > 0 é

autovalor de 1). Seja A = dáag {:;ii=:, . . , :;71iiT} . Consideremos o difeomorfismo linear
@ : ]Rw ---} ]Rw dado por

z/ = ©(aç) = PA z , Vz c ]RX

Nessas condições, observamos que, para cada .j, vale a" = )1,2r l i)vk .J&
l $ {,J $ N temos

Õnu .(- ÕnÜ PKiPtj

3-:a"i ÍE*õ -au- ~/X1'8

Portanto, para
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Assim, a expressão da divergência na equação (1.13) se escreve como

N ÇS2.. N , N «2;...

':«'-"' -= '«zx -E '« (iáhâx)
':«'",«' - E (â':'Ê) áã

Coma ÇPJ\ITDI..PNb -- NvPvDPh. segue

di«(-0V«u) (V,ã)

Considerando que a aplicação © é um difeomorfismo linear temos que se Q é convexo,

então Qt = ©(Q) também é convexo. Além disso, 'P leva o interior de Q no interior de Qt

e a fronteira de Q na fronteira de Qi. Vale também a seguinte condição V,.u = PAV3/ã
donde

g; - <"v«, -> - <..PAV«', '".ã> - <v,', i>
Vale, portanto, B(") = Ü(g/) Vz c ÕQ

1.4 Coeficientes Variáveis

Nesta seção vamos abordar o problema da estabilidade de equilíbrios não-constantes

para a equação (1.1) com coeficientes de difusão variáveis expressos na forma da matriz

diagona[ .D = -D(a) definida num aberto O C ]RX. Uma das razões para isso vem do fato

que se u = u(aç, t) é uma solução do problema:

(PNI
(.'(z)u,), + /(u), z C (0, 1) t > 0

«. (l, t)

então a função independente de 3/ definida por w(z,Z/,t)
problema

u(z, t) é uma solução do

'-', :l ::i::::li
(a'(z).«,), + (Z,:(g/)««,). + /(.«) , (z,y) C Q f >0

w,(l,Z/,t) = 0 , 0<y < 1, t> 0 ,

t«,(z,l,t) = 0 , 0<z < 1, f> 0 ,
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onde Q = (0, 1) x (0, 1). Além disso, para todo equilíbrio @ = Ó(z) de (PNI) a função

independente de g/ definida por q'(aç, y) = Ó(z) é um equilíbrio de (PN2). Se @ é instável

como equilíbrio de (PNI), então ® é instável como equilíbrio de (PN2). Portanto, al-

gumas das conclusões obtidas para as equações unidimensionais traduzem-se para os

problemas em dimensões mais altas como (PN2), por exemplo. Temos assim uma mo-

tivação para abordar os problemas análogos em dimensões maiores, tanto para os casos

em que o domínio Q é mais geral do que os blocos retangulares, quanto para os ca-

sos onde os coeficientes de difusividade não sejam constantes. Um outro motivo para

considerar situações desse tipo vem do problema escalar tratado em lranagida 1421 e do

resultado geométrico dado pelo Teorema 1.2.1.

Consideremos a equação

ê
div(0(z)Vu) + /(u), :« c Q, t > 0

<DVu, ã> = 0, z C ÕQ, t ? 0,
(1.15)

onde Q C ]RX um subconjunto aberto, conexo, limitado com bordo aQ de classe %'2,

./ : R ---} IR é uma função diferenciável e -D : Q ---+ SI(IK) é uma aplicação de

classe 'r2 que a cada z c Q associa uma .N x N matriz -D(3ç) = diagtd,. . .,dw}
positiva definida, isto é, para cada .j, as funções dj : Q --> ]R satisfazem dj(aç) 2 do > 0,

Vz C Q, ã = (ni, . . . , nw) indica o vedor normal exterior no ponto z € aQ e a expressão

gii = <-DVu, 6> :: >,j-l c6ujn.i indica a derivada co-normal de u em z C aQ.

Um equilíbrio de (1.15) é uma função é : õ classe %''(Q) n '#'(Q) satis-
fazendo o seguinte problema elíptico:

Í div(-0(z)V@)+ /(@) z c Q ,, .,~\ {1.101

1. <-0(z)V@,8> aQ. ~ '
0, zCQ
0, z € aQ.

Vamos estudar a estabilidade dos equilíbrios do problema (1.15) via estabilidade do

problema linear correspondente e, para tanto, precisamos avaliar o autovalor principal

do operador linear -g : H2(Q) ---+ L2(Q) dado por

..zl«l -di«(D(z)V«) - /'(@)« (1.17)

onde u c H2(Q) e satisfaz g 0 em aQ
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Consideremos o problema de auto-valores para o operador linearizado (1.17) expresso
por

.Í di«(O(«)v«) +/'(@)«+.x«
1. <-0 (z)Vu, ã>

Analogamente ao funcional definido em (1.9), consideremos o funcional Q : H: (Q) --> IR
dado por

(1.18)

.[«] - .Z (<-«,,«> - .'"@«') , «« ' «:w . o.:q
Para provar que um equilíbrios @ é estável precisamos mostrar que todos os autova-

lores do operador (1.17) têm parte real positiva o que não é uma tarefa fácil em geral.

Entretanto, para mostrar a instabilidade do equilíbrio @ basta mostrar que existe um
autovalor com parte real negativa. Como nos casos que estamos abordando os autova-

lores do operador linear .g são reais e obtidos por meio do funcional Q vamos explorar

algumas propriedades desse funcional e do fato de é ser uma função definida em Q

com propriedades geométricas no bordo aQ. Analogamente ao que foi feito no caso das

equações de coe6cientes constantes temos em mente usar as conclusões geométricas do

Teorema 1.2.1 para obter informações sobre o sinal do autovalor principal de .Z'. Se o

problema (1.15) admite um equilíbrio não-constante @ = Ó(z) podemos considerar, para

cada J, .j = 1, . . . , N, o funcional Q deânido em (1.19) calculado na função dj«'.,

'a]'.ó,,] - .ÁI <-u,ó,), 'w,:-',D> - /'ww,ó:))-« , : $ j $ '''
Pelos exemplos considerados por Yanagida 1421, no caso .V = 1, um dos aspectos que

interferem na estabilidade de equilíbrios é o sinal da segunda derivada dos coeficientes

de difusão das equações estudadas pelo autor. Para as equações em dimensões N ? 2

parece, então, ser razoável exigir uma condição análoga sobre a difusividade. Uma

condição referente à segunda derivada diz respeito, por exemplo, ao Laplaciano das

funções entradas da matriz 1). Esta é uma motivação para investigar a influência do

sinal do Laplaciano dos coeficientes da matriz -D sobre os equilíbrios do problema (1.15).

Na tarefa de estimar o sinal do funcional (2, os cálculos efetuados acima mostram que há

outras características que interferem na determinação da instabilidade de um equilíbrio
não-constante do problema dado no caso de dimensão N > 2. Essas características

referem-se às propriedades tanto geométricas quanto analíticas das funções de difusivi-

dade conforme veremos a seguir
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Como o problema de estabelecer os domínios convexos para os quais sda válida uma

generalização do resultado de Casten e Holland para equações com coeficientes variáveis

no caso geral é algo complicado, vamos nos restringir a alguns modelos de domínios

convexos quando N = 2 e .N = 3 de modo a se ter uma noção razoável da situação
e sem que isso comprometa a generalidade uma vez que, no caso geral, a situação é

análoga.

1.4.1 Caso Bidimensional

Consideremos, portanto, o problema

J u. = (.:(z,Z/)u,),+(Z,:(z,Z/)u,),+/(u), («,3/) CQ, t>0
1. B n:+Z,'u,n,=0, (z,Z/)CaQ, t20,

onde Q C R2 um subconjunto aberto, conexo, limitado com bordo aQ curva de classe

'ra, / : R ---} ]R é uma função diferenciável e -D : Q é uma aplicação de classe

'r2 que a cada z C Q associa uma 2 x 2 matriz .D(aç) = dias {a2(sç, g/), b2(aç, Z/)} positiva

definida. As funções a, b : Q --> R satisfazem a(z, 3/) 2 ao > 0, Z)(g, 3/) ? Z)o > 0 Va; C Q.

ã = (nl, n2) indica o vetor normal exterior no ponto (z, Z/) c aQ e a'u,ni + Z):u,n2 é a

expressão da derivada co-normal de u em (z, Z/) C 8Q. Como vimos no caso do estudo da

estabilidade do equilíbrio das equações com coeficientes constantes, o sinal do autovalor

principal foi decidido analisando o valor de uma expressão envolvendo o funcional Q.

No caso das equações com coeficientes variáveis, usaremos um argumento semelhante.

Para tanto estimamos o valor de uma expressão envolvendo Q usando algumas funções

particulares cujas propriedades são conhecidas.

Nessas condições, examinemos as expressões do funcional Q avaliado nas funções aÓ,

e b@., respectivamente. Para u = aé, temos

~t..«,] - .Á ( <-b",), 'b*,)> - ''QOh*,):)-«

Observamos que vale a seguinte propriedade div(u-DVu) = u div(Z)Vu) -- <1)Vu, Vu> ,

donde <DVu, Vu> = {div(-DV(u):) -- u div(-DVu) e, com isso, podemos escrever o
funcional como

(1.20)

0t«] - { .Á. â(«Od. C « (':«(-«) -* ''w«)
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./"loollll) vaia c,b -- t/rq/Z tlcllluõ

/
Da condição de equilíbrio do problema dado vem div(Z)Vé) + /(@) = 0 que, derivada

em relação a z e multiplicada por a2éz, resulta

«'é,di«(n,Vé) + «é,(. di«(-OVé,)) + /'(é)(.é.)'

Pelas propriedades do divergente temos

a'é,div(-0,Vé) + «é,(div(a.0V@,) - <nVé,, V«>) + /'(é)(.@,)'

donde vem

«'@.div(.0,Vé) - «é, <DVÓ,, V«>) + «é,(div(DV(aé,) - 0@,V«)) + /'(é) (.'é,)'

Indicando por E, o integrando da segunda integral em (1.21), da equação acima podemos
escrever

E, @.div(-0,V@) - aÓ. <-0Vé,, Va> - «é, div(@,DV«)

ot.ó,] - é: ZÊ(«é,)' + («:«(-(«",» -- /'Mh*,))-« . 0.'D

(1.22)

como

«'é,div(.0,V@) @,-0,V@) - <.0,Vé, V(«'é,)> ,

«é,div(é,.0Va) -0Va) <@,.0V«, V(«@,)> ,

<é,PV«, V('é,)> V., Va> @3 + «é, <DV«, Vé.>

substituindo na expressão (1.22), obtemos

X, (':é.O,V@) - ;di"(Ó:.OV':) - <VÓ, O,V("'#',)> + <.OV., V«> @:

Assim, a segunda integral da expressão (1.21) se escreve como

.Á', - Li< :é,.-,v@,ã> <ó:"v«',ã>l

+.Ál<.ov«, v«> ó: («'ó,), vé> 1.

Analogamente, a expressão do funcional Q calculado na função Z)é, é

/a['-'.] - ; . ::@«J' -- .z -@*J (-:«(-@*J -- ''@, ''*J)'«

(1.23)

(1.24)
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Para E, = --bé,(div(.OV(Z,é.))) + /'(Ó)(ÓÓ.y temos

X, (Z''ó,.O,VÓ) - àdi«(#'í-OVó') - <Vé, -0,V(Z''é«)> + <-OVÓ, VZ,> @:

donde

.Á:« - Ll<''ó««,'ó, > ;<ó:-':,'>l
+.ÁI <.ovz,, vz,> @: - <.o,v«,'éJ, vó> 1 .

Representando por E = Qla@,1 + (21óÓvl, temos

: - 't«-',] -'- ',[''««] - { Á: :i( <-*, '"> ) -- .Á (:. -- '«)

Usando as expressões (1.23) e (1.25), indicaremos E por

' - 4Z. l: ( <"'#, 'ó> ) -- ' <(''-',", -'- ''é,PI'#', *> - <"G':,.' -- -':v'D, ;> l
+ .Á l <ov., v.> óz + <.ovó, vó> @: - <.o,v(''é,) + o,v(z''#',), vé> l

(1.26)
No caso geral vale uma expressão correspondente, a saber,

, - 4Za. lâ(<-*,'-'>) --' < .;",,"«)'",-~

-- .Á IX <.,v.., v'.> ó:, - <E '.',,vüjé , vól l
(1.27)

Quando Q é um domínio limitado convexo e é : O --> R é tal que ê@ = 0 em aç2 então,
pelo Teorema 1.2.1 vale

Z(<-«,,«>) --, j*,,",J'*,.) - ("c":,'.p,«) ''
Se Q é um domínio limitado convexo com fronteira lisa por partes e @ : Q --> R tal

que gg :: 0 em aQ então, pelo Teorema 1.2.1, temos

C. lâ( <-", '«> ) -- ' 'j*,,",D».,,, *~

J

J J

J

(1.25)

D (>1: é:, va3 ) , ã

i>1: @:, v.?l < 0
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Portanto, quando o problema (1.20) for definido em domínios convexos do plano, a

determinação do sinal da expressão E = (21aé,l + Qbév reduzir-se-a à avaliação do sinal

da integral sobre Q dada em (1.26), para .N - 2. No caso geral a situação é análoga.

Indiquemos por / a integral sobre O da expressão (1.26), dada por

-r = .Z l <0Va, Va> é: + <-0Vb, VZ,> é: <-0,V(a'd'.) + n,V(Z''é«), V#'> 1 dz

Vamos analisar as expressões no integrando de -r no sentido de estabelecer algumas
relações entre os coeficientes de difusividade a, b que nos permitam decidir em que

condições se tem .r $ 0.

Para isso, observemos que

<ov«, v.> ó: + <-ovó, vó> ó: .:ó: + z,'«:é: + «'ó:é: + z,'z,:ó5

Além disso, da expressão <.D,V(a'@,) + .O,V(ó'é,), Vé> , temos

<.o,v(«'é,) , VÓ> ('').(a'@,),é,+(Z,'),(.'@..),é, ,

onde cada parcela pode ser desenvolvida de modo que se tenha

J' (''),(«:ó,),ó. «3ó3 + â(«('ó:y«,) - 'ó:«'"- ,

1. (z''),(«:é.),é« «,óó,@,é, + Ê(ó('Ó«)'z,,) - z,é:«''- -

Analogamente, para a parcela

2aa,Z,b,@g «'z,:@:

ÇDuN qba @uà,'yób ('').(ó:Ó,),Ó. +(z,:),(z,'é,),é, ,

temos,

J' (z'')«(z''#'«),é« - z''z,:éí + Ê(z'(z'ó,)'z'«) - óó:z':z,,«

l (a2)v(b2év),é, = 4aavbó,é,é, + á(a(b@v)2av) -- cz#'vb2a., -- 2aavbb,'#3

Substituindo essas expressões no integrando da expressão / obtemos

i- /l i.:«('*:-') -- ':«('*:-')i
-- .Á .«: (''«- -- ''««) -- '*: (.''- -- '''«)

+ 2.Á l(-,z'z'« + ó:«:)d'; - 4"«z,ó,ó,ó. + (-,z'ó. + «'ó:)#':
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l.Jsando o Teorema da Divergência podemos escrever

' .Z l«ó:g; + bé:ZI'ia + .Z l.@:("''- + b'.,,) + b@:("'ó- + ó'z,,,)ld"dz/

+ 2.Z l(ó'a: + aa.bb,)#': -- 4aa.Z,Z,,é,é, + (a'b: + aa.z,z,,)#':l dzdZ/ ,

onde âa = <.[)V'a,7}> = a2a n + b2avn2 e g5 = <.[)'V'b, n> = a2bznt + b2b3rn2.

Definindo as expressões .D6.a :: a2a:rz + b2ayz/ e l)Ab :: a2b=a + b2byy e a forma

quadrática <A(, (l> , € C R2, com a matriz .A = .À(z, 3/), (z, Z/) C Q, dada por

r Z,:a:+-,Z,b, -2-,óz,, l
\. 2aavbb. a2b: + aa,bb. 7

temos, em conseqüência, a seguinte expressão para a segunda integral .r de (1.26)

/
Como a instabilidade do equilíbrio é da equação (1.20) pode ser determinada pelo sinal

da expressão E os cálculos efetuados acima explicitaram as condições que permitem

enunciar e provar o teorema seguinte

1- Zl«ó:.oa..+ óóí.oa.z,l+ 2/l<.AV.#, vó> .(i.29)
Ç'Z L ' J ./ S'2

«*:93 -- '«:ZI '. --Q

(1.28)

Teorema 1.4.1 Sí#a @ um equãZ2üóo do Z)robZema rí.e09 onde Q C R2 é um domíháo

Zím fado conuezo com Z)ardo aQ uma curda de classe V'2 e Z) : Q -+ IMl2 (R) é uma matriz

dáagona/ saf s/acendo .DAa $ 0 e -Da.b $ 0 em Q, âa ? 0 e aó ? 0 em aQ e a /arma

quadrático de$nida Teta matriz À, de$nida em (1.28), satisfaz kU.,eb 'Ç Q e'm, çl T)ara.

todo e, € Wn . Nessa,s condições, se Ó é um equil(brio não-con,soante do problema (1.20),
então $ é instável.

Demonstração. Seja é um equilíbrio não-constante do problema (1.20) e considere a

expressão E = (21a#',l + Qlóé l dada em (1.26). Da convexidade do domínio Q, pelo

Teorema 1.2.1, 6rmula(1.12), temos que a primeira integral da expressão(1.26) é menor

que ou igual a zero. Quanto à segunda integral de (1.26), representada por /, os cálculos

efetuados acima mostram que podemos indicar / pela expressão (1.29). Pelas integrais

envolvidas na expressão de / e pelas hipóteses admitidas, temos que / é menor que ou

igual a zero, donde concluímos que

= Qlaé,l + QIZ,@,l 5; 0
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Dessa desigualdade segue a instabilidade de é como equilíbrio da equação dada

A seguir temos vários exemplos de problemas com coeficientes de difusão variáveis,

definidos em domínios convexos do plano para os quais valem as conclusões do Teorema
1.4.1

Corolário 1.4.1 Consideremos um domáháo Zám fado conuezo Q dado por

Ç2 = {(z,y) € ]R: ; .f:(z) < Z/ < /2(z) ; c < :« < d}

onde ./'i,/2 : lc,ól --} ]R são /uniões de c/asse 'r2. Sqa a : lc,al --} R de classe 'r2 taJ

q«e «"(z) $ 0, «'(z)./;(z) $ 0 e «'(z).f{(z) 2 0 p«« t.do « .m lc, ól. .Ness.. «ndáç'",
se Ó é um equàlúrào não-constante do l)roblema

J u. = (''(z)&,),+u,,+/(u), (z,y)cQ, t>o,
1. ã = «'(z)u,n:+u,n,=0, (z,Z/)eÕQ, t>0

então, Ó é instável.

Demonstração. Admitamos que @ seja um equilíbrio não-constante do problema dado

e consideremos a expressão E = (21aé,l + Qlévl correspondente, conforme (1.26). Como

Q é convexo com a fronteira aç2 lisa por partes, pelo Teorema 1.2.1, fórmula (1.12), a

primeira integral da expressão (1.26) é menor que ou igual a zero. Resta decidir o sinal

da segunda integral. Para tanto vamos utilizar a expressão (1.29). Pelas hipóteses temos

.DAa = a2a,, + b2az/. = a2a., em Q

l)a.b :: a2óa, +b2bz/z/ = 0 em Q,

âa (Z2a 7Z +b2(zVzz2 = a2clz7z em af2,

2 = a2ó.ni +Z)'b«n2 = 0 em a(2

Como a matriz A é identicamente nula em Q a forma quadrático definida é nula e, assim,

a expressão (1.29) reduz-se a

l .,.d.- l -d:''.,-«*da.
JQ JÕQ

Por hipótese, a- 5; 0 em Q donde vem /n aa-(a@,)2dz 5; 0 . Para concluir que / $ 0

resta obter /an a@3a2a n:do 2 0 . Para tanto, consideremos

l .©:.'.,«*a. -'}.,
Jan i:Í 'a'*

4

a'P: 'z'a,n:da,
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onde af) = al12t U õç22 U a(23 u a(24

Consideremos, por exemplo, o caso de um domínio Q delimitado pelos gráficos das

funções /i e /2, conforme mostra a figura (1.1).

y=f:(x)

y=f.(xl

Figura 1.1: Domínio convexo delimitado por /i e /2

Sejam ÕQi = {(d,3/); /i(d) $ g/ $ /a(d)} com vetor normal exterior dado por

ã = (1, 0) e aQ; = {(c, /:(') + /2(.) -- 3/); .f:(c) 5; 3/ $ /2(c)} com vetor «rmal exterior

ã = (--1, 0). Pelas condições de fronteira do problema temos a'(d)@,(d, 3/) = 0 em aQ:

e --a'(c)Ó,(c, Z/) = 0 em aQ; donde segue

l «e:aa.,,.*d.= 1 «e:a2a,n:da
JâQi Ja 3

Temos assim,

l -e:aa..n:d. .,n:d.-+ l -.Êaa.,,«.d.
./ aç2 J aç22 ./ aQ4

Considerando ' : lc, al --> R: dada por '(z) = (c+ d -- a, /2 (c+ d -- ]ç)), c < sç < d, temos

{(c + d - ., /2(c + d - «)); c $ a; $ d}

com vetor normal exterior dado por

cllRF(-.a('+'í-"), i) c< g < d

Neste caso,

«'#:«'.,n:da =/ «(z)@:(''(z)).'(a)l-.'(:«)./;(z)ld:«
Q2 ./ c/

d
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Como a'.H $ o em (c, d) temos .b.:#ó:a'a.nada 2 0
Analogamente, para aQ4 = {(z, .ft(z)); c $ z $ d} com vetou normal exterior

:!:==(/í(«), -1)
'l + (/{)' '

j c 5; z $ d,

temos
d

/ aé:a'a.n:da = / a(z)é:('y(z))a'(z)la'(z)/{(z)jdz
./aQ4 Jc

Como a'(z)/Í(aç) ? 0 vem que .Êç2óa'é3 .nada ?0

Dos resultados acima temos que E = Qlaé,l+Qlé,l $ 0 , donde segue a instabilidade

do equilíbrio @.

De maneira análoga podemos enunciar e provar o seguinte teorema

Corolário 1.4.2 Cozzs detemos um domÍháo Zámãtado conuezo Q dado f)or

Q {(z, Z/) C Re ;g:(3/) < , < g,(Z/) ; P < y < q}

07zde gt, g2 : ip, çl --> ]R sao yunçoes de c/asse (g'2. Sqa b : ip, çl --> ]R de classe '#'2 taZ que

b"(Z/) $ 0, Ó'(Z/)pl,(y) $ 0 . b'(z/)g{(g/) 2 0 p«« tod. 3/ em b, çl. Nes«. condiçõe., '. @

é um equã/züMo não-constante do proa/ema

então, + é instáuet.

(P.v)
".(Z,'(3/)u,), +/(u) ,(z,g/) C Q, t >0

& = u,n-+b'(Z/)u,n2=0, (z,y)CaQ, t>0

Demonstração. A prova é análoga à do Corolário 1.4.1 considerando E :: Ql@,l +
Qló'Évl na expressão (1.26) e levando em consideração que, pelo Teorema 1.2.1, a primeira

integral da expressão é menor que ou igual a zero e que a segunda integral reduz-se a

i- l b©bab,,dz b.qbab,n,da
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Clorolário 1.4.3 (consideremos um domÍháo JámÍtado conuezo ç2 dado por

Q {(aç,3/) c R2 l c < z < d, p < z/ < q }

Soam a : lc, al --> R e b : b, çl -.} ]R de classe %'' tais que a"(z) $ 0 em lc, al e b"(Z/) $ 0
em b, çl. .Nessas condições, se é é um equiZzado não-constante do problema

então, Ó é {nstáuel.

(P.N)
u* =(a:(z)u,),+(Z,:(Z/)u,),+/(u) ,(z,y) C Q, t> 0,

B = a'(z)u,n: +Z,'(3/)u,n2 = 0 , (z,Z/) C aQ, t >0

Demonstração. Clonsideremos a expressão E = Qlaé,l + Qlóé,l dada em (1.26) onde

/ - /l l.@:«'.,, + z,Ó:z,:ó,.l '« - /.. l«'#:.'«,«: + z,Ó:z,'ó,":l -a
JQ ' J ./ÕQ L '

Cromo o domínio Q é um convexo com bordo liso por partes sabemos que a integral sobre

õç2 é menor que ou igual a zero. Como é é um equilíbrio do problema, notamos que a

integral sobre aQ da expressão / acima é nula. Além disso, por hipótese também temos

a.. $ 0 e b,, $ 0, donde -r 5; 0 e, conseqüentemente, E 5; 0 donde segue a instabilidade

do equilíbrio é. H

Observação 1.4.1 Analisemos as condições do Clorolário 1.4.1 onde o domínio convexo

Q é delimitado pelas regas verticais z ;: c, z = d e pelos gráficos das funções /1, /2

lc, al -+ IR, de classe 'é'2, onde a difusividade a : lc, ól --} IR é de classe %'2 satisfazendo

a"(a) $ 0, «'(z).8(z) $ 0 e a'(z)/{(z) 2 0 para todo z em lc, al.

Pela convexidade de O temos que ./';' .$ 0 e que /{' ? 0 em lc, al. No caso em que .fi

e /2 são monótonas temos quatro possibilidades distintas.

(a). /Í 5; 0 e ./; ? 0, como na figura (1.1). Nesse caso, pela hipóteses a'.H $ 0 e a'/Í 2 0
temos que a' $ 0. Como a" $ 0 vem que a deve ser uma função não-crescente com

concavidade voltada para baixo. Como exemplos de funções com essas características

temos a(z) = mz + n, m < 0, satisfazendo md + n > 0 e a(z) = M + log(l + d -- z)

com À4 > 0.

(b). /{ 2 0 e /; $ 0 Nesse caso, pela hipóteses a'/; $ 0 e a'./{ 2 0 temos que a' ? 0.
De a" $ 0, vem que a deve ser uma função não-decrescente com concavidade voltada
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para baixo. Como exemplos temos a(n) = ma + n, m > 0, satisfazendo mc + n > 0 e

a(z) + log(l + z - c) com M > 0.

(c). /i 2 0 e /; 2: 0 Nesse caso, pela hipóteses a'.H $ 0 e a'.f: ? 0 temos que a' $ 0 e
que a' 2 0. Portanto, a' = 0 e a é constante.

(d). Analogamente ao caso (c), se .fÍ $ 0 e ./; $ 0, temos que a é constante.

Por outro lado, no caso em que ./i é constante e /2 não é monótona pelas hipóteses

do Clorolário 1.4.1 devemos ter a' $ 0 onde /l; ? 0 e a' ? 0 onde ./; 5; 0. Nesse caso, a

condição a" 5; 0 indica que a deve ser uma função constante.

Analogamente, no caso em que /2 é constante e .ft não é monótona pelas hipóteses

do Corolário 1.4.1 devemos ter a' .$ 0 onde /l; 5; 0 e a' 2 0 onde /1; 2 0. Nesse caso, a
condição a" $ 0 é indica que a deve ser constante.

Pela discussão acima concluímos que, se Q é um domínio convexo delimitado pelas

retas verticais z = c, z = d e pelos gráficos da função convexa 3/ = /2(a;) e da função

côncava 3/ = /i(z), não monótonas, então uma função a satisfazendo as hipóteses do
Corolário 1.4.1 deve ser constante.

Valem observações análogas para o caso do Corolário 1.4.2.

(corolário 1.4.4 S(ga g : lc,dl --} b,çl uma /unção de classe 'r2 fa/ que g' > 0 em

(c,d) e seja h : b, çl --> lc,al sua nuersa. (.7onsáderemos um domháo Jãmifado conuezo

Q dado por

Q={(z,3/)cR' ;c<z<'í, p<g/<g(z)}

Soam a : lc,dl --> R e b : b,çl --} ]R de classe %': tais que a"(sç) 5; 0 em lc,al e
b"(g/) $ 0 '«. b,çl e, aZé«. di«o, «'g' $ 0 e Z,'h' $ 0 em ««. «spect uos domúios.

Nessas condições, se # é um equitüüo não-co'restante do problema

l ut
(p.v)- l =

ente,o, $ é i'n.stáuet

(a'(z)u,),+(b'(Z/)u,).+/(u) ,(z,y) C Q, t > 0 ,

a:('ç)u,n: + b'(3/)u,n2 = 0 , (z,Z/) € aQ, t >0

Demonstração.

Como o domínio é convexo já sabemos o sinal da primeira integral de (1.26) para

a expressão E = Qla@,l + Qló@.l. Quanto à segunda integral de (1.26), pela Mrmula
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(1.29), podemos escrever

J çd:.'«--+õe,p' à J ç'ü''«,«*-+b©P'b,"4a'
Com as hipóteses a., $ 0 e bvv $ 0 a primeira integral da expressão acima é menor que

ou igual a zero.

y

P
y=g(x)

q

C d x

Figura 1.2: Exemplo de domínio convexo

Considerando ÕQ := Qt U aQ2 U aQ3 temos:

Em aQ: = {(z,p); c 5; :« $ d} o vedor normal exterior é ã = (0,--1) e, nesse caso,

temos .Ê.: «é3":",n:

Em aç22 = {(d, y); p $ 3/ $ g(d)} o vedor normal exterior é ã = (1, 0). Pela condição de

fronteira do equilíbrio temos a2(d)é,(d, 3/) = 0, donde /an, aé2a2a,n: = 0

Em 8Q3 = {(c + d -- #,g(c + d -- z)); c < iç < d} o vedor normal exterior é ã =

Tt.7(--p'(z), 1), donde

l .'Ü''«,n* (-«.g'(«»d" ,
JaQs Jc

a qual, por hipótese é menor que ou igual a zero. Com isso, temos /naÓ2a2a.. --
.Ê. «'#:a'",,': $ 0

Analogamente, obtemos /n béÍb2bv -- /an ó@2b2b,n2 $ 0. Dessas considerações obte-

mos E = Qla@,l + Qlbévl $ 0 donde segue a instabilidade do equilíbrio @ . H

d

Observação 1.4.2 No caso em que a matriz dos coeficientes de difusividades é dada
por

Z)(z, g/) = diáRIa'(3/), b'(z)}
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com a função a dependendo somente de 3/ e a função b dependendo somente de z, a
matriz .Á é dada por

A. lr' b'a: -2aa.Z,b,
\. --2aaz/ób. a2b:

Nas hipóteses do Teorema 1.4.1 temos que a matriz .À deve ser negativa semi-definida,

donde, devem valer as seguintes desigualdades

Í z,'.g $ o
'l «:ó? 5; .

l deLA ? 0

Nessas condições, para que as hipóteses do Teorema 1.4.1 estejam verificadas as funções

difusividade a e b devem ser constantes

1.4.2 O caso tridimensional

Consideremos o sistema representado por

onde Q C ]R3 é um domínio limitado cujo bordo aQ é uma superfície lisa por partes,( de

classe '#'2 por partes.) Neste caso, a matriz dos coeficientes de difusividade é dada por

.D(z,3/,z) = diáRIa'(z,Z/,z),b'(z,z/,z),c'(z,3/,z)} onde a,ó,c : n --+ ]R são funções

positivas de c]asse 'é'2. e / : R ---} ]R é uma função de classe V'i, ã indica o vetor normal

exterior no ponto (z,Z/,z) c aQ e a" = <.DVu,ã> a derivada co-normal de u em aQ
indicadas)or

B
di«(-0(z,z/,z)Vu)+/(u),(z,3/,z) c Q t >o
<.DVu, ã> = 0, z C ÕQ, t > 0,

(1.30)

g; = <.ovu, ã> = .z:ó,ni + ó'ó,n, + c'#',n3

com ã = (n:, n,, n:).

Vamos analisar o sinal da expressão (1.27) que, para iN = 3, é representada por

E é,l+ QIÓÓ.l+ QI.é,l.

Como interessa-nos abordar o caso das equações definidas em domínios convexos o

sinal da primeira das integrais em (1.27) já é conhecido. Portanto, vamos estudar o sinal
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da segunda integral dessa expressão, a saber,

-r - .Á l<-ov«,v.>ó:+<Dvz,,vb> : +<nv.,v >ó:l

- 1.. ( k',V 02 +z) -* 0.V @Óà + D,'7 «2 .$, B,-Vâ
Das três parcelas do integrando da primeira integral de / em (1.31) temos

<-«, '.> .«3 - (.'(.,y -- ''bJ' -'- .'(«J') @3

<-ovz,, vz,> @: - (''(z,,)' + z''(z',)' + ':(z',y)Ó:

<.0V., Vc> @: -(.'(.,)'+ Z''('«)' + ''(',):)é:
tro lado, para cada parcela da segunda integral de / podemos escrever

<.o,V(a'é.), v@> («'),(''é,),Ó, + (Z,'),(a'é,),é, + (c'),(''é,),é, ,

donde obtemos

Í (.'),(«:@.).ó, ó: + á('('ó,P«,) - '@3«'"- ,

l (b2),(a2é,)v@ir = 4Z)b.aav@,év + Éi(b(aé31)2bz) -- ó@2a2b,, -- 2aa,bb.@Í -- a2b3é$

1. (c2),(a2@a)z#'z :: 4cc,aa,Ó,é, + :ã(c(aé,)2cz) -- cé2a2c,, -- 2aa,cc,é: -- ci2c2é2

Analogamente, escrevemos

<-0,V(Ó'@,)Vé> (.'),(b'@,),Ó, + (Z,:)(Ó:é«)«é, + (c'),(b:@«),é, ,

donde, cada uma das parcelas se escreve como

Í (a2)«(b2éy)=ér = 4aapbb,@,éviã(a(bév)2av) -- aé2b2avv -- 2aairbbv@: -- ó2a:Ó:

'l (z'')(z''d',),d'« + â(z'(z'#',)'ó«) - z'd'ÍÓ''"

1. (c2)v(b2év)zé, = 4ccvbb;é3ré, + iÊ(c(bé,)2cv) -- c«'2b2cz/v -- 2bb cc3ré: -- b2c3@:

Por ou

(1.31)

<.0,V(c'é,), Vé> = («'),(c'é,),@, + (Z,')(c'@,),@, + (''),(c:Ó;),Ó,

onde cada parcela se expressa como

Í (a2),(c2é,),é, = 4aa,cc,@,#', + ii(a(c@,)2a,) -- aé2c2a,, -- 2aa,cc,é: -- c2a:é:

l (b2):(c2d',)vév = 4bb,ccvévé, + Ê(b(c@v)2b,) -- b#'2c2b« -- 2bb;cc,ég -- c2b:@:

l (d),(dÓ,),é, + â(c(cé;)'',) - '@?Pc

e

Z
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Finalmente, com as expressões obtidas nas manipulações acima podemos escrever as

integrais da Mrmula (1.31) alternativamente como

/
+ /. la@3-oa.a + z,@:-oAb + cé:.oa.cl + 2 /l <.ÀVé, vé>./QL ' J ../Q

onde estamos considerando as seguintes expressões .D6.a = a2aza + ó2a#y +c2a,,, .D,hZ) ::

a2baça +b2b3rv +c2bzz, e D.6.c = a2cza + b2cZ/v + c2c,,. A forma quadrático <.Ae, e> e definida
para todo (]ç, g/, z) C Q e todo € C R3 , com a matriz .À é dada por

aaVbbZr + aa,cc, + b2a: + i?o2 --2aaybbz

--2aaybbz aaabbz + bbzcc, + a2b: + c2b:

-- 2aazccz 2bbzccy

i- - .*:: -- '*;g: -- .«:g: da
Q

(1.32)

--2aa,cca \

--2bbzccy l

aa=cc, + bbVccV + a2c3b2dV ./
(1.33)

De maneira análoga ao caso bidimensional podemos enunciar e provar o seguinte
teorema

Teorema 1.4.2 Selva @ um equíZzZráo do problema rí.309 onde Q C ]R3 é um domáhÍo

Zám fado conuezo com bordo aQ uma superlf2'cie de classe 'r2 por partes e .D : Q --> Mls (R)

é uma. 'm,atroz dia.gona] satisjaze'n,do üs seg'vintes conde,ções: Db.a 'g ç], Dbb $ Q e

DAc $ 0 em Q, âa ? 0, ab ã 0 e õb ã 0 em Q e a /arma quadrát ca de$náda

reza malha .A, dada pe/a expressão r.í.SSJ, salas/az <.À.S,{> < 0 em Q, V( C R3. ]\nessas

condições, se + é um equitürio não-consta'nte do probl,ema (1.30), então @ é instável.

Demonstração. A demonstração é análoga à do caso bidimensional e será omitida

Alguns exemplos de problemas com difusividades variáveis deânidos em domínios

convexos do espaço ]R3 são dados conforme o corolário seguinte.

Corolário 1.4.5 Seja

Q {(z, 3/, ;) € 1R3; . < z < d, m < y < n, ./':(z) < . < /2(z)}

onde /i, /2 : lc, d '--.> ]R são /uniões de c/asse 'r2. Seja a : lc, al --} IR de c/asse 'r2 fa/

qu. ." 5; 0 , e a'.8 5; 0 . «'.fÍ ? 0 .«. (c,d) . ]Vess« co«dÍções, « é é «. eq«i/zZóo
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nâo-cozzstanfe do problema

.Í u. =(.'u,),+u«+a-+/(u),(Z,3/,,)CQ, t>0,
1. g = a'.',,':+.',,'2+'.,n3=0 , (z,y,z) CaQ, t>0

então, @ é instável.

Demonstração. Seja é equilíbrio não-constante do problema dado. Como o domínio é

convexo com fronteira lisa por partes, do Teorema 1.2.1, segue que a primeira integral da

expressão (1.27), onde, E = Qlaé,l + Ql@Srl + C?lé,l, é menor que ou igual a zero. Pelas

condições do problema, a matriz .A definida em (1.33) é nula, donde a forma quadrático

associada também é nula e, nesse caso, a segunda integral da expressão E, segundo a

fórmula (1.32), é dada por

l .-d«- l «©:aaa.,.:d.

Como a" $ 0 a primeira das integrais de / é menor que ou igual a zero. Quanto ao sinal

da segunda integral observamos que a fronteira aQ se decompõe como

aQt U aQ2 U ÕQs U aQ4 U ans U ÕQ6

Em 8Qi = {(d, Z/,z); m < y < n, .fl(z) < z < /2(aç)} o vetor normal exterior é ã =

(1, 0, 0) e, pela condição de fronteira, a2(d)@',(d, Z/,z) = 0, donde, /an: aé:a2a,n: - 0.

A"logamente, em ÕQ2 = {(c,3/,z);m < g/ < n, /-(z) < z < /2(z)} o vetar normal

exterior é ã = (--1, 0, 0) e pela condição de fronteira, temos Jm, aé2a2a.n: - 0.

Em aQ3 ' {(z,m,z), c < :« < d, /-(z) < z < /2(,ç)} e em aQ4 = {(z,n,z), c < :« <

d, /:(a) < ; < /2(z)} temos ã = (0, 1,0) e ã (0, --1,0) respecti"me«te, os vetores

normais exteriores. Em cada um dos casos ni = 0 donde temos

l .d;''':.,«* - l «.ã.p.,«,:- Q
J8Qs ./ÕQ4

Em aQõ = {(z,y,z); c < z < d, m < 3/ < n, z = /2(z)} o vetar normal exterior

é ã = -7i:#.:a(--./;,0, 1) e, relativamente à parametrização a = (z,3/,/(z)), c < z <

d, m < y < n temos
2

da x g;iid«dz/
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Como, por hipótese, a'/l; $ 0 vem

J.. ".ü'?..«:'. - .[ .] «e:.' \-d©.fbM\ü«au >

Analogamente, em aQ6 = {(sç, y, z); c < z < d, m < 3/ < n, z = /i(a)} com a hipótese

a'/Í ? 0 concluímos que

l «Ó2=.'«.n: 'ZO

C?la@,l + Ql@v1 + (21é,l $ 0, donde segue a instabilidade doe, com isso, temos E

equilíbrio é

Para finalizar esta seção comentámos que, no caso geral, para a determinação da
instabilidade de equilíbrios de problemas de6nidos em domínios limitados convexos do

]Ra, a análise do sinal da expressão E dada em (1.27) depende somente do sinal da

integral / sobre Q. Generalizando o que foi feito para N = 2 e .N = 3, essa integral pode

ser expressa, por

/
onde as expressões .Áa.aj, l $ .j 5; .N, e a forma quadrático <AVé, Vé> são definidas

de maneira análoga à dos casos considerados. Podemos assim, generalizar os resultados

obtidos para os casos particulares tratados acima.

1- Z.; .,.:, k -- Z}: aj-DAaj + 2 *NN@,'qóà
J

1.5 Coeficientes do Tipo k(aç)/w

Na perspectiva de estudar a influência dos coeficientes de difusão sobre a estabilidade dos

equilíbrios da equação (1.1), vamos considerar o caso em que a matriz dos coeficientes

é da forma .A(a) = k(z)/w onde /x indica a matriz identidade de ordem N.

Se.ja o problema para as equações com coeficientes variáveis do tipo

onde Q c IRX um subconjunto aberto, conexo, limitado com a fronteira aQ de classe

'r2 / : R ---} R é uma função diferenciável satisfazendo condições para que o problema

B
div(k(z)Vu) + .f(u), z c Q t > 0 ,

<Vu, ã> = 0, # C ÕÇ2, t 2 0 ,
(1.34)
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(1.34) sda bem posto e que a solução pertença à classe de regularidade adequada,

X; : Q ---> ]R é uma aplicação de classe 'r2, k(z) 2: ko > 0, para todo z C Q, ã indica o

vedor normal exterior no ponto z c an e gl{ = <Vu,ã> indica a derivada normal de u
emõQ.

Seja @ : Q --} ]R um equilíbrio não-constante de (1.34) e consideremos o operador

linearizado em torno de #' dado por -glt"l = --div(k(aç)Vu') -- /'(Ó)w, u' € H'(Q),
g: :: 0 em aQ. A fim de determinar a instabilidade do equilíbrio @, vamos estimar
o sinal do autovalor principal do operador .g. Para tanto, consideremos o funcional
quadrático Q : H:(Q) --} ]R dado por

Qlul(«)llv«'ll' -/'(@)"'), v« c n.:(o)

Vamos escolher alguma funções com propriedades conhecidas a partir das quais

possamos estabelecer condições para a avaliação do sinal do autovalor principal de

..g por meio de uma expressão envolvendo o funcional (2. Como div(uk(aç)Vu)
u div(k(aç)Vu) + A(aç) l Vull: podemos re-escrever

~t«] - .Á (':«@(«)«"«) @(«)»«) - ''@«')'« ,

donde

''«, - ; Â *.,,g-« - z (« ':«'"'.'««, * '''«,«')-«

Para cada .j, l $ .j $ .V, consideremos o valor do funcional C2 na função u = ézj

''",,: - ; L *.«,qf'. - .Á (",,':«'*'«'»*,,, -- '''*,*:,)'« . ':.",
Da condição de equilíbrio div(k(z)V@) + /(@) = 0, derivando em relação a zj, vem

div(k.,Vé) + div(kV@,,) + /'(@)é,, = 0, donde segue

-é,,div(kVd',,) - /'(é)#':, @,,di«(k,,Vé) ,

di«ló,,t,,VÓ) VÓ, VÓ,,> ,

':«(é,,*,,,é) (llv@ll')

Desse modo, para cada .j, podemos expressar

-*,,-:«a'*,D - ''w*:, - .:«("..*.,,*) - ;á (*,, ll'.íi') -- ;li'.'ii'*,,,,
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Portanto, para cada .j, l $ .j 5; N, a segunda integral na expressão (1.35) é dada por

.Á 1.:«(* * ',*) (*,.il»*li') -'' ;ii'',li'*,,,,l
Usando o Teorema da Divergência escrevemos essa integral como

.Z.',,*,,gg -- Z. l- ;;l(*..ii'«i -- ;i i'*,,,,l

Finalmente, da condição de equilíbrio do problema (1.34) temos ãã = 0 em aQ donde
podemos escrever

-;/É(*., '* ') *;/ '* '*,,,,
Com os resultados obtidos acima, para cada .j, podemos reescrever a expressão (1.35)
como

'a]Ó,,] - ; .Á. k(«)2%;fd''' - ; .Z ãta,, l IVél io + ! .Z llVé

Somando em .j

EetÓ,,l - liZ.k(«)eq=Wd.- - ! .Ádi«alV iiV -- ; .Z jjV@jj'Z\k.

l $ .j $ .v.

Mais uma aplicação do Teorema da Divergência na segunda integral da expressão acima
nos dá

EOtÓ,,t - {.Á.A(«)ioiV li d.'- ;.Á iiVóli'g$+;.ZjjVójj'.ak. o.30

A expressão (1.36) será bastante útil no estudo da instabilidade dos equilíbrios do

problema (1.34), uma vez que a análise dos sinais dos autovalores do operador linearizado

.# pode ser reduzido ao estudo dos sinais das integrais dessa expressão. Por (1.36)

percebemos a influência da propriedade geométrica do domínio uma vez que, quando o

domínio Q é convexo a primeira integral da expressão é menor que ou igual a zero. Além

disso, também estão presentes na expressão, as condições sobre a função difusividade k.
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1.6 O Problema EscalarlHleterogêneo

Seja o problema definido num intervalo Q fixado da neta que, pelo fato de ser convexo,

essa particularidade geométrica do domínio não será uma propriedade que vá inter-

ferir no resultado a ser obtido. Em Smoller 1391 e em Smoller e Wassermann 1401, por

exemplo, são consideradas equações definidas no intervalo (--Z, Z) com difusividades cons-

tantes e são estudados problemas de bifurcação usando o comprimento Z do intervalo Q

como parâmetro. Nosso enfoque aqui será sobre a influência da concavidade da função

difusividade sobre a estabilidade dos equilíbrios não-constantes da equação dada.

Consideremos o seguinte problema de valor de fronteira

(a(z)u.), + /(u), z C Q , t > 0
u,(/,f) = 0, t > 0,

(1.37)

onde Q = (0, Z) c R, a : Q ---> ]R é uma função de classe '#' satisfazendo a(z) 2 ao > 0

para todo z C Q e / : ]R ---} ]R é uma função de classe 'ri

Sda é : Q ---} R um equilíbrio não constante de (1.37), isto é, @ = @(z) é solução

do seguinte problema

(«(«)é,), + /(é)
@'(o)

0, 0<z <Z

0.

O operador linear correspondente ao equilíbrio é é dado por .2'lul = --(au'y /'(Ó)u

para u C H'(Q) satisfazendo u'(0) = 0 e u'(Z) = 0. Para o estudo do sinal dos autovalores

do operador linear temos a forma quadrático definida por

<2'lul, u> (-'y + /'(é)u) .

Usando uma integração por partes obtemos a expressão

-«('u')l. +/(«(«')' - .f'(é)«').
u /n

.C(a(u')' -- /'(Ó)u'), u C H:(0,Z), temos, em

!

0

Z

<.#lul, «>

Definindo o funcional (2 por Qlul

consequencta,

Q[«] <..Flui,u> ,v u c n'(o,/), u'(o) «'(/) (1.38)
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Em particular, considerando um equilíbrio não constante @
temos

@(z) do sistema (1.37)

Qw\ - .l -# b..ón' -- j' @ó' )a«

Da condição de equilíbrio (a@'y + /(é) = 0 vem

(a@") + «'é' + /(@)

Derivando mais uma vez a expressão obtemos

(«é"y + («'ó'v + /'(ó)ó'

multiplicando por @' podemos escrever

ó' [(«ó"y + /'(é)é'] é'(a'é'y d' ç01 )a -} d d@"

Portanto,

Q[@'] .c ('"(@')' + ''@'@")

.H ."(ó')' + ! .a '' ((ó'pr
{ .H «" (.«'y -- { .G (.'@0'y

Substituindo em (1.38), temos

~[','] - ;.(""y l -- {wo'«' l -- ; .Z: .«wo:

Notamos que, para o caso N = 1, a expressão (1.36) é afetada pelas características

geométricas unidimensionais do domínio e pelas propriedades das funções definidas em

intervalos da reta. E imediato verificar que
1 / \ /iZ

': - ;.(d (@'(«»'y l - . ,
e

/2 ' ã''(")(@'(")): . - 0

Quando a difusividade a satisfaz a"(z) 5; 0 em (0, J) então temos

.r; = ; / a"(]ç) (é'(z))* dz 5; 0.

Nessas condições, temos Qlé'l = /i + /2 + /3 $ 0.
Tendo em vista a discussão feita acima e pelo Teorema 1.1.1 temos o seguinte

/

0
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Teorema 1.6.1 Se @ = Ó(z) é u«. eq«ãZzüráo não-consta«te de r-Z.379 e se a"(z) $ 0

para todo # em ç2, então @ é ãnstáueZ.

Observação 1.6.1 0 resultado acima aparece em Chipot e bale l91 com a hipótese de

que a"(aç) $ 0 em Q e em I'anagida 1421 que obtém um resultado um pouco mais geral

uma vez que exige a"(z) $ 2a ' Esses resultados representam uma generalização, no

caso N :: 1, do resultado de Chafee l81. Notamos ainda que Yanagida mostra que, para

a equação ut = (a'(z)u.), + /(u), 0 < z < 1, a existência de um ponto zo C (0, 1) tal
que a"(ao) > 0 permite de6nir uma função / : R ---} ]R de modo que a equação dada

admita um equilíbrio não-constante, é : (0, 1) -+ ]& estável.

1.7 Domínios Convexos

Consideremos o problema da estabilidade dos equilíbrios da equação (1.34) nos casos em

que o domínio de definição Q C ]Rw é um subconjunto convexo limitado com bordo aQ

suave. Queremos determinar condições sobre a função difusividade k de modo possamos

garantir, para domínios convexos dados, a instabilidade de equilíbrios não-constantes do

problema (1.34). Talvez a colocação do problema num aspecto mais geral seria propor

uma questão do tipo:

Z)aços um domíháo Q conuezo e / : R --} ]R não-conueza para quais /uniões

dif'usiuidade k podemos a$1mar que todo aqui\brio não-constante Ó do problema

(Í.34) é instá«t?

Parte da resposta a essa questão pode ser obtida analisando os sinais das integrais

da expressão (1.36). As três integrais que compõem a expressão (1.36) revelam uma

estreita influência das características geométricas do domínio Q e do equilíbrio @ sobre

a estabilidade do equilíbrio. De certa forma essa influência já foi explorada quando

abordamos o caso das equações com coeficientes constantes. No caso das equações com

coeficientes variáveis um resultado no sentido de explorar esse tipo de influência vem do

fato de que se Q é um domínio convexo, então, pelo Corolário 1.2.2, a primeira integral

da expressão (1.36) é menor que ou igual a zero.

Uma vez determinado um tipo de domínio Q o sinal da primeira integral é conhecido.

Várias considerações sobre os integrandos das duas outras integrais que compõem a



A equação em meio heterogêneo 41

expressão (1.36) podem ser feitas no sentido de determinar o seu sinal. Como estamos

interessados em estabelecer condições sobre a difusividade k, uma primeira tentativa

seria exigir que os respectivos integrandos fossem negativos ou nulos. Nessas condições,

deveríamos ter Ak $ 0 em Q e ak ? 0 em aQ. Da primeira condição sobre k em Q viria

a.k < O

Mas, essa situação implicaria

o que, para se compatibilizar com a condição imposta para k em aQ levaria a admitir

gâ = 0 em aQ. Assim, numa primeira abordagem, as exigências acima indicam que, para

que as integrais satisfaçam as desigualdades estabelecidas seria suficiente impor que a

função difusividade k satisfizesse as seguintes condições

Q

$ 0,emQ
= 0,emaQ

Nesse caso, as funções k que verificam as condições acima são super-harmónicas em Q

com derivadas normais nulas em aQ. Ora, nessa situação, a condição de fronteira implica

/an ak = /n Ak = 0. Como Ak é contínua e satisfaz Ak $ 0 em Q devemos ter a.k = 0,
donde segue que k deve ser constante. Esta é precisamente a situação considerada por

Metano 1331 e Casten e Holland l71.

Observamos que, em comparação com o caso de coeficientes variáveis dados pela

matriz diagonal .D, o caso presente é mais restritivo. Num sentido mais geral, exigindo

apenas a convexidade do domínio Q e a não convexidade do termo não-linear /, a ca-

racterização de uma classe de funções difusividade À;, que satisfaça as exigências acima

e que responda à pergunta inicial é a clase das constantes positivas. Procuremos esta-

belecer algumas condições complementares para tornar o problema mais tratável com

as ferramentas de que dispomos. Nesse sentido, embora de pouca utilidade prática, mas

pala efeito de registro enunciámos o resultado seguinte.

Proposição 1.7.1 Se é C '#'(Q) n '#(Õ) é üm equãZzürio não-constante de rJ.S41 e se

k : Q -} R é uma /unção de classe '#: ta/ que /n kA(ll'Péll') 5; 0, então é é {nstáueZ.
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Demonstração. Como Q é convexo e @ é um equilíbrio de (1.34), do Clorolário 1.2.2

temos que

.Z âalvóllD :;o
e, pelo Teorema da Divergência, temos

/ a.(llvéll') $ o.

Da expressão (1.36) temos

}: Qlé,,l lk(")}:(liVÓ'li') - liV#'ll'gil da + { .Á ljV@ll'a.k.

Usando a segunda identidade de Green podemos escrever

>l:Qlé,,l(")A(llVd'll') - liVÓll'a.kl dz+ ; .Á llVéll'a.k ,

donde temos
N . .

/É .[",,] - ;
.j=t "

k(z)a.(jjV@ll') dz s; 0

Exemplo 1.7.1 Cromo um primeiro exemplo temos as equações com coeficientes de

difusividade constantes constantes onde se tem /2 = /3 = 0 e, quando o domínio Q é

convexo, pelo Teorema 1.2.1, /i $ 0.

Observação 1.7.1 Existem equações com coeficientes de difusão variáveis que admitem

equilíbrios não constantes estáveis, independentemente da convexidade do domínio Q

conforme Nascimento j3SI. Nesses casos o autor constrói uma função difusividade k

Q --> ]R de modo que, para uma classe particular de não-linearidades /, o problema

admite equilíbrio não-constante estável. Entretanto, para esses exemplos notamos que

Ak é estritamente positivo numa região do domínio Q o que, de certa forma, generaliza

o resultado de Yanagida 1421.
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1.8 "S-'--CDomínios Simétricos

Na seção anterior consideramos equações definidas em domínios convexos Q do espaço

]Rx e vimos que, sob as hipóteses admitidas, não foi possível determinar uma classe

de funções difusividade k para as quais fosse possível generalizar o resultado sobre a
instabilidade de equilíbrios não-constantes de Matano 1331 e Casten e Holland l71 uma vez

que as únicas funções que satisfaziam as condições admitidas eram as funções constantes.

Se, em lugar da convexidade, admitirmos alguma simetria dos domínios, então, sob

hipóteses adequadas sobre a função difusividade, podemos obter um resultado análogo

ao dos autores citados. Para as equações com coeficientes constantes, há um resultado

análogo em Metano l33j e em Lopes j31j.

Vamos considerar domínios invariantes por ação de elementos de SO(N) . Indiquemos

por Ro C SO(.V), 0 c R a ap]icação sobre ]Rx que, em relação à base canónica, é dada

pela matriz
coso seno

seno coso
0

Ro'

Diremos que Q c RX é invariante por Ro, ou que é Ro-invariante, se Ro(Q) = Q.

Quando Q é invariante por .Ro dizemos que @ : Q -+ R é invariante por Ro se

@(-Roz) = Ó(aç) para todo z C Q.

Quando o domínio Q for .Ro-invariante poderemos considerar o sistema de coorde-

nadas cilíndricas W : (0, oo) x (0, 2n) x ]Rx'2 --> Q em Q dado por

]'N 2

(r, a, ã) --} ©(r, 0, ã) (, cos 0,, se«0, ã) ,«,,ê) ,

onde ã = (a;3, . . . , zw). Se N = 2, © é chamado de coordenadas polares.

Sda é : Q --> R, é € '#'(Q) n '#:(a), dada em coordenadas cartesianas por 'ê(z) =

Ó(zi,a;2,...,ax). Indiquemos y : (0,oo) x (0,2n) x IRx'' --> ç2 a composta y'(Z/) =

@(W(Z/)) = Ó(z) onde z = @(Z/) com 3/ = (r,0,ã). Vemos que se é é invariante por

Ro, então a função g não depende de 0, isto é, 8. = 0. Indiquemos por V@(z) =
(é,. , @,', . . . , d'z,.,) o gradiente de Ó nas coordenadas zi, sç2, . . . , z;v de Q. Em relação às
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coordenadas cilíndricas temos p(Z/) = é(©(z/)) = Ó(]ç) donde

v.'w - v«MU'w-:M - («;o: - l««"a"',««"a"'+ ; «;'õ"', a"' ,

Se € : Q --} R é uma função diferenciável então indicamos

<vó(«), vc(,)> - é.ggã + <'üp, 'pe>

onde

.« - .:,z,
llv@ll' -A(gâr + ll'Üpll' ,

Em coordenadas cilíndricas expressamos

»« -!: *Ag * ',
Vamos considerar que o domínio Q seja Ro-invariante. Com a mudança de coor-

denadas a equação (1.34) passa a ser expressa em termos das coordenadas cilíndricas.

Suponha que @ : Q --> ]R seja um equilíbrio do problema (1.34), isto é, div(kV@)+/(@) =

0 em Q. Se a função k é invariante por Ro então,

a ,. ,. ... ..,.. aó
à(di"(kV#')) + /'(@)àã' - O ,

di«aV(gg» + /'Wg - O

Portanto, podemos escrever

/'(@)($)' $div(ÊV($))
di«(gkV($)) - <kV(g), V(g)>
di«(gkV($)) - kjjV(g)ll' ,

donde segue que, quando k é invariante por Ro para toda @ : Q -+ IR diferenciável vale

OlggJ - .Z lkilv(gg)il'-/'W(g l- ;.Z.kâ(g)'
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Lema 1.8.1 Segar c RX nuaráantepor.Ro com Z)ardo Q suada. Se @ : Q --> R duma

/unção de classe %';(Õ) t'z/ que g = 0 em aQ, então é(g) = 0 em ÕQ.

Demonstração. Seja h : Qõ --> ]R de classe 'r3 invariante por Ro tal que aQ = h'i(0)

com Vh(a) :# 0 para todo z C aQ. Como a expressão <Vé, Vh> está definida para todo

z C Q sda g ; Q -+ R de classe 'ri tal que

<V@(z), Vh(a)> A(«) , V:« C Õ

Derivando em relação a 0 e considerando que h independe de 0 vem

«.g', '«:
Para z € aQ tem-se

v( -=) :.$'-.

Teorema 1.8.1 Sda Q C RX um domãhío Ro-Ínuadante com bordo Q suave e seja

$ 1 çt --+ R um equilíbrio de (1.34) tal. que b não se5cl Re-inuariabte. Se a funçiío

di,f'usiui.da.de k é Ro-inuaüante, então (b é instável.

Demonstração. Como @ não é .Ro invariante temos ggi # 0 em Q. Como k é Ro
invariante vale

/
Como é é equilíbrio de (1.34) vale gê = o em aQ. Pelo Lema 1.8.1 temos a (g$) = o

em aQ, donde Oiggi = 0.

Portanto, Ài $ 0. Se ocorresse Ài = 0, então ai seria uma autofunção do operador linear

.# em torno do equilíbrio @. Nesse caso, gg não trocaria de sinal em Q. Mas

['" aó
/'" g-" - .,

o que seria absurdo. Com isso, vem ÀI < 0 implicando a instabilidade de Ó como

equilíbrio de (1.34).

~lggl- ;
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Proposição 1.8.1 Seja Q um domáháo .Ro-ênuaráarzte com

lodo 0, a senão Qo seja conuea;a. Sela é : Q :-+ ]R de classe

.Ro-inuarãanfe taZ que g! = 0 em Q. Então,

illÍ(iivÓ'lt:) 1; 0 'm aO.

bordo aç} saque tat que, para

'#'(Q) n '#: (n) um« .função

Demonstração. Considerando h : Qõ --> ]R tal que ã =

h':(0) temos
il;iÍÍ para todo z C aQ

v(llvéll') , -::?llvhl

Como Ó e h são Ro-invariantes temos que l IVéll = IVpjl e

V(llVÓI I') I'9p I') e

a
(llv@llTn

IVüll = IVhll e, além disso,

'üGI'üóllD, i;li> - éai'üótio 5; o,

pois, para cada 0, a seção Qo é um subconjunto convexo.

lvéll')

1.8.1 Domínios Anulares

Um domínio Q C Rx é chamado anular se for determinado por duas esferas concêntricas,

de centro na origem, isto é, Q = {z C ]RN; 0 < rl $ 11#ll $ r2}. Como se percebe este é

um tipo particular de domínio invariante por Ro. O bordo aQ do domínio Q é formado

pelas esferas S,: e S,, onde S,, = {aç c IRx; llzll = rj},.j = 1, 2. O vetar normal unitário

exterior a Q em aQ é dado por ãt = z C $. e ã2 :: Ê para z C Sr,. Dizemos

que é : Q -+ R de classe '#:(Q) n %'t(n) é uma função radial ou que é simétrica em

relação à origem quando existe uma função w : lrt, r21 -+ R, w c 'r:(ri, r2) n '#:(lri, r21)

tal que

é(«) - «(11«11) - «(,),

onde r = r(aç) = lla; para todo a C Q. Nessas condições, temos

vó(") - "'(")v(11"11) - "'(')'nl:Ü' ' ' :# o ,

donde segue l Vé(z) = lw'(r)l, com r = llzll, z € Q. Portanto, vale

v(llvé(«)11')(,(')))')(,(«))«,"(,(«))l;
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Lema 1.8.2 Sda Q C ]RX anular e sda @ : n --} ]R radial, Ó c '#'(Q) n '#:(Q). $e

g$ = 0 em aQ, então

::; llv@ll'õã''

Demonstração. ã(llvéll') = <V(llV@ll'),6> em aQ. De llVd'(z)ll = 1«,'(r)l vem

v(llvéll') - v(("'(')y) - 2"'(')""(');l

(l;omo aQ :: S,: U Sf,, para z C S,: temos

âaivóitn - 2«'@J«"k0 <:, 7> - kJ«"@J.

Analogamente, para z C S,, temos

:lb(llvótt') - 2"'(',)""("2)

Mas, g = <Vé, ã> = w'(rl) <la, =-> = --u'(ri) - 0 para todo iç C S«. Analogamente,
w'(r2) = gg = 0 para todo z C -S.,donde segue o resultado.

Pelo Lema 1.8.2 temos que a primeira integral da expressão (1.36) é nula, isto é,

à /a. kê(llvéll')

Lema 1.8.3 Sda Q C Rlv anu/ar e seja @ : Õ --> R radial, @ c '#:(Q) n '#:(Q). Se

g$ = 0 em aQ, então

lvéll'=o, em aQ

Demonstração. Basta notar (lue llV@(aç)ll = lw'(r)l e, portanto, para z c S,,, .j = 1,2

valem @ = --w'(rl) = 0 para todo z € S,: e aÓ = w'(r2) = 0 para todo z € Sr, de modo

' L ,* '$-Z,: ,« '$-Z,, ,« :$-'.
iie

Como conseqüência imediata do Lema 1.8.3 temos que, se é é um equilíbrio de

(1.34), então a segunda integral da expressão (1.36) é nula. Podemos, então, enunciar

um resultados para domínios anulares em termos que não foi possível enunciar para os
domínios convexos.
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Teorema 1.8.2 Seja Q domháo radíaJ e sda @ C '#'(Q) n'#:(õ) é um equiZzüráo radial

de (í.34). Se k : a --} R. é uma função harmónica (super-harmónica) radial, então $ é

ãnstáueZ.

Demonstração. Se é é um equilíbrio de (1.34) então vale a condição de fronteira
g = 0 em aQ. Pelos Lemas 1.8.2 e 1.8.3 temos que as duas primeiras integrais da

expressão (1.36) são nulas. Cromo k é uma função harmónica (super-harmónica) em Q,

a terceira integral satisfaz /n llV@ll2zXk $ 0, donde segue que }l:;:i (21é=,1 $ 0. Desta
desigualdade segue a instabilidade de @ como equilíbrio de (1.34). H

Observamos que se k : Q -+ R é uma função harmónica (super-harmónica) radial,

então temos k(z) = {1(11zll) = {1(r) onde r = llsçl para todo z € Q. Nesse caso, zXk = 0

em SZ implica

= ("(r) + !! :!('(r) = 0

Para .V = 2 a solução dessa equação é dada C(r) = logo, donde k(z) = log l zll. No caso

.N ? 3, h(z)
Em dimensão N = 2 para a difusividade k(z) = log(l zll) o domínio anular Q deve

satisfazer ç2 = {sç C ]RX; 1 < r: < llzll < r2} de modo que k(3ç) > 0 Vsç C Q.

Consideremos o caso em que Q C RX é simétrico em relação ao hiperplano de

equação zA: = 0 onde z = (zi,...,z*,. ..,zx). Nessas condições vale um resultado

análogo ao obtido por Lopes j311 para o caso de matriz com coeficientes variáveis, com

uma propriedade de simetria. Indicamos por ã - (zi, . . . , --z', . . . , zw), onde z c Q.

r

Teorema 1.8.3 Se a mafüz .D = D(r) é uma matiz diagonal taJ que D(ã) = -D(z)

T)arü todo x C çl e se @ é um equilürio do T)rabi.ema (1.15) que é um m'mimo global do

j'un,cional de energia. (1.3), então @(}) = @(;Eà para todo z C ç!.

Demonstração. Seja é = Ó(z), z C Q, um equilíbrio de (1.15) tal que @ sda um

minimizante global do funcional de energia (1.3), aqui representado por

ZI«l (= <D(z)Vu, Vu> - .F(u(z))ld:«

definido em H:(Q) n L"(ç2). Note que pelas hipóteses de crescimento e regularidade

sobre / o funcional está bem definido. Consideremos Qa = {z C Q;aA; 2 0} e Q.

Q
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{z CQlzt $ 0}, de modoque Q=QaUQ.. Definamos(:Q -->JRpor

1. @(ê), se z € Qi

é claro que € C H:(Q) n L"(Q). Portanto

'[;] - .Á (; <"(«)';, ';> - 'k(«»)'«

,['] - .Á. (li<"(')'', ''> («»)'« -'' .Á. ({ <"(«)';, ';> - '«(«»)-«
Pelo Teorema de À/ludança de Va,dáveis para as integrais múltiplas vale

«''. - ZJ; «"'«,'*, '*» - ''*'«,,)-« * ZJ;<«'',,''*';,,''**'',> - ,'«';,,)-'

S.j*« ".[é] - /n. ({ <«(«)'é, 'é> («»)'« . '.[@] - /n. ({ <«(«)'é, '@>

'@(«»).«. ~«*; "«':.'«, ".[',] - ".[',] -.:;, « "'"«* '.[@] « '.[@], '«',«';

.El€1 1él + .ndl@l < .Ealél + z.lél

contrariando o fato de é ser um minimizante global do funcional E. Da condição acima

temos que -Elél = .El€1. Como € também é um minimizante do funcional .E tem-se que

( é um equilíbrio de (1.15). Portanto, valem as equações

Í di«(-0(z)Vé) +/(é)
l div(.0(z)Ve) + /(e)
l @ @

Considerando ,7(a) = Ó(z) -- C(sç), z c Q, temos

0, zCQ
0, z C Q

0, z C aQ.

div(.0(z)Vq) + ./:'(@),7

g = 0, zCOQ.

Observamos que 77 = 0 é solução do sistema acima em Qa. Como Q é simétrico, pelo

princípio da continuação, temos 77 = 0 em Q.
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CJorolário 1.8.1 Sda Q uma Z)oZa centrada na origem ou um amei centrado na origem

e seja a matriz diagonal D = D(.z) é simétrica em relação à origem. Se o equilürio

não-constante + do sistema (=t.15) também é simétrico em relação à origem, então é
ãlnstáuet.

Pelo que vimos com os resultados acima parece que apenas a condição Ak > 0 em

um subconjunto de Q ou domínio não-convexo não garantem a existência de equilíbrios

não-constantes estáveis. São necessárias condições sobre a não linearidade conforme a

proposição seguinte.

Proposição 1.8.2 .Vo problema r.Z..ÍJ se / : R ---} R é uma /unção conoeza de classe

'é'Z , então a equação não admite equilíbrio não-constante estável. O resultado também

é batido se f for uma função côncava.

Demonstração. Suponhamos que é : Q --} R seja um equilíbrio não-constante de

(1.1) e seja m = minto(sç); z C Q}. Então @(z) ? m para todo z c Q. Do funcional Q

definido em (1.9) temos

/n lk(")llv(d' m)ll' --/'(@)(ó - m):ldz

/n l.:«(@ *»@ -:«@'@

-/'(é) (@ - my l d:«

/m(#' - m)kgGb©d. - /n(é - m) ldi"(kv(ó - m)) + J"(#') (@ - m)j

J.(ó- m)l/(ó) - /'(é)(@ - m)l ,
uma vez que a condição de equilíbrio nos dá div(kVé) = --/(é) em Q e g = 0 em ÕQ.

Da condição de convexidade da função / temos

:fiel /lpl </,(@)Q -- v'n

donde segue que .f(m) > /(@) -- /'(@)(@ -- m) e assim,

Qlé -- ml < / /(m)(é(z) -- m)dz

Vamos mostrar que /(m) 5; 0 donde resultará Qlé -- ml < 0. Seja iC (2 tal que

@(i) = m. Se i C Q então V@(i) = 0 e A@(i) ? 0. Portanto,

Q

QE@ «]

di«(k(i)v@(i)) + /(é(i))
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donde /(m) = --k(ã)A@(i) $ 0.

Se ic aQ consideremos um sistema de coordenadas

g : Q.(i) ---> Rp'r

definido numa vizinhança Q.(i) de i ta] que g(i) = (0, o), g(aQ n ç2.(i)) C ]RW': com

g(z) =(g, 3/«,) onde 0 =(y:, . . ., 3/w-:).

Seja h : U -+ Q.(i) uma parametrização tal que h(0, 0) = i, h(3/) = h(g, Z/«,) = :« e

{(Z/) = é o h(3/) = é(z). Temos que (0, 0) é mínimo local de (

{(o,.)
((,,o)

e(o, o) + zÜ-(o, o)' + {gX-(o, o)''+ '(;:)
((0, 0)+ Vge(0, 0) ' '+ {g>(0, 0)(', ')+ '(ll'lla)

donde concluímos (lue éâ(0,0) ? 0 e que ê2(0,0)(r,r) 2 0 donde segue /(m)
-k(À(0))6.((h(0)) $ 0.



Capítulo 2

Sistemas Unidimensionais

Neste capítulo vamos estudar os problemas de estabilidade de alguns sistemas com coe-

âcientes variáveis definidos em intervalos reais. Uma razão para isso vem do fato de que

nos casos de equações com coeficientes constantes em dimensão .N :: l não há equilíbrio

estável exceto, possivelmente, os equilíbrios constantes. Entretanto, para as equações

com coeficientes variáveis é possível a existência de equilíbrios não-constantes estáveis

conforme Yanagida 1421. Pretendemos analisar em que medida uma propriedades aná-

logas são válidas para os sistemas de equações diferenciais parciais.

2.1 Preliminares

Nesta seção consideraremos os sistemas definidos em interva]os do tipo Q = (0, Z) c ]R,

dados por

.R(z)u,

S(z)«.

u, (0, t)

(.A(z)u,),+/(u,u), 0<z<Z, t>0,
(-B(z)u,),+g(u,u), 0 <:« < / t> 0,

u,(Z, t) = 0 = «.(0, t) (/, t), t > 0

(2.1)

onde .A, R : Q -+ 1%,,(]R) e -B, S : Q --+ MÇ,(R) são funções de classe '#' com .,4(z) =

dias {ai(z),. .., a.(z)} , R(aç) = dias {ri(z), . . ., r.(z)} e B(z) = diag {bi(a), . . ., b.(a;)} ,

S(z) = diaglst(z), . ..,s.(z)} onde aj(z) ? ao > 0, rj(a) ? to > 0, 1 5; .j $ m, e

bk(z) ?bo >0, sk(s) ?se >0, 1$k$n,paratodozem(0,Z),/:lR"+' -.>Rm e

g : IR"+" --} R" são funções de classe 'ri

52
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Uma solução (clássica) do sistema (2.1) é um par de funções (u, u) = (u(z, t), u(z, t))

p"t"""'« , (*''(õ * R ;""') n "''(" * "''';«"')) * (""(õ * «''';"') ' "''(- *

R+; ]R") l satisfazendo as equações (2.1) em Q = (0, Z) e as condições de fronteira esta-
belecidas.

Indicamos u =(ul,...,u.)I' e u =(ui,...,u.)a" onde uj,t,k :(0,Z) x(0,T) --"} R,

l 5; .j $ m, l $ k 5; n.
Vamos admitir que sejam válidas as condições para a existência de um gemi-grupo

(analítico) definido pelo sistema dado. Esse sistema pode ser considerado como um

problema de valor inicial num espaço de Banach X dado por uma equação ordinária

da forma ut = .Au + ./'(u) onde A é um operador setorial densamente deânido em X

e / : X - calmente Lipschitz contínua. Pelas condições do problema dado
/, \ (n'zz+n)

«id«*m« X - (L'(0, t)y""', A : z'(A) ' X --' X d,d. p" '\l"l ' (D'"'y

-d. ''(A) - (H'(O, :))" * (H'(O,:))", «'(O) - "'(Z) - O ' "'(O) - "'(Z) - ' "d'
indicamos IDw = (.Au, -Bu)7'

Definição 2.1.1 Dizemos que o sistema (2.1) possui estrutura anel-gradiente ou que é

um sistema anui-gradiente quando existe uma função .ll : R"+" --> R de classe 'ru

tal que /(u,u) = V«-H(u,u) = g:(u,u) e g(u,u) = V,#(u,u) = --g(u,«), onde

V..H(«, «) -(gl,. .., gl:)" e V.-H(«, «) -(=, .. ., gZ-)'

Os sistemas de equações diferenciais parciais com estrutura anta-gradiente podem ser

considerados como acoplamento anti-simétrico de dois sistemas do tipo gradiente o que

permite o uso de algumas ferramentas mais usuais para o seu tratamento. Por analogia

aos sistemas Hamiltonianos o sistema (2.1) se escreve como

R(.)u.
s(,)«.

«,(o, t)

(..4(z)u,), + V.-H(u,u), 0 < z < /, t > 0,
(.B(z)u,), -V.H(u,u), 0 <z < /, t > 0,
«.(/, t) = 0 t) = «,(J,f), t > 0.

Um dos exemplos de sistemas anti-gradiente a ser estudado com algum detalhe mais

adiante é o bem conhecido sistema de equações de FitzHugh-Nagumo, ver Smoller 1391,
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dado por

u-+u(l--u)(u--a)--cu, 0<a;<J, t>0
.Ou- + c(u -- 7u), 0 < ]ç < Z, t > 0,
u,(J,t) = 0 = «.(0,t) = «.(Z,t), t > 0,

o«de-0>0,0 < «< 1,c>0e7>0sãoconsta«teses(u,u)=-F(w)-- uu+?u:
com .F(u) = /oa .f(z)dz.

Um outro exemplo bem conhecido de sistemas anta-gradiente é dado pelo sistema do

tipo Predador-Presa, ver Smoller 1391:

CVAu + uM'(u, u), g C Q, t > 0,

pAu + u.V(u, u), z C Q, t > 0,
â('ç, t), z C ÕQ, t > 0.

onde cv > 0, # > 0 e uam + u%:l = 0, para todo u, t;.

ã(,, t)

Definição 2.1.2 Dizemos que o par de funções (u,u) = (@,@) : Q --+ ]R"+" é um

equilíbrio do problema (2.1) se @ e @ forem funções de classe V'2 em (0, Z) e de classe V'i

em 10, ZI e são solução do seguinte sistema elíptico

Í (.A(r)é'y+/(@, @) = 0, 0 < z < Z,

l (-B(z)@'y+g(é, @) = 0, 0 < z < /,
1. @'(o) o (o)

O estudo local da estabilidade será desenvolvido por meio da linearização do prob-

lema em torno do equilíbrio. Se (u, u) = (é(n), Ú(z)) é um equilíbrio do problema (2.1),

então a linearização de (2.1) em relação a (em torno de) (Ó,@) é dada pelo seguinte
sistema:

Í -R(a)Ut = (.4(Z)Uz),+/u(@,@)U+.Ê(é,@)y, 0<a<Z, t>0,
'l S(a)H V=),+g«(é,@)U'+p,(é,@)V, 0 <:« < /, t>0,
1. Uz(0,t) = U=(J,t) (0,t) t), t>0.

Associado ao sistema linearizado (2.3) podemos considerar o operador linear .Z'

("'0, 0)" *(-'W, 0)" q(''0, Uy"'''"' '.'«:'' -"

(2.2)

(2.3)

.gr "
U

(.'l(a)«'y
.B(z)u')'

f«ç$, © j.ç#, ©)

g.çó, $) g~çó.$
" 1, p.©
'0
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p''' '''. (",") ' (n'(o, l))" * (H'(0,1))" :,ti;fa""d' ",(0) - ".(Z) - «,(0) -

u,(Z) = 0 . Notamos que /u,Â,g. e g. são matrizes tais que /«(@,@) c MÇ«x«(]R),

/u(d','Ú) € MÇ«*«(]R), p.(é,V,) C ]yÇ.*.(]R) e g,(@,@) c MÇ.*.(R). Da estr«Lura anti-

gradiente do sistema (2.1), temos que .Ê(@, Ú)r = --g.(@, @).

O problema de auto-valor para o operador .g associado ao problema linearizado

(2.3) com condição de Neumann homogênea na fronteira, expresso por

J -zl.«l(«)
l «,.(t)

.X.«(z), z C (0, J)

o, t - o, t - z,
(2.5)

onde w = (u, u)I'

A estabilidade do equilíbrio (é, @) do sistema (2.1) será estudada considerando-se

o problema de auto-valores (2.5). Cromo o operador -g, definido em (2.4), não é auto-

adjunto seu espectro pode conter autovalores complexos com parte imaginária não-nula.

Definição 2.1.3 Dizemos que o equilíbrio (é, @) é linearmente estável se existir (5 > 0

tal que, para todo autovalor À do operador linearizado -g, se tenha Re(À) > õ. Por
outro lado, o equilíbrio é chamado linearmente instável se existir (í > 0 e existir algum
autovalor À tal que Re(À) < --.5.

Usaremos a propriedade anel-gradiente do sistema (2.1) de maneira a obter algumas

informações sobre o espectro do operador .g. As manipulações algébricas efetuadas a

seguir têm por objetivo mostrar que é possível obter algumas informações sobre a estabi-

lidade ou sobre a instabilidade dos equilíbrios do sistema (2.1) por meio de considerações

sobre os sistemas parciais adequadamente definidos. Para tanto, sela À um auto-valor

do operador linear (2.4), isto é, À C C é tal que o sistema

Í ,XR(z)U' (z)U'y-/a(é,@)U .Ê(@,@)y. 0<:«<Z,
l ÀS(n)}'' }'''y - g«(@,@)U' - g.(@,@)y. 0 < ;« < J,

1. u''(o) (o)

tem solução não-nula. Nlultiplicando escalarmente a primeira equação de (2.6) por F e
a conjugada da segunda por y. respectivamente, obtemos:

<-(-4(z)U'y, &> - <./L(é, @')u, F> - <Á(é, V')K F>(z)u, r>

<-(.a(,)7'y, }''> - <g.(Ó, @)r, }''> - <p.(é, @)7, }''> - .i <s(")r, }''>

(2.6)
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Considerando a estrutura anui-gradiente do sistema (2.1), temos que, em (0,Z), vale

a seguinte equação <g.(é,@)7,U> + </u(@,V,)y.&> = 0 donde, somando membro a
membro as igualdades e integrando em 10, ZI, temos

/
pt r.t.

X .[ (RU, T) ü' -* X .[ (m, V ) a« .JO JO
Da condição de fronteira e da integração por partes, temos

- <(.4(z)U'y, F> dz - / <..4(aç)U, 27> dz
0 JO

/
Substituindo estas igualdades na expressão acima temos

*f ÇRMU.q«"-*XI «Ç=õW,")«« -ao Jo4
(2.7)

A expressão (2.7) indica que, para localizar os autovalores do operador .g, pode-

mos considerar separadamente dois problemas parciais sendo que, cada um deles, é um

problema auto-adjunto.

0.6-i«do « fu"i"'is .r:(n:(o, l))"(H:(o, l))"

'["] - /' ( <"',-'> - </u«,&>)'', " " ' ("'0, H", P.q

( - <(.AU'y,B> - </uU, n> )dz + /' ( - <(.a7'y, }'''> - <p.7, }''> )d« -

/

/

-<(-B(z)7'y, }''> dz <-B(z)7, }''> dz

<.4U,q </uC',D>)d,+ ' ( <«', «> - <,,', "> ) '«

Z

Z l

e
!

/0

't«] - /' ( <"';',"'> «,';, «> )'«, « « ' (":o, u",
podemos escrever (2.7) como

À / <-aU,27>dz + .i/ <S7, }''>dz = .flUI + Jl\''l.
0 JO

Se considerarmos que À = a + d#, com a e # reais, então poderemos escrever

(",n««-*'xl v,u'- - «ç.[(",u?'--- .[ÇV,u«à
-* 'oÇllw-,'n'" llov.u«4'''J 0 .J 0 /

e

f *' 1 } ' (2.9)
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Da expressão acima e da igualdade (2.7) vem

''*,(.z' <",->-*-- ./' <;',">.*) - :1"] -- '1"].

Observamos que a expressão (2.7) e, conseqüentemente, a soma (2.10) são válidas

quaisquer que sejam os autovalores do operador (2.4) e suas respectivas auto-funções.

Além disso, estamos considerando as seguintes definições <U, U> - )ll:Ç:l u.jãj ? 0,
<7, }''> = EZ::ü.«k 2 0, <.RU,&> = EZ:: ,j".jüj 2 0, <S7, }''> ük«. ? 0.

Assim, a análise da estabilidade do sistema (2.1) pode ser feita a partir das análises das

estabilidades dos equilíbrios de dois sistemas auto-adjuntos que serão definidos opor-

tunamente. A equação (2.7) indica que, para estudar o problema de autovalores do

operador -g, podemos considerar problemas análogos separadamente para cada uma
das incógnitas U e y.

Seja o funcional quadrático -E definido em (H:(0, Z))" x (H:(0, Z))" por

"t«,«] - /'(;<"«',«'> ,«'> - "(«,d)'«

Pelas hipóteses admitidas para a função -H, o funcional (2.11 )é de classe V'2 e, além

disso, para cada par de funções (é,@) de (H:(0,Z))" x (H:(0,Z))" valem as derivadas

parciais dadas pelas seguintes expressões:

;E'@, "o[«] - ./' ( <""', "'> - 'o,, "o . «)'«

(2.10)

(2.11)

(2.12)

e

:;'@, @t«, «] - .Z'( <"', "'> -<"@, .ü. ", «>)'«

onde a derivada parcial â-E(Ó,V') é um funcional linear deânido em (H:(0,Z))" e
a derivada parcial de segunda ordem ;$-E(é, @) define um funcional quadrático em
n:(o, z))"

Analogamente, valem

;:'w,"ot«] - /'(<'"', "'> -'-.@,© - «l-«

(2.13)

(2.14)

e

$«@, *,[« «] - /'( - <-', "'> -'. <,,'«,@. « «>)'« (2.15)
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para o funcional liiéã; 1111.E(çb, 1/ e o funcional quadrático li;.E(ilb llt) definidos em
(H:(0, Z))". Os funcionais / e J definidos, respectivemente, em (2.8) e (2.9) satisfazem
ng pnnHipÃoe

/lul l .E(é,@)lu,u'l vu c (n:(o, z))"
e

-ill'l ;lh.E(@,'p)lv. t''l , vl' c (n'(o,i))"
Os cálculos acima mostram que, abordado adequadamente, o problema da estabilidade

de equilíbrios do sistema (2.1) pode ser reduzido às análises das estabilidades de dois

problemas parciais correspondentes, conforme definição a seguir.

2

2.2 Sistemas parciais

Vamos analisar independentemente os sistemas parciais que compõem (2.1). Para isso

consideremos (#', $b) um equilíbrio do problema (2.1) e íixemos, inicialmente, u = Ú(z)
na primeira equação, obtendo o seguinte sistema parcial

J -R(z)u. = (.4(z)u,),+/(u,@(z)), o<«<z, t>o,
l u:,(0,t) (Z,t)

Obviamente u = @(z) é um equilíbrio de (2.16). Além disso, considerando-se o funcional

.Ei definido por

(2.16)

":t«] - 't«, «,] - /'(;<"«',«'> - ; <"",',",'> - "(«,©)-«,"« ' (":o, m" ,
temos que @ é equilíbrio de (2.16) se, e somente se, é ponto crítico do funcional -Ei, uma

vez que é verdadeira a seguinte relação

;:':@t«] - /'( <'*',"'> @,.Ü . «)'«

Se u = u(a, t) é uma solução do sistema (2.16) então, considerando .Fila(. , t)j como

função diferenciável de f temos

,.] pZ

l.E:lu(t)l = - .Z <-nU', U''> dz $ 0 ,

de modo que o sistema (2.16) representa o fluxo gradiente de .Fi.
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Definição 2.2.1 Dizemos que a função é C (H:(0,Z))" é um ponto de mínimo local

para o funcional .Ei se existe (5 > 0 tal que

.E:lél $ -E:l@ + ul ,Vu c(H:(0, Z))"

satisfazendo llu -- él Hi < Ó.

Notamos que se é é um ponto de mínimo local do funcional Ei, então é é um equilíbrio

do sistema (2.16).

Em relação à análise da estabilidade linear do sistema (2.16) consideremos o sistema

linearizado referente ao equilíbrio @ é dado por

Í -R(«)Ut

l G,(o, t)
(.4(z)Uz), + /u(@(z),@(sç))U, 0 < # < Z, t > 0,
Uz(/, t) = 0 t > 0.

Em correspondência, consideremos .d' o operador !inear em torno do equilíbrio @, .íd'

(H'(0, 1))" --> (L:(0, 1))", dado por

(2.17)

(..4 («)u' y .h(@,@)u, vu c (n'(o, i))" ,u'(o) u'(/) (2.18)

e seja o problema de auto-valores associado

-(..4(z)U'y - /u(Ó, @)U

u'(o)
À-R(z)U'

(2.19)

No sistema (2.16), a matriz /u é simétrica e o operador .d' é auto-adjunto, logo os

seus auto-valores formam uma seqüência (À.).CN de números reais com a propriedade

À. --> oo, quando n -} oo. Além disso, o menor deles, o autovalor principal, ver Smoller

l39j, é dado por

*«- .. .}., . E0'':lT''"'' «>)'«. .,. Q
"'(n@U" /0Z<R(z)U,U>dz ' ''''-'

Definição 2.2.2 Dizemos que é é linearmente estável como um equilíbrio de (2.16)
quando À" > 0 e, quando À" < 0, dizemos que @ é instável.

Ob""'-"" q« .FLUI - .E ( <.At/', U'> - </u(Ó, 'P)U, U> )d«, V U ' (H:(0, 1»" S' Z/
satisfaz as condições de fronteira, então podemos ie-escrever a expressão do funcional
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/ de modo que -r]t,iÍ ; .i{( -- <(.AC/'y, U> -- </.(é, @')U, U> )dg, donde temos -r]U] =
<.!flUI, U> . Nessas condições, se U for uma auto-função normalizada do operador .d'

associada a um autovalor À, então /IZ./l = À.

Essa observação, juntamente com a expressão (2.13), motiva a seguinte deÊnição.

Definição 2.2.3 Dizemos que um equilíbrio é do sistema (2.16) é não-degenerado se o

operador linearizado correspondente .!d', definido em (2.17) , é invertível.

Proposição 2.2.1 C'onsideremos (é, @) um equáZzürÍo do sistema r2.-Z) de modo que @

se:jü eqwüüri,o de (2. 16). SÕ,o uerdctdeiras as seguintes a$rmações:

(a). d) é Linearmente estável se, e somente se, é um mínimo local não-degenerado.

(b). Se @ é linearmente instável, então não é um mínimo local do funcional E~.

Demonstração. (a). Se @ é linearmente estável, então À" > 0 onde À" é o auto-valor

principal do operador #. Portanto, pela expressão (2.20), para cada U em (Ht(0, Z))"
tem-se

' « *" ' 't«] - /I' ( <.*(«)«', "'> <"«, «> ).« ,

donde segue que .d' é invertível. Da expressão (2.13) podemos escrever

.E:lé + õu'l - .E:l@l (é)lu'l + '(Õ;) p: o

de onde se conclui que é é mínimo local de -Ei. Reciprocamente, se é é um mínimo

não-degenerado de .Ei, então

.E:l@ + õu'l - -E:l@l (d')lo'l + '(Õ:) ? o

donde se tem -FLUI 2 0 para todo t/. De (2.20) concluímos que À" ? 0 e, como @ é
não-degenerado, tem-se .X" > 0.

jb). Se @ é instável, então À" < 0. 1.ogo, existe U em (n'(o, Z))" tal que .FLUI < 0.
Nesse caso,

2 2

.E:l@ + õul - -E:lél {:l:.E:(d')lul + '(õ;) 5; o

e isso mostra que é não pode ser mínimo local de (2.16). H
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Proposição 2.2.2 Sda (é,@) equáZzü,io de Í2. ) mo'í' q« u «m eq«{Jzürio

ÍP.í6). Sd«m «IÍ(z) < 0, 0 < # < Z, p«. l $ .j $ m e ll.Ü(u,«)ll ;u$ áenfemenfe

peque'rto num conjunto \imitado dc'Wn'Çn . Se @ fot não-constante, então @ será instável.

Demonstração. Sejam os equilíbrios @ = (@l, . . . , Ó.) e @

(2.1) de modo que é seja equilíbrio de (2.16), isto é, vale

(«(«)-«'y -* /@, "o - ' , "« ' o, o
Portanto, para cada .j, l $ .j 5; m, vale a seguinte equação

(@1 } , @.) do sistema

('j(z)@líy + .&(é, @) o , V« c (0, Z)

Derivando essa equação, multiplicando o resultado por @.j e integrando no intervalo 10, ZI
obtemos

/
Pela integração por partes e pelas condições de fronteira, a primeira parcela da soma
em (2.21) pode ser escrita convenientemente como

1. Qa,4'Õ"'y,'« - - 1. Qa,4'Õ' d;«* - - l d,4',4':-* .,ç4':)aà.

Com mais uma integração por partes e usando as condições de fronteira temos

rió'j@'l a'l(d',yd«
0 á ./0

Substituindo-se esses resultados na expressão (2.21) temos

/

/

.lr(d''):d« + / 1 >: il:(@, ú)'pió;l d« l.j(")(élry - >1: g:-(d', v')ótó;l d«

(al@;)"@jídz + li>i:giW, ól +>i:il:W, ;óld«-0.
Z

l
2

(2.21)

'J ./o L'' '~'J' z-'â-u ~''''''"'JJ
(2.22)

Somando membro a membro, para l $ .j 5; m, os termos da igualdade (2.22), notamos

que o segundo membro da soma obtida pode ser dado por

m 7n m ..

E 1: EEg:-w,wó;ól,
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que é o integrando da expressão que define o funcional .r. Portanto, podemos expressar

l\Ói\ Ç(A(«)Ó'',Ó"} - (f.(@,@)@',@'} )d«

A soma dos termos do primeiro membro da igualdade (2.22) pode ser indicado por

/
Como vale a igualdade }ll:=:. }1:Z:: g-(#', V')éjV'Í = </.(@, V')d'', #''> , podemos escrever

i\ó'\ - /l!.,a;wõ'a. -+ J {.r.çó, ®$', ón a«.

Considerando que os equilíbrios (é, @) do sistema (2.1) são funções com derivadas limites
temos

/
Z m

>l: .;(é;yd:« + 'iXxãW, ÓV,Íld«

l
2

(2.23)

<Â(@,@)@', @'> l$ 11Â(é,@)llll@'l l@'l

Dessa forma, se a função / for tal que a matriz de sua derivada parcial /u(u,u) tiver

norma l l/u (u, u) 1 1 suficientemente pequena num conjunto limitado, então, pelas hipóteses,

a7 < 0 em (0,Z) para todo l $ .j 5; m, donde segue da expressão (2.23) que -rlÓ'l $ 0.

Desse fato, decorre a instabilidade da função @ como equilíbrio do sistema (2.16). H

Analogamente ao que foi feito em relação ao sistema (2.16), podemos estudar o

comportamento do sistema parcial na variável u considerando o equilíbrio (@, @) do

sistema (2.1) e fixando u = @(sç) na segunda equação obtendo

(-B(z)«,), + g(é(z),«), 0 < z < Z, t > 0,
u,(Z,t)

Nas condições em que foi deÊnido u = Ú(z) é um equilíbrio do sistema (2.24). Além

disso, considerando-se o funcional quadrático .E2 definido por

',[«] - 't«,«] - .Á'({<""',*'> <'«',«'> - "G«,d)'«,"« ' '":@,m"
temos que @ é equilíbrio de (2.24) se, e somente se, é ponto crítico do funcional -E2. Essa

correspondência decorre do seguite fato:

l - <.a@', }'''> + g(ó, @)

Z

0

s(«)«.

«,(o,tl
(2.24)

d
r -E: (@) ll'l
du l
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Em especial, se u = u(z, t) é uma solução do sistema (2.24), então, considerando-se

-E2lu(., t)l como função diferenciável de t temos

.:.E2lu(t)l = / <S}''', }'''> d# 2 0,

de modo que o sistema (2.24) representa o fluxo gradiente de .E2.

Z

0

Definição 2.2.4 A função @ € (Ht(0, Z))" é dita um máximo local para o funcional .E2

se existe õ > 0 tal que

-E:l@l ? .E2lé + ul ,V« c (H'(0.Z))"

satisfazendo u -- @l Ui < Õ

Pelas contas efetuadas acima, se @ é um ponto de máximo local do funcional .E2, então

é um equilíbrio do sistema (2.24).

Para o estudo da estabilidade linear do sistema (2.1) considerando o sistema linea-

rizado referente ao equilíbrio, temos

S(Z)h = (B(Z)yz).+g,(é(a),d'(z))% 0<Z<Z, t>0, ,225\
K(0, t) = yz(Z, t) = 0 t > 0 '"''''

Seja, em correspondência, o operador linear em torno do equilíbrio @, # : (H2(0, 1))"
(L:(0, 1))" definido por

#ll''l (B (:« ) }''' y g.(é,@)V. V }'' c (H:(O, í))", }'''(O) }'''(J ) (2.26)

e consideremos o problema de auto-valores associado

.Í (-B(z)}'''y-g.(@, @)}''

l }'''(o)

Como o sistema (2.27) é auto-adjunto os auto-valores do operador # são reais e formam

uma seqüência (À«)«cpl divergente para +oo. Usando o método variacional, o autovalor

principalé obtido por

ÀS(z)}'' , :« C (0, Z) ;
(2.27)

.G ( <'(«)« "> - <.," «> )-«

.E <S(z)K }''> d«
À"- inf

\' e(n i (o,i» "
v'#o

(2.28)
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Definição 2.2.5 Dizemos que @ é estável como equilíbrio de (2.24) quando À" > 0. Se

.À" < 0 dizemos que @ é instável.

Para o caso do sistema (2.24), valem resultados análogos aos enunciados nas Propo-

sições 2.2.1 e 2.2.2 com demonstrações análogas, com as devidas adaptações. Explicita.

mente, valem

Proposição 2.2.3 Sda (ó, @) «m .quáZzüri. do ;{.fem« r2.-Z) . cansa ere @ sd" 'quÍZzZráo

de (2.24). São verdadeiras as seguintes a$rmações:

(a). @ é linearmente estável se, e somente se, é um máximo local não-degenerado.

('b). Se Ú é linearmente instável, então não é urlt máximo toca! do f%ncãonal Ea.

Proposição 2.2.4 Sda (Ó(s),Ú(z)) equ Zzüho de Í2.-Z),de modo que t; = @ sda um

equíZzüráo par.z Í2.e#). Se blÍ(z) < 0, 1 ; k ; n e se g.(u, u) .»r wma mafráz fa/ que sua

nor«.« llg«(u, u)ll ;©« su$cient.menu. pequena num det«minado .ub-co«junto Jímálado

de W"+" , então, todo equálüüo não-constante $ de (2.24), se existir, será láneav"Frente

ánstáueZ.

Demonstração. A demonstração é análoga à da Proposição 2.2.2, considerando-se que

temos uma expressão para o funcional J dada por

il®'l = j 'y:,b'j:($kya + l {g.(@,$)ó',@')dz.
(2.29)

2.3 Aplicações

Pelas discussões realizadas na seção anterior, pelas propriedades dos equilíbrios dos

sistemas parciais (2.16) e (2.24) e tendo em vista a relação (2.7) podemos analisar o

comportamento do equilíbrio do sistema (2.1) dado . Um resultado imediato é o

Teorema 2.3.1 Sd' (u,u) = (é(z),@(z)) ««. equílzürào do s ste,na ÍP. 2 t«/ q«. u =

Ó(.z) seja estáue! como equilürio de (2.16) e u = $( ) seja estáue! como equittürão de

(2.24). Se (2.1) é um sistema anil-gradiente, então l..$Ç=]. $(ã) é estável.
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Demonstração. De fato, por hipótese temos À" > 0 e À" > 0 e das expressões (2]0)

e (2.28) «em

XU .[ÇRU,'iÕd" <. .[ Ç{AU',D' )- (j«U,D) )d« , V U c ÇH*(0,t»",

*«.Z'<'',«>.« . /'(<"'',"'> - <,.',«>)-«, "" ' (-:o,m"
Se (U, y) é uma auto-função qualquer do operador (2.4) associado ao autovalor À das

desigualdades acima e da expressão (2.7) vem

À .H <.nU, r> d:« + .x .H <$v, I''> d:« =

.C(<"',-'> <Â.«,p>).«--.E(<«'',"'> <,,',«>)-«
? À" .E <.RU, F> dz + .X' .H <S7, }''> dz >0

Donde, de (2.10), segue que

/
Como <RU, t/> ? 0 e <SV, y> ? 0, a desigualdade acima indica que a parte real de À

é positiva. Como À é um autovalor arbitrário de .g, tem(is a estabilidade do equilíbrio

R'W( /
É

<.RU,F> dz + <S7, V> d«) :» O.

IElxemplo 2.3.1 Sistemas de equações do tipo Predador-Presa com difusividade variáveis

têm sido motivo de estudos recentes, ver Du e Hsu j131. Seja, por exemplo, o seguinte

sistema do tipo Predador-Presa dado por

(a(z)u,,),+au(l--u) -7ut,', 0 $" $ Z, t >0,

(Ó(z)u,),+#u(l-u)+7üu', O$:«$Z, t>0,
u,(Z,t) (0,t) t) t> 0.

onde a,b : (0,Z) funções de classe 'r2 estitamente positivas em (0,Z), cl > 0,

O sistema é anta-gradiente uma vez que /(u,u) = clu(l -- u) -- 'yuu:, g(u,u) =

/3u(l -- u) + 7t,u: e, considerando H(u,u) = ?u' {u3 -- {ü2u2 -- ;u2 + gua tem-se

# >o
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%:(u,u) = /(a,t;) e --!g nstantes são dados pelas

soluções do sistema não linear

Í a«(1 - «) - '-'
1. P«(1 - «) + 'v-'

Por inspeção direta obtemos (0,0), (0, 1) e (1,0) e, se # > 7, então existem somente

essas soluções. Afirmamos que (0, 1) é estável como equilíbrio do sistema dado.

Seja u :: l fixado na primeira equação do sistema originando

(«(z)u,),+au(l--u) -'yu, 0 $« $Z, t>0,
u,(Z, t) = 0 , t > 0.

Temos que u = 0 é o equilíbrio a ser considerado. Para /i(u)
/{(0) = (a -- 7). Se .« < ,y, e«tão « = 0 será está«l.

Por outro lado, fazendo u = 0 e substituindo na segunda equação obtemos

(Z,(z)u,),+Pu(1-«) 0 Sz $Z, t>0,
u,(Z,t) = 0 , t > 0

Neste caso u = 1 é o equilíbrio que interessa analisar. Considerando gl(u) = #u(l -- u) =

au -- /3u2 tem-se g{(1) = --P < 0 donde segue que u = 1 é estável como equilíbrio.

Pelo Teorema 2.3.1, (0, 1) é equilíbrio estável do sistema dado

«,(o,tl

(a - ')u - au'

«,(o,tl

O Teorema 2.3.1 aârma que as estabilidades parciais implicam a estabilidade do
sistema dado e esse é um fato bastante intuitivo. Entretanto, o conhecimento das insta-

bilidades dos equilíbrios dos sistemas parciais (2.16) e (2.24) não implica imediatamente

a instabilidade do sistema original (2.1). É exatamente esse o conteúdo da seguinte
n fi rm n pã n

Teorema 2.3.2 Sda (é,@) uma solução do sÍslema re.P9 de modo que, para qua squer

R e S, o pür ÇÓ.'$'') seja um equitíbho de (2.1), um sistema, com estrutl ra anui,-gradiente.

Se, para uma matriz RÇ=) $1ada, a função Ó for um equãltüho instável do sistema parcial

l2.í6) correspondente, então Q matriz S = S(xh pode ser asco\hid,a, de mod,o que Ç#,'Ü)

seja instável como equátürio de (2.1).

Demonstração. Vamos mostrar que é possível encontrar c > 0 tal que, escolhendo-se

a matriz S satisfazendo l S'l ll < c existirá um autovalor À do problema (2.6) com parte
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real negativa, conforme Yanagida 1431. Por comodidade vamos re-escrever o

(2.6):

sistema

Í (-.4(z)U''y - .h(é, @)U - .Ê(é, @)}''

'l -(.B(z)}''''y - g.(é, @)U' - g.(@, @)}''

l u'(o)

Considerando os operadores .d' e # definidos, respectivamente, em (2.18) e (2.

sistema pode ser re-escrito como

l .dU - /u(é, @)T''

'l .#l'' - g.(@, @)u'

1. t/'(o) - t/'(z)

Da segunda equação obtemos

À.R(z)t/, 0 < z < Z,

,XS(z)y, 0 < z < Z,
0.

26), este

Àsy,

}'''(o)

0 < z <Z,

0 < z <Z,

l.xs

De S(À/ -- S i.@') observamos que, se llS-tll for suficientemente pequeno, o operador

(ÀS(z) -- .g) será inverta«l e teremos

«- (*' ")':,««

que, substituindo na primeira equação, nos dá

.du' + Â l.xs - .#l g.u - Àzu.
l

Temos assim um problema de determinação de autovalores para o perturbado do opera-

dor linear #, conforme Kato j2SI. Fixado o operador #, consideremos a correspondência

que associa a cada número complexo p e cada matriz S o operador .d'(p, S), dado por

(p,s) -+#(p,s) =#+.ÊI.xs- #) g«.

Como, por hipótese, @ é um equilíbrio instável de (2.16), temos que À" < 0, donde existe

õ> Otalque%õ=Íz € C;jz--À"l <.5} C {ÀC C; Re(À) <0le%õnãocontémoutro
autovalor de .a'. Restringindo a p C #Ó podemos considerar o operador dado poi

l

(P, s) -> .@(P, s)
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por l

M -M(À,S) - /uS''l.X-S':.#l g«,

onde a2: é o conjunto das matrizes positivas dadas por S : 10, ZI --> ]M].(]R) tais que,

a cada z c (0, Z), associa uma matriz positiva com detS(z) ? K > 0 para todo z em

10, ZI. Observamos que .1:4 é contínua e que vale

la l l; ll.Üll ls':1111(À/ $':#)':lll g.ll $ c'lls':

Como a constante O é bem determinada vem que, existe K > 0 suficientemente grande

tal que, l IS'ill < ã' Portanto, é possível tomar S de modo que se tenha 11.!:< 11 < c, para

cada c > 0 dado. Consideremos o problema de autovalor do operador perturbado por

(.d +@(P, S))u S)-Ru (2.30)

onde os autovalores À = À(p, S), i.é., para cada À C %Õ e cada função S obtemos um

autovalor À(/z, S). Pela observação acima, para S tal que llS-: seja suâcientemente

pequeno, temos que IÀ(p,S -- Àal < (i. Escolhendo-se, então, uma matriz S C a'+ tal
que llS-tl l seja suficientemente pequeno podemos considerar a aplicação À : %õ

expressa pela correspondência

M:

P --} .x(P, s)

Vp € %ó. Pela continuidade das fuções .!i4 e À : %Õ mos, do teorema de ponto

fixo de Brouwer que, existe p c %Õ tal que À(p) = p. Esse p c aõ é um autovalor do

problema perturbado (2.30) e, como Re(/z) < 0 e o resultado segue. H

Teorema 2.3.3 Considere o sistema re.-ZJ com estrutura a7zti-grau ente e sÜa (@,@)

«m. «/ração «ã.-««st-te do 'Í'fem' Í2.eJ. Jdmít' q« «IÍ(«) $ 0, 1 5; .j $ "'' '

bZ(z) $ 0, 1 $ k $ n, para cada a C (0, Z). .Então, À" < 0 ou À" < 0.

Demonstração. Como (é, @) é não-constante, consideremos os funcionais / e J calou

lados em @' e em @', respectivamente. Pelas expressões (2.23) e (2.29) temos

i\ó'\ - .[ }.,«'l@'Õ'a« -+ .[ {Ó' , .f.@, ©@b .«/\J ; l VV
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J\ú'x = .[}..ul:(@'.ya«-+ j {g.(+,@)ó',$')ü'-

Da estrutura anta-gradiente do sistema (2.1) temos

e

l.#l, j.t$.+à$')-\- Çg.Ç$,$h#' ,$') (j':Ç@. Ü$' -+ g.ÇÓ, ©Ó' , $' ) 0 ,

dondesegue que

PZ m PZ n

//lé'l+Jl@'l=7o j::: (#'Lydz+
>: Z,Z (ÚI)'d"
k-l

Pela hipóteses, temos .rl@'l + Jl@'l $ 0. Afirmamos que ou À" < 0 ou À" < 0 pois, caso

contrário, teríamos À" 2 0 e .X' ? 0 e, por conseqüência, /lé'1 2 0 e Zl@'1 2 0. Nesse

caso, da desigualdade acima, teríamos /lé'l = 0 e Jl@'l = 0 donde seguiria que À" = 0 e

À" = 0. Supondo que é' # 0, então /l@'l :: 0, donde Ó' seria uma autofunção do operador

.íã'' associada ao autovalor À" = 0, isto é, @' seria uma solução do sistema linear

r (Á(z)««y+.h(@, @)«,

1. «,(o)

Neste caso, é' = 0, e isso seria uma contradição, o que prova o Teorema

Corolário 2.3.1 Cona acre o sistema Í2.-Z) com estrutura anta-gradiente e sda (Ó, V')

um« ../«çâ. nâ'-con tant . ;á.fem« re.eJ. .4dmãt« q« .;(z) 5; 0, 1 5; J 5; m'
Z)Z(z) 5; 0, 1 $ k $ n, para cada z C (0,Z). Então, ezástem matrizes R e S tais que

Ç@,'Ü) é um equilüüo não-constante instável do sistema (2.1).

Demonstração. A prova do Corolário é obtida combinando os Teoremas 2.3.3 e 2.3.2

Observação 2.3.1 Na demonstração do Teorema 2.3.2 um fato fica evidente. Para os

sistemas anel-gradientes as matrizes /uT e --g: têm um papel de provocar um "desloca-

mento" dos espectros dos operadores lineares # e #.
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No caso de sistemas anui-gradientes com acoplamento da forma

(a(z)u.),+/(u) .«, 0<z<Z, t>0;
(b(z)u,),+cu+g(u), 0 <z <Z, t> 0;

u.(Z) = 0, t > 0,

u, (Z)

o«de /(0) = g(0) = 0 e H(u, «) = -F(u) -- 'u« -- G(«) com .F(u) = /ou /(s)ds e G(«)

Jou p({1)de, para c suficientemente pequeno, o espectro do sistema dado pode ser avaliado

em termos dos espectros dos sistemas parciais. Uma consequência dessa propriedade

dos sistemas anta-gradientes é a existência de sistemas equilíbrio não-constante estável

conforme o Exemplo (2.3.2) enquanto que, para os sistemas gradientes, isso é impossível.

«,(o)
«,(o)

Embora o resultado sobre os sistemas gradientes seja bem conhecido vamos incluir uma

versão para sistemas com coeficientes variáveis a fim de que o texto fique completo. Seja

o sistema seguinte

Í «,.(z).«,),+-H(«,), 0<:«<Z, t>0;
l «,,(o)

onde Z > 0, .A : (0,Z) --+ ]MÇ«(]R) é tal que, para z c (0, Z), a matriz diagonal .4(aç) =

diag{.zi(z), a2(z), .. . ,a.(z)} satisfaz ak(z) > 0, k = 1,2,. ..,m, Vz € Q. O termo não-

linear n : R" -+ R" é uma função que, a cada m = (ui,u2, - - . ,u.) C R", associa

.H(W) = (-HI(W), .H2(W), . . . , Hm(W)) tal que existe uma função h : R"

'#' satisfazendo HJ(w) = jl:-(w), l $ .j $ m, Vw C R"

Nessas condições vale o seguinte

(2.31)

Teorema 2.3.4 Se, para cada .j, l .$ .j 5; m, aj : (0,Z) -+ R é uma /unção de classe

'#' ta/ que a (z) $ 0 p«a z C (0,Z), então todo equ{/zürio é = @(z) não-constante de

(2.31), se e«{st{«, .e«á instá«t.

Demonstração. Consideremos o operador linear correspondente à linearização em

torno do equilíbrio Ó(z) dado por

..z(1'1'') («)}v=), -H'(é(«))}t'' , }v''(o)

e vamos mostrar que existe um autovalor negativo de -g
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Seja o funcional

KIWI = / {<..4(z)W'', W''> - <-H'(@)W:, }y'>} dz.
JO

Clonsiderando que o equilíbrio não-constante @ sejam a função W(z) = @'(z) # 0 e

Ql@'l = / {<..4(z)(é"), é"> - <n''(é)(é'), @'>} dz.

e, com as hipóteses, (21@'l $ 0. Da condição de equilíbrio vale

(.A(z)é'y + -H(@) Ó'(o)

pressão, multiplicando (escalarmente) por é' e integrando no intervalo

./' ( <M(«)"0", "'> -- <"'@*', *'> )-« - '. P.")
Usando a integração por partes e as condições de é na fronteira podemos escrever a

primeira integral de (2.32) como

/ <(..4(r)é')", é'> dz = --
JO

/
Pela definição do produto interno, usando a integração por partes e as condições de

fronteira podemos escrever

/
Uma última integração por partes nos dá

/
Substituindo esses resultados na expressão (2.32) temos

'[.«'] - /I' ( <,'«", «"> -- <"'w"', «'> ).« - 1} E (

«A(«)ó')",ó')a« l {A'(«)4',ó")a« l (A4",ó"la«
JO JO

/

/

<..4'(z)é', é"> dz = - /

<.A'(';)Ó', é"> dz = ;
Z m

}: .; (4';)'d«
; 1

E. @;'É;-« - -5 'Ê .; (*fy'«

Z

Z

0

Vamos mostrar quS

Derivando essa ex

Z

!

(0, Z) temos

[{(A(«)Ó' )' , 4" } ü«

/'(«""" /lal@'Õ'a«,



Sistemas unidimensionais 72

Da hipótese ag(z) 5; 0 vem Qlé'l 5; 0, donde segue o resultado

O seguinte exemplo mostra a existência de sistemas anta-gradientes com coeficientes

constantes e com equilíbrio não-constante estável o que, pelo Teorema 2.3.4, é impossível

para os sistemas gradientes. Além desse fato, o exemplo mostra um sistema anti-
gradiente no qual uma das equações parciais tem equilíbrio instável e, no entanto, o

sistema dado tem o equilíbrio correspondente estável.

Exemplo 2.3.2 Considere o seguinte sistema anel-gradiente

u,, + 5u + 10u, 0 < z < r, t > 0,

15u.,--10u-- 10u, 0<z<n', t>0,
u.(«', t) = 0 t) («', t), t > 0,

Como o sistema (2.33) tem coeficientes constantes, podemos usar o método de expansão

em autofunções Ó«(z) = cos nz correspondentes aos autovalores À. = n2, n = 0, 1, 2,

do problema de valor de fronteira com condições de Neumann homogêneo

1 ««. - «-, .<"<«, t>.;
1. w, = w, = 0,f> 0

Os autovalores do sistema (2.33) são obtidos por análise dos autovalores das matrizes

.4. onde, para cada n, temos

(2.33)

10

10

e, correspondentemente, os autovalores de .Á., indicados por

À.= , n= 0,1,2:

O sistema (2.33) tem equilíbrio não-constante quando existe n 2 1 tal que À.

expressão de À. devemos encontrar n tal que

0. Pela

15n4 65n2 + 50 :; 0 ,

o que ocorre para n - 1. Considerando que um autovetor da matriz Ái associado ao

autovalor À = 0 é (--5, 2) obtemos, assim, o equilíbrio não-constante (é(a),@(z))

(--5 cosa, 2 cos z) como uma solução não-constante do sistema (2.33).
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Fixando u(i) 2 cosa no sistema (2.33) temos

u,, + 5u + 20 cosa, 0 < z < n', t > 0,

u.(a', t) = 0 , t > 0

para o (dual u(z) = --5cosz é equilíbrio. Como /'(--5cosz) = 5 é constante e positivo

o autovalor principal do operador linear em torno do equilíbrio é negativo e, nesse caso,
o equilíbrio é & = --5 cos z é instável.

Por outro lado, fixando u(sç) = --5 cos a; na segunda equação, temos

15u,,--10u+50cosz, 0<z<r, t>0,
u,(«', f) = 0 t > 0

u = 2cosz é equilíbrio estável desse sistema. De fato, isso ocorre porque g'(2cosz) =
-- 10 é constante negativa e o autovalor principal do operador linear correspondente é
negativo.

Como o sistema (2.33) é linear com coeficientes constantes, o seu linearizado em torno

do equilíbrio (é, @) é o próprio sistema dado, de modo que a análise da estabilidade do

equilíbrio (0, 0) é feita considerando-se os autovalores das mesmas matrizes ,4.. Pela

expressão para os autovalores À. obtida acima, concluímos que À. .$ 0 para todo n,

donde segue que (0,0) é estável como equilíbrio do linearizado. Portanto, (é,@) é
estável como equilíbrio do sistema dado.

«, (o, t)

Observação 2.3.2 Note que no segundo sistema parcial do exemplo acima temos uma

equação parabólica com coeficientes constantes que possui um equilíbrio não constante

estável. Comparar com o caso tratado em Chafee l81.

Observação 2.3.3 Note que, no exemplo acima, se os coeficientes de difusão ai e ae

fossem iguais, então o sistema não teria solução não-constante estável

Para o caso de sistemas do tipo gradiente obtemos um resultado análogo ao obtido

em Yanagida l42j. Consideremos o sistema gradiente seguinte

J -«. = (-o(z)««,),+H(.«), o<:«<z, t>o;
1. ,«,(o) = .«,(/)

onde Z > 0, e Z) : (0, Z) ---> M]« (]R), z C (0, Z), é a matriz diagonal múltiplo da identidade

de ordem m, -D(z) = a:(z)/«, com a(z) > 0 Vz C Q. .H : R" -+ R" é uma função

(2.34)
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que a cada w = (u:, u2, . - . , ".) € Rm associa n'(t«) = (-H:(w), -H2(t«), . . . , -Zlm(«,)) onde

H, : ]R" --.> R são funções de c]asse V'i tais que existe uma função h : ]R"

classe '#' tal que .Z%(w) - ah (w), l $ j $ m.

Teorema 2.3.5 $e a : Q ---} ]R é uma /unção de classe 'r2 taZ que a"(aç) 5; 0 para z C

(0, Z), então f.do eg«í/tüho ü'(z) (z), Ó,(z), . . . , @.(«)) não-«n.t«te de Í2.34), ..
ea;ástdr, será ázzstáueZ.

IDemonstração. Consideremos o operador linear correspondente à linearização em

torno do equilíbrio W(z) dado por

-g(w) (.'(:«)W',), - H'(q'(«))W

<.gW, W> = / {-- <(a'(z)W=), , W'> -- <H'(W("))W, W>} d".

<.gW, W> = --a'(z) <W'(z), W''(z)> ll,+/{a'(z)llWzll' -<.H'(©(aç))W, W>} dz
JO

Se.ja o funcional

Z

Olw'l = / {a'(z)llw'll' - <-a'(a')w:, w>} clz
JO

Z

Considerando que o equilíbrio © é não-constante para a função W(iç)
0 vale

C?laW'l = / {a'(aç)ll(a@'yll' -- <.H'(©)(a©'), a@'>} dz.

Z

0

«(:«)q''(«) #

C?la©'l =/ a'll©'yll:da --/<H'(W)q'',a(a©')>dz.
JO JO

Pela regra da cadeia podemos escrever á-H(©(aç)) = -H'(W(a)) . W'(z) e

(2.35)

<-ü'('P)'P', "("W')> d" - 7o (a('P(")), '("Q'')) d"/
Z Z

Pelas condições de fronteira, a integração por partes nos dá

<H'(©)$'' , a (aq'')> dz
0

l

<n($) , (a(aW')y> d#
0

<('(«@')y , («('W')y> da
0

Z
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Desenvolvendo a expressão do integrando na última integral da igualdade acima temos

/ <('("W')y,("("W)y> d" - ./l {«'ll("W'yll: - 2-'<.©',('W'y> +('')'ll("®')ll'}JO JO

Substituindo na expressão 2.35 resulta

Q\a'g'\ - -JI«' aq''lj2y + (a')2lla©'ll2dz

Com mais uma integração por partes e usando as condições de fronteira temos

Qla©'l =/(aa'yllaw'll: --(a')2lla©'ll'dz
Z

0

Qla@'l = / aa"lla©'ll'dz

Como a"(z) 5; 0 temos que Qla©'l $ 0, donde Ào < 0. Logo, I'(sç) é instável como

equilíbrio do sistema (2.34). a

Z

0

O argumento usado na prova do Teorema 2.3.5 não vale para sistemas cujos coefi-

cientes sejam dados por uma matriz diagonal da forma -D(z) = diagta?(z), . . . , aà(sç)},

com aj :# ax; se .j # k, exceto se o sistema for desacoplado uma vez que não vale,

em geral, a igualdade .ll'(1)©') = .D/{'©' que foi usada na passagem que resultou a

expressão (2.35).

Exemplo 2.3.3 Existe sistema anta-gradiente com coeÊcientes de difusividade variáveis

que admite equilíbrio não-constante estável. De fato, sejam a e b funções definidas em

(0, 1) tais que a"(aço) > 0 e b"(zl) para iço,ai c (0, 1). De acordo com Yanagida 1421

podemos determinar é = @(z) e / de modo que é seja equilíbrio estável para o sistema:

,(z)u. («'(z)u.::), + /(u), 0 < « < 1, t > 0,
u,(0,t) = ü,(l,t)

e, analogamente, determinar funções @ = @(a) e ã de modo que @ seja equilíbrio estável

para

r .(z)«.(«)«,),+ã(«), 0<«<1, t>0,
l «,(o, t) (i,t)



Sistemas unidimensíonais 76

Portanto, (Ó, @) é um equilíbrio do sistema (desacoplado)

«(«)«.

.(«)«.

«.(o, t)

«,(o,t)

(a'(z)u,), + ./'(u), 0 < z < 1, t > 0,
(b'(z)u,), + ã(u), 0 < ;« < 1, t > 0,
u,(l,t) = 0, t > 0

«, (l, t)

com estrutura anta-gradiente onde

n(u,«) l j(u)du- l ã(u)d«

Pelo Teorema (2.3.1) temos que (é, @) é um e(luilíbrio não constante estável do sistema
assim construído.

2.4 As Equações de FitzHugh-Nagumo

Um dos exemplos de sistemas anel-gradientes é o bem conhecido sistema de equações

de FitzHugh-Nagumo, com coeficientes constantes, abordado por vários autores. Esse

sistema possui propriedades de estabilidade correspondentes às propriedades de estabi-

lidade de equilíbrios de uma equação de evolução associada. Mostraremos que algumas

propriedades dos sistema com coeficientes variáveis também são herdadas da equação

do calor correspondente. Pelo fato de b(z) = 0 há, nesses sistemas, determinadas pecu-

liaridades que revelam as características comuns entre os equilíbrios dos sistemas e os

das equações correspondentes.

Vamos considerar o seguinte sistema anui-gradiente conhecido como equações de

FitzHugh-Nagumo, ver Conley e Smollerj101 e Smoller 1391:

(a'(z)u,),+/(u)--.u, 0 <# < 1, t>0,
c(u -- 7u), 0 < a; < 1, t > 0,

u,(l,t) t > 0,

(2.36)

u,(0,t

onde c,'y são constantes reais positivas e .f é uma função real definida por /(u)

u(l -- u)(u -- a) onde 0 < a < à. Para este caso temos

H(«, «) /(,)d, - ''« + ;«'
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2:4:1 Estabilídadé

Supondo que (u, u) = (é(z), @(sç)) seja um e(luilíbrio do sistema (2.36) temos

l (.'(«)ó'r+/(ó) -'@
l .(é -"rÚ)

1. @'(o)

Da segunda equação de (2.37) temos @ = +@ que, substituindo na primeira equação,
nos dã

)

0, 0 < z < 1,
0, 0 < z < l
0.

(2.37)

Í («'(n)é'y +/(@) - {é 0, 0 < z < 1,
1. @'(o)

Por outro lado, se considerarmos a equação do calor associada ao problema (2.38) dada
por

(2.38)

J u. (z)u,),+/(u)-fu, o<«<i, t>o,
l u,(0, t) (l,t)

veremos que, se (u, ü) = (Ó(z), @(z)) for equilíbrio de (2.36), então teremos que Ú(z) =

+Ó(aç) e u = Ó(aç) será equilíbrio de (2.39). Reciprocamente, se u = Ó(aç) for equilíbrio

de (2.39) então para d'(z) = : @'(z) o par (Ó(aç), Ú(aç)) será equilíbrio de (2.36). Portanto,

poderemos analisar os equilíbrios de (2.36) a partir do estudo dos equilíbrios do problema

(2.39)

Seja o linearizado de (2.36) referente ao equilíbrio (@, @) dado por

(2.39)

(a:(z)u,), + /'(Ó)u -- .u, 0 < «: < 1, t > 0,
c(u -- 'u), 0 < z < 1, t > 0,

«,(l,t) t > o.

(2.40)

Consideremos -g : H2(0, 1) x H2(0, 1) ---} L2(0, 1), o operador linear associado ao

problema (2.40), dado por

..zl"l..(h*(«)«0''l G© -''lr") P.4D
) J \ U J \ e --e'"l ) \'u )

com as seguintes condições de fronteira u'(0) = u'(1) = 0. Seja o problema de auto-

valor para o operador ..g, definido em (2.41) com condição de Neumann homogênea na

2 /\/a
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fronteira, expresso por

r -ZI.«l(«) («), « c (o, l)
1. .«'(«) «- i,

onde w =(u, uy, com(u,u) C H'(0, 1) x H:(0, 1).
O problema de auto-valores consiste em determinar À C C tal que o sistema

Í (''(«)u'y+/'(é)u- '«+.X"
'l .(u - '«) + .X«

1. «'(o) - «'(i)

0 < z < 1,

0 < g < 1, (2.42)

tenha solução não-nula. Como u # 0, da segunda equação de (2.42) segue que c'y não é

autovalor de .g' e, portanto, podemos fazer

Substituindo na primeira equação de (2.42) nos dá

(''(")"'y + /'(é)" + xfb« + .x«

u'(0)

0, 0 < z < 1,
0.

(2.43)

Por outro lado, em relação ao equilíbrio u = @ do problema (2.39), consideremos o

sistema linearizado dado por:

(a:(z)u,),+.f'(@)u-- {u, 0 <z< 1, t>0,
u,(l,t) = 0, t > 0.

(2.44)

Em correspondência ao sistema (2.44), temos o operador linear .2 : H2(0, 1) ----} L2(0, 1)

dado por

álul(")u'y-/'(4')"+;«, «'(o) i)
associado ao qual consideramos o seguinte problema de auto-valores

.Í(':(«)u'y+/'(é)u- {«+.l« 0 <« < 1,

l «'(o)

Temos, portanto, a seguinte situação, se (u, u) = (é(]ç), Ú(sç)) for equilíbrio de (2.36),

então u = Ó(z) será equilíbrio de (2.39) e, reciprocamente, se u = @(z) for equilíbrio

(2.45)

(2.46)
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de 2 39) então, de6ninao yl.ZJ = $ç)(ZJ teremos que çb(z) l)l}(a; será equilíbrio de

(2.36). Portanto, poderemos estudar a estabilidade dos equilíbrios do sistema (2.36)

relacionando-os com os equilíbrios de (2.39) e explorando as relações convenientemente

estabelecidas entre os auto-valores dos operadores ..g' e .!ã'' dados, respectivemente, em

(2.41) e (2.45).

Os autovalores do problema (2.46) formam uma seqüência não-decrescente de números

reais (À.).cw C R, com a propriedade À. quando n --} oo.

Podemos re-escrever o sistema (2.43) como

.r(''(")"'y +/'(«')" - {" +({" + ifk«+ À«)
1. «'(o)

Comparando os sistemas (2.47) e (2.46) concluímos que, para todo n € N, vale a seguinte

relação entre os autovalores dos operadores -g e #:

À.+ . + - À..
Àn C'y '

é2 C

0, 0 < z < 1,
0.

(2.47)

(2.48)

Podemos expressar À. em função de À. considerando que, para cada n c N, vale a

equação,

.x: - (li« - : + 'l)À« + .i«''v

Portanto, para cada n C N, temos

Ã.
C + .7) :L «Ã;7À.

2
(2.49)

(2.50)zX. - (l\. -- ! + C7)' - 4.i.CV.

Por outro lado, da expressão (2.50) para A«, observamos que

e

(li« - {y + 2(.i« {)e'r + (c'y)' - 4Ã«c'y

(.X« - {y+2(.i« {).v+('7y - 4(.x« -

(lin -- ;)2 -- 2(Ã« ;)e'Y+ (c'')2 4c2

Portanto, obtemos a seguinte expressão alternativa pala A-

A.
{ + {)''y

Z\n = (À. -- C -- e,y)2 -- 4C2.
7

(2.51)
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DiÕSijiiõÉiãó (2 51} temos que se Àn --> oo, então A. --> oo quando n --> oo.

Portanto, existe eventualmente, um número finito de índices n para os quais se tem

A« < 0 e, assim existe, no máximo, um número finito de autovalores complexos do
problema (2.42).

Cada autovalor À. do problema (2.46) dá origem a dois autovalores À+ e ÀZ- do
problema (2.42), relacionados entre si e indicados, respectivamente, por

(2.52)

Temos, em conseqüência, duas seqüências (À:)«cw e (Ài).CW formadas por autovalores

de (2.42). Como Ã. -} +oq quando n --> +oo existe no C N tal que, para todo inteiro

";:«.,«l. (À« ''y 1 »0 N«;««diçõ«,p"««;m*«.«l.m
.A. ?zX. 2 0e

(IX« +''y- {) - vã:;' , (Ã« +''- {) +~''ã; ..
"« ' -

Assim (À+)«2o C (C é uma seqüência ta] que, para n 2 no, ÀJ C ]R, com À;l --> oo
quando n -} oo.

Quanto à seqüência (À;)«CN, de auto-valores em (2.52), temos

lim À;;
n-+(D -

.:. g!
n-+oo 2

-nlK.-.3;1.;1

2''y({ - ''y)

(Ã« - { + ''y) +

lim..+oo l tÀ :í+c'r)+V(Xn-#+c7)' -4Ànc'y

+
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2€'Y +
(Ã.

7

donde segue que

lim À; = c'yn-+oo

Portanto, a seqüência de autovalores (Ài) do operador linear (2.41) converge para e"r C
R

Um outro aspecto geométrico dos autovalores de (2.42) pode ser observado a partir

da relação dada em (2.48). De fato, quando A. < 0, sabemos que À. C C e, da relação

(2.48), considerando À. = a. + d/3., com a.,P. C R, temos

(a« +á©«) + , . '= ~ + .= c R(a« + iP.) - .'y ' 7

''-« -- i; -' :p., -- ''lS«.:3i i 2'] . «

2

7

dondesegue que

«« * { * #!H&) * ',« (: - G:Sn) ' «

(a« .'Vy +ÕIÍ

Portanto, quando A. < 0, temos um número finito de autovalores À. C C perten-

centes a um círculo I' C C de centro (c'y, 0) e raio c

Se tivermos 6.« 2 0, então À: € ]R com À; $ À: e com Ài e À: conjugados em

relação ao círculo I' uma vez que

(À; - .7) (.X:' .7) - .:

Esta é uma forma geométrica de ver que se À;t ---} +oo, então, correspondentemente,

Ài ----> c,y. Podemos reunir as observações acima na seguinte proposição

Proposição 2.4.1 Soam (.X«)«CN e, correspondentemezzte, (À:)«CN as seqüênc as de
autoualores associadas aos problemas (2.46) e (2.42), respectivamente. Então,

r.J. O «ú«.«. de «t««/o". conFIe«. d« «qüê«cí« (Ài5)«« é .P«áto. Se e«{.l{,

algum autoualor completo, então o seu conjugado também será um autoualor e a?-nãos
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pe't'""'ão « .úc«Zo r de ««t« (.'y, 0) . «ío .;

róJ. .A .eqdêncá. (À:)«« dá«ry' p"" +.o ' « .eqdên.ã. (.X;).« «n«ry' p"" ''y;

r.J. O. te,mo; ««pomdente. d« «qüê«c{« (ÀI')«« e (Àl;).« .ão ««j«p«a« e«.
re/anão ao cúcuZo I'

Observamos que se, para algum n C N, tivermos zX. :: 0, então, pela expressão

(2 51), p'd"'"" escre«r (IX« -- .,y -- )* - 4.', do«de li« -- { + .'y = 2.('y :n). Da
igualdade À. = !=:1:;!--x, vem À, > 0, quando ' > 1.

Como conseqüência das propriedades geométricas vistas acima temos a seguinte
proposição.

Proposição 2.4.2 Se u = Ó(z) /or tzm equ{/zZóo ánsfáue/ de Í2.Sq, então, considerando

@(") #'(z), o P« (é(z),@(a)) «,á án'tá«/ ««.. eq«ilzüdo de Í2.3õ).

Demonstração. Consideremos po o autovalor principal do problema (2.46). Por hipó-

'"., P. « 0, d-d. '\. - (P. * - 4p..,y » 0, ., ««p"'"t'm«t., Ài .
À8' são reais. Além disso, como

4Poc' > IP. -- ! +c'y1 2 P. -- ! + ''y,
segue

Proposição 2.4.3 Sda 7 > 1. Se u = Ó(z) /or um aqui/züráo estáue/ de Í2.gq, então

o p« (#'(«), {V'(z)) ;e,á «tá«/ ««.o equálzüho de Í2.36).

Demonstração. Seja (p.).CN a seqüência de autovalores do problema (2.46). Por
hipótese, p. > 0 para todo n = 0,1,2,... e, de ' > 1, vem 72 > ' > 1, donde

,y > +. Para qualquer c > 0, vale /z. + c'y -- { > 0. Se zl. < 0, então À:L € C e

Re.X:: = !!:1-!Í > 0. Se zl. ? 0 os autovalores são reais com Ài $ À:. Da desigualdade

(««--«-;y»(««--«-$y -'.:',
vem (pn + c'y -- ;) -- '«A« > 0 e Ài- > 0, donde segue a estabilidade.
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Teorema 2.4.1 a) Se 7 > 1 e se ezíste zo C (0, 1) ta/ que a"(zo) > 0, então é possúe/

deter'manar / : R ---+ IR, de classe 'ri, taZ que, para todo € > 0, o sistema ÍP.3õ) admite

"m eq«ÍJzüüo «ão-«n.f-fe (Ó(z), @(z)) «tá«J.
ÓJ Se 0 < 7 < 1 e se e/êste zo C (0, 1) faZ gue a"(zo) > 0, então é possúeZ defermãnar

/ : R --+ R, de c/asse 'ri e ezÍste c > 0 tais que o sÍsferna Í2.3õ) admite um equá/zZr o

nã.-««.t-te(Ó(z), Ú(z)) e.fá«/.

Demonstração. Por um resultado bem conhecido de Yanagida 1421 é possível encontrar

uma função / : R --+ ]R, de classe %':, e uma função u = @(z) tal que o problema

(a'(z)u,), + /(u), 0 < :« < 1, t > 0
0, z = 0, # :: l.

(2.53)

admite é como equilíbrio não-constante estável. De6nindo /(u)

@ é um equilíbrio não constante estável de
/(u) + {u. temos que

(a'(,ç)u,),+/(u)-- {u, 0 <z < 1, t>0
u, = 0, para # :: 0, z = 1.

(2.54)

Cromo 7 > 1, pela Proposição 2.4.3 considerando @ = {@, temos que (é, @) é equilíbrio
não-constante estável do sistema

Í u.(z)u,),+/(u)-.«, 0<«<1,t>0
l ut = c(u--''u), 0 < z < 1, t> 0

1. us = 0, para z :: 0, z ;: l.

(2.55)

Sejam Ài e Ài os primeiros autovalores correspondentes aos problemas (2.54) e (2.55)

respectivamente. De (2.49), vem que

IÀ: + .l) :L ~/xi
2

e de (2.51) vem que

zXi ' (Ài -- = + cy)2 -- 4c2

a) Se ' > 1, então 0 < { < ,y, donde 0 < --:1 + c'y, Vc > 0. Como .it é positivo,
concluímos que 0 < Ài < Ài -- :l + c'y, Vc > 0. Temos três casos a considerar:

(i) Se Ai < 0, então À: c C e, da conclusão acima, Re(ÀI) = !!:i!.= > 0.
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(ü) Se A = 0, então i;: l:!:-;.!S! > 0
(iii) Se Ai > 0, então Ài e ÀÍ são reais com Ài < À:', donde basta analisar o sinal de

ÀÍ. De ÀI > 0 vem que Ài -- ; > --{ e '(Àt -- i) > --c, donde

4c7(Àt -- =) > --4c2, V' > 0, Ve >0

Desta última inequação segue

(IXi -- ')' + 2c'Y(Ãt -- ' ) + (c'y > (Xi -- ' ): -- 2c7(lii -- ' ) + (c'ry -- 4€' ,

donde obtemos

(Ài -- c +c.y)2 > (Ài -- c c7)2 -- 4c2

Como (À: -- { + .'y) > 0 temos

(Ài -- ; + c'Y) -- v(Ài -- i -- c y)2 -- 4c2
/\l === ) ll

Dos resultados de (i), (ii), (iii) segue que (é, @) será estável como equilíbrio de (2.55).

b) Se 0 < ' < 1, então 1 -- ' > 0. Como Ài > 0 é possível escolher € > 0 tal que

O < c(; -- 7) < .ii de modo que se tenha .Xt -- { + c' > 0. Podemos obter conclusões

análogas às obtidas em (i), (ii) e (iii), donde segue a estabilidade do equilíbrio (@, @). H

2

Teorema 2.4.2 S'e a"(zo) > 0 para algum a;o C (0, 1) então, para cada 7 > 0 dado,

ezásfe / : ]R --} IR, de classe 'rl, e Caíste c > 0 tais que o s sfema Í2.3ó) fenda um

equitüho não- constavtte estável.

Demonstração. Segundo Yanagida 1421 é possível definir @ = Ó(z) e .f, de

tanque

classe '#i,

u. =(a'(z)u,),+.f(u), 0<:«<1,t>0
u, = 0, z=0, z=1.

admita é como equilíbrio não constante estável. Definindo /(u) = /(u) + iu
/ é de classe 'ri

Considerando, então, V' = {d', temos que (é, @) é equilíbrio não constante

Í u. (z)u,),+/(u) .«, 0<:«<1,t>0
1 «. -1«), o<«< i, t>o
l u., = 0, para z= 0, z= 1.

(2.56)

temos que

do sistema

l2.s7)
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Fixando u = @ = é na primeira equação de (2.57) temos

Í u.(z)u,),+/(u)-Íé(z), 0<z<1, t>0
l ua: :: 0, para #= O,l.

(2.58)

Temos que u = @ é equilíbrio do sistema (2.58). O problema de autovalor correspondente

a (2.58) é expresso por:

(.'(z)u'y + /'(é)u + .X«

«'(o)

0, 0<z<l
0.

(2.59)

Por outro lado, como u = @ é equilíbrio estável de (2.56), então .it > 0 onde .Xt é o

primeiro autovalor para o problema de autovalor associado ao problema (2.56), dado
por

Í («'(«)u'y+.P(é)u+ IX

1. u'(0)

Notando que .f'(4') = /'(é) + ;, da comparação entre os problemas (2.59) e (2.60)

temos que, para cada n € N, vale a relação

0, 0 < z < l
0.

(2.60)

- . f

À. :: À. + .:
7

«) Se ' > 1, então 0 < { < 1 e { > --c, Vc > 0, donde

: ÀI -- =- > ÀI -- c
7

À:

Como Ài > 0, podemos escolher c > 0 tal que 0 < c < ÀI o que implica Ài > 0.

b) Se 0 < ' < 1, então ; > 1 e podemos escolher c > 0 tal que 0 < ; < Ài o que

implica Ài > 0. Portanto, em qualquer um dos casos a), b) considerados acima é possível

escolher c > 0 tal que Ài > 0. Donde segue que u = @ é estável como equilíbrio de (2.58).

Fixando, agora, u = @ na segunda equação de (2.57) temos

ut = c@(z) -- c'yu, 0 < z < 1, t > 0.

; (.'''«(«, o) - ..«(«).''',

«(«,0.''' - «(«, Q - {«(d('''' - :),

(2.61)
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«(", t) («o(«) - d'(') ) e''''

Portanto, para quaisquer 7 > 0, c > 0, temos que u = @ é equilíbrio exponencialmente

estável de(2.61). Pelo Teorema(2.3.1) temos(lue(é(aç), @(z)) é equilíbrio não constante

estável de (2.36).

Teore"ia 2.4.3 Se a"(z) $1 0, Vz c (0, 1), então todo equã/tüho não-constante (é,@)

de (2.36) será instável.

Demonstração. Seja (é, @) equilíbrio não-constante de (2.36). Então, pela equação

(2.42) temos que @ = {Ó, de modo que u = é é equilíbrio não-constante de (2.39). Por

Yanagida 1421 temos que é é instável como equilíbrio de (2.39), donde Ài, o primeiro
autovalor do problema (2.46) é negativo. Para obter o resultado basta considerar o
autovalor À;

De fato, de (2.50) temos

.A: - (.il -- ! + c7)' 4.Xic',7

e, de Ài < 0, concluímos que Ai > 0, donde Ài é real e vale ÀÍ < À:

Pode ocorrer (Ài -- ; + c') < 0 ou (.XI -- ; + c')') ? 0. No primeiro caso, a condição

(Ài -- ; + c7) < 0 implica

Por outro lado, se (Xi -- ; + c') ? 0, da condição .ii < 0 e da expressão (2.50) vem

(.XI - : + c y < (,il -- -! + c'y)' -- 4,Xic7 = z\i,

e

C <0+.'y)
7

donde Ài < 0.

Portanto, em qualquer um dos casos temos ÀÍ < 0, donde (é,@) é instável como

equilíbrio de (2.36). H
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Observação 21:4.1 Se o coeficiente a do sistema (2.36) for constante, então todo equilíbrio
não constante será instável.

Observação 2.4.2 Consideremos ZI o conjunto dos equilíbrios do sistema (2.36) e d2

o conjunto dos equilíbrios da equação (2.39). Então,

©l := Õ2

Observação 2.4.3 (1.1) é c a2 estável, 7 > 1 :-+ (é, !é) C #l estável

(1.2) (é, +@) C #l estável, 7 > 1 ::+ @ c 6: estável.



(capítulo 3

Sistemas Anta-Gradientes

Neste capítulo vamos abordar o problema da instabilidade de equilíbrios não-constantes

para sistemas de equações diferenciais parciais do tipo parabólico, equações de reação-
difusão, com estrutura anui-gradiente definidas num domínio ]imitado Q do ]RX , com

condições de Neumann homogêneas na fronteira. Sistemas de equações difenciais parciais

com coeficientes constantes já têm sido motivo de extensos estudos desde algum tempo,

mas os casos com coeficientes variáveis só mais recentemente têm sido tratados ver, por
exemplo, em Willie j411.

Vimos no Capítulo l algumas condições em que o sistema constituído por uma
equação possui um equilíbrio não-constante instável. Para os sistemas com mais de uma

equação escalar, as condições geométricas de convexidade do domínio não são suficientes

para garantir a instabilidade de equilíbrios não-constantes como se viu no Exemplo 2.3.2.

Em dimensão N 2 2, para as equações com coeficientes constantes, a convexidade do

domínio determina a instabilidade dos equilíbrios não-constantes conforme Casten e

Holland l71 e Matano l33). No caso de sistemas de equações com coeficientes constantes

também há uma certa influência da geometria do domínio na estabilidade dos equilíbrios

conforme I'anagida 1431 e Lopes j311. Veremos que propriedades análogas também per-

manecem válidas no caso de sistemas de equações com coeficientes variáveis definidas
em alguns domínios convexos particulares.

88
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3il Formulação Geral

Seja o sistema de equações de reação..difusão dado por

l -Ru. (.4(z)Vu)+/(u,«), :«eQ, t>0,
-l S«* (.B(z)V«)+g(u,«), zeQ, t>0,
1 : = B = 0, zcÕQ, t>0,

onde Q C ]RX é um domínio limitado com fronteira aQ de classe %'k, k ? 2, ã é o

vetor norma] exterior em âQ, R : Q ---> ]MÇ.(]R), matriz diagonal positiva de ordem

m, .A : Q ---} (R41x(]R))" é uma função de classe %'2 que a cada a; C Q associa uma

m -- upZa de matrizes diagonais positivas .Ai(a) = diagÍa?:(aç), . . . , a?w(aç)} de ordem .V,

S : (2 - (]R) matriz diagonal positiva de ordem n e B : Q (R41w(R))" a função

de classe V'2 que a cada z € Q faz corresponder a uma n -- upZa de matrizes diagonais

positivas .Bk(z) = diaglbÊ:(aç) . . . , bZx(z)} de ordem .N. As derivadas co-normais de u

funções de classe 'ri
NOTAÇÃO. Fixemos as notações seguintes: u : ç2 --> ]R", u(aç) = (ui(iç), . . . , u.(z))I",
com ui : Q --} R, l $ i 5; m, com análogo para a função u : Q --> Rn, U(g) =

(ui(a), . . . , u.(z))I'. Indiquemos com a notação gradiente Vu = (Vul, . . . , Vu.), onde

Vui = (gg,...,gR-)7', l $ á 5; m, com análogo para Vt' - (Vui,...,Vu.). Para

.A(z) = (.4: (z), . . . , -,'!«(a)) de-ramos

di«('i(z)Vu)(.A:V«:), . . . , di«(..4.V«.))'

com expressão análoga para div(-B(aç)Vu). Indicamos : = <.4Vu, ã> = (g?-, . . . , Éyr)r
a derivada co-normal, onde gt = <.A{'V'ui,ã>, 1 5; { $ m, indica a derivada co-
normal que vimos usando anteriormente. Usamos expressão análoga para gii Denotamos

<..4v«, v«> - EZ;.(.'!:v":) ' v": .âg:g:)
Lembramos que, com a estrutura anti-gradiente, conforme a Definição 2.1.1, o sis-

tema (3.1) se escreve como

l3.i)

div(.A(z)Vu) + H.(u,t,), z € Q, f > 0,

div(.B(z)Vü) Hu(u,u), zc Q, t> 0,
g = 0 em ç2, t>0,

onde fica evidente o acoplamento anui-simétrico de dois sistemas do tipo gradiente
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Deíiiiiçau ü.x.x i.'izemos que o par de funções (u,u) = (é,V,) : Q --+ R: é,@ C

'ri (õ)n'#'(Q) é um equilíbrio do problema (3.1) se a condição seguinte estiver verificada:

Í div(.4(z)VÓ) + .f(é, @)

-l div(.B(z)V@) +g(@,@) z c Q , (3.2)

l g - g-0 .mQ

Se (u,u) = (Ó(aç),@(aç)) for um equilíbrio do problema (3.1), então indicamos a

linearização referente a (é, @) que será dada pelo seguinte sistema linear:

=

(.4(z)VU) + /u(é, @)U' + /u(Ó, @)y, z c Q, f > 0,
(B('ç)V}'') + g.(@, @)U' + g,(@, @)y, z C Q, t > 0,
g - 0 .m Q,

(3.3)

Consideremos o seguinte espaço funcional X

proveniente do produto interno definido por
(L'(ç2))" x (L'(Q))" munido da norma

««, «» - .Á ( gl «'. -- $ ««a .,
{Z(z) + u(z) . ü(z))dz

para todo u c (L2(Q))" e todo u c (L2(Q))", onde a barra significa a conjugação

complexa. Soam os operadores lineares .A : -D(A) C X --} X e ]B : .D(]B)

associados ao problema (3.1), dados, respectivamente, por Au - --div(.A(z)Vu) e ]Bu =

--div(-B(z)Vu) onde -D(A) = {u c (H'(Q))"; : = 0; em aQ} e D(]B) = {u c

(n'(Q))"; B = 0; em aQ}

Associado ao sistema linearizado (3.3) consideremos o operador linear ..g : (H2(Q))" x
(H:(Q))" - (Q))"+" definido por

«1:
di«( ..4 («)VU)
di«(B(«)V }'')

f«ç$,$) f.çb,+'.

g.çó,$) g.ç@,+
(3.4)

pa'a todo (u,u) c (H'(Q))" x (H'(Q))" satisfazendo as condições de fronteira !g =
$5 = 0 em aQ, onde /«, /u, g. e g. são matrizes tais que .h(@, @) c MÇ«*« (]R), /«(@, @) c
MÇ«x«(R), g«(ó, V') C R4ç.*«(R), g,(@, @) C b41.*«(IR) e, pela estrutura anel-gradiente do

sistema (3.1), .Ê(Ó, Ú)a'' = --g.(@, @).

O estudo da estabilidade dos equilíbrios do sistema (3.1) reduz-se ao estudo do

problema de auto-valor para o operador .y associado, problema linearizado (3.3), com
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condição de Neumann homogênea na fronteira, expresso por

(p.'o - l -zl"l - Àr«, «' Q

1. 9(z) z c a
o«d', 7' = (-R, S), '« = (u, «) e 7'w = (.Ru, S«).

Como o operador linear .g associado ao equilíbrio (@, @) do sistema anti-gradiente

(3.1), definido em (3.4), não é auto-adjunto, seus autovalores podem ser complexos.

Entretanto, justamente pela estrutura anta-gradiente de (3.1), podemos dividir o prob-

lema da análise da instabilidade do equilíbrio do sistema dado em dois sistemas parciais

correspondentes. Analogamente ao que foi feito no caso unidimensional, vamos explo-

rar determinadas propriedades de anel-simetria de (3.1). Para tanto, consideremos o

seguinte problema

l -div(.A(z)VU) - /u(Ó, @)u' - /u(Ó, @)I''

-l -di«(.B(z)V}'') g«(@,@)U' - p.(é,@)}'' , « c Q,

L Z
e vamos procurar À C C para o qual o sistema admite solução não-nula.

Observamos que, se (U, y) é uma solução do sistema (3.5), então, usando o Teorema

da Divergência, com as condições de fronteira temos as igualdades seguintes

/. -U ' div(.A(z)VU')dz (]ç)VU, VF> dz

l3.s)

/. -l'' div(-B(z)V7)d:« / <.B(z)V7, V}''> dz

Pela estrutura anti-gradiente do sistema (3.1) tem-se

.Ü(é, @)}'' - Ü + g.(@, @)F . }''

Portanto, integrando sobre o domínio Q, a soma da primeira equação de (3.5) mul-

tiplicada escalarmente pelo vetar U com a conjugada da segunda equação multiplicada
escalarmente pelo vedor y obtemos

e

Q
i7dz+.X / S7 V'dz :( <"", 'F> - /..@, ©« .r)-«

-- 4.(<"»','">-,,w,"o'

./
")-«

(3.6)
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D.fi«i«d. « fu"i'iii;F. (ÚRõn)"' --. ]R . i : (n:(o, ]))" --, ]R P«

'["] - .Z(<"",*r> -.'.@,@" #)'«, «« ' (-:o,u",

'["] -.Á(<-',-> -,«@,'©'.«)'«, «« ' (":o,u",
podemos escrever (3.6) como

jn:u.Bü=-t lüv. vd«= l\u\'-JW\.
Se o autovalor À do operador (3.4) for dado como À = a + {# onde a e ,6 são reais,

então poderemos escrever

X l RU . Ddn -t'X l SV . Vd=

e

«( /n « . #-« -- /Q ''; . ".«)

--:'(/n-.-.« ''.".«)

Da expressão acima e da igualdade (3.6) vem

R.(*)(.( RU ' iid* + .Z SV. Vd*) - ljUj+ JJVJ'

Analogamente ao caso dos sistemas unidimensionais, a expressão (3.7) mostra que, o

estudo da estabilidade linear dos equilíbrios do sistema anta-gradiente (3.1) resume-se
ao estudo dos sinais dos funcionais /, J.

(3.7)

3.2 Sistemas Parciais

Consideremos o sistema (3.1) no caso particular m = n = 1 uma vez que para m > l

e n > 1 o estudo é análogo, com as adaptações correspondentes. Neste caso, /,g
]R2 ---> R são de classe 'ri tais que existe uma função .H : ]R2 ---.> ]R satisfazendo

./(u,u) - /z«(u,u) e g(u,u) = h,(u,u), de modo que a condição de anui-gradiente do

sistema (3.1) dado corresponde a /u + g. = 0 em R2

Tendo em vista a relação (3.7), vamos analisar independentemente os sistemas par-

ciais que compõem o sistema (3.1). Considerando (@, @) um equilíbrio do sistema dado

fizemos, inicialmente, u = Ú(z) na primeira equação, obtemos o seguinte sistema parcial

J -Ru. = di«(.A(z)Vu)+.f(u,@(a)), «cQ, t>o ,. ..
't g :«caQ, t>o ' (3.8)
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E imediato verificar que @ é equilíbrio deste sistema.

Indiquemos o linearizado do sistema parcial (3.8) em torno do equilíbrio @ por

J RU (.4(a)vu')+.h(é,@(z))u, :«cQ, t>o
1. %: = o, acaç2, t>o

e o operador linear ZI definido em (H2(Q)) dado por

(3.9)

z [«] -di«(..'!(z)Vu) - /u(Ó, @)u , 0 em aQ (3.10)

Observando que o operador Zi é auto-adjunto, para análise dos sinais dos seus
autovalores, consideremos o sistema

/zRU', # C Q,

0, z C aQ

Para tanto, consideremos o funciona] quadrático / : (Hi(Q)) ---> ]R dado por

/l«l l <..4v«, v«> - /u(é, 'ü)"'l d" ,v« c n'(Q)

Se existir € c (H:(Q)) tal que -r((1) .$ 0, então o auto-valor principal /zi do operador

-el é negativo e, como conseqüência, é é instável como equilíbrio de (3.8).

Para determinar o sinal de / vamos escolher funções adequadas. Se @ é equilíbrio

não-constante então, podemos calcular o funcional nas funções u = aj@z,, l 5; .j $ N,

/laje,,l = ./1 1 <.4(aç)V(ajé,,), V(ajÓ,,)> -- /u(@', V') (aj#',,)'l dz , a; c Q

Sem perder a generalidade, vamos considerar o sistema (3.8) definido num domínio

limitado Q do plano IR2 uma vez que o caso geral decorre facilmente deste. As ma-

trizes das difusividades serão dadas por .A(z, 3/) = diagla?, a$} e .B(z, z/) = diagtb?, óg}.

Indicaremos o sistema (3.8), particularmente, por

.Ru. = (a?(z,Z/)",).+(a:(a,g/)"v)v+/(u,V'), (s,#)cQ, t>0 .. ]l~
: = a?u,n:+.gu,n:=0, (z,g/)CaQ, t>0, ''''''

Nessas condições, temos

/la:é,l <.4(z, Z/)V(a:@,) , V(a:@,)>
Q

/u (@, @)(a: é;)'
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/l«,é.l/<..4(z, 3/)V(':Ó,), V(.,é,)> - /u(é,@)(«:é.y

Pela propriedade do divergente temos

e

Q

't«:«,] - ; .z. ::'«:*,,' -- .Á -'.:*,, (':«'"'.:",» -- "'',, ",'«:*,,) -« . ';.:',
Indicando por E, o integrando da segunda integral em (3.12), da condição de equi-

líbrio do sistema dado, div(.A(z, y)V@) + /(@, #,) = 0, e das propriedades do divergente,

podemos escrever:

, a?@,div(Á,Vé) - a:é, <.AVé,, Va:> - a:é, div(@,.AVa:) + .Ê(é, @)a?Ó,@,

A expressão E, pode ser re-escrita como

E, (a?@,.4,V@) - âdiv(é3.4Va?) - <Vé, .4.V(«?é,)>

+ <..4Va: , V«:> @: + /u (é, @)«?é,@,

Assim, a segunda integral da expressão (3.12) se escreve como

.Á x,- Li < ?é,.4,v-', ã> - ; <ó:..4v«?,ã>l

+ .ÁI <-.'!v«: , v«:> ó; - <.4,v("?ó.), v#'> + .Ê(#', 'ü)'?ó,'p.l .
Analogamente, a expressão do funcional .r calculado na função a2ép é

C ',- .Z.i <.gó,..,«'ó, -> - <ó:-.g,"> l

+ .ÁI <.'lv.:, v«,> @: - <.4,v("g#',), vé> + Á(d', 'ü)"g#'«'p«l

Somando as expressões anteriores podemos indicar E..{ = .rlai@,l + /la2@PI por

:« - 't«:*,] -- 't«:*,] - ; z. :i( <"',, ' «> ) -- .Á (-, -- :«)
que, escrevemos

{/. IÍ( <"ó, '@> ) -- ' <('f ,', -- .gó,"J'ó, '> <"@:'.? -- @:, õ,'>l

+/ l <.,4v.-, v.:> ó: + <.AV«,, v«,> ó: - <..4,v('f#',) + 'i«v("gó«), vó'> l

-v l j.t$, $) ç.xxÓ,v©

E.,l=

Q

(3.13)
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Cõmparandõ ã êíi)ressãã (3]3) com a expressão análoga (1.26) observamos a presença

da parcela contendo o termo /u correspondente ao acoplamento do sistema (3.1). Clom-

parando as expressões (2.23) e (3.13) percebemos a influência da dimensão .V, da geo-

metria do domínio, das propriedades analíticas dos coeficientes de difusividade e da

derivada parcial /u no valor da expressão E..l definida como a soma dos valores do fun-

cional .r avaliado em funções adequadas. Portanto, a determinação da estabilidade ou da

instabilidade do equilíbrio @ do sistema parcial (3.11), feita a partir da análise do sinal

da expressão (3.13), depende de todas essas características, o que não ocorre quando se

aplica o mesmo método para estudar a instabilidade de equilíbrios das equações com
coeficientes constantes

Consideremos

/A - .Á l <.'iv«:, v«:> @: + <..4v«,, v.:> ó: - <..4,v("?ó,) + .4,v('gó«), vé> l

a segunda integral da expressão E.4 dada em (3.13). De maneira análoga à usada

para representar a segunda integral, /, da soma (1.26), vamos re-escrever a integral

/A de maneira conveniente, de modo a usar as propriedades tanto geométricas quanto

analíticas das funções difusividades ai e a2. Para tanto, consideremos as seguintes

definições '4'Xai = a?(ai)- + ag(ai),P, ,4Aa2 = a?(a2)- + ag(a2),. e a forma quadrático
<.A(, e> , € C IR:, com a matriz .& = .À(sç, g/), (z, g/) € {2, dada por

r «g(':): +«:(«:),«,(',), -2«:(.:),.,(«2), \

-2«-(":),',(',), «?(',)3 + «:(«:),',(',), 7

Temos, assim, a seguinte expressão alternativa para a integral /Á de (3.13)

/
lo.xuJ

Notamos que para a análise do sinal da expressão (3.15) é necessário levar em con-

sideração as características das funções difusividade. Quando o domínio Q é convexo a

determinação do sinal da expressão (3.13) só depende de /.4 e da integral envolvendo a

h-- /«:«:9 -- «,«:gl .. -- [ l :ó:..4A": + ',ó3.,4A«:l + 2 .Z<.'wó, vé>Q

«- (
(3.14)
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dêi'iüadã'i)arcial J.. ror comõdidãdijiiidicamos

{L lá ( <"ó, 'ó> ) -- ' <('?ó,..', -- ':ó,"J'ó, -> @:'.? -- -':',.õ, '> l
@:: -- «,ó:91 '. -- .Á l.:@:..'».: -- «,ói"«,l -- ,.Z<«ó, '-'>

-} l f.Ç$. $) Ç.A.wO, v$)

E,l

Q

(3.16)

Pela expressão (3.16), podemos enunciar o seguinte resultado a respeito da instabi-

lidade de quilíbrios nã(»constantes do problema parcial (3.11).

Teorema 3.2.1 Sejam (2 um domínio Zdmãfado campeã;o do plano com bordo aQ, autua

de classe %' e ÇÓ, $h equitüdo de (3.1) de modo que u = Ó seja l m equit'íbüo de (3.11).

(7onsãdere gue a matiz de ddbsãt; dada .A : Q -+ Ml2(R) sda uma matiz dãagona/

satilq/acendo ,4Z\ai < 0 e .4a.a2 < 0 em Q, 8P 2 0 e -ãF > 0 em aQ e que a /arma
quadraicct kle, eà , de$nida pel,a matriz À, dada em (3.i4), satisfaça, k)(. tb $ ü e'm, çl

para todo € ç: @. Nesscts condições, se (b jor bm equil'brio 'não-constante do problema

Í3.-Z-Z) e .e l/u(u, u)l /o, uá.dente«.ente peru.n. n««. «@-t. /á«.{t«do d. R:, e«tão @

será {nstáue{.

Demonstração. A demonstração segue a mesma linha de raciocínio usada para provar

o Teorema 2.2.2 e é esboçada como segue. Consideremos a expressão E..l = /laiézl +

/la2@vl dada em (3.16). Como o domínio Q é convexo, pelo Teorema 1.2.1, temos que a

integral sobre aQ da expressão (3.13) é menor que ou igual a zero. Resta decidir os sinais

das duas outras integrais. Quanto à integral /.,l, da expressão (3.15) e, pelas hipóteses

admitidas, temos que /.,l é estritamente menor que zero. Finalmente, da condição sobre

/u num limitado de IR2 concluímos que vale

E..l = -rlat@,l + -rla2@.l $ 0

Dessa desigualdade, por um argumento análogo ao usado para demonstrar o Teorema

1.4.1, segue a instabilidade de @ como equilíbrio do problema parcial (3.11). H

Ainda considerando fixado o equilíbrio (@, @) do sistema (3.1), seja o sistema parcial
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õbtidógübstituiiidõ:éêã função ii;@(ã) iiã3 ado por

l '« - ':«w(z=)-'':@('),o, ,'', ':''' o.:a

Note que u = @ é um equilíbrio do sistema parcial (3.17)

O sistema linearizado em torno do equilíbrio @ é

div(-B(z)V}'') +g.(é,@(z))y. :« c Q, t >o
0, zC aQ, t>0 (3.18)

com o operador linear -g% definido em (H2(Q)) por

#2 [«] -di«(-B(z)V«) g.(@, Ú)u , com (3.19)

Para avaliar o sinal do autovalor principal do operador linear Z2 consideremos o fun-

cional quadrático J : (H:(Q)) dado por

JI«l l<-eV«,V«> -p.(Ó,Ú)"'ld" , V« c H:(n)/Q L J

Se @ é equilíbrio não-constante de (3.17) calculando o funcional J nas funções u = ójd',, ,
l .$ .j 5; .N, temos

Jl%@,,l = .Z l <.a(")v(A'P., ), v(ójv',,)> - g.(ó, @)(ój'p,,yl d"

Como fizemos anteriormente no caso do sistema (3.8) vamos considerar o sistema

(3.17) em dimensão N = 2 definido num domínio limitado Q do plano dado por.

«.(«,3/)«,),+(z,g(«,w)«,),+p(é,«),(«,p) c n, t>o
g Ó?«,n:+b:",n,(z,y)CÕQ, t?0,

Nessas condições, temos as seguintes expressões para o funcional J

(3.20)

Jló:@,l <-B(z)V(Ó: @,) , V(Ó: @,)> g, (é, Ú)(z,:@,):

e

/IZ,,@,l / <-B(z)V(Z,:@,), V(b,@,)> - g.(Ó, @)(Z,:@,):
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DFmaneii:í análogfao êasõ'dã3igtétna i)aréialj3 11); êõnsidérêmos í3eguinte ex-

pressão Ea = Jlbi@zl + Jlb2@ l

!L l; ( <-@, '@> ) -- ' <@?@,", -- ':@,"J''@, -> - <"@:''{ -- új,'õ, '> l
+ .Á l <-avó:, vz,:> @: + <.avz,,, vó,> @j - <.a,v(z'?'p.) + -a«v(z'g'p«), v'p> l

-F l g.(ó, +) <v+,Bvú
Q /o nl\

Analogamente ao caso do problema (3.11) o estudo da instabilidade do equilíbrio @

do sistema (3.20) será feito analisando o sinal da expressão (3.21). A segunda integral

em (3.21) pode ser indicada por /a dada por

/
onde estamos considerando as seguintes expressões -Bz\bt = Z)?(bt)- + bg(Z)i).,, Ba.b, =

b?(b2)- + bg(ó2),, e a forma quadrático <IBX,X> , X C R:, com a matriz ]B = ]B(sç,Z/),

(z, Z/) C Q, dada por

IB -- -- / Zf ló:@3.az\ó: + z,:új.aa.z,,l + 2 <lBV@,V@> ,
b2 da+

Q

Vemos que, para sistemas definidos em domínios convexos, a determinação do sinal da

expressão EB depende apenas dos sinais da expressão (3.22) e da integral contendo o
termo g.. Os cálculos acima permitem indicar

B- b:(b:): + Z,:(Z,:),b,(Z,,), 2b:(Z,:),Ó,(b,),

-2ó:(ó:),ó,(h), ó?(z,:)3 + ó:(ó:).ó,(ó:),
(3.23)

i( <-@, vú> ) -- , <@?@,", -- ':@,'J~'@, '> - <'@:''f -- .'j''õ, -> l
C. I':@:9 -- ',@j91 '« -- .Á I'-«,:"': -' ',úí"',l -- ,.Á<«,@, vo>

+
l g.(ó,ü) {vó, nv$.

Para o sistema parcial (3.20), temos um resultado análogo ao Teorema 3.2.1, referente

à instabilidade de equilíbrios não-constantes que decorre da expressão (3.24), a saber

(3.24)
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Teorema 3i2;2 $da7uQ iitzrdõ?izíÍüõ'Zimitãdü éõiiiiêão'ãõ »cano com bordo OQ, autua

de classe'é' e Ç#, ©Ü equilürio de (3.1) de modo que u = $ seja um equilürio de (3.20).

C'onsádere que a matriz de d4/usáuádade .B : Q --} Ml2(R) sda uma mata z dÍagona/

satáii/agenda Bebi < 0 e BZ\Z)2 < 0 em Q, âp 2 0 e âp ? 0 em aQ e que a /arma

quadrát ca <lBX, X> , de$ z da pe/a matriz ]B, dada em Í3.23), sat s/aça <lBX, X> $ 0 em Q

para todo X C @' . Nessas condições, se $ for um equilürio não-constante do probl,e'm,a,

ÍS.e09 e « Ig.(u, «)l /o' 'u$.í.«te«.ente peru.no -m ««J-f. /d«.{f.do de ]R: , .ntão 'P
será {'nstáue!.

3.3 O Sistema Original

Um fato sobre a estabilidade do equilíbrio (@, @) do sistema (3.1) que decorre direta-

mente da expressão (3.7) e cuja demonstração é, essencialmente, a mesma dada no caso

análogo para os sistema unidimensionais do Capítulo 2 é a proposição seguinte.

Proposição 3.3.1 Sda (é,V') equ{/zürio de ÍS.-í) ta/ que é é u«. equ /zür o estáue/ de

l3.8) e $ um equilürio estável de (3. 11). Nessas condições, se o sistema é anta-gradie'nte,
ente,o ÇÓ, +) é estável.

Entretanto, conforme mostra o Exemplo (3.28), não se pode afirmar a instabilidade

de um equilíbrio (@, V') do sistema (3.1) simplesmente sabendo-se que @ e @ são instáveis
como equilíbrios dos respectivos sistemas parciais. Podemos enunciar um resultado

análogo ao Teorema 2.3.2, como segue.

Teorema 3.3.1 S©a (#',#') uma se/ração do sistema Í3.P9 de modo que, para gua sguer

R e S, o par Ç@,$b seja um equitü'r'to do sistema anel-gradiente (3.1). Se Q junção 4'
lfor 'üm equilíbúo instável do sistema, parcial

J u = di«(.4(a)Vu)+/(u,@),zcQ, t>o,
1. Ê = 0, ZCaQ, t>0,

Eorrespo'ndente, então podemos determinctr T > Q de modo que ç.@,'Ü) selva instável como
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equitüri.rde

div(.A(z)Vu)+/(u,u),z c Ç2, t > o,
div(.B(z)Vu)+g(u,u),z c Q, t > o,

gii = 0, z € ÕQ, t > 0
Para obter alguma informação sobre a instabilidade do equilíbrio (@, @) do problema

(3.1) vamos combinar as expressões (3.16) e (3.24), de modo a afirmar um resultado

análogo ao Teorema 2.3.3. Com esse objetivo, efetuemos alguns cálculos preliminares.

Consideremos, portanto

E = E..! + EB = /laia,l + /la2évl + Jlbi@,l + Jlb2@rl

Somando as parcelas das expressões (3.16) e (3.24) correspondentes aos integrandos
contendo /u e g. obtemos

.f«Ç$,$) qA.yÓ,V$b-} g.ÇÓ,$Õ ÇNÕ,B'y$h = 1 ÇÇf«Ç$,$bA-+ g.Çb,$bB)V+,V$b.

Pela condição de anta-gradiente do sistema (3.1) dado, temos g. = --/u, donde

l.i.(+,@) {Avó,v$\-+ g.çó,@) {nv+,v+) (ó,$)(A- n)VÓ,v$ . (a.2s)
'r Ü 6 / r)

Em particular, se as matrizes dos coeficientes de difusividade forem iguais, então, de

(3.25) vem que a soma das últimas integrais de (3.16) e (3.24), é zero e a expressão

E = E,i +Ea reduz-se a expressões que envolvem conhecimentos sobre o comportamento

das funções difusividades em Q e em aQ cujos resultados já são conhecidos do Capítulo l.

Por outro lado, se l/u(u, u)l = Ig«(u, u)l for suficientemente pequeno num subconjunto

limitado de ]R: ou se, para todo z c Q, a diferença .4(z) -- B(z) for suficientemente

pequena, então a influência da integral /n </u(.A -- -B)V@, V@> na soma E acima também
será pequena

3.3.1 Caso ..4 :: .B

Indiquemos Á = diagla2, b2}, de modo que o sistema (3.1) é dado particularmente por

Í Ru. = di«(.'!(z,z/)Vu)+/(u,«), (z,g/)cç2, f>o
{ $u.(.A(z,3/)Vu)+g(u,u),(z,3/)CQ, t>0(3.26)
l B («, 3/)c ao, t>.
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E.4 + En = -Zja@,] + /]z,é.] + J]a@,] + Jl@,l

àZ. li( <"ó, '#> ) -'- ' <(«'ó,". -* ''-','J'é, "> - <"@:',.: -- ó:»'D, *> l

-- {Z. lá ( <"@, '@> ) -- ' <ü'@,", -- ''@,"a'@, '> - <"w,z*.' -- @í"'n, '> l
+ /.4 +.Z'a ,

E

(3.27)
onde estamos considerando

'« - - /a. l.«:g; -- 'Ó:g:l . -- .Á l.@:«« -- 'Ó:-'l -- , .Á<«,@, '@>
P

', - - Z. l.@ig; -- '"3g:l .. -- .Á l.@i«. -- '@í"'l -- , .Á<«@, '">
Nessas condições, podemos afirmar o seguinte resultado.

Teorema 3.3.2 Scl/a Q um domíhão Jimãfado conuezo do p/ano R2 com Z)ardo suave e

considere o sistema, (3.26) com estrut%ra anta-gradiente com a matriz de aif siuidades A

safes/aze7zdo .46.a .$ 0, ,4Ab $ 0 em Q, õa 2 0 e ab 2 0 em aQ com a /arma quadrátãca

<.A(,(> de$nida reza malha A, dada em r].28), saté/agenda <.Ae,(> $ 0 em Q para
todo t C @. Nessas circunstâncias, se Ç$,$b é um equilíbrio n,ão-constante do sistema.

Í3.26), então, À" < 0 ou À" < 0.

Demonstração. A demonstração do Teorema segue a mesma linha de reciocínio usada

para demonstrar o Teorema 2.3.3 baseando-se na análise do sinal da expressão E dada

em (3.27). Da convexidade do domínio Q segue que as duas integrais sobre aQ são
menores que ou iguais a zero. Com as hipóteses sobre os coeficientes de difusividade

temos ].4 $ 0 e /a $ 0. Desse modo temos E $ 0, donde segue o resultado. H

CJorolário 3.3.1 Siycz Q tzm domíhío / m fado c07zuezo do plano R2 com bordo saque e

considere o sistema (3.26) com estrutura anta-grctdiente e com a. matriz de dijusiuidades

satís/acendo .ÁAa 5; 0, .Az\b $ 0 em Q, g; 2 0 e aó 2 0 em an com a /OI'ma guadrát ca

l.À.E,, eh de$nida pela matiz À. dada em (1.28), satisfazendo Çt<,eb $ Q em ç\ para. todo
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f ê Ra é uma solução não-constante do sistema eZ@tÍco

l3.2), com A = B, de 'modo que $ selva um eqbilüüo instáue\ do sistema. para,a1 (3.11),

então, existe T > 0 su$cientemente grande ta! que (.Ó,+) seja instável como equàtürão

d.o sistema (3. 26).

Demonstração. Das hipóteses, pela expressão (3.27), temos E $ 0, donde, pelo Teo-

rema 3.3.2, temos À" < 0 ou ÀU < 0. Das hipóteses sabemos ainda que @ é instável como

equilíbrio de (3.11), donde vale À" < 0. Pelo Teorema 3.3.1, podemos escolher 1' > 0 de

modo que (@, @) seja instável como equilíbrio do sistema (3.26). H

Podemos enunciar um outro fato sobre a instabilidade de equilíbrios não-constantes do
sistema (3.1), a saber,

Corolário 3.3.2 (7om as mesmas àâpóteses do (-boro/áMo antepor, se (é,@) é uma

solução não-constante do sistema elíptico (3.2), com A = B, então, existem constantes

R > q e S > Q tais que ÇÓ.+b é um equ,ilüdo 'n,ão-constante instável do sistema (3.1).

Para uma classe particular de domínios planos convexos e para uma família especial

de sistemas com difusividades variáveis e com estrutura anta-gradiente podemos enun-

ciar resultados análogos aos enunciados no caso das equações. Cromo aplicações dos

resultados que vimos anteriormente, podemos obter alguns exemplos de sistemas com

coeficientes variáveis, definidos em convexos especiais do plano, para os quais valem as
conclusões do Corolário 3.3.1.

Corolário 3.3.3 Consideremos um domáhão /anafado conuezo Q dado por

Q {(a,Z/) C Ra ; /:(z) < g/ < /2(z) ; c < z < d}

onde /i,/2 : lçdl --} ]R são /unçães de c/asse 'é'2. Sqa a : lc,dl -+ ]R de c/asse 'r2

[.Z q« ."(z) < 0, ''(«)X(z) 5; 0 e «'(:«)/{(z) ? 0 p«. todo « em l.,al. Sd« (é,@)

uma solução não-constante do problema elíptico (3.2), com A = B. Nessas co'rtdã,ções,

se l/ül /or s2zácientemenle pequeno num subc07%junto /{mifado de IR2, então 1' > 0 pode
ser escolhido de modo que ÇO, $) seja u'm equitürio 'não-constante instável do sistema
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a7üi:gfndáenfé

I'üt
(a:(z)u.),+u,.+/(u,u) ,(Z,g/) CQ, t>0 ,

(a'(z)u,),+u.,+g(u,u) ,(Z,Z/) CQ, t> 0 ,

a'(a)u,ni+u.n2 =0 ,(z,3/) CÕQ, t> 0,

a:(z)u.ni+u,n2 =0 ,(z,g/) CaQ, t>0

Demonstração. Conforme nos indica a expressão (3.7), o sinal do autovalor principal

do linearizado do sistema em torno do equilíbrio (é,@) pode ser decidido pela soma

E = E..l + Ea, dada em (3.27). Da convexidade do domínio temos que as integrais

sobre aQ da expressão (3.27) são menores que ou iguais a zero. Portanto, resta decidir o

sinal das integrais /A e /a. Notamos que, para a análise do sinal das integrais restantes,

procedemos de maneira análoga à demonstração do Teorema 1.4.1. De fato, basta

observar que, quanto à parcela /A, pelo uso das hipóteses, temos

/n l«.('«'.P - g;(«.('Ó.)')l d"
/n "(#',ya:a-d" -- /õ. a(é,):a'a.n:d.' $ 0

e, quanto à parcela .ra, com as hipóteses obtemos

h

.re = /n a(V',)''z'a-d:' -- .Ê. a(@,ya:a,nada $O

Cromo a"(aç) < 0 em Q e pelas condições da difusividade a sobre o bordo õn temos que
E = .rlaé,l + /l@vl + Jla@,l + Zl@vl .$ 0. Pelo Teorema 3.3.2 temos À" < 0 ou .X" < 0. Da

condição l/u l suficientemente pequena podemos concluir que é é um equilíbrio instável

do problema parcial correspondente. A conclusão decorre, agora, de uma aplicação do
Corolário 3.3.1. n

Um outro exemplo de sistema com coeficientes de difusão variáveis definido num

domínio convexo particular do plano para o qual vale a conclusão do Corolário 3.3.1 é o

seguinte

(IJorolário 3.3.4 S'(#a g : lc,dl ---> b,çl uma /unção de c/asse 'r2 fa/ que g' > 0 em
(c, d) e sda /z : b, çl -} lc, al sua ãnüersa. C7onsãderemos um domhio /im fado conuezo

n dado por
Ç2={(z,Z/)C]R: ; c<z<d, p<g/<g(z)}
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Sq(27r} a lc)al --} ]R. e ã =j})lql --+ ]R de classe 'ó'2 t(zzs q&e a"tz} 5; 0 e77} lc,dl e
Z,"(3/) $ 0 e«. b, çl e, acém disso, a'g' .$ 0 e Z,'h' 5; 0 e«. seus respectáuos domhÍos. Sda

(Ó,V') u«a solução não-con tarte do p«bZema .J@tãco rS.PJ, com ..4 = -B. Se l/ul ./b,

su$cientemente pequeno num subconjunto limitado do plano então, euãste F > 0 ta! que

(@, @) é um equittürio não-constante instável do sistema anta-gradiente

I'ut
(«'(z)u,.:), + (b'(3/)u,). + /(u,«) , (g,y) C Q, t > 0 ,

(''(z)«,),+(b'(Z/)«.),+g(u,«) ,(Z,g/) C Q, t > 0 ,
a'(z)u,n: + b:(3/)u.n: = 0 , (z,3/) € aQ, t > 0.

a'(aç)u,ni + Z,'(Z/)u,n2 = 0 , (Z,Z/) C aQ, f > 0.

3.3.2 Caso Á :# .B

No caso em que .A(z,3/) # B(z,3/), pela expressão E = E,i + EB onde E,.! e EB são

dados por (3.16) e (3.24), respectivamente, para que a soma das integrais contendo
as derivadas parciais /u e g. não afetem os sinais das demais integrais da expressão,

vamos exigir que l/u l sela suâcientemente pequeno num subconjunto limitado do plano

ou que l.A -- .ell seja suficientemente pequeno em Q. Nessas condições, ainda podemos

enunciámos resultados análogos ao do Teorema 3.3.2, a saber,

Teorem.a 3.3.3 .S'(ya Q um domínio /anafado conuezo do p/ano R2 com Z)ardo suave e

consi,dele o sistema (3.1) com estrutura. anui-gra(ciente com as matrizes (le difusiuidades

-41 .B safes/cozendo .f4zb.cit < 0, .f4Ã.a2 < 0 em {2, â > 0 e g? > 0 e7n af2 cozzz (z /OTz7z(z

quadrátàca Çlú.,eh de$nida pela matiz }-., dada em (3.i4), satisfazendo q)ú,, eà $: ç] em

{2 para todo € € R2 : .BÂ.ói < 0, .Ba.b2 < 0 em Q, âp 2 0 e Õb2 2 0 em aQ com a /arma

guadrátíca <lBX,X> de$nÍda pe/a mata z B, dada em r3.23), satáls$azendo <lBX,X> $ 0

em Q para todo € C ]R2. avessas cãrcu7zsfáncãas, se l/ul /or suácientemente pequeno nzzm

/ matado de R: ou se ll.A -- .al /or sudcãentemente pequezzo em Q, e se (é,@) é uma

se/uçâo não-constante do sistema Í3.-Z), então, À" < 0 ou À" < 0.

Demonstração. .A.s hipóteses foram admitidas para que se ti\esse E = E,.{ + Ea $ 0

Das expressões (3.16) e (3.24) temos que as integrais sobre o bordo aQ são menores que

ou iguais a zero devido à convexidade do domínio. Pelas hipóteses, as integrais /,.l e

/B são estritamente negativas. Como o sistema é anui-gradiente temos l/ul = Ig.l e das
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hipóRseg mbrfjJTI õü ãóbfíl l.Ã
análoga à do Teorema 3.3.2.

B'l [ tiééÕii:i E Z Õ A conclusão segue de maneira

Corolário 3.3.5 Seja (#',V') zzma solução do sistema el@tico rS.e9. Sda o proóZema

IS.í) de$nido num domínio limitado Q C RN conue=o onde as mat'úzes de difusiuidades

Á e -B safái!/agem as cozzd iões .AAaj .$ 0, Baba 5; 0 em Q e âp = 0, âp = 0 em

aQ para l $ .j .$ 2 e l $ k $ 2, <AX,X> $ 0 e <lB{,e> $ 0 em Q, X,( c ]Rw

iTÇO, +àA-F Bvg.ÇÓ, $'') = Q de modo que 4' seja um equitíbri,o instável de (3.8). Nessas

"«dãç'", e"i'te 1' > 0 f«/ q« (Ó, @) é «m eq«i/zü . á«.fá«Z de rg..í).

Demonstração. A demonstração decorre de adaptação natural feita na demosntração
do Corolário 3.3.1. .

3.4 Uma Classe de Exemplos

Obtemos aqui uma família de exemplos de sistemas do tipo anui-gradiente com coefi-
cientes constantes que admitem equilíbrios estáveis, embora os equilíbrios dos sistemas

parciais correspondentes soam instáveis. E obtida uma relação geométrica entre os co-

eficientes de modo que o sistema resultante tenha a propriedade desejada. Para tanto,
consideremos o problema

g1l :: .Àu+u+aut+bu2, acQ, t>0,
%? = z\ul --au+cui, a c Q, t> 0,

1ll? :: a.u2--bu+du2, zcQ, t>o,
Ê = g = 0, zCaQ, t>0,

No exemplo temos/(t', t'i, u2) - u+ aui + h2 e g(u, t,i, u2) =(--au +cui, --Z,u +du2),

donde podemos considerar -H : R3 ---+ IR dada por -H(u,ul,u2) = iu2 -- Íu? -- gug +
u(aui + bu2) de modo que temos / = A. e g - A,.

Temos que (0, 0, 0) é um equilíbrio do sistema. Vamos determinar algumas condições

sobre os coeficientes a, ó, c, d para que o equilíbrio seja estável e que os equilíbrios 0 e

(0, 0) dos sistemas parciais correspondentes sejam instáveis

(3.28)
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Filiãiidãi= \ul) u21 :: \u) 0) na primeira equação temos

autovalores do operador --A com condições de Neumann homogêneas na fronteira aç2

temos que os autovalores do linearizado em torno do equilíbrio u = 0 são dados por

ÀÊ = PA -- 1. Como /zo :: 0 vem que Ào :: --l, donde segue que u = 0 é equilíbrio
instável.

Fixando u = 0 nas demais equações do sistema dado temos

l at

l ên

Temos que u = 0 é um equilíbrio do sistema resultante. Considerando lzk)k:N os

Au+u zC Q, t > 0,
0, z € ÕQ, f > 0, (3.29)

Aut + cui, z C Q, t > 0,

a.u2 + du2, z C Q, t > 0,
g? = 0, z C aQ, t > 0,

(3.30)

E claro que u = (0, 0) é equilíbrio do sistema resultante. Considerando o problema de

autovalores para o linearizado em torno do equilíbrio u = (0, 0) temos

l::l l; ll :l-*l=:
Considerando (/zÊ)Acw os autovalores do operador --A com condições de Neumann ho-

mogêneas na fronteira aQ temos que os autovalores do linearizado em torno do equilíbrio

u = (0,0) são dados por Àk = pk--{, onde ( é um autovalor da matriz r c 0 'l . Como

€ = c ou € = d e po = 0 vem que Ào = --c ou Ào = --d donde, para que u = (0, 0) seja
instável devemos ter c > 0 ou d > 0.

Considerando o problema de autovalores para o linearizado em torno do equilíbrio
(0, 0, 0) do sistema dado temos

com condições de Neumann homogêneas na fronteira. Queremos que os autovalores À*
satisfaçam ReÀx; > 0, Vk c N.

;
1 « z, \ / .

-« . o l l «:
-b o d / \ «,
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Cõnsiderãiiilti(PA)hcN os autovalores do operador --A com condições de Neumann ho-

mogêneas na fronteira aQ temos que os autovalores do linearizado em torno do equilíbrio

(0,0,0)são dadosporÀe lzk--e, onde { é um autovalor da matriz .4 =

«I'!:.{..!,l-.
(€ 1)(e .)(e d) + a' (e - d) + Z,' (e - c) 0

(3 -(l + c + d) e'+(«'+ Z,:+ .d + . + d) € -(.'d + Z,'. + .d) - 0
Impondo que -l seja um autovalor da matriz .4 obtemos a seguinte condição

2 l(i+ ')(i+ d)l + I''(i + a)+ z,'(i + ')l 0

Admitindo que sejam veriâcadas as condições 1 + c :# 0 e 1 + d # 0 podemos escrever

Observamos que a condição acima só não se verifica para a, ó reais se l+c > 0 e l+d > 0

Assim, se 1 + c < 0 e 1 + d < 0 a, ó pertencem à elipse

a2 b2

-2(1 + .) ' -2(1 +d)

Se 1 + c > 0 e 1 + d < 0 a, b pertencem à hipérbole

2(1 + d)

a2

ãÕ";8 - :
Dividindo-se a expressão

e; -(1 + '+ d) {' -F(':+ b' + cd+.+ d) € -(«:d+ b'.+ .d)

por € + 1 obtemos e' --(2 + c + d) {'+(a' + ó' + cd+ 2c + 2d + 2)
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Impondo que a equação

€' (2+ ' + d) (' +('' + b' + .d + 2c + 2d + 2) 0

tenha raízes complexas CI e €12 com partes reais negativas devemos ter

Regi :: Re(2 := !i:l:-::!-- < 0

donde segue que c + d < --2.

Como as raízes devem ser complexas devemos ter

(2 + . + d)' 4(a2 + ó2 + cd + 2c + 2d + 2) < 0

donde

(T) ' - .. * ', « : * .' * .,.
Como estamos admitindo (i = --1, se adotarmos Regi = Re(2 l teremos

donde vem que c + d = --4.

Por exemplo, fazendo c = 1 temos d .5. Da expressão envolvendo a e b temos

T: ill - «Para a 2 obtemos b J:4 e a matriz .4 é dada por .4

autovalores Ci = --1, (,

Assim, o sistema

-l + í2v/2 e e2 .l í2#ã

au2

Z\u + u + 2ui + 4u2, z É: Q t > 0

Z\ui -- 2u + ui, z C n, f > 0,

z\u2 -- 4u -- 5u2, z € (2, t > 0,

g = o, # caQ, f >o,

(3.31)

possui estrutura anti-gradiente com .H(u,ul, u2) = iu2 -- {u? + 8ug + u(2ul + 4u2) e

admite (0, 0, 0) como equilíbrio estável pois temos Àk = pÀ; + 1, Àk = Pk + 1 + {2v''ã ou
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Â;;)ii-F Í- iã?2, k = 0, 1, 2, . . . como os autovalores do linearizado correspondente.

Entretanto, com relação aos sistemas "parciais" temos u = 0 como equilíbrio instável de

Au + u,z C Q, t > 0,

0, z C aQ, t > 0,
(3.32)

e (ui, u2) = (0, 0) equilíbrio instável de

Í a = .Âu:-- 2u+ui, zCQ, t>0,
-1 %?- = Â.u2--4u--5u2, zCf2, t>0,
l gt = g?. = 0, zcaQ, t>0.

O exemplo acima mostra também que podemos obter sistemas de equações diferen-

ciais parciais não-lineares em que as instabilidades dos equilíbrios parciais não implicam

a instabilidade do equilíbrio correspondente do sistema original. De fato, consideremos

o seguinte sistema não-linear com estrutura anui-gradiente

(3.33)

'üz

(«:).

6.u+ /(u) + 2t;t +4u2,z C Q, t > 0,

Aut --2u+gi(ui,u2), JÇ C Q, t > 0,

Au2 --4u+g2(ui,u2), sç C Q, t> 0,
0, üç = 0, 1, t > 0,

(u2), = 0 z = 0, 1, t > 0,

(3.34)

onde ./ : IR ----} R, u -> /(u), é tal que %5(u, ui, u2) = /(u) + 2ui + 4u2 e g : R: --+ R',

(«':,u2) H g(t,l,u2) - (g:(ui,u:),g2(ui,u,)), é tal que ax = (2" -- g:(u:,u2),4u --

g2(ui,u2)) e verificam as condições seguintes: /(0) = 0, g(0,0) = (0,0), /'(0) = 1,

Vgt(0,0) - (1,0) e Vg2(0,0) = (0,--5). Pela discussão realizada no exemplo temos

que (0, 0, 0) é um equilíbrio estável do sistema dado, mas separadamente 0 e (0, 0) são
equilíbrios instáveis dos sistemas parciais correspondentes.



Conclusões

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre a instabilidade de equilíbrios não-constantes

para equações diferenciais parciais do tipo reação.-difusão, com coeÊcientes de difusão

variáveis, definidas em domínios convexos limitados do espaço Rx. Também foram

abordados os sistemas de equações diferenciais parciais com acoplamento do tipo anti-

gradiente para os quais foram admitidas condições e hipóteses no sentido de obter re-

sultados análogos aos obtidos para as equações.

Foram obtidos alguns resultados que mostram a influência da convexidade do domínio

sobre a instabilidade de equilíbrios não-constantes para equações com coeficientes variá-

veis, análogos aos resultados já bem conhecidos para o caso das equações com coeficientes

constantes. Além disso, para JV 2 2, foram estabelecidas algumas condições sobre os

coeficientes de difusividade que generalizam as condições obtidas em Yanagida 1421 para

o caso da equação escalar com coeficiente de difusão variável.

Para a verificação da infuência da propriedade geométrica do domínio sobre o e-

quilíbrio não-constante da equação, foi obtida uma relação geométrica válida para toda

função @ definida num domínio limitado Q, com derivada co-normal nula no bordo õn, o

Teorema 1.2.1, mediante a qual foi possível estabelecer parte da análise dos sinais dos au-

tovalores principais dos operadores lineares associados. A relação obtida generaliza, para

o caso dos coeficientes variáveis, um resultado provado em Matano 1331 e em Payne 1361

para o caso das equações com coeficientes constantes. Verificou-se assim, que a influência

da convexidade do domínio f2 sobre a condição de instabilidade de equilíbrios não-

constantes do problema de Neumann homogêneo para uma equação diferncial parcial

dada na forma de divergência permanece verdadeira, embora seja necessário, como era

de se esperar, o estabelecimento de algumas relações entre os coeficientes não-constantes

da equação dada e as condições do bordo do domínio convexo. Como aplicação desse
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resültãdu germe o corolários, os resultados de Casten e Holland

l71 e Metano 1331 sobre a instabilidade de equilíbrios não-constantes para equações de
coeâcientes constantes definidas em domínios convexos.

O estudo sobre a estabilidade ou a instabilidade dos equilíbrios das equações foi feito

por meio da estabilidade ou da instabilidade linear e foi usado um método mini-maz para

avaliação dos autovalores principais dos operadores lineares associados aos equilíbrios

dos problemas correspondentes dados. Com o uso do método màzzÍ-maz apareceu qual

deveria ser a relação entre os coeficientes de difusividade para a determinação da insta-

bilidade dos equilíbrios não..constantes, tanto no caso das equações quanto no caso dos

sistemas anta-gradientes. Por exemplo, para .N = 2 com a matriz de difusividade dada
por

Z)(aç, z/) = diáRIa'(z, g/), b'(z, Z/)}

para a garantia da instabilidade de equilíbrios não..constantes dos problemas definidos

em domínios convexos é necessário exigir que os coeficientes a e ó satisfaçam as condições
seguintes:

(-) OAa = a'a., + ó'a.. $ 0 e OAÓ = a2ó,, + b'bv, $ 0 em Q;

(-) <-OV«, d> ? 0 e <.OVb, ã> ? 0 em aQ;

(-) <11)(aç,z/)(,e> $ 0 para todo (z,y) C Q e todo { C R2 onde a forma auadrática é

definida pela matriz D(z, Z/) dada em (1.28).

Foram exibidos exemplos de equações com difusividades variáveis definidas em do-

mínios convexos particulares para as quais vale a propriedade citada.

Entretanto, para as equações com coeficientes de difusividade variáveis dados na

forma k(z)/x onde /x é a matriz identidade de ordem -N, não foi possível afirmar um

resultado sobre a influência da convexidade sobre a instabilidade de equilíbrio não-

constante, com hipóteses análogas às admitidas para as equações com coeficientes de

difusividade expressos por uma matriz diagonal .D(z).

No caso dos sistemas de equações escolares, isto é, dado quando m = n = 1, além de

relações análogas às das equações, a relação /u.4 + g«-B = 0 obtida particularizou uma

classe de sistemas anel-gradientes para os quais é possível adaptar as conclusões sobre

instabilidade de equilíbrios não-constantes provados para as equações. Para os sistemas

de equações com coeficientes variáveis com acoplamento do tipo anui-gradiente foi obtida,

portanto, uma generalização dos resultados de Yanagida l43j. Como continuação natural



dítíãbãliiu realizada imita. entretanto desenvolver as análises para casos de sistemas
onde m > 1 e n > 1.

Uma questão que naturalmente se coloca é sobre a influência do método mini-mar

nos resultados obtidos. Em outras palavras é de se perguntar o quanto as conclusões

obtidas estariam dependendo do método utilizado. Uma proposta para trabalhos futuros

seria, portanto, a utilização de métodos de comparação, como utilizado em Kishimoto

e Weinberger l28j, por exemplo, para verificar quais das condições obtidas pelo método
da linearização ainda permanecem válidas.

Uma outra direção de investigação seria o uso da ferramenta dada pela I'-conver-

gência como recurso talvez mais adequado para se lidar com esse tipo particular de
problema, conforme sugerido por Nascimento em "Stable stationary solutions induced

by spatial inhomogeneity via I'--convergence". Bol. Soc. Bus. Nlat. Vo1. 29. N. l.
(1998), 75 97.
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