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PREFACIO

Neste trabalho estudamos controle para as equagocs de

Liénard

X+ f(x)x + x =0

minimizando alguns custos funcionais de maior relevancia para os

fenomenos 'dos quais essas equacgoes sao modelo.

Para isso, no decorrer de todo o trabalho utilizamos o
Principio do Maximo de Pontryagin que se revelou um forte instru-

mental para indicar estrategias de controle.

Estudamos também a estrutura dos conjuntos 'controla -
veis'" e estratégias de conducdo dos pontos pertencentes a estes
conjuntos para a origem, minimizando os custos funcionais combus-

tivel, energia, tempo e trabalho.

A menos do custo funcional tempo (ver [3] e [4]), esta
€ a primeira abordagem quanto a estratégia de minimizacao dos ou

tros custos funcionais mencionados acima, para as equagoes de Lié

nard.



Foi com grande surpresa que pudemos constatar neste es
tudo, um paralelo bastante significativo entre os resultados obti
dos através da teoria do controle e os principios milenares do o

riente, que se encontram na filosofia taoista.

Como veremos, a otimizacdo de alguns problemas descri-
tos por equagoes diferenciais se da com o uso de controles extre-
mais como por exemplo, ao minimizarmos o custo funcional tempo (a
plica-se uma forca minima para em seguida apos um intervalo fini
to de tempo, aplicar-se uma forga midxima ao sistema). Assim, & cu
rioso observar que numa luta marcial que segue os principios taog
tas nunca se deve colocar resisténcia a um golpe do adversario mas
sim deixa-lo cair no vazio péra entao em seguida "voltar'" a forga
"

do adversario contra ele proprio. Esta "estratégia" & a mais efi-

ciente e rapida para se retornar a um estado de "repouso'. Em ou
tras palavras, no principio taoista do "wu-wei' (agdo atraves da
nio-acao) -encontramos uma semelhanga estrutural com o Principio
do Maximo de Pontryagin no sentido de ser essencial a utilizacgao

de forcas extremais para a otimizac@o de alguns processos, sejam

eles fisicos ou psiquicos...

Continuando com o paralelo“ocidente-oriente’, ao estu =
darmos o problema de minimizagao do custo funcional consumo de
combustivel (que podemos evidentemente associar com o dispendio
de energia de um sistema), concluimos através do Principio do Ma

ximo de Pontryagin que os controles sao extremais intercalados



iii
com periodos de''relaxamento', ou 'deadzones'. No taoismo, conse-
gue-se uma fluidez e conservacdao maxima de energia ao passar -
mos alternadamente de movimentos extremais yang e yin ocorrendo
durante a transicao um estado de 'vazio'", de soltura ou relaxa -

mento.

Poderiamos continuar com mais alguns exemplos mas nao
e o proposito de nosso trabalho. Limitamo-nos a apontar a univer
salidade do Principio do Maximo de Pontryagin e também como re-
sultados aparentemente so matematicos, encontram eco na sabedoria
milenar de outras culturas embora os caminhos percorridos e 0s
objetivos a serem alcancados sejam totalmente diferentes. O homenm
hoje se volta cada vez mais para a tecnologia distanciando-se de
suas raizes e usa muitas vezes o conhecimento adquirido como po
der para destruir com o maximo de eficiéncia. No entanto, nas cul
furas mais antigas, a essencia deste conhecimento era utilizada
para que o homem crescesse interiormente. Neste processo adqui -
ria muito poder mas com plena consciencia de que nao havia senti
do ou necessidade de exercé-lo. E obvio que esta ndo era uma ati
tude generalizada mas as pessoas que assim procediam eram chama

das de '"hcomens verdadeiros'.

Quero agradecer de coracao o amigo e orientador Prof.
Dr. Luciano Barbanti, pelo incentivo e apoio recebidos ao longo

de todo o trabalho, a forca do Paulo, da Lena e todos os amigos.

- Sao Paulo, julho de 1985 -
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1 - INTRODUCAO

Lord Rayleigh em 1883, quando investigava a teoria do
som, apresentou uma equacao que, redescoberta numa outra forma
por B. Van der Pol em 1923, tem sido um exemplo classico dos fe-

nomenos oscilatorios ndo lineares. As equacoes de Van der Pol,
o 2 v
X+ ¢ (x*-1) x +x =0,

foram obtidas em seus estudos sobre o triodo. Esta equacgzo, quan
do foi pela primeira vez discutida por Van der Pol em 1926, pro
vavelmente atraiu mais atencao devido a curiosa naturcza de seu
espaco de fase do que pela explicacao que dava do comportamento

do triodo. A equac@o no seu plano de fase nos da um excelente e-

xemplo de um ciclo limite que & aproximado tanto por dentro como

por fora pelas suas trajetorias de fase.

W.S. Krogdahl em seu trabalho "Pulsagoes Estelares co
mo um fenomeno de um ciclo-limite', empregou uma generalizacao &
equacao de Van der Pol para explicar a forma das curvas de velo-

cidade observadas na pulsacdo de varias estrelas.

Outra generalizacao das equacoes de Van der Pol, foi
feita por H. e E. Cartan, numa questdo radiotecnica ao considera

remo problema geral da existéncia de solugdes periddicas na equa
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L d'i [ . di 1 -
— + r - q)(l), — + — =0,
dt C

onde L, r, C denotam respectivamente a indutancia, a resistencia
e a capacidade de um circuito (circuitos RLC), i a intensidade da
corrente, t o tempo, e (i) € uma funcao de i que tem as dimen-
sdes de uma resisténcia submetida as hipoteses de que y & uma fun

cdo par em i, decrescente, ¢(0) > r, lim (i) =0
1 -0

Estas equacgoes na sua forma geral
X+ f(x)x + x =0

~ . -~ . 7/ . .
sao conhecidas como equacgoes de Lienard, € . foram introduzi -

das por A. Liénard em "Etudes des oscillations entretenues' (1923

Na teoria do controle temos um sistema e queremos in-

fluenciar o sistema atraves da manipulacao dos controles.
I

0 estudo do controle para equacoes de Liénard € o es

tudo do sistema perturbado.
(L1, X + f(x)x + x = u(t)

onde a fungao u(t) pertence ao espaco ''matural" dos controles, o

(e}

L10

" (IR)e sdo satisfeitas as seguintes hipoteses:



H1) f & par e £ (0) < 0,

X
H2) Se F(x) = f(s)ds , entao F(x)+ « , com x ,

H(3) F tem um Unico zero Ops positivo e &€ monotona cres

cente para x > OF'

Usando o controle u = 0, as hipoteses acima implicam
na existéncia de um unico ciclo ndo trivial, Fo, associado a (LI)0

(que € o sistema (LI), com u = 0).

Além disso, Ty & orbitalmente estavel (i.e., todas as

Srbitas de (LI)0 tendem a Ty, quando t - ®) ,

No plano de fase de (LI),, o Hg, as orbitas do siste-

ma obedecem a equagao

= -f(x)y - x

e
I

0 Gnico ponto singular do sistema & o ponto (0,0) que
& instavel. Pelo tecorema de Poincaré - Bendixon temos entdoc que

(0,0) esta no interior da regiao delimitada por Fge

Para cada controle u(t) em (LI)u define-se o custo

funcional associado a u(t) como:



c(uw) = | £2t, x(t), y(t), u(t)) dt

onde £° (t, x, y, u) € uma funcao continua dada.

0 custo funcional & um critério quantitativo para a e

ficiencia de cada controle u(t) para thp <t < t1 em LTO- (R).

o

0 problema que vamos abordar ¢ o da transferéncia de
pontos do ciclo Iy se Gnico, ao pento singular (0,0), minimizan-
do os custos funcionais tempo, combustivel, trabalho ¢ energia ,

no plano de fase, o R ‘. Intuitivamente, tal problema correspon-

de a passar do regime estacionario Fy» a0 repouso (0,0), minimi-

zando o custo funcional.

Se tivermos f° (t, x(t), y(t), u(t)) = 1 segue que

o custo funcional & a funcZo tempo e portanto o problema reduz -
se a transferir pontos do ciclo a origem em tempo minimo. No ca
so de se minimizar o combustivel, fo(t, x(t), y(t), u(t) = |u(t)],

fo(t, x(t), y(t), u(t)) = u(t) . y(t) para se minimizar o tra-

balho e fo(t, x(t), y(t), u(t)) =[u(t)]2 para a energia.

Este e um bom problema de controle pois sendo Ty esté
vel e (0,0) instdvel, a transferencia de pontos de ry a (0,0) )
e possivel através do emprego de um termo forcante segundo o pro

blema (LI)u acima.

No caso da transferencia de (0,0) ao ciclo FO em tem-
po finito, para sairmos de (0,0) & necessario igualmente a pre -

senga de um termo forcante em (LILl,embora este processo seja



bem mais simples que o anterior uma vez que para u = 0 temos que
a origem na equacao de Liénard & um foco. Com qualquer controle
u(t) diferente de zero, € possivel sair de (0,0) e chegar a Ty
pois qualquer controle u(t) nao nulo perturba o regime estaciona-
rio (0,0). Como T, ¢ estavel, um ponto interior a regiao delimita
da por FO’ e diferente de (0,0), pode ser transferido com contro-
le u = 0 a uma vizinhanga conveniente de 'y, para dai de novo com

o controle u(t), atingir Tp, em tempo finito.



2 - COLOCACKO DO PROBLEMA E O PRINCIPIO DO

MAXIMO DE PONTRYAGIN

. ~ v
Consideremos a equacao de Lienard perturbada:

(L1, X + f(x)x + x = u(t)

ou o sistema equivalente:

Y

[x =
(L), i
Ly =-f(x)y - x + u

, 1
com -K <u<Kef € C(R)

Para a condicado inicial (xg, yO) no tempo t = 0, seja
A a classe de todos os controles mensuraveis nos varios interva

los finitos 0 < t < t; com u € LY (IR) tal que a solucao (x(t),

loc
y(t)) estd definida em 0 ¢ t < t; com x(0) = x4, y(0) =y, e que
atinge a origem (0,0) numa primeira vez no tempo t = t;. A solu-
cdo (x(t), y(t) & uma solucdo absolutamente continua de (LI)u com
x(0) = x, e y(0) = Yo

Definicdo: Um controle u* € A & controle otimo se

C(u*) < C(u) para todo u € A



A trajetoria correspondgente (x(t), y(t)) ¢ chamada uma
trajetoria otima.

0 Principio do Maximo de Pontryaguin,p.19,de [IJ, nos

da uma condicdo necessaria para a optimalidade de um controle.

Para melhor formular esta condicao torna-se convenien
te reformular nosso problema, intrsduzindo o sistema aumentado
em relacao a (LI)U. Seja w uma coordenada no sistema satisfazen-

do

B (x, ¥y, u),

0O = — . . . %
onde £~ e a funcao que define o custo funcional (C{u).

0 sistema aumentado em relacdo a (LI) c:

(—% = £f%x, y, )
dx
(L) ﬁ——— =y
u dt
—?11 = -f(x)y - x +u
t
“

: .- 3
Introduzindo o vetor x = (w;, X, y) variavel no IR, po

demos reescrever o sistema como

dx
dt

= F(x, y, u) (2.1)



onde F(x, y, u) = (£°(x, y, uw), y, ~£(x)y - x + u)
Observemos que F(x, y, u) nao depende da coordenada W.

Seja agora u € A que transfere (xg, yo) de Ty, o uni-
co ciclo nao trivial associado a (LI)O, a origem, e seja (x, y)=
(x(t), y(t)) a solucao correspondente do sistema (LI)u com condi

cao inicial (x(to), y(to)) = (x_, yo). Indicando o ponto (0, X,

o)
yo) por X, segue que a solugao de (2.1) com condiéao inicial
x(to) = X correspondente ao controle u, esta definida em todo o

intervalo to <t < tl, e tem a forma:

t

w = ' £9(x(s), y(s), u(s)) ds
) to

x = x(t)

y =y(t)

Em particular, quando t = ty

(t1
w = I £9(x(t), y(t), u(t)) dt = C(u)

to

(x(t), y(t)) = (0,0)

isto e, a solugdo x(t) da equacao (2.1) com condicao inicial



x(to) = X, Dassa pelo ponto x = (C(u), 0,0) em t = tl’
Em outras paiavras, seja o elxo w perpendicular ao
plano de fase como na figura abaixo, (Fig. 2.1), podemos dizer

que x(t) intercepta o eixo w num ponto de coordenada (C(u),0,0)

no tempo t = tj.

Clu) ¢

X{1)

(0,0) Yo

o
N/
<

Xe

(x (t),y (1))

Figura 2.1

Reciprocamente, suponha que u & um controle admissi -
vel tal que a correspondente solucao x(t) da equacao (2.1) com
condicao inicial

x(to) =Xy = (o, Xq» yo), em algum tempo t, intercep-

ta o eixo w com coordenada w = C(u).

Entao, o controle u transfere o ponto (xO, yO) no es



paco de fase para o origem e o funcional (1.1) assume o valor

C(u) .

Assim podemos formular o problema otimo acima na se

e

guinte forma equivalente:

Dado o ponto Xy = (o, Xq» yo), entre todos os contro
les admissiveis u = u(t), tendo a propriedade de que a corres -
pondente solucdao x(t) de (2.1) com condicgao inicial, x(to) = X
intercepta o eixo w, achar um cujo ponto de interseccao com 0

eixo w tenha a menor coordenada W

Passemos agora a formulacdo do teorema que solucioiia

o problema acima. Para isso, vamos considerar, alem do sistema
= a . =

fundamental de equacoes (LI)u, outro sistema de equacoes com as

variaveis auxiliares Ng» Ny € n, satisfazendo:

dn. 2 ~0
1oy Rf(x, y.u) n ., i=0,1,2 (2.2)
dt o=0 P e G

com VO = Wl, Vl = X, \’2 =Y

lix, y, w

1
<

e £5(x, y, w) = -£(X)y - x + u

Este sistema € linear e homogeneo. Portanto, para qual

quer condicdo inicial, admite uma Unica solucdo

n = (no, Nys nz)



com n. (i = 0, 1, 2) definida em todo o intervalo ty < t < ty no

qual u(t) e x(t) estao definidos.

Do mesmo modo que a solucao x(t) do sistema (2.1), a
solucdo do sistema (2.2) consiste de fungoes absolutamente conti
nuasni(t) que tém derivadas continuas em relacao a t, exceto

em um numero finito de pontos.

. . a .
Combinemos agora os sistemas (LI)u e (2.2). Para isso,
consideremos a seguinte funcao H nas variaveis x, vy, Ng» Np» Moo

u:

onde n = (ny, Ny, ny)

Agora os sistemas (Ll)i e (2.2) podem ser reescritos

com a ajuda desta fungao H na forma de um sistema Hamiltoniano:

1 3 H 5 -0,1, 2 (2.4)
dt Bnl
dn.
i . _3H 5209, 1, 2 (2.5)
dt cA
com v, =W, V] = XeV, =Y.

Tomando um controle admissivel arbitrario u, toft < FP
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e a condigao inicial x(to) = X podemos achar a trajetoria cor -
respondente x(t) = (w(t), x(t), y(t)) solugao de (2.4), e a solu

cdo do sistema (2.5) mn(t) = (ny(t), ny(t), n,(t)) corresponden-
te as funcodes u(t) e x(t).

Para valores fixados de n, x e y, a funcao H torna-se

uma fungao de u.
Definamos

M(n, x, y) = sup H(n, x, y, u)
u € A
Se a funcido continua H atingir seu limite superior em
A , entao M(n, x, y) € o maximo dos valores de H, para n, x ey

fixados.

Dai o teorema 1 abaixo (que nos da uma condigao neces
saria para a optimalidade), ser chamado de o Principio do Maximo

(v. Pontryagin [11).

Teorema 1 - Seja u(t), t; < t < t; um controle admissivel  tal
que a trajetoria correspondente x(t) que no tempo
tO esta em Xg» intercepta o eixo w em algum tempo tl'
Para que u(t) e x(t) sejam otimos & necessario que
exista uma funcgao vetorial continua‘néo nula n(t) = (no(t),nl(tL

nz(t)) correspondente a u(t) e x(t), tal que:

1°) para todo t, ty) <t < tl, a funcao H (n(t), x(t),

y(t), u) na varidvel u € A atinge seu valor maximo no ponto u =

u(t):



H(n(t), x(t), y(t), u(t)) = M(n(t), x(t), y(t)) (2.6)
29) no tempo final t; as relacoes
np(ty) < 0, M(n(ty), x(ty), y(t;)) =0 (2.7)

sao satisfeitas.
Além disso, temos que se n(t), x(t) e u(t) satisfazem
os sistemas (2.4) e (2.5), e a primeira condicao acima, as fun-

coes no(t) e M(n(t) , x(t), y(t)) sao constantes no tempo.

Desta forma, (2.7) é verificado para todo tempo t

e nao apenas em ty.

Observacao. Dizemos que um controle €& maximal se satisfaz o Prin-
cipio do Maximo de Pontryaguin (Teorema 1) e portanto
segue que todo controle O0timo & necessariamente um

controle maximal.

Finalmente, queremos construir uma fungao y(x,y) do

sistema diferencial

v o= £2(x, vy, u

£}
I

= -f(x)y - x + v(x,y)

.\<-
I



de tal forma que suas solugoes transfiram (x(t), y(t) a (0, 0)

com C(u) minimo.

A fungdo ¢ = P(x, y) & chamada ''fungao sintese dos

- . a
controles" que otimizam o sistema (LI)u .



3 - CONTROLES DO TIPO "RELAY" E O PRINCIPIO DO BANG-BANG.

ESTRUTURA DOS CONJUNTOS DE CONTROLABILIDADE NULA.

Consideremos o problema de controle para o sistema:

(W

£9(x, y, u
f£E€C

(LD ¢ x =y

-f(x)y - x + u

<.
I

com controle u € A mensuraveis levando um ponto inicial (0, X

yO) para (w, 0, 0), minimizando o custo funcional:

Y

C(u) = £920t, x(t), y(t), u(t)) dt

ty

A solucao de (LI)a correspondente a um controle maxi
¢ u L

mal ¢ dita uma solucdo maximal .

Definicdo: Um controle u(t) € A, 0 < t < t1 e dito um contro-

le "relay" se existe uma partigao finita do interva

lo,



TO < Tl <euo¥< T}i = tl

tal que, em cada intervalo aberto Ts .3 t < T 1= 1,emey B

u(t) & constante e igual a +K ou -K, K € IR, constante.

3.1 - 0s conjuntos de controlabilidade nula Vi

Seja (LI)K o sistema obtido de (LI)u trocando-se u(t)
por u(t) = K, do tipo '"relay'.

Se P E le, denotamos a unica orbita de (LI) g, com

u = K, que passa por P, por YK(P) , sendo Yi (P) a semiorbita ne
gativa e y; (P) a semiorbita positiva.
0 unico ponto singular do processo (LI),; com u = K e

o ponto (X, 0) e para u = -K, o ponto (-K, 0).

Notamos igualmente, por (LI)O, o sistema (LI)u, nara

Definicdo: O conjunto de controlabilidade nula Vi, associado a
(LI)K, e o conjunto dos pontos do Hg que poden ser
transferidos a zero com tempo finito mediante orbi -

tas de (LI)K e (LI)_K.

Visto que as orbitas de

X + f(x)x + x =K



L/

¥ + f(x) x + x = =K

-~ . - . ~ + P
sdo simetricas em relacao a zero, para K € IR , podemos entac, a

penas considerar o sistema:
X+ f(x)x + x =K , K>0

com f € Cl(IR), satisfazendo as hipoteses Hy, Hy e Hy do Ttem 1

e a hipotese adicional (H.A.):

(H.A.) IM, N C R tal que

Para todo K > 0, VK ¢ subconjunto aberto e conexo de

R 2 (Lee e Markus [2], p. 429).

Vejamos algumas outras propriedades dos conjuntos Vy.

Teorema 3.1.1 - Seja (LI)K. Entao VK = nz% ou VK ¢ limitado. Se

2 -~ - o - & ~
Vg # R°, entdo Vg & simétrico em relagao a ze-
ro e a sua fronteira & constituida de duas orbitas simétricas

sendo que uma delas provém do sistema (LI)K.

Na demonstracao deste teorema (ver Barbanti {3] ,

pag. 12) fica claro uma estratégia de condugio de¥ponto do ¥ i

origem em tempo finito através do controle relay [u(t)| = K. Na



construgdo de Vi, obtém-se um ponto S* no eixoy = 0, $* < (K,0),

que tem a seguinte propriedade:

Se Z & um ponto sobre o eixo y = 0, entdo Z £ S* im-

plica que yi(Z) nao toca o eixo y = 0, senao em Z,

Z > S* implica que Yi(z) toca o eixo y = 0 num outro

ponto além de Z.

Denotando o ponto (0, 0) do plano por O, construamos

a seguinte seqliéencia de pontos sobre o eixo y = 0, (ver fig.

3.1.1)
O0 =0 e se S* < On-l , (n > 1),
0, sera o ponto onde Yi (-On_l) corta pela primeira

vez o eixo y = 0 , apds -0, 4

Figura 3.1.1

Temos entao o seguinte:
19) —On:> S*, para todo n € 7"

. ) .
ou 2°) existe n_, com -0 <S < Ono‘l
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No primeiro caso, (ver Fig. 3.1.1) chamando de O, o

ponto lim O temos que -0, > S* e pelo teorema da dependéncia

n -0

continua de solugoes, Y:K(O ) passa por -O_ . Em particular

O 7 (K,0)

Primeiro caso-Fig. 3.1.2

Chamando de R a regiao delimitada por esses dois arcos
de orbita temos que Vg =Rea estrategia de conducao de qual -
quer ponto P € R para a origem em tempo finito & conduzi-lo atra
ves de YE(P) (ou ytK (P)) até um ponto que esta sobre Yi (0,) (ou
entao esta sobre Yi('on))’ para algum n > 0. Dal com mais n apli

cagoes do controle XK ou -K, alternadamente, atinge-se (0,0).

No segundo caso temos, Vi = le(Ver Fig. 3.1.3). Ob-
servemos que as tres curvas y_K(OnO), —Ono Ono, YK(—OnO) divi -
dem o plano em duas regides e portanto a estratégia de conducdo

de qualquer ponto P do le para a origem resume-se no seguinte:



Segundo caso-Fig. 3.1.3

Se P esta a direita deste arco, aplicamos o controle

- + - oy <

-K, ate y K(P) tocar vy (-On ). Dail segue~-se ate O como no pri
- o L

meiro caso. Reciprocamente, aplica-se o controle K a P, se P es

-

ta a esquerda do arco e procede-se analogamente.

Uma propriedade bastante importante do conjunto Vi e
que todos os seus pontos podem ser levados para a origem em tem
po minimo (£° = 1) com controle "relay'" (ver Barbanti LS}
pag. 31) e a existeéncia desse controle & assegurada pelo teore-

ma 4, pag. 259 de Lee e Markus [2].

Surge entao a questao se estes pontos podem ser leva
dos para a origem minimizando algum outro custo funcional, como
B .
o _. . .
por exemplo, o combustivel (£~ =" lul), Veremos mais adiante que
se existir um controle u maximal que leva um ponto (x_, y,) de
o “i
Vy para a origem minimizando o combustivel, entdo u & do  tipo

"relay'" exceto para alguns intervalos de tempo nos quais u se

20.
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0 .
anula. Notemos por UK o conjunto desses controles.

Portanto, veremos no proximo Item uma estratégia que
2 . ) . E
leva pontos do IR™ para a origem com controles do tipo acima e
provaremos que este conjunto de pontos ZK ¢ igual a VK' Mas an-
tes ¢ necessario enunciar o Principio do '‘bang-bang'.
u
\

Seja Vi o conjunto de controlabilidade nula do sis-

tema

(L), X + £(X)x + x = u(t) com |u(t)| < K q.s.

f € Cl(ﬂl), satisfazendo as hipoteses Hy, H,, H3 e
H.A. ; |
pu seja, VE € o conjunto dos pontos de IRune podem

ser transferidos a zero em tempo finito mediante orbitas do sis-

tema (LI)u acima, com u € A .

Entdo (ver Barbanti, BJ pag. 15),

Deste resultado segue o principio do "bang-bang'", ou
seja, qualquer ponto de VE pode ser levado a origem em tempo f

nito atraves de um controle do tipo ''relay".
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3.2 - 0s Conjuntos de controlabilidade nula ZK

Seja (LI)E o sistema controlado

= -f(x)y - x + u

<.
!

o)
com u € UK'

Para todo t fixado, estritamente positivo, definimos
Z(t, K) como sendo o conjunto dos pontos P de le, para os quais

existe uma solucao:

x(t, P, K) de (LI)E satisfazendo
(x(0, P, K), x(0, P, K) =P

e (x(t, P, K), (%, P, K)) = (0, 0)

para algum t € [O,tl.

Definigao: O conjunto de controlabilidade nula ZK‘ associado a
(LI)%, € o conjunto dos pontos do Hiz que podem ser
transferidos a zero em tempo finito mediante uma oOr

bita de (LI)%. Ou seja,

ZK = L__J Z(t’ K)

t>0



Lo,

Prop. 3.2.1: Zp = V. Portanto Zp ¢ aberto e conexo no le.

- - 2 :
Dem.: Inicialmente faremos a demonstracao para VK # R”. Como vis
to no item anterior, a construcgao de VK envolve os arcos de 6rbi

ta de (LI)K e (LI)_K segundo o esquema abaixo (Fig. 3.2.1):

Fig. 3.2.1.

Suponhamos que P € Vg N {(x,y) =y > 0}

(i.e., P esta numa posicao tal que na sua condugdao até a origem
o primeiro controle aplicado, & -K). Conduzimos entdo P através
de dorbita do sistema (LI) y até atingirmos o eixo y = 0.entre

0. e 0r+1 para algum r (ver Fig. 3.2.2).
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y /N

Figura 3.2.2

A partir dai continuamos a conducao atraves de (LI)O
durante um intervalo de tempo finito de tal modo que a oOrbita
ainda permaneca na faixa delimitada pela curva no semi-plano y<g,

;i:::j’———_;_‘\\\\\\\\ F4

—0, = Or-l Yg Op Opyeg Yk

cia a condugdo atraves de (LI)p ate atingirmos o eixoy =0 no

Em seguida damos seqlién

semi-plano x < 0, quando passamos a (LI)O novamente, durante um
intervalo de tempo de tal modo que a orbita continue na faixa de

limitada pela curva do semi-plano y > 0,



._{__//_—._1 __,\._\\

X T .
0. - Oy Y O 0.1 Yo - O., posto o que reite

ramos O processo.

Vemos assim que o pentiltimo passo da seqliéncia de cons

trucdo € uma orbita de (LI), que deve interceptar Y:K(OO) pois o

zero & um foco instavel para (LI)0 . A partir deste ponto vemos
- . . < . < . .

que a orbita assim construida com inicio em P, atinge zero, usan

do-se como Ultimo controle o -K.

Obviamente podemos repetir o processo trocando -K nas
seqliencias de construcdo acima, se P esta numa posicao do plano
em que o primeiro controle a ser aplicado na construcao de Vi fos

se o controle K (i.e. P € Vi N {(x,y) = y< 0}

Quando P esta no eixo y = 0, o processo comega com a

aplicacao do controle nulo.

2 5 s
Suponhamos agora Vg = R". Neste caso, a diferenga do
anterior, existe um "Gltimo" arco de Srbita infinito que se usa

na estratégia de condugao de um ponto a zero, segundo o esquema

abaixo (ver Fig. 3.2.3).

A demonstracao € analoga, usando se necessiario no lu

gar de 0.,1 © ponto (virtual) infinito @ direita do eixo y = 0.
Portanto Vg C Zy.
u i x u :
Mas ZK C VK (por deflnlgao.de ZK e VK) € Ccomo VE= VK

temos Vg =12y
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Fig. 3.2.3

Nosso problema & levar pontos do ciclo limite ry (ver
capitulo 1) para a origem,minimizando alguns custos funcionais
Surge entdo a questdo para quais valores de K os pontos do ciclo

pertencem a Zg. Vejamos alguns teoremas que nos dao a estrutura -

dos ZK'

Teorema 3.2.1: Seja (LI)ﬁ . Se Iy # H{% entao ZK ¢ interno a o

=0



Dem.: Denotemos por R a regiao aberta circunscrita por I'ge Su

I'o

ponhamos que ZY ¢ RF . Dado um ponto qualquer de RF , 0 controle
* 0 0

nulo transfere este ponto em tempo finito ate Ly, pois T e esta

vel. Conclui-se que I%O_E Ly

Se P € H{z\\RF , novamente aplicando‘o controle nulo,
P pode ser transferido emotempo finito a um ponto Q tao proximo
de Iy quanto se queira. Indicando por yk o coeficiente angular de
uma orbita de (LI)E, num ponto (x,y) do plano de fase, dados Kl e

KZ’ vale

X

<

Assim, tomando Q € IR% numa vizinhanca suficientemen-

te pequena de T, vemos que YE Q) penetra em R, . Como R, C ZK’
. To g =

entdo ZK = IR

O proximo teorema nos da o raio de um circulo interior

a ZK. A demonstragdo se encontra na pag. 13 de [4]

Teorema 3.2.3 : Dado K > 0 e definindo




. 2 k2
Ty = min X+ — , temos que

x:f(x) <0 |f(x)|2

‘o circulo centrado na origem e raio Ty esta contido em ZK‘

Veremos agora o raio de um circulo exterior a ZK’

que contém ZK me smo.

Sejam O o Unico zero positivo de

F(x)= l £(t)dt e Rf o nimero
0

2
X2 L(X_F(x))

R* = max
K 2

x € [-04,0p] K

Dada a transformacac de Liénard no ¥

(L)

(x,y) ———— (x,12)

28,

com z =y + F(x), seja C*, o circulo no plano (x,z) com centro em

(0,0) e raio Rﬁ. Seja C, o circulo no plano (x,y) com centro (0,0

e raio RK’ de tal modo que C* & o maior circulo com centro na ori

gem que esta contido em (L).C . Vale entio,



L

Teorema 3.2.4: Se ZK # Hg entio ZK esta contido no circulo de

centro na origem e raio Ry«

Dem.: Como (L) deixa o eixo y = 0 inalterado teremos ZK e (L) %
ambos iguais a R%ou no. Além disso (L). 2y sera limitado se
e sO se existe um arco de orbita, g, em {(x,z) : z < 0} que & sua

fronteira neste semiplano e toca o eixo z = 0 em dois pontos si-
métricos em relagio a origem. (Note~se que g = (L).Y , onde vy
€ a fronteira de ZK no semiplano {(x,y) : y < 0} )

Como, fazendo pz = x2 + zz, vale

pp = x(z - F(x)) + z(K - x)

. - (X)X
temos que p> 0 se e soO se EQ)x < z

K

Assim, para ¢ tocar o eixo z 0 em dois pontos simé-
tricos em relacdo a origem do plano (x,z) temos que ¢ fica exte-

rior (em relacao a origem) a regido delimitada pelo. semi-circu -

lo
2 . 2 F(x)x - >
X"+ z" = ((——=) com z < 0
K
#
Os dois teoremas que seguem mostram que, dada a a-

plicagao que a cada K associa ly, fixada a £ em (LI)K, tal spli-
cacdo tem apenas um ponto de descontinuidade. A demonstracdo des

tes teoremas se encontra na pag. 8 de [4] , teoremas 4 e 5.
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Teorema 3.2.5: Fixada f em (LI)?, com K variavel.

K, > K, +~ 2 c Z
1 2 1<27¢ Ky

Teorema 3.2.6: Seja f em (LI);, fixada, com K variavel. Entao e -

xiste um nimero K¢ > 0, para qual vale:

- _ 2
se K > Kf entao ZK = IR

n i 2
K < K entdo ZK # IR

Destes dois teoremas e do teorema 3.2.1, vemos que trans

fere-se o ciclo a origem so se K > Ke.

Damos limitagées de K. a seguir:

Teorema 3.2.7: Seja (LI)% e (0, xP‘), 0 ponto com X > 0, on
- 0 o .
de T, corta o eixo y = 0. Se K > x, , entdo
0
Z, = IR 2,

K

Dem.: Pela proposicao 3.2.1 vimos que ZK = Vx. E na construgdo
de Vi (ver pag. 17 ), quando Vi # Hg, existe um ponto O, tal que

as orbitas Yi (-0) e Y:K (0_) constituem a fronteira de Vg -

Chamando de O a primeira coordenada de O_ , observe
1 =

mos que
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Portanto Vy = Z; ndo & interno a g+ Absurdo pelo teo

rema 3.2.1.

Teorema 3.2.8: Sejam X, um ponto onde se ohtem o minimo para Ty

do teorema 3.2.3, e r, o raio do maior - cijculo

com centro na origem que pode ser inscrito em Ty Entao

2 .
Ke > - f(xo) Ty - X

A demonstragao deste teorema se encontra na p. 15 de
(4] .
Dados os numeros Ty © RK dos teoremas 3.2.3 ¢ 3.2.4 ,

temos evidentemente que ry cresce e Ry decresce com o crescimen-

to de K. Assim vale:

Teorema 3.2.9: Seja KO o nimero para o qual se verifica Ry STy .
0 0

Entdo K. > K

f 0

~Dem.: ver [3] , p. 27, teorema 9

Teorema 3.2.10: Seja KO tal que
f(KO + 1) + f(K0 - 1) >0 ¥V r >0
entao Kf < KO.

Dem.: ver [4] , p. 11 corclario 1 do teorema 6.
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Finalmente, usando o Teorema de Liapunov, temos que, e

xistem KO > 0 e uma curva fechada quadratica Q(x,y) do tipo

axz +  Bxy + sz + § =0

com Vp contido no interior de Q(x,y) (ver [3] , pag. 18"

Y.

" Logo, pelo teorema 3.2.5, para V¥V K € [O,Ko]temos VK#R?
Portanto K. > K, > 0.
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4 - "SWITCHING LOCUS'" NOS CASOS DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL,

ENERGIA, TEMPO E TRABALHO

A teoria do controle otimo tem sido aplicada a uma e-
norme variedade de problemas importantes. Tem sido usada para re
solver problemas ligados ao controle de atitude de veiculos espa
ciais, céntrole de fluxo de frafego, problema de trans feréncia
de orbita para veiculos espaciais interplanetidrics e problemas re
1acioqados eom sistemas de comunicagao. Como vemos, ¢ de grande
interesse a minimizacao de certos custos funcionais no estudo ds
problemas acima, como por exemplo, minimizar o consumo de combus
tivel durante o percurso de um satélite (ver B]) ou minimizar o
tempo de deslocamento de um ponto em regime estacionario para o
repouso (ver [3]). Este dltimo caso foi o dnico mais estudado, a
té agora no problema de controle para as equacoes de Liénard. Na
da mais se tem na literatura a respeito de minimizacao de outros

custos funcionais como por exemplo o consumo de combustivel, tra

balho e energia para essas equacgoes.
Pretendemos fazer neste paragrafo o seguinte:

1°) Dar a estrutura da switching-locus nos casos da

minimizagdo dos custos consumo de combustivel, energia e tempo.

.
2°) Finalizar o estudo do sub-conjunto do IR“ que po-

de ser garantidamente levado a origem com combustivel minimo.



1)

Ccus

39) Investigar as possiveis formas da "switching lo -

no caso do custo funcional trabalho.

4,1 - Consumo de Combustivel

(LI)

C 4

Consideremos o custo funcional combustivel

C(u) = | |u(s)| ds (ver (6] pag. 431 )
0

Neste caso temos o sistema aumentado

wo= |ul lu] < X
X =y
y = -f(x)y - x + u K constante

Damos a seguir o corolario do teorema 1 que caracteri

za 0 controle que minimiza o custo funcional "combustivel.
q
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Corolario 4.1.1.: Seja u = u(t), 0 < L < tl’ u € A, um contro-

. : C mo,m - s
le maximal para o sistema (LI) . Entao u e igual ao controle

K.sgn [nz] exceto em alguns intervalos em que se anula.

Dem.: Por (2.3) temos que,
H = -|ul| + nyy - n, f(x)y - n, X + n, u

Pelo teorema 1, para que a primeira condicao seja sa

tisfeita, observamos que n, u - lu| € maximo para

[ K. sgn [n,] , In,| > 1

u = : (4.1.1)
0 'ﬂz' <1

onde Ng> Ny € My satisfazem:

(g = 0

{hy =y +nyy 2 (4.1.2)
9X

j\z = "nl ¥ le f(X)

Portanto, como n,, i =0,1,2, e absolutamente conti -

nua, u & um controle do tipo relay exceto em alguns intervalos em

que se anula (ver fig. 4.1.1). - #
Seja Cy o dominio de controlabilidade nula de (LI)S .
Do corolario 4.1.1. acima, concluimos que Cp = Zy (ver capitulo

3.2)
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Figura 4.1.1-
Definicao: Sejam
s* : familia de solucoes de (LI)S para u = K
S™ : familia de solucdes de (LI)E para u = =K
S® : familia de solugdes de (LI)ﬁ para u = 0

Considere o conjunto de todos os controles maximais em
A do tipo relay, para o sistema (LI)E , levando pontos do domi-
nio de controlabilidade Cx para a origem. A "switching-locus" W
€ o conjunto de todos os pontos em CK nos quais as corresponden-
tes solugbes x(t) nao tem derivadas, ou seja, W consiste nos pon
tos para os quais as solucOes maximais mudam de uma familia de

o + 0 0 - - 0 0

solugoes S para S°, de S” para S , de S para S° ou de S para

s*,

0 proximo teorema relaciona os tempos de mudanga de



uma solucao maximal com a geometria do plano de fase. Este resul-
tado, que estabelece.que os zcros de Ny I1e os zeros de x(t)
ou y(t) sio entrelacados, & basico para estabelecer as proprieda-
des da '"'switching locus" necessaria para a construgao do contro -

le de sintese.

Teorema 4.1.1: Seja u € A, u =u(t), 0 <t < tl, um controle ma

ximal para o sistema (LI)E como definido acima
Seja a solugao correspondente x(t) = (w(t), x(t), y(t)) com solu -
cao adjunta (solucao do sistema Hamiltoniano) n(t) =‘(n0(t),n1(tL
nz(t)), 0 <t < tl. Os zeros de n, 11 se entrelacam com pelo me
nos um zero de x ou de y, ou seja, se ty et, sao dois zeros con-
. + :
secutivos de n, - 1l segue que existe T, tl < T <t,, tal que x(t)=
e . + : N
= 0 ou y(t) = 0. Alem do mais, os zeros de n, - 1 nunca coincidem

com os zeros de y exceto na origem.

Dem.: Temos que

Clu) = lu(s) | ds

e por (2.3)
H= -lu| + nyy = nyf(x)y - myx + n, u

e como ja vimos u satisfaz (4.1.1).

Seja t* um zero de n, * 1 comy = 0
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H(t*) = 0+ x =0 (ve;ificagﬁo imediata).

*
i) Seja t um zero de n, - 1, logo

u = K e portanto H(t*) = (0 . Assim
ng - £00 = XL
y (t*)
Mas de (4.1.2),ﬁz(t*) 5 = Ty * f(x), portanto
& *
hy(t) = - | Xt (4.1.3)
*
y(t )

*
ii) Seja t um zero de n, + 1, logo

u = -K . Analogamente ao item anterior temos,

ny(t) = —Xlt) - (4.1.4)

y(t*)

Consideremos agora ty ety dois zeros consecutivos de

n, - 1l e seja P(tl) = (x(tl), y(tlb um ponto pertencente ao quar

to quadrante com nz(tl) = 1 como na figura abaixo.



Por (4.1.3)

Logo

W

Figura 4.1.1a

r : <
Observemos que nz(tl) . nz(tz) 0

x(tl)} x(tz)l <o
y(t) y(t,)
x(tz) )

< 0, e assim
y(t,)

P(tz) = (x(tz), y(tz)) € 1° ou 3° quadrdnte

Suponhamos que P(tz) € 39 quadrante

Seja ty = inf {t:t > t, e t & zero de n, *1}
Observemos que (ver fig. 4.1.1)

hp(t)) + fy(tg) > 0
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De (4.1.3) e (4,1.4)

x(t,) x(tq) P
° < 3
y(t,) y(ts)
x(ts) )
< 0 ou seja:
y (tq)
P(tq) = (x(tz), y(tg)) € 2° ou 4° quadrante

Seja P(tS) um ponto no 2% quadrante onde ts € um zero

de n, + 1l e seja t, um zero consecutivo de n, * 1. Como
n,(tg) « ny(ty) <0,

de (4.1.4) temos,

x(ts) ) x(ty) > 0 . Assim,
y (ts) y(ty)
t
x( 4) > 0 e
y(ty)

P(t4) = (x(t4), y(t4)) € 1° ou 3° quadrante.

Seja P(t4) um ponto no 1°¢ quadrante e ty um zero de
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Segue que
nz(t4) . nz(ts) >0 .

De (4.1.3) e (4.1.4)

x(t,) 1 7 x(t)

< 0. Logo,
y(ty) y(te)

x(ts)

<0 . Assim,
y(tg)

P(ts) = (x(ts), y(ts))e 2° ou 4°¢ quadrante

Portanto, comc vemos, os zeros de nz + 1 se entrelacgam

com os zeros de x ou de y .
Observemos que para o custo funcional combustivel, as
"switching-locus'" sdo simétricas.

De fato, pelo Principio do Maximo de Pontryaguin, té

nhamos

[u| + nyy - nzf(x)y - n,Xx *n,u-= 0

M

onde

c
il

sgn [nz] ,|n2| > 1
0 |n2| <1
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Portanto, os pontos das "switching-locus" devem satis

fazer
Ny = nE(Xy - ny,x =0 Clny | = 1)
i) Seja n, = 1., Assim,
ny - £(xX)y - x =0

Mas f € par, logo os pontos (-X, ~y) também satisfa -

zem a equagao acima (verificacdo imediata).

ii) Seja n, = -1 . Logo,

npy * £(x)y + x =0

Segue que os pontos (-x, -y) satisfazem a equagdo aci

ma (verificacao imediata).

Conclui-se que:

Corolario 4.1.2: A ‘"switching-locus" & constituida de quatro cur

vas cada uma num quadrante dividindo o plano simetricamente.
Dem., : Imediata do teorema e da observacao acima,

Corolario 4.1.3: Seja u(t) C A, 0 < t < t;, um controle maximal

para o sistema (LI)E « Seja a solugdo correspondente (x(t), y(t))

com solugao adjunta n(t) = (no(t),nlﬁj,nzﬁjl 0 <tcx< tl.hMm'umpo ,
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0< ¢ < ty, temos Inz(c)l = 1,
i) Se (x(z), y(z)) € 1° ou 4° quadrante entdo hz(c) > 0
ii) Se (x(¢) , y(z)) € 2° ou 3° quadrante entdo ﬁz(c) <0
Esse corolario estabelece que mudangas nos controles
maximais tipo - relay s@o de -K a 0 no 19 quadrante e de 0 a +K
no 4% quadrante continuando no tempo numa curva de solugio'maxi

mal e de +K a 0 no 3? quadrante e de 0 a -K no 2° quadrante.

Dem.: Pelo Principio do Maximo de Pontryaguin

S lul tngy - ny (XY - onyx ¢ nou =00 (4.1.5)
onde u = JK sgn [nz] , |n2| > 1
l 0 , |n2| <1
Seja ¢ tal que |n2(c)| =1

Por (4.1.5) segue que

nyy - nzf(x)y = nyx =0- (4.1.6)

Entao, se:

i) (x,y) € 1° quadrante

Temos que n, = -1.



De (4.1.0)

ny + £(x)y + x = 0 ., Assim,

ny % f(x) <0

De (4.1.2), vem

ﬁz = - n; *n, £(x). Assim,

I

Ny = -y - £(x) e n,(z) >0
ii) (x,y) € 4° quadrante

Temos =1

2
De (4.1.6)

ny - £(x)y - x =0 , ou

ng - £(x) < 0

Mas n, = - n; + £(x); n,(z) > 0

iii) (x,y) € 3° quadrante

Temos n, = + 1

44,
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De (4.1.6):
nyy * £(x)y + x = 0 . Assim,

ny ¥ f(x) >0

Mas ﬁz = =n, - £(x) 3 ﬁz(g) <0

Vamos agora descrever a "switching-locus" para obter-

- - - -« .
mos uma estrategia que torne o combustivel minimo.

Seja WIl uma solugao (ou parte de uma solucgdo) de S
pela origem e permanecendo no quarto quadrante num intervalo de
t empo tI tal que u = K e seja Wil a solugdo de S pela origem e
permanecendo no segundo quadrante ao longo do mesmo intervalo de
tempo (& imediato que Wil ¢ simétrica a WIl) (ver fig. 4.1.2)

y /\

LT

Figura 4.1.2

Agora vamos refletir WII e Wil ao longo de solugdes

de s° obtendo ng e ng respectivamente (ver fig. 4.1.3)
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Yy

z

=
\
>

—
N —

W

+
wll

Figura 4.1.3

Isto &, de cada ponto de w;l (de Wil) seguimos para tras

no tempo ao longo das correspondentes solugdes de $° num tempo

t? , com u = 0. Chamamos os "pontos finais"dessas solucdes de
0 i - + + - ;
S” como a reflexao le de wll (W21 de hll).
Agora reflitamos ng ao longo de solugoes de S . 0
procedimento & an2logo num tempo tI tal que u = -K. Chamamos a

reflexao de ngao longo de S de WI7 (ver fig. 4.1.4)

YA
wi2

Wi

Figura 4.1.4 -
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Analogamente reflitamos w;l ao longo da solugao de s

e chamemos essa reflexao de WIZ (ver fig. 4.1.5),
Y AN
TN Vi
Wy
W2l
N 2 %
O\
\k\\\ v,
Fig. 4.1.5 -

Agora refletimos WIZ ao longo de solucoes de s® e ob-

temos WEZ (ver fig. 4.1.6)

Wi2

Fig. 4.1.6 -

Analogamente refletimos wiz ao longo de solugoes de s°
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e obtemos W' (ver fig., 4.1.7)
22 ' '

Y A

Vi W2z /

u=0 ’ u=0

vigp

Figura 4.1.7 -

A construgao das curvas, continua com procedimento a-

nalogo comecando por refletir w22 ao longo de solugdes de S~

obtendo-se WIS'

2,7
solucgdes de S~ (j >1); W, . 8 a reflexdao de W, . (j > 1) ao lon-

2,3 1,j
4+

2,7
go de solucoes de s" e Wé 3 € a reflexdo de W; 5 (j>1) ao longo de solugoes
de S°. , ’

Generalizando, wi j+1 € a solugdo de W ao longo de

go de solugdes de S°; WI 41 € a reflexdo de W (3 > 1) ao lon

A "switching-locus'" W ¢ precisamente a reunii dos con-
; il - - + e .
juntos wl,j v Wz,jL) wl,j v, “Z,j para j = 1,2.3... como descrito

acima.

Todo controle maximal do tipo "relay" que leva um pon
to de Ck para a origem deve ter uma solugao que chega na origem,

através de W;l ou Wil, e a solugao deve seguir alternadamente a

- - + - +
curva das solugdes de S~, S°, S” ao longo dos tempos ts tg, tos
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i=1,2,3,00. (ver figs. 4.1.8 e 4.1.9),

Y A

ViT

W2

Figura 4.1.8 -

Figura 4.1.9
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Observemos que pela construgao acima de W segue que a

_ + - .
solugcao intercepta W, (W.,) em dois 'gomos' a menos quando provem
¢ I 2 2 £ q P

de Wi (WI) e intercepta WI (WI) no mesmo numero de gomo quando

& - +
provem de WZ (Wz).

- . l
W e assim, homeomorfa a duas curvas C~ por partes trans

versais que separam o plano em quatro partes.

Figura 4.1.10 -

Finalmente a funcao sintese sera:
-k para (x,y) € I
Y(x,y)=<¢ 0 para (x,y) € II ou IV

K para (x,y) € III
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Finalmente, observemos que:

1. A familia dos controles admissiveis (que levam P € Cy até

- ; S P .
a origem) para o sistema (Ll)u nao e vazia,

2. As solugoes do sistema (LI)S sao uniformemente limitadas

em relagdo a u {ver [3] , p. 30).

3. 0 conjunto de velocidade estendida

Vix,y,t) ={(u], y, -£(x)y = x + u): u € @ (x,y,t)}
€ convexo no HZSpara (x,y,t) fixado (verificagcao imediata), onde

Q(x,y,t) = {fu€A: u=0 ouu-=ZXK comun numero finito

de saltos em intervalos de tempo finitos}

Das observagoes acima, temos que vale o teorema de e-
xistencia de controle otimo (ver Lee e Markus [2] Th. 4, p. 259)
para os pontos de CK que sdao levados a origem através de contro
les u € Q@ , ou seja, este teorema garante a conducao dos pontos
pertencentes a regido hachuriada entre as curvas WII e Wy, da

fig. 4.1.11 abaixo, para a origem, com consumo de combustivel

L -
minimo,
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N <

4
Wit

Figura 4.1.11

- . C ~ . - A -, .
Mas as orbitas de (LI)u sao simetricas para u otimo e

£° = |lu] , logo podemos estender a regido da fig. 4.1.11 para a

regiao simétrica entre as curvas W;l e Wil (ver fig. 4.1.12)

Y A

Loowy

> X

Figura 4.1.12
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Observemos agora que os pontos da regiao hachuriada en

- + . ~ - +
tre as curvas sz e W21 da fig. 4.1.13 sdo levados atée W21 com
controles 0 e K e portanto sao conduzidos com consumo de combusti

vel minimo pelo teorema de existéncia de controle Gtimo,

N <

Figura 4.1.13

Mais uma vez, observemos que as trajetorias de (LI)E
sdo simétricas para u otimo e portanto os pontos da regido hachu
riada entre as curvas Wil e WEZ da figura 4.1.14 também estdo sen

do conduzidos até W57 com consumo de combustivel minimo.
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Figura 4.1.14

Pela unicidade das trajetorias maximais, temos que o
processo de conducao dos pontos de CK a origem & aditivo e por -
tanto, procedendo analogamente, demonstramos que todos os pontos
de CK podem ser conduzidos para a origem com consumo de combusti

- -
vel minimo.

4.2 Energia

Consideremos o custo funcional energia (ver [2], p p.

171):

ty

cw = | [ut)]?dat, [ue)| <K
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e o sistema abaixo,

(v = u?

(LI)E < X = y

-f(x)y - x + u

<
I

Coroldrio 4.2.1: Seja u(t) € A, 0 < t < t;, um controle maxi -

mal para o sistema (Ll)i . Entao

r +K, nz(t) 2 K
u(t) = { nz(t) ’ ’nz(t)[< X
L -K ’ nz(t) <-K

Dem.: Pelo P.M.P. (teorema 1),
2
H( n, x, u) = ngu”+ nqyy- nzf(x)y = NyX +on, U

Seja h tal que

h(u) = N u2 *n, u

Tomando ng = -1/2, observemos que h(u) & maximo para
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Portanto, como |u(t) | < K, segue que
rK nz(t) > K
u(®) = < ony(6) In,(6)] < K (4.2.1)

Como vemos, o controle maximal u acima & continuo (ver

fig. 4.2.1)

Figura 4.2.1

Corolario 4.2.2: Seja u € A um controle maximal para o sistema

(Ll)ﬁ , X(t) a correspondente solucao maximal e n(t) =(n0(t)

L]

nl(t), nz(tD a solucao adjunta. Ent3o, os zeros de n, 1K se en

—

trelacam com os zeros de x ou de y.
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Dem.: Temos que n = ( Ng» Ny» nz)_satisfaz
ng T -y o, £(x) (4.2.1)
e pelo P.M.P., (teorema 1)
M = nyy - nzf(x)y = NgX = 0 (4.2.2)
Seja t* um zero de n, d K

De (4.2.1) e (4.2.2) segue que
. + -
n,(t*) = = X (4.2.3)

Consideremos agora tl e t2 dois zeros consecutivos de

n, M K. Temos,

n,(t)) « Ay(ty) <0 (4.2.4)
De (4.2.3)
x(ty) . x(t,) o
y(tq) y(ty) ]
i

Corolario 4.2.3: Seja u(t) € A, 0 < t < tl, um controle maximal

para o sistema (LI)E » X(t) a correspondente solucio maximal e
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n (t) = (no(t), nl(t), nz(t)) a solucao adjunta deste sistema. En
tao,
i) Se L, e g, sao dois zeros consecutivos de n, - K onde
(x(gl), y(cl)) pertence ao 4° quadrante, entao temos ﬁz(c1)> 0 e

nz(cz) <0

ii) Se §3 e c4 sao dois zeros consecutivos de n, + K onde

(x(cs)) pertence ao 2° quadrante, temos ﬁz(cs) <0 e ﬁz(cd) > 0

Dem.: i) Seja ; um zero de n, - K tal que (x(gl), y(cl)) perten-

ce ao 4° quadrante.
De (4.2.3) e (4.2.4) temos
ny(zy) >0 e n,(z,) <0
ii) demonstragido analoga a i)
il
Destes dois Ultimos coroldarios, conclui-se que & possi
vel dividir o plano simétricamente, em quatro regides as quais de

terminam o comportamento do controle otimo u como indicado na fi

gura 4,2.2 abaixo.
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U:Y])_ u= 'qz JI

u=K
Figura 4.2.2

De modo analogo ao problema combustivel minimo, o con
junto EK’ dos pontos que podem ser levados a zero com controles
do tipo (4.2.1), & o proprio conjunto Vi (a semelhanca da prova
de que ZK = VK’ usamos neste caso um controle continuo ao invés

do controle zero).

4.3 Tempo

Consideremos o custo funcional

t1
C(u) = dt



QU .,

e 0 sistema

L, { x=y

-f(x)y - x + u

~
H]

Como vemos, minimizar o funcional acima & equivalente a
conduzir pontos de VK para a origem em tempo minimo, onde VK € o

conjunto de controlabilidade nula definido no capitulo 3.

Este funcional foi o mais estudado até agora na lite-
ratura da teoria de controle, portanto apenas citaremos alguns
resultados de maior relevancia para a construcgio da switching-lo

cus do sistema acima.

Usando o Principio do Maximo de Pontryagin (teorema I)
obtemos que os controles maximais sao do tipo "relay" (ver [2] .

p. 426):

Corolario 4.3.1: Seja u = u(t) € A, 0 <t< tl, um controle maxi

mal de (LI)g e n(t) = (no(t), nl(t), ”2(t1D a solucao adjunta .
Entao u & quase sempre igual ao controle "relay" K.sgn nz(t). A-
l1ém do mais, n, tem apenas um niimero finito de zeros e cada um

destes zeros & simples.

Portanto, vemos que o controle que transfere um ponto
de VK para a origem em tempo minimo corresponde, no plano de fa-

se, 0 IRZ, a uma troca de orbita de (LI)E para (LI)TK, finitas ve



zes num tempo finito, para conduzir um ponto P € Iﬁ, a (0,0).

Os tempos "alternantes' de uma solucao maximal sao e
laciohados com a geometria do plano de fase atraves de um teore-
ma que estabelecce que os zeros de y(t) e nz(t) sao entrelagados.
Este teorema, que vem a seguir, & basico para estabelecer as pro
priedades da "switching-locus' de (LI)E (Ver[Z] Th, 1, p. 427):

Teorema 4.3.1.: Sejau =u(t) €A, 0 < t< t;, um controle ma

ximal para o sistema (LI)E . Seja a solucao correspondente

x(t) = (w(t), x(t), y(t)) e a solugao adjunta
n(t) = (ng(t), ny(t), ny(t)) em 0 < t < t,
Sejam L1v Ly tais que 0 < §1>< Ly < t1

Entao,
1. Se n,(gy) = n,(zy) = 0 e se y(gy) = 0 entdo y(zg,) = 0,

2., Se nz(gl) = nz(cz) = 0 e se y(gl) # 0, entao y(;z) #0 ,

mas existe um zero de y(t) no intervalo aberto £1< t <z,

5. 8e y(zy) =y(gy)) =0, y(t) #0emg; <t <z, e se

ny(zy) =0, entdo n,(z,) = 0.



4. Se y(ty) = y(z,)) =0, y(t) # 0 em g1 <t <r, e se
entao n, # 0 mas existe um zero de nz(t) no intervalo aber-

to Cl < t < ;2.

Assim, uma vez que os zeros de y(t) sao isolados, e -
les ou coincidem com os zeros de nz(t) ou nenhum zero de y(t) e
zero de nz(t), mas estes dois conjuntos de zeros sao entrelaca -

dos.

O proximo corolario estabelece que as mudangas nos con
troles maximais sao de +K a -K para y > 0 e de -K para +K para

y < 0 ( ver [2] Coroldrio, p.429).

Corolario 4.3.2: Sejau=u(t) €A, 0 < t< t;, um controle ma
ximal para o sistema (LI)E. Seja a solugao correspondente x(t) =
(w(t), x(t), y(t)) com solugao adjunta n(t) = (ny(t), ny(t),n, (),

0 < t< t. Num tempo t = ¢ , 0 < ¢ < t, temos nz(c) =0,

A
o

i) Se y(z) > 0 entdo ﬁz(c)

v
o

~ii) Se y(r) < 0 entdo ﬁz(c)

- . 2 .

Podemos entao, construir uma curva W, no IR”, homeo -
morfa a reta, simétrica com relacao a zero, que divide VK numa re
giao superior S e numa inferior I (ver fig. 4.3.1), com a proprie

dade de qume se P(t) = (x(t), y(t)) € W temos n,(t) =0 ( ver (3],



p. 42). Portanto, do teorema 4.3.1 e da proposigao 4.3.2 acima te
mos que se uma orbita de (LI)E a toca.num ponto P(t) entao y(t)>0
e devemos seguir com a trajetoria de (LI)TK passando por este pon
to, e da mesma forma quando uma orbita de (LI)TK‘tbcar W num pon
to P(t), entdo y(t) < 0 e seguimos a trajetoria de (LI)g‘que pas

sa por este ponto.

Figura 4.3.1

Finalmente o processo de conducao de um ponto P de V
para a origem em tempo minimo se reduz ao segﬁinte: se P €S, en
tao seguimos com ytK(P), até atingir W, e seguimos mudando.de or
bita como exposto acima até atingirmos a origem. Se por outro la
do, P € I, iniciamos o processo com YE (P) (ver figs. 4.3.2 e

4,3.3).



o

XI:(PZ)

Y

Figura 4.3.2

Figura 4.3.3

630
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Seja o custo funcional trabalho

Xy

C(u) -

e 0o sistema

(LI)z ! x

Corolario 4.4,1: Seja u

0 <t < ty. Entdo u(t) =

K

uy lul< K

~f(x)y - x + u £ ecl

u(t) € A um controle maximal de (LI)ﬁ,

.sgn [hz(t) -y(t)] , 0 <t< t,, onde

n(t) = (ng(t), ny(t), n,(t)) € a solucao adjunta.

Qém:: Pelo P.M.P (teorema 1), temos

H = n;y = npf(x)y - nyx + (ny, - y) u

Logo, u € maximal para

u = K;sgn [nz -y ] #
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Do corolario acima. segue que para u maximal temos
M =gy = nyf(x)y = nyx + Kiny-y| =0 (4.4.1)

Observemos, entaoc, o que ocorre quando uma solugao ma

ximal intercepta o eixo ¥:

Se y =0, de (4.4.1) temos

= NpX + K ]nzl = 0 . Assim,

sey =0, n, =0 oux-= = K s (4.4.2)

ou seja, a solugao maximal troca de sinal ao interceptar o eixo

. + .-
y = 0 a menos nos pontos tais que x = - K,

Vejamos agora como se comporta o controle maximal u
nos pontos (x,y) do plano de fase pertencentes a "switching-lo -

cus" n, -y =0 comy # 0.

Seja t* um zero de n, -y comy # 0. Entao,

At - F(E) = E£(x(E*) . y(th) (4.4.3)

(verificacao imediata)

Portanto, neste caso os zeros de y se entrelacam com
os zeros de n, =y devido ao fato de nao se ter dois zeros conse
cutivos de n, =y comy < 0 (ou com y > 0), na faixa onde f(x) &

invariante, por (4.4.3).



A partir dos resultados acima, faremOs um estudo lo -
cal em torno de zero sobre a "switching-locus" da condugao.de um
ponto a origem minimizando o custo trabalho. Levando em conta a

simetria das orbitas, observamos que:

1°) As solucoes maximais chegam a origem apenas atra

vés dos controles u = K ou u = -K, Portanto, segue que um trecho

”n

de yE(O) e de Y:K (0) é parte da "switching-locus" W (ver. fig.

4,4.1).
YA
¥
Wi
Wo vio
a, >X
-K K
W
o
Figura 4.4.1 -
2°) nao existe um trecho de W entre o eixoy =0 e
yi(O) (Y:K(O)), por (4.4.3) e pelo fato de f ser continua e
£(0) < 0. '

-

3°) O ponto (K,0) & orbita singular de (Ll)g e de
(4.4.2) (x # Ik segue que n, = 0) vem que YE (0) nao passa por

este ponto.



4°) As orbitas atingem o trecho da "switching-locus"
W que coincide com a orbita Y:K (K,0) com controle u = K, devi-
do ao andamento do plano de fase (ver fig. 4.4.3) e devido ao
fato de que o controle deterministico obedece a lei "dado um pon

to existe uma estratégia uUnica de condugao até o objetivo".

YA

Z?Kp) \

S s .
T e
e B /“/'

27

Figura 4.4.2 -

52) Para que o andamento do campo de vetores mantenha

coeréncia com as observacdes acima é necessario que exista um
+ . . .
trecho W3 da "switching-locus" W que liga o ponto (K,0 com

Yi (-K,0) no eixo y = 0 como na figura 4.4.4 a seguir.



Figura 4.4.4

Das observagoes acima concluimos que a "switching-lo-
cus" W divide o plano em oito regioes como na fig. 4.4.5. Esboga
mos na propria figura a estratégia de condugao de um ponto P0 a-

te a origem que vai se reduzir ao seguinte:

Se P0 e um ponto do plano de fase tal que P0 € IV,

2
plicamos o controle u = -K ate y; (Po) interceptar o eixo y =0
num ponto Pn. Seguimos entao alternadamente com o controle u = K
e u = -K cada vez que a orbita cruza o éixo y = 0 ateé que num pon

to P, a orbita intercepta Wg (W;). Dai seguimos como na fig.

4.4,5 até a origenm,
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A condugao ¢ analoga para P, pertencente 3 regido IV'
(ver fig. 4.4.6). |

Nos casos em que P, e P; estdo nas regides I e 1

respectivamente, procede-se como na fig. 4.4.7.

Finalmente, temos que vale o teorema de existéncia de
controle otimo (ver Lee e Markus [2] th. 4, p. 259) para o siste

ma (LI)K » ou seja:todos os pontos de Wy = VE , podem ser levados
a origem com minimizacdo do custo funcional trabalho, atraves de

trajetorias correspondentes ao controle maximal u = K sgn [nzny],

uma vez que o conjunto de velocidade estendida

V(x,y,t) = {ty, vy, -f(x)y - x + u)/u € e(x,y,t)}
& convexo no R para (x,y,t) fixado (verificacao imediata) onde

2(x,y,t) = {u €4 : u(t) =K sgn [n,(t) - y(t]}.
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