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+ x = 0

P }WFÃCIO

Neste trabalho .estudamos controle pare! as equações de
Li8nard

5( + f(x) i

mi.nimi.zando alguns custos funcionais de maior r

fenómenos 'dos quais essas equações são modelo.

Para isso, no decorrer de todo o trabalho utilizamos o

Princípio do híãxi.mo de Pontryagin que se revelou um forte i.ns'.ru-

mental para indicar estratégias de controle

Estudamos também a estrutura dos conjuntos ''controla -

vei.s'' e estratégias de condução dos pontos pertencentes a estes

conjuntos para a origem, minimizando os custos funcionais combus-

tível, energia, tempo e trabalho

A menos do custo funcional tempo (ver l31 e l.41), esta

é a primeira abordagem quanto ã estratégia de minimização dos ou
tios custos funcionais mencionados acima. para as equações de Lié
nard.

elevãncia para os
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Foi com grande surpresa quc pudemos constatar neste eE

tudo. um paralelo bastante si.gnificativo entre os resultados obt.}
dos através da teori.a do controle e os princípios milenares do .g

dente, que se encontram na filosofia taoista

Como veremos, a otilnização de alguns probleJilas descri-

tos por equações diferenciais se dã com o uso de controles extre-

mais como por exemplo, ao minimizarmos o custo funcional tempo (.!

placa-se uma força mini.ma para em seguida após um intervalo fin.}

to de tempo. aplicar-se uma força ]nãxima ao sistema) . Asse.m, é c.g
cioso observar que numa luta marcial que segue os prillcípios taoB

tas nunca se deve colocar resi.stência a um golpe do adversário luas

si.m deixa-lo cair no vazio para então em seguida ''voltar'' a força

do adversário contra ele próprio. Esta ''es'Lratégia'' é a mais efi.-

ciente e rápida para se retornar a um estado de ''repouso''. Em og

trás palavras, no príncz+pio taoista do ''wu-wei'' (ação através da

não-ação) encontramos uma semelhança estrutural com o Princípio
do I'lãximo de Pontryagin no sentido de ser essencial a utilização

de forças extremais para a otimização de alguns processos, sejam

eles físicos ou psx+quicos

Conta.nuando com o paralelo ''ocidente'J'oriente", ao estu -

darmos o problema de minimização do custo .funcional consumo de
colnbustivel (que podemos evidentemente associam' com o dispêndio

de energia de um sistema), concluímos através do Princl'pío do M2

ximo de Pontryagin que os controles são extremais intercalados
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com períodos dc''relaxamento'', ou ''deadzones'' No tao'smo, cons(}

Paderialnos continuar com anais alguns exemplos mas não

ê o proposito de nosso trabalho. Limitado-nos a apontar a ulLive.=

validade do Princl+pio do bláxi.mo de Pontryagi.n e também como re-

sultados aparelltemente só matemáticos, encontram eco na sabedoria

mi.penar de outras culturas embora os caminhos percorri.dos e os

objeti.vos a serem alcançados sejam totalJnente diferentes. O hoinan

hoje se volta cada vez mais para a tecnologia distanciando-se de

suas raízes e usa muitas vezes o conhecimento adquirido como p.g

der para destruir com o máximo de efi-ciência. No entanto, nas ctg-

turas laai.s antigas, a essência deste conheci.mento era uti.ligada

para que o homem crescesse interioriiiente. Neste processo adqui -

ria muito poder mas com plella consciência de que não havia senti

do au necessidade de exerce-lo. É óbvio que esta não era uma at.i

tudo generalizada mas as pessoas que assim procediam\ eram chama

das de ''homens verdadeiros''

Quero agradecer de coração o amigo e orientador Prof

Dr. Luciano Barbanti., pe]o incentivo e apoio recebidos ao ]-ongo

de todo o traba]ho, a força do Paul.o, da Lena e todos os amigos

São Paulo, julho de 198S

gue-se uma fluidez e conservação ntãxiiila de energia ao passar -

mos alternadamente de movi.mantos extremais yang c yi.n ocorrendo

durante a transição um estado de ''vazio'', de soltura ou relaxa -
tficnto  
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l - INTRODUÇÃO

Lota Rayleigh em 1883, quando investigava a teo!'ia do

soIR, apresentou uma equação que, redescoberta numa outra forma

por B. Van der Pol em 1923, tem sido um exemplo clãssi.co dos fe-
nómenos oscilati;rios não lineares. As equações de Van der Pol,

9
! + c (x' 1) x + x = 0,

foram obtidas em seus estudos sobre o trÍodo. Esta equação, qual

do foi pela pri.mei.ra vez discutida por Van der Pol em 1926, pr.g
vávelmente atraiu mais atenção devido i curiosa natureza de seu

espaço de fase do que pela explicação que dava do comportamento

do trÍ'odo. A equação no seu pl-ano de fase nos dã um excelente e-
xemplo de um ci.clo limite que é aproximado tanto por dentro como

por fora pelas sua.s trajetÓrias de fase.

W.S. Krogdahl em seu trabalho ''Pulsações Estelares co

mo um fenómeno de um ciclo-limite'', empregou uma generalização à

equação de Xran der Pol para explicar a forma das curvas de velo-
cidade observadas na pulsação de varias estrêlas.

Outra generalização das equações de Van der Pol, foi

feita por H. e E. Cãrtan, numa questão radiotécnica ao considera

remo probl-ema geral da existênci.a de soluções periódicas na equ2.



çao

'g , [, - «':'] -t * -t 0 ,

onde L, r, C denotam respecti.lamente a indutância, a resistência

e a capacidade de um ci.rcuito (circuitos RLC) , ia intensidade da

corrente, t o tempo, e P(i) é uma função de i que tem as dimen-
sões de uma resi.stência submetida ãs hipi;teses de que qJ ê uma fun

ção par em i, decrescente, Q(0) > r, lim @(i) : 0
1-)'m

Estas equações na sua forma geral

5i + f(x) i

são conlaecidas como equações de Lie'nard, e ,foram introduzi -

das por A. Liênard em ''Etudes des oscillati.ons entretellues'' (D29

Na teori.a do controle temos um sistema e queremos in-

fluenciar o sistema através da manipulação dos controles

O estudo do controle para. equações de Liénard ê o es

tudo do sistema perturbado

(n)u X + f(x)l + x = u(t)

onde a função u(t) pertence ao espaço ''natural'' dos controles, o

L... (IR) e são satisfeitas as seguintes hipóteses:



111) f é; par e f (0) < 0,

112) Se F(x) :l f(s)ds , então F(x)+" , comxf( s) ds

H(3) F tem um {inico zero OF' positivo c é monótona cães

cento para x > OP'

Usando o controle u : 0, as hipóteses acima i.mplicant

na existência de uln {inico ciclo não trivial, ro' associado a (LI)0

(que ê o sistellta (LI)u com u : 0)

Além disso, I'n é orbitalmente estável (i..e., todas as

a+rbitas de (LI)0 tendem a I'0, quando t '- m)

No piano de fase de (L[)0, o ]]?, as Órbitas do siste-
ma obedecem a equação

x : y

j' : -f(x)y - x

0 único ponto singular do sistema ê o ponto (0.0) que
é i.nstãvel. Pelo teorema de Poincaré - Bendixon temos então que

(0,0) esta no interior da região dela.mitada por I'0

Para cada controle u(t) em (LI),. define-se o
funcional associado a u(t) como:

custo
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fo(t. x(t) . y(t) , u(t)) dt

to

onde fo (t, x, y, u) é urna função contz+nua dada

O custo funcional é u)]l cri.téri,o quantitati.vo para a g.

fia.anciã de cada controle u(t) para tO S t S tl ern Llot: (m)

O problema que \iRMos abordar é o da transferência de

pontos do ciclo I'0 se único, ao ponto singular (0,0), minimizar-.
do os custos funcionais tempo, combustl+vel, tl'abalho e energia ,

no p[ano de fase, o ]R z. .]ntuiti,vaJnente, ta] prob]ema corres])on-

de a passar do regime estacionário r0' ao repouso (0,0), minimi-
zando o custo funcional

Se tivermos fu (t, x(t), y(t), u(t)) : l segue que

o custo funci.ona] i; a função tempo e portanto o prob].enla reduz -

se a transferir pontos do ciclo ã ori.gem em tempo mínimo. lqo c2

se de se minimizar o combustível, fo(t, x(t) , y(t), u(t) = lu(t)l,
f'(t, x(t), y(t), u(t)) = u(t) . y(t) para se lninimizaa' o tra-

balho e f'(t; x(t), y(t), u(t)) :lu(t)Jz para a energia

Este é um bom problema de controle poi.s sendo I'n est.â

vel e (0,0) instável. a transferência de pontos de FO a (0,0) sÕ
é possível através do emprego de um termo forçante segull.do o pr.g

blema (LI).. acima

No caso da transferência de (0.0) ao ciclo F. em tela
po finito, para sai.amos de (0,0) é necessário igual)Dente a pre

vença de um termo forçante em (LI).., embora este processo sei a



bem mais simples que o anterior uma vez que para u : 0 temos quc

a origem na equação de Lil;nard é uln foco. Com qualquer controle

u(t) diferente de zero. é possível sair de (0,0) e chegar a I'0

pois qualquer controle u(t) não nulo perturba o regi)ne estacioná-

rio (0,0). Como I'0 é estável, um ponto interior à região delimi.t.2

da por I'n, e diferente de (0,0) , pode ser transferido com corltro-

le u :: 0 ã uma vi.zinhança conveniente de rn. para dais de novo com
o controle u(t) , atingir rO , e)n tempo finito.
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2 - COLOCAÇÃO DO PROBLEB{A E O PRINCÍPIO DO

1*1ÁXlllO DE PONI'RYAGIN

Consi.detemos a equação de LieGard perturbada

(n)u 3i . :f(x)k * x : u(t)

ou o sistema equivalente

(u). 'b :.f(x)y - x ''' u
-K $ u $ K e f C CI(R)com

Para a condição ini.cial (xO, yO) no tempo t : 0, seja
A a classe de todos os controles mel\surãveis nos vários intervg.

].os finitos 0 S t $ ti cojn u C LToc (n) tal que a solução (x(t),

y(t» esta definida em 0 S t S tl com x(0) : xO, y(0) : yO e que
atinge a origem (0,0) numa primeira vez no tempo t : t]. A solu-

ção (x(t) , y(t)) é uma solução absolutamente contl+nua de (LI)u com

x(0) : xO e y(0) : yO

Definição: Um controle u* C A e controle Õtinto se

C(u') É C(u) para todo



A trajetorxa corresponaü'nte (x(tj , yLtJJ e Chamada uma

traj etori-a ottma

0 Princípio do bláximo de Pontryagui.n,p.19?de 111, nos
dá ul1la condição necessária para a optimalidade de uln controle

.4

Para melhor formular esta condição torna-se convenie2

te reformular nosso problema, introduzindo o sistema aumentado

em relação a (LI).,. Seja u uma coordenada no sistema satisfazen-
do

du
dt fo (x, y, u)

onde fo é a função que define o custo funci.onal C(u)

O sistema aumentado em relação a (LI)., é:

Í.@
dt

fo(x, y, u)

'«': l -A
l-e f(x)y

Introduzindo o vetou

demos reescrever o si.stema como

(u; x, y) variável no IR 1? p2

dx
dt

F(x, y, u) ( 2 . 1)



0

onde r(x, y, u) =(f'(x. y. u) , y, -f(x)y - x + u)

Observemos que F(x, y. u) não depende da coordenada w

Seja agora u C A que transfere (x0' yO) de I'0, o Úni

co ciclo não trivial associado a(LI)0' ã origem, e seja (x, y)=
(x(t) , y(t)) a solução correspondente do sistema. (LI)u com conde

ção inicial (xCt0), y(tO)) : (xo' yO) . Indicando o ponto (0, xO,
yO) por xo' segue que a solução de (2.1) com conde.ção inicial

x(tO) : xO correspondente ao controle u, esta definida en} todo o
intervalo to 5 t 5 tl' e tem a forma

f'(x(s) , y(s) , u(s» ds

x(t)

y(t)

Em particular, quando tl

Í':
fo(x(t) , y(t) , u(t)) dt : C(u)

Jto

(x(tl) , y(tl)) (o ,o)

isto e a solução x(t) da equação (2.1) com condição ini.cial



A l/ctoaa l/çav I'viAç\i .n ç.ç-\u.í) v)v/ \-Jll L. çl

Em outras palavras, seja o eixo w perpendicular ao

p[ano de fase como na figura abri.xo, (]:ig. 2.1), podemos dizer

que x(t) intercepta o eixo w num ponto de coordenada (C(u),0,0)

no tempo t ; t.

x(t )0

W

C(u)

[o.o}

/

/

/

/

/

/

( X (f). Y tt})

+

X

X

Figura 2.1

Recíproca.mente, suponlla que u é um controle admi.ssÍ

vel tal que a correspoJadente solução x(t) da equação (2.1) cora

condição inicial

x(tO) : xO : (0, x0' yO) , em algum tempo tl intercep-
ta o eixo w com coordenada w = C(u)

Então, o controle u transfere o ponto (xO, yO) no e!



paço de fase pa.ra o Ol-i.gem e o funcional (1.1) assume o valor

C(u)

Assim podeirios formular o problema Ótimo aci.ma na se

guinte forma equivalente

Dado o ponto xO : (0, xO, yO) , entre todos os contra
les admissíveis u : u(t) , tendo a propriedade de que a corres -

pondente solução x(t) de (2.].) com condição inicial, x(tO) : xO
intercepta o eixo \.r. achar um cujo ponto de i.ntersecção com o
eixo w tenha a menor coordenada l-rn

Passemos agora à formulação do teorema que soluciolla

o problema acima. Para isso, vamos considerar, além do sistema

fundamental de equações (LI)a, outro sistema de equações com as

variável.s auxiliares no' nl e n2 sati.sfazendo:

dni
dt

2
E

a=0
Z..JD.afa(x,

l
n ., i = o , 1 , 2
'a - ' '

( 2 . 2)

com vO : wl, vl X) VO : y

fl(x, y, u) = y

e f2(x, y, u) f(x)y - x + u

Este si.stelna é li.near e homogéneo. Portanto, para qual

quer condição i.nicial, admite uma {inica solução

n : (no ' n]., n 2)



com ni (i : 0. 1, 2) definida un todo o intervalo to
qual u(t) e x(t) estão defina.dos

Do ]nesjno modo que a solução x(t) do sistema (2.1), a

solução do sistema (2.2) consiste de funções absolutamente cont!

nuasn.i(t) que têm dera.vidas continuas em relação a t, exceto
em um número fi.Dito de pontos

Combinemosagora os sistemas (LI)a e (2.2). Para isso,

consideremos a seguinte função H nas variáveis x, y, no' nl. n2'
U

110

H A,

H(Q,x.y,u) =<D,F(x.y,u)>= E n{ f''(x,y,u)
a=0

onde rl : (nO, nl, n2)

Agora os sistemas (LI)a e (2.2) podem ser reescritos

com a ajuda desta função H na forma de um si.stelna Hamil-toniano:

dvi . a H
dt ani

0 , 1 , 2 ( 2 . 4)

dali
dt

a H
av.l

0 , 1 , 2 ( 2 . 5)

com vo : w, vl : x e v2

Tomando um controle admissível arbitrãri.o u. toSt S \-
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e a condição inicial x(tO) : xO podemos achar a trajetÕria cor -

respondente x(t):(w(t), x(t), y(t)) solução de(2.4), e a sola

ção do sistema (2.5) n(t) : (nO(t), rll(t), r12(t)) corresponden-

te ãs funções u(t) e x(t)

Para valores fixados de n, x e y, a função 1-1 torna-se

uma função de u

Defi.namos

b{(n, x, y) suP n(n, x, y, u)
u C A

Se a função continua H atingir seu li.mito superior em

A , então l.l(TI, x, y) é o maNtIDo dos valores de H, para n, x e y
fixados

DaÍ o teorema l abaixo (que nos dã uma condição nece2

séria para a optimalidade) , ser chamado de o Prillcipio do bTãxi.mo

(v. Pontryagin [l l)

TeoreJna Seja u(t), tO S t S tl um controle adillissÍvel tal
que a trajetÓria correspondente x(t) que no tempo

tO esta em xO, intercepta o eixo \ç em algum tempo tl
Para que u(t) e x(t) sejam ótimos é necessário que

exista uma função vetori.a]. contínua não nula n(t) : (nO(t),nl(t)
n2(t)) correspondente a u(t) e x(t) , tal que:

IÇ) para todo t, tO $ tS tl' a funçãoH (n(t), x(t),
y(t) , u) na variável u É; A atinge seu valor máximo no ponto u :

u(t)



ll(n(t) , X(t) , y(t) , u(t)) bT(n(t) , x( t) , y( t)); ( 2. 6)

2ç) no tempo final tl as relações

no(tl) S o, lí(n(tl) x(tl) , y(tl)) (2 . 7)

são satisfeitas

Além disso, temos que se n(t), x(t) e u(t) satisfazem

os sistemas (2.4) e (2.5), e a pri.moira condição aci.lna, as fun-

ções n.(t) e b{(n(t) , x(t), y(t)) são constantes no tempo.

Desta forma, (2.7) é verificado para todo tempo t

to S t S tl' e não apenas eln tl

ObservqçaQ Dizemos que uln controle é maximal se satisfaz o Prin-

cíbiodo bÍãximo de Pontryaguin (Teorema 1) e portanto

segue que todo controle Ótilno é necessariamente uln

controle maximal

Finalmente, queremos construir uma função 9(x,y) do
sistema diferencial

Çr = fo(x, y. u)

} : -f(x)y p(x,y)



de tal fornta que suas soluções transfir ]l (x(t), y(t» a (0, 0)

com C(u) mínimo

A função @ ' @(x, y) é chamada. ''função síntese dos

controles'' que oti.mizam o sistema (LI)=



CONTROLES DO TIPO ''RELAY'' E O PRINCÍPIO DO BAND-BANG

ESTRIJTURA DOS CONJUNTOS DE CONTROLABILIDADE NULA

Consi.detemos o problema de controle para o sistema

Í' Ú : fo(x, y, u)

f € cl

.K < u < K

f(x)y

com controle u C A mensuráveis levando um ponto inicial (0, xO

yO) para (w, 0, 0) , tninimizando o custo funcional

C(u) x(t) , y(t) , u(t)) dt

A solução de (LI)u correspondente a um controle maxi.

mal õ dita uma solução maximal

Definição: Um controle u(t) G: A, 0 $ t $ tl é di.to um contro-

le ''relay'' se existe uma partição finita do interva
lo.



0 : TO < 'tl <...< Tk : tl

tal que, em cada intervalo aberto Ti.l < t < Tj., i: l,
u(t) é constante e igual a +K ou -K, K É; IR , constante.

K

3.1 Os conjuntos de controlabilidade nula VK.

Seja(LI)K o sistema obtido de(LI)u trocando-se u(t)
por u(t) = K, do tipo ''relay''

Se P E IRz, denotamos a íinica Órbita de (LI)K, com

u = K, que passa por P, por yK(P) , sendo yK (P) a semiÓrbita ne

cativa e y; (P) a semiÓrbita positiva

O Único ponto singular do processo (LI)u com

o ponto(K, 0) e para u : -K, o ponto(-K, 0)

Notamos igualmente, por (LI)0, o sistema (LI)u' para.

Definição O conjunto de controlabili.dado nula \rK, associado a

(L[)K. ê o conjunto dos pontos do ]]? que podem ser
transferidos a zero com tempo finito mediante Órbi -

tas de (LI)K e (LI).K'

Visto que as órbitas de

k + f(x)t



e

3ê + f(x) i + x : -K

são simétricas em relação a zero, para K É; IR+, podemos então, .2

penas considerar o sistema

5i + f(x)i + x = K , K .> 0

com f C CI(IR), satisfazendo as hipóteses HI, H2 e H3 do z'tem l

e a hipótese adiciona-l (H.A;):

(l{.A.) a I'{, N C Rz tal que

0.c - X

f(x)
[-~,, o]

Para todo K > 0, 1/K é subconjunto aberto e conexo de

]R 2 (Lee e bíarkus [2], p. 429)

Xrejamos algumas outras propriedades dos conjuntos VK

3.1.1 - Seja (L])K' Então VK : ]RZ ou VK é limitado. Se

VK # Rz, então VK ê simétrico em relação a ze-
ro e a sua fronteira é constituída de duas órbitas sinlêtricas

sendo que uma delas provêm do sistema (LI)K'

Na demonstração deste teorema (ver Barbanti. {]S]

pag. 12) fica claro uma estratégia de condução deüPponto do 11? ã

origem em tempo finito através do controle relay lu(t) 1 : K. Na

Teorema



construção de VK, obtêm-se um ponto S' no eixo y = 0, S' <' (K,0),
que tem a seguinte propriedade:

Se Z êumpontosobreo eixoy =0, então Z <S* im-

plica que rl;(Z) não toca o eixo y : 0, senão em Z,

Z > S' implica que yK(Z) toca o eixo y = 0 num outro
ponto além de Z

Denotando o ponto (0, 0) do plano por O, construamos

a seguinte seqUênci.a de pontos sobre o ei.xo y : 0, (ver fig
3 . 1 . 1)

oo 0 e se S' < On.l , (n ? l),

On será o ponto onde yK (-On-l) corta pel-a primeira

vez o eixo y = 0 , após -On.l

ol o

X [01
K

Fi.guia 3.1.1

Temos então o seguinte

lç) -On ,> S', para todo n É; Z+

2ç) exi.ste no' com -On '<S* <-Ono-lou



ly

No primeiro caso, (ver Fig. 3.1.1) chamando de O. o

ponto lim On temos quc -0. > S* e pelo teorema da dependência
]'l -+(o

contínua de soluções. Y'K(O ) passa por '0. . Em particular
O« >' (K.O)

Primeiro caso-Fig. 3.1.2

Chamando de R a região delimitada por esses dois arcos

de élrbi.ta temos que \rK : R e a estratégia de condução de qual -
quer ponto P e R para a origem em tempo finito é conduzi-lo atra

vés de y;(P) (ou y+K (P)) até uln ponto que esta sobre yK (On) (ou

então esta sobre yK(-On)) , para algum n > 0. DaÍ com mais n apl.L
cações do controle K ou -K, alternadamente, ati.nge-se (0,0)

No segundo caso temos, \rK : IRz(ter Fig. 3.1..3). Ob-

servemos que as três curvas y.K(Ono) , -Õno Ono' YK(-Ono) divã -
dem o plano enl duas regiões e portanto a estratégia de condução

de qualquer ponto P do ]Ró para a origem resume-se no seguinte:
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'X n.J
K

Segundo caso -Fig. 3.1-:3

Se P esta i direita deste arco, aplicamos o controle

-K, atê y:K(P) tocar Y; (-On.). Da+z segue-se atê 0 como no pr.l
melro caso. Reciprocamente, aplica-se o controle K a P, se P eâ
tã i esquerda do arco e procede-se análoga-mente.

Uma propriedade bastante importante do conjunto VK é
que todos os seus pontos podem ser levados para a origem em teD

po mínimo (fo = 1) com controle ''relay'- (ver Barbanti l3J'

pag. 31) e a existência desse controle é assegurada pelo teore-

ma 4, pãg. 259 de Lee e l*Jarkus [21

Surge então a questão se estes pontos podeJn ser leva

dos para a origem minimizando algwn outro custo funci.onal, como

por exemplo, o combustível (fo =' lul). Veremos mais adiante que

se existir um controle u maximal que leva um ponto (xo' yO) de
VK para a ori.gela minimizando o combustível, então u é do tipo
''relay'' exceto para alguns intervalos de tempo nos quais u se



ZJ

anula. Notemos por Ul; o conjunto desses controles

Portanto, veremos no proxi.mo x+tem uma estratégia que

leva pontos do IR' para a origem cona controles do tipo aci.ma c

provarernos que este conjunto de pontos ZK é igual a VK' I'ías an-
tes ê necessãri.o enunciar o Princípi.o do ''band-band''

o conjunto de controlabilidade nula do sis-
tema

(U)u X + f(x)i . x u(t) com lu(t) l S K q.s

f É; Ci(]R), satisfazendo as hipóteses H]., H2, H3 e
H.A

ou seja, Vl! ê o conjunto dos pontos de ]R2quc podem

ser transferidos a zero em tempo finito mediante Órbitas do si.s-

temâ (LI).. acima, COJn u € A

Então (ver Barbanti, [3] pág. 15),

Deste resultado segue o princípio do ''band-band'', ou

seja, qualquer ponto de VKu pode ser levado ã origem em tempo q
ni.to através de um controle do tipo ''relay''



Os Conjuntos de contro]abi.]idade nu].a Z,

Seja (LI)Ko o sistema controlado

f(x)y

co« « € u2

Para todo t fixado, estritamente positi.vo, defina.mos

Z(t, K) como sendo o conjunto dos pontos P de Rz, para os quais
existe uma solução:

x(t, P, K) de (Li):l satisfazendo

x(t, P, K)

0t

(x(0, P, K), i(0, P, K))

e i(i. P, K)) : (O, O)

para algum

Pç.€4:p+ çãg 0 conjunto de controlabilidade nula Zv., associado a

(L[)o, é o conjunto dos pontos do ]R 2 que podem ser

transfere.dos a zero em tempo finito mediante tema 6r
bica de (LI)o. Ou seja,

Z
K z(t, K)

t>o



Prop. 3.2.1 zK V.,. Portanto Z. 8 aberto e conexo no ]Rz

Dem.: ]ni.cia]mente faremos a demonstração para VI.. ?l ]Rz. Como vis

to no Íteln anterior, a construção de VK envolve os arcos de Õrb.}

ta de (LI)K e (LI).K segundo o esqtielna abaixo (Fig. 3.2.1)

T (0.)

bh'

Fig. 3. 2 . 1

Suponhamos que P € VK n {(x,y) ::: y > 0}

(i.e.. P esta numa post.ção tal que na sua condução até a origem
o-primeiro controle aplicado, ê -K). Conduzilnos então P através

de órbita do sistema (LI).K até atingirmos o eixo y = 0.entre
Or e Oral para algum r(ver Fig. 3.2.2)
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K

co.)
K

X
Or+

[ - Or )
K

Fi.Bufa 3.2.2

À partir daÍ continuafnos a condução através de (LI)n
durante um intervalo de tempo finito de tal modo que a órbi.ta

ainda permaneça na faixa delimi.tapa pela curva no gemi-plano ySO,

-Or - Or-]. YK Or Oral YK ' Em seguida damos seque:
ci.a ã condução através de (LI)K até atingirmos o eixo y = 0 no

semi-plano x < 0, quando passamos a (LI)0 novamente, durante um
intervalo de tempo de tal modo que a Órbita continue na faixa de

limitada pela curva do gemi-plano y 3 0 ,



r-l r-0 Or.l Y 00 0 posto o que leiter-l Y-Kr-2-Kr r
ramos o processo

Vemos asse.m que o penalti.mo passo da sequência de ccals

trução ê uma Õrbi.ta de (LI)0 que deve interceptar Y.K(Oo) pois o
zero ê um foco instável para (LI)0 ' A partir deste ponto vemos

que a Órbita assim construída com início em P, ati.nge zero, usam
do-se coIRo Último controle o -K

Obviamente podemos repetir o processo trocando -K nas

sequências de construção acima, se P esta numa ])osi.ção do plano

em que o primeiro controle a ser aplicado na construção de VX. fg!

se ocontrole K (i.e. P GVKâ{(x,y) =y< o}

Quando P está no ei.xo y = 0, o processo começa com a
aplicação do controle nulo

Suponhamos agora VK : lIR z. Neste caso, a di.ferença do
anterior, exi.ste um ''último'' arco de 6rbi.ta infi.nato que sc usa

na estratégia de condução de um ponto a zero, segundo o esquema

abaixo (ver Fig. 3.2.3)

A demonstração õ allãloga, usando se necessário no lu

gar de Oral o ponto (virtual) i.nfini.to ã direita do ei-xo y = 0

Portanto VK C ZK'

boas ZK C Vu (por definição.de ZK

temos VK : ZK #

' V:) e com' VK: V K



0 0.; 0 0. 0 02n 0 0 y :on-l n

Fig. 3. 2. 3

Nosso problema é levar pontos do ciclo limite I'n (ver
capítulo 1) para a origem.minimi.zando alguns custos funcional.s

Surge então a questão para quais valores de K os pontos do ciclo

pertencem a ZK' Vejamos alguns teoremas que nos dão a estrutura

Teorema 3 . 2 . 1 Seja (n)E Se ZK # ]Rz então ZK é interno a I'0



Dem. Denotemos por ]ZFn a região aberta circunscrita por I'0' SB

ponhamos que ZK g Rr0' Dado um ponto qualquer de RI'0' o controle
nulo transfere este ponto em tempo fi.ni.to até ZK, pois I'0 é esta

vel. Conclui.-se que RT. C ZK'

Se P € ]R''\R. , novamente aplicando o controle nulo,
P pode ser transferido em tempo finito ã um ponto Q tão próximo

de I'0 quanto se queira. Indicando por yl o coeficiente angular de
uma Órbita de (LI)o. num ponto (x.y) do plano de fase, dados KI e
K., vale

0

yl - yl

Portanto, em cada ponto (x, y) de I'0, vale

yl: - rÓ
K

y

Asse.m, tornando Q € 1R'Í numa vizi.nhança sua.cientemen-

te pequena de I'o vemos que V;l (Q) penetra ejn RI'0' Coiro Rr0 C ZK,
então Z. = ]R'

#

O próximo teorema nos dã o raio de um circulo interi.or

a ZK' A demonstração se encontra na pág. 13 de [4]

Teorema 3.2.3 Dado K > 0 e definindo



zu

x2 + K' , temos que

If(x) I'
rk : min

x:f(x) 5 0

o cz'óculo centrado na origem e rai.o rJ' esta contido em ZK

Veremos agora o raio de um círculo exterior a ZK,
que contam zx. mesmo

Sejam OF o único zero post.tiro de

e

X

l f(t)dt

F(x) e R$ o nÍimero
JL

RÊ max

x C [-0F'0F]

Dada a transformação de Li.ênard no IH?

(x,y)
( 1.)

: (x, z)

com z : y + F(x) , seja C*, o czerculo no plano (x,z) com centro em

C0.0) e raio RÊ. Seja C. o cz'óculo no plano (x,y) com centro (0.Q

e raio RK, de tal modo que C' é o maior cx'óculo com centro na ori
gem que esta conta.do em (L) . C . Vale então,



Teorema 3.2.4: Se ZK # Rz então ZK esta contido no círculo de

centro na origem e raio Rx.'

Demo Como (L) deixa o eixo y :: 0 i.nalterado teremos ZK e (L).K
ambos iguais a ]Rzou não. Além disso (L).ZK será limitado se

e só se exi.ste um arco de Órbita, (,em, {(x,z) : z < 0} que é sua

fronteira neste semiplano e toca o eixo z = 0 em doi.s pontos si.-

métri.cos em relação ã origem. (Note-se que ( = (L).Y , onde y

é a fronteira de ZK no semiplano {(x,y) : y < 0} )

Como, fazendo Pz = xz + z', vale

P

PP x(z - F(x)) + z(K - x)

temos que Õ> 0 se e sÕ se F(x)x
K

< z

Assim, para ( tocar o eixo z = 0 em dois pontos simé

trigos em relação ã origem do plano (x,z) temos que ( fica exte

dor (em relação a ori.gem) ã região delimitada pelo. selni.-circu
lo

K
com z < 0

Os dois teoremas que seguem mostram que, dada a a-

pli.cação que a cada K associ.a ZK, fixada a f em (LI)K, tal apli-
cação tem apenas um ponto de descontinuidade. A demonstração des
tes teoremas se encontra na pãg. 8 de ]4] , teoremas 4 e 5

#
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Teg].!pa 3:2111 Fixada f em (LI)o, com K variável

KI » '2 ''' zK: 9 zK:

Teorema 3.2.6: Seja f em (LI)l?, fixada, com K variável. Então

xi.ste um número K.l! > 0, para qual vale:

se K > Kf então ZK

K S Kf então ZK / IRz

Destes dois teoremas e do teorema 3.2.1. Teimas que ttans

fere-se o ciclo ã origem sÕ se K > Kf

Damos limitações de Kf ã seguir

Teorema 3.2.7: Seja (LI)2 e (o, XFn), o ponto com

de I'0 corta o eixo y = 0. Se K :l xl'.. então
Zv. = ]R '.

.2111.:.: Pela proposição 3.2.1 vimos que ZK : VK' E na construção

de VK (ver pag. 17 ) , quando \rK / ]l! ' existe um ponto Om tal que

as Órbitas yK (-0.) e y.K (O«) constituem a frontes.ra de VK'

Chamando de O. a primeira coordenada de O. , observe
l

mos aue

o.: : K ? *r.



31

Portanto VK : ZK não i; interno a I'0' Absurdo pelo te.g
rema 3.2.1.

Teorema 3.2.8: Sejam xo u)n ponto onde se obtém o mínimo para rK
do teorema 3.2.3, e r. o rai.o do maior círculo

com centro na ori.gem que pode ser inscrito em I'n' Então

Kf ? - f(xo)

A demonstração deste teorema se encontra na p. 15 de

[4]

Dados os níimeros rx. e RK dos teoremas 3.2.3 e 3.2.4

temos evidentemente que rK cresce e RK decresce com o crescimen
to de K. Assim vale

Teorema 3.2.9: Seja KO o niimero para o qual se verifica
Então K.: > Kn

Dem ver [3] p. 27, teorema 9

Teorema 3 . 2 . 10 Seja KO tal que

f(KO + r) + f(KO r) > 0 V r > 0

então Kf < KO

Dem ver [4] P 11 corclãrio l do teorema 6
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Finalmente, usando o Teorema de Liapunov, temos que, e

xistem KO > 0 e uma curva fechada quadrãtica Q(x,y) do tipo

Bxy

com VK contido no interior de Q(x,y) (ver [SI , pãg. 18+)

Logo. pelo teorema 3.2.5. para V K e [0,K0]temos

Portanto Kf Z KO > 0
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4 - ''SIVIT(mINa LOCUS'.' NOS CASOS DO CONSUbÍO DE COh-íBUSTíVEL.

ENERGIA, TEblPO E TRABALHO

A teoria do controle Õti.mo tem sido aplicada a uma e-

norme variedade de problemas importantes. Tem si.do usada para r.Ê

solver problemas ligados ao controle de atitude de veículos esp2
dais, contro].e de fluxo de tráfego, problema de transferênci.a

de Órbita para vez'nulos espaciais interplanetãri.ós e problemas ]e

lacionados eom sistemas de comunicação. Como vemos, é de grande

interess.e a minimização de certos custos funci.onais no estudo (3as

problemas acima, colmo por exemplo, minimizar o consumo de comi)us

tÍvel durante o percurso de unt satélite (ver [5]) ou minimizar ó

tempo .de deslocamento de um ponto em regime estacionãri.o para o

repouso (ver [3]). Este ultimo caso foi. o õni.co mai.s estudado, 2
tê agora no problema de controle para as equações de Liénard. }la

da mais se tem na literatura a respeito de minimização de outros

custos funci.onais como por exemplo o consumo de combustz+vel, tra

balho e energi.a para essas equações

Pretendemos fazer neste parágrafo o segui.nte:

IÇ) Dar a estrutura da switching-locos nos casos da

minimização dos custos consumo de combustÍve]., energia e tempo.

2q) Fina[izar o estudo do sub-conjunto do ]Rz que po-
de ser garantia.amente levado ã origem com combustz'vel mínimo.



3q) In\restigar as possível.s formas cla ''shi.tching lo
cus'' no caso do custo funcional trabalho.

Consumo de Combustível

Consideremos o custo funcional combustt'vel

'(«) : l l«b) l '; (ver (6j pâg. 4SI )

Neste caso temos o sistema aumentado

1« 1 lul $ K

C

(H)u

f(x)y K constante

Damos a seguir o corolário do teorema l que carácter.i
za o controle que minimiza o custo funci.anal ''combustív'el''
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Corolário 4.1.11l Seja u = u(t). 0 S t S t].. u C A , um contro-
le m&xilí-âl para o sistema (LI)C. Então u É; igual ao controle

K.sgn [r12] exceto em alguns intervalos em que se anula

Dem.: Por (2.3) temos que,

H lul + nly n2 f(x)y - í12 x + ri2 u

PeJ-o teore)na 1, para que a primeira conde.ção seja sa

ti.sfeita, observamos que n2 u ' lul é maxi.mo para

l «. ;:« [«:]u =

0

In 2 l 3 :
( 4 . 1 . 1)

Itl:l « l

onde nO, nl e n2 satisfazem

r'. : '
àl : n2 ' n2 y ;;' h)

( 4 . 1 . 2)

à2 : ''1 ''' n2 f(x)

Portanto, como n.i, i= 0,1.2. ê absolutamente conta -
nua, u é um controle do ti.po relay exceto em alguns intervalos an

que se anula (ver fig. 4.1.1) . #

Seja CK o domínio de controlabilidade nula de (LI)c
Do corolário 4.1.1. aci.ma, conclui'mos que CL.. = Z. (ver cap;Lula
3 . 2) e
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Figura 4.1.]

Definição: Sejam

S+ : família de soluções de (LI)c

S' : família de soluções de (LI)c

So : família de soluções de (LI)u

para u +K

-K

0

para u

para u

Considere o conjunto de todos os controles maximais an

A do ti.po relay, para o sistema (LI)ç , levando pontos do domí-

nio de controlabilidade CK para a origem. A ''swi.tching-locus'' l\

ê o conjunto de todos os pontos em CK nos qual.s as corresponden-
tes soluções x(t) não tem derivadas, ou seja, W consiste nos po2
tos para os quais as soluções maximais mudam de uma família de

soluções S+ para So, de So par.a S'. de S' para So ou de So para
+

S

O próximo teorema relaciona os tempos de mudança de



uma solução maximal com a geometria do plano de fase. Este resul-

tado, que estabelece que os zeros de r12 ''- l e os zeros de x(t)
ou y(t) são entrelaçados, Õ básico para estabelecer as i)roprieda-

des da ''switching locus'' necessária para a construção do colltro
le de síntese.

Teorema4.1.].: Sejau € A, u:: u(t), 0 S t S tl' umcontrolema
ximal para o sistema (LI)= como defina.do aci.lna

Seja a solução correspondente x(t) = (\+(t) , x(t) , y(t)) com saiu -

ção adjunta (solução do sistema nalni.ltoniano) n(t) : (nO(t) ,nl(t),
n2(t)) , 0 S t S tl' Os zeros de n2 ''- l se entrelaçam com pelo m!
nos um zero de x ou de y, ou seja, se t. e t. são doi.s zeros con-

secutivos de n2 = 1 segue que existe t, t]. < .t <t2' tal que x(T):
= 0 ou y(T) = 0. Além do Irai.s. os zeros de n2 =1 l nunca coincidem
com os zeros de y exceto na origem.

Dem.: Temos que
t

C(u) u(s) l ds
0

e por (2.3)

H lul ' nly n2frx)y r12x + n2 tl

e como jã vi.mos u satisfaz (4.1.1)
+

Seja t um zero de r12 + l com y = 0



H(t') 0 -+ x 0 (verificação imediata)

+

i) Seja t um zero de n2 - l. logo

portanto H(t ) = 0 . Assim

nl - f(x)
X(t*)
y(t')

boas de (4.1.2), ã2(t') nl + f(x), portanto

h2(t') (4 . 1 . 3)

ii)
+

Seja t um zero de r12 + l logo

K Analogamente ao z'tem anteri.or temos

+

n2 (t ) (4 . 1 .4)
y(t )

Consideremos agora tl e t? dois zeros consecutivos de

n2 ' l e seja P(tl) : (x(tl) , y(tl)) um ponto pertencente ao qua.:

to quadrante com n2(tl) : l como na figura abaixo



Figura 4.1.la

OI)servemos que f12(tl) . ã2(t2) < 0

Por (4.1 .3)

x(t2)
y(t2)

< 0

Logo
X(t.)

.=-- < 0 , e ass im

y(t2)

P(t2) : (x(t2), y(t2)) € 1ç ou 3? quadrante

Suponjlamos que P(t2) C 3ç quadrante

Seja t3 : i.nf {t: t > t2 e t é zero de n2 +l}

Observemos que (ver fig. 4.1.1)

ã2(t2) . âi (t3) > o



qu

De (4.1.3) e (4 .1.4)

sul . :ucl « . :''.,
y(t2) 1 1 y(ts)

:1112- < 0 ou seja
y(t3)

P(t3) Cx(t3) y(t3)) € 2ç ou 49 quadrante

Seja P(t3) uln ponto no 2Q quadrante onde t3 é um zero

de r12 + l e seja t4 um zero consecutivo de n2 + 1. Como

hz (t3) . ã2(t4) < o

de .(4 .1 . 4) temos ,

x(t3)

y(t3)

:1113.! > 0 . Assim,

y(t4)

y(t4)
e

P(t4) : (x(t4), y(t4)) € 1q ou 3ç quadrante

Seja P(t4) um ponto no IQ quadrante e tS um zero de
n2
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Segue que

ãz (t4) . ú2(t5)

De (4.1. 3) e (4 .1.4)

=] 'r=] ' ' ' '':',
:!!g « . . ";
y(t.)D

P(t5) : (x(t5), y(t5))C 2' ou 4q quadrante

sim,

Portanto, como vemos, os zeros de r12 + l se entrelaçam
com os zeros de x ou de y

Observemos que para o custo funcional combustível, as
''swi.tching-locus'' sâo simétricas .

De fato, pelo Princípio do }Íãximo de Pontryagui.n, tz/
nhamos

lul + nly - n2f(x)y - n2x + n2

onde u = .Isbn [n2] ,]n21 : l

l ' i- : l « :

Princípio



Portanto. os pontos das ''stiitching-locos'' devem bati.s
fazer

nly n2f(x)y - n2x : 0 ( l n2 1 : i)

i) Seja n2 1 . Assim.

rily - f(x)y - x : 0

Mas f é par, logo os pontos (-x, -y) tainbêm satisfa

zem a equação acima (verificação imediata)

ii.) Sej a n2 1-. Logo,

nly + f(x)y + x = 0

Segue que os pontos (-x, -y) satisfaz.em a equação ac.i
ma (verá.fixação imediata).

Conclui-se que

Corolário 4.1.2: A ''switching-locus'' ê constituída de quatro cur

vas cada uma num quadrante divida.ndo o plano simetricamente.

Dem. Imediata do teorema e da observação aclma+

Coro[ãrio 4.1..!.! Seja u(t) C A, 0 S t S tl' um contro].e maxima]

para o sistema (LI)u ' Seja a solução correspondente (x(t), y(t))

com solução adjunta n(t) : (nO(t),nl(t),n2(t)l 0 S t S tl' Num temIDo (,
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0 < ( S tl' temos In2(O l l

i) Se (x(o, y(o) C I' ou 49 quadrante então Õ2(o > o

ii) Se (x(o . y(O) C 2ç ou 39 quadrante então f12(C) < o

Esse corolãri.o estabelece que mudanças nos controles

lnaximais ti.po - relay são de -K a 0 no lç quadrante e de 0 a +K

no 4ç quadrante conta.quando no tempo numa curva de solução maxi

ma]. e de +K a 0 no 39 quadrante e de 0 a -K no 29 quadrante

Dem Pelo Princípio do blãximo de Pontryagui.n

lul + nly n2f(x) y rl.x + n.u = 0 (4 . 1 . 5)

onde K sgn In 2 l : l
In 2 l < l

Seja C tal que In2 (o l l

Por (4.1.5) segue que

nly - n2f(x)y - n2x : 0

Então , se:

i) (x.y) € ].ç quadrante

(4 .1 .6)

Temos que n2 : 'l



4.4

6 V./

nly 'p f(x)y

nl 'h f(x) < 0

2) , vem

n2 : ' nl ' n2 f(x) . Asse.m,

õ2 : ' nl ' f(x) e h2(o > o

(x,y) C 49 quadrante

s n2

. u.J

nly - f(x)y

nl - f(x) < 0

alas fi2 : ' nl + f

x,y) C 3ç quadrante

Temos n

As s i.m ,

ou

(x) ó2 (Ç) >

(

2

0
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De (4 .1.6):

nly '' f(x)y Assim.

nl + f(x) > 0

Nuas Õ2 nl - :f(x)
+

n2 (o < 0
#

Vamos agora descrever a ''switching-locus'' para obter-

mos uma estratégi.a que torne o combustível mínimo

Seja W;l uma solução (ou parte de uma solução) de S+
pela ori.gem e permanecendo no quarto quadrante num intervalo de

tempo tl tal que u = K e seja l\rll a solução de S' pela origcin e
permanecendo no segundo quadrante ao longo do mesmo i.ntervalo de

tempo (é i.mediato que IV;l é simétrica a IV;l) (ver fig. 4.1.2)

'>x

Figura 4.1.2

Agora vamos refletir IV;l e IVll ao longo de soluções
de So obtendo IV;l e W21 respectivamente (ver fig. 4.1.3)
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Figura 4 .1.3

Isto é, de cada ponto de IV+ll (de IVII) seguimos para trás
no tempo ao longo das correspondentes soluções de So num tempo

ti. , cojn u = 0. Chamamos os ''pontos finais''dessas soluções de

SU como a reflexão W21 de W+l (W'FI de IVII)

Agora reflítamos }V21 ao ]ongo dc so].uções de S'. O
procedimento é análogo num tempo tl tal que u = -K. Cltamalnos a

nflexãode IV;lao longo de S' de Wj2 (ver fig. 4.1.4)

wii

Figura 4.1.4
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Analogamente refli.Lamas W21 ao longo da solução de S+
e chamámos essa reflexão de W+12 (ver fig. 4.1.5)

+

wêl

Fig

Agora refletimos

temos IV22 (ver fig. 4.1.6)
longo de soluções de So e ob

\V22

1 1

+

W

Fig. 4 .1.6

Analogamente refleti.mos tV12 ao longo de soluções de So



e obtemos W' (ver fig. 4.1.7)
22

w;i

Fi.Bufa 4 .1.7

A construção das curvas, contínua com procedi.mento a-

nal.ogo começando por refletir IV22 ao longo de soluções de S'
obtendo-se IV;,

Generalizando, }VI,j+l é a solução de W2,j ao longo de

soluções deS(j>.1); tVZ.j ê a reflexão de W;.j(j >- 1) ao lon-

go de soluções de So; W+,j+l é a reflexão de tV;,j (j >- 1) ao loB

go de soluções de S+ e IV2,j é a reflexão de tV;,j (jZI) ao longo de soluções

A ''switching-locus'' \'J é precisamente a reuniãodos con

U IV2,jU tri,j U t\2,j para j : 1,2.3... como desci'ito
acima

Todo controle maximal do ti.po ''relay'' que leva um pon
to de CK para a origem deve ter uma solução que chega na ori.gem,

através de IV;[ ou W].]' e a solução deve seguir alternadamente a

curva das soluções de S', So, S+ ao longo dos tempos tl , t?, t:.
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(ver fias . 4 .1 .8 c 4.1 .9) .

Figura 4.1

X

u= +K

Fi.Bufa 4 .]..9
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Ubservcmos que pela collstruçao acima de IXr segue quc a

solução intercepta l{2 (W2) em doi.s ''gostos'' a menos quando provem

de W: (IVI) e intercepta IVI (WI) no mesmo número de gamo quando

provém de IV; (W+)

IV é assim. holneomorfa a duas curvas Ci por partes üals

verbais que separam o plano em quatro partes

Figura 4.1.10

Finalmente a função síntese seta

-K para (x.y) C l

Q(x.y)= < 0 para (x,y) € 1l ou IV
K para (x,y) € 111
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Finalmente, observemos que:

1. A fama'lia dos controles admissível.s (que levam P C Ct.. até

2. As soluções do sistema (LI)u são uniformemente li.miradas
em relação a u (ver [3j , p. 30)

3. O conjunto de velocidade estendida

V(x,y.t) {(lu 1 , y, -f(x)y x + u): u e ç2 (x,y,t) l}

e convexo no ]R'para (x.y.t) fixado (verificação imedi.ata), onde

Q(x,y.t) = {u eA: u = 0 ouu =K comumnÚmero fi.nato

de saltos em i.ntervalos de tempo finitos}

Das observações acima, temos que vale o teorema de e-

xistência de controle Óti.mo (ver Lee e I'larkus r2J Th. 4, P. 259)

para os pontos de CK que são levados ã origem através de contro

les u € Q , ou seja, este teorema garante a condução dos pontos
pertencentes ã região hachuriada entre as curvas IV:l e IV?. da
fig. 4.1.11 abaixo. para a ori.gem. com consumo de combustível
mínimo.+



S 2 .

wlt

Figura 4.1.11

l\Ías as órbitas de (LI)c são simétricas para u atino e

f' = lul , logo podemos estender a região da fig. 4.1.11 para a

região simétrica entre as curvas W21 e Wll (ver fig. 4.1.12)

\vll

Figura 4.1.12
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Observemos agora que os pontos da região hachuriada en

tre as curvas W22 e W21 da fig. 4.1.13 são levados até }V;l com
controles 0 e K c portanto são conduzi.dos com consumo de coinbustí

vel mínimo ])elo teorema de existência de controle ótimo.

Figura 4.1.13

NÍais uma vez, observemos que as trajetÓri.as de (1,1):
são simétricas para u õti.mo e portanto os pontos da região hachu

Fiada entre as curvas IV21 e IV;2 da figura 4.1.14 também estão sen

do conduzidos até IV21 cola consumo de combustíve]. mínimo.
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Figura 4.1.14

Pela unicidade das trajetórias maximai.s, temos que o

processo de condução dos pontos de CK a ori.gem 8 adi.ti.vo e por

tanto, procedelado analogamente, demonstramos que todos os pontos
de CK podem ser conduzi.dos para a origem com consumo de coJnbugt'z

vel mini.mo.

4.2 Energia

Consideremos o custo funcional energia (ver [21 P P

to

c(u) : l ]u(t)]z dt . lu(t)l S K

0



S 5

e o sistema abaixo ,

2
U

1. y : -f(x)y

Corolãrit 4. 2.1: Seja u(t) € A

mal para o sistema (LI)u ' Então

u(t) = 1 n2(t)

.K
'' 1

Dem. : Pelo P .M.P . (teorema l)

n( n, x, u)

Seja h tal que

h(u) = no u2 + n2 u

Tomando no : -1/2, observemos que

Ü

0 < t < t l

n2f(x)y

um controle ntaxi

rl2(t) Z K

n2(t)l < K

n2(t) $-K

rlly n2x + r)2 u

h(u) é máximo para
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Portanto. como lu(t) l S K. segue que

r12(t) 3 K

l ":ü)

L-«

u(t) In 2 (t)l < ]( ( 4 . 2 . 1)

n2(t) 5-K

Como ve)nos. o controle maxi.mal u acima é contínuo (ver
fig. 4 . 2. 1)

Figura 4.2.1

g9191.ãlig..!=:.Z.:.!: Seja u G A um controle maxi.mal para o sistema

, x(t) a correspondente solução maximal e n(t) =(n.(t)
rll(t), n2(t» a solução adjunta. Então, os zeros de n, +- K se en
trelaçam com os zeros de x ou de y
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Dem Telllos que n ( n0' nl' n2). sati.s faz

P

nl rll ''' n2 f(x) (4 . 2.1)

e pelo P.M.P . (teorema l)

nly - n2f(x)y - n2x (4 . 2 . 2)

Seja t+ um zero de n2 ! K

De (4.2.1) e (4.2.2) segue que

õ2(t') Kx

y (4 . 2 . 3)

Consi.detemos agora tl e t2 dois zeros consecuti.vos de
Temos,

ã 2(t].) . Õ 2(t2) <o

De (4.2. 3)

(4. 2 .4)

X(t,)

y(t2)

gglilg:ãli;z.!:.!.J: Seja u(t) € A. o S t S tl' um controle maximal

para o sistema (LI)u ' x(t) a correspondente solução maximal e

#
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rl Ct) ' (r10(t), nl(t), n2(t)) a solução adjunta deste sistema. n3
tao,

i) Se (l e ç2 são dois zeros consecutivos de r12 - K onde

(x((1), y(cl)) pertence ao 4Q quadrante, então temos Ú2(cl)> 0 e
h7((?) < 0

ii) Se ç3 e C4 são dois zeros consecutivos de n2 + K onde

(x(c3)) pertence ao 2ç quadrante. temos ú2((3) < 0 e íl2((4) > 0

.2911.:..: i) Seja cl um zela de r12 - K ta] que (x((1), y((1)) perten
ce ao 4ç quadrante

De (4. 2.3) e (4. 2.4) temos

hz(cl) > o e fi2 ( C2) < 0 +

ii) demonstração análoga a i)
#

Destes doi.s illtimos corolári.os, conclui-se que é possa

vel dividir o plano simetricamente, em quatro regiões as quais de

terminam o comportamento do controle Ótimo u como indicado na fi

guia 4.2.2 abaixo.
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Figura 4.2.2

De modo análogo ao problema combustível mini.mo, o con
junto EK, dos pontos que podem ser levados a zero com controles

do ti.po (4.2.1), é o próprio conjunto VK (à semelhança da prova
de que ZK ; VK, usamos neste caso um contro].e contínuo ao invés
do controle zero)

4.3 Tempo

Consi.detemos o custo funci.onal

C(u) : lti dt
1 0



QU

e o si.stema

ü : l

an: l i :y

j' : -f(x)y - x + u

Como vemos,minimizar o funciona] aci.ma é equiva].ente a

conduzi.r pontos de VK para a origem em tempo mz'ni.mo, onde VK ê o
conjunto de controlabilidad.e nula defina.do no capx'tulo 3.

Este funcional foi o mai.s estudado até agora na lite-

ratura da teori.a de controle, portanto apenas ci.tarecos alguns

resultados de lnai.or relevância para a construção da switchi.ng-lo
cus do s istema acima

Usando o Pri.ncípio do Máximo de Pontryagin (teorema D

obtemos que os contro].es maximai.s são do ti.po ''relay'' (ver Í2J ,
P. 426)

gglg.!brio 4.3.1: Seja u : u(t) € A, 0 5 t S tl. um controle max.i

mal de (LI): e n(t) : (r10(t), n](t), n2(t].)) a solução adjunta .

Então u é quase sempre igual ao controle ''relay'' K.sgn n2(t) . A-
lém do mais. n2 tem apenas um numero finito de zeros e cada um

des tes zeros é si.mples .

Portanto, vemos que o controle que transfere um ponto

de VK para a origem em tempo mtnimo corresponde, no plano de fa-

se. o IR'. a uma troca de Órbita de (LI)K para (LI)iK, finitas ve



zes num tempo finito. para conduzi.r um ponto P C IÚ, a (0,0)

Os tempos ''&l'ccFnantcf;'' de uma solução maximal são rc

lacionados com a geometria do plano de fase através de um teore-

ma que estabelece que os zeros de y(t) e n2(t) são entrelaçados

Este teorema, que vem a seguir, ê básico para estabelecer as prg
priedades da ''switching-locus'' de (LI)l (ver]2] Th. 1, p. 427)

!SgJ.çnLJ=Slll;. Seja. u = u(t) € A , 0 $ t < t., um controle )na

ximal para o si.stema (LI)u ' Seja a solução correspondente

x(t) (w(t), x(t) , y(t)) e a solução adjunta

n(t) (nO(t), nl(t), n2(t)) em 0 S t $ tl

Sejam (1. (2 tais que 0 S tl < C2 S tl

Então,

1. S e n2((1) :: r12((2) 0 e se y((1) 0 então y((2) 0 ,

2. Se n2(CI) : n2((2) : 0 e se y((1) # 0, então y((2) # 0 ,
mas exi.ste um zero de y(t) no intervalo aberto Cl< t <ç2'

3. Se y(çl) : y((2) : 0. y(t) / 0 em (l < t < ç2 e se
r12(çl) : 0. então n2((2) : 0



4. Se y((1) : y(c2) : 0. y(t) / 0 em

n2Ccl) # o

çl < t < ç2 e se

então n2 # 0 mas existe um zero de n2(t) no intervalo ater
to (l < t < ç2

Assim, uma vez que os zeros de y(t) são iso].ados, e -

les ou coincidem com os zeros de n2(t) ou nenhum zero de y(t) é

zero de n2(t), mas estes dois conjuntos de zeros são entrelaça -
dos

O próximo corolário estabelece que as mudanças nos con

troles maximais são de +K a -K para y > 0 e de -K para bK para
y S 0 ( ver ]2] Corolário, p.429)

Çorolãrio 4.3.2: Sejam =u(t) eA , 0 < t < t., umcontrolen\a' ' z -

ximal para o sistema (LI):. Seja a solução correspondente x(t) :

(w(t), x(t), y(t)) com solução adjunta n(t) : (nO(t), ril(t),n2Ct»,
0 S t S tl' Num tempo t : ( , 0 S ( S tl temos n2(ç) :0

i) Se y(i;) > 0 então Ú2(C) < 0

ii) Se y(t;) < 0 então fl,(c) > 0

Podemos então, construir uma curva IV. no IR'c, homeo -

morfa ã Teta. simétrica com relação a zero, que di.vi.de VK numa rS
gi.ão superior S e numa inferior l (ver fig. 4.3.1) , com a propriÊ

dade de qae se P(t) : (x(t). y(t)) € W temos n2(t) : 0( verE3],



p. 42). Portanto. do teorema 4.3.1 e da proposição 4.3.2 acima tc

)nos que se urna órbita de (LI)K a toca num ponto P(t) então y(t)>0

e devemos seguir com a trajetõria de (LI)'K passando por este po2

to, e da mesma folha quando uma órbita de (LI)'K tocar IV num pol

to P(t). então y(t) < 0 e seguimos a trajet8ria de (LI)i que pa!
sa por este ponto

'y'lu
K

to)
K

Fi.Bufa 4.3.1

Finalmente o processo de condução de um ponto P de VV.

para a origem em tempo mz'nimo se reduz ao seguinte: se P € S, en

tão seguimos com y.K(P), até ati.ngir W, e seguimos mudando de õl
bica colmo exposto acima até atingirmos a origem. Se por outro la

do. P C 1, iniciamos o processo com y; (P) Crer figa. 4.3.2 e



'r:'%,

K

Fig u ra 4.3.2

+

'x.I''l'

'dé%'

Fig u ra 4.3.3
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Trabalho

Seja o custo funcional trabalho

« ll: « ll:,«
e.o sistema

J

L

uy lula K

f(x)y
l

f € C' (IR)

.Çglg!.êtig..!.=!.:Jz. Seja u :: u(t) € A um controle maximal de (Li)I'l,

0 S t S tl' Então u(t) : K.sgn rn2(t) - y(t)] , 0 S t S tl. onde

n(t) : (nO(t), nl(t), n2(t)) é a solução adjunta

Dem Pelo P .M.P (teorema 1) , temos

nly - r12f(x)y n2x + (r12 - y) u

Logo, u é maximal para

u = K.sgn [n2



6S

Do corolário acima segue que para u maximal temos

M : nly - n2f(x)y n2x 't K In2-yl : 0 (4 . 4 . 1)

Observemos. então, o que ocorre quando uma solução ma
ximal intercepta o eixo y :

Se y = 0, de (4.4.1) temos

n2x + K In21 0 . Assim,

0se y = 0, n2 : Kou x ( 4 . 4 . 2)

ou seja. a solução maximal troca de sinal ao interceptar o eixo

y = 0 a menos nos pontos tai.s que x :: =1 K

Vejamos agora como se comporta o controle maxi.mal u
nos pontos (x,y) do plano de fase pel'tencentes à ''switchi.ng-lo -

cus'' n2 ' y : 0 com y / 0.

Seja t* um zero de n2 - y com y 71 0. Então,

Õ2(t') - y(t') = f(x(t'» . y(t') (4.4.3)
(verá.ficação imediata)

Portanto, neste caso os zeros de y se entrelaçam com

os zeros de r12 - y deva.do ao fato de não se ter dois zeros conse

cuti.vos de n2 - y com y < 0 (ou com y > 0) , na fai.xa onde f(x) é

invariante, por (4.4.3).



A partir dos resultados acima, faremos um estudo lo -

cal em torno de zero sobre a ''switching-locus'' da condução.de um

ponto ã origem ini.nimi.zando o custo trabalho. Levando em conta a
simetria das Órbitas, observamos que

l9) As soluções maximais chegam a origem apenas atr.g
vés dos controles u = K oü u = -K. Portanto, segue que um trecho

de yK(0) e de y'K (0) é parte da ''switching-locus'' IV (ver. fig
4.4 .1)

K

[0)
K

Figura 4.4.1

2ç) não existe um trecho de W entre o eixo y = 0 e

rl;(0) (y K(0)) , por (4.4:3) e pelo fato de f ser contínua e
f(O) < O.

3e) O ponto (K.0) é órbita singular de (LI)! e de

(4.4.2) (x / ! K segue que r12 : 0) vem que y;l (0) não passa por
este ponto.



4e) As Órbi.tas ati.ngem o trecho da ''switching-locus''

IV que coincide cojn a. Órbita y.K (K.0) com controle u = K, devi-
do ao andamento do plano de fase (ver fig. 4.4.3) e devido ao

fato de que o controle determinÍstico obedece ã lei ''dado um po:
to existe uma estrat6gi.a única de condução atê o objetivo''

yt K.O)
K

0K

Figura 4.4

5ç) Para que o andamento do campo de vetores mantenha

coerência cam as observações acima é necessário que exista um

trecho W''3 da ''switching-locus'' IV que liga o ponto (K,0) com

yil (-K,0) no ei.xo y = 0 como na figura 4.4.4 a segui.r



F i aura 4.4. 4

Das observações acima concluímos que a ''switchi.ng-lo-

cus'' IV di.vi.de o plano em oito regiões como na fig. 4.4.5. Esboç.g

mos na propria fi.Bufa a estratégia de condução de um ponto PO a-
té a origem que vai se reduzir ao seguinte

Se PO é um ponto do plano de fase tal que PO C IV', .g

pli.camas o controle u = -K até y; (PO) interceptar o eixo y = 0

num ponto Pn' Seguimos então alternadamente com o controle u = K
e u = -K cada vez que a órbita cruza o eixo y : 0 até que num p(E

to P4 a Órbita i.ntercepta W3 (W3). DaÍ seguimos como na fig.
4 .4 .S até a origem.
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A condução ê análoga para PO pertencente ã regi.ão IV+
(ver fi.g . 4 . 4 . 6)

Nos casos em que PO e PO estão nas regiões l
respectivamente, procede-se como na fig. 4.4.7

e l +

Finalmente, temos que vale o teorema de existência de

controle õtimo (ver Lee e Nlarkus [2] th. 4, p. 259) para o sisa.g

ma (LI)u ' ou seja:todos os pontos de WK : Vu , podem ser levados
ã ori.gem com mi.ni.mização do custo funcional trabalho, através de

trajetõrias correspondentes ao contro]e maxima] u = K sgJI [n2-y],
uma vez que o conjunto de velocidade estendida

V(x.y,t) {@y, y, -f(x)y x + u)/u € Q(x,y,t) }

é convexo no IRs para (x,y,t) fi.xado (vel'ificação imediata) ocde

Q(x.y.t) {u € A : U(t) K sgn [r12(t) y(t] }
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