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Abstract

It is generally difficult to characterizse which families of extensions of a matroid
are compatible. Even when we restrict the problem to single-element extensions,
no complete satisfactory answer is known. The object of this work is fo study the
problem of compatibility of single-element extensions of a matroid in two particular
cases which are well understood.

In the first case, a natural sufficient condition, due to Cordovil [Co2), for a
finite family of single-element extensions o be compatible is given. By making use
of the one-fo-one correspondence between single-element extensions and modular
filiers of a matroid, first established by Crapo in [Cr], Cordovil introduced the
concept of ulira-compatibility of a family of modular filiers that implies the com-
patibility of the single-element extensions associated with them. We give a further
simple characterisation for the ulira-compatibility.

In the second case, we examine the problem of compatibility of a pair of single-
element exiensions of a mairoid. Good solutions for this problem are already
known. We present several characterisations for compatible pairs of single-element
extensions, whose anthors developed different theories and techniques to solve this
problem:

o Las Vergnas in [LV1] compared the filters associated with the two extensions
and worked out conditions in terms of their relative positions.

e Cordovil in [Co2] used a generalisation of the concept of modular filter (gerbe)
introduced by Las Vergnas in [LV2].

e Cheung in [Ch] obtained three distinct solutions based, respectively, on the
notion of closure of a modular fiter, on linear subclasses and on the notion of

quotient bundle.






Introducao

A Teoria dos Matréides teve sna origem na tentativa de van der Waerden
[vW] de axiomatisar e generalisar os conceitos de dependéncia linear e algébrica
no infcio da década de 1930. A essa época, Whitney [Wh] percebeu que & possfvel
associar ds &rvores de um grafo um conceito de dependéncia semelhante. Como
resultado dessas observagoes, surgiu em 1935 um artigo que langou os fundamentos
da teoria em uma forma que pouco mudon até hoje, Com a descoberta gradual de
novas classes de matréides, verificou-se que essa teoria consegue unificar também
vArios conceitos da Teoria dos Grafos, Reticulados, Transversais e Estruturas de In-
cidéncia. E justamente nessa troca de idéias com diferentes ramos da Combinatéria
que reside um dos principais e um dos mais Gteis aspectos da Teoria dos Matréides.

Devido ao seu cariter geoméirico, os espagos projetivos e afins sao ferra-
mentas de fundamental importincia no estudo da Combinatéria. Muitos dos pro-
blemas relacionados com matréides também tiveram origem dentro desse contexto.
Tentaremos através desses espagos, introdusir alguns conceitos bésicos da Teoria
dos Matréides, ben: como apresentar algumas questoes ligadas com a Compatibi-
lidade de Extensdes de Matréides, principal objeto de investigagio deste trabalho.

No que se segue, é dada uma configuragao C de pontos num espago (pro-
jetivo ou afim) de dimensido finita, isto é, um conjunto finito E de pontos nesse
espaco. Nos exemplos, vamos explicitar apenas as linhas com mais de trés pontos
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e, em certos casos, explicitaremos também alguns planos para numa melhor visua-
lisagao. Abaixo, apresentamos dois exemplos bem conhecidos de configuragGes de
pontos nos espagos projetivos de dimensao 2 e 3 respectivamente:

—
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fig.l.e fig.1.b
A interseccio de um subespaco com a configuracio C serd chamada de
fechado de C. Observe que com essa definigdo, E é um fechado e a intersecgio de
dois fechados também é um fechado. Assim, a famflia dos fechados da configuragio
€ quando ordenados por inclusdo forma um reticulado. Abaixo temos por exemplo,
o reticulado dos fechados da configuracio da fig.1.a.

néo Fano

fig.2

Associamos 2 cada subconjunto X de F o natural dim(X)+1, onde dim(X)
é a dimensdo do subespago gerado por X. Esse natural serd chamado de posto de
X em C, denotado por pc(X). A fungdo pc tem duas propriedades Sbvias:

i. 0< pc(X) < [X|paratodo XCE
#i. S¢ X CY C E entdo pe(X) < pe(Y)

Voltemos a fixar rossa aten¢io no reticulado dos fechados de €. A fungdo
pc quando resirita a esses fechados é na realidade uma fungao aliura para o reti-
culado. Um resultado bem conhecido sobre espagos projetivos dis que

dim(X) + dim(Y) = dim(XUY)+ dim(X nY)

para quaisquer subespagos X e Y. Nio se espera que a igualdade acima permanega
vélida quando X e Y sdo fechados de C, j4 que nesse caso X e Y sio apenas
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interseccoes de subespacos com a configuragdo. Entretanto, ainda assim, vale uma
condigio mais fraca, a submodularidade de p¢ sobre os fechados, isto é,

pc(X)+ Pc(Y)-Z pe(X UY)+pc(XnY)

para quaisquer fechados X e Y. Um reticulado com fungio altura finita e submo-
dular onde todo elemento pode ser expresso como supremo de &tomos é chamado
reticulado geomdirico.

Toda essa discussio envolvendo fechados, posto e reticulado geoméirico
vale para matréides em geral. Alids, a partir de cada um desses conceitos, podemos
obter uma definicio axiom4tica de matréides. Em particular, um matréide M
pode ser definido como sendo um conjunto finite E juntamente com uma famflia de
subconjuntos de E, chamados fechados do matréide, com propriedades semelhantes
dquelas dos fechados da configuragdo €. Definigoes precisas encontram-se enire as
Preliminares mas nao sio necessérias para acompanhar a discussao introdutéria. |

O raciocfnio feito sobre a configuragio € continua valendo para qualquer
subconjunto de pontos de E. O correspondente a essa idéia para mafréides em
geral € dado pela nogio de submatréide. Um submatréide de um mairéide M
sobre um conjunto E é um matréide sobre um subconjunto A de E, chamado de
resirigdo de M a A e denotado por M(4), cujos fechados sio as intersecgoes entre
os fechados de M e o conjunto 4. Chegamos finalmente no ponto de definir um
dos principais conceitos presentes nesse trabalho. Uma estensdo N do matréide M
é um matréide que tem M como submatréide. Como ilustragio, vamos examinar
as extensdes da configura¢io de pontos € obtidas simplesmente pelo acréscimo de
novos pontos. Note que todas essas extensdes podem ser obtidas acrescentando-se
um novo ponto por ves e por essa razdo vamos nos restringir apenas is exiensoes
pontuais da configuragao. Para fixar idéias, suponha que (' seja a configuragao de 4
pontos no plano, {4,b, ¢,d}, na qual ndo existem $ pontos colineares. Apresentamos
a seguir, 3 extensdes pontuais de ' por um novo ponto p.

Cs

Jig.3.a fig.3.b Jig.3.¢

Observe que diferentes extensdes de C' sdo determinadas por diferentes
posigdes do ponto p em relagio aos fechados de '. Antes de analisarmos a estrutura
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dos fechados das extensoes desse exemplo com mais detalhe, introdusiremos outro
conceito importante.

O fecho de X C E da configuragio de pontos C, denotado por -X—C, éo
menor fechado de C que contém X, ou equivalentemente, € a intersecgiio de todos
os fechados de C que tém X como subconjunto. Nio € diffcil verificar que:

3. Para todo X C E temos X C Yc e a igualdade ocorre se e somente se X
¢ fechado de ¢

¢, Para todo X C E femos, Yc =

¥

NLL

i, e XCY CEentio X° C

Considere agora a extensio (; de (' da fig.3.a. A linha ac é um fechado
de ¢' cujo fecho em ; contém o novo ponto p. E ficil ver que o fecho em
de qualquer fechado de ' contendo ac também conter p, bastando observar que

a fung¢io fecho preserva inclusGes. Por exemplo, p € abed '. Esse fato pode ser
generalizado da seguinte forma. Dada uma extengio pontual N de € pelo ponto p,

o conjunto 7 (N) dos fechados X de C taisquep € X tema seguinte propriedade:
(F1) Se X € 7(N) eY & um fechado de C tal que X C Y entdo Y € 7(N)

Em particular, nos exemplos das fig.3.a, 3.b, 3.c temos F(C;) = {ac, abed},
7(Cq) = {ab,abed}, 7(C3) = {ac, bd, abed}.

O conjunto F(N) tem também uma outra propriedade importante. Tente-
mos identificd-la dentro do préximo exemplo. Suponha que queremos uma extenséo

— )
pontual €4 de ' tal quepe ab ' epech '. A propriedade (F1) garante que

p € abUch ‘. Denotemos o posto de C’ por p’ e o posto de (4 por ps. Pela
submodularidade de pg temos, .

—¢ —¢ —fy g .
palab )+ pe(ch ') 2 pelab ‘Uch *) + py(ab ‘ncb ') (1)

Por outro lado, os fechados ab e ¢b de ¢’ formam um par modular em ', isto &,
p'(ab) + p'(ch) = p'(abuch) + p'(abneb) (1)

Mas, pg(ab*) = (ab), pa(eB ‘) = ¢/(ch) e pa(ab * USE"*) = ¢'(abU cb), portanto
(I) e (II) implicam que p € 5 =abneb ¢, ou de maneira equivalente, p4(bp ‘) =
1. Essa situagao ndo tem representagio numa configuragio de pontos de um espago
projetivo. Apesar disso, damos na fig.4 uma representacio alternativa para uma
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Cq , a b ~
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°d

fig.4

possfvel extensdo (¢ onde os pontos b ¢ p 830 colocados no interior de uma mesma
circunferéncia, representando na realidade um finico ponto.
Raciocfnio andlogo pode ser feito para concluir a segunda propriedade de

F(N):
(F2) Se X, Y € #(N) formam um par modular de € entdo X NY € #(N)

Um subconjunto do conjunto de fechados de wm matréide que satisfas
(F1) e (F2) & chamado de filtro modular. Em 1965 uma nova diregio nos estudos
sobre matréides foi dada por Crapo em seu trabalho sobre exfensoes ponfuais
[Cr]. Nele, Crapo mostra que cada filiro modular de um matréide determina uma
finica extensdo pontual. Para entender melhor a relagao existente entre os filiros
modulares e as extensGes pontuais, é conveniente olharmos para os reticulados
geométricos associados ao matréide e 4s suas extensGes pontuais. Examinamos na
fig.5 os reticulados dos fechados de C' e €4 da fig.3.h.

fig.b.e ' 1ig.5.b

Na fig.5.a, distingiiimos 3 regides. A regido hachurada superior representa
o filiro modular F(C3) e a regifio niio hachurada contém os fechados de €' cobertos
por algum elemento de (C3). Na fig.5.b, a regifo hachurada contém os fechados
de 7(C3) acrescidos do ponto p com posto inalterado. Os fechados de (' fora
do filtro continuam sendo fech~dos de {; ¢ também ndo t&m alteragio de posto.
Finalmente, quando acrescentamos p a um fechado de ¢! nao coberto por elemento
do filtro obtemos um fechado de (3 com posto uma unidade maior. Na realidade,
o que ocorre nesse exemplo também ocorre no caso geral; a partir de um filtro
modular ¥ de um matréide M sobre um conjunto finito E dado por seu reticulado
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M Jechados de ¥ S
secrescidos de p i
Jechados
Jechados e
e de M

Jechcdos de M
forade ¥

fl-‘.‘.. J'-’....

de fechados, podemos obter o reticulado de fechados de uma extensdo pontual N
tal que ¥ = 7(N) da forma descrita na fig.6.

Usaremos a notagio, M{E} LN (EUp) para dizer que N é a extensao
pontual de M sobre E U p determinada pelo filiro modular 7 de M.

Vale observar que com essa construgao, a extensdo pontual obtida a partir
de um filfro modular de nma configura¢io de pontos, apesar de ser nm matrdide,
pode nao ser representdvel como uma configuragio de pontos num espago projetivo.
A extensio M, da fig.4 é um exemplo dessa situacio. Vérias classes de matréides
apresentam essa “anomalia®, isto €, ndo sido fechadas por extensdes pontuais.

Analisemos agora o seguinte problema: dados dois filiros modulares 7; e %
da configuragio ¢ perguntamos se é possfvel colocar um novo ponto p; exatamente
nos fechados de 7, € a0 mesmo tempo um novo ponto pq, distinto de p;, exatamente
nos fechados de 2. Uma outra formulagio para esssa pergunta é se existe uma
extensio ¢’ de C sobre E Up; U p; tal que C'(E U p;) é exatamente a extensdo
pontual de € pelo filtre %, ¢ = 1,2.

Vejamos inicialmente um exemplo onde essa pergunta tem uma resposta
afirmativa. Considere C como sendo a configuragio de 4 pontos no plano, £ =

{a,b,c,d}, dada pela fig.7.a. Nas fig.7.b e 7.c temos C(E) LN Ci(Eupy) e

C(E) LN Ca(E U p3) respectivamente, onde #, = {ab,abed} e 7 = {ad, abed})
gao dois filiros modulares de (.

" a a a
®

C; C’

P P,

—1; : ; /b . 'd 'b ; ‘\d

C

fig.7.a | fig.7.b 16g.7.¢

Duas possfveis extenstes pontuais comuns a C; e 3 830 dadas pelas fig.8.a
e 8.b.

8crescidoe de p
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P] p2

b/ c \d
Jig.8.a Jig.8.%

Considere agora C como sendo a configuracio de 6 pontos no plano, E =
{s,b,c,d,¢, f}, na qual ndo existem 3 pontos colineares ¢ ; = {ab,cd, E}, % =
{ab,cd,ef, E} dois filiros modulares. As fig.9.a ¢ 9.b mostram as respectivas ex-
tensdes pontuais (1, €3 por esses dois filiros.

(2 /
P
b f
o
a 1 d ° o
! c
fig.9.e fig.9.%

Se em (; tentamos colocar o ponto ps nos fechados de %, p; € forcado a
pertencer 3 linha ef, uma contradigdo. Por outro lado, em (3 nao é poesivel colocar
p; somente nos fechados de f;. Assim, €, e C4 880 extensdes incompatfveis de (.

O principal objetivo dessa dissertacdo é estudar uma versdo geral desse
iltimo problema: dados um matréide M e as extensoes Ny, Ns,..., N, de M, serd
que existe uma extensao comum a todas elas? Em caso afirmativo diremos que
Ny, Nay..., Ny sdo extensoes compatfveis de M. Essa pergunta permanece até hoje
sem uma boa resposta, isto é, nao existe uma caracterisagao completa para a com-
patibilidade de exfensoes. Mesmo quando restringimos o problema s exfensoes
pontuais de M esse quadro permanece praticamente inalterado. A maioria dos
trabalhos sobre compatibilidade de exiensoes estd resirita a essa versao simpli-
ficada do problema. Cordovil em [Co2| apresenton uma condigdo suficiente in-
teressante para que as extensoces pontuaie Ny, Nj,...,,N, de um matréide sejam
compativeis, fornecendo uma caracterisagao de uma extensao especial N comum a
Ny, N3,y ..., Nu. No caso de pares de extensoes poutnais de um matréide, o problema
da compatibilidade est4 completamente resolvido. Vérios autores desenvolveram
diferentes teorias e técnicas para obter uma solugdo para esse problema particular:

e Las Vergnas em [LV1] trabalhou com relagdes de inclusio entre os fechados
dos filtros modulares associados ao par de extenstes pontunais,
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e Cordovil em [Co2] uson uma generalizagdo do conceito de filiro modular
introdusido por Las Vergnas em [LV32].

e Cheung em [Ch] obteve 3 solugdes distintas baseadas, respectivamente, na
nogio de fecho de um filiro modular, nas famflias dos hiperplanos de filiros
modulares e nas operagoes de restricao e contragao de matréides.

A seguir, pretendemos transmitir de maneira informal a8 principais idéias
mencionadas no ltimo pardgrafo, ainda dentro da classe dos matréides sobre con-
figuragoes de pontos de um espago projetivo.

Diremos que os filiros modulares de um matréide sdo compatfveis se e so-
mente se as extensdes pontuais do mairéide determinadas por esses filiros também
o forem. Assim, ao invés de tratarmos do problema da compatibilidade de ex-
tensdes pontuais, vamos tratar do problema da compatibilidade de filiros modu-
lares, que & equivalente. '

Observando com mais coidado os exemplos das fig.7.3, 7.b ¢ 7.c, notamos
que quando estendemos a configuragdo € pelo filiro #; obtendo a configuragao €,
os fechos dos elementos de % em (; formam um filiro modular de ;. Podemos
entio estender C; por esse filiro obtendo a extensio da fig.8.a, comum a C; e
C2. O mesmo raciocfnio é aplicdvel trocando 5, C; por %, g, respectivamente.
O interessante nesse filtimo caso, é que continuamos a obter a mesma extensao
pontual da fig.8.a. Isto ndo € coincidéncia... No entanto, no exemplo da fig.9, ao
estendermos € pelo filiro modular 7 obtendo Cl, os fechos em C; dos elementos

de %; ndo formam nm ﬁlSro modular pois E_l;c ; cd ' formam um par modular de

Cy e a intersecgdo Nt = p néo é fecho em € de nenhum elemento de 7.

Mas o que estd por tris desses fatos? B rasodvel perguntar, nesses dois
exemplos, se essa “preservagio” da estrutura de #; na extensio pontual ¢y de €
pelo filiro 7 tem alguma relagdo com a compatibilidade dos filiros £, % que,
como j& observado antes, é verdadeira no exemplo da fig.7 e falsa no exemplo
da fig.9. Quando falamos em ®preservagio” de % em (; estamos querendo diser
que o8 elementos minimais de 7 em C quando fechados em (; sdo exatamente
os elementos minimais de um filtro modular de (. Isto porque, visto a condigao
(F1), o filtro é determinado pelos seus membros minimais. Se isso ocorrer, diremos
que %, ¥, sdo filiros modulares sltra-compatfveis. Perceba que os filtros %, % do
exemplo da fig.9 ndo sao ultra-compativeis porque ab,cd € /in%, 0 = abrlfg ¢ .ﬁu

73 e pc(ab)+pc(ed)—p (abUcd) - pc(abncd) = 10 que fas com que o parab , -’
torne-se modular em ,, forcando p; = ab 'Ned ' a pertencer a todo filiro modular

que contenha 'a-gc‘ e ;ic‘. Esse fato caracterisa a ultra-compatibilidade de um par
1, %2 de filtros modulares de um matréide M: %, % sdo ultra-compatfveis se e
somente se ndo existem X,Y € inF taisque XnY ¢ UG edefu(X,Y) =1,
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onde defa (X,Y) = pu(X)+ pu(Y) = pa (XUY )= par (X NY) chamado defesto do
par de fechados X, Y em M. Informalmente, podemos pensar no defeito como uma
medida do quio *longe® um par de fechados est4 de ser modular, Essa definigio de
ultra-compatibilidade mostra que a ordem dos filtros 7, % que parecia importante
na defini¢do inicial, é irrelevante. Alids, a obtengdo da mesma extensdo da fig.8.a
por dois caminhos distintos discutidos acima € consequéncia dessa observagao.

O Capftulo I desse trabalho € dedicado principalmente ao estudo da ultra-
compatibilidade no caso geral, onde todas as idéias apresentadas acima sao gene-
ralisadas para uma sequéncia , f2,..., #» de filtros modulares de um matréide M
gobre F.

Dado um conjunto finito P arbitrério disjunto de E, seria muito bom se
consegufssemos uma bijegdo enire as exiensGes N de M sobre E U P e algnma
estrutura de fechados de M, a exemplo do que ocorre com os filiros modulares e
as extensdes pontuais de M. Uma primeira extensdo da idéia de filiro modular,
proposta por Las Vergnas em [LV1], é rasoavelmente simples mas o prego pago
é a perda da bijegdo. Tomemos por exemplo a configuragao € sobre 4 pontos no
espago, £ = {a,b,c,d}, na qual ndo existem 3 ponfos colineares e cada um dos
pontos nio pertence ao plano determinado pelos 8 outros. Coloque um novo ponto
p; na linha ab e um novo ponto p; na linha be obtendo a extensio Cy de € da
fig.10.b.

€y

fig.10.a ' Jig.10.b

Os conjuntos £ = {X fechadode € : pg,(X U p; U ps) — pe(X) = i},
¢ = 0,1,2, formam uma particio dos fechados de ¢ chamado empilhamento da
eztensdo Cy de € pelo acréscimo da linha pyp;. As seguintes propriedades sao
verificadas:

(E1) Se X, Y sdo fechados de C, ¥ € £19) e X cobre Y (isto §, ¥ C X e nio
existe £ fechado de € tal que Y C £ C X) entdo X € £y £1+-1)

(E2) 8e X, Y sdo fechados de (, X, ¥ cobrem XnY e X,Y, XUY € g
entio X nY ¢ £

Olhando para o reticulado dos fechados de C temos esquematicamente:
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1)
F fig.11

Em particular as propriedades (E1) e (E2) mostram que £(®) é um filiro
modular. Infelizsmente, existem virias extenstes de ¢ obtidas pelo acréscimo da
linha p;ps com esse mesmo empilhamento (veja fig.12.a, 12.b e 12.c).

fig.lf.c fig.13.b fig.12.¢

Entretanto, conseguimos denire todas eszas extensdes, uma extensio espe-
cial ®o mais livre possivel®, isto €, uma extensio obtida de ¢ colocando-se a linha
p1pa interferindo o menos possivel com os fechados de €, tomando o cuidado de
manter o empilhamento. Essa extensdo ¢ exatamente €, da fig.11.a. Note que essa
idéia de “o mais livre possfvel® é equivalente a: se (' é uma exiensio de ( pelo
acréscimo de p;ps com mesmo empilhamento de 3 entdo pe,(X) > pee(X) para
todo X C EUp; Upy. Chamaremos (3 de eztensdo normal de  determinada pelo
empilhamento £(%), £(1), £(2) ¢ pela linha pypa.

As extensoes normais e os empilhamentos serio ferramentas importantes
nas caracterizagoes de pares de filiros modulares compatfveis, devidas a Las Verg-
nas ¢ Cordovil apresentadas no Capftulo II.

Como j4 dissemos, o objetivo dessa introdugio é transmitir ao leitor as
principais idéias envolvidas nesfe trabalho, de uma maneira o mais natural possfvel,
sem entrar em detalhes técnicos desnecessérios e ndo pressupondo nenhum conhe-
cimento profundo da Teoria dos Matréides. Acreditamos nesse ponto que esse
objetivo jd foi atingido. Vamos nos permitir entdo ser um pouco mais breves nas
descrigoes dos dois Giltimos capftulos da dissertagio.

Nos Capftulos Ill e IV abordamos indi-etamente o problema da compatibi-
lidade de filiros modulares através de duas estruturas que estao em correspondéncia
bijetora com os filtros modulares. '

A primeira delas j4 é bastante conhecida e foi introdusida por Crapo em
[Cr]. Assim como um filiro modular é completamente determinado por seus ele-
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mentog minimais, o8 Aiperplanos presentes no filiro, isto é, os fechados do filtro com
posto uma unidade menor que o posto do matréide, também dao uma descri¢ao
completa do filtro. Essa fam{lia de hiperplanos do filiro é chamada subclasse linear.
Dessa forma, a compatibilidade de filiros modulares indus naturalmente a nogéo
de compatibilidade de subclasses lineares. No Capftulo III, detetamos exatamente
a situagao que bloqueia a compatibilidade de duas subclasses lineares compargveis
por inclusao.

~ Passemos a descrever a segunda estrutura. Dado um matréide M sobre um
conjunto E, trabalharemos no Capftulo IV com matréides sobre o mesmo E cujas
famflias de fechados sao subfamfilias da familia dos fechados de M. Tais matréides
sio denominados quocientes de M. E possivel caracterisar uma extensio qualquer
de M a partir de feizes de quocientes de M que nada mais sdo que famflias de
quocientes de M com determinadas propriedades. Nao vamos aqui listar essas
propriedades mas podemos adiantar que elas, bem como toda teoria de quocientes,
estdo relacionadas com uma operagao muito importante sobre matréides, a con-
tragdo. A contragdo de matréides pode ser vista como uma abstragao da operacao
de contragio de arestas num grafo. Do ponto de vista de configuragoes de pontos,
uma contragao corresponde & projegao da configuracao na diregao de um de seus
fechados. Se a diferenga enire o posto do mairdide M e o posto de um quociente
é 1, o quociente é dito elementar. No Capftulo IV estabelecemos uma bije¢ao en-
tre os quocientes elementares e os filiros modulares de um matréide, tratando em
seguida do problema da representabilidade de quocientes elementares que quando
olhado em termos dos filiros modulares associados corresponde ao problema da
compatibilidade de filiros.
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Preliminares

O propésito dessas Preliminares é familiarisar o leitor com conceitos bé-
gicos e algune resultados da Teoria dos Matréides a serem utilisados no restante
do texto. Tentamos, na medida do possfvel, nos ater & terminologia utilizada por
Welsh em |We|. Grande parte das demonstragdes dos resultados aqui apresentados
podem ser encontradas em [We] e [Al].

Inevitavelmente, esgsas Preliminares contém um nfimero muito grande de
definicoes e resultados que provavelmente nao serao absorvidos numa primeira
leitura. Aconselhamos o leitor a passar rapidamente por eles e retornar sempre
que necessario.

Na Segao 2, apds uma breve revisio da notagao bdsica feita na Segado 1,
apresentamos virias defini¢oes axiomdticas equivalentes de matréides, bem como
algumas operagGes sobre eles. Na Se¢io 3, introdusimos o conceito de extensdes
de matréides, objeto principal de investigagao deste texto. A Se¢ao 4 é dedicada a
um tipo especial de fungdo entre mairéides, o morfismo forte, que serd muito dtil
numa construgao feita no Capltulo IV.

Assumimos alguma familiaridade com conceitos bésicos da Teoria de Con-
juntos, Ordens, Algebra Linear, Reticulados, Teoria dos Grafos e Geometria Pro-
jetiva,



2 Preliminares
1. NOTACAO BASICA

Adotaremos as convengoes usuais da teoria de conjuntos. Qs sfmbolos —
e A serao usados, respectivamente para a diferen¢a e diferenga siméirica entre
conjunfos.

Os conjuntos (resp., elementos) serdo denotados por letras maifisculas
(resp., minfisculas) em it4lico. Usualmente {z;,2,...,2,} denota o conjunto com
elementos z;,23,...,2, mas quando estiver claro no contexto que estamos nos
referindo ao conjunto e n2o aos elementos, abreviaremos o conjunto {zy,22,..., s}
POT T1Z3...%,. Por exemplo, X U z denota X U {z}.

2. MATROIDES

Um maitréide pode ser definido de vérias maneiras diferentes porém equi-
valentes. Comecemos com a definicdo que nos parece mais natural.

Um melréide M é um par (E,J) onde E ¢ um conjunto finito e J é uma
famflia de subconjuntos de E, denominados sndependentes, tal que para todos X,
YCEFE

(In) ge
(I2) XCYeYelI=Xel
(I3) Se X, Yele|X|>|V|entdoexistese X -Y talqueY Uz €]

Ao invés de mencionarmos o par (E,]) vamos apenas referir-nos ao ma-
tréide M sobre E, ou ainda, M(E).

Exemplos de Matréides:

1. Mairésdes Lineares
£ C V espago vetorial sobre um corpo ou anel de divisio F
I ={IC E:1Iélinearmente independente em V'}

2. Matréides Uniformes
£ conjunto de » elementos
={ICE:|I|<k} 0<k<n,kfixo
Li(E) = (E,I)
Obs.: Se k = n entdo Li(E) é chamado matrdide livre de posto n, denotado
apenas por [(E)
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3. Mairéides Grdficos
£ = EG conjunto das arestas de vm gralo G
J = {IC E:Indo contém circuitos}
M(G)=(E,I)

4, Mairdides Transversass
E = V;G conjunto dos vértices de uma classe de biparticio de um grafo
bipartido G
I ={ICE:Ié&emparelhével}

5. Matréides Afins
£ C V espago vetorial sobre um corpo F
I ={IC E:]Iéindependente afim}
Obs.: {v;,vq,..., vk} & independente afim se ndo existem Ay, Ag,...,Ap € F
nao todos nulos tais que

Por todo o restante do texto, M serd um matréide sobre o conjunto finito

Por analogia com espacos vetoriais, fazemos as seguintes definigdes:
(a) X C E ¢ basede M, se X ¢ independente maximal

(b) O postode X C E em M, denotado por pi (X), é a cardinalidade de uma
base de X. O posto do matrdide M, denotado por pM, é o natural gy (E).

(c) O fecho de X C E em M, denotado por Yy, é o conjunto {z € E :
pu (X Usz) = py(X)}
(d) X C E & dependente em M, se X nio é independente

(e} X C E é circuilo de M, se X € dependenie minimal. Os circuitos de car-
dinalidade 1 (resp., 2) sdo chamados de lagos (resp., elementos paralelos)

() X C E é fechadode M, se X = X. Os fechados de posto 1, 2, 3, pM —1,
pM -2 e pM - 3 830 chamados, respectivamente, de pontos, linkas, planos,
copontos (ou hiperplanos), colinhas e coplanos.

O conhecimento das bases, ou posto, ou fecho, ou circuitos ou hiperplanos
¢ suficiente para determinar o matréide de modo tnico:
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Axiomas de Bases Uma famflia B de subconjuntos de E € a famflia das bases
de um mafréide sobre E se e somente se

(B1) B #40

(B2) Existe n tal que |B| = n para todo B€ B

(B3) Para todos By, By € B e 3, € By — By existe 29 € By — By tal que
(BiUgs) -2, €8

O

Axiomas de Posto Uma fungdo p do conjunto das partes de E no conjunto dos
inteiros é a fungao posto de um matrdide sobre E se e somente se para todos

XCF yzekE
(R1) p(8) =
(R2) p(X) < p(XUy) < p(X)+1
(R3) Se p(X Uy) = p(X Uz) = p(X) entdo p(X Uy U 2) = p(X)
N

Os axiomas de posto acima sio os efetivamente usados no decorrer do
texto. Entretanto, algumas propriedades da fungio posto ficam mais claras quando
olhamos para o seguinte sistema de axiomas equivalentes a (R1), (R2) e (R3):

para todos X, Y C E,
(R1’) 0 < p(X) < |X|
(R2’) X CY = p(X) < p(Y)
(R8%) p(X)+p(Y) 2 p(XUY)+p(XNY)

Axiomas de Fecho Uma fungdo do conjunto das partes de E no conjunto das
partes de E € a fungdo fecho de um matrd:de sobre E se e somente se para todos
X, YCFEesz,ycE

(Fel) XCX
(Fe2) ch:Tg'f

{ Fe3)
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(Fed) Sey¢ X eye XUz entioz e XUy

Axiomas de Circuitos Uma famflia C de subconjuntos de E ¢ a famflia dos
circuitos de um matréide sobre E se e somente se

(C1) 8¢ ¢
(02) 01,0966601 CCy=0Ci =0,
(C3) Se C,,C3 € C distintos e z € Cy N Cy entdo existe C3 € C tal que C3 C
(CiuGy)-=
0

Axiomas de Hiperplanos Uma famflia ¥ de subconjunios de E é a famflia
dos hiperplanos de um matréide sobre E se e somente se para todos Hy,Hp € X
distinfos

(H1) E¢ X
(H2) H, ¢ H,
(H3) Se x € E— (H( U H;) entdo existe H € ¥ tal que (HyNH)Us C H
0

A famflia dos independentes, das bases, dos circuitos, dos fechados e dos
hiperplanos do matréide M serdo denotadas por Ja, B, Cac, Fuc € ¥ar, respec-
tivamente. A

Podemos associar ao matréide M o conjunto L{M) ordenado por inclusio
cujos elementos sio os fechados de M. Na realidade, L(M) é um reticulado onde
para todoz X, Y € %y,

0=§“ 1=E XAY=XnY XvY¥=Xuv~

L(M) serd chamado de reticulado do matrdide M. Lembremos alguns conceitos
sobre reticulados. Um reticulado P é graduado se admite uma fungdo altura, isto
é, uma fungdo A de P nos inteiros que satisfas, para todos 2,y € P,

. 8 < y= h(z) <h(y)
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#1. y cobre z, isto é, s < yendoexiste z € P talquez < 2 < y = A(y) =
h(z) +1

Um reticulado graduado € dito semimodular se para todos z,y € P,
h(z) + h(y) 2 Az Vy)+ h(z AY)

Note que £(M) é semimodular com fungio altura py. E natural perguntar se
existe o caminho inverso, ou melhor, se a partir de um reticulado é possivel obter
um matrdide. Para responder essa pergunta uma definicdo se fag necessiria. Um
reticulado é geaméirico se ele for semimodular, tiver altura finita e se fodo elemento
puder ser expresso como \/ de 4tomos (isto &, \/ de elementos que cobrem 0).

Teorema (Reticulados Geométricos) Um reticulado finito é geoméirico se e
somente se ele for isomorfo ao reticulado de um matrdide.

O

A seguir apresentaremos trés operagoes sobre mairides muito dteis nas
provas por indugdo. Todas elas tém por objetivo obier matréides *menores® que
preservam de algum modo a estrutura do matréide original.

Teorema (Truncamento) Seja 1 < k < pM. Entdo
Ty, ={X€ly:|X|<k}

¢ a famflia dos independentes de um matrdide sobre E, denotado por My, trunce-
mento de M ao nivel k. Nesse caso,

Cu, ={C€Cu:|C|Sk+1}U{IEy:|I|=k+1}
Bu, ={I€ly:|ll=k}
pu,(X) = min(pn(X),k), XCE

Xk {_fu, se pp(X) < k
E,  casoconirdrio, XCE

u, ={X € 7y pu(X) < k}U{E}
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Teorema (Restrigio) Seja A C E. Entdo
Iya={X-A:Xelu}={Xely:XnA=0}

é a famflia dos independentes de um matréide sobre E — A, denotado por M\ A
ou M(E — A), restrigdo de M a E-A. Nesse caso,

Cu\a={C€Cu:CnA=10}

Bu\u = (B hasede E~ Aem M} = {B - A:B € By,|Bn A| mfnimo}
pua(X)=pu(X), XCE-4A
XM_X“-4, XcE-4

L(M\A) é isomorfo ao subreticulado [0, E - Au] de L(M).

Teorema (Contragdo) Seja A C E. Entdo
Tuja={XCE-A:pu(AUX)=pu(4)+|X]}

¢ a famflia dos independentes de um matrdide sobre E — A, denotado por M/A,
contragdo de M por A. Nesse caso,

Cu/a = minimais de{C - A:C € Cxy,C ¢ A}
Buja={B-A:BnAbasede Aem M} ={B- A:B € By,|Bn A| mdximo}
 Puja(X) = pu(AUX) - pu(4), XCE-A

X/

L(M[A) é isomorfo 20 subreticulado [ZM, 1] de L(M).

A_XUA -A, XCE-4

O

Podemos associar uma certa ordem parcial sobre a famflia de todos os
matréides sobre um conjunto finito fixo, Denote por M(E) a famflia de todos os
matréides sobre E. Sejam My, My € M(E). Disemos que My é mass livre (ou
mais fraco) que M3 se qualquer um dos itens equivalentes abaixo for satisfeito:
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3. Todo independente de M; é independente em M,
#. pu,(X) 2 pu,(X) para fodo X C B
6. pu, (X) > pu, (X) para todo X € %y,
Notacdo: M, < M.
A relagio < é uma relagio de ordem parcial sobre M(E) que chamaremos

de ordem fraca. O exemplo abaixo mostra que infelismente o conjunto ordenado
(M(E), =) nio é um reticulado:

Exemplo 1.1, Considere os seguintes matréides sobre o conjunto E = {a,b,¢,d}

M,

Mostra-se facilmente que M, M, cobrem Mz , My e portanto MaVMye My A M,
nao existem.

3. EXTENSOES

Durante o restante do texto, salvo mengdo explicita em contrério, P é um
conjunto finito disjunio de E.

Uma estensio do matréide M(E) sobre EU P é um matréide N(E U P)
tal que N\P = N(E) = M(E). Notagao: M(E)— N(EUP).

Se P = {z}, a extensdo N ¢ dita pontual. Uma maneira ébvia de obter
uma extensdo pontual de M é definir um matroide N sobre E U z cujas bases
830 da forma B U £ onde B é base de M. O mairéide N assim definido serd
chamado de soma de um ponto a M. Note que nesse caso, pN = gM + 1, ¢ além
disgo, N é a lnica extensio de M com essa propriedade. Vamos entdo considerar
apenas extensdes pontuais N de M fais que pN = pM. Nesse caso, temos uma
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caracterisacio bastante interessante para as extensdes pontuais. Disemos que ¥ C
Fu é um filitro modular de M se as seguintes condicoes estao satisfeitas:

(F1) 8eXe7,YefyeXCVYentioYe?
(F2) 8e X, Y € 7 formam um par modular em M, isto é,

pu(X)+ pu(Y) = pu(XUY) +pu(X0Y)

entio XNY €7

Ndo € diflcil ver %ue se N € uma extensio pontual de M sobre E Ug entdo ¥ =
{XeFr:z€X }&um filiro modular de M.

Teorema (Extensdo Pontual) Seja 7 um filfro modular de M. Entao

Iv={Xus: Xeflu(Fu-Flu{XusXefy-TFe
X nio & coberto por elemento de 7}

é o conjunfo dos fechados dg uma extensdo pontval N de M sobre EU z. Além
disso, F ={X € Fyy:2€X ).
0

Notagio: M(E) A (EUz)ou N & a extensio pontual de M sobre E Uz
pelo filiro modular 7. '

Dada uma famflia § de fechados de M o filiro modular de M gerado por
G, denotado por [§]u ou apenas [§] se nio houver perigo de ambigiidade, € a
intersecao de todos os filiros modulares de M que tém § como subfamflia. Se §
é unitério, isto é, § = {4} para algum A fechado de M, [§] é dito filtro principal
gerado por A, B fécil ver nesse caso que [A] = {X € fu 1 A C X}.

Disemos que uma sequéncia de filiros modulares de M, 7, %,..., % €
compativel, ou que i, %y,..., % 8d0 fillros modulares compatfveis se existe uma
extensio N de M sobre EU P, P = {p1,pa,--,Pa}, fal que

M;(Eu
‘/7‘/‘ (Bup)

M(E) -2+ My(Eup) —— N(EUP)
AN : A

> Ml (EUups)

Em particular, se n = 2, N é chamada £-ezfensdo de M.
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Definimos agora o defesto de um par de fechados X, Y de M como sendo
o natural pa(X) + pae(Y) - paue(X UY) = pae (X NY) e denotamos esse niimero
por defu (X,Y).

4. MORFISMOS FORTES

Sejam M, M; matréides sobre os conjuntos E;, E; respectivamente, e
um novo elemento 0 ¢ By U E;. Para cada s = 1,2 considere M/ a extensio de M;
sobre E; U0 tal que 0 é lago de M. Um morfismo forte é uma fungio de B, U0 em
E; U0, denotada por f: M; — M, cuja imagem contém o conjunto dos fechados
de M, tal que

(MF1) f(6)=0
(MF2) Para todo fechado X de M3, f~!(X) & fechado de M|

No que se segue, f + M; — M, j4 denotaré uma funcdo de E; U0 — E3 U0 tal que
f(0) = 0 e cuja imagem contém o conjunto dos fechados do matréide M,.

Proposicio (Morflamo Forte 1) Sejam M;, My matrdides sobre os conjuntos
E,, E, respectivamente. Dada f : M, — M, 830 equivalentes

i. [ € morfismo forte
¢i. Para todo X C E, temos que f(fu') C f(X)M’
s8i. Paratodos X,Y C E| tais que Y C X femos que

pae, (F(X)) = paar (F(Y)) < o2ty (X) = pae, (Y)

O

Para cada fechado X de M, definimos a f-nulidade de X, denotada por
nlg(X), ou simplesmente nulidade de X, denotada por nl(X), caso ndo haja perigo
de ambiguidade, como sendo o inteiro pu, (X) — punr, (f(X)). Decorre do item #4s.
da proposigao anterior que nly{X) > 0 para todo fechado X de M.

Se M| ¢ M, 830 matrdides sobre o mesmo conjunto tais que 7y, C %,

entao a fungao identidade ¢d : M; — M; € claramente um morfismo forte. Nesse
caso My é chamado de quociente de M cujo grau é o inteiro nio negativo pM; —
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pMg, denotado por gr(M; — M,). Se gr(M; = M) = 1 entdo My é chamado
quoctente elementar de M;.

Proposigio (Morfismo Forte 2) Sejam M;, M, matrdides sobre o mesmo con-
junto E tais que My é quociente de M,. Entio para todo par de fechados de
M,

i. nl(X) < gr(M; — Mj)
if. defa,(X,Y) > defn,(X,Y)
i, al(X)+0l(Y)=al(XUY)+ nl(XnY) +defu,(X,Y) - defu,(X,Y)
tv. X, Y € par modular em M; & al(X)+ nl(Y)=nl(XUY)+ni(XNY)
O
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Capitulo I

Ultra-Compatibilidade

Apresentamos aqui uma condicdo suficiente natural, a ultra-compatibili-
dade, para que uma sequéncia finita de filiros modulares de um matréide seja
compativel. Além disso, daremos caracierisacoes simples para a extensdao desse
matréide determinada por uma sequéncia de filiros modulares ultra-compatfveis.
Como exemplo de tais extensdes podemos citar as extensoes pontuais e as princi-
pais. ,

O conceito de ultra-compatibilidade ¢ introdusido na sua forma mais na-
tural através da nogdo de sequéncia ulira-compativel. Na Segéo 1, veremos que o
conceito aplica-se & famflia de filiros e nao depende de que particular sequéncia
seus membros sao colocados.

A segunda secdo é dedicada ao estudo das extensoes lisas de um matréide.
Cada extensao desse tipo ¢ unicamente determirada por uma sequéncia de filiros
modulares ultra-compativeis. Uma breve andhse da relagao existente entre um
determinado morfismo forte e a ultra-compatibilidade também seré feita no final
dessa secao.
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1. A ULTRA-COMPATIBILIDADE IMPLICANDO
COMPATIBILIDADE

Seja N uma extensio de M ¢ ¥ um filiro modular de M. Chamaremos de
fecho de ¥ em N o seguinte filiro modular de N,

[Fly = ﬂ{f’ filiro modularde N : {YN :Xefyc )

Proposicdo 1.1. Sejam 7, 5, ..., % filtros modularesde M e P = {p;,pg, wPnl}
Considere também o seguinte d1agrama de extensdes pontuais:

M(E) =2y My(EUp1) <™ My (B U py Upa) P2,
[ "]‘vn 1

«—— M (EUP)

Entio sao equivalentes:

. Para cada 1 = 2,3,...,n o conjunto dos elementos minimais por inclugdo
de |%]u,_, coincide com o conjunto dos fechos em M;_, dos elementos
minimais de %;

¢, Paracadai=2,3,.,n,8e X €|%]u,_, entéio XNEEF;

Prova: Verifiquemos que .=>4i.. Fixemos § € {2,3,...,n}. Seja X € |%]|m._,;
entdo existe Y minimal em [F]ar,_, tal que ¥ C X. Pelo item 4., existe Yo € %

tal que Voo "' =Y. Logo ¥y CY NEC XN E, donde X NE € .
Mostremos agora que #.=>5. Fixemos i € {2,3,..,n}. Na realidade,
podemos substituir . pela seguinte condigao:

paratodo X € fiy,_,, X€|filu_, @ XNnEE€eF

j4 que a outra implicagao é trivial. Seja X minimalem l?,]M‘_l Porii., XnE € %;.

Tome Y minimal em % tal que Y C XflE Entio ¥ C XnEu‘ "CXe
pela minimalidade de X resulta que Y YY" ' = XnE""' = X e XnE & minimal

em F. De outro lado, seja ¥ minimal em #. Temos que 7 e [Blne_y-
Tome X minimal em [%]x,_, tal que X C Y. Por 5, XNE € %ecomo
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XnEC v np = Y, pela minimalidade de ¥, X N E = Y. Logo M- _
XnE ' CXCY " eportanto X =7 :

Dada uma sequéncia 7, %3, ..., 7 de filiros modulares de M, diremos que
ela é uma sequéncia wlira-compatfvel de M se uma das condigdes equivalentes da
Proposigao 1.1. € satisfeita.

Note que se n = 1 a sequéncia 4 trivialmente ulira-compativel. Combi-
nando essa observagao e o préximo resultado, chegamos & conclusao de que toda
sequéncia de filiros principais de um mafréide € ultra-compativel.

Proposicéo 1.2. Seja 7, %, ..., f» uma sequéncia ulira-compativelde M e ¥ um
filtro principal. Entdo #, %, ..., 7a, ¥ € uma sequéncia ultra-compativel de M.

Prova: Considere o seguinte diagrama de extensoes pontuais;

k4
M(E) s My (B Upy) <2,

!’"’ P 4 ’ =
CE0L My (B U {p1y 93y Ba}) ol N(EU P)

onde P = {p1,p2,..yPn,p}. Como %, 5%,.., % é ultra-compativel, para que
%1, fay .y 7, F também seja, basta mostrarmos que se X € [7]u, entdo XnE € 7.
Seja X € [F]m.. Da hipbtese, ¥ é filtro principal, logo existe A C E tal que
F={Yefu:ACY}. Portanto A C X, donde A C XN E € Fu, 0 que mosira
que XnEe’?. .

A Proposigao 1.4, a seguir nos fornece uma caracterigacdo mais natu-
ral para a ultra-compatibilidade. Antes de enuncis-la, um pequeno Lema se faz
necessério.

Lema 1.8. Sejam X, Y fechados de M e N a extensdo pontual de M sobre EUp
pelo filiro modular ¥. Entio,

defu(X,¥)-1, seX,YecFeXnY¢7

=N =N
defwn(X,Y ") = {dzfu(X,Y), caso comtrdrio
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Prova: Considere inicialmente o caso em que X, Y € f e XNY ¢ 7. Assim,
XuYefe
=N
pr(X )= pu(X])
—N
pn(Y ) =pu(Y)
—N =N ——N
p(X UY )=pn(XUY )= py(XUY)
—N =N
pr(X nY ) =pn((Xup)n(YUp)) = pn((XnY)Up) = pu(XNY) +1
Logo, defN(YN,?N)=de]M(X,Y)—l.

De outro lago, no caso complementar, é possfvel provar de maneira seme-
Ihante que defy (X ,7”) =defu(X,Y). 0

Proposicéo 1.4. Sejam 7, %, ..., 7, filiros modulares de M. Sio equivalentes:
t. 51, %,..., 7 € sequéncia ultra-compativel

4. 71, %, Jaz1 € sequéneia ulfra-compatfvel e para cada I C {1,2,...,
n—1},8e X,Y € (N;e; Hi)N7s comdefu (X,Y) = |I] entdo existe k € IUun
tal que XnY € %

Prova: Considere o seguinte diagrama de extensdes pontuais:

k2 [,’] 1
M(E) = My(E) —*— M,(E Up;) = Ma(E Up; Upy)
"“N:J E"h"u—n

+ Mp(E UP)

onde P = {py,pa,..,Pn}.

Verifiquemos que {.=%4i.. Seja I C {1,2,..,n — 1} tal que existem X,
Y € (Nier )N 7n com defu(X,Y) = |I|. Se existe k € I tal que XNY € %,
nao temos nada a provar. Suponha entdo que paratodo k€ I, XnY ¢ %. Como
71, %2y oy Fay sio filtros modulares ultra-compativeis, temos que X NY '
[#k]as,., para k € I. Usando o Lema anterior [I| veges obtemos defu (X,Y) >

defan (X "7 T ) 4+ |11, Logo defur, (X", 7¥") = 0, 0 que sig:

—yn- ""Mn- LT a-
nificaque X LY "' éum p.r modular em M,_,. Como X'u g 7« f -
[7aln.._,, temos que X a7 e [7a]a, _,; ¢, usando a hipétese de ultra-
compatibilidade temos que X NY € 7%,.

Verifiguemos agora que #.=>4.. Suponha por absurdo que %, %, ..., %, ndo
é ultra-compativel. Como 7, %, ..., Fr_1 & ultra-compativel por 3., essa suposicio
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implica na existénciade X, ¥ € 7, com X NnY ¢ Tny defu JX Y)=de fu"_‘

y- par modular em M,_,, isto &, defy,_, (X X Y "7') = 0. Usando o
Lema 1.3., conclui-se que existe I C {1, 2,. vy = 1} tal que Hl=d,X,Y € ﬂ,e, ¥
eXnY ¢ 7 para k € I o que contra.dm #t.. Logo, %1, 72,y 7 é uma sequéncia
ulira-compatfvel de M. .

Note que . ¢ equivalente a:

. Paracada I C {1,2,.,n—1},8e X, Y € ;c; i e defue(X,Y) = |1 - 1
entdo existe k € I tal que XnYe fg

que nao depende da indexagdo dos filiros %, %, ..., %,.

Corolério 1.6. Seja W uma famflia de filtros modulares de M. Sdo equivalentes:

t. Existe uma indexagao 7, %, ..., 7 de W tal que essa sequéncia € ulira-
compatfvel

#i. Para toda indexagdo %1, %,..., 7, de W essa sequéncia € ultra-compativel

O

Podemos entdo diser que os filiros modulares 7;, 7, ..., 7, 830 ultra-com-
patlveis se a sequéncia £, %, ..., 7, € ultra-compatfvel. O corolério anterior nos
garante que esse conceito é bem definido. Note bem que o mesmo filiro pode
ocorrer repetidas vezes na famflia. A Proposigio anterior permite obter, de uma
maneira mais natural, o seguinte resultado de Cordovil [Co2]:

Corolério 1.8, Sejam 71, %,..., , conjuntos de fechados de M e P = {py,p3, ...,
Ps}. S&o equivalentes:

t. 71, %,..., 7y 8do filiros modulares ulira-compativeis de M

#i. Considerando a seguinte fungdo & sobre Fy no conjunto das paries de P
definida por

X)={pi: XeT)
para todos X, Y € %y temos
(a) Se X CY entdo d(X) Co(Y)
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(b) defu(X,Y) 2 |(3(X)N3(Y)) - 8(X nY)|

Prova: Mosiremos que .= 41.. O item (a) & trivial j4 que 7%, %, ..., F, sio filtros
modulares. Suponhamos que existem X, Y € Fy tais que defy (X,Y) =d <
[(0(X)na(Y)) - 8(XnY)|. Entao existe I C {1,2,...,n} tais que X, Y € ;; &
e XNY ¢ ;s %i o que contraria a ulira-compatibilidade de f.. Porfanto temos

(b).

Verifiquemos que #.=>¢.. Inicialmente, %, %,..., %, sdo fikros modulares
de M pois #i.(a) implica que para todos X,Y € fiy,5e X C Y ¢ X € 7 entdo
Y € 7, e #i.(b) implica que para todo par modular X,Y de M, se X, Y € 7 entdo
XnY e % Sejam X,Y € y e I C {1,2,..,n} tais que defie (X,Y) = |I| - 1
e X,Y € (\;c; %. Entdo de 4i.(b) conclulmos que X NY € 7 para algum k € I.
Logo, #, %2, ..., 5 sdo filiros modulares ultra-compativeis de M. 0

Corolério 1.7. Seja F um filiro modular de M. Uma sequéncia 7y, 5%,..., 7, den

cépias de F € ultra-compatfvel se e somente se 7 €& principal ou n <
min{defy (X,Y): X, Y € F,XNnY ¢ 7).

O

O restante da segdo é dedicado a determinar a relagéo existente entre a
ulira-compatibilidade ¢ a compatibilidade de filiros modulares, O préximo Teo-
rema, em particular, servird de inspiragio para a definicdo de extensio lisa, t6pico
da préxima segao,

Teorema 1.8. Seja N uma exiensio de M sobre E U P tal que [P| = n. Sdo
equivalentes:

s. Existe uma indexag¢io P = {p;,pa,...,ps} t2l que paras=2,3,...,n $emos
para todo X C EU {p;,p2,....Pi-1):

N

—N —N
pi€EX &e&peEX NE

=N =N _ X
¢, Paratodo XCEUPtemos X =X NE uUX
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Prova: A implicagao #.=14. € trivial. Mostremos que 4.=>#. por indugio sobre n.
A base da indugdo é dada por n = 0. Nesse caso N = M e i, € imediato. Suponha
que n>0esejamp=pn, N'=N\pe X C FUP. Basta entio mostrarmos que

X C X NE UX para verificarmos o item £i., j4 que a inclusdo contrﬁna é
clara. Temos dois casos a considerar:

Caso 1:

Caso 2:

p¢X
Nl

Por hipbtese de indugdo temos que -X-N' =X NnE UX. Se pé¢ x'
entao

. g — N’ e N
X =X =X nE uXCcX nE uxX

Por outro lado, se p € X" entio

¢ —557 N' S N
X =X up=X nE uXupCcX nE uX

peEX
Por hipétese de indugao temos que

—nN ——
X-p =X-p NE uU(X-p)CX NE UuX

Sepe X - pN entao

' — N
_X-N=X—pNQX—pN Up(_ZXNnE uX

Suponha entdo que p ¢ X -pN. Se X' — X—pN = p entdo X c
N

X NE UXpompGX Podemos supor entao que exmteq#ptal que
p,le -X-p P LOGOPE(X )Uq e X" = (X - p)Uq Por

hipbtese, p € (X - p)Uq nE =X nE donde

?N=(7NDE)U(X—p)H =(anE)U(X-p)N'Up

Portanto usandn a hipétese de indugdo

Nl
NI
(X nE)u(X-p) NE u(X NE)U(X-p)Up
-
CX NE UX

X
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Lema 1.9. Sejam 7, %, ..., f» filtros modulares ultra-compatfveis de M e con-
sidere o respectivo diagrama de extensdes ponfuais:

a].u,

M(E) —22s My(E U p;) — R L BT +(E U P)

onde P = {py,pa,...,Pn}. Entdo para todo fechado X de M temos que

X =Xu{peP:Xe#)

Prova: Seja X fechado de M. A inclusio X " 2 XU{ps € P: X € F} &
facilmente venﬁcada. Mostremos entao que va]e a inclusao contréna Sabemos

que X = X —{pl,pg, wPa} =X "NE. Sejazex . SezeF
¢ claro que z € X Suponha entdo que z = p; para algum § = 1,2,..,n. Entio

-X_MM € [%]n,_,. Pela ultra-compatibilidade dos filtros, _fu"" NEeZ%. Mas

X 0B = (X n(BUlp,payespii))AE=X"nE=X

Logo X € %;,dondez € {p; e P: X € %}

Proposicéo 1.10. Sejam 7, %,..., 7 filiros modulares ultra-compatfveis de M
e considere o respectivo diagrama de extensoes ponfuais

[%3)x, Fnln,_,

M(E)'——-—O M\(Eup,) ——— ...—— M, (EUP)

onde P = {py,pa,...,Pa}. Considere uma outra indexagdo %;,, 7%;,,..., % dos filtros
acima e o respectivo diagrama de extensbes pontuais

?l ’i v ,'ﬂ n
M(E)—— Ny(Eup;,) - Mol . l I

= No(EUP)
Entdo M, = N,.

Prova: Usando a ultra-compatibilidade de 7, %, ..., 7a, mostremos que M,, satis-
faz a condigao 4. do Teorema 1.7.. Tome a indexagao P = {p;,p3,...,pa} € fixemos

a

i € {1,2,...,n}. Considere X C EU {p;,p3,...,Pi-1}. Se p; € XnE ¢
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—M., =M, M _u,

claroque p; € X " jdque X NE C X . Suponha por outro lado que
p; € X", Portanto X'~ € (%]m._, € pela ultra-compatibilidade dos filtros,
X NE € %. Logo

M M
_Ml'— n _u“ n
p;€X T'nE CX "nE

Com isso acabamos de mostrar o item 4. do Teorema anterior e portanto vale o item
Mn

ii., isto &, paratodo X CEUP temos X " =X ""nE UX. Analogamente
Na

prova-se que para todo X C E U P temos X" =X"nE u X, j4 que a
ultra-compatibilidade independe da indexagdo dos filiros. Mas pelo};ema anterior
=X"0E e portanto

conclufmos que para todo X C EUP , X "nE

-}?N“ = fu', donde M, = N,.

O

Como consequéncia imediata dessa Proposi¢ao temos finalmente que:

Corolério 1.11. Se %, %, ..., fu sd0 filiros modulares ultra-compativeis de M
entio %1, %, ..., 7, 8do filiros modulares compaifveis de M.

O

O préximo exemplo mostra que a ultra-compatibilidade nao é condigéo
necessdria para a compatibilidade.

Exemplo 1.12. Seja E = {1,2,...,9} ¢ M(E) = L4(¥). Considere o8 seguintes
filiros modulares de M:
7 = 7, = [123, 456, 789)

7 = [123,456)

¢ o seguinte diagrama de extensoes pontuais:

7 Filn; k4
M(E) <y My(EUps) <220, Ma(BUpy Ups) <22, My(E Upy Ups Ups)
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2 [
M, ol . M.' ) et /5
.h 5 3 L
P3 ° 6 © 6
.3 B ¢ g P3 ']
¢ 7 . P t i
Figura 1 Figura 2

Veja Figura 1.
E f4cil ver que £, %, : sio compativeis. Considere agora o seguinte diagrama de
extensdes pontualis:

} [#alars . [#s]ae;
M(E) M(EUP])'———-)M(EUP;UP;)L—-——*M3(EUP1UPQUP3)

Veja Figura 2.
Como M3 # M} temos que 71, %, 53 ndo sdo ulira-compativeis.

2. EXTENSOES LISAS

Seja N uma extensao de M sobre E U P, Diremos que N € uma eziensdo
N

liaadeMseparatodoXQEUPtemost=anE uX.

Proposicéo 2.1, Existe uma bijecido enfre a famflia das sequénciss ulira-compa-
tfveis de filiros modulares de M e a famflia das extensdes lisas de M.

Prova: Considere a fungio que leva 7, %,..., %, filiros modulares ultra-compa-
tfveis de M na extensdo N de M sobre EU P, P = {p1,p3,...Pn}, dada pelo
diagrama abaixo:

{fi‘xx l,“l“n—l

M(E) <2 My(Eupy) oty | 3 My(EUP) = N(EUP) ()

A fungdo estd bem definida pois N independe da indexagio dos filiros e N €
realmente uma extensao lisa de M. Suponhamos que existam duas sequéncias,
FiysFayons Fu € 91,62,y §ay de filiros modulares ulira-compativeis de M levadas
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pela fungdo acima 4 mesma extensio lisa N de M. Mas entdo para cada § =
1,2,..,n

—N
Fi={Xefu:p;eX }=6
o que mostra que a fungdo € injetora. Sejam N uma extensao lisa de M sobre

E U {p;,pa,...,pn} € 08 filiros modulares s = {X € 7 : ps € X" }, i =112,
Provemos que %, %,..., 7y 830 ultra-compativeis. Construa um d:agrama como

em (*) e seja X € |%]m,_, para i € {1,2,..,n} fixo. Entdo p; € X" e portanto
pi € X nE , logo, pela definigio dos %'s, X NE e % Mas YN NE =

=M .
X "' E. Mostramos assim que a fungio definida acima é também sobrejetora,
estabelecendo-se a bijegdo mencionada. .

Passemos a caracterisar as extensoes lisas,

Teorema 2.2, Seja N uma extensdo de M sobre EU P. Entdo sio equivalentes:
t. N € uma extensao lisa de M
#1. Para todo X CEUP, px(X) = mingcp{pu(Z)+|X - -Z-Nl}

¢55. Para todo X C EUP, pn(X) = minxngczce{pm(Z) +|X —7N|}

N N
in. Para odo X C EUP, NX')=NX nE )oL(X-X NE )onde
N

L(X - X nE ) é o matrdide livre sobre X — X NE

Prova: Seguiremos o seguinte roteiro de verificagdes:
TR DR T S (TR )

A implicacao fv. = 1. € trivial.

N
Mostremos que ¢. = tv.. Sejam X CEUPeY C X - TN NE . Basta
' —N

. =N .
entdo provarmos que X NE UY é fechado em N. Inicialmente temos que

N
N T—N
X NE UY AECX nECT NE
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Logo
N

N N
N —— N

X' nE uY =X nE UY nE u(X nE uY)

gY“nE uY
-N

. ———N
Portanto X NE UY =X NE UY ji que a outra inclusdo ¢ trivial.
Passemos a verificar que tv. = #i.. Sejam X C EUP ¢ £ C E. Temos

entao que:

on(X)<on(@ )+ pn(X -2 )< pu(B)+1X -7 |

Por {v., tomando Z = X" N E obtemos

_— N
on(X)=pn(X )= pu(X NE)+|X-X nE |

Mosiremos agora 3ue 1. = 445, Sejam X C FUP e Z C E {ais que

pn(X)=pu(Z)+|X -2 |. Considere Z; = ZU (X N E). Nesse caso py(%1) <
pu(Z) + |X N E - Z] e portanto

pu(Zl)HX—ZNISpu(z)+|XﬂE-7Nl+[XnP-?NI
= pu(8)+|X -7

Logo pela minimalidade de ., temos na realidade igualdade.
Finalmente verifiqguemos que #5. = v.. Seja X C EU P e considere

—N
(X1={Z€u:pon(X)=pu(Z)+|X-2 |}
Com essa definigao reescrevemos

7N={z€EUP: existeZE[X]coszfN}

N N
e portanto Uze[le=-X-NﬂEeX—XNﬂE =X -X"nE . Logo

PN(X)=PN(YN)
——N

= (X NE)+|X -X nE |
—_——N —e N
— =K. =N

=pn(X NE )+|pn(X )-X NE |=
— o

=py(X NE )+|X-X nE |

|
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Corolério 2.8. Sejam Ay, As,..., A, subconjuntos de E e %, %,..., %, os filtros
principais associados, isto é, ; = {X € fy : A; C X} parai = 1, 2 .,n. Con-
sidere a extensdo lisa N de M sobre EUP, P = {p),pa;...;Pn} determmada por
%1, %,y Fu. Entdo para todo X CEUP

pn(X)= (YN E) JuflJAirpeY,1<i<n})+[X - Y]}

min
XnBCYCX
Prova: Tomemos X C E U P.Pelo item $v. do Teorema 2.2. temos
—N -~
pN(X)=pu(X ﬂE)-i'lX—X NE I (¥)
Sejam Y, Z taisque XNECYCXeZ =(XnE)u{UA: p.€Y1<1<
n} = (YNE)U{{JA4i:pi€Y,1<i< n}. Temosentdo que [X - Y[ [X - 7" |e

do item . do Teorema anterior, pp(Z) + | X - Z Nl > py(X). Combinando esses
dois resultados obtemos:

pu((YOE)U{JAiipi €Y, 1<i<n})+ X =Y = pu(2) +|X - Y| 2 pn(X)

N
Tome agora Y = XN NE nX. Sabemos que py(X) < pu(Z) 4+ |X - Y|. Por
outro lado, de (*)

—N -~
pN(X)=py(X ﬂE)+lX—X NnE IZpy(Z)-I-lX—YI
pois
()ZCY n E:
Sejaz € Z. SezGXnEéclaroqnezGX NnE. TomeagoraA CcZ.

Entio p; €Y, dondep.eX nE e portanto A; CX nE.

N
b)) X-X"nE =X-V:
N

A inclusdo C ¢é trivial. Sejaz € X -Y. EntaozEXez¢X NE nX,
——

rﬂquelmphcaquezeXez¢X nE ,dondez € X - X nE . Logo
temos a igualdade.

N
Concluindo, pn(X) = pu(Z) +|X - Y| para ¥ = X NE NXeZ=
(XnE)u{UAdi:pieY,1<i<n} .
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Dada uma extensao N de M e uma sequéncia ulira-compativel de filtros
modulares de N, mostraremos uma maneira de recuperar filiros modulares com-
pativeis de M. Estabelecemos também condigoes suficientes sob as quais esse
método fornece filiros modulares ultra-compativeis de M.

Proposicéo 2.4, Seja N uma extensao de M sobre EU P. Considere a aplicagao
o:Fy — Iy tal queo(X) = x" para todo X € . Temos entio que:

3. ¢ é morfismo forte de reticulados

it. Se 71, %,.., %, sdo filiros modulares ulira-compatfveis de N entdo
oY (A), 07 (%), ....,c” (%) sdo filiros modulares compatfveis de M onde

MR ={Xeh: X €F) i=12.,n

N N
Prova: O item 4. é evidente pois X U YN = f” U -}7” efy = YN. Passemos
a verificar o item .. Mostremos inicialmente que para cada s = 1,2,...,n, 0= 1(%)
é um filiro modular. Fixemos um valor de 1. Sejam X € ¢71(%) e Y € Fy tais
que X C Y. E claro que x" C ?N, logo 7 e 7, donde ¥ € 071(%). Tomemos
agora X, Y € 0~!(%) par modular de M. Entio

o (X )+ on@) = on(X) + pn(Y) = pae(X) + pue(Y)
= pu(XUY)+pu(XnY)

<on(X UF ) 4 pn(X 0¥

donde TN, v par modular em N. Logo X a7 € %. Mas entio X n 7 =

X a7 e portanto X NY € o~1(%). Falta ainda verificarmos a compatibili-
dade dos filtros 6~ (%),0" (%), ...,6 " (%), Seja N’ a extensio lisa de N sobre
EUPUF,onde FN(EUP)=0e F ={f1,fa,..,fn}, determinada pelos filiros

modulares ultra-compativeis 7, %,..., 7. Portanto, ; = {X € F : fi € x }
parat=1,2,..,n. Seja M{EUF) = N'(EUF)eM; = M'(EUf;),t=1,2,..,n.
E claro que M'(E)= N(E)eparacadai =1,2,.,n,8e X € fyy e f; € X entio

X e % e portanto X € o~1(%). Logo M(E) LA, M;(EVf),i=1,2,..,n.

Na Proposigio anterior, e~ (#),67 (%), ...,0 7! (%) nio s3o necessaria-
mente ulira-compativeis como mosira o exemplo seguinte:
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Exemplo 2.5. Sejam E = {a,b,c,d,e}, M(E) = L4(E) ¢ M(E) B N(EuU ()
onde 7 = {abe,cde, B} filiro modular de M. Considere agora 7, = [de,cf]y e
%, = |ab,cf]|n filtros modulares de N. Explicitando,

#i = {de,cf,decf, dea, deb, cfab, B L f}
% = {ab,cf,abcf,abe,abd,cfde, EU f}

Entio 0~ ! (%) = |de, abc)u e 0~ (%) = [ab,dec]y filiros modulares de M, ou
o~ (%) = {de, abc, dec,dea,deb, E}

o~ 1(7) = {ab, dec, abe, abe,abd, E}

%1, %, sio ultra-compatfveis pois 71N 7% = {cf,abcf,decf,EUf} ese X,Y € finF
entdio XNY € in . Mas o~ 1(%), 07 1(%) ndo sio ulira-compativeis pois abe,
cde € e~ 1{(F) N0~ (%), defu (abe,cde) = 1 eabcnede=c ¢ o~ (F)no~1 (7).

A Proposi¢do seguinte nos fornece uma condigdo suficiente para que
o~ (%),67 4 (R)y 0~ ! (F,) sejam filiros modulares ulira-compatfveis, sob as hi-
pbteses da Proposigao 2.4..

Proposicdo 2.8. Nas mesmas condi¢Ges da Proposigio 2.4.. Se para cada
i=1,2,.,n X € % implica que X N E € o~ !(%) entdo o~ 1(#),0 (%), ..
o~ (%) sdo filtros modulares ultra-compatfveis. Nesse caso, o seguinte diagrama
de extensoes € comuiativo;

M(E) < N(ErUP)
{
M(EUF) < N(EUPUF)

onde N(EUP) < N'(EUP UF) é a extensio lisa determinada por ¥y, %, ..., %y
e M'(EUF)= N'(EUF).

Prova: Basta mosirarmos que M(E) — M'(EU F) é a exiensdo lisa de M de-

terminada pelos filiros modulares ultra-compativeis 0=!(%),07 (%), ...,0 "1 (%)
—M' _Tﬁ'r—u’

o que equivale a mostrar que para todo X €e EUF, X C X nE UX.

M,

SejaXQ_EUFeze)_(w. Sezefu nXéclaroquezefwnE uX.
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_“' _NI
Snponha que t€X -X EntlozeX -X. Como N é extensdo lisa,
N' N’

X=X n(EUP) UXlogozGX n(EuP) Masx n(EuP)e?
eporhlpétese,X NnE e o (%) Poroutrola.do,X nE=X" nEeportanto

zEX nE

O

Infelismente a condigao dada na Proposicao anterior nao € necessiria para
que os filiros modulares sejam ultra-compativeis.

Exemplo 2.7. Sejam F = {a,b,c}, M(E) = L(E) e considere o seguinte diagrama
de extensoes pontuais:

M(E) —2t M'(EUf) =2~ N(EUfuUp)
onde #; = {ab,abc} e % = {cf,abcf}. Temos que ¢~ !(%) = {abc} € trivialmente

um filiro modular ulira-compativel de M. Tomande X = {c¢f} € % temos que
XnE={c}é¢c {(R)

M M’

L]
(@]







Capftulo II

Extensoes Normais e Empilhamentos

Este € o capftulo mais extenso do trabalho onde examinamos uma classe
particular de extensdes de nm matréide, as extensdes normais, atendo-nos princi-
palmente a suas aplicagdes na teoria de compatibilidade de extensoes.

Na Segao 1 apresentamos vérias caracterizagdes para a normalidade de
conjuntos antes de definirmos extensoes normais.

A Se¢ao 2 introduz o conceito de empilhamento de fechados de um ma-
irdide. A cada extensio de um matréide podemos associar um empilhamento, mas
a cada empilhamento corresponde uma fnica extensao normal.

Nas Secoes 3 e 4 apresentamos irés caracterisagdes dos pares de filtros
modulares compativeis, a primeira devida a Las Vergnas|LV1], a segunda devida a
Cheung[Ch]| e a Gltima devida a Cordovil{Co2]. O principal método aqui abordado
consiste em obter um empilhamento de fechados tomando por base um par de
filiros modulares e, a partir da extens3o Lormal associada a esse empilhamento,
* construir uma 2-extensio relativa ao par ae filiros mencionado. A caracterisago
de Las Vergnas permite mostrar também que o conjunto das 2-extensoes de um
matréide relativas a um par de filiros modulares fixado formam um semi-reticulado
com respeito 4 ordem fraca.
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1. NORMALIDADE

Diremos que A C E estd em posigao normal ou € normal em M se para
todo X C E — A e todo natural &:

se existe ¥y C 4 tal que py (Vo) =ke AC XU You
entao A C Xuvy " para todo Y C A tal que pu(Y) =k

Observe que todo ponto de M € normal. Infelismente, ao investigarmos a
existéncia de exemplos mais interessantes, a defini¢io acima se mostra muito pouco
pratica. Na tentativa de simplifici-la apresentamos a seguir, uma caraclerizagio
de normalidade dada pela descrigio dos menores do matrdide, e uma segunda
caracterisacao que fornece uma expressao para a fungdo posto.

Proposigdo 1.1. As seguintes propriedades sdo equivalenies para A C E:
&, A énormalem M

. M(XUANX = (M(A))x para todo X C E - A onde (M(A))x indica o
truncamento de M(A) ao nfvel k (veja pdg.6) e

k=min{y:existe Z C A talque pyy(Z)=je ACXUZ }

i, pu(XUY) = min{pp (X)) + pue(Y),pue (XU A)) paratodo XCE-Ae
YCA

Prova: Seja X CE-Ae

k=min{j:existe Z C Acompy(Z)=je ACXUZ }

Tome Yy C 4 tal que puy(Yo)=ke AC X UY,

Mostremos inicialmente que f.=1i.. Podemos gsupor sem perda de genera-
lidade que X e ¥, sio independentes em M. Seja Y independente em (M(4)):.
Claramente Y C A € independente em M e |Y| < k. Estendo Y a uma base Y’

de (M(A))x. Como A é normal e py (V') = [V = k temos que A C X gy,
Suponha que X UY' é dependente em M. Entdo existe um circuito C de M tal
que CCXUY'eC-X#0#C-Y' Tomeye C - X. Temos entio que

ACXOY™ =Xu(¥—g)
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pu(Y'-y) =Y -yl=k-1

o que contraria a minimalidade de k. Portanto X UY"' ¢ independente em M e
como XUY C XUY' temos que Y ¢ independente em M(X U 4)/X, o que
mostra que (M(4))x € M(X U A)/X. Para verificar a igualdade, mostraremos
que p(M(A4))x = pM(X U A)/X. Seja Y base de M(X U A)/X. Existe B base
de XuAdtalque BNX ébasede X e BNA =Y, logo B é independente em

XUuY,ecomo XUY C XUA, B é na realidade base de X UY. Claramente

X UA“ =XU YM. Temos entao que A C X U Y", e pela minimalidade de k,

pM(XUA)/X=Y|>k

¥ Lt

Por outro lado, =XU Y -X=4e portanto

k= Yol=pa/x(Yo) = pa/x A 2 paa(xuayx A= pM(X U A)/X

Logo
p(M(A) = k= pM(X U 4)/X

Provemos agora que #.= 1., Para Y C 4 temos que
poae(an,(Y) = min(pse (Y), k) € par(xuayx(Y) = pue (X UY) - pue(X)
Por 4. conclufmos que -
min(pp (Y),k) = pue (X UY) = pu (X) (%)
Mas k = pu(xua)/x(4) = pre (X U A) = pye(X). Substituindo em (+) obtemos
pu(XUY) = min(pae (X) + pu (Y), paa (X U 4))

Finalmente vamos verificar a implicacdo ##.=>5.. Seja Y C A tal que
pu(Y) = k. 8abemos que py (X U 4) = pa (X U Y,), logo por .

pu(X U A) < pu(X) + pae (Yo) = o (X) + pue(Y)

donde se conclui que pp (X U A) = pp (X UY). Como XUY C X U A temos que

XuY =X UAM. Portanto A C X U Yu, o que .nostra que A é normal em
M. '
[

Uma extensio N de M sobre E U P € dita normalse P é normal em N.
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2. EMPILEHAMENTOS

Seja €10, 11 . £(®) uma decomposicio do conjunto dos fechados do
mairéide M. Essa decomposicdo € um empilhamento dos fechados de M se as
seguintes propriedades sdo verificadas:

(E1) Para todo par de fechados X,Y de M tais que X cobre Y, se ¥ € £(¥]
entio X € EMuUEt-1) e {1,2,..n)

(E2) Para todo par de fechados X,Y de M tais que X e Y cobrem X N Y e
XY XUV € £ entio XY € £6), e (0,1,...,n)

O grau do empilhamento § dado por max{s : £() # 8}. Os filtros modu-
lares podem ser vistos como casos particulares de empilhamentos j4 que £{° = 7,
£() = 7y — 7 & um empilhamento para todo filiro modular ¥ do matréide M.
Mais ainda, temos por definicio que £(°) & um filiro modular qualquer que seja o
empilhamento.

Exemplo 2.1. Considere o matréide livre sobre o conjunto {a,b,c,d} e o reticu-
lado dos fechados correspondente. Abaixo apresentamos, esquematicamente, vérios

exemplos de empilhamento: ¢ ®

Olhando para o reticulado dos fechados do ma‘réide, observamos que os
£U)% formam faixas dispostas ordenadamente umas sobre as outras. Essa dis-
posicao ¢ devida a (E1) € nos sugeriu o termo empilhamento. Algumas veses vamos
nos referir ao empilhamento dos fechados de M simplesmente por empilhamento

de M.
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Equivalentemente, podemos diser que uma decomposigdo do conjunto dos
fechados de M, €10, &1, £(n) ¢ um empilhamento se ela tem a propriedade
(E1) e a seguinte variante de (E2):

(E2') Para todo par modular X,Y de M, se X,Y,XUY“ € &) entio
XnY e, ie{o,1,..,n)

Trivialmente (E1) e (E2’) implicam (E1) e (E2). Na implicagdo contréria,
(E2’) segue de (E1) e (E2) através de uma pequena indugdo no py (X UY) -
ou (X NY), observando que:

Proposigéo 2.2. Seja L um reticulado finito e geométrico, X,Y € L par modular.
Nesse caso existe um sub-reticulado saturado Q de L no intervalo [ X AY,X VY]
tal que seus elementos sio dois a dois modulares.

Prova: Seja M o matréide associado a L e

{#1, ., 3s} base de M(X)/X NY
{¥1,.,Ym} base de M(Y)/X nY

Definimos
Wi; ={(XnY)U{z1,, 5} U {91, 0,9} i=0,1,.,nej=0]1,..,m

Noteque X =Wy, Y =Wy i, XVY =X UY =W, , e XAY = XNY = W,,.
Esquematicamente:

Xvy

XAY

pois temos para todo ¢ = 0,1,...,me j = 0,1,...,m que;
(a) Wi,  é coberto por Wiy, ; e W; ; é coberto por W; ;4 "
(b) p(Wis) = p(Woo) +i+]
() Wi # Wayseisjouldj
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(d) Wl',j v Wk.l = Wmu{i,k}.max{j,l} ¢ Wi,j A Wk,l = Wmin{n',k},min{j.l}
(e} Wi ; e Wy, formam um par modular

O

Dado um empilhamento £, £(1), . £1* pada impede, a principio, a
existéncia de £()’g vagios. A seguir da.remos uma condigdo necessdria e suficiente
para que £(0), £, £(®) um empilhamento de M de grau n seja uma partigio
dos fechados de M,

Lema 2.8. EM € £ln),

Prova: Suponha por absurdo que EM_ € £®) onde k < n. SeJ;a X et e
considere a seguinte cadeia de fechados de M,

au=X0<X1<...€Xl=X, 1>1

onde X;_; < X; significa que X; cobre X;_;,1 = 1,2,...,,{. Pela propriedade (E1)
de empilhamento temos que n < &, uma contradigio. Logo &k = n.
0

O préximo Lema restringe a disposi¢io dos £ (P’s vagios.
Lema 2.4. Se £*) # @ para algum k € {0,1,...,n} entio £(¥) # @ para todo
i= k k41,0
Prova: Seja X € £{¥] ¢ considere a seguinte cadeia de fechados de M,
M =XoaX << X=X

Pela propriedade (E1) de empilhamento e pelo Lema anterior, € ficil ver que para
cada § = k,k+ 1,...,n, existe 5; € {0, 1,...,1} tal que X;, € £,
0

Propusigiio 2.5, £10) £(1) | £ & yma particdo do conjunto dos fechados de
M se e somente se E € £(9),

Prova: Se E € £(% o resultado segue do Lema anterior. Suponha entao que
£(0) ) £() ¢ uma particio do conjunto dos fechados de M e, por absurdo,
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que E € £ com k > 0. Analogamente a0 que foi feito nos dois filtimos Lemas,

existe { tal que
8(0)3X=X0<'X1 <'ln<X{=E

e de (E1) conclui-se que k = 0, uma contradigio. Logo E € £(°), 0

Uma das formas de obtermos empilhamentos de um certo matréide é a
partir de suas extensoes:

Proposicdo 2.6. Seja N uma extensdo de M sobre EUP e A C EUP. Para
cada it = 0,1,...,pn(A) definimos o seguinte conjunto de fechados de M

EW = {X € Fi 1 pn (X U A) - pu(X) = i}
Entdo £19) g0 g(en(AN & ym empilhamento de fechados de grau py (A).

Prova: Verifiquemos que a sequéncia £19),£(), ..., £(®), onde n = py (4), tem as
propriedades (E1) e (E2) da defini¢ao de empilhamento:

(E1) Sejam X,Y fechados de M tais que X cobre Y e ¥ € £ i€ {1,2,...,n)}.

Logo
pn(YUA)=pn(XUA)oupy(XUA)-1

e portanto

pu(X)=pu(Y)+1=py(YUA) -i+1
=py(XVA)-i+1loupy(XUA) -

o que mostra que X € £y £0-1),

E2) Sejam X,Y fechados de M tais que X,Y cobrem XNY e X,Y X U v €
. q )
EW) i€ {0,1,...,n}. E claro que X,Y € par modular de M, por isso

pr((XNY)UA) - pu(X Y )= pr((X nY)U4) - pu(X)-
pu(Y)+pu(XUY)

e usando o fato de que X,¥ X U v € £ temos

pn((XNY)UA)-pu(XnY) =i+ (pn((XUY)UA)+
pr((XNY)UA) - pn(XUA) - pn(Y U 4))
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Para provarmos que X NY € £1¥) basta mostrarmos que vale
pu(XUA)+pn(YUA)=pn((XUY)UA)+pn((X NY)U4)

Da hipéiese, existem z,y € F tais que

X=Xn¥juz ,Y=(Xn¥)Uy X0V " =[Xn¥)uzuy

Eclaroquez,y ¢ XnY ey ¢ (XnY)U z . Reescrevendo a igualdade
a ser provada,

pr((XnY)UzUA)+pn((XNnY)UyUA) =
pr((XnY)JuzuyUd)+px((XnY)ud) (¢)

Temos trés casos para verificar:

Caso I: 5,y € (XnY)uAN
A igualdade em (x) € facilmente obtida

Caso 2: ze(XnY)U e yé(XﬂY)UAN (ou trocando =z por y)
(x) decorre do fato de que y ¢ (XnY)uAN =(XnY)uzU4

Caso 3: z,y¢ (X nY)U ra
Suponha por absurdo quey € (XNnY)Uuz U i Logo

pn((XUY)UA) - pu(XUY)=pn((XNnY)UzUYUA)-
py[XﬂY)-f-z
=px((XNnY)UzUA)-
pu(XnY)+2
=pn(X U A) - pu(X)+1

O que contradiz o fato de X,XUYM € £06), Portanto y ¢
(XnY)uszu A" donde resulta a igualdade ().

Resta ainda verificarmos que £19,£(1), .., £1*) § uma decomposigio do
conjunto dos fechados de M. E ébvio que os £1*)’s sio dois a dois disjuntos. Seja
X fechado de M. Temos entdo que

pr(X U A) = pu (X) < pw(X) + o (A) = pn (X N A) - pu(X)
= pr (4) - px (X N 4) £ px (A)
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Logo X € Ur_, £(¥). Falta apenas mostrarmos que £ ) # 0. Mais isso é imediato

pois py (8" UA) - pue(8") = n. q

Nas hip6teses da Proposigdo anterior, o empilhamento
ED = (X e fu:pn(XUP)-pu(X) =3}, §i=0,1,..,pN

serd chamado de empilhamento da estensdo N de M.

Exemplo 2.7. Seja M = £({a,b,¢c}) e a segninte extensio N de M sobre
{a’b’c’d}:

e €

A

O empilhamento da extensdo N de M é dado por:
£ =@ €Y = {abe,ab) £(@) = {ae,be,a,b,c,0)

que nio € partigio de Fu.

A Proposigio 2.5. nos garante que o empilhamento de uma extensao N de
M ¢é uma partigdo do conjunto dos fechados de M se e somente se pN = pM,

Passemos ao resultado principal desta segdo que liga o conceito de empi-
lhamento ao conceito de normalidade, fornecendo uma maneira pritica de obter
extensoes normais.

Proposigio 2.8. Seja R um matrdide sobre P de posto igual an e £(©), €111, ..,
£(") ym empilhamenio de M de grau n. Entao existe uma tnica extensio normal
N de M sobre EUP tal que N(P) = R(P) e £),£(), .. £(*) é o empilhamento
da extensao N de M. Nesse caso, para todo XCEeY CP

pN(XUY) = min(pa (X) + pr(Y), pae (X) +9)
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onde X" € £0),

Prova: Verifiquemos que a fun¢do py dada pela expressao acima satisfaz os
seguinies axiomas de posto:

(R1) pn(8)=0
(R2) Paratodo X CE,YC Pewe€ EUP temos

pN(XUY) < py(XUY Uw) < py(XUY) +1

(R3) Paratodo XCE,YCPew,z€c EUP
gsepy(XuYUz)=py(XUY Vw)=py(XUY)
entaopn(XUY UzUw) = py(X UY)

A verificagio de (R1) € trivial. Mostremos que (R2) e (R3) valem:

(R1) Seja XC E,Y CPewe EUP. Temos dois casos a considerar:
Casol: we P
Usando o fato de que

pu (X UY) = min(pu (X) + po(Y), pu (X) + 1)
onde X € £ ¢
pn(XUY Uw)=min(pn(X) + pr(Y Uw),pu(X) +9)
e que pp satisfaz (R2), obtemos

pr(XUY)<pu(XUYUw) < pu(XUY)+1

Caso2: we E
Pela definicao de py e pelas propriedades de empilhamento

pn(XUY) = mic(pn (X) + pr(Y), pne (X) 1)
onde X eéfli)e

pu(XUY Uw) = min(ppn (X Uw)+ pr(Y),pu (X Uw)+3j)
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onde § = tous+ 1. Sew€ X enfao § = ¢ e portanto
px(XUY)=py(XUY Uw). Suponha que w ¢ Y“. Logo

pn(XUY Uw)=min(pn(X) + pr(Y) + 1, o0 (X) +5 +1)
Se 7 = 4 entdo
pr(XUY)<pn(XUY)+1=py(XUY Uw)
ese y =1 —1entdo

pn(XUY)<py(XUYUw)<py(XUY)+1

(R3) Seja XC E,Y CPew,z€ EUP tais que
pr(XUY Uz)=py(XUY)=py(XUY Uw)
Da definigao,

pn(X UY) = min(pp (X) + pr(Y), pae (X) + %)

_u . —“ —R —-ll —R ™ *
onde X €é0) Sez=w,zeX UY ouweX UY entiooaxioma

=M —R
é trivialmente verificado. Suponha que z # w e {z,w}N(X UY )=40.
Temos entao irés casos a considerar:

Caso 1: 2,wEP

pr{(X VY Uz) = min(pu(X) + pr(Y) + 1, pu(X) +1)

=pn(Xv¥YUw)
. Logo
pn(XUY)=pny(XUuYUuz)=py(XUuYUw)
=pu(X)+i
Mas entao
i<pr(Y)+1<pp(YUZzUW)
e portanto

pr(XUY UzUw) = min(pu(X) + pr(Y Uz U w),pu(X) +9)
= py(X)-fl'
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Caso 2:

Caso 3:
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z€PewekE
Da definigao de py ¢ de empilbamento temos:

pr(XUY U2) = min(pu (X)+ pr(Y) + 1, pac(X) +4)
pr(XUY Uw) = min(pn (X)+pr(Y)+1,p0(X) +j +14)
onde j=sous—1. Logoj=1-1e

pr(XuYuz)=py(XUY)=py(XuY Uw)
= pur(X) +i

Portanto

pr(XUY UzUw)=min(pu(X) +pa(Y) +2,p6(X) 45 +1)
= min(pa (X) + pr(Y) + 2, pac(X) + 4)
= py(X) +1

z,w€EE
Da definicao de py e de empilhamento temos:

pr(XUY Uz) = min(pp (X) +pr(Y) + 1,00 (X) +7 + 1)
onde j=soui-1,e

pr(XUY Uw)=min(pu(X) + pr(Y)+ 1, pu(X) + £ +1)
ondek=tous—1. Logoj=k=1-1e¢

prn(XUY Uz)=py(XuY)=py(XuYuuw)
= pu(X) +i

Como X € £0) ¢ XUzM,XUwM € £0-1) {emos que
XUz0w € £6-2) e portanto w¢XUzu. Assim

pr(XUY UzUw)=min(pp(X) + pr(Y) + 2, pae (X) +19)
= pu (X) +14

Logo px & a fungio posto de um matrdide N sobre EUP. E f4cil ver que:
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(2) N(B) = M(E), N(P) = R(P)
(b) €6l ={X €Ty :pn(XUP)-pu(X)=i} §=0,1,.yn
(c} P é normal em N

Portanto, como N est§ caracterizado por px, N € a finica extensio normal
de M sobre EU P com empilhamento £ (%), £(1) . £1®) ¢ N(P) = R(P).

Além da existéncia ¢ unicidade da extensio normal acima, ela é fambém
minima no seguinte sentido:

Proposicéo 2.9. Sob as mesmas hipdteses da Proposigao anterior. A extensao
normal N é mfnima {em relagdo 4 ordem fraca) dentre as extensdes N' de M sobre

EU P de empilthamento £(©),¢() .. £(®) ¢ ta] que N'(P) = R(P).
Prova: Seja X CEeY g P. Pela Proposigio anterior
px(XUY) = min(oa (X) + pa(Y), pae (X) +9)

onde X € £}, Tome N’ uma extensio de M sobre E U P com empilhamento
g101 gt £(®) e tal que N'(P) = R(P). Se ppc(X)+ pr(Y) € pae(X) +1 entiio

pr(XVUY) = pu(X)+ pr(Y) = pr(X) + pwe(Y) 2 par(X UY)
¢aso contrério
pN(XU Y) — pu(X) +1= pNt(X UP) P le(XUY)

Logo pn (X U.Y) > py(XUY) paratodo X CEeY C P, portanto N < N'. N

Como aplicagido da teoria desenvolvida neste capftulo daremos uma prova
do conhecido resultado devido a Higgs distinta daquela proposta em [Hi].

Proposg¢ao 2.10. Sejam M; e My matrdides sobre E tal que Fir, C Fu,, € s¢ja
o conjunto P = {py,pa,..,pn} tal que PNE =@ en = pM; — pM;. Para cada
$=0,1,..,n definimos 0 seguinte conjunto de fechados de M,

£ = {X € ful 2pu,(X) - P.Il,(x) =R= ‘.}
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Entio £0) g1 £(®) ¢ um empilhamento dos fechados de M, de grau n e
portanto determina uma dnica extensio normal N de M; sobre E U P tal que
N(P) é o matréide livre de grau n. Tem-se ainda que N\P = M; e N/P = M,.

Prova: Verifiquemos que a sequéncia £10), £(1), ., £(*) tem as propriedades (E1)
e (E2) da definigdo de empilhamento: '

(E1) Sejam X, Y fechados de M, tais que X cobre Y e Y € £{¥), Logo, como
7."3 g 7“1’

PM;(X)' PM,(X) = pu,(Y)—py,(Y)onpyl(Y)- py,(Y)-l- 1
=n—toun—-t+1

Portanto X € £081 y £6-1),

(E2) Sejam X,Y fechados de M; talque X e Y cobrem XnY e X,¥, X U yo €
EU), B claro que X,Y € par modular de M|, entdo

pu (XY )= pae, (XNY) = ppe, (X)+ 080, (V) = p2e, (XUY ) = pae, (X NY)

e usando o fato de que X, Y, X U Y € £6) temos

pu (X NY) = pa, (X0Y) =0 =1+ pae, (X) + pae, (V)
—pyt(XUY) - Pﬂz(xn}’)

Para provarmos que X NY € £19) basta mostrarmos que vale

FM;(X)+ pﬂx(Y) aa py,(XUY)-F py,(Xﬁ Y}

Da hipétese, existem z,y € E tais que X = (XnY)Uzu', Y =

(X nY)Uyul e XUV = (XnY)usz Uym, Reescrevendo a igual-
dade a ser provada,

pu, (X NY)Ug)tpu, (X NnY)Uy) =
P (X NY)USUY) + par, (X NY) (4)

Temos trés casos a verificar:

Caso I: z,y€ X n y
A igualdade em (x) é facilmente obtida.
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Caso2: s XNV ey¢ XNnY  (outrocando z por y)
(%) decorre do fato de que y ¢ Xny = (XnY)usz

Caso 8: z,y¢ X N Y
Suponha por absurdo que ye€ (XNY)Uz . Logo

pu, (X UY) = pae, (X UY) =g, ((XnY)UzUY)-
pu,((XnY)uzuy)
= pul(Xﬂ Y) + 2—-
pu,((XnY}Us)
= pu, (X) = pae, (X) + 1

O que contradiz o fato de que X, X U T € £0). Portanto y ¢
(XnY)u z** donde resulta a igualdade (*).

Conclufmos entio que £(01,£(1), .., £1* & um empilhamento de M, e por-
tanto, pela Proposigao 2.8., determina uma finica extensio normal N de M, sobre
E U P tal que N(P) é o matrdide livre de grau n. O posto de N ¢ dado por

prn(XUY) = min(pu, (X) + Y], pu,(X) +4)
onde XCE, Y CPe X € (9. Temos também que
EW = (X ey, :pn(XUP)-pu,(X)=14} i=0,1,.,n

Logo, se X € £6) entio pn(XUP) = pu,(X)+1 = pu,(X) + n. Reescrevendo
a expressao de py obtemos,

pn (X VY) = min{pp, (X) + |Y], 0, (X} + 1)

onde X C E, Y C P. Falta verificarmos que N\P = M; ¢ N/P = M,. Trivial-
mente N\P = M; j& que N ¢é extensio de M, sobre EUP. Paratodo X C F
temos A
pn/p(X) = pn(XUP) = pn(P) = py(XUP) - n
= (par, (X) + m) — n = pa, (X)

o que mostra que N/P = M;.
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Fechamos esta segdo com um pequeno resultado que sers dtil na dltima
secao deste capftulo.

Proposicdo 2.11, Seja N uma extensdo de M sobre EUP. Se N € normal entio
para todo p € P, o filiro modular 7, que determina a extensdo pontual N(E U p)
de M € dado por

f,={Xeh:PCX")}
Prova: Seja p € P. Temos que
F={XeFu:peX')}

Logo X € 7, se e somente se py (X Up) = py(X) = pu(X). Lembrando o item
#41. da Proposicdo 1.1, temos

pn(X Up)=min(pp (X)+1,p5(X U P))

e entdo, X € 7, se e somente se py (X) = py (X U P), 0 que mosira que X € 7, se

e somente se PC X .

O

Suspeitamos que no resultado acima a recfproca também vale.

3. 0 SEMI-RETICULADO DAS 2-EXTENSOES

Apresentaremos aqui o primeiro bloco de uma série de caracterizagoes dos
pares de filiros modulares compativeis de um matréide. Na primeira caracteri-
sacdo, devida a Las Vergnas, daremos uma prova levemente modificada, usando o
conceito de normalidade, evitando assim uma verificagio exaustiva de alguns dos
possfveis subcasos [resentes na prova original apresentada em [LV1].

Teorema 3.1. Sejam #,,%; filiros modulares de M e 7,5 um subconjunio de
fu - (A U %). Entdo sio equivalentes:
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s. Existe N extensiao de M sobre E U p, U py tal que
Fi={(XehuipeX )} i=1,2
<N . N
Fu={Xefy:pi¢X ,i=1L2epaeXUp }

4. As seguintes condigoes sao salisfeitas:

Pl. Paratodo X e fu — (AU R)eY € F 1N %, se Y cobre X entdo
X € fig

P2. Paratodo X € fipeY €fy,se X CY entioY € (/inH)UFs

P3. Para todo X,Y € 73, se Xuv " € %12 e X,Y formam um par
modular em M entio XNY € ¥,

. O =A%, M = (RAR)U 719, 3 = Fy — (AU KU F3) é um
empilhamento dos fechados de M e, para todo X € fia e Y € iU 7, se
XCYentaoYefinkh.

Além disso F;, % e Fiq verificando Pl., P2. e P3. determinam N de modo tnico.
Temos, para todo X C E, que:

o (X) = pu(X)
=M
pn(XUp) = {Pu(x), seX €%
pu(X) + 1, casocontririo 1+=1,2
pu (X)), se-X—uelﬁnfg

pr(XUpUps) = pu(X)+1, se X' e (AR U Tz
| pu{X)+ 2, caso contrério

Prova: Mostremos que i.=1i.. Verifiquemos se as condigdes P1., P2. e P3. estao
satisfeitas para 7, % ¢ F15 dados por .

Pl. Seja X € fu — (FiuBH) eY € Fin 7 taisque Y cobre X. Como X ¢ Fi e
Y € ¥, temos que X" C XUpIN Q?N. Mas pn (Y) = pw(X) + 1, logo,
pQETN:XUpl e portanto X € fi,.

P2 Seja X € filze Y € Fy tal que X CY. Entao py € XUmN QYUplN.
Sep € Y entso pa € —!7” e portanto Y € 7, N 7. Por outro lado, se

—N . r . ——— —
pr ¢ Y entdo pg & ?N, pois caso contrério p; € X U pg" C YN uma
contradigio. Logo Y € ¥ia.
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Seja X,Y € #2 par modular de M tal que Yu_i'"" € #i3. Afirmo que
XnY ¢ %, U %, pois caso contrério p; € WN ou pg € X_ﬁ_)TN, e
entdo py € X ou ps € fN, donde X € f; U%, uma contradi¢do. Do fato
de que XnY =XnYe pn((XNnY)Up) = pu(XNY)+ 1, obtemos

pu(XUp1) + pn(Y Upt) = par(X) + 14+ pae(Y) + 1
=pu((XUY)Up )+ pue((X nY)Upy)

Nao é diffcil verificar que para todo par W,Z C E tal que py (Z)+ o5 (W) =
pr(ZNW)+pn(ZUW) tem-se que ZNW = 7 uw’. Logo

N N N
ngXUPl nYUp1 =(XUp1)n(YUp1)
=(XnY)Up1”

e portanto X NY € 7,.

Passemos a verificar agora que #i.=§#i.. Inicialmente temos que £(%) =

0% M= (FAR)UF, e £ = Fiy - (Fi U F U Fi3) é um empilhamento
dos fechados de M pois:

(E1)

(E2)

Sejam X,Y € 7 tais que X cobre Y e ¥ € £(71,

Se i = 0 ¢ bvio que X € £1%) j4 que #; N 7, é filkro modular.

Se t = 2, por P1. é claro que X € £(0),

Bei=1lentdoY € /1A% ouY € 74. No primeiro caso, X € fiA% C
£() pela propriedade de filtro modular, e no segundo, por P2., temos
Xe(AinkH)uFf CE@ygl,

Concluindo, X € £0) y £6-1),

Sejam XY € 7y tais que XY cobrem X NY e X,Y,XUYM ALNS
claro enfao que X,Y sio cobertos por X UY .

Se i = 2 por (E1) tem-se que X nY € £(3),

Se i = 0, pela modularidade de X,Y € fi N 7, segue que X nY € £(2),
Resta o caso ¢ = 1. Usando-se propriedade de filiro modular ou P2., é

facil ver que se X € 7; para j = 1,2 ou 12 entido X U v € %;. O mesmo
ocorre com Y, logo X.Y X U 28 € f;paragy=1,20u12 Sey=1ou2,
pela propriedade de filiro modular, XNY € 7;; nesse caso XnY ¢ AN 7,
pois caso conirdrio, X,Y € 7,7, uma contradi¢io. Se j = 12, por P3.

conclui-se também que X NY € 7.
Logo, X nY € £4),
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E imediato de P2. que Y € ; C 7, para todo X € F13, Y € f U %, tais que
XCY.

Finalmente, mostremos que i#4.=¢.. Tome a extensio normal N' de M
sobre EUp; Upg de empilhamento £(9), (1), £(3) ta] que N'({p1,p2}) é 0 matréide
livre sobre {py,ps}. Lembrando a Proposigao 1.8. temos a seguinte fungdo posto
em N':

paratodo XC EeY C {p1,p2},

pn (X UY) = min(pn (X) + (Y], 000 (X) +4)

onde X' M € £0), Assim a expressio de py do enunciado pode ser reescrita como:
para todo X C E,

pn(X) = pu (X)

<=M
pn(Xup) = {PM(X), se X €%
pu(X), casoconirdrio 1=1,2

pr(XUpiUps) = pm(XUpLUps)

Verifiquemos que py satisfas os seguintes axiomas de posto:
(R1) px(@)=0
(R2) Paratodo ZC FUpyUppez € EUpy Upy

prn(Z) <pn(ZUsz)<pn(2) +1

(R3) Paratodo Z C EUp;Upg ez, y€ EUp; Up,,

se pn(ZUz) = py(ZUy) = px(Z)
entdo py (ZUsUy) = py(2)

Observe inicialmente que para ¢ = 1,2, py restrito a E U p; € a fungao
posto da extensdo pontual de M pelo filiro modular #;. Logo é suficiente verificar
(R2) quando {p1,p2} € Z U z e (R3) quando {p;,p3} € ZUsUy. Podemos
supor também que {p;,pa} € Z pois pn restrito a conjuntos que contém {p1,pa}
coincide com a fungao posto py-.

(R2) Z=XUp;, X CE ez =pgé o finico caso que necessita verificagdo. Se
T cfentio X €@y £, Togo

pn(Z) = pu(X) S pn(Z U g) < pu(X) +1=pn(2) +1
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Por outro lado, se X ¢ 7 entdo X" ety €3, logo

pr(Z) = pu(X)+ 1< pn(ZU2) < pu(X)+2=py(Z)+1

(R3) S8eja 2 C EUp Upg e 3,y € EUpyUpg tais que {py,p3} CZUsUY,
{p1,p2} € Z e py(Z U z) = pn(Z U y) = py(Z). Temos entdo duas
possibilidades:

Caso . ZCE,z=p,ey=pq
Entao para cada s = 1,2 temos

px(ZVpi) = pn(8) = pac(Z)
Logo ¥ ¢ i n % e portanto

pn(ZUsUy)=py(ZUpy Upy)
= pu(Z) = pn(2)

Caso 2: Z=XUp;, XCE,z€ E, y= py (ou trocando p; com py)
—i4 -
Sez€ X entao

pr(ZUzUY) = pn(F Uy) = pu(Z)

Suponhamos que z ¢ YM, nesse caso, py(Z Uz) = py(Z) e
pu(XUz) = pu(X)+1 implicam que X ¢ 71, donde py(Z) =
pu(X)+1e XUz ¢ Fi. Como py(Z) = pn(Z U pg) entio
X7 e (RAR)U Fis = €M), Combinando com o fato de que
X ¢ 7, tem-se que X €(fH - )uU Fa. 8e X eh-F ¢
claro que S Or € 71 U 7. Por outro lado, se X € 714 usando
a propriedade (E1) de empilhamento temos que Xus" € fivdh,

logo por P2., X U 7" € 7in % = £49, Portanto

pr(ZUsUy)=py(XUpyUpsUz)
= pu(XUz) = pn (%)

Seja N o tinico matrdide sobre E U p; U pg determinado por py. E ficil
ver pela definicao de py que:

N(E) = M(E)
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ﬂ:{XGfM:pge-X—”} 1=1,2
—N N
Fa={Xe€fu:pi¢X ,i=12ep,€XUp, }

O

Até o final da sec¢do, 7, % #io dois filiros modulares de M e %13 C i —
(fiu®). A propriedade P2. € equivalente & conjungio das seguintes propriedades:

P2.1. Paratodo X € flpeY € fu — (iU %),se X C Y entido Y € Fo
P2.2. Paratodo X e fueY e fiu R, se XCYentioYef1nH

Note que se fi3 = Fur — (#1 U %) entBo trivialmente P1., P2.1. e P3.
ge verificam. Também, se duas partes de fiy — (£ U %) verificam P1., P2.1. ¢
P3. entdo a interseccio dessas partes também verifica. Denotemos por [}, %] a
intersecciio de todas as partes de fir — (%, U %2) que verificam P1., P2.1. e P3..

O Teorema anterior estabelece uma bijegio entre T'(%, f) e &(%, %),
onde I'(7;, ) denota o conjunto de todas as partes de Fiy — (1 U ) que verificam
P1., P2. e P3., e (7, %) denota o conjunto de todas as 2-extensoes N de M sobre
EUpUpa.

Proposigdo 8.2. Sejam f e % dois filiros modulares de M. Enido 1, % sdo

compativeis se e somente se para todo X € [#, 73] e para todo Y € fiA T, temos
que X ¢Y.

Prova: Suponha que 7 e 7, sio compativeis e considere uma extensio N de M
sobre E U p; U p, tal que

7.-={X€?u:pi€-fN} 1=1,2

Seja
N —N
Fo={Xe€fu:ps¢X ,i=12ep;eXUp, }

Pelo Teorema anterior temos que ¥, #; e %5 verificam P1. P2. e P3.. Logo
[#,%) C iz e, para todo X € [A,A], Y € 7u,8e X C 1", P2. implica que
Y C (f; ﬂ?g)U?n.

Suponha agora que para todo X € |y, 3] e para todo ¥ € fiAF; temos
que X ¢ Y. Mostremos que i3 = (7, 3| satisfas P2.2. pois nesse caso P1., P2.
e P3. estio verificadas e portanto, pelo Teorema anterior, #; ¢ f sdao compativeis.
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Mas P2.2. & trivialmente satisfeita j4 quese X €[5, %), Y € UFH e X CY,é
claroque Y € /in %. ’

A fltima Proposigdo nos diz que se %, % sio compativeis entio |7}, %]
satisfag P2.2. e portanto é minimo em I'(#, %) (com respeito 3 inclusio de con-
juntos). A partir desse fato conseguimos obter informacdes adicionais relativas &
bijegio existente entre I'(#, ) e &(F1, ).

Proposicéo 8.8. A bijecio entre I'(7, /) e ®(7,%) dada pelo Teorema 3.1.
é um isomorfismo entre os conjuntos ordenados (T',C) e (#,X). Em particular
(®,<) é um A-semi-reticulado onde o elemento de ® correspondente a [#, f;) €T
¢ mfnimo em ® em relagdo & ordem fraca <.

Prova: Sejam 79,7/ € e N,N' € & as extensdes correspondentes dadas pelo
Teorema 3.1.. Para provarmos que a bijecio dada pelo Teorema 3.1. é um isomor-
fismo entre (I',C) e (®, <), basta mosirarmos que

Fia C 7/, seesomentese N <N'

Suponhamos inicialmente que N < N', isto é, py (Y) > pn(Y) para todo
Y € EUp, Up;. Seja X € F4. Entio pgéfn parat = 1,2¢e p; € XUpIN,logo

pr(XUpi Upg) < pn(XUpsUps)=pn(XUpy)

Mas como N{(EUp;) e N'(E Up;) coincidem com a extensio pontual de M sobre
E U p; pelo filiro modular 7; entdo py:(X Up; Upg) < py (X Up;). Logo

pr (X UpgrUpg) = py(X Upy)

donde pp € X Up,” , € portanto X € 7/,.
Suponhamos por outro lado que f3 C 7/, e mostremos que N < N'. E
facil ver pela expressio de py € py+ dadas pelo Teorema 8.1. que para todo X C E:

pr(X) = pni(X)
pr(Xup)=pn(XUp) i=1,2

<M
pr(X UpiUps) = { pn(XUp Upa),  — se X € (Fu = 73) U Fia
pn(XUp Ups)+ 1, caso contririo
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Logo py(Y) > pn:(Y) para todo Y C E U py Upg. As demalis afirmagGes feitas
no enunciado desta Proposicao decorrem entio do fato de que (I',C) é um A-
semi-reticulado, da Proposicio 3.2. e de que [f, ] é mfnimo em T em relagio &
inclusdo de conjuntos. q

Podemos finalmente enunciar e provar a caracterisagao devida a Cheung
mencionada no infcio do capftulo.

Proposicéo 8.4, Sejam 7, 73 filtros modulares de M tais que
’1 ft
M(E) ————t Nl(EUpl) é M(E) R Ng(EUpg)

Entio sao equivalentes:
i. 71 e , 830 compatfveis

#. O seguinte diagrama é comutativo

NI(EUPI) /-73/4.

‘/1’/' g

M(E) N(EUp1 U ps)
3 o
NQ(E U pg) V/.

W R={Xeh: X elfiln)
. o= {Xeh X elfln)

Prova: Seguiremos o seguinte roteiro de verificagoes:

i.
2 ! -
i 8 iv.
S
".
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A implicagao #5.=>1. € imediata. Mostremos entio que §.=>45.= #11.=14. j4
que #5.=> fv,=> 1, seguem por simetria.
K fcil ver que ii.=¢if.. Trivialmente % C {X E X €[N} A
mc]usao contréna segue do fato de que seXeFfueX "€ [71]1\:, entio p, € X
mas X ‘=X —pg,]ogopgex ,donde X € 7.
Para verificarmos que #5.=> 1., considere a extensao N de M sobre EUp;Up,
dada pelo seguinte diagrama:

—N

| ll”n

A
M(B) «—2— N3y(E Upsy) == N(E U p; Up,)

Basta mostrarmos que Ny(EUp;) = N(EUp,). Seja X fechado de M, entdo

Xe.ﬂ@X e[ﬂ]x,#pleX & p exmgu”‘)

Resta a implicacao 1.=>#. para ser verificada. Suponha que #; e 7 sio
compatfveis. Seguindo a notagdo da Proposicio 3.3., seja N’ o elemento mfnimo
de ®(%, %) em relagéio & ordem fraca <. Entéo existem 7/, 7] filtros modulares -
de N3, Ny respectivamente, tais que o diagrama abaixo € comutativo

Nl(EUpl) _€,

Pela minimalidade de N, pN:(Z) > pw(Z) para todo £ C EUpy Up,.

Se X € 7, entdo py € x , donde T e 7). Isso mostra que [K]n, C 7.
Examinando os diagramas de extensoes pontuais que dio origem a N e N' é fécil
ver entao que pn(Z) > pn+(Z) para todo Z C EUp; Up,. Conclufmos que N = N/
e portanto (%K, = A e [Ailn, = F. f

Na prova dessa Proposigio chegamos 4 conclusio de que a extensio N do
item 1. é exatamente o elemento mfnimo de T'(7, %) em relagdo 4 ordem fraca.
Esse resultado serd ttil na préxima segéo quando formos provar o Teorema 4.3..
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4. 2-COMPATIBILIDADE

Seja 7 um filiro modular de M e considere o seguinte diagrama de ex-
tensdes pontuais:

[”Nx

¥
M(E) ——— M (E Upy) —— My(E Up; Ups)

Diremos que ¥ € um filiro modular &-compat{vel de M se no diagrama acima,
ou,({p1,p2}) = 2. O empilhamento da extensio My de M

EW) = (X € F i pa,(XUpPLUPy) - pne(X) =4} §=0,1,2

serd chamado de empilhamento determinado pelo filiro modular 2-compativel 7.

E ficil ver que £10) = 7 ¢ 7 ¢ £(3) logo, lembrando a Proposigio 2.5., o
empilhamento particiona os fechados de M.

Nos préximos dois resultados relacionamos a 2-compatibilidade & norma-
lidade,

Lema 4.1. Considere o seguinte diagrama de exiensoes ponfuais
7 5
M(E) i Ml(E U Pl) AN MQ(E Upy U pg)

onde #; e ¥, sdo filtros modulares de M e M, respectivamente. Entio para todo
X C E temos:

oa,(X) = pu(X)

<M
(o) = X)X
en(X) + 1, caso contrério

—Ml
J(XU = pu(X), se X "€
Py (X Upa) {py(X)-l- 1, caso conirdrio
[ paa(X), se YMME FeX e :;",
pu, (X UpiUpy) = | f'ﬂ(x)“» 53(X_k£f181}’_§)‘p1 ‘€ )
ou(X €FieX '£F)
( pa(X) + 2, caso contrério

Prova: Consideremos as extensoes pontuais isoladamente:
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(I) Se X C F entio

pu, (X) = pu (X)

—u.l
pu,(XUpﬂ:{PM(X), gep; € X
pm(X) +1, caso contrério

(II) Se X C EuUp, entdo

ou, (X) = pu,(X)

weesMlg
XUps)=1{ Pu (X), se pg € X
P2, (XU pa) { pui(x )+ 1, caso contrério

Combinando (I), (II) e oz segnintes fatos
paratodo X C E, p; € j-u‘ & —X—M €%
para fodo X C EU p,, pge"fy’ﬁfﬂleﬁ

Obtemos a expressdo de py, do enunciado.

Proposigdo 4.2, Seja 7 um filiro modular 2-compativel de M e considere o
seguinte diagrama de extensdes pontuais:

Entdo M, € a extensao normal de M sobre E U p; U p, de empilkamento
1) = (X€ P pm,(XUpUpy)—pu(X)=14}) i=0,1,2
tal que Ma({p1,ps}) = L({p1,p2}).

Prova: Do Lema anterior e do seguinte resultado facilmente verificdvel
para todo X C E, X e (7, © Xer

caracterizamos pyy,:
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para todo X C E,

pus(X) = pu (X)

=M
XUp) = pM(X)$ se X e?'
pas(X U pi) { px(X) +1, casocontririo 4=1,2
pu (X), e X €7
P (XUPLUP) =9, (X) 41, seX gFeXUp " €[flu,
eu(X)+ 2, caso contrério

de forma equivalente, para todo X C Ee Y C {p;,p2}
o (X UY) = min(pae (X) + [V ], e (X) + )

onde X € £0), Portanto, N & a extensio normal de M sobre £ Up, U
ps de empilhamento £(®), £11) £(2) tal que My({p1,p3}) = L({p1,p3}) i4 que
paes({p1,p2}) = 2. 0

Teorema 4.8, Sejam 7 e % filtros modulares de M nao #riviais distintos. Entae
8ao equivalentes:

i. fi e %; sdo filtros modulares compatfveis de M
i. (a) $in % é um filiro modular 2-compatfvel de M

(b) Seja £10) = Fin 7, £(), £() o empilhamento dos fechados de M
determinado pelo filiro modular 2-compativel ; N 7. Entdo para $odo
X,YefytaisqueY cobre X, Y €, — % (resp, , - i)eX € £(1),
temosque X € f; — % (resp., f2 - 71)

Prova: Veriﬁ'qnemos que #.=>1.. Considere a seguinte decomposicao dos fechados
de M:

(=0 =7ng  eM=tWuFan) =0 -(707)

Mostremos que 8,‘0', 51(1), 51(2) satisfazem as duas propriedades que caracterizam
empilhamentos:

(E1) Sejam X,Y € 7y tais que X cobreY e X € ¢4 para algum s = 1,2. Lem-
brando que £(%), £(1), £13) ¢ empilbamento e usando é.(b) é fécil verificar
que X € £/ n e,
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(E2) Sejam X,Y € fy tais que XY cobrem XNY e XY XUY ¢ 8,(‘] para
algum § = 0,1,2. Se s = 0 ou 2 decorre de (E1) e das propriedades de filiro

modular que X NY € 5‘("’. Suponhamos que ¢ = 1. Se Yoy ¢ Hh-%,

de .(b) obtemos X ,Y,WM € fi — % e como XY formam um par

modular, X NY € # — %. O caso :\’TY-M € % — 7 é simétrico. Se

XUV ¢ AT entio XY XUY " € £0) — (RAR), logo XNY €

EW - (710 7).

Concluindo, em qualquer caso, X NY € 6',(" .

Portanto 51(0), e ',81(2) é um empilhamento dos fechados de M com grau
2 pois @ £ c gl e i e el - (7.A7%) C £/, Seja M a extensio normal

de M sobre E U p; U py determinada pelo empilhamento 81‘0',51(1),61(2) tal que
M'({p1,p2}) = L({p1,p2}). Temos entdo que para todo X C EeY C {p1,p2}

pu(XUY) = min(pn (X) + Y], pae (X) +19)

onde J?M € 6'1("). Defino entao a seguinte fungdo sobre o conjunfo das partes de
EUp{Upg:
para tode X C E,

pr(X) = pu(X)

<M
e (X Up) = {PM(X), e X ¢F
pu(X) + 1, caso contrdrio ¢=1,2

pr (X UpyUps) = par (X Upy Ups)

Verifiquemos que py- satisfas os seguintes axiomas de posto:

(R1) pne(9)=0
(R2) Paratodo ZC EUpyUpy ez € EUpy Upy temos que

pri(Z) < pni(ZUsz) < pni(Z) +1
(R3) Paratodo ZC EUp;Upyez,y€ EUp;Up,,
ge py(ZU3z)=py(ZUY) = ay(Z)

entio py(F UV Y) = py(Z)

Note que para ¢ = 1,2, py- restrito a FU p; € a funcao posto da extensao
pontual de M pelo filiro modular %. Logo é suficiente verificar (R2) quando
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{p1,pa} C ZU z e (R3) quando {ps,ps} C ZUzUy. Podemos supor também
que {p1,p2} ¢ Z pois py: restrito a conjuntos que contém {p;,ps} coincide com a
fungao posto par.

(R2) Z=XUpy, X C Eez=py ¢ o finico caso que necessita verificagio. Se
X efietioX € ¢y &M Togo

pni(2) = pu(X) < pur(8U ) < pu (X) + 1< pne(Z) +1
Por outro lado, se X ¢ 7, entdo e Elm U flm, logo
pni(8) = pu(X)+ 1< pne(ZUE) < pu(X)+ 2= pyi(Z) +1

(R3) Seja 2 C EUpyUpg e,y € EUpyUp,g tais que {ps,pa} C ZUz Uy,
{p1,73} € Z ¢ pn(ZUz) = pn:(Z U y) = pni(Z). Temos entdo duas
possibilidades:

Casol: ZC Ez=p,ey=p;
Entao para cada s = 1,2 temos
pr:(ZVUpi) = pre(Z) = pu(Z)
Logo 7 € fin %, e portanto

prn(EVUzUy)=pu(ZUzUY)
= pu(Z) = pn(Z)

Caso 2: Z=XUp;, XCE, z€ E,y=pg (ouirocando p; com ps)
<M
Sez€ X entdo

pni(ZUzuy)=py(ZUy)=pni(Z)

Suponhamos que z ¢ :Y-M, nesse caso,py(Z U z) = py(Z) e
pu{XUz) = pu(X)+1 implicam que XY ¢ %, donde pn:(Z) =
pu(X)+1e Xuz e Fi. Como px+(Z) = pn+(Z U p3) entido
XM eemy (7iA%) = €Y. Combinando com o fato de que
XM ¢ 7, tem-se que X eey (% — A1). Se X ¢ -4
é claro que XUz € #i n %. Por outro lado, se ¥ e
usando a propriedade (E1) de empilhamento temos que Xuz" €
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E@ugt), Xu P ¢ £() pois caso contrario terfamos X U z .

Fi-5 X" cfleX” ¢ 7 — % o que contradis ii.(b). Logo
X UzM € 7in %. Entao

pr(EUzUY)=py(XUp UpsUz)
= pu (X Uz) = pni(Z)

Seja N' a extensio de M sobre E U p; U p; determinada por gx+. E claro
que

M(E) <2y N'(Eup) i=1,2

portanto #j e 7, sdo filiros modulares compatfveis de M.
Mostremos agora que t.=>i.. Suponha que £ e % 880 compaitiveis; ent3o
pela Proposicao 3.4. temos o seguinte diagrama comutativo:

B Ni(EUp) %‘

M(E) N(EUupi Ups)
\’:\‘ \1‘\&»
NQ(E J pg) o

Logo pn({p1,p2}) = 2 pois se py({ps,ps}) = O entdo #; = 7 = %,
e se py ({p1,p2}) = 1, como px(p;) = 1 para i = 1,2, entdo [H]n, = [p77] ¢
[%iln, = [pz"?] donde % = %, um absurdo. Sejam £!® = # n 73,.{55'),51(2) 0
empilhamento da extensao N de M, e N' a extensio normal de M sobr+ ZUp  Up,
determinada por esse empilhamento, onde N'({p1,pa}) = L({p1,pa}). Tembrando

a Proposi¢ao 2.11. ndo € diffcil verificar que temos o seguinte diagram: s

¢
fn N (Eup)
M(E) | | N'(EUp;Upa}
< lf)y'

\' Ng'(E ) pz)
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Logo, se

AiNF
M(E) S, M;(EUpy) 2 nly M3(E Upy Ups)

pela minimalidade de M; em ®(7; N %, 7 N %) j4 observada no final da segdo
anterior, temos que par,({p1,pa}) = pone({p1,p2}) = 2. Portanto /N7 &
2-compativel, donde #.(a). Seja entio £ = 7in%, £, £G) o empilhamento de
fechados de M determinado pelo filiro 2-compativel #; N %;. E f4cil verificar que
£ ¢ 61(1) usando o fato de que pu,(Z) > pn+(Z) para todo £ C EUp U fg.
Verifiquemos que vale ¢.(b). Sejam X,Y € 7y tais que ¥ cobre X, X € £(1) e
Y € 7, - %, (a verificagio do caso Y € % - 7; € andloga). Suponha por absurdo que
X¢hH-% CmoXCVeXebfWentioY e EMUE@:masy ¢ 7,2 £00),
logo Y € €1, Portanto X,Y € £, donde py(X Upy Upa) = pu(X) +1 e
pn(Y Upr Upa) = pu(Y) + 1. Chegamos entdo 3 seguinte contradigao:

p3¢-f’—N‘epgeXUp1N' Q_FN'

Embora a técnica da demonstragio deste resultado em alguns pontos seja
praticamente anéloga dquela do Teorema 3.1., pareceu-nos importante registrarmos
todos os passos para salientarmos as diferengas existentes entre os dois resultados.

Deixamos regisirados a seguir vérios coroldrios interessantes do Teorema
4.3.. Muitos deles 830 na realidade Corolérios da prova do Teorema 4.3..

Corolério 4.4. Sejam 7, e F; filiros modulares de M. Entdo ¥ e ¥, sio com-
pativeis se e somente se ;,7; N % e %, /i N & sio pares de filiros modulares
compatfveis de M.

Prova: Podemos supor que #,% 8o nio triviaise que % # /iN f parai=1,2
pois ocorrendo alguma dessas situacoes a equivaléncia acima torna-se trivial,

Suponbamos que %;,7; sdo compatfveis, Nesse caso é facil ver que a
condicao #. dc Teorema 4.3. estd verificada paraos pares 1, AN He K, AN S
de filiros modulares de M jd que AN (AinFK)=Ahn(fink)=Fnf. Logo
Fi,hin% e %, 71N % s3o compatfveis.

De outro lado, suponhamos que £, inf e %, # N % sdo compativeis.
Mostremos que %, e % sio compativeis verificando as condigdes #5.(a) e (b) do
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Teorems 4.3.. E claro que vale 1i.(3), e #.(b) segue do fato de que % — % =

A-(hnfh)eh-H=0-(finh) .

Em [Ch], Cheung apresenta uma prova para o resultado acima, dentro do
contexto de subclasses lineares.

Lema 4.5. Seja ¥ um filiro modular de M tal que ¥ # Fi. Se F' e 7" sio filtros
modulares ultra-compatfveis de M tais que ¥ = ¥' = #", entdo ¥ é 2-compativel
ou é um filiro principal.

Prova: Considere o seguinte diagrama de extensGes pontuais:

[”UI

7
M(E) ——— M{(EUp;) = M3(E Upy Upy)

Como ¥ # 7y € claro que 1 < pur, ({p1,p2}) < 2. Se 7 € 2-compatfvel, nio
hd nada a demonstrar. Suponhamos entdo que ppr,({p1,p3}) = 1. Nesse caso é
facil ver que [Fy, = [Fr™*]. Usando a ultra-compatibilidade de #', 7 obtemos
piM: N E € 7 Mostremos que

F={Xeu: " nECX)

A inchg‘sio D & trivial. Veriﬁquin_lxclm a inclusdo contréria. ‘Tlome Xef. Eclaro
que X ' € (F]u,, logo 7™ C X ', donde M NECX 'NE = X. Portanto
7 € um filiro modular principal. .

Considere um filiro modular 7 do matréide M sobre o conjunto E tal que
7,7 sio ultra-compativeis. Os seguintes exemplos mostram que no Lema 4.5. a
2-compatibilidade de  ndo exclui a possibilidade de # ser principal (e vice-versa):

(1) E = {a,b}, M(E) = L(E), 7 = {E} é 2-compatfvel e principal

(2) E = {a,b,c}, M(E) = L(E), 7 = [a] = {a,8b,ac,ubc} é principal mas
nao é 2-compatfvel

(3) E = {a,b,c,d,f,g}, M(E) = Les(E), 7 = [abed,defg] = {abed,defg,
abcdefg} é 2-compativel mas ndo € principal



Capftulo II: Eztensoes Normais ¢ Empilhamentos 63

Corolério 4.6. Sejam 7, e 7, filiros modulares de M nio triviais. Se 7' e ¥ sio
filiros modulares ulira-compatfveis de M onde fiN% = 7' = " entdo fi e 3
sdo filtros modulares compatfveis de M.

Prova: Pelo Lema anterior distingiiimos dois casos:

Caso 1:

Caso 2:

fin % é filkro modular principal de M

Pela Proposicao 1.2. do Capftulo I, #,,in % e f,:i N % sdo pares
de filiros modulares ultra-compatfveis e portanto compativeis. Usando o
Corol4rio anterior conclufmos que #; e % sdo compatfveis.

7. N0 73 é um filiro modular 2-compatfvel de M

Temos entdo a condigdo #.(a) do Teorema 4.3. verificada. Mostremos
também que vale #.(b). Seja £(0) = f,n 7, £(1), £B) o empilhamento de
M determinado pelo filiro modular 2-compativel, /; N %. Afirmo que se
X € Fu, uma condigio necesséria e suficiente para que X € £(!) ¢ que
X¢hnt eexista Z € i N7 tal que Z cobre X. A suficiéncia segue
dos seguintes fatos:

seXg¢finF=Eentio X eMue®

seZcobreXeZeFfinFHh=E0entioXefl®uglt)

Verifiguemos a necessidade. Considere o seguinte diagrama de extensoes
pontuais

’ fnF
M(E) FiNFy MI(EUPI)I N¥slnm,

MQ(E Upi U pg)
Como ¥',7" sio ulira-compativeis temos pelo item #. do Teorema 2.2.
do Capftulo I que

pu (X Up Ups) = min

Por outro lado, X € £, logo par, (X Up;1Ups) = par(X)+1. Combinando
as duas expressdes de pu, (X U py U pg) acima conclufmos que existe
Z € fi n %3 tal que Z cobre X. Portan‘o, para todos X,Y € 7 tais que
Y cobre X, Xe EM eY € 7, — 7 tewos que X € ; — % j4 que existe
FehnfcomZ cobrindo XeY # Z. SeY € %, - 7, entdo por simeiria
Xeh-7. |

Logo #,% sdo filtros modulares compativeis de M.

O



64 Capftulo II: Eztensoes Normass ¢ Empilhamentos

Coroldrio 4.7, Sejam ¥, %; filiros modulares compatfveis de M néo triviais, e
N a exiensao de M sobre E U p; U p3 dada pelo seguinte diagrama comutativo
N(Eup (2
g (BUP) By,
M(E) N(EUp1 Upa)
¢

\1‘\!(5
™ Ny(Bups) o

Seja também £ = 7, n %, E(1), €13 o empilhamento de M determinado pelo
filiro modular 2-compatfvel i N #;. Temos entdo que paratodo X C EeY C

{Pl:m}
px(XUY) = min(pa (X)+ ¥ = {p; : X € %}, o (X) + )
onde YM e &0,

Prova: Seja 81(0) = AN ?2,51(’),81(2’ o empilhamento da extensio N de M.
Seja também a extensdo N' de M sobre E U p; U ps de empilhamento &fo) =
Finh, e = eMy(7AR), £ = €191 - (5, AF) e fungio posto py, construfda
na demonstracio da implicagio #.=4. do Teorema 4.3.. Na prova desse mesmo
Teorema, ficou claro que

() £W e
(I} pne(X) < pw(X) para todo X C EUpy Upg
De (I) e do fato de que 1A% C £ltll temos 52(1) C 81(”. Portanto, combinando

com (II) obtemos 69(") = ¢\*) para i = 0,1,2 donde conclufmos que N' = N.
Observe que para todo X C FeY C {p;,pz} a expressio de py do enunciado
do Teorema € uma forma equivalente para a expressao de py: dada na prova do

Teorema 4.3..
[]

Corolério 4.8. Sejam 7, %y,..., %, 7 filtros modulares de M tais que para todo
i=01,2..,n FC%ellcjcnfi # 7. Separatodoi=1,2..,n, %, 7 sio
filiros modulares compa.fveis de M entdo para todo I C {1,2,..,n}, N1 %, 7
sdo filiros modulares compativeis de M.

Prova: Suponha que %, 7 sio compatfveis para todo i = 1,2,..,n e seja I C
{1,2,...,n} arbitrério. Se ¥ = Fy ou N, F = Fu & claro que Ny, %, 7
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830 ultra-compativeis ¢ em particular compativeis. Se (1;¢; #; = 7, trivialmente
Njer %ir 7 séo compatfveis. Podemos supor entdo que / # M #Njar 5 # 7,
nesse caso, para concluirmos que 7,() jel ¥; sdo compativeis, mostraremos que a

condigio . do Teorema 4.3 est4 satisfeita. £ claro que 7 = (Njes H)n 7 &
2-compatfvel, j& que ¥ = 7 n % para todo § = 1,2,...,n, portanio #.(a) estd
verificada. A condigdo #1.(b) segue da compatibilidade de %, ¥ para i =1,2,..,n
e dos seguintes fatos

seXG?',-—?'paratodojelentioXE(n 5)- ¥
JEI
se existes € Ttalque X € ¥ - Fentdo X € ?-(ﬂ ¥
JEl

0

No préximo Corolério obtemos uma caracterizagao das extensoes N de M
sobre E U P tais que N(P) ¢ uma linha sem lagos e sem elementos paralelos.

Corolério 4.9. Sejam %, %, ..., 7, filtrog modulares de M tais que para fodos
§,com1<i<j<n 5i#%efi# Iu. Sioequivalentes:

§. Existe uma extensdo N de M sobre E U {p1,pa,...,pn} $al que

N({{p1,p2,.-4Pa}) = La({P1, P2y Pu})
¢ para todos=1,2,...,n,
M(E) —= N(EUp;)
it. (a) i, %,..., ¥ 830 dois a dois compaifveis

(b)finf=fnfkn.nf, paratodoss, jcom 1 <i<j<n

Prova: E ficil ver que k#ii.; observe que para todos s, j com 1 <1< 5 < n,
{p1,p2,Pn} C {piypj} e portanio
Finfi={X€fu:pn(XUp;Up;) = pue(X)}

={X € Fu : pn (X U {p1,03, .1 Pa}) = pua(X)}
=finHn.ni
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A prova da implicagdo #.=>1. € semelhante 4 prova da mesma implicagao
do Teorema 4.3. ; tomando f = Fy N H,N..N %, temos por #.(a) e (b) que 7 ¢
2-compativel. Imitando a demonstragao do Teorema 4.3., provamos que

o« =80 f)=EM0Ugie, HimF) 6 = 6 - (Uygien B

¥) é um empilhamento de M, onde &(%), 8(" E01 ¢ o empllhamento

determinado pelo filfro modular 2-compatfvel 7.

e A fungio py sobre o conjunto das partes de £ U {ps,ps,...,pn} definida

por:
paratodo X CEeY C {p),p3,...,0n} tal que [Y| > 2,

pn(X) = pu(X)

=M
pN(Xup;)={Pu(X), se X €%
pu(X)+1, caso contririo i=12.,n

pn(XUY)=p(XUY)

satisfag o8 axiomas de posto, onde p' é a fungio posto da extensio nor-
mal N' de M sobre E U {p1,p2,...,pn} determinada pelo empilhamento

£, 61,6 1al que N'({p1, 92, 9}) = La({p1, P2, s Pa}).
Portanto o matréide N com a funglo posto py verifica ..

O

Imitando a prova do Coroldrio 4.7. obtemos a seguinte expressao para a
fungao posto do matréide N do item ¢. do Corolério anterior:

para todo X C Ee Y C {p1,p2,..sPu},
. M ;
pR(XUY) = min(pn (X) + 1Y - {p;: X € Fi}|, pne(X) +1)

onde X € £ e £(0) £U1) £(2) ¢ o empilhamento de M determinado pelo filtro
modular 2-compatfvel N HN..NF.






Capftulo III

Compatibilidade de Subclasses Lineares

Usualmente, extensoes pontuais de matréides sao caracterizadas em termos
de filtros modulares de fechados. Neste capftnlo apresentaremos uma caracteri-
sacao equivalente bastante conhecida, em termos de subclasses lineares, intro-
dusida inicialmente por Crapo em 1965, A partir dela, estabeleceremos uma
condigao necessiria e suficiente para que dois filiros modulares comparéveis por
inclusio sejam compativeie. Com isso conseguiremos na realidade uma caracter-
izagao para todos os pares de filtros modulares compativeis, bastando lembrar o
Corolério 4.4. do Capftulo II, que redus o problema da compatibilidade de pares
de filiros modulares quaisquer para pares de filtros modulares comparaveis.

Na primeira gegao, além de examinarmos a relagao existente entre ag sub-
classes lineares e os filiros modulares de um matréide, apresentaremos uma cons-
trugao seyuencial natural de subclasses lineares, ferramenta importante a ser uti-
lizada posteriormente. '

A Gltima segio serd inteiramente dedicada ao problema da compatibilidade
de pares de subclasses lineares comparéveis por inclusao.
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1. A RELACAO ENTRE SUBCLASSES LINEARES
E FILTROS MODULARES

Dado um filiro modular ¥ de M, concentremos nossa aten¢io nos hiper-
planos de 7. Sejam X, Y e Z hiperplanos distintos taisque X, Y e 7 e X, Y,
Z cobrem X NY N Z. Nesse caso nao é diffcil verificarque X NY =Xn¥nZ.
Logo X, Y formam um par modular, donde conclufmos que X NY € ¥, Mas
entdo Z € ¥, jd que Z cobre XNY = XNY NnZ. Veremos nesta segio que essa
propriedade é suficiente para caracterizar os filiros modulares.

No que se segue ¥ denota a famflia dos hiperplanos ou copontos de M.
Diremos que X, Y, Z € X distintos formam uma tripla geradorase X, Y, Z cobrem
XNnYnZ,ouo que é equivalente, se X NY NZ & uma colinha de M.

Estamos agora em condig¢des de definir subclasses lineares. Uma subfamflia
§ de ¥ € uma subclasse linear de M se para toda tripla geradora X, Y, Z fal que
X,Y € § temos também que Z € §.

No infcio da segiio ficou claro que se F € um filiro modular de M, entio
F N X é uma subclasse linear. Uma pergunta natural que imediatamente nos
ocorre, é se a partir de uma subclasse linear podemos obter um filiro modular de
uma maneira assim tao simples. A resposta é dada pelo préximo Lema.

Lema 1.1. Seja § uma subclasse linear de M e considere o conjunto ¥ dos fecha-
dos X de M tais que todo hiperplano contendo X estd em §. Temos entdo que 7
¢ um filiro modular de M.

Prova: Por definigio, se X, Y € fiy, X € F e X C Y entio Y € 7. Agora,
suponha por absurdo que existem X, Y € # par modular tais que XnY ¢ 7.
Pela hip6tese, pp (X NY) < pM — 2. Seja H e ¥ - § talque XNY C H, ¢ seja

ZeFytalque XY CZeH cobre Z. B fdcil ver que XUZ ", Y UZ" € § e

XUZ NYUZ NnH=2. Masentio H € §, uma contradicio. Portanto ¥ &
um filiro modular de M. .

Toda essa discussao inicial nos permite finalmente estabelecer a bijecio
entre subclasses lineares e filiros modulares.

Proposig@o 1.2. A fungdo que a cada subclasse linear § de M associa o filiro
modular ¥ dado pelo Lema 1.1., é uma bijecdo entre a famflia das subclasses
lineares e a famflia dos filiros modulares de M.
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Prova: O filiro modular ¥ dado pelo Lema 1.1. pode ser descrito da seguinte
forma
F={Xefr:seXCYeYeNentioY € §}

E evidente que § = 7 n X, donde se conclui que a fungdo acima & injetora. Para
mostrarmos que ela também € sobrejetora, basta provarmos que dado um filiro
modular ¥ de M, ele coincide com o seguinte filiro modular

fi={Xefu:5eXCYeYe€lentioY €N}

isto &, ¥ ¢ imagem da subclasse linear ¥ N ¥.

SejaXef SeXCYeYe ¥ éclaroqueY € Fn ¥ pois ¥ ¢ filiro
modular. Logo 7 C #.

Agora suponhamos por absurdo que existe X € #; — 7. Posso tomar X de
maior posto possivel com essa propriedade. Temos que pp(X) < pM —1 pois caso
contririo X € (fn¥)U E C 7, uma contradigdo. Tome ¥ € 7 tal que ¥ cobre
X. Pela maximalidade do posto de X em relagio a elementos de f; — 7, devemos
ter ¥ € F. Um raciocinio simples mostra que existe H € ¥ tal que HnY = X.
Noteque He Fjdque X € i e X C H € ¥. Temos também que

pu(H) + pua (V) = pae (H) + pae(X) + 1
= pM + pu (X)
=pu(HUY)+ pu(HNY)

Portanto H, Y € ¥ formam um par modular em M, donde X = AnY € 7, uma
contradigao. Logo f; — F =0, isto é, /; = ¥. .

Se § é uma subclasse linear de M e ¥ € o filtiro modular dado pelo Le-
ma 1.1., diremos que 7 é o filiro modular associado a §, ou que § é a subclasse
linear associada a 7.

Passemos a descrever uma construcdo sequencial de subclasses lineares
que, embora simples e natural, serd dtil na préxima se¢do. A idéia é partir de
uma subfamflia de X e, a cada passo, incluir os hiperplanos que formam friplas
geradoras com pares de fechados do passo anterior. Formalisando, seja 4 € X,
Chamaremos de sequéncia geradora de 4 em M a sequéncia de subfamflias de ¥,
A=Ay C A C Az C ... onde para cada ¢ = 1,2,..., Z € A; se e somente se
Z € A;i-) ou existem X,Y € A;—, distintos tais que X, Y, Z formam uma tripla
geradora.
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Proposicdo 1.8. Seja AC ¥ e {4;}2, sua sequéncia geradora. Entio |J2, A; é
a menor subclasse linear de M contendo 4.

Prova: Que |J:2, A; € uma subclasse linear que contém 4 é evidente. Dada §
uma subclasse linear contendo 4 uma indugio trivial mostra que 4; C § para todo
$=0,1,.. donde obtemos a minimalidade requerida.

U

Observe que a intersecgao de duas subclasses lineares € também uma sub-
classe linear, Portanto, se £ C ¥ e {A4;}%2, ¢ sua sequéncia geradora entdo

|J 4 = ({8’ subclasse linear de M : 4 C §')

§i=0

2. PARES DE SUBCLASSES LINEARES COMPATIVEIS

Diremos que duas subclasses lineares sio compaifvess se seus filiros modu-
lares associados também o forem.
Seja § uma subclasse linear de M e N uma extensdo de M. A subclasse

linear B
ﬂ{S' subclasse linearde N : {X :X e §}C §'}

de N7 serd denotada por [§]y, fechode § em N, e {fN : X €8} =8,8,.. sua

sequéncia geradora.
Adaptemos a caracterizagao de pares de filiros modulares compativeis dada
pela Proposigao 3.4. do Capftulo II ao contexto de subclasses lineares.

Proposic@o 2.1. Sejam §;, §o subclasses lineares de M e considere as seguintes
extensdes pontuals

M(B) o Ny(EUp,) e M(E)—Z Ny(Eupy)

onde f1, % sio os filiros modulares associados a §;, $3 respectivamente. Con-
sidere também a subclasse linear [§1]y, de Ny com sequéncia geradora 87, §,...
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e a subclasse linear [$3]y, de Ny com sequéncia geradora §7,83,.... Entdo sio
equivalentes:

i. 81, 89 8do compativeis
i S =Xeh X elbim)={Xeh X  €8,i=01,.}

i =X e X elSam)={Xeh X " e8i=01,.}
0

Ao estudarmos a compatibilidade de duas subclasses lineares, o Corolé-
rio 4.4. do Capfiulo II nos permite resiringir a atengdo aos pares de subclasses
lineares comparéveis por inclusio, como j§ observado no infcio deste capftulo.
Vamos assumir daqui até o final da seg3o que estamos nas hipéteses da Proposigao
2.1. eque §; C §,.

Analisemos a subclasse linear [§;)x, com sequéncia geradora {W :We
S5} = 82,83, ... Note que como § C §;, 82 = {WuUp, : W € §y}. Para fixar
- idéias, tentemos encontrar propriedades dos W € §J — §J.

Por definigdo, existem X, Y € §; tais que X U py, Y U py, W formam
uma tripla geradora de N;. Existe entdo Z talque W = ZUp, e XNY C 2.
E ficil ver que Z ¢ ¥, pois caso contririo Z pertenceria a §3, o que implicaria
em W € §2, uma contradigio. Logo Z é uma colinha de M que cobre XNnY e
Z ¢ 7,. Propriedades semelhantes sio verificadas também quando W € §§ - §;"
para t = 2,3,.... Tentaremos organizar essas Gltimas idéias na préxima deﬁmgao e
no préximo lema..

Definimos a seguinte sequéncia

@ = Bo(81,83) C Bi(Sy1,52) C Ba(51,83) C

de subfamflias do conjunto Col; de colinhas de M ndo cobertas por elementos de
§1, onde para todo § = 1,2,.. , & € Bi($1,8;) — Bi~1(51,53) se e somente se
Z € Coly e existem X, Y distintos pertencentes a §3 U B;_1(§1, $) tais que Z
cobre X NY. Denotaremos por 8(8, §2) a unido U2, Bi(§1, §2).

Lema 2.2. Paracadas=0,1,2,..
{ZUp1 A Sg U 8.‘(31,32)} C S,'

Prova: Por indugio sobre 1. Se { = 0 entdo Bo(8;,8;) =0 e

$9={(Z" :Ze8)={2up;:Z € 8)
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Suponha que s > 0 eseja £ € S, U 5g§$;,$g]. Se Z € §U Bi—1(81,8,)
entao, por hipbtese de indugado, Z Upy € §37° C §i. De outro lado, seja Z ¢
Sq U Bi—1(81,$2). Entdo Z € Bi(S1,82) — Bi—1(81,82). Pela definigio dos B;'s
temos que £ € Col; e existem X, Y € 83U B;_;($;, §3) tais que & cobre X nY,
Logo Z U p;, X Upy, Y Up; formam uma fripla geradora em N;. Novamente
usando a hipétese de indugio obtemos X Up;, Y Up, € §5 7 donde Z U p; € §4.
Portanto,

{ZUpi:Z € S3UBi(81,5)}C S,

Se na Proposigao acima valer a igualdade, teremos uma condigio necesséria
e suficiente para que §;, $o sejam compatfveis. Esse fato ficard claro na prova
do préximo Teorema onde apresentamos uma caracterizagao equivalente 3 essa
igualdade que tem a vantagem de defectar exatamente a situagio que bloqueia a
compatibilidade.

Teorema 2.8 Sejam §;, Sy subclasses lineares de M tais que S5 C §; e seja 71 o
filiro modular associado a §;. Entio sdo equivalentes:

§. 81, 8y sdo compativeis

1. Naoexistem X,Y € SqUB(8;,83) eW € §; - §, tais que XNY é coplano
deM, XNnY¢FfHeXnYCW

Prova: No que se segue M(E) L Ni(Eup;) e {85}2, 2 sequéncia geradora
da subclasse linear |83y, .

Inicialmente mostremos que f.=>45.. Suponhamos por absurdo que §;, §
sdo compativeis ¢ que existem X, ¥ € § U B(8),8) e W € § - §; tais que
XNY é um coplanode M, XnY ¢ 7, e XNY C W. Existe i > 0 tal que X,
Y € §3UB;($1, 52), e entao pelo Lema anterior, X Up;, Y Up; € 84, Como X NY
é um coplanode M e XNY ¢ 7 temos que (X NY)Up; é uma colinha de Nj. E
claro que W Up; é um coponto de Ny ~ (XupJn(YUp,) = (XnY}up, C WuUp,,
donde W Up; € 8. Como §;, S5 sio compativeis, temos pela Proposigio 2.1. que
W € §;, uma contradigio.

Verifiquemos agora que #.=>1.. Mostremos por indugio sobre ¢ que

s;g {z up ¥ e 52 U84(511$2)}
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pom nesse caso, pelo Lema 2.2., temos na rea.hda.de igualdade. Entdo {X € Fi :

‘'€ 83} C 8, logo §3 = {X € fu:X '€ 8i=01,.) e pela Propo-
sigio 2.1., §;, §5 seriam compatlveis. Se ¢ = 0,

S:: {Zup Ze&H)={Fup 15 € S U B8, 8))

Suponha entio que § > 0 e seja W € §5. Se W € $3~' entdio por hip6tese de
inducdo

We{Zup :Z€8UBi_(5,8)} C{ZUp 12 € SV Bi(8,5)}

Tomemos entio W € 85 — 8§52, Pela definicio de 8, existem X, Y € §;~" tais que
X,Y, W formam uma tripla geradora em Nj. Exammemos os seguintes fechados
de M X-p,Y—peW —p,. Como X,Y € 87", por hipbtese de indugio
temos que

X -p1,Y —p1 € 83U Bio1(81,82) (I)

Suponhamos por absurdo que X — py, Y — py € §3. Nesse cago, como X, Y, W
formam uma tripla geradora em N, temos que X — p;, Y — py, W - p; formam
uma tripla geradora em M, donde conclufmos que W — p; € §5. Mas entdo
W=W-p p1 ' € $2, uma contradigio j4 que W € 8 — 837" com i > 0. Podemos
entio supor sem perda de generalidade que X — py € B;_;(S1,S3). Note que
(X =p1)n (Y = p1) =(XNY) - p; ndo é um elemento de #; pois caso contrério
X - p seria coberto por um elemento de §; e portanto ndo poderia pertencer a
Bi_1(81,82). Resumindo,

i3 (X-p)n(Y -py)éumcoplanode M (II)
Observe também que
(X-p)n(Y-p)CW-p (1)

Se W — p; € coponto de M entdo W — p; € §; — 8 e combinando com ([), (11),
(I1I) contradisemos #.. Chegamos 3 mesma contradigdo se W — p; € coberto por
algum elemento de §;. Portanto W — p; € uma colinha de M néo coberta por
elementos de §;. Combinando com (I) temos que W — p; € Bi($;,$§3), donde

We{ZUp :Z € §UBi(8,8)}. 0






Capfitulo IV

Representabilidade de Quocientes

Cheung e Crapo em [Ch C], introdusiram o conceito de feixe de quo-
cientes que descrevem completamente as extensdes de um matréide. Veremos neste
capftulo que esse conceito nos fornece uma nova diregao no estudo da compatibi-
lidade: a teoria da representabilidade de quocientes.

A primeira segio é dedicada 3 bijecio entre o8 quocientes elementares e o8
filiros modulares.

O objetivo da Segdo 2 é estabelecer condigdes sobre uma famflia de quo-
cientes para que ela determine uma dnica extensao de um dado matréide.

A Secio 3 é bastante técnica e serve principalmente como preparagao para
a segao seguinte. Nela examinamos uma construgao de uma sequéncia de quocientes
elementares muito utilizada na teoria das extensoes.

A tltima secdo trata do problema da representabilidade de guocientes,
mais especificamente de pares de yuocientes elementares.
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1. A RELACAO ENTRE dUOCIENTES E FILTROS MODULARES

Os quocientes elementares t€ém grande importéncia neste capftulo. Isso
se deve a0 fato de que os filiros modulares ndo triviais de um matréide M estio
em correspondéncia biunfvoca com o8 quocientes elementares de M, a exemplo
do que ocorre com as subclasses lineares. Os frés lemas a seguir comprovam essa
afirma¢do. O primeiro deles, de cardter mais geral, estabelece uma fungdo que
associa um filiro modular de um matréide fixado a cada quociente do mesmo. In-
felizmente essa fungao nao é uma bijegao. No entanto, ao restringi-la aos quocientes
elementares do matréide, o segundo e o terceiro lema garanfem, respectivamente,
a sobrejetividade e a injefividade. Nesse ponto aconselhamos o leitor a rever as
definicoes e resultados da Secao 4 das Preliminares.

Lema 1.1, Sejamn M, M, matréides sobre E tais que M, € quociente de M;.
Entao o conjunto definido abaixo

M(Ml —+ Mj) = {X € 75{1 Iﬂ-l(X) = gr(M; = M;)}

é um filiro modular de M;. Além disso M(My — M) é o maior filtro modular de
M; contido em Fy,.

Prova: Mosiremos inicialmente que M(M; — My) é realmente um filiro modular
de M;. Que M(M; — M;) satisfaz a propriedade (F1) de filiros modulares segue
do item #5. da Proposigio (Morfismo Forte 1) das Preliminares. A propriedade
(F2) é decorréncia de (F1) combinado com o item ¢v. da Proposi¢ao (Morfismo
Forte 2) também das Preliminares,

Prosseguindo, suponha que M{(M; — M;) nio seja um subconjunto de
Fu,. Isso equivale a dizer que existe X € M(M; — M;) tal que -X-M’ - X #0.

. =M M
Tome entio z € X ~ — X. Nesse caso, XUz =~ € M(M; — M,), o que nos
conduz ao seguinte absurdo

gr(M; = M3) = nl(X U 2)
= pu, (XU ) = par, (X U 3)
= M, (X) +1 - pu, (X) = gr(My = My) +1

Portanto, M(M; = M;) C M.
Resia ainda provarmos que M(M; — M3) é o maior filiro modular de M,
totalmente contido em fy,. Suponha que F seja um filiro modular de M; que
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contém propriamente o filiro M(M; — Mj). Existe entio um hiperplano H de
M, tal que H € ¥ — M(M; — M;). Com jsso obtemos a seguinte desigualdade

(pMy = 1) — pay (H) = paa, (H) = paa, (H) = nl(H)
< gr(M, -t Mg)

Assim, par, (X) = pMa, o que implicaria que H ¢ Fur,, pois caso contrério terfamos
H=FEe7nMM — M), um absurdo. Logo F ¢ Pu,. i

Lema 1.2, Sejam 7 um filtro modular de M néo trivial e a extensdo pontual
M(E) I, N(EUp). Entio N/p é quociente elementar de M e ¥ = M(M —
N/p).

Prova: Como N ¢ a extensdo pontual de M por ¥ sabemos que
In={Xup:Xeflu(Fu-F)u{XupXeiy-7

X nio é coberto por elemento de ¥}

Logo, lembrando as propriedades da operagio de contragdo em matréides, pN/p =
oM — 14 que 7 # i e o conjunto dos fechados de N/p é dado por

Fujp=FU{X € 7jy — ¥ : X nio é coberto por elemento de 7}

Assim € f4cil ver que N/p é quociente elementar de M.
Mostremos que ¥ = M(M — N/p). Para isso basta verificarmos que
M(M — N/[p) C 7 pois nesse caso a igualdade segue da maximalidade de M(M —
N/p) em relagio aos filiros modulares de M contidos em Fy/p. Seja X € M(M —
N/p), isto &, nl(X) = gr(M — N/p). Mas
nl(X) = pue (X) = pnyp(X) = pu(X) - pn(X Up) +1
- gr(M = Nfp)=pM — pN[p=pM - pN +1=1

Logo, pu (X) = py(X U p), 0 que implica que X € 7. 0

Lema 1.8. Seja Q um quociente elementar de M e considere a extensao pontual
M(E) —2— N(EUp) onde 7 = M(M — Q). Entio Q = N/p.

Prova: Observe que 7 € nao trivial pois @ é quociente elementar de M. Vamos
mostrar que Fy/, = 7. Lembremos que

Fnjp=FU{X € 7y — 7 : X nilo é coberto por elemento de 7}
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Seja X € fu. Suponha por absurdo que X ¢ Py, isto é, que X ¢ ¥

e existe z € E tal que XUz € 7. Com isso temos nl(X) =0, nl(XUz) =

1epu(XUse)= py(X)+ 1, donde se conclui que po(X Uz) = po(X), ou

equivalentemente, £ € fq =X= Y“, uma contradigdo. Assim Fg C Fi/p-
A inclusdo contriria também é verdadeira. De fato, ¥ C 7, como j4 foi
observado anteriormente, e suponha que X € iy — ¥ nao é coberto por elemento

de 7. Se zefq,como X, XUz ¢ 7, entdo
- pu(X Uz) = po(XUz)=po(X) = pu(X)

e porfanto z € X ¥ X, o que mostra que X € 7;. Conclufmos finalmente que
Q@=N/p.
O

2. FEIXES DE QUOCIENTES

Seja N uma extensao de M sobre E U P. O feize de quocienies de M
determinado por N € definido como sendo a famflia

{(N/Y)(E) : Y &fechado de N(P)}
Denotaremos (N/Y)(E) por Qy. Vejamos algumas propriedades dessa fam({lia.

Proposigdo 2.1, Seja N uma extensio de M sobre EU P e denote N(P) por
R. Entao o feixe de quocientes de M determinado por N fem as seguintes pro-

priedades:
(Q1) Qg=M
(Q2) Se X, Y € fp e Y cobre X entdo Qy € quociente de Qx e gr(@x —
Qv) <1
(Q3) Sejam X, Y € 7p tais que X C Y. Definimos
M(X,Y)={Z € 7, :nlgy=qy(Z) = prY) - pr(X)}

Temos entao que M(X,Y) é um filtro modular de Qx e, além disso, se X,
Y € 7p 830 tais que X, Y cobrem X NY entio

MXENY,X)nMXNY,Y)=MXnY,X07 ")
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Prova: (Q1) é irivial. Tome X, Y € #p tal que Y cobre X. Entio X, Y
satisfazem (Q2), isto é, Qy é quociente elementar de @x. De fato, seja Z € Qy.
Segue das definigdes de contragio e restrigio que existe Z' € Fy talque Y C Z'e
Z=(2"-Y)NE. Umavesque X C Y C P,resullaque Z = (' - X)NE, e
portanto Z € Qx. Além disso é f4cil ver que gr(Qx — Qy) < pr(Y)-pr(X) = 1.

Verifiquemos (Q38). Tome inicialmente X, ¥ € Fp taisque X C Y e
M(X,Y) como definido no enunciado. Decorre facilmente de (Q2) que Qy €
quociente de Qx. Aplicando o item ifi. da Proposigio (Morfismo Forte 1) das
Preliminares temos a seguinte desigualdade para todo Z € fq,

nlgx-qy (Z) < gr(@x = Q) < pr(Y) - pr(X)

Logo, s¢ gr(Qx — @) = pr(Y) - pr(X) entdo M(X,¥) = M(Qx - @), caso
contrério M(X,Y) = 6, o que prova que M(X,Y) é realmente um filiro modular

de Q X
Considere agora X, Y € 7g tais que X, Y cobrem X NY ¢ provemos que

MXnY,X)nMXnY,Y)=MXnY, XU YR) verificando as duas inclusdes
possiveis. Tome Z € M(X nY,X)n M(X nY,Y). Por defini¢io, pg,.y (%) =
00x(2) +1 = poy(Z) + 1. Isso implica que py(Z U (X NY)) = py(ZUX) =
ox(ZUY ) lembrando que o8 elementos do feixe sdo contragoes seguidas de restrigoes
do matréide N. Mas entdo

on(ZUXTUT) > py(ZU(X 0Y))
=pn(ZUX)+py(ZUY)-py(ZU(XNY))
>pn(ZUXUY )

e portanto py(FUX U YR) = pn(Z U (X NnY)). Usamos esse fato para concluir
que

o(2) = pr(ZUXUY ") - px(X0Y")
=pn(Zu(XnY))-pn(XnY)-2
= Pgxnr(£) -2
Logo Z € M(X nY, }_I_L—J—YR). De outro lado, fixe agora Z € M(X nY, :Y_UTR).
Assim pg v (Z) = PQ——n (Z)+ 2, ou de outra forma, pN(ZU—XWR) =pn(ZU

(XNnY)). Mas py(ZU(XNnY)) < pn(ZUX) < pn(ZU YE?”) e entdo
pr(ZU X)=px(Zu(XnY)), portanto
pax(Z) = pv(Z VU X) - px(X)
= n(BU(XNY)) - pu(XNY)-1
= poynr(£) =1

XUy

£q
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donde se conclui que Z € M(X nY, X). Analogamente mosira-se que Z € M(X N
Y,Y).
O

Vale ressaliar que em (Q2), gr(@x — Qy) = 0 se e somente se Qx = Qvy,
como mostra o resultado seguinte.

Lema 2.2. Sejam M,, M; matréides sobre E tais que M3 é quociente de M,.
Entao pM; = pM; se e somente se M; = M,.

Prova: A necessidade € evidente. Para verificarmos a suficiéncia fixemos X C E.
Como M, é quociente de My € claro que pyr,(X) € pas, (X)), e aplicando o item
115, da Proposigio (Morfismo Forte 1) das Preliminares, temos em particular que
pM3 — par,(X) < pMy — pu, (X). Mas por hipétese, pM; = pM3, logo par, (X) >
o1, (X). Portanto, par, (X) = pu,(X), donde resulta a igualdade M; = M,. .

O item (Q3) vale num contexto mais geral:

Proposicac 2.8, Se M, M, e M; sdo mairéides sobre E fais que M, € quociente
de My e M, é quociente de M, entio

M(M] = M;) = M(M; = M) n MMy = M;)

Prova: Se X € M(M; = My)n M(M; — M3) entio X € M(M; — M;). De fato

nly‘_,y,(.X) = PMI(X) = pﬂs(x)
= (pae, (X) = pae, (X)) + (P2, (X) - pae, (X))
= gr{M; = M) + gr(My = M3)
= gr(M; = Ms)

De outro lado, seja X € M(M; — M,), isto €, nly, . p, (X) = gr(M; —
Ms). Assim, nlpy, o, (X) + nlag, o a, (X) = gr(My = My) + gr(M; = M3), mas
essa igualdade 86 é possivel se nly, (X)) = gr(M, — M;) e nly, p,(X) =
gr(Mg — Ms). Logo X € M(M] — Mg)ﬂ M(Mg — Ma). 0
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Teorema 2.4. Sejam R um matréide sobre P e {Q(Y) : Y € 7} uma famflia
de quocientes de M satisfasendo as propriedades (Q1), (Q2) e (Q3) da Propo-
sicao 2.1.. Entfo existe uma unica extensdo N de M sobre EUP talque N(P) =R
e Q(Y)=Qy = (N/Y)(E) para todo Y € 75.

Prova: Definimos a funcfio py sobre o conjunto das partes de E U P da seguinte

maneira
paratodo XCEeY CP,

pn(XUY) = pgen (X) +pa(Y)

Mostremos que py satisfag os axiomas de posto (R2) e (R3) j4 que o axioma
(R1) & consequéncia imediata da definigio de py. Para nio carregar a notago,
denotaremos p Q") POr Py para cada Y C P.

(R2) Sejam X C E,Y C Pew e EUP. Dividindo em casos:

Casol: we E
Como py satisfaz (R2) entdo

pr(X) < oy (XU w) < py(X) +1
Desse fato segue que

pN(XUY)SpN(XUYUw)Spn(XUY)‘I'1

Caso 2: we P -
SeweY entiopy = pyuw € pr(Y) = gr(Y Uw). Assim

pn(XUY)=py(XUY UW) < py(XUY)+1

Por outro lado, se w ¢ Y" decorre de (Q2) que Q(Y Uwa)

é quociente de Q(YR) e gr(Q(FR) — Q(mk)) < 1, logo
py (X) = pyuw(X) £ 1. Temos entdo que

pn(XUY Uw) = pyue(X) + pr(Y Uw)
= py(X)+ pr(Y)+ (1 0u0)
=py(XUY)+(1ou0)

(R3) Sejam X C E,Y CPew,z€ EUP taisque py(XUY Uw) = pn(X U
YUsz)=py(X UY). Temos entao trés casos a considerar:
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Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:
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w,z2€E
Decorre da hipélese e da definigao de pN que

py(XUw) = py(X Uz) = py(X)

Novamente observando que py é uma fungido posto conclufmos
que py (X Uw U 2) = py(X). Logo

pn(XUuYUwUz)=py(Xuwuz)+pe(Y)
= py (X) + pr(Y)
=pN(XUY)

wEFezecP
Da igualdade sy (X U Y Uw) = py (X UY) segue que w estd no

fecho de X em Q(?R) que serd denotado por f}’. Sez e I
entdo

(XY UwUz)=pry,(XUw)+pp(YUs)
= py(X) + pr(Y)
= pn(XU Y)

Se z ¢ Y entio decorre de (Q2) que Q(Y UzR) é quociente
de Q(?R). Do item #. da Proposigio (Morfismo Forte 1) das
Preliminares, X-Y c -)_L'-YU‘, logo w € YYU'. Assim

pr(XUYUwU2)=pyu (X Uw)+pp(Y Us2)
= pyus(X) + pr(Y U2)
= pN(XU Y Uz)
=pn(XUY)

w,zel:’_k
—_—p -
SeweY ouweY Uz entio

prn(XUY UwU2) = pyywu{X)+ priY Uw U 2)
= prus(X)+ pr(Y v 2)
=pn(XUY UZ2)
= pN(XUY)
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Fato semelhante ocorre se z € TR ou 2 € W?R. Suponhamos
entdo que {w,z}nyx =0ew¢ YUz . Nesse cago, da igualdade
pn(XUY) = py(XUY Uw) = py (X UY Ug) decorre que py (X ) -
prue(X)=1=py(X)—pyu:(X),isto é, X € M(?‘R,m“)n
M(T’-R,mk). Por (Q3), X € M(?R,Y_L_J—w—u_zk), ou melhor,
py (X) = pyuwus(X) = 2. Entéo

pn(XUY UwU2) = pyueus(X) + pr(Y Un U 2)
= py (X) + pr(Y)
=pN(XU Y)

Nos trés casos, py (X UY UwU g) = py (X UY).

Seja N o matréide sobre E U P determinado pela fungdo posto pN. A
famflia {@(Y) : Y € 7r} ¢ o feixe de quocientes de M determinado por N. De
fato, fixado Y € Fp temos para todo X C E que pg(y)(X) = pn (X UY) - pr(Y),
o que mostra que Q(Y) = N/Y(E). Segue de (Q1) que N(E) = M. A unicidade
de N como extensio de M sobre EUP tal que N(P) = Re Q(Y) = N/Y(E) para
todo Y € Fp também ¢é clara. D

Seja R um matréide sobre P. Uma famflia {Q(Y): Y € 7} de quocientes
de M que satisfas as propriedades (Q1), (Q2) e (Q3) da Proposigdo 2.1. serd
chamada de R-fesse de M. Ele serd estrito se para todo ¥ € g, gr(M — Q(Y)) =
pr(Y). O Teorema 2.4. mosirou que os R-feixes determinam completamente as
extensdes N de M sobre E U P tais que N(P) = R. Em particular, quando
pM = pN, o R-feixe serd estrito como mostra o préximo resultado.

Proposicio 2.5. Sejam R um matréide sobre P e @ = {Q(Y) : Y € #r} um
R-feixe de M. Sao equivalentes:

§. @ ¢ estrito

#1. Para todos X, Y € ¥ tais que X C Y temos que gr(Q(X) = Q(Y)) =
pr(Y) - pr(X)
¢45. Para todos X,Y € 75 tais que X CY temos que M(X,Y) # 0

iv. Se N & a extensdo de M sobre EU P tal que N(P)= R e @ € o feixe de
guocientes de M determinado por N entao pM = pN.
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Prova: A equivaléncia entre s1. e 17, j4 foi observada anteriormente. Provaremos
entao que 5. & 1. & 115,

i. = #i.: Sejam X, Y € 7 tais que X C Y. Enido, usando i.

gr(Q(X) — Q(Y)) = pQ(X) - pQ(Y)
= (pM - pQ(Y)) - (oM - pQ(X))
= gr{M = Q(Y)) - gr(M - Q(X))
= pr(Y) - pr(X)

. = i.: Seja Y € 7p. Usando s e (Q1)

gr(M — Q(Y)) = ¢gr(Q(8) — Q(Y))
= pr(Y) - pz(6)
= pr(Y)

i.=> v De i, gr(M — Q(P)) = pr(P), isto é, pM — pQ(P) = pR. Seja N a
extensdo de M sobre EU P com N(P) = R e @ o feixe de quocientes de
M determinado por N. Podemos reescrever a igualdade acima da seguinte

forma
pu(E) = (on(E U P) - pn(P)) = pR
Mas py (P) = pR, logo py(E) = pw(E U P), 0 que equivale a pM = pN.
iv. = 1.: Fixemos ¥ € 7. Sabemos que para todo X C E, py(Y) = py (X UY) -
po(v){X). Em particular,

pu(Y) = py(BUY) - pQ(Y) < pN - pQ(Y)
= pM - pQ(Y)
= gr(M - Q(Y))

Por outro lado,

gr(M = Q(Y)) = gr(Q(0) — Q(Y))
SoxlY) - on(®)
= pn(Y)

Portanto, gr(M — Q(Y)) = pn (Y).
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3. SEQUENCIAS DE REBAIXAMENTOS E LEVANTAMENTOS

A técnica de construgao apresentada nessa segio foi inventada por Higgs
em [Hi] e tem, a partir de entdo, se mosirado bastante Gtil em muitos problemas
relacionados com quocientes de matréides.

No que se segue, salvo mengio em contrério, M; e M; sio matrdides sobre
E tais que M; é quociente de M; e M; # M,.

Proprosigéo 3.1. O conjunto
{X € Fag, :nl(X) # gr(My = M3) = 1} U T,
é o conjunto dos fechados de um certo matréide.

Prova: Considere o filiro modular

7= MM = M) ={X € fu, :nl(X) = gr(M; — M)}

e a seguinte exfensdo pontual M, (F) - N(EuUp). Mostremos que fyp = 7.
Como

Frjp = Fu, U{X € %, - 7 : X nio & coberto por elemento de 7}
basta mostrarmos que para todo X € i, — ¥, X € coberto por algum elemento
de 7 se e somente se X ¢ P, e nl(X) = gr(M; — M) - 1.
Suponha inicialmente que X € Fy, —Feexistes € Etalque F 3 X U z
cobre X. Se pu,(X Uz) = pa,(X) + 1 ento
gr(M; = My) =nl(X Uz)
= pu, (XU 3) - pa, (X U 7)

= (PM,(X) + 1) - (PM:(X) + 1)
= al(X)

1

isto €, X € 7, uma contradigio. Logo pu,(X U 2) = par,(X) e assim, nl(X) =
gr(M; = M3)-1e X ¢ fu,.
De outro lado, seja X € far, — (FU 7, ) tal que nl(X) = gr(M, — M;)-1.

Como X ¢ Fu,, existe z€ X "= X e

ni(X Uz)=pu,(XU2) - pu, (X U2)
= (pu, (X) +1) = pa, (X)
= gr(M; —p Mn)
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Portanto, ¥ 3 X U Er b obreT .

Definimos entdo o rebaizamento de M; em direcdo a M3 como sendo o
matréide D(M; — M;) sobre E com o conjunto de fechados igual a

{X € 7u, ﬂl(X) 7{-‘ gf(Ml -t Mg) - l} U ’u,

Pela prova da Proposigio anterior & fcil ver que D (M; — Mj) € quociente
elementar de M, e que My é quociente de P(M; — M;).

Cheung em [Ch) define rebaixamento de M; em diregao a M3 como sendo
o suposto matréide com o conjunto de fechados

{X € F, : nl(X) # gr(M; = My) - 1}

Essa definigao € incorreta como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 8.2, Sejam E = {a,b,¢c,d} e My, M, 08 matréides sobre E dados por

[ )

O conjunto
{X € Faq, i nd(X) # gr(M; = M;) - 1} = {8,a,b, ¢,d, ac,ad, be, bd, abed}

néo € o conjunto dos fechados de um matréide. De fato, se existisse um mairdide
com esse conjunto de fechados e fungdo posto p, terfamos

p(a) + p(b) = 2
p(a Vv b) + p(a Ab) = p(ab) + p(B) = 3

que contraria a submodularidade de p.
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Definimos a seguir a sequéncia de rebaizamentos esiritos de M, até M,
como sendo a seguinte sequéncia de quocientes de M,

Do(Ml —% Mg) = Ml
DM, - M) = D(D* (M = My) = M), 1<i< gr(M; — M;)

Observe que paras = 1,2,...,, gr(M; —= M,), D‘(Ml — M3) é quociente elementar
de D=1 (M; = My) e se i 2 gr(M; — My), D'(M; = M;) = M;. Nio havendo
perigo de ambiguidade, utilisaremos apenas D’ para denotar D'(M; — M;), s =
0,1,. ,QV(MI — Mﬂ)

Uma sequéncia de rebaixamentos esiritos de M; até Mg também pode

ser obtida “de trés para frente®, isto é, obtida recursivamente a partir de M3 =
Dgr(u,—.u,).

Proposigéo 3.3. Sejam k = gr(M; — M) e My = D°,D*,..,.D* = M; a
sequéncia de rebaixamentos esiritos de M, até M;. Temos ertdo que para cada
$=kk-1,

fpi-i={X € ¥y, : ﬂlul_,pi(X) =0} U %p:

Prova: £ necessério apenas verificar o caso i = k pois o8 demais casos sao anélogos
j& que para cada j = 1,2,..,k, D? ¢ quociente de My, gr(M, — D7) = j e
D® D!, .., D7 € a sequéncia de rebalxamentos estritos de M, até D’. Mostremos
entio que

For-1 = {2 € Fur, i nlpg, o n, (X) = 0} U Ty,

Por definigao,
- Fora = {X € Fpi-s 2ﬂ[pk—s_,u,(X) # I}U fu,

A inclusio D é clara, pois se X € fu, e nly,_.y,(X) = 0 entdo
nlpiu,(X) =0 para todo j =0,1,..., k.

Passemos a verificar a mclusao contréria. Seja X € fpr-:. Os casos
ndo triviais ocorrem quando X € Fpr-2 — Fuy, € ﬂ‘Dk-‘)_.y (X) =0 ou 2. Se
nlps-1_,p0,(X) = 2 = gr(D*2 = M;) entio X € M(D*? = M;) C Fu,. De
outro lado, tome X € Fpi-s — Fu, tal que nlps-s_, 5, (X) = 0 € mostremos que
nly, - u,(X) = 0. Suponha por absurdo que nly, -1, (X) > 0. Como pp, (X) >
puy(X) = ppr-2 € fcil ver que existe 0 < § < k-2 tal que pp;-1(X) = pp; (X)+1
ou equivalentemente, X € M(D'~! = M3) C P, j4 que DY = N/p onde N ¢
a extensio ponfual de D7~ pelo filiro modular M(D7~! — Mj;). Mas isso € um
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absurdo, portanto nly, . um,(X) = 0. Conclufmos entio que em todos os casos
possiveis, X € Fy, ou nly, . u,(X) = 0. .

O levantamento de My em diregdo a My € o matréide L{M; — M,) sobre
E com o conjunto de fechados igual a

{X €%y inly,~n,(X)=0}U Py,
A sequéncia de levantamentos esiritos de My até M, ¢ a sequéncia

LO(M1 = Mg) = Mg
L'(My - Ma) = L(My - L7 My — M), 1<i<gr(My— M)

A Proposigio anterior mostra que para todo § = 0,1,...,gr{M; = My) =
k, D7 = LF~7, Note que se § > gr(M; — M,) entio L'(M; - M;) = M.

Abaixo, caracterizamos as sequéncias de rebaixamentos estritos relacio-
nando alguns dos filiros modulares determinados por esses rebaixamentos,

Proposicdo 3.4, Seja Q¢,Q1,...,Qr uma sequéncia de matréides sobre E onde
Qs € quociente elementar de Q4 para j = 1,2,...,k. Entdo sdo equivalentes:

. Qo,Q1,...,Qr é a sequéncia de rebaixamentos estritos de Qo até Qi
it. M(Q;-1 = Q;) € M(Q; = Qj41) para todo j = 1,2,..,k -1
6. M(Qj—1 = @;) = M(Qj—1 = @,41) paratodoj=1,2,.., k-1

v. M(Qj-1 = @;) = M(Qj-1 — Qi) para bodo § = 1,2,...,k

3

<

Prova: A equivaléncia i1, ¢ 44, segue imediatamente do seguinte fato

M(Qj-1 = Qj41) = M(Qj—1 = @;) N M(Q; = Qiv1) J=12,.,k-1

Também, a partir desse mesmo fato, obtemos

M(Qi-1 = Qi) = M(Qj-1 = @) N M(Q; = Qj41)N
M(@ir1 = Quua) N O M(Qror — Q1)

donde conclui-se facilmente a equivaléncia 4. & tv..
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Fixemos 1 < j§ < k. Mostremos primeiro que s. ¢ $v.. A inclusao
M(Qj=1 — Q;) 2 M(Qs=1 — Q&) & clara, Tome, de ouiro lado, X € M(Q,-; —
Q;). Lembrando a definigio de M(Q;-1 — Q;) temos

ij(X)=ij-x(X)— 1 (I)

Considere agora a extensio pontual N de Q;_; sobre E U p pelo filiro modular
M(Qj-1 — Q). Assim, N/p = D?(Qo — Q) = Q; ¢ portanto

pq;(X)=pn(XUp)-pn(p)=pn(Xup)-1 (1)

Combinando (I} e (1), segue que p € YN, isto é, X € M(Q;-1 — Q). Final-
mente passemos a verificar que 1v. = ¢.. A igualdade M(Qj—y — @;) = M(Qj-1 —
Q) implica que N(E U p) = N'(E U p) onde N' € a extensao pontual de @,
sobre E U p pelo filtro modular M(Q;-1 — Q;). Mas entio,

D (Q; -~ Qi) = N/p=N'[p = Q;(E)

Finalizamos apresentando dois resultados que serdo Giteis na préxima segao.
Neles tentamos relacionar a sequéncia de rebaixamentos estritos de M; até Ms com
a sequéncia de rebaixamentos estritos de M3 até o mesmo M3, onde M3 € quociente
de M; e M3 por sua ves é quociente elementar de M,.

Lema 8.56. Sejam M, M,, My ¢ M, matréides sobre E tais que M,y é quociente
de Ms e My, esses dois dltimos sdo quocientes de M, e gr(M, — M,) = gr(Ms —
Mg) = 1. Se M(Ml — M3) N M(M] -+ M;) = M(M1 - Mg) entao D(M4 — Mg)
é quociente elementar de D(M; — Mj).

Prova: Para nio carregar a notago usaremos M(i = §), nli;, D(8 = §), gr(f =
j) e pi a0 invés de M(M; — M;), nly m,, D(M; — M;), gr(M; —» M) e pu,,
respectivamente. :

Fixemos X € D(4 — 2). Se X € M(4 — 2) entdo X € M, C D(1 = 3).
Suponhamos entdo que X ¢ M(4 — 2). Assim,

nlig(X)<grid—=2)-2 (1)



02

Capfiulo IV: Representabilidade de Quocsentes

Examinemos dois casos possfveis:

Caso 1:

Caso 2:

X¢gM1—4),istoé, nli¢(X)=0
Temos que

nh...s(X) < nlx_.a(X) = nl;..;(X) + ulq_»,g(X)
&
< gr{d > 2)-12

Mas gr(4 — 2) = gr(1 — 3); denotemos esse nfimero por n. Logo,
nlia(X) < gr(l = 3) — 1, 0 que mostra que X € D(1 — 3).
XeMl—4),istoé, nljg(X)=1

Pela Proposigio 2.3., M(1 = 2) = M(1 = 4)n M(4 — 2) e como X ¢
M(4 - 2) temos que X ¢ M(1 — 2). Por outro lado, por hipétese, M(1 —
2) = M(1 = 3)n M(1 — 4), donde X ¢ M(1 — 3), ou equivalentemente,
nli~3(X) € n—1. Suponha por absurdo que X ¢ M(1 — 3). Entdo existe
Y € M(1 — 3) tal que Y cobre X. Como X € M(1 — 4) temos também
que Y € M(1 — 4), e usando novamente a igualdade M{1 — 2) = M(1 —
3) N M(1 — 4) resulta que Y € M(1 — 2), isto é, nl;_5(Y) = n + 1. Daf
obtemos

nll_.,g(X) = p1 (X) - pg(X)
2p(Y)=pa(Y)-1=mn

Mas

n[l_,g(X) = nll_..;(X) + nl4_.2(X)

{1)
<nan-1

uma contradigio. Portanto, X € P(1 — 3).
Conclufmos entdo que 0(4 — 2) é quociente de D(1 — 3) e em particular,
gr(D(1 = 38) = D(4—2))=pD(1-8)-pD(4—2)

= (pM1 +1) - (pMs +1)
=gr(l=4)=1



Capfiulo IV: Representabilidade de Quocientes 93

Proposigdo 3.8. Sejam M, M; e M; matréides sobre E tais que M3 € quociente
de M3, My € quociente de My e gr(M, — M;) = 1. Entio D¥(My — M;) ¢
quociente elementar de D*(M; — M3) para k = 0,1,...,gr(M2 = M3).

Prova: Por indugio sobre k. Como D°(Mg — M) = My e D°(M; — M;) = M;,
por hipétese D°(M; — M3) é quociente elementar de D°(M; — M,).

Suponha agora que k > 0. Por hipdtese de indugao, D"“(Mg — M,) é
quociente elementar de D*~!(M; — Mj). Temos entio o diagrama a seguir, onde
A — B quer dizer que o matréide B é quociente do matréide A.

M;
\ Dk_l(Ml — Ms)
| AN
LV / M,
Dk—l(M2 - Ma) \ /

M,

L(M; — M)

Mostremos que

M(D*Y(M; — M3) — L(M; — M3))n M(D*~1(M; - M) -
D1 (M; — M) = M(D*'(My — Ms) — My)

pois nesse caso estaremos nas hipéteses do Lema anterior em relagio a D*~ (M, —
M;), M3, L(M) — M3), D*~1(M; — M;) e portanto D(D*~!(M; — Ms) —
M) = D¥(My; — M3) é quociente elementar de P(D*~1(M; —» M;) = L(M; -
Ms)) = Dk(MI — M3)

A inclusdo D ¢ facilmente verificivel recorrendo-se & Proposi¢ao 3.4.. A in-
clusdo contréria segue do seguinte fato, também consequéncia da mesma proposigao

M(D*=1(M; = M3) = L(M; - M3)) C M(D*' (M, = M;) - My)

4. R_EPRESENTACGES DE QUOCIENTES

Nesta secdo, ndo pretendemos nos aprofundar na teoria da representabi-
lidade de quocientes. Gostarfamos apenas de introdugi-la, apresentar sua ligagio
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com a teoria da compatibilidade de extensoes e, quem sabe, motivar o leitor a
prosseguir num estudo mais aprofundado.

Seja I um subconjunto finito dos naturais, Uma representagdo de uma
famflia {Q:}:ics de quocientes de M é uma extensio N de M sobre E U P jun-
tamente com uma famflia {¥;};cs de fechados de N(P) tal que para todo i € I,
Q:(N/Y;)(E). Pelo Teorema 2.4. vale a seguinte igualdade

pn (X UYi) = po,(X) + pn(Y5)
para todos s € I ¢ X C E. Vale também que
gr(M — Q) < pn(Y3)

Se para todo + € I ocorrer igualdade na expressao acima, a representacio € dita
esirita. Se {Q;}ics tem uma representagio (resp., representagio estrita) entio
dizemos que {Q;}ics 830 represenidvess (resp., estritamente representdvess).

A Proposicao 2.10. do Capftulo II mostra que qualquer quociente de um
mafréide fem uma represenfagao esérita. Esse resultado foi inicialmente provado
por Higgs em [Hi]. A partir da teoria sobre quocientes desenvolvida nesse capftulo,
esse resultado pode ser facilmente obtido. De fato, sejam M’ um quociente de M
¢ R um matréide sobre P tal que pR = gr(M — M'). A famflia {Q(Y)}ves,
definida por

Q(Y) = LPE-erY) (M — M*') = DY (M = M')

¢ um R-feixe estrito de M. Logo, a extensdo N de M sobre EUP talque N(P)=R
e Q(Y)=(N/Y)(E) para todo Y € F é uma representagio estrita de M’

O natural agora ¢ investigarmos a representabilidade de vérios quocientes
de M. Enquanto o problema geral de representacao permanece em aberto, existem
resultados positivos relacionados com representacoes de quocientes elementares de
M. Em particular, é possivel caracterigar uma famflia de quocientes elementares de
M estritamente representdveis, ligando os conceitos de representabilidade de quo-
cientes e compatibilidade de filiros modulares como mostra o resultado seguinte:

Proposiche 4.1, Sejam @,,Qs,...,Qn quocientes elementares de M. Temos
entdo que Q1,Q3,...,Q, 830 esiritamente representdveis se e somente se M(M —
Q1), M(M - @Q3),..., M(M — Q) sdo filiros modulares compativeis.

Prova: Omitimos, simples manipulacdo de definigoes.
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Assim € possfvel que exista uma famflia {Q;};cs de quocientes elementares
de M representdvel mas nao estritamente representdvel. Exemplos desse fato
podem ser obtidos com pares de quocientes elementares, bastando combinar a
Proposicao 4.1., o Teorema 4.2. a seguir, e o fato de existirem pares de filtros
modulares ndo compativeis.

Teorema 4.2. Sejam @y, Q2 quocientes elementares de M. Entao o par @1, Q-
é representdvel.

Prova: Escolha Q9 um quociente comum de Qq, @3 ¢ denote por n o gr(M —
Q12). Seja R = L3n_1(A U B) onde A = {ay,a3,...,a,}, B = {b5,bz,...,6,)} e
ANB=0=(AUB)NE. Paracada Y € 7 definimos

DinM)=mQ, 4 Qua), se ACY epp(Y)2n

Q(Y) = Drr¥)="(Q; + Q13), seBCY epp(Y)2n
M, se pp(Y) <n
DralY)—a+L (M 4 Q,,), caso contrério

Claramente Q(A4) = @, e Q(B) = Q3. Afirmamos que {Qy }yes, € um R-feixe
sobre M. De fato, as propriedades (Q1), (Q2), (Q3) da Proposicao 2.1. estio
satisfeitas:

(Q1) Q(0) = M trivialmente poisn > 0

(Q2) Sejam X,Y € 7 tais que Y cobre X. E 6bvio quese A C X ou B C X ou
A,B ¢ Y, Q(Y) € quociente de Q(X) e gr(Q(X) - Q(Y)) < 1. O ftnico
caso nao trivial ocorre quando nem A e nem B sio subconjuntos de X, e
A ou B esté contido em V. Suponha que A C Y, 0 caso B CY é andlogo.
Se pr(X) < n entdo Y = A e portanto Q(Y) = @, € quociente elementar
de Q(X) = M. Se pr(X) > n entdo Q(X) = DrrlX)-nti(M o Q,) =
DrrY)=MM — Qi3) e Q(Y) = DrY)=(Q; — Qy,), portanto pela
Proposigao 3.6., Q(Y') é quociente elementar de Q(X).

(Q3) Sejam X, Y € 7y tais que X, Y cobrem X NY. Inicialmente observamos
que nao é possivel que A C X e B C Y simultaneamente. De fato, se isso
acontecesse, X UY = AU B e portantv X, Y seriam hiperplanos de R,
uma contradigao jé que p(XnY) = |XnY|=|X|+|Y|- |XnY| = 2n-4,
isto é, X NY nao € coplano de R. Da mesma forma conclufmos que néo
podemoster BC X e ACY. Se AC XNY (resp.,, BC XNnY) entéo

QX nY), Q(X), Q(Y) e Q(Xu YR) sdo rebaixamentos de @, (resp.,
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Q,) em diregio a Q9. Usando o item i, da Proposi¢do 3.4. obtemos a
igualdade

HXNY,X)nMXNY,Y)=MXnY,XUT")

S6 restam dois casos a considerar: A, B ¢ X ou A4, B ¢ Y. Suponha
que A, B ¢ X. Nesse caso Q(X nY), Q(X) so rebaixamentos de M em
direcdo a @7 e pelo item sv. da Proposicdo 3.4. temos que M(XNY,X) =
M(X nY,Au B). Logo,

MXNY,X)AMENY,Y)C MXNY,X)
=MXnY,AuB)
CMEXNY,XOT)

Como a inclusio, M(X Y, XUV ") C MX Y, X)n MX nY,Y) é

trivial, estabelece-se assim a igualdade.

Finalmente, a extensio N de M sobre EU AU B determinada pelo R-feixe

{Q(Y)}yes, é uma representagio de @, @3, j4 que N/A(E) = Q(4) = Q1 e
N/B(E) = Q(B) = Q..

o

A técnica da demonstracio do teorema anterior consistiu basicamente em

encontrar um matréide R conveniente e completar o par de quocientes @1, @3 a
um R-feixe de quocientes de M. Essa é uma maneira interessante de encarar o
problema da representabilidade e, nessa linha, Cheung em [Ch] estuda os feizes
parciais de quocientes que sio famflias de quocientes de um matréide M indexadas
pelos fechados de um outro matréide R sobre P, e que podem ser completados a
um R-feixe de M. Cheung fixa-se principalmente nas vérias formas possiveis em
que um feixe parcial pode ser completado a um R-feixe de M.
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Fechado, 3
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- de quocientes, 80
- parcial, 96
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G

Grau
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- de um quociente, 10

H

Hiperplano, 3

I

Independente, 2
- afim, 3

L
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Levantamento, 90
Linha, 3

M

Mais livre, 7
Matréide, 2

- afim, 3

- gréfico, 8

- linear, 2

- livre, 2

- transversal, 3

- uniforme, 2

Morfismo forte, 10
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Axiomas
- bases, 4
- circuitos, §
- fecho, 4
- hiperplanos, §
- independentes, 2
- posto, 4

Base, 3

C

Circuitos, 3
Colinha, 3
Compativeis

fndice Remissivo

filiros modulares -, 8
subclasses lineares -, 72

Contragao, 7
Coplano, 3
Coponto, 3

D

Defeito, 10
Dependente, 3
2-extensao, 9

E

Elementos paralelos, 8
Emyilhamento, 34
- de uma extensao, 39
- de um filtro modular
2-compativel, 86



N

Normal, 32
conjunto -, 32
extensao -, 33

Nulidade, 10

o

Ordem fraca, 8

P

Par modular, 9
Plano, 3
Ponto, 3
Posto, 3

Q

Quocientes, 10
- elementares, 11
- representéveis, 94
- esfritamente
representéveis, 94

R

Rebaixamento, 88
Representagao, 94
- estrita, 94

Restricéo, 7
Reticulado
- de um matréide, §
- geométrico, 6
- graduado, §
- semimodular, 6

R-feixe, 85
- estrito, 85

S

Sequéncias
- de levantamentos estritos, 80
- de rebaixamentos estritos, 89
- geradoras, 71
- ultra-compativeis, 15

Subclasse linear, 70
- associada a um filiro
modular, 71

Soma de um ponto, 80

T

Tripla geradora, 70
Truncamento, 6
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Errata

Linha Escrito Corrigido

xviii | 7} fig.11.a fig.12.a

17 71 {15 Zyoy B — 1} {1,2,...,“}

18 4| tais que e |l =d+1tal que

20 21 Teorema 1.7. Teorema 1.8.

24 |2t lpnsvx )- IX =

24 81 -7 |} -7 [,XnECZ}

27 11 zeX nX zeXouzGX NnE

27 31 nltra-compatfvels '

28 |1} seX -X ::(E(fM -X)nF

28 2} €% € %; para algum

» | {1 €{1,2,..,n}

31 21 formam forma

32 13} 1 M(XUA\X M(XUA)/X

33 4,56 , 0 que mosira...que

p(M(A))x =
pM (X UAd)/X

33 |11) |1 X07Y¥-x=4  |XUV,"-Xx24

33 |12} puyx(Yo) = pauyx 4 puyx(Yo) 2 purjx (A)

33 14} su(XUA)X pu(X U A)/X. Tome B
base de M(X U 4)/X.
E claro que B C 4,
|Bl]=ke BUX ¢
independente em M.
Logo B ¢ independente
em M(4) e portanto
B & base de (M(A4))z.

35 11 t#£3 i1#k

38 |8t g 1 -1

38 |9t Y T -2

38 |11t $8 00 -2

30 |4 oN . o (P)

3 |7 {a,b;c;d} {s,b,c,d, e}

40 |13t (R1) (R2)

41 1} t+1 i1
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42
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43
48
48
48
49
49
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53
53
54
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57
57
69
65
65
70

71
73
73
73
73
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75
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78
79

4]
41
61

61
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151
16
1]
5}
18]
11
11
21
71
2t
3t
6l
7l
9}
6,7,8,9,10,111

81

4]

5]

15)
16,17]

18]
2]
2]

81
5l

e usando iv.(b)

Errata

j+i)

——M
eportanfow g XUz .

= pu(X) +1

neste capftulo

M

HA% C

X e¢elo
HCH
Proposigao 1.8.
pu(X)

8. = 1.

331, => 18,
I'(#, %)

X ef!

Xeel
<pni(Z)+1

dos seguintes fatos
ge existe...([),¢; %)
Por definigdo...filiro
modular de M.
Aeci

Shit=

53',3 =

entao 7 .
2 ¢ J...contradigdo

Z ¢
$4,4=

XU zu'
pu:(x)

j+1)

= pu(X) + 4. SeweXUsz

| entio

pr(XuYuzuw)=py(XUY)
trivialmente. -
Suponha quew g XUz .

nesta segao

PN
HufkCEOU
X¢el

i ?1 N Tz '
Proposigao 2.8.

pu(X) +1
. & 10,
14, & 81,
o(%,%)
Xtes

_ | msando su.(b),
“lyeed

= pn+(£) +1
do seguinte fato

A demonstragao pode
ser encontrada em [Cr].
ACK

§§,para algum i =
$3,para algum § =

entio Z € Fy

Z € X se e somente se

Z € §; — §3. Suponha entdo
que py(Z) < pM - 1.
nao coberta por elemento
de fl

$3, para algum
£=0,1,..} C §

§4, para algum i =

Xuz '

M, (H )
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Errata

, isto &, Qy 6
wde @x '
7€ Qy
Ze€Qx

PDr-3

z € fm

. # $v.

D(Q; - Q)
M4 —2)
D(1—3)

M(1 = 3)
€D(1-3)
Dk—l(Mg — Ma)
D*=1(My — Ms)
Qs

XnY]|

7€ 7y,
7€ Fqy
PN
Yuw
PN

iv.
*={X
Tnpp =9
7

ppr-3(X)

X ey,

i, = 1v,

D(Qj-1 — Q)

M4 - 2)u 7y,

IM: g fus g fp(l—ﬁa)
;9(1—08)

(13

€ p(1-3)

Dk-l(Ml -4 Mg)

| D*=t(My - M;)

Qi =
XuY|








