
QA834.T
S158c
e.2

DEDALUS - Acervo - IME
Compatibilidade de extensoes de matroides /

31000041836
1 1 1 1 \l l l\\l ll l ll l\

7

CompatíbUdade de
Extengõe8 de biatr6id-

Denioe rabi

DISSERTAÇÃO APRESENTADA
AO*,

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
IJ H

UNIVERSIDADE DE'SAO PAULO
PARA OBTE:NÇÃO DO' GRAU DE MESTRE

MATEMÁTICA APLICADA

Áru de ConceBI
Orientador:

(5ência da Coxnputação
Dr. .An8ldo Mudei

-.SAO PAULO, Juabo de ig87-





.À müiAa /ümgia





Agradecilmnt(n

A gente quer Ber original, mm acaba tendo que agndecer à8 nüe81nu pe8
Boas peru mesmas copas de nmpre:

À miada fauna, jí agradeci.

Gostaria de laser UDa agrüdeciBoento especial a cada BEai-

go, maB acho que o espaço não vai dar... Huno ruim, obHgada
a todos polo apoio.

E p&n terBaiaar, aem precbo dizer qae eue tuba.Iho n.ão
teria lido realçado mm a ajuda do meu oHentador. .Amando,
obrigada portudol





Abstract

It ís generally diücelt to cbaracteüse whicb familie8 0f extenoion8 0f 8 matroíd
are compatible. Even when ve re8trict the problema to single-element exteasíons,
no complete BatiBfactory mswer ie knovn. The object of thi8 vork b to study the
problem of compatibility of single-ekment exten8ioas of a matroid in two particular
caw8 1vhich are lvell uadentood.

In the ânt cue, a natural su6cient coaditioa, dae to Cordovi} ICo21, for a
Baile family of single-element extea8ions to be corapatible ü gávea. By waking u8e
of the one-torne cone8pondence between 8ingJe-elenent exten8ion8 ud modular
filten of a matroid, Ênt e8tablished by Cravo in ICrl, Cordovil introduced the
concept of urra-compatibUQ of a family of modulu' filten that implie8 the com-
patibibty of the single-eiemeul extenBionB auociated with trem. We gire a further
8imple cbaruterintioa for the altr&conapatibility.

In tbe second can, ve aamiae tbe ploblen af compatibility of a paio of siag)e-
element extengions oí a matroid. Good solutions for thb problem are aJnady
[nown. We pre8ent Bevera] cbbaruteri atioa8 for coDüpatib]e paios of Bing]e-e]emeat
extenBions, wh08e authorB developed díferent theorie8 and techniqueB t0 801ve thi8
problem:

e La8 Vergam in ILVil conapared tbe filten usociated lvith the two exteasion8
and vorled oat coadition8 ia terDüs of tbtir reiathe poeitions.

e Cardava h ICoZI u8ed a generalisation of the concept of modalu &lter (gerbe)
introduced by Lu Vel8nas ia ILV21.

e Gheuag ia IObl obtained tbree distinct solutioa8 band, reBpectively, on &he
notícia of cjomn d a modular $1ter, on Içar mbbclanee and oa tbe notíoa of
quotieat bandle.
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A Traria d08 Matróides teve 8ua origem a tentatin de vm der WuMen
ivWI de axioDaatilu e geüeralbu OB conceitos de dependência liceu e algébrica
no início da década de 1930. À eua épocas Whitney IWhl penebeu que é poufvel
auociu às ánoreB de um grifo nm conceito de dependência semelhante. Como
pe8ultado deus ob8enaçõe8, surgiu em 1035 um utigo que Inçou os fundament08
da teoria em urra forma que pouco mudos até hoje. Com a descobberta gradaall de
nova claun de aatr6ideB, veriÊcou-8e qae eua teoria consegue unifica também
váHos conceit08 da Teoria dos Gratos. Reticnladoe. Trm8venaís e BBtmtun.s de In-
cidência. É jagtamente nesga troca de idéiu com diferentes ramal da Combinat6Ha
qae reside um doB principal e nm doB mab úteis upect08 da Telha doB MatMide8.

Devido ao Bea caráter geométrico, 08 e8paçoB projetiv08 e afino Bão fern-
mentas de fundamental importância no estudo da Combinatória. Muit08 dos pro-
blemas nlacionad08 coxa matr6ide8 também tiveram origem dentro deve contexto.
Tentaremos através desses e8paçoBi intmdusir alguns conceit08 b&icoB da Telha
dos llatr6ides, beu como arrebentar alguma questões ligadas com a Compatibi-
lidade de Exten8õe8 de MatMidee, pHncípal objeto de investigação deste trabalho.

No que 8e pegue, é dada uma configuração C de pont08 num espaço (pro
jetivo on aÊm) de dimensão finita, isto é, um conjunto anito .B de pontos neve
apago. Nog uempl08, vamos explicítu apenas aB liabu com maio de tHB pont08
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e, em certos caBOs, explicitanmoB também alguns plante pan nma melhor visaa-
li8ação. .Abaixo, apre8entamoB dois exenaplos bem conhecidos de configurações de
pont08 nos espaços pmjetiva de dimensão 2 e 3 reBpectinmente:

D 8 4 at'f B e 8

/ ff .l .b

A batel'secção de um mbapaço com a caü6gunção C gera chamada de
/eeÀ do de C. Obb8ene que com e88a de6nição, .B é am fechado e a intei'ficção de
dois fnhados também é um fechado. Assim, a famgia dos fechados da configuração
C quando ordenad08 par inclusão forma um reticalado. .Aba.ixo tema por exemplo,
o reticuhdo d08 fechada da configuração da âg.l.a.

Auociam08 à cada sabcoajuato X de E o nata!'d dÍm(X)+l, onde dÍm(X)
é a dimensão do subespaço gerado por X. Esse natunl será chamado de ponto de
X eDa C, denotado por pc(X). A fuRGão pc tem dual propriedades Óbvias:

i. 0 $ )c(X) $ 1XI pam todo X Ç .B

fi. Se X Ç r Ç & ente pc(X) É pc(y')

Voltema a âxm' Doba atenção no reticulado da f;ecbadoB de C. A função
pc quedo restrita a esses fechados é na realidade uma função altura pua o reti-
culado. Um resultado bem conhecido eobn espaços proletiv08 db que

dim(X) + dÍ,«(r) &m(.r U y') + dÍm(X n ]'')

para quaisquer Bube8püços X e y. Não Be espera qae a igualdade aciRRa, perxameça
válida quedo X e Y eão fechados de C, já que neve caBO X o 7' são arena
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ínterwcçõe8 de subespaç08 com a configuração. EntKtanto, ainda agiu, vale uma
condição mais fraca, a 8ubmodularidade de pc sobre 08 fechados, isto é,

PC(X) + PC(}'') à PC(X u r) + PC(X n }'')

para quaíBquer fechados X e }'. Utü reticulado com função altun finita e gubmo-
dulu onde todo elemento pode Ber expresso como supremo de átomos é chamado
r tfc /üdo geomítHco.

Toda a8a dkcauão envolverão fechados, p08to o reticalado geométrico
w[e para matr6ides em geral. A]iáB, a parir de cada um des$eB conceitos, podemos
obter ama definição axiomática de aatr6ideB. Bm padicujar, um natr6ide ÀI'
pode eer deânido coDü0 lendo urü conjunto anito .B junta.mente cona unha f&mHa de
subconjuntos de .B, chamados fechados do matMide, coza propriedades semelhantes
àquelas dos fechada da configuração C. Definições precisa encontram-se ente as
Preliminares mu não são nece88áriu pan acompanhar a discuuão introdutória..

O ra.ciocínio feito 80bre a con6gura.ção C continua. wlendo pan qualquer
subconjunto de pontos de .E. O conespondente 8 eua ideia para matr6ídeB eDa

geral é dado pela noção de ubmatróide. UDa 8ubmatMide de um raatr6ide .A/
60bre um conjunto .E é um matr6ide sabre um subconjunto .A de .E, chamado de
n8ínção de M 8 Á e denotado por M(4). cujos {ech dos são as intersecções entre
os fechados de .# e o conjunto .4. Chegam08 final abate no ponto de definir ula
d08 principais coaceit08 presentes neve trabalho. Uma estemão .N do matMide M
é un matr6ide que tem M como 8ubuatróide. Como iluBtnção, vamos exaEainar
M exten8õe8 da conâguração de poat08 C obtida simple8Düente pelo acréscimo de
novos pontos. Note que todas e8su extensões podeDa ser obtida acrescentando-se
um novo ponto por voB e por e8Ba mão vamos a08 rutringh apenas às oxtensõe8
pontuais da conÊguração. Para fixar idéiu, suponha que Ci Bela a configuração de 4
pont08 no p]aaq {ü, b, e, d} , na qua] não existem 3 pont08 colineares. Âpr%estamos
a seguir, $ extea8õeB pontuais de CI por um novo ponto p.

a b p

e

C

e

d

/ff.3.a JiÍ.a.õ /ff.3.e

Obsewe que diferentes extensões de CÍ são determinada.B por diferentes
posições do ponto p em relação aos fechados de C'. Anta de analisarmos a atrutura
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dos fechados das extensões deve exemplo com maí8 detalhe, introda$íremos outro
conceito importante.

O /ecÀ.o de .X Ç .E da configuração de pontos C, denotado por i'l é o
zaeaor fechado de C que contém X, ou equivalentenüate, é a intersecção de todos
os f«Lados de C que têm X como 8ubconjuato. Não é difícil verificar que:

f. Para todo X Ç .E temos X Ç Í' e a igualdade ícone 8e e somente 8e X
é {uhado de C

ff. Pam todo X Ç .E tema, T' :P
f[{. Se X Ç ]'' Ç .B então lc Ç 7C

Considere agon a exten.são Ct de CI da 6g.3.a.. A linha. üc é um fechado
de C' Gajo fecho em Ct contém o novo ponto p. E fácil ver que o fecbbo em Ct
de qualquer fechado de C/ contendo ac também conterá p, bastando ob8ermr que

a função fecho pregewa inclusões. Por exemplo, p € ãi;ã''. E8&e fato pode 8er
generalizado da 8egainte forma. Dada uma extensão.pontual X de C pelo ponto pl
o conjunto /(N) d08 fechados X de C tais que p € T" tem a seguinte propriedade:

(F[) Se X € 7(.F) e ]' é um fechado de C ta] que X Ç r então y € /(.X)

Em pa'titular, aw exmpl08 du fg.3.a, 3.b, 3.c ma /(Cí) = {ac, dh'0,
/(Cg) = {ab,abcd}, /(Ca) = {üc,õd,üõcd}.

O conjunto /(.N) tem também uma outra propriedade importante. Tente-
m08 identifica-la teatro do pr6xírao exemplo. Suponbba que queremos uma extensão
pontual C4 de C' tal que p € iie' e p € iic'. A propriedade (FI) garante que
p € aóucó''. Denotem08 0 ponto de C'f por pf e o posto de CÚ por pÓ. Pda
submodulu'idade de p{ temos,

(iic') + p.(=/') 2: p.(;ic' u ;ic') + p.(;ic' n ;ic') (1)

Por outro lado, os fechados ab e cb de C' formam UDÜ par modular em C', isto é,

p'(ab) + p'(.&) p'(abU cb)+ p'(abn eb) (.rJ)

Mu, p4(ãic') = p'(.b), p4(;Í') = p'('õ) 8 p.(ãic' U ;ic') = p'(a& U .à), p"tmt.
(/) e (J.r) implicam que p € ic' = ãii;Íiic' , ou de romeira equivalente, pÓ(i/') =
1. E8Ba situação não tem representação nulas configuração de pontos de um espaço
projetivo. Apesn' di880, dam08 na fig.4 ama representação alternativa pu'a uma
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/{f.4

p08dvel extea8ão Có onde 08 poat08 b e p 8ão colocada ao interior de uma Dae8ma
circunferência, representando na realidade um único ponto.

Raciocínio májogo pode ser feito para concluir a segunda propriedade do
/(x):

(F2) Se X, ]'' € f(N) comam um pu' Raodulu de C então X n y € /(N)
Ulo Bebconjanto do contento de íubadw de em matr6ide qDe ntigfal

(FI) e (F2) é chamado de .Êltno modelar. Bm 1968 uma now direção aoe mtudoB
pobre matróides foi dada por trapo em nu trabalho Bobo exten8õeB pontuais
ICrl. Nele, Capo nüostra que cada atiro modular de um ma.tr6ide determina ana
única extensão pontual. Pua entudu melhor a relação existente entre os ÊltmB
modulanB e u extensões pontuais, é conveniente olharmos pu'a os reticuladoB
geométricos uwciados ao matr6;de e às suu extensões pontuais. Examinámos na
6g.5 oe reticulados d08 fechados de Cf e C3 da fig.3.b.

J'if.6.e /ff.&.l

Na 6g.5.a, díBtingüiEaos 3 NgiõeB. A ngião hachunda 8uperíor repnBeata
o âltro modular /(C2) e a região não hachumda contém OB fechados de C' cabemos
por algum elemento de 7(C2). Na âg.5.b, a ngião hachurada contém os íuhados
de /(CB) ure$çidw do ponto p com ponto halterüo. Os fec üoB de C' fora
do âltro contin ü lendo fecb?d08 de C2 e tünübém não toda alteração de poeta.
Finaluaento, quedo acn8ceataDaoB p a UDa fechado de CÍ não doba'to por elemento
do filtm obtem08 UEn fechado de C3 cola posto uma unidade maior. Na Fealdade,
o que ocos'e neve exemplo também ocorn no caso gemi; a partir de um filtro
modular / de ulo matr6íde M cobre um conjunto frito 8 dado por &eu retículado
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.fÍf.8.a

de fechados, podemos obter o retículado de fecha.d08 de uma extensão pontual N
tal que 7 = /(#') da romã descrita na âg.6.

Usaremos 8 notação, M(.D} --=-q #'(.BUp} pam dizer que N é a extensão
pontual de .Àf sobre .F U p determinada pelo sitio modular / de .Àf.

Vale observar que com essa construção, a extensão pontual obtida a partir
de um fijtm lnodulu' de uma configuração de portal apesar de Ber am matróide,
pode nã0 8er repre8entável como uma configuração de pont08 nuu espaço projetivo.
.A extensão M4 da âg.4 é um exemplo de8Ba situação. Várias clubes de Daatr6ides
apreKntam essa 'anomalia», isto é, não são fechadas por extensões pontuais.

Analhemos agora o seguinte problema: dad08 dois filtros modulu'eB /] e Z2
da configuração C perguntam08 H é p080ível colocar um novo ponto pt exatamente
n08 fechados de Zi € m mesmo tempo um novo parto p3, dhtinto de pt , exatamente
nas fechados de /2. Ilha outra formulação pam essa pergunta é se exbte uma
extensão CI de C abre Z u pi u pa ta] que CI(E u p{) é exatamente a extensa
pontua! de C pelo Éjtro Ã. i= 1,2.

Vejamos inicialmen.te um exetüplo onde eua pergunta tem uma resposta
afia'nativa. Coagida'e ( como sendo a con8guração de 4 pont08 no plmo} .F =
{a,b,c,d}, dada pela fig.7.a. Nas fig.7.b e 7.c tem08 C(8) u-!!--. CI(8 u pt) e

C(.F} L!!.... C3(,F U pa) re8pectiwmente, onde /l = {üb,aõcd} e Z3 = {ad,abcd}
gãa dob ãltr08 modulalu de C.

a
e

C

b c d

/{f.r.a /{f.7.b /{f.7.e

Dual pouíveiB extensões pontuais comua8 a Ci e Ca 8ão dadas pelam Êg.8.a.
e 8.b.
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/ff.8.e /{l.8.&

Oon8iden agora C como sendo a coa6guração de 6 portos no plano, .F =
{ü,b,c,d,e,/}, na qual aão existem 3 pontos coUneues e /i = {ab,cd,.B}, /2 =

{üó,cd,e/, .B} dois âltroe Düodulare8. As Êg.9.a e 9.b moBtmnü M respectivas ex
tenções pontual Ct, C2 por eueB dois âltm8.

/{l.9.a /{l.9.&

Se em Ci tentamos caldeu o ponto p2 n08 fechados de Z2, pt é forçado a
pertencer à linha c/, uma contradição. Por outro dado, em C3 não é poufve] colocar
pi mmente a08 fecbad08 de /í. A8Bíla, Ci e C2 8ão exteaoões incozüpatívei8 de C.

O pHncipa] objetivo desça diuedação é ©tudar uma vergão geral dm8e
último problema: dados um matr6ide ÀI e as extenBõe8 Nt,.N3,.«,.NR de À/, será
que existe uma extensão comum a todas elu? Em caw afirmati'ro diremos que
Nt, N2,...,.NB Bão ezf R8í eompütfvei8 de Àf. Eua pergunta permanece até hoje
8em uma boa reBp08ta, isto é, não existe uma cuacterhação completa pua a com-
patibilidade de extensões. Mesmo quedo reBtr;nginoB o problema à8 exten8õe8
pontuais de M esse quadra permanece praticamente inalterado. A maioria dos
trabalha sobre coxnpatibUdade de exten8õee está restrita a WBa vergão simpli-
ficada do problema. Comovia eDa ICo21 apreaatou adia condição Bufideate ia-
tereuante para que u extensões pontuais Nt.JV2,..., .Ns de um matr6ide sejam
compatfveb, fornecendo uma camcterisa.ção de uma extensão especial N comum 8
Xi , .N, , ..., .N.. No cuo de parei de extensões poLtaab de um naatróide, o problema
da compatibDidade está completamente reBolviúo. Vári08 autores desenvolveram
diferentes teoríu e técnica para obter uma solução pua e88e problema particular:

e Las Vergnas em ILVil trabalhou com mações de inclusão entre os fumados
doB lltT08 1üodulareo a8nciadw ao par de exl,eaoõee poatwde.
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e Cardovi] em ICo21 usou uma generalbação do conceito de filtro modular
introduzido por Las Vergam em li.VZI.

e Cheung em IChl obteve 3 soluções di8tiatu bueada8, respectivamente, na
noção de fulo de em 61tro modular, fümflíw dm bberplanm de fltr08
modulare8 e nu operações de nutrição e contrição de matróide8.

A seguir, pretendemos tran8 üitir de maneira íaíormal a.B príncipah ideia.s
mencionada no último puágrafo, ainda dentro da clave dos matr6íde8 &obn con-
figuraçõw de pontos de um espaço projetivo.

DinDüos que OB 6}tro$ modularu de UEa üatróide 8ão compatível &e e 80-
mente se M extensões pontual do matr6ide deter=ainadas par uge8 Êltr08 também
o forem. ruim, m invés de tratarmos do problema da compatibilidade de ex-
tensões pontuais, wnw untar do problema da compatibilidade de âltroB modu-
]anB, que é equivalente.

Obnrvmdo com mais mijado m exmmplm du fig.7.a, 7.b € 7.c, Dotaram
que quando entendemos a configuração C pelo filtro /] obtendo a configuração Ct,
as fechos d08 element08 de /2 em Ct formam um filtro modular ae Ci. Podemos
então estuda' Ci por esse Êltro obtendo a extensão da fig.8.a, comuna a Ci e
CB. O mesmo raciocínio é aplicável tmcmdo /], CI por Z2) C3) respectivanaente.
O infere ante neve último caso, é que continuamos a obter a mesma extensão
pontual da fig.8.a. lato não é coincidência... No ente.nto, no exemplo da fig.g, ao
estenderam C pelo 6]tro modulu Ã. obtendo Ct, gs fecham em Ct doB elemento
de /2 não formam um filtro medula,r pob aó'', cd'' fanaam um par modular de

Ct e a interacção ii''' n ;i'' = Pi não é {ecbbo eDa Ct de nenhum elemento de Z2.
Mu o qae está por trás dwe8 tatw? É uoávd pergunta, aves dois

exemplo'sl 8e essa 'prewwação' da estmtura de Z3 na extensão pontual Ct de C
pelo litro ã +em alguma relação com a campal;bHdade dos filtr08 Ãt Z2 que,
confio já observado antes, é verdadein no exemplo da fig.7 e falsa no exemplo
da fig.9. Qtlando falam08 em 'presewação' de Z2 ena Ci estam08 querendo dizer
que 08 eletaent08 1ninimais de Z2 em C quando fechados em Ct são exatanente
08 elementos mini ais de um filtro zaodular de Ct. lato porque, visto a condição
(FI), o âltro é determinado pel08 8eu8 membros minimai8. Se iuo ocorrer, direm08
que 7i, Z2 são ãltros nodulares dera-eompatÍoefõ. Perceba qae OB filtros /i , /2 do
exemplo da fig.9 nã0 8ão uJtra-compatíveis porque aó, cd € ã n/9, 0 = aóQcd # /iU
zâ e pc(ab)+pc(cd)-pc(aóucd)-PC(übncd) = lo que fas com que o par ii'', ;i'''
tome-se modular em Ct , dobando pi = ii''' nii'' B peHencer a todo filtro nüodular

que contenha ãi'' e ii'' . Esse fato cancteríBa a alara-compatibilidade de um par
f] , Z2 de filtros modulare8 de um matr6ide M: li, Z2 8ão urra-conapatfveb 8e e
comente &e não existem X, }' € /] n /2 tais que Xny € Ã U ZB e dc/H (X,y) = 1,
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onde de/x(X, y) = pK(X)+ p.u(r)- PK(xuy)- P.u(xnY) chamado de/eito do
par de fechados X, y em À{. Informalmente, podeln08 pensar no defeito como urna
medida do quão 'longo' am pu de fechados está de ser modular. Bua deânição de
urra-compatibilidade montra que a ordem doB âltros /] , Z2 que parecia importante
na deânição inicial, é irnlevante. .Aliás, a obtenção da mesma extensão da fig.8.a
por dois caminh08 distint08 di8cutid08 acínaa é consequência deva observação.

O Capítulo ] deve trabalho é dedicado principalme te ao estudo da ultra-
compatibilidade no caso geral, onde tadu aB idéiu apnwntadas acima 8ão geae-
ralisadaB pua uzaa sequência ã, Z3, ..., Zn de filtm8 modularn de um Eaatr6ide M
pobre .E.

Dado um conjunto &níto P a.rbitúrio di jacto de :B, geria üaito bom. se
consegtihsemo$ uma bijeção entre aB exten8õeB X de Ar sobre l u P e alguma
estrutura de fwhadoB de M. a exemplo do que ocorre com OB âltms medula,res e
u extensões pontuais de M. UDaü prinüeira exteneãa da ideia de âltm modular,
pmpoBta por I'u Vergnas em jtVll, é rasoavelmmte siüüples nau o paço pago
é a perda da bijeção. Tomemos por exemplo a conâguração C pobre 4 pontos no
eBpaçol .E = {a,&,c,d}, na qual não existem 3 pontos colinearu e cada um d08
pontos não peüence ao plano determina.do pelos 3 outros. Coloque um novo ponto
pi na linha üb e una novo ponto p2 na linha bc obtido a extwBão Ct de C da
6g.IO.b

C

/il.IO.a / {l . l o .b

Os conjuntos !(') = {X fechado de C : pe.(X u p} u pa) -- pc(X) = {},
0,1,2, formada uma punção d08 fecbad08 de C chanaado empdAame to dü

esleBgão Ci de C pelo acréscimo da linha plp3. A8 seguintes propriedade são
veri6cadu:

(E[) Se X, y são fechados de C, r € ftí) e X cobri ]' (bto é, y' Ç X e não
existe .Z fécLado de C ta] que y' C .Z C X) então X € é'íf) u rli-i)

(E2) 8e X, y Bão fechados de e, X, }' cobrem X n r e X, y, Í"ÜÍ' € êt{)
Balão X n y € Z'Íi)

Olhado para o reticelado da fechados de C tc a08 iquematícaDamte
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En radicular u propriedades (EI) e (E2) mostram que é'(o) é um filtro
modulu'. felizmente, exhtem vária extensões de C obtida pelo auésdmo da
Unha pipa cora ewe mesmo

/dl.12.a /{f.12.b /fl.12.e

EatKtaato, colseguim.as den.tn toda asu exten.iões, UDaa. exteaBão espe-
cial «o mah !ivre possível', hto é, uma exton8ão obtida de C colocando se a linha
pipa interferindo o men08 p088fvel cora os fechados de C, tomando o cuidado de
manter Q empilhamento. E$8a exten ão é exatameate Ca da fig.ll.a. Note que essa
ideia (ie 'o maia livn poufvel' é equivalente a: Be CI é u aa extu8ü de C pejo

ré8cimo de plp2 cam malas empilbmento de C3 então pc,(X) Z pc (X) para
todo X Ç .E U pi U pS. Chauaremu Ca de ezieB$ão Bornal de C determinada pelo
enüpilhamento é'(o), é'ei), f(2) e pela linha ptp2.

As extusões normal e w clnpilbamutw serão fenamutu iupodmtn
nas caracteri$açõu de pares de filtro modulare8 compatíveis, dev;daB a Las Verg-
ou e Cordovíl aprnentadas o Capítulo ll.

Couro já di8wmog, o objetivo diga introdução é teus aitír m leitor a8
principais ideia,8 envo]vida8 neste traba]ho, de uma maneira o mais natural posBfve],
eem entrar em detalhes técnicos duneceeBáü08 e não preuupondo nenhuEn conhe-
cimento profundo da Teoria d08 Matr6ides. Acreditamos nesse ponto que esse
objetivo jí íoí atingido. Vam08 noB permitir então ser um pouco maia breves naB
descriçõa d08 doh últimos capítulos da aiuertação.

Nw Capftelw IU e IV aboldanos bdintammte o ploblena da campatibi-
bdade de filtr08 modulare8 através de duu eetmturu que então em cone8pondênda
bijetora cou OB filtr08 modularu.

A primein delta jí é bastante eonhedda e {oi introduzida por Ctapo em
IOrl. A8Bi=a como UEa filtro Raodulu é completamente deter'minado por 80ug el8-

/{l.12.b
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ment08 mínímaiB, os Áfpet'planos presente no Êltro, í8to é, 08 fecbad08 do âltro com
posto unha unidade menor qae o ponto do matróide, também dão uzaa descrição
completa do filtro. Eua fauna de biperplanos do âltro é chamada 8$&la8õe liBeür.
Della forma, a compatibilidade de âltroe modulare8 induz natumlrüente a noção
de compatibi]idade de subc]aues ]ineue8. No Capítulo 111, detetamos exatamente
a situação que bloqueia a compatibilidade de dual subclu8es bneare8 comparáveis
por inclusão.

Pudemos a descrever a segunda estrutura. Dado um Daatr6ide M sobre um
conjunto .B, trabalbaremos no Capitulo IV com matr6ides 80bre o zae8mo .E cujas
fanHaa de fechados são subfamíliaB da família d@ fechados de M. Tah matr6ide8
Bão denominador {BocfeBíe8 de M. É p08Bíve] caracterizar uma extensão qualquer
de M a partir de /eizel de ç ode teó de À/ que nada mais são que {amMaB de
quocíenteB de M com determínada8 propHedade8. Não vam08 aqui lotar essas
propHedade8 mu podem08 adiantar que elas, bem como toda teoria de quocientes,
estão re] ionada8 con uma operação muito impoHante abre matMida, a coR-
Imção. Â contração de matr6ides pode wr vista coDao uma abstenção da operação
de contrição de aresta num grato. Do ponto de vibra de configurações de pontos,
uma contrição corresponde à pmjeção da configuração na dir%ão de um de deus
fechad08. Se a diferença entre o posto do matróide M e o p08to de um quociente
é 1, o quociente é dito elemen,tür. No Capítulo IV estabelecemos urna bijeção en-
tre 08 quocientes elementares e os âltros modulu'es de um matr6ide, tratando em
seguida do problema da repre8entabmdade de quocientes elementues que quando
olhado em term08 d08 $1tr08 modulans associados cone8ponde ao problema da
compatibilidade de filtros.
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O propósito deus Pnlimina.res é fa.miliarísar o leitor com conceitos bá-
sicos e alguns resultados da Teoria d08 Matr6ides a 8enm utíliEados no re8taate
do texto. Tentamw, na medida do pwsíve], noa ater à terlahologia utílisada par
Webh em IWel. Grande parte du demon8traçõeo dos regultadoe aqui apr estados
podem nr encontrada em IWel e mail.

Inevitavelmente, euu Preliminares contêm um número muito pude de
definições e resultad08 que provavelmente nã0 serão absowidoB numa primeira
feitura. Aconw]hamoB o leitor a pagar rapidamente por eles e ntornar sempre
que nece88áHo.

Na 8eção 2, após uma brwe revisão da notação básica feita na Senão l,
apresentamos várias definições axiomática equimlente8 de matr6ides, bem como
alguma operações sobre eles. Na Seção 3, introduzimos o conceito de extensões
de matlúides, objeto principal de investigação deite texto. A 8eção 4 é dedicada a
um tipo e8pecia] de função entre matróides, o morâsmo forte, qae será muito útil
Buda construção feita no Capítulo IV

AesuDüimoB alguma familiaridade com conceitos báBic08 da Teoria de Con-
juntos, Ordens, Álgebra Linear, Reticulados, Teoria dos Gratos e Geometria Pro-
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l.NOTAÇÃO BÁSICA

Adotaremoo as convenções usuaíB da tearía de conjuntos. O8 símbolos -
e Â serão usados, rup«tívamente pua a diferença € diferença Bimétríca entre
conjuntos.

Os conjunt08 (1'e8p., element08) Betão decotados por letra maiúsculas
(re8p., minú8calu) em itálico. Usualmente {si,z2,.-,z,} denota o conjunto com
elementos ilzal'..l R mas quando obtiver claro no contexto que estamos nos
referindo ao conjunto e não aog e)eDentoB, abrem:arem08 0 conjunto {si, 81} ..} s.}
por ziz2...s.. Por exemplos XUz denota XU {z}.

2. MATRÓIDES

Um matr6ide pode wr definido de vária maneira diíerente8 poHm equi-
valentes. Comecemos com a definição que n08 pamce mai8 natural.

Um müffáíde M é um par (.E, .r) onde .F é um conjunto anito e .r é uma
falha de 8ubconjuatos de E, denominados i dcpe de feõ, ta] que para todos X,
y c.E

(11) o € .r

(12) X Ç }' e }' c J' +. X € .r

(13) Se X, y € / e IXI > lrl ratão existe B € X - r ta! que r u z € i

Ao invés de mucionalm08 0 pu' (XI J) Y mm apenas nfbdr-am m ma
tróide M 80bre .E, ou ainda, M(.E).

Exenploe de Matr6ides:
l

2

M tróide8 ZfK üreõ
B Ç V' espaço vetar;al soba um corpo ou anel de didBão P
.r = {/ Ç .B : .r é linearmente independente em y}

À/ frófdee Pnifortne8
B coajaato de R elemwtos
.r = {/ Ç .E : 1/1 $ &} 0 É i É R, i âxo
.et(.B) = (.B, ]')
Obs.: Se # = n então 2k(.F) é chamado m tróide ZitPn de posto n, denotado
'p'-" p'' E(E}
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3. À/üfróidc8 GróBcoõ
.B = .BG Haja to du are8tu de Bm grelo G
.r = {/ Ç .P : .l não contém cbcuit08}
M(G) = (.E, .r)

4. M'üfróide8 7 a$õgerõüü

.B = yzG coajanto dos védkw de ema cla8n de bbipart&ão de em gmfo
bipartida G
.r = {.1 Ç .D : l é emparelhável}

6 Mafróideõ Á.Pm
.B Ç y espaço ve&olial sobbn Bm corpo F
/ = {.Z Ç .E : / é independente aâm}
Obs.: {pt)tb)...ttl } é f depen.deite ü.lm
nao tod08 nulostais que

não existem Xi,X2, ...,À € /

b

E À. : o
i:l

Por todo o restante do texto, Àf lerá zm matr6ide 80bre o conjunto anito
E.

Por analogia com espaços vetoriaiB, fuem08 aB nguinteB definições

(a) X Ç # é 6a3e de M, se X é independente maxinal

(b) O poiso de X Ç .B eDa M, denotado por PK (X), é a caMindidade de UDaa

bbaw de X. O pwfo do m4fráde M, decotado por p.#, é o aatura} p.u (.F).

(c) O / 'À.o de X Ç .E em M, de-ot,do p'' i: , é . c«j«-to {, € .E

PH (X U s) = J,u {X)}
(d) X Ç .F é depeRdeRte em M, Be X não é independente

(e) X Ç X é cüsfta de .M, se X é depcadeate minimal. Os ciiwitm de cu'-
dinabdade l (re8p., 2) são cbamad08 de lüfoõ (rup., elemcBfo$ pamielog)

(f) X Ç E é /ecÀado de M, 8e X' = X. OB fecbad08 de posto 1, 2, 3, pM -- l,
pM --2 e pM -- 3 são cbamaa08, rnp tiuuutq de po&l08, lisa«, pZüRO',
copoBt08 (ou hfpet?laR08), colÍiiÁü8 e coplaRoõ.

O conhecimento du ba8eB, oa ponto, ou fecho, ou círcuita ou hiperplan08
é sa6ciente para determinar o matMide de modo único:
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Axiomas de Bases Erma família B de Bubconjuatos de .E é a /ãmHia du bases
de um mafróíde more .E n e 80mente n

(B2) Exbte n ta/ que l.BI = R pw'a lodo .B € B

(B8) P a tod08 .Bi, .B2 € B e $i € .Bi -- .B8 existe :2 € .Ba
(.B] u r2) - $] € B

.Bi taJ que

Ü

Axiozüas de Posto Uma função p do caajunto du parfe8 de E no conjunto dos
inteiros é a fiação posto de uln laatróide abre .F 8e e wiaeate se pa'a todo
X ç .P, y,l € .E

(R]) P(0) = 0
(XZ) p(X) $ p(X u g) $ p(X) + l
(R.3) Se p(X u y) = p(X u z) = p(X) então p(X u y u z) = p(X)

D

OB a.xíomu de p08to acém.a. são os eÍetiwmente asadas n.o deconer do
texto. Entretmto, alguém propriedades da função posto ficam mais claras quedo
olhamos para 0 seguinte 8btema de axioma equinlentu a (RI), (R2) e (R3):

para todos X, y Ç B,

(xi') Q $ p(x) É lxl

(R2') X Ç }'' + P(X) g P(}'')
(R3') p(x) + p(}') 2: p(X u ]'') + p(x n }')

Axloma8 de Fecho Una fu.nção ' da canjaato du Fada de .E no conjunto du
padeõ de E é a âinção íecbo de um mafróíde 80bre .E n e õomeate 8e para todos
X,y Ç.B er,ye.F

(Fel) X Ç X

(Fe2) }' Ç X :> rç T
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Ü
(.f'M) Se g € X e g € X u 2 então z € X uy

Axlaznas de Cbcaltos Ulaa família C de 8ubcanjunl08 de .E é a /família d08
circuít08 de UDa matróide 80bn .F 8e e õomeate Be

(02) ai,C2 c C e Ot Ç C2 :> O't = O'S

((;3) Se (/1)(:9 € C distintos e B € (?1 n Cl9 então existe O'a € C ta/ que O'a Ç
(al u a2) - z

n

AxloxnüB de Hlperplünos Uma família X de subconjuntos de .E é a fblnília
d08 biperplaaos de um matróide 80bre E Be e 80meale Be para todos Xi,r2 € 1'

(&.Z) .E # i'

(H3) Se $ € E (XI u Xg) então existe # c X tal que (#} n ã2) u 2 ç E
Ü

A família dos independentes, das baw8, dos círcuit08, d08 fechados e d08
biperplanoe do matróide M grão denotadae por /H ) B.U, C.Ú, /H e X.u, respec-
tivamente.

Podemos auociar m matr6ide M o conjunto .e(M) ordenado por inclusão
cuj08 element08 8ão 08 fechados de M. Na realidade, E(Àf) é uzü reticulado onde
pu'a todos X, y € /x,

1=.E X.\y = Xny Xvy = Xuy'

.C(M) gera chamado de nffcdüdo do matráÍde M. Lembrem08 alguns conceit08
pobre nticulados. Um reticulado P é grod odo H admite uma /unção ült8m, bto
é, uma função À de P n08 inteiros que Batisfu, pua tod08 $, y € P,

f. < y :+ h(B) < h(g)
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if. y cobri s, hto é, : < y e não existe z € P tal que : < r < y + A(y)
h(z) + l

Um reticulado graduado é dito 8emÍmoddar 8e para tod08 s, g € P,

h($) + A(y) 2: A(8 v y) + A(B A y)

Note que .C(M) é 8emimodulaz' com função altura pK. É Eatura] perguntar se
existe o caminho inverso, ou melhor, se a padír de um reticukdo é p08 ível obter
um Daatróide. Para responder ewa pergunta uma definição n fu necewâ'ia. Uza
reticulado é geom/inca @ ele for Bemimodular, tiver altura 6nita e 8e todo elemento
puder 8er expre8w como V de átomos (bto é, V de elege toB que cobrem 0).

Teorema (Retícalüdos Gealnétrlcos) trm ret;cu/ado feito é gmméfrico ne
õomenfe se ele íor isomodo ao reticuiado de um matróide.

Ü

A seguir aprewntanmos três 0peraçõe8 00bre matróides muito úteis nas
pro'raB por indução. I'odu elas têna par objetivo obter Eaatróide8 'zaenore8' que
prewrmm de algum modo a e8tmtura do matr6ide original.

Teorema (b'unc.mento) S ja ] $ $ p.M. Betão

/H. = {X € /x : IXI $1 #}

é a falha d08 í dependeafe8 de um matróíde mbn .B, dezlotado por ÀÍ'&l tr Rcü
mento de M ao Bípel 1. Ne8m cuo,

C.K. {a € c.u : lol $ Ê + i} u {.r € /x : l.rl

.rl = Á}
PK.(X) = mi-(P.« (X), É),

«':ÍÍ, n PK(X) < i
cuo coatHr;o1. .B, caBO contrário,

B.u. = {/' € /x
XÇE

XC E
fH. = {X € ZK : P.u (X) < #} u {B}
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Teorema (Resblçio) Sda .A Ç .B. Betão

/H\x = {X - Á : X € /x } {x € /H :xni = 0}

é a fanaíDa dos independentes de um matróide 80bre .F
o« M(.E - .Á), n,tição d. M . .E..A. N''"' ''",

.A, denotado por M\Á

CH\.,{ = {a € C.u : a n .A = 0}

BK\.A = {.B bme de .E - .A em M} = {.B - Á : .B € B.v, l.B n .AI uínimo}

PK\.A (X) = P.u (X),

Í'\':Í'-',

XÇB Á

XÇ E-X

Z(H'\.4) é h.modo m «b«t;cu},do lO,F':'lKI d. .C(.U).
n

Te«ema (C-t«ção) Sda J Ç . E tã.

{X Ç .E - Á : P.u(Á u X)= P.u(.4)+ IXj}

é a hmí7;a doB iDdependente8 de uiü
co fr ção de M por Á. Nade caBO,

lat.raide 80bre E - .4, decotado por M/.A,

znini.mais dela' -- Á : (7 € CK, O g .A}

PÀf/..{ = t.o ' .n ; .u l l .n uaw uc A cw JU J :BH/.A = {.B - .A : .B n .A bale de Á eln M} = {.B -- Á : .B € BK , l.e n ÁI iüáximo}

PH/.A(X) = P.U(.Á U X) - P.M(.A),

í'/'.T'ü'i''' J l

XCB-A

X

.e(.M/.A) -é j«mo,fo « ,«Z,nt;culd. l.A'' , il a. .e(M').
a

Podemos u80ciar uma certa oMem parcial sobre a família de todos OB
matr6ide8 sobre Bm conjunto tirita âxo. Debate por X(.F) a família de tod08 0s
matróídes cobre .E. Sejam Mí, M2 € .N(B). Disem08 qae Mí é müf8 !ívn (ou
naif /face) que M3 n qualquer um dos itea8 equimlente8 abaixo for 8atbfeito:
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i. Todo independente de À/2 é independente em Mt

í{. p.u.(X) Z p.u,(X) pu'a todo X Ç .E

íií. p.u.(X) Z p.u,(X) pua todo X € /x.
Notação: À/i :g Àf

A relação 3 é uma relação de ordem parcial 80bre X(Z) qae cbNmai'em08
de amem .Pücü. O exezaplo abaixo ra08tra que ínfeliBmente o conjunto ordenado
(X(B), :g) -ã. é «m nticulüo:

Exemplo 1.1. Considere OB seguintes matróides soba o conjunto .E {a, b, c, d}

M.08tm-8e facilmente que Mt, M2 cobreDÜ Àfs , ]W4 e portanto À/3 v À/4 e Mi A À/2
não oxistom.

3.EXTENSOES

Durante o restante do texto, Balão menção explícita em contrário, P é um
conjunto anito di8junto de B.

U aa e eRõão do matr6ide M(E) abre .D u P é em !aatróide .N(.F u P)
tal q«. .N\P = #'(E) = .M(E). N.t;çh: M(.E) -. .N(B u P).

Se P = {z}, a extea8ão N é dita p08fwüi. Uma mancha Óbvia de obter
uma extensão pontual de M é deÊnir um matroide .N 80bre .E u 8 cuja bueB
são da forma .B u s onde .B é base de M. O matróide .N assim definido será
chamado de õomü de m poBt0 4 À{. Note que aeB8e cuo, pã = pM + 1, e a.lém
dk80, N é 8 única extensão de M com eua propHedade. Vamos então considerar
apenas extorsões pontuais N do M tais que pN = pM. Nego caso, tom08 ama
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caracterização bastante interessante pu'a M extensões pontuais. Dilem08 que / Ç
/M é um .Nfro moduiaf de M w M seguinte condições estão satisfeitas:

(F[) 8e X € /, }' € Zx e X Ç ]' então }' € /

(F2) 8e X, y € / forDaam um püt moddür em M, isto é,

P.u (X) + PH(r ) P.u (X u r) + P.M(X n }'')

então X n Y € /

Não é difícil ver que 8e A é uma extensão pontual de M abre B u : então
{X € /H : z € X' } é um âltro Düodular de M

Teorema (Exton8io Pontual) 8da / um litro modulu de M. .Balão

h {X u $ : X € /} u (/x 7) u {X u $ :X € /H - /e
X não é coberto por elemento de /}

é o conjunto d08 íecàadoõ de uma extensão pontual N de À/ sobre .B u 8. Além
dhm, r = {X € JH : z C X'' ).

Ü

Notqão: M(.E} u-:---. X'(E u 8) ou N é a extensão pontual de M 80bre E U z
pelo litro modalu .f.

Dada uma falha g de fechados de M o .litro modelar de A/ gerada por
g, denotado por lglx ou apeou lgl se não houver perigo de ambigiiidade, é a
íntel'acção de tod08 0s filtl08 nodulares de Àf qae têm .g co=ao BubfamMa. Se .9
é unitário, isto é, g = {.A} para algum .Á fechado de M, ljl é dito .potro pHBcipal
gerado por .Á- Éf&il ver Bebe cuo que l.AI = {X € /x : Á Ç X}.

Disem08 que uma sequência de Êltr08 modulare8 de M, Ji, /2}...,ZR é
campütdleel, ou que /l, Z2, ..., IB são .$1tr04 mod8lare8 compütfecf8 8e existe B aa

extensão .N de M sobre .E u P, P = {pllp2} ...,ps}, tal que

'f!-.,t''z'
.Mi (.E U Pi )

MB(.E U P2)

'''»

./'

M(B)

\

.N(.B u P)

M.(.E u P.)

Em pa!'ticular, n n 2. N' é cba.nada f-ezfemão de À/



Definimos agora o dc/cito de um par de íechad08 X, y de M como sendo
o natural px(X) + px(r) -- PH(X u y) -- PM(X n y) e denotamoB «w número
p'' d'/H (X, y).

4. MORFISM08 FORTES

Sejam Àft, À/2 Düatr6ideB 80bre m conjuntos .Et, E2 respectivamente, e
um novo elemento 0 ( Zi u .Ea. Pua cada i = 1, 2 co sidere M! a extensão de Mf
pobre .Bfu0 tal que 0 é laço de M:. Um morfõmo /ode é uma furgão de .Bi UO em
.B2 u 0, denotado por / : À/i -+ À/2, cuja imagem contém o conjunto d08 f«bbad08
de M2, tal que

(MP]) .f(o) = o
(MF2) Para todo fechado X de Àq, /'Í(X) é fechado de .M{

No que se segue, / : Mi -+ M2 já denotará uma função de Bi u 0 -+ .D2 u 0 tal que
/(0) = 0 € cuja imagem contém o conjunto doõ fechados do !natróide M2.

Proporção (Morâ8mo I'opte 1) SdHa Mi, .M2 matrófdu wbn 08 coajaato
.Et, .E2 rwpectívamente. Dada / : Mi -+ À/2, 8ão equinlenf

í. / é morfõmo bife

ii. Pua f.do X Ç .B- t.m« q«e /(r"') Ç 7RTH'
íif. Paz'a tod08 X, }' Ç .Ei tah que y Ç X ternos que

PH,(.f(X) ) Px,(.f(!')) $ P.«.(x) - P.u. (r)

Ü

Para cada. {uhado X de Mi deâaímos B /-BBJÍdüde de X, denotado. par
nl/(X), ou simplesmente Bdidade de X, denotado por RI(X), caBO não haja perco
de ambiguidade, como lendo o inteiro p.K. (X) - PK,(.f(X». Decorra do item fff.
da proposição anterior que nl/(X) 2 0 para todo fnhado X de Mt.

Se Mí 6 M2 são DaatMide8 subi"e o naulao conjunto tais que /H, Ç /H,
então a funçh identidade {d : Mi -+ A/3 é claramente um morâ8mo forte. Nesse
caso Ma é chamado de wfe te de Mi cujo gms é o inteiro não negativo pMI --
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pMa, denotado por gr(Mt -, M2).
gtiociente Jementüt de Mt.

Se gr(M} -. M2) l então Àf2 é chamado

Proposição (MorBsno Forte 2) Sdaln Mi, M2 matróide8 sobre o lüesmo coa-
juato .F país que À/2 é quociente de Mt. E tão para todo par de fubad08 de
Mi

f. 81(X) $ gr(Mt -, M2)

Íf. de/x. (X, !'') 2 de/x,(X, y')

íÍI. %l(X) + ttl(r) = BI(X u }') + 81(X n }') + de/x.(X, }') - de/x,(X, }')

fv. X, r é pu modular em Mi « ,tl(X) + RI(!'') = ttl(x u r) + it/(x n I')
Ü





Capítulo l

Urra-Compatibilidade

Apresentamos aqui uma condição su6ciente natural, 8 urra-compatibili-
dade, pu'a que uma sequência gaita de âltr08 modular'u de um matr6ide seja
campa,tfvel. .Além pino, daremos caracterisaçõeB BimpleB para a extensão ouse
ma.tMide deternínada por uma nquência de âltros nodulares urra-compatíveis.
Couro exenüplo de tah exten8õe8 podemos situ aB exteasõeg pontuais e u princi-
pal

O conceito de urra-compatibilidade é intmdusido na sua fol'ma maia na-
tural através da noção de sequência urra-compatível. Na Seção 1, vereEüas que o
conceito aplica-8e à fanaíUa de âltroB e não depende de que padiculu sequênda
8eu8 membmB são colocados.

A segunda 89ção é dedicada ao estudo du extensões lisas de um matr6ide.
Cada extensão deve tipo é anicamelte determinada por ama sequência de âltmo
zaodulu'es urra-colnpatfveiB. Uma breve aaálióe da I'ilação exhtente entre um
determinado morfismo forte e a urra-compatibilidade também seM feita no final
desça nção.
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1. A ULTRA.COMPATIBILIDADE IMPLICANDO
COMPATIBILIDADE

Seja .N uma extensão de M e / um filtro modulu' de M. Chamarem08 de
/deão de / em N 0 seguinte 61tm modular de .N,

1/1x = fl{/' 6]tro moduju de .N : {TK : X € /} Ç /'}

Proposição 1.1. Soam Ã, Z9, ..., ZB f/tn8modulueg deÀf eP
Cyonõiden tambéaa 0 8eguíate diagrama de exten8õu poatuai8:

{Pi,P2,...,P«}

M(.E) --b--. M: (x u p.) JlkbM,(.E u p. u p,) J!!!L
l!#!a .v. (z u p)

Ezztã0 8ão equívaJentw.

{. Para cada { = 2,3, ...,n o conjunto da8 elemento mí ímai8 por incJuBão
de l/.IK... coincide com o co ju to dos íbcb08 em Mi-t dos e/ement08
znhimaíB de /.

íf. Pu'a cada { 2,3,...,%, Be X € 1ÃI.K... wtão Xn .E € %

Prova: Verifiquem08 que {.:»{{.. Fixamos f € {2,3,...,tt}. Seja X € iRlx.-,;
então existe y minimal em IÃlx... tal que y Ç X. Pelo item i., existe Xo € Ã

talque7o '''=y. LogoyOÇyn.EÇXn.B,dondeXn.Ee Ã.
M«t.,mw 'g.m q-. ü.:>f. Fhww í € {2,3,-.,-). Na ndlidM.,

podemos substituir ff. pela seguinte condição:

pua todo X € 7H. xclÃIK...+ xn.Ecl.

já que a outra implicação é trivial. Seja X mininaa] em igl.v.... Por ff., xn.E € g.

Tome y minimal em Ã t&l que y Ç X r-. .E. Então rH''' Ç Í?ÍIW'''' Ç X e
pela mini validade de X resulta que rv''' i:'i:ÍÍN''' = X e X n .E é minimal

em .6. De teatro lado, seja }' minimal em Ã. Tenros que p'N'''' € 1Ãlui-.
Tome X minimal em IÃlx.., ta] que X Ç r''''. Por if., X n .E € Ã e como
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X n .E Ç 7H''' n .E = y, pela minimabdade de y, X n E = y. Logo yM'''
X rl ZK''' Ç X Ç y'K''' e poHanto X - ÍTH'''

Dada uma sequência Zi , Z2, ..., Zn de fiJtr08 modulare8 de M, diremos que
ela é UDüa ÓBg é clü #lfm-eompüt(ÇBI de À/ 8e uma da.s condições equivalentes da
Prop08ição 1.1. é BatiBfeita..

Note que ae R = 1 a wquên.cia é trivialmen.te atira-compattvül. Combi-
nando mBa ob8ermção e o próximo resultado, chegamos à conclusão de que toda
sequência de filtr08 principal de UDÜ matr6íde é alara-coDüpatfvel.

Proposição 1.2. Seja /i, Z2,

fi.foro priacipa/. .Betão /] , /2,
-, Zs uma sequêacla alara-compatíve/ de Àf e / uu

., /B, / é uma Bequêacia urra-compat/veJ de M

Prova: Considere 0 seguinte diagmnaa de extensões pontuais:

M(Z) -!!-M-(E U P.) AK=
111b== M.(Z U {Pt, P2, ...,P.}) -!kU .N(.B U P)

onde P = {pi,p2,..»p.,p}. Como 7i,Z2,...,Zs é mitra-compatível, para que
/i l /3 l '.., /n, / também seja, baeta mastrarm08 que w X € 1/1K. então Xn.E € /
Seja X € 1/1H.. Da hipótese, / é filtro principa], Jogo exüte .Á Ç .E ta] que
/ = {y € /H : Á Ç y}. Portanto .A Ç X, donde Á ç X n .E € /u, o que mostra
que X n .F € /.

n

A Proposição 1.4. a. oeguír nos comece uma caracteü$ação mais natu-
ral para a urra-compatibilidade. .Antes de eaançiá-Ja, um pequeno tenra w fal
nece88ário.

boina 1.8. Soam X, r lwàad08 de M e .N a extensão pontual de M cobre .E UP
pelo litro modulu' /. .Ratão,

d./~ (?x , 7'" ) .r d'/u (X, y' )
1. de/K {X, y),

1, se X, y € / e X n y # /
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Flora: Gon8idere inicialmente o cuo em que X, }' € 7 e X n y é
Jure/e

ruim,

PX (FN)
p,.. (7'' )

p. (Í~ u 7~)
p. (T'' n 7') 11 1

PM (1'')

PIV (T'Ü'rN ) = PH (X U Y)

P~ «X U P) n (Y' u P» = Px«X n r) u P) PH (X n }'') + l
N' .....N'

L.g., d./x(X" ,y") = d'/H(X, ]'' ) - l.
outro lados no cuo complezaentar, é poeefvel provar de maneira &eme-

]hante que dc/x(X' ,]''" ) = dc/x(X, y).
n

Proposição 1.4. Sejam Xí, Zs, ..., /n â/troa moda/a/'n de M. Sâo equivalentes:

f. Zi , /2, ..., 1. é seque.ncia u/Ira-compatível

ít. /t,Z2,...,ZB.t é sequência u/Ira-calapatível e pu'a cada / Ç {1,2,...,
«-l},« X,r c(Of.i Ã)nZ. com d./x(x,y) = 1.rl «tão «d.t. Ê € .íu"
la! que x n y € ZÊ

Prova: Considere 0 8egaínte díagmma de exten8õe8 pontuais:

M(E) = M'o(.B) -=!-- .Mi (.E u pi) Jl2L-. .M,(.E u p: u p2)

Juba. ... lld== M.(.F u p)

onde P = {pl,p2,...,pn}
VeriâquemoB que {.:+i{.. Seja .r Ç {1,2,...,n -- 1} tal que existem X,

]'' € (ní./ Ã) n Z- com d./H(X,}'') = 1.rl. Se existe A € .r ta! que x n }' € Zx,

não tem08 nada a provar. Suponha então qae pua todo h € /, X n }' # /Ê: .Como

/], /9,..., Zn.t 8ão filtr08 modulu'e8 ultm.compatível, temos que I'i;Í'í k-' #

IÃI.u..* pu'a # c /. UBmdo o Lma mteriar l.rl veBe8 obtemos de/x(X,r) 2:
de/H...(Í'M''',Í'N'''') + 1/1. LOGO dB/U...(ÍH''',7H''') = O, O que

nifica que Xv'-', 7X''' é um pur modular em ÀÍ.-l. Como T'K'' , ir«''' €

leal.K..., temos que XM''' n yN'''' € 11nlH'..ii e, usando a hip6te8e de ultra-
compatibílidade temos que X n y € 1a.

Verifiquemos agon que ii.+i- Saponba por abordo que Ji , ã, -., IK não
é u]tm-compatível. Como /l, J2, ..., is.t é ultm-compatível por fi.i n8a suposição
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unplica na uistência de X, y € is com X n y # Za, deÍldX,V) = d e ÍH''',
ru-- par modular em M.-t, isto é, de/N...(IU'''',}#"'') = o. Usado o
l,ema 1.3.! conclui-8e que existe l Ç {1, 2, ..., it - 1} tal quf 111 = d, X, }' € file/ B
e X n y é /A para À € .r o que contmdi8 {{.. Logo, /], /9, ..,, ZR é uma

' '

sequem cla
urra-compatível de M.

n

Note que ii. é equivalente a

íÍ'. Pu'a cada .r ç {1,2,..., it - 1}, w Xt }' € Rica X e de/x(X, I'')
então existe &e/tal que Xnl'' € Z& '

que não depwde da indexação dos âltrm /] , Zg, ..., !R.

l.r l

Corolário 1.8. Sda W uma falaflía de fltr08 zaodulaiw de ÀÍ. São equimleate8.

f. .Existe uma iadexaçâo /], Z2, ..., Za de H'' ta/ que e88a sequüda é alara.
coaapatfvel

íf. Pua fada indexação /l , Zg,..., ZB de W e a 8equê cia é alara-compatív'e/

a

Podemos então dizer que 08 âltm8 modular'u /l , Zn ..n ZR são urra-com-
patíveis 8e a sequência /l , /g, ..., ZB é urra-compatível. O corolário anterior B08
garante que eue conceito é beba definido. Note bebo que o Düe8Dao âltro pode
oconor npetidaB vel08 na falha. A Propaição anterior permite obter, de uma
maneira mab natural, o seguinte resultado de Oordovil ICotl:

Corolário 11.6. Sdau /l,Z9,..., in CO inatos de íbcÀad08 de M € P = {pilp31 ..u

p.}. São equina/eate8i

I' /l , Zs, ..., Zn sâo áltroB .moda/a'eB u/tra-compatíveis de M

í{. CoE8ida'mdo a «guinte facção a more ZK ao coajuBto du partem de P
de6nida por

0(X) = {PI : X € Ã}

pu'a tod08 X, I' C /H temo

(a) Se X Ç }'' eatã. a(X) ç â(1'')
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rb) d./K(X, }'') > 1(a(X) n Õ(r)) a(x n r)l

Pro'ra: Mostrem08 que i.+ff.. O item (a) é trivia! já que 7í, Z2, ..., Z. são âltr08
nodulares. Suponhamos que existem X, y € /x tais que de/u(X,y) = d <
(q(x).P a(}'» -.P(x n }')l. Então exbte J' Ç {1,2, -., n} ta que X, y € n;., Ã
' x n y € Uic.r Ã o que contraria a urra-compatibilidade de f.. Podmto t hoB

Veri6quemos que {í.:+i.. laicialmontei /li ?21 ..., !H são Êltr08 modalans
de M pois ff.(a) implica que para todos X, y € /H, w X Ç y e X € Ã então
y € Ã, e ii.(b) iDüplica que pam todo par modular X,y de À/, 8e X, y € Ã então
x n y € ã. Sejana X, }' € /x e .l Ç {1,2,...,B} tais que de/K(X,r) = 1/1 - l
e X,y € RíCJ Ã. Então de íf.(b) concluímos que x n y € Ã para algum # € /.
Logo, /1 , /2, ..., Xn 8ão filtros modtllaree ultm-compatíveis de M

a

Corolário l.I'. Sda / um fltro modular de M. Uma sequência lí , Z2, ..., 1. de R
cóp;u de 7 é urra-compatível Be e wmente w / é principa/ ou n g
mi-ld./x(X,r) : X, r € /,x n y # /}.

n

O nBtmte da senão é dedicado B deterlni ar a relação exktente entre B
urra-compatibilidade e a compatibilidade de âltms zaoduluea. O próximo Teo-
nma, em particular, servirá de inspiração pu'a a definição de extensão liga, t6piw
da próxima seção.

Teorema 1.8
equinle tes:

S4a X uma extusão de M 80bre E u P tal qae IPI : B. São

,, n temosf .Exbte uma indaação P = {pi ,p2j '..lpB} taJ que pu'a f
para fado X Ç ,F u {p,i , p3, ..., ?Í-] };

2,3,

N

pi € íN .» P: c í# n .B

if. Pma todo X Ç .B u P temos XX = xR n .B" u x
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Prova: A implicação ii.:»{. é trivial. M08tnm08 que {.:»{f. por indução oobm n.
A bago da inalação é dada por n = 0. Nesw caBO N = M e fi. é imediato. Suponha
que n > 0 e sejam p = ptl, .Ni = N\p e X Ç E u P. Basta então m08trarmos que

X' Ç X' n .B u X para verifica.rios o item fi., já que 8 inclusão conta.ária é
clara. Temos dois caBOs a considerar:

p'ix
Por hipótese de indução tema que Tlv = ? nE
então

N'

:Nt

uX. s. P € ]'"

--H --Nrx'' : x'' :x uX ç X'' n.E uX

Por ouvi'o lado, 8e p € X' então

í~:F"'.,.i:X:'-- uxupçiXnx uX
Cuo 2: P € X

Por hip6te8e de indução tem08 que

1--ix' : l":ix' n .E' u (X P)
N

Se p € X - p então

r" : r:;"' ç R:í"'' . , ç ix"ii ux
Suponha então que p if X ' p . Se fx - X'pW : p então Íx C

X' n B U X pois p C X. Podemos supor então que exbte g # p tal que

p, g eíw - í":T#. Logo p € ÍT::iÍuç e Tx = 1..x -pJ ug . Por

hipótese,pe(X--p)ug" n.F =x" n.F ,donde

N

-N

N .. li'

lw :(Txn.F)u(x-p)"=(rx n.E)u(X-p) up

PoHanto u8mda 8 bipóte8e de indução

í#:(rKnB)u(x-P) n.E u(íwn.F)u(x
C X''nE UX

P) u P

a
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LeEna 1.0. Soam /], Z9,..., Z. fltr08 modo/ara urra-compatív'eü de M e coa
oidere o iwpectivo diagrama de extea8õeõ pontuais;

.M(.E) --B-. M. (E u p:) -13bS ... E:l1=3 .M.(.E u P)

onde P {pi ,p2,...,p«}. Então pua todo &cbado X de M temos que

TH' = X u {Pi C P : X € /.}

Prova: Seja X fechado de M. A inclusão X'" 2 X U {pj € P : X € Ã} é
facilmente verificada. Mostremos então que vale a ínclu8ão contrária. Sabem08
que X = X = Í#'' -- '(ptlpBI...lps) = .FX' n .E. Seja z € ÍM'. Se 8 € .E

é claro que z € X. Suponha então que z = pí pam algum { = 1,2,...,n. Então
T'''' € 1Ãlx..,. Pela urra-compatibilidade d08 filtros, Í'''' n .E € Ã. Mas

í"''' n .E = (T"' n (.D u b-,p,,.-,pi-.}» n .E = ?"' n .E = X

Logo X € n, donde z c {pi c P : X c Ã}.
D

PropoB[ção 1.]0. Soam ã, Z2,..., Zn á]tr08 nodulueg u]tra-colüpatíveü de M
e considere o respectivo diagrama de extensões pontuais

MI.E)'./b M-(EUP-)ax= ... F;"x .(.EUP)

onde P = {pi;p2, ...,p..}. Goasidere uma outra induação R., X,,
acima e o rwpectivo diagrama de exten8õe8 poztuaiB

., %. das ãlt s

M(.e) '1l- #'.(z u p..) J!!b.
Betão À/s = .N..

[Z..]K...
.N.(.E u P)

Prova: Usado a urra-compatibilidade de /l , Zs, ..., ZB, Daostrem08 que MB satis-

faz a condição i. do Teor"ema 1.7.. Tome a indexação P = {pi,p21 ...,ps) e fixamos

í € {1,2,...,tt}. Considere X Ç EU {pt,p2,...,pf-í}. Se pf € X'' n.E é
A
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claro que h € í ' já que ÍJ/' n E'' ç X&''. Suponha por outro lado que

pf € XM". Portanto XH''' € 1ÃIKi.. e pela urra-compatibilidade dos filtros,
T"''' n .E c Ã. Logo

cí"'''n.B"' çi" nB '

Com í8so acabam08 de mostrar o item {. do Teorema anterior e portanto vale o item
« + a.p +ra ft

íi., isto é, para todo X Ç .F U P tem08 XH' = X&'' n .F U X. Analogamente
ü.p '""'''ãlÍ 6v a

prova-se que pam todo X Ç .E u P temor Í'v' = IÍ.x' n .E' ' u X, jí que a
urra-compatibilidade independe da indexação doe âltroB. Mu pelo Lema antepor

.. N. ., #.
concluímos que para todo X Ç E U P , Íx' n .E- = ÍN' n .E e poNanto

ÍN : XK', donde Àfa = .Ns.
n

Como coawquência imediata desça Propa8ição tem08 finalmente que

Corolário 1.11. Se /l, Z2,..., ZR 8ão áltr08 modalu'e8 u/tra-campal/veia de M
então /] , Zg, ..., Zs são fitroB aodulan8 compatíveí8 de M.

Ü

O próximo exemplo m08tm que a ultm-compatibilidade aão é condição
necu8ária para a compatibilidade.

IExemplo 1.12. Seja .E
Êltr08 1nodulares de M:

{l,B, ...,9} e M(Z) = .C+(.E) Considere 08 8eguiate8

n : % : j123,466,789]

? : j123,466]

e o seguinte diagraEna de exten8õeB pontual

M(E') uB--, Mt (E u p3) Jlg:b M2(E u pt u p3) J21=!L M3(.B u pt u p2 u p3)
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Figura l Figura 2

Veja Figura l.
É fácil ver que /] , Za, $ 8ão çompatí'reis. Considere agora Q seguinte diagrama de
exten8õe8 pontuais:

M(z) -3--. ,v{(z u p- ) 'l!!L .v.l(.E u p- u p,) 'l11:s J4 (z u p. u p, u p,)

Veja Figura 2.
Como Ma ?É Má tem08 qze /l, Z2, Z3 nao sao alara-compatíveis

2.EXTENSÕBgLISAS

Seja N ema extensão de M sabre .E u P. DimnüoB que N é uma ede áo

{i8üdeM&eparatodoXÇ .EUPtem08X' =X' n.D uX

Proposição 2.1. Existe uma b#eção ent a íam a du sequézzcíu ulfn-campa
fíveí$ de fltm8 moduJarm de M e a famüa du extw8õe8 lí8aB de M

Prova: Gon8iden a função que leva ã , Z2,..., /n filtr06 nodulares urra-compa-
tíveis de M aa extensão N de M cobre .E u P, P = {pi p2}...,p.}, dada pelo
diagrama abaixo:

M(.E) -jt- Mt (E u pt) JSllb ... 1111:S .M. (.E u p) = .N(.E u p) (8)

A função está bem deânída poíB .N independe da indexação doB 61tros e N é
realmente uma extensão liga de M. Suponbam08 que existam dual sequêncía8,
/] , /2,..., !n € gt, .g21 ''., gK, de Êltr08 nodulares urra-compatíveis de M levadas
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pela função acima à mesma extensão lisa .N de M. Ma8 então para cada í =

Ã = {X € /x : P. € 1Í" } = .gi

o que m08tra que a furgão é injetora. Sejam N uma extensão liga de M 80bre
.E u {pt,p2)...lps} e 08 6]tr08 modulare8 Ã = {X C /.U: pf € X' },{= 1,2,...,n.
Pro'remos qae Zi, Z2,..., ZB 8ão urra-compatf'veia. Construa um diagrama como
em (+) e seja X € 1ÃIH... para ic {1,2,...,B} âxo. Então pÍ € X" e portanto

R:'Ê r - , logo, pela de6nição dos X'e, XR' n .E € ã. Mas XN n .E =
TK''' n E. M08tram08 usam que a função deânida acima é também sobrejetora,
efta.belecendo-se a bijeção mencionada.

n

Puwmos a caractere ar u extensões Usas

Teorema 2.2. Sda N uma extensão de M more B u P. Betão são equinlenfes;

{. N é uma atenção !ba de M

ü. PamtodoXÇ.EuP,px(X)= minzç {p(Z')+lX-7"l}
[Ü. P«a todo X Ç .E U P, PK(X) = minxnBÇZÇslPK (Z) + IX - ?" l}

{e. Pan todos Ç .EuP, N(Tx) = .N(iF'riE)o.C(X-ra n Ew) o-de

.CH-i'nr )í.«,t id /;«....x.i'nx
Prova: Seguirmos o seguinte inteiro de veriâcaçõeB:

t. ++ tP. :+ tt. ::+ ttt. =+ tu.

A implicação {ti. :+ i. é trivial.

M08tremosquei.:» {v.. Sejam X Ç .Bule y Ç X--À' nB . Bula

provarmos que X' n .E U y é fechado em N. Inicialmente tem08 que

il'-- ur" ..FçP..Bçil'nr~

entãon
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-NaW XNx''nE u y : íx nE' uy nB u(Xx n .D uy

; }'i- ',*

Podmto X' n.E Uy = X' n.E Uy jí que a outrainc]usão é trivial.
PuBem08 a veHâcar que {u. :+ i{.. Sejam X ç .E u P e Z Ç .E. Temos

então que:

P,~ (X) g Px (7" ) + Px (X

Por fp., tomando Z = X' n .E obtem08

ZN) g PK (Z) + IX z"l

P~(x) = P~ (rN) = PK(rw n .E) + IX - FAr n E" l

Mostrengo agora 3ue .ii. ::+ íi{.. Sejam X Ç B u P e Z Ç .E tais qae
PX(X) = p,U(Z) + IX -- Z" 1. Con.infere Z- = Z u (X n .B). Neve cu. PH(Z-) g
p.u(.z) + lx n E - Z'l e podmto

PH (.gI) + IX - 2/ I g P.U (.Z) + IX n .E - Z'N I + IX n P - ZNI

= .p.- (.z) + lx - Z" l
I'ogo pela minímalídade de ü., ternos na realidade igualdade.

Finalmente v'erifiquem08 que {ii. :+ {v.. Seja X Ç .E u P e considere

IXI = {.Z € ZH : Px (X) = Px(.Z) + IX - 2'" l}
Com. e8Ba definição ree8ci'evem.08

X'' = {z € .E U P exbte Z € 1XI

.7=i':
c.m , € }" }

e portmto UzClxl .z = xr n .E e X

px (x) = px (T~ )

j'".i;r--' Logo

p«(T' n l) + IT' - Í
.:#

-íç"'lp...(ivnz )+ IP.~(íR)

(?fnz )+ix-ix n.E l



Cyüp Jo /: Ultrü- (Tompüti&ilidüde 26

Corolário 2.3. Sejam .AÍ,Á2,...,.A. subconjuntos de .E e 7i, Z2,«., !s OB âltros
priac;paio 80c;idos, isto é, Ã = {X € 3K : .Af Ç X} pua i: lp2,...,B. Coa-
õidere 8 extez18ão figa .N de Àf 80bre .E u P, P = {pi,p21 ...,pB}, deterrnínada por
/i,Z2,..., /a. Então pua todo X Ç EU P

P.N (x) = xn.ggvÉxlPx ((}' n z) u {U Ái : pi € y, l g f g B}) + lx - rl}

Prova: Tomenüos X Ç .E U P.Pelo item ilp. do Teorema 2.2. teln08

P«(X)=Px(Í"nE)+lX-iB'nX l (*)

Sejam }', Z tais que X n E Ç }'' ç X e Z = (X n E) u {U .Ai : pi € y, l $ 1 $
B} =(yn.B)u {UJi : Pf € 1''. ig { g n}. Tem08 ?ntão que IX- ]'l à IX- .Z" l 8
do item fí. do Teorema anterior, p.v(Z) + IX - .g'' 1 2: plr(X). Combinando elles
dob resultados obtem08:

P.u((I' n z) u {U xf : pi € V, iS { g n})+ lx - }'l = pK(Z)+ lx- V1 2: px(X)
N.::N '

Tome agora }' = X' n .F n X.
outro lado, de (+)

Sabemos que px(X) É PK (Z) + IX rl. Por

Px(x) = Px(íx n.B)+lx-ÍÃÍrlz IZ PK(z)+ IX-rl
pois

(a) Z Ç X' n Z:\ f - ..

Sqa z € .g. Se z € X n .E é claro que r € .i' n .B. Tonüe agir'a Ji Ç .Z

Eatãopfe }',dondepi er nl epodmto .AfçÍR'nE.

(b) x . i;-"ii' : x - y

A inclusão Ç é trivial. Seja z € X -- Y. Ratão 8 € X e $ if i'' n .E rl X,

nqueimplicaquezeXe$er#'n.F ,donde8€X-Í n.B . Logo

telü08 8 igualdade.

ConcJaindo,Plr(X) = P.u(.g)+ lx-rl pua y : x" n.F nX eZ
(Xn .F)u {U Á{ :p{ € V,i $ $ &}.

n .F nX eZ=

a
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Dada uma extensão .N de M e uma sequência urra-compatível de filtros
modulareB de .N, mostrarem08 uma maneira de recuperar âltros modulare8 com-
patíveis de M. E8tabelecemoo também condições suficientes 80b aB quais u8e
Düétodo fornece filtros moduhre8 urra-compatível de M

Proposição 2.4. Sda N uma exfenBão de M more .D u P. Considere a aplicação
a : /x --, /x taJ que e(X) = X' pan todo X C /x . Tem08 então que:

i. a é mora ao forte de nticuJad08

Se Zi,Z2,
a-'(/),a

.,Zn são á/tios moeu/ue8 tz/tra-colapatfvei8 de N ea ão
'(Z),...,a-'(X.) 8h á tm moda/"a campa'/veia de .M jade

cr-i(Z)mire/x:T' eÃ} i=1,2,...,R

Proa: O iteml.l evidente pob X u yP = XX U rA'' e liv = XN. Pauem08
a veri6car o item fí.. Mostremos inicialmente que para cada { = 1, 2, ..., R, a'í(X)
é um âlbro modular. Fixemos unü valor de i. Sejam X € a''(X) e y € /H tais
que X Ç !'. É claro que Xlç Ç 7N, logo rN € ã, donde }'' € a'l(.&). Tomemos
agora X. ]' € a-i(X) par modular de M. Então

P.N (]'a') + PN (t''F) = PN(X) + P.N (}'') = P.M(X) + PM (y)
= Px(x u }') + P.u (x n y)
É PN(TN U Í'N) + P.N (II'N n r'~)

donde FN, yX par modular eDn N. Logo XJV n7 € .R. Mas então X rr y#

T" n T" e portanto X r'l }' € a-i(Z). Falta ainda veriâcam08 a compatibili-
dade dos âltros a-'(7i),a''(Z9), ...,a-'(!.). Seja N' a extensão !isa de .N sobre
.F U P U F, onde F n (z u P) = 0 e P = {/1 ,/a, ..., /.}, determinada pelos filtm8

Eüodulares urra-compatível Ã,;2,...,/n. PoHanto, Ã = {X € /N : /t € X'' }
para { = 1,2,...,n. Seja M'(.BUF) = .N'(.gU/) e Mf = M'(.FU/.), i= 1,2,...,n.
É claro que M'(.E) = N(.B) e para cada í = 1,2, ...,B, 8e X € /x e /i C T"' então

íx € X e portmto X € a-'(X). Logo M(.E) =::192. Mi(.E U/.), í = 1, 2,

r

Na Proposição anterior, a':(/i),a''(Z2), -.,a''(Z.) não são neces8aMa
mente urra-compatíveis como DüoBtra o exemplo seguinte:



0'Brado .l: #lfrü- 0'ompütiõilidode

Exemplo 2.6. Sejam B : {ü,b,c,d,el}, M(E) = ,e4(8) e M(.F) '-!---. N(Bu /)
onde / = {aóc,ede,.F} fltro modular de M. Coa8iden agora Ã = lúe,c.fix e
Z2 = jab.c/!K filtros modulu'e8 de N. Explicitando,

n {de, cf, deck, dcü , deb, club, B u f}

Z9 = {üb, c.f, aõc/, aóe,üód,c.fde, .F u/}

lde,abcjx e a'*(Z2) = lab,deck 61tr08 modularEntão a-'(/t) de M, ou

a''(Ã ) {de, abc, dec, dea, deb, .F}

a-'(J2) = {ab, dec, a6c, abe,aód, Z}

/] , Z9 eão urra-compatfvei8 pois ã n Z2 = {c.f, üóc/,dec/, Bu.f} e 8e X, }' € Ji n Z2

então X n y' € /1 n Z2. Ma8 a':(/1), a''(/3) não são urra-compatfvek pois abc,
cde € a-'(/)na''(/2), de/H(abc,cde) = 1 e übc n cde = cé a-'(/i)n a''(Z2).

A Prop08ição seguiu.te n.os {om«e um.a coadíção sutcien.te para. que
p-'(â),a''(Z2), ...,a''(Z.) pejam â tr08 modulem alara-compatfveíB, gob a8 hi-
pótues da Prop08ição 2.4..

Proposição 2.6. Nu meBmu coadiçõe8 da hop08íção 2.4.. Se pam cada
í = 1,2,-.,K, X € Ã impl;ca que X n .B € e-'(X) wtão a''(/ ),a''(Z2),...,
a-'(!.) 8ão fltr08 modulada ultn-campal/veia. Neve cuo, o Beguiate diagrama
de exteaBõw é comutativa;

M(.B)
!

M'(.E u F)

.N(EuP)
r

.N'(.E u P u f')

onde .N(.E u P) '-. .N'(.E u P u F) é a exteaBão liga detemfaada por /l , /s,
e M'(E u /') = .N'(Z U F).

.,h

Prova: Basta mostrarmos que M(.E) -. M'(.E u /) é a extensão ba de M de
terminada pelos âltr08 modulues urra-compatíveis a'l(/] ), a'í(Z2), ...,e -t(Z-)

o que equivale a Daoatru que pua todo X € .E u P, rH ç iH' nl . u x.

Seja X Ç E U /' . 8 € Xv'. S. 8 € rx n X é claro que 8 €
V

n .P ux
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.A/

Suponha que $ € X'
f

f

..N'l
X. Então : € X'' x. COin0 NI é eXtenSãO liBal

. Mas Tx' n (.Bu P) € %
..Nf

n .E = X' n.E e poHmto

lN

= T" n (.Fup
e por bip6teBO, X" n .E

n.F$ex'

U X, logo $ €

€ a-i(X). Por

.N

T'' n (.E uP
outrolado,

InfelíBmente a condição dada na Prop08ição anterior não é necewária para
que 08 filtr08 nodulares sejam urra-compatíveis.

ExeEüplo 2.7'. Sejam .E
de extensões poatuaíB:

{., b, .}, .M(.B) .e(.E) e considere o seguinte diagrama

M{.E) --111-. M'(.B u /) #'(.E u / u p)

jade /i = {ab,abc} e Z2 = {c/,abc/}. Temos que a-'(/2)
um filtro modular urra-compatível de M. Tomando X =
x n .E = {c} # a-'(Z2).

: {abc} é trivialmente
{c.f} € Z2 tem08 que

e
a

b





C&Pltulo ]l

Extensões Nora)ab e Empilhanlent(n

Ente é o ca.pftulo ü b extea80 do tn.baü.o onde examina.m.os um.a cla8Be
padicnlu' de exten8õe8 de um matr6ide, as extoüsõe8 normal, atendo-n08 princi-
palmente a 8uu aplicações na teoria de compatibnidaae de exten8õa.

Na Seção l apre&eatamoB várias çarmteri$açõeB para a normalidade de
conjuntos anta de definirDaos extra ões nonmaíB.

A Seção 2 introduz o conceito de empilhamento de fechad08 de um ma-
tróide. A cada extensão de um matróide podem08 associar um empilhamento, uas
B cada empilhamento cone8ponde uma Única extensão normal.

Nu Senões 3 e 4 apresentamos tN8 caracteHBaçõe8 dos pares de filtms
Raodulares compatíveis, a priDaeira devida a Lu VergnujLVll, a segunda devida a
CheungjChl e a última devida a Coidovi]jCo21. O principal método aqui abordado
consiste em obter um empilhamento de fechados tomando por bue um par de
fi[tr08 modu]are8 e, 3 partir da extensão bornal awociada a u8e empi]ba]Jamto,
construir uma 2-extensão relativa ao pu' ae filtros mencionado. A cu'uterbação
de Lu Vergnas permite mostrar também que o conjunto das 2-extensões de um
matr6ide relativa a um par de Êltr08 modulare8 fixado formam um nmi-retículado
com respeito à ordem caca.
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1. NORMALIDADE

Diremos que Á Ç .E está em posição normal ou é Kormül em M se para
todo X C .F -- .A e todo natara] h:

Be existe Xo Ç X tal que PK(Zo) = & e .4 Ç X U Xo'

então .A Ç X u y' pam todo y Ç .Á ta] que PK(y) = #

Obõsewe que todo ponto de À/ é normal. Infelizmente, ao inveBtígumos 8
existência de exempl08 mais intenssantes, a deânição acixüa se nüostra muito pouco
prática. Na tentativa de simpljÊcá-Ja apresentam08 a seguir, uma cuacteri&ação
de normalidade dada peia descrição dos menaru do matróide, e uma segunda
caracterização que fornece uma expree8ão para 8 função pasto.

Proposição 1.1. A$ seguintes pz'opríedade8 8ão equívalentw para Á Ç .E

{. ,l é aoraaal em M

if. M(X u .A)\X = (M(.A))k pua todo X Ç E - Á onde (M(.4))k indica o
truacameato de M(Ã) ao aív'e! # (vda píg.6.l e

i= minÍJ : ex;Bfe .Z Ç .A fd que PM (.g) jr e .A Ç X U .Z' }

üf. px (X U r) = mh(pK (X) + px0'),px (X u Á» pua todo X Ç .B - Á e

Prova: Seja X ç .E - A e

& = mi {J : exi,te .Z Ç Á wm px (.Z) j e .A Ç X u Z' }

Tome yo Ç .4 tal que PK(yo) = A e .A Ç IÍ:'JiÇ'
Mostrem08 inicialmente que í.::+ff.. Podemos supor sem perda de genera-

lidade que X e Yo eão independentes em M. Seja y independente em (M(A))k.
ClaraEaente y Ç .A é independente ena M e lrl gl &. Enteado y a ama bale yt

de (M(.A»A. Como .A é normal e PK0''') = 11''l = 1 temos que .A Ç X u }'''
Suponha que X u ]'' é dependente em M. Betão existe um circuito O' de Àf ta]
que O' Ç X u r'i e O' -- X # g ?É O' -- }'l. Tome y € O' -- X. Tema então que

.A ç TT?7K = x u (Y'' - g)'



O'üpaBJo ll: .Ente»õõeõ .Normüf& 8 EmpiiÀ,ümeitfoó 33

p.« (]''' - v) =1 ]''' - v l= 1 - :

o que contraria a minimaUdade de Ê. Podmto X u }'' é independente em M e
como X u y Ç X U y' tem08 que y é independente em M(X U .A)/X, o que
m08tra que (M(.4))Ê Ç M(X u A)/X. Para veri6car a igualdade, moBtraremob
que p(M(.Á))t = pM(X u .A)/X. Seja }' bale de M(X u Á)/X. Existe .B bue
de X u .A tal que .B n X é bale de X e .B n .Á = }', logo .B é independente em
X uy, e como XuY Ç Xu.A, B é na realidade bale de X uy. Claramente

Talk : X u r'u. Tem08 então que .A Ç X u }'H, e pela Dainimalidade de l,

e

p.v(x u .A)/x = lrl ? Ê

Por outro lado, ?;H/x : TU7M - X = .4 e portanto

k P.u /x (ro ) PK/xÁ Z PHexuxl/xÁ pM'(x u Á)/X

p(M(.A»k = É = pM(X u Á)/X
Provem08 agora qae i{.::} ii{.. Para y Ç .4 tem08 que

p(K(.All-(1') = min(p.u(}'), A) e pHUU..{)/x(y) = p.v (X u }')
Por ii. concluímos que

PH(X)

mh(p.u (y) , k) PK (XU r) - PK(X) (8)

Ma8 # Pu' (xu .A )/x (.Á ) P.V (X u Á) px(X). Sabstituíndo eDa (+) obtenü08

P.K (X U }'') Baia(p.u(X)+ PH(}'), p.u(X u .Á))

Finalmente vam08 verificar a implicação íii.:::>i.. Seja y Ç A tal que
p.u(}') = +. SabeDü08 que PK (X U Á) = PH(X u Xo), logo por fi{.

P.u(X u Á) g P.u(X) + P.u (Yo) P.u (X) + P.v (}'')

donde 8e conduz qae p.U(X U .A) = p.M(X U !'). Corno X u y Ç X u Á temos que

Í.8.rX = rUIu. Portmto .A Ç XU ru, o que ü08tra que J é normal em

Ü

Uma extensão .N de M 80bn E u P é dita Rormül w P é normal em N
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2. EMPILHAMENTOS

Seja êÍol, edil,..., e(B) uma decomposição do conjunto d08 fechados do
matr6ide M. Eua decomposição é um empilAümc to doó /ecÀod08 de M Be as
8eguinte8 propriedade são verificada:

(EI) Pua todo pu de fechados X,}' de M tais que X cobre }', se }' € éi(íi

então Xe fff) Uf(i-i), {e {1,2,...,R}
(E2) Para todo pu de fechados X,]' de M tah que X e y cobrem x n r,se

X,]'',Íar' € /(i) então x n y' € !(íl, í € {o, ], ..., n}

O grau do empilÀameRto é dado por maxlf : Z'(í) # 0}. O8 filtros modu
lares podem Ber vbt08 como cu08 padicujai'eB de empilhamentos já que real = /,
é'(t) : /x - / é um empilhamento para todo filtro modular / do matróide M
Mais ajuda, temos por definição que é'(o) é um 61tro modular qualquer que seja o
empílb am ente.

IExezaplo 2.1. Considere o matr6íde bvn sobre o conjunto {a,b,c,d} € o reticu-
lado dos {«Lados conespondente. Abafo apre8entam08, esquematicamente, vários
exemplo de empilhamento: . n)

€ (o)

e (s)

)
€(o

f (i)
e (i)

f (1)

Olbmdo para o nticulado doB fechados do Daa.!raide, obBewamos que 08
ftf))8 formam faliu dispogtu ordenadamente umas sobre as outra. Essa dis-
posição é devida a (E]) e noB sugeriu o termo empilhamento. .Alguma ve$e8 vam08
n08 referir ao empilhamento d08 fechados de À/ simplesmente por empiüamento
deM
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Equívalentemente, podemos díser que uma decomp08ição do conjunto d08
íechadoB de M, f(0i, útil,..., f(K), é um empilhamento Be ela tem a propriedade
(EI) e a seguinte variante de (E2):

(E2') Para todo par modular X,y de M, ee X,y,Xul'''
Xny € f(ii, Íe {0,],-.,B}
'Hiviahente (EI) e (E2') implicam (EI) e (E2). Na implicação contrária,

(E2') segue de (EI) e (E2) através de uma pequena indução no PH(X U r) -
p.u (X n y), observando que:

c é' (f) então

Proposição 2.2. Sda Z um reficu/ado fzzíto e geométrico, X,}' € .E par modular.
Nwse caBO existe tzm Bub-ret;ca/ado õatarado Q de .E o í tewalo IX A y, x v rl
taJ que seus eiemeat08 são dof8 a dois made.lares.

Prova Seja M o matr6ide amacia.d0 8 l e

{z:, ..., zí} bue de .M(x)/x n }'
{h, -., g«} bue de M(y)/x n y

Definim08

(Xnl'') u {'.,...,,f} u {g-,-.,gJ} { 0,1,...,n e j 0,1,...,m

X n }'' = Wo.oNote que X = W,.o, y = Wo,., Xvl' = X u y = W... e X.Ay
Esquematicamente:

X V Y

WO,n y.

pois temos para todo i= 0, 1,..., n e j = 0, 1,...}m que:

(a) Wi,J é coberto por Wf+iJ e Wf,J é coberto por Wi,j+l

(b) p(Wi.J) = p(Wo,o) + f + .j
(c) Wi.j # Wb.t e í # / ou / ?é .f
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(d) W'i,J V Wi.i = W«ul{,t).m«{Jí,l} e Wf,J A Wk,i = Wml {í.i},ml.{J.l}
(e) Wi,J e Wi.i formam em par modular

Ü

Dado um en)pilhamento real,Z'(1),...,fen) nada impede, a princfpiol a
existência de f(f)'B vai08. A seguir darem08 uma condição necessária e suficiente
pam que rÍo),fet),..., é(R) um empilhamento de M de grau n seja uma partição
dosfecbadoB de À/.

Lema 2.8. 0K € feK)

Prova: Suponha por absurdo que 0 € ê(t) onde & < n.
considere a seguinte cadeia de fechados de M,

Seja X € é'(') e

0K =Xo <Xi < ...< Xi=X, IZ l

onde Xi-i < Xi dignifica que Xf cobre Xf-i , f = 1,2, ..., J. Pela propriedade (EI)
de empilhamento tem08 que n É t, uma contndição. Logo & = n.

D

O próximo Lema restringe a dí8posição d08 é(ílp8 vaBí08.

Lema 2.4. Se f(li ?É 0 papa atum t € {0,1,
{ = i,k + 1, ..., n.

.,tl} então éCÍ) # 0 pa'a todo

Prova: Seja X € elhl e considere a seguinte cadeia de fechados de M,

6" = Xo < Xt < ... < XI = X

Pela propriedade (EI) de empiüamento e pelo l,ema interior, é faca ver que para
cada {= A,A+ ],...,n, existe Ji € {0, 1,..., J} ta! que X.j. € é(i)

n

Proposição 2.6. f(ol,f(t),
M n e soineate se .E € f(o}

feRI é uma partição do conjunto dos íecbados de

Prova: Se .E C é'(o) o resultado cegue do Lema anterior. Suponha então que
é'(o), r(1), ..., f(sl é uma partição do conjunto dos fechados de M e, por absurdo,
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que .E € e(il com t > 0. Analogamente ao que foi feito nos dois últim08 Lemas,
existe J ta.l que

f(o) 3 X = Xo < Xi < ... < Xi = .E

e de (EI) conclui-8e que X = 0, uma contradição. Logo .E € et'l

Uma daB formal de obtermos empíhamentos de um cedo matr6íde é a
parir de suu extensões:

Proposição 2.6. Soja N uma extea8ão de À/ 80bn .E u P e .Á Ç .E u P.
cada í = 0, 1, ..., PX (Á) deã-im'8 0 nguhte con.Íuato de íedad« de M

Para

fÍq =ÍX € /H :P.N(XU Á) - PN(X) = 1}

Balão CWI, êeil, ..., e(P"('ill é um empilbalneato de f«bad08 de gnu PX(.A)

Prova: Veri6quemos que a nquência ftol,r(i),..., e(KI, onde n = px(Á), tem a8
propHedada (EI) e (E2) da deÊníção de empilhamento:

(B[) Sejam X,]' fechMas de M tais que X cobri ]' e }' € f(fi,{C {1,2,...,R}.
1.-0go

PN(y U .A) = PN(X U .A)OU PN(X U .A) - I

e portanto

P.u(x) = PH(r) + 1 = P.N(r u .4) - { + 1
= Px (X u ]) - j + ] oe Px (X u .Á) - Í

o que mostra que X € é'Íf) u f({-ll

(E2) Sejam X,y fechados de M tais que X,y cobrem Xn y e X,y,X U y'' C
é(i), { € {0, 1, ...,B}. É claro que X,y é par modular de M, por iuo

P.N ((X n }''} u .Á) - P.M(X n }') = PX «x n ]'') u .4) - P.u (X)-
PK (}'') + PK (X u }'')

e usado o fato de que X,ytX U yK € f(iJ temos

Px((X n r) u .A)-Px(X n ]') = {+(px((X u )') UÁ)+
PN«X n }'') U Á) - PN(X U Á) - PN(}'' U .4))
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Pam provamios que X n y C ftf) baeta mostrarmos que vale

PÀr(x u Á)+ Px(}' u .4) = Px((x u r) u J) + Px«x n }') u Á)

Da hip6tese} exktem $, y € .F tab que

x : F'iate" , }'' - B'a'rTaÇ",rT'r" : F7nq'--"
É cla.ro que z, y iÍ X n y e y # (X n y) u zH. Reescrevendo a iWa.Idade
a 8er provada,

P.K((X n }'') U 8 U Á)+ P.V((X n r) U y U Á) =
Px((xnl')uzugu.A)+Px((xnl')uÁ)(+)

Temos três cas08 para verificar:

Caso [: z.y € (X n ]'') U .A"
A igualdade em (#) é facilmente obtida

CABO 2: ze(Xrly u.4#' e yé (Xny)uÁx (ou trocando zporg)
(+) decora'e do fato de que !r #(Xn y) u .A" =(x ny) u zu.A

C;« 3: z, y # (X n y') U A''

Suponha por absurdo que 3r € (X n y) u z u Á" . Logo

PN((X U }'') U .A) - PH(X U }'') = P.N((X n }'') U Z U y U Á)-
Px (x n r) + 2

= P.P ((X n }'') U z U Á)-
Px (x n }') + 2

= PX (X u .4) - P.V (X) + l

O que contradiz 0 fato de X,XUrM € é'Íf). Portmto g #
(X nl'')UZ u .A' donde multa a igualdade(+).

Resta ainda \erificarmos que êtol,Z'(i),...,é'lsl é uma decomposição do
conjunto dos fechados de M. É óbvio que os ftfl's são doh a dois di8jantos. Seja
X fechado de M. Temc8 então que

PN(X U Á) - P.U(X) $ P.N(X) + P.N(Á) - P.N(X n Á) - PAr(X)

= P.N (.4) - P.N (X n .Á) Í PA- (.4)
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Logo X c Ui::. é'({). Falta apenm mostrarm08 que é't') # 0

p'i' PX (Í'l u Á) - PK (Í'l) = -.

Maia iuo é imediato

Ü

Nu hipóteses da Prop08ição anterior, o empilhamento

e(í) : {X € /w :P.N(XUP) - P.u(X)=f}, {=0,1,...,P#'

eCrÃ chamado de emp !Àüme fa do o$teBõão .N de M

Exelüplo 2.7.
{., b, ., dl:

Seja M ,C({a,6,c}) e a seguinte extensão .# de M 80bre

N'
o e

O empilhamento da extensão N de À/ é dado por

{aóe,aó} .f(2): {üc,be,a,b,e,0}

que não é partição de /]l

A Prop08íção 2.õ. n08 garante que o empilbanüento de urra extensão N de
M é ama partição do conjunta d08 fechada de M 8e e mmente 8e p.N = pM.

Pusemos ao resultado principal desta wção que liga o conceito de empi-
lhamento m conceito de formalidade, fornecendo uma maneira prática de obter
extensões normais.

Proposição 2.8. S a R um xaatróide sobre P de posto ifaaJ a R e ê(o), é'Cll, ...,
fei') um empilbaznento de .H de grau n. .Então existe uma Única extusão .no.ruBI
.N de À/ 80bre .B u P taJ que .N(P) = R(P) e e('), é(í), ..., f(-) é o empilbammto
da extea8ão N de M. Ne8n cabo, para lodo X Ç .F e y Ç P

PN(X u }'') min(P.u (X) + PR(y), P.u (X) + {)



€ é'(f)

Prova: VeHâquemos que a função PX dada pela expre88ão acima 8atísfa
8eguintu axiomas de posto:

(RI) p.v (0) = 0

(R2) Pua todo X Ç E, Y Ç P e to € .E U P temos

PN(X U y) g P~'(X U I'' U w) g PN(X U }'') +

(R3) Pua todo X Ç .B, I' Ç P e w,z € .8 UP

e PR(X U y U #} = PN I.X U r' U H) = PN(X U y)

então PÂr(X U }'' UZU W) = PN(X U }'')

A verí6cação de (RI) é trivial. M08tremos que (R2) e (R3) valem:

(RI) Seja X Ç .E, y Ç P e w € .E u P. Temos dois caos a considerar:
w€P
Usado a lato de que

P.K (X U }'') = min(Px (X) + P.e(}''), P.v (X) + Í)

onde T € fÍf) e

PN(X U }'' U 10) = min(Px(X) + P.a(]'' U !o),P.u(X)+ i)

e que PX aatisfa! (R2), obtemos

P.N(X U }'') $ P.N (X U }'' U W) $ PN(X U ]'') + I

w e.E
Pela deâaição de PX e pela propHedade8 de empílbammto

p#(X U r) = mk(p.u(X)+ p.e(y), PK(X) + {)

Odre i:H € f(f) e
/BF..t/.. \ e/ /Br.. \. /X/\ /Br...\.

ao.Petwto ll. .BzfomãBÕ .NormüÜ € .FmPilAümettt08{0

E

l

Caso 2

j):.u' 'R ll J) P.Bf
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onde J' = { ou í+ 1. Se w € X' então J = { e poHmto
p.N(X u y) = PN(X u y' U w). Suponha que to # TH. l,ogo

P.N(X U }'' U W) = !aín(P.M(X) + PE(1'') + 1, P.V(X) +J + I)

Se j = { então

PN(X U I') < P.N (X U }'') + 1 = P.N (X U }'' U W)

e 8e j = { - 1 então

P.N(X U r) $ P.N(X U }'' U U) $ PN(X U r) + I

(R3) Seja X Ç B, ]' Ç P e w,z € .E U P tais que

PN{X U y U Z) = P.N(X U ]'') = PN'(XU }'' U W)

Da de6nição,

PN(X U y) = mIn(P.U(X)+ PR(}''), PH(X) + {)

onde Xu € é'(i). Se z= w,ZC XuUya ou w C XHUya então o axioma

é trivialuente veriâcado. Suponha que z # w e {z,to} n (ÍH u7a) = 0
Temor então tüs cabos a conBíderar:

Caso 1: z,tp € P

PN(X U r U r) = min(Px(.r) + P.n(y') + ],P.u(X) + iD

= PR(X u y u w)

P.N(X U ]'') = P.N(X U y U Z) = PN(X U y U W)

= P.v (X) + Í

Mu então
i $ PR(y) + l $ P.R(y U z U w)

e portanto

PN(x u r u z u to) = min(PK(X) + p.a(]' u z u to),p.u(X) + i)
=P.v(X)+{

Logo

€ Í&r Cata. í :
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Caso 2: z € P e w € .E

Da de$aição de PX e de empilbameato kmw:

PN(X U y U Z) = mh(PX (X) + PR(r) + I,P.M(X) + ID

p,N(X u }' u w) = min(p.u(X) + px(}') + ],p.u(X) + j+ {)

onde j = i ou { -- 1. Logo .f = í - l e

Px (X U }'' U z) = P.v(X U I'') = PN(X U }'' U w)
:. a.,f r} ..L Í

Portanto

P.N(X U y U zU w) = min(PK(X) + PE(}'')+ 2, P.u(X) + .f+ l)
= mh(P« (X) + Pz(}'') + !, P.« (X} + 0
=P.«(x)+í

Caso 3: z, w € .B

Da de$aição de PX e de empilbammto tema;

PN(X U }'' U Z) = mIn(P.U(X) + PR(}'') + I,P.H(X)+ j + I)

onde j = i ou i - 1, e

p.«(X U }' U .«) = mi-(p.«(X)+ p-(1') + 1, p.«(X) + t + l)

onde A = i ou i -- 1. Logo j = & = í - l e

P.N (X U }'' U 8) = PN(X U I'') = PN(X U }'' U W)

= P.« (x) + í

€ e(f) e XUz',IUw € é({-i) tem08 que
X U z U wM € C(f-2) e portmto w € X U

PN(X U }'' U z U w) = min(P.u(X) + PE (1'') + B, Px(X) + {)
= P.u (X) + Í

XUz XUw

Logo px é a função p08to de um matr6ide N sobre .BUP. É fácil ver que
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(,) .N(.E) = M(.E), .N(P) = R(P)
(b) /(fl =ÍXe 7H :p.N(XuP)-pN(X)=Í} {=0,1,...,n
(c) .P é -o,m,] .m .N

Poúanto, coDüo N está caracteHlado por px l A' é 8 única extensão normal
de M 80bre .F u P com empilhamento f('), f(t),..., é'e') e N(P) = R(P).

Ü

Além da exiBtêacia e unicidade da extensão normal acima, ela é também
mínima no seguinte wntido:

Proposição 2.0. Sob M me8mm Àipófe8eB da Pmposíç5o anterior. A extensão
OI'ma/ N é lahima (em mação à ordem á'aca.l deatn aB alw8õa .NI de M 80bre

&u P de empíZàammto fío),e(t), ...,f(-) e tal que A'(P) = .E(P).

Prova: Seja, X Ç .E e y Ç P. Pela. Prop08ição anterior

P.p (X u }'') min(p.u(X) + p.R(r), p.u(X) + f)

onde X € é'(f). Tome N/ uma extensão de .# 80bre .g U P' com empilhamento
ftoi,flui,...,é'(') e tal que N'(P) = .R(/'}. Se pu(X)+pa(y) É PU(Xl+{ então

Px (X U y') = P.u (X} + P.e (r) PN,(X) + PN,(r) ? PN,(X U I'')

caBO contrário

PN(X U r) = P.U(X)+ f = P.N(X U P) 2: PN(X U }'')

Logo PX (X u }') à PN.(X u y) para todo X Ç E e y Ç P, poNanto A' 3 #''. n

Como aplicação da teoria desenvolvida neste capítulo darem08 uma prova
do conhecido n8ultado devido a Higgs dbtínta daquela prop08ta em IEil.

Proposição 2.10. Sejam Mi e M2 matróides soba .E taJ que /x, Ç /H., e seja
o coajuato P = {p] ,p2,.-.,pB} ta] que P n ,E = 0 e n = pM] -- pM3. Para cada
{ = 0, 1, ..., n defBim08 0 8eguínte coojunio de íbchados de À4'i

{X € fK. : P.u. (X) - PK,(X) = « - i}
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Então f(o),fti},...,e(-) é um empilhamento dos ínbados de Mi de grau n e
portanto determi a uma ií íca extensão norma/ Ã de JWt cobre .E u P tal que
N(P) d . m;t,ó;d /í«« d' p,« -. Tem-« d,da q-. N\P e #'/P

Prova: Veri6quemos que a frequência ft'i, ê(i),..., êt'-l tem as pmpriedada (BI)
e (E2) da de6nição de empilhamento:

(EI) Sejam X, I' fechados de Mi tais que X cobre y e y € ftíi. Logo, como
h,çh.,

P.u.(X) - P.v,(X) = P.H,{r) - PH,(r} w P.u, (}'') - P.v,{r) + ]
= a -loba-i+l

Portmta X € fCíl u f(f-il.

(E2) Sejam X, y fechada de Mi tal que X e y cobi'em xny e X, y, r07'' €
fti). É claro que X,y é par modular de À4'i, então

PN, (Xnr) - P.u, (Xn }' ) PH.(X)+ PK,(r) - Px.(X u }') - PN,(Xn r)

e usado o fato de que X,y,IÍ:ÜTH' € é'Íf) temos

P.u.(x n }') - P.v, (x n }') = n - { + p.u,(X) + p.U, (}')

- Px, (X U r) - Px, (X n }'')

Pu'a provarmos que X r'l }'' € êtÍ) basta mostrarmos que \ralo

Px, {X) + P.«, {)'') P.u, (X U r} + Px, (X n y'}

Da bip6tesel existem z,g
(X n }')u y'' e rT7K'
dado a 8er pmvada,

€ B tab que X =
= (X n !'') u i Ü i''

(Xny)UzK', y

Ree8crevendo a igual

PH,((x n }') u s)+PK,((x n }') u g) =

px,«X n I'') us ur) + px,(xn }')(+)

Tem08 trê8 caBOs 8 veHâcar:

Caso 1: 8,!f € X n yH'
A igualdade em (8) é facilmente obtida
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Casos , c T7í7M' . y € r7í7'' (o« tm.,«d. , p" !f)

(+) decore do fato de que !r # TiírW' Íí7í7)-D--H'
Casos: $, vé T'R'F''í'

Suponha por absurdo que g € (i iã r) u z''. Logo

PM.(X u r) - P.M,(X u }'') P.u.((x n r) u z u g)-
PK,((x n Y) u 3 u y)

P.M.(X n r) + 2-
Px, «x n }') u z)

P.u,(X) - PK,(X) + l

O que contradíl o fato de que X,FB7 ' € f(f)
(í n y) u sH' donde resulta a igualdade (+).

Poúanto g #

Concluímos então que Z'(ol, ê(i),..., ftnl é um empilhamento de Mt e por-
tanto, pela PropoBíção 2.8., determina uma ú ica extea8ão nortüal N de Mi sobre
.B U P tal que .N(P) é Q matróide livn de grau &. O posto de N é dado por

P.N (X U }'') mia(p.u. (X) + lrl, p~.(X) + f)

onde X Ç Z, !' Ç .P e rH' € CÍfJ. TellnoB também que

{X € /H. : P.N(X U P) - P.u.(X) f} { = 0,1,...,n

Logo, Be ?H' € fÍf) então p,N(XuP)
a expressão de PK obtem08,

PK.(X) + í = PK,(X) + tl. Ree8crevendo

Px (X U }'' ) üüin(Px. (X) + lrl, Px, (X) + n)

onde X Ç .E, y Ç P. Falta veri6cum08 que ã'\P = Mt e N/P = M2. Tri'real-
mente .N\P = M] já que N é extensão de Mi sobre E U P. Para todo X Ç .E

Pw/P(X) P.#(X u P) - Px(P) = PN(X u P) - it
(P.K, (X) + 8) - H = P.u, (X)

o que m08tra que .N/P = M2. n
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Fechamos efta wção com um pequeno resultado que gera útil na última.
8eção date capítulo.

Proposição 2.11. Seja N uma ente õão de M 80bre .EuP. Se X é Bornal então
para todo p € P, o f/tro modular /p que determina 8 extensão pontual A'(E u p)
de M é dado por

4. = {X C IH : P Ç Í"}

Prova: Seja p € P. Tem08 que

4 = {X € /u : p € T"}
Logo X € 4. se e somente u p.P(X U p)
iii. da Proposição 1.1., tem08

px(X) = p.U(X). Lembrando o item

P.N (X u P) mh(p.u (X) + 1, p.v (X u P))

e então, X € 1P &e e !temente 8e PAr (X) = Px (X U P), o que mostra que X € ZP ge
e lamente se P C X'

Ü

Suspeitamos qae no nBultado acima a recíproca também vale

3. O gEMi RETICULADO DAS 3.EXTENSÕES

Apresentarem08 aqui o primeiro bloco de uma série de caracterizações dos
pares de filtr08 nodulares compatíveis de um matMide. Na primeira caracteri-
zação, devida a Lu Vergnas, darem08 uma prova levemente lnodiÊcada, B8mdo o
conceito de normabdaae, evitando assim uma veri6cação exaustiva de alguns d08
po sívei8 subcaw8 l rewntes na proa original apresentada em jtVil.

Teorema 3.1.
/x - (/] U / )

Sdaln Ã,Zs IJtm8 nodo/an8 de M e /12 un subcoajuato de
E tã0 8ão equ;mleatw;
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{. Exíõte .N extea8ão de À/ 80bre B U ?i u p2 ta/ que

Ã= {Xe /x :Pf eÍ"} {= 1,2

/il= {Xc/x :pi#Xx,í=1,2epaeX'Üpi }

i{. Aõ nguíates coadfçõa ã0 8atísfeítu;

PI. Pua todo X € 7x - (/] u Z2) e }' € /] n Z2, ge }' cobre X wtão
X € Z12

P2. Para todo X € /]2 e I' € /x, « X ç I' ente }' € (/i n Ã) u 7í2

P3. Para todo X,y € /i2, 8e X U y' C /i3 e X,y formam um par
modo/ar em M então X n y € /i2

ífí. f(o) = /1 n Z2, et'l = (JtAZ2) u /i2, é't'l = /x - (J] u Z2 u /]2) é um
empilbammto d08 fecbadoB de M e, para todo X € /í2 e }' € /i U Z2, 8e
X Ç }'' betão y € Ã n /2.

.A.lém cimo Xí, /g e /í2 veHfcando PJ., P2. e P3. determinam N de zaodo típico.
Temos, pam todo X Ç Z, que:

P~ (x)

Plv (X U Pf)

P.« (x)

{ ;=ÍÍ!,. :,

li;i;i':::
,. TK € Ã

cwo coatrárío i = 1,2

«í:" € / n Z
,. Íx € (/iAZ2) u /i2
cwa coa traria

PN(X U Pi U P2)

Prova: MoBtrenüoB que i.+f{.. Verifiquemos H u condições PI., P2. e P3. anão
satisfeitas para Ã.) Z2 e Zt3 dados por f.:

PI. Seja X € /x - (f] u 72) e }' € /] n 72 tais que }' cobre X. Como X « /í e

}' € /1 temos que Íx C Íai;Ar Ç 7N'. Mu p.v (y) = p.K(X) + ], logo,

P2 C Y'' = X U Pi' e podmto X € /12.

P2. Seja X € /12 e y € /u tal que X Ç y. Então p2 € X U pt" Ç y U pt
Se pi € FX então p2 € yN e portanto y € /i n Ã. Por outro lado, se

pt é !''N então p2 é y#, poh cuo contrário p. € X u p2W Ç P uma
contradição. Logo y € Z.B.

N
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P3 Seja X,y € /1B par modular de M tal que X Ü y' € /]2. Afirmo que

X n }' # Jí U Z3, pois caso coatürio pi € x n }'" ou P2 € Xn y'' , e
então pí € X' .ou p3 € X" , donde X € Ã u Z2, uma contradição. Do fato

de que xn y'' = Xny e p,N((X ny)UPí)= Px(x n y)+ 1, obtemos

PN(X U Pi) + PN(r U Pi) = P.u(X) + 1 + Px(y) + l
= p.u (x u }') + P.u (x n }') + 2
= p.u((X u }'') u Pi) + PK((X n }'') u Pi)

Não é difíci! veri6cu que pu'a todo par W,Z Ê .E tal que p.K (Z)+pX (W)

Px (Z n w) + P# (Z U H'') tem-8e que ?'fíir#' : i:P U tr# . Log.

p, € j:'Tã'~ n r'Üã'
(X n y) u p]

e poHanto X n }' € 7i2.

Pudemos a verificar agora que ii.:+iií.. Inicialmente temos que f(o)
/] n Z2, ém : (/Jazz) u /i3 e fP} = /x - (Ã u /2 u Ã2) é um empüamento
dos íechad08 de Àr pois:

(B[) Sejam X,]' € /x tais qae X cobre }' e }' € !(q
Se f = 0 é óbbvio que X € reo) jí que .n n Zs é 6}tro modulu.
Se { = 2, por PI. é claro que X € C(o).
8e { = 1 então y € 7í.6Z2 ou y € /]2. No primeiro cuo, X € /i.6Z2 ç
f(i) pda propriedade de âltro modulu', e ao ngundo, por P2., tem08
x c (Ã n Z2) u /12 ç e(o) u fÍi)
Concluindo, X € é'Íj) u é'(i-i)

(E2) Sejam X,y € /x tais que X,y cobrem X n y e X,y,ÍÜl;" € f(f). É
cla eaf;ão que X,y' são coberta por X u y'
Se { = 2 por (EI) tem-se que X n y € é'(3)

Se { = 0, pela modularidade de X,}' € Ji n Z2, cegue que X n I' € é'(o)
Resta o caso i= 1. Usando-se propüedade de âltro modular ou P2., é
fácil ver que 8e X C 4 para j :. 1,2 ou !2 então X U y'' € 4. O mesmo

ícone com y, logo X,y,X U y' € 8 para J = J,2 ou 12. Se J' = 1 ou 2,
pela propriedade de 61tro modular, Xn }' € 4; neve cuo Xn }' « .n n /2,
país caBO contrário, X,y € ã,$2, uma contradição. Se j = 12, por P3.
conduz-8e também que X n y € 1:.
Logo. X n y € f(f)
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É imediato de P2. que y € /1 Ç Z2 para todo X € Ji2, y € /i U Z2 tab que

Fhalmento, mostnmoa que fií.+{.. Tome a extensão normal N' de M
pobre ZupiUpa de empilhamento f(OJ, é(i). f (2) tal que .N/({pt, pB}) é o matróide
livre cobre {pt,p2}. l,embmndo a Proposição 1.8. tem08 a seguinte função posto
em H':

para todo X Ç .E e }'' Ç {pl,p2ls

x c }''

P.N (X U r) naif(Px (X) + lrl, Px (X) + {)

onde Xx € é'(í). Assim a expressão de p.N do enunciado pode ser reescrita como
para todo X Ç E,

PX (X) PK (X)

J P«(X), n Í" € .6
t PK(X), ca« c«t,á i.
PN,(X U Pi U P2)

P.N (X U Pf)
1,2

PW (X U Pi U P2)

Verífiquem08 qne PX 8atisfa OB seguínte8 axíomu de p08to

(RI) px (0) = 0
(R2) Pua todo Z Ç .Eupi up2 e B € EUpt up2

PN (.g) g P.N (Z U $) $ P.N (Z) + I

(R3) Pua todo Z É .Euh up2 e #,ge .BupJ up2,

8e PN(Z' U 8) = PN(Z U y) = PAr(.g)

Calão PX (Z' u # u y) = p.P (Z)

Ob8ewe inícialmeate que para i= 1,2, PX restrito a .E u pí é a função
posto da extensão pontual de M pelo âltro modular Ã. Logo é 8uâciente veüâcar
(R2) guardo {pt,p2} Ç Z u B e (R3) quedo {pi,p2} Ç Z u $ ulr. Podem08
supor também que {pt,p2} ÉI .Z pois p.N restrito a conjunt08 que contêm {pi,p2}
coincide com a função p08to PX..

(R2) Z' = X u p], X Ç; .E e $ = p2 é o laico cuo que neceuita veriâcação. Se

Í'u € Ji então ÍN € é'(o) U ê'(t), logo

PX(.Z) P.U (X) $ PX (Z u $) $ Px (X) + l PX(.Z) + l
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Por outro lado, Be XK # /i então XM € é'(i) U f(2), logo

PX (Z) P.M(X) + I $ P.N (Z U $) $ PH(X) + 2 PX(.g)+ l

(R3) Seja Z Ç .E Upi U p8 e $,y C .E U p] U p2 talo que {pJ,p2} Ç Z U $u !r,
{p-,p2} g .Z e PN(Z u z) = p«,(Z U y) = PX(Z). Temo. e»tão d««
pouiüinaaae8:

Caso 1: Z C .BI z = pi e y = p2
Então pam cada i = 1, : temor

PN(Z u Pi) = Px(.g) = Px(.&}

Logo 2x € /i n /2 e poHanto

PAr (Z' U z U y) = P.K (Z U Pi U P2)
= P.v (Z) = P.p (.Z)

Caso 2: Z = X U p; , X Ç .F, : € .B, y = p2 (on trocando pi com pB)
Se z € X' então

PAr (.Z U l U g) = PN(.g U y) = P#{.g)

Supanbanos que z # X'' , nesn cuo, .PN(.Z u z) = PX(.Z) e

p.u(X U z) = px(Xl+ l implicam que X' # /i, donde PX (Z) =
p.u(X) + l e XÜ i' € Ji. Como PX(Z) = p.N(Z' U p3) então
F' € (1iAZ2) U Jí3 = fÍi). Combinado com o fato de que
T é/item-8'qu'X e(Z2-;i)UÃ2.$eR'HC;2-/ié
claro que R' U z € /1 U J2. Por outra lado, se XK € /i2 usando

a propriedade(EI) de empilhamento temos que X u s' € ÃUZa,
logo por P2., T'ü;' € /] n /2 = f(o). PoHmto

P.N (Z U $ U g) = Px (X U Pi U P2 U $)

= P.u(X U B) = Px (.g)

Seja .N o único matróide sabre .E U pi U p2 determinado por px
ver pela definição de p.N que:

É fhi]

.N(E) = M(.B)
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ã= {XeÃH :Fiel'#} Í= 1,2

Ã2=ÍXe/H :pf#TK,{=1,2ep2€r'üpi }

n

Até o final da seção, /i , Z9 são dois âltr08 uaodulare8 de M e /i2 Ç ZH --
(/l u /2). A propriedade P2. é equivalente à conjunção du seguintes propriedades:

P2.1. Pu'a todo X € /]9 e }' € /x - (/i U Z2), 8e X Ç; }' então r € /i2

P2.2. Pua todo X € /12 e }' € /i U 72, se X Ç I' então }' € /i n Za

Note que se Ã2 = /x - (Ã u Z2) latão trhialmente PI., P2.1. € P3.
se verificam. Também, se duu putos de /H -- (/l u Z2) verifica,m PI., P2.1. e
P3. então a intersecção delas parta também verifica,. DenotemoB por l/il/21 a
intersecção de todas u partem de /u -- (/i u /2) qae veri6cam PI., P2.1. e P3..

O Teorema anterior estabelece ama bijeção entre I'(/!, ZÜ) e $(fi, X9),
onde I'(Ã, Z2) denota o conjunto de toda aB partes de ZH -- (Ã u Z2) que verí6cam
PI., P2. e P3., e +(/í , /2) denota o conjunto de toda as 2-extensões N de M sobre
.8 U PI U P2.

Proposição 3.B. Soam Xi e Z2 dob áltr08 inodulareB de M. .Então /],Z2 8ão
compatfvei8 se e 80meate n pai'a todo X € 1/], /21 e pan todo y € /1 Â/2 temos
que X gl }'

Prova: Suponha qne Zi e Zs 8ão compatíveis e considere uma extensão N de M
sobre .D u pi u p2 tal que

Ã= {X € /H :Pfe X"} i= 1,2

gí2 = {X € /H : pf # X" , { = 1.2 e p3 € X U pi' }

Pelo Teorema anterior temos que 7i, !9 e Ã2 verificam PI.; P2. e P3.. Logo
l/i,/21 Ç /]2 e, para todo X € 1/:,/91, y € /x, se X Ç !', P2. implica que
}' ç (/in Z2)u /12.

Suponha agora qae para toda X € 171, l21 e para todo Y C 7t6.7a temor
que X g r. M08tremos qae Ã3 = lâ, Z21 satíBfu P2.2. poh neve cuo PI., P2.
e P3. estão verifica,du e portanto, pelo Teorema anterior, /l e Z2 são compatíveis.

Seja
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Mu P2.2. é trivia]mente satisfeita já que se X € 1/J, $91, ]' € /1 U /2 e X Ç }', é
claro que }' C /i n /9.

n

A última Prop08ição nos di$ que 8e /l, Z2 são compatíveis então l/í, Z21

gatkfaz P2.2. e portanto é mínimo em I'(Ã , /s) (com i'esperto à inclusão de con-
juntos). A partir deve fato conseguiDaos obter informações adicionais reh,tívaB à
bijeção exi't«te ente. r(/i, Z2) e õ(/ , / ).

Proposição 8.8. .A bjfeção eatn r(Ã, Z2) e $(/i,/o) dada pejo 7hrema 3.1.
é «m i«m«f.m. e-t" « «-j«to. «de,üm (F,Ç) e (+,3). Em pa,t;'"J"
(+, :5) é um A-gemi-retículado jade o e/ementa de $ corre8pondeate a l/i, /21 € 1'
é mínimo em © em n/anão à ordem fraca :3.

Prova: Sejam /i2, Ztí2 € 1' e N,.N' € 9' M extensões conespondentes dada pelo
Teorema 3.1.. Para provarmos que a bijeção dada pelo Teorema 3.1. é um i80mor-
6smo entre (r, Ç) e (+, 3), baeta mostramos que

Ji2 Ç Ã', &e e somente se .N 3 .N'

$uponbam08 inicialmente que N 3 .N', isto é, px (}') ? px,(y) para toda

y € .Fugi Up2. Seja X c /13. Então p{ # X" pam í= 1,2e p2 C XUpl", logo

Px (X UPt U n) g PN(X U PI U P3) P.N (X U PJ )

Mm como .N(E U pi) e N'(B u pi) coincidem com a extensão pontual de M pobre
.B Upi pelo 6}tro modular /i então PN(X upi up2) $ PN(X upi). Logo

PN.(X U PI U P2) = P.N.(X U PJ )

donde p2 € X Upt'' , e portmto X € /]i,.
Suponhan08 por outro lado que /]2 Ç /lf2 e mostremos que .N .< .Nf. É

fácil ver pela expreuão de px e PJV, dada pelo Teorema 3.1. que para todo X Ç .E:

P

P.N (X)
P.N (X U PÍ)

P.N .(X)
P.N,(X U Pf) Í = 1,2

J p«,(x u p- u p,),
l PIV,(x U Pi U P2) + l,

PJV (X U P: U P2) se TU € (/H
ca,80 contrário

/:,:) u Z 2
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Logo PX0') 2: PX.(y) para todo r Ç .E u pi u p2. .A8 demais a6rmaçõe8 feitas
no enunciado desta Proposição decorrem então do fato de que (I',Ç) é um /\-
gemi-reticulado, da Prop08ição 3.2. e de que 1/] , Zgl é mínimo em I' em relação à
inclusão de conjuat08.

D

Podemos ânalmente enunciar e provar 8 cüracteriBação devida a Cheung
mencionada no início do capítulo.

Proposição 8.4. Soam Zi, Z2 â/tro moda/a'e8 de M tais que

M(.D) '-B---. .NI(.D u pt) e .M(.D) u3--. .N2(E up2)

Então õão equívaJezzte8.

f. Xi e Ã 8ão corapatí eis

ii. O nguínfe diagrama é comutativa

"'''K

.N] (E u Pt )

Ã'(.E U Pi U P2)

.N2(E U P2)

ü . /i = {x € /H : TI''' € 1/llw,}

ig. /2 : {X € /H : X'"' € 1/ülw.}

Prova: Seguíremoe 0 seguinte mteíro de veri6caçõeB

a'
i.

t
q.

.a
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A implicação fí.::>i. é imediata. M08twm08 então que i.:>if.+íf{.:+i. já
que ií.+ fp.:::+f. neguem por simetria.

É fácil ver que ff.:pfff.. Trivialmente i; Ç {X € /M : iJ'' € 1Jilx,}. A
inclusão contrária cegue do fato de que 8e X € 7K e XX' € 1/ilK, então pt € XN;
m i Ív-p2,]ogopi eÍ'P',dondeXe.6

Para veri6carm08 que {ii.+ f., considere a extensão N de l# pobre .8upi up2
dada pelo seguinte diagrama:

Ã

x(r) --b-. .x,(z u p,) Jl:g= .x(z u p. u p,)

Basta mostram08 que .Ni (.F u pi ) N(.B u pl). Seja X fechado de M, então

xe/1.+Tx'€1Ãlw, Fiel .ep.cl! [xup.)

Reata a ímpbcação f.+f{. para wr veri6cada. Suponha que /] e Z2 são
compatíveis. Seguindo a notação da Pmposição 3.3., 8da Nf o elemento mínimo
de ®(Ã, ;3) em relação à ordem finca 3. Então existem ã', q 6]tros nodulares
de .N2, Nt respectivamente, tais que o diagrama abafo é comutativa

4/' .NJ(.EuPi) .....$.

N'(.E U Pi U P2)

xw..) a-
pela minimddade de N', px.(g) Z PX(.Z) para todo Z Ç .E u pl u p2.

Se X € /2 então p2 € X'' , donde .í'' € /;. 1uo m08tra que l;2lx- Ç /;.
Examinando 08 diagramas de extenaõeg pontuais que dão origem a A e .Ff é fácil
ver então que PX (.Z) 2: PX.(.Z) para todo Z Ç .EUpt Upa. Concluímos que .N = X'
e porta to IZ2lN. = /; e IÃtlX, = /IJ

f f

a

Na prova desça Prop08ição chegamos à conclusão de que a extensão .F do
item fi. é exatamente o elemento mínimo de r(/i , /2) em relaçh à ordem fraca.
Esse nsultado será útil na próxima 8eção quando form08 provar o Teorema 4.3..
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4. 2-COMPATIBILIDADE

Seja / um Êltro modular de À/ e considere o seguinte diagrama de ex
tensões pontuais:

M(.E) --!-- Mi (.E u pt) J111b M2(E u pí u p2)

Diremos que / é Bm .#ltro madslat' 8-compafÍPel de M w no diagrama acima,
px,({pi ,p2}) = 2. O empilhamento da extensão M2 de M

{X C /x : .P.«, (X U P* U P,) PK(X) {} { : 0,1,2

será chamado de emp {Á,amcKfo detefm Ratio pelo .pltto modelar 2-compütíoeJ /
É fácil ver que flo) : / e 0u € é'l21, fogo, lembrando 8 Pmp08ição 2.5., o
empilhamento particiona 08 fechados de Àf

Nos próximas dois resultad08 relacionamos a 2-coEapatibilidade à norma-
lidade.

Lexia 4.1. Cães;dele o mgu; fe diagrama de exteaõõw ponfuaiõ

.M(.B) -!!-- .M] (E U Pt) --&-. .M2(Z U Pi U P3)

cede /í e Z2 Bão áltn8 uodulans de M e Mi rapectívaaawte. Betão para todo
X C .D tom08:

PK,(X) P.u (X)

{ ;=fi],* .,
{ :=f}3,* .,

P.u,(X U P] ) «.í" er
fam aafrádo

«T"'e;
cam caatlário

« T" € / e íÀ'' € /

le (í'u /' Ã e ÍT;?'' € Zs)

« (íj' € Ã e í"* /J )
cago contrário

Px. (X U P2)

PH,(X U Pt U Pal

Prova: Consideremos M extensões pontuais imladamente
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(1) Se X Ç .B então

P.u. (X) = PN' (X)

'xu.... Jp.(x), «p- er '
''-.\" -'-J ' 't PM(X)'+ 1, CMO COntráHO

(11) Se X Ç; .B upi então

PM,(X) = P.u.(X)

/XU--\-- J'pM.(x}, se p2€XM'
',',- ' l>L.(Xy+ 1, ca:l.::cona ,io

G.mbi ,-do (1), (n) e .: 8eWi-tu f.to.

para }oaoXÇ E, p] eÍ Í eJ]
paratodo.rç#Upi, p2€X ''»f 'c/2

Obtemos a expressão de p.U, do enunciado.
n

Proposição 4.2. Sda / um fltro moda/u' 2-compatíve/ de M e coagida'e o
nguinte diagrama de extensões pozztuaí8:

M(.D) --l-, Mi (.E u pi) J111b M2(.E u PJ u p2)

Então À/a é a extea8âo aorta/ de À/ sobre ,E u pt u p3 de ompi/barrento

fe')=1Xe /H :P.u,(XUP-UP3)-P.v(X)=i} {=0,1,2

aJ que M2({pt,p2}) = .C({pi,p2}).

Prova: Do Lema tenor e do Beguínte resultado facilmente veriâcável

para todo X Ç .B, rH' € 1/1.u. .+ TH e/
caracteT'iBam08 p.U,
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para todo X Ç .E,

P.U,(X)

PN, (X u Pi)

PN (X)

1;=1íl'l.PH(X)+l,
PK(X),
PU(X)+l,
Px(X} + 2,

,. Tu' € J'

caso contrário i = 1,2

:. Íi' C /

,. í é / e rUÍ;u' € 1/1K.
cam contrário

PK, (X U Pi U P2)

de forma equivalente, para todo X Ç .E e y Ç {pi ,p2}

PX (X U I'' ) mi-(p.« (X) + lr 1, p.« (X) + {)

fff). Portanto, .r é a exfenBão normal de Àr sobre E U pi U
p2 de empUhamento é'(o),êÍi),/(?) tal que M2({pt,p2}) = Z({pl,p2}) já que

P.M3 ({Pi, P2}) = 2. .

.u'
€onde X

Teorema 4.8. Sdaa 7i e Z9 áJtr08 1nadufm'e8 de M nâo triviaf8 di8tiatoa. .Então
são equivalentes:

f. 7i e Ã õâo á.It.i'08 nodulares compatível de M

í{. (a) /í n Z2 é um litro .modulu' 2-compalíve.l de M

rb) Sda !to) = Xi n Z2, f(i), f(2) o empiüamento dos íec.gados de M
determinado pe/o í/tm modular 2-compat/veJ /] n /]. .Então para todo
X,y' € /H tais que y' cobre X, y € Ji -- Z9 (rwp., /2 -- /]J e X € fÍí),
temas que X € /1 -- Z3 (MP., /3 - /1)

Prova: Veriâquem08 que ii.+{.. Considere a seguinte decomposição dos fechados

falo) : f(o) . Zi n /a r.I'l : êm u (/ AZ ) êll'i : rW - (/j.al2)

Mostnmos que é'Joi, .f. i), é'i(3) ,atisfaBem a8 dual p: opriedadu que cu'acterbaEa
empilh ament08 :

(EI) Sejam X,y € /x tais que X cobre y e X € e.íl para algum i= 1,2. 1,em-
brmdo que f {o), .f(t). él {ül é empilbammto e usado il.(b) é fád veri6ca'
qne X € ei'} n eO--t.
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(E2) Sejam X,]'' € /M tais que X,y cobrem X ny e x,y,TD7x € e(í) para
a.lgum i= 0, 1, 2. Se i= 0 ou 2 decorre de (.EI) e du propriedaae8 de filtro

modular que X n }'' € é'ií). Suponhamos que i= 1. Se X u yN € /i -- /2,

de li.(b) obtemos X,y,X U y'' € Ã -- ZB e.como X,y formam um par
modular, X n y € /] - Z2. O cuo Xu y"' € Za -- /l é simétrico. Se

iTr" # / A/ e-tão x,r,Tar" € êm - (J A; ), l.g. X n y €
fU - (ÃÂZ2).
Concluindo, em qualquer caso, x n I' € f](f)

Portanto €1(o), ftt 1, êi2) é um empilhamento dos fechadas de M com grau
2 pois 0 # f(i) Ç é(]) . iW € é'(2) - (/íAZ2) Ç e:13). Seja M' a extensão normal
de M 80bre E u pt U p2 determinada pelo empilhame to f.o),Z'. i),e.2) tal qae
M'({pi,pa})= Z({p],p3}). Temos então que pam todo X Ç .E e y Ç {pt,p2}

P.U.(X u }'' ) min(p.u (X) + ll'l,p.u(X) + {)

onde XX € éi(f}. De6no então a seguinte função soba o conjunto das partes de
.E U PÍ U Pü:

pua todo X Ç .F,

Px.(X) P.« (x)
Í P.«(X), n ]'" € 1.

t Pu(X) + 1, .«. m-t-áHo
P.U,(X U P- U P2)

PN,(X u Pf)
1,2

P.N,(X U Pi U P2)

VeriÊquemos que PX, 8atbfas os 8eguinte6 axioma de ponto:

(RI) p.v.(g) = 0
(R2) Pu'a todo Z Ç .Eupi up3 e z € Zupi up2 tm08 que

P.N,(.Z) $ PN.(.Z U Z) $ PAr,(Z) + I

(R3) Para todo Z Ç; .EupJ up2 e z,ye .Bupl up3,

8e PN.(Z U 8) = PN (Z U y) = .N,(Z)

então px,(g' u z u y) = px.(.Z)

Note que para i: 1, 2, PX. estrito a & upf é 8 função posto da extensão
pontual de M pelo Êjtro Daodulu' Ã. Logo é suficiente veríâcar (R2) quando
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{pJ,p9} Ç Z uz e(R3) quedo {pi,p9} Ç Z uzU y. Podem08 supor também
que {pi,pa} g Z pois p.N' restrito a conjuntos que contêm {pt,p2} coincide com a
fUnÇãO pOEta P.H..

(R2) Z' = X U pi, X Ç .E e : = p2 é o único caso que neceuita 'verificação. Se

íH € Ã então íH € Z'Jfo} U r(i), logo

P.~ .(z ) P.u(X) $ PN.(Z U :) g Px (X) + l $ PX,(.g) + l

Por outro lado, 8e TH # ;i e tão TH C êlli) U f(2), logo

PX.(Z) P.u(X) + l $ P.K (Z u $) $ P.v(X) + 2 PX.(.Z)+ l

(R3) S4a Z Ç .E upt u p2 e z,!r € .E upi u p2 tais queÍpJ,p2} Ç Z u :uy,
{pi,p2} gl Z' e p.N,(Z U z) = Hr (Z U y) = p.N.(Z). Tem08 então duas
powibilidades:

Cla80 1: Z C E,z = pi e y = p2
Ratão pam cada i = 1, : tema

PN.(Z u Pi) = P.p.(Z) = P.u(Z')

Logo Zv € /i n Z2 e portanto

P.N.(.Z u $ u y) = PH.(.g u z u y)
= Px (Z) = P.~.(Z)

CABO 2; Z = X U Pi , X Ç .E, s € .E,y

Se z € TH então
p2 (ou trocando p] com p2)

P.N.(Z U # U y)= PN(g U y)= P.F,(g)

Suponhamos que = # X'' , nesse cmo,PX,(2' U z) = PX.(2') e

PK(Xuz)= PK(X)+ l implicam que X' # /l, donde PX,(Z) =
PK{X) + l e XUz' € Ã.. Como PX.(Z) = PN.(.Z U p2) então

RN' € f(t) u (/íAZ9) = fli). Combinado com o fato de que
TX # /l tem-8e que RH € e(') u (Z2 -- /1). Se rH € /2 -- Jt
é claro que XusK € /i n Ã. Por outro lado, se XK € f(i)
usando a propriedade (EI) de empilhamento temos que X U z'' €



60 0'üpfítilo /7; .Bdenóãeõ .Normüü e ,EmpdÀümetttoõ

f(o)U r(i); i:"Ü';u iÍ r(Í) pois caBO contrário teríam08 X U zH €

/] - Z2., íM € r(í} e TK # /1 - /2 o que contradi {{.(b). Logo
X U z'" € /1 n Z3. Então

PX.(Z'UZUg') = P (XUPi UP2 Ur);
= P.V (X u z) = P.K.(.Z)!

Seja N' a extensão de M 80bre E u pt U p2 detemiinada por #tN'. É claro
que

M(.E) --!L-. .N'(E u pi) Í: 1,2

portanto JI e ZS 8ão 6]troa modulaíw compatível de M.
M08trem08 agora que f.+ff.. Suponha que /i e Z2 8ão compãelvei8; então

pela Piop08ição 3.1. tema o seguinte diagrama comutatívo:

''''b"@ ,.:!

.N] (.E U Pi)

.N(.B U Pi U P2)

.N9(.E U P2)

Log. px({p-,p8}) = 2 pois B' PN({p,,p2}) = Q ente f = h = Z9,
e se PJr({PI,P3}) = 1, como p.N(pi) = 1 para { : 1,2, então ÍZ21.»*. = 1n-#''l e
1/11.P, = IPix31 donde 7í = /2, um absurdo. Sejam flloi = /] n Z2,{.ii),f,B) o
empilhamento da extensão .N de M, e X' a extensão Bornal de M wbn:;Jupi up2
determinada por e88e empilhamento, onde #''({p] ,p2}): Z({pl ,p2}), ;Lembrando
a Proposição 2.11. não é di$cil verificar que temor 0 seguinte díagrau\;=

NI'(.E U Pt)

' .N'(.EUP] UP2}M(#)
./

.N3'(.E U P2)
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Logo, H

M(.F) '!1llb. Mt (Z u pi) El2213 M2(E u pi u p2)

pela minimalidade de M2 em $(ã n Z9, ã n Z2) já observada no final da 8eção
interior, temos que PK,({pi,p2}) 2 px,({pt,p2}) = .2. .Portanto /l n Z2 é
2-compatível, donde {i.(a). 'Sela então êÍO) = /1 n Z2, f(i), é(3) o empilhamento de
fechados de M determinado pelo atiro 2-compatível /l n Z2. É fácil verificar que
é'(t) Ç !f') us;.do o fato de que p.u,(Z) Z p.P,(Z) para todo g Ç E u pt u.p2.
Veri6quemos que vale fi.(b). Sejam .i,r'C /H taí8 que y cobre X, X € é'(Í) e
}' € /1 -- Z] (a veri6cação do caso }' € Z2 -- /1 é máJoga). Suponha por absurdo qae
X € /] - /2. Como X ç y e X € é'(t). então y € fÍt)u fÍO); ma8 y # Z2 2 é(o),
logo }'' € fet). Portmto X,r € eJO, donde ür(X U Pt U P2) = PK(X) + l e
p.N(}'' u pi u p2) = p.u(Y) + 1. Chegamos então à seguinte contradição:

c y

4.3

p, # r ' . p, € Í'Uã' '

Ü

Embora a, técnica. da. dem.on.8tm.ção deite ruultd.o em akun.8 poat08 seja
praticamente análoga àquela do Teorema 3.1., parecem-na8 importante regi8trarm08
todos os puw8 para salientar os M diferença exi8teateB entre os dois ruultadoB,

Deixamos registradoB a seguir vári08 corolári08 intereuantu do Teorema
Muitos deles 8ão na realidade Corolários da prova do Teorexüa 4.3..

Corolário 4.4. Soam Zi e Z2 áJtroB uodulalw de M. .Então /] e /9 são com-
patíveis se e mmente se /] ,/] n /2 e /s,/] n /2 são para de áltios nodulares
compatfveb de M

Prova: Podemos supor que /] ,Z2 são não triviais e que Ã ?É /l n /2 pua { : 1)2
pois 0conendo alguma dewa8 8ituaçõe8 8 equivalência acima toma-8e trivial.

Suponbam08 qae /i,73 8ão compatíveis. Nesse caso é fácil ver que a
condição fí, dc Teorema 4.3, está veri6cada para os parei /l , Ã n Z2 e Z3, Ã n Z2
de âltros modubres de M jí que /i n (/l n /2) = Z2 n (/i n Z2) = /1 n Z2. Logo
/] , /] n Z2 e Z2) /i n /a são compatíveis.

De outro lado, 8uponham08 que /], /] n /9 e /3, /] n Z2 são compatíveis.
Mostnmos que /l e /2 8ão compatíveis veri6cando aB condiç&8 {{.(a) e (b) do
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Teorema 4.3,. É claro que vale fí.(a), e if.(b) segue do fato de que /] -- Z2
JI - (/l n Jo) e f9 - Ã = 72 - (/1 n 72).

Em IOhl, Cheung arrebenta uma pro'ra para o multado acima, dentro do
contexto de 8ubcluse8 lineares.

Lema 4.fi. S4a /' um fltro modular de M ta/ que / # /x . Se /' e /" 8ão âltros
modulan8 u.lira-compatív'ei8 de M !ai8 que / = /f = /fí, Calão / é 2-compatív'el
ou é um âltz'o pdnc al.

Prova: Considere o seguinte díagmma de extensões pontuais:

M(.E) --!-, .M. (z u pt) J:lllb M,(.E u pí u p2)

Como 7 # 7H é claro que l $ PK,({pl,p2}) g 2. Se / é 2-compatível, não
há nada a demonstrar. SuponbamoB então que PM,({pl,pg}) = 1. Nesse cuo é
fáci! ver que l.flx. = IRK-l. Usando a urra-compatibilidade de /', /" obtemos
HN- n .F € /.Mostrem08 que

/ = {X € /H : FÍK' n .E Ç X}

A inclusão 2 é trivial. Verifiqueni08 a inc]uBão contrária. Tome X € /. É claro
que XM' € Í/IK., logo ?íN' Ç .r«', donde FÍN- n g Ç Xu' n .E = X. PoHanto
/ é um Êltro modular principal.

n

Con8iden um filtro modular / do matróide M sobre o conjunto .F ta] que
/,/ são urra-compatível. Og seguintes exempl08 mostram que no Lema 4.5. a
2-compatibilidade de .7 não exclui a p088ibilidade de / Ber pHncipal (e vice-Tema):

(1) B = {a,ó}, M(E) = Z(.B), 7 = {.F} é 2-compatível e principal

(2) .E = {ü,ó,c}, .V(.F) = .e(.F), 7 = lal = {ü,aó,ac,«bc} é principal mas
não é 3-compatível

(3) .E = {a,b,c,d,/,g}, M(.F) = .eó(Z), / =
abade/g} é 2-compatível mu Dão é priacipa]

l.ó.d,de.fgl {aócd, de/g ,
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(lololáFlo 4.6. Soam /l e Z2 fiitr08 modulare8 de Àf zlao trlviai8. Se /í e /n 8ao

âJtrog moda/u'e8 urra-comp3tlrveíg de M onde /] n Z2 = 7i = /// então /] e Z2
8ão 6/froõ modulareõ compatíve;õ de M

Prova: Pelo Lema anterior dktingüimos dois amos

Zi n Z2 é Ê]tro modular principal de M
Pela Proposição 1.2. do Capítulo 1, /],.% n Z2 e Z2,/i n /2 Bão parei
de âltr08 modulare8 urra-corapatfveis e portanto compatíveis. Usando o
Corolário anterior concluím08 que /i e Z2 Bão compatfvei8.

Zi n Z2 é um filtro tüodulu' 2-compatível de M
Temos então a condição {f.(a) .do Teorema 4.3. veriâcada. M08tremos
também que vale {f.(b). Seja é'eo) = /i n /2, é'(i), f(2) o empilhamento de
M determinado pelo Êltro modular 2-compatível, /] n Za. Afirmo que se
X € /x, ema condição necessária e suficiente para que X € !Í]) é qae
X # /i n Za e exista Z € /1 n /g tal que Z cobre X. A 8uÊciência segue
dos wguintes fatos:

Be X # Z n / !(o) então X € f€1l U /(2)

w .Z cobre X e Z' € Jt n /a f(o) então X € {ol u é'(t)
Veriâquem08 a necewidade. Considere 0 seguinte diagrama de extensões
pontuais

M(.F) ilel MI(E u pi) b:2--, M2(.E u pi u p2)

Coma /',/" são urra-compatíveis tem08 pelo item ífí. do Teonma 2.2
do Capítulo l que

P.U,(X U P. U P,) : XÇmy!.{PK (Z) + l(X U P, U P,) - Z"'l}

Por outro lado, X € útil, logo p.u,(Xupi up3) = PK{X)+l. Combinando
as duu expre88ões de PH,(X U pJ U p2) acima concluímos que existe
Z € /i n /2 tal que Z cobre X. Portanto, para todos X,y € /H tais que
y cobre X, X € é'(1) e y € /i -- Z2 temos que X € /1 -- /2 já que exkte
.z € Jt n Z2 com .Z cobrindo X e }' # .g. Se y € Z2 - /] então por simetria
X € /2 - /1.
Logo /i ,Z2 são filtros nodulares compatíveis de M.

a
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Corolário 4.7. Soam /], /b á/tr08 modo/ueg compatíveis de M nâo triviais, e
N a extezlõâo de M 80bre .E u pi u pa dada pelo seguinte diagrama comutativa

.,z!-'

''''v

Ni (E U Pt)

.N(# U Pt U P3)

",w.,a g»'
Sda talnbéln é(o) = Ã n Z2,f(i),élt21 o eznpilbamento de M determi ado pejo
$!tro modal 2 compatfve/ Zí n J9. Temos então que para todo X Ç E e }' Ç
tPi , P2 .t

P.N(X U }'') = mh(P.M(X) + I}'' - {Pj : X' € 4}1, PM(X) + {)

o.nde lrM € f(i)

Prova: Seja e,o) : /l n /2,r.i),rll2i o empilhamento da extensão .N de M
Seja tanlbéni a extensão .NI de M abre .E u pi U p2 de empilhamento é'(o)
Jin7a,d'i= ft')u(/!a Z2), r:l') = fPi-(JiÃZ2)e função posto PAr,, construída
na demonstração da implicação {{.:+{. do Teorema 4.3.. Na prova despe mesmo
Teorema, âcou clu'o que

(1) !(i) Ç 1ll'l

(11) PN (X) $ PN(X) pU'a tOdO X Ç .E U PJ UP2

De (1) e do fato de que ÃA/2 Ç é'llii temos !1li) Ç fli). Portmto, combinado
com (11) obtem08 ê2(f) : f.ff) para i= 0,1,2 donde concluímos que Ã' = N.
Observe que para todo X Ç E e Y Ç {pi,p2} a exprw8ão de PX do enunciado
do Teor"ema é uma forma equivalente pu'a a expressão de p.V. dada na prova do
Teorema 4.3..

Ü

Corolário 4.8. Soam /l, $9, ..., /a, 7 $/trás nodulares de M tais que pa'a todo
i= 1,2,...,R, / Ç Ã e nigJ-g. 4 # /. Se para todo { = 1,2,...,n, Ã, / Bão
6/tr08 moda/ares comp8lfveB'ae M eafão para todo J Ç {1,2,..., n}) 0Jci 4, /
sâo á/tios laodu/al'w campal/ve;s de M.

Prova: Suponha que Ã, / 8ão compatfvei8 para todo { = 1,2,...,R e seja l Ç
{1,2,...,R} arbiti'ária. Se / = /H ou Í)JeJ4 = JH é claro que RICi4, /
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são urra-compatíveis e em particular compatíveis. Se fiel 4 = /, trivialmente
Í)JC.r 7i, / são compatíveis. Podem08 super então que / ?É /x ?É /e/ %í # /;
nesn caso, para concluirmos que /,nJC/ 8 Bão compatível, nl08trannos que a
condição fi. do Teorema 4.3 está 8athfeita. É claro que / = (R,e.r 4) n / é
2-compatível, já que / = / n Ã para todo i= 1,2,...,n, portaúõ ii.(a) está
veri6cada. A condição {{.(b) segue da compatibilidade de Ã, / para { : 1,2,...,n
e dos oeguinte8 íat08

se X € 4 / para todo J € / então X € (n 4) /

se existe i c .r tal que X C / Ã então X € J
J'e.r

n

No próximo Corolário obtem08 uma caracteü6ação daB exte18õeB N de À/
sobre E u P tais que N(P) é uma linha sem laç06 e 8em element08 pu'alelaB.

Corolário 4.g. Soam 7í, Z9, ..., ã. ÍJtmg modulare8 de M tais que pm'a tadoB
i, J com l É i< j $ B, Ã # 4 e Ã ?é JL. Sâo equivalentes;

f. .Existe uma ateasão .N de M wbi'e .E U {pl ,p2, ..., pR} ta! que

N' ({P- ,P, , .. ., P«}) .C2( {lPí , P2 , ..., P«})

e para todo i = 1,2, ..., n,

M(.E) --11-, .N(Z u Pf)

íf. (a; Ã, Z2, ..., Z. são dob a dois compatíveis

(b) Ã n 4 = JJ n Zs n ... n Z, para todos {, j com l $ i< j $ n

Prova:

{P,,P,,
É fácil \rcF que f::>ff.; obsewe que para todos i, J com l É { < J $ n,

pR} Ç {pÍ,pjl'' e portanto

Ã n 4 =ÍX € /x: PN(X upf u PJ) = P.u(X)}
=ÍX € /x : PN(X U {Pt,P2,...,P.}) = P.u(X)}
= /1 n l2 n ... n ã.



66 Güpftt io 11: Ezttmõeõ Notmah € Empilhamet toe

A prova da implicação {f.+i. é semelhante à prova da mesma implicação
do Teorema 4.3. ; tomando / = /] n /2 n ... n Z. temos por f{.(a) e (b) que / é
2-compatível. Imitando a demonstração do Teorema 4.3., provam08 que

. efo) : fiel .fli) : .f(i)u(U,<i<. Ã- 7) eJ'i = é't't -(U,<i<.J.--
/) é um empilhamento de M, onde é'(OJ,f(i),é'(2) é o empilhamento
determinado pelo âltro modular 2-compatível /.

e A função p.K sobre o conjunto du partes de B u {pi,p2,...,p.} de6nida
pon
para todo X Ç; .E e y Ç {pi,p2}...,p.} tal que lrl à 2,

P,« (x)

PX (X U PÍ)

P.u (X)

{ ;=Í}3,. :,
p'(x u y)

«T"eÃ
cago contrário Í = 1,2, ...,R

PN(X u y)

BatiBfu os axioma de posto, onde p' é a função p08to da extensão nor-
mal .N' de .M 80bre .B u {pl,p3,...,pB} determinada pelo empinamento
flo), ffi), e/') tal que .N'({p] ,p2,...,p.}) = .e2({h,p2, -.,p«}).

Poda.nto o Eüatróide N cada a função p08to pw verifica {..
n

Imitando a prova do Corolário 4.7. obtem08 a seguinte expre8Bão para a
função p08to do matróide .N do item i. do Corolário a tenor:

para todo X Ç .B e y Ç {pi,p2, ...,p-},

PN(x uy) = min(PK(x)+ lr - {PJ : f' € 4}1,PH(x) + i)

onde XW € f(f) e é'(OJ, é'(z), é'Í2} é o empilhamento de M determinado pelo fiitm
modu[u 2.compatível /l n Z2 n ... n Zn.





Capítulo lll

aampatibilidade de Subclawes Líneue8

Usualmente, exten8õeB pontuais de matr6ide8 8ão caractere ad em term08
de Êltros modulu08 de fechados. Neste capítulo apresentaremos uma caracteri-
zação equivalente bastante conhecida, em termo de subcluBeB lineares, intro-
duzida iaicialmeate por Clrapo eEÜ 1965. Â partir dela, estabeleceKm08 uma
condição nece88ária e suficiente pua que doh âltroB modulu'e8 compuáveis por
inclusão pejam compatíveis. Oom iuo conseguiremos na realidade uma caracter-
ização pu'a todos M parei de 61tros xnodu]ares compatíveis, bastado lembrar o
Corolário 4.4. do Capítulo 11, que reduz o problema da compatibilidade de pa.res
de Êltr08 nodulares quaisquer para puas de Êltr08 nodulares comparáveis.

Na primeira 8eção. além de exa inarmos a relação existente entre a8 sub
clubes linea.re8 e os filtros nodulares de um matróide, apresentarem08 uma cons-
trução wquencia] natural de subclaues lineares, ferramenta importante a 8er uti-
lizada posteriormente.

A última Betão Beú inteiraneate dedicada ao problema da compatibilidade
de pares de subclasses lineares comparáveis por inclusão.
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1. A RELAÇÃO ENTRE SUBCLASSES LINEARES
E FILTROS MEDULARES

Dado um filtro modular / de M, concentremos n08sa atenção nos hiper-
planos de /. Sejam X, I' e .Z hiperplanos distintos tais que X, }' c / e X, }',
Z cobrem X n y n Z. Nesse caso não é difícil veriâcar que X n Y = X n y n Z
Logo X, y formam um pu modular, donde canclufm08 que X n y € /. Mas
então .Z € .f, jí que Z cobre X n y = X n y n .Z. Verem08 nesta nção que eBBa
propriedade é Bu6ciente pan caracterizar oe filtros aüodulares.

No que se segue .V denota a fam a dos biperplanos ou copontoa de À/
Diremos que X, y, Z € X distintos for aam uma tnplü geradora se X, }', Z cobrem
X n y n .Z, ou o que é equiwlente, se X n y n .Z é uma Galinha de M

E8tamas agora em condições de de6nir Bubclu8es lineares. Uma 8ubfamílía
S de .V é uma &$ócla18e Ifttwr de M 8e pu'a toda tripla geradora X, y, Z' tal que
X, y € S tem08 também que Z € S.

No hícb da serio 6caa claro qae se / é am âltro üodalür de M, ente
/ n À' é uma 8ubclu8e linear. Uma pergunta natural que imediatamente nos
ocorre, é 8e a parir de uua 8ubclu8e pneu podem08 Obter um filtro modulu' de
uma maneira amin tão BimpleB. A resposta é dada pelo pi'6xima Lema.

Lema 1.1. S4a S uma gubcJ w !meu de M e considen o conju.nto / d08 flecba-
dos X de M ta.ig que todo àiperp.fado conteúdo X está em S. Tem08 então que /
é um â/tro modo/ar de .ÍW

Prova: Por deânição, 8e X, }' € /x, X € / e X Ç y então }' € /. .Agora,
suponha por absurdo que existem X, y € / par modular tais que X n y # /
Pela hipótese, PH(X n y) < pM - 2. Seja # € ÀI - S tal que x n y ç &, e seja

.Z € /u tal que X n y Ç Z e & cobre .Z. É fácil ver que X u ZM, 7TZx € S e
X u .Z" n y u z' n X = .Z. Mas então .# € S, uma contradição. Portanto / é
um âltro modular de M

Ü

Toda ewa díscuuão íaicial n.08 permite ânalmente estabelecer a bíjeção
entre subclaae8 lí duos e âltroB nodulares.

Proposição 1.2. Á função que a cada 8ubcluse linear S de M u80cia o âlfro
moda/u / dado pelo l,ema J.J., é uma bJjeção entre a família da8 8ubcJames
líizeara e a família doB 61troB modulaJU de M.
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Prova: O ãltro modular / dado pelo Lema 1.1. pode ser descrito da seguinte
forma

/ = {X € /x 8e X Ç }' e }' c À' então }' € S}

É evidente que S = / n X, donde se conclui que a função acima é injetora. Para
m08trami08 que ela também é mbrejetora, basta provarmos que dado um filtro
modular / de M, ele coincide com o seguinte Êltro modular

â {X € Xx : se X Ç Y e }' € X então }' € / n X}

isto é, f é imagem da 8ubcluse linear / n X
Seja X € /. Se X Ç y e y' € )' é claro que y € / n i' poh / é filtro

modular. Logo .f Ç /].
Agora 8uponham08 por absurdo que existe X € /1 - /. Povo tomar X de

maior pasto poBBível com essa propriedade. Temor que p.U(X) < pM -- l pois caso
contrário X € (/ n i') u .E ç /, uma contradição. Tonüe y € /1 tal que y cobre
X. Pela maximalidade do p08to de X em relação a element08 de /í -- /, devem08
ter y C /. Um raciocínio 8imp]es m08tra que existe ã € X ta] que # r) y = X
Note que & € / jí que X € Ji e X Ç ã € X. Temos também que

P.u(.R) + P.u(r) = P.u(x) + P.u(x) + l
= PM + Px (X)
= P.u(a u r)+ P.u(.a nl')

Podmto &, }' € / formam um par modular em M, donde X
contradição. Logo /] -- / = 0, isto é, /] = /.

ãny c /,uma

n

Se S é uma subc] se linear de M e / é o filtro modular dado pelo Le-
ma 1.1., direm08 que / é o .plfro madwl r ü$30clado a S, ou que S é a $8bclmõe
If eor oõeo(füdü a /

Puwm.08 a descmver uma con.stmçã0 8equen.cial de subcluses lineares
que, embora 8imp]es e natural, gera útil na próxima seção. A ideia é partir de
uma 8ubfamllia de X e, a cada paço, incluir os hiperplanos que foi'mam triplas
gerador çom pares de fecbad08 do pano anterior. Formalisando, seja .4 € )'.
Obalna aoB de 8eg8éBcíü geradora de .l em M a sequência de 8ubfamíliu de X,
.4 = Xo Ç Xi Ç .4B Ç ...ondepu'acada1= 1,2,..., Z € XfseeBomentese
Z € .4í-t ou existem X, y € .4Í.i distintos tais que X, y, .Z formam uma tripla
geradora.
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Proposição 11.3. Sda X Ç .V e {Jfl=:o 8ua sequência geradora.
a melhor subo/m8e /inear de M contendo :4.

.Então U=:o .li é

Prova: Que Uf:::o Xi é uma subclaue liDeM' que cantéra .4 é evidente. Dada S
uma subclaue linear contendo .4 uma indução trivial mostra que if Ç S para todo
i= 0, 1, ... donde obtem08 a minimalidade requerida.

E

Obsene que a ínters«ção de dual subcluws líneareB é também ama 8ub
clube Jinen'. Portanto, Be X Ç i' e {.Xili'.-0 é 8ua sequência geradora então

U Xf = ÍllS' 8ubclane Unem' de À/ : X Ç Sf}

2. PARES DE SUBCLASSES LINEARES COWPAVfVEiS

Direm08 que duu subclaues lineares eão compaííuei$ n deus 61tros nodu-
lares usociadoB também o forem.

Seja S uma subcla88e linear de .M e N uma extensão de M. A Bubcla8Be
linear

Í'ltS' 8ubcluse linear de .N : {Í'N : X € S} Ç S'}

de N/ sel'á denotava por ISl#, /deão de S em .N, e {r" : X € S} = So, $i, ... sua
sequência geradora.

Adaptemos a caracteH2ação de parei de 6]tros medulares compatíveis dada
pela Prop08ição 3.<. do Capítulo H ao contexto de subclasses iinearu.

Proposição 2.1. Sejam SJ, Sg sabe/awa lineares de M e considere as seguintes
extensões pontuais

.M(.E) -Jt- .NI(.Eu pi) e .M(Z) -3+ .NB(Zup3)

onde /], Z2 Bão os á/tios moda/alw amaciados a Si, Sg respectivamwte. Con
8idere também a 8ubclame iiaear ISllx, de .Na co.m 8quêac;a geradora SJ), Sf,
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e a subcla8se Jineu IS2lX. de al com 8equézicia geradora S2o, 5i, .... .Balão 8ão
equinlenta;

f. St, S2 8ão compatíveis

Ü. SI = {X € /M : X'N' € 1SIIN,} = {X € /H :rB'' € S:f,I = O,I,...}It. õi=tÀeJ'ÀÍ':À l tlN2J=1.AeJ'À{':A eoíls

ítt. S2 = {X € /H : Íx' € is.lx.} = {x € /M : T"' c S:j,i = o,i,...}

Ao estudarmos a compatibilidade de duas 8ubclaues liaeare8, o Corolá-
Ho 4.4. do Capítulo ll noB permite restringir a atenção aoB pares de subclaue8
lineara comparável por inclusão, como já observado no início deste capítulo.
Vamos auumir daqui até o final da wção que estam08 nm hipóteses da Proposição
2.1. e qne & Ç St.

Analísem08 a 8ubcla88e linear IS2lX. com sequência geradora {W"' : W €
Sg} = Sj,S2i,.... Note que como S2 Ç Sí, S2o = {W u pt : W c S2}. Para fixar
idéias, tentemos encontrar propriedades dos W C Sj - S2o

Por definição, existem X, }' € S2 tais que X u pi, }' u pi, W formam
uma tripla geradora de Nt. Existe então Z tal que W = .g u pi e x n y ç Z.
É fácil ver que Z é y, pois cuo contrário g pertenceria a S2, o que implicaria
em W € S2, uma contradição. Logo .Z é uma Galinha de À/ que cobre X n y e
Z é /l . Propriedades wmelhantes 8ão veri6cadas também quando W € Sj - S:l-i
para i: 2,3, .... Tentaremos organizar es8u última idéias na próxima definição e
no próximo lema.

Deânim08 a seguinte sequência

0 Bo(Si, S2) Ç BJ (SI, S2) Ç; B2(SI , Sg) Ç

de subíamílíu do conjunto (poli de Galinhas de À/ não cobeHas por elementos de
Si, onde para todo { = 1,2,... , Z € .Bf(St,S2) - 8i-t(St,S2) 8e e wmente se
Z c 0'oZ. e existem X, y dbtint08 pertencentes a Sa u 8i-Í(St,52) tah que .Z
cobre x n y. Denotarem08 por 8 (Si, SB) a união U=. 8{(Sí, S2).

l,em& 2.B. Pam ca,da i = 0, 1,2,

{Z U Pi : Z € S2 U Bi(Si, S8)} Ç Sj

Provei Por indução 80bre f. Se { 0 então Bo(Si , S2) = 0 e

SJ':ÍZ~' : .Z € S3} = {.Z UPi : Z € S2}
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Suponha que f > 0 e seja .g € S2 u Bi(SJ, S2). Se Z' € S2 u Bi-í(St, Sa)
então, por hip6te8e de indução, Z u pi € S1l'' Ç Sj. De outro lado, 8da Z é
S2 u 8Í-i(St,&). Então Z € 8í(St,S2) - Bf-i(Si,S2). Peh de6nição d08 8i's
tem08 que g € volt e existem X, }'' € Sa u Bi-t(Si, S2) tais que Z' cobre X n }''.
Logo .Z U pi, X U pi, y U pi formam uma tripla geradora em .Nt. Nawmente
usando a hipótae de indução obtemos X u pi, y u pi € Sj-i donde Z u pi € Sj.
Portanto,

(.Z U Pi : Z € S2 U Bi(Si , S2)} Ç S:l

Ü

Se na Proposição acta.a v ler a, igualdade, termos uma condição necessária.
e au6ciente para que Si, 5a pejam compatíveis. Eue fato âcará claro na pmm
do próximo Teorema onde apresentam08 uma caracterização equiv lente à e8Ba
igualdade que teDÜ a vantagem de detectar exatamente a situação que bloqueia a
compatibili dado .

Teorema 2.3 Soam St, S2 8ubciawa lineares de M tais que S2 Ç S] e gda Ã o
6.foro moda/ar a8mc;ado a Si . .Então sâo equ;mlente8;

{. Sí, S2 8ão compatíveis

Não existem X, }' € & U B(Si, S2) e n' € S]

de M, x n }' # Zí e x n }' ç w
S2 tais que Xn }' é cop/mo

Prova: No que @ segue M(.B) -:!--. Ni (.E U pi) € {SjlEo a sequência geradora
da 8ubclaue linear ISalN,

Inicialmente mostremos que i.:»ií.. Suponham08 por absurdo que SI, S2
são compatíveis e que exbtem X, I'' € S2 u .8($i, 5a) e W' € Si - S2 tais que
Xny éumcoplanodeM,Xny#/] eX yÇW. Exí8te{210talqueX,
y € S3 UBi(SI, S2), e então pelo Lema anterior, Xupi, yupi € Sj. Como Xny
é um coplano de M e X n y € Ã, tem08 que (X n y) u pt é uma ccliiaha de .Ni. É
claro que WUh é um coponto de Ni -(XuPt)n(]''uPi) =(Xnr)uPi ç H''uPi,
dando W Upi € Sj. Coxas Si, S2 8ão cozapatíveis, temos pela Prop08içãa 2.1. que
W € Sa, uma contradição.

Verifiquemos agora que ii.+i.. Mostremos por indução abre i que

q Ç {.Z U P. : Z' € $2 U .8i($- , $2)l}
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pois nesse cuo, pelo Lema 2.2., temos na realidade igualdade. Então {X € JL

Ín € S1l} Ç S2, logo Sa = {X € /X : í"' € Sj,i = 0,1,...} e pela Propo'
lição 2.]., Si, S2 geriam compatíveis. Se i= 0.

SI' {Z' U Pt : .Z € S2} {# UPI : .r € & U Bo(St, S2)}

Suponha então que { > o e seja W € Sj.
indução

Se W € SJ'i então por hipótese de

W € {ZUPi : Z' € S2 U Bf-i(Si, S2)} Ç {Z' UPi: Z € S3 U Bi(Si, S2)}

Tomemos então W € Sj - Sj-t. Pela definição de Sj, existem X, Y € Sj-i tais que
X, y, W formam uma tripla geradora em .Nt. Examinem08 0s Begainteo fechad08
de M, X -- pi, y - p. e W - pi. Como X, y € Sj-i, por bbipótese de indução
temos que

X-Pt,Y -Pi CS2UBf-i(Si,S2)(.1)
Suponham08 por absurdo que X -- pi, y -- pi € S2. Nesse cuo, como X, y, W
formam uma tüpla geradora em Nt, temos que X -- pi , y -- pt, W -- pi formam
u=aa tripla geradora em M, donde concluím08 que W - pi € Sa. Mu então

W : W - pi"' € S2o. uma contradição já que Vr € Sj -- $j't com f > 0. Podemos
então supor nm perda de generalidade que X - pt € Bf-i(SI, S2). Note que
(x - Pi) n (}'' - Pi) = (X n y) - p] não é um elemento de /l pois ca" contrário
X -- pi seria coberto por um elemento de St e poúanto não poderia peHencer a
8í.i(St,S2). Reeumíndo,

7i $ (X - Pi) n (}'' pi) é uú copIaDo de M (.r/)

Obsewe também que

(X - Pi) n (]'' - Pí) Ç W - Pí (.r.rJ)

Se W -- p. é coponto de M então W - p] € Si - S2 e combinando com (4, (l.r),
(/.1/) contradizem08 if.. Cbegam08 à mesma contradição se W - pl é coberto por
algum elemento de St. Portanto W - pi é uma tolinha de M não coberta por
elementos de Si. Combinando com (1) temos que W -- pt C Bi(St,S2), donde
W € {Z U Pt : Z € & U .Bf(St, S2)}.
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Capítulo IV

Represeiúabilidade de Quocientes

Cheung e trapo em ICK CI, introduziram o conceito de feixe de quo-
cientes que deKrevem completamente M extea8ões de um matr6ide. Verem08 Rate
capítulo qae a8e conceito nos fornece uma nwa dii'eção no estudo da compatibi-
lidade: a teoria da repre8entabilidade de quocientes.

A primeira senão é dedicada à bijeção entre 08 quocientes elementares e os
Êltros nodulares.

O objetivo da Senão 2 é estabelecer condições sobre ama família de quo-
ciente para que ela determine uma única extensão de um dado matróide.

A Senão 3 é bastante técnica e sebe principalmente como preparação para
a senão seguinte. Nela examinámos uma construção de uma sequência de quocientes
elementares muito utilizada na teoria daa exten8õe8.

A última. opção trata do ?roblema da reprnentabibdade de quocientes,
maí8 e8peciâcamente de parei de -juocíentes elementares.
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1. A RELAÇÃO ENTRE QUOCIENTES E FILTROS MODULARES

Og quocieate8 elemen.teres têm grande importância neste capítulo. loBO

8e deve ao fato de qae 08 filtr08 modulare8 não triviais de um matMide M latão
em corre8pondêDcia biunívoca com 08 quocientes elementares de M, a exemplo
do que ocorre com M $ubclmses bneareB. Og três lemas a wguir compromm e8Ba
afirmação. O primeiro deles, de caráter maia geral, estabelece uma função que
u80cia uua filtro modular de um matr6ide âxado a cada quociente do mesmo. In-
fe!izmente essa função não é uma bijeção. No entanto, ao latringi-la aoB quocieateB
elementares do atr6ide, o segundo e o terceiro lema garantem, re8pecÉívamente,
a sobrejetividade e a injetividade. Nesse ponto aconselhamos o leitor a rever as
definições e resultados da Senão 4 du Preliminares.

Lema 1.1. $dam Mi, Àfa matróídeB pobre .E tais que À/2 é quociente de À/i
latão o conjunto defn;do abaixo

.M(M'í -, M2) {X € ZH. : tt/(X) = gr(Mt -, M2)}

é u.m ã/tro modular de Mí
À/l canudo em /M,

Além di88a .M(MJ -+ Mi) é o matar fl&ro moda/u' de

Prova: M08tremos inicialmente que .M(Mi -, Mg) é realmente um âltro modular
de Mi. Que X(M't -, M2) aatiBfaz a propridade (FI) de âltros nodulares segue
do item {íi. da Proposição (Morfismo Fode 1) du Preliminares. À propriedade
(F2) é decorrêacia de (FI) combinado com o item {e. da Proposição (Marasmo
Fode 2) também du Prebmiau'es.

Prosseguindo, guponba que N(Mt --. M3) não wja um subconjunto de

/M,. hso equivale a dizer que existe X C .M(Mi -+ Ma) ta] que X'' -- X # 6
Tome então B € TX' - X. Nesse caso, IÍ'F;K' € .M(Mi -, M2), o que n08
conduz ao seguinte absurdo

gr(MJ --, M2) = RJ(X u z)
= PM.(X U $) - P.u, (X U z)
= .f.u.(X) + 1 - PK,(X) = gr(Mi -, .M2) + l

Portanto, A(Mi -, Ma) Ç Mg.
Resta ainda prova'm08 que .M(MI -+ M2) é o maior Êltro modular de Mi

totalmente contido em /N,. Suponha que / seja um 6]tro modular de Mi que
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contém propriamente o filtro X(Mi --. M2). Existe então um biperplano .a de
M] ta] que ã C .7 -- .M(Mt -+ M2). Com ipso obtemos a seguinte desigualdade

(pMi - 1) - p.u, (ã) = p.u.(r) - p.v,(ã) = RJ(X)
< gt(MJ -, MB)

Afim, px,(X) = pM3, o que implicaria que .# # fx, , pois caso contrário teríamos
X = .B € / n .M(Mi -, M3), um absurdo. Lago / g /H, n

Lema 11.2. Soam 7 um fltro moeu/ar de M aão trivia/ e a extensão pontua!
M(.B) u-!-H .N(.E u p). .Então N/p é quaciwte efemmtu' de M e / = X(M -.

Prova: Como .N é a extensão pontual de M por / sabem08 que

ZN = {XUP: X € /} U(ZH - /) U {XUP:X C /H -/
X não é coberto por elemento de /}

Logo, ]embrmdo as propriedades da operação de contrição em matr6ides, pN/p =
pM -- l já que / # /x e o conjunto dos fecbadoB de .N/p é dado por

fw/P = / u {X € 7H -- / : X não é coberto por elemento de /}

Afim é fácil ver que N/p é quociente elementar de M
Mostrem08 que / = X(M --, .N/p). Para i880 baeta veri6cu'm08 que

.M(M -+ .N/p) Ç / pois neve cago a igualdade cegue da maximalidade de X(M -+
N/p) em relação a08 âltros modulare8 de M contidos em /x/p' Seja X € X(À/ ....
.N/p), bto é, 81(X) = gr(M --. N/p). Mu

%J(X) = PH (X) - PN/P(X) = P.U(X) - PN (X U P) + I
gd.U -+ N]p] = pM -- pNlp = pU -- pN '+ 'l - \

Logo, px (X) = PN(X u p), o que implica que X € /.
n

LeEaa 1.8. Sda Q um quociente elementar de À/ e con8ídere a extensão pozztual

M(.F) u-!-+ #'(.E t.' p) jade / = X(M -. Q). Ezth Q = A'/p.

Prova: Observe que / é não trio'ial pois e é quociente elemento de M. Vam08
mostra' que /x/p = ZO. Lembremos que

/w/p = / u {X € /H -- / : X não é coberto por elemento de /}
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Seja X € Zo. Suponha por absurdo que X # /x/p, isto é, que X é /
e existe z € .F tal que XU z'' € /. Com iuo tem08 n/(X) = 0, n/(X U z) =
l e p.M(X U z) = PN(X) + 1, donde se conclui que pe(X U z) = PQ(X), ou

equivalentemente, g C X' = X = X' , uma contradição. ruim le Ç /x/p'
A inclusão contrária também é verdadeira. De fato, / Ç !e, como já íoí

observado anteriormente, e suponha que X C /H - / não é coberta por elemento
de /. Se z € X', como X, X u z # /, então

Px (X U $) = PQ(X U $) = PQ(X) P.« (x)

e portanto z € .FM

Q= Nlp.
X, o que ogtm que X € ZO Concluím08 finalmente que

D

2.rzix.zs DX QUOCIENTES

Seja Ã uma extensão de À/ 80bre .E u P. O /dize de gtiocfetife8 de .À/
deternainado por A é definido como lendo a família

{(N/}'')(.F) : y é f.ceado de .N(P)}

Denotaremas (.N/y)(.E) par QV . Vejamos alguém pmpriedade8 dessa família

PropoBíção 2.1. Sda N uma extmBão de .W sabre .F u P e debate .N(P) por
.R. Eiztâo o feixe de quocíentw de M determinado por N tem u 8eguíntes pro-
priedades;

(QÍ) QI = M
(QZ.l Se X, y € /R e }' cobre X então Qv é quodente de Qx e gr(Qx -.

rQa) Soam X, }' € /x tais que X Ç }'. .Deâ.Elmos

x(x, }'' ) {Z € 1e, :nle,-e.(Z) PP l.r) - Px (x)}
Temor wtão que X(X, I') é um fJtro modo/u' de Qx e, a/ém digo, w X,
y € /a 8ão tais que X, y cobrem X n y então

X(X n y,X) n .M(X n y, y) = .M(X n y,X u y')
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Prova: (QI) é trivial. Tome X, r € /R tal que y cobre X. Então X, Y
Bati8fa8em (QZ), iBiD é, Qv é quociente elementar de Qx. De fato, seja Z € Qv.
Segue da.8 deânições de contrição e reBtriçio que existe Z' € /N tal que Y Ç Z' e
z = (.Z' - y) n 8. Uma vel que X Ç }' Ç P, resulta que Z = (Z'' - x) n .B, e
portanto .g € Qx. A]éni digo é fácil ver que gr(Qx -, Qv') $ pz(y)--p.n(X) = 1.

Veriâquemos (QS). Tome inicialmente X, y € /a tais que X Ç y e
.M(X,y) como deânido no enunciado. Decorre facilmente de (Q2) que Qv é
quociente de Qx. Aplicado o item íií. da Prop08ição (Mor6smo Fode 1) da8
Preliminarw temos a seguinte desigualdade para todo .Z € XQx

nJQ*-Q,, (Z) $ gr(Qx -. Qv) $ p,R(}'') - px(X)
Logo, s. gr(Qx -, Qr) = pa(]') - pa(X) latão X(X,Y) = N(Qx -. QY), cam
contrário X(X,y) = 0, o que prova que X(X,I'') é reagente um 61tPO modular
rl P 1./ v

Considere agora X, y € /R tais que X, y cobrem X n y e provem08 que

.M(X n y,x) n X(x n y', y') = X(x n y,x u y") veri6cando u duas inclusões
poBsívei8. Tome Z € X(x n )'',x) n X(X n I',}'). Por de6nição, PQ,..(Z) =
PQ,(.Z)+ 1 = PQ*(Z)+ 1. hga impLIca que PN(z u(xny)) = PX(ZuX) =
PX (Z'uy ) lembrando que 08 elementos do feixe 8ão contraçõeg 8eguidm de reBtriçõe8
do matróide .N. MaB então

PN(z u X u y") z Px (Z u (X n !'))
= PN(.Z U X) + PN(.Z U }'') - PN'(Z U(X n }''))
2 P.N (Z u X u y'')

e portanto PN(Z U X ü y") = Plv(Z u (X n y)). Usam08 esse fato para concluir
que

Porei:. {.Z) = Px (Z U X u y
= P.N (z u (x n }')) - PN(x n r) - 2
= PQ*.,. (.Z) - 2

R
) - p.N (T'a'7' )

Logo .Z € .M(X n y,.iüY'). De outro lado, 6xe agora Z € X(X fl y,X U y").
ruim PQ*.,.(Z): pelsP(Z)+ 2, ou de outr, comia, PX(ZUX U ]''') : p.v(ZU

(Xnl'')). Ma, PX(Zu(Xny)) É Px(ZuX) É PX(ZuXuy") e e-tã.
PN(Z U X) = PN (Z U (X n y», pOFtm*O

PQ* (Z) = PN(r U X) - PN (X)

= PN(Z u (X n )''» - P.N(x n r) - l
= PO ,...,, (.g) - l

) e então
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donde se conclui que .Z € .M(X n }', X). Analogamente mostra-se que .Z €
}'')y}

:(x n
Ü

Vale reaaltu que em (QZ), gr(Qx -, Qv)
como m08tra o re8ultad0 seguinte.

0 w e somente w Qx Qr,

l,ema 2.2. Soam À/i, À/2 matró'deõ 80bre .E tais que À/2 é quociente de À/i
E.ntão pMi = pMa se e maeate se M} = Mi.

Prova: A necewidade é evidente. Para veri6carmos a Bu$ciência fizemos X C ,F.
Como M9 é quociente de Mt é claro que PK,(X) $ PM.(X), e aplicando o íteza
fíí. da Propulsão (Morfi8mo Forte 1) das Preliminares, tem08 em puticuJu qRe
PM', - PM,(X) $ P.M- - PM.(X). M« P« hIP6'"', P.M: = PM,, I.g. PH,(X) Z
PK.(X). Portanto, PH,(X) = PX,(X), donde resulta a igualdade Mi = M2.

Ü

O item (Q3) 'rale num contexto mais geral

Propoeíçêo 2.8. 8e Àfi , .iWa e ]Ws 8ão matróideB wbl'e .F tais que À4'3 é quociente
de M2 e Ma é quociente de Mi então

.M(Mi -. M3) .M (MI -. .M2) n .M (M2 -, Ma)

Prova: Se X € X(.Mí -. M2) n .N(M2 -. .M3) então X € A(Mt -. M3). De fato

"lK.-K.(X) P.«,(x) - P.«.(x)
(PX. (.X') - P.v, (X» + (PM, (X)
gr(Mi -, M2) + gr(M2 -, Ma)

gr(.Mt -. Ma)

P.u, (X))

De outro lado, seja X € N(Mí -, M3), isto é, ttlN,-N.(X) = gr(Mí -.
.M:). A«im, «'.«.-.«,(X) + «iK,-K.(X) = g,(.M- -, M,) + g,(.M -. M,), m«
essa igualdade 8ó é p08sível se nlH.-K,(X) = gr(Mi -. M2) e nlX,-H.(X)
gr(M2 -. M3). Logo X c .M(Mi -, M2) n .H(M2 -. M3).
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Teorema 2.4. Sejam R um matróide sobre P e {Q(r) : r € /R} uma fama/ia
de quoc;enter de M 8atigfaleado as propr;edade8 (QJ), (Q2,1 e rQ3) da Propo-
sição 2.].. Então existe uma bica extensão .N de M cobre EuP tal que .N(P) = R
e Q(y) = Qr = (.N/y)(.E) para todo y € Za.

Prova: Deânimos a função PX sobre o conjunto da,8 partes de .B u P da 8eguínte
m ateu'a

para todo X Ç .E e y Ç P,

P.w (X U y') = PeFb(X) + Pz(r)

M08tnm08 que PX satid 08 axioma de posto (R2) e (R3) já que o axioma
(RI) é consequência imediata da definição de p.K. Para não carrega' a notação,
denotaremos pQ(7a) por pl" para cada y Ç P

(R2) Sejam X Ç .E, }' ç P e tu € .E U P. Di'ridindo em cu08:

Caso 1: w e.E
Como pr nti#aB (R2) então

@(X) $ Pr (X U H) $ n'(X) + l

Demo fato pegue que

P.N(X U y) $ PAr (X U }'' U W) g PN(X U }') + l

Caw 2: w € P
S. u € y'' «tã' » = »u. . PX(r) = PR(y U u). .Aaím

Px (X U r) P.N (X U }'' U w) < PN(X U r) + l

Por outro lado, se w g r' d.cone de (Q2) que Q(7:'ili').P.PP
é quociente de Q(y") e gr(Q(y") --. Q(yuw")) g ], logo
PV(X) - pvu.(X) $ 1. Temos então que

PN(X U }'' U W) = PYUB(X)+ P.a(}'' U W)
= Pr(X) + Px(1'') + (1 « 0)

= PN(X u }'') + (l ou 0)

(R3) Sejam X Ç B, }' Ç; P e w,z € E U P tais que p.N(X U }' U to)
y u z) = p)r(X u y). Temor então três cuoB a coaBiderar:

P.w (X U
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Cabo 1: w,8 € .E
Dwont da bipótwe e da dc$nição de pX que

Py(X u w) = PV (X u z) = PV (X)

Novamente oboewando que pr é BEBA função posto concluím08
que py(X U to U z) = pr(X). Logo

Pjr(X U !'' U w U z) = Pv (X U w U z) + P.e (]'')

= Pr (X) + Pz (r')
= P.p (X U }'')

Cabo 2: w € .B e z € P
Da iWaldade PN(X U J' U #) = PN(X u r) We que ip edá ao
fecho de X em Q(rX) que su'á denotado por Ív. Se z € Í.a
então

P.N (X U y U H U z} = @u,(X U H) + P.e (y U z)
= Pr (X) + PR(}'')
= P.V (X U }'')

Se z # y' então decorre de (Q2) que Q(y ui') é quociente

de Q(r"). Do item {{. da Proposição (Mor6smo Forte 1) das
Preliminu'u, rr Ç rl''', logo w € Ív''. Afim

P.v (X U }'' U w U z) Pyu,(X U w) + P.R (r' U z)

Pru,(X) + PX(}'' U z)

P.N (X U ]'' u ,)
P.p (X u }'')

Casos
ou to € t'ü';' então

Px (X U }'' U w U z) ,VU.u,(X) + Paio'' U .« U ,)
W'u,(X) + P.e (}'' U z)

Px (X U }'' U z)

P.p (X u }'')
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Fato 8enielhmte ocorre se z € y' ou z € y U z". Suponham08

então que {w,zlny" = 0 e to # y U z'. Nesse caso, da igualdade
px(Xur) = p#(Xul' uw) = p.N(Xuyuz) decorre gue PV(X)-
P*u,(x) = 1 = P(x)-P«u,(x), i.t.é, x € A(I''",I'' u.«')n
.N(r' ,7D;'). Por (Q3), X € .M(Í',ra;D;'), ou melhor,
pr (X) -- py'uwu,(X) = 2. Então

PX (X U }'' U w U z) Wu.u,(X) + P, (}'' U «, U ,)

» (X) + P.p (r)
P.p (X U }'')

N08 três CAOS, PN (X U !'' U tO U Z) = PAr (X U }'').
Seja N o matróide 80bre .E u P determinado pela função p08to p.N. A

família {e(}') : }' € /R} é o feixe de quocientes de M deterDainado por N. De
fato, 6xado y € /1 temor para todo X Ç E que PQ(1")(X) = px (X u y) - PR(y),
o que mostra que Q(y) = N/y(E). Segue de (QI) que .N(.D) = M. .À unicidade
de .N como extensão de M sobre EUP ta] que .N(P) = .E e e(}') = .N/y(.E) para
todo y € /R também é clara.

E

Seja R um matMide 80bl'e P. Uma famMa {Q(}') : I' c fR } de quocientes
de M que sathfal u propriedades (QI), (Q2) e (Q3) da Prop08ição 2.1. será
chamada de RÚísc de M. E]e será eõfrÍfa se para todo y € /p , gr(M -. q(]'')) =
px(y). O Teorema 2.4. mostmu que os R-fehe8 determinam completamente ag
extensões .N de M sobre .E u P tais que .N(P) = R. Em puticalar, quando
pM = p.N, o R-feixe gera estrito como m08tra o próximo resultado,

Propoglção 2.5. Sejam R aln matróide 80bre P e 2
R-feixe de À{. São equinlentw:

{Q(1'') : }'' C /R} um

f. ê é estrito

Paa tod08 X, r € /R tai' que X Ç y tem08 que gt'(Q(X) -. Q(]''))
PR (1'') - P.K (X)

tg

Pma tod" X, r € /x tais qae X Ç r lemos que .H(X, ]') # 0

Se N é a extea8ão de M more .E u P ta/ que .N(P) = R e e é o feixe de
qaocientm de hf determinado por N wtão pM = pN
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Prova: A equivalência entre {f. e {ff. já foi observada anteriomente. Provaremos
então que if. + {. + {ít..

t. +- tt Sejam X, !' € /E tais que X Ç y. Então, usando {

gr(Q(X) --. Q(r)) pQ(X) - pQ(r)
(pw' - pQ(}'')) -
g,(.w -, e(]''))
PR(}'') - P.a (X)

(p.v - pQ'(x))
gr(M -, Q(X))

íf. :> f.: Seja y € /R. Usando fí. e (QI)

gr(M -, e(Y')) gr(Q(g) -. Q(r))
PX(y'J- P.a(e)
PR(r)

{. + {t/ De {., gr(M' -, Q(P)) = PR(P), isto é, pM - pQ(P) = pR. Seja .N a
extensão de M sobre .E U P com ,N(P) = .R e e o feixe de quocientes de
Ã/ determinado por .N. Podem08 reescrever a igualdade acima da 8eguínte
fan.ma

PN(.E) -(PJ«(8 U P) - PN(P)) = P.R

Mas px (P) = p.R, logo px(.E) = PN(.E u P), Q que equivale a pM = p.N

Fixemos y € /a. Sabemos que pu'a todo X Ç B, PX(}'') = PX (X u r)
PQÍV)(X). Em pu'ticulu,

itf. ::+ {

pw(}'') = p.F(.E U r) - pQ(1'') $ p.N - pQ(}'')
= p.K - pQ(!'')
= gr(M + Q(r'))

Por outro lado,

gr(M -, Q(r)) = gr(Q(g) -, Q(}'))
$ PN'(r} - Px($)
= P.v (}'')

Po'luto, gr(M --. Q(}'')) = px (1'').
n
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s. SEQUÊnciAS DZ RZBAIXAMINVOS E LEVANTAMENTOS

A técnica de con8tmÇão apresentada nesga senão foi inventada por Higg8
em IHíl e tem, a partir de então, se m08trado butante útil em muitos problemas
relacionad08 com quocientes de matr6ide8.

No que $e cegue, salvo Eüenção em contrário, À/i e À/a são matr6ide8 80bre
.F tais que M2 é quociente de Mt e Mi # Ma.

Propr08ição 3.1. 0 conjuzito

{X € /H. : itl(X) # gr(MI -, M2) - 1} u /x,

é o conju to doõ fbcbad08 de um certo matMíde.

Prova: Considere o âltro Eaodular

/ = X(M- -. M,) {X € /x. : RI(X) = gr(M- -, M',)}

e a Beguíate extensão pontual Àri(g) u-=-. #'(gUP). Mwtrem08 que /N/P /

fx, U {X € fx. / : X não é coberto por elemento de /}

basta m08trumaB que pma todo X € i3w. - /, X é coberto por algum elemuto
de / 8e e comente n X # /N, e nl(X) = gr(M'l -. .M2) -- l.

Suponhainicialmente quem € /w.--/eexi8te 8 € .E calque / 3 ÍUz '
cobre X. Se PH,(X U z) = px,(XI + l então

gt(Mi -. M2) tlJ(X U z)
Px. (X u f) - P&', (X u z}
(P.u.(X) + l) - (P.u,(X) + l)
BJ(X)

isto é, X € /, uma contradição. Logo p.M,(X u r) = p.U,(X) e msim, tll(X) :
g,(Mi --. M2) - l e X # /H,

De outro bdo, seja X € /x.-(/u/K,) tanque nJ(X) = gr(Mi -. M2)-l
Como X € /H,, exbte B € T'' - X e

nl(X u $) = PK. (X u $) - P.u, (X u z)
= (P.u.(X) + 1) - PK,(X)
= gr(MI -, M2)
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Portmto, / 3 IÍ:.D;H'' cobre X.
a

Definimos então o rebüizomeKto de Ãfl em direção a À/2 como sendo o
matróide P(MÍ -. Ma) sobre .E com o conjunto de fecbad08 igual a

{X C Zx. : n/(X) # gr(.MJ -, M2) 1} u /x,

Peia prova da Proposição interior é fácil ver que P(Mí -+ M2) é quociente
elementar de Mi e que M2 é quociente de P(Mi -. M2).

Cheung em ICbl de6ne rebaixamento de Mi em direção a Mlz como sendo
0 suposto matróide com o conjunto de fechad08

{X € /x. : nl(X) # gt(.Mi -, M2)

Essa definida.o é incorrera como m08tra o próximo exemplo

Exemplo 3.2. Sejam .E {a,b,c,d} e .A/i, M2 os mata'6ide8 80bre .E dad08 por

a

O conjunto

{X € /x. : RI(X) # gr(Mi -, M2) {0, a, ó, c, d, ac, ad, óc, bd, úbcd}

não é o conjunto dos fechados de um matr6ide. De fato, 8e exi8ti88e um matMide
com esse conjunto de fechados e função posto p, teríamos

P(.) + P(b) = B

p(. v b) + p(. A b) = p(ab) + p(g)

que contraria a 8ubmodulwidade de p.

3
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Definimos a oeguír a óegtlênciü dc boízame toõ e8ft. t08 de À/i até M2
como sendo a seguinte Bequêaçia de quocientes de Mi

0'(.M- -. M,)
D'(.M- -. J/ ) = P(D'''(M- -, M2) -, M3), ] g. í g w(.Mi -, M2)

Observe qae para í = 1, 2, .-, gr(À/i -. M2), .Df(Mt -+ M2) é quociente elementar
de .Df''(Mt -. M2) e se f 2 gr(Mi -. M2), D'(Mt -, M2) = M2. Não havendo
perigo de ambiguidade, utili aremoB apeou .DI para denotar .Di(Mt --. M2), { =
0, 1,..., gr(.M- --, .Àd. ).

Uma sequência de nbaixamentos estrít08 de À/i até À/2 também pode
ser obtida 'de trás para frente', isto é, obtida recursívamente a paHír de À/2 =
.DP,(M . -''H'9 )

Proposição 3.3. Soam k = gr(.Mt -. M9) e Mi = D',D',...,.O' = Ma a
õequê cia de rebaixamentos eõtdt08 de À/l até Ma. Temos então que para cada
i : &,# - l,...,l

? '-. {X € 7K. : talk..o.(X) 0} U Zo,

Prova: É necessário apenas verificar o cuo i= t pois os demais caos 8ão análogos
já que para cada j = 1,2,...,+, .Z)j é quociente de Mi, gr(Mí -+ .Dj) = J e
.Do, .Di, ..., Z)Í é a sequência de rebaíxamentos estritos de Mt até Z)j. Mostremos
então que

fn*-, = {z € /x. : tlJ.u.-K,(X) = 0} u /x,

Por de6nição,

{X € fo--, : nlo--,-.u,(X) # 1} U /x,

A inclusão 2 é cIMa, pob 8e X c /x, e ttlx.-.u,(X) = 0 então
nlPÍ-.K,(X) = 0 para todo j = 0, 1, ..., 1.

Pa,ssenos a verificar a inclusão contrária. Sda X € /Dk-t. OB cuoB
não triviais ocorrem quando X € /o.-, -- /H, e nlo.-,-K,(X) = 0 ou 2. Se
nln--,-x,(X) = 2 :- g,(D'-' -. M2) e-tão X € .H(D''' -. Ma) Ç /x,. De
outro lado, tome X € /D#-' ' /H, tal que nlO#-s-M,(X) = 0 e m08tremos que
nlX.-K,(X) = 0. Suponha por absurdo que »IK,-K,(X) > 0. Como PM.(X) >
p.u,(X) = pP.-, é fácil ver que existe 0 < J $ k- 2 ta] que pPí--(X) = poj (X)+ l
ou aqui'ralentemeBte, X € N(Di't -. JW2) Ç Zu,, já que .Dj = N/p onde .N é
a extensão pontual de D/'i pelo 61tro modular X(.DI'i -, M3). Mas bw é um
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ab,uMo, por'"*' R'x.-.«,(X) = 0.
p08BíveiB, X € /N, ou nl,u,-x,(X) :

Concluím08 então que em todos 08 ca808
0

n

O /ena%tümeRto de M2 em direção a Mí é o matr6ide .C(Mí -+ Ma) sobre
,E com o conjunto de fnbbadoB igual a

{X € /x. : ttJ.v.-.u,(X) = 0} u /H,

A õeg«énciü de ietpüRfamcBt08 eõtHtoõ de Àf2 até Mi é a sequência

Zo(.Mi -.. .M2) = M,
I'(M: -. .M2) = .C(M- -. Z'''(M: -- À/ )), l $ i$ gr(M- -, M2)

A Propwkão ankrior mwtn que pua todo .Í = 0, 1, ..., g«Mí -+ .Af2} =
h, .DJ : .L&-J. Note que 8e { 2 gr(MI -, M2) então Zi(Mi -, M2) = Mi.

Abafo, ca.racteriBam08 u gequêaciu de rebaixameutos estrita relacio-
nando alguns dos âltros nodulares determínad08 por ases mbaíxamentos.

Proposição 3.4. Sda QO,Qt, -.uQh uma mquéncia de zaatróidw 80bre .F onde
QJ é quociente elementar de QJ-i para .j : 1, 2,..., k. Então Bão equíva/Cata:

{ Qo, Qi , ...,Qb é a nquência de rebaíxamenfos mtrít08 de Qo até Qk

A(QJ-i -+ Q.i) Ç X(Qi -+ QJ+Í) para todo .j = 1, 2, .,.,# - l

X(Q.f-í -+ Qi) = X(QJ-í -+ QJ+l) pua todo .f = 1,2, ...,

X(Q.i-i -+ Qi) = .M(Qj-i -+ Q&) pu'a todo .j = 1,2,...,k

k l

Prova: A equivalência ii. + {ii. segue imediatamente do seguinte fato

.M(Q/-i -, QJ+i) = .M(Qi-t -. Q}) n X(Q.f -- QJ.}J) j = 1,2,...,t

Também, a partir desse mesmo fato, obtem08

l

X(QJ-: -, Qk) = X(ej-. -. Qj) n X(QJ -, Qj+,)n
X(Qj+i -, QJ+2) n ... n x(QA-i -, e&)

donde conclui-se facilmente a equivalência {i. u
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Fixamos l É .f É À. M08trem08 primeiro que f. é iv.. A íncluBão
.M(QJ-i -, QJ) 2 .M(QJ-i -- Qt) é cIMa. Tome, de outro lado, X € A(Qi-t -,
QJ). Lembrando a ae6nição de X(QJ-Í -. QJ) tema

pe, (x) = pe,..(x)- l (4

Considera agora a extensão pontual N de QJ
N(Qj-i -. Qb). Assim, N/p = .Dj(Qo --, Qk)

l more .E u p pelo âltro modular
: QJ e portanto

PQ,(X) P.N (X U P) - PN (P) = P.N (X U P) - I (1/)

Combinando (J) e (//), ngue que p € X" , isto é, X € X(QJ-i --. Qh). Final-
mente paremos 8 verificar que {tp. :» i- A igualdade X(qJ-t --. QÍ) = N(QJ-i --.
Qb) iDaplica que N(.B u p) = .N'(.E u p) onde N' é a extensão pontual de Qj-i
sobre E u p pelo 61tro modular X(qJ--i --. QJ). Mu então,

.0j(Q/ -, Qk) w[p= lt']p= Qi\ ]

Ü

Fínali$am08 apresentando dois resultados que grão úteí8 na próxima eeção.
Neles tentamos relacionar a frequência de rebaixameatos atritos de Mi até Ma çom
a sequência de rebaixament08 estrit08 de À/a até o mano M3, onde Ma é quociente
de M2 e À/2 por sua ve$ é quociente elementar de Mi.

Len& $.8. Selara Mi, À/2, Ms e À/4 matróideB 80bre .F tais que M2 é quociente
de Ms e M4, erres d'i8 tim08 são quocientes de Mi e gr(Mt -. MÓ) = gr(M3 -.
M2) = 1. Se )((.Mi --. Ma) n .M(Mi -, M'+) = X(.Mt --. Ma) então D(.M4 -. M2)
é q««;e-te elege-t« de P(M: -, M,).

Prova: Para não carregar a notação usaremos X(f -. J), RJi-J, P(f -, j), gr({ -,
/) e pf ao hvé8 de X(Mi -, MJ), BJ,U,-K,, P(Mi -", Mj), g,(M.: --. MJ) ' px.,
respectivamente.

Fixemo, X € P(4 -. 2). Se X € X(4 -, 2) então X € M3 Ç P(1 -. 3).
Suponham08 então que X € X(4 -. 2). Assim,

,,li-9(X) $ gr(4 -, 2) - 2 (4
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Examinemos dois cm08 p088ívei8:

CABO 1: X € N(1 -, 4), isto é, nli-ó(X) = 0
Temos que

nli-s(X) $ Rli-2(X)= nli-4(X) + nió-2(X)

g g,(4 -, z) - 2
Ma8 gr(4 -. 2) = gr(1 -. 3); denotem08 esse número por n.
nll-a(X) < gr(1 -, 3) - 1, o que montra que X € P(1 -, 3).

Logo,

X € N(1 -, 4), isto é, nli-i(X) = l
Pela Proposição 2,3., X(1 -. 2) = X(1 -. 4) n X(4 -. 2) e como X #
.M(4 -. 2) temos que X € N(1 -. 2). Por outro lado, por hipótese, .N(l -.
2) = .M(1 --. 3) n N(1 --. 4), donde X # X(1 --, 3), ou equivalentemente,
nli.a(X) g n- 1. Suponha por aLguMa que X é .M(1 --. 3). Então existe
y € X(1 -, 3) tal que y cobre X. Como X € .M(1 -, 4) temos também
que y € .M(1 -. 4), e usando novamente a igualdade X(1 --. 2) = X(l --
3) n X(1 --. 4) resulta que y € A(1 --+ 2), isto é, nli.a(y') = n + 1. Daf
obtemos

«l--,(x) = P- (x) - P,(x)
? P] (r) - P2(}'') - 1 = R

Ma8

«J.-,(X) = «/.-.(X) + «l.-,(X)
[/)
< n--l

uma contradição. Portanto, X € P(1 -, 3)

Conc[uímas então que P(4 --. 2) é quociente de P(] -, 3) € em padicu]ar,

gr(P(1 -. 3) -. P(4 -. 2)) = PP(1 -, 3) - PP(4 -. 2)
= (PM'* + l) - (PM. + l)
= g,(1 -, 4) = 1

n



(7üpfttilo /y: Repreõe faóilidüd de Qtiocfenteó 93

Proposição 8.6. Sejam À/i , Ã4a e À/s matróíde$ 80bre .D tais que À/3 é quoc;ente
de Ma, M2 é quociente de Mt e g,(Mt -- M2) = 1. Balão D'(M2 --, M3) é
quoc;bate elementar de .Di(Mt -, Ms) pam 1 = 0, 1,..., gr(M2 -. M3).

Prova: Por indução sobre &. Como D'(M2 -, Ms) = M2 e .D'(M] -, M3) = Mi,
por hipótese .Do(M2 --. Ms) é quociente elementar de l)'(Mt -, M3).

Suponha agora, que & > 0. Por hip6te8e de indução, .Di-i(À/2 -. M3) é
quociente elementar de .Di't(Mi -, M3). Tem08 então o diagrama a seguir, onde
.A -+ .B quer dizer que o Bati'6íde .B é quociente do matr6ide Á.

/ '\-. .Di''(Mi -' Ms)
U.C(.M- --. M,)

--.. /

D'''(M, -M,) *.....
/

\

Mi
M08tremoB que

.M(.Di''(Mi --. Ma) -- Z(M] -, M3)) n .M(Oh''(Mi -, Ma) -.
Ok''(M2 -. M3)) = .M(0Ê''(.Mi -- M3) -. M3)

pois neve caBO estaremos nas bipóte8e8 do Lema anterior em relação a D#-i (MI -+
M3), M3, .e(Mi --. M3), .D'''(M2 -. M3) e portanto P(D'''(MB -. M3) --
M3) = .O&(M2 --, Ma) é quociente elemento de P(.O&''(Mt -, M3) -. .C(Mi -,
.M3)) = Dh(Mi + .M3).

A ínclu8ão D é facilmente veriâcável recorrendo-oe à Proposição 3.4.. A in-
clusão contrária 8egue d0 seguinte fatal também consequência da mesma prop08ição

.M(Di''(MI -. M3) -, .e(Mi -. M3)) g .M(.Oi''(Mi -. .M3) -, .Ma)

n

4.REPRXSENTAÇolsDI QuociEmrES

Nesta oeção, não pretendem08 nos aprofundar na teoria da representabi-
lidade de quocientes. Gostaríamos apeou de introduEí-la, apre8entu 8ua ligação
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com a teoria da compatibilidade de extensões e, quem gabo, motivar o leitor a
proBBeguir num estudo maia aprofundado.

Seja .r um 8ubconjuato anito doB naturais. IJma npreõe lüçãa de uma
família {QÍlfCI de quocientes de À/ é uma extensão # de Ã4 sobre .E u P jun-
tamente com uma família {y.}ic.r de fechados de N(P) ta] que pu'a todo ie .r,
Qf(X/V.)(.E). Pelo Teorema 2.4. vale a seguinte igualdade

P.v (X U y.) = PQ.(X) + Px(X.)

para tod08 € / e X Ç .E. Vale também que

gr(M -. Qi) $ P.p(y.)

Se para todo { € / oconer iguo.Idade na expra8ão acima, a representação é dita
eótrftü. Se {QfliC/ tem uma representação (resp., representação estrita) então
dilemas que {QilfCI são tepfe$eBféve 8 (re8p., eõlHiümetlfe tepte$etttávei8).

A Praposiçãa 2.10. do Capítulo ll m.ostra que qualquer quociente de um
matr6íde tem una reprwentação estrita. Esse resultado íoí inicialmente provado
por HiggB em laia. A punir da teoria sabre quodentes duenvolvida neve capítulo,
esse resultado pode ser facilmente obtido. De fato, sejam M' um quociente de M
e R um matr6ide sobre P tal que pR = gr(M --. M'). A {amíba {Q(y)}Vera
deÊnida por

QO'') Zf'-p-ÍU(.M -. M') D''Í"l(.M -, .M')

é um R-feixe e8trito de M. Logo, a extensão X de M 80bre .EuP tala que .N(P) = R
e Q(y) = (.N/y)(E) pu'a todo y € /1 é uma repmentação estrita de M'

O natural agora é ínve8tigarmos a repre8entabilidade de vários quocíente8
de M. Enquanto o problema geral de representação pel'mmece em aberto, existem
resultad08 positivos I'elacionados com representações de quocientes elementares de
M. Em pai'ticu]ar, é possível carmterizar uma família de quocientes elementares de
M estritamente representáveb, ligando 08 conceit08 de reprewntabilidade de quo-
cientes e compatibilidade de Êltros modulu'es como m08tra o resultado seguinte:

Proposíçho 4.1. Sejam Qi,Q21 '.uQa quocientes elementar'a de M. Ten08
então que Qt, Q2, .«, e. são wtrítainente reprweatávei8 se e somente w X(M -.
QI), .N(M -+ Q2), ..., .N(.M -+ Qs) 8ão i.ltr08 modularw compatrvei8.

Prova: Omitim08, simples manipulação de definições
n
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Assim é pouível que exista uma família {Qilie.r de quocientes elementares
de M representável ma8 aão estritamente npre8entável. Exempl08 de08e fato
podem 8er obtidos com pane do quocient08 0lomontuos, bastando combinar a
Prop08ição 4,1,, o Teorema 4.2. a wguir, e o fato de existirem pares de filtros
Düodulares aão coDüpatívei8.

Teorelüa 4.2. Soam Qt, Q2 quocientes elemeataru de M. Betão o par il Q2
é representável.

Prova: E8colba Qt2 um quociente comum de Qt, Q2 e debate por n o gl"(M -+
Q12). Seja .R = .e2.-1(Á u .B) onde .A = {ai,a2,«.,a.}, .B = {ói,b2,-.,6«} e

.4 n B = 0 = (.A u .B) n .D. Para cada y € /z de6nim08

.Dpa (1'' )

.DPa (Y )

M,
.DPZ (y' )-

'(Q- - Q-,),
'(Q,- Q-,),

" Á Ç r e p.(}'') à «
« .B Ç ]'' e PÊ(r) 2 «
se p.R(]'') < n.
caso contrário

Q(}'')

'+'(M' --. Q12),

Cruamente Q(.A) = Qi e Q(.B) = Q2. ARrnamos que { VIVE/a é um R-feixe
pobre M. De fato, M propriedades (Qi), (QZ), (Q3) da Proposição 2.1. então
8at i8feíta8 :

(QI) e(0) = M trivialilaente pois n > 0

(Q2) Sejam X, y C /a tais que y cobre X. É Óbvio que Be .A Ç X ou .B Ç X ou
.Á,B g y, Q(r) é quacíente de Q(X) e gr(Q(X) -, Q(}')) $ 1. O único
cago não trivial ocone quando nem 4 e nem .B 8ã0 subconjuntos de X, e
Á ou B e8tá contido em }'. Suponha que .A Ç y, o cuo .B C y é análogo.
Se pa(X) < R então y = .4 e podmto Q(}') = Qt é quociente elementar
de Q(X) = .M. Se p,n(X) Z R ente Q(X) = Dp-(x)-"+'(M -. Qí2) =
Dp-(t')':-(M -.. Q12ye Q(y) = Z)P (y):-(Qi -. Q12), portanto pela
Proposição 3.6., IQ(r) é quociente elemento' de Q(X).

(Q3) Sejam X, y € 7R tais qae X, }' cobrem X n }'. Inicialmente observamos
que não é possível que .4 Ç X e B Ç y simultaneamente. De fato, se b80
aconteceue, X U y = .A u .B e portmtu X, y geriam hiperplanos de .R,
uma contradição já que p(X r"ty) = lxnrl= lxl+ lrl- lxnrl = 2R- 4,
isto é, X n y não é coplano de R. Da mesma forma concluímos que não
podemos ter .B Ç X e .4 Ç y. Se .4 .S X n y (re8p., B ç X n y) então
Q(X n y), Q(X), Q0') e Q(X u Y') Bão rebaixamentos de Qi (rBP.,
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Q2) em direção a Qt2
igualdade

Usando o item íff. da Proposição 3.4. obtemos a

X(X n y,X) n .M(X n y,y) = .M(X n y,X u y')

SÓ restam dois amos a considerar: Á, .B Ç X ou .Á, .B g y. Suponha
que .Á, .B g X. Nesse cago Q(X n y), Q(X) são rebaixameatos de M em
direção a Qi2 e peia item f8. da Proposição 3.4. tema que .M(Xny,X) =
.M(x n y, .4 u .B). Logo,

.M (x n }', x) n .M(x n }', }') ç N(X n }', x)
= .M(x n r, Á u .B)
Ç .M(X n y,X u y')

Como a inclusão, X(X n y,iüY') ç X(X n y,X) n X(X n y,y) é
trivial, estabelece-Be assim a igualdade.

Finalmente, a extensão N de M sobre Eu Áu .B detemiinada pelo R-feixe
{Q(y)}vC/. é uma representação de Qt, Q2, já que N/Á(.8) = Q(J) = Qt e
N'/.B(.E) = Q(.B) = Q2. .

A técnica da demonstração do teorema anterior canBi8tiu basicamente em
encontrar um matróide R conveniente e completar o par de quocientes Qt, Q2 a
um R-feixe de quocientes de À/. Ewa é uma, madeira interessante de encarar o
problema da representabilidade e, neva linha, Cbeung em ICbl estuda 08 /eüeó
pürciüiõ de g«ode%teó que Bão famíli de quocientes de uaü matMide M indexadas
pelos fecbadoB de um outro matr6ide .R pobre P, e que podem 8er cogapletados a
um R-feixe de M. Cbeung 6xa-Be principalmente nas vária formal pos8íveiB em
que um feixe parcial pode 8er completado a um R-feixe de M
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