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Resumo

Este trabalho é innti.fiado pelo segui.nte pr'oblann: consta-ui.r' lm
alvor'i.tina efi.ci.ente que aa receber un gr'afo G e un nünero natur'al K
devolva um coleção de k ci.r'cultos doi.s a doi.s di.sJuntos nos vér'ti.-
ces au alguns evi.dência de que não existe uxn tal coleção.

O p'oblain de decidir' se un gr'afo tan k ci.r'cultos di.sJuntos é
HP-Caxç)leio. a exaiplo do que ocas'r'e can os problanns análogos par'a
ci.Faditos ori.enfados .

Apr'esentainns algunns colhi.iões suficientes e autrns necessál'i.as
pai'a que un grifo teiBla k cir'cui.tos di.SJuntos. Damnstranos an
segui.da que par'a k 2 4 , todo gr'afo siJlples can nüner'o de verti.ces
à llk e gl''au míninn 2 21{ - 1 tan K ci.r-cui.tos di.SJuntos nos vél'ti.-
ces, a rmnos que tela)a unn 2-tl'arável'sal de tanwflo < k . (Esta é \znn
extensão do teor'ain de Corrádi e Ha]na] [ai63] que r'eso]ve o prob]am
quarto o gruta mS.nilnn da grato é 2 2K .) A danonstrnção do teor'ann
iruuz \m algopitino. cuJO taipa de execução é o(n3.m) , aue n é o
nünepo de vér'ti.ces e m o nünerü de arestas do grato.

l

.AL)s ET'ac E

Tias thesi.s i.s nnti.vates by the problan of revi.sina an effi.ci.ent
algopitlm v#iich, gi.ven a graph G aiH. a mxxber k , wauld pr'oduce K
pai.rwi.se vertex-disJoi.nt ci.rcui.ts in G OI' sabe evidente tlnt suco a
col lecti.ori does not eH.st

The problan of deck.ding i.f a graph tns k disjoi.nt ci.rcuits
NP-Caiplete , Just as the analogaus pr'oblans for ü.r'ected grnphs .

IS

we di.scuss gane sufficient conditi.ons , as well as gane necessar'
conde.ti.ons , for the exi.stence af k disJoi.nt ci.r'cuits i.n a graph. We
then show that foi' k à 4 ever' single graph wi.th à 4k vel'ti.ces
and. mi.ninxm elegi'ee > 2k - l l)as k vertex-di.sloi.nt ci.r'cuits or' a
2-transvez'sal of si.ze < k . (Tais i.s an extensa.on of a theoran by
Corrádi and HaJna] [a163] tlnt considerei graphs wi.th mininxm degr'ee
2 2k . ) The proof of aul" theor'an i.Dances an algoPI.ttm lihcse ruam.ng
time i.s o(n3 m) , vier'e n i.s the riulü)er of vertices ..nd m the
nuiü)er of edges of the gi'aph.
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Opr'oblema

A meti.vagão cento'al desta di.ssertação é o segui.nte

PX'oblema dos Cix'euros nís.ruir;os ins Vértices(PCDV): DMo um nümer'o
inteiro k e un gpafo G . encontrar k ci.rcuxt.os disluntos nos
vértices em G ou alguma evi.dência de que não existem os k
Ci?GUitaS.

Mais especi.[i.lamente, o que se deseja é um a]gor'i.tmo eficiente
que resolva o PCDV para todo K e todo G

Exemplo: ser'á que no gpafo abas.xo exi.saem três cil'cui.tos disjun-
tor nos véz'tices? Uma vepi.fi.cação cui.danosa nos mosto'a que a resposta
é negativa.

Vamos descrever aqui. os contei.tos usados no enunci.ado do PCDV
Um gpafo consi.ste de um conjunto fi.ni.to de vél'ti.ces e outro conjunto
de 4pestas, cada aresta sendo associ.ada a um par não ordenado de vér-
tices. O conjunto de vél'vices e ar'estas de um gpafo G serão denota-
dos por VG e AG , respectivamente

Um ci.r'cui..o é um passei.o que não tem vérti.ces z'epeti.dos, exceto
o pr'i.mei.ro e o ülti.mo. que coi.ria.dem. Um passei.o em um g!'afo G é
uma seqüênci.a alternada de vél'ti.ces e arestas, (vO, al. vl, ... , an.
vn) ,talque aj. = vj.-lvi pal'a todo i. ente'e l e n . $e P é um
passeio, VP e AP denotarão, r'especti.vamente, o conjunto de vérti.-

Í
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ces e arestas de P . O çompl'i.mento de um ci.I'cui.to C é a car-di.na-
zi.date de vc . A ciDtur:a de um grato G , 'G , é o compra.mento do
menor cir'cui.to de G . se G não tem ci.rcui.tas, então 'G : +n . Doj.S
ci.rcui.tos C e D são gj:gJgntos nos véi'ti.çg$ se VC n VD = g . Di.I'e-
mos que K ci.rcui.tos são di.s.juntos se forem dai.s a doi.s ai.SJuntas nosvérti.ces.

O g=ê;g de um verti.ce v em um grato G , gG(v) , é o número
de arestas de G i.nci.dentes em v . O grau mlnj:!Qg 'de um gz'afo G ,
ÓG , é o número mi.n {gG(v) : v E VG}

Podemos adiantam' que a solução ger'al do PCDV é apenas uma meta
desejável que, como vel'emos, dia.cilmente sel'á alcançada. Este tl'aba-
ixo r'esolve o PCDV quando k 2 4 , IVGI 2 4k, 'G 2 3 e
ÓG 2 2k - 1 . Esse é o r'esultado ppi.nci.pal desta di.ssertação, a sep
apl'esentado no capítulo 3.

Uma vapi.ante do PCDV é a seguinte: dado üm grato G . deter'mi.nap
uma coleção maxi.ma de ci.r'cui.tos dis.Nntos de G . Essa fornulação não
alter'a em mui.to a di.faculdade do problema. Se tivermos um algori.tmo
que I''esolva efi.ci.entemente o PCDV, basta apli.cal' o algopi.tmo aos casos
k : 1 , k = 2 , etc. Em no maxi,mo IVGI + l passos obtepi.amos uma
resposta negati.va. A últi.ma resposta post.ti.va col'responde então a uma
coleção náxima de cil''cui.tos di.SJuntos. Reciprocamente, se saudei'mos
encontrar uma coleção maxi.ma de ci.rcui.tos dis.Juntos, fi.cal'emos sabendo
qual a resposta do PCDV pai'a qualquer valor' de k

O PCDV tem solução fáci.l no caso k = 1 ; o pr'oblema se r'esume
em vepi.fi.car' se um gl''afo tem ou não ci.z'Guitas. Papa k = 2 0 PGDV
.]á é um pouco mais compli.Gado, tendo si.do resolvi.do em 1965 por' Lovász
[L065]. Pa]'a ap]'esentar esse I'esu]tado é necessário defi.ni.z' o que é
uma roda. Uma roda é um gz'afo R. que tem um vél'ti.ce v tal que
R - {v} consi.ste de um ci.r'culto e cada verti.ce de R - {v} é
adjacente a v . Num& versão si.mpla.ficaria o r'esultado é a segui.nte:

Todo gl"afo G com 'G } 3 e 6G Z 3 tem doi.s cii'Guie.os di.sjun-
tos nos vértices, excet.o se G é uma poda ou é subgl'afo de um
aos gratos abaixo.

l\©1 - 3
vél'ti.ces

3 vél'vices

Par'a o caso k : 3 ai.nda não se conhece algoz'i.tmo efi.ci.ente que
r'esolva o pi'oblema e tampouco se conhece uma caractere.cação dos gr'aros
que não têm 3 ci.rcui.tos di.sjuntos.
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Du.a.s 'Eerx'Ea.'E.á.vas .tnoccrn'Ees

d.e saiu.ç=H.o d.o p(:DV

PaJ"a r'esolvel' o PCDV soar'e um dado gi'afo G , poderá.amos tentar
consta'ui.r uma coleção de circuitos aleatoi'i.amente, escolhendo um ci.I'-
cui.to, depois outl'o di.ajunto do pi'i.melro, etc. Este algori.tmo guloso
pode, ente'etanto, produzia' uma coleção al'bi.t!'apiamente menor do que a
maxi.ma. Pop exemplo, se o p!'i.meti'o ci.rcui.to escolhido no gz'afo amai.xo
for aquele defina.do pela seqtiênci.a (1, 2, -. , 7. 8), ser'emos foi'ça-
dos a escolhem' em segui.da o ci.I'cui.to defina.do poz' (9, ÍO, ... , 24).
Não há outl'o cil'cui.to di.slunto destes doi.s. No entanto, o gl'afo tem 8
ci.rcuitos disjuntor.

t6

Ruina segunda tentativa de solução do PCDV pode par'ecep i.ntepes-
sante escolhem' o menor ciz'cui.to di.sponi.vel a cada passo. O exemplo
abas.xo mostra que também esta está'atégi.a não r'esolve o pl'oblema. o
pr'i.mei.I'o ci.!'cui.to a ser escolhi.do pode ser (1, 2, 3); o segundo (4, 7.
lo). Obtemos doi.s cil'cui.tos. No entanto existem três ci.!'cui.tos disjun-
tor

D
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Embol'a não resolvendo o PCDV , o método exposto aci.ma pode ser
úti.l papa deduzi.I' condições sua.ci.entes pai'a um gl'afo ter k circui.-
tos di.SJuntos: é o que vel'emos na próxima senão, em pal'te do capa.tule
2 e na pr'oposi.ção A.l do apêndi.ce.

AIBumas conaá.ç.3es su.fi..ci.el'l.Ees

ar'a a exá.s'Eêrllcá.a d.e ]A CXr~cu X 'Eos

Vamos examinam' algumas condições suficientes paz'a a existência de
k ci.z'cui.tos dis.Juntos em um gz'afo. As pl'oposi.Cães abas.xo. i.nspi.Fadas
no trabalho de EI'dõs e Posa [EP62} dão uma séqüência de conde.ções so-
ba'e a ci.atura e o nümel'o de az'estas do gi'afoi à medi.da que a I'está'i.ção
soba'e a ci.ntur'a é r'elaxada, as conde.ções soez'e o nümel'o de al'estas se
tor'nam mais i'está.'i.uvas. No i.ni.cio do capitulo 2 vez'emos algumas con-
dições análogas soba'e o pap de par'âmet!'os ' , ó . A p!'ova das vala.ja-
des das conde.ções é i.ntel'espante poi.s antecipa algumas das consta'uções
e I'acioclni.os a serem usados nos capítulos 2 e 3.

PI'eci.sa!'emos de algumas convenções de notação. Dado um gr'afo G
e subconjuntos X e Y de VG , A(X , Y) é o conjunto das al'estas
de G com uma ponta em X e outl'a em Y . Dados G e X , G - X é
o subgrafo gerado pelos véz'ti.ces de VG - X

Pronosicão IJ: Pa!'a qualquer' i.ntei!'o X } t . todo gr'afo G tal que
yG à 5 . IVG12 1 e IAGI à k.IVGI t.em R ci.pcuit.os di.s.jun-
tos

Prova (pol' indução em k) Par'a k = 1 a pl'oposi.ção é fao.Imente ve-
pifi.sável: como se sabe, se IAGI 2 IVGI , então G tem ci.rcuitos.
Vamos então vel'i.fi.car a pr'oposi.ção par'a um k 2 2

Seja c um ci.rcui.to de comprimento mini.mo de G . Seja
G' :G -VC. Como IVCI à 5 , par'a todo v em VG - VC vale
IA(v , VC)l g 1 , poi.s em caso conta'apto vc u {v} i.nclui. o conjunto
de vé!'tices de um ci]'cui.to de comp!'i.mento menor.' do que o de C . Temos
então

IAC'l IA(VC , VG-VC)l

à IAGI - ll©-VCI - l\CI EAGI - llGI

> K. ll©l - IX©l ( k- l ). IX© l

à (k-l ). IVG' l

e portanto, pela hipótese de i.ndução, G' tem k-l ci.I'cui.tos di.sjun-
tos. Aci'escentando-se C a esses ci.z'cui.tos optem-se k ci.rcui.tos
di.sjuntos em G
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PT'oposição 1.2: Para qualque!' i.nt.eiz'o
yG Z 5 , IVGI à 5k e IAGI 2
ci.rcuxt.as aislunt.os.

k à l,todo gl'afo G tal que
k IVGI - 5k. (k-1)/2 tem X

E=glg.; Seja GI = G . Para i. : 2, 3, .« , p. z'+l, seja Ci-l um ci.r-
cui.to de cumpri.mento mínimo em Gj.-l e sela Gj. o gpafo Gi.l - ci-t
Repi.ta a operação enquanto Gi ti.ver ci.z'cultos. Optem-se dessa fol.'ma
r ciz'cui.tos ais.Juntos em G . Quem'emos mostpa]' que ]' 2k

Da mesma forma que na pr'oposição antes"i.OI' vale que IAGj.+ll
z IAGj.l - IVGil e pol'tanta

IAGil Ç IVGj.l + IAGj.+ll . l g j. g r'

como Gr+l não tem ci.r'cui.tos IAGp+ll < IVGr+ll . Então

IAGll g IVGll + IAG21 g IVGll + IVG21 + 1AG31 S

g IVGll + IVG21 + IVG31 + + 1vq.t ' ilq+

< IVGll + IVG21 + IVG31 + ' iv%i' lvq...íi

como 'Gj. 2 5, temos IVGj.+ÍI g IVGj.1 - 5 para l g i. g r . Resulta

IAGll < IVG1l +(IVGl1-5) +(1S?Ctl-í0) +... +(IVGl1-5r)

g (r'+l ). lvGI 1 - 5p. (]"+1 )/2

como IAGll
< (]''+!) IVGll

2 K.IVGll
5r -( ]'' +1)/ 2

5k.(k-Í)/2 ,
, donde

temos klVGll 5K.(K-1)/2

5(K+r')-(I''-K+1)/2 <(p-k+l).IVGll
Concluímos que ]' - k + l # o se r - K + í < o , temos

5(k+r')/2 > IVGll IVGI ) 5K ,

e por'tanto r > k , o que é i.nconsi.atente poi.s se ]' > k então
r' - k + 1 > 0 . Portanto temos ]' - k + 1 > 0 , ou seja, r 2 k.
como quer'lamas demonstr'ap.

?rgpg94çêQ 1.3 [EP62]; Papa qua]quel' inteil.'o k Z ] , toda gi'afo G
t.al que ')FG ) 4 , IVGI à 4K e IAGI 2 (2k-l).IVGI - 4k.(k-l)
t.em k ci:'cuxt.os di.s.junt.os.

Prova (pór i.ndução em k} Par'a k : l a proposição é fao.Imente ve
r'i.fi.sável. Vamos então verá.fi.cai' a pr'oposi.ção par'a um k à2

Suponha que 'G > 4 . Como IVGI 2 4R , temos

IAG1 > (2k-l)IVGI - 4k.(k-1) 2 RIVal

e a -pr'opasi.çãa 1.1 garant.e a exi.stência de
G

k cipcui.tos di.sjuntos em
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primento
IVCI = 4 , pal'a todo v em
caso conta'apto
de compl' i.menta menor' do
- IA(VC , VG-VC)l - IACI,

Supondo agol'a que
4 . Sela

todo
VC u {v}

G' G
'yG = 4 , seja

Note que como C é mini.mo e
- VC vale IA(v , VC)l $ 2 . poi.s em

o conjunto de vépti.ces de um circui.to
que o de C . Como IAG'l : IAGI

vc
um ci.r'cui.to de

é
de com-

VG
inclui

temos

IAG' 1 2 1AGI - alva-scl - lvcl IAG1 - 21VG1 + 4

Z(2K-l).IVG1 - 4k.(lÇ-1) - 21VG1 +4

2(2(R;-l)-l).(IVG'1+4) - llk.(k-1) +4
z(2(K-l)-l).ll©'1- 4(k-í).(lea)

e pox'tanto, pela hi.pótese de i.ndução. G' tem k - l ci.I'cui.tos dis-
.juntos. Âcr.escentando-se C a esses ci.rcui.tos optem-se k ci.I'cui.tos
di.sluntos em G

Ppoposxção 1.4: Papa qualquer" inteiro k Z ! , todo g!'afo G ta! que
yGZ3. IVGIZ4K e IAGI 2 (3R-2).IVGl- 9k.(k-1)/2 t.em R
ci!'Guitas disiuntos.

Pz'ova (pol' i.ndução em K) Pa!'a k = 1 a ppoposi.ção é fao.Imente ve
z'ifi.sável. Vamos então vel'ifi.car a pr'oposi.ção para um R à2

Suponha que 'G > 3 . Como IVGI à 4K temos

IAGI à (3k-2).1VGI - q{.(k-1)/2

à (2k-l ). IVGI - ZR.(k-l ) ,

e a proposição 1.3 garante a existência de k ci!'cui.tos disjuntor em

Supondo agol'a que 'G = 3 , seja C um ci.rcuito de G de com-
primento 3 . Seja G' = G - VC . Para todo v em VG - VC vale
IA(v , VC)l É 3 , poi.s lvCI = 3 . Temos então

G

IAG'l : IAGI - IA(VC , VG-VC)l - IACI

à IAGI - 31VG-VCI - lvcl = IAG1 - 31VG1 +6

à (31{-2).IVG1 - 9k (k-1)/2 - 31VG1 + 6

à(3(k-1)-2).(lira'1+3) - 9K.(K-1)/2 + 6

à(3(K-í)-2). IVG'1- 9(}«1).(K-2)/2

e pol'tanto, pela hi.pótese de indução G' tem k - ! ci.rcui.tos di.s-
juntos. Acr'escentando-se C a esses ci.pcui.tos optem-se k ci.rcui.tos
di.sluntos em G
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Os i'esultados obti.dos aci.ma posei.veemente não são os melhores
posslvei.s, com exceção da pl'oposição 1.3: um gl'afo bi.par'ti.do completo
com 2K - l véz'tices de um "lado" tem (2k-l).IVGI - 4k(k-l) - l
az'estas e não tem k ci.rcuitos disjuntor.

Er'dõs e Pesa [np6a] numa ver'são aná]oga à pPoposi.ção í.4. p!'ovam
que.todo grato G com 'G à 3 , IVGI à 24k e IAGI 2 (21{-1).IVGI
- 2k2 + k + l tem k ci.I'cui.tos aisluntos. NO apêndi.ce (proposição
A.6) mosto'amos. usando o teor"ema do capitula 2 e a cal'acterização de
Lovász do caso K : 2 do PCDV ,.que todo grato com 'G ) 3.
IVGI 2 3K e IAGI à (2K-l).IVGI - 3(k2+k)/2 + 4 tem k ci.I'cui.tos
d i.sJuntos.

Nas pz'oposi.iões 1.2 a 1.4 e no r'esultado de Erdõs epal"ecem
pest!'ições infel'ioz'es ao número de véz'ti.ces do gl'afo. Este é um pi'eço
que é necessário papal' para se pelaxal' outi'as !'estrições. A r'estai.êão
bási.ca é muito natuz'al: todo gi'afo G que tenha k ci.I'cui.tos
di.sJuntos pr'eci.sa necessa!'i.amente ter IVGI à k.'yG . Mas há pesEI'i.ções
mais sevel'as, como é o caso da que apai'ece na proposição í.4 e no
resultado de Erdõs. Resta'i.ções semelhantes no nümer'o de vél"ti.ces vão
apaz'ecer' no teor'ema do capitulo 3.

(;ond. i..ç: ã-es ;.xslg;9:asar'i.a.s pa.r'a. a.

e x i.. s E e. ]:x c i.. a. a e }ç c d. r'cu i. cos
o coriceá.'Eo a e L r-a ns v e r~s a l

Queremos conde.ções necessál'i.as para a exi.stência de R cil'cultos
di.s.Juntos em um grato, buscando assim uma caractez'ilação efi.ci.ente da
solução negativa do PCDV . Em .japgão de Teor'i.a de Complexa.date a pel'-
guita é: o PCDV está em co-HP ?

Vamos fazer um paralelo com o conheci.do pl'oblema do fluxo maxi.mo
(Mengel', 1927). Dado um gr'afo G , subconjuntos x e Y de VG , e
um natural k , encontl'ar k passei.os doi.s a dois di.sluntos nos vér-
ti.ces, li.Bando X a Y . A conde.ção necessál'i.a (e também sua.ci.ente)
para a exi.stência dos k passei.os é dada em tez'mos de ti'ansversai.s de
passei.os, também conheci.das como cor'tes de vértices: o problema tem
solução se e só se todo corte que separa X de Y tem pelo menos k
verti.ces

A defi.ni.ção natural de transversal no caso do PCDV é a segui.n-
te: uma transversal de ci.pcuitos em um gr'afo G é um conlunt.J T de
vér'vices tal que IT n vcl > 1 par'a qualquer ci.rcui.to C de G . Se-
gue-se que uma conde.ção necessári.a para a exi.stênci.a de k ci.rcui.tos
disjuntor é que ITI à k papa toda transversal T . Neste ponto é
conveniente i.ntr'aduzir' a seguinte defina.ção: para todo gr'afo G , vG
é a car'di.validade da menor transversal de ci.rcui.tos de G . A conde.ção
necessári.a pode agir'a ser expr'essa assim: çG 2 K
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Observe que uma transversal é computacionalmente bem caracteriza-
da: é fáci.l consta'uir' um algori.tmo poli.nome.al que decide se um dado
con.unto de vérti.ces de um grato é uma tr'ansvel'sal de ci.rcuitos. Por-
tanto, se a conde.ção necessári.a aci.ma fosse também suei.ci.ente. o PCDV
estar'j.a em co-HP

Infelizmente a condição 'rG 2 k não é sua.ci.ente, como pode ser
constatado pelo segui.nte exemplo, onde o grato não tem 2 ci.I'cui.tos
disjuntor mas VG = 2

Epdõs e Posa [EP65] mosto'am, entretanto, que

existe zzm nome.ro pos.It.lvo c ta.l qtze todo gi'afo
VG à c.k.!og(k) t.em k ci.pcuit.os di.sjunt.os.

Epdõs e Posa mostram mai.s: exi.ste um númel'o post.ti.vo d tal que
par'a todo k existe um grato G sem k ci.}'cultos di.sluntos tal que
VG 2 d.k.log(k)

Talvez a segui.nte genes'alização do conceito de transvel'sal alude
no tz'atamento do PCDV . Se.]a t uma função defi.ninfa nos verti.ces de
um grato G . com imagem em {0, 1/q. 2/q, ..., q/q}, onde q é um
númer'o intei.r'o post.ti.vo. Se pal'a todo cir'culto C de G a soma dos
valor~es de t no$ vérti.ces de C é maior ou i.qual a 1 , dizemos que
t é uma q-transversal de ci.rcuitos de G . o tamanho da q-trans-
versal é a soma dos vala!'es de t par'a todos os vé!'ti.ces de G . Fi.-
dados q e G , denotam'emos pol' vqG o tamanho de qualquer' q-trans-versal de tamanho mini.mo.

Todo g!'afo G com cintui'a ' tem uma '-tl'ansvel'sal óbvi.a de
tamanho IVGI/'y : tl'ata-se da transversal que atl'ibui. valor' l/'y a
cada vértice de G . Observe ai.nda que vIG = VG e VaG g VG para
todo q } l . Obter'vamos, fi.nalmente, que uma q-tl'ansb'er'sal é bem
car'acteri.zada computaci.onalmente: exi.ste um algoz'i.tmo poli.comi.al que
decide se uma dada função t é ou não uma q-transver'sal.

o contei.to de q-transvez'sal permite explicam', por' exemplo, porque
o grata da fi.cur'a andei'i.or não contém 2 ci.i'cui.tas di.SJuntos: a
B-transve!'sal lue associ.a aos vépti.ces í, 2 e 3 0 valor' 1/2 e aos
demai.s vért.i.ces o valor o tem tamanho 1,5 ; como 1,5 < 2 , o gz'afo
não pode tep doi.s cipcui.tos di.sJuntos. Esta observação será genes'ali-
zada no parágrafo segui.nte
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Se um gr'afo G tem uma q-tz'ansversal de tamanho fenol" que k .
então G não tem k ci.I'cui.tos disjuntor. Isso porque todo ci.r'culto
de G "gasta" pelo menos uma uni.date de TaG . Portanto, pal''a todo
q , a condição vqG 2 k é necessár'i.a par'a a éxistênci.a de k ci.rcui.-tos di.SJuntos em G

Ser'á que exi.ste q tal que a conde.ção vq à k também é suei.-
ci.ente? A pPoposi.ção A.2 do apêndi.ce mosto'a umá famíli.a de gl'aros (as
I'orlas) onde i.sto não é verdade. A proposição A.3 mostra mai.s ai.nda: um
gpafo que não tem 3 ci.I''cui.tos di.SJuntos mas satisfaz TaG à 3 paz"a
qualquer q

Ente'etanto. para qualquer' K 2 4 , em todo gr'afo G com
'yG 2 3 , ÓG 2 2K - l e IVGI à 4k , a conde.ção 'r2G 2 k é sufi-
ci.ente para a exi.stênci.a de k Jci.I'cui.tos. Este é o I'esultado central
da di.ssertação, que vel'emos no capitulo 3.

complexa-aaa9 come)UEacXonal

É imediato constatam' que um algoz.'i.tmo que !'esolva o PCDV I'esol
ve também o problema abaixo.

?grÇlçãg eza Çr:#ggyJ?f; .Dado uzo g:'afo G e lzm .InteJ.ro q ta.Is qlze
IVGI = 3q . decidi!' se G contém q ci.!'cui.tos di.sluntos nos
vértices, sendo que cada cil'Guita tem compl'imenso 3.

Conforme Garey e Johnson [GJ79, prob]ema GT]]], este pl'ob]ema é
HP-Completo. Po!'tanto, o PCDV (ou melhor', o problema de deck.são cor-
respondente ao PCDV ), que dar'amente está em HP, também é HP-Com-
pleto

Qual feri.a a complexidade do PCDV se considel'ássemos k como
um dado fi.xo? Mai.s pl'eci.lamente, tel'i.amos o segui.nte PCDVK : dado um
grato G , deck.di.r se G tem k ci.rcui.tos di.SJuntos nos vé!'tices.
Podemos afi.z'maz' que o PCDVK está em P . É o que veremos a segui.I'.

Robertson e Seymoul' z'esolver'am r'ecentemente, numa sél'i.e de a!'ti.
gos [RS86], o segui.nte p]'ob]ema:

Dado um gl"afo G e k par'es de seus vépti.ces. (sl.tl). (s2.t2).
(sR.tk), deter'minar se exi.atem passeios PI. P2. «. . PR ,

doi.s a doi.s disluntos nos vért.i.ces, cada Pi li.ganho sj. a

Robertson e Seymoul" afü'mam que I'esolvem esse problema através de
um algoz'i.tmo cuja complexa.dada.. é limo.tapa por um poli.nõmi.o em IVGI
cujo grau não depende de k ir--is cujos coefi.ci.entes são funções expo-
rlenci.ai.s de k . Consi.gerando-se que o problema é NP-Completo [GJ79].
o algori.tmo de RoLeI'tson e Seymou!' é de cel'ta forma o melhor' possível
(a menos que P = NP). O vala!' pr'áti.co do alvor'i.tmo é duvi.dose: num i'e-
cente artigo pedi.Gado à análi.se dos i'esultados de Robeptson e Seymoui'.
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Johnson afi.]'ma [J087] que a constante que apai'ece como coefi.ci.ente do
poli.nõmio é pior que uma "tol'r'e de 2's", cuja altura (número de ni.vei.s
de exponenci.ação) é pi.or do que exponenci.al em k

Podemos açor'a consta'ui.r um algopi.tmo par'a o PCDVk cu.Ja comple-
xa.date é limo.cada super'i.opmente por' um polinâmi.o em IVGI cujo grau
depende de k e cujos coefi.cientes são funções exponenci.ai.s de k
Basta fazei' o segui.nte:

Para cada empa['elhamento {sltÍ, s2t2, ... , sktk} em G ]'emova
de G as arestas do empal"elhamento e submeta o gl'afo resultante, Jun-
tamente com os pares (sl, tÍ), (s2. t2), -. , (sk,tk). ao algoz'i.tmo
de Robeptsan e Seymoup. Se exi.sti.r'en os k passeios, teremos também
encontrado k ci.i'cultos di.sluntos no grato OI'i.gi.nal. Se par'a cada um
dos não mai.s que IAGlk empar.elhamentos de G o algori.tmo de
Robertson e Seymoul' nos der' uma I'exposta negati.va, conclui.mos que o
PCDVk não tem solução.

Na vel'date RoDeI''tson afi.pma [R086] que tem um a]goi'itmo pal'a o
PCDVk Gula complexa.date é uma função de IVG13 . Mas, deva.do ao i.ni.-
ci.aumente exposto, o algoritmo tem valor' apenas teópi.co, poi.s é mui.to
capo mesmo par'a valores modem'aços de k . Poi'tanto, a busca de um
algori.tmo efi.ci.ente, mesmo que exponencial em k , é ainda um objetivo
desejável não atingi.do.

Pr-ok)lemas coza r-ela'Cos

Examinaremos a seguir alguns problemas semelhantes ao PCDV que
têm I'ecebi.do at.enção na teori.a dos gl'afãs. Cui'i.osamente não existem
laços fol'tes que I'elacionem esses pz'oblemas com o nosso.

O pri.mei.z'o pi'oblema é o PCDA (problema dos ci.r'cui.tos disjuntor
nas al'estas): dado um gl'afo G e um i.ntei.ro K . encont!'ai' k ci.r-
cui.tos doi.s a doi.s di.s.juntos nas arestas em G . O PODA não é comple-
tamente i.ndependente do PCDV , poi.s ci.rcui.tos di.sJuntos nos vér'ti.ces
são também dis.juntos nas arestas. Ademais, para gratos de gl'au maxi.mo
3 , o PCDA e o PCDV são equivalentes, pois doi.s ci.I'cultos di.sjuntos
nas ai'estas são também, necessaz.'i.amente, di.s.juntos nos vér'vices. Não
sabemos qual é a complexa.date computaci.anal do PODA. Redefi.ni.ndo ade-
quadamente o contei.to de transversal e o pai'âmetro T para o PCDA .
vale repeti.r as per'juntas que fi.zemos na senão "Conde.ções neces-
sái'i.as...": será que T } k é conde.ção sua.ci.ente pal'a a exi.stênci.a
de k ci.rcui.tos di.sjuntos nas arestas? O grato abas.xo, que não tem
doi.s ci.rcui.tos di.sjuntos e par'a o qual T = 3 , mostra que a r'exposta
à pergunta é "não".



Um outl'o pr'oblema col'r'elato é o PCODV (pr'oblema dos ci.z'cui.tos
ori.entados dis.Juntos nos vél'ti.ces): dado um gl'afo ori.estado G e um
intei.po k encontra!' k ci.I'cultos opi.entados di,sluntos nos vél'ti.ces
em G . Este problema é HP-Completo. confol"me pl'oposição A.4 do apên-
dice

Como i.ndica I'homassen [Th83], é posei.ve] que exi.sta um a]gol'i.tmo
pai'a o P(X)DV cuB complexidade computaci.anal é dada pop um polin6mi.o
em IVGI cujo grau é função de k . Isto depende da ver'i.fi.cação da
segui.nte con.Jectui'a [BT81] foi'mu]ada por Youngel" em í973:

Existe uma função h tal que todo gl''afo o!'i.entado G com
vG à h(k) tem k cil'cultos orientados disjuntor nos vél'tices.

Ê clal'o que neste enunciado vG é o tamanho de uma tl'ansvel'sal
mínima de ci.I'cui.tos oi''.lent:idos. Observe que a versão da conlectu!'a
pal'a gratos não ori.entados é temi'ema: como .]á inda.Gamos acima, E!'dõs e
Posa [EP65] mosto'eram que neste caso h(k) = c.k.]og(k).

A con.Jectul'a de Younger' .já foi demonstrada pa!'a algumas famílias
de gl'aros. Asse.m, $zwarcfi.ter [Sz873 prova que para todo grato G co-
nexamente I'eduti.vel vG 2 k é condição necessál'i.a e sua.ci.ente pal'a a
exi.stênci.a de k ciz'cui.tos orientados di.sJuntos nos vérti.ces em G
(h neste caso é a função identidade).

o PCODA - o pr'oblema de encontrar cil'cultos or'i.estadas di.sJun-
tos nas al'estas - é equi.valente ao PCODV ; qualque!' algori.tmo poli.no-
mial que r'esolva um dos problemas pode ser transformado num algori.tmo
polinomial que resolve o outl'o. Esta I'edução se encontl'a descrita na
proposição A.5 do apêndi.ce

A versão da con.Jectura de Younger para ci.z'cui.tos ori.enfados di.s-
.juntos nas ai'estas em gl'aros or'i.entados planapes é teor'ema: a conde.ção
vG 2 k (com 'rG adequadamente i'edefini.do) é necessári.a e sufici.ente
para a exi.stênci.a dos k ci.rcui.tos di.s.juntos nas ar'estas. Isto foi.
demonstz'ado pol' Lucchesi e Younger [LY78]. Com base nesta condição é
possível construir' um algoz'i.tmo poli.nome.al que resolve o PCODA par'a
gr'aros ori.enfados planares.

Outros r'esultados e con.jecturas soba'e ci.rcui.tos ori.entados podem
ser encontr'aços na resenha de Bermond e Thomassen [BT8í].
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O teorema de

corrádi q!.tg:anal

Usaremos no I'estante deste ti'atalho a segui.nte notação e ter'mino-
logi.a: Se C é uma coleção de cir'cui.tos. então VC é a união dos
conjuntos de vél'ti.ces dos ci.I'cui.tos de C . AC é a uni.ãa dos conjun-
tos de al'estas dos cir'cultos de C . Um cama.nho é um passeio sem véi'ti.-
ces r'epetidos. Uma corda de um ci.r'cui.to C é uma al'esta que liga doi.s
vél'ti.ces não consecutivos de C . Um triângulo ( gBêgpado ) é um ci.r-
cui.to que tem exatamente 3 ( 4 ) véi'vices. Um vértice v é folha de
um grato H se gH(v) : !

Como i.ntl'adução ao teorema de Corrádi e Hajnal i.z'emos apresentam'
algumas conde.ções suei.ci.entes soba'e 'G e ÓG pal'a a existênci.a de
K ci.rcui.tos di.SJuntos.

Pai'a qualque!' inteii'o k ? 1 . todo gi'afo G tal que
IVGI à ! , 'G 2 5 e ÓG à k + l tem R ci.I'Guitas di.sJuntos.

Prova (por' i.ndução em k): Pal'a k = 1 a pi'oposi.ção é fao.Imente ve-
rificável. Vamos então verá.final' a proposi.ção par'a um k à2

Sela c um ci.rcuito de comprimento mínimo de G . Seja
G' = G - VC . Como C não tem cordas (poi' ter compl'imenso mi.ni.mo) e
ÓG à 3 , podemos garanti.I' que IVG'l à 1 . Como IVCI 2 5 , para todo
v em VG - VC vale IA(v , VC)l í 1 , poi.s em caso contrai'i.o
VC u {v} i.nclui. o conjunto de vér'ti.ces de um ci.rcuito de compra.mento
menor do que o de C . Por'tanto ÕG' 2 (k+l) - l . Ouvi.amente 'G' à 'G
à 5 , gal'anta.ndo asse.m que podemos aplicam" a hi.pótese de indução a G'
pal'a obter k - l ci.I'cui.tos di.sJuntos. Acrescentando-se C a esses
ci.z'cui.tos optem-se k ci.I'cui.tos disjuntor em G

Prooosi.cão 22: PaJ'a qualquer' inteil'o k ) 1 . todo gl'afo G tal que
IVGI ) í , 'G ) 4 e ÓG à 2k tem k ci.r'cui.tos di.sjuntos.

Pponosicão 2.3: Pa]''a qua]que]' inteir'o k 2 1 , todo grato G ta] que
IVGI à l !.'vG à 3 e ÕG ) 3K - l tem k ci.I'Guitas disjuntor.

12



As pl'ovas dessas pl'oposi.ções são semelhantes à prova da
proposi.çã0 2.1 . A di.ferença é que na pr'oposição 2.2 temos que
IA(v. VC)l É 2 , e na 2.3 IA(v.VC)l g 3 , para todo v em
VG vc

O caso ' 2 2 (arestas múltiplas) ap!'ementa uma parti.culari.jade
que não aparece no caso ' à 3 : mai.s do que duas ar'estas em pal'apelo
podem aumenta!' ar'bi.trai"lamente o grau de um vértice sem trazer nenhuma
conta'apai'tida em I'elação ao número de cir'cultos disjuntor do gr'afo.
Podemos, portanto. não consider'ar' mais do que duas az'estas em paralelo
pai'a cada par de vél'ti.ces. Com essa I'estrição é fácil deduzia'. de
foz'ma análoga às pl''oposições acima, que todo gr'afo G com aval ? l ,
'yG à 2 e ÓG 2 4K - 2 tem k ci.pcui.tos dis.juntos.

Coar'ádi. e HaJna] me]hopa]'am [CH63] as condições da proposi.ção 2.3
mosto'andoquetodografo G com IVGI)3k , 'G23 e 6G 22k tem
k ci.z'cui.tos disluntos. Como sugerem as proposições 2.1 a 2.3 a di.fi.-
culdade do problema advem dos ci.I'cultos curtos, especialmente dos tri.-
ângulos. Isso fi.ca pal'ti.culal'mente agl'avaro quando o gl'afo tem somente
3K vél'tices. (Tanto assim que a pr'ova de Coz'l'ádi e HaJnal tem duas
partes, uma paz'a o caso IVGI > 3k e outra pal'a aval = 3k .)

Neste capa.tule é apr'esentada uma demonstl'ação do teor"ema de
Copa'ádi. e Hajnal, que não direi'e no essencial da oz.'i.ginalmente apre-
sentada por eles. Como no capitulo 3 apresentam'emos uma extensão deste
Leal'ema, pr'etendemos aqui ati.ngi.r' doi.s ob.Jetivos. Pri.mei.!'o, apresentar
os dois teoremas de modo uni.foi'me. Segundo. i.nti'aduzir' as di.fi.culdades
que sel'ão encontr'abas no pl'óxi.mo capitulo. Acz'edi.tamos também que esta
demonstração é mai.s si.mples e legível do que a fei.ta poi' Col'l'ádi e
Hajnal

Bollobás [Bo78] super'e uma demonstr'ação a]tez'nativa deste
teorema, que paz'ece ser mai.s "li.mpa" do que a aqui apresentada. Por'ém
não vemos como aplicar o mesmo método par'a obter o resultado do capí-
tulo 3

O flteoxvema

Teopena 2.1 [c i63]: papa qualquer i.nt.eira k Z ! , todo g!'afo G t.a!
que ')fG Z 3 ,' ÓG à 2k e T3G 2 k tem k cir"cuit.os di.sjuntos.

A condição v3G à k i.mpla.ca IVGI ) 3k , poi.s em gratos com me-
nos vél'ti.ces podemos defi.nir uma 3-transversal abri.bui.ndo veloz' 1/3 a
cada um dos vértices do grato. E a conde.ção aval 2 3K é clal'amente
necessári.a, uma vez que 'G 2 T . No mai.s, o temi''ema pode sel'' r'eduzido
ao segui.nte lema:
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Lema 2.1: Seja k um natui'al ? 1 . Par'a qualquer grato G tal que
IVGI à 3k , 'G à 3 e ÓG Z 2k e pai'a qualquer cabeção C de
ci.pcuitos disjuntor tal que ICI < k . existe uma coleção C' de
cii'Guitas dis.juntos que satlisfaz uma das seguintes condições:
(a} tC'f > tCI ;
(b) IC' l = ICI nns IVH' l > l\nJI
(c) IC'l ; ICI e llai'l = IVHI mas
alce .H : G - IC' e .H' = G - llt''

IXn' l > 1.AHI

O lema super'e o segui.nte pz'acesso i.tel'ati.vo: começa-se com uma
coleção de cil"cui.tos (posei.velmente vazia); usa-se o lema z'epetidas
vezes, cada vez começando com a coleção C' fopneci.da pela chamada
anteri.OI'. As altel'nativas (b) e (c) não podem se !'epeti.I' i.ndefinida-
mente. Após um númei'o fi.ni.to de i.terações, a conde.ção (a) é bati.ski.-
ta. Este pl'acesso prova o teor'ema a parti.r' do lema.

Pz'ova do Lema : A prova do lema ter'á um cai'ater algoz'ltmi.co e por'tanto
vamos nos refez'ir às conde.ções (a), (b) e (c) como "obletivos" do le-
ma. Seja H= G - VC . Se H tem um circui.to, digamos C , entãoo
ob.jetivo (a) está bati.ski.to com C' = C u {C} e por'tanto a pl'ova
tel'minou. Vamos pois supor' no que se segue que H é uma flui'esta.

A prova do lema se desdobra bati.camente em 5 casos, dependendo do
tamanho de H e do grau de seus verti.ces. Antes de consi.del'ai' os 5
casos é convem.ente descartar a posei.bili.date de se ati.ngir i.mediata-
menteoob.meti.vo(b): suponha que exi.ste C em C e v em VH tai.s
que VC u {v} contém um conjunto de vértices de um cipcui.to C' me-
nor que c . Neste caso, tr'oque C por C' em C atingindo o obje-
ti.vo (b). O mesmo pode ser fei.to se C tem corda.

Vamos consi.gerar no i'estante desta prova que a configui'anão con-
sidel'ada no parágrafo anteri.or não existe. Asse.m, para todo C em C
e todo h em VH , C não tem cordas e pelo menos uma das segui.ates
afi.rmações é verdades.ra:

( # )
IA(h , VC)l É l i

C é un tr'iângulo ;
c é un quadr'ado, IA(h , VC)1 = 2 e h não é adjacente

a verti.ces consecuti.vos de C

A pr'ova se desdobr'a açor'a em 5 casos

Caso l: IVHI < 3

Seja C um circui.to de C tal que IVCI é maxi.mo. Como

lvcl IVGI IVHI > 3K - 2 > 3(k-l) à 31CI

devemos tei' IVCI > 3 . Como C não tcm cordas, vale IA(c , VG-VC)l
2 ÓG - 2 } 2k - 2 para cada c em VC , donde

IA(VC , VG-VC)l à IVCI (2k-2)



15

Poi' outro lado, IA(VC , h)is 2
hi.pótese (+). segue-se que

par'a cada h em VH em vi.rtude da

IA(VC , '\E-VC)1 2 IVCI.(2k-2) - 21VHI

Z lvc1 .(2K-2) - 4

> 2 lvcl . (R-2 )

2 2 1VCI . IC-ÍCll

Pol'tanto existe D em C - {C} tal que IA(VC . VD)l à 21vcl + í
Pela maximali.date de c , vale também IA(vc , VD)1 2 21VDI + l
Essas desi.gualaades garantem a exi.stência de v em VC e w em
VD,tais que IA(v,VD)1 } 3 e IA(w,vc)1 2 3

ll'emos usar a segui.nte notação: se F é um ci.paul.to (vO. al,
vl, .. . an' Vn) , então FEvi,vJ] : {vj.. vi+l, «. ' vs-l, vi} Se
trocamos o colchete i.ni.ci.al pelo par'êntese, devemos eiiid3.dar 'vi do
can.unto, convenção análoga valendo paz'a o colchete final.

Ajuste a notação de D de made que a OI'i.gem de D seja o pl'i.-
mei.r'a vi.zi.nho de v em VD que precede w (posei.veemente a ori.gem
seja w ). Sejam wO, wl, w2, ... todos os vi.zi.lhos de v em VD , na
OI'dem em que afaz'ecem em D . Por'tanto w E Diva.wl) . De [ol'ma análo-
ga ajuste a notação de c , e sejam vO, ví. v2, «. todos os vi.zi.nãos
de w em VC , na OI'dem em que apar'ecem em c , com v € ceva.vl)
Seja c' o cir'Guita com vér'ti.ces em CtvÍ,v2] u {w} e D' o cipcui.-
to com véz'ti.ces em DEwl,w2] u {v} . Pela definição acima, C' e D'
são ai.SJuntos. c' não é maior' que C , poi.s apesar de w não per'ten-
cep a vc , pelo menos o vér'ti.ce v não está em Ci . o mesmo vale
pai''a D' em relação a D

vl

Se IVC'l < IVGI ou IVD'l < IVDI a objetivo (b) est.l ati.ngi.do.
Caso contrai'i.o é fáci.l ver que v = vO e w = wO , e mais ai.nda, to-
dos os vél'ti.ces de C , exceto v , estão em Ctvl.v2] e todos os
verti.ces de D , exceta w . estão em D]wl,w2] . Com isso v tem so-
mente três vi.zi.nãos em D , o mesmo ocorrendo com w em r'elação a c
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Além das arestas vw, vwl, vw2, wvl e wv2 , o conjunto A(VC l VD)
contem mai.s 21VCI + 1 - 5 al"estas. nenhuma delas com ponta em v
Como 21VCI - 4 = IVCI + IVCI - 4 > IVCI - 1 . existe um vél'vice
v3 de C com dois ou mais vi.zi.nãos em D , sem cantai' as ai'estas
wvl e wv2 . Sejam w3 e w4 dois desses vi.linhos, na OI'dem que
apai''ecem em D . Como w só é adjacente a vO, vl e v2 l concluímos
que w3 e w4 estão em Dtwlpw2] . Seja D' o cil''cui.to com véi''vices
em {v3} u D]w3,w4] . D' não é maior' do que D , pois pelo menos w
não está em Dtw4 w5]

Se v3 = vl então sela C' o tri.ângulo com vél'ti.ces em {w, v,
v2}. Caso contpári.o se.ja C' o ci.rcui.to com verti.ces em {w, v. vl}.
Esta defi.nação de C' vi.sa gar'anui' que o mesmo seja di.ajunto de D'
Temos IVCI 2 4 > 3 = IVC'l . A coleção (C - {C, D}) u {C', D'}
satisfaz o obJeti.vo (b) do lema.

Caso 2: IVHI 3 e gH(h) à l pa!'a todo h em H

Observe que H é um cama.nho cujo vér'tece i.ntel'no. di.gamos
tem gl'au 2 em H e os extremos g!'au 1. Logo

h2 l

IA(VH , ÃN1:)1 2(ÓG-l) +(ÓG-2) +(ÓG-l)

> 6( k- l )

2 61CI

Pol'tanto existe C em C tal que IA(VH , VC)1 > 6 e IVCI ; 3 , de
acoi'do com a hi.pótese (#). Se VH u VC foi' união di.sjunta dos ver-
ti.ces de doi.s cii'cui.tos, di.gamos C' e c'' , então a coleção
(C - {C}) u {C', C''} bati.afaz o objeti.vo (a) do lema. Suponhamos no
que segue que VH u vc não é uni.ão disJunta dos vér'ti.ces de doi.s
ci.rcui.tos. Então a r'elação ente'e H e C é a segui.nte:
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H

C

Obsel've que

IA(lIH-Íh2} l '\X:-VC)l à (ÓG-5+2) + (ÓG-.5+2)

> 4(k-2) 2 41C-ÍCll

em C - {C}
vi.i'tule da hipótese (#), lvDI = 3
h em VH - {h2} . Sejam hl e h3
defi.ni.dos de tal modo que IA(hl,VD)l
dl, d2 e d3 os véz'ti.ces de D
defina.dos de açor'do com a fi.guz'a abas.xo:

3 e

Portanto exi.ste D

cl, c2}

c - tal que IA(VH-fh2} , VD)1 > 4 . Em
donde IA(h . VD)1 5 3 para cada
os doi.s elementos de VH - {h2} l

IA(h3,VD)1 2 2 . Sejamos vértices de Ce C3

D

H

C

nnxnsQ g ! 1 ; h2
au c2

é adjacente a dl, d2 au d3
é ãiâlacente a d2

Em cada um dos quatl'o casos VC u VD u VH é união di.slunta dos
vértices de 3 circui.tos, di.gamos c'. c'', C''' . e portanto a coleção
(C - {C, D}) u {C'. C'',C'''} satisfaz o objetivo (a) do lema.
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h2 adjacente a dÍ h2 adjacente a d2

h2 aiIJacente a d3 c2 adjacente a d2

Subcas0 2.2; Nenhuma das 4 arestas inda.cartas no subcaso anterior está
em G

Seja s o conjunto {h2, h3, cl, d2} e sela w o conjunto
VG - (VH u VC u VD) . Observe que

IA(S , W)1 2(ÕG-6+3) +(ÓG-8+2) +(ÓG-B+2) +(ÓG-8+2)

> 8(K-3 )

à 81C-ÍC , Dll

Pol'tanto exi.ste E em C - {C, D} tal que IA(S , VE)1 > 8 . Tem-se
fTllA IA/v \rEi\l\= r\ava alnqnrn tr am ci

l
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Caso {x} u VE contenha os verti.ces de um cir'cui.to C' menor
que E , como VH u VC u VD - {x} contém os véz'ti.ces de doi.s tz'i.ângu-
los C'' e C'''. a coleção (C-ÍC.D, E}) u {C', C'', C'''} sa-
tisfaz o objetivo (b) do lema. Note que pela hipótese (#) i.sto não po-
de ocos'per se x = h2 ou h3

Em caso contrári.o, note que E é um ti'i.ângulo, clh2 e h3d2
são ai'estas e IA({cl.h2,h3,d2} ., VE)1 > 8 . Portanto podemos con-
clui.I', usando a pr'oposi.çã0 2.4 abas.xo. que existem 3 vél'ti.ces, digamos
x, y. z. em {cl. h2, h3, d2} tais que {x, y, z} u VE é união di.a-
junta dos vér'vices de doi.s ci.rcuitos, di.gamos C' e C" . Basta ago-
r'a examinar as quatro posei.vei.s escolhas de x, y, z em {h3, d2, cl,
h2} . AS [i.gur'as abri.xo examinam estes casos e mosto'am que em cada um
deles, (vc u VD u VH) - {x, y, z} é união di.ajunta dos vér'ti.ces de 2
cir'cui.tos, di.gamos C''' e G'''' . Portanto (C - {c , D, E}) u {c',
C", C"', C''"} bati.afaz o obleti.vo (a) do lema.

cl

{x, y, z} : {cl , h2, h3} {x, y, z} = {cl, h2, d2}

cl

{x, y, z} = {cl . h3, d2} {x, y. z} = {h2, h3, d2}
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Caso 3: IVHI >3 e exi.ste um vértice hO de H com gH(hO) = O

Seja hl um vér'vice de VH - {hO} tal que gH(hl) $ 1 . Obsel've
que IA({hO,hl},VC)l > ÓG + (ÓG-1) > 4(k-l) à 41CI. Logo,
exi.ste c em C tal que IA({hOphlllVC)1 > 4 . Em vi.i''tule da
hipótese (#), IVCI = 3 e uma das duas altel'nau.vas vale:

IA(hO , VC)1 = 3 e IA(hl , VC)l à 2

IA(hO , VC)1 2 2 e IÂ(hl , VC)1 = 3

Em qualquer das duas alter'nativas exi.ste c em VC tal que
(VC - {c}) u {hO} contém os vél'ti.ces de um ci.rcuito C' e c é
adjacente a hÍ

ou

Seja C' a coleção (C - {c}) u {C'} . Obsel've que c e hl
são adjacentes em G - VC' e portanto C' ati.nge o obleti.vo (c) do

Caso 4; Pal'a todo vértice h de H, gH(h) g 2; ademai.s existem pelo
menos 4 vél'ti.ces de H de gr'au mai.al' ou i.qual a l em .H

Existam 4 vér'vices di.sti.nãos an H , di.ganês v, w, x, yl tais que

gH(v) = gH(x) = l

v adjacente a w e

x adjacente a y

CDserve que IA({v,w,x,y} , IE)l à 2(ÓG-1) + 2(ÓG-2)

> 8(K-í )
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Por'tanto existe C em C. tal que IA({v,w,x,y} , VC)1 > 8 . Então
exi.ste um véz'ti.ce z em {v, w, x, y} com IA(z , VC)1 2 3 , e pela
hipótese (+) temos que IVC1 : 3 . Podemos agora concluir', usando a
pr'oposição 2.4, que VH u VC contem os vérti.ces de dois ci.r'cultos
ai.SJuntos, digamos C' e C'' . Basta tr'orar C por C' e c-' em
c papa obter uma coleção C' que bati.afaz o ob.meti.vo (a) do lema.

Caso 5: H tem um vépti.ce v tal que gH(v) 2 3
Sela F um conjunto de exatamente 3 folhas da componente de H

que contem v . Observe que

IA(F , VC)l Z 3(ÓG-1) > 6(k-1) 2 61CI

Pol'tanto exi.ste C em C tal que IA(F , VC)1 2 7 . Segue-se que
exi.ste x em F tal que IA(x . VC)1 } 3 , donde. pela hi.pótese (#).
IVC1 = 3 . Seja 'n um cama.nho em H ligando as dois véi'ti.ces de
F - {x} . Note que existe c em c ad.Jacente a ambos os exti'emos de
T . sela C' o ci.r'culto com vél'tices em vr u {c} . sela c'' o cir-
cui.to com vépti.ces em (VC - {c}) u {x}. A coleção
(C - {G}) u {C', C''} bati.afaz o obleti.vo (a) do lema.

Está tei'mi.nada a pi'ova do lema, a menos do segui.nte

PEgpg$!ção e:4: Sela G um gl'afo com um tr'iângulo c e um conjunto
dÓ? v'é.rCjces X = rx, y, v', W'J , Z:als qzzé? yC n X : g,
IA(X , VC)1 > 8 , x aalacent.e a y e v adjacente a w
Ent.ãoexist.eumvêi'ti.ce t. em X calque vcu(x- {t}) êo
conjunto de vértices de doi.s t.piângulos disJunt.os.

Prova: Ir'emos mosto'ai' amai.xo que exi.saem 3 vér'ti.ces - di.gamos p, q,
r' - em {x, y, v, w} e um vépti.ce c em vc , tais que p é adja-
cente a q , IA(c, {p,q})1 = 2 e IA(r' , vc-Íc})1 = 2 . Portanto
{p, q, i'} u VC é uni.ãa di.ajunta de vér'ti.ces de doi.s ci.rcuitos, di.ga-
mos C' e c''
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Como IA(X , VC)1 > 8 e A(t , VC) g 3 pai'a todo t em X te-
mos, a medas de si.metro.a ente''e o par xP y e o par' v. w l duasalter'nativas a analisar.

Suponha que IA({x,y} , VC)1 = 5 e IA({v.w} , VC)1 2 4 . Então
existe c em VC tal que IA(c,{v.w})1 = 2. Como
IA({x,y} , VC)1 = 5 exi.ste um vé!'vice em {x, y} , digamos x , tal
que IA(x , vc)1 = 3 . Neste caso podemos fazei' p = v , q = w e
r X

Suponha agol'a que IA({x.y} . VG)1 = 6 e IA({v.w} . vc)l à3
Então exi.ste um vépti.ce em {v. w} , digamos v , tal que
IA(v , VC)1 } 2. se IA(v , VC)1 = 2 , então sela c o vér'vice de VC
que nãa é adjacente a v . Se IA(v , VC)1 = 3 , escolha qualquer c
em VG . Coma IA({x,y} , VC)1 = 6, IA({x,y} ,c)1 = 2 . Neste caso
podemos fazer p = x , q = y e ]' ; v , ter'mi.nanda esta demonstl'anão.

Come)lerá. d.aüe compus a.CXorxal

A prova do lema 2.1 i.nduz um algoz'i.tmo, que chama!'emos de algo-
r'i.tma 1, que r'ecebe como entrada um gr'afo G e uma coleção de ci.r-
cui.tos C e fol'Bege como saída uma coleção C' que satisfaz um dos
ob.meti.vos do lema. vamos calculam' uma reli.mi.tacão super'i.oz' do tempo
que uma execução desse algoritmo consome, em tez'mos de n = IVGI e

IAGIm

A construção de H requer tempo O(n.m) . A deter'minaçãa de ci.I'-
cui.tos em H , vi.a busca em lar'gul'a, gasta O(nm) no pi.ar' caso. Para
a vel'i.fi.cação da hi.pótese (+) devemos;

(1) Veria.cap se os ci.pcuitos de C tem cor'das; i.sto I'equer
tempo O(n.m)

(2) Paz'a cada véz'time h de H contabi.li.zai' o número de vi.zi.-
nãos de h em cada cil'cui.to de C ; essa contabi.li.date leva tempo
proporcional a m . Agol'a a hipótese (#) deve ser veria.cada para cada
um dos ci.rcui.tas; caso a hi1'5tese não se ver'i.fi.que, poder'emos cons-
truí.i', em tempo pr'oporci.anal a n , a nova coleção C'

C tem cor'das;

Papa a determi.nação de qual dos 5 casos se aplica, basta calcular
as componentes conexas de H , o que pequei' tempo O(n.m)



Conclui.mos, por'tanto, que as verá.fi.cações i.ni.ci.ai.s r'equei'em tempo
o(n.m)

O caso l envolve a escolha de um ci.r'culto C de compr'i.mento ma-
xi.mo em C ; isto can$ome tempo O(n) . A segui.i' deve ser' feita uma
di.stpibui.ção de arestas ente'e vér'ti.ces de C e ci.pcuitos de
c - {G} , até encanta'az' a ci.rcui.to D desejado. O z'estante das open'a-
nões envolvem os vér'ti.ces dos doi.s cir'cultos e a contabi.libação das
ar'estas de A(VC , VD) , l"equependo tempo O(m) . Resulta pol'tanto que
a complexidade do caso í é limitada pop O(m)

NO caso 2 devemos i.ni.ci.aumente fazer' uma dista'ibui.ção das a!'estas
com uma ponta em VH e outra nos circuitos de C , até encontram'mos
C em C tal que IA(VH . VC)1 ) 7 . Contabi.li.zango-se no máximo
61cl + l dessas ar'estas enconti''a-se o ci.I'cui.to desejado. como
lcl < lç < n , isto I'equel'' tempo o(n) . A seguia' posei.fielmente mai.s
duas vezes se r'epetem open'anões desse ti.po (deter'minação dos ci.r'cui.tos
D e E ). o restante do caso I'equer' tempo constante. Assim, a comple-
xa.date do caso 2 é li.mi.fada pol' o(n)

Os casos 3 e 4 envolvem base.comente uma dista'ibuição de ar'estas en
tr'e VH e VC , I'equer'endo tempo O(n)

O caso 5 se i.ni.ci.a com uma distri.bui.ção de al'estas entre VH e
VC , o que pode ser' fei.to em tempo O(n) . O cama.nho lr requer O(n)
para ser encontrado. o I'estante das open'anões deste caso r'eque!'em tem-
po constante, o que dá ao caso 5 uma complexa.dado limitada pol' O(n)

Conclui.-se que cada chamada do algoz'i.tmo l l"equer tempo o(n.m)

ABaFa consi.dele um algopitmo, que chamar'emos de algoz'i.tm0 2, que
recebe G e C (que bati.sfazem as condições do enunci.ado do lema), e
devolve uma coleção C' , com ICI + l ci.r'cui.tos. O algor*itm0 2 con-
si.ste essenci.aumente em chamadas consecuti.vas do algoz'i.tmo í, cada
chamada sendo ali.mentada pela coleção de circui.tos C' fornece.da pela
chamada antes'ior'. até ati.ngi.r o obleti.vo (a). Ê necessái'i.o saber quan-
tas vezes o algori.tma l pode ser usado sucesso.vamente sem que o oble-
ti.vo (a) seja ati.ngi.da. Ê i.sso que far'emos a segui.r

os obJetivas (b) e (c) não optem uma coleção de ci.rcuitos mai.or
da que C . o ob.#ti.vo (b) aumenta o númer'o de vér'ti.ces em VG - VC ,
e portanto não pode ser ati.ngi.do mai.s do que n vezes em chamadas
sucesso.vas da lema. O obJeti.vo (c) aumenta o númer'a de arestas em
AH . Com 3 0u mai.s ar'estas em H ocos'r'e um dos doi.s seguintes casos
do lema; ou papa todo vér'ti.ce h de H , gH(h) É 2 e existem pelo
menos 4 vépti.ces de H de gl'au maior au i.qual a l (caso 4) ou H tem
um vér'ti.ce h tal que gH(h) à 3 (caso 5). A saída desses casos são
coleções de tamanho maior que C . o pi.or' caso ocos'l'e, portanto, quan-
do a lema atinge duas vezes consecutivas o obJeti.vo (c) e a segui.r'
ati.nge o ob.ietiva (b). Essa seqtiênci.a não pode se i'epeti.r' mt.i.s do que
n vezes, I'esultanda que no máximo 3n + í vezes (o(n) vez:$) o algo-
ritma l pode ser' usada sem aumentar o tamanho de C . Resuma.ndo, a
coleçãa C aumenta após não mais que O(n) chamadas consecutivas do
algori.tmo l.
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Como cada chamada do algoritmo l Pequei' tempo O(n.m) , resulta
que aumentam' a capdinalidade da coleção I'equer tempo total O(n2.m)
Para obter' uma coleção com k ci.rcuitos di.SJuntos é necessár'i.o r'epe-
ti.r esse processo k vezes. Como k < n obtemos uma reli.mutação
super'i.or fatal de O(n3.m)



(:B:l3 l C'U. l O =3

Una extensão do teorema de

corrádi. e Hajnal

Observando o r'esultado obti.do por' Col'rádi. e Hajnal (apr'esentado
no capítulo antes''iop)P e mais uma extensão do mesmo fei.ta pol'' ele e
ET'dõs na mesma épocas Di.I''ac [D[.63] comenta: "Tbese peru.ZCs suggest Z:be
questi.on, -- whi.ch (2k-l) connected gi'após do not contam k
autua.l.Zy dls./o.Int c.íi''c'u.lts?H; e continua: "T.h.ís guestion w'i.Z.Z àe.re
be answel'ed fol' the case k = 2 . gpaphs with multa.pies edges bei.ng
a.Z.Zowed". Este capítulo responde par'cialmente uma genepali.cação da
pel'junta. Vamos pl'oval' o segui.nte teor'ema: para qualquer natural
k 2 4 , todo gi'afo G tal que IVG1 2 4k , 'G ) 3 e ÓG 2 2k - í
contém k cir'cui.tos di.sJuntos se e só se v2G > k . Foi. visto no
capa.tule l que v2G 2 k é condição necessári.a pal'a a exi.stênci.a dos
R ci.rcui.tos, restando por'tanto a demonstração de que a conde.ção.
neste caso, também é sua.ci.ente

O teor'ema não ceDI'e os casos k = 1, 2, 3. Vamos di.scuti.r bi'eve-
mente estes casos. Tz'ocando " k 2 4 " por " k = 1 " o enunci.ado do
teorema a)ntinua sendo uma afi.rmação vel'darei.ra. Pal'a k = 2 obtemos
uma afi.r'mação vei'darei.r'a desde que G não seja uma :"oda; i.sto foi.
demonstr'ado por Lovász [L065] como já dissemos no cap. ]. Conjecturo
que a afirmação conta.nua váli.da com k ; 3 no lugar' de k 2 4 . A
conJectur'a se baseia no segui.nte: A maior parte da demonstração do
teorema (para o caso k ) 4) se apli.ca também ao caso k = 3 . Há ape-
nas uma anil'mação dui"ante a demonstl'anão que porei'i.a sei' falsa quando
1{ = 3 . Para cona.amar a ver'aci.jade daquela afi.I'mação no caso k = 3 ,
é necessál'io fazer uma análi.se exausta.va dos posslvei.s subgrafos de G
que satisfazem cer'tas restri.ções. Fi.z esta análi.se e acredito que
cona.I'mei. a vala.jade da afi.z'mação para k : 3 . Os detalhes são.
ente'etanto. por demai.s cansati.vos para i.nclusão neste trabalho.

Consideremos arar'a o que acontece se a conde.ção IVGI à 4k é
relaxada, enquanto as demai.s condições (em pal'titular k 2 4) são man-
ei.das. É dar'o que se IVGI < 3k , então G não tem k ci.r'cui.tos
di.sJuntos. poi.s 'G 2 3 . Para 3k í IVGI < 4k não sabemos se a afia'-
mação do teorema pel'manece ver'darei.ra. A análi.se deste caso é compli-
cada pelo mesmo motivo apontado no capítulo antes'i.or, ou seja, é
necessári.o obter k ci.rcui.tos a p8r'ti.r de k - l cii'cui.tos quase
todos de cumpri.mento g 4.

25
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A titulo de cul'i.osi.date constatamos que. dentre os gr'aros G que
satisfazem 'G 2 3 , ÓG à 2K - 1 , 3k g IVGI < 4k e 'r2G à k pal'a
k : 3 , somente o gpafo da [igur'a abri.xo não tem 3 ci.rcuitos di.s-
Juntos.

Este grato tem também a peculiar' pr'opr'i.edade de que
Lado q , como mostramos na ppoposi.ção A.3 do Apênai.ce.

vq 2 3 para

O Teor+ema

Teorema 3.t: Pa!'a qualquer' iiltei!'o k à 4 , t.odo gl'afo G ta! que
IVGI } 4k , yG 2 3 e ÕG à 2k - í tem k ci!'cultos ai.sjunt.as
az uma 2-tl''ansvez''sai de tamanho menor que R

Analogamente à demonstração da teor'ema 2.1, este Leal'ema pode ser
z'eduzido ao seguinte lema;

l.ema 3.t: Seja R um i.nteipo } 4
IVGIZ 4k , yG à 3 e ÓG } 2k
de cil''cuit.os di.s.Junt.os, se lcl <R
abaixo ê vepdadeil'a:
(í) exi.st.e «n G um 2-transversal de ta11nrüo k - 1/2
(2) exi.st.e uin co]eção (]' de ci.r'cultos di.SJunt.os nos

Ca .Z que?
(2a} IC' l > ICI

au (2b} ]c'] = ]c] ]nns lwi'l > l\ilit
au {2c) lc' f = lcl e lwí' l = l\HI
(illdé? .H' = G - }t: e .H' = G - IC''

Pai'a qualque!'' grato G tal que
í e pa!"a quaiquel" coleçãa C

ent.ão uma das afi!'mações

véi'vices
/

l.H{' l > IÀlil
/

Repeti.ndo o esquema do capítulo anterior, este lema sugere um
processo i.tel'atino pal'a que seja atingi.do ou o objetivo (1) ou o obJe-
ti.vc (2a). O processo começa com o grato G e uma coleção de circui-
tos (possivelmente vaza.a); usa-se o lema }'epetidas vezes, cada vez c:)-
meçando com a coleçãa C' fornece.da pela chamada anteri.or. AS alter-
nativas (2b) e (2c) não podem se I'epeti.r i.ndefini.demente. Após um nú-
mel'o mini.to de iterações, ati.nge-se o ob]eti.vo (1) ou o (2a). Este
processo pl'ova o teorema a partia' do lema.
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PT'ova do Lema : A prova do lema tez'á um caPáter' algorltmico e portanto
vamos nos I'efei'i.r' a (1), (2a), (2b) e (2c) como "obJeti.vos" do lema.
Podemos supor', a exemplo do que foi fei.to no lema 2.1, que

( i ) H é una floresta ,
(i.i.) os ci.r-cultos de C rüo t8n cordas e
(ii.i.) a hi.pótese (+) é váli.da, au sela, par'a todo C an C e

todo h an VH pelo menos unn das segui.ntes afirTnnções é
ver-date i.r'a :

(« )

IA(h . VC)l g l ;
C é un tl'i.ângulo ;
C é un quadr'ado , IA(h , VC) l

a vértices consecuti.vas de
2 e h não é adjacente

C

A não validade de (i.) i.mplica em se ati.ngil' imediatamente o objetivo
(2a). Com a não vala.jade de (i.i.) ou (iii.) o obJeti.vo (2b) é ati.ngido.
A pl'ova se desdobr'a então em 4 casos, dependendo do tamanho de H e
do tamanho de suas componentes.

Caso l: IVHI < 4

Se.ja C um ciz'cui.to de C tal que IVCI é maxi.mo. Coma

lvcl IVGI - IVHI à 4k - 3 > 4(k-1) ) 41CI

devemos tel' IVCI > 4 . Como C não tem cordas, vale
2 ÓG - 2 à 2K - 3 par'a cada c em VC , donde

IA(c , VG-VC)l

IA(VC , VG-VC)l } lvcl (2k-3)

Por outro lado, IA(VC , h)lg l
hipótese (#). Segue-se que

para cada h em VH , em vi.i'tule da

IA(\© , '\©-VC)l } IVCI.(2k-3) - 1VHI

2 1VC1 . (2k-3 ) - 3

> 2 1VCI . (k-2 )

2 2 1VCI . IC-ÍCll

Poz'tanto exi.ste D em C - {C} tal que IA(VC , VD)1 2 21VCI + l
Pela maximalidade de C vale também IA(VC , VD)1 2 21VDI + l

Podemos ago!'a usar o mesmo esquema do caso l, lema 2.1, para en-
contrar doi.s cil''cui.tos disjuntor, Ci e D' , com véi''tices em
VC u VD , tai.s que IVC'l g IVCI e IVD'l g IVDI , com uma das desi.-
gualdades sendo está'i.ta. Trocando-se C e D por C' e D' em C ,
optem-se uma nova coleção de circuitos que cumpre o objetivo (2b) do

Caso 2 lvnl 2 4 e exi.ste hO em VH tal que gH(hO) 0

Seja hl um vértice de VH - {hO} ta] que gH(hl) í ] . Observe
que IA({hO,hl},vc)l > (ÓG - l) + (ÓG - 2) > 4(k-1) ) 41cl
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Logo, exi.ste
hi.pótese (#), IVCI

C
3

em C tal que IA({hO,hl} , VC)le uma das duas altei'nativas vale
> 4 Pela

IA(hO . VC)1 = 3 e IA(hl , VC)l

IA(hO , VC)l Z 2 e IA(hl , VC)l
ou

Em qualquer das duas alternativas existe c em VC tal que
(VC - {c}) u {hO} contém os véi'ti.ces de um ci.rcui.to C' e c é
adjacente a hl . sela C' a coleção (c - {c}) u {c'} . Obter've que
c e hl são ad.Bcentes em G - VC' e portanto C' ati.nge o obJeti.-
va (2c) do lema.

Caso 3: IVHI ) 4 , gH(h) 2 1 pal'a todo h em
duas ,arestas di.SJuntas nos verti.ces.

VH , mas H não tem

Então H é uma está'ela, isto é. tem a forma desci'i.ta na fi.gur'a
abaixo. H tem um único véi'ti.ce, v , que não é folha; todos os demai.s
véz'vices são folhas e são adjacentes a v

seB
das
( 1 )

o conjunto de folhas
duas configurações
x an X , C an C
IA(x , VC-tc})1 2 2

an X , C e D
que IA(x , vc-lc} )l }
l A( c , VD-Íd} ) l

X

e
e

X

à 2

de H Vamos procurar encontz'ar
uma seguintes:

c an
IA(c ,

an C ,
2 , IA(d 2

VC tai.s que
X-tx})1 2 2 ,
c an VC ,
, X-Íx})l à

(2 ) tai.s

Qualquer destas cobri.gurações leva i.medi.atamente à consecução do obJe
ti.vo (2a).
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Subcaso 3.1: Exi.ste C em C tal que IA(X . VC)1 > 21XI

Neste caso existe x em X tal que IA(x . VC)1 > 2 . Pela hi.-
pótese (#), C é um tr'i.ângulo e IA(x , VC)1 : 3 . Por out!'o lado,
como IXI à 3 , tem-se IA(VC , x-lx})1 > 3 . Portanto existe c em C
tal que IA(c , x-Íx})1 2 2 , obtendo-se asse.m a cona.duração dese-
jada

Subcas0 3.2: IA(x , VC)l g 21XI pal'a cada C em C , mas existem x
em X e C em C tais que IA(x , vc)1 > 2

Pela hi.p6tese (#), lvcl = 3 . Como IA(x , VC)1 2 (ÓG-l).IXI
2(k-l).IXI 2 21CI.IXI temos também que IA(X , VC)1 = 21XI . Por

outro lado, pal'a qualquer' D em C , exi.ste y em X tal que
IA(y , VD)1 2 2 , donde,, pela hi.pótese (+), IVDI g 4 . Logo lxl
= IVGI - l - IVC1 2 4k - 1 - (4(k-2)+3) = 4 , e pol'tanto

IA(X , VC)l à 8 e

IA(VC . X)l - IA(VC , x)1 2 8IA(VC , X-tx})l 3 5

Logo exi.ste c em c tal que IA(c , X-lx})l à 2 , obtendo-se assim
a cona.guração desejada.

Subcaso 3.3: Para cada x em X e cada C em C , IA(x , VC)lg 2

Então, como no subcaso antes"iol', IA(X , D)1 = 21XI pal'a cada D
em C e IA(x,D)1=2 pal'acuda x em X ecada D em C
Altez'nativa 3.3.1 Exi.atem xl

vi.zi.lhos de
e x2
xl e

em X e C em C tai.s que os
x2 em C não são os mesmos.

Seja cl um vér'ti.ce de C adjacente a xí mas não a x2
Defi.na c2 analogamente tl'orando xl pol' x2 . Pela hi.pótese (+),
IVCIS4 e cl e c2 sãoconsecutivosem C. ComolXlà3,pode-
mos gal'anta.I' que existem i. e J di.sti.fetos tai.s que

IA(xJ,VC-lcj.})l à 2 e IA(cj.,X-lxJ})1 2 2
obtendo-se asse.m a cobri.gul'ação desejada.

41tçrD4tiy4 !:!:e: Par'a todo par
os vi.zi.nãos de xl e x2 em C

xl e x2
coj.ncj.dem

em X e todo C em C ,

Sela K = {c € VC : c é adjacente a X} . Seja v o verti.ce de H
que não é folha. Se toda aresta de G tem uma ponta em K u {v} en-
tão consegui.mos o objetivo (1): a transversal que associa valor' 1/2 a
cada vérti.ce de K u {v} e vala!' O aos demais vépti.ces tem tamanho
(2K 21) /

Suponha então que nem toda aresta Je G tem ponta em K u {v}
seja a uma tal al'esta. Ambas as pontas de a estão em VC . Sela c
umadaspontasde a esela C oelementode C quecontém c.Es-
colha Dem C-lC} dasegui.nte maneira: se exi.ste D em C - {C}
tal que IA(c , VD)l à 3 então escolha este D ; senão seja D o
ci.r'cui.to que passa pela out!'a ponta de a e observe que



IA(c , XRl-VC)1 2 ÓG - 3 2k - 4 à ZIC-Ícll

dorme IA(c , VD)1 : 2 . Dnqualquer caso, existe aresta canpontas
an c e VD . culaponta an VD não está an K . Açor'a é fáci.l vez'
que exi.ste c' anVC , x an X , d an VD tai.sque
IA(x , vc-íc'})1 > 2 , IA(d , x-íx})1 2 2 , IA(c' ,VD-la})l à 2

obterá.o-se assim a cobri.geração desejada .

(bS0 4 IVHI 2 4 e H tan duas ar'estas di.sjuntas nos vértices
gelam P e Q doi.s camirülos an H nnxiinni.s anr'elação à se-

gui.nte pr'ap'i.edade: P e Q são disjuntor rns vél'ti.ces e cada un de-
les usa unn das ar'estas inenciorndas aciinn. Seja v un dos extranos de
P . Un dos vizirülos de v está an P . Se v ti.vel' auto'os vi.zi.zelos
an H , eles estão todos an VQ . Neste caso v tan sanente un vizi-
rülo an VQ , poi.s não exi.star circui.tos an H . Pop esse nesno inoti.vo
podados conclui.I' que sanente un dos extr'anos de P pode tep vi.zirülos
an VQ , e corlseqtientanente un dos extr'ânus de P é lxnn faliu an
O imsnn rabi.ocínio vale par'a os extranns de Q

H

Sela v undosextr'anosde P . Se v éfolhade H tabus
IA(v . XNI))l > ÕG- í = 2k- 2 . Se v nãos follnde H , v tan
somente dois vizüüos anH , e portanto IA(v , \©)1 2 ÓG - 2
: 2k - 3 . Sejam X e Y os conjuntos de vél'ti.ces que são extr'ams
de P e Q , r'especti.vainente. Pelo observado aciim tanns que
IA(X , '\«;)1 2 2k - 2 + 2k - 3 , o inesim valer)doparn Y . Resulta
então que

IA(XUY , IN1;)1 > 2(2R-2) + 2(2k-3) 8k - 10 > 7(K-l)
Gar'ante-se assim a exi.stência de \xn ci.rcui.to C de C . tal que
IA(XUY . VC)1 2 8 . Qbsenre que para concluirque 8k - 10 > 7(K-l)
pr'eci.sanns de k à 4 . Aqui. a pr'ova fallaal'ia se a hi.pótese do teor'ann
permiti.sse k = 3

Ccm a cobri.gul'ação definida aciinn , pelo menos lm dos véz'ti.ces de
X u Y tan dtJas au innis ar'estas can pontas an C , o que gar'ante , pela
hi.pótese (+) . que c é tri.ângulo au quadl'ado.

Agora não é di.flui.l encontl"a!' lm conjunto Z de vé!'vices conse-
cuti.vos de VC tal que IA(X , Z)l à 2 e IA(Y ,VC-Z)l à 2 . Por-
tanto exi.ste lm ci.r-cui.to C' can vépti.ces an VP u Z , e un ci.r'cui.to
C'' canvél'ti.ces an VQU (VC - Z) . TY'ocarUo-se C por' C' e C''
an C , obtan--se unn nova coleção de ci.r'cui.tos que c\more o objeti.vo
( 2a) do lam

Can i.sto está terlni.nada a prova do laia
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(:(uxu? l exj: Q#:a.e c .'C. a.<; á. orla l

A p'ova do lann 3.1 i.aduz \m algopi.tina, que cl)annr'anos de algo-
r'i.üiu 1 , que r'ecebe cano entrada un grato G e \lln coleção de ci.r-
cui.tos C e for'nele cctno sai.da lzln coleçãa C' que satisfaz un dos
obJeti.vos do lam. Vanns calculam' um delimitação st8)ena' do tampo
que unn execução desse algoritnn consane , an termos de
m

n : lvGI e

Analogamente ao algoz'itnn do lata 2.1 , as vePi.fi.cações i.niciais
( consta"ração de H , determirncão de ci.r'cui.tos , verá.fi.cação da hipótese
(+ ) , deck.são de qual dos casos .se apl i.ca) r'equer'an tampo O(n.m)

o caso l eqü.vale ao caso l do lam 2.1 , e requer' taipa O(m) . O
caso 2 eqü.vale ao caso 3 do lam 2.1 , e r'equer taipa O(n)

No caso 3 devamos vel'ifi.cal' cano estão ü.rtpi.bü.das as ar'estas de
Â(vn , IE) . Posei.velinente essa ve!'i,ficarão tanbãn é feita para as
ax'estas de A(VC , IE-VC) . Isso r'equer tampo O(m) . o r'estante das
ver'i.fixações requer taipa constante . r'esultarüo para este caso taipa
o(m)

O caso 4 caneca can a corlstr'ração de doi.s camirülos an H , o que
r'equer' taipa, O(n) . Dn seguida é feita um vel'ificação de cano se
di.stri.buan as a!'estas can \znn ponta nos extr'anos dos camirfios e outra
an '\© , até encontr-ar'-se c, ci.r'culto C procur'ado, requererno taipa
o(n) . Dn taxi)o constante podanns fazer o restante da feri.ficações , o
que resulta para esta caso taipa o(n)

Conclui-se que cada chaimda do algori.tino l requer taipa O(n.m)

Açor'a consi.dele \m algoz'i.tma , que cl)annranos de alvor'i.tan 2 , que
recebe G e C (que satisfazan as corüições do eriunci.ado do lam), e
devolve unn coleção C' , can ICI + í ci.r'cultos au unn 2-trave!'sal
de tannrRio < 1{ . o alvor'itnn 2 consi.ste essenci.alnente an clurnadas
consecutivas do algor'i.tmo 1 , cada cllarnnda sendo alimentada pela cole-
çãa de circuitos C' for'neci.da pela c?nrnnda anteri.oi'. até ati.ngil' o
abletivo ( 1 ) ou (2a). Ê necessál'i.o saber quantas vezes o algopitim l
pode ser usada sucesso.valente san que o obleti.vo ( 1) au (2a) sejam
ati.ngiaos . Ê i.sso que fal'ânus a seguir

O obJeti.vo (2c) não pode sel' ati.ngi.do imi.s do que IU-ll < n ve-
zes conlsecutivas san que açor'r'a ou o obleti.va ( 1 ) au o (2a) , poi.s todo
gr'afa can a nünero de arestas > ao modero de vértices tan \m ci.r-cui.to .
Obviamente a obJeti.vo (2b) não pode ser ati.ngi.do inni.s do que n vezes
san que se ocorra au o objetivo ( 1 ) ou o (2a) . Carbi.Dando-se então as
posei.bi.l i.danes acinn , concluilnos que após O(n2) c1larmdas do algo-
r'itmo l Q obJeti.vo ( 1 ) ou o (aa) é ati.ngi.do pelo algori.tlin 2 . Resulta
que cada v'hannda do algori.tnn0 2 requer. tempo o(n3.m)
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Un alvor'i.tino que r'eceba cana entrada G e k e, usando o
algori.tlnn 2, devolve uln coleção de }ç cir'cultos di.SJuntos au \lnn
2-tr'ansver'sal de tarinrÊlo < k premi.sa usam" o algopitinn 2 no máxilnn k
vezes. cana k < n , obtaxns unn delimitação s\oei''j.or' total de
O(n' m)

Podanns , entretanto , melhorar' o taipa estinndo do algoritm0 2
observe que, após IVHI à 4 , sai.das do ti.po (a) só são for-neci.das
via verá.fi.cações ini.ci.ais . Nelas é vel'i.fi.cada se alg\m ci.r-cui.to de C
tan cor'da e são ver'ificadas as coruições da hi.pótese (+ ) . No caso de
algum ci.r-culto tez' cor-da, é fácil verque IHll + lvnl < lni'l+
ll?ll' l . Observe que a lüpótese (# ) só é apl i.cada no decora'el' da prova
a vérti.ces de H que têm grau menor que 3. Se o algoz'i.tino 2 se limo.-
tal' a verá.ficar a hi.pótese (# ) a esses vél'vices de H , taras que cada
vez que o obleti.vo (2b) é ati.ngi.do vi.a vepifi.cação da m.pótese (#)
l.Anl + lvnl g IH{'l + lvn'l . Ê 6bvi.o que quando se ati.nge o objeti-
vo (2c) taras tanbãn IAHI + llIHI < IAH'l + IWi'l . ResuniiUo: un
algori.t:m can essa otimização ou fornece sai.das do ti.po ( 1 ) au (2a),
ousai.dasdoti.p0(2b) e (2c) can l.AHI + I'wil $ 1.An'l + lvn'l
Essa desi.gualdade só pode não ser' está'ita quarta.o 114il < IWI' 1 , o que
não pode ocorl~el' inni.s do que n vezes. Portanto, no máxilnn an 2n + l
( o(n) ) cluimdas do alvor'i.tmo 1 , o alvor'i.tino 2 nos fornece um saída
do ti.po ( 1 ) au (2a) . can i.sso se melhor'a o taipa total par'a o(n3.m)



.A. pena. d.ce

Nesta par'te do tr'atalho estão as demonstrações de algumas propo-
si.Cães citadas no depor'per da di.sser'Cação. A pl'oposi.ção A.l é baseada
em I'esultados apr'esentados pol' Lovász em " Combi.natori.al pl'oblems and
exerci.ses" [L079], p]'i.ncipa]mente nos exel"cíci.os ÍO.16, 10.17 e ]O.18.
Em gel'al sabemos que qualquer grato G não tem mai.s do que vG cir-
cuitos disluntos, onde VG é a cal'finalidade mi.ni.ma de uma transver-
sal de ci.I'cui.tos. Na pr'oposi.ção A.l se pl'ova que todo gl'afo G tem
uma coleção com pelo menos I''rG/(3+21092(vG»l ci.r'cui.tos di.SJuntos
Esse resultado é de certa fol'ma semelhante ao de ET'dõs e Posa, ci.todo
no capa.tule 1, que estabelece que uma condição sufici.ente pal.'a um
gpafo G ter k ci.I'cui.tos di.SJuntos é VG 2 c.k.log(k) . A demons-
tração da pl'oposi.ção é essenci.aumente um algoz'itmo que a cada i.tel'anão
seleciona o menor ci.i'culto di.sponível. Já menti.amamos esse algori.tma
no capa.tule í.

A pt'oposi.ção A.2 const!'ói. pal'a cada natul'al q um gl'afo G tal
que vqG à 2 , mas G não tem doi.s ci.r'cui.tos di.SJuntos. A proposi.ção
A.3 apr'ementa um gr'afo que nãa tem 3 ci.rcuitos disluntos mas bati.afaz
'rq 2 3 , qualquer' que seja o valor" de q

A pi'oposi.ção A.4 estabelece que o PCODV é HP-Completo. A de-
monstr'anão da pl'oposi.ção é bati.camente a mesma usada pol' Gares e
Johnson em "Computers and lntractabi.lity" [GJ79, teorema 3.7,
pág. 68].

A proposi.ção A.5 mostra que o PCODV e o PCODA . são pi'oblemas
mutuamente redutível.s em tempo polinomial, provando i.ndi.r'etamente que
o PCODA é HP-Completo. AS idéi.as dessa demanstr'anão foram extr'amas
de [PR78} ande é feita uma demonstz'ação aná]aga.

Ei"dõs e Posa provam'am [EP62] que papa qualquer intei.I'o k 2 1
todo grato G com 'G 2 3, IVGI à 24K e IAGI à (2k-l).IVGI
- 2k2 + K + 1 , tem k ci.I'cui.tos disjuntor. Erdõs indaga [Er71] sobre
uma posei.vel expl'estão pal'a IAGI sem a vesti'ição ao númel'o de vérti.-
ces. A pl'oposi.ção A.6 z'esponde de forma bati.sfatói'i.a a esse comentá-
ri.o. obtendo-se IAGI 2 (2K-l).IVGI - 3(k2+k)/2 + 4 e IVGI à 3k
A pi'ova da pr'oposição depende do teorema 2.1 e de um teorema de Lnvász
Já ci.Lado [L065]. Dirac e Justesen [Di76] têm um I'esu]tado ai.nda
melhor': l.AGI à max {(3k-1).(3k-2)/2 + IVGI - 3k + 3,
(aK-t).IVGI - 2k2 + K + 1} , para 3k s IVGI < 24k

A pl'oposição A.7 é usada na base da i.adução da proposição A.6. O
resultado é menti.onado por Erdõs e Posa em [EP62] coma um tl'aba]ho não
publi.cada de Di.pac.
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P["'onosicão AJ: Em Lado grato G ta] que vG } í existem pelo menos
rvG/(3+21092(vG))l cii'editas di.sJuntos.

Pl"ova: Vamos fazer a prova pol' i.ndução em TG . Se
ção é tl'i.vialmente válida, poi.s r9/(3+21092(9»1

vG g 9 a pr'oposi.
l

Supondo vG > 9 , devemos i.nicialmente obter' a par'tir de G
gl''afo Ga ' Começamos com Ga = G l e repetimos as open''ações (i.)
(ii.) abri.xo até que ÓGa à 3 0u até 'Ga : 2

(i) Se Ga tem um vér'time v com gr'au

um
e

Ga = Ga - {v} ;
(i.i.) se Ga tem um vér'time

v2 os vi.zinhos de
uma az''esta ligando

g 1 , então faça

v . Faça Ga
vl a v2

V de grau 2 , então sejam vl
Ga ' {v} e acrescente em AGa

e

Com essas operações é fáci.l ver' que VGa = TG e a toda coleção
de ci.r'cui.tos di.sluntos em G col'l'esponde uma coleção de ci.r'cultos
disluntos em Ga l e vi.ce-versa. Resta poi.s pl'oval' que exi.atem pelo
menos I'vGa/(3+21092(VGa»l ci.r'cui.tos di.SJuntos em Ga

Se.B C um ci.l"cui.to de Ga de compr'imenso mini.mo. Se ÓGa à3então i.remos usam' usar' aqui. o seguinte !'esultado que se encontra no
li.vl'o de Lovász [L079, exei'cicio ]O.16]: em todo gi'afo G com ÓG ) 3,

TG 2 3/8 2'yG/2

Dessa expr'essão podemos deduzi.r que

'yGa g 3 + 21092(vGa)

Se ÓGa < 3 então 'Ga 2 e também vale a desi.gualdade aci.ma

Seja G' = Ga - VC . Claz'amente

TGa í vG' + 'Ga ,

TG' 2 'rGa - (3+21o92(vGa»
e pol'tanto

Como vGa > 9 temos 'rG' à 1 . Pol' outro lado vG' < 'rGa e podemos
apli.car a hi.pótese de indução e consider'ar que em G' temos uma cole-
ção de r'rG'/(3+21092(vG'»l cil'cui.tos di.sjuntos. A essa coleção
podemos acrescentei' o ci.rcuito C e obter em Ga uma coleção com
rvG'/(3+21092(VG'»l + l ci.I'cui.tos. Como

Ga

f'rG'/( 3+21092('rG' ) )l + l > f''rG'/( 3+21o92( 'rGa ) )l + l

r( 'rG '+3+21o92( 'rGa))/( 3+21092( 'rGa))l
> r'rGa/( 3+21o92( 'na ) )l

a pr'oposição está provada



35

PT'ooosicão A2: Papa todo int.eü'o positivo q existe um gpafo G que
não possui dois cir'Guie.os ai.SJunt.os mas sat.i.afaz vaG à 2

PT'ova: Se.B R uma I'oda com 4q + l véi'ti.ces. Vamos mosto'ar que R
satisfaz o z'equer'ido pela pr'oposição. E fáci.l ver que R não tem doi.s
ci.rcui.tos disjuntor. Sela q um i.nteil'o positivo qualquer". Seja vl
o cento'o da roda e v2, v3, ... , Vn os demais vértices de R , tai.s
que vi é adjacente a vj.+l , 2 g i$ n-l , e Vn é adjacente a
v2 . sela t uma q-tl"ansvez'sal qualquer de R . Sejam tl, t2, ... .
tn os valores da tpansver'sal nos vél''ti.ces vl, v2 «. , Vn, z'espec-
tivamente. como R - vl é um cil'cui.to, temos que t2 + t3 + ... + tn
z 1. $e tl : 1 , temos

tl + t2 + t3 + «. + tn 2 2.

e nada mai.s há a provar'. Vamos supor então que tl < 1 . Como vl
unido com dois vértices adjacentes de R - {vl} fol'ma um circui.to.
temos tl + tn + t2 2 1 e tl + tj. + ti+l Z l pal'a todo i en-tre 2 e n-l . Portanto

(tl+t2+t3) + (tl+t3+t4) + (tl+t4+t5) + + (tl+tn+t2)

(n-l).tÍ + 2(t2+t3+...+tn) 2 n 1 ,

4q.tl + 2(t2+t3+...+tn) } 4q

t2 + t3 + ... + tn 2 2q.(l-tí)
e

Como por hi.pótese tl < 1 l temos l tl à l/q e pol'tanto

t2 + t3 + ... + tn 2 2 l
o que encera'a a demonstração.

Proposição A.3: Seja G o gl'afo definido pelo seguinte diagr'ama

v'7 v'9

G não tem 3 cil''cuit.os dislunt.os mas TaG 2 3 par'a t.odo int.ei
l"'o posjt.ÍI'o q
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Prova; Ê fáci.l ver que G não tem 3 ci.i'cui.tos disluntos. Vamos mos
trai que 'rqG z 3 qualquer' que sela q

Seja t uma q-transversal qualquer de G
t9 , os valor'es da transversal nos vél'vices vl.
pecti.valente. sem pel'da de generalidade vamos supor

Sejam tl. t2, «. .

v2, «. , v9 , res'

t7 S t6 , t7 5 t9 e tl + t2 + t3 S t4 + t5 + t6

Como v7 e mai.s dois verti.ces quaisquer' em
um cii''cuj.to, teremos;

{vl,v2,v3} definem

tl + t2 + t7 > 1 , tÍ + t3 + t7 à l t2 + t3 + t7 à

e pol"tanto

lias
2(tl+t2+t3) +, 3t7 2 3

(tÍ+t2+t3) + (t4+t5+t6) + t7 + t8 + t9

à 2(tl+t2+t3) + 3t7 à 3

Po!'tanto, toda q-tz'ansvel'sal tem tamanho 2 3.

Proposição A4: O PCODV - problema de encontram'' uma coleção de cil''-
cultos QFx6Ht.&dQS aísjuncos nos vêl"vices - é RP-Completo.

Pz'ova: O PCODV cei'temente está em BP: em tempo li.mi.Lado pol' um poli.no-
me.o que é função dos dados de ente'ada. podemos vel'i.fi.cal' se qualquer
coleção dada é consta.tui.da de k ci.rcui.tos disluntas. Resta most!'ar
que um pr'oblema XP-.Completo é r'edutível ao PCODV

Iremcu transformam' o segui.nte pl'oblema, que é rabi.lamente HP-com
preto [GJ79, pr'ob]ema SP2], no PCODV:

Dado um conjunt.c} fi.nxt.o X , com IXI = 3q , e uma coleção b de
subconlunt.os de 3 eiement.os de X , deseja-se saber se S contem
uma subcoleção S ta3 qüe todo elemento de x ocos'pe em exata-
mente um elemento de S

Dados X e S podemos construir' um grato G deílini.do pelas re-
gras: cada elemento de X é um vér'ti.ce em VG ; além disso, para cada
{xiP yi, zj.} em S , G tem 9 novos vér'tices e 18 novas arestas,
conforme diagrama abri.xo;
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vj.3 vj.9

Nãa há li.gabão ente'e os subgz'aros col'z'espondentes a di.fel'entes
elementos de S . a não ser através de X . Observe que

IVGI IXI + 91bl 3q + 91SI 3(q+31SI)

Seja k = q + 31SI . Quem'emos mostrar que existe uma coleção
b' confol'me desci'i.to no pl'oblema aci.ma se e só se o PCODV com
entrada G e K ti.vel' uma solução post.ti.va.

se S contem a tal coleção S ' = {sl! S2, ... , sq}, então po-demos defina.I' em G uma coleção de cir'cui.tos C . de acorda com
(a) para cada Sj. = {xj., yj., zi} em b' faça coi'responder os 4

circui.tos or'i.estados defi.ni.dos par

(xj.- vil- vj.2), (yj., vj.4, vi5),

(zj., vi7, vi8) e (vj.3, vj.6, vi9)
(b) para cada Si = {xj., yj., zj.}

3 cil'cui.tos defi.ni.das pop
em b S' faça coi'responder

os

(vj.Í, vj.2, vj.3), (vi4, vj.5, vj.6) e (vi7, vj.8, vi9)

C é uma coleção de ci.rcui.tos disluntos de cardo.nali.date
4q + 3(1Sl-q) = K , conforme pequei'ido.

Regi.pr'ocamente, sela C uma coleção de ci.!'cultos disluntos de
car'di.nali.date K . como IVGI = 3k e G não tem a!'estas mülti.pias.
cada ci.rcui.to de C tem tamanho 3 e todas os vérti.ces de G
estão em VC . Vamos defi.ni.r S' como a coleção dos conjuntos
Sj. = {xi. yj.- zi} E S tai.s que (xj., vj.Í, vj.2) sela um conjunto de
vértices de algum ci.I'Guita de C . coma vc : VG , é claro que
ub' = X . Resta mostrar' que cada elemento de X está no maxi.mo em um
conjunta de b' . Note que a construção de G nos permi.te afi.amar que
(xi, vj.l, vj.2) é um conjunto de verti.ces de algum ci.r'cui.to de C se
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e somente se (yj., vj.4, vi5) , (zi, vj.7. vj.8) e (vi3, vj.6. vj.9)
também são conjuntos de véz'vices de ci.r'cui.tos de C . Com isso é fáci.l
vel' que se um elemento de X apal"'ece em mai.s de um conjunto de S' ,
exi.stem dois ci.I'cultos dista.nãos em C que têm um vértice em comum.
Como isso não acontece, S' satisfaz o requer'ido pelo problema.

Pal"a tel'minam' a demonstração é necessário observar' que o gr'afo G
é consta'uído fao.Imente em tempo limo.Lado pol' um polinómi.o em
lsl + lxl

P[.'ooosxcão A.5: O PCODV é ]''edut]ve! em tempo po]inomia] ao PCODA ,
e VJae-Versa.

Pz'oya: Suponha que se tenha um algopitmo para !"esolver o PCODA . Seja
G um gr'afo no qual se deseja I'esolvel' o PCODV . Consta'ua um gr'afo G'
conforme as segui.ntes i'egi'as:

(a) pai'a cada v em VG faça coz'l'espondez' em VG' dois vérti-
ces di.sti.ntos vl e v'' com uma al''esta em AGi saindo de vi e
ente''ando em v'i

(b) a cada az'esta a do g!'afo G , com a saindo de um véi'time
v e ente"ando em um vértice w , faça col"r'espondel'' uma ai'esta ãt em
A(G') , com a' sai.ndo de v'' e ente'ando em w'

}

vl v2 v3 vl'' v2'' v3''

v4' v5' v5' v7'
Q'afo G tQ"afo G

A cada cir'cui.to de G corresponde natui'aumente um üni.co ci.rcui.to
em G' e vice-ver'sa. Observe que:

(i.) se doi.s cil'cui.tos são di.sJuntos nos véi'vices em G , então
os ci.pcui.tos cora'espondentes em G' são disluntos nas al'estas;

(i.i.) se dois ci.rcui.tos são di.SJuntos nas ai'estas em G' , então
as ci.rcui.tos correspondentes em G são di.sjuntos nos vér'vices.

Conclui.-se que pal'a I'esolver o PCODV sob!'e G basta I'esolver o
PCODA em G'
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G um gpafo paz'a o qual se pese.Ja r'esolvez' o PCODA
t:o G' conforme as seguintes I'egr'as:

(a) pai'a cada v em VG faça cor'r'espondep i' + s verti.ces di.s-
ti.nãos em VG' , onde r é o número de arestas entrando em v e s
o númer'o de ai''estas saj.ndo. Faça esses ]'' + s vértices foi''mai''em em
G' um subgrafo bi.parti.do completo. com i' véz'ti.ces em um dos lados e
s véz'ti.ces no outro. Nesse surgi'afo de G' todas as arestas são
dirá.gi.das dos ]' vél'tices aos s vérti.ces;

D) pal'a as r arestas que ente'am em v , devem col'l'esponder i'
a['estas em AG' , cada uma ente'ando em um dos ]' vér'ti.ces construídos
em (a). Papa cada uma das s al'estas sai.ndo de v , devem coz'respon-
der s ar'estas em AG' , cada uma delas sai.ndo de um dos s vér'ti.ces
consta'ui.dos em (a).

Suponln agoz'a que temos um algoz'i.tmo que r'esolva o PcoDV . Seja
Construa um gra-

U'afo G Q:'afo G l

Ver'i.fi.que que:
(i.) a cada ci.z'culto de G cor'l'esponde um úni.co ci.rcui.to de

G'
(ii.) a cada ci.rcui.to de G' co!'z'esponde pelo menos um ci.I'culto

(i.ii.) se dois ci.i'cui.tos são di.sluntos nas arestas em G , então
os circui.tos cor'l'espondentes em G' são disluntos nos vérti.ces,

(iv) se dois cii'cui.tos são di.sJuntos nos vértices em G' , então
os ci.rcui.tos correspondentes em G são disJuntos nas al'estas.

Conclui.-se que para I'esolver o PCODA em G basta resolvem' o
PcoDV em G'

G )
GI

de

Ê necessári.o observar'' ai.nda que nos dois casos o gr'afo G'
sei' construí.do em tempo T»linomi.al a pa3'ti.r do grato G

pode



40

PI''oposição A.6: PaJ'a qualquer' inteiJ'o X ) 1 . todo gl'afo G tal que
yG à 3 , IVGI à 3k e IAGI Z (2k-l)IVGl- 3k.(R+í)/2 + 4
tem k cii'cultos disjuntor.

Prova: Vamos fazer' a prova por indução em k . Para k : l a pr'oposi-
ção é facilmente vel'ificável. Par'a k : 2 temos que IAGI 2 31VGI
- 5 , e portanto a proposi.ção A.7 abas.xo nos gai'ante a exi.stênci.a de
doi.s cix'cultos di.s.juntos em G

Vamos então verá.ficar' a pl'oposição para k }3
caso 1; ÓG à 2k

Podemos então usam' o teorema 2.1 que gar'ante que G tem k ci.I'
cui.tos di.sjuntos.

Caso 2: Exi.ste v em VG tal que gG(v) < 2k
um tpi.ângulo C tal que v € VC

Adefnai.s exi.ste em G

Então no máximo 2k - 3 vér'ti.ces de VG - VC podem sel' adjacen-
tes si.multaneamente aos 3 vél'ti.ces de C , pois v é adjacente a no
maxi.m0 2k - 3 vél.'vices fol'a de VC . Os demais vérti.ces de G podem
ser ad.jacentes a no máximo doi.s véz'ti.ces de C . Resulta que

IA(VC , VG-VC)l g 3(2k-3) + 2(IVG1-2k) É 2(IVGl+k) 9

Seja G' : G - VC . Como
VG = VG' u VC , temos

AG' AG - (AC u A(VC . VG-VC» e

IAC ' 1 > IAG1 - (3 + 2( 1VGl+k) - 9)

2 ( 2K- l ) . IVG l 31{.(k+1)/2 + 4 - (2( lvCl+K) - 6)

( 2(k-Í )-l ). ( lv0: i+ 3 ) 3k. (k+1 )/2 - 2k + ÍO

(2(k-l)-í). lvC' 1- 3k.(k+1)/2 + 4k + l

(2(K-l)-l). IVG' 1- 3(k-1).}</2 - 3k + 4k + l

Z(a(K-í)-i).IVC'l- S(K-í)-lVa +4

e portanto. pela hi.pótese de i.ndução, G' tem k - l ci.rcui.tos di.s-
juntos. Acrescentando-se a essa coleção o ci.I'cui.to C , optem-se uma
coleção de k ci.z'cui.tos disjuntor em G

Caso 3: Exi.ste v em VG tal que gG(v) < 2k , porém não exi.ste em
um ti'iângulo C tal que v € VG

G

Pol'tanto todos os vi.zi.nãos de v são não adjacentes. Neste caso,
confol'me demonstrado mai.s amai.xo, podemos garanti.!' que IVGI > 3k

Sejam vl, v2, ... , vr os vi.zi.r.hos de v em G . Seja G' o
gz'afo G - {v} , onde se acrescentam arestas li.Bando vl a todos os
vértices de {v2, v3, ... , vr} . Pela observação ini.ci.al temos que
não exi.saem arestas múlti.pias em G' , gaz'anui.ndo 'G' 2 3 . Note que
IVGI = IVG'l + l eIAGI = IAG'l+ í. Então
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IAa' 1 2 ( 2k-i ) lvGI 3k.(k+1 )/2 + 4 - 1 ,

(2k-Í). lvC'1 - 3k.(k+1)/2 + 3 + 2k - l

à (2k-l ). lvC' 1 - 3k. (k+1 )/2 + 4

A todo circui.to C' em G' cor'r'esponde um circui.to C em G .
tal que VC' ç VC e poi'tanto a uma coleção de ci.r'cui.tos di.sluntos em
G' cor'responde uma coleção de cir'cui.tos di.SJuntos em G . com i.sso
podemos voltar' a fazei' as ver'i.fi.cações sugel'i.das pela pr'oposi.ção, mas
agora com G = G' . Após um nümel'o li.citado de ocorl'ências sucessivas
deste caso vamos obter' o caso l ou 2 e poz'tanto o fim da piava.

Resta mastr'al' que em um gi'afo com

IVGI = 3K e IAal à (2k-l).lvGI - 3K.(k+l)P/2 + 4,

par'a todo v em VG tal que
passa pop v

gG(v) < 2k existe um tz'iângulo que

Seja X o conjunto de vérti.ces de G adjacentes a v . Sela
Y = VG - (X u {v}) , x = IXI e y = IYI. Vamos mosto'ap que
IA(X , X)1 2 1 e que pol'tanto exi.ste um tr'i.ângulo que usa v . Como
IAGI = IA(v,X)l +.IA(X,X)l + IA(X,Y)l + IA(Y,Y)l e
IAGI 2 (2k-l).IVGI - 3k.(k+í)/2 + 4 = 9k.(k-1)/2 + 4 temos que

x + IA(X , X)l + x.y + y.(y-1)/2 à 9k.(k-1)/2 + 4

Substi.tui.ndo x = 3k - y - í obtemos

IA(X , X)1 2 y2/2 - (3k-5/2).y + 9R.(k-1)/2

O valor' mínima na expressão à di.i'ei.ta da desi.gualdade aci.ma ocorre
quando y = 3k - 5/2 . Como y é i.ntei.ro, devemos ter o mini.mo em
y : 3k -2 0u y = 3k-3 . Po!'amem ambosos casostel'emosque
IA(X , X)1 2 2 , o que encera'a a demonstl'ação.

Paz'a completar a pi'ova da ppoposi.ção A.6 é premi.se mostrar o se
gui.nte;

PpoPasiÇão A.7.
IAG1 } 31VGI

Todo gr'afo G tal que 'G ) 3 ,
5 t.em 2 cil'Guitas di.sluntos.

IVGI } 6 e

Prova: A pr'ova será feita por i.adução em IVGI
Para IVGI = 6 , temos IAGI 2 13 . Como gG(v) g 5 pal'a todo v

em VG , é fáci.l ver que ÓG 2 3 . Usando então a cal"acterização de
gi'aros que não têm doi.s ci.r'cui.tos di.SJuntos, apresentada no capa.-
tule 1, podemos conclui.r (pelo número de al'estas de G), que G tem
doi.s ci.r'cui.tos di.SJuntos.

Vamos supal.' agora que IVGl> 6

Caso l;gG(v)2 3 par'a todo v em VG
Novamente podemos usar a cai'acteri.zação do capítulo l papa con

aluir que em G exi.atem doi.s ci.rcui.tos disjuntor.
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caso 2;gG(v)< 3 para algum v em VG

subcas0 2.1: gG(v) ; 2 e os vizinhos de v são adjacentes.
Seja C o tl'i.ângulo de G que passa pop v . Seja G' : G

Note que
vc

IAG'1 2 1AG1 -3-21\lG-VCI 2 31VGI 5 - 3 - 2( IVG1-3)

IVG1 - 2 I'VG' 1 + Í

e poi'tanto G' tem um cil'cui.to, que acl'escentado a c nos fol'nele
doi.s cil'cultos di.SJuntos em G

subcas0 2.2; os vizinhos de v em VG não são adjacentes.
Seja G' = G - {v} . Se gG(v) = 2 , acl'escente a AG' uma

aresta ligando os vizinhos de v . En qualquer caso temos que

IAa'1 2 IAGI 1 2 31VGI 5 - 1 2 3(IVG'1+1) - 6 2 31VG'1 - 5

e portanto, pol" hi.pótese de indução, G' tem dois ci.rcui.tos disJun
tos. A esses ci.r'cultos correspondem naturalmente doi.s ci.rcui.tos di.s
Juntos em G
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