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Resumo

Este trabalho é motivado pelo seguinte problema: construir um
algoritmo eficiente que ao receber um grafo G e um nimero natural K
devolva uma colecdo de K circuitos dois a dois disjuntos nos vérti-
ces ou alguma evidéncia de que nao existe uma tal colegdo.

O problema de decidir se um grafo tem K circuitos disjuntos &
NP-Ccarpleto, a exemplo do que ocorre cuam oS problemas anidlogos para
circuitos orientados.

Apresentamos algumas condigoes suficientes e outras necessarias
Para que um grafo tenha K circuitos disjuntos. Demonstramos em
seguida que para K 2 4 , todo grafo simples coan namero de vértices
2 4K e grauminimo 2 2Kk - 1 tem K circuitos disjuntos nos vérti-
ces, a menos que tenha uma 2-transversal de tamanho < K . (Esta é uma
extensao do teorema de Corradi e Hajnal [CH63) que resolve o problema
quando © grau minimo do grafo é 2 2k .) A demonstragdo do teorema
induz um algoritmo, cujo tempo de execugdo é O(n®-m) , onde n é o
mmero de vértices e m o nimero de arestas do grafo.

Abstract

This thesis is motivated by the problem of devising an efficient
algorithm which, given a graph G and a mumber K , would produce K
pairwise vertex-disjoint circuits in G or sane evidence that such a
collection does not exist.

The problem of deciding if a graph has K disjoint circuits is
NP-Carplete, just as the analogous problems for directed graphs.

We discuss same sufficient conditions, as well as same necessary
conditions, for the existence of K disjoint circuits in a graph. We
then show that for K 2 4 every simple graph with 2> 4K vertices
and minimum degree 2 2Kk - { has K vertex-disjoint circuits or a
2-transversal of size < K . (This is an extension of a theorem by
Corradi and Hajnal [CH63) that considered graphs with minimum degree
2 2k .) The proof of our theorem induces an algorithm whise running
time is O(m3-m) , where n is the number of vertices .nd m the
number of edges of the graph.
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Capritulo 1

O problema

A motivacaoc central desta dissertacio é o seguinte:

Problema dos Circuitos Disjuntos nos Vértices (PCDV): Dado um mimero
inteiro K e um grafo G , encontrar K circuitos disjuntos nos
vértices em G ou alguma evidéncia de que nao existem os K
circuitos.

Mais especificamente, 0 gue se deseja &€ um algoritmo eficiente
qgue resolva 0 PCDV para todo K e todo G.

Exemplo: Sera que no grafo abaixo existem trés circuitos disjun-
tos nos vértices? Uma verificagao cuidadosa nos mostra que a resposta
é negativa.

A VA —
7/ "
IA‘&‘
i A/i' .

Vamos descrever aqui os conceitos usados no enunciado do PCDV .,
Um grafo consiste de um conjunto finito de vértices e outro conjunto
de arestas, cada aresta sendo associada a um par nao ordenado de vér-
tices. O conjunto de vértices e arestas de um grafo G serao denota-
dos por VG e AG , respectivamente.

Um circui.0 é um passeio que nao tem vértices repetidos, exceto
O Primeiro e ¢ ultimo, que coincidem, Um passeio em um grafo G é
uma sequéncia alternada de vértices e arestas, (vg, 8y Vg o, @n,
Vp) , tal que a; = vy 4v; Ppara todo i entre 1 e n.Se P é um
passeio, VP e AP denotarao, respectivamente, o conjunto de vérti-



ces e arestas de P . O comprimento de um circuito C é a cardina-
lidade de VC , A cintura de um grafo G, YG, é o comprimento do
menor circuito de G . Se G nao tem circuitos, entdo YG = 400 , DOiS
circuitos C e D sdo disjuntos nos vértices se VC N VD = @ . Dire-
mos que K circuitos sdo disjuntos se forem dois a dois disjuntos nos
vértices,

O grau de um vértice v em um grafo G, gg(v) , € 0 namero
de arestas de G incidentes em v .O grau minimo de um grafo G,
G , € 0 namero min {gg(v) : v € VG} .

Podemos adiantar que a solucio geral do PCDV é apenas uma meta
desejavel que, como veremos, dificilmente sera alcan¢ada. Este traba-
lho resolve o PCDV gquando K 2 4, |VGl 2 4k, YG 2 3 e
8G 2 2K - 1. Esse é o resultado principal desta dissertagdo, a ser
apresentado no capitulo 3.

]

Uma variante do PCDV é a seguinte: dado um grafo G, determinar
uma colecao maxima de circuitos disjuntos de G . Essa formulac¢do nio
altera em muito a dificuldade do problema. Se tivermos um algoritmo
que resolva eficientemente o PCDV, basta aplicar o algoritmo aos casos
K=1, K=2,etc,. Em no maximo |VG] + 1 passos obteriamos uma
resposta negativa, A Gltima resposta positiva corresponde entido a uma
colegao maxima de circuitos disjuntos. Reciprocamente, se soubermos
encontrar uma colecao maxima de circuitos disjuntos, ficaremos sabendo
qual a resposta do PCDV para gqualquer valor de K.,

O PCDV tem solugao facil no caso K = {: o problema se resume
em verificar se um grafo tem ou ndo circuitos. Para K =2 o PCDV
Ja é um pouco mais complicado, tendo sido resolvido em 1965 por LovAsz
[LoBB). Para apresentar esse resultado é necessario definir o que é
uma roda. Uma roda é um grafo R que tem um vértice v tal que
R - {v} consiste de um circuito e cada vértice de R - {v} &
adjacente a v . Numa versiao simplificada o resultado é o seguinte:

Todo grafo G com YG 23 e 6G 2 3 tem dois circuitos disjun-
tos nos vértices, exceto se G & uma roda ou é subgrafo de um
dos grafos abaixo.

VG| - 3
vértices
Kg 3 vértices

Para o caso K = 3 ainda nio se conhece algoritmo eficiente que
resolva o problema e tampouco se conhece uma caracterizac¢io dos grafos
que nao tém 3 circuitos disjuntos.



Duas tentativas inocentes

de scoclugcsico do PCDWV

Para resolver o PCDV sobre um dado grafo G, poderiamos tentar
construir uma colegao de circuitos aleatoriamente, escolhendo um cir-
cuito, depois outro disjunto do primeiro, etc, Este algoritmo guloso
pode, entretanto, produzir uma cole¢io arbitrariamente menor do que a
maxima. Por exemplo, se 0 primeiro circuito escolhido no grafo abaixo
for aquele definido pela seqiéncia (4, 2, .. , 7, 8), seremos forga-
dos a escolher em seguida o circuito definido por (9, 10, .. , 24).
Ndo ha outro circuito disjunto destes dois. No entanto, o grafo tem 8
circuitos disjuntos.

Numa segunda tentativa de solugdo do PCDV pode parecer interes-
sante escolher © menor circuito disponivel a cada passo. O exemplo
abaixo mostra que também esta estratégia nio resolve o problema. O
Primeiro circuito a ser escolhido pode ser (4, 2, 3); o segundo (4, 7,
10). Obtemos dois circuitos. No entanto existem trés circuitos disjun-
tos.
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Embora nao resolvendo o PCDV , o método exposto acima pode ser
atil para deduzir condig¢goes suficientes para um grafo ter K circui-
tos disjuntos: é 0 que veremos na préxima se¢ido, em parte do capitulo
2 e na proposi¢ao A4 do apéndice,

Algumas condigdes suficientes

Para a existéncia de K circuitos

Vamos examinar algumas condig¢gdes suficientes para a existéncia de
K circuitos disjuntos em um grafo. As proposi¢des abaixo, inspiradas
no trabalho de Erdoés e Pésa [EP62), ddo uma seqiiéncia de condigdes so-
bre a cintura e o namero de arestas do grafo; & medida que a restrigcio
sobre a cintura é relaxada, as condigdes sobre o numero de arestas se
tornam mais restritivas. HNo inicio do capitulo 2 veremos algumas con-
digdes analogas sobre o par de parametros Y, é . A prova das valida-
des das condigdes é interessante pois antecipa algumas das construgdes
e raciocinios a serem usados nos capitulos 2 e 3.

Precisaremos de algumas convengdes de notagio. Dado um grafo G
e subconjuntos X e Y de VG, AX,Y) é o conjunto das arestas
de G comuma pontaem X eoutraem Y .Dados G e X, G-X &
0 subgrafo gerado pelos vértices de VG - X .

Proposicdo 1.4: Para qualquer inteiro K 2 {, todo grafo G tal que
¥YG 25 ,IVGl 21 e |AG] 2 K.|IVG/ tem K circuitos disjun-
tos.

Prova (por indu¢do em K) Para K =1 a proposi¢do é facilmente ve-
rificavel: como se sabe, se |AG| 2 |VGl, entdo G tem circuitos.
Vamos entao verificar a proposi¢iao para um K 2 2 .

Seja C um circuito de comprimento minimo de G . Seja
G'=G-VC. Como |[VC| 2 5, para todo v em VG - VC vale
|IA(v , VC) £ {1, pois em caso contréario VC vU {v} inclui o conjunto
de vértices de um circuito de comprimento menor do que o de C . Temos
entiao

IAG'] = [|AG] - |A(VC , VG-VC)| - |AC|
2 |AG] - IVG—VC‘I - IVCI = |AG| - VG|
2 K IVG| - VG| = (K-1)-IVG]|
2 (kK-1)-|VG'|

e portanto, pela hipétese de indugido, G' tem K-1 circuitos disjun-
tos. Acrescentando-se C a esses circuitos obtem-se K circuitos
disjuntos em G .



Proposicao 1.2: Para qualquer inteiro K 2 {1, todo grafo G tal que
YG 2 5, [VG] 2 5K e JAG|] 2 K- |IVG|] - 5K (K-1)/Z tem K
circuitos disjuntos.

Prova: Seja Gy = G. Para i = 2, 3, .., r, r+, seja Cj_q um cir-
cuito de comprimento minimo em G;_4 € seja G; o grafo Gj_q - Cj—q .
Repita a operacao enquanto G; tiver circuitos, Obtem-se dessa forma
r circuitos disjuntos em G . Queremos mostrar que r 2 K.,
Da mesma forma que na Proposi¢io anterior vale que |AG;4ql
2 |AGjl - IVGjl e portanto
IAGjl S IVGjl + JAGj4ql , 1 € i & v .,
[AGy| £ IVGql + |AGpl S IVGy] + VG| + |AG3l S ...
S O IVGyl + [VGal + IVG3l + ... + VG| + |AGp,q|
Como YG; 2 5, temos |VGjuql € IVGjl -5 para i £ i ¢ r. Resulta
que
[AG{] < IVGql + (IVGqI-5) + (IVGq|-10) + ... + (IVGq|-5r)
€ (r+1)-IVGy|] - Br-(r+1)/2

Como |AGyl 2 KIVGy - BK-(k-1)/2 , temos K.IVGy - BK-(k-1)/2
< (r+1)VGy - Br(r+l)/2 , donde

5(K+r)-(r-K+1)/2 < (r-K+1)-IVGql .
~Concluimos quer -K+1#0. Ser-K+1 < 0, temos
S5(k+r)/2 > |IVGy = |VG] 2 BK,
e portanto r > K, 0 que é inconsistente pois se r > K entio

r-K+1>0. Portanto temos r -K +1 > 0, ou seja, r 2 kK,
como queriamos demonstrar,

Proposicao 1.3 [EP62]): Para qualquer inteiro K 2 1 ,todo grafo G
tal que yG 2 4, |VG] 2 4K e JAG] 2 (2K-1)|VG| - 4K-(K-1)
tem K circuitos disjuntos.

Prova (por indug¢do em K) Para K =1 a proposi¢iao é facilmente ve-
rificavel. Vamos entao verificar a proposi¢ao para um K 2 2 .
Suponha que YG > 4 , Como [VG| 2 4K , temos

IAG] 2 (2K-1)IVG] - 4K«(kK-1) 2 K.|VG|,

€ a-pProposicao 1.1 garante a existéncia de K circuitos disjuntos em
G .
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Supondo agora gque YG = 4 , seja C um circuito de G. de com-
primento 4 ., Seja G' = G - VC . Note que como C ¢é minimo e
IVC| = 4 , para todo v em VG - VC vale |A(v, VC) € 2, pois em
caso contrario VC U {v} inclui o conjunto de vértices de um circuito
de comprimento menor do que o de C . Como J|AG' = JAG]
- |A(VC , VG-VC) - |AC| , temos

IAG'| 2 |AG| - 2IVG-VC| - [VC| = |AG| - 2|VG]| + 4
2 (2k-1)-1VG] - 4K-(K-1) - 2IVG| + 4
2 (2(K-1)-1)-(IVG'|+4) - 4K.(k-1) + 4
2 (2(k-1)-1)-IVG'| - &(k-1)-(k-2)
e portanto, pela hipétese de indugdo, G' tem K -1 circuitos dis-

Juntos. Acrescentando-se C a esses circuitos obtem-se K circuitos
disjuntos em G .

Proposicio 1.4: Para qualquer inteiro K 2 1, todo grafo G tal que
G 2 3, |VG] 2 4K e |AG|] 2 (3K-2)|VG| - 9K-(K-1)/€ tem K
circuitos disjuntos.

Prova (por inducido em K) Para K =1 a proposi¢ao & facilmente ve-
rificavel. Vamos entao verificar a proposi¢ao para um K 2 2.
Suponha que yG > 3 . Como [VG| 2 4K temos

[AG] 2 (3K-2)-|VG] - 9K-(K-1)/2
2 (2K-1)-IVG| - 4K-(K-1) ,

e a proposicac (.3 garante a existéncia de K circuitos disjuntos em
G .

Supondo agora que YG = 3, seja C um circuito de G de com-
primento 3. Seja G'= G - VC. Para todo v em VG - VC vale
|A(v , VC) € 3, pois |VC| = 3 . Temos entao

|AG" | |IAG] - |A(VC , VG-VC)| - |AC|
2 |AG| - 3|VG-VC| - [VC| = |AG] - 3|VG| + 6
2 (3K-2)- VG| - 9K-(Kk-1)/2 - 3IVG| + 6
2 (3(k-1)-2)-( IVG'I‘+3) - 9K-(k-1)/2 + 6
2 (3(k-1)-2)-IVG'] - 9(k-1)-(kK-2)/2
e portanto, pela hipétese de inducdao G' tem K -1 circuitos dis-

Juntos. Acrescentando-se C a esses circuitos obtem-se K circuitos
disjuntos em G .



Os resultados obtidos acima possivelmente n3io sio os melhores
possiveis, com exceg¢ido da proposi¢do 1.3: um grafo bipartido completo
com 2K -1 vértices de um "lado" tem (2K-1)|JVGl - 4K.(k-1) - 1
arestas e ndao tem K circuitos disjuntos.

Erdés e Pésa [EP62), numa versio analoga A proposi¢io 1.4, provam
que todo grafo G com YG 2 3, |VG| 2 24K e |AG] 2 (2K-1)|V@G|
-2kZ2 + K +1 tem K circuitos disjuntos. HNo apéndice (proposi¢iao
A6) mostramos, usando o teorema do capitulo 2 e a caracterizacio de
Lovasz do caso K = 2 do PCDV, que todo grafo com G > 3,
IVG] 2 3K e |AGl 2 (2K-1)|VG| - 3(K3+K)/a + 4 tem K circuitos
disjuntos.

Nas proposigdées 1.2 a 1.4 e no resultado de Erdés aparecem
restrigdes inferiores ao namero de vértices do grafo. Este é um preco
que é necessario pagar para se relaxar outras restrigdes., A restrit’;&o
basica é muito natural: todo grafo G que tenha K circuitos
disjuntos precisa necessariamente ter |[VG| 2 K-yG . Mas h& restrigdes
mais severas, como é o caso da que aparece na proposicio 1.4 e no
resultado de Erdés. Restricées semelhantes no numero de vértices vio
aparecer no teorema do capitulo 3.

existéncia de K <circuitos:

O conceitdo de transversal

Queremos condigdes necessarias para a existéncia de K circuitos
disjuntos em um grafo, buscando assim uma caracterizacgio eficiente da
solugdo negativa do PCDV . Em jargao de Teoria de Complexidade a per-
gunta é& o PCDV esta em co-NHP ?

Vamos fazer um paralelo com ¢ conhecido problema do fluxo maximo
(Menger, 1927). Dado um grafo G , subconjuntos X e Y de VG, e
um natural K , encontrar K passeios dois a dois disjuntos nos vér-
tices, ligando X a Y . A condig¢do necessaria (e também suficiente)
para a existéncia dos K passeios é dada em termos de transversais de
passeios, também conhecidas como cortes de vértices: o problema tem
solucdo se e s6 se todo corte que separa X de Y tem pelo menos K
vértices.

A defini¢ao natural de transversal no caso do PCDV ¢ a seguin-
te: uma transversal de circuitos em um grafo G é um conjunt. T de
vértices tal que |T Nn VC|l 2{ para qualquer circuito C de G . Se-
gue-se que uma condigao necessaria para a existéncia de K circuitos
disjuntos é que |T| 2 K para toda transversal T . Neste ponto é
conveniente introduzir a seguinte definic¢do: para todo grafo G, TG
é a cardinalidade da menor transversal de circuitos de G . A condic¢io
necessaria pode agora ser expressa assim: TG 2 K .



Observe que uma transversal é computacionalmente bem caracteriza-
da: é facil construir um algoritmo polinomial que decide se um dado
conjunto de vértices de um grafo é uma transversal de circuitos. Por-
tanto, se a condigao necessaria acima fosse também suficiente, o PCDV
estaria em c¢co-HP .,

Infelizmente a condicao TG 2 K nao é suficiente, como pode ser
constatado pelo seguinte exemplo, onde ¢ grafo nio tem 2 circuitos
disjuntos mas TG = 2 :

Erdos e Pésa [EP65) mostram, entretanto, gque

existe um nimero positivo ¢ tal que todo grafo G com
TG 2 c-K-log(K) tem K circuitos disjuntos.

Erdos e Pésa mostram mais: existe um namero positivo d tal que
para todo K existe um grafo G sem K circuitos disjuntos tal que
TG 2 d-K-10g(K) .

Talvez a seguinte generalizacao do conceito de transversal ajude
no tratamento do PCDV . Seja t uma funcao definida nos vértices de
um grafo G, com imagem em {0, i/q, 2/4, .., 4/4d}, onde g é um
namero inteiro positivo., Se para todo circuito C de G a soma dos
valores de t nos vértices de C ¢é maior ou igual a 1, dizemos que
t é uma g-transversal de circuitos de G. O tamanho da g-trans-
versal é a soma dos valores de t para todos os vértices de G . Fi-
Xados g e G, denotaremos por ‘TqG 0 tamanho de qualquer g-trans-
versal de tamanho minimo.

Todo grafo G c¢om cintura vy tem uma y-transversal é6bvia de
tamanho |VG|/yY : trata-se da transversal que atribui valor 1/y a
cada vértice de G . Observe ainda que T(G = TG e TqG £ TG para
todo g 21 . Observamos, finalmente, que uma g-transversal é bem
caracterizada computacionalmente: existe um algoritmo polinomial que
decide se uma dada func¢do t é ou nao uma g-transversal.

O conceito de g-transversal permite explicar, por exemplo, porque
0 grafo da figura anterior nao contém 2 circuitos disjuntos: a
2-transversal Jue associa aos vértices {, 2 e 3 o valor /2 e aos
demais vértices o valor 0 tem tamanho 4,5 ; como 1,5 < 2, o grafo
nao pode ter dois circuitos disjuntos. Esta observacido sera generali-
zada no paragrafo seguinte.



Se um grafo G tem uma g-transversal de tamanho menor que K ,
entao G ndo tem K circuitos disjuntos. Isso porque todo circuito
de G "gasta" pelo menos uma unidade de 'qu . Portanto, para todo
q, a condicao 'qu 2 K é necessaria para a existéncia de K circui-
tos disjuntos em G .

Sera que existe q tal que a condig¢do Tq 2 K também é sufi-
ciente? A proposi¢ac A.2 do apéndice mostra uma familia de grafos (as
rodas) onde isto ndo é verdade. A proposi¢ao A.3 mostra mais ainda: um
grafo que ndo tem 3 circuitos disjuntos mas satisfaz 'qu 2 3 para
qualqguer g .

Entretanto, para qualquer K 2 4, em todo grafo G com
yG 23, 6G 22K -1 e |VGl 2 4K, a condigdo TpG 2 K & sufi-
ciente para a existéncia de K circuitos. Este é o resultado central
da dissertac¢do, que veremos no capitulo 3.

Complexidade computacional

E imediato constatar que um algoritmo que resolva o PCDV resol-
ve também © problema abaixo.

Particdo em triidngulos: Dado um grafo G e um inteiro q tais que
IVG| = 3q , decidir se G contém q circuitos disjuntos nos
vértices, sendo que cada circuito tem comprimento 3.

Conforme Garey e Johnson [GJT9, problema GTii), este problema é
NP-Completo. Portanto, o PCDV (ou melhor, o problema de decisdo cor-
respondente ao PCDV ), que claramente est4 em NP, também é NP-Com-
pleto.

Qual seria a complexidade do PCDV se considerassemos K como
um dado fixo? Mais precisamente, teriamos o seguinte PCDVK : dado um
grafo G, decidir se G tem K circuitos disjuntos nos vértices.
Podemos afirmar que o PCDVK estd em P .E O que veremos a seguir.

Robertson e Seymour resolveram recentemente, numa série de arti-
gos [RS86), 0 seguinte problema:

Dado um grafo G e K pares de seus vértices, (spty) (sptp)
w oy (Spty), determinar se existem passeios Py, Pp, w. , Py ,
dois a dois disjuntos nos vértices, cada P; ligando s; a
tl' .

Robertson e Seymour afirmam que resolvem esse problema através de
um algoritmo cuja complexidade é limitada por um polinémio em |VG|
cujo grau nao depende de K mus cujos coeficientes sdo fun¢des expo-
nenciais de K . Considerando-se que o0 problema é NP-Completo [GJT9),
0 algoritmo de Robertson e Seymour é de certa forma o melhor possivel
(@ menos que P = HP). O valor pratico do algoritmo é duvidoso: num re-
cente artigo dedicado a analise dos resultados de Robertson e Seymour,
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Johnson afirma [Jo87) que a constante que aparece como coeficiente do
polinémio é pior que uma "torre de 2's%, cuja altura (ntimero de niveis
de exponenciagao) é pior do que exponencial em K .

Podemos agora construir um algoritmo para ¢ PCDVK cuja comple-
xidade é limitada superiormente por um polinémio em |VGl cujo grau
depende de K e cujos coeficientes sdo fungdes exponenciais de K .
Basta fazer o seguinte:

Para cada emparelhamento {sity, sptp, .. , sytx} em G remova
de G as arestas do emparelhamento e submeta o grafo resultante, jun-
tamente com os pares (sq, ty), (sp, tp) .. , (s,tkg) ao algoritmo

de Robertson e Seymour. Se existirem os K passeios, teremos também
encontrado K circuitos disjuntos no grafo original. Se para cada um
dos nao mais gue I.A.GlK emparelhamentos de G o algoritmo de
Robertson e Seymour nos der uma resposta negativa, concluimos que o
PCDVK nao tem solucgio.

Na verdade Robertson afirma [Ro86) que tem um algoritmo para o
PCDVK cuja complexidade é uma funcio de IVGI3 . Mas, devido ao ini-
cialmente exposto, o algoritmo tem valor apenas teérico, pois é muito
caro mesmo para valores moderados de K . Portanto, a busca de um
algoritmo eficiente, mesmo que exponencial em K , é ainda um objetivo
desejavel nao atingido.

Pro®blemas correlatos

Examinaremos a seguir alguns problemas semelhantes ao PCDV que
tém recebido aten¢do na teoria dos grafos. Curiosamente nio existem
lagos fortes que relacionem esses problemas com O NOSSoO.

O primeiro problema é o PCDA (problema dos circuitos disjuntos
nas arestas):. dado um grafo G e um inteiro K , encontrar K cir-
cuitos dois a dois disjuntos nas arestas em G . O PCDA n3o é comple-
tamente independente do PCDV , pois circuitos disjuntos nos vértices
sdo também disjuntos nas arestas. Ademais, para grafos de grau maximo
3,0 PCDA e o PCDV sdo equivalentes, pois dois circuitos disjuntos
nas arestas siao também, necessariamente, disjuntos nos vértices. HN3o
sabemos qual é a complexidade computacional do PCDA. Redefinindo ade-
quadamente o conceito de transversal e o parametro T para o PCDA ,
vale repetir as perguntas que fizemos na se¢do "Condi¢des neces-
sarias..": sera que T 2 K é condi¢do suficiente para a existéncia
de K circuitos disjuntos nas arestas? O grafo abaixo, que nio tem
dois circuitos disjuntos e para o qual T = 3, mostra que a resposta
a pergunta é "nao".
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Um outro problema correlato é o PCODV (problema dos circuitos
orientados disjuntos nos vértices). dado um grafo orientado G e um
inteiro K encontrar K circuitos orientados disjuntos nos vértices
em G . Este problema é HEP-Completo, conforme proposicio A.4 do apén-
dice,

Como indica Thomassen [Th83), & possivel que exista um algoritmo
para o PCODV cuja complexidade computacional é dada por um polinémio
em |[VG] cujo grau é fun¢do de K . Isto depende da verificacdo da
seguinte conjectura [BT81] formulada por Younger em {973:

Existe uma funcdo h tal que todo grafo orientado G com
TG 2 h(K) tem K circuitos orientados disjuntos nos vértices.

E claro que neste enunciado TG é o tamanho de uma transversal
minima de circuitos orientados. Observe que a versio da conjectura
para grafos nao orientados é teorema: como j& indicamos acima, Erdoés e
Pésa [EP65] mostraram que neste caso h(K) = c-K-log(Kk).

A conjectura de Younger ja foi demonstrada para algumas familias
de grafos. Assim, Szwarcfiter [Sz87) prova que para todo grafo G co-
nexamente redutivel TG 2 K é condi¢do necessaria e suficiente para a
existéncia de K circuitos orientados disjuntos nos vértices em G
(h neste caso é a fungdo identidade).

O PCODA - o problema de encontrar circuitos orientados disjun-
tos nas arestas - é equivalente ao PCODV ; qualquer algoritmo polino-
mial que resolva um dos problemas pode ser transformado num algoritmo
polinomial que resolve o outro, Esta reduc¢io se encontra descrita na
proposi¢ao A5 do apéndice.

A versao da conjectura de Younger para circuitos orientados dis-
Juntos nas arestas em grafos orientados planares é teorema: a condig¢ao
TG 2 K (com TG adequadamente redefinido) é necessaria e suficiente
para a existéncia dos K circuitos disjuntos nas arestas. Isto foi
demonstrado por Lucchesi e Younger [LY78). Com base nesta condig¢io é
possivel construir um algoritmo polinomial que resolve o PCODA para
grafos orientados planares.

Outros resultados e conjecturas sobre circuitos orientados podem
ser encontrados na resenha de Bermond e Thomassen [BT81].



Capitulo 2

O teorema de

Corradil e Hajnal

Usaremos no restante deste trabalho a seguinte notacfio e termino-
logia: Se € ¢é uma colegdo de circuitos, entdo VC é a unifio dos
conjuntos de vértices dos circuitos de C. AC é a unido dos conjun-
tos de arestas dos circuitos de € . Um caminho é um passeio sem vérti-
ces repetidos. Uma corda de um circuito C é uma aresta que liga dois
vértices nao consecutivos de C.Um triéngulo ( quadrado ) é um cir-
cuito que tem exatamente 3 ( 4 ) vértices. Um vértice v é folha de
um grafo H se gy(v)=1.

Como introdug¢idoc ao teorema de Corradi e Hajnal iremos apresentar
algumas condi¢des suficientes sobre YG e 6G para a existéncia de
K circuitos disjuntos.

Proposicdo 2.4: Para qualquer inteiro K 2 1, todo grafo G tal que
VGl 21 ,vG 25 e 6G 2 K+1 tem K circuitos disjuntos.

Prova (por inducio em K) Para K =1 a proposi¢ido é facilmente ve-
rificavel. Vamos entio verificar a proposi¢cio para um K 2 2.

Seja C um circuito de comprimento minimo de G . Seja
G'=G-VC. Como C n3o tem cordas (por ter comprimento minimo) e
6G 2 3 , podemos garantir que |VG'| 2 1. Como |VC|] 2 5, para todo
v em VG - VC vale |JA(v, VC)| <€ {1, pois em caso contréario
VC vU {v} inclui o conjunto de vértices de um circuito de comprimento
menor do que o de C ., Portanto 6G' 2 (K+1) - 1 . Obviamente YyG' 2 YG
2 5, garantindo assim que podemos aplicar a hipétese de indugio a G
para obter K -1 circuitos disjuntos. Acrescentando-se C a esses
circuitos obtem-se K circuitos disjuntos em G .

Proposicdo 2.2: Para qualgquer inteiro K 2 i, todo grafo G tal que
IVG] 2 1 ,9vG 2 4 e 6G 2 2K tem K circuitos disjuntos.

Proposicdo 2.3: Para qualquer inteiro K 2 1, todo grafo G tal que
VGl 21 ,vG 23 e 6G 2 3K -1 tem K circuitos disjuntos.

i2
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As provas dessas proposi¢cdes sdo semelhantes & prova da
proposigao 24 . A diferen¢ca é que na proposi¢ciao 2.2 temos que
|A(Vv, VC) € 2, e na 23 |A(v, VC) ¢ 3, para todo v em
VG - VC .

O caso 7Y 2 2 (arestas multiplas) apresenta uma particularidade
que nao aparece no caso Y 2 3: mais do que duas arestas em paralelo
podem aumentar arbitrariamente o grau de um vértice sem trazer nenhuma
contrapartida em relagdc ao ntamero de circuitos disjuntos do grafo.
Podemos, portanto, nio considerar mais do que duas arestas em paralelo
para cada par de vértices. Com essa restricgdo é facil deduzir, de
forma analoga as proposi¢des acima, que todo grafo G com |[VG| 21,
YG 22 e &6G 2 4K -2 tem K circuitos disjuntos.

Corradi e Hajnal melhoraram [CH63) as condi¢des da proposi¢iao 2.3
mostrando que todo grafo G com [VG 23K, YG23 e 686G 22K tem
K circuitos disjuntos. Como sugerem as proposi¢des 24 a 2.3 a difi-
culdade do problema advem dos circuitos curtos, especialmente dos tri-
angulos. Isso fica particularmente agravado quando o grafo tem somente
3K vértices, (Tanto assim que a prova de Corradi e Hajnal tem duas
partes, uma para o caso |VG > 3K e outra para |VG| = 3K .)

Neste capitulo é apresentada uma demonstracio do teorema de
Corradi e Hajnal, que ndo difere no essencial da originalmente apre-
sentada por eles. Como no capitulo 3 apresentaremos uma extensio deste
teorema, pretendemos aqui atingir dois objetivos. Primeiro, apresentar
os dois teoremas de modo uniforme. Segundo, introduzir as dificuldades
que serao encontradas no préximo capitulo. Acreditamos também que esta
demonstracio é mais simples e legivel do que a feita por Corradi e
Ha jnal.

Bollobas [Bo78) sugere uma demonstrac¢adao alternativa deste
teorema, que parece ser mais "limpa" do que a aqui apresentada. Porém
nao vemos como aplicar o mesmo método para obter o resultado 4o capi-
tulo 3.

O Teorema

Teorema 24 [CH63]: Para qualquer inteiro K 2 1, todo grafo G tal
que yG 23, 6G 22K e T3G 2 K tem K circuitos disjuntos.

A condicao T3G 2 K implica |VG| 2 3K , pois em grafos com me-
nos vértices podemos definir uma 3-transversal atribuindo valor 1/3 a
cada um dos vértices do grafo. E a condig¢dao |VG|] 2 3K é claramente
necessaria, uma vez que vYG 2 7 . No mais, ¢ teorema pode ser reduzido
ao seguinte lema:
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Lema 2.1: Seja K um natural 2 {. Para qualquer grafo G tal que
VGl 2 3K, G 23 e 6G 2 K e para qualquer colecdo € de
circuitos disjuntos tal que |C/ < K , existe uma colecdo €' de
circuitos disjuntos que satisfaz uma das seguintes condi¢cdes:

(a) IC' > |C] ;

(b) |C'| = |C] mas [VH'] > |VH/

(c) |C'] = |C] e IVH'] = |VH] mas [AH'| > |AH/ ,
onde H=- G- W e H'=-G- W',

O lema sugere o seguinte processo iterativo: comega-se com uma
colegcao de circuitos (possivelmente vazia); usa-se o lema repetidas
vezes, cada vez comecando com a colegdo €' fornecida pela chamada
anterior. As alternativas (b) e (¢) ndo podem se repetir indefinida-
mente. Apés um namero finito de iteracgdes, a condigdo (a) é satisfei-
ta. Este processo prova o teorema a partir do lema.

I

Prova do Lema : A prova do lema tera um carater algoritmico e portanto
vamos nos referir as condig¢des (a), (b) e (¢c) como "objetivos" do le-
ma. Seja H=G-VC. Se H tem um circuito, digamos C , ent3o o
objetivo (a) esta satisfeito com €' = C U {C} e portanto a prova
terminou. Vamos pois supor no que se segue que H é uma floresta.

A prova do lema se desdobra basicamente em 5 casos, dependendo do
tamanho de H e do grau de seus vértices. Antes de considerar os 5
casos é conveniente descartar a possibilidade de se atingir imediata-
mente o objetivo (b) suponha gue existe C em € e v em VH tais
que VC U {v} contém um conjunto de vértices de um circuito C' me-
nor que C . Neste caso, troque C por C' em € atingindo o obje-
tivo (b). O mesmo pode ser feito se C tem corda.

Vamos considerar no restante desta prova que a configuracgio con-
siderada no paragrafo anterior nao existe. Assim, para todo C em C
etodo h em VH, C ndo tem cordas e pelo menos uma das seguintes
afirmac¢des é verdadeira:

|A(th , VC)| £ 1 ;
(%) C ¢é um triangulo ;

C é um quadrado, |A(h , VC)| = 2 e h nio é adjacente
a vértices consecutivos de C .

A prova se desdobra agora em 5 casos.

Caso 1. |VH| < 3.
Seja C wum circuito de € tal que |VC| ¢é maximo. Como
IVCI = |IVG] - |[VHl 2 3K -2 > 3(k-1) 2 3|Cl

devemos ter |VC| > 3. Como C nao tem cordas, vale |A(c , VG-VC)
2 6G-2 2 2K -2 para cada ¢ em VC, donde

|A(VC , VG-VC)I 2 |VC|(2K-2) .
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Por outro lado, |A(VC, h) $ 2 paracada h em VH em virtude da
hipétese (%), Segue-se que

IA(VC , C-VC)| 2 |VC|-(2Kk-2) - 2]|VH]
2 |VC|-(2Kk-2) - 4
> 2|VC|-(k-2)
2 e|VC|.|C-{C}| .

Portanto existe D em C - {C} tal que |A(VC, VD) 2 2IVC| + 1.
Pela maximalidade de C, vale também |A(VC, VD) 2 2/VD] + 1.
Essas desigualdades garantem a existéncia de v em VC € w em
VD , tais que JA(Vv, VD) 2 3 e JAw,VC)] 2 3.

Iremos usar a seguinte notacao: Sé F é um circuito (Vo, ai,
Vi« » @py V), entao F[Vi,VJ] = {vj, Vistr o Vi1 VJ} . Se
trocamos ¢ colchete inicial pelo paréntese, devemos eliminar Vi do
conjunto, convencao analoga valendo para o colchete final.

AjJuste a notagdo de D de modo que a origem de D seja o pri-
meiro vizinho de v em VD que precede Ww (possivelmente a origem
seja w ). Sejam Wq, Wy, Wp, .. todos os vizinhos de v em VD, na
ordem em que aparecem em D . Portanto w € D[wg,Wy) . De forma anéalo-
ga ajuste a notagdo de C, e sejam Vg, Vy, Vp, .. todos os vizinhos
de w em VC, na ordem em que aparecem em C , com V € C[vg,Vy) .
Seja C' o circuito com vértices em C[vy,Vp) U {W} e D' o circui-.
to com vértices em D[wyWp] U {v} . Pela defini¢do acima, C' e D'
sdo disjuntos. C' ndo é maior que C, pois apesar de W nao perten-
cer a VC, pelo menos o vértice v nio esta em C'. O mesmo vale
para D' em relagio a D .

A4 Wy
v I w |
VO Wo :
Yy 9 Wy

VS o I W3

Ve Wp

Se |VC'l < IVC] ou [VD'] < |[VDl o objetivo (b) esti atingido.
Caso contrario é facil ver que Vv = vg € W = Wg, € mais ainda, to-
dos os vértices de C , exceto v, estdo em C[vyvp]l e todos os
vertices de D, exceto w , estdo em D[wy,wp) . Com isso Vv tem so-
mente trés vizinhos em D, 0 mesmo ocorrendo com w em relagao a C .,
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vy Wy

=

Uv¢

Ve w2

1

Além das arestas vVvw, Vwy, Vwp, Wvy e wvp , o conjunto A(VC, VD)
contem mais 2|VC| + 1 - 5 arestas, nenhuma delas com ponta em v .
Como 2|VC| - 4 = |VC| + |[VC|] - 4 > |VC| - {, existe um vértice
vy de C com dois ou mais vizinhos em D , sem contar as arestas
wWvy e WwWvp. Sejam w3z e Ww, dois desses vizinhos, na ordem que
aparecemem D. Como w 86 é adjacente a Vo» V4 € Vp , concluimos
que w3z e wy estdo em D[wywp] . Seja D' o circuito com vértices
em {vz} U D[wz,wy] . D' n&do é maior do que D, pois pelo menos w
nao esta em D[W4,W5] .

Se vz = vy entdo seja C' o triangulo com vértices em {w, v,
vpl. Caso contrario seja C' o circuito com vértices em {w, v, v}
Esta definigiao de C' visa garantir que o mesmo seja disjunto de D'.
Temos |[VC|] 2 4 > 3 = |[VC'|. A colegdo (C - {C, D)) u {C, D"
satisfaz o objetivo (b) do lema.

Caso 2: |[VH| =3 e gyu(h) 21 para todo h em H.

Observe que H ¢é um caminho cujo vértice interno, digamos hp ,
tem grau 2 em H e os extremos grau 1. Logo

IA(VH , VC)| 2 (6G-1) + (6G-2) + (86G-1)
> 6(k-1)
2 6IC|

Portanto existe C em € tal que |A(VH, VC) > 6 e |VCl = 3, de
acordo com a hipétese ()0 Se VH v VC for unifio disjunta dos vér-
tices de dois circuitos, digamos C' e C", ent3do a colec¢do
(C - {C}H) v {C', C"} satisfaz o objetivo (a) do lema. Suponhamos no
que segue que VH U VC nao é uniao disjunta dos vértices de dois
circuitor. Entao a relagcao entre H e C é a seguinte:
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) &

Observe que
IA(VH-{hp} , VWC-VC)| 2 (&6G-5+2) + (6G-5+2)
> 4(k-2) 2 4|C-{C}I] .

Portanto existe D em C - {C} tal que lA(VH-{hE} , VD) > 4 ., Em
virtude da hipétese (¥), |VD| = 3 donde |A(h, VD) ¢ 3 para cada
h em VH - {hp}. Sejam hy e hz os dois elementos de VH - {hp} ,
definidos de tal modo que |A(hyVD) = 3 e |A(h3,VD) 2 2. Sejam
dy, dp e d3 os vértices de D, ¢, cp e c3 os vértices de C
definidos de acordo com a figura abaixo:

Subcaso 2.1: hp & adjacente a dyq, dp ou dz ;
ou cp é adjacente a dp .

Em cada um dos quatro casos VC U VD U VH é unido disjunta dos
vértices de 3 circuitos, digamos C' C", C'" , e portanto a colecio
(C - {C, D)) v {C', C"C™} satisfaz o objetivo (a) do lema.
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4
& &
Iy L
@ G @ G
C| ¢
hp adjacente a dy hp adjacente a dp

%
M
% %
4
hp adjacente a dg3 Cp adjacente a dp

Subcaso 2.2: Nenhuma das 4 arestas indicadas no subcaso anterior esta
em G .

Seja S o conjunto {hp, hg, ¢y, dpl e séJa W o conjunto
VG - (VH U VC U VD) . Observe que

IA(S , W) 2 (6G-8+3) + (8G-8+2) + (6G-8+2) + (6G-8+2)
> 8(K-3)
2 8|C-{C , D}

Portanto existe E em € - {C, D} tal que |A(S, VE) > 8 . Tem-se
que JA(Xx , VE) 2 3 para algum X em S .
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Caso {x} U VE contenha os vértices de um circuito C' menor
que E,comoc VH U VC U VD - {X} contém o0s vértices de dois triangu-
los C'" e C", a colegao (C-1{C, D, E}) u {C, C", C"} sa-
tisfaz o objetivo (b) do lema. Note que pela hipétese (%) isto nido po-
de ocorrer se X = hp ou hgzg.

Em caso contrario, note que E é um triangulo, c¢hp € hgzdp
sao arestas e JA({cy,hp,h3zdp} , VE) > 8 . Portanto podemos con-
cluir, usando a proposicao 2.4 abaixo, que existem 3 vértices, digamos
X, ¥, 2, em {¢, hp, hz, dp} tais que {X, y, z} U VE ¢ unido dis-
Junta dos vértices de dois circuitos, digamos C' e C" , Basta ago-
ra examinar as quatro possiveis escolhas de X, ¥, 2z em {hz, dp, Cy,
hp} . As figuras abaixo examinam estes casos e mostram que em cada um
deles, (VC U VD U VH) - {X, ¥, 2} é unido disjunta dos vértices de 2
circuitos, digamos C" e C"', Portanto (C - {C, D, E}) v {C,
c", C'", C""'} satisfaz o objetivo (a) do lema.

@ 3 @ G
(=] [s]
¢ ¢
{xX, vy, 2} = {ci’ ha» hs} {x, Yy, z} = {Ci, hE) d-a}
4 4
b 4 b 4
[} o
Iy Iy
by /\ ol by o ol
o
@ % @ ; ; G
(e}
Ci C‘

{x) Y, Z} = {cit h3| da} {xl Y, z} = {hEI h3l de}
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. Caso 3: |VH| 2 3 e existe um vértice hog de H com gH(ho) = 0.

Seja hy um vértice de VH - {hg} tal que gy(hy) < 1. Observe
que |A({hg,hq} , VC) 2 086G + (6G-1) >  4(k-1) 2 4|CI . Logo,
existe C em € tal que |[A({hgh¢}, VC) > 4. Em virtude da
hipétese (%), |[VC| = 3 e uma das duas alternativas vale:

lA(hg , VC)I = 3 e IA(hy, VC) 2 2
ou
lA(hg , VC)I 2 2 e |A(hy, VC)I = 3.

Em gqualguer das duas alternativas existe ¢ em VC tal que

(VC - {c}) v {hg} contém os vértices de um circuito C' e ¢ ¢
adjacente a hy . '

hy

g

Seja C' a colegdo (€ - {C}) U {C'}t. Observe que ¢ €& Nhy
sdo adjacentes em G - V€' e portanto C' atinge o objetivo (¢) do
lema.

Caso 4: Para todo vértice h de H, gy(h) < 2; ademais existem pelo
menos 4 vértices de H de grau maior ou igual a i em H .
Existem 4 vértices distintos em H , digamos v, w, X, ¥, tais que

8u(v) = gu(x)

v adjacente a w e

t,

X adjacente a y .
Observe que |A({v,w,X,Y} , V)| 2 2(6G-1) + 2(6G-2)
> 8(K-1)

2 8|C|



21

Portanto existe C em €. tal que |A{v,w,x,¥}, VC) > 8 . Entdo
existe um vértice z em {v, w, X, ¥y} com JA(z, VC) 2 3, e pela
hipétese (¥) temos que [VC| = 3 . Podemos agora concluir, usando a
Proposi¢iao 2.4, que VH U VC contem os vértices de dois circuitos
disjuntos, digamos C' e C" , Basta trocar C por C' e C" em
C para obter uma colegcao €' que satisfaz o objetivo (a) do lema.

Caso 5: H tem um vértice v tal que gulv) 2 3.

Seja F um conjunto de exatamente 3 folhas da componente de H
que contem v . Observe que

IA(F , VC)I 2 3(6G-1) > 6(k-1) 2 6IC] .

Portanto existe C em € tal que |A(F, VC) 2 7T . Segue-se que
existe X em F tal que JA(x, VC) 2 3, donde, pela hipétese (#),
IVCl = 3. Seja m um caminho em H 1ligando os dois vértices de
F - {X} . HNote que existe ¢ em C adjacente a ambos 08 extremos de
m.Seja C' o circuito com vértices em Vm U {¢} . Seja C" o cir-
cuito com vVvértices em (VC - {c}) v {x} . A cole¢do
(C - {ChH v {C', C"} satisfaz o objetivo (a) do lema.

Esta terminada a prova do lema, a menos do seguinte;

Proposicao 2.4: Seja G um grafo comum tridngulo C e um conjunto
de vértices X - {(x, y, v, w}, tais que VC n X = @,
[A(X , VC)l > 8, x adjacente a y e v adjacente a w |,
Entao existe um vértice t em X tal que VC U (X - {t}) é o
conjunto de vértices de dois tridngulos disjuntos.

Prova: Iremos mostrar abaixo que existem 3 vértices - digamos p, q,
r -em {X,¥5 VvV, W} € um vértice ¢ em VC, tais que p é adja-
cente a g, |A(c,{p,all = 2 e |A(x , VC-{c})l = 2 . Portanto
{P, 4, r} U VC & unido disjunta de vértices de dois circuitos, diga-
mos C' e C".



22

Como |A(X,VC)>8 e A(t,VC)<3 para todo t em X te-
mos, a menos de simetria entre o Par X,y e o0 par v, w, duas
alternativas a analisar. )

-Suponha que JA({X, Y}, VC) = 5 e |A({v,w}, VC) 2 4 . Entdo
existe C em vC tal que |A(c , {v,w})] = 2. Como
IA{X,y} , VC)l = 5 existe um vértice em (X, y}, digamos x , tal
que JA(x, VC) = 3 . Neste caso podemos fazer p=VvV, g=Ww e
r = X,

Suponha agora que JA{X, Yy}, VC) = 6 e |A({v,w}, VC) 2 3.
Entdao existe um vértice em {v, w}, digamos v, tal que
lA(Vv , VC)| 2 2. Se |A(v , VC) = 2, entdo seja ¢ o vértice de VC
que nao é adjacente a v. Se |A(v, VC) = 3, escolha qualgquer c¢
em VC ., Como |A({X, Y}, VC) = 6, JA{X,Y}, c) = 2 . Neste caso
podemos fazer p=z X, gq=y € r = v, terminando esta demonstracio.

Complexidade computacional

A prova do lema 24 induz um algoritmo, gque chamaremos de algo-
ritmo i, que recebe como entrada um grafo G e uma coleg¢do de cir-
cuitos € e fornece como saida uma colecdo €' que satisfaz um dos
objetivos do lema. Vamos calcular uma delimitacdo superior do tempo
que uma execugao desse algoritmo consome, em termos de n = |[VG| e
m = |AG] .

A construcgao de H requer tempo O(nm) . A determinag¢do de cir-
cuitos em H , via busca em largura, gasta O(n-m) no pior caso. Para
a verificacao da hipétese (#) devemos:

(1) Verificar se os circuitos de € tem cordas; isto requer
tempo O(n-m) .

(@) Para cada vértice h de H contabilizar o numero de vizi-
nhos de h em cada circuito de € ; essa contabilidade leva tempo
Proporcional a m . Agora a hipétese (¥) deve ser verificada para cada
um dos circuitos; caso a hirstese nao se verifigque, poderemos cons-
truir, em tempo proporcion?l a n , a nova colegcao C'.

Para a determinag¢dao de qual dos 5 casos se aplica, basta calcular
as componentes conexas de H , o que requer tempo O(n-m) .
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Concluimos, portanto, que as verificagdes iniciais requerem tempo
O(n-m) .

O caso 1 envolve a escolha de um circuito C de comprimento ma-
Ximo em € ; isto consome tempo O(n) . A seguir deve ser feita uma
distribuicao de arestas entre vértices de C e circuitos de
C - {C} , até encontrar o circuitoe D desejado, O restante das opera-
¢oes envolvem o8 vértices dos dois circuitos e a contabiliza¢do das
arestas de A(VC , VD), requerendo tempo O(m) . Resulta portanto que
a complexidade do caso { é limitada por O(m) .

No caso 2 devemos inicialmente fazer uma distribui¢io das arestas
com uma ponta em VH e outra nos circuitos de C , até encontrarmos
C em C tal que JA(VH, VC) 2 7. Contabilizando-se no maximo
BIC| + 1 dessas arestas encontra-se o circuito desejado. Como
ICl < K < n, isto requer tempo O(n) . A seguir possivelmente mais
duas vezes se repetem operagoes desse tipo (determinag¢do dos circuitos
D e E) O restante do caso requer tempo constante. Assim, a comple-
Xidade do caso 2 é limitada por O(n) .

Os casos 3 e 4 envolvem basicamente uma distribuigdo de arestas en-
tre VH e VC , requerendo tempo O(n) .

O caso 5 se inicia com uma distribui¢io de arestas entre VH e
VC , 0 que pode ser feito em tempo O(M) . O caminho T regquer O(n)
para ser encontrado. O restante das operacoes deste caso requerem tem-
PO constante, 0 que d& ao caso 5 uma complexidade limitada por O(n) .

Conclui-se que cada chamada do algoritmo {1 requer tempo O(n-m) .

Agora considere um algoritmo, que chamaremos de algoritmo 2, gue
recebe G e € (que satisfazem as condig¢oes do enunciado do lema), e
devolve uma colegao €', com |C| + 1 circuitos. O algoritmo 2 con-
siste essencialmente em chamadas consecutivas do algoritmo {, cada
chamada sendo alimentada pela colecao de circuitos €' fornecida pela
chamada anterior, até atingir o objetivo (a). E necessario saber quan-
tas vezes o0 algoritmo 1 pode ser usado sucessivamente sem que o obje-
tivo (a) seja atingido. E isso que faremos a seguir.

Os objetivos (b) e (¢) nao obtem uma cole¢ido de circuitos maior
doque C. O objetivo (b) aumenta o namero de vértices em VG - VC ,
e portanto nao pode ser atingido mais do que n vezes em chamadas
sucessivas do lema. O objetivo (¢) aumenta ¢ ntmero de arestas em
AH . Com 3 ou mais arestas em H ocorre um dos dois seguintes casos
do lema: ou para todo vértice h de H, gyg(h) € 2 e existem pelo
menos 4 vértices de H de grau maior ou igual a 1 (caso 4) ou H tem
um veértice h tal que gyg(h) 2 3 (caso 5). A saida desses casos sao
colegoes de tamanho maior que € . O pior caso ocorre, portanto, quan-
do o lema atinge duas vezes consecutivas o objetivo (¢) e a seguir
atinge o objetivo (b). Essa seguéncia nao pode se repetir mcis do que
n vezes, resultando que no maximo 3n +1 vezes (O(n) vez s) o algo-
ritmo 1 pode ser usado sem aumentar o tamanho de € . Resumindo, a
colegao € aumenta apédés nao mais que 0OMn) chamadas consecutivas do
algoritmo f{,
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Como cada chamada do algoritmo { requer tempo O(n-m), resulta
que aumentar a cardinalidade da colegcdo requer tempo total O(ne-m) ;
Para obter uma colecido com K circuitos disjuntos é necessario repe-
tir esse processo K vezes. Como K <n obtemos uma delimitacio
superior total de O(n3.m) .



Capritulce 3

Una extensao do teorema de

Corradi e Hajnal

Observando o resultado obtido por Corréadi e Hajnal (apresentado
no capitulo anterior), e mais uma extensio do mesmo feita por ele e
Erddés na mesma época, Dirac [Di63) comenta: "These results suggest the
question, -- which (2K-1) connected graphs do not contain K
mutually disjoint circuits?"; e continua: *"“This question will here
be answered for the case K = 2 , graphs with multiples edges being
allowed". Este capitulo responde parcialmente uma generalizacdo da
pergunta. Vamos provar o seguinte teorema: para qualguer natural
K 24, todo grafo G tal que |VGl 24K, YG 23 e 686G 2 2K -1
contém K circuitos disjuntos se e sb se TpG 2 K. Foi visto no
capitulo 1 que TpG 2 K é condi¢do necessaria para a existéncia dos
K circuitos, restando portanto a demonstracido de que a condigédo,
neste caso, também é suficiente.

O teorema ndo cobre os casos K = 1, 2, 3. Vamos discutir breve-
mente estes casos. Trocando " K 24 " por"K=1" o enunciado do
teorema continua sendo uma afirmacio verdadeira. Para K = 2 obtemos
uma afirmaciao verdadeira desde que G nio seja uma roda; isto foi
demonstrado por Lovasz [Lo65) como ja dissemos no cap. i. Conjecturo
que a afirmag¢do continua valida com K = 3 no lugar de K >4 . A
conjectura se baseia no seguinte: A maior parte da demonstrac¢io do
teorema (para o caso K 2 4) se aplica também ao caso K = 3 . HA ape-
nas uma afirmac¢do durante a demonstracido que poderia ser falsa quando
K = 3 . Para confirmar a veracidade daquela afirmac¢io no caso K = 3,
é necessario fazer uma analise exaustiva dos possiveis subgrafos de G
que satisfazem certas restrigdes. Fiz esta anAlise e acredito que
confirmei a validade da afirmac¢do para K = 3. Os detalhes sio,
entretanto, por demais cansativos para inclusio neste trabalho.

Consideremos agora o que acontece se a condic¢iao |VG| 2 4K é
relaxada, enquanto as demais condig¢des (em particular K 2 4) s3io man-
tidas. E claro que se |VG| < 3K, entdo G ndo tem K circuitos
disjuntos, pois YG 2 3 . Para 3K < |VG| < 4K n3io sabemos se a afir-
macgao do teorema permanece verdadeira. A anélise deste caso é compli-
cada pelo mesmo motivo apontado no capitulo anterior, ou seja, é
necessario obter K circuitos a partir de K - { circuitos quase
todos de comprimento < 4,
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A titulo de curiosidade constatamos que, dentre os grafos G gque
satisfazem YG 23, 6G 22K -1, 3K S|VGI < 4K e TpG 2 K para
K = 3, somente o grafo da figura abaixo nao tem 3 circuitos dis-
Juntos.

Este grafo tem também a peculiar propriedade de gue Tq 23 para
todo g, como mostramos na proposi¢cao A3 do Apéndice,

O Teorema

Teorema 3.4: FPara qualquer inteiro K 2 4 , todo grafo G tal que
VGl 2 4K , ¥G 23 e 6G 2 2K -1 tem K circuitos disjuntos
ou uma 2-transversal de tamanho menor que K.

Analogamente a demonstracidao do teorema 24, este teorema pode ser
reduzido ao seguinte lema:

Lema 3.4: Seja K um inteiro 2 4 . Para qualquer grafo G tal que
VGl 2 4K , ¥yG 23 e O6G 2 2K -1 e para qualquer colegdoe C
de circuitos disjuntos, se |C| < K entido uma das afirmagées
abaixo é verdadeira:

(1) existe em G uma £-transversal de tamanho K - 1/2 ;
(2) existe uma colecdo €' de circuitos disjuntos nos vértices
tal que
(2a) |C'] > |C/
ou (&pb) |C'] = |€C] mas |[|VH'] > [VH]
ou (ec) |C'| = |C] e |VH'| = |VH] mas |[AH'] > |AH] ,
ade H=-G- W e H' = G- W' .

Repetindo o esquema do capitulo anterior, este lema sugere um
Processo iterativo para que seja atingido ou o objetivo (i) ou o obje-
tive (2a). O processo comeg¢a com o grafo G e uma colegao de circui-
tos (possivelmente vazia); usa-se ¢ lema repetidas vezes, cada vVez (o-
me¢ando com a colegao €' fornecida pela chamada anterior. As alter-
nativas (2b) e (2¢) nao podem se repetir indefinidamente. Apés um na-
mero finito de iteracdes, atinge-se o objetivo (1) ou o (2a). Este
Processo prova o teorema a partir do lema.
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|

Prova do Lema : A prova do lema tera um carater algoritmico e portanto
vamos nos referir a (i), (2a), (2b) e (2¢) como "objetivos" do lema.
Podemos supor, a exemplo do que foi feito no lema 2.i, que
(i) H é uma floresta,
(ii) os circuitos de € n3o tém cordas e
(iii) a hipétese (%) é valida, ou seja, para todo C em C e
todo h em VH pelo menos uma das seguintes afirmacées é
verdadeira:

lA(h , VC)| £ 1 ;
(¥) C ¢é um triangulo ;
C ¢é um quadrado, |A(h , VC)| = 2 e h n3o é adjacente
a vértices consecutivos de C .

A nao validade de (i) implica em se atingir imediatamente 0 objetivo
(2a). Com a ndo validade de (ii) ou (iii) o objetivo (2b) é atingido.
A prova se desdobra entio em 4 casos, dependendo do tamanho de H e
do tamanho de suas componentes.
Caso 1. |VH] < 4 .
Seja C um circuito de € tal que |VC| é maximo. Como
IVCl = VG| - IVHl 2 4K - 3 > 4(k-1) 2 4|¢]

devemos ter |VC| > 4 ., Como C nédo tem cordas, vale |A(c , VG-VC)
2 8G-2 2 2K -3 para cada ¢ em VC, donde

|IA(VC , VG-VC)| 2 |VC|(2K-3) .

Por outro lado, |A(VC, h) <1 para cada h em VH, em virtude da
hipétese (%), Segue-se que

IA(VC , MC-VC)| 2 |VC|-(2k-3) - |VH]

2 |VC|-(2K-3) - 3

v

2|VC|-(kK-2)
2 2|VC|. IC-{C}I

Portanto existe D em € - {C} tal que |[A(VC, VD) 2 2IVC] + 1.
Pela maximalidade de C vale também |A(VC, VD) 2 2|/VD| + 1.

Podemos agora usar o mesmo esquema do caso i, lema 2.i, para en-
contrar dois circuitos disjuntos, C' e D', com vértices em
VC U VD, tais que |[VC'| <€ [VC| e |VD| € |VD], com uma das desi-
gualdades sendo estrita. Trocando-se C e D por C' e D' em C,

obtem-se uma nova colegdo de circuitos que cumpre o objetivo (2b) do
lema.

Caso 2: |VH| 2 4 e existe ho em VH tal que gy(hg) = 0.

Seja hy um vértice de VH - {hp} tal que gy(hy) < 1. Observe
que |A({hgnhg} , VOI 2 (8G - 1) + (6G - 2) > 4(K-1) 2 4|C|.
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Logo, existe C em € tal que |A({hghg}, VC)I > 4 . Pela
hipétese (¥), |VC| = 3 e uma das duas alternativas vale:

lA(hg , VC)I = 3 e I|A(hy, VO)I 2 2
ou
lA(hg , VC)I 2 2 e I|A(hy, VOI = 3.

Em qualquer das duas alternativas existe ¢ em VC tal que
(VC - {¢}) U {hg} contém os vértices de um circuito C' e c¢ ¢
adjacente a hy . Seja €' a colegdao (C - {Ch u {C'} . Observe que
¢ e hy sao adjacentes em G - VC' e portanto C' atinge o objeti-
vo (2¢) do lema.

Caso 3: |[VH|l 24, gyh)21! para todo h em VH ,6 mas H ndo tem
duas arestas disjuntas nos vértices.

Entdao H é uma estrela, isto &, tem a forma descrita na figura
abaixo. H tem um Gnico vértice, v , gque niao é folha; todos os demais
vértices sao folhas e sdo adjacentes a v .

v

Seja X o conjunto de folhas de H . Vamos procurar encontrar
uma das duas configurag¢des seguintes:
(1) x em X, C em € e ¢ em VC tais que
lA(xX , VC-{c})|l 22 e JA(c , X-{x})|l 2 2 ,
ou(e) x em X, C e D em C, ¢ em VC, dem VD tais
que |A(x , VC-{c})| 22 , JA(d , X-{x})| 22 e
lA(c , VD-{d})|l 2 2 .

Qualquer destas configuracoes leva imediatamente & consecucido do obje-
tivo (2a).
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Subcaso 3.1: Existe C em € tal que JA(X , VC) > 2/Xl .

Neste caso existe x em X tal que JA(Xx, VC) > 2 . Pela hi-
poétese (), C ¢é um tridngulo e |A(x, VC) = 3. Por outro lado,
como [X|] 2 3, tem-se |A(VC , X-{x})] > 3 . Portanto existe ¢ em C
tal gque |A(c , X-{xX})] 2 2 , obtendo-se assim a configurag¢io dese-
Jada.

Subcaso 3.2: |A(X, VC) € 2]X] para cada C em C , mas existem X
em X e C em € tais que |A(X, VO > 2.

Pela hipétese (x), |VC| = 3. Como |A(X, VC)I 2 (8G-1)XI
= 2(K-1)X] 2 2ICIIX| temos também que JA(X, VC) = 2|¥X| . Por
outro lado, para qualquer D em C, existe y em X tal que
|IA(y , VD)l 2 2 , donde, pela hipétese (%), |VDl < 4 . Logo |X|
= VGl -1 - IVC|l 2 4K -1 - (4k-2)+3) = 4 , e portanto

IA(X , VC)I 2 8 e
IA(VC , X-{x}I = |JA(VC , X)| - JA(VC, X)) 2 8 - 3 = 65,

Logo existe ¢ em C tal que |A(c, X-{x})] 2 2 , obtendo-se assim
a configuracao desejada.

Subcaso 3.3: Para cada x em X ecada C em C, |Ax, VC)l s e.

Entdo, como no subcaso anterior, |A(X , D) = 2|1X] para cada D
em C e |[AX,D]=z2 paracada xXx em X ecada D em C.

Alternativa 3.3.4: Existem x; e Xp em X e C em C tais que os
vizinhos de Xy € Xp em C nao Sao 0s mesmos.

Seja ¢y um vertice de C adjacente a Xy mas ndo a Xp
Defina ¢p analogamente trocando Xy por Xp . Pela hipétese (%),
IVCl £ 4 e ¢4 e cp sdo consecutivos em C . Como [X| 2 3, pode-
mos garantir que existem i e J distintos tais que

IA(XJ y VC-{c;Hl 2 &2 € lA(ci X-{XJ})I z 2,
obtendo-se assim a configuracio desejada.

Alternativa 3.3.2: Para todo par Xy € Xp em X etodo C em C,
0S8 vizinhos de Xy € Xp em C coincidem.

Seja K=-{c€e VC:c é adjacente a X} . Seja Vv o vértice de H
que nao é folha. Se toda aresta de G tem uma ponta em X U {v} en-
tao conseguimos o objetivo (1) a transversal que associa valor 1/2 a
cada vértice de K U {v} e valor O aos demais vértices tem tamanho
(2R - 1) / 2.

Suponha entao que nem toda aresta de G tem ponta em X U {v} .
Seja a uma tal aresta. Ambas as pontas de a estaoem VC . Seja ¢
uma das pontas de a e seja C o elemento de C que contém c¢ . Es-
colhna Dem C - {C} da seguinte maneira: se existe D em CC - {C}
tal que JA(c, VD) 2 3 entao escolha este D ; sendao seja D o
circuito que passa pela outra ponta de a e observe que



|IA(c , VC-VC)| 2 &G -3 = 2k-4 2 2|C-{C}I ,

donde |[A(c , VD)| = @2 . Em qualquer caso, existe aresta com pontas
em ¢ e VD, cujaponta en VD nao estda em K . Agora é facil ver
que existe ¢' emVC , x em X, d em VD tais que

lA(x , VC-{c'})I 2 2, |A(d , X-{x})| 2 2, |A(c' , VD-{d})l 2 2

obtendo-se assim a configuracao desejada.

Caso 4: |VH| 24 e H tem duas arestas disjuntas nos vértices.

Sejam P e Q dois caminhos em H maximais em relagido & se-
guinte propriedade: P e Q s3o disjuntos nos vértices e cada um de-
les usa uma das arestas mencionadas acima. Seja Vv um dos extremos de
P . Un dos vizinhos de v estaem P . Se v tiver outros vizinhos
em H , eles estdo todos em VQ . Neste caso v tem scmente um vizi-
nho em VQ , pois nao existem circuitos em H . Por esse mesmo motivo
podemos concluir que somente um dos extremos de P pode ter vizinhos
em VQ , e consequentemente um dos extremos de P é uma folha em H .
O mesmo raciocinio vale para os extremos de Q .

Seja Vv umdos extremos de P . Se v é folhade H temos

IA(V , C)| 2 866G -1 = 2k-2 .8 Vv nio é folnade H, v tem
samente dois vizinhos em H , e portanto |A(Vv , VC)| 2 6G - 2
= 2k-3 . Sejam X e Y os conjuntos de vértices que sio extremos

de P e Q , respectivamente. Pelo observado acima temos que
IA(X , WC)|] 2 2K-2+2K -3, o0 mesmo valendo para Y . Resulta
entdo que

|[A(XUY , VC)| 2 2(2K-2) + 2(2Kk-3) = 8K - 10 > T(k-1)

Garante-se assim a existéncia de um circuito C de € . tal que
IA(XUY , VC)| 2 8 . Observe que para concluir que 8K - 10 > T(k-1)
precisamos de K 2 4 , Aqui a prova falharia se a hipétese do teorema
permitisse K = 3

Comn a configuracao definida acima, pelo menos um dos vértices de
XUY tem duas ou mais arestas com pontas em C , 0 que garante, pela
hipétese (%), que C é triangulo ou quadrado.

Agora nao é dificil encontrar um conjunto Z de vértices conse-
cutivos de VC tal que [A(X , Z)l 22 e |A(Y , VC-Z)| 2 2 . Por-
tanto existe um circuito C' com vértices em VP U Z , e um circuito
C'* cam vértices em VQU (VC - Z) . Trocando-se C por C' e C"
em C , obtem-se uma nova coleg¢ao de circuitos que cunmpre o objetivo
(2a) do lema.

Com isto esta terminada a prova do lema.
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Carprlexidade carputacional

A prova do lema 3.1 induz um algoritmo, que chamaremos de algo-
ritmo 1, que recebe como entrada um grafo G e uma colegao de cir-
cuitos € e fornece camo saida uma colegdo C' que satisfaz um dos
objetivos do lema. Vamos calcular uma delimitacdo superior do tempo
que uma execugao desse algoritmo conscame, em termos de n = |VG| e
m= |AG|

Analogamente ao algoritmo do lema 2.1, as verificagdes iniciais
- (construgao de H , determinacao de circuitos, verificag¢do da hipétese
(%), decisdo de qual dos casos.se aplica) requerem tempo O(n-m) .

O caso 1 equivale ao caso 1 do lema 2.1, € requer tempo O(m) . O
caso 2 equivale ao caso 3 do lema 2.1, e requer tempo O(n) .

No caso 3 devemos verificar camo estdo distribuidas as arestas de
A(VH , VC) . Possivelmente essa verificagdo também é feita para as
arestas de A(VC , VC-VC) . 1Iss0 requer tempo O(m) . O restante das
verificagoes requer tempo constante, resultando para este caso tempo
O(m)

O caso 4 camega cam a construgao de dois caminhos em H , 0 que
requer tempo O(n) . Em seguida é feita uma verificacido de como se
distribuem as arestas com uma ponta nos extremos dos caminhos € outra
em VC , até encontrar-se ¢ circuito C procurado, requerendo tempo
O(n) . Em tempo constante podemos fazer ¢ restante da verificacoes, ©
que resulta para esta caso tenpo O(n)

Conclui-se que cada chamada do algoritmo {1 requer tempo O(n-m)

Agora considere um algoritmo, que chamaremos de algoritmo 2, que
recebe G € € (que satisfazem as condigdes do enunciado do lema), e
devolve uma colecdao €' , can |C| + 1 circuitos ou um 2-tranversal
de tamanho < K . O algoritmo 2 consiste essencialmente em chamadas
consecutivas do algoritmo 1, cada chamada sendo alimentada pela cole-
¢ao de circuitos €' fornecida pela chamada anterior, até atingir o
objetivo (1) ou (2a). E necessario saber quantas vezes o algoritmo 1
pode ser usado sucessivamente sem que ¢ objetivo (1) ou (2a) sejam
atingidos. E isso que faremos a seguir,

O objetivo (2¢) ndo pode ser atingido mais do que |VH| < n ve-
zes consecutivas sem que ocorra ou ¢ objetivo (1) ou o (2a), pois todo
grafo cam 0 nmimero de arestas 2 ao namero de vértices tem um circuito.
Obviamente o objetivo (2b) nio pode ser atingido mais do que n vezes
Sem que se ocorra ou o objetivo (1) ou o (2a). Cambinando-se entdo as
possibilidades acima, concluimos que apéds O(ne) chamadas do algo-
ritmo 1 o objetivo (1) ou ¢ (2a) é atingido pelo algoritmo 2. Resulta
que cada ¢hamada do algoritmo 2 requer tenmpo O n3-m)
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Un algoritmo que receba como entrada G e K e, usando o
algoritmo 2, devolve uma colegao de K circuitos disjuntos ou uma
e-transversal de tamanho < K precisa usar o algoritmo 2 no maximo K
vezgs. Cimo kK <n , obtemos uma delimitagdao superior total de
O(n*-m)

Podemos, entretanto, melhorar o tempo estimado do algoritmo 2.
Observe que, apés |VH| 2 4 , saidas do tipo (2b) s6 siao fornecidas
via verificagdes iniciais. Nelas é verificado se algum circuito de C
tem corda € s3ao verificadas as condi¢des da hipétese (#). No caso de
algun circuito ter corda, é facil ver que |AH| + |VH| < |AH'| +
|I[VH'| . Observe que a hipétese (%) 86 é aplicada no decorrer da prova
a vértices de H que tém grau menor que 3. Se o algoritmo 2 se limi-
tar a verificar a hipétese (%) a esses vértices de H , temos que cada
vez que o opbjetivo (2b) é atingido via verificacdo da hipétese (#*)
|AH| + |[VH| < |AH'| + |VH'| . £ é6bvio que quando se atinge o objeti-
vo (2¢) temos também |[AH| + |VH| < [|AH'| + |VH'| . Resumindo: um
algoritmo com essa otimizacdo ou fornece saidas do tipo (1) ou (2a),
ou saidas do tipo (2b) e (2¢c) com |AH| + |VH| < JAH'| + |VH'|
Essa desigualdade s6 pode nao ser estrita quando |VH| < |VH'| , ©0 que
nao pode ocorrer mais do que n vezes,. Portanto, no maximo em 2n + 1
( O(n) ) chamadas do algoritmo 1, o algoritmo 2 nos fornece uma saida
do tipo (1) ou (2a). Com isso se melhora o tempo total para O(n3-m)



Apréendice

Nesta parte do trabalho estio as demonstracgoes de algumas propo-
si¢goes citadas no decorrer da dissertag¢do. A proposicdo A4 é baseada
em resultados apresentados por Lovasz em " Combinatorial problems and
exercises" [Lo79), principalmente nos exercicios 10.16, 10.17 e 10.18.
Em geral sabemos que qualquer grafo G ndo tem mais do que TG cir-
cuitos disjuntos, onde TG € a cardinalidade minima de uma transver-
sal de circuitos. Na proposi¢ao A4 se prova que todo grafo G tem
uma coleg¢dao com pelo menos [TG/(3+210gp(TG))T circuitos disjuntos.
Esse resultado é de certa forma semelhante ao de Erdés e Pésa, citado
no capitulo 4, que estabelece que uma condig¢do suficiente para um
grafo G ter K circuitos disjuntos é TG 2 c¢cK-1og(K). A demons-
tragcao da proposi¢ao é essencialmente um algoritmo que a cada iteracio
seleciona © menor circuito disponivel., J& mencionamos esse algoritmo
no capitulo f{.

A proposigao A2 constréi para cada natural q um grafo G tal
que ‘qu 22,mas G nao tem dois circuitos disjuntos. A proposi¢io
A3 apresenta um grafo que nao tem 3 circuitos disjuntos mas satisfaz
Tq 2 3 , qualquer que seja o valor de g .

A proposicdao A4 estabelece que o0 PCODV é HP-Completo, A de-
monstracao da proposi¢ao é basicamente a mesma usada por Garey e
Johnson em "Computers and Intractability" [GJT9, teorema 3.7,
pag. 68).

A proposicao AbS mostra que ¢ PCODV e o PCODA , sdo problemas
mutuamente redutiveis em tempo polinomial, provando indiretamente que
o PCODA é EP-Completo. As idéias dessa demonstracao foram extraidas
de [PR78), onde é feita uma demonstrag¢ao analoga.

Erdos e Pésa provaram [EP62]) que para qualquer inteiro K 2 i
todo grafo G com YG 2 3, |IVGl 2 24K e JAGl 2 (2k-1)IVG
-PKZ + K + 1 , tem K circuitos disjuntos, Erdés indaga [Er7i] sobre
uma possivel expressao para J|AGl sem a restricao ao namero de vérti-
ces, A pProposicao A.6 responde de forma satisfatéria a esse comenta-
rio, obtendo-se |AG] 2 (@2K-1)IVGl - 3(x2+x)/2 + 4 e |VG 2 3K .
A prova da proposicao depende do teorema 24 e de um teorema de Lovasz
J& citado [Lo65). Dirac e Justesen [Di76) tém um resultado ainda
melhor: |1AG] 2 max {(3K-1)(3k-2)/2 + |VG] - 3K + 3,
(eK-1)|VG| - PK2 + K + i1} , para 3K ¢ |VG] < 24K .

A proposicao A7 é usada na base da induc¢ido da proposi¢ao A6, O

resultado é mencionado por Erdos € Pésa em [EP62) cemo um trabalho nao
publicado de Dirac.

33
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Proposicdo A.4: Em todo grafo G tal que TG 21 existem pelo menos
[TG/(3+2108 p(TG))] circuitos disjuntos.

Prova: Vamos fazer a prova por indugioem TG .Se TG £ 9 a proposi-
¢ao é trivialmente valida, pois [9/(3+2l0gp(9)]1 = 1.

Supondo TG > 9, devemos inicialmente obter a partir de G um
grafo G, . Comegamos com Gy = G, e repetimos as operagdes (i) e
(ii) abaixo até que 6Gy 2 3 ou até yGy = 2 .

(i) Se G, tem um vértice v com grau $ 1, entdo faga
Ga = Ga = {V} H

(ii) Se Gz tem um vértice v de grau 2, entdo sejam vy e
Vp ©s vizinhos de v . Faga G = Gy - {Vv} e acrescente em AG,
uma aresta ligando vy a vp.

Com essas operagdes é facil ver que TG, = TG e a toda colegdo
de circuitos disjuntos em G corresponde uma cole¢io de circuitos
disjuntos em G4 , € vice-versa. Resta pois provar qgue existem pelo
menos [TGy/(3+2108p(TGy))1 circuitos disjuntos em Gy .

Seja C wum circuito de G de comprimento minimo. Se 686Gy 2 3
entao iremos usar usar aqui o seguinte resultado que se encontra no
livro de Lovasz [Lo79, exercicio 10.16): em todo grafo G com 8G 2> 3,

TG 2 3/8 .27YG/2
Dessa expressao podemos deduzir que
Gy S 3+ 2logp(TGy)
Se 6G, <3 entdo YGy; = 2 e também vale a desigualdade acima.
Seja G' = Gy - VC . Claramente
TGy <€ TG' + YGy ,
e portanto
TG 2 TGy - (3+210gp(TGy)) .
Como TGy > 9 temos TG'2 1. Por outro lado TG'< TG e podemos
aplicar a hipétese de indugao e considerar que em G' temos uma cole-
¢do de [TG'/(3+2logp(TG'")] circuitos disjuntos. A essa colegédo
podemos acrescentar o circuito C e obter em Gz uma colegido com
[TG'/(3+210gp(TG")1 + 1 circuitos, Como
[TG'/(3+210gp(TG'))1 + 1 2 [TG'/(3+210gp(TGy) )] + 1

[(TG'+3+2108p( TG, ) )/(3+210gp( TG, ) )1

v

TG/ (3+210gp( TGy ) )1

a proposicao estéd provada.
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Proposicdo A.2: Para todo inteiro positivo q existe um grafo G que
nao possui dois circuitos disjuntos mas satisfaz 'qu 2 é.

Prova: Seja R uma roda com 4q +1 vértices. Vamos mostrar que R
satisfaz o requerido pela proposicdo. £ facil ver que R n3o tem dois
circuitos disjuntos, Seja q um inteiro positivo qualquer. Seja vy
0 centro da roda e Vp, V3, w, Vv ©s demais vértices de R, tais
que V; e adjacente a Vi, 2S$i$n-1,e vp é adjacente a
Vo . S5eJa t uma g-transversal qualquer de R . Sejam Ly, to ey
tn ©s valores da transversal nos vértices vy Vp .. , Vp, respec-
tivamente. Como R - v4 é um circuito, temos que tp + t3z + .. + tp
2 1. Se ty =1, temos

Ly +tp + 3+ .+t 2 2,
e nada mais ha a provar. Vamos supor entio que ty <1. Como vy
unido com dois vértices adjacentes de R - {vq} forma um circuito,
temos ty +th +tp 2 1 e ty+t;+tj,y 2 1 para todo i en-
tre 2 e n-1. Portanto

(Ly+tpo+tzg) + (Ly+tz+ty) + (Ly+ty+tg) + o0 + (Ly+tp+tp) 2 n - 1,
(n-1)-ty + 2(tp+tz+.tty) 2 n - 1,

4q.ty + 2(tp+tz+.ity) 2 49

ta + t3 + o * tn 2 Eq-(i-ti) .
Como por hipébtese ty <1, temos 1 - ty 2 1/g e portanto

t2+t3+...+tn22,

0 que encerra a demonstracio.

Proposicdo A.3: Seja G o grafo definido pelo seguinte diagrama:

G ndo tem 3 circuitos disjuntos mas TgG 2 3 para todo intei-
ro positivo q .
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Prova: E facil ver que G nao tem 3 circuitos disjuntos. Vamos mos-
trar que TqG 2 3 qualquer que seja q . '
Seja t uma g-transversal qualquer de G . Sejam ty, tp, ..,
tg , os valores da transversal nos vértices vy, Vp, .. , Vg, res-
pectivamente, Sem perda de generalidade vamos supor ‘
t7 S tg, t7 § tg € ty + tp + tz < ty + tg + tg .

Como vg e mais dois vértices quaisquer em ({vyvp,v3} definem
um circuito, teremos:

Ly + tp +tp 2 1, ty+ tg +ty 2 1, tp + tz3 + tg7 2 1
e portanto
2(t1+t2+t3) +, 3t7 2 3.
Mas ’
(t1+ta+t3) + (t4+t5+t’6) + t'r + ta + t,g
2 2(tyttpttz) + 3ty 2 3.

Portanto, toda g-transversal tem tamanho 2 3.

Proposicao A4: O PCODV - problema de encontrar uma colegcido de cir-
cuitos orientados disjuntos nos vértices - é NP-Completo.

Prova: O PCODV certamente esta em HP: em tempo limitado por um polino-
mio que é funcao dos dados de entrada, podemos verificar se qualquer
colecao dada é constituida de K circuitos disjuntos. Resta mostrar
que um problema HP-Completo é redutivel ao PCODV .

Iremos transformar o seguinte problema, que é sabidamente NP-Com-
pleto [GJ79, problema SP2), no PCODV:

Dado um conjunto finito X ,com [X| = 3q , e uma colegcdo B de
subconjuntos de 3 elementos de X , deseja-se saber se $ contem
uma subcolecao £ tal que todo elemento de X ocorre em exata-
mente um elemento de % .

Dados X e B podemos construir um grafo G definido pelas re-
gras: cada elemento de X é um vértice em VG ; além disso, para cada
{Xj, ¥ij,» 23} em %, G tem 9 novos vértices e 18 novas arestas,
conforme diagrama abaixo:
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Xj Yj Zj

Nao ha ligac¢ao entre os subgrafos correspondentes a dlferentes
elementos de %, a nao ser através de X . Observe que

IVGI = IXI + 9% = 3g + 9% = 3(g+3|9l).

Seja K = qgq + 3%/ . Queremos mostrar que existe uma colegido
%' conforme descrito no problema acima se e sé6 se 0 PCODV com
entrada G e K tiver uma solug¢iao positiva.

Se ® contem a tal colecio %' = {Sy Sp .. , Sqgh entdo po-
demos definir em G uma colecao de cu*cuxtos C, de acordo com

(a) para cada S; = {Xj, Yj» Zj} em &' faca corresponder os 4
circuitos orientados definidos por

(X, Vii. Via), (Y3, Viq, Vis).
(zi, vil, vi®% e (vi3, v;8 v;9.

(b) para cada S; = {Xj, ¥;» z;} em % - %' faca corresponder
os 3 circuitos definidos por

vil, vi8 vid vyt viS vi® e (vi7, vi8, v,

C é uma colegdao de circuitos disjuntos de cardinalidade
4q + 3(|%]-9) = K , conforme requerido,.

Reciprocamente, seja € uma coleg¢dao de circuitos disjuntos de
cardinalidade K . Como |VGl = 3K e G ndo tem arestas maltiplas,
cada circuito de C€ tem tamanho 3 e todos os vértices de G
estdao em VC . Vamos definir &' como a colecao dos conjuntos

= {Xj, ¥, 24} € B tais que (Xj, vii, v;®) seja um conjunto de
vértices de algum circuito de €. Como VC = VG, é claro que
U®%' = X . Resta mosirar que cada elemento de X est4d no maximo em um
conjunto de %'. Note que a constru¢ao de G nos permite afirmar que
(x5, vil, vi®) & um conjunto de vértices de algum circuito de C se
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e somente se (y;, vi% v;® ., (z5, viT, vi® e (v;3, v;8, v;9)
também sao conjuntos de vértices de circuitos de € . Com isso é facil
ver que se um elemento de X aparece em mais de um conjunto de ®',
existem dois circuitos distintos em € que tém um vértice em comum.
Como isso nao acontece, %' satisfaz o requerido pelo problema.

Para terminar a demonstrag¢io é necessario observar que o grafo G
é construido facilmente em tempo limitado por um polinémio em
1% + [X] .

Proposicdo A5: O PCODV ¢ redutivel em tempo polinomial ao PCODA ,
e vice-versa.

Prova: Suponha que se tenha um algoritmo para resolver ¢ PCODA . Seja
G um grafo no qual se deseja resolver o PCODV , Construa um grafo G'
conforme as seguintes regras:

(@) para cada v em VG faga corresponder em VG' dois vérti-
ces distintos v' e v'" com uma aresta em AG' saindo de Vv' e
entrando em v" ;

(b) a cada aresta a do grafo G, com a saindo de um vértice
v e entrando em um vértice w , faga corresponder uma aresta a' em
A(G') , com a' saindo de vVv'" e entrando em w'.

vi ve vs vl“ vell v3|I

v'
vll

[o]

vy Vs Vs v7 vy' vs' vg' vq!
Grafo G Grafo G*

A cada circuito de G corresponde naturalmente um Gnico circuito
em G' e vice-versa. Observe que:

(i) se dois circuitos siao disjuntos nos vértices em G , entdo
0s circuitos correspondentes em G' s3o disjuntos nas arestas;

(ii) se dois circuitos sdo disjuntos nas arestas em G', entdo
0s circuitos correspondentes em G sdao disjuntos nos vértices.

Conclui-se que para resolver o PCODV sobre G basta resolver o
PCODA em G'.
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Suponha agora que temos um algoritmo que resolva o PCODV . Seja
G um grafo para o qual se deseja resolver o PCODA . Construa um gra-
fo G' conforme as seguintes regras:

(@) para cada v em Vg facga corresponder r + s vértices dis-
tintos em Vg , onde r é o nuamero de arestas entrandoem v e s
0 namero de arestas saindo. Faga esses I + § vértices formarem em
G' um subgrafo bipartido completo, com r vértices em um dos lados e
s vértices no outro. Nesse subgrafo de G' todas as arestas sio
dirigidas dos r vértices aos s vértices;

(b) para as r arestas que entram em vV , devem corresponder r
arestas em AG', cada uma entrando em um dos r vértices construidos
em (a) Para cada uma das s arestas saindo de v , devem correspon-
der s arestas em AG', cada uma delas saindo de um dos s vértices
construidos em (a).

1

Grafo G Grafo G'

Verifique que:

(i) a cada circuito de G corresponde um Gnico circuito de
G',

(ii) a cada circuito de G' corresponde pelo menos um circuito
de G,

(iii) se dois circuitos sdao disjuntos nas arestas em G, entdo
0s circuitos correspondentes em G' sao disjuntos nos vértices,

(iv) se dois circuitos sdo disjuntos nos vértices em G', entdo
0s circuitos correspondentes em G sdo disjuntos nas arestas.

Conclui-se que para resolver o PCODA em G Dbasta resolver o
PCODV em G'.

E necessario observav ainda que nos dois casos o grafo G' pode
ser construido em tempo nolinomial a partir do grafo G .



40

Proposicdo A.6: Para qualquer inteiro K 2 1, todo grafo G tal que
yG 2 3, |VG] 2 3K e |AG] 2 (2K-1)|[VG] - 3K-(K+1)/2 + 4
tem K circuitos disjuntos.

Prova: Vamos fazer a prova por indugaoem K .Para K =1 a proposi-
¢ao é facilmente verificavel. Para K = 2 temos que |AGl 2 3|VG|
- 5, e portanto a proposi¢ao A.7T abaixo nos garante a existéncia de
dois circuitos disjuntos em G .

Vamos entdo verificar a proposi¢ao para K 2 3.
Caso 1. 6G 2 2K .

Podemos entdo usar o teorema 21 que garante que G tem K cir-
cuitos disjuntos.

Caso 2: Existe v em VG tal que gg(v) < 2K . Ademais existe em G
um tringulo C tal que v € VC.

Entao no maximo 2K - 3 vértices de VG - VC podem ser adjacen-
tes simultaneamente aos 3 vértices de C, pois v é adjacente a no
maximo 2K - 3 vértices fora de VC . Os demais vértices de G podem
ser adjacentes a no maximo dois vértices de C . Resulta que

JA(VC , VG-VC)] < 3(2k-3) + 2(IVG|-2K) < 2(IVGl+K) - 9.

Seja G' = G - VC. Como AG' = AG - (AC U A(VC, VG-V(C)) e
VG = VG' U VC, temos

|IAG'] 2 |AG| - (3 + 2(|IVG|+K) - 9)

2 (2K-1)-1VG| - 3K-(K+i1)/2 + 4 - (2(IVG|+K) - 6)

= (2(K-1)-1)-(IVG*j+ 3) - 3K-(K+1)/2 - 2K + 10

= (2(R-1)-1)-1VG'| - 3K-(K+1)/2 + 4K + |

= (2(R-1)-1)-IVG'| - 3(K-1)-K/2 - 3K + 4K + {1

2 (2(K-1)-1)-IVG'] - 3(K-1)-K/2 + 4
e portanto, pela hipétese de indugdo, G' tem K -1 circuitos dis-
juntos. Acrescentando-se a essa colegido o circuito C , obtem-se uma

colecdo de K circuitos disjuntos em G .

Caso 3: Existe v em VG tal que gg(v) < 2K , porém nao existe em G
um triiéngulo C tal que Vv € VG .

Portanto todos os vizinhos de Vv s3o nao adjacentes. Neste caso,
conforme demonstrado mais abaixo, podemos garantir que [VG| > 3K .

Sejam V4, Vo, «. , Vpn OS vizirhos de v em G. Seja G' o
grafo G - {v} , onde se acrescentam arestas ligando vy a todos os
vértices de {vp, vz, .. , Vn} . Pela observacgao inicial temos que

nao existem arestas mualtiplas em G', garantindo vYyG'2 3 . Note gue
IVGI = VGl +1 e |AGl = |AG' + 1. Entao
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IAG'| 2 (2K-1)-|VG| - 3K-(K+1)/2 + 4 - { ,

(2Kk-1)-IVG'| - 3K-(K+1)/2 + 3 + 2K - 1
2 (2K-1)-|VG'| - 3K-(K+1)/2 + 4

A todo circuito C' em G' corresponde um circuito Cem G,
tal que VC' ¢ VC e portanto a uma colegiao de circuitos disjuntos em
G' corresponde uma colegciao de circuitos disjuntos em G . Com isso
podemos voltar a fazer as verificagdes sugeridas pela proposi¢iao, mas
agora com G = G'. Apés um namero limitado de ocorréncias sucessivas
deste caso vamos obter o caso 1 ou 2 e portanto o fim da prova.

Resta mostrar que em um grafo com

VG| 3K e IAGI 2 (2K-1)IVG|] - 3K-{(K+{)/2 + 4,

para todo v em VG tal que gg(v) < 2K existe um triingulo que
passa por v .

Seja X o conjunto de vértices de G adjacentes a v . Seja

Y = VG - (X u {v), x = |XI e y =|Yl]. Vamos mostrar que
IAX , X)l 21 e que portanto existe um trifngulo que usa v . Como

IAGl = JA(v , X)I + _JA(X , X)I + JA(X, YY)l + JA(Y, YY) e
IAGI 2 (2K-1)IVGl - 3K«(K+)/2 + 4 = 9K<(K-1)/2 + 4 temos gque

X + |AX, X)| + Xy + y(y-1)/2 2 9K(k-1)/2 + 4 .
Substituindo x = 3K -y -1 obtemos

JAX , X)I 2 ya/a - (3K-5/2)y + 9K-(K-1)/2 - 3K + 5.
O valor minimo na expressao a direita da desigualdade acima ocorre
quandoy = 3K -5/2. Como y é inteiro, devemos ter o minimo em

y = 3K-2 ou y = 3K -3. Porémem ambos 0s casos teremos que
IA(X , X)] 2 2, o que encerra a demonstracao.

Para completar a prova da proposi¢ao A.6 é preciso mostrar o se-
guinte:

Proposicao A.7: Todo grafo G tal que %G 2 3, [VG] 2 6 e
JAG] 2 3|VG] - 6 tem £ circuitos disjuntos.

Prova: A prova sera feita por indug¢io em |VG].

Para |VG| = 6, temos |AG|] 2 13 . Como gg(v) € 5 para todo v
em VG, é facil ver que 6G 2 3. Usando entdo a caracterizac¢iao de
grafos que nao tém dois circuitos disjuntos, apresentada no capi-
tulo {, podemos concluir (pelo ntmero de arestas de G), que G tem
dois circuitos disjuntos.

Vamos supor agora que |VG| > 6 .

Caso f: gg(v) 2 3 para todo Vv em VG .
Novamente podemos usar a caracterizac¢do do capitulo {1 para con-
cluir que em G existem dois circuitos disjuntos.
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Caso 2: gg(V) < 3 para algum v em VG .

Subcaso 2.: gg(v) = 2 e os vizinhos de V sao adjacentes.
Seja C o tri&ngulo de G que passa por Vv .Seja G'= G- VC.
Note que

IAG'| 2 |AG| - 3 - 2|VG-VC| 2 3IVG| - 5 - 3 - 2(|VG|-3)

VG| -2 = |VG'| + 1,

e portanto G' tem um circuito, que acrescentado a C nos fornece
dois circuitos disjuntos em G .

Subcaso 2.2: 08 vizinhos de v em VG nao sao adjacentes,
SejJa G' = G - {vl. Se gglv) = 2, acrescente a AG' uma
aresta ligando os vizinhos de v . Em qualquer caso temos que

|lAG'l 2 JAG] - 1 2 3IVGl - 5 -1 2 3(VG'+1) - 6 2 3|IVG'| - b
e portanto, por hipétese de inducao, G' tem dois circuitos disjun-

tos. A esses circuitos correspondem naturalmente dois circuitos dis-
Juntos em G .
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