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PREFÁCIO

Há diversos problemas ein teoria de controle para Equações Diferenciais
Ordinárias que envolvem atingibilidade de um ponto a partir de outro, onde
ambos estão associados por uma relação funcional.

E o caso, por exemplo, da questão de periodicidade: queremos, através
de um sistema de controle, a partir de zo atingir o próprio zo. Ou então
a partir de zo atingir a origem. No primeiro caso os dois pontos estão
associados pela função identidades no segundo pela função nula. Ambos os
casos foram estudados na literatura (ver, por exemplo, Conti l41 e ISI, para
o primeiro caso, e Lee & Markus jll, para o segundo caso).

Se essa relação funcional que envolve os dois pontos - o de saída e o
objetivo - for linear, então, devido à decomposição de Jordan, o problema
original é remetido a atingir, a partir de zo, o ponto .Xzo (.X € R). Para À =
l estamos no caso de periodicidade e para À = 0 no caso de atingibilidade
a partir da origem.

O que nos interessa mais especificamente neste trabalho é o problema
de, ./içados À C R e t > 0 e dado o sistema de eg&ações dll/creme a s /{neares
homogénea,s

-u -- /]. .x, T u/s

co'm, 'u, s'uãeito a, restrições, caractere,zar os po'fetos ac para. os q'vais existe 'um
con,trote admissível 'u, q'u,e trai afere = a X=, em te'm,po t. Finado X, extensão
natural do problema é uerl®car a af ngáb Z dado de .Xz, a partir de z, em
tempo mí'mimo.

Este trabalho foi inspirado na leitura dos artigos de Conta(l41 e ISI),
onde o autor aborda o problema no caso de periodicidade.

o-o-o

O presente trabalho está dividido em dois capítulos. No capítulo l
enunciaremos os conceitos e teoremas principais em controlabilidade linear
para Equa,ções Diferenciais Ordinárias. Nas demonstrações destes teoremas,
remetemos o leitor às referências, pois estes resultados são bem conhecidos e,
também, já tratados sob os mais diversos pontos de vista. No capítulo dare-
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mos também exemplos, para ilustrar os teoremas e conceitos que estarão
sob foco.

No capítulo 2, centro do nosso trabalho, abordaremos o problema de
nosso interesse específico, explicitado acima. Nesta parte relacionaremos
nossos resultados com os de Conta(l41 e l51), e daremos também uma
técnica para nos "aproximarmos" de uma solução periódica no sistema,
tanto quanto quisermos (ver o conceito de "periodicidade aproximada" na
Proposição 2.5).
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CQPÍtU,tO 1 : in,tTOdKÇãO e MOt'I'UnÇãO '\-

INTRODUÇÃO E MOTIVAÇÃO

1. Conceitos básicos

Na teoria de controle temos que lidar com alguns conceitos importantes.
Dentre eles podemos citar: estado, sistema, controle, dinâmica, c07Ü nfo
restrição, oó/et uo e c sto. Preliminarmente ilustraremos tais conceitos com
o exemplo seguinte.

Exemplo (Economia Nacional)
Estamos interessados em estudar, matematicamente, a economia de

um país tipicamente capitalista.

Neste caso teremos como

- sistema: o país, formado em parte pela população (como consumi
dores e produtores), empresas, produtos, dinheiro, crédito, etc.

- estado do sistema: pode ser interpretado como uma extensa coleção
de dados: sala.rios, benefícios, inflação, perdas, vendas, investimentos,
desemprego, etc.

- contra/es: são os parâmetros que influenciam o estado do sistema,
por exemplo: as taxas, a política de taxação, incentivos fiscais, emprés-
timos, etc.

- dinâmica: o conhecimento de como variam os estados do sistema. à
medida que mudamos os controles. Em exemplos práticos, tal dinâmica
pode ser muito complicada, ou até mesmo desconhecida. Este é o caso
deste exemplo, onde a dinâmica ainda é objeto de inúmeras pesquisas.

Assim, o problema que a teoria de controle se propõe a resolver cor-
responde a determinar-se como atuar sobre os estados do sistema, através
da escolha dos parâmetros de controle.
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Neste sentido fica clara a necessidade dos conceitos seguintes:

c07Ü%nto restrição: representa limitações do mundo real, no qual,
evidentemente, nossos controles não podem assumir valores arbitrários
(estando sujeitos portanto a restrições). Neste exemplo, existem inú-
meras restrições, tais como, o fato que a taxação não pode ser muito
grande e a existência de taxas que não podem ser negativas.

- oóÜet uo: representa a meta desejada para os estados do sistema, isto
é, gostaríamos que, após a aplicação dos controles, o estado do sistema
atingisse um estado particular. Existem muitos estados objetivos na
economia, tais como : desemprego zero, inflação zero e um nível de
vida máximo. Podemos ainda ter este conjunto objetivo variando no
tempo para refietir estratégias políticas e sociais de um país.

c%sto: quando mudamos os controles para que nosso estado atinja
o objetivo, estamos tendo algum gasto que será representado por um
índice de desempenho denominado custo. É desejável, obüamente,
em alguns casos, escolher a mudança dos controles de tal forma que
o custo seja mínimo. Podemos citar, como exemplos de custos, as
perdas decorrentes da mudança dos controles, o preço político por tal
mudança, o tempo que se gasta para se atingir tal objetivo, e assim
por diante.

Escolhemos aqui um exemplo em economia assim como poderíamos
ter escolhido exemplos em qualquer outra área (tal como química, física,
engenharia, medicina, etc.), isto porque os conceitos de sistema, estado e
controle são gerais, ou seja, podemos ter sempre uma interpretação que os
caracterize.

Daremos agora uma formulação matemática para estes conceitos, exi-
bindo também os resultados mais conhecidos na teoria de controle para
Equações Diferenciais Ordinárias Lineares.
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2. O problema de controle

Neste trabalho consideraremos como a dinâmica de um sistema a classe
de equações diferenciais,

á(f) .A(f)«(f) + -B(Í)u(t) + «(f), (.z;)

onde:

1. A(t) é uma matriz n x n , B(t) é uma matriz n x m e «(f) é um
n-vetor coluna; cada um deles é real e mensurável em --oo < t < oo

2. As normas ll.A(f)ll, llB(f)ll e llt;(f)ll são integráveis em cada subin-
tervalo comp acto de R.

3. u é um contra/e admÍssúeZ, isto é, pertence ao conjunto

C'- l,L..(R, R") «(t) c I' q...} ,

em que I' Ç R' é um dado do problema e denomina-se o colnj&nfo resfr ção
(o conjunto Cr é dito conjunto de controles admissíveis)

Estas hipóteses garantem a unicidade da solução de (L), dada pela
fórmula da variação dos parâmetros

«(f)(f)«o + q'(t)/ 0-:(.)l-a(')«(,)+ «(s)ld',
'/ z;o

Í

onde 'õ(f) é a matriz fundamental, solução do sistema homogêneo

Z ..'l(f):« tal que @(to)

Fixado o estado inicial (fo,zo), chamamos de resposta a u C C'r à
solução z(.,fo,zO,u) de (L). A resposta a u num instante t C R fixo,
z(f, to, zo, u), será denominada estado do sistema m©m tenzpo f.

Consideraremos também, um conjunto dado, (9(t) Ç R", para cada
t 2 0, dito cola nto oUetáuo n&m tempo t.
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Um proZ}/ema de contra/e consiste em determinar to,ao e u C C'i' tais
que a resposta associada satisf«a z(fi , to, zo, u) C O(ti ) para algum fi > 0.
Dizemos então que o controle u leva zo ao objetivo.

Denotaremos por SC'r(to, zo, ..4, .B, t;) ao sistema de controle linear em
R"

á(t) f)«(t) + .B(t)u(f) + «(t),

com conjunto restrição I', estado inicial (to,zo) e controles admissíveis
u em C'r. Por simplicidade, doram,nte, denotaremos tal sistema por SC'r
ou somente SC'

(.z;)

Fixado um estado inicial (fo, zo) chamaremos de c07Ü%nfo e$caz o con-
junto dos controles admissíveis (lue levam (fo, zo) ao objetivo, em tempo
11111 bv.

Dado fo C R, definimos como espaço controlável o conjunto:

C U c(t:)

onde

c(t:) {no c R"/]u c C'r; z(tl, fo, zo, u) c 0(ti)},

ou seja, C é o conjunto dos estados iniciais para os quais existe um
controle eficaz.
Nestas notações, para fo C R fixo, um proóZema de conZroZab Zádade é

a descrição do espaço controlável C, ou mais precisamente, para um dado
fi, do co-junto C(fi).

Podemos ainda associar ao nosso problema de controle um custo fun-
cional:

C(.u) = 1 j:o(t,z(t),'u(t»dt
Jto

(o/')

onde #(f) = a(f, to,zo, u) e /' é uma função contínua a valores reais dada.
Deste modo, associado à questão acima temos o problema de levar ao

a um objetivo usando um controle admissível u tal (lue C'(u) seja i-ânimo.
Este problema é denominado Problema de C'ontroZe Õtimo.
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Um exemplo clássico onde os conceitos acima (e suas aplicações em
sistemas físicos) ficam bem claros é o seguinte

Exemplo 1.1 (0 carro foguete)
Dado um carro equipado com dois propulsores (foguetes) instalados

nas extremidades, com massa unitária, e que se move sem atrito sobre uma
rota, o problema é mover o carro de uma posição inicial qualquer para
um destino pré-determinado. A alteração do movimento será feita através
dos propulsores (podemos disparar qualquer um dos propulsores e ainda
controlar sua potência através de um mecanismo tipo acelerador variável) .

O movimento do carro pode ser descrito por p(f), sua posição no tempo
f, com po e t;o sendo a posição e velocidade no instante inicial f = 0. Nosso
destino será chegar à origem com o carro em repouso (velocidade zero). O
vet" ';t"'Zo deste sistema é portanto z(t) = .(p(f),»(f)); o «t«d. {n{.{.J é
(po, uo) e o conjunto objetivo é

0(t) (o, o)} (v t > o)

Logo, neste caso, o problema de controle é determinar como disparar
os propulsores para atingir o objetivo num tempo f. Para isto precisamos
definir a natureza dos controles a serem utilizados; um contra/e % será uma
função a valores reais que representa a força sobre o carro, decorrente do
disparo de um dos propulsores no tempo f. Convencionaremos que o disparo
do propulsor da direita (respectimmente esquerda), no tempo f, gera uma
força negativa (respectivamente positiva) no carro.

Definidos os estados e os controles, a dinâmica deste sistema será dada
pela Lei de Newton, que pode ser escrita como P(f) = u(f). O sistema de
equações diferenciais (L), na forma vetorial, é

«',,-(;ííl), '',,-(: a)«.',--«'*,(?) (a)

Fisicamente, colho já dissemos, temos, em geral, restrições sobre a força
com a qual podemos atuar sobre o carro. Definimos assim, como c07Üxnto
«.Z,{ção, o co-junto:

F = {z c R : lzl $ 1}
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Deste modo, o conjunto dos contra/es admÍssúeás será

C'r = {u C LL.. «(t) C F q...}

Por exemplo, a função

«w-l1l: ?:Í:il
representa um controle admissível no sistema, que nos diz para disparar o
propulsor esquerdo em plena força durante uma unidade de tempo e daí
disparar o propulsor direito a meia força durante 3 unidades de tempo.

Com isto vemos que cada controle u gera uma resposta z(t) = a(f, zo, u)
e, dado o estado inicial zo = (po,uo), um comfroZe e$caz é aquele cuja
resposta atinge o objetivo em algum tempo finito, ti > 0. Pode não haver tal
controle ou podem existir muitos deles. Devido à possibilidade de existirem
vários controles eficazes e da necessidade prática, somos levados a escolher,
seguindo um critério pré-determinado, qual controle usar. Este critério é
o do custo funcional (CF). Por exemplo o critério poderia ser consumo
de combustível para se alcançar o objetivo, energia gasta ou tempo gasto,
dados respectivamente por:

CM- l \«ÇsÕ\d;,

c'(u) l«(.)I'a;, 1«(.)1 $ .K,
JO

Esta escolha define nosso problema de controle como un] Proa/ente de C'on
trote Otimo.

Como visto acima, variando /o em (CF) temos diferentes exigência
nos critérios de escolha de controles ótimos. No presente trabalho estaremos
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interessados somente em minimizar o tempo, ou seja, usaremos em (CF),

Denotaremos por controle ótimo associado ao funcional C' ao controle
eficaz u* tal que

/' l

C'(u*) $ C'(u), para todo controle eficaz u

3. O conjunto de atingibilidade

Como dito anteriormente, um sistema de controle pode não possuir
controles eficazes. Neste sentido, ampliando um pouco a ótica de análise
do problema de controle, vamos introduzir o conceito de atingibilidade, ou
seja, vamos descrever o conjunto dos pontos que podem ser atingidos num
tempo t, usando-se todos os controles admissíveis do sistema.

Definiremos o cona nto de at ngáó / dada no tempo t, /Tr(t,to,zo), e o
come de 'zt mgábá/ dado, RCr(to, zo), associados a $(;r, como:

-Kr (t, t. , «o ) {«(Z, fo, «o, «)/« C C'r}

e

.RC'r(fo,zo) (f,«(f,to, zo, u))/t 2. fo e « C C'r}

x K'-(f, fo, «o))
t>o

A princípio pode parecer que os pontos que são atingidos a partir de
um estado inicial dependem-n fundamentalmente das "dimensões" de I'. Sur-
preendentemente, não é o caso: Pode-se ver, já no exemplo 1.1, que

F {a € R : l#l $ 1} ou I'i {-l,+l}

geram o mesmo conjunto de atingibilidade a partir de ao
seguinte, mostra a formulação geral deste fato:

O teorema
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Teorema 1.1 ( Princípio do Band-Band )
Considere o sistema SCr. Para todo t > Q, o conjunto de atingibilidade

.Kr(f, to,zo) é convexo e, denotando por col' a envolílóda convexa de I',
temos que

.Kr(t, to, «o) = .K-r(t, t., zo)

Se além disto, supusermos que F é compacto então o conjunto de atingi-
bi.lidado ./(r(f, fo , zo) é compacto e vaca continuamente em re.loção a t, para
t Z to (em relação à métrica nausdora).

Para uma demonstração deste 'lFeorema veja o Teorema IA, pág.
emjll.

165

O Teorema 1.1 fornece uma visão sobre a estrutura topológica dos
conjuntos de atingibilidade variando no tempo:

Corolário l.l
Se P é um ponto interior do co«Junto .Kr(fi , fo, to) então emite«: uma

vízhbança V de P e um ó > 0 tais que cada conjunto /rr(f2,fo,zo), com
lf2 -- til < ó, contém V em seu interior

Vamos agora introduzir um dos teoremas mais importantes da Teo-
ria de Controle, denominado Princípio do Máximo de Pontryaguin. Para
enuncia-lo daremos algumas definições preliminares:

Definição l.l
Seja /Tr(fi, to, ao) o conjunto de atingibilidade no tempo fi para o sis-

tema SC'r. Diz-se que um ponto P C /Í'r(ti, fo, zo) está na moda /r07zteÍra
de Kr(ti , to, ao) se P não está em nenhum dos conjuntos ./(r(t, fo, zo), para
fo $ f < ti, ou seja

P C la.K,(f:,fo,«o) \ U Â.',(t,f.,«.
to <t<Í]
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Definição 1.2
Seja u C Cr um controle admissível para o sistema SC'r. Se para

a resposta a associada a u tivermos #(fl) C a/(r(ti,to,zo) dizemos que o
controle u (e a resposta associada a) são eztremais no intervalo to É t 5; tl

Definição 1.3
Seja u C C'r um controle admissível para o sistema SC'r. Dizemos que

o controle u é mazáma/ para o intervalo /o $ f $1 fi se existe uma solução
não trivial 77 do sistema linear adjunto

4 = -,7.Á(f) (.L.Á@)

associado ao sistema linear homogêneo

á (Z.H)

talque
,7(t).B(f)u(f) ,7(t)B(f)7

7 (M..4X)

para fo $ t .$ fi q.s

Í')}\ e p'rni n r' n n
v v u v l v \# :s q.uv

A solução 77 de (LAdj) é o n-vedor linha da forma 77 = ?70'©'i, onde 77o

é um n-vetor linha constante e @ é a matriz fundamental associada a (LH)
tal que ®(to) = /d. Se 770 # 0 então 77 não se anula em nenhum ponto t e
se .A(t) = .A, co«;tente, então ?7(t) = qoe'O-'d.4

Dados estes conceitos podemos; enunciar o Princípio do Máximo de
Pontryaguin. Este teorema dará uma caracterização analítica dos controles
extremais a partir da solução do sistema adjunto. Esta caracterização tem
propriedades importantes na teoria de controle ótimo (como por exemplo
no problema de tempo mínimo).
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Teorema 1.2 ( Princípio do Máximo de Pontryaguin para sistemas li-
neares )

Considere o sistema SCr, com conjunto compacto de restriçõesF. Um
congro.le u C C'r é extrema.l no interna.lo fo $1 t $ ti se e somente se u é
ma=imal neste intervalo.

Para uma demonstração deste Teorema veja jll, pág. 73, Teorema 2

A versão geométrica deste teorema é dada pelo seguinte

Corolário 1.2
Soam u C C'r um congro/e extrema.l no in(erva.lo fo $ t $ fi assou;ado

ao sistema SC, z e n as correspondentes respostas. Se vale (MAX) então,
para fo $ 1- $1 tt, u é um controle extrema.l em cada sub;nterva.lo fo $ t .É r,
com «:(,) C a.Kr(,-,fo,zo). Temo. ainda q« ?(.'-) é no,m,] .xú.do, -
h».rpJ-' "p"t' n, de .KF(,-, fo, zo) .,« ,(,-).

4 Controle de processos lineares em tempo mínimo

No caso que em (CF) temos /o = 1, pode-se caracterizar a existência
de um controle ótimo u* e além disso, utilizando o Princípio do Máximo de
Pontryaguin (Teorema 1.2), dar uma condição necessária que este u'- deve
satisfazer. E o expresso, nos

Teorema 1.3 (Existência)
Considere o sistema SC'r, com coJÜunto de restHções I' Ç R", com-

pacto, e um coiÜunto oZ)jetivo compacto (2(t) que varia con(inuamente em
fo $ f $ fi. Se existir uln c012í;ro.le e.6caz em aJgun2 tempo ri < ti eiltâo

existe um controle ótimo (isto é, com resposta em tempo mínimo), u* C Cr,
d'unido 'm fo $ t $ f*, com f* $ fi, t««síe,indo zo a O(t*).

Para uma demonstração deste Teorema veja jl], pág. 127, Teorema 17
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Teorema 1.4 (Condição necessária para controle em tempo mínimo)
Considere o s;stema SC'r, com coinjunto de restrições I' Ç R", com-

p"to, ' "m co«junto oZ,j.(.ívo O(t) que «,da cona.ín«am.nte em to $ f $ ti.
Seja u* C Cr um controle com resposta z* em tempo mínimo. Então u* é
maximal (portanto pelo Teorema 2 é extremam), isto é,

"(t) = 111P: '7(t).a(t)'y - 'z(t)B(t)«''''(f) (M.AXI)

ou também,

M(f) = T# '7(t)IA(f)z*(t)+.B(f)'7+"(f)l - 0(f)l..4(f)'*(f)+.a(f)"*(f)+"(f)l
(M.AX2)

para fo $ f $ t*,q.s.
Se além disto supusermos ainda qu. O(f) = O, constante, .ntâo z*(f*)

p"t'n" à -«; fro«t.i« de -Kr(f*, to,«o) e -ste c«o, d,d« .A(t),B(t) .
v(t) contínuas, a normal n(t* ) pode ser escolhida com

w(t*) 2: o

Se ainda mais, supusermos que O é convexo, então podemos escolher
n(t* ) satisfazendo a seguinte condição de transversalidade : n(t* ) é normal
a' bÜ''rpJ-' "p"t' "p"-d' K'F(f*, fo, «o) . O

Para uma demonstração deste Teorema veja jll, pág. 129, Teorema 18.

Corolário 1.4 (Caso autónomo)
Se, no Teorema 4, (L) for autónomo e u C Cr íor um contra.le extrema.l

satizfazendo (MAX2) em to É t É tt q.s., com as correspondentes respostas
z e 77 en(âo .À4 é constaJ2te em to $ f $ fi

Para uma demonstração veja jll, pág. 131

5. Síntese ótima

No caso em que o sistema (L) é autónomo, suporemos sempre fo
pois a resposta associada independe do tempo inicial to.

0,



Capítulo l ITttrod'u,ção e Motiva,ção 12

Suponhamos agora dado um estado inicial zo , que é levado efetivamente
ao objetivo. Associado ao problema de controle ótimo, temos o problema
geométrico denominado síntese, que consiste em se descrever pelo menos um
controle ótimo que leve zo ao objetivo; mais geralmente, a síntese descreve
um método para se construir um controle eficaz para cada estado inicial
que pode serlevado ao objetivo.

Se assumirmos que O é constante e convexo, o Teorema 1.4 nos dá uma
técnica para resolver tal problema de síntese no caso autónomo.

Um método geométrico muito útil para esta síntese é descrever a curva
denominada "switching locus" . A "switching locus" TV em R" \ (2 consiste
de todos os pontos z(f) para os quais, neste instante, u(f) é descontínua,
onde u(f) é dada pelo Teorema 1.4.

Vamos i[ustrar a construção da "switching ]ocus" considerando ainda
o exemplo do carro foguete. Denotamos, como visto no exemplo 1.1, por z
o ponto do plano de fase (p,»).

Neste exemplo os controles u são tais que lu(f)l $ 1. Assim, W separa
R2 \ (2 = R2* em dois conjuntos abertos: .A4+, no qual "domina" o valor
u = +1 (pois 77 > 0), e .A4-, no qual "domina" u = --1 (pois 77 < 0).
Portanto dada a função:

«*(«) -l11ise z C.A/+;
se a C .À4..

temos que a resposta ótima associada será dada pelas soluções de

á -Bu*(«) + «

Podemos representar esta síntese graficamente assim,
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À-ATINGIBILIDADE EM TEMPO MÍNIMO

1 - Tnt.rnHllrãn'Y-'

Entramos agora no centro deste trabalho.
Dados um conjunto restrição I' Ç R", os controles adi-ússíveis u C Cr

e o processo linear autónomo

j; = ..4# + u, (.Z;.A)

queremos estudar a existência de pontos .X-atingíveis em um tempo T, isto
é, a existência de pontos ao € R" que atingem Àzo num tempo T, fixados
.X C R e 7' > 0, ou seja, quando existe um controle admissível no sistema
cuja resposta leva, ao a Àzo depois de um tempo 7'

Além disso, neste capítulo queremos estudar também o problema de
tempo mínimo associado, isto é, o problema de se encontrar o menor T em
que zo é transferível a .Xzo, fixado .X à priori. Queremos portanto encontrar

T «Ü« {f > 0 : «(f, «o,«) Àao, para a/gum u C CF).

Observemos que esta t.eoria pode ser facilmente adaptada se ao invés
de .Xzo quisermos atingir ]Wao, onde .A4 é um operador linear em R", dado.

2 O problema de existência dos pontos À-atingíveis

Com o propósito de estudar o problema da existência dos pontos ao
mencionados no parágrafo anterior, introduzimos algumas definições.

Definição 2. 1(.X-atingibilidade)
O Co@&nZo dos pontos .X-atj7}gúeÍs em tempo t, segundo (LA) com

u C Or, é o conjunto:

.4(t, À, ,4, F) {«o c R" : «(f, «o,«) Xao para a/gum u C Cr}

Este conjunto tem uma caracterização em função do conjunto de atin
gibilidade a partir da origem, que explicitamos à seguir.
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conjunto dos pontos atingíveis a partir da origem:

e a aplicação linear
Jt.,{.x = .À/ - eí''{

temos que

W(t, .4, 1') / .0-4"«(.)ds : « C 0-

Dado o

Í

)

14

.4(f,À,A,]') = {z c R" : Jt,..4,xz c W(f,.A,I')}

ipotese
Doravan

+

te,suporemos que, dados t > 0 e .X C R,

{l, .X} n .(e''l) = Ü,

onde a(7') é o espectro do operador T.

A necessidade desta hipótese ficará clara no decorrer do trabalho.

Da comparação de W(f, ,4, 1') e .4(t, .X, .4,1') obtemos os seguintes re
multados imediatos:

(.H.*)

Proposição 2.1
São válidas as seguintes asserções:
.Z) J.(f, .X, .A, F) é co««.xo;
2) Se I' é subespaço de R" então .4(f, À, .A, I') é um subespaço inmriante

P" Á, 's'''n co«-o W(f, .Á, I');
.3) Se I' é compacto então .4(f, À, .4, 1') é íecbado (nâo podeJnos geral tir

que seja compacto)l
4.,1 Se I' ó compacto então a função

t .X, .Á, F)

é conta'nua em {f > 0 : deflt,..4,x # 0} (em re.laçâo a métr;ca Mansão:rlT);
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Icem:

1) Como J ,.4,x é linear em x e como W(f,.Á,I') é convexo (Teorema
1.1), segue imediatamente que .4(t, À, .4, 1') é convexo;

2) Esta propriedade é imediata a partir da definição;
3) Como Jt,,4,X é linea« em x e, pelo Teorema 1.1, W(f,.A,I') é com-

pacto, temos imediatamente o resultado;
4) No domínio tomado, Jí,..4,X é inversível, contínua e com inversa

contínua e ainda mais temos que a função

f ---- w(t, .Á, I')

é contínua em t (em relação a métrica naus(iorff) (Teorema l.l).
então que, como

Segue

Á(f, .À, .A, I') W(f, J., I'),

.4(f, .X, .'!, I')
dorff)

é contínua no domínio tomado (em relação a métrica Haus

Observemos que, nos pontos f > 0 para os quais deflz,.4,X = 0, podemos
perder a continuidade dada pela Proposição 2.1 item 4), como mostra o
seguinte exemplo:

Exemplo

1) Consideremos A=1, .À- 2, t > 0 e

F = {(7, O) : 'y C R} ,

então temos que , se z (zi, a2) € R', ' C Cr e # C .4(f, .X, .4,1')

:::) -(( :) 1(::) --/'('''J''')'.l
Logo, teremos

í # in 2 .4(t, 2, .Á, r) .[z c R2 : z2 :: 0}
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Agora, temos também que

t In 2 -:> Á(in 2, 2, ,4, F) R2

2) '1Yocando-se em l) I' por

I': ('y, o) : 'y > o}

temos que
t In 2 :::» Á(in 2, 2, .A, I':) 0

Mesmo diante da Proposição 2.1 não podemos garantir que existe al-
gum zo C Á(f, À, .A, I'). Para investigar este problema, temos que considerar
o conjunto dos pontos À-constantes, que é, como veremos, fundamental para
tal fim.

Definição 2.2(pontos À-constantes)
O conjunto dos pontos .X-constantes é

J.o(t, .X, .,4, 1') {z c R" Jt,.,4,X,4z C (e''4

Vê-se que .Áo(t, .À, .A, I') é subconjunto de .4(t, .X, .A, I'), ao se considerar
a À-atingibilidade através de controles constantes, pois:

/' .o-q"a;. p - Z:(-.':-Q"ra.. /'
(.'" -.r)P.

O conjunto dos pontos À-constante terá uma papel fundamental na
proa da existência de pontos em .4(f, À, ,4, 1'), como mostra o seguinte
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Teorema 2.1
Sob (.Htx)

.4o(f, À, .A, col') # Ü +::::> H(f, .X, .,4, 1') #: Ü

Dem: Da hipótese (.HíÀ) segue que (e:'{ -- /), (À.r -- e:'4) e .4 são
(::+) Se «o C Áo(t, À, ..4,col') temos então:

(.X.r - .'").Á«o (e:" - .r)P com P € «1'.

(1)

f
C) T'e 1 1 r/) l C

Portanto

/
W(f, ..4, 1') é co«

/ ,.4,x:«o = (.X-r - e:'4)«o = .Á':(e:'4 - ./)P = c(t's)Ads . l3.

Como e9 '''tiy' '' '{ ''-

.,4o(t, À, .4, coF), te:nos

Jt.,4.xzo C W'(t, ..4, 1')

:/ «I' ç W(t, -.4, 1').
t

e(t - ') '4 ds

.4.(t, À, ..4, «1') ç .Á(t, .À, ..4, F).

(4::=) Suponha que .4o(t, .X, .A, col') = Ü. Temos então que

.4o(t, .X, .Á, col') - .'''{)':.A': (e''{ - .r)«I'.

Deste modo co1' = 0, e assim I' = ü, mostrando que .4(t, .X, .Á, I') = ü.n

Em geral, se retirarmos parte da hipótese (.HtÀ), a seguinte proposição
\ [lsp l 'tn /n n

Assim
9

se

0, e assim I'
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Proposição 2.2
Dados t > 0 e À € R, as seguintes a.sserções são vá.lida.s

.Z) Se l € «(.'") «./.

.4o(t, .X, .A, col') # Ü ::+ J(f, .X, .Á, I') :# Ü

2) Se .À é o(e:'4) e I' # ü então

.,4o(t, .X, .A, coF) # Ü ' Á(f, .X, ..4, 1') # Ü

Dem:
1) A demonstração segue imediatamente da demonstração de (1) acima.
2) Seja P C col' # ü (pois I' # ü). Se tomarmos

z -- etA)-l l e(t's)Ads. É3
JO

temos que

(,X.r - .:")J-« (.x.r - .:")(.x-r
I't

ztA)-\eLA l Ae-sais.l3JO

a" lç-.-: n''; P = .*''1(-.''" +.r)P

(e:'4 - .r)P,

p'rtanto :« C Áo(f, .X, Á, c.I') e

/ ,..,À« = (À-r - .'''4):« / .«-Q".Z. P c ll'(t, ..4, i'),

devido a convexidade de W({, .A, I'). Assim temos também z C .4(t, À, ,4, 1')

Podemos ainda caracterizar a existência de pontos .X-atingíveis (À C R)
em função da existência de soluções periódicas do sistema (À = 1).
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3 Comparação com as soluções periódicas

O conjunto dos pontos l-atingíveis em tempo t é discutido mais de-
talhadamente em Conta(l41 e l51). Tal conjunto é denominado ali de con-
junto de pontos de retorno em tempo t, que como é bem sabido, em (LA),
são os pontos pelos quais passa uma solução t-periódica.

Um dos resultados centrais de l41 e lõl é:

.Ro(.A, col') :# Ü «:::+ H(f, l, .A, F) #: Ü,

onde Ro(..4, 1') = {z C R" : --.Az C I'}

(vf > o)

Temos uma relação entre o conjunto .l?o e o conjunto dos pontos À.
constantes, dada pelo seguinte

Teorema 2.2
sob (.n À)

-Ro(.Á, coF) # Ü +-:> .,4o(f, .X, ..4, col') # Ü. (2)

Dela:
(::+) Como existe z C R" tal que --.4z C col', considerando

# (,x/ .'")':(]' -- .:")z

vale (;lue g/ C .4o(t, .X, .,4, col'). De fato,

(.X.r - ':").43/ - ''")(À.r - .:')':(e:" - .r)(-..4«)
])(-..4«) C (e:" - .r)col'

(<-=) Como existe y C R" tal que (.X-r - e:'4)Á:« C (e:'4 - .r)col', então

,: - ])':(e'" - À.r)« C .Ro(..4, col').

Eln presença do Teorema 2.1, um corolário imediato do Teorema 2.2 é
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êorema z.3
Sob (.H.À)

.Ro(.,4, col') :# Ü 4:::> .4(f, À, .,4, 1') # Ü

Se retirarmos parte da hipótese do teorema 2.2 temos, ainda, a seguinte
proposição

Proposição 2.3
Dados f > 0 e .X C R

.Z) Se l g .(e'") .«tão

.Z?o(..4, col') :# Ü +:: .4o(t, .X

2) Se .X # .(.:") .«tão

.Ro(.Á, col') # Ü :::+ .4o(f, .X, .A, col') # 0.

são válidas as seguintes asserçõese

Á col') )

As demonstrações são idênticas às do Teorema 2.2.

O teorema seguinte relaciona o conjunto dos pontos de retorno com o
conjunto dos pontos À-atingíveis em tempo f.

orema 2.4
Sob (Htx)

.4(t, l, .Á, I') :# ü <::+ .4({, .X, Á, I') # Ü. (3)

Dem.:
({=) Seja z € .4(f, .X, .Á, F), portanto existe c. C C'r tal que

.0-4"c:(.)d.,x« - .'"" + /
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Logo,considerando

y (/ e:")': (.X./ - .'")z,

temos que

.0-Q".:(')d' Z/ + (.X.r - .:")« =
(.r - .:")y

mostrando que y C .4(t, l, .A, I').
(-:::>) Seja y C .4(t, 1, ..4,1'), então temos que existe c. C Cr tal que

.0-4".:(.)d;

Considerando então

Z (.x-r - .'")': (.r e'")Z/ ,

temos que

etAac -} Í" e(t-s)ActÇslds -- etA)yJnJO

- .:"« + (.À-r - .:")«

Portanto :« C .4(t, .X, .,4, 1')

Observe que o resultado de Conta(l41 e ISI) e o Teorema anterior dão
uma nova demonstração do Teorema 2.1

Novamente, se retirarmos parte da hipótese do teorema anterior, o
seguinte resultado se verifica
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Proposição 2.4
.Dados t > 0 e À € R são válidas as seguintes asserções

.Z) S. l g «(e'") «tão

.4(í, l, .Á, I') #: g +:= H(t, .x, ..4, F) # Ü

2) Se .X é «(e'") e«tão

.4(t, i, .Á, r) # 0 -:» Á(f, .x, A, i') # 0

As demonstrações são idênticas às do Teorema 2.4

4 Periodicidade aproximada

Os resultados dos parágrafos anteriores mostram que sob (.HíÀ), exis-
tindo um ponto À-atingível (para algum À C R), sempre existem soluções
t-periódicas no sistel-na. Mas não podemos garantir tal existência se (.HtÀ)
não se verificar. Mesmo assim há a possibilidade de uma ''aproximação"
arbitrária a uma solução periódica. Denominaremos tal propriedade de
Feri,odicidade a,pro=imadct.

Mais especificamente, explicitamos a propriedade da periodicidade a-
proximada no Corolário da seguinte,

Proposição 2.5
Fixados t > 0 e ]' Ç R" , supollballlos que exista. .X C R ta] que

,4(t,À,.Á,]') # ü. Então para todo p C R ta] que /z g a(e:'4) podenaos
a#rm ar que

.z. .4(t, p, .A, i') # 0.
2. Podemos escoJbcr y € .4(f, p, .Á, I') de forma que varie continuamente

em função de p.
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Dem.:
1. Seja # C .Á(t,À,.Á,I'). Pela definição de .4(t,.X,.A,I') temos que,

para algum I' C C'r, vale

:» - .:") - /'.0-4"7(.)d,

Deste modo, se

y (P/ e'')':(.X.r - .'")z,

temos imediatamente que y C ].(f, p, A, I')
2. Decorre imediatamente da construção de y acima

Corolário 2.1(Periodicidade aproximada)
Fixados t > 0 e I' Ç R", suponhamos que exista .X C R ta.l que

.,4(f,À,,4,1') :# ü. Então, dado ó > 0, existe zo C R" e um contra.le
admissível 'u, tais que

1«(t, «o, u(.)) - «ol s; ó.
Ou seja, para o sistema (LA), sempre existe uma solução "tão próxima de
ser periódica" , quanto quisermos.

Dem.: Se l g a(e:'4) tei-nos o caso de existência de solução periódica
sempre. Caso contrário, suponhamos

0 < p 5; ó tal que # € a(e:'4)

(observe que sempre existe tal p pois o(e:'4) é discreto)
Aplicando a proposição anterior, temos que

.4(t,P,.A,I') # ü

Em geral, ainda falta garantir que existe um À tal que .4(t, À, .Á, I') # 0.
As proposições seguintes dão mais condições suficientes para existência de
tal .X, mesmo quando l C a(e''4).
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Proposição 2.6
Soam À C c,(e:'4) diferente de ], ao o auto-vetou associado e /z C R

tais que

(n) ««. . -.
.Ehtâo

«o C H(t, P, ..4, F)

Dem. Considerando as funções

' : -(P) «« . «'., -(n) .-"« --(H) «,

temos que z(0) «o, «(f)

''., - «(H) .-'"«. - "«'., * .'.,.
Logo «o c .4(f, p, Á, F)

Proposição 2.7
Seja X autovalor de etA associado ao autovetor a;o e suponhamos ainda

que 0 C I'. Enfio

-o € .4(t, .X, ..4, 1').

Dem.: Basta considerar z(s) e'Áz.

Colmo vimos, os pontos, pelos quais passam uma solução periódica
aproximada, variam continuamente à medida que variamos ó (ou p), no
Corolário 2.1. Damos então uma estimativa de suas localizações relativas,
segundo as duas proposições seguintes, de demonstração imediata.
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Proposição 2.8
Fixados >., =o e t > 0, consideremos o conjunto dos pontos que atingem

Àao num tempo t:

U(f, .X,zo,.A,I') = .1 e':'lÀzo -- / e-''4c(s)ds,para todo c C C'r l

Se «, y € U(t, .X,zo,.4, 1') e«tão

11« - vll g eH:lÍ-Oaí.mr.

Proposição 2.9
Fixados zo, t > 0 e o conjunto de restriçõesF, consideremos o conjunto

.K(f,«o). Para «, Z/ € .K(t,«o) t.mos que

n« - vll $ «yfl:ãldyD'z{.mr.

5 Contra-exemplos(necessidade da hip(5tese(-HtÀ))

Para perceber a necessidade do uso da hipótese (.HtÀ) neste trabalho,
daremos alguns contra-exemplos aos resultados dos parágrafos anteriores,
quando (.#tx) não se verifica.

Contra-Exempl' l (Caso .X = 1 C a(e''4))
Seja À = 1 e

«-li l ll, --«,,,,,:»"
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1) Ho(t, .X, .,4, col') # 0
De fato, dados z = (]çi, z2,z3) C R3 e '

que:
('7,'7, ') C c.I' I', temos

et
0
0

(1
(1

0 0
et 0

0 1
e:)zl
e')#2
0

) .etÁ

(.r - e'').A«
e

'''' -,,, - IÍ::: : l ,
da forma (--,, --,, y) com , > 0, está em .4o(f, .X, .A, col')logo todo z

2) A(f, À, .A, I')
De fato, dados z

temos que
(z:,z2,z3) c R3 . 7(,) = ('y(,),'y(.),7(.)) c (7r

'.""«'',',, - i:::i * l ;iiilii::l - '*,
Logo, para termos

/ zl \

(*) - l «, l

\#3/

é necessário que áot 7(s)ds = 0 o que é um absurdo, já que temos 7 sem-
pre positivo, pois I' C C'r. Portanto a implicação (::::») de (1) é falsa se
retirannos a hipótese dada na Proposição 2.2.

Contra-exempl' 2(1 C a(e''4) e .X « .(e''4))
Consideremos agora o caso em que l é autovalor de et'4

Dados

il) . F - {0,v):v > o},

e À não é
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então,

.'" - (i {)
1) Ro(..4, col')

Supondo que existe z C R2 tal que --..4z C col' = 1', teremos que

«« - ( -T' ) . -,

o que é absurdo pelo I'escolhido

2) Ào(f, .X, .A, coF) # 0
Seja z C R2, .X # l e 7 € col' = 1' ( aqui utilizaremos abusivamente a

notação 7 = (0, ') com 7 > 0). Assim,

.Az 7),(« .'",«« -( '* 'b:'" )
e

(e'" - .r)'y (7)
Portanto queremos ter

('*-b:'"') (7),
que tem solução

3) Os itens 1) e 2) dão um contra-exemplo para a Proposição 2.3 item 2).

4) A partir da Proposição 2.3 item 1) temos que .,4(t,.X,.A,I') # Ü e de
Conta temos que .4(t, 1,..4, 1') = ü, com isto temos uin contra-exemplo
para a Proposição 2.4 item l).
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Contra-exemplo 3(À C a(e:'4) e l çl a(e:'{))
Consideremos agora o caso em que À é autovalor de et'4
et e

Sejam A=1 ,

(cos t -- k, sin f -- !): T
2 : 4U ~ '.,',';'}

Xa: 1 - Cx

(J- k) y Q X3 zóóc

k =-o,l a4

Cor''
P

obs: (0, 0) « .ol'.
1) .4o(g-,e{,.A,c.I')

Sejam z C R' e ' = (1'1, 1'2) C col'. I'amos então que

(À.r - .{ ").A:« .;",« - (:)
e

/)'y : :l;: ) * (g) ,
para todo (7:,7,) C «I' (pois (0, 0) « c.I')
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2) /?o(.A,col') # Ü pois

.Az := --z C col',

para todo # tal que --z € col'
3) Os itens 1) e 2) dão um contra-exemplo para a Proposição 2.3 item l)
4) .4($,e},.A,I') # ü

De fato, consideremos # C R2, 0 $1 t $ { e

.(f)
cosa
sina ;)

Logo c C Cr. Temos portanto (lue a solução de (LA) será

«'', - .'" (« * /: .-'". .,'.)

(( s)l(::)--($:::1: ::11::)1
(:::: ) -- ( 7{'' ;'': ) - '*,

Calculando-se (+) para f $ temos que

'*' -(:Í::) --(!''-"-'-'i*'''#''') -(:i::)
Portanto(ai, z,) C Á({,e{, .A, I').

5) Os itens 1) e 2) são ainda contra-exemplo para Proposição 2.2

6 O problema do tempo mínimo para À fixo

Neste parágrafo vamos estudar o problema de À-atingibilidade em tem-
po mínimo que citamos na introdução deste capítulo. Para isto suporemos
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que exista pelo menos um ponto .X-atingível em algum tempo t, ou seja,
consideraremos

.4(.X, .A, F) .X, .A, r) # g.
í>o

Na linguagem do capítulo 1, fixemos inicialmente o conjunto objetivo
no nosso contexto:

Definição 2.3(Conjunto objetivo)
Considerando dados À e # € .,4(À, .4,1') utilizaremos como cola nto

.b t uo o conjunto

0(f) = {.X«} .P.«« fMo f > .

O tempo míhÍmo associado ao nosso problema de À-atingibilidade é,
assim, a função:

r(z) = inf {f 2 0 Jt,.,4,x« C W(f, .4, F)} ,

onde :« C .4(À, .A, I')

Temos imediatamente a

Proposição 2.10
São válidas as seguintes asserções:

.Z) Se I' é co«-p"to e "o C .4(t,.X,..4,1') .ntâo .xis'e um cona«.le ótimo
u* C C'r que leva zo em Àzo em tempo mlhimo. A.lém disto, este congro.le é
extremam ao conjunto de atingibilidade e satisfaz um princípio do máximo.
(Pide Teorema .Z.3)
2) dimT'r(f, ,4, ]') é consílaníle, onde, dado um subconjunto .,4 C R" d;zenlos
que dinIA=dinl(.spA), e spA denota o conjunto da.s combinações lineares de
elementos de A. (vede l61)

Ot)servuçãol
Considerando a função tempo mínimo temos pela Proposição anterior

que, I' sendo compacto, r(aç) é mínimo. Além disso, se À #: l temos

r(z) = 0 <:::} z = 0
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e assim:

;.''(,),«,À« c w(,-(«), Á, I').
No caso .X = 1 com I' compacto e 'r(aç) > 0 temos por l41 e ISI que

« C .4(.'-(«), 1, .4,F) e J,OO,Á,:« C W(,-(z), .Á, I').

Nosso intuito agora é dar uma propriedade, do tipo da estabelecida
por Hautus em lal, (;lue o controle ótimo tem em relação ao conjunto de
,X-atingibilidade. Esta propriedade é dada pela seguinte
Proposição 2.11

Se I' é compacto e o par (.A, I') satisfaz a condição;

g/ C C", .A*Z/ cf. (V 7 C I') -:> Z/ 0 (.H4)

(4)
então,

defJ,.(,),,{,X #: 0 ::::> # C a,4(r(z), .X, .A, I')

Dem: A hipótese (H4) é conhecida por ser equivalente a

dimTV(t, .A, I') = n, V t > 0

(Ver Uautus l61)
Portanto,

dám].('("), À, .4, 1') - dÍmJ.i:),.,«W('(«), .Á, I') n.

e assim, pela continuidade de .4(., .X, .,4, 1'), temos, para t numa vizinhança
de r(z), que

dá«..4(t, À, .A, I')

Mas como deflí,.4,x # 0 (e porta-to ,(:«) > 0), vale

« C H(,-(z), ,X, .,4, 1'),

Agora, se

« C ánt.Á(.'-(«), .X, .A, I')

existe uma vizinhança NP de x com p > 0 contida em .4(7-(z), .X, .Á, I'). Se

# é .4(f, À, .A, I') para algum t numa vizinhança de r(z),
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o conjunto .Á(t,À,.Á, I') sendo convexo e fechado para t suficientemente
perto de l-(z), está estritamente separado de {aç}. Então existem pontos

ou igual a p.
Isto não pode acontecer para todo t, em particular para t < r(z),

devido à continuidade do conjunto dos pontos À--atingíveis em t = 1-(z).
Portanto, existe t < 1-(sç) para o qual z € .,4(t, À,.Á,I'), o (lue contradiz a
definição do próprio l-(z). Concluindo:

« C a].(''(z), .X, .A, I').

Além desta propriedade extremal, podemos ainda enunciar uma maxi
mal

Teorema 2.5 (Princípio do Máximo para pontos .X-atingíveis)
Sob as hipóteses da Proposição 2.11 temos que todo controle ótimo

em tempo mínimo também é um controle maximal, no sentido de ser uma
solução u* de

y:.0-4"«*(') - m- {g/;.Q-4"7 : 7 C «I'} , . Cl0,,-(")l. (.À4.'1X)

Dem.: Tendo em vista que pelas hipóteses da Proposição 2.11

'4(,),.4,Xz C W(7-(z), .Á, I')

se verifica, e que além disto, para todo t > 0 podemos ainda afirmar que

TV(,-(«) , .,4, r) T'r(,(«) , ..4, c.I')

W(t, .Á, col') C T4'(f, .,4, 1'),

vale, para todo y C R", que

e

V*.4 ,...,À« $ s"P {y*« : « € W(.'-(«), .A,Z12;Í)}

-"pl''Z ''.':-''"'uó'
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, existe y, # 0 tal que

V:',(.),"," ' "P {Zr: / ') ..,.,,"c(')'i' : ' € Cbm} . (5)

Por outro lado, colho col' é compacto, temos pelo Princípio do Máximo
de Pontryaguin que

;«, {«*/:.''-''".@'.: . ' '«-} '
/ max {y*ea'4"7 : ,7 C «F} 'Z'.

Portanto

33

,nto, diante de (5),temos

f,'(

/
:ja u'': um controle ótimo em tempo mínimo, isto é,

r ,'- ( a )

J.(.D),A,}.= 1 e(t-s)A,u+(.s)dsJO

y;lJ.(.),.4,Xz ' max {y:e«'4'l7 : 7 € col'} ds.

,)

Neste caso
9

z,;.u-q"l: 'r c «rl. - v;l.o-Q"«*(;)l a' - o,

mostrando assim a igualdade (MAX), acima

,(.)
max
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