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PREFACIO

Ha diversos problemas em teoria de controle para Equagoes Diferenciais
Ordinarias que envolvem atingibilidade de um ponto a partir de outro, onde
ambos estao associados por uma relacao funcional.

Eo caso, por exemplo, da questao de periodicidade: queremos, através
de um sistema de controle, a partir de zy atingir o préprio zy. Ou entdo
a partir de zo atingir a origem. No primeiro caso os dois pontos estdo
associados pela fungao identidade; no segundo pela fungao nula. Ambos os
casos foram estudados na literatura (ver, por exemplo, Conti [4] e [5], para
o primeiro caso, e Lee & Markus [1], para o segundo caso).

Se essa relagao funcional que envolve os dois pontos - o de saida e o
objetivo - for linear, entao, devido & decomposicao de Jordan, o problema
original é remetido a atingir, a partir de zg, o ponto Azg (A € R). Para A =
1 estamos no caso de periodicidade e para A = 0 no caso de atingibilidade
a partir da origem.

O que nos interessa mais especificamente neste trabalho é o problema
de, fizados A € R et > 0 e dado o sistema de equacgées diferenciais lineares
homogéneas

Tz = Ax + u,

com u sujeito a restrigoes, caracterizar os pontos x para os quais existe um
controle admissivel u que transfere x a Az, em tempo t. Fizado )\, extensao
natural do problema é werificar a atingibilidade de Az, a partir de x, em
tempo minimo.

Este trabalho foi inspirado na leitura dos artigos de Conti ([4] e [5]),
onde o autor aborda o problema no caso de periodicidade.

-0-0-0-

O presente trabalho estd dividido em dois capitulos. No capitulo 1
enunciaremos os conceitos e teoremas principais em controlabilidade linear
para Equacoes Diferenciais Ordindrias. Nas demonstragoes destes teoremas,
remetemos o leitor as referéncias, pois estes resultados sao bem conhecidos e,
também, ja tratados sob os mais diversos pontos de vista. No capitulo dare-



mos também exemplos, para ilustrar os teoremas e conceitos que estarao
sob foco.

No capitulo 2, centro do nosso trabalho, abordaremos o problema de
nosso interesse especifico, explicitado acima. Nesta parte relacionaremos
nossos resultados com os de Conti ([4] e [5]), e daremos também uma
técnica para nos “aproximarmos” de uma solucao periédica no sistema,
tanto quanto quisermos (ver o conceito de “periodicidade aproximada” na
Proposigao 2.5).
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Capitulo 1 : Introdug¢ao e Motivagao

INTRODUGCAO E MOTIVACAO

1. Conceitos béasicos

Na teoria de controle temos que lidar com alguns conceitos importantes.
Dentre eles podemos citar: estado, sistema, controle, dindmica, conjunto
restri¢ao, objetivo e custo. Preliminarmente ilustraremos tais conceitos com
o exemplo seguinte.

Exemplo (Economia Nacional)
Estamos interessados em estudar, matematicamente, a economia de
um pais tipicamente capitalista.

Neste caso teremos como:

- sistema: o pais, formado em parte pela populagao (como consumi-
dores e produtores), empresas, produtos, dinheiro, crédito, etc.

- estado do sistema: pode ser interpretado como uma extensa colecao
de dados: salarios, beneficios, inflagao, perdas, vendas, investimentos,
desemprego, etc.

- controles: sao os pardmetros que influenciam o estado do sistema,
por exemplo: as taxas, a politica de taxagao, incentivos fiscais, emprés-
timos, etc.

- dinamica: o conhecimento de como variam os estados do sistema a
medida que mudamos os controles. Em exemplos praticos, tal dindmica
pode ser muito complicada, ou ‘até mesmo desconhecida. Este é o caso
deste exemplo, onde a dinamica ainda é objeto de intimeras pesquisas.

Assim, o problema que a teoria de controle se propoe a resolver cor-
responde a determinar-se como atuar sobre os estados do sistema, através
da escolha dos parametros de controle.
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Neste sentido fica clara a necessidade dos conceitos seguintes:

- conjunto restricao: representa limitagoes do mundo real, no qual,
evidentemente, nossos controles nao podem assumir valores arbitrarios
(estando sujeitos portanto a restrigoes). Neste exemplo, existem int-
meras restrigoes, tais como, o fato que a taxagao nao pode ser muito
grande e a existéncia de taxas que nao podem ser negativas.

- objetivo: representa a meta desejada para os estados do sistema, isto
€, gostariamos que, apds a aplicagao dos controles, o estado do sistema
atingisse um estado particular. Existem muitos estados objetivos na
economia, tais como : desemprego zero, inflagdo zero e um nivel de
vida maximo. Podemos ainda ter este conjunto objetivo variando no
tempo para refletir estratégias politicas e sociais de um pafs.

- custo: quando mudamos os controles para que nosso estado atinja
o objetivo, estamos tendo algum gasto que serd representado por um
indice de desempenho denominado custo. B desejavel, obviamente,
em alguns casos, escolher a mudanca dos controles de tal forma que
o custo seja minimo. Podemos citar, como exemplos de custos, as
perdas decorrentes da mudanga dos controles, o preco politico por tal
mudanca, o tempo que se gasta para se atingir tal objetivo, e assim
por diante.

Escolhemos aqui um exemplo em economia assim como poderfamos
ter escolhido exemplos em qualquer outra &rea (tal como quimica, fisica,
engenharia, medicina, etc.), isto porque os conceitos de sistema, estado e
controle sao gerais, ou seja, podemos ter sempre uma interpretacio que os
caracterize. '

Daremos agora uma formulagdo matemadtica para estes conceitos, exi-
bindo também os resultados mais conhecidos na teoria de controle para
Equacoes Diferenciais Ordindrias Lineares.
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Capitulo 1 : Introdug¢io e Motivacao

2. O problema de controle

Neste trabalho consideraremos como a diniAmica de um sistema a classe
de equagoes diferenciais,

(1) = A()z(t) + B(t)u(t) + v(1), (L)

onde:

1. A(t) é uma matriz n x n , B(t) é uma matriz n x m e v(t) é um
n-vetor coluna; cada um deles é real e mensuravel em —oo < t < 0o .

2. As normas ||A(t)]],||B(t)|| e ||v(?)|| sao integraveis em cada subin-
tervalo compacto de R.

3. u é um controle admissivel, isto é, pertence ao conjunto

Cr={u€eLll,(R,R™) : u(t) €Tl ¢gs.},

em que I' C R™ é um dado do problema e denomina-se o conjunto restri¢go.
(o conjunto Cr é dito conjunto de controles admissiveis)

Estas hipéteses garantem a unicidade da solugao de (L), dada pela
férmula da variagao dos parametros

o(t) = B(t)eo + (1) [ 87 (S)Bls)u(s) +v(s)lds,

to

onde ®(t) é a matriz fundamental, solucao do sistema homogéneo

&= A(t)z tal que D(tp) = Id.

Fixado o estado inicial (t,z¢), chamamos de resposta a u € Cr a
solugao x(-,to,zo,u) de (L). A resposta a v num instante ¢ € R fixo,
z(t, to, zo,u), serd denominada estado do sistema num tempo t.

Consideraremos também, um conjunto dado, O(t) C R", para cada
t > 0, dito conjunto objetivo num tempo t.

3
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Um problema de controle consiste em determinar tg, o e u € Cr tais
que a resposta associada satisfaga z(t1, to, zo,u) € O(t;) para algum ¢; > 0.
Dizemos entao que o controle u leva zy ao objetivo.

Denotaremos por SCr(t, zo, A, B,v) ao sistema de controle linear em

RTL
a(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + v(?), (L)
com conjunto restricao I', estado inicial (¢p,2¢) e controles admissiveis

u em Cr. Por simplicidade, doravante, denotaremos tal sistema por SCr
ou somente SC.

Fixado um estado inicial (o, z¢) chamaremos de conjunto eficaz o con-
junto dos controles admissiveis que levam (o, o) ao objetivo, em tempo

finito.
Dado ¢y € R, definimos como espago controldvel o conjunto:

c=|Jc)

11>0

onde
C(t1) = {xzo € R"/3u € Cr; z(t1, 0, z0,u) € O(t1)},

ou seja, C é o conjunto dos estados iniciais para os quais existe um

controle eficaz.

Nestas notacoes, para ty € R fixo, um problema de controlabilidade é
a descrigao do espago controldavel C, ou mais precisamente, para um dado
t1, do conjunto C(¢;).

Podemos ainda associar ao nosso problema de controle um custo fun-

cional: )

1
Clu)= [ 7@t z(t),u(t))dt (CF)
o
onde z(t) = z(t,%0,To,u) e f° é uma fungio continua a valores reais dada.
Deste modo, associado & questdo acima temos o problema de levar zg
a um objetivo usando um controle admissivel u tal que C(u) seja minimo.
Este problema é denominado Problema de Controle Otimo.

4



Capitulo 1 : Introdug¢dao e Motivagdo

Um exemplo cldssico onde os conceitos acima (e suas aplicagoes em
sistemas fisicos) ficam bem claros é o seguinte

Exemplo 1.1 (O carro foguete)

Dado um carro equipado com dois propulsores (foguetes) instalados
nas extremidades, com massa unitaria, e que se move sem atrito sobre uma
reta, o problema ¢ mover o carro de uma posi¢ao inicial qualquer para
um destino pré-determinado. A alteracao do movimento sera feita através
dos propulsores (podemos disparar qualquer um dos propulsores e ainda
controlar sua poténcia através de um mecanismo tipo acelerador varigvel).

O movimento do carro pode ser descrito por p(t), sua posigao no tempo
t, com py e vy sendo a posicao e velocidade no instante inicial ¢ = 0. Nosso
destino serd chegar a origem com o carro em repouso (velocidade zero). O
vetor estado deste sistema é portanto z(t) = (p(¢),p(t)); o estado inicial é
(po,vo) € o conjunto objetivo é R

O(t) = {(0,0)}. (Vt>0)

Logo, neste caso, o problema de controle é determinar como disparar
os propulsores para atingir o objetivo num tempo . Para isto precisamos
definir a natureza dos controles a serem utilizados; um controle u serd uma
funcao a valores reais que representa a forga sobre o carro, decorrente do
disparo de um dos propulsores no tempo ¢. Convencionaremos que o disparo
do propulsor da direita (respectivamente esquerda), no tempo t, gera uma
forga negativa (respectivamente positiva) no carro.

Definidos os estados e os controles, a dinamica deste sistema sera dada
pela Lei de Newton, que pode ser escrita como p(t) = u(t). O sistema de
equagoes diferenciais (L), na forma vetorial, é

2(t) = (ggg) (1) = (8 (l))x(t)+u(t)<(1)). (©)

Fisicamente, como ja dissemos, temos, em geral, restricoes sobre a forca
com a qual podemos atuar sobre o carro. Definimos assim, como conjunto
restri¢ao, o conjunto:

T={zeR: |z|<1}.

5



Capitulo 1 : Introdugdo e Motivacdo

Deste modo, o conjunto dos controles admissiveis sera:
Cr={u€lj,: ult)eT gs.}.

Por exemplo, a funcgao:

+1, 0<t<]
“(t):{-g, 1<1<3;
representa um controle admissivel no sistema, que nos diz para disparar o
propulsor esquerdo em plena forca durante uma unidade de tempo e daf
disparar o propulsor direito a meia for¢a durante 3 unidades de tempo.
Com isto vemos que cada controle u gera uma resposta z(t) = z(t, zo, u)
e, dado o estado inicial 2y = (po,vo), um controle eficaz é aquele cuja
resposta atinge o objetivo em algum tempo finito, t; > 0. Pode nao haver tal
controle ou podem existir muitos deles. Devido a possibilidade de existirem
varios controles eficazes e da necessidade prética, somos levados a escolher,
seguindo um critério pré-determinado, qual controle usar. Este critério é
o do custo funcional (CF). Por exemplo o critério poderia ser consumo
de combustivel para se alcancar o objetivo, energia gasta ou tempo gasto,
dados respectivamente por:

o) = [ lu(s)ids

C(u) = / ju(s)[2ds, |u(s)| < K,

C(u) = /(;tds.

Esta escolha define nosso problema de controle como um Problema de Con-
trole Otimo.

Como visto acima, variando f° em (CF) temos diferentes exigéncias
nos critérios de escolha de controles 6timos. No presente trabalho estaremos

6



Capitulo 1 : Introdug¢dao e Motivagao
interessados somente em minimizar o tempo, ou seja, usaremos em (CF),
fo=1.

Denotaremos por controle 6timo associado ao funcional C' ao controle

eficaz u* tal que

C(u*) < C(u), para todo controle eficaz u.

3. O conjunto de atingibilidade

Como dito anteriormente, um sistema de controle pode nio possuir
controles eficazes. Neste sentido, ampliando um pouco a ética de anélise
do problema de controle, vamos introduzir o conceito de atingibilidade, ou
seja, vamos descrever o conjunto dos pontos que podem ser atingidos num
tempo t, usando-se todos os controles admissiveis do sistema.

Definiremos o conjunto de atingibilidade no tempo t, Kr(t,t9, ), e 0
cone de atingibilidade, RCr(to, z¢), associados a SCT, como:

Kr(t,to,z0) = {z(¢,t0,z0,u)/u € Cr}

RCr(to, o) = {(t,2(t, to, z0,u))/t > tg e u € Cr} =

= |J ({t} x Kr(t, to, 20))

>0

A principio pode parecer que os pontos que sdo atingidos a partir de
um estado inicial dependem fundamentalmente das “dimensoes” de I". Sur-
preendentemente, nao é o caso: Pode-se ver, j4 no exemplo 1.1, que

F'={zeR: |z|<1}oul ={-1,+1}

geram o mesmo conjunto de atingibilidade a partir de zy. O teorema
seguinte, mostra a formulacdo geral deste fato:

7



Capitulo 1 : Introdugio e Motivacdo

Teorema 1.1 ( Principio do Bang-Bang )

Considere o sistema SCr. Para todot > 0, o conjunto de atingibilidade
Kr(t,t0,70) é convexo e, denotando por col' a envoltéria convexa de T,
temos que

I(F(ty t07$0) — I{COF(ta tO; 330)

Se além disto, supusermos que I' é compacto entao o conjunto de atingi-
bilidade Kr(t,to,20) é compacto e varia continuamente em relagio a t, para
t > to (em relagao a métrica Hausdorff).

Para uma demonstracao deste Teorema veja o Teorema 1A, pag. 165
em [1].

O Teorema 1.1 fornece uma visao sobre a estrutura topolégica dos
conjuntos de atingibilidade variando no tempo:

Corolario 1.1

Se P é um ponto interior do conjunto Krp(t1,1o, To) entdo existem uma
vizinhanga V de P e um 6 > 0 tais que cada conjunto Kr(ts,to,20), com
|t — t1| < 6, contém V em seu interior.

Vamos agora introduzir um dos teoremas mais importantes da Teo-
ria de Controle, denominado Principio do Maximo de Pontryaguin. Para
enuncia-lo daremos algumas definigoes preliminares:

Definicao 1.1

Seja Kr(t1,t0, o) o conjunto de atingibilidade no tempo ¢; para o sis-
tema SCr. Diz-se que um ponto P € 0K (t1,t0,z0) estd na nova fronteira
de Kr(t1,t0,20) se P nao est4d em nenhum dos conjuntos K (t,t0,0), para
tlo <t <t,ouseja

PE BI{F(tl,to,.’Eo)\ U I('I‘(t,to,.’ro)
1o <t<t

8



Capitulo 1 : Introdugio ¢ Motivacdo

Definicao 1.2

Seja u € Cr um controle admissivel para o sistema SCr. Se para
a resposta & associada a u tivermos z(t;) € 0K (t1,10,20) dizemos que o
controle u (e a resposta associada z) sdo extremais no intervalo to < t < t4.

Definicao 1.3

Seja u € Cr um controle admissivel para o sistema SCr. Dizemos que
o controle u é mazimal para o intervalo ty < ¢ < #; se existe uma solucao
nao trivial  do sistema linear adjunto

1= —nA(t) (LAdj)

associado ao sistema linear homogéneo

& = A(t)z, (LH)
tal que
n(t)B(t)u(t) = maxn(t) B(t)y (MAX)

para to <t < 1; q.s.

Observacao

A solugao 7 de (LAdj) é o n-vetor linha da forma 5 = ny®~1, onde 7,
¢ um n-vetor linha constante e ® é a matriz fundamental associada a (LH)
tal que ®(tp) = Id. Se n9 # 0 entdo 1 nao se anula em nenhum ponto ¢ e
se A(t) = A, constante, entao n(t) = nge~(*=10)A4,

Dados estes conceitos podemos enunciar o Principio do Méximo de
Pontryaguin. Este teorema dard uma caracterizacao analitica dos controles
extremais a partir da solugao do sistema adjunto. Esta caracterizagao tem
propriedades importantes na teoria de controle étimo (como por exemplo
no problema de tempo minimo).

9



Capitulo 1 : Introdug¢ao e Motivacdo

Teorema 1.2 ( Principio do Méximo de Pontryaguin para sistemas li-
neares )

Considere o sistema SCr, com conjunto compacto de restricées I'. Um
controle u € Cr é extremal no intervalo ty < t < t; se e somente se u é
mazximal neste intervalo.

Para uma demonstragao deste Teorema veja [1], pag. 73, Teorema 2.

A versao geométrica deste teorema é dada pelo seguinte

Corolario 1.2

Sejam v € Cr um controle extremal no intervalo ty < t < t; associado
ao sistema SC, z e 1 as correspondentes respostas. Se vale (MAX) entéo,
paratg < 7 < i1, u é um controle extremal em cada subintervaloty < t < 7,
com z(t) € OKr(7,t9,20). Temos ainda que n(7) é normal exterior ao
hiperplano suporte II, de Kr(7,tg,20) em z(7).

4. Controle de processos lineares em tempo minimo

No caso que em (CF) temos f° = 1, pode-se caracterizar a existéncia
de um controle 6timo u* e além disso, utilizando o Principio do Maximo de
Pontryaguin (Teorema 1.2), dar uma condigio necessaria que este u* deve
satisfazer. E o eXpresso, nos

Teorema 1.3 (Existéncia)

Considere o sistema SCt, com conjunto de restricoes I' C R™, com-
pacto, e um conjunto objetivo compacto O(t) que varia continuamente em
to <t < t;. Se existir um controle eficaz em algum tempo 71 < t; entio
existe um controle 6timo (isto €, com resposta em tempo minimo), u* € Cr,
definido em ty < t < t*, com t* < t;, transferindo = a O(t*).

Para uma demonstracao deste Teorema veja [1], pag. 127, Teorema 17.

10



Capitulo 1 : Introdugio e Motivacao

Teorema 1.4 (Condigao necessiria para controle em tempo minimo)

Considere o sistema SCr, com conjunto de restricoes I' C R™, com-
pacto, e um conjunto objetivo O(t) que varia continuamente em ty < t < ¢;.
Seja u* € Cr um controle com resposta z* em tempo minimo. Entao u* é
maximal (portanto pelo Teorema 2 é extremal), isto é,

m(t) = maxn(t)B(t)y = n(1)B(t)u’ (¢) (MAX1)

ou também,

M(t) = rgglzc n(O)[A@)z* ($)+B(t)y+v(t)] = n(t)[A(t)z* ()+B(t)u* (t)+v(t)]
(MAX?)

para typ <t < t*,q.s.

Se além disto supusermos ainda que O(t) = O, constante, entdo z*(t*)
pertence a nova fronteira de Kr(t*,to,zo) e neste caso, dadas A(t),B(t) e
v(t) continuas, a normal n(t*) pode ser escolhida com

M(t*) > 0.

Se ainda mais, supusermos que O é convexo, entao podemos escolher
n(t*) satisfazendo a seguinte condicao de transversalidade : n(t*) é normal
ao hiperplano suporte separando Kr(t*,tg,z0) e O.

Para uma demonstracao deste Teorema veja [1], pag. 129, Teorema 18.

Corolario 1.4 (Caso auténomo)

Se, no Teorema 4, (L) for auténomo e v € Cr for um controle extremal
satizfazendo (MAX2) em ty <t < t; q.s., com as correspondentes respostas
x en entao M é constante em tg <t < t;.

Para uma demonstracao veja [1], pag. 131.

5. Sintese 6tima,

No caso em que o sistema (L) é auténomo, suporemos sempre tq = 0,
pois a resposta associada independe do tempo inicial .

11



Capitulo 1 : Introdugao e Motivagao

Suponhamos agora dado um estado inicial zo, que é levado efetivamente
ao objetivo. Associado ao problema de controle 6timo, temos o problema
geométrico denominado sintese, que consiste em se descrever pelo menos um
controle 6timo que leve zy ao objetivo; mais geralmente, a sintese descreve
um método para se construir um controle eficaz para cada estado inicial
que pode ser levado ao objetivo.

Se assumirmos que O é constante e convexo, o Teorema 1.4 nos da uma
técnica para resolver tal problema de sintese no caso auténomo.

Um método geométrico muito util para esta sintese é descrever a curva
denominada “switching locus”. A “switching locus” W em R"\ O consiste
de todos os pontos z(t) para os quais, neste instante, u(t) é descontinua,
onde u(t) é dada pelo Teorema 1.4.

Vamos ilustrar a construgao da “switching locus” considerando ainda
o exemplo do carro foguete. Denotamos, como visto no exemplo 1.1, por x
o ponto do plano de fase (p,p).

Neste exemplo os controles u sao tais que |u(t)| < 1. Assim, W separa
R?\ O = R?* em dois conjuntos abertos: M, no qual “domina” o valor
u = +1 (pois 7 > 0), e M_, no qual “domina” u = —1 (pois n < 0).
Portanto dada a funcao:

«r ) +1l, sex € My
u(:v)—{_l’ sex € M_.

temos que a resposta 6tima associada sera dada pelas solugoes de
& = Az + Bu*(z) + v.

Podemos representar esta sintese graficamente assim,

Ry

W

wW

12



Capitulo 2 : X-atingibilidade em tempo minimo

A\-ATINGIBILIDADE EM TEMPO MINIMO

1 - Introducao

Entramos agora no centro deste trabalho.
Dados um conjunto restricao I' C R", os controles admissiveis u € Cp
e 0 processo linear autonomo

T = Az + u, (LA)

queremos estudar a existéncia de pontos A-atingiveis em um tempo T, isto
é, a existéncia de pontos g € R" que atingem Azy num tempo T, fixados
A€ ReT >0, ou seja, quando existe um controle admissivel no sistema
cuja resposta leva 2y a Az depois de um tempo 7.

Além disso, neste capitulo queremos estudar também o problema de
tempo minimo associado, isto é, o problema de se encontrar o menor T em
que zg € transferivel a Az, fixado A & priori. Queremos portanto encontrar

T'=min{t > 0: z(t,z0,u) = \zg, para algum u € Cr}.

Observemos que esta teoria pode ser facilmente adaptada se ao invés
de Azg quisermos atingir Mz, onde M é um operador linear em R", dado.

2 - O problema de existéncia dos pontos A-atingiveis

Com o propésito de estudar o problema da existéncia dos pontos z
mencionados no paragrafo anterior, introduzimos algumas definicoes.

Definicao 2.1 (X-atingibilidade)
O conjunto dos pontos X-atingiveis em tempo t, segundo (LA) com
u € Cr, é o conjunto: '

A(t, A A T) = {zg € R" : z(t,20,u) = Azg para algum u € Cr}.

Este conjunto tem uma caracterizacao em funcao do conjunto de atin-
gibilidade a partir da origem, que explicitamos & seguir.
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Dado o conjunto dos pontos atingiveis a partir da origem:

t
W(t,AT) = {/ e(t=)Ay(s)ds : u € C'p}
0
e a aplicacao linear
Jiax = Al — e,

temos que

At NAT)={zeR": Jiapx € W(t,AT)}.

Hipoétese
Doravante, suporemos que, dados ¢ > 0 e A € R,

{l,A}ﬂa(eM) = (), (Hyy)

onde o(T") é o espectro do operador T.

A necessidade desta hipdtese ficaréd clara no decorrer do trabalho.

Da comparagao de W (t, A, T") e A(t,\, A,T") obtemos os seguintes re-
sultados imediatos:

Proposigao 2.1

Sao validas as seguintes assercoes:

1) A(t, A, A,T') é convexo;

2) SeT' é subespago de R™ entao A(t, A\, A,T') é um subespaco invariante
por A, assim como W (t,A,T");

3) SeT é compacto entao A(t, A\, A,T) é fechado (nao podemos garantir

que seja compacto);
4) Se I" é compacto entdo a funcao

1 — A(t, N\, AT

é continua em {t > 0 : detJ; a4, # 0} (em relacao a métrica Hausdorff);

14
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Dem:

1) Como Jy 4,5 é linear em x e como W (t,A,T") é convexo (Teorema
1.1), segue imediatamente que A(t, A, A, T) é convexo;

2) Esta propriedade é imediata a partir da definicao;

3) Como Jy 4.\ é linear em x e, pelo Teorema 1.1, W (¢, A,T) é com-
pacto, temos imediatamente o resultado;

4) No dominio tomado, Ji,a» € inversivel, continua e com inversa
continua e ainda mais temos que a fungao

t— W(t,A,T)

é continua em t (em relacdo a métrica Hausdorff) (Teorema 1.1). Segue
entao que, como

A(t, N A D) = J; 4 \W(t,A,T),

A(t, A\, A,T') é continua no dominio tomado (em relacdo a métrica Haus-

dorff). ]
Observemos que, nos pontos ¢ > 0 para os quais detJ; 4. = 0, podemos
perder a continuidade dada pela Proposigao 2.1 {tem 4), como mostra o
seguinte exemplo:
Exemplo
1) Consideremos A=I, A=2,t>0e
I'={(7,0) : v € R},

entao temos que , se z = (z1,22) € R*, y €Cr e z € A(t, )\, A,T)

()= (5 @) (2 [ (73) ]

Logo, teremos

t#£In2 = A(t,2,A,T) = {z € R? :2, = 0}.

15
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Agora, temos também que:

t=In2= A(In2,2,A,T) = R%

2) Trocando-se em 1) I" por:

Iy = {(7,0) : v>0}

temos que:
| t=In2 = A(In2,2,A,T;) = 0.

Mesmo diante da Proposicao 2.1 nao podemos garantir que existe al-
gum zo € A(t, A, A,T'). Para investigar este problema, temos que considerar
o conjunto dos pontos A-constantes, que é, como veremos, fundamental para
tal fim.

Definicao 2.2 (pontos A-constantes)
O conjunto dos pontos A-constantes é:

Ao(t, ), A,T) ={z € R" : Jya Az € (e = I)T}.

Vé-se que Ay(t, ), A,T") é subconjunto de A(t, A, A, T), ao se considerar
a A-atingibilidade através de controles constantes, pois:

te(t—s)A A= 1 _ (t=s)Ays s-f3 =
A/O ds- 3 ./0( =94y ds . g
= (etA — I)B.

O conjunto dos pontos A-constante terd uma papel fundamental na
prova da existéncia de pontos em A(¢, A, A,I"), como mostra o seguinte

16
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Teorema 2.1

SOb (Ht)‘)
Aoty ), A, col) # 0 <= A(t, ), A,T) # 0 (1)

Dem: Da hipédtese (H;y) segue que (e' —I), (A — e*4) e A sdo inversiveis.
(=) Se z9 € Ao(t, A, A,col') temos entao:

(A — &™) Azy = (' — I)B com B € col.

Portanto
74
Jt’A,)\a?O = ()\I - etA).’L'o = A—l(etA — I)IB = / e(t_'s)Ads . ﬂ
0

Como W (t, A,T") é convexo, segue que

1
( / e“—S)Ads) col' C W (t, A,T).
0

Logo, para todo zg € Ag(t, A, A, col), temos
Ji,A,)\:CO € TV(t,A,F) :

Assim,

Ao(t, X, A,col’) C A(t, X, A,T).

(<=) Suponha que Ay(t, A, 4,col') = (. Temos entao que
Ao(t, A, A col’) = (AT — &)1 A1 (e — I)col.
Deste modo col’ = (), e assim I" = (), mostrando que A(t,\, A,T) = (.|

Em geral, se retirarmos parte da hipétese (Hyy ), a seguinte proposigao
se verifica
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Proposicao 2.2
Dadost > 0 e A € R, as seguintes asser¢oes sao validas:

1) Sel ¢ o(e!?) vale

Ao(t, A, A, col’) # 0 = A(t, ), A,I‘) £ 0.

2) Se A ¢ o(e!?) eT # 0 entdo
Ao(t, A, A,col’) # B e A(t, A, A, T) # 0.

Dem:
1) A demonstragao segue imediatamente da demonstragao de (1) acima.

2) Seja 8 € col’ # 0 (pois I # ). Se tomarmos
1
=M —e)? / e=)4ds. 3
0
temos que

{
(M — e Az = (AT — ')A — em)—leM/ Ae™*Ads - B =

t 0
- etA/ (—e™*)ds - B =e(—e "M + 1) =
0
= (etA = I),B,

portanto x € Ag(t, A, A,col’) e

1

Jiaxrz = (A — ez = /‘e(i—S)Ads B e W(t AT),

0
devido a convexidade de W (¢, A,T"). Assim temos também z € A(t, A, A, T).
=

Podemos ainda caracterizar a existéncia de pontos A-atingiveis (A € R)
em fungao da existéncia de solugoes periddicas do sistema (A = 1).
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3 - Comparagao com as solugoes periédicas

O conjunto dos pontos 1-atingiveis em tempo t é discutido mais de-
talhadamente em Conti ([4] e [5]). Tal conjunto é denominado ali de con-
Junto de pontos de retorno em tempo t, que como é bem sabido, em (LA),
sao os pontos pelos quais passa uma solucgao t-periddica.

Um dos resultados centrais de [4] e [5] é:

Ro(A,col’) # 0 <= A(t,1,A,T) # 0, (Vt > 0)
onde Ry(A,T)={z € R": —Az € T'}.

Temos uma relagao entre o conjunto Ry e o conjunto dos pontos A-
constantes, dada pelo seguinte

Teorema 2.2

Sob (Ht)‘)
Ro(A,col’) # 0 <= Ao (t, A, A, col’) # 0. (2)

Dem:
(=) Como existe z € R" tal que — Az € col', considerando

y= (I —e) (I —eM)z
vale que y € Ag(t, A, A, col'). De fato,

(AT — e!4) Ay = (AT — )M — e#4) (4 - I)(— Ag) =
= (' — I)(—Ax) € (e = I)col.

(¢<=) Como existe y € R" tal que (\I — e'4)Az € (&' — I)col', entdo

z = (e — I)7} (e — AI)z € Ry(A, col). B2

Em presenca do Teorema 2.1, um corolario imediato do Teorema 2.2 é:
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Teorema 2.3
Sob (Ht,\)

Ro(A,col’) # 0 < A(t,)\,A,T) # 0.

Se retirarmos parte da hipétese do teorema 2.2 temos, ainda, a seguinte
proposicao

Proposicao 2.3
Dadost > 0 e A € R sao vilidas as seguintes assergoes:

1) Se 1 ¢ a(e'4) entao
Ro(A,col’) # 0 <= Ao(t, )\, A, col') # 0.
2) Se ) ¢ o(e!?) entao

Ry (A, col') # 0 = Ao(t, A\, A, col') # 0.

As demonstragoes sao idénticas as do Teorema 2.2.

O teorema seguinte relaciona o conjunto dos pontos de retorno com o
conjunto dos pontos A-atingiveis em tempo .

Teorema 2.4
Sob (Ht)\)

A(t,1,A,T) #0 = A(t, )\ A T) #£ 0. (3)

Dem.:
(¢<=) Seja z € A(t, A\, A,T), portanto existe ¢; € Cr tal que

!
Az = etz + / e(t—s)Act(s)ds.
0
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Logo, considerando
= (I — )™M — ez,
temos que
1
e'Ay + /0 =) ¢ (s)ds = ety + (A — eH)z =
— ey 4 (I- etA)y —y,

mostrando que y € A(¢,1,A4,T).
(=) Sejay € A(t,1, A,T), entao temos que existe ¢; € Cr tal que

1
y=ely+ / e(t=9)4¢,(s)ds.
0

Considerando entao
=\ — eI — ey,
temos que
t
ez + / e ¢, (5)ds = ez + (I — ey =
0
= etz 4+ (AT — ')z = Az

Portanto € A(t, A, A,T). =

Observe que o resultado de Conti ([4] e [5]) e 0 Teorema anterior dao
uma nova demonstracao do Teorema 2.1.

Novamente, se retirarmos parte da hipdtese do teorema anterior, o
seguinte resultado se verifica
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Proposicao 2.4
Dados t > 0 e A € R sao validas as seguintes asser¢oes

1) Sel ¢ o(e'4) entao
A(t,1,A,T) # 0 <= A(t,\, A, T) # 0.
2) Se X ¢ o(e!?) entao

A(t,1,AT) #0 = A(t, ), A, T) #0.

As demonstracoes sao idénticas as do Teorema 2.4

4 - Periodicidade aproximada

Os resultados dos paragrafos anteriores mostram que sob (Hyy), exis-
tindo um ponto A-atingivel (para algum A € R), sempre existem solugoes
t-periddicas no sistema. Mas nao podemos garantir tal existéncia se (Hyy)
nao se verificar. Mesmo assim hd a possibilidade de uma “aproximacao”
arbitraria a uma solugao periédica. Denominaremos tal propriedade de
periodicidade aproximada.

Mais especificamente, explicitamos a propriedade da periodicidade a-
proximada no Corolario da seguinte,

Proposigao 2.5

Fixadost > 0 e I' C R" |, suponhamos que exista A € R tal que
A(t, X\, A,T) # 0. Entao para todo p € R tal que p ¢ o(e'!) podemos
afirmar que '

1. A(t,pu, A,T) # 0.
2. Podemos escolher y € A(t,p, A,T") de forma que varie continuamente
em funcao de p.
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Dem.:
1. Seja x € A(t,A, A,T"). Pela definicao de A(¢,\, A,T") temos que,
para algum v € Cr, vale

¢
(A —e'?) = /(; 1794y (5)ds.

Deste modo, se
y = (ul — )T (Al - )z,

temos imediatamente que y € A(t, u, A,T")
2. Decorre imediatamente da construcao de y acima. |

Corolario 2.1 (Periodicidade aproximada)

Fixados t > 0 e I' C R", suponhamos que exista A\ € R tal que
A(t,\, A, ') # 0. Entao, dado § > 0, existe o € R"™ e um controle
admissivel u tais que

|z (¢, z0,u(-)) — zo| < 6.

Ou seja, para o sistema (LA), sempre existe uma solugao “tao préxima de

ser periddica”, quanto quisermos.

Dem.: Se 1 ¢ o(e'?) temos o caso de existéncia de solucao periédica
sempre. Caso contrario, suponhamos

0 < p <6 tal que p ¢ o(e'?)

(observe que sempre existe tal u pois o(e!?) é discreto).
Aplicando a proposicao anterior, temos que

A(t,pn, A,T) # 0. B

Em geral, ainda falta garantir que existe um A tal que A(¢, )\, A,T") # (.
As proposigoes seguintes dao mais condigoes suficientes para existéncia de
tal A, mesmo quando 1 € o(e'4).
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Proposigao 2.6
Sejam \ € o(e'4) diferente de 1, zo o auto-vetor associado e u € R

tais que
_(2ZA) Ap €T
A_1 )t

Entao
zo € A(t,p, A,T).

Dem.: Considerando as fungoes

— A—,Lt _ ”—1 —sA A_/‘l'
= (/\_1>Ax0em(s)—()‘_1)e :1:0+(/\_1 Zg,

temos que z(0) = zo, z(t) = pzo e

i@):A(%E%)J*%OzAd@+c@)

Logo zo € A(t, 1, A,T). [

Proposicao 2.7
Seja A autovalor de e associado ao autovetor z; e suponhamos ainda
que 0 € I'. Entao

Ty € A(t, A,A,F)

Dem.: Basta considerar z(s) = e*4x,. =

Como vimos, os pontos, pelos quais passam uma solucao periédica
aproximada, variam continuamente a medida que variamos § (ou i), no
Corolario 2.1. Damos entdo uma estimativa de suas localizacoes relativas,
segundo as duas proposigdes seguintes, de demonstracio imediata.
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Proposigcao 2.8
Fixados A, zo et > 0, consideremos o conjunto dos pontos que atingem

Az num tempo t:
t
U(t, A, z9,A,T) = {e‘”‘)\mo .- / e~ *A¢(s)ds, para todo ¢ € Cp}
0

Se z,y € U(t, X, zo, A,T") entao

(etlAll _ 1)

diamlI.
1Al

|z —y|| <

Proposigao 2.9
Fixados g, t > 0 e o conjunto de restrigées I', consideremos o conjunto

K(t,zo). Para z,y € K(t,z0) temos que

(e2tlAll — etllAlly
x—y| < diaml'.
Iz =yl Al

5 - Contra-exemplos (necessidade da hipétese (Hyy))

Para perceber a necessidade do uso da hipétese (H;)) neste trabalho,
daremos alguns contra-exemplos aos resultados dos paragrafos anteriores,

quando (Hyy) nao se verifica.

Contra-Exemplo 1 (Caso A =1 € o(e'?))

Sejad=1e '
100
A=10 1 0|, T={(y,77:v>0}L
0 0 0
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1) Ao(t, A, A,col’) # ()
De fato, dados z = (z1,22,73) € R® e vy = (7,7,7) € col' = I, temos

que:
et 0 0
ed=10 ¢ 0],
(2o0)
((1 —et):cl)
(I—-eMAz = | (1-el)zy
0
(e' = 1)
(e — Iy = ((et P 1)7) ;

logo todo = da forma (—z,—z,y) com z > 0, estd em Ao (¢, A, 4, col').

2) A(t,\,A,T) =10
De fato, dados z = (z1,22,23) € R’ e y(s) = (y(s),7(s),7(s)) € Cr
temos que

1 etz fot et ~*y(s)ds
e+ [ e = | o |+ | [eytas | = ()
° )\ g ls)ds
Logo, para termos
L1
(¥) = | 22
T3

é necessario que fot v(s)ds = 0 o que é um absurdo, j& que temos y sem-
pre positivo, pois v € Cr. Portanto a implicagdo (=) de (1) é falsa se
retirarmos a hipétese dada na Proposigao 2.2.

Contra-exemplo 2(1 € o(e'4) e X ¢ o(e'4))
Consideremos agora o caso em que 1 é autovalor de e'4 e X nio é.

Dados
A=( o) eT =107 >0}
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ia (1
: _(0 1).

entao,

1) Ro(A,col') =0
Supondo que existe z € R? tal que —Az € col’ = I, teremos que

—Az = (“gz) er,

o que é absurdo pelo I' escolhido.

2) Ao(t, A) A7 COP) '_l'é )
Sejar € RZA#1ley€col =T ( aqui utilizaremos abusivamente a
notacao v = (0,7) com v > 0). Assim,

Az = (aff) (M — ')Az = <(A ‘01)"’2)

@M—D7=(?>-

Portanto queremos ter
()\ - 1)562 _ t’)’
0 - \0 )’
que tem solugao.

3) Os itens 1) e 2) dao um contra-exemplo para a Proposigao 2.3 ftem 2).

4) A partir da Proposigdo 2.3 item 1) temos que A(t,\, A,T) # 0 e de
Conti temos que A(t,1,A,T') = @, com isto temos um contra-exemplo
para a Proposigao 2.4 item 1).
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Contra-exemplo 3(\ € o(e!”) e 1 ¢ o(e'4))

Consideremos agora o caso em que A é autovalor de e'4. Sejam A=I ,
A=cle

I' =< (cost — k,sint — l):Ogtg Zek= 621_+1 ~ (.762434
2 2 2(e% — 1)

(1-K) ¥ 0,23756¢

obs: (0,0) ¢ col.
1) "40(%)6%3*’496011) =0

Sejam z € R* e v = (71,72) € col'. Temos entao que

para todo v = (y1,72) € col' (pois (0,0) & col).
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2) Ro(A,col') # 0 pois
—Az = —x € col’,

para todo z tal que —z € col.
3) Ositens 1) e 2) dao um contra-exemplo para a Proposigao 2.3 item 1).

4) A(%,e'g,A,I‘) £ ()

De fato, consideremos z € R%, 0 < t < Ze
cost — k
o8} = (sint - %) '
Logo ¢ € Cr. Temos portanto que a solucao de (LA) sera,
-
2(t) = A (x + —sAc(s)ds) _
(5 )G+ (b= il -
fo (sins — %)ds

ea: sin 1— cost+k+ k+
( 1) ( 2 —cost—sint(_|_l 2) ) :(*)

2 2

Calculando-se () para t = ¥ temos que

(%) |t=1= eiml + %+k+(—k+%)6% _ ei:l,‘l .
2 e2 o 0 e?xy

Portanto (z1,22) € A(%,e?,A,T).
5) Os itens 1) e 2) sdo ainda contra-exemplo para Proposicao 2.2.

6 - O problema do tempo minimo para A fixo

Neste pardgrafo vamos estudar o problema de A-atingibilidade em tem-
po minimo que citamos na introdugéo deste capitulo. Para isto suporemos
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que exista pelo menos um ponto A-atingivel em algum tempo t, ou seja,
consideraremos
AN AT) = | ] At,)AT) £ 0.

i>0

Na linguagem do capitulo 1, fixemos inicialmente o conjunto objetivo
no nosso contexto:

Definicao 2.3 (Conjunto objetivo)
Considerando dados A e z € A(A, A,T') utilizaremos como conjunto
objetivo o conjunto :

O(t) = {Az} para todot > 0

O tempo minimo associado ao nosso problema de A-atingibilidade é,
assim, a funcao:

T(z) =inf{t > 0: Jy sz € W(t, A T)},
onde z € A(M\, A, T).

Temos imediatamente a

Proposicao 2.10
Sao validas as seguintes assergoes:

1) Se T' é compacto e zg € A(t,\,A,T") entao existe um controle étimo
u* € Cr que leva xg em Axg em tempo minimo. Além disto, este controle é
extremal ao conjunto de atingibilidade e satisfaz um principio do méaximo.
(Vide Teorema 1.3)

2) dimW (t, A,T") é constante, onde, dado um subconjunto A C R"™ dizemos
que dimA=dim(spA), e spA denota o conjunto das combinacées lineares de

elementos de A.(Vide [6])

Observacgao:
Considerando a fungao tempo minimo temos pela Proposicao anterior
que, I' sendo compacto, 7(z) é minimo. Além disso, se A # 1 temos

T{z)=0¢&2=0
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e assim:
JT(‘U)»A,)\:E = W(T(‘T)aA7P)'
No caso A = 1 com I' compacto e 7(z) > 0 temos por [4] e [5] que

z € A(T(‘T)a 1aA’F) € JT(:L‘),A,lx € VV(T(Q?),A,F).

Nosso intuito agora é dar uma propriedade, do tipo da estabelecida
por Hautus em [(], que o controle 6timo tem em relagao ao conjunto de
A-atingibilidade. Esta propriedade é dada pela seguinte

Proposicao 2.11
Se I' é compacto e o par (A,T") satisfaz a condigao:

yeC", A'y =Xy, y*y=cte Vyel) = y=0 (H4)

entao,

det (). ax # 0=z € DA(r(z), \, A,T) (4)

Dem: A hipétese (H4) é conhecida por ser equivalente a
dimW(t,A,T)=n, Vi>0.

(Ver Hautus [6]).

Portanto,

dimA(r(z), A, A,T) = dimJ ) , \W(7(z), A,T) = n,

e assim, pela continuidade de A(-, A, A,T"), temos, para ¢t numa vizinhanca
de 7(z), que
dimA(t, A\, A,T') = n.

Mas como detJ; 4,5 # 0 (e portanto 7(z) > 0), vale

v € A(7(2), A, A,T),

Agora, se

z € intA(1(z), A, A, T)

existe uma vizinhanga N, de x com p > 0 contida em A(7(z), A, 4,T). Se

z ¢ A(t,\, A,T) para algum t numa vizinhanga de 7(z),
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o conjunto A(t,X, A,T") sendo convexo e fechado para t suficientemente
perto de 7(z), estd estritamente separado de {z}. Entao existem pontos
em N,, portanto em A(7(z), A, A,T'), cuja disténcia a A(t, ), A, I') é maior
ou igual a p.

Isto nao pode acontecer para todo t, em particular para t < 7(z),
devido a continuidade do conjunto dos pontos A—atingfveis em ¢ = 7(z).
Portanto, existe ¢ < 7(x) para o qual z € A(t,\, A,T), o que contradiz a
definicao do préprio 7(z). Concluindo:

z € 0A(7(z), A, A, T). F

Além desta propriedade extremal, podemos ainda enunciar uma maxi-
mal:

Teorema 2.5 (Principio do Maximo para pontos A-atingiveis)

Sob as hipdteses da Proposigao 2.11 temos que todo controle étimo
em tempo minimo também é um controle maximal, no sentido de ser uma
solugao u* de

yre(=9)4y*(s) = max {y;e(t‘s)Ay t Y€ coI‘} , s€)0,7(z)]. (MAX)

Dem.: Tendo em vista que pelas hipéteses da Proposicao 2.11
Jr(z),anT € W(T(z),A,T)
se verifica, e que além disto, para todo ¢ > 0 podemos ainda afirmar que:

W(r(z),A,T) = W(r(z), A, col’)

W(t, A, col') C W(t, A, T),
vale, para todo y € R"™, que

Y Jr(e),ant <sup{y*v: v e W(7(z), A, col)} =

()
= sup {y*/ e~ 4¢(s)ds : c € CEF} :
0
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Capitulo 2 : A-atingibilidade em tempo minimo

Portanto, existe y, # 0 tal que

7(z)
Yo r(z),A 2T = SUp {y;/ e=9)4¢(s)ds : c € CEBT} . (5)
0

Por outro lado, como coI é compacto, temos pelo Principio do M4ximo
de Pontryaguin que

t
sup {y*/ e(t"s)Ac(s)ds : CE Cco[‘} =
0
t
= / max {y*e(t”S)A'y : Y E coI‘} ds.
0

Portanto, diante de (5),temos

7(z)
Yodr(z),ANT = / max {y;e(t_s)A'y 1y € coI‘} ds.
0

Seja u* um controle étimo em tempo minimo, isto é,

T(z)
Jr(2),ANT = / =) 4y* (s)ds.
0

Neste caso,

()
/ [max {y;e(t—S)A'y Dy E col"} - y;e(t_s)Au*(s)] ds =0,
0

mostrando assim a igualdade (MAX), acima. =
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