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Resumo

Nos quatro primeiros capítulos deste trabalho, estudamos a complexidade computacional
do reconhecimento de propriedades de grifos invariantes por isomorfismos. Em particular
estudamos este problema para propriedades monotõnicas não-triviais de grafos. Sabe-se anu-
almente que a complexidade deZer711ini'slica de pior caso dessas propriedades é f2(7z2), onde ll
é o número de vértices dos grifos considerados. Existe entretanto uma conjectura de Yao
e Karp de 1977 que diz que a complexidade aleaÍárÍa destas propriedades é taml)ém Q(n2).
Apresentamos resultados de Yao e King sobre esta conjectlira e o melhor limite inferior
conhecido anualmente de f2(n4/a), provado recentemente por P. Hajnal.

Caso a conjectura de Yao e Kart vem)a a ser provada, pode-se pór em dúvida a eficácia
de métodos probabilísticos aplicados a problemas complitacionais. No último capítulo a-
presentamos resultados de Valiant e Reischtik (lue coinprovaiil (lue no cmo do problema de
seleção em paralelo do menor elemento de um conjunto, existe uni algoritino aleatório (late
é assintoticamente mais eficiente do que qual(quer algoritiiio determinístico. Neste mesmo
capítulo, apresentamos um resultado de Alon e Azar (lue prova que no caso de ordenação
de conjuntos com it elementos, usando algoritmos (ltie utilizam mais de ll processadores, a
eficiência de algoritmos aleatórios não é melhor do que a de algoritmos determinísticos.

Abstract

In the first tour chapters of this disseltation, we study the computacional complexity
of graph properties invariant under isomorphisins. More speciflcally, we study non-trivial
monotone graph properties. It is now krlowti that the dffer?llzzLzsÍfc complexity of suco
properties is Q(n2), where zl is tl)e ntmlber of vertices of Lhe grapl)s considerecl. However.
there is a conjecture due to Yao and l<arp that goês pack to 1977 that says that the rrzzldonz
complexity of those properties is algo (2(lz2). \Ve presmlt. reslilt.s by Yao and l<ing abotil
this conjecture and the best lower bound kilowil at the inoiiieilt, namely S2(na/3), recently
proved by P. Hajnal.

Assuming that the abole conjecture is true, one inight put in doubt the power of prol)a-
bilistic methods applied to computatioilal problema. In the last chapter, we present resulta
by Valiant and Reischuk that prove that for the problem of selec.tina in pzlrallel the srnallest
element of a given set, there exiges a random algorithm which is asymptotically more eH
cient than any determinisLic algorithm. In this salde chapter, we })resent a result by Alon
and Azar that shows that for the problem of sorting ll elements, if we only consider parallel
algorithms that use more than 1} processors, theii the emciency of random algorithms is not
better than that of deterministic ones.
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Introdução

Eln anos recentes, algoritmos aleatórios têm ])sovado ser extremamente mais pode

rosas que algoritmos detenninísticos. Hoje, talvez un] dos melhores exemplos que

ilustram este ponto seja o algoz'itino de Dyer, Frieze, e l<annan j161 para a aproxi-
mação de volumes de corpos convexos en] IR" para 1} grande

Um resultado de Elekes j171 afirma (]ue (lualquei' algoiitnlo deterniinístico po-
linomial ou, mais geralmente, sul)-exponencial (lue estima o volume de um corpo
convexo B (. R': é tal que só se ])ode garantir (lue sua. estimativa, está corneta a
menos (le unl fatos exponencial eni 1}. A(lui, supomos (lue o cot'po e dado poi unl
oráculo de pertinência, i.e., dado un) ponto no R': ])odemos descol)I'il' se este ponto
pertence ou não a B com unia consulta a este oráculo. Ademais, definimos a comple-

xidade de uln algoritmo como sendo o número de consultas (lue ele precisa fazer ao
oráculo. O resultado de Elekes diz então (lue com unl núlnei'o sub-exponencial ein lz
de consultas, podemos apenas restringia o volume de B eiltie um limite superior e
uni inferior cujo quociente é pelo itlenos(2i/2+o( 1))".(Pa.ta unia vei'são mais forte

deste i'esultado, veja Báiány e Fiiledi IZI.)
O algoritino aleatório de Dyei, Fi'iene, e l,iailitaii ol)téiii unia estimativa do vo-

lume de -B a menos de um fatos enfie (1 + o'' e (1 + o, pala qual(quer ( fixo,

com uin número polinoniial eill 1} de consultas ao Oráculo, e cona probabilidade pelo

menos 1 -- É. Aqui supomos que B é não-degenerado no seguinte sentido: escreven-

do B(0,p) para a bola de raio p centrada na OI'icem, adinitin)os que sabemos de
antemão que B(0,r) C .B C B(0, R), onde r > 0 e R são constantes arbitrárias.
E fao! de ver que sem hipóteses deste gênei'o uni algoiitino como acima não pode
existir. Mencionamos de passagem (ltle este é um (lentie vários algoritmos recentes
(lue se baseiam na simulação de cadeias de Maikov (lue se apioxinlani da distri-
buição estacionária rapidamente. (Veja 1401 pala uma. discussão soba'e esta classe
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de algoritmos.) Grosseiramente falando, as consultas ao oráculo são escolhidas ale-
atoriamente de acordo com un] cento passeio aleatório. Uma ótiina referência para
resultados relacionados a algoritnlos de estimativa de volumes e aplicações é Dyer e
Frieze li51.

O contraste entre o resultado negativo de Elekes e o resultado de Dyer, Frieze
e Kannan é fascinante. O tema desta dissertação centra no ])odes que procedimen-
tos computacionais adquirem quando permitimos o uso de passos aleatórios, como

ilustrado no exemplo acima.
O âmbito em que estudamos este problema é porém restrito. De fato, restringi-

mos o nosso estudo a uma conjectura de Yao e l<aip sobre a complexidade aleatória
de propriedades de giafos e a alguns problemas de ordena,ção e seleção. Com isto
mantemos o nosso estudo senil)re em 'tecia. filme', evitando unia teoria mllito geral
ou demasiado abstrata.

Para põr a conjectura de Yao e ]<ar]) em persa)ectiva, precisamos primeiro dis-
cutir certos problemas em complexidade deter'7ili7}z'.slicrl de grifos. Consideramos

um jogo J(n, P) entre dois jogadores com as seguintes i'egi'as. Ambos os jogadores
estarão pensando em gratos com conjunto de vértices v = 17 l = {1, . . .,7z}, e eles

estarão consideian(lo uma ploptiedade fixa. /) dp giafos. Isto e, escrevendo Çr para
o conjunto de todos os gi'aios com conjunto de véitifes \,', Letnos (lue P C Çw e P é

invariante por isomol fismos de giafos.
No começo do jogo, o segundo jogador, o Díabi7z/}c,, 'escolhe' uni grifo (;. O

objetivo do primeiro jogador, o dlgi 1/10, é descobria' o mais eficientemente possível
se o grato G tem ou não a propriedade P eni questão. A cada iodada, o Alginho
faz uma pergunta do tipo "os vé].vices a; e y são adjacentes em G?" (z, y C y), e
o Diabinho responde consultando o seu gl'afo (;. O objetivo do Alginho é descobria
se (; ])ertence a /) com o ]nenoi iluniei'o possível de perguntas. Natuialnlente, o

objetivo do Diabinho é de maximizar tal número. Note (lue o grifo (I' só é revelado
conforme o Alginho faz suas peigulitas, (le tal foinla (]ue é peifeitanlente legal ])aia
o Diabinho ir construindo o grato (.; de acordo com as perguntas prévias. Posto de
outra forma, não há qual(quer illotivo pala o Diabinho escolher um grato no começo

do jogo; ele pode ir construindo G da forma que mais Ihe convier, considerando o
desenrolar do jogo.

Como um exemplo, o leitor é convidado a. piovai (lue se P for a propriedade 'o
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grato G é conexo', então no jogo J(?}, P) o Diabinho pode forçam o Alginho a fazer (2)
perguntas. Assim, o Alginho é forçado a pedir pala que o Diabinho revele todo o
grato antes que ele possa decidir se ele é ou não conexo. Tais propriedades P C Çy

para os quais o Alginho pode ser forçado a fazei' (2) perguntas são conhecidas como
propriedades e/usiuas, ou altelnativanlente euasiuas.

Vamos dizer que a propriedade P é 7zão-triuia/ se O ?é P # Çy, e diremos que
ela é nionotónica se todo grato conten(lo um subgrafo que tem P também tem P
Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snydei (veja 1301 e 1361) conjecturaram que toda
propriedade monotânica não-trivia] é ta] que o Diabinho sempi'e temi uma estratégia
que força o Alginho a fazei Q(?}2) perguntas no jogo ./(l}, P).

Conjectura l Ezíste u«}a co, sfa7}te u«á«e,'s«/ c > 0 t«l q«c p«,'« Zod' " e q««/-

quer propüedade ntonotõnica Tlão-tT'iuial P soft'e gl'aios cl Guv . o segundo jogador

elll J(.Tt, P) pode forçar pelo IlÍCItos cita TO(!tidas elll Jtll. P ).

A conjectura de Aandeiaa, Roseilbeig, Lipton, e Stiy(lel foi provada poi Rivest
e Vuillemin ]35j (veja também ]341 e ]9], (;apítulo 8), (lue mostraianl (lue a afirma

uva acima vale para a constante c = 1/16. Esta constante foi melhorada para 1/9
por Kleitman e Kwiatkowski 1281. Mais recentemellte, l-iahn, Saks, e Sturtevant 1231

melhoraram esta constante para 1/4 + o(1) usando, entre outros, uma engenhosa e
inesperada conexão estabelecida por eles ente'e este ])i'oblema e a teoria de pontos

fixos em ações de grupos finitos em espaç.os topológicos tiiangulados. O resultado
principal destes autores é (ltie se 71, e ]i]])a. potência (le un] primo, então toda pro-
priedade inonotânica não-trivial é elusiva. ( Pode-se deduzia daí (lue a Conjectura l

vale para c = 1/4 + o(1).) Outros resultados sobre elusividade de prol)piedades de
giafos foram obtidos por Ya]) j4SI. (Veja também l4(SI, (l:apítulo 5.)

Embora os resultados acima sejam bastante satisfatórios, unia conjectura fasci-

nante ainda está aberta. Best, van Emde Boas, e Lenstra l81, e independentemente

l<arp (veja 1361) conjecturam o seguinte

Conjectura 2 Toda prop7'iedadc la loZó7zíca leão-ZI'adia/ .soba'í gz'a/as é cl is l;a

Observe que enquanto a (;onjectuia l ahin)a. (hiP o Dual)inato pode forçar o
Alginho a fazer um número (luadlático de perguntas, a(lui conje('tulaliios (lue o

Diabinho pode forçar o Alginho a fazei todas as(2) perguntas possíveis. Os melhores
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propriedades elusivas , ou alternativamente evasivas. 

Vamos dizer que a propriedade P é não-trivial se 0 -/: P -:f: 9v , e diremos que 

ela é monotônica se todo grafo contendo um subgrafo que tem P também tem P. 

Aancleraa, Rosenberg, Lipton, e Snyder (veja [30] e [36]) conjecturaram que toda 

propriedade monotônica não-trivial é tal que o Diabinho sempre tem uma estratégia 

que força o Alginho a fazer f2(n2 ) perguntas no jogo J(n , P). 

Conjectura 1 Existe uma constante universal e > O tal que para todo n e qual­

quer propriedade monotônica nüo-trivial P sobre gmfos em 9v, o segundo jogador 

em J ( n, P) pode forçar pelo m enos cn2 rodadas cm J ( n , P). 

A conjectma ele Aancleraa, Rosenb erg, Liplon, e SnyclPr foi provada por Rivest 

e Vuillemin [35] (veja também [34] e [9], Capítulo 8), qu e mostraram que a afirma­

tiva acima vale para a constante e= 1/16. Esta constante foi melhorada para 1/9 

por Kleitman e Kwiatkowski [28] . Mais recentemente, Kahn, Saks, e Sturtevant [23] 

melhoraram esta constante para 1/4 + o(l) usando, entre outros, uma engenhosa e 

inesperada conexão estabelecida por eles entre este problema e a teoria de pontos 

fixos em ações de grupos finitos em espaços topológicos triangu lados. O resultado 

principal destes autores é que se 11. é urna potência. de um primo , então toda pro­

priedade monotônica não-trivial é elu siva. (Pode-se dedu zir daí qu e a Conjectura 1 

vale para e= 1/4 + o(l).) Outros resultados sobre elu sividade de propriedades de 

grafos foram obtidos por Yap [45]. (Veja ta.mbérn [46] , Capítulo 5.) 

Embora os resultados acima sejam bastante satisfatórios, uma conjectura fasci­

nante ainda está aberta. Best , van Emcle Boas, e Lenstra [8], e independentemente 

Karp (veja [36]) conjectnrarn o seguinte. 

Conjectura 2 Toda propriedade monot.ónirn náo-ti·ivial sobn: grafos é elusiva. 

Observe que enquanto a. Conjectura I afirma que o Di abinho pod e forçar o 

Alginho a fazer um número quaclrá.tico de perguntas, aqui conjecturamos que o 

Diabinho pode forçar o Alginho a fazer todas as G) perguntas possíveis. Os melhores 
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resultados na direção desta segunda conjectura são os de Kahn, Saks, e Sturtevant,
e os de Yap tnencionados acima. Yao 1431 provou a conjectura análoga para gratos
bipartidos, usando também técnicas de topologia algébrica. King 1261 estudou a
conjectura análoga para gratos bipai'tidos dirigidos.

Podemos finalmente voltar a algolitmos aleatórios e à conjectura de Yao e Karp.

Aqui mudamos as regras de J(n, P), e permitimos ao Alginho usar uma moeda.
No jogo modificado J'(n, P), o Alginho está munido cle uma moeda e ele pode a
qualquer instante usá-la para decidir como proceder: se ele tiver várias opções para
a próxima pergunta e não conseguir se decidir entre elas, ele pode usar a moeda
para escolher uma aleatoriamente. Naturalmente, em J'(7}, P) não é permitido ao
Diabinho ir construindo o grifo G ao longo do jogo, })ois caso nlantivéssenlos esta

liberdade J'(7}, P) se reduziria essencialillente a J(7}, P). O objetivo do Alginho
em J'(n, P) é de lninimizai o número espetado de pei'BuRLas, usando um algoritmo
aleatório apropriado .4 = .Á(P), e o do Diabinho é de escolllel o grato G = G(.4, P) C
Çy de tal forma que tal esperança seja a dais alta possível. Aqui admitimos que o
Diabinho conhece de antemão o algoritnlo .4.

Considere os números reais p pala os quais existe um algoritmo aleatório ,4 =

.4(P,p) que o A]ginho pode usei em J'(7}, P) ta] (]ue, ])ai'a (dual(luar grato G em Çv
que o Diabinho escolha, a esperança do núnlelo de I'odadas em J'(7},P) é no
máximo p. Definimos a conlp/ea;ída(/c a/caíóláa CÀI(P) da. pior)piedade P como
sendo o ínfimo desses p. Ademais, pottlos (:'41(7}) = miiip(''41(F'), onde o mínimo é
tomado sobre todas as propriedades nionotõnicas não-triviais P sol)re gratos em Çy,
VI = n. A conjectura a seguir, devido a Yao e ]-ialp, é a análoga à Conjectura l
de Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snyder neste contexto, e é o assunto principal
desta dissertação.

Conjectura 3 Existe Ilha c07}sta7 ic ?llzít'farsa/ c > 0 Za/ q?.c CÁ'(7}) ? cn' para
todo n,.

Esta conjectura aparece como um ])iobleiiia enl Yao l4 11, e é atribuída a Karp
enl l37j. Em j411, Yao enunciou unl resultado (]ue itn])lic.a fac.ilnlente que CHI(n) =
ç2(n). Entretanto, foi apenas unia déc.ada mais tarde (lue Yao publicou uin 'exten-
ded abstract' com o esboço da demonstração de um limite inferior superlinear. De

fato, o resultado principal em 1421 é que CÁI(7}) : Q (7}(logny/i2). (O artigo cor-
respondente a este 'abstract' é 1441.) Baseada nas técnicas usadas neste trabalho e
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resultados na direção desta segunda conjectura são os de Kahn, Saks, e Sturtevant, 

e os de Yap mencionados acima. Yao [43] provou a conjectura análoga para grafos 

bipartidos, usando também técnicas de topologia algébrica. King [26] estudou a 

conjectura análoga para grafos bipartidos dirigidos. 

Podemos finalmente voltar a algoritmos aleatórios e à conjectura ele Yao e Karp. 

Aqui mudamos as regras de J(n, P), e permitimos ao Alginho usar uma moeda. 

No jogo modificado J'(n, P), o Alginho está munido ele urna moeda e ele pode a 

qualquer instante usá-la para decidir como proceder: se ele tiver várias opções para 

a próxima pergunta e não conseguir se decidir entre elas, ele pode usar a moeda 

para escolher urna aleatoriamente. Naturalmente , em J'(n, P) não é permitido ao 

Diabinho ir construindo o grafo G ao longo cio jogo, pois caso mantivéssemos esta 

liberdade J'(n, P) se reduziria essencialmente a J(n, P) . O objetivo do Alginho 

em J'(n, P) é ele minimizar o número esperado de perguntas, usando um algoritmo 

aleatório apropriado A= A(P), e o do Diabinho é de escolher o grafo G = G(A, P) E 

9v de tal forma que tal esperança seja a mais alta possível. Aqui admitimos que o 

Diabinho conhece de antemão o algoritmo A. 

Considere os números reais µ para os quais existe um algoritmo aleatório A = 
A(P, µ) que o Alginho pode usar em J'( n, P) tal que, para qualquer grafo G em 9v 

que o Diabinho escolha, a esperanç.a cio número de roda.das em J'(n , P) é no 

máximo µ. Definimos a complexidade almt.ória CA 1( P) da propriedade P como 

sendo o ínfimo desses /L. Ademais , pomos CA 1(n) = minpCA 1( P), onde o mínimo é 

tornado sobre todas as propriedades monotônicas não-triviais P sobre grafos em 9v, 

!VI = n. A conjectura a seguir, devido a Yao e Ka.rp, é a analoga. à Conjectura 1 

ele Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snyder neste contexto, e é o assunto principal 

desta dissertação. 

Conjectura 3 Existe uma constante universal e > O tal que cA 1(n) > cn2 para 

todo n. 

Esta conjectura aparece como um problema em Yao [41], e é atribuída a Karp 

em [37]. Em [41], Yao enunciou um resultado que implica facilmente que cA 1(n) = 
D.(n). Entretanto, foi apenas urna década mais tarde que Yao publicou um 'exten­

ded abstract' com o esboço da demonstração de um limite inferior superlinear. De 

fato, o resultado principal em [42] é que CA 1(n) = D, (n(logn)1 / 12). (O artigo cor­

respondente a este 'abstract' é [44].) Baseada nas técnicas usadas neste trabalho e 

V I 



acrescentando idéias novas, l<ing 1271 melhorou este limite para Q(nS/4). O melhor

resultado conhecido no momento é devido, entretanto, a P. Hajnal 1221, que provou
q«e CÁI(n) = Q(n'/').

O nosso objetivo neste trabalho é de expor os resultados de Yao, King, e Hajnal
em detalhe, de forma auto-contida mas concisa. Tomamos especial cuidado na forma
e precisão com que apresentamos os vários resultados, nlelholando assim substanci-
almente as exposições originais. Esperamos que, através deste trabalho, os leitores

interessados na intrigante conjectura de Yao e l<arp possam tomar conhecimento ra-
pidamente de essencialmente todas as técnicas que têm se mostrado mais frutíferas
ein trabalhos ligados a esta conjectura.

Descrevemos agora um pouco fetais detalhadamente os resultados de Yao, King
e Hajnal, e ao mesmo tenl])o delineamos o conteú(lo (leste tiaballlo. Fixem)os uma
propriedade nlonotõnica não-trivial P sobre giafos (-' C Ç7t,,. A definição de C'4Í(P)
é bastante contplexa, e un] teorema fundamental de Yao l4 ll é usado ao longo desta

dissertação para podermos trabalham com esta (quantidade. Yao define a c07npZea;i-

dade deter7n n&tíca média dc pí07' caso CP(P) da propriedade P, ou simplesmente a
compZezÍdade determina'ética média de P, como sendo a melhor complexidade média
que podemos esperar de um algoritnlo deterministico .4 (lue determina se uin grato (;
dado satisfaz ou não a propriedade P, caso adntitirnlos que o grato G é escolhido

aleatoriamente de acordo cona a 'pior' distiibttição possível.
O seguinte jogo J"(?}, P) captura a noção ('mbutida na definição de CP(P). A-

qui o Diabinho escolhe uma distribuição a de acordo c.oii a (dual ele escolhem'á os seus

gratos G, e fornece ao Alginho esta distribuição. O jogo apoia comece com o Diabi-
nho escolhendo um grato G aleatoriamente de acordo com a. Como em J'(7}, P), aqui
o Diabinho não pode ir construindo o grato (I' ao longo do jogo. Como em J(7&, P), o
Alginho faz perguntas sucessivas, escolhidas deteiniinisticanlente, e tenta descobrir
se G satisfaz ou não P. O objetivo do Alginho é fazei, em média, un} núinelo peque
no de perguntas escolhendo um algoiitmo deter'minístico aplopiiado .4 = .4(a, P),
en(luanto que o objetivo do Diabinho é escolhem iiina distribuição o = a(P) que
force uin nún)ero tnédio alto de rodadas. O valor de CP(P) é então o número médio
de perguntas que o Diabinho consegue foiç.ar o Alginho fazei' em J"(n, P), quando

ele escolhe a ])ior distribuição a ])ossível. (A existência de uma pí07 dista'ibuição
decorre de um simples argumento de conipacidade.)
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acrescentando idéias novas, King [27] melhorou este limite para D( n 514 ). O melhor 

resultado conhecido no momento é devido, entretanto, a P. Hajnal [22], que provou 

que c.A 1(n) = D(n413 ). 

O nosso objetivo neste trabalho é de expor os resultados de Yao, King, e Hajnal 

em detalhe, de forma auto-contida mas concisa. Tomamos especial cuidado na forma 

e precisão com que apresentamos os vários resultados, melhorando assim substanci­

almente as exposições originais. Esperamos que, através deste trabalho, os leitores 

interessados na intrigante conjectura de Yao e Karp possam tomar conhecimento ra­

pidamente de essencialmente todas as técnicas que têm se mostrado mais frutíferas 

em trabalhos ligados a esta conjectura. 

Descrevemos agora um pouco mais detalhadamente os resultados de Yao, King 

e Hajnal, e ao mesmo tempo delineamos o contelÍ do des tf' trabalho. Fixemos uma 

propriedade rnonotônica não-trivi al P sobre grafos G E Gv. A definição ele cA 1( P) 

é bastante complexa, e um teorema funda.mental de Yao [41 ] é usado ao longo desta 

dissertação para podermos trabalhar com esta. quantid ade. Yao define a. complexi­

dade determinística média de pior caso cv ( P) da propriedade P, ou simplesmente a 

complexidade determinística média de P, como sendo a. melhor complexidade média 

que podemos esperar de um algoritmo determinístico A que de termina se um grafo G 

dado satisfaz ou não a propriedade P, caso admitirmos que o grafo G é escolhido 

aleatoriamente el e acordo com a 'pior' distribuição possível. 

O seguinte jogo J"( n, P) captura a noção emb utid a. na. defi ni ção de cv( P). A­

qui o Diabinho escolhe urna di stribui ção o el e acordo com a qu al ele escol herá os seus 

grafos G, e fornece ao Alginho esta. distribuição. O jogo agora. comeca com o Diabi­

nho escolhendo um grafo G aleatoriamente el e acordo com o. Como em J'(n, P), aqui 

o Diabinho não pode ir construindo o grafo G a.o longo elo jogo. Corno em J(n, P), o 

Alginho faz perguntas sucessivas, escolhidas deterministicamente, e tenta descobrir 

se G satisfaz ou não P. O objetivo do Alginho é fazer, em média., um número peque­

no de perguntas escolhendo um algoritmo determ inísti co aprop ria.do A = A(a, P), 

enquanto que o objetivo do Diabinho é escolh er um a distribuição o· = a( P) que 

force um número médio alto de rodadas. O valor de CD( P) é então o número médio 

de perguntas que o Diabinho consegue forç.ar o Algin ho fazer em J"( n, P), quando 

ele escolhe a pior distribuição a possível. (A existência ele urna pior distribuição 

decorre de um simples argumento de compacidade.) 
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Baseado num resultado de von Neuillann, Yao enunciou eii) l4il o teorema
que afirma que CP(P) = CÁI(P). Assim, podemos passai a considerar algoritnlos
determinísticos e mover a aleatoriedade para os dados de entrada. Após um pouco de
reflexão este resultado se torna natural, bastando percebem que este nada mais é que

uma igualdade minimax. A sua importância está no fato de que temos através dele
uin método para provar limites inferiores para C'41(P). De fato, para demonstrar
uma desigualdade da forma C'AI(P) ? i/, basta provar que o Diabinho consegue achar
uma distribuição a ruim o suficiente })aia a qual o Alginho seja fol'çado a fazer, em
média, pelo menos p perguntas em J"(7}, P). Todos os limites inferior'es para C4Í(P)

provados até o momento usan] este método.
Provanlos este resultado de Yao iio (;apítulo 2 c.oiilo o Teorema, 2.2.1, usando o

teorema de dualidade forte eni progialilação linear. Neste capítulo talnbéni pl'ova-
mos dois outros resultados fuTidanlentais de Yao. O ])I'imeilo deles, o Teorema 2.2.2,
é uin limite inferior simples pala C'AI(P) que envolve certos gratos que satisfazem P
Colho curiosidade, demonstraremos em seguida o Lema 2.3.1, (lue usa de manei-
ra bastante simples uma técnica piobabilística fundamental. O segundo resultado,
o Teorema 2.3.4, concerne C'41(P') on(le P' é unia piopiiedade genética de gratos
bipartídos. A técnica envolvida na denlonstiaç.ão deste resultado é exti'emamen-

te engenhosa, e tem um pape] crucial nos trabalhos de Yao 1421, 1441, assim como
nos trabalhos subseqiientes de King 1271 e Hajna1 1221. Os resultados apresentados
neste capítulo e uma técnica de redução de pl'oblemas sobre pi'opiiedades de gratos

genéricos para problemas sobre prol)piedades de gratos bi])artigos foi'am os ingredi-
entes principais da prova do primeiro limite infel'ior superlinear para C'41(7i), devido

a Yao 1421, 1441.

Cabe aqui uma observação sol)le esta técnica (le dedução iiiencionada acitna.

Seguindo Yao, ambos l<ing e flajnal provam seus 1iiilites infei'fores para C'41(n.)

primeiramente considerando C'AI( P') pala piopiieda(les P' de giafos üiparZídos. Pol'

conveniência, ponhamos CÁ/(7}1, 7}2) = niinp. C'41(P'), onde o mínimo é tomado sobre
todas as propriedades nlonotõnicas não-triviais P' de giafos bipaitidos com classes

de vértices de cardinaliclade 7}i e l}2. Apl'esentando reduções apropriadas, l<ing e
Hajnal provam que limites inferiores ])ala CÁI(7&) podem sel' obtidos a partir de
limites inferiores para C'41( f7}/21 , 17}/2J ). A$ técnicas de iedtição usadas por estes
autores são dais elaboradas:; que a de Yao, e aí ell(.ontlalnos um dos ingredientes de
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Baseado num resultado de von Neumann , Yao enunciou em [41] o teorema 

que afirma que cv(P) = CA 1(P). Assim, podemos passar a considerar algoritmos 

determinísticos e mover a aleatoriedade para. os dados ele entrada. Após um pouco de 

reflexão este resultado se torna natural, bastando perceber que este nada mais é que 

uma igualdade minimax. A sua importância está no fato de que temos através dele 

um método para provar limites inferiores para cA 1(P). De fato, para demonstrar 

uma desigualdade da forma cA1(P) 2 11 , basta provar que o Diabinho consegue achar 

urna distribuição a ruim o suficiente para a qual o Alginho seja forçado a fazer, em 

média, pelo menos v perguntas em J"(n, P). Todos os limites inferiores paraCA 1(P) 

provados até o momento usam este método . 

Provamos este resultado de Yao no Capítulo 2 como o Teorema 2.2.1 , usando o 

teorema ele dualidade forte em progranrnçã.o linear. Neste capítulo também prova­

mos dois outros resultados fundamentais de Yao. O primeiro deles, o Teorema 2.2.2, 

é um limite inferior simples para. cA1(P) que envolve certos grafos que satisfazem P. 

Como curiosidade, demonstraremos em seguida o Lema 2.3.1, que usa de manei­

ra bastante simples uma técnica probabilísti ca fundament al. O segundo resultado, 

o Teorema 2.3 .4, concerne eA 1(P') onde P' {,_ uma propri ecl a.cl e genérica ele grafos 

bipartidos. A técnica envolvida. na. clemonstra.çã.o des te resultado é extremamen­

te engenhosa, e tem um papel crucial nos trabalhos de Yao [42], [44], assim corno 

nos trabalhos subseqüentes de King [27] e Hajna.l [22]. Os resultados a.presentados 

neste capítulo e uma técnica de reduçüo de problemas sobre propriedades de grafos 

genéricos para problemas sobre propriedades de grafos bipartidos foram os ingredi­

entes principais ela prova do primeiro limite inferior superlinear para eA 1( n), devido 

a Yao [42], [44]. 

Cabe aqui urna observação sobre esta técnica el e redução mencionada. acima. 

Seguindo Ya.o, ambos King e Haj nal provam seus limites inferiores para. eA 1(n) 

primeiramente considerando eA 1( P') para proprieda.des P' ele grafos bipartidos. Por 

conveniência, ponhamos cA 1(n1, n2 ) = minp, eA1(P'), onde o mínimo é tomado sobre 

todas as propriedades monotônicas não-triviai s P' de grafos bipartidos com classes 

de vértices de cardinalidade n 1 e n2 . Apresentando reduções apropriadas, King e 

Hajnal provam que limites inferiores para. CA 1( n) podem ser obtidos a partir de 

limites inferiores para. eA 1( fn/21 , ln/2 J ). As técnicas el e redução usadas por estes 

autores são mais elaboradas qu e a de Yao e aí encontramos um cios ingredientes de 
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seus sucessos na obtenção de melhores limites inferiores. Uni outro ingrediente é um

melhor limite inferior para C'ÁI(ni , n2).
O Capítulo 3 é dedicado aos resultados de l<ing 1271. A técnica de redução

devida a King é dada no Teorema 3.4.1, e o seu resultado sobre C'AI(7}l, n2) é dado
no Teorema 3.4.2. O Teorema 2.3.4 de Yao é importante neste capítulo, Dias uma
nova técnica é também desenvolvida pala demonstrar resultados que em espírito se

assemelham àquele resultado de Yao. (Veja Lemas 3.3.1 e 3.3.2.) E devido a esta
nova técnica que decidimos incluir os trabalho de King aqui, mesmo que o seu limite
inferior seja superado pelo de Hajnal.

No Capítulo 4 apresentamos os resultados de Hajna1 1221. A técnica de redução
devida a este autor é dada no Teorema 4.4.3. O seu limite infei'ior para CAI(n1 , l}2)
é dado no Teorema 4.4.1. Destes dois i'esultados segue o melhor' limite inferior
anual para a complexidade aleatória de propriedades iiioilotõnicas não-triviais de
gratos de ordem n, a saber, C'41(n) = Q(7}4/3). São (lois os ingi'edientes novos que
pennitem a demonstração deste resultado. O piimeilo, o Lema 4.1.1, é uma pe-
quena modificacao do Teorema 2.3.4 de Yao (lue, embota a plinieira vista não seja
particulannente atraente, mostra-se extremamente útil i\o resto da prova. O segun-
do, o Teorema 4.2.4, é un] novo resultado de edil)acotamento de gratos bipartidos
que é usado de uma forma bastante não trivial. Observamos que o Teorema, 4.2.4,
cuja demonstração é bastante simples, é provado não-coilstiutivamente através do
'método pl'obabilístico'. Procuramos nestes (luatto piinieit'os capítulos api'esCUtai

os resultados respeitalldo sita oidein ('Fonológica. Entrptaiito é })ossível (lue o mais

conveniente seja ler as den\onstração do Teorema 2.3.4 e a. (lo Lema 4.1.1 juntas,
uma vez que suas demonstrações são muito parecidas e damos apenas un) esboço da

demonstração do segundo resultado.
A conjectura de Yao e Karp é num certo sentido negativa, ])ois ela afim)a que

a introdução de a]eatoriedade não pode deduzir a coinp]exidade coin])utaciona] (]e
propriedades monotânicas de gratos ein teimou de ordem de gian(leza. Eni Yao j411,
o problema de achar uni exemplo concreto onde algoiitiilos aleatórios são comprova-
damente mais eficientes (lue a]goiitmos detenninísticos é posto. A parte final deste
trabalho é dedicada ao estudo de um tal exemplo.

Claramente, o problema da estlniativa do volume de corpos convexos descrito

acima é certamente uin exemplo extremamente ilustrativo. Temos ])ara este proble-
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seus sucessos na obtenção de melhores limites inferiores. Um outro ingrediente é um 

melhor limite inferior para CA1(n 1 , n2 ). 

O Capítulo 3 é dedicado aos resultados de King [27] . A técnica de redução 

devida a King é dada no Teorema 3.4.1, e o seu resultado sobre CA 1(n1 ,n2 ) é dado 

no Teorema 3.4.2. O Teorema 2.3.4 de Yao é importante neste capítulo, mas urna 

nova técnica é também desenvolvida para demonstrar resultados que em espírito se 

assemelham àquele resultado de Yao . (Veja Lemas 3.3.1 e 3.3.2.) É devido a esta 

nova técnica que decidimos incluir os trabalho de King aqui, mesmo que o seu limite 

inferior seja superado pelo de Hajnal. 

No Capítulo 4 apresentamos os resultados de Ha.jnal [22]. A técnica de redução 

devida a este autor é dada no Teorema 4.4.3. O seu limite inferior para CA 1(n 1 , n2 ) 

é dado no Teorema 4.4.1. Destes dois resulta.cios segue o melhor limite inferior 

atual para a complexidade aleatória de propriecla.eles monotôni ca.s não-trivia.is el e 

grafos de ordem n, a saber, cA 1(n) = f2(n4 /:3) . Sã.o doi s os ingredientes novos que 

permitem a demonstração deste resultado. O primeiro, o Lema 4.1.1, é urna pe­

quena modificacao do Teorema 2.3 .4 de Yao que, embora a primeira vista não seja 

particularmente atraente, mostra-se extremamente lÍtil no resto ela prova. O segun­

do, o Teorema 4.2.4, é um novo resultado de empacotamento de grafos bipartidos 

que é usado de uma forma bastante não trivial. Observamos que o Teorema 4.2.4, 

cuja demonstração é bastante simples , é provado não-construtivamente através do 

'método probabilístico '. Procuramos nestes qu atro prirn eiros capítulos apresentar 

os resultados respeitando sua ordem cronológica. Entretanto é possível que o mais 

conveniente seja ler as demon stração cio Teorema 2.:3.4 e a. cio Lem a. 4 .1.1 juntas , 

uma vez que suas demonstrações são muito parecidas e damos apenas um esboço da 

demonstração do segundo resultado. 

A conjectura de Yao e Karp é num certo sentido negativa, pois ela a.firma que 

a introdução de aleatoriedade não pode reduzir a complexidade computacional de 

propriedades monotônicas ele grafos em termos el e ordem el e grandeza. Em Yao [41], 

o problema ele achar um exemplo concreto onde algoritmos aleatórios são comprova­

damente mais eficientes que algoritmos determinísticos é posto. A parte final deste 

trabalho é dedicada ao estudo de um tal exemplo. 

Claramente, o problema da estimativa. do volum e el e corpos convexos descrito 

acima é certamente um exemplo extremamente ilustrativo. Temos para este proble-
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ma um algoritmo aleatório que se comporta muito melhor que qualquer algoritmo
determinístico. Preferimos entretanto estudar unl exemplo muito mais simples e
básico: estudamos o problema de deterlninai o ntíninlo de unia coleção de inteiros.
Também consideramos aqui o problema relacionado de OI'denação.

Apresentamos no último capítulo quatro resultados. O primeiro é devido a
Va[iant 1391. Este resultado afirma que qual(luer a]goritnlo detelminístico para]e]o

usando n processadores que determina o mínimo de uma coleção de 1} inteiros dados
tem coinp]exidade Q(]og log ?}). O segundo resultado (lue aplesentalnos é uma versão
melhorada do algoritmo paralelo de Reischuk 1331 que determina o k-ésiino menor
e[emento (]e uma co]eção dada de 71 inteiros, usando 7 ])1'0c.essadores. Esse a]goiitmo

roda em tempo limitado por uma constante universal. Assim) temos unl exemplo de

um problema extremamente simples onde vale que a introdução de aleatoriedade
diminui a complexidade do problema ein arde?l (Zc g7'azzdcza.

O terceiro resultado na(luele capítulo é devido a Yao j411. Este concerne a

dependência da complexidade média de(luar(suei algoiitnio deteiniinístico de seleção
ou ordenação com relação a distribuição dos dados de enteada. Este resultado é
um dos ingredientes na prova do ]eslljta(lo final (lue apresentamos, a. saber, um
resultado de Alol} e Azar l41 que dá um limite infeiioi pala a complexidade de
a[gor[tinos para]e]os a]eatoiios de O[denaçao. Devido à con)p]ex]dade de sua ])nova,

apresentamos apenas uma demonstração parcial do i'esultado.
Em relação à notação e à terminologia, ein geral e da teoria dos gratos em parti-

cular, procuramos seguir aquelas padl'ões. Entretanto sempre (lue possível procura-
mos explicitar o signi$cado de cada símbolo ao longo do plópiio coi'po do trai)alho,
correndo o risco até talvez de sermos inconvenientenleilte repetitivos. O Apêndice A

é unl resumo bastante simples das definições básicas da teoria dos giafos que es-
tai'erros usando aqui. O Apêndice B traz unia lista dp algumas das notações mais
usadas.

Uma observação sobre a notação (llle talvez seja útil é a seguinte. Dadas ex-
pressões a, b, c, denotaremos a/(Z,c) pol' a/Z,c
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Capítulo l
--r--\. r''b e # e e e e
Definições iniciais

Neste capítu]o inicial vamos definir o conceito de piopiie(lado de gratos. Em segui(la
definiremos propriedades monotõnicas não-triviais, (lue são a(IDeIas a que mais nos
dedicaremos nesta dissertam.ão. Estaieinos intel'assados nos capítulos seguintes enl

estudar a coinp]exidade (]e tetnpo de algoritmos que, dado unl grifo (I', consultando
apenas a sua matriz de adjacência, deteiniinan] se G satisfaz ou não uma proprie-
dade nlonotânica não-trivial. Neste caso, a complexidade de tettl})o sel'á baseada no

número de consultas que o algoritnlo precisa fazei à lllatiiz de adjacência. (Iremos
supor que essas consultas pledoniinam nos algolitnlos e ignoraiemos outros favores

que numa situação prática afetaiiani o tema)o de execução desses algoritmos.) Para
fonndizar o conceito de algoritnlo e a maneira como váRIos medir sua complexida-

de, definimos árvores de decisão e ])ré-gi'afos. As alvores de decisão são anlplainente
conhecidas nos meios computacionais devido a seu uso no estudo de ordenação de

conjuntos; damos aqui a adaptação usual utilizada no estudo de propriedades de
gratos (ver 1221 e j411). Os pré-gratos são utilizados iio estudo da complexidade

determinística de propriedades cle gratos (ver l91); o que fazemos aqui é unir os
pré-grifos às árvores de decisão T)aia (lue possamos tei unia apresentação formal
do problema. Na seção final, definia'amos os conceitos de complexidade média de
pior caso e complexidade aleató] ia de uma ])lopiiedade de gratos devidas a Yao j411.
Essas complexidades reftetem a partia de dois pontos de vista distintos a eficiência
média de algoritlnos que decidem se um giafo dado satisfaz ou não a propriedade
em questão. Finalmente, enunciaiilos a conjectura de Yao e l<ar]) que sela o objeto
principal de nosso estudo nos primeiros (luatio capítulos deste trabalho.

Capítulo 1 

Definições • • • • 1n1c1a1s 

Neste capítulo inicial vamos definir o conceito de propriedade de grafos. Em seguida 

definiremos propriedades monotônica.s não-trivia.is, que são a.quela.s a. que mais nos 

dedicaremos nesta dissertação. Esta.remos interessa.dos nos capítulos seguintes em 

estudar a complexidade de tempo de algoritmos que, da.do um gra.fo G, consultando 

apenas a sua. matriz de adjacência., determinam se G satisfaz ou não urna proprie­

dade monotônica. não-trivial. Neste caso, a. complexidade de tempo será. baseada no 

número de consultas que o algoritmo precisa fazer à. matriz ele adjacência. (Iremos 

supor que essas consultas predominam nos algoritmos e ignoraremos outros fatores 

que numa situação prática afetariam o tempo de execução desses algoritmos.) Para 

formalizar o conceito de algoritmo e a. maneira como vamos medir sua complexida­

de, definimos árvores de decisão e pré-grafos . As árvores ele decisão são amplamente 

conhecidas nos meios computacionais devido a seu uso no estudo de ordenação de 

conjuntos; damos aqui a adaptaç.ão usual utilizada no estudo de propriedades de 

grafos (ver [22] e [41]). Os pré-grafos são utilizados no estudo ela. complexidade 

determinística de propriedades de grafos (ver [9]) ; o que fazemos aqui é unir os 

pré-grafos às árvores de decisão para. qu e possamos ter urna. apresentação formal 

do problema. Na seção final, definiremos os conceitos de complexidade média de 

pior caso e complexidade aleatória ele uma propriedade de grafos devidas a Yao [41]. 

Essas complexidades refletem a partir ele dois pontos ele vista distintos a eficiência 

média de algoritmos que decidem se um grafo dado satisfaz ou não a propriedade 

em questão . Finalmente, enunciamos a conjectura de Yao e Karp que será o objeto 

principal de nosso estudo nos primeiros quatro capítulos deste trabalho. 
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1.1 Propriedades de gratos

Sejam P, y e W conjuntos finitos. Enl todo este trabalho, o conjunto y será o
conjunto de vértices de um grato, enquanto que U e W serão as classes de vértices

de gratos bipartidos. Além disso, denotaiemos por u, u e u} as caidinalidades de t/
y e W/ respectivamente. Vamos denotam ])OI' Ç}' o conjunto de todos os gratos
simples não-dirigidos com conjunto de vértices \''. Utilizaremos çt/,n' para denotar
o conjunto dos gratos bipartidos simples não-dil'igidos com classes de vértices (/ e W

Definição 1.1.1 ri,) t/ma propriedade P sobre e/e71}c7ztos dc Çv ó ?]m subc07]Ju7zto

de Çv invariante por {somorl/is71}0 de gi'a/os. Ullt c/e7nento G de çy tem ou satisfaz
a propHedade P se e some7}te .sc G € P. ríi2 t/71}a propriedade P sobre ele77}ento.ç

de Çu.w é um subcotljuTlto de Çu,w i?tuü?.iültte pol' isol lol'Pslllo de gl'aios t)ipartidos
qlze respeíía7n as c/asscs (,r c H/. /llz c/eli&cltto (.r (/c Çt/.u/ tem o?l satisfaz a

pl'opriedade P se c solitelltc sc C; C P

As propriedades de gi'aros estudadas neste trabalho melão sempl'e invariantes
por isomorfismo na categol'ia em (questão. Ou mais sim])lesinente, se um grato (;'
satisfaz uma propriedade P então toda, có])ia isomorfa de (; satisfaz P

Seja X uln conjunto de gratos. Dada unia ])ro])i'iedade P sobre X e um gra-
to (; C X, vamos estai intel'estados em descobi-il se (; satisfaz P. Evidentemente,
se todo grato do conjunto X satisfaz P (ou seja, P = -X') ou nenhum grato edil X
satisfaz P (i.e., P = a), então claramente é trivial descol)ril se (; satisfaz ou não P
Assim, estare]nos interessados en] propriedades P tais (lue pelo menos um grato
de X satisfaz P luas nem todo grifo de .V satisfaz P

Definição 1.1.2 rí,) t/7na pro/)piedade P soba'c Çy é não-trivial sc P # a e P #
Çy. rii,) t/nta propriedade P sobre Çu,w é não-ti'ivial sc P # O e P # Çu,w.

Se (; e .H são dois gratos, escrevemos (; Çg H se (-; é unl subgrafo gerador de ]lí

Definição 1.1.3 (/?lta pl'o/)r'leda(Jf P é monotõnica crescente sc pai'a quais-

quer G e H tais qttc (; Cg H e C; C P. t,canos (l\tc H C P. Dizcntos (l\tc P é

monotânica decrescente sc pa7'a q?laásq?z('7' (,' c H país qzzc' H Ç., G' c (; C P
tentos qlte H C P
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1.1 Propriedades de grafos 

Sejam U, V e W conjuntos finitos. Em todo este trabalho, o conjunto V será o 

conjunto de vértices de um grafo, enquanto que U e W serão as classes de vértices 

de grafos bipartidos. Além disso, denotaremos por u, v e w as cardinalidades de U, 

V e W respectivamente. Vamos denotar por 9v o conjunto de todos os grafos 

simples não-dirigidos com conjunto de vértices V. Utilizaremos 9u,w para denotar 

o conjunto dos grafos bipartidos simples não-dirigidos com classes de vértices U e W. 

Definição 1.1.1 {i) Uma propriedade P sobre elementos de 9v é um subconjunto 

de 9v invariante por isomorfismo de grafos. Um elemento G de 9v tem ou satisfaz 

a propriedade P se e somente se G E P. (ii) Uma propriedade P sobre elementos 

de 9u,w é ttm subconjunto de 9u,w invariante por isomorfismo de grafos bipartidos 

que respeitam as classes li e W . Um elcmcnlo (,' de Çu.w tem ou satisfaz a 

propriedade P se e somente se G E P. 

As propriedades de grafos estudadas neste trabalho serão sempre invariantes 

por isomorfismo na categoria em questão. Ou mais simplesmente, se um grafo G 

satisfaz urna propriedade P então toda cópia isomorfa de G satisfaz P. 

Seja X um conjunto de grafos . Dada uma propriedade P sobre X e um gra­

fo G E X, vamos estar interessados em descobrir se G satisfaz P. Evidentemente, 

se todo grafo do conjunto X satisfaz P ( ou seja, P = X) 011 nenhum grafo em X 

satisfaz P (i.e., P = 0), então claramente é tr ivial descobri r se G satisfaz 011 não P. 

Assim, estaremos interessados em propriedades P tais que pelo menos um grafo 

de X satisfaz P mas nem todo grafo de .Y satisfaz P. 

Definição 1.1.2 (i) Uma propriedade P sobre Çv é não-trivial se P fc 0 e P fc 
9v. (ii) Uma propriedade P sobre Çu,w é não-trivial se P fc 0 e P fc 9u,w. 

Se G e H são dois grafos, escrevemos G Ç_q H se G é um subgrafo gerador de H. 

Definição 1.1.3 Uma pr·oprieda<h: P é monotônica crescente se para quais­

quer G e H tais que G Ç9 H e G E P. lemos que H E P. Dizemos que P é 

monotônica decrescente se para quaisqu<:T G c H /.ais qu e H Ç.<J G' e G E P, 

temos que H E P. 
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Observe que se definirmos a propriedade complementar de P como sendo a
propriedade P' tal que G € P se e somente se G' C P' (onde G' é o grato comple-
mentar de G), então P é monotõnica decresce?lle se e somente se P' é monotõnica
crescente. Daqui para frente, vamos sempre supor que as propriedades monotõnicas

que consideramos são crescentes. Não haveis peida de generalidade nos casos que
vamos considerar, pois se a propl'iedade monotõnica P é decrescente podentos passai

a considerar P' no seu lugar e derivar os resultados para P a ])artir dos resultados
que obtivermos para PC. Omitiremos assim o termo crescente.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados nas propriedades mo-
notânicas não-triviais. Note que trivialnlente ])ropiiedades monotõnicas são univo
comente determinadas pelos seus elementos minimais. Assim é conveniente faze! a
seguinte definição.

Definição 1.1.4 Dada ull a pr'opr'ie(/a(7e P sol)i'c ç;l.' o?l. soba'c Çt/,w, t;a lias del&o-

tar por nti«(P) o c07Ü?.«Zo dos g,''-/o. q«e s«íi.-faze«, P c sã. «.í«á«}«is "g««da "
relação Çg .

Assim, dada uma propriedade P, o grato G pei'tende a inin(P) se e somente

se G C P e, para qualquer subgrafo f7 Ç. G tal (lue .4(H ) Ç .4(G), temos # # P

Vamos indicar por 7)y o c.onjunto das pioptieda.(les lnonotânic.as não-triviais
de gratos com conjunto de vértices \'', e poi 7)l/.U/ o (onjutito (las proprieda(les

monotânicas não-triviais de giafos bi])aitidos covil classes (le véi'vices (/ e I't''

1.2 Arvores de decisão

Dado um grato G representado por sua matriz de adjacência, (queremos verificar as
entradas desta [natriz para descobi'i]' se (.; tem ou não un)a certa p]o])riedade P dada.

(Jnl algorltlno especificando quais entoadas da nlatiiz devem ser verificadas pode ser
representado por uma "árvore de decisão"

Deânição 1.2.1 S'eja X lz } c07zltzTzío. (/liça áivoi'e de decisão é lzll a áruorc
btnarta colll raiz e pelo lneltos duas J'ollla.s ta! (]llc

ÍO todo lzó interno é rota/ado c0171 ulli par lido-ordem ado { ,.j}, 07zde i,.j C X;

ri{,) todo nó interlzo tem tzli a aresta sai7}do call} I'óÍzl/o l e 071Z7'a c07n 0;
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Neste trabalho estaremos particularmente interessados nas propriedades mo­

notônicas não-triviais. Note qu e trivialmente propried ades rnonotônicas são univo­

camente determinadas pelos seus elementos minimais. Assim é conveniente fazer a 

seguinte definição. 

Definição 1. 1 .4 Dada uma propriedade P sob1·e 9v ou sobn 9u, w, vamos deno­

tar por min(P) o conjunto elos gmfos que satisfazem P e sei.o minimais segundo a 

relação Ç 9 • 

Assim, dada urna propriedade P , o grafo G pertence a min(P) se e somente 

se G E P e, para qualquer subgrafo H Ç 9 G tal qu e A( H) Ç A( G) , temos H í/. P. 

Vamos indicar por Pv o conjun to das propri ecla.dPs mon otô ni cas não-triviais 

ele grafos com conjunto de vértices \/, e por Pu.w o conju nlo das propriedades 

monotônicas não-triviais de grafos bipartidos co m cl a.ssPs de vértices U e W. 

1.2 Árvores de decisão 

Dado um grafo G representado por sua matriz ele adjacência, queremos verificar as 

entradas desta matriz para descobrir se G tem ou não um a. cert a propried ade P dad a . 

Um algoritmo especificando quais entrad as da matriz el evem ser verificadas pode ser 

representado por urna "árvore de decisão". 

Definição 1.2.1 Seja X um conjun/.o. Uma árvore de decisão e uma arvore 

binária com raiz e pelo menos duas folha s tal que 

{i) todo nó interno é rotulado com um par não-ordenado { i, j} , onde i, j E X; 

{ii) todo nó interno tem uma aresta saindo com rótulo 1 e outra com O; 



Capúu/o ] Definições iniciais 4

({ii) em todo caminllo da raiz até tllna folha, os rótulos de quaisquer dois nós
internos são distintos;

ríu9 cada /o//}a é rotulada coll} 0 otz l.

Seja X um conjunto. Unte árvore de decisão T repi'esenta uni algoritmo .4 =
,4(T) da seguinte maneira. Suponha que um grato G tem conjunto de vértices X,
e que G é dado por uma n\atroz de adjacência JI/ C {0, 11XxX, ou seja G C Çx
Vejamos como o algoritmo ,4 se comporta (quando a entrada é (]'. Executados o

algoritmo .4 visitando os nós de 7', começando pela raiz, e fazendo uma consulta
à matriz .A4 a cada nó interno de T visitado. O iótujo {í,j} de um nó interno y
de T representa a consulta "{ e J são adjacenl,es?". Assim (!fiando visitamos um nó
interno y devemos fazer a pergunta que esse nó representa. As duas arestas que saem
de y têm rótulos que correspondem aos dois resultados possíveis dessa consulta, (0

se { e .j nãa são adjacentes, e l se são a(ljacentes). Visitamos então o filho (le 3/ em T
que é ligado a y através da aresta com i'ótulo que está em ac.oi do com o resultado da
consulta. O algoritmo 4 deve prosseguia' dessa n)aiieiia até atingia unia folha. Para
cada gra;fo G C Çx, esse procedimento determina. um catninho único C' = C.'(G,7')
entre a raiz e uma certa folha / = /((1',T). O rótulo dessa folha / é a saída do
algoritlno .4 ])ara (;.

Baseados na interpretação acima ])ai'a T, fazemos P(T) = {G C Ç.X : rótulo

da folha /(G,T) é 1} e dizemos que T computa P(7'). No que segue, confundimos
as noções de algoritmo e árvore de decisão; isto é, admitimos (lue todo algoritmo .4
que testa se um grato G CEDI ou não uma prol)piedade P é tal que .4 = .4(T) pala
alguma árvore de decisão 7' tal (lue P :: P(T)

O caminho C.'(G,T) acima fornece dois conjtiiitos: lliii de a.testas (lue sabemos
que (J' contém e um outro de arestas (lue sabemos (lue ('' não contém. Elll geral,

podemos pensar nesses conjuntos não apenas ])ala cantinhos (lue começam na raiz e
terminam nas folhas, idas també]]i pala os can]inl]os (lue te]ininan] ein nós internos
da árvore de decisão. Se unl certo nó interno a; de T está à distância i da raiz, po-

demos concluir que para chegam a esse nó o algoritmo Á fez { consultas à matriz de
adjacência ]W de G. Associado a esse nó a; temos um pré-conjunto y= que é dado
por um par ordenado de conjuntos (S,, ]V,) onde .S,. n A', = a e l.S.: U /V,l = i. O

conjunto .S= contén] os pares não-oideiia(los de véiti(es de ('-' (file ,4(7') descobriu que

pertencen} a ,4(G), e o conjunto Ar.. foiltéin os pares de vértices (ltie Á(T) descobriu
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(iii) em todo caminho da miz até uma folha, os rótulos de quaisquer dois nós 

internos são distintos; 

(iv) cada folha é rotulada com O ou 1. 

Seja X um conjunto. Urna árvore de decisão T representa um algoritmo A = 
A(T) da seguinte maneira. Suponha que um grafo G tem conjunto de vértices X, 

e que G é dado por uma matriz de adjacência M E {O, l}xxx, ou seja G E Qx. 

Vejamos como o algoritmo A se comporta quando a entrada é G. Executamos o 

algoritmo A visitando os nós de T, começando pela raiz, e fazendo uma consulta 

à matriz M a cada nó interno de T visitado. O rótulo {i,j} ele um nó interno y 

de T representa a consulta "i e j são adjacentes? " . Assim quando visitamos um nó 

interno y devemos fazer a pergunta que esse nó representa. As duas arestas que saem 

de y têm rótulos que correspondem aos dois resultados possíveis dessa consulta (O 

sei e j não são adjacentes, e 1 se são adjacentes). Visitamos então o filho de y em T 

que é ligado a y através da aresta com rótulo que está. em acordo com o resultado da 

consulta. O algoritmo A deve prosseguir dessa maneira até atingir urna folha. Para 

cada grafo G E Çx, esse procedimento determina um caminho ünico C = C(G, T) 

entre a raiz e urna certa folha J = f( G, T). O rótulo dessa folha f é a saída do 

algoritmo A para G. 

Baseados na interpretação acima para T, fazemos P(T) = { G E Çx : rótulo 

da folha J(G, T) é 1} e dizemos que T computa P(T). No que segue, confundimos 

as noções de algoritmo e árvore ele decisão; isto é, admitimos que todo algoritmo A 

que testa se um grafo G tem ou não uma propriedade P é tal qu e A = A(T) para 

alguma árvore de decisão T tal que P = P(T). 

O caminho C'(G, T) acima fornece dois conjuntos : u111 de a.restas qu e sabemos 

que G contém e um outro ele arestas qu e sabemos qu e (,' não contém . Em geral , 

podemos pensar nesses conjuntos não apenas para caminhos que começam na raiz e 

terminam nas folhas, mas também para os caminhos que terminam em nós internos 

da árvore de decisão. Se um certo nó interno x de T está à distância i da raiz, po­

demos concluir que para chegar a esse nó o algoritmo A fez i consultas à matriz de 

adjacência M de G. Associado a esse nó x temos um pré-conjunto Yx que é dado 

por um par ordenado de conjuntos (Sx , Nx) onde S,. n N" = 0 e ISx U Nxl = i. O 

conjunto Sx contém os pares não-orden a dos ele vértices el e (,' que A(T) descobriu que 

pertencem a A(G), e o conjunto J\\ . contém os pares dP vértices qu e A(T) descobriu 
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que não pertencem a .A(G). (As definições formais de S, e ]V.: são dadas mais adian-
te.) Definimos então o pré-grafo G, como sendo a trip]a ordenada (V'(G); S,, ]V,).
O pré-grato G, é uma imagem parcial de G que o algoritnlo tem após fazer a á-ésima
pesquisa na matriz de adjacência de G e é baseando-se em G, que o algoritnlo de-
cide se G satisfaz ou não a propriedade P: se G,:; contém algum # € inin(P) (ou
mais precisamente, se .4(#) Ç S, pala algum # C nlin(P)), e«tão certamente o
algoritmo pode concluir que G C P, já que P é nlonotânica crescente; se G, é tal
que .N, n ,4(#) # a para todo # C niin(P), então nenhum grifo de min(P) pode

ser subgrafo de G e portanto G Í P. Se nenhum dos dois casos anteriores é válido,
o algoritmo deve prosseguir fazendo consultas à mata'iz de adjacência.

Em termos de árvore de decisão, temos as defiitições a seguia'. Dado um nó z de
uma árvore de decisão .4, considere o cadinho (.' =(:i;u, ao, a:i,a', . . ., :z;i-i, ai-l, ];{)

da raiz de .4 até z, onde =z;o é a i'aiz e a;{ = ];. Es('ievetiios .S'.: pala o conjunto
dos rotulou dos nos enl (:J (lue são seguidos em (' pol uma a.lesta rotulada com l,
i.e. S, = {lk,Z} : para algum 0 $ .j < i, {k,l} é rótulo (le zj e aj tem rótulo l}.

Denotamos por .Na o conjunto dos i'óculos dos nós de (,' seguidos por arestas 0,
ou seja .Nr :: {lk,l} : para algum 0 < .j < i, {Ê,Z} é rótulo de zj e aj tem

rótulo 0}. Definimos o pré-conjunto Y= associado a 2 enl 4 como sendo o par
ordenado(S,,.N,). Note que pelo item(iii) da Definição 1.2.1, temos que .s,n.v, =
a ejS,U JV,l = i.

Dada uma árvore de dec.isco .4 (lue testa unia (ei'ta pl'opiiedade, dizemos que
um grato G está associado a uma folha ./' de Á se .9 Ç ,4(G) e /V n 4((;) = o,

onde (S, .N) é o pré-conjunto y/ associado a ./.
Note que, na notação acima, o giafo (; está associado a, / se e somente se / =

.f(c,r). Sendo assim, o leria a seguia' é imediato.

Lema 1.2.2 Dados un} gra/o G c ?117 a á7 1;0re dc decisão .4, o gr'a/o G csíá associado

a uma única .fotlLa de A.

Demonstração
Suponha que existam duas folhas distintas ./l e /.2 c'ili '4 associadas a (;. Seja C't

o caminho em ,4 da raiz de .4 até .fi e (l,'2 o cadinho da. i'aiz até /2. Suponha (lue z

seja o último nó em comum de C'l e (J2, e (lne ]; tenha rótulo {í,.j}. Se (;' tem a
aresta {í,.j} então ambos CI e (l;2 usam a aresta que sai de a; com rótulo 1; se 6: não
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que não pertencem a A(G). (As definições formais de Sx e Nx são dadas mais adian­

te .) Definimos então o pré-grafo Gx corno sendo a tripla ordenada (V(G); Sx, Nx), 

O pré-grafo Gx é urna imagem parcial ele G que o algoritmo tem após fazer a i-ésima 

pesquisa na matriz de adjacência de G e é baseando-se em Gx que o algoritmo de­

cide se G satisfaz ou não a propriedade P: se Gx contém algum H E min(P) (ou 

mais precisamente, se A(H) Ç Sx para algum H E min(P)) , então certamente o 

algoritmo pode concluir que G E P, já que P é monotônica crescente; se G2• é tal 

que Nx n A(H) e/- 0 para todo H E min(P), então nenhum grafo de min(P) pode 

ser subgrafo de G e portanto G rf. P. Se nenhum dos dois casos anteriores é válido, 

o algoritmo deve prosseguir fazendo consultas à matriz ele adjacência. 

Em termos de árvore de decisão, ternos as definições a seguir. Dado um nó x de 

uma árvore de decisão A, considere o caminho (.'= (:i:u , ao,:i: 1, <L 1, ... ,.1:i-1,<Li-1, :i:i) 

da raiz ele A até x, onde :i: 0 é a raiz e :i:i = :1:. EsnPvPmos S,. para o conjunto 

dos rótulos dos nós em C que são seguidos em (.' por u 111a. aresta rotulada com 1, 

i.e. Sx = {{k,l}: para algum O~ j < i, {k,l} é rótulo de :i:1 e a1 tem rótulo I}. 

Denotamos por Nx o conjunto dos rótulos dos nós de C' seguidos por arestas O, 

ou seja Nx = {{k,l}: para algum O~ j < i, {k,l} é rótulo de x1 e a1 tem 

rótulo O} . Definimos o pré-conjunto Yx associado a x em A como sendo o par 

ordenado (Sx, Nx)- Note que pelo item (iii) da Definição 1.2.1, temos que Sx n Nx = 
0 e JSx U Nxl = i. 

Dada uma árvore de decisão A qu e testa. urna certa propriedade, dizemos que 

um grafo G está associado a uma folha J ele A se S Ç A(G) e N n A(G) = 0, 

onde (S, N) é o pré-conjunto Y1 associado a f . 

Note que, na notação acima, o grafo G está associado a f se e somente se f = 
f(G, T) . Sendo assim, o lema a seguir é imediato. 

Lema 1.2.2 Dados um grafo G e uma árvore ele clecisiio A, o grafo G está associado 

a uma única folha ele A. 

Demonstração 

Suponha que existam clua.5 folhas distintas J1 eh <:'Ili A associadas a G . Seja C:1 

o caminho em A da raiz ele A até f 1 e C:2 o caminho ela raiz até fi. Suponha que x 

seja o último nó em comum de C'1 e C'2 , e que x tenha rótulo {i,j} . Se G tem a 

aresta { i, j} então ambos C1 e C2 usam a aresta que sai de x com rótulo 1; se G não 
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tem {i,.j}, então os dois caminhos tens que usei a atesta que sai de z com rótulo 0.
Mas enl ambos os casos isso é uma contradição, pois =: era o último nó en] comum
de C'i e (l;2.

D

Daqui para frente não faremos distinção entre árvore de decisão e algoritmo,

e freqüentelnente chamaremos um mesmo objeto tanto de árvore de decisão como
de algoritmo. Vamos então denotam })or .Áp o conjunto de alvores de decisão que
coinputam P

1.3 Complexidade determinística média de pior caso

Comecemos com a seguinte definição

Definição 1.3.1 .Z)idos u71} gr(go G e uzl a áru07'c de decisão Á, sda / = /(G,.A)
. .»//.a de .,4 «s«!ad« . G. Oe$«i«.« c«sto(.4, G) co«'. ««d' ' «mp,i,"«to ./'

cainin/}o dc .4 que ua{ da I'aíz de Á até ./'

Dado un] algoritmo ie])i'esentado pol' uma álvoie de decisão Á, podemos inter-
pretar custo(.4, G) como sendo o número de consultas que o algoritmo .4 precisa fazer
à matriz de adjacência do grifo (.; pala descobrir se (; tem ou não a propriedade P

No que segue, consideramos dista'ibuições de probabilidade cl sobre Çv , no sen
tido de que cada cl será uma função çv --, 10, 11 tal que >1:a a(G) = 1, onde natural-
mente a soma se estende sobre Çv. Fixada a, denotaremos por Ea e Pa a esperança

e a probabilidade no espaço de probabilidades (Çy, a). Ailaloganlente, vamos consi-
derar também dista'ibuições de probabilidade soba'e ÇI/.H.'; ateste caso. Ea e Pa sel'ão
a esperança e a piobal)ilidade ilo espaço de pior)a,bili(la(les(Ç/i/.w,a).

Definição 1.3.2 ríJ l)idas u7i a disí7'íbuição c\ soip7'c' ç;v' c ?zliza propr idade P so-
bre Çv, de$nímos o custo médio C'(.'!, a) dc ?i7n a/g07 tRIo ,'! C .Áp comi relação

" a "mo «nd. a e.pe««ç. d. '«sto(.4, G), .« .da, C'(.'i,a) = E..(c«sto(Á,G)) =

E,GeÇv a((;) custo(.4,(;). rÍ!,) .4naZogü77 e7tfe para u na distribuição a soZ)re Çu,w
e uma propriedade P soba'e Çu,u,, de$7}í7nos o custo médio C(.4,a) dc u71} a/-
gorítzlto ,4 C .,4P 'ol" 'eZação íz c- c07i a sc7}(Zo (.'(.'l,a) = E..(custo(.4,G))

EaCÇ... a(G) custo(Á, G)-
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tem {i,j}, então os dois caminhos tem que usar a aresta que sai de x com rótulo O. 

Mas em ambos os casos isso é uma contradição, pois :i: era o último nó em comum 

de C1 e C2. 
D 

Daqui para frente não faremos distinção entre árvore de decisão e algoritmo, 

e freqüentemente chamaremos um mesmo objeto tanto de árvore de decisão como 

de algoritmo. Vamos então denotar por Ap o conjunto ele árvores de decisão que 

computam P. 

1.3 Complexidade determinística média de pior caso 

Comecemos com a seguinte definição. 

Definição 1.3.1 Dados um grafo G e uma árvore de decisão A, seja f = f(G, A) 

a folha de A associada a G. Definimos custo( A, G) como sendo o comprimento do 

caminho de A que vai da raiz de A até f. 

Dado um algoritmo representado por um a. á.rvore de decisão A, podemos inter­

pretar custo(A, G) como sendo o número de consultas que o algoritmo A precisa fazer 

à matriz de adjacência do grafo G para descobrir se G tem ou não a propriedade P. 

No que segue, consideramos distribuições ele probabilidade a, sobre 9v, no sen­

tido de que cada a será uma função 9v---+ [O, 1] tal que I:c:a(G) = 1, onde natural­

mente a sorna se estende sobre 9v . Fixada o, denotaremos por En e P n a esperança 

e a probabilidade no espaço de probabilidades (9v, o ). Analogamente, vamos consi­

derar também distribuições de probabilidade sobre 9u.v11; neste caso, En e Per serão 

a esperanç.a e a probabilidade no es paço de probabilida.des ( Gu.w, a) . 

Definição 1.3.2 (i) Dadas uma distribuiçâo n sobre (í v e uma propriedade P so­

bre 9v, definimos o custo médio C:(A, o) de um algoritmo A E Ap com relação 

a a como sendo a esperança de custo(A, G), ou seja, C:(A, a)= Ea( custo(A, G)) = 

LGEQv a(G)custo(A,G). {ii) Analogamente para uma distribuição o: sobre 9u,w 

e uma propriedade P sobre 9u,w, definimos o custo médio C(A,o:) de um al­

goritmo A E Ap com relaçcio a a como sendo C(A , o) = En(custo(A,G)) = 
LGEQu w o(G) custo(A , G). 
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Definição 1.3.3 1)e$nimos a complexidade determinística média de pior ca
se de uma propriedade P sobre Çv rou respeclíua7nente sobre Çu,w.) como sen-
do C (P) = sup. min.4€.4, C'(.4, a), -de o sup"mo é to«,ado sabre tod's as dístr{

buições de probabi/idade a sobre Ç;y rrespectíua zzente, sobre ÇL/,w,).

Talvez a analogia com o jogo J"(IVI, P) definido na introdução facilite a inter-
pretação desta definição. De todo modo, podemos inteipi'etar CP(P) da seguinte for-
ma. Suponha que queremos uni algoritnlo que, dado unl glafo G, decide se G tem ou
não a propriedade P. Adelnais, suponha que usaremos este algoritmo com o dado de

entrada (i.e. G) escolhido aleatoriamente de acordo com uma distribuição cv conheci-
da. Então, pela definição de CP(P), sabemos que existe uin algoritmo 4 = 4(a) (lue
tem complexidade média no má,ximo CP(P). Ainda, decorre da definição de CP(P)
que a distribuição cv pode ser 'muito difícil', no sentido de (lue com esta distribuição
de entrada não podemos achei nenhum algoz'itiilo .4 (late tenha. (ontplexidade média,
relativa a a, menor'(lue CP(P). Esta segunda observaçã.ojustifica o termo 'complexi-

dade media de pí07' caso'. No (1ue segue, entretanto, poi' simpicidade fl'e(ltienteinente
omitireinos a qualificação 'de pool caso', pois isto não causará (qualquer confusão.

Podemos pensar numa distribuição a sabia Çy como um ponto do R" on-
de 7} = IÇVI e as coordenadas de cl são dadas poi a(G) para cada G C Çv. Neste
caso, o conjunto dos pontos a definidos pelas distribuições de probabilidade sobre Çv

é fechado e limitado, pois é simplesmente um (1} -- 1)-simplexo regular. Além disso,

como g(a) = min.,! C(Á, a) é unha função c.ontínua en] a, existe uma distribuição ao
que atinge o valor (p(ao) = CP(P). Enl otttias palavlm, podem)os definir a comple-
xidade determinística média colho CP(P) = max. inibi..i ('(.4, a).

1.4 Complexidade aleatória

Seja P uma propriedade

Definição 1.4.1 U7r} algoritmo aleatório R /)rll-a ícsZa7' P é 1?1 par orde7}a-

do (.P,q) OTtdc q é tnl a dista'ibtLição dc 7)robabilidad( Rabi'( .Ap, otl seja (l é ullta
/u7}Ção q : .,4p --, 10, 11 taZ q?zc }l:.,lc.4r' q(À ) = l

Unl algoritmo aleatório R. = (P, q) pode sel interpretado como uln algoritmo
que tem probabilidade q(Á) de se comi)ortal exatantenLe colho Á, onde 4 C .4p. A
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Definição 1.3.3 Definimos a complexidade determinística média de pior ca­

so de uma p7'0priedade P sobre 9v ( ou respectivamente sobre 9u,w ) como sen­

do cv(P) = sup 0 minAE.Ap C(A, a), onde o supremo é tomado sobre todas as distri­

buições de probabilidade a sobre 9v {respectivamente, sobre 9u,w ). 

Talvez a analogia com o jogo J"(IVI, P) definido na introdução facilite a inter­

pretação desta definição. De todo modo, podemos interpretar C'D(P) da seguinte for­

ma. Suponha que queremos um algoritmo que, dado um grafo G, decide se G tem ou 

não a propriedade P. Ademais, suponha que usaremos este algoritmo com o dado de 

entrada (i.e. G) escolhido aleatoriamente de acordo com uma distribuição n conheci­

da. Então, pela definição de cv(P), sabemos que existe um algoritmo A= A(n) que 

tem complexidade média no máximo cv(P). Ainda, decorre da definição de cv(P) 

que a distribuição a pode ser 'muito difícil' , no sentido ele que com esta distribuição 

de entrada não podemos achar nenhum algoritmo A qu e tenha. complexidade média, 

relativa a n, menor que cv(P). Esta segunda observaçã.o justifica o termo ·complexi­

dade média de pior caso' . No que segue, entretanto, por simpiciclacle freqiientemente 

omitiremos a qualificação 'de pior caso', pois isto não causará qualquer confusão. 

Podemos pensar numa distribuição a sobre Ov como um ponto cio R11 on­

de n = l9v l e as coordenadas de a são dadas por n( G) para cada G E 9v . Neste 

caso, o conjunto dos pontos a definidos pelas distribuições de probabilidade sobre 9v 

é fechado e limitado, pois é simplesmente um ( n - 1 )-sim plexo regular. Além disso, 

como <p(a) = minA C(A, a) é uma função contínua em n existe uma distribuição oo 

que atinge o valor <p(n0 ) = C'D(P). Em outra.e; palavras, podemos definir a comple­

xidade determinística média corno cv(P) = max c. min A C(A,o). 

1.4 Complexidade aleatória 

Seja P uma propriedade. 

Definição 1.4.1 Um algoritmo aleatório R para /.es tar P é um par ordena­

do ( P, q) onde q é uma disl.7-ibuiçáo eh: prnbabilidadt· sob1'C Ap , ou seja q é uma 

função q: Ap---+ [O, l] tal que LAEAp q(A) = 1. 

Um algoritmo aleatório R = ( P, q) pode ser inte rpre ta.do como um algoritmo 

que tem probabilidade q(A) de se comportar exatamente como A, onde A E Ap. A 
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definição mais usual de algoritmo aleatório entretanto é aquela enl que o algoritmo (o

Alginho) em certos instantes "joga unia moeda" para decidir o que fazer a seguir. E
como se neste modelo mais usual, o algoritmo tivesse uma coleção de estratégias que,
de acordo com as respotas obtidas até o momento, sugerissein a próxima pergunta
a ser feita. O que o algoritmo faz então é sortear uma estratégia nova de tempos em
tempos ao longo de sua execução. Mas claramente, podemos codi$car esse processo
de escolha aleatória de partes da estratégia a ser usada, em uma única escolha
aleató].ia de unia estratégia global. Nesse sentido, o que a Definição 1.4.1 sugere é
exatamente um allgoritmo aleatório que sorteio uma estratégia logo no começo de
sua execução e usa essa estratégia até o final. Portanto, a definição que vamos usar
é apenas uma intel'predação c.onveniente do modelo usual de algoz'itnlos aleatórios.

De$nição 1.4.2 Z)ado um algorítlno aleatório R = (P, q), o custo esperado de /Z

p"a u«, g,'a/o G é E(R,G) = Eç(c«sto(A,G)) = E:,4C.4, q(.'!) c«sto(.4,G).

Definição 1.4.3 ri,) Seja P € 7'V. .4 complexidade aleatória dc P é CÁI(P) =
infn maxGeç. .E(R,G). (ii) .47za/oga77 elite, sda P C 7'tJ,U,. .4 complexidade ale

atória de P é C'4Í(P) = mfa maxGCç:,.. E(R, (;).

Podemos interpretar C'AI(P) conto sendo o número médio de perguntas neces-

sário no pior caso (i.e., na pior ente'ada) pal'a que o 'melhor' algoiitmo aleatório R
teste P. Para esta definição tanibénl vale a observação feita para a complexidade
deterininística média, no sentido de (lue existe Ro tal (ltle C'4/(P) = nlaxG E(Ro, G),

e portanto temos CÁI(P) = mina maxi E(R,G). É proveitoso também fazer uma
analogia desta definição com o jogo J'(IVI, P) defina(lo na intiodtiç.ão.

Estudaremos limites inferiores pala a complexidade aleatória de piopiiedades
monotõnicas não-triviais de gl'afãs, tendo eill vista a conjectura de Yao e l<arp que

damos a seguir.

Conjectura 1.4.4 Par'a toda P C 7'y, í"zZe quc C4/(P) Ç2(«:)

Ein virtude da dificuldade de se obter I'esultados diretamente da definição da

complexidade aleatória, provaremos ilo próximo capítulo (]ue C'll(P) = CP(P) para
qualquer propriedade não-trivial P de giafos. (:om isso, estalelnos na realidade
estudando limites inferiores para CP(P), (llle graças a esse resultado também serão
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definição mais usual de algoritmo aleatório entretanto é aquela em que o algoritmo (o 

Alginho) em certos instantes "joga uma moeda" para decidir o que fazer a seguir. É 

como se neste modelo mais usual, o algoritmo tivesse uma coleção de estratégias que, 

de acordo com as respotas obtidas até o momento, sugerissem a próxima pergunta 

a ser feita. O que o algoritmo faz então é sortear uma estratégia nova de tempos em 

tempos ao longo de sua execução. Mas claramente, podemos codificar esse processo 

de escolha aleatória de partes da estratégia a ser usada, em urna única escolha 

aleatória de urna estratégia global. Nesse sentido, o que a Definiç.ão 1.4.1 sugere é 

exatamente um algoritmo aleatório que sorteia uma estratégia logo no começo de 

sua execução e usa essa estratégia até o final. Portanto, a definição que vamos usar 

é apenas uma interpretação conveniente do modelo usual de algoritmos aleatórios. 

Definição 1.4.2 Dado um algoritmo alcató1·io R. = (P, q) , o custo esperado de R. 

para um grafo G é E(R,G) = Eq(custo(A,G)) = LAEAp q(A)custo(A,G). 

Definição 1.4.3 (i) Seja P E Pv. A complexidade aleatória de P é cA 1(P) = 

inf R maxGE9v E( R, G). (ii) A nalogamentc, seja P E Pu, w. A complexidade ale­

atória de Pé cA 1(P) = infRmaXGE9u,w E(R.,G). 

Podemos interpretar CA 1(P) como sendo o número médio de perguntas neces­

sário no pior caso (i.e., na pior entrada) para que o 'melhor' algoritmo aleatório R 

teste P. Para esta definição também vale a observação feita para a complexidade 

determinística média, no sentido de qu e existe R.0 tal qu e cA1( P) = maxc; E( R0 , G), 

e portanto temos CA 1(P) = minR maxc; E( R, G). É proveitoso também fazer uma 

analogia desta definição com o jogo J'(JVI, P) definido na introdução. 

Estudaremos limites inferiores para. a complexicladP aleatória el e propriedades 

monotônicas não-triviais de grafos, tendo em vista a. conjectura. de Yao e Karp que 

damos a seguir. 

Conjectura 1.4.4 Para toda P E Pv, vale que CA 1(P) = r2(v2 ). 

Em virtude da. dificuldade de se obter resulta.cios diretamente da definição da 

complexidade aleatória, provaremos no próximo capítulo que CA 1(P) = cv(P) para 

qualquer propriedade não-trivial P ele grafos. Com isso, estaremos na realidade 

estudando limites inferiores para cr>(P) , que graças a esse resultado também serão 
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válidos para C'4i(P). Colho já foi observado na inti'adução, todos os limites inferiores
para a complexidade aleatória encontrados até hoje focam deteiiiiinados a partir da
complexidade determinística média de pior caso.
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-sr--%. e e l .P ePrimeiras técnicas

[niciamos este capítu]o com a definição de prol)i'iedade dual. Apesar de sua simpli-

cidade aparente, será este conceito (lue permitirá o estabelecimento de uma relação
muito estreita entre o problema de determinar a complexidade de propriedades de
gratos e um outro problema sobre gratos, envolvendo a noção de empacotamento.
O Lema 2.1.3 determina essa relação ati'avés da propriedade dual. Apesar de não
envolver conceitos sofisticados, a im])oitância desse lema seta notável ao longo deste

trabalho, pois graças a ele poderemos usei informações valiosas da propriedade dual

no estudo da propriedade original. Esse lema fornece de imediato dois coi'ovários, os
Letras 2.1.4 e 2.1.5, que usaremos nos capítulos seguintes. Enuncianlos também dois
resultados muito interessantes em eDIl)ac.otanlentos. O prinieiio se deve a Catlin j141

e o segundo, que na verdade é uma versão mais fina do pi'mineiro, foi enunciado e pro-

vado por P. Hajnal 1221. Iremos provei' parte do lema de C;atlin ainda neste capítulo;
deixaremos a denionsti'ação da outl'a. pal'te e a demonsti'ação do iesu]tado de Hajna]

para o Capítulo 4, que reúne outros lestiltados devidos a. este mesmo autor.
Na segunda parte deste capítulo, damos (luatl'o resultados fundamentais devidos

a Yao. O primeiro é un] resultado ntininlax enunciado por Yao em 1977 j411 como uin
corolário da teoria dos jogos 1321. O segundo teorema foi'nele um limite inferior linear
imediato para a complexidade aleatória de propriedades monotõnicas não-triviais de

gratos bipartidos. Os dois últimos resultados deste ca])ítulo são provados através
de técnicas probabilísticas. O segundo destes é uma ])eça crucial nos trabalhos de

Yao [421, 144], King ]271 e Hajna1 ]221.
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2.1 Dualidade e empacotamento

Uma definição aparentemente ingênua mas que será muito útil é a seguinte.(Lembre
que dado um grifo G, denotamos poi G' o seu grato complementar.)

Deânição 2.1.1 .4 propriedade dual P" dc una pr'opl'íedade P é dc&da por
G € P* se e somente se G' « P

Observe que se P é uma propriedade não-trivial monotõnica crescente, então
temos que P* também é não-trivial monotõnica crescente. Além disso, seja .4 uma
árvore de decisão para P, e seja PC a pi'opl'iedade coin})lementar de P (i.e., (; C

P se e somente se (;c C PC). Podemos optei' uma áivoi'e de decisão .4c pai'a a
propriedade PC invertendo os rótulos das duas giestas (lue saem de cada nó interno
de ,4. Mais ainda, se coinplenlental'mos os i'ótulos das folhas de ,4c obteremos uma

árvore de decisão .4* pala P*. Existe então un)a bijeção natural entre as árvores que
cotnputanl P e as que coniputam P*. Sendo assim, as c.omplexidades de .f) e P*,
tanto determinísticas como aleatórias, são as mesmas.

Vamos denotar por .lry o grato completo com conjunto de vértices y, e
por ](u,w o grato bipartido completo com cla.sse (/ e }'l''. (=oiii isso podemos dar a
seguinte definição.

Definição 2.1.2 rO S'(ya7rz (/a(/os (; ( f/ C ç7v. (/lll empacotamento dí (-' c H

é u l par OI'delgado (G',#') onde (;' c /7' pcl''czlcczlt « Çv c são z'cspcctíl""dez te

cópias is077zorlas de G e cll /I'v ía s qlzc .'!(G') n Á(#') = a. rií) .S'e.fa7n d«dos G'

c # C Çu.w. t/m empacotamento dc G e # como gratos bipartidos é 111 par
ordenado tG' , H') onde G' e H' pertcl\cen\ Q Ggu.w e são cópias isoTnotÍas de G e H

em /íu,w q«e «.p.it«m « cZa« r{..., .,;í t «. i"«,or$.«.« g : }'(G') --' V(G) '
/} : V(.#') --- 1''(.17) tais quc g e /} 7'esfrÍfas a (/ s(io pe7'?z uíaçõcs dc U, be7}z colho g

e /} restritas a W são perT7zuZaçõcs de U/J a s ql.c ,'l((;') n Á(H') = a.

Freqüentemente, vamos dai um em])acotaiiiento de giafos (;, H C Çy, simples-
mente fornecendo uma função bijetoia / : V(G) --, v(H) tal que se =, y C I''(G)
e zy C .4(G) então /(z)/(g) g .4(# ). Analogamente, unl eDIl)aco'cimento de G, # C

gu,w como grados bipartidos será dado por duas funções bijetoras / : U --' U
e g : W --» W t,.is q"e se « C t,r, y C W e «y € ,4(G) e«tão /(,)g(Z/) gl Á(#).
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Uma definição aparentemente ingênua mas que será muito útil é a seguinte . (Lembre 

que dado um grafo G, denotamos por cc o seu grafo complementar . ) 
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Observe que se P é uma propriedade não-trivial monotônica crescente, então 

temos que P* também é não-trivial monotônica crescente. Além disso, seja A uma 

árvore de decisão para P, e seja pc a propried ade complementar de P (i.e ., G E 

P se e somente se Gc E pc). Podemos obter uma árvore de decisão Ac para a 

propriedade pc invertendo os rótulos das duas a res tas qu e saem de cada nó interno 

de A. Mais ainda, se complementarmos os rótulos das folhas de Ac obteremos uma 

árvore de decisão A* para P*. Existe então urna bijeção natural entre a.s árvores que 

computam P e as que computam P*. Sendo assim, as complexidades de P e P*, 

tanto determinísticas corno aleatórias, são as mesmas . 

Vamos denotar por J( v o grafo completo com conjunto de vértices V, e 

por ]( u,w o grafo bipartido completo com cla,sse l! e W. Com isso podemos dar a 

seguinte definição. 

Definição 2.1.2 (i) S ejam dados (,' e H E Gv. Um empacotamento de C,' e H 

é um par ordenado ( G' , H ') onde G' e H' pcd encern a Ç v e são 1·espectivamente 

cópias iso11io1jas de G e H em ]( v tais que A( G') n A( H') = 0. (ii) S ejam dados G' 

e H E 9u,w- Um empacotamento de G e H como grafos bipartidos é um par 

ordenado (G', H') onde G' e H' pertencem a Gu,w e são cópias isomorfas de G e H 

em Ku,w que respeitam as classes (i. c., existem isomorfismos g: V(G' ) - V(G) e 

h: V(H') - V(H) tais que g eh restritas a li sá.o pennutações de U, bem como g 

e h restritas a W são permutações de \.,V) tais que A ( (,'') n A ( H') 0. 

Freqüentemente, vamos dar um empacotamento de grafos G, H E 9v , simples­

mente fornecendo urna função bijetora J : \l(G')--;. \l(H) tal que se x, y E V(G) 

e xy E A( G) então J(x )f(y) r/. A(H ) . Analogamente, um empacotamento de G, H E 

9u,w como grafos bipartidos será <lado por dua.5 funç.ões bijetoras f : U - U 

e g : W --t W tais que se x EU, y E W e x y E A(G) então f(x)g(y) r/. A(H). 



Capítulo 2. Primeiras técnicas 12

Os conceitos de dualidade e empacotamento vão sei es])ecialnlente importantes

tendo em vista a simples observação a seguir.

Lema 2.1.3 rO Z)ada uma propMedade P C Py, não ezíste empacolamento de G
e H para quaisquer G € P e H € P*. (ü) Dada uma propHedade P C 'Pu,w,
não existe empacotamento de G e H coIRo trajos bipattidos para quaisquer G C P
. z:r /". z)+

Demonstração
(i) Suponha que exista um einpacotanlento (G', ]7') de 6' e #

Tome G" C Çy tal que Á(G") = .4(/('v) * .4(H'), isto é G" = (#')'. Claia-
inente G' é subgrafo de G", e como P é n)onotõnica crescente, temos que G" C P.

Mas como G" = (]7')', isto é uma contradição, pois pela definição de P* temos
que #' C P* se e somente se (]7')' g P.

(ii) Podemos provar este item como acima toman(lo o grato G" em ÇU.w tal
que .A(G") = .4(/t'u,u,) * Á(#').

D

A partir desse lenta, obtêm-se in]ediatainente os dois i'esultados a seguia ])ara

gratos bipartidos. Seja dada unia propriedade P C 7)u,w. Note (lue se existissem G C
P e G* € P* tais que cada um tivesse })elo menos u/2 vértices isolados em U, então
poderíamos identificar os vértices isolados de U de (; com os não-isolados de t/ de (;*
e vice-versa, obtendo assim um em])acotamento de G' e (;*, e contradizendo o leda.
Podemos fonnalizar este piimeiio resultado como ilo lema a seguir.

Lema 2.1.4 S'e P C 7)u,w, e7}Éãa lz0 7?1ãzí7}io ?tina czlíl'c P c P' c-olzíe'ln ?lll} g7'a/a

en\ que Q classe U tem ul'Z o\l l at$ uettices isola(Los.

Demonstração
Suponha que ambos G C P e (I'* C P" tenham pelo menos u/2 vértices isolados

em P. Seja então / : y(G) -. \''(G*) uma bijeção tal que / restrita a W' é a função
identidade sobre W e tal que (ZG(z) > 0 implica da.(/(a:)) = 0 para todo z €
u n y(G). Claramente, a funç.ão ./ foi'nele natui'ahneiite un] enlpacotamento de G
e G* como gratos bipartidos. h'las tal empacotamento irão pode existia' pelo itens (ii)

do lema anterior, e essa coiltia(lição prova nosso leria.
n
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poderíamos identificar os vértices isolados de U ele G com os não-isolados de U ele G* 
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o 
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Vamos enunciar agora o segundo resultado.

Lema 2.1.5 Se P C T'u.w, el&zão P ozz P' c07}térrl ?lln gra/o c07n rezo menos lu/2J
vértices isolados em U

Demonstração
Seja X um conjunto com lu/2J vértices quaisquer de U e tome y = U \ X

Seja G = /rx.w + .Ey. Então G C Çu,w e G tem fu/21 vértices isolados.em U.

Se G satisfaz P, então temos a afirmação. Poi outro lado, observe que G' tem lu/2J
vértices isolados. Assim se G não satisfaz P, pela definição da propriedade dual
de P temos que (;c satisfaz P* e obtemos o i'esultado desejada.

D

Seguem dois resultados sobre enlpacotaineilLos (lue melão úteis posterior'mente.
O piiineiro é o teorema de Sauer e Spencer 1381, enunciado pela piinieiia vez por

Cat[in j141. A prova do item (i) será feita como ein 101. A ])cova do item (ii) bem
como a prova do segundo resultado serão feitas no Capítulo 4.

Teorema 2.1.6 ri) Se G,# C Çv c 6.(G)A(H) < u/2, c7ztão G' e # podem ser
'"-p«.ta.Z«. ri0 Se G, # C Çu,w . At/(G)Aw(H) + Au'((;)A{/(H ) $ -'"1",.«},
então G e H podem ser e7itpacotados conto gratos bipal'tidos.

Demonstração
(i) A afinnação é trivial pai'a IVI = ?i $ 2, portanto vaitlos assumir (lue D ? 3.

Suponha que (; e .17 não possam sei' em])acolá(los. Encontre (;' e /7' cópias isomolfas
de G e H eln ](y, respectivamente, de modo (lue G' e #' tenham o número mínimo

possível de arestas em comum. Note (lue existe pelo menos unia atesta ein conluln já
que G e # não podem sel' empacotados. Sejam y((;') = {a;l ,z', . . . ,a:,}, y(/7') =

{3/1,...,Z/u} e suponha que identiíic.amos #i com y{ (] < { < 1;). Suponha ainda

que a;l e a;2 são adjacentes em (;' e yi p y2 sã.o a.dja.('piitps edil H'. Iren)os provam

então que existe z > 2 tal (l\te lnveitendo as posições de ;i:a e ;i:i, i.e., identificando z2
com Z/í e z{ com y2, a intersecção dos conjuntos de giestas de (I'' e J7' diminui.

Seja 1, o conjuntos de índices / > 2 pala os (duais existe j tal que vale que z2zj €

.4(G') e 3/jZ/i C .4(#') ou vale que Z/2gj € ,'1(H') e zja;i C .4(G'). Ternos que

IZ,IS >ll: ll'H,(yj)l+ >1: 11'a.(zj)l.
rJ CI'GÍ (r2 ) yJ CI'X, (y2 )
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Demonstração 
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vértices isolados. Assim se G não satisfaz P, pela. definição da propriedade dual 

de P temos que cc satisfaz P• e obtemos o resulta.do deseja.cio. 
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Seguem dois resultados sobre empacotamentos qu e serão útei s posteriormente. 

O primeiro é o teorema de Sauer e Spencer [38], enuncia.cio pela. primeira vez por 

Catlin [1 4]. A prova do item (i) será feita. como em [9]. A prova do item (ii) bem 

como a prova do segundo resulta.do serão feitas no Capítulo 4. 

Teorema 2.1.6 (i) Se G, H E 9v e !ci.(G)!ci.(H) < v/2 , então G e H podem ser 

empacotados. {ii) Se G,H E 9u,w e 6.u(G)6.w(H)+ 6.w(G)6.u(H) S ma.x{u,w}, 

então G e H podem ser empacotados como grnf os bipartidos. 

Demonstração 

(i) A afirmação é trivial para IVI = v S 2, porta.n to vamos assumir que v 2'. 3. 

Suponha que G e H não possam ser empacotados. Encontre G' e H' cópias isomorfas 

de G e Hem Kv, respectivamente, de modo que G' e H' tenham o número mínimo 

possível de arestas em comum. Note que existe pelo menos uma. aresta em comum já 

que G e H não podem ser empacotados. Sejam V ( G') = { :i: 1 , :i: 2 , . .. , x 11 }, V( H') = 
{Y1, ... , Yv} e suponha que identifica.mos :z:i com Yi ( l S i S v ). Suponha. aind a. 

que x1 e x2 sã.o adjacentes em (,'' e y1 e Y2 sã.o a.dja.cPntPs em H'. Iremos provar 

então que existe i > 2 ta.! que invertendo as posições de :i: 2 P. :i:;, i.e., identifica.nclo x2 

com y; e :i:; com Y2, a intersecç.ã.o dos conjuntos ele a.restas ele G' e H' diminui. 

Seja Lo conjuntos de índices l > 2 pa.ra os quais existe j ta.! que vale que x 2 x1 E 

A(G') e YiYI E A(H') ou vale que Y2Yj E A(H') e x1x 1 E A(G' ). Ternos que 
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Na primeira somatório estamos incluindo y2 na contagem e na segunda somatório in-
cluímos a;2. Como todos os elementos de Z, são estritamente maiores que 2, podemos

excluir esses vértices e assim ILI $ :aJCr.,(,,) jl'W'(yj)l +E:,, eF.,(v,) jl'a,(zj)l --2$
2A(G')A(#') -- 2 < D -- 2. Portanto existe { (3 $ { $ u) tal que i g Z,. Se identifi-
carmos z2 com g/{ e z{ com y2, temos que z2 e g/i não têm vizinhos em comum assim
como Z/2 e z{ também não têm vizinhos em comum. Além disso, a aresta zlz2 não
mais se sobrepõe sobre uma aresta de H' e portanto a intersecção de .4(G') e .4(#')
diminui de uma aresta, contradizendo a nlaneil'a como G/ e /7' focam escolhidos.

(ii) A demonstração sela feita no Capítulo 4.
D

Teorema 2.1.7 Slyarlt dados G, # C Ç;t/,w c slz7)07}/ia quc

ÍO ?l $ u,S 2u,

rii) ãu(G)Aw(#) $ H/3,
Íii0 ãu(H)Z\w(G) $ u/3,
ru9 u(G), Au(H) $ ?1/54(1ogtl+ loglog'ü).

Então (l; e H podelll ser empacotados collLO ÇIT'aios bipartidos, desde (late ll >

A demonstração será feita no Ca])ítulo 4
D

2.2 Técnicas e resultados básicos

Ent seu artigo j411, Yao enunciou o teoieitla fulldaliiental (jue afiinia (lue a com-
plexidade aleatória e a complexidade dotei'minística média de (l]]al(lue] propriedade
sobre gratos são iguais. ]sto é, para (]ua](suei ])ro])riedade P temos C-41(P) = CP(P).

(Observe que na realidade este resultado é apenas unia interpretação conveniente
de um resultado mais genérico que extrapola o contexto aqui considerado.) Lembre
que a complexidade deterininística média CP(P) = iiiax. min,4 (1;( 4,a) é o melhor
custo médio que podemos esperar para unl algoritnlo deterininístico que computa P,
se a distribuição dos dados de entrada. não é conhecida e assumimos a pior distri-
buição possível. Adenlais, a complexidade aleatória CÁÍ(F') = nlinn maxi E(R,G)
é o custo mínimo necessário para um algolitmo aleatório computai P. Assim, a

Cap{tulo 2. Primeiras técnicas 14 

Na primeira somatória estamos incluindo y2 na contagem e na segunda somatória in­

cluímos x 2 • Como todos os elementos de L são estritamente maiores que 2, podemos 

excluir esses vértices e assim ILI :e:; LxiEr 
0

,(x2 ) if H,(yj) I + LyiEr H,(y2 ) lf G' ( Xj )1- 2 :e:; 

2b,.(G')b,.(H ') - 2 < v - 2. Portanto existe i (3 :e:; i :e:; v) tal que ir/. L. Se identifi­

carmos x2 com Yi e Xi com Y2, temos que x2 e y; não têm vizinhos em comum assim 

como y2 e Xi também não têm vizinhos em comum. Além disso, a aresta x1x2 não 

mais se sobrepõe sobre uma aresta de H' e portanto a intersecção de A(G') e·A(H') 

diminui de uma aresta, contradizendo a maneira corno G' e H' foram escolhidos. 

(ii) A demonstração será feita no Capítulo 4. 

Teorema 2.1.7 Sejam dados G, H E Çu,w e suponha que 

(i) u :e:; w :e:; 2u, 

(ii) du(G)b.w(H) :e:; u/3, 
(iii) du(H)b,.w(G) :e:; u/3 , 
(iv) b.u(G), b.u(H) :e:; u/54(logtl + loglogu) . 

o 

Então G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos, desde que u 2: 55. 

A demonstração será feita no Capítulo 4. 

o 

2.2 Técnicas e resultados básicos 

Em seu artigo [41], Yao enunciou o teorema. l'undarnent a.l que afirma qu e a. com­

plexidade aleatória e a c.omplexiclacle determinística média ele qualquer propriedade 

sobre grafos são iguais. Isto é, para qualquer propriedade P temos CA 1(P) = C'D(P). 

(Observe que na realidade este resultado é apenas urna interpretação conveniente 

de um resultado mais genérico que extrapola o contexto aqui considerado.) Lembre 

que a complexidade determinística média C'D(P) = maxc, minA C(A, o) é o melhor 

custo médio que podemos esperar para um algoritmo determinístico que computa P, 

se a distribuição dos dados ele entrada não é conhecida e assumimos a pior distri­

buição possível. Adernais , a complexidade aleatória cA 1( P) = minR maxc; E( R., G) 

é o custo mínimo necessário para um algoritmo aleatório computar P. Assim , a 
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desigualdade CP(P) 2: C'AI(P) significa que existe um algoritmo aleatório Ro e uma
distribuição de entrada ao tais que o custo de Ro na pior instância G não é maior
que o custo médio de qualquer algoiitino detenninístic.o com distribuição de entra-
da clo. Por outro lado, a desigualdade CP(P) $ CÁI(P) significa que, para qualquer
distribuição a dos gratos de entrada e qualquer algoiitmo aleatório R, existem um
algoritmo determinístico ..4 e uma instância G = G(R) tais que R com entrada G ne-
cessita em média de tanto tempo quanto .4 com as instâncias de entrada distribuídas
de acordo com cr. A desigualdade que mais utilizei'erros ao longo deste trabalho é a

segunda. Este resultado de Yao, não surpreendentemente, pode ser provado usando-
se uma igualdade minimax api'opriada. Yao sugere o uso do teorema ininimax de

von Neumann para a teoria dos jogos, veja 1321. VáRIos dal. uma demonstração
supondo conhecido o teorema de dualidade forte de plogranlação linear.

Teorema 2.2.1 S'e P é tÍlIa propr edadc Tido-tríuía/ sobre Çt/ ou sobre Çu,w,
então CP(P) = C'ÁI(P).

Demonstração
Vamos apenas considei'ai o caso em (lue P é unia pl'opi'iedade sobre Çy. A

demonstração para P sobre Çu.w é análoga.
A demonstração se resume em definia' um l)ioblema. de programação linear tal

que o valor da solução do seu prililal seja igual a Cz'(P) e o do dual seja C'AI(P).
Usando o Teorema de Dualidade cle pi'ogiamação linear, relemos o resultado dese-

jado.
Considere a inatliz .A4 indexada pol elementos de .4p x Çy, comi a entra-

da JW(.4,G) igual a custo(.4,G), onde .'! C .4p e G C Çy. Como estamos consi-
derando propriedades não-triviais, todas as eiltiadas de À4 são estritamente maiores

que zero e poi'tanto CP(P) > 0. Dada uma dista'ibuição a sobre gy, vamos inter-
preta-la como um vedor real indexado poi' elementos de Çy; cada entrada desse vetou

está entre 0 e 1, e a soma de todas as suas entoadas é igual a um. Temos então que
o produto À4a é uin vetou' indexado pol' elementos de .4p, onde a posição indexada

p'" .4 ' Hp é ig«.l . C(Á, a).

Vamos indicar por l e pol 0 os vetores reais de lq'4P com todas as posições iguais
a [ e a 0 respectivamente. Ana]oganlente, usaremos ] e 0 para RÇv. Considere o
seguinte problema, de progianlação linear: s = minl<z,'í) : A4z 2 1, íz: 2 õ}. Note
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desigualdade cv ( P) 2'. CAI ( P) significa que existe um algori trno aleatório R0 e uma 

distribuição de entrada ao tais que o custo de R0 na pior instância G não é maior 

que o custo médio de qualquer algoritmo determinístico com distribuição de entra­

da a0 . Por outro lado, a desigualdade cv(P) ~ cA1(P) significa que, para qualquer 

distribuição a dos grafos de entrada e qualquer algoritmo aleatório R, existem um 

algoritmo determinístico A e uma instância G = G(R) tais que R com entrada G ne­

cessita em média de tanto tempo quanto A com as instâncias de entrada distribuídas 

de acordo com a. A desigualdade que mais utilizaremos ao longo deste trabalho é a 

segunda. Este resultado de Yao, não surpreendentemente, pode ser provado usando­

se uma igualdade rninimax apropria.da.. Yao sugere o uso do teorema. minirnax de 

von Neumann para a teoria dos jogos, veja [32]. Vamos dar uma demonstração 

supondo conhecido o teorema. de dualidade forte de programação linear. 

Teorema 2.2.1 Se P é uma propriedade não-trivial sobre 9v ou sobre 9u,w, 

então cv(P) = CA 1(P). 

Demonstração 

Vamos apenas considerar o caso em que P é uma propriedade sobre 9v. A 

demonstração para P sobre 9u,w é análoga. 

A demonstração se resume em definir um problema. de programação linear tal 

que o valor da solução do seu primai seja igual a CD(P) e o cio dual seja cA 1(P). 

Usando o Teorema de Dualidade de programação linear, teremos o resultado dese­

jado. 

Considere a matriz M indexada por elementos de Ap x 9v, com a entra­

da M(A, G) igual a custo(A, G), onde A E Ap e G E 9v. Corno estamos consi­

derando propriedades não-triviais, todas as entradas de M são estritamente maiores 

que zero e portanto cv(P) > O. Dada uma distribuição a sobre 9v, vamos inter­

pretá-la como um vetor real indexado por elementos de 9v; cada entrada desse vetor 

está entre O e 1, e a soma de todas as suas entradas é igual a um. Temos então que 

o produto Ma é um vetor indexa.do por elementos de Ap, onde a posição indexada. 

por A E Ap é igual a C(A, a) . 

Vamos indicar por i e por Õ os vetores reais de RAP com todas as posições iguais 

a 1 e a O respectivamente. Analogamente, usaremos 1 e Õ para R9v. Considere o 

seguinte problema de programação linear: s = min{(:i: , T): M x 2'. 1, x 2'. Õ}. Note 
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que como toda entrada de .A/ é maior que zero, este programa é viável. Além
disso 0 < s < +oo. Vamos provar que s--l é igual a CP(P) = max.. min.4 C(.4,a).

Primeiramente, vamos provar que CP(P) $ s-l. Seja b = CP(P) > 0. Seja ao
uma distribuição de probabilidade tal que b = min.4 C(.4,ao) e seja z' = b'iao.
Claramente a;* ? Õ pois b > 0. Colho observamos acima, a posição do vetou A4ao
indexada por .4 C .4P é igual a C'(.4,ao) mas, pela definição de ao, vale que b $
C'(.4,clo) para qualquer .4 € Jp. Logo À/clo ? bÍ e temos que À4z' = b-iÀ4ao ?
1. Assim z* é candidato a solução do problema de piogi'amação linear acima e

portanto s $ <z*,i> = b-i<ao,D = b''. Concluímos que CP(P) = b $ s''
A prova de que CP(P) 2 s-l é semelhante à anterior. Como o problema de

programação linear' acima é limitado, existe z' satisfazendo À4z' 2 Í e z' 2 a tal
que s = <z*, 1> > 0. Defina ao = s'iz*. Claramente oo ? 0. Além disso, <ao, l> =

s-l<z+, l> = le temos que ao é uma dista'ibuição de probabilidade sobre Çv. Observe
que qualquer' entrada do vetou A/ao é maior ou igual a .s-i , pois A4ao = s-i Mz' 2
s-i ], mas min,.i (;(.4, ao) é igua] à entrada do vedor i\4ao(]e valor mínimo e portanto
temos CP(P) 2 min.4 C'(.A, ao) 2 $''. (1;om isso, provámos (lue C:P(P) = s-:

Considere agora o dual do problen)a de plogi'afiação liceal acima, dado por t =

maxl<1,g> : q.A4 < 1, q > 0}. De forma a,náloga à demonstração acima para a

complexidade determinística média, podemos ploval (lue C'ÁI(P) = t'i . Usando o
teorema de dualidade, obtemos que t = s e portanto CÁÍ(P) = CP(P).

D

Este teorema nos permite demonstra.l o I'esiilta(lo a. seguir, que por sua vez
fornece um limite inferior linear imediato para a coma)lexidade aleatória das propri-
edades que estamos estudando. A demonstração do ])i'óxinlo teolen)a, bem como a

de outros resultados a seguir, usa a idéia a]goi'ítmica pol' tias da definição fonna] de
árvores de decisão. Nestas demonstrações, (quando possível, evitados o uso explícito
de árvores de decisão para que possamos simplificam a notação envolvida e assina

possamos nos concentrar nas suas idéias básicas.

Teorema 2.2.2 ri) Se P C Pv c G C nlin(P), clzíão C'4Í(P) ? l.4(a)l. rÍO .S'c P €
7'u.w e G C :nin(P), e«tão C'A'(P) 2 1.4(a)l.

Demonstração
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que como toda entrada de M é maior que zero, este programa é viável. Além 

disso O< s < +oo. Vamos provar que s-1 é igual a C'D(P) = rnaxa minA C(A, a). 

Primeiramente, vamos provar que C'D(P) ~ s-1 • Seja b = C'D(P) > O. Seja a 0 

uma distribuição de probabilidade tal que b = rninA C(A, ao) e seja x* = b- 1ao. 

Claramente x* 2'. O pois b > O. Como observamos acima, a posição do vetor Mao 

indexada por A E Ap é igual a C(A, ao) mas, pela definição de no, vale que b ~ 

C(A,a0 ) para qualquer A E Ap. Logo Ma0 2'. bl e temos que Mx * = b-1 Mo:o 2'. 

i. Assim x * é candidato a solução do problema de programação linear acima e 

portanto s ~ (x*,I) = b-1 (a0 ,T) = b- 1 . Conchúrnos que C'D(P) = b ~ s- 1 . 

A prova de que CD ( P) 2'. s-1 é semelhante à anterior. Como o problema de 

programação linear acima é limitado, existe :1:* satisfazendo M :i:* 2'. i e x* 2'. Õ tal 

que s = (x*, T) > O. Defina oo = s- 1 :i:* . Clara.mente ao 2'. Õ. Além disso, (o:o, T) = 
s- 1 (x*, T) = 1 e temos que o 0 é urna di st ribui ção de probabilidade sobre Gv. Observe 

que qualquer entrada do vetor M a,0 é maior ou igual a s - 1 , pois M n 0 = s-1 M x* 2'. 

s-1 i, mas minA C(A, oo) é igual à entrada do vetor M n 0 de valor mínimo e portanto 

temos C'D(P) 2'. 1ninA C(A,a0 ) 2'. s- 1 . Com isso, prova.mos que C'D(P) = s-1 . 

Considere agora o dual do problema de programaç.ão linear a.cima dado por t = 
max{ (i, q) : qM ~ I, q 2'. Õ}. De forma. análoga à demonstração acima para a 

complexidade determinística média, podemos provar que cA 1(P) = t-1 . Usando o 

teorema de dualidade, obtemos que t =se portanto cA 1(P) = C'D(P). 

D 

Este teorema nos permite demonstrar o resulta.do a seguir , que por sua vez 

fornece um limite inferior linear imedia.to para. a. com pl exidad e aleatória das propri­

edades que estamos estudando. A demonstração do próximo teorema, bem como a 

de outros resultados a seguir, usa. a idéia. a.lgorítmica. por trás da definição formal de 

árvores de decisão. Nestas demonstra.ç.ões, quando possível, evitamos o uso explícito 

de árvores de decisão para que possa.mos sim plificar a notação envolvida e assim 

possamos nos concentrar nas suas idéias básicas . 

Teorema 2.2.2 (i) Se P E Pv e G E min(P) , então cA 1(P) 2'. IA(G)I, (ii) Se P E 

Pu,w e G E min(P), então cA 1(P) 2'. IA(G)I. 

Demonstração 
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(i) Aíirinamos que para todo grifo # C min(P) e todo algoritmo deter-

minístico .A C .4p vale que custo(.4, H) ? l,4(JÍ)l. De fato, tome # C inin(P)
Suponha que em um dado instante o algoritnlo Á tenha feito menos de l.4(X)l con-
su[tas à matriz de adjacência de # e que ]7' = (}''(#); ,9', N') seja o pré-grato que Á
tem até o momento. Evidentemente, o algoritlno 4 não pode afim)al' que # # P,
já que ]7 € min(P). Mas para que ,4 possa responder que H C P, é necessário

que exista / C min(P) tal que Á(/) Ç S'. Mas tal / não existe, ])ois S' Ç .4(}7)
e .17 C min(P). Sendo assim, qual(suei' algoz'itmo detelminístico 4 precisa de pelo
menos l.4(X)l consultas à nlatiiz de adjacência de H pai'a decidir se # satisfaz ou
não P

Pelo Teorema 2.2.1 antes'ior, temos C'41(P) = max. min,4c.4, C'(Á, a), onde o
máximo é tomado sobre todas as dista'ibuições a sobre Çy. Seja dado um giafo G C

min(P). Defina a distribuição /i sol)re (71.' pondo

1 1 se ./ :: (;

P(;)
1 0 caso coiltiá].io.

Para (qualquer .4 C .4p, temos (lue

C'(.A,P) = E: P(J) c«;to(.4,J) = c«sto(À,G) ? IÁ(a)l.

Assim, temos que CP(P) ? l.4(a)l e poi'tanto C'4'(p) 2 1.4(a)l.
(ii) Podemos provar este resultado n)odíficando a demonstração do item (i)

considerando as definições para Çt/,w ao invés de Çy
D

Concluímos imediatamente do teoienla anteiioi (late C'41(P) 11 uã(G')/2 pala

toda propriedade P C 7'y e todo G C nlin(P), onde ;i((;) = 21.4(G)l/u é o grau
médio de G. Analogamente temos que C'AI(P) Z ?bit/(G) para toda P € 7'u.w e
todo G C min(P), onde du(G) é dado por l,4(G)l/u. Além disso, colmo observado

anteriormente, vale que CÁÍ(P) = C'4i(P*), e assina temos também que C'41(P) ?

l.4(X)l para qualquer # C ntin(P*).
Podemos determinar facilmente um limite infeliot trivial de inaxl?z/2, lo/2} pa-

ra a complexidade aleatória de (dual(suei piopiie(la(le elii 7)t/.}v. lembrando (lue l(/l =
u e IWI = w. De fato, seja P C 7)u,t4, unia piopiieda(le dada. Mostremos
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(i) Afirmamos que para todo grafo H E min(P) e todo algoritmo deter­

minístico A E Àp vale que custo(A, H) 2 IA(H)I. De fato, tome H E min(P). 

Suponha que em um dado instante o algoritmo A tenha feito menos de IA(H)I con­

sultas à matriz de adjacência de H e que H' = (V( H); S', N') seja o pré-grafo que A 

tem até o momento. Evidentemente, o algoritmo A não pode afirmar que H </. P, 

já que H E min(P). Mas para que A possa responder que H E P, é necessário 

que exista I E min(P) tal que A(!) Ç S ' . Mas tal / nã.o existe, pois S' Ç A(H) 

e H E min(P). Sendo assim, qualquer algoritmo determinístico A precisa de pelo 

menos IA(H)I consultas à matriz de adjacência de H para decidir se H satisfaz ou 

não P. 

Pelo Teorema 2.2.1 anterior, ternos c.A 1(P) = rnaxfl' minAE.Ap C(A, a), onde o 

máximo é tomado sobre todas as distribuições o: sobre Çy. Seja dado um grafo G E 

min(P). Defina a distribuição f3 sobre 9v pondo 

P(J) = { : 
se J = G 

caso contrário . 

Para qualquer A E Ap, temos que 

C(A,,B) = L ,B(J)cnsto(A,J) = custo(A , G) 2 IA(G) I. 
JE9v 

Assim, temos que cv(P) 2 IA(G)I e portanto C.A 1(P) 2 IA(G) I. 

(ii) Podemos provar este resultado modificando a. demonstração do item (i), 

considerando as definjç.ões para 9u,w ao invés de 9v . 

o 

Concluímos imediatamente do teorema anterior que CA 1( P) 2'. vd( G)/2 para 

toda propriedade P E Pv e todo G E min(P) , onde d(G) = 2IA(G)l/ v é o grau 

médio de G. Analogamente ternos que CA 1(P) 2 1Ldu(G) para toda P E Pu,w e 

todo G E min(P), onde du(G) é dado por IA(G) l/u. Além disso, como observado 

anteriormente, vale que cA 1(P) = cA 1(P*), e assim ternos também que cA1(P) 2'. 
IA(H)I para qualquer H E min(P*). 

Podemos determinar facilmente um limite inferior trivial de max{ u/2, w/ 2} pa­

ra a complexidade aleatória de qualquer propriedade em Pu.w , lembrando que IUI = 
u e IWI = w. De fato, seja P E Pu.w uma propriedade dada. Mostremos 
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que C'li(P) Z u/2. Se um grato de niin(P) vivei' u/2 ou dais arestas, então o
item (ii) do Teorema 2.2.2 anterior nos fornece o resultado desqjadol caso contrário,
todos os gratos de min(P) terão pelo menos a/2 vértices isolados, mas neste caso o
Lema 2.1.4 garante que todo grafo de min(p''') não têm essa quantidade de vértices
isolados. Usando novamente o Teorema 2.2.2 (ii) para G' C min(P'), concluímos
que C'AÍ(P) = C'ÁI(P*) ? l.4(a*)1 2 u/2.

O seguinte exemplo ilustl'a, unia. outra aplicação elementar' dos resultados que

temos até o momento. Seja 2 < r < ?; = IVI, e defina a pl'opl'iedade Pr C Çy

pondo (; € Pr se e somente se (; contém um cli(lue com pelo menos r vértices. Ou
seja Pt :: {G C ÇV : /Í'r Ç G}. Note que ])al'a 2 $ r $ u, a propriedade Pr assim

definida é monotânica não-trivial. Clai agente inin(.f',) é o conjunto com todos os
grifos de Çv que têm exatamente un} cli(lue de tamanho r e mais nenhuma aresta,

e portanto têm (2) arestas. Além disso defina o grifo G' = E,.2 + /['.-,+2, ou seja
o grato que contem r -- 2 véi'vices isolados e um cli(ltie de otden) p -- 7 + 2. Então
não é difícil natal que G' assim definido pertence a. iniit(/:'), pois para (lttalquer
aresta a C .4((;') que retirainlos de (;', retemos (lue (;' \ {a} não pertence a .rT

uma vez que (G' \ {a})c pertence a /',.. Assim se I' 2 u/2, pelo Teorema 2.2.2,
temos (lue C"4i(P,) 2 (;) = Q(u'). Poi' outl'o lado, se r < u/2, temos novamente

pelo Teorema 2.2.2 (lue C'ÁI(P,) = C'41(.FT') 2 1.A(a*)l = Q(u'). Portanto para
todo 2 $ r $ u, vale que

C'4'(P,) = Q(u').

Com um argumento análogo, podemos ver (lue a plopiiedade 'ter número cromático
pelo menos r' (2 $ r $ tl) também teil} coiltplexidade aleatória igual a Q(u2). A
iinportancia desses dois i'esultados po(le gailltai ielevâil('ia se total'illos (lue, no caso
deteiminístico, a elusividade dessas piopiiedades (lembi ando (lue uma pioprieade é

elusiva se no pior caso são necessárias (2) pei'guitas paga, decidia se un] gi'afo satisfaz
ou não essa propriedade) é ])articulaimente difícil de sel' ])i'ovada. A elusividade des-

sas duas propriedades foi provada numa demonstração específica, devida a Bollobás
(ver l91 e li21).
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que cA1(P) 2: u/2. Se um grafo de min(P) tiver u/2 ou mais arestas, então o 

item (ii) do Teorema 2.2.2 anterior nos fornece o resultado desejado; caso contrário, 

todos os grafos de min( P) terão pelo menos u/2 vértices isolados, mas neste caso o 

Lema 2.1.4 garante que todo grafo de min(P*) não têm essa quantidade de vértices 

isolados. Usando novamente o Teorema 2.2.2 (ii) para G* E min(P*), concluímos 

que cA 1(P) = cA 1(P*) 2: IA(G*)I 2: u/2. 

O seguinte exemplo ilustra urna outra aplicação elementar dos resultados que 

ternos até o momento. Seja 2 ~ r ~ v = IVI, e defina a propriedade P,. C Çy 

pondo G E P,. se e somente se G contém um clique com pelo menos r vértices. Ou 

seja P,. ·= {G E Çy: ](,. Ç G}. Note que para 2 ~ r ~ v, a propriedade P,. assim 

definida é rnonotônica não-trivial. Claramente min(P,.) é o conjunto com todos os 

grafos de 9v que têm exatamente um clique de tamanho r e mais nenhuma aresta, 

e portanto têm (;) arestas. Além disso defina o grafo G* = E,--2 + Kv-r+'2, 011 seja 

o gTafo que contém r - 2 vértices isolados e 11111 cliquP de ordem v - r + 2. Então 

não é difícil notar que G* assim definido pertence a. 1nin( P,~ ), pois para qualquer 

aresta a E A( G*) que retirarmos de G · , teremos que e~·- , {a} não pertence a P,.* 

urna vez que (G* , {a}f pertence a P,.. Assim ser 2 v/2, pelo Teorema 2.2.2, 

ternos que cA 1(P,.) 2: (;) = fl( v2) . Por outro lado, se r < v/2, temos novamente 

pelo Teorema 2.2.2 que cA1(P,.) = cA1(P:) 2: IA(G*)I = f2(v 2 ). Portanto para 

todo 2 ~ r ~ v, vale que 
AI '2 C (P,.) = fl(v ). 

Com um argumento análogo, podemos ver que a propriedade 'ter número cromático 

pelo menos r' (2 ~ r ~ v) também tem complexidade aleatória, igual a f2( v2 ). A 

importância desses dois resultados pode ganhar relevância se notarmos que, no caso 

determinístico, a elusividade dessas propriedades (lembrando que uma proprieade é 

elusiva se no pior caso são necessárias G) perguntas para decidir se um grafo satisfaz 

ou não essa propriedade) é particularmente difícil de ser provada. A elusividade des­

sas duas propriedades foi provada numa demonstração específica, devida a Bollobás 

(ver [9] e [12]). 
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2.3 Dois resultados probabilísticos

Nesta seção provaremos dois resultados que usam técnicas probabilísticas nas suas

demonstrações. O primeiro é extremamente simples e parte do princípio de que se a
probabilidade de um certo evento é positiva, então certamente existe um elemento
do espaço de probabilidade considerado que satisfaz tal evento. O segundo teorema
encontra uln limite inferior para C'4Í(P)(ou melhor pala Ca(P) e conseqüentenlente
para C"41(P)) para toda P C p'u.w, calculando a média de consultas (lue (lualquei
algoritmo ein .,4p precisa fazer se os gratos de entrada fol'em elementos aleatórios de
um certo conjunto a ser especificado. O interesse maior da (demonstração reside na
maneira bastante sofisticada como esse conjunto de gratos é determinado. Ademais,
este resultado e a técnica introduzida aqui serão muito importantes nos Capítulos 3

O nosso pnnieiro resultado, (lue e apenas unia atilostia. do uso de tecnicas
probabilísticas, é o seguinte

e 4

Lema 2.3.1 rO Sda P C T'v. .S'c G C P c # C P', c,:Zão l.4(a)l l.4(//)1 2 (;)
rí0 Sda P C 7)u,w. Se G € P e # C P*, c7ttão l.4((;)l IÁ(/í)1 2 uw.

Demonstração
(i) Suponha por absurdo que l,4(a)l l.A(H)l < (;). Pegue aleatoriamente um

grato (;' C Çy isomorfo a (;, de roTUla que todos os gl'aros isolnorfos a G tenham a
mesma probabilidade. Observe que (.;' C P pois P é invariante sob isomorfistnos.
Tome unia aresta a C ,4((;'), e note (ltie a pl'obabi]ida.de de ü pei'tencei' a .4(/]r) é

igual a l,4(X)l/(;). Logo

l,4(a')l l,'i(H)l , .

Ou sda, existe um grato G" C Çy isomorfo a G tal (lue .4(G")n.4(H) = a. Neste
caso G" e -17 podem ser empacotados, Dias isso contradiz o Lema 2.1.3, pois # C P*
eG"c P

(ii) Claramente, uma demonstração análoga à do caso (i) vale aqui. Bastando

substituituir (;) por uu,

(;)2
p {l.4(a') n Á(H)1 2 i} $ KÍI.'!(a')n Á(a)l} =

D
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2.3 Dois resultados probabilísticos 

Nesta seção provaremos dois resultados que usam técnicas probabilísticas nas suas 

demonstrações . O primeiro é extremamente simples e parte do princípio de que se a 

probabilidade de um certo evento é positiva, então certamente existe um elemento 

do espaço de probabilidade considerado que satisfaz tal evento . O segundo teorema 

encontra um limite inferior para cA1(P) (ou melhor para cv(P) e conseqüentemente 

para cA 1(P)) para toda P E Pu,w, calculando a média ele consultas que qualquer 

algoritmo em Ap precisa fazer se os grafos de entrada forem elementos aleatórios de 

um certo conjunto a ser especificado. O interesse maior ela. demonstraç.ão reside na 

maneira bastante sofisticada como esse conjunto de grafos é determinado. Ademais, 

este resultado e a técnica introduzida aqui serão muito importantes nos Capítulos 3 

e 4. 

O nosso primeiro resultado, que e a.penas uma. a.mostra. do uso de técnicas 

probabilísticas, é o seguinte. 

Lema 2.3.1 (i) Seja P E Pv. Se (; E P e H E P" . entáo IA( G)I IA(H )1 > (~). 

(ii) Seja P E Pu,w- Se G E P e H E P*, cntâ.o IA(G)I IA(H)l 2: uw. 

Demonstração 

(i) Suponha por absurdo que IA(G)I IA(H)I < (~). Pegue aleatoriamente um 

grafo G' E Ov isomorfo a G, de forma. que todos os grafos isomorfos a G tenham a 

mesma probabilidade. Observe que G' E P pois P é invariante sob isomorfismos. 

Tome uma aresta a E A(G'), e note que a probabilidade de ri pertencer a A(H) é 

igual a IA(H)I/G). Logo 

P { IA(G') n A(H)I 2: 1} :::; E{IA( G') n A( H)I} = IA( G')(l~~A( H )1 < 1. 

Ou seja, existe um grafo G" E 9v isomorfo a. G tal que A( G")nA(H) = 0. Neste 

caso G" e H podem ser empacotados, mas isso contra.diz o Lema 2.1.3, pois H E P* 

e G" E P. 

(ii) Claramente, uma demonstração análoga. à do caso (i) vale aqui. Bastando 

substituituir (~) por uw. 

o 
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Passemos agora ao segundo resu]ta(]o desta seção. Vamos primeiramente dar
uma definição inicial e provar um lema probabilístico auxiliar.

Seja y um conjunto de vértices de uln grifo G C Çu.w. Suponha que y tenha 3/
vértices. Escrevemos dy (G) para a seqüência <di , d2, . . . , dirá não-crescente de graus

dos vértices de y em G. Isto é, se y = {zl,...,z.} e (ZG(zl) ? dG(z2) 2 .. . ?

dC(z,), então dr(G) = <da(a:i),dc(z2), . . . ,da(z«)>. Com isso vamos (definir uma
quase-ordem total sobre os gratos de Çu.w.

Definição 2.3.2 Z)aços gra/bs G, # C Çu,w, dizemos qtze G u # se e s07neizte se
a seqtiéncía du(G) /or fenol' oti g?laJ (l seqtié7}cía d{/(H) eli orde7n Zezicogr'dica.

,47}a/ogame71te, de$nínlos ul?ia qtlase-orde711 total <w coll} r'ilação à classe W

Sejam l $ m $ .N inteiros dados. Considere IArl("1) : {JW Ç IArl : IJlíl = lll},
o conjunto dos m-subconjuntos de VIVI = {1,2, . . ., N}, como um espaço de proba-

bilidades, supondo que todos os seus elementos .A4 são equipiováveis. Então y =
y(]W) = min .A/ é uma variável aleatói'ia, e estaienlos interessados eln E(y ) a seguir.
O seguinte lema é imediato.

Lema 2.3.3 Se l $ m $ N c À4 C l/VI("') é uli ll -stlbc07Üulzto a/catórío de IXI,
então a -ríáueZ aleatória y = y(À/) = «lin M é Z'l q«c

rO P(}'' = k) = (1::f)/(=) P«« t.do l $ k $ .V,
ri0 E(}'') = (.N + l)/(,n + l).

Demonstração
A afirmativa (i) é imediata. Pala verificam (ii), precisamos primeiro calcular a

soma S = S«,JV = Ei<k</v t(=.f). (;onsidel'e as funções geladoias ./'(z) e g(z) das

seqüênci';<0, 1,2,. . .> e <(,,.T..),(,,.L.),(,,.!.), . . .>.(Veja li91.) Assim
nl--] / / \

J'M-Íí;;P-Ek,* . :ÍÍ:';F-:E In -- l

Adem.is, claramente .9 é o coeficiente lz/vl/}(z) de ,/v e«l /l(,) = /(z)g(z).
Te:nos ;ssi": S = 1; 1/(,)g(z) = 1;/vlz"'/(1 -- ,)"''p' = (=11).

Da' te-nos E(y) = EISkSJV k(=:1;)/(1=) = (=)'' S' = (/V + l)/(«' + 1), co-"'
queríamos verificar.

D
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Passemos agora ao segundo resultado desta seção. Vamos primeiramente dar 

urna definição inicial e provar um lema probabilístico auxiliar. 

Seja Y um conjunto de vértices de um grafo G E YU,W. Suponha que Y tenha y 

vértices. Escrevemos dy(G) para a seqüência (d1 , d2, ... , dy) não-crescente de graus 

dos vértices de Y em G. Isto é, se Y = {x1, .. ,,xy } e da(x1) ~ dc(x 2 ) ~ ... ~ 

da(xy), então dy(G) = (da(x1 ), dc(xz), ... , dc;(xy)). Com isso vamos definir uma 

quase-ordem total sobre os grafos de 9u,w. 

Definição 2.3.2 Dados grafos G, H E Yu,w, dizemos que G' ~u H se e somente se 

a seqüência du( G) for menor ou igual à seqüência du ( H) em ordem lexicográfica. 

Analogamente, definimos uma quase-ordem total ~w com relação à classe W. 

Sejam 1 ~ m ~ N inteiros dados. Considere [N](m) = {M Ç [N] : IMI = m}, 

o conjunto dos m-subconjuntos de [JV] = {1,2, ... ,JV}, como um espaço de proba­

bilidades, supondo que todos os seus elementos M são equiprováveis. Então Y = 

Y(M) = min M é urna variável aleatória, e estaremos interessados em E(Y) a, seguir. 

O seguinte lema é imediato. 

Lema 2.3.3 Se 1 ~ m ~ N e M E [N](m) é um m-subconjunto aleatório de [N], 

então a variável aleatória Y = Y(M) = min M é tal que 

(i) P(Y = k) = (~=~) / (~) para todo 1 ~ k ~ N, 

{ii} E(Y) = (N + 1)/(m+ 1). 

Demonstração 

A afirmativa (i) é imediata. Para verificar (ii), precisamos primeiro calcular a 

soma S = Sm,N = Lt~k~N k(~=~). Considere as funções geradoras f( z ) e g( z ) das 

seqüências (O, 1,2, ... ) e ((
111

~ 1) , (m~ 1), Cn~ 1 ) , ... ). (Veja [19] .) Assim 

J(z) = z = I:: k zk 
(1-z)2 k>O 

e zm- 1 ( l ) 
g( z) =(l- z)m =~ m-1 z t. 

Ademais, claramente S é o coeficiente [zN]h(z ) de zN em h( z ) = f( z)g(z). 

Temos assim S = [z N]J(z)g(z) = [zN]zm /(1 - z)m+ 2 = (~!~). 

Daí temos E(Y) = LJ~k~N k(~=~) /(~) = (~f 1 
S = (N + 1)/(m + 1), como 

queríamos verificar. 

o 
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O Teorema 2.3.4 a seguir, tirado de 1271, é u]n resultado fundamental essen-
cialmente devido a Yao 1441, que provou o primeiro limite inferior superlinear pa-

ra CÁÍ(P) com P C Py usando, entre outros, os Teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.3.4. A
importância do Teorema 2.3.4 também pode ser notada nas demonstrações dos limi-
tes inferiores para propriedades de gratos bipartidos obtidas por I'iing e P. Hajnal.

Note que um grato G C min(P) é minimal com i'elação a <., se e somente
se lí <. G e H € min(P) implicam G <., #, ou seja du(G) = du(#). Dado um

grato G, vamos denotar por a(G) o grau médio dos vértices de G e por A(G) o seu
grau máximo. Além disso, para a # S Ç y(G), tomamos As(G) = maxldC(z)
z C S} e as(G) = ISI': E,:sda(z).

Teorema 2.3.4 Seja dada filia p70p7'iedadc P C 7)u.w, c se.Ía G
de :ni«(P) minis Z co«. «/ação d q«-e-o,d'«' <:,. E«Z'.

'''p) ? «-- 1 ; , ; . '"©) - ''.«') -'- - l

un\ grato

Demonstração
Porsimplicidade, ponha A = Au(G) e a = ãu(G). Note (lue(A --42+ 1)/(4ã+

1) ? 1 se e sotnente se 6. 2 8d. Assina analisantos os seguintes dois casos.
Caso ]. Vale que A $ 8d.

Note que neste caso (&/2)(A -- 4ã + 1)/(4ã + 1) $ u/2, e assim é suficiente

mostrar que C'ÁI(P) ? u/2. (Já demos a demonstração desse limite infei'ior como
uma conseqüência imediata do Teoienla 2.2.2. Vamos apenas repetir aqui os seus
passos.) Pelo Teor'ema 2.2.2 (ii), se l.4(a)l ? ?l/2 temos o i'esultado. Assuma
portanto que l.4(a)l < u/2. Então c.laianlente (; tem pelo menos u/2 vértices
isolados ein U. Assim, pelo Lema 2.1.4, se f7 C tnin(P') temos (lue I'4(#)1 2 u/2.
Mas então C'll(P) = C'4'(P*) 2 1Á(H )l ? ll/2.

Caso 2. Temos que A > 8d.
Suponha que U = {zo,a;l,.. .,a;«-l} e que d(zl) $ d(a;2) $

d(zo) = a.. Ponha I'{ = 1'G(z{) para 0 $ i < H e seja u' = [u/21.

Temos que d(zi) < 2ã para l $ i$ ?z'. De fato, basta observar que se d(z{) ?

2ã, para allgum i(l $ í $ a'), então pela escolha dos zf (l $ { $ ?z') existem pelo

menos 1 + l«/2J vértices em (/ c.om gra.u n)aios' ou igual a 22. Mas então l,4(a)1 2
(l+ lu/2J)2ã > w2 = 1.4(a)l, obtendo-se assim unia contradição

$ d(z«-l) $
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O Teorema 2.3.4 a seguir, tirado de [27], é um resultado fundamental essen­

cialmente devido a Yao [44], que provou o primeiro limite inferior superlinear pa­

ra c.A 1(P) com P E Pv usando, entre outros, os Teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.3.4. A 

importância do Teorema 2.3.4 também pode ser notada nas demonstrações dos limi­

tes inferiores para propriedades de grafos bipartidos obtidas por King e P. Hajnal. 

Note que um grafo G E min(P) é minimal com relação a ~ 11 se e somente 

se H ~u G e H E min(P) implicam G ~u H, ou seja du(G) = du(H). Dado um 

grafo G, vamos denotar por d(G) o grau médio dos vértices ele G e por .ô.(G) o seu 

grau máximo. Além disso, para 0 =/- S Ç V(G), tomamos 6s(G) = max{dc(x) : 

X E S} e ds( G) = 1s1-1 L x ES dc(x) . 

Teorema 2.3.4 Seja dada uma propriedade P E Pu,w , e se1a G um grafo 

de min(P) minimal com relação à quase- ordem ~u. Então 

> m ax - - · ----'---'--------'---'--- . CAl(P) {u u .C:.u(G)-4du(G)+ 1} 
- 2 ' 2 4du( G) + 1 

Demonstração 

Por simplicidade, ponha!:::,.= .C:.u(G) e d= du(G). Note que (6-4d+ 1)/(4d+ 

1) ~ 1 se e somente se 6 ~ 8d. Assim analisamos os seguintes dois casos. 

Caso 1. Vale que 6 :S 8d. 
Note que neste caso (u/2)(!:::,. - 4d + I)/(4d + 1) :S u/2, e assim é suficiente 

mostrar que cA1(P) ~ u/2. (Já demos a demonstraç.ã.o desse limite inferior corno 

uma conseqüência imeiliata do Teorema 2.2.2. Vamos apenas repetir aqui os seus 

passos.) Pelo Teorema 2.2.2 (ii), se IA(G)I ~ u/2 temos o resultado. Assuma 

portanto que IA(G) I < u/2. Então claramente G tem pelo menos u/2 vértices 

isolados em U. Assim, pelo Lema 2.1.4, se H E min(P*) temos que IA(H)I ~ u/2. 

Mas então CA 1(P) = cA 1(P* ) ~ IA(H)I ~ u/2. 

Caso 2. Temos que 6 > 8d. 
Suponha que U = { xo, x 1 , ... , x,,_ i) e que d( :z: 1) :S d( x2) :S . .. :S d( xu_ i) :S 

d(xo) = .C:.. Ponha ri = r a(xi) para O :S i < u e seja u' = í it/21. 

Ternos que d(xi) < 2d para 1 :S i :S u'. De fato , basta observar que se d(xi) ~ 

2d, para algum i (1 :S i :S u' ), então p ela escolha dos x; (1 :S i :S u') existem pelo 

menos 1 + lu/2J vértices em[/ com grau maior ou igual a 2d. Mas então IA(G)I ~ 

( 1 + l u/2 J )2d > ud = IA( G)I, obtendo-se ass im uma contradição . 
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Definimos um grifo G' incluindo as seguintes arestas en] G (se elas ainda não

existirem): ligue z{ a todos os vértices de I'o e de I'i+i, para 0 $ i < a', e ligue z..
a todos os vértices de I'o. Note que assim I'G,(z{) = 1'o U I'í U I'i+i se 0 5; { < u',

e rG.(,..)
O grado G' tem a propriedade P pois G Ç G'. Mais do que isso, observe

que G' tem várias cópias isonlorfas de G. De fato, considere ai a pennutação

cíc[ica(0, 1,2,...,í), i.e., a pernlutação sobre {0, 1,...,u -- ]} ta] que ai(.j) = .j + ]

se 0 $ .j < {, ai(i) = 0, e a{(.j) = j se .j > i. Seja GÍ C çu,w o grado e«l que

I'C.(zj) = 1',.(j) : I'a(z..(j)) para todo 0 $ .j < u. Então G{ Ç G', e G{ e G são iso-

morfos como grifos bipartidos. Ponha ?l} - l4aJ e note que se E{ = 1'o \ (I'í U I'i+l)
para 0 $ i< u', então li7. = 14aJ $1 A 2l2aJ $ 1ril, pala 0 $ i < u'. Po-

nha E., = 1'o \ I'.,. Claramente 71} $ 1Z..

Sejam'i = q'G,(,{) = {,i : C Eí} (0 $ { $ «') o -o«j««to'l«s «re:t:« co«. «ma
ponta em zí e a outra em E{. Definimos ágata un) subgiafo aleatói'io H Ç é.'' a partir
de G' apagando aleatoriamente 71} giestas em cada Wí (0 $ í $ ?1'). Seja IVi = Wi(#)
o conjunto das arestas retiradas (lue são incidentes a a;í. Então I'i é um subconjunto
aleatório de Wi de cardinalidade 7n, onde todos esses 71}-subconjuntos Wí são equi-

prováveis e são escolhidos independentemente. Dessa maneira, o grato aleatório H
é tal que: (i) # g P e (ii) para todo { (0 $ { $ u') vale que # U W. C P

Proveinos (i). Todo vértice zi(0 $ á $ u') tem grau menor que A em H, e os
outros vértices zj (©' < J $ %) têm o n]esmo gi'au (lue en] (;, e assim concluíntos

(]ue .17 <u (; e, mais do (lue isso, observamos (late //' <t, (; e (; #u H' pala to-

do #' Ç #. Mas G é um gi'afo niinin]a] de min(P) cona i'ilação a <u, e assim
nenhum subgrafo gerador de # pertence a niin(P) e portanto # g P. Para (ii),

basta observar que G{, como defina(]o adn)a a ])aitir de ai = (0, 1,. . .,{), é uma

cópia de (; ein # U Wi.
Por (i) e (ii), temos que se entrarmos cona # numa áivoi'e de decisão 4 que

computa P, então .4 tem que testam ])elo n)ecos unia, ai'esta de cada I'yi(0 $ { $ w')

e descobrir que elas não estão eiii H. De falo, iliesiilo (lue Á fizesse perguntas

sobre todas as arestas de H menos as em 14''j pala algum 0 $ .j $ u', ainda assim
sua resposta dependeria de Wj, já (]ue # não satisfaz F', mas H U IVj satisfaz.
Formalmente, se num dado instant,e o pié-grato (lue ,4 conhec.e é (b''(H ); .S, N) e ]v n
Wj = ç;) para algum 0 < .j < %', então .4 não pode concluir (lue o grato de entrada
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Definimos um grafo G' incluindo as seguintes arestas em G (se elas ainda não 

existirem): ligue Xi a todos os vértices de roe de ri+l, para o::; i < u', e ligue Xu' 

a todos os vértices de r 0 . Note que assim fa,(xi) = r 0 U ri U ri+l se O::; i < u' , 

e fc,(xu,) = ro u r u'· 

O grafo G' tem a propriedade P pois G Ç G' . Mais do que isso, observe 

que G' tem várias cópias isomorfas de G. De fato, considere ai a permutação 

cíclica (O, 1,2, ... ,i), i.e., a permutação sobre {O, 1, ... ,u - 1} tal que Ui(j) = j + 1 

se O ::; j < i, ai(i) = O, e ai(j) = j se j > i. Seja Gi E 9u,w o grafo em que 

fc;(x1) = r u;(j) = fc(xu;(j)) para todo O::; j < u. Então Gi Ç G', e Gi e G são iso­

morfos como grafos bipartidos. Ponham= l4dj e note que se Ei = fo, (ri U ri+1) 

para O ::; i < u', então m. = l4dj ::; 6. - 2l2dj ::; IE;I, para O ::; i < u'. Po­

nha Eu, = ro 'r u'· Claramente m::; IEu,I• 
Seja\lli = '11a,(x;) = {x;y: y E Ei} (O::; i::; u')oconjuntodasaresta.scorn uma 

ponta em x; e a outra em Ei, Definimos agora um subgrafo aleatório H Ç G' a partir 

de G' apagando aleatoriamente m arestas em cada IJ!i (O ::; ·i::; u' ). Seja Wi = Wi(H) 

o conjunto das arestas retiradas que são incidentes a Xi, Então Wi é um subconjunto 

aleatório de '11i de cardinalidade m, onde todos esses m-subconjuntos Wi são equi­

prováveis e são escolhidos independentemente. Dessa maneira, o grafo aleatório H 

é tal que: (i) H (/. P e (ii) para todo i (O ::; i ::; u') vale que H U Wi E P. 

Provemos (i). Todo vértice :i:i (O ::; i ::; u') tem grau menor que 6. em H, e os 

outros vértices x1 ( u' < j ::; u) têm o mesmo grau que em G, e assim concluímos 

que H ~u G e, mais elo que isso , observamos que H' ~u (,' e G lu H' para to­

do H' Ç H. Mas G é um grafo minimal de min( P) com relação a ~u, e assim 

nenhum subgrafo gerador de H pertence a rnin(P) e portanto H (/. P. Para (ii), 

basta observar que Gi, corno definido acima a partir de Oi = (O, 1, ... , i) , é uma 

cópia de G em H U Wi, 

Por (i) e (ii), temos que se entrarmos com H numa árv ore de decisão A que 

computa P, então A tem que testar pelo menos uma. aresta. de cada Wi (O ::; i::; u') 

e descobrir que elas não estão em H. De fato, mesmo que A fizesse perguntas 

sobre todas as arestas de H menos as em J,Vj para. algum O ::; j ::; u', ainda assim 

sua resposta dependeria de W1, já que H não sat isfaz P , rna.s H U Wj satisfaz. 

Formalmente, se num dado insta.nte o pré-grafo que A conhece é ( V( H ); S, N) e N n 
W1 = 0 para algum O::; j ::; u', então A não pode concluir que o grafo de entrada 
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não satisfaz P pois ele poderia ser # U WJ C P. Assim, se (}'(f7); .9.f, N.f) é o pré-
grafo associado à fo]ha / = /(H, Á), temos que ]VJ' n T'í # a para todo 0 $ { 5; w',
como afirmamos acima.

Lembre que # Ç G' acima foi gerado aleatol'ian)ente a partir de G'. Seja 7{ o

conjunto dos subgrafos # de G' que podem ser obtidos a partir de G' pelo método
acima. Defina uma distribuição de probabilidade P soba'e Çt,r,W pondo

p ) : l l

Já sabemos pelo Teorema2.2.1(lue C'AI(P) = niax. nlin,.l C'(Á, a), e assim cei'te-

mente CÁI(P) 2 min.4 C'(.4,/i). Pala concluirmos a demonsti'ação, basta provar que
para todo ,4 C .4p temos qt3e 6'(.4,/3) = Ep(custo(.Á, J)) ?(?1/2)(A--4a+i)/(42+1).
Seja portanto ,4 C .4p um algoz'itmo fixo e estimemos C,'(Á,/3) = Ep(custo(Á,J)).
Lembre que Ep indica a esperança com relação a #, i.e., no espaço (ÇU,w,/3).

Seja J C Çu,w e suponha que executamos .4 com entrada J. Lembre (lue Wi Ç
'PC;,(zi) (0 $ i $ u'). No que segue queremos deter'ininai o número médio de
perguntas que .4 precisa fazer sobre arestas en] @G,(a;{ ) até fazei a primeira pergunta
sobre alguma aresta en] W.. C;om isso e cona o fato aciilla (lue '4 precisa fazer pelo
menos uma pergunta sobre cada I't''i(0 $ { $ ü'), enconti'cremos o limite inferior'
desejado. Assim, suponha (lue k 2 1 é o menor' inteiro tal (lue a k-ésinla consulta à

matriz de adjacência de J por .4 sobre uin par {a;i, Z/} ein @G,(zi) é ta] (lue {zf, y} C

Wi(/). Então pomos Zi.,.l(J) = k. Note que se Z(J) = Eo<i<., Zi,.4(J), então temos

q«e custo(.'!,J) ? Z(J). Assim Z = Z(J), Zf = Zi,.4 = Zi...l(J) (l $ á 5; «') são
variáveis aleatórias sobre (Çu,w,/i) tais que C,'(,4,/i) = E#(custo(Á, J)) ? Ep(Z) =

},l<i<., Ep(Z{). É fácil vel'ificai que Z{ tem a mesma clisti'ibuição que a variável
aleatória y do Lema 2.3.3, c.onl JV = IVa,(a;Í)l ? A 4d. Assim temos que

c'G4,/D ? «'UW 2 } .
A 4d+l

completando a nossa demonstração.
D

Note que vale um resultado análogo se considerei'mos a classe W ao invés de P
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não satisfaz P pois ele poderia ser H U Wj E P. Assim, se (V(H); S1, N1) é o pré­

grafo associado à folha f = J(H,A), temos que N1 n W; f: 0 para todo O~ i ~ u', 

como afirmamos acima. 

Lembre que H Ç G' acima foi gerado aleatoriamente a partir de G'. Seja ri o 

conjunto dos subgrafos H de G' que podem ser obtidos a partir de G' pelo método 

acima. Defina urna distribuição de probabilidade f3 sobre 9u,w pondo 

{ 

1/ IHI se J E ri 
/3( J) = 

O caso contrário. 

Já sabemos pelo Teorema 2.2.1 que CA 1(P) = rnaxo- minA C(A, o), e assim certa­

mente cA 1(P) 2'. minA C(A, (3). Para concluirmos a demonstração , basta provar que 

para todo A E Âp temos que C( A, /3) = Eµ( custo(A, J)) 2'. ( u/2)(.6-4d+ 1 )/ ( 4d+ l). 

Seja portanto A E Âp um algoritmo fixo e estimemos C(A, /3) = Eµ( custo(A, J)). 

Lembre que E,B indica a esperança com relação a /3, i.e ., no espaço (Çu,w,/3) . 

Seja J E 9u,w e suponha que executamos A com entrada J. Lembre que W; Ç 

\J!a,(x,) (O ~ i ~ u'). No que segue queremos determinar o número médio de 

perguntas que A precisa fazer sobre arestas em IJ! e;, ( :i:i) até fazer a primeira pergunta 

sobre alguma aresta em vV;. Com isso e com o fato acima que A precisa fazer pelo 

menos uma pergunta sobre cada Wi (O ~ i ~ u'), encontra.remos o limite inferior 

desejado. Assim, suponha que k 2'. l é o menor inteiro tal que a /~-és ima consulta à. 

matriz de adjacência de J por A sob re um par { :z:;, y} em Ili e;, ( xi) é tal que { x;, y} E 

W;(J). Então pomos Z;,A(J) = k . Note que se Z(J) = Lo:Si:Su' Z;,A(J), então temos 

que custo(A,J) 2'. Z(J) . Assim Z = Z(J), Zi = Zi,A = Zi,A(J) (1 ~ i ~ u') são 

variáveis aleatórias sobre (9u,w,/3) tais que C(A,/3) = Eµ(custo(A, J)) 2'. Eµ(Z) = 

I:1 :::;;:::;u' E,tJ(Z;). É fácil verificar que Zi tem a mesma distribuição que a variável 

aleatória Y do Lema 2.3.3, com N = llllc:,(:z:;)I 2'. .6 - 4d. Assim ternos que 

C(A,/3) 2'. 
11
,IIJ!c;,(x,) I + 1 > 2': . .6 - 4d + l 

m + 1 - 2 4d + 1 ' 

completando a nossa demonstraç.ão . 

o 

Note que vale um resultado análogo se considerarmos a classe W ao invés de U. 



Capítulo 3

Técnicas utilizando grau
máximo de gratos

O produto final deste capítulo será unl limite infel'ioi' de !!(us/4) pai'a a coinplexi
jade aleatória de propriedades inonotõnicas não-triviais de gratos com D vértices.
Entretanto esse não é o principal objetivo deste capítulo, já que, como veremos no
Capítulo 4, o melhor limite inferior conhecido atualmente é Q(u'/3). Queremos neste
capítulo estudar algumais das técnicas introduzidas poi l<ing e outras introduzidas
por Yao e reviradas por King, pois elas melão essenciais pat'a a compreensão dos
resu[tados de P. Hajna], da(]os no pióxinlo capítu]o. A]énl disso. acreditamos que
alguntas das técnicas a(lul api'esentadas poderão sei o poilLo de partida para outros
resultados futuros.

Inicialmente, consideraliios a dedução clo ])ioblema de determinar a coinplexi

dade aleatória de uma propl'iedade P ao pl'oblenia de detenninal a complexidade
aleatória de outra propriedade P', onde P e P' são ambas nlonotõnicas não-triviais.
Dentre essas reduções se destaca a redução de pior)piedades de gratos genéricos a

de gratos bipartidos, essencialmente devida a Yao 1441. Em seguida, provaremos
dois teoremas, dos quais o Teor'enla 13.3.:3 é especialiiieilte interessante, pois fornece
un} limite inferior imediato para a comi)lexidade de um conjunto considerável de
propriedades de gratos. Finalmente, elicerraiemos o capítulo demonstrando o limite

inferior de Q(uS/4).
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Técnicas utilizando grau 
máximo-de grafos 

O produto final deste capítulo será um limite inferior de n(v51'1) para a complexi­

dade aleatória de propriedades rnonotônicas não-triviais de grafos com v vértices. 

Entretanto esse não é o principal objetivo deste capítulo, já que, como veremos no 

Capítulo 4, o melhor limite inferior conhecido atualmente é D(v413
). Queremos neste 

capítulo estudar algumas elas técnicas introduzidas por King e outras introduzidas 

por Yao e revisadas por King, pois elas serão essenciai s para a compreensão dos 

resultados de P. Hajnal, da.dos no próximo capítulo. Além di sso, acreditamos que 

algurna.5 das técnicas aqui apresentadas poclerã.o ser o ponto de partid a para outros 

resultaclos futuros . 

Inicialmente, considera.mos a redução do problema el e determinar a complexi­

dade aleatória de urna propriedacle P ao problema de determinar a complexidade 

aleatória de outra propriedade P', onde P e P' são ambas monotônicas não-triviais. 

Dentre essas reduções se destaca a reduç.ão de propriedades de grafos genéricos a 

de grafos bipartidos, essencialmente dev ida a Yao [44] . Em seguida, provaremos 

dois teoremas, cios quais o Teorema 3.3.:3 é es pecialmente interessante, pois fornece 

um limite inferior imediato para a complexidade de um conjunto considerável de 

propriedades de grafos. Finalmente, encerra.remos o capítulo demonstrando o limite 

inferior de D( v 514 ). 

:24 



Capítulo 3. Técnicas ut;/izando grau máximo de gratos 25

3.1 Preliminares

Dado um grato (;, vamos denotar por 1(;1+ o número de vértices de grau positivo
em G.

Deânição 3.1.1 1)ada uma propHedade P, de$7 n os cl(P) = ininljGj+ : G C P}
e co(P) = minljGl+ : G € p*}.

Ou seja, denotamos por cl(P) a ordem do menor clique que contém todas as
arestas de algum grato em P. Analogamente, tomamos co(P) como sendo a ordem
do menor clique que contém todas as arestas de algum grato em P'. Claramente,

temos q- cl(P) = co(P*) e co(P) = ct(P').
Para uma propriedade monotõnica crescente P, podemos notar o seguinte. Se

acharmos um clique de ordem cl(P) em um giafo (.; então cet'Lamente G satisfaz P
Por outro lado, se acharmos em G um c.onjunto independente de cardinalidade co(P),
então G não satisfaz P já (lue o seu complemento satisfaz P*

3.2 Propriedades auxiliares

Vamos definir aqui propriedades que vão auxiliar na, redução de problemas de com-
plexidade de propriedades soba'e Çy a pi'obleinas de complexidade de propi'iedades

sobre outros conjuntos de grifos.
Lembre que dada uma propriedade P, denotanlos ])OI' .Ap o conjunto das árvores

de decisão, como na Definição 1.2.1, (]ue conl})fitam P. No (1ue segue, estaremos

procurando limites inferiores pala propriedades nionotânicas não-triviais P sobre o

conjunto y de gratos, onde y sela Çy ou Çt/,w. C;l'osseil'agente falando, iremos to-
mar um conjunto X de gratos tal que todo (;' C X pode se] facilmente transformado
num grato G' C y. Definiremos então unia prol)riedade P' sobre X ta] que G C P'
se e somente se (;' C P. Intuitivamente, deve sei clamo que (qualquer algoritmo que
coinpute P também coinputa P', bastando fazei' algumas modificações: mais espe-
cificamente, se temos G C X e queremos sabei se G satisfaz P', l)esta submeter G'

(o grato correspondente a G en) }') a algum algoiitmo .4 C .4p. O lema a seguir

prova que nessas condições temos (lue a complexidade aleatória, de .f" é menor ou
igual à complexidade aleatória de P
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3.1 Preliminares 

Dado um grafo G, vamos denotar por IGI+ o número de vértices de grau positivo 

em G. 

Definição 3.1.1 Dada uma propriedade P, definimos c1 (P) = min{IGI+ : G E P} 

e co(P) = min{IGI+: G E P *}. 

Ou seja, denotamos por c1 ( P) a ordem do menor clique que contém todas as 

arestas de algum grafo em P. Analogamente, tomamos c0(P) como sendo a ordem 

do menor clique que contém todas as arestas de algum grafo em P*. Claramente, 

temos que c1(P) = ca(P*) e ca(P) = c1 (P*). 

Para uma propriedade rnonotônica crescente P, podemos notar o seguinte. Se 

acharmos um clique de ordem c1 ( P) em um grafo G entã.o certamente G satisfaz P. 

Por outro lado, se acharmos em G um conjunto independente de cardinalidade c0 (P), 

então G não satisfaz P já que o seu complemento satisfaz P* . 

3.2 Propriedades auxiliares 

Vamos definir aqui propriedades que vão auxiliar na redução de problemas de com­

plexidade de propriedades sobre 9v a problemas de complexidade ele propriedades 

sobre outros conjuntos de grafos. 

Lembre que dada urna propriedade P, denotamos por Ap o conjunto das árvores 

ele decisão, como na Definição 1.2.1, que computam P. No que segue, estaremos 

procurando limites inferiores para propriedades monotônicas não-triviais P sobre o 

conjunto Y ele grafos, onde Y será Gv ou 9u,w. Grosseiramente falando, iremos to­

mar um conjunto X de grafos tal que todo G E X pode ser facilmente transformado 

num grafo G' E Y. Definiremos então uma propriedade P' sobre X tal que G E P' 

se e somente se G' E P. Intuitivamente, eleve ser dara que qualquer algoritmo que 

compute P também computa P', bastando fazer algumas modificações: mais espe­

cificamente, se temos G E X e queremos saber se G satisfaz P', basta submeter G' 

(o grafo correspondente a e; em Y) a algum algoritmo A E Ap. O lema a seguir 

prova que nessas condiç.ões temos que a complexjclacle aleatória de P' é menor ou 

igual à complexidade aleatória de P. 
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Lema 3.2.1 Sejam X e y dois corÜuntos de gr(!/bs tais que IXI $ 1rl. Se-
ja J' : X --, Y uma Junção injetora. Se P é uma propriedade sobre X . e Q é ullla pro-
priedade sobre y tais que ezísle t',na /u7zção g : Hç --, Hp [al qt.c c«sto(g(B),G') $

c«sto(.B, /(G)) p«a t.do G C X . t.do B C .4Q, .«fã. C'Á(P) $ C'A(C?).

Demonstração
Tome uma distribuição /3 sobre X tal que CP(P) = min C'(.4,/3), onde o mínimo

é tomado sobre todos os algoritmos .4 € .4p. Conside 7 a distribuição sobre y que
corresponde a /3 da maneira natural, i.e

Í /3(G) seeHste GCXtalq«e #=/(G)
'y(# )

1 0 se nãoexiste (; € .\' tal (lllP H ' /(6').

Pelo Teorema 2.2.1, temos que C-4Í((2) = CP(Q) e que C'41(P) = CP(P). Além

disso, temos que CP((2) 2 minBC.4. (,'(B,'7) e que CP(P) = ntin,4C.4p C'(.A,P) $
minBC.4. C(g(.B),#). Mas pol' hipóte"' c"sto(B,/(G)) 2 c«sto(g(B),G) pa-a to-
do G C X e todo 1? C .4Q, e portanto fixando um algoritnlo B C ,4Q temos que

C(B, 7) E,(c«sto(B, #)) = >1: '(H)c«sto(B, #)
H€y

}l: I'(/(G))c«sto(B,/(6')) = }: /3((-') '"sto(B,/(G))
GeX GeX

}: #(G) c«sto(g(B), (;) = Eo(c"sto(g( B), (;))
G€X

C(g( .B ) ,#) .

>

Segue q«e :ninBC.4. C'(B, ') ? ntinBC.4. C'(g(B), /i) e ],ortanto C'l'(o) 2 C'4'(P)
D

No que segue, daremos dois exemplos de ie(luçoes (lue po(len) ser usa(las no
estudo da complexidade de piopiiedades em 7)v

Definição 3.2.2 Seja P C T'V. f'áza7}10s c07zJ?17 íos (/ c I'r país que r = U U 14''

e t/ n w = a. Dado ulr} g7'a/o G C Çt/.u,, tozl c (-' € ç;v c07zlo sclzdo o gr'a/o

que .se obíé17} adício?zal do a 67' ío(Zas as a7'estas coll} alr Z)as as p07 tas ell! W, Olz

sda G = G U /(w. Z)e$7za P Ç Çu,w ZaZ quc G C P sc c solllcl tc sc G C P
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Lema 3.2.1 Sejam X e Y dois conjuntos de grafos tais que IX I ::; IYI- Se­

ja f : X - Y uma função injetora. Se P é uma propriedade sobre X , e Q é uma pro­

priedade sobre Y tais que existe uma funç<io g: AQ --> Ap /.al que custo(g(B), G)::; 

custo(B,f(G)) para todo G E X e todo BE AQ, entii.o CA(P):::; cA(Q). 

Demonstração 

Tome uma distribuição (3 sobre X tal que cv(P) = min C(A, (3), onde o mínimo 

é tornado sobre todos os algoritmos A E Ap . Conside, a distribuição sobre Y que 

corresponde a (J da maneira natural, i.e. 

{ 

(3( G) se existe G E X tal que H = f( G) 
,(H) = 

O se não existe G E X tal qu e H = f( G). 

Pelo Teorema 2.2.1, temos que cA 1(Q) = C'D(Q) e que CA 1(P) = cv(P). Além 

disso, ternos que cv(Q) 2 minBEAQC:(B, 1·) e que C'D(P) = minAEApC(A,/3):::; 

minBEAQ C(g(B),(3). Mas por hipótese custo(B,f(G)) 2 custo(g(B),G) para to­

do G E X e todo B E AQ, e portanto fixando um algoritmo B E AQ temos que 

C(B,,) = E-y(custo(B,H))= L,(H)custo(B,H) 
HE\' 

L ,(j(G))custo(B,J(G)) = L /3(G)custo(B,f(G)) 
GEX 

> L /3(G)custo(g(B) , G) = Eo(custo(g(B) , G)) 
GEX 

C(g(B), (3). 

Segue que minBE.ÂQ C(B,,) 2 ulinBE.ÂQ C(g(B),(3) e portanto cA 1(Q) 2 cA 1(P). 

o 

No que segue, daremos dois exemplos de reduções que podem ser usadas no 

estudo da complexidade de propriedades em P v. 

Definição 3.2.2 Seja P E Pv. Fixamos conjuntos (J e W tais que V = U U W 

e U n W = 0. Dado um grafo G E 9u,w , t.omc O E Ov como sendo o grafo 

que se obtém adicionando a G todas as arestas com ambas as pontas em W , ou 

seja G = CU Kw. Defina P Ç 9u,w tal que G E P se e somente se G E P. 
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Definição 3.2.3 Sida P € 7)V. Fía;a71ios c07zlu? [os {/ c ]' ]aás que y = t/ U W'

e t/ n w' = a. l)ado G C Çu, toTrte G conho sertão a UTlíão d syti7 ta dc G e /I'w
com tod" a' «est« e«t« G e /íW, .« .d« G = (; x /'W = (G + /rw) U /í'u,w.

Delira P Ç Çu tal que G C P se e somente â C P

Com essas definições os dois lemas a seguir são triviais

Lema 3.2.4 Seja P € Py. Dada P conto zia Z)e$1zição 3.e.2, temos que
rO se cl(P) > IWI e c.(P) > IUI ezltão P é propriedade llz07zofózlíca lido-friuíaZ;

ri0 onze a ,'eZação CÁ'(P) 2 C'4'(F').

Demonstração
(i) Claramente P é unia pior)piedade soba'e Çu,w invariante ])oi isomorfismos.

Vamos provar que P é monotânica. Tome (;, # C Çt/.u/ tais (lue (]' Ç .# e G C P
Queremos mostrar que .17 C P. Mas isso é imediato ])ois (.; Ç H implica G Ç #
(onde G, # C Çv são dados como na Dehiiição :3.2.2), e poi definição 6l' C P pois G C
P. Usando a inonotonicidade de .f', teillos (ltie /7 C F' e coiise(liientemente f7 C P

Vamos provei agora que P é não-trivial. Pot hipótese, teillos (lue cl(P) >
IWI = w, logo o grato vazio Eu,w g P. Além disso, temos (ltie co(P) > 1(/1 = u e

portanto /(u.w C P. Assim, tem-se (lue .f' # ç71/,w e f' # É3, logo poi definição P é

de fato não-trivial.

(ii) Primeiramente, observe (late todo algolitnlo detelminístico que computa P,
ou seja todo algoritlno em .4p) ])ode sei' trivialmente ada])fado pala conlputar P
De fato, seja .4 C .4p, descrevemos un] algoz'itmo .4 (]ue coma)uta P. Suponha
que .4 recebeu (l; C ÇU,w como enfiada. Então tomamos (I' C Çy acrescentando
enl (; todas as giestas coili ambas as pontas enl 14/, e subiileteiilos (; assim obtido
a Á. O algoritnio .4 responde (lue (l satisfaz P se e somente se .4 responde crie (;

satisfaz P. Claramente custo(,4, G) $ custo(.4,G) pala. to(lo (; C Ç;U.w.
Usando o Lema 3.2.1, ol)temos o resultado desejado.

D

Lema 3.2.5 ,S(#a P C Py. Dada P colll0 7 a Dc$71íção 3.e.J?, Zczi os quc
Íi) « co(P) $ 1{,rl .«tã. F' é P,'.P,.{c.Z«./( "..,,.ÍÓ,:Í .« «.i.-t,-Í«Í«/,'
Íi0 «aZe « relação CÁ/(P) 2 C'4'(F').
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Definição 3.2.3 Seja P E P v . Fixamos conjuntos li e W tais que V = U U W 

e U n W = 0. Dado G E Çu, tome G como sendo a tmiiio disjunta de G e !( w 

com todas as arestas entre G e J( w, ou seja ê = G X !( w = ( G + K w) U J( u, w. 

Defina P Ç Çu tal que G E P se e somente G E P . 

Com essas definições os dois lemas a seguir são triviais. 

Lema 3.2.4 Seja P E Pv . Dada P como na Definição 3.2.2, temos que 

{i) se c1(P) > IWI e co(P) > IUI entiio P é propriedade monotónica não-trivial; 

{ii) vale a 1·elação cA 1(P) 2'. cA 1(?). 

Demonstração 

(i) Claramente P é uma propried a de sobre Çu,w invarian te por isomorfismos. 

Vamos provar que Pé monotônica. Tome G, H E 9u,w tais qu e G Ç H e G E P. 
Queremos mostrar que H E P. Mas isso é imediato poi s G Ç H implica C Ç iI 
(onde G, fI E Çy são dados como na Definição 3.2.2), e por definiç.ão (,• E P pois G E 

P. Usando a monotonicidade de P , temos qu e iJ E P e conseqiienternente H E P. 
Vamos provar agora qu e P é não- trivi al. Por hipótese . ternos qu e c1(P) > 

IWI = w, logo o grafo vazio Eu,w <f. P. Além disso, temos qu e co(P) > IUI = u e 

portanto Ku,w E P. Assim, tem-se q11 e P =/ Gu,w e P =/ 0, logo por definição P é 

de fato não-trivial . 

(ii) Primeiramente, observe q11e todo algoritmo determinístico q11e computa P, 

ou seja todo algoritmo em Ap, pod e ser trivialmente adaptado para computar P. 
De fato , seja A E Âp, descrevamos um algoritmo Ã qu e computa P. Suponha 

que Ã recebeu G E Çu,w como entrada. Então tomamos (~' E 9v acrescentando 

em G todas as arestas com ambas as pontas em W , e submetemos D assim obtido 

a A. O algoritmo Ã responde qu e G sat isfaz P se e somente se A responde q11e G 
satisfaz P. Claramente custo(Ã , G) ~ custo(A , D) para todo G E 9u,w-

Usando o Lema 3.2.1, obtemos o res11lta do desejado. 

o 

Lema 3.2.5 S eja P E Pv. Dada P como na De.finiçâo :1.:2.3, temos que 

(i) se co( P) ~ 1 UI então P é propriedade mono tônica nâo-trivial; 

(i i) vale a relação CA 1(P) 2'. CA 1(?) . 
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Demonstração
(i) É imediato que .P é uma propriedade sobre Çt/ invariante por isomorfismo. A

demonstração de que P é monotânica é análoga àquela do Lema 3.2.4(i). Quanto a P

ser não-trivial, observe prinleirainente que cO(P) 5; IPI e(luivale a cl(P) > IWI = w,
ou seja, temos que Eu g P. Além disso, pela definição de P (Definição 3.2.3) temos
que /ru é igual a (X'u + J(W) U /ru.w que é simplesn)ente /I'y, Dias /I'v C P ])ois P

é monotõnica não-trivial. Logo /ru C P
(ii) A demonstração do Lema 3.2.4 (ii) pode ser facilmente adaptada para que

valha aqui também.
D

3.3 Propriedades com grafos minimais de grau baixo

Nesta seção, vamos iniciahnente dai um lema sobre plopliedades de gratos biparti-
dos. A prova deste resultado faz uso de uma dedução a uma pi'opriedade auxiliar
semelhante às propriedades P e P da seção anterior. A])ós essa demonstração con-
cluiremos que na realidade uma demonsti'ação semelhante pode ser feita para o caso
de grados genéricos. Em seguida demonstraremos o Teorema 3.3.3, que permitirá
a demonstração de um limite infei'iol cluacliático pala unl conjunto considerável de
propriedades de gratos. E talvez conveniente a(lui i'essaltai a. importância que o grau
má.xiino dos grifos considerados terá nas denioilstrações slibseqiientes.

Seja G um grato e .A4 C y(G) lun conjunto de vértices de (;. Dizemos que À/
é uin conjunto admissível eni G, O]i sini])lesniente (;-admissível, se (i) À'í é un]
conjunto independente em G', ({i) para todo z C À4 temos I'G(z) # a, e ({íí) para
to.lo z, Z/ C M, z # 3/, temos I'G(z) n I'c(y) = a.

Lema 3.3.1 Sda P C 7)u,w c ton e G C ntin( P). .S'c ca;íslc7n t cora lnfos dois-a-dois
disjuntor Mt,M2,. . .,Mt elll ti tais (lu.e, para cada i.. l}«l-r (ltt( Mi é (l;-adTtlissíuet

e l.Anil = m, e7}t(io C'ÁI(P) 2 77t2f/;32.

Demonstração
Nesta deinonstraçao, vaDIos denotam' as ai'estas pot zy supondo senipl'e (lue o

primeiro vértice pertence à classe U e o segundo à Wr
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Demonstração 

(i) É imediato que Pé uma propriedade sobre 9u invariante por isomorfismo. A 

demonstração de que Pé monotônica é análoga àquela do Lema 3.2.4 (i ). Quanto a P 
ser não-trivial, observe primeira.mente que co(P) :s; IUI equivale a c1 (P) > JWJ = w, 

ou seja, ternos que Eu(/. P. Além disso, pela definição de P (Definição 3.2.3) temos 

que ku é igual a (Ku + Kw) U /(u,w que é simplesmente lí.'v, mas Kv E P pois P 

é monotônica não-trivial. Logo J( u E P 
(ii) A demonstração do Lema 3.2.4 (ii) pode ser facilmente adaptada para que 

valha aqui também. 

o 

3.3 Propriedades com grafos minimais de grau baixo 

Nesta seção, vamos inicialmente dar um lema sobre propriedades de grafos biparti­

dos. A prova deste resulta.do faz uso de uma redução a uma propriedade auxiliar 

semelhante às propriedades P e P da seção anterior. Após essa demonstração con­

cluiremos que na realidade uma demonstração semelhante pode ser feita para o caso 

de grafos genéricos. Em seguida. demonstraremos o Teorema 3.3.3, que permitirá 

a demonstração de um limite inferior qu adrático para um conjunto considerável de 

propriedades de grafos. É talvez conveniente aqui ressaltar a. importância que o grau 

máximo dos grafos considerados terá nas demonstrações subseqüentes. 

Seja G um grafo e M C V(G) um conjunto de vértices de G. Dizemos que M 

é um conjunto admissível em G, ou simplesmente G-admissível, se ( i) M é um 

conjunto independente em G, (ii) para todo x EM temos f c;(x) =/- 0, e (iii) para 

todo x, y EM, x =/- y, ternos fa(x) n fc(Y) = 0. 

Lema 3.3.1 Seja P E Pu,w e tome(; E min( P) . Se eúslem t conjuntos dois-a-dois 

disjuntos M1, M-i, . .. , M1 em li l(/.is que, par(I. cad(I. i. valf' <JUf Mi é G-admissível 

e IMd = m, então cA 1(P) 2'. mhj:3'2 . 

Demonstração 

Nesta demonstração, vamos denotar as a.restas por xy supondo sempre que o 

primeiro vértice pertence à classe U e o segundo à W. 
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Seja G C min(P) satisfazendo o enunciado. Denote por M a união dos conjun-
tos .M{ (l $ í $ t) e por T o conjunto das arestas ZZ/ de G tais que z não pertence
a .A/, i.e. T = {zy C .4(G) : z C t/ \ À/}. Para quais(quer z, z' C .A4, definimos a

super«esta (z, I'C(z')) como o conj«nto de al'est:« {zy : Z/ C I'a(z')} Ç .4(/1'u.w).

Considere o conjunto Çm.v(C) de gi'afãs bipartidos com classes J\4 e W(G), on-
de W(G) = {1'a(z) : z € À/}, ou seja q'(G) é o conjunto das vizinhanças dos vértices

de J14 no grato G. Se .17 C ÇM,w(G), então un)a al-esta de J7 ])ode sei' interpretada
como uma superaresta.

Seja a{ uma permutação de À/i(l 5; { S; t). Para cada seqüência ai,a2,...,at
de tais permutações, definimos o grifo (;..,a2,-.-,a. C Çt/,W (lue contém exatamente
as seguintes arestas: as arestas do conjunto 7' definido adn)a, e as arestas de cada
superaresta (z,I'a(ai(z))) paga todo ]: C M{ (l $ f $ Z). Todo G.,........ assim

definido é isonlot'fo a G, e ])oi'tanto satisfaz P. Aléili disso, to(lo (,'.,. .....a. 'contém' um

conjunto distinto de exatamente 7ilt super'aiestns. De fato. Lal conju nto pala (;.: .....'.

é {(z, I'a(a{(z))) : z C .A/i, l $ i$ t}, (lue claianlente tem caidinalidade 71}Z.

Defina a operação t que a c.ada glafo de ÇM,»(G) fornece unl grifo de ÇC/,W da

seguinte maneira: se # € Çm,«(a), então H' C ç;u,w é tal que o conjunto de arestas
de .17t contém exatamente as arestas de 7' e as arestas de cada superaresta S C

.4(.#). Defina, então, a propriedade P' sobre Çm,«(a) ta] (lue ]7 C P' se e somente
se Xt C P. Observe que EM.«(G) # P pois (Em.«(a))t = Et/,n, UT Ç CT e G'C
min(P). Além disso /I'm,«(a) C P I'ois (; Ç (/i'M,$(G)y , e poi'tanto P' é não-trivial.
Claramente P' é monotõnicajá que P é monotânica.

Dado um algoritmo deterá\místico ,4 (]ue testa a pior)piedade P, podemos ob-
ter um algoritmo determinístico ,4' pala verificam' P' tal (lue o número de perguntas

que .A' precisa para decidir sobre un] gl'afo # C Çm,«(a) qualquer nunca é maior
do que o número de perguntas que .4 faz sobre o grato /7' correspondente. Va-
mos descrever ta1 ,4". Suponha que .4 faça uma pei'gui)ta sobre uma aresta zg/.
Se sç3/ C 7' ou se y não ])eitenm a nenhum }' C @((-'), elitâo ,4' não faz nenhu-
ma pergunta. Caso contrário, ou seja. se i; € &7 e l)eiteiice a algum y C q'(G),

então .4' pergunta se (aç, y) C Á(#), caso ainda não tenha feito ta] pergunta. Ou
seja, o algoritmo 4t faz unia pergunta sobre uma supeiaiesta (a:, y) (quando .4 âzer
a pritneira pergunta sobre alguma aresta ]:y de (z, y). A ])I'óxima vez (lue .4 per-

guntar sobre alguma atesta de (z,}'), o algoz'atino Á' não faz nenhuma pergunta.
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Seja G E min(P) satisfazendo o enunciado. Denote por M a união dos conjun­

tos Mi (1 ~ i ~ t) e por T o conjunto das arestas xy de G tais que x não pertence 

a M, i.e. T = {xy E A(G) : x EU, M}. Para quaisquer x, x' EM, definimos a 

superaresta (x, r a(x')) como o conjunto de arestas {xy: y E f c;(x')} Ç A(Ku,w ). 

Considere o conjunto ÇM,\J!.(G) de grafos bipartidos com classes M e \J!(G), on­

de IJ!(G) = {fa(x): x EM}, ou seja IJ!(G) é o conjunto das vizinhanç.as dos vértices 

de M no grafo G. Se H E ÇM,IJJ(G), então uma aresta de H pode ser interpretada 

como uma superaresta. 

Seja CTi uma permutação de Mi (1 ~ i ~ t). Para cada seqüência CT1 , CTz, .. . , a1 

de tais permutações, definimos o grafo G 01 ,a2 , .. . ,a, E 9u,w que contém exatamente 

as seguintes arestas: as arestas do conjunto T definido acima., e as arestas de cada 

superaresta (x, fa(a;(x))) para. todo :1: E M; ( 1 :S: -i S t) . Todo Ga,, ... ,a, assim 

definido é isomorfo aG, e portanto sat isfaz P. Além di sso . Lodo Ua,, .... a, ·contém' um 

conjunto distinto de exatamente mt supera.restas. De fato, tal conjunto para C,'01 , .. • ,a, 

é {(x,fa(a;(x))): x EM;, 1 Si S t}, que claramente tem cardinalidade m,t. 

Defina a operação I que a cada grafo ele 9111,IJJ(G) fornece um grafo de 9u,w da 

seguinte maneira: se H E 9M,IJJ(G), então H
1 E 9u,w é tal que o conjunto de arestas 

de H 1 contém exatamente as arestas de T e as arestas de cada superaresta S E 

A(H). Defina, então, a propriedade P 1 sobre ÇM ,w (G) tal qu e H E P 1 se e somente 

se H
1 

E P . Observe que EM,IJ/(G) rj P
1 

pois ( EM.ljl(G)) 
1 = Eu.w U T Ç G e G E 

min(P). Além disso J(M,IJJ(G) E P
1 poi s G Ç ( J(,w ,lj/(G) )

1
, e portanto P

1 
é não-trivial. 

Claramente P1 é monotônica já qu e P é monotônica. 

Dado um algoritmo determinístico A qu e testa a propriedade P, podemos ob­

ter um algoritmo determinístico A I para verificar P 1 tal que o número de perguntas 

que A
I precisa para decidir sobre um grafo H E ÇM,IJJ(G) qualquer nunca é maior 

do que o número de perguntas que A faz sobre o grafo H I correspondente. Va-
i mos descrever tal A . Suponha que A faç.a uma pergunta sobre urna aresta xy. 

Se xy E T ou se y não pertence a nenhum Y E W( (,'), então A I não faz nenhu­

ma pergunta. Caso contrário , ou seja se :1: E !vi e y perlencP a algum Y E W(G) , 

então A
I pergunta se (x, Y) E A( H ) , caso ainda não Lenh a feito tal pergunta. Ou 

seja, o algoritmo A I faz uma pergunta sobre uma superaresta (:1:, Y) quando A fizer 

a primeira pergunta sobre alguma aresta :i:y de (:1:, Y). A próxima vez que A per­

guntar sobre alguma aresta de (x, Y) , o algoritmo A 1 não faz nenhuma pergunta, 
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Intuitivamente, podemos dizer que é como se .4t, ao invés de fazei uma pergunta
sobre uma superaresta (z,y), fizesse uma pergunta diretamente a H' sobre uma
aresta z3/ com g/ C y: se zg/ C .4(#') então .4' conclui que (z, y) pertence a .4(#),
caso contrário conclui que (z, y) não pertence a, .4(# ). Essa interpretação é coeren-
te pois qualquer superaresta (z,y) ])ertence a .4(H) se e somente se toda a aresta
de (z,y) pertence a .4(.Ft). Assim, usando o Lema 3.2.1, podemos concluir que a
complexidade aleatória de P é maior ou igual à complexidade aleatória de P' . Basta
então achar um limite inferior para a complexidade aleatória de P'

Note que entre os elementos de min(Pt), existem (mly gratos com exatamen-
te mt superarestas, cada u]]] coi'i'espon(len(lo a un] gi'afc) (lal,...,a.. ('hallle (le Ar

esse subconjunto de gratos de ntin(Pt). Qual(luei áivoie de decisão pala Pt que
receba uni grato .17 € AÍ como enfiada, tela (late acllai todas as 7?&Z supeiarestas
de .f7. Assim, toda árvol-e de decisão pala P terá um follla distinta associada a
cada grado eln .N, sendo que o caniinllo da i-aiz da árvore até qual(quer uma dessas
folhas terá exatamente mt arestas com rótulo 1. Mas, numa árvore de decisão, não

existem mais do que (mh.) folhas no final de caminhos que tenham comprimento me-
nor ou igual a h e tenham exatamente ?nt aiestm com i'óculo 1. Se tomarmos um /}

tal que (mh.) $ (mly/2, então pelo menos metade das folhas associadas aos gi'afos
de ]V estarão a unia profundidade maior do (lue/l. e,(oilse(liieiltemente, definindo a

distribuição /3 sobre Ç.\,f,«(G') tal (ltie

Í i/l/vl « H c Jv
r4{ F! \ ;

0 caso contrário.

teremos que C'(.4t,/i) 2 A/2 ])ara qual(suei árvore de decisão .4t que compute Pt
Seja então A = jm2t/2:/"'e2J 2 7n2í/16. Note (lue

1,::1 . (ü)"" ' ; (r)"" :
e assim C(Át,P) 2 /}/2 2 77z2{/32 pala (dual(suei' ÁI C .4Pt . Pelo Teolenla 2.2.1,
temos que C'll(P') = CP(P') ? min.4 C'(.4,/3) ? nl't/32.

D

Claraliiente, as técnicas usadas na demonstração anterior também são válidas
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Intuitivamente, podemos dizer que é como se A 1 , ao invés de fazer uma pergunta 

sobre uma superaresta (x, Y), fizesse uma pergunta diretamente a H 1 sobre uma 

aresta xy com y E Y: se xy E A(H 1
) então A1 conclui que (x, Y) pertence a A(H), 

caso contrário conclui que (x, Y) não pertence a A(H ). Essa interpretação é coeren­

te pois qualquer superaresta (x, Y) pertence a A(H) se e somente se toda a aresta 

de (x, Y) pertence a A(H 1
). Assim, usando o Lema 3.2.1, podemos concluir que a 

complexidade aleatória de Pé maior ou igual à complexidade aleatória de P 1 
.- Basta 

então achar um limite inferior para a complexidade aleatória de P 1
. 

Note que entre os elementos de min(P1 
), existem ( m!)t grafos com exatamen­

te mt superarestas, cada um correspondendo a um grafo G(1 1 , • •• ,a,. Chame de N 

esse subconjunto de grafos de min(P 1 
). Qualqu er árvore el e decisão para P 1 que 

receba um grafo H E N como entrada, terá que achar todas as mt superarestas 

de H. Assim, toda árvore de decisão para P 1 terá um folha distinta associada a 

cada grafo em N, sendo que o caminho ela raiz da árvore até qualquer uma dessas 

folhas terá exatamente mt arestas com rótulo 1. Mas, numa árvore de decisão, não 

existem mais do que C;t) folhas no final de caminhos que tenham comprimento me­

nor ou igual ah e tenham exatamente mt arestas com rótulo 1. Se tornarmos um h 

tal que c::t) ~ (m!)t/2, então pelo menos metade elas folhas associadas aos grafos 

de N estarão a uma profundidad e maior do qu e h. e, conseqiientemente, definindo a 

distribuição /3 sobre ÇM,\Jl(G) tal que 

{ 

1/[NI 
/3( H) = 

o 

se H EN 

caso contrário, 

teremos que C(A 1,{3) 2'. h/2 para qualquer árvore de decisão A 1 que compute P 1
• 

Seja então h = lm2t/2
11

m'e2J ~ m2t/16. Note qu e 

( 
eh )mt J (m·)ml J < - < - - < -(m!)I 

- mt - 2 e - 2 ' 

e assim C(A 1 ,/3) ~ h/2 ~ m 2 t/32 para qualquer A1 E Apt . Pelo Teorema. 2.2.1, 

temos que cA 1(P 1
) = cv(P1

) ~ minA C(A,13) ~ m2 t/32. 

D 

Claramente, as técnicas usadas na demon stração anterior também são válidas 
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para provar um resultado análogo para pi'opriedades de gi'aros genéricos, que enun

damos a seguir.

Lema 3.3.2 Sda P C p'y e tome G C inin(P). Se ezásleTl} Z corÜuntos dois-a-dois
dísyuntos .A4i , À/2, . . . , .A/t C V(G) de tanlalz/}o ?n tais q?le M = U Mi é uln co@unto

independente em G e cada M{ (l $ i$ t) é G-adl isso,e/, e7zf(io C''41(P) 2 7n't/32.

D

Com este resultado, podemos provar o seguinte teorema

Teorema 3.3.3 Pat'a toda propriedade P C 7)y e lo(/a gr'a/o G C P íaZ q?ze A(G)

C'xl(P) 2 512(d3 + íl2 + d + l)

2

Demonstração
Seja G C P com grau máximo zX(G) igual a d. Piovaieinos que existe uin grato

em inin(P) que satisfaz as condições do Lema 3.3.2 pa.i'a algum [ 2(d2+ ])/(d+ ])
e algum in 2 u/4(d2 + 1), ou que senão existe um grato em min(P') com ua/16d ou
mais arestas.

Tome G' C inin(P) tal que G' Ç G e considere os dois casos a seguir.
Caso ]. (;' tem pelo menos u/2 vértices isolados.

Suponha que exista um grifo H C min(P') com menos de u2/16d arestas.
Neste caso, vamos provam (lue existe empa(.otanlento (le H e (';/, (.Legando a unia

contradição. De fato, identifique os [l//21 vértices de nlaioi grau (le f/ com vértices
isolados de G' e sejam (;l e /7i os sul)gratos induzidos pelos vértices restantes cle (7'
e }7 respectivamente. Observe que se A(HI) ? u/4(/ então 21.4(X)1 2 [u/2]u/4d 2

u2/8d, o que contradiz a maneira como # foi escolhido. Portanto A(#l) < u/4d.
Além disso, como G{ Ç G' Çg G, temos que A(Gi) $ d. Assim A(J71)A(G;) $ u/4
e podemos aplicar o Teorema 2.1.6 (i), obtendo um em])acotalnento de ai e XI e,
conseqiientemente, um empacotanlento de CI'' e H. Mas isso contradiz o Lema 2.1.3.
Concluímos portanto que se (;' tem pejo menos i;/2 vértices iso]ados então qual(quer

grato em min(P*) tem pelo menos u2/16d giestas. Sendo assim, pelo Teoreilia 2.2.2
vem que C'41(P) = C'41(P*) ? u2/16(/ 2 l;:/512(d3+ (/z + d + l).

C'aso 2. (7'' tem pelo n)enos ?;/2 vértices de grau positivo.
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para provar um resultado análogo para propriedades de grafos genéricos, que enun­

ciamos a seguir. 

Lema 3.3.2 Seja P E Pv e tome G E min(P). Se existem t conjuntos dois-a-dois 

disjuntos M1 , M2 , ... , Mt C V( G) de tamanho m tais que M = U Mi é um conjunto 

independente em G e cada Mi (1 :Si ::S t) é G-admissível , entiio cA1(P) ~ m 2t/32. 

o 

Com este resultado, podemos provar o seguinte teorema. 

Teorema 3.3.3 Para toda propriedade P E Pv e todo grafo G E P tal que 6( G) = 
d vale 

'2 
cA,(P) > v 

- 512( d3 + cf'2 + d+ l) 

Demonstração 

Seja G E P com grau máximo 6( G) igual a d. Provaremos qu e existe um grafo 

em min(P) que satisfaz as condições do Lem a 3.:3.2 para algum t ~ (d 2 + 1)/(d+ 1) 

e algum m ~ v/4(d2 + 1), ou que senão existe um grafo em min(P*) com v2 /l6d ou 

mais arestas. 

Torne G' E min(P) tal que G' Ç G e considere os dois casos a seguir. 

Caso 1. G' tem pelo menos v /2 vértices isolados. 

Suponha que exista um grafo H E min(P*) com menos de v 2 /l6d arestas. 

Neste caso, vamos provar qu e existe empacotamento dP H e G' , chegando a urna 

contradição. De fato, identifique os fv/21 vértices de maior grau de H com vértices 

isolados de G' e sejam e; e H 1 os sub grafos induzidos pelos vértices restantes de G 

e H respectivamente. Observe que se 6(H1) ~ v / 4d então 2IA(H)I ~ fv/2lv/4d ~ 
v2 /8d, o que contradiz a maneira como H foi escolhido . Portanto 6( H 1 ) < v / 4d. 

Além disso, como e; Ç G' Ç 9 G, temos que 6((,'D :S d. Assim 6(H1 )~(GD :S v/4 

e podemos aplicar o Teorema 2.1.6 (i), obtendo um empacotamento de e; e H1 e, 

conseqüentemente, um empacotamento de G' e H . Mas isso contradiz o Lema 2.1.3. 

Concluímos portanto qu e se G' tem pelo menos v/2 vértices isolados então qualquer 

grafo em min( P*) tem pelo menos v 2 / 16d a restas. Sendo assim, pelo Teorema 2.2.2 

vem que cA 1(P) = cA 1(P*) ~ v 2 /16d ~ v2 /51 2(rf3 + d2 +d+ 1). 

Caso 2. G' tem pelo menos v/2 vértices de gra.u positivo . 
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Seja S um conjunto com fu/21 vértices de grau positivo em CI''. Vamos provar
as duas afirmações a seguia.

Afirmação (].) Qualquer conjunto S' Ç .S com IS'1 2 u/4 contém um conjun-
to G/-admissível com pelo menos u/4(d2 + 1) vértices.

Seja .A/ Ç S' um conjunto G'-admissível. Um vértice y € S' é tal que À/ U {y}
não é G'-admissível se e somente se y € 1'(.A/) ou y C I'(I'(M)) ~ .A4. Suponha agora
que ]l/ é um conjunto G'-admissível maxitnal contido enl .9'. Assim, pela observação

«ima, te:nos que S'-.M C I'(M)ul'(I'(M))~M. Co:no jl'(r(W))*WI $ jl'(W)l(a--
1) $ alwl(a--i), temos que IS'l $ 1wl+alwl+'zlwl(a-- l) = IWI(a'+i). Se M te«-

menos de u/4(d'+l) elementos, então l.S'l $ 1WI(l+a') <( 1+d')u/4(d'+l) = u/4,
o que é uma contradição. Concluímos que IÀ41 ? u/4(dlz + l).

.'!íirmação (2) O conjunto .9 contém pelo ilienos ((/: + 1)/(d+ 1) conjuntos À/í

tais que cada .A4{ é uin conjunto G'-adnlissivel, IÀííl à ?;/4(d2 + 1), e .À4 = U A4í é

independente.

De fato, como S tem [u/21 vértices, podemos usei' a Afia'mação (1) e concluir
que enquanto tivermos u/4 vértices enl .S' é })ossível extrair uin conjunto À/i com as
propriedades acima. Assim, a (quantidade de conjuntos .A4í's (lue podem ser retirados
de S junto comi suas respectivas vizinhanças é iilaiot' ou igual a

u/4 (Z'z + l

(l + d){«/4(d' + 1)} d + l

Com essas duas afirmações e usando o LeRIa :3.13.2, obtemos o limite inferior

desejado:

'''.,, : é (®/n)' H : «@*L -
Ü

Este teorema é particular mente interessa.nte se (onsidelai'mos uma proprieda-
de nionotõnica não-trivial P C 7)V cujo conjunto miai(/') contém llm giafo (; tal
que A(G) = O(1), ou seja cujo grau máximo é uma constante. Alguns exemplos de
tais propriedades são os seguintes: sei hamiltoniano, sei' conexo, conter um A-favor

para uin k = O(1) fixo, e não ser ])lunar. (Para as definições destas propriedades,
ver j101, j131.) Note que pala uma ])i'opriedade P assim, o Teorema 3.3.3 anterior
garante que CA/(P) = Q(u2), lembrando (lue l; = IVI.
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Seja S um conjunto com f v/21 vértices de grau positivo em G'. Vamos provar 

as duas afirmações a seguir. 

Afirmação (1) Qualquer conjunto S' Ç S com IS'I 2' v/4 contém um conjun­

to G'-admissivel com pelo menos v/4(d2 + 1) vértices . 

Seja M Ç S' um conjunto G'-admissível. Um vértice y E S' é tal que M U {y} 

não é G'-admissível se e somente se y E f(M) ou y E r(f(M)), M. Suponha agora 

que M é um conjunto G'-admissível maximal contido em S'. Assim, pela observação 

acima, temos que S',M e r(M)ur(r(M)),M. Como Ir(r(M)),MI::; lf(M)l(d-

1)::; dlMl(d-1), temos que IS'I::; IMl+dlMl+dlMl(d-1) = IMl(d2 +1). Se M tem 

menos de v /4( d2 + 1) elementos, então IS'I ::; IM 1(1 +<L2) < ( l + <i2)v/4( d2 + 1) = v/4, 

o que é uma contradição. Concluímos que IMI 2' v/4(d2 + 1). 

Afirmação (2) O conjunto S contém pelo menos (d2 + 1)/(d+ 1) conjuntos M; 

tais que cada Mi é um conjunto G'-aclmissivel, IMil 2' v/4(d2 + l ), e M = UM; é 

independente. 

De fato , como S tem f v/21 vértices, podemos usar a Afirmação (1) e concluir 

que enquanto tivermos v/4 vértices em Sé possível extrair um conjunto Mi com as 

propriedades acima. Assim, a quantidade de conjuntos A1i's que podem ser retirados 

de S junto com suas respectivas vizinhanças é maior ou igual a 

v/4 d2 + 1 
--------= 
( 1 + d){ v / 4( cf"2 + 1)} d+ 1 

Com essas duas afirmações e usando o Lem a :3.:3.:2, obtemos o limite inferior 

desejado: 

cAt(P) > ...!_ ( V ) 2 d'2 + 1 - v'2 
-32 4(d2 +1) d+l - 512(<f3 +d2 +d+l)" 

o 

Este teorema é particularmente interessante se considerarmos uma proprieda­

de monotônica não-trivial P E Pv cujo conjunto min( P) contém um grafo G tal 

que .6.(G) = 0(1), ou seja cujo grau máximo é uma. constante. Alguns exemplos de 

tais propriedades são os seguintes: ser hamiltoniano, ser conexo, conter um k-fator 

para um k = 0(1) fixo, e não ser planar. (Para as definições destas propriedades, 

ver [10], [13].) Note que para uma propriedade P assim, o Teorema 3.3.3 anterior 

garante que cA1(P) = f2(v 2), lembrando que v = IVI-
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3.4 O limite inferior de Q(tiS/4)

Aqui, inicialmente demonstraremos a redução do caso de propriedades sobre Çy para
o de gratos bipartidos, e em seguida daremos o limite inferior para a complexidade
aleatória de propriedades de gratos bipartidos. Observe que a redução a gratos

bipartidos se faz necessária para que possamos usam o Teorema 2.3.4. Este teorema
é essencial na demonstração (]e todos os limites infel'ioies supeilineares conhecidos

anualmente, e não tem equivalente para propriedades enl }'v
Vamos denotar por bu.w o mínimo dentre as c.om])lexidades aleatórias de pro-

priedades lnonotânicas não-tl'iviais de giafos bipaltidos com classes que tenham
ordens u e lo. Ou seja, se como sem])re temos 1(/1 = u e lwl = w,

b",« minlC'41(P) : P C 7't/.w}

Teorema 3.4.1 S'lga P C Pv zzlnü /;7'0/)7'ícda(/e c gz'a/as. /:'al'a li''l = u ? 4100,

[e77Eos gue C'41(P) 2 nlinlu5/4/32,bf«/21,1u/2J}'

Demonstração
Suponha que t/, W C y são tais (lue \'' = (/ U 14'', ü = 1(/1 = fu/21 e u; = IW

lu/2J. Pelo Teorema 2.2.2, podemos supor que o núnlelo de destas de qualquer
grato em min(P) ou em niin(P') é está'itamente lnenoi (lue ?;S/4/32.

Vamos considerar dois casos.

Caso ]. Vale que cl(P) > [u/21 e co(P) > [u/21.

Seja .P como na Definição 3.2.2. Temos ente.o (lue C'41(P) ? C'41(F') 2

bt,/21,1-/2J'
Caso 2. Vale que cl(P) $ [u/21.

Co«:o co(P*) = cl(P) e «s co«:plexi'la'les aleató-i«: .le P e P* sã' ig«ais, '
demonstração deste caso é análoga à do Caso 3 a seguia.
Caso 3. Vale que co(P) $ fu/21.

Seja P como na Definição 3.2.3. Vamos provar (lue existe # C P tal

que A(#) < ui/4/8. Seja G C min(P). (;oloque os ll;/2J vértices de G de inai
or grau na classe W' e o restante em (/. OI)salve (lue 6r/((,') < ui/4/8, pois caso
contrário teríamos que 21.4(a)l ? (u'/'/8)(1 + lu/2J) 2 p'/'/16, contradizendo

nossas suposições inIcIaIs.
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3.4 O limite inferior de D( 11514) 

Aqui, iniciahnente demonstraremos a redução do caso de propriedades sobre Çv para 

o de grafos bipartidos, e em seguida daremos o limite inferior para a complexidade 

aleatória de propriedades de grafos bipartidos. Observe que a reduç.ão a grafos 

bipartidos se faz necessária para que possamos usar o Teorema 2.3.4. Este teorema 

é essencial na demonstração de todos os limites inferiores superlineares conhecidos 

atualmente, e não tem equivalente para propriedades em Pv. 

Vamos denotar por bu,w o mínimo dentre as complexidades aleatórias de pro­

priedades rnonotônicas não-triviais ele grafos bipartidos com classes que tenham 

ordens u e w. Ou seja, se corno sempre temos IUI = u e lvVI = w, 

bu,w = min{CA 1(P): P E Pu,w }. 

Teorema 3.4.1 Seja P E Pv uma propriedade de gmjos. Para IVI 
temos que CA 1(P) 2 rnin{v5

/
4 /32 , br"/2l ,lv/2J}-

Demonstração 

V > 4100, 

Suponha que U, WC V são tais que\/ = li U W, ·n = IUI = fv/21 e w = IWI = 
lv / 2J . Pelo Teorema 2.2.2, podemos supor que o número ele arestas de qualquer 

grafo em min(P) ou em min(P*) é estrita.mente menor que 11 514 /32. 

Vamos considerar dois casos . 

Caso 1. Vale que c1(P) > r v/ 21 e co(P) > f·v/2l 

Seja P como na Definição 3.2.2. Temos então que cA 1(P) > cA 1(F) > 

ºív/ 2l ,lv/2J · 

Caso 2. Vale que c1 (P) ~ f v/21-

Como co(P*) = c1(P) e as complexidades aleatórias ele P e P* são iguais, a 

demonstração deste caso é análoga à elo Caso 3 a seguir. 

Caso 3. Vale que co(P) ~ f v/21-

Seja P como na Definição 3 .2.3. Vamos provar que existe H E P tal 

que 6.(H) < v 114 /8. Seja G E min(P) . Coloque os lv/2J vértices de G de mai­

or grau na classe W e o restante em li. Observe qu e 6.u(C,') < 11 114 /8, pois caso 

contrário teríamos que 2IA(G)I :2: (v 114 /8)(1 + lv/2j) 2 v 514 /IG , contradizendo 

nossas suposições iniciais . 
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Seja então # = (.;lt/l. Claramente, vale que # C P, pois G C P e G Ç
Kw x .# = #, onde # é dado na Definição 3.2.3. Usando o Teorema 3.3.3 e o fato

de que A(#) $ Au(G) < u'/'/8, obtemos

CÁlrP\ >
' \' / :' 512(u3/4/512+ui/a/64+u1/4/8+ 1)

,0"

iã;li7i(i7:i -} 2;l-i/4 + 16u-1/2 + 128u-3/4)

>
16

>

A última desigualdade valendo para u 2 4096
D

O proxinio resultado mostra (lue a complexidade aleató].ia de (lualquei propn
edade monotõnica não-trivial de gratos bipartidos com classes de vel'tices de c.arda

nulidades u e w é ç2(u'/4«,i/2).

Teorema 3.4.2 Vale que bu,w 2 u3/4w1/2/18 pa7'a iodo u, w ? 2600

Demonstração
Sejam t/ e W dois conjuntos disjuntor com 1{/1 = u e IU''l = 10, e seja P €

7)u,}v uma pi'op]'iedade monotânica não-trivial de gia.fos l)i])aitidos covil classes de
vértices U e W'. Seja (;] unl glafo minimal (le tnin( F') (oiii relação a :$.,,.

Vamos supor sem perda de gerei'alidade (lue 1{/1 = ü > tp = IWrl. Pelo Te-

orema 2.2.2, poderias supor' (]ue os giafos en) min(P) e en] nlin(P*) ténl menos
de K3/4toi/2/18 arestas e portanto dw((.'1 ) < K3/rtpi/2/18a} = K3/4w-i/2/18.

Consideremos dois casos.

Caso ]. Vale que 6.w(GI) 2 u3/au)--l/32.
Usando o Teorema 2.3.4, ten)os:

c''(p) 2 T Aw(GI)+2 l
1 + 4dw((;1 )

2 + ?l:3/2.ul-l /32 .
1 + 4?l:3/4 {.}-i/2/18 '

'!r l-""''''zT;::"'"'''.' - ,.-','.,-''
.tsl4 ~.lx I'l
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Seja então H = G[U]. Claramente, vale que H E P, pois G E P e G Ç 

Kw X H = H, onde H é dado na Definição 3.2.3. Usando o Teorema. 3.3.3 e o fato 

de que i::i..(H) ~ t:i..u(G) < v114 /8, obtemos 

512(v3 / 4/512 + v112 /64 + 11114 /8 + 1) 

v'l 
> 

16v314 (1/4 + 2v-1 / 4 + 16v-112 + 128v-3 / 4 ) 

v5/4 
> 

16 

A última desigualdade valendo para v 2 4096. 

o 

O próximo resultado mostra. que a. complexidad e aleatória de qualquer propri ­

edade rnonotônica não-trivial de grafos bipartidos ~om classes el e vertices ele cardi­

nalidades u e w é D( u314 w112 ). 

Teorema 3.4.2 Vale que bu,w 2 u314w 112 /18 para todo u, w 2 2600. 

Demonstração 

Sejam U e W dois conjuntos disjuntos com IUI = u e IWI = w, e seja P E 

Pu,w uma propriedade monotônica. nà.o-trivia.l dP grafos bipa.rticlos com classes de 

vértices li e W. Seja G 1 um grafo minimal de min( P) c·o111 relação a ~w. 

Vamos supor sem perda de generalidade qu e JUJ = ·1l 2 w = JWJ . Pelo Te­

orema 2.2.2, podemos supor que os grafos em min(P) e em min(P*) têm menos 

de u314 w112 /18 arestas e portanto dw( G 1 ) ~ u314w112 /l8w = u314 w-1!2 /18. 

Consideremos dois casos. 

Caso 1. Vale que bi..w(G1 ) 2 u312w- 1 /32. 

Usando o Teorema 2.3.4, temos: 
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a última desigualdade vallendo para u, ?o suficientemente grandes (note que u, w ?
2600 já são o suÊcente).
Caso 2. Vale que Aw(Gi) < aa/2w-i/32.

Sabemos pelo Lema 2.1.4 que min(P) ou min(P') tem um grato com lu/2J
ou mais vértices isolados en) g. Suponha que niin(P*) tenha um giafo assim (se
não fosse este o caso, podem'íamos tei ton)ado P* ao invés de P desde o início desta
demonstração, já que C'll(P) = C'41(p'')), Então pelo Lema 2.1.5 todos os gra-
tos em min(P) têm pelo menos u/2 vértices com grau positivo na classe U. Em
particular Gi tem essa quantidade de vértices de grau positivo em U. Além dis-
so, entre esses %/2 vértices de grau positivo de (;'i, existem pelo menos [a/41
vértices de grau menor que tz i/4.upt/2/4. Se isso não fosse verdade, temíamos

blue l,4(GI)1 2 (u/4)(u''/'u,1/2/4) > ?13/'..l,i/i/18, o quP comi'iaiia nossa suposição
do início desta demonstração. Seja então .S Ç (/ com fü/al véi'Lides de grau positi-
vo menor que u'i/4toi/2/4.

Vamos provar duas afirmações ])al'a o glafo GI, senlelllantes às que pi'ovamos

para o Caso 2 da demonstração do Teorema 3.3.3.
.4íirinação (]) Todo conjunto .9' Ç .g Ç U com l.ç'1 2 it/8 contém unl conjun-

to Gi-admissível de cardinalidade [16u'i/4«,i/21 .

De fato, tome À/ Ç S' conjunto Gl-adntissível maximal contido em .9'. Afirma-
mos que l.Aíl > 16u'i/rtpi/Z. Pala vei'ificai esta, desigualdade. assuma, o contrário, e

observe que unl vértice a; C .SI é tal (lue J\4 U {z} não é (;i-admissível se e somente
se z é adjacente a algum vértic.e enl I'(y) pala algum y C A4. alas então, o número
de vértices a; C Si é Ilimitado superioilllente poi

>: IF(y)IAw(G-) $ 1MIAs(G-)z\w(G-) < !:ll7i.- ã;;i7i ' li5-- = "/8,
3/C.A4

e portanto existe a; C SI tal (lue À'f U {z} é (.,l-adntissível, contrariando a esc.olha

de À4. Concluímos que se .A4 é iilaxintal então IIWI > 1(iü l/lu,i/z

AÍirinação (2) Existem no mínin)o ?zs/41.,-j/2/ 128 conjuntos disjuiltos A4i Ç .S

tais que cada À/{ é Gi-adnlissíve] e IJt/il = []6lz'i/4u,i/21.
Para provar a Afirmação (2), observe (]ue ])ela Afirmação (1) podemos re-

mover conjuntos MÍ de S en(quanto houver pelo menos zi/8 vértices en] .9. Sen
do ISI = [u/41, o número de conjuntos À/Í que podemos retirar de .S é maior ou
igual a (u/8)/16u'1/4«,i/2 : KS/4a,-1/2/128, e assina temos a afirmação.
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a última desigualdade valendo para u, w suficientemente grandes (note que u, w 2 

2600 já são o suficente). 

Caso 2. Vale que 6.w(G1 ) < u312w-1 /3 2. 

Sabemos pelo Lema 2.1.4 que min(P) ou min(P*) tem um grafo com lu/2J 
ou mais vértices isolados em U. Suponha que min(P* ) tenha um grafo ass im (se 

não fosse este o caso, poderíamos ter tomado P* ao invés ele P desde o início desta 

demonstração, já que cA1(P) = cA 1(P* )), Então pelo Lema 2.1.5 todos os gra­

fos em min(P) têm pelo menos u/2 vértices com grau positivo na classe U. Em 

particular G1 tem essa quantidade de vértices de grau positivo em U. Além dis­

so, entre esses u/2 vértices de grau positivo ele G 1 , existem pelo menos f u/41 
vértices de grau menor que u- 114 w 112 /4. Se isso uão fosse verdade, teríamos 

que IA(G1)1 2 (u/4)(u- 114w 112 /4) > ·1/314 w 1f1/18 , o quP co ntraria nossa suposiç.ão 

do início desta demonstração. Seja então S Ç (1 com fu/41 vérLices de grau positi­

vo menor que u-114 w 112 /4. 

Vamos provar duas afinnaç.ões para o grafo G 1 , semelhantes às que provamos 

para o Caso 2 da demonstraç.ão do Teorema 3.3.3. 

Afirmação (1) Todo conjunto S' Ç S Ç U com IS'I 2 u/8 contém um conjun­

to Gi-admissível de cardinalidade f16u- 114 w 112l, 

De fato, torne M Ç S' conjunto (;1 -admissível maximal contido em S'. Afirma­

mos que IMI 2 l6u- 1!4 w 1 / 2 . Para verificar esta desigualdad e , assuma o contrário , e 

observe que um vértice x E 8 1 é tal que M U { :i:} não é (,' 1-admi ssível se e somente 

se x é adjacente a algum vértice em f(y) para algum y E /\;/ . Mas então, o número 

de vértices x E S1 é limitado superiormente por 

e portanto existe x E .S'i tal que M U {:1:} é (,' 1-adrnissível, contrariando a escolha 

de M. Concluímos que se M é maximal então IMI 2 !Gu- 1i'1w1 /-i. 

Afirmação (2) Existem no mínimo u51'1w- 1/'2/128 conjunLos disjuntos Mi Ç S 

tais que cada M; é Gi-admissível e IM;I = fl6u- 1!4w 1/-il 

Para provar a Afirmação (2), observe cp1e pela. Afirmação ( 1) podemos re­

mover conjuntos M; de S enquanto houver pelo menos u/8 vértices em S. Sen­

do ISI = f u/41, o número de conjuntos M; que podemos retirar de S é maior ou 

igual a ( u/8)/16u- 114w112 = u514w- 1!2 /128, e assim temos a afirmação. 
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Pelo Lema 3.3.1, segue que

c''p) z id:lÇfr'iá=m :
tt3/4 tp1/ 2

36

D

Com os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, obtemos o seguinte limite infel'ior.

Teorema 3.4.3 Para toda P C 7'y taZ que IVI = u 2 5200, t;ale que C'll(P) Z

D
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Pelo Lema 3.3.1, segue que 

1 16 1/2 u5/4 1l3/4 0 , 11/2 
cA'(P) > -( w )2 --- u 

- 32 u1 / 4 128w1/ 2 16 

D 

Com os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, obtemos o seguinte limite inferior. 

Teorema 3.4.3 Para toda P E Pv tal que !VI = v 2'. 5200, vale que cA1(P) > 

v 514 / 50. 

D 



Capítulo 4

Aperfeiçoamento de resultados
anteriores

Neste capítulo demonstraremos o nlelhoi limite infeiioi conhecido atualnlente para a
complexidade aleatória de })l.opriedades monotõnic.as não-triviais, devido a P. Haj-
nal. Iniciamos enunciando uma nlodific.ação do Teor'enia 2.3.4. Em seguida de-

monstraremos o item (ii) do Teoreilia 2.1.6 e o Teorema 2.1.7 de empacotamento
devido a Hajnal. Deixamos a demonstração do item (ii) do Teorema 2.1.6 para es'
te capítulo, pois a demonstração do Teor'enla 2.1.7 está intimamente ligada a ela.
Vamos então deânir o conceito de pré-enlpacotamento (ltie nos permitirá concentrar

nossa atenção enl alguns subgt'aros de grifos inininlais das propriedades c.onsicle-

radas. Va]nos tan]ben] deíinli dois glifos p prova.i algtitlias (IP alias proprieda(les.

Munidos desses gratos, provaiemos na última sessão o limite inlerioi de Q(u4/a) pala
a complexidade aleatória de ])iopi'iedades nionotõnicas não-triviais de grifos l)ipar-
tidos cona classes U e H'', onde it/l = u e IWrl = w. Finalmente, demonstrei'emos

a redução do caso de grifos genéricos ])ara o de gratos l)ipattidos, determinando
assim um limite inferior de {2(u4/3) ])ara a complexidade aleatória de propriedades
lnonotõnicas não-triviais de gratos de ordem u.

O mérito de Hajnal reside no seu Teorema 2.1.7 de em])a(otanlento, que por si

só já é uma contribuição intel'essallte, e ilo fato de tei' visttalisado o uso conjunto
desse teorema cona a nova versão do Teorema 2.3.4 pala. piovai- o limite infei'ioi para

gratos bipaitidos citado acima. Com isso a demonstração pala gratos genéricos fica
extremamente simplificada.

Se nos resultados do capítulo anteiioi llavia um uso intenso do grau máximo
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Capítulo 4 

Aperfeiçoamento de resultados 

anteriores 

Neste capítulo demonstraremos o melhor limite inferior conhecido a.tua.lmente para a 

complexidade aleatória de propriedades monotônica.s nào-triviais, devido a P. Haj­

nal. Iniciamos enunciando uma. modificação do Teorema. 2.:3.4. Em seguida. de­

monstraremos o item (ii) do Teorema. 2.1.6 e o Teorema. 2.1.7 de empacotamento 

devido a Hajnal. Deixamos a. demonstração do item (ii) do Teorema 2.1.6 para es­

te capítulo, pois a demonstração do Teorema. 2.1.7 está intimamente ligada a. ela. 

Vamos então definir o conceito de pré-empa.cota.mento que nos permitirá concentrar 

nossa atenção em alguns subgrafos dP grafos minimais da.s propriedades conside­

radas. Vamos também definir dois grafos e provar a.lgu mas c!P suas propriedades. 

Munidos desses grafos, prova.remos na. última. sessão o limite inferior ele f2( n413 ) pa.ra. 

a complexidade aleatória de propriedades monotônica.s nào-trivia.is ele grafos bipar­

tidos com classes U e vV, onde IUI = n e lliVI = w. Finalmente, demonstraremos 

a redução do caso de grafos genéricos para o de grafos bipartidos, determinando 

assim um limite inferior de n( v413 ) para a complexidade aleatória. de propriedades 

monotônicas não-triviais de grafos ele ordem v. 

O mérito de Hajnal reside no seu Teorema 2.1.7 de empacotamento, que por si 

só já é urna contribuição interessante, e no fato de ter visualisa.do o uso conjunto 

desse teorema com a nova versão cio Teorema :2.3.4 para. provar o limite inferior para 

grafos bipartidos citado acima.. Com isso a clemonstra.çã.o para grafos genéricos fica 

extremamente simplificada. 

Se nos resultados do capítulo anterior havia um uso intenso do grau máximo 

;37 
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dos gratos considerados, este Capítulo 4 pode ser caracterizado pela sua ênfase no
uso do grau médio dos vértices dos gratos.

4.1 Modiâcação de uma técnica anterior

O Teorema 2.2.2, essencialmente devido a Yao 1441, concerne gratos em niin(P)
mininiaas com relação a <t/, nuas esse leRIa ])ode sei nlodlficado de forma (lue a
sua conclusão seja também válida para un] outro tipo de giafo de min(P). Esta
modificação foi proposta e provada por P. Hajnal em 1221. Este novo lema é um
dos ingredientes em sua prova do melhor' linlíte infeiioi conltec.ido anualmente para
a complexidade aleatória de pi'o])i'iedades monotânicas não-triviais. Vamos provar
aqui nesta seção inicial o lema de Hajnal.

Sabemos por um resultado anterior' bastante simples (Lema 2.1.5) que, dada

uma propriedade P C 7)t/,w, existe pelo n)ecos um giafo em tnin(P) U min(P')
com lw/2J ou mais vértices isolados ein t/. (Lembre (lue sempre temos u = IPI
e «, = IWI.)

Lema 4.1.1 .Se?a dada tlrlza pr'opr'leda(2c P C 7)t/.w. .S'tz/)o?z/}a quc c ; sZa pe/o Inclzos

"«. gra/o eln inin(P) co,n lu/2J o« «'is «.í7'Íáccs ís.l(.(l« el« (/. .S'cja G t'l« gra/"
17:inimaZ co«, relação a ::(. de«tl'e os g,'(@/o/os dc "iin(P) c.?l l«/2J ot' "'"ís t,értÍces
isolados. Etttão

'''p)*«-«l;,IÍ 4"(:h3'ÍTul
Demonstração

Basta modificam a deilionstiaç.ão do Teoieitla 2.3.4 collvenientemente. A seguir
assumimos fantiliaridade coili a demonstiaç.ão do Teoieina. 2.:i.4, e apenas descre-

vemos as modificações necessárias. O caso em (lue At/((-') $ 1(iílt/(G) é imedi-

ato pois sabemos que C'AI(P) ? u/2. Assina supostos (lue Au((;) ? 16du(G')-

Aqui começamos pondo u' = [u/41. Su])onha que t/ = {=O,gçl,...,a;u-l} com

os graus dos vértices z{ (0 $ i < u) satisfazendo d(zl) 5; d(z2) 5; .. $

d(..,) $ d(Zo) = At/(G), d(z«.) $ d(zi) P«:" "' < i< [u/21, ' 'Z(zi) : 0 pa-

ra [%/21 < { < u. Desta forma =;1 , . . . , i;u' têm os menor'es gl'aus possíveis dentre os

vértices enl {zO,a;l,z2,. . . ,=ru/2l-ll'
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dos grafos considerados, este Capítulo 4 pode ser caracterizado pela sua ênfase no 

uso do grau médio dos vértices dos grafos. 

4.1 Modificação de uma técnica anterior 

O Teorema 2.2.2, essencialmente devido a Yao [44], concerne grafos em min(P) 

minimais com relação a ~u, mas esse lema pode ser modificado de forma_ que a 

sua conclusão seja também válida para um outro tipo ele grafo de min( P). Esta 

modificação foi proposta e provada por P. Hajnal em [22]. Este novo lema é um 

dos ingredientes em sua prova do melhor limite inferior conhecido atualmente para 

a complexidade aleatória de propriedades monotônicas nã.o-triviais. Vamos provar 

aqui nesta seção inicial o lema de Hajnal. 

Sabemos por um resultado anterior bastante simples ( Lema 2.1.5) que, dada 

uma propriedade P E Pu,w, existe pelo menos um grafo em min(P) U min(P*) 

com lu/2J ou mais vértices isolados em U. (Lembre que sempre temos u = IUI 

e w = 1w1 .) 

Lema 4.1.1 Seja dada uma propriedade P E Pu,1-11. Suponha que e:i:isla pelo menos 

um grafo em min(P) com lu/2J ou mais vértices isolados em U. Seja G um grafo 

minimal com relação a ~u dent1'e os grafos de min(P) com lu/2J ou mais vértices 

isolados. Então 

> m~ --·--~------. CA'(P) , { u 1l 6u(G) - 8du(G) + 1} 
- 2' 4 8du( G) + l 

Demonstração 

Basta modificar a demon straç.ã.o elo Teorema. :2.3.4 convenientemente. A seguir 

assumimos familiaridade com a de monstra.ç.ã.o cio Teo re ma. :2.:3.LI , e apenas descre­

vemos as modificações necessárias . O caso em qu e 6u((,') S: 16du(G) é imedi­

ato pois sabemos que CA 1(P) 2: u/ 2. Assim supomos que 6u(G) 2: 16du(G). 

Aqui começamos pondo u' = fu/ 41, Suponha que li = {xo,x 1 , .. ,,xu-d com 

os graus dos vértices Xi (O S: i < u) satisfazendo d(:z;i) S: d(x 2 ) S: . . . S: 

d(xu,) S: d(xo) = 6u(G), d(xu,) S: cl(xi) para u' < i < fu/21, e d(xi) = Opa­

ra r u/21 s: i < 1l. Desta forma X ] ' ... ' :i:,,, têm os menores graus possíveis dentre os 

vértices em {xo ,x1,X2, ,,.,:J:r1L/'2l- !} -
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Note que d(zi) < 4ãu(G) pala todo l $ á $ "'. Pomos agora 7i} = 18au(G)J.
Obtemos G' a partir de G incluindo arestas incidentes nos vértices zO,zl, ' ' . ,zu''

como na demonstração do Teorema 2.3.4, para que todos esses vértices tenham grau
maior ou igual aAU(G) e estritamente menor que AU(G)+m. Gerimos um subgrafo
aleatório .H de G' tirando de G' os conjuntos de destas aleatól'ios WI. (0 $ { $ a').

Esses conjuntos aleatórios W'i's devem sei tais que IWíl = lz}, como na demonstração
original. Note que não alterámos as vizinhanças dos vértices zi([u/21 $ { < u),
portanto G' e # também têm pelo menos lu/2J vértices isolados. Na demonstração
do Teorema 2.3.4, o único ponto em que usamos o fato de que G é nliniinal com

relação a <u é quando plovamos (lue 17 g P. Isto continua valendo neste caso,
pois para qualquer J C min(P) temos que J g /7. De fato, se J C min(P)
e J não tem lu/2J vértices isolados, então como H tem pelo n)enos lu/2J vértices
isolados, claramente J gl H. Suponha então que exista J c min(P) com lu/2J
vértices isolados tal que J Ç #. Segue (lue J «., # . alas, por constitição, temos

que (; #u H e portanto (I' #:, J, o (late é uma contra(lição pois (; é minin]al cona

relação a <u dentre os grifos ein niin( P) com lu/2J vértices isolados. Assim, como P
é nlonotõnica crescente e pala todo J € min(/') vale ./ g /7 , temos (lue # # P. O

restante da demonstração é análogo à denlonstraç.ão do teorema original.
D

Note que, na demonstração, os véi vices ?il , . . . , ?;., não pi'ecisam necessai'iminente

ter grau positivo. Mais do (]ue isso, se ])ude]mos gaiantii un] número substancial-
mente grande de vértices iso]ados (além dos [t&/2] da hipótese), então podemos
eliminar o grau médio do denominador do enunciado. Ott seja, dada uma proprie-
dade P, se existir um giafo Go C tnin(P) com l3ü/4J Oli mais vél'vices isolados tal

que Go é minimal com relação a <., dente'e os gratos de ntin(P) com lu/2J ou mais
vértices isolados, então podemos facilmente modificam a demonstração anterior e ob-

ter (lue C'41(P) ? lnaxlu/2,u(At/(G) + 1)/8}. Ou seja, este resultado nos pe"mire
achar uin limite inferior para algumas ])lopliedades que tenham gratos minimais com

grau máximo alto, fazendo um c.ontia])oiro intelessailte com as técnicas do capítulo
anterior. Nossa intenção ao fazermos esta obsei vação foi nlostiai' uma modificação

])ossíve] do Teorema 2.3.4. Acreditamos (]lle a. obtençã.o de iiielltoles limites infe-

lioies pala a complexidade aleatói-ia (le l)iopiie(la(l( s eiii 7)t/.ty (e eventualmente
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Note que d(xi) < 4du(G) para todo 1 ~ i ~ u' . Pomos agora m = l8du(G)J. 

Obtemos G' a partir de G incluindo arestas incidentes nos vértices x0 , x1 , . .. , x,.,, 

como na demonstração do Teorema 2.3.4, para que todos esses vértices tenham grau 

maior ou igual a ~u(G) e estritamente menor que ~u(G)+m,. Geramos um subgrafo 

aleatório H de G' tirando de G' os conjuntos de arestas aleatórios W; (O :S i :S u'). 

Esses conjuntos aleatórios Wi's devem ser ta.is que IW;I = m , corno na demonstração 

original. Note que não alteramos as vizinhanças elos vértices x; (í u/21 :S i < u), 

portanto G' e H também têm pelo menos l u/2J vértices isolados. Na demonstração 

do Teorema 2.3.4, o único ponto em que usamos o fato de que G é minimal com 

relação a ~u é quando provamos que H (/-_ P. Isto continua. valendo neste caso, 

pois para qualquer J E min(P) temos que J <f:. H. De fato, se J E min(P) 

e J não tem lu/2J vértices isola.dos, entã.o como H tem pelo menos lu/2J vértices 

isolados, claramente J <f:. H . Suponha. então que exista. J E min(P) com lu/2J 
vértices isolados tal que J Ç H. Segue que J ~u H . Mas, por construç.ão, temos 

que G =Au H e portanto G -/:, 11 J, o que é urna. contra,cliçà.o pois G é minimal com 

relação a ~u dentre os grafos em min( P) com l u/'2 J vértices isola.dos. Assim, como P 

é monotônica crescente e para. todo J E min(P) val e .J <f:. H, temos que H rf. P. O 

restante <la demonstração é análogo à demonstração do teorema original. 

D 

Note que, na demonstração, os vértices v1 , ... , v,,, não precisam necessariamente 

ter grau positivo. Mais do que isso, se pudermos garantir um número substancial­

mente grande ele vértices isolados (além dos fu/21 da hipótese) , então podemos 

eliminar o grau médio do denominador cio enunciado. Ou seja, dada uma proprie­

dade P, se existir um grafo G0 E min( P) com l3u/4J ou mais vértices isolados tal 

que G0 é minimal com relação a ~u dentre os grafos de min(P) com lu/2J ou mais 

vértices isolados, então podemos facilmente modificar a demonstração anterior e ob­

ter que cA1(P) ~ max{ u/2, u(~u(G) + 1) / 8}. Ou seja, este resultado nos permite 

achar um limite inferior para alguma.5 propriedades que tenham grafos minimais com 

grau máximo alto, fazendo um contraponto interessante com as técnicas do capítulo 

anterior. Nossa intenção ao fazermos es ta. observação foi mostra r uma modificação 

possível do Teorema 2.3.4. Acreditamos que a obtenção el e melhores limites infe­

riores para a complexidade aleatória cl 0 propri eclaclPs e 111 Pu.w (e eventualmente 
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em Py), necessariamente passa por versões mais fortes desse teorema

4.2 Um resultado em empacotamento de gratos

Vamos demonstrar agora o item (ii) do Teorema 2.1.6 enunciado no Capítulo 2.
Para esta demonstração seguiremos a sugestão dada poi Hajnal em 1221 baseada
em resultados obtidos por Catlin j141. Enl seguida daremos uma demonstração do
Teorema 2.1.7 que melhora esse Teorema 2.1.6 (ii) com a introdução de gi'au médio.

Teorema 2.1.6 rÍO Se G,# C çu,w Au(G)Aw(#) + Aw(G)Au(#) $
maxlu, to}, então G e .# pode7n ser e71}pacotados c07no g7a/os bipartídos.

Demonstração
Sem perda de generalidade, ])odenlos supor (lue ü $ tp. Sejam (/' e W' conjuntos

disjuntos com IP'l = it/l = u e IW'l = IWI = tp, e considere H como un] grato

eln ÇUr.WÍ da forma natural. Pat'a pi'oval' (lup (I' e H podem sel' empacotados,
vamos mostrar que existelll bijeções / : (/ --, (/' e g : 14/ --, 14/' (l\le fornecem

tal empacotamento. Na vel'dade, ntonti'ai'erros (lue (dual(luel bijeção / entre U e U'
admite uma bijeção g conveniente

Fixe uma bijeção / : t/ --» U' aibitrái'ia. Defina o grato bipartido B/ com
bipartição (W, W") pondo a aresta ]:y enl .4(B/) onde =; C W e y € W' se e somente

se I'G(z) n .f''(I'x(Z/)) = a. Note q«e se {ziy. € ,4(B.f) : zi C t'r, y{ C W', l $ { $

w} é um einparelhamento perfeito enl B/, então g : I'r --» W' dada poi g(zí) = z/f
(l $ { 5; u)) é unia bijeção conto a procurada. Piovemos portanto que B/ contém
um empal'elhamento perfeito.

Lembrando que ów(B/) é o grau l)mínimo dos vértices de W no giafo B/,
e analogamente ów,(B/) é o grau mínimo dos vértices de W' em B.f, temos

q«e ów(B/) ? «, -- Aw(G)Au.(J7) e ów,(B.f) ? «' -- Aw,(#)z\t/(G). Assim,

nossa hipótese fornece ów(l?.í) + ów,(B.f) Z u). Mas, ])elo teorema de Hall (ver
Apêndice A para o enunciado deste teorema) isso gaiailte a existência de unl empa-
relhainento perfeito ein B/. De fato, seja a # .S' Ç 14/, e suponha poi absurdo que

j['B,(S)l < 1-çl. Então, se y € W' é un] vértice (luar(ltiei La] (lue g C W'x]'a,(.S) 7É O,
então w $ ów(B.f) + ów,(B.Í) $ 1l'B,(.S')l + IFB,(y)l < 1.S'l + IFB,(y)l $ '", ' q"e é
n 1» a rnn trnrl ;râ ,l

D
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em Pv ), necessariamente passa por versões mais fortes desse teorema. 

4.2 Um resultado em empacotamento de grafos 

Vamos demonstrar agora o item (ii) elo Teorema 2.1.6 enunciado no Capítulo 2. 

Para esta demonstração seguiremos a sugestão dada por Hajnal em [22) baseada 

em resultados obtidos por Catlin [14]. Em seguida daremos uma demonstração do 

Teorema 2.1.7 que melhora esse Teorema 2.1.6 (ii) com a introdução de grau médio. 

Teorema 2.1.6 (ii) Se G, H E 9u,w e llu(G)tlw(H) + tlw(G)tlv(H) < 
rnax{ u, w}, então G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos. 

Demonstração 

Sem perda de generalidade, podemos supor que 'll S w . Sejam U' e W' conjuntos 

disjuntos com IU'I = IUI = u e IW'I = IWI = w , e consid ere H corno um grafo 

em 9u,,w, da forma natural. Para provar que G e H podem ser empacotados, 

vamos mostrar que existem bijeç.ões f : li -; U' e g : W --+ W ' que fornecem 

tal empacotamento. Na verdade, montra.remos que qualquer bijeção f entre U e U' 

admite uma bijeção g conveniente. 

Fixe urna bijeção f : U ___, U' arbitrária.. Defina o grafo bipartido B J com 

bipartição (W, W') pondo a aresta xy em A( B f) onde :1: E W e y E W' se e somente 

se fa(x) n J- 1 (I'H(Y)) = 0. Note que se {:.z:iYi E A(B1): x; E \Ili , Yi E W', 1::; i::; 
w} é um emparelhamento perfeito em B1, então g: 11\I ---> W' dada por g(xi) = y; 

( 1 ::; i ~ w) é uma bijeção como a procura.da.. Provemos portanto que B f contém 

um emparelhamento perfeito. 

Lembrando que 8w(B1) é o grau mínimo dos vértices de W no grafo B1 , 

e analogamente 8w,(B1) é o grau mínimo dos vértices de W ' em B1, temos 

que 8w(B1) 2: w - llw(G)tlu,(H) e 8w,(B1) 2: w - llw,(H)tlu(G). Assim, 

nossa hipótese fornece 8w(B1) + 8w,(B1) 2: w. Mas, pelo teorema de Hall (ver 

Apêndice A para o enunciado deste teorema.) isso gara.11 te a existência de um empa­

relhamento perfeito em B1. De fato, seja. 0 =/= S Ç W , e suponha por absurdo que 

lfB/S)I < ISI . Então, se y E W' é um vértice qualquer tal que y E W',r a1 (S) =/= 0, 

então w S: 8w(B1) + 8w,(B1) S: 1ra/(S)I + 1ra1(Y)I < ISI + 1ra1(Y)I S: w , o que é 

urna contradição. 

o 
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O seguinte ]ema probabi]ístico sei'á fundamental abaixo. Este resultado segue
facilmente da desigualdade de HoeHding e é um lema extremamente útil da teoria
dos grandes desvios ein probabilidade. Uma boa deferência ])aia este resultado e
outros correlatos com aplicações combinatórias e à teoria da computação é j311. No
que segue os logaritmos são todos na base e

Lema 4.2.1 Sigam yl , y2, . . . , X, uar áz;cis aleatórias ndepende7zles satíõ!/azelzdo

O$H$ 1(1 $i$ n). Seja y = Ei'E. E?z ãa para todo 0 < f $ 1, te77zos

Íi) P(y 2(1+ OE(V)) $ expl-PE(}')/3},
ÍÍI) P(}' $ (1 - OE(}'')) $ exp{ f'E(}')/2}.

D

Um corolário imediato do Lema 4.2.1 (i) é o seguinte resultado

Lema 4.2.2 Stz/)on/}a que0 $ (1l,d2,. ..,(!,. $ 1, = 7t/54(1og7}+loglog?}), e qtze d =

7}-l :il:T di > 0. Sqa p < 1/3d. Bilião, sc .VI,X2,. . ., .X',. s(io uarícíueís aZeaÍórias

írldepende7ztes 0 -- 1 caril E(.Y{) = 7) (l $ i$ 1i.), Zc lias

p{ }:xi'z: ? «/21 $ ("i'g")-'/'.(i)

Demonstração
Podemos supor que p = 1/3d, ])ois o lado es(luerdo de (1) é c.larainen-

te crescente em p. Ponlla }'t ;: Xfdi/L (l $ { $ 11.) e seja y = Ei'n
Então E(y) = Z,'i }:j'E(x{)af = 7z/3L. Note (llle se' ( = 1/2 e >:j'Xidi ? 7}/2,

então y -- E(y) 2 ?t/21, 7t/:jl = ( E(y). Assin)

PI >ll:Xidí27}/2F $ Pll' E(}')2(E(}'')}
l

$ expi-?E(y)/3)}
expl-"/36Z,} («]og «)''/'

D

Para demonstrar o resultado de enll)a('otamei)to de flajnal, precisamos de uma
pequena variante do Leda 4.2.2, (lue segue facilmente (leste resultado. Denotanlos
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O seguinte lema probabilístico será fundamental abaixo . Este resultado segue 

facilmente da desigualdade de Hoeffding e é um lema extremamente útil da teoria 

dos grandes desvios em probabilidade. Urna boa referência para este resultado e 

outros correlatos com aplicações combinatórias e à teoria da computação é (31). No 

que segue os logaritmos são todos na base e. 

Lema 4.2.1 Sejam Y1 , Y2 , ... , Y, 1 varicíveis aleatórias independentes satisfazendo 

O S Y; S 1 ( 1 S i S n). Seja Y = I:i1 Y;. Entào para todo O < f S 1, temos 

(i) P(Y ~ (1 + {)E(Y)) S exp{-c2E(Y)/3}, 

(ii) P(Y S (1 - {)E(Y)) S exp{ -c2 E(Y)/2}. 

D 

Um corolário imediato do Lema 4.2.1 (i) é o seguinte resultado . 

Lema 4.2.2 Suponha que O S d1 , d2 , . . . , d11 S L = n/54(1ogn+log logn) , e que d= 
n- 1 I:f d; > O. Seja p S l / 3d. Enteio , se )(1, X2 , ... , .Y,, são variáveis aleatórias 

independentes O - l com E (X;) = JJ ( l '.S i '.S 11.), lemos 

Demonstração 

P{ t ..,'(jd; ~ n/2} S (nlogn)- 3 /'2_ 
1 

(1) 

Podemos supor que p = l/3d, poi s o lado esquerdo de (1) é claramen­

te crescente em p. Ponha Y; .= X ;d;/L {l S i S 11. ) e seja Y = I:;1 Y;. 

Então E(Y) = L-1 I:;1 E(X;)d; = n/3L. Note que s0 t = 1/2 e I:;1 X;d; 2:'. n/2, 

então Y - E(Y) ~ n/2L - n/3L = f E( Y ). Assim 

P{tx;d;~n/2} < P {Y- E(Y) ~cE(Y)} 
1 

< ex p{-E2 E(Y)/3)} 

exp{-n/36L} = (nlogn)-312 . 

D 

Para demonstrar o resultado el e emp acotamento el e Hajna.l , precisamos el e urn a 

pequen a variante cio Lem a 4 .2.2, qu e segue fa.cilrnentP deste res ultado. Denotamos 
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por lnl o conjunto {1,2,. . .,lL}. No que segue, se 0 $ k $ n, escrevemos Sk para

um subconjunto aleatório de ]n] de cardinalidade k, onde tais conjuntos são todos
considerados equiprováveis.

Corolário 4.2.3 Suponha quc 0 $ di,da,. ..,d« $ L = 7}/54(1og7} + loglogn) c

que =i = n'l E:l' di > 0. Sela J) 2 l zznz ír tcir'o colll 3ãZ) $ 1}. E7 Zãa

p{ .}l: 'z: 2 «/2} $ 2/«(i'g")'/:'ieS.o '

Demonstração
Sej«n XI , X2,

1)/«. Seja S = S(Xi,
Xi = 1}, e ponha Xs

, X,. variáveis aleatórias index)eildentes 0 -- 1 com
X2, . . . , X,.) o subconjunto aleatório de l7}l dado

= )1:íc.s di = >:i' .\'{(Zí. Luta.o

?«/21 = >1:p{.x.s?«/e l.sl=klp(l.s'l=' k-o

* -'".,*«.,,l;l,«''-«,"'"
? .-:/'o(2/n'?zy/'P(.Y.s. 2 7}/2),

P'(l - P)"'*}l: p(Xs. 2 "/2)k:o A

E(XÍ)
por .S

P

k)

onde a últilila desigualdade segue (la fóiinula de Stilling. Pelo Lema 4.2.2, temos
assim que

P(Xs, 2 ?}/2) $ e'/'o(n7}/2y/'(?i logv})';'/' $ 2/7i(log?})3/'

D

Agora podemos provam o teorema de en)pacoLainenLo de f]ajna]. Observe (lue a
denionstraç.ão deste teor'enla e ila iealJdade a apllc.a.ção (los l esultados piobabilísticos
anteriores à demonstração do item(ii) do Teoreitla 2.1.(i.

Teorema 4.2.4 Seja7n dados (;, H C çtl,}t/ c stl/)o?z/}a q?lí

Íi) u $ w $ 2%,

r 0 u(G)a.w(#) $ u/3,
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por [n] o conjunto {1,2, . .. ,n}. No que segue, se O~ k ~ n, escrevemos Sk para 

um subconjunto aleatório de [n] de cardinalidade k, onde tais conjuntos são todos 

considerados equiprováveis. 

Corolário4.2.3 Suponha que O~ d1 ,d2 , . .. ,d11 ~ L = n / 54(1ogn+loglogn) e 

que d= n-1 E;' d; > O. Seja D 2 1 um inteiro com 3dD ~ n. Então 

r{ -~ di 2 n/2} ~ 2/n(logn) 312
. 

tESv 

Demonstração 

Sejam X1,X2, ... ,X11 variáveis aleatórias independentes 0-1 com E(Xi) = p = 
D/n. Seja S = S(X1 , X 2 , ... , X,,) o subconjunto aleatório de [n] dado por S = {i: 

X;= 1}, e ponha Xs = LiES d;= I:~' X;d;. Cntà.o 

li 

L P{ ,,Ys 2 n/2 I !SI = /.: }P(ISI = k) 
k=O 

ÊP(Xsk 2 n/2)(:)1/(1- p)"-k 

> P(Xsv 2 n/2) (~)vD(l - p)'1-D 

> e-1/GD(2/1rn)1/2P(Xso 2 n/2), 

onde a última desigualdade segue da fórmula de St irlin g. Pelo Lema 4.2.2, temos 

assim que 

D 

Agora podemos provar o teorema ele empacotamento de Hajnal. Observe que a 

demonstraç.ão deste teorema é na realidade a ap li ca.<Jt0 dos res ultados probabilísticos 

anteriores à demonstração cio item (ii) do Teorema 2 .1 .ü. 

Teorema 4.2.4 Sejam dados G, H E Gu,w e suponha que 

(i) u ~ w ~ 2u, 

(ii) du(G)ó.w(H) ~ u/3, 
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rÍi0 ãu(#)Aw(G) $ u/3,
riuJ 6.u(G), Au(H) $ u/54(1og?l+ log;logra).

Então G e li podem ser etnpacotados conto grelos bipartidos, desde (lue u > 55

Demonstração
Consideramos U', W/ como na demonstração do Teorema 2.1.6 (ii), e para u-

ma bijeção / : P --, t/' consideramos novamente o grato bipartido B.f. Desta vez

mostramos que a lnaíoria das bijeções / são tais (lue B/ contém unl em})arelha-
mento perfeito. Mais precisantente, consideramos o conjunto B((/. (/') de todas as
bijeções / : t/ --, P' como unl espaço de plobabi]ida(]ps onde todas as bijeções são
equiplováveis. Afirnlanlos então (lue

P(/ é ta! que B/ tem um enlparelllanlento perfeito) 2 l 8(1og ll)''/' > 0,

de onde seguirá o nosso resultado. (Observe (lue 8(Ioga)'3/2 < 1 para u ? 55.)
Para a; € W U W', seja E, o evento {da/(z) < 7p/2}. Pela demonstração do
Teorema 2.1.6 (ii), é suficiente mostial que

P(E, ocorre para algum z C H/ U H/') $ 8(1og rl)'3/2,

ou ainda que para todo z C W U H/' temos P(E,) $ 2/71(Ioga)3/2. Para provar esta

última desigualdade, sela z C I' uin vértice fixo. Suponlla (lue (/' = {yl , y;) . . - l y' }

e sej» di = dH(g{) (l $ i$ %). Se 'ZB,(') < «'/2 e«tão '(,,/) = Eiaí : y{ c

/(I'c;(z))} > w/2 ? w/2. Mas, pelo (;oiolário 4.2.3, temos (lue

P(E,) P(dB,(z) < u'/2) 5; F'(s(z, /) 2 ?l/2) $ 2/'lt(log")'/:,

conto quenainos. O caso on(le :z; C [4// e aiia]ogo. e assim ('ol}(']ulnlos o resultado
D

As constantes na hipótese do lema adn)a são melhores (]lie a(luelas na versão ori-

ginal deste lema e ainda podem ser melhoradas. Por exemplo, ])odenlos substituir(i)

por K $ to = O(u), e os limites em(ii) e(iii) por(l -- OK/2 para qualquer ( > 0 fixo.
Para tanto, basta assumir que At/(G), At/(/7) $ u/C,' log?l para C' suficientemente

grande.
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(iii) du(H)6.w( G) ~ u/3, 

(iv) 6.u(G), 6.u(H) ~ u/54(1og1L + loglog1L). 

Então G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos, desde que u 2: 55. 

Demonstração 

Consideramos U', W' como na demonstração do Teorema 2.1.6 (ii), e para u­

ma bijeção J : U - U' consideramos novamente o grafo bipartido B f • Desta vez 

mostramos que a maioria das bijeções J são tais qu e B f contém um emparelha­

mento perfeito. Mais precisamente, consideramos o conjunto B( li , U') de todas as 

bijeções J: U - U' corno um espaço ele proba.bilidacles onde todas as bijeções são 

equiprováveis. Afirmamos então qu e 

P(f é tal que B1 tem um emparelhamento perfeito) 2: 1 - 8( logu)-3
/

2 > O, 

de onde seguirá o nosso resultado. (Observe que 8(logu)-312 < 1 para u 2: 55.) 

Para x E W U W', seja Ex o evento {<1B1(:i:) < w/2}. Pela demonstração do 

Teorema 2.1.6 (ii) , é suficiente mostrar qu e 

P( Ex ocorre para algum x E M1 U W') ~ 8( 1 og u )-312, 

ou ainda que para todo x E W U W' temos P(Ex) ~ 2/u(logu)312 . Para provar esta 

última desigualdade, seja x E W um vértice fixo. Suponha que U' = {y~ , y; , ... , y~} 

e seja di = dH(YD (1 ~ i ~ u). Se clB1 (x) < w/2 então 8(:1:, J) = I:;{di: Yi E 

f(f a(x))} > w/2 2: u/2. Mas, pelo Corolário 4 .2.3, temos qu e 

como queríamos . O caso onde :i: E \,11' é a nálogo. e ass im conc luím os o resultado. 

o 

As constantes na hipótese do lem a acima são melhores qu e aquelas na versão ori­

ginal deste lema e ainda podem ser melhoradas. Por exemplo, podemos substituir (i) 

por u ~ w = O(u), e os limites em (ii) e (iii) por (l-f)u/2 para qualquer f > O fixo. 

Para tanto, basta assumir que 6.u(G), 6.u(H) ~ 1L / C log1L para C suficientemente 

grande. 
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4.3 Preliminares para o resultado mais recente

Nesta senão e na próxima, os gratos bipartidos considerados pertencerão a Çu.w
onde IPI = fu/21, 1WI = lu/2J e u C N. Observe que, neste caso, tem-se ãt/(G) $
ã(G) $ ãw(G).

Vamos definir a seguir dois gratos que serão usados ao longo desta seção.

Definição 4.3.1 Seja dada u17}a propr edadc P C 7)u.w, e sup07z/}a quc min(P)
fen/za um gra/o com pe/o «ledos lu/2J «érfíces iso/idos elz {/. Então

ra) escoe?,erros Gp para ?'ll} gra/o (/c nlin(P) q«í' (: ,}lí? íl? al coll} re/ação a :(.,

de ztre os gra/os dc min(P) caIR pelo mel os lu/2J T,ór'ticcs íso/a(los ezl U,

rZ,) escrevemos Xp para u"} g7'a/o de «iin(P*) 7«inílrta/ co«. .'elaçã. « <., .
Apesar de (JP e .r7p pertencerem a Çc/,n/) (quando necessái'io, ])ara niaioi' clareza

vamos denotar as classes de Gp pol (/(; e IV(; e as de Hp poi' {.ím e I'rn . Introduzimos

agora uma nova noção envolvendo empacotamentos. No (1ue segue fixamos uma
propriedade P C 7)u,w, onde {/ e W são como acima.

Sej-«l Gp = G(P) e #p = #(P) co«lo «a defi«ição .,«tenor. Vai«os definir

conjuntos t/o Ç Ua, Wo Ç Wa, {/Ó Ç UW, Wlá Ç H/W e un] em])acatamento entre os
subgrafos que esses conjuntos induzem em Gp e .#p. (Veja as figuras na próxima

página.) Tome Uo Ç Ua colho um conjunto de lu/2J vértices isolados ein Gp-
Tome Wo Ç WC com lw/8ã(Z)J vértices em TVa. de grau maior possível em Gp
Tome Wé Ç WH cona lto/8d(H)J vértices de I'rW de gi'au menor possível em Xp

Tome Ut; Ç UX como o cç)njunto dos vizinhos de I't''Ó eii] HT' mais uma certa (quanti-
dade de vértices de Uw de nlaioi' grau possível em Hp. (le foitila (lue (/Ó tenha lu/2J
vértices. (Iremos provam que a vizinhança de I'l/t; teiii iio tiláxiino l?t/4J elementos,

e portanto il/ó terá pelo menos la/41 vértices de grau alto.)
Seja (;o o subgrafo (;plt/oUWol de (;p induzido ])elo conjunto de vértices UoUWo

em Gp. Seja .17o o subgrafo -#plt/éUWZI de Xp induzido por Ut;UWo eln Hp. Observe
que 4(Go) é vazio, logo Go e Ho podem ser empacotados como grifos bipartidos,
onde consideramos Xo e Go como giafos bipartidos c.om a bipartição natural.

Definição 4.3.2 .Segui do a 7zotação acá71ta, c/lrzl?!azllr9s (!í pré-empacotamento
de (;p e Hp Q unl elnpacotal \el\to (le (.;o (. Hu
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4.3 Preliminares para o resultado mais recente 

Nesta seção e na próxima, os grafos bipartidos considerados pertencerão a 9u,w 

onde IUI = fv/ 21, IWI = lv/2J e v EN. Observe que, neste caso, tem-se du(G) ~ 

d(G) ~ dw(G). 

Vamos definir a seguir dois grafos que serão usados ao longo desta seção. 

Definição 4.3.1 Seja dada uma propriedade P E Pu,w , e suponha que n1in(P) 

tenha um grafo com pelo menos l u/2 J vértices isolados em li. Então 

(a) escrevemos Gp para um grafo de min( P) que é minimal com relaçâo a ~u 

dentre os grafos de min( P) com pelo menos l u/2 J vért.iccs isolados em U, 

(b) esc1·evemos H p para um grafo de min(P*) minimal com relação a ~w. 

Apesar de G p e H p pertencerem a Çu,w, quando necessário, para maior clareza 

vamos denotar as classes de Gp por Uc; e Wc; e as de Hp por UH e WJ-1. Introduzimos 

agora urna nova noção envolvendo empacotamentos. No que segue fixamos urna 

propriedade P E Pu,w, onde l! e W são como acima .. 

Sejam Gp = G(P) e Hp = H(P) corno na definição anterior . Vamos definir 

conjuntos Uo Ç Ua, W0 Ç Wc;, UI; Ç UH, vVó Ç W1-1 e um empacotamento entre os 

subgrafos que esses conjuntos induzem em Gp e Hp. (Veja as figuras na próxima 

página.) Tome Uo Ç Ua como um conjunto de lu/2J vértices isolados em Gp. 

Tome Wo Ç Wc com l w/8d(H)J vértices em Wc; de grau maior possível em G p. 

Torne Wó Ç W1-1 com lw/8d(H)J vértices de HIH ele grau menor possível em Hp. 

Tome UI; Ç UH como o cpnjunto dos vizinhos de Wó em H p ma.is uma certa quanti­

dade de vértices de UH de maior grau possível em H p, d0 forma qu e UI; tenha l u/2J 
vértices. (Iremos provar que a vizinhança de Wó te111 110 111á.ximo lu/4J elementos, 

e portanto UI; terá pelo menos lu/4J vértices de grau alto.) 

Seja Go o sub grafo G p[UoUWo] de Gp induzido pelo conjunto de vértices UoUWo 

em Gp. Seja Ho o subgrafo Hp[UóUWó] de H p induzido por UóUW/; em Hp. Observe 

que A( Go) é vazio, logo Go e H o podem ser empacotados corno grafos bipartidos, 

onde consideramos H0 e G0 como grafos bipartidos com a bipartição natural. 

Definição 4.3.2 .5eguindo a notaçâ.o acima , chamamos df pré-empacotamento 

de Gp e Hp a um empacotamento de Go e Ho . 
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}1

Go = Glt/o U Wol
H''i

GIUI UI'ril

Figura 4.1: Grato G = GP

WZn'Í
Xo U tVZ] H: = XIUÍ U m''ÍI

Figura 4.2: (;l'afo X = J7p
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Wo W1 
Go = G[Uo U Wo] G1 = G[U1 u W1] 

Figura 4.1: Grafo G = Gp 

U' o 

Wo 
Ho = H[U0 U Wó] 

U{ 

W' 1 

H1 = H[U{ u W{] 

Fig;ura 4.2: Grafo H = H p 

45 
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Sej«n U] = Uc - Uo, WI = Wa -. Wo, U{ = t/ -. UÓ e H'{ = Ww -. Wg.
Denotamos por (;i o subgrafo aFlUI U Wil de Gp induzido por t/l U T'ri em Gp.
Finalmente, seja -ai o subgrafo Xpl{,Í{ U Pt/{l de #p induzido })or U{ U W{ em #p.

Na demonstração do Caso 2 do Teorema 3.3.3, utilizamos um aitiü'cio seme-
lhante ao do pré-empacotanlento: tínhamos dois giafos G' C ntin(P) e J7 C min(P'),

identificávainos f©/21 vértices isolados de G' com os de grau maior possível de #,

definíamos os subgrafos G; e Xi induzidos pelos vértices restantes e encontrávamos
um empacotamento de G{ e XI , e conseqüentelnente um empacotamento de G' e #
O procedimento adorado aqui será semelhante, com a diferença de que definimos
pré-empacotamento apenas pal'a os gl'aros bi])aitidos G'P e #p como os da, Defi-
nição 4.3.1.

Lema 4.3.3 Se/a dada Mina prop7áedadc P C 7'u.w, e lol?le (; = (;(P) e H = f7(P)

colllo na De$nição ,4.3.i. Co?lstrtLa Go, Ho, (;\ e Ht colho aci?lla.

ÍO Se existe um empacotame7zto de (l;i e #] então este empacotanlcnto mais um
pré-empacotamel-Lto de G e H Jorntunt un\ ell\pücotalnento de G e H

(ii) Telhas que'aÇH) > \ l4, e pol't.al\to \l.l\Üçn ) <. \ul'z

r i) Tem« q« Auf(#t) $ 4d(H).

r tl) Ternos q?ze Aw.(GI) $ 8(!((;)d(H).

Demonstração
(i) Como não existem ai'estro ente'e t/o e kT/i, nen] tão pouco entre U{ e Wé, a

.e .... , ,;. Á ;.n Dfl ; n t n
[oa LA l&lwywv v x vuA www«

(ii) Suponha o contrário. Então vale que 1/4 ? a(#) ? au(#) = 14(#)l/w
e portanto l.4o7)l $ K/4. Como it/ól = lti/2J, todas as giestas de # têm neste
caso uma, ])onça em t/o. Assim, os vértices em (/l são isolados e o giafo HI não
tens arestas. Logo, existe enlpacotanlento de /7t e (z 1. Mas pelo tten) anterior,
também existirá empacotanlento de (; e H, o (ltie coiitiadiz o Lema 2.1.3 (ii) uma

vez que G C P e .# € P'. Assim ?p/8ã(H) < w/2.
(iii) Vamos primeiramente pl'oval que AwH(#) $ 2d(#). Suponha que e

xisto zo C WZ hall que dH(zo) > 2ã(.ü). Como t'Vé tem os vértices de menor
grau em #, todos os vértices de T'rÍ teimo grau nlaioi (lue 2d(H). Observe ain-
da que IWI'l = w lu/8ã(Z)J e portanto pelo item anterior temos que IW/{l > w/2.
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Sejam U1 = Ua '- Uo, W1 = Wc '- Wo, U{ = UH '- ub e W{ = WH 'wb . 
Denotamos por G1 o subgrafo Gp[U1 U W1 ] de Gp induzido por U1 U W1 em Gp. 

Finalmente, seja H 1 o subgrafo H p[U{ U W{] de H p induzido por U{ U W{ em H p. 

Na demonstração do Caso 2 do Teorema 3.3 .3 , utilizamos um artifício seme­

lhante ao do pré-empacotamento: tínhamos dois grafos G' E min(P) e H E min(P*), 

identificávamos I u/21 vértices isolados de G' com os de grau maior possível de H, 

definíamos os sub grafos Gi e H 1 induzidos pelos vértices restantes e encontrávamos 

um empacotamento de Gi e H 1 , e conseqüentemente um empacotamento de G' e H. 

O procedimento adotado aqui será semelhante, com a diferença de que definimos 

pré-empacotamento apenas para os grafos bipartidos C,'p e H p como os da Defi­

nição 4.3.1. 

Lema 4.3.3 Seja dada uma propriedade P E Pu,w, e tome C,' = G(P) e H = H(P) 

como na Definição 4, 3 .J. Construa Go, Ho , (,' 1 e H1 como acima. 

(i) S e existe um empacotamento de G 1 e H 1 então este empacotarnento mais um 

pré-empacotamento de G e H f armam um empacotamento de G e H . 

(ii) Temos que d(H) > 1/4, e JJ01'tanto w / 8d(H) < w/2 . 

(iii) Temos que liv: ( H 1 ) ~ 4d( H). 

(iv) Temos que 6.w1 ( G i) ~ 8d( G)d( H). 

Demonstração 

(i) Como não existem arestas entre U0 e W1 , nem tão pouco entre U{ e Wó, a 

afirmação é imediata. 

(ii) Suponha o contrário. Então vale que 1/4 2: d(H) 2: du(H) = IA(H)l/u 

e portanto IA(H)I ~ u/ 4. Corno IUcil = ln/2J, todas as a.restas de H têm neste 

caso uma ponta em Ub· Assim, os vértices em li{ são isolados e o grafo H1 não 

tem arestas. Logo , existe empacotamento de H 1 e C: 1 • Mas pelo item anterior, 

também existirá empacotamento ele G e H , o qu e e.outra.d iz o Lema 2.1.3 (ii) uma 

vez que G E P e H E P* . Assim w/8d(H) < w/'2. 

(iii) Vamos primeiramente provar qu e 6.wJ(H) ~ 2d(H). Suponha que e­

xista x0 E Wb tal que dH(x0 ) > 2d(H). Como Wb tem os vértices de menor 

grau em H, todos os vértices de W{ terão grau maior que 2d(H) . Observe ain­

da que IW{I = w - lu/8d(H)J e portanto pelo item anterior temos que IW{I > w/2. 
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Mas isso é uma contradição, bastando notar que l.A(X)1 2: dH(zo) + E,Cw{ dH(z) >
2ã(-K)(i + IWI'l) > 2iKn')(i + ««/2) > 1.4(X)l.

Tendo provado que a.w.'(.#) $ 2a(X), temos que jl'H(WZ)l $ 2ã(X)IWZI =
2a(#)lw/8a(#)J $ w/4 $ ?&/4. Ou seja, a vizinhança de Wg tem no máximo lu/4J
vértices e portanto UÓ tem pelo menos lu/4J dos vértices em UH de maior grau
possível em #

Finalmente, podemos denlonstrai que Au{(J71) $ 4d(#). De fato, observe que
se existisse algum a; € P{ tal que d(z) > 4ã(.ü), então, como t/é -. I'(WZ) tem pelo

menos lu/4J dos vértices de UH com grau maior que o de z em /7, vale que l.A(Z)1 2

dH(Z)+E,eUé.F(Wg) dH(y) > 4ã(#)(I+It/é~ I'(WZ)1) 2 4a(#)(I+ LU/4J) 2 1Á(#)I.
Temos assim uma con tradição.

(iv) Suponha poi absui'do (lue AI,r.(G't) > 8ã((-')ã(/7). Seja y € Wi tal
que da.(y) = Aw.(GI). (l;omo Wo tem ltl,/8d( /7)J (lo- véi'vices edil Wa com grau

maior possível ein G, teienlos l,4(C)1 2 da(y) + E«Cbt. dG(a:) > 8(/((;)d(#)(l +

lto/82(X)J) ? ã(a)(i + .«) ? IÁ(a)l, o que é uma co"tradição.
D

4.4 O resultado mais recente: C'4'(P) = Q(u'/*)

Vadios apoia denionstrai o melltoi limite infeiioi (.oilhecido pala a complexidade

aleatória de pi'opi'iedades monotõiiicas não-triviais de giafos bi])ai'tidos. Enl geral,
e aqui em particular, ])rocui'a-se optei piinleiio a denionstiação do caso de gratos
bipartidos, pois assim a demonstração ])ala giafos genéricos fica restrita a uma
simples redução. E compreensível portanto a observação de Yao em 1441 que o
próximo passo no estudo deste assunto selva a demonstl'ação de (lue C'4Í(P) = Q(u2)
para qualquer P C Pu.w.

Teorema 4.4.1 S'eja P C 7)u.w u]z a /)ro/) íc(/a.(/f ?iozzr]/.ól&íca 7 íio-zríi;íal de' gr(gos

ipartidos eDIl Z,iprzrlição ({/, W). al!(/f llrl = ?1 = [{,/Z] f ]t't/] = u, = ]u/2J. l tão

t;aZe q7tc CJI(P) ? u'/'/18 prz7'a ?l 2 6 x 10u

Demonstração
Podemos supor que min(P) tem um grato com pelo menos lu/21 vértices isola-

dos em t/. De fato, pelo Lema 2.1.4, se niin(P) não tivesse tal glafo, então min(P*)
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Mas isso é uma contradição, bastando notar que IA(H)I 2 dH(xo) + LxEW{ dH(x) > 

2d(H)(l + IW{I) > 2d(H)(l + w/2) > IA(H)I. 

Tendo provado que flw~(H) ~ 2d(H), temos que lf H(Wó)I ~ 2d(H) IWól = 
2d(H)lw/8d(H)J ~ w/4 ~ u/4. Ou seja, a vizinhança. de Wó tem no máximo lu/4J 
vértices e portanto Uó tem pelo menos lu/4J dos vértices em UH de maior grau 

possível em H. 

Finalmente, podemos demonstrar que flu:(H 1 ) ~ 4d(H). De fato, observe que 

se existisse algum x E U{ tal que d(x) > 4d(H), então, como Uó, f(Wó) tem pelo 

menos lu/4J dos vértices de UH com grau maior que o de x em H, vale que IA(H)l 2: 

dH(X) + LyEUó,r(Wó) dH(Y) > 4d( H)(l + 1 Uó, r(Wó)I) 2: 4d( H)( 1 + l u/4J) 2 IA(H)I. 

Temos assim urna contradição. 

(iv) Suponha. por absurdo que 6w 1 (G 1 ) > Hd((,')d( H ). Seja. y E W1 tal 

que dc1 (y) = tlw1 (GJ). Como Wo tem lw/8d( H )j dos vértires em Wc; com grau 

maior possível em G, teremos IA(G)I 2 dc;(y) + I: 1,E 11 -
0 

dc;(.1:) > 8d(G)d(H)( l + 
lw/8d(H)J) 2 d(G)(l + w) 2 IA(G)I , o que é uma contradição. 

o 

4.4 O resultado mais recente: cA 1(P) = n( v 413) 

Vamos agora demonstrar o melhor limite inferior conhecido para. a. complexidade 

aleatória de propriedades monotônicas não-trivia.is de grafos bipart idos. Em geral, 

e aqui em particular, procura-se obter primeiro a clelllonslraç.ã.o do caso de grafos 

bipartidos, pois assim a demonstração para. grafos genéricos fica. restrita a uma 

simples redução. É compreensível porta.n to a observação de Yao em [44] que o 

próximo passo no estudo deste assunto seria a clemonstraç.ão ele que cA 1(P) = n( v2 ) 

para qualquer P E Pu,w. 

Teorema 4.4.1 Seja P E Pu,w uma pro7n·ú:drulc monol.ónica nâo- 1.rivial de grafos 

bipartidos com bipartição (U, W), onde IUI = u = fv/ '21 e p,111 = w = lv/2J . Entâo 

vale que cA1(P) 2 u413 /18 J)Cl1'lL 'll 2 6 X 109 . 

Demonstração 

Podemos supor que min( P) tem um grafo com pelo menos l u/2 J vértices isola~ 

dos em U. De fato, pelo Lema 2.1.4, se min(P) não tivesse tal grafo, então min(P*) 
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teria um grato desse tipo e poderíamos fazer a demonstração com P', já que P
e P* têm as mesmas complexidades. Sejam G = G(P) e .# = #(P) como na

Definição 4.3.1. Vamos verificar três casos.
Caso ]. a(G) ou ã(#) é maior ou igual a u'/3/4.

Neste caso, podemos usar o Teorema 2.2.2 (ii) e concluímos que C'AI(P) 2
u4la 14

Caso 2. O Caso l não vale, e Au(G) ou Aw(#) é maior ou igual a 2112/3/3.

Suponha que a.u(G) 2 2H2/3/3. Podemos usar o Lema 4.1.1 e obtemos

C''(P) 2 ; ' 2" /'/3.'Z2u'/' + 1 . u4/3 . 3«'/' - 9 + 9/2"'/' 2 «-/'/18,

a última desigualdade valendo para ?& ? 103

A demonstração é análoga para o caso em que Aw(/7) 2 2?z2/3/3, bastando
usei o Teor'ema 2.3.4 cona relação à quase-oi'dem <u,.

(.;aso 3. Temos que ã(G),a(#) < u'/;/4 e at/(G), AU(H ) < 2l':/3/3.
Sejam Go, Xo, (;i e .171 como na Deflniç.ão 4.i3.2 de pré-empacotamento. Va-

mos verificar as condições do Teoienia 4.2.4 pala (;i e XI, (lue têm classes de
vértices t/l,Wi e U:, WI/ respectivamente. OI)servenios agora os seguintes fatos.

(i) Por hipótese, temos que it/ll = fu/21 e IWll = u, -- lw/8ã(#)J. Pelo
Lema 4.3.3 (ii), temos w/8ã(#) < w/2 $ u/2. Portanto vale que IUll $ 1W/il $
2lUll.

({{) Observe que ãu(G) $ ã(G) < ?1'/'/4 e portanto l.4(a)l < u'/3/4
Sendo assim, temos (lue dt/.((.'i) < u4/3/4f?l/21 $ 11i/a/2. Aléns disso, co-
mo XI é subgrafo de /7, vale (lue Z\n,r(#l) $ Aw(/7) < 2u2/3/:3. Portanto vale

que ãu. (GI)Awr(]7i) $ H/3.

(ii{) Analogamente ao item anterior, obtemos (lue dU{(HI) < ?li/3/2. Pelo
Lema 4.3.3(iv), vale que Aw:(GI) $ 8ã(a)ã(JÍ), e poi'tanto por hipótese temos(lue

a.w.(Gi) < u'/'/2. Obtemos então que ãuf(#])Aw.(GI) $ t'/4.
(íü) Por hipótese, temos Au,(GI) $ Au(G) $ 2u2/3/3 $ [u/21/54(1ogrw/21 +

loglogfa/2]), a última desigualdade sendo válida para ll 2 6 x 100
Pelo Lema 4.3.3 (iii), temos .Ãt/Í(#i) $ 4ã(#) $ ?1l/a $ fu/21/54(logra/21 +

loglogru/21), a última desigualdade sendo válida pai-a ?l > 5 x 104

Por ({), (ii), (íií) e (iu), provaiilos (lue (;i e Ht satisfazem as condições do

Teorema 4.2.4 e portanto podem se] empacotados. Mas pelo Lema 4.3.3 (i) temos
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teria um grafo desse tipo e poderíamos fazer a demonstração com P*, já que P 

e P* têm as mesmas complexidades. Sejam G = G( P) e H = H ( P) como na 

Definição 4.3.1. Vamos verificar três casos. 

Caso 1. d(G) ou d(H) é maior ou igual a u1l3 /4. 

Neste caso, podemos usar o Teorema 2.2.2 (ii) e concluímos que c.A 1(P) > 

u4/3 /4. 
Caso 2. O Caso 1 não vale, e 6.u(G) ou 6.w(H) é maior ou igual a. 2u2l3/3. ­

Suponha que 6.u( G) 2'._ 2u2l3 /3. Podemos usar o Lema. 4.1.1 e obtemos 

c.Al(P) > ~. 2u2/3/3 - 2ul/3 + 1 = u4/3 . 3ul/3 - 9 + 9/2ul/3 > u4 / 3 jl 8 

- 4 2u1/ 3 + 1 18 21t 1/ 3 +} - ' 

a última desigualdade valendo para u 2'._ 103. 

A demonstração é análoga para. o caso em que 6.w( H) 2'._ 2u2l 3 / 3, bastando 

usar o Teorema 2.3.4 com relação à quase-ordem ~w. 

Caso 3. Temos que d(G),d(H) < ·u1l 3 / 4 e 6.u(G), 6.u(H) < '2u2l3 /3. 

Sejam G0 , H0 , G1 e H 1 como na. Definição 4.;3.2 de pré-empacotamento. Va­

mos verificar as condições do Teorema 4.2.4 para G 1 e H 1 , que têm classes de 

vértices U1, W1 e U{, W{ respectiva.mente. Observemos a.gora os seguintes fatos. 

(i) Por hipótese, ternos que IU1I = r u/21 e IW1I = w - lw/8d(H)J. Pelo 

Lema 4.3.3 (ii), ternos w/8d(H) < w/2 < u/2. Portanto vale que IU1I :S IW1I :S 

2IU1l-
(ii) Observe que du(G) < d(G) < u 1l 3 /4 e portanto IA(G) I < u4l 3 /4. 

Sendo assim, temos que du,(Gi) < ·u413 /4fu/2l :S u 1/ :3; 2. Além disso, co­

rno H1 é subgrafo de H, vale que 6.w:(H1 ) :S 6.w(H) < 2u2l 3 /:3 . Portanto vale 

que du1 (G1)6.w:(H1) :S u/3. 

(iii) Analogamente ao item anterior, obtemos que du,(Hi) < u 1l 3 /2. Pelo 
1 

Lema 4.3.3 (iv), vale que 6.w
1 
(G1 ) :S 8d(G)d(H) , e portanto por hipótese ternos que 

6.w1 (Gi) < u2l 3 /2. Obtemos então que du:(H1)6.w1 (Gi) :S u/4. 

(iv) Por hipótese, temos 6.u1 (G1) :S 6.u(G) :S 2u2l3 /3 :S fu/2l/54(1ogfu/2l + 
loglogf u/21), a última desigualdade sendo válida. para. u ~ 6 x 109 . 

Pelo Lema 4.3.3 (iii), ternos 6.u;(H1 ) :S 4d(H) :S u1 l 3 :S fu/2l/54(1ogfu/2l + 
loglogfu/21), a tÍltima desigualdade sendo válida para. ·u ~ 5 X 104 . 

Por (i), (ii), (iii) e (iv), prova.mos que (,' 1 e H1 satisfazem as condições do 

Teorema 4 .2.4 e portanto podem ser empacota.dos. Ma.s pelo Lema 4.3.3 (i) ternos 
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que neste caso G e # também podem ser empacotados, contradizendo o fato de
que G C P e # C P*

D

Vamos demonstrar aqui a existência de um certo grato para a propriedade P
dada na DeÊnição 3.2.3, que auxiliará na redução do problema de propriedades de

gratos genéricos a um problema de gratos bipartidos. A demonstração faz uso de
um algoritmo do tipo guloso que dado um certo grato G tem como objetivo obter
um conjunto independente em G. Unl conjunto de vértices contendo esse conjunto
independente irá induzir um subgrafo enl (7' com as ])t'opriedades necessárias para
que esse subgrafo possa ser usado na demonstração do Teorema 4.4.3.

Lema 4.4.2 Sda P C PV ?ll?ia prop7'iedade laZ qtlc co(P) $ [u/21. 5'da G C
«in(P). Então existe co«junto (/ Ç }' co«} it/l = Í«/21 ta/ que sc tom-«.os P
como na l)e$nÍção 3.2.3, ezltão cziste H C min(P) ta/ quf

ÍO z\(x) $ 4ã(a);
rí0 # 'e,« pe/o mero. l«/i6a(a)J «é,íic« í«/«d".

Demonstração
Qualquer subconjunto t/ = Uo de y de tamanho u = fu/21 é tal que o subgra-

fo (.;]yo] de G induzido por Vo tem a propriedade P Ç Çyo . Portanto min(F') contém
um elemento que é subgrafo de GIUol. Sendo assim, é suficiente mostram (]ue para

um Uo apropriado, vale que GIUol tem as pior)piedades (i) e (ii), pois claramente
neste caso, qua]quer J C min(É') ta] que J Ç GIUol sela tal que A(J) $ 4a(G) e J
conterá pelo menos lu/16ã(G)J vértices isolados. Poi simplicidade, ponha ã = li(G).

Construa um conjunto X Ç v, esco]]tendo lu/]6ãJ vél'tices eni }'' através do
algoritino guloso a seguir. Inicialmente, })onça Xo = a e Go = (;. Pegue un]
vértice zi C y(Go) de grau mínimo ein Go e ponha-o en] Xo, obtendo o conjun-
to XI = XoUlzl}. Tire esse vértice e os vértices em sua vizinhança de Go, obtendo o

grato GI = Go\({zilUI'G. (zl)). Escolha um vértice z2 de grau mínimo em GI e co-
loque ein Xi, obtendo X2 = XiUÍz2l::Ízi,z2}. Retire esse vértice e os vértices em
sua vizinhança de Gi, obtendo o grato G2 = GI x({z2lUI'G.(z2)). Suponha que con-
tinuando este processo, obtemos uma seqiiência de c.onjuntos de vértices a = Xo Ç

Xi ç X2 ç ... ç Xi-l com Xj = {zl,z2,...,z,} Ç V(0 $ .j < i), e uma seqüência
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que neste caso G e H também podem ser empacotados, contradizendo o fato de 

que G E P e H E P*. 

o 

Vamos demonstrar aqui a existência de um certo grafo para a propriedade P 
dada na Definição 3.2.3, que auxiliará na redução cio problema ele propriedades de 

grafos genéricos a um problema de grafos bipartidos. A demonstração faz uso de 

um algoritmo do tipo guloso que dado um certo grafo G tem como objetivo obter 

um conjunto independente em G. Um conjunto de vértices contendo esse conjunto 

independente irá induzir um subgrafo em G com as propriedades necessárias para 

que esse subgrafo possa ser usa.do na. demonstração do Teorema. 4.4.3. 

Lema 4.4.2 Seja P E Pv uma prop1·iedade tal que co( P) :S f v /21- Seja G E 

min( P). Então existe conjunto u ç V com 1 [/ 1 = r V /21 tal que se tomarmos p 
como na Definição 3.2.3, então existe H E min( ?) tal que 

(i) 6.(H) :S 4d(G); 

(ii) H tem pelo menos lv/16d(G)J vértices isolados. 

Demonstração 

Qualquer subconjunto U = V0 de V de tamanho u = f v/21 é tal que o subgra­

fo G[V0] de G induzido por Votem a. propriedade P Ç Çy0
• Portanto min(P) contém 

um elemento que é subgrafo de G[Vo] . Sendo assim, é suficiente mostrar que para 

um Vo apropriado, vale que G[Vo] tem as propriedades (i) e (ii), pois claramente 

neste caso, qualquer J E min(P) tal qu e J Ç G[V0] será tal que 6.(J) :S 4d(G) e J 

conterá pelo menos lv/16d(G)J vértices isolados. Por simplicid ade, ponha d= d(G). 

Construa. um conjunto X Ç V, escolhendo lv/1Gdj vértices em V at ravés do 

algoritmo guloso a seguir. Inicialmente, ponha X 0 = 0 e G0 = G. Pegue um 

vértice x1 E V(Go) de grau mínimo em G0 e ponha-o em X0 , obtendo o conjun­

to X 1 = X 0 U{xi} . Tire esse vértice e os vértices em sua vizinhança ele G0 , obtendo o 

grafo G 1 = G0 ,( {xi}Ufa0 (xi)). Escolha um vértice x 2 de grau mínimo em G 1 eco­

loque em X 1, obtendo X2 = X 1 U{x2} = {x1 ,x2}. Retireessevérticeeosvérticesem 

sua vizinhança de G1 , obtendo o grafo G2 = G 1 ,( {x2}Uf c;1 (:i:2)). Suponha. que con­

tinuando este processo, obtemos uma seq üênci a de conjuntos de vértices 0 = X0 ç; 

X1 Ç X2 Ç .. . Ç Xi-l com X 1 = {x 1 , :i: 2 , •. . , :i:1} Ç V (O :S j < i), e urna seqiiência 
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de gratos G = Go 2 Gi 2 G2 2 . . . 2 Gi--i com Gj = Gj-i -. ({zj} U I'c,.. (zj)) =

G ~ (Xj U I'a(Xj)) (l $ .j < {). Caso IXi--il = lu/16ãl , termo"amos este processo e

pomos X = Xi.i. Caso ]Xi-i] < ]u/16d] e ll'(Gi-l)l = 0, abordamos este processo.
Caso [V(Gi-i)1 2 ] e ]Xi-i] < ]u/16d] , escolhemos uin vértice zi C y(Gi--l) de grau

mí«imo em Gi.., pomos X{ = Xi.l U {zi}, fazemos G{ = Gf.i -. ({zi} U I'a... (z{)),
e continuamos o procedimento.

AÊrmamos agora o seguinte.

A#rmat;va (]) O a]goritmo acimasenlpre termina cona X C b' ta] que IXI = lu/16aJ
e ll'a(X)l $ u/4.

Para provar a afirmativa acima, observe prinleil'agente que u/16d < t}/2. De
fato, se u/16ã(G) 2 u/2, então ã(G) $ 1/8 e portanto IÁ(a')l $ u/16. Ou seja, o
grato G teria no má.xilno u/8 vértices com grau positivo, ou ainda, o grato G teria
pelo menos 7u/8 vértices isolados. Isso contradiz o Lema 2.1.3,já que nossa hipótese
garante que co(P) $ [u/21.

Suponha que o procedimento acima encontrou até uin certo instante Xo Ç XI Ç
Ç XJ; e Go 2 Gi 2 . . . 2 Gt, e que IXi;l $ 1u/16aJ . Ademais, ponha J = {1 $

j $ k : jl'a(Xj)l > u/4} e suponha por absurdo (lue J 7é a. Seja i= mini
Então claramente jl'c(Xi-i)l $ u/4, IXi-il $ 1u/16aJ < u/2, e assitn ly(G'i-l)l =

IV \ (Xi-l u I'C(Xi-l))1 2 u -- u/2 -- u/4 = u/4. Assim, se no algoritino acima pí é

o número médio de vértices novos que se inclui em I'a(Xj) (0 $ .j < {), i.e

Pi = ; 1: 11'a(Xj+l) '' I'a(Xj)l,

então p{ = jl'c(Xi)l/í > (u/4)/IXÍI ? 4ã. Assim pala algtiin {o ( l $ {o $ í) temos

que dG....(z{.) > 4d. Mas no algoz'itnio guloso acima ]:.o foi escolhido de forma
que da.. .(zio) $ da..-.(y) pala qualquer g c V((;{.-i ), assim tentos 2l'4(a)l >
4aly((;{.-1)1 2 4dly(Gi-l)l ? ud = 21.4((;)l, o (lue é uma contradição. Assim

concluímos que J = a e portanto jl'a(Xj)l $ t;/4 pala l $ .j $ k. Caso IXkl =
lu/16dJ , temos que o algoritino pára com X = Xi, e vale que jl'a(X)l 5; u/4, como
afirmamos em (1). Suponha que ]Xk] < it,/16d]. Então lv(ak)l = lv(a) * (xk u

I'a(Xk))1 2 u/4 > 0, e o algoritlno prosseguirá, achando zk+l C Gt, Xt+l, e Gk+i.
Assim concluímos (1).

Suponha que terniinanlos o algoz'itnlo adn)a c.oni sai'da .Y. Lembre que l.VI =

It,/16aJ < u/2. Seja yo Ç y(G) * (X U I'.-;(X )) um coitjunto de vértices cujos gi'aus

lt

07
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de grafos G = Go ;2 G1 ;2 G2 ;2 ... ;2 Gi-1 com Gj = Gj-1, ( {xj} U fc;,_ 1 (xj)) = 

G, (Xj U fc(Xj)) (1:::; j < i). Caso IXi-il = lv/16dj, terminamos este processo e 

pomos X= Xi-1• Caso IXi-1 1 < lv/16dj e jV(Gi-dl = O, abortamos este processo. 

CasojV(Gi-1)l 2'. lejXi-1l < lv/16dj,escolhemosumvérticex; E V(Gi-1)degrau 

mínimo em Gi-1, pomos X;= X;-1 U {x;}, fazemos G; = G;_ 1 , ( {x;} U fa;_ 1 (xi)), 

e continuamos o procedimento. 

Afirmamos agora o seguinte. 

Afirmativa (1) O algoritmo acima sempre termina com X C \/ tal que IX I = lv/16dj 

e lf c(X)I:::; v/4. 

Para provar a afirmativa. a.cima., observe primeira.mente q11e v/l6d < v/2. De 

fato, se v /16d(G) 2: v/2, então d(G):::; 1/8 e portanto jA(G) I :::; v/16. Ou seja, o 

grafo G teria no máximo v/8 vértices com grau positivo, ou ainda, o grafo G teria 

pelo menos 7v/8 vértices isolados. Isso contradiz o Lema. 2 .1.3,já que nossa hipótese 

garante que co( P) :::; r V / 21. 

Suponha que o procedimento a.cima. encontrou a.té um certo instante Xo Ç X 1 Ç 

... Ç Xk e Go ;2 G1 ;2 ... ;2 Gk, e que !Xkl:::; lv/16dj . Ademais, ponha J = {l:::; 

j :::; k : jf c(Xj)I > v/4} e suponha. por absurdo qu e J -/= 0. Seja i = min J. 

Então claramente lfc(X,-1)1:::; v / 4, jX;-1! :::; lv/16dj < v/2, e assim jV(G'i-1)! = 
IV, (X;-1 U r c(X;-1))1 2: v - v/2 - v/4 = v/4. Assim, se no algoritmo acimaµ; é 

o número médio de vértices novos que se inclui em f c;(Xj) (O:::; j < i), i.e. 

1 i-1 
µ; =--:- IJrc(Xj+1), fc;(X_;)I, 

i j=O 

entãoµ;= lfa(X,)l/i > (v/4)/IX;I 2'. 4d. Assim pa.ra a lgu111 io ( l :::; io:::; i) temos 

que dc;;
0

_ 1 (x10 ) > 4d. Mas no algoritmo guloso acim a. :i:;0 foi escolhido de forma. 

que dc;;
0

_ 1 (x,0 ) :::; dc;;
0

_ 1 (y) para. qualquer y E \/((,';0 _, ), assim temos 2jA(G) I > 

4djV(G;0 -1) I 2: 4djV(G;-1)I 2'. vd = 2jA(G)I, o que é uma. contradição. Assim 

concluímos que J = 0 e portanto jf c;(Xj)I :::; v / 4 para 1 :::; j :::; k . Caso !Xkl = 
lv/16dj , temos que o algoritmo pára. com X= Xk, e vale que lfc(X) I:::; v/4, como 

afirmamos em (1). Suponha que IXkl < lv/16dj. Então IV(Gk)I = IV(G), (Xk U 

fc(Xk))I 2: v/4 > O, e o algoritmo prosseguirá, achando xk+ 1 E Gk, Xk+1, e Gk+I· 

Assim concluímos (1). 

Suponha. que terminamos o algoritmo acima. com saída. X. Lembre que IX 1 = 
lv/16dj < v/2. Seja. Yo Ç V(G), (X U r c,·(X)) um conjunto de vértices cujos graus 
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em G são os maiores possíveis e tal que y = 1'c(X) u yo tem cardinalidade lu/2J.

Note que IVo1 2 1u/21 -- 1u/4J. Seja Uo = }'(G)*y e note que IVol = [u/21. Observe
ainda que X Ç Uo e portanto GIMol contém pelo menos lu/16dJ vértices isolados.
Vamos mostrar agora que a.(Glyol) $ 4ã. Suponha que exista =z; C Vo tal que o grau
de z em .17 = GIUol é maior que 4d. Como os vértices eni X são isolados em /7,
temos que a; C Uo \ X. Mas pela escolha dos vértices de yo = y ~ I'(X), temos

que 21.4(a)1 2 dH(z) + E,CYo da(y) > 4ã(l + IYo1) 2 ãt' = 21,'!(a)l, o que é uma
contradição. Assim A(GIVol) $ 42. Para comp]etar a demonstração (]o lema, é
suficiente escolher um subgrafo J Ç GIUol que pertence a min(P).

D

Lembre que denotamos por b.,« a complexidade aleatória iníninta possível pa-
ra uma propriedade monotõnica não-ti'ivial soba'e giafos bipai'tidos com classes de
vértices que tenham ordens u e u).

Teorema 4.4.3 Sda dada mina proprcdadc P C 7'V. Temos quc C"41(P) 2
minlu4/a/40 , Ót,/21,1-/2J }

Demonst ração
Tome P satisfazendo o Lema 4.4.2 e }V = 1'' \ (/. Vamos consideram três casos.

Caso ]. Temos que cl(P) > «, e co(P) > t'.
Neste caso, tome P conto na Definição :i.2.2. Então pelo Lema i3.2.4 (ii) temos

que CJI(P) 2 CAÍ(F') ? Z,«,«.

Caso 2. Vale que cl(P) $ w.
Como co(P') = cl(P) e as complexidades aleatórias de P e P' são iguais, a

demonstração deste caso é análoga à do Caso 3 a seguir.
Caso 3. Vale (lue co(P) $ u

Considere .P como na Definição 3.2.3. Pala (; C min(P) construa H C min(P)
como no Leina4.4.2 acima. Tome F € niin((F')'). Pelo Leina2.1.3(i), sabemos que

não existe empaco'cimento de /' e #. Seja Xo C }''(F') --ln co«ju«to coi« lu/16a(G)J
vértices de maior grau possível em F. Identifi(]ue arbitiaiianlente o$ vértices edil Xo
com lu/16ã(G)J vértices iso]ados de ]7. Sejam FI C F e Xi C # os subgrafos

induzidos pelos vértices restantes de r' e H, respectivamente.
Vamos terminar a prova considel'ando dois stibcasos
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em G são os maiores possíveis e tal que Y = fa(X)U Yo tem cardinalidade lv/2J. 
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o 
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induzidos pelos vértices restantes de F e H, respectivamente. 

Vamos terminar a prova considerando doi s subcasos. 
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S«bcmo 3.]. Z(F) 2: «'/'/lO o« ã(G) 2: «'/'/lO.
Se ã(/') 2 ui/'/lO, então pelo Lema 3.2.5 (iv) e Teorema 2.2.2 (i), temos que

cÁ'(p) 2 c''(}') - c''((F')') 2: { ' !ir z 'ãÍ

Se ã(G) 2 u:/3/lO, então pelo Teorema 2.2.2 (i), temos que C"4f(P) 2 t''/'/20.
Subcaso 3.2. ã(-F) < u'/S/lO e ã(G) < u'/;/lO.

Observe que A(FI) $ 16ã(C)ã(P), pois caso contrário teríamos 21.A(P)l >
t6ã(a)ã(/')(i + lxol) Z 2lÁ(/')l, o que é uma contradição. Portanto A(FI) $
4u2/3/25. Além disso, pelo Lema 4.4.2 anterior temos que A(#l) $ 4ã(G) $ 2u1/3/5.
Podemos assim usar o Teorema 2.1.6 (i), obtendo uin et]]pacotamento de F] e Hi e

conseqüentemente um empacotamento de r' e H. o (lue ('ontia(liz o Lema 2.1.3, já
que # C inin(P) e F' € inin(P').

D

Combinando o teorema anterior e o Teorema 4.4.1, obtém-se o resultado a

seguir.

Teorema 4.4.4 Para toda P C Pv, coll} IVI

«4Pl4Q .

«.Z. q«e CÁI(P) 2

n
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Subcaso 3.1. d(F) 2.'. v 113 /l0 ou d(G) 2.'._ v113 /l0. 

Se d(F) 2.'. v113 /l0, então pelo Lema 3.2.5 (iv) e Teorema 2.2.2 (i), temos que 

Se d(G) 2.'. v 113 /l0, então pelo Teorema 2.2.2 (i), ternos que CA 1(P) 2.'. v413 /20. 

Subcaso 3.2. d(F) < v 113 /l0 e d(G) < v113 /l0. 

Observe que t..(F1) ::; l6d(G)d(F), pois caso contrário teríamos 2IA(F)I > 

l6d(G)d(F)(l + IXol) 2.'. 2IA(F)I, o que é urna contradição. Portanto t..(F1) < 

4v213 /25. Além disso, pelo Lema 4.4.2 anterior temos que ti.( H 1 ) ::; 4d( G) ::; 2v113 / 5. 

Podemos assim usar o Teorema 2.1.6 (i ), obtendo um empacotamento ele F1 e H 1 e 

conseqüentemente um empacotamento de F e H , o qu e contradiz o Lem a 2.1.3, já 

que H E min(?) e F E min(?· ). 

D 

Combinando o teorema anterior e o Teorema 4.4.1, obtém-se o resultado a 

seguir . 

Teorema 4.4.4 Para toda P E Pv , com IV! = v 2.'. 6 x 109 , vale que cA 1(P) 2.'. 

v 413 /40. 

D 



Capítulo 5

Problemas de seleção

A Conjectura 1.4.4 de Yao e Kart afirma que a complexidade aleatória de qualquer

propriedade monotõnica não-trivial soba'e gratos de oi'dem 1; é ç2(ti2). Caso esta
conjectura seja verificada, o ganho (lue se tel'á com a introdiição de aleatoriedade
em algoritnlos que verificam pior)piedades monotõnicas não-triviais de gratos se ies-
tringirá a no máximo uma constante. Un)a pergunta (lue ocoiie naturalmente é se
a, introdução de aleatoriedade em procedimentos computacionais implica em algutn
ganho assÍntótico. De fato, esta pergunta fundamental já era posta por Yao j411

em 1977.

Neste capítulo, iremos consideram algoritnlos ])aralelos ])ara, os pi'oblenias de
ordenação, seleção do mínimo e, mais genericamente, do k-ésimo menor elemento

de uln conjunto X C Z, onde IXI = 7} e l $ k $ ?z. Va,mos inicialmente fornecem

unl limite inferior de loglog ?l, devido a Valiant 1391, pala a (.omplexidade de tem

po de quaZq?zcr algoritmo determinísti('o paralelo (lue utiliza n. processadores para
selecionar o ntínimo de X no pior caso. Na seção seguinte, daremos uma versão

melhorada do algoritmo pal'apelo aleatói'io de Reischuk 1331 que seleciona o É;-ésimo
menor elemento de X (e, portanto, ein particular o mínimo de X) em tempo médio
constante. Observamos com isso um ganho substancial em relação aos algoritmos
paralelos determinísticos com a introdução de aleatoriedade. Temos assim um caso
concreto onde o poder da aleatoiiedade é coni])sovado.

Na Seção 5.4, apresentaienlos uni teorema enunciado pela ])iinleira vez por Yao
em j411 e que nada mais é do (lue o análogo do Teoieina 2.2.1 para oi'denação. (Na
rea[idade, esse teorema será vá]ido pata toda uma, (passe de ])lob]emas (lue definire-

]nos como problemas de seleção.) Esse teorema será essencial na demonstração do
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limite inferior para a complexidade do problema de oi'denação aleatória em paralelo
devido a Alon e Azar l41, que daremos na última seção deste capítulo.

5.1 Definição dos problemas e do modelo de compu
tação

Sejam dados um conjunto finito não-vazio X C Z e um inteiro k tais que l $
k $ n = IXI. Vamos definir fornlalniente os problemas MÍNiuo, SnLnÇÃot e
OnoKNAÇÃO, sendo que em Miwiuo queremos o menor elemento do conjunto da-
do X, em SKLEçÃOx; queremos selecionai o k-ésinlo menor elemento de X, e em

OKonNAÇÃO queremos ordenar X eni ordem crescente. Vamos adotar o modelo
sugerido por Yao em j411. Primeiramente deâna o posto px(z) de um elemen-

to z C X como sendo a quantidade de elementos de .V que são menores ou i-
guais a aç, ou seja p,.(z) = lly C X : y $ a;ll. Defina /«,k como sendo o

conjunto de todas as k-uplas de inteil'os distintos em l7 l = {1,2,. ..,n}, ou se-

ja /«,k = {<il,i2,...,{k> : ij C l7}l, l $ .j $ k, e á.Í # {l, l 5; .j < / $ k}. Um
problema de seleção sobre X é dado pol' um subconjunto P C /,.,k da maneira

a seguir. Usando comparações binárias (i.e., comparações entre pares de elemen-
tos de X), queremos determinar uma se(liiência de k elementos de X tal que a
seqüência de seus postos pertença a P, ou seja (queremos uma k-upla<zi, z2, . . ., zk>
(z{ € X, l $ { $ É) cuja seqüência (le postos <p;.(zi),p,,(a2),...,px(z«)> per-

tença a ,f'. Com isso, temos que o problema OitDENAÇ=ÃO é dado pelo conjunto
que contém exatamente a 7}-upla <1,2,. ..,ll>, e neste caso k evidentemente é i-

gual a 1}. Por sua vez, o ])iobleina SELEÇÃOk é dado pelo seguinte conjunto de k
uplas: {<ii,...,{k> :ij € 1nl(l $ .j $ k) e it = k}. Obviaineilteopioblemah'lÍNIMO
é o caso particular de SutnçÃot para k = 1.

Todas as nossas observações neste capítulo poderiam ser feitas considerando X

como sendo uln conjunto munido cle uma ordem linear' tal que a relação entre quais-
quer dois elementos de X pudesse se] efetivanlente computada através de uma com-
paração. Vamos nos restringir a subconjuntos y de Z poi' uma questão de como-
didade e facilidade na notação. Observe (]ue estamos su])ondo (lue os elementos da
entrada são distintos dois-a-dois, não llá pel'da de geiteialidade pois se não fossem

poderíamos acrescentar uma informação exti'a ao final de cada elemento da entrada
e considerar a ordem lencografica ])aia, fins de compai'ação.
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Estaremos particularmente interessados em algoritinos parale/os que solucionam

esses problemas (SntnÇÃok e OnOKNAÇÃO) e dentre esses algoritmos gostaríamos
de comparar a complexidade dos determinísticos com a dos aleatórios. Observe que
consideraremos apenas os algoritmos que se baseiam exclusivamente em comparações
binárias.

O modelo de computação seqüencial usualmente utilizado para o estudo da
complexidade de algoritmos para problemas de seleção é aquele em que se toma
como base o número de comparações binárias feitas pelo algoritmo. Ignoramos a-
qui outros fatores que possam influenciar o tempo de execução como, por exemplo,
a nlovlmentação e o endei'eçanlento dos dados, ielegan(lo inclusive o tempo gasto
para tirar conclusões a pai'tii' de coulpaiaç.ões já feitas. Neste caso estamos supon

do que são a.s comparações (lue donlinanl todo o tempo de piocessanlento. Essa
suposição é razoável para os fins desejados, já (lue com este modelo um limite infe
dor encontrado será válido pala qual(suei algoritnlo que se baseie em comparações,

independentemente da máquina seqiiencial que vá ser utilizada para executa-lo.
O modelo paralelo que adotaiemos aqui foi introduzido por Valiant 1391 e

também só considera relevante o núnlei'o de comparações feitas, ignorando fatores

como a comunicação entre processadores e a comunicação entre um processador e a

memória central (se houver uma). Assim se llá z?z pt'oc.essadoies dis])oníveis, iremos
supor que eles estão sincionizados de modo (lue edil uln cento intervalo de tempo, (lue
passaremos a chamar de iteração, c.ada um deles consegue executar unia, c.ompa-

ração. Observe que um mesmo elemento do conjunto de entrada pode participei em
mais de uma comparação numa mesma iteração. Ao final de uma iteração, o algorit-
mo verifica se já tem informação suficiente para fornecem a sol\ição final do problema,

e em caso negativo determina quais as comparações (lue deverão sei executadas na
próxima iteração. Claramente, un) limite infeiioi ttesLe modelo também implica
um limite inferior pala (leal(llier algoiitino baseado eiii (Oliipaiações para qualquer
máquina paralela, mesmo pal'a as mais ])oderosas (ltie l)eilniteln leitul'a e esci'ita en}

uma mesma posição de meniói'ia poi vários })locessadoies simultaneamente (i.e., as
usualmente conhecidas pol cncw PELAM, vei 1241). Definimos assim a complexi-
dade de tempo de pior caso de um algoritmo como sendo o número máximo de
iterações que esse algoritmo precisa executar para solucionar um problema P, ou
seja, qualquer que seja a entrada do universo convidei'ado, o algoritmo não precisa
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mais do que esse número de iterações para resolvo-la. hemos nos referir também
à complexidade média de unl algoritmo, ou seja ao número médio de iterações que

o algoritmo precisa executam para solucionam un) pl'oblema dado, supondo que as
entradas estão distribuídas de acordo com uma certa distribuição de probabilidade.

Em ambos os casos (pior caso ou caso médio), a complexidade de um proble7na é a
complexidade do melhor algoritmo para resolvê-lo na categoria considerada.

No modelo seqüencial, o objetivo é minimizar o número de comparações que,
neste caso, também corresponde ao número de iterações. No modelo paralelo, que-
remos minimizar o número de iterações bem como o número de processadores u-
tilizados. De fato, se não tivéssemos a iestiiçã.o sobre o iitimelo de processadores,
poderíamos facilmente resolvem (luar(luei problema. (le seleção en) uma única ite

ração. Suponha que IXI = 7t e que temos 1?} 2 (2) ])t'ocessadoies disponíveis. Neste
caso, podemos achar o posto de cada elemento de X simplesmente comparando ca-
da elemento de X com todos os outros. Estaríamos fazendo u]]] número total de

comparações igual a (,). Mas esse número de coni])orações é muito maior do que é
geralmente necessário. De fato, sabe]nos ])o] exem])lo (lue para soluc.tonal SnLEÇAOk
e OR.OnNAÇÃO em sequencial são suficientes O(71) e O(71 log 11) comparações respec-

tivamente (ver jll e 1291).

Vamos agora introduzir um conceito que nos ajudará a avaliam a eficiência de
uin algoritmo paralelo. Dizemos (lue um algoiitnlo paralelo (lue resolve uin pro-
blema P dado atinge speed-up ótimo se seu tempo de exec.ração é O(Se(1(7})/m),
onde n é o tamanho da instância do problema, ?n é o núnleio de processadores

utilizados, e Seq(n) é a complexidade de temi)o de pior caso do melhor algoritmo
seqüencial que resolve P

No problema Sni.EçÃoA., sabeillos poi extensa. liteiatuia no assunto (vel lil,

l29j) que Seq(7}) = O(t}), onde v} é o i-úineio (le eleiiieliLo- do conjunto de ente'a-

da. Demonstraremos nas seções seguintes (lue q?la/qu(7' algoiitmo paralelo dcter-

nínz'suco que utilize 7} pi'oc.essadores 71(io atinge speed-up ótinlo, pois terá tempo

de execução Q(loglogn); enquanto (lue existe um algolitnlo paralelo a/eatói'ío que
usa n processadores e atinge speed-u]) ótimo, tendo tema)o de execução igual a O(1).
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mais do que esse número de iteraç.ões para resolvê-la. Iremos nos referir também 

à complexidade média de um algoritmo, ou seja ao número médio de iterações que 

o algoritmo precisa executar para solucionar um problema dado, supondo que as 

entradas estão distribuídas de acordo com uma certa distribuição de probabilidade. 

Em ambos os casos (pior caso ou caso médio), a complexidade de um problema é a 

complexidade do melhor algoritmo para resolvê-lo na categoria considerada. 

No modelo seqüencial, o objetivo é minimizar o número de comparações que, 

neste caso, também corresponde ao número de iterações . No modelo paralelo, que­

remos minimizar o número de iteraç.ões bem como o número de processadores u­

tilizados. De fato, se não tivéssemos a rest ri ção sobre o ntím ero de processadores, 

poderíamos facilmente resolver qualquer problem a. de seleç.ã.o em uma lÍnica ite­

ração . Suponha que IXI = n e que temos m 2=: (~) processadores disponíveis. Neste 

caso, podemos achar o posto de cada elemento de X simplesmente comparando ca­

da elemento de X com todos os outros. Estaríamos fazendo um número total de 

comparações igual a G). Mas esse número de comparações é muito maior do que é 

geralmente necessário . De fato, sabemos por exemplo que para solucionar SELEÇÃOk 

e ORDENAÇÃO em seqüencial sã.o suficientes O(n) e O(n logn) comparações respec­

tivamente (ver [1] e [29]). 

Vamos agora introduzir um conceito que nos ajudará. a avaliar a eficiência de 

um algoritmo paralelo . Dizemos que um algoritmo para.leio qu e resolve um pro­

blema P dado atinge speed-up ótimo se seu tempo de execuç.ão é O(Seq(n)/m), 

onde n é o tamanho da instância do problema., m é o número de processa.dores 

utilizados, e Seq(n) é a complexidade de tempo de pior caso do melhor algoritmo 

seqüencial que resolve P . 

No problema SELEÇÃ01., sabemos por extensa. literat ura. no assunto (ver [1], 

[29]) que Seq(n) = 0(n), onde n é o 11úmero de ele111 e ntus do co11junto de entra­

da. Demonstraremos nas seções seguintes qu e qualq11c·r algoritmo paralelo dete1·­

minístico que utilize n processadores nâo atinge speecl-up ótimo, pois terá tempo 

de execução f2(loglogn); enquanto que existe um algoritmo paralelo aleatório que 

usa n processadores e atinge speecl-up ótimo, tendo tempo de execução igual a O( 1 ). 
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5.2 Um limite inferior para selecionar o mínimo em
paralelo

Nesta seção, vamos demonstrar o limite inferior devido a Valiant 1391 para a comple-
xidade de pior caso do problema de se achar em paralelo o menor elemento de um
conjunto X C Z. Primeiramente, vamos enunciar um resultado clássico da teoria

extremam de gratos, o teorema de Turán (ver l91). Utilizaremos um corolário deste
resultado, o Corolário 5.2.2 abaixo, na demonstração do teorema de Valiant.

Teorema 5.2.1 Sejam n e r ? 2 dois n?ílnez'os natu7'aís. E;ntãa todo g7'a/o com n

vértices c anais dc t,-l(n) ar'estas cozlZe'71t zlll /t'', í.c., un} gra/o crlnl79/eto caIR r

uértíces, onde tq(7}) = (;) -- E:;(1 (';'), ( lli = 1(vl + i)/yJ p«za lo(ío 0 $ { < q.

D

Em particular, note que se o resto da divisão de 1} por q é igual a k então, com
os 71í definidos acima,

« -E ITI :;E i'ri (i'ri
enquanto que se definirmos, conho de usual, (;) = ]:(:i; -- 1)/2 })ala z C R, então

para q, 1} € N temos que

« ;«l"í«l

) : ! l;l (1:1 - :) * *1;1,

{ (1:1 -- }) (11íl -- ; - «)

; l:l (1:1 1 1* (;-:)
Portanto, temos (]ue 4 ? B já (lue 0 $ k < q. Assim lv(71.), ('oiiio definido acima, é

menor ou igual a (;) -- q("Jç) e, como uma. (ouse(liiência. trivial do teoieina de Turán,
podemos garantir que todo giafo cona [[, vé].tic.es e ii]ais (IP(;) --( r -- l)("/(,-i)) giestas
(r 2 2) contém um /r

Corolário 5.2.2 7'odo gra/o com 11 t;órtíces c 7n arestas c07}té71i uln c07Üunto ande
pendente com pe/o menos fn2/(277} + ?1)l uértíces.

Demonstração
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5.2 Um limite inferior para selecionar o mínimo em 
paralelo 

Nesta seção, vamos demonstrar o limite inferior devido a Valiant [39] para a comple­

xidade de pior caso do problema de se achar em paralelo o menor elemento de um 

conjunto X e Z. Primeiramente, vamos enunciar um resultado clássico da teoria 

extrema! de grafos, o teorema de Turán (ver [9]). Utilizaremos um corolário deste 

resultado, o Corolário 5.2.2 abaixo, na demonstração do teorema de Valiant. 

Teorema 5.2.1 Sejam n e r 2: 2 do is números naturais. Enteio todo grafo com n 

vértices e mais de t,._ 1 ( n) ar·estas contém um /(" , i. e .. um grafo completo com r 

vértices, onde t 9 (n) = C) - L!,:-6 ('.~•) , f' 11,i = l( n + i)/qJ parn todo O ~ i < q. 

o 

Em particular, note que se o resto ela divisão de n por q é igual a k então, com 

os ni definidos acima, 

enquanto que se definirmos , como de usual, G) = :1: ( :1: - 1)/2 para. x E R, então 

para q, n EN temos que 

- - +- - +--1 q (lnJ k) (lnJ k ) 
2 q q q q 

q lnJ ( lnJ ) k· lnJ k (k ) - - - -1 + - +- --1 . 
2 q q q 2 q 

Portanto, temos que A 2: B já que O S:: k < q. Assim l ,1(11) , como definido acima, é 

menor ou igual a G) - qC.{<1) e, como um a. co nseqii ênci a. trivia.! do teorema de Turán , 

podemos garantir que todo grafo com 11. vértices e t11a.i s dP (~)-( r-1 )( 11!(;- 1 l) arestas 

( r 2: 2) contém um J(T. 

Corolário 5.2.2 Todo grafo com n vértices em. arestas contém um conjunto inde­

pendente com pelo menos ín2 /(2m + n)l vértices. 

Demonstração 
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E imediato da observação acima que todo grato G cona 71 vértices e menos
de (q -- l)("/(ç-i)) arestas contém um conjunto independente com q vértices.

Assim, basta verificar que m < (f -- l)("/(,-i)) onde r = [n2/(2m + ?})]. Mas
de fato

., - :, l""\- :'l ; (,,,,,.,,,.'l.«" - -
» ;(*®:m-:)

:)

0

Podemos agora delnonstrai o resultado de Valiant

Teorema 5.2.3 .4 colnp/ezídadc de pior caso de q?la/qzlc7' a/goritnlo para/eZa deter-

min&tico que ac/}a 0 7níhi77 0 de z?l} cotÜul Zo X C Z, IXI = 1}, 7zsalzda li = 7i

processadores, é maior ou água/ a logo logo lil 0,67.

Demonstração
Vamos considerar um algoritnlo paralelo arbitrário que utiliza 7n processadores

para o problema em questão. Seja C'{ o conjunto de todos os elementos z C X para os

quais, até o início da {-ésima iteiação (á > 0), não foi encoiitiado um elemento y C X
tal que y < z. Ou seja C'i é o conjunto dos candidatos a n)mimo na i-ésima, iteração.

C[arainente C'i = X. Suponha (llle l(i.'íl = c{ pala todo i> ].

Se durante a iteiação í ocos'iei unia comparação entre dois não-candidatos,
ou seja, entre dois elementos em X \ C'{, tl'ivialnlente temos (]lie o resultado dessa
comparação não contribuirá para diminuir o número de candidatos. Como estamos
interessados num limite inferior pal'a o número lníninio de iterações, vamos supor
que o algoritino ein questão não faz esse ti])o de comi)ilação. Note ainda que as

comparações entre um não-candidato z C .V \ C'{ e un} candidato y C C'{, também
podem ser evitadas pelo algoritmo, pois não diminuem o número de candidatos.
De fato, afirmamos que se (.'{ # a ({ 2 1) então pala todo a: C X \ (.'Í existe uni

e[emento de C'{ menor que z. A afirmação é tiivia] se itotaiiilos (lue se zi C (.'i = X

e zl # C{ (i > 1), então numa iteiação l $ ái < {, temos (lue zi foi comparado
com uin elemento z2 tal que a;2 < zl e portanto, nessa, itelação zl deixou de ser
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É imediato da observação acima que todo grafo G com n vértices e menos 

de (q - l)(n/ (~-1)) arestas contém um conjunto independente com q vértices . 

Assim, basta verificar quem< (r - 1)(11
/(;-

1
)) onde r = fn 2 /(2m + n)l Mas 

de fato, 

n ( n ) 
2 fn2 /(2m+ n)l - 1 - l 

> n ( n 1) 
2 n2 / (2m+n)-
1n. 

D 

Podemos agora demonstrar o resultado de Val iant. 

Teorema 5.2 .3 A complexidade de pior caso ele qualquer algoritmo paralelo deter­

minístico que acha o mínimo de um conjunto X C Z, IX 1 = n, usando m = n 

processadores, é maior ou igual a log2 log2 m - 0,67. 

Demonstração 

Vamos considerar um algoritmo paralelo arbitrário que utilizam processadores 

para o problema em questão . Seja C; o conjunto de todos os elementos x E X para os 

quais, até o início dai-ésima iteração ( i > O), não foi encontrado um elemento y E X 

tal que y < x. Ou seja C\ é o conjunto dos candidatos a mínimo na i-ésima iteração . 

Claramente C'i = X. Suponha que IC;I = e; para todo i 2: 1. 

Se durante a iteração i ocorrer uma comparaçâ.o entre dois não-candidatos , 

ou seja, entre dois elementos em ){ , C;, triv ialmente ternos que o resultado dessa 

comparação não contribuirá para diminuir o número de candidatos. Como estamos 

interessados num limite inferior para o número mínimo de iterações, vamos supor 

que o algoritmo em questão não faz esse tipo de comparação. Note ainda que as 

comparações entre um não-candidato x E X , C\ e um candidato y E C;, também 

podem ser evitadas pelo algoritmo, pois não diminuem o nümero de candidatos . 

De fato, afirmamos que se C -/- 0 ( i 2: 1) então para todo x E X , C; existe um 

elemento de C; menor que x. A afirmação é trivial se notarmos que se x 1 E C'1 = X 

e x1 (/. C; (i > 1), então muna iteração l ::;; i 1 < i, temos que x 1 foi comparado 

com um elemento x 2 tal que x 2 < x 1 e portanto , nessa iteração x 1 deixou de ser 
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candidato. Se a;a pertence a XÍ, então encontramos o elemento que afirmamos existir,
caso contrário numa iteração 1 < í2 < i, temos que z2 foi comparado com um
elemento z3 tal que a;3 < z2. Se z3 também não pertence a C'{, prosseguimos com o
mesmo raciocínio. Como estamos supondo que a entrada do algoritmo é um conjunto

anito de inteiros, vamos necessariamente encontrar um zk (] $ k $ 1X ~ Cil + ]) ta]
que zk < zk--l < . . . < z2 < zl e zk C (,í-

Assim, podemos supor que na {-ésima iteração o algoritmo faz comparacões

apenas entre os elementos de C'{. Para obter o limite inferior desejado, vamos provar
que mesmo após serem feitas in comparações entre apenas c{ elementos, existirá um

conjunto suficientemente grande de candidatos que não foianl comparados entre si e
que, portanto, continuam a ser ca,ndidatos, desde (lue ã seja suficientemente pequeno.

Para isso, vamos rep]'esenta]' as com])fiações feitas du].ante uma iteração á 2 1 em
termos de unl grato dirigido (;i. Coada vértice de (If{ I'epl'esenta unl elemento distinto
de C'i, ou seja I'''(Gí) = Ci. A aresta dirigida :Ü ])ertence a, .4(G{) (z, y C y(G{))
se e sontente se z e y foram comparados na i-ésima iteração e :z; < y. Cla].amente,
para todo { ? 1, vale que l,4(a{)l $ in. Nesta formulação, o conjunto C'i+l de
candidatos a mínimo na ({ + 1)-ésima iteiação são lepiesentados por vértices de G{
que não têm arestas entrando, i.e. a: C (l.'Í+l se e somente se i; g .4(Gi) pala
qual(quer Z/ C }''(Gi). Note que os vértices (lue representam) os elementos de C'i+l

em (;{ formam um conjunto independ.ente em GÍ.
Se G é um gi'afo, seja a(G) a caidina]i(jade de uin conjunto independente

máximo em G. Neste caso, temos que

ci+i IZ minta(G) : (-; tem cf vértices e 71} arest«;}.

De acordo com o Corolário 5.2.2, temos então (lue ci+l ? c?/(277} + cí) ? c?/3m.

Como co = n, temos que ci+i 2 712'/(3?n)2''1 para todo i.
Obviamente, enquanto cj > 1 (j ? 1) o algoritnlo não pode decidir qual é o

mínimo de X. Podemos portanto optei um limite infeiioi pala o número de iterações
determinando os .j ? l pal'a os (duais vale (lue cj > 1, ou seja, para os quais n2' -

m2' > (3m)2''1. E fácil verificam que cj > 1 enquanto .j 5; log2lag27n -- 0,67.

Assim, qualquer algoritmo precisa de pelo menos logo logo ll} -- 0,67 iterações para
determinar o iníniino de um conjunto com 71 elementos usando 7n = ll processadores.

D
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candidato. Se x2 pertence a Xi, então encontramos o elemento que afirmamos existir, 

caso contrário numa iteração 1 ::; i2 < i, temos que x 2 foi comparado com um 

elemento X3 tal que X3 < x2. Se X3 também não pertence a C'i, prosseguimos com o 

mesmo raciocínio. Como estamos supondo que a entrada elo algoritmo é um conjunto 

finito de inteiros, vamos necessariamente encontrar um Xk (l ::; k::; IX , Cil + 1) tal 

que Xk < Xk-1 < . .. < X2 < X1 e Xk E C'j. 

Assim, podemos supor que na i-ésima iteração o algoritmo faz comparacões 

apenas entre os elementos de Ci. Para obter o limite inferior desejado, vamos provar 

que mesmo após serem feitas m, comparações entre apenas Ci elementos, existirá um 

conjunto suficientemente grande de candidatos que não foram comparados entre si e 

que, portanto, continuam a ser candidatos, desde que i seja suficientemente pequeno. 

Para isso, vamos representar as comparações feitas durante uma iteração i 2: 1 em 

termos de um grafo dirigido Gi . Cada vértice de G1 representa um elemento distinto 

de C1, ou seja V(Gi) = C1. A aresta dirigida xy pertence a A(Gi) (x, y E V(Gi)) 

se e somente se x e y foram comparados na i-ésima iteração e :i: < y . Claramente, 

para todo i 2: 1, vale que IA(G\)I ::; m. Nesta formulação, o conjunte, C\+ 1 de 

candidatos a mínimo na (i + 1)-ésima iteração são representados por vértices de Gi 

que não têm arestas entrando, i.e. :r E C:;+ 1 se e somente se yx r/. A(G;) para 

qualquer y E V(Gi)- Note que os vértices que representam os elementos de Ci+l 

em Gi formam um conjunto independente em G;. 

Se G é um grafo, seja a(G') a cardinalidade de um conjunto independente 

máximo em G. Neste caso, ternos que 

c;+1 2: min{a(G'): G' tem Ci vértices em arestas} . 

De acordo com o Corolário 5.2.2, temos então que c:;+ 1 2: e; /(2m + e;) 2: e; /3m. 

Como c0 = n, temos que c;+ 1 2: n 2' /(3m) 2 '- 1 para todo i. 

Obviamente, enquanto c1 > 1 (j 2: 1) o algoritmo não pode decidir qual é o 

mínimo ele X. Podemos portanto obter um limite inferior para o número de iterações 

determinando os j 2: 1 para os quais vale que Cj > 1, ou seja, para os quais n21 = 
m 2i > (3m)21

- 1 . É fácil verificar que Cj > 1 enquanto j ::; log2 log2 m - 0,67. 

Assim, qualquer algoritmo precisa de pelo menos log2 log2 m - 0,67 iterações para 

determinar o mínimo de um conjunto com n elementos usando m, = n processadores. 

o 
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5.3 Um. algoritmo paralelo aleatório para Snt.nçÃot

Nesta seção, vamos provar que existe um algoritlno pa7'azedo a/eatório que resolve
o problema SnLnÇÃot num número constante de iterações. Inicialmente, vamos
descrever um algoritmo paralelo aleatório Sni,PAn.Ai, que usa m processadores e
que ao receber um conjunto X de entrada, com IXI = 7} $ m, quase sempre de-
volve o k-ésimo menor elemento de X num número constante de irei'ações. Vamos

provar que a probabilidade de SELPAn,Ai, falhar é o(?n'2). Nesses casos en] que o
algoritmo abortar sem nada devolver, vamos usar um ouvi'o algoiitnlo qual(quer de

seleção que resolve SKLnçAOA em tempo O(?}2). Chanlaildo de SELPAn.AL+ a esse
algoritmo SnLPAnAL modificado que, ao invés cle aboitai, chama, outro algoz'atino,

teremos que a complexidade de SnLPAnAi,+ sela O(1).
Vamos então agora descrever SnLPAnAL (jue utiliza liz processadores e devolve

com probabilidade 1 -- o(?]z'2) o k-ésimo n]eno] elelllento de unl conjunto X C Z

dado, onde IXI = 1} < 7n, en] tempo médio constante. Vamos neste algoz'itmo supor
que l $ k $ [n/21 . Note (lue se quisermos acllai o k'-ésimo menor' elemento de X tal

que k' > fn/21 , basta simplesmente determinam o (l} k' + l)-ésimo menor elemento
de X na ordem reverso usando o nosso algolitn)o, i.e. podemos redefinir a função

posto como pl.(z) = lly C X : y 2 zll pala, a: C X e chamei o algoritnlo que
descreveremos a seguir comi k = 1} -- k' + l.

A idéia do algoritmo é bastante simples. Primeiro tomamos uin subconjunto
aleatório S C X tal que S seja suficientemente pequeno pai'a que ])ousamos ordená-

lo em uma iteração. Mais precisa.mente, pegamos um ,S tal (lue (1,1) $ 11} pois
neste caso podemos coinpai'ai cada eleliiento de .S com todos os outros, descobrindo
assim o posto de cada unl deles. Esse conjunto .S' vai sei unia espécie de guia
para que possamos decidir coillo dividir o conjunto .X' conveliieiitemente. Se k $
25nÍ/2logn, então tomamos um conjtjnto .4 coiii os inenoies elementos de X e
chamamos o algoritino recuisivaiiiente com o illesmo k e o conjunto 4 no lugar
de X. Se 257}i/2log7t < k $ f? /21, então tonlanlos un) conjunto .4 com os menores
elementos de X e um conjunto B Ç X \ ,4 com uma certa quantidade de elementos
de forma que o k-ésimo menor elemento de X esteja em B. Neste último caso,
chamamos o algoritmo recursivamente com B no lugar de X e k -- l.41 no lugar
de k. Uma escolha "ruim" de .S ])ode fazei com (lue o algoritmo abolte sem devolver
o k-ésimo menor elemento. Escollleieinos os tamanhos dos conjuntos envolvidos
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5.3 Um algoritmo paralelo aleatório para SELEÇÃOk 

Nesta seção, vamos provar que existe um algoritmo paralelo aleató7'io que resolve 

o problema SELEÇÂOk num número constante de iterações. Inicialmente, vamos 

descrever um algoritmo paralelo aleatório SELPARAL que usa m processadores e 

que ao receber um conjunto X de entrada, com IXI = n ::; m, quase sempre de­

volve o k-ésimo menor elemento de X num número constante de iterações. Vamos 

provar que a probabilidade de SELPAR.AL falhar é o(m- 2 ). Nesses casos em que o 

algoritmo abortar sem nada devolver, va mos usar um outro algoritmo qualquer de 

seleção que resolve SELEÇÃ01c em tempo O( n2 ). Chamando ele SELPAR.AL + a esse 

algoritmo SELPARAL modificado que, a.o invés de abortar, chama outro algoritmo, 

teremos que a complexidade ele SELPARAL+ será 0(1). 

Vamos então agora descrever SELPARAL que utilizam processadores e devolve 

com probabilidade 1 - o(m- 2) o k-ésimo menor elemento el e um conjun to X C Z 

dado, onde IXI = n::; m, em tempo médio constante . Vamos neste algoritmo supor 

que 1 ::; k ::; fn/21. Note que se quisermos achar o k'-ésimo menor elemento de X tal 

que k' > f n/21, basta simplesmente determinar o ( n - Is'+ l )- ésimo menor elemento 

de X na ordem reversa usando o nosso algoritmo, i.e. podemos redefinir a função 

posto como p~ ( x) = 1 {y E X : y ~ :1:} 1 para :i: E X e chamar o algoritmo que 

descreveremos a seguir com /c,; = n - k' + l. 

A idéia do algoritmo é bastante simples. Primeiro tomamos um subconjunto 

aleatório S C X tal que S seja suficientemente pequeno para que possamos ordená­

lo em urna iteração. Mais precisamente, pegamos um S tal que (111) ::; m pois 

neste caso podemos comparar cada elemento el e S com todos os outros, descobrindo 

assim o posto de cada um deles. Esse conjunto S vai se r uma espécie de guia 

para que possamos decidir corno dividir o conjunto X convenientemente. Se k ::; 

25n112 log n, então tomamos um conjunto A com os menores elementos de X e 

chamamos o algoritmo recursivamente com o mesmo /;; e o conjunto A no lugar 

de X. Se 25n112 log n < k :s; fn/21, então tornamos um conjunto A com os menores 

elementos de X e um conjunto B Ç X , A com uma certa quantidade de elementos 

de forma que o k-ésimo menor elemento ele X esteja em B. Neste último caso, 

chamamos o algoritmo recursivamente com B no lugar ele X e k - IAI no lugar 

de k. Urna escolha "ruim" ele S pode fazer com que o algoritmo aborte sem devolver 

o k-ésimo menor elemento. Escolheremos os tamanhos dos conjuntos envolvidos 
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convenientemente de forma que a probabilidade de S ser ruim seja pequena. (No
ajgoritmo abaixo, iremos colocar um índice entre parênteses na frente de algumas
desigualdades às quais farei)os referência posteriormente.)

Algoritmo 5.3.1 (SKLPAn-AL(X, k)) Descrição; Recebe ?lnl colÜunÍo X C Z com n

elementos e um inteiro k (l $ k $ f7}/21). Usa n ? ít processado,'". Z)euo/ue o k-

é.{«.o «..n« ./ementa d. X, o« aZ,o,[« c'", p,..Z, bí/{d.de o(m'').

C.se 1: « $ (2my/'
Neste caso, ordene X enl um passo conlpai'ando cada z C X com
todos os outros elementos de X. Devolva o k-ésinlo menor elemento

c.;o 2: « > (a«,y/:
Tome p = 1/(27}y/a

Escolha S C X aleatoi-ianlente, ])ando c.ada z C X eni .S com

probabilidade p independentemente

Se S assim esco]hido for ta] que (1) (1,1) > ?1} então aborde.

Caso contrário, Ordene .S em uni passo c.oniparando cada y C S com

todos os outros e]elnentos (]e .S'. Suponha (lue .9 = {yi,y2, - - -,y'},
onde yl < y2 $ . . . $ ys, e consldei'e os dois sttbcasos a seguir.

Caso 2.1 k < 257i.i/2 log ?i.

Tome { - [7}1/4/41. Se (2) ].S'] < i, açoite

Tome .4 = {# C X : :z; $ 3/{}.

Se (3) IÁI > Z = f7}a/41 ou (4) l.41 < k, aporte

Caso contrário, chame recursivamente o algoiitmo com
o mesmo k e comi .4 no lugar de X

Caso 2.2 k > 257i.1/2 log vi.

Tome p = k/) e (/ =((25/2)1ogTt)'/2
Tome { = fp-- dp1/21 e J = [p+(//z1/2j . Se (5) ].S'] < .j,
aborde

Tome Á = {:z; C X : :z; < yi}. Tome B = {z C X : yf $

z $ 3/j}.

Se(6) IBI > / = f2'/'a(n/zy/'l ou(7) o k-ésimo menor

elemento de X não ])ertence a 1?, açoite
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convenientemente de forma que a probabilidade de S ser ruim seja pequena. (No 

algoritmo abaixo, iremos colocar um índice entre parênteses na frente de algumas 

desigualdades às quais faremos referênci a posteriormente.) 

Algoritmo 5.3.1 (SELPARAL(X, k)) D escriçâo: Recebe mn conjunto X C Z com n 

elementos e um inteiro k (1 '.S k '.S fn/21 ). Usam~ n processadores. Devolve o k­

ésimo menor elemento de X, ou aborta com probabilidade o(m-2). 

Caso 1: n '.S (2m )112 

Neste caso, ordene X em um passo comparando cada x E X com 

todos os outros elementos de X. Devolva o /.:-és imo menor elemento 

de X. 

Caso 2: n > (2m) 112 

Tome p = 1/(2n) 112 . 

Escolha S Ç X aleatoriamente, pondo cada :z: E X em S com 

probabilidade p independentemente. 

Se S assim escolhido for tal que (1) (lfl) > m então aborte . 

Caso contrário, ordene Sem um passo comparando cada y E S com 

todos os outros elementos el e S. Suponha que S = {Y1, Y2, ... , Ys}, 

onde Y1 '.S Y2 '.S .. . '.S Ys, e considere os dois subcasos a seguir. 

Caso 2.1 k '.S 2511. 1/ 2 log n 

Tomei= r n1
/ 4 /41, Se (2) ISI < i, a.borte. 

Tome A = {:i: E X : :i: '.S yi}. 

Se (3) IAI > l = fn:3147 ou (4) IAI < k, aborte. 

Caso contrário , chame recursivamente o algoritmo com 

o mesmo k e com A no lugar el e X. 

Caso 2.2 k > 25n 1 / 2 log n 

Torneµ= k]J e d= ((25/2)logn )11'2 • 

Tomei= fµ-d1-l 1t27 ej = ÍJ-l+<Íp.1/ 27. Se (5 ) JSI < j , 

aborte. 

Tome A= {x E X: :i: < y;}. Tome B = {:1: E X: y, '.S 

X '.S Yj}, 

Se (6) IBI > l = f2512 d(nµ) 1!27 ou (7) o k-ésirno menor 

elemento de X não pertence a B, aborte. 
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Caso contrário, chame recursivamente o algoz'itmo

com B no lugar do conjunto X e A -- l.ÁI no lugar de k.

D

Provaremos inicialmente que o algoritmo SELPAitAL sempre pára em tempo
constante. Como o número de elementos do conjunto de entrada é sempre menor
ou igual ao número de processadores, note que cada chamada do algoritmo pode ser
executada em tempo constante. Vamos veiifical então (!uantas chamadas recuisivas
são necessárias para que o algoritmo l)ai'e. Suponha (lue inicialmente chamamos

Sni,PAn,AL com um conjunto Xi tal que IXil = l&i e c.oiil k = kl. Se o Caso 2.1 o-
correr numa chamada { 2: 1, com unl conjunto de entrada Xi tal que IXil = 7H, então
na próxima chamada o conjunto de entrada XÍ+i será tal (lue IXi+ll $ fn3/41 . Caso
contrário, i.e. no Caso 2.2, teremos XÍ+l $ [2S/2(?&í/zi)i/2di] $ 20(1og7}{)i/2n3/4

Ou seja, se numa chamada i o conjunto de enfiada .Vf tem tamanho 71í, então o
conjunto de entrada da próxima chama.(la iectilsiva teia. seta Lama,nho deduzido a pe

lo menos 20(1ogn{)i/27t3/4. Pol'tanto já no início da (luar'ta chamada o conjunto(le
entrada terá tamanho igual a 0(7}1/2), onde n,. = IXi 1, p l)oitanto valerá o (;aso l.
Ao atingir o Caso 1, o algoritmo enc.ontia o A;-ésinlo elemento de X e pára. São
portanto necessárias no máximo (quatro cllamadas pala que o algoritmo termine sua
execução. Claramente, se o algoritmo abol'tar serão necessárias menos de quatro
chamadas.

Vamos provar agora que o algoz'itnlo SKLPAnAi, deixa de encontrei o k-ésimo

menor elemento de X com probabilidade o(llz'a), analisando cada un) dos casos em
que o algoritnlo é obrigado a abortam. Vamos usei o Lema 4.2.1 Faia achar limites
superiores para as probabilidades relevam tes.

Lema 5.3.2 Se o aZgorjZi7}0 SKLPAnAi, acíli a 7'ecebc uzl! c07zju? ío dc- elzZT'ada X
com IXI = n $ m, elzfão e/e c7}c07}t7a o k-ósi77}0 e/e7ize7zto dc X c071z praz)abÍZidade l--

o( m'*) .

Demonstração
Pala esta prova, su])onlla (ltie o conjunto dp f'filia(la é inicialmente .V

{a;l,z2) ..)z7,} on(lea:i <72 $ .$ =1:7L.
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Caso contrário, chame recursivamente o algoritmo 

com B no lugar do conjunto X e k - IAI no lugar de k. 

o 
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Provaremos inicialmente que o algoritmo SELPARAL sempre pára em tempo 

constante. Como o número de elementos do conjunto de entrada é sempre menor 

ou igual ao número de processadores, note que cada chamada do algoritmo pode ser 

executada em tempo constante. Vamos verificar então quantas chamadas recursivas 

são necessárias para que o algoritmo pare. Suponha que inicialmente chamamos 

SELPARAL com um conjunto X1 tal que IX 1 I = n1 e com /i; = k1. Se o Caso 2.1 o­

correr numachamadai ~ 1, com um conjunto de entrada Xi tal que IXi l = ni, então 

na próxima chamada o conjunto de entrada Xi+l será tal que IXi+ 11 s r n;14l, Caso 

contrário, i.e. no Caso 2.2, teremos X;+1 s f2 512 (ni/l;) 112d;l s 20(logni)1/ 2n;14. 

Ou seja, se numa chamada i o conjunto ele entrada. X; tem tamanho n; , então o 

conjunto de entrada da próxima chamada recursiva. teréÍ. seu tamanho reduzido a pe­

lo menos 20(logni) 112n;/ 4
. Portanto já no início da. quarta. chamada o conjunto ele 

entrada terá tamanho igual a o(n: 12 ), onde n 1 = l.\' 11, P portanto valerá o Caso 1. 

Ao atingir o Caso 1, o algoritmo encontra. o k-ésimo elemento de X e pára. São 

portanto necessárias no máximo quatro chamadas para que o algoritmo termine sua 

execução. Claramente, se o algoritmo abortar serão necessárias menos de quatro 

chamadas. 

Vamos provar agora que o algoritmo SELPARAL deixa ele encontrar o k-ésimo 

menor elemento de X com probabilidade o(m- 2 ) , anali sando cada um dos casos em 

que o algoritmo é obrigado a abortar. Vamos usar o Lema 4.2.1 para achar limites 

superiores para as probabilidades relevantes . 

Lema 5.3.2 Se o algoritmo SELPARA L acima recebe um conjunto de entrada X 

com IX 1 = n S m, então ele encontra o k-ésimo elemento de X com probabilidade l­

o( m-2). 

Demonstração 

Para esta prova, suponha que o conjunto dP Pntra.da é inicialmente X 

{x1, X2, . . . , x,i} onde :i:1 S :1:2 S .. . S :1: n . 
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Vamos analisar os sete casos em (lue o algoritmo abona e concluir (lue a pro-
babilidade de pelo menos um deles acontecer é o(m'2). Lembre que, para os casos
considerados, vale que n > (27n)i/2

Em(1), temos(iue P{(lsl) > m} $ PllS1 2(2my/a} = PllS1 2 2(m/2)'/a}.
Como E(ISI) = np =(n/2)'/2 $(m/2)'/', temos que

onde a penúltima desigualdade é dada ])elo Lema 4.2.1.
Vamos calcular a probabilidade de .S sei menor que { em (2). Lembre

que E(ISI) = np =(n/2)1/2, assim com o Lema 4.2.1, temos que

$ PÍISI ? 2E(l.Srl)} $ expl--(7}/2)i/2/3} = ex]){--ç)(ml/4)},ISP
2

P(ISI < {) $ PÍI.ÇI $ 7}'/'/4} $ Pll.SI $ E(l.SI)/2}

$ exp{(7}/2)1/2/8} $ expÍ--f1(711.''/4)}

Para calcular a probabilidade (le l.41 sei inaiol (hiP / pm (:}), defina Z = ls' n
{zi)z2,...,zlll. Temos assim (lue E(Z) = Z7) )' 7i3/a(2z/)'i/Z ? ?ii/4/2. De onde

vem que

P(IÁI > /) = P(zl < Z/{) P(Z < {) $ P(Z $ 7}'/'/4) $ P(Z $ E(Z)/2)

Usando novamente o Lema 4.2.1, concluímos que P(l.41 > J) $ exp(--7ii/4/16) $

exp(-Q(m'/')).
Para(4), definam = 1.snlaçl,a;2,. . .,a:x;ll. Vamos supor que A = 1257ii/2log71J,

já que isso só aumenta a probabilidade de l,41 sel menor (late k e quem'emos unl limite
superior para tal ])robabilidade. Assim, temos (lue

p(l..41 < k) P(Z/i < zk) $ P(}'' ? i) P(V 2 [«'/'/41) $ P(}'' 2 2E(V)),

já que E(y) = kp $ 2'1/2251og7} $ 7}i/4/8, a última desigualdade valendo pa-
ra 1} 2 2 x 10lÕ. Observe ainda que, tomando k = 125?l1/2log7}J, temos E(y) 2
l(25/2'/2)lognJ l(2ny/2J(27})''/: à(25/2) 1og7}. Usando o Lema 4.2.1, temos que

P(l.41 < k) $ expl--(25/6)1og71} $ expl-(25/6) 1og(2zll.)'/'} o( «;'' )

Para(5),(6) e(7), note que A' > 25zl.i/2log71 e poltaiito /z 2 2 '/2251og7}
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Vamos analisar os sete casos em que o algoritmo aborta e concluir que a pro­

babilidade de pelo menos um deles acontecer é o(m-2 ). Lembre que, para os casos 

considerados, vale que n > (2m)1/ 2 . 

Em (1), temos que P{(l~I) > m}::; P{ISI?: (2m)112 } = r{ISI?: 2(m/2) 112
}. 

Corno E(ISI) = np = (n/2)112 :S (m/2)112 , temos que 

P { ( 1!1
) > m} :S P{ISI?: 2E(ISI)} :S exp{-(n/2) 1

/
2 /3} = exp{-f2(m1

/
4
)}, 

onde a penúltima desigualdade é dada pelo Lema 4.2. l. 

Vamos calcular a probabilidade ele S ser menor que i em (2). Lembre 

que E(ISI) = np = (n/2)112 , assim com o Lema 4.2.1, temos que 

P(ISI < i) < P{ISI :S n 114 /4} :S P{ ISI :S E( ISl)/ 2} 

< exp{(n/2) 112 /8} :S exp{-n(m- 114
)} . 

Para calcular a probabilidade de IAI ser maior q11 P l P 1n (:3), defi na Z = IS n 

{x1 ,x 2 , ... ,xt}I. Temos assim qu e E(Z) = Lv ?: 1,.v~(l.11)- 111 ?: 11. 114 /'2. De onde 

vem que 

P(IAI > l) = P(x1 < yi) = P(Z < i) :S P(Z :S n 114 /4) :S P(Z :S E(Z)/2). 

Usando novamente o Lema 4.2.1, concluímos que P(IAI > l) :S exp(-n114 /16) :S 

exp(-f2(m118 )). 

Para ( 4), defina Y = jSn {x1, x1, ... , :i:k} j. Vamos supor que/;; = l25n 111 log nJ, 

já que isso só aumenta a probabilidade de IAI ser menor que k e queremos um limite 

superior para tal probabilidade. Assim, temos que 

já que E(Y) = kp :S 2-11225 logn :S n 114 / 8, a última desigualdade valendo pa­

ra n ?: 2 x 1016. Observe ainda que, tomando /,,; = l25n 112 lognJ , temos E(Y) ?: 

l(25/2112) lognJ l(2n)112J(2n)- 1/ 2 ?: (25/2) logn. Usando o Lema 4.2 .1, temos que 

Para (5), (6) e (7), note que k > 25n112 ]ogn e portanto fl?: 2- 1/:225 Jogn. 
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Note que em (5) para k 2 25?l1/2logn, temos que i= fp(i - dp'i/2)1 2:
[p(1 -- 2'i/4)1 2 1. Portanto Z/{ sempre pertence a S se 3/.f pertence a S. Vamos então
calcular a probabilidade de termos g/j g S, ou seja a probabilidade de valer ISI < j
em (5). Note que

' ' r«.: --,-'''" ' -:,".*,- 1:,~ 1;1 @hl : .,« . (;y''
Portanto, usando o Lema 4.2.1, temos

P(ISI < .j) $ P {lSI $ 0,93E(ISI)} $ expl0,0049(7}/2y/'/2) exp{ -Q( ,n ' /') }

Para calcular a probabilidade de IBI ser inelior que Z em (6), suponha que
y = z{,. Equivalentelnente, i' é o posto de 3/i no conjunto .Y. Ponha W = 1.9n {zq c
X : {' $ q < {' + /}1. Note que IBI > / se e somente se yf = a:f' e y.f ? zi,+l, mas

isto acontece se e somente se IV $ j í. Assim, teittos que P(IBI > /) = P(W $

.j {) $ P(W $ 2dpi/2). Como E(W) :: /7} ? 4d/zi/Z 2 501og?}, usando novamente

o Lema 4.2.1, temos que

P(l-al > Z) $ P{W $ E(W)/2} $ expl--4dp1/2/8}

$ expl-(25/4) 1ogn} $ expl-(25/4) 1og(2my/'}

Finalmente, para calcular a probabilidade de =z;k não ])ei'tentei a B em (7), tome t/ =
lsn {zi,z2,...,zx;ll. Claramente, teii]os (lue ]:k C B sp e somente se y{ $ zk $ g/j,

o que ocone se e somente se { $ {/ $ .j. Temos então (late

P(zk#l?) $ P{U$p--d/li/2l+P{/?p+dpi/2}
plt/ 5; P(l - 'Zp''/')}+ Pltr ? p(l+ 'Zp''/')}

Co:«o E(U) = kp
temos que

p > 2'i/2251og7} e 0 < dp'i/2 < 2 1/1, com o Lema 4.2.1

P(zi. g B) ex]){--(dp'i/2)2/l/2} + exp{ --((!/l i/2)2/z/3}

exp{ --(25/4) 1og 7}.} + exp{ --l2S/01 1ogn.}

expl-(25/4) 1og(2vi})'/:zl+ exp{ --( 25/6) 1og(27i})'/'}

.(«'').
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Note que em (5) para k 2 25n112 log n, temos que i = íµ(l - dµ- 112 )1 2 
íµ(1-2- 114)l 2 1. Portanto y; sempre pertence a S se Yj pertence a S. Vamos então 

calcular a probabilidade de termos Yj </. S, ou seja a probabilidade de valer ISI < j 

em (5). Note que 

j ~ íµ(l + 2-1 /4)1 ~ í},84. kpl < f 1,84 íil (2n\112 l ~ 0,93. (1) 1/2 

Portanto, usando o Lema 4.2.1, ternos 

P(ISI < j) ~ P{ISI ~ 0,93E(ISI)} ~ exp{0,0049(n/ 2)112/ 2) = exp{-il(m114)}. 

Para calcular a probabilidade de IBI ser menor que l em (6), suponha que 

Yi = x;, . Equivalentemente, i' é o posto de Yi no conjunto X. Ponha W = ISn {x 9 E 

X : i' ~ q < i' + l}I. Note que IBI > l se e somente se Yi = :1:;, e Yi 2 x;,+1, mas 

isto acontece se e somente se W ~ j - -i . Assim, temos que P( IBI > l) = P(W ~ 

j - i) ~ P(W ~ 2dJL112) . Corno E( W) == l7J 2 4dJL 111 2 ::iO logn , usando novamente 

o Lema 4.2.1, ternos que 

P(IBI > l) < P{W ~ E(W)/2} ~ exp{-4dµ 112 / 8} 

< exp{-(25/4) logn} ~ exp{ -(25/4) log(2m)112
} 

< m-3. 

Finalmente, para calcular a probabilidade de 1: 1; nã.o pertencer a Bem (7), tome U = 
IS n { x1, x2, . .. , 1:J.:} 1- Claramente , temos que :1: 1; E B Sf' e somente se y; ~ 1:1, ~ y1, 

o que ocorre se e somente sei ~ U ~ j. Temos entã.o que 

P(xk </. B) < P{U ~ µ - d1t 112
} + P{U 2 /L + dµ 112

} 

= P{U ~ µ(l - dµ- 1! 2
)} + P{U 2 µ(1 + dµ- 112

)}. 

Como E(U) = kp = µ 2 2- 11225 log n e O ~ dµ- 1! 2 ~ 2-1/4 , com o Lema 4.2 .1 

temos que 

P(x1: </. B) < exp{-(dµ- 1l 2 )2JL/'2} + exp{-(dJL- 1!2)°2JL/:J} 

= exp{-('25/4) logn} + exp{-(2:l/G) logn} 

< exp{-(25/4) log('2m) 1
/

2
} + exp{-(25/6) log(2m) 112

} 

= o(m-2 ). 
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Assim a probabilidade de qualquer um dentre(1) a(7) ocoriei numa chamada recur-
sivaé o(m'z). Como o algoritmo nuncafaz mais do que quatro chamadas, temos que
a, probabilidade total do algoritmo abortar antes de encontrar o k-ésimo elemento é
ta-nbé:n .(m''). D

Com esse resultado, podemos agora facilmente demonstrar o seguinte teorema

Teorema 5.3.3 Ezísfc ull aZgoríl77 0 a/eaZórío paralelo que se/ucíorla o p7'0bZema

SEI,EÇAOk para entradas c07i} lz. eZer7}enlos usa7zdo m = 7 processadores cni tempo
canslante.

Demonstração
Tome um algoritmo deterniinístico .4 que utiliza no máximo m processadores

e soluciona o problema Sni,nçÃoX. c.om no máximo 112 iteiações se o conjunto de
entrada tem 1} elementos. Observe (lue podemos obter facilmente un) algoz'itmo .4
assim, pois até mesmo um algoz'itmo se(liiencial ti'ivial (lue compare cada elemento

da entrada com todos os outros consegue resolver SELEq:Ãot em (1;) iteraÇÕes.

Considere o algoritmo Snl.PAR,AL+ (lue fun('.lona exatamente como o algorit-
mo SnLPAKAL acima Dias que, nos c.asas en} (lue SELPAKAL al)arca, chama o algo-
ritino .4.

O tempo médio de execução de SKtPAKAL+ sela então igual ao tempo de
execução de Sni,PAnAt, ou seja O(1), vezes a probabilidade de SEI,PAn-Ai, não
abortar mais o tempo de execução de ,4 vezes a probabilidade de Sni,PAPAL abortar,

ou seja O(1)(1 o(m'')) + l&'o(1«.'') = O(1).
0

Por completude, enunciámos o seguinte c.oiolário do insultado acima

Teorema 5.3.4 E2;êste ull a/gal'ítnio a/eníól'ío paT'a/clo qílc soZucí07 a o pz'obZema

OKonNAÇAO para ente'idas eDIl 7 c/elllclilos ?zsa7td0 7n :> 71 pr'ocessadores elr} teln-

P. 0(1og«).

Demonstração
Apenas esboçamos un] argumento. Pelo Teoieiila 5.3.3 acima, podemos achar

a, mediana de unl conjunto dado X usa,ndo no máximo l.V processadores em tema)o
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Assim a probabilidade de qualquer um dentre (1) a (7) ocorrer numa chamada recur­

siva é o( m- 2). Como o algoritmo nunca faz mais do que quatro chamadas, temos que 

a probabilidade total do algoritmo abortar antes de encontrar o k-ésimo elemento é 

também o(m-2 ). D 

Com esse resultado, podemos agora facilmente demonstrar o seguinte teorema. 

Teorema 5.3.3 Existe um algo1'itmo aleatório paralelo que sol1Lciona o problema 

SELEÇÃ01,; para entradas com n elementos usando m = n processadores em tempo 

constante. 

Demonstração 

Tome um algoritmo determinístico A que utiliza. no máximo m processa.dores 

e soluciona o problema SELEÇÃ01,; com no máximo n 2 iterações se o conjunto de 

entrada tem n elementos . Observe que podemos obter faci lmente um algoritmo A 

assim, pois até mesmo um algoritmo seqüencial trivial que compare cada elemento 

da entrada com todos os outros consegue resolver SELEç:Ão1- em G) iterações. 

Considere o algoritmo SELPARAL + que funciona exatamente como o algorit­

mo SELPARAL acima mas que, nos casos em que SELPARAL aborta, chama o algo­

ritmo A. 

O tempo médio de execução ele SELPARAL + será então igual ao tempo de 

execução de SELPARAL, ou seja 0(1 ), vezes a probabilidade ele SELPARAL não 

abortar mais o tempo ele execução de A vezes a probabilidade ele SELPARAL abortar, 

ou seja 0(1)(1 - o(m- 2 )) + n 2o(m- 2 ) = 0(1 ). 

o 

Por completude, enunciamos o seguinte corolário do resultado acima. 

Teorema 5.3.4 Existe um algoritmo alcató1·io parnlelo que sol1Lciona o problema 

ORDENAÇÃO para entradas com n elementos usando m 2': n processadores em tem­

po O(logn). 

Demonstração 

Apenas esboçamos um argumento. Pelo Teorema. 5.:3.:3 a.cima, podemos achar 

a mediana de um conjunto dado X usando no máximo IX I processadores em tempo 
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constante. Mas então claramente existe um algoritmo de divisão e conquista que
ordena um conjunto com 1} elementos ein O(log n) iterações.

D

5.4 Ordenação

Sabemos por resultados anteriores (ver ISI e l61) que todo algoritmo determinístico

que usa m ? ?} processadores para ordenar um conjunto de entrada com 7} elementos,
baseado em comparações, plecísa de ç2{(1og7})/ log(l + rr}/l})} iterações. Ou seja,
qualquer algoritmo detenninístico (lue use in » 7 processadores não atinge speed-
up ótimo. Observe que para nz $ 7z o circuito cle ordenação de Ajtai, l<omlós e
Szemerédi(ver l21, 131) estabelece (lue C)((71/n}) log7}) iteiações são suficientes pala
solucionar esse problema.

Devido à semelhança dos objetivos envolvidos nos problemas de ordenação e

seleção do mínimo, ocorre naturalmente a pel'junta sobre a existência de um algorit-
ino aleatorio (lue usa ?z} » ?} processador'es e atinge speed-up otlnlo. Vamos pi'oval
nesta seção e na próxima que este infelizmente não é o caso.

Por comodidade na notação, iremos supor (lue o conjunto de entrada X para o
problema OKOnNAÇAO e dado na coima de un] vetar, oii mais precisamente na forma

de uma n-upla que apresenta os elementos de X numa ordem arbitiália. Vamos
então fixar um conjunto X C Z, .V = {a;i, zz,.. ., a;,.}, (]e etttia(]ae veiifical (quantas

comparações são necessárias pala oi(leilá-lo. Dada liiila pernlutação a sobre l?ll,

denotaremos pOi' Xa O vedor <X.({)>:1::l ' <Z.(1),]:a(2), ' ' ',Za(71)>. Assim, dado um

vetor y = X.. (onde ao é evidentemente unia peimutação), (luerenlos obter uma

permutação ai tal que al(V) = X..« = <z..(,.({))>i' tenha seqüência de postos
igual a <1,2,...,n>. Vamos denotam ])or S« o conjunto de todas as permutações

sobre lnl. Denote por Pl7}l todas as 7}-uplas possíveis com os elementos de X, ou

seja yt«] = {X. : a C S,.}.
Inicialmente, vamos redefinir o (onceito de álvoies dp decisão da Definição 1.2.1

para adapta-las ao problema de ordenação se(liiencial

Definição 5.4.1 Sega ?} 2 2 llliz í? feira. (/nirl árvoi'e de decisão é lzllta di'tlore

binária com raiz e peco nteltos duas jota as tal (it c
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constante. Mas então claramente existe um algoritmo de divisão e conquista que 

ordena um conjunto com n elementos em O(logn) iterações. 
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5.4 Ordenação 

Sabemos por resultados anteriores (ver [5] e [6]) que todo algoritmo determinístico 

que usam 2: n processadores para ordenar um conjunto de entrada com n elementos, 

baseado em comparações, precisa de n{(logn)/log(l + m/n)} iterações . Ou seja, 
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up ótimo . Observe que para m ~ n o circuito de ordenação de Ajtai, Komlós e 
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Devido à semelhança dos objetivos envolvidos nos prob lemas de ordenação e 

seleção do mínimo, ocorre naturalmente a pergunta sobre a existência de um algorit­

mo aleatório que usa m ~ n processadores e atinge speed-up ótimo. Vamos provar 

nesta seção e na próxima que este infelizmente não é o caso. 

Por comodidade na notação, iremos supor que o conjunto de entrada X para o 

problema ORDENAÇÃO é dado na forma de um vetor, ou mais precisamente na forma 

de uma n-upla que apresenta os elementos de X numa ordem arbitrária. Vamos 

então fixar um conjunto X C 71., X = {.1: 1, :i:2 , .. . , :1:1t} , de entrada e verificar quantas 

comparações são necessárias para ordená-lo. Dada uma permutação a sobre [n], 

denotaremos por Xu o vetor (Xu(i))}'.:c 1 = (:i:u(l ), :cu(l) , .. . , X 11 ( 11 ))- Assim, dado um 

vetor V = Xu 0 (onde ao é evidentemente uma permutação), queremos obter uma 

permutação a1 tal que a1(V) = Xu 1u0 = (xui(uo(i)))íi tenha seqüência de postos 

igual a (1, 2, . . . , n) . Vamos denotar por Sll o conjunto de todas as permutações 

sobre [n]. Denote por V[n] todas as n-uplas possíveis com os elementos de X, ou 

seja V[n) = {Xu : a E 8 11 }. 

Inicialmente, vamos redefinir o conceito de árvores de decisão da Definição 1.2.1 

para adaptá-las ao problema ele ordenação seqiiencial. 

Definição 5.4.1 Seja n 2: 2 um int.eiro. Uma árvore de decisão é uma árvore 

binária com raiz e pelo menos duas folha s tal que 
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ÍO tod. nó ante,«o é «tu/ado co«: un} p", o,dc«ad. ({,.j), o«'/' l $ í < .j $ n;

ríi,) todo nó eterno tens ulila al'essa saílido coll} rótulo '<' c out7'a co il '>' ('Da-

mos convencionar quc a aresta da "esqtle7'da" íell} róluZo '<' c a da "direita" tem

rótulo '>',);

Íii0 em todo caminho da raiz até uma /o//}a, os rótulos de quaisquer dois nós
interTtos são distintos;

(iu) cada /olha é rotulada co it anta perTnutação al C S,.

A interpretação dessa definição é bastante simples. Suponha (lue a árvore de
decisão Á representa um cel'to algolitnlo deteiininístico se(liiencial de ordenação que

recebe uln vedor V' = <lq>i = Xa. = <a;.o({)>;' como entrada. Simulados o algo-

ritmo visitando os nós da árvore de decisão, começando pela raiz, até atingirmos
uma folha. Ao visitarmos um nó interno da árvore com rótulo (i,.j), compara-

mos z..({) com a;ao(j)' Se z..({) < Zao(.j), então van)os pat'a, o filho es(luerdo desse
nó na árvore ,4; caso contrário, visitamos o filho direito. Ao chegam)os numa folha,

temos uma permutação al C .S',: ta] (llle al(1'') = .V..a. tem a se(liiência de pos-

tos <1, 2, . . . , ?&>. Claramente, todo algoritlilo deteiminísit('o (l( or(leitação se(liiencial

baseado eni comparações que não faz coni])orações iedundailtes, Cedi uma arvore de

decisão equivalente.

Vamos agora dar uma definição generalizando o conceito de árvore de decisão
para algoritmos paralelos determinísticos de oi'denação.

Definição 5.4.2 Sejalz} dados dois ínZeÍ7'0.s ?l} > 0 (' vl. 2 2. {/lula nl-árvore de

decisão é ullia árvore colll I'aíz c /)ela lliclzas 2"' /o//las ZaJ qzzc

(i) todo ltó il\tel'Tto te?lt ezatal letltc '2'» .Rtllos c é T'ot.utad.o co l L l a. seqfiêllcia de llt

p"'.es o,de««d« (ii,jl), ({i,.j2),..., (i«.,.j«.), o«d' ix:, .jx; C Z e l $ ix; < .ji; $ "

para l $ k $ m;

rii,) cada aresta que sai de ulll lzó i te7'1to feia lllna seqtié7zcía cll} {'<', '>'1"' como
rótulo;

(iii) em todo caTnitlllo da raiz «té it la Jollla, (it nis(lucT' paT'cs OT'dcTtados dos T'óculos

dc qltaisquer dois nós lutei'lias dislillt.os sã.o d.istilltos:

(iu) cada Joll a é rotulada colll ul la pcrl)utlaç(líi al € S,..
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(i) todo nó interno é rotulado com um par ordenado ( i, j), onde 1 :S i < j ~ n; 

(ii) todo nó interno tem uma aresta saindo com rótulo '<' e outra com '>' (va­

mos convencionar que a aresta da "esquerda" tem rótulo '<' e a da "direita" tem 

rótulo'>'); 

(iii) em todo caminho da raiz até uma folha, os rótulos de quaisquer dois nós 

internos são distintos; 

(iv) cada folha é rotulada com uma pennutaçcio a1 E Sn. 

A interpretação dessa definição é bastante simples. Suponha. que a árvore de 

decisão A representa um certo algoritmo determinístico seqüencial de ordenação que 

recebe um vetor V = (Vi)11 = Xa 0 = (xao(i));i como entrada. Simulamos o algo­

ritmo visitando os nós da árvore de decisão, começando pela. raiz, até atingirmos 

urna folha. Ao visitarmos um nó interno da árvore com rótulo (i,j), compara­

mos Xao(i) com Xao(j)· Se Xao(i) < Xao(j), então vamos para. o filho esquerdo desse 

nó na árvore A; caso contrário , visita.mos o filho direito. Ao chegarmos numa folha, 

ternos urna permutação a 1 E Sn tal qu e a 1 ( \/ ) = Xn,no lPlll a. seqüência de pos­

tos (1, 2, . . . , n). Claramente, todo algoritmo determinísitco de ordenação seqüencial 

baseado em comparações que não faz compara.ç.ões redundantes , tem uma. árvore de 

decisão equivalente. 

Vamos agora dar uma definição generalizando o conceito de árvore de decisão 

para algoritmos paralelos determinísticos de ordenação . 

Definição 5.4.2 Sejam dados dois inteiros m > O e 11. 2 2. Uma m-árvore de 

decisão é uma árvore com rniz e pelo menos 2111 folhas tal qu e 

(i) todo nó interno tem e:i.:alamenlc 2m filhos e é rotulado com mna seqüência de m 

pares ordenados (i1,j1), (i2,J2), ... , Cim,jm) , onde Ík, Jk E '1l. e l :S i1. < ]k ~ n 

para 1 ~ k '.S m; 

(ii) cada aresta que sai de um nó intenw tem uma seqüência em{'<', '>'}m como 

rótulo; 

(iii) em todo caminho da raiz at é uma J olha , q11aisquc1· JJ<Lff8 ordenados dos rótulos 

de quaisquer dois nós intenws distintos sáo distinto.<:: 

(iv) cada folha é rotulada com uma. JJ(Tmulaçúo a 1 E S,, . 
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Neste caso, a interpretação é análoga à do caso seqüencia], mas ao invés de
fazermos uma comparação a cada nó da árvore que visitamos, fazemos m compa-
rações. Suponha que uin algoritmo determinístico paralelo que utiliza m processa-

dores recebe uin vedor de inteiros V = <V.>;' = X.. C yt«] como entrada. Vamos
ver como uma m-árvore de decisão representa ta] algoritnio. Começamos visitando
a raiz da rn-árvore. Ao visitei'mos unl nó da árvore, fazemos as in comparações
entre elementos de V cujos índices são indicados pelos n} pares do rótulo do nó.
Essas m comparações têm 2"' resultados possíveis, e cada resultado desses corres-
ponde a uma seqüência de '<' e '>'. Devemos então ir pala o filho do nó que é
ligado na m-árvore a esse nó através da atesta rotulada com a se(lüência de '<' e
'>' correspondente. Note ainda (lue não exigiiiios nesta definição (lue o rótulo de
um nó interno tenha os paios ordenados distintos dois-a-dois. Isso se deve ao fato
do algoritmo que a m-árvore i'epi'ementa rodei tei pio('essiLdoies ociosos numa cel-
ta iteração, e numa m-árvore de decisão vaDIos indica.i tal situação como se vários
processadores estivessem fazendo a mesma conlpal'ação. Senda assina, algumas sub-
árvores da m-árvore não terão sentido algulii, já que estarão supondo resultados

distintos para uma mesma comparação. Observe que cona essa liberdade, teremos
que dado uin algoritmo determinístico (]ue utiliza 7i} processadores ])ara ordenar um
vedor de entrada com 7} elementos, pode existir mais de uma 7il-áivoie de decisão
que representa a execução desse algoiitnio.

Assim como no caso dos gratos analisado nos (.apítlilos anteiioies, cada entra-

da (i.e. cada vedor) está associada a unia única follla de unia 7}1-árvol'e. De fato,
simulemos unia m-árvore de decisão .4 com um vetou y C yt«] como entrada, como
sugerimos acima. A cada nó interno que visitamos, fazemos liz comparações entre
pares de elementos de }''. Essas ?l} c.omparações têm 2"' resultados possíveis. Mas
evidentemente os elementos de y satisfazem exatamente um desses resultados e por-
tanto não há dúvida quanto à esc.olha do próximo vértice a sei visitado. Observe
que isso é verdade nlesnlo pala. os nós inteiilos cujos rótulos têm pai'es de índices

repetidos. Concluinios então (lue da(la liii)a l?l-aivoie (le (decisão A, qualquer vetou

de entrada y C y[,.] deterniína unl único caminho enl À (la raiz até unia folha de ,4.
Note ainda que dado um algoiitino de OI'denação que usa ?l} pi'ocessadores e é re

presentado por duas ?n-árvores .4i e .A2 distintas, vale (lue para qualquer V' C y]n]
o comprimento do caminho (lue T'' determina enl 41 é igual ao conlpriinento do

Capítulo 5. Problemas de seleção 68 

Neste caso, a interpretação é análoga à do caso seqüencial, mas ao invés de 
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a raiz da m-árvore. Ao visitarmos um nó da árvore, fazemos as m comparações 

entre elementos de V cujos índices são indicados pelos m pares do rótulo do nó. 

Essas m comparações têm 2m resultados possíveis, e cada resultado desses corres­

ponde a uma seqüência de '<' e '> '. Devemos então ir para o filho do nó que é 
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vetor de entrada com n elementos, pode existir mais ele uma. m-árvore de decisão 
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da (i.e . cada vetor) está associada. a urna única folha de urna m-árvore. De fato , 
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que isso é verdade mesmo para os nós internos cujos rótulos têm pares de índices 
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caminho que V determina em ,42.

Assim, dada uma m-árvore de decisão À e um vedor 1/ C yt,,], definimos
custo(Á,V) como sendo o comprimento do caminho em ,4 da raiz até a folha de 4
associada a y. Graças à observação final do parágrafo anterior, temos que custo as-
sim definido não depende da escolha da 7»-árvore que escolhem'mos ])aia representar
o algoritmo. Podemos interpretar custo(.A, y) como sendo o número de iterações
que o algoritmo representado pela m-árvore de decisão ,4 precisa para ordenar esse
vetou y

Vamos chamar de Ord(n,7n) o problema de ordenar vetores com 1} inteiros
distintos através de algoritnlos paralelos que usam ?l} processadores. Com isso po-
demos definir a complexidade média de pior caso CP(Oid(7}, ??z)) e a complexidade

aleatória C"41(Ord(n,m)) para o T)roblema de ordenação en] paralelo de maneira

análoga à de propriedades de gratos no Capítulo 1. P]'imeiramente, seja .4Ord(71,m)

o conjunto de todas as m-árvores de decisão que I'esolvem o pl'oblenla de ordenação
de vetores de yr.i.

Definição 5.4.3 De$ z lhos íz complexidade determinística média de pior ca
se CP(Ord(n, m)) do proble7ila Ord(7}, ?1z) pon(/a

CP(Ord(n,m)) = supmjnE.(custo(Á,V)) = supmjn )l: a(1'')custo( 4,y),
CY /l (l /s ., +..

b' € yt ,.]

OTtde o supremo é sobre a$ dist 'ibuiçõcs dc ]) -obabilida([c ( soft'c V\lt4) c o íltiTT\o é

sobre 4 C JO.d(n,«')'

Definição 5.4.4 Pm algoritmo aleatório R par'a o pr'oZ)/e77za de Ord(n, m) ó dado
por uma distribuição de proóabí/idade qn soba'c .40r.l(,i,«l)'

Deânição 5.4.5 .4 complexidade aleatória dc Old(7i,7i}) d

C'4'(Ord(n, «:) ) i#' npx Eç.(custo(A, V))

i#' "'g'x >ll: q,(,'1 ) c«sto( Á, I''),

onde o ínPnio é sobre os aZgorítmos a/caZór'áos R para Ord(?},m) dados por qn, o

máximo é soar'e V' C P[«], e a se i a é soba'e .4 C ,4o«i(«,«')'
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caminho que V determina em A2 • 

Assim, dada urna m-árvore de decisão A e um vetor V E V[n), definimos 

custo(A, V) como sendo o comprimento do caminho em A da raiz até a folha de A 

associada a V. Graças à observação final elo parágrafo anterior, ternos que custo as­

sim definido não depende ela escolha ela 1n-árvore que escolhermos para representar 

o algoritmo. Podemos interpretar custo(A, V) corno sendo o número de iterações 

que o algoritmo representado pela m-árvore de decisão A precisa para ordenar esse 

vetor V. 

Vamos chamar de Ord(n, m) o problema ele ordenar vetores com n inteiros 

distintos através de algoritmos paralelos que usam m processadores. Com isso po­

demos definir a complexidade média. de pior caso C'D(ürcl(n,m)) e a complexidade 

aleatória c.A 1(Orcl(n, m)) para o problema de ordenação em paralelo de maneira 

análoga à de propriedades de grafos no Capítulo 1. Primeiramente, seja Aord(n,m) 

o conjunto de todas as m-árvores ele decisão que resolvem o problema de ordenação 

de vetores de V[n). 

Definição 5.4.3 Definimos a complexidade determinística média de pior ca­

so C'D(Ord(n, m)) do problema Ord(n, m) pondo 

Cv(Ord(n,m)) = supminEa(custo(A, \/)) = supmi11 L o(V)custo(A , V), 
a A et A\,' V 

E 111] 

onde o supremo é sobre as distribuições de probabilidade o, sobn: V[n], e o mínimo é 

sobre A E Aord(n,m). 

Definição 5.4.4 Um algoritmo aleatório R pam o problema de Orcl(n, m) é dado 

por uma distribuição de probabilidade q R sobre Aord(n,m) · 

Definição 5.4.5 A complexidade aleatória de Orcl(n , m) f' 

c.A 1(Orcl(n, m)) inf rnaxE'I (custo(.4, \/)) 
R V R 

inf max L Cfrt(A) custo(A, \/), 
R \f A 

onde o ínfimo é sobre os algoritmos aleatórios R para Orcl(n, m) dados por qR, o 

máximo é sobre V E V[n], e a soma é sobre A E Aord(n,m). 
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Note que nestas definições também podemos substituir o ínfimo e o supremo por
mínimo e máximo, respectivamente. Além disso, afilmanlos que CP(Ord(n, m)) =

CÁI(Ord(n,m)). De fato, a demonstração do Teorema 2.2.1 vale aqui também, já
que custo(.A, y) > 0 para qualquer m-árvore de decisão .4 e qualquer vetar V € y[«]'
Este ]'esultado também vale para o caso de ordenação seqiiencial, pois claramente
se m = 1 então as m-árvores de decisão equivalem às árvores da Definição 5.4.1.
Mais genericamente, observe que os conceitos de complexidade média de pior caso
e complexidade aleatória, bem como a sua igualdade, são válidos para qualquer
problema cujos conjuntos de dados de entrada e de algoiitinos de resolução sejam
finitos .

Como um exemplo de aplicação da igualdade ente'e as complexidades aleatória
e determinística para problemas de seleção, observemos o seguinte c.orolário do Te-
orema 5.3.3.

Teorema 5.4.6 Para qua/q?lcr dista'ÍbTéíção dc e?zfrada a, ca;ísZc 1117t aZgorílmo pa-

«Zelo d.te,«;inútil. .'! = ,'!(a) q«' «J«.i'"« . p,.b/',«« SELnÇ:Ãok p«,. .«Z,.«d"'
c017} ?} eZen entes, usa7}do l?} ? li pz'occssa(/07'cs, cln le?np0 7iicídío c07tstazzte.

Demonstração
Seja Sela(n,nz}) o problema de solucionam Sni,KÇ:ÃoA. usando 11} pi'ocessadores e

tendo como entrada conjuntos com ll elementos . Sabemos que se in 2 n, temos

que C'AI(Sela(n,m)) = O(1), onde esta complexidade é definida da forma natural.
Assim, o nosso resultado decorre iniediaLanlente da relação

sup mjn E..(custo(.4, L'')) = CP(Sela;(?}, ?i})) = C'4/(Sela.(7}, ?1})) = O(1 )

D

Tendo enl vista a extensa bibliogi'a$a dis])onível sobre ordenação (veja por

exemplo j1l, 1291), apenas com a igualdade entre as complexidades aleatória e
determinística acima já podemos derivam alguns resultados interessantes. Por e-
xemplo, existem algoiitmos detelminísticos seqiienciais de Ordenação cujo tempo

médio de execução é O(7}log?}) (dual(luel' (lue seja a distribuição de entrada so-
bre y[,.] (os algoritmos MEKGESoitT e FIEAPSOKV poi exemplo). (l;om isso temos
que C'll(Ord(T},l)) = CP(OI'd(?}, 1)) = C)(71log?i.). Por outi'o lado, a partir de
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mínimo e máximo, respectivamente. Além disso, afirmamos que cr> ( Ord ( n, m)) = 
c.A1(Ord(n, m)). De fato, a demonstração do Teorema 2.2.1 vale aqui também, já 

que custo(A, V) > O para qualquer m-árvore de decisão A e qualquer vetor V E V[n] · 

Este resultado também vale para o caso de ordenação seqüencial, pois claramente 

se m = 1 então as m-árvores de decisão equivalem às árvores da Definição 5.4.1. 

Mais genericamente, observe que os conceitos de complexidade média de pior caso 

e complexidade aleatória, bem como a sua igualdade, são válidos para qualquer 

problema cujos conjuntos de dados de entrada e de algoritmos de resolução sejam 

finitos. 

Corno um exemplo de aplicação ela igualdade entre as complexidades aleatória 

e determinística para problemas de seleç.ão, observemos o seguinte corolário do Te­

orema 5.3.3. 

Teorema 5.4.6 Para qualquer distribuiçri.o de entrada cr, eúste mn algoritmo pa­

ralelo determinístico A = A(a) que soluciona o problema SELEC,:Ão1,: para entradas 

com n elementos, usando m 2: n processadores, em tempo médio constante. 

Demonstração 

Seja Sel1,:(n,m) o problema de solucionar SELEç:Ão1.: usando m processadores e 

tendo como entrada conjuntos com n elementos . Sabemos que se m 2: n, ternos 

que c.A 1(Sel1,:(n,m)) = 0(1), onde esta complexidade é definida da forma natural . 

Assim, o nosso resultado decorre imediatamente da relação 

supminE0 (custo(A, \/)) = (D(Selk(n,m)) = cA 1(Selk(n,m)) = 0(1). 
a- A 

o 

Tendo em vista a extensa bibliografia disponível sobre ordenação (veja por 

exemplo [l], [29]), apenas com a igualdade entre as complexidades aleatória e 

determinística acima já podemos derivar alguns resultados interessantes . Por e­

xemplo, existem algoritmos determinísticos seqüenciais de orclenaç.ão cujo tempo 

médio de execução é O(nlogn) qualquer que seja a distribuição de entrada so­

bre V[n] (os algoritmos MERGESORT e HEAPSORT por exemplo). Com isso temos 

que CA 1(Ord(n, 1)) = cv(Ord(n , 1)) = O(n logn) . Por outro lado, a partir de 
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árvores de decisão para ordenação, não é difícil concluir que o tempo médio de

qualquer algoritmo determinístico é Q(nlog7t), supondo (lue as entradas são distri-
buídas uniformemente. Assim temos que C'41(Ord(7}, 1)) = ç2(nlogn) e portanto
a introdução de passos aleatórios em algoritmos de ordenam.ão sequencial não traz

ganllos assintoticamente significativos. Além disso, podemos facilmente definir uln
algoritmo aleatório cujo tempo médio é O(7} log 11). De fato, lembramos que se todas
as entradas possíveis são distribuídas uniformemente, o algoritmo Qu icKSoKT tem

tempo médio de execução igual a O(7}logT}). Assim, seja QSALKAT o algoritmo
aleatório que, ao receber uma entrada V = <iq>T C. yl711, gera aleatoriamente uma
pennutação a de l7}l (de folha que todas as pei'mutações sobre l7il sejam igualmente

prováveis), e em seguida chama o Qu ICKSORT pai'a oi'deixai' a( 1'') = <Va(i)>;'' Dessa
maneira a coiit])lexidade de QSALEAT é claramente O(?} log l}).

A idéia por trás do QSALEAT envolve unia cei'ta simeti'ia. do pt'oblema de oi

denação que será muito útil a seguia. Essa simetria se ieslinle no seguinte: dada
uma nt-árvore (ou unia árvore, no caso se(liiencial) de decisão pala Ordenação, qual-
quer permutação que aplicarmos aos índio.es que compõem os rótulos dessa árvore
nos fornecerá uma nova m-árvore (uma árvore, res])ectivamente) de decisão para

ordenação. Essa simetria nos ])ein]ite demonstram o seguinte teor'ema enunciado

por Yao en] j411. (Na realidade, essa simetria é uma piopiiedade de toda a classe
(le pioblentas de seleção. Poderlainos então tei defina(l0 7i&-alvor'es de decisão pala
problemas de seleção enl geral e o resultado a seguia também sei'ia válido neste caso.)

Teorema 5.4.7 S'qa d. a disl7'ió?lição dc /)7'0babí/í(/a(/c u? g07'7ilc soez'e yt«]. E71tão

ua/e quc CÁI(Ord(71,7n)) = «lin,.iEd.(custo(.4,V)), 071dc a « ú i«,o é sobre [od«

as 7n-ardores de decisão .4 C .4o..a(«,«.)

Demonstração
Vamos fixar uma m-árvore de decisão .40 C .ÁOrd(7t,nl) pai'a' a qual vale

que min.4C.Aa,.(...) Ed.(custo( 4, r)) = Ed«(custo(Áo, V)). Observe primeiramente
que CÁI(Ord(Tt,n})) = CP(Ord(7t,7i})) ? E.l.(custo( 4o: v)). Assim o nosso objetivo
é provar a desigualdade reverso.

No que segue, iremos denotam poi a(.4o) a 7}1-ál'vote de decisão (lue se obtém a
partir de .4o perlnutando-se os rótulos dos nós de Áo de acordo com a. Por exemplo,

se a raiz de .4o tem rótulo (il,.j1),({2,J2), . . .,({«.,.j«:), então a raiz de a(.4o) terá

rótulo(a(il), a(.ji)),(a(ia), a(J2)), .. . ,(a(í«.), a(.j«.)).

Capítulo 5. Problemas de seleção 71 

árvores de decisão para ordenação, não é difícil concluir que o tempo médio de 

qualquer algoritmo determinístico é n( n log n), supondo que as entradas são distri­

buídas uniformemente . Assim temos que CA 1(Ord(n, 1)) = f2(nlogn) e portanto 

a introdução de passos aleatórios em algoritmos de ordenação seqüencial não traz 

ganhos assintoticamente significativos. Além disso, podemos facilmente definir um 

algoritmo aleatório cujo tempo médio é 0( n log n ). De fato, lembramos que se todas 

as entradas possíveis são distribuídas uniformemente, o algoritmo Qu1c1<SORT tem 

tempo médio de execução igual a 0(nlogn). Assim, seja QSALEAT o algoritmo 

aleatório que, ao receber uma entrada V = (V;)11 E V[n], gera aleatoriamente uma 

permutação a de [n] (deforma que todas a.s permutações sobre [n] sejam igualmente 

prováveis) , e em seguida chama o Qurn,SortT para ordenar <T( \/) = (Va(i))i'. Dessa 

maneira a complexidade de QSA L EAT é claramente 0( n log n ). 

A idéia por trás elo QSALEAT envolve uma certa. simetria do problema ele or­

denação que será muito útil a seguir. Essa simetria se resume no seguinte: dada 

uma m-árvore (ou uma árvore, no caso seqüencial) ele decisão para ordenação, qual­

quer permutação que aplicarmos aos índices que compõem os rótulos dessa árvore 

nos fornecerá uma nova m-árvore (urna árvore, respectivamente) ele decisão para 

ordenação. Essa simetria nos permite demonstrar o seguinte teorema enunciado 

por Yao em [41] . (Na realidade, essa simetria é uma. propriedade de toda a classe 

de problemas de seleção. Poderíamos en tã.o ter definido m-á.rvores de decisão para 

problemas de seleção em geral e o resulta.cio a seguir também seria válido neste caso.) 

Teorema 5 .4. 7 Seja du a distribuiç<io ele probabilidade uniforme sobre V[n] · Então 

vale que CA1(Ord(n,m)) = minA Ec1u(custo(A , V)) , onde o mínimo é sobre todas 

as m-árvores de decisão A E Aord(n,m). 

Demonstração 

Vamos fixar urna m-árvore de decisão Ao E Aorcl(n,m) para a qual vale 

que minAEAo,d(n,ml Ec1.,(custo(A , V)) = E<1..(custo(Ao , \/)). Observe primeiramente 

que cA1(Ord(n,m.)) = C'D(Ord(n , m)) 2'. E<1.,(custo(Ao, \/)) . Assim o nosso objetivo 

é provar a desigualdade reversa. 

No que segue, iremos denotar por <T( Ao) a m-árvore de deci são que se obtém a 

partir de Ao permutando-se os rótulos elos nós el e Ao de acordo com a . Por exemplo, 

se a raiz de Ao tem rótulo (i1,jl) , (i2,j2), .. . ,(im,im), então a raiz de a(Ao) terá 

rótulo (a(i1), a(j1)), (a(i2) , a(h)) , ... , (a( im), <T(jm)). 
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Seja .40 Ç .40.d(«,m) O conjunto de todas as árvoi'es de decisão a( 40) para
cada a C S«. Defina a distribuição de probabilidade g. sobre .40.d(«,m) pondo

,.«):l 'i

n /i € 4o

caso contrário.

Seja R. o algorittno aleatório dado pela distribuição q« e seja Uo € yt«] tal
que maxi Eç.(custo(.4, }')) = Eç.(custo(.A, Uo)). Temos então que

Eç.(c«sto(Á, Uo))
l >1.o c"sto(Á,Uo)

1 >1. c«sto(a(Áo),yo)

Íçn :;l. '«:t.( ,'l., .( u

a .;;, '";t.('l., a( y

"'! "..,t«- c";''Mo, }')
E./.(custo(.Ao, l/)).

Assim, temos a igualdade desejada, pois

C'4'(Or(l(7},n})) = CP(Oid(7},7z})) 2 E.l..(c«sto(Áo, V))

Eç.(custo( Á, l/o)) ? C'41(Or(l(71, 7r}))

D

Intuitivamente, esse teorema nos diz (lue nenhuma distribuição de probabili-
dade é mais "difícil" que a distribuição uniforme. Assim, através do estudo de
algoritmos ótimos para a distribuição uniforme, podemos encontrei limitantes pa-

ra C'4'(O:d(71, in)) = CP(Ot(1(71. «-.)).
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Seja Ao Ç Aord(n,m) o conjunto ele todas as árvores de decisão a(Ao) para 

cada a E Sn, Defina a distribuição de probabilidade qu sobre Aord(n,m) pondo 

{ 
1/IAol se A E Ao 

qu(A) = 
O caso contrário. 

Seja Ru o algoritmo aleatório dado pela distribuição q11 e seja. Vo E V[n] tal 

que maxv Equ{ custo(A, V)) = EqJ custo(A, V0 )) . Temos então que 

EqJ custo(A, Vo)) 

= 

IA I L custo(A, Vo) 
O AEAo 

1 
ISnl L, custo(cr(Ao), Vo) 

aE,)u 

l 
IS,, I L, custo(Ao,a(\/o)) 

aES,. 

1 
1 L custo( Ao, a( \/o)) 
n. aES,. 

1 
1 

L custo(Ao, \/) 
n.v 

EV[n] 

Ecd custo(Ao, V)) . 

Assim, temos a igualdade deseja.da., pois 

cA'(Ord(n,m)) = Cr>(Ord(n ,m )) ~ Ei1,.(rnsto(Ao, \/)) 

E"Jcusto(A, \lo))~ CA 1(Ord(n , m)). 

o 

Intuitivamente, esse teorema nos diz que nenhuma. distribuição de probabili­

dade é mais "difícil" que a distribuição uniforme. Assim, através do estudo de 

algoritmos ótimos para a distrihuiç.ão uniforme, podemos encontrar limitantes pa­

ra CA 1(Ord(n, m)) = cv(Ord(n. m)). 
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5.5 Um limite inferior para a complexidade aleatória
de Ord(n, m)

Nesta última seção, iremos demonstrar um limite inferior de Q{(log l})/ log( l+7n/n)}
para a complexidade de pior caso de algoritn)os aleatórios (lue usam li} processadores
para ordenar um conjunto cona 1} elementos, onde in 2 71. Com isso concluiremos
que não existe algoritmo paralelo aleatório ])al'a OI'deliação (lue utilize mais de 7i
processadores e atinja speed u]) ótinto.

O resultado que apresentarentos é devido a Alon e Azar' l41 e deriva funda-
mentalmente de dois resultados anteriores a]énl da igualdade CÁI(Or(](7}, in)) =
CP(Ord(n, m)). Seja c(k, n) o número mínimo de conl])ai'ações necessárias para or-
denar 1} elementos em A; iterações considerando todos os algoritmos determinísticos
de ordenação que obrigatoriamente ])ai'anl após É lterações.

O primeiro resultado é devido a Alon, Azar e Visltkin, vei ISI e l61.

Lema 5.5.1 Se k $ 1og71 cl Zão ca;islc' ? llza ca lsía llf b > 0 Zal qu(' c(A',7&) $

k71. i+õ/ k

D

O segundo resultado, devido a Alon e Azar' l41, é o seguinte.

Lema 5.5.2 0 ntímel'0 7nédio de c07rzpa7'açõcs q?/f' qz/alq?zf7' a/goríí771a pa7'apelo de-

[ermínútico precisa /azar' praz'a al'(/cl&al' n 2 2 c/cli r?l]a.ç rlll A' $ 1og71, ]c7'ações é

Inalar o?l igual a ck7il+l/t /)a?a alg7z7na cazts/a7tZf 0 < (. < 1/2

D

Omitimos as demonstrações dos dois lentas acima. Antes de apresentannos o
limite inferior de Alon e Azar, vamos demonstrar dois resultados auxiliares.

Novamente S. denota o conjunto com todas as permutações sobre lnl. Dado S Ç

S,. e ao C S,., pomos aO(S) = {ao a : a C S}.

Lema 5.5.3 Se S Ç S,. c l.SI $ 711/2 c7}í(io pata [o(/o $ ? 1 . c ;ísZeil al,a2, . . . ,a. €

S,. pertnutaçoes ltao llecessul'hall elttc (Itsttlltus l(its (ltl(

Ó.:'., $ 7t1/2'
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5.5 Um limite inferior para a complexidade aleatória 
de Ord(n, m) 

Nesta última seção, iremos demonstrar um limite inferior de D{ (logn )/ log( 1 +m/n)} 

para a complexidade de pior caso de algoritmos aleatórios que usam m processadores 

para ordenar um conjunto com n elementos, onde m 2 n. Com isso concluiremos 

que não existe algoritmo paralelo aleatório para ordenação qu e utilize mais de n 

processadores e atinja speed up ótimo . 

O resultado que apresentaremos é devido a Alon e Azar [4] e deriva. funda­

mentalmente de dois resultados anteriores além ela igualdade CA 1(Ord(n, m)) = 
C1\0rd{n, m)). Seja c(k, n) o número mínimo ele comparações necessárias para or­

denar n elementos em k iterações consideran do todos os algoritmos determinísticos 

de ordenação que obrigatoriamente param após k iterações. 

O primeiro resultado é devido a Alou , Azar e Vishkin , ver [S] e [6]. 

Lema 5.5.1 Se k '.S logn então existe uma conslan/.(' b > O tal que c.(k,n) < 
kn1+b/k. 

D 

O segundo resultado, devido a Alon e Azar [4], é o seguinte . 

Lema 5.5.2 O número médio de comparações que qualquer algoritmo paralelo de­

terminístico precisa fazer para ordcna:1· n 2 2 dcmf'nlos cm /;; .:; log n iternções é 

maior ou igual a ckn1+i/1.: pam alguma c:ons/.anlc O < e< 1/2 . 

D 

Omitimos as demonstrações dos dois lem as acima.. Antes de apresentarmos o 

limite inferior de Alon e Azar, vamos demonstrar dois resultados auxiliares. 

Novamente Sn denota o conjunto com todas as permutações sobre [n] . Dado S Ç 

Sn e O"o E Sn, pomos O"o(S) = {ao a: a E S}. 

Lema 5.5.3 Se S Ç Sn e ISI .:; n !/2 enl.áo parn /.ado .s 2 1. e:i:isl.em a1, a2, . .. , a 5 E 

S,, JJermutações não necessariamente distinta" tais que 

l(la;(S)l '.S n!/2 5
• 

1=] 
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Demonstração
Escolha aleatória e independentemente s permutações al, a2, . . . ,as C S,. não

necessarimente distintas. Dada ao € S«, temos que P(ao C ai(S)) = ISI/?t!, para
todo l $ i $ s. Portanto P(ao € n:.. ai(S)) = (ISI/n!)' $ 1/2'. Temos assim

que E(IR:::iai(S)l) = n!(ISI/7}!)' $ 7}1/2', e portanto existem s permutações em S«
tais que ln::.ai(S)l $ n1/2'

D

C)bserve que precisamos do lema a seguia' pois o Lema 5.5.1 só é válido ])ara
algoritinos que sempre param após um número fixo de irei'ações.

Lema 5.5.4 Sega ,4 um aZgoriÍn o deter7i iílútíco que arde za ueíores ?zTzil/br7nelne? íc

sorteados de yt«] com m processadores ell} te7np0 77zédío íg?la/ a 7' ÍZc7'açõcs. Então,
para lodo s 2 1, ea;isto ?z71t aZgorííii o dizer'711i7zúfico qTíí ordena uetorcs dc yt«]
em 2T+ Írl $ 4T iterações, í' ?&eces$ül'dali rlzÍc /)(íl'a a/}ós 4T á/('7'aç'õcs, coli} lltí lzc7'ci

médio de colr&parações /{ll ííado sttpc7-ia7'71}c- íc /)al' 27'?ii.s + [rl ll i+ó/r/2', prz7'a b > 0
coIRo no Lema 5. 5. !.

Demonstração
Suponha que queremos ordenar o conjunto X = {zi, . . . ,z,,l} C Z. Lembre que

para uma permutação a C S«, denotalllos por X. o vetou <z.(f)>t' Seja .9 o conjunto
de todas as permutações a de l7 l ])ala as (leais .4 não consegue oi'denai' X. em 27'

ou menos iterações. C]aramente l.SI < 7}1/2, ])ois o tema)o médio de .4 é igiia] a 7'
Pelo Lema 5.5.3 anterior, existem al , a2, . . . , a,. C .S',. tais (lue IR::i a.(,S)l $ 7}1/2'

Seja .4" o algoiitmo no (dual s có])ias de .4 são execiitadas simultaneamente

poi' l2TJ iterações ta] que a {-ésima c.ópio ( ] $ { $ s) executa com os elementos do

vedor de entrada }' = X.. perniutados de acoi'do com aÍI . O algoritnlo ,4" ordena V

corretalnente nesse número de itelações a não se] que ao pertença a n;:. a{(S).
Mas isso acontece com probabi]idade menor ou igual a 1/2'. Seja o algoritmo ,4'
que também executa s cópias de .4 simultaneamente poi l2rJ iteiações como .4",
mas que se ao final desse número de iteiações .4' não coitseguir ordenar o conjunto

de entrada, então ,4' chama. o melhor algoritino dotei'nlinísti('o (ltie ordena vetores

de y[,.] ein [7'] iterações, o (lue no pior caso de acoi-(lo miai o Leiiia 5.5.1, ie(suei
no máximo mais [7']ni+b/7' comparações adicionais. Assim, temos (lue '4' sempre
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Demonstração 

Escolha aleatória e independentemente s permutações a1, a2, .. . , as E Sn não 

necessarimente distintas. Dada ao E Sn, temos que P(ao E ai(S)) = ISl/n!, para 

todo 1 :S i :S s. Portanto P(ao E n:=1 ai(S)) = (ISl/n!)S :S 1;2s. Temos assim 

que E(líli=tªi(S)I) = n!(ISl/n!)s :S n!/2S, e portanto existem s permutações em Sn 

tais que 1nr=1ªi(S) I :S n!/2s. 
o 

Observe que precisamos do lema a seguir pois o Lema 5.5.1 só é válido para 

algoritmos que sempre param após um número fixo ele iteraç.ões. 

Lema 5.5.4 Seja A um algoritmo determinístico que ordena vetores unifo7'memente 

sorteados de V[n] com m p1'ocessado7'es em tempo médio igual a T iterações. Então, 

pam todo s ~ l, existe um algoritmo determinístico que 01·dcna vcto7'f:S de V[n] 

em 2T + fTl :S 4T iterações, e nccessm·ia11u·nlc pám o.pós 4T il.c-Taçõcs, com número 

médio de comparações limitado supc1·io-,·mcntc p01· 2Tm.s + fTl n 1 +b/T /2s, parn b > O 

como no Lema 5.5.1. 

Demonstração 

Suponha que queremos ordenar o conjunto X = { x1 , ... , x 11 } C l. Lembre que 

para uma permutação a E Sn, denotamos por Xa o vetor (xa (i))11
• Seja S o conjunto 

de todas as permutações cr ele [n] para as quais A não consegue ordenar Xa em 2T 

ou menos iterações. Claramente ISI :S n!/2, pois o tempo médio de A é igual a T. 

Pelo Lema 5.5 .3 anterior, existem cr1, cr2 . . . , ª" E SJl tais que líl;'= 1 ai(S)I :S n!/2s. 

Seja A" o algoritmo no qual 8 cópias de A são executadas simultaneamente 

por l 2T J iterações tal que a i-ésima cópia ( l :S i :S s) executa com os elementos do 

vetor de entrada V= Xa 0 permutados de acordo com a;- 1
. O algoritmo A" ordena V 

corretamente nesse número de iterações a não ser que cr0 pertença a íli=t ai(S). 

Mas isso acontece com probabilidade menor ou igual a 1/25
• Seja o algoritmo A' 

que também executas cópias de A simultaneamente por l2TJ iteraç.ões como A" , 

mas que se ao final desse número de it erações A' não conseguir ordenar o conjunto 

de entrada, então A' chama o melhor algoritmo determinístico que ordena vetores 

de V[n) em fTl iterações , o que no pior caso dP aco rd o con 1 o Lema 5.5. l , requer 

no máximo mais fTln1+b/T comparações adicionais . Assim, temos que A' sempre 
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pára após 2T + frl < 4T iterações com um número médio de comi)orações menor
ou igual a 2Tms + [Tlni+ó/r2-', lembrando que 2'' é a probabilidade de .4' não
conseguir ordenar o vetar de entrada em l2rJ iterações.

D

Vamos agora demonstrar o resultado de Alon e Azar

Teorema 5.5.5 0 tempo necessário para ordenar qualquer c07Üunto com 1} e/enlen-
fos no me//}or aZgoHt«ao a/eatór o que usa m processadores é Q{(log n)/ log( l +m/n)}
para m 2: n.

Demonstração
Iremos provar que qualquer algoritnlo deterniinístico A (lue utiliza ?lz proces

dadores precisa em média de Q{(]og?})/ ]og(] + ?i}/?z)} iterações ])ara ordenar ve-
tores uniformemente sorteados de yl7 1. Mas como vimos pelo Teorema 5.4.7, vale
que C'41(Ord(7},7n)) = min.4 Ea.(custo(.4,V)), onde d. é a distribuição uniforme

sobre velares y de y[«] e o tnínimo é soba'e os algoritmos .4 C ,4o.d(«,«.)- Con) isso
teremos o resultado desejado

Seja 0 < c < 1/2, como no Lema 5.5.2. Seja b ? l satisfazendo o Lema 5.5.1.
Tome uma constante d para a qual vale (lue

.ià - 1 + i.gonzo + i.g i. (o
Note que o lado direito de (1) é estritamente ntaiol' que 1, pois c < 1/2 e Z) ? l.

Seja .4 um dgoritmo determinístico (lue ordena vetores de yt«], distribuídos
uniformemente, com in 2 ?} processadores en] tempo médio T. Vamos provar que

dlog7i
:' log(l + n./«)

Se T 2 dlog7}, então (2) vale para todo vl} ? 1}. Vamos então supor que T <
dlog7} < blog71. Tome s = [(b/T)log71.] . (;laiamente temos que (Z,/T)logo $ $ $

2(b/T) log?}. Pela Proposição 5.5.4, existe uma algoritmo deteiminístico que ordena
vetores de ylnl em no má.ximo 4T < 4dlog7t < 4'] 1og71 iterações cona número

médio de comparações menor ou igual a

fZ 71+b/T < 2T?n(2Z'logo') + fZ ?nó/r
2s '': 7' ' 2T''blogn

477zb log ll + [r'] v&i+b/T7,.-b/I" $ 4??&b log 1} + 2T7}.

T (2)
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pára após 2T + fTl :S 4T iterações com um número médio de comparações menor 

ou igual a 2Tms + fTl n 1+b/T2-s, lembrando que 2-s é a probabilidade de A' não 

conseguir ordenar o vetor de entrada em l2TJ iterações . 

D 

Vamos agora demonstrar o resultado de Alon e Azar. 

Teorema 5.5.5 O tempo necessário para ordenar qualquer conjunto com n elemen­

tos no melhor algoritmo aleatório que usam processadores é f2{ (logn)/ log(l +m/n)} 

param?: n. 

Demonstração 

Iremos provar que qualquer algoritmo determinístico A que utilizam proces­

sadores precisa em média de íl.{(logn)jlog(1 + m/n)} iteraç.ões para ordenar ve­

tores uniformemente sorteados ele V[n]. Mas corno vimos pelo Teorema 5.4.7, vale 

que CA 1(0rcl(n, m)) = minA Edu(custo(A, V)) , onde d11 é a distribuição uniforme 

sobre vetores V de V[n] e o mínimo é sobre os algoritmos A E Aord(n,m) · Com isso 

teremos o resultado desejado. 

Seja O < c < 1/2, como no Lema 5.5 .2. Seja b 2: 1 satisfazendo o Lema 5.5.l. 

Tome uma constante d para a qual vale qu e 

1 1 
-l = I + log( 16b) + log -. 
16l 2c 

(1) 

Note que o lado direito de (1) é estritamente maior que 1, pois e< 1/2 e b?: l. 

Seja A um algoritmo determinístico que ordena vetores de V[nl, distribuídos 

uniformemente, com m?: n processadores em tempo médio T. Vamos provar que 

T > dlogn 
- log(l + m/n) 

(2) 

Se T 2: dlogn, então (2) vale para todo m 2: n. Vamos então supor que T < 
dlogn < b logn. Tomes = f(b/T) lognl. Claramente ternos que (b/T) logn :S s :S 
2(b /T) logn. Pela Proposição 5.5.4, existe uma algoritmo determinístico que ordena 

vetores de V[n] em no máximo 4T < 4dlogn < 4- 1 ]ogn iterações com número 

médio de comparações menor ou igual a 

fTl nI+b/T 
2Tms+----

2s < 
2Tm(2blogn) fTl n1+b/T 

T + 1 2T- b log 11 

4mb1ogn + fTln 1+blT11.-b/T :S 4mblogn + 2Tn. 
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Assim pelo Lema 5.5.2, temos 47nZ) log7} + 2Tn 2 4cTni+(4r)

4mblogn ), 4cn(4r)''nT
Lembre que T < dlog n e portanto

log ?} . l
4T ' 4d

Observe que por(1), vale que(4d)'' > -- logo > 0, e assim por(4

(4T)'i log7} > 0, mas isto por sua vez implica c7}(47')'' > 1. Usando
em (3), temos

l
Logo

(3)

(4)

) te"tos log c+

esse l,esultado

i!:!!!.leg!! > 4c7}(47')'i c7i1/4TnT
Aplicando logaritmo nos dois extremos, temos

i.gT+i.go6 +1.gqr?qr+i.gp -
De(4), vem(4T)'' log71 >(4d)'' > 4.(1;oni isso

w - -.;w *w -- (w - -.;w) *w
Além disso, de (1) e (4) vem que

(5)

(6)

!i6T > í6a > 'g(i6z')-l'g(2')-
Juntando (5), (6) e (7) vem

i.KT a: qr-i.g1lr+i.gP0-t.gOnZO qF+i.gP -i.g06 \lif
Para m ? 11, temos então (]ue

log71. . dlog71.

161og(7}}/7}) ' log(l + zi}/ll)

(7)

colho queríamos demonstrar
D

Gostaríamos de ressaltar neste último teorema não apenas a importância do
limite inferior em si, luas sobretudo o uso (lue sua demoilsLiação faz do Teorema2.2.1
para ordenação. Quelelnos com isso n)osttai a impoitâilcia desse resultado, que foi
provado inicialmente num contexto bastante específic.o pala pi'opriedades de gratos,

mas que na realidade extl'apoia esse universo e oferece uma aboidageili valiosa para
o estudo de algoritmos aleatórios.
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Assim pelo Lema 5.5.2, temos 4mb logn + 2Tn 2': 4cTn1+(4T)-
1

• Logo 

4mb log n 
4 

(4T)-1 
2 nT 2: cn - . (3) 

Lembre que T < dlogn e portanto 

log n l 
4T > 4cl. (4) 

Observe que por (1), vale que (4cL)- 1 > - logc > O, e assim por (4) temos logc+ 

(4T)- 1 logn > O, mas isto por sua vez implica cn(4T)-i > l. Usando esse resultado 

em (3), temos 
4mb logn 4 (4T}-1 2 > 2 . 1/4T ---- > cn - cn . nT - -

Aplicando logaritmo nos dois extremos, temos 

m logn logn 
log-;- + log(16b) + log 

4
T 2': 

4
T + log(2c) . (5) 

De (4), vem (4T)-1 logn > (4d)- 1 > 4. Com isso 

logn 1 logn logn (logn - lo . logn) logn 
4T - og 4T 2': 8T + 8T g 4T 2': 8T · (6) 

Além disso, de ( 1) e ( 4) vem que 

logn 1 
lGT > 

16
d > log(16b)- log(2c). (7) 

Juntando (5), (6) e (7) vem 

m logn logn logn logn 
log-:;;:- 2: 

4
T -log 

4
T +log(2c)-log(16b)2': ST +log(2c)-log(16b)2': 

16
T. 

Param 2': n, temos então que 

T 
logn dlogn > . > . 

16 log(m/n) log(l + m/n) ' 

corno queríamos demonstrar. 

o 

Gostaríamos de ressaltar neste ültirno teorema não apenas a importância do 

limite inferior em si, mas sobretudo o uso que sua demonstração faz do Teorema. 2.2.1 

para ordenação. Queremos com isso mostrar a. importância desse resultado, que foi 

provado inicialmente num contexto bastante específico para propriedades ele grafos, 

mas que na realidade extrapola esse universo e oferece uma. abordagem valiosa. para 

o estudo de algoritmos aleatórios. 



Apêndice A

Definições para gratos

O objetivo deste apêndice irão é fome('ei unia introdução (detalhada à teoria dos
grados (para este âm sugerimos li01 e j13l; de fato valias dehnições aqui apl'esentadas

são baseadas nessas duas Terei'ências), mas apenas dal' algtiiiias definições e entmciai
um teorema básico (o teorema de Hall) que usamos neste trabalho. Supomos que
o leitor tenha, na realidade, conhecimento do que iremos discorrer superficialmente
a seguir, e que este apêndice sirva a])ellas como nlela referência para as notações
utilizadas.

Um grato orientado Z) é um par ordenado de c.onjuntos finitos (V, .4) onde .4
é um conjunto de pares ordenados de elementos distintos de y. Um grato simples
não-orientado (; que passaremos a cl)amai sim])lesmente de grato é un) par orde
nado de conjuntos finitos (}'', .4) tal (]ue .4 é um conjunto de ])ai'es ltãa-ol.denados de

elementos distintos de V'. Os elementos de y são os vértices (}e G e os de .4 são as

suas arestas.

Seja dado um grato G = (1/, .4). Vamos a seguir listar alguns conceitos relacio-
nados com G.

O tamanho de (;' é igual a l,4(C:')l e a oi'dem ou a cardina]idade de G é igual
; ll''(a)l.

Chamaremos a y(G) de conjunto dos vértices (le 6', e a Á(G) de conjunto
das arestas de G. Dois vértices z, y C 1/(6') são vizinhos ou adjacentes em G'
se z3/ = g/z = {z, y} pertence a .4(G), i.e., se z3/ é uma desta de G. Se ü = zy é uma

aresta de C;, dizemos que a tem pontas a e y, ou (lue íz incide em # e em y. Defimos
a vizinhança de um vértice z en) G como sendo o conjunto de vértices adjacentes a z
em G, e denotamos tal conjunto por I'a(z). Quando não houver dúvida omitiremos
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Definições para grafos 

O objetivo deste apêndice não é fornecer urna introdução detalhada à teoria dos 

grafos (para este fim sugerimos [10] e [13]; ele fato várias definições aqui apresentadas 

são baseadas nessas duas referências), mas apenas dar algumas definições e enunciar 

um teorema básico (o teorema de Hall) que usamos neste trabalho . Supomos que 

o leitor tenha, na realidade, conhecimento elo que iremos discorrer superficialmente 

a seguir, e que este apêndice sirva apenas corno mera referência para as notações 

utilizadas. 

Um grafo orientado D é um par ordenado de conjuntos finitos(\/, A) onde A 

é um conjunto ele pares ordenados de elementos distintos de \/. Um grafo simples 

não-orientado G que passaremos a chamar simplesmente de grafo é um par orde­

nado de conjuntos finitos (V, A) tal que A é um conjunto ele pares não-ordenados de 

elementos distintos de V. Os elementos de \/ são os vértices de G e os de A são as 

suas arestas. 

Seja dado um grafo G = (V, A). Vamos a seguir listar alguns conceitos relacio­

nados com G. 

O tamanho ele G é igual a IA( G)I e a ordem ou a cardinalidade de G é igual 

a IV(G)I. 
Chamaremos a V(G) ele conjunto dos vértices de G , e a A(G) de conjunto 

das arestas de G. Dois vértices a:, y E \/(G) são vizinhos ou adjacentes em G 

se xy = yx = {x,y} pertence a A(G), i.e., se xy é uma aresta de G. Se a= xy é uma 

aresta ele G, dizemos que a tem pontas x e y, ou que a incide em x e em y. Defimos 

a vizinhança de um vértice x em G como sendo o conjunto ele vértices adjacentes a x 

em G, e denotamos tal conjunto por fc;(x). Quando não houver chívida omitiremos 
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o subscrito G, e escrevereinos I'(z) para I'C(z). O grau de unl véi'tece z em G
é dG(z) = jl'a(z)l. O grau máximo de G é igual a a.(G) = m«({da(z) : z C
}''(G)}. O grau mínimo de G é igual a ó(G) = minada(=) : z C y(G)}. O grau
médio de G é ã(G) = ll'(G)I''E.,cv(a)dc(z) = 21.4(c)l/lv(a)l. Se os graus
médio e máximo se referem apenas a um conjunto S, com a # .S Ç y(G), então

usaremos a notação ds(G) e As(G), respectivamente. Mais precisamente, temos
que As(G) = maxldc(z) : z C S} e q«e as(G) = 1.çl'' E,.sdc;(z).

O grato G é bipartido com classes (U,W) se y(G) = U u w, t/ n W = a,
e toda aresta de G tem uma ponta em U e a outra em T4/. Neste caso, (P,W') é
uma bipartição de G, e dizemos que (; é unl grato bipartido. Embota um grato
bipartido possa ter várias bipartições, os gratos bipartidos que consideramos têm
sempre uma bipartição distinguida.

Dizemos que um grato # é un] subgrafo de (; se y(#) Ç I''(G) e .4(H) Ç

.4(G). Além disso, se y(#) = y(G) então dizemos (lue H é um subgrafo gerador
de G e escrevemos # Çg G. Dado unl subconjlinto de véi'tices X Ç I''(G), este

conjunto X induz o subgrafo CJXI ell] (;, onde o conjunto de vértices de alxl é igual

a X e uma ««sta a pera-c' a .4(ajXI) se e se«-e«te se a pe:te"ce a Á(G) e « te«-
ambas as pontas em X. Analogamente, dado um subconjunto de arestas S Ç .4(G),
escrevemos alSI para o subgrafo de G induzido, ou gerado, poi S, i.e., o grato cujo

conjunto de arestas é igual a .S e o conjunto de véi'vices é o conjuílto das pontas das
arestas em S.

Dizemos que dois grifos G e 17 são isomorfos se existe villa bijeç.ão @ : V(G) --,

}'(#) tal que zy C ..'!(G) se e somente se Ó(a:)@(y) C }'(H). Se G e # são
dois grifos bipartidos cona bipartições distinguidas ((/a, H/a) e (UH, W'm) respec-
tivamente, dizemos que G e H são isomorfos como gratos bipartidos se exis-
tem bijeções Ó : t/C --» UH e @ : 14/a --, H/W tais q«e z3/ C ,4(G) se e se«lente

se é(z)@(g) C .A(#) para todo « C {,ra e y € PHa
Suponha que y(G) = {a:l,z2,...,z,.}. A matriz de adjacência

M(G) =(«,fj) de G é «m« -«'triz lt'(a)l x lv(a)l ta] q«e

r l se ,;Ízj C .'l(G),

1 0 caso contrário.
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o subscrito G, e escreveremos f{x) para fc(x). O grau de um vértice x em G 

é da(x) = lfa(x)I- O grau máximo de G é igual a 6-(G) = max{da(x) : x E 

V(G)}. O grau mínimo de G é igual a 6(G) = min{da(x): x E V(G)}. O grau 

médio de G é d(G) = IV(G)l- 1 LxEV(G) dc(x) = 2IA(G)I /IV(G)I. Se os graus 

médio e máximo se referem apenas a um conjunto S, com 0 f; S Ç V(G), então 

usaremos a notação ds(G) e l::.s(G), respectivamente . Mais precisamente, temos 

que 6-s(G) = max{da(x): x E S} e que ds(G) = ISl- 1 L:i.·e,dc(x). 

O grafo G é bipartido com classes ( U, W) se V( G) = U U W, U n W = 0, 

e toda aresta de G tem uma ponta em U e a outra em W . Neste caso, (U, W) é 

uma bipartição de G, e dizemos que G é um grafo bipartido. Embora um grafo 

bipartido possa ter várias bipartições, os grafos bipartidos que consideramos têm 

sempre uma bipartição distinguida. 

Dizemos que um grafo H é um subgrafo ele G se V(H) Ç \l(G) e A(H) Ç 

A(G). Além disso, se V(H) = \/(G) então dizemos que H é um subgrafo gerador 

de G e escrevemos H Ç9 G. Dado um subconjunto el e vértices X Ç V(G), este 

conjunto X induz o subgrafo G[X] em G, onde o conjunto ele vértices de G[X] é igual 

a X e uma aresta a pertence a A(G[X]) se e somente se a pertence a A(G) e a tem 

ambas as pontas em X. Analogamente, dado um subconjunto de arestas S Ç A(G), 

escrevemos G[S] para o subgrafo de G induzido, ou gerado, por S, i.e., o grafo cujo 

conjunto de arestas é igual a Se o conjunto de vértices é o conjunto das pontas das 

arestas em S. 

Dizemos que dois grafos G e H são isomorfos se existe um a bijeção cp : \I ( G) -+ 

\l(H) tal que xy E A(G) se e somente se cp( :1:)cp(y) E V(H). Se G e H são 

dois grafos bipartidos com bipartiç.ões distinguidas ( Uc;, 11\lc;) e (UH, W H) respec­

tivamente, dizemos que G e H são isomorfos como grafos bipartidos se exis­

tem bijeções </> : Uc -+ UH e -ip : Wa -+ WH tais que xy E A(G) se e somente 

se </>(x )'lj;(y) E A(H) para todo x E llc e y E Wa. 

Suponha que V(G) = { x1, X2, ..• , x,i}. A matriz de adjacência M = 
M(G) = (mij) de G é uma matriz IV(G)I X IV(G)I tal que 

se :i:; :i:_i E A(G) , 

caso contrário. 
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Um subconjunto S C V(G) de vértices é um conjunto independente de G
se nenhum par de elementos de S for adjacente ein G.

O grado complementar G' do grato G é tal que y(G') = }''(G) e zy C ,4(G')

se e somente se açy g .4(G) para todo z, y C V'(G) tais que z # g/. Se G é um
grato bipartido com classes ((/, W), então o grato complementam (;' de 6' como grato
bipartido com classes (P, W) é tal que y(G') = y(G) e ])aia todos os vértices a; € U

e 3/ C W temos que ZZ/ € .4(G') se e se«tente se zg/ g .4(G).
Seja C = C'" = (1'',.4) o grato de onde«l n} + l com y' = {zo,zl, ..,z«}

e .4 = {a{ : a{ : aizi+l, 0 $ i< ln}. Dizemos que uin grifo C' é um caminho
se C'' for isoinorfo a C"" para algum 711 2 0. Denotar)os o cadinho C' = C'"' acima
por(zo,ao,zl, al, - . -, a«:-i,z,,:). O comprimento de (.' é igual a 27z e diremos (lue (l.'

vai de ];o a z,,.. Enl geral unl caldinho seta uni sttbglafo (IP iiill gtafo considerado.
O grato (; é conexo se ])ara todo pai' de vértices z, y C v((,'), existe uni

caminho que vai de z a y. Unia árvoi'e com i'aiz, ou siiilplesniente unia árvore, é

um grato conexo 7' com l.4(r)l = lv(r)l -- l e (lue tem um vértice especial destacado,
que chamaremos de raiz. Muitas vezes, estaremos considerando unia árvore T e um
grato (; ao mesmo tempo; para distinguir os vértices de um dos vértices do outro,
chamaremos os vértices de T de nós. Note (]ue ])ara quaisquer dois nós de uma
árvore T, existe uln único caminho entre eles em T. Suponha (lue z, Z/ C V(7') são
nós de uma árvol'e 7' tais (lue zy C À(T), C,'t é o c.anjinho enl 7' (lue vai de :z; até a
raiz de 7', e C'2 e o cannnho (lue vai de # até a raiz (le T. Se o conlpnmento de C'i

for maior que o comprimento de (,'i dizemos (lue ]; é filho de # (ou e(luivalentemente

que Z/ é pai de z), caso contrai'io dizemos (lue y é fi]])o de :z;. ]-)ado um nó a; de uma
árvore 7' ta] que z não é a raiz de 7' e z não tem filhos em T, dizemos que z é uma
folha. Se um nó de uma árvore não é unia folha, então ele é uni nó interno dessa
arvore.

Um grato completo ou c]ique /I', (r 2 1) é unl giafo c.onl r vértices no qual

todo par de vértices distintos forma unia ai'esta. Fie(ltientemente, denotaienlos uin
clique por /í'y indicando que y é o conjunto de vértices do cli(lue. Um grado com-

pleto bipartido /['u,w cona classes ((/, I'r) é o g]afo bipaitido co]]] classes ((/, 1')

em que todo vértice de (/ é adjacente a, todo vél'time de W
Dado k ? 1, uma k-coloração própi'ia dos véi'tices de G é uma função c

y(G) --, lkl tal que pala todo ])ai de vél'vices z, y C y(G) adjacentes ein G, temos

--- - -- ----- - ------ -----
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Um subconjunto S C V(G) <le vértices é um conjunto independente <le G 

se nenhum par de elementos <le S for adjacente em G. 

O grafo complementar Gc <lo grafo G é tal que V(Gc) = V(G) e xy E A(Gc) 

se e somente se xy (/. A(G) para todo x, y E V(G) tais que :1: =f. y . Se G é um 

grafo bipartido com classes ( U, W), então o grafo comp lementar (,'e ele G como grafo 

bipartido com classes (U, W) é tal que V(Gc) = V(G) e para todos os vértices x EU 

e y E W temos que xy E A( Gc) se e somente se xy (/. A( G). 

Seja C = cm = (V, A) o grafo de ordem m + 1 com V' = {xo, X] , ... , Xm} 

e A = {a; : a; = XiXi+l, O ~ i < m}. Dizemos que um grafo C' é um caminho 

se C' for isomorfo a cm para algum m ~ O. Denotamos o caminho C = C"' acima 

por (xo, ªº' X1, ª1, ... , ªm-1, Xm ). Ü comprimento de(.' é igual ame diremos que(,' 

vai de xo a Xm, Em geral um caminho será. um subgraJo c!P urn grafo considerado. 

O grafo G é conexo se para todo par de vértices :i:, y E \/(G), existe um 

caminho que vai ele x a y. Uma árvore com raiz , ou simplesmente urna árvore, é 

um grafo conexo T com IA(T) I = IV(T)l-1 e que tem um vértice especial destacado, 

que chamaremos de raiz. Muitas vezes, estaremos considerando urna árvore Te um 

grafo G ao mesmo tempo; para distinguir os vértices de um dos vértices do outro, 

chamaremos os vértices de T ele nós. Note que para. quaisquer dois nós de uma 

árvore T, existe um único caminho entre eles em T . Suponha que :z;, y E V(T) são 

nós de urna árvore T tais que 'J.:y E A(T), C:1 é o caminho em T que vai de :1: até a 

raiz de T, e C'2 é o caminho que vai de y até a. ra.i z ele T . Se o comp rimento de C'1 

for maior que o comprimento de C., dizemos qu e :z: é filho de y (ou equ ivalentemente 

que y é pai de x ), caso contrário dizemos que y é filho de :1:. Dado um nó x <l e uma 

árvore T tal que x não é a raiz de T e x nã.o tem filhos em T, dizemos que x é uma 

folha. Se um nó de uma árvore não é uma folha , então ele é um nó interno dessa 

árvore . 

Um grafo completo ou clique](,. (r ~ 1) é um grafo com r vértices no qual 

todo par de vértices distintos forma uma aresta. Freqiientemente, denotaremos um 

clique por J(y indicando que V é o conjunto de vértices do cliqu e. Um grafo com­

pleto bipartido J(u,w com classes ( U, W) é o grafo bipartido com classes ( U, W) 

em que todo vértice de [/ é adjacente a todo vértice de W. 

Dado k 2"'. 1, urna k-coloração própria dos vértices de G é uma função e : 

V(G) - (k] tal que para todo par de vértices x, y E \/(G) adjacentes em G, ternos 
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que c(z) # c(y). O número cromático de G é o menor k pai'a o qual existe unia k-
coloração própria dos vértices de G. Note que se G contén) un) grato completo /(,,
então o número cromático de G é maior ou igual a r.

Denotaremos por .Et' o grato vazio (i.e. o grato com conjunto de arestas vazio)

cujo conjunto de vértices é y. Denotaremos por Eu,w o grato bipartido vazio
com classes (ü, W).

Dado um inteiro k 2 0, um k-Íator de G é um subgrafo geiadoi' H de G tal que

todos os vértices de # têm grau k em a'. Um emparelhamento .A4 Ç .4(G) em um
grato G é tal que quaisquer duas arestas distintas de .A/ não têm pontas em comum.
Um emparelhamento Ã/ de um grato G é perfeito se l.A/l = IV(a)l/2. Se G' é um
grato bipartido com classes (U, W'), então um entpaielhamento À4 em G é perfeito

se KIWI = IUI = lll''l. Observe que dado unl eDIl)al'elhamento i\4 de um grato G, esse
empare[hainento induz um surgi'afo ]7 em (;. Neste c'aso, ulil gi'afo induzido por
um emparelhamento perfeito equivale a unl l-favor. A seguia vamos enunciar um
resultado fundamental na teoria de eniparelhainentos: o temi'ema de Hall.

Teorema Sd« G u7n g.'a/o óip«ti.!. c.«} classes ((,r, W). E"tã. G co«td"} t'?rl

enlpare//iamelito .A/ laZ que IÀ/l = IUI sc e s07nc7tle se

ll'c;(S)l ? l.S

pü ra todo S Ç U

D
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que c(x)-/- c(y). O número cromático de G é o menor k para o qual existe uma k­

coloração própria dos vértices de G. Note que se G contém um grafo completo Kr, 

então o número cromático de G é maior ou igual ar. 

Denotaremos por Ev o grafo vazio (i.e. o grafo com conjunto de arestas vazio) 

cujo conjunto de vértices é V. Denotaremos por Eu,w o grafo bipartido vazio 

com classes ( U, W). 
Dado um inteiro k 2: O, um k-fator de G é um subgrafo gerador H de G t-al que 

todos os vértices de H têm grau k em H. Um emparelhamento M Ç A(G) em um 

grafo G é tal que quaisquer duas arestas distintas de M não têm pontas em comum. 

Um emparelhamento M de um grafo G é perfeito se IMI = jV(G)l/2. Se G é um 

grafo bipartido com classes ( U, W), então um emparelh amento M em G é perfeito 

se IMI = IUI = IWI. Observe que dado um emparelham ento M de um grafo G, esse 

emparelhamento induz um subgrafo H em G. Neste caso , um grafo induzido por 

um emparelhamento perfeito equivale a um !-fator. A seguir vamos enunciar um 

resultado fundamental na teoria de emparelhamentos: o teorema de Hall. 

Teorema Seja G um gmfo bipartido com classes (li, W). Enteio G contém um 

emparelhamento M tal que IM 1 = 1 UI se e somente se 

ir c(S) I 2: ISI 

para todo S Ç U. 

D 
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Algumas notações

VaDIos listam a seguia' algumas das notações (lue titilizaiiios nesta. disser'Laç.ão. Su-
ponha dados dois grifos G' e H, um véi'Lic.e :z; de G, e um c.onjiinto não-vazio .S de
vértices de G. Ainda, sejam U, y, e I'r três conjuntos com (,r n w = a

,4(G) é o conjunto de arestas do grifo G.

dG(z) é o grau clo vértice a; ein G. Quando não houver dúvidas ontitireinos o
subscrito G.

ã(G) é o grau médio dos vértices de G, ou seja ã(G) = 21,4(a)l/lv'(a)l.

ds(G) é o grau médio dos véiti('es (le .S' en} (-', Oli mais piecisanlente ds((;)
ISI'' E,:s da(3/).

ó(G) denota o grau mínimo dos véi'vices de (;.

ós(G) denota o grau im'ninho dos vé].vices de .S enl (;, ou seja ós(G) = minada(y)
g/ € S}.

6.(G) denota o grau niáxinio dos véi'vices de G.

AS(G) denota o maior grau eln G dos vértims de .S, Oli mais piecisanlente, z\S(G) =

maxÍdc;(y) : 3/ C .S}.

Ev é o grato vazio sobre }'', ou seja, é o grato com conjunto de vértices y tal
que .4(Ev) = O.

Eu,w é o grato bipartido vazio com classes (/ e W, ou seja, é o grato bipaitido com

classes (P, W) e conjunto de ai'estas vazio.

81

Apêndice B 

Algumas notações 

Vamos listar a seguir algumas das not ações qu e 11tiliza,J11os nesta disser tação, Su­

ponha dados dois grafos G e H , um vértice :i: el e G, e um conjunto não-vazio S de 

vértices de G. Ainda, sejam U, V, e W três conjuntos com U n w· = 0. 

A(G) é o conjunto de arestas do grafo G. 

dc;(x) é o grau elo vértice x em G. Quando não houver dúvidas omitiremos o 

subscrito G. 

d(G) é o grau médio dos vértices ele G, 011 seja d(G) = 2IA(G)I /IV(G)I. 

ds(G) é o grau médio dos vértices el e S em (,', ou mai s prec isamente ds(G) 

1s1- 1 I::yES da(y). 

8( G) denota o grau mínimo dos vértices de G, 

8s(G) denota o grau mínimo cios vértices de Sem G, ou seja 8s (G) = min{da(y): 

y E S}. 

ti.(G) denota o grau máximo dos vértices de G. 

í:i.s( G) denota o maior grau em G cios vértices el e S, 011 ma is precisamente , 6.s( G) = 
max{dc(y) : y E S}. 

Ev é o grafo vazio sobre V, ou seja, é o grafo com conjunto de vértices V tal 

que A(Ev) = 0. 

Eu,w é o grafo bipartido vazio com classes li e W, ou seja, é o grafo bipartido com 

classes (U, W) e conjunto de arestas vazio. 
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GC denota o grato complementar de G.

Çy denota o conjunto de todos os gratos simples não-dirigidos com conjunto de
vértices V''

gu,w denota o con.

cl.sses (ü, W)

I'C(z) é conjunto com todos os vértices adjacentes a z enl G. Quando nã(
dúvidas, não indicamos o grato, pondo simplesmente r'(];) = 1'a(z).

/rv é o grato completo com conjunto de vértices igual a V

/{U.w é o grato bipartido co]npleto cona classes (t/, W).

ln], para 1} € N, representa o conjunto {1,2,. .., li}.
O(.), para funções /, g dizemos que g = O(/) se existem constante c > 0 e ?l.o tais

que g(n) $ c/(n) pala todo 7} ? ?1o-

o(.), para funções .f, g dizemos (lue g = o(./) se lim«-+- g(7})//(71) = 0.

ç2(.), para funções /, g dizemos (late g = ç2(/) se existem constantes c > 0 e l&o tais
que g(7}) ? c/(n) pala todo ?i. à 7io-

Ord(n,m) é o problema de ordenei vetores com 7} inteiros distintos através de
algoritmos paralelos (]ue usam 7?} processadores.

P' denota a propriedade complen]enta] de uma, plopi'iedade P de gratos, mais

precisa[nente, un] giafo peitei]ce a P' se e somente se o seu complen]entar
pertence a P

P+ denota a prol)piedade dud de uma pioplieda(le /) cle gittfos. ou seja, um giafo
pertence a p'k se e soltlente se seu conl])lementai' 7}ao pei'teilce a .f)

Pu,w denota o conjunto de todas as prol)piedades invariantes por isomorfismos

monotânicas e não-triviais de gratos bipartidos com classes (m, W).

PI' representa o conjunto de todas as propriedades invariantes por isoinorfismos
monotõnicas e não-triviais de gl'aios com conjunto de véi'vices y

O(.), pata funções/, g temos que g = O(/) se g = O(.f) e g = (!(/)

todos os gratos simples não-dirigidos bipartidos comunto de 0 e rL]r l 1'

houver
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Gc denota o grafo complementar de G. 

Ov denota o conjunto de todos os grafos simples não-dirigidos com conjunto de 

vértices V. 

Ou,w denota o conjunto de todos os grafos simples não-dirigidos bipartidos com 

classes ( U, W) 

fc(x) é conjunto com todos os vértices adjacentes a x em G. Quando não houver 

dúvidas, não indicamos o grafo, pondo simplesmente f( :i:) = fG(x). 

Kv é o grafo completo com conjunto de vértices igual a\/. 

Ku,w é o grafo bipartido completo com classes (U, W) . 

[n], para n EN, representa o conjunto {1 ,2, .. . ,n}. 

O(.), para funções f, g dizemos que g = O(f) se existem constante e> O e no tais 

que g(n):::; e J(n) para todo n 2'. n 0 . 

o(.), para funções f, g dizemos que g = o(f) selim"-+= g(n)/ f(n) = O. 

D(.), para funções f, g dizemos que g = D(J) se existem co nstantes e:> O e n0 tais 

que g(n) 2: e f(n) para todo 11. 2: no. 

Ord( n, m) é o problema de ordenar vetores com n inteiros distintos através de 

algoritmos paralelos que usam m processadores. 

pc denota a propriedade complementar de urna propriedade P ele grafos, mais 

precisamente, um grafo pertence a. p c se e somente se o seu complementar 

pertence a P . 

P* denota a propriedade dual de uma. propried ade P df-' µ;rafos. ou seja, 11111 grafo 

pertence a P* se e somente se seu complementar nú.o pertence a P. 

Pu,w denota o conjunto de todas as propriedades invariantes por isomorfismos, 

rnonotônicas e não-triviais de grafos bipartidos com classes ( U, W). 

Pv representa o conjunto de todas as propriedades invariantes por isomorfismos, 

rnonotônicas e não-triviais de grafos com conjunto de vértices\/. 

0(.), para funções f, g temos que g = 0(!) se g = O(J) e g = f!(J) . 
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u, u e w nos primeiros quatro capítulos deste trabalho denotam as cardinalidades
dos conjuntos U, y e W respectivamente.

y(G) é o conjunto de vértices do grato G.

alsl denota o subgrafo de G induzido por S, (lado ])or t''(alsl) = S e Á(alSI) =
.'!(G) n .Á(-Ks).

G U }7 é a união dos gratos G e #, ou seja é o glafo coiii conjunto de vértices
igu,l a y(G) U y(#) e conj«nto de ai'est:« ,4(G) U ,4(#). Observe q«e não
diferenciamos os vértices e arestas de acordo com o gi'afo de oi'igeni.

G U X, onde X Ç Á(/rV(a)), é o grato com conjunto de vértices }'(G) e conjunto
de a«stu .4(G) U X

G + # é a união disjunta de G e #, i.e., é o giafo coii] conjunto de vértices igual à
união disjunta de I''(G) e V(H), e conjunto de giestas igual à união disjunta

de Á(G) e ,4(#).

G x .17 é a união disjunta de G e H com todas a$ giestas eittle os dois giafos, i.e.,

temos que G x # =(G+ H)U /{'v(a),I''(n)-

G * .# é o grato com conjunto de «él'vices y(G) e cona««to de ai'estro .4(G) ~ .4(#).

G \ S denota o grato alv(a) \ SI, e se .9 = {z}, escrevemos G -. a; para G ~ S.

G \ X, onde X Ç .A(/fv(a)), é o giafo com conjunto de vértices y(G) e conjunto
de aresta .A(G) ~ X

G Ç # denota que G é un] subgi'afo de H, ou seja v(G) Ç v(H) e .4(G) Ç Á(H).

G Çg # denota que G é um subgtafo gerador de H , ou seja r((;) = b''(H ) e .4(G') Ç
.4 (a' ) .

G' é o grato comp]ementar de G, ou seja, é o grato ta] que }'(G') = y(G) e .4(G') =

4(/rV(a)) *-4(G). Se G é um grato bipartido com classes (t/, W), então G' tem
conjunto de vértices igual a y(G) e conjunto de giestas igual a ,4(/t'U,w)*.4(G).
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u, v e w nos primeiros quatro capítulos deste trabalho denotam as cardinalidades 

dos conjuntos U, V e W respectivamente. 

V(G) é o conjunto de vértices do grafo G. 

G[S] denota o subgrafo de G induzido por S, dado por V(G[S]) = Se A{G[S]) = 
A(G) n A(Ks), 

G U H é a união dos grafos G e H, ou seja é o grafo com conjunto de vértices 

igual a V(G) U V(H) e conjunto de arestas A{G) U A(H). Observe que niio 

diferenciamos os vértices e arestas de acordo com o grafo de origem. 

GU X, onde X Ç A(Kv(G)), é o grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto 

de arestas A( G) U X. 

G + H é a união disjunta de G e H, i.e., é o grafo com conjunto de vértices igual à 

união disjunta de V(G) e V(H), e conjunto de aresta.<; igual à união disjunta 

de A(G) e A(H). 

G X H é a união disjunta de G e H com todas as a.restas entre os dois grafos , i.e., 

temos que G X H = (G + H) U f(v(G),V(H)· 

G, H é o grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto de arestas A(G), A(H). 

G, S denota o grafo G[V( G), S], e se .5' = { :z:}, escrevemos G, x para G, .5'. 

G, X, onde X Ç A(K V(G)), é o grafo com conjunto de vértices V( G) e conjunto 

de arestas A( G) , X. 

G Ç H denota que G é um subgrafo de H, ou seja \l(G) Ç \/( H) e A(G) Ç A(H). 

G Ç 9 H denota que G é um su bgrafo gerador ele H , ou seja V ( G) = V ( H) e A( G) Ç 

A(H). 

Gc é o grafo complementar de G, ou seja, é o grafo tal que V(Gc) = V(G) e A(Gc) = 
A(Kv(a)),A(G). Se G é um grafo bipartido com classes (U, W), entao cc tem 

conjunto de vértices igual a V(G) e conjunto de aresta.s igual a A(Ku,w),A(G). 
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