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Resumo

Nos quatro primeiros capitulos deste trabalho, estudamos a complexidade computacional
do reconhecimento de propriedades de grafos invariantes por isomorfismos. Em particular,
estudamos este problema para propriedades monotonicas nao-triviais de grafos. Sabe-se atu-
almente que a complexidade deterministica de pior caso dessas propriedades é Q(n?), onde n
¢ o niimero de vértices dos grafos considerados. Existe entretanto uma conjectura de Yao
e Karp de 1977 que diz que a complexidade alealdria destas propriedades é também Q(n?).
Apresentamos resultados de Yao e King sobre esta conjectura e o melhor limite inferior
conhecido atualmente de (n?/3), provado recentemente por P. Hajnal.

Caso a conjectura de Yao e Karp venha a ser provada, pode-se por em diivida a eficacia
de métodos probabilisticos aplicados a problemas computacionais. No ultimo capitulo a-
presentamos resultados de Valiant e Reischuk que comprovam que no caso do problema de
selecao em paralelo do menor elemento de um conjunto, existe um algoritmo aleatério que
¢ assintoticamente mais eficiente do que qualquer algoritmo deterministico. Neste mesmo
capitulo, apresentamos um resultado de Alon e Azar que prova que no caso de ordenagao
de conjuntos com n elementos, usando algoritmos que utilizam mais de n processadores, a
eficiéncia de algoritmos aleatdrios nao é melhor do que a de algoritmos deterministicos.

Abstract

In the first four chapters of this dissertation, we study the computational complexity
of graph properties invariant under isomorphisms. More specifically, we study non-trivial
monotone graph properties. It is now known that the delerministic complexity of such
properties is Q(n?), where n is the number of vertices of the graphs considered. However,
there is a conjecture due to Yao and Karp that goes back to 1977 that says that the random
complexity of those properties is also ©(n?). We present results by Yao and King about
this conjecture and the best lower bound known at the moment, namely Q(n%/3), recently
proved by P. Hajnal.

Assuming that the above conjecture is true, one might put in doubt the power of proba-
bilistic methods applied to computational problems. In the last chapter, we present results
by Valiant and Reischuk that prove that for the problem of selecting in parallel the smallest
element of a given set, there exists a random algorithm which is asymptotically more effi-
cient than any deterministic algorithm. In this same chapter, we present a result by Alon
and Azar that shows that for the problem of sorting n elements, if we only consider parallel
algorithms that use more than n processors, then the efficiency of random algorithms is not
better than that of deterministic ones.
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Introducao

Em anos recentes, algoritmos aleatdrios tém provado ser extremamente mais pode-
rosos que algoritmos deterministicos. Hoje, talvez um dos melhores exemplos que
ilustram este ponto seja o algoritmo de Dyer, Frieze, e Kannan [16] para a aproxi-
magao de volumes de corpos convexos em R™ para n grande.

Um resultado de Elekes [17] afirma que qualquer algoritmo deterministico po-
linomial ou, mais geralmente, sub-exponencial que estima o volume de um corpo
convexo B C R™ é tal que sé se pode garantir que sua estimativa estd correta a
menos de um fator exponencial em n. Aqui, supomos que o corpo é dado por um
oraculo de pertinéncia, i.e., dado um ponto no R" podemos descobrir se este ponto
pertence ou nao a B com uma consulta a este ordculo. Ademais, definimos a comple-
xidade de um algoritmo como sendo o nimero de consultas que ele precisa fazer ao
oraculo. O resultado de Elekes diz entao que com um numero sub-exponencial em n
de consultas, podemos apenas restringir o volume de B entre um limite superior e
um inferior cujo quociente é pelo menos (2'/2+40(1))". (Para uma versio mais forte
deste resultado, veja Bardny e Fiiredi [7].)

O algoritmo aleatério de Dyer, Frieze, e Kannan obtém uma estimativa do vo-
lume de B a menos de um fator entre (1 + ¢)~! e (1 + ¢), para qualquer ¢ fixo,
com um numero polinomial em n de consultas ao ordculo, e com probabilidade pelo
menos 1 — e¢. Aqui supomos que B é nao-degenerado no seguinte sentido: escreven-
do B(0,p) para a bola de raio p centrada na origem, admitimos que sabemos de
antemdo que B(0,7) C B C B(0,R), onde r > 0 e R siao constantes arbitrdrias.
E facil de ver que sem hipéteses deste género um algoritmo como acima nao pode
existir. Mencionamos de passagem que este é um dentre varios algoritmos recentes
que se baseiam na simulagdo de cadeias de Markov que se aproximam da distri-

bui¢ao estacionaria rapidamente. (Veja [40] para uma discussdo sobre esta classe
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de algoritmos.) Grosseiramente falando, as consultas ao ordculo sdo escolhidas ale-
atoriamente de acordo com um certo passeio aleatério. Uma 6tima referéncia para
resultados relacionados a algoritmos de estimativa de volumes e aplicacoes é Dyer e
Frieze [15].

O contraste entre o resultado negativo de Elekes e o resultado de Dyer, Frieze
e Kannan é fascinante. O tema desta dissertagao centra no poder que procedimen-
tos computacionais adquirem quando permitimos o uso de passos aleatdrios, como
ilustrado no exemplo acima.

O ambito em que estudamos este problema é porém restrito. De fato, restringi-
mos o nosso estudo a uma conjectura de Yao e Karp sobre a complexidade aleatdria
de propriedades de grafos e a alguns problemas de ordenacgdo e selecao. Com isto
mantemos o nosso estudo sempre em ‘terra firme’, evitando uma teoria muito geral
ou demasiado abstrata.

Para por a conjectura de Yao e Karp em perspectiva, precisamos primeiro dis-
cutir certos problemas em complexidade deterministica de grafos. Consideramos
um jogo J(n, P) entre dois jogadores com as seguintes regras. Ambos os jogadores
estardo pensando em grafos com conjunto de vértices V = [n] = {l,...,n}, e eles
estardao considerando uma propriedade fixa P de grafos. Isto é, escrevendo Gy para
o conjunto de todos os grafos com conjunto de vértices I, temos que P C Gy e P é
invariante por isomorfismos de grafos.

No comego do jogo, o segundo jogador, o Diabinho, ‘escolhe’ um grafo ;. O
objetivo do primeiro jogador, o Alginho, é descobrir o mais eficientemente possivel
se o grafo G tem ou nao a propriedade P em questio. A cada rodada, o Alginho
faz uma pergunta do tipo “os vértices = e y siao adjacentes em G?” (z,y € V), e
o Diabinho responde consultando o seu grafo (G. O objetivo do Alginho é descobrir
se (G pertence a P com o menor nimero possivel de perguntas. Naturalmente, o
objetivo do Diabinho é de maximizar tal nimero. Note que o grafo (7 s6 é revelado
conforme o Alginho faz suas perguntas, de tal forma que é perfeitamente legal para
o Diabinho ir construindo o grafo (¢ de acordo com as perguntas prévias. Posto de
outra forma, nao ha qualquer motivo para o Diabinho escolher um grafo no comego
do jogo; ele pode ir construindo (G da forma que mais lhe convier, considerando o
desenrolar do jogo.

Como um exemplo, o leitor é convidado a provar que se P for a propriedade ‘o



grafo G é conexo’, entdo no jogo J(n, P) o Diabinho pode forgar o Alginho a fazer (3)
perguntas. Assim, o Alginho é forcado a pedir para que o Diabinho revele todo o
grafo antes que ele possa decidir se ele é ou nao conexo. Tais propriedades P C Gy
para os quais o Alginho pode ser forgado a fazer (}) perguntas sio conhecidas como
propriedades elusivas, ou alternativamente evasivas.

Vamos dizer que a propriedade P é nao-trivial se @ # P # Gy, e diremos que
ela é monoténica se todo grafo contendo um subgrafo que tem P também tem P.
Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snyder (veja [30] e [36]) conjecturaram que toda
propriedade monoténica ndo-trivial é tal que o Diabinho sempre tem uma estratégia

que forga o Alginho a fazer §(n?) perguntas no jogo J(n, P).

Conjectura 1 FEziste uma constante universal ¢ > 0 tal que para todo n e qual-
quer propriedade monotonica nao-trivial P sobre grafos em Gy, o sequndo jogador

em J(n, P) pode forcar pelo menos cn? rodadas em J(n. P).
3

A conjectura de Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snyder foi provada por Rivest
e Vuillemin [35] (veja também [34] e [9], Capitulo 8), que mostraram que a afirma-
tiva acima vale para a constante ¢ = 1/16. Esta constante foi melhorada para 1/9
por Kleitman e Kwiatkowski [28]. Mais recentemente, Kahn, Saks, e Sturtevant [23]
melhoraram esta constante para 1/4 4+ o(1) usando, entre outros, uma engenhosa e
inesperada conexao estabelecida por eles entre este problema e a teoria de pontos
fixos em agbes de grupos finitos em espacos topoldgicos triangulados. O resultado
principal destes autores é que se n é uma poténcia de umn primo, entao toda pro-
priedade monotoénica nao-trivial é elusiva. (Pode-se deduzir dal que a Conjectura 1
vale para ¢ = 1/4 4 o(1).) Outros resultados sobre elusividade de propriedades de
grafos foram obtidos por Yap [45]. (Veja também [46], Capitulo 5.)

Embora os resultados acima sejam bastante satisfatérios, uma conjectura fasci-
nante ainda estd aberta. Best, van Emde Boas, e Lenstra [8], e independentemente

Karp (veja [36]) conjecturam o seguinte.
Conjectura 2 Toda propriedade monotonica nao-trivial sobre grafos € elusiva.

Observe que enquanto a Conjectura | afirma que o Diabinho pode forgar o
Alginho a fazer um numero quadrdtico de perguntas, aqui conjecturamos que o

Diabinho pode forgar o Alginho a fazer todas as () perguntas possiveis. Os melhores



resultados na diregdo desta segunda conjectura sao os de Kahn, Saks, e Sturtevant,
e os de Yap mencionados acima. Yao [43] provou a conjectura anidloga para grafos
bipartidos, usando também técnicas de topologia algébrica. King [26] estudou a
conjectura analoga para grafos bipartidos dirigidos.

Podemos finalmente voltar a algoritmos aleatdrios e a conjectura de Yao e Karp.
Aqui mudamos as regras de J(n, P), e permitimos ao Alginho usar uma moeda.
No jogo modificado J'(n, P), o Alginho estd munido de uma moeda e ele pode a
qualquer instante usd-la para decidir como proceder: se ele tiver varias opgoes para
a préxima pergunta e ndo conseguir se decidir entre elas, ele pode usar a moeda
para escolher uma aleatoriamente. Naturalmente, em J'(n, P) nao é permitido ao
Diabinho ir construindo o grafo G ao longo do jogo, pois caso mantivéssemos esta
liberdade J'(n, P) se reduziria essencialmente a J(n, P). O objetivo do Alginho
em J/(n, P) é de minimizar o niimero esperado de perguntas, usando umn algoritmo
aleatdrio apropriado A = A(P), e o do Diabinho é de escolher o grafo G = G(A, P) €
Gy de tal forma que tal esperanca seja a mais alta possivel. Aqui admitimos que o
Diabinho conhece de antemao o algoritmo A.

Considere os niimeros reais j para os quais existe um algoritmo aleatério A =
A(P, i) que o Alginho pode usar em J'(n, P) tal que, para qualquer grafo G em Gy
que o Diabinho escolha, a esperan¢a do ntmero de rodadas em J'(n,P) é no
méximo . Definimos a complezidade alcatéria CA'(P) da propriedade P como
sendo o infimo desses . Ademais, pomos CA/(n) = minp CAY(P), onde o minimo é
tomado sobre todas as propriedades monoténicas nao-triviais P sobre grafos em Gy,
|[V| = n. A conjectura a seguir, devido a Yao e Karp, é a analoga a Conjectura 1
de Aanderaa, Rosenberg, Lipton, e Snyder neste contexto, e é o assunto principal

desta dissertacao.

Conjectura 3 Eziste uma constante universal ¢ > 0 tal que CA!(n) > cn? para

todo n.

Esta conjectura aparece como um problema em Yao [41], e é atribuida a Karp
em [37]. Em [41], Yao enunciou um resultado que implica facilmente que CA/(n) =
(n). Entretanto, foi apenas uma década mais tarde que Yao publicou um ‘exten-
ded abstract’ com o esbogo da demonstragdo de um limite inferior superlinear. De
fato, o resultado principal em [42] é que CA/(n) = Q (n(log n)l/”)‘ (O artigo cor-

respondente a este ‘abstract’ é [44].) Baseada nas técnicas usadas neste trabalho e
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acrescentando idéias novas, King [27) melhorou este limite para Q(n%/4). O melhor
resultado conhecido no momento é devido, entretanto, a P. Hajnal [22], que provou
que CAl(n) = Q(n?/3).

O nosso objetivo neste trabalho é de expor os resultados de Yao, King, e Hajnal
em detalhe, de forma auto-contida mas concisa. Tomamos especial cuidado na forma
e precisao com que apresentamos os varios resultados, melhorando assim substanci-
almente as exposi¢oes originais. Esperamos que, através deste trabalho, os leitores
interessados na intrigante conjectura de Yao e Karp possam tomar conhecimento ra-
pidamente de essencialmente todas as técnicas que tém se mostrado mais frutiferas
em trabalhos ligados a esta conjectura.

Descrevemos agora um pouco mais detalhadamente os resultados de Yao, King
e Hajnal, e ao mesmo tempo delineamos o contetido deste trabalho. Fixemos uma
propriedade monoténica nao-trivial P sobre grafos ( € Gy. A definigao de CA/(P)
é bastante complexa, e um teorema fundamental de Yao [41] é usado ao longo desta
dissertagao para podermos trabalhar com esta quantidade. Yao define a complexi-
dade deterministica média de pior caso CP(P) da propriedade P, ou simplesmente a
complezidade deterministica média de P, como sendo a melhor complexidade média
que podemos esperar de um algoritmo deterministico A que determina se um grafo GG
dado satisfaz ou nao a propriedade P, caso admitirmos que o grafo G é escolhido
aleatoriamente de acordo com a ‘pior’ distribuicao possivel.

O seguinte jogo J'(n, P) captura a nogao embutida na definigio de CP(P). A-
qui o Diabinho escolhe uma distribuicao a de acordo com a qual ele escolherd os seus
grafos (G, e fornece ao Alginho esta distribuiciao. O jogo agora comeca com o Diabi-
nho escolhendo um grafo GG aleatoriamente de acordo com a. Como em J'(n, P), aqui
o Diabinho nao pode ir construindo o grafo (& ao longo do jogo. Como em J(n, P), o
Alginho faz perguntas sucessivas, escolhidas deterministicamente, e tenta descobrir
se (G satisfaz ou nao P. O objetivo do Alginho é fazer, em média, um nimero peque-
no de perguntas escolhendo um algoritmo deterministico apropriado A = A(a, P),
enquanto que o objetivo do Diabinho é escolher uma distribuicio a = a(P) que
force um nimero médio alto de rodadas. O valor de CT(P) é entdo o niimero médio
de perguntas que o Diabinho consegue for¢ar o Alginho fazer em .J”(n, P), quando
ele escolhe a pior distribuicao a possivel. (A existéncia de uma pior distribuicao

decorre de um simples argumento de compacidade.)
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Baseado num resultado de von Neumann, Yao enunciou em [41] o teorema
que afirma que CP(P) = CA/(P). Assim, podemos passar a considerar algoritmos
deterministicos e mover a aleatoriedade para os dados de entrada. Apés um pouco de
reflexao este resultado se torna natural, bastando perceber que este nada mais é que
uma igualdade minimax. A sua importancia estd no fato de que temos através dele
um método para provar limites inferiores para CA/(P). De fato, para demonstrar
uma desigualdade da forma CA!(P) > v, basta provar que o Diabinho consegue achar
uma distribui¢do a ruim o suficiente para a qual o Alginho seja for¢ado a fazer, em
média, pelo menos v perguntas em J”(n, P). Todos os limites inferiores para CA!( P)
provados até o momento usam este método.

Provamos este resultado de Yao no Capitulo 2 como o Teorema 2.2.1, usando o
teorema de dualidade forte em programacgio linear. Neste capitulo também prova-
mos dois outros resultados fundamentais de Yao. O primeiro deles, o Teorema 2.2.2,
é um limite inferior simples para CA/( P) que envolve certos grafos que satisfazem P.
Como curiosidade, demonstraremos em seguida o Lema 2.3.1, que usa de manei-
ra bastante simples uma técnica probabilistica fundamental. O segundo resultado,
o Teorema 2.3.4, concerne CA/(P') onde P’ é uma propriedade genérica de grafos
bipartidos. A técnica envolvida na demonstragio deste resultado é extremamen-
te engenhosa, e tem um papel crucial nos trabalhos de Yao [42], [44], assim como
nos trabalhos subseqiientes de King [27] e Hajnal [22]. Os resultados apresentados
neste capitulo e uma técnica de redu¢do de problemas sobre propriedades de grafos
genéricos para problemas sobre propriedades de grafos bipartidos foram os ingredi-
entes principais da prova do primeiro limite inferior superlinear para CA!(n), devido
a Yao [42], [44].

Cabe aqui uma observagao sobre esta técnica de reducao mencionada acima.
Seguindo Yao, ambos King e Hajnal provam seus limites inferiores para CAl(n)
primeiramente considerando CA!( P’) para propriedades P’ de grafos bipartidos. Por
conveniéncia, ponhamos CA!(n;,n3) = minp: CA/(P’), onde o minimo é tomado sobre
todas as propriedades monoténicas nao-triviais P’ de grafos bipartidos com classes
de vértices de cardinalidade n; e n,. Apresentando redugoes apropriadas, King e
Hajnal provam que limites inferiores para CA/(n) podem ser obtidos a partir de
limites inferiores para CA!([n/2], |n/2]). As técnicas de redugio usadas por estes

autores sao mais elaboradas que a de Yao, e al encontramos um dos ingredientes de
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seus sucessos na obtencao de melhores limites inferiores. Um outro ingrediente é um
melhor limite inferior para C4!(ny,n,).

O Capitulo 3 é dedicado aos resultados de King [27]. A técnica de redugao
devida a King é dada no Teorema 3.4.1, e o seu resultado sobre C4!(ny,ny) é dado
no Teorema 3.4.2. O Teorema 2.3.4 de Yao é importante neste capitulo, mas uma
nova técnica é também desenvolvida para demonstrar resultados que em espirito se
assemelham aquele resultado de Yao. (Veja Lemas 3.3.1 e 3.3.2.) E devido a esta
nova técnica que decidimos incluir os trabalho de King aqui, mesmo que o seu limite
inferior seja superado pelo de Hajnal.

No Capitulo 4 apresentamos os resultados de Hajnal [22]. A técnica de redugao
devida a este autor é dada no Teorema 4.4.3. O seu limite inferior para CA!(n;, ny)
é dado no Teorema 4.4.1. Destes dois resultados segue o melhor limite inferior
atual para a complexidade aleatdria de propriedades monoténicas nao-triviais de
grafos de ordem n, a saber, CA/(n) = Q(n*/?). Sao dois os ingredientes novos que
permitem a demonstragao deste resultado. O primeiro, o Lema 4.1.1, é uma pe-
quena modificacao do Teorema 2.3.4 de Yao que, embora a primeira vista nao seja
particularmente atraente, mostra-se extremamente 1til no resto da prova. O segun-
do, o Teorema 4.2.4, é um novo resultado de empacotamento de grafos bipartidos
que é usado de uma forma bastante nao trivial. Observamos que o Teorema 4.2.4,
cuja demonstragao é bastante simples, é provado niao-construtivamente através do
‘método probabilistico’. Procuramos nestes quatro primeiros capitulos apresentar
os resultados respeitando sua ordem cronolégica. Entretanto é possivel que o mais
conveniente seja ler as demonstracio do Teorema 2.3.4 e a do Lema 4.1.1 juntas,
uma vez que suas demonstragoes sao muito parecidas e damos apenas um esbogo da
demonstracao do segundo resultado.

A conjectura de Yao e Karp é num certo sentido negativa, pois ela afirma que
a introdugao de aleatoriedade nao pode reduzir a complexidade computacional de
propriedades monotonicas de grafos em termos de ordem de grandeza. Em Yao [41],
o problema de achar um exemplo concreto onde algoritmos aleatdrios sao comprova-
damente mais eficientes que algoritmos deterministicos é posto. A parte final deste
trabalho é dedicada ao estudo de um tal exemplo.

Claramente, o problema da estimativa do volume de corpos convexos descrito

acima é certamente um exemplo extremamente ilustrativo. Temos para este proble-



ma um algoritmo aleatdrio que se comporta muito melhor que qualquer algoritmo
deterministico. Preferimos entretanto estudar um exemplo muito mais simples e
bésico: estudamos o problema de determinar o minimo de uma colegao de inteiros.
Também consideramos aqui o problema relacionado de ordenagao.

Apresentamos no iltimo capitulo quatro resultados. O primeiro é devido a
Valiant [39]. Este resultado afirma que qualquer algoritmo deterministico paralelo
usando n processadores que determina o minimo de uma coleg¢ao de n inteiros dados
tem complexidade Q(loglogn). O segundo resultado que apresentamos é uma versao
melhorada do algoritmo paralelo de Reischuk [33] que determina o k-ésimo menor
elemento de uma cole¢do dada de n inteiros, usando n processadores. Esse algoritmo
roda em tempo limitado por umna constante universal. Assim temos um exemplo de
um problema extremamente simples onde vale que a introdugao de aleatoriedade
diminui a complexidade do problema em ordem de grandeza.

O terceiro resultado naquele capitulo é devido a Yao [41]. Este concerne a
dependéncia da complexidade média de qualquer algoritmo deterministico de selegao
ou ordenagao com relagiao a distribuicao dos dados de entrada. Este resultado é
um dos ingredientes na prova do resultado final que apresentamos, a saber, um
resultado de Alon e Azar [4] que d& um limite inferior para a complexidade de
algoritmos paralelos aleatérios de ordenagido. Devido a complexidade de sua prova,
apresentamos apenas uma demonstragao parcial do resultado.

Em relagiao a notagao e a terminologia, em geral e da teoria dos grafos em parti-
cular, procuramos seguir aquelas padroes. Entretanto sempre que possivel procura-
mos explicitar o significado de cada simbolo ao longo do préprio corpo do trabalho,
correndo o risco até talvez de sermos inconvenientemente repetitivos. O Apéndice A
é um resumo bastante simples das defini¢des bdsicas da teoria dos grafos que es-
taremos usando aqui. O Apéndice B traz uma lista de algumas das notagoes mais
usadas.

Uma observagio sobre a notagio que talvez seja 1til é a seguinte. Dadas ex-

pressoes a, b, ¢, denotaremos a/(be) por a/be.



Capitulo 1
Definicoes iniciais

Neste capitulo inicial vamos definir o conceito de propriedade de grafos. Em seguida
definiremos propriedades monoténicas nao-triviais, que sao aquelas a que mais nos
dedicaremos nesta dissertagdo. Estaremos interessados nos capitulos seguintes em
estudar a complexidade de tempo de algoritmos que, dado um grafo &, consultando
apenas a sua matriz de adjacéncia, determinam se (& satisfaz ou nao uma proprie-
dade monotoénica nao-trivial. Neste caso, a complexidade de tempo sera baseada no
ntiimero de consultas que o algoritmo precisa fazer 4 matriz de adjacéncia. (Iremos
supor que essas consultas predominam nos algoritmos e ignoraremos outros fatores
que numa situagao pratica afetariam o tempo de execugdo desses algoritmos.) Para
formalizar o conceito de algoritmo e a maneira como vamos medir sua complexida-
de, definimos arvores de decisdao e pré-grafos. As arvores de decisao sao amplamente
conhecidas nos meios computacionais devido a seu uso no estudo de ordenagao de
conjuntos; damos aqui a adaptacgdao usual utilizada no estudo de propriedades de
grafos (ver [22] e [41]). Os pré-grafos sao utilizados no estudo da complexidade
deterministica de propriedades de grafos (ver [9]); o que fazemos aqui é unir os
pré-grafos as arvores de decisio para que possamos ter uma apresentagao formal
do problema. Na secido final, definiremos os conceitos de complexidade média de
pior caso e complexidade aleatéria de uma propriedade de grafos devidas a Yao [41].
Essas complexidades refletem a partir de dois pontos de vista distintos a eficiéncia
média de algoritmos que decidem se um grafo dado satisfaz ou ndao a propriedade
em questao. Finalmente, enunciamos a conjectura de Yao e Karp que serd o objeto

principal de nosso estudo nos primeiros quatro capitulos deste trabalho.
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1.1 Propriedades de grafos

Sejam U, V e W conjuntos finitos. Em todo este trabalho, o conjunto V serd o
conjunto de vértices de um grafo, enquanto que U e W serao as classes de vértices
de grafos bipartidos. Além disso, denotaremos por u, v e w as cardinalidades de U,
V e W respectivamente. Vamos denotar por Gy o conjunto de todos os grafos
simples nao-dirigidos com conjunto de vértices V. Utilizaremos Gy w para denotar

o conjunto dos grafos bipartidos simples nao-dirigidos com classes de vértices U e W.

Definicao 1.1.1 (i) Uma propriedade P sobre elementos de Gy € um subconjunto
de Gy invariante por isomorfismo de grafos. Um elemento G de Gy tem ou satisfaz
a propriedade P se e somente se G € P. (ii) Uma propriedade P sobre elementos
de Guw € um subconjunto de Gy w invariante por isomorfismo de grafos bipartidos
que respeitam as classes U ¢ W. Um elemento (i de Guw tem ou satisfaz a

propriedade P se ¢ somente se (G € P.

As propriedades de grafos estudadas neste trabalho serao sempre invariantes
por isomorfismo na categoria em questao. Ou mais simplesmente, se um grafo G
satisfaz uma propriedade P entao toda cépia isomorfa de (7 satisfaz P.

Seja X um conjunto de grafos. Dada uma propriedade P sobre X e um gra-
fo G € X, vamos estar interessados em descobrir se (7 satisfaz P. Evidentemente,
se todo grafo do conjunto X satisfaz P (ou seja, P = X) ou nenhum grafo em X
satisfaz P (i.e., P = &), entdo claramente é trivial descobrir se (& satisfaz ou nao P.
Assim, estaremos interessados em propriedades P tais que pelo menos um grafo

de X satisfaz P mas nem todo grafo de X satisfaz P.

Definicao 1.1.2 (i) Uma propriedade P sobre Gy é nao-trivial se P # D e P #
Gv. (it) Uma propriedade P sobre Guyw € nao-trivial se P # @ e P # Guw.

Se G e H sao dois grafos, escrevemos (¢ C, H se ¢ é um subgrafo gerador de H.

Defini¢ao 1.1.3 Uma propriedade P ¢ monoténica crescente se para quais-
quer G ¢ H tais que G C, H ¢ (G € P, temos que H € P. Dizemos que P ¢
monoténica decrescente se¢ para quaisquer (¢ ¢ H tais que H Cy G e G € P,

temos que H € P.
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Observe que se definirmos a propriedade complementar de P como sendo a
propriedade P¢ tal que G € P se e somente se G¢ € P¢ (onde GG¢ é o grafo comple-
mentar de G), entdo P é monotonica decrescente se e somente se P¢ é monotonica
crescente. Daqui para frente, vamos sempre supor que as propriedades monotonicas
que consideramos sdo crescentes. Nao haverd perda de generalidade nos casos que
vamos considerar, pois se a propriedade monoténica P é decrescente podemos passar
a considerar P°¢ no seu lugar e derivar os resultados para P a partir dos resultados
que obtivermos para P¢. Omitiremos assim o termo crescente.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados nas propriedades mo-
notonicas nao-triviais. Note que trivialmente propriedades monoténicas sao univo-
camente determinadas pelos seus elementos minimais. Assim é conveniente fazer a

seguinte definigao.

Definigao 1.1.4 Dada uma propriedade P sobre Gy ou sobre Gy w, vamos deno-
tar por min(P) o conjunto dos grafos que satisfazem P ¢ sao minimais segundo a

relagdo C,.

Assim, dada uma propriedade P, o grafo (¢ pertence a min(P) se e somente
se G € P e, para qualquer subgrafo H C, i tal que A(H) & A(G), temos H ¢ P.

Vamos indicar por Py o conjunto das propriedades monoténicas nao-triviais
de grafos com conjunto de vértices V., e por Puw o conjunto das propriedades

monotonicas nao-triviais de grafos bipartidos com classes de vértices U e W.

1.2 Arvores de decisao

Dado um grafo G representado por sua matriz de adjacéncia, queremos verificar as
entradas desta matriz para descobrir se (¢ tem ou nao uma certa propriedade P dada.
Um algoritmo especificando quais entradas da matriz devem ser verificadas pode ser

representado por uma “arvore de decisao”.
Definicao 1.2.1 Seja X um conjunto. Uma arvore de decisao ¢ wma drvore
bindria com raiz e pelo menos duas folhas tal que

(i) todo né interno é rotulado com um par ndo-ordenado {i,j}, onde i,j € X;

(11) todo nd interno tem uma aresta saindo com rotulo 1 e outra com 0;
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(i) em todo caminho da raiz até uma folha, os rétulos de quaisquer dois nos

internos sdo distintos;

(iv) cada folha é rotulada com 0 ou 1.

Seja X um conjunto. Uma 4rvore de decisio T representa um algoritmo A =
A(T) da seguinte maneira. Suponha que um grafo G tem conjunto de vértices X,
e que G é dado por uma matriz de adjacéncia M € {0,1}%X*X, ou seja G € Gx.
Vejamos como o algoritmo A se comporta quando a entrada é (7. Executamos o
algoritmo A visitando os nés de T, comecando pela raiz, e fazendo uma consulta
A matriz M a cada né interno de T visitado. O rétulo {i,j} de um né interno y
de T representa a consulta “i e j sdo adjacentes?”. Assim quando visitamos um né
interno y devemos fazer a pergunta que esse no representa. As duas arestas que saem
de y tém rétulos que correspondem aos dois resultados possiveis dessa consulta (0
se i e j ndo sio adjacentes, e 1 se sdo adjacentes). Visitamos entao o filho de y em T
que é ligado a y através da aresta com rétulo que estd em acordo com o resultado da
consulta. O algoritmo A deve prosseguir dessa maneira até atingir uma folha. Para
cada grafo G € Gx, esse procedimento determina um caminho tnico ¢' = C(G,T)
entre a raiz e uma certa folha f = f(G,T). O rétulo dessa folha f é a saida do
algoritmo A para G.

Baseados na interpretagio acima para T, fazemos P(T) = {G € Gx : rétulo
da folha f(G,T) é 1} e dizemos que T computa P(T'). No que segue, confundimos
as nogdes de algoritmo e drvore de decisdo; isto é, admitimos que todo algoritmo A
que testa se um grafo G tem ou nao uma propriedade P é tal que A = A(T) para
alguma arvore de decisao T" tal que P = P(T).

O caminho C'(G, T) acima fornece dois conjuntos: um de arestas que sabemos
que G contém e um outro de arestas que sabemos que (i nao contém. Em geral,
podemos pensar nesses conjuntos nao apenas para caminhos que comegam na raiz e
terminam nas folhas, mas também para os caminhos que terminam em nds internos
da 4rvore de decisio. Se um certo né interno z de T estd a distancia 7 da raiz, po-
demos concluir que para chegar a esse né o algoritmo A fez i consultas a matriz de
adjacéncia M de G. Associado a esse n6 z temos um pré-conjunto Y, que é dado
por um par ordenado de conjuntos (S,, N;) onde S, N N, = @ e |5 U N =1. O
conjunto S, contém os pares nao-ordenados de vértices de (i que A(T') descobriu que

pertencem a A((G'), e o conjunto N, contém os pares de vértices que A(T) descobriu
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que ndo pertencem a A(G). (As definigdes formais de S, e N, sdo dadas mais adian-
te.) Definimos entdo o pré-grafo G, como sendo a tripla ordenada (V(GQ); Sz, Nz).
O pré-grafo G, é uma imagem parcial de G que o algoritmo tem apés fazer a i-ésima
pesquisa na matriz de adjacéncia de (G e é baseando-se em G, que o algoritmo de-
cide se G satisfaz ou nao a propriedade P: se (G, contém algum H € min(P) (ou
mais precisamente, se A(H) C S, para algum H € min(P)), entao certamente o
algoritmo pode concluir que G € P, j4 que P é monotonica crescente; se GG, é tal
que N, N A(H) # @ para todo H € min(P), entdo nenhum grafo de min(P) pode
ser subgrafo de G e portanto G ¢ P. Se nenhum dos dois casos anteriores é vélido,
o algoritmo deve prosseguir fazendo consultas a matriz de adjacéncia.

Em termos de arvore de decisio, temos as defini¢des a seguir. Dado um né z de
uma arvore de decisio A, considere o caminho (' = (2g, @, X1, @1y ...y Tio1, Cio1, L)
da raiz de A até z, onde z¢ é a raiz e x; = x. Escrevemos ., para o conjunto
dos rétulos dos nés em C' que sdo seguidos em (! por uma aresta rotulada com 1,
i.e. Sy = {{k,1} : para algum 0 < j < i, {k,(} é r6tulo de z; e a; tem rétulo 1}.
Denotamos por N, o conjunto dos rétulos dos nds de C' seguidos por arestas 0,
ou seja Ny = {{k,l} : para algum 0 < j < 4, {k,l} é rétulo de z; e a; tem
rétulo 0}. Definimos o pré-conjunto Y, associado a @ em A como sendo o par
ordenado (S, N;). Note que pelo item (iii) da Defini¢ao 1.2.1, temos que Sz NNy =
De|SzUN,| =1

Dada uma arvore de decisio A que testa uma certa propriedade, dizemos que
um grafo i estd associado a uma folha [ de A se S C A(G)e NN A(G) = 2,
onde (5, N) é o pré-conjunto Yy associado a f.

Note que, na notagio acima, o grafo (7 estd associado a f se e somente se f =

f(G,T). Sendo assim, o lema a seguir é imediato.

Lema 1.2.2 Dados um grafo GG e uma drvore de decisio A, o grafo GG estd associado

a uma unica folha de A.

Demonstragao

Suponha que existam duas folhas distintas fi e f, em A associadas a (7. Seja (')
o caminho em A da raiz de A até f; e 'y o caminho da raiz até f,. Suponha que z
seja o dltimo né em comum de C; e Cy, e que 2 tenha rétulo {i,5}. Se G tem a

aresta {1, ]} entdo ambos C; e C usam a aresta que sai de 2 com rétulo 1; se G ndo
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tem {i,7}, entdo os dois caminhos tem que usar a aresta que sai de z com rotulo 0.
Mas em ambos os casos isso é uma contradigao, pois x era o tltimo né em comum
de C1 e Cg.

O

Daqui para frente ndo faremos distingdo entre arvore de decisao e algoritmo,
e freqiientemente chamaremos um mesmo objeto tanto de arvore de decisao como
de algoritmo. Vamos entdo denotar por Ap o conjunto de arvores de decisao que

computam P.

1.3 Complexidade deterministica média de pior caso
Comecemos com a seguinte defini¢do.

Definicdo 1.3.1 Dados um grafo G e uma drvore de decisio A, seja f = f(G,A)
a folha de A associada a G. Definimos custo(A, G) como sendo o comprimento do

caminho de A que vai da raiz de A até f.

Dado um algoritmo representado por uma arvore de decisao A, podemos inter-
pretar custo(A4, G) como sendo o niimero de consultas que o algoritmo A precisa fazer
4 matriz de adjacéncia do grafo (& para descobrir se ( tem ou nao a propriedade P.

No que segue, consideramos distribuigdes de probabilidade a sobre Gy, no sen-
tido de que cada « serd uma fungio Gy — [0, 1] tal que ) () = 1, onde natural-
mente a soma se estende sobre Gy. Fixada «, denotaremos por E, e P, a esperanca
e a probabilidade no espago de probabilidades (Gv,«). Analogamente, vamos consi-
derar também distribuigdes de probabilidade sobre G/ ; neste caso, E, e P, serao

a esperanca e a probabilidade no espago de probabilidades (G w, a).

Definicao 1.3.2 (i) Dadas uma distribui¢io « sobre Gy ¢ uma propriedade P so-
bre Gy, definimos o custo médio C'(A, a) de um algoritmo A € Ap com relagdo
a a como sendo a esperanga de custo(A, ), ou seja, C(A,a) = Eq(custo(A,G)) =
Y ceoy, @(G) custo(A, G). (i) Analogamente para uma distribuigio a sobre Gyw
e uma propriedade P sobre Gy w, definimos o custo médio C(A,a) de um al-
goritmo A € Ap com relagio a o como sendo C('(A,a) = Eq(custo(A,G)) =
Y Gegy w ¥(G) custo(A, G).
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Definicao 1.3.3 Definimos a complexidade deterministica média de pior ca-
so de uma propriedade P sobre Gy (ou respectivamente sobre Gyw) como sen-
do CP(P) = sup, minae 4, C(A, @), onde o supremo é tomado sobre todas as distri-

buicées de probabilidade o sobre Gy (respectivamente, sobre Gu,w ).

Talvez a analogia com o jogo J”(|V|, P) definido na introdugao facilite a inter-
pretacao desta definigdo. De todo modo, podemos interpretar CP(P) da seguinte for-
ma. Suponha que queremos um algoritmo que, dado um grafo (7, decide se G tem ou
nio a propriedade P. Ademais, suponha que usaremos este algoritmo com o dado de
entrada (i.e. G) escolhido aleatoriamente de acordo com uma distribui¢ao o conheci-
da. Entdo, pela definicio de CP(P), sabemos que existe um algoritmo A = A(a) que
tem complexidade média no maximo CP(P). Ainda, decorre da definigao de CP(P)
que a distribuigao a pode ser ‘muito dificil’, no sentido de que com esta distribuicao
de entrada nio podemos achar nenhum algoritmo A que tenha complexidade média,
relativa a a, menor que CP(P). Esta segunda observagao justifica o termo *complexi-
dade média de pior caso’. No que segue, entretanto, por simpicidade freqiientemente
omitiremos a qualificagdo ‘de pior caso’, pois isto nao causara qualquer confusao.

Podemos pensar numa distribuigaio a sobre Gy como um ponto do R™ on-
de n = |Gy| e as coordenadas de a sio dadas por a(() para cada (G € Gy. Neste
caso, o conjunto dos pontos « definidos pelas distribui¢oes de probabilidade sobre Gy
é fechado e limitado, pois é simplesmente um (n — 1)-simplexo regular. Além disso,
como ¢(a) = ming C(A, @) é uma fungdo continua em a, existe uma distribui¢ao ag
que atinge o valor ¢(ag) = CP(P). Em outras palavras, podemos definir a comple-

xidade deterministica média como CP(P) = max, ming C'(A, a).

1.4 Complexidade aleatéria
Seja P uma propriedade.

Definigdo 1.4.1 Um algoritmo aleatério R para testar P é wm par ordena-
do (P,q) onde q é uma distribuicao de probabilidade sobre Ap, ou seja g € uma

fungao g : Ap — [0,1] tal que 3~ 4e 4, g(A) = L.

Um algoritmo aleatério R = (P, ¢) pode ser interpretado como um algoritmo

que tem probabilidade g(A) de se comportar exatamente como A, onde A € Ap. A
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defini¢ao mais usual de algoritmo aleatério entretanto é aquela em que o algoritmo (o
Alginho) em certos instantes “joga uma moeda” para decidir o que fazer a seguir. £
como se neste modelo mais usual, o algoritmo tivesse uma colec¢do de estratégias que,
de acordo com as respotas obtidas até o momento, sugerissem a préxima pergunta
a ser feita. O que o algoritmo faz entdo é sortear uma estratégia nova de tempos em
tempos ao longo de sua execugao. Mas claramente, podemos codificar esse processo
de escolha aleatéria de partes da estratégia a ser usada, em uma unica escolha
aleatdria de uma estratégia global. Nesse sentido, o que a Definigao 1.4.1 sugere é
exatamente um algoritmo aleatério que sorteia uma estratégia logo no comego de

sua execucdo e usa essa estratégia até o final. Portanto, a defini¢ao que vamos usar

é apenas uma interpretagio conveniente do modelo usual de algoritmos aleatérios.

Definigao 1.4.2 Dado um algoritmo aleatorio R = (P, q), o custo esperado de R
para um grafo G é E(R,G) = Eg(custo(A,G)) = 3 qea, 9(A) custo(A, G).

Definigao 1.4.3 (i) Seja P € Py. A complexidade aleatéria de P ¢ CAUP) =
inf g maxgeg, E(R,G). (ii) Analogamente, seja P € Pyw. A complexidade ale-
atéria de P é CA'(P) = infr maxgegy v E(R,G).

Podemos interpretar CA/(P) como sendo o nimero médio de perguntas neces-
sério no pior caso (i.e., na pior entrada) para que o ‘melhor’ algoritmo aleatorio R
teste P. Para esta definicio também vale a observagao feita para a complexidade
deterministica média, no sentido de que existe Ry tal que CA!( P) = maxg E(Ro, G),
e portanto temos CA!(P) = ming maxq E(R, (). E proveitoso também fazer uma
analogia desta definigdo com o jogo J/'(|V], P) definido na introdugao.

Estudaremos limites inferiores para a complexidade aleatéria de propriedades
monoténicas nao-triviais de grafos, tendo em vista a conjectura de Yao e Karp que

damos a seguir.
Conjectura 1.4.4 Para toda P € Py, vale que CA(P) = Q(v?).

Em virtude da dificuldade de se obter resultados diretamente da defini¢ao da
complexidade aleatéria, provaremos no préximo capitulo que CAY(P) = CP(P) para
qualquer propriedade nao-trivial P de grafos. Com isso, estaremos na realidade

estudando limites inferiores para CP(P), que gragas a esse resultado também serao
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vélidos para CA!/(P). Como j4 foi observado na introdugéao, todos os limites inferiores
para a complexidade aleatéria encontrados até hoje foram determinados a partir da

complexidade deterministica média de pior caso.



Capitulo 2

Primeiras técnicas

Iniciamos este capitulo com a defini¢io de propriedade dual. Apesar de sua simpli-
cidade aparente, serd este conceito que permitird o estabelecimento de uma relagao
muito estreita entre o problema de determinar a complexidade de propriedades de
grafos e um outro problema sobre grafos, envolvendo a nogao de empacotamento.
O Lema 2.1.3 determina essa relagao através da propriedade dual. Apesar de nao
envolver conceitos sofisticados, a importancia desse lema serd notéavel ao longo deste
trabalho, pois gragas a ele poderemos usar informagées valiosas da propriedade dual
no estudo da propriedade original. Esse lema fornece de imediato dois coroldrios, os
Lemas 2.1.4 e 2.1.5, que usaremos nos capitulos seguintes. Enunciamos também dois
resultados muito interessantes em empacotamentos. O primeiro se deve a Catlin [14]
e o segundo, que na verdade é uma versao mais fina do primeiro, foi enunciado e pro-
vado por P. Hajnal [22]. Iremos provar parte do lema de Catlin ainda neste capitulo;
deixaremos a demonstracio da outra parte e a demonstragao do resultado de Hajnal
para o Capitulo 4, que retne outros resultados devidos a este mesmo autor.

Na segunda parte deste capitulo, damos quatro resultados fundamentais devidos
a Yao. O primeiro é um resultado minimax enunciado por Yao em 1977 [41) como um
corolério da teoria dos jogos [32]. O segundo teorema fornece um limite inferior linear
imediato para a complexidade aleatdria de propriedades monotonicas nao-triviais de
grafos bipartidos. Os dois dltimos resultados deste capitulo sao provados através
de técnicas probabilisticas. O segundo destes é uma pega crucial nos trabalhos de
Yao [42], [44], King [27] e Hajnal [22].

10
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2.1 Dualidade e empacotamento

Uma definigio aparentemente ingénua mas que serd muito 1til é a seguinte. (Lembre

que dado um grafo G, denotamos por (G¢ o seu grafo complementar.)

Definigiao 2.1.1 A propriedade dual P* de uma propriedade P ¢é dada por
G € P* se e somente se G° ¢ P.

Observe que se P é uma propriedade nao-trivial monotonica crescente, entao
temos que P* também é nio-trivial monoténica crescente. Além disso, seja A uma
4rvore de decisio para P, e seja P¢ a propriedade complementar de P (ie., G €
P se e somente se G¢ € P¢). Podemos obter uma arvore de decisio A® para a
propriedade P¢ invertendo os rétulos das duas arestas que saem de cada né interno
de A. Mais ainda, se complementarmos os rétulos das folhas de A¢ obteremos uma
drvore de decisio A* para P*. Existe entdo uma bije¢ao natural entre as drvores que
computam P e as que computam P*. Sendo assim, as complexidades de P e P,
tanto deterministicas como aleatdrias, sao as mesmas.

Vamos denotar por Ky o grafo completo com conjunto de vértices V, e
por Ky w o grafo bipartido completo com classe U/ e W. Com isso podemos dar a

seguinte definigao.

Definigao 2.1.2 (i) Sejam dados ( ¢ H € Gy. Um empacotamento de (i ¢ H
é um par ordenado (G',H') onde (' ¢ H' pertencem a Gy ¢ sao respectivamente
copias isomorfas de G ¢ H em Ky tais que A(G')NA(H') = @. (i) Sejam dados G
e H € Guw. Um empacotamento de (G ¢ H como grafos bipartidos é um par
ordenado (G', H') onde G' ¢ H' pertencem a Gyw € sdo copias isomorfas de G e H
em Kyw que respeitam as classes (i.c., existem isomorfismos g : V(G') — V(G) e
h:V(H'") — V(H) tais que g € h restritas a U sdo permutagoes de U, bem como g
e h restritas a W sdo permutagoes de W) tais que A(G') N A(H') = @.

Freqiientemente, vamos dar um empacotamento de grafos (-, H € Gy, simples-
mente fornecendo uma fungao bijetora f : V(G) — V(H) tal que se z,y € V(G)
ezy € A(G) entdo f(z)f(y) € A(H). Analogamente, um empacotamento de G, H €
Guw como grafos bipartidos serd dado por duas fungdes bijetoras f : U — U
eg:W — W taisquesez € U,y € W e zy € A(G) entao f(x)g(y) € A(H).
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Os conceitos de dualidade e empacotamento vao ser especialmente importantes

tendo em vista a simples observagao a seguir.

Lema 2.1.3 (i) Dada uma propriedade P € Py, ndo eriste empacotamento de G
e H para quaisquer G € P e H € P*. (i) Dada uma propriedade P € Py,w,
ndo eziste empacotamento de G e H como grafos bipartidos para quaisquer G € P
e H € P*.

Demonstragao

(i) Suponha que exista um empacotamento (G', H') de GG e H.

Tome G" € Gy tal que A(G'”) = A(Ky)~ A(H'), isto é G" = (H')°. Clara-
mente G’ é subgrafo de G”, e como P é monoténica crescente, temos que G” € P.
Mas como G" = (H')¢, isto é uma contradigao, pois pela definicaio de P* temos
que H' € P* se e somente se (H') ¢ P.

(ii) Podemos provar este item como acima tomando o grafo G em Gy w tal
que A(G") = A(Kyw)~ A(H').

0O

A partir desse lema, obtém-se imediatamente os dois resultados a seguir para
grafos bipartidos. Seja dada uma propriedade P € Py,w. Note que se existissem G €
P e G* € P* tais que cada um tivesse pelo menos u/2 vértices isolados em U, entao
poderiamos identificar os vértices isolados de U de G com os nao-isolados de U de G*
e vice-versa, obtendo assim um empacotamento de (G e G*, e contradizendo o lema.

Podemos formalizar este primeiro resultado como no lema a seguir.

Lema 2.1.4 Se P € Pyw, entio no mazimo uma entre P ¢ P contém um grafo

em que a classe U tem u/2 ou mais vértices isolados.

Demonstragao

Suponha que ambos G € P e G* € P* tenham pelo menos u/2 vértices isolados
em U. Sejaentdao f: V(G) — V(G*) uma bijegao tal que f restrita a W é a fungao
identidade sobre W e tal que dg(xz) > 0 implica dg-(f(z)) = 0 para todo z €
U NV(G). Claramente, a fungao f fornece naturalmente um empacotamento de G
e G* como grafos bipartidos. Mas tal empacotamento nio pode existir pelo item (ii)
do lema anterior, e essa contradi¢ao prova nosso lena.

O
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Vamos enunciar agora o segundo resultado.

Lema 2.1.5 Se P € Pyw, entdo P ou P* contém wm grafo com pelo menos |u/2)

vértices isolados em U.

Demonstracgao
Seja X um conjunto com |u/2] vértices quaisquer de U e tome Y = U \ X.
Seja G = Kxw + Ey. Entdo G € Guw e G tem [u/2] vértices isolados.em U.
Se G satisfaz P, entdo temos a afirmagao. Por outro lado, observe que G° tem |u/2]
vértices isolados. Assim se (G nao satisfaz P, pela defini¢ao da propriedade dual
de P temos que G° satisfaz P* e obtemos o resultado desejado.
O

Seguem dois resultados sobre empacotamentos que serdao (teis posteriormente.
O primeiro é o teorema de Sauer e Spencer [38], enunciado pela primeira vez por
Catlin [14]. A prova do item (i) serd feita como em [9]. A prova do item (ii) bem

como a prova do segundo resultado serdo feitas no Capitulo 4.

Teorema 2.1.6 (i) Se G,H € Gy ¢ A(G)A(H) < v/2, entio G ¢ H podem ser
empacotados. (ii) Se G, H € Guw ¢ Ay(G)Aw(H)+ Aw(G)Ay(H) < max{u,w},

entdo G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos.

Demonstragao

(i) A afirmagao é trivial para [V| = » < 2, portanto vamos assumir que v > 3.
Suponha que G e H nio possam ser empacotados. Encontre (' e H' cépias isomorfas
de G e H em Ky, respectivamente, de modo que G’ e H' tenham o niimero minimo
possivel de arestas em comum. Note que existe pelo menos uma aresta em comum ja
que G' e H nao podem ser empacotados. Sejam V(G') = {z1,22,... Ty}, V(H') =
{y1,...,Ys} e suponha que identificamos z; com y; (I < 7 < v). Suponha ainda
que z, e 5 sao adjacentes em (' e y; e y, sao adjacentes em H'. lremos provar
entiao que existe i > 2 tal que invertendo as posigoes de x5 e ;. i.e., identificando z
com ¥y; e T; com Y, a intersecgao dos conjuntos de arestas de (' e H' diminui.

Seja L o conjuntos de indices [ > 2 para os quais existe j tal que vale que zyz; €
A(G") e yjyi € A(H') ou vale que y,y; € A(H') e z;2; € A(G'). Temos que

i< > Tw@l+ > ITar(z)l

z; €L i (z2) v, €T yi(v2)
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Na primeira somatéria estamos incluindo y; na contagem e na segunda somatéria in-
cluimos z5. Como todos os elementos de L sdo estritamente maiores que 2, podemos
excluir esses vértices e assim |L| < 30; er ., (a2) ITH/(U5)|+ Xy €r i (1) Tai(z;)—2 <
2A(G"YA(H') — 2 < v — 2. Portanto existe 7 (3 <7 < v) tal que ¢ ¢ L. Se identifi-
carmos T, COm ¥; e T; com Yo, temos que z, e y; nao tém vizinhos em comum assim
como 7, e z; também ndo tém vizinhos em comum. Além disso, a aresta z,z2 nao
mais se sobrepbe sobre uma aresta de H' e portanto a intersecgao de A(G') e A(H')
diminui de uma aresta, contradizendo a maneira como G’ e H'’ foram escolhidos.
(ii) A demonstragao serd feita no Capitulo 4.
O

Teorema 2.1.7 Sejam dados G, H € Gyw e suponha que
(i) v < w <L 2u,
(1) EU(G)Aw(H) < uf3,
(iii) Ay (H)Aw(G) < u/3,
(iv) Ay(G), Ay(H) < u/54(logu + loglog u).

Entdo G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos, desde que u > 55.

A demonstragao serd feita no Capitulo 4.

2.2 Técnicas e resultados basicos

Em seu artigo [41], Yao enunciou o teorema fundamental que afirma que a com-
plexidade aleatéria e a complexidade deterministica média de qualquer propriedade
sobre grafos sdo iguais. Isto é, para qualquer propriedade P temos CAP) = CP(P).
(Observe que na realidade este resultado é apenas uma interpretagdo conveniente
de um resultado mais genérico que extrapola o contexto aqui considerado.) Lembre
que a complexidade deterministica média C?(P) = max, ming C(A,a) é o melhor
custo médio que podemos esperar para um algoritmo deterministico que computa P,
se a distribui¢do dos dados de entrada nao é conhecida e assumimos a pior distri-
buigdo possivel. Ademais, a complexidade aleatoria CAl(P) = ming maxg E(R,G)

é o custo minimo necessario para um algoritmo aleatério computar P. Assim, a
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desigualdade CP(P) > CA/( P) significa que existe um algoritmo aleatério Ro e uma
distribuicdo de entrada aq tais que o custo de Ry na pior instdncia G nao é maior
que o custo médio de qualquer algoritmo deterministico com distribuigao de entra-
da ag. Por outro lado, a desigualdade CP(P) < CA!( P) significa que, para qualquer
distribui¢do a dos grafos de entrada e qualquer algoritmo aleatério R, existem um
algoritmo deterministico A e uma instincia G = G(R) tais que R com entrada G ne-
cessita em média de tanto tempo quanto A com as instancias de entrada distribuidas
de acordo com a. A desigualdade que mais utilizaremos ao longo deste trabalho é a
segunda. Este resultado de Yao, ndo surpreendentemente, pode ser provado usando-
se uma igualdade minimax apropriada. Yao sugere o uso do teorema minimax de
von Neumann para a teoria dos jogos, veja [32]. Vamos dar uma demonstragao

supondo conhecido o teorema de dualidade forte de programacao linear.

Teorema 2.2.1 Se P é uma propriedade ndo-trivial sobre Gy ou sobre Guw,
entdo CP(P) = CA!(P).

Demonstragao

Vamos apenas considerar o caso em que P é uma propriedade sobre Gy. A
demonstragao para P sobre Gy w é analoga.

A demonstragao se resume em definir um problema de programacao linear tal
que o valor da solugio do seu primal seja igual a CP(P) e o do dual seja gAl( P).
Usando o Teorema de Dualidade de programacao linear, teremos o resultado dese-
jado.

Considere a matriz M indexada por elementos de Ap X Gy, com a entra-
da M(A,G) igual a custo(A, ), onde A € Ap e (¢ € Gy. Como estamos consi-
derando propriedades nio-triviais, todas as entradas de M sdo estritamente maiores
que zero e portanto CP(P) > 0. Dada uma distribuicao « sobre Gy, vamos inter-
preta-la como um vetor real indexado por elementos de Gy; cada entrada desse vetor
estd entre 0 e 1, e a soma de todas as suas entradas é igual a um. Temos entao que
o produto M« é um vetor indexado por elementos de Ap, onde a posigao indexada
por A € Ap éigual a C(A,a).

Vamos indicar por 1 e por 0 os vetores reais de RAP com todas as posi¢des iguais
a 1 e a 0 respectivamente. Analogamente, usaremos 1 e 0 para R9v. Considere o

seguinte problema de programagio linear: s = min{(z,T) : Mz > 1,2 > 0}. Note
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que como toda entrada de M é maior que zero, este programa é vidvel. Além
disso 0 < s < 4+00. Vamos provar que s~! é igual a CP(P) = max, ming C(A,a).

Primeiramente, vamos provar que CP(P) < s~1. Seja b = CP(P) > 0. Seja ag
uma distribui¢io de probabilidade tal que b = ming C'(A,ap) e seja z* = b~ lag.
Claramente z* > 0 pois b > 0. Como observamos acima, a posi¢io do vetor M ag
indexada por A € Ap é igual a C(A, ap) mas, pela defini¢ao de agp, vale que b <
C(A,ap) para qualquer A € Ap. Logo Mag > bl e temos que Mz* = b"'Magy >
1. Assim z* é candidato a solugdo do problema de programagao linear acima e
portanto s < (z*,T) = b=(ap,T) = b~'. Concluimos que C?(P) =b < s7!.

A prova de que CP(P) > s~! é semelhante & anterior. Como o problema de
programacao linear acima é limitado, existe z* satisfazendo Ma™ > ez >0 tal
que s = (¢*,T) > 0. Defina ag = s~'a*. Claramente ag > 0. Além disso, {(ag, 1) =
s7Y(z*,T) = 1 e temos que ag é uma distribui¢ao de probabilidade sobre Gy . Observe
que qualquer entrada do vetor M ag é maior ou igual a s™', pois Mag = s™'Ma™ >
5711, mas miny C(A, ap) éigual & entrada do vetor M ag de valor minimo e portanto
temos CP(P) > ming C(A4, ag) > s~!. Com isso, provamos que CP(P) =351,

Considere agora o dual do problema de programacao linear acima dado por ¢ =
max{(1,q) : ¢M < T,¢q > 0}. De forma andloga & demonstragdo acima para a
complexidade deterministica média, podemos provar que CA!(P) = ¢t~!. Usando o
teorema de dualidade, obtemos que ¢ = s e portanto CA/(P) = CP(P).

0O

Este teorema nos permite demonstrar o resultado a seguir, que por sua vez
fornece um limite inferior linear imediato para a complexidade aleatdria das propri-
edades que estamos estudando. A demonstracao do proximo teorema, bem como a
de outros resultados a seguir, usa a idéia algoritmica por tras da defini¢ao formal de
drvores de decisao. Nestas demonstragoes, quando possivel, evitamos o uso explicito
de arvores de decisao para que possamos simplificar a notagido envolvida e assim

possamos nos concentrar nas suas idéias basicas.

Teorema 2.2.2 (i) Se P € Py ¢ (¢ € min(P), entdo CAY(P) > |A(G)|. (ii) Se P €
Puw e G € min(P), entdo CA(P) > |A(G)|.

Demonstragao
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(i) Afirmamos que para todo grafo H € min(P) e todo algoritmo deter-
ministico A € Ap vale que custo(A, H) > |A(H)|. De fato, tome H € min(P).
Suponha que em um dado instante o algoritmo A tenha feito menos de |A(H )| con-
sultas & matriz de adjacéncia de H e que H' = (V(H); S, N') seja o pré-grafo que A
tem até o momento. Evidentemente, o algoritmo A nao pode afirmar que H ¢ P,
ja que H € min(P). Mas para que A possa responder que H € P, é necessério
que exista I € min(P) tal que A(J) C S’. Mas tal / nao existe, pois S’ ¢ A(H)
e H € min(P). Sendo assim, qualquer algoritmo deterministico A precisa de pelo
menos |A(H)| consultas & matriz de adjacéncia de H para decidir se H satisfaz ou
nao P.

Pelo Teorema 2.2.1 anterior, temos CA/(P) = max, minaec4, C(A,a), onde o
maximo é tomado sobre todas as distribui¢des a sobre Gy. Seja dado um grafo G' €
min(P). Defina a distribui¢do /3 sobre Gy pondo

1 se J=G
B(J) =

0 caso contrario.

Para qualquer A € Ap, temos que

C(A,p) = Z B(J) custo( A, J) = custo( A, ) > |A(G)].
JEGy
Assim, temos que CP(P) > |A(G)| e portanto CA/(P) > |A(G).
(ii) Podemos provar este resultado modificando a demonstracao do item (i),
considerando as defini¢oes para Gy w ao invés de Gy.
]

Concluimos imediatamente do teorema anterior que CA!(P) > vd(G)/2 para
toda propriedade P € Py e todo (G € min(P), onde d(() = 2|A(G)|/v é o grau
médio de GG. Analogamente temos que C"”(P) > udy(() para toda P € Puw e
todo G € min(P), onde dy(G) é dado por |A(G)|/u. Além disso, como observado
anteriormente, vale que CA/(P) = CA!(P*), e assim temos também que CA/(P) >
|A(H)| para qualquer H € min(P*).

Podemos determinar facilmente um limite inferior trivial de max{u/2,w/2} pa-
ra a complexidade aleatdria de qualquer propriedade em P74y, lembrando que |U| =

u e |W| = w. De fato, seja P € Pyw uma propriedade dada. Mostremos
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que CA(P) > u/2. Se um grafo de min(P) tiver u/2 ou mais arestas, entdo o
item (ii) do Teorema 2.2.2 anterior nos fornece o resultado desejado; caso contrario,
todos os grafos de min(P) terdo pelo menos u/2 vértices isolados, mas neste caso o
Lema 2.1.4 garante que todo grafo de min(P*) ndo tém essa quantidade de vértices
isolados. Usando novamente o Teorema 2.2.2 (ii) para G* € min(P*), concluimos
que CAI(P) = CAI(P*) > |A(G*)| > u/2.

O seguinte exemplo ilustra uma outra aplicagdo elementar dos resultados que
temos até o momento. Seja 2 < r < v = |V|, e defina a propriedade P, C Gy
pondo G € P, se e somente se (G contém um clique com pelo menos 7 vértices. Ou
seja P, = {G € Gy : K, C G}. Note que para 2 < r < v, a propriedade P, assim
definida é monotoénica nao-trivial. Claramente min(F;) é o conjunto com todos os
grafos de Gy que tém exatamente um clique de tamanho r e mais nenhuma aresta,
e portanto tém (Z) arestas. Além disso defina o grafo * = E,_9 + K,_;42, ou seja
o grafo que contém r — 2 vértices isolados e um clique de ordem v — r + 2. Entao
nao é dificil notar que G* assim definido pertence a min(F)), pois para qualquer
aresta a € A(G*) que retirarmos de (7, teremos que (-7 \ {a} nao pertence a P’
uma vez que (G* ~ {a})® pertence a P,. Assim se r > v/2, pelo Teorema 2.2.2,
temos que CA/(P,) > (3) = Q(v?). Por outro lado, se 7 < v/2, temos novamente
pelo Teorema 2.2.2 que CA/(P,) = CA(PF) > |A(G*)| = Q(v?). Portanto para
todo 2 < r < v, vale que

cAl(P,) = Qv?).

Com um argumento anilogo, podemos ver que a propriedade ‘ter niimero cromético
pelo menos 7’ (2 < 7 < v) também tem complexidade aleatéria igual a Q(v?). A
importancia desses dois resultados pode ganhar relevancia se notarmos que, no caso
deterministico, a elusividade dessas propriedades (lembrando que uma proprieade é
elusiva se no pior caso sao necessarias () perguntas para decidir se um grafo satisfaz
ou nao essa propriedade) é particularmente dificil de ser provada. A elusividade des-

sas duas propriedades foi provada numa demonstragio especifica, devida a Bollobds

(ver [9] e [12]).
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2.3 Dois resultados probabilisticos

Nesta secao provaremos dois resultados que usam técnicas probabilisticas nas suas
demonstracgoes. O primeiro é extremamente simples e parte do principio de que se a
probabilidade de um certo evento é positiva, entao certamente existe um elemento
do espago de probabilidade considerado que satisfaz tal evento. O segundo teorema
encontra um limite inferior para CA!( P) (ou melhor para CP(P) e conseqiientemente
para CA/(P)) para toda P € Pyw, calculando a média de consultas que qualquer
algoritmo em Ap precisa fazer se os grafos de entrada forem elementos aleatérios de
um certo conjunto a ser especificado. O interesse maior da demonstragao reside na
maneira bastante sofisticada como esse conjunto de grafos é determinado. Ademais,
este resultado e a técnica introduzida aqui serdo muito importantes nos Capitulos 3
e 4.

O nosso primeiro resultado, que é apenas uma amostra do uso de técnicas

probabilisticas, é o seguinte.

Lema 2.3.1 (i) Seja P € Py. Se G € P ¢ H € P, enlao |A(G)| |[A(H)| > (3).
(i1) Seja P € Pyw. Se G € P e H € P*, entao |A(G)| |A(H )| > uw.

Demonstragao

(i) Suponha por absurdo que |A(G)||A(H)| < (). Pegue aleatoriamente um
grafo G’ € Gy isomorfo a GG, de forma que todos os grafos isomorfos a G tenham a
mesma probabilidade. Observe que (' € P pois P é invariante sob isomorfismos.
Tome uma aresta a € A(G’), e note que a probabilidade de a pertencer a A(H) é
igual a |A(H)|/(3). Logo

(3

Ou seja, existe um grafo G" € Gy isomorfo a GG tal que A(G")NA(H) = &. Neste

P{IAG) N A(H)| > 1} <E{JA(G) N ACH)|} = <l

caso G" e H podem ser empacotados, mas isso contradiz o Lema 2.1.3, pois H € P~
e G"eP.
(ii) Claramente, uma demonstragao andloga a do caso (i) vale aqui. Bastando
substituituir (}) por uww.
O
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Passemos agora ao segundo resultado desta se¢ao. Vamos primeiramente dar
uma defini¢do inicial e provar um lema probabilistico auxiliar.

Seja Y um conjunto de vértices de um grafo G € Gy,w. Suponha que Y tenha y
vértices. Escrevemos dy (G) para a seqiiéncia (dy,ds, ..., d,) nao-crescente de graus
dos vértices de Y em G. Isto é, se Y = {z1,...,2,} e dg(z1) 2 dg(zz) > ... >

dg(zy), entdo dy(G) = (dg(z1),da(z2), ..., da(zy)). Com isso vamos definir uma

quase-ordem total sobre os grafos de Gy w.

Definigao 2.3.2 Dados grafos G, H € Guw, dizemos que (G 5, H se e somente se
a seqiéncia dy(G) for menor ou igual a seqiéncia dy(H) em ordem lezicogrdfica.

Analogamente, definimos uma quase-ordem total £, com relagio @ classe W.

Sejam 1 < m < N inteiros dados. Considere [N](™) = {M C [N]:|M| = m},
o conjunto dos m-subconjuntos de [N] = {1,2,..., N}, como um espago de proba-
bilidades, supondo que todos os seus elementos M sao equiprovaveis. Entdo Y =
Y (M) = min M é uma varidvel aleatéria, e estaremos interessados em E(Y') a seguir.

O seguinte lema ¢é imediato.

Lema 2.3.3 Se1 <m < N e M € [N]™) ¢ um m-subconjunto aleatdrio de [N],
entdo a varidvel aleatoria Y =Y (M) = min M € tal que

@) PY =k)=N-5/®) paratodo1 <k <N,

(i) EQ) = (N + 1)/(m+ 1).

Demonstragao

A afirmativa (i) é imediata. Para verificar (ii), precisamos primeiro calcular a
soma S = SN = ) 1<k<N k(m 1) Considere as funcoes geradoras f(z) e g(z) das
seqiiéncias (0,1,2,...) e ((,2,),(,11)> (,21), - - ). (Veja [19].) Assim

m—1

am= 1
Ademais, claramente S é o coeficiente [zV])i(z) de 2N em h(z) = f(2)g(2).
Temos assim S = [ZN]f z)g(z) — [ZN]zm/(l _ Z)7n+'2 = (N+1)

m+1/"
. -1 ¢
Dai temos E(Y) = Zl<k<N'I” "'y 1)/(f:i) = (1[::) = (N +1)/(m+ 1), como
queriamos verificar.
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O Teorema 2.3.4 a seguir, tirado de [27], é um resultado fundamental essen-
cialmente devido a Yao [44], que provou o primeiro limite inferior superlinear pa-
ra CAY(P) com P € Py usando, entre outros, os Teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.3.4. A
importéancia do Teorema 2.3.4 também pode ser notada nas demonstragoes dos limi-
tes inferiores para propriedades de grafos bipartidos obtidas por King e P. Hajnal.

Note que um grafo G € min(P) é minimal com relagdo a <, se e somente
se H 5, G e H € min(P) implicam G <, H, ou seja dy(G) = dy(H). Dado um
grafo G, vamos denotar por d(G) o grau médio dos vértices de GG e por A(G) o seu
grau maximo. Além disso, para & # S C V(G), tomamos Ag(G) = max{dg(z) :
¢ € SYeds(G) = |57 Loesda().

Teorema 2.3.4 Seja dada uma propriedade P € Pyw, e seja G um grafo

de min( P) minimal com relagio a quase-ordem <. Entao

CAI(P) S AKX L = o - Ay(G) = 4dy(G) + 1
: A 4dy(G) + 1 '

Demonstragao

Por simplicidade, ponha A = Ay(G) e d = dy(G). Note que (A —4d+1)/(4d+
1) > 1 se e somente se A > 8d. Assim analisamos os seguintes dois casos.

Caso 1. Vale que A < 8d.

Note que neste caso (u/2)(A — 4d + 1)/(4d + 1) < u/2, e assim é suficiente
mostrar que CA!(P) > u/2. (J4 demos a demonstragio desse limite inferior como
uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.2.2. Vamos apenas repetir aqui os seus
passos.) Pelo Teorema 2.2.2 (ii), se |A(G)| > u/2 temos o resultado. Assuma
portanto que |A(G)| < u/2. Entao claramente (7 tem pelo menos u/2 vértices
isolados em U. Assim, pelo Lema 2.1.4, se H € min(P*) temos que |A(H)| > u/2.
Mas entdo CA/(P) = CAI(P*) > |A(H)| > u/2.

Caso 2. Temos que A > 8d.

Suponha que U = {z9,2Z1,...,%u—1} € que d(z;) < d(23) < ... < d(zy-1) <
d(z9) = A. Ponha I'; = T'g(z;) para 0 < i < u e seja u' = [u/2].

Temos que d(z;) < 2d para 1 < i < u'. De fato, basta observar que se d(z;) >
2d, para algum i (1 < i < /), entdo pela escolha dos z; (1 < ¢ < u') existem pelo
menos 1+ |u/2] vértices em U/ com grau maior ou igual a 2d. Mas entdo |A(G)| >

(1+ |u/2])2d > ud = |A(G)|, obtendo-se assim uma contradigao.
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Definimos um grafo G’ incluindo as seguintes arestas em G (se elas ainda nao
existirem): ligue z; a todos os vértices de T'g e de T';y;, para 0 < i </, e ligue z,;
a todos os vértices de I'yg. Note que assim I'gi(z;) = ToUT; UTi41se 0 <7 < o/,
e Pgi(zyw) =ToUT .

O grafo G' tem a propriedade P pois G C G'. Mais do que isso, observe
que G’ tem vdarias copias isomorfas de . De fato, considere o; a permutagao
ciclica (0,1,2,...,1), i.e., a permutagao sobre {0,1,...,u — 1} tal que 0y(j) =7 +1
se 0 < j <1, 0ii) =0,e0ij) =jsej>i SejaG; € Guw o grafo em que
I'g;(z;) = To;j) = Ta(20,(;)) Para todo 0 < j < u. Entdo G; C G', e GG e G sdo iso-
morfos como grafos bipartidos. Ponha m = |_4EJ e note que se E; = I'g~ ([ UT41)
para 0 < i < /, entdo m = |4d| < A - 2|2d| < |E;i|, para 0 < i < u'. Po-
nha E, = o\ Ty Claramente m < |E,|.

SejaV¥V; = Veu(zi) = {z;y: vy € E;} (0 <7< u)oconjuntodas arestas com uma
ponta em z; e a outra em E;. Definimos agora um subgrafo aleatério # C (i’ a partir
de G' apagando aleatoriamente m arestas em cada V; (0 < 7 < u'). Seja W; = Wi(H)
o conjunto das arestas retiradas que sao incidentes a z;. Entao W; é um subconjunto
aleatério de ¥; de cardinalidade m, onde todos esses m-subconjuntos W; sao equi-
provéveis e sio escolhidos independentemente. Dessa maneira, o grafo aleatério H
é tal que: (i) H ¢ P e (ii) para todo 7 (0 < i < o) vale que H U W; € P.
Provemos (i). Todo vértice z; (0 < 7 < u') tem grau menor que A em H, e os
outros vértices z; (v’ < j < u) tém o mesmo grau que em (7, e assim concluimos
que H <, G e, mais do que isso, observamos que H' <, (G e (G £, H' para to-
do H' C H. Mas G é um grafo minimal de min(P) com relagao a <, e assim
nenhum subgrafo gerador de H pertence a min(P) e portanto H ¢ P. Para (ii),
basta observar que G;, como definido acima a partir de o; = (0,1,...,7), é uma
copia de G em H U W;,.

Por (i) e (ii), temos que se entrarmos com H numa arvore de decisao A que
computa P, entdo A tem que testar pelo menos uma aresta de cada W; (0 <1 < u')
e descobrir que elas nao estdao em H. De fato, mesmo que A fizesse perguntas
sobre todas as arestas de // menos as em W; para algum 0 < j < o/, ainda assim
sua resposta dependeria de W;, ji que H ndao satisfaz P, mas H U W; satisfaz.
Formalmente, se num dado instante o pré-grafo que A conhece é (V(H);S,N)e NN

W; = @ para algum 0 < j < o/, entdo A nao pode concluir que o grafo de entrada
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nao satisfaz P pois ele poderia ser H U W; € P. Assim, se (V(H);Sy,Ny) é o pré-
grafo associado a folha f = f(H, A), temos que Ny N W; # @ para todo 0 < i < o/,
como afirmamos acima.

Lembre que H C G’ acima foi gerado aleatoriamente a partir de G’. Seja H o
conjunto dos subgrafos H de G’ que podem ser obtidos a partir de (G pelo método

acima. Defina uma distribui¢ao de probabilidade 3 sobre Gy,w pondo

1/|H| se JEH
B(J) =

0 caso contrario.

Ja sabemos pelo Teorema 2.2.1 que CA/( P) = max, miny C'(A, @), e assim certa-
mente CA/(P) > miny C(A, B). Para concluirmos a (lemonstrag{w basta provar que
para todo A € Ap temos que C'(A, f) = Eg(custo(A,J)) > (u/2)(A—4d+1)/(4d+1).
Seja portanto A € Ap um algoritmo fixo e estimemos C'(A, 3) = Eg(custo(A, J)).
Lembre que Eg indica a esperanga com relagio a f3, i.e., no espago (Gu,w, ).

Seja J € Gy,w e suponha que executamos A com entrada J. Lembre que W; C
Vei(zi) (0 € 7 < o). No que segue queremos determinar o nimero médio de
perguntas que A precisa fazer sobre arestas em V¢ (2;) até fazer a primeira pergunta
sobre alguma aresta em W;. Com isso e com o fato acima que A precisa fazer pelo
menos uma pergunta sobre cada W; (0 < 7 < '), encontraremos o limite inferior
desejado. Assim, suponha que k£ > 1 é o menor inteiro tal que a k-ésima consulta a
matriz de adjacéncia de J por A sobre umn par {2;,y} em Vei(z;) é tal que {z;,y} €
W;(J). Entédo pomos Z; o(J) = k. Note que se Z(J) = Y g<icw Zi,a(J), entdo temos
que custo(A,J) > Z(J). Assim Z = Z(J), Z; = Zia = Zia(J) (1 <1 < u')sdo
varidveis aleatérias sobre (Guw, ) tais que C'(A, ) = Eg(custo(A, J)) > Ep(Z) =
A<’ Es(Z;). E fécil verificar que Z; tem a mesma distribuigio que a varidvel
aleatéria Y do Lema 2.3.3, com N = |V¢i(z;)| > A — 4d. Assim temos que

AW ()] + 1 L_A—4J+1

C(A,B) > = _
(4,5) 2 u m + 1 2 4d + 1

completando a nossa demonstragao.

Note que vale um resultado andlogo se considerarmos a classe W ao invés de U.



Capitulo 3

Técnicas utilizando grau
maximo de grafos

O produto final deste capitulo serd um limite inferior de §(v%/4) para a complexi-
dade aleatoria de propriedades monoténicas nao-triviais de grafos com v vértices.
Entretanto esse nao é o principal objetivo deste capitulo, ja que, como veremos no
Capitulo 4, o melhor limite inferior conhecido atualmente é (v4/3). Queremos neste
capitulo estudar algumas das técnicas introduzidas por King e outras introduzidas
por Yao e revisadas por King, pois elas serdo essenciais para a compreensio dos
resultados de P. Hajnal, dados no préximo capitulo. Além disso, acreditamos que
algumas das técnicas aqui apresentadas poderao ser o ponto de partida para outros
resultados futuros.

Inicialmente, consideramos a redugao do problema de determinar a complexi-
dade aleatéria de uma propriedade P ao problema de determinar a complexidade
aleatoria de outra propriedade P’, onde P e P’ sio ambas monotoénicas nao-triviais.
Dentre essas redugoes se destaca a redugdo de propriedades de grafos genéricos a
de grafos bipartidos, essencialmente devida a Yao [44]. Em seguida, provaremos
dois teoremas, dos quais o Teorema 3.3.3 é especialmente interessante, pois fornece
um limite inferior imediato para a complexidade de um conjunto consideravel de
propriedades de grafos. Finalmente, encerraremos o capitulo demonstrando o limite

inferior de Q(v%/4).

24
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3.1 Preliminares

Dado um grafo G, vamos denotar por |G|4+ o numero de vértices de grau positivo

em G.

Definigao 3.1.1 Dada uma propriedade P, definimos ¢1(P) = min{|G|4 : G € P}
e co(P) = min{|G|+ : G € P*}.

Ou seja, denotamos por ¢;(P) a ordem do menor clique que contém todas as
arestas de algum grafo em P. Analogamente, tomamos ¢o(P) como sendo a ordem
do menor clique que contém todas as arestas de algum grafo em P*. Claramente,
temos que ¢1(P) = co(P*) e co(P) = c1(P*).

Para uma propriedade monoténica crescente P, podemos notar o seguinte. Se
acharmos um clique de ordem ¢;(P) em um grafo ( entdao certamente (5 satisfaz P.
Por outro lado, se acharmos em (G um conjunto independente de cardinalidade ¢o( P),

entdo GG nao satisfaz P ja que o seu complemento satisfaz P*.

3.2 Propriedades auxiliares

Vamos definir aqui propriedades que vao auxiliar na reducao de problemas de com-
plexidade de propriedades sobre Gy a problemas de complexidade de propriedades
sobre outros conjuntos de grafos.

Lembre que dada uma propriedade P, denotamos por Ap o conjunto das drvores
de decisao, como na Definicdo 1.2.1, que computam FP. No que segue, estaremos
procurando limites inferiores para propriedades monoténicas nao-triviais P sobre o
conjunto Y de grafos, onde Y sera Gy ou Gy . Grosseiramente falando, iremos to-
mar um conjunto X de grafos tal que todo GG € X pode ser facilmente transformado
num grafo G’ € Y. Definiremos entao uma propriedade P’ sobre X tal que G € P’
se e somente se G’ € P. Intuitivamente, deve ser claro que qualquer algoritmo que
compute P também computa P’, bastando fazer algumas modificagdes: mais espe-
cificamente, se temos G € X e queremos saber se (& satisfaz P’, basta submeter G’
(o grafo correspondente a ¢ em Y') a algum algoritmo A € Ap. O lema a seguir
prova que nessas condi¢des temos que a complexidade aleatéria de P’ é menor ou

igual a complexidade aleatéria de P.
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Lema 3.2.1 Sejam X e Y dois conjuntos de grafos tais que |X| < |Y|. Se-
ja f: X — Y uma fungdo injetora. Se P € uma propriedade sobre X, e () € uma pro-
priedade sobre Y tais que eziste uma fungao g : Ag — Ap tal que custo(g(B),G) <
custo( B, f(@)) para todo G € X e todo B € Ag, entio CA(P) < CA(Q).

Demonstragao
Tome uma distribuigao 3 sobre X tal que C?(P) = min C(A, 3), onde o minimo
é tomado sobre todos os algoritmos A € Ap. Conside v a distribuicao sobre Y que

corresponde a  da maneira natural, i.e.

B(G) seexiste GG € X tal que H = f(G)

v(H) =
0 se nao existe G € X tal que H = f(G).

Pelo Teorema 2.2.1, temos que CA/(Q) = CP(Q) e que CAY(P) = CP(P). Além
disso, temos que CP(Q) > minges, C(B,7) e que CP(P) = mingea, C(A,B) <
mingea, C(9(B),B). Mas por hipdtese custo(B, f((G)) > custo(g(B),G) para to-
do G € X etodo B € Ag, e portanto fixando um algoritmo B € Ag temos que

C(B,7) = E,(custo(B,H))= Y ~(H)custo(B, H)
= > v(f((.'v‘))custo(;,e}((&')) = ) BlG) custo( B, f(G))
> Ggﬂ((, custo(g(B), () = Eg((ci:to( (B),())
= z76().;(13),/3)-

Segue que mingea, C(B,7) > mingea, C(9(B),3) e portanto CA(Q) > CA(P).
O

No que segue, daremos dois exemplos de redugoes que podem ser usadas no

estudo da complexidade de propriedades em Py .

Definigao 3.2.2 Seja P € Py. Fizamos conjuntos U ¢ W tais que V = UU W
eUNW = &. Dado um grafo G € Guw, tome G € Gy como sendo o grafo
que se obtém adicionando a (G todas as arestas com ambas as pontas em W, ou
seja G=GU Kw. Defina P C Guw tal que G € P sc ¢ somente se G € P.
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Definigao 3.2.3 Seja P € Py. Fizamos conjuntos U ¢ W tais que V = U U W
eUNW = @. Dado G € Gy, tome G como sendo a unido disjunta de G ¢ Kw
com todas as arestas entre G e Ky, ou seja G = G x Kw = (G + Kw)U Kyw.
Defina P C Gy tal que G € P se e somente G € P.

Com essas defini¢oes os dois lemas a seguir sdo triviais.

Lema 3.2.4 Seja P € Py. Dada P como na Defini¢io 3.2.2, temos que
(i) se c1(P) > |W| e co(P) > |U| entdo P é propriedade monoténica ndo-trivial;
(ii) vale a relagio CA'(P) > CA!(P).

Demonstragao

(i) Claramente P é uma propriedade sobre Gu,w invariante por isomorfismos.
Vamos provar que P é monoténica. Tome G, H € Guw taisque G C HeG € P.
Queremos mostrar que H € P. Mas isso é imediato pois (¢ C H implica G C H
(onde G, H € Gy sao dados como na Defini¢ao 3.2.2), e por definicio (¢ € P pois G €
P. Usando a monotonicidade de P, temos que H € P e conseqiientemente H € P.

Vamos provar agora que P é nao-trivial. Por hipétese, temos que ¢;(P) >
|W| = w, logo o grafo vazio Eyw ¢ P. Além disso, temos que co(P) > |U| = u e
portanto Kyw € P. Assim, tem-se que P # Guw e P # @, logo por definigio Pé
de fato nao-trivial.

(ii) Primeiramente, observe que todo algoritmo deterministico que computa P,
ou seja todo algoritmo em Ap, pode ser trivialmente adaptado para computar P.
De fato, seja A € Ap, descrevamos um algoritmo A que computa P. Suponha
que A recebeu G € Guw como entrada. Entdo tomamos (v € Gy acrescentando
em (F todas as arestas com ambas as pontas em W, e submetemos (7 assim obtido
a A. O algoritmo A responde que (7 satisfaz P se e somente se A responde que G
satisfaz P. Claramente custo(A, () < custo(A, (7) para todo (¢ € Guw.

Usando o Lema 3.2.1, obtemos o resultado desejado.

(]

Lema 3.2.5 Seja P € Py. Dada P como na Definicao 3.2.3, temos que
Jug ]
(i) se co(P) < |U| entdo P ¢ propricdade monoténica ndo-trivial;
(ii) vale a relagio CA'(P) > CAY(P).
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Demonstragao

(i) E imediato que P éuma propriedade sobre Gy invariante por isomorfismo. A
demonstracio de que P é monoténica é analoga aquela do Lema 3.2.4 (i). Quantoa P
ser nao-trivial, observe primeiramente que co(P) < |U| equivale a ¢;(P) > |W| = w,
ou seja, temos que Ey ¢ P. Além disso, pela defini¢io de P (Definicio 3.2.3) temos
que Ky éigual a (Ku + Kw)U Ky,w que é simplesmente Ky, mas Ky € P pois P
é monotoénica nio-trivial. Logo Ky € P

(ii) A demonstragao do Lema 3.2.4 (ii) pode ser facilmente adaptada para que
valha aqui também.

m]

3.3 Propriedades com grafos minimais de grau baixo

Nesta se¢do, vamos inicialmente dar um lema sobre propriedades de grafos biparti-
dos. A prova deste resultado faz uso de uma redugio a uma propriedade auxiliar
semelhante is propriedades P e P da se¢do anterior. Apés essa demonstragio con-
cluiremos que na realidade uma demonstragao semelhante pode ser feita para o caso
de grafos genéricos. Em seguida demonstraremos o Teorema 3.3.3, que permitira
a demonstragdo de um limite inferior quadrédtico para um conjunto consideravel de
propriedades de grafos. E talvez conveniente aqui ressaltar a importancia que o grau
maximo dos grafos considerados terda nas demonstracoes subseqiientes.

Seja GG um grafo e M C V() um conjunto de vértices de (. Dizemos que M
é um conjunto admissivel em G, ou simplesmente (7-admissivel, se (i) M é um
conjunto independente em G, (i7) para todo z € M temos 'g(z) # D, e (i) para
todoz,y€ M, z # y, temos 'g(z) N T'g(y) = 3.

Lema 3.3.1 Seja P € Pyw e tome (i € min(P). Se ezistem U conjuntos dois-a-dois
disjuntos My, My, ..., M, em U tais que, para cada i, vale que M; é G-admissivel
e |M;| = m, entdo CA/(P) > m?t/32.

Demonstragao
Nesta demonstragao, vamos denotar as arestas por zy supondo sempre que o

primeiro vértice pertence a classe U e o segundo a W.
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Seja G € min(P) satisfazendo o enunciado. Denote por M a uniao dos conjun-
tos M; (1 <1 <t)eporT o conjunto das arestas zy de GG tais que z nao pertence
aM,ie. T = {zy € A(G) : z € U~ M}. Para quaisquer z, 2' € M, definimos a
superaresta (z,Tg(z')) como o conjunto de arestas {zy : y € I'g(z')} C A(Kuw).

Considere o conjunto Gy () de grafos bipartidos com classes M e ¥(G), on-
de ¥(G) = {Tg(z) : = € M}, ou seja ¥((F) é o conjunto das vizinhangas dos vértices
de M no grafo G. Se H € Gpsu(c), entdo uma aresta de H pode ser interpretada
como uma superaresta.

Seja o; uma permutagdo de M; (1 < i < t). Para cada seqiiéncia 01,09, ...,0;
de tais permutagoes, definimos o grafo Gy, 4,...0, € Guw que contém exatamente
as seguintes arestas: as arestas do conjunto 7" definido acima, e as arestas de cada
superaresta (z,Tg(oi(z))) para todo 2 € M; (1 < i < t). Todo Gy,,.. 0 assim
definido é isomorfo a (G, e portanto satisfaz P. Além disso. todo (4, 4, ‘contém’ um
conjunto distinto de exatamente mt superarestas. De fato. tal conjunto para Gy, . 4,
é {(z,Tg(oi(z))): 2 € M;, 1 <i <}, que claramente tem cardinalidade mt.

Defina a operagao ' que a cada grafo de Gy,y () fornece um grafo de Gyw da
seguinte maneira: se H € Gy y(q), entao H' e Gu,w é tal que o conjunto de arestas
de H' contém exatamente as arestas de T e as arestas de cada superaresta S €
A(H). Defina, entdo, a propriedade P' sobre Gm,u(c) tal que H € P' se e somente
se H' € P. Observe que Eywq) ¢ P! pois (E,\“,((_-,-))' =EywUT ¢ GeGE
min(P). Além disso Kpsw(c € P' pois ¢ C (]\"M,q,((,-))', e portanto P' é nao-trivial.
Claramente P' é monoténica ja que P é monotonica.

Dado um algoritmo deterministico A que testa a propriedade P, podemos ob-
ter um algoritmo deterministico A para verificar P' tal que o numero de perguntas
que A precisa para decidir sobre um grafo H € Gy g () qualquer nunca € maior
do que o nimero de perguntas que A faz sobre o grafo H' correspondente. Va-
mos descrever tal A'. Suponha que A faga uma pergunta sobre uma aresta zy.
Se zy € T ou se y nao pertence a nenhum Y € V(('), entao A" nio faz nenhu-
ma pergunta. Caso contrario, ou seja se 2 € M e y pertence a algum Y € V(G),
entio A' pergunta se (z,Y) € A(H), caso ainda nao tenha feito tal pergunta. Ou
seja, o algoritmo A' faz uma pergunta sobre uma superaresta (z,Y ) quando A fizer
a primeira pergunta sobre alguma aresta zy de (2,Y). A proxima vez que A per-

untar sobre alguma aresta de (z,Y), o algoritmo A" ndo faz nenhuma pergunta.
g g g perg
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Intuitivamente, podemos dizer que é como se A', ao invés de fazer uma pergunta
sobre uma superaresta (z,Y), fizesse uma pergunta diretamente a H' sobre uma
aresta zy com y € Y: se zy € A(H') entdo A' conclui que (z,Y) pertence a A(H),
caso contrario conclui que (z,Y) ndo pertence a A(H ). Essa interpretagao é coeren-
te pois qualquer superaresta (z,Y’) pertence a A(H ) se e somente se toda a aresta
de (z,Y) pertence a A(H'). Assim, usando o Lema 3.2.1, podemos concluir que a
complexidade aleatéria de P é maior ou igual & complexidade aleatdria de P'. Basta
entdo achar um limite inferior para a complexidade aleatéria de P'.

Note que entre os elementos de min(P'), existem (m!)¢ grafos com exatamen-
te mt superarestas, cada um correspondendo a um grafo Gy, . .. Chame de N
esse subconjunto de grafos de min(Pt ). Qualquer arvore de decisio para P! que
receba um grafo H € N como entrada, terd que achar todas as mt superarestas
de H. Assim, toda arvore de decisao para P' terd um folha distinta associada a
cada grafo em N, sendo que o caminho da raiz da arvore até qualquer uma dessas
folhas terd exatamente mt arestas com rétulo 1. Mas, numa arvore de decisao, nao
existem mais do que (r::t) folhas no final de caminhos que tenham comprimento me-
nor ou igual a h e tenham exatamente mt arestas com rétulo 1. Se tomarmos um h
tal que ("’:t) < (m!)t/2, entdo pelo menos metade das folhas associadas aos grafos
de N estario a uma profundidade maior do que h e, conseqiientemente, definindo a

distribuicao 3 sobre Gps y () tal que
1/|N| se HeN
B(H) =

0 caso contrario,

teremos que C(A',ﬂ) > h/2 para qualquer drvore de decisdo A" que compute P'.
Seja entdo h = [m?t/2"/™ e?| > m?/16. Note que

t nt
"< (—fﬁ) <5 (%) < gty
mi mt 2 \e 2
e assim C(A',B) > h/2 > m?2t/32 para qualquer A' € A_,. Pelo Teorema 2.2.1,
F

temos que CA/(P') = CP(P") > miny C'(4, B) > m?*t/32.
0O

Claramente, as técnicas usadas na demonstragao anterior também sao vélidas



Capitulo 3. Técnicas utilizando grau maximo de grafos 31

para provar um resultado andlogo para propriedades de grafos genéricos, que enun-

ciamos a seguir.

Lema 3.3.2 Seja P € Py e tome G € min(P). Se ezistem t conjuntos dois-a-dois
disjuntos My, M, ..., M, C V(G) de tamanho m tais que M = |J M; € um conjunto
independente em G e cada M; (1 < i < t) é G-admissivel, entio CAN(P) > m?/32.

0O

Com este resultado, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 3.3.3 Para toda propriedade P € Py e todo grafo (¢ € P tal que A(G) =

d vale
2

v
(d3+d2+d+1) "

Al %
Co(P) 2 512

Demonstragao

Seja G € P com grau maximo A((') igual a d. Provaremos que existe um grafo
em min( P) que satisfaz as condi¢oes do Lema 3.3.2 para algum t > (d? 4+ 1)/(d+1)
e algum m > v/4(d? + 1), ou que sendo existe um grafo em min(P*) com v?/16d ou
mais arestas.

Tome G’ € min(P) tal que G’ C G e considere os dois casos a seguir.

Caso 1. G' tem pelo menos v/2 vértices isolados.

Suponha que exista um grafo H € min(P*) com menos de v?/16d arestas.
Neste caso, vamos provar que existe empacotamento de H e (i, chegando a uma
contradigao. De fato, identifique os [v/2] vértices de maior grau de H com vértices
isolados de G’ e sejam G} e H; os subgrafos induzidos pelos vértices restantes de (
e H respectivamente. Observe que se A(Hy) > v/4d entao 2|A(H)| > [v/2]v/4d >
v?/8d, o que contradiz a maneira como H foi escolhido. Portanto A(Hy) < v/4d.
Além disso, como G} C G’ C, G, temos que A(GY) < d. Assim A(H;)A(GY) < v/4
e podemos aplicar o Teorema 2.1.6 (i), obtendo um empacotamento de G| e Hj e,
conseqiientemente, um empacotamento de G’ e H. Mas isso contradiz o Lema 2.1.3.
Concluimos portanto que se (G’ tem pelo menos v/2 vértices isolados entao qualquer
grafo em min( P*) tem pelo menos v?/16d arestas. Sendo assim, pelo Teorema 2.2.2
vem que CAH(P) = CAY(P*) > v?/16d > v? /512> + d? + d + 1).

Caso 2. G’ tem pelo menos v/2 vértices de grau positivo.
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Seja S um conjunto com [v/2] vértices de grau positivo em G’. Vamos provar
as duas afirmagoes a seguir.

Afirmagao (1) Qualquer conjunto S’ C S com |S’| > v/4 contém um conjun-
to G’-admissivel com pelo menos v/4(d? + 1) vértices.

Seja M C S’ um conjunto G'-admissivel. Um vértice y € 5’ é tal que M U {y}
nio é G’-admissivel se e somentese y € I'(M) ou y € I'(I'(M))\ M. Suponha agora
que M é um conjunto G’-admissivel maximal contido em S’. Assim, pela observagao
acima, temos que S'~xM C I'(M)UT(T'(M))~M. Como |I'(I'(M))\M| < |T'(M)|(d—
1) < d|M|(d—1), temos que |S’| < |M|+d|M|+d|M|(d—1) = |[M|(d*+1). Se M tem
menos de v/4(d?+1) elementos, entio |5'| < |[M|(14+d?) < (1+d?)v/4(d*+1) = v/4,
o que é uma contradigao. Concluimos que |M| > v/4(d* + 1).

Afirmagao (2) O conjunto S contém pelo menos (d? 4+ 1)/(d+ 1) conjuntos M;
tais que cada M; é um conjunto G’-admissivel, |M;| > v/4(d? + 1), e M = M; é
independente.

De fato, como § tem [v/2] vértices, podemos usar a Afirmagao (1) e concluir
que enquanto tivermos v/4 vértices em .S é possivel extrair um conjunto M; com as
propriedades acima. Assim, a quantidade de conjuntos M;’s que podem ser retirados
de S junto com suas respectivas vizinhancas é maior ou igual a

v/4 i d? + 1
(1 4+ d){v/4(d2+ 1)}  d+1°

Com essas duas afirmacoes e usando o Lema 3.3.2, obtemos o limite inferior

desejado:

2 52 2
CAI(P)ZL( .‘l) ) d +l: . v' ‘
32 \4(d2+ 1)) d+1 512(d3 + d2 +d+ 1)

0O

Este teorema é particularmente interessante se considerarmos uma proprieda-
de monoténica nao-trivial P € Py cujo conjunto min( P) contém um grafo G tal
que A(G) = O(1), ou seja cujo grau maximo é uma constante. Alguns exemplos de
tais propriedades sdao os seguintes: ser hamiltoniano, ser conexo, conter um k-fator
para um k = O(1) fixo, e nao ser planar. (Para as defini¢ées destas propriedades,
ver [10], [13]).) Note que para uma propriedade P assim, o Teorema 3.3.3 anterior

garante que CA!(P) = Q(v?), lembrando que v = |V].
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3.4 O limite inferior de Q(v%/4)

Aqui, inicialmente demonstraremos a redugio do caso de propriedades sobre Gy para
o de grafos bipartidos, e em seguida daremos o limite inferior para a complexidade
aleatéria de propriedades de grafos bipartidos. Observe que a redugdo a grafos
bipartidos se faz necessdria para que possamos usar o Teorema 2.3.4. Este teorema
é essencial na demonstracao de todos os limites inferiores superlineares conhecidos
atualmente, e nao tem equivalente para propriedades em Py .

Vamos denotar por by, o minimo dentre as complexidades aleatérias de pro-
priedades monoténicas nao-triviais de grafos bipartidos com classes que tenham

ordens u e w. Ou seja, se como sempre temos |U| = v e |W| = w,
byw = min{CA(P): P € Pyw}.

Teorema 3.4.1 Seja P € Py uma propricdade de grafos. Para |V| = v > 4100,
temos que CAY(P) > min{v®/1/32,b1y/21,|u/2)}-

Demonstragao

Suponha que U, W C V sdo taisque V = UUW, u = |U| = [v/2] ew = [W]| =
[v/2]. Pelo Teorema 2.2.2, podemos supor que o nimero de arestas de qualquer
grafo em min(P) ou em min(P*) é estritamente menor que v5/4/32.

Vamos considerar dois casos.

Caso 1. Vale que ¢;(P) > [v/2] e co(P) > [v/2].

Seja P como na Defini¢io 3.2.2. Temos entio que CA/(P) > CAlP) >
bru/2).Lv/2)-

Caso 2. Vale que ¢;(P) < [v/2].

Como co(P*) = ¢1(P) e as complexidades aleatérias de P e P* sdo iguais, a
demonstracio deste caso é andloga a do Caso 3 a seguir.
Caso 3. Vale que co(P) < [v/2].

Seja P como na Defini¢io 3.2.3. Vamos provar que existe H € P tal
que A(H) < v'/4/8. Seja GG € min(P). Coloque os |v/2] vértices de G de mai-
or grau na classe W e o restante em /. Observe que Ay(G) < v'/4/8, pois caso
contrdrio terfamos que 2|A(G)| > (0'/4/8)(1 + |v/2)) > v*/*/16, contradizendo

nossas suposicoes iniciais.
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Seja entio H = G[U]. Claramente, vale que H € P, pois G € Pe G C
Kw x H = H, onde H é dado na Defini¢io 3.2.3. Usando o Teorema 3.3.3 e o fato
de que A(H) < Ay(G) < v/4/8, obtemos

C.AI(P) ['U/QTZ
512(v3/4/512 + v1/2/64 + v1/4/8 + 1)
2

v
16v3/4(1/4 + 2v=1/4 + 16v-1/2 + 128v—3/4)
v5/4
16 °

2

A 1ltima desigualdade valendo para v > 4096.

O préximo resultado mostra que a complexidade aleatéria de qualquer propri-

edade monoténica nao-trivial de grafos bipartidos com classes de vertices de cardi-

nalidades u e w é Q(u3/4w!/?).
Teorema 3.4.2 Vale que by, > u3/4w'/2 |18 para todo u, w > 2600.

Demonstragao

Sejam U e W dois conjuntos disjuntos com |U]| = u e |W| = w, e seja P €
Py,w uma propriedade monoténica nao-trivial de grafos bipartidos com classes de
vértices U e W. Seja (; um grafo minimal de min(F) com relagao a <, .

Vamos supor sem perda de generalidade que |U| = u > w = |W]|. Pelo Te-
orema 2.2.2, podemos supor que os grafos em min(F) e em min(F~) tém menos
de u3/4w'/?/18 arestas e portanto dyw ((1) < ©¥/*w!/?/18w = u?/4w=1/2/18.

Consideremos dois casos.

Caso 1. Vale que Aw(G1) > u?/?w=1/32.

Usando o Teorema 2.3.4, temos:

7 ‘ : 94 w3 2p=1/3
CAI(P) > w AW(E\'I) + 2 1) > ﬂ 24 ll' u /32 =t
2 \1+44dw(Gy) = 2 \ 1 4+ 4ud/4w-1/2/18

w3/l /2 [162u~3/4w/? 4 (81/32)u? w172 0u=H1pl/?) > RIATE
8 9+ 2ub/iw1/2 ST
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a tltima desigualdade valendo para u, w suficientemente grandes (note que u, w >
2600 j4 sdo o suficente).
Caso 2. Vale que Aw(G,) < v®/2w="/32.

Sabemos pelo Lema 2.1.4 que min(P) ou min(P*) tem um grafo com |u/2]
ou mais vértices isolados em U. Suponha que min(P*) tenha um grafo assim (se
nao fosse este o caso, poderiamos ter tomado P* ao invés de P desde o inicio desta
demonstragio, ja que CA/(P) = CA!(P*)), Entdo pelo Lema 2.1.5 todos os gra-
fos em min(P) tém pelo menos u/2 vértices com grau positivo na classe U. Em
particular G; tem essa quantidade de vértices de grau positivo em U. Além dis-
so, entre esses u/2 vértices de grau positivo de G, existem pelo menos [u/4]
vértices de grau menor que u~'/4w!'/2/4. Se isso nao fosse verdade, terfamos
que |A(G1)| > (w/4) (w42 [4) > u3/*w'/?[18, 0 que contraria nossa suposigao
do inicio desta demonstragio. Seja entdao S C U/ com [u/4] vértices de grau positi-
vo menor que u~/4w1/2 /4.

Vamos provar duas afirmagées para o grafo (i;, semelhantes as que provamos
para o Caso 2 da demonstragao do Teorema 3.3.3.

Afirmacio (1) Todo conjunto 5’ C S C U com |S5’| > u/8 contém um conjun-
to GGi-admissivel de cardinalidade [IGu‘l/“w‘/'z].

De fato, tome M C §’ conjunto (+;-admissivel maximal contido em S’. Afirma-
mos que |M| > 16u~1/4w'/2, Para verificar esta desigualdade, assuma o contrdrio, e
observe que um vértice z € S; é tal que M U {2} ndo é (7;-admissivel se e somente
se z é adjacente a algum vértice em I'(y) para algum y € M. Mas entdo, o nimero
de vértices z € 57 é limitado superiormente por
16w!/2  wl/2 w32

WA A 32w

> IP@)Aw(Gh) < IM]As(Gh)Aw(Gh) <
veM

u/8,

e portanto existe z € $; tal que M U {a} é (:;-admissivel, contrariando a escolha
de M. Concluimos que se M é maximal entio |M| > 16u="/1w!/2.

Afirmacao (2) Existem no minimo «*/4w=1/2/128 conjuntos disjuntos M; C .S
tais que cada M; é Gi-admissivel e |M;| = [16u~1/4w!/?].

Para provar a Afirmagao (2), observe que pela Afirmagao (1) podemos re-
mover conjuntos M; de S enquanto houver pelo menos u/8 vértices em 5. Sen-
do |S| = [u/4], o nimero de conjuntos M; que podemos retirar de 5 é maior ou

igual a (u/8)/16u~1/4w!/? = u5/4w=1/2 /128, e assim temos a afirmagao.
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Pelo Lema 3.3.1, segue que

16w!/? ub/4 a w3/ q1/2

)? =
ul/4 128w1/2 16

1
CAI(P) 2 3

Com os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, obtemos o seguinte limite inferior.

Teorema 3.4.3 Para toda P € Py tal que |V| = v > 5200, vale que CA!(P) >
v3/4/50.



Capitulo 4

Aperfeicoamento de resultados
anteriores

Neste capitulo demonstraremos o melhor limite inferior conhecido atualmente para a
complexidade aleatéria de propriedades monoténicas nao-triviais, devido a P. Haj-
nal. Iniciamos enunciando uma modificagio do Teorema 2.3.4. Em seguida de-
monstraremos o item (ii) do Teorema 2.1.6 e o Teorema 2.1.7 de empacotamento
devido a Hajnal. Deixamos a demonstragao do item (ii) do Teorema 2.1.6 para es-
te capitulo, pois a demonstragdo do Teorema 2.1.7 estd intimamente ligada a ela.
Vamos entdo definir o conceito de pré-empacotamento que nos permitira concentrar
nossa atencio em alguns subgrafos de grafos minimais das propriedades conside-
radas. Vamos também definir dois grafos e provar algumas de suas propriedades.
Munidos desses grafos, provaremos na tiltima sessao o limite inferior de Q(ul/3) para
a complexidade aleatéria de propriedades monotonicas nao-triviais de grafos bipar-
tidos com classes U e W, onde |U| = u e |W| = w. Finalmente, demonstraremos
a reducao do caso de grafos genéricos para o de grafos bipartidos, determinando
assim um limite inferior de Q(v%/3) para a complexidade aleatéria de propriedades
monotoénicas nao-triviais de grafos de ordem v.

O mérito de Hajnal reside no seu Teorema 2.1.7 de empacotamento, que por si
$6 j4 é uma contribuicdo interessante, e no fato de ter visualisado o uso conjunto
desse teorema com a nova versao do Teorema 2.3.4 para provar o limite inferior para
grafos bipartidos citado acima. Com isso a demonstragio para grafos genéricos fica
extremamente simplificada.

Se nos resultados do capitulo anterior havia um uso intenso do grau maximo

37
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dos grafos considerados, este Capitulo 4 pode ser caracterizado pela sua énfase no

uso do grau médio dos vértices dos grafos.

4.1 Modificagao de uma técnica anterior

O Teorema 2.2.2, essencialmente devido a Yao [44], concerne grafos em min(P)
minimais com relagio a <,, mas esse lema pode ser modificado de forma que a
sua conclusio seja também valida para um outro tipo de grafo de min(P). Esta
modificacio foi proposta e provada por P. Hajnal em [22]. Este novo lema é um
dos ingredientes em sua prova do melhor limite inferior conhecido atualmente para
a complexidade aleatéria de propriedades monoténicas nao-triviais. Vamos provar
aqui nesta se¢do inicial o lema de Hajnal.

Sabemos por um resultado anterior bastante simples (Lema 2.1.5) que, dada
uma propriedade P € Pyw, existe pelo menos um grafo em min(P) U min(P*)
com |u/2| ou mais vértices isolados em U. (Lembre que sempre temos u = |U]|
ew=|W|.)

Lema 4.1.1 Seja dada uma propriedade P € Py,w. Suponha que exista pelo menos
um grafo em min(P) com |u/2] ou mais vértices isolados em U. Seja G um grafo
minimal com relagio a <, dentre os grafos de min(P) com |u/2] ou mais vértices

isolados. Entao

cA(P) > max v, Ay(G) = 8dy(G)+ 1
B 2'4 8du(G) + 1 :

Demonstragao

Basta modificar a demonstracio do Teorema 2.3.4 convenientemente. A seguir
assumimos familiaridade com a demonstragio do Teorema 2.3.4, e apenas descre-
vemos as modificagdes necessdrias. O caso em que Ap(() < 16dy(G) é imedi-
ato pois sabemos que CA'(P) > w/2. Assim supomos que Ay(G) 2 16dy(G).
Aqui comegamos pondo u' = [u/4]. Suponha que U = {z0,21,...,Ty-1} com
os graus dos vértices z; (0 < ¢ < u) satisfazendo d(z) < d(zz) £ ... <
d(zy) < d(zo) = Au(G), d(zw) < d(z;) para v’ < i < [u/2], e d(z;) = 0 pa-
ra [u/2] <1< u. Desta forma zy,..., 2,/ tém os menores graus possiveis dentre os

vértices em {zo, 1, %2, ..., 'J?[u/z]—l}-
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Note que d(z;) < 4dy(G) para todo 1 < i < u'. Pomos agora m = |8du(G)].
Obtemos G’ a partir de G incluindo arestas incidentes nos vértices zo, Z1,. .., Zu/;
como na demonstracio do Teorema 2.3.4, para que todos esses vértices tenham grau
maior ou igual a Ay(G) e estritamente menor que Ay(G')+m. Geramos um subgrafo
aleatério H de G’ tirando de GG’ os conjuntos de arestas aleatérios W; (0 < ¢ < o).
Esses conjuntos aleatdrios W;’s devem ser tais que |W;| = m, como na demonstragao
original. Note que nao alteramos as vizinhangas dos vértices z; ([u/2] < i< u),
portanto G’ e H também tém pelo menos |u/2] vértices isolados. Na demonstragao
do Teorema 2.3.4, o dnico ponto em que usamos o fato de que (G é minimal com
relagio a <, é quando provamos que H ¢ P. lIsto continua valendo neste caso,
pois para qualquer J € min(P) temos que J ¢ H. De fato, se J € min(P)
e J ndo tem |u/2] vértices isolados, entdo como H tem pelo menos [u/2] vértices
isolados, claramente J ¢ H. Suponha entdo que exista J € min(FP) com lu/2]
vértices isolados tal que J C H. Segue que J <, H . Mas, por construgao, temos
que G #, H e portanto G £, J, o que é uma contradigao pois (' é minimal com
relagdo a <, dentre os grafos em min(P) com [u/2] vértices isolados. Assim, como P
é monotonica crescente e para todo J € min(P) vale J ¢ H, temos que H ¢ P. O
restante da demonstragio é andlogo & demonstragao do teorema original.

O

Note que, na demonstragio, os vértices vy, ..., v, Nao precisam necessariamente
ter grau positivo. Mais do que isso, se pudermos garantir um nimero substancial-
mente grande de vértices isolados (além dos [u/2] da hipétese), entao podemos
eliminar o grau médio do denominador do enunciado. Ou seja, dada uma proprie-
dade P, se existir um grafo G € min(FP) com |3u/4] ou mais vértices isolados tal
que G é minimal com relagio a <, dentre os grafos de min(F) com |©/2] ou mais
vértices isolados, entdo podemos facilmente modificar a demonstragao anterior e ob-
ter que CA/(P) > max{u/2,u(Auy(G) + 1)/8}. Ou seja, este resultado nos permite
achar um limite inferior para algumas propriedades que tenham grafos minimais com
grau maximo alto, fazendo um contraponto interessante com as técnicas do capitulo
anterior. Nossa intencio ao fazermos esta observagio foi mostrar uma modificagao
possivel do Teorema 2.3.4. Acreditamos que a obtencao de melhores limites infe-

riores para a complexidade aleatéria de propriedades em Py (e eventualmente
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em Py ), necessariamente passa por versoes mais fortes desse teorema.

4.2 Um resultado em empacotamento de grafos

Vamos demonstrar agora o item (ii) do Teorema 2.1.6 enunciado no Capitulo 2.
Para esta demonstragao seguiremos a sugestio dada por Hajnal em [22] baseada
em resultados obtidos por Catlin [14]. Em seguida daremos uma demonstragao do

Teorema 2.1.7 que melhora esse Teorema 2.1.6 (ii) com a introdugao de grau médio.

Teorema 2.1.6 (ii)) Se G, H € Guw ¢ Au(G)Aw(H) + Aw(G)Ay(H) <
max{u,w}, entdo G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos.
Demonstragao

Sem perda de generalidade, podemos supor que u < w. Sejam U/’ e W' conjuntos
disjuntos com |U’| = |U| = u e |W'| = |W| = w, e considere H como um grafo
em Gy w: da forma natural. Para provar que (- e H podem ser empacotados,
vamos mostrar que existem bijecées f : U — U’ eg: W — W' que fornecem
tal empacotamento. Na verdade, montraremos que qualquer bijecao f entre U e U’
admite uma bijecao g conveniente.

Fixe uma bijecio f : U — U’ arbitraria. Defina o grafo bipartido By com
biparticao (W, W’) pondo a aresta zy em A(By) onde 2 € W e y € W' se e somente
se Pg(z)N f~1(Ty(y)) = @. Note que se {z;y; € A(By):2; e Wy, € W, 1< <
w} é um emparelhamento perfeito em By, entao g : W — W' dada por g(z;) = y;
(1 <1 < w) é uma bijegao como a procurada. Provemos portanto que By contém
um emparelhamento perfeito.

Lembrando que éw(Bjy) é o grau minimo dos vértices de W no grafo By,
e analogamente dy/(By) é o grau minimo dos vértices de W’ em By, temos
que dw(By) > w — Aw(G)Ay(H) e éwi(By) > w — Awi(H)Ay(G). Assim,
nossa hipétese fornece dw(By) + dw:(By) > w. Mas, pelo teorema de Hall (ver
Apéndice A para o enunciado deste teorema) isso garante a existéncia de um empa-
relhamento perfeito em Bj. De fato, seja @ # 5 C W, e suponha por absurdo que
ITB,(5)| < |5]. Entdo,sey € W' éum vértice qualquer tal que y € W'\TI'g () # 2,
entdo w < bw (By) + bwi(By) < |T5,(5) + Ta,(v)] < 5]+ ITa,(v)] < w, o que &
uma contradicdo.

O
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O seguinte lema probabilistico serd fundamental abaixo. Este resultado segue
facilmente da desigualdade de Hoeffding e é um lema extremamente 1til da teoria
dos grandes desvios em probabilidade. Uma boa referéncia para este resultado e
outros correlatos com aplicagdes combinatdrias e & teoria da computagio é [31]. No

que segue os logaritmos sao todos na base e.

Lema 4.2.1 Sejam Yi,Ya,...,Y, varidveis aleatorias independentes satisfazendo
0<Y;<1(1<i<n). SejaY =3 1Y;. Entdao para todo 0 < ¢ < 1, temos

(i) P(Y > (14 E(Y)) < exp{—2E(Y)/3},

(ii) P(Y < (1= QE(Y)) < exp{—?E(Y)/2}.

Um coroldrio imediato do Lema 4.2.1 (i) é o seguinte resultado.

Lema 4.2.2 Suponha que0 < dy,ds,...,d, < L = n/54(logn+loglogn), e qued =
n~1°0d; > 0. Seja p < 1/3d. Entio, se X1, Xs,..., X, sdo varidveis aleatorias

independentes 0 — 1 com E(X;) =p (1 <1< n), lemos

P{ ZX;d; 2 n/‘Z} < (nlogn)~3/2, (1)
1
Demonstragao
Podemos supor que p = 1/3d, pois o lado esquerdo de (1) é claramen-
te crescente em p. Ponha Y; = X;d;/L (I < i < n) e seja Y = Y.

Entio E(Y) = L'V E(X;)d; = n/3L. Note que se ¢ = 1/2 e 37 Xid; > n/2,
entio Y —E(Y) > n/2L — n/3L = ¢E(Y). Assim
P{EX,’d,' > n/‘Z} < P{Y —E(Y) > ¢E(Y)}
1

exp{—€¢’E(Y)/3)}
exp{—n/36L} = (nlogn)~3/2,

I

0O

Para demonstrar o resultado de empacotamento de Hajnal, precisamos de uma

pequena variante do Lema 4.2.2, que segue facilmente deste resultado. Denotamos
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por [n] o conjunto {1,2,...,n}. No que segue, se 0 < k < n, escrevemos Sy para
um subconjunto aleatério de [n] de cardinalidade k, onde tais conjuntos sao todos

considerados equiprovaveis.

Corolario 4.2.3 Suponha que 0 < dy,dy,...,d, < L = n/54(logn + loglogn) e
qued=n"13"d; >0. Seja D > 1 um inteiro com 3dD < n. Entao

P{ Z d; > n/'Z} < 2/n(logn)>/2.
1€Sp
Demonstragao
Sejam X, X5, ..., X, varidveis aleatérias independentes 0—1 com E(X;) = p =

D/n. Seja § = §(X1, Xa,...,X,) o subconjunto aleatério de [n] dado por 5 = {i:

Xi=1},eponha Xg =3 csdi =37 Nid;. Entao

P{ zX,'d,' > 11/2}
1

ip{,\'s > n/2 ‘ |51 = k}P(IS] = k)
k=0

= Z P(Xs, > n/2) <Z>pk(1 - p)"‘k

k=0

v

P(Xs, > n/?)(g)PD(l — p)n—D
> e—l/GD(‘Z/Trn)l/'ZP(_,\'SD > 71/2),

onde a iltima desigualdade segue da férmula de Stirling. Pelo Lema 4.2.2, temos

assim que
P(Xs, >n/2) < e'/%P(rn/2) 2 (nlogn) ™3 < 2/n(logn)?/?.
O
Agora podemos provar o teorema de empacotamento de Hajnal. Observe que a

demonstragao deste teorema é na realidade a aplicagio dos resultados probabilisticos

anteriores a demonstragao do item (ii) do Teorema 2.1.6.

Teorema 4.2.4 Sejam dados G, H € Guw ¢ suponha que
(i) v < w < 2u,
(ii) dy(G)Aw(H) < u/3,
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(i) du(H)Aw(G) < u/3,
(v) Au(G), Ay(H) < u/54(log u + loglogu).

Entdo G e H podem ser empacotados como grafos bipartidos, desde que u > 55.

Demonstragao

Consideramos U’, W' como na demonstragiao do Teorema 2.1.6 (ii), e para u-
ma bijegdo f: U — U’ consideramos novamente o grafo bipartido By. Desta vez
mostramos que a maioria das bije¢oes f sao tais que By contém um emparelha-
mento perfeito. Mais precisamente, consideramos o conjunto B(U,U’) de todas as
bijegoes f: U — U’ como um espago de probabilidades onde todas as bije¢oes sao

equiprovaveis. Afirmamos entdo que

-3/2

P(f é tal que By tem um emparelhamento perfeito) > 1 — 8(log ) >0,

de onde seguird o nosso resultado. (Observe que 8(logu)=3/? < 1 para u > 55.)
Para z € W U W/, seja E, o evento {dg () < w/2}. Pela demonstragao do

Teorema 2.1.6 (ii), é suficiente mostrar que
P(E, ocorre para algum 2 € W U W') < 8(log u)"3/2,

ou ainda que para todo z € W U W' temos P(E,) < 2/u(logu)3/2. Para provar esta
iltima desigualdade, seja z € W um vértice fixo. Suponha que U’ = {y}, 5, ..., ¥}
e seja di = dy(y}) (1 < i < u). Se dp,(z) < w/2 entdo s(x, f) = Y{di : y; €
f(Ta(z))} > w/2 > u/2. Mas, pelo Coroldrio 4.2.3, temos que

P(E;) = P(dBf(z:) <w/[2) L P(s(z, f)>uf2) < ‘2/u(logu)3/2,

como queriamos. O caso onde z € W’ é andlogo. e assim concluimos o resultado.

O

As constantes na hipétese do lema acima siao melhores que aquelas na versao ori-
ginal deste lema e ainda podem ser melhoradas. Por exemplo, podemos substituir (i)
por u < w = O(u), e os limites em (ii) e (iii) por (1 —¢€)u/2 para qualquer € > 0 fixo.
Para tanto, basta assumir que Ay(G), Ay(H) < v/Clogu para € suficientemente

grande.
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4.3 Preliminares para o resultado mais recente

Nesta secao e na proxima, os grafos bipartidos considerados pertencerao a Gy w
onde |U| = [v/2], [W| = |v/2] e v € N. Observe que, neste caso, tem-se dy(G) <
d(G) < dw(G).

Vamos definir a seguir dois grafos que serao usados ao longo desta segao.

Definigao 4.3.1 Seja dada uma propriedade P € Pyw, ¢ suponha que min(P)

tenha um grafo com pelo menos |u/2| vértices isolados em U. Entdo

(a) escrevemos G'p para um grafo de min(P) que é minimal com relagio a <,

dentre os grafos de min(P) com pelo menos |u/2] vértices isolados em U,

(b) escrevemos Hp para um grafo de min(P*) minimal com relagio a <, .

Apesar de Gp e Hp pertencerem a Gy w, quando necessario, para maior clareza
vamos denotar as classes de Gp por U; e Wy eas de Hp por Uy e Wy. Introduzimos
agora uma nova nog¢ao envolvendo empacotamentos. No que segue fixamos uma
propriedade P € Py,w, onde U e W sao como acima.

Sejam Gp = G(P) e Hp = H(P) como na definicao anterior. Vamos definir
conjuntos Uy C Ug, Wy C W, U C Uy, Wi C Wy e um empacotamento entre os
subgrafos que esses conjuntos induzem em Gp e Hp. (Veja as figuras na proxima
pagina.) Tome Uy C Ug como um conjunto de |u/2] vértices isolados em Gp.
Tome Wy C W com |w/8d(H)| vértices em W de grau maior possivel em Gp.
Tome W§ C Wy com [w/SE(H)J vértices de Wy de grau menor possivel em Hp.
Tome U§ C Uy como o conjunto dos vizinhos de W§ em Hp mais uma certa quanti-
dade de vértices de Uy de maior grau possivel em Hp, de forma que U} tenha |u/2]
vértices. (Iremos provar que a vizinhanca de W} tem no maximo |u/4] elementos,
e portanto Uj terd pelo menos |u/4] vértices de grau alto.)

Seja G o subgrafo Gp[UgUWy] de GG p induzido pelo conjunto de vértices UgUW
em Gp. Seja Hg o subgrafo Hp[UjUW{] de H p induzido por UjUW{ em Hp. Observe
que A(Gp) é vazio, logo Gg e Hp podem ser empacotados como grafos bipartidos,

onde consideramos Hy e Gy como grafos bipartidos com a bipartigao natural.

Definicao 4.3.2 Seguindo a notagao acima, chamamos de pré-empacotamento

de Gp e Hp a um empacotamento de (79 ¢ Hy.
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Wo Wl
Go = G[Uo U Wo] G = G[U] U VV]]

Figura 4.1: Grafo G = Gp

W Wi
Ho= HUSUW}]  Hy = H[UI UW!]

Figura 4.2: Grafo H = Hp

45



Capitulo 4. Aperfeicoamento de resultados anteriores 46

Sejam Uy = Ug ~ Uo, Wy = W ~ Wo, Ul = Uy ~Uj e W] = Wy ~ Wy,
Denotamos por G o subgrafo Gp[U; U W;] de Gp induzido por U; UW; em Gp.
Finalmente, seja H; o subgrafo Hp[U{ U W{] de Hp induzido por U{ UW{ em Hp.

Na demonstra¢io do Caso 2 do Teorema 3.3.3, utilizamos um artificio seme-
lhante ao do pré-empacotamento: tinhamos dois grafos ;' € min(P) e H € min(P*),
identificivamos [u/2] vértices isolados de G’ com os de grau maior possivel de H,
definiamos os subgrafos G} e H; induzidos pelos vértices restantes e encontravamos
um empacotamento de G} e Hy, e conseqiientemente um empacotamento de G’ e H.
O procedimento adotado aqui serd semelhante, com a diferenga de que definimos
pré-empacotamento apenas para os grafos bipartidos (Gp e Hp como os da Defi-

nicao 4.3.1.

Lema 4.3.3 Seja dada uma propriedade P € Py,w, € tome (¢ = G(P) e H = H(P)

como na Definigao 4.3.1. Construa (Go, Ho, G1 ¢ Hy como acima.

(i) Se eziste um empacotamento de Gy e H, entdo este empacotamento mais um

pré-empacotamento de G e H formam uwm empacotamento de G e H.
(ii) Temos que d(H) > 1/4, e portanto w/8d(H) < w/2.
(iii) Temos que Ay;(Hy) < 4d(H).

(iv) Temos que Aw, (G1) < 8d(Gd(H ).

Demonstragao

(i) Como néo existem arestas entre U e Wy, nem tao pouco entre Uy e Wy, a
afirmacao ¢ imediata.

(ii) Suponha o contrdrio. Entdo vale que 1/4 > d(H) > dy(H) = |A(H)|/u
e portanto |A(H)| < u/4. Como |Uj| = |u/2], todas as arestas de H tém neste
caso uma ponta em Uj. Assim, os vértices em U] sao isolados e o grafo H; nao
tem arestas. Logo, existe empacotamento de H; e (/;. Mas pelo item anterior,
também existird empacotamento de (G e H, o que contradiz o Lema 2.1.3 (ii) uma
vez que G € Pe H € P*. Assim w/8d(H) < w/2.

(iii) Vamos primeiramente provar que AWé(H) < 2d(H). Suponha que e-
xista zog € W} tal que dy(zo) > 2d(H). Como Wy tem os vértices de menor
grau em H, todos os vértices de W] terdo grau maior que 2d(H). Observe ain-

da que |Wj{| = w — |u/8d(H)| e portanto pelo item anterior temos que |Wj| > w/2.
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Mas isso é uma contradigdo, bastando notar que [A(H)| > du(zo) + Zoew: du(z) >
2d(H)(1+ |W{]) > 2d(H)(1+ w/2) > |A(H)|.

Tendo provado que Ay, (H) < 2d(H), temos que |[I'y(W§)| < 2d(H)|W{| =
2d(H)|w/8d(H)| < w/4 < u/4. Ou seja, a vizinhanca de W} tem no maximo |u/4]
vértices e portanto Uj tem pelo menos |u/4] dos vértices em Uy de maior grau
possivel em H.

Finalmente, podemos demonstrar que AUII(H]) < 4d(H). De fato, observe que
se existisse algum z € U] tal que d(z) > 4d(H ), entdao, como Uj \ I'(Wj) tem pelo
menos |u/4] dos vértices de Uy com grau maior que o de z em H, vale que [A(H)| >
A1 (&) + Syevparowy 4 () > 441+ UGSTWE) = 4d(H )1+ |u/a]) > |AH)).
Temos assim uma contradigao.

(iv) Suponha por absurdo que Aw,(Gy) > Sd(G)d(H). Seja y € W tal
que dg,(y) = Aw,(G1). Como Wy tem |lw/8d(H)] dos vértices em W¢ com grau
maior possivel em G, teremos |A(G)| > da(y) + 3 eny, da() > 8d(GHd(H)(1 +
|lw/8d(H)]) > d(G)(1 + w) > |A(G)], o que é uma contradigao.

O

4.4 O resultado mais recente: C*'(P) = Q(v*/3)

Vamos agora demonstrar o melhor limite inferior conhecido para a complexidade
aleatéria de propriedades monoténicas nao-triviais de grafos bipartidos. Em geral,
e aqui em particular, procura-se obter primeiro a demonstracao do caso de grafos
bipartidos, pois assin a demonstracio para grafos genéricos fica restrita a uma
simples redugao. o compreensivel portanto a observacao de Yao em [44] que o
préximo passo no estudo deste assunto seria a demonstracio de que CA/(P) = Q(v?)

para qualquer P € Py w.

Teorema 4.4.1 Seja P € Pyw uma propriedade monoténica ndo-trivial de grafos
bipartidos com biparti¢io (U, W), onde |U]| = u = [v/2] ¢ |W]| = w = [v/2]. Entdio
vale que CAY(P) > u4/3/18 para uw > 6 x 10°.

Demonstragao
Podemos supor que min(P) tem um grafo com pelo menos |u/2] vértices isola-

dos em U. De fato, pelo Lema 2.1.4, se min(P) nao tivesse tal grafo, entdo min(P*)
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teria um grafo desse tipo e poderiamos fazer a demonstracao com P*, ji que P
e P* tém as mesmas complexidades. Sejam G = G(P) e H = H(P) como na
Defini¢ao 4.3.1. Vamos verificar trés casos.
Caso 1. d(G) ou d(H) é maior ou igual a u!/3/4.
Neste caso, podemos usar o Teorema 2.2.2 (ii) e concluimos que CA/(P) >
u?/3/4.
Caso 2. O Caso 1 nio vale, e Ay(G) ou Aw(H) é maior ou igual a 2u?/3/3..
Suponha que Ay (G) > 2u?/3/3. Podemos usar o Lema 4.1.1 e obtemos
u 2033 —2u'P41 w3 3u'/3—949/2uM3
4 2ul/3 4 1 - 18 2ul/3 4+ 1

C.AI(P) > > 'LL4/3/18,

a tltima desigualdade valendo para u > 103.

A demonstragao é andloga para o caso em que Ay (H) > 2u2/3/3, bastando
usar o Teorema 2.3.4 com relagdao a quase-ordem <, .

Caso 3. Temos que d(G),d(H) < u'/3/4 e Ay(G), Au(H) < 2u*/3[3.

Sejam G, Ho, Gy e H; como na Defini¢ao 4.3.2 de pré-empacotamento. Va-
mos verificar as condigées do Teorema 4.2.4 para (i1 e Hy, que tém classes de
vértices Uy, Wy e U}, W! respectivamente. Observemos agora os seguintes fatos.

(i) Por hipétese, temos que |Uy| = [u/2] e |Wi| = w — |w/8d(H)]. Pelo
Lema 4.3.3 (ii), temos w/8d(H) < w/2 < u/2. Portanto vale que |U;| < [Wi| <
2|Uq|.

(ii) Observe que dy(G) < d(G) < u'/3/4 e portanto |A(G)| < ui/3/4.
Sendo assim, temos que dy,(G) < w!/3/4[u/2] < u!/3/2. Além disso, co-
mo H, é subgrafo de H, vale que Ay, (Hy) < Aw(H) < 2u?/3/3. Portanto vale
que Eul(Gl)Aw;(Hl) < u/3.

(ii7) Analogamente ao item anterior, obtemos que EUII(HI) < u'/3/2. Pelo
Lema 4.3.3 (iv), vale que Ay, (G1) < 8d(G)d(H ), e portanto por hipétese temos que
Aw,(G1) < u*/3/2. Obtemos entdo que EU‘:(HI)AWI(Gl) < u/4.

(iv) Por hipétese, temos Ay, (G1) < Au(G) < 2u?/3/3 < [u/2]/54(log[u/2] +
loglog[u/2]), a iltima desigualdade sendo vélida para u > 6 x 10°.

Pelo Lema 4.3.3 (iii), temos Ay (Hy) < 4d(H) < w3 < [u)2]/54(log[u/2] +
loglog[u/2]), a tltima desigualdade sendo vélida para u > 5 x 104.

Por (i), (ii), (#1) e (iv), provamos que (y e H; satisfazem as condigoes do

Teorema 4.2.4 e portanto podem ser empacotados. Mas pelo Lema 4.3.3 (i) temos
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que neste caso G e H também podem ser empacotados, contradizendo o fato de
que G€ Pe H € P*.
O

Vamos demonstrar aqui a existéncia de um certo grafo para a propriedade P
dada na Defini¢do 3.2.3, que auxiliard na redugdo do problema de propriedades de
grafos genéricos a um problema de grafos bipartidos. A demonstragao faz uso de
um algoritmo do tipo guloso que dado um certo grafo G tem como objetivo obter
um conjunto independente em G. Um conjunto de vértices contendo esse conjunto
independente ird induzir um subgrafo em (' com as propriedades necessarias para

que esse subgrafo possa ser usado na demonstragao do Teorema 4.4.3.

Lema 4.4.2 Seja P € Py uma propriedade tal que co(P) < [v/2]. Seja G €
min(P). Entdo eziste conjunto U C V com |U| = [v/2] tal que se tomarmos P

como na Defini¢io 3.2.3, entao existe H € min(P) tal que
(i) ACH) < 42(G);
(i1) H tem pelo menos |v/16d(G)] vértices isolados.

Demonstragao

Qualquer subconjunto U = Vg de V' de tamanho v = [v/2] é tal que o subgra-
fo G[Vp] de G induzido por Vj tem a propriedade PC Gy,. Portanto min(P) contém
um elemento que é subgrafo de G[Vy). Sendo assim, é suficiente mostrar que para
um V; apropriado, vale que G[Vp] tem as propriedades (i) e (ii), pois claramente
neste caso, qualquer J € min(P) tal que J C G[Vg] serd tal que A(J) < 4d(G) e J
conterd pelo menos |v/16d(G)] vértices isolados. Porsimplicidade, ponha d = d(G).

Construa um conjunto X C V, escolhendo |_'v/l()ﬂj vértices em V através do
algoritmo guloso a seguir. Inicialmente, ponha Xg = @ e Gy = (. Pegue um
vértice 27 € V(Go) de grau minimo em Gy e ponha-o em Xg, obtendo o conjun-
to X1 = XoU{z;}. Tire esse vértice e os vértices em sua vizinhanca de Go, obtendo o
grafo G = Go~({z1}UTl'g,(z1)). Escolha um vértice 2, de grau minimo em G} e co-
loque em X, obtendo Xy = X;U{z2} = {21, 2,}. Retire esse vértice e os vértices em
sua vizinhanga de Gy, obtendo o grafo G, = Gy~ ({z2}Ul'g, (22)). Suponha que con-
tinuando este processo, obtemos uma seqiiéncia de conjuntos de vértices @ = Xo ¢
X166 X2G ... Xioq com X; = {zq,29,...,2;} CV (0 <j<1), euma seqiiéncia
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de grafos G = G 2 G12Gy2...2 Gi—1 com Gj = @i ({:1:_,} U FGJ_](:I:J‘)) =
G~ (X;UTg(X;)) (1 <j<i). Caso |Xi_y| = |v/16d], terminamos este processo e
pomos X = X;_;. Caso|X;_1| < |v/16d| e |V(Gi-1)| = 0, abortamos este processo.
Caso |V(Gi_1)| > 1 e|Xi-1] < |v/16d], escolhemos um vértice z; € V(Gi-1) de grau
minimo em G;_1, pomos X; = X;_; U{z;}, fazemos G; = Gi_1 ~ ({zi} UTq,_,(=i)),
e continuamos o procedimento.

Afirmamos agora o seguinte.

Afirmativa (1) O algoritmo acima sempre termina com X C V tal que |[X| = |v/16d|
e [Ta(X) <v/4.

Para provar a afirmativa acima, observe primeiramente que v/16d < v/2. De
fato, se v/16d(G) > v/2, entdao d(G) < 1/8 e portanto |A(G)| < v/16. Ou seja, o
grafo G teria no maximo v/8 vértices com grau positivo, ou ainda, o grafo G teria
pelo menos 7v/8 vértices isolados. Isso contradiz o Lema 2.1.3, ja que nossa hipétese
garante que co( P) < [v/2].

Suponha que o procedimento acima encontrou até um certo instante Xo ¢ X1 &
.G XreGo2G12...2 Gy, eque | Xi| < |v/16d] . Ademais, ponha J = {1 <
j < k : |Tg(X;)| > v/4} e suponha por absurdo que J # @. Seja ¢ = minJ.
Entdo claramente |Tg(X;_1)| < v/4, | X;_1| < [v/16d] < v/2, e assim [V(Gioy)| =
[V~ (Xiz1 UTG(Xiz1))| > v —v/2 — v/4 = v/4. Assim, se no algoritmo acima p; é

o nimero médio de vértices novos que se inclui em I';(X;) (0 < j <), i.e.
1 1—1
pi = = 3 IPa(Xj4) ~ Ta(X5)l;
=

entdao p; = |Ta(Xi)|/i > (v/4)/|X:| > 4d. Assim para algum ig (1 < 49 < 7) temos
que dG‘.‘o_x(“’io) > 4d. Mas no algoritmo guloso acima 2, foi escolhido de forma
que d(;lo_l(m,-o) < dG,D_,(y) para qualquer y € V((,—1), assim temos 2|A(G)| >
4d|V(Gip—1)| > 4d|V(Giz1)] > vd = 2|A(G)], o que é uma contradigao. Assim
concluimos que J = @ e portanto |T'¢(X;)| < v/4 para 1 < j < k. Caso [Xy| =
|v/16d], temos que o algoritmo para com X = X}, e vale que |[I'g(X)| < v/4, como
afirmamos em (1). Suponha que |Xx| < |v/16d]. Entdo |V(Gi)| = |[V(G)~ (X U
I'c(Xk))| > v/4 > 0, e o algoritmo prosseguird, achando zx41 € G, Xkt1, € Gry1.
Assim concluimos (1).

Suponha que terminamos o algoritmo acima com saida X. Lembre que |X| =

|v/16d]| < v/2. Seja Yo C V(G)~ (X UT¢(X)) um conjunto de vértices cujos graus
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em G sdo os maiores possiveis e tal que Y = I'g(X)U Yy tem cardinalidade [v/2].
Note que |Yo| > |v/2] — |v/4]). Seja Vo = V(G)\Y e note que |Vo| = [v/2]. Observe
ainda que X C Vp e portanto G[Vg] contém pelo menos |_v/163j vértices isolados.
Vamos mostrar agora que A(G[Vp]) < 4d. Suponha que exista z € Vg tal que o grau
de z em H = G[V,] é maior que 4d. Como os vértices em X sio isolados em H,
temos que z € Vo~ X. Mas pela escolha dos vértices de Yo = ¥ ['(X), temos
que 2|A(G)| > du(z) + Xyey, da(y) > 4d(1 + |Yo|) = dv = 2|A(G)], o que ¢ uma
contradi¢do. Assim A(G[Vo]) < 4d. Para completar a demonstragdo do lema, é
suficiente escolher um subgrafo J C G[Vo] que pertence a min(P).

0O

Lembre que denotamos por b, ,, a complexidade aleatéria minima possivel pa-
ra uma propriedade monoténica nao-trivial sobre grafos bipartidos com classes de

vértices que tenham ordens u e w.

Teorema 4.4.3 Seja dada uma propriedade P € Py. Temos que cA(P) >
min{’l)4/3/40,brv/g],tuﬂ]}.

Demonstragao

Tome U satisfazendo o Lema 4.4.2 e W = V < U. Vamos considerar trés casos.
Caso 1. Temos que ¢;(P) > w e co(P) > u.

Neste caso, tome P como na Definigao 3.2.2. Entdao pelo Lema 3.2.4 (ii) temos
que CAI(P) > CAP) 2 by,

Caso 2. Vale que ¢;(P) < w.

Como co(P*) = ¢;(P) e as complexidades aleatérias de P e P* sao iguais, a
demonstragio deste caso é andloga a do Caso 3 a seguir.
Caso 3. Vale que ¢o(P) < u.

Considere P como na Definicio 3.2.3. Para (¢ € min(P) construa H € min(f’)
como no Lema 4.4.2 acima. Tome F € min ((P)*). Pelo Lema 2.1.3 (i), sabemos que
nio existe empacotamento de F' e H. Seja X C V(F) um conjunto com |v/16d(G)]
vértices de maior grau possivel em F. Identifique arbitrariamente os vértices em Xo
com |v/16d(G)] vértices isolados de H. Sejam Fy C F e Hy C H os subgrafos
induzidos pelos vértices restantes de F' e H, respectivamente.

Vamos terminar a prova considerando dois subcasos.
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Subcaso 3.1. d(F) > v1/3/10 ou d(G) > v/3/10.
Se d(F) > v'/3/10, entdo pelo Lema 3.2.5 (iv) e Teorema 2.2.2 (i), temos que
R . w l/3 /3
CA(P) 2 CAI(P) = CA(PY) 2 5 U 2 B
Se d(G) > v!/3/10, entdo pelo Teorema 2.2.2 (i), temos que CA/(P) > v1/3/20.
Subcaso 3.2. d(F) < v/3/10 e d(G) < v'/3/10. _
Observe que A(F;) < 16d(G)d(F), pois caso contrdrio terfamos 2|A(F)| >
16d(G)d(F)(1 + | Xo|) > 2|A(F)|, o que é uma contradigao. Portanto A(F7) <
4v?/3/25. Além disso, pelo Lema 4.4.2 anterior temos que A(H;) < 4d(G) < 201/3/5.
Podemos assim usar o Teorema 2.1.6 (i), obtendo um empacotamento de Fy e Hy e
conseqgiientemente um empacotamento de F e H. o que contradiz o Lema 2.1.3, ja
que H € min(P) e F € min( P7).
0O

Combinando o teorema anterior e o Teorema 4.4.1, obtém-se o resultado a

seguir.

Teorema 4.4.4 Para toda P € Py, com |V| = v > 6 x 10°, vale que CA!(P) >
v4/3/40.
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Problemas de selecao

A Conjectura 1.4.4 de Yao e Karp afirma que a complexidade aleatéria de qualquer
propriedade monoténica nao-trivial sobre grafos de ordem v é Q(v?%). Caso esta
conjectura seja verificada, o ganho que se terd com a introdugao de aleatoriedade
em algoritmos que verificam propriedades monoténicas nao-triviais de grafos se res-
tringird a no mdximo uma constante. Uma pergunta que ocorre naturalmente é se
a introdugao de aleatoriedade em procedimentos computacionais implica em algum
ganho assintético. De fato, esta pergunta fundamental ji era posta por Yao [41]
em 1977.

Neste capitulo, iremos considerar algoritmos pararelos para os problemas de
ordenacao, selecio do minimo e, mais genericamente, do k-ésimo menor elemento
de um conjunto X C Z, onde |X|=ne 1 < k < n. Vamos inicialmente fornecer
um limite inferior de loglogn, devido a Valiant [39], para a complexidade de tem-
po de qualquer algoritmo deterministico paralelo que utiliza n processadores para
selecionar o minimo de X no pior caso. Na secdo seguinte, daremos uma versao
melhorada do algoritmo paralelo aleatério de Reischuk [33] que seleciona o k-ésimo
menor elemento de X (e, portanto, em particular o mimimo de X) em tempo médio
constante. Observamos com isso um ganho substancial em relagao aos algoritmos
paralelos deterministicos com a introdugao de aleatoriedade. Temos assim um caso
concreto onde o poder da aleatoriedade é comprovado.

Na Secio 5.4, apresentaremos um teorema enunciado pela primeira vez por Yao
em [41] e que nada mais é do que o andlogo do Teorema 2.2.1 para ordenagao. (Na
realidade, esse teorema sera valido para toda uma classe de problemas que definire-

mos como problemas de sele¢ao.) Esse teorema serd essencial na demonstragao do
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limite inferior para a complexidade do problema de ordenagdo aleatéria em paralelo

devido a Alon e Azar [4], que daremos na iltima se¢do deste capitulo.

5.1 Definicao dos problemas e do modelo de compu-
tacao

Sejam dados um conjunto finito ndo-vazio X C Z e um inteiro k tais que 1 <
k < n = |X|. Vamos definir formalmente os problemas MiNIMO, SELEGAOj e
ORDENAGAO, sendo que em MiNIMO queremos o menor elemento do conjunto da-
do X, em SELEGAO) queremos selecionar o k-ésimo menor elemento de X, e em
ORDENAGAO queremos ordenar X em ordem crescente. Vamos adotar o modelo
sugerido por Yao em [41]. Primeiramente defina o posto p,(z) de um elemen-
to 2 € X como sendo a quantidade de elementos de X que sdo menores ou i-
guais a z, ou seja py(z) = |{y € X : y < z}|. Defina [, como sendo o
conjunto de todas as k-uplas de inteiros distintos em [n] = {1,2,...,n}, ou se-
ja Ink = {{in,02,.-y8k) 13 €M), 1 < < ke iy £4,1 <j<I< k}. Um
problema de selegao sobre X é dado por um subconjunto P C I, da maneira
a seguir. Usando comparagdes bindrias (i.e., comparagoes entre pares de elemen-
tos de X), queremos determinar uma seqiiéncia de k elementos de X tal que a
seqiiéncia de seus postos pertenga a P, ou seja queremos uma k-upla (21, z2,..., k)
(z; € X, 1 < i < k) cuja seqgiiéncia de postos (py(21),px(Z2),...,px(2a)) per-
tenca a P. Com isso, temos que o problema ORDENAGAO é dado pelo conjunto
que contém exatamente a n-upla (1,2,...,n), e neste caso k evidentemente é i-
gual a n. Por sua vez, o problema SELEGAOy é dado pelo seguinte conjunto de k-
uplas: {(i1,...,4k) :4; € [n] (1 < j < k) e ix = k}. Obviamente o problema MiNIMO
é o caso particular de SELEGAO, para k = 1.

Todas as nossas observagoes neste capitulo poderiam ser feitas considerando X
como sendo um conjunto munido de uma ordem linear tal que a relagdo entre quais-
quer dois elementos de X pudesse ser efetivamente computada através de uma com-
paragdo. Vamos nos restringir a subconjuntos V' de Z por uma questao de como-
didade e facilidade na notagao. Observe que estamos supondo que os elementos da
entrada sao distintos dois-a-dois, nao hd perda de generalidade pois se nao fossem
poderiamos acrescentar uma informagao extra ao final de cada elemento da entrada

e considerar a ordem lexicografica para fins de comparagao.
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Estaremos particularmente interessados em algoritmos paralelos que solucionam
esses problemas (SELEGAO, e ORDENAGAO) e dentre esses algoritmos gostariamos
de comparar a complexidade dos deterministicos com a dos aleatdrios. Observe que
consideraremos apenas os algoritmos que se baseiam exclusivamente em comparagoes
binarias.

O modelo de computagio seqiiencial usualmente utilizado para o estudo da
complexidade de algoritmos para problemas de selecio é aquele em que se toma
como base o nimero de comparagoes bindrias feitas pelo algoritmo. Ignoramos a-
qui outros fatores que possam influenciar o tempo de execugdo como, por exemplo,
a movimentacdo e o enderecamento dos dados, relegando inclusive o tempo gasto
para tirar conclusoes a partir de comparacoes ja feitas. Neste caso estamos supon-
do que sio as comparagdes que dominam todo o tempo de processamento. Essa
suposicao é razodvel para os fins desejados, ja que com este modelo um limite infe-
rior encontrado sera valido para qualquer algoritmo que se baseie em comparagoes,
independentemente da maquina seqiiencial que vd ser utilizada para executa-lo.

O modelo paralelo que adotaremos aqui foi introduzido por Valiant [39] e
também sé considera relevante o nimero de comparagoes feitas, ignorando fatores
como a comunicagao entre processadores e a comunicagao entre um processador e a
memoria central (se houver uma). Assim se ha m processadores disponiveis, iremos
supor que eles estdo sincronizados de modo que em um certo intervalo de tempo, que
passaremos a chamar de iteragao, cada um deles consegue executar uma compa-
ragao. Observe que um mesmo elemento do conjunto de entrada pode participar em
mais de uma comparag¢ao numa mesma iteragido. Ao final de uma iteragao, o algorit-
mo verifica se j4 tem informacao suficiente para fornecer a solucéo final do problema,
e em caso negativo determina quais as comparagoes que deverao ser executadas na
préxima iteragao. Claramente, umn limite inferior neste modelo também implica
um limite inferior para qualquer algoritmo baseado em comparagoes para qualquer
maquina paralela, mesmo para as mais poderosas que permitem leitura e escrita em
uma mesma posi¢ao de meméoria por varios processadores simultaneamente (i.e., as
usualmente conhecidas por CRCW PRAM, ver [24]). Definimos assim a complexi-
dade de tempo de pior caso de um algoritmo como sendo o niimero maximo de
iteragbes que esse algoritmo precisa executar para solucionar um problema P, ou

seja, qualquer que seja a entrada do universo considerado, o algoritmo nao precisa
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mais do que esse nimero de iteragoes para resolvé-la. Iremos nos referir também
a complexidade média de um algoritmo, ou seja ao nimero médio de iteragoes que
o algoritmo precisa executar para solucionar um problema dado, supondo que as
entradas estao distribuidas de acordo com uma certa distribuicao de probabilidade.
Em ambos os casos (pior caso ou caso médio), a complexidade de um problema é a
complexidade do melhor algoritmo para resolvé-lo na categoria considerada.

No modelo seqiiencial, o objetivo é minimizar o niumero de comparagoes que,
neste caso, também corresponde ao ntimero de itera¢gdes. No modelo paralelo, que-
remos minimizar o nimero de iteragdes bem como o nimero de processadores u-
tilizados. De fato, se nao tivéssemos a restri¢io sobre o nimero de processadores,
poderiamos facilmente resolver qualquer problema de sele¢ao em uma unica ite-
ragdo. Suponha que |[X| = n e que temos m > (}) processadores disponiveis. Neste
caso, podemos achar o posto de cada elemento de X simplesmente comparando ca-
da elemento de X com todos os outros. Estarifamos fazendo um nimero total de
comparagoes igual a (’;) Mas esse nimero de comparagoes é muito maior do que é
geralmente necessario. De fato, sabemos por exemplo que para solucionar SELEGAOy
e ORDENAGAO em seqiiencial sdao suficientes O(n) e O(nlogn) comparagoes respec-
tivamente (ver [1] e [29]).

Vamos agora introduzir um conceito que nos ajudard a avaliar a eficiéncia de
um algoritmo paralelo. Dizemos que um algoritmo paralelo que resolve um pro-
blema P dado atinge speed-up étimo se seu tempo de execugao é O(Seq(n)/m),
onde n é o tamanho da instincia do problema, m é o nimero de processadores
utilizados, e Seq(n) é a complexidade de tempo de pior caso do melhor algoritmo
seqiiencial que resolve P. _

No problema SELEGAO,, sabemos por extensa literatura no assunto (ver [1],
[29]) que Seq(n) = O(n), onde n é o nimero de elementos do conjunto de entra-
da. Demonstraremos nas se¢oes seguintes que qualqucr algoritmo paralelo deter-
ministico que utilize n processadores ndo atinge speed-up otimo, pois terd tempo
de execucgdo Q(loglogn); enquanto que existe um algoritmo paralelo aleatorio que

usa n processadores e atinge speed-up 6timo, tendo tempo de execugdo igual a O(1).



Capitulo 5. Problemas de selecao 57

5.2 Um limite inferior para selecionar o minimo em
paralelo

Nesta se¢io, vamos demonstrar o limite inferior devido a Valiant [39] para a comple-
xidade de pior caso do problema de se achar em paralelo o menor elemento de um
conjunto X C Z. Primeiramente, vamos enunciar um resultado cldssico da teoria
extremal de grafos, o teorema de Turdn (ver [9]). Utilizaremos um corolario deste

resultado, o Corolario 5.2.2 abaixo, na demonstracao do teorema de Valiant.

Teorema 5.2.1 Sejam n e r > 2 dois mimeros naturais. Entdo todo grafo com n
vértices e mais de t,._1(n) arestas contém um K7, i.c., um grafo completo com r

vértices, onde to(n) = () — o A ("), e my = [(n+14)/q] para todo 0 <7 < g.

0

Em particular, note que se o resto da divisao de n por ¢ é igual a k entdo, com

os n; definidos acima,

BB (-0 -1 BIE-))

1=

enquanto que se definirmos, como de usual, (3) = x(x — 1)/2 para = € R, entdo
para ¢, n € N temos que

S AR ERDIGE
S HERRHETC

Portanto, temos que A > B ji que 0 < k < ¢. Assim [,(n), como definido acima, é

NAES]

menor ou igual a (}) —q(".z/”) e, como uma. conseqiiéncia trivial do teorema de Turdn,
podemos garantir que todo grafo com n vértices e mais de (}) —(r—1 )(”/(;_l)) arestas

(r > 2) contém um K.

Coroldrio 5.2.2 Todo grafo com n vértices e m arestas contém um conjunto inde-

pendente com pelo menos [n?/(2m + n)| vértices.

Demonstragao
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E imediato da observacio acima que todo grafo G' com n vértices e menos
de (¢ — 1)(“/(%"1)) arestas contém um conjunto independente com ¢ vértices.

Assim, basta verificar que m < (r — 1)("/(;_1)) onde r = [n?/(2m + n)]. Mas
de fato,

(r-1) 71/(7‘2_ V) - ;l ([n-z/@m?; -1 1)
> 5 (e )

= m.

Podemos agora demonstrar o resultado de Valiant.

Teorema 5.2.3 A complezidade de pior caso de qualquer algoritmo paralelo deter-
ministico que acha o minimo de um conjunto X C Z, |X| = n, usando m = n

processadores, € maior ou igual a log, log, m — 0,67.

Demonstragao

Vamos considerar um algoritmo paralelo arbitrario que utiliza m processadores
para o problema em questdo. Seja C; o conjunto de todos os elementos z € X para os
quais, até o inicio da i-ésima iteragao (¢ > 0), nao foi encontrado um elementoy € X
tal que y < 2. Ou seja C; é o conjunto dos candidatos a minimo na i-ésima iteragao.
Claramente C7 = X. Suponha que |C;| = ¢; para todo ¢ > 1.

Se durante a iteragao i ocorrer uma comparacao entre dois nao-candidatos,
ou seja, entre dois elementos em X \ (;, trivialmente temos que o resultado dessa
comparagao nao contribuird para diminuir o nimero de candidatos. Como estamos
interessados num limite inferior para o nimero minimo de iteragdes, vamos supor
que o algoritmo em questdo nao faz esse tipo de comparagao. Note ainda que as
comparagdes entre um nao-candidato z € X \ C; e um candidato y € C;, também
podem ser evitadas pelo algoritmo, pois nao diminuem o nimero de candidatos.
De fato, afirmamos que se (; # @ (¢ > 1) entdo para todo @ € X  (; existe um
elemento de C; menor que z. A afirmagao é trivial se notarmos que se z; € ('} = X
ez ¢ C; (1 > 1), entdo numa iteracao 1 < 4; < 7, temos que z; foi comparado

com um elemento z5 tal que z, < z; e portanto, nessa iteragao z; deixou de ser
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candidato. Se z, pertence a X;, entdo encontramos o elemento que afirmamos existir,
caso contrario numa iteragio 1 < i; < 1, temos que z foi comparado com um
elemento z3 tal que z3 < 2. Se z3 também nao pertence a C;, prosseguimos com o
mesmo raciocinio. Como estamos supondo que a entrada do algoritmo é um conjunto
finito de inteiros, vamos necessariamente encontrar um z (1 < k < |[X ~Ci| +1) tal
que zj < Zp—1 < ...< 2Ty <z ez € (.

Assim, podemos supor que na i-ésima iteragao o algoritmo faz comparacoes
apenas entre os elementos de C;. Para obter o limite inferior desejado, vamos provar
que mesmo apds serem feitas m comparagdes entre apenas ¢; elementos, existird um
conjunto suficientemente grande de candidatos que nao foram comparados entre si e
que, portanto, continuam a ser candidatos, desde que ¢ seja suficientemente pequeno.
Para isso, vamos representar as comparagoes feitas durante uma iteragao > 1 em
termos de um grafo dirigido G;. Cada vértice de Gi; representa um elemento distinto
de C;, ou seja V(G;) = Ci. A aresta dirigida zy pertence a A(G;) (z, y € V(G5))
se e somente se z e y foram comparados na i-ésima iteragdo e z < y. Claramente,
para todo 7 > 1, vale que |A(G;)| < m. Nesta formulagao, o conjunto Ciy; de
candidatos a minimo na (¢ + 1)-ésima iteracio sao representados por vértices de G
que nao tém arestas entrando, i.e. @ € (41 se e somente se yr ¢ A(G;) para
qualquer y € V(G;). Note que os vértices que representam os elementos de Ciyy
em G; formam um conjunto independente em (/.

Se G é um grafo, seja a(G) a cardinalidade de um conjunto independente

maximo em (. Neste caso, temos que
ciy1 > min{a(G) : G tem ¢; vértices e m arestas}.

De acordo com o Corolario 5.2.2, temos entdo que c¢;4q > c?/(2m + ¢;) > ¢?/3m.
Como ¢g = 7, temos que c;y1 > n* /(3m)?'~1 para todo 1.

Obviamente, enquanto ¢; > 1 (j > 1) o algoritmo nao pode decidir qual é o
minimo de X. Podemos portanto obter um limite inferior para o niimero de iteragoes
determinando os j > 1 para os quais vale que ¢; > 1, ou seja, para os quais n? =
m? > (3m)?-1. E facil verificar que ¢; > 1 enquanto j < log,log, m — 0,67.
Assim, qualquer algoritmo precisa de pelo menos log, log, m — 0,67 iteragoes para
determinar o minimo de um conjunto com n elementos usando m = n processadores.

O
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5.3 Um algoritmo paralelo aleatério para SELEGAO

Nesta se¢ao, vamos provar que existe um algoritmo paralelo aleatorio que resolve
o problema SELEGAO); num numero constante de iteragoes. Inicialmente, vamos
descrever um algoritmo paralelo aleatério SELPARAL que usa m processadores e
que ao receber um conjunto X de entrada, com |X| = n < m, quase sempre de-
volve o k-ésimo menor elemento de X num nimero constante de iteragoes. Vamos
provar que a probabilidade de SELPARAL falhar é o(m~2). Nesses casos em que o
algoritmo abortar sem nada devolver, vamos usar um outro algoritmo qualquer de
selecio que resolve SELEGAO em tempo O(n?). Chamando de SELPARALY a esse
algoritmo SELPARAL modificado que, ao invés de abortar, chama outro algoritmo,
teremos que a complexidade de SELPARALY serd O(1).

Vamos entdo agora descrever SELPARAL que utiliza m processadores e devolve
com probabilidade 1 — o(m~?) o k-ésimo menor elemento de um conjunto X C Z
dado, onde | X| = n < m, em tempo médio constante. Vamos neste algoritmo supor
que 1 < k < [n/2]. Note que se quisermos achar o k’-ésimo menor elemento de X tal
que k' > [n/2], basta simplesmente determinar o (n— A’ + 1)-ésimo menor elemento
de X na ordem reversa usando o nosso algoritmo, i.e. podemos redefinir a fungao
posto como p’ (z) = {y € X :y > a}| para @ € X e chamar o algoritmo que
descreveremos a seguir com k = n — k' + 1.

A idéia do algoritmo é bastante simples. Primeiro tomamos umn subconjunto
aleatério S C X tal que S seja suficientemente pequeno para que possamos ordena-
lo em uma iteragao. Mais precisamente, pegamos um S tal que (";l) < m pois
neste caso podemos comparar cada elemento de 5 com todos os outros, descobrindo
assim o posto de cada um deles. Esse conjunto S vai ser uma espécie de guia
para que possamos decidir como dividir o conjunto X' convenientemente. Se k <
25112 log n, entio tomamos um conjunto A com os menores elementos de X e
chamamos o algoritmo recursivamente com o mesmo k£ e o conjunto A no lugar
de X. Se 25n'/%logn < k < [n/2], entdo tomamos um conjunto A com os menores
elementos de X e um conjunto B C X \ A com uma certa quantidade de elementos
de forma que o k-ésimo menor elemento de X esteja em B. Neste tultimo caso,
chamamos o algoritmo recursivamente com B no lugar de X e k — |A| no lugar
de k. Uma escolha “ruim” de .S pode fazer com que o algoritmo aborte sem devolver

o k-ésimo menor elemento. Escolheremos os tamanhos dos conjuntos envolvidos
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convenientemente de forma que a probabilidade de S ser ruim seja pequena. (No
algoritmo abaixo, iremos colocar um indice entre parénteses na frente de algumas

desigualdades as quais faremos referéncia posteriormente.)

Algoritmo 5.3.1 (SELPARAL(X,k)) Descrigao: Recebe um conjunto X C Z comn
elementos e um inteiro k (1 < k < [n/2]). Usa m > n processadores. Devolve o k-

ésimo menor elemento de X, ou aborta com probabilidade o(m=2).

Caso 1: n < (2m)!/2
Neste caso, ordene X em um passo comparando cada z € X com
todos os outros elementos de X'. Devolva o k-ésimo menor elemento
de X.
Caso 2: n > (2m)'/?
Tome p = 1/(2n)"/2.
Escolha S C X aleatoriamente, pondo cada 2 € X em 5 com
probabilidade p independentemente.
Se .S assim escolhido for tal que (1) (l‘gi) > m entdo aborte.
Caso contrdrio, ordene . em um passo comparando cada y € 5 com
todos os outros elementos de S. Suponha que S = {y1,¥2,..,¥s},
onde 11 < ¥y <...< y,, e considere os dois subcasos a seguir.
Caso 2.1 k < 25n'/?logn
Tome i = [n'/1/4]. Se (2) |5] < i, aborte.
Tome A = {z € X : 2 < y;}.
Se (3) |A| > I = [#3/4] ou (4) |A| < k, aborte.
Caso contrario, chame recursivamente o algoritmo com
o mesmo k e com A no lugar de X.
Caso 2.2 k > 25n'/2logn
Tome p = kpe d = ((25/2)logn)'/2.
Tome i = [pu—du'/?] e j = [u+du'?]. Se (5)|5] < J,
aborte.
Tome A={z€ X :2 <y} Tome B={axeX: :y <
z <y}
Se (6) |B| > I = [25/2d(nu)"/?] ou (7) o k-ésimo menor

elemento de X nao pertence a B, aborte.
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Caso contrario, chame recursivamente o algoritmo

com B no lugar do conjunto X e k — |A| no lugar de k.

O

Provaremos inicialmente que o algoritmo SELPARAL sempre pira em tempo
constante. Como o nimero de elementos do conjunto de entrada é sempre menor
ou igual ao nimero de processadores, note que cada chamada do algoritmo pode ser
executada em tempo constante. Vamos verificar entdo quantas chamadas recursivas
sa0 necessdarias para que o algoritmo pare. Suponha que inicialmente chamamos
SELPARAL com um conjunto X; tal que |X;| = n; e com k = k. Se o Caso 2.1 o-
correr numa chamada ¢ > 1, com um conjunto de entrada X; tal que | X;| = n;, entdo
na préxima chamada o conjunto de entrada X;4; serd tal que | X;41] < [n?“]. Caso
contrério, i.e. no Caso 2.2, teremos X411 < [28/2(niu;)'/%d;] < 20(10gn,~)1/2n?/4.
Ou seja, se numa chamada 7 o conjunto de entrada .X; tem tamanho n;, entao o
conjunto de entrada da préoxima chamada recursiva terd seu tamanho reduzido a pe-

lo menos 20(log n,-)l/?n?“. Portanto jd no inicio da quarta chamada o conjunto de
entrada terd tamanho igual a 0(11,]'/2), onde n; = | X[, e portanto valerd o Caso 1.
Ao atingir o Caso 1, o algoritmo encontra o k-ésimo elemento de X e para. Sao
portanto necessdrias no maximo quatro chamadas para que o algoritmo termine sua
execucao. Claramente, se o algoritmo abortar serdo necessarias menos de quatro
chamadas.

Vamos provar agora que o algoritmo SELPARAL deixa de encontrar o k-ésimo
menor elemento de X com probabilidade o(m~?), analisando cada um dos casos em
que o algoritmo é obrigado a abortar. Vamos usar o Lema 4.2.1 para achar limites

superiores para as probabilidades relevantes.

Lema 5.3.2 Se o algoritmo SELPARAL acima recebe um conjunto de entrada X

com | X| = n < m, entdo ele encontra o k-ésimo elemento de X com probabilidade 1—

o(m=2).

Demonstracao
Para esta prova, suponha que o conjunto de entrada é inicialmente X =

{z1,22,...,z,} onde zy <y < ... < @y
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Vamos analisar os sete casos em que o algoritmo aborta e concluir que a pro-
babilidade de pelo menos um deles acontecer é o(m~2). Lembre que, para os casos
considerados, vale que n > (2m)/2.

Em (1), temos que P{("gl) > m} < P{|S| > (2m)1/2} = P{|S| > 2(m/2)1/2}.
Como E(|S]) = np = (n/2)/? < (m/2)1/?, temos que

P{ (|‘§|> > m} < P{|S| > 2E(|SI)} < eX]){—(1l/2)1/'2/3} — exp{—Q(1nl/4.)},

onde a pentltima desigualdade é dada pelo Lema 4.2.1.
Vamos calcular a probabilidade de S ser menor que ¢ em (2). Lembre

que E(|S|) = np = (n/2)1/2, assim com o Lema 4.2.1, temos que

P(IS| <) < P{IS| < n'/*/4} <P{IS| <E(IS])/2)
exp{(n/2)1/2/8} < eX]){—Q(1n.‘]/4)}.

A

Para calcular a probabilidade de |A| ser maior que [ em (3), defina Z = |SN
{z1,29,...,2;}|. Temos assim que E(Z) = Ip > n*4(2u)~'/? > 2!/1/2. De onde

vem que
P(JA] > 1) = P(z; < 4i) = P(Z < i) < P(Z < n'/"[4) <P(Z < E(Z)/2).

Usando novamente o Lema 4.2.1, concluimos que P(|A| > [) < exp(—n!/4/16) <
exp(—Q(m1/8)).

Para (4), defina Y = |SN{axy,22,...,24}|. Vamos supor que k = L‘Z.’)n‘/'z log n],
j& que isso s6 aumenta a probabilidade de |A| ser menor que k e queremos um limite

superior para tal probabilidade. Assim, temos que
P(|A| < k) = P(yi < zx) < P(Y > i) = P(Y > [21/1/4]) < P(Y > 2E(Y)),

ja que E(Y) = kp < 27Y/225logn < n'/4/8, a tltima desigualdade valendo pa-
ra n > 2 x 1016, Observe ainda que, tomando k = [252!/2logn|, temos E(Y) >
1(25/21/2) log n] [ (2n)1/2](2n)~1/2 > (25/2)logn. Usando o Lema 4.2.1, temos que

P(|A| < k) < exp{—(25/6)logn} < exp{—(25/6)log(2m)"/?} = o(m™?).

Para (5), (6) e (7), note que k > 25n'/2logn e portanto p > 271/225logn.
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Note que em (5) para k > 25n'/2logn, temos que i = [pu(1 — dp~1/%)] >
[1£(1—271/4)] > 1. Portanto y; sempre pertence a .S se y; pertence a 5. Vamos entdo
calcular a probabilidade de termos y; ¢ 5, ou seja a probabilidade de valer |S| < j
em (5). Note que

5 < [l 42714 < [1,84 - kp] < [1 84[ 1(27:)1/2W 0,93 - (;‘)1/2.

Portanto, usando o Lema 4.2.1, temos
P(|S] < 7) <P {|S] < 0,93E(|S|)} < exp{0,0049(n/2)"/?/2) = exp{—Q(m!/*)}.

Para calcular a probabilidade de |B| ser menor que ! em (6), suponha que
y; = z;#. Equivalentemente, 7/ é o posto de y; no conjunto X. Ponha W = |Sn{z, €
X 14 < g <1 +1}|. Note que |B| > [ se e somente se y; = 2y € y; > Tjy, Mas
isto acontece se e somente se W < j — i. Assim, temos que P(|B| > [) = P(W <
j—1) <P(W < 2dp/?). Como E(W) = Ip > 4dpt’? > 50logn, usando novamente

o Lema 4.2.1, temos que

P(1B| > 1) < P{W <E(W)/2} < exp{—4du'/?/8)
exp{—(25/4)logn} < exp{—(25/4)log(2m)1/2}

IN

-3

IN

m

Finalmente, para calcular a probabilidade de @y nao pertencer a B em (7), tome U =
|5 N{z1,zq,...,2,}|. Claramente, temos que x; € B se e somente se y; < ;. < yj,

o que ocorre se e somente se ¢ < [/ < 7. Temos entao que

Pz ¢ B) < P{U<pu—dp’?y +P{U > p+ dp'’?y

= P{U < p(1—du ')} + P{U > p(1+ dp™'/?)}.
Como E(U) = kp = p > 271/225logn e 0 < du~'/? < 27'/4, com o Lema 4.2.1
temos que
P(zx & B) < exp{—(du=""?)2/2} + exp{—(dpu~""?)*p/3}

(25/4)logn} + exp{—(25/6)logn}
exp{—(25/4)log(2m)"/?} + exp{—(25/6)log(2m)'/?}
o(m™?).

exp{—

IN
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Assim a probabilidade de qualquer um dentre (1) a (7) ocorrer numa chamada recur-
siva é o(m~?%). Como o algoritmo nunca faz mais do que quatro chamadas, temos que
a probabilidade total do algoritmo abortar antes de encontrar o k-ésimo elemento é

também o(m=2). ]

Com esse resultado, podemos agora facilmente demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.3.3 Eziste um algoritmo aleatorio paralelo que soluciona o problema
SELEGAO) para entradas com n elementos usando m = n processadores em tempo

constante.

Demonstragao

Tome um algoritmo deterministico A que utiliza no mdaximo m processadores

e soluciona o problema SELEGAO, com no méximo n? iteragdes se o conjunto de

entrada tem n elementos. Observe que podemos obter facilmente um algoritmo A
assim, pois até mesmo um algoritmo seqiiencial trivial que compare cada elemento
3) iteragoes.

Considere o algoritmo SELPARALT que funciona exatamente como o algorit-

da entrada com todos os outros consegue resolver SELEGAO, em (

mo SELPARAL acima mas que, nos casos em que SELPARAL aborta, chama o algo-
ritmo A.

O tempo médio de execugio de SELPARAL' serd entdo igual ao tempo de
execu¢ao de SELPARAL, ou seja O(1), vezes a probabilidade de SELPARAL nao
abortar mais o tempo de execugdo de A vezes a probabilidade de SELPARAL abortar,
ou seja O(1)(1 — o(m=2)) 4+ n?o(m=2) = O(1).

O

Por completude, enunciamos o seguinte corolario do resultado acima.

Teorema 5.3.4 Eziste um algoritmo aleatorio paralelo que soluciona o problema
ORDENAGAO para entradas com n elementos usando m > n processadores em tem-

po O(logn).

Demonstragao
Apenas esbocamos um argumento. Pelo Teorema 5.3.3 acima, podemos achar

a mediana de um conjunto dado X usando no mdximo |X | processadores em tempo
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constante. Mas entdo claramente existe um algoritmo de divisao e conquista que
ordena um conjunto com n elementos em O(logn) iteragdes.
O

5.4 Ordenacao

Sabemos por resultados anteriores (ver [5] e [6]) que todo algoritmo deterministico
que usa m > n processadores para ordenar um conjunto de entrada com n elementos,
baseado em comparagdes, precisa de Q{(logn)/log(1 + m/n)} iteragdes. Ou seja,
qualquer algoritmo deterministico que use m > n processadores nao atinge speed-
up étimo. Observe que para m < n o circuito de ordenagao de Ajtai, Komlds e
Szemerédi (ver (2], [3]) estabelece que O((n/m)logn) iteragoes sao suficientes para
solucionar esse problema.

Devido a semelhanga dos objetivos envolvidos nos problemas de ordenagao e
selecdo do minimo, ocorre naturalmente a pergunta sobre a existéncia de um algorit-
mo aleatdrio que usa m > n processadores e atinge speed-up o6timo. Vamos provar
nesta secao e na proxima que este infelizmente nao é o caso.

Por comodidade na notagao, iremos supor que o conjunto de entrada X para o
problema ORDENAGAO é dado na forma de um vetor, ou mais precisamente na forma
de uma n-upla que apresenta os elementos de X numa ordem arbitrdria. Vamos
entdo fixar um conjunto X C Z, X = {2,22,...,2%,}, de entrada e verificar quantas
comparagoes sido necessarias para ordend-lo. Dada uma permutagio o sobre [n],
denotaremos por X, o vetor (X, (i))iey = (Za(1)sZa(2)s- > Ta(n))- Assim, dado um
vetor V = X,, (onde o é evidentemente uma permutagao), queremos obter uma
permutagdo oy tal que 01(V) = Xo,0, = (%0, (00(i)))1 tenha seqiiéncia de postos
igual a (1,2,...,n). Vamos denotar por S, o conjunto de todas as permutagoes
sobre [n]. Denote por V[n] todas as n-uplas possiveis com os elementos de X, ou
seja Vi) = {X, 10 € Su}.

Inicialmente, vamos redefinir o conceito de arvores de decisao da Defini¢ao 1.2.1

para adapta-las ao problema de ordenacdo seqiiencial.

Definigao 5.4.1 Seja n > 2 uwm inteiro. Uma arvore de decisao € uma drvore

bindria com raiz e pelo menos duas folhas tal que
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(i) todo no interno € rotulado com um par ordenado (i,7), onde 1 <1< j < ny

(ii) todo né interno tem uma aresta saindo com rdtulo ‘<’ e outra com ‘>’ (va-
mos convencionar que a aresta da “esquerda” tem rotulo ‘<’ e a da “direita” tem
rétulo ‘>’);

(iii) em todo caminho da raiz até uma folha, os rétulos de quaisquer dois nds

internos sdo distintos;
(iv) cada folha € rotulada com uma permutagdo o1 € S,.

3

A interpretagio dessa definicio é bastante simples. Suponha que a drvore de
decisio A representa um certo algoritmo deterministico seqiiencial de ordenagao que
recebe um vetor V. = (Vi) = Xy = (2,,())} como entrada. Simulamos o algo-
ritmo visitando os nés da arvore de decisdo, comecando pela raiz, até atingirmos
uma folha. Ao visitarmos um né interno da arvore com rétulo (i,7), compara-
MOS Zgo(i) COM Zgy(5): S€ Tgy(i) < Tgo(j)> €Nta0 vamos para o filho esquerdo desse
né na arvore A; caso contrario, visitamos o filho direito. Ao chegarmos numa folha,
temos uma permutaciao o; € .5, tal que (V) = X, 4, lem a seqiiéncia de pos-
tos (1,2,...,n). Claramente, todo algoritmo determinisitco de ordenagao seqiiencial
baseado em comparagdes que nao faz comparagoes redundantes, tem uma arvore de
decisio equivalente.

Vamos agora dar uma definigdo generalizando o conceito de arvore de decisao

para algoritmos paralelos deterministicos de ordenagao.

Defini¢ao 5.4.2 Sejam dados dois inteiros m > 0 ¢ n > 2. Uma m-arvore de

decisao € uma drvore com raiz ¢ pelo menos 2™ folhas tal que

(i) todo nd interno tem ezatamente 2™ filhos ¢ é rotulado com uma seqiéncia de m
pares ordenados (i1, j1), (i2,J2)s - - s (SnsJm), onde i, i € Z ¢ 1 < 4 < jp < m
paral < k < m;

(1) cada aresta que sai de um nd interno tem uma seqiéncia em {‘<’, ‘>’}™ como

rotulo;

(iii) em todo caminho da raiz até wma folha, quaisquer pares ordenados dos rétulos

de quaisquer dots nos internos distintos sao distinlos:

(iv) cada folha € rotulada com wma permutagio oy € 5.
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Neste caso, a interpretagdao é andloga a do caso seqiiencial, mas ao invés de
fazermos uma comparagao a cada né da arvore que visitamos, fazemos m compa-
ragoes. Suponha que um algoritmo deterministico paralelo que utiliza m processa-
dores recebe um vetor de inteiros V = (V;)} = X,, € V|;) como entrada. Vamos
ver como uma m-arvore de decisdo representa tal algoritmo. Comecamos visitando
a raiz da m-arvore. Ao visitarmos um né da arvore, fazemos as m comparagoes
entre elementos de V cujos indices sio indicados pelos m pares do rétulo do no.
Essas m comparagdes tém 2™ resultados possiveis, e cada resultado desses corres-
ponde a uma seqiiéncia de ‘<’ e ‘>’. Devemos entdo ir para o filho do né que é
ligado na m-arvore a esse n6 através da aresta rotulada com a seqiiéncia de ‘<’ e
‘>’ correspondente. Note ainda que nao exigimos nesta defini¢io que o rétulo de
um né interno tenha os pares ordenados distintos dois-a-dois. Isso se deve ao fato
do algoritmo que a m-arvore representa poder ter processadores ociosos numa cer-
ta itera¢ao, e numa m-arvore de decisdo vamos indicar tal situagao como se varios
processadores estivessem fazendo a mesma comparagao. Sendo assim, algumas sub-
arvores da m-drvore nao terdo sentido algum, ji que estardo supondo resultados
distintos para uma mesma comparagiao. Observe que com essa liberdade, teremos
que dado um algoritmo deterministico que utiliza m processadores para ordenar um
vetor de entrada com n elementos, pode existir mais de uma m-arvore de decisao
que representa a execugao desse algoritmo.

Assim como no caso dos grafos analisado nos capitulos anteriores, cada entra-
da (i.e. cada vetor) estd associada a uma unica folha de uma m-arvore. De fato,
simulemos uma m-arvore de decisao A com um vetor V € V|,,) como entrada, como
sugerimos acima. A cada né interno que visitamos, fazemos m comparagoes entre
pares de elementos de V. Essas m comparagdes tém 2" resultados possiveis. Mas
evidentemente os elementos de V satisfazem exatamente um desses resultados e por-
tanto nao hd ddvida quanto a escolha do préximo vértice a ser visitado. Observe
que isso é verdade mesmo para os nés internos cujos rétulos tém pares de indices
repetidos. Concluimos entao que dada uma m-arvore de decisao A, qualquer vetor
de entrada V' € V) determina um tnico caminho em A da raiz até uma folha de A.
Note ainda que dado um algoritmo de ordenagao que usa m processadores e é re-
presentado por duas m-arvores Ay e A, distintas, vale que para qualquer V € V|,

o comprimento do caminho que V determina em A; é igual ao comprimento do
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caminho que V determina em As.

Assim, dada uma m-4arvore de decisio A e um vetor V € V), definimos
custo(A, V') como sendo o comprimento do caminho em A da raiz até a folha de A
associada a V. Gragas a observagao final do paragrafo anterior, temos que custo as-
sim definido nao depende da escolha da m-arvore que escolhermos para representar
o algoritmo. Podemos interpretar custo(A, V) como sendo o nimero de iteragoes
que o algoritmo representado pela m-arvore de decisio A precisa para ordenar esse
vetor V.

Vamos chamar de Ord(n,m) o problema de ordenar vetores com n inteiros
distintos através de algoritmos paralelos que usam m processadores. Com isso po-
demos definir a complexidade média de pior caso CP(Ord(n,m)) e a complexidade
aleatéria CA!(Ord(n,m)) para o problema de ordenagao em paralelo de maneira
andloga a de propriedades de grafos no Capitulo 1. Primeiramente, seja Aod(nm)
o conjunto de todas as m-arvores de decisido que resolvem o problema de ordenagao

de vetores de V).

Definicdo 5.4.3 Definimos a complexidade deterministica média de pior ca-

so CP(0Ord(n,m)) do problema Ord(n,m) pondo

CP(0Ord(n, m)) = sup mAin En(custo(A,V)) = sup m}n Z a(V) custo( A, V),
«@ @ 4 \'EV[,,]

onde o supremo € sobre as distribui¢oes de probabilidade o sobre Vi), ¢ o minimo €

sobre A € -AOrd(n,m)'

Definigao 5.4.4 Um algoritmo aleatdrio R para o problema de Ord(n, m) € dado

por uma distribuigdo de probabilidade g, sobre Aorq(nm)-
Definigao 5.4.5 A complexidade aleatdria de Ord(n,m) ¢

cAl(Ord(n,m)) = i%f 111‘23,xEqR(custo(A,V))

i}l{f max XA: qr(A)custo(A, V),

onde o infimo € sobre os algoritmos aleatorios R para Ord(n,m) dados por q, o

mdzimo € sobre V € V|, € a soma ¢ sobre A € Aord(nm)-
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Note que nestas defini¢des também podemos substituir o infimo e o supremo por
minimo e méaximo, respectivamente. Além disso, afirmamos que C?(Ord(n,m)) =
CA!(Ord(n,m)). De fato, a demonstragao do Teorema 2.2.1 vale aqui também, ji
que custo(A, V') > 0 para qualquer m-arvore de decisio A e qualquer vetor V € V).
Este resultado também vale para o caso de ordenagdo seqiiencial, pois claramente
se m = 1 entdo as m-drvores de decisdo equivalem as arvores da Definicao 5.4.1.
Mais genericamente, observe que os conceitos de complexidade média de pior caso
e complexidade aleatéria, bem como a sua igualdade, sao validos para qualquer
problema cujos conjuntos de dados de entrada e de algoritmos de resolucao sejam
finitos.

Como um exemplo de aplicagao da igualdade entre as complexidades aleatéria
e deterministica para problemas de sele¢cao, observemos o seguinte corolario do Te-

orema 5.3.3.

Teorema 5.4.6 Para qualquer distribui¢do de entrada a, existe um algoritmo pa-
ralelo deterministico A = A(«) que soluciona o problema SELEGAO, para entradas

com n elementos, usando m > n processadores, em tempo médio constante.

Demonstragao

Seja Sely(n, m) o problema de solucionar SELEGA0, usando m processadores e
tendo como entrada conjuntos com n elementos . Sabemos que se m > n, temos
que CA'(Seli(n,m)) = O(1), onde esta complexidade é definida da forma natural.

Assim, o nosso resultado decorre imediatamente da relagao
sup ngn Eo(custo(A, V)) = CP(Selg(n,m)) = CA(Selx(n,m)) = O(1).

D

Tendo em vista a extensa bibliografia disponivel sobre ordenagao (veja por
exemplo [1], [29]), apenas com a igualdade entre as complexidades aleatéria e
deterministica acima ja podemos derivar alguns resultados interessantes. Por e-
xemplo, existem algoritmos deterministicos seqiienciais de ordenagao cujo tempo
médio de execugao é O(nlogn) qualquer que seja a distribuicio de entrada so-
bre V[, (os algoritmos MERGESORT e HEAPSORT por exemplo). Com isso temos
que CA/(Ord(n,1)) = CP(Ord(n,1)) = O(nlogn). Por outro lado, a partir de
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arvores de decisio para ordenagao, nao é dificil concluir que o tempo médio de
qualquer algoritmo deterministico é Q(nlogn), supondo que as entradas sao distri-
buidas uniformemente. Assim temos que CA/(Ord(n,1)) = Q(nlogn) e portanto
a introdugdo de passos aleatérios em algoritinos de ordenagao seqiiencial nao traz
ganhos assintoticamente significativos. Além disso, podemos facilmente definir um
algoritmo aleatdrio cujo tempo médio é @(nlogn). De fato, lembramos que se todas
as entradas possiveis sdo distribuidas uniformemente, o algoritmo QUICKSORT tem
tempo médio de execugdo igual a O(nlogn). Assim, seja QSALEAT o algoritmo
aleatério que, ao receber uma entrada V = (V;)} € V[n], gera aleatoriamente uma
permutacgao o de [n] (de forma que todas as permutagoes sobre [n] sejam igualmente
provdveis), e em seguida chama o QUICKSORT para ordenar a(V) = (V,(;))}. Dessa
maneira a complexidade de QSALEAT é claramente O(nlogn).

A idéia por trds do QSALEAT envolve uma certa simetria do problema de or-
denagido que serd muito itil a seguir. Essa simetria se resume no seguinte: dada
uma m-arvore (ou uma arvore, no caso seqiiencial) de decisao para ordenagao, qual-
quer permutagido que aplicarmos aos indices que compoem os rétulos dessa arvore
nos fornecerd uma nova m-arvore (uma darvore, respectivamente) de decisao para
ordenagao. Essa simetria nos permite demonstrar o seguinte teorema enunciado
por Yao em [41]. (Na realidade, essa simetria é uma propriedade de toda a classe
de problemas de selegao. Poderfamos entdo ter definido m-arvores de decisao para

problemas de selecdo em geral e o resultado a seguir também seria valido neste caso.)

Teorema 5.4.7 Seja d, a distribui¢io de probabilidade uniforme sobre Vy,). Entao
vale que CA/(Ord(n,m)) = ming Eq,(custo(A,V)), onde o minimo é sobre todas

as m-drvores de decisao A € Aord(nm)-

Demonstragao

Vamos fixar uma m-arvore de decisio A9 € AQpd(n,m) Para a qual vale
que minAEAord(n,m) Eq,(custo(A,V)) = Eg,(custo(Ag,V)). Observe primeiramente
que CA'(Ord(n,m)) = CP(Ord(n,m)) > Eq4,(custo(Ag, VV')). Assim o nosso objetivo
é provar a desigualdade reversa.

No que segue, iremos denotar por o(Ag) a m-arvore de decisao que se obtém a
partir de Ag permutando-se os rétulos dos nds de Ag de acordo com o. Por exemplo,
se a raiz de Ag tem rétulo (71,71),(22,72),- - - (Tm, Jm ), €ntdo a raiz de o(Ag) terd
rétulo (o(41),0(51)), (0(i2),0(52)), - - -, (0 (), 0(Jm))-
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Seja Ao C Aord(ngm) © conjunto de todas as drvores de decisio o(Ap) para

cada 0 € §,,. Defina a distribuigao de probabilidade g, sobre Agyq(n,m) pondo

1/|Ao] se A€ Ag
qu(A) =

0 caso contrario.

Seja R, o algoritmo aleatério dado pela distribuigao g, e seja Vo € V) tal

que maxy Eg, (custo(A, V)) = Eq,(custo( A, Vp)). Temos entao que

Eg.(custo(A, Vo)) = T Z custo(A, Vo)
= S'L Z custo(o(Ag), Vo)

}.

= Vo))
06511
= — Z custo( Ag, a( Vo))
“ aESy
= Z custo(Ag, V)
VEVlnl
= Egq,(custo(Ao,V)).

Assim, temos a igualdade desejada, pois

C.AI(Or(]('IL,’In)) = CD(O]'(](’II.,’IH)) > Ed"((‘IIStO(AO, V))
= Eg(custo(4,Vp)) > CA(Ord(n,m)).

O

Intuitivamente, esse teorema nos diz que nenhuma distribuigao de probabili-
dade é mais “dificil” que a distribuicao uniforme. Assim, através do estudo de
algoritmos Stimos para a distribui¢ao uniforme, podemos encontrar limitantes pa-

ra CAY(Ord(n,m)) = CP(Ord(n,m)).
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5.5 Um limite inferior para a complexidade aleatéria
de Ord(n,m)

Nesta tiltima se¢do, iremos demonstrar um limite inferior de Q{(logn)/log(1+m/n)}
para a complexidade de pior caso de algoritmos aleatérios que usam m processadores
para ordenar um conjunto com n elementos, onde m > n. Com isso concluiremos
que nao existe algoritmo paralelo aleatério para ordenagao que utilize mais de n
processadores e atinja speed up dtimo.

O resultado que apresentaremos é devido a Alon e Azar [4] e deriva funda-
mentalmente de dois resultados anteriores além da igualdade CA!(Ord(n,m)) =
CP(0rd(n,m)). Seja c(k,n) o nimero minimo de comparagdes necessarias para or-
denar n elementos em £k iteragoes considerando todos os algoritmos deterministicos
de ordenagdo que obrigatoriamente param apds k iteracgoes.

O primeiro resultado é devido a Alon, Azar e Vishkin, ver [5] e [6].

Lema 5.5.1 Se k < logn entdo existe uma constante b > 0 tal que c(k,n) <
knltb/k,

O segundo resultado, devido a Alon e Azar [4], é o seguinte.

Lema 5.5.2 O numero médio de comparagocs que qualquer algoritmo paralelo de-
terministico precisa fazer para ordenar n > 2 clementos em k < logn iteragoes ¢

maior ou igual a ckn'*'/* para alguma constantc 0 < ¢ < 1/2.

Omitimos as demonstragoes dos dois lemas acima. Antes de apresentarmos o
limite inferior de Alon e Azar, vamos demonstrar dois resultados auxiliares.
Novamente .S, denota o conjunto com todas as permutagoes sobre [r]. Dado S C

Sy € 0g € Sy, pomos oo(5) = {epo: 0 € S}.

Lema 5.5.3 Se .S C S5, ¢|5| < n!/2 entao para todo s > |, existem a1,03,...,05 €

Sn permutagées ndo necessariamentc distintas lais quc

ﬁa;(.S‘)’ < nlf2°.

=1
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Demonstragao
Escolha aleatdria e independentemente s permutagdes o1, 09,...,05 € S, nao
necessarimente distintas. Dada o¢ € S,, temos que P(og € 0;(5)) = |S|/n!, para
todo 1 < ¢ < s. Portanto P(og € Ni=;0i(S5)) = (]5]/n!)* < 1/2%. Temos assim
que E(|Ni210:(9)]) = n!(]S]/n!)* < n!/2%, e portanto existem s permutagdes em Sy,
tais que |Ni=,0:(9)| < n!/2%.
0

Observe que precisamos do lema a seguir pois o Lema 5.5.1 sé é vilido para

algoritmos que sempre param apdés um numero fixo de iteragoes.

Lema 5.5.4 Seja A um algoritmo deterministico que ordena vetores uniformemente
sorteados de V[,) com m processadores em tempo médio igual a T iteragoes. Entao,
para todo s > 1, existe um algoritmo deterministico que ordena vetores de Vi)
em 2T+ [T < 4T iteragoes, € necessariamente para apos 4T iteragoes, com mimero
médio de comparagées limitado superiormente por 2T ms+ [T *¥7T /25 para b > 0

como no Lema 5.5.1.

Demonstragao

Suponha que queremos ordenar o conjunto X = {zy,...,2,} C Z. Lembre que
para uma permutagio ¢ € S,, denotamos por X, o vetor {z,(;))}. Seja .S o conjunto
de todas as permutagdes o de [n] para as quais A nido consegue ordenar X, em 27
ou menos iteragoes. Claramente |.5| < n!/2, pois o tempo médio de A é igual a T
Pelo Lema 5.5.3 anterior, existem oy, 05, ...,0, € 9, tais que |z, 0:(.9)] < n!/2°.

Seja A” o algoritmo no qual s copias de A sao executadas simultaneamente
por |2T'| iteragdes tal que a i-ésima copia (1 < ¢ < s) executa com os elementos do
vetor de entrada V = X, permutados de acordo com o7 '. O algoritmo A” ordena V
corretamente nesse nimero de iteragdes a nao ser que o pertenga a [()i—; 0i(.5).
Mas isso acontece com probabilidade menor ou igual a 1/2%. Seja o algoritmo A’
que também executa s cépias de A simultaneamente por |27 iteragdes como A",
mas que se ao final desse nimero de iteragoes A’ nao conseguir ordenar o conjunto
de entrada, entdo A’ chama o melhor algoritmo deterministico que ordena vetores
de V) em [T] iteragdes, o que no pior caso de acordo com o Lema 5.5.1, requer

no maximo mais [7] /T comparacdes adicionais. Assim, temos que A’ sempre
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para apds 2T + [T'] < 4T iteragdes com um nimero médio de comparagdes menor
ou igual a 2Tms + [T]n!**/T2-5 lembrando que 27° é a probabilidade de A’ ndo
conseguir ordenar o vetor de entrada em |27'] iteragoes.

0O

Vamos agora demonstrar o resultado de Alon e Azar.

Teorema 5.5.5 O tempo necessdrio para ordenar qualquer conjunto com n elemen-
tos no melhor algoritmo aleatorio que usa m processadores é Q{(logn)/log(1+m/n)}

para m > n.

Demonstragao

Iremos provar que qualquer algoritmo deterministico A que utiliza m proces-
sadores precisa em média de Q{(logn)/log(1 4+ m/n)} iteragoes para ordenar ve-
tores uniformemente sorteados de V[n]. Mas como vimos pelo Teorema 5.4.7, vale
que CA!(Ord(n,m)) = miny Eg4, (custo(A,V)), onde d, é a distribuigio uniforme
sobre vetores V' de V|,) e o minimo é sobre os algoritmos A € Aprq(n,m)- Com isso
teremos o resultado desejado.

Seja 0 < ¢ < 1/2, como no Lema 5.5.2. Seja b > | satisfazendo o Lema 5.5.1.

Tome uma constante d para a qual vale que

1 1
— =1+ log(16b r—. 1
16d +log(16b) + log 2¢ (1)

Note que o lado direito de (1) é estritamente maior que 1, pois ¢ < 1/2e b > I.
Seja A um algoritmo deterministico que ordena vetores de V), distribuidos
uniformemente, com m > n processadores em tempo médio 7. Vamos provar que

dlogn
B (2)

= log(1+ m/n)
Se T' > dlogn, entdo (2) vale para todo m > n. Vamos entao supor que 7' <
dlogn < blogn. Tome s = [(b/T)logn]. Claramente temos que (b/T)logn < s <
2(b/T)logn. Pela Proposi¢ao 5.5.4, existe uma algoritmo deterministico que ordena
vetores de V[n] em no mdximo 47 < 4dlogn < 47 'logn iteragdes com nimero
médio de comparag¢bes menor ou igual a
gk [T]nt+b/T < 2Tm(2blogn)  [T)n'tt/T
28 T 9T 'blogn 4
= dmblogn + [T]n' T Tn=T < amblogn + 2Tn.

2T'm
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Assim pelo Lema 5.5.2, temos 4mblogn + 2Tn > 4¢Tn1+(4T)™" | Logo

__4mifllc1)gn > 4enT)™ _ g, (3)
Lembre que T' < dlogn e portanto
log n 1
aT ~ ad )

Observe que por (1), vale que (4d)~! > —loge > 0, e assim por (4) temos log e+
(4T) 'logn > 0, mas isto por sua vez implica entT)™ > 1. Usando esse resultado

em (3), temos

dmblogn > 4enD ™ — 2 > 9en /4T,
nT

Aplicando logaritmo nos dois extremos, temos

m logn _ logn
— . > _° (2¢). £
log m + log(16b) + log a7 2 AT + log(2¢) (5)
De (4), vem (47) 'logn > (4d)~! > 4. Com isso
logn logn _ logn (log n log n) log n )
- > —= iy W L [ T i)
T "% 2 BT BT 4T ) = 8T (6)
Além disso, de (1) e (4) vem que
logn o 1 log(16b) — log(2¢) (7)
167 ~ 16d ~ 8 BLoe):
Juntando (5), (6) e (7) vem
m _ logn logn X logn log n
log — > — ) —1 16b) > — '(2¢) — log(16b) > :
g2 log AT + log(2c) — log(16b) > T + log(2¢) — log(16b) > 6T
Para m > n, temos entdo que
log n dlogn

16 log(m/n) g log(1+ m/n)’

como queriamos demonstrar.

Gostariamos de ressaltar neste ultimo teorema nao apenas a importancia do
limite inferior em si, mas sobretudo o uso que sua demonstragao faz do Teorema 2.2.1
para ordenacgao. Queremos com isso mostrar a importancia desse resultado, que foi
provado inicialmente num contexto bastante especifico para propriedades de grafos,
mas que na realidade extrapola esse universo e oferece uma abordagem valiosa para

o estudo de algoritmos aleatérios.



Apéndice A

Definicoes para grafos

O objetivo deste apéndice nao é fornecer uma introdugao detalhada a teoria dos
grafos (para este fim sugerimos [10] e [13]; de fato vérias defini¢oes aqui apresentadas
sao baseadas nessas duas referéncias), mas apenas dar algumas defini¢oes e enunciar
um teorema basico (o teorema de Hall) que usamos neste trabalho. Supomos que
o leitor tenha, na realidade, conhecimento do que iremos discorrer superficialmente
a seguir, e que este apéndice sirva apenas como mera referéncia para as notagoes
utilizadas.

Um grafo orientado D é um par ordenado de conjuntos finitos (V, A) onde A
é um conjunto de pares ordenados de elementos distintos de V. Um grafo simples
nao-orientado G que passaremos a chamar simplesmente de grafo é um par orde-
nado de conjuntos finitos (V, A) tal que A é um conjunto de pares ndo-ordenados de
elementos distintos de V. Os elementos de V sdo os vértices de (v e os de A sao as
suas arestas.

Seja dado um grafo G = (V, A). Vamos a seguir listar alguns conceitos relacio-
nados com G.

O tamanho de G éigual a |A((7)| e a ordem ou a cardinalidade de (¢ é igual
a |[V(G)|.

Chamaremos a V(G) de conjunto dos vértices de (7, e a A((7) de conjunto
das arestas de G. Dois vértices x, y € V((7) sdo vizinhos ou adjacentes em
se zy = yz = {z,y} pertence a A((), i.e., se 2y é uma aresta de (. Se a = zy é uma
aresta de (7, dizemos que a tem pontas z e y, ou que ¢ incide em z e em y. Defimos
a vizinhanga de um vértice z em GG como sendo o conjunto de vértices adjacentes a

em G, e denotamos tal conjunto por I';(z). Quando nao houver divida omitiremos
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o subscrito G, e escreveremos ['(z) para I'g(z). O grau de um vértice z em G
é dg(z) = |Tg(z)|]. O grau méximo de G € igual a A(G) = max{dg(z) : z €
V(G)}. O grau minimo de G é igual a 6(G) = min{dg(z) : z € V(G)}. O grau
médio de G ¢ d(G) = |V(G)|™' Zsev(e) da(z) = 2|A(G)|/|V(G)]. Se os graus
médio e maximo se referem apenas a um conjunto 5, com @ # S C V(G), entao
usaremos a notagio ds(G) e Ag(G), respectivamente. Mais precisamente, temos
que Ag(G) = max{dg(z) : z € S} e que ds(G) = |5]7' T.esda().

O grafo G é bipartido com classes (U,W)se V(G)=UUW,UNW =@,
e toda aresta de G tem uma ponta em U e a outra em W. Neste caso, (U, W) é
uma biparticao de G, e dizemos que (¢ é um grafo bipartido. Embora um grafo
bipartido possa ter varias biparti¢des, os grafos bipartidos que consideramos tém
sempre uma biparticao distinguida.

Dizemos que um grafo H é um subgrafo de (G se V(H) C V(G) e A(H) C
A(G). Além disso, se V(H) = V(') entao dizemos que H é um subgrafo gerador
de G e escrevemos H C, (. Dado um subconjunto de vértices X C V((), este
conjunto X induz o subgrafo G[X]em (7, onde o conjunto de vértices de G[X]é igual
a X e uma aresta a pertence a A(G[X]) se e somente se a pertence a A(G) e a tem
ambas as pontas em X . Analogamente, dado um subconjunto de arestas 5 C A(G),
escrevemos G[S] para o subgrafo de G induzido, ou gerado, por 5, i.e., o grafo cujo
conjunto de arestas é igual a .S e o conjunto de vértices é o conjunto das pontas das
arestas em S.

Dizemos que dois grafos (¢ e H siao isomorfos se existe uma bije¢io ¢ : V(G') —
V(H) tal que zy € A(G) se e somente se ¢(z)p(y) € V(H). Se G e H sao
dois grafos bipartidos com biparti¢oes distinguidas (Uq, W¢) e (Uy, Wy ) respec-
tivamente, dizemos que G e H sdo isomorfos como grafos bipartidos se exis-
tem bijegoes ¢ : Ug — Uy e ¥ : Wg — Wy tais que 2y € A(G) se e somente
se ¢(z)P(y) € A(H) para todo z € Ug e y € Wg.

Suponha que V(G) = {z1,22,...,2,}. A matriz de adjacéncia M =
M(G) = (mij) de G é uma matriz |[V(G)| x |V(G)] tal que

1 se zjz; € A(G),
my; =
0 caso contrario.
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Um subconjunto S C V(G) de vértices é um conjunto independente de G
se nenhum par de elementos de S for adjacente em G.

O grafo complementar GG¢ do grafo G é tal que V(G¢) = V(G) e zy € A(G°)
se e somente se zy ¢ A(G) para todo z, y € V(G) tais que 2 # y. Se G é um
grafo bipartido com classes (U, W), entao o grafo complementar (: de G como grafo
bipartido com classes (U, W) é tal que V(G°) = V(G) e para todos os vértices x € U
e y € W temos que zy € A(G°) se e somente se zy ¢ A(G).

Seja C = C™ = (V,A) o grafo de ordem m + 1 com V' = {zg,21,...,&m}
e A= {a;:a; = zixiy1, 0 < i < m}. Dizemos que um grafo C’ é um caminho
se C' for isomorfo a C™ para algum m > 0. Denotamos o caminho C' = '™ acima
por (2o, @0y 1, A1y« «y Gm—1, Ty ). O comprimento de (' é igual a m e diremos que '
vai de zg a 2,,. Em geral um caminho sera um subgralo de um grafo considerado.

O grafo G é conexo se para todo par de vértices z,y € V(('), existe um
caminho que vai de z a y. Uma arvore com raiz, ou simplesmente uma arvore, é
um grafo conexo T com |A(T")| = |[V(T)| —1 e que tem um vértice especial destacado,
que chamaremos de raiz. Muitas vezes, estaremos considerando uma arvore 7' e um
grafo G ao mesmo tempo; para distinguir os vértices de um dos vértices do outro,
chamaremos os vértices de T de nds. Note que para quaisquer dois nés de uma
arvore T, existe um tnico caminho entre eles em 7. Suponha que z,y € V(T) sao
nés de uma arvore T tais que a2y € A(T'), 'y é o caminho em T que vai de 2 até a
raiz de T, e C'y é o caminho que vai de y até a raiz de 7. Se o comprimento de C}
for maior que o comprimento de 'y dizemos que x é filho de y (ou equivalentemente
que y é pai de z), caso contrdrio dizemos que y é filho de . Dado um né z de uma
arvore T tal que z ndo é a raiz de 7' e z nao tem filhos em 7', dizemos que z é uma
folha. Se um nd de uma 4rvore nao é uma folha, entao ele é um nd interno dessa
arvore.

Um grafo completo ou clique K, (7 > 1) é um grafo com r vértices no qual
todo par de vértices distintos forma uma aresta. Freqientemente, denotaremos um
clique por Ky indicando que V é o conjunto de vértices do clique. Um grafo com-
pleto bipartido Kyw com classes (U, W) é o grafo bipartido com classes (U, W)
em que todo vértice de U é adjacente a todo vértice de W.

Dado k > 1, uma k-coloragao prépria dos vértices de (¢ é uma fungao ¢ :

V(G) — [k] tal que para todo par de vértices z, y € V((7) adjacentes em (, temos
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que ¢(z) # ¢(y). O nimero cromatico de G é o menor k para o qual existe uma k-
coloragdo prépria dos vértices de G. Note que se G contém um grafo completo K,
entdo o nimero cromatico de G' é maior ou igual a .

Denotaremos por Ey o grafo vazio (i.e. o grafo com conjunto de arestas vazio)
cujo conjunto de vértices é V. Denotaremos por Eyw o grafo bipartido vazio
com classes (U, W).

Dado um inteiro £ > 0, um k-fator de (G é um subgrafo gerador H de G tal que
todos os vértices de H tém grau k em H. Um emparelhamento M C A(G) em um
grafo G é tal que quaisquer duas arestas distintas de M nédo tém pontas em comum.
Um emparelhamento M de um grafo G é perfeito se |[M| = |V(G)|/2. Se G é um
grafo bipartido com classes (U, W), entao um emparelhamento M em G é perfeito
se |M| = |U| = |W|. Observe que dado um emparelhamento M de um grafo (7, esse
emparelhamento induz um subgrafo H em (7. Neste caso, um grafo induzido por
um emparelhamento perfeito equivale a um 1-fator. A seguir vamos enunciar um

resultado fundamental na teoria de emparelhamentos: o teorema de Hall.

Teorema Seja G um grafo bipartido com classes (U, W). Entao G contém um

emparelhamento M tal que |M| = |U| se e somente se

ITa(:5)] = |51

para todo S C U.
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Algumas notacoes

Vamos listar a seguir algumas das notagoes que utilizamos nesta dissertagao. Su-
ponha dados dois grafos G' e H, um vértice 2 de (7, e um conjunto nao-vazio .5 de

vértices de GG. Ainda, sejam U, V, e W trés conjuntos com U NW = @.

A(QG) é o conjunto de arestas do grafo G

dg(z) é o grau do vértice z em (¢. Quando ndo houver dividas omitiremos o

subscrito G.

d(@) é o grau médio dos vértices de G, ou seja d(G) = 2|A(G)|/|V(G)].

ds(G) é o grau médio dos vértices de S em (4, ou mais precisamente dg(() =
15171 Eyes da(y).

0(G) denota o grau minimo dos vértices de (7.

ds(@G) denota o grau minimo dos vértices de .S em (7, ou seja d5(G) = min{dg(y) :

y € S}.
A(G) denota o grau maximo dos vértices de (.

As(G) denota o maior grau em (7 dos vértices de .S, ou mais precisamente, Ag(G) =

max{dg(y):y € 5}.

Ey é o grafo vazio sobre V, ou seja, é o grafo com conjunto de vértices V' tal
que A(Ey) = @.

Eyw é o grafo bipartido vazio com classes U e W, ou seja, é o grafo bipartido com

classes (U, W) e conjunto de arestas vazio.
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G¢ denota o grafo complementar de G

Gy denota o conjunto de todos os grafos simples nao-dirigidos com conjunto de

vértices V.

Gu,w denota o conjunto de todos os grafos simples nao-dirigidos bipartidos com

classes (U, W)

I'c(z) é conjunto com todos os vértices adjacentes a 2 em (v. Quando nao houver

duvidas, nao indicamos o grafo, pondo simplesmente I'(z) = I'g(z).
Ky é o grafo completo com conjunto de vértices igual a V.
Ky w é o grafo bipartido completo com classes (U, W).
[n], para n € N, representa o conjunto {1,2,...,n}.

O(.), para fungdes f, g dizemos que g = O(f) se existem constante ¢ > 0 e ng tais

que g(n) < ¢ f(n) para todo n > ng.
o(.), para fungées f, g dizemos que g = o( f) se lim, 4o g(n)/ f(n) = 0.

2(.), para fungoes f, g dizemos que g = Q( f) se existem constantes ¢ > 0 e ng tais

que g(n) > ¢ f(n) para todo n > ng.

Ord(n,m) é o problema de ordenar vetores com n inteiros distintos através de

algoritmos paralelos que usam m processadores.

P¢ denota a propriedade complementar de uma propriedade P de grafos, mais
precisamente, um grafo pertence a P¢ se e somente se o seu complementar

pertence a P.

P* denota a propriedade dual de uma propriedade P de grafos. ou seja, um grafo

pertence a P* se e somente se seu complementar nao pertence a P.

Puw denota o conjunto de todas as propriedades invariantes por isomorfismos,

monotoénicas e nao-triviais de grafos bipartidos com classes (U, W).

Py representa o conjunto de todas as propriedades invariantes por isomorfismos,

monotoénicas e ndo-triviais de grafos com conjunto de vértices V.

O(.), para funcgoes f, g temos que g = O(f) se g = O(f) e g = Q(f).
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%, v € w nos primeiros quatro capitulos deste trabalho denotam as cardinalidades

dos conjuntos U, V e W respectivamente.
V(G) é o conjunto de vértices do grafo G.

G[S] denota o subgrafo de G induzido por S, dado por V(G[S]) = S e A(G[S]) =
A(G)N A(Ks).

G U H é a uniao dos grafos G e H, ou seja é o grafo com conjunto de vértices
igual a V(G)U V(H) e conjunto de arestas A(G)U A(H). Observe que ndo

diferenciamos os vértices e arestas de acordo com o grafo de origem.

G U X, onde X C A(Ky(q)), é o grafo com conjunto de vértices V() e conjunto
de arestas A(G)U X.

G + H é a uniao disjunta de G' e H,i.e., é o grafo com conjunto de vértices igual a
uniao disjunta de V(G') e V(H), e conjunto de arestas igual a uniao disjunta

de A(G) e A(H).

G x H é a unido disjunta de (G e H com todas as arestas entre os dois grafos, i.e.,

temos que G X H = (G + H)U Ky (q),vn)-
G~ H é o grafo com conjunto de vértices V() e conjunto de arestas A(G)\ A(H).
G'\ S denota o grafo G[V(G)\ 5], e se § = {z}, escrevemos G\ z para G\ 5.

G~ X,onde X C A(Ky(g)), é o grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto
de arestas A(G)\ X.

G C H denota que (G é um subgrafo de H, ouseja V() C V(H)e A(G) C A(H).

G C4 H denota que GG é um subgrafo gerador de H,ou seja V(') = V(H)e A(G) C
A(H).

G é o grafo complementar de (7, ou seja, é o grafo tal que V(G¢) = V(G)e A(G¢) =
A(Kv(a))NA(G). Se G é um grafo bipartido com classes (U, W), entao G tem

conjunto de vértices igual a V() e conjunto de arestas igual a A(Kyw)\A(G).
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