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Abstract

We study some properties of recognizable M-subsets of a free monoid
A*, denoted by M Rec A* and of two of its subfamilies: M SRec A*, of the
simple M-subsets and M CRec A*, of the M-subsets which are nondetermi-
nistic complexities.

At first, we study some necessary conditions for membership in each one
of these families and we show that M CRec A* ¢ M SRec A* ¢ M Rec A*.
We relate these families with the families H, (p > 0), obtained by Simon
and we verify that M CRec A* N Ho = M SRec A*NHy ¢ Ho and Vp > 1,
M CRec A*N'H, ¢ MSRec A*NH, ¢ H,, where Hy is the family of recog-
nizable and limited M-subsets.

We also study the closure properties of the three families, M Rec A*,
M SRec A* and M CRec A*, under several operations.

One of the major results in this thesis is that M Rec A* is closed under
division by a positive integer. Our proof of this result is constructive and
a generalization of this construction is the essential idea in the proof of a
characterization of recognizable M-subsets that we obtain. More precisely,
we show that an M-subset of A is recognizable if, and only if, it is the sum
of finitely many simple M-subsets of A*. This is the main result of this
thesis.

We also show that every simple M-subset of A* can be obtained from
M-subsets which are nondeterministic complexities by using the minimum,
concatenation and star operations.



Resumo

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades de M-subconjuntos re-
conheciveis de um mondide livre A*, denotado por M Rec A*, e de duas de
suas subfamilias: M SRec A*, dos M-subconjuntos simples e M CRec A*,
dos M-subconjuntos que sao complexidades nao daterministicas.

Inicialmente, estudamos algumas condigdes necesséarias de pertinéncia a
cada uma dessas familias e mostramos que M CRec A* ¢ M SRec A* ¢
M Rec A*. Relacionamos estas familias com as familias H, (p > 0), ob-
tidas por Simon e verificamos que M CRec A*NHy = M SRec A*NHy ¢ Ho
eVp>1, MCRecA*N'H, ¢ MSRec A*NH, ¢ H,, onde H, é a familia de

M-subconjuntos reconheciveis e limitados.

Estudamos também as propriedades de fechamento das trés familias,
M Rec A*; M SRec A* e M CRec A*, sob varias operacdes.

Um dos resultados principais nesta tese é que M Rec A* é fechada sob
a divisao por um inteiro positivo. A nossa prova deste resultado é constru-
tiva e uma generalizagdo desta construgiao é a idéia essencial na prova de
uma caracterizagao que obtemos para M-subconjuntos reconheciveis. Mais
precisamente, mostramos que um M-subconjunto de At é reconhecivel se,
e somente se, ele é a soma de um ndimero finito de M-subconjuntos simples
de A*. Este é o resultado principal desta tese.

Mostramos também que todo M-subconjunto simples de A* pode ser ob-
tido a partir de M-subconjuntos que sao complexidades nio deterministicas,
utilizando as operagdes de minimo, concatenacio e estrela.
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Introducao

O estudo de subconjuntos reconheciveis com multiplicidades num corpo teve
sua origem nos trabalhos fundamentais de M. P. Schiitzenberger [13, 14, 15],
escritos no inicio da década de 60. Nos meados da década de 70, S. Eilen-
berg [4] sistematizou esta teoria para um semi-anel qualquer K e estudou,
em particular, os casos do semi-anel booleano, do semi-anel dos niimeros na-
turais e dos sub-semi-anéis de um corpo. Um tratamento mais algébrico de
K-subconjuntos reconheciveis é dado por Berstel e Reutenauer [2].

Neste nosso trabalho, estudamos algumas propriedades da familia de M-
subconjuntos reconheciveis de A*, M Rec A*, onde M denota o semi-anel
Min-Plus, também chamado de semi-anel tropical e que consiste dos ntimeros
naturais estendido com oo e tendo como operagoes o minimo e a adicdgo. Um
M-subconjunto de A* é uma fungdo que associa uma multiplicidade em M
a cada palavra em A*. Um M-A-autémato é um autémato finito ao qual se
associam multiplicidades em M aos estados iniciais, aos estados finais e as
arestas, permitindo com isso associar multiplicidades em M a cada palavra
em A*. O M-subconjunto resultante é dito reconhecivel.

O semi-anel M é conhecido em Pesquisa Operacional, onde ele ¢ usado
em problemas de minimizagdo de custos [3]. Na Teoria de Autématos, o
estudo de multiplicidades no semi-anel M foi introduzido por I. Simon [17],
em 1978, para dar uma caracterizagao de subconjuntos reconheciveis de um
monoéide livre que tém a propriedade da poténcia finita. Uma solucio inde-
pendente também foi obtida por K. Hashiguchi [6]. Nos tltimos anos, foram
resolvidos outros problemas importantes relacionados com M-subconjuntos
ou como aplicagdes do semi-anel M. Por exemplo, K. Hashiguchi [7, §]
caracterizou os M-subconjuntos reconheciveis e limitados, através de um ra-
ciocinio de grande complexidade; H. Leung [12] e I. Simon [19, 21] obtiveram,
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independentemente, outras solugdes mais algébricas para decidir se um M-
subconjunto reconhecivel é limitado; K. Hashiguchi [9] resolveu o problema
de determinar a altura das estrelas de subconjuntos reconheciveis. Um ‘sur-
vey’ sobre os M-subconjuntos reconheciveis foi escrito por I. Simon [20].

Em particular, nés estudamos duas das subfamilias de M Rec A*: a dos
M-subconjuntos simples, M SRec A* e a dos M-subconjuntos que sao com-
plexidades nao deterministicas, M CRec A*. Um M-subconjunto de A* é
simples se ele é reconhecido por um M-A-autémato cujas multiplicidades
(associadas as arestas e aos estados) pertencem a {0,1,00} e é uma com-
plexidade nao deterministica se ele é reconhecido por um M-A-autémato
que pode ser obtido a partir de um autémato finito (nio deterministico),
associando-se a multiplicidade 0 as suas arestas deterministicas, 1 s suas
arestas nao deterministicas e 0, aos seus estados iniciais e finais.

Inicialmente, estudamos condig¢des necessarias de pertinéncia a cada uma
das trés familias. Em primeiro lugar, estabelecemos condicdes necessarias
para um M-subconjunto ser reconhecivel:

Seja X € M Rec A*. Entdo,
(i) suporte(X) = {w € A* | wX # oo} € um subconjunto reconhecivel de
A%
(ii)) Vm € M, mX =1 é um subconjunto reconhecivel de A*;
(iii) 3% > 0 tal que Vw € AT, ou wX = o0 ou wX < k|w.

Uma outra condi¢do que um M-subconjunto reconhecivel satisfaz é pa-
recida com o ‘Pumping Lema’ para linguagens regulares:

Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entdo, existe um inteiro
positivo m tal que para toda palavra z em A*, com zX < co e para toda
escolha de pelo menos m posigoes marcadas em x, a palavra z admite uma
fatoragio da forma z = uwvw, de modo que
(i) v contenha pelo menos uma e no mdzimo m posicées marcadas;

(ii) 3¢ >0 tal que Vk >0, (wfw)X <zX + (k—1)c.

Verificamos que nenhuma dessas condigdes, se satisfeita, é suficiente para
que um dado M-subconjunto seja reconhecivel.
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Uma condigdo necessaria para que um M-subconjunto seja simples é a
seguinte:

Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Se X € simples entdo
Yw € A%, ou wX = oo ou wX < |w|.

Dessa propriedade segue facilmente que

M SRec A* ¢ MRecA* .

Quanto aos M-subconjuntos que sao complexidades nao deterministicas,
obtemos uma condigdo mais complexa:

Se um M-subconjunto X € uma compleridade nio deterministica, entio
X nao € de multiplicidade diferencidvel.

Dizemos que um M-subconjunto X é de multiplicidade diferencidvel se
existem palavras z,y,u e v em A* tais que para cada k > 1, exista uma
palavra z; em At de modo que

Vi >0 e VYm> k., WeikX = Wrpr X < Wrkm A < 00 S
onde Wi = z(uzfv)'uzPy.
Observamos que esta definigao independe de qualquer M- A-autémato re-
conhecendo X, ao contririo da definigio de complexidade nao deterministica.
Dessa condi¢do, mostramos que

M CRec A* ¢ M SRecA* |

para um alfabeto A, com pelo menos duas letras.

Relacionamos M SRec A* e M CRec A* com as familias H, (p > 0) de
Simon (18], que formam uma hierarquia para M Rec A*, mostrando que a
relagio de inclusao prépria entre M CRec A* e M SRec A* é mantida em
cada H, (p > 0). Ou seja,

Vp>1, MCRecA"NH, ¢ MSRecA*NH, ¢ H, ,
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para um alfabeto A, com pelo menos duas letras.

Ho denota a familia de M-subconjuntos reconheciveis e limitados, isto é,
aqueles cuja imagem é um subconjunto finito de M. Estabelecemos algumas
propriedades basicas de M-subconjuntos limitados; em particular, mostra-
mos que todo M-subconjunto simples e limitado é uma complexidade nio
deterministica. Ou seja,

MCRec A*NHog = M SRec A*NHy ¢ Ho .

Estudamos, também, as propriedades de fechamento das trés familias,
M Rec A*, M SRec A* e M CRec A*, sob as operacdes basicas e também sob
0 maximo, o ménus, o resto e a divisdo por um inteiro positivo. Verifica-
mos que M Rec A* nao é fechada com relagio ao méaximo, ménus e resto e,
através de uma caracterizagao de M-subconjuntos reconheciveis e limitados
como soma ou minimo de M-subconjuntos reconheciveis bastante particula-
res, mostramos que:

Sejam X,Y € MRecA* (M SRec A*, M CRec A*). Se Y ¢ limitado
entdo max(X,Y), X — Y e Y mod d, parad > 0, sio M-subconjuntos reco-
nheciveis (respectivamente, simples, complezidades ndo deterministicas).

Com relagao a divisao (inteira) de um M-subconjunto de A* por um in-
teiro positivo d, mostramos que

M Rec A* (M SRec A*) € fechada sob div d, para d > 0.

A nossa demonstragao é construtiva e essa construcio tem uma im-
portancia fundamental nao s para este resultado mas, principalmente, na
obtengdo de uma caracterizagio que descrevemos a seguir.

Verificamos que a familia de M-subconjuntos simples nio é fechada sob
a adicao. Entao, investigando o fecho de M SRec A* sob a adicéo, obtemos
uma caracterizacao de M-subconjuntos reconheciveis de A*, que é o resulta-
do principal da nossa tese e cuja demonstragao, também construtiva, utiliza
uma generaliza¢ao da constru¢iao de um M-A-autémato que foi introduzida
para mostrar que M Rec A* é fechada sob a divisao por um inteiro positivo.

Vi



Um M-subconjunto de At € reconhecivel se, e somente se, ele € a soma
de um nimero finito de M-subconjuntos simples de A*.

Verificamos que a familia das complexidades nido deterministicas nao é fe-
chada sob a concatenacio e a estrela. Entdo, investigando esse fecho, obtemos
uma caracterizagao de M-subconjuntos simples de A*, cuja demonstracio é
baseada na demonstracio do Teorema de Kleene dada por McNaughton e
Yamada.

M SRec A* € o fecho de M CRec A* sob o minimo, a concatenagio e a
estrela.

Desse modo, este trabalho consta de seis capitulos, cujos contetidos des-
crevemos, resumidamente, a seguir.

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos de semi-anéis, I{-subconjuntos,
operagoes sobre /{-subconjuntos e K- A-autématos, para um semi-anel qual-
quer K. Na tltima secao desse capitulo, damos a interpretacio para o semi-
anel M dos conceitos nas sec¢des anteriores e introduzimos outros conceitos
e alguma notacido que serdo utilizados no decorrer de todo este texto.

No Capitulo 2 estabelecemos algumas condicdes necesséarias de pertinéncia
para M Rec A*, M SRec A* e M CRec A* e mostramos as relacdes de in-

clusao existentes entre essas familias.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo das propriedades de fechamento de
M Rec A%, M SRec A* e M CRec A* sob as operacoes basicas.

No Capitulo 4 estudamos algumas propriedades basicas de M-subconjun-
tos limitados e relacionamos M SRec A* e M CRec A* com as familias H,
(p > 0), obtidas por Simon.

O objetivo do Capitulo 5 é continuar o estudo das propriedades de fe-
chamento de M Rec A*, M SRec A* e M CRec A*, iniciado no Capitulo 3.
Incluimos aqui as operagdes: méximo, ménus, resto e divisdo por um inteiro
positivo.

vil



Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos uma caracterizacio de M-
subconjuntos reconheciveis de A* como soma de um ndmero finito de M-
subconjuntos simples de A*. Mostramos também que todo M-subconjunto
simples pode ser obtido a partir de complexidades nio deterministicas utili-
zando somente as operagdes de minimo, adicio e estrela.

Por tltimo, apresentamos a Conclusao, a Bibliografia e o Indice.
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Capitulo 1

Semi-anéis, K-subconjuntos e
K-A-automatos

Neste capitulo, introduziremos a nocao de semi-anéis e apresentaremos os
conceitos e algumas propriedades de K-subconjuntos e K-A-autématos, onde
K é um semi-anel qualquer. O material deste capitulo foi extraido do livro de
S. Eilenberg [4, cap. 6]. Uma outra referéncia importante com um tratamento
mais algébrico é o livro de J. Berstel e C. Reutenauer [2].

1.1 Semi-anéis
Um semi-anel é um conjunto K com pelo menos dois elementos, 0 e 1, e

com duas operagoes: adi¢ao e multiplicagao. Com relacio a adicao, I é um
monoide comutativo com identidade 0. Ou seja, Vz,y e z € K,

r+y=y+=z
e+ (y+z)=(z+y)+z
z+ 0=z .

Com relagao a multiplicagdo, ' é um monéide com identidade 1. Ou seja,
Ve,yez € K,

z(yz) = (ey)z

Iz =2=gl .



Além disso, sao validas as seguintes propriedades. Vz,y e z € K,

z(y+2)=zy+zz
(z+y)z=2z+yz
z20=0z =0 .

Diz-se que o semi-anel K é comutativo se K é comutativo como mondide
multiplicativo.

Diz-se que um conjunto K’ é um sub-semi-anel de {se K' C K, 0 € K’ ,
1€ K' e K’ é fechado sob a adi¢do e a multiplicagao de K.

Alguns exemplos de semi-anéis sao:

- o semi-anel booleano B ={0,1}, com1+1=1;

- o semi-anel IN dos nimeros naturais;
o anel Z dos inteiros;
o corpo (@) dos niimeros racionais;
o semi-anel dos subconjuntos racionais de A*, para um alfabeto A;
o semi-anel A/ = IN U co, em que a adigdo e a multiplicacio de IN sao
estendidas da seguinte forma:

n+oo=c0+n=00+oc0=00 (Vn€ M)

noo = 0ONn = 00 (Vn € W,n > 0)
0000 = 00
000 =000 =0 .

- o semi-anel R4 dos nimeros reais nao negativos;

- o semi-anel Ry = IR} U oo, em que as operagoes sao estendidas como
no caso da passagem de IN para N

- o semi-anel Q) . dos niumeros racionais nao negativos, que constitui um
subsemi-anel de IR.

Existem semi-anéis K em que a soma Y ;c; z; estd bem definida para toda
familia {z; | 7 € I} de elementos de K, mesmo que o conjunto de indices
I seja infinito. Tais semi-anéis sao chamados de semi-anéis completos. Por
exemplo, os semi-anéis A/ e R, tornam-se semi-anéis completos, quando
se define Y ;c;z; para um conjunto infinito I como sendo oo, se existirem
infinitos indices ¢ em I tais que x; # 0.

Um semi-anel é positivo se satisfaz as seguintes condigoes para todos os
seus elementos z e y: se 2+ y =0 entao z =0e y = 0, e se zy = 0 entao
z=0o0uy=0.



Dados dois semi-anéis K; e K5, um morfismo ¢: K; — K, é uma fungio
satisfazendo as seguintes condigoes, Vz,y € Kj:

(z+y)e=zp+yp e Og,e=0g, ;

(zy)p = (zp)(yp) e lkp=I1k, .

1.2 K-subconjuntos

Sejam K um semi-anel e A um conjunto. Um K-subconjunto X de A é uma
funcao

X: A=K .

Para cada a € A, o elemento aX de K é chamado de multiplicidade com
que a pertence a X. Se aX assume somente os valores 0 e 1, diz-se que o
K-subconjunto X de A é ndo ambiguo.

Alguns exemplos de K-subconjuntos nao-ambiguos sdo A, () e a, para
cada a € A, definidos por:

Vae A, aA=1;

Vae A, aP=0
1 seb=ua

0 seb#a

Os K-subconjuntos nao ambiguos a siao chamados unitdrios.
Se X é um K-subconjunto de A e ¢: K — K’ é um morfismo de semi-
anéis, a composi¢ao X,

e Vbe A, baz{

X, o ,
A= K -5 K

¢ um K’-subconjunto de A.
O suporte de X é o conjunto

suporte(X) = {a € A|aX #0} .



1.3 Operacgoes sobre K-subconjuntos

Considere, inicialmente, a operacio de adi¢do. Para toda familia {Xi]ie
I'} de K-subconjuntos de A, indexada por um conjunto I, define-se:

(X)) = YaX; . (1.1)

i€l 1€l

Va € A,

Sempre que a familia { X; | : € I} é localmente finita, ou seja, para cada
a € A, aX; # 0 somente para um nimero finito de indices ¢ € I, (1.1) est4
bem definida.

Uma outra operacao é a multiplicagio escalar; ou seja, a multiplicagao
de um K-subconjunto X de A por um elemento k¥ € K. O resultado é o
K-subconjunto kX definido por:

Va € A, a(kX) = k(aX)

e sao vélidas as seguintes propriedades, para todo ky,k, em K, para todo
subconjunto {k; | ¢ € I} de K e para toda familia { X; | 7 € I} de K-
subconjuntos de A:

X X
0X 0
(kyky) X ki (ko X)
O k)X S kX
1€l 1€l
kST X)) STkRX; .
1€l i€l

A intersec¢do ou produto de Hadamard de dois K-subconjuntos X e Y
de A, denotada por X NY, ¢ definida por:

Ya € A,

a(XNY)=(aX)(aY) .

Para cada K-subconjunto X de A, a familia { (aX)a | a € A} é local-
mente finita e vale que
X=> (aX)a .

a€A

Tal somatéria é conhecida por ezpansio de X em termos dos unitéarios.
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Para um semigrupo S, pode-se definir a multiplicagcdo entre dois K-
subconjuntos X e Y de S como sendo o K-subconjunto XY de S, da seguinte
forma:

Vse S, s(XY) = > (eX)(yY) . (1.2)
Ty=s
Em geral, para cada s € S, podem existir infinitos pares (z,y) tais que
Ty = s; nesse caso, deve-se supor que K é um semi-anel completo. Mas,
por exemplo, quando S = A*, o semigrupo livre com uma base A (nio
necessariamente finita), nao hd necessidade de se supor que K seja completo,
pois, nesse caso, o nimero de fatoragdes zy = s é exatamente |s|—1. Também
quando S é um mondide livre ou S é um produto de um nimero finito de
monoides livres, (1.2) fica bem definida.
A multiplicagao definida em (1.2) é bilinear, ou seja, satisfaz as seguin-
tes propriedades, onde {X; | i € I} e {Y; | 1 € I} sdo familias de K-
subconjuntos de S e k € K:

(Z X,')y’ = Z X;Y

1€l =i
XY = S XV

1€l el

(kX)Y = k(XY) = X(kY).

Além disso, a multiplicagio é associativa. .

Assim, se M é um mondide, a familia K™ de todos os K-subconjuntos
de M é um semi-anel (ndo necessariamente comutativo). De fato, KM &
um mondide comutativo com relacao a adi¢do, tendo como identidade o K-
subconjunto § tal que Vm € M, m@ = 0. Com relagio & multiplicagio, KM
também ¢ um mondide, cuja identidade é o K-subconjunto 1, dado por:

1 sem=1
ml = , .
0 caso contrario .

Quando M = A (o mondide livre gerado por A), a familia de todos os
K-subconjuntos de A* é denotada por K< A> e seus elementos podem ser
considerados como séries formais com coeficientes em K e varidveis ndo
comutativas em A. O subconjunto de K< A>> que consiste das séries cujo
suporte ¢ finito é denotado por ' < A> e seus elementos sio chamados de
polinomios.



Um K-subconjunto X de A* é prdprio se 1X = 0. Entdo, se X é préprio,
a familia { X™ | n € IN} é localmente finita pois,

Yw e A%, wX" =0, paran> |w|.
Portanto, a soma
Xt =Y x»
n>1

esta bem definida. E, define-se também a estrela de X como sendo

X =¥ x",

n>0

onde X% =1.

Um subconjunto F de K<KA> é racionalmente fechado se os K-subcon-
juntos @ e 1 pertencem a F e se para todos X e Y em F e para todo k em
K, os K-subconjuntos

X+Y, XY, kX e X*

também pertencem a F. Denotamos por K Rat A* o menor subconjunto
racionalmente fechado de K< A>>, contendo os K-subconjuntos unitarios a,
para todo a € A. Os elementos em K Rat A* sio chamados de K-subconjun-
tos racionais de A*.

1.4 K-A-automatos

A nogao de K-A-autémato surgiu como uma extensao da nocio de autémato
finito (ndo necessariamente deterministico) sobre A, associando-se multipli-
cidades em K" as suas arestas e aos seus estados iniciais e finais, permitindo
assim associar uma multiplicidade a cada palavra em A*.

Sejam A um alfabeto finito e X um semi-anel. Um K-A-autémato A =
(Q,I,T) é um autémato sobre A com

um conjunto finito @) de estados,
dois K-subconjuntos I e T' de Q
e um K-subconjunto £ de @ x A x Q.



Um estado ¢ em @ é um estado inicial (final) de A se ¢I # 0 (¢T # 0).

Se (p,a,q) é uma aresta em A, diz-se que o seu rdtulo é a e que a sua
multiplicidade é (p,a,q)E.

Se P é um passeio de comprimento n em .4, com origem pg e término py,

P = (p07a15p1)(p1>a27p2)'--(pn—lyanapn) )

entdo, o seu rotulo é
|P| = ai1dq...0yn

e a sua multiplicidade é
|1P|| = [[(pi-1,ai, pi)E .
1=1

O comportamento de A é o K-subconjunto || A|| de A*, definido da se-
guinte forma. Seja w € A* e seja C' o conjunto dos passeios P com rétulo w.

Entao,
wllAll = > GDIIPII(T) ,
PeC

onde ¢ e ¢ sao, respectivamente, a origem e o término do passeio P. E, como
existe um namero finito de passeios com rétulo w, essa somatdria fica bem
definida.

Os tnicos passeios de comprimento zero sdo os passeios triviais, (g, 1, ¢),
que tém como rétulo a palavra vazia e multiplicidade igual a 1. Logo,

A= > (a1)(qT) -

9€Q

O conjunto reconhecido por A, denotado por |A|, é o suporte de ||A]|:
|Al = {we A" [w]| A #0} .

Um K-subconjunto de A* é reconhecivel se ele é o comportamento de
algum K-A-automato. A familia de todos os K -subconjuntos reconheciveis
de A* é denotada por K Rec A*.

Um K-A-autémato pode ser representado graficamente da forma usual,
colocando-se a multiplicidade associada a cada aresta ao lado do seu rétulo
e a multiplicidade asssociada a cada estado inicial ou final sobre a seta que
representa a respectiva condicao desse estado (seta entrando no estado, se
este for inicial; ou, seta saindo do estado, se for final).



Exemplo 1.1 Sejam A = {a,b} e {k; |1 <¢ <7} um subconjunto de K.
Considere o seguinte /{-A-autémato A = (Q,1,T), com Q = {p,q}; os
K-subconjuntos [ e T' de @, definidos por:

pl =ks e ¢l =0; pI'=0 e ¢qT =k;
e o K-subconjunto £ de @ x A x Q dado por:
(ma,p)E=k (p,a,q)E=ks (p,b,p)E=ks (p,b,q)E=0
(:0,P)E=0 (¢,a,9)E=ks (g,0,p)E=0 (q,b,q)E=ks .

A representagdo grafica do autémato A descrito acima é a seguinte:

P a/k3 q
k k
.A : 6 N 77
a/kl a/k4
b/k‘z b/ks

Vejamos como se comporta o K-A-autémato A, quando K é o semi-anel
dos nimeros naturais e k; =1 (1 <1 < 7).

" . VP a/i a |
a)b/l (l,b/l

O conjunto reconhecido por A é
Al ={w e A" | |wl. > 1}
e o comportamento de A é dado por:

Ywe A, w||A| =|w|. -
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Ou seja, a multiplicidade associada a cada palavra w é exatamente o nimero
de passeios existentes em A de p para ¢ com rétulo w.

Mas, existe um outro IN-A-autémato B, de modo que o conjunto reconhe-
cido por B seja o mesmo de A, apesar do mecanismo de reconhecimento de
cada palavra ser diferente nos dois IN-A-autématos. Considere, por exemplo,
o IN-A-automato B representado abaixo:

a,b/1 b/1

O comportamento de B é dado por:

2 selwl|, >1
0 caso contrario .

Ywe A", w||B|| = {

Neste caso ara cada palavra w existe no maximo um asseio em B de 1
) ’
para s, com rotulo w.

Um K-A-autémato A = (Q,1,T) é normalizado se A possui um tnico
estado inicial ¢ e um tnico estado final ¢, com ¢ # ¢ e +] = tT = 1. Além
disso, nao existem arestas com término em ¢ e nem arestas com origem em
t. Chamamos de algoritmo de normaliza¢do ao método que, a partir de um
dado K-A-autémato, constréi o I-A-autémato normalizado equivalente (a
menos da palavra vazia).

Proposigao 1.1 Para todo K-A-autémato A existe um K -A-autémato nor-

malizado A’ tal que ||A'|| = || AN AT,
O K-subconjunto At de A* é dado por:

0 sew=1
1 caso contrario .

Vw e A", wAt = {



1.5 K-subconjuntos reconheciveis

Sejam A e B alfabetos finitos e K um semi-anel comutativo. Nesta se¢io sao
enunciadas algumas propriedades de K-subconjuntos reconheciveis de A*,
cujas demonstragoes podem ser encontradas em Eilenberg [4].

Inicialmente, considere algumas definigoes.

A fungdo reverso p: A* — A* é dada por:

lp=1, ap=a (Va€A), (ay)p=(yp)(zp) (Vz,y€ A7) .

Entéo, o reverso de um K-subconjunto X de A*, denotado por X, é definido
por:
Ywe A", wX,=(wp)X .
Sejam os subconjuntos X C A* e Y C B*, com AN B = (. Entéo,

o embaralhamento de X e Y, denotado por XLLIY, consiste do seguinte
conjunto

{zizoy2 ... 2oy € (AUB)* | 2129...2, €E X eyiya...Yn €Y } .

Se X =Y ea(zX)x e Y = 3 ,cp.(yY)y sdo K-subconjuntos de A* e
B*, respectivamente, o K -subconjunto X1LLIY de (AU B)* é dado por

Xy = >0 (aX)(yY)(ally) .
TEA*,yEB*

Esta somatdria estd bem definida, pois zLLly é um subconjunto finito de
(AU B)*. Além disso, zLLly e 2'LLly’ sdo disjuntos quando z # 2’ ou y # y'.

Seja um morfismo f: A* — B* eseja X um K-subconjunto de A*. Entao,
o K-subconjunto X f de B* é definido por:

Ywe B*, w(Xf)= > zX.
Vzewf-1

Se K nao é um semi-anel completo, para que essa férmula esteja bem definida,
deve-se supor que Yw € B*, wf~! seja um subconjunto finito de A*.
Se X é um K-subconjunto de B* entdo o K-subconjunto X f~1 de A* é
definido por:
Vwe A*, w(Xf™) = (vf)X .

10



Sejam X e Y subconjuntos de A*. Considere uma cépia A’ disjuntade A e
seja Y’ o subconjunto de A”* correspondente a Y sob o isomorfismo A* — A’
que a cada ¢ € A associa a’ € A'.

Seja o morfismo

v: (AUA) — A",
tal que para cada a € A, av = d'v = a.
O embaralhamento interno de X e Y consiste do conjunto

XUY = (XWy')w .

Se X e Y sao K-subconjuntos de A*, X UY também é um K -subconjunto
de A*.

Proposicao 1.2 K Rec A* € fechada sob a unido, a intersecgdo e o reverso.

Proposicao 1.3 Seja f: A* — B* um morfismo fino (isto é, Af C BU
1). Se X é um K-subconjunto reconhecivel de B* entdo Xf1 € um K-
subconjunto reconhecivel de A*.

Proposigdo 1.4 Seja f: A* — B* wm morfismo tal que 1 = 1f-1. Se
X € um K-subconjunto reconhecivel de A* entdo X f é um K -subconjunto
reconhecivel de B*.

Proposigao 1.5 Sejam A e B alfabetos disjuntos, X um K -subconjunto re-
conhecivel de A* ¢ Y um K -subconjunto reconhecivel de B*. Entao, XLLIY
€ um K -subconjunto reconhecivel de (AU B)*.

Proposigao 1.6 K Rec A* € fechada sob o embaralhamento interno.
Proposicdo 1.7 K Rec A* € fechada sob a multiplicacio escalar.

Proposicao 1.8 Um K-subconjunto X de A* ¢é reconhecivel se, e somente
se, o K-subconjunto X' = X N At ¢ reconhecivel.

Proposigdo 1.9 K Rec A* € fechada sob a multiplicagio.
Proposigao 1.10 K Rec A* € fechada sob + e * de Kleene.

O Teorema de Kleene é vélido para a familia de K-subconjuntos de A,
qualquer que seja o semi-anel K.

Teorema 1.11 (Kleene-Schiitzenberger) Para todo alfabeto finito A,
K Rec A* = K Rat A*.
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1.6 O caso K = M

O semi-anel M é conhecido em Pesquisa Operacional pelo seu uso em pro-
blemas de minimizagdo de custos. (Veja o livro de Cuninghame-Green (3].)
Na Teoria de Autématos, o estudo de multiplicidades no semi-anel M foi
introduzido por Imre Simon [16], em 1978, para dar uma caracterizagio de
subconjuntos reconheciveis limitados de um monéide livre. Nos tltimos a-
nos, o semi-anel M ganhou relevancia pelas suas aplicagbes na obtengio de
alguns resultados importantes relacionados a subconjuntos reconheciveis de
um mondide livre. Um ‘survey’ sobre esse assunto foi escrito por Imre Simon
[19].

Esta secio descreve a interpretacio para o semi-anel M dos conceitos
apresentados nas segdes anteriores. A inclusio desta secio é justificada pela
possivel confusdo que possam causar as correspondéncias entre as operagoes

de M e as de K.

1.6.1 O semi-anel M

O semi-anel M ¢é conhecido por semi-anel Min-Plus e, mais recentemente, é
chamado também de semi-anel tropical. M tem como suporte INU co e como
operagoes o minimo e a adi¢do, que sao extensdes naturais dessas operacoes
em IN. A identidade do minimo é co e da adigéo é 0.
Chamamos a atengao do leitor para a seguinte associacio existente entre
as operagoes de M e as de um semi-anel qualquer K:

a operagao minimo em M corresponde & adicio em K
e a adicio em M corresponde & multiplicagio em K.

M é um semi-anel comutativo e positivo. Além disso, se {m; | i € I}
é uma familia de elementos de M indexada por um conjunto /, o minimo
min;e; m; estd bem definido qualquer que seja o conjunto de indices I. Em
particular, se / = (), min;e;m; = co. Logo, M é um semi-anel completo.
E interessante observar também que a soma y_;,c; m; estd bem definida para
qualquer conjunto de indices I. Em particular, se = 0, Yiermi =0e,sel
for infinito e existirem infinitos elementos m; # 05 Yiermi = 00.



1.6.2 Operacoes sobre M-subconjuntos

Seja A um conjunto e seja { X; | 7 € I} uma familia de M-subconjuntos de
A, indexada por um conjunto / (ndo necessariamente finito). As operacoes
de minimo e de adi¢do entre M-subconjuntos de A sio definidas da seguinte
forma:
Va € A, a(minX;) = min(aX;)
i€l i€l
€ a(z X,) = Z((ZX,) .
i€l i€l

Observe que estas operacoes estao bem definidas qualquer que seja o conjunto
de indices 1.

Uma outra operacao é a adi¢do escalar de um M-subconjunto X de A
por um elemento m de M, denotada por m + X e definida por:

Vae A, alm+X)=m+aX .
A ezpansio de um M-subconjunto X de A em termos dos unitarios é:

X =min((aX) +a) ,

onde para cada a € A, 0 M-subconjunto unitario a é dado por:

0 seb=a
oo caso contrario .

Vbe A, ba:{

Seja S um semigrupo e sejam X e Y dois M-subconjuntos de .S. Define-se
a concatenagao de X e Y como sendo o M-subconjunto XY, dado por:

Vse S, s(XY)=min(zX +yY) ,

TY=s

que estd bem definida qualquer que seja o semigrupo S.

Seja A um alfabeto finito. Entdo, a familia M < A> de todos os M-
subconjuntos de A*, com as operagdes de minimo e concatenacdao, é um
semi-anel. A identidade com relacio ao minimo é o M-subconjunto § tal
que

Ywe A", wd=o0 .
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Com relacédo a concatenacio, a identidade é o M-subconjunto 1, dado por:

VU)€4A*, uﬂ.::{ 0 sew =1 .
o0 caso contrario .
As operagbes + e * de Kleene de um M-subconjunto X de A* sao definidas
por:

Vw € A", wX* = w(min X™) = min(wX™)
n>1 n>1

e wX" = w(min X") = min(wX™") ,
n>0 n>0

onde X®=1e X" = XX 1 paran > 1. Observe que estas operagoes estao
bem definidas mesmo quando 1X # co.
Um subconjunto F de M <« A> é racionalmente fechado se os M-

subconjuntos () e 1 pertencem a F e se para todos X e Y em F e para
todo m em M, os M-subconjuntos

min(X,Y), XY, m+4+X e X*

também pertencem a F. Denotamos por M Rat A* o menor subconjunto
racionalmente fechado de M < A>, contendo os M-subconjuntos unitarios
a, para todo a € A.

Dado um subconjunto F' de M < A>, definimos o fecho racional de F
como sendo o menor subconjunto de M < A>> racionalmente fechado, que
contém F'. O subfecho racional de F' é o menor subconjunto de M<K A>, que
contém F' e os M-subconjuntos () e 1 e é fechado somente sob as operacoes
de minimo, concatenacio e estrela.

Um M-subconjunto X de A* tal que 1X = co é também chamado de
M-subconjunto de At.

1.6.3 M-A-automatos

Seja A um alfabeto finito. Um M-A-autémato A = (Q,1,T) é um automato
sobre A, com

um conjunto finito @ de estados,
dois M-subconjuntos I e T' de @
e um M-subconjunto E4 de Q x A x Q.
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Se gl # oo, diz-se que ¢ é um estado inicial de A e se ¢T # o0, diz-se
que g é um estado final de A.

Se (p,a,q) é uma aresta em A, diz-se que o seu rétulo é a e que a sua
multiplicidade é (p,a,q)E4. Se (p,a,q)Ex # oo, diz-se que (p,a,q) é uma
aresta util de A.

Se P é um passeio de comprimenio n em A, com origem pg e término Pns

P = (po’alapl)(pl’a%p'Z)--'(pn—laanapn) )

entao, o seu rotulo é
|P| = ara;...a,

e a sua multiplicidade é a soma das multiplicadades de suas arestas,

n

“P“ = Z(pi—laaiapi)EA .

i=1
O passeio P também é denotado abreviadamente por
P = (po,a1a;...an,p,) ou P T L WO

Concatenagoes, fatoragdes e fatores de passeios sio definidos da forma usual.
Um passeio é 1til se a sua multiplicidade nio é co. Um passeio 1til é bem
sucedido se a sua origem ¢ e o seu término ¢ satisfazem 1/ # oo e {T' # oo.
O comportamento de A é o M-subconjunto ||.A|| de A*, que associa uma
multiplicidade a cada palavra de A*, da seguinte forma. Seja w € A* e seja
C o conjunto dos passeios bem sucedidos P em A, com rétulo w. Entao,

wl| Al = min(il +|P|| +T) ,

onde ¢ e ¢ sido, respectivamente, a origem e o término do passeio P.

Um passeio bem sucedido P em A, com rétulo w, origem ¢ e término t,
€ chamado vitorioso se il + ||P|| + tT = w]|| A

Os tnicos passeios de comprimento zero sio os passeios triviais, (q,1,q),
que tém como rétulo a palavra vazia e multiplicidade igual a zero. Logo,

LAl = min(g/ +¢T) .
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O congjunto reconhecido por A, denotado por | A[, é o conjunto das pala-
vras que sao rétulos de passeios bem sucedidos em A, que é exatamente o
suporte do comportamento de A:

Al ={we A" |w||A| £ o0} .

Um M-subconjunto de A* é reconhecivel se ele é o comportamento de
algum M-A-autémato. A familia de todos os M-subconjuntos reconheciveis
de A* é denotada por M Rec A*.

Exemplo 1.2 Seja A = {a,b}. Seja X o M-subconjunto de A* definido por:
Vwe A%, wX = |w|+1. Representamos, a seguir, dois M-A-autématos A e
B tais que ||A]| = ||1B| = X.

a,b/1

Exemplo 1.3 Seja A = {a,b} e seja X o M-subconjunto de A* defini-
do por: Yw € A* wX = 2min{ [w]q, [w]s }. Um M-A-autémato A cujo
comportamento ¢ X pode ser representado por:
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b/o

0 a2

a/o 0,/2
b/o

afo

b/2

Um M-A-semiautémato C = (Q, E¢) sobre A consiste de um conjunto
finito @ de estados e um M-subconjunto E. de Q@ XAxQ. Un M-A-
automato A pode ser construido a partir de C, introduzindo-se dois M-
subconjuntos I e T' de (). Neste caso, A é também denotado por A =
¢, 1, 7).

Um M-A-autémato 4 = (@Q,1,T) é normalizado se A possui um tnico
estado inicial 7 e um tnico estado final ¢, com ¢ #t1eil =tT = 0. Além
disso, nao existem arestas com término em 7 e nem arestas com origem em {.

O algoritmo de normalizagio para K-A-autématos pode ser utilizado
para M-A-autématos com as correspondentes operagoes de M.

Vamos denotar por A* o M-subconjunto de A* tal que

> sew=1
0 caso contrario .

Vw e A%, wA*t = {

Proposicdo 1.12 Para todo M-A-autémato A existe um M-A-autémato
normalizado B tal que ||B|| = ||A|| + A*.

Demonstragio. Seja A = (Q,I,T). Considere o M-A-autébmato B =
(@5, 15, T5), com Qs = QU {7,1}, onde Q N {z,} = 0. Os M-subconjuntos
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Iz e T de Qg sdo definidos por:
tlg=0 e VgeQU{t}, qlz= oo ;
(T =0 e YgeQU{i}, ¢ITzg=o0 .
O M-subconjunto Ez de Qp x A x Qp é dado por:
V(p,a,9) €Q xAXQ, (p,a,9)Es = (p,a,9)Ey4 ;
V(ia,q) € i} x AxQ, (i,0,9)Bs = min(pl + (p, a,9)E4) ;
V(p,a,t) € @ x Ax {t}, (p,a,t)Ep= rqréiél((p,a,q)EA +4¢T) ;
Vae A, (i,a,t)Ep= prgie%(p] + (pya,q)Es+ qT) ;

V(p,a,i) € Qs x Ax {i}, V(t,a,q) € {t} x Ax (QU {t}),
(paaai)EB = (t,a’Q)EB =00 .
Dessa construgao resulta que B é normalizado e pode-se demontrar que
IB]l = || Al + A* .

I

E importante observarmos que num M-A-autémato normalizado A —
(@,1,T), todo passeio vitorioso P, com rétulo w, satisfaz [|1P]] = w| Al
(pois, QI,QT C {0,00}) e todo passeio bem sucedido P’ com rétulo w, é

tal que wl|A|| < [|P'|| (pois, [|P|| < ||P|]). Estas propriedades serao usadas
freqiientemente nas provas em todo este trabalho.
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Capitulo 2

Uma hierarquia de
M-subconjuntos reconheciveis
de A*

O objetivo deste capitulo é introduzir duas subfamilias da familia de M-
subconjuntos reconheciveis de A* (M Rec A*): os M-subconjuntos simples
(M SRec A*) e os M-subconjuntos que sio complexidades nao deterministi-
cas (M CRec A*). Encontraremos condic¢des necessarias de pertinéncia a cada,
uma das trés familias de M-subconjuntos reconheciveis e mostraremos que

M CRec A* ¢ M SRec A* ¢ M Rec A*.

2.1 M-subcenjuntos reconheciveis

Estudaremos algumas condigdes necessirias para que um M-subconjunto
de A* seja reconhecivel. A condicao apresentada na primeira proposicao é
valida para K-subconjuntos, desde que o semi-anel K seja positivo; mas,
vamos demonstra-la para o semi-anel M.

Proposigao 2.1 Seja X € MRec A*. Entao, suporte(X) = {w € A* |
wX # 0o} é um subconjunto reconhecivel de A*.

Demonstragio. Basta considerarmos um M-A-autémato, cujo comporta-
mento € X, como um autémato sobre A, isto é, sem as multiplicidades de
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suas arestas e de seus estados iniciais e finais. O conjunto reconhecido por
este automato é o suporte de X.
]

Consideremos, por exemplo, o M-subconjunto X de A*, com A = {a, b},
definido por:

wX — 0 sew = a™b", para algum n > 0
oo caso contrario .

Como
suporte(X)z{weA"‘Iwaéoo}:{a”b"InZO}

nao € um subconjunto reconhecivel, resulta que X nao ¢ um M-subconjunto
reconhecivel.

Proposigao 2.2 Se X € M Rec A*, entdo Ik > 0 tal que Yw € At ou
wX = o0 ou wX < klw|.

Demonstragio. Se X € M Rec A* existe um M-A-autémato A=(Q,1,T)
tal que || 4] = X.
Seja k' o madximo das multiplicidades das arestas tteis de A, isto é,

k' =max{(p,a,q)E | (p,a,q) € Q x AX Qe (p,a,q)E # o0 )

e seja k" o maximo das multiplicidades dos estados iniciais e finais de A, ou
seja,

K'=max({q/|g€Qeql #0}U{qT |q€QeqT # o)) .
Entéo, Vw € A%, se wX # oo resulta que
wX < | + 2K < o] |
onde k = k' + 2k".

Por exemplo, o M-subconjunto X de A*, definido por:
Vwe A", wX = |w|?,

nao € um M-subconjunto reconhecivel.
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Proposicao 2.3 Seja X € M Rec A*. Entio, Ym € M, mX~! ¢ um sub-
conjunto reconhecivel de A*.

Demonstragao. Temos que coX~1 = A* — suporte(X). Entao, pela Propo-
sicao 2.1, coX~! é um subconjunto reconhecivel de A*.

Seja m € M, m # oco. Como X é um M-suhconjunto reconhecivel
de A* existe, pela Proposicdo 1.12, um M-A-autémato normalizado A4 =
(Q,1,T) tal que ||A|| = X 4+ A+. A partir de A, vamos construir um M-
A-autémato B que reconhece somente as palavras que sdo reconhecidas por
A com multiplicidade no maximo m. Definimos B = (@, I',T") da seguinte
forma:

Q' =@ x([0,m] U {co}) ;

o M-subconjunto I’ de Q' é dado por:

Ny gl sei=0
Vg€ Q, (q,z)lf—{oo se i € [1,m] U {co}

e o M-subconjunto 7” de @’ é dado por:

¢I' sei€[0,m)]
00 se1=o00.

Ve @, (¢,9)T" = {

Para cada aresta 1til (p,a,q) de A,

o se(p,a,q)E4 = 0 entéo, para cadai € [0, m]U{co}, ((p,1),a,(q,7))Es =
0;

° se (p,a,q)E4 =k, com 0 < k < oo, entdo, para cada i € [0,m] U {oo},
((p,1),a,(q,7))Es = kycom j =i+ k, sei+ k < m e 0o, em caso
contrario.

Podemos verificar que no M-A-autémato B todo passeio 1til P, com
origem em @ x {0} e término em @ x {k} é tal que ||P|| = k, se k € [0,m] e
[|P|| > m, se k = co. Entéo, a cada passeio til P em B, P : (p,0) == (g, k),
com k € [0,m] e w € At existe um passeio dtil P’ : p - ¢ em A tal que
[|P’]| = [|P||. Portanto, Vw € A*, se w||B]|| # oo entéo w||B]| £ m. E, nesse
caso, w|| Al = w||B||.

Por outro lado, a cada passeio ttil P/ em A, P': p -2 ¢, com w € At e
|[|[P’]| = k € [0,m], existe um passeio titil P : (p,0) % (¢, k) em B tal que
[|P|| = k. Logo, Vw € A*, se wl||A|| < m, entio w||B|| = wl||A|.
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Assim, |B| = [0,m]||A|"!. Analogamente, temos que [0,m — 1]||A||~* é
um subconjunto reconhecivel de A*.
Logo, m||A||~* = [0, m]||A||* — [0, m — 1] A||~! é um subconjunto reco-
nhecivel de A*.
Assim, mX~! = m|| AU {1},se 1X = memX-! = m|| A1, em caso
contrario. Portanto, mX ~! é um subconjunto reconhecivel d= A*.
|

Consideremos, por exemplo, o M-subconjunto X de A*, com A = {a, b},
definido por:

wX — 0 sew=a"b", para algum n > 0
oo caso contrario .

Como 0X~' = {a™" | n > 0} nio é um subconjunto reconhecivel de A*,
resulta que X néo é um M-subconjunto reconhecivel.

Nenhuma das condicées necessarias apresentadas nas Proposicoes 2.1, 2.2
e 2.3 é suficiente para que um dado M-subconjunto seja reconhecivel, como
mostra o lema a seguir.

Lema 2.4 Seja A = {a,b} e seja X o M-subconjunto de A* definido por:
1X = 00 eVw € A%, wX = max{|w|,,|w|s}. Entio, X satisfaz cada
uma das condigoes nas Proposi¢ies 2.1, 2.2 ¢ 2.3; mas, X ndo é um M-
subconjunto reconhecivel de A*.

Demonstragao. Inicialmente, vamos verificar as trés condigoes para X.

* Suporte(X) = {w € A* | wX # 0o} = A* é um subconjunto reco-
nhecivel de A*.

* Vw € At, wX = max{ |wl,, |w|, } < |w|.

e 00X~ = {1} que é um subconjunto reconhecivel de A*.

Para m # oo,

mX !

Il

{we A |wX =m}

{we A" [ max{ [w]a, [w]} =m}

= {ved ||lwe=meld<|uw<m}
U{wEA*Hwa:meOS]wlaSm} ,
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que € um subconjunto reconhecivel de A*, pois é finito.

Agora, suponhamos que X seja um M-subconjunto reconhecivel de A*.
Entdo, pela Proposi¢ao 1.12, existe um M-A-autémato normalizado A tal
que ||A]| = X, pois 1X = co.

Consideremos a palavra w = a™b", onde n é o nimero de estados de A.
Entao, wX = n.

Seja P um passeio vitorioso em A, soletrando w. Entio, [|1P|] = w||A| =
wX = n e existem naturais 7, s e {,com s >0er4+s+4+1 = n, tais que o
passeio P pode ser fatorado em:

an br b bt
Pi‘]o—”h——”h—’(h-—’%-

Consideremos o fator P; = (gy,0°,¢5) de P. Se ||P1|]| = 0, existe um
passeio bem sucedido P’ em A,

P':qoa—")qli)qz—b’—)qzi)%i)q:; ,
soletrando a palavra w’ = a™b™** tal que
1P =1Pll=n .
Entéao, w'||A|| < ||P’|| = n. Isto é um absurdo, j4 que
wX =max{n,n+s}>n+1.

Assim, ||P,|| # 0. E, neste caso, existe um passeio bem sucedido P” em

an b" bl
P"3QO——>(11—’Q2——’Q3,

soletrando a palavra w” = "0+ tal que
1Pl < [P =n .
Entéo, w"||A|| < ||P"|| < n. Isto é um absurdo, j& que
w'X = max{n,r+t}=n .

Portanto, X ndo é um M-subconjunto reconhecivel de A*.
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Na demonstragdo do Lema 2.4, utilizamos uma técnica, que sera freqliente
em todo este trabalho. Ela consiste em iterar ou remover um fator de um
dado passeio, dependendo se a multiplicidade desse fator é zero ou nao.

Uma outra condigdo necessaria para que um dado M-subcoujunto de A*
seja reconhecivel é parecida com um ‘Pumping Lemma’ para subconjuntos
reconheciveis de A*; mais precisamente, com o Lema da Iteragdo de Ogden
para subconjuntos reconheciveis [1, cap. 1].

Seja ¢ € A* tal que 2 = zy2,...2,, com z; € A (1 <1< n). Unma
posi¢do em z € qualquer inteiro 7 € [1,n]. Dado um subconjunto I de (1,n],
dizemos que uma posi¢do 7 é marcada com relagdo a [ se, e somentese, ¢ € 1.

Lema 2.5 Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entdo, existe um
inteiro positivo m tal que para toda palavra z em A*, com zX < co e para
toda escolha de pelo menos m posicées marcadas em z, a palavra T admite
uma fatoragdo da forma z = uvw, de modo que

(i) v contenha pelo menos uma e no mdzimo m posicoes marcadas;

(ii) Jec >0 tal que VEk > 0, (wkw) X <z X + (k- 1)e.

Demonstragio. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Seja A um
M- A-autémato normalizado tal que ||A| = X + A* e seja m o nimero de
estados de A.

Sejaz € A* tal que 2 X < oo e z = Z1%2...T5,comz; € A (1 <1< n).

Consideremos o subconjunto I de [1,7] como sendo uma escolha de pelo
menos m posi¢oes em z. Como |I| > m, segue que n > .

Sejam 41,13, ...,1, 0s m menores elementos de Icom1 <11 <i3<...<
tm < n. Definimos a seguinte fatoracao de z,

T =YoY1Y2 - - - YmYm+1

com:
Yo = T1... i1
B = &y
Y = ZTjy_,41...%;, para2<Ii<m
Ym+1 = Tip41-..Tn .

Entao, cada y; (1 <1< m) contém exatamente uma posicio marcada.
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Consideremos um passeio vitorioso P em A, que soletra z tal que

. Yo v Y2 Ym-—1 Ym Ym+1
Pip =g — g — ... T =5 gy
Entéo, entre os m + 1 estados qo, g1, . . ., gm, dois sio iguais; ou seja, existem

hej,0<h<j<m tais que g, = ¢;. Definimos

U= YoYi...-Yn, ’U=yh+1...yj € w:yj+1...ym+1 .
Entdo, z = uvw e v contém exatamente j — h posi¢des marcadas, com 0 <
J—h<m.
O passeio P pode ser fatorado como:

u v w
Pip—aqg —>q¢g=qg->r.
Consideremos as palavras

&' = UW = Yoy - YhYi41 - - Yt

ki = yoy; . . . Ya(Yht1 - - Y5) Yje1 -+ Ymy1, para algum k > 1

e o fator P, = (qn,v,q;) de P. Observemos que 2’ # 1. De fato, se '’ =1
entao p = r; o que é um absurdo, pois P é um passeio vitorioso em A e A é
um M-A-autémato normalizado.

Duas situagoes podem ocorrer:

ez =wv

(1) Suponhamos que ||P;|| = 0. Entao,
A< NIPI =zl Al e 2"|lA| <[P =z]|4] .
Portanto, para ¢ = 0 vale que
Vk >0, (w*w)X < 2X 4 (k—1)c .
(2) Suponhamos que ||P|| > 0. Entéo,
A < NP = 1Al = [ Al = || A
e Al <P+ (k= DA =< Al + (k=12 -

Portanto, para ¢ = | P, || vale que

Vk >0, (w*w)X <z X 4 (k—1)c .
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A condigdo no Lema 2.5 também nao ¢é suficiente para que um dado M-
subconjunto de A* seja reconhecivel, como podemos ver no préximo lema.

Em vista desse lema, ndo havia necessidade do Lema 2.4. Mas, decidimos
inclui-lo, porque a técnica que utilizamos na sua demonstracio contém uma
idéia que serd explorada freqiientemente nas provas no decorrer deste traba-
lho. Essa técnica é diferente da que usamos na demonstracio do préximo
lema.

Lema 2.6 Seja A = {a,b,c} e seja X o M-subconjunto de A* definido por:

Vw € A" wX:{ |wle + |wls sew € ct{a™" |n>0}

min{ |wlq,|wly }  caso contrdrio .

Entao, X satisfaz cada uma das condigoes nas Proposicoes 2.1, 2.2 ¢ 2.3 e
no Lema 2.5; mas, X nao ¢ um M-subconjunto reconhecivel de A*.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que X satisfaz cada uma das
condigoes nas Proposigoes 2.1, 2.2 e 2.3:

e suporte(X) = {z € A* | zX # o0} = A* é um subconjunto reco-
nhecivel.

o Vwe At, wX < |w.
o coX'=0eVme M, m+# o,
mX ™' = cta™ W™ ?U{w | w € A*—cta™b™ e min{ |wl,, |wls} =m} .

Ou seja, Vm € M, mX~! é um subconjunto reconhecivel de A*.

Em seguida, vamos mostrar que X satisfaz a condicio no Lema 2.5.
Seja m = 1. Vamos mostrar que para toda palavra z em A*t e para toda
escolha de uma posicdo marcada em z, a palavra z admite uma fatoracao
T = uvw de modo que
(1) v contenha a posigao marcada;

(ii) 35 > 0 tal que Vb > 0, (wo*w)X <zX + (k—1)j.



Denotemos por p a posicio marcada em z. Vamos analisar, separada-

mente, as diferentes possibilidades para a palavra z.

(1) Seja z € c*{a"b" | n > 0}. Entéo, z = c*a™", com s > 0 e n > 0, e
zX = 2n.

(1a) Se 1 < p < s, consideremos
u=cl v=c e w=c"Pa"" .

Seja ' = cP~1cke*~Pa™b? | para algum k > 0.
Ses=1ek=0entio 2’X = (a"b")X =n < zX.
Ses=1ek>0entio 2’X = (cka™v")X = 2n = 2 X.
Ses>1,Vk>0, (P 'cferPamn)X =2n =2 X.
Logo, para j = 0 resulta que

VE>0, (w*w)X <zX4(k—1)5 .

(1b) Se s +1 < p < s+ n, consideremos
u=ca’*' v=a e w=a"PY .

Nesse caso, n > 0 e seja 2’ = c®a?~*"1aka"P+sb" para algum k > 0.
Sek=0,z'X =(ca" ") X =n—1<zX.

Sek=1,2’X =zX.

Sek>1,2'X = (cfa™ ¢ ") X =n < zX.

Logo, para j = 0 resulta que

VE>0, (wfw)X <zX+(k—-1)5 .

(Ic) Se s+n+1 < p< s+ 2n, consideremos
u=ca"P*T w=b e w=b"Pts

A demostragao ¢ andloga a situagao (1b).

(2) Sejaz € {a,b,c}* —ct{at" |n>0},2=21...21, 2, € A (1<1<).
Entao, X = min{ |2|,, |z, }. Consideremos

U.:£C1....'l:p_1, V=T € W= Tp41...-T¢ .
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Se para algum k > 0, ww*w € ¢t{a™b" | n > 0}, consideremos
U=2...2;, 'U=$i+1...(13p...$r € W=2Trg1...2¢ ,
para i < per > p tal que uvfw & ct{a™" | n >0}, Vk > 0. Logo,

VE>0, (wfw)X = min{|uw*w|,, juvfw|,}
= min{ [z]s + (k= 1)[vla, [2]s + (k = 1)Jv]s } .

Mas, pode-se verificar facilmente que
VE 20, min{|zlat+(k—1)vla, [z]o+(k—=1)[v]s } < min{|zla, 2|, }+(k—1); ,

onde
|v]a se |z|. < |z|s
J=9 Ivl se |z]y < |za
min{ [v]a, [v]s }  se |z|a = [z]s .

Portanto, 35 > 0 tal que
Vk>0, (uwfw)X <zX 4 (k—1)j.

Assim, de (1) e (2) resulta que X satisfaz a condigiao no Lema 2.5.

Agora, vamos mostrar que X nao é um M-subconjunto reconhecivel.

E interessante chamarmos a atengao para essa demonstracao, que utiliza
uma estratégia diferente daquela que utilizamos em outras demonstragoes.

Suponhamos que X seja um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entio,
pela Proposigao 1.12, existe um M-A-autémato normalizado A = (Q,1,T)
tal que ||A]| = X + A*. Seja n o nimero de estados de A. Denotemos por
p o estado inicial de A e por r o estado final de A.

Seja m um inteiro positivo e definimos, para cada natural /, o subconjunto
Q@i de @ da seguinte forma:

. . . . m l h
@i = { ¢ | existe um passeio vitorioso p-=—"s¢ LA r, para algum h # 1} .
Entdo, existem naturais 7 e j tais que i < j e @; = Q;. Observemos que Q,
€ nao vazio, para todo .
Como c™a'bi € |A|, existe um passeio vitorioso P em A, soletrando
c™a't’, com a seguinte fatoracao:

. c™Ma' bl
P:p—>q—r,
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para algum ¢ € Q. Mas, como j # i, concluimos que ¢ € Q;. Como Q; = Qj,
q € Q;. Entéo, existe um passeio vitorioso P’ em A, soletrando ¢™aib*, para
algum k # j, com a seguinte fatoracao:

/ c™al k
P ip—Dqg—r .

Mas, como
1P|l = (c™a't))||A|| = (¢™a'¥) X = min{i,j} =1
e 1Pl = ("Wl = ("a?t5)X = min{j, k} |

concluimos que os fatores P, = (p,c™a,q) de P' e P, = (¢,b,r) de P séo
tais que ||Pi|| < j e ||P]| <.
Logo, o passeio P\ P, = (p,c™a’, q)(q,b,r) satisfaz

1P Bl =[Pl + IRl < G +1< 27 .

Entao,

(c™db)||A|l < ||PLPy| < 25 .

O que é um absurdo, pois (¢c™a/b') X = 2j.
Portanto, X nao é um M-subconjunto reconhecivel de A*.

2.2 M-subconjuntos simples

Introduziremos os M-subconjuntos simples e estudaremos uma condicio ne-
cessdria para que um M-subconjunto seja simples. Desta condigio resultara
que a familia de M-subconjuntos simples estara contida propriamente na
familia de todos os M-subconjuntos reconheciveis.

Um M-subconjunto de A* é simples se ele é o comportamento de algum
M-A-autémato simples. Dizemos que um M-A-autémato A = (Q,I,T) é
simples se satisfaz:

(@x AXQ)E4C{0,1,00}, QIC{0,00}eQT C{0,00} .



Note, pela defini¢ao, que se X é um M-subconjunto simples, entdo 1X €
{0,00}. Denotamos por M SRec A* a familia de todos os M-subconjuntos
simples de A*.

Como ocorre com os M-A-autématos normalizados, é importante ob-
servar também que num M-A-autémato simples A, todo passeio vitorioso
P em A, com rétulo w, satisfaz [|P|| = wl||A| (j& que QI C {0,0} e
QT C {0,00}) e todo passeio bem sucedido P’ em A, com rétulo w, é tal
que w|| Al < [|P1]].

Podemos verificar que o algoritmo de normalizacio de M-A-autématos,
que vimos na Proposigdo 1.12, preserva a propriedade de um M-A-autémato
ser simples.

Proposigao 2.7 Paratodo M-A-autémato simples A, existe um M-A-auté-
mato normalizado e simples B tal que ||B|| = ||A| + A*.
u

A proposi¢do a seguir apresenta uma condi¢do necessiria para que um
M-subconjunto seja simples.

Proposigao 2.8 Seja X um M-subconjunto de A*. Se X ¢ simples entdo,
Vw € A%, ou wX = oo ou wX < |w|.

Demonstragio. Seja X um M-subconjunto simples de A*. Entio, existe um
M-A-autémato simples A = (Q, 1, T) tal que ||A] = X.
Logo, Yw € A*, se w||A|| # oo, existe um passeio vitorioso P em A,
soletrando w e || P|| = w]||A||.
Como A é simples, segue que ||P|| < |w|. Portanto, wX = w||A|| < |w|.
m

Uma conseqiiéncia da Proposicao 2.8 é que os M-subconjuntos sim-
ples constituem uma subfamilia prépria de todos os M-subconjuntos reco-
nheciveis.

Corolario 2.9 M SRec A* ¢ M Rec A*.

Demonstragio. Basta considerar, por exemplo, o M-subconjunto X de A*
definido por wX = 2|w|, Vw € A*. E claro que X é um M-subconjunto reco-
nhecivel; mas, nao é simples, pois nao satisfaz a condi¢io na Proposicio 2.8.

]
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O lema a seguir mostra que a reciproca da Proposicao 2.8 nio é valida.
Lema 2.10 Seja A = {a,b} e seja X o M-subconjunto de A* definido por:
Vwe A, wX = 2min{|wl|,, |w|s} .

X € um M-subconjunto reconhecivel que satisfaz a condicio wX < |w|,Vw €
A*; mas, X ndo ¢ simples.

Demonstragio. E claro que X é um M-subconjunto reconhecivel e um M-
A-autémato cujo comportamento é X pode ser visto no Exemplo 1.3.

Suponhamos que X seja um M-subconjunto simples. Nesse caso, existe
um M-A-autémato simples A = (Q,1,T) tal que || A| = X.

Seja n = |Q| e consideremos a palavra
w=a"0", comm=2n+1.

Entéo, existe um passeio vitorioso P em A, com rétulo w e ||P|| = w||A|| =
wX = 2n. Além disso, existem naturais r, set,coms>0er+s+t=n
tais que o passeio P pode ser decomposto em:

m

P:i5Sp2hp gl f
Seja w' = a™*t*b™. Entao,
w'X = 2min{ |w'|s, |W']y } = 2min{n 4+ s,m} .

Como n+s < 2nem = 2n+1, resulta que n+s < m. Assim, w'X = 2n+2s.
Vamos considerar o fator P, = (p,a®,p) de P. Entdo, inserindo um outro
fator P, em P, o passeio resultante é
P':ia—r>pa—s>p—$pi>q—m>f.
Mas, como A é um M- A-autémato simples, 0 < [|P,|| < s. Entéo, resulta
que

WAL <P =PI+ A< NIPll+s=2n+s <2n+2s =w'X ,

contradizendo que X = || A||.
Portanto, ndo é possivel que exista um M- A-autémato simples cujo com-
portamento seja igual a X. Assim, X nao é um M-subconjunto simples.
m
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2.3 M-subconjuntos que sao complexidades
nao deterministicas

A idéia da complexidade nao deterministica de um autdémato finito consiste
em associar a cada palavra o nimero minimo de decisdes necessirias para
soletrd-la num autémato finito nio determinfstico. Esta idéia surgiu inicial-
mente para maquinas de Turing e foi formalizada por C. M. R. Kintala e P.
Fischer, em 1977 [10]. Mais tarde, em 1980, C. M. R. Kintala e D. Wotsch-
ke [11] consideraram esta idéia para autdmatos finitos. Mais recentemente,
J.Goldstine, H. Leung e D. Wotschke [5] tém relacionado a ambigiliidade com
0 nao determinismo em autématos finitos.

Nesta segdo, apresentaremos uma condicio necessaria para que um M-
subconjunto seja uma complexidade nio deterministica €, como consequéncia,
resultard que a familia das complexidades nao determinfsticas estara contida
propriamente na familia de todos os M-subconjuntos simples.

Seja A = (@, I,T) um autémato finito (nio necessariamente determinfsti-
co) sobre o alfabeto A. Dizemos que uma aresta (p,a,q) de A é ndo deter-
ministica se existir uma outra aresta (p,a,q’) em A, com ¢’ # q e, deter-
ministica, em caso contrario.

E possivel associar a cada palavra em A* o nimero minimo de decisdes
necessarias para soletra-la no autémato A, quando A4 é nio deterministico,
simplesmente associando a multiplicidade 1 as arestas nao deterministicas e
0, as arestas deterministicas e aos estados iniciais e finais.

Mais precisamente, o autémato A pode ser transformado num M-A-
automato B = (Q, I, T;s), definindo o M-subconjunto Ej de Q@ xAxQda

seguinte forma:

0  se(p,a,q) é uma aresta deterministica de A
(pya,q)Eg =< 1 se(p,a,q) é uma aresta nio deterministica de A
oo se (p,a,q) nao é uma aresta de A

e os M-subconjuntos Iz e Tz de Q por:
Vq € Q, gI(¢T) = { 0 se ¢ € um estado inicial (final) de A

oo caso contrario .

Entdo, Vw € A*, w||B|| é exatamente o niimero minimo de arestas nio de-
terministicas necessarias para soletrar w de I para 7" em A.
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Agora, seja C um M-A-autémato simples tal que para cada aresta ttil

(p,a,q) de C,

(p,a,q)Ec = 0 se nao existem outras arestas (p,a,q') em C, com q # ¢’
T 1 caso contrario .

Entao, dizemos que o M-A-autémato C é do tipo nc. O M-A-autémato B,
construido acima também ¢ do tipo nc.

Um M-subconjunto de A* é uma complezidade nio deterministica se ele é
o comportamento de algum M-A-autémato do tipo nc. Mas, podemos notar
que uma complexidade nao deterministica pode ser o comportamento de um
M-A-autémato que nao é do tipo nc. Em particular, em algumas provas de
que um dado M-subconjunto é uma complexidade nio deterministica, vamos
construir um M-A-autémato A que nem sempre é do tipo nc. Na verdade,
se A é simples e se para cada aresta 1til (p,a, q) de A, com multiplicidade
zero, nao existirem outras arestas tteis (p,a,r) em A, com r # ¢, podemos
concluir que ||.4|| é uma complexidade nao deterministica, j4 que A pode ser
facilmente estendido para um M- A-autémato B do tipo nc, com ||B|| = IIA]l.

A familia de todas as complexidades nio deterministicas de A* é denotada
por M CRecA*. Como toda complexidade nio deterministica é um M-
subconjunto simples, resulta que M CRec A* C M SRec A*.

A questao que surge nesse momento é a seguinte:

Todo M-subconjunto simples é uma complexidade nio deter-
ministica?

Antes de responder a essa questio, vamos estudar a nossa condicdao ne-
cessdria para que um M-subconjunto seja uma complexidade nao deter-
ministica.

Dizemos que um M-subconjunto X de A* é de multiplicidade diferencid-
vel se existem palavras z,y,u e v em A* tais que para cada k > 1, exista
uma palavra z; em A* de modo que

Vi >0 e VYm> k, Wre X = Wrip X < Wikm X < 00 s
onde Wiy = z(uzfv)uzPy.
Ou seja, para cada k > 1, a palavra w = z(uzfv)*uzky tem um fator
zx que ocorre em dois contextos distintos. Num dos contextos, o fator uzfv
pode ser eliminado de w ou pode ser iterado infinitamente, sem alterar a
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multiplicidade da palavra resultante wyor = zuzfy ou wyp = z(uzkv)uzly,
VI > 0, respectivamente. Mas, no outro contexto, se o fator z; for iterado
m vezes, qualquer que seja m > k, a multiplicidade da palavra resultante
Wikm = &(uzgv)*uzl'y serd sempre maior do que a multiplicidade de w.

Observemos que um M-subconjunto X ser uma complexidade nio de-
terministica é uma propriedade que depende da existéncia de um particular
M-A-autémato com comportamento X; enquanto que X ser de multiplicida-
de diferenciavel independe de qualquer M-A-autémato com comportamento
X.

Néo sabemos decidir se um dado M-subconjunto reconhecivel de A* é de
multiplicidade diferencidvel. Mesmo fixando-se as palavras z,y,u e v em A*,

o inteiro k > 1 e a palavra z; em A*, nio conseguimos decidir se
Vi >0 e Vm> ]\7, Wip X = Wrpp X < WikmX < 00 .

A seguir, apresentamos a nossa condigio necessiria para que um M-
subconjunto seja uma complexidade nao deterministica.

Lema 2.11 Se um M-subconjunto X ¢é uma complezidade ndo deterministi-
ca, entdo X ndo € de multiplicidade diferencidvel.

Na demonstragao deste lema utilizamos propriedades de alguns passeios
num M-A-autémato do tipo nc. A proposicio e o lema a seguir estabelecem
essas propriedades.

Proposigao 2.12 Seja A um M-A-autémato do tipo nc e sejam P e P’
passeios tteis e distintos em A, mas com os mesmos rétulos. Se P e P! tém
a mesma origem, entdo as suas multiplicidades sio diferentes de zero.

Demonstragio. Seja A um M-A-autémato do tipo nc e seja w € A*, w =
WiW;y ... Woy comwy; € A (1 <1< n).

Considere dois passeios tteis e distintos P e P’ em A, ambos com rétulo
w e com as seguintes fatoracoes:

P w w: w, w
!, wq w2 w3 Wn
e Pligo—=—q1—> ¢ = 0 =

Suponhamos que pg = ¢o. Entao, n > 1, j4 que P e P’ sao distintos. Seja
e =min{j | 1 <j < nep;# q}; entdo, os fatores P, = (pi_1,w;,p;) de
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P e P, = (¢i_1,wj, ¢;) de P’ sdo tais que p;_; = ¢i_q e p; # ¢;i. Ou seja, P;
e P, sdo duas arestas tteis de A, com a mesma origem, mesmo rétulo, mas
términos distintos. Como ‘A é do tipo nc, conclufmos que ||P,|| = ||P2]| = 1.
Portanto, ||P|| > 0 e ||P’|| > 0.

Lema 2.13 Seja A um M-A-autémato do tipo nc. Seja P wm passeio itil
em A com rdtulo w", para algum w € A* en > 0,

P:QOl’(hl’(hi""'i*qn-

Se existem j,k € [0,n], j < k tais que ¢; = qx € o fator (¢;,w*™7,q;) de P tem
multiplicidade zero, entdo ¢, € {q; |0 <7 <n—1} e o fator (q,w™ ", ¢,)
de P, coml=min{i|0<i<n—1c¢egqg=gq,}, tem multiplicidade zero.

Demonstragdo. Seja A um M-A-autémato do tipo nc e seja w € A*+.
Considere um passeio 1til P em A, soletrando w™, para algum n > 0,

P:g g -5 g - - =3 G -

Suponhamos que existam j,k € [0,n], j < k tais que ¢; = ¢4 e o fator
(¢j,w*=7, gx) de P tenha multiplicidade zero. Entdo, podemos determinar o
maximo m do seguinte conjunto:

m=max{t|1<i<nedh,0<h<ital queq,=gqe

o fator (gn,w'™", ¢;) de P tem multiplicidade zero } .

E, seja t € [0,m — 1] tal que ¢ = ¢, € o fator P, = (¢, w™ ¢, ¢,n) de P tenha
multiplicidade zero.
Se m # n, pela escolha de m, resulta que o passeio P tem dois fatores

Py, = (‘Ihw,‘hﬂ) e P3= (Qmawaqm-H) )

COM ¢t = Gm € Gi41 7 Gmt1. Como A é do tipo nc, segue pela Proposicio 2.12
que P, e P; tém multiplicidades positivas. Mas, P, também é fator de Py;
entdo, ||P|| < ||P1]|. Logo, resulta que 0 < ||P|| < ||Pi|| = 0; 0 que é um
absurdo. Portanto, m = n.

Seja [ o minimo do seguinte conjunto:

l=min{i|0<i<n—-leqg=gq,} .
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Entao, [ < t.

Se [ = t, ja sabemos que o fator P, = (¢, w"!,¢,) de P tem multiplici-
dade zero.

Se | < t, consideremos os passeios

W= (QI,wt_l,Qt) e Ps= (Pl)s(‘It,wT,Qtw)

tais que P4 é um fator de P e Ps é obtido pela concatenacao de s fatores iguais
a P, seguido do fator (¢;,w", ¢i+,) de P;, onde s e r sao naturais satisfazendo
t—l=s(n—t)+re0<r<n—t Como ||P]|| =0, segue que ||Ps|| = 0.
Entao, como A é do tipo nc, ¢; = ¢, = q, |Ps| = |Ps| = w*~' e ||Ps|| = 0,
pela Proposicao 2.12 resulta que Py coincide com Ps. Logo, || Ps|| = 0.
Assim, o fator PyP, = (g, w" ™, ¢,) de P tem multiplicidade zero.
L]

Demonstracao do Lema 2.11. Seja X um M-subconjunto de A* que é
uma complexidade nao deterministica. Seja A um M-A-autémato do tipo
nc tal que [|A]| = X.

Suponhamos que X seja de multiplicidade diferencidvel. Entao, existem
palavras z,y,u e v em A* tais que Vk > 1,32, € At de modo que VI >0 e
Vm > k, wgn X = wikk X < Wi X < 00, onde wiim = z(uzfv) uzly.

Seja k o numero de estados de A e consideremos a palavra

W = Wipk = m(uz,’:v)kuz,’jy
e um passeio vitorioso P em A, soletrando w.
Para simplificar a notacao, usaremos z, ao invés de zj, no decorrer desta
demonstracao.
O passeio P pode ser fatorado da seguinte forma.

& k uzk uzk

P z uzfv uzfu v . v
cPo — Qo——qhr——q2 "+ Gk *qk41 — Gk42 -

Entao, existem inteiros j e h, 0 < j < h < k tais que ¢; = gj.
Considere o fator P, = (g;, (uz*v)"=7,q,) de P. Se ||P|| # 0, a palavra
W = Wk jpkoh e = a:(uzkv)j+k_huzky
pode ser soletrada em A pelo seguinte passeio bem sucedido

(uzkv)? (uzkv)k=h uzk

P':ipp = go————q; = qn " Skl — Qhiz -
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Entao, resulta que
WAl < ([P < [|1P]] = w|| Al = wX .

Como X é de multiplicidade diferenciavel, wX = wipX = Wk jphk-hirX =
w'X. Logo, w'||A|| < w'X, contradizendo que X = ||A|. Portanto, ||A|| =
0.

Assim, pelo Lema 2.13, existe um inteiro ¢ € [0,k — 1] tal que ¢; = gr e 0
fator P, = (g;, (uz*v)*~%, q;) de P tem multiplicidade zero.

Considere, agora, o fator Ps = (¢;, uz*v,¢;41) de P,, com a seguinte fato-
racao:

u 4 z ¥4 z v
Py:qg— rg—> 1 — 19 — 0 =T — (ip1 -
Como ||Ps|]| = 0 e k é o numero de estados de A, P; tem um fator (r;,, 227",
Ti,)y, 0 < 4y < iy < k, com r; = r;, e multiplicidade zero. Entao, pelo

Lema 2.13, existe um inteiro s € [0,k — 1] tal que 75 = 7.

Como A é do tipo nc, ||Ps|| = 0 e ¢; = ¢x, segue pela Proposigao 2.12 que
o fator (gx,uz*,qry1) de P coincide com o seguinte fator de Ps:

s Zk—s
§i — To——Ts——T

logo, ' = 75 = qkq1.

Entao, a palavra

W' = Wi g kphes = z(uzfv)futrsy

pode ser soletrada em A pelo seguinte passeio bem sucedido

k k k k—s

p" - Po =, qo_ﬂ,ql L. uztv ' uz sqh = TSL—’TJ; = Qkt1 o Gt
Logo,
w’|| Al < [|P"|| = ||P]] = w||A|| = wX .

Mas, como X ¢é de multiplicidade diferenciavel, wX = wipr X < Wi k2k-sX =
w”X. Logo, w"||A|| < w"X, contradizendo que X = ||A||. Assim, X nao é
de multiplicidade diferenciavel.

o

A condicdo apresentada no Lema 2.11 é ttil para dar exemplos de M-
subconjuntos simples que ndo sio complexidades ndo deterministicas, como
podemos ver no teorema a seguir.
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Teorema 2.14 Seja A = {a,b}. O M-subconjunto X de A* definido por
wX =n se w = ua®™, com u € (aa*b)*, e co, em caso contrdrio, é simples;
mas, X nao é uma complezidade nao deterministica.

Demonstragao. E facil ver que X é um M-subconjunto simples. Um M-A-
automato simples A, cujo comportamento é X, é mostrado a seguir:

a1 afo

Pode-se verificar facilmente que X satisfaz as seguintes condigoes:

Vk>1, ((a*b)ka*)X = k.

Vk>1, Vm>k, ((a*b)*a™)X =m > k.

Vk>1, VI>0, ((a*b)'a*)X =k.

Logo, concluimos que Vk>1, VI>0 e Vm >k,
((a¥b)'a*) X = ((a*b)*a®) X < ((a*b)*a™)X < o0 .

Portanto, considerando as palavras u = 1, v =b,z =y =1e z; = a,
Vk > 1, resulta que X é de multiplicidade diferenciavel.
Assim, pelo Lema 2.11, X nao é uma complexidade nao deterministica.
Ou seja, X € M SRec A*, mas X ¢ M CRec A*.
|

Observamos que, exceto para um exemplo no Capitulo 4, para todos os
outros M-subconjuntos que sao de multiplicidade diferenciavel, sera possivel
considerar a mesma palavra z para todo k£ > 1, como ocorreu na demons-
tracao do Teorema 2.14.

Uma conseqiiéncia do Teorema 2.14 € que para um alfabeto A, com pe-
lo menos duas letras, os M-subconjuntos de A* que sao complexidades nao
b
deterministicas constituem uma subfamilia propria dos M-subconjuntos sim-
P
ples de A*. Nao sabemos se o mesmo ocorre para um alfabeto A com apenas
uma letra ou se, neste caso, as duas subfamilias coincidem.

38



Corolario 2.15 M CRec A* ¢ M SRec A*, para um alfabeto A, com pelo
menos duas letras.
|
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Capitulo 3

Propriedades de fechamento de
M Rec A*, M SRec A* e M CRec A*
sob as operacoes basicas

Neste capitulo, estudaremos as propriedades de fechamento das trés familias,
MRec A*;, M SRec A* e M CRec A*, sob as operagoes basicas. Como M é
um semi-anel comutativo, a maioria das propriedades que veremos aqui para
M Rec A* seguem das propriedades correspondentes que foram estabelecidas
por Eilenberg [4] para K Rec A*, qualquer que seja o semi-anel comutativo
K. Nao haveria necessidade de incluir as demonstracoes de que algumas
dessas propriedades sao validas para M Rec A*; mas, decidimos inclui-las
neste capitulo para nos familiarizarmos mais com as operacoes sobre os M-
subconjuntos reconheciveis e com os M-A-automatos e, também, porque
algumas delas serao referenciadas nas provas dessas propriedades para as

familias M SRec A* e M CRec A*.

Proposicao 3.1 M Rec A*, M SRec A* ¢ M CRec A* sdo fechadas sob o

minimo.

Demonstragio. Sejam X, Y € M Rec A*. Entio, existem M-A-autématos
A= (Qa,14,Ta) e B=(Qs,15,Ts) tais que ||A]| = X e ||B]| =Y.
Definimos um M-A-autémato C = (Qc¢, Ic, Tc) da seguinte forma:

Qe = QaUQsp;
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Ie: Q¢ — M é dado por:

gl = qgla seq€Qu
qlz seq€@s;

Te: Q¢ — M é dado por:

o = qTx seq€eQu
¢Is seq€Qsp

e BEc: Qc x Ax Q¢ — M é definido por:

(p,a,q)Ec = (p,a,q)E4 se (p,a,q) é uma aresta em A
e (p,a,q)Ez  se (p,a,q) é uma aresta em B .

Ou seja, uma aresta é 1itil em C se, e somente se, ela é 1itil ou em A ou em
B. Logo, todo passeio util em C é ou um passeio util em 4 ou um passeio
util em B. Assim,

IC] =|A|U|B] e VYwe A*, w||C|| = min(w||Al|,w||B|]) = min(wX,wY) .

Ou seja, ||C]| = min(X,Y’). Portanto, M Rec A* é fechada sob o minimo.

Por outro lado, observemos que a restricao de C aos estados em Q 4(Q@5)

é A(B). Entao, podemos verificar que, se os M-A-autématos A e B sao

simples (do tipo nc), C também é simples (do tipo nc). Assim, M SRec A* e
M CRec A* sao fechadas sob o minimo.

=

Proposicao 3.2 M Rec A* € fechada sob a adigao.

Demonstragao. Sejam X, Y € M Rec A*. Entéao, existem M-A-automatos
A= (Qua,14,Ta) e B =(Qs,Is,Ts) tais que ||[Al| = X e ||B|| =Y.
Definimos um M-A-autémato C = (Qc¢, I¢,Tc) da seguinte forma:
Qc = Qa X Qp;
Ic: Qc — M tal que (¢',¢")Ic = ¢'14+ ¢"Ip;
Te: Qe — M tal que (¢/,¢")Te = ¢'Ta+ ¢"Ts
e Ec: Qc x AX Q¢ — M é definido por:

("), a,(¢',¢")Ec = (p',a,¢)EA+ (p",0,¢")Ep .
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Entao, ((p',p"),a,(q,¢")) é uma aresta 1til de C se, e somente se, (p',a,q’) é
uma aresta util de A e (p”, a, ¢") é uma aresta util de B.

Logo, cada passeio util P : (p/,p") — (¢',¢") em C pode ser visto como
um par (P’, P") de passeios tteis,

P:p %gdemA e P':p—¢"emB
! q p

tais que ||P[| = ||P[| + || P"]].
Além disso, P é um passeio bem sucedido em C se, e somente se, P’ e P"
sao bem sucedidos em A e em B, respectivamente. Assim,

ICl=1AINIB] e Vwe A", w|[C|| = w| Al + w|B]| .

Ou seja, ||C|| = X + Y. Portanto, M Rec A* é fechada sob a adigao.
|

Proposicdao 3.3 M SRec A* e M CRec A* ndo sdo fechadas sob a adigao.
Demonstragio. Consideremos o M-subconjunto X de A* definido por:
Ywe A%, wX =|w| .

E claro que X é simples e também é uma complexidade nao deterministica.
O M-subconjunto X + X é tal que

Vwe A*, w(X + X) = wX +wX = 2w| .

Entao, pela Proposicao 2.8, X + X nao é um M-subconjunto simples. Logo,
M SRec A* e M CRec A* nao sao fechadas sob a adigao.
|

Proposigao 3.4 Sejam X, Y € MSRecA* (M CRecA*). Se A*X C
{0,00} entio X +Y € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstragdo. Sejam X, Y € M SRec A* tal que A*X C {0,00}. O resul-
tado segue da Proposicao 3.2, j4 que podemos considerar os M-A-autématos
A e B simples e como todas as arestas uteis de A tém multiplicidade zero, o
M-A-autémato C resulta simples.



Se X, Y € MCRecA* e A*X C {0,00}, na demonstragao da Pro-
posicao 3.2, podemos considerar os M-A-automatos A e B do tipo nc.
Entdo, pelo que vimos para X, Y € M SRec A*, resulta que C é um M-
A-autémato simples. Além disso, seja ((p',p"),a,(q’,¢"))Ec = 0; entao,
(p'ya,q¢YE4 = 0 e (p”,a,¢")Eg = 0. Suponhamos que exista em C uma
aresta util ((p',p"),qa, (r',7")), com 1’ # ¢ ou r* # ¢". Se r' # ¢’ entdo
(p'ya,r") é uma aresta 1til de A, contradizendo que A é do tipo nc. Se
' # ¢" entao (p”,a,r") é uma aresta 1util de B, contradizendo que B ¢é do
tipo nc. Logo, em C, para cada aresta 1til com multiplicidade zero, nao e-
xistem outras arestas dteis com a mesma origem e mesmo rétulo. Portanto,
[|C|| é uma complexidade nao deterministica.

&

Proposigao 3.5 M Rec A* e M SRec A* sdo fechadas sob o reverso.

Demonstracio. Seja X € M Rec A*. Lembremos que X, denota o reverso
de X e é definido por:

YVwe A*, wX, = (wp)X .

Seja A = (Q,I,T) um M-A-autémato tal que || A]| = X. Definimos um
M-A-autémato B = (Q, T, I), com uma aresta util (¢, a,p) para cada aresta
util (p, a,q) de A e com

Ez: QxAXxQ > M

dado por:
(¢,a,p)Es = (p,a,9)Ea .

Entao, a um passeio util P em A, com |P| = a; ... aj, corresponde um passeio
atil P’ em B, com |P'| = ay....a; e ||P’'|| = ||P||. Logo,

Bl =]Alp e Vwe A", w||B|| = (wp)|[ Al = (wp)X .
Ou seja, ||B|| = X,. Portanto, M Rec A* é fechada sob o reverso.

Além disso, é facil ver, pela construcao de B, que se A é simples, B
também ¢é simples. Logo, M SRec A* também é fechada sob o reverso.
o
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Proposicao 3.6 M CRec A* ndo é fechada sob o reverso.

Demonstragao. Seja A = {a,b}. Consideremos o seguinte M-A-autémato

A.

) . b/o

a/1 alo

Entao, |A| = a*(ba*a)* e || A|| é uma complexidade ndo deterministica, ja que
ele também é o comportamento do seguinte M-A-autéomato B.

b/o afo 0

. 0
B: —— .

0 b/o

a/1 afo

Ou seja, || A]| = ||B]] € M CRec A*.

O M-A-autémato C, representado a seguir,

aji afo

é tal que |C| = (aa*b)*a” e Yw € A*, w||C|| = (wp)||A|l. Ou seja, ||C|| =

IlA|l,- Mas, na demonstragao do Teorema 2.14, vimos que o comporta-
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mento de C nio é uma complexidade nao deterministica. Ou seja, ||C|| &

M CRec A*.
m

Proposigao 3.7 M Rec A* € fechada sob a adi¢do escalar.

Demonstragdo. Seja X € M Rec A* e seja A = (Q,I,T) um M-A-automato
tal que ||A] = X.
Para cada m € M, os M-A-autématos B = (Q,m+1,T),com Eg = E4
eC=(Q,I,m+T),com Ec = E4 sdo tais que ||B|| = ||C|| = m + X.
Logo, M Rec A* é fechada sob a adicdo escalar.
n

Proposicio 3.8 M SRec A* ¢ M CRec A* ndo sio fechadas sob a adi¢ao
escalar.

Demonstracao. Seja X o M-subconjunto de A* definido por:
Yw e A%, wX =|w| .

E claro que X é um M-subconjunto simples e também é uma complexidade
nao deterministica.

Seja m € M tal que 0 < m < co. Entao, o M-subconjunto m + X que é
dado por:

Vwe A*, wim+X)=m+wX =m+ |w| > |w| ,

nao € simples pela Proposicao 2.8.
Logo, M SRec A* e M CRec A* nao sao fechadas sob a adicdo escalar.
|

Vejamos, entdo, para quais valores de m o M-subconjunto m + X re-
sulta sempre simples (complexidade ndo deterministica), quando X é um
M-subconjunto simples (complexidade nao deterministica).

Proposigio 3.9 Seja X € M SRec A* (M CRec A*). Sejam m € M—{oo}
e d =min{|w| —wX | w € A* e wX # co}. O M-subconjunto m + X €
M SRec A* (M CRec A*) se, e somente se, 0 < m < d.
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Demonstragao. Sejam X € M SRec A* e A = (Q,I,T) um M-A-autémato
simples tal que ||A| = X.

Considere 0 < m < d. Queremos mostrar que m + X € M SRec A*.
Para isso, vamos construir um M-A-autémato B = (@, I, T5) da seguinte
forma:

QB =@ X [0) m];
Ig: QB — M, definido por:

(0,0)Is=qI (Vg€ Q) e (g,0)Iz=00 (Vg€ Q eVie[l,m])
eTs: Qs — M, definido por:
(,m)Ts=qT (Vg€ Q) e (¢,i)Ts=c0 (Vg€ QeVie[0,m—1]).
Para cada aresta util (p, a, q) de A,

e se (p,a,q)E4 = 1, entdo para cada ¢ € [0,m], ((p,?),qa,(q,7)) é uma
aresta em B com multiplicidade igual a 1;

e se (p,a,9)E4 = 0, entdo ((p,m),a,(q,m)) é uma aresta em B com
multiplicidade igual a 0 e, para cada ¢ € [0,m — 1], ((p,?),a,(g,2 + 1))
é uma aresta em B com multiplicidade igual a 1. Dizemos que estas
arestas sao do tipo ponte-i.

Logo, cada passeio bem sucedido em B deve utilizar, para cada z, 0 <1 <
m — 1, exatamente uma aresta do tipo ponte-z.

Por outro lado, pela definigdo de d, cada passeio vitorioso P em A tem
pelo menos d de suas arestas com multiplicidade zero. E, como m < d, é
possivel associar a P um passeio vitorioso P’ em B que use m arestas do tipo
ponte-z, uma para cada z, 0 <7 < m — 1 e tal que |P| = |P'|. Portanto,

Ywe A", w|B]|=w||A]|+m=wX+m=wim+X) .

Além disso, pela construgao de B, é claro que B é simples. Assim, resulta

que m + X € M SRec A*.
Se X € M CRec A*, podemos considerar o M-A-autémato A do tipo

nc. Pela construgdo de B, vimos que B é simples e podemos observar que a
restrigao de B aos estados em () X {m} é uma cépia de A e que cada aresta
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util de B, com origem e término em @ x {¢}, ¢ € [0, m — 1] ou, com origem em
@ %X {7} e término em @ x {141}, ¢ € [0, m — 1], tem multiplicidade 1. Logo,
||B|| € uma complexidade nio deterministica. Portanto, m+X € M CRec A*.

Reciprocamente, suponhamos que m + X € M SRec A* (M CRec A*).
Entdo, Vw € A", ou w(m 4+ X) = oo ou 0 L w(m + X) = m + wX < |w].
Ou seja, Yw € A*, 0 < m < |w| — wX. Logo, 0 < m < d.

m

Proposigao 3.10 X € M Rec A* se, e somente se, X + At € M Rec A*.

Demonstragao. Lembremos que 1At = co e Vw € A, wA*T = 0. Entao,
(X + AT) = co e Vw € AF, w(X + At) = wX. Se X € MRecA~
entdo X + AT € M Rec A, pela Proposicao 1.12. Podemos também ver que
X + At € MRecA”, utilizando a Proposicao 3.2 e o fato que At é um
M-subconjunto reconhecivel.

Reciprocamente, suponhamos que X + At € M RecA*. Como X =
min(X + A+t 1X + 1) e 1 (definido por wl = 0, se w = 1 e co, em caso
contrario) é um M-subconjunto reconhecivel, segue pelas Proposigoes 3.1 e
3.7 que X € M Rec A*.

|

Proposigao 3.11 X € M SRec A* (M CRec A*) se, e somente se, X +
At € MSRecA* (M CRecA*) e1X € {0,00}.

Demonstragio. Seja X € M SRec A*. Entao, 1X € {0,00 }.

E claro que At é uma complexidade nao deterministica e como Yw € A*,
wA™* € {0,00}, pela Proposicao 3.4 resulta que X + At € M SRec A*.

A demonstracao é analoga quando X € M CRec A*.

Reciprocamente, suponhamos que X + At € M SRecA* e que 1X €
{0,00}.

Se 1X = oo, entao X = X + A*. Logo, X € M SRec A*.

Se 1X = 0, entdo X = min(X + A*,1). Como 1 é uma complexidade
nao deterministica, resulta, pela Proposi¢ao 3.1, que X € M SRec A*.

A demonstragao é analoga se X + AT € M CRec A*.
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Proposicao 3.12 M Rec A* e M SRec A* sio fechadas sob a concatenagdo.

Demonstragao. Sejam X, Y € M Rec A*. Entdo, X = min(X',;m + 1) e
Y=min(Y',n+1),com X' =X +A* Y =Y +At, m=1Xen =1Y.
Logo,

XY =min((m+n)+1,m+Y' n+ X', XY') . (3.1)

Assim, pelas Proposicoes 3.1, 3.7 e 3.10 é suficiente mostrarmos que X'Y" é
um M-subconjunto reconhecivel. E o que faremos a seguir.

Sejam A = (Q1,1,T1) e B = (Q2, I, T;) M-A-autématos normalizados
tais que ||A|| = X' e ||B]| = Y’. Sejam 7; e i, ({1 e t3) os estados iniciais
(finais) de A e de B, respectivamente.

Definimos o M-A-autémato C = (@, I, T, identificando os estados ¢; e 3
num unico estado que chamamos de p. Ou seja, Q@ = (Q1UQ2)—{ t1,72 }U{p}
e o unico estado inicial (final) de C é i; (¢2). As arestas tuteis de C sao as
arestas tuteis de A e de B (considerando t; = i, = p), com as mesmas
multiplicidades.

Portanto,

Cl=1AlB] e Vwe A", w|C|| = min(z|l Al +yl|Bl]) -

Ou seja, ||IC|| = ||A|lIIB]| = X'Y". Logo, M Rec A* é fechada sob a concate-

nacao.

Se X, Y € MSRecA*, como 1X,1Y € {0,00}, resulta que em (3.1),
(m+n)+1=1loud,m+Y =Y oulen+ X =X oul. Mas,1el
sao M-subconjuntos simples e, pela Proposicao 3.11, X', Y’ € M SRec A~.
Entao, pela Proposiciao 2.7, os M-A-autoématos normalizados A e B sao
simples, fazendo com que C, por construgiao, também seja simples. Logo
X'Y" € M SRec A* e, pela Proposicao 3.1, XY € M SRec A*.

|

Proposicao 3.13 M CRec A* ndo € fechada sob a concatenagao.

Demonstragio. Seja A = {a,b}. Consideremos os M-subconjuntos X e Y
de A* definidos por:

0 sew € (aa*b)*
oo caso contrario

Yw e A%, wX:{
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w se w € a*
e wY = |w] , .
o0 caso contrario .

E facil ver que X e Y sdo complexidades nao deterministicas.
O M-subconjunto XY ¢é dado por:

Vw € A*, w(XY) = n se w = ua™, com u € (aa*b)*
’ " | oo caso contrario .

Mas, pelo Teorema 2.14, XY ¢ M CRec A*.
[

Proposigao 3.14 M Rec A* ¢ M SRec A* sdo fechadas sob as operagées +
e * de Kleene.

Demonstragao. Seja X € M Rec A*. Lembremos que

X*=minX" e X' =minX".
n>0 n>1
Seja A= (Q,1,T) um M-A-autdémato normalizado tal que ||A| = X + A+.
Entéo, identificando-se os estados inicial ¢ e final ¢ num tnico estado 7’ (que

sera inicial e final) e mantendo-se as mesmas arestas com as suas respectivas
multiplicidades, obtém-se um M-A-autémato B = (Q,I', I) tal que

Bl=1A" e |IB]| = [lAlI"= (X + A*)" .

Mas, (X + A*)* = X*. De fato, 1X* =0 = 1(X + At)* e Yw € A, se
wX* = wX', para algum 7 > 1 tal que wX’ < wX’, para todo 7 < 1, entao
wX' = w(X + At)", Assim, X* € M Rec A*.

Por outro lado, X+ = X* 4 A+ e, pela Proposicao 3.10, X+ € M Rec A*.

Se X € M SRec A*, entdo pela Proposicio 2.7 o M-A-autémato norma-
lizado A ¢ simples e segue, por construgio, que B também é simples. Logo,
X* € MSRec A*. E, pela Proposigio 3.11, segue que Xt € M SRec A*.

u

Proposicao 3.15 M CRec A* ndo € fechada sob a operacio * de Kleene.
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Demonstragao. Consideremos o seguinte M-A-autémato, com A = {a,b}.

ajo
@

0 b/o

a/o

a/1

Entdo, |A| = (aa*b)*Ua* e o comportamento ||A|| de A é uma complexidade
nao deterministica.

O M-subconjunto || A||* pode ser descrito pelo comportamento do M-A-
automato B a seguir.

5 . afo

0 b/o

a/1 afo

Mas, vimos na demonstragdo do Teorema 2.14 que o comportamento ||B|| de
B nao é uma complexidade nao deterministica.
Portanto, M CRec A* nao é fechada sob .

m
Proposigao 3.16 M CRec A* nao € fechada sob a operagio + de Kleene.

Demonstragao. Seja X € M CRec A*. Se Xt € M CRec A*, como X* =
min(X*,1), 1 € M CRec A* ¢ M CRec A* é fechada sob o minimo, resul-
ta que X* € M CRec A*; contradizendo a Proposicao 3.15. Logo, Xt &
M CRec A*. .

n
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Proposicao 3.17 Sejam A e B alfabetos disjuntos, X € M RecA* e Y €
MRec B*. Entdo, XLLIY € um M-subconjunto reconhecivel de (A U B)*.
Ademais, se X e Y sdo simples (complezidades nao deterministicas) entio
XLLIY tambeém € simples (complezidade nao deterministica).

Demonstragao. Inicialmente, observemos que se X — mingeas((zX) + x)
e Y = mingep-((yY) + y) sdo M-subconjuntos reconheciveis de A* e B*,
respectivamente, o embaralhamento de X e Y é o M-subconjunto de (AUB)*
dado por

XUy = min (X +9Y)+w) .

T€A* yEB* wEzllly

Sejam A = (Qu,14,T4) um M-A-autémato tal que ||A|| = X e B =
(@8, 13,Ts) um M-B-autémato tal que ||B|| =Y

Vamos definir um M-(A U B)-autémato C = (Qc, Ic,Tc) da seguinte
forma:

Qc = Qa x Qs;

Ie: Qc — M tal que (¢,¢')Ic = qla+q'Is

eTe: Qc — M tal que (¢,¢)Tc = q¢Ta+ ¢Ts.

As arestas de C sao da forma:

e ((p,p'),a,(q,p)), para cada aresta (p,a,q) em A e Vp' € Qs,
(( )7‘1)( ))EC = (p,a, q)E.A;

o ((p,p),b,(p,q")), para cada aresta (p',b,¢') em B e Vp € Q 4,
(( ), ba P, q ))EC = (pla b) q,)EB~

Entao, pode-se verificar que
Cl = |AlWIB] e Vwe (AUB)", w|C|| = z|| Al +y|B]| ,

onde z € A", y € B* e w € zlLLly. Ou seja, ||C|| = XLLUY. Logo, XLLIY é
um M-subconjunto reconhecivel de (A U B)*. :

Se X e Y sao M-subconjuntos simples, A e B sao simples e, por cons-
trucao, C também é simples. Logo, X1LLIY é um M-subconjunto simples.

Se X e Y sao complexidades nao deterministicas, podemos considerar A
e B do tipo nc. Entéo, C é simples. Agora, vamos analisar as arestas de C.
Seja o = ((p,p'),a,(¢,p’)) uma aresta ttil de C. Se ||a|| = 1, nada temos
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a verificar. Suponhamos, entdo que ||a|| = 0. Se ((p,p’),a,(r,p’)) é uma
aresta ttil de C, com r # ¢, entdo (p,a,r) é uma aresta 1util de 4; o que
é um absurdo, ja que A é do tipo nc e (p,a,q)E4 = 0. Analogamente, se
((p,p'), b,(p,¢")) tem multiplicidade zero, nao existe em C uma aresta util
((p,?'),b,(p,7")), com ' # ¢', pois B é do tipo nc. Logo, ||C|| = XLIY é
uma complexidade nao deierministica.

[

Proposicao 3.18 Seja f: A* — B* um morfismo. Se X € M Rec A* entdo
Xf € MRecB*.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que

YVwe B*, w(Xf)= min (zX) .

zewf—1

Dado um M-A-autémato A = (Q 4, I, T) tal que || A|| = X, definimos um
M-(B U 1)-autémato B = (Qg, I3, Ts), com Q4 C Qs e os M-subconjuntos
Iz e Tz de Qp definidos por:

gl = ql, se ¢ € Q4 e 0o, em caso contrario;
qT3 = qT',se ¢ € Q4 e oo, em caso contrario.

As arestas tteis de B sao descritas da seguinte forma.

Seja (p,a,q) uma aresta util de A e seja af = byby...b,, com b; € B
(1<i<n)en>0.

Consideremos trés casos, dependendo de n.

e Se n =0, entdo (p,1,¢) é uma aresta util de B com
(,1,9)Es = (p,a,q)Ea .

e Se n =1, entdo (p,b1,¢) é uma aresta 1util de B com
(P, b1,9) Es = (p,a,q)E4 .

e Sen>1,

(pa b1,7‘1), (7,1) bg,'l‘z), -y (Tn—Q, bn—lyrn—l) € (rn—la brn q)

sao arestas uteis de B, onde os n —1 estados intermediarios ry,...,Th—1
sao novos estados, distintos entre si, que sao acrescentados a () 4. Além
disso,

(p') bl)rl)EB = (p> a, (I)EA )
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(ric1,bi,7;)Eg =0, para2 <i<n-—1
€ (Tn—lﬁbn)q)EB =0.

Logo, para cada passeio tutil P em A, existe um passeio util P’ em B tal
que |P'| = |P|f e ||P'|]| = || P]|. Assim,

IB|=|A|f e VYwe B*, w||B||=min{z|A]||z€wf™"}.

Agora, vamos construir um M- B-autémato C = (@, J, Tg) tal que ||C|| =
|B]|, mas que nao tenha arestas com rétulo 1.

Definimos o M-subconjunto J de @) da seguinte forma:
para cada ¢q € @,

qJ:rélci?n{pI—l—HPH|p]37£ooeP:p—l—>qéumpasseioﬁtilernB} :
PEQs

Ou seja, os estados iniciais de C sao todos os iniciais de B e mais os estados
que podem ser atingidos a partir de algum estado inicial de B por um passeio
util soletrando a palavra vazia.

As arestas uteis de C sdo construidas de modo que

(p,a,q) é uma aresta 1til de C sse existe um passeio ttil P : p = q em B

e (p,a,q)Ec =min{||P||| P:p — gem B}.
Pode-se verificar que ||C|| = ||B|| = X f. Portanto, X f € M Rec B*.
u

Proposigao 3.19 FEziste X € M SRec A* e existe um morfismo f: A* —
B* tais que X f ¢ M SRec B*.

Demonstragao. Sejam A = {a;,az,a3} e B = {b1,b,}. Consideremos o
M-subconjunto X de A* definido por:

lw| se w € azafas
co  caso contrario .

Ywe A", sz{

E claro que X é um M-subconjunto reconhecivel e simples.
Definimos um morfismo f: A* — B* por:

CLlle, agf—_—bl € agf:b2 .
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Seja a palavra w = asa;az em A*. Entao, y = wf = byby. Como y(Xf) =
min{uX | uf =y}, resulta que y(Xf) = min{uX | v € ajazrajazaj} = 3,
que ocorre para a palavra w = asajas. Logo, y(Xf) > |y| e, pela Propo-
sicao 2.8, X f & M SRec B~.

[

Proposigao 3.20 Seja f: A* — B* um morfismo tal que 1f~1 = 1. Se
X € M SRec A* entdo X f € M SRec B*.

Demonstragio. Segue da demonstragao da Proposicao 3.18, ja que, se X €
M SRec A* entdo A é simples e como f é tal que 1f~! =1, resulta que B é
um M-B-autémato simples.

|

Proposigao 3.21 FEuziste X € M CRec A* e existe um morfismo f: A* —
B*, satisfazendo 1f~! =1, tais que X f ¢ M CRec B*.

Demonstragio. Sejam A = {d',0',c’ } e B = {a,b}. Consideremos o seguin-
te M-A-autémato A.

) . a'/o
0 b'/o

d/ a'lo
Entédo, o comportamento ||A|| de A é uma complexidade nao deterministica.
Seja f: A* — B* um morfismo definido por:
df=Cdf=a e VUf=0b.

Entao, f satisfaz 1f~! = 1. Mas, ||A|f é o comportamento do M-B-
autémato na demonstragao do Teorema 2.14; logo, ||.A|| f ndo é uma comple-
xidade nao deterministica.

m

Proposigao 3.22 Seja f: A~ — B* um morfismo fino e injetor. Se X €
M CRec A* entao X f € M CRec B~
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Demonstragao. Segue da demonstracao da Proposicao 3.18, ja que, se X €
M CRec A%, entao A pode ser considerado do tipo nc e, como f é fino e
injetor, B é um M- B-autémato e a sua construcao restringe-se ao caso n = 1;
ou seja, para cada aresta util (p, a, g) de A existe exatamente uma aresta 1til
(p,b,q) em B, com b = af e multiplicidade igual a de (p, a, q). Se (p,b,q)Ep =
0 e se existe uma aresta atil (p, b,¢’) em B, com ¢’ # g, resulta que (p,a,q’)
¢ uma aresta util de A. Mas, isto € impossivel, pois (p,a,q)E4 =0e A é do
tipo nc. Logo, ||B]| = X f é uma complexidade nido deterministica.

[

Proposigao 3.23 Seja f: A* — B* um morfismo. Se X € M Rec B* entio
Xf1 e MRecA*.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que
Vee A*, 2(Xf')=(zf)X .

Dado um M-B-autémato B = (Q,I,T) tal que |B|| = X, definimos um
M-A-automato A = (Q,I,T), cujas arestas tuteis sao de um dos seguintes
dois tipos.

o Para cada w € Af tal que w # 1 e para cada passeio 1til P : p — ¢
em B, (p,a,q) é uma aresta util de A, para cada a € A tal queaf = w

€ (P,G,Q)E,A = ”P”

e Para cada a € A tal que af = 1, (p,a,p) é uma aresta util de A, para
todo p € Q e (p,a,p)E4 = 0.

Logo, para cada passeio util P’ : p — ¢ em A existe um passeio 1til
P:p-—Ysgem Btal quey =zf e ||P'|| = ||P||. Assim,

A= BIf™ e Vae A, z||A|l= (=B .

Portanto, X f~! € M Rec A*.
|

Proposicao 3.24 Euziste X € M SRec B* (M CRec B*) e existe um mor-
fismo f: A* — B* tais que X f~' ¢ M SRec A* (M CRec A*).
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Demonstragao. Sejam A = {ai,as,a3} e B = {b,b;}. Consideremos o
M-subconjunto X de B* definido por:

Yw e B, wX = |w| .

1 claro que X é um M-subconjunto simples. Pode-se ver também que X é
uma complexidade nao deterministica.
Definimos um morfismo f: A* — B* por:

alf = b;_), agf = b1b2 & Cl,gf = b?bg .
Seja a palavra u = ayaqa3 € A*. Entao,
Uf = (alagag,)f = b2b1b2b3b2 .

Logo, u(X f1) = (uf)X = (bab1b2b3b2)X = 6 > |u| = 3. Portanto, pela
Proposigao 2.8, X f~! ¢ M SRec A*. Logo, X ¢ M CRec A*.
[

Proposigao 3.25 Seja f: A* — B* um morfismo fino. Se X € M SRec B*
(M CRec B*) entao X f~' € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstra¢ao. Vamos utilizar a demonstragao da Proposigao 3.23.

Se X € M SRec B*, o M-B-autéomato B é simples. Como f é um mor-
fismo fino, isto é, Af C BU 1, as arestas tteis de A podem ser de um dos
dois tipos:

e para cada b € Af tal que b # 1 e para cada aresta util (p,b,q) de B,
(p,a,q) é uma aresta util de A, para cada ¢ € A tal que af = be

(P,aa(I)EA = (P, b) Q)EB = {031 }7

e para cada a € A tal que af =1, (p,a,p) é uma aresta util de A, para
todo p € Q e (p,a,p)E4 = 0.

Entao, A é um M-A-autémato simples e resulta que X f~1 € M SRec A*.
Se X € M CRec B*, B pode ser considerado do tipo nc. Entao, B ¢

simples e resulta que A é simples (como acabamos de ver).
Seja (p, a,q) uma aresta tutil de A, com (p,a,q)E4 = 0.
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Se af =1, entdo ¢ = p e, pela construcao de A, ndo existem arestas uteis
(p,a,q’) em A, com ¢’ # p, pois elas corresponderiam a arestas tuteis (p, 1, ¢’)
em B, o que é impossivel.

Seaf #1,(p,af,q) é uma aresta ttil de B e (p,af,q)Es = 0. Se (p,a,q’)
¢ uma aresta util de A, com ¢’ # ¢q, segue que (p,af,q’) é uma aresta util de
B, contradizendo que B é do tipo nc. Logo, ||A|| ¢ uina complexidade nao
deterministica. Portanto, X f=! € M CRec A*.

|

Proposigao 3.26 Se X e Y € MRecA* (MSRecA*) entio X UY €
M Rec A* (M SRec A*).

Demonstragio. Sejam X, Y € M Rec A*.

Considere uma cépia A’ de A e um isomorfismo ¥: A* — A’ tal que
Vae A, a¥ =d'.

Agora, defina o morfismo v: (AU A")* — A* tal que Va € A, av =
av = a.

Como X UY = (XY W)y, resulta pelas Proposigoes 3.17 e 3.18 que
XUY € MRecA~.

Se X,Y € M SRec A*, observando-se que os morfismos ¥ e v satisfazem
1¥-1 =1 e lv™! = 1, resulta pelas Proposigdes 3.17 € 3.20 que X UY €
M SRec A*.

=
Proposigao 3.27 Ezistem X, Y € M CRec A* tal que XUY ¢ M CRec A*.

Demonstragio. Segue da demonstracao da Proposi¢do 3.13, observando-se
que os M-subconjuntos X e Y 14 definidos satisfazem X UY = XY
|

Vamos resumir na Tabela 3.1 as propriedades de fechamento estudadas
até aqui para as familias

M Rec de todos os M-subconjuntos reconheciveis,

M SRec de todos os M-subconjuntos simples e

M CRec de todos os M-subconjuntos que sao complexidades nao deter-
ministicas.
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Tabela 3.1: Propriedades de fechamento de M Rec, M SRec e M CRec sob

as operagoes basicas

|| Operacao I M Rec] M SRec | M CRec ”

min(X,Y) sim sim sim
m+ X, com0<m< oo sim nao nao
m + X, com m = oo ou

0<m < min{|w|—wX |wX <oco} | sim sim sim
X+Y sim nao nao
Xp, p € a fungao reverso sim sim nao
XY X* X+ sim sim nao
XLLY, LLI é o embaralhamento sim sim sim
X f, f é¢ um morfismo sim nao nao
Xf, f é um morfismo com 1f~! =1 sim sim nao
X f, f é um morfismo fino e injetor sim sim sim
X[, f é um morfismo sim nao nao
X f~1, f é um morfismo fino sim sim sim
X UY, U é o embaralhamento interno sim sim nao
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Capitulo 4

Relacionando M Rec A*,
MSRec A* e M CRecA* com as
familias H, (p > 0) de Simon

Na Segao 1 estudaremos algumas propriedades de M-subconjuntos (reco-
nheciveis e) limitados e mostraremos que todo M-subconjunto simples e
limitado sera uma complexidade nao deterministica.

Na Secao 2 introduziremos as familias H, (p > 0) de M-subconjuntos
reconheciveis obtidas por I. Simon e mostraremos que as relagdes de inclusao
propria entre M Rec A*, M SRec A* e M CRec A* serao preservadas em cada
H, (p > 0), ou seja, (M CRec AN H,) ¢ (MSRec A*N'H,) ¢ Hp.

4.1 M-subconjuntos limitados de A*

Os M-subconjuntos reconheciveis e limitados tém recebido muita atencao nos
ultimos anos e uma caracterizacao dessa familia foi obtida por K. Hashiguchi
[7], em 1982 e melhorada por ele mesmo [8], em 1986, mas utiliza um racio-
cinio combinatdrio de grande complexidade. Outras provas mais algébricas, a
partir das quais resultaram algoritmos mais eficientes para decidir se um M-
subconjunto reconhecivel é limitado, foram obtidas, independentemente, por
H. Leung [12], em 1987 e, por 1. Simon [18, 20], em 1989, como conseqiiéncia
de resultados mais gerais.

Nesta segao, mostraremos que todo M-subconjunto limitado sera a soma
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de um nimero finito de M-subconjuntos da forma | R,m| ou o minimo de um
numero finito de M-subconjuntos da forma [R,m], com R C A* e m € M.
Essa caracterizacdo sera bastante 1itil nas provas das propriedades de fecha-
mento de algumas operacdes como o maximo, o resto e o ménus, que veremos
no proximo capitulo. Mostraremos também que todo M-subconjunto reco-
nhecivel e limitado X de A*, satisfazendo para todo w em A*, ou wX = oo
ou wX < |w|, sera uma complexidade nao deterministica. Desse resultado,
seguira imediatamente que todo M-subconjunto simples e limitado serd uma
complexidade nao deterministica.

Dizemos que um M-subconjunto X de A* é limitado se A*X é um sub-
conjunto finito de M.

Inicialmente, estudamos alguns M-subconjuntos limitados X de A* com
A*X ={m,0} ou A*X = {m, 0}, para algum m € M.

Seja R um subconjunto de A*. Para cada m € M, definimos dois M-
subconjuntos de A*, |R,m| e [R, m], da seguinte forma:

m sew € R
0 caso contrario

Ywe A, w|R,m| = {

oo caso contrario .

. w[R,m]:{m sew € R

A seguir, apresentamos algumas identidades que podem ser facilmente
verificadas:

1. |[A*,m] =[A*,m], Vme M
2. |0,m] = [A*,0], Vme M
3. [0,m] = |A",0] =0, Vme M

4. [R,0] = [A%0], VRC A"

5. [R,c0] =0, VRC A*

6. |R,00] = [A* — R,0], VRC A"

7. |R,m| = min([R,m], [A* — R,0]), VRC A" eVme M
8. [R,m] = |[R,m] + |A* — R,00], VRC A*eVme M.
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Os M-subconjuntos unitarios w, para cada w € A*, sdo um caso par-
ticular dos M-subconjuntos da forma [R,m]; basta considerar R = {w} e
m = 0. Assim, para todo M-subconjunto X de A*, a expansio de X pode
ser dada por:

X = min (X + [{w},0]) = min [{w},wX] .

E interessante observarmos que para os M-subconjuntos existe um outro
tipo de expansao que utiliza a adigao ao invés do minimo.

Para cadaw € A*, consideremos o M-subconjunto | R, m|, onde R = {w}
e m = 1. Assim, todo M-subconjunto X de A* pode ser descrito por:

wX
X= ¥ (Clehi) = ¥ Huwhwx] |

weA* i=1 wEA*

Observemos que se wX = 0 entao Y% |[{w},1] = |A4*,0].

A proposi¢ao a seguir mostra quando |R,m] e [R, m]| sdo M-subconjun-
tos reconheciveis.

Proposicao 4.1 Sejam R C A* e m € M. Se R € um subconjunto reco-
nhecivel de A*, entdo |R,m]| e [R,m] sao M-subconjuntos reconheciveis de
A*.

Se |R,m]| ([R,m]) € um M-subconjunto reconhecivel de A* entdo ou
m =0 (m = o00) ou R € um subconjunto reconhecivel de A*.

Demonstragio. Suponhamos que R seja um subconjunto reconhecivel de A*.

Para verificarmos que [R,m]| é um M-subconjunto reconhecivel, consi-
deremos o automato finito reduzido A que reconhece R. A partir de A,
obtemos um M-A-autéomato A’, atribuindo, por exemplo, a multiplicidade
0 as arestas e aos estados finais de A e m, aos estados iniciais de A. Entao,
A = [R,m].

Para verificarmos que |R,m] é um M-subconjunto reconhecivel, consi-
deremos a identidade

|R,m| = min([R,m],[A" — R,0]) .

Mas, pelo que acabamos de ver, [R,m] e [A* — R,0] sao M-subconjuntos
reconheciveis. E, como M Rec A* é fechada sob o minimo, resulta que | R, m |
é um M-subconjunto reconhecivel.
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Agora, suponhamos que | R,m| seja um M-subconjunto reconhecivel de
A*. Sem # 0, entdo R = m(|R,m])™! e, pela Proposigao 2.3, R é um
subconjunto reconhecivel de A*. Se R nao é um subconjunto reconhecivel de
A*, entdo R # m(|R,m])~! e isto s6 ocorre se m = 0. A prova é analoga
para [R,m].

I

O préximo lema mostra que todo M-subconjunto (reconhecivel e) limi-
tado é a soma de um nimero finito de M-subconjuntos da forma |R,m].

Lema 4.2 Um M-subconjunto X de A* € (reconhecivel e) limitado se, e
somente se, existe n > 0 e existem n subconjuntos (reconheciveis) X; (1 <
t < n) de A* e n elementos m; (1 <1< n) de M tais que

X = ZI_X,‘,TR,‘J .
=1

Demonstragio. Seja X um M-subconjunto limitado de A*. Seja n = |A*X]|
e denotemos por mq,my,..., m, os elementos de A*X.
Para cada ¢ € [1,n], consideremos o conjunto

Xi={we A |wX=m}=mX".
Vamos verificar que
Ywe A", wX = wZLXi,miJ .
1=1

Seja w € A*. Entdo, existe um tnico j € [1,n] tal que wX = m;. Logo,
w € X;. E, nesse caso, w|X;,m;| =m; eVi € [1,n], 1 # j, w|Xi,m;| =0.
Portanto,

wY | Xiymi| =D w|Xi,mi| = w|Xj,mj] =m; =wX .
=1 i=1

Assim, X = Y | Xi, m;].
Além disso, quando X € M Rec A*, pela Proposicao 2.3, cada X; (1 <
+ < n) é um subconjunto reconhecivel de A*.
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A reciproca é imediata.
|

O préximo lema estabelece que todo M-subconjunto (reconhecivel e) li-
mitado é o minimo de um ntimero finito de M-subconjuntos da forma [R, m].

Lema 4.3 Um M-subconjunto X de A* ¢ (reconhecivel e) limitado se, e
somente se, existe n > 0 e ezistem n subconjuntos (reconheciveis) X; (1 <
i1 < n) de A* e n elementos m; (1 <1< n) de M tais que
X = min [Xiym;] .
Demonstragio. I analoga a do Lema 4.2.
n

A proposi¢ao a seguir mostra que alguns M-subconjuntos podem ser

definidos a partir de outros M-subconjuntos, utilizando o M-subconjunto
da forma [R,0] (| R,o0]) e a adi¢do (minimo).

Proposigao 4.4 Sejam R um subconjunto de A* e X um M-subconjunto de
A*. Entao, os M-subconjuntos Y1 e Y,, definidos por:

Vw € A, wyl:{w/\ sew € R

fo'e) caso contrdrio
v wX sew€R

e wYe = , .

0 caso contrdario

sao tais que
Yi=X+[R,0] e Y,=min(X, |R,00]) .

Ademais, se R é um subconjunto reconhecivel de A* e X € M Rec A%,
entdo Yy, Y € MRecA*. Além disso, se X € M SRec A* (M CRec A*)
entdo Yy, Yo € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstragio. Pode-se verificar facilmente que ¥Y; = X + [R,0] e que Y3 =
min(X, | R, c]).
Se R é um subconjunto reconhecivel de A*, pela Proposicao 4.1, os M-

subconjuntos [R,0] e |R,o0] € M Rec A*. Assim, se X € M Rec A*, como
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M Rec A* é fechada sob a adi¢ao e o minimo, resulta que Y, Yo € M Rec A*.

[R,0] e |R,o0] = [A* — R, 0] sao complexidades ndo deterministicas, se
R é um subconjunto reconhecivel de A*. Logo, se X € M SRec A*, segue
pela Proposi¢ao 3.4 que Y; = X + [R,0] € M SRec A* e, como M SRec A*
é fechada sob o minimo, segue que Y2 = min(X, | R, 00]) € M SRec A*.
A prova é anéloga se X € M CRec A*.
5

A seguir, estudamos uma condi¢ao que os M-subconjuntos reconheciveis e
limitados devem satisfazer para que sejam complexidades nao deterministicas.

Proposicao 4.5 Sejam R um subconjunto reconhecivel de A* e m € M.
Sem < min{|w| | w € R}, entdo |R,m| e [R,m] sido complezidades ndo
deterministicas.

Demonstragao. Sejam R um subconjunto de A* e m € M. Entao,
[R,m]=m+[R,0] e |R,m]=min([R,m],[A"—R,0]) .

Suponhamos que R seja reconhecivel. Entao, pela Proposicao 4.1, [R, 0]

e [A* — R,0] sao M-subconjuntos reconheciveis e, é facil ver que ambos

sao complexidades nao deterministicas. Se m < min{|w| | w € R}, se-

gue pela Proposigao 3.9 que m + [R,0] € M CRecA*. Logo, [R,m] €

M CRec A*. Mas, como M CRec A* é fechada sob o minimo, resulta que
|R,m] € M CRec A*.

]

Lema 4.6 Seja X um M-subconjunto reconhecivel e limitado de A* tal que
Yw € A%, ou wX = o0 ou wX < |w|. Entao, X € M CRec A*.

Demonstragio. Seja X um M-subconjunto reconhecivel e limitado de A* tal
que Yw € A*, ou wX = o0 ou wX < |w.

Consideremos n = |A*X| e denotemos por my,ms,...,m, os elementos
de A*X. Entao, pelo Lema 4.3 (e sua demonstracao), existem n subconjuntos
reconheciveis m; X! (1 < < n) de A* tais que

X = min [m; X', m;] .
15:’571[ ! i
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Seja 7 € [1,n]. Se m; = oo, [c0X~1,00] = ) é uma complexidade nao
deterministica.

Suponhamos, entdo, que m; # oco. Nesse caso, Yw € m; X', m; =
wX < |w|. Assim, pela Proposicao 4.5, os M-subconjuntos [m; X~ m;]
(1 £ ¢ < n) sdo complexidades nao deterministicas. Como M CRec A* ¢é
tecliada sob o minimo, resulta que X € M CRec A*.

&

Vimos na Proposi¢ao 2.8 que todo M-subconjunto simples X de A~ sa-
tisfaz: Yw € A", wX < |w|, se wX < oco. Assim, pelo Lema 4.6, todo
M-subconjunto simples e limitado é uma complexidade ndo deterministica.
Logo, temos provado o corolario a seguir, onde Hy € a notagao utilizada por
[. Simon para a familia de M-subconjuntos reconheciveis e limitados, como
veremos na proxima secao.

Corolario 4.7 M SRec A*NHy = M CRec A* N Hp.

4.2 A hierarquia de Simon para M RecA* e
sua relacao com M SRec A* e M CRec A*

Nesta secao, apresentaremos as familias H, (p > 0) de M-subconjuntos reco-
nheciveis de A* obtidas por Imre Simon [17] e que constituem uma hierarquia
para M Rec A*. Seus elementos sao indexados por fungoes polinomiais que
relacionam os comprimentos com as multiplicidades das palavras reconheci-
das por um M- A-autémato. Simon obteve essa hierarquia introduzindo uma
familia de M-A-autématos, que sao do tipo nc. Nos exibiremos uma familia
de M-A-autématos simples, cujos comportamentos ndo serdo complexida-
des nao deterministicas e mostraremos que as relagoes de inclusdo propria,
M CRec A* ¢ M SRec A* ¢ M Rec A*, serao preservadas em cada H,, para
p > 0.

Inicialmente, descrevemos resumidamente como Simon obteve as familias
H, (p > 0). Ele estudou o comportamento assintético dos coeficientes no
comportamento de um M-A-autémato A, relacionando as multiplicidades
com os comprimentos das palavras reconhecidas por A. Para isso, ele definiu
uma fungao sh da seguinte forma.
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Para um M-subconjunto X de A* e para m > 0,
sh(X,m) =min{ |w| | w e A"\ m<wX <o} .

Ou seja, sh(X,m) é o comprimento minimo que uma palavra precisa ter
para que a sua multiplicidade seja pelo menos m. Note que, se X é limitado,
sh(X, m) nao estd definida para valores de m suficientemente grandes. E, se
X nao é limitado, entdao sh(X,m) estd sempre definida e ndo é limitada.

Simon construiu, para cada p > 1, um M-A,-automato A, do tipo nc,
cujo comportamento ||.A,|| satisfaz

P

h(||Apll,m) = Z( ), para cada m >0 .

k=1

Ou seja, sh(]|A,||,m) pode ser expressa como um polinémio de grau p em m.
Entao,
sh(||A4,],m) € O(m?) .

A seguir, descrevemos, para p > 1, o M-A,-autdémato A, = (Qp, I, Tp),
com A, ={1,2,...,p}.
O conjunto de estados @), tem 2p elementos e é definido por:
Q1= {us, v } e Qp=Qp-1U{upv} (p>1).
O conjunto de estados iniciais é { u, }; ou seja,
ul,=0 e  ql,=o00, Vg€ Qp,—{u,}
e o conjunto de estados finais é { u,, v, }; ou seja,
updy = 1T =10 e qTp =00, Vg€ Qp—{upvp} .
O conjunto de arestas tuteis E, é dado por:
El = { (ul, laul)a (ula la ’01) },
E, = E,.1U{(g,0,9)| ¢ €{up,vp},a €4}
U{ (tp, P, up—1), (Up—1, P, Up), (Vp-1,P; Vp) }o(p>1).

O M-A,-automato A, tem exatamente 2p arestas com multiplicidade um
e este conjunto NN, é dado por:

Arl = El»
Ny, = Npo1U{ (4, pyup)s (Upy Py up-1)} (P> 1) 5
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as demais arestas uteis de 4, tém multiplicidade zero.
A Figura 4.1 mostra a seqiiéncia de M-A,-autématos A, (p > 1).

Inspirado no fato de que os M-A,-autématos A, satisfazem
sh(||A4p]l,m) € ©(mP), parap>lem=>0 ,

Simon definiu, para cada p > 0, a familia H, de M-subconjuntos reco-
nheciveis de A* para os quais sh é limitada por um polinémio de grau p em
m:

H, = {X € MRec A* | sh(X,m) € O(m”) } .

Em particular, Hp é a familia de M-subconjuntos reconheciveis e limitados
de A*.

Assim, ele mostrou que, para um alfabeto com pelo menos duas letras, a
seqliéncia H, forma uma hierarquia que coincide com a familia M Rec A* de
todos os M-subconjuntos reconheciveis de A*. Ou se€ja,

M Rec A* = U,soH,

Entretanto, para um alfabeto com apenas uma letra, a hierarquia deixa de
existir e, nesse caso, ele mostrou que

MRecA* = HoUHl ;
Podemos resumir os seus resultados:

Proposigao 4.8 (I. Simon) Para cadap > 1, o comportamento do M-A,-
automato A, salisfaz:

sl Al m) = 3 (1) -

k=1

Corolério 4.9 (I. Simon) Para cada p > 1, o comportamento do M-A,-
automato A, satisfaz:

sh(||4pl, m) € O(m?) .
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1/1 2/1 1/1

.A] : 0 Uq

0

1/1
0 e
1,2/0
(1,p-1]/0 (1,p-2)/0 1/0
p/ p-1/1 2/1 1/1
p-1/1
4fo

1,2,3/0 1,2/0

Figura 4.1: Os M-A,-autématos A,
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Teorema 4.10 (I. Simon) Para um alfabeto A com pelo menos duas letras,

MRecA* = H, ,

p20

e, para todo p > 1, existe uma funcdao de complezidade ndo deterministica
em H, — Hp—1. Para um alfabeto A de wma so letra,

MRecA* = HoUH; .

A seguir, mostramos que existe, para cada p > 1, um M-Aj-automato
simples A7, tal que sh(||.A,||,m) pode ser expressa por um polinomio de grau
p em m, mas ||A,|| ndo é uma complexidade nido deterministica.

Vamos, entdo, definir para cada p > 1, o M-Aj-autémato A, que é cons-
truido a partir do M-A,-autémato A,, com A, = A,U{B} = {1,2,...,p,B}.

Considere A7, = ( ;,II’,,T') com

Q; =@pU{u,v};

o conjunto de estados iniciais é { u }, ou seja,
ul, =0 e ql, =0, VqeQ,—{u}
e o conjunto de estados finais é {u,, v, }, ou seja,
up,T, = v,T, =0 e qT, = o0, Vg€ Q,—{upvp} .
O conjunto de arestas tteis £, é dado por:

U {(u,a,up) [a € 4y}
U {(uav) v,a,v) | a € A, }
u {

(
(v,8,u)}

de modo que as arestas (u;,1,u;), para 1 <1 < p, (u4,1,ui-1), para 2 <1 < p,
e (u1,1,v;) tém multiplicidade um e as demais arestas tuteis de A, tém mul-

/
E, = E,

tiplicidade zero.

A Tigura 4.2 mostra a seqiiéncia de M-A}-automatos A (p 2 1).
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1/1
o Y 1/0 0
Aj
Uy
BJot r1/0 1/1
B 0
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[1,p-1]/0
p/
u

(1,pl/0 pn

2/1 1/1

1,2/0 1,2/0

[lyp'2]/0
p-1/1

Up
Brot 111,p)/0

v

(1,p)/0

(1,p]/0

4/0

1,2,3/0 1,2/0

Figura 4.2: Os M-A’-autématos A,
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Proposigao 4.11 Para cada p > 1, o comportamento do M-A},-automato
Al satisfaz:

sh(llm) = 3 () +1

k=1

Demonstragao. Notemos, inicialmente, que |A;| = (A}B)*A}, para todo
p=1l
Seja w € A7" tal que w||A}|| > m. Entao, w pode ser fatorado em

w = saw’, com s € (A¥YfB)",a€ A, ew' € 4; .

Um passeio vitorioso P em A7, soletrando w, pode ser fatorado em:

P:u-—su-—"su, g,
com q € {u,,v,} e ||P|| = ||(up, 0, @)|| = w'||Al, & que os fatores (u,s,u)
e (u,a,u,) tém multiplicidade zero e o fator (u,,w’,q) € um passeio vitorioso
em A,.
Assim, o comprimento de uma palavra mais curta z, com z||A,|| > m, é
descrito por

sh([|AL]l,m) = sh([[Ap[l,m) +1,
ja que z pode ser obtida de w considerando s = 1. E, pela Proposigao 4.8

resulta que
P
(i lm) =3 () +1.-

k=1

Corolério 4.12 Para cadap > 1, o comportamento do M-A),-autémato A,
satisfaz

sh(||A]l,m) € ©(mP) .

Demonstragio. Pela Proposigao 4.11 resulta que sh(||.A’[|,m) é um polinomio
de grau p em m. Assim, sh(||A|, m) € ©(m?).
| |

Na seqiiéncia, vamos mostrar que o comportamento do M-Aj-autémato
A’ (p > 1) ndo é uma complexidade nao deterministica. Para isso vamos
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construir conjuntos de palavras que sao descritos através de expressoes racio-
nais que nao utilizam a operagao de unido e cujas definicdo e notagao seguem
as de Simon[17].

Uma ezpressio racional multiplicativa sobre um alfabeto A é definido
indutivamente por:

(1) a palavra vazia é uma expressao racional multiplicativa;
(2) todo elemento de A é uma expressao racional multiplicativa;

(3) se e; e ey sao expressdes racionais multiplicativas, entdo (eje;) é uma
expressao racional multiplicativa;

(4) se e; é uma expressio racional multiplicativa, entao (e;)* € uma expres-
sao racional multiplicativa.

Dispensaremos os paréntesis nido necessarios.

Podemos associar uma seqiiéncia de palavras de A* a cada expressao
racional multiplicativa, da seguinte forma.

Seja e uma expressao racional multiplicativa. Consideremos e como uma
funcao

e: W— A%,

que é definida indutivamente por:
(1) se e = 1 entao ne = 1, para todo n > 0;
(2) se e = a € A entao ne = a, para todo n > 0;
(3) se e = eje, entdao ne = (ney)(ney), para todo n > 0;

(4) se e = e} entao ne = (ney)", para todo n > 0.

Ou seja, ne é uma palavra no subconjunto de A* denotado por e. Mais pre-
cisamente, ne é a palavra obtida de e substituindo-se todas as ocorréncias de
* por n.

A proposicao a seguir define uma seqiiéncia de expressoes racionais mul-
tiplicativas e, e determina, para algumas palavras em e,, as multiplicidades
com que elas sao reconhecidas por A,.



Proposicao 4.13 Para cada p > 1, a exzpressio racional multiplicativa e,
sobre Ap, definida indutivamente por:

{61 = 1
€ = €,1P (Vp > 2)

satisfaz

(ke )™ | Al = m

L > >
Vk21 e Vmz21, {(kep)muApn = min{m,k+1} (Vp>2).

Demonstracdo. Usamos indugao em p e, para cada p, utilizamos inducao em
m.

Para p = 1, resulta que
VeE>1 e Vm>1, (ke))™||A]l = (kD)™ A = 1" ALl =m .

Consideremos p > 2 e suponhamos que a proposicdo seja valida para
p — 1. Vamos mostrar, por indugdo em m, que

(kep)™ || Ap|| = min{m,k+1} .
Seja m = 1. Entdo,
(kep) | 4]l = ((kep-1)"p) | Apll = 1 = min{m,k+1} .
Se m > 1, entao
(kep)™ 1 4pll = ((kep)(kep)™ DAl = (((kep-1)"p)((kep-1)"p)" )| A -

Seja P um passeio vitorioso que soletre (ke,)™ em A,. Entao, P pode
ser fatorado em

.e_k e__km—l
PIUP ("pl) P}ql ((kp 1)1’)4}q2 )

Sejam P, = (up, kep,q1) € Po = (q1,(kep)™ 1, q2) fatores de P. Ha duas
possibilidades para ¢;.
o Se ¢; = u, entdo ||P1|| = 1 e, pela hipdtese de indugao em m, ||P,|| =
(ke,)™ 1| A,|| = min{m — 1,k +1}. Nesse caso,
|1P||=14+min{m —1,k+1} =min{m,k+2} .
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e Se g1 = u,; entdo ||P1|| =1 e P, pode ser fatorado em

kep—1)* kep_1)kp)™m—2
P2 L Up_y ( P 1) >(J3p(( P 1)%p) g

onde g3 € {u,_1,v,_1}; entdo, os fatores P3 = (up-1, (kep-1)F,q3) e
Py = (gs,p((kep-1)*p)™ %, ¢2) sdo tais que || Ps|| = (kep-1)*|| Ap-1ll = &,
pela hipotese de indugao em p e ||P4|} = 0. Nesse caso, ||P|| =1+ k.
Logo,
(kep)™ | 4p]l = || P|| = min{m,k+1} .

Teorema 4.14 Para cadap > 1, o comportamento do M-A} -autémato sim-
ples A}, ndo ¢ uma complezidade nao deterministica.

Demonstragdo. Para cada p > 1, consideremos a expressao racional multi-
plicativa e,, definida na Proposicao 4.13. Entdo, para cada k > 1, a palavra
zr = ke, em A;,L é tal que

(128 1) ALl = ((1(kep)* B)¥1(kep) )AL = (kep) [ Al = F 5
Vm >k, (LB L) | AN = ((L(kep)* B)*1(ke,)™ )ALl =
_ { (kep)™ || Ap| = min{m,k+1}=k+1 sep>1
(kD)™ | Al =m  sep=1
e VI > 0,((1B) 1) | Al = ((1(kep)* B)'1(ke,) )| = (kep) | Apll = & -
Logo, resulta que Vk>1, 3Jz; € A}, de modo que V>0 e Vm >k,

(1258 1z A | = (LzEB) 125 IALN < ((LzgB) 12| Al < oo -

Ou seja, o M-Aj-automato A, € de multiplicidade diferenciavel. Portan-
to, pelo Lema 2.11, o comportamento ||AL|| de A, ndo é uma complexidade
nao deterministica.

|

Assim, podemos concluir que as familias H, (p > 1), restritas aos M-
subconjuntos simples que nao sejam complexidades ndo deterministicas, tam-
bém formam uma hierarquia. I facil verificar também que o mesmo ocorre
para as familias H, (p > 0), restritas aos M-subconjuntos reconheciveis que
nao sejam simples.
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Corolério 4.15 Vp > 1, (M CRec A*NH,) ¢ (M SRec A* N'H,), para um

alfabeto A, com pelo menos duas letras.

Demonstragao. Pelo Coroléario 4.12 e pelo Teorema 4.14 segue que o com-
portamento do M-A!-autémato A/, pertence a H,, é simples, mas nao é uma
complexidade nzo deterministica.

|

Vamos representar num diagrama as relagoes existentes entre as familias
M Rec A*, M SRec A*, M CRecA* e H, (p > 0), supondo-se que o alfa-
beto A tenha pelo menos duas letras. Essas relagoes sao os conteidos dos
Coroldrios 2.9, 2.15, 4.7 e 4.15 e do Teorema 4.10 (Simon).

/ /MSRecA‘/MCRecA‘\

4 / // I
MRec A | .. o | ... G J .
e

\_ T~
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Capitulo 5

Propriedades de fechamento
de M RecA*, M SRec A* e
M CRec A* sob outras operacoes

Neste capitulo, continuaremos a estudar as propriedades de fechamento de
M Rec A*, M SRec A* e M CRec A*, que foi iniciado no Capitulo 3. Estu-
daremos as propriedades de fechamento sob as operagoes de adigdo, maximo,
resto, moénus e divisao. Com relagao a adigao, vimos que M Rec A* é fechada,
mas que M SRec A* e M CRec A* nao o sio. Encontraremos uma condigao
para que a soma de dois M-subconjuntos simples (complexidades nao de-
terministicas) seja simples (complexidade ndo deterministica). Veremos que
M Rec A* seré fechada sob a divisao, mas nao sera fechada sob o maximo, o
resto e o monus. Mostraremos que a familia de M-subconjuntos reconheciveis
e limitados serd fechada sob o resto e que o méximo e o ménus de dois M-
subconjuntos reconheciveis serd reconhecivel se um dos M-subconjuntos for

limitado. Essas mesmas restri¢gdes valerdao para as operac¢bes maximo, resto
e monus em M SRec A* e em M CRec A*.

5.1 A adicao em M SRecA* e em M CRec A*

Lema 5.1 Sejam X, Y € M SRec A* (M CRec A*). Se
max{wY | w € A* e wY # oo} < min{ |w| —wX |w € A" e wX # 0}
entao, X +Y € M SRec A* (M CRec A*).
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Demonstragdo. Sejam X, Y € M SRec A*. Consideremos
k=max{wY |we A"ewY #o0} ,
[ = min{|w| —wX |w € A" e wX # 0}

e suponhamos que k£ < [. Entao, Y é limitado.

Seja n = |A*Y| e denotemos os elementos de A*Y por my,ma,...,my.
Entao, pelo Lema 4.3 (e sua demonstragao), existem n subconjuntos reco-
nheciveis m; Y1 (1 <7 < n) tais que

o 3 . -1 .
Y = 1131& [m.Y ™, m;] .

Para cada 1 € [1,n], seja Y; = [m;Y !, m;]|. Logo, pela Proposicao 4.1,
Y: € M Rec A~

Mas, temos que
X+4+Y =X+4+min(¥},Y,,...,Y,) =min(X + Y, X +Y,,...,X +Y,) .

Entédo, se mostrarmos que Vi € [1,n], X + Y; € M SRec A*, que é fechada
sob o minimo, resulta que X +Y € M SRec A*.
Vamos mostrar que X + Y; € M SRec A*. Seja

R = suporte(X) Nsuporte(Y;) = {w € A* |wX #coewY; #oo} .

Entdo, R é um subconjunto reconhecivel pela Proposi¢do 2.1 e o M-subcon-
junto X + Y; satisfaz

wX +m; sew€ R
fo'e) caso contrario .

Vw € A%, w(X—l—Y,-):{

Consideremos o M-subconjunto Z definido por:

wX sewé€R
0 caso contrario .

Yw e A7, wZ={

Entdo, X +Y; = m; + Z e, pela Proposicio 4.4, segue que Z = X + [R,0] e
que Z € M SRec A*. Mas,
I' = min{|w|-wZ |we A" ewZ # o}
= min{|w| —wX |w € R}
= min{ |w| — wX | wX # co e WY; # 0}
= min{|w| —wX |wX #ocewYi=m;} > .
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Como m; < k < [, segue que m; < I' e, pela Proposi¢ao 3.9 resulta que
m; + Z € M SRec A*. Assim, X + Y; € M SRec A*.

A demonstracao é analoga para X, Y € M CRec A*.

5.2 O maximo de M-subconjuntos

Consideremos a operagio mdzimo (denotada por max) sobre os elementos
de M. Esta operacao pode ser estendida para os M-subconjuntos de A* da
seguinte forma.

Sejam X e Y M-subconjuntos de A*. O M-subconjunto max(X,Y) é
definido por:

Yw € A%, w(max(X,Y)) = max(wX,wY) .

Uma propriedade que pode ser verificada facilmente é a distributividade
do maximo em relagao ao minimo. Sejam X, Y],Y5,...,Y, M-subconjuntos
de A*. Entao,

max(X, min ¥;) = min max(X,Y;) .
1<i<n 1<ikn

Proposigao 5.2 M Rec A* ndo € fechada sob o mdzimo.

Demonstragdo. Considere A = {a,b}. Sejam X e Y M-subconjuntos de
At, definidos por:

Vwe AY, wX =|wl, e wY =|w .
Entédo, X, Y € M Rec A* e o M-subconjunto max(X,Y’) é dado por:
Yw € AT, w(max(X,Y)) = max(wX,wY) = max(|w|a, |w]s) -

Vimos no Lema 2.4 que max(X,Y) ¢ M Rec A*. Logo, M Rec A* nao é
fechada sob o maximo.
|

A seguir, vamos encontrar algumas condic¢oes que dois M-subconjuntos

reconheciveis devem satisfazer para que o maximo entre eles seja um M-
subconjunto reconhecivel.
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Proposicao 5.3 Seja X € M Rec A*. Sejam m € M e R um subconjunto
reconhecivel de A*. Entdo, max(X, [R,m]) € M Rec A*.

Demonstra¢ao. Seja X € M Rec A*. Sejam m € M e R um subconjunto
reconhecivel de A*. Entao, Vw € A*,

o sewé€R
w(max(X, [R,m])) = max(wX,w[R,m]) = m sew€ RewX <m
wX sew€Rem<wX .

Na seqiiéncia, vamos definir alguns M-subconjuntos reconheciveis, a par-
tir dos quais podemos obter o M-subconjunto max(X, [R,m]), utilizando
somente operagoes sob as quais M Rec A* é fechada.

Seja

Ri=JiXT'"NR={weA |lweRewX <m} .
1=0
Pela Proposicio 2.3, R; é um subconjunto reconhecivel de A*. A partir de
R, definimos o M-subconjunto X; por:

m sew € Ry
oo caso contrario .

Ywe A", wX; ={

Logo, X; = [Ry,m] e, pela Proposicao 4.1, X; € M Rec A™.
Seja

Ry=(A"—|JiX")NR={we A" |lweRem<wX} .

i=0

Pela Proposicio 2.3, R; é um subconjunto reconhecivel de A*. A partir de
R,, definimos o M-subconjunto X, por:

wX sew € Ry
0o caso contrario .

Yw € A*, ng = {

Logo, pela Proposicao 4.4, X, = X + [R,0] e X; € M Rec A™.
Podemos verificar que

max(X, [R,m]) = min(X1, X3) ,
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j& que os subconjuntos R; e R, sao disjuntos e, para cada ¢ € [1,2],

w(max(X, [R,m])) sew € R;
oo caso contrario .

Ywe A*, wX; = {

Portanto, como M Rec A* é fechada sob o minimo, segue que max(X, [R,m])
€ M Rec A*. '

Proposigao 5.4 Seja X € M SRec A* (M CRec A*). Sejam R um subcon-
junto reconhecivel de A* e m € M tais que [R,m]| € M SRec A*. Entdo,
max(X, [R,m]) € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstragdo. Seja X € M SRec A*. Sejam R um subconjunto reconhecivel
de A* e m € M tais que [R,m] € MSRecA*. Se R = 0 ou m = oo,
[R,m] = 0. E, nesse caso, max(X, [R,m]) = 0 € M CRecA*. Vamos
supor, entdo, que R é ndo vazio e que m < oo. Como [R,m] é simples,
m < min{ |w| | w € R}.

A demonstragao de que max(X, [R,m]) € M SRec A* segue da Propo-
sicao 5.3, observando-se que:

1. Vw € Ry, m < |w|, ja que R; C R; entao, pela Proposicao 4.5, X; =
[Ry,m] € M CRec A%;

2. pela Proposicio 4.4, se X € M SRec A* entio X, = X + [R,,0] €
M SRec A*;

3. M SRec A* é fechada sob o minimo.

A demonstragao é analoga quando X € M CRec A*.
[

Utilizando a Proposigao 5.3 e umas das caracterizacoes de M-subconjun-
tos limitados, estendemos a subfamilia de M-subconjuntos reconheciveis que
é fechada sob o maximo.

Lema 5.5 Sejam X, Y € MRec A*. Se Y € limitado, entdo max(X,Y) €
M Rec A*.
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Demonstragio. Sejam X, Y € M Rec A* e suponha que Y seja limitado.
Consideremos n = |A*Y| e denotemos os elementos de A*Y por mq,m,, ...,
m,. Entao, pelo Lema 4.3 (e sua demonstracdo), existem n subconjuntos
reconheciveis m;Y ! (1 < ¢ < n) tais que

— mi y-1 ;
Y—lr%]ilgnl'm,Y ,mil .

Logo,

max(X,Y) = max(X, 11211<n [m,Y ™', m;]) = 1r<r1_ié1 (max(X, [m;Y ™', mi])) .
Como, pela Proposicao 5.3, para cada ¢ € [1,n], max(X, [m;Y ™!, m;]) é um
M-subconjunto reconhecivel e M Rec A* é fechada sob o minimo, resulta
que max(X,Y) € M Rec A*.

=

Lema 5.6 Sejam X, Y € M SRec A* (M CRec A*). Se Y € limitado, entdo
max(X,Y) € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstracio. Se X, Y € MSRecA* e Y é limitado, o resultado segue
do Lema 5.5, observando-se que para cada 7 € [l,n], o M-subconjunto
[m;Y =1, m;] é uma complexidade nao deterministica pela demonstragao do
Lema 4.6 e que, pela Proposicio 5.4, max(X, [m;Y !, m;]) € M SRec A*,
que é fechada sob o minimo.

A demonstragao é analoga quando X € M CRec A*.

5.3 O resto da divisao de um M-subconjunto
por um inteiro positivo

Uma outra operacao que podemos considerar sobre M é o resto da divisao
inteira de m € M por algum inteiro d > 0, que serd denotada por m mod d.
Para m € IN, m mod d é dado pela definigao usual. Para m = co, definimos
ocomodd = oco. Esta operacdo também pode ser estendida para os M-
subconjuntos de A*, da seguinte forma.
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Seja X um M-subconjunto de A* e seja um inteiro d > 0. Definimos o
M-subconjunto X mod d por:

Vwe A*, w(X modd)=wX modd .
Na proposicao a seguir, mostramos que, sob algumas condigoes, é valida
a distributividade da operagio mod d eiu reiagav a adi¢do (minimo) de M-

subconjuntos da forma |R,m| ([R,m]).

Proposicao 5.7 Sejam Ry, R,,..., Ry subconjuntos reconheciveis de A*,
dois a dois disjuntos. Sejam my,ma,...,m; elementos de M e um intei-
rod > 0. Entao,

i [Ri,m;] mod d = 1r£ilgrlk([Ri’ m;| mod d)

e ELRi,miJ mod d = Z(]_Ri,mgj mod d) .

=1 =1

Demonstragdo. Seja w € A*. Entao,

w( min [R;,m;] mod d) = w min [R;,m;] modd
1<i<k 1<i<k
= min w[R;,m;| mod d . (5.1)
1<i<k

Por outro lado,
w lrélilélk( [Riym;] mod d) = 121;1;11: w([Ri, mi| mod d)

= min (w[R;,m;| mod d) . (5.2)

1<i<k

Como os R;’s (1 < i < k) sao dois a dois disjuntos, temos dois casos para
verificar.

Inicialmente, suponhamos que w ¢ UX_| R;. Nesse caso, w[R;,m;| = oo,
Vi € [1,k]. Logo, (5.1)= co =(5.2).

Agora, suponhamos que w € R;, para algum j € [1, k]. Entao, w[R;, m;|
=m; e w[R;,m;] = oo, Vi € [1,k], ¢ # j. Logo, (5.1)= m; mod d =(5.2).

Portanto,

11;1{1@_ [Ri;,m;] mod d = 11%1il_<l-lk(|-Ri,mi] mod d) .

A demonstragao da outra identidade é anéloga.
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Proposicdo 5.8 Seja um inteiro d > 1. M Rec A* nio € fechada sob a
operagdo mod d.

Demonstracdo. Seja A = {a,b} e consideremos o M-subconjunto X de A*
definido por:

Yw € A*, wX = min{2|wl|q,2w|s+1} .

E claro que X € M Rec A*.
Como 1(X mod 2)™! = {w € A* | |w|s < |w|. } ndo é um subconjunto
reconhecivel de A*, resulta pela Proposigao 2.3 que X mod 2 ¢ M Rec A*.
Assim, M Rec A* nao é fechada sob mod d, para d > 1.
|

O préximo lema apresenta uma subfamilia de M-subconjuntos reconheci-
veis que é fechada sob mod d, para d > 0.

Lema 5.9 Seja d um inteiro positivo. Se X € M Rec A* e € limitado, entdo
X mod d € M Rec A,
Ademais, se X € M SRec A* entdo X mod d € M CRec A*.

Demonstragdo. Seja X um M-subconjunto reconhecivel e limitado. Sed =1,
entdo X mod 1 = [suporte(X),0] que é um M-subconjunto reconhecivel.

Consideremos, entdo, d > 1 e seja n = |A*X|. Denotemos os elementos
de A*X por mq,my,...,m,. Entdo, pelo Lema 4.3 (e sua demonstragao),
existem n subconjuntos reconheciveis m; X! (1 <7 < n) tais que

X = min [m;X"l,m;] .
1<i<n

Logo, como Vi,j € [1,n],1 # 7, m;X ' Nm;X~! = 0, pela Proposicao 5.7
resulta que

X mod d = 1rsn115nn [m; X', m;] modd= 1r£ii5nn( [m: X!, m;] mod d) .
Mas, para cada 7 € [1,n],
[m; X', m;] mod d = [m; X!, m; mod d] ,
que é um M-subconjunto reconhecivel, pela Proposicao 4.1.
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Assim,
X mod d = llzl_iél [m; X, m; mod d|

e, como M Rec A* é fechada sob o minimo, X mod d € M Rec A*.

Além disso, se X = M SRec A*, para cada ¢ € [1,n], [m; X!, m: med

d] € M CRec A*, pela demonstragao da Proposigao 4.6. E, como M CRec A
é fechada sob o minimo, resulta que X mod d € M CRec A™.

L]

5.4 O moénus de M-subconjuntos

A seguir vamos definir uma operacao binaria sobre M que € semelhante a
subtracao sobre os niimeros inteiros. Essa operacao sera estendida para todos
os M-subconjuntos.

Consideremos a operagao ménus, —: M? — M, definida por:

m—n sem2>n

Vm,n € N, m—n:{o em<n

co—n=00, m—oco=0 e o00o—00=00 .
Sejam X e Y M-subconjuntos de A*. Definimos o M-subconjunto X — Y
por:
Vwe A*, w(X —-Y)=wX —wY .
A proposicao a seguir estabelece uma propriedade relacionando as ope-
ragoes monus e adigdo de M-subconjuntos.

Proposigao 5.10 Sejam X,Y1,Ys,...,Y, M-subconjuntos de A*. Entao,
k
X4ZY1‘=(((X—'Y1)4Y2);---)4Yk .
1=1
Demonstracao. Utilizamos induc¢ao em k.

Seja k = 2. Entao, Yw € A%,

0 se wX < wY;

r;/ _ r; .
w(X — ) =wX le_{wX——le se wX > wY; .
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Logo,

w(X —1) —Y) = wX -Y) - wh

_ 0 se wX —wY; < wY,
T ] (wX —wY;) —wY, sewX —wY; > wY;
. 0 se wX < wY; +wY,
- wX — (wY; +wYs) se wX > wY; +wY,

= wX — (wY; + wY?)
= wX —w(Y; +Y2)
= wX - (Y1 +Y2)) .

Portanto, (X — V) — Y2 =X — (Y1 + Y2).
Seja k > 2. Entao,

k k-1
X-YY = X-0Q Y+ 1)

=1 i=1
. k_l .
= (XY Y)Y
=1

= ((X=-Y)—-Y) =) = Yie1) = Vi .

Proposicao 5.11 M Rec A* ndo € fechada sob a operagao monus.

Demonstragdo. Consideremos A = {a,b}.
Seja X o M-subconjunto de At definido por:

Ywe AT, wX = |v| .
Seja Y o M-subconjunto de At definido por:
Yw € AT, wY = min{ |w|e,|w|s } .

Entdo, X e Y sao M-subconjuntos reconheciveis e o M-subconjunto X — Y
é dado por:

Vw e AT, w(X - Y) = |w| — min{ |wla, |ws } .
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Ou seja,
Vw e AT, w(X = Y) = max{ |w|a, |w]s } -

Mas, j& vimos (no Lema 2.4) que X — Y ¢ M Rec A™.

Podemos ver um outro exemplo para a proposicao anterior.
Consideremos A = {a,b}. Seja X o M-subconjunto de A* definido por:

Yw e A%, wX = |w|,
e seja Y o M-subconjunto de A* definido por:
Ywe A*, wY =|w|y .

E claro que X e Y sao M-subconjuntos reconheciveis.
Agora, consideremos o M-subconjunto X — Y que é dado por:

0 caso contrario .

Yw e A*, w(X — Y)= { |wle — |wlp  se |w|e > |wls

Mas, o subconjunto
X = Y) T = {we A |w(X - Y)=0} = {we A" | |l < [ul)

nio é reconhecivel. Portanto, pela Proposicio 2.3, X — Y & M Rec A*.

O teorema a seguir apresenta uma condi¢do para que, dados dois M-
subconjuntos reconheciveis X e Y, X — Y seja um M-subconjunto reco-
nhecivel.

Teorema 5.12 Sejam X, Y € M Rec A*. Se Y ¢ limitado, entio X — Y €
M Rec A*.

Antes de demonstrarmos este teorema, vamos estudar os casos em que
o M-subconjuto Y de A* é da forma |R,m|, para algum m € M e algum
subconjunto reconhecivel R de A*.

Proposicao 5.13 Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entdo,
X — |A*, 1] € um M-subconjunto reconhecivel de A*.
Ademais, se X € M SRec A* entdo X — |A*,1] € M SRec A*.
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Demonstragdo. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entao, existe
um M-A-autémato normalizado A = (@, 1,T) tal que ||A| = X.
O M-subconjunto X — |A*,1] é tal que

Ywe A*, w(X - |4%,1]) = wX —w|A4",1]

wX —1
(9] se wX = o0
= {0 sewX =0
wX -1 sel <wX <o

Vamos construir um M-A-autémato B de modo que ||B|| = X — [A*,1].
Seja B = (QB,IB,TB), onde

Qs={d1qeQ}U{q"|q¢e},
I é o M-subconjunto de Q)3 dado por:

Yee@Q, ¢dIz=ql e ¢'Ig=o0
e T é o M-subconjunto de ) dado por:
VeeQ, qTs=q"Ts=qT .

As arestas tteis de B sao definidas da seguinte forma. Para cada aresta
util (p, a,q) de A,

e se (p,a,q)E4 = 0, entdo (p',a,q’) e (p",a,q"”) sdo arestas uteis de B e
suas multiplicidades sao iguais a 0;

e se (p,a,q)E4 > 0, entdo (p',a,q”) e (p",a,q"”) sdo arestas tteis de B e
suas multiplicidades sao dadas por:

(Pya,¢"VEs = (p,a,Q)Ea—1 e (p",a,¢")Es = (p,a,9)Ex .

Assim, pode-se verificar facilmente que ||B|| = X — |A*,1]. Portanto,
X — |A%,1] € MRec A~

Se X € M SRec A*, pela Proposicao 2.7, podemos considerar o M-A-
automato A simples. Entdo, Qpls, QsTs C {0,00} e as multiplicidades
das arestas tteis de B sdo ou 0 ou 1, por construgdo. Logo, B é simples,

resultando que X — |A*,1|] € M SRec A*.
m
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Observemos que, na demonstragio da Proposi¢ao 5.13, quando X é um
M-subconjunto simples, ndo hé necessidade de se considerar o M-A-auto-
mato A normalizado, j4 que se A é simples as multiplicidades dos estados
iniciais e finais sao zero.

Proposicdo 5.14 Se X € M CRec A* entdo X — |A*,1] € M CRec A*.
Demonstragdo. A construgio do M-A-autémato B, que apresentamos na
demonstracao da proposicio anterior, ndo garante que X — |A*, 1] seja uma

complexidade néo deterministica, se X o for. Assim, faremos uma construgao
diferente.

O M-subconjunto X — |A*, 1] é tal que

Vwe A%, w(X = |4A%1]) = wX —w|A",1]

wX =1
oo se wX = oo
= 0 sewX =0

wX -1 sel <wX <o

Consideremos um M- A-autémato A = (Q, I, T') do tipo nc tal que || A[ =
X.

Vamos construir um M-A-autémato B de modo que ||B|| = X — [A*,1].

Inicialmente, consideremos o M-A-autémato C = (Qc, Ic,Tc), que é a
parte 0-acessivel de A; ou seja,

Qc={q | q € Q eqé acessivel em A por um passeio P, com ||P||=0};

Ic: Q¢ — M, definido por ¢'Ic = gl
e Te: Qc — M, definido por ¢'Te = ¢T'.

Vo', € Qc e Va € A, (p',a,q') é uma aresta 1til de C se, e somente
se, (p,a,q)E4 = 0. Além disso, (p',a,q¢')Ec = 0. E claro que Yw € A*,
w||Al| = 0 se, e somente se, w||C|| = 0.

Consideremos o seguinte subconjunto

R = { arestas tteis a = (p,a,q) de A, com ||a|| =1ep’ € Qc}

e seja k = |R|.
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O M-A-autémato B serd construido a partir de k ‘copias’ dos M-A-
autématos A e C. Ou seja,

QB = (QC X [11k]) U (Q X [1»k])1
Iz: Qs — M, definido por:

(¢,i)Is=ql, V¢ € QceVie[l,k]

e (¢,i)Iz=o00, VgeQeVi€[lk];
Ts: Qs — M, definido por:

(¢,))Ts = qT, V¢ € QceVi€ [l,k]

e (¢,9)Ts=qT, VgeQeVie[lk].

Como A é do tipo nc, Qpls, QT C { 0,00 }.
As arestas tteis de B sao definidas da seguinte forma:

e para cada aresta util (p, a,q) de A, ((p,?),a,(g,?)) é uma aresta ttil de
B, Vi€ [1,k] e ((p,),a,(q,2)) Es = (p,a,9) Ex;

e para cada aresta til (p/,a,q’) de C, ((¢',%),a,(q’,7)) é uma aresta 1til
de B, Vi€ [1,k] e ((¢',4),0,(¢, 1)) Es = 0;

e para cada i € [1,k], se o; = (p,a,q) é a i-ésima aresta em R, entao
((p,%),a,(q,1)) é uma aresta til de B e ((p',7),a,(g,7))Es = 0.

Podemos observar que, como (a; = (p,a,q))E4 = 1 e A é do tipo nc, nao deve
existir em A uma aresta (p, a, ) com multiplicidade igual a zero. Se existir em
A uma aresta (p,a,r) com multiplicidade 1, entdo a aresta ((p',5),a,(r,J7))
estara em B, para algum j # i. Logo, em B nao existem outras arestas com
origem em (p',7) e rétulo a. Portanto, B é do tipo nc.

Precisamos mostrar que ||B|| = ||A]| — [A%,1]. Seja w € A* e seja P um
passeio vitorioso em A com |P| = w.

Se ||P|| = 0, pelas construgdes de C e de B, existe em B um passeio
vitorioso P’, que soletra w, com ||P’|| = 0.

Se ||P|| # 0, consideremos a seguinte fatoragao do passeio P

P:p—)u q——>a r 55,
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tal que uav = w, com a € A e os seus fatores P, = (p,u,q) e P, = (¢,q,7)
satisfazem ||P1|| =0 e || || = 1.

Suponhamos que P, = (g,a,r) seja a i-ésima aresta em K. Entao, por
construcao de B,

P (¢, 1) == (q'54) = (r,1) = (s,1)

é um passeio util em B e seus fatores P’ = ((p,1), 4, (¢',%))((¢,%),a,(r,7)) e
Py = ((r,%),v, (s,4)) sdo tais que ||Py'|| = 0 e ||P%’|| é igual a multiplicidade
do fator (r,v,s) de P. Logo, ||P'|| = ||P|| — 1. E, pode-se verificar que P’ é
vitorioso em B.

Analogamente, demonstra-se que para cada passeio vitorioso P’ em B,
existe um passeio vitorioso P em A, com rétulo igual ao de P’, tal que

||P'|| +1 caso contrario .

1P| = { || P'|] se P’ tem término em Q¢ X [1, k]

Assim, ||B|| = ||A|| = |A* 1]. Portanto, X — |A*,1] € M CRec A™.
|

Proposigio 5.15 Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A% e sejam €
M. Entio, X — |A*,m| € um M -subconjunto reconhecivel de At.
Ademais, se X € M SRec A* entio X — |A*,m] € M SRec A*.

Demonstragio. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A" e seja m €

M.
Se m =0, entao X — |A*,0] = X.

Se m = oo, entdo

Yw e A*, w(X — I_A*,ooj):wX;ooz{ o EeRX -
0 caso contrario
Logo, X — |A*, 00| = [suporte(X),0]. Assim, pelas Proposigoes 2.1 e 4.1,
X ~ |A*, 00| é um M-subconjunto reconhecivel.
Agora, considere 0 < m < co. Pode-se verificar que

X = An,m] = (X = A7) - [4%1]) — ) — 1A% 1]

m VEZES
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Assim, pela Proposicio 5.13 resulta que X — |A*,m], para 0 <m < 0
é um M-subconjunto reconhecivel.

A demonstracao é analoga se X € M SRec A*.
m

Proposicao 5.16 Sejam X € M CRec A* e m € M. Entio, X — |A*,m|
€ M CRec A*.

Demonstragio. Segue das Proposigdes 5.15 e 5.14, observando-se que X —
|A*, 00| = [suporte(X),0] € M CRec A™.
|

Proposicido 5.17 Seja X um M -subconjunto reconhecivel de At. Sejam
m € M e R um subconjunto reconhecivel de A*. Entio, X — |R,m| € um
M-subconjunto reconhecivel de AT.

Ademais, se X € M SRec A* entio X — |R,m] € M SRec A"

Demonstragdo. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Sejam m €
M e R um subconjunto reconhecivel de A*. Se R = A*, o resultado segue
da Proposicao 5.15.

Suponhamos que R # A*. Sem = 0 entdo X — |R,0] = X e nada temos
a provar. Consideremos, inicialmente, 0 < m < co. Entao,

oo se wX = 00
. . 0 sewX <mew€ R
VwEA, 'U)()\ - LR>777“_|): wX sewX<OO€w¢R

wX —m se(m<wX <coew€ER).

A seguir vamos definir alguns M-subconjuntos reconheciveis, a partir dos

quais é possivel obtermos X — |R,m|, utilizando somente operagoes sob as
quais M Rec A* é fechada.
Seja
m—1
Ri=J X '"NR={we A" | wX<mew€ER} .

1=0

Pela Proposicio 2.3, R; ¢ um subconjunto reconhecivel de A*.
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Definimos o M-subconjunto Xy por:

oo caso contrario .

Vi € A*, lez{O se w € Ry

Logo, X; = [R1,0] e; pela Proposicio 4.1, X; € M Rec A*.
Seja

Ry=(A"—co X HN(A*-R)={weA |[wX<cewgR} .

Pela Proposigao 2.3, Ry é um subconjunto reconhecivel de A*.
Definimos o M-subconjunto X, por:

Vi € A*, wX2:{w)\ se w € Ry

0o caso contrario

Logo, pela Proposicao 4.4, X, = X + [R,0] e X; € M Rec A*.
Seja
m—1

Ry=(A"—(|J iX"UooX ")) NR={we A" |m<wX <ococew€R} .

1=0

Pela Proposigao 2.3, Rz é um subconjunto reconhecivel de A*.
Definimos o M-subconjunto X3 por:

Ywe A%, wX;= { wX —m =w(X - A", m]) sew € Rs

0o caso contrario

Como pela Proposicio 5.15, X — |A*,m| € M Rec A*, resulta pela Propo-
sicao 4.4 que X3 = (X — |A*,m]) + [R3,0] e que X3 € M Rec A,

Assim, pode-se verificar que
X — |R,m| = min(Xy, X5, X3) ,

j4 que os subconjuntos R;, Ry e Ra sdo dois a dois disjuntos e, para cada
i € [1,n],

w(X — |R,m]) sew € R;

0o caso contrario .

Ywe A", wX; = {



Portanto, X — |R,m| € M RecA*, j4 que M Rec A* é fechada sob o

minimo.

Podemos observar que o M-subconjunto X; = [Ry,0] € M CRec A* e
se X € MSRec A%, X; = X 4 [R,,0] e X3 = (X = |A*,m]) + [Rs,0] sdo
simples pelas Proposigdes 3.4 e 5.15. E, como M SRec A* é fechada sob o
minimo, X — |R,m| € M SRec A*.

Agora, consideremos m = oco; entéio

oo  sewX = oo
Vwe A", w(X = |R,00])=<¢ 0 sewX <ocoew€ R
wX sewX <ocoew¢R

Assim, X — |R, 00| = min(X;, X;) € M Rec A*.
Analogamente, se X € M SRec A%, X — |R,00| € M SRec A*.
[

Proposigdo 5.18 Sejam X € M CRecA* e m € M. Entio, X — |R,m|
€ M CRec A~.

Demonstragao. Segue das Proposicoes 5.17 e 5.16.
5]

Agora, podemos demonstrar que se X, Y € MRecA* e Y é limitado
entdo X =Y € M Rec A*.

Demonstragao do Teorema 5.12. Seja X € M Rec A*. Considere X' =
X 4 A*. Pela Proposigio 3.10, X’ € M Rec A*.

Seja ¥ um M-subconjunto reconhecivel e limitado de A*. Sejan = |A*Y |
e denotemos os elementos de A*Y por my,my, ..., m,. Entao, pelo Lema 4.2
(e sua demonstracio), existem n subconjuntos reconheciveis m;Y 1 (1<:i<
n) tais que

Y= Zl_m;Y"l,m;J .
t=1

Assim,
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n

XYy = X'~ Z[m,-Y‘l,mi_l

=1

= (X' = [mY L m]) = [moY ™ ma)) = o) = [maY ! my),

pela Proposicao 5.10.
Denotemos Xy = X' e, para cada i € [1,7],

Xi=((X' = [mY ™' my]) =) = miY ™ my

Pela Proposigao 5.17, para cada ¢ € [1,n], X;_; — lm;Y =1 m;| é um M-
subconjunto reconhecivel de A*. Portanto, X’ — Y € M Rec A* e (X' —
Y)=1X' - 1Y =00 - 1Y = .
Mas,
X —-Y=mnX' -Y,(1X Z1Y)+1) .
E, como M Rec A* é fechada sob a adicio escalar e sob o minimo, resulta
que X — Y € M Rec A~
| |

Teorema 5.19 Sejam X, Y € M SRec A* (M CRec A*). Se Y ¢ limitado,
entdo X —Y € M SRec A* (M CRec A*).

Demonstragio. Se X, Y € M SRec A*, o resultado segue do Teorema 5.12,
da Proposigao 3.11 e observando-se que 1X — 1Y ¢ {0,00}.

Se X, Y € M CRec A*, o resultado segue do Teorema 5.12, das Propo-
sigoes 3.11 e 5.18 e considerando a observacio acima.
[ ]

5.5 O quociente de um M-subconjunto por
um inteiro positivo

A dwisdo inteira sobre os niimeros naturais (que seré denotada por div)
pode ser estendida para o semi-anel M, definindo-se co div d = o0, VYd > 0.
Podemos estender essa operagio para os M-subconjuntos de A*, como segue.
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Para cada inteiro positivo d e para cada M-subconjunto X de A, defi-
nimos o M-subconjunto X div d de A* da seguinte forma:

Vwe A", w(X divd) =wX divd .

A seguir, mostramos que M Rec A* é fechada sob a operacao div d, para
todo inteiro positivo d.

Teorema 5.20 Seja d um inteiro positivo. Se X € um M-subconjunto re-
conhecivel de At entao X div d € um M-subconjunto reconhecivel de A+.

Na demonstragao do Teorema, 5.20 construiremos um M- A-autémato B =
(@,1,T) a partir de um dado M-A-autémato normalizado .4 = (Qua, 14, Th)
de modo que ||B]| = || A|| div d. A idéia é construir B utilizando d ‘cépias’
de

Inicialmente, vamos construir um M-A-semiautémato C , dependendo de
A, e estudar as suas propriedades. Este M-A-semiautémato C também serd

utilizado no préximo capitulo na demonstracao do resultado principal deste
nossso trabalho.

Consideremos C = (Q, E¢), onde Q = Q4 x [1,d] e as arestas tteis de C
com as suas respectivas multiplicidades sio definidas como segue.
Seja o’ = (p,a,q) uma aresta util de A. Sejam

k=d'Esdivd e r=daE4modd .

Entao, o' E4 = kd + r.
Para cada i € [1,d], a = ((p,1),a,(q,7)) é uma aresta 4til de C, satisfa-
zendo:

ese1>r,j=1—reak: =k; assim,
o Eq=kd+r=daE)+i-j ;
eset<r,j=i—r+deak =k+1; assim,
a’EA:kd—l—r:kd-}—d—l—r—d:d(k+1)+r—d=d(aEc)+i—j ;

Em ambos os casos, j € [1,d] e o/E4 = d(aEc) + 7 — j. Note que esta
condigao define unicamente j e aFc, para cada i e o’ E 4.

E interessante fazermos as seguintes observagoes.
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1. Quandor =0,Vi € [1,d],i > rej =1. Logo, Vi € [1,d], ((p, 2),a,(g,1))
¢ uma aresta utll de C com multiplicidade k.

2. Para cada aresta 1til o de A, existem d arestas tteis em C, cada uma

com origem em Q4 X {i}, para ¢ € [1,d], sendo que r dessas arestas
tém multinlicidade k + 1 e as restantes d — r tém multiplicidade .

3. Se A é simples ed > 1,k = dEsdivd = 0, qualquer que seja a
aresta util o/ de A. Assun as multiplicidades das arestas de C estao
em {0,1,00}.

4. Verifiquemos como ficam as multiplicidades das arestas tteis de C;
quando d é o méaximo das multiplicidades das arestas tteis de A. Esta
€ a situagdo que teremos no préximo capitulo. Se cada aresta util o de
Aétal que 0 < a’'E4 < d, resulta que k = o'EydivdouéOouél. E,
¢ = 1 se, e somente se, o’ E4 = d e, neste caso, r = o’ E4 mod d = 0.
Entao,

. k d Ooul >
Vie [1,d), a'Ecz{ 1 (que pode ser ou 0 ou 1) zz§<:

Assim, as multiplicidades das arestas de C estio em {0,1, 00}.

Vejamos um exemplo para entendermos melhor a construgao do M-A-
semiautomato C.

Exemplo 5.1 Seja d = 3. Consideremos um M-A-autémato A e suponha-
mos que algumas das arestas tteis de A sejam as seguintes:
ag = (p,a,p’), com multiplicidade 0;

a; = (¢,a,¢'), com multiplicidade 1;
ay = (s,a,s’), com multiplicidade 2;
az = (t,a,t'), com multiplicidade 3;
a5 = (u,a,u’), com multiplicidade 5;
a7 = (v,a,v’), com multiplicidade 7.

Apresentamos na tabela a seguir, para cada uma das arestas acima, o
valor m’ de sua multiplicidade, os valores de k,r,i e J e a multiplicidade
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I | o6 [ of [ o [ a3 [ a5 [ of ]

m/[k[r [ 0/0/0 [ 1/0/1 | 2/0/2 ] 3/1/0 ] 5/1/2 | 7/2/1

i 123 | 123 | 123 | 123 | 123 | 123
7 123 312 231 123 231 312
m 000 100 110 111 221 322

m da aresta correspondente em C. Podemos observar que os valores de j
associados a ¢ = 1,2, 3 formam uma permutacio ciclica de 1,2, 3.

Mostramos, nas Figuras 5.1 e 5.2, como ficam as trés arestas em C cor-
respondentes a cada uma das arestas de A descritas acima.

A seguir, estudamos algumas propriedades que relacionam passeios em A
com os passeios correspondentes em C e vice versa.

Sejam P4 e Pr os conjuntos dos passeios titeis em A e em C, respectiva-
mente. Vamos definir uma fungio ¥: Pr — P4, como segue. Se

P = ((po, 10), ar, (p1,41))((p1,71), a2, (p2,72)) - ((Pre1s tn1 ) Gny (P, i)

é um passeio til em C, entdo

PV = (po’al)pl)(pl,a2ap2)"-(pn—laan1pn) .

E fécil ver, pela construcdo de C, que PU¥ é um passeio ttil em A e dizemos
que PV ¢ a proje¢ao de P em A. Por outro lado, pode-se verificar que para
cada passeio 1til P’ em A e para cada i € (1,d], existe um tnico passeio til
P em C, com origem em Q4 x {i}, cuja projecio em A é P’. Tal passeio
P serd chamado i-levantamento de P’ em C. O lema a seguir relaciona a
multiplicidade de um passeio 1til em C com a multiplicidade de sua projecao
em A.

Lema 5.21 Seja P um passeio itil em C de (p,2) para (¢,7), 1 e j € [1,d].
Entdo, a sua projegio P' em A satisfaz

1P| =dl|P|[+i-j .
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Arestas de C correspondentes a

Q4 x {3}

Q4 x {2}

Qa x {1}

(¢,1)

Figura 5.1: Um exemplo da construgio do M- A-semiautémato C
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Arestas de C correspondentes a

¥ / Vi
Qg Qg Qy

Qa x {3}

Qa x {2}

Qa x {1}

(u,1) (u'n1)

Figura 5.2: Um exemplo da construcio do M-A-semiautémato C
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Demonstragdo. Seja P um passeio ttil em C de (p,2) para (q,7). Seja w o
rétulo de P, w = w; ... w;, com w; € A, (1 <1<t). A demonstragao é por
indugdo no comprimento ¢ do passeio P.

Se t = 1, entdo P = ((p,i),w,(g,j)) é uma aresta 4til de C. Seja P’ =
(p,w, q) a projegao de P em A. Pela construcio de C, podemos verificar que

1Pl = dlIPl| +i—7 .

Suponhamos que ¢ > 1 e que o lema seja valido para os passeios uteis em
C com comprimento menor do que t. Entdo, o passeio P = ((p,2),w,(g,7))
pode ser decomposto no paseio P; = ((p,7),w;... w1, (s,1)) e na aresta
a=((s,0),w, (¢,7)), para algum s € Q e [ € [1,d), tal que P = P, c.

Pela hipétese de indugao aplicada ao passeio P, = ((p,1),w; ... we_1, (s, 1),
a sua projecao P’ = (p,w; ... w1, s) em A satisfaz

2 = dpAll+i-1.

Seja o = (s,wy,q) a projegio de a = ((s,1), wy, (¢,7)) em A. Pela cons-
trugao de C, resulta que

o'l = dllell+1—7 .

Assim, o passeio P’ = Pi'a’ = (p,w; ... w;_1,8)(s,w;,q) de p para qéa
projecao de P em A e

1Pl =112+ lle'l| = dl| P+ = U+ dlal|+1— 5 = d(|| P+ [lel]) +i -5 -
Portanto, ||P'|| = d||P|| +i — ;.

A propriedade crucial da construcao de C é estabelecida no Lema 5.21:
para cada passeio 1itil P em C e sua projecdo P’ em A, a diferenca ||P'|| —
d||P|| depende somente da origem e do término do passeio P.

Corolério 5.22 Seja P wm passeio itil em C de (p,1) para (q,5), 1 ej €
[1,d]. Seja P’ a projegdo de P em A. Entdo,

1P| = [|P|] div d se1—32>0
1+ ||P'|| div d se1—3<0.
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Demonstragdo do Teorema 5.20. Se d = 1 nada temos para provar.
Seja d > 2. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A+ e seja A =
(@4, 14, T4) um M-A-autémato normalizado tal que |4 = X.
Vamos construir um M-A-autémato B = (C,1,T) a partir do M-A-
semiautémato C = (Q, E¢), cuja construgio e propriedades acabamos de
descrever. Para isto, vamos definir os M-subcorjuntos I e T de Q:

() =qla (Vg€Qu) e (g,) =00 (Vg€ Q4 Vj€[l,d—1]) ;

(0,7)T = qT4 (Vg€ Qa, Vje€(l,d) .

Vamos provar que [|B|| = [|A| div d. Seja w € A* tal que w|| A # oo
e seja P’ um passeio vitorioso em A, com rétulo w. Pelo Corolario 5.22, o
d-levantamento P de P’ em B satisfaz

1Pl = (1P| div d ;

portanto,
wl|Bl| < [|P]] = w||A] div d . (5.3)
Agora, seja P; um passeio vitorioso em B, com rétulo w. Seja P’ a
projecao de P; em A. Entao, lembrando que a origem de P; é um estado em
Q4 x {d}, e utilizando o Coroldrio 5.22, temos que

w||B|| = ||A]| = ||P']| div d > || P'|| div d = w||A|l div d . (5.4)

Assim, de (5.3) e (5.4), resulta que w||B|| = w||A|| div d.

Além disso, observamos que 1||B|| = oo e se w||A|| = oo entdo Co-
rolario 5.22 implica que w||B|| = co. Assim, ||B|| = ||A| divd = X div d.
Portanto, X' div d é um M-subconjunto reconhecivel de A*.

|

Corolario 5.23 Seja d um inteiro positivo. M Rec A* € fechada sob div d.

Demonstragio. Seja X € M Rec A*. Pelo Teorema 5.20, (X 4+ A*)divd
€ um M-subconjunto reconhecivel de A*. Assim, X div d = min((X +
A*) div d, (1X div d) 4+ 1) é um M-subconjunto reconhecivel de A*.

[
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Corolério 5.24 Seja d um inteiro positivo. M SRec A* € fechada sob div d.

Demonstragio. Segue do Teorema 5.20 e do Corolério 5.23, observando-se
que o M-A-autémato normalizado 4, na demonstragio do Teorema 5.20,
pode ser considerado simples e, nesse caso, o M-A-semiautémato C tem as
multiplicidades de suas arestas em {0,1,00} e, como o M-A-autémato B é
construido a partir de C e seus estados iniciais e finais sao definidos a partir
de A, resulta que B é simples.

L]

Quanto a familia das complexidades nao deterministicas, M CRec A*, nio
sabemos se ela é fechada sob div d, para d > 1.

A Tabela 5.1 completa a Tabela 3.1 (no Capitulo 3) com as propriedades
de fechamento de M Rec, M SRec e M CRec sob a adicdo, o maximo, o
resto, o monus e a divisao.



Tabela 5.1: Propriedades de fechamento de A4 Rec, M SRec e M CRec

“ Operacao | M Rec | M SRec | M CRec ||
min(X,Y) sim sim sim
m+ X, com0<m< oo sim nao nao
m + X, com m = oo ou

0 <m < min{|w| —wX |wX <co} | sim sim sim
X+4+Y sim nao nao
X +Y, min{ |w| — wX|wX < o0} >

max{wY | wY < co} sim sim sim
Xp, p é a fungao reverso sim sim nao
XY X~ Xt sim sim nao
XLLIY, LLJ é o embaralhamento sim sim sim
X f, f é um morfismo sim nao nao
Xf, féum morfismo com 17! =1 sim sim nao
Xf, f é um morfismo fino e injetor sim sim sim
Xf~1, f é um morfismo sim nao nao
X f~1, f é um morfismo fino sim sim sim
X UY, U éo embaralhamento interno sim sim nao
max(X,Y) nao nao nao
max(X,Y), Y é limitado sim sim sim
X —Y, - éo ménus nao nao nao
X =Y, Y élimitado sim sim sim
Xmodd,d>1 nao nao nao
X modd, d >0, X é limitado sim sim sim
Xdivd,d>0 sim sim ?

103



Capitulo 6

Caracterizacoes de
M-subconjuntos reconheciveis
e de M-subconjuntos simples
de A*

Na Segao 1, apresentaremos uma caracterizagao de M-subconjuntos reco-
nheciveis, que sera o resultado principal deste nosso trabalho. Mais preci-
samente, mostraremos que um M-subconjunto de At é reconhecivel se, e
somente se, ele é a soma de um ndmero finito de M-subconjuntos simples
de A*. Na demonstragao deste resultado, utilizaremos uma generalizacio da
construgao do M-A-semiautémato C que foi introduzida na demonstracio de
que M Rec A* é fechada sob a divisdo por um inteiro positivo.

Na Secao 2, mostraremos que o fecho da familia de M-subconjuntos de
A* que sao complexidades nao deterministicas, M CRec A*, sob o minimo, a
concatenagao e a estrela serd a familia de todos os M-subconjuntos simples
de A*, M SRec A*. Podemos observar que para se obter a familia de todos
os M-subconjuntos reconheciveis de A*, bastaria considerarmos também o
fecho sob a adicao escalar.
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6.1 Uma caracterizagao de M-subconjuntos
reconheciveis de A*

Vimos no Capitulo 3 (Proposi¢io 3.3) que M SRec A*, a familia de M-
subconjuntos simples, ndo é fechada sob a adicio. Este fato levou-nos a
investigar a seguinte questao:

Todo M-subconjunto reconhecivel de A* é a soma de um ntimero
finito de M-subconjuntos simples de A* ?

Por exemplo, o M-subconjunto reconhecivel X definido por:
Vw € {a,b}, wX =2min{|wl,, |w]s}

nao ¢ simples pelo Lema 2.10; mas, pode ser obtido a partir da soma de dois
M-subconjuntos simples Y e Z dados por:

Vwe {a.b}*, wY =wZ=min{|w|,|w|} ;

ouseja, X =Y + Z.

Como todo M-subconjunto simples X satisfaz 1X € {0,00}, um M-
subconjunto reconhecivel Y, com 1Y ¢ {0,000 } nido pode ser a soma de M-
subconjuntos simples. Assim, consideremos inicialmente a seguinte questao:

Todo M-subconjunto reconhecivel de At é a soma de um niimero
finito de M-subconjuntos simples de A+ ?

Obtivemos uma resposta afirmativa para esta questio e este é o resultado
principal deste nosso trabalho.

Teorema 6.1 Um M-subconjunto de At é reconhecivel se, e somente se,
ele € a soma de wm nimero finito de M-subconjuntos simples de A*.

Demonstragao. Seja X um M-subconjunto de A*. Seja A = (Q 4, 14,T4)
um M-A-autémato normalizado tal que ||A|| = X e seja d o maximo das
multiplicidades das arestas tteis de .A.

Vamos construir d M-A-autématos A; (1 <7 < d) tais que Y0, [|A:]| =
Al

105



Para cada i € [1,d], o M-A-autémato A; = (C, I;, T') é construido a partir
do M-A-semiautéomato C = (Q, E¢) que foi introduzido no capitulo anterior
na demonstracao do Teorema 5.20. Vamos definir os M-subconjuntos I; e T'

de @:
(Vg€ Qa Yije(ld]) (q,))i=6(35)+qla,

com 6(i,j):{0 Se1=1J

oo caso contrario ;

(Vg€ Qa, Vje[lLd]) (q,5)T =qTx .

Note que QI;,QT C {0,00} e como as multiplicidades das arestas de C
estio em {0,1,00} (como observamos no capitulo anterior), A4; é um M-
A-autémato simples. Observemos, também, que os M-A-autématos A;’s
(1 £ 7 < d) diferem entre si apenas nos seus estados iniciais.

Antes de continuarmos a demonstracio deste teorema, vamos estudar,
através dos préximos lemas, as propriedades que relacionam os passeios em
cada A; (1 <2 < d) com as suas projegdes em A. Estudamos, também, as
relagoes existentes entre os passeios em A; e os passeios em Aj, para i # j.

Seja ¢ € [1,d]. Seja P um passeio vitorioso em A4; com término em
Qax {7}, para algum j € [1,d]. Dizemos que P é um passeio vitorioso mais
alto em A;, se nao existem passeios vitoriosos em A; com rétulos iguails ao
de P e com término em Q4 x {k}, para k € [1,d], k > j.

Lema 6.2 Seja P um passeio vitorioso mais alto em A; (i € [1,d]). Entdo,
a sua proje¢ao P' € um passeio vitorioso em A.

Demonstragio. Seja P um passeio vitorioso mais alto em A;. Entdo, P tem
a sua origem em Q4 X {¢}. Suponhamos que o término de P seja um estado
em Q4 X {7}, para algum j € [1,d]. Se a projeciao P’ de P nao é um passeio
vitorioso em A, existe um passeio vitorioso P;’ em A tal que |P/| = |P| e
2] < [P

Seja Py o i-levantamento de P’ em A; e suponhamos que P; termina em
Qa x {k}, para algum k € [1,d]. Entdo, utilizando o Lema 5.21,

APl = 1P| =itk <||P| =itk =dl|P||+i-j—it+k=d||P||+k-] .
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Portanto,

d([| Pl = [IPIl) < k=3 -

Além disso, P; é um passeio bem sucedido em A;. De fato, a sua origem (p, ?)
e o seu término (¢, k) satisfazem (p,7)I; = pIs # oo e (¢, k)T = qT4 # oo,
ja que a sua projecdo P;’ é um passeio vitorioso em A. Mas, como P é um
passeio vitorioso em A;, ||P1]| > || P|].

Se ||Pt|| = ||P|| entdo P, também é um passeio vitorioso em A; e k—j > 0.
Ou seja, k > j. Logo, P nao é um passeio vitorioso mais alto em 4;; uma
contradigao.

Assim, ||P;|| > ||P||. Entéo,
d<d(||Al| - |IPI) <k-3j .

Isto € impossivel, ja que k,j € [1,d]. Portanto, P’ é um passeio vitorioso em
A.

Lema 6.3 Seja P; (¢ € [1,d]) um passeio vitorioso mais alto em A; com
rétulo w e suponhamos que P; termine em Q4 x {j} (j € [1,d]). Seja P
(k € [1,d] e k # 1) um passeio vitorioso mais alto em A com rdtulo w e
suponhamos que P, termine em Q4 x {l} (I € [1,d]). Entdo, 1 —j =k —1
(mod d).

Demonstragao. Seja P; um passeio vitorioso mais alto em .4; com término
em Q4 X {7} e rétulo w. Seja P, um passeio vitorioso mais alto em A; com
término em Q4 %X {{} e rétulo w.

Sejam P/ e P, as projegoes de P; e Py, respectivamente, em A. Pelo
Lema 6.2 resulta que P’ e P’ sdo passeios vitoriosos em A. Entéo, ||P/|| =
|11l

Mas, pelo Lema 5.21,

IPll=dPl+i-j e [IP/ll=d||P:ll+k—1.
Logo, de ||P]|| = || P||, segue que
APl +i—j=d|[P||+k-1.

Entao,
=g =d([|P|[ =B+ k=1 .
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Ouseja, 2 —j=k—1 (mod d).

Podemos observar no Lema 6.3 que:
l.Sek=i+1lentdo!=75+1 (mod d).
2. S5ek=i—1entaol=j—1 (mod d).

3. l# 7. Pois,se l = j entdo i = k (mod d) e, como ¢,k € [1,d]
segue que k = ¢; o que contradiz a hipdtese.

Nés continuamos a demonstracio do Teorema 6.1 considerando X; =
| Ai]] (1 < i< d). Entao, os X;’s (1 < i < d) sho M-subconjuntos simples
de A*. Além disso, podemos verificar que Yw € A+, wX = oo se, e somente
se, Vi € [1,d], wX; = co. Logo, wX = oo se, e somente se, 3¢, wX; = oo.
No que segue, vamos considerar w € At com wX # oco. Entdo, podemos
supor que Vz € [1,d], wX; # co.

Para cada ¢ € [1,d], existe um passeio vitorioso mais alto P; em A;, com
rotulo w e

18] = wll Al = wX; . (6.1)

Portanto, pelo Lema 6.2, para cada 7 € [1,d], a projecao P’ de P; em A
¢ um passeio vitorioso e

I1P/]] = w|| Al = wX .
Entao,

d
2P| = d(wX) . (6.2)
=1
Suponhamos que para cada ¢ € [1,d], P; termine em Q4 x {k;}, para
algum k; € [1,d]. Entao, pelo Lema 6.3, para cada par j, [ € [1,d], se j # I
resulta que k; # k;. Portanto,

k=Y. (6.3)

1 =1

1

d
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Mas, pelo Lema 5.21, para cada 7 € [1,d],
1P| = dl|P]| +7— ki .

Entao, utilizando (6.2) e (6.3), temos que

d

d d 3 d d
d(wX) = Y11/ = SlPI+i—k) = S dIRI+S =3k = A3 1P
1=1 =1 =1 1=1 =1

=1
Logo, de (6.1),
d d
wX = Z HP,” = EwX,' .
=1 i=1

Assim,
d d
Yw e At wX:Zin:wZXi .
=1 =1
Portanto,
d
X = ZX,- .
i=1

A reciproca deste teorema segue da defini¢io de M-subconjunto simples

e do fecho de M Rec A* sob a adigao.
1

Os seguintes dois lemas contém mais propriedades relacionando passeios
em A com passeios em cada A; (1 <7 < d) e tém interesse préprio.

Lema 6.4 Seja P um passeio bem sucedido em A; (i € [1,d]), com término
em Qa x {j} (7 € [1,d]). Se a projecio P' de P em A é um passeio vito-
71080, entdo todos os passeios vitoriosos em A;, com rétulos iguais ao de P,
terminam em Q4 x {k}, para k € [1,d], k < j.

Demonstragio. Seja P um passeio ben sucedido em A; com término em
Q4 % {7}, de modo que a sua projecao P’ em A seja um passeio vitorioso.
Suponhamos que exista um passeio vitorioso P; em A;, com término em
Qa x {k}, para k> j e |[P| = |P|.
Consideremos a projegao P;’ de P, em A. Entao, pelo Lema 5.21,

1Al =dl|All+i-k .
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Como P; é vitorioso em A;, segue que ||P;|| < ||P||. Entao,
I|P|| < d||P||+i—F .
Mas, k > 7; entdo,
dP||+i—k<d|P||+i—7] .

E, pelo Lema 5.21,
d|P||+7 -3 =[P .

Assim, concluimos que

1] < (1P

O que é um absurdo, pois P’ é um passeio vitorioso em .A.
|

Lema 6.5 Seja P' um passeio vitorioso em A. Entdo, para cada i € [1,d],
o t-levantamento P de P' € um passeio vitorioso mais alto em A;.

Demonstragio. Seja P’ um passeio vitorioso em A com rétulo w e seja
€ (1,d].

Consideremos o i-levantamento P de P’ em A;. Suponhamos que P
termine em Q4 x {7}, para algum j € [1,d]. Entao, pelo Lema 6.4, todos os
passeios vitoriosos em A;, com rétulos iguais a w, terminam em Q4 x {k},
para algum k € [1,d], k < j.

Suponhamos que P nao seja vitorioso em A;. Entao, existe um passeio
vitorioso mais alto P; em A;, com rétulo w e Py termina em Q4 X {l}, para
algum [ € [1,d], | < 5.

Logo, pelo Lema 6.2, a projecao P,’ de P; é um passeio vitorioso em A.
Assim, ||Py[| = [|P']].

Mas, pelo Lema 5.21,

P/l =d|Pll+i=1 e |IP|=d|lP||+i-j .

Entao,
d|P|[+i—=1=d||P|][+i-J .

Logo,
g —l=4d(||P|| = [|Al]]) -
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Mas, como P; é vitorioso em A; e P nao é, resulta que ||P,|| < ||P||; logo,
IIP[| = llAll > 0.
Portanto, 7 — I = d(||P|| — || PA]|) = d; o que é um absurdo.
Assim, P é um passeio vitorioso mais alto em A;.
|

A seguir, vejamos um exemplo da construgao dos M-A-autématos A;’s
que foi feita na demonstracio do Teorema 6.1.

Exemplo 6.1 Sejam A = {a,b,c} e o M-A-autémato A representado a
seguir.

a/s q

A'Op
-9

b/o
a/1

afo b/o
b/1 c/1

ey

0 c/1

Construimos, na Figura 6.1, o M-A-semiautémato C, a partir de A.

Consideremos a palavra w = a®b®. Existem em A somente dois passeios
bem sucedidos com rétulo w:

/. a at b3
P:ip—qg—qg—¢q

/ a at b3
e S:p—s—s—s.

Como ||P'|| = T e ||S’|| = 6, segue que somente S’ é um passeio vitorioso em
A, com rétulo w.
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(P,3) a/l (q,3) b/O

'\ b/o
ajo
(5,3) afo
— T |
/ e /
(v:2) /1 Z/l
P2 a/i Q b/o
c/o
b/1 .\\ e ()
alo
c/1
(S%/ a//o
alo w
\
\ (1) a/1
b ho| @ (42
b/o
b/o
a/o b/s

Figura 6.1: O M-A-semiautémato C correspondente ao M-A-autémato A
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Os M-A-autématos A;, A; e Az sao construidos a partir do M-A-
semiautomato C, de modo que para cada i € [1,3], o estado inicial de A;
seja (p,t) e os estados finais de A; sejam (gq,7) e (s,7), VJ € [1,3].

Agora, vejamos como sao os i-levantamentos de P’ e de S’ em cada A;,
para 1 € [1,3].

Em A;, o l-levantainento P; de P’ é dado por:

a a a a a 3
Pr:(p,1) =5 (g,1) =% (¢,3) - (4,2) =% (g,1) -2 (¢,3) == (4,3)
e o 1-levantamento S; de S’ é dado por:
Sii(p1) =5 (5,1) 25 (s,1) =5 (5,2) =25 (5,3) -2 (s,1) .

Como ||P|| = 3 e || S1]| = 2 e, ndo existem outros passeios bem sucedidos em
A; com rétulo w, segue que S; é um passeio vitorioso em A;, com rétulo w.
Em A,, o 2-levantamento P, de P’ é dado por:

P (p2) 5 (4,2) - (¢,1) =% (4,3) - (¢,2) = (¢,1) — (g,1)
e o 2-levantamento S, de S’ é dado por:
Sy (p,2) = (5,2) 5 (5,2) - (5,3) -5 (5,1) =5 (5,2) .

Como ||P]| = 2 e [|S:]| = 2 e, ndo existem outros passeios bem sucedidos
em A; com rétulo w, segue que ambos, P, e Sy, sao passeios vitoriosos em
As, com rétulo w. Entado, S; é um passeio vitorioso mais alto em A,, com
rétulo w, ja que S, termina em (s,2) e P, termina em (¢,1). Observe que a
projecao S’ de S3 é um passeio vitorioso em A, enquanto que a projecao P’
de P, nao é um passeio vitorioso em .A.

Em Aj, o 3-levantamento P; de P’ é dado por:

a a a a a 3
Ps:(p,3) -5 (¢,3) - (,2) - (¢,1) = (¢,3) - (¢,2) = (¢,2)
e o 3-levantamento S3 de S’ é dado por:
S5+ (p,3) =2 (5,3) <25 (5,3) == (5,1) == (5,2) = (5,3) .

Como ||Ps|| = 2 e ||Ss]| = 2 e, ndo existem outros passeios bem sucedidos
em Aj; com rétulo w, segue que ambos, P; e S3, sdo passeios vitoriosos em
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A3, com rétulo w. Entdo, S; é um passeio vitorioso mais alto em A3, com
rétulo w, ja que S3 termina em (s,3) e P3 termina em (g,2). Observe que
somente a projecao S’ de S3 é um passeio vitorioso em .A.

Assim, para cada 1 € [1,3], o i-levantamento de S’ em A; é um passeio
vitorioso mais alto em A;, com rétulo w e vale que

1S3l + 1152 + 115511 = 6 = |IS]] -

Na demonstracao do Teorema 6.1, os M-A-autéomatos A; = (Q4 X
[1,d], I;,T) (1 < i < d) foram construidos de modo que, para cada i € [1,d],
o conjunto de estados iniciais de A; é {(g,7) | ¢ é um estado inicial de A} e
o conjunto de estados finais de A; é {(q,7) | ¢ é um estado final de A e j €
[1,d] }. Ou seja, todos os A;’s tém os mesmos estados finais, mas diferem em
seus estados iniciais.

Vejamos o que acontece se os estados iniciais e finais de cada A; (1 <1 <
d) forem escolhidos de outra forma.

(1) Para cada ¢ € [1,d], considere o conjunto de estados iniciais de A;
como sendo {(¢,J) | ¢ é um estado inicial de A e j € [1,d]} e o conjunto de
estados finais de A; como sendo { (¢,1) | ¢ é um estado final de A }. Ou seja,
todos os A;’s tém os mesmos estados iniciais, mas os finais sio diferentes.
Nesse caso, para cada passeio util P’ em A, o i-levantamento P; em cada
A; tem origem em Q4 x {k;}, para algum k; € [1,d] tal que k; = 1 + ||P'|]
(mod d). Logo, ki # ky se | # hee, para cada: € [1,d], ||P|| = d||P;|| + ki —1.
Portanto, ¢ || || = ||P’||. Além disso, para cada i € [1,d], se existir mais
de um passeio vitorioso soletrando uma dada palavra em A;, somente aqueles
com origem em ()4 X {k}, para o menor k possivel, terdo como projecoes um
passeio vitorioso em A.

(2) Seja k € [1,d]. Para cada ¢ € [1,d], o conjunto de estados iniciais de
Ai €{(q,7) | ¢ é um estado inicial de A e j € [1,d]} e o conjunto de estados
finais de A; é { (¢, k) | ¢ é um estado final de A }. Ou seja, todos os A;’s tém
os mesmos estados iniciais e finais. Nesse caso, para cada passeio util P’ em
A, os i-levantamentos P; em cada A; (1 <1 < d) sdo todos iguais; isto é, tém
origem em Q4 X {7}, para algum j € [1,d] tal que j = k+||P'|| (mod d) e
tém multiplicidade satisfazendo ||P’|| = d||P;|| + j — k. Entao, pode ocorrer
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que S0y ||2] # [1P1]].

(3) Seja k € [1,d]. Para cada ¢ € [1,d], o conjunto de estados iniciais
de A; é {(¢,7) | ¢ é um estado inicial de A} e o conjunto de estados finais
de A; é {(g,k) | ¢ é um estado final de A}. Nesse caso, para cada passeio
vitorioso P’ em A, o i-levantamento P; em A; (i < ¢ < d) pode nem ser
um passeio bem sucedido. Isto ocorre mesmo que os estados finais dos A;’s
sejam todos diferentes.

(4) Para cada 7 € [1,d], considere o conjunto de estados iniciais de A; co-
mo sendo { (¢, 7) | ¢ é um estado inicial de A e j € [1,d] } e o conjunto de es-
tados finais de .A; como sendo { (¢,7) | ¢ é um estado final de A e j € [1,d]}.
Nesse caso, para cada passeio vitorioso P’ em A, existem i-levantamentos P,
em A; (1 < i < d) que sao vitoriosos e que satisfazem || 5| = ||P’|| div d.
Logo, Tty [I1Pil] < [1P']]-

Assim, dessas quatro possibilidades, somente a escolha (1) pode ser uma
alternativa para definir os estados iniciais e finais dos M-A-autématos A;’s,
na demonstragao do Teorema 6.1.

Corolério 6.6 Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A*. Entdo, X €

a soma de um nimero finito de M -subconjuntos simples de A* se, e somente
se, 1X € {0,00}.

Demonstragao. Seja X um M-subconjunto reconhecivel de A* tal que 1X €
{0,00}. Pelo Teorema 6.1, basta considerar o caso em que 1.X = 0. Sejam
os M-subconjuntos simples X;’s (1 < 7 < d) de A*, obtidos pelo Teore-
ma 6.1, para X 4+ A*. Para cada 7 € [1,d], considere o M-subconjunto
Y; = min(X;,1). E claro que Y; é simples e 1Y; = 0. Entdo, X = 4 Y.

A reciproca segue imediatamente das definigoes de M-subconjunto sim-
ples e da operagao de adigao de M-subconjuntos.

Corolério 6.7 Seja X um M-subconjunto reconhectvel de A* tal que 1X ¢
{0,00}. Entao, existe d > 0 e existem d M-subconjuntos simples de A*,
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Xi,...,Xq e um M-subconjunto reconhecivel Y de A* tais que

d
X =min(}_ X;,Y) .

i=1

Demonstragdo. Basta considerar X = min(Y%, X;,1X + 1), onde os M-
subconjuntos X;’s (1 <7 < d) sdo obtidos pelo Teorema 6.1 para X + AT,
5]

6.2 Uma caracterizacao de M-subconjuntos
simples de A*

No Capitulo 3 (Proposigoes 3.13 e 3.15), vimos que M CRec A* nao é fechada
sob a concatenacao e a estrela. Este fato levou-nos a investigar o fecho de
M CRec A* sob estas operacoes.

O Teorema de Kleene-Schiitzenberger afirma que M Rec A* = M Rat A™.
Ou seja, M Rec A* = fecho racional(M CRec A*), ja que M Rat A* é o me-
nor subconjunto de M <« A>> racionalmente fechado (isto é, fechado sob
o minimo, a concatencao, a adigdo escalar e a estrela), contendo os M-
subconjuntos unitarios a, Va € A e os M-subconjuntos unitarios sao com-
plexidades nao deterministicas.

Mostramos, a seguir, que o fecho de M CRec A* sob o minimo, a con-
catenagao e a estrela, é a familia de todos os M-subconjuntos simples de
A*. A demonstracao ¢ baseada na prova do Teorema de Kleene dada por
McNaughton e Yamada.

Teorema 6.8 M SRec A* = subfecho racional (M CRec A*).

Demonstracgio. Inicialmente, recordemos a definigao de subfecho racional de
M CRec A*: é a menor familia contendo M CRec A* e os M-subconjuntos
0 e 1 (que sao complexidades nao deterministicas) e que é fechada sob o
minimo, a concatenacao e a estrela.

Como M CRec A* C M SRec A* e M SRec A* é fechada sob o minimo, a

concatenagao e a estrela, resulta que

subfecho racional(M CRec A*) € M SRec A™ .
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Para verificarmos a inclusao contraria, precisamos mostrar que todo M-
subconjunto simples pode ser obtido a partir de M-subconjuntos que sao
complexidades nao deterministicas, utilizando somente o minimo, a concate-
nacgao e a estrela.

Seja X um M-subconjunto simples de A*. Entdo, existe um M-A-
automato simples A = (Q, 14, 7'4) tal que ||A|| = X.

Seja Q = {1,2,...,n} e consideremos, para cada i € (), o M-subconjunto
i de @ definido por:

Vg€ Q, qi:{ 0 mg=n

oo caso contrario .

Agora, consideremos os M-A-autématos A;; = (@Q,1,j) (1 < ¢,7 <n)e
os M-subconjuntos de A~

Aij = |Aill (1<2,5<n) .

Entao,
|A]l = g.lég(if,«t + Aij +3Ta) .

Mas, como QI4, QT4 C {0,000} (pois A é simples), resulta que
|A|l = min{ A;; | 1,7 € Q,il4=0e jT4 =0} .

Logo, basta mostrarmos que cada M-subconjunto A;; pode ser obtido a
partir de M-subconjuntos de A* que sdao complexidades nao deterministicas,
utilizando somente o minimo, a concatenacao e a estrela. Eo que faremos a
seguir.

Para cada inteiro k € [0, n], seja C’,»(f) o conjunto dos passeios uteis e nao
triviais de 4, com origem em z, término em j e que nao passam por um
estado [ > k. Mais precisamente, se P € C’i(f), em cada fatoracao do passeio
P

P:i=%]2 5,
com wy, wy € At deve ocorrer que [ < k.

Seja B,(jk) o M-subconjunto de A* que, a cada w em A*, associa 0 minimo
das mutiplicidades dos passeios em C’,-(f) que soletram w.

Para cada,j € [1,n], denotemos por E;; o M-subconjunto de A* definido
por:

Va€e A, aE;j=(1,0,7)E4 e YweA"—A, wkj=o00.
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Temos que:

BY = Ej;
Ay = Bi(}l) set# )
min(1, B{") sei=j

BY = min(BY™, BB BETY), Vke(l,n] .
A tltima férmula segue da observagao de que um passeio P € C,-(f) se, e

somente se, ou P € C,-(f—l) ou P tem uma unica fatoragao

P kM 2 e e e
com s > 0, com o fator (i,wo,k) em Cif™", com os fatores (k,ws,k) em

c%=1 Vh e [1,s] e com o fator (k,wsy1,]) em C,(Cf_l).

Por outro lado, para cada E;;, definimos, para cada a € A, o M-subcon-
junto a;;, da seguinte forma:
Yw e A", wa,‘jZ{wEij sew=d ) s
00 caso contrario .
Entao,
Ey :min{a,'j |a € A} .
Mas, como A é simples, Va € A, aE;; € {0,1,00}. Logo, a;; € uma comple-
xidade nao deterministica.

Como cada E;; pode ser obtido a partir de M-subconjuntos de A* que
sao complexidades nao deterministicas, utilizando somente o minimo, resulta
das férmulas acima que, para todo k € [0,n], B,-(jk) pode ser obtido a partir
de complexidades nao deterministicas, utilizando o minimo, a concatenagao
e a estrela. Mas, o M-subconjunto 1 também é uma complexidade nao de-
terministica. Portanto, cada A;; pertence ao subfecho racional(M CRec A*).
Assim,

M SRec A* C subfecho racional (M CRec A”) .

Portanto,

M SRec A* = subfecho racional (M CRec A*) .

118



Conclusao

As condicdes necessarias referentes as familias M Rec A* e M SRec A%, que
apresentamos no Capitulo 2, sdo muito simples, quase ingénuas. Nao acre-
ditamos nem mesmo que elas estejam préximas de serem suficientes. No
entanto, a busca de condigdes necessarias mais precisas falhou.

Com relacio a M CRec A*, vimos uma condigao necessaria para um M-
subconjunto ser uma complexidade nao deterministica, que utiliza a definigao
de multiplicidade diferencidvel. Esta definigio, apesar de nao depender de
nenhum M- A-autémato, é complexa e uma tentativa de simplifica-la poderia
ser no sentido de eliminar os indices k, [ e m. Com relagao as propriedades
algoritmicas, nao sabemos se é decidivel se um dado M-subconjunto reco-
nhecivel é de multiplicidade diferencidvel; nem mesmo fixando-se as palavras
z,y,u e v, o inteiro k e a palavra z;. Além disso, ndo encontramos um e-
xemplo de um M-subconjunto reconhecivel que nao seja de multiplicidade
diferenciavel e que nao seja uma complexidade ndo deterministica.

A caracterizacio de M-subconjuntos reconheciveis como uma soma fini-
ta de M-subconjuntos simples, que apresentamos no Capitulo 6, parece nos
mostrar que os M-subconjuntos simples refletem todas as propriedades de
M-subconjuntos reconheciveis. Seria muito interessante encontrar aplicagoes
dessa caracterizacdo e, a0 mesmo tempo, obter condigdes mais significati-
vas para que um M-subconjunto reconhecivel seja simples. Seria também
bastante interessante se pudéssemos obter aplicagdes de uso das operagoes
monus, maximo e resto.
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