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Abstract

We study some properties of recognizable .A4-subsets of a free monoid
,4', denoted by .A,4 Reco' and of two of its subfamilies: .A4 SRec..'l', of the
simple .A4-subsets and .A4 CRec ,4* , of the .A4-subsets which are nondetermi-
nistic complexities.

At first, we study some necessary conditions for membership in each one
of these families and we show that .A4 CRec.4* ç .A4 SRec.4' ç .A4 Rec,4"
We relaxe these families with the families 7{P (p 2 0), obtained by Simon
and we verífy that .A4 CIRec Á' n 7íl. = .A4 SRec .4* n 7{o ç 7{o and Vp ? l,

./U CRec .4' n 7{. ç .A,4 SRec .4* n 7{. ç 7{P' ~"here 7{o is the family of recog-
nizable and limited .A,4-subsets.

We also study the closure properties of the three families, .A4 Rec,4*,
.A4 SRec .4* and .A4 CRec .4*, under several operations.

One of the major results in tais thesis is that .M Rec.4''' is closed under
division by a positive integer. Our pioof of this result is constructive and
a generalization of this construction is the essential idem in the proof of a
characterization of recognizable .A4-subsets that we obtain. More precisely,
we show that an ./U-subset of ,4+ is recognizable if, and only if, it is the sum
of finitely many simple ./U-subsets of .4+. This is the main result of this
thesis.

We also show that eveiy simple .&4-subset of .4* can be obtained from
./U-subsets which are nondeterministic complexities by using the minimum,
concatenation and star operations.



Resumo

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades de .A4-subconjuntos re.
conhecíveis de um monóide livre .A', denotado por .A4 Rec.A*, e de duas de
suas subfamílias: .A4 SRec Á', dos .A,4-subconjuntos simples e .A4 CRec.4''',
dos .A4-subconjuntos que são complexidades não daterminísticas.

Inicialmente, estudamos algumas condições necessárias de pertinência a
cada uma dessas famílias e mostramos que .A't CRec 4* ç .A4 SRec.A* ç
.M Rec.A'. Relacionamos estas famílias com as famílias H. (p ? 0), ob-
tidas por Simon e verificamos que .A4 CIRec Á* n 7{o = .A,4 SRec .4* n'lío ç 7{o
e Vp 2 1, .A4 CRec ,4* n 7{. ç .A4 SRec .A' n 7{P ç 7{., onde 'Ho é a família de
.M-subconjuntos reconhecíveis e limitados.

Estudamos também as propriedades de fechamento das três famílias,
.A4 Rec .4*, .A4 SRec .A* e .A4 CIRec .A*, sob várias operações.

Um dos resultados principais nesta tese é que .A4 Rec.4* é fechada sob
a divisão por um inteiro positivo. A nossa prova deste resultado é constru-
tiva e uma generalização desta construção é a idéia essencial na prova de
uma caiacteiização que obtemos pala ./U-subconjuntos reconhecíveis. Mais
precisamente, mostramos que um .A4-subconjunto de ,4+ é reconhecível se,
e somente se, ele é a soma de um número finito de ./U-subconjuntos simples
de ,4+. Este é o resultado principal desta tese.

Mostramos também que todo .A4-subconjunto simples de Á* pode ser ob-
tido a partir de .A4-subconjuntos que são complexidades não determinísticas,
utilizando as operações de mínimo, concatenação e estrela.
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Introdução

O estudo de subconjuntos reconhecíveis com multiplicidades num corpo teve
sua origem nos trabalhos fundamentais de M. P. Schtitzenberger j13, 14, 151,
escritos no início da década de 60. Nos meados da década de 70. S. Eilen-
berg l41 sistematizou esta teoria para um semi-anel qualquer /t' e estudou,
em particular, os casos do gemi-anel booleano, do semi-anel dos números na-
turais e dos sub-semi-anéis de um corpo. Um tratamento mais algébrico de
/í-subconjuntos reconhecíveis é dado por Berstel e Reutenauer l21.

Neste nosso trabalho, estudamos algumas propriedades da família de .A4-
subconjuntos reconhecíveis de .4*, .A4 Rec.4*, onde .A4 denota o gemi-anel
Min-Paus, também chamado de gemi-anel tropical e que consiste dos números
naturais estendido com oo e tendo como operações o mínimo e a adição. Um
.M-subconjunto de .A* é uma função que associa uma multiplicidade em .A4
a cada palavra em .A*. Um ./U-.4-autómato é um autómato finito ao qual se
associam multiplicidades em .A,4 aos estados iniciais, aos estados finais e às
arestas, permitindo com isso associar multiplicidades em .A4 a cada palavra
em .4'. O .M-subconjunto resultante é dito reconhecível.

O semi-anel .A4 é conhecido em Pesquisa Operacional, onde ele é usado
em problemas de minimização de custos l31. Na Teoria de Autómatos, o
estudo de multiplicidades no semi-anel .A4 foi introduzido por 1. Simon j171,
em 1978, para dar uma caracterização de subconjuntos reconhecíveis de um
monóide livre que têm a propriedade da potência finita. Uma solução inde-
pendente também foi obtida por I'=. Hashiguchi l61. Nos últimos anos, foram
resolvidos outros problemas importantes relacionados com .A''f-subconjuntos
ou como aplicações do semi-anel .A,4. Por exemplo, K. Hashiguchi l7, 81
caracterizou os M-subconjuntos reconhecíveis e limitados, através de um ra-
ciocínio de grande complexidade; H. Leung j121 e 1. Simon j19, 211 obtiveram,
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independentemente, outras soluções mais algébricas para decidir se um .A4-
subconjunto reconhecível é limitado; I'=. Hashiguchi l91 resolveu o problema
de determinar a altura das estrelas de subconjuntos reconhecíveis. Um 'sur-
vey' sobre os .A4-subconjuntos reconhecíveis foi escrito por 1. Simon 1201.

Em particular, nós estudamos duas das subfamJlias de .A4 Rec ,4': a dos
M-subconjuntos simples, Á'( SRec .A' e a dos .A'Í-subconjuntos que são com-
plexidades não determinísticas, ./U CRec.4'. Um .A4-subconjunto de .,'i* é
simples se ele é reconhecido por um -/U-.A-autómato cujas multiplicidades
(associadas às arestas e aos estados) pertencem a { 0, 1,oo } e é uma com-
plexidade não determinística se ele é reconhecido por um ./U-.A-autómato
que pode ser obtido a parir de um autómato finito (não determinístico),
associando-se a multiplicidade 0 às suas arestas determinísticas, l às suas
arestas não deteiminísticas e 0, aos seus estados iniciais e finais.

Inicialmente, estudamos condições necessárias de pertinência a cada uma
das três famílias. Em primeiro lugar, estabelecemos condições necessárias
para um .M-subconjunto ser reconhecível:

Sda X C ./U Rec ,4'. Então.
(i) s«porá'(X) .«X # .o } á «m «Z,co«;j-*. «nA«,u./ 'Z'

(n) vm C M, mX-: é «. s«Z,c.«/unl. "c.«Ae.úe/ d. .,4*;
(iii) ]A > 0 1a/ que Vw C ,4+, ou toX = oo ou zoX 5; kIwI.

Uma outra condição que um .&4-subconjunto reconhecível satisfaz é pa
tecida com o 'Pumping Lema' pala linguagens regulares:

Seja X um M-subconjunto reconhecúet de A'. Então, existe um int,eito
positivo m tal que para toda palüura = em A*, com =X < oo e para toda
escolha de pelo menos m posições marcadas em =, a palavra = admite uma
fatoração da fol'mct = uuw, de modo que
(i) o cozzte7zAa pe/o menos uma e no m(ízámo m posições marcadas;
(n) ]'?o f./q«.VÃ?o,(u«'.«)x 5;«x+(k-l)c.

Verificamos que nenhuma dessas condições, se satisfeita, é suficiente para
que um dado ./\,'Í-subconjunto seja reconhecível.
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Uma condição necessária para que um .M-subconjunto seja simples é a
seguinte:

Sela X um .A4-stzZPc07ÜKnto reconÀecúe/ de ,4'

Vto C .4*, ou toX = oo ozz toX $ 1tol.
Se X é simples então

Dessa propriedade segue facilmente que

.A4 SRec .4* ç .M Rec ,4*

Quanto aos .A'Í-subconjuntos que são complexidades não determinísticas,
obtemos uma condição mais complexa:

Se um .M-subconjunto X é uma complexidade não detemninística, então
X não é de mutti'pticidade diferem,ciáuel.

Dizemos que um .&'í-subconjunto X é de multiplicidade diferenciável se
existem palavras z,Z/,u e o em Á* tais que para cada k ã 1, exista uma
palavra zk em .A+ de modo que

V/ ? 0 e Vm > A, tox;lkX 1.0KkKx < tokK.X < oo

-de ««kl« = a(U,f«yU,kmy.
Observamos que esta definição independe de qualquer .A,4-.4-autómato re.

conhecendo X, ao contrário da definição de complexidade não determinística
Dessa condição, mostramos que

.M CRec .4* ç .M SRec .4*

para um alJ'abeto A, com pelo menos duas letras

Relacionamos .M SRecÁ' e .M CRecÁ' com as famílias H. (p 2 0) de
Simon j181, que formam uma hierarquia para .A''í Rec,4*, mostrando que a
relação de inclusão piópiia entre .A4 CRec .4* e ./U SRec.,'l' é mantida em
cada H, (p > 0). Ou sda,

vp 2 i, .M CRec .A* n H. ç .A'{ SRec .A* n 7{. ç 7{,
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para um alfabeto A, com pelo menos duas letras.
7{o denota a família de ./U-subconjuntos reconhecíveis e limitados, isto é,

aqueles cuja imagem é um subconjunto finito de M . Estabelecemos algumas
propriedades básicas de ./U-subconjuntos limitados; em particular, mostra-
mos que todo .A,4-subconjunto simples e limitado é uma complexidade não
determinística. Ou seja,

.A4 CRec ,4' n 7{o = ./U SRec .4* n 7{o ç 7{o

Estudamos, também, as propriedades de fechamento das três famílias,
.A4 Rec Á''', .A4 SRec .4* e .A4 CIRec .A*, sob as operações básicas e também sob
o máximo, o menus, o resto e a divisão por um inteiro positivo. Verifica-
mos que .A4 Rec.A* não é fechada com relação ao máximo, menus e resto e,
através de uma caracterização de .A4-subconjuntos reconhecíveis e limitados
como soma ou mínimo de .A,4-subconjuntos reconhecíveis bastante particula-
res, mostramos que:

gelam X,y C .MRec.A* (.M SRec.A*,.A'{ CRec.4'). Se y é /ámiZado
.«tã. max(X, y), X -: y . y mod d, p«« d > 0, sã. .M--bco«:j-t.' ""-
nhecíueis (respectivamente, simples, complexidades não detemninísticasl.

Com relação à divisão (inteira) de um ./U-subconjunto de .4' por um in
tenro positivo d, mostramos que

.M Rec.A* (.A4 SRecÁ') é/ecAada soZ, dáu d, para d >0

A nossa demonstração é construtiva e essa construção tem uma im-
portância fundamental não só para este resultado mas, principalmente, na
obtenção de uma caracterização que descrevemos a seguir.

Verificamos que a família de .A4-subconjuntos simples não é fechada sob
a adição. Então, investigando o fecho de .A4 SRec.4* sob a adição, obtemos
uma caracterização de .M-subconjuntos reconhecíveis de .A+, que é o resulta-
do principal da nossa tese e cuja demonstração, também construtiva, utiliza
uma generalização da construção de um .A4-Á-autómato que foi introduzida
para mostrar que .A,4 Rec.A' é fechada sob a divisão por um inteiro positivo.
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t/m .A4-suóc07Üzinto de .4+ á reconhecúe/ se, e somente se, e/e é a soma
de um número frito de .M.-subconjuntos simples de A+

Verificamos que a família das complexidades não determinísticas não é fe-
chada sob a concatenação e a estrela. Então, investigando esse fecho, obtemos
uma caracterização de .A''f-subconjuntos simples de .A", cuja demonstração é
baseada na demonstração do Teorema de Kleene dada por McNaughton e
Yamada.

M SRec.4' é o /echo de ./ç'{ CRec,4* soZ, o mz'mimo, a concafenação e a
estreia.

Desse modo, este trabalho consta de seis capítulos, cujos conteúdos des
crevemos, resumidamente, a seguir.

No Capítulo l apresentamos os conceitos de semi-anéis, /{-subconjuntos,
operações sobre /{-subconjuntos e /(-,4-autómatos, para um semi-anel qual-
quer /(. Na última seção desse capítulo, damos a interpretação para o semi-
anel .A4 dos conceitos nas seções anteriores e introduzimos outros conceitos
e alguma notação que serão utilizados no decorrer de todo este texto.

No Capítulo 2 estabelecemos algumas condições necessárias de pertinência
para .A4 Rec.4*, .A4 SRec.4' e .A4 CRec.4' e mostramos as relações de in-
clusão existentes entre essas famílias.

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo das propriedades de fechamento de
M Rec .4*, .A4 SRec 4* e .A,4 CRec .A* sob as operações básicas.

No Capítulo 4 estudamos algumas propriedades básicas de .A4-subconjun-
tos limitados e relacionamos .A4 SRec ,4* e .M Crer .,4" com as famílias 7{.
(p ? 0), obtidas por Simon.

O objetivo do Capítulo 5 é continuar o estudo das propriedades de fe-
chamento de .A4 Rec.4', .A4 SRec.A* e .A4 CRec.4*, iniciado no Capítulo 3.
Incluímos aqui as operações: máximo, menus, resto e divisão por um inteiro
positivo.
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Finalmente, no Capítulo 6, apresentamos uma caracterização de ./U-
subconjuntos reconhecíveis de ,4+ como soma de um número finito de .M-
subconjuntos simples de .4+. h4ostramos também que todo M-subconjunto
simples pode ser obtido a partir de complexidades não determinísticas utili-
zando somente as operações de ml'nimo, adição e estrela.

Por último, apresentamos a Conclusão, a Bibliografia e o Índice
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Capítulo l

gemi-anéis, Ã'-subconjuntos e
K-.,4-autómatos

Neste capítulo, introduziremos a noção de semi-anéis e apresentaremos os
conceitos e algumas propriedades de /(-subconjuntos e /{-.4-autómatos, onde
/{ é um semi-anel qualquer. O material deste capítulo foi extraído do livro de
S. Eilenberg l4, cap. 61. Uma outra referência importante com um tratamento
mais algébrico é o ]ivro de J. Berste] e C. Reutenauer l21.

1.1 gemi-anéis
Um gemi-ane/ é um conjunto /{ com pelo menos dois elementos, 0 e 1, e
com duas operações: adição e multiplicação. Clom relação à adição, /{ é um
monóide comutativo com identidade 0. Ou seja, Vz,y e z C /í,

r+y= y+z
«+ (y+ ,) + y) + ,

Com relação à multiplicação, /( é um monóide com identidade l. Ou seja,
V=,g e z ç: l<,

«(g/,) (,y),
lz = z = #l
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Além disso, são válidas as seguintes propriedades. Va, y e z C /{,

«(y + ,)
(« + y),

zO = 0z = 0

Diz-se que o semi-anel /{ é comutatÍuo se K é comutativo como monóide
multiplicativo

Diz-se que um conjunto /{' é um sub-gemi-ane/ de /{ se /r' Ç /{, 0 C /(' ,
l C /{' e /{' é fechado sob a adição e a multiplicação de /{

Alguns exemplos de semi-anéis são:
- o semi-anel booleano -B = { 0, 1 }, com l + l = ll
- o semi-ane] ]N dos números naturais;
- o anel Z dos inteiros:

o corpo Q dos números racionais;
o semi-anel dos subconjuntos racionais de .4*, para um alfabeto .A;

- o semi-anel N' = ]N U oo, em que a adição e a multiplicação de m são
estendidas da seguinte forma:

,' + .o = .o + «, = m (Vn C M)
"'':' = .on = .. (Vn C m,n > 0)

coco == oo

oo0 = Ooo = 0

o gemi-ane] ]R+ dos números reais não negativosl
o semi-anel R+ = ]R+ U oo, em que as operações são estendidas como

no caso da passagem de ]N para ./V';
o semi-anel (1)+ dos números racionais não negativos, que constitui um

subsemi-ane] de ]R+

Existem semi-anéis /{ em que a soma )ll:icl está bem definida para toda
família { z{ l á C /} de elementos de /{, mesmo que o conjunto de índices
/ seja infinito. Tais semi-anéis são chamados de será-anéis como/elos. Por
exemplo, os semi-anéis ./V' e R+ tornam-se semi-anéis completos, quando
se define Eia í para um conjunto infinito / como sendo oo, se existirem
infinitos índices á em / tais que n{ # 0.

Um semí-a7}e/ é positÍuo se satisfaz as seguintes condições para todos os
seus elementos # e y: se 3 + # = 0 então g = 0 e g/ = 0, e se zy = 0 então
# = 0 ou # = 0.
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Dados dois semi-anéis /{i e /{2, um mor$smo (p
satisfazendo as seguintes condições, V=, y C /(i :

/{i --} /{2 é uma função

(« + y)P e 0Ã':g = 0K,

(«y)P (,P)(y9) e IÃ':p = IK,

1.2 K-subconjuntos
Sejam /T um semi-anel e .4 um conjunto. Um /(-szzZ,conjunto X de .A é uma
{''"-;.'"uy"-/

X : .4 --} /{

Para cada a C Á, o elemento aX de /{ é chamado de mu/fip/ácidade com
que a pertence a X. Se aX assume somente os valores 0 e 1, diz-se que o
/t'-subc07Üunto X de .A é não ambzbuo.

Alguns exemplos de /{-subconjuntos não-ambíguos são A, 0 e a, para
cada a C.A,deânidos por:

Va C ,4, aA = l

, ÍI seb-a
''-í il ::i#;

Os /(-subconjuntos não ambíguos a são chamados Knátáóos.
Se X é um /{-subconjunto de Á e p : Ã' --, /{' é um morfismo de semi

anéis, a composição Xp,

)v,- É d

e Vb C.A,

.,4 -L .K -.b Ã''

é um /{'-subconjunto de 4.
O SKpode de X é o conjunto

suporte(X) = { « C .A l aX # 0 }
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1.3 Operações sobre K'-subconjuntos
Considere, inicialmente, a operação de adição. Para toda família { Xi 1 { C
/ } de /{-subconjuntos de .A, indexada por um conjunto /, define-se:

Va C .4, «(>ll: x. )
Í€/

(1.1)

Sempre que a família {X{ l á C / } é /oca/mente ./imita, ou sqa, para cada
a C .4, aXi # 0 somente para um número finito de índices { C .r, (1.1) está
bem definida.

Uma outra operação é a mu/tãp/ícação isca/ar; ou seja, a multiplicação
de um /T-subconjunto X de .A por um elemento A C /r. O resultado é o
/{-subconjunto X;X definido por:

Va C .4, «(kx)

e são válidas as seguintes propriedades, para todo kl, k2 em /{, para todo
subconjunto {kí l ie /} de /T e para toda família {X{ 1 { C .r} de /T
subconjuntos de Á:

lx
ox

( h- k, )x

IE Ã.)x

t(E x;)

.x
0

k- (A,X )

EA.x
i€J

A ínfersecção ou produto de #adamard de dois /{-subconjuntos X e y
de ,4, denotado por x n y, é definida por:

Va C ,4, «(x n }'") (.x)(.y)
Para cada -/(-subconjunto X de .A, a família { (aX)a l a C ,4} é local

mente finita e vale que
X 'X)a

aC,4

Tal somatório é conhecida poi expansão de X em termos dos unitários.
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Para um semigrupo S, pode-se definir a mu/t plicação entre dois /{
subconjuntos X e y de S como sendo o /{-subconjunto Xy de S, da seguinte
forma:

V' C S, .(X}''') }:(,X)(y1'') . (1.2)

Em geral, para cada s C S, podem existir infinitos pares (a,3/) tais que
ay ;: sl nesse caso, deve-se supor que /T é um semi-anel completo. Mas,
por exemplo, quando S = ,4+, o semigrupo livre com uma base .4 (não
necessariamente finita), não há necessidade de se supor que /{ seja completo,
pois, nesse caso, o número de fatorações #g/ = s é exatamente lsl -- 1. Também
quando S é um monóide livre ou S é um produto de um número finito de
monóides livres, (1.2) fica bem definida.

A multiplicação definida em (1.2) é ó{/inear, ou seja, satisfaz as seguin-
tes propriedades, onde {Xf l iC /} e {X l iC /} são famílias de /{-
subconjuntos de S e k C ./{

z3/ $

Qll:x.)r
i€/

x(>ll: x )
{€/

(kx)y

E x;t''
{€/

k(x }''' ) x(Êy)
Além disso, a multiplicação é associativa.

Assim, se .A4 é um monóide, a família /{w de todos os /{-subconjuntos
de M é um gemi-anel (não necessariamente comutativo). De fato, /(m é
um monóide comutativo com relação à adição, tendo como identidade o Jr-
subconjunto ü tal que Vm C .A4, mü = 0. Com relação à multiplicação, /{m
também é um monóide, cuja identidade é o /(-subconjunto 1, dado por:

«:- la se ll} = l
caso contrário

Quando M = .4* (o monóide livre gerado por Á), a família de todos os
/T-subconjuntos de .4* é denotado por /{«,'l» e seus elementos podem ser
considerados como séries /OI'mais com coe$cienZes em /( e uariáueís não
comzÉtaíiuas em Á. O subconjunto de /(«KÁ» que consiste das séries cujo
suporte é finito é denotado por /(<,4> e seus elementos são chamados de
polinómios.
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Um /í'-subconjunto X de 4* é própMo se IX = 0
a famí[ia { X" l n C ]N } é ]oca]mente finita pois,

Então, se X é próprio,

+

) toX" = o, para n > rol

Portanto, a soma

n,>l

está bem definida. E, define-se também a estro/a de X como sendo

onde XO - l.

Um subconjunto .F de /{«K.A» é raciona/mente /ecAado se os /{-subcon-
juntos g e l pertencem a / e se para todos X e y em .F e para todo k em
/{, os -/(-subconjuntos

X+y, Xy, kX e X'

também pertencem a /'. Denotamos por /{ Rat .A' o menor subconjunto
racionalmente fechado de /{«.4», contendo os /{-subconjuntos unitários a,
para todo a C .4. Os elementos em /{ Rat 4* são chamados de /{-subconlztn-
[os racionais de .4"

1.4 .K-.,4-autómatos
A noção de /{-.4-autómato surgiu como uma extensão da noção de autómato
finito (não necessariamente detelminístico) sobre ,4, associando-se multipli-
cidades em ]\' às suas arestas e aos seus estados iniciais e finais, permitindo
assim associar uma multiplicidade a cada palavra em .4*

Sejam .4 um alfabeto finito e /( um semi-anel. Um /(-..4-autómato .4 =
(Q, .r, T) é «m autómato sobre .4 com

um conjunto finito Q de estados,
dois -K-subconjuntos / e T de (2

e um /{-subconjunto E de Q x ,4 x Q

6



Um estado q em (2 é um estado inicia/ (.Pn«/) de .4 se q/ # 0 (qT # 0).
Se (p,a,q) é uma aresta em .4, diz-se que o seu rótu/o é a e que a sua

multiplicidade é (.p,a, q)E.
Se P é um passeio de comprimento n em .4, com origem po e término p.,

P «-,P:)(P:, «,,P,) p«-i,a«,p«)

então, o seu rótu/o é

IPI = alar an,

e a sua mu/tip/{cidade é

llpll (p.--,«:,p.)-E

O comporlamenZo de .4 é o /í'-subconjunto ll.4ll de .A*, definido da se
guinte forma. Seja to C ,4* e seja C' o conjunto dos passeios P com rótulo to.
Então,

n

lt

«,llÁll )il: (í-r)llp (tr) ,

onde { e t são, respectivamente, a origem e o término do passeio P. E, como
existe um número finito de passeios com rótulo w, essa somatório fica bem
definida.

Os únicos passeios de comprimento zero são os passeios triviais, (q, 1, q),
que têm como rótulo a palavra vazia e multiplicidade igual a 1. Logo,

tllill >ll:(ç.r)(çr)

O colÜuzzío recon/tecido pol .4, denotado por l.41, é o suporte de ll.4ll:

IÁI Á" l ««ll.4ll # o }
Um /T-subconjunto de .4* é reconÀeczbe/ se ele é o comportamento de

algum /í'-,4-autómato. A família de todos os /{-subconjuntos reconhecíveis
de .4* é denotado por /{ Rec ,4*

Um /{-,4-autómato pode scr representado graficamente da forma usual,
colocando-se a multiplicidade associada a cada aresta ao lado do seu rótulo
e a multiplicidade asssociada a cada estado inicial ou fir)al sobre a seta que
representa a respectiva condição desse estado (seta entrando no estado, se
este for inicial; ou, seta saindo do estado, se for final).

çcQ
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Exemplo 1.1 Sejam ,4 = {a,b} e { kí 1 1 $ { 5; 7 } um subconjunto de /(

C-sidere o seguinte -K-.4-autómato ,4 = (Q,.r,r), com Q = {p,ql; os
/{-subconjuntos / e T de Q, definidos por:

p/= É6 e q/= 0; PT= Ç\ ' qT= kl

e o /í'-subconjunto E de Q x Á x Q dado por:

(P,«,P)-E(P,',q)-E(P,Z,,P)-E(P,Z,,q)-E
(q,a,p)-E «,q)E k. (q,b,P).E 0 (q,b,q)-E

A representação gráfica do autómato .4 descrito acima é a seguinte

P «/ka q
k7Á

«/k.

Vejamos como se comporta o /{-,4-autómato ,4, quando /{ é o gemi-anel
dos números naturais e Êi = 1 (1 $ i$ 7).

ü.bl'L a.bjl

O conjunto reconhecido poi .4 é

.41 c .A* l «,l. ? l }

e o comportamento de .4 é dado por:

v«« c Á*, ««llÁ
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Ou seja, a multiplicidade associada a cada palavra zo é exatamente o número
de passeios existentes em .4 de p para q com rótulo w.

Mas, existe um outro ]N-Á-autómato 23, de modo que o conjunto reconhe-
cido por 23 sela o mesmo de À, apesar do mecanismo de reconhecimento de
cada palavra ser diferente nos dois M-.A-autómatos. Considere, por exemplo,
o ]N-,4-autómato Z] representado abaixo:

B

a,b/l

O comportamento de ZJ é dado por

v« '.''', «llõll- l ã se l.«l. ? l
caso contrário

Neste caso, para cada palavra to, existe no máximo um passeio em 23 de r
para s, com rótulo w.

Um /{-.4-autómato .4 = (Q,-r, T) é norma/irado se .4 possui um único

estado inicial i e un] único estado final {, com Z # á e á/ = tT = 1. Além
disso, não existem arestas com término em á e nem arestas com origem em
t. Chamamos de a/goótmo de norma/ázação ao método que, a. partir de um
dado /t'-Á-autómato, constrói o /t'-.A-autómato normalizado equivalente (a

menos da palavra vazia).

Proposição 1.1 Para lodo /(-,4-autómato .4 Caíste wm /{-,4-autómato lzor

ma/azado .4' Za/ que ll.4'll = ll.4ll n A+

O /{-subconjunto A+ de .,4* é dado por

+

)

se to = l
caso contrário
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1.5 .K-subconjuntos reconhecíveis
Sejam ,4 e .B alfabetos finitos e /T um semi-anel comutativo. Nesta seção são
enunciadas algumas propriedades de /{-subconjuntos reconhecíveis de ,4*,
cujas demonstrações podem ser encontradas em Eilenberg l41.

Inicialmente, considere algumas definições.
A /uvzçâo reverso p : Á' --} ,4" é dada por:

Ip - l, «P = « (V« c Á), («y)P (yP)(,P) (v«, y c Á*)

Então, o reverso de um /í'-subconjunto X de .4*, denotado por X,, é definido
por

V«, C ,4*, «,X,
Sejam os subconjuntos X Ç ,4* e y Ç .B*, com .4 n -B = 0. Então,

o embala/Aumento de X e y, denotado por XLIJy, consiste do seguinte
conjunto

{aíyiz2y2 ««z/« € (.4 u -ay" «:«, z« € X e yty2 y« c }''}

Se X = E,.,.l.(zX)x e y = E,.B.(Z/y)y são -K-subconjuntos de 4* e
.B*, respectivamente, o /{-subconjunto XUJy de (Á U -B)' é dado por

XULJ}'' «X)(yy)(«UJy)
zC ,4 ' ,VCB *

Esta somatório está bem definida, pois #LUy é um subconjunto finito de
(.4 U -B)'. Além disso, =UJy e z'UJg/' são disjuntos quando # # =' ou y # #'

Seja um morfismo / : ,4' --, -B': e seja X um X-subconjunto de ,4'. Então,
o /(-subconjunto X.f de -B' é definido por:

'qu c B +

) «,(x/)
v=e«;f-\

Se /T não é um semi-anel completo, pata que essa fórmulaestqa bem definida,
deve-se supor que Vm C .B*, lo/-i seja um subconjunto finito de .4*

Se X é um /(-subconjunto de B* então o /{-subconjunto X/-: de .A' é
definido por:

V«, c .'i*, .«(x/':)
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Sejam X e y subconjuntos de .4*. Considere uma cópia .4' disjunta de .A e
seja y' o subconjunto de .A'* correspondente a y sob o isomorfismo ..4* -...} .4'*
que a cada a C .,4 associa a' C ,4'

Seja o morfismo
« : (Á U .4')' --, .A*

tal que para cada a C ,4, az/ :: a'l' = a.
O emóara//zamenfa {7ztemo de X e y consiste do conjunto

xul''
Se X e y são /{-subconjuntos de .4*, X U y também é um /{-subconjunto
de .4*

Proposição 1.2 /( Rec.A* é/ecAada soZ} a wzzÍão, a intersecção e o reverso

Proposição 1.3 Seja /: .4* --+ .B* m mor$smo ./íno r'isto é, .A/ Ç .B U
). Se X é u« l<-subconj«,nto reconhecÍue\ de B' e'«tão Xf-\ é 1« K-

subconjunto reconhecíuet de A'

Proposição 1.4 Seja /: Á* --+ .B* um mor$smo ta/ que l = 1./'-l. Se
X é um l<-subconjunto reconhecível de A' en,tão Xf é zm l<-subconju,nto
recoBhecíuet de B'

Proposição 1.5 Se.jam .,4 e B a/yabefos dÍsjwntos, X um /{-suóc07Üunto re-
conÀeczbe/ de .4' e y um /í'-suZ)c07zlunlo reconÀecúe/ de .B*. .Então, XLIJy
é «m /(-«b««j-*o «co«Aec.he/ de (.4 U B)*

Proposição 1.6 /( Rec.4* á /ecAada soZP o emóara/Aumento {7zfe7'7zo.

Proposição 1.7 /( RecÁ* é/ecAada soó a mu/Zip/{cação essa/ar.

Proposição 1.8 t/m ]t'-suZ)c07ÜunZo X de Á* é reconAecz'ue/ se, e somente
se, o ]f-suócozÜwzzío X' = x n A+ é reconÀecz'ue/.

Proposição 1.9 /{ Rec,4* é/ec/fada sob a nz /fipZácação.

Proposição 1.10 /{ Rec.4* cí/ecAada soó + e + de Jt'/gene

O Teorema de l<leene é válido para a família de /{-subconjuntos de .4*,
qualquer que seja o semi-anel /{

Teorema l.ll (Kleene-Sclaützenberger) Para lodo a/KaZ,elo .Pniío .A,
/( Rec ,4' = /r Rat ,4'

11



1.6 0 caso

O semi-anel .A4 é conhecido em Pesquisa Operacional pelo seu uso em pro-
blemas de minimização de custos. (Veja o livro de Cunínghame-Green l31.)
Na Teoria de Autómatos, o estudo de multiplicidades no gemi-anel .A4 foi
introduzido por Imre Simon j161, em 1978, i,ara dat umâ caracterização de
subconjuntos reconhecíveis limitados de um monóide livre. Nos últimos a.
nos, o gemi-anel .A,4 ganhou relevância pelas suas aplicações na obtenção de
alguns resultados importantes relacionados a subconjuntos reconhecíveis de
um mon(lide livre. Um 'survey' sobre esse assunto foi escrito por Imre Simon

Esta seção descreve a interpretação para o semi-anel .A4 dos conceitos
apresentados nas seções anteriores. A inclusão desta seção é justificada pela
possível confusão que possam causar as correspondências entre as operações
de.A4 e as de /{

19

1.6.1 O gemi-anel .&4

O semi-anel .A4 é conhecido por gemi-ane/ .4/án-P/us e, mais recentemente, é
chamado também de gemi-ane/ fropíca/. .A4 tem como suporte ]NU oo e como
operações o mÍhímo e a adição, que são extensões naturais dessas operações
em ]l{. A identidade do naínimo é oo e da adição é 0.

Chamamos a atenção do leitor para a seguinte associação existente entre
as operações de .A4 e as de um semi-anel qualquer /{

a operação mínimo em .A4 conesponde à adição em /{
e a adição em .A4 corresponde à multiplicação em /{

.A4 é um gemi-anel comutativo e positivo. Além disso, se {mf l iC /}
é uma família de elementos de .A'{ indexada por um conjunto /, o mínimo
minfC/mi está bem definido qualquer que seja o conjunto de índices /. Em
particular, se / = g, minis/?n{ = oo. Logo, .A4 é um semÍ-ane/ como/eto.
E interessante observar também que a soma >ll:ic/ m{ está bem definida para
qualquer conjunto de índices /. Enl particular, se / = 0, )1:iC/ m{ = 0 e, se /

for infinito e existirem infinitos elementos mi # 0, )l:iC/ m{ = oo.
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1.6.2 Operações sobre .A4-subconjuntos
Seja ,4 um conjunto e seja { X{ l iC .r } uma família de .M-subconjuntos de

,4, indexada por um conjunto .r (não necessariamente finito). As operações
de mz'mimo e de adição entre .A4-subconjuntos de .4 são definidas da seguinte
forma:

"(9/n X:) - Up('x')
«(>1: x. )

Observe que estas operações estão bem definidas qualquer que seja o conjunto
de índices /

Uma outra operação é a adição isca/ar de um .A,4-subconjunto X de .,'l
por um elemento m de .A4, denotado por m + X e definida por:

Va C .,4,

e

Va C ,4, «(m + X)
A expansão de um .A,{-subconjunto X de ,4 em termos dos unitários é

X - 9An(("X)+') ,

onde para cada a C .4, o .A4-subconjunto unitário a é dado por

0
Vb C ,4, óa

se b = a

caso contrário

Seja S un] semigrupo e sejam X e y dois .&'Í-subconjuntos de S. Define-se
a cozzcale7zação de X e y colmo sendo o .A'Í-subconjunto Xy, dado por:

v' c s, .(xl''') - H2(«x + pl'') ,

que está bem definida qualquer que seja o semigrupo S

Seja ,4 um alfabeto anito. Então, a família .A4«K,4» de todos os .A,4-

subconjuntos de .4*, com as operações de mínimo e concatenaçâo, é um
semi-anel. A identidade com relação ao mínimo é o .A4-subconjunto 0 tal
que

Vzo C .4*, tog = oo
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Com relação à concatenação, a identidade é o .A4-subconjunto 1, dado por:

Vw € .4*,
«: - l :., se ti) = l

caso contrário

As operações + e + de l<i.:ene de um ./\.'f-subconjunto X de .4' são definidas
por:

V«, c .,4*, «,x''' (qÜ-P x")
'n>1 ' n>1 ~ '

e ««X* X")
'n>0 ' n,>0~ '

onde XO = 1 e X" = XXn-l , para ?2 > 1. Observe que estas operações estão
bem definidas mesmo quando IX # oo.

Um subconjunto F de .M «K .4 » é racáona/mente /ecAado se os M-
subconjuntos 0 e l pertencera a / e se para todos X e y em .F e para
todo m em M, os .M-subconjuntos

mi«(X, }''), Xy, m+X e X*

também pertencem a /'. Denotamos por A4 Rat .A' o menor subconjunto
racionalmente fechado de .A4«K.4», contendo os ./U-subconjuntos unitários
a, para todo a C ,4.

Dado um subconjunto F' de JU«K.4», definimos o /echo raciona/ de .F
como sendo o menor subconjunto de ./U«K.A» racionalmente fechado, que
contém /'. O suó/echo rácio?za/ de F é o menor subconjunto de .M«K.4», que
contém F' e os M-subconjuntos 0 e l e é fechado somente sob as operações
de mínimo, concatenação e estrela.

Um .A4-subconjunto X de .4" tal que IX - oo é também chamado de
.M-subconjunto de .4+

1.6.3 .A4-.4-autómatos

Seja ,4 um alfabeto finito. Um .M-,4-aufómafo .4
sobre .4, com

(Q, .r, r) é «m -tâm.to

um conjunto finito Q de estados,

dois ./\,'Í-subconjuntos / e 7' de Q

e um .M-subconjunto .E.x de Q x ,4 x Q
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Se q/ # oo, diz-se que q é um estado inicia/ de .4 e se gT # oo, diz-se
que q é um estado ./ina/ de .4.

Se (p,a,q) é uma aresta em .4, diz-se que o seu rótw/o é a e que a sua
«.«/Zip/{cÍd«d' é (p,«,q).E,4. S. (p,a,q)EJ # .o, diz-se que (p,a,q) é um.
aresta tíf{/ de .4.

Se P é um passeio de compómenEo n em .4, çom oHgem pO e te'rmínO Pn,

P = (po, a:,p:)(p:, «:,p,) P«-i,a«,P.)

então, o seu rale/o é
IPI = aias . . . a.

e a sua mu/fãp/{cídade é a soma das multiplicadades de suas arestas,

E
{-1

llpll (pf- : , ai, pí )-E.4

O passeio P também é denotado abreviadamente por

P = (Po, .:.2 a«,p«) oU /) ' ;)O 2''.an .;)

Concatenações, fatorações e fatores de passeios são definidos da forma usual.
Um passeio é líf{/ se a sua multiplicidade não é oo. Um 7)asseio útil é bem

sucedido se a sua origem { e o seu término t satisfazem á/ # oo e t7' # oo.
O comporíame7zto de .4 é o .A,4-subconjunto ll,4ll de ,4*, que associa uma

multiplicidade a cada palavra de .A', da seguinte forma. Sqa zo C .4' e se:ja
C' o conjunto dos passeios bem sucedidos P em ,4: com rótulo w. Então,

«,ll'íll - @#(i-r + llpll +tr) ,

onde ã e t são, respectivamente, a origem e o término do passeio P
Um passeio bem sucedido P em .4, com rótulo w, origem ie término t.

é chamado uáforáaso se í/ + llPll+ tT = mll.4ll.
Os únicos passeios de comprimento zero são os passeios trio ais, (q, 1, g),

que têm como rótulo a palavra vazia e multiplicidade igual a zero. Logo,

ill'4ll - l;àU(ç.r + qr)
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O co?Üunlo reconÀecÍdo por .4, denotado por l.41, é o conjunto das pala-
vras que são rótulos de passeios bem sucedidos em .4, que é exatamente o
suporte do comportamento de ,4:

l.41 .A' l «,ll.41 # .«}

Um .&4-subconjunto de ,4* é reconAeczbe/ se ele é o comportamento de
algum ./U-.,4-autómato. A família de todos os M-subconjuntos reconhecíveis
de 4* é denotado por .A''r Rec .4*. '

n=BX ==::;==::ü:ul=.n===

o..bl\

B u,bja

Exemplo. 1.3 Seja ,4 = {a,ó} e seja X o .M-subconjunto de ,4* defini-
do por: Vw C ,4', toX = 2min{ lwl.,lwló}. Um .M-.4-autómato .4 cujo
comportamento é X pode ser representado por: "
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./.

Um .M-Á-semiauZómaío C = (Q,Ec) sobre .4 consiste de um conjunto
finito Q de estados e um .A.'Í-subconjunto Ec de Q x ,4 x Q. Um .M-..4-
autõmato .4 pode ser construído a partir de C, introduzindo-se dois ./ç4-
subconjuntos / e T de Q. Neste caso, .4 é também denotado poi .4 -

Um .A'Í-.4-autómato .4 = (Q, /, 7') é ?torna/azado se .4 possui um único
estado inicial ã e um único estado final t, com t # í e i/ = tT = 0. Além
disso, não existem giestas com término em ie nem arestas com origem em {.

O a/goHfmo de norma/{zação para /f-.4-autómatos pode ser utilizado
para ./U-.,'i-autómatos com as correspondentes operações de .A4.

Vamos denotar por A+ o ./U-subconjunto de .A* tal que

l

Vto C .4', wA+
0

se to = l
caso contrário

Proposição 1.12 Para iodo .A4-,4-aafómato .4 ezÍsZe zzm .A4-,4-atzt(imaZo
norma/irado Z$ fa/ gue llZ3ll = ll.4ll + A+

Z)emonsfraçâo. Seja .4 = (Q,/,r). Considere o .M-.4-autõm.to 23 -
(OB,-ra,TB), com QB = QU {á,í}, onde Qn {á,t} = 0. Os .M-subconjuntos
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/a e TB de C?zS são definidos por

i.rB = 0 e Vç C Q U {t}, qlB = oo

tTB = 0 e Vq C Q U {i}, qTB = oo

O .M-subconjunto .EtJ de QB x .,4 x Qzs é dado por:

V(p, a, q) C Q x ,4 x Q, (P, ',q)-EB «,q)-E.4

V({,a,q) C {i} x ..4 x Q, (á, ", q)-E.(p-r+(p, a, q).E.,-)

(7', «, t).EB = UB((p, ', q)-E.4 + qr)V(P, ',Z) € Q x .4 x {t},

({,a,t).Ea = pHã(p-r +(p,a,q)-E.4 + qr) ;

V(p,a,á)c Qz3 x.4x {i}, V(t,a,q)CÍf} x.4x(QUlt}),
(P, ',i)-EB «,q)-EB

Dessa construção resulta que 23 é normalizado e pode-se demontrar que

Va C .4,

lz3ll .4ll + A+

E importante observarmos que num ./U-Á-autómato normalizado .4 =
(C?,..r,T): todo passeio vitorioso P, com rótulo to, satisfaz llPll = toll.,4ll
(pois, Q/, QZ' ç { 0, oo }) e todo passeio bem sucedido P', com rótulo b. li
tal que ull.4ll $ 11P'll (pois, llPll 5; llP'll). Estas propriedades serão usadas
freqüentemente nas provas em todo este trabalho.
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Capítulo 2

Unia hierarquia de
.A,4-subconjuntos reconhecíveis
de ,4#

O objetivo deste capítulo é introduzir duas subfamílias da família de ./U
subconjuntos reconhecíveis de .4'" (.A,'í Rec .A'): os M-subconjuntos simples
(.M SRec .4*) e os M-subconjuntos que são complexidades não determinísti-
cas (.A4 CRec .4'). Encontraremos condições necessárias de pertinência a cada
uma das três famílias de .A,'Í-subconjuntos reconhecíveis e mostraremos que
.M CRec .4' Ç M SRec .4' ç .A,'í Rec .4'. '

2.1 ,4,4-subconjuntos reconhecíveis
Estudaremos algumas condições necessárias para que um .A4-subconjunto
de ..4* seja reconhecível. A condição apresentada na primeira proposição é
válida para /t'-subconjuntos, desde que o semi-anel /( seja positivo; mas,
vamos demonstiá-la pala o gemi-anel .A4.

Proposição 2.1 Sda X C .MRec.4*. EnZâo, suporte(X)
toX # oo } é m stzZ)c07Üunío reconAecz'ue/ de .4'"

{«, C .4 ' 1

Demonstração. Basta considerarmos um .A4-.4-autómato, cujo comporta-
mento é X, como um autómato sobre .4, isto é, sem as multiplicidades de
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este autómato é o suporte de X.

' Consideremos, por exemplo, o ./Ç4-subconjunto X de .A*, com .A = {a, ó},
clehnldo por:

0 se m = a"ó", para algum n 2 0
oo caso contrário

como

sup'rte(X)={«,C 4* jtoX# }=la"ó"ln?0}
não é um subconjunto reconhecível, resulta que X não é um M-subconjunto
reconhecível.

Propo=o ou wX < k tol. Rec'4', e7zfão ]Ê > 0 Za/ que Vto C ,4+, ou

tae q."sf«çü. Se X C M RecÁ* existe um M-.,4-autómato .4 = (Q, .r,T)

Seja É' o máximo das multiplicidades das arestas úteis de .4, isto é,

É' = max{(p, «, q).E l(P,«,q) C Q x ,4 x Q e(p, «, g).E # m}

e seja A" o máximo das multiplicidades dos estados iniciais e finais de .4. ou
sqa

k" = max({ q/ l q C Q e q.r # m } u { q7' l g c Q . g7' # m })

Então, Vw C Á+, se toX # oo resulta que

wX $ A'lzol + 2k" $ klw

suas arestas e de seus estados iniciais e finaisres
O conjunto reconhecido por

S l

onde É = k' + 2É"

Por exemplo, o .M-subconjunto X de .A', definido por:

V-« C .,4*, .«X

ajunto reconhecível.não é um ./U-subcol



Proposição 2.3 Sela X C .A4 Rec.,'i*
c07Ütlnlo reconAeczbe/ de .4*

E7ztão, Vm C .A,4, mX-i é um sub

Z)em07zsZraçâo. Temos que ooX-: = .4' -- suporte(À'). Então, pela Propo-
sição 2.1, ooX-i é um subconjunto reconhecível de .4*

Seja m C .A4, nz # oo. Como X é um .M-sllbconju=to reconhecível
de .,'l* existe, pela Proposição 1.12, um .A4-.A-autómato normalizado .4 =
(Q,.r,T) tal que ll.4ll = X + A+. A partir de .4, vamos construir um .M-

,4-autómato Zi que reconhece somente as palavras que são reconhecidas por
.4 com multiplicidade no máximo m. Definimos Z$ = (Q', /', T') da seguinte
forma:

Q' = (2 x (lO, ml u {«,}) ;

o .A,,í-subconjunto /' de Q' é dado por:

v«'Q, Ü,a''-l=
se { = 0

se i C ll,ml U {m}

e o .A,'(-subconjunto T' de C?' é dado por:

v«'Q, ü,o''-lf se á c lo, ml
se { = oo .

Para cada aresta útil (p, a, q) de Á,

e se(p,a,q)E.4 = 0 então, pala cada{ c lO,mlUloo},((p,ã),a,(q,á))-EB =
0

. se (p, a, q)-E.4 = Ê, cona 0 < k < oo, então, para cada á C 10, ml U {oo},
((p,á),«,(q,.i)).EB Ã, co«. .j se i+ h $ m e .«, em caso
contrário.

Podemos verificar que no .A4-,4-autómato 6 todo passeio útil .P, com
origem em Q x {0} e término em C? x {k} é tal que llPll = Ê, se k C lO,ml e
IPll > m, se Ê = oo. Então, a cada passeio útil P em Zg, P : (p, 0) --!!-} (g, k),

com & C 10, ml e to C .A+, existe um passeio útil P' : p --!b q em .4 tal que
IP/ll = llPll. Portanto, Vto C .4+, se tollBll # oo então mllZJll $ m. E, nesse

"se, .«ll.4

Por outro lado, a cada passeio útil P' em .4, P' : p --!-"} g, com zo C Á+ e
IP'll = # C lO,ml, existe um passeio útil P : (p,0) -jb (q,#) em 23 tal que
IPll = k. Logo, Vto € ,4+, se toll.4ll $ m, então mll6ll = toll.4ll.
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Assim, IBI = lO,mjll.4ll'i. Analogamente, temos que lO,m -- lljl.4ll-l é
um subconjunto reconhecível de ,4*

Logo, mll.4ll': = 10, mjll.4ll-' -- 10, m -- lljl.4ll-: é um subconjunto reco-
nhecível de .4*

Assim, mX'i = mll.4ll-: UÍl}, se IX = m e mX-t = mll.4ll-', em caso
contrário. Portanto, mÃ'-i é um subconjunto reconhecível dc .4;''

Consideremos, por exemplo, o .A4-subconjunto X de .A*, com .4 = {a, 6},
definido por:

toX . .I' 0 se to :: a"Z)", para algum n ?0
l oo caso contrário

Como 0X'' = {a"Z)" l n ? 0 } não é um subconjunto reconhecível de ,4*.
resulta que X não é um .M-subconjunto reconhecível. '

Nenhuma das condições necessárias apresentadas nas Proposições 2.1, 2.2
e 2.3 é suâciente para que um dado .A4-subconjunto seja reconhecível, como
mostra o lema a seguir.

Lema 2.4 Sega .4 = { a, ZP} e seja X o ./U-szzóc07Üunfo de .4* de$zzido por
l.X = oo e Vzo C .A+, zoÀ' = maxi rola,ltl;lb}. .ZlnZao, .X saZzs/az cada

ima das condições xas Proposições 2.1, 2.2 e 2.3; mas, X não é um M-
subc07Üwnfo reconAeczhe/ de ,4'

Z)emonsfração. Inicialmente, vamos verificar as três condições para X

. Suporte(X) = {-« C .4* l «,.X # oo} = .4+ é um subconjunto reco
nhecível de ,4*

. V«« C ,4+, .«X = maxi l.«l., l-«IÕ } $ 1.«1.

e ooX-: = {1} que é um subconjunto reconhecível de ,4*
Para m # oo,

mX-: { «, c .,4* l .«x
{ .« c Á* l m-{ l.«l., l.«l. }
{ .« C .4* 1 1«,1. = «. e 0 $ 1«,1Ó 5; «-}

U { «« C .4' l l:«ló = «. e 0 $ 1«,1. $ m}



que é um subconjunto reconhecível de Á*, pois é finito

Agora, suponhamos que X seja um .A4-subconjunto reconhecível de .,4*
Então, pela Proposição 1.12, existe um .A4-.4-autómato normalizado .4 tal
que ll.Xll = X, pois IX = oo.

Consideremos a palavra to = a"6", onde n é o número de estados de .4.
Então, wX = n.

Seja P um passeio vitorioso em .4, soletrando w. Então, llPll = wll.4ll =
toX = n e existem naturais r, s e t, com s > 0 e r + s + t = n, tais que o
passeio P pode ser fatorado em:

P : qo -= q. -g-» q, -5 q, -5 q;

Consideremos o fator PI = (q2,Z,',q2) de P. Se llPlll = 0, existe um
passeio bem sucedido P' em .4,

p': qo -!=.* q: -!: q, -!=, q, -!=, q, -!= q;

soletrando a palavra zo/ = a"b"+' tal que

lp'll llpll

Então, to'll.4ll $ 11P'll = n. Isto é um absurdo, já que

zo'X = maxi n, n + s } ? n + l

Assim, llPlll # 0. E, neste caso, existe um passeio bem sucedido P" em
Á,

n// a " b ' b t
P" : qo -!-, qi -!-, q2 -=-, q3

soletrando a palavra to/' = a"ó'+t tal que

lp"ll < llpll = n

Então, to"ll.4ll $ 11P"ll < n. Isto é um absurdo, já que

.«"x { «, , + t }

Portanto, X não é um .M-subconjunto reconhecível de ,4"
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Na demonstração do Lema 2.4, utilizamos uma técnica que será frequente
em todo este trabalho. Ela consiste em iterar ou remover um favor de um
dado passeio, dependendo se a multiplicidade desse fator é zero ou não.

U=.a outra condição necessária para que um dado i'U-subconjunto de .4'
seja reconhecível é parecida com um 'Pumping Lemma' para subconjuntos
reconhecíveis de Á*l mais precisamente, com o Lema da lteração de Ogden
para subconjuntos reconhecíveis jl, cap. ll.

Sda 3 C .4* tal q- # = #.:',..-a«, "m ai C .4 (1 $ / $ n). Um.
posição em # é qualquer inteiro { C jl, n]. Dado um subconjunto / de jl,n],
dizemos que uma posição á é marcada com relação a / se, e somente se, í C /

Lema 2.5 Sela X um .A,4-sueco?Üzznfo reconAeczbe/ de .4'. .Enfio, Caíste um
inteiro pos tido m ta/ que pa7'a toda pa/aura a; em ,4*, com zX < oo e para
,oda, escolha de Feto menos m posições marcadas em =, Q palavra = admite
lma lfatoração da. forma = uu\o, de modo qwe

(i) o cozzfenAa pe/o menos uma e no m(ázimo m posições marcadas;
(n) ]c?o t«/q«.vk?o,(u«'«,)x $«x+(k-l)c.

Z)em07zstração. Seja X um .M-subconjunto reconhecível de .4'. Seja .4 um
.A4-.,'1-autómato normalizado tal que ll.4ll = X + A+ e seja m o número de
estados de .4

Seja # € ,4' tal que #X < oo e :« = zla2 . - -z«, com zl C .4 (1 $ / $ n).
Consideremos o subconjunto / de jl, nl como sendo uma escolha de pelo

menos m posições em a. Como 1/1 > m, segue que n 2 rl&.

Sejam zl,i2)-..,Zm OS 7n menores elementos de /, com 1 < zl < i2 < ... <
i. $ n. Definimos a seguinte fatoração de iç,

# = yOyl g/2 . . ym ym+l

com:

Í yo :: ai .- .#il-i
J g/i = aí:
l yi = #fi..+l . . -zii,
1. ym+] :: ZÍ.+l.-.3n

Então, cada Z/l (l $ / $ m) contém exatamente uma posição marcada

pala 2 $ / $ m.
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Consideremos um passeio vitorioso P em .4, que soleira # tal que

P : P -]5 qo -=-, qi -!b Z=!:bç..: -!b q.-!=tbr

Então, entre os m + l estados qo, qi, . . . , q«, dois são iguais; ou seja, existem
A e j, 0 $ A < J $ m tais que qA = qj. Definimos

zz = yoyi . . . gh) u = yA+l . . . g/j

Então, 3 = uow e o contém exatamente j
j -- h $ m.

O passeio P pode ser fatorado como:

e to :: g/j+1 . . . 3/m+l

h posições marcadas, com 0 <

P : P --:L-+ qh --!!-+ qj = qh -=!b r

Consideremos as palavras

r' = UtZ; = yOyl - - . yÀyj+l . . - ym+l

e a" = uukto - yoyi . ..yh(yh+t. . .yj)kZ/j+i . ..y«.+i, para algum Ã 2 1
e o fator P] = (qA,o,qj) de P. Observemos que a' # 1. De fato, se z'
então p = r; o que é um absurdo, pois P é um passeio vitorioso em .4 e
um .A4-.A-autómato normalizado.

Duas situações podem ocorrer:

(1) Suponhamos que llPI = 0. Então,

«'ll.4ll $ 11pll e «"ll.4ll 5; llpll «llHll

Portanto, pala c - 0 vale que

VÃ? o, (u«*.«)X $ «X + (k - l)c
(2) Suponhamos, que llPill > 0. Então,

:«'ll.4ll $ 11pll - llplll ll.4ll - llp ll
«"llHll 5; llpll + (A - l)llpl l

Portanto, para c - llPI l vale que

(u«*.«)X $ «X + (# - l)c

e i)llpill

VÉ 2 0,

25



A condição no Lema 2.5 também não é suficiente para que um dado .A4-
subconjunto de Á* seja reconhecível, como podemos ver no próximo lema.

Em vista desse lema, não havia necessidade do Lema 2.4. Mas, decidimos
incluí-lo, psique a técnica que utilizamos na sua demonstração contém uma
idéla que será explorada freqüentemente nas provas no decorrer deste traba-
lho. Essa técnica é diferente da que usamos na demonstração do próximo
lema

Lema 2.6 Seja .4 = { a, b,c} e seja X o .A4-sueco?z.jiunfo de .4* de$nído por.

Vw C ,4*, toX wl. + l.«lb
mina rol., ltoló }

s. :« C .+{ «"Ó" l n ? 0 }
caso contrai'to

Então, X scLtisjaz cada uma das condições nas Proposições 2.1, 2.2 e 2.3 e
no J,ema 2.5; mas, X não é am JU-swóc07Üunfo reconÀecúe/ de .4*

Z)em07zstração. Inicialmente, vamos mostrar que X satisfaz cada uma das
condições nas Proposições 2.1, 2.2 e 2.3:

' suporte(X) = { z C ,4*
nhecível.

zX # oo} = ,4* é um subconjunto reco

e Vzo C 4+, toX $ 1tol

e ooX'i = 0 e Vm C .M, nz # oo,

mX-i - c+a"''/2b"/2U{ zo l w C ,4'--c+a"b" e mina rol., ltolb } = m }

Ou seja, Vm C .M, 7n.X-i é um subconjunto reconhecível de ,4*

Em seguida, vamos mostrar que X satisfaz a condição no Lema 2.5.
Seja m = 1. Vamos mostram que para toda palavra 3 em .4+ e para toda

escolha de uma posição marcada em z, a palavra z admite uma fatoração
z = auto de modo que
(i) u contenha a posição indicada;
(ii)aj ? 0 tal q-Vk2 0,(u«*«,).X $:«X+(k - l)j.
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Denotemos por p a posição marcada em #. Vamos analisar, separada-
mente, as diferentes possibilidades para a palavra z.

(1) Seja z € c+la"b" l n 2 0 }. Então, :« = c'a"ó", com s > 0 e n Z 0, e
zX = 2n.

(la) Se l $ p $ s, consideremos

u=cp'i, u=c e w := cs'Pünbn

Seja z' = cP-lckc'-Pa"ó", para algum A 2 0.
Se s = 1 e A = 0 e«tão «'X = (a"b")X = n $ :«X
Se ' = 1 e É > 0 então #'X = (c'«"b")X = 2n = :«X
Se s > 1, Vk ? 0, (c'':c*c'-Pa"Z,")X = 2n = :«X
Logo, para j - 0 resulta que

VÉ ? o, (««'.«)x $ «x + (k - l)j

(lb) Se s + l 5; p $ s + n, consideremos

tZ = Cs(ZP's'l, .t) == (Z e w = ü"'P+'6n

Nesse caso, n > 0 e seja a' = c'aP'''iaÊa"'P+'b", para algum k 2 0
Se # = 0, «'X = (''«"':Z,")X = n -- l < «X
Se Ã :: 1, z'X :: zX
Se # > 1, «'X = (c'«" :«*b")X = n < .X
Logo, pala .j - 0 resulta que

v# ? o, (««'.«)x $ zx + (k - l).j

(lc) Se s + n + l 5; p $ s + 2n, consideremos

u = c'a"U'-''"- , = b e tl; = b2n-p+s

A demostiação é análoga à situação (lb).

(2) Sej., « C{.,b,.}'- cala"ó" in ? 0}, « = a. ...z., al C Á(l $ /$ t)
Então, aX = mina l#l., lzló }. Consideremos

'u := :z;l . . . =z;P--l) 'to := íz;P+l . . . a;t



Se para algum k 2 0, boato € c+{ a"b" l n ? 0 1}, consideremos

para i < p e r 2 p tal que uukzo g c+{ a"b" l n 2 0 }, Vk 2 0. Logo,

(-*:«)x «~*:«l., l««*wl. }

= mina lal. +(k-- i)l«l.,lzlb+(k-- i)lolÕ}

'U = 31 u = zÍ+l e tl; = #r+l

vk? o,

Mas, pode-se verificar facilmente que

vk 2 0, mina lzl.+(k--i)l«l., laló+(k--í)l«lõ } $ min{ lal., lalÓ }+(k--i)j
onde

';l Hi.
Portanto, :i.j 2 0 tal que

se l«l. < lzl

se l«l. < 1.1.
se l«l. = laló

vk ? o, (u«*«,)X $ «X + (Ê - l).j
Assim, de (1) e (2) resulta que X satisfaz a condição no Lema 2.5

Agora, vamos mostrar que X não é um .M-subconjunto reconhecível.
E interessante chamarmos a atenção para essa demonstração, que utiliza

uma estratégia diferente daquela que utilizamos em outras demonstrações.
Suponhamos que -X seja um ./\4-subconjunto reconhecível de .4'. Então,

pela Proposição 1.12, existe um .A,4-.4-autómato normalizado .4 = (Q, .r, T)
tal que ll,4ll = X + A+. Seja it o número de estados de Á. Denotemos por
p o estado inicial de .4 e por r o estado final de .4.

Seja m um inteiro positivo e definimos, para cada natural Z, o subconjunto
Qi de Q da seguinte forma:

1 = { q l existe um passeio vitol'ipso p------Fq --!--} r, para algum /z # /}

Então, existem naturais { e .j tais que { < .j e Qí = Qj. Observemos que (2z
é não vazio, pala todo /.

Como c"aiü C l.41, existe um passeio vitorioso P em ,4, soletrando
c"a'P, com a seguinte fatoiação:

p : p-1=5ç -5 ,
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para algum g C C?. Mas, como .j # i, concluímos que q C Q{. Como Qi = Qj)
q C C?j. Então, existe um passeio vitorioso P' em .4, soletrando c"ajót, para
algum k # .j, com a seguinte fatoração:

p' : p==üq -5 ,
Mas, como

IPll =(c"''P)ll.4ll =(c".'Ü)X = minl{,.j} = {

e llP'll = (c"«jZ,*)llÁll z,*)x = mina.j,k} ,

concluímos (iue os fatores PI = (p,c"aj,q) de P' e P2 - (q,ü,r) de P são
tais que IPI ll $ j e llP2ll $ {.

Logo, o passeio PI P2 = (p, c"aj, q)(q, bj, r) satisfaz

IPI ll + llP2ll 5; .j + Í < 2.j
Então,

(c"ajü)ll,4ll $ 11PIP2ll < 2j
O que é um absurdo, pois (c"ajü)X = 2j.

Portanto, X não é um .A,,í-subconjunto reconhecível de .4*

2.2 .A4-subconjuntos simples
Introduziremos os .A4-subconjuntos simples e estudaremos uma condição ne-
cessária para que um .A'(-subconjunto seja simples. Desta condição resultará
que a família de .A4-subconjuntos simples estará contida propriamente na
família de todos os .A4-subconjuntos reconhecíveis.

Um .A4-sueco?junto de .A* é sámp/es se ele é o comportamento de algum
.A4-,4-autómato simples. Dizemos que um .M-.4-autómato .4 = (C?,/,7') é
símp/es se satisfaz:

(Q x Á x Q).E.4 Ç { 0, 1, o. }, Q/ Ç { 0, m} e Qr ç { o, «,}
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Note, pela definição, que se X é um .A4-subconjunto simples, então IX C
{ 0, oo }. Denotamos por .A'4 SRec .A' a família de todos os .A4-subconjuntos
simples de ,4*

Como ocorre com os .A4-,4-autómatos normalizados, é importante ob-
servar também que num ./U-.4-autómato simples .4, todo passeio vitorioso
P em .4, com rótulo m, satisfaz llPll = wll.Áll (já que C?/ Ç {U,oo} e
C?T Ç { 0, oo }) e todo passeio bem sucedido P' em .4, com rótulo to, é tal
que .«llall $ 11P'll.

Podemos verificam que o algoritmo de normalização de .A4-.A-autómatos,
que vimos na Proposição 1.12, preserva a propriedade de um .A4-,4-autómato
ser simples.

Proposição 2.7 Para iodo .A4-Á-aut(imalo simp/es .4, ezÍste wm .A4-,4-aHZÓ
Halo norma/içado e sÍmp/es Zi ta/ que llõll = ll.4ll + A+

A proposição a seguir apresenta uma condição necessária para que um
.A4-subconjunto seja simples.

Proposição 2.8 Seja X um .A4-subc07Üunto de .4*
Vto € .4''', ou toX = oo ou mX $ 1tol.

Se X é simples então,

Z)emonsZração. Seja X um .A4-subconjunto simples de Á'. Então, existe um
M-.4-autómato simples .4 = (C2, /, T) tal que ll.4ll = X

Logo, Vto C ,4*, se toll.4ll # oo, existe um passeio vitorioso P em À,
soletrando m e l P 1 = toll.4

Como .4 é simples, segue que llPll $ 1wl. Portanto, toX = tola,4ll $ 1wl.

Uma consequência da Proposição 2.8 é que os .A4-subconjuntos sim
pies constituem uma subfamília própria de todos os .A4-subconjuntos reco
nhecíveis.

Corolário 2.9 .A4 SRec.A' ç ./U Rec.A*

Z)emonsZração. Basta considerar, por exemplo, o .A4-subconjunto X de .4'
definido por toX = 2lzol, Vto C ,4'. É clamo que X é um .M-subconjunto reco-
nhecível; mas, não é simples, pois não satisfaz a condição na Proposição 2.8.
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O lema a seguir mostra que a recíproca da Proposição 2.8 não é válida.

Lema 2.10 Sela ,4 = {a, b} e sela X o .A4-subc07Üunto de .4' degrada por;

Vto C .4*, toX = 2 mina lwl., ltoló}

X é am .A4-su6c07Üunto recon/zeczbe/ q?le satis/az a condição wX $ 1wl, Vw C
,4*; mas, X não á simp/es.

.Demonstração. É claro que X é um .M-subconjunto reconhecível e um .M-
,4-autómato cujo comportamento é X pode ser visto no Exemplo 1.3.

Suponhamos que X seja um .A4-subconjunto simples. Nesse caso, existe
um .M-.4-autómato simples .4 = (Q, /, T) tal que ll.4 1 = X

Seja n = IQI e consideremos a palavra

\.o = a"t)" , com m = 2n + l

Então, existe um passeio vitorioso P em .4, com rótulo to e llPll = mll.4ll =
mX = 2n. Além disso, existem naturais r, s e t, com s > 0 e r + s + t = n

tais que o passeio P pode ser decomposto em:
n ' (ir as at bm r.
p : i -=--, p --!--+ p -!!-+ q -!--+ f

Seja to' = Q"+'óm. Então,

w'X = 2min{ lw'ja, lto'lb } = 2min{ n + s,m}
Como n+s $ 2n em = 2n+l, resulta que n+s < m. Assim, zo'X = 2n+2s.

Vamos considerei o fatos PI = (p, a',p) de P. Então, inserindo um outro
fatos Pi em P, o passeio resultante é

p' \ i-!:--, p -!=-, 'p -!:'' p '' (i -!=, j

Mas, como .4 é um .A4-.4-autómato simples, 0 $ 11PI ll .$ s. Então, resulta
que

-«'ll.4ll $ 11p'll = 1 pll+ llplll $ 11pll + s = 2n+ s < 2n + 2s = «,'x
contradizendo que .X = ll.4ll.

Portanto, não é possível que exista um .A4-.A-autómato simples cujo com
portamento seja igual a .X. Assim, X não é um ./U-subconjunto simples.
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2.3 .A4-subconjuntos que são complexidades
não determinísticas

A idéia da complexidade não determinística de um autómato finito consiste
em associar a. cada palavra o número mJ'nimo de decisões necessárias para
soletrá-la num autómato anito não determinístico. Esta idéia surgiu inicial-
mente para máquinas de Turina e foi formalizada por C. M. R. Kintala e P
Fischer, em 1977 j101. N4ais tarde, em 1980, C. M. R. Kintala e D. Wotsch-
ke jlll consideraram esta idéia para autómatos finitos. Mais recentemente.
J.Goldstine, H. Leung e D. Wotschke lõl têm relacionado a ambiguidade com
o não determinismo em autómatos finitos.

Nesta seção, apresentaremos uma condição necessária para que um ./U-
subconjunto seja uma complexidade não determinística e, como consequência,
resultará que a família das complexidades não determinísticas estará contida
propriamente na família de todos os .A,4-subconjuntos simples.

Seja .4 = (C?, .r, T) um autómato finito (não necessariamente determinísti-
co) sobre o alfabeto 4. Dizemos que uma atesta (p,a,q) de .4 é não deter-
m nútica se existir unia ouvia aresta (p,a,q') em .4, com q' # q e, deter-
minüíica, em caso contrário.

E possível associar a cada palavra em .4* o número mínimo de decisões
necessárias para soletrá-la no autómato .4, quando .4 é não determinístico,
simplesmente associando a multiplicidade l às arestas não determinísticas e
0, às arestas deteiminísticas e aos estados iniciais e finais.

Ma.is precisamente, o autómato .4 pode ser transformado num ./ç4-,4-

autõmato 23 = ((2, /B, TB), definindo o M-subconjunto .EB de Q x Á x Q da
seguinte forma:

se (p, a, q) é uma aresta determinística de .4
se (p, a, q) é uma atesta não determinística de .4
se (p, «, q) não é «ma a:esta de .4

e os .A'í-subconjuntos /ZJ e TB de Q por:

q .r (q7') l oo

P, « , q)-E.

qa ç: Q. se q é um estado inicial (final) de .4
caso contrário

Então, Vto c ,4*, tollZSll é exatamente o número mínimo de giestas não de
terminísticas necessárias pala soletrar w de .r para T em .4.
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Agora, seja C um .A4-.4-autómato simples tal que para cada aresta útil
(p, «, q) de C,

',,',ü'b - l ? se "ã' "istem o«trás arestas (p, ., q') em C, com q # q'
caso contrário .

Então, dizemos que o .A'Í-.,4-autómato C é do fàpo nc. O .A,4-.4-autómato B.
construído acima também é do tipo nc.

Um M-subconjunto de .A' é uma como/e idade não detenninúZica se ele é
o comportamento de algum .A4-.A-autómato do tipo nc. Mas, podemos notar
que uma complexidade não determinística pode ser o comportamento de um
.A4-.4-autómato que não é do tipo nc. Em particular, em algumas provas de
que um dado .A4-subconjunto é uma complexidade não determinística. vamos
construir um .A,4-.4-autómato .4 que nem sempre é do tipo nc. Na verdade,
se .4 é simples e se pala cada desta útil (p,a, q) de .4, com multiplicidade
zero, não existirem outras giestas úteis (p, a,r) em .4, com r # g, podemos
concluir que ll.4ll é uma complexidade não determinística, já que .4 pode ser
facilmente estendido para um .A4-,4-autómato ZJ do tipo nc, com llõll = ll.4ll.

A família de todas as complexidades não determinísticas de .,'l* é denotado
por A4 CRec.4'. Como toda complexidade não determinística é um .A4-
subconjunto simples, resulta que .A4 CRec .4* Ç .A4 SRec ,4*

A questão que surge nesse momento é a seguinte:

Todo .A4-subconjunto simples é uma complexidade não deter
minística?

Antes de responder a essa questão, vamos estudar a nossa {,ondição ne-
cessária pala que um .A4-subconjunto seja uma complexidade não deter-
minística.

Dizemos que um .M-subconjunto X de .4* é de mté/f p/ cidade dijferenciá-
oe/ se existem palavras z,y,u e u em .4' tais que para cada k ? 1, exista
uma palavra zx; em .A+ de modo que

V/2 0 e V7n> Ã, tOKtKx = WkKKx. < 'Ukkmx. < «)

o«de -«kl« = #(UZfoyU,Amy.
Ou seja, para cada k ? 1, a palavra w = z(uzÍlo)kuzfp tem um fator

zk que ocorre em dois contextos distintos.. Num dos contextos, o fator uzÍlu
pode ser eliminado de w ou pode ser iterado infinitamente, sem alterar a
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multiplicidade da palavra resultante tokok = zuzf ou tokzk = z(uzfu)Zuzfy,
V/ > 0, respectivamente. Mas, no outro contexto, se o fator zk for iterado
m vezes, qualquer que seja m > A, a multiplicidade da palavra resultante
tOkk. = =(UZkU)kUZkmy sei'á sempi'e maior do que a multiplicidade de w.

Observemos que um .A4-subconjunto X ser uma complexidade não de-
terminística é uma propriedade que depende da existência de um particular
.A4-.,4-autómato com comportamento X; enquanto que X ser de multiplicida-
de diferenciável independe de qualquer .A4-.4-autómato com comportamento

Não sabemos decidir se um dado .A4-subconjunto reconhecível de .4' é de
multiplicidade diferenciável. Mesmo fixando-se as palavras #, y, u e o em .4*,
o inteiro k 2 1 e a palavra zA; em .A+, não conseguimos decidir se

.x

e V7n > É, lokikx wkkkX < wx;É.X < oo

A seguir, apresentamos a nossa condição necessária para que um .A,'í
subconjunto seja uma complexidade não determinística.

Lema 2.11 Se um .A4-subc07ÜKnfo X é uma como/e dado 7zão detemlzÍnút{
ca, en,tão X não é de multiplicidade dijerenciáuel.

Na demonstração deste lema utilizamos propriedades de alguns passeios
num .A,4-.4-autómato do tipo nc. A proposição e o lema a seguir estabelecem
essas propriedades.

Proposição 2.12 Se.ja .4 wm .A4-.4-aulómafo do tipo lzc e sejam P e P'
passeios úteis e distintos em .,4, =uõ com os mesmos rótulos. Se P e P' têm
ü mesma oügem, então as alas muttiplicidades são diferentes de zero.

Z)em07zsZraçâo. Seja .4 um .M-,4-autómato do tipo nc e seja to C ,4*, w =
toito2 . . . to«, com tol C Á (l $ / $ n).

Considere dois passeios úteis e distintos P e P' em .4, ambos com rótulo
z.o e com as seguintes fatorações:

lun
---} Pn

} qn

Z

P : Po -:!b P: -!%, P, -:!b

e P' : qo -!!b qi -:!b q2 -1:5

Suponhamos que po = qo. Então, n 2 1, já que P e P' são distintos. Seja
minlJ 1 1 $ j $ n e pj # qj }; então, os fatores Pi = (pf-t,wi,pi) de
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P e P2 - (qi-l,to{,q{) de P' são tais que pi-i = qÍ.t e pi # q{. Ou seja, PI
e P2 são duas arestas úteis de .4, com a mesma origem, mesmo rótulo, mas
términos distintos. Como .4 é do tipo nc, concluímos que llPill = llP2ll = 1.
Portanto, llPll > 0 e l p'll > 0.

Lema 2.13 Seja .4 lzm .A4-.4-azzt(5maZo do fira nc.
em .4 com rótu/o w", para a/gum to C .,'l+ e n > 0,

Seja P um passeio lítio

P : qo -X., qt --b q2 -jb } qn

S. e«{stem j, # C 10, nl, j < A t«{' q«. qj = q* . o /ato, (qj, «,*'j, qk) d. P tem
m"/Zip/{.{d«de «, '«tão q. C { q: 1 0 $ i $ n -- 1 } ' o /ato, (qi,.«"'',q.)
de P, com / = mina { 1 0 $ { $ n -- l e q{ = q. }, tem mu/tip/ cidade zero.

Dem07zstração. Seja .4 um .M-.4-autómato do tipo nc e seja w C .4+
Considere um passeio útil P em .4, soletrando m", para algum n > 0,

P : qo -.!b q: -.!b q, -.b } gn

Suponhamos que existam .j,k C lO,nl, J < h tais que qj = qk e o fator
(qj, tok'j, qA) de P tenha multiplicidade zero. Então, podemos determinar o
máximo m do seguinte conjunto:

maxl{ j[S i < n e ]A,0 < /1 < { ta] que qh = qf e

o falar (qA, toi'A, g{) de P tem multiplicidade zero }

E, seja t C 10, m -- il tal que q. = q. e o favor PI = (qt, to"'', q.) de P tenha
multiplicidade zero.

Se m # n, pela escolha de m, insulta que o passeio P tem dois favores

P2 ' (q!, -«, q,+i) e P3 - (q«,.«,q.+:) ,

com qt = q. e qt+l # q.+t. Como .4 é do tipo nc, segue pela Proposição 2.12
que P2 e F3 têm multiplicidades positivas. li'las, P2 também é falar de Pi;
então, IP2 l$ 11Plll. Logo,resultaque0< P2ll $ 11PI j=01oqueéum
absurdo. Portanto, m = n.

Seja / o mínimo do seguinte conjunto:

/ = mina i 1 0 $ { $ n -- l e qi =q.}
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Então. / < {.

Se / = t, já sabemos que o favor Pi = (ql, to"'', q.) de P tem multiplica
dade zero.

Se / < t, consideremos os passeios

-r\ = (ql, .«''', q.) e Ps = (PI)'(q.,,p',q.+,)

tais que P4 é um favor de P e Ps é obtido pela concatenação de s favores iguais
a Pi , seguido do favor (qt, zo', qt+,) de Pi , onde s e r são naturais satisfazendo
Z - / = .(n- t)+, e 0 $ « < n -t. Como llP 1= 0, segue que llPsll = 0.
Então, como .4 é do tipo nc, qt = q« = ql, IP4 = IP5 = tot-l e llPsll = 0,
pela Proposição 2.12 resulta que P4 coincide com Ps. Logo, l Pó l = 0.

Assim, o fatos P4Pi ' (ql, to"'l, q.) de P tem multiplicidade zero.

Demonstração do Lema 2.11. Seja X um .M-subconjunto de 4* que é
uma complexidade não determinística. Seja .4 um .A4-Á-autómato do tipo
nc tal que ll.4ll = X

Suponhamos que X seja de multiplicidade diferenciável. Então, existem
pa[avras z, 3r, u e u em Á* tais que Vk 2 1, ] zk C .4+ de modo que V/ 2 0 e
Vm > k, .«tltX = -«kx;J;X < «,A;k.X < m, onde ««ki« = z(uzf«yuzr .

Seja k o número de estados de .,4 e consideremos a palavra

'" f«)*-fv
e um passeio vitorioso P em .4, soletrando w.

Para simplificar a notação, usaremos z, ao invés de zÀ;, no decorrer desta
demonstração.

O passeio P' pode sel fatorado da seguinte forma.

JP : P. --L qo-!Zbq:-1:2-,q2 y
} qk+2

Então, existem inteiros .j e /}, 0 $ .j < /} 5; k tais que qj = qh.
Consider. o falar P = (qj, (uz*u)"'j,qh) de P. Se l Pill # 0, a palavra

'"' - '"*,j--*-«,*(u,*«)j'''*'"«;'y

pode ser soletrada em .4 pelo seguinte passeio bem sucedido
, (u;*«)J (u,*,)''" u;k yP' : Po ---t-} qo--=--=C-tq.j = qA--:=--=1----lqk ---=!--'lqt+i --=-» qt+2
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Então, resulta que

«,'llHll $ 11p'll < lpll ÁI

Como X é de multiplicidade diferenciável, toX = wkAÀ;X = zok,j+À;-A.kX
to'X. Logo, to'll.4ll < to'X, contradizendo que X = ll.4ll. Portanto, llPi
0

"---+ qk+2

H

Assim, pelo Lema 2.13, existe um inteiro á C 10, k -- ll tal que qi = qk e o
favor P2 = (qi, (uzku)'-i, qk) de P tem multiplicidade zelo.

Considere, agora, o favor P3 = (qi, uzku, qi+l) de P2, com a seguinte fato
ração:

zk 3

P3 : qí --=+ to --l-} ri --:--» r2 ---=-1.. - --.b rk --=-1 qÍ+l

Como l P3ll = 0 e k é o nún-lera de estados de .4, P3 tem um fator (ri. , zi'-i:,
ri,), 0 $ ii < á2 $ k, com ri. = r{, e multiplicidade zero. Então, pelo

Lema 2.13, existe um inteiro s C 10, k -- ll tal que r, = rk.
Como .4 é do tipo nc, llP3 1 = 0 e g{ :: qk, segue pela Proposição 2.12 que

o fator (qk, uzk, qk+l) de P coincide com o seguinte favor de P3:
u z'

'FTk

logo, rk = rs :: qk+l
Então, a palavra

"-" = '"*,*,*+*.. = «(-*«)*«,*''''''y
pode ser soletrada em .4 pelo seguinte passeio bem sucedido

r uzku uzku uzk .. zJ:'s.P" : po --L-l qo--=:----lqi ' - . --:!:...=-lqk ---=1---lqk+i = r.----=- --"lri; :: qk+i

Logo,
«,"llHll $ 1 p"ll llp l .«llHll

Mas, como X é de multiplicidade diferenciável, mX = toJ;kJ;X < lok,k,2k.,X =
w/'X. Logo, w"ll.4 < zo"X, contradizendo que X = ll.4ll. Assim, X não é
de multiplicidade diferenciável.

A condição apresentada no Lema 2.11 é útil para dar exemplos de .A4-
subconjuntos simples que não são complexidades não determinísticas, como
podemos ver no teorema a seguir.

37



Teorema 2.14 Seja .4 = { a,b}. O .A4-swóc07Üunto X de .4' de$nádo por

wX = n « «, = "«", com « C (-*b)*, . m, .«. "« ««t,áHo, é .imp/«;
mas, X nãa é uma complexidade não determinística.
Z)em07zstração. É fácil ver que X é um M-subconjunto simples. Um .M-.4-
autâmato simples .4, cujo comportamento é X, é mostrado a seguir:

«/: ./.

Pode-se verificar facilmente que X satisfaz as seguintes condições:
VÉ ? l, ((a'b)*«*)X = k.
Vk ? 1, Vm > k, ((akó)ka")X = m > k.

Vk ? 1, V/ ? 0, ((a*by«*)X = k.
Logo,concluímosque Vk?l, V/20 e Vm>k,

((a*Z,y«')X = ((a*b)*a*)X < ((.*b)*«")X < m
Portanto, considerando as palavras u = 1, u = b, # = y = 1 e zk = a,

Vk ? 1, resulta que X é de multiplicidade diferenciável.
Assim, pelo Lema 2.11, X não é uma complexidade não determinístíca.

Ou seja, X C .A'( SRec.A*, luas X gl .M CRec.4*

Observamos que, exceto pala um exemplo no Capítulo 4, para todos os
outros ./çd-subconjuntos que são de multiplicidade diferenciável, será possível
considerar a mesma palavra z pala todo À 2 1, como ocorreu na demons-
t.rar:O rln 'T'parei..a 9 1 4

Uma consequência do Teorema 2.14 é que para um alfabeto .A, com pe
lo menos duas letras, os .A4-subconjuntos de .4' que são complexidades não
determinísticas constituem unia subfamília própria dos .A4-subconjuntos sim-
ples de .4*. Não sabemos se o mesmo ocorre para um alfabeto Á com apenas
uma letra ou se, neste caso, as duas subfamílias coincidem.
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Corolário 2.15 .A'4 CRec.A* ç .A4 Sueca', para um alÍaZ)eto .4, com pe/o
menos duas letras.
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Capítulo 3

Propriedades de fechamento de
yU Rec,4#, .A4 SRec..4# e .A4 CRec..4#
sob as operações básicas

Neste capítulo, estudaremos as propriedades de fechamento das três famílias,
.A4 Reco', .A,4 SRec..4* e .A4 CRec.A*, sob as operações básicas. Como .A4 é
um semi-anel comutativo, a maioria das propriedades que veremos aqui para
.A4 Rec .A* seguem das propriedades correspondentes que foram estabelecidas
por Eílenberg l41 para /( Reco', qualquer que seja o semi-anel comutativo
/(. Não haveria necessidade de incluir as demonstrações de que algumas
dessas propriedades são válidas pala .A4 RecÁ*; mas, decidimos incluí-las
neste capítulo para nos familiarizarmos mais com as operações sobre os .A4-
subconjuntos reconhecíveis e com os ./q-,4-autómatos e, também, porque
algumas delas serão referenciadas nas provas dessas propriedades para as
famílias .A,4 SRec .4* e .A4 CRec ,4*

Proposição 3.1 ./U Rec.'i', .A4SRec.4* e .A4 CRec.A* são /ecAadas soZ) o
7nznzmo.

Z)emonstração. Sejam X, y C .M Rec Á*. Então, existem .M-.A-autómatos
.4=(C?,{,.r.4,TÁ) e ZJ =(QU,/B,TB) tais que ll.4ll =X e llZ3 =y

Definimos um M-.A-autómato C = (QC, .&, Zc) da seguinte forma:
Qc = Q.4U Q0;
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lc: C?c --}.A4 é dado por

qlc

qZc

q/,{ se q C Q.4
se q C Qz3

Zc ; Qc ---} .A4 é dado por

qTa se q C Q.4
qTn se q C QB

eEc Qc x ,4 x Qc -+ .A4 é definido por

'- . .~.. . .Í(p,a,q).EÁ se(p,«,q) é «maarest.em.4
v', ","''' ' 'l (p,',q)EB se (p,a, q) é «ma aresta em Zi

Ou seja, uma aresta é útil em C se, e somente se, ela é útil ou em .4 ou em
23. Logo, todo passeio útil em C é ou um passeio útil em .4 ou um passeio
útil em Zi. Assim,

lcl l.4lulõl e v«, c Á*, «,llcll .4ll,«,llz3ll) («,x,«,r)

Ou seja, llCll = min(X, y). Portanto, .M Rec Á* é fechada sob o mínimo

Por outro lado, observemos que a restrição de C aos estados em C?.4(QB)
é .4(B). Então, podemos veiificai que, se os ./L'Í-.,4-autómatos .4 e 23 são
simples (do tipo nc), C também é simples (do tipo nc). Assim, M SRec.A* e
.A4 CRec ,4* são fechadas sob o mínimo.

Proposição 3.2 .A4 Rec,4* é/fachada sob a adição

Z)emovzstração. Sejam X, y € .M Rec .A'. Então, existem .M-Á-autómatos
.4 = (Q.A, /.4,TÁ) e Zi = (Qu,.rz3,TB) tais que ll.41 = X e llZSll = y

Definimos um .M-.4-autómato C = (QC, /c, Zc) da seguinte forma:
Qc = Q.4 x (2B;
lc : Qc --, .M tal que (q', q")/c = q'/a + q"/B;
Zc : Qc --, .M tal que (q', q")Zc = q'TÀ + q"TB
e Ec : Qc x ,4 x Qc --} .A4 é definido por:

((p',p"), a,(q', q"))-Ec =(p', a, q')-E.4 +(p", «, q")-Eu
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E«tão, ((p', p"), a, (q', q")) é uma arest. útil de C se, e somente se, (p', a, q') é
uma aresta útil de .4 e (p", a, q") é uma aresta útil de B.

Logo, cada passeio útil P : (p',p") --==} (q', q") em C pode ser visto como
um par (P', P") de passeios úteis,

P' : p' --=b q' em .4 e P" : p" --!b q" em 23

tais que llP l = llP'll + IP"ll.
Além disso, P é um passeio bem sucedido em C se, e somente se, P' e P"

são bem sucedidos em ,4 e em 23, respectivamente. Assim,

cl . v.« c .'l', «,llc .«llÁll + .«llz5ll

Ou seja, l Cll = X + y. Portanto, .A,4 Rec 4* é fechada sob a adição

Proposição 3.3 .A4 SRec.A''' e ./44 CRecÁ' não são /fachadas sob a adição

Z)emonstração. Consideremos o ./U-subconjunto X de .A* definido por

Vto C ..'l'", toX = rol

E claro que X é simples e também é uma complexidade não determinística
O .A'Í-subconjunto X + X é tal que

V.« c .,'l', «,(x + x) toX + loX = 2lzol

Então, pela Proposição 2.8, X + X não é um .M-subconjunto simples. Logo,
./t4 SRec.4* e .A4 CRec.4* não são fechadas sob a adição.

Proposição 3.4 Sejam X, y C .A4SRecÁ* (?UCRecÁ'.,l.
{ 0, oo } então X + y c .&,í SRec.4' (2U CIRec.A"J.

Se .4*X C

Z)emonstração. Sejam X, y C .M SRecÁ' tal que .,4*X Ç { 0,«) }. O resul-
tado segue da Proposição 3.2, já que podemos considerar os .A'4-.,4-autómatos
.4 e Zi simples e como todas as arestas úteis de .4 têm multiplicidade zero, o
./U-..4-autómato C resulta simples.
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Se X, y C ./U CRecÁ' e .A*X Ç {0,oo}, na demonstração da Pro-
posição 3.2, podemos considerar os .A'Í-.4-autómatos .4 e B do tipo nc.
Então, pelo que vimos para X, }' C .A,4 SRecÁ*, resulta que C é um .A4-
,4-autómato simples. Além disso, seja ((p',p"),a,(q',q"))Ec = 0; então,
(p',a,q')-E.,4 = 0 e (p",a,q")-EB = 0. Suponhamos que exista em C uma
.resta útil ((p',p"),«,(,',,")), com ,' # q' o« «" # q". Se ,' # q' e«th
(p',a,r') é uma aresta útil de .4, contradizendo que .4 é do tipo nc. Se
I'" # q" então (p", a,r") é uma aresta útil de 23, contradizendo que Zi é do
tipo nc. Logo, em C, pala cada aresta útil com multiplicidade zero, não e-
xistem outras giestas úteis com a mesma origem e mesmo rótulo. Portanto,
ICll é uma complexidade não determinística.

Proposição 3.5 .A4 Rec.4* e .A4 SRec 4* são /fachadas sob o reverso

Z)emonstração. Seja X C M Rec.A'. Lembremos que X, denota o reverso
de X e é definido por:

V.« C .,4', .«X,

Seja .4 = (Q, /, T) un] .A,'Í-.4-autómato tal que ll.4ll = X. Definimos um
.M-.,4-autómato 23 = (Q, T, -r), com uma aresta útil (q, a,p) para cada aresta
útil (p, a, q) de .4 e com

EB : Q x .A x C? --, .M

dado por:
(q, «,p)-EB = (p, a, q).E.4

Então, a um passeio útil P em .4, com IPI = ai . . . ak, corresponde um passeio
útil P' em 23, com IP'l = ak...ai e llP'll = llPll. Logo,

BI . v.« c .A'", .«llz3ll ll.4ll

Ou seja, llall = X,. Portanto, .M Rec .A* é fechada sob o reverso

Além disso, é fácil ver, pela construção de B, que se .4 é simples, 23

também é simples. Logo, ./\,4 SRec .A' também é fechada sob o reverso.
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Proposição 3.6 .A,4 CRec,4' não é/ecàada soó o reverso

Z).m.n.[«ção. Seja 4
Á.

{ «,b} Consideremos o seguinte .A4-.4-autómato

«/: «/.

Então, l.41 = a*(baça)' e ll.4 l é uma complexidade não determinística, já que
ele também é o comportamento do seguinte .A4-,4-autómato 23.

6

Ou seja, ll.4 l = llZ;l C .M CRec.4''
O ./U-,4-autómato C, representado a seguir,

«/.
C

«/- ./.

é tal q«e ICI = (««*Z,)*«' e V«, C .,4*, «,llCll llÁll. O« sej., llCll
.4llp' falas, na demonstração do Teorema 2.14, vimos que o comporta
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mento de C não é uma complexidade não determinística. Ou seja, llC l g
.A4 CRec ,4*

Proposição 3.7 ./U RecÁ* é/fachada sob a ad ção essa/ar

Olmo«t«çã.. Seja X C .M Rec .4'" e sda .4 = (Q, /, T) um .M-Á-autómato
tal que ll.4 = X

Para cada m C M, os .M-.4-autómatos Zi = (Q, m + -r, T), com .EB = -E.A
eC =(Q,/,m+T), com -Ec = -E,{ são tais que llall = llCI = m+X.

Logo, .A4 Rec.A* é fechada sob a adição escalar.

Proposição 3.8 .A4 SRecÁ* e .A4 CRec.4' não são /ecAadas soZ) a adição
essa/ar.

Z)em07tst7'anão. Seja X o .A4-subconjunto de Á' definido por

Vto € .,'1''', wX = lwl

E claro que X é um .M-subconjunto simples e também é uma complexidade
não determinística.

Seja m C .M tal que 0 < m < oo. Então, o .A.'Í-subconjunto m + X que é
dado por:

VI(l É:: d +

> «,(m + X)= m+.«X

não é simples pela Proposição 2.8.
Logo, .A'í SRec.4* e ./\,'( CRec .A" não são fechadas sob a adição escalar

Vejamos, então, para quais valores de m o .A4-subconjunto m + X re-
sulta sempre simples (complexidade não determinística), quando X é um
.M-subconjunto simples (complexidade não determinística) .

Proposição 3.9 Sela X C .A,4 SRec .4' (1A'í CRec .4',). Sejam m C .A4 -- {ool}
e d = mina rol -- toX l w C ,'l* e toX # oo }. O M-subconjunto m + X C
.M SRecÁ* rlA4 CRec .4'J se, e somente se, 0 $ m $ d.
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O.m.«t«çã.. Soam X C M SRec.'l' e .4 = (C?,.r,7') um M-.4-autómato
simples tal que ll.4ll = X

Considere 0 $ m $ d. Queremos mostrar que m + X C .M SRec.4''
Para isso, vamos construir um M-.A-autómato 23 = (QB, .rB, TB) da seguinte
forma:

C?B = C? x 10, mj;
/ : C? --}.A4, definido por:

(q,0).rB=q.r(VqcQ) e(q,{)-ra=w(VqcQeVÍCjl,ml)
e TB : QU ---+ .A4, definido por:

(q,m)To e (q, á)TB (Vq C Q e V{ C 10, m - ll)

Para cada atesta útil (p, a, q) de .4,

. se (p,«,q)-E.4 = 1, então para c'd. iC ]O,m], ((p,{),.,(q,i)) é uma
aresta em 23 com multiplicidade igual a l;

. se (p,«,q).E.4 = 0, e«tão ((p,m),«,(q,«.)) é «m, ,resta em 25 com
multiplicidade igual a 0 e, para cada { C lO,m -- ll,((p,á),a,(q,i+ l))
é uma aresta em 23 com multiplicidade igual a 1. Dizemos que estas
arestas são do tipo ponte-{.

Logo, cada passeio bem sucedido em 23 deve utilizar, para cada i, 0 $ { $
m -- 1, exatamente uma aresta do tipo ponte-á.

Por outro lado, pela deânição de d, cada passeio vitorioso P em .4 tem
pelo menos d de suas arestas com multiplicidade zero. E, como m $ d, é
possível associar a P um passeio vitorioso -P' em Zi que use m arestas do tipo
ponte-{, uma para cada à, 0 $ { $ m -- l e tal que IPI = IP'l. Portanto,

Vto € .4
+

} «,llz31 -«11.4 l + «- :«(m + x)
Além disso, pela construção de 23, é claro que 23 é simples. Assim, resulta

que m + X C ./U SRec .4*

Se X C .A4 CRec.4*, podemos considerar o .A4-.4-autómato .4 do tipo
nc. Pela construção de Zi, vimos que 23 é simples e podemos observar que a
restrição de 23 aos estados em Q x {m} é uma cópia de .4 e que cada aresta
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útil de 23, com origem e término em (2 x {i}, iC 10, m -- ll ou, com origem em
C2 x {á} e término em Q x {i+ 1}, á C lO,m -- 11, tem multiplicidade 1. Logo,
IZill é uma complexidade não determinística. Portanto, m+X C .A4 CRec ,4'

Reciprocamente, suponhamos que m + X € ./U'{ SRec .A* (.M CRec.A')
E«tü, V«, C ,4*, o« .«(« + X) = m ou 0 $ «,(m + X) = m + «,X $1 1«,1

Ou seja, Vto C .4*, 0 5; m $ 1tol -- wX. Logo, 0 $ m $ d.

Proposição 3.10 X C .A4 Rec.A' se, e somente se, X + A+ C .A'í Rec.4*

Z)emonstração. Lembremos que IA+ = oo e Vw C ,4+, wA+ = 0. Então,
l(X + A+) = .o e V«, C .4+, .«(X + A+) = .«X. Se X C MRec 4*
então X + A+ C .A4 Rec .4*, pela Proposição 1.12. Podemos também ver que
X + A+ C .A4 RecÁ*, utilizando a Proposição 3.2 e o fato que A+ é um
.A4-subconjunto reconhecível.

Reciprocamente, suponhamos que X + A+ C .A'd Rec.A'". Como X
min(X + A+, IX + 1) e l (definido por to1 = 0, se to = 1 e oo, em caso

contrário) é um .A,'Í-subconjunto reconhecível, segue pelas Proposições 3.1 e
3.7 que X € .A4 Rec .4'

Proposição 3.11 X C .A4SRecÁ' (l/UCRecÁ*,,l se, e some7zte se, X +
A+ C .A4 SRec.A* (À,í CIRecÁ*,) e IX C { 0,oo }.

Z)emonsZração. Seja X C .M SRec.A*. Então, IX C { 0, oo }.
E claro que A+ é uma complexidade não determinística e como Vto C Á-',

toA+ C { 0, oo }, pela Proposição 3.4 resulta que X + A+ C .A4 SRec.A*
A demonstração é análoga quando X C ./U CRec .A*

Reciprocamente, suponhamos que X + A+ C .A4 SRec.A* e que IX C
{ 0,oo }.

Se IX = oo, então X = X + A+. Logo, X C ./U SRec .A*
Se IX = 0, então X = min(X + A+,l). Como l é uma complexidade

não determinística, resulta, pela Proposição 3.1, que X C .A,4 SRec.A*
A demonstração é análoga se X + A+ C .A4 CRec .4*
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Proposição 3.12 .A4 Rec .A' e .A4 SRecÁ' são /ec/fadas sob a c07zcatenação

Z)emonsfração. Sejam X, y C .M Reco'. Então, X = «in(X',m + 1) e
y = min(y',n + 1), com X' = X + A+, y' = y + A+, m = IX e n = ly
Logo,

Xy((m+n)+l,m+l'',n+X',X'1'') .(3.1)
Assim, pelas Proposições 3.1, 3.7 e 3.10 é suficiente mostrarmos que X'y' é
um .M-subconjunto reconhecível. E o que faremos a seguir.

Sejam .4 = (Q:, -r:,Ti) e Zi = (Q2, -r2,T2) M-.'l-autómatos normalizados
tais que ll.4 1 = X' e llBll = y'. Sejam {i e í2 (tl e t2) os estados iniciais
(finais) de .4 e de 23, respectivamente.

Deânimos o ./U-,4-autómato (; = (Q, /, T), identificando os estados ti e {2
num único estado que chamamos de p. Ou seja, Q =(QIUQ2)--{ tl,i2 }Ulp}
e o único estado inicial (final) de C? é ài (t2). As arestas úteis de C são as
arestas úteis de .4 e de 23 (considerando tl = i2 = p), com as mesmas
multiplicidades

Portanto,

lc IÀllal e V«, C .,'l*, .«llCll mi«(,ll.4ll + vllall)

Ou seja, llCll = ll.4 llBll = X'y'. Logo, M RecÁ* é fechada sob a concate
nação.

Se X, y C M SRec.4', como IX, ly C {0,oo}, resulta (iue em (3.1),
(m + n) + 1= 1 o« @, m + y' - y' o« 0 e n+ X' = X' ou 0. M-s, le0
são .A4-subconjuntos simples e, pela Proposição 3.11, X', y' C .A4 SRec Á;
Então, pela Proposição 2.7, os .A4-Á-autómatos normalizados .4 e Zg são
simples, fazendo com que C, por construção, também seja simples. Logo
X'y' C .A4 SRecÀ* e, pela Proposição 3.1, Xy C .A4 SRec Á*

Proposição 3.13 .A4 CRec,4' ?zão é /ecàada soó a cozzcatezzação

Z)emonstração. Seja ,4 = { a,b}. Consideremos os .M-subconjuntos X e y

de .A' definidos por:

0toX se «« C (-*b)*
caso contrário



e toy =
se to C a*
caso contrário

E fácil ver que X e y são complexidades não determinísticas
O ./ç4-subconjunto Xy é dado por:

V.«CÁ*, ««(X}')-l T :l'T "«",.«m«C(-'b)*' l oo caso contrário

Mas, pelo Teorema 2.14, Xy gl .A4 CRec.A*

Proposição 3.14 .A4 Rec.4* e ./U SRec.4' são /ecAadas sob as operações +
e + de Kieene.

Z)em07zstraçâo. Seja X C ./U Rec.A*. Lembremos que

X*=minX"
n>0 e X+= mina"

n,>l

Seja .4 = (Q, .r, 7') um .A4-Á-autómato normalizado tal que ll.4ll = X + A+
Então, identificando-se os estados inicial á e final t num único estado i' (que
será inicial e final) e mantendo-se as mesmas arestas com as suas respectivas
multiplicidades, obtém-se um .M-.4-autómato 23 = (Q', /', /') tal que

lõl IZ3ll Áll' + A')'
Mas, (X + A+)* = X'. De fato, IX* = 0 = 1(X + A+)' e Vzo C .4+, se

toX' = zoX', pala algum { 2 1 tal que wXí < zoXj, para todo .j < {, então
toX' = to(X + A+y. Assim, X* C .A4 RecÁ*

Por outro lado, X+ = X' + A+ e, pela Proposição 3.10, X+ C .A4 Rec .4'''

Se X C .A,4 SRec ,4*, então pela Proposição 2.7 o .A4-.4-autómato norma-
lizado .4 é simples e segue, por construção, que 23 também é simples. Logo,
X* C .A,4 SRec.A*. E, pela Proposição 3.11, segue que X+ C .A,4 SRec.4*

Proposição 3.15 .A4 Checa' não é/ecAada sob a operação + de /(/gene
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l)emonstração. Consideremos o seguinte ./U-.A-autómato, com ,4 = { a, b}

./.

Então, IH = (aa*Z))* U a* e o comportamento llÁll de .4 é uma complexidade
não determinística.

O .M-subconjunto ll.4ll* pode sei descrito pelo comportamento do .A4-Á-
autâmato 23 a seguir.

B

«/: ./.

Mas, vimos na demonstração do Teorema 2.14 que o comportamento llZill de
23 não é uma complexidade não determinística.

Portanto, .A4 CRec.4* não é fechada sob +.

Proposição 3.16 .A4 CRecÁ* 7}ão é /fachada soZ) a operação + de /{/gene

Z)em07zstração. Seja X C .M CRec,4*. Se X+ C .M CRec.A*, como X' =
min(X+, 1), 1 C .M CRec.A* e .A,'( CRec.4' é fechada sob o mínimo, resul-
ta que X' C .A4 CRec.4*l contradizendo a Proposição 3.15. Logo, X+ #
.A4 CRec ,4*
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Proposição 3.17 Se.jam .A e -B alfabetos dÍslunZos, X C .A4 Rec.A* e y C
.M Rec-B*. Então, XUy é «m M-sKó««j««t' «nA«.be/ d. (Á U -B)'
,4demaÍs, se X e y são sÍmp/es Ícomp/ezádades não deter'm nátácasJ e7ztão

XLIJy também é sÍmp/es rcomp/ezÍdade não deter'mÍnútÍcaJ.

Dem07zstração. Inicialmente, observemos que se X = min,C,4.((zX) + x)
e y = min,Ca.((yy) + y) são .A4-subconjuntos reconhecíveis de Á' e -B*,
respectivamente, o embaralhamento de X e y é o .A,'Í-subconjunto de (.AU.B)*
dado por

,"éBIÇ..,.,..,,(('X + Z/}''') + w)
Sejam ,4 = (Q.4,/.,{,TJ) um .M-.A-autómato tal que 11111 = X e Z$

(C2B, .rB, TB) um M-.B-autõn.ato tal que llBll = y
Vamos definir un] .M-(,4 U B)-autómato C = (Qc,/c,Zc) da seguinte

forma:
Qc = Q.A x QB;
/c : Qc --, ./\,{ tal que (q, q')lc = q-r.4 + q'.rzJ

e Zc : Qc --, M tal que (q, q')Tc = qTa + q'TB.
As arestas de C são da forma:

XLHy-

. ((p,p'),a, (q,p')), p.:a -d. a:esta (p,.,q) em .4 e Vp' C Qz3,
e((p, p'), a,(q,p'))Ec a, q)-E.4;

. ((p,p'),ó, (p, q')), pa:a "da a:est. (p', b, q') em 6 e Vp € Q.A,

e((p, p'), Z,,(p, q')).Ec , Z,, q')E..

Então, pode-se verificam que

cl e v«, c(.4 u -a)*, «,llcll .4ll + pllz3

onde z C Á', 3/ C .B' e w C aLU3/. Ou seja, llCll = XLIJy
um M-subconjunto reconhecível de (Á U -B)*

Logo, XLIJy é

Se X e y são .A4-subconjuntos simples, .4 e B são simples e, por cona
trução, C também é simples. Logo, XLIJy é um .A,4-subconjunto simples.

Se X e y são complexidades não determinísticas, podemos considerar .4
e 25 do tipo nc. Então, C é simples. Agora, vamos analisar as arestas de C.
Seja o = ((p,p'),a,(q,p')) uma a:esta útil de C. Se all = 1, «ada temos
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a verificar. Suponhamos, então que llall = 0. Se ((p,p'),a,(r,p')) é uma
aresta útil de C, com r # q, então (p,a,r) é uma aresta útil de Á; o que
é um absurdo, já que .4 é do tipo nc e (p,a,q).E.4 = 0. Analogamente, se
((p,p'), Z,, (p,q')) tem multiplicidade zero, não existe em C uma aresta útil
((p,p'),ó,(p,r')), com r' # q', pois 23 é do tipo nc. Logo, llcll = XLny é
uma complexidade não dei,erminística.

Proposição 3.18 Se.ja /: ,4* --} -B' um mor$smo. Se X € .A4 Rec.A* e7ztãa
X/ C .A4 Rec -B*

Z)emonstração. Inicialmente, observemos que

v«, c -e', .«(x/) - ,éll:P..("x)
Dado um .&'Í-Á-autómato .4 = (Q.4, .r, T) tal que ll.4 =

.M-(B U l)-autõm-to Z; = (Q., .r., TB), com QA Ç Q. e os

.rB e TB de Qz3 definidos por:
q/23 = q/, se q C Q.4 e oo, em caso contrário;
qTB = qT, se q C Q,4 e oo, em caso contrário.

As arestas úteis de 23 são descritas da seguinte forma.
Seja (p,a,q) uma atesta útil de .4 e sda a.f = blZ,2

(l $ á .$ n) e n 2 0.
Consideremos três casos, dependendo de n.

. Se n = 0, então (p, 1, q) é uma aresta útil de Zi com

X, definimos um
M-subconjuntos

b., com bf C -B

(P, 1, q)-EB «, q)-E.A

. Se n = 1, então (p, bi, q) é uma a:esta útil de 23 com

(P, Z,: , q)-EB ., q)-E.,4

e Se n > 1,

(P, z,: , ,:) , (,: , z,:, ,,) , ,(,«-,,ó«-:,,.-:) e (,«--,b«,q)

são arestas úteis de 23, onde os n -- l estados intermediários ri, . . . , r. l

são novos estados, distintos entre si, que são acrescentados a Q.x. Além
disso,

(P, Z,- , ,: ).EB = (P, «, q)-E.4
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(n-l, bi, ri)EB = 0, para 2 $ { 5; n -- l
e (,«--, Z,«,q).EB = 0

Logo, para cada passeio útil P em ,4, existe um passeio útil P' em 23 tal
que IP'l = IPI/ e llP'll= 1 Pll. Assim,

IBI v«, c -a*, ««llz3ll ll,4ll 1 , c ««/': }

Agora, vamos construir um .A'f--B-autómato C = (QB, J, Ta) tal que llCll =
IZill, mas que não tenha arestas com rótulo l.

Definimos o .M-subconjunto J de Qz3 da seguinte forma:
para cada q C QB,

qJ = mjn { p/ + llPll l p/z! # oo e P : p --L-} q é um passeio útil em 23 }

Ou seja, os estados iniciais de C são todos os iniciais de Zi e mais os estados
que podem ser atingidos a partir de algum estado inicial de Zi por um passeio
útil soletrando a palavra vazia.

As arestas úteis de C são construídas de modo que

(p, a, q) é uma atesta útil de C sse existe um passeio útil P : p --b q em 6

e(p,a,q)Ec = minljlF'll IP :p -b q em 23 }.
Pode-se verificar que llCll = llZ3ll = X/. Portanto, X/ C .A4 Rec-B

Proposição 3.19 Ez síe X C ./U SRec.A* e ezisZe tzm mor$smo /: Á* --}

.B* tais que X/ g .A'{ SRec -B"

Z)emon.f«ção. Sej-,m Á = {«-,a2,a3} ' -B
.M-subconjunto X de .4* definido por:

{ ói, b2 }. Consideremos o

VloÉ d +

}

se zo c a2ata3
caso contrário

E claro que X é um .A4-subconjunto reconhecível e simples
Definimos um moifismo / : .4* --> -B* por:

at.f = 1., azf = b. e ",.f
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Seja a palavra = a2aia3 em .A'. Então, y = zo/ = blb2. Como Z/(X/) =
mini uX l u.f = 3/ }, resulta que y(X/) = mina uX l u C aia2a;a3a: } = 3,

que ocorre para a palavra w = a2aia3. Logo, y(X/) > lyl e, pela Propo-
sição 2.8, X.f g .A4 SRec B'

Proposição 3.20 Sela ./ : Á* --} .B* m mor$smo ta/ que l/-i :: 1. Se
X C .A4 SRec.A* ezztão X/ C .A4 SRec-B*

Z)emonstração. Segue da demonstração da Proposição 3.18, já que, se X €
JU SRec .A* então .4 é simples e como / é tal que 1/-1 = 1, resulta que 23 é
um .A'4-B-autómato simples.

Proposição 3.21 Ezáste X C .A4 CRec.A* e ez ste um mor$smo /
.B', satis/aze?zdo l/'i = 1, tais qwe X.f « .A,4 CRecB''

,'l* --}

1) m.«t«ção. Seja-n .A
te .A,4-,4-autómato .4.

{ a', Z,', c' } e .B { a, b }. Consideremos o seguin

.'/.

d/: .'/.

Então, o comportamento ll,4 de .4 é uma complexidade não determinística
Seja / : ,4* --} .B* um morfismo definido por:

a'f= df= a e b'j= b

Então, / satisfaz l/'l = 1. Alas, ll.4ll/ é o comportamento do ./U-.B.
autómato na demonstração do Teorema 2.14; logo, ll.4ll/ não é uma comple-
xidade não determinística.

Proposição 3.22 Seja /: Á' --} B' um mor$smo ./ino e {zÜetor. Se X C
./U CIRec .4* então X./ C .A4 CRec B'
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Demonstração. Segue da demonstração da Proposição 3.18, já que, se X C
.A4 CRecÁ', então .4 pode ser considerado do tipo nc e, como / é fino e
injetor, 23 é um .M-.B-autómato e a sua construção restringe-se ao caso n = 1;
ou seja, para cada aresta útil (p, a, q) de .4 existe exatamente uma aresta útil
(p,b,q) em 23, com b = a/ e multiplicidadeigual a de(p,a,q). Se(p,b,q)EB =

0 e se existe uma .re;ta útil (p, Z,, q') em 23, com q' # q, re,ulta q«e (p, «, q')
é uma aresta útil de .4. Mas, isto é impossível, pois (p, a, q)-E.A = 0 e ,4 é do
tipo nc. Logo, llõll = X/ é uma complexidade não determinística.

Proposição 3.23 Seja / : ,4' ---} .B* um mor$smo. Se X C .A'í RecB* então
X./-i C .A4 Rec .4*

Z)emonsZração. Inicialmente, observemos que

V... c d +

} «(x/':)

Dado um .A'í-.B-autómato 23 = (Q,/,T) tal (lue llZ31 = X, definimos um
.A4-.4-autómato .4 = ((2,/,r), cujas arestas úteis são de um dos seguintes
dois tipos.

8 Para cada w C ,4/ tal que w # l e para cada passeio útil P : p --:--} q
em Z;, (p, a, q) é unia aresta útil de .4, para cada a C .A tal que a/ = w
e (p, a, q)-E.4 = llPI

B Para cada a C 4 tal que a/ = 1, (p, a,p) é uma aresta útil de .4, para
todo p C Q e (p, ü,p)E,4 = 0.

Logo, para cada passeio útil P' : p --!+ q em .4 existe um passeio útil
p --!C--» q em 23 tal que y = z/ e llP'll = llPI . Assim,P

l.41 e V« C Á', «ll.4 z/)1161

Portanto, X/-i C ./U Rec Á*

Proposição 3.24 Ezásíe X C .A4 SRec.B* (:A4 CRec-B'J e existe wm mor.
.Pomo ./ : ,4' --, -B* !a s que X/-i gl .M SRec.A* r:A4 CIRec Á').
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Z)em-.t«çã.. Sejam Á = {a:,aa,«3} e .B
.M-subconjunto X de -B* definido por:

{ ói, b2 }. Consideremos o

Vto C .B', toX = rol

F claro que X é um .A4-subconjunto simples. Pode-se ver também que X é
uma complexidade não determinística.

Definimos um morfismo / : .4* --} .B* por:

atj = ba, azf = baba e «;/

Seja a palavra u ;: aia2aa C ,4'. Então,

«f - ç.-«,«üf b2Z)ib26 b2

Logo, u(X/':) = (u./')X = (b2bió2b?Z,2)X = 6 > lul = 3. Portanto, pela
Proposição 2.8, X/'l g .A4 SRec .A'. Logo, X gl .&4 CRec 4*

Proposição 3.25 Seja / : ,4' --} .B* um mor$smo .Pno. Se X C .A,4 SRec-B"
rl/U CRec -a*J ezztão X/-: C .M SRec .4* rlA4 CRec Á*J.

l)emonsfração. Vamos utilizar a demonstração da Proposição 3.23.
Se X C .&4 SRec.B*, o ./U-.B-autómato B é simples. Como / é um moi-

fismo fino, isto é, .4/ Ç .B U 1, as arestas úteis de .4 podem ser de um dos
dois tipos:

e para cada ó C .4/ tal que b # l e para cada aresta útil (p, b,q) de 23,
(p,a,q) é uma atesta útil de Á, para cada a C 4 tal que a/ = Z, e
(p,a, q).E.4 =(p, Z), q).EU C { 0, 11;

8 para cada a C ,4 tal que a/
todo p C Q e (p, «,p)-E.4 = 0

1, (p, a,p) é uma aresta útil de .4, para

Então, .4 é uni .A,4-.,4-autómato simples e resulta que X./-t C .A4 SRecÁ*

Se X C ./U CIRec.B*, 25 pode ser considerado do tipo nc. Então, 25 é
simples e resulta que .4 é simples (como acabamos de ver).

Seja (p, «, q) «m« a-esta útil de .4, com (p, a, q).E.4 = 0.
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Se a/ = 1, então q = p e, pela construção de .4, não existem arestas úteis
(p, a, q') em .4, com q' # p, pois elas corresponderiam a arestas úteis (p, 1, q')
em 23, o que é impossível.

Se ./ # l,(p,«/,q) é «m. .resta útil de 6 e(p,«/,q).EB = 0. Se(p,«,q')
é uma aresta útil de .4, com q' # q, segue que (p, a/, q') é uma aresta útil de
6, contradizendo que 23 é do tipo nc. Logo, ll.4 l é uma complexidade não
determinística. Portanto, X/-l C ./U CRec .4*

Proposição 3.26 Se X e y C ./URec.4* rlA,4SRec.4',) então X U y C
.M Rec .4' rlÁ4 SRec ,4*).

Z)emonstração. Sejam X, y C .M Rec .A'
Considere uma cópia .A' de ..'l e um isomorfismo © : .A' -.-.} ,4" tal que

Va C ..4, a© = a'
Agora, defina o morfismo p : (,4 U .4')' --, .A* tal que Va C .A,

(z' z/ =: (z.

Como X U y = (XUJy@)p, resulta pelas Proposições 3.17 e 3.18 que
X U y € .A4 Rec ,4*

(zz/ ==

Se X, y C .A{ SRecÀ*, observando-se que os morfismos @ e z/ satisfazem
l©-i = 1 e lp-i = 1, resulta pelas Proposições 3.17 e 3.20 que X U y C
M SRec ,4*

Proposição 3.27 .Ezislem X, y C .A4 CRec.4* ta/ que XUy gl .A4 CRec .4*

Z)emonstração. Segue da demonstração da Proposição 3.13, observando-se
que os .A4-subconjuntos X e y lá definidos satisfazem X U y = Xy

Vamos resumir na Tabela 3.1 as propriedades de fechamento estudadas
até aqui para as famílias

.M Rec de todos os .A.'Í-subconjuntos reconhecíveis,
M SRec de todos os .M-subconjuntos simples e

.M CIRec de todos os ./U-subconjuntos que são complexidades não deter-
minísticas .
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Tabela 3.1: Propriedades de fechamento de .A4 Rec, .A,4 SRec e .A4 Crer sob
as operações básicas
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Operação .M Rec .M SRec .A,4 CRec

min(X,y) sim sim sim
m + .X, com 0 < m < oo sim nao nao
17z + .X, com 27t = (x) ou

0 $ m $ mini rol -- «,X t«X < oo } sim sim sim
x+y sim nao nao

Xp, p e a função reverso sim sim nao
xy x' .x+ sim sim nao
XUJy, UJ é o embaralhamento sim SIHI sim

X./, ./' é um moifismo sim nao nao
X./, ./ é um morfisnlo com l/-i := l sim sim nao

X/, / é um moifismo fino e injetoi sim sim sim
X/-' , / é um moifismo sim nao nao
X./'-' , / é um morfismo fino sim sim sim
X U y, U é o embaialhamento interno sim sim nao



Capítulo 4

Relacionando yU Rec .A*,
yU SRec ..4# e .A4 CRec .4# com as

fa«:ílias Xp (p 2 0) de Si«:on

Na Seção l estudaremos algumas propriedades de .M-subconjuntos (reco-
nhecíveis e) limitados e mostraremos que todo .M-subconjunto simples e
limitado sela uma complexidade não determinística.

Na Seção 2 introduziremos as famílias H, (p ? 0) de .A''Í-subconjuntos
reconhecíveis obtidas por 1. Simon e mostraremos que as relações de inclusão
própria entre .A4 Rec Á* , ./U SRec ,4* e .A4 CRec .4* serão preservadas em cada

H,(p > 0), o« sda,(M CRec.A' n 'H,) ç(M SRec.A' n H,) ç H,.

4.1 .,A4-subconjuntos limitados de .A*

Os .M-subconjuntos reconhecíveis e limitados têm recebido muita atenção nos
últimos anos e uma caracterização dessa família foi obtida por 1<. Hashiguchi
l7j, em 1982 e melhorada poi ele mesmo l81, em 1986, mas utiliza um racio-
cínio combinatório de grande complexidade. Outras provas mais algébricas, a
partir das quais iesultaiam algoritmos mais eficientes pala decidir se um ./U-
subconjunto reconhecível é limitado, foram obtidas, independentemente, poi
H. Leung li21, em 1987 e, poi 1. Simon j18, 201, em 1989, como consequência
de resultados mais gerais.

Nesta seção, mostraremos que todo .A4-subconjunto limitado será a soma
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de um número finito de ./L'(-subconjuntos da forma la, mJ ou o mínimo de um
número finito de M-subconjuntos da forma [X, m] , com R Ç .A' e m C .A''{.

Essa caracterização sela bastante útil nas provas das propriedades de fecha-
mento de algumas operações como o máximo, o resto e o menus, que veremos
no próximo capítulo. Mostraremos também que todo .A4-subconjunto reco-
nhecível e limitado X de À*, satisfazendo para todo zo em .Á', ou toX = oo
ou toX $ 1tol, sela uma complexidade não determinística. Desse resultado,
seguirá imediatamente que todo .A4-subconjunto simples e limitado será uma
complexidade não deteiminística.

Dizemos que um .M-subconjunto X de .4' é /ám fado se ..'l*X é um sub-
conjunto finito de .M.

Inicialmente, estudamos alguns .A4-subconjuntos limitados X de .4* com
,4'X = { m, 0 } ou ,4*X = { m, oo }, para algum m C .A,4.

Seja R um subconjunto de .A*. Para cada m C ./\,'(, definimos dois .A'(-
subconjuntos de .4', l-R,mJ e [R, m], da seguinte forma:

"«'.'*, «I",«.J-l:'
se to C .R
caso contrário

e -« [R, m]
se zo C R
caso contrário

A seguir, apresentamos algumas identidades que podem ser facilmente
verificadas:

1. 1.'l*,mJ ml, Vm C M
2. lO,mJ = f.A*,01, Vn, C M

3. fO,ml IÁ* , .oJ
4. IR, OJ ,OJ, VR ç .'l*

õ. Fa,.«l vx ç.'i*
6. IX, mJ - R, 01, V-R ç Á*

7. l.R,mJ i«([-R,m], [.4* - -R,0j), VRÇ .'l' eVm CM

8. [a, m] l-n, mJ + l.A* -R, ooJ , VR Ç Á* e Vnz C ./U
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Os .A4-subconjuntos unitários w, para cada to C .A*, são um caso par-
ticular dos .A''Í-subconjuntos da forma [R,m]; basta considerar -R = {to} e

m = 0. Assim, para todo .A4-subconjunto X de .4*, a expansão de X pode
ser dada por:

x - .=y.('"x + rÍ'«}, o] ) - .=h ri'"}, :«xl

E interessante observarmos que para os .M-subconjuntos existe um outro
tipo de expansão que utiliza a adição ao invés do mínimo.

Para cada zo C 4*, consideremos o ./\.'í-subconjunto l-R, mJ , onde -R = {to}
e m = 1. Assim, todo .A4-subconjunto X de Á* pode ser descrito por:

x l{«,},iJ) ,.«XJ
wC..4+ {=1 wC..4'

Observemos que se ««X = 0 então E}5 1{.«}, iJ = 1.A''', 0J.

w.X

A proposição a seguir mostra quando ]-/?, mJ e f.R, m] são .A4-subconjun
tos reconhecíveis.

Proposição 4.1 $e.jam R Ç .4* e m C .A4. Se .R é um subcozÜu7zfo reco-

7zAecúe/ de .4*, então ]X, mJ e fX, m] são .A'(-suZ)conlu7ztos reconÀecúeàs de

S. IX,mJ (f-n,«,l) é «m M--bco«j-*' «c««ãe.ú./ d' .4' .«í'o ."
m é «m s«óco«j««'' ,«o«A..úe/ d' Á*

Z)em07zsÉração. Suponhamos que R seja um subconjunto reconhecível de .A*
Para verificarmos que f.R, ml é um .M-subconjunto reconhecível, consi-

deremos o autómato finito reduzido .4 que reconhece R. A partir de .4,
obtemos um ./U-Á-autómato .4', atribuindo, por exemplo, a multiplicidade
0 às destas e aos estados finais de .4 e m, aos estados iniciais de .4. Então,
l.4'll [a, «,].

Para verificarmos que IX, mJ é um .A'f-subconjunto reconhecível, consi-
deremos a identidade

la, mJ ml , rÁ* a,ol)
Mas, pelo que acabamos de ver, fX,nzl e [.A* -- ./?,01 são .M-subconjuntos
reconhecíveis. E, como .M Rec Á* é fechada sob o mínimo, resulta que IX, mJ
é um .M-subconjunto reconhecível.
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Agora, suponhamos que IX, mJ seja um .A,'Í-subconjunto reconhecível de
,4*. Se m # 0, então R = m(l-R,mJ)': e, pela Proposição 2.3, R é um
subconjunto reconhecível de ,4'. Se ./? não é um subconjunto reconhecível de
,4*, então .R # m(l-R,mJ)-: e isto só ocorre se m = 0. A prova é análoga
para [-R, m] .

O próximo lema mostra que todo .A {-subconjunto (reconhecível e) limo
Lado é a soma de um número finito de .M-subconjuntos da forma l.R, mJ .

Lema 4.2 Um .A4-sueco Ü?lato X de .A* é rreconãeczbe/ eJ /imitado se, e
somente se, ezisíe n > 0 e ezásfem n saZ)cozzjunfos ÍreconÀeczbeis) Xi(1 5;
i$ ,') d. .'i* . « ./em'nZo. «.Í (l $ i$ n) d. M t«á' q«.

n

X ,m:j
{-1

Z)emonstração. Seja X um M-subconjunto limitado de .A*. Seja n
e denotemos pol mi) m2, . . . , m. os elementos de ,4'X

Para cada { C jl, nl, consideremos o conjunto

Á'xl

x: c .,4* l -«x mi } = míX':

Vamos verificar que

V«« c ,4*, «,X EIX.,m:J
{:1

Seja to C Á*. Então, existe um único .j C jl,nl tal que toX = mj. Logo,
«, C .)q. E, -sse cas., .«IXj,mjJ = mj e V{ C ll,nl, { # .j, .«IXí,miJ = 0.

Portanto,

= .« lxj, mjJ

Assim, X = EL:: IX{, miJ .
Além disso, quando X C .A,4 Reco''', pela Proposição 2.3, cada Xi(l

i$ n) é um subconjunto reconhecível de .4*
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A recíproca é imediata

O próximo lema estabelece que todo .M-subconjunto (reconhecível e) li

matado é o mínimo de um número finito de .A4-subconjuntos da forma f-R, ml

Lema 4.3 t/m .A4-subc07Üunto X de .4''' é rreconheczhe/ e,) /{mÍfado se, e
s.m."*' se, «{.t. « > 0 . «íst.m « «ó««j-t« r««h«ú.í.) X. (l $
á $ n) de Á* e n e/ementas mi(l $ i$ n) de M tais qKe

X -:U9.rx.,m.l

Z)emonstração. E análoga à do Lema 4.2

A proposição a seguir mostra que alguns .A,4-subconjuntos podem ser
definidos a partir de outros .&'í-subconjuntos, utilizando o ./U-subconjunto
d. forma f-R, 01 (1R, .oJ ) e . adição («mimo).

Proposição 4.4 Sejam -R um sztbc07Üuzzto de .A* e X um .A4-szzZ)c07Üunto de
,4*. Então, os .M-swZ)c07ÜunZos yi e ya, degradas por;

Vto C ,4
+

)

se to C R
caso contrário

«' -l:'" se w C R
caso confráMoe

são tais que

h . y2 ' mí"(X, l-R, mJ)

.4demaÍs, se R á m suZlc07Üunto recon/zeczhe/ de .4* e X C ./U Rec.4*,
então yi, y2 c .A4RecA'. Á/e'm disso, se X C .A4SRec.A* (?U CRec.4*J
e7ztão }'l, y2 c -/U SRecÁ* (:A'4 CRecÁ*J.

Z)emonstração. Pode-se verificar facilmente que }'l = X + f.n, 01 e que ya '
min(X, l R. w l ).

Se R é um subconjunto reconhecível de ,4*, pela Proposição 4.1, os ./U-
subconjuntos f-R,01 e IX, .oJ C .&4 Reco'. Assim, se X C .M Rec.4*, como
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./U Rec .A* é fechada sob a adição e o mínimo, resulta que }''l , y2 C ./U Rec Á*

[R, 01 e ]-a, ooJ = FÀ* -- .R, 01 são complexidades não determinísticas, se
R é um subconjunto reconhecível de .4'. Logo, se X C M SRecÁ', segue
pela Proposição 3.4 que y; = X + [./?, 01 C .A4 SRecÁ' e, como .A4 SRec.A*
é fechada sob o mínimo, segue qu- y2 - min(X, l-R, ooJ ) C .A'{ SRec.4*

A prova é análoga se X C ./U CRec .A*

A seguir, estudamos uma condição que os .A'4-subconjuntos reconhecíveis e
limitados devem satisfazer pata que sejam complexidades não determinísticas.

Proposição 4.5 Se.jam R um subc07ÜKnto reconAecz'ue/ de .A* e m C .A4.

S. m $ mini I'-l 1 .« C R}, .«Zã. IR,mJ . FR,ml .ã. ««.p/«id«'í« «''
defe7.27z n&tácas.

Z)emonstração. Sejam -R um subconjunto de .4* e m C .A'{. Então,

[-n, m] e l-R, mJ ml , FÁ* R,ol)

Suponhamos que R seja reconhecível. Então, pela Proposição 4.1, FR, 01
e f.A* -- .R, 01 são .A'Í-subconjuntos reconhecíveis e, é fácil ver que ambos
são complexidades não deteiminísticas. Se m $ mini rol l zo C R}, se-
gue pela Proposição 3.9 que m + [R,01 C .A4CIRecÁ'. Logo, [-R,m] c
.A4 CRecÁ*. Mas, como .A,4 CRec.,'i* é fechada sob o mínimo, resulta que
IX, mJ C .M CRec .A'

Lema 4.6 Sela X um .A,4-suóc07zjunto reconhece'ue/ e /imitada de .4' ta/ que

Vto C .,'l', ou toX = oo ou zoX $ 1wl. Então, X C .A4 CRec.4*

Z)emonstração. Seja X um .A,'Í-subconjunto reconhecível e limitado de Á' tal
que Vw c ,4*, ou toX = oo ou toX $ 1wl.

Consideremos n :: l.A'XI e denotemos por mi, m2, . . . ,m. os elementos
de .A'X. Então, pelo Lema 4.3 (e sua demonstração), existem n subconjuntos
reconhecíveis míX'' (l $ i$ n) de .A' tais que

X - :Ui<nn [m.X': , m:]
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Sda { C li,nl. Se mf
determinística.

Suponhamos, então, que m{ # oo. Nesse caso, Vto C mfX-l, m{ =
toX $ 1wl. Assim, pela Proposição 4.5, os ./U-subconjuntos fmiX'i,mil
(l $ á $ n) sãos complexidades não determinísticas. Como .A,{ CRec.A* é
iecltadü sob o mínimo, resulta que X C .A4 CRec .4*

m,FmX-:,wl 0 é uma complexidade não

Vimos na Proposição 2.8 que todo .A4-subconjunto simples X de .4' sa-
tisfaz: Vw C .4*, toX 5; it.ol, se toX < oo. Assim, pelo Lema 4.6, todo
.A4-subconjunto simples e limitado é uma complexidade não determinística.
Logo, temos provado o corolário a seguir, onde 7{o é a notação utilizada por
1. Simon para a família de .A4-subconjuntos reconhecíveis e limitados, como
veremos na proxima seçao.

Corolário 4.7 .M SRec ,4' n 'Ho = .A4 CRec ..4'' n 7ío

4.2 A hierarquia de Simon para A'4 Rec.A* e
sua relação com .A4 SRec.A* e .A4 CRec.A*

Nesta seção, apresentaremos as famílias H. (p ? 0) de .A''Í-subconjuntos reco-
nhecíveis de .4* obtidas por Imre Simon j171 e que constituem uma hierarquia
para .A''( Rec À*. Seus elementos são indexados por funções polinomiais que
relacionam os comprimentos com as multiplicidades das palavras reconheci-
das por um ./U-.4-autómato. Simon obteve essa hierarquia introduzindo uma
família de .A4-Á-autómatos, que são do tipo nc. Nós exibiremos uma família
de .A4-.4-autómatos simples, cujos comportamentos não serão complexida-
des não determinísticas e mostralemos que as relações de inclusão própria,
./U CRec .4' ç .A4 SRec .A' ç .A4 Rec .4*, serão preservadas em cada 7llp, para

P> o

Inicialmente. descrevemos resumidamente como Simon obteve as famílias
H, (p ? 0). Ele estudou o comportamento assintótico dos coeficientes no
comportamento de um .A4-.4-autómato .4, relacionando as multíplicidades
com os comprimentos das palavras reconhecidas por .4 Para isso, ele definiu
uma função sh da seguinte foiina.
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Para um .M-subconjunto X de .A* e para m ? 0,

sh(X, m) mi«{ 1.«1 1 «« C .4',m $ .«X < '" }

Ou seja, sh(X,m) é o comprimento mínimo que uma palavra precisa ter
para que a sua multiplicidade seja pelo menos m. Note que, se X é limitado,
sh(X, m) não está definida para valores de m suficientemente grandes. E, se
X não é limitado, então sh(X, m) está sempre definida e não é limitada.

Simon construiu, para cada p 2 1, um .A4-.4p'autómato .,4P do tipo nc,
cujo comportamento l .4,l satisfaz

;"'"",",«, -Ê ('rl,para cada m 2 0

Ou seja, sh(ll.4,ll, m) pode ser expressa como um polinâmio de grau p em m.
Então ,

sh(l .4,ll, m) C O(m')
A seguir, descrevemos, para p 2 1, o .M-.,4.-autómato .4, = (Q., -4, TP),

com .4. = { 1, 2, . . . ,p}.
O conjunto de estados QP tem 2p elementos e é definido por:

Q: - {«-,«- }
e Q, = Q.-: u {u.,«, } (p > i)

O conjunto de estados iniciais é { u, }; ou seja,

u,.r, = 0 e ç.4 = m, Vq C Q, - {u.}
e o conjunto de estados finais é { u,, u, }; ou seja,

«.% q% m, Vq C Q, { «.,«, }

O conjunto de giestas úteis -EP é dado por

'Ep

{ («-, 1, «.), («:, 1, «:) },

E.-: U {(q,a,q) l q C { «.,«.},« C .4,}
U{(«.,P,«,-:),(u, :,P,«,),(«,-:,P,«.) }(P > 1)

O .A4-,4,-autómato .4. tem exatamente 2p arestas com multiplicidade um
e este conjunto NP é dado por:

]Vi

&
.E/l)

Np-: U {(u.,P,u.),(u,,P,u,-:)}(P > 1)

66



as demais arestas úteis de .4. têm multiplicidade zero

A Figura 4.1 mostra a sequência de .A.'f-.A.-autómatos .4. (p 2 1)

Inspirado no fato de que os .A4-Á.-autómatos .4, satisfazem

sh(ll.4,ll,m) C O(m'), param? l e m 20 ,

Simon definiu, para cada p ? 0, a família H, de .A'4-subconjuntos reco-
nhecíveis de Á* pata os quais sh é limitada poi um polinâmio de grau p em

H, = { X C M Rec .A' l sh(X, m) C O(m') }

Em particular, 7ío é a família de ./44-subconjuntos reconhecíveis e limitados

Assim, ele mostrou que, para um alfabeto com pelo menos duas letras, a
sequência 7íP forma uma hierarquia que coincide com a família ./U Rec .A* de
todos os .M-subconjuntos reconhecíveis de Á'. Ou seja,

de .,4*

.A4 Rec .r4' = UPZo'lÍP

Entretanto, para um alfabeto com apenas uma letra, a hierarquia deixa de
existir e, nesse caso, ele mostrou que

.M Rec ,4* = Ho U 'lÍi

Podemos resumir os seus resultados

Proposição 4.8 (1. Sinlon) Para cada p 2 1, o comportamento do .A,'Í-,'l.
a tómafo .4P satÍs/az;

."' ,«,-ÊI'rl
Corolário 4.9 (1. Simon) Para cada p 2 1, o comportamento do .A4-.A.
autómato .4.. satisfaz:

sÀ(l .4,ll, m) C O(m')
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Teorema 4.10 (1. Simon) Para um a/yabefo Á com pe/o menos dais /eiras,

M Rec Á* = U 'H, ,

e, para todo p > existe uma .função de complexidade não determinística
em 'tí,p -- 'ltP--t' Para um alfabeto A de uma se letra,

.A,4 Rec .4* = 'Ho U 7{i

A seguir, mostramos que existe, para cada p 2 1, um .A4-.41,-autómato
simples .4, tal que sh( l.4,ll, m) pode ser expressa por um polinâmio de grau
p em m, mas .4Í,ll não é uma complexidade não determinística.

Vamos, então, definir para cada p 2 1, o ./U-.41,-autómato .41, que é cons
truído a partir do ./U-.4,-autómato .4., com .,41, = .ApU{P} - { 1, 2, . . . , p, P }

Co«sêde:e .4; = (QI,, /;, T;), com

01, = Q. U { u, «};

o conjunto de estados iniciais é { u }, ou seja,

«4 e ç.4 vq c el, - { «}

e o conjunto de estados finais é { u., u, }, ou seja,

«,q m, Vq C el, - {«,,«,}

O conjunto de giestas úteis .EI, é dado por:

.E, U {(u,«,«,)ja C .A.}
U {(u,a,«),(«,a,«)l ' C .A,}
u {(«,P,«)} ,

de modo que as arestas(u{,i,ui), para l $ í 5; p,(ui,{,ui-i), para 2 $ á $ p,
e (ui, l,t;i) têm multiplicidade um e as demais arestas úteis de .41, têm mul-
tiplicidade zero.

A Figura 4.2 mostra a sequência de .M-.4;-autómatos .41, (p ? l)
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Proposição 4.11 Para cada p ? 1, o comportamento do .A4-,41,-autómato
.41, salas/az:

;"« ';", «, -Ê ITI * :
Z)emonstraçào. Notemos, inicialmente, que l.41,1 = (.A+P)* 4+, para todo

Seja to C Á;* tal que tollÁPll ? m. Então, to pode ser fatorado em

s«'',', com . C (ÁIP)',a C .4, e w' C Á;

Um passeio vitorioso P em .4;, soletrando zo, pode ser fatorado em

P : u --=-} u ---'} up "''} q )

com q C {«.,«,} e Pll = ll(u,,«,',ç)ll= «,'ll.4.ll,já que os f.fores(«,',«)
e (u, a, u.) têm multiplicidade zero e o favor (u,, to', q) é um passeio vitorioso
em.A..

Assim, o comprimento de uma palavra mais curta a, com zll.4Pll Z m, é
descrito por

sh(llHI,ll,m) .4.ll,m) + l ,

já que # pode sei obtida de to considerando s = 1. E, pela Proposição 4.8
resulta que

;"« ",«,-ÊI'rl*:

Corolário 4.12 Para cada p ? 1, o comportamento do .A4-.AI,-aut(inato .41,
satisÍüz

sh(l .41,11,m) C O(m')

l)emonstração. Pela Proposição 4.11 resulta que sh(ll.4,ll, m) é um polinõmio
de grau p em m. Assim, sh(ll.4;ll, m) C O(m').

Na sequência, vamos mostrei que o comportamento do ./U-,41,-autómato
.41, (p 2 1) não é uma complexidade não determinística. Para isso vamos
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construir conjuntos de palavras que são descritos através de expressões racio-
nais que não utilizam a operação de união e cujas definição e notação seguem
as de Simonl171.

Uma expressão raciona/ mu/tip/icatiua sobre um alfabeto .A é definido
indutivamente por:

(1) a palavra vazia é uma expressão racional multiplicativa;

(2) todo elemento de 4 é uma expressão racional multiplicativa;

(3) se ei e e2 são expressões racionais multiplicativas, então (eie2) é uma
expressão racional multiplicativa;

(4) se ei é uma expressão nacional multiplicativa, então (el)* é uma expres
são nacional multiplicativa.

Dispensaiemos os parêntesis não necessários.
Podemos associar uma seqüência de palavras de Á* a cada expressão

racional multiplicativa, da seguinte forma.
Seja e uma expressão nacional multiplicativa. Consideremos e como uma

lunçao
e : M --+ ,4*,

que é definida indutivamente por

(1) s. e = 1 e«tão «e 1, para todo ?z ? 0;

(2) se e = a C 4 então ne = a, para todo n ? 0;

(3) se = 1 2 então«.=(nei)(ne2),p;ratodon?0;

(4) se e = e; então ne = (nei)", para todo n 2 0

Ou seja, ne é uma palavra no subconjunto de 4* denotado por e. Mais pre-
cisamente, ne é a palavra obtida de e substituindo-se todas as oconências de
# por n.

A proposição a seguir define uma seqüência de expressões racionais mul-
tiplicativos ep e deteniaina, pala algumas palavras em ep, as multiplicidades
com que elas são ieconheciclas poi .4P
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Proposição 4.13 Para cada p ? 1, a expressão racional mKZtip/ cat ua ep

sobre Ap, de$nida indutiuamente por:

ei
ep (vp 2 2)

satisfaz

vkzi . Vm?l, l
(ke-)"ll.4:ll
(ke,)"llÁ, ll min{ m, k + l } (Vp 2 2)

Z)emonstração. Usamos indução em p e, para cada p, utilizamos indução em

Para p = 1, resulta que

V#21 e Vm2 1, (h.:)"llH:ll ll.4:ll ll

Consideremos p 2 2 e suponhamos que a proposição seja válida para
p -- 1. Vamos mostrar, por indução em m, que

(ke,) "ll .4. ll

Seja m = 1. Então,

(ke,)llÁ,ll =((Ae,-:)*p)ll.4,ll = 1= mini m,k + l }

Se m > 1, então

(ke,)"ll.4.ll((ke,)(k..)"':)llÁ,ll((k'p-:)*p)((k'.-:)*p)"'')ll.4pl
Seja P um passeio vitorioso que soletre (ke.)"

ser fatorado em
em .4.. Então, P pode

q2

Sejam P = (u,,k..,q.) e P2 = (q-,(k.,)"'',q2) fatores de P.

possibilidades para ql-

P : up (k'p-')*p:ql
((kep--l )'p) " ' '

Há duas

8 Se qi :: up então llPlll :: l e, pela hipótese de indução em m, ljPal =
(ke,)"':ll.4,ll = minam -- i, k + 1}. Nesse caso,

IPll = 1+ mina m -- l,k+ 1} = minam,k+ 2}
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e Se qi = u.-i então llPil = 1 e P2 pode ser fatorado em
. (kep--i)' p((kep-i)'p)"''
H2 : up-l ----= ---->q3 }q2 )

onde q3 C {up-l,o.-i }; então, os favores P3 ' (u,-i,(ke,-i)*,q3) e

P4 '(q;,p((ke,-:)'p)"':, q:) são t'is que llP3ll =(ke,-:)'ll.4,-:ll = k,
pela hipótese de indução em p e llP4l' = 0. Nesse caso, llPll = 1 + k

Logo,
(ke.)"ll.4.ll llPll mi«{m,k+l}

Teorema 4.14 Para cada p 2 1, o comportamento do .A,4-AI,-autómato sim-

ples .41, não é uma como/vaidade nâo detemnánístíca

Demonstração. Pala cada p 2 1, consideremos a expressão racional multi-
plicativa ep, definida na Proposição 4.13. Então, para cada k ? 1, a palavra
zk :: kep em 4+ é tal que

((t,ÍIP)*i;:l)llÁI,ll)*P)'i(ke,y)ll.41,11)*11.4Pll
L./.. . l. //l..ko\kl.m\ll ,l/ll \k \klrz,. \m\jl,4/11Vri't '> k ) ((i,f#)*i;r)ll.41,11)'P)'i(ke,)")ll.41,1

e,)"ll.4.ll {m,k+ i}
1. (ki)"ll.4,ll

e V/ ? 0,((i;fPyi;f)ll.41, 1((l(ke,)'Pyl(ke,)*)llHI,ll *ll.4-ll

Logo,resu]taque Vk?], ]zkC.4;,demodoqueV/?0 e Vm>k,

((i;f#yi,il)ll.41,11 ,fP)*i;:l)ll.41,11 < ((i;fP)*i'r)llÁI,ll < «,
Ou seja, o .A4-.41,-autómato .4P é de multiplicidade diferenciável. Portan-

to, pelo Lema 2.11, o comportamento ll.4Pll de .4P não é uma complexidade
não determinística.

Assim, podemos concluir que as famílias H, (p 2 1), restritas aos .M-
subconjuntos simples que não sejam complexidades não determinísticas, tam-
bém formam uma hierarquia. Ê fácil verificar também que o mesmo ocorre
para as famílias 'H, (p 2 0), restritas aos A''(-subconjuntos reconhecíveis que
não sejam simples.
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Corolário 4.15 Vp 2 1,(.M CRec.A' n H.) ç(M bRecA' n H,), pa« t'm
al.fabeto A, com pelo menos duas letras.

Z)emonstração. Pelo Corolário 4.12 e pelo Teorema 4.14 segue que o com-
portamento do .A4-,4Í,-autómato .41, pertence a 7{P, é simples, mas não é uma
complexidade nã,o determinística.

Vamos representei num diagrama as relações existentes entre as famílias
.A,4 Rec.4*, .M SRec.A', ./\,'( CRec.A' e 'H, (p 2 0), supondo-se que o alfa-

beto .A tenha pelo menos duas letras. Essas relações são os conteúdos dos
Corolários 2.9, 2.15, 4.7 e 4.15 e do Teorema 4.10 (Simon).

.M Rec .,'i
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Capítulo 5

Propriedades de fechamento
de .A4 Rec .A*, .A4 SRec .,4* e
.,Aa CRec.A* sob outras operações

Neste capítulo, continuaremos a estudar as propriedades de fechamento de
.M Recai, .A,f SRec.4* e .A4 CRec Á*, que foi iniciado no Capítulo 3. Estu-
daremos as propriedades de fechamento sob as operações de adição, máximo,
resto, menus e divisão. Com relação à adição, vimos que .A,4 Rec .A* é fechada,
mas que .A4 SRec Á' e .A4 CRec ,4' não o são. Encontraremos uma condição
para que a soma de dois .A'í-subconjuntos simples (complexidades não de-
terminísticas) seja simples (complexidade não determinística). Veremos que
.M Rec ,4' será fechada sob a divisão, mas não será fechada sob o máximo, o
resto e o menus. Mostraremos que a família de .A4-subconjuntos reconhecíveis
e limitados será fechada sob o resto e que o máximo e o menus de dois ./U-
subconjuntos reconhecíveis será reconhecível se um dos .M-subconjuntos for
limitado. Essas mesmas restrições valerão para as operações máximo, resto
e menus em M SRec ,4* e em .A4 CRec ,4'''

5.1 A adição em .A4 SRec.4* e em .A4 CRecÁ*
Lema 5.1 Sejam X, y € .A4 SRec.4* (1A4 CRec.4'J. Se

maxi my l w C .4' e wy # oo } $ mini llol -- wX l to C ,4* e toX # oo}

e7ztão, X + y C M SRecÁ* (:/U CRec.A').
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Z)emonstração. Sejam X, y C M SRec .4'. Consideremos

Ã; = maxi wy l to C .4' e toy # oo } ,

1 = mina rol -- toX l to € .A* e toX ?é oo}
e suponhamos que k $ /. Então, y' é limitado.

Seja n = 1.A'rl e denotemos os elementos de .4'y por mi,m2, . . . ,m«
Então, pelo Lema 4.3 (e sua demonstração), existem n subconjuntos reco
nhecíveis mfy': (l $ { $ n) tais que

y - .2Ü.[m.y':, m:]

Para cada iC jl,nl, seja }Ç = fmiV'i,mÍI. Logo, pela Proposição 4.1,
H C .A4 Rec .A*

Mas, temos que

X + }'' = X+ min(h, y2,. .., yn) = min(X+ yl,X + y2,. . ',X+ yn)

Então, se mostrarmos que V{ C jl,nl, X + X C .A4 SRecÁ*, que é fechada
sob o mínimo, resulta que X + y C .A4 SRecÁ*

Vamos mostrar que X + X C .M SRec Á*. Seja

R = suporte(X) n suporte(X) = { «« C .4* ««X # .o e «,X # .o}

Então, -R é um subconjunto reconhecível pela Proposição 2.1 e o .A4-subcon-
junto X + X satisfaz

«(x -- q - l l:;' ''" "'
Consideremos o .M-subconjunto Z definido por:

.z ..!'"x
1 00

Vto C ,4',
se to C R
caso contrário

Vm C ,4*,
se to C R
caso contrário

Então, X + X = mi + Z e, pela Ptoposição 4.4, segue que Z = X + [-R, 01 e
que Z C .A4 SRec Á'. boas,

/' mi«{ l«,
minljwl
mí«{ l«,l
mi«{ l«,l

toZ 1 .« C .4' e toZ # oo }

-«x 1 «« c -R }
-«X «,X # oo e -«X # oo }

«,X l .«X # w e .«X = mi } > /
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Como m{ $ k $ /, segue que m{ $ /' e, pela Proposição 3.9 resulta que

m{ + Z C .A4 SRec.4'. Assim, X + }q C .A,í SRec.A*

A demonstração é análoga para X, y C .A4 CRec Á*

5.2 O máximo de .A4-subconjuntos
Consideremos a operação m(ázimo (denotado por max) sobre os elementos
de .A4. Esta operação pode ser estendida para os .A',í-subconjuntos de .4* da
seguinte forma.

Sejam X e y M-subconjuntos de .A'. O .M-subconjunto max(X,y) é
definido por:

Vto C ,4
+

} «,(m-(X, y) )

Uma propriedade que pode ser verificada facilmente é a distributividade
do máximo em relação ao mínimo. Sejam X, h, y2, . . . , yn .A''Í-subconjuntos
de ,4'. Então,

m-(X,.UÜ.X) m"(X,X)
Proposição 5.2 .A4 Reco' não é /ecAada sob o mázÍmo

Z)emo?zsfração. Considere .4 = { a, b}
,4+, definidos por:

Sejam X e y M-subconjuntos de

v.« c ,4''', «,x = 1«,1. e «,}''

Então, X, y C .A.'t Rec.A' e o .M-subconjunto max(X, y) é dado por

Vto C ,4+, «,(m-(X, }')) «,}'') (1.«1., 1.«1.)

Vimos no Lema 2.4 que max(X, y) g .A,4 Rec Á*. Logo, .M Rec.A' não é
fechada sob o máximo.

A seguir, vamos encontrar algumas condições que dois .M-subconjuntos
reconhecíveis devem satisfazer para quc o máximo entre eles seja um .A4-
subconjunto reconhecível.
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Proposição 5.3 Sela X C .A4 Rec.A*. Sejam m C .A4 e -R wm swbc07Ütz7zto

r«.nÀ«úe/ d. .4*. Então, max(X, f.R,ml) C M Rec.A*

Demonstração. Seja X C .M Rec.A'. Sejam m C .A.'( e R um subconjunto
reconhecível de .4'. Então, Vto C Á*,

Í m se .« # -R
«,(m-(X, [R,m])) (:«X, .«[-R,m]) se .« C -R e .«X $m

1. toX se w C -R e m < toX

Na seqüência, vamos definir alguns .A4-subconjuntos reconhecíveis, a par-
tir dos quais podemos obter o .M-subconjunto max(X, FR, ml), utilizando
somente operações sob as quais .A4 Rec .4' é fechada.

Sej.

Ui:o áx': n -R { «, c .A' 1 .« C R e .«X $ m }

Pela Proposição 2.3, Ei é um subconjunto reconhecível de .A'. A partir de
.RI, definimos o .M-subconjunto Xi por:

toXVto C ,4
m semeei
oo caso contrário

Logo, Xi = [Ri,m] e, pela Proposição 4.1, Xi C .A4 RecÁ*
sd.

-R, U ãx':) n R Á* l w C R e m < '«X}
0l

Pela Proposição 2.3, -R2 é um subconjunto reconhecível de Á'. A partir de
R2, definimos o ./U-subconjunto X2 por:

toX
Vto C .4', toX2

qP ?f) É: /?.

caso contrário

Logo, pela Proposição 4.4, X2 :: X + f./?2,01 e X2 C .A4 Rec.4*
Podemos verificar que

m-(X, [R, m] ) = min(X:, X2)
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já que os subconjuntos -R: e Z2 são disjuntos e, para cada à C j1, 21,

Vto C .,4',
«,(m-(X, fX, «.l ) se to € .R{

caso contrário

Portanto, tomo .M Rec .4* é fechada sob o mínimo, segue que max(X, [X, m] )
C .A4 Rec ,4*

Proposição 5.4 Sela X C .A4 SRec.A'" (IA4 CRec.A*J. Sejam R m subcon-
.junto reconAeczbe/ de .4' e rrz C .A4 tais que [-R,m] C .A4 SRec.4'. Então,
max(X, fX, ml ) C M SRec .A* (IM CRecÁ*J.

Z)emonstração. Seja X C ./\.'{ SRec .A*. Sejam -R um subconjunto reconhecível
de .A* e m C ./U tais que [R,m] C .A4SRec.4'. Se R = 0 ou m = oo,
FR,ml = 0. E, nesse caso, max(X, [l?,m]) = 0 C MCRec 4*. Vamos
supor, então, que R é não vazio e que m < oo. Como [.R,m] é simples,
m 5; mi«{ 1.«1 1 «« C -R }.

A demonstração de que max(X, [R,m]) C .M SRecÁ* segue da Propo-
sição 5.3, observando-se que:

1. Vto C ./?i, rJZ $ it.ol, já que Ri Ç R; então, pela Proposição 4.5, Xi
[Ri, m] C M CRec .,'l';

2. pela Proposição 4.4, se X C .A,4 SRec.A* então X2 = X + FR2,01 c
.A4 SR,ec .A*;

3 .A4 SRec .,4' é fechada sob o mínimo

A demonstração é análoga quando X C .A4 CRec .A*

Utilizando a Proposição 5.3 e umas das caracterizações de .A4-subconjun-
tos limitados, estendemos a subfamília de .M-subconjuntos reconhecíveis que
é fechada sob o máximo.

Lema 5.5 Seja«. X, y C .M Rec.A*, Se y á /imitado, então max(X,y) C
.A4 Rec .,4*
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l)em07zstração. Sejam X, y C .A4 Rec.4' e suponha que y seja limitado.
Consideremos n = 1 4*rl e denotemos os elementos de .A*y por mi) mz, . . . ,
m.. Então, pelo Lema 4.3 (e sua demonstração), existem n subconjuntos
reconhecíveis «ziy': (l $ { $ n) tais que

}' -.Uk.[m.}''',m.]
Logo,

max(X, }'') - m"(X, :%g. [m.}''' , m;] ) - .UÜ.(m-(X, [m'l'': , m.] ))

Como, pela Proposição 5.3, para cada í C jl, nl, max(X, [mfy-:, mi]) é um
.A,4-subconjunto reconhecível e .A4 Rec .A* é fechada sob o mínimo, resulta
que max(X, y) C M Rec .4*

Lema 5.6 Sejam X, y C .A,4 SRec.A* (IA4 CRec.A*). Se y á / m fado, e7ztão

m«(X, y) c M SRec À' Ím CRec .A*J.

Z)emonstração. Se X, y C .A,4 SRecÁ' e y é limitado, o resultado segue
do Lema 5.5, observando-se que para cada iC jl,nl, o .A,4-subconjunto
fmfy'i, míl é uma complexidade hão determinística pela demonstração do
Lema 4.6 e que, pela Proposição 5.4, max(X, fmfy-i,mil) C .A,'{ SRec 4*,
que é fechada sob o n)mimo.

A demonstração é análoga quando X C .A4 CRec .4*

5.3 0 resto da divisão de um J&4-subconjunto
por um inteiro positivo

Uma outra operação que podemos considerar sobre .A,4 é o resto da divisão
inteira de m C ./ç'{ poi algum inteiro d > 0, que será denotado por m mod d.
Para m C W, nz inod d é dado pela definição usual. Para m = oo, definimos
m mod d = oo. Esta operação também pode ser estendida para os .A4-
subconjuntos de .A*, da seguinte forma.
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Seja X um .M-subconjunto de .A* e seja um inteiro d > 0. Definimos o
M-subconjunto X mod d por:

Vto C .,'!*, w(X mod d) = toX mod d

Na proposição a seguir, mostramos que, sob algumas condições, é válida
a distributividade da operação mod d ei« reiaçãu à adição (mínimo) de ./\''Í-

subconjuntos da forma l-R, «.J ( fX, ml ).
Proposição 5.7 Se.jam .l?t).R2).. . ,Rk subconjuntos reconÀecÍueis de ,4*,
dois a dois disjlntos. Sejam ml,ml,...,mk elementos de .M e um intei-
ro d > 0. .Então

:Uy:r.n;, m;l m.d d - .2gâ(r-R', m'l m.d d)

E
t=1 t=l
E ( l-R., m.J mod d)l.Rí, miJ mod d =e

l)emonstração. Seja to C .4'. Então,

«'(.!Ü: f-R:, m.l mod d) '".ligara,mil mod d

.%ga: '«r&, mil mod d (5.1)

Pol outro lado,

'- .%Ü:( f-R:, m'l m.d 'Z) .%#. ««( f-R', m:l m.d d)

fila:(wr-R',m.l mod d) (5.2)

Como os R{'s (l $ á $ k) são dois a dois disjuntor, temos dois casos para
verificar.

Inicialmente, suponhamos que to g Ut :Rí. Nesse caso, toFRí,mÍI = oo,
VÍ c li, kl. Logo, (5.1) (5.2).

Agora, suponhamos que to C Rj, para algum .j c jl, À;l. Então, toFRj) mjl
- mj e .«f-&,mÍ] = m, Vi C it, k], ã # .j. Logo, (5.1)= mj mod d =(5.2).

Portanto.

.Uy:r-R.,m:l m.d d , m;l m'd 'í)

A demonstração da outra identidade é análoga.
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Proposição 5.8 Seja um inteiro d > 1. .A4Rec 4* não é /ecAada sob a
operação mod d.

Z)emonstração. Seja Á = { a, Z' } e consideremos o .M-subconjunto X de 4*
definido por:

+

) toX = mini 2lwl., 2lwló + l }

E claro que X € .A4 Rec ,4*
Como l(X mod 2)-: = { to C .4' l lwlÕ < rol. } não é um subconjunto

reconhecível de .4', resulta pela Proposição 2.3 que X mod 2 gl ./U Rec 4*
Assim, .A4 Rec .4* não é fechada sob mod d, para d > 1.

O próximo lema apresenta uma subfamília de ./U-subconjuntos reconheci
vens que é fechada sob mod d, para d > 0.

Lema 5.9 Se.ja d um inteiro posÍtit;o. Se X C .A4 Rec.A' e é /imitado, então
X mod d C .A4 Rec .,'l'

,4demaÍs, se X C .A4 SRec .A* então X mod d C .A4 CRec Á'

Z)emonstração. Seja X um M-subconjunto reconhecível e limitado. Se d = 1,
então X mod 1 = fsuporte(X), 01 que é um .A'Í-subconjunto reconhecível.

Consideremos, então, d > 1 e seja n = 1,'táXI. Denotemos os elementos
de .4'X por mi,m2, . . . ,m.. Então, pelo Lema 4.3 (e sua demonstração),
existem n subconjuntos reconhecíveis miX'' (l $ í $ n) tais (lue

X -:Uk.rm.X'',m:l

Logo, como Vi,.j C jl, nl, i# .j, miX'l nmjX-i = 0, pela Proposição 5.7
resulta que

X mod d = :11i2.rmfX': , mil mod d = .2ga.( [míX': , mf] mod d)

Mas, para cada ã C jl, nl,

fmiX':, mil mod d = fmiX':,m{ mod 4

que é um .A,4-subconjunto reconhecível, pela Proposição 4.1
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Assim,

X mod d = .]ãg111 [miX'i, m{ mod 4
e, como .A4 Reco' é fechada sob o mínimo, X mod d C .A4 Rec.A*

Além disso, se X : .A4 SRecÁ*, para cada { C jl,nl, fmiX-i,m.{ mnd
dl C ./U CRecÁ', pela demonstração da Proposição 4.6. E, como ./U CRec 4*
é fechada sob o mínimo, resulta que X mod d C ./U CRec 4*

5.4 O menus de .A4-subconjuntos
A seguir vamos de$nir uma apelação binária sobre .A4 que é semelhante à
subtração sobre os números inteiros. Essa operação será estendida para todos
os .M-subconjuntos.

Consideremos a operação bónus, -: : .A4z --} ./U, definida por:

Vm, n C ]N,
m -- n se m )' n
0 sem<n

oo -- ?'& == oo} m -- oo :: 0 e (x) -- oo == oo

Sejam X e y M-subconjuntos de .A'. Definimos o .A'Í-subconjunto X -: y
por:

V«« € .A'', .«(X -= y) = .«X --- «,}''

A proposição a seguir estabelece uma propriedade relacionando as ope-
rações menus e adição de .M-subconjuntos.

Proposição 5.10 Sejam X,yl,y2, , YA .A4-swbcozzjKntos de ,4* . Então,
k

(((X -: h) -: ya) -: .) -: yk
i:l

Z)emonsfração. Utilizamos indução em k
Seja É = 2. Então, Vw C .,'l',

«,(X -: W - wX -: .«h - {

se toX $ toh
se toX > toyi.«X -- .«yi
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Logo,

«,((X -: b) -: y2) t«(X -: yi

se .«X -- «,h $ .«y2

se toX -- t«h > toy2

se toX $ tob + toy2
se toX > tol'l + wy2

«,X -- ««yi

toh + toy2

«,X -: (wh + .«ya)
«,X -: «,(h + y2)

«,(X -: (h + y2))

Portanto, (X -: h) -: y2
Seja # > 2. Então,

X -: (h + ya)

X
k l

(>ll: X + yA)
{=1

Xk-i) -: yk

Proposição 5.11 .A4 Rec.A* não é/ecAada sob a operação mónws

Z)em07zslração. Consideremos .4 = { a, b }.
Seja X o .A,4-subconjunto de .4+ definido por

Vw C ,4+ , 1«1

Seja y o .M-subconjunto de .A+ definido por

Vm C ,4+, .«r { l«,l., l««l. }

Então, X e y são .M-subconjuntos reconhecíveis e o .M-subconjunto X

é dado por:

V«, C .,4+, .«(X -: }'') «l.,l«l.}
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Ou seja,
V.« C ,4''", .«(X -: }') = maxi l.«l., lwló }

Mas, já vimos (no Lema 2.4) que X -: y g .A,,{ Rec.A'

Podemos ver um outro exemplo para a proposição anterior.
Consideremos Á = { a, b }. Seja X o .A,4-subconjunto de .A' definido por

Vw C .4''', toX = rol.

e seja y o Â4-subconjunto de ,4* definido por

Vto C .4', toy :: ltolÓ

E claro que X e y são .A4-subconjuntos reconhecíveis.
Agora, consideremos o .A4-subconjunto X -: y que é dado por

v-« c A', .«(x -: v') - { ["l. - }«,l.
se l.«l. > 1«,1õ

caso contrário

Mas, o subconjunto

o(x }'')': .4' l «,(x }'') 1«,1. $ 1.«1. }

não é reconhecível. Portanto, pela Proposição 2.3, X -: y gl .A4 Rec 4*

O teorema a seguir apresenta uma condição para que, dados dois ./U
subconjuntos reconhecíveis X e y, X -: y seja um .A,'Í-subconjunto reco
nhecível.

Teorema 5.12 Se.jam X, y C .A4 Rec .A*. Se y é /ám fado, então X -: y C
./U Rec ,4*

Antes de demonstrarmos este teorema, vamos estudar os casos em que
o .M-subconjuto y de Á' é da forma IX,mJ , para algum m C M e algum
subconj unto reconhecível .R de .4''

Proposição 5.13 Seja X um .A4-swbc07zjanto reconÀecúe/ de .A+. .Então,
X -: l.'l', iJ é «m M-«bc."/««'. «c.«A«.beZ d' Á''

,4demais, se X C .M SRec.A' então X -: l.A'', IJ C .M SRec.A*
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Z)em07zstração. Seja X um .M-subconjunto reconhecível de .4+. Então, existe
um .A'Í-Á-autómato normalizado .4 = (Q, .r,T) tal que ll.4ll = X

O .A4-subconjunto X -: IÁ*, iJ é tal que

v.« c .A*, .«(x -: l.A', iJ) «,x -: .« IÁ*, tJ
wX -l

oo se toX = oo
0 se toX = 0
toX -- l se 1 < zoX < oo

Vamos construir um .A4-Á-autómato 23 de modo que llZ3 1 = X
Seja ZJ = (QB, /B, TB), o«de

Q. lçc Q} u {q" l qc Q},
/B é o .M-subconjunto de QB dado por:

l.A* , iJ

'gq c Q, q'lB e d'lB

e TB é o .A4-subconjunto de QB dado por

qq c Q, q'TB

As arestas úteis de Zi são definidas da seguinte forma. Para cada aresta
útil (p, a, q) de .4,

. se (p,«,q)-E.4 = 0, e«tão (p', «, q') e (p",«,q") são arest's úteis de 23 e
suas multiplicidades são iguais a 01

. se (p,«,q).E.4 > 0, então (p',a,q") e (p", «,q") sã. arestas úteis de 23 e
suas multiplicidades são dadas por:

(P', «, q")-Eu = (P, «, q).E.4 -- l e (P",«, q")-EB q)-E.4

Assim, pode-se verificar facilmente que jjZS

X -: l.'l*, iJ C .M Rec .A*

.x l.A*, tJ. Porá-to,

Se X C .A4 SRec.A', pela Proposição 2.7, podemos considerar o .A,'f-.,'l-

autâmato .4 simples. Então, Qz3/u, QaTn Ç {0,oo } e as multiplicidades
das arestas úteis de 23 são ou 0 ou 1, por construção. Logo, 23 é simples,
resultando que X -: IÁ*, IJ C .A,'{ SRec .4*
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Observemos que, na demonstração da Proposição 5.13, quando X é um
.M-subconjunto simples, não há necessidade de se considerar o ./\''Í-.,'l-autó-
mato .4 normalizado, já que se .4 é simples as multiplicidades dos estados
iniciais e finais são zero.

Proposição 5.14 Se X C .A'4 CRecÁ* então X l.A', iJ € M CRec 4*

Z)em07zstração. A construção do .A4-Á-autómato 23, que apresentamos na
demonstração da proposição anterior, não garante que X -: LA', IJ seja uma
complexidade não determinística, se X o for. Assim, faremos uma construção
diferente.

O .M-subconjunto X IÁ*, iJ é tal que

v-« c .'l', .«(x -: l.A*, iJ) .«x -: .« IÁ*, iJ

se zoX = oo

se toX = 0
se 1 < toX < oo

Consideremos um .M-.4-autómato .4 = (Q, .r, T) do tipo nc tal que ll.4ll =

Vamos construir um M-.4-autómato ZJ de modo que llZill = X -: IÁ', IJ.
Inicialmente, consideremos o ./U-Á-autómato C = (Qc,lc,Tc), que é a

parte 0-acessível de .4; ou seja,

Qc = { q/ l q c Q e q é acessível em .4 por um passeio P, com ljPjl = 0 };

/c : Qc --} .A4, definido por q'lc = q/
e Zc : Qc --} .A4, definido por q'Zc = qT

Vp',q' C Qc e V« C .,4, (p',«,g') é uma aresta útil de C se, ' s'm-t'
se, (p,a,q)-E..4 = 0. Além disso, (p',a,q')Ec = 0. E claro que V«' C Á',

-«ll.4ll e some«te se, «,llCll
Consideremos o seguinte subconjunto

X

R = { giestas úteis a = (p,a, q) de .A, com llall = 1 e p' C Qc }

e sej. k
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O .A,d-.,4-autómato Zi será construído a partir de k 'cópias' dos .A4-.4

autómatos .4 e C. Ou seja,

C?B x li,AI) U (Q x it, kl);
.rU : QzJ --.} .A4, definido por:

(q', i)-rB Vq' C C?. e V{ C li, kl

e (q, í)-rB Q e V{ c li,kl ;
TB : QB --} ./U, definido por:

(q', á)TB Vq' C Q. e V{ c li, kl

e (q,á)TB Q e Vá c li,kl

Como .4 é do tipo nc, QU/B, QUTB Ç { 0,oo }.
As arestas úteis de Zi são definidas da seguinte forma

' p'r' cada a:esta útil(p,«,q) de .4,((p,i),a,(q,i)) é uma arest' útil de
Zi, Vi C li, kl e((p,i),a,(q,i))-EB =(p,«,q)-E..4;

' p'r' cada arest. útil (p',a,q') de C, ((p',i), a, (q',{)) é «ma aresta útil
de 23, Vã C it, kl e((p', ã), a,(q', á)).Ea = 0;

e pala cada { C jl,kl, se ai = (p,a,q) é a {-ésima aresta em R, então
((p',í), «,(q,á)) é um. .:est. útil de 6 e((p',á),«,(q,ã))-Ea = 0.

Podemos observei que, como (a{ = (p, a, q)).E.,4 = 1 e .4 é do tipo nc, não deve
existir em H uma atesta (p, a, r) com multiplicidade igual a zero. Se existir em
.A uma aresta (p, a, r) cona multiplicidade 1, então a aresta ((p',.j), a, (r,.j))
estala em ZJ, pala algum .j # {. Logo, eln 23 não existem outras arestas com
origem em (p', i) e rótulo a. Portanto, 23 é do tipo nc.

Precisamos mostrar que llZ3ll = ll.4ll -: IA*, IJ. Seja w C 4* e sda P um
passeio vitorioso em .4 com IPI = to.

Se llPll = 0, pelas construções de C e de 13, existe em B um passeio
vitorioso P', que soletra w, com llP'll = 0.

Se llPll # 0, consideremos a seguinte fatoração do passeio P

P : P --b q --t, r --b s
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tal que uau = .«, com a C .4 e os seus favores PI = (p,u,q) e P2 = (q,a,r)
s.tisf«em llPI 1 = 0 e ljPejl = i.

Suponhamos que P2 - (q,a,r) seja a {-ésima aresta em R. Então, por
construção de 23,

p':(p',i) -b(q', {) -b(,,i) --b(',i)

é um pass'io útil em 23 e seus favores PI' = ((p', í), u, (q', i))((q', i), a, (,,i)) e
P2 ' ((r,i),t;, (s,{)) são tais que llPI'll = 0 e llP2'll é igual à multiplicidade
do favor (r, u,s) de P. Logo, llP'll = jl-Pjl -- 1. E, pode-se verificar que P' é
vitorioso em 23.

Analogamente, demonstra-se que para cada passeio vitorioso P' em B,
existe um passeio vitorioso P em .4, com rótulo igual ao de P', tal que

i'ii - l Íll ...:
se P' tem término em Qc x it, kl
caso contrário .

Assim, llZ31 = 11À l.A*, iJ. Portanto, X -: l.A', iJ C M CRecÁ'

Proposição 5.15 Sela X um .A4-suZicozÜ nto reconhece'ue/ de .A+ e sda m C

.M. E«[âo, X -: l.A*,mJ é «m W-«ó««j-*' ««Àe'ú'/ de .A''
,4demaÍs, se X C .M SRec.A* então X -: l.A*, mJ C .M SRecÁ*

Z)emonstração. Seja X um .M-subconjunto reconhecível de Á+ e seja m C
.M.

Se m = 0, «tã. X -: IÁ*, 0J = X
Se m = oo, então

v«' .'i', «(x -: l.'l',mD-wx -:m- l :" se toX = oo

caso contrário

Logo, X -: [Á',ooJ = [suporte(X),01. Assim, pelas Proposições 2.1 e 4.1,

X -: IÁ', .oJ é um .M-subconjunto reconhecível.
Agora, considere 0 < ?n < oo. Pode-se veriâcar que

X -: l.A',mJ IÁ*,iJ) -: IÁ'?iJ) -: '') ": A',IJ
m vezes
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Assim, pela Proposição 5.13 resulta que X
é um .M-subconjunto reconhecível.

LA',mJ , para 0 < m < '"

A demonstração é análoga se X C .A4 SRec.A*

Proposição 5.16 Sejam X C ./U CRecÁ* e m C .A4. Então, X
C .A4 CRec Á*

l 4*, mJ

Z)emonstração. Segue das Proposições 5.15 e 5.14, observando-se que X
IÁ', .oJ = fsuporte(X),01 C .M CRec.A*

Proposição 5.17 Seja X um ./U-suóc07Üunto reconAecúe/ de .A+. gelam
m C .M . R «m «bc.«j-*o «co«Aec.ue/ de ,4'. E«tão, X -: IR,mJ é «m

.A,4 -sKZic07Üztnto recon/}eczbe/ de .A+
,4demaás, s. X C .M SRec.A* ente. X -= IR,mJ C M SRec 4*

Z)emonstração. Seja X um .M-subconjunto reconhecível de .A+. Sejam m C
.M e .R um subconjunto reconhecível de .4'. Se R = .A*, o resultado segue

da Proposição 5.15.
Suponhamos que R # .4'. Se ?n = 0 então X -: IR, 0J = X e nada temos

a provar. Consideremos, inicialmente, 0 < m < oo. Então,

oo se toX = oo

0 se toX < m e to C R

toX se toX < oo e 10 gl -R
wX -- m se (m $ .«X < oo e .« C R)

v«, c Á*, ««(x

A seguir vamos definir alguns .A4-subconjuntos reconhecíveis, a partir dos
quais é possível obtermos X -= 1-R, mJ , utilizando somente operações sob as
quais .A4 Rec Á* é fechada.

Seja
m l

R,= Uix':n.n {«,cÁ'l«,X<me.«CR}
0t

Pela Proposição 2.3, Ri é um subconjunto reconhecível de 4*
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Definimos o .A4-subconjunto Xi por:

V.«e.4', «,X.-l'
se to C .Ri
caso contrário

Logo, Xt = FRi, 01 p, pela Proposição 4.1, Xi C .A4 RecH*
Seja

R, = (Á' - wx':) n (Á* R) = { .« C .A' ««X < m e «, « -R}

Pela Proposição 2.3, R2 é um subconjunto reconhecível de .A*
Definimos o .A4-subconjunto X2 por:

V«,e.4*, wX,=lwX
se tz) C ./Z2
caso contrário

Logo, pela Proposição 4.4, X2 = X + [.R2,01 e Xa C .A4 Rec.4*
Sda

R;
m l

( U ix':umx-:))nR = {,« C .4* jm $ .«X < m e .« € R}
i=o

Pela Proposição 2.3, R3 é um subconjunto reconhecível de Á*
Definimos o .A4-subconjunto X3 por:

Vto C .A', toX3 «,(x -: l.A*,mJzoX se w C.R3
caso contrário

Como pela Proposição 5.15, X -: IÁ',mJ C .A'{ Rec.A*, resulta pela Propo
lição 4.4 que X3 = (X -: l.A*, mJ) + f.Ra, 01 e que X3 C .A'( Rec.A*

Assim, pode-se verificar que

X -: IR, mJ X,,X;)

já que os subconjuntos -R:,R2 e -/?3 são dois a dois disjuntos e, para cada
i C li,nl,

V... c d+

}

l-n, mJ ) se zo C Rí
caso contrário
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Portanto, X
mínimo.

IR,mJ C .MRec,4', já que .MRec,4' é fechada sob o

Podemos observar que o .A4-subconjunto Xi = [.Ri,01 C .A4 CRec.4' e
se X C .M SRec.A', X, 01 e X; (X -: l.A*,mJ) + [.R3,01 sã.
simples pelas Proposições 3.4 e 5.15. E, como A{ SRec,4' é fechada sob o
mí«imo, X -: 11?, mJ C M SRec ,'l*

Agora, consideremos m = ool então

V«, C .A', «,(X
se toX = oo

se wX < oo e to C ./?

se toX < oo e w g R
.-n, .«J )

Assim, X -: la, ooJ = niin(-Xi,X2) C .M Rec.4*
Analogamente, se X C .M SRec .A", X -: l.R, ooJ C .A,'{ SRec Á*

Proposição 5.18 Sejam X C .A,,{ CRec.4* e m c .A4. .Enfio, X -: IR,mJ
C .M CRec .4*. ' '

Demovzstração. Segue das Proposições 5.17 e 5.16

Atola, podemos demonstram que se X, y C ./U Rec,4' e y é limitado
então X . y C .A4 Rec .4*

Demonstração do Teorema 5.12. Seja X C .A,4 Rec.,'l*. Considere X/ =
X + A+. Pela Proposição 3.10, X' C .A,4 Rec.4"

Seja y um .M-subconjunto reconhecível e limitado de ,4*. Seja n = 1.4'r
e denotemos os elementos de .4'y por nzl, m2, . . . , m.. Então, pelo Lema 4.2
(e sua demonstração), existem n subconjuntos reconhecíveis miy': (l $ { $
,') tais q«e

Assim.
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x': y
n

x' -- Ejm.}'-:,m.J{:1
(((x' - jm:l'':,m:J) -: lm,}'':,m,J) -= .) -: jm«}'':, «-.J,

pela Proposição 5.10.
Denotemos Xo = X' e, para cada { € jl, nl,

x: lm-y':, m:J ) :- ) -: lm.}'': ,«.J

Pela Proposição 5.17, para cada { C jl,nl, Xi.i - lmÍy-',míJ é um M-
subconjunto reconhecível de Á*. Portanto, X' . y C .M Rec.4* e l(X'
}'') ly''

Mas,
X .: y - min(X' -: y, (IX -: ly) + l)

E, como .A4 Rec.4' é fechada sob a adição escalar e sob o mínimo, resulta
que X -- y C .A4 Rec .4*

Teores-na 5.19 Soam X, y C .A,4 SRec 4* (1/ç'{ CRec.A*,)
então X -- y C .M SRec Á* r:À4 CRec.A"J.

Se Y é limitado,

Z)emonsíração. Se X, y C .A4 SRec.A*, o resultado segue do Teorema 5.12,
da Proposição 3.11 e observando-se que IX -: ly € { 0, oo l}.

Se X, y C .A,4 CRec.4*, o resultado segue do Teorema 5.12, das Propo
sições 3.11 e 5.18 e considerando a observação acima.

5.5 O quociente de um JL4-subconjunto por
um inteiro positivo

A dÍuÍsão inZeára sobre os números naturais (que será denotado por div)
pode ser estendida para o semi-anel .A,4, definindo-se oo div d = m. Vd > 0.
Podemos estender essa operação para os A4-subconjuntos de 4*, como segue.
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Para cada inteiro positivo d e para cada .A,'í-subconjunto X de .4', defi
nimos o M-subconjunto X div d de .4* da seguinte forma:

Vw C ,4', w(X div d) = wX div d

A seguir, mostramos que .,\4 Rec .A' é fechada sob a operação div d, para
todo inteiro positivo d.

Teorema 5.20 Seja d Hm inteiro posiZÍt;o. Se X é um .A4-sueco?Üt(?zto re
conÀeczbe/ de Á+ então X div d é um .A4-subc07Üwnto reco?zÀeczbe/ de ,4+

Na demonstração do Teorema 5.20 construiremos um .A4-,4-autómato 23 -
(Q, .r, T) a partia' de um dado .A'í-..'i-autómato normalizado .4 = (Q.,4, /a, TJ)
de modo que llZill = ll.4ll div d. A ideia é construir 23 utilizando d 'cópias'

Inicialmente, vamos construir um ./U-.4-semiautõmato C, dependendo de
.4, e estudar as suas propriedades. Este .A4-.4-semiautõmato C também será
utilizado no próximo capítulo na demonstração do resultado principal deste
nossso trabalho.

Consideremos C = (Q, Ec), onde Q = Q.4 x jl,d e as arestas úteis de (:
com as suas respectivcas multiplicidades são definidas como segue.

Seja a' = (p, a,q) uma a:esta útil de .4. Sejam

e

& = o''.E.4 div d e r = a'.E.4 mod d

Então, a'.E.4 = Éd + a-
para cada á C li,d, o = ((p,{),a, (ç,j)) é uma atesta útil de C, satisfa

zendo:

8 se { > r, .j = { -- r e crer = k; assim,

a'E.,{ = Éd + , aEc) + ã - .j

e se { $ 1', .j = í -- r + d e cvEc = k + 1; assim,

a'.E.4=hd+, +d+«-d d(k+l)+,-d aEc)+i-J

Em ambos os casos, .j C jl,d e a'-E,{ = d(a-Ec) + i -- J.
condição define unicamente J e a.Éh, para cada á e cl'.E..4.

Note que esta

E interessante fazermos as seguintes observações
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1. Qu-d'«- 0,.Vá € 1i,d,i> «e.j = i. L'go,Vã C ll,d,((P,i),«,(ç,i))
é uma aresta útil de C com multiplicidade k.

2.

3.

Para cada aresta útil a' de .4, existem d arestas úteis em C, cada uma
com origem em Q.4 x {i}, para { C jl,4, sendo que r dessas arestas
têm multiplicidade # + l e as restantes d -- r têm multiplicidade #

Se .4 é simples e d > 1, b = CY'.E.4 div d :: 0, qualquer que seja a
aresta útil a' de .4. Assim, as multiplicidades das arestas de C estão
em { 0, 1, oo }.

4 Verifiquemos como ficam as multiplicidades das giestas úteis de C.
quando d é o máximo das multiplicidades das arestas úteis de .4. Esta
é a situação que teremos no próximo capítulo. Se cada aresta útil a/ de
.4 é tal que 0 $ cr/E.4 $ d, resulta que k = a'.E..4 div d ou é 0 ou é 1. E.
É = 1 se, e somente se, a'-E.4 = d e, neste caso, r = a'.E.4 mod d = 0.
Então .

vicli,d, É (que pode ser ou 0 ou l)
l

se z > r
se { < r

Assim, as multiplicidades das arestas de C estão em {0, 1, oo}

Vejamos um exemplo pala entendermos melhor a construção do .A4-.4
semiautõmato C.

Exemplo 5.1 Seja d = 3. Consideremos um .A'(-.4-autómato .4 e suponha
mos que algumas das giestas úteis de H sejam as seguintes:

al) - (p, a,p'), com multiplicidade 0;
a{ = (q,a,q'), comi multiplicidade l;
cl; - (s, a,s'), com multiplicidade 21

aâ = (t,a,t'), com multiplicidade 3;
ali = (tz, a, u'), com multiplicidade 5;

al, - (u, a,t;'), com multiplicidade 7.

Apresentados na tabela a seguir, para cada uma das arestas acima. o
valor m' de sua multiplicidade, os valores de k,r,{ e .j e a multiplicidade
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m da aresta correspondente em C. Podemos observar que os valores de .j
associados a á = 1, 2, 3 formam uma permutação cíclica de 1, 2, 3.

Mostramos, nas Figuras 5.1 e 5.2, como ficam as três giestas em C cor.
respondentes a cada uma das giestas de .4 descritas acima.

A seguir, estudamos algumas piopriedades que relacionam passeios em .4
com os passeios conespondentes em C e vice versa.

Sejam P,4 e Pc os conjuntos dos passeios úteis em .4 e em C, respectiva-
mente. Vamos definia uma função Q : Pc --} /)J, como segue. Se

P,{o),«:,(P:,{:))((P:,á:),«:,(P:,{,))...((P«-:,{«--),««,(P«,{«))

é um passeio útil em C, então

PÜ a:,p-)(p:, «,,p,)...(p«--,««,P.)

E fácil ver, pela construção de C, que P© é um passeio útil em .4 e dizemos
que PQ é a prol/eção de P em .4. Por outro lado, pode-se verificar que para
cada passeio útil P' ein .4 e para cada { C jl, 4, existe um único passeio útil
P em C, com origem cm Q.4 x {i}, cuja projeção em .4 é P'. Tal passeio
P será chamado {-/euaníamezzfo de .P' em C. O lema a seguir relaciona a
multiplicidade de um passeio útil em C com a multiplicidade de sua projeção
em

Lenda 5.21 Sd« P ««. p«s.{. .ít{/ m C d (p,i) p«« (ç,j), á e .j c li,d
Elntão, ü sua projeção P' em A satisfaz

lp'll allpll+í-J
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Arestas de C correspondentes a

q 3 S'l3
Q,4 x {3}

(P,;) '/' (P',;

Q,& x {2}

q',2)

c?.4 x {l}

Figura

(q,:) lç',:) :;,:) S

Um exemplo da construção do .A4-,4-semiautõmato C
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Arestas de C correspondentes a

«;

U,3 U 3

/,

a/3

(«,,) U 2

C?,{ x {3}

Q,{ x {2}
../:

(«,,) U 2

«/,

«,-) U

«/,
Q,4 x {l}

Figura Um exemplo da construção do .A,,í-,4-semiautõmato C
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Z)emonslração. Seja P um passeio útil em C de (p,{) para (ç,j). Seja z« o
rótulo de P, to = tol . . . zot, com tol C Á, (l $ / $ 1). A demonstração é por
indução no comprimento Z do passeio P

Se t = 1, então P = ((p,{),«,, (ç,j)) é «ma .resta útil de C. Seja P' =
(p, w, q) a projeção de P em .4. Pela construção de C, podemos verificar que

lp'll= allpll+i-.j
Suponhamos que t > 1 e que o lema sqa válido pala os passeios úteis em

C com comprimento melhor do que t. Então, o passeio P = ((p,i),to, (ç,.j))
pode ser decomposto no paseio PI = ((p,i),toi . . .tot-l, (s,Z)) e na aresta
o =((s, /), t«.,(q,j)), para algum s C Q e / C li,d, tal que /' - Pia.

Pela hipótese de indução aplicada ao passeio P] =((p, {), toi. . . tot-i,(s, /)),
a sua projeção PI' = (p, wi . . . u't-i, s) em .4 satisfaz

pi'll ip ll+i - /

Sej. a' = (s,«,., q) a projeção de a = ((s, /),.«., (ç,.j)) em .4
trução de C, resulta que

Pela cons

la'll al a 1+/- j
Assim, o passeio P' = PI'a' =(p,tol..- tot-i,s)(s,tot,q) de p para q é a

projeção de P em .4 e

lp'll llp-'ll+ll.'ll ll+í-/+allall+/-J ll+llall)+i-J
Portanto, l lp'll = allpll+ á -- .j.

A plopiiedade crucial da construção de C é estabelecida no Lema 5.21
para cada passeio útil P em C e sua projeção P' em .4, a diferença llP'll -
allpll depende somente da origem e do término do passeio P

Corolário 5.22 Sela F' ?lz" passeio zítá/ em C de (p,i) para (g,J), ã e J C
jl,4. Sela P' a projeção de P em .4. Então,

11 se { -- .j 2 0
se í -- j < 0
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Demonstração do Teorema 5.20. Se d = 1 nada temos para provar.
Seja d 2 2. Seja X um .A'(-subconjunto reconhecível de .A+ e seja .4 =

(Q.4, /i, TJ) um M-A-autómato normalizado tal que ll.4ll = X.
Vamos construir um .A.'Í-.,4-autómato Zi = (C,.r,T) a partir do .A4-.,4-

semiautõmato C = (Q,Ec), cuja construção e propriedades acabamos de
descrever. Faia isl,o, vamos definir os .M-subcor.juntos / e T de Q:

(g, d)-r = q.r.4 (Vq c Q.4) e (q, .j ).r oo (vq c Q.4, vj c li,a il)

t.q.jbT = qT.A (vg c Q.Á, vj c li,d)

Vamos provei que llõll = ll.4ll div d. Seja w C .,4+ tal que toll.4ll # oo
e seja P' um passeio vitorioso em ,4, com rótulo w. Pelo Corolário 5.22. o
d-levantamento P de P' em Zi satisfaz

IPll = llP'll div d ;

portanto,

wll6ll $ 11Pll ,4ll di« d . (õ.3)

Agora, seja P] um passeio vitorioso em Zi, com rótulo to. Seja P]' a
projeção de PI eni .4. Então, lembrando que a origem de PI é um estado em
Q.4 x {d}, e utilizando o Corolário 5.22, temos que

«,llZ3ll llP-'lldi«a?lp'lldi«a .4lldi«a . (Õ.4)

Assim, de (5.3) e (5.4), insulta que tollZill = tola.4 div d.
Além disso, observamos que ljjZg 1 = oo e se ull.4ll = oo então Co-

rolário 5.22 implica que tollZ3ll = oo. Assim, llZill = ll.,41 div d = X div d.
Portanto, X div d é un] .A,'í-subconjunto reconhecível de ,4+

Corolário 5.23 Sela d u17z {nZeÍro posÍííuo. .A4 Rec.A' é/ecÁada sob div d

Z)emonstração. Seja X C .M Rec.A'. Pelo Teorema 5.20, (X + A+) div d
é um .A'Í-subconjunto reconhecível de .4+. Assim, X div d = min((X +
A+) div d, (IX div d) + 1) é um M-subconjunto reconhecível de ,4'. '~
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Corolário 5.24 Sela d m á?zfeÍro pos tido. .A4 SRecÁ' é/ecAada sob div d

Z)emonstraçâo. Segue do Teorema 5.20 e do Corolário 5.23, observando-se
que o .A4-.A-autómato normalizado .4, na demonstração do Teorema 5.20,
pode ser considerado simples e, nesse caso, o .A,4-.,'1-semiautâmato C tem as
multiplicidades de sitas arestas em { 0, 1, oo } e, como o .A4-..4-autõmü.to !3 é
construído a partir de C e seus estados iniciais e finais são definidos a partir
de .4, resulta que 23 é simples.

Quanto à família das complexidades não determinísticas, .A4 CRec .,4*, não
sabemos se ela é fechada sob div d, para d > 1.

A Tabela 5.1 completa a Tabela 3.1 (no Capítulo 3) com as propriedades
de fechamento de .A,4 Rec, .A4 SRec e .A4 CRec sob a adição, o máximo, o
resto, o menus e a divisão.
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Tabela Propriedades de fechamento de J.4 Rec, .A4 SRec e .A,4 CRec

C)peração

103

mi«(X, }'') sim sim sim
m + X, com 0 < m < oo sim nao nao
?7t + -X, com llz = oo ou

0 $ m $ mina rol -- wX wX < oo } sim sim sim
x+y sim nao nao

X + y, mina rol -- wXjwX < oo } ?
maxi ««}' «,y < m } sim sim sim

Xp, p é a função reverso slm slm nao
xy x* x+ sm] sim nao
XLIJy, LIJ é o embaralhamento SIH] slm sim
X./', / é um morfislno sim nao nao
X/, / é um morfismo com l/-' = l sim sim nao
X/, / é un] morfislno fino e injetor sim sim sim
X/'' , ./ é um moifismo sim nao nao
X/'' , / é um morfismo fino sim sim sim
X U y, U é o embaralhamento interno sim sim nao
m«(X,}') nao nao nao
max(X, y), y é limitado slm sim sim
X -- y, . é o menus nao nao nao
X -.- y', y é limitado sim sim sim
X mod d, d > ] nao rido nao
X mod d, d > 0, X é limitado sim sim sim
X div d, d > 0 sim sim ?



Capítulo 6

Caracterizações de
yU-subconjuntos reconhecíveis
e de .A4-subconjuntos simples
de ..4$

Na Seção 1, aplesentaiemos uma caracterização de .A4-subconjuntos reco-
nhecíveis, que será o resultado principal deste nosso trabalho. Mais preci-
samente, mostraremos que um .A4-subconjunto de .A+ é reconhecível se, e
somente se, ele é a soma de um número finito de .A4-subconjuntos simples
de ,4+. Na demonstração deste resultado, utilizaremos uma generalização da
construção do ./U-Á-semiautâmato C que foi introduzida na demonstração de
que .A4 Rec .4* é fechada sob a divisão por um inteiro positivo.

Na Seção 2, mostiaiemos que o fecho da família de .M-subconjuntos de
.A* que são complexidades não determinísticas, .A4 CRec .4*, sob o mínimo, a
concatenação e a estrela sela a família de todos os ./U-subconjuntos simples
de .A', .A4 SRec,4'. Podemos obseival que para se obter a família de todos
os .M-subconjuntos reconhecíveis de ,4*, bastaria considerarmos também o
fecho sob a adição escalar.
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6.1 Uma caracterização de .A4-subconjuntos
reconhecíveis de .4*

Vimos no Capítulo 3 (Proposição 3.3) que .A'{ SRec.Á', a família de ./ç'í-

subconjuntos simples, não é fechada sob a adição. Este fato levou-nos a
investigar a seguinte questão:

Todo M-subconjunto reconhecível de .4* é a soma de um número
finito de ./ç4-subconjuntos simples de ,4* ?

Por exemplo, o .A4-subconjunto reconhecível X definido por

V.« c { «, z, }*, wX = 2 mina rol., ltolõ }

não é simples pelo Lenda 2.101 mas, pode ser obtido a partir da soma de dois
.A4-subconjuntos simples y e Z dados por:

Vto c {a.bl*, toy = wZ = mini rol.,ltoló}

ou seja, X = y + Z.

Como todo .A4-subconjunto simples X satisfaz IX C {0,oo }, um ./U

subconjunto reconhecível y, com ly « { 0,oo } não pode ser a soma de M
subconjuntos simples. Assim, consideremos inicialmente a seguinte questão

Todo .A'Í-subconjunto ieconllecível de .4+ é a soma de um número
finito de .A4-subconjuntos simples de ,4+ ?

Obtivemos uma resposta afirmativa para esta questão e este é o resultado
principal deste nosso trabalho.

Teorenaa 6.1 t/m .A4-suZ)c07Üu7zfo de .4+ é reconAeczbe/ se, e somente se,
ele é a soma de um número finita de M-subconjuntos simples de A+

Z,)emonsZração. Seja X um .M-subconjunto de .4+. Seja .4 = (Q.4,/J,Ta)
um .A4-Á-autómato normalizado tal blue ll.4 = X e seja d o máximo das
multiplicidades das giestas úteis de .4.

Vamos construir d M-Á-autómatos .4i(l $ á $ d) tais que EÉ::. ll.4ill =
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Para cada { C jl, d, o .M-.4-autómato Á{ = (C, -ê, T) é construído a partir
do .M-,4-semiautõmato C = (Q, Ec) que foi introduzido no capítulo anterior
na demonstração do Teorema 5.20. Vamos definir os .A4-subconjuntos /í e T
deQ

(Vq C Q.4, Vj C li,d) (q ,j) -ri

com se z = .7
caso contrário

(vq c QÁ, vj € 1i,d) (ç,j)r = qrÁ
Note que Q.ri,QT Ç {0,oo} e como as multiplicidades das arestas de C
estão em {0,1,oo} (como observamos no capítulo anterior), .4f é um M-
,4-autómato simples. Observemos, também, que os .A4-,4-autómatos .4í's

(l $ { $ d) diferem ente'e si apenas nos seus estados iniciais.

Antes de continuarmos a demonstração deste teorema, vamos estudar,
através dos próximos lemas, as propriedades que relacionam os passeios em
cada .4i(l $ { $ d) cona as suas projeções em ,4. Estudamos, também, as
relações existentes entre os passeios em .4i e os passeios em .4j, para i# .7.

Seja { C jl,al. Seja P um passeio vitorioso em .4i com término em

C?.4 x {J }, para algum .j C jl, d. Dizemos que P é um passeio z; toráoso mais
a/Zo en] .4i, se não existem passeios vitoriosos em .4{ com rótulos iguais ao
de P e cona término em C2.4 x {#}, pala Ã C jl, d, k > .j.

Lema 6.2 Seja P wm passeio t;glorioso mais a/to em .4i(í C jl,d)
a sua projeção P' é zm passeio vitorioso em .A.

Então ,

Z)emonstração. Seja P um passeio vitorioso mais alto em .4í. Então, P tem
a sua origem em Q.,4 x {á}. Suponhamos que o término de P seja um estado
em (2.4 x {j}, para algum j C jl, d. Se a projeção .P' de P não é um passeio
vitorioso em .4, existe um passeio vitorioso PI' em .4 tal que IPi'l = IP'l e
lpl'll < llp'll.

Seja P] o {-levantamento de P]' em .4f e suponhamos que PI termina em
Q.4 x {Ê}, para algum h C jl, d. Então, utilizando o Lema 5.21,

al plll i+k < llP'll --Í+Ã; = d IPI +i J j+# alpll+t-.j
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Portanto,
a(llplll - llPll) < k - j

Além disso, PI é um passeio bem sucedido em .4i. De fato, a sua origem (p, á)
e o se« tér«ú- (q, k) s,tisfazem (p,{).rí = p/J # m e (q,k)T = qTa # m,
já que a sua projeção P]' é um passeio vitorioso em .4. Mas, como P é um
passeio vitorioso em .4i, llPI 1 2 11Pll.

Se IPI l = ll-P l então PI tambémé um passeio vitorioso em.4{ e k--.j > 0.
Ou seja, Ê > .j. Logo, P não é um passeio vitorioso mais alto em .4i; uma
rr.n t r :. d ; ,. ;,.

Assim, l Plll > IPll. Então,

d $ a( ip ll lpll) < k -.j

Isto é impossível, já que #,J C jl, d Portanto, P' é um passeio vitorioso em

Lema 6.3 Sda a (á c jl,al) um passeio uíforáoso m.zÍs a/to em .4{ com
,ÓZ«/. -« . «po«h"mo. q«. P. le«nin. em QÁ x {.j} (.j C li,d). S.j« Pk
(k C jl,d e k # á) lzm passeio uíÉoráoso mais a/[o em .4x; com rótK/o to e

s«po«h"mo. q«. PA fe«.{«. .m Q,. x {/} (J C li,d). -E«tão, { - .j = k - /
(mod d).

Z)emonstração. Seja P, um passeio vitorioso mais alto em .4{ com término
em (2..4 x {J} e rótulo w. Seja /'A um passeio vitorioso mais alto em ..4i; com
término em C?.4 x {/} e rótulo w.

Sejam P.' e Pk', as plojeções de .P, e PA, respectivamente, em .4. Pelo
Lema 6.2 resulta que .r3' e Pk' são passeios vitoriosos em .4. Então, ll.rt'll =
11 P./ll

N'las, pelo Lema 5.21,

P.'ll IP.ll+i-.j e ll-&'ll

Logo, de ll-e,'ll = Pk'll, segue que

/

alp,l +i- j /

Então,
z -- J d(llpkll - l-Rll) + k - /
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Ou seja, { -- j = # / (mod d)

Podemos observar no Lema 6.3 que

1. Se A = { + 1 então / = .j + l (mod d)

2. Se k = i l então / = J -- l (mod d)

3 r#.j. Pois,se /=.j entãoi=#(moda)e,como{,kC jl,4
segue que k = {; o que contradiz a hipótese.

Nós continuamos a demonstração do Teorema 6.1 considerando Xi
.4ill (l $ ã $ d). Então, os X{'s (l $ { $ d) são M-subconjuntos simples

de .4+. Além disso, podenaos veiifical que Vto C ,4+, zoX = oo se, e somente
se, V{ C jl, 4, toX{ = oo. Logo, toX = oo se, e somente se, ::É::l toXí = oo.

No que segue, vamos considerar to C .,4+ com toX # oo. Então, podemos
supor que Vi C jl, al, wxí # oo.

Pala cada ã c jl, al, existe um passeio vitorioso mais alto .f\ em .4i, com
rótulo m e

p,l (6.1)

Portanto, pelo Lema 6.2, para cada { € jl, al, a projeção .e.' de Pi em .4
é um passeio vitorioso e

ia'll .41

Então,

a'll (6.2)

Suponhamos que pala cada i C jl,d, .f). termine em Q,{ x {ki}, para
algum #i C jl, al. Então, pelo Lema 6.3, para cada pai j, / C jl,d, se .j # /
resulta que Aj # kl. Portanto,

d d

(6.3)
{=1 {=1
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Mas, pelo Lema 5.21, para cada { C jl,d,

IP.'ll= allp.ll+{ - ki
Então, utilizando (6.2) e (6.3), temos que

d(«,x)
d

' 1
d

{:1
+i -- ki ) E all-n ii+E ã

d d

aEllall
{:1í-l {=1 {=1 {=1

Logo, de (6.1),

«,x ll-Rll E«,x;

Assim,
{::l i=l

Vzo C .,4+,
d

«,x = >1: .«x:
d

Portanto,
{=1 {=1

A recíproca deste teorema segue da definição de .A4-subconjunto simples
e do fecho de .A4 Rec 4' sob a adição.

Os seguintes dois lemas contêm mais propriedades relacionando passeios
em .4 com passeios en] cada .4{ (1 $ { $ d) e têm interesse próprio.

Lema 6.4 Sela P um passeio Z,em sucedido em Ji({ C jl,d), com término
.m QÁ x {.j} (J C li,al). S. « p«jeção P' de P .m .4 é «m p«í. «í*'-
cioso, então todos os passeios vitoriosos em Ai, com rótulos igKuis ao de P,
fe7'minam cziz Q.4 x {É}, para h C jl, al, k 5; .j.

Z)emonstraçâo. Seja P um passeio ben sucedido em .4í comi término em
C?.4 x {.j}, de modo que a sua projeção P' em ,4 seja um passeio vitorioso.

Suponhamos que exista um passeio vitorioso Pi em .4i, com término em
Q,4 x {k}, para X; )' j e IPI l :: IPI.

Consideremos a piojeção PI' de /'i em .4. Então, pelo Lema 5.21,

pl'll lpill+{ - #
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Como P] é vitorioso em .4{, segue que llPill $ 1jPjl. Então,

lpl'll 5; d lpll + í - k

Mas, k > .j; então,

allpl +{ k < allpl +i-.j

E, pelo Lema 5.21,
allpll+{ J

Assim, concluímos que
lpi'll < llp'll

O que é um absurdo, pois P' é um passeio vitorioso em .4

Lenda 6.5 Sela P' ?z7n passe o u íoríoso em .4. .Enfio, para cada { C jl,al,
o á-levantamento P de P' é um passeio vitorioso mais alto em .,4i.

Z)emonsfração. Seja P' um passeio vitorioso em .4 com rótulo w e seja
á c li,al.

Consideremos o {-levantamento P de P' em .,4i. Suponhamos que P

termine em Q,4 x {.j}, para algum .j C jl,d. Então, pelo Lema 6.4, todos os
passeios vitoriosos em .4i, com rótulos iguais a w, terminam em Q.,4 x {kl},
pala algum Ã C jl, al, Ã; $ j.

Suponhamos que P não seja vitorioso em .4f. Então, existe um passeio
vitorioso mais alto PI em .4i, com rótulo zo e PI termina em Q.4 x {/}, para
«lg«:n / C li,al, / $ .j.

Logo, pelo Lema 6.2, a projeção Pi' de PI é um passeio vitorioso em .4.
Assim,llPI'll = llP'll.

Mas, pelo Lema 5.21,

PI'll IPll +{ - / e lp'll allp +i-J
Então,

Logo,

alp +Í-/ llpll+{ J

J - / lpll-lpi )
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Mas, como Pi é vitorioso em .,4i e P não é, resulta que l Pill < llPll; logo,
pl -llpll> o.

Portanto, j -- / = a(llpll -- l p] 11) 2 d; o que é um absurdo.
Assim, P é um passeio vitorioso mais alto em .4{.

A seguir, vejamos um exemplo da construção dos .M-,4-autómatos .4i's
que foi feita na demonstração do Teorema 6.1.

Exemplo 6.1 Sejam .4 = {a,b,c} e o .M-Á-autómato .4 representado a

seguir.

Á p «l. q

Ü«/.

S «/.

./-

Constiuimos, na Figura 6.1, o ./U-,4-semiautâmato C, a partir de .4

Consideieinos a palavra to
bem sucedidos com rótulo zo:

a5b3. Existem em .4 somente dois passeios

P' \ P -!--' q ---* q ---' q

n/. a a4 b3
e S' : p --=+ s -.=-.} s --=-+ s

Como l p'll = 7 e l S'll = 6, segue que somente S' é um passeio vitorioso em
.4, com rótulo to.
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./:
b/o

q)3
b/o

./.

./.

./:

./:b/:

b/o

(q,,

«/.
./.

«/.

Figura O ./U-,4-semiautõmato C correspondente ao ./U-.,'í-autómato .4
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Os ./t4-,4-autómatos .4t, ,42 e .43 são construídos a partir do .A4-,4-

semiautâmato C, de modo que para cada iC j1,31, o estado inicial de .4i
seja (p,{) e os estados finais de .4i sejam (q,.j) e (s,.j), V.Í C j1,31.

Agora, vejamos como são os i-levantamentos de P' e de S' em cada .4i,
para á C j1,3j.

Em .4i, o l-levaiitainei-i,o PI de P' é dado por:

Pi:(P, l) --b(q,l) --b(q,3) --b(q,2) -b(q,l) --b(q,3) -!=(q,3)

e o l-levantamento Si de S' é dado por

s: :(p, i) -!-,(., i) -!L(.,i) --L(.,2) -L(.,3) -L(., i)

Como llPI = 3 e l SI ll = 2 e, não existem outros passeios bem sucedidos em
.4i com rótulo w, segue que Si é um passeio vitorioso em .41, com rótulo zo.

Em ,42, o 2-levantamento P2 de P' é dado por:

Pa :(P,2) --b(q,2) -J-(q, l) --b(ç,3) -L(q,2) --b(q,l) -!=(q, l)

e o 2-levantamento S2 de S' é dado por

s,:(p,2) --L»(.,2) -!=(.,2) --L(., 3) -L(., i) -L(.,2)
Como P2ll = 2 e l S2 = 2 e, não existem outros passeios bem sucedidos
em .42 cona rótulo to, segue que ambos, P2 e S2, são passeios vitoriosos em
42, com rótulo m. Então, S2 é um passeio vitorioso mais alto em .42, com
rótulo m, já que S2 termina em (s,2) e P2 termina em (q, l). Observe que a
projeção S' de S2 é uln passeio vitorioso em .4, enquanto que a projeção P'
de P2 não é um passeio vitorioso em .4.

Em .4a, o 3-levantamento P3 de P' é dado por:

P3 :(P, 3) --b(q, 3) --b(q,2) --b(q, l) --b(q,3) --b(q,2) -!=(q,2)

e o 3-levanta.mento S3 de S' é dado por

s,:(p,3) -s(.,3) -:=(;,3) -L(., i) -L(.,2) -L(.,3)
Como llP31 = 2 e S3ll = 2 e, não existem outros passeios bem sucedidos
em .43 com rótulo to, segue que ambos, P3 e S3, são passeios vitoriosos em
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.43, com rótulo to. Então, SS é um passeio vitorioso mais alto em .43, com
rótulo «,, já que S3 termina em (s,3) e P3 termina em (q,2). Observe que
somente a projeção S' de S3 é um passeio vitorioso em .4.

Assim, para cada { C j1, 31, o ã-levantamento de S' em .4i é um passeio
vitorioso mais alto em .4i, com rótulo to e vale que

ls:ll+lls,ll+ ls;l 6

Na demonstração do Teorema 6.1, os .M-,4-autómatos .4{ = (C2.4 x
jl, d,/i,T) (l $ { $ d) foram construídos de modo que, para cada á € jl,d,
o conjunto de estados iniciais de .4{ é { (q, á) l q é um estado inicial de .4 } e
o conjunto de estados finais de .4f é { (q,j) l q é um estado final de .4 e .j C
jl, d }. Ou seja, todos os .4i's têm os mesmos estados finais, mas diferem em
seus estados iniciais.

Vejamos o que acontece se os estados iniciais e finais de cada .4i(l $ i $
d) forem escolhidos de ouvia forma.

(1) Para cada ie jl,al, considere o conjunto de estados iniciais de .4{
como sendo { (q,j) l q é um estado inicial de .4 e J C jl,d } e o conjunto de
estados finais de Áf colmo sendo { (q, í) l q é um estado final de Á }. Ou seja,
todos os .4Í's têm os mesmos estados iniciais, mas os finais são diferentes.
Nesse caso, pala cada passeio útil P' em .4, o á-levantamento Pi em cada
.,4í tem origem em Q.4 x {Êí}, para algum k{ C jl,d tal que ki = ã + l p'll
(mod d). Logo, kl # Ãh se/7É /ze, paracada{ C jl,al, l p' =al pil +ki--i.
Portanto, ::É::i ll-r?. ll = llP'll. Além disso, para cada i € jl, d, se existir mais
de um passeio vitorioso soletrando uma dada palavra em .4{, somente aqueles
com origem em Q.4 x {É}, para o menor A possível, terão como projeções um
passeio vitorioso em .4.

(2) Seja # C jl, al. Pala cada { C jl, d, o conjunto de estados iniciais de

.4i é { (q,.j) l q é um estado inicial de ,4 e .j C jl, d } e o conjunto de estados
finais de .4í é { (q, Ê) l q é um estado final de .4 }. Ou seja, todos os .4í's têm

os mesmos estados iniciais e finais. Nesse caso, para cada passeio útil P' em
.4, os á-levantamentos P. em cada ,4í (l $ i$ d) são todos iguais; isto é, têm
origem em Q.4 x {.j}, pala algum .j c jl,al tal que .j = k + llP'll (mod d) e
têm multiplicidade satisfazendo llP'll = d l-P.l + .j -- k. Então, pode ocorrem
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q- EÉ::: l p, l # llp'

(3) Seja Ê C jl,al. Para cada { C jl,d, o conjunto de estados iniciais
de .4í é { (q,í) l q é um estado inicial de .4 } e o conjunto de estados finais
de Á{ é { (q, k) l q é um estado final de .4}. Nesse caso, para cada passeio
vitorioso P' em .4, o {-levantamento -R em .4i(l $ i$ d) pode nem ser
um passeio bem sucedido. Isto ocorre mesmo que os estados finais dos .4f's
sejam todos diferentes.

(4) Pala cada iC jl, al, considere o conjunto de estados iniciais de .4{ co-
mo sendo {(ç,.j) lç é um estado inicial de .4 ej C jl,d } eo conjunto de es-
tados finais de .4i como sendo { (q,.j) l q é um estado final de .4 e .j c jl, d }.
Nesse caso, pala cada passeio vitorioso P' em .4, existem {-levantamentos .r3
em ÁÍ (l $ ã $ d) que são vitoriosos e que satisfazem llPi = llP'll div d.
Logo, EÉ::: l &ll $ 1 P'

Assim, dessas quatro possibilidades, somente a escolha (1) pode ser uma
alternativa pala definir os estados iniciais e finais dos .&4-,4-autómatos .4i's,
na demonstração do Teorema 6.1.

Corolário 6.6 Se.fa X wm .A4-suóc07Üunto reconÂeczhe/ de Á'. .Então, X tí
a soma de um número finito de .M-subconjuntos simples de A* se, e somente
se, IX C { 0, oo }

Z)emonsZração. Seja X um M-subconjunto reconhecível de ,4' tal que IX C
{ 0,oo }. Pelo Teorema 6.1, basta considerar o caso em que IX = 0. Sejam
os .M-subconjuntos simples Xi's (l 5; i 5; d) de .4+, obtidos pelo Teore-
ma 6.1, pala X + A+. Pala cada { C jl,d, considere o .A4-subconjunto
X = min(Xi, 1). É clamo que X é simples e IX = 0. Então, X = EÉ::: X.

A recíproca segue imediatamente das definições de ./U-subconjunto sim-
ples e da operação de adição de .A4-subconjuntos.

Corolário 6.7 Seyü X ?zm .A4-szzZ)co?Üu7zto recozz/zecz'ue/ de .A* ta/ qKe IX g
{0,oo}. É'?irão, ea;ísfe d > 0 e e saem d .A4-sueco?cantos símp/es de ,4*,
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Xi, . . . , X.z e um .A4-suóc07Üu7zto reconAecúe/ y de .A* tais qtze

X = min(>: X., }'')
d

lt

Z)emonstração. Basta CO,isiderar X = min(EÉ::: X{, IX + 1), onde os M

subconjuntos X{'s (l $ à $ d) são obtidos pelo Teorema 6.1 para X + A+

6.2 Uma caracterização de ,A4-subconjuntos
simples de .4*

No Capítulo 3 (Proposições 3.13 e 3.15), vimos que .A4 CRec .4* não é fechada
sob a concatenação e a estrela. Este fato levou-nos a investigar o fecho de
.A4 CRec .4* sob estas operações.

O Teorema de l<leene-Schützenberger afirma que .A4 Rec .4' = .A4 Rat .4*
Ou seja, .A'{ Rec Á* = fecho racional(./U CRec 4*), já que ./L'( Rat Á' é o me-
nor subconjunto de .M «K Á » racionalmente fechado (isto é, fechado sob
o mínimo, a concatenção, a adição escalar e a estrela), contendo os .&'Í-

subconjuntos unitários a, Va C ,4 e os .M-subconjuntos unitários são com-
plexidades não determinísticas.

Mostramos, a seguir, que o fecho de .A4 CRecÁ* sob o mínimo, a con-
catenação e a estrela, é a família de todos os .A.'(-subconjuntos simples de
,4*. A demonstração á baseada na prova do Teorema de Kleene dada por
McNaughton e Yamada.

Teorema 6.8 .A,'{ SRec .4* = subfecho racional (.M CRec Á'')

Z,)emonstração. Inicialmente, recordemos a definição de subfecho racional de
.M CRec ,4': é a menor família contendo .M CRec,4'' e os .M-subconjuntos
a e l (que são complexidades não determinísticas) e que é fechada sob o
mínimo, a concatenação e a estrela.

Como ./U CRec .,'l' Ç .A4 SRec Á'" e .A,4 SRec .4* é fechada sob o mínimo, a

concatenação e a está'ela, resulta que

subfeclto nacional(.M CRec Á*) Ç .M SRec .4"
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Para verificarmos a inclusão contrária, precisamos mostrar que todo ./U-
subconjunto simples pode ser obtido a partir de ./U-subconjuntos que são
complexidades não determinísticas, utilizando somente o mínimo, a concate-
n.p;n o n -.+,.l,ll(»\ tbV v t» v J Vb Wa

Seja X um ./U-subconjunto simples de .A'. Então, existe um .A't-Á-
autõmato simples .4 = (Q, /J, 2'U) tal que ll.4ll = X

Seja Q = { 1, 2, ..., n } e consideremos, para cada á C Q, o .M-subconjunto
i de Q definido por:

qq c Q, 0 seq=á
oo caso contrário

Agora, consideremos os .M-,4-a.utõmatos .4fj = (Q, i,j) (l $ i,.j $ n) e
os .M-subconjuntos de .4''

.4i.jll (i $ i,.j $ n)
Então,

llÁll - 11Hne(i/a + Á:j + jrÀ)
Mas, como Q.r.4, QTa Ç { 0, oo } (pois .4 é simples), resulta que

.4ll = mina .Aij l í,.j C Q,i/a = 0 e .jT,4 = 0}

Logo, basta mostiaimos que cada .A4-subconjunto 4ij pode ser obtido a
partir de .A4-subconjuntos de ,'l' que são complexidades não determinísticas,
utilizando somente o mínimo, a concatenação e a estrela. E o que faremos a
seguir.

Pala cada inteiro h C 10, nl, seja O#) o conjunto dos passeios úteis e não
triviais de .4, com oiigeni em á, término em .j e que não passam por um
estado / > Ã. Mais pi'ecisamente, se P C Off), em cada fatoração do passeio
P

p : i -:!is ! -:!:b j

com wi, to2 C ,4+, deve ocoiler que / $ k.

Seja .ag) o .M-subconjunto de Á' que, a cada m em Á', associa o mínimo
das mutiplicidades dos passeios em (7ff) que soletram to.

Pala cada {, .j C jl , nl, denotemos por .Efj o .A''í-subconjunto de .A* definido
por:

Va C .4, aEij = 1.i,a,j)E,\ e Vto C ,4' -- Á, to-Eij = oo
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Temos que

B8''
J' .a9) seê #j
'l :«i-(i,.a9)) ;.{
mi«(-Bg'O , .elf-U(-eÍ{'n)*-eÍ5'O) ,

E
l.7

'4ij

B''0 Vk C li,nl

A última fórmula segue da observação de que um passeio P C Oi(ji) se, e
somente se, ou P C C'(k-i) ou P tem uma única fatoração

x;-!!üx; -!s k-!!S.j ,

com s ? 0, com o falar (i,.«o,k) em CI'O, c.. .,s fatores (k,wh,k) em

C(E-:), VA c jl, s] e com o favor (k, w,+i,j) em OÍ5':)
Por outro lado, pala cada .Eij, definimos, para cada a € .A, o .A4-subcon

junto aíj, da seguinte coima:

P : á -!:% k -!!b k -!!!b k

Vto € ,4*,
«.:.- {

00
se 't,o = (z
caso contrário

Então,
Eij = mina aíj l a C .4 }

Mas, como .4 é simples, Va C .A, a.Eij C { 0, 1,oo 1}. Logo, aij é uma comple-
xidade não determinística.

Como cada .Efj pode ser obtido a parir de .A4-subconjuntos de .A* que
são complexidades não determinísticas, utilizando somente o mínimo, resulta
das fólnlulas acima que, pala todo k C lO,nl, .B(k) pode ser obtido a partir
de complexidades não determinísticas, utilizando o mínimo, a concatenação
e a estrela. Mas, o ./U-subconjunto l também é uma complexidade não de-
terminística. Portanto, cada .4ij pertence ao subfecho racional(.M CRec .'l*).
Assim,

.M SRec .,'l' Ç subfecho racional (./U CRec Á')
Portanto,

.M SRec ,4* = subfecho racional (.M CRec 4*)
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Conclusão

As condições necessárias referentes às famílias ./U Rec .A* e .A4 SRec .4', que
apresentamos no Capítulo 2, são muito simples, quase ingênuas. Não acre-
ditamos nem mesmo que elas estejam próximas de serem suficientes. No
entanto, a busca de condições necessárias mais precisas falhou.

Com relação a .A4 CRec A', vimos uma condição necessária para um .A4-
subconjunto ser uma complexidade não determinística, que utiliza a definição
de multiplicidade difeienciável. Esta definição, apesar de não depender de
nenhum .A4-,4-autómato, é complexa e uma tentativa de simplifica-la poderia
ser no sentido de eliminar os índices k, / e m. Com relação às propriedades
algorítmicas, não sabemos se é decidível se um dado .A''Í-subconjunto reco-
nhecível é de multiplicidade difeienciável; nem mesmo fixando-se as palavras
a;,y,u e o, o inteiro k e a palavra zk. Além disso, não encontramos um e-
xemplo de um .A''í-subconjunto reconhecível que não seja de multiplicidade
difeienciável e qué não sqa uma complexidade não determinística.

A caracterização de .M-subconjuntos reconhecíveis como uma soma fini-
ta de .A4-subconjuntos simples, que apresentamos no Capítulo 6, parece nos
mostrei que os ./U-subconjuntos simples refletem todas as propriedades de
.M-subconjuntos reconhecíveis. Seita muito interessante encontrar aplicações
dessa caracterização e, ao mesmo tempo, obter condições mais significati-
vas para que um .A,4-subconjunto reconhecível sqa simples. Seria também
bastante interessante se pudéssemos obter aplicações de uso das operações
menus. máximo e resto.
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