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Resumo

Estuda-se um sistema de duas equacdes diferenciais ordinarias nao-lineares,
dependendo de quatro parametros, e que descreve um modelo de hiperin-

flacao.

Faz-se uma analise das bifurcacdes que ocorrem no plano de fase desse
sistema, ao variarem-se 0s parametros envolvidos nas equagoes, € prova-se a
existéncia e unicidade de certas érbitas periédicas. Constata-se também a

presenga de 6rbitas heteroclinicas e homoclinicas.

As 6rbitas homoclinicas surgem com a ocorréncia de uma Bifurcagao do ti-
po Bogdanov-Takens correspondente ao aparecimento, em um dos equilibrios,
de uma raiz nula dupla; ja as orbitas periddicas originam-se via uma Bifur-
cacao de Hopf, no outro equilibrio. A continuacao dessas orbitas periddicas
foi também estudada e quando seu periodo tende a infinito elas se aproximam

da érbita homoclinica.

Analises qualitativa e quantitativa foram elaboradas. visando propor es-
tratégias para o controle inflacionario da economia, nos termos do modelo

considerado.



Abstract

A system of two nonlinear ordinary differential equations with four real

parameters, describing a hiperinflation model, is considered and studied.

An analysis is done about the bifurcations that occur on the two equi-
libria of the system, when the parameters vary. It is proved the existence
and uniqueness of some periodic orbits and also is stated the presence of

heteroclinic and homoclinic orbits.

The homoclinic orbits appear through a Bogdanov-Takens bifurcation
when there exists a double zero root in one of the equilibria; the periodic
orbits correspond to a Hopf bifurcation at the other equilibria. The conti-
nuation of these periodic orbits is also studied and, as their periods tend to

infinity, they approach a homoclinic orbit.

Qualitative and quantitative analysis were elaborated in order to suggest
some strategies to the inflationary control of the economy, in terms of the

considered model.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho foi motivado pelo estudo de um modelo de economia, representado
por um sistema de duas equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem nao-lineares,
dependendo de quatro parametros. O modelo foi elaborado com o objetivo de se estudar
processos hiperinflaciondrios em sistemas econdémicos. Uma primeira abordagem das
equagdes que modelam matematicamente a questao foi efetuada em [3]. Em tal trabalho
foi demonstrado que, fixando-se alguns dos parametros das equagoes e fazendo-se variar
outros, o plano de fase do sistema apresenta um comportamento rico em bifurcacoes de
vérios tipos. Foi provado, em particular, que para determinados valores dos parametros
o sistema nao admite hiperdeflagao, podendo, entretanto, possuir orbitas periddicas,
originadas de uma bifurcagao do tipo Hopf, e que tais érbitas constituem ciclos-limites

estaveis.

Uma analise posterior efetuada no sistema, tanto analitica quanto numérica, levou-
nos a conjectura de que, para determinados valores dos parametros, o sistema possui
uma 6rbita do tipo homoclinica (que é uma drbita que tende para um unico ponto de

equilibrio quando o tempo ¢ — Foc - também conhecida como lago ou loop).

O principal objetivo do presente trabalho é provar que é verdadeira a conjectura



acima. Para tanto utilizaremos basicamente as técnicas apresentadas em [4] e [9].

Além de se tratar de um problema que é, em geral, de dificil abordagem, pois envol-
ve o estudo do comportamento global das solugoes de sistemas de equagoes diferenciais
ordinarias nao-lineares, a demonstracio da existéncia de 6rbitas homoclinicas tem des-
pertado o interesse de muitos pesquisadores desta area de estudo pois, nas ultimas
décadas, foram obtidos vérios resultados mostrando que a existéncia dessas orbitas po-
de ter como consequéncia a apresentagao de comportamentos extremamente complexos
(chamados cadticos por alguns autores) por parte das solugoes de certos sistemas arbi-
trariamente proximos do sistema inicial (ver, por exemplo, a analise da transformagao
de retorno do péndulo forgado [5], com a complexa interseccao das curvas correspon-

dentes as variedades estavel e instavel de um ponto fixo hiperbdlico).

No final do século passado, ao estudar um modelo para o problema dos trés cor-
pos, o matematico Henri Poincaré (1854-1912) ja observara a ocorréncia de orbitas
homoclinicas, suspeitando mesmo que tais érbitas pudessem levar a um comportamen-
to complexo das solugdes das equagbes. A esse respeito escreveu, em seu ” Métodos

Novos da Mecanica Celeste - Vol.III - 1899”, o seguinte:

»Quando se busca representar a figura formada por essas duas curvas e suas
interseccoes em numero infinito (...). estas interseccoes formam um tipo
de tecido. de rede com malhas infinitamente emboladas. Espanta tanto a

complexidade desta figura que nao tento mesmo traga-la.”

As suspeitas de Poincaré foram comprovadas, principalmente nas ultimas quatro
décadas, através dos trabalhos de Birkhoff, Moser, Smale e. mais recentemente, de
outros pesquisadores. Presenciamos também nos dltimos anos o surgimento de uma
nova teoria, a Teoria do Caos, que tem como objeto de estudo sistemas dinamicos
cujas trajetdrias apresentam comportamentos caoticos. Podemos afirmar que as 6rbitas
homoclinicas, objeto central de estudo no presente trabalho, possuem um papel de

destaque dentro dessa Teoria.
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Muito embora nio venhamos a explorar esse campo no estudo do mencionado mode-
lo econdémico, acreditamos que nosso trabalho abre caminho para que se possa combinar
as técnicas aqui apresentadas com outras existentes, visando a consideragao de pertur-

bagoes do sistema inicial, tanto deterministicas quanto estocasticas.

Visando apresentar os resultados de forma didatica, o capitulo 2, em suas trés primei-
ras secoes, especifica o modelo de hiperinflacao e apresenta uma sintese dos resultados
obtidos em [3]. Utilizando-se entao as técnicas apresentadas em [4] e [9] faz-se, nas secoes
seguintes daquele capitulo, um estudo de carater global das equagbes que descrevem o
modelo, mostrando-se que: para determinados valores dos parametros o sistema possul
uma 6rbita homoclinica; para outros valores, possui érbitas periddicas; e, para outros
valores ainda, o sistema possui uma érbita ligando dois pontos de equilibrio (conhecida
como &rbita heterocknica). Tal estudo de cardter global é efetuado para valores das va-
ridveis e parametros pertencentes a uma determinada regiao, como veremos. Aborda-se
também o dificil problema de se mostrar a unicidade de certas 6rbitas periodicas, o que
permite obter resultados globais de continuagao. Na ultima secao do capitulo faz-se
uma analise qualitativa dos resultados obtidos e também alguns comentarios sobre o
modelo estudado, & luz desses resultados. Para a leitura do capitulo 2 admite-se, como
requisito, uma certa familiaridade com alguns dos principais conceitos e resultados da
Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias. Finalizamos o trabalho com
os apéndices A e B; no primeiro exibimos algumas das simulagoes numeéricas efetuadas
com o objetivo de se evidenciar numericamente os resultados teoricos obtidos; e, no
apéndice B, apresentamos o Teorema das Fungoes Implicitas com parametros que se

obtem, essencialmente, a partir do Teorema da Contracao Uniforme.



Capitulo 2

Um Modelo de Hiperinflacao

2.1 Consideragoes Gerais

Neste capitulo faremos um estudo detalhado de um modelo da area econémica. Tal
modelo é descrito matematicamente por um sistema de duas equacoes diferenciais or-
dinarias de primeira ordem nao-lineares, dependendo de quatro parametros, e foi ela-
borado com o objetivo de se estudar a dinamica de sistemas econémicos nos quais esta

presente a expectativa de ocorréncia de processos hiperinflacionarios.

Podemos englobar dentre estes o sistema economico brasileiro que. alem de apre-
sentar longa tradiao inflaciondria, passou por varios periodos em que era grande a
expectativa de ocorréncia de processos hiperinflaciondrios, como, por exemplo, no go-
verno Sarney. Nesse periodo e também no governo Collor, tal expectativa foi contida,
em parte, por medidas radicais tomadas pelas equipes economicas, medidas estas que,

na opinido de varios politicos e economistas, acabaram por levar o pais a recessao.

O modelo foi estudado primeiramente em [3]. onde pode ser encontrada uma deducao

completa das equagoes. uma interessante introducao sobre modelos hiperinflacionarios,



bem como uma vasta bibliografia sobre o assunto. Utilizando o estudo tedrico do
modelo, foi elaborado também, na segao 3 do referido trabalho, uma interessantissima
analise da variacao da taxa de inflagao brasileira, em periodos subsequentes a tentativas
fracassadas de combate & inflagao, através de programas de estabilizagio denominados
heterodoxos. Tal analise diz respeito aos seguintes planos (ou programas heterodoxos):

Cruzado, Bresser e Politica do Feijao com Arroz, Verao, e Collor I.

Neste trabalho apresentamos um estudo global da dinamica descrita pelas solugoes
das equacoes que descrevem o modelo, considerando-se os parametros e variavels em
regides especificas. Mostramos a existéncia de érbitas homoclinicas, heteroclinicas e

periddicas, 1sto para determinados valores dos parametros.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na secao 2.2 damos um resumo da
especificagao do modelo e na segao 2.3 fazemos uma sintese dos resultados obtidos em
[3]. Nas segoes 2.4 a 2.6, utilizando as técnicas apresentadas em [4] e [9], fazemos um es-
tudo global do sistema, com o qual mostramos a existéncia de uma érbita homoclinica,
que surge quando o periodo de uma 6rbita periddica (originada de uma bifurcagao do
tipo Hopf) tende para oo, ao variarmos os parametros envolvidos na equagao; mostra-
mos ainda a existéncia de drbitas heteroclinicas e a existéncia e unicidade de certas
6rbitas periddicas, para uma determinada regiao do espaco de parametros. Encerramos
o capitulo com a se¢ao 2.7, na qual fazemos uma analise qualitativa dos resultados

obtidos e também alguns comentarios sobre o modelo. 4 luz desses resultados.

2.2 Especificagado do Modelo

Como dissemos anteriormente. o modelo a ser especificado tem como objetivo o estudo
de processos hiperinflaciondrios em sistemas econdomicos. Sendo assim. as hipoteses
sobre as quais foi elaborado, baseiam-se. obviamente, em certas caracteristicas presentes

em sistemas econémicos com tendeéncia a apresentarem processos hiperinflacionarios,



como é o caso da economia de varios paises da Ameérica Latina, inclusive o Brasil. As

principais hipoteses consideradas sao:

1) O déficit publico real é financiado completamente pela emissio de moeda. Esta

hipétese é tradicionalmente usada na literatura, no estudo de modelos de hiperinflagao.

2) Os mercados monetario e de bens e servigos ajustam-se instantaneamente. Nesta
hipétese, o ajustamento instantaneo do mercado monetario pode ser atribuido ao fato de
que, em paises que tiveram experiéncia hiperinflaciondria, os custos de transacao para
se fugir de moeda tornaram-se bastante pequenos com o surgimento de substitutos
préximos da moeda. Em alguns paises da Ameérica Latina, como o Brasil, o sistema
financeiro tornou-se extremamente sofisticado e a maioria das transacoes financeiras
pode ser feita por telefone, sem custo adicional nenhum. Para justificar a hipotese
de ajustamento instantaneo de bens e servigos, acredito que basta observarmos que,
em face a expectativas de hiperinflagao, os remarcadores de pregos sa0 0s que mais

trabalham.

3) As expectativas dos agentes econdmicos sao racionais, no sentido de previsao per-
feita, pois as varidveis que aparecem nas equagoes que descrevem o modelo nao sao

estocasticas.

4) A 1ltima hipdtese é a de que os salarios nao se ajustam instantaneamente para os
niveis desejados pelos trabalhadores. Esta hipotese baseia-se no fato bastante comum
observado em paises sujeitos a processos hiperinflacionarios de que os saldrios nao se
ajustam instantaneamente com relagao a taxa desejada pelos trabalhadores. em virtude

da existéncia de contratos e de mecanismos de indexacio baseados na inflagao passada.

A primeira das equagoes que compoem O modelo representa matematicamente a
hipétese de que o governo financia seu déficit através da emissao de moeda. Essa e-

quagao é tradicionalmente utilizada no estudo de modelos de hiperinflagao que aparecem



na literatura, e é dada por:

= f—zy

onde a varidvel z representa a quantidade real de moeda e é considerada estritamente
positiva (z € R*™); consequentemente & representa a taxa de variacao dessa quantidade
com o tempo; a variavel y representa a taxa de inflacdo, que podera ser positiva ou
negativa (y € R); o parametro f representa o déficit publico real, dado por fre C—'I',—T,

onde G é o total de gastos do governo, T é o total da receita tributaria e P é o indice

de precos. Neste trabalho consideraremos o parametro f estritamente positivo.

A outra equacao do sistema procura representar através da taxa de inflagao, do nivel
de encaixe real, e de trés parametros, k, 8 e v, o comportamento dos diversos mercados
na economia. Na deducdo desta equagio estao implicitos fatores relacionados com as

hipSteses 2, 3 e 4 dadas acima. A equagao é dada por:

j=—k + Blin(z) +

onde y representa a taxa de variacao da inflacio com o tempo; x ja foi definido an-
teriormente; os parametros k, f e 7, que serao considerados estritamente positivos,
representam outras caracteristicas da economia, dentre as quais a que nos interessara
mais na analise dos resultados é a relacao desses parametros com o prazo médio de
reajuste dos saldrios dos trabalhadores. Denotando por m este prazo. os parametros
acima se relacionam com m da seguinte forma:

k:% ,d:g)ﬁ 7’=g (2.1)

m m m

onde a, b, c e d sao constantes positivas relacionadas com caracteristicas estruturais da

economia.

Observagao 2.2.1: A especificacao da segunda equagao diferencial que compoe o
modelo certamente depende da teoria que se julgue adequada para descrever o com-

portamento da economia. A descri¢ao mais detalhada da deducao da equagao acima

T



(que deve interessar principalmente aos economistas) pode, como mencionamos anteri-
ormente, ser encontrada em [3]. Ao contrdrio da primeira equagao, que ¢ usualmente
utilizada na literatura no estudo de modelos hiperinflaciondrios, esta segunda equagao
que compée o modelo aqui estudado pode gerar controvérsias entre economistas de va-
riadas tendéncias, quanto as hipdteses subjacentes a sua dedugao. Entendemos, porém,
que esse ¢ um fator que estd e sempre estard presente nos momentos em que procurar-
mos modelar, através de objetos matemdticos como é o caso das equagoes diferenciais
ordinrias, fenomenos tao complexos como a dinamica econdémica, seja de um pais, ou
mesmo de um municipio. Acreditamos que as hipdteses sobre as quais foi elaborado o
modelo aqui apresentado, além de terem sido formuladas por um economista de reno-
me, sao razoaveis o bastante para dispendermos esforcos no sentido de estuda-lo. Por
outro lado também, os estudos efetuados mostraram que o sistema de equagoes que
descreve o modelo possui caracteristicas extremamente interessantes. do ponto de vista

matematico.

Veremos no que segue que, na dinamica do modelo descrito pelas equagoes acima,
podemos observar, além de trajetorias que representam processos hiperinflacionarios,

outras trajetérias comumente observadas em paises com longa tradicao inflacionaria.

Concluindo, entao, o modelo a ser estudado ¢ o descrito pelo seguinte sistema de

equagoes:

o
o

r = [—uay (
y = —k+Bin(z) +7y (

o
w2

onde z € R**,y € R, f,k,B e vy sao parametros reais positivos.

Na préxima secao iniciaremos o estudo do sistema acima.

(o8]



2.3 Um Primeiro Estudo do Modelo

Nesta secio fazemos uma sintese dos resultados tedricos obtidos em [3], sobre as e-
quagbes (2.2)-(2.3). Apresentaremos os resultados principais de forma sucinta. Para

maiores detalhes, consultar as referidas notas.

2.3.1 Estudo Local dos Pontos de Equilibrio

Fazendo-se # = 0 e y = 0 em (2.2)-(2.3) obtem-se as curvas de equagoes y = Le
3 = ﬂi—."ﬂ, cuja intersecao fornece os equilibrio do sistema, ou seja, os equilibrios sao

dados pelas solugoes da equagao
g(z) = Bin(z) + i) =9 (2.4)
T

A figura 1 a seguir fornece um esbogo das referidas curvas, no caso em que existem dois

pontos de equilibrio.

44

B .
X=0

B "

\iro %

Figura 1: Gréfico das fungoes y = fr_ ey = _k'ﬁfﬁﬂr)

T
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Estamos interessados no caso em que existe pelo menos um ponto de equilibrio para
o sistema. Como foi visto em [3], a condigao necessaria e suficiente para que isso ocorra

é que a seguinte desigualdade se verifique:

k> B0+ ). (2.5)

B

Suporemos de agora em diante, até o final do trabalho, que a desigualdade estrita acima
est4 verificada e denotaremos por A e B os pontos de equilibrio do sistema (observe-se

que, valendo a igualdade em (2.5), A e B coincidem). Também de (3] sabe-se que

Ty < li <z (2.6)

B

onde 74 e =z denotam as abcissas dos equilibrios A e B, respectivamente. Além disso,

COmO YA = ;& ey = ;f; verifica-se tambsém a seguinte desigualdade:

—
[S%]
-1

—

B
y5<;<y,4.

A matriz jacobiana do sistema (2.2)-(2.3) calculada num ponto (z,y) € R*T* x R é
dada por:
—y —=z
DX(z,y) =
8

Os autovalores da matriz acima calculada no ponto A sao:

T YA
2

A\ =

+ = (=) — 4B wa) (2.8)

o] =

Da desigualdade (2.7) segue que o equilibrio A é um ponto de sela com autovalores

reals, para quaisquer valores dos parametros.

No ponto B os autovalores sao dados por:

10



x=128 % Vly —ys)? — 4(8 - vys) (2.9)

Da desigualdade (2.7) segue que os autovalores no equilibrio B podem ser reais ou
complexos, dependendo dos valores dos parametros. Quanto a estabilidade local do
equilibrio B, tem-se que, se Yy —yp < 00 equilibrio é estavel e,se y —ys > 00 equilibrio

é instavel.

2.3.2 Bifurcacao de Hopf

Foi efetuado, também, um estudo (local) das bifurcacoes que ocorrem no ponto de
equilibrio B. quando se fixam os parametros k, f e v no sistema (2.2)-(2.3), e faz-se
variar o parametro f (que representa o déficit publico). Foi demonstrado que, para
valores dos parametros 3 e v tais que 42 < f3, existe um valor [ = fo do parametro f
para o qual ocorre uma bifurcagao do tipo Hopf no ponto de equilibrio B ., sendo que a

6rbita periédica originada desta bifurcagao é um ciclo limite estdvel.

Concluiu-se mais geralmente, em [3], que o ponto de equilibrio B tem as seguintes
caracteristicas. quanto a estabilidade (mostradas esquematicamente na figura 2. no
plano-(7,3)): se v> > 43, entao B é uma fonte real: se 3 < ~? < 43. B € uma fonte
real ou complexa; sobre a curva v* = 3, B é uma fonte complexa; e, na regiao v2 < 3,
ocorrem os comportamentos mais interessantes para o ponto B, ou seja, o ponto pode
ser um poco ou uma fonte, sendo que para [ = fo ocorre uma bifurcacao do tipo Hopf,
que d4 origem a um ciclo-limite estavel. Mais precisamente, na regiao v? < fB,se f > fo
o ponto B é um pogo complexo; para o valor do parametro f = fo o ponto perde sua
estabilidade. com a ocorréncia de uma bifurcacao do tipo Hopf; para f < fo, o ponto B

é uma fonte. sendo que surge em torno deste ponto um ciclo limite estavel (originado

11



da bifurcagao de Hopf).

B

i

Figura 2: Caracterfstica do Equilibrio B quanto a estabilidade local. com relagao aos

parametros v e [

Para finalizar esta secao. citamos que também foi demonstrada em (3] a inexisténcia
de trajetorias de hiperdeflagao para o sistema (2.2)-(2.3). ou seja. nao existem solugoes
(z(t),y(t)) do sistema tais que

lim y(t) = —o0, (2.10)

t—oo

na regiao 7> < (. Observemos que esta ¢ uma importante caracteristica das solugoes

do sistema., alias de cardter global.



2.4 A Bifurcacao de Bogdanov-Takens

Quando se estuda equagdes diferenciais ordindrias, existem varias circunstancias que dao
origem a seguinte questao: existe uma solucao da equagao que, quando t — +oo et —
— o0, tende para um dado par de elementos criticos, ou mesmo para um tnico ponto de
equilibrio da equagao? No primeiro caso, se existir, a 6rbita é denominada heteroclinica,
e neste tltimo é denominada homoclinica. J4 fizemos, no capitulo 1, alguns comentarios
a respeito do interesse na verificagao da existéncia de orbitas homoclinicas para sistemas

de equagoes diferenciais ordinarias.

Ao contrario de questdes sobre o comportamento das solugoes de uma equagao dife-
rencial ordinaria nas vizinhangas de um ponto de equilibrio, as questoes colocadas acima
estiao relacionadas com o comportamento global das solugoes. Neste trabalho estamos
interessados em responder a essas questoes para o sistema de equagoes (2.2)-(2.3), que

representa o modelo na area de economia.

Em [4] sao enunciadas, sem demonstracao, condigoes que, segundo o autor, garan-
tem, entre outras coisas, a existéncia de uma 6rbita homoclinica para uma familia de
equacdes diferenciais ordinarias no plano, dependendo de dois parametros. As condigoes

apontadas pelo autor sao as que seguem.
Consideremos a seguinte familia de equacoes dependendo do parametro ¢:
i = X (2,y) (2.11)
onde (z,y) € R?, ¢ = (&1,€2) € R* e X(0,0) = 0. Denotemos por DX(4(0,0) a
matriz jacobiana do sistema (2.11) calculada na origem (z,y) = (0,0). Suponhamos que

DXo(0,0) tenha dois autovalores nulos e. além disso, que DX((0,0) seja da seguinte

forma:

13



€1 €2

DX(()(0,0)=( L £ ) . (2.12)

Suponhamos mais, que

9% X 0*X, 9% X,
a2 ——-(0,0)=0 5 2(0,0) <0 33:6y(0 ,0)>0 (2.13)

onde X; e X, sao as componentes do campo X.. As duas primeiras condigoes acima
estao relacionadas com a existéncia de exatamente dois pontos de equilibrio, que bifur-
cam do equilibrio (0,0) de (2.11), para € # 0, numa vizinhanga da origem [9]; a dltima
condicao estd relacionada com a estabilidade das 6rbitas periddicas que existem para o
sistema. De fato, provaremos nas proximas secoes, que gr}a\ (0,0) > 0 garante a esta-

bilidade das érbitas periédicas existentes, para cada valor dos parametros, no sistema

(2.2)-(2.3).

O autor afirma que, nas condigdes acima e para ¢ numa vizinhanga da origem,
podemos decompor o espago de parametros em componentes distintas tais que, se € e €
estao na mesma componente, entao os planos de fase da equagao (2.11) com X(z,y) e
Xz(z,y). sao topologicamente equivalentes (veja figura 3 abaixo). Além disso, o autor
afirma ainda que, para ¢ numa vizinhanca da origem. se o parametro esta na regiao 1
ou sobre a curva H (ver figura 3), entdo o plano de fase de (2.11) € o mostrado na figura
4: se o parametro esta na regiao 2, o plano de fase é o mostrado na figura 3; sobre a
curva L existe uma 6rbita homoclinica para o sistema (ver figura 6); e, finalmente, na

regiao 3 o plano de fase é o dado na figura 7.

Observe que as curvas H e L sao constituidas de pontos de bifurcacao das solugoes
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do sistema.

3
N
J €
2 L
L H

figura 3: Decomposigao do espago de parametros

figura 4: Plano de Fase de (2.11) para € na regiao 1 e sobre a curva H



figura 5: Plano de Fase de (2.11) para € na regiao 2

&)

figura 6: Plano de Fase de (2.11) para € sobre a curva L
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figura 7: Plano de Fase de (2.11) para ¢ na regiao 3

Nas préximas secdes usaremos algumas das técnicas apresentadas em [4] (capitulo
4) e em [9], que tambem aborda o problema, para mostrar que o sistema de equagoes
que descreve o modelo de economia e que estamos interessados em estudar, satisfaz
as hipdteses acima e que sao verdadeiras as afirmacoes do autor sobre o retrato de
fase do sistema, para ¢ pertencente as diferentes regioes nas quais estd decomposto o
espaco de parametros (definiremos oportunamente, no decorrer do texto. os parametros
¢, e €, que consideraremos para estudo do sistema (2.2)-(2.3)). Daremos também. uma
equacao aproximada para cada uma das curvas HeL. A técnica a ser utilizada constitui-
se, basicamente, em uma utilizagao sistematica do Método de Scaling juntamente com

aplicagdes do Teorema das Fungoes Implicitas.

Observacao 2.4.1 Na figura 3 consideramos, propositalmente, somente o caso ¢; > 0.
O caso ¢; < 0 também é citado em [4], porém veremos que tal situagao nao nos interessa

no estudo que faremos nas proximas secoes.
O problema colocado acima foi também estudado, separadamente, por Takens [14]
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, [15], e Bogdanov [1], porém, através da utilizacdo de métodos distintos daqueles que
serao apresentados aqui. O método utilizado por eles consiste, basicamente, na redugao
da equagio & sua forma normal, médulo termos de ordem superior. Alguns autores
denominam a sequéncia de bifurcagoes apresentada nas figuras 4-7, que ocorrem quando
se variam os parametros ¢; € €; de (2.11), de Bifurcagdo de Bogdanov- Takens (veja, por

exemplo, as notas [2]) .

Para um estudo mais completo sobre o assunto, podem ser consultados, por exemplo,

os trabalhos [2], [4], [5], [9].

Empenharemos, nas proximas segoes, Nnossos esforcos no sentido de demonstrar a
existéncia de uma bifurcacio do tipo Bogdanov-Takens para as solugoes das equagoes

(2.2)-(2.3).

2.5 Preparagao das Equagoes

Considere o sistema (2.2)-(2.3). Suponha que a desigualdade k& > B(1 + lnll'ji) esteja
satisfeita. Assim o sistema possuira um ou dois pontos de equilibrio, que denotaremos
por A e B (lembremos que se k = 3(1 + ln"—'gi) entao os equilibrios A e B coincidem
e, portanto. o sistema possui um unico ponto de équihbrio: para k > B(1 + ln"—}). o
sistema possui dois. e somente dois, pontos de equilibrio). Para que o sistema satisfaga

as hipéteses mencionadas na segao anterior, fagamos as seguintes mudangas de variaveis:
1. Uma translagao da origem para o ponto de equilibrio A:

‘\' = I — T4

Y = y—uya

onde z 4 e y4 sao as coordenadas do ponto de equilibrio A.
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Com essa mudanca de coordenadas, o sistema é transformado em:

X = [—(X+z) +ya) (2.14)
Y = —k+B8In(X +z4) + (Y +ya) (2.15)

Observe que, como z € R*+, tem-se que X + x4 > 0. Por outro lado, como y € R,
entdo (Y + y4) € R. Essa translagio foi efetuada para que a origem do sistema passe

a ser ponto de equilibrio para quaisquer valores dos parametros.

2. A segunda hipétese apresentada na segao anterior corresponde a jacobiana do sistema
ter dois autovalores nulos se ¢, = €; = 0 e ser da forma (2.12), para € # 0. Para que a
jacobiana do sistema tenha a forma desejada e para que possamos definir os parametros

€, e €, a mudanga de coordenadas mais 6bvia a ser efetuada é a seguinte:

¥ = X (2.16)
v = [=(X 4z +ya) (2.17)
pois assim teremos, nas novas coordenadas, u = v; obtendo a expressao de v e em

seguida calculando a jacobiana do sistema na origem, poderemos definir naturalmente
quais serao os parametros €; € €;, nesse caso. Além disso, a tranformacao acima cons-
titui uma boa mudanca de variaveis, pois trata-se, como é de fécil verificagao, de um
difeomorfismo global. Observemos ainda que, como X + x4 > 0. entao u + x4 > 0:

também. como Y € R, v € R.

Com a mudanga acima. o novo sistema ¢ dado por:

u = v (2.18)

12__. )
T l—li + k(u+z4) — Blu+azs)n(ut+za) + y(v—1f) (2.19)
(u+z4)

A matriz jacobiana desse sistema. calculada na origem (u,v) = (0,0). ¢ dada por:

DX(0,0) = ( 0 : ) . (2.
(k—Blnza—p) 71—
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Definimos entdo, naturalmente, os parametros €; e €2 como sendo:

€6 = &(0,0)=k—ﬂ1n$,( — B
ou
_0X, _ I
€ = 90 (0,0)—’)’ :I}A’
onde
Xi(u,v) = v
)2 —

Xo(u,v) = (17_*_71}}{) + k(u4z4) —Blu+za)ln(utza) + y(v—f)

Temos ainda que X;(0,0) = X5(0,0) = 0, para quaisquer valores dos parametros (lem-

brando que estamos supondo k > B(1 + lnlﬁi)). Além disso,

donde se vé que DXo(0,0) possui dois autovalores nulos, situagao em que a origem é

um ponto de equilibrio nao-hiperbélico.

Verifiquemos agora as hipdteses sobre as derivadas de ordem superior. calculadas na

origem, para o sistema (2.18)-(2.19). Alguns calculos simples de derivadas levam a:

0% X, 9% X,

92X
5.7 (0,0)=0 : _ L

gz O =<0 ag 0=

>0, (2.21)

donde concluimos que as hipoteses formuladas na segao anterior estao satisfeitas.

Faremos a seguir um estudo do sistema (2.18)-(2.19) para (u,v) numa vizinhanga
da origem. Consideraremos, também, (€1, €2) numa vizinhanga da origem, no espaco de

parametros.
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Como nosso estudo restringir-se-a a regido mencionada acima, consideraremos o

desenvolvimento de Taylor das equacdes numa vizinhanga da origem, que fornece:

U = v (2.22)
. 1]-— 2
v = u + €v + = —ﬁu2 +¥uv + —v*| + R(u,v) (2.23)
2 T A Ty T A
em que
| R(u,v) _

i —— =
(w100 (1, 0)|
Na literatura em geral escreve-se simplesmente R = o(||(u, v)||?). Neste trabalho utili-

zaremos também a definicao dada a seguir:

Definicao 2.5.1 Seja f : I — R uma fungdo definida num intervalo I da reta. con-
tendo a origem. Diremos que [ € da ordem de §", v € R, para $ tendendo a zero,
se |L§;Q| < K, onde K ¢é uma constante real, e 6 é arbitrariamente prozimo de zero.

Denotaremos, neste caso, f = O(67).

Observemos agora que, como o sistema (2.18)-(2.19) foi obtido de (2.2)-(2.3) atraves
de uma translacio e de um difeomorfismo. e estamos supondo k > B(1 + Inlji). tal
sistema (e, consequentemente, seu desenvolvimento de Taylor em torno da origem. dado
por (2.22)-(2.23)) possui um ou dois pontos de equilibrio. dependendo dos valores dos
parametros. sendo que a origem é sempre equilibrio. Vejamos entao o que ocorre com

os pontos de equilibrio do sistema para os possiveis valores dos parametros ¢; € ¢!
Caso 1) ¢, =€ =0.

De ¢; = 0 tem-se que k = Bin(z4) + B. Como A é ponto de equilibrio, tem-se que

k = Bin(z4) + vya. Logo Bin(z4) + B = Bln(z4) + 7y. donde segue que



Por outro lado, de ¢ = 0 e A ponto de equilibrio tem-se que v = :-C-% = y4, ou ainda
por (2.24), v2 = B. De (2.24) segue também que z4 = %

Logo, se ¢ = €; = 0, entdo k = f3 ln(lél) + B, que é a condigao necessaria e

suficiente para que (2.2)-(2.3) tenha um tnico ponto de equilibrio, que é dado por:
X
B
Concluindo, se ¢; = €; = 0, os equilibrios A e B coincidem, e a equagao (2.22)-

(2.23) possui um tnico ponto de equilibrio, sendo que os autovalores da jacobiana desse

sistema, calculada na origem, sao nulos.
Caso 2) € < 0 e €; qualquer.

Se ¢ < 0 entao k — Bln(z4) — B < 0. Sendo A equilibrio, Bln(z4) + Yya —
B — Bln(z4) < 0, donde yu < g, o que contradiz a desigualdade (2.7). Concluimos
assim que, para ¢; < 0, nao faz sentido estudarmos o sistema (2.22)-(2.23), pois este
nao apresenta relacao nenhuma com o sistema (2.2)-(2.3), se considerarmos a hipotese

kE>p(1+ ln"—bl). J4 haviamos apontado esse fato anteriormente, na observagao 2.4.1.

Calculos analogos aos efetuados acima mostram que, respeitada a inequagao (2.5),
a condicao €; > 0 é necessaria e suficiente para a existéncia de dois pontos de equilibrio
para o sistema. nao importando o valor do parametro €. Sendo assim, de agora em
diante restringiremos nosso estudo ao caso em que os parametros estao numa vizinhanga

da origem, ¢ sendo positivo e ¢; qualquer.
Feitas estas consideragoes, passemos ao estudo do sistema.

As idéias basicas do procedimento que adotaremos a seguir sao as seguintes: fare-
mos uma mudanca de variaveis, uma mudanga no espago de parametros e, por fim, uma
mudanca no tempo, com o objetivo de transformar o sistema (2.22)-(2.23) num novo
sistema, que sera o perturbado de um sistema hamiltoniano. Usaremos entao as proprie-

dades (conhecidas) do sistema hamiltoniano para, com auxilio do Teorema das Fungoes
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Implicitas, mostrar que valem certas propriedades (como, por exemplo, a existéncia de
uma 6rbita homoclinica) para esse novo sistema. Por fim, invertendo todas as mudangas

efetuadas, inclusive no espago de parametros, concluiremos algumas propriedades para
o sistema (2.2)-(2.3).

O conjunto de mudangas que mencionamos acima ¢ conhecido como M¢étodo de
Scaling. Como veremos, as mudancas sao efetuadas em bloco, ou seja, todas a0 mesmo
tempo. Sendo assim, o método pode, a principio, parecer um tanto artificial, mas a
verdade é que funciona bem e atende aos objetivos desejados. Iniciaremos as mudangas

e faremos mais alguns comentdrios sobre o método na proxima subsecao.

2.5.1 Scaling e Normalizagao dos Equilibrios

Scaling: Transformaremos o sistema (2.22)-(2.23) em um novo sistema, com a Intro-
ducio de novos parametros j e &, novas variaveis y; e y, € um novo tempo i, através

das seguintes relagoes:

varidaveis:
u v
= Y = — (2.25)
6 a7 63
parametros:
€9 ('é;\ %
|26 @
tempo:
7= 6lal7t (2.27)
onde a?.
19X, 1¥]
== 0,0) = ——
T (0,0) 2T 4



Observacoes: i) O scaling acima ¢ constituido de transformagoes singulares em 6.
Logo, as unicas propriedades do sistema transformado (ou escalado) que poderemos
utilizar para obtermos resultados sobre o sistema (2.22)-(2.23) sao aquelas validas para
6 # 0. Em virtude da definicao do pardmetro § na expressao (2.26) acima considerare-

mos somente & > 0, quando formos efetuar a inversio das mudangas efetuadas.

ii) Suporemos no decorrer do trabalho que as novas variaveis y; e y2 estao contidas num
conjunto compacto de R? (por exemplo, |y;| < M ,i=1,2, para algum M € R). Desse
modo, se (u,8) pertence a uma vizinhanga da origem no novo espago de parametros,
entdo (u,v) e (€1, €z) pertencerdo também a vizinhangas da origem do plano de fase e

do espaco de parametros, respectivamente.

iii) Veremos que o scaling efetuado acima mantém separados os pontos de equilibrio do
novo sistema a ser estudado. Lembremos que, quando os parametros ¢; e ¢; tendem a
zero, os dois pontos de equilibrio do sistema (2.22)-(2.23) colapsam num unico ponto.
Isto nao ocorrera com o novo sistema, para o qual os equilibrios estarao separados, para
quaisquer valores de p e 6§ numa vizinhanca da origem, inclusive para i = 6 =0. Esta

é uma das peculiaridades do scaling.

Considerando, entao, as transformagoes (2.25)-(2.27) teremos. derivando as novas

variaveis y; e y, em relagao ao novo tempo I. o seguinte sistema de equagoes:

o
o

yi = Y2 (2.28)

o

. f _1 1
j2 = yi 4 pye — ¥+ Slel 2oy, + —8y; + R,y 6)  (2.29)

onde

1 2
o(||(82y,, |c|Z 6°
Ra(yn . 6) = 2 yl|§(|s4 vl

Observagao: Os pontos sobre y; e y, significam, na equagao acima. derivacao em

relacao a t.

24



Para escrevermos as equacoes de uma forma mais adequada visando prosseguirmos

seu estudo, utilizaremos o seguinte resultado:
Afirmacao: R;(y1,¥2,0) = 0(6%)

Prova: Com efeito, a menor poténcia de § que aparece no termo o(||(6*y1, |a|%53y2)||),
que é constituido por poténcias de § multiplicadas por poténcias de y; e ya, é 6%, Assim,
quando esse termo ¢é dividido por |64, a menor poténcia de § que aparece no termo
resultante (que é a propria fungao R;) é §2. A afirmacao segue entao do fato de estarmos

considerando § numa vizinhanga da origem e (y1,¥2) pertencerem a um compacto.

Considerando essa afirmacgao e observando que o termo 76 que aparece na e-
quacao (2.29) é, também, 0(6?), podemos escrever o sistema (2.28)-( (2.29) da seguinte

forma:

y'1 = Y2 (2-30)
jo = y1 4+ pya — yi + Snyiya + O(6%). (2.31)

onde

9% X, v f e
n= auav(ovonol = E'O‘ )

que sera suposto fixo em toda a analise que faremos a seguir.

Os pontos de equilibrio do iltimo sistema sao dados pelas solucoes das equagoes
y1 = 0 e yj» = 0. A origem € equilibrio para quaisquer valores de p e 6. O outro

equilibrio é dado por y, = 0 e a solugao de

F(y1.6) =y — n> + 0(8%) = 0. (2

o
w
o
—

Resolveremos a equacao acima usando o Teorema das Funcoes Implicitas. Em pri-
meiro lugar. observemos que F'(1,0) = 0. Além disso. a derivada de F' com relagao a

y1, calculada no ponto (1,0). € dada por:



oF 0
—(y1,0 =(1-2 —0(8* =—14#0.
ayl(y‘ ) la10) nt g (&)] lao #
Logo, para 6 suficientemente pequeno, existe uma unica fungao y; = y1(6), com
y1(0) = 1, e tal que F(y:1(6),6) = 0. Procuremos uma aproximacao para tal fungao.

Calculando a derivada de y;(6) com relacio a 6, para § = 0, temos (por (2.32)):

oy 9E (y1,6) oF 0
L6V o= — 2 = — = —0(6%) ls—o=
66 ( ) l5-—0 g;‘ (yl,é) I(I,O) 85 (yl,a) ‘(1.0) 660(6 ) |5—-0 01

donde segue que

62
y1(8) =1(0) + 06 + a?(o) & + ...=1+ O(8).

Observe-se que o termo O(6?) acima nao depende de y; ou ys.

Resumindo, os equilibrios do sistema sao:

(y1,92) = (0,0) e (y1,92) = (1 + O(&%), 0).

Agora, o fato de o ponto de equilibrio (1 + 0(6?),0) depender do parametro 6 pode
(como de fato iria) nos trazer alguns problemas futuramente, no prosseguimento do
estudo do sistema. Sendo assim, para resolver essa questao faremos uma mudanga
de varidveis com a qual os pontos de equilibrio de (2.30)-(2.31) passarao a ser (0,0)
e (1,0), para valores de pu e ¢ suficientemente pequenos. Como estamos interessados
em estudar o sistema apenas para (x,§) numa vizinhanca da origem, tal mudanca de
variaveis resolve nossos problemas, isto é, elimina a dependéncia dos equilibrios em
relacao aos parametros. Chamaremos essa mudanga que fixa os pontos de equilibrio de

Normalizag¢ao dos Equilibrios.

A transformagao a ser efetuada ¢ a seguinte:

(731

U= T3 0060 € U2 = Y2 (2.33)
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Observemos que O(6?) nao depende do pardmetro g ou das varidveis yi € Y.
Também, para 6 suficientemente pequeno, a transformagao acima ¢ um difeomorfis-

mo.

Com essa mudanca as equagdes (2.30)-(2.31) transformam-se em (omitiremos as
barras sobre as novas variaveis, para simplificar a notagao):

41 = y2 + O(6%)y, (2.34)

yo = y1 + py2 — yi + bnyays + O(67). (2.35)

Observe que o termo O(6%) é da ordem de 6% e nao depende de y1, y2 ou 4. Por

outro lado, o termo O(6?) é distinto daquele da equagao (2.31).

Os pontos de equilibrio desse novo sistema sao, entao, os transformados dos pontos
de equilibrio de (2.30)-(2.31) por (2.33), ou seja, sao os pontos (fixos) (0,0) e (1,0), para
quaisquer valores de p e ¢ suficientemente pequenos. Observe que a transformacao

(2.33) levou a alteragoes somente nos termos de ordem superior (em §é) do sistema

(2.30)-(2.31).

Como dissemos na secao anterior, utilizarfamos o método de scaling para transformar
o sistema (2.22)-(2.23) no perturbado de um sistema hamiltoniano. [sto foi, de fato. feito

acima. Com efeito, se . = 6 = 0. o sistema (2.34)-(2.35) tem a seguinte forma:

Y1 = Y2 (2.36)

Yo = Y1 — i (2.37)

que é um sistema hamiltoniano, cuja integral primeira é dada por:

Logo, para valores de y e ¢ suficientemente pequenos, o sistema (2.34)-(2.35) nada
mais é que o perturbado do sistema hamiltoniano acima. Vejamos algumas das propri-

edades das equacoes (2.36)-(2.37). A funcao (2.38) possui dois pontos criticos: o ponto
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(0,0) e o ponto (1,0). Um célculo simples das derivadas da funcao mostra que a origem
¢ um ponto de sela e o ponto (1,0) é um ponto de minimo para (2.38). Assim, suas
curvas de nivel H(y1,y2) = ¢ (e, portanto, o plano de fase do sistema (2.36)-(2.37)) sao
as dadas na figura 8 abaixo, para uma determinada regido englobando os pontos (0,0)
e (1,0).

nz N

b 4

(3
N

3
2 Hl

figura 8: Plano de Fase do Sistema (2.36)-(2.37)

Uma perturbagao do sistema (2.36)-(2.37) nao possui. necessariamente. uma orbita
homoclinica ou alguma érbita periddica; poderia ter, por exemplo. uma trajetoria li-
gando os pontos de equilibrio, espiralando de (1,0) para a origem. Entretanto. existe
um unfolding uni-dimensional desse sistema, cujas propriedades persistem por pequenas

perturbagoes, dado por:

Y1 = Y2 (2.39)
Y2 = Y1 — Ui+ pye (2.40)

Com efeito. mostraremos que, para cada § # 0 suficientemente pequeno, existe um

Gnico p = p(6) para o qual o sistema (2.34)-(2.35) (que ¢ uma pequena perturbagao
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do unfolding acima) possui uma orbita homoclinica. Além disso, existem valores dos
parametros (g, §) para os quais existem 6rbitas periédicas, e ainda outros valores para
o0s quais o sistema possui uma orbita heteroclinica. Invertendo o scaling, deduziremos
propriedades andlogas a essas para o sistema (2.2)-(2.3), para determinados valores dos

parametros.

Tendo em mente as consideragdes acima, iniciaremos, na proxima se¢ao, um estudo

detalhado do sistema (2.34)-(2.35).

2.6 Estudo Local e Global do Sistema Escalado

Iniciemos o estudo fazendo uma analise local quanto a estabilidade dos pontos de e-
quilibrio das equagdes (2.34)-(2.35). A matriz jacobiana do sistema calculada num

ponto (y1,y2) qualquer é dada por:

. 0 1 + O(6?
D‘\(yx,yz)=( " ( ) 2 ) (2-41)
1 — 2y1 + dny2 + O1(67) p + dnyr + 02(87)

onde 0,(68?%) = %[0(52)] e 0,(8%) = 5%[0(52)], assim como O(6?), sdo termos da

ordem de 6%
Calculando (2.41) no equilibrio (0,0) temos:

DX(0,0) = ( L+ 0@ )

1 4+ 0(6?) 4+ O(6%)

Calculando os autovalores da matriz acima obtemos:

(1t 4+ 0(8?)) £ /(i + O(62))* + 4(1 4+ O(8?))
. .

Logo, para u e § suficientemente pequenos, a origem é um ponto de sela.
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Calculando (2.41) no ponto (1,0) temos:

0 1 4+ 0(6%) )

DX(1,0) =
(0 (—l + 0s(67) p o+ 6 + 04(8%)

Os autovalores sao dados por:

L pont Ou(8) & V(i + 87+ 04(62))? — 4(1 — 05(82))
_ : .

Para p e 6 suficientemente pequenos teremos |(x + 67 + 04(62))* + 405(6%)| < 4,
donde segue que os autovalores sao complexos conjugados. A estabilidade do ponto
depende do sinal do trago: se u + 67 + 04(62) < 0, o equilibrio é um pogo; se jt + 67 +
04(6%) > 0, é uma fonte. E claro que na notagao acima os termos O;(6%), 1=3,4,5, sao

da ordem de 62.

Nas préximas subsegoes faremos uma anélise global das trajetorias do sistema (2.34)-
(2.35). Utilizaremos, para tanto. o sistema (2.36)-(2.37) e a fungao (2.38) como elemer-

tos auxiliares.

2.6.1 Orbitas Homoclinicas

Provaremos em primeiro lugar a seguinte proposigao, que garante a existencia de orbitas

homoclinicas para o sistema (2.34)-(2.35), para determinados valores dos parametros.

Proposicao 2.6.1 Para cada 6 suficientemente pequeno, existe uma fungdo pu = p(0)

tal que, se p = p(8) em (2.34)-(2.35), o sistema possut uma orbita do tipo homoclnica.

Prova: Observemos inicialmente que, se g = & = 0, o sistema (2.34)-(2.35) se reduz

a0 sistema hamiltoniano (2.36)-(2.37). que possui a integral primeira dada por (2.38),
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e cujo plano de fase é o mostrado na figura 8. Na analise local feita acima, vimos que
a origem é um ponto de sela para o sistema (2.34)-(2.35), para quaisquer valores dos
parametros p e 6 suficientemente pequenos. Denotemos por U(u,6) e S(p, 8) as varieda-
des instavel e estavel, respectivamente, da origem desse sistema (por extensao natural,
denotaremos as variedades instavel e estivel da origem de (2.36)-(2.37) por U(0,0) e
$(0,0), respectivamente). Pela dependéncia das variedades invariantes locais com re-
lagio aos parametros g e ¢ [11], juntamente com o teorema da dependéncia continua
das solugdes com relagdao a parametros e dados iniciais [13], para p e 6 suficientemente

pequenos, podemos definir as seguintes funcoes:

H,(p,8) : como sendo o valor da funcao H(yi1,y2), dada em (2.38). no ponto de
abcissa y; onde a variedade instavel U(yu,6) toca o eixo y» = 0 com y» < 0, pela

primeira vez apds deixar a origem.

H_(p,6) : como sendo o valor da funcao H(y1,y2), dada em (2.38), no ponto de
abcissa y; onde a variedade estavel S(pu, ¢) toca o eixo y2 = 0, com ¥, < 0, pela tltima

vez antes de tender para a origem.

As funcoes Hy (p,6) e H_(yu,6) sao, pelo menos, de classe C'! para u e 6 suficiente-
mente pequenos. Isso decorre da dependéncia, em relacio a parametros, das variedades

invariantes locais e das solucoes das equacoes diferenciais.
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Para uma visdo geométrica dessas definigoes, veja a figura 9.

31

figura 9

Das consideracoes acima segue que, para s e ¢ suficientemente pequenos, o sistema
(2.34)-(2.35) possuira uma 6rbita homoclinica a origem se, e somente se. a seguinte

equagao estiver satisfeita:

G(p,6) = Hy(p,0) — H-(p,8) = 0. (:

o
N
1§%)

Resolveremos a equacao acima. para g como fungao de 4. utilizando o Teorema das
Fungoes Implicitas. Para tanto, escreveremos as funcoes H e H_ com uma forma mais

apropriada, utilizando as seguintes fungoes:

Li(w ) = [ _ H(y,ya) di (2.43)

onde a integral acima é relativa & por¢ao de U(u,6) comy, 2 0 eyz 2 0, dey; =y, =0
até yf >0,y.=0.¢€ H(yl,yz) representa a derivada da fungao (2.38), com relacao ao

tempo, sobre as 6rbitas do sistema (2.34)-(2.35). Analogamente, definimos:
+oco .
L) = [ Hy,p) d (2.44)
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onde a integral acima ¢ relativa a porgao de S(y, §)comy; <0ey, <0,deyy =y2=0
até y; > 0,y = 0. Calculando agora a derivada de (2.38) com relagao ao tempo, sobre

as trajetérias do sistema (2.34)-(2.35), obtemos:
H(y1,y2) = py3 + Snyy; + O(6%)ys - (2.45)

Note-se que a convergéncia das integrais improprias (2.43) e (2.44) segue do fato de ser
a origem (0,0) um ponto de sela hiperbdlico do sistema (2.34)-(2.35), para todo || e [6]
suficientemente pequenos (ver [6] - pg. 157). Pelo Teorema Fundamental do Caélculo,

tem-se que:

I+(1ua6) ZH(y;',O):H+(p,,6) € ]—(/Laé):H(yl_vO):}[—(“a‘s)

com o que a equagao (2.42) pode ser escrita da seguinte forma:

G(p,6) = I+(p,6) — I-(p,0) = 0. (:

o
=N
(@}

A expressao (2.45), substituida em (2.43) e (2.44). fornece:

L d) = [ wdd+ [ smgdd + [ O d (2.47)
e também
+oc 9 +oo . +oc )
I_(p.6) = / wy, dt + / dnyrys di + / O(6%)y, dt. (2.48)
Da equagao (2.34) tem-se
dyl = TV
P (1 + 0(6%))ya-
que sugere uma mudanga de variaveis. ou seja. formalmente:
y2dys 2
— = y,dl . 2.49
1+ 0(82)) Ya ( )
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Usando o fato acima, podemos escrever as fungoes I e I da seguinte forma:

1 v v N
! J 2.
Iy (p,9) 15 00)] (/0 py2 dy1 + /0 Sny1y2 dyr + /0 O(é )dyl) (2.50)
€
. 1 v 0y v 2
L8 = T 5@ (/0 pvadyy + [ e dn + | 0<5>dy1) (2.51)

onde, nas integrais, tem-se y; = ya2(y1, i1, 8), relativamente as curvas definidas anterior-

mente, agora parametrizadas por ;.

No que segue, haverd necessidade de derivar, com relacio a parametros, sob o sinal
de integral, as expressoes de I (p,6) e I-(p,9); procederemos ainda formalmente, como
feito em [4] e [9], mas a justificativa de todos esses procedimentos encontra-se no Lema

2.6.2, que é apresentado logo apds a prova desta proposicao.

Feitas essas consideracoes, aplicaremos o Teorema das Funcoes Implicitas a equagao
(2.46) para encontrarmos y como fungao de § de modo que G(u(6),6) = 0. Observemos
em primeiro lugar que G(0,0) = 0, por definicao. Calculemos entao a derivada de
G(p,8), com relagao a p, no ponto (0,0). Para tal, podemos fazer 6 = 0 antes da

derivacao. Assim, derivando I4(p.0) sob o sinal de integral obtemos:

ol 3
E::(,U«b_) l(0,0) = /o Y2 dy (2.

Q)
(@)}
o

onde a integral é relativa a porgao de ¢(0,0) com y1 = 0 e y2 2 0,dey; =y2 =0

até yi = %, yo = 0. O valor % pode ser facilmente encontrado, observando-se que a
curva de nivel da funcio H que passa pela origem, passa também pelo ponto (2,0) (e
a integral é calculada relativamente a porgao dessa curva com y, > 0). Além disso,

podemos obter uma expressao para yz COmo funcao de y;. também igualando H a zero.

2
Ya(yn) = +\/y¥ = gy?-
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Utilizando essa expressio e integrando (2.52) por partes obtem-se

3 3
/2 yz(yl) dy, = ~ .
0 5

Por outro lado, da simetria de H(y1,y2) com relagao ao eixo-y;, segue que

ol_ al
'5;(#75) l(o,o) = —’ﬁ(#ﬁ) |(o,o)

e, portanto,

> 0.

ar|

oG 2
S0 looy = 2 [T walon) v =

Concluimos, pelo Teorema das Fungoes Implicitas, que, para § suficientemente pe-
queno, existe uma unica fungao p = w(6), com p(0) = 0, tal que G(u(6),8) = 0. Sendo
assim, se fizermos p = p(6) em (2.34 )-(2.35), o sistema possuira uma 4rbita homoclinica

relativa a origem (para u e ¢ suficientemente pequenos).

O lema seguinte justifica os procedimentos formais da prova da Proposigao 2.6.1.

Lema 2.6.2

al,

fa;(#ﬁ) l0.0)= /02 Y2(y1.0) dyy .

/ 2
3/2(y1~0) = y;" e 73‘3/? .

Prova: No célculo de %(;L.&) l0.0), podemos derivar I.(p,6) fazendo & = 0 previa-

em que

mente, e, portanto. o sistema de equagoes diferenciais a ser considerado é o dado por



(2.39)-(2.40) que, para p = 0, fornece o sistema hamiltoniano (2.36)-(2.37), de hamilto-
niana (2.38). O calculo de H(yl, y,) ao longo das solugoes de (2.39)-(2.40) é, portanto,
H = py?, que fornece o valor de I (,0) (ver (2.47) para 6 =10);

t(yi)

I+ (g, 0) =/ 1y (t, p) dt .

-0

A convergéncia dessa integral segue do fato de ser a origem um ponto de sela hi-
perbélico, para todo |u| e || suficientemente pequenos (ver [6] - pg. 157). O extremo
t(yf) = t(yf (1)) € o instante em que a solugao (y1(t, u), ya(t, 1)), que parametriza a va-
riedade instavel U(p,0), encontra o eixo yz = 0, pela primeira vez, apos deixar a origem.
Como essa solucao fica parametrizada a menos de uma translacao no tempo, escolhe-
remos, convenientemente, o ponto de U (x,0) por onde tal solugdo passa no instante
t=0. Para isso, observemos que, pela teoria da variedade instavel (ver [11]), é possivel
escolher um numero @, com 0 < a < 1, de modo que, para u suficientemente pequeno,
U(p,0) seja grafico de uma fungao diferenciavel y, = ya(y1, ). definida no intervalo
—a <y < (% — a). Determinamos univocamente a solugao (ya(t, ), ya(t,p)), para
—o00 < 1 < t(yf(p)), de tal modo que y;(0,p) = 2—a e y(0,p) = y2(2 —a, p). Por
outro lado. a escolha de « ainda permite que se considere, tamhém para y suficientemen-
te pequeno, a por¢ao de U (p,0) entre os pontos (y2(0, )y y2(0,p)) = (%—a, yg(%—a, i)
e (yiF (1), 0). como o grafico de uma fungao diferenciavel y, = yi1(y2, ). definida no in-
tervalo 0 < y, < yg(% — a, pt). Utilizaremos esses dois graficos para mudar a variavel de
integracao na expressao de [ (4, 0). transformando-a em uma integral com extremos de
integracio finitos. Assim, para t no intervalo —oco <t < 0 temos ¥y, # 0, o que permite

expressar t como fungao t(y1) de y;, e, portanto,

0 (2—a)
/ pys(tp) dt = /02 py2(y1s 1) dys - (2.53)

Analogamente, como y, = y1 — y; + py2 # 0, para 0 < 1 < t(yF (1)), teremos:

t(yy (1)) 0 py?
[ e = | o dyr.
0 w(i-a,n) Y1(y2, 1) — yily2. 1) + pny2

o
(e521
=N
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As expressoes (2.53) e (2.54) fornecem, entao,

3-a) . I Y3
Lo (1,0 =/ : ) dyy + 2 ds. (2.55
+(w0)= o p ey, p) dy vaGmar ) Y1(Y2s 1) — Y3 (Y2, 1) + iy v (2:59)

Analisemos, inicialmente, a integral correspondente & primeira parcela de (2.55) que

devera ser derivada em relagdo a p, no ponto p = 0. Entao

d ($-a) 1 G-
I = / e y2(y1, 1) dys = lim —/ Y2y, ) dyr =
pno|Jo 4=0 u=0 g Jo
. $-a) (3-a)
= lim Ya(y1, ) dy1 = / Y2(y1,0) dyy .
n—0 Jo 0

Derivando agora, em relacio a y, a segunda parcela que aparece em (2.55) e fazendo

em seguida p = 0, obtemos, pela Regra de Leibnitz:

d [ro 3
I, = — [/ /12y2 —dy2} =
dp wE-am yi(yz, 1) — yi(y2, 1) + 1y2 =0

. ys
= / . B dy'z
w(i-a.0) y1(y2,0) — yi(y2,0)

ja que os outros termos se anulam, ao fazermos p = 0. Efetuando-se a mudanca de

variavel y, = y2(y1,0) na ultima integral, obtemos

= [ yayn0) dys (2.56)

2

Em conclusao,

ol :
8—+ ly=o= 11 + 1o = / Y2(y1,0) dyx H
7 0

Vamos agora deduzir uma formula aproximada para a funcao y = p(8), encontrada

na Proposicao 2.6.1. Para tanto, calculemos %(5) ls=0 utilizando a equagao (2.46).

Derivando G(u(6),8) = 0 com relagao a 6, calculada em 1 = 6 = 0 temos:

#

0
%G(‘L(é)’é) = 0.
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ou seja (abreviando a notagao e lembrando que p(0) = 0),

ou G
T 0.035(0) + 50,0 =0,
donde segue que:
o £%(0,0)
0) = —5——.
66( = £5(0,0

(A validade da derivacdo com relagdo a ¢ justifica-se de modo analogo a da derivagao

com relacdo a ).

Efetuando-se os calculos acima, considerando-se y» = ya2(y1, 1) como no Lema 2.6.2,
obtem-se:
3
On gy 20 e dyr J& e dy:
- =
96 2[¢ y2dy J§ va dy,

Logo, o desenvolvimento de Taylor até primeira ordem de p = 1(8), em torno de
6 = 0, é dado por:

u(6) = u(0) + L) + 0(8?) = — 6 NI TR

a% fo Yo dyy

Vimos, na demonstragao da Propomgao 2.6.1, que o valor do denommador do coefici-
ente de 67 na expressao acima e 3. Integrando também por partes obtemos fo y1y2 dyr =

18 Assim, a expressao aprommada para a funcao p(8) tem a seguinte forma:

6o
Ot
-~J

6
u(8) = = &1 + O(&). (
Tal expressao ¢, entdo. no plano-(y,d), uma aproximagao para a curva COrrespon-

dente & curva L. mostrada na figura 3. (Ver também a figura 10).

Do que vimos até aqui, pode-se concluir que, se substituirmos y = p(8) = —S6n +

O(6?) nas equagoes (2.34)-(2.35), com 6 suficientemente pequeno, o sistema possuira
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uma 6rbita homoclinica relativa & origem, e que engloba o equilibrio (1,0). Analise-
mos agora o comportamento local do equilibrio (1,0) para esse valor de p. Para tal,
consideremos o traco da jacobiana do sistema, calculada no ponto (1,0), que é dado
por tr [DX(1,0)] = g + 61+ O4(8%). Logo, no caso em que p = p(6), tem-se
tr [DX(1,0)] = =8 &1+ O(8?) + 6n+ Oa(6%) =} 6n + O(6?).

M

figura 10: Curva L no plano-(x ,8), dos valores para os quais o sistema (2.34)-(2.35) possui

uma 6rbita homoclinica

Como, por definicao, n > 0 e fixo. conclui-se da expressao acima que, para ¢ > 0
suficientemente pequeno, o sinal do trago é positivo, e, portanto. o equilibrio (1,0) ¢

uma fonte complexa. Na figura 11 apresentamos um esbogo do plano de fase do sistema

(2.34)-(2.35). com p = p(6).

Estudaremos, nas proximas subsecoes, os casos em que jt # p(6) = =S én + 0(6?)

que, como veremos, implicardo na existéncia de érbitas periodicas e heteroclinicas para
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o sistema.

/
5

:Vf
o

figura 11: Esbogo do Plano de Fase do sistema (2.34)-(2.35) para p = p(6) = —% 6n + 0(8?%)

2.6.2 Orbitas Periddicas

0

Estudaremos nesta secao o sistema (2.34)-(2.35) no caso em que p < w(é) = -8 én +
O(6?). Da expressao do trago da jacobiana desse sistema, calculada no ponto (1,0),
tem-se que, para aqueles valores do parametro p tais que —bn — 04(86%) < p < pu(d) =
—g én + O(62). o equilibrio (1,0) é uma fonte complexa. Consideremos. entao, a fungao
G(p,6) = Hy(p,6) — H_(p,6) = H(y},0) — H(yy,0) (definida na Proposicao 2.6.1).
Vimos que a derivada dessa fungao, com relacao a p. calculada no ponto p =6 =0, ¢
estritamente positiva. Assim, para cada % > 0 suficientemente pequeno, fixo. a funcao
G(p, (8)) é estritamente crescente como fungao de s, para valores pequenos de g, e,
portanto, se 1 < p(6). G(p,8) < 0, donde H(yi,0)—H(y;,0) < 0. Como, para y; > 1,
a funcio H é estritamente crescente na variavel yi, y+ < y;. Dessas consideragoes
conclui-se que um esbogo do plano de fase do sistema (2.34)-(2.35), com parametro p

satisfazendo —&n — 04(6%) < p < —&6n+ O(6?), e para todo 6 suficientemente pequeno,

‘
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fixo, é o mostrado na figura 12 abaixo.

it

figura 12: Esbogo do Plano de Fase do sistema (2.34)-(2.35) para
—6m— 04(82) < p < p(8) = =% 8n + O(6?)

Analisando-se a figura 12 pode-se observar a existéncia de uma regiao positivamen-
te invariante, interior a regido limitada pelas variedades estavel e instavel da origem,
unidas pelo segmento [yi,y7], no qual nao existem pontos de equilibrio do sistema.
Conclui-se assim, pelo Teorema de Poincaré - Bendixson, que para cada 6 suficiente-
mente pequeno, fixo, e para aqueles valores do parametro j tais que —én — 04(6%) <
p < p(é) =—2%6n + O(6%). o sistema (2.34)-(2.35) possui pelo menos uma orbita pe-

riédica envolvendo o equilibrio instavel (1,0) (veja figura 13 a seguir. na qual supomos
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a existéncia de apenas uma drbita periédica, para facilitar o esbogo do plano de fase).

"jzﬂ

figura 13: Esbogo do Plano de Fase do sistema (2.34)-(2.35) para
—6n— 04(8%) < p < p(6) = -2 én + 0(62) - (considerando-se a existéncia de uma unica

6rbita periddica, para cada ¢ suficientemente pequeno fixo)

Das consideracdes acima e de uma analise da da figura 13 pode-se concluir também
que, se existir uma unica érbita periddica, esta sera, necessariamente. um ciclo-limite
estdvel. Com efeito. as trajetorias do sistema que comegam no interior da orbita pe-
riédica. com excecao do equilibrio (1,0). tem como w-limite a prépria orbita periodica.
ja que o equilibrio (1,0) é uma fonte; por outro lado, as trajetorias que cortam o seg-
mento [y}, y7] verticalmente, de cima para baixo, tem também como w-limite a orbita
periédica, o que é facilmente observado na figura 13, tendo em mente o Teorema de

Poincaré-Bendixson.

A seguir, utilizando técnicas semelhantes aquelas usadas para demonstrar a Pro-
posicdo 2.6.1, consideraremos mais detalhadamente essas 6rbitas periddicas. Nosso
objetivo é mostrar que elas sao unicas (e, consequentemente, estdveis) para cada valor

do parametro . satisfazendo —én — O4(6%) < p < —86n+ O(6%) com & suficientemente
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pequeno, e se aproximam da drbita, homoclinica dada pela Proposigao 2.6.1, quando o
parametro p tende para o valor p(6), se considerarmos as érbitas no espaco-(y1, Y2 » 1),

a0 acrescentarmos a equagao 2 = 0 ao sistema (2.34)-(2.35).

Antes de abordarmos essas questdes, observemos que (0,0) e (1,0) sao os unicos
pontos de equilibrio do sistema (2.34)-(2.35), pelo menos para p e ¢ suficientemente pe-
quenos, e que a origem € um ponto de sela. Sendo assim, se existir uma 6rbita periédica
para o sistema, esta deve, necessariamente, englobar o equilibrio (1,0). Consequente-
mente, tal érbita deve passar por um ponto do segmento ]0,1[. Usaremos esse fato para
caracterizar as orbitas periédicas existentes para o sistema, definindo uma fungao auxi-
liar que depende de um parametro c, variando no intervalo ]0,1[, e analisando algumas

das propriedades dessa fungao. E o que faremos a seguir.

Lembremos inicialmente que, para g = & = 0, o sistema possui o plano de fase
mostrado na figura 8. Assim, para p e ¢ suficientemente pequenos e 0<cexl,
podemos definir, pelo teorema da dependéncia continua das solugoes com relagao a

parametros e dados iniciais, as seguintes fungoes:

H.(p,6,c) : como sendo o valor da funcao H(yy,y2). dada em (2.38). no ponto de
abcissa ¢ onde a érbita de (2.34)-(2.35), iniciadaem y, = ¢, y2 = 0. toca o eixo y, = 0,

no futuro, pela primeira vez.

H_(p,6,¢) : como sendo o valor da funcao H(y,,y2). dada em (2.38). no ponto de
abcissa ¢ onde a érbita de (2.34)-(2.35), iniciadaem y; = ¢, y2 = 0, toca o eixo yz = 0,

no passado, pela primeira vez.

Observagio: Embora tenhamos definido as fungoes acima somente para 0<e<l. g

claro que tais funcoes podem também ser definidas para valores de ¢ > 1 (pelos menos

para 0 < ¢ < 2). Além disso, Hy(p,6,¢) e H_(u,6,c) sao, pelo menos, de classe (!

(Teorema da Dependéncia das Solugoes com Relacao a Parametros e Dados Iniciais).

Para uma melhor visualizagao dessas definigoes. veja a figura 14.
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Das consideragoes acima conclui-se que, para p e ¢ suficientemente pequenos, o sis-
tema (2.34)-(2.35) possui uma orbita periédica passando pelo ponto (c,0) se, e somente

se, a seguinte equagao estiver satisfeita:

G(p,6,¢) = Hy(p,6,¢) — H_(p,6,¢) = 0. (2.58)

{1

-

figura 14

Resolveremos essa equacao, agora para g como fungao de é e c. utilizando o Teorema
das Funcoes Implicitas. Novamente escreveremos (2.58) de forma mais conveniente,

utilizando as seguintes funcoes. definidas para j e 6 suficientemente pequenos e 0<e<

1:

L s.e)= [ Hipya) dt (2.59)
em que a integral é relativa a porgao da drbita de (2.34)-(2.35), com y2 > 0, e que
comeca em y; = c,y» = 0 e termina em y; = ¢t > 0, y2 = 0, sendo que H(yl,yz)

representa a derivada da fungao (2.3§). com relacio ao tempo. sobre as orbitas do

sistema (2.34)-(2.35). Analogamente, definimos:

I(w8e)= [ Hlyr,pn)dt (2.60)
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em que a integral é relativa a por¢ao da drbita de (2.34)-(2.35), com y, < 0, que comega

em y1 = ¢,y2 = 0, e termina em y; = ¢y > 0,92 = 0.

A figura 14 mostra as curvas com relagao as quais estao sendo calculadas essas

integrais.

Agora, pelo Teorema Fundamental do Célculo, tem-se que:

Ii(p,6,¢) = H(cf,0) = H(c,0)
e I_(p,6,c) = H(cr,0) — H(e,0).

com o que a equacao (2.58) pode ser escrita da forma:

G(p,6,¢) = Ii(p,6,¢) — I_(p,6,¢) = 0. (2.61)

Substituindo-se a expressao para H, dada em (2.45), nas integrais introduzidas

acima obtem-se:

Loy = [z + [ gz + [ 06 d 2.62
by = | pypdl + f My dt + | (6*)y2 dt . (2.62)

e também

t(cy) t(ey) t(ey)
I_(p.b,c) = /0 pys dt + /0 onyiyz dt + /o O(6%)y, dt . (2.63)

onde t(c}) é o tempo que a trajetoria de (2.34)-(2.35) leva para ir de (c,0) a (¢f,0). O

significado de t(cy ) é analogo.

Usando-se (2.49), pode-se também escrever as fungoes I, e I_ como segue:

+

I ¢ Cl+ CT
Ii(p,b,c) = m (/ py2 dyi + /C ony1y2 dy; + /C 0(8*) dyl) (2.64)

1 & Sy o5
I_ ,6’ — e 4 2 2 A 2- (%
(py0,¢) 15 00)] (/C pys dyr + /C ony1y2 dyy + / O(é )dy1>( 65)
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Aplicaremos o Teorema das Fungdes Implicitas a equagao (2.61) para encontrarmos
y como fungdo de é e ¢, de modo que G(u(d, c),6,¢c) = 0. Para tal, observemos em
primeiro lugar que G(0,0,¢c) = 0, pela definicio de G(p,6,c). Calculemos entao a
derivada de G(u, 6, ¢), com relagao a x, no ponto (0,0,c). Fazendo-se § = 0 e derivando

I+(p,0,c), com relagdo a p, sob o sinal de integral, obtem-se:

ol

c1
5—(#’5, c) |(o,o,c) = / y2 dy1 > 0, (2.66)
M c

onde a integral é relativa a por¢io da drbita de (2.34)-(2.35), com p = 6 = 0, de
y1 = c,y2 = 0 atéy; = c1, y2 = 0, considerando-se y, > 0. Pode-se obter uma expressao
para o integrando y,. como funcao de y; e c, fazendo-se H(y1,y2) = H(c.0), ou seja.
considerando-se a porciao com y; > 0 da curva de nivel de H que passa por (c,0) (a

integral em (2.66) é calculada relativamente 3 essa curva ). Tal expressao é dada por:

2 2
y2(c,y1) = +\/y'i2 - §y? — 2 +§c3 ) (2.67)

De H(y,,0) = H(c,0) obtem-se também a seguinte expressao para Ci:

(%—C)+\/3C—3(‘2+§

c = 5 . (‘

<

o
(o))
o

Por outro lado. da simetria de H(y;, y2) com relagao ao eixo-y;. segue que

al_ ol

—BT(u.é.c) l(0.0.c) = —a—;(#-é-c) 1(0.0.¢)
e, portanto,

oG

5—(#-5-6) I(o,o.c) = 2/ ya(c, 1) dy, >0 .
H c

Conclui-se, pelo Teorema das Fungoes Implicitas, que existe uma vizinhanga V(c)
do ponto c, uma vizinhanga I(0) de 6 =0 (dependendo de ¢), e uma fungao yi = (6, c)
definida em V(c) x I(0). com p(0,c) = 0. tal que G(p(b.c).é.c) = 0. Sendo assim.
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substituindo-se 1 = (6, ¢) em (2.34)-(2.35), conclue-se que o sistema possui uma orbita
periédica passando por (¢,0), isso para § numa vizinhanga de 6 =0 (dependendo de c)

el<cec<l.

Se, nas consideracoes acima, a vizinhanga 1(0), de 6 = 0, nao depender de ¢, di-
remos que G(i,8,c) = 0 esta resolvida uniformemente em ¢, para 0 < ¢ < 1. Gos-
tariamos de resolver G(u, 6, c) = 0 uniformemente em c, entretanto, ao tentarmos faze-
lo, defrontamo-nos com uma dificuldade, pois, quando ¢ — 1, segue, da expressao

(2.68), que c; — 1 e, consequentemente,

oG e
a—#-(u,éfc) |(0,0,c) = 2/ y2(c, 1) dyy, — 0.

Para contornar tal dificuldade usaremos uma funcao auxiliar. Definamos entao, para u
e § préoximos de zero, em intervalos fechados convenientes I; e I5. respectivamente, e

0 < ¢ < 1, a seguinte fungao:

G(u,d,c)= —1—2 G(u,b,c) (2.69)
(c—1)

que sera estendida continuamente para 0 < ¢ < 1 por passagem ao limite. Se a equagao
G(p, 6,¢) = 0 puder ser resolvida uniformemente em c. é claro que poderemos resolver
também G(pu,d,c) = 0 uniformemente em ¢, como queremos. Sendo assim. visando
a aplicar o Teorema das Fungoes Implicitas com parametros a equacao G(u.6,¢) =0
(ver Apéndice B). mostraremos a seguir que: G é continua para 0 < ¢ < 1e(u.6)€
I x Iy; %(p. 6, ¢) é continua nos pontos (0,0,¢), uniformemente em ¢ € [0.1]: e, existem

ZG(M.é-_C)uo,o,c) >k >0,paral <c< 1.

constantes \' e k, com I\ > k. tais que i’ > Z=

Lema 2.6.3 G € limitada para 0 < c < 1 e (p,6) € Iy x I .

Prova: Consideremos o parametro ¢ da funcao G variando no intervalo ]0,1{ do eixo y;

do plano de fase de (2.34)-(2.35). Sendo assim, fora de uma vizinhanca do ponto
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c=1, e para (p,6) € Iy X Iz, a funcao G é o produto de duas fungées limitadas e,
portanto, é limitada. Basta entao mostrarmos que G é limitada para c pertencente a
uma vizinhanca de 1 e (p,8) € I x Iz, (reduzindo I e I se necessario), que € o que

faremos a seguir.

Por conveniéncia, vamos escrever as equagoes (2.34)-(2.35) da seguinte forma:

Y1 = Y2 + g1(y2,9) (2.70)
j2 = Y1 + Y2 — Yi + nyye + 92(¥1,92,6) (2.71)

onde g;, i=1,2, sao fungoes da ordem de 6%. Calculando-se H sobre as érbitas desse

sistema obtem-se:

H=py? + onyiyl + v29: + (45 — 1o (2.72)

E evidente que tal expressao ¢ equivalente aquela dada em (2.45), pois alteramos
somente a forma de escrevé-la. Como (0,0) e (1,0) sao, para u e é suficientemente
pequenos, pontos de equilibrio do sistema (2.34)-(2.35).entdo ¢;(0,68) = 0 e g2(0.0,6) =
g2(1,0,6) = 0. e, portanto, para (y1,y2) numa vizinhanca de (1,0), e ¢ suficientemente
pequeno, pode-se escrever essas fungoes da seguinte maneira (basta considerarmos o

seu desenvolvimento de Taylor em torno do ponto (1.0)):

a1(y2,6) = y2 912(9)
g2(y1,y2,60) = (y1—1) 921(y1,92.0) + y2 g22(y1,y2.0)

que, substituidas em (2.72), fornecem:

H=u+m+g2nly; + (y1— Dy [ga + Y1912) - (2.73)

Inicialmente minoraremos e majoraremos a fungio H por formas quadraticas em
(y1—1) e y. Paratal, tomando-se a diferenca entre a funcao H e uma forma quadratica,

2

digamos Q((y1 — 1),y2) = Ay3 + B(y1 — 1)y2 + C(y; — 1)". com A, B e C dependendo
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Gnicamente de p e 6, e calculando a expressdo da matriz hessiana dessa nova funcao no

ponto (1,0), obtemos:

Hess[(H — Q)](1,0) = ( -2 gn(1,0) +g1r2(1,0) ~-B ) |
921(1,0)+912(1,0)—B 2/—l+2677+2922(1,0)—214

Pode-se entio concluir que existem funcoes A, B, C e A, B, C, dependendo uni-
camente de p e 6, e que podem ser tomadas como sendo da forma O(x) + 0(6), de
modo que a funcao H é majorada acima e abaixo pelas seguintes formas quadraticas

em (y; — 1) e y2, respectivamente:

Qi((y1 — 1),52) = A(w, )y + B, 8)(y1 — L)ya + Cp, 8)(y1 — 1)°
Qal(yr —1),92) = Al 8)y2 + Blp, 6)(y1 — Ly + C(p, 6)(y1 — 1) .

Consideremos, por outro lado, a fungao H dada por

3 2 2
B _n %
H(ylvy'l)_ 3 2 + 2 L)
que também pode ser escrita na forma
1 y3 y2 y2 1
H(y, e o 2h o [EL 72 -
(y1,92) + 6 3 9 + 5 + 6
_ _3{_§+1+2y§—3yf
2 6
_ y§+ (2 4 2 2 9. 9 1
= 575 vy —4dyi +yn 20 - 2n + 1)
2
Y 1 2
= T +z2n+0m -1

Logo, para 3 <y < § H oz L pode ser majorada acima e abaixo por formas quadraticas
positivas em (y;—1) e yo. Chamemos Qs((y1—1),y2) e Qa((y1—1), y2), respectivamente,
essas formas quadraticas. Dessas consideragdes temos que, para ((y1 —1),y2) # (1,0),

¢ valida a seguinte majoracao:

Q2((y1 — 1),y2) H
+

<
Qs((y1 —1),y2) — H



Dividindo-se o numerador e o denominador das inequagdes acima por |((y1 — 1), y)|?,
e considerando-se o fato de que as formas quadréticas assumem seus valores minimo e
maximo na esfera unitaria e de que os coeficientes das formas @, e @, sao fungoes da
forma O() + O(6), conclui-se que os quocientes %41 e %i sao majorados e minorados,
respectivamente, por fungdes da forma O(u) + O(6). Chamando ¢; e ¢ tais fungoes,

obtem-se, da desigualdade acima:

Q2((y1 — 1),92) <
Qal(y1 —1),92) — H

q2(p, 6) <

ou, equivalentemente:

d
i 8) < 3 [inlH + 5] Swl).

Integrando a expressao acima com relagao z t, sobre a porcao da 6rbita de (2.34)-

(2.35) iniciando em (c,0), com y; = 0 ey, > 0, obtem-se:

[ aworar < [im(Hict,0)+ ) — in(H(e,0)+ )] < [ almd)dt

Para u e 6 suficientemente pequenos, o tempo T+ necessario para a solucao do

sistema descrever tal curva é finito, donde tem-se:

H(ct.0)+1

6} < (s 8)TT

OTT <
q2(p, 0) < In H(c,0)+ 1

ou ainda

H(cH.0)+ 1

6} < exp(qi(p, 8)TY) .

: +
exp(ga(p,0)T") < [H(c.0)+<l‘;

Procedendo-se de forma andloga. obtem-se também, para um conveniente 7

H(cy,0)+ 1

6] < exp(qi(p, 6)T7) -

exp(qz(p,0)T7) < [H(C.O)-{*é
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Lembrando-se que H(cf,0) = Hy(u,6,¢) e que H(cy,0) = H_(u,4, c), e fazendo-se

a diferenca das expressoes acima obtem-se:

[ﬁ—lgﬁ—é] < eap(ar(n, 6)T) — eap(aa(, §)T7) = O() + O(8)
e também

[H‘ ] > caplgalys, 6)T*) — exp(as(u,8)T7) = O() + O(6) .

Agora, da expressao de H(y1,y2) + T, segue que H(c,0)+ % = H(2¢+1)(c — 1) o
que, juntamente com a desigualdade acima, mostra que |G| = IH(—:__—S{{—| ¢ limitada numa
vizinhanca de c=1 e que a limitagao € pequena, para p € § pequenos. Logo G ¢ limitada

para0 < c <1, (u,0) € L x I (reduzidos I, e I, se necessario).
Antes de provarmos o Lema 2.6.4, fagamos a seguinte observagao:
Observacio: O desenvolvimento de Taylor de G(, §,¢) nas vizinhangas de c=1 (para

p e 6 fixos), é dado por

aG 10%°G

G(p.b.c) :G(y,é,1)+a—(p.6,1)(c—1)+¢ (6 1) (e= 1)+
c 2 Jc?

Como G(p.6.c) é limitada para 0 < ¢ < 1. tem-se necessariamente que, para todo

(#’6) € ]1 X 12~

. a9G
donde podemos definir
— o G(p.b,c) 1 0°G
(n,6,1) =lim ——= = = 0,1
G(p,6,1) = hm c_17 2 aCQ(ﬂ. )



Lema 2.6.4 G(g,6,¢) — G(p,6), quando ¢ — 0, para (1,8) € I X I, onde I, e I,

sdo intervalos fechados, contendo a origem, escolhidos convenientemente.

Prova: Observemos que a convergéncia de G(p, 6, ¢) para G (g, 6), a que se refere o enun-
ciado, ndo segue imediatamente do Teorema da Dependéncia Continua de Parametros
e Dados Iniciais pois, quando ¢ — 0, os tempos necessarios para a solugao de (2.34)-
(2.35), em relagdo a qual estao sendo calculadas as integrais que aparecem na definigao
de G(u,6,c), ir do ponto y1 = ¢,y = 0 até o ponto (0,cf) ou (0,cy), tendem para

infinito. Lembremos que a fungao G(u,6) é dada por:

G(lu'vé) = I+(1u'16) - I—(#36)

onde I, (p,8) e I_(u,6) sio dadas em (2.50) e (2.51); por outro lado, a fungao G(u,6,c¢)
é dada por:

G(p.6,¢) = Li(p,6,¢) — I-(p.6,¢)

onde I (p.6,¢)e I_(p,6,c) aparecem em (2.64) e (2.65).

Vamos mostrar que a funcao I (p,6,¢) — I4(p,6). quando ¢ — 0. Tais funcoes

sao
1 et of S
Ii(p,6,c) = m (/{ 1 ya(c,yr) dyn + /C onyy ya(c,yn) dyn + /C Oo(¢é )dy1>
€
1 vi v vi
1 ) = ——— d ) d 0(6%) d .
+(1,6) 1300 (/0 p y2(y1) dys +/0 Y1 y2(y1) dys +/0 (6%) yl>

Mostraremos inicialmente que lime_o I (1t,0,¢) = I4(x,0). Para tal, consideremos
aretay; = 2¢o. tomando-se ¢ suficientemente pequeno, de tal forma que essa reta corte

U(p,6), S(p,6) e asolucao de (2.34)-(2.35) que passa por (co. 0), simultaneamente (ver
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figura 15). Dividamos entdo as integrais que aparecem em I(p,0,c) e I4(p,0) da
seguinte forma, para ¢ < co:
ct

A 2c c:'
/ 1 y2(¢, 1) dya =/ # y2(c,91) dya +/2 1 y2(c,y1) dya (2.74)

c

v

2c yi*'
1t y2(y1) dya =/0 © y2(y1) dy Jr/2 py2(y1) dyr - (2.75)

Fazendo-se a diferenca das integrais acima obtem-se:

ci* y1+
/ t ya(c, y1) din ~/0 1 y2(y1) dya

<

2c 2¢
/ 1 y2(c,y1) dyr —/0 ty2(y1) dyr | +

& vi
AC py2(c,yr) dyr — /2 e y2(yr) dn )

c

Analisemos os termos acima, quando ¢ — 0. Em primeiro lugar, tem-se que:

2c 2c
/C pya(c,y1) dyn — /O ,Uy2(yl)dy1| <

2c

2c
/ ny2(c, y1) dys

2c
+ UD uyz(yl)dm’ < 2

: #?lz(yl)dyll s 2M2e.

onde M é o maximo de pys(y;) no intervalo [0,y{]. Segue daf que, dado ¢ > 0. existe

¢; < co de maneira que, se 0 < ¢ < ¢; entao

2¢y 2¢cy
/ ny2(c,y1) dy —/O uyz(yl)dy1|< (2.76)

SN e

Analisemos agora o outro termo da desigualdade. Fixando-se a reta y, = 2¢,. onde
¢; > 0 é aquele obtido na majoracao acima, temos, pelo Teorema do Fluxo Tubular
Longo [11], que, dado p > 0, existe uma vizinhanca de diametro p do arco de variedade
instavel da origem do sistema (2.34)-(2.35), entre os pontos de abcissas 2¢; e yy. e

na qual estda contido um fluxo tubular que contém tal arco. Agora. das consideragoes
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iniciais, segue que existe ¢z, com 0 < ¢z < ¢ de maneira que o ponto de abcissa 2¢;,
da trajetdria que passa por (cs,0), pertence a esse fluxo tubular. Para uma melhor

visualizagao desse fato, veja figura 15 abaixo.

4 |

NE 1 dq b
N

figura 15

Assim, para 0 < ¢ < ¢p tem-se:

ct v
/2 pwy2(cyyn) dyr — /2 1y2(y1) din
C] €y

+ + -
| 4 Y
/ ny2(c,y1) dys —/ ry2(y1) dys — /+ ty2(n) dyr | <

2(‘1 2C1 1

+

€y yT
[7 wlysteun) = waton)l dn + [ el dyy < Map+ Map < Map.

2C1

com M3, My e Ms constantes.

Logo, tomando-se p < 5. tem-se que , para qualquer ¢ > 0 dado, e c suficiente-

mente pequeno,

& vy
/2 pwya2(c,y1) dyn — /; 1y2(y1) dyr | <
c1

€1

SN=3 Ia
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Conclui-se pois, que, quando ¢ — 0,
.

¢ vf'
/C py2(c,y1) dyx —%/0 py2(y1) dyr -

Pela continuidade de I, (u,6,¢) e I+(p,8) pode-se entao estimar:
I1+(,Lt,6, C) - ]+(ﬂ’6)l < II+(/1'= 5’ C) . I+(#’a O,C)| +

+ |]+(,U.,O,C) - I+(.u'70)| + |I+(H,6) - I+(,U.,O)|

concluindo-se que I (g, 6,¢) — I4(u,8) para p e 6 suficientemente pequenos e ¢ — 0.

Procedendo-se de forma inteiramente andloga, prova-se que I_(u,6,¢) — I_(u,0).
Concluimos. assim, que G(u,8,¢) — G(p,6), quando ¢ — 0, para (p.8) € Iy x Iy, I

e I, suficientemente pequenos. ll

Observagao: Decorre imediatamente do Lema anterior que G(u,6,¢) = G(p,6), quan-

do ¢ — 0. Fica entao definida

@(u.é,O):limg(ﬂ’—M

c—0 (¢ —1)

onde a funcao G(u, ) é aquela definida na Proposicao 2.6.1.

= G(p,90) ,

Com os lemas e observacoes acima prova-se facilmente o seguinte corolario:

Corolario: G(u.6.¢)é C%em Iy x I, x [0,1].

Lema 2.6.5 g—f(y.é,c) ¢ continua no ponto (0,0,c) uniformemente em ¢ € 0, 1].

Prova: Dado ¢ > 0 e arbitrario. e fixado ¢ €)0, 1[, correspondem vizinhangas abertas

de zero, J;(¢) e J2(¢) e uma vizinhanga V/(¢) de € tais que

para todo (u. 6. ¢) € J1(€) x J2(€) x V (€). Necessitamos. também. desigualdades analogas

para os valores ¢ = 0 e € = 1: caso Isso ocorra, teremos, pela compacidade do intervalo
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[0,1], que %(,u,& ¢) é continua no ponto (0,0,c), uniformemente em ¢ € (0,1], que
é uma das condicoes exigidas nas hipoteses do Teorema das Fungoes Implicitas com
Parametros (ver Apéndice B), para que possamos resolver G(u, 6, ¢) = 0 uniformemente

em c. Vejamos inicialmente o que ocorre para ¢ = 0, isto €, estimemos

i;fjw o) - %%(o 0,0)
Pela desigualdade
gf(u,é o) - aaf(o,o,t))\ < l%(uﬁm)-%(uﬂm) ¥
+ ?)f(,u,() ¢) - i_f(o,o,c) + ‘%_%(o,o,c) (Z)i(o 0, 0)\

e considerando-se a continuidade de 2 T (/1 §,c)para 0 < c <1, (pd) € I} X Iy ve-se
que basta estimarmos a ultima parcela do segundo membro da expressao acima. Para

tal, observando-se que (ver observagao seguinte ao Lema 2.6.4)

8# u—‘O Ju n—0 It 0/
€ que
aG 190G
0. 0.0.¢) .
()/1( 0.c) = (¢c—1)° ();1( l

pode-se derivar. com relacao a j, fazendo-se § = 0 previamente, sob o sinal de integral,
as expressoes (2.50), (2.51), (2.64) e (2.65), tendo-se em conta (2.46) e (2.61) e. a seguir,
comparar-se as integrais resultantes correspondentes. Para ilustrar as idéias, derivemos
I:(p.0) e I (p.0,c). com relagao a p. A primeira integral, dada por é’" L] i y2 dyy.

quando derivada em relacao a u e calculada no ponto p = 0. fornece
/O- y2(y1.0) dys .
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como visto no lema 2.6.2; ja a segunda integral, dada por ffzL i ya(ya, ¢ i) dyi, se

derivada com relacao a p, para u = 0, fornece

/ y2(y1,¢,0) dyr .

Com as estimativas do lema 2.6.4 tem-se que

(&3] 3
/C yz(yl,C,O) dy, — /02 yz(#,O) dy: ,

quando ¢ — 0. Do mesmo modo mostra-se que %17‘(0,0,0) — %’-(0,0), para ¢ — 0.

Dai é facil ver que dado € > 0 e arbitrario,

oG

au <

9% 0,0, ¢) — (000) ’;6);

para c suficientemente pequeno.

As consideracoes acima implicam que, dado ¢ > 0, existe uma vizinhanga V/(0) de

zero, tal que

'aG oG
< €

0;1(# b,¢c) — 8;1

para todo (u,6,¢) € I X I x V(0) (diminuidos Iy e I, quando necessario).

~2(0,0,0)

Resta. agora, provar que

—(0,0,1)

‘06 oG
< €

9 (1, 6,¢) = o

para (i, 8, ¢) suficientemente préximos de (0,0,1). Paraisso consideremos a desigualdade

G oG oG oG
‘a#(u 8,c) — a#(o,o,l)‘ < ,51(/1 b.0) = o (ms0ie) | +
oG oG oG oG
+‘al(,u,06)—a—ﬂ(00c) ‘a#(oo c) — d#(oon’
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As duas primeira parcelas do segundo membro dessa desigualdade sao arbitraria-

mente pequenas para |u| e |§| suficientemente préximos de zero. Para a terceira parcela,

mostraremos que
. 0G oG
E—l’}%a—#'(oaoac) f— —a—;(0,0,l) :
De fato = B -
9G 0,0,1) = lim G(p,0,1) —G(0,0,1) _
op pu—0 1
1 azG aZG 1 63G
#l_r{g) -2_# l:aCQ (:u')oal)— 56_2'(0,0,1)} = _2' 8#862(0,0’1)
Mas,
e 1 e
ll—r'rll—a_/l(o’o’c) B l]_r}} [(—c_—l—)Q 6_;1(0’0’6)] ,

limite esse que. calculado utilizando-se a Regra de L’Hospital, tendo-se em mente a

observacao feita apos o Lema (2.6.3). resulta ser também igual a

Observe que a existéncia da derivada acima decorre da depéndencia diferenciavel

das solugoes das equagoes diferenciais com relagao a parametros e dados iniciais. Isso
completa a prova do Lema 2.6.6. Il

Vamos entdo a prova do ultimo Lema desta secao.

Lema 2.6.6 Ezistem constantes N ¢ k tais que k' > —‘Z%(u,é,c) l(0.0c) = k > 0, para
0<c< 1.

Prova: Da definicao de G(x, 6, c) tem-se

oG ) g
S8 ooa = 3 [ o) dn




para 0 < ¢ < 1. Agora, das consideragdes feitas no Lema 2.6.5, segue que, quando
c— 0, _

oG 2 e 3 oG
5;(0,076) = o1 _/C ya(c,v1) dyn — 2/0 ya(y1) dyr = 0—#(0,0)-

Desse modo, a fungao %%(u,é, ¢) |(0,0,c) se estende continuamente até ¢ = 0 e é estri-
tamente positiva, para ¢ variando no intervalo [0,1 — ¢], com £ > 0 suficientemente
pequeno, donde segue que tal fungao atinge, nesse intervalo, um valor minimo m, que
é estritamente positivo. Por outro lado, a integral 2 [ y2(c,y1) dy, € exatamente a
4rea sob a curva fechada dada pela érbita de (2.34)-(2.35) com p = é = 0, passando
por (c,0). Tal curva é dada pela expressao H(yy,y2) = H(c,0), que também pode ser
escrita da forma (ver prova do Lema 2.6.3)

2
H(yi,y2) + = = %2 +

| -

(2y1 + (s — 1 = £(2e+ 1) =17 = H(e,0)+

| =
| =

Assim, para ¢ proximo de 1, digamos 1 — ¢ < ¢ < 1. segue da expressao acima que
tais orbitas sao aproximadamente as curvas
2 2
(y1 — 1) ] (e—1)

y—§+-————zH(c0)+—x
2 2 ' 2

D

cuja area € aproximadamente m(c¢ — 1)%. Logo, para c proximo de 1.

oG 2 S
,o,.¢ C:———/ c,y1) dyy = 7.
ER (p ) l(o,o. ) (= 1)2 ] ya(c,y1) dys

Com isso fica provado que, para 0 < ¢ < 1, a derivada da fungao G com relagao
a p, calculada no ponto (0,0,c). é estritamente positiva (de fato, é maior que k =
min{m, — A}, para algum X suficientemente pequeno). De modo inteiramente analogo

prova-se a existéncia de /. M

Das consideracoes acima segue, pelo Teorema das Fungoes Implicitas com Parametros

(ver Apéndice B), que podemos resolver a equagao G(p,6.c) =0 (e. consequentemente,

59



G(u,é,c) = 0), para g como funcio de § ec, 0 < c < 1eb € Iy, e tal que p(0,¢) = 0.
As propriedades de diferenciabilidade de G(, 6, c) para p e 6 no interior dos intervalos
I, e I,, respectivamente, e ¢ €]0, 1[, garantem que a fungao p = p(6,c) é diferenciavel,

para § pertencente ao interior do intervalo I e c €]0,1[.

Provamos assim que, para cada 6 € I, suficientemente pequeno fixo, existe para o
sistema (2.34)-(2.35) uma érbita periédica passando pelo ponto (c,0),0 < ¢ <1, desde
que se substitua g por u(é,c) naquele sistema. Na préxima secao consideraremos a

questio da unicidade dessas 6rbitas periddicas.

2.6.3 Unicidade das Orbitas Periédicas

Mostraremos agora que, para cada é suficientemente pequeno fixo, as orbitas periodicas
do sistema (2.34)-(2.35), cuja existéncia demonstramos na se¢ao anterior, sao, na re-
alidade, tnicas. Inicialmente deduziremos uma expressao aproximada para a fungao
©(6,c) que resolve G(p,6,c) = 0. Para tanto, vamos calcular %(O,C) utilizando a e-
quagao (2.61). Derivando G(p(é.¢),6,¢) = 0 com relagao a §, calculadaem = 6 = 0,

temos —%G(0.0, c¢) = 0. ou seja,

oG au aG
5;(0.0.6)%(0,6) + =7

(0,0,¢) =0,

ja que p(0.c) = 0. donde segue que:

8_;1(0 o) = _ 52(0,0,¢)
a6’ £6(0,0,¢)

Efetuando-se os calculos acima, considerando-se yo = y2(¥1, jt). obtem-se:

+ 5
Ip 27 myy2 dy [ yay2 dn
',__(O,C) - = -N"—"_ -

C+ C+
06 2[5 y2 dys [ ya dy
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Observacgao: Note-se que, para 0 < ¢ < 1 tem-se

oG
E(”’ 6,¢) l(00=0".

Logo, o desenvolvimento de Taylor, até primeira ordem, de p = (6, c) em torno do

ponto (0, c) é dado por:

0 o d
u(6,0) = w(0,0) + 20,6 + 0(8Y) = -6 LI o(s2).
J& y2 dy

Chamaremos P(c) o coeficiente do termo 67 na expressao acima, isto €,

+
Ple) = & yiya dys
fe) = S ===
5y dy

A seguir mostraremos que a funcao p(6,c) € estritamente mondtona em sua de-
pendéncia do parimetro ¢, mostrando que P’(c) > 0 para0 <c <1. Utilizaremos para

tal o seguinte resultado:

Afirmacao: P(0) =

~3

e lim..; P(c) =1.

Prova: Ja vimos, apds a prova da Proposigao 2.6.1, que P(0) =

~>;

(ver (2.57)). Mos-

tremos agora que lim._; P(c) = 1. Com efeito

Cy &
/ Y1y2 i —/ deyl‘ =

c) 1
/ |y1—1|y2dy1 < (CI_C)/ yzdyl.

e

/ y2(¥1 ”‘l)dyl\ %

donde .
lfc Yi1y2 nyl - fc Y2 dyll S (Cl _ C) .
J& y2 dya
Logo,
Uy d < dy; — [ d
Jd Clyl!l? Bio_q| = | y1ye Cyl S y2 dy| < (e —c).
J& y2 dyn J2 2 dyn
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Tomando-se o limite, quando ¢ — 1, na expressao acima, segue o resultado. I

Provemos entio o seguinte Lema (ver também [9] - pgs. 345 e 346):

Lema 2.6.7 P'(c) >0 para0 <c<1.

Prova: A funcio P(c) é dada pelo quociente de integrais tomadas sobre a porcao da
6rbita de (2.34)-(2.35), com pu = & = 0, que passa por y1 = ¢,y2 = 0, com yz > 0.
Observando que tal érbita corresponde & curva de nivel de H (dada por (2.38)) que

passa pelo ponto (c,0), tem-se a seguinte expressao para y; (ver (2.67)):

D

2 2
ya2(c,y1) = + \/y12 — §y§ —c+ §c3

Definamos:
{)

Y = ya(c,v1) € gc ~ ¢ =,

Note que, dessa forma, mostrar que P’(c¢) > 0 para 0 < c <1 é equivalente a mostrar
que P'(b) < 0 para ——15 < b < 0, que é o que faremos a seguir. Observemos inicialmente
que P(c) é exatamente a coordenada y; do centro de gravidade da curva sobre a qual sao
tomadas as integrais que aparecem na sua definigao. Denotemos por y, essa coordenada
(isto é, 7, = P(c), para cada c fixo). Por outro lado, temos que [& Y dy, € a area sob

a curva Y. Denotemos por 2 tal integral. Desse modo teremos:

m _
b Y| — =
Como Y'Y = (y1(1 — y1)), temos que

m €1 . a Y2y
G -5 = [T -nvin = [ —dn = [ —dy1<o

donde se conclui que 7; < 1. Vimos ainda que 7, = ?: seb=0,e7y, —1 quanAdo b— —3.

<
=
=|&
<
—
Lo =
an QL
=[5
<
|
,\
2
=
o
et
=
N

Como

/ (11 — 7)Y dyy = / Y dy —?1/ Y dy, =0,
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integrando por partes essa igualdade, obtemos:

c1 Cci —_ 7 2 P— 2
[ -y dyy = [P0 gy,

E claro que 7, €]c,ci[. Definindo entao Y =Y? (7,), tem-se:

amdy o2 (-7 L
72 m dyy _ 32 (y1 —71) dy1—- (yi —71)Y dyi+

2 db 2 2Y 2

2 1 (y1 _?1) ( yl)
e L i
3( + )/; ) v =

_ =2 2_3 b a (y1 —7y) (v —7)Y* d

= (77 — s+ ) i —7,— 2 y1+
2 _ 1 oram-10)m —yl) _

= ={f = 5)/C (—13},‘1/—1)(311 —1)? dy —/C (—3/1—3}#)—(1 7))@ + 5) dy; .

1
< —q(b) (7~ 3)- (2.77)

onde

1 Y1 —
q(b) = <_2 )/ (=7, (yy — 1) dyr >0.
Y .";_‘ c 3Y
Consideremos agora a seguinte fungao:

116 = 1 ~ pesa ([ atvrae).

Calculando sua derivada com relacao a b, segue de (2.77) que f'(b) < 0. o que mostra

)
ser f decrescente para —; < b < 0. Como, para b = 0,7; — 3 = & > 0, entdo
f(0) = & > 0, donde 7, > § para -1 <b <. Logo, & < 0 para —3 < b < 0.

Conclui-se assim que 7, decresce monotonicamente de 1 a ¢, quando b vai de —3 até
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0 (ou, equivalentemente, g, cresce de g a 1, quando c vai de zero a 1, como queriamos

demonstrar).

Desse modo, ficou provado que, como a funcao P(c), definida para 0 < ¢ < 1, é
estritamente crescente, u(8,¢) = —én P(c) + O(6%) é estritamente decrescente, como
funcio de c, para 0 < ¢ < 1. Considerando-se entdo o espaco-(y1,ys, ), para todo
§ suficientemente ‘pequeno fixo, o sistema (2.34)-(2.35), acrescido da equagao it = 0,
possui uma Unica érbita periddica que passa pelo ponto (¢, 0,u(6,¢)), 0 < ¢ <1, em
que ¢ é a coordenada y; dessa orbita, no plano-(y1,y2), quando ela passa pelo eixo
ys = 0, com y, > 0 (ver figura 17). Das consideragoes feitas anteriormente (veja, por
exemplo, a figura 13), segue que tal 6rbita é um ciclo-limite estavel. Na proxima secao

estudaremos questoes globais relativas a continuacao dessas 6rbitas periddicas.

2.6.4 Continuacao das Orbitas Periédicas

Mostraremos nesta subsecao que as orbitas periddicas acima, consideradas para cada 0
suficientemente, tendem (como conjunto) para a érbita homoclinica dada na Proposigao
2 6.1. Para tanto. tendo em mente o que foi feito até aqui, basta mostrarmos que.
quando ¢ — 0, p(b,c) — 1(8), para cada & fixo, suficientemente pequeno. Isto e.
devemos mostrar que x(8,c) é continua em relagao a c. no ponto ¢ = 0. Lembremos
que tais funcoes foram obtidas atraves do Teorema das Funcoes Implicitas. aplicado as
equacoes G(p,8) = 0e G(p,6,¢) =0. respectivamente. Usaremos isso, juntamente com

o Lema 2.6.4, para demonstrar que, de fato, (8, ¢) — p(é), quando ¢ — 0.

Inicialmente. tomemos 8o suficientemente pequeno de tal forma que w(b.c) e pu(d)
estejam definidas para todo ¢ tal que |6] < 8o (isto é possivel, pois (4, c) esta definida
para 0 < ¢ < 1 e é pertencente a I3, que ¢ uma vizinhanca da origem, independente de
¢; por outro lado, p(6) também esta definida para 6 numa vizinhanga da origem). Pelo

Lema 2.6.7, i1(6,c) é decrescente na varidvel c. Essa funcao ¢ também limitada, pois

lu(6,c)l < |—8nP(c)l + |0(6%)] < &y + M8 < 1,
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para 6 suficientemente pequeno. Logo, para todo § fixo, com 8] < o, existe limeo (8, ¢) =

¢(8), donde segue, pelo Lema 2.6.4, que:
0 = ll_l:% G(u(8,¢),8,¢) = G(p(6),8).
Por outro lado, da Proposicao 2.6.1, tem-se G(u(8),8) = 0. Logo, da unicidade da
funcao u(6) obtida através do Teorema das Fungoes Implicitas, tem-se que 1(8) = o(6),
ou seja,
#(3’ C) =% l‘(—s)a

quando ¢ — 0. Provamos assim, que as érbitas periédicas que passam pelos pontos (c,0),
associadas a um 8 fixo, suficientemente pequeno, tendem para a 6rbita homoclinica dada

pela Proposicao 2.6.1, correspondente ao mesmo 6, quanto ¢ — 0.

Analisemos agora o caso em que ¢ — 1. Como a fungao (¢, c) esta definida para
0 < ¢ < 1. é estritamente decrescente na variavel c, e limitada, pode-se concluir que,
quando ¢ — 1, as drbitas periddicas tendem para o ponto de equilibrio (1,0). Olhando
agora para a jacobiana do sistema, aplicada nesse ponto, observa-se que os autovalores
sao complexos conjugados e que o trago dessa matriz € dado por tr(DX(1,0)] = p+on+
04(6%). Dessa forma, para é suficientemente pequeno, fixo, o trago se anula quando u =
—6én — 04(6?) e. além disso, considerando-se os autovalores como funcoes do parametro

H, teremos:
dRe(A(p)) 1
i =5 #0.

Logo, pelo Teorema de Hopf (ver [10], pg. 65), ocorre uma bifurcagao do tipo Hopf no
ponto de equilibrio (1,0), exatamente quando o trago se anula. Dessas consideragoes
e da unicidade das 6rbitas periddicas estudadas na secao anterior. segue que aquelas
érbitas sao originadas dessa bifurcacao de Hopf e existem até tenderem para a orbita
homoclinica. depois do que, deixam de existir. Conclui-se, desse modo, que o periodo
dessas o6rbitas periddicas tende, necessariamente, para oo, quando estas se aproximam

da 4rbita homoclinica.

Analisemos, por outro lado, a funcao u(é, ¢), quando ¢ — 1. Vimos que lime_, P(c) =

1, donde segue que. para cada é suficientemente pequeno, fixo, (6, ¢) — —én + O(8?).
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quando ¢ — 1. Assim, de (2.57) e das consideragdes acima, as expressoes

6
W(6,1) = b+ OE) ¢ p(5,0)= ~267+O0(E) (2.78)
fornecem, no plano (x,§), uma boa aproximagao para as curvas correspondentes a H e
L, mostradas na figura 3. Em resumo, se n for mantido fixo no sistema (2.34)-(2.35),
entdo, para todo § suficientemente pequeno, fixo, pode-se afirmar que se (u,6) esta
sobre a curva H, ocorre uma bifurcacio de Hopf no ponto (1,0); e, se (u,6) esta sobre

a curva L, existe uma 6rbita homoclinica relativa ao ponto (0,0) (veja figuras 16 e 20).

P

ol

p(8.0) ¢ -X--3

fx;g» —————

figura 16

Com os lemas e consideracoes apresentados até aqui. fica provada a seguinte propo-

sicao (ver (9], Lema 7.2 - pg.336):

Proposicao 2.6.8 Seja é suficientemente pequeno, firo. Se considerarmos o desdobra-
mento do sistema (2.34)-(2.35) (acrescentando a este a equagdo i = 0), enldo eziste,
no espago-(yi,ya, jt). wma superficie bi-dimensional, invariante, formada por orbitas pe-
riddicas do sistema. Essa superficie é parametrizada port e ¢, sendo ¢ a coordenada y,

da érbita periddica. no plano-(y1,y2). quando esta enconira o eizo y, = 0. com yp > 0.
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Mais ainda, qguando ¢ — 0, as drbitas periddicas que formam a superficie tendem para
a érbita homoclinica dada pela Proposicdo (2.6.1) e, por outro lado, quando ¢ — 1, as

érbitas tendem para o ponto de equilibrio (1,0).

Para uma vizualizacio do resultado acima, veja a figura 17.

/1 L

figura 17

2.6.5 Orbitas Heteroclinicas

Mostraremos agora que, para aqueles valores de y tais que pu > p(6) = —86n+0(8%) e
p < —bn+ O(8?), o sistema possui 6rbitas do tipo heteroclinica. Com efeito, a fungao
G(p,6) = H(yy,0) — H(y;,0) é crescente como fungao de u, para p suficientemente
pequeno, e é tal que G(p(9),6) = 0. Logo, para cada § suficientemente pequeno. fixo, se
p > p(8). entao G(u,6) > 0, donde H(yt,0) — H(y7,0) > 0, e, portanto, de H(y1,¥2)
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ser crescente na variavel y;, para y; > 1, tem-se yi > y;. Por outro lado, do Lema
2.6.7, u(6,¢c) = —6nP(c) + 0(6%) < —L6n + O(6%) = p(6). Assim, para os valores de
i tais que p > —26n + O(6%), nao existem orbitas periddicas para o sistema (2.34)-
(2.35), envolvendo a origem, donde pode-se concluir, através do Teorema de Poincaré-
Bendixson, que, neste caso, um esbogo do retrato de fase do sistema é o apresentado

na figura 18.

Consideremos agora o caso u < —én + O(6?). Ja vimos anteriormente que, neste
caso, yi} < y7. Do que foi provado sobre a fungao u(é, ¢), que dd uma caracterizagao das
6rbitas periédicas do sistema, pelo menos para p e § suficientemente pequenos, podemos
concluir que, neste caso, nao existem orbitas periédicas envolvendo a origem. Sendo
assim, pode-se concluir, utilizando-se novamente o Teorema de Poincaré-Bendixson, que

um esboco do plano de fase do sistema (2.34)-(2.35) é o mostrado na figura 19.

@1

figura 18: Esboco do Plano de Fase de (2.34)-(2.35), para pu > —%én + 0(6?)



figura 19: Esboco do Plano de Fase de (2.34)-(2.35), para p tais que u < —67 + 0(6%)

Concluimos esta secao com a figura 20, que mostra um diagrama de bifurcacao para

o sistema (2.34)-(2.35), para p e § numa vizinhanca da origem.

’,l/

h

™~

3

O

\
)

XD
®
o)

figura 20: Diagrama de Bifurcagao para o sistema (2.34)-(2.35)
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Na préxima segao faremos uma anélise qualitativa dos resultados obtidos.

2.7 Uma Andlise Qualitativa dos Resultados

Nesta secio serd feita uma anélise dos resultados obtidos no capitulo dois, em funcao

dos pardmetros iniciais do modelo de hiperfinflagdo dado pelas equagoes (2.2)-(2.3).

Iremos inicialmente inverter o scaling definido na segao 2.5.1, visando obter p e 6
em funcio dos parametros f, k, B e v. Assim, pelas expressoes sugeridas por (2.20), e

pela expressao (2.26). temos:

&1 = k—Bln(za)—p
. f
€ = 7=
T A

e também

- |a|%5' Q4

Podemos entao obter

~
{

T A ( )

§lal?

=

Q]
-]
©

além do que. no estudo do sistema (2.30)-(2.31),
f

_1
= = 2
n mQAIOI

foi mantido fixo. Levando-se isso em conta, e substituindo-se o valor de a na expressao

27\
T4 = <5_772) (2.80)

de 7, obtem-se



. . o 1
Considerando-se agora a expressao de 7 e eliminando-se |a|? em (2.79), podemos
escrever

= % (%mi - mA) : (2.81)

que, juntamente com (2.80), fornece:

_afaf2r)_(22)
B= 5 [f(ﬂnz) (ﬂn?) 1 (2.82)

Essa expressao de p e as curvas de bifurcagao visualizadas na figura 20, respeitada
a desigualdade (2.5), permitir-nos-ao proceder a uma analise da dinamica da economia,

focalizada pelo modelo em questao.

Em correspondéncia as varias situagoes qualitativas da dinamica do modelo, apre-
sentadas na figura 20 (considerando-se os parametros u e 8), existem, no plano-(z,y),
retratos de fase da equacao (2.2)-(2.3) que definem, claramente, quais as evolugoes
temporais ideais de uma economia estavel do ponto de vista de inflagio controlada,
bem como aquelas que levam a situagoes de hiperinflagao, para a quase totalidade das

condicoes iniciais. As figuras 21 e 22 a seguir ilustram os planos de fase (z,y) corres-
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pondentes as diferentes regites definidas pelas curvas H e L (fig.20).

41 4

@) ~ (b)

figura 21: Plano de fase de (2.2)-(2.3) para valores dos parametros tais que:

(a) p < —én+0(6?) (b)=6n+ O(6?) < p < —%én+0(8?) .
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g !

b8 4

(3 (b)

fizura 22: Plano de fase de (2.2)-(2.3) para valores dos parametros tais que:

(a) p = — 86+ O(8) (b) > —26n+ O(82) .

A expressao (2.82) pode ser escrita da seguinte forma:

ol ap(2) (2
“_5[7 d (ﬁn"’) i <ﬂn2> }

Usando-se agora (2.1). temos



ou ainda

w|N

p=1 (A»yé‘f% _ Bf_) , (2.83)

o=

v

em que A e B s6 dependem de b, ¢, e 7, que, juntamente com ’5), sao todos supostos fixos.
A expressio acima mostra a dependéncia de p com relagao a y e a f. Admitindo-se, por
um instante, que o déficit ptiblico f esteja fixo, num certo intervalo que determinaremos

adiante, obtem-se a seguinte expressao para g como funcao de 7:

em que ' = v3, e A; e By s6 dependem de b, ¢, 1, § e f, todos supostos fixos. A figura

23 d4 um esboco dessa dependéncia de p como fungao de .

po

3"

figura 23

Da figura acima constata-se que, para v suficientemente pequeno, obtem-se . abaixo
da curva H. isto é. na regiao 1. mostrada na figura 20; isso implica em que a dinamica
das trajetérias do modelo corresponde a uma situagao altamente desejavel. do ponto

de vista econémico (veja também a figura 21). Por outro lado. o aumento de ~y faz com
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que p aumente, passando-se da regidao 1 para as regioes 2 e 3 (fig.20), sucessivamente,
obtendo-se portanto situég6es tanto menos desejaveis quanto maior for o valor de v
(veja também as figuras 21 e 22). Estamos, agora, em condigdes de analisar o efeito do
prazo médio do ajuste de saldrios na dindmica da economia; com efeito, da expressao
(2.1) sabemos que v = %, onde m representa o prazo médio do ajuste de saldrio dos
trabalhadores, e portanto, quando v diminui em virtude do aumento do prazo médio
m, a situacio econémica melhora, em contraposi¢ao 4 uma reducao exagerada desse
prazo médio, que pode levar a situagoes de hiperinflagdo (regiao 3), em consequéncia

do aumento de 7.

Da expressio (2.83) segue também que ¢ possivel analisar a dependéncia de y com
relacio ao déficit publico f, supondo-se constantes os demais parametros, isto €, obtem-

se facilmente a expressao
H = AQF - B2F2 (285)

em que [ = f%, e as constantes A, e By dependem somente de 7, 7, b, c. e 6. A figura

24 mostra a dependéncia de p = p(f).

}A(x) A

“e v

pU) - e e m e

N ittt

figura 24
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Tendo em vista (2.1), a igualdade (2.5) se escreve

a
-
;2

1+ ln(-]%)}

expressao cuja igualdade fornece um extremo superior para a variagao de f, isto é,

fa= g exp(% —1). (2.86)

(ver figura 24). Um extremo inferior f;, economicamente razoavel, para a variagao de f,
pode ser obtido quando (y,6) estd sobre a curva L (figura 20), isto é, f, é determinado,

aproximadamente, pela seguinte igualdade:

6 1 2
—70n + 0(6%) = Azfi — Bafs .

Olhando para a figura 24, e tendo em mente as expressoes (2.83) e (2.86), pode-se con-
cluir que, para ¢ suficientemente pequeno, o par (u(f3),8) localiza-se na regiao 1 da
figura 20, enquanto que (1(f2),6) esta sobre a curva L. Portanto. com a redugao de f
no intervalo aberto ] fa, fa[, o par (u(f), (8)) passa da regiao 1 para a regiao 2 (fig.20),
como mostra a figura 24; porém. uma redugao ainda maior de f, que pela figura 1 pode-
ria parecer benéfica, ja que provocaria uma redugao da inflagao do ponto de equilibrio
B, torna-se, na verdade. indesejavel, pois o par (p(f),6) passaria para a regido 3., de
hiperinflagio para a quase totalidade das condigoes iniciais. no plano de fase corres-
pondente. Isso mostra a importancia da 6rbita homoclinica. como elemento limitador.
na dinamica do modelo estudado. Em resumo, da figura 24 e das consideragoes acima.
podemos concluir que a estratégia econémica desejavel consiste em procurar reduzir-se
ao maximo o déficit publico, situando-o no intervalo | f2, fs[ e buscando deslocar a terna
(f1, fa, f3) para valores cada vez menores de f;, dado por
1 A, 2 { 2¢ g
I :E:’Y:’(m) )
através da reducao de 5. Observe-se que o valor de f; também decresce com 7., como

pode ser visto pela expressao (2.83), que fornece
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_ A+ VAR 4+ 4B3882 + 0(62)

f2 2B

O comportamento das trajetérias do sistema, com a variagao do parametro f, pode

ser observado nas simulagdes numéricas apresentadas no apéndice A.

Com o objetivo de enriquecer e complementar o estudo aqui apresentado, citamos
abaixo uma pequena e interessante parte da analise (de carater econémico) do modelo

de hiperinflagao, efetuada em (3):

" modelo apresentado e analisado até aqui é capaz de explicar alguns fatos ob-
servados em economias com uma longa tradicio inflacionaria, como é o caso da eco-
nomia brasileira e de outras economias latino-americanas, que tém usado de maneira
sistematica a emissio de moeda para financiar as despesas do governo. As principais

conclusdes de nossa analise sao enumeradas a seguir:

a) Este modelo mostra que a hiperinflagao nao ocorre somente quando o déficit publico
ultrapassa o nivel que seria incompativel com o seu financiamento pela expansao mo-
netaria. A economia pode entrar num processo hiperinflaciondrio mesmo que exista
um ponto de equilibrio estacionario para a taxa de inflagao. consistente com um deéficit

publico financiado pela emissao de moeda;

b) A dinimica de uma economia que usa de maneira permanente a emissao de moeda
para financiar o déficit piblico é bastante complexa e instavel em sua estrutura. Esta
caracteristica explica porque os paises que adotam o regime em que a politica monetaria
é determinada pela politica fiscal acabam por introduzir mecanismos de controle de
precos e salarios. Estes controles tém como objetivo nao deixar que a economia entre

em trajetorias inflaciondrias explosivas;

¢) A liberagio de pregos e salarios numa economia com déficit publico financiado siste-

maticamente por moeda pode eventualmente levar a trajetorias hiperinflacionarias. A

=1
=1



pré-condicdo para a liberagao de precos e saldrios € desvincular a politica monetdria da

politica fiscal, mudando-se o regime das politicas monetaria-fiscal;

d) Numa economia com déficit piblico financiado por moeda o fato de que a inflagao esta
num determinado patamar pode levar alguns analistas a interpretarem a inflagao como
um fenémeno de auto-reproducao — no jargao dos heterodoxos a inflagao € inercial — e
recomendarem um choque, através do congelamento de pregos e salarios, para elimina-
la. O modelo mostra que nestas circunstancias um choque na economia pode leva-la a

uma trajetoria hiperinflacionaria;

e) O prazo médio de ajuste dos saldrios, que depende dos mecanismos de indexagao,
embora nao afete os pontos de equilibrio estaciondrios do sistema, é importante na
determinacao da dinamica da economia. Quando os salarios se ajustam rapidamente a
possibilidade de a economia entrar numa trajetoria hiperinflaciondria é maior. Poroutro
lado, quando os salarios se ajustam mais lentamente, a economia pode eventualmente

localizar-se numa regiao mais estavel. ”

Observagdes: i) Note-se a relacio dos itens (a) e (e) acima com as consideracoes

apresentadas na andlise qualitativa do sistema, que fizemos nesta secao;

ii) Observe-se a interessante relagao do item (d) com a existéncia de orbitas periddicas

para o sistema;

iii) A consideragao de perturbacoes. tanto deterministicas quanto estocasticas, do mo-
delo apresentado, pode vir a corroborar fortemente com as afirmagoes do item (b), pois
estas perturbacdes podem levar a um comportamento caético das trajetorias de um sis-
tema arbitrariamente préximo daquele que representa o modelo. haja vista a existéncia

de érbitas homoclinicas, demonstrada aqui.

Concluimos assim que as expressdes para as curvas L e H. mesmo nao sendo con-
venientemente tratdveis. do ponto de vista quantitativo, ao efetuarmos a inversao dos

pardmetros, nos permitiram obter importantes resultados qualitativos sobre a dinamica

=1
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do modelo, com os quais pudemos provar as conjecturas anteriores.

No apéncide a seguir mostramos alguns dos planos de fase obtidos numericamente

para o sistema (2.2)-(2.3).
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Apéndice A

Simulacoes Numéricas

Neste apéndice mostramos alguns dos retratos de fase que obtivemos numericamente
para o sistema (2.2)-(2.3). Para se obter as figuras apresentadas, foi utilizado o software
PHASER - An Animator/Simulator for Difference and Differential Equations for IBM-
PC[8], através do qual as solugoes do sistemna foram computadas utilizando-se o Método
de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo tamanho 0.05, e com as variaveis T e y
variando nos intervalos [—2.30] e [—4,9], respectivamente. Esse é um dos métodos
mais conhecidos e utilizados no estudo de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias
e. na maioria dos casos. fornece bons resultados. Observe nas figuras seguintes os
comportamentos para as trajetorias do sistema, mencionados no capitulo anterior. Tais
figuras foram obtidas fixando-se os parametros k, 7 e 3. como sendo k=2, 9y=1%#

B = 2.5, satisfazendo a condicao k > B(1 + ln(lﬁi)). e fazendo-se variar o parametro f,

que representa o déficit publico.
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figura 1: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com f = 1.7. O equilibrio B € um pogo.

Pode-se dizer que. neste caso. o parametro (x.6) do sistema escalado correspondente

encontra-se na regiao 1 da figura 20.
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(o) orkiYo Yertécl’\co.

figura 2: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com { = 1.3. Existe uma orbita periodica
englobando o equilibrio B, que agora é uma fonte. Na realidade. houve uma bifurcacao de
Hopf para f = 1.4, com a qual o equilibrio perdeu a estabilidade. Pode-se concluir que, com
a variacao de f de 1.7 para 1.3. os parametros do sistema escalado correspondente cruzaram

a curva H. mostrada na figura 20. no plano-(p.6). de baixo para cima.



(o) orbila ?erxéc\ica

figura 3: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com f = 1.0. Observa-se um aumento da

érbita periédica que engloba o ponto B.
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figura 4: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com = 0.875. A 6rbita periddica estd agora
bem préxima da 6rbita homoclinica. Pode-se entio concluir que o parametro (x,6) do
sistema escalado correspondente estd préoximo da curva L, mostrada na figura 20, para esse

valor de f.
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figura 5: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com { = 0.87. Uma aproximacao da orbita
homoclinica do sistema. Os parametros u e & do sistema escalado correspondente estao

praticamente sobre a curva L mostrada na figura 20, para esse particular valor de f.
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figura 6: Plano de Fase do sistema (2.2)-(2.3) com { = 0.8. Nao existe mais a oOrbita
homoclinica. Pode-se concluir que, na variagao do parametro f de 0.87 a 0.8. o parametro p
do sistema escalado correspondente cruzou a curva L, mostrada na figura 20. de baixo para

cima, para um ¢ suficientemente pequeno, fixo.
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figura 7: Curvas de niveis de uma superficie no espago-(z,y, f), obtidas ao calcularmos as

solugoes do sistema (2.2)-(2.3), acrescido da equagao f =0, variando-se o parametro f de

1.38 (menor érbita periddica (1)), até 0.88 (érbita periédica proxima da érbita homoclinica
(6)). Observe como as drbitas periédicas se aproximam da 6rbita homoclinica, como

demonstrado no capitulo 2, para o sistema escalado correspondente.
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Apéndice B

Teorema das Funcoes Implicitas

com Parametros

Neste Apéndice apresentamos uma prova do Teorema das Funcoes Implicitas com

Parametros, utilizado no capitulo 2.

Teorema B.0.1 Seja F(z,y,c) definida ¢ continua em |r — 20| < a, |y — yo| < b e
0 < c <1, tal que existe %(w,y.‘c) em|r —zol < a, ly—yo| <beld << 1. Suponha

que:
i) F(zo,y0,c) =0, para todo ¢ € [0,1] ;

it) %(m,y,c) ¢ continua nos pontos (zo,Yo,c), uniformemente em c € [0,1] (isto
¢, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, se |(z,y) — (zo,%0)| < 6 . entao |%—};(m,y,c) -
9F (24, 90,¢)| < €, Ve € [0,1]):

dy

i11) Ezistem constantes M e m lais que

F
M > (?—(aro,yo.c) > m > 0,
dy
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para 0 <c < 1.

Entdo existem constantesa™ > 0 e b > 0 tais que F(z,y,c)=0 tem uma tnica solugao
u(z,c), continua em Blzo,a”] x [0,1], com valores em Blyo, b*], isto €, F(z,u(z,c),c) =
0, V(z,c) € Blzo,a] x [0,1]. Se, além disso, F(z,y,c) for de classe C' no produto
B(zo,a) x B(yo, b)x]0,1[, entao a solugdo u(z,c) € de classe C' em B(zo,a%)x]0,1[.

Observacao: Da hipétese (ii) acima segue que %%(x,y,c) é continua no produto de
[0,1] por uma vizinhanga do ponto (z0,y0). Com efeito, tomando-se um ponto (Z,¥,7)
tal que |(Z,7,¢) — (20, ¥0,¢)| < 6, com ¢ € [0,1], dado € > 0 e arbitrario, de (ii) segue

que existe 6; > 0 tal que, se |(z,y.¢c) — (%,7,¢)| < é1. tem-se que

oF oF oF oF

i _ T (magal < | =—(1 Pgeied

’ay (z,y,c) ay (l)yac) = 'ay (l,y,C) 8y (IO»yOaC) <+
2 o er = 2 (ool 4 1E ooz - Lz 3.0)| <

ay Zo, Yo, € 6y 0, Y0,C 0y To, Yo, C) Oy l,y,C) €

Para demonstrar o Teorema B.0.1, seguiremos de perto a demonstragao elaborada
em (7] - paginas 39 a 44, para o caso sem parametro. A prova seguira dos ceguintes

lemas:

Lema B.0.2 Seja f(z,y.c) continua em |x —xof < a, |y—yol Sbe 0 <c <1 Suponha

que eziste uma constante I\, com 0 < I <1, tal que

|f(z,y,¢c) = flz,y". )| <K |y —y7|

Y(z,y,c),(z,y", ¢) € Blzo,a] X Blyo, ] x [0,1], € que f(zo,Y0.¢) = Yo, V¢ E [0, 1].

Entao existe a”. com 0 < a™ < a, tal que a equagao

flz,y,c)=y

possui wma tunica solug¢do y = u(z,c), definida e continua em (z,¢) € Blzo.a*] x [0,1],

¢ com valores em Blyo,b]. V (z.c¢) € Blag.a™] x [0.1]
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Prova: Definamos

9(z,¢) = f(z,y0,¢) — Yo
Tal funcio é continua para (z,c) € Blzo,a] x [0,1] e g(zo,¢) = 0, V ¢ € [0,1]. Logo,
dado b — Kb > 0, pela compacidade de [0,1] segue que existe 0 < a* < a tal que

|g(z,c)| = lf(xay())c) - yOl S b— I(ba

Y(z,c) € Blzo,a*] x [0,1]. Lembremos agora que o conjunto E das fungoes continuas
definidas em B|zo,a"] X [0,1], com valores em B[yo, b] é completo, com a norma do sup.

Definamos entdo a aplicagdo 7' : E — E, tal que
T)(z,c) = w(z,c) = f(z, v(z,c), ¢),
Vv € E. A aplicagao acima esta bem definida, pois f é continua e
lw(z,c) = yoll < |If(z,v(z,c)se) = flz,y0, )| + I/ (2,90, €) = yoll =

Kllv(z,c) = yoll + (b— Kb) < b.

Assim, temos
|70 —Tv|| = sup [(Tv)(z,c) = (Tv")(z,c)| < sup K |v(z,¢) = vi(z,c)| = K |lv—v*],

onde o sup acima é considerado para (z,¢) € Blzo.a”] x [0.1]. Portanto, pelo Teorema
do Ponto Fixo. existe uma unica funcao u(z.c) tal que f(z. u(z.c). ¢) = u(z.c).

V (z,c¢) € Bla™.ag] x [0.1]. W

Lema B.0.3 Se f(z,y,c) € definida e continua no produto de [0, 1] por uma vizinhanga

de (zo,y0) € R?, possue derivada %(I,y, ¢) continua no mesmo produto e. além disso,

d
'-(_):Ti(l‘()! yo,C) =0 )

V¢ € [0.1], entdo existem constantes reaisa >0, 06>0 e 0 < K < 1. tais que f satisfaz
|flz,y,¢) = fla.y™ o) < Ky —y7|
para todo (z,y.¢), (z,y", c) € Blzo,a] x Blyo,b] x [0,1].
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Prova: Dado K, com 0 < K < 1, pela compacidade do intervalo [0,1] conclue-se que

existem constantes a,b > 0, tais que

of

—_—t < 4
‘ay(w,y,C) K,

VY (z,y,c) € Blzo,a] x Blyo, ] x [0,1]. Portanto, pelo Teorema da Média, temos

ly_ytl )

. 0
|f(l‘,’y,C) - f(may ,C)| S sup 'a_i(zyyac)
onde o sup acima é considerado para (z,y, c) € Blzo,a] x Blyo, b] x [0,1]. H
Prova do Teorema B.0.1: Definamos a fungao

F(z,y,c)
f(iL‘,y,C) = -
Y %(l‘o,yo,c)

)

que é definida e continua no produto de [0,1] por uma vizinhanca de (xzo0,yo) € sua

derivada parcial

af & (z,y,¢)
Llayc) =1 g
Yy a_y(xosyﬂﬂc)

é continua no mesmo produto e se anula em (2¢, yo.c) para todo ¢ € [0.1]. Além disso,
f(zo,y0,¢) = yo para todo ¢ € [0,1]. O resultado segue. entao, dos Lemas B.0.2 e B.0.3

acima. W
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