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]],esumo

dais (EPM) e dos métodos utilizados para resolvo-las. Com,este
objetivo, são abordados os aspectos teóricos relacionados ao

cálculo

de soluções de uma EPM, procurando reunir os principais.resultados
sobre o assunto. A seguir, os algoritmos para resolver EPM são .des-

critos detalhadamente, mencionando as particularidades inerentes à
sua implementação, para serem posteriormente comparados.

Os resultados originais mais importantes estão relacionados ao
desenvolvimento de um método direto para resolver uma equação
polinomial matricial quando todos os coeficientes são matrizes trian-
gulares superiores (EPMCTS). Proporciona-se uma caracterização
das EPMCTS que admitem uma solução triangular superior, um
algoritmo para o cálculo destas soluções .e. o programa que o imple-
mente. Realiza-se um estudo da estabilidade das soluções de uma
equação polinomial matricial em geral e das soluções proporcionadas
pelo algoritmo em particular. Deduzem-se estimativas do erro.

O método é estendido para resolver equações polinomiais matri-
ciais quando todos os coeficientes são matrizes triangulares superlo'
res por blocos. No final do trabalho são discutidas algumas condições
para a triangularização simultânea de um conjunto de matrizes.

XI





Abstract

A detailed study about matrix polynomial equations (MPE) and
the methods to solve them are presented. The theoretic subjects
related to the solutions of a MPE are studied, in order to tive the
main resulta. The algorithms to solve a MPE are carefully described,
emphasizing the particularities inherents to their implementation for
a laser comparison.

The more important original results are related to the deve-
lopment of a direct method to solve a matrix polynomial equation
when all the coeMcients are upper triangular matrices (MPEUTC).
A characterization of MPEUTC that admits an upper triangular
solution is presented. We algo tive an algorithm to compute these
solutions and the program that implements the proposed method
A stability study of the polynomial matrix equation's solution and
of the algorithm's solution are given. Error estímatives are derived.

The method is extended to solve polynomial matrix equations
with block upper triangular coeHcients. Some conditions for the
simultaneously triangularization of a matrix set are discussed in the
final part.
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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio detalhado de las ecuaciones
polinomiales matriciales (EPM) y de los métodos utilizados para
resolverlas. Com este objetivo, son abordados los aspectos teóricos
relacionados al cálculo de soluciones de una EPM, procurando reu-
nir los principales resultados sobre el asunto. A continuación, se
describen con detenimiento los algoritmos para resolver una EPM
mencionando las particularidades inherentes a su implementación,
para ser posteriormente comparados.

Los resultados originales más importantes están relacionados al
desarrollo de un método directo para resolver una ecuación polino-
mial matricial cuando todos los coeficientes son matrices triangulares
superiores (EPMCTS). Son caracterizadas las EPMCTS que tienen
una solución triangular superior. Son descriptos un algoritmo para
el cálculo de estas soluciones y un programa que lo implemente. Se
estudia la estabilidad de las solucíones de una ecuación polinomial
matricial en general y de la calculada por el algoritmo en particular.
Se calcula una estimativa del error cometido por el algoritmo.

EI método es extendido para resolver ecuaciones polinomiales
matriciales cuando todos los coeficientes son matrices triangulares
superiores por bloques. AI final del trabajo son dicutidas algunas
condiciones para la triangularizacbn simultânea de un conjunto de
matrices.
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('.j):

(Aij):
.'i8)B

Á-B
.,it

.4r

Blcirc (S:, . . . , Sk)

matriz transposta conjugada de .A, 146

matriz com entradas aij, 145

matriz com blocos .Aij, 148

produto de l<ronecker das matrizes Á e
as matrizes ,4 e .B são similares, 35

matriz transposta de .'{, 16

matriz transposta por blocos de Á, 149
matriz circulante por blocos gerada
Si,...,Sk, 7

números complexos, 145

matriz com colunas Ci , . . . , e., 31

o conjunto 4 está contido em -B, 14

o conjunto Á está estritamente contido
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B,146

pelos blocos

C
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Capítulo l

Introdução

O estudo das equações polinomiais matriciais (EPM) surge da necessidade de
resolver equações diferenciais (e de diferenças) de ordem superior com

coeficientes

matriciais, sem apelar para o recurso de transforma-las em equações de primeira
ordem. Esta transformação, embora teórica e praticamente muito empregada (ver
Seções 11-5 e 11-8), acarreta grandes dificuldades para o seu tratamento numérico,
devidas, principalmente, à introdução de maiores erros de arredondamento provo'
cados pela maior dimensão das matrizes e dos vetores envolvidos.

A teoria das equações diferenciais lineares mostra que os subespaços de uma
equação de evolução homogênea satisfazem que a soma de duas soluções que estão
num mesmo subespaço é uma outra solução que pertence ao subespaço' Numeri-
camente isto nem sempre acontece, é frequente que nos problemas de evolução
tendo algumas soluções limitadas e outras que crescem para o .infinito, os erros
de arredondamento provoquem a introdução de uma componente na direção das
soluções ilimitadas, embora as condições iniciais pertençam a uma solução limi-
tada. Em determinadas condições, este problema pode ser resolvido usando as
soluções das equações polinomiais matriciais. Ver Seção 11--8.

O presente trabalho tem por finalidade estudar um método direto para. re
solver equações polinomiais matriciais e efetuar a sua comparação com os algo

l



2 1.INTRODUÇÃO

ritmos já existentes. Com este propósito, na primeira parte, são abordados os
aspectos teóricos relacionados ao cálculo de soluções de uma equação polinomial
matricial, procurando-se reunir os principais resultados sobre o assunto. Assim, no
Capítulo ll são consideradas as EPM dando ênfase à existência das suas soluções,
embora sejam tratados temas como interpolação, avaliação de polinõmios matri-
ciais e análise do erro de arredondamento na avaliação. Tais tópicos serão úteis
para a definição e comparação dos métodos numéricos. Sempre que possível, faz-se
uma analogia com a teoria das equações polinomiais escaleres, com o intuito de
ressaltar os pontos que dificultam a aplical$o dos algoritmos empregados para o
cálculo dos zeros de um polinõmio escalar a uma EPM.

Os resultados originais deste capítulo são o Teorema 3.2 e o Teorema 3.3, duas
extensões do resultado de Davas l91 sobre estabilidade de solventes, o Teorema 3.4
que fornece uma condição necessária e suficiente para a regularidade da derivada
de Fréchet de um polinõmio matricial e, finalmente, o Teorema 7.1 que proporciona
uma estimativa para o erro na avaliação de um polinõmio matricial estendendo
um resultado de Davas l91. Sempre que possível, construíram-se exemplos para
ilustrar os conceitos apresentados.

O Capítulo 111 é dedicado aos métodos para a resolução das equações polino-
miais matriciais. Cada um dos algoritmos é cuidadosamente descrito, ressaltando
os requisitos indispensáveis para a sua aplicação e implementação. Apresenta-se
um método original (ver Seção 111--6) para calcular solventes de polinâmios com
coeficientes triangulares. Para este algoritmo é feito um estudo detalhado so-
bre as condições de aplicabilidade e estabilidade; também proporcionam-se uma
estimativa do erro e o programa que foi utilizado nos testes. Os resultados origi-
nais encontram-se designados por Teorema 6.1 , Teorema 6.2, Teorema 6.3 e Teo-
rema 7.1. Na Seção 111-7, estuda-se uma extensão do algoritmo acima que po-
ssibilita resolver equações polinomiais cujos coeficientes são matrizes triangulares
por blocos. Na Seção 2.3, existe uma contribuição que permite reduzir o número
de operações na implementar;ão do algoritmo de Newton.

Levando-se em conta o bom desempenho apresentado pelo algoritmo para
resolver equações com coeficientes triangulares, o Capítulo IV é dedicado ao estudo
das condições para a existência de transformações que permitam a triangulariza-
ção (ou diagonalização) simultânea de um conjunto de matrizes. Os resultados
originais são o Teorema IV--1.3 e o Teorema IV--1 .4, o quais estão relacionados à
existência de transformações bi-unitárias que triangularizam simultaneamente um
conjunto dado.
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No último capítulo, são analisados alguns pontos a serem considerados na im-
plementação do Algoritmo 111-6.1, e do algoritmo empregado na triangularização
simultânea de um conjunto de matrizes (ver Lema IV-l.l). No final do capítulo
são fornecidas as listagens dos programas desenvolvidos.

No Apêndice A, são incluídos alguns resultados simples, e outros pouco c.o-
nhecidos, sobre matrizes, que foram empregados em algum ponto do trabalho. No
intui+ede simpli6çaro-enunciado dos resultados dos primeiros capítulos, neste
apêndice também descrevem-se alguns símbolos e notações

Neste trabalho foram consideradas equações sobre espaços de dimensão finita.
Alguns resultados sobre equações com operadores polinomiais limitados e as suas
aplicações em espaços de dimensão infinita podem ser encontrados em l23, 24, 251.

Como mostra o Teorema de Bézout generalizado (ver Teorema 11-2.1), existe
uma relação entre o problema de resolver uma equação polinomial matricial, e o
pmblema de fatorar uma lambda matriz, po.rém, o segundo é bem mais abrangente
e nem sempre conduz às soluções do primeiro. A fatoração de lambda matrizes é
amplamente estudado em j17j.

Finalmente, um esclarecimento sobre a numeração e citação de teoremas,
lemas, etc. Estes itens possuem uma numeração independente dentro de

cada

capítulo,'assim, o Teorem a 2.1 refere-se ao primeiro teorem.a da Seção 2 do capítulo
no qual se faz a citação. No momento em que for referenciado algum resultado de
outro capítulo, ao número do resultado em questão Ihe será acrescentado o número
do capítulo ao qual pertence; assim, para referir-se ao Teorema 2.1 do Capítulo lll
é empregada a citação Teorema 111-2.1 . Os números das fórmulas serão colocados
entre parênteses. A bibliografia, numerada segundo a ordem alfabética afim de fa-
cilitar a procura das referências pertinentes, é citada por números entre colchetes.
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Capítulo ll

Polinâmios Matriciais

Neste capítulo, estudam-se aspectos teóricos dos polinâmios matriciais da
forma P(X) = EEO.Am-lX' e da equação P(X) - 0, onde todas as matrizes
'4o, . . . , .4« e X são quadradas e de dimensão n.

Em primeiro lugar discutem-se algumas definições gerais sobre a equação e
as suas soluções. A seguir, estuda-se a derivada de Fréchet de um polinõmio
matricial e a sua inâuência na estabilidade das soluções de P(X) = 0.. Posterior-
mente, caracterizam-se as soluções da equação matricial nas quais a derivada de
Fréchet de P(X) é singular. Logo após uma generalização do conceito de divisão
de polinõmios, estudam-se a exilitência de soluções da equação P(X) - 0 e a sua
relação com algumas propriedades da matriz companheira.

Na Seção 6, generaliza-se a noção de interpolai$o, e nas seções seguintes,
estudam-se a avaliação de polinõmios e a propagação dos erros de arredonda-
mento. No final do capítulo,'apresentam-se, sucintamente, algumas aplicações.das
soluções das equações polinomiais matriciais. Estes tópicos serão úteis na definição
e comparação dos algoritmos apresentados no Capítulo lll.

5



1. Modelos Matriciais
6 ll.POLINÕMIOS MATRICIAIS

Os polinõmios matriciais P(X) = ):E:. ,4..IXI surgem no estudo de variadas
aplicações. Neste trabalho, a atenção é dirigida particularmente aos problemas que
provém da análise dinâmica de vibrações e métodos numéricos de passo múltiplo
para equações diferenciais, em particular, na previsão do tempo

1.1 Análise dinâmica de vibrações

As equações de movimento de um sistema vibracional não conservativo podem
ser obtidas através de várias técnicas, tais como as leis de Newton, equações de
Lagrange, métodos lineares com gratos, e método de elementos finitos l38j. Todas
elas conduzem à equação diferencial matricial de segunda ordem

Mu'' -+ Cd -t l<'u, = f. (1.1 )

onde u é um vetou n dimensional que representa os deslocamentos das massas do
sistema, ./' é o vedor das forças externas aplicadas no sistema, e .A/, G e /{ são as
matrizes de massa, atrito e rigidez respectivamente. Em particular, a equação

.A/u"+(D + G)u'+(Ã'+.#)u (1.2)

onde M, 1) e /( são matrizes simétricas e (; e // são matrizes antisimétricas
para os efeitos giroscópicos e circulatório, representa um dos modelos de maior
complexidade na teoria das vibrações.

O estudo da equação (1.1) tem sido realizado, principalmente, através da de-
terminação da resposta u = ezÀ'u para uma excitação harmónica .f = ezÀtC, o que
por sua vez motiva o estudo das lambda-matrizes. Porém, o estudo de modelos
de certa complexidade (caso não simétrico) tem apresentado muitas dificuldades.
Daí que o desenvolvimento de métodos diretos no domínio tempo, isto é, que
não requerem o cálculo explícito de autovalores nem o uso de autovetores, tem
começado a despertar a atenção dos pesquisadores l6, 431. Com este propósito, o
interesse deste trabalho orienta-se à construção de soluções matriciais exponenciais
e ao estudo de solventes, em analogia ao caso escalar, e restringindo a classe dos
coeficientes matriciais. R'leis precisamente, a determinação de raízes da equação
matricial

À4'X2 + 0X + /\' = 0,

quando .A4, C' e ]\' são triangularizáveis
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1.2 Previsão numérica do tempo

No estudo da previsão numérica do tempo, os modelos que provém das e-
açoes da água rasa são do maior interesse. Neste caso., a integração na variável

vertical é realizada através de camadas descritas por equações da água rasa l2, 5, 7j .
Por exemplo, um modelo linear unidimensiona1 l2, 71 pode ser descrito como

p' + ,c.p - o, (1.3)

onde p é o vedor de componentes u, o, é, e o operador .C é definido por

'- ( :z:/uõ=
/u z). (1.4)

Partindo o operador .C na soma de dois operadores -S.e .F l21, obtém-se o

seguinte esquema de diferenças para integrar a equação (1 .4):

(/ + At /') 9("+') - --26.1 S9(") + (/ -- At /') P("'1) (1.5)

Uma das possibilidades para a escolha de / e .S é considerar:

0

0
s - ul o

0 Ê) ,:( .Z, X T).e (1.6)

Supondo que a;o,. . .,aj; C J são pontos equidistantes e que as funções.u,t;
e Ó são periódicas, usando"diferenças divididas para aproximar o operador a,, a
equação'de diferenças (1.5) pode ser discretizada da seguinte forma:

(/ + At F') ÇP("+') - --2a.t S9(") + (-r -- At F) P("':), (1.7)

onde g(") é o vetou

p(") -(«1"', «1"), é1"),«9o,«{"), .éF),... ,«ro,«í"), ÓEüy ,
quando

«I")=«(,.,t«) "l")-"('.,t«) '

e as matrizes S e .F são bloco circulantes, definidas por

1") ':,t«)@

S = Blcirc (SI, Sz,0, , 0, Sk) e F = Blcirc (FI , F2, 0, , 0, Fk)
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Se as diferenças centradas forem utilizadas para discretizar o operador a,, os
blocos .Fli e Si são definidos por:

,-(:x:) : i )
Se para aproximar a, forem empregadas diferenças avançadas, .Fli e S{ resultam

'-(
0

/

0
h

/

0

.fu ?)
Empregando diferenças avançadas ou centradas, as propriedades das matrizes

circulantes em blocos j101, mostram que as matrizes S e r' podem ser transfor-
madas simultaneamente em matrizes diagonais por blocos, cujos blocos diagonais
são dados respectivamente por:

.gins:+ujS,+u-iSk e F.=Fl+w'F2+co''FA,

onde w é a k-ésima raiz principal da unidade.

e (1.8)

Levando-se em conta que as matrizes .r + At Fi, 2a.Z S{ e --/ + AI .F. comu-
tam, o Corolário IV-l.l mostra que existe uma matriz unitária que transforma
as matrizes / + At .f:, 26.t .g{ e --/ + At .IC nas matrizes triangulares O{, Ti e

Qi respectivamente. Assim sendo, resolver a equação (1.7) se reduz a resolver k
equações de diferenças da forma:

Oie(n+l) + Tie(")+ Qie("-i) . 0, (1.9)

onde Oi, Ti e (}{ € Q;3x3

Este tipo de equações matriciais de diferenças de segunda ordem podem ser
obtidas, na integração temporal do modelo DYNAMO 1321 utilizando o método
"leapfrog" ou diferenças centrais no tempo. Deve ser observado que a discretização
do termo de adveção origina, em geral, matrizes não simétricas.



2. DEFINIÇOES
9

Será estabelecido que (1.9) pode ser transformada na equação polinomial ma-
tricial

&(}'') = O.}''' + T.}'' + Q: (l.lO)

2. De6nições

Esta seção é dedicada ao resumo e à organização da terminologia empregada
no estudo dos polinâmios matriciais, em particular daqueles conceitos relacionados
às soluções das equações envolvendo estes polinâmios.

Chama-se polinõmio matricial a uma função definida no espaço das matrizes
quadradas de dimensão n, n > 1, cuja forma é:

onde m > 1 e os coeficientes {.4i ; 1 = 0,...,m} são matrizes quadradas
de dimensão n. Em geral, os polinõmios matriciais serão denotados por letras
maiúsculas. Se .,4o for uma matriz não nula, diz-se que o polinõmio matricial tem
grau m.i O número n é chamado de ordem do polinõmio matricial.

Associada ao polinâmio matricial P(X) tem-se:

P(X) = 0, (2.1)

conhecida como equação polinomial matricial. Frequentemente, esta denomi-
nação também é empregada para referir à equação

f'(X) = E X'Ám-,
1=0

(2.2)

No presente trabalho, em geral, consideram-se somente equações do tipo (2.1,),
pois se a matriz .E for uma solução de (2.2), então a matriz -E' é uma solução da
equação

,41,..,x'
1=0

(2.3)

lesta restrição significa que somente serão consideradas somente equações não lineais. Quando
m = 1 a teoria aqui apresentada continua sendo válida, porém, existem outras formas melhores
de resolver sistemas lineares
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Deve-se observar, porém, que a existência de uma solução de (2.3) não implica
na existência de uma solução de (2.1) por exemplo, se P(X) for o polinõmio
matricial definido por:

8
P(x) 45 -:l*'--;l -? -:l.*--;l -! 1

e E f'r ' m'triz ! (!:!g), e«tão .Ê(.E) - 0 N' -t-t', como -remos mais
adiante, empregando o Algoritmo 111-1 .1 , pode-se mostrar que não existe nenhuma
matriz que seja solução da equação P(X) = 0.

Nas Seções 4 e 6, estudam-se algumas relações entre as soluções de (2.1) e as
de (2.2). No intuito de simplificar a exposição, a partir deste momento, a notação
.P(X) referirá ao polinõmio matricial obtido a partir de P(X), trocando as posições
dos coeficientes e da matriz variável.

Definição 2.1. Sejam À um escalar e / a matriz identidade de ordem n, o poli-
nâmio P(À/) recebe o nome de lambda matriz associada a P(X). Em geral, a
lambda matriz .P(À/) é denotado por P(À).

Observe-se que analogamente pode-se definir -Ê(À), sendo que P(À) = F'(.X)

O Teorema de Bézout generalizado j171 estende um conhecido resultado so-
bre polinõmios escaleres, o qual estabelece que, se zo for um número complexo
arbitrário e p(z) for um polinõmio escalar de grau m com coeficientes complexos,
então existe um polinõmio q(z) de grau m -- l tal que p(z) = q(z)(z -- ;o) + p(zo).

Teorema 2.1 (Teorema de Bézout generalizado). Se.Íam P(À) u«za /amada
matriz e y C (E"*" ?zma naif z aró trás a ./íza, Calão e=ísle uma /amónia matiz
c?(.X) t./ q«.

P(À) (À)(À.r - }'') + P(y).
PROVA

P(À) Á«-.'x
1=0
/ m

- l E .x'-: E ,4...}''*-' l (.x.r
\l:l A:/

/m m

= 1 }: .X' El: ..4...},t-'
\l=1 k=/

(À.r - y') + P(}'').

' l (.x/ - }'') + E 'l«-.r
1:0

D
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Corolário 2.1 ,4 m.tH, S á «/«ção d' eq«.çã. P(X) = 0 s', ' ..m'"t' '',
p(.x) (À)(À.r- s), (2.4)

.«de C?(À) é de$"id« p.''

Q(.x) À'': }: .4..*s'-'
1=1 k=l

det (2(À{) # 0, À.r -- S é chamado favor espectral à direita de P(À)

Analogamente, se F'(.R) = 0, a matriz R é chamada de solvente de .P(X).
Se .R for um solvente de P(.R), pode-se mostrar que, para alguma lambda matriz
ê(À), p(À) = (À/ -- R) Q(À), 'assim sendo, .R é chamada de solvente à esquerda
de P(X).

Como o determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto dos de-
terminantes, a equação (2.4) mostra um resultado importante: a reunião dos au-
tovalores dos solventes de P(X) está contida no conjunto das soluções da equação

d.' P(*) - ''' l= .'..,À'l - O
(2.5)

As raízes da equação (2.5) são conhecidas como raízes latentes de P(À). Se
o polinâmio P(X) íor mõnico, isto é, quando Áo - /, as raízes de (2.5) são os
autovalores da matriz O C (l;""xmn definida por:

/

0

c-
000

--..4. --.4..l --Ám-2

/

--''ll

Como a matriz C tem dimensão mn, se .Ao = /, a lambda matriz P(À) tem
exatamente mn raízes latentes. A matriz O é muito importante no estudo da
existência de solventes de um polinõmio matricial (ver Seção 5), e é conhecida
como matriz companheira por blocos associada ao polinõmio matricial P(X).



12 ll.POLINOMIOS MATRICIAIS

Definição 2.3. Seja .X{ uma raiz latente de P(À). Neste caso, qualquer vedor, não
nulo, no núcleo de P(Ài) é chamado de vetou latente à direita associado a Ài.

Uma propriedade dos vetores e raízes latentes, que será de utilidade para
estabelecer condições sobre a existência de solventes, é proporcionada pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.2 (l3il). Se À{ /or uma raiz /atente de P(.X) e e. /or um t,dor /ate,zte
â direita associado a Ài, então

é ttm autouetor de C' associado a Àf

PROVA. Aplicando as definições dos vetores e raízes latentes, o teorema resulta de
uma simp]es verificação. []

A matriz de Vandermonde associada aos escaleres zi, ,z. definida por

«'. «,-li;.. l;.. ": l:.l
resulta ser de grande utilidade na teoria dos polinõmios escolares

l
Z2

l

m l .m--l
'771

A matriz

*«,- l l;.. l;..y(x- ,
X2

desempenha na teoria dos polinõmios matriciais, o papel da matriz de Vander-
monde na teoria dos polinõmios escaleres. A matriz y(Xi, . . . , X.) é conhecida
como matriz de Vandermonde por blocos associada a Xi, . . . ,X. C C"*"

Existe uma grande diferença entre as matrizes de Vandermonde no caso es
e no caso matricial. Sabe-se que

det y(zl , ,;«) - H (,.
l$i<.j$n

zj),' (2.6)
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e portanto, a matriz V(zl, . . . , z.) é inversível se, e somente se, todos os z{ forem
distintosl como mostra o seguinte exemplo, o mesmo não ocorre no caso matricial.

Exemplo 2.1 (jlll). Sejam

*: -l -: ?l , 4 e
0 3

n \

,ode-se mostrar facilmente que det y (XI , X2) = det (X2 -- Xi) = 0 e que a matriz
V (XI, Xa, X3) é inversível. '

) ,

Esta característica da matriz de Vandermonde por blocos origina a seguinte
definição.

Definição 2.4. Um conjunto de matrizes Xt, . . . , X. é chamado conjunto com-
pleto quando a matriz y (XI, . - . , X«) for não singular. Se S.i, .,..' , S. forem sol-
ventes de P(X) para os quais det y (SI', . . . , S.) # 0, o conjunto Si, . . . , S. recebe
o nome de conjunto completo de solventes.

O seguinte exemplo mostra que, a propriedade descrita pelo.Exemplo 2.1 é
inerente ao conjunto e não à ordem na qual as matrizes são consideradas.

Exemplo 2.2. Se as matrizes Xi , X2 e X3 forem definidas por:
2\ / 3 -1 -3 -3\
41 ., 1-i 3 -s -31

.2l' "' l--s --3 3 --il
o7 \.-3 -3 -i 3/

-2 4
0 2
2 4
4 2

x.

/4 2 0 -6\
l-4 2 -4 21
l o -6 4 21
\-4 2 -4 -2/

pode-se mostrar que a matriz }''(Xi , X2, X3) é inversível enquanto que
as matrizes

}'(Xi, X2), y(XI , X3) e V(XZ, X3) são singularesl Isto significa que existem con-
juntos completos nos quais nenhum subconjunto é completo.

e

Os exemplos precedentes também mostram que um conjunto completo pode
conter subconjuntos completos ou não. Levando-se em conta os Exemplos

2.1

e 2.2, o conceito de conjunto completo parece pouco intuitivo, porém, nas Seções 6
e 8 mostra-se que os conjuntos completos surgem naturalmente.

2A notação empregada significa que o determinante da matriz y(zl , . . . , ;.) é o produto de
todososfatoreszf--zj,possíveis,comi.<J.. .. . . ',-.

3A definição precisa de det y (XI , X2) é fornecida em Uantmacner liüJ
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O seguinte exemplo prova que a completitude de um conjunto de solventes é
uma propriedade do conjunto e não do polinâmio matricial considerado.

Exemplo 2.3. A equação X2 = X tem infinitas soluções4, chamadas de proje-
tores, porém, nem todo par de soluções linearmente independentes formam um
conjunto completo. Por exemplo, Si = 0 e S2 = / formam um conjunto completo,
mas se Si e S2 forem duas matrizes tais que

{0} C Im(Si) Ç Im(S2) ç a;",
então Si , S2 não é um conjunto completo, pois Si -- S2 é singular.s

Os conjuntos completos serão utilizados exaustivamente nas Seções 6 e 8. Al-
gumas condições suficientes para a inversibilidade da matriz de Vandermonde ge-
neralizada foram analisadas em jlll e 1241.

Considere o conjunto de todas as matrizes similares ao solvente S, isto é, as
matrizes ./? C Q;"*" tais que existe uma matriz inversível Q satisfazendo

s = QKQ'*,
neste caso, para as matrizes Q e R vale

,'loQR" +.A.Q.n"-'+ +.4.Q = o.

A equação acima origina a seguinte definição

Definição 2.5. Dadas duas matrizes Q, R C C"x", o par(Q,R) é um co-solvente
de P(X) se Q # 0 e

ÁoQR" +.A.QR"-:+-..+,4.Q =0.

Verifica-se facilmente blue, o par (/, S) é um co-solvente de P(X) se, e somente
se, S for solvente de P(X). Além disso, se (Q,R) for um co-solvente de P(X) e
U for uma matriz inversível, então (QU':, URU-: ) também é um co-solvente de
P(x)

Observe-se que sempre existem co-solventes do polinõmio matricial P(X).
Ài for uma raiz latente de P(.X) associada ao vedor latente ef, e se a matriz C?
definida por Qi - le., . . . ,efl, então (Oi, À{/) é um co-solvente de P(X). Assu-
sendo o conceito de co-solvente generaliza aquele de solvente. Lamentavelmente,
co-solventes com propriedades adicionais são bem mais difíceis de calcular.

4Em [151 mostra-se que as soluções desta equação são todas as matrizes diagonalizáveis cujos
autovaloressão 0 e/ou l

apara uma matriz .4 C Q;""" define-se Im(.4) = {.4= : = C C"}.
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Algumas consequências da existência de co-solventes, como assim também,
a utilizai$o dos co-solventes para o cálculo de solventes, serão analisadas na
Seção 5.2. Recentemente [271, o conceito de co-solventes foi estendido aos pares
de matrizes ((2, .R) onde Q C ([;"x' e -R € C'*'

3. A derivada de Frécliet dos polinõmios matriciais

Esta seção é dedicada ao estudo da derivada de Fréchet do polinõmio matricial

P(x) .'l«-,x'.
1=0

(3.1)

Em particular, procura-se estabelecer uma relação entre a regularidade da derivada
do polinõmio matricial e o efeito de perturbações nos coe6cientes do polin?mlo
matricial sobre os solventes de P(X) (ver Seção 3.1). A derivada de Fréchet de
um polinõmio matricial tem aplicações teóricas e práticas, pois é empregada para
caracterizar a estabilidade dos solventes de P(X) e, além disso, para definir alguns
métodos destinados a calcular solventes do polinõmio matricial (ver Seções 111-2

3)e lll

Definição 3.1. A derivada de Fréchet do polinõmio matricial P(X) em Xo, é
redor linear Puxo) definido para toda matriz H C (l;"x" por:

,«*., .«; - Ê ««-, Ê *:-' "*.-* - Ê (Ê ««-.*;-') «*'-:1=1 k=1 z=1 \kpZ

A derivada de Fréchet de P(X) em Xo é chamada regular, se o op'radar P(Xo)
for bijetor.

(3.2)

r \ ' /

Observe-se que P(Xo) é bijetor se, e somente se, infllHll;.:i llP(Xo) IXlllP > 0,

isto é, se P(Xo) for inversível.'
Definição 3.2. Um solvente S de P(X) é chamado solvente simples se P(S)
for regular.

Observação 3.1. Se X comutar com .17 tem-se que:

p'(x) EI'i.x'-:

isto é, se X.H = #X a derivada de Fréchet se reduz à derivada de polinâmios
escaleres.

l l
p(x)lxl onde

6llAllr é a norma de Frobenius da matriz 4 (ver Apêndice A)
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O operador P(X) é linear e, portanto, pode ser representado por uma matriz.
O lema a seguir fornece esta representação em termos do produto de Kronecker e)
(-r S.ção A-l.l).

Lema 3.1. Soam r'(X) um po/{nómio matMcÍa/ como e«z (3.

definida pot:

]

1) e PJX) . m«tH;

fn/ ,. 7n \

1::1 \ k=z /

onde Xt é a matriz transposta de X. Neste caso, a deHuada
satisfaz:

plx) x' E1 1
® ,4...Xk-l

de Fréchet de P(X)

« (p(x) lxl) x)«(x).
Co«eqüe«tem.«t., P{X) é «g«/- s', ' «me«te «, P'(X)
singular e, portanto

for uma matriz não

lt"le:. llptx) [-#]ll,. - ..,nB:. ]]p"(x) « (.m]], » o.

PROVA. A demonstração da primeira parte consiste em aplicar as definições da
função u (.) (ver Seção A-l.l) e do produto de Kronecker à definição da derivada
de Fréchet (3.2), pois:

-$1(.*o'': *Í; "...*'-'l «'«,

« (pÍX) [x]) - E:«
1=1

}l: ,4...XJ:-' HXi-t

A prova da segunda parte consiste em notar que

'ÍX) ["]ll, - 11« ip«x) ["])ll,
) « (x)ll, . D

C' admiteObservação 3.2. Se P(X) for regular, a equação linear P{X) l#l
uma única solução H, que satisfaz u (-H) = PJX)'' u (C').

O objetivo do Teorema 3.1, que será enunciado a seguir, é mostrar que o
operador P{X) definido por (3.2) é a derivada de Fréchet de P(X) definida no
contexto da análise funcional. A prova do teorema emprega as estimativas contidas
na seguinte proposição.
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(3.3)

Proposição 3.1 (1291). O«d" 'l, .B, C C C"*" e k C ]N, '"t''

'*- "'ll,$ aoll.4 -.all,
e

k l

..4* -.e* - }l:c'-'(Á - B)c''''
1=0

- Bllp(a: ll.4 - .allp + a, ll.A - clip) , (3.4)

onde

k l

«. E ll,4llb ll.alll':-'
z=o

k 2

a: kE ll0llt ll,4llF"'''
/=0

e

,4 - .allb''ll.4llF''

PROVA. A afirmação (3.3) decorre por indução em k. Para k = 1, a afirmação é
trivial. Supondo, por indução, que (3.3) é verdadeira para k, tem

.4'''-: - B*''''ll, ll(Á' + B')(Á - .a)+(Á* - n')(A+ -a)

$ {11'*-.ell, Itt,4ll} -- ll ll

' / \'' ' '/llr'

k l

+(llÁll,+ llBll,,) :l: ll.4llb
1-0

k-l-lB F

, , (â « , " ,:-')
Para demonstrar (3.4) seja .E = B -- Á, logo:

k l
E
1=0

.B' -E)* Á'(.4 - -B).4*':'' + .4i.E,4j.E,4í +
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Assim sendo

.4t -- .Bk
k

E c''':('l
z-o

.B)0*''
k l

- E ,'l'(Á - B)Á'''''
1:0

k

Ec'
1:0

:(.4 - B)C'''' + }: ,4i.E.,4j.E.,4' +
l+j+i:k-2

e portanto,

,4k
k

E:c''':(Á
z=o

.e)c'''' $ P-+ P,,
F

onde

P: :(.A - .B)Á''' - E C''''(Á - .B)C''''
l=1 l=l

kk

k

.ell,Ell.4llb'' ,4*-' - c''-'
1=1

k

+ ll.A - Bllr E: .A'-- - Cl-:
1:1

F

F

,llc'llF"'

$ 1 all,ll.A
k, { \-2

cll,E l l.4llF"' E ll,4ll} llc'll::''-'
z=i \ .j=o

k-l-l \

+ llc'llb'' E ll,4ll} llc'llÊ''''''' l

Bll, l.A - c'll,
e

,4 -.allbll,4llF''

n

A seguinte apresentação do resultado de Kratz e Stickel 1291, permite uma boa
caracterização da influência da derivada de Fréchet de P(X), na estabilidade dos
solventes do polinõmio matricial. Ver Seção 3.1.

Teorema 3.1. Seja P(X) o
X,yl .# C Q;nx" matrizes, e P

polinómio matricial de$nido
: m- {llxll, , lll''ll, , ll-#ll,}

.m (3.1), e sejam
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.%a<xm llÁrllr = a, 'ntã.

p(x + #) - p(x) - ptl'') iXill, $
Í2m+:aP"-' llXllr(lln'llP + ljX - }''llr)
't2"':a ll.all,(lln'llr + ljX - }''ll,)

se /3 2: l
se /3 < 1

(3.5)

p(x+x)+p(x)l.algo(lln'll}) q-«a. llxll,--.o.(3.6)
PROVA. A demonstração de (3.5) é uma consequência da Proposição 3.1. Se P Z l
tem-se:

e

p(x + .a) - p(x) - p(}'') ixill,

(x + y -xr'''l
k=1 / iiF

$ « 11xll, E in.üii, E(1) u-ülll: llxuç'
1=2 L k::2

+ llx - }''ll, IE llvll} llxllÇ:''-' l
k:0J
r m l m l

$ «p"-' ll-all, ll Xtt,E E([) + ]]x - }''it,E/(/ - 1)]
1=2 k=2 z=2 J

$ 2"+:aP"-' llxllr(llxllr + llx - }''llr)
A demonstra,ção de(3.5) quando/3 < 1 decorre como acima, e a afirmação(3.6)

segue-se de(3.5) substituindo y por XE]

3.1 Teoria de Perturbações
O cálculo de solventes é efetuado, em geral, através de algoritmos, envolvendo

assim, implicitamente, o uso de computadores. Por causa da precisão finita com
a qual os números são representados nos computadores, alguns erros, inevitáveis,
são cometidos. Faz-se necessário, por isto, dispor de uma medida da qualidade
dos resultados obtidos. O Teorema 3.2, abaixo, o qual estende um resultado de
Davas l91 aos polinâmios de grau arbitrário, fornece uma medida. Os resultados
desta seção estão relacionados a erros na representação dos coeficientes do ,poli-
nõmio matricial, e nada tem a ver com os erros cometidos, por algum método
particular, no cálculo de solventes.
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P(x) .'l«-,x',

sejam S e .g = S + 6.S solventes de P(X) e do polinõmio perturbado F'(X)
respectivamente, onde

Z 0

Dado o polinõmio

Sejam P{X) e .F(X) as derivadas de Fréchet de P(X) e -P(X), respectiva
mente, e sejam, por definição:

AP(X) - p(x) EA.A«-,x'
1:0

ziptx) l#l lxl - pÍX) l#l,

onde .A.Aí = ,4i -- ,4i.

e

O Teorema 3.2 fornece uma estimativa para ll.i
ejlSll, ? i.

Sll . quando P(S) for regular\' / C7

Teorema 3.2. Se.jam P(X) . P(X) dois po/ínómíos m«t,{c{«is país que, pa« a/-

gum c positivo su.Rcientemente pequeno, as perturbações À.Ai satis.fazem

A.A.ll, $ '11.4.ll, (j . . ,m)

Se S e S forem solventes de P(.X) e PÇX), respectivamente, satisfazendo
laSll, $ 11Sll, e, «/ó«. di"o, « S /o, «m se/««f ; mp/« de P(X) p"" '
q«a/ l $ 11Sll, .

Pts)': 6.P(S)
então llASllr $ 'c, onde;

F

T!=lp(q':

11111?llp{8'',

2

, l$ «««-.",
(1)i =:

P-

Í:tR H a ( 1 + aP')



3. A DERIVADA DE FRÉCHET DOS POLINÕMIOS MATRICIAIS 21

e

.s = 2"+: llsll;i'' ,:.il?x {llÁ«-illp}

PROVA. Se .g for solvente de .P (X),

+ p(S)IASI + Vi(AS) + Z\P(S)+ APÓS) IASI + Va(AS)(3.7)
= p(s)l sl+ p(s)+ap(s)lzisl+H(AS)+v(as).

O Teorem, 3.1 mostra que as matrizes % (AS) e V2 (AS) satisfazem as se-

guintes estimativas, 11% (AS)llr $.ó ll.aSll} e llV2 (AS)llr $ '5c lla.Sll}. Multipli-
cando (3.7) à esquerda por P(S)': tem-se:

-AS = P(S)': APÓS) IASI + P(S)':(AP(S) + q(AS)+ V2(AS» ,

;«a'llp(n''ll, ZiP{S)ll, $ « < 1, s'g--s' q"

lla.sll, $ Í;'= llp(s)': . lla.P(S) + H (AS) + V2 (AS)llr

$ íl= llpm': ,lula.p(s)ll, + ó(i +')ttAsttil

Uma vez que lla,4lllr $ c ll.4lllP, e como

ll.,4«ll, $ E llÁ«-.ll, llsllb ,
r l

obtém-se a seguinte desigualdade para llASllr;

lla.sll, $ Í:;i llP(s)': , l2.E ll..4«-.ll, llsllb+ ó(i+ ') liAsití.l ,
portanto,

lla.sll, a + alia.sll}. (3.8)

Sendo a desigualdade(3.8) satisfeita para llASllr $ c7, o teoremafica provado.[]

O Teorema 3.2 fornece uma estimativa caso o erro relativo dos coeficientes
seja pequeno, neste caso, se o polinõmio P.(X).tiver um coeficiente nulo, o

mesmo

coe6ciente deverá ser nulo no polinõmio .P(X). O seguinte teorema levanta esta
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restrição, e proporciona uma estimativa para llASllP quando o erro absoluto dos
coeficientes for pequeno e llSllr. ? l.

Teorema 3.3. Sd«m P(X) e P(X) dois po/ nómios m«íriciais tais que, para a/
gum e positivo su$cientemente pequeno, as pel'tutbações 6.Ai satisfazem

IA.'l.ll, $ ' ,;q::,. {llÁ«-.ll,} (á . . ,«.)

Se S . .g /o«m «/««fa de P(X) . P(X), «.p«I'«m.«t., «tisna««d.
ágil, $ 11Sllr. ', '/ém disso, s. S /o, «m «/««t. sÍmp/« d' P(X) p',« .

g«a/ l $ 11Sll, .
ptH''ll, .ap(s)

então llzXSllr $ 7c, onde;

7
2a
'1 -- 4a.1+

, ,*:;,. '""«-.«,, l$ «'«tl ,

l
C

2 P(s= -

' 1 X

õ(l + €
P l K pts)': l, ,

e

ó :: 2"+i llSllr.'2 .max {ll.4«-lllP}1=1,...,m

PROVA. A demonstração é análoga àquela do Teorema 3.2 D

Se, nos Teoremas 3.2 e 3.3, a hipótese llSllr ? l for substituída por llSllr $ 1,
o Teorema 3.1 mostra que, definindo ó = 2"+i maxi:l,.... {ll'4m-lllF}, a conclusão
continua sendo verdadeira. Já a hipótese llASllr $ 11S r, embora razoável, pois
F'(X) ----- P(..Y) (quando c ----, 0, é um tanto restritiva (quando llSllP for pequena,
porém, esta hipótese é empregada como uma forma de garantir que S é o solvente
mais próximo de S.

A singularidade da derivada de Fréchet representa um caso extremo de sen-
sibilidade, no qual pequenos erros nos dados podem provocar grandes erros nos
resultados. Isto não tem nada a ver com a precisão dos cálculos, é uma carac-
terística inerente aos polinâmios matriciais. Os seguintes exemplos apresentam
dois problemas típicos do que pode acontecer no caso extremo.
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Exemplo 3.1 (191). Considere a equação

'*(.u-l: il (x'-«)-'.
Po(X) tem infinitos solventes S ('c, 3/) que satisfazem

logo, para qualquer solvente S tem-se

/ 4sit + 2s2t

''m-l 2512

4sii + 2s2t
\. 2si2

2s2t
2sil + sai -F 2sa2

2s2i
2sti + s2i + 2sz2

2si2 + s22 + sll
S12

2st2 + s22 + sll
S12

S21

2s12 + 2s22
S21

2st2 + 2s22

e, por'an'o, P'(S(Z-, z2)) é singular; entrei-to, s'

''.*,-'*..*,--.lâ g l
for uma perturbação de Po(X), a e(luação P.(X) - 0 não tem solução. Se So for
um sol«ente de Po(.X) e S(c) for um solvente de P.(X) tal que S(0) - So segue-se
que

''''."-''''.«* lã :l,
donde, derivando em relação a c em c = 0, tem-se que

'«'.,.«- --l& :l, (3.9)

onde .# = áS(c)l.:.. Sendo P.'(So) singular, o sistema (3.9) tem infinitas soluções
ou nenhuma. Neste caso P.(X) = 0 não tem solução.

Exemplo 3.2. O polinâmio

''.*,-*'-l: :tl**l: :1l
tem como solventes as matrizes

'. - là ? l e
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além disso, a lambda matriz P(À) pode ser fatorada por

'o'-l"
(*,

â ?ll l«-l: :1ll
1: :!11 1«-1i ?ll

Se P.(X) for uma perturbação de P(X) dada por:

ll : :f l * l :} ll.* * l :
a lambda matriz P.(À) só pode ser fatorada por:

p.w- l*. l :+'

P.(x) i :! 1 *, 1 í :t l,

,-:. ll l« -l :
Desta maneira, P.(X) e P(X) possuem as mesmas raízes latentes, no entanto,
nenhum solvente de P.(X) tem autovalores perto de À = 1. De fato, o único

solvente de P.(X) é l 3 mo pode ser comprovado pela aplicação do
Algoritmo lll-l.l.

Os Teoremas 3.2 e 3.3 permitem a obtenção das seguintes conclusões:

(1) O cálculo do solvente S, quando P(S) for singular, apresenta dificuldades
para qualquer algoritmo, até mesmo para aqueles que não envolvem a
avaliação da derivada de Fréchet.

(2) Todo algoritmo empregado para calcular solventes de P(X) deveria detectar
a possibilidade de uma derivada singular, como uma forma de estimar a
qualidade da solução obtida.

3.2 Singularidade da derivada de Frécltet
As considerações feitas na Seção 3.1 , mostram a necessidade de obter condições

a, serem satisfeitas por um solvente S de P(X) para que o operador P{S) seja
regular. Estas condições serão estabelecidas no Corolário 3.1.

Dado o polinõmio matricial

P(x)
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e um solvente S de P(X), seja -/?(X) a matriz definida para cada X € Q;'x" por:

«..*, - íi l(.*o'': * gi«1=1 \ *á "...''-')
O teorema a seguir, estabelece quando a matriz R(X) é singular

Te...m, 3.4. Se.f« S ««. se/Dente de P(X) e se.j" Q(À) ' Z"moda mat''Íz deP,',d"
por

p(.x) = Q(x)(,x.r - s).

Se X. ./b, «m« mat,{. «b t,á,ia, .«tã. « m't,{, R(Xo) é {""'"üe/ ", ' ''"..«''
se,

det Q(Ài) # 0,

para todo Ài autora/or de Xo

PROVA. Se Xo for uma matriz arbitrária, segue-se, do Teorema de Schur (ver
Apêndice A), que existem uma matriz unitária U e uma matriz triangular superior
T, tais que a matriz transposta de Xo satisfaz:

X:- U'TU.

Logo, pelas propriedades do produto de Kronecker (SeçãoA-l 1), a matriz R(Xo)
é similar à matriz

/) ' ''''''' \ '/

m / m--k \

o - E l r'-'® E ..a...s''' l
1=1 \ k=z ''''

O resultado é uma consequência do fato de O ser uma matriz triangular superior
por blocos, cujos blocos diagonais são (2(Ài), onde Xi, . . . , À. são os autovalores de
Xo. Uma vez que

det G = ll det Q(Àí),
í:l

segue-se que det C' # 0 se, e somente se, det Q(Ài) # 0 para todo {.
n

Como PJS) = R(S), obtém-se o seguinte corolário

Corolário 3.1. Se S .br um se/Dente de P(X), e'hão P(S) 'í rega/arde, e some':te
se, À.r -- S /or um /atar espectro/ à direita de P(À) rufar De#nÍção 2.21.
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4. Divisão de polinõmios matriciais

Nesta seção apresenta-se uma definição da divisão entre polinâmios matri-
ciais jlll. Com ela obtém-se tanto uma extensão da divisão escalar (n = 1),
quanto da divisão de lambda matrizes. Além disso, a partir das propriedades da
divisão entre polinõmios matriciais, é possível estabelecer uma primeira relação
entre os solventes de P(X) e os de P(X). Além disso, com o estudo da divisão
entre polinõmios matriciais, tenta-se mostrar donde surge uma das dificuldades
encontradas na generalização dos algoritmos empregados para calcular raízes de
polinõmios escaleres.

Teorema 4.1 (útil). Soam m, p C IN taÍ' q«. m ? p, . ..ja«. P(X) e W(X)
os polinómios matriciais de$nidos por:

P(x) + .'l-x"-: + +A. e W'(X) + B-X'-' + +.Bp

Neste cas., «i.te «m ü«{c. po/{«ócio m.t,{.{al F(X) d. g«« m -- p, . «m d«{«
polinómio matricial L(.X) cujo grau não excede p-- 1., que satisfazem:

P(X) X)X' + B-f'(X)X''' + + B.F'(X) + -L(X) (4.1)

PROVA. Levando-se em conta que P(X) e H''(X) são mõnicos, o coeficiente do
termo principal de /'(X) deve ser a matriz identidade. Sejam

r'(X) = X"'' + F X"-'-' + + Fm-.

L(X) X'': + . . + .L..-.

Igualando os coeficientes em ambos os lados de (4.1), obtém-se sucessivamente

e

/'l) . - - ) -/'m--p) 'LO)... ) ]'p--l)

pois

'4i

'4i

'4í

Á.

Fi+.BI

r. + E .e.r
Lí-«+.-i + }: .BkFi

1,.-i +.B.Fm-,.

, m -- p),

(i = m - p + l, . . . ,m - l),

Logo, os coeficientes de -F(X) e de .[(X) podem ser determinados, um de cada
vez, seguindo a ordem estabe]ecida acima. []
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A equação (4.1) é a divisão do polinõmio matricial P(X) à esquerda
por W'(X); o polinõmio F'(X) é chamado cociente e o polinõmio .L(X) resto-

:'HI Bi HIUEI B $1:3$
que os coeficientes Áo, . . . , ..4. e -Boj ' . . , .BP satisfaçam algumas relações adicionais.
Note-se,popexemplo, qlle se .Bo for uma matriz singular, da existência do polinõ-
mio .F(X) resulta que o sistema de equações

.Boy = .4o

é consistente, pois .Bobo = ,4o, porém, em geral, essa condição não é suficiente.

O seguinte resultado generaliza uma propriedade importante dos polinõmios
que relaciona o resto e o dividendo.

Corolário 4.1. Usando a mesma notação do Teomma 4.1, se R /or tzm se/t;ente
de Ú''(X), 'ntão Z(-R) = P(.R).

PROVA. Seja Q(X) o polinõmio matricial deânido por (2(X) - -P(X) -
neste caso, reordenando os termos de Q(X) pode-se mostrar que:

ê(X) ''Ú''(X) + X"''': Ú''(X)Fi + ' ' ' + Ü''(X)Fm-p'

í,(x),

Assim sendo, para todo R, solvente de T}(X), tem-se (lue Q(R) - 0 e, portanto,
o corolário fica demonstrado. u

Se W(X) tiver grau um, isto é, W(X) = X -- R, Ú'(X) e H''(X) coincidem,
logo R é um solvente de W(X) a ambos lados. Assim sendo, o Teorema 4.1 mostra
nllP'

P(X) )X - -R/'(X) + Lo,

onde -F(X) é o polinõmio
m -- 2

f'(X) ': + }: Fm-2-lX',
1=0

e os coeficientes FI, . ,.l;},..: são definidos por:

Bi.tR.

Levando-se em consideração que Lo = P(.R), segue-se que

p(x) )x- xr'(x) +j'(R) (4.2)
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Para o polinâmio P(X) existe uma definição análoga à da divisão entre poli
nõmios matriciais.

Teorema 4.2. Seja«. m, p C IN t«{s qwe m 2 p, e soam P(X) e W(X) os
polinómios matriciais de$nidos por:

P(X) +.'l:X"-:+-. +Á. . W(X) X'-'+ . +.B..
N«*' "s., «{.te «m ü«{co p./ «ám{. m«!dc{«/ #(X) de g«« m -- p, ' «m .í«{c.
po/{«ómío m«ZM.{a/ N(X) c«j. g«« «'o e«ed. p -- 1, q«e satis/agem'

.Ê(X) .ü(X) + X'''.ü(X).B: + +.ü(X).B,+ Á'(X),

Corolário 4.2. Se S ./br um se/t,ente de W(X), .nZão .N(S) = P(S)

Considerando novamente p = 1, e W(X) = X' -- S tem-se

P(x) #(x)s + P(s) (4.3)

Caso X seja igual a À/, das equações (4.2) e (4.3) obtém-se o Teorema de Bézout
generalizado

P(À) - R)/'(.X) + P(R)
(.x.r - s) + p(s),

onde -R e S são matrizes arbitrárias. Agora, se S e n forem solventes de P(X) e
P(X), respectivamente,

P(X) )X - RF(X)
P(X) (X)X - SH(X),

(4.4)

e portanto,
P(À) (À/ R)F'(.X) (.X/ - S)

O seguinte corolário fornece uma condição necessária e suficiente para que um
solvente de P(X) seja solvente do cociente da divisão de P(X) à esquerda por
X-R
Corolário 4.3. gelam S e R s./Dentes de P(X) e P(X) r«pecliua«.ente, e se.ja
F'(X) o cociente da d u são de P(X) à esquerda por X -- R. Neste caso, se R e S
«ão li««m -Zo-/."' 'm c.«.«m, então /'(S) = 0.
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PROVA. Se R for um solvente de P(X),
F'(X)X - -R/'(X) = P(X)

Como S é um solvente de P(X), segue-se que

F'(S)S - RT'(S) (4.5)

Levando-se em conta qüt-as matrizes S c .E não possuenLautavaloresemnmm
o Teor.ma A-1.3 mostra que a única solução de (4.5) é -F(S) = 0 []

Seja R um solvente de -Ê(X), e seja -F(X).o cociente da divisão de P(X) à
erda por X -- -R, neste caso, o Corolário 4.3 fornece uma condição para que um

solvente i de P(X) seja solvente de .F(X). O Exemplo 4.1 mostra que a condição
fornecida pelo corolário não é necessária.

Exemplo 4.1. Seja P(X) o polinõmio matricial definido por:

''.*,-.*'*l:;: -?:ÊI.*'*l:?: ?::ÊI,**l:! --l:l
...... . «"-:, « - 1 : -: 1 ' «:«' -. ,'*,, "'--«, '' «-'. '' '',
q- P(X) = F(X)X -- R.F(X) '"d'

''.*,-.*'* l í: -t:i l .* *l :i
;«-. ' - l :::Ê -?:Ê l «« «-««'. '. '','', «-« '''"',- "l?:.l
Observe-se que S e R têm um autovalor em comum, porém, F(S) é a matriz nula

O seguinte corolário estabelece uma relação.entre os solventes dos polinolnios
P(X) e P(X), e mostra como calcular um solvente de .ê(x) a partir de um solvente
de P(X).

Corola,io 4.4. Se.j«m S e R se/Dentes de P(X) e .ê(x) respectivamente, e seja
F(X) o coa'nte d' di"i.ão de P(X) p'' W(X) = X - R. S. /'(S) /o' i""«í«e/,
então

R S)ST'(S)''
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PROVA. Se .R for um solvente de P(X), o Teorema 4.1 aplicado a H''(X) = X -- .R
mostra que existe um único polinõmio cociente F(X). Levando-se em conta que
S é um solvente de P(X) tal que F(S) é inversível, então o corolário decorre

Um outro resultado sobre polinõmios escaleres estabelece que um polinõmio
divide outro exatamente, se todas as raízes do divisor forem raízes do dividendo.
O Corolário 4.5 é uma generalização deste fato para polinõmios matriciais, nele, a
notação V'(Xi , . . . ,Xk)T é utilizada para referir-se à matriz transposta por blocos
da matriz de Vandermonde de Xi, . . . ,Xi. Considerando a mesma notação do
Teorema 4.1, tem-se:

Corolário 4.5. Sej«m Ri, . . . ,A, s./«ates d« po/{námios W(X) ' P(X). Se a
«.«t,{, V(R-, . . . , A,)r ./b, «ão sáng«/-, e«tã. .[(X) é o po/{«ócio ««/o.

--VA. Se as matrizes Ri, . . . , A, forem solventes de P(X), o Corolário 4.1 mostra
ra { = 1,...,p, .[(Rf) = 0. Sendo que y(Ri,...,.1%)r é inversíve], a única

saiu(n.a do sistema:

I'p-:
'Lp--:

I'o

}'(R- , . . . , A,)r

é a trivial. Assim sendo, -L(X) é o polinõmio nulo. D

O Exemplo 4.2 mostra que o polinõmio L(X) é o polinõmio nulo em condições
menos restritivas que as enunciadas pelo Corolário 4.5.

Exemplo 4.2. Sejam P(X) e W(X) os polinâmios matriciais definidos por

P(x) 15
6

"oo-":--l
8 06 0 x+ -1 90 -6

o'«.-«-"««.'-:«;«, - l .f : l. «, - l? : l ;;.«--«";''
.Ê(X) e Ú'(X); como R- e R2 p'"u'm um -to-lor em com«m, y (R: , -R,) é um'
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matriz singular, porém, pode-se mostrar que:

''.*, - ''.*,,*' * l -g -: l ,.*,* * l -?
onde o polinâmio matricial F'(X) é definido por:

''.*,-.* * l !:Ê -?:ÊI

6
0

0 F'(X)
9

5 Existência de solventes

Em geral, não existem condições necessárias e suficientes que determinem .a
existência de solventes, exceto para o problema mais simples do cálculo da raiz
quadrada de uma matriz l81. Nesta seção, apresentam-se algumas condições.sufi-
centes tanto para a existência de um único solvente quanto para.a existência de
conjuntos de solventes j1 1, 21, 261. Em geral, as condições de existência estão.rela-
cionadas à verificam;ão de certas propriedades da matriz companheira por blocos
do polinõmio P(X).

O primeiro resultado relaciona a existência de solventes de P(X) às proprie-
dades da lambda matriz P(À).

Lema 5.1 (1301). Se P(À) ./br «m" /«.bda mat''Íz com n veto«s /atentos à d feita
ell .', e. izneal'mente independentes, associados às ratkes /atentos ÀI, . . . , .Xni e se
as matizes (2 e A /ore"z de.unidas por C? = le., . . .,e.1 e A = dias(ÀI,. . .,.X.),
.«tã. « mata. QAQ-: á «m s./««te de P(X).
PROVA. Pela própria definição de P(X),

'«2"Q-U - ('.Q"" -- ":'2""-' -'-
e, de acordo com as definições de raízes e vetores latentes,

+ ««Q)Q-:

,4oQA" + Á.C?A"':+ +.'{.Q = o. D

No seguinte teorema, a notação a(Á) é empregada para referir-se ao conjunto
dos autovalores da matriz Á.

Teo«ma 5.1 (lttl). Se.ja P(X) «m p'/i«óm{. m't,ici«/ mó«{c. taZ q«e «, «ú"
ã.;=;=''à. p('i) ':lã. ãi.t{«'«, .«iã. P(X) t'm "m "«.j-t. de s'/"'"'"
St , . . . , S. satisfazem,do

U .' (s.)
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a matriz companÀeim por b/ocos de P(X).
e. for um vetor latente à direita de P(.X) associado à raiz latente Ài,
do Teorema 2.2, os vetoresC.i

({ . . , mn)

são os autovetores de C'. Uma vez que as raízes latentes são distintas, os ve-
tores q., . . . , 77.. são linearmente independentes e a matriz Q = ll7i, . . , 77..l é
inversível. Neste caso, segue-se, do Lema A-2.2, que existe uma permutação das
«l-« d. Q, ê - (ê«):, t-l q- ê.. C C-" é i-«;í«l p"' : ' :,.. .,m.
Assim sendo, os nm vetores Ci podem ser agrupados em m conjuntos disjuntor,
formados por n vetores linearmente independentes. Desta maneira, o resultado é
consequência do Lema 5.1. []

Note-se que os solventes fornecidos pelo Teorema 5.1 formam um conjunto
completo, pois a matriz de Vandermonde dos solventes coincide com o produto

êdi.g(ên',õ#,...êJ.)
Observação 5.1. Se o polinâmio matricial P(X) admitir um solvente diagonali-
zável S tal que S = QAQ'', onde A = dias(Ài,.. ., À.), então as colunas de Q são
«fores latentes de P(À).
Corola-io 5.1. Se P(.X) t{«', mn «.}.s /ate«te;, «ã. ««e««,{««..«te di;t{«'",
e o conjunto dos uetows latentes à direita satis$zer a condição de Haaf (cada

««/-*. d. « «*« é /:"",«..«'. i«d.,-d«*.), '«'ã. «{.*.m ««*«m«*. ("=)
se/Dentes distintos de P(X).
PROVA. Sejam (:, . . . , e.. os vetores latentes à direita de P(À) que satisfazem a

condição de Haar, e seja Ci:, . . . ,e:. um subconjunto de n velares latentes asso-
ciados às raízes latentes Ài:, . . . ,Ài.. Segundo o Lema 5.1, se as matrizes Q e A
tarem dehnidas por:

[€ €Q t l ) ) tn

então QAQ': é um solvente de P(X). Levando-se em conta que existem exat.
mente (mnnl conjuntos distintos de raízes ]atentes, o corolário fica demonstrado. []

Corolário 5.2. Se P(À) líder razões /agentes distintas, então P(À) pode ser/a-
tolado como um produto de .falares !ineares.

e A dias(.X.:, . . . ,.X..),
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PROVA. A demonstração é por indução sobre o grau de P(X). . Se m - l, .o
resultado é óbvio. Se o corolário for verdadeiro para polinõmios de grau m -- l,
levando-se em conta que P(.X) tem raízes latentes distintas, o Lema 5.1 mostra que
existe um solvente S de P(X), o qual, pelo Teorema de Bézout, satisfaz:

P(À) (À)(À/- S). (5.1)

Como (2(X) tem grau m -- 1, segue-se, da hipótese de indução, que Q(À) pode ser

resultado é verdadeiro para todo m. []

Definição 5.1. Um conjunto de matrizes Rt, . . . , .f?. é chamado cadeia de sol
ventes de P(X) se

P(À) À/ - .R-)(.X.r- R,)'''(À]'- &«)-

Observação 5.2. E importante ressaltar que, se Rt, . . .,.l?. for uma cadeia de
solventes, em geral só .l?,,. é solvente de P(X) (ver Exemplo 3.2)-

A cadeia de solventes permite generalizar o resultado clássico dos polinõmios
escaleres, que relaciona os coeficientes do polinõmio às funções simétricas de suas
raízes' O' Teorema 5.2 fornece esta generalizar;ão, ainda que, no caso matricial, as
funções não sejam, em geral, simétricas.

Teorema 5.2 (jlll). Se Rt, . , R. jor uma cadeia de solventes de

P(x) + Á-x"-' + + Á.,

,4:

,4,= }: -Rirá,
l$i<.jÉm

.4,
iÉi<.j<kÉ m

+ R,,.),

,4. = (-1)"R-R, . - - ]?«..

PROVA. A demonstração consiste em igualar os coeficientes de P(À) e os de

(.X.r - R:)(.X.r - R,) (À.r - &«) D
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5.1. Cadeia de solventes e bi-diagonalização da matriz
companheira

Nesta seção, estuda-se a relação entre a existência de uma cadeia de solventes
do polinõmio matricial P(X) definido por:

P(X) + A:X"-'+ + Á«,

e a possibilidade de bi-diagonalizar a matriz companheira associada a P(X) j211,

isto é, supõe-se a existência de uma matriz não singular P C C""x"" tal que

1 .! .; .11- 1" ':.1,0 0

,4. --Á..l --Ám--2

Para simplificar o enunciado e a prova dos resultados desta seção, chama-se
Q«(X) ao polinõmio P(X).'

Lema 5.2 (l2il). Se.j« R. «m se/Dente d. Q«(X) e se.j«m C'« e J(R«) as ma
Luzes de$nidas por:

0

0

/

0

0
/

0
0

c. - (5.2)

0 0
/ 0

R. l

0

0

0

/

J (/?«.) = (5.3)

R=-: R=-' .Rm-3

ÕNesta seção emprega-se a indução no grau dos polinõmios matriciais
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então

J (/Z,. )': C'«J (.f?«)

onde C..! á a zzzatn
o qual é de$nido por.

mp-Àeim po, b/"o' «ciad. ao po/i«óm{. Qm--(X),

Q.(À) /h)
PnovA Levando-se em conta que

/

-lh l
J( &«

a demonstração decorre por meio de uma verificação simples D

O Teorema 5.3 proporciona uma condição necessária para a existência de uma
cadeia de solventes.

Teo.ema 5.3 (j211). Se o poli,zómão matricÍa/ Q.(X) admí ir uma cadela de se/-
oe7ztes Rt, . . . , R., então a matriz C'. á simi/ar à mata z

Ih- (5.4)

PROVA. A demonstração decorre por indução em m. Para m = 2 o resultado é
óbvio. Se o teorema for verdadeiro para todo polinâmio de grau m -- l, .fZ. é um
solvente de C?.(X), pois Rt, . . . , .IZ. é uma cadeia de solventes de Qm(.Y) Assim,
o Lema 5.2 mostra que:

(5.5)
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Sendo Ri, . . . , J?m-l uma cadeia de solventes de Q«-i(X), segue-se, da hipótese
de indução,que

'..:- .I''' :: ..l (5.6)

Levando-se em conta (5.5) e (5.6), a afirmação é verdadeira para m e, portanto, o
teorema fica demonstrado. []

A partir do Lema 5.2 e do Teorema 5.3, obtém-se que a matriz /3,. que trens
forma C. em .li},. é dada por:

P. = J.J..\ . Ja, (5.7)

onde

1. = J(R..3
J..i = dias(/, J(/?«.-t))
J..: ag(/, -r, J(]?«.-,))

J2 = diag(-r, . . . , /, J(R2))

Como conseqüência do Teorema 5.3 surge a seguinte pergunta: a similaridade
entre C'. e uma matriz .1%. como em (5.4), será uma condição suficiente para que
/?. seja solvente de Q«(X)? A resposta é fornecida pelo Teorema 5.4 com o
auxílio do seguinte lema:

Lema 5.3 (j211). Sejam (;« e Fm as matrizes de./inídas por (5.2) e (5.4) respec-

"««*., . .d. Pm - (P,y"'): ' «"-"" ««« ««*"; :-««',.', ."/« """
são matrizes de dimensão n e o bloco p\T\ é não singular. Se

C.P.- P.F..

(i) s«. a'.P"ia. p., s. ))'' á «/«.«t. a. p(x)
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(2) .4 mat''i; J(Sm) a'.P"ia. p'' (5.3) ''tis/a'

J(S«)''Pm

PnovA

(1) Sendo C.P. = .f3,..1i},., os blocos da primeira coluna de .f)m satisfazem

P2(1") = plHm)J?,,.,

.dim) = p2(1")R. ; 4;")a'
(5.8)

fÊ\ :R,.. - - p.(1«)Rm-: ,

/Ü'z,,. - .4.P.(1") - ,.l..:4m) ,4 .FM(m ,

logo

PI(1")R= + .4.PI(1")-Rl=-i + + ,4.Pi(;") = 0. (5.9)

M«ltiplicando (5.9) à direita p'' (PI(1"))':, obtém-s' que S« é um solve«te d'

(2) Da expressão de J(S«)': tem-se

d;") d;) Pi(m)

s.Hl") + al"
-s..dl") + .d;")J(S«)': Pm Pm-l

s..F;iE). : + .r:tR)
Assim sendo, de (5.8), segue-se que

S.plqm) + .d;") + .d;")/z,,.
+ .dl")Râ

0,

0,S.P2(1") + .d;")

--s. .lzE). -PI(1")R=-: + PI(Í").R=-' 0,
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afirmação âca demonstrada. D

..na 5.4 estabelece condições nas quais a recíproca do Teorema 5.3 é
verdadeira.

Teorema 5.4 (j211). Sejam C'« e rm as matizes de.#nÍdas por (5.2) e (5.4) res-

,«"««-'., . «j« Pm - (P,9"'): ' '"-"" ««« ««*,:, :-«"'.', .«J« ~""
são /)(") C (j;nxn. Se

(1) O«Pm = PmFm;
(2) .d;") é «ã. .{«g«'";
(3) P«« «d« k "', - :, . , :, « ««',:, pk - ('#')l ' «'"'*" /o, '..Ê«:'"

32

;(St+:)': Pk+- = ,(5.10

onde

s...... - .':'ff'''-R*..-(df''"'')': (5.11)

e /4f) á não sÍngu/ar,
.«tã. e,ásfe ««« c«d.i« d. «/«e«le. S.,...,S. d. Q.(X), o«d. S é ../i«id'
PO, (5.11) P«« k = 0.

PROVA. A demonstração segue-se por indução sobre o grau do polinâmio. Se

X2 + .4i.X + ,42 := 0, e como conseqüência do Lema 5.2, tem-se:

''','':':'.;,,-l'? /: l ''«,

c2,(,x) (.x/ - c-) (À.r - s,)
Em virtude da hipótese (1), verifica-se que:

e

.-'':' - 1 1: J. l (5.13)
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Além disso, das equações (5.12) e (5.13) segue-se que:

I'? /.I''',,-:'-''',,-:*l'i' z. l,
e portanto, o Lema 5.3 mostra que

39

P$?) P.(?)

o di'

Um. «, q« O. = 4i)R: (4{))'' = S:, . t-r.m, Ê« demo«st«d. p;'' " ' 2.

Supondo, por hipótese de indução, que o resultado é verdadeiro para m ' 1, o
Lema 5.3 mostra que:

s. - .d;")x.. (.d:"')':
é um solvente de Q«(X), o qual, em consequência do Lema 5.2, satisfaz:

J (S«)': 0«J (S«)

Seja Q«-i(X) o polinõmio matricial cuja matriz companheira por blocos é C..l.
Logo, a lambda matriz Q«-i(À) satisfaz:

Q.(.x) (À) (À.r - â«)

Uma vez que, pela hipótese (1),

P='c«P«

(5.14)

é fácil verificar que:

0

J(S.)''Pm l 0 ;(s«) :Pm.
(5.15)
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Em consequência do Lema 5.3, tem-se

43m'
«)
2

J (S«)': Pm (5.16)

Como J (S«)'i .f)m e PI(lm) são inversíveis, segue-se que .13,.-l é não singular. Além
disso, aplicando as hipóteses do teorema e a equação (5.15) tem-se:

r.\ /a [) .D
( aJ bm-l /"m-l = rm-l /'m-l ;

(b) Pi({"'') é não singular;
(c) Para cada k = m -- 2, . . . , 1, a matriz Pk satisfaz que PI(1;) é não singular.

Assim, usando a hipótese de indução, existe uma cadeia de solventes Ri , . . . , R..:
de Q«-i(X). Combinando a cadeiade solventes de Q«-i(X) com a equação(5.14),
o teorema fica demonstrado para todo m. []

5.2 Co-solventes e diagonalização da matriz companheira

Esta seção é dedicada ao estudo da existência de co-solventes do polinâmio
matricial P(X) definido por:

P(x) X"+,4iX"'i+ +Á.

Em especial, mostra-se de que maneira. a existência de um conjunto completo de
co-solventes afeta as propriedades da matriz companheira por blocos de P(X) 1261.
No final da seção, obtém-se uma condição suficiente para a existência de conjuntos
completos de solventes.

Lembrando a Definição 2.5, o par de matrizes(Q, -R) é um co-solvente de P(X)
se Q não for a matriz nula e

c?x" + .4:Q.n"-: + +.4.Q =o

O Teorema 5.5 fornece uma condição suficiente para a existência de solventes
e co-solventes do polinõmio matricial P(X).

Teorema 5.5 (1261). Se.ja C a matriz compan/ze{,« por ó/ocos de P(X) e se.ja D
a Watt z dáagona/ por ó/ocos de.Puída por 1) = dias (RI, . . . , .Rk), onde -Ri C C"'x"'
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para i = 1,
satis.fazendo:

,k. Se ez st r uma matiz {nuersúe/ P, com blocos .f\j
C Cnxni ,

(5.17)

' '' pa« «Zg«m l $ 1 $ k, «o«*"'' q«. nz = n, .«tã. (P-l, RI) é "" "-"/««''
de P(X). Além di«o, « Pií /o, «ã. s{«g«la,, e«tã. S = P2'P;i á "m «/«"t' d.
P(x).

CP - PD.

PROVA. Considerando que (7P = PI), ao equacionar a l-esima coluna, ooueiii-se
que a matriz RÍ satisfaz:

EP.tR!= -- '4. -j+tPJ l

P.,RI = P.+ii , m -- l),

e portanto,
P., = P..Ri-:

PtzRÍ" = -- }: ''1.-j+iPllB?':

,«),
(5.18)

Definição 5.2. O conjunto { (Qi,&) ; { - l,.. . ,m} de co-solventes de P(X)
é chamado de conjunto completo de co-solventes, se a matriz

C?,-R,
}v -

Q.Rm-: Q,Rm-: ... Q.Rm-:
for inversível

Observe-se que, se todas as matrizes Qí forem inversíveis e se as matrizes Si
forem definidas por:

s{ = Q:&QÍ: (i - l
, S. é um conjunto completo de solventes de P(X).

,«),

então o conj-to S-, .
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O teorema a seguir, caracteriza os polinõmios que admitem um conjunto com
pleno de co-solventes.

Teorema 5.6 (1261). O po/{nó«.{o P(X) «dmÍte wm c.«junto como/elo de ca-
sal««'" ", ' s.m.«le s., a m.t,i, campa«A.{m po, b/«o. O de P(X) /o, 'im{/-
a uma matriz diagona/ por b/ocos, isto é, se, e somente se, ez sti m;

(1) u«.a m'tH. diagona/ por b/ocos Z) = dias (RI, . . . , -l?«.) onde .& C C'x'
(2) «m« m«t,{; {««e,n'ue/ P )l., «m Z,locos P,j C C"*"

ralis/areada;
CP - PD. (5.19)

]Vestas c.ndiçães, { (Pij,Rj)
se/««tes d. P(X).

.j = 1,...,m} á um conju7zfo como/elo de co-

PROVA. Levando-se em conta que as condições do Teorema 5.5 estão satisfeitas,
então, para cada .j = 1,... ,m,(Plj,Rj) é um co-solvente de P(X). Para mostrar
que o conjunto de co-solventes é completo, observe-se que as igualdades em (5.18)
valem para todo / e, portanto, as matrizes P e W coincidem.

Reciprocamente, se { (Pij, Rj) ; .j = 1, . . . , m} for um conjunto completo de

co-solventes de P(X), a matriz W associada ao conjunto é inversível e, além disso,
verifica-se facilmente que:

OW = W diag (RI, . . . , Rk) . []

Corolário 5.3. Seja P(X) um po/ námio cÜa matriz compan/zeim por ó/ocos C'
satis/az as condições do Teorema 5.6. Se, para j = 1,. . . ,m, Pij /or {nt;ers2'ue/

então P(X) admite um conjunto completo de solventes definido por:

Si= PaiPil' (.j = 1, . . . , m)
com o Teorema 5.5,PROVA. Supondo que Pij é inversível, de acordo

Si= PaiPil'

é solvente de P(X). Levando-se em conta que
P , S. ) dias (Pl- ,...,PI.),

onde P e dias(PI i, . . . , PI.) são inversíveis, segue
associada a St, . . . , S. é não singular. Logo, Si,
de solventes.

se que a matriz de Vandermonde
, S. é um conjunto completo

n

Corolário 5.4. Se a matriz campa,z/zeim por ó/ocos C associada a P(X) /or sim{
tar a uma matriz diagonal, então P(X ) admite um conjunto completo de solventes
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PROVA. Seja P C C""x"" uma matriz inversível tal que

OP i'g(À:, ,À.«).

Pode-se supor, sem perda da generalidade (Lema A-2.2), que os blocos diagonais
de P são inversíveis. Como a prova do Teorema 5.5 mostra que:

âj = Plj.Ri-',

=:':::::.:=T,==:'H:=R=,H= =i=.::';«;:.. 'É T=t=i=s..;E
do Teorema 5.6.

Observe-se que o Corolário 5.4 estende o resultado do Teorema 5.1.pois, se
todas as raízes latentes de P(À) forem distintas, então C' é diagonalizável.

6. Interpolação

são essenciais para a demonstração da convergência do Algoritmo 111-5.1.

:ãEh IF HHXRl::l:l11EE
de grau m -- l .

Definição 6.1. Os polinõmios matriciais ]Wi(X), . ,Mm(X), de grau m -- l,
são chamados de polinõmios matriciais fundamentais associados às matrizes
Xi, . . . , Xm C Q;"x", se

M:,(Xj) = Óij/ ({,.j = i, ,«).

propriedade adicional para os polinõmios JWí(X)-



44 ll.POLINÕMIOS MATRICIAIS

Teorema 6.1 (j]]l). Dados m 12 2, m C ]N, e um conllznto de pares de matizes
quadradas {Xi,X ; i= 1,...,m} de dimensão n, ezisZe um lírico po/{nómÍo
matHcial de grau m -- l

m l

p (x) = :1: .A«-:.,x'

e um lírico po/ zzámÍo matMcla/ cónico de grau m

l 0

P2(X)

cais que

Pi(Xi)= X
P2(Xi)= X

", ' som.«te s., \'(X-, , X.) .for não singular.

PROVA. A demonstração segue-se da definição da matriz de Vandermonde por
blocos, pois as equações

P(Xi)= X ,«),

podem ser escritas como

(Á«-:,.. . ,..40)\''(X-,. . . ,.X.) .,ym).(6.1)
Levando-se em conta que V(Xi , . . . , X«) é inversível, os coeficientes .40, . . . , Ám-l
podem ser determinados a partir do sistema linear (6.1).

Um raciocínio aná]ogo mostra a existência do po]inõmio matricia] P2(X). []

Observe-se que a condição do teorema acima não impõe restrições às matrizes
yh )}

Se S:, . . . , S. for um conjunto completo de solventes de P(X), então o Teo-
rema 6.1 mostra que, para cada { = 1, . . . , m, existe um único polinõmio matricial
MÍ(X) = E:l=' .4SL..,X' tal que, para j ' l, . . . ,m, Mi(S.) = ófj/. Contraria-
mente ao expresso em jl 11, podem existir outros solventes de P(X) que não sejam
ao mesmo tempo solventes de .A/i(X), como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 6.1. O polinõmio matricial

.*'- l i -? l
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tem como conjunto completo de solventes as matrizes

'.- 1:!: !1 . ',- 1 -:i! -:l,
cujos polinâmios matriciais fundamentais associados são:

H
e

g: :::lil:: l.**('J .f.l
0 'l é .. s.lvente de P(X) mas não é de MI(X) nem
Z

M,(X) : l :::Ê
Entretanto, S3

de M2(X).

De fato, entre as matrizes St , . . . , S. a única que não é solvente de P(X) e de
]Ví(X) é Sf, mas isto resulta óbvio a partir da definição dos polinõmios matriciais
fundamentais.

Teo.ema 6.2 (jlll). Se Xi,...,X. C Q;"x" /or um con.junto como/eto, e7ztão

existem os polinómios matriciais .fundamentais
m l

À/.(x) E 'lliL:.,x'
z:o

,«)

«soa«d« à. m«í,ize. X- , . . . , X. . ,4Zém di"., '. y(X:,
/or {nt;ersíue/, então Ág) é não sángu/ar.

,Xi.i,Xi+i,. ,x«)

mõnico .Ní(X) de grau m -- l )
m 2

E
1-1.N.(X) lvál!,.,x' ,

tal que .Ni(Sj) = 0 para .j # í. Seja Qí(X) o polinõmio matricial definido por:

Q.(x) .v.(s.)w.(x).
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Levando-se em conta que Q{(X) e .Ni(X) têm grau m l e que

Q{(Sj) = .Ni(Sj) (J = 1, . . . , m),

a unicidade do polinâmio interpolante estabelecida pelo Teorema 6.1 mostra que
os polinõmios (2i(X) e .N:,(X) são idênticos. Assim sendo,

N,(X) = JVi (Sí) .M.(X);

igualando os coeficientes em (6.2) tem-se que:

(6.2)

.r = .Ni(Sí).4g),

e portanto,,4Éi) é não singular. D

O Teorema 6.3 mostra que os polinõmios matriciais fundamentais, como os
polinõmios fundamentais no caso escalar, geram o subespaço dos polinâmios ma-
triciais de grau m -- l.

Teorema 6.3 (jlll). Se.ja Xi, . . . , X. C C"x" um conjunto como/eto de matizes
e ..j«m M-(X), . . . , M«(X) « po/i«ócios «.«t,{cáaÍ' /u«d«m.«t«:' associado' às

matrizes Xt , . . . , X., então para qualquer polinómio matricial

Q(x) ..,x'
l

l 0

[e7n-se

Q(x) >l: Q (x.) w.(x)
i:l

PROVA. Seja .V(X) o polinõmio matricial definido por:

N'(X) (X.) M:(X).

Os polinõmios matriciais C?(X) e .N(X) têm grau m -- l e, além disso,

0

N (X.) Q(X:) (i l,... ,m).
Uma vez que a matriz V(Xi,. . ., X.) é não singular, o Teorema 6.1 mostra n''- o
polinõmio interpolante é único, desta maneira o teorema üca demon:

Levando-se em conta que uma lambda matriz é um polinõmio matricial onde
a variável é da forma À/, do Teorema 6.3 obtém-se imediatamente o seguinte
corolário.
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281ili ,7&iiii iHl;Ü 8m::e.==::':
Q(.X) = )1: -Bm---'À',

l

l 0

fem-se que

ã

Usando os polinõmios matriciais fundamentais pode-se obter uma nova carac-
terização dos solventes de .Ê(X) em função dos solventes de P(X). Considere o
polinâmio matricial mõnico

P(x) + Á-x"-: + ... + Á«.

Zl3 :tl ll ;li !#ilP:gZ18E;li #!
M.(X)X - S.M.(X) P(X). (6.3)

PROVA. Seja Qi(X) o polinõmio matricial definido por:

Q.(x)(ÁÉO)''(.A4'.(x)x - s'w'(x))
Levando-se em conta que V(Si,
Qi(X) está bem definido. Como

,Si.i,Si+í, S.) é inversível, o polinõmio

Qi(Sj) = 0
em virtude da unicidade do polinõmio interpolante, Qi(X) e P(X) coincidem e,
portanto, o resultado é verdadeiro. u

(.j = i, ,«),

Um resultado anterior (equação (4.4)) mostra que, se R{ for um solvente de
.P(X), então existe um único polinõmio matricial F.(X), mõnico e de grau m -- l,
tal que

P(X) (X)X --&F(X). (6.4)

Além disso, provou-se que, se Si for um solvente de P(X) tal que &(Si) é inversível,
então

R. Si)S.f'(S:)':
Comparando (6.3) e (6.4) tem-se o seguinte corolário:
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Corolário 6.2. Seja S.,...,S. um con.junto como/eto de se/Dentes de P(X) e
s..j««. M-(X), . . . , .M«(X) « po/{nómi" m't''icí«í. /u«d.m'«t"i' as"'Í"'í« â'
«..t,{ze. S.,... ,S.. S. }'(S-,. . . ,S{.-,Si+-,. ..,S«) ./b, «ã. si«g«/«, e«tã.

& - (.AÉI')': s..Ag'
é «m «/«.«te d. P(X)
PROVA. O Teorema 6.4 mostra que;

M.(X)X - SíM,(X)
em virtude da unicidade do polinõmio cociente, tem-se que

a(x) - (.,4ÉI))'' w.(x),
e portanto, o corolário é verdadeiro. D

7 Avaliação de polinâmios matriciais

A avaliação de polinõmios matriciais não é um assunto muito estudado. Os
algoritmos utilizados são extensões daqueles empregados no caso escalar. Nesta
seção, consideram-se dois destes métodos, para os quais são fornecidas as suas
correspondentes análises de erros.

O primeiro método para avaliar o polinõmio matricial

P(x) 'l«-.x'
/:0

é definido por

Algoritmo 7.1

1?0 = 4m
Bk = Á..j:Xk + .BJ;.: (k = 1,. . . ,m)

O segundo método, chamado de algoritmo de Horner, é definido por
Algoritmo 7.2

Bo = '4o

Bk = .Bt.iX + .At (k .,m)
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algorit

TABELA 7.1

P(X) arbitrário, com menos de m multiplicações matriciais.

7.1. Análise do erro de arredondamento

Nesta seção. descreve-se a propagação dos erros de arredondamento na avalia-
ção de um polinõmio matricial tanto pelo Algoritmo 7.1 quanto pelo Algoritmo 7.2.

Se o símbolo /l (=) denotar o representante em ponto flutuante do número =,
a unidade de arredondamento p é definida como o maior número 3/ tal que

/l(l + y) = l
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Se c for a precisão da máquina em ponto flutuante, o valor de p é {c. Em aritmética
real tem-se:

.f/(=-*=,)=(z-*r,)(l+Ó) IÕI $P,
onde + representa alguma das operações soma, subtração, multiplicação ou di-
visão, e /l ( + ) denota a operação + realizada em ponto flutuante. Em aritmética
complexa 1421 tem-se um resultado análogo:

// (;: 3: ,,) j: z,) (l + Ó)
.f/(z: . ,:) . ,,) (l + Ó)

ól $ p,

'l $ ,ã« -- o («') ,

'l $ '©« -- o («').// (zi -> za) = (zi -} z2) (l + Ó)

Uma análise do erro no estilo de Wilkinson l4õl permite mostrar o seguinte
resultado para o erro de arredondamento cometido na soma e na multiplicação de
matrizes.

Lema 7.1(191). Se Á,-B C C"x", e'tido

//(.'l+ B) Á + B +-E:, .E-ll, $ pll,4 +-Bll,
e

//(Á.B)=.AB + E,, I',ll, $ :a«« ll'll, ll'll, -- o(«')
PROVA. A afirmação sobre o erro cometido na soma de matrizes é uma consequên-
cia da estimativa da soma de dois números complexos.

A análise do erro cometido no produto é um pouco mais complicada. Em
primeiro lugar, considere o problema de calcular

q - Áe,

onde Á = (aíj)T é uma matriz de dimensão n e q = (77í)T e €
vetores coluna. Logo,

(ei)T são dois

,7. = }: ' jej + (

onde
n

(:l $ 2x/ãp n".:C. + }: (n

€j

.j + 2) «ijej
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Assim sendo, tem-se a seguinte estimativa para a norma euclideana do vedor (

1(11: $ 8,''p' llAll} ll€11:

Aplicando (7.1) a cada coluna da matriz .B, obtém-se a estimativa para o erro na
multiplicação de matrizes. ''

(7.1)

Com o aunüio do Lema 7.1, pode-se mostrar o seguinte teorema sobre o erro

Teo.ema 7.1. Se . po/inómlo matricÍa/ P(X) »r aua/dado empregando o .'lZgo-
ritmo 7.1 ou o 41goritmo 7.2, Calão

./'/ (P(X)) ) + .E,
onde

"'«, . « le"« -- o $'""«-.", ".*«, * {1 ""«-.", ".*«,1 -- .'«',~') - -~" '
1?. as matrizesPROVA. Se P(X) for avaliado pelo Algoritmo 7.1, sejam -Bi,

definidas por:

B.= Áo

.Ê* - .Ê*..x + ,'!. (k = 1, . . . ,m),

então
.fl (-Õ*) + o(p'),

onde

"".« . « le«« * o $ ' ""«-." ".*«' * E ""«.." ".*«'l * .'«',

A prova é obtida por indução em k. Para k = 1 o resultado é verdadeiro; se a
afirmação for verdadeira para h, o Lema 7.1 mostra que:

.f'(.õ*---) - /'(/'(//(.õ.) x)+ "*.--)
; /' (.f' ((.õ. + '.) x) -- '*..-)
= .Õ...... + .EI + z; + .E.x,

onde

llzÍll $ 2«ã«p ll.É.ll llxll

ll'al $ «(11.É..,ll \lxH+ ll".,--n)
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Usando uma estimativa para .Bk o teorema resulta verdadeiro. D

Nlesmo que a estimativa do erro seja a mesma para os dois algoritmos, em
função do número de flops envolvidos, é de se esperar que em geral o erro produzido
pelo Algoritmo 7.2 seja bem menor do que aquele do Algoritmo 7.1.

8. Aplicações

Esta seção é dedicada a mostrar as aplicações dos conceitos definidos nas seções
precedentes. Com este objetivo, os solventes, co-solventes e cadeias de solventes
são empregados para descrever as soluções de equações matriciais de diferenças e
diferenciais j21. 25, 261.

Associada à equação de diferenças

>l: .4«-lXk+l = 0:
r=o

(8.1)

tem-se o polinõmio matricial P(X) definido por

P(x) E,4..,x'.
1=0

(8.2)

O Teorema 8.1 mostra que os conjuntos completos de solventes ou de co-solventes
podem ser utilizados para definir um conjunto gerador do espaço de soluções da
equação de diferenças (8.1).

Teorema 8.1. Se Si, . . . , S. /or um c07zju7zto como/eto de se/ue7ztes do po/ãnómio
matricia/ P(X), e7zíão as seqüéncias

{Xn = Sf ; k = O, l }

geram as se/rações da equação (8.1).
S. (Q: , R-) , . . . , (Q«, J?«.) ./b, «m co"J-to como/et. d' c.-«/«e«t" d' P(.X),

então as seqiiências

{xÍO = o.xl; ; # = o, l . . . }
geram as se/rações da equação (8.1).

(Í . . ,m),
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PROVA. Se Si , . . . , S. for um conjunto completo de solventes, segue-se, para cada
i = 1, . . . , m, que a sequencia:

{Xm = Sf ; k = o,i ... }

53

é uma solução da equação (8.1), pois

,4..ISI

Seja {Xk ; k = 0,1...} uma solução particular da equação (8.1) e sejam
Q- , . . . , Q. matrizes tais que

,'-,( :i
r Q:

Q2
x.

v(s-,. (8.3)

..'\ m -- l

Sendo V(Si, . . . , S.) inversível,.existe uma úifica solução de.(8.3) el portanto, a

sequência {yk :: Sl:Ç21 + . . . + Sh Q. ; k :: 0,1
diferenças (8.1) com condições iniciais:

} é uma solução da equação de

(k , m -- l),

logo, o resultado é uma consequência da unicidade da solução da equação de
diferenças (8.1).

A prova da segunda aârmação é semelhante àquela da primeira parte.
D

O Teorema 8.2 é o análogo do Teorema 8.1 para a equação diferencial

l8.4)>l: Á..,y(1) - 0,

onde y = y(t) e y(r) é a derivada de ordem / de }' em relação a t

Teo.ema 8.2. Se.ja P(X) o po/{'zómío «Qatricia/ de./i7zÍdo em (8.2)-

(1) S' S-,. ..,S. /o, «m co«j-:. como/'f' 'íe '.l"'"t« d. P(X),
Junçoes

então as

X.(t) = ''s' ,«),

geram as se/rações da equação (8.4)
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(2) Se (Q:,.R-),...,((2«,J?«) .», «m "".j-to c.mp/eto de c.-«/««tes d'

P(X), e«tã. " /unçõ..

X.(1)= Qie''' ({ . . ,m),

/or'mam uma base de se/rações da equação (8.4)

PROVA. Sendo áQi ctR' = Qi .l& etn' a demonstração é completamente análoga à
prova do Teorema 8.2. U

O Teorema 8.3 mostra como empregar uma cadeia de solventes do polinõmio
matricial P(X) para obter uma solução da equação diferencial não homogênea

\' ,4. .,y(1)
/:0

/'(t) (8.5)

quando .4o = /

Teorema 8.3 (j211). Se.ja P(X) o po/{nómÍo matricÍa/ cónico associado â equa-
çã. (8.5), e «j« R-,. . .,]?,,. «m« «d.{« de 'o/«ente' d' P(X), '"tã' « «/«çã.
da equação (8.5) com condições iniciais

}''m(o ) (/ . .,m - l),

é dada por

}''(t) e'nm.B: +
'0

C(t--ti)RmetlRm--i lj2 (Ítl +

( 't l
'tm-2 (t-ti)RmC(ti-t2)Rm-i C(tm-2 - tm-i )R2

o ./o

e''''n* B. dt..t dt..z

.'''' e(t-tl)RmC(ti-t2)Rm-i

0

0

dtl

+
'o ../o

F'(t«) dt« dt«- -

t
e(t m - 1 -- t m)RI

Clz,l )

onde

e .13,. é a matriz (5.7) /ornec da pe/o Teorema 5.3.

-q:
ym-l

h
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PROVA. A demonstração consiste em aplicar o Teorema 5.3.
formação {y(i)(t) = U+l(t) ; 1 - 0, . . ,m -- 1}, e deânindo/ - o.

Usando a trens

H

y(t)

a equação (8.5) é equivalente ao sistema:

0

0

/

0

0

/

0
0

y'(t) = v'(t) + (8.6)

0

--,4..i --Ám-2
0

.ÁI

:ç%i[ $k311Üi] i:=ãiÜÜ=
inversível .f%,. tal que

0

/

0
0

/

-/h
0

--Á. .2

/

/ll

Definindo

'-';'"m . "''w-'-l,l
0
0

r'(t)
Z(t) = .F'=:V(t),

o sistema (8.6) pode ser escrito da seguinte forma:

Z:i)..l?.Zi+ Z2
Z(i) . ./?..IZ2 + Z3

(8.7)

z9) z. + -p({)
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Como a última equação não depende das anteriores, as equações em (8.7) podem
ser resolvidas de baixo para cima. Como a matriz /%,. é triangular superior por
blocos e Pi(;") = .r, segue-se que Z:(t) = H(Z). Assim sendo, o resultado fica
demonstrado.[]

O Teorema 8.4 emprega uma cadeia de solventes de P(X) para fornecer uma
solução da equação de diferenças não homogênea

:l: ,4«-lXi+l = Fi. (8.8)

Teorema 8.4 (j211). Se .Ri, . . . , .l?,,. /or uma cadeia de se/ue7ztes de P(X), enfia
a se/ração da eqz.ação (8.8) com condições iniciais

(k ..,m - l),
..üda por

xj; = RL.a:
k l

+ E: xk*'''RE
kl=0

:.B2+

k--l kl --l

+E E
kl =0 k2=0

k--l ki --l

ki =0 k2=0

km .2 -- l

E
k,..i=0
k,..l--l
E

k.:o

: R2.:f, - : Rt.., -k«- - - : R*"'--

' R2 .f: - ' Xfm-- -km -iyk. ,

onde

-H:

. Pm é " m«*'i; ./b-ecÍd« .«. (5.7)

PROVA. A demonstração é análoga àquela do Teorema 8.3 D

O Teorema 8.5 apresenta um outro problema cuja solução pode ser fornecida
a partir do conhecimento dos co-solventes de um polinâmio matricial.

Teorema 8.5 (l2õl). Z)ada a equação dl#rencia/

,4..ly(1) . 0 (8.9)
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considera o problema de ualoms de cona,terno

B}''(Z,) - }''(0)C = E

onde b é um rea/ positivo e .B, (: e .E são matizes quadradas.
c.-se/«e«t. d. P(X) t«/ q"'

S.(Q,.R).»,«m

« (.BQe'') n « (c?C) - 0,

}''(t) = c?':".o
é a se/ração de (8.9), onde 1) é a tónica se/ração de

BQet'nZ--ZQC = E. (8.10)

PROVA. Considerando o Teorema 8.2, mostrar que a função

}''(t) = Q'''-o
é a solução da equação (8.9) que satisfaz:

B}''(Z,) - y(0)C

é equivalente a mostrar que a matriz -D satisfaz
BQe'nD--DQC = E

Desde que BQeón e QC não tenham autovalores em comum, o Teorema A-1.3
mostra que a solução de(8.10) é única e, portanto, o teorema fica demonstrado.[]

Observe-se que os solventes de um polinõmio matricial também podem ser
empregados para resolver a equação diferencial

}l: ,4..,cm = o,
0

(8.11)

onde € é uma função vetorial, pois se S for um solvente de P(X) com

l 0
P(X) = }: Ám-,X'
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Capítulo lll

Métodos para o cálculo de solventes

O Capítulo 111 é dedicado ao estudo de alguns dos métodos usados para a
resolução da equação

P(x) >l:Á..,Xi=0
1=0

determinado problema.
59
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1. Método de Jordan

Nesta seçao, apresenta-se uma forma de calcular solventes e co-solventes do
polinâmio matricial

P(x) '{«-.x'

que utiliza a decomposição na forma de Jordan de um solvente S de P(X) j151.

Z 0

Algoritmo 1.1. Seja S um solvente de P(X), seja J a sua forma canónica de
Jordan e seja C? uma matriz inversível tal que S = QIC?'i. Assim sendo, a matriz
Q é uma solução da equação

>l: .A..,QI' = o.
1:0

(1.1 )

Se a matriz J for conhecida, o sistema (1.1) é equivalente à equação

\l=o/ls:po' «««-.l «'~, - '« ''' - ' (1.2)

Uma vez que J é uma matriz triangular superior, a matriz de coeficientes
da equação (1.2), C, é triangular inferior por blocos. Levando-se em conta que
os elementos da diagonal da matriz J são raízes latentes de P(À), os blocos da
diagonal de C' são matrizes singulares. Desta maneira, o sistema (1.1) tem solução
e, portanto, o Algoritmo 1 .1 é mais útil para calcular co-solventes que para fornecer
solventes. Se alguma solução do sistema (1.1) for inversível, então QIQ'i é um
solvente de P(X). A singularidade da matriz C pode ocasionar erros consideráveis
no cálculo numérico das soluções de (1.2) devido ao mau condicionamento (ver
Wilkinson j4SI).

Exemplo 1.1. Considere o polinâmio matricial

,(x) - r li : 'l x' -- r ?./ i! l,* * l -4
4

/

pode-se mostrar que as raízes latentes de P(X) são Ài = --0.624022+ 0.948946 i,
Xa :; Ài, À3 :: --1.62598 + 1.41694 á, .X4 ;: À3. Para determinar se existe um

solvente com autovalores Ài e À3, é suficiente estudar as soluções dos sistemas

-4.12793 -- 2.84684 { ) r qit 'l . 0
} \ q'z't J

1.10574 + 0.478186 i
.2.75196 1.89789 i 9.70103 + 9.97508 {
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l !J : : J!: ãJ::i:iÊ?:!:::íl iil) lll:.l:'
Pode-se observar que, uma solução dos sistemas acima deve satisfazer

q« 0.235669-0.0466885{)q:- ' q"=(-1.069-0.374928i)q:,,
logo, escolhendo adequadamente qii e qi2 resulta que a matriz S definida por:

. / -0.75+1.10103{ 0.637386-ÕiÍÕÕÕãi]
k o.191692--o.115347i 1.5+1.26485t ./

é um sol«nte de P(X).

e

J '

parecidos.

2 Método de Newton

somente equações polinomiais matriciais 1201 .

O método de Newton define uma sequência de matrizes {Xi, Xa,
de uma aproximam;ão inicial Xo, usando o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.1. Dado Xo, define-se {Xi, X2, . . .} por:
p(x:) IQ:l

.} a partir

Xi+: = Xi -- Q{ com (2.1)

onde P{Xi) é a derivada de Fréchet do polinõmio P(X) em X{ (ver Seção 11-3).

$
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Teorema 2.1. Seja S C (l;"*" u«. se/Dente simp/es de P(X). Se
estiver su$cientemente praz mo de S, então a seqãê7zcia {.Yo, XI,
pe/o .4/goHtmo 2.1 conueTye a S. À/aás precisamente, se.ja co = lIXo
6 um número positivo su$cientemeTüe pequeno tal que

ptx)l.alll,: ll-Hll, llx - sll, $ ó}

Cnx"
le/unida

sllr ' ...j«

0 < a =inf

Neste caso, se

'. -« . - mi« {ó, «p-:} , (2.2)

onde

P = 2"':'y(i +llsll,)"'' e
.PS.: {ll,'l«-.ll,} ,

então

lim X{
t --+ oo

S

.4/ám disso, para à = 1, 2 , tem-se que

# 2xf -- slx.+- - sllr $ Fa (2.4)

PROVA. Dado o solventes de P(X), define-se b = i+llSllP e 23 = B(S,co).' Para
todo X € 23 tem-se ljXljP $ b e, além disso, para todo H C C"x",

pÍX)lxl , ?'-ll#ll,.
Como o > 0, a derivada de Fréchet de P(X) é regular em 23 e, portanto, a função
Q(X) = P(X)': IP(X)l está definida em B. Para cada X C 6 seja 'D(X) a função
definida por:

ü'(x) - Q(x).
Levando-se em conta que S é solvente de P(X), o Teorema 11-3.1 e a equação(2.2)
mostram que:

q'(x) sil, -s-p(x)': ip(x)l

$:1 p(x) lx - sl - p(.v.
llx - sllÍ..

"wll, (2.5)

l B (S, fo) é a bola fechada de centro S e raio co
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A prova de (2.4) segue-sF por indução em {. Por hipótese, Xo € Zj
está deânida. Seja q = gco, sendo, por definição, q < 1, segue-se

ljX: - Sll, $ : jjXo - Sll} $ '.q < '..

Supondo que a afirmação (2.4) é verdadeira para i, tem-se que X{
Xi+i está definida. Em virtude de (2.5),

e, portanto, Xt
de (2.5), que

C 13 e,portanto,

lxi+: - sllr = ll@(xi) -- sllr $ = 1lxi - sllÊ..

Como

ê jjX: - Sll} $ 'oq ljX. - Sll, $ .oq''''',

a afirmação (2.3) é uma conseqiiência de (2.4), pois q < 1.
D

A seguir, realizam-se alguns comentários sobre a implementação do algoritmo
de Newton.

2.1 Considerações sobre a aplicação do método

identidade,isto é,
Xo= kl.

Se o polinõmio for mânico, em 1291 propõe-se escolher k como sendo:
f m--l )

k i, }: ll,'l«-.ll, } ,
l 0

e quando m = 2, em l91 propõe-se definir k por:

. ll.ellr+ vll-alli+4 llAll, l C;'llr
2ll.Alar
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Em ambos os casos, a constante k é uma estimativa da norma de qualquer
solvente de P(X). Sendo a norma de uma matriz uma estimativa do seu raio
espectral, pode-se supor que o objetivo é estimar o raio espectral da matriz com-
panheira por blocos C de P(X). Assim sendo, qualquer outra estimativa do raio
espectral de C poderia ter sido utilizada. Uma vez que não existe um critério
para a escolha de k, nenhum teste neste sentido foi realizado. Além disso, não é
possível garanti.r a convergência, nem mesmo quando o espectro da matriz C for
conhecido.

Um outro aspecto delicado na aplicação do Método de Newton é o cálculo da
correção Qi. Aqui devem ser mencionadas duas dificuldades a serem cuidadosa-
mente estudadas. A primeira é a avaliação de P(X{) (ver Seção 11--7), e a segunda
é a inversão de P'(Xf). A singularidade da derivada de Fréchet foi estudada na
q.,;. TT.Q 9
LJ v\-tAv A X IJ + U '

E pouco o que pode-se dizer em relação aos métodos para a resolução do
sistema linear (2.1) que define a correção Q{. Em cada caso, devem ser analisa-
das as características especiais do sistema, para assim escolher um método que
possa aproveitar estes aspectos, pois trata-se de resolver um sistema de ordem
n'. Quando nenhuma particularidade for conhecida, pode-se utilizar o método
de Gauss, por exemplo, para o qual são necessárias multiplicações da ordem de
!n6. Uma forma de reduzir o número de operações realizadas quando m = 2 é
estudada na Seção 2.2. Quando m > 2, pode-se reduzir o número de operações
na triangularização da matriz de coeficientes do sistema (2.1), observando que a
matriz PJX) pode ser transformada em uma matriz triangular por blocos (Teo-
rema 11--3.4). Uma descrição detalhada deste método encontra-se na Seção 2.3.

O número de operações requeridas para a avaliação do polinõmio e para o
cálculo da matriz P'(X{), dependerá necessariamente do método empregado. Se
o método de Horner for utilizado, são necessários da ordem de mn' flops para
avaliar P(Xí). A partir dos resultados parciais do Algoritmo 11--7.2, sào requeridos
(m -- 1) n' + (m -- 2) n' flops para calcular P{Xf).

O espaço de memória requerido depende muito das características do poli-
nõmio considerado. Para um polinâmio geral e usando o método de Gauss para
resolver o sistema linear, são necessárias da ordem de n2(n2 + m) palavras adi-
cionais.
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2.2. Cálculo da correção Q{ Polinâmios de segundo grau

Nesta seção, apresenta-se uma forma de construir e resolver o sistema linear
que determina a correção Qí .quando m = 2 t91. Se P(X) for um polinõmio de
segundo grau, a equação considerada é:

P(X) '+ Á:X + A,=0,
e a correção CJ{ é a solução do sistema

( 4oX. + .4:)Q. + .AoQ.X{ = P(Xi) (2.6)

de coeficientes seja não singular.

Algoritmo 2.2. Dada uma aproximação Xi, o algoritmo consiste nas seguintes
etapas:

(1) Calcular as matrizes unitárias U e y e as matrizes triangulares super'o'es
TI e T2 tais que:

U*(.'loXi + .4:)V = T e U*Á.y = T2

(2) Calcular a matriz unitária W e a matriz triangular inferior L de modo que:
tV*.XíW = J,.

(3) Resolver o sistema linear

TiX + T2XI' ' U P(Xi)W.

(4) C.,lc«lar
Q. = vxw*

:::; l=Üil;iK11E :W R
escaleres Ài e vetores ef satisfazendo

Á(. = ,Xf.Bei

20 algoritmo (2Z é amplamente estudado em [16, 33, 39, 441
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Na segunda etapa emprega-se o mesmo algoritmo (2Z, desta vez aplicado às
matrizes Xt e /, para produzir S, .R C 27. tais que S*X;R = 73 e S*/R = .r. A
matriz .i é triangular superior e unitária e, portanto, é uma matriz diagonal cujos
elementos são :Ll; assim sendo, X; = ST3/?" = R/T3.l?" e, portanto, -L = (/T3y e

R

O número de fiops necessários em cada iteração do algoritmo é dado pela
expressão 22n3 +9n3a + O(n2), onde a é o número médio de iterações do algoritmo
QZ para anular um elemento. No que se refere ao espaço de memória, uma
implementar;ão bem clara requer da ordem de lln2 + n palavras, porém, este
número pode cair para 9n2 + 3n palavras reduzindo a legibilidade do programa.
Para uma análise mais detalhada do método ver Davas l91.

2.3 Cálculo da correção Qí Caso Geral

Como já foi esclarecido, a correção Qi é a solução do sistema linear

P'(Xi) « (Qi) = « (P(Xí)) , (2.7)

sendo a matriz P'(Xf) de ordem n2 e definida por:

'l.*J - gl ((.*fy':/:l ~ ®«),

onde as matrizes Bi são os resultados parciais obtidos na aplicação do Algoritmo ll
7.2, quando o polinõmio P(X) for avaliado em Xf.

Seja U uma matriz unitária a qual satisfaz

U*XIU = Ti,

onde 7'. é uma matriz triangular superior, e seja y a matriz definida por

}'' - E (my-' ®B.)
7n.

l l

Observe-se que a matriz y é triangular superior por blocos, e que o sis-
tema (2.7) é equivalente ao sistema:

y« (UQi) = « (PP(Xi))
A partir desta observação, o seguinte Algoritmo reduz significativamente o número
de operações no cálculo de Qi.
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Algoritmo 2.3. Dada a aproximação Xi,
(1) Calcular uma matriz unitária U tal (lue U*XfU - Ti é uma matriz trian

guiar superior. , . . ~
m Zl;Ú.i.; y - EE:. (W0'': ®.',.) .
(3) Resolver o sistema linear

}''« (ê) p(x')).

(4) C'l-l'r Qi = U'Q.

Na segunda etapa são requeridos (m -- 2) -T flops para avaliar as potências de
T. Conhecidas as matrizes -BI e as potências de T com { (m -- l) (n + 1) n' floPS

pode-se calcular y

Para desenvolver a terceira etapa é preciso resolver n sistemas lineares para o
aue são executados da ordem de -T flops, e para calcular os termos independentes

é preciso realizar € + O(n2) âops. A última etapa, que consiste em multiplicar
duas matrizes, requer n3 flops-

On.n int.n. o total de operações necessárias é da ordem de lmn4 + O(mn3)

ÍloPS, o que representa um número bem menor em relação aos -T flops necessários
só para resolver o sistema linear (2.7).

2.4. Raiz quadrada

Nesta seção, são expostos brevemente alguns métodos para resolver a equação
X2

no intuito de ilustrar a aplicação de algumas variantes do método de Newton a
uma equação relativamente simples.

Uma solução de (2.8) é chamada raiz quadrada de C. Uma condição nece-
ssária, e suficiente para a existência de uma raiz quadrada é dada por Lancaster l81.



68 111. NIÉTODOS PARA O CÁLCULO DE SOLVENTES

O método de Newton aplicado a (2.8) fornece a seguinte iteração

Xi+i= Xi--Qi, onde XiQi+ QiXf= XJ'--C. (2.9)

Algumas das modificações do método de Newton começam por uma aproxima-
ção inicial Xo que comuta com C'. Neste caso, a correção (2i de (2.9) é substituída
por

Q.- !(x;- x;":')
Pode-se mostrar que, com esta definição da correrão, todos os elementos da se-
quência {Xi, X2, . . .} definida por:

x.-.- - :l (x. + xí'')
comutam com C. O algoritmo (2.10) é conhecido pelo nome de método de
Heron. Um caso particular deste método é definido quando a aproximação ini''iül
for a matriz C. Neste caso, o algoritmo (2.10) é equivalente a

(2.10)

'l.r ''' / v' . 1/--1 \

x.--: (x; + X

x-.. - il (x -- xí')
onde Xo = C' e Yo = .r. O algoritmo (2.11) também pode ser obtido como uma

aplicação da função sinal matricial l31 e, portanto, é convergente desde que O
seja definida positiva. Embora os algoritmos (2.10) e (2.11) sejam essencialmente
iguais, a prática tem demonstrado que (2.10) é instável em relação ao cresci-
mento do erro de arredondamento, mesmo em matrizes de ordem pequena 1221.

O método (2.11) tem sido preferido ao (2.10) ainda que requeira mais espaço de
memória e o número de operações envolvidas seja maior. A justificativa para este
fato encontra-se na possibilidade de reescrever (2.1 1) na forma

(2.11)

;.-..: - l: ('. -- 'í') ,
onde

. r o x.\
ut

Se a matriz C for definida positiva, o condicionamento da matri:
cada iteração. Como no algoritmo (2.10) a matriz C é empregada
iterações, se o número de condição3 de C' for grande, é provável qu.
arredondamento em (2.10) seja maior do que em (2.11). Hoskins-Watt.

r'QT'R

sDada uma norma matricial 11.11 define-se o número de condição da matriz .A por ll.4ll llA- ' i
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analisaram uma variante de (2.11 ) que melhora a convergência, quando o espectro
de C é grande.

3. Método de Newton modi6cado

sequência {XI, Xa, . . .} da seguinte forma:

Algoritmo 3.1. Dado Xo, define-se {Xt, X2, .} por:

Q. Xo)': P(X.).Xi+: = Xi -- C?l com (3.1)

Assim como para o método de Newton, existe uma generalização do Algo-
ritmo 3.1 que permite calcular zeros de operadores entre espaços de Banach 1281,
mas a prova aqui apresentada é bem mais simples.

O Teorema 3.1 mostra que a sequência gerada pelo Algoritmo 3.1 converge
para um solvente sem supor a sua existência. As condições estabelecidas pelo
Teorema são análogas às do caso escalar.

Teo.ema 3.1 (1291). Se.ja Xo C Q;"x" uma matriz, para a qua/ Puxo) á regra/ar,
Isto é,

. < « - ...jPÍ.. llp(xa tXill,IHllp=tl

N«*' "'', .e .o = llP (Xo)llP "tÍs$«,

co < € = min {a/2, /3-taa/4} ,

onde

P - 2"''"'l (i + llxoll,,)"'' e 'y ' ,:.r%.: {llÁ«-.ll,} ,

.«tão e,isto «m «/«e«te S d. P(X) Í'/ qu' S = limo--.m Xi '

lls - xollr $ 2;

.4/ém disso, se q = Z:g $ 1/2, a seqüéncia de./i7zida por (3.1) satis/az

IXi+i -- Xijlr $ q ljXi - Xi-tll/. . l3.2)
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PROVA. Dada a aproximação inicial Xo, seja b = 1 + ljXoljP' Para todo X € (1;"x",
define-se Q(X) como sendo a única solução do sistema linear

Puxo) IQ(X)l

Observe-se que Q(X) está definida para todo X C Q;"x", pois Puxo) é regular
Seja Q'(X) a função definida por:

a'(x) - c?(x)

Uma vez que 2 co < a, se as matrizes y;,y2 € C x" satisâzerem

Xo -- yi llr 5; 2Sg,' ' a Xo - y2llr $ 2: e llV - y2llr $ b,

tem-se llXkllr $ b, para k = 1, 2. Segue-se, do Teorema 11--3.1, que

l@ (h ) '>(b)llr= }q -y2)''lp(y)-p(Y2)l ,

$ ]- 11P (h) - P (y2) - P{X.) Ih - y21 ,

$ 1: 11lq - Vajlr m- {llY'l - V2llP, lll'l - poli,}
(3.3)

O primeiro passo da demonstração consiste em provar que todos os elementos da
sequência definida por (3.1) satisfazem

lIXo - X.ll, $ 2: e llxí+i -- xillr. $ b. (3.4)

A prova de (3.4) decorre por indução. Por hipótese, a afirmação é verdadeira para
Í = 1, pois:

x- - xoll, )'' ip (xo)l ,
p (xo)ll,$ Puxo)'' F

Se (3.4) for verdadeira para i, pode-se aplicar (3.3) às matrizes }'l Xfe
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y2 ' Xi-i. Assim sendo,

llxi+- - xollp $ 11@(x{) - '$(xo)llr + llx:

$: 1lx* - x.ll} +T
.Ê(:)'*:

Xojl,

llxi+: -- xillr - 'D (X.--)llr

$ ê IIX. - X:--ljP maxÍljX: - X:-:llp ,

$ q jjXi -- Xi-illr
< b.

IX. - Xojl,}

Logo, a sequência {Xo, Xi, . . .} é uma sequência de Cauchy
seja então S = limo-..m Xi. Como,Fixo) é regular, segue-se
de P(X). Além disso, a equação (3.4) mostra que:

-xoll, $ 2=

e portanto converge;
que S é um solvente

lls

e

llx.+- Sll, = ll®(X:) - 'D(S)llp
$ -S ljXk - Sllr m- {llXi

co

$ q llx. - sllr.
$ q'''": lIXo - Sll,

sll, , llx. - xoll,}

D

As hipóteses do Teorema acima são muito restritivas, tanto que representam
uma condição suficiente para a existência de uma solução da equação P(X) - 0.

3.1. Considerações sobre a aplicação do método
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é que as condições de convergência são muito restritivas, tanto que garantem a
existência de um solvente. A segunda desvantagem, como ocorre no caso escalar,
é que podem existir problemas nos quais o método de Newton modiâcado não
converge e o algoritmo de Newton sim.

Como cada iteração consiste na solução de um sistema linear, o número de
operações desenvolvidas depende do mét.odo escolhido. Comparado com o Al-
goritmo 2.1 nas mesmas condições expostas na Seção 2.1, o método de Newton
modificado é mais económico (em número de operações), pois a matriz de coefi-
cientes pode ser triangularizada no começo do procedimento e, a cada iteração,
somente será necessário resolver um sistema linear com uma matriz de coeficientes
triangular.

As considerações referentes ao espaço de memória e à aproximação inicial são
idênticas às do método de Newton.

4. Cálculo do solvente dominante 1. Algoritino de
Bernoulli.

Esta seção é dedicada à generalização do método de Bernoulli utilizado no
cálculo da raiz de um polinõmio escalar, cujo módulo é maior do que o módulo
das outras raízes j12, 17, 191. Na teoria dos polinâmios escaleres, é frequente
comparar as raízes de um polinâmio através de seus módulos. No caso dos poli-
nõmios matriciais, a comparação é feita entre os autovalores dos solventes.

Definição 4.1. Dadas as matrizes .4 e B, diz-se que a matriz .4 domina a matriz
B. se todos os autovalores de .4 forem estritamente maiores, em módulo, do que
os autovalores de .B.

Definição 4.2. Um solvente dominante é aquele que domina qualquer outro
solvente.

Observação 4.1. Se o solvente dominante existir ele é necessariamer'
guiar.

Dado o polinõmio matricial P(X) definido por

P(x) E,4..,x',
1=0

(4.1)
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e dado S um solvente de P(X), segue-se, do Teorema 11--8.1, que a sequencia
{X; = Si; { = 0, . . . } é uma solução particular da equação de diferenças

,4oXk+i -+ .4tXk +

O algoritmo de Bernoulli generalizado, percorre o caminho inverso, fornecendo
um solvente de P(X) a partir de uma solução particular da equação de diferenças
(4.2).

Algoritmo 4.1. Se a sequência {Xo, Xi,
renças

-F Á.Xk..+i = 0. (4.2)

.4oXÀ;+t + 4iXk +

Xo= Xt=
+ Á.XJ;..+l = 0,

= X..2 :: 0, X«.i :: /,
(4.3)

então define-se S por:
S = lim Xí(Xi

t ---p 00
.)':

::l:=ui Br:u,ç:lllqFHSE i
induzida pela norma vetorial do máximo (ver Apêndice A)-

Antes de proceder à prova da convergência do Algoritmo 4.1 , é preciso mostrar
o seguinte resultado.

Lema 4.1 (j121). Se a mata z Á dominar a matriz .B, então para qualq er matiz;
C }

lim ,4''C'.B' = 0.
t ---F 00

PROVA. Dado c > 0, existe uma matriz PB(c) tal que
B = PB(.)}B(')PB(')'' ,

onde JB(c) é uma matriz diagonal por blocos. Como os blocos de JB(c) são da
forma

C

C

onde ÀB é um autovalor de .B, tem-se:

l.a 11. $ 11pB(')ll- llpBk) ll. (' + m- {lÀ'lly l4.4)
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Analogamente,

A ' . $ 11&--(')ll- &--(')': . (.*;h)'. (4.5)

Combinando as equações (4.4) e (4.5), obtém-se

. l (' + m- {lÀ,l}) l ' +

onde a é uma função de c que não depende de {.
matriz .B,

Á''CB' < a11(.7
minÍjÀ,4l},ll '

Como a matriz Á domina a

(4.6)

max(l.X,l) , .
min(IÀ..{ l)

assim, para c suficientemente pequeno a quantidade entre colchetes na equação
(4.6) ainda é menor do que um. O resu]tado segue-se fazendo { tender a infinito. []

O Lema 4.1 é puramente algébrico, mas resulta de fundamental importância
na demonstração do Teorema 4.1.

Teorema 4.1 (j121). Seja P(X) o po/ínómío patrícia/ de./inído por (4.1) e se.ja
St,. . . ,S. um conjunto completo de solventes de P(X) tal que St é um solvente
comi,'-'. . « maZ,i, y(S,, . . . , S«) é «ão 'i«g«/a,. Se « ..qüé«cí« {Xo, X-, . . .}
/o, « s./«ção d« .q«açã. d' di/e"«ç« (4.3), '«tã.

lim Xk(XÀ;.i)':k ;oo
= s.. (4.7)

PROVA. O Teorema 11-8.1 mostra que se Si,
de solventes de P(X), toda solução {Xo, Xi,
satisfaz

, S. for um conjunto completo
.} da equação de diferenças (4.3)

(4.8)

Combinando (4.8) com as condições iniciais

Xo = Xi = -- = X..: = 0 e X.-l = /,

obtém-se que as matrizes Qi, , Q. são as soluções do seguinte sistema linear

(4.9)
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Isolando a última linha de (4.9), tem-se que
0

0

0

Ç2. + }''(S, (4.10)

e

Sl"-'Q: + (S2m': (4.11)

Combinando as equações (4.10) e (4.11) com a inversibilidade de y(S2, .
tem-se:

,s«),

;«,-' ( jl
.} a sequência definida por:

/

s:
Smm - :) }'' (S:

e portanto, ç2i é não singular. Seja {Wo, Wi,
lrk = Xk -- Sl;Ç2.;

segue-se, do Lema 4.1, que:
lim T'Vkç2i'lS:-k = 0.

k--..oo

Assim sendo, para k suficientemente grande, / + WkÇ2i-tSt
lim Xk(Xk-t)':

k-.-.+oo

k é inversível e

pois

$',« ) ($''-:')':
(S- + W.n;'Si-')(.r + Wk--QÍ:Si-*)

XkXJ.
l

D

O Teorema poderia ter sido provado com hipóteses menos restritivas, deixando
de lado a condição sobre y(S2, . . . , S.) e impondo condições iniciais de modo a
garantir que a solução de (4.3) seja da forma

Xj; = SfQI + . . + Sân.,
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com Qi não singular. É importante observar que a hipótese sobre y (S2, . . . , S.)
signiâca uma restrição considerável sobre o conjunto de solventes, como mostra o
Exemplo 11--2.2.

Uma prova semelhante à do Teorema 4.1 mostra que a sequência {(Xk-t)
k = 1,2. .. }, converge, mas não para Si e sim para Qi iSIQi.

iXi

5. Cálculo do solvente dominante 11. Algoritmo de Dennis,
'l)aub e Weber

Nesta seção, estuda-se outro método para calcular o solvente dominante da
equação

P(X) + .4-X"-' + + Á. -o, (5.1)

o qual é uma generalizar;ão do algoritmo de Traub 1401, empregado para calcular
o zero de maior valor absoluto de um polinâmio escalar.

Algoritmo 5.1 (j121). Considere o polinõmio matricial P(X) definido por (3.1)
e as seguintes etapas:

(1) Dado -L > 0e G(')(X) = X"':: define-se G(k)(X) para k = 0,..., .L -- l da
seguinte maneira:

define-se GW(X) para k 0, 9 ' '

G@-'" 0(X ) Fr)P(X),
onde

m l
Gw(x) :ll: i'S!...x'

1=0

(2) Sejam ®(t)(X) a função definida, onde for possível, por

®m(X) = 6'm(X)Gw'u(X)': , (5.2)

X. (FÉ'''n)':
Neste caso, gera-se a sequência {Xi, X2, . . .} por

e

x..... = ®m(x.). (5.3)
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'MtÇX) forem de$nidos por:

am(X) )''cm(x),
e

M:(x) À/ (x),
então

(1) time-maW(X) = Mi(X),
(2) pa" L "#'ie«t'm'''t. g«nde, li«{-m .Xi

s:

Por motivos didáticos, a demonstração do Teorema íoi dividida em várias
partes. O roteiro da prova é o seguinte:

e Aplicando as propriedades dos polinõmios matriciais fundamentais, define-

. :.==:n:==T:='; =====:=.=:=' . '««.;. .''' .:'' '.'-
nada no conjunto B.

e Mostra-se que se Xo C 23, a segunda etapa do algoritmo converge
e VeriHca-se que se a primeira etapa for executada para -L suficientemente

grande, então a aproximação inicial Xo está em ZJ.

Até o fim da seção, e por causa do Lema 4.1, emprega-se a norma matricial
induzida pela norma vetorial do máximo ll 11«, mas para qualquer outra norma
matricial os resultados continuam válidos.

O Lema 5.1 mostra que todo solvente inversível de P(X) é um ponto fixo de
®m(x).
Lema 5.1. Se S ./br um se/uenÍe não singw/ar de P(X) e L /o' "m iate ro positivo
fico. então

®m(s)
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PROVA. A demonstração consiste em observar que, pela deânição de G(É)(X),
qualquer solvente de P(X) satisfaz

GW(S) (k = 1,2, . . . ) (5.4)

Como S é inversível, ®(L)(S) está definida e satisfaz

®m(s) = s's'''''' = s

Assim sendo, o Lema fica demonstrado D

No que resta desta seção, denota-se por Mi(X), . . . , M«(X) aos polinõmios
matriciais fundamentais associados a Si, . . . , S« (ver Seção 11-6).

Nos seguintes lemas, as hipóteses foram restringidas ao mínimo, ainda que
eles só serão empregados na demonstração do Teorema 5.1. no intuito de põr em
evidência onde cada hipótese é empregada.

O Lema 5.2 mostra que o polinõmio .A/t(X) é inversível numa vizinhança aa
matriz dominante Si.

Lema 5.2. Se Si, . . . , S. /or um c07z.junto como/eZo, e7zíão ezisZe uma óo/a com

pacto 13 de interior não vazio, centrada em Si, ta/ que para todo X C 23 tem-se:

(i) ll-r - w-(x)ll. $ « < i,
(2) pa«j # l, llWj(X)ll. $ 1,
(3) M-(X) é {n«'«Í«./, '

<

.w:(x)'' . $ : . 11.r - w-(x)ll.
''--''-. . .4s afirmações (1) e (2) decorrem da definição de polin(5mios matriciais

ais e da sua continuidade.
ara cada X € 25, tem-se 11/ -- Mi(X)llP $ x < 1 e, portanto, o raio espect.ra'

-e / -- .IWt(X) é menor do que um. Assim sendo,

M.(X)''
k

M- (X) )
t

9

e portanto,

M. (X)':
l

l - ll.r - ]v- (x)ll.
D
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Observe-se que neste lema não foram empregadas nem a inversibilidade da
matriz y (S2, . . . , S.), nem a dominância do solvente Si.

O Lema 5.3 mostra que @(L)(X) está definida numa vizinhança de Si-)

está de$nida para todo L >. L'

PROVA. Para X C B, define-se WL(X) por

WL(X) SÍ'SJ'%(X),
2J

onde

}Ç(X) = Mj(X)MI(X)':

Segue-se, do Teorema 11--6.3, que:

Gw-:)(X) = }. Gw-u(Sj)Mj(X),
lJ

e portanto, da definição de WL(X) e de (5.4) tem-se:

cw-u(x) sj'''wj(x)
J=l

- '*-' I' *Ê*«'''''«.*,l «-'*,
S{':(.r + WL--(X))M:(X).

(5.5)

sf
Note-se que limo-- I'L(X) = 0 uniformemente em 23, pois do Lema 5.2 segue-se
que:

11%(X)ll. $ -' 11JW,(X)W:(X)': llll'''JX'' ./''-'v ' / lloo

l
<

l H
< oo. (5.6)

U JI x H1 11:8,1E:;iaq
demonstrado.
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O seguinte lema é um passo intermediário na prova da convergência da segunda
etapa do algoritmo, quando Xo estiver em 23.

Lema 5.4. Seja S:, . . . ,S. wm conjunto como/eto de se/Dentes de P(X) Za/ que
St é dominante e seja B o conjunto compacto fornecido pelo Lema 5.2, então para
todo X C B e para .j # l,

sj'%(x)sí' .A/, (X)Mí' (X) (5.7)

onde 0 $ a < 1, e r é uma constante que não depende de .L nem de X

PROVA. Em virtude do Lema 4.1,

S.t h(X)Si' .A/, (X)MÍ '(X )

onde, para j # l,

«. -o -- «-{ *.In l. -- -h)
Escolhendo c > 0 tal que

a = . min {af} < l
t = Z . . . . . 7n.

e usando (5.6) obtém-se o resultado. D

O Lema 5.5 mostra que a etapa 2 do Algoritmo 5.1 converge se Xo estiver
suficientemente próximo de Si .

Lema 5.5. Seja S:, . . . ,S. um con.junto como/eto de se/z,entes de P(.V) ta/ que
St é um solvente dominante e seja 13 o compacto fornecido pelo Lema 5.2. Se
Xo C Zi e l, /or su$cie7zfemmte grande, então a seqãên.cia {Xo, Xi, . . .} gerada
pe/o JZgoritmo 5.1 conue7ye para Si .

PROVA. Seja l,' como definido no Lema 5.3 e seja L 2 L'.
define-se E(t)(X) por:

Pára .-aH, X' C R

.Em(X) = q'm(X) - S-.
Em virtude da definição de q(X) e da equação (5.5), tem-se que:

.'''(x) - ';'''(8(a''-''(x)) ''(x))

$*« *,) ($*-'*'*,)'' ,
(5.8)
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e portanto,l ' . 77Z

.em(x) }l: sj'':%(x) - E:(sí - s-)sj'''K(x)
.j:i .j=2

Se T;t)(X) for definido por:

4n(X) = S.L':%(X)S}'',
em consequência do Lema 5.4 obtém-se que:

lq''(x)ll. $
.r«L'i

Como a < 1, pode-se escolher L suficientemente grande de maneira a obter que
para todo X C B,

Ê lld''(x)ll. $ 1 < 1.

Desde que

z'''(x) l.r+ E4''(x)l - EW, - SJq''(x),
e em consequência da estimativa (5.7) segue-se, para todo X C Z], que:

\-. a'' ) ''l

Item(x) ll. $ :e-- E llSj - s-ll. llW,(x)ll- llW;'(x)ll.
Levando-se em consideração a continuidade dos polinõmios matriciais
pacidade de 23, o Teorema 11-3.1 mostra que:

e a com

ll.4/;(x)ll. $ ó llx - s,ll. ,

para todo X C B e para .j # 1, onde -5 não depende de X. Finalmente,
X C 23 tem-se:

para todo

l w(x)-s:ll.S -''' llx1 1 s:ll., (5.9)

com
IU T"xiii"'

(Í:';j(Í:'iij Ê; ll"J

::ll ll:l;l =yaiÉ,l=1==X":'=:=H
- s:ll.
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PROVA DO TEOREMA 5.1

PROVA DE (1). Uma vez que a matriz y(S2,. . ., S.) é inversível, segue-se, do
Teorema 11-6.2, que a matriz 4Éi) é também inversível e, portanto, M:i(X) está
deânido em 23. Analogamente à prova do Lema 5.3, define-se

B - "g' ("É'')': e WL - E SÍ'.#%

Note-se que a matriz l,Ç está definida e que existe x < oo tal que, para todo .j > 1,

l }çll. $ «

Como Si-tSILll. -..-} 0, então l WLll. --} 0, e assim, para Z' suficientemente grande
/ -- Lyt é inverslvel. Igualando os coeficientes em (5.5) segue-se que:

ErÉ''' sj'.,4b''

I' --Ê *-«''f
= s.L-'(.r + Lrt-.)ÁÉO,

:«l «É:'

e portanto, para -L suficientemente grande I'l)L) é inversível; logo, a função a(L)(X)
está definida. Em virtude do Lema 4.1 tem-se que:

,la (sf') '' rÉ''' - .4É:' + ,in E sí'#,4P'
-,,lm

(5.10)

portanto

am(x) á ',«''') '' ;'';' ($ ;,« '*,)

/ m \--l/

l ,4Én + E s;'-'sf'.,4g) l
\ {=2 /

>l: sí'sf'.4ÉI)
{-1

l

$ ';'',«..*,)i:l / (5.11)

(« .*, *Ê ';'',«..*,)
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Como llSi-LStll. --» 0, das equações (5.10) e (5.11) segue-se que:

n« am(X) = 'V-(x).
Z,--.oo

PROVA DE (2). Uma vez que I'o ) é inversível,

B3

D

está definido e satisfaz:

.Ew)ESÍ-:% sj-s:)sj'':%.
j:t j:2

Se T.("J for definido por:

4'' - sf-:%si-',
o Lema 4.1 mostra que llir'(L)ll ..} 0, e assim, para I' suficientemente grande
tem-se:

e portanto, as matrizes / -- TJ(L) são inversíveis. Desde que
l m l m .

E«a 1/ + >1:4al = }: (sj - s-)4n,
L .j=2 J j:2

obtém-se a seguinte estimativa para a norma infinito de E(L):

za)ll. $ Í-:; E llsj - s:ll. llt(x)ll- ,

logo, ll.E(L)ll. --} 0. Desta maneira, para L suficientemente grande

FÉ'' (r&''':')': ' B. '

A equação (5.9) fornece a velocidade de convergência da etapa 2 do Algo-
ritmo 5.1. pois dela obtém-se o seguinte resultado.

c.-.iá.i. s.i. p«. t.a. x c zj, ll@m(x) - s:ll. $ '«'-' 11x - s:ll., .«a'
n < rr <.' 1 e c á uma constante que não depende de .L.
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Este corolário mostra que, embora a convergência da primeira etapa do al-
goritmo seja só linear, o erro assintótico pode ser feito tão pequeno quanto se
quiser, aumentando o número de iterações na primeira etapa; de fato, a constante
assintótica do erro desta etapa depende de

"'*,:..« {}»., l}

«i« {lÀ;: l }

5.1 Considerações sobre a aplicação do método

O objetivo da segunda etapa do Algoritmo 5.1 é precisamente acelerar a con-
vergência, no entanto, a primeira etapa poderia demandar muitas iterações até
atingir um L satisfatório. A maior dificuldade na implementação do método é
saber quando passar da primeira para a segunda etapa, principalmente porque se
a etapa l for concluída para um .L pequeno, a etapa 2 não converge. Assim sendo,
neste caso, deve voltar-se à primeira etapa, onde os resultados da segunda não po-
dem ser aproveitados. Porém, se .L for muito grande, a velocidade de convergência
fica sensivelmente reduzida.

O número de operações desenvolvidas para cada passo não é muito significa-
tivo. Para cada iteração da primeira etapa são necessários mn3 flops para calcular
G(k+i)(X) a partir de G(k)(X). Já a segunda etapa resulta um pouco mais traba-
lhosa, sendo preciso avaliar dois polinõmios matriciais e resolver um sistema linear.
Assim, se o método de Gauss for empregado para resolver o sistema linear, cada
iteração da etapa 2 envolve 2mn3 + -T flops

O espaço de memória requerida para a implementação do Algoritmo 5.1 é de
(2 + m) n' palavras.

6 Solventes de polinõmios com coe6cientes triangulares

Nesta seção, desenvolve-se um método direto para resolver a equação

P(x)

q-«do todos os coe6cie«tes ,4«-. = («Í;"'n). forem m'trazes trio«g«I're:
dores. O algoritmo fundamenta-se numa propriedade das matrizes triangulares a
qual estabelece que: se X = (aÍj): for uma matriz triangular superior e k > 1,
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ainda que X' não seja linear em X, (X')., é linear 'm zij (ver Seção A-2.1). O
procedimento empregado para calcular um solvente de P(X) é uma adaptação do
algoritmo de Horner (ver Seção 11-7)-

Como o método a ser apresentado é de natureza extremamente prática apõe'
ar-se-á através do Exemplo 6.1, deixando as considerações de natureza formal

PPltlbpg». O seguinte exemplo, é um caso particular de uma das equações
descritas no Exemplo IV-l.l.

Exemplo 6.1. Dado o polinõmio matricial

,.*,-(i :?)*'*( :
0

2
l * * (

l
l
0

l
2
l : )

pode-se mostrar que, se as matrizes t/ e y forem definidas por

«-(ã
l

0
l

0
l

q

e

multiplicando os coeficientes de P(X) à esquerda por }'' e à direita por U, e
de6nindo y = U*XU, segue-se que a equação P(X) = 0 é equivalente a:

1"? .il*'*l' : ,ÉI«*l' ? ,Ül:. '',,
Se y for a matriz triangular

reordenando os termos em (6.2), o primeiro membro fica

0
0

2
1 ] ~/ã(vii + y22) yi2

ti + v:,):
0

'- +@,,':,:,+w,-,«; +,h(-'+w,í,) +,:, \
y23 (2 + y22 + y3a ) l

«ã (2 + 4«, + 'ã,) /
(6.3)



86 111 MÉTODOS PARA O CÁLCULO DE SOLVENTES

A equação (6.3) mostra que, quando y for uma solução de (6.2), os elementos
yü, para i- 1, 2, 3, devem satisfazer

v'ã vf:
(l + y«)' = o, (6.4)

(, -- '«« -- «â,) - o,

e, portanto, yit = 0 e g/22 = --1 . Existem duas possibilidades para a escolha de y33,
y33 = --2 + v/2 e 3/u = --2 -- y/2. Se a escolha para yn for --2 + '«2, as equações
que ficam na primeira supra diagonal de (6.3) são

v'ã v-, (6.5)
( -- 1 + V'2) g/23 = 0.

Calculados os elementos Z/t2 e g/23, resta somente determinar o valor de yi3, o qual
deve satisfazer a equação

(, «-,- ;-:©. (6.6)

Observe-se que as equações (6.4), (6.5) e (6.6) puderam ser resolvidas, pois
dependiam de um único parâmetro.

O seguinte algoritmo é a generalização das etapas desenvolvidas no Exem-
plo 6.1 para calcular solventes de um polinõmio com coeficientes triangulares su
penores.

Algoritmo 6.1. Se zl , . . . , z. forem números complexos, então define-se uma ma-
triz triangular superior S = (sfj); por:

Para á = 1,
ott -- &t

yí?) - «l?)
Para k = 1. . . . . m

plf) - vlf-u.:: + «lla
Para Â = 1, . . . , n --l

Para i = 1. . . . , n --A

Definir j = + A
Calcular ci, = cli ) por

cl?) - 0
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Para k = 1, . . . , m

clf) = vÍf-u + clf-o.jj
Calcular dfj = d(j ) por

al?) - .llo
Para k = 1, . . . , m

Úllo = 4J-o jj + Ej;J... ylf-Ds.j + ajl»

Para k = 1, . . . , m --l

l vila = df) + .:jcllo

Se todos os coeficientes do polinõmio matricial P(X) forem matrizes diagonais,
todos os números cíj são não nulos, assim sendo, neste caso sempre existe um
solvente diagonal. No caso geral, a existência de solventes dependerá de que os
coeficientes cij não se anulem.

As condições nas quais a matriz S, construída pelo algoritmo acima, é um
solvente de P(X) são fornecidas pelo Teorema 6.2.

pode-se provar o seguinte teorema:

disso, para { < .j, P(1' ){j á lí"ear em '"ij.

PROVA. Como

l"'"-''w)., - :l«sr-'' ("'''l("'),,, (6.7)

o elemento P(W)ij é dado por:

P( }T'' ) .j - E .l;"-*' (w');,
k=O

--É S: .sr-'' (w),,.
k=0 r=i+l

(6.8)

Sendo que, em (6.7), o único termo que envolve «,ij é .4ll"'n (W*)

: « j, ("'''').. ' "«-' 'm «.., . '"«., '« ..m'";'-''''

Wt\ .. e como para
/ tJ

n
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Para cada {

polinâmio P(X), por
,n, seja pf(z) o polinõmio escalar definido, a partir do

Pi(Z) = }: «ll"-0,1.
z=o

(6.9)

Com est;a definição, para qualquer matriz triangular superior W, o resultado do
Teorema 6.1 pode ser reescrita como:

PI(wll

P(H''

ci2toi2 + di2

P, ( «,« )

ci.wi.+dt.
C2ntl;2n + d2n ) ,P« ( «,- )

onde ci:f e dij dependem somente de elementos de IV mais próximos da diagonal
principal do que uij. Logo, para obter um solvente de P(X) é suficiente, mas não
necessário, que para todo í < J,

c.j # 0. (6.10)

Se a condição (6.10) for verdadeira para todo i< .j, empregando o Algo-
ritmo 6.1 , é possível calcular todos os elementos de um solvente, uma supra diago-
nal de cada vez. Assim sendo, é muito importante estabelecer uma caracterização
das constantes cij, com o intuito de determinar em que condições(6.10) é satisfeita.

Seja S um solvente triangular superior de P(X) e, para cada i= 1,. . . ,n,
sejam zf'), . . . , ;l") os zeros do polinõmio escalar pí(z). Como o espectro de qual-

quer solvente de P(X) está contido no conjunto das raízes latentes de P(À) (ver
Corolário 11-2.1), síf deve ser uma raiz de pf(z), isto é, para algum k

',' = z. - ,Ík' (6.11)

O passo seguinte é caracterizar os cij em função dos elementos da diagonal
principa[ de S. Se ] < r C ]N e #, y C (];, define-se /z(')(z, Z/) por:

hm (,, y) ='
if z # y

\

;i'' for uma matriz triangular superior, segue-se, do Corolário A-2.1, que
é linear em «,fj, isto é, (W')ij = aijtoij + /3ij. O Lema 6.1 caracteriza os

:m função dos elementos da diagonal principal de W
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Lema 6.1. Se W - (toij)T /or "ma matiz tHangu/ar supeHor, e':tão

(w'):: = '";,
(W').. = m(.«,wjj)'«.j + P'j.

PROVA. Consiste na repetição da prova do Teorema A--2.1 usando a definição da
função A(')(z,y). Detalhes sobre o Pij são fornecidos em j18]. []

Para cada i= 1, . . . ,n seja zi uma raiz do polinâmio pi(z) definido em (6.9)

Se Pi(z) for deânido por:

if z # z{

if z = zi
Pi(;) = (6.13)

P: (;)

tem-se a seguinte caracterização dos coeficientes cíj:

Lema 6.2. Se S /or um se/t;ente trÍangu/ar stzperior de P(X) ta/
'.: = z. é "m ..« de pi(z), '"tã' p"' ' < J

c.j = Pi(zj).

PR,OVA. O Lema 6.1 e a equação (6.8) mostram que

que para todo i,

P(S).j = }: ajj"' W('.,'j)

onde dij não depende de sij. Assim sendo,

k l
)hW(;{, zj)sfj + 'Üj,

c.j .ll"-nAm(;:,;j),

e portanto, conclue-se, da definição de h(')(=, y), que cf.j = Pi(zj).

k l

D

O seguinte teorema estabelece uma condição sob a qual o Algoritmo 6.1 fornece
um solvente de P(X).
Teorema 6.2. Se.ja P(X) o po/{'lámio matricia/ de./unido por (6.1) e sejam
P:(z), . . . ,P.(;) « p'li"ómio' ""Ja"s d'./i"id« .m (6 9). S' ''i;ti,.m '""/""
:",...,z. satisfazendo

Pi(;.) = 0 ({ - 1, ' ' . ,n)

Pi(,j) # 0 (l $ { < .j $ n),
e.tã. .,êste «m se/«ente t,i««g«/a, .«pe,{« de P(X), S - ('ij);, t'/ q«e 'i{ = ;i.
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PROVA. Se S for uma matriz triangular superior tal que si{ = zi, o Teorema 6.1
mostra que P(S)if = 0. Por hipótese, tem-se que:

Pi(,j) # 0
ara todo i < J e, portanto, segue-se, do Teorema 6.1, que é possível definir os

elementos sfj por:

s;; =: -- :

desde que os coeficientes dij sejam conhecidos. Segundo o Teorema 6.1, os co-
eficientes dij para .j l só dependem dos elementos da diagonal de S e,
portanto, os elementos s{ {+i podem ser calculados. Como este processo pode ser
desenvo[vido até esgotar as diagonais de S, o teorema fica demonstrado. []

d
}

Observação 6.1. Se todos os polinõmios escaleres pi(z), . . . ,p.(z) tiverem uma

raiz comum 2 com multiplicidade 1, então existe um solvente triangular de P(X).

A seguinte proposição fornece uma condição suficiente para que os coeficientes
cÍj sejam não nulos.

Proposição 6.1. Se P(X) /or o po/{nómio malricÍa/ de.#nÍdo por (6.1) e se S /or
«ms./«.«tela.«g«/-.«pe .,d P(X) Z«/q«e, p.«i= ",...,", '" = ;Í, e«tã.
Pi(zj) é «m a«to«/., d. PJS), p«« todo i. .j.

PROVA. Dado o solvente S de P(X), seja Q(À) a lambda matriz que satisfaz

P(À) À)(À-r - s).

A prova do Teorema 11-3.4 mostra que os autovalores da matrizes Q(zi), . .. , Q(z«)
são autovalores da matriz P'(S), e do Corolário 2.1 , segue-se que:

c?(.x) E À'': E ,4...s*-' .
1=1 k=/

(6.14)

Como todas as matrizes envolvidas em (6.14) são triangulares superiores, os auto
valores de Q(zf) são:

rn 7n 7n

>l'zl-: } aS;'t);J-i - >1 ajj"'t)/z(t)(zi,zj),
1=1 k=z k=l

e portanto, o resultado fica demonstrado. D

Observação 6.2. A proposição acima estabelece que a regularidade da derivada
de Fréchet de P(X) é uma condição suficiente para que cij # 0 quando { < .j.
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+

+ a ser calculado
8 empregado Q contem elemento desconhecido

FIGURA 6.1 . Elementos necessários para calcular yi;

yo = 4o

Yk = yk..W+ ,4. (X'- l,. .,m).

y(J;) . }' VILA'i)wl.i + a(k)
t

::iü;iilt:::iü:õli 1l a:i:sa
de S

O seguinte teorema fornece uma estimativa para o erro nos coeficientes gij, em
função dos erros ef = ãi -- zí, para í ' 1, . . . , n.

Teo.ema 6.3. Se.ja P(X) o po/inámio matrÍcia/ de.P'lido em (6.1), e se.j'm S e
S as matizes de$nidas acima, então para i< j, tem-se:

;.-,« l * -''." * ;, * .'.',-Ó
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onde os p./ nómlos essa/a,«s pi(z) e PÍ(z) são os de.ÊnÍdos em (6.9) e (6.13) res-
pectí««.e«te, . pÍ(,) ' P:(,) 'ã. « «« d.d«ad« e as co«st«"te' a, P, ' e ó 'ã'
de$nidas por:

a = max jeíl ,i=1,....n

'Y - .$ <JS. IP'(;j)l

P - :g -:a, IPi('j)l ,

:g <Js. l,. - ,jle

PROVA. Sejam ie .j dois inteiros fixos, tais que { < .j, e sejam dij e ãj as quanta
dades fornecidas pelo Algoritmo 6.1 a partir dos números 2i, . . . , !., então

si.j & . gü..:Jy. + blü-:sl . - }

cij cfj ci.í cij

logo,

i;.. - ;..i . =Üil-m (lá, - '..l -- ::. l«'
Levando-se em conta o Lema 6.2 e a sua prova, tem-se que

õ.jl)

c.j ,j) e ê.j -ZI'(ZO,
4'.7 '>t

e portanto,

...-;« 1,;.,., w#l«--.(.o
Com o objetivo de simplificar o cálculo da estimativa de laíj -- aíjl, define-se

p'r' -da m'triz y = (y.j): C C"*", a m.triz yl.,jt . (y.;jly''''"' como se«do '
matriz de dimensão j -- í + l cujos elementos são

gn''} - yt+i l+í (k,/ . .. ,.j - i + i)

Sendo Q(Z) o polinâmio matricial definido por

E
1:0

c?(z) ,4511,z',

do Teorema 7.1 segue-se que se S for um solvente de P(X), então S]i.j] é um
solvente de Q(X).
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S.R ){':''":

rb/ := '( r; ;ll .It,JJ
l slf

pode-se mostrar que Q(R) é uma matriz cujos elementos são todos nulos exceto o
{.j-ésimo, cujo valor é dij, enquanto que Q(R)ij - (iij. Assim sendo, para qualquer
norma inatíicia!, tcm-s

0 e
outro caso

e .ã = (fn){'Í+: forem as matrizes cujos elementos satisfazem

se k = i e 1 = j ''' 'l;E;"
se k = i e 1 = j

outro caso

1;., -'«1 \l.a-~w)H . U,'(")Hll"-«H --.(H'-"U') ,
e portanto, como a desigualdade acima também vale para o raio espectral, segue-se
que

;:. - ':.l $ '*« + ' (.')
Assim sendo, o resultado decorre juntando as estima

IÕ:j - CÍjl.

aíjl e de
D

6.1 Considerações sobre a aplicabilidade do método

desenvolvida no Capítulo IV
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flops divisões

dÍj (J - {)m

s{.j

«if) m
total (.j - { + 2)m - l

l

l

TAmELA 6.1. Operações requeridas para calcular SÍj

Para implementar o algoritmo é requerido um espaço de {(m + l)(n + l)n
palavras, porém, pode ser reduzido à ordem de {(m + l)(n + l)n se a legibilidade
do programa for deixada de lado.

Com a finalidade de se avaliar o algoritmo, efetuou-se a sua aplicação em
numerosos exemplos-teste, os quais não foram aqui descritos, pois não representam
uma contribuição ao entendimento do método. O mais importante a se destacar é
o fato de que todos os solventes foram calculados com mais de 7 decimais corretos.

Alguns detalhes da implementação do Algoritmo 6.1 são analisados no
Capítulo V

6.2 Aplicação à previsão numérica do tempo
Na Seção 11-1 mostrou-se que os modelos que provém das equações da água

rasa podem ser resolvidas a partir do conhecimento das soluções de equações da
forma

P,(y) = Ofl''' + 'ril'' + Qí 0 (6.15)

Empregando um manipulador algébrico pode-se mostrar que as mal
satisfazem as hipóteses do Teorema 6.2 e, portanto, o polinõmio matriz..
tem um solvente triangular superior. A demonstração deste fato em geral, requer
um esforço significativo que não acrescenta nada à compreensão dos fatos estuda-
dos. Assim, preferiu-se estudar a equação P.(y) = Zoy' + Tiy + Ta - 0 próxima
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de (l.lO), quando as diferenças avançadas (ou centradas) forem empregadas para
discretizar a,.

Observe-se que, para h suficientemente pequeno, tem-se

. + ». Ã ~ «. - ' -- (: - «') - l
,'.;.~ ":-,,u(:- «')'

0

0 H
e

-.*.-.~«,--'*':-«',-l .L l l: l,
onde I' Z\t h'i. Assim, definindo

l

0

segue-se que

li :-'--l,'''" ::,;-.T'!btalV*,4oy

"*'." - TI - :."(:- «:)'
e

"',« : « - l l: .-: -': :«'''" !\iH't:t,i%;l
Verifica-se que para 1' = 0, as raízes latentes de .P(y) são as soluções de
- 1 = 0. Assim sendo, pela continuidade, para I' suficientemente pequeno, os
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polinâmios escaleres

,-H - ;' -- ,-" (, - «') , - :,
,,u-(: -«')-~''q,'--:-"(:-«'),-:-(: -«')-@

e

«,H -(: --(: - «') -M@) ,: -- '-p(: - «') , - : --(: - «') -W
tem raízes diferentes. Do Teorema 111-6.2 segue-se que existe um solvente trian-
gular superior de .P(r). Como existe um fator espectral à direita de P(À), À/ -- S,
tem-se que P'(S) é não singular. Assim sendo, para I' próximo de 0, sempre existe
um solvente triangular superior de P,(y).

A hipótese 1' = 0 não tem valor prático, porém, é de grande interesse analítico
uma vez que podem ser calculados os solventes. Uma análise mais detalhada
permite mostrar para quais valores de I' existem solventes triangulares superiores,
observe-se que os zeros dos polinõmios pi (z),p2(z) e p3(z) são dados por:

PI'

-"(«'- ") *
-u («; - :)

'P" («' - H' -- : -.- o ("à)

FU («. - ill: -; i + o (À!)
U (oí -- l) +

-- o ("})
' t l

-- o ("})I'--i + l./ã2® ~ '

! ("' - "D' -- -'' ' 'T -- o ("})I'-i -- x/ã2® ~ '

f!-y;g' "'' . ãaÕ ..... . («à) ,

u(«.,' 1) -
(6.16)

u(«.,' -1)+

u («,; -l) -

onde ©j são as raízes de pj(z) e ã é igual a u:'-u' ou ui -- l segundo se trate
de diferenças centradas ou avançadas. Como consequência do Teorema 111--6.

segue-se que, o solvente triangular existirá se I' satisfizer que

«. - (-u («' - ')y -- ' ,' '

,, - (u («' -- --'
(6.17)
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Observe-se que l(I'U (wi -- l))2 + ll é não nulo para todo u' tal que lwl - l.
Quando ã = ui -- l, l2 = 0 se, e somente se,

1 1

r' ' '!ÍIE: u')(l
e, portanto, 'y2 é não nulo para todo I' positivo desde que oi # --l, em cujo caso

:-zero-s'

'l'' /

Se ã = ---T--, para todo I' positivo e para todo co tal que col
,y2 # 0, pois a'única solução de "y2 ;: 0 é dada por:

1, tem-se que

F' = -- Re(«, ) )

se as constantes U e ® forem conhecidas.

6.3. Cálculo da raiz quadrada

Nesta seção, apresenta-se uma aplicam;ão do Algoritmo 6.1 ao cálculo da raiz
quadrada de uma matriz O C QJ"x". O Teorema A--l.l mostra que existem uma
matriz unitária U e uma matriz triangular superior T tais que

C - U*TU.

Assim sendo, calcular a raiz quadrada da matriz O é equivalente a encontrar uma
matriz triangular superior y tal que

y2 -- T = 0.
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O seguinte algoritmo fornece uma raiz quadrada de T
um ai:'ovalor de T com multiplicidade no máximo um l41.

desde que À 0 sda

Algoritmo 6.2

Para { = 1, . . . ,n
sü = 1./tÍI

Para í = 1, . . . ,n
Para k = 1, . . . , n --l

Definir .j = { + A
Calcular y = tfj
Para / = i + l, . . . ,.j -- l

y = y + siislj
Calc«l.r .:j = y (.- + .jj)

l

Observe-se que o Algoritmo 6.2 pode ser aplicado só quando sif # --sjj. A e-
xistência de autovalores múltiplos não nulos não representa um impedimento para
que a condição síi + sjj :# 0 seja satisfeita, pois se para algum í # j, lfí = tjj, é
suficiente escolher sü = sjj. Note-se que a condição sii + sjj # 0 é idêntica àquela
do Teorema 6.2 e representa a regularidade da derivada de Fréchet do polinõmio

P(x)

O número de operações requeridas pelo Algoritmo 6.2 é aproximadamente
igual ao necessário para multiplicar duas matrizes triangulares (da ordem de àn3
flops), mais n raízes quadradas e {n (n -- 1) divisões. Uma análise mais detalhada
deste algoritmo é realizada por Bjõrck e Hammarling l41, onde também pode-se
encontrar uma descrição de um algoritmo para calcular uma raiz cúbica da mír

Parlett 1341 apresenta um método para calcular funções analíticas u. matrizes;
este algoritmo pode ser utilizado para calcular a raiz k-ésima de T, com aproxi-
madamente {n3 fiops, porém, este método não pode ser estendido a polinõmios
matriciais em geral, pois falta a comutatividade, a qual é de importância funda-
mental na definição do algoritmo.
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7. Polinõmios com coeficientes triangulares por blocos

Nesta seção, desenvolve-se um algoritmo para resolver a equação

P(X) = }: Ám-lX ' 0,
1=0

(7.1)

periores por blocos de dimensão n2.

:em mêlrizçtlliêPg!!blç? 111.

O método aqui apresentado é uma generalização do Algoritmo 6.1, e como na
Seção 6, o procedimento proposto é apresentado com o auxílio de um exemplo.

Exemplo 7.1. Considere a equação (ver Exemplo IV--l.l)

::;)*'* (
l
l
0

3
9

l

-:)**(-! .i (7.2)

Pode-se mostrar que as matrizes acima não triangularizam simultaneamente, po-
rém, se as matrizes C/ e V forem definidas por:

« : (i .i ! ) « - (i .i +)

multiplicando os coeficientes da equação (7.2) à esquerda por V e à direita por U,
e definindo y = U*XU, segue-se que a equação acima é equivalente a:

,.*,- (Ê :
l
3
9 : .; :;)

É óbvio que um solvente S = (sij); com a mesma estrutura de blocos dos coefi-
cientes da equação acima, isto é, szl = s31 = 0, precisa satisfazer 6 s?i = 0 e que
a matriz St definida por:

'. -l :::
seja solvente do polinâmio matricial

'..«,-l: :l«*l -!: 1l«-- l l. ;fl]
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Como mostra o Exemplo 1.1, a matriz
. / -0.75+1.10103i 0.637386-0.5190621\
oi' l. 0.191692--0.115347i 1.5+1.26485i J

é solvente de Pt(yi). Substituindo-se em S, sii = 0 e os valores obtidos para
St, segue-se que S é solvente de P(X) se, e somente se, os elementos si2 e si3
satisfazerem o seguinte sistema linear:

-4.5 + 6.6018 i
3.82432 - 3.11437 i : ii?u ;::ll:::l

r 0.475229 - 2.13916 i \
k 2.13739+ 11.9027 { /

Como a matriz de coeficientes do sistema acima é inversível, o sistema tem uma
única solução

S12

S13

0.0958461 0.0576734 i \
-0.75 + 0.632425 i /

O Algoritmo 7.1 desenvolve os passos descritos no exemplo acima para qual-
quer polinõmio matricial com coeficientes triangulares por blocos. Para simplificar
a notação, o método é apresentado somente para polinõmios cujos blocos sejam
todos quadrados e da mesma dimensão.

Assim como o Algoritmo 6.1, o método definido nesta seção é uma aplicam;ão
do Algoritmo de Horner (ver Seção 11--7) e do Teorema A 2.1.

Algoritmo 7.1. Se Zt, . . . , Z«, forem matrizes de dimensão n2, então define-se
uma matriz triangular superior por blocos S = (Sij);' por:

Parei = 1,...,ni
Sii= Zi
xlQ . ,.{l?)

Para k = 1, . . . , m
Xl0 - Xl*-0Si.+,4110
xlu - RI'-usi{

Para A = 1, . . . , ni -- l
Para { = 1, . . . , ni -- h

Definir .j = { + A
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Calcular C'ij por

Para k = 0, . . . , m --l
0., - C.,+ (BS"':

Calcular l)ij = Z)(m) por

ol?) - ,4l?)
LP-.-a k = 1: . . . , m

.olf) - nlf-os« +

''y®xl''

.ol;' = ol;
«(süj = -C:õ'«(Díj)
Xln - .4l?)
.R,.,4m
Para k = 1, . . . , m --l

F.j - XI'-USij + F.jSjj
XIU . Olf)+.Hj.

EÍ;:..: X@

O Teorema 7.2 fornece condições nas quais a matriz construída pelo algoritmo
acima é um solvente de P(X).

A prova da convergência do Algoritmo 7.1 decorre como aquela do Algo-
ritmo 6.1. Na presença de coeficientes triangulares superiores por blocos, o Teo-
rema 6.1 é substituído pelo seguinte resultado:

PROVA. A demonstração é análoga àquela do Teorema 6.1
D

Para cada i= 1,.. .,ni, seja Pí(Z) o polinâmio matricial de grau no máximo
m e ordem na definido, a partir do polinõmio P(X), por:

E
1=0

P,(z) ,4ll" -0ZI . (7.3)

Com esta, definição, o Teorema 7.1 mostra que para uma matriz triangular superior
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por blocos W

, «,-( ''"'''
P(H' ): :
&(1 ,) :!:,).

P(W)i.
P(w' ), .

(7.4)

onde P(W)fj satisfaz

«(P(H'')Ü) = Cíj«(WÜ) + «(.Oij) ,

e as matrizes C'ij e .DiÍ dependem somente dos blocos de W mais próximos da dia-
gonal principal do que W;j. Logo, para obter-se um solvente de P(X) é suficiente,
mas não necessário, que para todo { = 1, . . . , nl, P,(W',i) = 0 e, para i< j,

det(Ci.f) # 0. (7.5)

Se a condição(7.5) for verdadeira para todo í < .j, o Algoritmo 7.1 permite calcular
todos os blocos de um solvente, uma supra diagonal de cada vez. Assim sendo,
como no Algoritmo 6.1, é muito importante uma boa caracterização das matrizes
0

Lema 7.1
para { = 1,

Se S jor um solvente tüangular supeHor por blocos de PÇX) tai que,
,,'-, « mat,{, S« á «m ../«.«te d. P.(Z), .«fão pa« { < j

'.-$1 J'''*Ê":,-*'''-'l/-l \ k-l /

PROVA. Considerando a Observação A 2.1, segue-se que para todo / ? l
1 1

(''):, -E 'á'..;'-'
onde -Hij não depende de Sij. Assim sendo,

m l--l

P(S)ij = >1: .,4l;"-0 }: SãS.jSJ;'-' + .ãíj,
1=1 k=O

onde -Z7ij não depende de Sij, logo, aplicando a definição do produto de Kronecker,
tem-se:

'«-ÉI ;J'':*Ê«:,-''';-'l1=1 \ k=1 /

D
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Para cada { = 1,...,nt, define-se &(X) por:

«..', - $ 1po'': * Ê; "!,-'',,-'l ,1:1\' ' k=z /

e os polinõmios matriciais Qi(Z) tais que:

&(À) (À) (À.r - z.)

Observação 7.1. O Teorema 11--3.4 mostra que &(Zj) é uma matriz inversível
se, e somente se, det(Qi(Àj)) # 0 para todo Àj autovalor de ZI'

O seguinte teorema fornece uma condição suficiente para a existência de sol-
ventes triangulares por blocos.

Teo..ma 7.2. SeJ«m P(X) ' PI(Z), . . . , Pn, (Z) O' p'/{nómio' m«t,{c{.is de.#"i-
do. P« (7.1) e (7.3) «'p"ü«me«te. Se e.istinm m«t,{"' Z:, . . .,Z«. C C"''''
que satisfazem

a(z.)
R.(Zj )

({ . ,n:)
(l $ { <.j $ "1),á {7zuersúe/,

.«tã.. «i;t. ««. «/««t. t,i-g«I" s«pe,ío, po, b/ocos de P(X), S - (Sij)T, t"/
que, para i:= 1,. ..,zzi, Síi = Zi.

\. '' tJ / l J

PROVA. A demonstração decorre do Teorema 7.1 e do Lema 7.1. D

Corolário 7.1. S..j«m P(X), P (Z),. . . ,Pn.(Z) ' Q-(Z.),
mias matriciais de$nidos acima. Se ezislirem matrizes Zi,
satisfazem

, C?.,(Z) o' po/{«á-
, Z«. C C"2*"' que

&(z.)
det(Qi(Àj)) # 0

(i = 1, . . . ,«:)
(l $ à < .j $ 'ti),

para todo autora/or Àj de Zj, então ezíste um se/t;e7zte trla7zgu/ar swpefior por
b/oc« de P(X), S = (Sij);, t'/ q«e S« = Zi.

Observe-se que as matrizes

E
k=l

.4l;"-nsâ- ' ,
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empregadas na definição de .&(Z), são os resultados parciais obtidos na avaliação
do polinõmio matricial Pi(Z) em Sii pelo Algoritmo de Horner (Algoritmo 11-7.2).

8. Conclusões

Uma comparação objetivo, de métodos de natureza tão diferente como os
apresentados neste capítulo, é uma tarefa muito difícil. Porém, nesta seção, tenta-
se resumir algumas considerações que se encontram ao longo de todo o capítulo, e
que provêm do estudo cuidadoso dos algoritmos descritos.

O primeiro ponto a ser levantado, refere-se à existência de solventes de um
polinâmio matricial. Quase todos os métodos supõem a existência de um solvente,
o que nem sempre é verdadeiro, como mostra-se na Seção 11--2. Mesmo existindo
um solvente, é muito difícil estimar uma região onde ele possa ser encontrado
(ver Teorema 2.1), portanto, a maior parte dos métodos empregados para calcu-
lar solventes envolvem condições muito restritivas sobre os polinõmios e sobre os
solventes.

Estas condições são expressas das mais diversas formas:

e Existência de uma aproximação inicial suficientemente boa
e Existência de um conjunto completo de solventes.
8 Restrições sobre os coeficientes.

Os métodos podem ser agrupados em diretos ou iterativos, e estes últimos em
dois subgrupos: os que fornecem uma aproximação inicial e os que não.

Os Algoritmos 4.1 e 5.1 proporcionam uma aproximação inicial restringindo
o conjunto dos polinõmios aos quais o método é aplicado. Esta restrição consiste
em supor a existência de um conjunto completo de solventes.

Alguns exemplos do Capítulo ll são dedicados aos conjuntos completos e às
suas propriedades. Estes exemplos mostram que as condições de convergência dos
Algoritmos 4.1 e 5.1 são muito restritivas. Mais prejudicial, que as restrita
condições para a aplicação do método, é o fato de que a existência de cona
tos completos não pode ser determinada a priori. Além disso, estes métodos so-
mente calculam o solvente dominante, diminuindo assim as suas possibilidades de
aplicação, pois, como segue-se da Seção ll 8, em geral são empregados solventes
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com determinados autovalores ou, na sua ausência, conjuntos completos.de sol-
ventes E importante ressaltar que, no caso dos polinõmios matriciais, a deflação
não pode ser empregada (ver Observação 11--5.2).

Os algoritmos de Newton e Newton modificado permitem calcular qualquer
solvente llesde que seja estável e a aproxima'ção inicial seja suficientemente boa.
A s ngularidade da derivada de Fréchet do polinâmio matricial é uma dificuldade
comum a to(!m os métodos e, portant.o, não deve ser um falar decisivo na escolha
do algoritmo.

Sendo que, por enquanto, não existem métodos para. determinar regiões con
tendo um único solvente, a escolha da aproximação inicial representa o maior

desafio a ser encarado na aplicação dos Algoritmos 2.1 e 3.1 . Nos artigos de Kratz
e Stickel 1291 e de Davas l91 são sugeridas algumas possibilidades para a escolha
da aproximação inicial, porém, não é feito um estudo para determinar

se estas

aproximações satisfazem as condições dos respectivos teoremas de convergência.

O terceiro grupo, o dos métodos diremos, apresenta uma dificuldade um pouco
diferente calcular raízes de polinâmios escaleres. O Algoritmo 1.1, ainda que de
aplicação geral, é pouco pratico quando a dimensão das matrizes envolvidas for
grande, pois é preciso o conhecimento prévio dos autovalores do solvente procu'
rodo. Esta dificuldade não é decisiva na aplicação do Algoritmo 6.1 , pois é.preciso
calcular zeros de polinõmios escaleres cujo grau é no máximo aquele do polinâmio
matricial, independente da dimensão dos coeficientes.

A principal vantagem do Algoritmo 6. 1 é a de possibilitar o cálculo de qualquer
solvente triangular superior estável. Por outro lado, o método permite conhecer,
antes do cálculo efetivo do solvente, se o conjunto de raízes fornecidas corresponde
ou não a um solvente simples. Mais ainda, é possível calcular uma estimativa, a
priori, do erro com o qual será calculado o solvente.

A triangularização simultânea dos coeficientes é, de fato, uma restrição impor-
tantes porém, ela não deve ser supervalorizada, primeiro porque existem teoremas
que caracterizam os conjuntos de matrizes simultaneamente triangularizáveis, e
segundo porque os polinâmios com coeficientes triangulares podem .ser utilizados
como aproxlmantes 'e as suas soluçoes podem servir como uma aproximação inicial
para o Algoritmo de Newton. Além disso, constatada a possibilidade de resolver
este tipo de equações, será possível encontrar aplicações, que fogem ao objetivo
deste trabalho, onde os polinõmios matriciais com coeficientes simultaneamente
tdangularizáveis podem ser empregados, veja-se por e:emplo.o. trabalho de Balen-
dra. Tat e Lee jll, onde os coeficientes do problema são substituídos por matrizes
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que comutam

Pode-se observar facilmente que o Algoritmo 6.1 apresenta vantagens signi-
ficativas sobre o método de Newton. Se neste último método for empregada como
aproximação inicial uma matriz diagonal cujos elementos são os empregados para
aplicar o algoritmo da Seção 6, O Algoritmo 2.1 requer no mínimo duas avaliações
do polinõmio matricial e da resolução de dois sistemas lineares. Em número de
operações, isto representa mais do dobro do custo computacional.

A comparação com o algoritmo da Seção 5 é um pouco mais simples. O
Algoritmo 5.1 somente calcula um solvente dominante e, além disso não aproveita
o conhecimento das particularidades dos coeficientes.

Resumindo, o Algoritmo 6.1 apresenta condições ótimas de aplicabilidade e,
portanto, deve ser utilizado sempre que seja constatada a possibilidade da sua
utilização.



Capítulo IV

Transformação simultânea de matrizes

Levando-se em conta as qualidades do algoritmo apresentado na Seção 111-6,
este capítulo é dedicado ao estudo da existência de transformações.que triangu-
larizam simultaneamente um conjunto de matrizes. Das duas seções. nas quais
este capítulo é dividido, a primeira é dedicada ao estudo de conjuntos de

matrizes

simultaneamente triangularizáveis, e na segunda, apresentam-se alguns resultados
sobre diagonalizai;ão simultânea, com o intuito de mostrar quais são as restrições
envolvidas na s mpli6cação do cálculo dos solventes de um polinõmio matricial.

1. '1)iangularização simultânea

O principal resultado desta seção, o Teorema 1.1, caracteriza os conjuntos

de matrizes que podem ser triangularizados simultaneamente por transformações
unitárias. O maior esforço é realizado no sentido de provar o Lema 1.1, o qual
fornece uma condição necessária para a existência de um autovetor comum a um
conjunto de matrizes.

107
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Lema l.l (j131). Se Ái, . . . , ,4. C qJ'*" /terem matrizes tais que, para cada po/{-
«óm{. e««/«p(,-,...,;«) «« «dá«i. ;:,...,;m ' pa« c«da {.j, « m«ZH,

P(A:,. . . , .,'l«)(Á{.Aj - Áj,4i)(1.1)
/or 7ziZpote7zte, então, as matizes .4i, . . . , .4« fém um autouetor em comum. .4/e'm
disso, dado qua/quer uetor q não nu/o, é possúe/ cozzstruir um po/ánómio essa/ar
h(,:,...,;.) t«l q«' À(.A:,...,.A«)q é «m -l.«'to, c.m«m de .A-,...,A«-
PROVA. Pode-se supor, sem perda da generalidade, que as matrizes .4i, . . ., '4«
são todas não nulas.

Sela 7{, a seguinte hipótese: Dado um vedor não nulo 77, existe um polinâmio
'-,. ..,z,) tal que o vedor À(.Ai,...,Á,)q é um autovetor comum das

Ál lU S)

}Íi é verdadeira, pois os vetores {,4fT7 ; k = 0,. . . ,n} são linearmente de-

pendentes e, portanto, existe um polinâmio escalar q(z) para o qual q(.4i)q é o
vedor nulo. Se Ào for uma raiz de q(z) e qo(z) for o cociente da divisão de q(z) por
z -- Ào, então o vedor qo(.Ai)q é um autovetor de ÁI.

Se a afirmação H,-i for verdadeira, seja e. = À(.4t, . . . , Á,-l)q um autovetor
comum de .4i, . . . , .A,.l. A hipótese 7{i aplicada à matriz Á, assegura que existe
um polinâmio escalar g(z) tal que g(.4,)e: é um autovetor de .A,.

Para { < s seja Àf o autovalor de .4f associado a Ci' Se, para todo {.j,
Oij = 4i.Aj -- Áj,4i for o comutador das matrizes .4i e Áj, existem duas possi-
bilidades:

(1) Ci,Á5€: = 0 para { < s e para todo k,
(2) existem inteiros {i e kt para os quais C'i:,Á5'e: # 0.

No primeiro caso tem-se que

.4.g(Á,)e:(.A,).Aie:(Á,)e:,
e segue-se, da hipótese de indução, que o vedor

g(A,)e: )A(.'l-,
é um autovetor comum das matrizes .4i, . . . , '4,.

. - l)

, .4,-:),7

Se existirem inteiros il e ki satisfazendo Ci,,'45ie: # 0, a hipótese 7'{,-i mostra
que existe um autovetor comum de .4i, . . . , .,'l,.t da forma:

e, = q-(.A:, . .. , .4,--)0i.,.A:'e..
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Observe-se que, se o vetor Oi,,ÁI'(, for não nulo para alguns inteiros {, e k,, então
o vedor e,+i definido por:

e,+: = q,(.A:, . .. , ..4,.:)Áf'0i,.e,
é não nulo.

S. .. «qüência e:, C2, . . .} for finita, isto é, se existir um inteiro p tal q"e

e, # 0 e e,+: = 0, ''
g(Á,)e, de .A, para o qual

.4.g(.A,)e, .A,).A.ep - À'g(.A,)e,,

e portanto, o vedor g(Á,)e. é um autovetor comum de 41, ,Á,.

Finalmente, observe-se que deve existir um inteiro p $ n + l tal que e, # 0
e Cm.i = 0, pois se isto não acontecer, existirão escaleres Xi, . . . , À.+l não todos
nulos tais que:

Logo, se .j for o menor inteiro tal que Àj # 0,
n+l
:l: .Xke. = -Àjej,

k=j+t

e pela definição dos vetores e,, tem-se:

«(A:, , ,4,)C:,,.A:'ej -Àjej,

assim sendo, --Àj é um autovalor não nulo de A:'u('4i, . - , Á,)Ci,,, contrariando
a hipótese de que a matriz .Aflu(Ái, . . . , .4,)CiJ, é nilpotente. Assim sendo, o lema
fica demonstrado.

, .4,)CiJ, é nilpotente. Assim senão, o lema

: : GJl:$ã li U ll
Seção V-l.

Como mostra o Teorema 1.1, a condição (1.1) é muito forte. Os exemplos a
seguir fornecem uma idéia aproximada do que um par de matrizes precisa para ter
um autovetor em comum.



110 IV. TRANSFORMAÇÃO SIMULTÂNEA DE MATRIZES

Exemplo 1.1. Considere-se o movimento das três massas representadas na
Figura 1.1. Se € = (=i, z2, z3y, a equação de movimento das três massas é deter-
minada por::

Me + C'e + .Ke (1.2)
onde

0

m2
0 j,) .-(: ..= })

:,)

FIGURA l.l

Sejam 7nl = 7n2 = m.3 = 1, neste caso as matrizes /, ('v e /(
autovetor comum, o vedor

sempre têm um

'-(;)
porém, a matriz O/{ -- /{0 é nilpotente se, e somente se,

c2ki = ci Ê2,

isto é, se ]t' for um múltiplo de C'. Observe-se que a matriz CJ\' -- /{C' é singular
e que o vetar € é um autovetor de O/t' -- /T(.; associado ao autovalor 0, pois

0 . c2kt -- cik2 cik2 -- c2kl \

0/{--J{C'=1 ctk2--c2kt 0 c2ki--ctk2 l
\ c2ki -- cik2 ctk2 -- c2ki 0 /

/

iOs Exemplos 1.1 e 1.4 foram extraídos de Pestes e Lechie 1361, e a notação neles empregada
corresponde àquela da referência citada.
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De fato, se existir um autovetor comum, o determinante de todos os comuta-
dores é zero, porém, a recíproca não vale, como âca demonstrado pelo seguinte
exemplo.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes

o o o
,4 = 1 1 1 1

l

1 -1 2
2c - l 0 2e

pode-se mostrar que as matrizes Á.B -- .B.4, .B(7 -- OB e .A(17 -- O Á têm determinante
Perol porem '4, .B e O não têm nenhum autovetor em comum, mesmo que qualquer
subconjunto de duas matrizes tenha.

Até o anal do capítulo, o conjunto das matrizes unitárias de dimensão n é
denotado por Z/«, e o conjunto das matrizes triangulares superiores é representado

Teo..ma l.l (j131). P'" q-isq«e, mat'i'" '4-,.

a$rmações são equiuatentes:
(1) Para cada po/ín(ímÍo essa/ar p(zl,.

cada ij, a matriz

,4. C (Dnxn, as seguintes

, ;«) «« «"iá«ei' '-, , z« e para

P(.4:, , ,4«)(.'1iÁj - .,4j.,'l{)

(2) Ezz'*' «:. m«t,i, -átá,i« U '«' q«. « m«t,{«. U*,'l.U, . . . , U*.4.U .'.
m l :T Tlí]:l:T] «:.!. «"r "tl.« '" -*='''.«' }$:', - ::,]::.#

:íljs 'l,:=. '=::,z'=lZ:"33 ='zH«« - ,'«,, « -'"'-
À. - ,(.xÍn , . . . , À9)) (k = 1,. . . ,n)

PROVA.

ili.itÜ;=FÇHI l:; lg:B: Ü l
coluna é (] tem-se que:

À'
U* ,4íC/ 0 i) ,«).
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Sendo todas as matrizes de dimensão l triangulares, e como a hipótese (1) também
é satisfeita pelas matrizes .AI, . . . , .,al,. c (l;(n-l)x(n-l), o resultado obtém-se por
indução sobre a dimensão das matrizes. []

(2) + (3). Como r(zi,
p:(,:, . . . , ,.) e p,(,:, .

z.) é uma função racional, existem dois polinõmios
, z.) tais que:

,(,-, . . . , ;.) - P- (,: , . . . , ,«)

n(,: , . . . , ,«)
atroz U C an satisfizer

U*,4ft/ = Ti C Zn ,«),

então

U*P:(.A- , . . . , Á«)U
U*P,(,4- , . . . , .A«)U

Considerando que pi(TI, . . . , Tm) e p2(TI, . . . , Tm) são matrizes triangulares
um dos autovalores de pl(Ti, . . . , Tm) é da forma

Pi(À:,...,À«), (/ = 1,2)

onde Àf é algum autovalor de Ái. Assim sendo, os autovalores de r( 4t, . . . , ''l«)
sao

À.)P- (.x:
À.P2(À:

D

(3) +(1). Como todo polinõmio é uma função racional, cada autovalor da matriz

.B = P(.4:, . . . , .A«) (.A..Aj - .4j.4.)
é da forma

ÀB = P(.Xi,.. . , À«)(.Xi.Xj - ÀJÀ{) ,

onde Àj; é algum autova]or da matriz .Ak. Uma vez que ÀB = 0, -B é ni]potente. []

O fato de U ser uma matriz unitária (hipótese (2) do teorema
maneira alguma representa uma limitação para o conjunto de matrize.
larizáveis, pois

(2') Se existir uma matriz inversível P para a qual P-:.'liP, . . . , P''Á«P são

matrizes triangulares superiores,
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a prova de(2'):+(3) decorre como a de(2) +'(3)-

A vantagem de usar matrizes unitárias é percebida na hora de implementar o
algoritmo de triangularização, pois os erros de arredondamento introduzidos pelas
transformações unitárias sao menores.

E bem conhecido o fato de que um conjunto de matrizes simétricas reais diago-
na;ligam simula.nea 9Çg!!PÇ$
corolário mostra o que acontece na ausência da hipótese de simetria.

Corolário 1.1. Se .4., . . . , .'1. /or um con.junto de matrizes que camutam duas a

duas, então ezÍste uma matiz un fada t/ ta/ que

U*,4ít/ C 7;. ,«).

Do Teorema 1.1, obtém-se como corolário um conhecido resultado sobre a
diagonalização de matrizes normais.

Corolário 1.2. Se .4 C C'x" /or uma matriz nomlza/, então 4 é similar a uma
matriz diagona/. .41ém disso, a mata z A* pode ser ezpnssa como um Z)o/inámio
essa/ar aua/lado em Á.

PROVA. Sendo .4 uma matriz normal e definindo 41 := .4 e Á2
Corolário 1.1, que existe uma matriz U C Z/« tal que

,4*, segue-se, do

Ti= U*ÁU CZn e T2' U'4 UCZn

Cromo TI = 11;, as duas matrizes são diagonais.
A segunda parte do corolário decorre de observar que, para quaisquer numeros

nexos ÀI, . . . ,.X., existe um polinõmio escalar q(z) tal que ql.ÀiJ ' Ài, pena
todo i = 1, . . . ,n.

O seguinte corolário fornece uma outra condição para a triangularização si-
multânea no caso em que todas as matrizes forem normais.

Corolário 1.3. Se cada tina das matrizes .4i, . . . , Á. /or normal, então as três

a$rmações estabelecidas no Teorema 1.1 são equÍt;a/entes ã condição

Á..Aj = ,4j.,4.(i,.j - l,. ..,m).(1.3)
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Uma vez que ÁI, . . . , ,4. são matrizes normais, segue-se, do Corolário 1.2,

qu-, :trazes U*ÁiU,...,U*Á.U são diagonais. Assim sendo, as matrizes
:omutam.

A rec...oca é óbvia, pois (1.3) implica que a condição (1) do Teorema 1.1 é
verdadeira..D

'4i 9

Exemplo 1.3. Sejam .4t e .A2 as matrizes deânidas por

. «,-l -: iíl
:i: ]:), - q-l t.m ( i) «m' "ú-i-" -t.O comutar'r d' .A- e .A, é a m.triz (

vedor.

No Exemplo acima, as matrizes .4i e .42 têm um único autovetor comum
e, portanto, o resultado do Teorema 1.1 não pode ser melhorado no sentido de
fornecer mais autovetores linearmente independentes, sem impor mais condições
às matrizes .4i, . . . , ,4.. Estas novas condições são analisadas na Seção 1.1 e na

[.].. Existência de autovetores comuns ]inearmente
independentes

O Lema 1.1 mostra que se as matrizes .At, . . . , .4. satisfazerem a condição (1)
do Teorema 1 .1, existe sempre pelo menos um autovalor em comum; levando-se em
conta a equivalência de (1) com (2) e (3), este resultado não pode ser melhorado
sem impor novas restrições às matrizes Ái,... , .A.(ver Exemplo 1.3). Nesta seção,
são analisadas condições para a existência de um número maior de autovetores
linearmente independentes.

Deânição 1.1. As matrizes Ái, . . . , ,4« são chamadas quase-comutativas. se
cada matriz .4k comuta com as matrizes

.4i.Aj -- .4j'4{ (i,.j = 1, . . . , m)

O Teorema 1 .2 mostra que se as matrizes forem quase-comutativas (ou comu
cativas), o número de autovetores linearmente independentes é maior.

Teorema 1.2 (j131). Se as «2aZdzes .4i, . . . ,.4« € C"x" /atem quase-comulaZÍ-
t;as , então a /zipófese (1) do Teorema 1.1 é verdadeira. ,4Jém disso, para qua/quer
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autor;alar Ài de .4t, existe um a totpetor comum 77 das matizes .At, . . . ,.A. satis-
/alemão .At77 = Àt77-

PROVA. Levando-se em conta a comutatividade de .Ak com cada um dos comuta-
dores Cij, para demonstrar a primeira parte do teorema é suficiente mostrar que
Oi{ é nilpotente.'Como o comutador de'duas matrizes tem traço nulo, se r for um
inteiro positivo, a matriz aB tem traço zero, pois:

0& = 0;':(.A{.Aj - Áj.4{) - ÁiC;":Aj - a;":AJ'4{.
Se Ài, . . . , Àp forem os autovalores distintos de Cij com multiplicidades mi,
respectivamente, tem-se:

m:7{ + + mp'y; = 0 (, = 1,2, . . . )

e, em particular,

y(À m,,, l=0
mp rp

l 9

Com. , matriz y (XI, . . . , À,) é inversível, o sistema acima tem somente a solução
trivial, assim, o único autovalor de Cij é o zero e, portanto, o comutador é nilpo-
tente.

Para provar a segunda parte do teorema, seja 7{, a seguinte afirmação: dado
alquer autovalor Ài de .4i , existe um autovetor comum 77 das matrizes Ái , . . . , '4,

e a aij, i,.j = 1,...,m para o qual .4i77 = Àit7.

Considere primeiro o caso s = 1. Seja .B uma matriz cujas colunas formam
uma. base do subespaço dos autovetores'de 4i associados ao autovalor Ài. Em
geral, B é uma matriz retangular com k colunas que satisfaz

,4tCij.B = CÍJÁi.B = À(i)Oij.B (i,.j = i,. ,«),

e portanto, cada coluna de Cij.B é o vedor nulo ou é um autovetor de .4i associado
a ÀI e, portanto,'cada coluna de Cij é uma combinação linear das colunas de .BI
Assim sendo, para cada i.j existe uma matriz quadrada Jb/.j de dimensão k tal
que Cij.B = BIWij. Levando-se em conta.que as matrizes C-J comutam e que as
colunas de .B são vetores linearmente independentes, as matrizes Jt/íj comutam.

O Teorema 1.1 mostra que existe um vetar <1, autovetor de todas as matrizes À/ij,
assim sendo, .B<1 é um autovetor de Ai e de cada uma das matrizes C'ij. Observe-se
que por definição, X(i) é o autovalor de Ái associado ao vetou .B(
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Se, por hipótese de indução, 7{,.i for verdadeira, seja <1 um autovetor comum
de Ái,...,,4,-i e de cada matriz C'ij, {,.j = 1,...,m, e sejam À2,...,À,-i os
autovalores de .AZ, . . . , .4,-t associados a C. Uma vez que C'íj é nilpotente, todos
os seus autovalores são nulos e, portanto,

Oij..4f<1 = .,4fC'ii( = 0 i,.j = 1,. . . ,m; k = 0, 1, (1.4)

e

A...4:( .x...45( (i s l

({

k ...). (1.5)

Sendo que sempre existe um polinâmio escalar p(z), tal que p(.A,)( é um autovetor
de .A,, segue-se, das equações (1.4) e (1.5), que p(.4,)( também é um autovetor
de .Ai, . . . , .4,-i e de cada Cíj, i,j = 1, . . . ,m, com autovalor Ài em relação a .4i.

Logo, a afirmação 7í, é verdadeira para todo s. []

Observe-se que o teorema acima mostra que as matrizes ,4i, . . . , .4. têm no
mínimo tantos autovetores comuns linearmente independentes quantos forem os
autovalores distintos de cada matriz.

Corolário 1.4. Se ,4,.B C QJ"*" /terem mata zes quase-comutar tias e se Á !itier
k -to«lo«. dista"*o., .«fã. e.i;te «m p./i«óm:. .sc«/«, p(z) t«/ q«e « mato,
.B -- p(.A) tem no mínimo k autouetores /ínearmenle independentes associados ao
autora/or zero.

PROVA. Sejam Ài , . . . , Àk os autovalores distintos de ,4; o Teorema 1.2 mostra que

para cada À{ existe um autovetor comum Ci de Á e .B (associado ao autovalor Pi
de B). Além disso, para qualquer polinõmio escalar p(z) tem-se que:

(.B - P(.4))e. (#. - P(Ài))e: ,k)

Escolhendo o polinõmio escalar p(z) de forma tal que p(Ài) = /ii, para todo
í = 1, . . . , k, obtém-se o resu]tado. []

1.2. '1)iangularização por transformações bi-unitárias

Nesta seção, estuda-se o problema de transformar simultaneamente um c---
junto de matrizes à forma triangular superior por transformações bi-unitárias.
Embora não haja uma caracterização dos conjuntos de matrizes que satisfazem
esta propriedade, algumas condições suficientes são aqui enunciadas.



1. TRIANGULAIUZAçÃO SIMULTÂNEA
117

Definição 1.2. Duas matrizes .A, .B C C"*" são chamadas equivalentes, se exis-
tirem matrizes inversíveis P e (2 tais que

B = p-:,4Q.

Se P e Q forem matrizes unitárias, Á e .B são chamadas unitariamente equiva-
lentes, e a transformam;ão que associa a cada matriz 4 a matriz P* 4Q, é chamada
de transformação bi-unitária.

O seguinte lema é trivial, porém, é muito útil na prova do Teorema 1.3, e só
foi incluído nesta seção por motivos didáticos.

Lema 1.2. Para cada matiz A C C"*", Caíste uma matriz unitária U ta/ que
Ut,4 é uma matriz triangu/ar supeNor.

PROVA. A demonstração decorre por indução sobre a dimensão da matriz. Como
toda matriz de dimensão l é triangular, o resultado é verdadeiro,para n ' 1. Seja
ei o primeiro vetar da base canónica e seja UI uma matriz unitária tal que:

Ui*'4ei = llAeijj2 el

Assim sendo, existe uma matriz 4 de dimensão n -- 1, satisfazendo

Se, por hipótese de indução, o lema vale para as matrizes de dimensão n -- 1 , então
existe U2 € C("-1)x(n-l) para a qual

«.« - l""i:"'

U;.Ã = T C Zn-l,

deânindo a matriz C/ por:

« - «:l i J,l,
tem-se que t/*Á é uma matriz triangular superior.

D

O Teorema 1.3 estabelece uma condição sob a qual um conjunto de matrizes
é unitaríamente equivalente a um conjunto de matrizes triangulares.

=uêp;i=;ixiiü=4Ê ii#4Êlla:i
das hipóteses do Teorema l.l.
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PROVA. Sejam U e y matrizes unitárias satisfazendo

p*Áiy = 7: C 7; (i= o, ,«)

Se .4o for uma matriz inversível, a matriz inversa de Zo satisfaz

To': = }'*.%''U C Z.,

logo,

á- l

1.2

V*,4;','kV c Z. ,«),

e portanto, as matrizes ,4ii.Ai,
rema l.l.

,,ai'.a« satisfazem a hipótese (2) do Teo

Reciprocamente, se a matriz Áo for inversível e as matrizes .4il.Ai,
triangularizarem simultaneamente, isto é, se existir y C Ün tal que

,,4i:.4.

}''* .A; : ..4. y

o Lema 1.2 mostra que existe uma matriz unitária t/, que satisfaz

U*,4oy = Zo C 7;, (1.6)

logo,

Ê Ái',4.V'
= y*.,4o'iUU*.Aíy
= To-'U*.'lfy.

e portanto,

U*.4iy = ToZ = Z ({ = 1, . . . ,m).

DUma vez que .Ao satisfaz (1.6), o teorema fica demonstrado.

O seguinte exemplo mostra que nem sempre um conjunto de matrizes trian
gularizáveis por transformações bi-unitárias satisfaz alguma das hipóteses do Teo
rema l.l .

Exemplo 1.4. Considere-se o sistema descrito pela Figura
deste sistema é controlado pela equação:

O movimento

Me + Ce + Ke - O, (1.7)
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onde

«-ll: -='1

FIGURA 1.2

Sejam mi :: 2, ma :: 1, ci :: c2 = 1, kt ;: 3 e k2 := k3 :; 1. Neste caso, tem-se

«-l: ?l, '-l-? -tl . «-l-t -1l
Pode-se mostrar facilmente que o comutador de C e /t' não é nilpotente e, portanto,
as matrizes não podem triangularizar simultaneamente. Porém, como as matrizes
À4, a e /{ são uma combina-;ãPo das matrizes

pelo teorema acima existem matrizes unitárias U e }'' que triangularizam simulta-
neamente as matrizes Ái. Pode-se mostrar que, uma escolha possível para U e V

e

e

.t '! ),

'f) «-b(f
O Teorema 1.4 fornece uma outra condição suficiente para que um conjunto

matrizes seja unitariamente equivalente a um conjunto de matrizes triangulares
superiores.

Teorema 1.4. Sejam .AI,
7zido por;

,.Am C Q' xn matrizes tais que o conjunto St de.P-

S: {..4:.Ajl;:.
é .4belia7zo, então existem matrizes unitáMas t/ e y tais suei
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({ = 1, . . . ,m).
PROVA. Se Si for um conjunto comutativa, as matrizes ,41.4j, i,.j = 1, . . . , m são

normais e, portanto, o Corolário 1.2 mostra que existe uma base ortonormal de
autovetores Ci,...,C. tal que:

U*.4iy € Zn

Á:.Aj(* = Àlf)C.(i,.Í = 1,...,m; k = 1,...,n).
Pode-se supor, sem perda da generalidade, que para algum s, os vetores ei, . . . , e,
pertencem ao núcleo de todas as Ái e que para Ê > s, existe um índice ik tal que
''li.ek ?é 0, desta maneira podem-se definir os vetores ?7t por

l7t - à«..'' (# ,«), (1.8)

Observe-se que 77,+i , . . . , T7. formam um conjunto ortonormal de vetores, pois para
s + l $ Ê, .j $ n tem-se:

<..4..a, Á.,e,> - Àl:l, <e.,e,> - Àl:l,ó*,,
e portanto,

Àíl;l.
, ?7. a uma base ortonormal 77i,Estendendo 77,+l, ,77. e definindo

U -l77i,.. . , l7.l e y =le:,. . . ,e"1,

tem-se que as matrizes U*.4fy são triangulares superiores e, portanto, o teorema
fica demonstrado. D

Note-se que as condições do Teorema 1.4 não são necessárias, pois as matrizes
do Exemplo 1.3 triangularizam simultaneamente, porém não satisfazem a hipótese
do teorema.

Corolário 1.5. Z)abas as matizes .4i, . . . , Á. C C"x", se o c07zlanto {Ai'4jl::.
satis$zer alguma das hipóteses do Teorema L.l, então existem matrizes unitáHas
U e y, !ais que t/*.4i\'' C Zn para { = 1, , 7'7Z

PROVA. Se as matrizes {.A}.4jl=:. satisfazerem alguma das hipóteses do Teo-
rema 1.1, então existe uma matriz unitária y tal que:

y''Á:.Ajy = Zj C Zn(i,.j = 1,...,m).
Sendo 7: = T,j, a matriz 7}j é diagonal para todo {,.j = 1,...,m. Logo, as
matrizes {.AÍ 4jl=:: formam um conjunto Abeliano, assim o resultado decorre do
Teorema 1.4. []
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2. Diagonalização simultânea

O problema de diagonalização simultânea de matrizes quadradas surge na
cussao do desacoplamento das equações na teoria linear das vibrações jll.

O Teorema a seguir caracteriza os conjuntos de matrizes similares a conjuntos
de matrizes diagonais.

Íé IÚiili (Íiiil)i P;iià iÜàüÕüêf àt êj
a$r'mações são equina/entes;

(1) Cad" "m" d" m"td«. Á:, . . . , ..4. é dias."«Ji'á«/ e p"" {,.j = l
fem-se;

))

P

-:, . . . , Á. C G':"T us segtif7zleó'

.4i.Aj = .Aj.'!{.
(2) .Existe uma matriz P {nuerst'ueZ, ta/ que as matrizes p'i.4iP, . . . , p-t.4

sao dzagonats. . , . . . J

(3) E=isZ' ";;'::td, 'Í;«g.«./{..Í«/ '{ t"! q«., ..la« «m« d« m«t,{«; Á: p.''
ser expressa como um po/{nómío isca/ar em Á.

PROVA.

(1) + (2). Seja H, a seguinte afirmação: existe uma matriz inversível Ps, tal que
as matrizes

.F'; : .,4:P, , , PÍ: ,4,Ps

são diagonais.

Uma vez que .Ai é diagonalizável, existe uma matriz inversível Pi tal que
PÍi.,4iPi é diagonal, logo 7{i é verdadeira.

,.r:J.,4,.-p,...n--l ,4 Z).F=: .,4: Ps.: , .

Assim sendo, o elemento {.j de .f)-\..4,Ps.i é não nulo, se para cada uma das
matrizes em (2.1), o i-ésimo e o j-ésimo elemento da diagonal coincidirem.

(2.1)

Empregando uma matriz de permutação P' adequada, podem-se
reordenar as
]: ....l ...

linhas e colunas de .P;JI.A,.P,-i para transforma-la em uma matriz diagonal por
blocos ÁI.

Observe-se que a matriz (Ps-lP')': .4,.P,..P' pode ser reduzida à sua
forma

......r- H. .;....;caridade P com a mesma estrutura de
diagonal, usando uma transformação
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blocos que .41,. Logo, para cada { = 1, . . . , s--l, a matriz .4; = (.P,-lP')': .A,.P...P'
tem a mesma estrutura de blocos que .AI. e, portanto, a matriz

(Ps-:P'P)': .4,P...p'P
agonal, pois os blocos diagonais de .A: são múltiplos da matriz identidade

ssim sendo, definindo a matriz Ps por:

P,= P..\P'P
a afirmação 7{, resulta verdadeira para todo ó. D

(2) + (3). Seja 1) = dias(di, . . .,d.) uma matriz diagonal tal que os elemen-

tos d:,...,d. são dista«tos. Como p-:Á.P = di.,K(.Xm,...,.Xl")), para "da
i= 1, . . . ,m pode-se escolher um polinõmio escalar pi(z) tal que:

pi(dt) = ÀI (k = 1,... ,n; i = 1,.. . ,«.)

Assim sendo, P''.4iP = pí(-D) e, portanto, se a matriz .A for definida por
,4 = P.OP-' , tem-se que .4f = pi(.A). [.]

(3) + (1). É óbvia, pois as matrizes .Ai, . . .,.A. são polinõmios escaleres ava-
liados em uma mesma matriz diagonalizável e, portanto, são diagonalizáveis e
cometam duas a duas. []

Observação 2.1. Se a hipótese (1) do Teorema 2.1 for substituída pela existência
de uma base ortonormal de autovetores, então a matriz que faz a transformação
na hipótese (2) pode ser escolhida unitária.

O Teorema 2.2 caracteriza os conjuntos de matrizes simultaneamente diabo
nalizáveis por transformações bi-unitárias.

Teorema 2.2 (1201). .4s matrizes Ái,. . .,.A. C C"x" são unitaríamente eq ua
rentes a matizes diagonais se, e somente se, os c07z.juntos

S: {.4:Ájl::: e s, - {.'.';l=::
lforem Abelianos.

PROVA. E óbvio que a comutatividade das matrizes nos conjuntos St e S2 é uma
condição necessária para a existência de matrizes unitárias U e y, tais que as
matrizes U*.4lV. . . . , U*.4.V' sejam diagonais.
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Se o conjunto SI for Abeliano, todas as matrizes .4}.4j são normais. Assim
sendo, o Corolário 1.2 mostra que as matrizes .A}.Aj tem uma base comum de
velares ortonormais Ci, . . . , e. tal que:

.4:.4je* - Àlloc . (2.2)

77i; por:

l
.4i.ek (k l,...,n), (2.3)

os quais, como no Teorema 1.4, resultam ser vetores ortonormais. Além disso,

(u.,.'l;c,> ó*, (Àl:l.)':/', (2.4)

e portanto, no subespaço gerado pelos vetores 77,+i, . . . , 77., o vedor Á{Ci só tem
componente na direção de T71. Levando-se em conta que:

,4i.4:.'1{.4;.4je, = .4i.4;.4i.4l' Ájei

e usando (2.2), obtém-se a relação

Àll)Àl? - ÀSI'Àl}) -
(i)l2À J (2.5)

Com o auxílio de(2.5) e(2.4), tem-se que:

1<«., Á:e,>1 - l.xlÍll (Àlíl.)':'' - (Àll'):'' - ll,'l.e.n, ,
e portanto, ÁiCI e 77Í são vetores paralelos. Observe-se que este é o único ponto
onde foi usada a comutatividade de S2. Estendendo 77i:+t, . - . ,77. a uma base
ortonormal 77:, . . . , T7t, 77k+l,. -. , T7. pode-se escrever que:

,'lied - P;*)q ,m; ,«),

e portanto,

( ':
(1)

P 0

:)..'!: ,.. . ,,7.) D
(«)P
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A comutatividade das matrizes nos conjuntos SI e S2, foi crucial para a prova
do Teorema 2.2; como mostra o seguinte teorema, se uma das matrizes .4i í)r não
singular, é suficiente, para a diagonalização simultânea de .Ai, . . . , .A., que Si ou
S2 soam Abelianos.

Teorema 2.3 (1201). Sejam .Ai, . . . ,.4« matizes país gwe .4t é não singra/ar e o

conjunto St = {.Af'4jl{.J:i á .4óe/ ano, então ezístem mat7$zes un fadas ZI/ e }'',
tais que as matrizes Z./t.4lyl...,P+.Amy são diagonais. AresZe caso,
S2 = .1,4iÁT}.". . á wm conjunto ÁbelÍano.

PROVA. Sejam Ci, . . . , e., os vetores escolhidos na prova do Teorema 2.2, e sejam
77j; os velares definidos por:

.A:ek
"*'m:À

Os vetores 77i, . . . ,77. estão definidos, pois 4i é não singular.
rema 2.2, tem-se que:

(k ,«).

Como no Teo

<u*,..4.c,> ó*,(ÀÍI))':/',
e portanto, os velares 77i , . . . , ?7. formam uma base ortonormal de C" , assim sendo,
segue-se, da equação (2.6), que ,4iet é proporcional a ?7i; para todo k e, portanto,
a demonstração decorre como no Teorema 2.2. []

(2.6)

Note-se que o teorema poderia ter sido provado mesmo definindo o conjunto
Si como Si = {Ái.4jlj:., de fato, esta foi a hipótese empregada na demonstração
para definir os vetores 77i , . . . , 77.



Capítulo v

Programas

um conjunto de matrizes (programa TRIANGUL)-

1. Descrição

A linguagem Fortran 77 foi escolhida para a elaboração dos programas, os
quais podem rodar em qualquer ambiente com poucas modificações no que diz
respeito aos arquivos de entrada e saída.

Para minimizar, dentro do possível, o espaço de memória reservado, os vetores
e matrizes de dimensão maior foram arranjados em blocos CIOMMON, segundo
mostram as Figuras 1.1, 1.2 e 1.3.

As constantes mais importantes estão contidas no arquivo "parâmetros.f" (ver
Figura 1.4), podendo ser modificadas, se for preciso, alterando somente este ar-
quivo.

125



'6 V.PROGRAMAS

')s programas, preferiu-se privilegiar o espaço de memória sobre a legibili-
ssim sendo, os elementos acima da diagonal principal de uma matriz trian
}erior foram armazenados por linhas num vetor coluna. Com isto, obteve
-edução de quase 50% no espaço reservado pelo programa POLTRIN.se

nTEGER+4 iAS(HAXH)
CODIPLEX+16 AS(HAXX ,llAXX ,}IAXH)
COHHOX /HATRI / IAS
COHHOX /HATR2 / AS

FIGURA I.I Arquivo common0.f

CQHPLEX+16 COEF(HAXN2,HAXH)
COHHON /POLIDO/ COEF

FIGURA 1.2 Arquivo commonl .f

LOGICAL+l DIVA(HAXN2)
COllPLEX+16 BS(HAXN2 ,O :lIAXH) ,PEN(}IAXH) , ORD(HAXl{) ,T(HAXX2)
EQuiVALEXCE (T(í),BS(í,0))
COHHOX /ÂVALI / PEX,ORD,BS
COHHON /AVÂL2 / DEVO

FIGURA 1.3 Arquivo common2.f

O programa POLTRIN. O ponto mais complicado na aplicação do Al-
goritmo 111--6.1 encontra-se no cálculo das raízes de polinõmios escaleres. No
programa, escolheu-se o algoritmo de Laguerre devido a sua simplicidade. Nos
exemplos testados o algoritmo não apresentou nenhum problema; se preciso for,
este algoritmo pode ser trocado sem maiores dificuldades. As subrotinas ZR00TS
e LAGUERRE, que calculam as raízes de polinõmios escaleres, foram obtidas
em 1371

Os dados devem ser fornecidos no arquivo "poltrian.dados" , da seguinte forma:

(1) Na primeira linha, os valores de M, .N e .R.ESP.4R, onde M é o grau
do polinâmio matricial, .N é a dimensão das matrizes, e .R.ES.P.4R é uma
variável lógica que controla a saída de resultados parciais.

(2) Nas linhas seguintes, devem ser fornecidos os coeficientes do polinõmio ma-
tricial, começando pelo coeficiente do termo independente ( 4«). Coada ma-
triz deve ser incluída em .N linhas, cada uma das quais deve conter somente
os elementos à direita da diagonal principal.
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A saída do programa foi dividida em três arquivos. Os solventes do poli
nâmio matricial estão no arquivo "poltrian.saída", onde estão armazenadas cada
uma das soluções obtidas seguida, pelo valor do polinõmio matricial avaliado na
solução Todas as matrizes são armazenadas por linhas, começando pelo elemento
diagonal.

PARAHETER (HAXH = ll)
PARAHETER (HAXRX = 2)
PARAHETER (HAXH2 : 55:
PARAHETER (HAXH = 8)
PARAHETER (HAxni = 4)
REAL+8 EPSS
PARAHETER (EPSS = 0.6E-6)
PARAHETER (HAXIT = 200)
COHPLEX+8 1HAG.UH,ZERO
PARAHETER(IHAG =(O.,l.) , UH =(1.,O.)

! DIH. HAX. PERMITIDA AS MATRIZES E IO
! HAXRX = SQXT(HAXX/2)

r HAXX2 - }1AXX+(H.kXX-+)/;
! GRAU HAX. PERMITIDO AOS POLIXOHIOS E 4

! HAXH - l

! NUMERO MÁXIMO DE ITERACOES EH LAGUER

ZERO = (O.,O.))

FIGURA 1.4. Arquivo parâmetros.f

O programa TRIANGUL. Como já mencionado, o programa aqui apõe'
sentado corresponde ao algoritmo empregado na prova do Lema IV-l.l . A imple-
mental$o tem dois pontos críticos: o cálculo de um autovetor comum e o cálculo
de uma base ortonormal a partir de um vedor dado. Para desenvolver o segundo
ponto, o algoritmo mais conhecido é Q de Gram-Schmidt: o qual, embora. muito em-
pregado teoricamente, numericamente poderia introduzir erros consideráveis. Este
I' étodo foi utilizado, exceto para vetores de dimensão dois, obtendo-se resultados
surprendentemente bons quando aplicado a vetores de dimensão pequena.

No algoritmo para calcular um autovetor comum, mereceram um cuidado es-
pecial os seguintes pontos:

(1) Para cada vedor e, calcular um polinâmio escalar p(z) tal que
P(.A)e (1.1 )

(2) Determinar os zeros de um polinâmio escalar
(3) Para um polinõmio escalar q(z), avaliar q('4)

Para o primeiro ponto poderiam ser utilizados os polinõ.mãos característico ou
min mal da matriz .,4, porem, sabe-se que calcular raízes de polinõmios .de grau
elevado é um problema complicado, e de custo computacional considerável

Sendo
J.. . ê

que seria preciso calcular as raízes de p(z), preferiu-se cal:ular,.para c'da vedor e,
o polinõmio mânico de grau mínimo que satisfaz a equação (1.1)
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Para obter este polinâmio mânico de grau mínimo, foi empregado um procedi-
mento análogo ao usado na redução de uma matriz por operações elementares. O
procedimento consiste em reduzir a matriz cujas linhas são as potências da matriz
.4 multiplicadas pelo vedor e. Observe-se que se p(z) for o polinâmio

e a matriz .B e o vedor 77 forem definidos por

,-(É.) e

segue-se que
P(.4)e = 0 Bq-0

O procedimento de redução das linhas de -B é desenvolvido até achar o primeiro
pivõ nulo; se este pivâ estiver na linha i, o coeficiente aí é igualado a l e para
.j = { + 1, . . . , n, os coeficientes aj são igualados a zero. Os coeficientes al, . . . , aí-l
são obtidos por retro-substituição.

Certamente, neste procedimento os vetores .4ke não precisam ser calculados
desde o início, pelas características do algoritmo, eles são calculados somente
quando forem necessários, isto é, só quando a linha acima tiver pivõ não nulo.
Em geral, este procedimento fornece polinõmios de grau menor que o polinõmio
minimal, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Considere

O polinõmio minimal de 4 é z3 enquanto que o polinõmio fornecido pelo algo
acima e z.

Á-
o l o
o o l
o o o e € =

0
0
l

Para calcular as raízes dos polinõmios escaleres, como no programa Pt..
empregou-se o método de Laguerre

Para avaliar q(.A), empregou-se um algoritmo de Van Loan j411 que reduz o
número de multiplicam;ões.
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Os dados para este programa devem estar contidos no arquivo "matrivel.saída'
da seguinte forma

(2) Nas linfa:s seguintes, as matrizes a serem transformadas, armazenadas por
linhas.

A complexidade do algoritmo implementado no programa TRIANGUL.e.!a

desenvolvidas neste processo é da ordem mn'

A saída é o arquivo "trens-U.saída" , que contém a matriz unitária empregada
na transformação, armazenada por linhas.

Para uma melhor compreensão dos algoritmos apresentados, a seguir são in-
]..r].. .. D;,a,.... íle Fluxo das rotinas mais importantes.cluídos os Diagra
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inicializai;ão

i- l

autovetor comum

exist

calcula transformação

reduz matrizes

FIGURA 1.5. 1)iagrama de fluxo do programa de triangulação simultânea
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calcula zeros de pk(z
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{-á- l

sim

define z(i)

j =.j+ l

sim
calcula cíj

cy..Z.!!----;'''''''T calcula, sij
nao

novo z(i)

exi©
na.o

á-í+l

nao
âm

ao fim

calcula dsim

sim

l
Diagrama de fluxo do programa POLTRINroer1.6FIGURA
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AUTOVETORCOMUM

k-o
77 = el

b- k+l
sim

calcular 77i autovetor de .At

i- l

i-i+l

calcular77i autovetor de .4

J =o

.j =.j+t

não existe
autovetor comum

autovetot
'4.i,,------'

nao novo q

SI

--':=:..L< z
nao

sim .......-..-:;""'
-----"--.....&..S rrl

existe autovetor comum

return

FlauKA 1.7. Diagrama de fluxo da subrotina que {
vetar comum
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2 Listagens GO TD ím

C
PmRH TBllnL! TM

n

oo I'l,xiBa) l

Ê{ '
1; ; owzaao us vmawls

DO lm)+4,B+ ! AS SB'

luu B : - iuu + t(nu#J,ns'u,xulxi,nan)
n (Hln) THZ

VEDE(6.+) IDHll B l .nllH
GO Tola

PÂRiB>l

c +
c +
C 8
C 8
C 8
C 8
c +
C 8
c +
c +
c +
c +
c +
c +
C 8

AS

AT
X
B
U

w."'
lllm DE LIAM.
DllW DU llHRW. ..

gu.o Xn. AM TU
\lMm (6.UÜ))
viuin (22,1nD) 0
GO TOW

gbü,nlumvi©.u,núluxor,n

H'

CIÜ PHnJIU.l&tlatHnUB
C
C
C

pçnrw] DAS wl'íR-lm

u) ã=Ji(min,AS(í ,í,lis(l» ,u(í í»

Bwnmp"":"u«
EH (z,lm) 1 ! Âml

l

2
6
D

}lÂmlvu SÂW
C 8
C 8
c +
c +
C 8
c +
c +
c +

AlqiiylS DE $nm

C

TRA[S.U SAIU
THA Sana
TnÂnÀ SAIU

:E:lügi:lBàn QJ,uim
E ] !H. (IXllb2)
mfM (Urlb6)
mrn (txllb22)

C

laXIXr
)

TmÂ )

C
Õn \lME (6,1m)
lm (tÉrl+)

SltP )SÂllB. (XH EHK)uclc&x Aaaiiwn,noo
H©:.;ia::i# :R:"n"m,:«n llm F(]eW

lm F(llqH
lgn) p'uui

C
0 SISU}U. XAO E TR[ÂXllJR]ZÂVHI.))

.B))

1)
C
C
C

()

( '
( )
('!g1l :l nJZ& l

a A]HatRI DA I')
U

DO iq ,nw
DO J« Jüxi

uimU .l) - m
uiuQ.D B u (X#,HI,HS)n,m,m)

C
Ol$X((Xn - 6,
$ SUltB B )KV'i iiÊ B ,tú,.-üaD

EI .:FmW .mmL'W -' SE

C
OIRO(\Xn : l,
$ Em. -m,
l u':ui{...-,«',

C
C

Ola(\Xn - 2,
$ SUltB B JHV ' . ..: iiÊ B 'UMU.-ÜdaD

i.[niuiA iaw,niD,Rwm
aniEx#B Kuu)

C
C

Olex([xn : a,

: iE'::=ü.-ü»
LmXBIM Vala
nniDN i ,x
alH.H«6 l-Alar

C
C

1(]nJ .F&=.
EU(1) : UX
no1:2J

m(D = mn

IF (HW)) TW
\ARIE(Z ,lm) O

(KJ,wn,Em))
C
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IF <IRESBR) VRllB(6,8) ).RJIUIHIR aXH, X.
CKi luiuyElm u,isÜ ,i,us(i» ,in,un»)
IF (HaD) IM

\IRJ]B(6.+) )a)lllmtR. anUI 1 , XB ).1

iF « .Gr. i)

B )

C
l uau n l.Jl-nVU
Gal. l nsnn (q,XJainx,nn;
n (Hm) TW

wmu (6.3D)
[] ln- (IXllü2)

,TaE. ,aBO)

IF (aSIÁR) llnlE(6,+) lgllDVH[R. (]X]H, ]B ) , ]
Üiliiliwhm(B,is(t,t.z&s(o) ,EU,uiaz,nssK,nm)
n (m) lw

VRllE (6.8) ).RJIUIE=tR a11)1 2, in

cal ]i)ius (ZJ,m,t.eaK,vun
n (HID) IW

HnU1 (6.+) )R)IWH{R. a111{ 3, Xn

IF ( .nl. \raid GO TO m

l(HU : .M.

'J,'i ).1

l,l,) l = },l

ml:a.l l
- qa)

,Mln,- -)
hlw
q2

QI B i.iiaa+Qt + q2

(n R) HH !!: (6, +)
(} q(» ,Q(D J« .nD

Cal VÂXal (l,»tJ,m,Q,n)
CHL xrwnn:Kwi (X,n,ERRO)
IF (m) TU

viam (6,Ía»
.-,-(TUFO

Avn rA XI B q(À)Ui

20

1.(}111 = .FH.SS:.
C C lm:HRA O AIJIUl&IR E O Aula/HR.

C
C
C

c&l MIRRA..nnJvnu(x,l,xlJ.»nK,RHUR,nuo)
n (llaD) in

ymnt (6.aD)
.- ! -+. (IXllbQ)

C
C 8
c +
c +
c +
C

SnUJUX AUitNnm(SJ,m,i.eaK,RWaX,Wn)

[n Auiwnu. DA ]ii3n "A" qx snn tn
C 8 P(IJX)la) E:X3LÂR ]A ]©SU. ]]Ân]Z .]VÂ].]A]X] 10 VHtR ''HI' '

c&l saNA Quxi,ÍJ.t,n,EID

FllBIX['( l VH[R lllEID 181aD ID VHtR BUD --- Ba]]X] jIJ]t]mU/)
FtlBIU' ( l HW) DI AUIWHm. J)

aanno iQun,nn)
(XltllX+16 Eli(1) J4nn

C
C
C

C
C 8
C 8
C 8
c +

snu)lln lulllB(E,B,HIJ.&lllK,wn,WH.,mD)

IXUMHp4 1 Ji,n
(nna+u qi.Ü,QQiin) ,qw(nxx),nQün)

VUHRX SE EU E AUIUVH[R DAS lIAm ''AS' m ]m ]m A
'lS'. DI CAS AFllBIAll\m ''VAIA'' : .TIRE.

CASA aXIRARZD "VUIX" = .FAL:E. E "UÀ" E UI VntR qX :AO iUUUX
C + AO :]nH] DO aDU[A[[R. 'KU". 0HE "r' EP U] ]H]KE TJL qE I'EU"
C + IAO E) .l IE '-AI''

AS

Cgl PaJZlm.)amn UJ,nt#,q)
'W- E o paixluo qx lni alo Riam AS o lxvnu) DI RAm DE "q' c +

C
Clt2n H +

IDl<,IHI
Q3V(D : QQe-n

2

(IES)ÂR) Hm in (6, ('QO ,Q(D ,]< ,]pí)
l.UIWIQ

ani.EX«6 nia)
E
mN);anaux,ulu.

C CaalO Di }UXR RilZ IE "qiXV'.

T.anu = zlH)
IF jn. w(Q(t)) .H. 0.) TUX

éat l.nHaE(quv,H,i]eaK,a's,.rxsE. ,uwa])
IF (m) TM
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Y(J) : L]HU+U(J) - VO)
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Bolo B UQSXO»

nO.}/. - uOS<J»H
mC i caai.o uls Hianlauns

:=gn Low ,lun) isaw içuo ,ntQiuO b cnl i)mwm.)iill©.vntn(x,IJ,AD
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+
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çniKwl D{ tH).IH)m DAS RAm Dn DA }lm RAm.
puum qz SE iwllau SEBE AS aÀlm Dn
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Ç
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DO J:2 ,X

wal
»

D-

sinKilnxE puiznas (KJ,RAlhE,luirEa,Boné,lnu)

C 8

J-l) + aU'QI.
C 8 GalBP

C
C
C

l.mm m
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.vuw (l.A t.Ay)
C
C 8

C&aln DO l:lUnJm DI llim= "1'C 8
C 8 Elles)llX. 0HIXI OS S(llAHD P.HtA ASü.ii

c +
C
C

C H,Pula(IJ.D
Rn - iw(aBn(PD)
n (ml .n. n:s++0 1u

DO l:l
x(D = 1(D /}aii

EM.a

.FBI.«.

.M.
C



2.LISTAGENS
141

'- U- C
C
C

H

C
8

C + LE l llXmiZ "jTI Di lnnBIE l
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Sgl.y1. 0 (1ZIUID DI HlnlZ e're XÂ. HlnlZ e'lXSe.
AS mean m qK FUU

i'HEXeE' 'S.iO

T'B''lS'.
DOZ+J

DO J+
U(J,D - m

uía,D u u
IXnHR4 1,X
anlEx+©l(Hm,m10 ,xsnu,indo

cal onRI.gnnnr(ZÃ,u,ua,D.nn)iF (.nr. nuD iu
ml<.

xsÚJ) B l(:,D
IDJnl

sllp )nRÂU. alH Elll) IÂ. s(B-HElli. cnA.nlKIZ.rlziín-saa-)

.a'.B)!"! tzn4 1mu A BÂ=

C
C
CC

C
C

c +,
C 8
C 8
c +
c +,
C

C

'-"a H!!"É atiiLgllmr(X,Xi..u,i,alt)

Real. lx aK n'i l n (l,A) C 8
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Apêndice A

Algebra Linear

Neste apêndice, são apresentados alguns conceitos e símbolos de uso frequente,
como assim também alguns resultados simples ou pouco conhecidos aos quais se
fez referência nos capítulos precedentes.

1. Definições

:T l1l:XH=. H:lã Fl:l:U:l Ihl
uma matriz quadrada de dimensão r com entradas aij.

Para o vedor € = (Ci): C (l;' , empregam-se com frequência as seguintes normas
vetoriais:

(1) Norma infinito ll€11e.= maxi:i«-,, leia,

(2) Norma um ll€11:.= :::=i l(il,.
(3) Norma dois ll€112 = )1.i: leil2
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Se .A = (aÍj): C Q;'x" for uma matriz, a norma matricial 11.11 induzida pela
norma vetorial 11-11 é definida por:

'4ll - ll€1:. ll'A€11

Uma outra norma matricial muito empregada, é a chamada norma de F»obe
naus, a qual para toda matriz .A é definida por:

l.4ll} = tr (AÁ*) = }: 1«.jl' ,

onde tr (Á) representa o traço da matriz .A, isto é,

tr (Á

e .A* é a matriz transposta conjugada de .4

Teorema l.l (Decomposição de Schur).. Se .4 /or uma malha quadrada, ezÍs
[em uma matriz un tár a U e tina matiz tHangu/ar superior T tais gue;

PROVA. A demonstração é muito simples e decorre por indução na dimensão de
Á, empregando o fato de que uma matriz tem pelo menos um autovetor. Para
mais deta[hes da prova ver Go]ub e Van Loan 1301. []

1.1 Produto de Kronecker

O produto de Kronecker de duas matrizes é de grande utilidade para o es-
tudo das equações polinomiais matriciais. Nesta seção, enumeram-se algumas das
propriedades mais importantes deste produto.

Definição 1.1. Dadas as matrizes Á C C'*' e .B dimensão arbitrária, o produto
de Kronecker entre ,4 e .B é definido por:

«.,:( ::::

ai2.B
a-B

a,2.B

Algumas das propriedades mais importantes do produto de Kronecker es
resumidas no seguinte teorema.



1. DEFINIÇOES
147

Teorema 1.2. Se .4, .B, C, e .D /terem matrizes com dimensões apropHadas, e7ztão

as seguintes aármações são t;e7'dadeÍms;

(1) (Á®.B).(C®D)
l2} (.4®-By = Á'®-e'
(3) 'Ã®.B = .,4®.B.

.B respectit;amante.

PROVA. Ver Marcus e Minc j141.
D

A partir da afirmação (5) do teorema acima, obtém-se em forma direta o
seguinte corolário.

Corolário 1.1. Se ,4 e .B /atem duas matrizes qtladradas não singra/ams, então;

(1) .A®B é "ão .i«g«JT',
l21 (.A®B)'' ®B-:

O produto de Kronecker pode ser utilizado para reescrever numa forma mais
compacta o sistema .AXl? = C, da seguinte maneira

(B'®Á) « (X)
onde t; (X) é o vetor obtido a partir da matriz X, dispondo as colunas de X uma
embaixo a outra num vetar coluna de dimensão n2, isto é, se Xt, . . . , X. forem as
colunas de X,

Xi
X2

« (x) =
x.

Usando as definições acima, o seguinte teorema tem uma demonstração sim-
ples.

Te...ma 1.3 (jlSI). l)«da' .A,.B C C"*", " eq«anão
( 1.1 )

lem uma lírica solução ra tdtJiaZ) se, e somente se, .4 e .B não tiverem autora/oms
em comam.

AX-XB-0
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PROVA. Dadas duas matrizes .4 e B arbitrárias, o Teorema 1.1 mostra que existem
matrizes unitárias U e V e duas matrizes triangulares superiores TA, Zb. satisfa-
zendo

V*.B'V = Ta. (1.2)

Da definição do produto de Kronecker, segue-se que a equação (1.1) é equivalente
ao sistema

1(-r®.A) - (.B'®.r)l « (x) - o.

= y*e)P*, a equação (1.2) e o Teorema 1.2 mostram que:Como (V6)U)':

(v*®p*) l(-r®'4) (''®')l w®u - «®u*") ''"®,)
= (.raTA) - (TB.®.r) . (1.3)

Assim sendo, existe uma solução não trivial de (1.2) se, e somente se, existir uma
solução não trivial de (1.3). Levando-se em conta que os autovalores da matriz

(-r®TÁ) - (Tn.®.r) (1.4)

são da forma
À.4 -- ÀB.,

onde X.4, Àa. são autovalores de Á e -B' respectivamente, a matriz (1.4) e
se, e somente se, .4 e .B não tiverem autovalores em comum. L

2 Matrizes definidas por blocos

Nesta seção, apresentam-se alguns resultados envolvendo matrizes definidas
por blocos que foram empregados nos primeiros capítulos.

Uma matriz Á é definida por blocos ou em blocos quando

«-( :!i :
onde cada .4ij é uma matriz, neste caso, os .AÍj são chamados blocos da matriz .A
e em geral são denotados por letras maiúsculas. A notação (Áij): representa uma
matriz definida por blocos com r linhas e r colunas.
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::.:::=#EHl: gU} ;lll:gÍ;;
Note-se que a definição acima coincide com aquela da matriz transposta quan-

do a dimensão dos blocos for l.

A:seguir são enunciado
da matriz companheira por blocos.

lemas eptlpregados no Capítulo ll para o estudo

Lema 2.1. Seja ,4 C (l;"x" uma matiz não,singular. N'este caso, para cada k $ n
existe uma pe7'mutação das co/aras de Á, .A, tal que

' - ( á::
onde J4ii C (l;kxk, e os blocos .4il e 422 são matrizes {nuerszueis

PKOVA. Verjlll.
D

Lema 2.2. Se ,4 C q;""xn«' /or uma matiz {nuersz'ue/, então existe Hma per-
««*..'. d« «,-« d. Á, ,Ã - (À.):, -d' Â. . «-", *«/ .« '.d« « b'""
diagonais Aii, são matrizes {nuersÍuezs.

PROVA. A demonstração consiste em aplicar varias vezes o Lema 2.1. Ver j]]l. []

2.1 Funções de matrizes triangulares por blocos

Nesta seção, apresenta-se um teorema simples sobre as funções .de
matrizes

: lliHÇR
lineares.

Xij
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PROVA. A aârmação decorre por indução em r. Sqa y = X' e sqa Z = X'-i,
então

Xj = )1: Zi,X,j = ZíjXÍj + ZiiXÜ + )l: Z{.X,j.
s=í s=i+l

lJJ

(2.1)

O resultado é verdadeiro para r - 2, pois neste caso Z = X. Se o teorema for
válido para r -- 1, observe-se que na equação (2.1) o termo E'; +i Zi,X,j não
depende de Xij e os termos ZijXjj e ZiiXfj são lineares em Xij. Logo, o teorema
fica demonstrado. []

Observação 2.1. A partir da demonstração do Teorema 2.1, pode-se veriâcar
facilmente que p''' k 2: 2, o bl-o (X')., satisfaz:

k l

(x').,- ãlxlx. : ' + w:.j,

onde a matriz Wij não depende de Xfi

Do Teorema 2.1 obtém-se como corolário o seguinte resultado sobre matrizes
triangulares.

Corolário 2.1 (1301). Se X C C"x" /or uma mata'íz Iríangu/ar superior e r $ 2
for um inteiro arbitrário, então X' é ama matriz triangular superior, e o coe$-
ciente (.X')ij só depende de =ij e das entradas =ki que ligam mais próximas da
diagonal principal do que =ij. Além disso, (.X')ii é linear em =ij.

Uma descrição bem detalhada dos elementos de X', quando X for uma matriz
triangular superior, é fornecida por Golub e Van Loan l30j.

Corolário 2.2. Se X /or uma mafr z tda7zgu/ar sttpeNor por ó/ocos e p(z) /or tlm
po/ zzóm o essa/ar, então a mata z y = p(X) ó uma matiz tHangu/ar superior por
blocos. Além disso, o ij-ésimo bloco de Y é !inear em Xij e só depende dos blocos
X mais próximos da diagona! principal do que Xij.

PROVA. Sendo p(X) um polinâmio escalar, p(X)ij é uma combinação linear dos
blocos {.j das potências de X. Assim sendo, o corolário decorre trivíalmente do
Teorema 2.1 . []
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O Teorema 2.2 generaliza o resultado acima, quando p(z) for uma função
analítica, e mostra como os blocos acima da diagonal principal podem ser calcu-
lados.

Teorema 2.2. Se X /or uma matiz tHangular supeHor por blocos e p(z) /or um'z
/u«Çã. -«/á{«, e«tã. y = P(X) t'm ' m"ma «t«'t«« de b/«" q«e X, e p"'

.j l

XiiXj -- XJXjj =

J

k=f

PROVA. Ver Parlett l34).
D

equaçõeslineares do tiPO
XiiXj -- hjXÍj = R,

assim sendo, existirá um único Xj se os autovalores de Xíi e Xjj forem diferentes
(-r Teorema 1.3).

Lamentavelmente, este teorema não pode ser generalizado para a avaliação de
polinõmios matriciais, pois falta a hipótese fundamental da comutatividade entre
X eP(X).
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