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Resumo

Apresenta-se um estudo detalhado das equacoes polinomiais matri-
ciais (EPM) e dos métodos utilizados para resolvé-las. Com este
objetivo, sao abordados os aspectos teéricos relacionados ao calculo
de solucdes de uma EPM, procurando reunir os principais resultados
sobre o assunto. A seguir, os algoritmos para resolver EPM sao des-
critos detalhadamente, mencionando as particularidades inerentes a
sua implementagao, para serem posteriormente comparados.

Os resultados originais mais importantes estao relacionados ao
desenvolvimento de um método direto para resolver uma equagao
polinomial matricial quando todos os coeficientes sao matrizes trian-
gulares superiores (EPMCTS). Proporciona-se uma caracterizagao
das EPMCTS que admitem uma solugio triangular superior, um
algoritmo para o calculo destas solugdes e o programa que o imple-
menta. Realiza-se um estudo da estabilidade das solugoes de uma
equagao polinomial matricial em geral e das solugoes proporcionadas
pelo algoritmo em particular. Deduzem-se estimativas do erro.

O método é estendido para resolver equagdes polinomiais matri-
ciais quando todos os coeficientes sao matrizes triangulares superio-
res por blocos. No final do trabalho sao discutidas algumas condigoes
para a triangularizagao simultinea de um conjunto de matrizes.
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Abstract

A detailed study about matrix polynomial equations (MPE) and
the methods to solve them are presented. The theoretic subjects
related to the solutions of a MPE are studied, in order to give the
main results. The algorithms to solve a MPE are carefully described,
emphasizing the particularities inherents to their implementation for
a later comparison.

The more important original results are related to the deve-
lopment of a direct method to solve a matrix polynomial equation
when all the coefficients are upper triangular matrices (MPEUTC).
A characterization of MPEUTC that admits an upper triangular
solution is presented. We also give an algorithm to compute these
solutions and the program that implements the proposed method.
A stability study of the polynomial matrix equation’s solution and
of the algorithm’s solution are given. Error estimatives are derived.

The method is extended to solve polynomial matrix equations
with block upper triangular coefficients. Some conditions for the
simultaneously triangularization of a matrix set are discussed in the
final part.
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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio detallado de las ecuaciones
polinomiales matriciales (EPM) y de los métodos utilizados para
resolverlas. Com este objetivo, son abordados los aspectos teoricos
relacionados al clculo de soluciones de una EPM, procurando reu-
nir los principales resultados sobre el asunto. A continuacion, se
describen con detenimiento los algoritmos para resolver una EPM
mencionando las particularidades inherentes a su implementacion,
para ser posteriormente comparados.

Los resultados originales mas importantes estdn relacionados al
desarrollo de un método directo para resolver una ecuacion polino-
mial matricial cuando todos los coeficientes son matrices triangulares
superiores (EPMCTS). Son caracterizadas las EPMCTS que tienen
una solucién triangular superior. Son descriptos un algoritmo para
el calculo de estas soluciones y un programa que lo implementa. Se
estudia la estabilidad de las soluciones de una ecuacién polinomial
matricial en general y de la calculada por el algoritmo en particular.
Se calcula una estimativa del error cometido por el algoritmo.

El método es extendido para resolver ecuaciones polinomiales
matriciales cuando todos los coeficientes son matrices triangulares
superiores por bloques. Al final del trabajo son dicutidas algunas
condiciones para la triangularizacion simultanea de un conjunto de
matrices.
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Glossario de Simbolos

A*

(ai)]

(Aij)]

ARB

A~DB

Ai

AT

Blcirc (S, - -, Sk)

C

[E1aev ikl
ACB
ACB

matriz transposta conjugada de A, 146

matriz com entradas a;;, 145

matriz com blocos A;j, 148

produto de Kronecker das matrizes A e B, 146
as matrizes A e B sao similares, 35

matriz transposta de A, 16

matriz transposta por blocos de A, 149

matriz circulante por blocos gerada pelos blocos

Sy ens5Ons T

nimeros complexos, 145

matriz com colunas &,,...,§,, 31

o conjunto A estad contido em B, 14

o conjunto A estd estritamente contido em B, 14
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P(Xo) [H]

GLOSSARIO DE SIMBOLOS

matrizes complexas com r linhas e s colunas, 145
espago dos vetores complexos de dimensao r, 145
delta de Kronecker, 120

matriz diagonal por blocos gerada por R, ..., Ry, 41
matriz diagonal com elementos Ay, ..., A,, 31
conjunto vazio, 57

representante em ponto flutuante do numero z, 49
operacao * realizada em ponto flutuante, 50
unidade imaginaria, 45

matriz identidade, 10

modulo de um complexo, 50

norma vetorial ou norma matricial induzida pela nor-
ma vetorial, 145

norma euclideana de um vetor, ou norma matricial
induzida pela norma euclideana, 145

norma de Frobenius, 146

norma do maximo de um vetor, ou norma matricial
induzida pela norma vetorial do maximo, 145

derivada de Fréchet do polinémio matricial P(X) no
ponto Xo, avaliadaem H, 15

operador derivada de Fréchet do polinomio matricial
P(Xp) no ponto X, 15

operador derivada de Fréchet do polinomio matricial
P(X) no ponto Xp, quando o espago das matrizes
C™*™ for pensado como o espaco vetorial C™ via a
transformagao v (-), 16

derivada de Fréchet do polinémio matricial P(X) no
ponto X, avaliadaem H, 16

lambda matriz associada ao polinémio matricial
P(X), 10

polinémio matricial na varidvel X, 9



GLOSSARIO DE SIMBOLOS

A~

P(X) polinémio matricial obtido a partir de P(X) trocando
a posicao dos coeficientes com a variavel, 9
(Q,R) co-solvente, 14
Im(A) imagem da matriz A, 14
o(A) espectro da matriz A, 31
T, conjunto das matrizes triangulares de dimensao n,
111
tr(A) trago da matriz A, 146
U, conjunto das matrizes unitarias de dimensao n, 111
v(-) fungdo que transforma uma matriz num vetor, 147
V(z1y...2m) matriz de Vandermonde associada aos escalares
Ziss o3 %ms 12
V(Zy,...yZm) matriz de Vandermonde por blocos associada as ma-
trizes Z1,..., 4m, 12
(¢,m) produto escalar entre os vetores £emn, 120

vetor com coordenadas &,,...,§,, 145
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Capitulo I
Introducao

0O estudo das equacdes polinomiais matriciais (EPM) surge da necessidade de
resolver equagoes diferenciais (e de diferencas) de ordem superior com coeficientes
matriciais, sem apelar para o recurso de transforma-las em equagdes de primeira
ordem. Esta transformacio, embora tedrica e praticamente muito empregada (ver
Segoes 11-5 e 11-8), acarreta grandes dificuldades para o seu tratamento numérico,
devidas, principalmente, a introdugao de maiores erros de arredondamento provo-
cados pela maior dimensao das matrizes e dos vetores envolvidos.

A teoria das equagoes diferenciais lineares mostra que os subespagos de uma
equagao de evolucao homogénea satisfazem que a soma de duas solugoes que estao
num mesmo subespaco é uma outra solugao que pertence ao subespago. Numeri-
camente isto nem sempre acontece, € frequente que nos problemas de evolucao
tendo algumas solugoes limitadas e outras que crescem para o infinito, os erros
de arredondamento provoquem a introdugao de uma componente na direcao das
solucdes ilimitadas, embora as condigoes iniciais pertengam a uma solugao limi-
tada. Em determinadas condices, este problema pode ser resolvido usando as
solucbes das equagoes polinomiais matriciais. Ver Secao II-8.

O presente trabalho tem por finalidade estudar um método direto para re-
solver equacdes polinomiais matriciais e efetuar a sua comparagao com os algo-
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2 I. INTRODUGCAO

ritmos ja existentes. Com este propdsito, na primeira parte, sio abordados os
aspectos tedricos relacionados ao calculo de solugées de uma equacao polinomial
matricial, procurando-se reunir os principais resultados sobre o assunto. Assim, no
Capitulo II sao consideradas as EPM dando énfase a existéncia das suas solugdes,
embora sejam tratados temas como interpolagao, avaliacio de polinémios matri-
ciais e analise do erro de arredondamento na avaliagao. Tais topicos serao iteis
para a definigao e comparagao dos métodos numéricos. Sempre que possivel, faz-se
uma analogia com a teoria das equagdes polinomiais escalares, com o intuito de
ressaltar os pontos que dificultam a aplicagdo dos algoritmos empregados para o
calculo dos zeros de um polinémio escalar a uma EPM.

Os resultados originais deste capitulo sao o Teorema 3.2 e o Teorema 3.3, duas
extensoes do resultado de Davis [9] sobre estabilidade de solventes, o Teorema 3.4
que fornece uma condicio necessaria e suficiente para a regularidade da derivada
de Fréchet de um polinémio matricial e, finalmente, o Teorema 7.1 que proporciona
uma estimativa para o erro na avaliacio de um polinémio matricial estendendo
um resultado de Davis [9]. Sempre que possivel, construiram-se exemplos para
ilustrar os conceitos apresentados.

O Capitulo III é dedicado aos métodos para a resolugao das equagoes polino-
miais matriciais. Cada um dos algoritmos é cuidadosamente descrito, ressaltando
os requisitos indispensaveis para a sua aplicagdo e implementagao. Apresenta-se
um método original (ver Secao I1I-6) para calcular solventes de polinomios com
coeficientes triangulares. Para este algoritmo é feito um estudo detalhado so-
bre as condicdes de aplicabilidade e estabilidade; também proporcionam-se uma
estimativa do erro e o programa que foi utilizado nos testes. Os resultados origi-
nais encontram-se designados por Teorema 6.1, Teorema 6.2, Teorema 6.3 e Teo-
rema 7.1. Na Secido III-7, estuda-se uma extensao do algoritmo acima que po-
ssibilita resolver equacoes polinomiais cujos coeficientes sio matrizes triangulares
por blocos. Na Secao 2.3, existe uma contribuigio que permite reduzir o nimero
de operagoes na implementagao do algoritmo de Newton.

Levando-se em conta o bom desempenho apresentado pelo algoritmo para
resolver equacdes com coeficientes triangulares, o Capitulo IV é dedicado ao estudo
das condicbes para a existéncia de transformagdes que permitam a triangulariza-
cao (ou diagonalizagio) simultinea de um conjunto de matrizes. Os resultados
originais sao o Teorema IV-1.3 e o Teorema IV-1.4, o quais estao relacionados a
existéncia de transformacoes bi-unitarias que triangularizam simultaneamente um
conjunto dado.
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No tltimo capitulo, sao analisados alguns pontos a serem considerados na im-
plementagao do Algoritmo II11-6.1, e do algoritmo empregado na triangularizacao
simultinea de um conjunto de matrizes (ver Lema IV-1.1). No final do capitulo
sio fornecidas as listagens dos programas desenvolvidos.

No Apéndice A, sao incluidos alguns resultados simples, e outros pouco co-
nhecidos, sobre matrizes, que foram empregados em algum ponto do trabalho. No
intuito de simplificar o enunciado dos resultados dos primeiros capitulos, neste

apéndice também descrevem-se alguns simbolos e notagoes.

Neste trabalho foram consideradas equagdes sobre espagos de dimensao finita.
Alguns resultados sobre equagoes com operadores polinomiais limitados e as suas
aplicagoes em espacos de dimensao infinita podem ser encontrados em (23, 24, 25].

Como mostra o Teorema de Bézout generalizado (ver Teorema [1-2.1), existe
uma relacao entre o problema de resolver uma equacao polinomial matricial, e o
problema de fatorar uma lambda matriz, porém, o segundo é bem mais abrangente
e nem sempre conduz as solugées do primeiro. A fatoracio de lambda matrizes €
amplamente estudado em [17].

Finalmente, um esclarecimento sobre a numeracao e citagao de teoremas,
lemas, etc. Estes itens possuem uma numeragao independente dentro de cada
capitulo, assim, o Teorema 2.1 refere-se ao primeiro teorema da Segao 2 do capitulo
no qual se faz a citagao. No momento em que for referenciado algum resultado de
outro capitulo, ao nimero do resultado em questao lhe serd acrescentado o numero
do capitulo ao qual pertence; assim, para referir-se ao Teorema 2.1 do Capitulo III
¢ empregada a citagao Teorema I11-2.1. Os nimeros das férmulas serdo colocados
entre parénteses. A bibliografia, numerada segundo a ordem alfabética afim de fa-
cilitar a procura das referéncias pertinentes, € citada por ntiimeros entre colchetes.
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Capitulo II
Polinémios Matriciais -

Neste capitulo, estudam-se aspectos tedricos dos polinémios matriciais da
forma P(X) = Y% A, X' e da equagio P(X) = 0, onde todas as matrizes
Ao, ..., Am e X sdo quadradas e de dimensao n.

Em primeiro lugar discutem-se algumas definicdes gerais sobre a equagao e
as suas solucdes. A seguir, estuda-se a derivada de Fréchet de um polinémio
matricial e a sua influéncia na estabilidade das solugdes de P(X) = 0. Posterior-
mente, caracterizam-se as solugdes da equagao matricial nas quais a derivada de
Fréchet de P(X) é singular. Logo apés uma generalizacio do conceito de divisao
de polinémios, estudam-se a existéncia de solucdes da equagao P(X) =0 e a sua
relagio com algumas propriedades da matriz companbheira.

Na Secao 6, generaliza-se a nogao de interpolagio, e nas segoes seguintes,
estudam-se a avaliacio de polinémios e a propagagao dos erros de arredonda-
mento. No final do capitulo, apresentam-se, sucintamente, algumas aplicagoes das
solugoes das equagoes polinomiais matriciais. Estes tépicos serdo tteis na definigao
e comparagao dos algoritmos apresentados no Capitulo ITI.

5



6 II. POLINOMIOS MATRICIAIS

1. Modelos Matriciais

Os polinémios matriciais P(X) = 372 g Am—i X' surgem no estudo de variadas
aplicagdes. Neste trabalho, a atencao é dirigida particularmente aos problemas que
provém da analise dinamica de vibragées e métodos numéricos de passo multiplo
para equacoes diferenciais, em particular, na previsao do tempo.

1.1. Anaélise dinamica de vibragoes

As equagbes de movimento de um sistema vibracional nao conservativo podem
ser obtidas através de varias técnicas, tais como as leis de Newton, equagoes de
Lagrange, métodos lineares com grafos, e método de elementos finitos [38]. Todas
elas conduzem a equagao diferencial matricial de segunda ordem

Mu" + Cu' + Ku = f, (1.1)

onde u é um vetor n dimensional que representa os deslocamentos das massas do
sistema, f é o vetor das forcas externas aplicadas no sistema, e M, C e K sao as
matrizes de massa, atrito e rigidez respectivamente. Em particular, a equagao

Mu"+(D+G)u' + (K + H)u = §, (1.2)

onde M, D e K sao matrizes simétricas e G e H sao matrizes antisimétricas
para os efeitos giroscopicos e circulatério, representa um dos modelos de maior
complexidade na teoria das vibragoes.

O estudo da equacao (1. 1) tem sido realizado, principalmente, através da de-

terminacao da resposta u = e**v para uma excitagido harménica f = ez'\‘f 0 que
por sua vez motiva o estudo das lambda-matrizes. Porém, o estudo de modelos
de certa complexidade (caso nao simétrico) tem apresentado muitas dificuldades.
Dai que o desenvolvimento de métodos diretos no dominio tempo, isto ¢, que
nao requerem o calculo explicito de autovalores nem o uso de autovetores, tem
comecado a despertar a atengao dos pesquisadores [6, 43]. Com este propdsito, o
interesse deste trabalho orienta-se a construcao de solugées matriciais exponenciais
e ao estudo de solventes, em analogia ao caso escalar, e restringindo a classe dos
coeficientes matriciais. Mais precisamente, a determinacao de raizes da equagao
matricial

MX?4+CX + K =0,

quando M, C e K sao triangularizaveis.
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1.2. Previsao numérica do tempo

No estudo da previsio numérica do tempo, os modelos que provém das e-
quagoes da agua rasa sao do maior interesse. Neste caso, a integragao na variavel
vertical é realizada através de camadas descritas por equagoes da dguarasa [2, 5, 7).
Por exemplo, um modelo linear unidimensional [2, 7] pode ser descrito como

@ + Ly =0, (1.3)

onde ¢ é o vetor de componentes u, v, #, e o operador L é definido por:

Udz —f Oz
c=| f voz o |. (1.4)
oz fU Udz

Partindo o operador £ na soma de dois operadores S e F [2], obtém-se o
seguinte esquema de diferengas para integrar a equagao (1.4):

(I + At F)o™t) = —2At Spl™ 4 (I — At F) @Y (1.5)

Uma das possibilidades para a escolha de F e S é considerar:

oz 0 0 0 —f Oz
S=U| 0 o0z 0 e F = f 0o 0 |. (1.6)
0 0 Oz ®gz fU O
Supondo que o, ...,Tx € J sao pontos eqiiidistantes e que as fungoes u,v

e ¢ sao periddicas, usando diferengas divididas para aproximar o operador 9, a
equagao de diferencas (1.5) pode ser discretizada da seguinte forma:

(I+ At F)ott) = —2At So™ + (I — At F) @™, (1.7)
onde ™ é o vetor
n n n n n n n n n t
Qo(n) = (ug ))v{ )a¢(1 )aug ),’Ug )a g )a"' aui ),U,E )a sc)) )
quando
ugn) = (%5 In) vgn) = @{Z;iy n) e qSS") = ¢(zi,tn)
e as matrizes S e F sio bloco circulantes, definidas por:

S = Blcirc (S1, 52,0, ..,0,5%) e F = Blcirc (F, F»,0,...,0, F).
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Se as diferencas centradas forem utilizadas para discretizar o operador 0, 0s
blocos F; e 5; sao definidos por:

U U
51—0 52—2—’1] Sk——'2—h.[
0 —f 0 L (0 01 L [0 01
0 fU 0 ® 00 ® 00

Se para aproximar 9, forem empregadas diferencas avangadas, F; e S; resultam:

U U

S]z—'z] S'zzz] Sk—_—o
0 —f -1 (001
_% fUu 0 ® 0 0

Empregando diferencas avangadas ou centradas, as propriedades das matrizes
circulantes em blocos [10], mostram que as matrizes S e F' podem ser transfor-
madas simultaneamente em matrizes diagonais por blocos, cujos blocos diagonais
sao dados respectivamente por:

5'1- = Sl -} u)iS2 =+ w—iSk € F‘v’x = Fl + wiF2 =+ w—iFka (18)

onde w é a k-ésima raiz principal da unidade.

Levando-se em conta que as matrizes [ + At F., 2At S; e =1 + At F: comu-
tam, o Corolario IV-1.1 mostra que existe uma matriz unitaria que transforma
as matrizes [ + At I:",-, 2At S; e —1 + At F: nas matrizes triangulares ©;, T; e
(); respectivamente. Assim sendo, resolver a equagao (1.7) se reduz a resolver k
equagoes de diferencas da forma:

0.0+ 4 T, 1 QgD =, (1.9)

onde @,’, T, e € Eexd,
Este tipo de equagoes matriciais de diferencas de segunda ordem podem ser
obtidas, na integragio temporal do modelo DYNAMO ([32] utilizando o método

“leapfrog” ou diferengas centrais no tempo. Deve ser observado que a discretizagao
do termo de advegao origina, em geral, matrizes nao simétricas.
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Sera estabelecido que (1.9) pode ser transformada na equagao polinomial ma-
tricial

P,(Y) = @,’YQ +T;Y +Q;=0. (1.10)

2. Definicoes

Esta secio é dedicada ao resumo e a organizagao da terminologia empregada
no estudo dos polinémios matriciais, em particular daqueles conceitos relacionados
as solugdes das equagdes envolvendo estes polindmios.

Chama-se polinémio matricial a uma fungao definida no espago das matrizes
quadradas de dimensao n, n > 1, cuja forma é:

m
P(X)=), Amai X',
=0
onde m > 1 e os coeficientes {4; ; [ = 0,...,m} sao matrizes quadradas
de dimensio n. Em geral, os polinémios matriciais serao denotados por letras
maitisculas. Se Ao for uma matriz nao nula, diz-se que o polindmio matricial tem
grau m.! O nimero n é chamado de ordem do polinémio matricial.

Associada ao polinémio matricial P(X) tem-se:
P(X)= 0, (2.1)

conhecida como equagio polinomial matricial. Frequentemente, esta denomi-
nacio também é empregada para referir a equagao

m

P(X)=> X'Am =0. (2.2)
1=0

No presente trabalho, em geral, consideram-se somente equagées do tipo (2.1),
pois se a matriz £ for uma solugao de (2.2), entdo a matriz E* é uma solugao da
equagao

S AL X =0. (2.3)

=0

1 Esta restrigao significa que somente serao consideradas somente equagdes nao lineais. Quando
m = 1 a teoria aqui apresentada continua sendo valida, porém, existem outras formas melhores
de resolver sistemas lineares.
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Deve-se observar, porém, que a existéncia de uma solugao de (2.3) nao implica
na existéncia de uma solucao de (2.1) por exemplo, se P(X) for o polinémio
matricial definido por:

s 18 =6\ 1 2 1/ -2 4
PX)=X"+2{ 4 3 )X +35{ —9 Xtz 1 2

e E for a matriz %(ff fg), entao P(E) = 0. No entanto, como veremos mais
adiante, empregando o Algoritmo III-1.1, pode-se mostrar que nao existe nenhuma

matriz que seja solucao da equagao P(X) = 0.

Nas Secoes 4 e 6, estudam-se algumas relagoes entre as solugdes de (2.1) e as
de (2.2). No intuito de simplificar a exposi¢do, a partir deste momento, a notagao
P(X) referird ao polinémio matricial obtido a partir de P(X'), trocando as posigdes
dos coeficientes e da matriz variavel.

Definigao 2.1. Sejam A um escalar e I a matriz identidade de ordem n, o poli-
némio P(AI) recebe o nome de lambda matriz associada a P(X). Em geral, a

lambda matriz P(\I) é denotada por P(X).

A

Observe-se que analogamente pode-se definir P()), sendo que P(\) = P(\).

O Teorema de Bézout generalizado [17] estende um conhecido resultado so-
bre polinémios escalares, o qual estabelece que, se zy for um nimero complexo
arbitrdrio e p(z) for um polinémio escalar de grau m com coeficientes complexos,
entdo existe um polinémio ¢(z) de grau m — 1 tal que p(z) = ¢(z)(z — z0) + p(20)-

Teorema 2.1 (Teorema de Bézout generalizado). Sejam P()) uma lambda
matriz e Y € C*™" uma matriz arbitrdria fiza, entdo existe uma lambda matriz

Q(A) tal que
P(A) =QA)A =Y)+ P(Y).

PROVA.

= AN
l

=0

( A= IZA," KY*" ‘) A =Y)+) AnyY!

=1 =0

m

MY A kyk-’> (AT =Y) + P(Y). O

1 k=l

NE

I
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Corolirio 2.1. A matriz S € solugdo da equagio P(X) =0 se, e somente se,
P(\) = QYA = 5), (2.4)
onde Q()\) € definida por:

m

Q(\) = i NS Aok SH
i=1

k=l

Definigdo 2.2. Dado um polinomio P(X), a matriz S ¢é chamada solvente de
P(X), se P(S) = 0. Levando-se em conta que P(A) = QM)A = S), S €
também chamada de solvente a direita. Se para todo autovalor \; de S tem-se
det Q(\;) # 0, AI — S é chamado fator espectral a direita de P(}).

Analogamente, se P(R) — 0, a matriz R é chamada de solvente de P(X).
Se R for um solvente de P(R), pode-se mostrar que, para alguma lambda matriz
Q(\), P(X) = (M = R) Q(A), assim sendo, R é chamada de solvente a esquerda
de P(X).

Como o determinante do produto de duas matrizes € igual ao produto dos de-
terminantes, a equagao (2.4) mostra um resultado importante: a reuniao dos au-
tovalores dos solventes de P(X) esta contida no conjunto das solugoes da equagao

det P(\) = det (’i Am_,A') =0. (2.5)

=0

As raizes da equacio (2.5) sao conhecidas como raizes latentes de P()). Se
o polinémio P(X) for ménico, isto &, quando Ap = I, as raizes de (2.5) sao os
autovalores da matriz C € €™**™" definida por:

0 I 0 e 0
0 0 I e 0
C=| : 2 e,
0 0 0 - T
~Am —Amei —Am—z o —A

Como a matriz C tem dimensido mn, se Ag = I, a lambda matriz P()) tem
exatamente mn raizes latentes. A matriz C' é muito importante no estudo da
existéncia de solventes de um polinémio matricial (ver Secao 5), e é conhecida
como matriz companheira por blocos associada ao polinémio matricial P(X).
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Definicao 2.3. Seja \; uma raiz latente de P()). Neste caso, qualquer vetor, nao
nulo, no nucleo de P();) é chamado de vetor latente a direita associado a A;.

Uma propriedade dos vetores e raizes latentes, que sera de utilidade para
estabelecer condigoes sobre a existéncia de solventes, € proporcionada pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.2 ([31]). Se A; for uma raiz latente de P()) e £; for um vetor latente
a direita associado a );, entao

&
A
APE,
¢ um autovetor de C' associado a A;.

PROVA. Aplicando as definigbes dos vetores e raizes latentes, o teorema resulta de

uma simples verificagao. O
A matriz de Vandermonde associada aos escalares zi,. .., z, definida por:
1 1 s 1
zl 22 DRCE zm
V(Z], 3 "m) = . ,
7t gl e gl

resulta ser de grande utilidade na teoria dos polinémios escalares. A matriz

I I e I
X, Xy oo Xa
V(Xy, ., Xm) = | . : :
Xpt o Xpot .. Xpel
desempenha na teoria dos polinémios matriciais, o papel da matriz de Vander-
monde na teoria dos polinémios escalares. A matriz V(Xj,...,X,) é conhecida
como matriz de Vandermonde por blocos associada a X;,...,X,, € C™*".

Existe uma grande diferenga entre as matrizes de Vandermonde no caso es¢. .
e no caso matricial. Sabe-se que

detV(z1,...,zm) = [ (2i—z),? (2.6)

1<i<3<n
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e portanto, a matriz V(z1,. .. ,Zm) € inversivel se, e somente se, todos os z; forem
distintos; como mostra o seguinte exemplo, 0 mesmo nao ocorre no caso matricial.

Exemplo 2.1 ([11]). Sejam

. 2 . [4 2 6 2
w-(31) me(id) o %=(05)

pode-se mostrar facilmente que det V (Xj, X,) = det (X2 — X1) = 0 e que a matriz

V (X1, X2, X3) é inversivel. 3

Esta caracteristica da matriz de Vandermonde por blocos origina a seguinte
definigao.

Definigao 2.4. Um conjunto de matrizes X1, ..., X, é chamado conjunto com-
pleto quando a matriz V (Xi,..., X,,) for nao singular. Se S1,...,5m forem sol-
ventes de P(X) para os quais det V (S1y.--3Sm) # 0,0 conjunto Si,...,9m recebe
o nome de conjunto completo de solventes.

O seguinte exemplo mostra que, a propriedade descrita pelo Exemplo 2.1 é
inerente ao conjunto e nao a ordem na qual as matrizes sao consideradas.

Exemplo 2.2. Se as matrizes X, X, e X3 forem definidas por:

4 -2 4 2 3§ =1 —-§ —3
, 12 02 4 -1 3 -3 -3
Xi=1, 94 —2| Xe=1|_43 _3 3 _1
2 42 0 -3 -3 =1 8
e
4 2 0 —6
-4 2 -4 2
Xs=1 09 -6 4 2|

—4 2 —4 =2

pode-se mostrar que a matriz V (X1, X3, X3) € inversivel enquanto que as matrizes
V(X1,X2), V(X1,X3) e V(Xa, X3) sao singulares. Isto significa que existem con-
juntos completos nos quais nenhum subconjunto é completo.

Os exemplos precedentes também mostram que um conjunto completo pode
conter subconjuntos completos ou nao. Levando-se em conta os Exemplos 2.1
e 2.2, o conceito de conjunto completo parece pouco intuitivo, porém, nas Segoes 6
e 8 mostra-se que os conjuntos completos surgem naturalmente.

2A notagdo empregada significa que o determinante da matriz V(z1,...,2m) é o produto de
todos os fatores z; — zj, possiveis, com 7 < J.
3A definicdo precisa de det V (Xy, X3) é fornecida em Gantmacher [15]
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O seguinte exemplo prova que a completitude de um conjunto de solventes €
uma propriedade do conjunto e nao do polinémio matricial considerado.

Exemplo 2.3. A equagao X? = X tem infinitas solugbes?, chamadas de proje-
tores, porém, nem todo par de solugoes linearmente independentes formam um
conjunto completo. Por exemplo, S; = 0 e S = I formam um conjunto completo,
mas se S; e Sy forem duas matrizes tais que

{0} € Im(S;) C Im(S;) € C",
entdo 51, S, nao é um conjunto completo, pois S; — S, é singular.®

Os conjuntos completos serao utilizados exaustivamente nas Segoes 6 e 8. Al-
gumas condigdes suficientes para a inversibilidade da matriz de Vandermonde ge-
neralizada foram analisadas em [11] e [24].

Considere o conjunto de todas as matrizes similares ao solvente S, isto é, as
matrizes R € €™ ™ tais que existe uma matriz inversivel () satisfazendo

S =QRQ™,
neste caso, para as matrizes () e R vale

AeQR™ + A;QR™ ' 4+ -+ + AnQ = 0.

A equacao acima origina a seguinte definigao

Definicao 2.5. Dadas duas matrizes Q, R € €™*", o par (@, R) ¢ um co-solvente
de P(X)se @ #0e

AoQRm + AlQRm_l + -+ AmQ = 0.

Verifica-se facilmente que, o par (I, .S) é um co-solvente de P(X) se, e somente
se, S for solvente de P(X). Além disso, se (@, R) for um co-solvente de P(X) e
U for uma matriz inversivel, entio (QU~!, URU~!) também é um co-solvente de

P(X).

Observe-se que sempre existem co-solventes do polinomio matricial P(X).
); for uma raiz latente de P()\) associada ao vetor latente ;, e se a matriz Q)
definida por Q; = [£;,...,&,], entdo (Q:, A;I) € um co-solvente de P(X). Assii.
sendo o conceito de co-solvente generaliza aquele de solvente. Lamentavelmente,
co-solventes com propriedades adicionais sao bem mais dificeis de calcular.

4Em [15] mostra-se que as solugdes desta equagao sao todas as matrizes diagonalizaveis cujos
autovalores sao 0 e/ou 1.
SPara uma matriz A € C"*" define-se Im(A4) = {Az : z € C"}.
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Algumas conseqiiéncias da existéncia de co-solventes, como assim também,
a utilizagao dos co-solventes para o calculo de solventes, serao analisadas na
Secio 5.2. Recentemente [27], o conceito de co-solventes foi estendido aos pares

de matrizes (Q, R) onde @ € €™ e R € C™*".

3. A derivada de Fréchet dos polindmios matriciais

Esta secao é dedicada ao estudo da derivada de Fréchet do polinémio matricial
P(X) =3 AniX'. (3.1)
1=0

Em particular, procura-se estabelecer uma relacio entre a regularidade da derivada
do polinémio matricial e o efeito de perturbagdes nos coeficientes do polinémio
matricial sobre os solventes de P(X) (ver Segdo 3.1). A derivada de Fréchet de
um polinémio matricial tem aplicagoes tedricas e praticas, pois é empregada para
caracterizar a estabilidade dos solventes de P(X) e, além disso, para definir alguns
métodos destinados a calcular solventes do polinémio matricial (ver Secoes I11-2

e I111-3).

Definicio 3.1. A derivada de Fréchet do polinémio matricial P(X) em Xo, é
o operador linear P(Xy) definido para toda matriz H € C"*" por:

m I m m
P(Xo)[H =Y Anat S X§T'HXg " =3 (Z A,,,_kxg—‘) HX' (3.2)
i=1

k=1 =1 \k=l

A derivada de Fréchet de P(X) em X é chamada regular, se o operador P{Xo)
for bijetor.

Observe-se que P{Xy) é bijetor se, e somente se, inf) g p=1 HP'(XO) [H] “F > 0,
isto ¢, se P{Xo) for inversivel.®

Definicio 3.2. Um solvente S de P(X) é chamado solvente simples se P{(S)
for regular.

Observacdo 3.1. Se X comutar com H tem-se que:

P{(X)[H] = P(X)H, onde  P'(X) = 14X,

=1
isto é, se XH = HX a derivada de Fréchet se reduz & derivada de polinémios
escalares.

§||A|| ¢ a norma de Frobenius da matriz A (ver Apéndice A).
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O operador P{X) é linear e, portanto, pode ser representado por uma matriz.
O lema a seguir fornece esta representacao em termos do produto de Kronecker ®
(ver Secao A-1.1).

Lema 3.1. Sejam P(X) um polinomio matricial como em (3.1) e P(X) a matriz
definida por:

P:(X) — l—i ((Xt)l—l ®§Am_ka—l) ,

onde X! € a matriz transposta de X. Neste caso, a derivada de Fréchet de P(X)
satisfaz:

v (P(X)[H]) = P(X)v (H).

Conseqiientemente, P{X) € regular se, e somente se, P(X) for uma matriz nao
singular e, portanto

inf ||P ) [H] HF

||H|p=1 n ||P(X)v(H)|, > 0.

I|H II =t

PROVA. A demonstragao da primeira parte consiste em aplicar as definicoes da
funcio v (-) (ver Secao A-1.1) e do produto de Kronecker a definigao da derivada
de Fréchet (3.2), pois:

v (PLX) [H))

gv ((Z Am_r Xk ’) HX'- 1)

=1 k=l

fj (( ) B ®f:Am_ka—’> v(H).

=1

A prova da segunda parte consiste em notar que

[P0, = [ (PO )],
= | P*(X) 0 ()] 0

Observacio 3.2. Se P{X) for regular, a equagdo linear P(X) [H] = C admite
uma tnica solugio H, que satisfaz v (H) = P{X) " v (C).

O objetivo do Teorema 3.1, que serd enunciado a seguir, é mostrar que o
operador P{X) definido por (3.2) é a derivada de Fréchet de P(X) definida no
contexto da analise funcional. A prova do teorema emprega as estimativas contidas
na seguinte proposicao.
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Proposigao 3.1 ([29]). Dadas A, B,C € ™" ek € IN, entdo
|4* - B, < aollA — Bl (3.3)
€
k=1
”Ak _ Bk _ Z CI—I(A _ B)ck-—l <
If =0 I
|A = B|p(a1]|A=Bllp+e2lA=Cllg), (34)

onde

k-1
ao= 3 1Al 1B,
1=0

k-2
1 k—2-I1
o =k ICIR Al
=0

k
ar = (5) 14— BIF* I AlIF" -
=2

PROVA. A afirmacio (3.3) decorre por indugao em k. Para k = 1, a afirmagao ¢

trivial. Supondo, por inducao, que (3.3) € verdadeira para k, tem-se:

oo - o], = 326+ B (4 B+ (4 - ) 4+ B,

F

<1)A-Bl; (nAn; 1Bl
=1 I k—1—1
AL+ 1Bl S 1AL 1B )
=0

_lA= Bl (Z 1Al nBu’;‘“) -

Para demonstrar (3.4) seja E = B — A, logo:

k-1
B*=(A+E)}f=A"-3 AA-B)A T+ X A'EA'EA* + -

1=0 I4j+i=k-2
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Assim sendo,

k k-1
Ak _ Bk _ ch—l(A _ B)ck—l asi o Z AI(A _ B)Ak—l—l
1=0 =0

k
-y e (A-B)C*t+  >. AEAEA +---,

=0 I+5+i=k-2
e portanto,
k
AF — B 5" C"Y (A - B)CH! < B+ B,
1=0 F
onde:
k k
61 — ZAl-l(A _ B)Ak—l _ ch—l(A _ B)Ck—l
=it =1 F
E I-1 || gk~ k-1
<|lA- Bl Y llAlF |4 - |
=1
LN k=1
+A=BlpY A7 = LNClE
=1
. bl j 1=2—;
<JA=BllpllA=Cllp 3 [ 1Al 2 IAIRICH*
=1 7=0
- 5SS k—1-1—j
+IClE 22 AR IClE =
=0
= o [|[A = Bllp[|A - Cllf
e

k

Ba =3 (5) 1A - Bl Al

=2

= az||A = Bl| - O

A seguinte apresentacao do resultado de Kratz e Stickel [29], permite uma boa
caracterizacao da influéncia da derivada de Fréchet de P(X), na estabilidade dos
solventes do polinémio matricial. Ver Secao 3.1.

Teorema 3.1. Seja P(X) o polinogmio matricial definido em (3.1), e sejam
X,Y,H € €™ matrizes, e f = max {||X||z, Y|, [|H|}
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Se X |Aillp = a, entao

|PCx + ) — P(X) = PUY) [H]] . <

{2"‘“aﬁ""2 IH N (W H g+ 11X = Ylp) seB>1

3.5
i [ (Hlp 41X = Y1) sef<l OO

P(X+H)=P(X)+P'(X)[H]+O(||H||i-) quando ||H||p — 0. (3.6)

PROVA. A demonstracio de (3.5) é uma conseqiiéncia da Proposigao 3.1.S5ep >1
tem-se:

[P(X + H) = P(X) = POY) H]| , =

m [
ZAm-l ((X + H)I _ Xl _ Z }/k—lH}/I-k)
=1

k=1

F

m l
<allHp S [||an S () HE X

=2 k=2

-2
FIX =Y ST I|XI|’E2'*]
k=0

m | I
< o™ | H|ls [thpZ > () +IX =Yl 1~ ”]
1=2

=2 k=2

< 2o | H|p (1H g + 11X = Yip) -

A demonstracio de (3.5) quando 8 < 1 decorre como acima, e a afirmacao (3.6)
segue-se de (3.5) substituindo Y por X. O

3.1. Teoria de Perturbacgoes

O calculo de solventes é efetuado, em geral, através de algoritmos, envolvendo
assim, implicitamente, o uso de computadores. Por causa da precisao finita com
a qual os numeros sao representados nos computadores, alguns erros, inevitaveis,
sio cometidos. Faz-se necessario, por isto, dispor de uma medida da qualidade
dos resultados obtidos. O Teorema 3.2, abaixo, o qual estende um resultado de
Davis [9] aos polinomios de grau arbitrario, fornece uma medida. Os resultados
desta secdo estao relacionados a erros na representagio dos coeficientes do poli-
némio matricial, e nada tem a ver com os erros cometidos, por algum método
particular, no cdlculo de solventes.
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Dado o polinomio
P(X)=) AmaiX',
=0
sejam S e S = S 4+ AS solventes de P(X) e do polinémio perturbado P(X)
respectivamente, onde
P(X)=> AniX".
=0
Sejam P{X) e P{X) as derivadas de Fréchet de P(X) e P(X), respectiva-

mente, e sejam, por definigao:

AP(X)= P(X)—-P(X) = fj AAm_i X!

1=0

AP(X)[H] = P(X)[H] - P(X)[H],
onde AA; = /1,- — A;

O Teorema 3.2 fornece uma estimativa para “5’ — SHF quando P(S) for regular
el[Sllp 2 1.
Teorema 3.2. Sejam P(X) e P(X) dois polinémios matriciais tais que, para al-
gum € positivo suficientemente pequeno, as perturbagoes AA; satisfazem
IAA - < €||Aill g (i=0,...,m).

Se S e S forem solventes de P(X) e P(X), respectivamente, satisfazendo
|1AS|z < ISl e além disso, se S for um solvente simples de P(X) para o
qual 1 < ||S||F e
/ -1 y/
”P(S) HF nAP(S)HF sk<l
entdo ||AS||r < e, onde:
— 2cx 7
T T /T-dape

2 1Pty (S 14l b ).
=1

11—k

5(1+¢)

1—«

f= |27

F

7 ~ 2a = a
T 1+1-2afe¢ I—afe

~ a (1l + affe).
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e

§ =2 |ISIF™" max {||Am-illp}-
PROVA. Se § for solvente de P (X),
(

\S) +AP (5’)

Il
acl
e

0

P(S) + P(S)[AS] + Vi (AS) + AP (S) + AP(S) [AS] + V2 (AS) (3.7)
_ P(S)[AS] + AP(S) + AP(S) [AS] + Vi (AS) + V2 (AS).

O Teorema 3.1 mostra que as matrizes V; (AS) e V; (AS) satisfazem as se-
guintes estimativas, Vi (AS)||p < §[|AS||7 e [[V2 (AS)|lp < be |AS||%. Multipli-
cando (3.7) a esquerda por P(S)™" tem-se:

_AS = P(S)"' AP(S)[AS] + P(S)™ (AP(S) + Vi (AS) + V2 (AS)),
sendo “P'(S)—IHF “AP'(S’)I o SKE< 1, segue-se que

1Sl < 2 | PAS) L IAPS) + V3 (A8) + Va (AS)llr

1
1 —k

< P, [IAPS)p+6 (L + ) ASIE]

Uma vez que ||AA(||p < €||Ail|, e como

Amlle < S HAmatll ISIE
=1

obtém-se a seguinte desigualdade para ||AS]|:

1 P i
188117 < e [P, |26 5 1Ameil ISH + 001+ 1A
=1

portanto,
IAS| < ae+ BAS|E- (3.8)
Sendo a desigualdade (3.8) satisfeita para || AS||p < €7, 0 teorema fica provado. [

O Teorema 3.2 fornece uma estimativa caso o erro relativo dos coeficientes
seja pequeno, neste caso, se o polinomio P(X) tiver um coeficiente nulo, o mesmo
coeficiente devera ser nulo no polinémio P(X). O seguinte teorema levanta esta
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restricio, e proporciona uma estimativa para ||AS|| quando o erro absoluto dos
coeficientes for pequeno e ||S|| > 1.

Teorema 3.3. Sejam P(X) e P(X) dois polindmios matriciais tais que, para al-
gum € positivo suficientemente pequeno, as perturbagoes AA; satisfazem

IA4dF < € max (1A} (i=0,....m).

Se S e S forem solventes de P(X) e P(X), respectivamente, satisfazendo
|1AS|| < ||IS|lp e além disso, se S for um solvente simples de P(X) para o
qual 1 < ||S]|p e

[P, |aPts)], < s <1,
entdo ||AS||p < e, onde:
_ 2a
T Ty /T =dapfe’
[P, mmax (I An-il) (i Isil).
' =1

3= 20 i,

1 -k

o =

esay

PrOVA. A demonstragao é analoga aquela do Teorema 3.2. d

Se, nos Teoremas 3.2 e 3.3, a hipdtese ||S||z > 1 for substituida por ||S|| < 1,
o Teorema 3.1 mostra que, definindo é = 2™+ maxi=1, . {||Am-i||r}, @ conclusao
continua sendo verdadeira. Ja a hipdtese ||AS|| < ||S||, embora razoavel, pois
P(X) — P(X) quando ¢ — 0, é um tanto restritiva quando ||S|| for pequena,
porém, esta hipotese é empregada como uma forma de garantir que S é o solvente
mais proximo de S.

A singularidade da derivada de Fréchet representa um caso extremo de sen-
sibilidade, no qual pequenos erros nos dados podem provocar grandes erros nos
resultados. Isto nao tem nada a ver com a precisao dos calculos, é uma carac-
teristica inerente aos polinémios matriciais. Os seguintes exemplos apresentam
dois problemas tipicos do que pode acontecer no caso extremo.
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Exemplo 3.1 ([9]). Considere a equagao

Po(X) = (g })(Xhu):o.

Py(X) tem infinitos solventes S (z,y) que satisfazem

M

\ 7

logo, para qualquer solvente S5 tem-se

4sy1 + 2521 2591 2812 + 822 + S11 S21

P(S) = 2512 2511 + S21 + 2822 S12 2512 + 2822
4511 + 2821 2591 2512 + S22 + S11 821

2512 2511 + S21 + 2822 512 2512 + 2592

e, portanto, P*(S(z1,z2)) é singular; entretanto, se

P(X) = Po(X) +¢ ( D )

for uma perturbagao de Fo(X), a equagao P.(X) = 0 nao tem solugdo. Se So for
um solvente de Po(X) e S(e) for um solvente de Pe(X) tal que S(0) = So segue-se
que:

10
Pesien = rs@) +e( g g ).
donde, derivando em relagao a ¢ em € = 0, tem-se que:
/ 10
Paso == ( § ¢ ) (39)

onde H = d{-S(e)L

o Sendo P.*(So) singular, o sistema (3.9) tem infinitas solugoes
ou nenhuma. Neste caso P.(X) = 0 nao tem solugéo.

Exemplo 3.2. O polinémio

P(X):X2—(g :‘i)x+(g :;)

tem como solventes as matrizes

10 —4
s=(38) ¢ s-(33);
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além disso, a lambda matriz P(\) pode ser fatorada por:

Se P.(X) for uma perturbacao de P(X) dada por:

roo=x-((§ 2H)+e(1 )%+ (5 2)+=(3 )

a lambda matriz P,(\) s6 pode ser fatorada por:

o= (127 5)) (-3 3):

Desta maneira, P,(X) e P(X) possuem as mesmas raizes latentes, no entanto,
nenhum solvente de P,(X) tem autovalores perto de A = 1. De fato, o tnico
solvente de P,(X) é g :; ) como pode ser comprovado pela aplicacao do

Algoritmo ITI-1.1.

Os Teoremas 3.2 e 3.3 permitem a obtencao das seguintes conclusoes:

(1) O célculo do solvente S, quando P{S) for singular, apresenta dificuldades
para qualquer algoritmo, até mesmo para aqueles que nao envolvem a
avaliacao da derivada de Fréchet.

(2) Todo algoritmo empregado para calcular solventes de P(.X) deveria detectar
a possibilidade de uma derivada singular, como uma forma de estimar a
qualidade da solucao obtida.

3.2. Singularidade da derivada de Fréchet

As consideracdes feitas na Secao 3.1, mostram a necessidade de obter condigoes
a serem satisfeitas por um solvente S de P(X) para que o operador P{S) seja
regular. Estas condigbes serao estabelecidas no Corolario 3.1.

" Dado o polinémio matricial

P(X)=3 An_i X'

1=0
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e um solvente S de P(X), seja R(X) a matriz definida para cada X € €C™*" por:

RX) =3 ((X*)"l ®§:,A"‘"‘Sk_l> .

=1

O teorema a seguir, estabelece quando a matriz R(X) é singular.

Teorema 3.4. Seja S um solvente de P(X) e seja Q()) a lambda matriz definida
por:

P(A) = QM)A = 5).

Se Xo for uma matriz arbitrdria, entdo a matriz R(Xo) € inversivel se, e somente
se,

det Q(/\l) 7‘4 0’
para todo A; autovalor de Xq.
PROVA. Se X, for uma matriz arbitraria, segue-se, do Teorema de Schur (ver

Apéndice A), que existem uma matriz unitaria U e uma matriz triangular superior
T, tais que a matriz transposta de Xo satisfaz:

Xt = U"TU.

Logo, pelas propriedades do produto de Kronecker (SecaoA-1.1), a matriz R(Xo)
é similar a matriz

m m—k
C = IZ (T"‘@ ; Am_kS"”> .
=1 =

O resultado é uma conseqiiéncia do fato de C' ser uma matriz triangular superior
por blocos, cujos blocos diagonais sao Q(Ai), onde Ay, ..., A\, s3o os autovalores de
Xo. Uma vez que

det C = [] det Q(X:),
=1
segue-se que det C' # 0 se, e somente se, det Q()\;) # 0 para todo . a
Como P S) = R(S), obtém-se o seguinte coroldrio.

Corolario 3.1. Se S for um solvente de P(X), entdo P(S) € regular se, e somente
se, \I — S for um fator espectral a direita de P()\) (ver Definigdo 2.2).
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4. Divisao de polinémios matriciais

Nesta secao apresenta-se uma definicdo da divisao entre polindmios matri-
ciais [11]. Com ela obtém-se tanto uma extensdo da divisao escalar (n = 1),
quanto da divisio de lambda matrizes. Além disso, a partir das propriedades da
divisio entre polinémios matriciais, é possivel estabelecer uma primeira relagao
entre os solventes de P(X) e os de P(X). Além disso, com o estudo da divisao
entre polindmios matriciais, tenta-se mostrar donde surge uma das dificuldades
encontradas na generalizacdo dos algoritmos empregados para calcular raizes de
polinémios escalares.

Teorema 4.1 ([11]). Sejam m, p € IN tais que m > p, e sejam P(X) e W(X)
0s polinomios matriciais definidos por:

PX)=X"+A4X" 4. 4 A, e W(X)=X?+BX" ' +--- 4B,

Neste caso, existe um unico polinomio matricial F(X) de grau m — p, e um unico
polinomio matricial L(X) cujo grau ndo excede p — 1, que satisfazem:

P(X) = F(X)X? + ByF(X)X?™ + .- + B,F(X) + L(X). (4.1)

PROVA. Levando-se em conta que P(X) e W(X) sao monicos, o coeficiente do
termo principal de F'(X) deve ser a matriz identidade. Sejam

F(X)=X"P+FX™? ' 4 ...4 Fo_,

L(X)=LoX?™ ' + -+ + Ly_s.
Igualando os coeficientes em ambos os lados de (4.1), obtém-se sucessivamente

Fl,. o ,Fm_p,Lo,. .o ,Lp_l,

pois
Ai=F+ B
Ai=F+ Y B«F (i=2,...,m—p),
k+l=1
Ai = Licmyp—1+ Y, BiFi (it=m-p+1,...,m—1),

k4=t
Ap = Lyt + By Fom_yp.

Logo, os coeficientes de F(X) e de L(X) podem ser determinados, um de cada
vez, seguindo a ordem estabelecida acima. O
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A equagio (4.1) é a divisdo do polinémio matricial P(X) a esquerda
por W(X); o polinémio F(X) é chamado cociente e o polinémio L(X) resto.

Os coeficientes dos polinémios F(X) e L(X) existem e sao unicos, pois os

polinémios matriciais P(X) e W(X) sao monicos. Se algum dos polinémios P(X)

ou W(X) nio for monico, a existéncia e unicidade de F(X) e L(X) dependera de

que os coeficientes Ao, ..., An € Bo, . .. , B, satisfagam algumas relacoes adicionais.

~ Note-se, por exemplo, que se By for uma matriz singular, da existéncia do polino-

mio F(X) resulta que o sistema de equagoes
BoY = Ao

é consistente, pois BoFp = Ao, porém, em geral, essa condigao nao é suficiente.

O seguinte resultado generaliza uma propriedade importante dos polinémios
que relaciona o resto e o dividendo.

Coroldrio 4.1. Usando a mesma notagio do Teorema 4.1, se R for um solvente
de W(X), entdio L(R) = P(R).

PROVA. Seja Q(X) o polinémio matricial definido por O(X) = P(X) - L(X),
neste caso, reordenando os termos de @(X) pode-se mostrar que:

O(X) = X" PW(X) + X" P W(X)F + - + W(X)Fpn—p-

Assim sendo, para todo R, solvente de W(X), tem-se que Q(R) = 0 e, portanto,
o coroldrio fica demonstrado. a

Se W(X) tiver grau um, isto é, W(X) = X — R, W(X) e W(X) coincidem,
logo R é um solvente de W(X) a ambos lados. Assim sendo, o Teorema 4.1 mostra
que:

P(X) = F(X)X — RF(X) + Lo,
onde F(X) é o polinomio

m-—2
F(X)=X""14+ 3 FuaaX',

=0

e os coeficientes Fi, ..., Fin_; sao definidos por:
F; = A; — Bi-1R.
Levando-se em consideragdo que Lo = P(R), segue-se que:

P(X) = F(X)X — RF(X) + P(R). (4.2)
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Para o polinémio P(X) existe uma defini¢do analoga a da divisao entre poli-
némios matriciais.

Teorema 4.2. Sejam m, p € IN tais que m > p, e sejam P(X) e W(X) os
polindmios matriciais definidos por:

PX)=X"+AX™ "+ + A, ¢ WX)=XP+B X" +---+B,.

Neste caso, existe um inico polindmio matricial H(X) de grau m — p, e um inico
polinémio matricial N(X) cujo grau nao excede p— 1, que satisfazem:

P(X)=X?H(X)+ XP"H(X)B, + - -- + H(X)B, + N(X),

Corolario 4.2. Se S for um solvente de W(X), entdo N(S) = P(5).

Considerando novamente p =1, e W(X) = X — S tem-se:
P(X)= XH(X)— H(X)S + P(S). (4.3)

Caso X seja igual a AI, das equagoes (4.2) e (4.3) obtém-se o Teorema de Bézout
generalizado

P(\) = (A — R)F(\) + P(R)
= H\)(M = S) + P(9),

onde R e S sao matrizes arbitrarias. Agora, se S e R forem solventes de P(X) e

A~

P(X), respectivamente,

P(X)
P(X)

(X)X — RF(X)

IT . (4.4)
H(X)X — SH(X),

e portanto,

P(\) = (M — R)F()\) = HOA)(M = S).

O seguinte coroldrio fornece uma condigao necessaria e suficiente para que um
solvente de P(X) seja solvente do cociente da divisao de P(X) a esquerda por
X —R.

Corolério 4.3. Sejam S e R solventes de P(X) e P(X) respectivamente, e seja
F(X) o cociente da divisio de P(X) @ esquerda por X — R. Neste caso, se R e S

ndo tiverem autovalores em comum, entdo F'(S) = 0.
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PROVA. Se R for um solvente de P(X),

F(X)X — RF(X) = P(X).
Como S é um solvente de P(X), segue-se que

F(S)S — RF(S) = 0. (4.5)

Imdmmtarque*aym&trizes—SLef}%née—possuemfa,utovaloreq em comum,
o Teorema A—1.3 mostra que a tnica solugdo de (4.5) ¢ F(S) = 0. O

Seja R um solvente de P(X), e seja F(X) o cociente da divisio de P(X) a
esquerda por X — R, neste caso, o Corolario 4.3 fornece uma condicao para que um
solvente S de P(X) seja solvente de F(X). O Exemplo 4.1 mostra que a condigao
fornecida pelo coroldrio nao € necessaria.

Exemplo 4.1. Seja P(X) o polinomio matricial definido por:
s (125 =35 )y, (395 —135) (37 13
P(X)‘X+( 7.5 1.5>X+ 315 —55 )~ T3 -9 )
5 —2

3 0
que P(X) = F(X)X — RF(X) onde

o y2a [T5 -1 11 -3
F(X) =X +<415 1.5>X+< 0 _1).

—-4.5 0.5
—-2.5 =15

Observe-se que S e R tém um autovalor em comum, porém, F'(S) é a matriz nula.

Como a matriz R = ) é solvente de P(X), segue-se, da equagao (4.4),

Sendo S = ( um solvente de P(X), tem-se F(5)S — RF(S) = 0.

O seguinte corolario estabelece uma relagao entre os solventes dos polinémios
P(X) e P(X), e mostra como calcular um solvente de P(X) a partir de um solvente
P

de P(X).

Coroldrio 4.4. Sejam S e R solventes de P(X) e P(X) respectivamente, ¢ seja
F(X) o cociente da divisio de P(X) por W(X)= X —R. Se F(S) for inversivel,

entao

R = F(S)SF(S)™.
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PROVA. Se R for um solvente de P(X), o Teorema 4.1 aplicadoa W(X) = X — R
mostra que existe um dnico polinémio cociente F'(X). Levando-se em conta que
S é um solvente de P(X) tal que F(S) é inversivel, entdo o corolario decorre

de (4.5). O

Um outro resultado sobre polinémios escalares estabelece que um polinémio
divide outro exatamente, se todas as raizes do divisor forem raizes do dividendo.
O Corolario 4.5 é uma generalizacao deste fato para polinémios matriciais, nele, a
notacido V(Xj,...,Xx)T é utilizada para referir-se & matriz transposta por blocos
da matriz de Vandermonde de X;,..., X;. Considerando a mesma notagao do
Teorema 4.1, tem-se:

Corolério 4.5. Sejam Ry, ..., R, solventes dos polindmios W(X) e P(X). Se a
matriz V(Ry,. .., Ry)T for ndo singular, entdo .E,(X) ¢ o polinomio nulo.

™~~VA. Se as matrizes Ry, ..., R, forem solventes de P(X), o Corolario 4.1 mostra
rai=1,...,p, L(R;) =0. Sendo que V(Ry,...,R,)T é inversivel, a tinica
solucao do sistema:

Ly @(Rl)
V(Ri,...,R,)T Lz ) _ L(ﬁz) =0
Lo ﬁ(}z,,)
é a trivial. Assim sendo, L(X) é o polinémio nulo. O

O Exemplo 4.2 mostra que o polinémio L(.X) € o polinémio nulo em condigoes
menos restritivas que as enunciadas pelo Corolario 4.5.

Exemplo 4.2. Sejam P(X) e W(X) os polinémios matriciais definidos por:

o ws [ =15 =25\ .o, (17 15 _15 —17
PX)=X +(—0.5 95 )X+ 120 30 X —6 26

o w2 [ =6 0 8 0
W(X)=X +( 0_6)A+(_1 9).

Observe-se que as matrizes Ry = ( _:12 g > e R, = ( 111 g ) sao solventes de

P(X) e W(X); como R, e R, possuem um autovalor em comum, V (Ry, Rz) é uma
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matriz singular, porém, pode-se mostrar que:
P(X) = F(X)X? + ( oo ) F(X)X + ( N ) F(X),

onde o polinémio matricial F'(X) é definido por:

45 —05
FE]=4 + ( 2.5 1.5)'

5. Existéncia de solventes

Em geral, ndo existem condigoes necessarias e suficientes que determinem a
existéncia de solventes, exceto para o problema mais simples do calculo da raiz
quadrada de uma matriz [8]. Nesta secao, apresentam-se algumas condigoes sufi-
cientes tanto para a existéncia de um tnico solvente quanto para a existéncia de
conjuntos de solventes [11, 21, 26]. Em geral, as condigoes de existéncia estao rela-
cionadas & verificagao de certas propriedades da matriz companheira por blocos
do polinémio P(X).

O primeiro resultado relaciona a existéncia de solventes de P(X) as proprie-
dades da lambda matriz P(A).

Lema 5.1 ([30]). Se P()\) for uma lambda matriz com n vetores latentes a direita
£y, &, linearmente independentes, associados as raizes latentes Ay.-eyAn, € 8€
as matrizes Q e A forem definidas por Q = [£,,...,§,] e A = diag(M1, .-y An),
entdo a matriz QAQ™! € um solvente de P(X).

PROVA. Pela prépria definicao de P(X),
P(QAQ™) = (A@A™ + A1QA™ 4+ + AnQ) Q7

e, de acordo com as definigoes de raizes e vetores latentes,

AQA™ + A QA™ M+ - + AnQ = 0. a

No seguinte teorema, a notagao o(A) € empregada para referir-se ao conjunto
dos autovalores da matriz A.

Teorema 5.1 ([11]). Seja P(X) um polingmio matricial ménico tal que as raizes
latentes de P()) sdo distintas, entdo P(X) tem um conjunio de solventes
S1y..., S, satisfazendo

Jo(s)=0(0),

=l
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onde C £ a matriz companheira por blocos de P(X).

- £, for um vetor latente a direita de P()) associado a raiz latente A;,

€ii: + ... .. do Teorema 2.2, os vetores
&
Ai;
n; = : (:=1,...,mn)
m-—1
AT
sio os autovetores de C. Uma vez que as raizes latentes sao distintas, os ve-
tores 1y, ..., 7, sao0 linearmente independentes e a matriz Q = [1,,...,M,,,] é
inversivel. Neste caso, segue-se, do Lema A-2.2, que existe uma permutacao das

colunas de Q, Q = (Q;j);n, tal que Q; € C©™*" ¢é inversivel para i = 1,...,m.
Assim sendo, os nm vetores £; podem ser agrupados em m conjuntos disjuntos,
formados por n vetores linearmente independentes. Desta maneira, o resultado é
consequéncia do Lema 5.1. O

Note-se que os solventes fornecidos pelo Teorema 5.1 formam um conjunto
completo, pois a matriz de Vandermonde dos solventes coincide com o produto

Q diag ( G5l Ql‘,ll) :
Observacgao 5.1. Se o polinémio matricial P(X) admitir um solvente diagonali-

zavel S tal que S = QAQ™!, onde A = diag(A4,...,A,), entdo as colunas de () sao
vetores latentes de P(}).

Coroldrio 5.1. Se P()\) tiver mn raizes latentes, ndo necessariamente distintas,
e o conjunto dos vetores latentes a direita satisfizer a condigao de Haar (cada
conjunto de n vetores € linearmente independente), entdo ezistem exatamente (":l")

solventes distintos de P(X).

PROVA. Sejam &,,...,&,., Os vetores latentes a direita de P()) que satisfazem a
condigao de Haar, e seja &, ,...,&;, um subconjunto de n vetores latentes asso-
ciados as raizes latentes \;,,...,A;,. Segundo o Lema 5.1, se as matrizes ) e A

forem definidas por:

Q=& &, e A = diag(Xi, .-, A),

entdo QAQ~! é um solvente de P(X). Levando-se em conta que existem exat.

mn

) ) conjuntos distintos de raizes latentes, o coroldrio fica demonstrado. [

mente (

Corolario 5.2. Se P()\) tiver raizes latentes distintas, entio P()\) pode ser fa-
torado como um produto de fatores lineares.
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PROVA. A demonstracio é por indugio sobre o grau de P(X). Sem = 1,0
resultado é 6bvio. Se o coroldrio for verdadeiro para polinémios de grau m — 1,
levando-se em conta que P()) tem raizes latentes distintas, o Lema 5.1 mostra que
existe um solvente S de P(X), o qual, pelo Teorema de Bézout, satisfaz:

P()) = Q)M = ). (5.1)

Como Q(X) tem grau m — 1, segue-se, da hipotese de inducao, que Q(A) pode ser
fitwlﬁﬁmowrvduto*deffatﬁresflfirne&fesﬁbrss—irrmsendo,femgviLtudeJie,(j,L yo
resultado é verdadeiro para todo m. O

Definicao 5.1. Um conjunto de matrizes Ry, ..., fim ¢ chamado cadeia de sol-
ventes de P(X) se

P(\) = Ao(A — Ry)(M — Rp) -+~ (A — Rum).

Observagao 5.2. E importante ressaltar que, se Ri,..., R, for uma cadeia de
solventes, em geral s6 R,, é solvente de P(X) (ver Exemplo 3.2).

A cadeia de solventes permite generalizar o resultado classico dos polinémios
escalares, que relaciona os coeficientes do polinémio as fungoes simétricas de suas
raizes. O Teorema 5.2 fornece esta generalizacao, ainda que, no caso matricial, as
funcoes nio sejam, em geral, simétricas.

Teorema 5.2 ([11]). Se Ri,..., Rm for uma cadeia de solventes de
P(X)= X"+ A4 X" 4+ Am,
entao
Ar=—(Ri+ Ry + -+ Rn),
A= Y. RiR;

1<i<j<m

As=— Y,  RiR;Rx,
1<i<j<k<m
An=(=1)"RiRy - Rn.
PROVA. A demonstragao consiste em igualar os coeficientes de P()) e os de

(M — Ry)(AT = Rp) -+ (A — Ra). O
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5.1. Cadeia de solventes e bi-diagonalizacdo da matriz
companheira

Nesta secao, estuda-se a relagao entre a existéncia de uma cadeia de solventes
do polinémio matricial P(X) definido por:

PX)=X"4+ A4 X"+ 4 A,

e a possibilidade de bi-diagonalizar a matriz companheira associada a P(X) [21],
isto é, supoe-se a existéncia de uma matriz néo singular P € C™"*™" tal que

0 I 0 0

0 0 I 0 B 1

: 3 . : = p- P
0 0 0 YR | F é
~Am —Amor —Amoz o —A !

Para simplificar o enunciado e a prova dos resultados desta se¢ao, chama-se
Qm(X) ao polinomio P(X).5

Lema 5.2 ([21]). Seja R, um solvente de Qn(X) € sejam Cr, € J(Rp) as ma-
trizes definidas por:

0 I 0 0
0 0 I 0
Cm = : : (5.2)
0 0 0 I
_Am _Am—l _Am—2 —Al
1 0 0 0
It I 0 0
J(Rw)=| B0 Ra I 01, (5.3)
Rpt Rt Rp=d ... ]

8Nesta segao emprega-se a indugao no grau dos polinémios matriciais.



5. EXISTENCIA DE SOLVENTES 35

entao

R,| 10 -0
0
J(Rp) ' Cd (Bm) = | O

0

onde C,,_; € a_matriz companheira por blocos associada ao polinomio Qm-1(X),

o qual € definido por:
Qm(A) = Qm-1(A) (AT — Bm) -

PROVA. Levando-se em conta que

I
SR =] T I ) ,
 Ra I
a demonstracio decorre por meio de uma verificagao simples. O

O Teorema 5.3 proporciona uma condicao necessaria para a existéncia de uma
cadeia de solventes.

Teorema 5.3 ([21]). Se o polindmio matricial Qn(X) admitir uma cadeta de sol-

ventes Ry, ..., Rm, entdo a matriz Cp, € similar a matriz
R, [
R I (5.4)
Ry

PROVA. A demonstracao decorre por indugdo em m. Param = 2 o resultado é
$bvio. Se o teorema for verdadeiro para todo polinémio de grau m — 1, R,, é um
solvente de Qm(X), pois Ri, ..., Rm é uma cadeia de solventes de Qm(X). Assim,
o Lema 5.2 mostra que:

0

~| 0
Com . " (5.5)

0
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Sendo Ri,...,Rn_-1 uma cadeia de solventes de @Q,,—;(X), segue-se, da hipotese
de inducao, que

Rmoy 1

Coy~Fp_y = e . 5.6
1 1 R2 I ( )

Ry

Levando-se em conta (5.5) e (5.6), a afirmacao é verdadeira para m e, portanto, o
teorema fica demonstrado. O

A partir do Lema 5.2 e do Teorema 5.3, obtém-se que a matriz P, que trans-
forma C,, em F,, é dada por:

B = Jpdyuci =+ + Jay (5.7)
onde

Im = J(Rn)
Jm—l = dlag(‘[’ J(Rm—l))
Jm—o = diag(I,I,J(Rm-2))

Jo = diag(I,...,1,J(Ry)).

Como conseqiiéncia do Teorema 5.3 surge a seguinte pergunta: a similaridade
entre Cp, € uma matriz F,, como em (5.4), sera uma condicao suficiente para que
R,. seja solvente de @,,(X)? A resposta é fornecida pelo Teorema 5.4 com o
auxilio do seguinte lema:

Lema 5.3 ([21]). Sejam C,, e F, as matrizes definidas por (5.2) e (5.4) respec-
tivamente, e seja P, = (Pig-m))l € C™"X™" yma matriz inversivel, cujos blocos

R(jm) sdo matrizes de dimensdo n e o bloco P{™ € ndo singular. Se

C'm-Pm:-PmF‘m,

entao

(1) S, definido por S,, = PMR,. (Pl(;n))—l € solvente de P(X).
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(2) A matriz J(Sy) definida por (5.3) satisfaz:
AP | P PR P
0
J(Sm) ™" Pn = 0
. Pm—l
0
PROVA.
(1). Sendo Cp P = P, Fy, 0s blocos da primeira coluna de P,, satisfazem
P = P R,
P = PR = PV R,
: (5.8)
Pr(nl) = r(nm)l 1 Bm = = Pl(;n)Rm—l»
P™MR, = —AnP{Y — Am- 1P(”‘) ~ APPSR,
logo
PIMR™ 4 A PEVRE 4+ An P = 0. (5.9)
Multiplicando (5.9) a direita por (Pl(f‘))-l, obtém-se que S,, ¢ um solvente de
Qm(X)- O
(2). Da expressao de J(Sn)™! tem-se:
Pl(;n) Pl(;") P(m) Pl(:)
-5 p(m) P(m)
J(Sm)™t P = _SmP2l +P31
Pm-—l
5. P ‘"l’ 4 ptm
Assim sendo, de (5.8), segue-se que:
~SnP) + P = =P R+ PV B = 0,
—$nPSM 4 PGV = — PR + PYVR, = 0,
—SmP™, |+ P = — PR+ PVRRTY = 0,
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- afirmagao fica demonstrada. O

. --..wna 5.4 estabelece condi¢oes nas quais a reciproca do Teorema 5.3 é
verdadeira.

Teorema 5.4 ([21]). Sejam C,, e F,, as matrizes definidas por (5.2) e (5.4) res-
pectivamente, e seja P, = (P,-(]-m))r € C™ ™" yma matriz inversivel, cujos blocos
sdo Rgm) € C™*", Se

(1) Con P = PrF;

(2) PS™ € ndo singular;

(3) Para cada k=m —1,...,1, a matriz P, = (P{(jk))f € Ck*kn for definida

por:
Pl(f+1) P1(§+1) P1(§+1) P1(:1+1)
0
J (Sks1)™" Pegr = 0 ,(5.10)
. P
0
onde
Skar = PR (PEHD)T (5.11)

e Pl(f) € ndo singular,
entdo eziste uma cadeia de solventes Sy,...,Sym de Qn(X), onde S; € definido
por (5.11) para k = 0.
PROVA. A demonstracao segue-se por indugao sobre o grau do polinémio. Se
m = 2, o Lema 5.3 mostra que S, = P?'R, (Pl(lz))—1 é uma solugao da equagao
X%+ A1 X + A, =0, e como conseqiiéncia do Lema 5.2, tem-se:

J (521 CoT (S) = ( ) ) (5.12)

Q2(/\) = (/\I - Cl) (/\] - 52)-

Em virtude da hipdtese (1), verifica-se que:

i} R, I
Py1CyPy = ( . B ) (5.13)
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Além disso, das equacoes (5.12) e (5.13) segue-se que:

52 I -1 _ -1 Rg I
(0 C})J(Sg) P, = J(S2) P2(0 Rl)’
e portanto, o Lema 5.3 mostra que:

Ly (PP PR

J(52)” P2=\ 0 P(l)}'
11
-1
Uma vez que Cy = Pl(})Rl (Pl(ll)) — S, o teorema fica demonstrado para m = 2.

Supondo, por hipétese de indugao, que o resultado é verdadeiro param —1, 0
Lema 5.3 mostra que:

Sm = P Ry (PY)™

é um solvente de Q.,(X), o qual, em consequéncia do Lema 5.2, satisfaz:

Ro| 10 - O
0
J(Sm) " Cd (Sm)=| O .~
0

Seja Qm-1(X) o polinomio matricial cuja matriz companheira por blocos € Cin—1
Logo, a lambda matriz Qm-1(A) satisfaz:

Qm(A) = Qm-1(A) (AT = Rm) . (5.14)
Uma vez que, pela hipdtese (1),
P10 P = Fopy
é facil verificar que:
R.| I O 0 Sm| I O 0
0 0
J(Sm) ' Pn| O =| 0 J(Sm)™" P
Fm—l . Cm—l (515)
0 0
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Em conseqiiéncia do Lema 5.3, tem-se

P | P PEY ... P
0
J(Sm) ' P = 0 P : (5.16)
= m-—1
0

Como J (Spm)™ " Pn e P{™ sio inversiveis, segue-se que P,,_; é nio singular. Além
disso, aplicando as hipdteses do teorema e a equacao (5.15) tem-se:

(a) Cm-1Pm-1 = Pn1Fm-1;

(b) P™=Y ¢ nao singular;

(c) Para cada k =m —2,...,1, a matriz P satisfaz que Pl(f) é nao singular.
Assim, usando a hipétese de indugao, existe uma cadeia de solventes Ry, ..., Rm_1

de Qn_1(X). Combinando a cadeia de solventes de Q,,—1(X') com a equagao (5.14),
o teorema fica demonstrado para todo m. O

5.2. Co-solventes e diagonalizacao da matriz companheira

Esta secao ¢ dedicada ao estudo da existéncia de co-solventes do polindomio
matricial P(X) definido por:

PX)=X™+ AX™ 4+ Ap.

Em especial, mostra-se de que maneira a existéncia de um conjunto completo de
co-solventes afeta as propriedades da matriz companheira por blocos de P(X) [26].
No final da secao, obtém-se uma condigao suficiente para a existéncia de conjuntos
completos de solventes.

Lembrando a Defini¢ao 2.5, o par de matrizes (Q, R) é um co-solvente de P(X)
se () nao for a matriz nula e

QRm +A1QRm—l ++AmQ =0.
O Teorema 5.5 fornece uma condicao suficiente para a existéncia de solventes
e co-solventes do polinomio matricial P(X).

Teorema 5.5 ([26]). Seja C a matriz companheira por blocos de P(X) e seja D
a matriz diagonal por blocos definida por D = diag (Ry,..., Rx), onde R; € C™X™
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parai = 1,...,k. Se ezistir uma matriz inversivel P, com blocos P;; € €M™,
satisfazendo:

CP =PD, (5.17)

e se para algum 1 < 1 < k, acontecer que ny =T, entio (Py, Ri) € um co-solvente
de P(X). Além disso, se Py, for ndo singular, entao S = Py P! € um solvente de
P(X).

PROVA. Considerando que CP = PD, ao equacionar a [-ésima coluna, obtém-=se
que a matriz R satisfaz:

PmBRi= =Y Am-j+1Pi

J=1
PyRi = Piyu G=1,...,m—1),
e portanto,
Py = PuR;™ (i=1,..s5mM),

e - 5.18
PuRP = =3 Ay PuRI™". (5-18)

=1
Uma vez que P éinversivel, a matriz Py, é nao nula. Assim sendo, a equacao (5.18)
mostra que (Py, Ri) é um co-solvente de P(X).
Agora, se Py for inversivel, (I,PUR,PI’,I) = (I,Pg,Pl’,l) também é um co-
solvente de P(X) e, portanto, 5 = Py P é um solvente de P(X). O

Definicao 5.2. O conjunto {((Qi,Ri) ;1= 1,...,m} de co-solventes de P(X)
¢ chamado de conjunto completo de co-solventes, se a matriz

@ Q2 o Qm
W QlRl Qsz Qm&n
QiR @Ry~ -+ QmERT

for inversivel.

Observe-se que, se todas as matrizes Q; forem inversiveis e se as matrizes S;
forem definidas por:

S = Q:R:Q;! (Gi=1,...,m),

entdo o conjunto Sy, ..., Sm € um conjunto completo de solventes de P(X).
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O teorema a seguir, caracteriza os polinémios que admitem um conjunto com-
pleto de co-solventes.

Teorema 5.6 ([26]). O polindmio P(X) admite um conjunto completo de co-
solventes se, e somente se, a matriz companheira por blocos C de P(X) for similar
a uma matriz diagonal por blocos, isto €, se, e somente se, existirem:

(1) wma matriz diagonal por blocos D = diag (Ry,..., Rn) onde R; € C™*",
(2) uma matriz inversivel P = (P;;)], com blocos P;; € C™*"

satisfazendo:
CP = PD. (5.19)

Nestas condicées, {(Py;,R;) ; j = 1,...,m} € um conjunto completo de co-
solventes de P(X).

PROVA. Levando-se em conta que as condigoes do Teorema 5.5 estao satisfeitas,
entio, para cada j = 1,...,m, (P, R;) é um co-solvente de P(X). Para mostrar
que o conjunto de co-solventes é completo, observe-se que as igualdades em (5.18)
valem para todo [ e, portanto, as matrizes P e W coincidem.

Reciprocamente, se { (P;, R;) ; j=1,...,m} for um conjunto completo de
co-solventes de P(X), a matriz W associada ao conjunto € inversivel e, além disso,
verifica-se facilmente que:

CW = W diag(Ry,. .., Rs). =

Corolério 5.3. Seja P(X) um polindmio cuja matriz companheira por blocos C
satisfaz as condigoes do Teorema 5.6. Se, para j = 1,...,m, Py; for inversivel
entdo P(X) admite um conjunto completo de solventes definido por:

SjZngPI—jl (j=1,...,m).
PROVA. Supondo que P;; € inversivel, de acordo com o Teorema 3.3,
-1
S; = P2J'P1j
é solvente de P(X). Levando-se em conta que

P=V(S,...,Sn)diag(Pu,..., Pim),

onde P e diag (Pi1,. .., Pi.) sao inversiveis, segue-se que a matriz de Vandermonde
associada a Si,...,S, é nao singular. Logo, Si,..., S, é um conjunto completo
de solventes. O

Corolério 5.4. Se a matriz companheira por blocos C associada a P(X) for simi-
lar a uma matriz diagonal, entdo P(X) admite um conjunto completo de solventes.
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PROVA. Seja P € C"™*™™ uma matriz inversivel tal que
CP = Pdiag(M1,---sAmn)-

Pode-se supor, sem perda da generalidade (Lema A-2.2), que os blocos diagonais
de P sio inversiveis. Como a prova do Teorema 5.5 mostra que:

_ p .pi-1
P{j — Pl] R] 3
onde R; é uma matriz diagonal, e uma vez que, para j = 1,...,m, P;; éinversivel,
as matrizes P,; sao nao singulares, assim sendo, o resultado é uma consequencia
do Teorema 5.6. O

Observe-se que o Corolario 5.4 estende o resultado do Teorema 5.1 pois, se
todas as raizes latentes de P()\) forem distintas, entao C é diagonalizavel.

6. Interpolagao

Esta secao é dedicada ao estudo da existéncia de polinémios matriciais inter-
polantes, e com este objetivo, generaliza-se o conceito de polinémios fundamentais.
No final da secio, os polinémios matriciais fundamentais sao utilizados para me-
lhorar alguns resultados obtidos na Secao 4. Os resultados contidos nesta segao
sio essenciais para a demonstragao da convergencia do Algoritmo ITI-5.1.

Dados z1,...,Zm € C distintos, os polinémios m;(z) sao os polinémios fun-
damentais da teoria de interpolagao se satisfizerem m;(z;) = bij. Estes polino-
mios sao muito empregados, pois formam uma base do subespago dos polinomios
de grau m — 1.

Definicao 6.1. Os polinémios matriciais My(X),...,Mn(X), de grau m — 1,
sio chamados de polinémios matriciais fundamentais associados as matrizes
X100y Xm € €M7 se

M.~(XJ-)=6,-J-I (i,j: 1,...,m).

No espago dos polinémios matriciais, os polinémios fundamentais nao exis-
tem para qualquer conjunto de matrizes Xi,...,Xm; o Teorema 6.1 fornece uma
condicao sobre as matrizes Xi,..., X,. que garante a existéncia e unicidade dos
polinémios matriciais fundamentais, enquanto que o Teorema 6.2 estabelece uma
propriedade adicional para os polinémios M;(X).
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Teorema 6.1 ([11]). Dados m > 2, m € IN, e um conjunto de pares de matrizes
quadradas {X;,Y; ; 1 = 1,...,m} de dimensdo n, eziste um inico polinomio
matricial de grau m — 1
m—1
P(X)= Y Amra X'
=0
e um tnico polinomio matricial monico de grau m

Py(X) =3 BpiX'
I=0

tais que
Pi(X;)=X (i=1,...,m),
PQ(X;):Y,' (i=1,...,m),
se, e somente se, V(X1,...,Xn) for ndo singular.

PROVA. A demonstracio segue-se da definigdo da matriz de Vandermonde por
blocos, pois as equagoes

P(X;)=Y; (i=1,...,m),

podem ser escritas como
(Am—ty-- s AV (X1, .., X)) = (N, V). (6.1)
Levando-se em conta que V(X,,..., X,,) € inversivel, os coeficientes Ao, . . ., Am-1

podem ser determinados a partir do sistema linear (6.1).
Um raciocinio analogo mostra a existéncia do polinémio matricial P(X). O

Observe-se que a condigao do teorema acima nao impoe restri¢ées as matrizes

Yi,..., Y.

Se S1,...,Sm for um conjunto completo de solventes de P(X), entao o Teo-
rema 6.1 mostra que, para cada i = 1,...,m, existe um tnico polinémio matricial
Mi(X) = orot AY_ | X! tal que, para j = 1,...,m, Mi(S;) = é;1. Contraria-
mente ao expresso em [11], podem existir outros solventes de P(X) que nao sejam
ao mesmo tempo solventes de M;(.X'), como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 6.1. O polinémio matricial

. 1 0
X —<2 —1)
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tem como conjunto completo de solventes as matrizes

1 0 ( -1 0
&:<pdi) ¢ &—<4+i—J’

cujos polinémios matriciais fundamentais associados sao:

—0.2 251 0.75 — 0.25¢ ;
M(X)=(_gnif?miz 0.75 — 0.25% ,+(05 0)

25—+0:75t—0.75—0.751 005

[ 025-025i —0.75+0.25i 05 0
May(X) = ( 0.25 - 0.755 —0.75 + 0.754 ) A% ( 0 05 ) '

Entretanto, Sz = < ) +i. _2 ) é um solvente de P(X) mas nao é de M;(X) nem
de M,(X).

De fato, entre as matrizes S1, .- -, S, a tnica que nao € solvente de P(X) ede
M;(X) é S;, mas isto resulta 6bvio a partir da definicao dos polinomios madtriciais
fundamentais.

Teorema 6.2 ([11]). Se X1,...,Xm € C™*" for um conjunto completo, entao
ezistem os polindmios matriciais fundamentais

—

m—

Mi(X)= 5 AW, X! (i=1,...,m)

=0
associados 4s matrizes X1,..., Xm. Além disso, se V(X1,... CXic, Xigry oo s Xm)

for inversivel, entao Ag) ¢ ndo singular.

PROVA. Sendo V(X1,...,Xm) inversivel, o Teorema 6.1 mostra que existem os
polinémios matriciais fundamentais Mi(X),...,Mn(X) associados as matrizes
D CTPT, ¢ Fixando 1 <2 < m e aplicando novamente o Teorema 6.1, desta
vez as matrizes Xi,. .., Xicls Xidly--+s X, existe um unico polinomio matricial
monico N;(X) de grau m — 1,

m—2 .
Ni(X) = X"+ 3 Nl XY
=1

tal que Ni(S;) = 0 para j # 1. Seja Q:(X) o polinémio matricial definido por:
Qi(X) = Ni(Si)Mi(X).
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Levando-se em conta que Q;(X) e N;(X) tém grau m — 1 e que

Qi(S;) = Ni(S;) Jj=1...,m),

a unicidade do polinémio interpolante estabelecida pelo Teorema 6.1 mostra que
os polinémios Q;(X) e N;(X) sao idénticos. Assim sendo,

Ni(X) = N; (Si) Mi(X); (6.2)
igualando os coeficientes em (6.2) tem-se que:
= Ni(S)Af,
e portanto, Ag‘) é nao singular. 0

O Teorema 6.3 mostra que os polinémios matriciais fundamentais, como os
polinémios fundamentais no caso escalar, geram o subespago dos polinomios ma-
triciais de grau m — 1.

Teorema 6.3 ([11]). Seja Xi,..., X, € C**™ um conjunto completo de matrizes
e sejam My(X),..., Mn(X) os polinomios matriciais fundamentais associados as
matrizes X1, ..., Xm, entdo para qualquer polinomio matricial

QX)= Y Buy X!

=0
tem-se:
=" Q (X)) Mi(X).
=1

PROVA. Seja N(X) o polinémio matricial definido por:

ZQ ) Mi(X).
Os polinémios matriciais Q(X) e N(X) tém grau m — 1 e, além disso,
N(X;) =Q (X)) (i=1,...,m).
Uma vez que a matriz V (X, ..., X ) € ndo singular, o Teorema 6.1 mostra ane o

polinémio interpolante é tinico, desta maneira o teorema fica demon:

Levando-se em conta que uma lambda matriz € um polinémio matricial onde
a variavel é da forma A, do Teorema 6.3 obtém-se imediatamente o seguinte
corolario.
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Corolario 6.1. Seja Xi,...,Xm € C™" um conjunto completo de matrizes e
sejam My(X),..., Mn(X) os polinomios matriciais fundamentais associados as
matrizes X4, ...,Xm, entao para qualquer lambda matriz
m—1
= Z Bm—l—l’\la
=0
tem-se que:

QN = > Q(Xi) Mi(X).
1=0

Usando os polinémios matriciais fundamentais pode-se obter uma nova carac-
terizagao dos solventes de P(X) em fungao dos solventes de P(X). Considere o
polinémio matricial monico

P(X)=X"4+ A4 X™ "+ + A
Teorema 6.4 ([11]). Seja S, .., Sm um conjunto completo de solventes de P(A)

e sejam My(X),...,Mn(X) os polznomzos matrzczazs fundamentais associados as
matrizes Sy, ..., Sm. Se V(S1,...,8i-1, Sit1y+-+rOm) for nao singular, entdo
M(X)X — S:Mi(X) = A P(X). (6.3)

PROVA. Seja Q;(X) o polinémio matricial definido por:

Qi(X) = (AD) T (M(X)X = SiMi(X)) -

Levando-se em conta que V(Si,...,Sic1,Si1-- ,Sm) € inversivel, o polinémio
Q:(X) estd bem definido. Como

Q,-(S,-)zO (j:]'""3m)a
em virtude da unicidade do polinémio interpolante, Qi(X) e P(X) coincidem e,
portanto, o resultado é verdadeiro. O

Um resultado anterior (equagao (4.4)) mostra que, se R; for um solvente de
P(X), entdo existe um unico polinémio matricial F3(X), moénico e de grau m — 1,
tal que

P(X) = F(X)X — RiFi(X). (6.4)

Além disso, provou-se que, se S; for um solvente de P(X) tal que F;(S;) é inversivel,
entao

R; = F(S,)S,F(S,)_l

Comparando (6.3) e (6.4) tem-se o seguinte corolario:
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Corolério 6.2. Seja S,...,Sn um conjunto completo de solventes de P(X) e
sejam Mi(X),....Mn,(X) os polindmios matriciais fundamentais associados as
matrizes Sy,...,Sm. Se V(S1,...,Si—1,Si41,-..,Sm) for ndo singular, entdo

R (49)™ 540
¢ um solvente de P(X).

ProvA. O Teorema 6.4 mostra que:
Mi(X)X = SiMi(X) = A3 P(X);
em virtude da unicidade do polinémio cociente, tem-se que:
F(x) = (AP)™ Mi(X),

e portanto, o corolario é verdadeiro. O

7. Avaliagao de polindmios matriciais

A avaliacio de polinémios matriciais ndo é um assunto muito estudado. Os
algoritmos utilizados sao extensées daqueles empregados no caso escalar. Nesta
secio, consideram-se dois destes métodos, para os quais sao fornecidas as suas
correspondentes analises de erros.

O primeiro método para avaliar o polinémio matricial
P(X) =3 ApaX'
=0
é definido por:
Algoritmo 7.1.

By = A
BkZAm_ka-I-Bk_l (k:l,...,m).

O segundo método, chamado de algoritmo de Horner, ¢ definido por:
Algoritmo 7.2.
Bo = A()
By = Bi_1 X + Ax (k=1,...,m).
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A comparacao entre os dois métodos pode ser realizada levando-se em conta
dois aspectos principais: primeiro, considerando o nimero de operacoes (flops)
necessarias e segundo, analisando a estabilidade. No que diz respeito ao numero
de flops, o método de Horner € o mais econémico pois requer m multiplicagoes
matriciais, enquanto que, o Algoritmo 7.1 precisa realizar no minimo de 2m — 1
multiplicagoes matriciais. Além disso, os resultados parciais do Algoritmo 7.2 (as
matrizes By) podem ser utilizados para calcular a derivada de Fréchet de P(X),

diminuindo assim o custo un1xputacionakne—eé,leu—lofdafdeniyada_Qesj,gdmdaesta-—
bilidade consiste em estimar, a priori, os erros introduzidos pelo arredondamento
nas operagoes. E conhecido que, no caso escalar, o Algoritmo 7.2 é mais estavel
do que o Algoritmo 7.1; no caso matricial, o resultado é igualmente significativo.

algoritmo | espago adicional | nimero de flops

7.1 3n? m(m — 1)n®
7.2 2n? : mn3
TABELA 7.1

A literatura (35, 41] apresenta algumas modificagdes do método de Horner
que efetuam a avaliagao de um polinémio matricial com um ntimero menor de
operagoes, porém, estes algoritmos sao restritos a polinomios cujos coeficientes
sao multiplos da identidade (A; = A com A; € C). Ate agora, nao se conhece
nenhum algoritmo mais eficiente que o algoritmo de Horner para avaliar polinomios
matriciais, isto ¢, nenhum método realiza a avaliacdo de um polinémio matricial
P(X) arbitrario, com menos de m multiplicagoes matriciais.

7 1. Anéalise do erro de arredondamento

Nesta secao, descreve-se a propagacao dos erros de arredondamento na avalia-
¢ao de um polinémio matricial tanto pelo Algoritmo 7.1 quanto pelo Algoritmo 7.2.

Se o simbolo fI(z) denotar o representante em ponto flutuante do numero ,
a unidade de arredondamento p € definida como o maior nimero ¥y tal que

fll+y) =1
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Se ¢ for a precisio da maquina em ponto flutuante, o valor de u é %e. Em aritmética
real tem-se:

fl(zy % z2) = (21 % 22) (1 + 6) 6] < u,

onde * representa alguma das operagbes soma, subtragao, multiplicagao ou di-
visdo, e fl( * ) denota a operacao * realizada em ponto flutuante. Em aritmética
complexa [42] tem-se um resultado analogo:

fl(z1 £ 2) = (21 £ 22) (1 4 6) 18] < m,
fl(z1-2) = (21- 22) (1 4 6) 8] <2v2u +0 (#),
Fl(z1+22) = (21 + 22) (1 + 6) 6] < 5v2u + O (u?).

Uma analise do erro no estilo de Wilkinson [45] permite mostrar o seguinte
resultado para o erro de arredondamento cometido na soma e na multiplicagao de
matrizes.

Lema 7.1 ([9]). Se A, B € C™*", entao

fl(A+B)=A+ B+ Ey, |Eill S pl|A+ B|g

JU(AB) = AB + By, | Ball - < 2v2np||All 1Bl + O (7)) -

PROVA. A afirmacao sobre o erro cometido na soma de matrizes € uma consequén-
cia da estimativa da soma de dois nimeros complexos.

A analise do erro cometido no produto é um pouco mais complicada. Em
primeiro lugar, considere o problema de calcular

n = A,

onde A = (a;;)] é uma matriz de dimensdo n e n = (n;)] e £ = (§;)] sao dois
vetores coluna. Logo,

;= Zaijfj + ¢;
1=1

onde

1] < 2v2p

nan€, + Y (n—j+2)aij§;
=2

< 2Vanp (}: jas| \e,-i) .
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Assim sendo, tem-se a seguinte estimativa para a norma euclideana do vetor ¢:

ICI3 < 8n2u” 1A 1417 - (7.1)
Aplicando (7.1) a cada coluna da matriz B, obtém-se a estimativa para o erro na
multiplicagao de matrizes. O

Com o auxilio do Lema 7.1, pode-se mostrar o seguinte teorema sobre o erro

de arredondamento na avaliagao do P(X):

Teorema 7.1. Se o polindmio matricial P(X) for avaliado empregando o Algo-
ritmo 7.1 ou o Algoritmo 7.2, entdo

fI(P(X)) = P(X) + E,

onde

1E|y < ((mn 1) ﬁ;luAm-zuF X1 +'"Z At nxn‘p) +0(2).

PROVA. Se P(X) for avaliado pelo Algoritmo 7.1, sejam B,,..., B, as matrizes
definidas por:

By = Ao
B, = Br1 X + Ak (k=1,...,m),
entao
[1(Bi) = B+ B + O(p?),
onde

1B < p ((Mn +1) 2 U Amatll 1X1) + z Al uxu‘) +0().
l=1 =0

A prova é obtida por indugao em k. Para k = 1 o resultado é verdadeiro; se a
afirmacao for verdadeira para k, o Lema 7.1 mostra que:

71 (Birs) = LU (F1(Br) X) + Arna)
= f1(f1((Be + Bx) X) + Arn)
= Biy1 + By + By + Ei X,
onde
1B < 2v2nu || Be| 1X]
NESN < o (| e | 11 + N Awsall) -
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Usando uma estimativa para an ” o teorema resulta verdadeiro. |

Mesmo que a estimativa do erro seja a mesma para os dois algoritmos, em
funcio do nimero de flops envolvidos, é de se esperar que em geral o erro produzido
pelo Algoritmo 7.2 seja bem menor do que aquele do Algoritmo 7.1.

8. Aplicagoes

Esta secao é dedicada a mostrar as aplicagdes dos conceitos definidos nas segoes
precedentes. Com este objetivo, os solventes, co-solventes e cadeias de solventes
sao empregados para descrever as solugoes de equagoes matriciais de diferengas e
diferenciais [21, 25, 26].

Associada a equacao de diferencas

> ApoiXip =0, (8.1)

=0

tem-se o polindomio matricial P(X) definido por:
P(X) =Y AmaiX'. (8.2)
1=0

O Teorema 8.1 mostra que os conjuntos completos de solventes ou de co-solventes
podem ser utilizados para definir um conjunto gerador do espago de solugoes da
equagao de diferengas (8.1).

Teorema 8.1. Se S;,..., Sy, for um conjunto completo de solventes do polinomio
matricial P(X), entdo as sequéncias

IXP =5 ; £=0,1...} li=L...

geram as solugées da equagao (8.1).
Se (Q1,R1),...,(Qm,Rm) for um conjunto completo de co-solventes de P(X),

entdo as sequéncias

{Xlg‘):QlRf' :k’:O’l} (2:1 _____ m)’

geram as solugoes da equagdo (8.1).
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PROVA. Se Si,...,Sn for um conjunto completo de solventes, segue-se, para cada
i=1,...,m, que a seqiiéncia:

(XO =8k, k=0,1...}

¢ uma solucao da equagao (8.1), pois

3 A = (3 AniSt) SE =0,
=0 \l:O /

Seja {Xx ; k = 0,1...} uma solugao particular da equagao (8.1) e sejam
0, ..., 0, matrizes tais que
Q] X()
0y X,
V(Si,...,Sm) : = : : (8.3)
Qm J\Im-l
Sendo V(S1,---,5m) inversivel, existe uma tnica solugao de (8.3) e, portanto, a

seqiiéncia {Yy = Sfh + -~ + SkQ,. ; k=0,1...} é uma solugao da equacao de
diferencas (8.1) com condigoes inicials:

Yi = Xi (k=0,...,m—1),

logo, o resultado é uma conseqiiéncia da unicidade da solugao da equagao de
diferencgas (8.1).
A prova da segunda afirmagao ¢ semelhante aquela da primeira parte. a

O Teorema 8.2 é o analogo do Teorema 8.1 para a equagao diferencial
3 Ama YW =0, (8.4)
=0

onde Y = Y(t) e Y ¢ a derivada de ordem [ de Y em relacao a t.

Teorema 8.2. Seja P(X) o polindmio matricial definido em (8.2).

(1) Se Si,...,Sm for um conjunto completo de solventes de P(X), entao as
fungoes

Xi(t) = & (t=1,...,m),

geram as solug¢oes da equagao (8.4).
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(2) Se (Q1,R1),---+(Qm,Rm) for um conjunto completo de co-solventes de
P(X), entdo as fungoes

Xi(t) = Qi (i=1,...,m),
formam uma base de solugoes da equagdo (8.4).
PRrROVA. Sendo ad—tQ,- etfi = Q; R; et a demonstragao é completamente analoga a

prova do Teorema 8.2. O

O Teorema 8.3 mostra como empregar uma cadeia de solventes do polinémio
matricial P(X) para obter uma solugao da equagao diferencial nao homogénea

i Am YO = F(1) (8.5)

quando Ag = I.

Teorema 8.3 ([21]). Seja P(X) o polindmio matricial ménico associado a equa-
cdo (8.5), e seja Ry,..., Rm uma cadeia de solventes de P(X), entdo a solugdo
da equagdo (8.5) com condigoes iniciais

Y(O(0) =Y (I=0,...,m—1),

€ dada por:

t
Y(t) = etRmBl + / e("t‘)R"‘et‘R"‘“Bz dt1 RLE
0

t t trn—
+/ /‘.../'" ? (t=t1)Rm o(t1=t2)Rm—1 _ o(tm—2—tm-1)R2
0 Jo 0

etm=1Fi B dt . 1 dtm_s ... dt

t tm—1
// / t —t1)Rm elti= t2)Rm—1 -.e(tm—l—tm)Rl

m) At Aty ... dty,
onde
B Yo
B |_ | %
Bm ,rn—l

e P, ¢ a matriz (5.7) fornecida pelo Teorema 5.3.
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PROVA. A demonstracao consiste em aplicar o Teorema 5.3. Usando a trans-
formacao {Y()(t) = Viqa(t) 5 1=0,...,m— 1}, e definindo

Vi
Va
vi)=1| . |-
Ven
a equacio (8.5) é equivalente ao sistema:
0 I 0 o0 0
0 0 1 0 0
Vi) =| : C v+ L s @6

0 0 0 R ‘
S S Fit)

com condicdes iniciais {Vi(0) = Y., ; L =1,...,m}. Sendo Ri,. .., Rmn uma
cadeia de solventes, o Teorema 5.3 mostra que a matriz companheira por blocos
de P(X) é similar a uma matriz bi-diagonal por blocos, isto é, existe uma matriz
inversivel Py, tal que

0 1 0 0
0 0 I 0 B 1
: : : “ : = Pn R I |
0 0 0 e I @ R
_Am —Am—l _'Am—Z e _Al !
Definindo
0 0
0 0
Z(t) = P;'V(t), B= P'V(©0) e W(t)=Pn ‘ = ' ,
F(t) F(t)
o sistema (8.6) pode ser escrito da seguinte forma:
Zil) = RmZI + Z2
Zél) = Rm-1Z2+ Z3
(8.7)

ZW) = Ry Zp + F().
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Como a iltima equacao nao depende das anteriores, as equacoes em (8.7) podem
ser resolvidas de baixo para cima. Como a matriz P, é triangular superior por

blocos e PI(I") = I, segue-se que Z;(t) = Vi(t). Assim sendo, o resultado fica
demonstrado. O

O Teorema 8.4 emprega uma cadeia de solventes de P(X) para fornecer uma
solugdo da equacao de diferencas nao homogénea

Y AmeiXipt = Fe. (8.8)
=0

Teorema 8.4 ([21]). Se Ry,..., Rm for uma cadeia de solventes de P(X), entdo

a solucdo da equagdo (8.8) com condigdes iniciais

Xi=Y; (k=0,...,m—1),

wada por:

k-1
k k—ky -1 pk
Xy =REBi+ > RMTIRY_( By - -
k1=0
k=1 k-1 km—2-1 " .
k—ky—1 —ky— km—2—km-1-1 rrii—
+ 3, Y e 3 REh-ighichel || pimes—Sa-t—lR imes
k1=0k2=0 km_)=0
k=1 kj-1 km-1-1

T SRR D i) Ll e O
k=

k1=0 k=0
onde
B, Yo
B | _ .| %
Bm Ym—l

e P, € a matriz fornecida em (5.7).

PROVA. A demonstragao € analoga aquela do Teorema 8.3. O

O Teorema 8.5 apresenta um outro problema cuja solucao pode ser fornecida
a partir do conhecimento dos co-solventes de um polinémio matricial.

Teorema 8.5 ([25]). Dada a equagdo diferencial

S A Y = 0 (8.9)
1=0
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considere o problema de valores de contorno
BY (b)) -Y(0)C =E

onde b € um real positivo e B, C e I sao matrizes quadradas. Se (Q, R) for um
co-solvente de P(X) tal que

o (BQe™) no (QC) =0,

e
Enitao

Y(t) = Qe'fD
¢ a solucdo de (8.9), onde D € a inica solugao de
BOLPZ — ZQC = B, (8.10)
ProVA. Considerando o Teorema 8.2, mostrar que a fungao
Y(t) = Qe'"D
é a solucio da equagao (8.9) que satisfaz:
BY (b) - Y(0)C = E,
é equivalente a mostrar que a matriz D satisfaz
BQe’D — DQC = E.

Desde que BQe*" e QC nao tenham autovalores em comum, o Teorema A-1.3
mostra que a solugao de (8.10) é tinica e, portanto, o teorema fica demonstrado. [

Observe-se que os solventes de um polinémio matricial também podem ser
empregados para resolver a equagao diferencial

S A€ =0, (8.11)
=0
onde & é uma fungao vetorial, pois se S for um solvente de P(X) com
P(X)=)_ A X,
=0

entio a funcio e'n é uma solucao de (8.11) para todo m € C™*". Se todos os

autovalores de S forem em médulo menores do que um, a existéncia de raizes la-

tentes de P(X) com médulo maior que um, nio afeta as propriedades das solugoes
St

e’ tn.
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Capitulo III
Métodos para o calculo de solventes

O Capitulo IIT é dedicado ao estudo de alguns dos métodos usados para a
resolugao da equagao

PX) =Y AmaX'=0.
=0

Os algoritmos descritos neste capitulo sdo: método de Jordan, método de Newton,
método de Newton modificado, métodos para solventes dominantes, algoritmos
para polinomios com coeficientes triangulares e triangulares por blocos. Para al-
guns métodos, estudam-se variantes com o objetivo de melhorar as suas proprieda-
des. Para outros, analisam-se casos particulares com o intuito de descrever melhor
o comportamento do algoritmo considerado. No final do Capitulo, os métodos
apresentados sao comparados levando-se em consideracao o numero de operagoes,
condicoes de convergéncia ou de aplicagdo e, principalmente, a possibilidade de
verificar estas condigdes quando os algoritmos forem aplicados para resolver um
determinado problema.

59
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1. Método de Jordan

Nesta secio, apresenta-se uma forma de calcular solventes e co-solventes do
polinémio matricial

= i AmaX'=0

1=0
que utiliza a decomposicio na forma de Jordan de um solvente S de P(X) [15].

Algorltmo 1.1. Seja S um solvente de P(X), seja J a sua forma canénica de
Jordan e seja Q uma matriz inversivel tal que S = QJQ~'. Assim sendo, a matriz
@ é uma solugao da equagao

iAm_IQJ‘ =0. (1.1)
=0

Se a matriz J for conhecida, o sistema (1.1) é equivalente a equacao

(i (J‘)'@Am_z) v(Q) = Cv(Q) =0. (1.2)

1=0

Uma vez que J é uma matriz triangular superior, a matriz de coeficientes
da equacao (1.2), C, é triangular inferior por blocos. Levando-se em conta que
os elementos da diagonal da matriz J sao raizes latentes de P()), os blocos da
diagonal de C' sao matrizes singulares Desta maneira, o sistema (1.1) tem solugao
e, portanto, o Algoritmo 1.1 é mais util para calcular co-solventes que para fornecer
solventes. Se alguma solucao do sistema (1.1) for inversivel, entao QJQ~" é um
solvente de P(X). A singularidade da matriz C pode ocasionar erros consideraveis
no calculo numérico das solugdes de (1.2) devido ao mau condicionamento (ver

Wilkinson [45]).

Exemplo 1.1. Considere o polinémio matricial

(20 3 3\, ,( 4 -6
P()‘):(o 6>X2+<—2 IS)X (—4 24>’

pode-se mostrar que as raizes latentes de P(X) sao A\; = —0.624022 + 0.948946 <,
Ao = A, A3 = —1.62598 + 1.41694 7, Ay = A3. Para determinar se existe um
solvente com autovalores A; e A3, € suﬁc1ente estudar as solugoes dos sistemas

1.10574 4+ 0.478186 7 —4.12793 — 2.84684 2 g _ g
—2.75196 — 1.89789 7  9.70103 + 9.97508 2 g1 |
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e

0.394258 — 4.96482 1 —1.12207 — 4.25081 2 Q12 \ _g
_0.748044 — 2.83387 1 —1.45103 — 2.14203 i g2 |

Pode-se observar que, uma solugao dos sistemas acima deve satisfazer
21 = (0.235669 — 0.0466885 1) qn e g2z = (—1.069 — 0.374928 1) q12,

logo, escolhendo adequadamente gi1 € 12 resulta que a matriz S definida por:

g = —0.75+1.10103¢  0.637386 — 0.519062 2
= | 0.191692 — 0.115347 2 1.5+ 1.264851 ’

é um solvente de P(X).

Este algoritmo é numericamente “instavel”, pois envolve a solugao de um
sistema linear cuja matriz de coeficientes é singular. O método é ainda mais
perigoso quando o polinémio matricial possui raizes latentes muito proximas; no
exemplo acima, isto se refletiria nos cocientes 4t e 12, os quais seriam muito

. 921 q22
parecidos.

2. Método de Newton

O método de Newton é um conhecido algoritmo para calcular raizes de equa-
coes algébricas em geral, e polinomiais em particular. Este método foi generalizado
em [28] para calcular zeros de operadores entre espagos de Banach, no entanto, a
demonstracao de sua convergéncia ¢ bem mais simples quando sao consideradas
somente equagdes polinomiais matriciais (29].

O método de Newton define uma seqiiéncia de matrizes { X1, Xz, ...} a partir
de uma aproximagao inicial Xo, usando o seguinte algoritmo:
Algoritmo 2.1. Dado Xo, define-se (X1, X2, ...} por:
Xig1 = Xi — Qs com P(X)) (@) = P(Xi), (2.1)
onde P{X;) é a derivada de Fréchet do polinémio P(X) em X; (ver Secao I1-3).

O Teorema 2.1 estabelece as condigoes nas quais o Algoritmo 2.1 converge.
Estas condicoes, analogamente ao que acontece no caso escalar, requerem que a
derivada seja um operador inversivel nas proximidades do solvente, e que a apro-
ximacao inicial esteja suficientemente préxima da solugao. Com estas hipoteses
obtém-se uma sequéncia que converge quadraticamente ao solvente.
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Teorema 2.1. Seja S € C™*" um solvente simples de P(X). Se Xo € C™*"
estiver suficientemente prozimo de S, entdo a sequéncia {Xo, X1, ...} definida
pelo Algoritmo 2.1 converge a S. Mais precisamente, seja €o = || Xo — S|| € seja
6 um nimero positivo suficientemente pequeno tal que

0 <o =inf {|P(X)[H]|: |HF=1IX =Sl < 5.

Neste caso, se

€0 =< € = min {6, a,@'l} ; (2.2)
onde
B =21+ |IS]F)" e v=_max_ {[lAn-dlr},
entao
nglo X;=8. (>
Além disso, parar =1,2,..., tem-se que
1Xi = Sllp < 21X - I (2.4

PROVA. Dado o solvente S de P(X), define-se b = 1+||S|| e B =B(S5, €).' Para
todo X € B tem-se ||.X|p < be, além disso, para todo H € €™**",

|Px) (H)] . > « || Al

Como a > 0, a derivada de Fréchet de P(X) é regular em B e, portanto, a fungao
Q(X) = P{X)™'[P(X)] est4 definida em B. Para cada X € B seja ®(X) a funcao
definida por:

(X)) =X —Q(X).
Levando-se em conta que S é solvente de P(X), o Teorema II-3.1 e a equagao (2.2)
mostram que:

19(X) = S|lp = | X = $ = PLX) [P(X))] .
<~ |PLx) (X - 81 - P(Y, = P(9)] (2.5)
<Dyx - s,

1B (S, €0) ¢é a bola fechada de centro S e raio ¢p.
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A prova de (2.4) segue-se por inducao em z. Por hipdtese, Xo € B e, portanto, X;
esta definida. Seja ¢ = geo, sendo, por definicao, ¢ < 1, segue-se. de (2.5), que

1% = Sllr < 21X = S} < con < 0

Supondo que a afirmagao (2.4) é verdadeira para ¢, tem-se que X; € B e, portanto,
X4, estd definida. Em virtude de (2.5),

1Xiar — Sl = 12(X0) = Sl < S 1% = ST

Como 4
- 1X: = S|IF < eoq | Xi = Sllp < €0g' ™,

a afirmacio (2.3) é uma conseqiiéncia de (2.4), pois ¢ < 1. O

A seguir, realizam-se alguns comentarios sobre a implementacao do algoritmo
de Newton.

2.1. Consideragoes sobre a aplicacao do método

Alguns pontos devem ser esclarecidos quanto a utilizagao do método de
Newton. Em primeiro lugar, o Algoritmo 2.1 tem um ponto critico na escolha
de X,. No caso escalar, muitas vezes é possivel obter uma boa aproximagao ini-
cial empregando um método de primeira ordem, como por exemplo, o método
de bissecao. Porém, no caso matricial, métodos de primeira ordem nao tém sido
estudados. Em conseqiiéncia disto, na implementagao do algoritmo de Newton,
alguns autores foram obrigados a proporcionar uma aproximagao inicial empirica,
sem a existéncia de regras precisas para esta escolha (9, 29). Em geral, e por mo-
tivos desconhecidos, tem-se preferido iniciar a iteracio com um Xop multiplo da
identidade, isto €,

Xg =kl

Se o polinémio for ménico, em [29] propoe-se escolher k como sendo:

m—1
k = max {1, S ||Am_;||F} ,
=0
e quando m = 2, em [9] propde-se definir k por:

_ 1Bl +VIBIE + 414l €1l
2114l |

k
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Em ambos os casos, a constante k é uma estimativa da norma de qualquer
solvente de P(X). Sendo a norma de uma matriz uma estimativa do seu raio
espectral, pode-se supor que o objetivo € estimar o raio espectral da matriz com-
panheira por blocos C de P(X). Assim sendo, qualquer outra estimativa do raio
espectral de C poderia ter sido utilizada. Uma vez que nao existe um critério
para a escolha de k, nenhum teste neste sentido foi realizado. Além disso, nao €
possivel garantir a convergéncia, nem mesmo quando o espectro da matriz C' for
conhecido.

Um outro aspecto delicado na aplicagao do Método de Newton ¢ o calculo da
correcio Q;. Aqui devem ser mencionadas duas dificuldades a serem cuidadosa-
mente estudadas. A primeira é a avaliagdo de P(X;) (ver Secao II-7), e a segunda
é a inversio de P X;). A singularidade da derivada de Fréchet foi estudada na
Secao I1-3.2.

E pouco o que pode-se dizer em relagio aos métodos para a resolucdo do
sistema linear (2.1) que define a corregao Q;. Em cada caso, devem ser analisa-
das as caracteristicas especiais do sistema, para assim escolher um meétodo que
possa aproveitar estes aspectos, pois trata-se de resolver um sistema de ordem
n?. Quando nenhuma particularidade for conhecida, pode-se utilizar o método
de Gauss, por exemplo, para o qual sdo necessarias multiplicacées da ordem de
in® Uma forma de reduzir o numero de operacoes realizadas quando m = 2 ¢
estudada na Secao 2.2. Quando m > 2, pode-se reduzir o nimero de operagoes
na triangularizagio da matriz de coeficientes do sistema (2.1), observando que a
matriz P{X) pode ser transformada em uma matriz triangular por blocos (Teo-

rema I1-3.4). Uma descrigio detalhada deste método encontra-se na Secao 2.3.

O ndmero de operagoes requeridas para a avaliagao do polinomio e para o
calculo da matriz P*(X;), dependera necessariamente do método empregado. Se
o método de Horner for utilizado, sao necessarios da ordem de mn® flops para
avaliar P(X;). A partir dos resultados parciais do Algoritmo I1-7.2, sdo requeridos
(m — 1)n* + (m — 2) n® flops para calcular P(Xj).

O espaco de memdria requerido depende muito das caracteristicas do poli-
némio considerado. Para um polinémio geral e usando o método de Gauss para
resolver o sistema linear, sao necessarias da ordem de n*(n? + m) palavras adi-
cionais.
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9.9. Calculo da correcdo @;. Polinémios de segundo grau

Nesta secao, apresenta-se uma forma de construir e resolver o sistema linear
que determina a corregao Qi quando m = 2 [9]. Se P(X) for um polinémio de
segundo grau, a equagao considerada é:

P(X) = AoX? + A1 X + A =0,

e a correcao @ é a solugao do sistema

(AoXi + A1)Qi + AoQiXi = P(X5). (2.6)

O método proposto para resolver (2.6) consiste em reduzir as matrizes
AoX; + A, e Ag simultaneamente 3 forma triangular superior, e a matriz X; a
forma triangular inferior. Desta maneira, o sistema (2.6) é transformado em um
sistema triangular superior, 0 qual pode ser resolvido facilmente desde que a matriz
de coeficientes seja nao singular.

Algoritmo 2.2. Dada uma aproximagao Xj, o algoritmo consiste nas seguintes
etapas:
(1) Calcular as matrizes unitarias U e V e as matrizes triangulares superiores
T, e T, tais que:

U*(AoX: + A1)V =Th e UAV =T,
(2) Calcular a matriz unitaria W e a matriz triangular inferior L de modo que:
W*X;W = L.
(3) Resolver o sistema linear
T,Y: + ToY;L = U*P(X;)W.

(4) Calcular
Q; = VY,W*.

Para o calculo das matrizes U,V € Un da etapa (1), é usada uma versao com-
plexa do algoritmo QZ.? Este algoritmo € empregado para calcular autovalores
e autovetores generalizados de duas matrizes arbitrarias A e B, isto é, calcular
escalares ); e vetores &; satisfazendo

Ae" = )\{Bﬁi.

2() algoritmo QZ é amplamente estudado em [16, 33, 39, 44].
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Na segunda etapa emprega-se o mesmo algoritmo ) Z, desta vez aplicado as
matrizes X! e I, para produzir S, R € Uy tais que S*X{R = Ty e S*IR = I. A
matriz [ é trlangular superior e unitaria e, portanto, € uma matriz dlagonal cujos
elementos sao +1; assim sendo, X} = ST3R* = RIT:R* e, portanto, L = (IT3)
W =R.

O numero de flops necessarios em cada iteracido do algoritmo é dado pela
expressao 22n° +9n0 + O(n?), onde o é o nimero medio de iteragoes do algoritmo
QZ para anular um elemento. No que se refere ao espaco de memodria, uma
implementacio bem clara requer da ordem de 11n? + n palavras, porém, este
numero pode cair para 9n* + 3n palavras reduzindo a legibilidade do programa.
Para uma andlise mais detalhada do método ver Davis [9].

2.3. Cdlculo da corregao ();. Caso Geral
Como ja foi esclarecido, a corregao @); € a solucao do sistema linear
P(X:)v(Qi) = v (P(X5)), (2.7)
sendo a matriz P*(X;) de ordem n? e definida por:

PX) =Y ((X.-‘)"l ®B1),

=1

onde as matrizes B, sao os resultados parciais obtidos na aplicagao do Algoritmo II-
7.2, quando o polinémio P(X) for avaliado em X;.

Seja U uma matriz unitaria a qual satisfaz
U*X!U =T,
onde 7; é uma matriz triangular superior, e seja Y" a matriz definida por:

v =3 (1) ®B).

=1

Observe-se que a matriz Y € triangular superior por blocos, e que o sis-
tema (2.7) é equivalente ao sistema:

Yo (UQ:i) =v(UP(X))).

A partir desta observagao, o seguinte Algoritmo reduz significativamente o nimero
de operacoes no calculo de Q;.
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Algoritmo 2.3. Dada a aproximagao Xj,

(1) Calcular uma matriz unitaria U tal que U*X!U = T; é uma matriz trian-
gular superior.
(2) Calcular Y = ¥i2, ((T;)l-1 ®B1).

(3) Resolver o sistema linear

Yo (Q) = v (UP(X3)) -

(4) Calcular Q; = U*Q.

O Algoritmo QZ, aplicado as matrizes X! e I, fornece duas matrizes unitarias
U e V tais que as matrizes U*X{V e U*V sao triangulares superiores. Uma vez
que U*V é uma matriz unitéria, também é uma matriz diagonal e, portanto, U € a
matriz necessaria na etapa (1). Para calcular as matrizes U e T' usando as versoes
complexas dos Algoritmos 7.7-1 € 7.7-9 contidos em Golub e Van Loan [18], sao
necessarios an® + O(n?) flops, onde a ¢ uma constante que nao depende de n.

Na segunda etapa sao requeridos (m — 2) —’g flops para avaliar as poténcias de
T. Conhecidas as matrizes By e as poténcias de T' com %(m —1)(n + 1) n® flops
pode-se calcular Y.

Para desenvolver a terceira etapa € preciso resolver n sistemas lineares para o
p” 4 .
que sao executados da ordem de %~ flops, e para calcular os termos independentes

é preciso realizar E; + O(n?) flops. A tultima etapa, que consiste em multiplicar
duas matrizes, requer n° flops.

Com isto, o total de operagoes necessarias é da ordem de imn' + O(mn?)

, ~ 6 , .
flops, o que representa um numero bem menor em relacao aos % flops necessarios
s6 para resolver o sistema linear (2.7).

2.4. Raiz quadrada

Nesta secdo, sao expostos brevemente alguns métodos para resolver a equagao
Xt=(C, (2.8)

no intuito de ilustrar a aplicagao de algumas variantes do método de Newton a
uma equagao relativamente simples.

Uma solugao de (2.8) é chamada raiz quadrada de C. Uma condigao nece-
ssaria e suficiente para a existéncia de uma raiz quadrada é dada por Lancaster (8].
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O método de Newton aplicado a (2.8) fornece a seguinte iteragao:
Xiy1 = X; — Q,‘, onde X,'Q,' + Q.‘X{ = )&"-2 - C. (29)

Algumas das modificagoes do método de Newton comegam por uma aproxima-
cao inicial Xy que comuta com C. Neste caso, a corregao @; de (2.9) é substituida
por:

1 -1
Q,-=§(X,-—X,. C).

Pode-se mostrar que, com esta definigao da corregao, todos os elementos da se-
qiéncia {X;, X2, ...} definida por:

Xip1 = % (X:+ X70) (2.10)

comutam com C. O algoritmo (2.10) é conhecido pelo nome de método de
Heron. Um caso particular deste método é definido quando a aproximagao inicial
for a matriz C. Neste caso, o algoritmo (2.10) é equivalente a

1
Xig1 = = [ X; }"-—1
" f( +¥7) (2.11)
1 = §(K+Xi—l),

onde Xo = C e Yy = I. O algoritmo (2.11) também pode ser obtido como uma
aplicacio da fungio sinal matricial [3] e, portanto, é convergente desde que C
seja definida positiva. Embora os algoritmos (2.10) e (2.11) sejam essencialmente
iguais, a pratica tem demonstrado que (2.10) ¢ instavel em relagao ao cresci-
mento do erro de arredondamento, mesmo em matrizes de ordem pequena [22].
O método (2.11) tem sido preferido ao (2.10) ainda que requeira mais espago de
memoria e o nimero de operagoes envolvidas seja maior. A justificativa para este
fato encontra-se na possibilidade de reescrever (2.11) na forma

Siy1 = % (Si+5i_l)a

0 X;
5= (8%,

Se a matriz C for definida positiva, o condicionamento da matri: & vt eom
cada iteracio. Como no algoritmo (2.10) a matriz C é empregade

iteraces, se o nimero de condigao® de C for grande, é provavel qu.
arredondamento em (2.10) seja maior do que em (2.11). Hoskins-Wali..

onde

3Dada uma norma matricial ||-|| define-se o niimero de condigio da matriz A por ||A|| || 47*j.
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analisaram uma variante de (2.11) que melhora a convergéncia, quando o espectro
de C é grande.

3. Método de Newton modificado

Nesta segio, considera-se uma conhecida modificagio do método de Newton

para equagoes escalares, a qual consiste em calcular-a derivada-dafuncao-em
um tnico ponto. Este algoritmo, conhecido pelo nome de método de Newton
modificado, parte de uma aproximagao inicial Xo suficientemente boa, e gera a

seqiiéncia { X1, X3, ...} da seguinte forma:
Algoritmo 3.1. Dado Xo, define-se {X;, X2, ...} por:
X,'_H = X,' = Q,‘ com Q,’ = P’(Xo)_] P(X,) (31)

Assim como para o método de Newton, existe uma generalizagao do Algo-
ritmo 3.1 que permite calcular zeros de operadores entre espagos de Banach [28],
mas a prova aqui apresentada € bem mais simples.

O Teorema 3.1 mostra que a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.1 converge
para um solvente sem supor a sua existéncia. As condicoes estabelecidas pelo
Teorema sao analogas as do caso escalar.

Teorema 3.1 ([29]). Seja Xo € C™*" uma matriz, para a qual P{Xo) € regular,
isto €,

0<a= IIHiIIIlp=1 “P'(Xo) [H]“F

Neste caso, se e = || P (Xo)||p satisfizer
€0 < € = min {a/?,ﬂ"la2/4} ,
onde
B =2"*2y(1+ HXOHF)m—2 e _max {lAm-illp}
entdo existe um solvente S de P(X) tal que S = limj—oo Xi €

€o
S —X <2—.
IS = Xollp <23

Além disso, se ¢ = 2;"25 < 1/2, a seqiiéncia definida por (3.1) satisfaz
| Xi1 — Xillp <4 X — Xia1llp- (3.2)
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PRrROVA. Dada a aproximagao inicial X, seja b = 14| Xo|| . Para todo X € C™*",
define-se Q(X) como sendo a unica solucao do sistema linear

P(Xo) [Q(X)] = P(X).

Observe-se que Q(X) estd definida para todo X € €™*", pois P(Xj) é regular.
Seja ®(X) a funcdo definida por:

P(X) =X —Q(X).
Uma vez que 2 ¢ < a, se as matrizes Y;,Y; € C™*" satisfizerem
€ . € ;
I -Yillr <22, X% -Yl<22 e Vi-Yl-<b
tem-se ||Yk||r < b, para k = 1,2. Segue-se, do Teorema II-3.1, que:

[ (Y1) — & (Y2)llr =

< é |P () - P (¥2) - P(Xo) [Y1 - Vi,

i =Y, = P(Xo) 7 P(Y) - PV,

By : ey o)
< o Y1 — V2|l max {||Y: = Yo, [[Y2 — Xol[£} -

O primeiro passo da demonstragao consiste em provar que todos os elementos da
seqiiéncia definida por (3.1) satisfazem

€
X - Xillp <22 e X - Xillp < b (3.4)

A prova de (3.4) decorre por indugao. Por hipdtese, a afirmagao € verdadeira para
1 = 1, pois:

I1X: = Xollp = | P(Xo)™ [P (X0)]] .
<||Pxo) ™| 1P (Xo)l

€0

% =2,
o

Se (3.4) for verdadeira para i, pode-se aplicar (3.3) as matrizes Y7 = X e
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Y, = X;_1. Assim sendo,
[ Xis1 — Xollp < 112 (X:) — @ (Xo)llr + | X1 — Xoll

:B 7 7 112 €o
%= Xk = Xollp +

<P <6_0)2 L&
a \«a a
<2-—
o
e
||X€+1 - X.’“p = H‘I) (Xi) =1 (Xi—l)”F
ﬂ 'd e 7 -4 e 7
< X - Xioa |lp max {||X; = Xicallp X6 = Xoll £}
< q||Xi = Xiaallp
<b.
Logo, a seqiiéncia {Xo, X1, ...} éuma sequiéncia de Cauchy e portanto converge;

seja entdo S = lim;_co Xi. Como P{(Xp) é regular, segue-se que S é um solvente
de P(X). Além disso, a equagao (3.4) mostra que:

, €
IS~ Xollp <25

1Xir = Sllp = 12 (X:) — ()l
Séwn—SMJWHW&—ﬂhMK—XﬂM
< q|1X: — Slip

< gt Xo = Sllp- O

As hipéteses do Teorema acima sio muito restritivas, tanto que representam
uma condicao suficiente para a existéncia de uma solugao da equagao P(X) =0.

3.1. Consideragoes sobre a aplicagao do método

O Algoritmo 3.1 converge s6 linearmente, mas, a cada passo, somente uma
equagao linear € resolvida. A matriz de coeficientes P1(Xo) € ¢ " é calculada
no inicio e nao é modificada. Entretanto, este método apresenta algumas desvan-
tagens quando comparado com o Algoritmo 9.1. A primeira, e a mais importante,
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é que as condigdes de convergéncia sao muito restritivas, tanto que garantem a
existéncia de um solvente. A segunda desvantagem, como ocorre no caso escalar,
é que podem existir problemas nos quais o método de Newton modificado nao
converge e o algoritmo de Newton sim.

Como cada iteracio consiste na solucio de um sistema linear, o numero de
operagdes desenvolvidas depende do método escolhido. Comparado com o Al-
goritmo 2.1 nas mesmas condigbes expostas na Secao 2.1, o método de Newton
modificado é mais econémico (em nimero de operagoes), pois a matriz de coefi-
cientes pode ser triangularizada no comego do procedimento e, a cada iteragao,
somente sera necessario resolver um sistema linear com uma matriz de coeficientes
triangular.

As consideracoes referentes ao espago de memodria e a aproximagao inicial sao
idénticas as do método de Newton.

4. Cilculo do solvente dominante I. Algoritmo de

Bernoulli.

Esta secao é dedicada a generalizagio do método de Bernoulli utilizado no
calculo da raiz de um polinémio escalar, cujo médulo é maior do que o mddulo
das outras raizes [12, 17, 19]. Na teoria dos polinémios escalares, é frequente
comparar as raizes de um polinémio através de seus médulos. No caso dos poli-
nomios matriciais, a comparagao é feita entre os autovalores dos solventes.

Definicdo 4.1. Dadas as matrizes A e B, diz-se que a matriz A domina a matriz
B, se todos os autovalores de A forem estritamente maiores, em médulo, do que
os autovalores de B.

Definicao 4.2. Um solvente dominante é aquele que domina qualquer outro
solvente.

Observacao 4.1. Se o solvente dominante existir ele € necessariamer*- ~~
gular.

Dado o polinémio matricial P(X) definido por:

P(X) =5 Amai X/, (4.1)
=0
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e dado S um solvente de P(X), segue-se, do Teorema [1-8.1, que a seqiéncia
(X; =8 ;:1=0,... } é uma solugao particular da equagao de diferencas

AOXk+1 = Ale o e + Aka_m+1 = 0 (42)

O algoritmo de Bernoulli generalizado, percorre o caminho inverso, fornecendo

um solvente de P(X) a partir de uma solugao particular da equagao de diferengas

(4.2).

Algoritmo 4.1. Se a seqiiéncia {Xo, X1, ...} for a solugao da equagao de dife-
rengas
AoXis1 + A Xk + o + AnXikems1 =0,

XO = X] = = Xm—? = Oa )\,m—l = Ia (43)

entao define-se S por:
S = lim X;(Xi-1)™"

1—00

O Teorema 4.1 estabelece quais sao as condicoes de convergéncia da sequéncia
Xp(Xg-1)"! para um solvente de P(X). Estas condigoes sao fortes, pois devem
assegurar a inversibilidade de X.. Nesta segao, || ||, denota a norma matricial
induzida pela norma vetorial do méximo (ver Apéndice A).

Antes de proceder a prova da convergéncia do Algoritmo 4.1, é preciso mostrar
o seguinte resultado.

Lema 4.1 ([12]). Se a matriz A dominar a matriz B, entdo para qualquer matriz
C,
lim A~CB' = 0.

1—CO

PROVA. Dado ¢ > 0, existe uma matriz Pg(€) tal que
B = PB(C)JB(C)PB(E)—I,

onde Jp(€) € uma matriz diagonal por blocos. Como os blocos de Jp(€) sao da

forma
’\B €

AB

€

AB

onde \g é um autovalor de B, tem-se:

|‘Billw < |IPs(é)ll “PB(G)_IHoo (¢ + max {|As[})"- (4.4)
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Analogamente,
[47]., < 1P+ (@)llo | Pams ()7 ( ¥ ——1—) (4.5)
o0 e oo min {|A4|}
Combinando as equagdes (4.4) e (4.5), obtém-se
. . 1 1¢
AT'CB'| < A —_ ;
[amcs], < alon. [+ max o) (e+ )|+ 69

onde a é uma funcao de € que nao depende de :. Como a matriz A domina a
matriz B,
max(|Ag|)
min(|Aal)
assim, para e suficientemente pequeno a quantidade entre colchetes na equacao
(4.6) ainda é menor do que um. O resultado segue-se fazendo ¢ tender a infinito. O

<1

O Lema 4.1 é puramente algébrico, mas resulta de fundamental importancia
na demonstracao do Teorema 4.1.
Teorema 4.1 ([12]). Seja P(X) o polinomio matricial definido por (4.1) e seja
Siy.. .y Sm um conjunto completo de solventes de P(X) tal que S; € um solvente
dominante e a matriz V(S,, ..., Sm) € ndo singular. Se a seqiéncia {Xo, Xy, ...}
for a solugdo da equagao de diferengas (4.3), entdo

klll'l’l Xk(Xk_l)—l = S]. (47)
PrOVA. O Teorema I1-8.1 mostra que se Sy,...,S, for um conjunto completo

de solventes de P(X), toda solucao {Xo, Xi, ...} da equacao de diferengas (4.3)
satisfaz

Xk =) Sk (4.8)
=1
Combinando (4.8) com as condigoes iniciais
JXOZAXl:.'.:Xm_2:0 e Xm_lzl,
obtém-se que as matrizes Qi,..., ), sao as solugdes do seguinte sistema linear:
0 Xo 0
Qs X 0
V(Si,....8x) | . | = _ =] (4.9)

O Xps I
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Isolando a tltima linha de (4.9), tem-se que:

I Qs 0
Sl Q3 0
: O+ V(Sa-Sm) | . | =1 . (4.10)
sp—2 Qn 0
€
0,
23
SP=10 +{(SP L nSn )| 2 =4 (4.11)
Qi

Combinando as equacdes (4.10) e (4.11) com a inversibilidade de V(S2,...,5m),
tem-se:

I
51
Spt - (Sg‘"l,...,S:’,}'])V(Sg,...,Sm)'l : =1
Sm-2
e portanto, §1; € nao singular. Seja {Wo, Wi, ...} a sequéncia definida por:

I/Vk = Xk - Sle;
segue-se, do Lema 4.1, que:

lim WiQ7'S1~*F =0.

k—o0
Assim sendo, para k suficientemente grande, I + W Q71S17F é inversivel e
lim Xk(Xk_1)—1 =51,
k—co
pois

m m =1
XkX;_El = (E S,kﬂ.) (Z Sfc_lQ;)

=1 1=1

= (S + Wy S (T4 Wit Q71 S179) O

O Teorema poderia ter sido provado com hipéteses menos restritivas, deixando
de lado a condicio sobre V(Sa,...,5m) e impondo condigdes iniciais de modo a
garantir que a solugao de (4.3) seja da forma

Xk—:SfQI'*"*'S,‘;Qma
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com §); nao singular. E importante observar que a hipétese sobre V (Sz, ..., Sm)
significa uma restrigao consideravel sobre o conjunto de solventes, como mostra o
Exemplo [1-2.2.

Uma prova semelhante & do Teorema 4.1 mostra que a seqiiéncia {(Xx-1)7" X
; k=1,2...}, converge, mas nao para S; e sim para Q715 0.

5. Céalculo do solvente dominante II. Algoritmo de Dennis,
Traub e Weber

Nesta secio, estuda-se outro método para calcular o solvente dominante da
equagao

PX)=X"+ A X" 4.+ A, =0, (5.1)

o qual é uma generalizacao do algoritmo de Traub [40], empregado para calcular
o zero de maior valor absoluto de um polinémio escalar.

Algoritmo 5.1 ([12]). Considere o polinémio matricial P(X) definido por (5.1)
e as seguintes etapas:
(1) Dado L > 0 e GO(X) = X™!, define-se G®(X) parak=0,...,L—1da

seguinte maneira:
G (X)) = GW (X)X — TP P(X),

onde
m—1

GW(x)=3 1®

m—1-—I
=0

X

(2) Sejam ®()(X) a fungio definida, onde for possivel, por:

q)(L)(X) = G(L)(X)G(L’l)(X)‘l, (5.2)
e
Xo = TEHTE
Neste caso, gera-se a seqiiéncia {X;, Xz, ...} por:

Xip1 = oB(X)). (5.3)
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As condicoes para a convergencia do método sio muito fortes; o Teorema 5.1
nao sé exige a existéncia de um solvente dominante, como também a necessidade
de que o solvente dominante forme parte de um conjunto completo de solventes
(ver Segao 11-6). A maior vantagem deste algoritmo iterativo é a de fornecer uma
aproximagao inicial, o que nao acontece em geral com os métodos iterativos.

Teorema 5.1 ([12]). Seja P(X) um polinomio matricial de grau m. Seja

SiyeeeySmum-conjunto completo de solventes de P(X) tal que S; € um solvente
dominante e a matriz V(S5a,.. ., Sm) € nao singular. Se os polinomios _G'_(L)(X) e

M1(X) forem definidos por:

gP(x) = (1§ GH(X),

M (X) = (AD) T M(X),
entao

(1) limpoe G (X) = Ma(X),
(2) para L suficientemente grande, lm;_.c Xi= Sis

Por motivos didaticos, a demonstragao do Teorema foi dividida em varias
partes. O roteiro da prova é o seguinte:

e Aplicando as propriedades dos polinomios matriciais fundamentais, define-
se um conjunto compacto B, de interior nao vazio.

e Demonstra-se que para L suficientemente grande, a fungao ®(L) esta defi-
nida no conjunto B.

o Mostra-se que se Xo € B, a segunda etapa do algoritmo converge.

e Verifica-se que se a primeira etapa for executada para L suficientemente
grande, entao a aproximagao inicial Xo esta em B.

Até o fim da secio, e por causa do Lema 4.1, emprega-se a norma matricial
induzida pela norma vetorial do maximo | Il.,, mas para qualquer outra norma
matricial os resultados continuam validos.

O Lema 5.1 mostra que todo solvente inversivel de P(X) é um ponto fixo de

(X)),

Lema 5.1. Se S for um solvente nao singular de P(X) e L for um inteiro positivo
fizo, entao

dI)(S) = S.
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PROVA. A demonstragao consiste em observar que, pela definicio de G*)(X),
qualquer solvente de P(X) satisfaz

GH®(S) = sk (k=1,2,...). (5.4)

Como S é inversivel, ®(X)(S) estd definida e satisfaz

oB)(§) = LI+ = g,

Assim sendo, o Lema fica demonstrado. O
No que resta desta segao, denota-se por M;(X),..., M;,(X) aos polinémios
matriciais fundamentais associados a Sy, ..., S, (ver Secao II-6).

Nos seguintes lemas, as hipdteses foram restringidas ao minimo, ainda que
eles s6 serao empregados na demonstragao do Teorema 5.1. no intuito de por em
evidéncia onde cada hipdtese é empregada.

O Lema 5.2 mostra que o polinémio M;(X) é inversivel numa vizinhanga aa
matriz dominante S;.

Lema 5.2. Se Si,...,Sm for um conjunto completo, entdo eziste uma bola com-
pacta B de interior nao vazio, centrada em Sy, tal que para todo X € B tem-se:

(1) [ = Mi(X)|l, < & <1,
(2) paraj #1, [|M;(X)]|, <1,
(3) My(X) € inversivel, e
< L
© = 1|1 =M(X)|,

|27

D-oocre o As afirmagoes (1) e (2) decorrem da definigdo de polinémios matriciais
.ais e da sua continuidade.
cara cada X € B, tem-se | — My(X)||r < & <1 e, portanto, o raio espectra!
we I — M;(X) é menor do que um. Assim sendo,

k
My(X)™ = Jim 3 (1 = My(X)),
=0

e portanto,

N 1
[0, < T -
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Observe-se que neste lema nao foram empregadas nem a inversibilidade da
matriz V (Sz,...,5m), nem a dominancia do solvente 5.

O Lema 5.3 mostra que ®()(X) estd definida numa vizinhanga de Si.

Lema 5.3. Seja S1,...,Sm um conjunto completo de solventes de P(X) tal que 5,
¢ um solvente dominante. Se B for o conjunto compacto fornecido pelo Lema 5.2,
entio-ezisteum-nimero L' tal que para todo X € B, a fungio ®D(X) de (5.2),

estd definida para todo L > L'.

PROVA. Para X € B, define-se W (X) por:

WulX) = 32 STESHV(X),
1=2

onde
V(X) = My(X)My(X)7.

Segue-se, do Teorema I1-6.3, que:

GEI(X) = 30 G M;(X),

1=1
e portanto, da definigao de Wi(X) e de (5.4) tem-se:

GEN(X) = SFTTM(X)
J=1
L-1 “ -L+1¢L-1 i - (5-5)
=SP4+ SISV M,y(X)

=2

= SE=Y(I + Wi—1(X)) My (X).

Note-se que limj—.c Wr(X) =0 uniformemente em B, pois do Lema 5.2 segue-se
que:

< o0. (5.6)

V(X < 7o | MM < 1
Assim sendo, para L suficientemente grande, I + Wi(X) é inversivel. Sendo 5;
uma matriz nao singular e M;(X) inversivel para todo X € B, da equacao (5.5)
segue-se que G(L-1(X) é inversivel para todo X € B e, portanto, o lema fica
demonstrado. O
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O seguinte lema é um passo intermediario na prova da convergéncia da segunda
etapa do algoritmo, quando Xj estiver em B.

Lema 5.4. Seja Si,...,Sm um conjunto completo de solventes de P(X) tal que
S; € dominante e seja B o conjunto compacto fornecido pelo Lema 5.2, entdo para
todo X € B e para j # 1,

L
_ _ TO
|SEvi(x)S7E| < ro [M0OM7 0|, < T (5.7)
onde 0 <o <1, e T € uma constante que nao depende de L nem de X.
PrOVA. Em virtude do Lema 4.1,
|SEv;(X)STE| < rof | MM (X)) s
onde, para 7 # 1.
1
_ A - ).
o5 = (e+ max {|s,|}) (‘EJr min{|/\51|})
Escolhendo € > 0 tal que
o= ._rgxin {o:} <1
e usando (5.6) obtém-se o resultado. O

O Lema 5.5 mostra que a etapa 2 do Algoritmo 5.1 converge se X, estiver
suficientemente proximo de Sj.

Lema 5.5. Seja Sy, ..., S, um conjunto completo de solventes de P(X) tal que
S, € um solvente dominante e seja B o compacto fornecido pelo Lema 5.2. Se

(o € B e L for suficientemente grande, entdo a sequéncia {Xo, X1, ...} gerada
pelo Algoritmo 5.1 converge para Sy.

PROVA. Seja L' como definido no Lema 5.3 e seja L > L'. Para cada X € B
define-se E(X)(X) por:

EB(X)=9o)(X) - S,
Em virtude da definicao de V;(X) e da equagao (5.5), tem-se que:

1

3B (X) = GP(X) (G(L‘l)(X))_

m m —1 (5.8)
- (}: sfvm) (z sf-lvj(X)) ,

i=1
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e portanto,
EB(X) ZSL Wi(X)
J._.

Se T}L)(X) for definido por:

TH(X) =

§k=

II 81

m

Zs—slsb Y(X),

Wi(X)5

em consequéncia do Lema 5.4 obtém-se que:

7200, <

Como o < 1, pode-se escolher L suficien

para todo X € B,
> TP
=2

Desde que

W

EO(x) |1+ TP(X)

i=2

e em conseqiiéncia da estimativa (5.7)

o], < 32 s -

TO

- 1-—-k

temente grande de maneira a obter que

|_<v<L

=3 (5; - S) T (X),
1=2

segue-se, para todo X € B, que:

Syl 1M (), | M7 (X)

Levando-se em consideragao a continuidade dos polinémios matriciais e a com-
pacidade de B, o Teorema [1-3.1 mostra que:

| M; (X))l
para
X € B tem-se:
[e®x) -5 <
com a: iy

todo X € B e para j # 1, onde ¢ nao depende de X. Finalmente, para todo

act ™ |X = Sille s (5.9)

(1-70-

Z IS; -

Sl”oo

Como « nao depende de L, pode-se escolher [, suficientemente grande para que

aUL—l

< 1; assim sendo,

{X{ > i=1,2..

a de31gualdade (5.9) mostra que a seqliéncia

.}, definida por Xiy1 = oL

)(X;), converge para 5. O



82 11I. METODOS PARA O CALCULO DE SOLVENTES

ProvA DO TEOREMA 5.1.

PROVA DE (1). Uma vez que a matriz V(S,,...,Sn) é inversivel, segue-se, do

Teorema I1-6.2, que a matriz A" ¢ também inversivel e, portanto, M;(X) esta
definido em B. Analogamente a prova do Lema 5.3, define-se

V= A9 (A)T e wi=Y Siishv
j=2

Note-se que a matriz V; esta definida e que existe £ < co tal que, para todo 7 > 1,
”V?“oo S K.
Como "SI'LS]L “ — 0, entao |W||, — 0, e assim, para L suficientemente grande

I — Wy, é inversivel. Igualando os coeficientes em (5.5) segue-se que:

T =Y 5bal

i=1

= Skt (1 +3> S;L“Sf—lvj) Al

=2

= ST+ Wp_y) ALY,

e portanto, para L suficientemente grande Fg[’) é inversivel; logo, a funcao ﬁ(L)(X)
estd definida. Em virtude do Lema 4.1 tem-se que:

lim (SF)7 TP = A0 + Jim 3° S7ESEAY)
o =2

L=ee (5.10)
= Ag,
portanto:
m . -1 m
dP00 = (E S%Aé“) Sysyt ( > 5,-LM,~(X))
g=1 =1
m . -1 m
= <Z S;Lszf,") (Z SI‘LS,-LJVI;(X))

i=1 i=1 (5.11)

m . -1 m
= (Ag” +3 S;LS,.LAE;)) (MI(X) +3 S;‘S,.LM,-(X)) :

1=2 =2
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Como "SI_LSJL“oo — 0, das equacoes (5.10) e (5.11) segue-se que:

lim G2(X) = My(X). O

L—oo

Prova DE (2). Uma vez que ') & inversivel,

E(L) — FE,L) (I“ff‘l))"l

esta definido e satisfaz:
ED ST SEW =3 (S - $1)SE1V;.
j=1 j=2
Se T]-(L) for definido por:
i - -
7? )::Sf 1LGS} Lv

o Lema 4.1 mostra que HT](L)”oo — 0, e assim, para L suficientemente grande
tem-se:

Sl <<

. L) ~ - ..
e portanto, as matrizes I— Tj( ) sao inversiveis. Desde que

1=2 9=2

ED [1 +3 T}”] =3 (8- S0 T,
obtém-se a seguinte estimativa para a norma infinito de E(1):
1 m
|ED|_ < == 2185 = Sillo ITH (Ol
o) 7’j=2
logo, uE(L) “oo _, 0. Desta maneira, para L suficientemente grande

r (r-") " e B. 0

A equagao (5.9) fornece a velocidade de convergéncia da etapa 2 do Algo-
ritmo 5.1, pois dela obtém-se o seguinte resultado.

Corolario 5.1. Para todo X € B, “@(L)(X) — 51“ < col 1| X — Si|l,, onde
0 <o <1 ec éuma constante que ndo depende de L.
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Este coroldrio mostra que, embora a convergéncia da primeira etapa do al-
goritmo seja s6 linear, o erro assintético pode ser feito tdo pequeno quanto se
quiser, aumentando o numero de iteracdes na primeira etapa; de fato, a constante
assintdtica do erro desta etapa depende de

maXa<ji<m {‘/\S_,-
min {|As, [}

5.1. Consideragoes sobre a aplicagao do método

O objetivo da segunda etapa do Algoritmo 5.1 é precisamente acelerar a con-
vergéncia, no entanto, a primeira etapa poderia demandar muitas iteragoes até
atingir um L satisfatdrio. A maior dificuldade na implementagao do método €
saber quando passar da primeira para a segunda etapa, principalmente porque se
a etapa 1 for concluida para um L pequeno, a etapa 2 nao converge. Assim sendo,
neste caso, deve voltar-se a primeira etapa, onde os resultados da segunda nao po-
dem ser aproveitados. Porém, se L for muito grande, a velocidade de convergéncia
fica sensivelmente reduzida.

O nimero de operacoes desenvolvidas para cada passo nao € muito significa-
tivo. Para cada iteracao da primeira etapa sao necessarios mn> flops para calcular
G*+1)(X) a partir de GH®)(X). Ja a segunda etapa resulta um pouco mais traba-
lhosa, sendo preciso avaliar dois polinémios matriciais e resolver um sistema linear.
Assim, se o método de Gauss for empregado para resolver o sistema linear, cada
iteragao da etapa 2 envolve 2mn® + &~ flops.

O espaco de memdria requerida para a implementacao do Algoritmo 5.1 ¢é de
(2 + m)n? palavras.

6. Solventes de polinémios com coeficientes triangulares

Nesta secao, desenvolve-se um método direto para resolver a equagao

ZA X! =

(m=1)
ij
riores. O algoritmo fundamenta-se numa propriedade das matrizes triangulares a

qual estabelece que: se X = (z;;)] for uma matriz triangular superior e k > 1,

quando todos os coeficientes Ap,_; = ( )1 forem matrizes triangulares ..



6. SOLVENTES DE POLINOMIOS COM COEFICIENTES TRIANGULARES 85

ainda que X* nao seja linear em X, (X") ~ é linear em z;; (ver Secao A-2.1). O
ij

procedimento empregado para calcular um solvente de P(X) é uma adaptacao do

algoritmo de Horner (ver Secao [1-7).

Como o método a ser apresentado é de natureza extremamente pratica apre-
sentar-se-4 através do Exemplo 6.1, deixando as consideracoes de natureza formal
para depois. O seguinte exemplo, é um caso particular de uma das equagoes

descritas no Exemplo IV-1.1.

Exemplo 6.1. Dado o polinémio matricial

100 2 =2 0 1 -1 0
Px)=|020|X*+| -2 4 =2 |X+ -1 2 -1,
001 0 -1 1 0 -1 1

pode-se mostrar que, se as matrizes U e V forem definidas por:

1 1 1 1 2 1
A Il B A
BT VR Ve BTV

multiplicando os coeficientes de P(X) a esquerda por V' e a direita por U, e
definindo Y = U*XU, segue-se que a equacao P(X) = 0 é equivalente a:

V2 0 -1 00 —2 00 -1
1 0 |Y*+ 2 0 |Y+ 1 0 =0. (6.2)
V2 4/2 2v/2

Se Y for a matriz triangular

Y11 Yiz Y13
Y22 Y23 |
Y33

reordenando os termos em (6.2), o primeiro membro fica:

0 (14 y22)? y23 (2 + v22 + va3)

V2y2, V2(yn +yn)uz -1+ VZnivis + VZy12y23 + vis (—2 + \/iyi;s) + 93,
. (6.3)
0 0 VZ (2 + 4va3 + ¥3s)
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A equagao (6.3) mostra que, quando Y for uma solugao de (6.2), os elementos
Yii, para 1 = 1,2,3, devem satisfazer

\/iylzl = 01

(1+yn) =0, (6.4)
(2 + 4yas + y§3) =0,
e, portanto, y;; = 0 e y2, = —1. Existem duas possibilidades para a escolha de ys3,

yaz = —2 + V2 e y33 = —2 — /2. Se a escolha para ya; for —2 + V2, as equagdes
que ficam na primeira supra diagonal de (6.3) sao

—V2 312 =0,
(—1 + \/5) Yoz = 0.

Calculados os elementos y13 € y23, resta somente determinar o valor de y;3, 0 qual
deve satisfazer a equagao

(6.5)

2 - 2v2) y13 = 3 - 2V2. (6.6)
( )

Observe-se que as equagoes (6.4), (6.5) e (6.6) puderam ser resolvidas, pois
dependiam de um unico parametro.

O seguinte algoritmo é a generalizacao das etapas desenvolvidas no Exem-
plo 6.1 para calcular solventes de um polinémio com coeficientes triangulares su-
periores.

Algoritmo 6.1. Se zy,. .., 2, forem numeros complexos, entao define-se uma ma-
triz triangular superior S = (s;;)] por:
Para:=1,...,n
Sit = %4
v = aff)
Parak=1,...,m
vl =yl Vsi + aff)

Parah=1,...,n—1
Para:=1,...,n—h
Definir ) =24 A

(m)

Calcular ¢;; = ¢;;

cf?) ={
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Parak=1,...,m
[ 2y 4 i,
Calcula;(g,-j = (cf)f);") por
;= Gy
Para k= 15::0 s
df) = dsj; + S vl Ve + afy)

sij = =dij/cij

Parak=1,...,m—1

k k k
| 4 = df + siscly-

Se todos os coeficientes do polinémio matricial P(X) forem matrizes diagonais,
todos os nimeros ¢;; sao nao nulos, assim sendo, neste caso sempre existe um
solvente diagonal. No caso geral, a existéncia de solventes dependera de que os
coeficientes ¢;; nao se anulem.

As condicoes nas quais a matriz S, construida pelo algoritmo acima, € um
solvente de P(X) sao fornecidas pelo Teorema 6.2.

O Corolario A-2.1 estabelece que se X = (zi;); for uma matriz triangular
superior e se 1 < r € IN, entao X7 é uma matriz triangular superior. Além disso,
(X7);; € linear em zi; e depende no maximo dos zj mais préximos da diagonal

principal do que z;j, isto €, dos z taisque [—k < j—1. A partir deste resultado
pode-se provar o seguinte teorema:

Teorema 6.1. Seja P(X) o polinomio matricial definido em (6.1). Se W = (wij)}
for uma matriz triangular, entao P(W) € triangular e P(W);; depende no mdzimo
de w;; € dos coeficienteswy mais prozimos da diagonal principal do que wi;. Alem
disso, parai < j, P(W);; € linear em wi;.

Prova. Como

(A=) =3l (W) (61

1) .
r=1

o elemento P(W);; é dado por:

m J

P(W)y =3 a" ™ (W’“)U £33 amh (W) " (6.8)
k=0 k=0r=t+1

(m—k)

Sendo que, em (6.7), o Gnico termo que envolve w;; € Aj;

(W'k)t,j e como para

1< 7, (Wk) ¢ linear em w;;, o teorema fica demonstrado. O
ij
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Para cada i = 1,...,n, seja p;(z) o polinémio escalar definido, a partir do
polinémio P(X), por:

pi(z) = Zag"_”zl. (6.9)
=0

Com esta definicio, para qualquer matriz triangular superior W, o resultado do
Teorema 6.1 pode ser reescrito como:

pi(wi1) crowiz+diz -+ CiaWin + din
P(W) = P2(wa2) . C2nw2n‘ + dan ’
Pn(wnn)

onde ¢;; e d;; dependem somente de elementos de W mais préximos da diagonal
principal do que w;;. Logo, para obter um solvente de P(X) ¢ suficiente, mas nao
necessario, que para todo z < j,

C,'j 750 (610)

Se a condicao (6.10) for verdadeira para todo i < j, empregando o Algo-
ritmo 6.1, é possivel calcular todos os elementos de um solvente, uma supra diago-
nal de cada vez. Assim sendo, é muito importante estabelecer uma caracterizagao
das constantes c¢;;, com o intuito de determinar em que condigées (6.10) é satisfeita.

Seja S um solvente triangular superior de P(X) e, para cada 1 = 1,...,n,
sejam zfl), ..., z!™ os zeros do polinémio escalar p;(z). Como o espectro de qual-
quer solvente de P(X) estd contido no conjunto das raizes latentes de P(A) (ver

Corolario 11-2.1), s;; deve ser uma raiz de p;(z), isto é, para algum k
Sii =2z = sz)_ (6.11)

O passo seguinte é caracterizar os ¢;; em funcao dos elementos da diagonal
principal de 5. Se 1 <7 € N e z,y € C, define-se h{")(z,y) por:

T =yt
. 4 ifz#y
B (z,y) = | =9 | .
ret? ifz=y

+ ¥ for uma matriz triangular superior, segue-se, do Corolario A-2.1, que

¢ linear em wy;, isto €, (VV’)I.]. = a;jw;; + fij. O Lema 6.1 caracteriza os

em funcao dos elementos da diagonal principal de W.
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Lema 6.1. Se W = (w;;)} for uma matriz triangular superior, entdo
(W) = wi
(Wr)ij = h(r)(wiia wjj)w«’j + ﬂ.‘j-
PrOVA. Consiste na repeticao da prova do Teorema A-2.1 usando a definicao da
funcdo h((z,y). Detalhes sobre o B;; sao fornecidos em (18]. O

Para cada i = 1,...,n seja z; uma raiz do polinémio p;i(z) definido em (6.9).
Se pi(z) for definido por:

pi(z) =% % . (6.13)
pi(z) ifz=2z
tem-se a seguinte caracterizacao dos coeficientes c;;:

Lema 6.2. Se S for um solvente triangular superior de P(X) tal que para todo 1,
si; = z; € um zero de pi(z), entao para 1< ]

cij = pi(zj)-

PRrROVA. O Lema 6.1 e a equagao (6.8) mostram que:

m

P(S)i; = 3 al T hB (zi, 25)si5 + dij,

k=1

onde d;; nao depende de s;;. Assim sendo,

= m—k
Cij = Zagi )h(k)(z;,zj),
k=1
e portanto, conclue-se, da definicao de h(M(z,y), que cij = pi(z;)- a

O seguinte teorema estabelece uma condigao sob a qual o Algoritmo 6.1 fornece
um solvente de P(X).

Teorema 6.2. Seja P(X) o polinomio matricial definido por (6.1) e sejam

p1(2), - -, Pa(2) 08 polinomios escalares definidos em (6.9). Se existirem escalares
By s 55 3 2m satisfazendo
pi(zi) =0 (i=1,...,n)
pi(z;) # 0 (1<i<j<n),

entio existe um solvente triangular superior de P(X), S = (i), tal que sii = zi.
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PROVA. Se S for uma matriz triangular superior tal que s;; = z;, o Teorema 6.1
mostra que P(S);; = 0. Por hipotese, tem-se que:
pi(z;) #0
_ara todo ¢ < j e, portanto, segue-se, do Teorema 6.1, que é possivel definir os
elementos s;; por:
di;
Si; = ——,
Cij
desde que os coeficientes d;; sejam conhecidos. Segundo o Teorema 6.1, os co-
eficientes d;; para j —: = 1 s6 dependem dos elementos da diagonal de S e,
portanto, os elementos s; ;41 podem ser calculados. Como este processo pode ser
desenvolvido até esgotar as diagonais de S, o teorema fica demonstrado. a

Observagao 6.1. Se todos os polinémios escalares p;(z),...,pa(z) tiverem uma
raiz comum # com multiplicidade 1, entao existe um solvente triangular de P(X).

A seguinte proposicao fornece uma condicao suficiente para que os coeficientes
¢i; sejam nao nulos.

Proposigao 6.1. Se P(X) for o polindmio matricial definido por (6.1) e se S for
um solvente triangular superior de P(X) tal que, parat =1,...,n, s; = z;, entdo
pi(2z;) € um autovalor de P*(S), para todot € j.

PRrROVA. Dado o solvente S de P(X), seja @Q(A) a lambda matriz que satisfaz
P(A) = Q(A)(A = 5).

A prova do Teorema I1-3.4 mostra que os autovalores da matrizes Q(z1), ..., Q(zx)
sao autovalores da matriz P%S), e do Corolario 2.1, segue-se que:

Q) = fjx—l zmjAm_kS"—’. (6.14)
=1 k=l

Como todas as matrizes envolvidas em (6.14) sao triangulares superiores, os auto-
valores de Q)(z;) sdo:

m m m
-1 (m—k) k=1 _ (m=k)y (k) (.. ..
ST Y ar e = 3 a2, 2),
=1 k=l k=1
e portanto, o resultado fica demonstrado. O

Observacgio 6.2. A proposicao acima estabelece que a regularidade da derivada
de Fréchet de P(X) é uma condigao suficiente para que ¢;; # 0 quando z < j.
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FIGURA 6.1. Elementos necessarios para calcular y;;

Uma vez que os coeficientes do polinémio matricial P(X) sao matrizes trian-
gulares superiores, as operagoes no método de Horner podem ser reorganizadas
para efetuar a avaliagao de P(X) por diagonais. O Algoritmo de Horner para
avaliar o polinémio matricial P(X) na matriz W ¢ definido (ver Segao 11-7) por:

Yo = Ao
Yi = Vi W + Ax (k=1,:.:5Mm)

Em termos graficos. cada etapa do Algoritmo II-7.2 pode ser descrito como mostra
a Figura 6.1, isto €, 0 ij-ésimo elemento de Yis1 depende do ij-€simo elemento
de Apt1, da i-ésima linha de Y, e da j-ésima coluna de W. Assim sendo, o
Algoritmo 6.1 é uma forma de descrever o método de Horner, pois:

J
k k— k
y;(j) = Zy:(l l)wlj + aSj)-

I=1

Como acima, sejam Zi,...,%n OS elementos diagonais de um solvente
S = (sij)], e seja S = (3;;)7 a matriz triangular superior obtida empregando
o Algoritmo 6.1 a partir dos numeros Z1y...,%n, proximos dos elementos diagonais

de S.

O seguinte teorema fornece uma estimativa para o €rro nos coeficientes §;;, em
funcao dos erros €; = 3, —z,parat=1,...,n.

Teorema 6.3. Seja P(X) o polinomio matricial definido em (6.1), € sejam Se
& s matrizes definidas acima, entao parai < j, tem-se:

‘max |pi(zi)]

«a . ~ ~ =1
@ [y Jol e I74(z3)| + 16 = | + 0 (7).

|3i; — sij| <

IS
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onde os polindmios escalares p;(z) € pi(z) sdo os definidos em (6.9) e (6.13) res-
pectivamente, e pi(z) e pi(z) sdo as suas derivadas e as constantes a, 3, v € 6 sdo
definidas por:

a= max les] B = Kr'gljnq |pi(2)]
Y= max |5i (25l € 6= gin |z —zl.

PROVA. Sejam i e j dois inteiros fixos, tais que 7 < j, e sejam J;j e ¢&; as quanti-
dades fornecidas pelo Algoritmo 6.1 a partir dos nimeros z, ..., Z,, entao

e B dij dij _dij—dij  dijcij — G
S:J 1 = 5 ~ = —” + — ,
Gi Gy Cij Cij Gij
logo
b]
. 1 -
I 1] t]I mln ICUI 1) 1) |]I 17 ‘JI
1<i<3<n

Levando-se em conta o Lema 6.2 e a sua prova, tem-se que:
: q

pi(%) — Izi(éi)

aj=plz) e &=

e portanto,

|es; — &;l = <|:5§(Zj)| + lpi-(az,-)|) a+0 (az) .

Com o objetivo de simplificar o cédlculo da estimativa de ’d.,-j — d;;|, define-se

. - . ' 5.3 —t+1
para cada matriz Y = (y;;); € C**", a matriz Yyl = (yL,‘J])i como sendo a
matriz de dimensao 7 — ¢ + 1 cujos elementos sao

ykl,jlzyk+il+i (kd=1...,7—14+1).
Sendo Q(Z) o polinémio matricial definido por:

Z A[‘r]]

do Teorema 7.1 segue-se que se S for um solvente de P(.X), entao Stal é um

solvente de Q(X).
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| ~ - F—i4+1 3 . L
SeR=(rn) "' eR= (7i)]"**" forem as matrizes cujos elementos satisfazem
0 sek=1el=] . 0 sek=1el=7
Tkl = [i,) € Thl = § «[i,5) )
sy outro caso 54" outro caso

pode-se mostrar que Q(R) é uma matriz cujos elementos sao todos nulos exceto o
ij-ésimo, cujo valor é d;;, enquanto que Q(R);; = dij. Assim sendo, para qualquer
~——norma matricial; tem-se:

iy -] < ot - o] < [P |- i 0 (|7~ &[')

e portanto, como a desigualdade acima também vale para o raio espectral, segue-se
que

|dij — dij| <7+ 0 (o?).
Assim sendo, o resultado decorre juntando as estimativas de lci,-j — d,-j~ e de
|&i; — cijl- O

Observe-se que se MiNi<i<j<n |pi(z;)| for muito pequeno. 0s Zeros zi,.. ., Zn
tém que ser calculados de forma bem precisa. Porém, este fato nao desqualifica o
método apresentado, pois 0s nimeros p;(z;) sao autovalores da derivada de Fréchet
de P(X) em S (ver Proposigao 6.1), € como mostram 0s Teoremas 11-3.2 e 11-3.3,
qualquer algoritmo pode apresentar problemas quando P*(S) for singular.

6.1. Consideragoes sobre a aplicabilidade do método

Uma vez descrito o Algoritmo, e caracterizadas as condigoes de convergencia,
é preciso analisar as condicoes para a sua utilizagao. Nas aplicagoes dificilmente
surgem polinémios com coeficientes triangulares; no entanto, 0 algoritmo pode
ser empregado desde que 0s coeficientes do polinémio possam ser triangularizados
simultaneamente, seja por transformacoes de equivaléncia ou por transformacoes
de similaridade. Uma analise sobre a triangularizagao simultanea de matrizes sera
desenvolvida no Capitulo IV.

O aspecto mais interessante do Algoritmo 6.1 é que a dificuldade de calcular
solventes fica reduzida a calcular zeros de polinomios escalares. O ntmero de
operagdes envolvidas no calculo de um solvente triangular, conhecidos os seus
autovalores, é relativamente baixo ja que é praticamente igual & quantidade de
flops necessarios para avaliar um polinémio matricial. A Tabela 6.1 descreve o
nimero de operagoes em cada etapa do Algoritmo 6.1. Pode-se deduzir dela que,
com o método proposto sao realizados aproximadamente %mn3 + O(mn?) flops.
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flops divisoes
Cij m
di; (G —i)m
Sij 1
vy m—1

total (j—14+2)m—1 1

TABELA 6.1. Operagoes requeridas para calcular s;;

Para implementar o algoritmo é requerido um espago de 2(m + 1)(n + 1)n
palavras, porém, pode ser reduzido & ordem de 1(m +1)(n + 1)n se a legibilidade

do programa for deixada de lado.

Com a finalidade de se avaliar o algoritmo, efetuou-se a sua aplicagdo em
numerosos exemplos-teste, os quais nao foram aqui descritos, pois nao representam
uma contribuicio ao entendimento do método. O mais importante a se destacar é
o fato de que todos os solventes foram calculados com mais de 7 decimais corretos.

Alguns detalhes da implementacdo do Algoritmo 6.1 sao analisados no
Capitulo V.

6.2. Aplicacao a previsao numeérica do tempo

Na Secio II-1 mostrou-se que os modelos que provém das equagoes da agua
rasa podem ser resolvidas a partir do conhecimento das solugdes de equagoes da
forma

P,(Y) = @;Y2 + T, Y +Q; =0. (6.15)

Empregando um manipulador algébrico pode-se mostrar que as mat
satisfazem as hipdteses do Teorema 6.2 e, portanto, o polinémio matric.... .
tem um solvente triangular superior. A demonstragao deste fato em geral, requer
um esforco significativo que nao acrescenta nada a compreensao dos fatos estuda-
dos. Assim, preferiu-se estudar a equacao f’,(Y) =ToY?+ 1Y 4+ T, = 0 proxima
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de (1.10), quando as diferencas avancadas (ou centradas) forem empregadas para
discretizar 0.

Observe-se que, para h suficientemente pequeno, tem-se:

0 0 —1
I+AtF}zA0=I+(l—w‘)F( 0 0 0 )
\ -2 0 0/

9AL 5 ~ Ay = 2ITU (1 -w") I

) . 0 0 —1
—I+AtF;zA2:—]+(1—w')I‘ o 0 0 |,
0

onde I' = At h~!. Assim, definindo

0 1 \/3

;¢+1 V¢+l
V=|1 0 0
® 1

0 41 O+l

segue-se que:

1 0 0
VAV =To = (0 1-(1-w)TVe (1-w)T(1-2) )
0 0 14+ (1—w)IVe

V*AV = Ty = 2TU (1 ~ w") I

~1 0 0
V*A2V=T2:( 0 —1-(1-w)IVe (1-w)l'(1-2) )
0 0 1+ (1 —w)TVe

Verifica-se que para I' = 0, as raizes latentes de P(Y) sao as solugoes de
A? —1 = 0. Assim sendo, pela continuidade, para I' suficientemente pequeno, oS
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polinémios escalares

pi(z) =2 +2I0 (1 —w') 2 — 1,
pa(z) = (1- (1-w) TV®) 22 + 2TV (1 - ')z =1 - (1 - o') TVE

pa(z) = (1+ (1 - o) IV®) 22 + 20U (1 - ') 2 = 1+ (1 - ') TV

tem raizes diferentes. Do Teorema III-6.2 segue-se que existe um solvente trian-
gular superior de P(Y). Como existe um fator espectral & direita de P()\), M-S,
tem-se que P'(S ) é nao singular. Assim sendo, para I' préximo de 0, sempre existe
um solvente triangular superior de P;(Y).

A hipétese I' = 0 nao tem valor pratico, porém, é de grande interesse analitico
uma vez que podem ser calculados os solventes. Uma analise mais detalhada
permite mostrar para quais valores de I' existem solventes triangulares superiores,
observe-se que os zeros dos polinomios p;(z), p2(2) e ps(z) sao dados por:

BF =TU (w' — 1) + /(TU (0 = 1)) + 1+ 0 (h3)
gl—:rU(wf—l)—\/(FU wi—1)?+1+0 (h?)

gt w—1+\/7] +F2—02‘P+O(h1)
= 3
: -1+ va*®
L U@ 1) = (U (w =1)) +T-2 - a2® .
By = r-1 +\/&T<I> +O(h3) (6.16)
gt U(w —1) +\/TJ )+ T-2 — a2 O(hl')
o \/a2(I>
: -1 _ /a2d )
onde f; sio as raizes de p;(z) e @ é igual a “=¥— ou w' — 1 segundo se trate

de diferencas centradas ou avangadas. Como conseqiiéncia do Teorema ITI-6.
segue-se que, o solvente triangular existird se I' satisfizer que

= (10 (1)) 41 40

| / (6.17)
v2= (U (o' =1)) +T72 = a%@ #0.
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Observe-se que l(FU (W' — 1)) + 1‘ ¢ nao nulo para todo w tal que lw| = 1.
Quando a = w' — 1, 7, = 0 se, e somente se,

2=__1_ w™*
L 2(@—-0U?)(1 — Re(w'))’

e, portanto, 7, € nao nulo para todo T positivo desde que w' # —1, em cujo caso

Y2 € Z€ro se

w—w‘l

Se @ = “=¢—, para todo I’ positivo e para todo w tal que |w| = 1, tem-se que
~o # 0, pois a tnica solugao de v, = 0 é dada por:
r=- 1 .
2U2Re(w) (Re(w) — 1) + @Im(w) + 2:U2Im(w) (1 — Re(w))

Resumindo, o Algoritmo II1-6.1 fornece solventes triangulares para quase todo
valor de T', somente fica excluido I'? = —4—(—52}_—4,)-. Além disso, nestas condigoes,
o algoritmo proposto fornece no minimo um conjunto completo de solventes.
Observe-se que neste caso os solventes sao empregados para calcular um conjunto
gerador do espago de solucoes da equacao de diferencas, e que a existéncia de auto-
valores com médulo maior do que um esta relacionada & escolha de h e At e nao a
utilizagao de equagoes polinomiais matriciais como forma de resolver a equagao de
diferencas. Por motivos técnicos, neste caso, os solventes nao foram empregados
para estimar as raizes latentes do polinémio matricial, porém, isto pode ser feito
se as constantes U e ® forem conhecidas.

6.3. Cdlculo da raiz quadrada

Nesta secdo, apresenta-se uma aplicacao do Algoritmo 6.1 ao calculo da raiz
quadrada de uma matriz ¢ € €. O Teorema A-1.1 mostra que existem uma
matriz unitaria U e uma matriz triangular superior T tais que

C =UTU.

Assim sendo, calcular a raiz quadrada da matriz C é equivalente a encontrar uma
matriz triangular superior Y tal que

Y?-T=0.



98 [1I. METODOS PARA O CALCULO DE SOLVENTES

0 seguinte algoritmo fornece uma raiz quadrada de T, desde que A = 0 seja
um z::*ovalor de T' com multiplicidade no maximo um [4].

Algoritmo 6.2.

Parai=1,...,n
| 8 = v/Ta
Para:=1,...,n

Parak=1,...,n—1
Definir j =1+ k
Calcular y = t;;
Paral=1:1+4+1,...,7 -1
|y =y + sasi;
Calcular s;; = y (sii + Sjj)_l'

Observe-se que o Algoritmo 6.2 pode ser aplicado s6 quando s;; # —s;;. A e-
xisténcia de autovalores miltiplos nao nulos nao representa um impedimento para
que a condicio s;; + s;; # 0 seja satisfeita, pois se para algum ¢ # j, t;; = tj;, €
suficiente escolher s;; = s;;. Note-se que a condigao s;; + s;; # 0 é idéntica aquela
do Teorema 6.2 e representa a regularidade da derivada de Fréchet do polinomio

P(X)=X?—T.

O numero de operagoes requeridas pelo Algoritmo 6.2 é aproximadamente
igual a0 necessario para multiplicar duas matrizes triangulares (da ordem de gn®
flops), mais n raizes quadradas e 3n (n — 1) divisées. Uma analise mais detalhada
deste algoritmo ¢ realizada por Bjorck e Hammarling (4], onde também pode-se
encontrar uma descricao de um algoritmo para calcular uma raiz cubica da ms:

T.

Parlett [34] apresenta um método para calcular funcées analiticas «.. mztrizes;
este algoritmo pode ser utilizado para calcular a raiz k-ésima de T', com aproxi-
madamente 3n° flops, porém, este método nao pode ser estendido a polinémios
matriciais em geral, pois falta a comutatividade, a qual é de importancia funda-
mental na definicao do algoritmo.



7. POLINOMIOS COM COEFICIENTES TRIANGULARES POR BLOCOS 99

7 Polinémios com coeficientes triangulares por blocos
Nesta secao, desenvolve-se um algoritmo para resolver a equacao

P(X) = iAm_,X‘ =0, (7.1)

=0

f ~N\™M . §
quandt)*tcrdosrovcoeﬁenente&Asz:fQA(fj"‘i))T,,fngSw—
periores por blocos de dimensao na.

O método aqui apresentado ¢ uma generalizagao do Algoritmo 6.1, e como na
Secio 6, o procedimento proposto é apresentado com o auxilio de um exemplo.

Exemplo 7.1. Considere a equagao (ver Exemplo IV-1.1)

100 1 -1 0 1 -1 0
020 lx2+l -1 3 —2|x+| -1 4 -3]=0 (72
00 1 0 -2 2 0 -3 3

Pode-se mostrar que as matrizes acima nao triangularizam simultaneamente, po-
rém, se as matrizes U e V forem definidas por:

1 2 1 1 1
v=|1 0 -1 e U=11 0 2
1 =1 1 -1 1

multiplicando os coeficientes da equagao (7.2) a esquerda por V e a direita por U,
e definindo Y = U* XU, segue-se que a equacao acima é equivalente a:

6 0 —6 0 1 -9 0 2 -12
pyy=|02 o |Y? 4|0 3 3 ¥V+[0 4 —6 | =0
00 6 0 -2 18 0 —4 24

. 3
E ébvio que um solvente S = (si); com a mesma estrutura de blocos dos coefi-
cientes da equacdo acima, isto €, so1 = S31 = 0, precisa satisfazer 6 s’ =0eque

a matriz S; definida por:
S22 523
51 = )
$32  S33

seja solvente do polinomio matricial

20 3 3\, [ 4 -6
PI(YI):(O 6)Y12+<—2 18)}'1+(—4 24)'
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Como mostra o Exemplo 1.1, a matriz

g = —0.75+1.10103z  0.637386 — 0.519062 2
1=\ 0.191692—0.115347 ¢ 1.5+ 1.26485 2

é solvente de P;(Y;). Substituindo-se em S, s;; = 0 e os valores obtidos para
S1, segue-se que S é solvente de P(X) se, e somente se, os elementos s;2 € 313
satisfizerem o seguinte sistema linear:

—4.5+6.60182  1.1505 — 0.692082 ¢ S12
3.82432—3.11437¢  —9.0+ 7.5891 ¢

813

0.475229 — 2.13916 2
—2.13739+11.9027 2 ) °

Como a matriz de coeficientes do sistema acima € inversivel, o sistema tem uma
unica solucao
s12 |\ _ [ 0.0958461 — 0.0576734 2
- —0.75 4 0.632425 ¢

S13

O Algoritmo 7.1 desenvolve os passos descritos no exemplo acima para qual-
quer polinémio matricial com coeficientes triangulares por blocos. Para simplificar
a notacao, o método é apresentado somente para polinomios cujos blocos sejam
todos quadrados e da mesma dimensao.

Assim como o Algoritmo 6.1, o método definido nesta segao ¢ uma aplicagao
do Algoritmo de Horner (ver Segao II-7) e do Teorema A-2.1.

Algoritmo 7.1. Se Z;,...,Z,, forem matrizes de dimensao n, entao define-se
uma matriz triangular superior por blocos S = (S;;)]" por:
Para1 = 1,... ;M
Si = Z;
v = A
RO =1

Parak=1,...,m
Yif'k) = Yigk_l)sii + Aff)

R — g,
Parah=1,...,n; -1
Parai=1,...,n1 —h

|Definirj:i+h
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Calcular C;; por
C,'J' =0
Parak=0,...,m—1
1 t

‘ Oy =y + (RS-"‘ ! k)) QY
Calcular (10)),-1- = 12)8") por
DY = AY
Parak=1,...,m

| DY = DYV S5 + ST Yi VS0 + A
v(S;;) = —Ci'v (Dyj)

F; = AY
Parak=1,...,m—1
Fj = Y$™8; + FiSs;
v = DY + Fj.

O Teorema 7.2 fornece condigdes nas quals a matriz construida pelo algoritmo
acima é um solvente de P(X).

A prova da convergéncia do Algoritmo 7.1 decorre como aquela do Algo-
ritmo 6.1. Na presenca de coeficientes triangulares superiores por blocos, o Teo-
rema 6.1 é substituido pelo seguinte resultado:

Teorema 7.1. Seja P(X) o polinomio matricial definido em (7.1). Nestas con-

digoes, se W = (Wi;)]" for uma matriz triangular por blocos, entao P(W) €

triangular por blocos e o bloco P(W);; 6 depende dos blocos de W mais prozimos
da diagonal principal do que Wi;. Além disso, parat < j, P(W);; € linear em Wi;.

PROVA. A demonstracao é analoga aquela do Teorema 6.1. O

Para cadai = 1,...,n1, seja Pi(Z) o polinémio matricial de grau no maximo
m e ordem no definido, a partir do polinémio P(X), por:

mmzzﬂrwh (7.3)
=0

Com esta definicio, o Teorema 7.1 mostra que para uma matriz triangular superior



102 I1I. METODOS PARA O CALCULO DE SOLVENTES

por blocos W:

P(Wn) P(W)a - P(W)i,

) Py(Was) P(W)zn,

(W) = y : ; (7.4)
Pay(Waym)

onde P(W);; satisfaz
v (P(W)y;) = Cijo (W) + v (Dyj)

e as matrizes C;; e D;; dependem somente dos blocos de W mais préximos da dia-
gonal principal do que W;;. Logo, para obter-se um solvente de P(X) é suficiente,
mas nao necessario, que para todo : = 1,...,n,, P;(W;;) =0 e, para:z < j,

det(C;;) # 0. (7.5)

Se a condigao (7.5) for verdadeira para todo ¢ < j, o Algoritmo 7.1 permite calcular
todos os blocos de um solvente, uma supra diagonal de cada vez. Assim sendo,
como no Algoritmo 6.1, é muito importante uma boa caracterizacao das matrizes

i

Lema 7.1. Se S for um solvente triangular superior por blocos de P(X) tal que,
parati=1,...,n;, a matriz Si; € um solvente de Pi(Z), entao para: < j

=i((s;)' zm )

PROVA. Considerando a Observacao A-2.1, segue-se que para todo [ > 1:

-1
(8)).. =X SkSySi7'~* + Hy,
¥ k=0
onde H;; nao depende de S;;. Assim sendo,

ZA('" 2 Sﬁsfjs;;l—uff,,,

k=0

onde I;I;J- nio depende de S;;, logo, aplicando a definicdo do produto de Kronecker,
tem-se:

=3 (1) @ S Aot .

=1
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Para cada i = 1,...,ny, define-se R;(X) por:
Ri(2) =3 ((Z‘)H ® AF™ Zf-‘) ,
=1 k=l
e os polinémios matriciais Q;(Z) tais que:

Pi(A) = Qi(X) (M — Zi).

Observacio 7.1. O Teorema 11-3.4 mostra que R;i(Z;) € uma matriz inversivel
se, e somente se, det(Qi(};)) # 0 para todo \; autovalor de Z;.

O seguinte teorema fornece uma condigao suficiente para a existéncia de sol-
ventes triangulares por blocos.

Teorema 7.2. Sejam P(X) e Pi(Z),..., Pn,(Z) os polinomios matriciais defini-
dos por (7.1) e (7.3) respectivamente. Se ezistirem matrizes Zyy . . ., Zn, € C™X"2
que satisfazem

P,(Z,)-——O (i=1,...,n1)
Ri(Z;) ¢ inversivel, (1<i<j<n),

entdo, existe um solvente triangular superior por blocos de P(X), S = (Si;)}, tal
que, para i =1,...,n1, Sii = Z;.

PROVA. A demonstragao decorre do Teorema 7.1 e do Lema 7.1. O
Corolario 7.1. Sejam P(X), Pi(Z),..., P, (2) ¢ Q1(Z),...,Qn,(Z) o0s polino-
mios matriciais definidos acima. Se ezistirem matrizes Ziyenvydny € CM2X"2 que
satisfazem
Pi(Z:)=0 (1=1,...,m1)
det(Qi(A;)) # 0 (1<i<j<m),

para todo autovalor )\; de Zj, entdo existe um solvente triangular superior por

blocos de P(X), S = (i)}, tal que Sii = Zi.

Observe-se que as matrizes

m
3y Alm—ki gkl

k=l
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empregadas na definicao de R;(Z), sdo os resultados parciais obtidos na avaliacao
do polinémio matricial P;(Z) em S;; pelo Algoritmo de Horner (Algoritmo I1-7.2).

8. Conclusoes

Uma comparacao objetiva, de métodos de natureza tao diferente como os
apresentados neste capitulo, é uma tarefa muito dificil. Porém, nesta segao, tenta-
se resumir algumas consideracdes que se encontram ao longo de todo o capitulo, e
que provém do estudo cuidadoso dos algoritmos descritos.

O primeiro ponto a ser levantado, refere-se a existéncia de solventes de um
polinémio matricial. Quase todos os métodos supdem a existéncia de um solvente,
o que nem sempre € verdadeiro, como mostra-se na Segao II-2. Mesmo existindo
um solvente, é muito dificil estimar uma regido onde ele possa ser encontrado
(ver Teorema 2.1), portanto, a maior parte dos métodos empregados para calcu-
lar solventes envolvem condi¢ées muito restritivas sobre os polinémios e sobre os
solventes.

Estas condigdes sao expressas das mais diversas formas:

e Existéncia de uma aproximacao inicial suficientemente boa.
e Existéncia de um conjunto completo de solventes.
e Restrigoes sobre os coeficientes.

Os métodos podem ser agrupados em diretos ou iterativos, e estes ultimos em
dois subgrupos: os que fornecem uma aproximacao inicial e os que nao.

Os Algoritmos 4.1 e 5.1 proporcionam uma aproximagao inicial restringindo
o conjunto dos polindmios aos quais o método € aplicado. Esta restricio consiste
em supor a existéncia de um conjunto completo de solventes.

Alguns exemplos do Capitulo II sdo dedicados aos conjuntos completos e as
suas propriedades. Estes exemplos mostram que as condigoes de convergéncia dos
Algoritmos 4.1 e 5.1 sdo muito restritivas. Mais prejudicial, que as restriti
condicoes para a aplicacio do método, é o fato de que a existéncia de conj.
tos completos nao pode ser determinada a priori. Além disso, estes métodos so-
mente calculam o solvente dominante, diminuindo assim as suas possibilidades de
aplicagao, pois, como segue-se da Secao II-8, em geral sao empregados solventes
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com determinados autovalores ou, na sua auséncia, conjuntos completos de sol-
ventes. E importante ressaltar que, no caso dos polinémios matriciais, a deflagao
nao pode ser empregada (ver Observagao 11-5.2).

Os algoritmos de Newton e Newton modificado permitem calcular qualquer
solvente desde que seja estavel e a aproximagao inicial seja suficientemente boa.
A singularidade da derivada de Fréchet do polinémio matricial é uma dificuldade
comum & todos os métodos e, portanto, nao deve ser um fator decisivo na escolha

do algoritmo.

Sendo que, por enquanto, nao existem métodos para determinar regices con-
tendo um tnico solvente, a escolha da aproximagao inicial representa o maior
desafio a ser encarado na aplicagao dos Algoritmos 2.1 e 3.1. Nos artigos de Kratz
e Stickel [29] e de Davis [9] sao sugeridas algumas possibilidades para a escolha
da aproximagao inicial, porém, nao ¢é feito um estudo para determinar se estas
aproximacgoes satisfazem as condigoes dos respectivos teoremas de convergéncia.

O terceiro grupo, o dos métodos diretos, apresenta uma dificuldade um pouco
diferente, calcular raizes de polinémios escalares. O Algoritmo 1.1, ainda que de
aplicacao geral, € pouco pratico quando a dimensao das matrizes envolvidas for
grande, pois é preciso o conhecimento prévio dos autovalores do solvente procu-
rado. Esta dificuldade nio é decisiva na aplicagdo do Algoritmo 6.1, pois € preciso
calcular zeros de polinémios escalares cujo grau ¢ no maximo aquele do polinomio
matricial, independente da dimensao dos coeficientes.

A principal vantagem do Algoritmo 6.1 é a de possibilitar o calculo de qualquer
solvente triangular superior estavel. Por outro lado, o método permite conhecer,
antes do calculo efetivo do solvente, se o conjunto de raizes fornecidas corresponde
ou nao a um solvente simples. Mais ainda, € possivel calcular uma estimativa, a
priori, do erro com o qual sera calculado o solvente.

A triangularizacao simultanea dos coeficientes é, de fato, uma restrigao impor-
tante, porém, ela nao deve ser supervalorizada, primeiro porque existem teoremas
que caracterizam os conjuntos de matrizes simultaneamente triangularizaveis, e
segundo porque os polinémios com coeficientes triangulares podem ser utilizados
como aproximantes, e as suas solugoes podem servir como uma aproximagao inicial
para o Algoritmo de Newton. Além disso, constatada a possibilidade de resolver
este tipo de equagdes, serd possivel encontrar aplicacoes, que fogem ao objetivo
deste trabalho, onde os polinémios matriciais com coeficientes simultaneamente
triangularizaveis podem ser empregados, veja-se por exemplo o trabalho de Balen-
dra, Tat e Lee [1], onde os coeficientes do problema sao substituidos por matrizes
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que comutam.

Pode-se observar facilmente que o Algoritmo 6.1 apresenta vantagens signi-
ficativas sobre o método de Newton. Se neste ultimo método for empregada como
aproximacao inicial uma matriz diagonal cujos elementos sao os empregados para
aplicar o algoritmo da Secgao 6, O Algoritmo 2.1 requer no minimo duas avaliagoes
do polinémio matricial e da resolugao de dois sistemas lineares. Em numero de
operagoes, isto representa mais do dobro do custo computacional.

A comparagio com o algoritmo da Segdo 5 é um pouco mais simples. O
Algoritmo 5.1 somente calcula um solvente dominante e, além disso nao aproveita
o conhecimento das particularidades dos coeficientes.

Resumindo, o Algoritmo 6.1 apresenta condigbes otimas de aplicabilidade e,
portanto, deve ser utilizado sempre que seja constatada a possibilidade da sua
utilizagao.



Capitulo IV
Transformacao simultanea de matrizes

Levando-se em conta as qualidades do algoritmo apresentado na Secao III-6,
este capitulo é dedicado ao estudo da existéncia de transformagoes que triangu-
larizam simultaneamente um conjunto de matrizes. Das duas segoes nas quais
este capitulo é dividido, a primeira € dedicada ao estudo de conjuntos de matrizes
simultaneamente triangularizaveis, e na segunda, apresentam-se alguns resultados
sobre diagonalizacdo simultanea, com o intuito de mostrar quais sao as restrigoes
envolvidas na simplificacao do calculo dos solventes de um polinémio matricial.

1. Triangularizagao simultanea

O principal resultado desta secao, o Teorema 1.1, caracteriza os conjuntos
de matrizes que podem ser triangularizados simultaneamente por transformagoes
unitarias. O maior esforco é realizado no sentido de provar o Lema 1.1, o qual
fornece uma condicio necessaria para a existéncia de um autovetor comum a um
conjunto de matrizes.

107
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Lema 1.1 ([13]). Se Ay,..., A, € €™ forem matrizes tais que, para cada poli-

némio escalar p(z1,...,%m) NAS vVAridveis zy,...,z,m € para cada 1j, a matriz
p(A1, ..., An)(AiA; — A A)) (1.1)
for nilpotente, entdo, as matrizes Ay, ..., Ay tém um autovetor em comum. Alem

disso, dado qualquer vetor 1 ndo nulo, € possivel construir um polinomio escalar
h(z1,...,2m) tal que h(A;,..., An)n € um autovetor comum de Ay, ..., Ap.

PROVA. Pode-se supor, sem perda da generalidade, que as matrizes A,,..., A,
sao todas nao nulas.

Saja H, a seguinte hipétese: Dado um vetor nao nulo 7, existe um polinémio
~1....,2s) tal que o vetor h(A,...,A,)n é um autovetor comum das
bt o W55 5 w5 P

H, é verdadeira, pois os vetores {Af¥n ; k =0,...,n} sdo linearmente de-
pendentes e, portanto, existe um polinémio escalar ¢(z) para o qual ¢(A;)n é o
vetor nulo. Se )\ for uma raiz de g(z) e go(z) for o cociente da divisao de ¢(z) por
z — Ao, entao o vetor go(Aj)”m € um autovetor de A;.

Se a afirmagao H,_; for verdadeira, seja &, = h(Ai,..., A,—1)n um autovetor
comum de Ai,...,A,_1. A hipdtese H, aplicada a matriz A, assegura que existe
um polinémio escalar g(z) tal que g(A,)€; é um autovetor de A,.

Para ¢ < s seja \; o autovalor de A; associado a £,. Se, para todo ij,
Ci; = AjAj — AjA; for o comutador das matrizes A; e A;, existem duas possi-
bilidades:

(1) Ci;A¥¢, =0 para i < s e para todo k,
(2) existem inteiros i; e k; para os quais C;, ;A% &, # 0.

No primeiro caso tem-se que:

Aig(As)€ = g(As) A&y = dig(Au)éy, (i=1,....s = 1)

e segue-se, da hipotese de inducao, que o vetor
Q(Aa)fl = g(A,)h(Al, o Asci)m

¢ um autovetor comum das matrizes Aq,..., A,.

Se existirem inteiros #; e k; satisfazendo C;,,A¥ €, # 0, a hipStese H,_; mostra
que existe um autovetor comum de Ay,...,A,_; da forma:

52 = QI(AI, ERE As_l)C,‘l,Ailfl.



1. TRIANGULARIZAGAO SIMULTANEA 109

Observe-se que, se o vetor C;,s Akr €, for nao nulo para alguns inteiros i, € k., entao
o vetor &, definido por:

£r+l = Qr(Aly oo aAa—l)A‘:rC"r‘sf

é nao nulo.

Se a seqiiéncia {£;, &,, ...} for finita, isto &, se existir um inteiro p tal que

£, #0e €pr1 =0, aplicando a hipotese H; ao vetor £,, obtér -se-um-autovetor
9(A,)€, de A, para o qual

A;Q(A,)ﬁp = g(As)Aiep = ’\ig(Aa)ﬁp’ (z = 1a ceey 8T 1)

e portanto, o vetor g(A,)€, € um autovetor comum de Ay,..., A,

Finalmente, observe-se que deve existir um inteiro p < n + 1 tal que §, #0
e,y1 =0, pois se isto nao acontecer, existirao escalares Ai, ..., Anp1 nao todos

nulos tais que:
n+1

Z /\kek = 0
k=1
Logo, se j for o menor inteiro tal que A; # 0,

n+1
Z My = “)‘jﬁjs
k=341

e pela definicao dos vetores ¢,, tem-se:

’U,(Al, ce ,A,)C{jsA‘:jej = —/\Jf.,,

assim sendo, —\; é um autovalor nao nulo de Af’u(Al, ooy Ag)Cijss contrariando
a hipétese de que a matriz Aﬁ’u(Al, ..., A;)Ci;,s € nilpotente. Assim sendo, o lema
fica demonstrado. O

Observe-se que a prova do lema acima fornece um método para construir
um autovetor comum a um conjunto de matrizes; este algoritmo foi empregado
no programa TRIANGUL, e os detalhes da sua implementagao encontram-se na
Secao V-1.

Como mostra o Teorema 1.1, a condigao (1.1) é muito forte. Os exemplos a
seguir fornecem uma idéia aproximada do que um par de matrizes precisa para ter
um autovetor em comum.



110 IV. TRANSFORMACAO SIMULTANEA DE MATRIZES

Exemplo 1.1. Considere-se o movimento das trés massas representadas na

. t 2 s N s
Figura 1.1. Se ¢ = (z1,22,23)", a equacao de movimento das trés massas é deter-
minada por:!

ME+CE+ KE =0, (1.2)
onde
m; 0 0 C —C 0
M= 0 mo 0 y C= —C1 €1 +cp —c
0 0 m3 0 —C2 Co
ky —ky 0
K=\| —ki ki+k —k
0 —ks ks
x T T
I 1 CIJI} I_z— CQE I 3
kl kz
FIGURrA 1.1

Sejam m; = my = m3 = 1, neste caso as matrizes I, C e K sempre tém um
autovetor comum, o vetor

porém, a matriz CK — KC é nilpotente se, e somente se,
c2ky = cik,

isto é, se K for um muiltiplo de C'. Observe-se que a matriz CK — KC é singular
e que o vetor £ é um autovetor de CK — KC associado ao autovalor 0, pois

0 - C2k1 = Clkg C]kg — Cgk‘l
CI\, — I(C = C]kg - Czkl 0 Cgkl - Clkg
Cgkl —C kg C]kg = Cgk‘] 0

10s Exemplos 1.1 e 1.4 foram extraidos de Pestel e Lechie [36], e a nota¢ao neles empregada
corresponde aquela da referéncia citada.
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De fato, se existir um autovetor comum, 0 determinante de todos os comuta-
dores é zero, porém, a reciproca nao vale, como fica demonstrado pelo seguinte
exemplo.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes

000 111 1 -1 2
Aa=l111|, B=|022]| eC=|0 2 2],
022 \ 0 0 y

\1 1 1) 0
pode-se mostrar que as matrizes AB—BA, BC—CBe AC—C A tém determinante

zero, porém, A, B e C nao tém nenhum autovetor em comum, mesmo que qualquer
subconjunto de duas matrizes tenha.

Até o final do capitulo, o conjunto das matrizes unitarias de dimensao n é
denotado por U,, e o conjunto das matrizes triangulares superiores € representado
por T.

Teorema 1.1 ([13]). Para quaisquer matrizes Ay, ..., An € C™", as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(1) Para cada polinomio escalar p(21,- .+ Zm) NAS VATIAVEIS 2Z1,. .., Zm € PATA
cada 17, a matriz

p(A1, ooy Am)(A,'AJ' - A]‘A,‘)

¢ nilpotente.

(2) Eziste uma matriz unitdria U tal que as matrizes U* AU, .. L U*ARU sao
triangulares superiores.

(3) Para cadai =1,...,n, existe uma ordem dos autovalores /\El), .. .,/\S") da
matriz A;, tal que para qualquer fungdo racional v(z1,...,2m), 08 aulova-
lores A1, ..., An da matrizr(As, ..., A,) sao definidos por:

e = (AP A (k=1,...,n).
PROVA.

(1) = (2). Se a afirmagao (1) for verdadeira, segue-se, do Lema 1.1, que existe
um autovetor comum ¢ das matrizes Ay, ... , Ann. Pode-se supor, sem perda da
generalidade, que ||C][, = 1, assim sendo, se U € U, for uma matriz cuja primeira
coluna é ¢, tem-se que:

Mg .
WAU=(O i) (i=1,...,m).
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Sendo todas as matrizes de dimensao 1 triangulares, e como a hipétese (1) também

é satisfeita pelas matrizes Aj,..., A, € C=1)X(*-1) ¢ resultado obtém-se por
indugado sobre a dimensdo das matrizes. O
(2) = (3). Como r(z1,...,2m) € uma funcao racional, existem dois polinémios
p1(z1y- -+ 2m) € p2(21, ..., 2m) tais que:
pl(zl» % mixe ,Zm)
r(z1y. ..y 2m) = ——— .
( " pa(z1y ey Zm)

‘atriz U € U, satisfizer

UAU=T; €T, (= 1500.40),
entao
U*pl(Al, ceay Am)U = pl(Tl, “eo ,Tm)
L/*pz(Al, oy Am)U = pQ(Tl, R ,Tm).
Considerando que p;(Ti,...,Tm) € p2(T1,..., ) sdo matrizes triangulares.
um dos autovalores de p(T1,...,Tn) € da forma
pl(/\la-“v/\m)a (1:1’2)
onde \; é algum autovalor de A;. Assim sendo, os autovalores de 7(Ay,...,An)
Sao:
p](Al, I Am)
. O
P2(/\1, 8w ,/\m)

(3) = (1). Como todo polinémio é uma fungao racional, cada autovalor da matriz
B =p(An,. .., An) (AiA; — A;A;)

é da forma
A = p(A1y -5 Am) (NiA; — A5A),

onde )\ é algum autovalor da matriz Ax. Uma vez que Ag = 0, B é nilpotente. [

O fato de U ser uma matriz unitaria (hipétese (2) do teorema
maneira alguma representa uma limitagao para o conjunto de matrize.
larizaveis, pois
(2') Se existir uma matriz inversivel P para a qual P7'A,P,..., P71 A, P sao
matrizes triangulares superiores,
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a prova de (2') = (3) decorre como a de (2) = (3).

A vantagem de usar matrizes unitarias é percebida na hora de implementar o
algoritmo de triangularizagao, pois os erros de arredondamento introduzidos pelas
transformagoes unitarias sao menores.

£ bem conhecido o fato de que um conjunto de matrizes simétricas reais diago-
— alizam simultaneamente desde que as matrizes comutem duas a duas; o seguinte

coroldrio mostra o que acontece na auséncia da hipétese de simetria.

Corolario 1.1. Se A1,...,Am for um conjunto de matrizes que comutam duas a
duas, entdo existe uma matriz unitdria U tal que

U*AU € T, G=1,...,m).

Do Teorema 1.1, obtém-se como coroldrio um conhecido resultado sobre a
diagonalizacao de matrizes normais.

Coroldrio 1.2. Se A € €™ for uma matriz normal, entdo A € similar a uma
matriz diagonal. Além disso, a matriz A* pode ser expressa como um polinomio
escalar avaliado em A.

PROVA. Sendo A uma matriz normal e definindo A; = A e A, = A*, segue-se, do
Corolério 1.1, que existe uma matriz U € Un tal que

T, =U*AU € T, e T, =U*A*U € T,.

Como Ty = T§, as duas matrizes sao diagonais.

A segunda parte do coroldrio decorre de observar que, para quaisquer numeros
complexos Ai, ..., A, existe um polinémio escalar ¢(z) tal que q(\) = \i, para
todoi=1,...,n. O

O seguinte corolario fornece uma outra condigio para a triangularizagao si-
multinea no caso em que todas as matrizes forem normais.

Corolario 1.3. Se cada uma das matrizes As, . .. , A for normal, entao as trés
afirmagdes estabelecidas no Teorema 1.1 sdo equivalentes a condigao

AiAj = AjA; (£;3 =1, . ,T). (1.3)
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i Uma vez que A, ..., A, sdo matrizes normais, segue-se, do Coroldrio 1.2,
quc trizes U*A U, ..., U*A,U sao diagonais. Assim sendo, as matrizes
Ay, .. -omutam.

A rec...>ca é 6bvia, pois (1.3) implica que a condigao (1) do Teorema 1.1 é
verdadeira. O

Exemplo 1.3. Sejam A; e A; as matrizes definidas por:

_ (-1 -6 _( 012
A‘“( 2 —9> © A""(—z 14)'
-12 12

O comutador de A; e A, é a matriz (_12 12), a qual tem (1) como “Unico” auto-
vetor.

No Exemplo acima, as matrizes A; e A; tém um tnico autovetor comum
e, portanto, o resultado do Teorema 1.1 ndo pode ser melhorado no sentido de
fornecer mais autovetores linearmente independentes, sem impor mais condigdes
as matrizes A;,...,A,,. Estas novas condicoes sao analisadas na Secdo 1.1 e na
Secao 2.

1.1. Existéncia de autovetores comuns linearmente
independentes

O Lema 1.1 mostra que se as matrizes Ay, ..., A,, satisfizerem a condicao (1)
do Teorema 1.1, existe sempre pelo menos um autovalor em comum; levando-se em
conta a equivaléncia de (1) com (2) e (3), este resultado nao pode ser melhorado
sem impor novas restri¢oes as matrizes Ay, ..., A, (ver Exemplo 1.3). Nesta secao,
sao analisadas condigoes para a existéncia de um numero maior de autovetores
linearmente independentes.

Definicao 1.1. As matrizes Ay,..., A, sao chamadas quase-comutativas. se
cada matriz Ar comuta com as matrizes

A;AJ‘—A]'A; (i,j: 1,...,m).
O Teorema 1.2 mostra que se as matrizes forem quase-comutativas (ou comu-
tativas), o numero de autovetores linearmente independentes é maior.

Teorema 1.2 ([13]). Se as matrizes Aq,..., A, € C**" forem quase-comutati-
vas , entdo a hipdtese (1) do Teorema 1.1 € verdadeira. Além disso, para qualquer



1. TRIANGULARIZAGAO SIMULTANEA 115

autovalor \; de A, eziste um autovetor comum 1 das matrizes Ay, ..., Am satis-
fazendo Ay = M.

PRrROVA. Levando-se em conta a comutatividade de Ax com cada um dos comuta-
dores C;j, para demonstrar a primeira parte do teorema ¢é suficiente mostrar que
C;; é nilpotente. Como o comutador de duas matrizes tem trago nulo, se r for um
inteiro positivo, a matriz C7; tem trago zero, pois:

Cr = C (Aihj — AjA) = AiCTTIA; = O AjAs.

Se A1,..., A\, forem os autovalores distintos de C;; com multiplicidades my, ..., my
respectivamente, tem-se:

myy, + -+ mpy, =0 (r=132.04)
e, em particular,
mim
V (AyeeayAp) | mare | = 0.
MpTp
Como a matriz V (A, ..., Ap) € inversivel, o sistema acima tem somente a solucao

trivial, assim, o nico autovalor de Cj; é o zero e, portanto, o comutador € nilpo-
tente.

Para provar a segunda parte do teorema, seja H, a seguinte afirmacao: dado
qualquer autovalor Ay de A,, existe um autovetor comum 7 das matrizes Ay, ..., A,
eaCi,1,7=1,...,m parao qual A1 = 7.

Considere primeiro o caso s = 1. Seja B uma matriz cujas colunas formam
uma base do subespago dos autovetores de A; associados ao autovalor A;. Em
geral, B ¢ uma matriz retangular com k colunas que satisfaz

Alc"jB = C,’jA]B = )\(I)C,'jB (z,j = 1, cae ,m),

e portanto, cada coluna de Cy; B é o vetor nulo ou é um autovetor de A associado
a \, e, portanto, cada coluna de Cy; é uma combinagao linear das colunas de B.
Assim sendo, para cada zj existe uma matriz quadrada M;; de dimensao k tal
que C;;B = BM;;. Levando-se em conta que as matrizes C;; comutam e que as
colunas de B sio vetores linearmente independentes, as matrizes M;; comutam.
O Teorema 1.1 mostra que existe um vetor ¢, autovetor de todas as matrizes M;;,
assim sendo, B¢ é um autovetor de A; e de cada uma das matrizes C;;. Observe-se
que por definicao, A ¢ o autovalor de A; associado ao vetor B(.
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Se, por hipdtese de inducao, H,—; for verdadeira, seja ¢ um autovetor comum
de Ai,...,A,_; e de cada matriz Cjj, 1,7 = 1,...,m, e sejam As,...,A,—; 0s
autovalores de A,,..., A,_; associados a (. Uma vez que Cj; € nilpotente, todos
os seus autovalores sao nulos e, portanto,

Ci;AX¢ = A¥Cii¢ =0 (,5=1,...,m; k=0,1,...) (1.4)

A ARC = N AR G=1,...,s=1; k=1,2,...). (1.5)

Sendo que sempre existe um polinoémio escalar p(z), tal que p(A,)¢ é um autovetor
de A,, segue-se, das equagoes (1.4) e (1.5), que p(A,)¢ também é um autovetor

de A;,...,A,_1 ede cada Cyj, ¢, = 1,...,m, com autovalor A\; em relagao a A;.
Logo, a afirmacao H, é verdadeira para todo s. 0O
Observe-se que o teorema acima mostra que as matrizes A;,..., A, tém no

minimo tantos autovetores comuns linearmente independentes quantos forem os
autovalores distintos de cada matriz.

Corolério 1.4. Se A, B € C**" forem matrizes quase-comutativas e se A tiver
k autovalores distintos, entdo existe um polinomio escalar p(z) tal que a matriz
B — p(A) tem no minimo k autovetores linearmente independentes associados ao
autovalor zero.

PROVA. Sejam )y, ..., Ax os autovalores distintos de A; o Teorema 1.2 mostra que
para cada ); existe um autovetor comum &; de A e B (associado ao autovalor f;
de B). Além disso, para qualquer polinémio escalar p(z) tem-se que:

(B — p(A))&i = (B: — p(M))&; (1=1,...,k).
Escolhendo o polinémio escalar p(z) de forma tal que p(A;) = fi, para todo
:=1,...,k, obtém-se o resultado. O

1.2. Triangularizagao por transformacgoes bi-unitarias

Nesta segao, estuda-se o problema de transformar simultaneamente um c. ..
junto de matrizes & forma triangular superior por transformagées bi-unitarias.
Embora nio haja uma caracterizacio dos conjuntos de matrizes que satisfazem
esta propriedade, algumas condigoes suficientes sao aqui enunciadas.
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Definigio 1.2. Duas matrizes A, B € C™*" siao chamadas equivalentes, se exis-
tirem matrizes inversiveis P e @ tais que

B = PAQ.

Se P e ( forem matrizes unitdrias, A e B sio chamadas unitariamente equiva-
lentes, e a transformagao que associa a cada matriz A a matriz P*AQ, é chamada
de transformacao bi-unitdria.

O seguinte lema é trivial, porém, é muito util na prova do Teorema 1.3, e s
foi incluido nesta secao por motivos didaticos.

Lema 1.2. Para cada matriz A € C™", eziste uma matriz unitdria U tal que
U*A ¢é uma matriz triangular superior.

PROVA. A demonstraciao decorre por indugao sobre a dimensiao da matriz. Como
toda matriz de dimensao 1 é triangular, o resultado é verdadeiro para n = 1. Seja
e, o primeiro vetor da base canbnica e seja U; uma matriz unitaria tal que:

Ul*Ael = ||A81”2 €.

Assim sendo, existe uma matriz A de dimensao n — 1, satisfazendo

UeA = ( el A)

Se, por hipdtese de indugao, o Jema vale para as matrizes de dimensao n — 1, entao
existe U, € ©+=1%("=1) para a qual

U;A=T € To-1,

]
Uz%(o&)’

tem-se que U*A € uma matriz triangular superior. O

definindo a matriz U por:

O Teorema 1.3 estabelece uma condicao sob a qual um conjunto de matrizes
¢ unitariamente equivalente a um conjunto de matrizes triangulares.

Teorema 1.3. Dadas as matrizes Ao, ..., Am € C™*", se Ao for uma matriz in-
verstvel, entdo Ao, ..., Am sao unitariamente equivalentes a matrizes triangulares
superiores se, € somente se, as matrizes Azt A1, ..., At Am satisfizerem alguma
das hipéteses do Teorema 1.1.
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PROVA. Sejam U e V matrizes unitarias satisfazendo

U*A,V =T, €T, (i =0, .:.,00)
Se Ay for uma matriz inversivel, a matriz inversa de T satisfaz

T = V*A;'WU € T,

logo,
T\ T, = V*A'AV € T, (i=1,...,m),
e portanto, as matrizes Ag 'Ai,..., A5 A, satisfazem a hipétese (2) do Teo-
rema 1.1.
Reciprocamente, se a matriz Ao for inversivel e as matrizes Ag' Ay, ..., A5t A,
triangularizarem simultaneamente, isto é, se existir V € U, tal que
V*A7'AV =T,
o Lema 1.2 mostra que existe uma matriz unitaria U, que satisfaz
U AV =Tp € T,, (1.6)
logo,
T, = V*A; A,V
= V*AJ'UU* AV
=Ty 'U* AV,
e portanto,
U*AV = ToT: = T: (i=1,...,m).
Uma vez que Ay satisfaz (1.6), o teorema fica demonstrado. O

O seguinte exemplo mostra que nem sempre um conjunto de matrizes trian-
gularizaveis por transformagoes bi-unitarias satisfaz alguma das hipéteses do Teo-
rema 1.1.

Exemplo 1.4. Considere-se o sistema descrito pela Figura 1.2. O movimento
deste sistema é controlado pela equacao:

ME+CE+KE=0, (1.7)
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onde
M=<m1 O>, C=<c1+c2 —‘C'z)
0 mo —C2 Co
e
[ kit ks —ky
K—< —k, k2+k3)'
er s 24 12 1
a1 1 ——
ky ko ks
FIGURA 1.2

Sejam m; =2, mp =1, =C = 1, ky =3 ek, =ks=1. Neste caso, tem-se

2 0 _ 2 -1 - 4 —1
M:<0 l)’ C_<—1 1) e I\-(_l 2).

Pode-se mostrar facilmente que o comutador de C e K nao é nilpotente e, portanto,
as matrizes nao podem triangularizar simultaneamente. Porém, como as matrizes
M, C e K sio uma combinagao das matrizes

(2%) - (47)

pelo teorema acima existem matrizes unitarias U e V que triangularizam simulta-
neamente as matrizes A;. Pode-se mostrar que, uma escolha possivel para U e V

ool T) o R0 A)

O Teorema 1.4 fornece uma outra condigao suficiente para que um conjunto
de matrizes seja unitariamente equivalente a um conjunto de matrizes triangulares

superiores.

Teorema 1.4. Sejam Ai,...,Am € T, matrizes tais que o conjunto Sy defi-
nido por:

S1 = {A7 A}
¢ Abeliano, entdo existem matrizes unitdrias U e V tais que:
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U*AV € T, (i=1,...,m).

PROVA. Se S; for um conjunto comutativo, as matrizes A¥A;, 2,5 = 1,...,m sao
normais e, portanto, o Coroldrio 1.2 mostra que existe uma base ortonormal de
autovetores &,,...,§&, tal que:

ArA;E, = \De, (G,j=1,....,m; k=1,...,n).

Pode-se supor, sem perda da generalidade, que para algum s, os vetores §,,...,§,
pertencem ao nucleo de todas as A; e que para k > s, existe um indice z; tal que
A;, &, # 0, desta maneira podem-se definir os vetores 7, por

1

U —(—k)—A,'kék (k=S+1,...,Tl), (18)
VAL
Observe-se que 1), 4, . .., 7, formam um conjunto ortonormal de vetores, pois para

s+ 1<k, 7 <n tem-se:
(Aiki Aik) = A0, (€ &5) = M2 s

e portanto,
(k) _ 2
Ak = A3
Estendendo 7,,,,...,7, a uma base ortonormal 7,,...,7, e definindo
U=, 7] e V=[£,. .., &l,
tem-se que as matrizes U*A;V sao triangulares superiores e, portanto, o teorema
fica demonstrado. O

Note-se que as condigées do Teorema 1.4 nao sao necessarias, pois as matrizes
do Exemplo 1.3 triangularizam simultaneamente, porém nao satisfazem a hipétese
do teorema.

m

Corolario 1.5. Dadas as matrizes Ay, ..., An € C**", se 0 conjunto {A}*Aj}'.j=1
satisfizer alguma das hipdteses do Teorema 1.1, entdo existem matrizes unitdrias
UeV, tais que U*A;V € T, para1=1,...,m.

PROVA. Se as matrizes {AfA;}];_, satisfizerem alguma das hipoteses do Teo-

rema 1.1, entdo existe uma matriz unitaria V tal que:
V*ATA;V =T, €T, (2,7 =1,...,mj.

Sendo T} = Tij, a matriz Tj; é diagonal para todo 7,5 = 1,...,m. Logo, as

matrizes {AfA;}";_, formam um conjunto Abeliano, assim o resultado decorre do

Teorema 1.4. O
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2. Diagonalizagao simultanea

O problema de diagonalizacao simultinea de matrizes quadradas surge na
discussio do desacoplamento das equagoes na teoria linear das vibragoes [1].

O Teorema a seguir caracteriza os conjuntos de matrizes similares a conjuntos
de matrizes diagonais.

Teorema 2.1 ([13]). Para quaisquer mairizes Al An € €, as seguintes
afirmagdes sio equivalentes:
(1) Cada uma das matrizes Ai,...,An € diagonalizdvel e para ,j=1...,m
tem-se:
A;A; = AjA:.
(2) Eziste uma matriz P inversivel, tal que as matrizes P71 AP, . .. ,P1'A,P

sao diagonazis.
(3) Eziste uma matriz diagonalizdvel A tal que, cada uma das matrizes A; pode
ser expressa como um polinomio escalar em A.

PROVA.

(1) = (2). Seja H, a seguinte afirmacdo: existe uma matriz inversivel Py, tal que
as matrizes

P APy, .., PTYALP,

sao diagonais.

Uma vez que A; é diagonalizdvel, existe uma matriz inversivel Py tal que
P YA, Py é diagonal, logo H, € verdadeira.

Se a afirmacao H,_; for verdadeira, existe uma matriz P,_; tal que as matrizes

P LA Py, P A 1Py sdo diagonais. Considerando que A, comuta com
cada uma das matrizes Aj,..., As—1, a matriz P}, A;Ps—, comuta com
P LAP g, P LA 1Py, (2.1)

Assim sendo, o elemento 7j de P71 A,P,_y é nao nulo, se para cada uma das
matrizes em (2.1), o i-ésimo e o j-ésimo elemento da diagonal coincidirem.

Empregando uma matriz de permutagao P’ adequada, podem-se reordenar as
linhas e colunas de P} A,P,_, para transforma-la em uma matriz diagonal por

blocos A’.

. -1 . .
Observe-se que a matriz (Fs-1 P! A,P,_1 P' pode ser reduzida a sua forma
diagonal, usando uma transformagao de similaridade P com a mesma estrutura de
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blocos que A’. Logo, paracadaz = 1,...,s—1, amatriz A} = (Poe1 PY T A, Pyei P!
tem a mesma estrutura de blocos que A/, e, portanto, a matriz

(P,.yP'P)"' A,P,_,P'P

\agonal, pois os blocos diagonais de A} sao muiltiplos da matriz identidade.
..ssim sendo, definindo a matriz P, por:

P_, = P,_l P,P

a afirmacao H, resulta verdadeira para todo s. O
(2) = (3). Seja D = diag(ds,...,d,) uma matriz diagonal tal que os elemen-
tos di,...,d, sio distintos. Como P~'A;P = diag (Af”,...,x\f")), para cada
i=1,...,m pode-se escolher um polinémio escalar p;(z) tal que:

pi(di) = AP (k=1,...,n; i=1,...,m).
Assim sendo, P~'A;P = p;(D) e, portanto, se a matriz A for definida por
A = PDP!, tem-se que A; = p;(A). G
(3) = (1). E ébvia, pois as matrizes Ay,..., A, sdo polinémios escalares ava-
liados em uma mesma matriz diagonalizdvel e, portanto, sao diagonalizaveis e
comutam duas a duas. O

Observacao 2.1. Se a hipétese (1) do Teorema 2.1 for substituida pela existéncia
de uma base ortonormal de autovetores, entdo a matriz que faz a transformacao
na hipétese (2) pode ser escolhida unitaria.

O Teorema 2.2 caracteriza os conjuntos de matrizes simultaneamente diago-
nalizaveis por transformagoes bi-unitarias.

Teorema 2.2 ([20]). As matrizes A,,...,An € C™" sao unitariamente equiva-
lentes a matrizes diagonais se, e somente se, 0s conjuntos
Si = {41 A} : $: = {43},

1,=1 t,7=1

forem Abelianos.
PROVA. E 6bvio que a comutatividade das matrizes nos conjuntos 5, e S; € uma

condi¢ao necessaria para a existéncia de matrizes unitarias U e V, tais que as
matrizes U*A,V,...,U*A,,V sejam diagonais.
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Se o conjunto Sy for Abeliano, todas as matrizes A*¥Aj sao normais. Assim
sendo, o Coroldrio 1.2 mostra que as matrizes A¥A; tem uma base comum de
vetores ortonormais &,,. .., &, tal que:

ArAj€, = MDE,. (2.2)

J

Como na prova do Teorema 1.4, pode-se supor, sem perda da generalidade, que
para algum s, os vetores £,,...,&, pertencem ao nicleo de A; para todo 1, e que

para k > s existe um indice i tal que A;, &, # 0. Logo, podem-se definir os vetores
7)) POT:

1
n, = —==Ai &k (k=s+1,...,n),
[\ (k)
Ak

os quais, como no Teorema 1.4, resultam ser vetores ortonormais. Além disso,

(2.3)

(0, Ail)) = N 6 (A2, (2.4)

1kt (7% 9%

e portanto, no subespago gerado pelos vetores 1,1, .-, y,, O Vetor A€, s6 tem
componente na diregao de 7;. Levando-se em conta que:

AATAATAE = AiATAAT AL
e usando (2.2), obtém-se a relagao
ny( 1y 1|
AN =00 = 0 29
Com o auxilio de (2.5) e (2.4), tem-se que:
N -1/2 1/2
|<771’Ai€l)l = lAf,Q (/\S,g,) = ()\Sf)) = ”Aiﬁl“z,

e portanto, A;§; e 1, sao vetores paralelos. Observe-se que este ¢ o unico ponto

onde foi usada a comutatividade de S;. Estendendo 744,...,7, & uma base
ortonormal 7y, .., Mg Mig1s -+ -2 T pode-se escrever que:

Ak, = pin, G=1,...,m; k=1,...,n),
e portanto,

1 1

/4; = (1711'- "77n) ey :
0 (m) &



124 IV. TRANSFORMAGCAO SIMULTANEA DE MATRIZES

A comutatividade das matrizes nos conjuntos S; e Ss, foi crucial para a prova
do Teorema 2.2; como mostra o seguinte teorema, se uma das matrizes A; {>r nao
singular, é suficiente, para a diagonalizacio simultdnea de A;,..., A,, que 5; ou
Sy sejam Abelianos.

Teorema 2.3 ([20]). Sejam A,,..., A, matrizes tais que A, € ndo singular € o
conjunto Sy = {AfA;};_, € Abeliano, entdo ezistem matrizes unitdrias U e V,
tais que as_ matrizes U*AV,...,U*A,V sao diagonais. Neste caso,
S, = { Ay}

. € um conjunto Abeliano.
t,)=

PROVA. Sejam &,,...,&,,, os vetores escolhidos na prova do Teorema 2.2, e sejam
7, os vetores definidos por:

A€y
M = 7 (B=1y.:.30)
1411, ’

Os vetores 1,,...,7n, estao definidos, pois A; é nao singular. Como no Teo-
rema 2.2, tem-se que:

(me, Ai)) = MP6u(MD) 2, (2.6)
e portanto, os vetores7,. .., 7, formam uma base ortonormal de C", assim sendo,
segue-se, da equacao (2.6), que A;§, é proporcional a 7, para todo k e, portanto,
a demonstragao decorre como no Teorema 2.2. O

Note-se que o teorema poderia ter sido provado mesmo definindo o conjunto

Sy como Sy = {AJA;}7_,, de fato, esta foi a hipdtese empregada na demonstragao

para definir os vetores 7y,...,7,.



Capitulo V
Programas

Neste capitulo, apresentam-se alguns comentdrios sobre a implementacao e
uso dos programas que empregam o Algoritmo I1I-6.1 para resolver equagoes po-
linomiais matriciais com coeficientes triangulares (programa POLTRIN), e sobre
o método descrito no Lema IV-1.1 que permite calcular um autovetor comum a-
um conjunto de matrizes (programa TRIANGUL).

1. Descricao

A linguagem Fortran 77 foi escolhida para a elaboragao dos programas, 0s
quais podem rodar em qualquer ambiente com poucas modificagoes no que diz
respeito aos arquivos de entrada e saida.

Para minimizar, dentro do possivel, o espago de memdria reservado, os vetores
e matrizes de dimensio maior foram arranjados em blocos COMMON, segundo
mostram as Figuras 1.1,1.2 e 1.3.

As constantes mais importantes estao contidas no arquivo “parametros.f” (ver
Figura 1.4), podendo ser modificadas, se for preciso, alterando somente este ar-
quivo.
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"~s programas, preferiu-se privilegiar o espago de memoria sobre a legibili-
ssim sendo, os elementos acima da diagonal principal de uma matriz trian-
~erior foram armazenados por linhas num vetor coluna. Com isto, obteve-

s¢ un. educdo de quase 50% no espago reservado pelo programa POLTRIN.

INTEGER*4 IAS(MAXM)
COMPLEX#*16 AS(MAXN,MAXN,MAXM)
COMMON /MATR1 / IAS
COMMON /MATR2 / AS

FIGURA 1.1. Arquivo common0.f

COMPLEX*16 COEF(MAXN2,MAXM)
COMMON /POLINO/ COEF

FIGURA 1.2. Arquivo commonl.f

LOGICAL*1 DIVO(MAXN2)

COMPLEX*16 BS(MAXN2,0:MAXM),PEN(MAXM),ORD(MAXM),T(MAXN2)
EQUIVALENCE (T(1),BS(1,0))

COMMON /AVAL1 / PEN,ORD,BS

COMMON /AVAL2 / DIVO

FIGURA 1.3. Arquivo common2.f

O programa POLTRIN. O ponto mais complicado na aplicacao do Al-
goritmo III-6.1 encontra-se no calculo das raizes de polinomios escalares. No
programa, escolheu-se o algoritmo de Laguerre devido a sua simplicidade. Nos
exemplos testados o algoritmo nao apresentou nenhum problema; se preciso for,
este algoritmo pode ser trocado sem maiores dificuldades. As subrotinas ZROOTS
e LAGUERRE, que calculam as raizes de polinémios escalares, foram obtidas

em [37].

Os dados devem ser fornecidos no arquivo “poltrian.dados”, da seguinte forma:

(1) Na primeira linha, os valores de M, N e RESPAR, onde M é o grau
do polinémio matricial, N é a dimensdo das matrizes, e RESPAR é uma
variavel ldgica que controla a saida de resultados parciais.

(2) Nas linhas seguintes, devem ser fornecidos os coeficientes do polinémio ma-
tricial, comecando pelo coeficiente do termo independente (A,,). Cada ma-
triz deve ser incluida em N linhas, cada uma das quais deve conter somente
os elementos a direita da diagonal principal.
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A saida do programa foi dividida em trés arquivos. Os solventes do poli-
némio matricial estao no arquivo “poltrian.saida”, onde estao armazenadas cada
uma das solugdes obtidas seguida pelo valor do polinémio matricial avaliado na
solucao. Todas as matrizes sao armazenadas por linhas, comegando pelo elemento
diagonal.

PARAMETER (MAXN = 11) | DIM. MAX. PERMITIDA AS MATRIZES E 10

PARAMETER (MAXRN = 2) ! MAXRN = SQRT(MAXN/2)

PARAMETER (MAXN2 = 55) MAXNZ = MAXN*=(MAXN-D)/2—
PARAMETER (MAXM = 5) | GRAU MAX, PERMITIDO AOS POLINOMIOS E 4

PARAMETER (MAXM1 = 4) ! MAXM - 1

REAL*8 EPSS

PARAMETER (EPSS = 0.5E-6)

PARAMETER (MAXIT = 200) | NUMERO MAXIMO DE ITERACOES EM LAGUER

COMPLEX*8 IMAG,UM,ZERO
PARAMETER (IMAG = (0.,1.) , UM = (1.,0.) , ZERO = (0.,0.))

FIGURA 1.4. Arquivo parametros.{

O programa TRIANGUL. Como ja mencionado, o programa aqui apre-
sentado corresponde ao algoritmo empregado na prova do Lema IV-1.1. A imple-
mentacao tem dois pontos criticos: o calculo de um autovetor comum e o calculo
de uma base ortonormal a partir de um vetor dado. Para desenvolver o segundo
ponto, o algoritmo mais conhecido é o de Gram-Schmidt, o qual, embora muito em-
pregado teoricamente, numericamente poderia introduzir erros consideravels. Este
método foi utilizado, exceto para vetores de dimensao dois, obtendo-se resultados
surprendentemente bons quando aplicado a vetores de dimensao pequena.

No algoritmo para calcular um autovetor comum, mereceram um cuidado es-
pecial os seguintes pontos:

(1) Para cada vetor &, calcular um polinémio escalar p(z) tal que

p(A)¢ = 0. (1.1)

(2) Determinar os zeros de um polinomio escalar.
(3) Para um polinémio escalar q(z), avaliar ¢(A).

Para o primeiro ponto poderiam ser utilizados os polinémios caracteristico ou
minimal da matriz A, porém, sabe-se que calcular raizes de polinémios de grau
elevado é um problema complicado, e de custo computacional considerdvel. Sendo
que seria preciso calcular as raizes de p(z), preferiu-se calcular, para cada vetor &,
o polinémio ménico de grau minimo que satisfaz a equagao (1.1).
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Para obter este polinémio monico de grau minimo, foi empregado um procedi-
mento analogo ao usado na redu¢ao de uma matriz por operacoes elementares. O
procedimento consiste em reduzir a matriz cujas linhas sao as poténcias da matriz
A multiplicadas pelo vetor £. Observe-se que se p(z) for o polinémio

k
P(Z) = Zak—lzl
=0

e a matriz B e o vetor 7) forem definidos por:

£t ag
(AE)t a

B = : e 7= ; ,
(ak¢)’ ax

segue-se que

p(A)E =0 g Bn =0.

O procedimento de reducao das linhas de B é desenvolvido até achar o primeiro
pivd nulo; se este pivo estiver na linha i, o coeficiente a; é igualado a 1 e para
j =1+1,...,n, os coeficientes a; sao igualados a zero. Os coeficientes ay,...,a;—1
sao obtidos por retro-substituicao.

Certamente, neste procedimento os vetores A*¢ nao precisam ser calculados
desde o inicio, pelas caracteristicas do algoritmo, eles sdao calculados somente
quando forem necessarios, isto é, sé6 quando a linha acima tiver pivé nao nulo.
Em geral, este procedimento fornece polinémios de grau menor que o polinémio
minimal, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Considere

010 0
A=]00 1 e &=|0
000 1

O polinémio minimal de A é 2® enquanto que o polinémio fornecido pelo zigoritmo
acima € z.

Para calcular as raizes dos polindmios escalares, como no programa PC
empregou-se o método de Laguerre.

Para avaliar q(A), empregou-se um algoritmo de Van Loan [41] que reduz o
numero de multiplicagoes.
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Os dados para este programa devem estar contidos no arquivo “matrivel.saida’
da seguinte forma

(1) Na primeira linha M, N, RESPAR.

(2) Nas linhas seguintes, as matrizes a serem transformadas, armazenadas por
linhas.

A complexidade do algoritmo implementado no programa TRIANGUL é da

ordem de 2mn* operacoes para o cilculo de um autovetor comum a um-eonjunto—————————
de m matrizes de dimensao n. Em geral este nimero é bem maior que o verificado

na pratica, pois o grau dos polinémios que satisfazem a equagao (1.1) decresce

com o numero de iteracoes. Pode-se dizer que o nimero medio de operagoes

desenvolvidas neste processo é da ordem mn®.

A saida é o arquivo “trans_U.saida”, que contém a matriz unitaria empregada
na transformagao, armazenada por linhas.

Para uma melhor compreensao dos algoritmos apresentados, a seguir sao in-
cluidos os Diagramas de Fluxo das rotinas mais importantes.
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inicializagao
'
i=1

]
>

autovetor comum

\ nao
existe
sim

calcula transformacao

b

reduz matrizes

: nao .
=141 1=n

FIGURA 1.5. Diagrama de fluxo do programa de triangulacido simultanea
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inicializagao
k=1,...,m

calcula zeros de pr(2),
1=n-+

3l
>

1=1—1
fim

T
sz/ﬁ//il s
sim

define z(¥)

[
—

j=i

j=j+1

nao > 1

calcula c;;
sim calcula d;;
calcula s;;

sim .
1 >n

nao

fim

FIGURA 1.6. Diagrama de fluxo do programa POLTRIN
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nao existe
autovetor comum

AUTOVETOR COMUM
!
k=0
n=ea
k=k+1
sim
L >n
nao

calcular 1, autovetor de A;

!

1=1

|

>y

i =41

!

calcular 1; autovetor de A;

autovetor

nao

nao

nao

existe autovetor comum

FIGURA 1.7. Diagrama de fluxo da subrotina que ¢ .. ...

vetor comum

>y

return

novo 7
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2. Listagens 60 T0 10000
C
c DOI*l&) .
PROGRAM TRIANGUL! TRIANGULACAD_STMLLTANEA s
s c
G PARA 1
G+ DADD UM CONXNTO DE MATRIZES “AS", 0 PROGRAMA DETERMINA SE ELE m%’}v}'}mdﬂmmm ARA
C  P(DE SER STMITAREAMENTE TRIANGULARIZADO.
C# EMCASO AFTRMATIVO CALCULA UMA TRAESFURMACAD UNTTARTA ‘Ili__“%m mm(mx.xmmmm
e A s S TS WRITE(6,*) *IDIN = * ,TOIM
s GO TO 10000
C* DESCRICAD DAS VARTAVETS
C¥ EXDIF
Ge S  DNCAD ETAPA CONTEM UM COROUNTO DE MATRIZES PARA O QUAL 0
C# PROCRAMA PROCLRARA UM VETUR PROPRID COMH. m%.é%‘;ﬂ
G# AT CONTEM A TRAESFURMADA DE UMA MATRIZ. (25,12000) 0 ' 1A0
Ce M FUMERO DE MATRIZES. moumssasm ACH TRARSFURMACAD
Geu &ms%fmarmnhmmnmnm ENOIF
C#*
Ce 'APROPRIADA QUE CONTEM NA PRIMETRA COLUNA O VETUR PROPRID %WmI‘"mmz'im'il»‘(’(i'ﬂ’)'
o CNLM A TODAS 4S MATRTZES A CALL PRODUTO_JE,_ORTOSCRMATS (N, BDIH,UTOT,U)
G+ UTUT  MATRIZ UNITARIA QUE ACIMIA AS TRANSFURMACLES "U'". "
G+ RESPAR = .THE. IMPRIME RESULTADGS PARCIATS A UNIDAIE 6. ] s
C=* REDUCAD HATRIZES
C # ———————— ARQUIV(S DE ENTRADA ¢ T
e NDIM,AS(1,1,TASCD) U(1,1))
Ce* UNIMIE ~ ARQUIVO CAIL REDUCE_MATRIZ (NDIM,AS( YRICEY
Ge EDIH- ;
[ 1 MATRIVEL SATDA (I:Fnilli}!’m CHLSAImPAKII&L( 1)1,”(.10‘)
ce DDt e
C # = ARQUIVOS DE SATDA IF (4 .H. 0) GO TO 987 ACHIU TRAESFURMACAD
Ge 1 | ACHIU TRABSFURMACAD
Cs UNIDAE  ARQUIVO ggf WRITE (22,12000)
P WRIIE (2,15000)
c* 2 TRAES_U SAIDA X
C# 6 THA ~ SAIDA c CALL GRAVA_MATRIZ (2,¥,UTUT)
c* 2 TRIANEA SAIDA 2 .
ok CLOSE (UIT=6)
8 CLOSE (IT=22) ’
IKUIE  peramstros.f’ STOP ?SATDA NORMAL —— TRIANGULACAD, STHUILTANEA
c INUE  ‘ommm0.f 9% mgs,@)
10000 CLOSE (UBIIT=;
ACHU, RESPAR, ERRD _ s
IFTEGER#4 I,IDIN,J M,N, DM c STOP ?SATDA COM ERRD —— TRIANGULACAN_STMLT
COHPLELS16 U QUATH  KXE) UTOT(HAT0 ATID XD 11000 FORMAT (? 0 SISTEMA NAD E TRIABGULARIZAVEL’)
¢ NICIALIZA A TRAESFORMACIO 12000 FORMAT (2 ?,T5)
<C; A : 17000 FORMAT (° ERRO A ABERTURA DA UNIDADE 1°) y
) ————
DO I=1 XN 1sow§gnr(
DO J=1,MAXN 8
UTOT(J,1) = ZERD ¢
e c
m“},“‘ R = SUBROUTTEE, AUTOVETOR MM (M, ETA, RESPAR, ACHOU, ERRD)
c
(CURIT C»
3°mms:§'n» Cs cmucn,amnsunmwm'mf%sm.ss
$ ENE = )tala saida’) g:wn&mmsmMAmwmmm-. y
c
snman%-r =% ¢
- ) INIIDE  ’paramstros.f’
$  STATLS = 0D,
$ ERE = ’matrivel.saida’) . INGIDE  comax0.f’
sumo.m =2 Ilmrmxl :am,mmm
§ NNE = trane u.saida’) c COFLEX#16 ETAGD
c
somsmls:?zlfw THEERM 1K
¢ NNE = ’trinea.saida’) c COFLEX#16 LEMEDA
ACHU = .FILSE. ggg)z;ux
CALL LETTURA MATRIZES (M,N,RESPAR,ERRD) ETA(D = ZERD

IF (ERRO) THEN e
WRTTE(22,12000) O
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DO K=1
IF(:E?IR) WRITE (6,#) ’AUTOVET(R COMM, K = 7 K
CALL AUTOVETR (H,AS(1,1,TAS(1)) ,ETA,LAMEDA)
IF (ERRD) TEEN
WRIIE (6,*) ’AUTOVETMR COMM 1, K=K
RETURN
ERDIF
IF (M .GT. 1) THEN
DO I=2
¥ AR) WRITE (6,#) ? AUTOVEIOR COMM, I =2, I
CALL AUTOVETCR (N,AS(1,1,IAS(D) ,ETA,LAMEDA RESPAR, FRR0)

IF (ERRO) THENM
WRIIE (6,%) *AUTBVETR CMM 2, K=’k I=’7T
RETURN

EDIF

CALL AUTOVS (N,I,ETA,LAMBDA,VILTA RESPAR,ERRD)

IF (ERRD) THEN
WRITE (6,#) ’AUTBVETIR CMM 3, K=’K/’I=’7T
RETURN

EXDIF
IF (.HOT. VOLTA) GO TO 20

-
3

o B
:

SUBROUTIEE AUTOVET(R (H,A,ETA,LAMBDA RESPAR ERRO)

CORIENA 0 CALOLD DE UM AUTOVET(R DA MATRIZ "'A" QUE SEJA UM
POLIBCMID ESCALAR NA MESMA MATRIZ AVALTADO NO VETUR “'ETA".

QO oo aoa
* »® @

INEGR=4 I M2

COMPLEX#*16 Q1,G2,QQHAXI) , QTHV (MAXE) , XT (MAXI)

CALL POLIBOMID_MINIMD (N,A,ETAH,Q)
C
C "QINV"' E 0 POLIBOMID QUE TEM COMD RAIZES AS 0 INVERSO DA RATZFS DE Q"
c

mn=H+2

DO I=1,M+1
QINV(D = Q@2-D
ERD0

C

c
IF (RESPAR) WRIIE (6, *) (’ Q(’,I,%) = ,q(D,I=1 K1)
C
C CALOLD DA MEM(R RAIZ DE “QIIV.
c

LABDA = ZERD
IF (M .GT. 1 .AND, CDABS(Q(1)) .EE. 0.) THEN
CALL LAGUERRE (QUNV,M,LAMBDA EPSS, .FALSE. ,ERRO)

C
C CALOUD DA MATIR RATZ DE “'Q* USARDO COMD VAL(R INICIAL O INVERSO DO
C VALLR OBTIDO HO PASO ANTERITR

V. PROGRAMAS

LA = 1./LAEDA
CALL LAGUERRE (Q,M,LAMBDA,EPSS, .TRLE. ,ERRD)
IF (ERRD) THEM

IF (RESPAR) WRITE (6, ) (° Q(°,I,”) = 7,Q(D),I=1,M+1)
CALL VANLOAN (N ,%-1,A,ETA,Q,XT) ! AVALTA XT = Q(A)ETA
CALL NORMALIZACAD (N,XT,ERRD)

IF (ERRO) THEN
WRIIE (6,100)
CLOSE

RETRE
, T
C MELAIRA 0 AUTOVLLR. .0 AUTOVETER.
CAIL MELACRA_AUTOVETCR (XA, XT LAMEDA RESPAR  ERR)
IF (ERRD) TEEN
WRITE (6,200)
CLEE (IT=
RETURE
ENOIF

CALL SALVA (MAXH,1,¥,1,XT,ETA)

SUBROUTIEE AUTOVS (W, IS,ETA,LAMEDA ,RESPAR,VOLTA ,ERRO)

VERIFICA SE ETA E AUTOVETUR DAS MATRIZES "AS" COM THDICE MEN(R A
"'IS". EM CASD AFTRMATIVOD * " = | TRE.
CAS) COWTRARID “'VOLTA" = .FALSE. E "EIA" E UM VETOR QUE NAD PERTENCE
AQ NUGLED DO COMUTADCR “'CIS"'. OHIE "I E’ UM IEDICE TAL QUE “ETA"
NAD E’ AUTOVEIUR DE “AT".

LR IR 2R AN R R

aoaooaoaaoaaoaa aaa

IBQUIE ’paramstros.f’
INCGIIE commonO.f?

Q

LOGICAL*1 ERRO,RESPAR,WILTA
INTEGERe4 §
COMPLEX+16 ETACH) ,LAMEDA

INTEGER=4 IS,I,J
COMPLEX#16 AX (HAXT) ,Y (MAXI)

DO I=1,IS-1
CALL, VERIFTCA_AUTOVETCR (H,AS(1,1,IAS(D)) ,ETA AX,RESPAR, VOLTA)
IF (.NOT. VOLTA) THEN
CALL PRODUTO_MATRIZ VETCR (N,AS(1,1,TAS(IS)) ,AX,Y)
DO J=1,§
Y(J) = LABDAAX(J) - Y(J)
EXDD0
CALL NORMALIZACAD (N,Y,ERRO)
IF (ERRO) THEW
CALL NOVO_VET(R (N,AS(1,1,TAS(D),AS(1,1,TAS(IS)) ,ETA)

CALL SALVA (MAXN,1,¥,1,Y,ETA)
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ERDIF 1) =ETAMD
RETURN AX(D = XM
EMDIF EN0
ENDO C
c NORA = JORA_TIFTNITO (1,0
RETURN IF (NORMA .LT. EPSS++2) NORMA = 1.
EXD c
C DO I=1,¥
C CALL ACHA_PIVO (N,I,AX,EP)
c X1 = AX(EBP(D)
SUBROUTTEE NOVO_VETCR (N ,AT,AS,ETA) XML = CD4BS (1)
C IF '((nnIle BORMASEPSS) THEN
C* = I~
C# Pmmmvmmzmpmmmnummanmnn- 3 GO TO 120
C *» ENTRE 03 MEMM‘PM'MJVM'H upsy ENDIF
C # VEZES “EIA". C
C* DO J=1,I
C BQJ,D = AX@EP(D))
¢ INGIXE DO J=I+1 CALALD
) paramatros. £’ J=I¥ ! DOS MULTTPLICADORES
c B(J,D = - AXEP())/X1
INTEGER= N EEDD0
CIMPLEX*16 ATCMAYN MAXN) ,AS (MAXN MAXN) ,ETA (MAXI) c
C CALL PRODUTO_MATRIZ_VETCR (W,A,X,A0) ! CALGULA OUTRA POTERCTA
LOGICAL+ ERRD CALL SALVA (MAXN,1,¥,1,AX,0
INTEGER* J K C
COMPLEX#16 CIS (MAXI MAXI) ,X (MAXID) DO J=1,I 1 APLICA 0S MULTIPLICADORES A WOVA COLUEA
[¢ Jep =pP(J)
C CALOULO DO COMUTADCR DE "AT" E "AS". DO K=J+1,0
KEP = BP(K)
DO J=1 X AX(KEP) = AX(KEP) + B(K,J)+AX(JEP)
CALL PRODUTO_MATRIZ_VETOR (N,AT,AS(1,7) ,CI5(1,3)) END0
CALL PRODUTO_MATRIZ_VETOR (N ,AS,A1(1,3) 0 EEDDO
DO K=1,N ENDD0
CIS(K,J) = CISKK,J) - X® N =0
ENIDO (¢
END0 120 Q08 = (1.,0.)
(¢ DO I=1 M
ERR) = .FALSE Q@) = -AX(EPMD)
DO J=1,¥ END0
CALL. PRODUTO_MATRIZ_VETOR (N ,CIS ,ETA,X) C
CALL NORMALTZACAO (N ,X,ERRO) DO I=M,1,-1 t CALOILD DOS COEFICIENTES DO POLTRUHID
IF (ERRO) TEEN DO J=I+1 M
CALL PRODUTO_MATRIZ VETGR (N,AS,X,ETA) QM = Q@ - QBN
CALL SELVA (Maxw,1,W,1,X,ETA) Q) = QM/BI,D
RETURN EEDD0
ENDIF Cc
ENDO RETURN
C EED
STOP ? PROBLEMAS DE PROGRAMACAD EM NOVO_VEITR’ C
C [¢]
EID Cc
g " SUBROUTTEE VERIFICA_JTOVET(R (W,A,X,AX,RESPAR,STH)
C C*
SUBROUTTEE POLTECMID_MINTMD (N,A,ETAM,Q) C# VERIFICA SE "X" E AUIOVEITR DE "A". SE N0 FOR 0 CASD “AX" CONTEM
C C # 0 PRODUTD “A"."X".
C* (o]
C* cmuommun"q'mmcwrqu"owzruo". C
c.wmommmmmumzmmmmmmpmmm, C
c:pmsosmm‘sx,u,ux,...,u...nsmmnm IKILE  ’parametyos.f’
C # LINEARMENTE DEPEMIENTES. C
C* LOGICAL#1 RESPAR,SIM
C INTHER+4 ¥
C COPLEX+16 ACHAXN MAXK) .XQ) ,AX()
INIILE  ’peramstros.f’ C
4 INTEER# 1
INTEGER*4 B .M REAL#4 CEORM
c COMPLEX+16 A (MAXH, MAXK) ,ETAQH) ,QUiH1) g COFLEX#16 PINTOR,LAMEDA, Y (MAXI)
INTEER# BP(MAXN),I,J],JEP K ,KEP CALL PRODUTO_MATRIZ_VETGR (W,A,X,A0
REAL#4 NORMA_TRFTNTTO, NOFRFA
REAL#8 mi IF (RESPAR) THEN
COMPLEX#16 X1,X(HAXH) , B (MAXN MAXI) , AX (HAXN) DOI=11
C WRITE(,®) ’X(’,1,”)=7X(D,’Ax(,1,”)= ) (e9)
DO I=1 ENDDO
Q(D = ZERD ENDIF
BP(D =1 C
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T8 = OUPIR (.,n,n
7E (6,*) LEED

LAMEDAX(T)
Gl =~ ko)
IF (). > |
SIH= . _

ESE
SIM = .FALSE.
ENOIF

a

SUEROUTTEE PRODUTO_DE_CRTOSCFRATS (W,N1,U,U1)

FAZ 0 PRODUTO DAS MATRIZES "U" E "W". ONE "¥' E A SO\ DIRETA
ENTRE A IDENTIDAIE DE DIMEESAD "F-iL" E "U1".
0S ELOOES (1,1) E (1,2) DO PRODUTD PERSARECEM THALTERADS.

®* % % %@

IFUIE  ’parmmstyos.f’

a aoaoaoaoaa aaaa

INTEGER+4 H,EL
CIMPLEX#16 U (MAXN ,MAXN) , U1 (MAXN HAXH)
INTEGER+=4 I,J.K,HFE1,TEDICE(MAXN)
REAL»4 ABSX (MAXI)

COMPLEX+16 Y (MAXH)
COMPLEX+16 X (MAXN) ,SCMA

=1+ N
Y() =u@,n
ENDDO
DO J=1,E1

DO k=1 ,§1

I®X) =U1K,J)
I = YOEREHOXM®
ABSX(K) = CDABS(X(K))

ENID0
CAIL ORDENA (X1 ,ABSX,TNDICE)
SMA = ZERD
DO K=¥1,1,-1
SOMA = S(MA + X (THDICE(K))

ENID0
U(I,Ei+]) = S
END0

a

SUBROUTTEE REDUCE, MATRIZ (H,A,U)

REALTZA 0 PRODUTD “UEST"."A"."U". A SUEMATRIZ OBTIDA TIRANDD A
PRIMEIRA LTHEA E A PRIMEIRA COLUNA DO PROCUTO E DEVOLVIDA HA MESHA
* MATRIZ "A".

* % »

*

IKUIE  ’persmstros.f’

aQ aaooaaoaoa aaa

INTEGER=4 N
CIMPLEX+16 A (MAXH MAXH) ,U (MAXN ,HAXN)

INTEGER*4 I,J
COMPLEX*16 Auoum,(sronn,nm,nan;lnm

V. PROGRAMAS

8

I=11
DO J=1 X
UEST(,J) = DOEIG(UQ,D))
EN0
ENDO

DO I=1 ¥
CALL PRODUTO_MATRIZ_VET(R. (N,A,U(1,T) &)
CALL PRODUTO_MATRIZ_ VET®R (¥ ,UEST,AU,AT(1,D))
END0
DO I=1,8-1
DO J=1,¥-1
AQ,D = AT(341,T#1)
ENX0
EXD0

O aQ

PROGRAM POLTRIN ! POLTEOMID_TRIANGULAR

ESTE PROGRAMA "'RESOLVE'' UN SISTEMA POLTNUMIAL TRIANGULAR. USA 0
METUD0 DE LAGUERRE PARA RESULVER POLTROMIDS UNIMERSTINATS.

DESCRICAD DAS VARTAVELS

MATRIZ COMPLEXA. CADA COLLNA TEM UMA MATRIZ. ARMAZENADA POR
LINHAS. CADA MATRIZ E O RESULTADO PARCIAL DA MULTTPLICACAD

COEF . ARMAZENADA P(R
%IIBIS Apnmwnmnmmmmnamw
EQUAC  EQUACAD EM USD.
C # IDIFER IEDICE DAS RATZES DIFERENTES DA MATRIZ RATZES.
C # LDIFER PONIEIRD QUE SE MOVIMENTA SOERE AS RATZES DIFERNIES DE CADA
POLINCMID

aaaoaooaoaaaaaanaa
LR IR O IR R 3R BE IR 2R 2R N R

C=* 2
C*HN GRAU DO POLIRMID.
(D | DIMEESAD DAS MATRIZES.

C # NDIFER NUMERO DE RAIZES DIFERENTES PARA CADA POLIRCMIO.

VET(R QUE SERVE PARA RECUESTRUIR A EQUACAD A RESOLVER.
TIEM "ORD''.

C *= RAIZES CADA COLLNA CONTEM AS RATZES DO RESPECTIVO POLINMID DA
Cs» DIAGOMAL.

C # RATZUT VEIUR QUE CONTEM A RATZ EM USO DE CADA EQUACAD.

CsT UMA SOLLCAD DO SISTEMA

Cs=

Ce ENTRADA

C=

Cs UNIDACE  ARQUIVO

Cs

Cs 1 POLTRIAN DADOS

C=

Ce SATDA

C=

Cs UNIMIE  ARQUIVO

C=

Cs 2 PCLTRIAN SATDA

Cs 6 THA  SAIDA

Cs 24 POLTRIN SATDA

C=

c

c
IKULE F3)
IBQUDE ) cammond . £
IRQILE ? comon2 . £?

c
LOGICAL#  ACHOU,RESPAR,ERRD
INEGER= M1

INIEER+4 RATZUT(SAXN) ,EUAC, EE, FXC, APCNTA , CLLEA
INTBGER*4 J,K,IDIFERCMAXH! MAXK) ,BOIFER (HAXN)
COMPLEX*16 RATZES (MAXM1 MAXY) , KR

OPEN(WIT =6,
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2 STATUS = HEN’,

+ IME = ’tela.saida’)
C

opRR(IOT =1,

b § ERR =999,

2 STATUS = ’(LD’,

¢« NNE = ’poltrim.dados’)
C

oPENQUOT =2,

2 STATUS = HEN’,

¢+ ENE = ’poltrim.saida’)
C
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EE = APONTA (EQUAC,BQUIC,ID
BS(EE,0) = RR

COLLNA BEQUC
CALL PRODUTO_FLEMENTO_DILAGORAL C, ¥, EQUAC)
mmmummwmm.

COLLNA = COULNA + 1
IF (COLLEA .GT. X) GO TO 100 ! CUESIGUID RESOLVER A LINEHA

CALL CALCULA_FLFFENTO (M,N,ELUAC,CIULEA)
EC = APCSTA (EQUAC,CILUNA, )

(2] 5000

OFEN(UIIT = 24, C
2 Sums=’EP, cnmvmmmmmmmxpm.
® IBE = ’poltrin.saida’) G )
c CSBMMMWM'O.MQEASWMSUSEH
CALL LETTURA_POLTNCMID (N ,RESPAR ,ERRD) cnumt'o.uls'omnmxmxomnsmmu'w".
IF (EXRD) GO TO 99988 c
[ IF (CMBS(PEN(H)) .LT. EPSSe4) THEN ! CEF = ZERD
%n%m (M, ¥, RATZES , IDTFER , BDIFER  ERRD) 3 IF (CMBS(ORD(D) .LT. EPSSe+4) THEN ! ORD = ZERD
E&G:O TO 99888 C ASSUMIMDS QUE A SOLLCAO E ZEROD.
C
IF (RESPAR) CALL SATDA PARCTAL2 (M,N,RAIZES) T(E) =ZERD
ENDIF DIVO(EC) = .TRE.
c CALL PRODUTO_ELEMENTO_FIRA (3, N EQUAC, CCLINA)
DO J=1,§ ESE
RATZUT(J) = O C
ENX0 c NAD TEM SOLUCAD
EQUC=N+1 C
ACHU = FALSE. GO TO 110
Cc
IF (RESPAR) THEN ELSE
WRTIE (2,*) §,’.trus. ’ c
ELSE C CALOXA A SOLUCAD.
WRIIE (2,#) §,’ .false. ’ c
EMOIF T(RC) = - ORDQO/PEICO
100 EQUAC = EQUIC - 1 DIVO(EC) = .FALSE.
IF (FQUAC .EN. O) THEN ! EXCONTROU UMA SCLUCAD CALL PRODUTO_FLEMENTO_FURA (M, ,EQUAC, COLIEA)
WRITE (2,11000) IF (RESPAR) THEN
CALL GRAVA_MATRIZ TRIABGULAR (2,¥,T) WRITE (6,*) ’PRODUTOS PARCIATS NO HORNER’
WRITE (2,12000) D0 J=1 X
CALL GRAVA_MATRIZ_TRIANGULAR (2,¥,BS(1,1)) WRIIE (6,%) > J =,
ACGIU = .THE. WRITE (6,#) * PEN = ,PEN(J),’ ORD = ? ,0RDXJ)
EQUC=1 CALL GRAVA_MATRTZ_TRIARGULAR (6 ,,BS(1,J))
ENDIF ENDO
110 RATZUT(EQUAC) = RATZUT(EUIC) + 1 EXDIF
IF (RAIZUT(EQUAC) .GT. NDIFER(EQUAC)) THEN Elm"om -
G

C
Clmtmlsumnpmrmmmnsnm. VAT HUDAR 0 CORJUNTO
C

EQUAC = EQUAC + 1
IF (EQUAC .F. ¥+1) THEN ! 0 PROBLEMA NAD TEM SOLUCAD
WRITE(6,13000)
CLEE
IF (ACHDU) THEN
WRITE (24,%) 1
CLOSE (UNIT=24)
CLOSE (UNIT=6)
STOP 0 PROELHA EAD TEM HATS SCOLUCES — POLTRIAN’

ELSE
WRTIE (24,%) O
CLOSE (UEIT=24)
COSE

(UNIT=6)
STOP 0 PROELEA NAD TEM SOLUCTES — POLTRIAN’
ERDIF

ELSE
DO J=1 ,FQUAC-1
RATZUTQJ) = O
ENID0
GO TO 110
ENDIF
C
C JA TEMDS UM NOVO CORJUNTO. POIE SER UMA AMPLIACAD.
c
J RATZUT

(EQUIC)
K IDIFER(J EQUAC)
RR = RATZES (K, EQUAC)

C
99999 WRITE(6,10000)
99998 CLOSE (UNIT=6)
STOP ?SATDA COM ERRO — POLTRIN °

C

1GXDEMT(’MHAEXIWDAW1’)

11000 FORMAT (? —— SOLLCAD )

12000 FORMAT (? —— AVALIACAD ’)

MFM(’OPKBNHDTEHHIISM’)
EID

SUBROUTTNE CALOULA_ELEMENTO (M, N, LINHA ,COLLNA)

Esnslmnmmvmuvumngmmmnnaxm-

CIENTES TRIABGILARES NUMA MATRIZ TRIABGULAR. SUPCE QUE NA POSICAD

(FILA,COLLEA) TEMDS UMA THODGAITA E QUE TEMIS CALOULADO 0

QUANDO ESA THODGHTTA E ZERO.
MWQIESM"IM"EMGE'M"

R EERER

aocaacaaocoaa aaa

E

)m'fl
) commond. £
) conmen2 £

INTEER+4 COLUNA,LTNHA M.¥

-



138

INEGERs4  J K, M1 ,M0 M1 APOBTA,LL,CC,LC, LK KC

g =J-1
):h) =M-J+1
PHI(J) = T(CC)+PEN(2M1) + BSCLL,JM1)
OH)(,J) = T(OC)*(RD(M1) + CIEF(LC,M))
DO K=LINHA+1 ,COULNA-1
LK = AP(NTA (LTHHAK,N)
KC = APONTA (K,COLIHA,N)
ORD(J) = ORD(J) + BSQK, m)m

”* #

REALIZA 0 PRODUTO QUANDO ACRECENTAMDS UM UNICD ELEMENTO NA DIA-
* G(HAL, WA LTHHA “"LINHA".

® mmnmmmommnmnmamm
& JAS MATRIZES BS

*

aaoaaaoaaaa acdc

) paramatros. £’
? cammond .£?
? comon2. £

M, N, LTHHA

J ,APONTA LL

LL = APONTA (LINHA,LTHHA,N)

BSQL,1) = T(QL)*CEF(L,H) + CIEF(L M

D0 J'Q,H
BSQL,)) = TAL)*BS(L,J}-1) + CEEF(LL M-}+1)
END0

(2]

INIXE
INQULE
ICLXE
TNTEGER
INTEGER

Q

SUBROUTTEE PRODUTO_ELEMENTO_FURA (M,N,LIEHA,COLINA)

REALIZA 0 PRODUTO QUANDO ACRECENTAMDS UB{ UNICO ELEMENTO FORA DA
DIAGINAL, NA NA POSICAD (LINHA,CULLEA).

acoaaan aaa
® % * w

IEUIE ’paramstros.f’

INUIE  ’comoni.f’
INUE ommon2.f’
INIEGER M, N,LTHHA,COLINA
INEGR  J,APONTA,IC

1C = APONTA (LIEHA,COLLNA,N)
DO J=1 M

V. PROGRAMAS

BSQLC,J) = PEE()+TUL) + ORXI)
ENIDO

a

RETURN

SUBROUTIEE LETTURA_POLTIMID (M,N,RESPAR,ERRD)

ESTA SUBROUTINA LE A UNIDADE 1, ARQUIVD ?POLTEOMID DADOS A1’
QUE CONTEM 0S DADOS DO PROELEMA.

acaaaoaa aaaQ
L2 N

E.

paramstros.f’
? commoni £

LOGICAL#1 RESPAR ,ERRD
INTEGER=E H,H

INTEGER J K,L,T,APNTA

= _Fl

:

IF (M .GT. MAXM .(R. ¥ .GT. MAXN) THEN

! SOBRE AS MATRIZES
! SOERE AS LINHAS

Am( K0
READ(1,#) (QEF(TL,J) ,170,8-K)
CONTIBE

°gs

CIETINE
CLOSE(UNTT=1)
RETURN

§O

FORMAT(? DADCS FORA DOS LIMITES PERMITIDOS’)
ED

SUBROUTTEE POLTECMIDS (M,N,RAIZES, IDIFER ,EDIFER ,ERRO)

LR ]

GERA 0S POSSIVETS AUTOVALORES DOS SCLVENTES.

acaaaa aaa

) paramstros.f’

IIGIE
IBGIIE  ’comonl.f’

LOGICAL#*1 ERRD
INTEGER+4 M,N,IDIFER(MAXMI ,MAXN) , BDTFER(HAXNH)
CIMPLEX#16 RATZES (MAXM1 ,HMAXN)

INTEGER=4 APONTA,J K,K1,L
COMPLEX+16 POLQMAXH) , RATZ(MAXH1)

C
C GERA E RESOLVE 0S POLTH(MIDS UNIDIMERSTINATS DA DIAGUMAL.
Cc

ERRD = .FALSE.

DO J=1,§
K1 = APTA (J,J,0)

(]

Cc
! SOBRE 0S ELEMENTUS DA DIAGINAL

! GERA 0 POLINMID

END0
CALL ZROOTS (P(L,M,RATZ, .TRLE. ,ERRD) ! CALGLD RATZES
THEN
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ENDIF
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DO K=1M DO J=H,1,-1 ! SOERE AS MATRIZES
RATZES(K,J) = RATZ(O D0 K=1,¥ \ SCRRE AS LINIAS DE CADA MATRIZ
> READ(1,#) (ASQK,L,J),L~1,1)
END0 > 1)
c END0
G PARA MINIMIZAR O TRABALED DESCARTAMS A MULTIFLICIDITE DAS RATZES c
goscmpumlm ,
DO =X \ SOERE 0S POLINMIDS 100 FURMAT( DADOS FURA DS LIMITES PERMITIDGS?)
IDIFER(L,3) = 1 ED
L = c
: D0 K=2,4 | SOERE TODAS AS RIZES c
—z‘m“'”—ummL
DO Ki=t L T SOEE IS SUBROUTTIE ACHA_PIVD- (¥, 1S, X, THDICE)
1F (4 .H). RAIZESCIDIFER(KL, ), 3)) GO TO 10 g
. L
L=i# G+ SEJLO VETR X", OROENAD SEGUNDO THDICE, E DAID “IS* <= "F'. &
IDIFERQL,D) = K Cs 'AGiA A HATOR COMPORENTE DE “X" CCM TNDICE MATIR 0 TGUAL
10 gu"m'vmmamnxpmumvmmnpm"m".
B0 &
EDIFER()) = L c
ENT0 c
INTHSRe ¥,IS,TIDICEQH)
ReT . COFLEX#16 XD
c e L3
C REAL#
C
. SURROUTTEE LETTURA JMATRTZ (UNL,N,) ?n.%‘mqmm)))
G+ ESTA SUPROUTINA LE A KATRIZ “A" (ARMAZENADA PCR LIMAS) DA DO I-I5¢1 8
or 10 = ChAES(X(TIDICECD))
£y IF (00 .GT. Xi1) THEN
¢ i
¢ mmE permwtres.t -
c 1 = THOICECTS)
INTEGERM N U =
COFLEIA6 A QUIN, M) I IREECD
¢ INEGER+4 KL C —
DO K=1,¥ \ SOFRE AS LINEAS DE CADA MATRIZ RER
REAXUNL,#) (AK,L) 11,10 c
EXD0
c :
g"' . SUBROUTTEE VANLOAR (N ,M,A,Z,P,Y)
¢ Cs
¢ cs CALOLA POZ = Y DA FORMA MATS EFICIENTE. VAN LOAN AID . ...
LETTURA JATRIZES .
. SUBROUTTIE (M, X, RESPAR) &
c
C=
G+ ESTA SUFROUTTEA LE A UXIDAE 1 CUM 0S DADOS DO PRIELEMA. g B Cpommoel
gonmmmu SHAIINTE ESTRUCIURA: ———
*
G+ A PRIEIRA LINA DUAS CONSTANTES TNTETRAS E UMA LOGICA. (VER 5 COFLEL#16 AQXE,HATI POf+1),Y0D, 20D
Ce Bt S (A MATRID ,Asmnm 10X ,AXCUI)
G's WA SECUINTES LINEAS "' MATRIZES DE OREN "TT". e ,
C % IF (8 .EQ. O) THEN
¢ aE 20 I = 2
= 2#{
T Ryl L
LOGICALA g
INTEGER=L KN RM = IFIX(SQRT(4/2.))
¢ e IXL Do TN
” X %1). SALEV}AU (Waxw,1,¥,1,A(1,D ,45(1,D)
READ(1,%) M,¥,FESPAR =
IF O CT. KilX 8. F41 .GT. MAXW) THEN ¢ B
i ¢ CILOLA AR
> DO K=1 Rt-1
STOP * SATDA COM ERRD’ i g

ENDIF



140 V. PROGRAMAS
CAIL SELVA (AX¥,1,H,1,A5(1,D,Y) ED
CALL PRODUTO_MATRIZ_VETOR (H,A,Y,AS(1,1)) g
EEDO C
Cc COMPLEX FUECTIIN PINTOR*16 (N, X,Y)
IF(M.ED. 1) RM=1 C
MIRR = MOD(M, D Cs=
HIRY = (M - HDEMR)/RM C=+ CACXA 0 PRODUTO INTERED ENTRE "X E "Y', ORDENA 0S MODULOS DOS
Cc C * S(MANDOS DE MENCR A MAIR ANTES DE SOMAR.
D0 J=1 N Ce
Hi=H+1 C
mé?u,‘l) ¢ IBCQUXE } paramstros
. = 7ZER( 5
ENDDO C
EJ(J,1) = UM INTEGER=4 N
DO K=2, /i ¢ CALOLD DAS POTENCIAS DE A" AVALYADAS NO "EF COMPLEX#16 X(ID ,Y(D)
CALL PRODUTO_MATRIZ_VETOR (¥,A,EJ(1,K-1) ,EJ(1,10)
ENDO THTEGER+4 I, THDTCEQMAXN)
Cc REAL#4 APEXY(MAX)
DO I=1 .0 Ce COMPLEXs32 EX,PEXY (MAXN) ,TOTAL
X(D) = PORMLEI( HRRH) " CIMPLEX#16 EX ,PEXY(MAXIH) , TOTAL
DO K=MRR,1,-1 DO I=1,¥
Mil=MMl-1 EX =X()
DO I=1 PEXY(I) = EX+DONIG(Y(D)
X(@) = X(D + PO)+EI(T,K) (=4 APEXY(T) = CQABS(PEXY(D))
EXIDO0 APEXY(T) = CDABS(PEXY(T))
ENIDO ENIDO
C Cc
DO E=1 MO CALL ORDENA (N,APEXY,THDICE)
CALL PRODUTO_MATRIZ_VETOR (N ,AS,X,AX)
CALL SALVA (MAXN,1,H,1,AX,X) TUTAL =
DO L=RM,1,-1 DO I=H,1,-1
ML =ML -1 TOTAL = TUTAL + PEXY(INDICE(T))
DO I=c1[.5. EEDDO
XD = X(D + PO#1)+EIA,L) PINTOR = TOTAL
EEDD0 C
ENDDO RETURE
EEDDO ED
DO I=1,N C
Y(D = YD + Z(D+:XMD C
ENODO C
EEDO c COMPLEX FUECTIIN PINT#16 (N X,Y)
C
RETURE Cs
ED g‘ CALGXA 0 PRODUTO INTERED ENIRE ‘X" E Y.
C *
C C
C Cc
SUBROUTTEE NORMALIZACAD (N,X,ERR) . INULE  ’paramstros.f’
C
Cs INTEGER=4 ¥
C+ NORMALTZA 0 VETIR "X'. SE A NORMA DE X F(R MUTTO PEQUENA COMPLEX+16 X () ,Y(D)
C * "ERR' = .THE. Cc
C= INTEGER#4 I
C cH COMPLEX+32 EX,TUTAL
c COMPLEX#16 EX,TOTAL
IEKIXE  ’persmstros.f’ C
[ TUOTAL = ZERD
LOGICAL*1 ERR DO I=1 0
THTEGER*4 EX =X<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>