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Resumo

Nesta dissertação estudamos dois tipos de problemas de empacotamento tridimensional.
Um dos problemas constitui a versão tradicionalmente chamada de empacotamc7 to trídÍ-
mcnsioz&a/ ortog07}aZ. O outro problema refere-se à versão que denominamos de cmpacota-
mcnto trÍdimc7}sl07}a/ ortogoz&a/ e oric7 lado 7 a dÍme7isão z. A diferença entre esta versão
e a anterior reside no fato de que nesta é permitido fazer um certo tipo de rotação das
caixas.

Além dos dois problemas gerais, estudamos também vários casos particulares desses pro-
blemas, obtidos de acordo com as restrições sobre as formas e os tamanhos das caixas a
serem empacotadas.

Apresentamos vários algoritmos de aproximação para estes problemas e analisamos o
desempenho assintótico desses algoritmos. lllcluimos aqui resultados encontrados na lite-
ratura e outros que obtivemos, nlelhoiando alguns resultados referentes à qualidade dos
limites de desempenho assintótico elos algoiitmos.

Abstract

In tliis dissertation we study two versions of tliree-dimensionar packíng problems. One
of the versions is tule se-called ort/}og07}a/ torce-dimeztsionaJ packing praz)Zem. Tlle otller
version is referred dele as the 07'thog07}a/ z-oHe7}fcd torce-dimensi07 a/ packá?lg proZi/em.
The difference between these versions is that tlie last one allows tlie boxes to be iotated,
while in tlte first case tais is not allowed.

Besides tllese two general pioblenls, we also study some special cases of tliese problenls,
wliicli crise wliel} iestrictions are ínlposed on the sllape and tlie dize of tlie boxes to be
packed.

We present nlany appioximation algoritlnns fot tllese problems and analyse tllen] witll res-
pect to tlieir asymptotic performance. Results known in tule literature as well as new ones
are presented. We describe a number of new algorithms whose asymptotic performance
ratio comparei favourably to tllose known in tlie literature.
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Introdução

Problemas de elnpacotanlento, nas suas diversas versões, têm sido amplamente estudados,
principalmente devido à sua aplicabilidade no tratamento de problemas que ocorrem tanto
na computação quanto na indústria de manufatura.

A denominação genérica de "problema de empacotainento" se aplica aos problemas
que, na sua fonl a geral, requeren) que certos objetos sejam 'empacotados' (ou 'corta-
dos') em outros de 'nlesnlo tipo e de tanlanllo maior'. Dependendo do tipo de objeto
(barra, placas, caixas), temos os chamados problemas de empacotamento unidimensional,
bidimensional e tiidinlensional.

Mesmo para cada unia dessas versões, existem diversas variantes, de acordo cona o que
se procura otinlizar. As versões do c.aso unidimensional, apesar de apor.enteinente mais
simples, são conlputacionalmente difíceis e têm sido investigadas desde o início da década
de 70. Vários algoritmos de aproximação têm sido desenvolvidos para este caso e também

para o caso bidimensional. .Já o estudo de problemas de empacotamento tridimensional é
mais recente.

Diferentes tipos de análises têm sido feitas quanto ao desempenho dos algoritmos de
empacotanlento. A maioria destas análises se baseia na comparação do valor obtido pelo
algoritnlo cona o valor do empacotar)ento ótimo. As principais linhas de análise seguidas
são; conlbinatoriais (ou análises de pior caso), probabilísticas e experimentais.

As análises combl71atoria s se baseiam na garantia de uin desvio máximo (enl relação
à solução ótima) da solução aproxin)ada obtida por uma determinada lleurística quando
aplicada para unia dada classe de instâncias

Nas análises probab Zút cas, assume-se uma função de densidade para as instâncias do
problema e estabelece-se propriedades probabilísticas da heurística. Estuda-se o desem-
penllo esperado da lleurística ou un) limite para a probabilidade de a heurística encontrar
uma solução dentro de unia percentagem de optiinalidade pré-determinada.

Por fim, as análises ezpcHmc7 ta s comparam experimentalmente o desempenho de
vários algoritmos quando aplicados a determinadas instâncias do problema.

Nesta dissertação estudamos duas versões de problemas de enlpacotainento tridimensi-



onal. A versão tradicional foi chamada aqui simplesmente de Proa/ema do Empacotamento
Tr dimc7 síonaZ rPET). Trata-se mais especificamente do caso ortogonal e orientado nas
três dimensões. A outra versão foi chamada aqui de Problema do Empacotamento Tridi-
mc7}sÍolla/ e Oric7}tado lla Z)ime7}são z (P.ETn). A diferença entre esta versão e a anterior
reside no fato de que nesta é perutitido fazer um certo tipo de rotação das caixas.

Apresentamos vários algoritmos de aproximação para estes dois problemas e fazemos
análises combinatoriais de desempenllo.

No primeiro capítulo definimos o Proa/ema do .Empacotamento TrÍdime7}sionsa/ e
estabelecemos a notação e as várias medidas de desempenho que são usadas na análise
dos algoritmos. Apresentamos tanll)éin algumas definições básicas.

No segundo capítulo estudamos problemas de en)pacotamento unidimensional e bi.
dimensional. Aqui nlostranlos colmo as principais versões para estes dois problemas podem
ser vistas como casos especiais do Problema do Enlpacotamento Tridimensional.

O objetivo deste capítulo não é descrever todos os algoritinos existentes para estes pro-
blemas. Apresentamos aqueles que são utilizados, no capítulo seguinte, como subrotina
de algoritmos para o Problema do Einpacotainento Tridimensional. Devido à complexa
dade e extensão das demonstrações, apenas enunciainos a maioria dos resultados que são
usados na análise dos algoritmos. Ein alguns casos apresentamos a prova dos resultados
mencionados

No terceiro capítulo estudamos o Problema do Empacotamento Tridimensional. Os
principais resultados pala este problema são bem recentes e foram obtidos por Li e Cheng
l22, 23, 251. Estes autores consideraram taml)éin casos especiais deste problema quan-
do há restrições sobre o fundo das caixas a serena empacotadas. Apresentamos alguns
algoritnlos novos que desenvolvemos para o problema e para estes casos especiais. Anali-
samos o desempenho dos algoritmos propostos e nlostranlos que alguns deles têm limites
de desempenllo assintótico nlelllores que os dos algoritmos de Li e Clleng

No quarto capítulo investigamos o Proa/ema do Empacotamento Tridimc7}sí07}aZ Or-
tog07ia/ Oríc7}tado lla Dámc7tsão z. Este problema é tão conaplicado quanto o problema
que não permite iotacionai as caixas. Apresentamos alguns algoritmos para esta variante
que foram desenvolvidos fazendo-se modificações nos algoritmos vistos no Capítulo 3.

Finalmente, apreseutanlos quatro apêndices.

No Apêndice A estudam)os a complexidade computacional do Problema do Empa-
cotar)auto Tridimensional e de alguns de seus casos particulares. Mostramos que tanto o
caso geral colmo vários c.aços particulares são A/''P-difíceis. Esses resultados foram) encon-
trados na literatura.

No Apêndice B apresentamos un] resumo sobre uin problema muito parecido com
o Problema do Enlpacotaillento Tridimensional, o Proa/ema do .Empacotame7}to Tridi-



mensÍolla/ em Caixas. Aqui apenas citamos os resultados principais e indicamos algumas
referências.

No Apêndice C listam)os algumas aplicações dos problemas de empacotanlento. Além
das aplicações no caso tridimensional, com ou sem rotação sobre o fundo, listanlos também
aplicações nos casos uni- e bidimensional.

Por fim, no Apêndice D apresentamos uma tabela contendo os algoritillos de em-
pacotamento tridimensional estudados nesta dissertação, e os seus respectivos limites de
deseinpenllo assintótíco.
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Capítulo l

Notações e Preliminares

Neste capítulo apresentalenlos os conceitos básicos que serão usados ao longo desta dis-
sertação.

Na primeira seção definiremos o problema a ser estudado e estabeleceremos a no-
tação. Na segunda seção apresentaremos algumas medidas de desempenllo de algoritmos
de aproximação, que serão utilizadas no presente trabalho.

1.1 Conceitos básicos

Nosso estudo trata do problen)a de dispor caixas retangulares de diferentes tamanllos
dentro de uma caixa taml)ém retangular de talllanllo f:ixo, de tal forma que não haja
sobreposição das piinleiras e a altura total desta disposição seja mínima.

A definição infon[[al acima, aléns de ser vaga, não serve para un] tratan]ento mais
rigoroso do problei)la. Passaremos então a definir formalmente os objetos de nosso estudo.

Fixaremos un] sisten)a de coordenadas tridimensional (z,y,z) com origem (0,0,0).
Uma caixa sela representada por uma tripla c = (to,Z, À) onde to, J e A são a largura, o
comprimento e a altura da caixa c, respectivamente. Uma notação comumente usada
para indicar a largura, o comprimento e a altura de uma caixa c será x(c),y(c) e z(c),
respectivamente. Convencionaienlos que se cl é uma caixa, mesmo que não haja menção
expli'i'', q ,y.,;.).

Nos problemas de nosso interesse suporemos que a caixa gra7}dc, na qual serão em-
pacotadas todas as outras caixas, sempre tem altura suficiente para englobar qualquer
quantidade de caixas. Uma tal caixa será denotado por B = (a, b, oo), onde a, Z) C #?;
Neste caso, .B é uilla caixa de largura a, coinprinlento Z) e altura {/imitada (veja a figura

l
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Figura 1.1: Empacotamento de uma caixa cí = (=i, yi, zi) em uma caixa B = (a, b, .n)

1.1). Convencionarenlos que B corresponde à região

10, «) x 10, b) x 10, m)

Considere uma caixa B = (a, b, .o) e uma lista de caixas L = (cl , c2, . . . , c.). Lembra-
mos que cí = (z{,y{,zi), { = 1,.. . ,n, como mencionado. Uin empacotamento p de L
em .B é um mapeamento p : Z, --} .B tal que

p'(ci) + z{ $ a e p'(c:i) + 3/{ $ Z, ,

onde p(q) =(p'(q), p'(q), p:(q)), { = 1,...,n
Além do mais, se R(ci) é definido como

R(q) IP'(ci), P'(q) + z{) x IP'(ci), P'(q) + yi) x IP'(ci), P'(ci) + zi),

ent;ão

R(q) n R(cj) vi,.j, l $ { # .j $ n ,

i.e., duas caixas em Z, não podem se sobrepor em um empacotamento p

2



Note que o enlpacotamento definido é ortogonal e orientado nas três dinaensões. Ou
seja, cada caixa en] L deve ser guardada en] B ortogonalnlente ein relação às três dimensões
e de modo que os eixos que definem a largura, o col)lplimento e altura de c fiquem paralelos
aos eixos a, y e z, respectivamente. Mais informam)ente, isto significa que as caixas de L
não pode[n ser rotacionadas, nen] 'tombadas de lado', nem viradas 'de cabeça para baixo'

Define-se a altura de un] eill])acotanlento p, denotado por H(p), como sendo

H(p) = m--$:É«(p;(c.) + ;.).

O Problema do Empacotamento Tridimensional, PET, pode sei formalmente
definido colho segue:

Dados uma caixa B = (a, Z,, .o) e uma lista de caixas L = (ci, c2,
empacotamento ÍO de L en] B cuja altura seja a menor possível.

G.), e«co«tr., «-n

A notação PET(a, b) será usada pala nos referirmos ao PET cuja caixa cle entrada
B é do tipo (a, b, oo). Assim, cadít instância do PET(a, b) consiste simplesmente de unia
lista Z, de caixas.

Muitas vezes a oiden) em que as caixas de 1, aparecem não é in)portante. Isto justifica
denotar Z, como un] conjunto, ao invés de unia n-upla ordenada. Assim, ambas as notações
serão usadas, ficando claro pelo contexto se a ordem definida é relevante ou não.

L, d2,.'''':{,.),« Z. ,c:,...,'«:,cl,'l;,
Z, = L] llZ,2.

Dizemos que unia lista L é a concatenação de duas listas LI = (cl,c2,...,c.) e
,cl,.). Neste caso usamos a notação

As operações de lz7}ião, tcrsccção e dí/erc7tça (te listas serão usadzts no sentido usual,
mesmo quando as listas são decotadas conl0 7z-u])las ordenadas. Nesses casos, na lista
resultante a ordem das caixzts é irrelevante.

Se / é uma função que assume valores reais, / : D --, m, e S é um subconjunto (ou
uma subsista) de Z), /(.ç') denota. a soma E:..s ./(e).

Alguns algoritnlos de empacotar)auto particionam a lista de caixas L em duas ou
mais sublistas Li, Z2, . . . , Lu, e geram seus enlpacotatllentos pl, p2, . ) p« separadamente.
Depois, juntan] esses en]pacotan]entos para gelar un] enapacotanlento da lista original L.
Suponha que

Bai : L{ --.» B,
o«de pi(c) = (p?(c),py(c),gÍ(c)), c C Z,i, l $ i$ ". Oefi«e-se ' concate«ação (o«
combinação) desses empacotanlentos gol, p2, . . . , go., denotado por pi llp2 l . . ligo.,, como
sendo um en)pacotanlento go : L --} B tal que

p(') p?(c),pl'(c),}:H(pj) + pÍ(c)), p'ra c € Z'.,
lZ

lJ

3



lute cmo, cl.,r.me«te H(p) = X(p-llp, l...llp.) = H(p-)+ H(p,) + ..+ H(P.).
Vários algoritmos de enlpacotamento discutidos neste trabalho adotam a estratégia

nível-por-nível faixa-por-faixa. Um empacotamento construído com esta estratégia
consiste de um conjunto de níveis; cada nível consiste de um conjunto de faixas e cada
faixa consiste de um conjunto de caixas.

Um nível enl um eDIl)acotamento p e uma região

]V = 10, a) x 10, Z,) x IZi, Z2)

na qual há un] conjunto .$ de caixas tal que

Vc C .g : P:(c) - Z- (,(c))c€S

Uma faixa en] un] nível JV, como ac.iRIa definido, é unia região

F to, a) x Ih, ya) X lz- , z,)
na qual há un] conjunto S de caixas tal que

Vc C S : p'(c) = h e p;(c) Z- ; ya -h (')) ' Z, z: - :!t#(;('))

Define-se fundo de unia caixa c, ./'u7}(Zo(c), como sendo a região

/«do(.) = lO, ,(c)) x 10, g/(c))

Se a(c) = y(c) então dizemos que a caixa c tem fundo quadrado.
Dada unia caixa c, denotarenlos por S(c) a área de fundo da caixa c, e denotarenlos

por V(c) o volume de c. À'Tais fornlalnlente,

S(c) (c) . Z/(c),
y(c) (c) . y(c) . ;(')

Neste trabalho apresentaremos algoritmos de en)pacotamento especialmente desenvol-
vidos para instâncias especiais: caixas de fundo quadrado, caixas pegue7}as, etc. Para
facilitar a especificação de tais instâncias, adotaremos a seguinte notação.

e 7Z(a,b) denota o conjunto de todas as instâncias possíveis do PET(a, b)
de listas cujas caixas c são tais que 0 < z(c) $ a e 0 < y(c) $ b.

Consiste

B Ç2(a, b) denota o coi]junto das instâncias de R(a, Z)) onde as caixas a serem anil)aco
fadas tên) fundo quadrado.

4



e 7Z...(a,b) denota as instâncias de R(a, b) onde cada caixa c é tal que z(c) $
g(c) $ â, «, ? :.

. O-«.(a,b) de«ota o conju«to .r?«.(a, b) n Q(«, b).

a e

Z

Outras notações que serão convenientes para especificar tipos especiais de caixas são
as seguintes.

.Y(a,b) = {q y.,;:) : t < :}
P(',b) ,v.,,.) : t Z :'}
Clp",p' ; q",q'l(a,b) = {q =(,.,y. p"a < z{ $ p'a , q"Z, < 3/{ $ q'Z,}

onde 0 $p" <p' $ 1, 0 $ q" < q' $ 1, a >0 e Z)>0

1.2 Medidas de desempenho dos algoritmos

Uma abordagem utilizada para tratar problemas de otimização que são ./V'P-difíceis j101
é desenvolver algoritmos caiu con)plexidade polinomial que geram soluções próximas das
soluções ótiinas. Para analisar o desenapenho de tais algoritmos, principalmente no caso
de problemas de empacotameilto, são usadas as medidas que definiremos a seguir

Suponha que .4 seja un] algoritmo aproximado para resolver o Problen)a do Empaco-
tamento Tridill)ensional. Decote pol .4(Z,) a altura do empacotamento produzido por .4
para unia instância 1,, e OP7'(Z,) a altura de unl enlpacotamento ótilllo de L.

Se existe uma constante a tal que

.4(Z.) $ a . OPT(Z) para todo L ,

então cv é cllanlado un] limite de desempenho absoluto para o algoritmo .4.

A medida mais conlulllente utilizada para medir o desempenho de algoritnlos .4 para
problemas de empacotanlento é o cllamado limite de desempenho assintótico. Para
definir tal limite, supõe-se que as instâncias Z, consiste]n de caixas cona altura no máximo
Z e que

.«1lB.. õpÍ© - '
Neste caso, tal limite é definido como

5



Dizemos que a é um limite de desempenho assintótico de um algoritnlo .4 se
existe uma constante /i tal que para todo 1,, na qual toda caixa tenha altura no máxiillo
Z,vale

.4(z,) $ a . opr(z,) + p . z
Mais ainda, se para todo f ])equeno e todo .N grande, ambos positivos, existe uma instância
Z,tal que

.4(z,) > (a- c) opr(z,) e opr(L) > .N,
então dizemos que cl é um limite justo e neste caso temos que r(Á) = a.

Se para todo .A/ > 1, há un)a instância L tal que

.4(L) > .A/ . OPT(Z) ,

então dizenaos que .4 ten) un} desempenho de pior caso ilimitado. Neste caso, clara-
mente .4 não é un] bom algoiitmo.

As medidas de desen)peDI)o que apiesentanlos, en)hora definidas aqui ielativanlente
a algoritnlos para o PET, podem ser usadas para outros problemas. Utilizaremos esses
conceitos para outros problemas sempre que necessário, deixando a cargo do leitor a
interpretação adequada.



Capítulo 2

Algoritmos de empacotaniento
unidimensional e bidimensional

Neste capítulo descreveremos vários algoritmos de empacotamento unidimensional e bidi-
mensional, principaln)ente aqueles que serão utilizados nos algoritmos de empacotainento
tridimellsional .

Na primeira seção só trataremos de algoritinos de einpacotamento unidinlensional
Descreveren[os quatro algoiitmos de ei)[pacotan)eito unidiinensional o?[-/iztc e un] (Z#:

7

Na segunda seção, descreveren)os os algoritnlos de empacotamento bidimensional. Di-
vidimos a classe desses algoritmos en) dois tipos: os de empacotamento bidin)ensional em
faixa e os de empacotar)unto bidimensional en] placas.

A maioria dos resultados desta seção não serão provados. Alguns dos resultados sobre
empacotamento bidimensional em placas relativos a garantias de área serão provados, pois
estes têm den[onst[ações sin)pies, e deixarão o leitor n]ais faiüliarizado cona os métodos
de demonstração a serem utilizados no caso tridimensional.

Unia desenha dos principais resultados sobre os problemas de enlpacotan)ente unidi-
mensiona[ e ])idimensiona] podem)l sel encontrados en] ISI.

2.1 Algoritmos de empacotamento unidimensional

O Problema do Empacotamento Unidimensional, PEU, pode ser foinlalmente de
fluido como:

l On-linfa e oH-lide são definidos mais adiante
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Dados uma constante C' e unia lista de itens L = (pl,P2,- . . ,Pn), onde cada item PÍ
está associado a um valor s(p{) satisfazelldo 0 $ s(pi) < C, encontrar o menor inteiro
m tal que Z, pode ser particionado en] in listas L1, l,2, . . . , Z,,., onde cada Z,i satisfaz
s(Zi) $1 C', { = 1, . . . ,m.

Um em])acotanlento Z/ cle uma lista de itens Z = (pl,p2, . . . ,p«), satisfazendo as con-

dições acima, é um mapeamento (Z/',Z/') ; (Z,, L) --, (Z+, 10, C')), onde {Z,l, L2, . . . , Z,,«}
é uma partição de Z, e Z/'(p) = k se p C Z,k, e Z/'(pf) = EÍ;is(pf), sendo Z,k =
(Pf,p$,... ,pl;.), k . ,m.

Em geral, cada lista Lt é vista calão sendo o conteúdo de uma barra de capacidade
O, e o objetivo é minimizar o número de barras necessárias para empacotar L.

Usarem)os a notação PEU(C) para refelirn)os ao problema PEU cona constante de
entrada C'. Denotarenlos por 4(L) o número de barras, de comprimento C, usadas pelo
algoritnlo .4 para empacotar uma lista de itens Z, e OPTb(L) o número de barras usadas
por un] en)pacotamento ótimo de l,.

Os algoritmos de enlpacotan)ente que empacotam os elementos de uma lista na ordem
dada, sem precisar de informação dos dei-bentos que ainda não foram empacotados, são
chamados de algoritnlos on-lhe. Os algoritnlos de empacotanlento que não são Oll-/{lle,
são chamados de algoritmos oR-lhe

O Problema do Enlpacotaillento Utlidimensional tem sido anlplanlente estudado desde
o início da década de 70. Trata-se de un] problema ./V'P'-completo j10, 181, para o qual
são conhecidos vários algotitn)os e seus respectivos limites de desempenllo assintótico
[13, 14, 15, 29, 16, 1].

As provas dos resultados relativos aos linaites de desen)penho dos algoritmos desta
seção são extensas e complicadas. Não apresentaremos aqui estas provas, pois o leitor po-
derá consultar diretan)ente nas fontes mencionadas. Citaremos aqui apenas os principais
resultados.

Veremos aqui os cinco seguilltes algoritn)os para o PEt/

e NF (Next Fit),

e FF (First Fit),

8 BF (Best Fit),

e HM (HarmonicM) e

e FFD (First Fit Decreasing)
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Os algoritmos ATF', F'/', l?F e Hm são algoritmos Ol&-/{ne, enquanto o Algoritnlo /'F'Z)
é oj'-lilLC..

Veremos prinaeiro a descrição dos algoritnlos Oll-/{lle e em seguida descrição do Algo-
ritino FF'Z).

2.1.1 Algoritmos on-lhe

Descreveremos prinleiranlente o Algoritnlo .N/'. Antes de apresentar unia descrição for-
mal deste algoritmo, faremos uma descrição informal. No caso dos demais algoritmos só
faremos uma descrição inforn)al.

Dada ullla lista de itens L = (pl, . . . ,p,.), o Algoritmo .NF gera uma partição de L,

gerando pritneiro un)a lista LI, depois uma lista La, e assim por diante. Cada lista Lí
contéul os itens que podem ser empacotados en] Z,i. O Algoritmo .VF' sempre testa cada
item) (na ordem que ocorreu en] L), verificando se o mesmo pode ser enl])anotado na lista
corrente Zi. Enquanto isto é possível, os itens são empacotados em Z,i. Quando um
item p não pode ser empac.atado em Li, o Algoritmo /VF' pára o empacotar)ento en] Z,i
e einpacota p em uma nova lista Li+l, que passa a ser a nova lista corrente. O algoritmo
pára quando todos os itens tiverem sido empacotados, e retorna a partição {Z,i, . . . , Z""},
Ollde Z,,,. é a últin)a lista gerado pelo algoritn)o.

Fonnalmente, o algoritnlo acima pode ser descrito colmo segue.

Algoritmo .NF'(Z,)

E«t«d«; Lista Z, =(p-, ... ,p«) e co«sta«te C'.

Saía; Partição {Lt, . . . , Z,,,:} de L onde cada Z,f (l $ á $ n}) satisfaz E,ct. .s(7 ) $ C'

% P.4RT/(7,40: Partição da lista l,.
% i: Contador de sublistas de Z, a ser inserida na P,4
PARTICAO - $
z,. -.g
í +.- l.

para .j +'- l até 1} faça
se '(Li) + ..(pj) > C

então % Comecar a, agrupar os itens em unia
PART[CA0+--.PARA']CAOULi
Z'i+l '-- Pj
z +-- z + l

RTICAO

nova sul)lista
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senão % Inserir o item na sublista corrente
Li -- Z,illPj

fim se
fim para
PARTICAO +--- Li
retorne P,4 RT.r(7,40

fim algoritmo.

Seja {Zi, L2, . . . , Z,t} a partição gerada pelo Algoritmo f'F até um certo momento.
Dada uma lista de itens L = (pl, . . . ,p«) a ser empacotado, suponha que o Algoritmo
/'F' tenha acabado de enlpacotai un} itens pj-i. Neste ponto, para empacotar o próximo
item, pj, o algoiitnlo procura a lista Z,í com o menor índice { tal que .s(Z,i) + s(pj) $ C'.
Caso encontre, insere pj na lista Li; caso contrário, insere na partição uma nova lista Z,k+i
contendo o item pj, e le])ete o processo até que termine de empacotar todos os itens.

O Algoritnlo B/' se assemellla ao Algoritnlo F'F'. A diferença está no modo como a
lista L{, escolhido para receber o novo item pj, é determinado. O Algoritmo BF procura
uma lista Z,í tal que s(Li) + .$(pj) $ C' e .$(Z,{) é máximo entre as listas Z,í da partição
corrente. É escolhido a lista de menor índice, caso llaja duas listas da partição onde as
duas condições sejalll satisfeitas.

Para cada inteiro positivo À4 ? 2 definimos un] algoritino denotado por Hm

O Algolitnlo HW divide o intervalo 10, C') em .IW subintervalos /k, k = 1, . . . J14, 10, a) =
UÊ!./k, onde

($,c') P..- k- :

k

i=',il p':'' k'2,...,w-i

10, BI para

Um itetn pi é cllamado um /t-item se s(pi) C /k, k = 1,.. . ,.4/. O Algoritmo HW
constrói uma partição de L que é a união de .A'f conjuntos P],.. .,.f)m. Iniciam)ente
os conjuntos Pk são vazios, e estes vão sendo construídos à medida que os itens são
empacotados. Os itens são testados na ordem dada por L, sendo que para empacotar
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uin item p, é determinado um inteiro k tal que p é um /A:-item, e p é empacotado em Pk
usando o Algoiitmo JV/'. O algoiitmo termina quando todos os itens de Z, tiverem sido
ein])acotados. Note que cada PA é unia partição da lista formada pelos /k-itens de L.

Limites de desempenho assintótico dos algoritmos unidimensíonal on-linfa

Tratarem)os aqui do PEU(1). Note que isto não afeta em nada a análise dos algoritmos
vistos.

Seja S. = {.VF', r'F', Bf', HM}. Para analisar o desempenho dos algo]itmos en] S«, são
usadas as funções peso W,4) .4 C S., definidas a seguir.

. WXP: lO,ll --, l0,21, sendo WNF(z) =2a;

. WFF = WBF : IO, II ---» IO, II,
:« se 0 $ " $ à

se»do WFF(3) WBF(,) =

;. à <«$ {

l

l

se ! <#$ 1;

;. { <« ' ,

. }+h. 10, 1) --, 10, il, se«do H/H.(«) ;' ib « « $ {

se 0 < « $ à

Sej.«.

e (/wr = 2, (JNF = 1, Dnp - 1,

e {/Pr = 1, 7, C'Pr 2, Dpr = 8,

{/BF = 1, 7,. CBF 2, DBP = 8,

e (/Hm :: }l'l:l Ê' + ;;:i M ) se c{ < .A/ $ ci+l para algum i> 1, sendo cl,c2,..
definidosconloci = 1 ec:{ =ci-l(ci-i+l) param ?2, OW. =.A4--1 e Dn., = l

Os seguintes lemas (19, 15, 191) estão relacionados com as funções peso W.Á e as cons
tentes {/J, O..4 e D.4 acima definidos.
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Lema 2.1.1 Sda .4 C .S« c«lão E:..t U/a(s(p)) $ Ua ' OPT'(L) par« tod« / sta dc ite«s
L

Lema 2.1.2 .Sda .4 C .S«. E7}tão para foda / sta de item s L, tem-se qxe E.Ct Wa(s(p)) ?

.4(Z,) - C.A .

Lema 2.1.3 $da .4 C .S'.. Para todo ízttciro .N ? 1, czisle uma lista dc tczts Z, ta/ quc

0PTb(Z,) > .N c .4(L) ? (/J ' 0PTb(Z,) -- Z).4.

O teorema a seguir reúne os lemas acima, formando un] limite de desempenho as
sintético para cada uin dos algoritmos unidimensionais citados.

Teorema 2.1.4 Sqa .4 um aZgoríf7no cm Su = {.NT', F'r', B/', .f/M} c sejam (/a c C.4 co-

«,. de#«{do «t«:.««.«t.. P«,.« tod« 1{.[« d. it.«. Z,, *'m-.. q«. .4(Z) $ Ua 'OPT'(Z,)+
C.A. Mais aittda, e.m cada caso, o limite iTLdicado é justo.

Dem. Os Lemas 2.1.1 e 2.1.2 tios gal'antena que para toda lista de irei)s L, .4(L) $
Ua ' OPTO(Z) + (7.4. Pelo Lema 2.1 .=3, temos que (,rNF, (/pp e (/Br são todos limites justos
para o algoritnlo conespoildente, e {,rHm tanlbén) é un} limite justo se .A/ = ci para algum
i> 2

a

2.1.2 Um algoritmo oH-lhe

O algoritnlo o.8-/izlc r'F'D, a])eszu de ser bem simples, tem um limite de desenl])echo
bastante bom. Pode sei descrito como segue.

Algoritmo FFD

ntr a Lista Z = (p-,. . .,p«) e co«;ta«te C'.

Saía; Partição {Li, . - . , L,,.} de Z, onde cada Li(l $ á 5; in) satisfaz E..t. s(p) $ C

1. Faça uma ordenação não-crescente da lista L.
2. Aplique o Algoritmo F'f' à nova lista.
3. Retorne a solução encontrada.

6m algoritmo.

Em 1973, .Johnson li31 mostrou que ])ara toda lista de itens Z,,

PPD(L)S=1:iOPTb(L)+4

12



Em 1985, Bakei jll a])resentou uma nova prova do limite de desempenho, nlelllorando
o resultado para

FFD(L)$ 4}opvb(L)+3

Cabe observar que o Algoritnlo F'F'Z) apesar de ter um bom limite de desempenho
assintótico, não é o n)elhor conllecido. Johnson e Garey j161 fizeram uma n)odificação no
Algoritnlo FFI) obtendo um algoritnlo com un] limite de desempenho assintótico igual a
;à. Karmakar e l<arp j1 71 desenvolveran] um algoritn]o que garante un] enlpacotamento
que não usa mais que OPTb(L) + O(log2OPTb(L)) barras. Para fazer einpacotamentos
07}-/{nc, Ramanam et a1 1281, desenvolveram um refinamento do Algoritmo Hm, que tem
un] limite de desempenl)o assintótico igual a 1, 612.

Note tanll:én) que o Problen)a do Empacotamento Unidimensional pode ser visto co-
mo unl caso particular do Problema do Eln})acotanlento Tridimensional. O problema

de empacotar uma lista de itens L = (pl,. .. ,p.) em barras de con)primento C' pode
ser visto colílo o problen)a de empacotar unia lista de caixas L' numa caixa B, onde
Z,' =(c-,...,c,.), B =(1,C','«) e cf =(1,p{,l), par' i' l,...,n. (;tara-«e«teo em-
pacotar)eito tridimensional ol)tido flc.a dividido e]]] níveis (de altura 1), onde cada nível
representa o en)pacotamento de itens en) unia baila. A altura do enlpacotalnento nos dá
o nún)eio de lianas usadas.

2.2 Algoritmos de empacotamento bidimensional

O Problema do Empacotamento Bidimensional PEB consiste en] eDIl)anotar uma
lista L = (1'1, . . . , 1'.) de ietângulos em un] retângulo R.

Consideraremos aqui duas variantes deste problema: o Problema do EDIL)acatamento
Bidin)ensional en] faixa, PEBr, e o Pioblen)a do Enlpacotanlento Bidimensional em
placas, PEBP. Nas pióxinlas seções, definirem)os esses dois problemas.

Um enl])acotamento de retângulos I'i num retângulo R é dito ortogonal se cada aresta
de I'í é paralela a um dos lados cle R. Unl empacotamento ortogonal é dito orientado
se cada retângulo ['{ é representado con)o un] par ordenado ri = (to(1'{),À(]'i)), e o eixo
correspondente à largura (respectivamente comi)rimento) de ri é paralelo ao eixo corres-
pondente à largura (respectivas ente conlprii)lento) de R. Ou seja, rotações de 90' não
são permitidas. (ihanlaiemos de largura e altura de um retângulo I' os valores to(r) e
h(r), respectivanleilte

Trataremos aqui apenas do caso ortogonal e orientado, apesar do Problema do Enl-
pacotanlento Bidimensional tan)l)éi)l ser estudado sem estas duas restrições. Erdõs e
Grallan} [81 nlostraian} que un] empacotanlento ortogonal de quadrados iguais em um
retângulo nen] sempre é nlelllor do que um empacotamento não ortogonal. Meir e Moser
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1261 obtiveram algoritnlos com garantias de empacotamento, no caso de empacotainentos
de retângulos em retângulo, quando as listas não ultrapassem certo limite de área. Nestes
algoritnlos são efetuadas rotações de 90o sobre os retângulos.

2.2.1 Algoritmos de empacotamento em faixa

O Problema do Empacotamento Bidimensional em faixa, PEBÍ, consiste en]
empacotar unia lista de retângulos Z, = (ri,...,r.) em um retângulo R = (a,oo) de
forma a minin)azar a altura do empacotanlento.

Denotarenlos por PEBr(a) o PEB/ onde R = (a, oo). Da inesina forma como fizemos
para o PE7', se Zi é un] enlpacotamento de uma lista Z, de retângulos, denotaremos por
(B"(r),B''(7')) as coordenadas no retângulo R onde I' C Z, foi empacotado. Usaremos a
nota,ção .4(L) e OPTA(L) pata indicam a altura do empacotanlento gerado pelo algoritn)o
.4 e a altura de um enlpacotamei)to ótin)o de L, respectivamente.

Note que o Problema do Em])acotanlento Bidimensional em faixa é uin caso particu-
lar do Problema do Empacotamento Tridimensional. De fato, dada uma instância Z, =
(ri, . . .,I'«) do PEB/(a), basta co«str«ir u«)a instância Z,' = (ci,.. .,c.) do P.ET(a, l)
tal que q = (,«(ri), 1, A(T'i)). Cllaiamente, se p representa un] e:npacotamento de L' então
(p'(ci), p'(ci)) representa as coordenadas do retângulo r{ no empacotainento de Z, em
R = (a, oo), e H(p) representa a altura do en)pacotanlento bidimensional em faixa de L.

O piiuci])al algoritn)o descrito nesta seção é o Algoritmo UI), Dias a construção deste
envolve outros algotitlllos, os algoritmos Arr'D/// e BZ,. Os principais resultados relativos
aos algoritnlos Arr'DH/ e BZ, serão enunciados mas não serão usados.

Verenaos aqui os seguintes algoiitinos pala este pioblenla:

. NFDHr (Next Fit Decreasing Height),

. FFDHr (First Fit Decreasing Height),

8 BL (Bottom-up Left-justified) e

e UD (Up-Down)

Descreveremos cada um deles nas seções seguintes

Algoritmo NFDHr

O empacotan[ento gerado pelo Algoritmo .NF'Z)H/ é dividido en] níveis, e todos os
retângulos de um nível são colocados cona um lado na linha de baixo de cada nível.
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Primeiramente o Algoritn)o .NF'DH/ ordena a lista L = (ri, . . . , r.) de forma que A(rl) Z

h(T'2) 2 . 2 À(1'«). Feito isto, começa a empacotar os retângulos de L na sequência
dada pela ordenação. Para empacotar un] novo retâugulo r, este algoritmo tenta colocar
o retângulo no últin)o nível criado, dispondo-o mais a esquerda. Caso não consiga, cria
uin novo nível e coloca I' neste novo nível. Neste caso, r é colocado mais à esquerda, sendo
que a altura deste nível é definida pela altura de r

O seguinte resultado foi provado por Coffman et a1 l61.

Teorema 2.2.1 /'al'a qua/quer {7}stá7 cia Z, do P.EB/(a), onde lte7 Au7n retá7}gu/o tem

a/tuta supcHor a Z, tcm-se qae

NFDHJ ÇLà $ '2 . 0PTJ (.Là -} Z

Mais ainda, f-ste limite é jtLsto

Algoritmo FFDHr

O Algotitmo f'f'Z)H.r é muito pateado com o Algoritmo .NFI)H/. De fato, ele é um me-
llloran)eilto do Algoiitnlo /VT'l)H/. O Algoritn)o NT'l)H/ sempre que cita um novo nível,
nunca n)ais tenta empacotar un] retângulo nos níveis anteriores. Já o Algoritmo r'r'DH/,
sempre que vai en[pacotar tun novo retângulo r, tenta empacota-lo en] algum) nível an-
teriormente criado, colocando-o no primeiro nível em que isso for possível, justificando-o
sempre mais à esquerda. Caso não seja possível colocar r em ilenllum dos níveis cria-
dos, então /'F'Z)H/ cria un] novo nível como no Algoritmo .NF'DH.Í. Na Figura 2.1,
exenlplificanlos um en)pacotanlento feito pelo algoritnlo F'FZ)H.Í

Os seguintes resultados foram) provados por CoHman et a1 l61.

Teorema 2.2.2 Para qualquer instâTtcia L do PEBJ, Oltde lteTthum reüngltlo tem altura
suPcMor a Z, tc7n-sc q?lc

FFDnj(L)< .opT'l.L)+ z

,4demais, este / m tc é justo

Teorema 2.2.3 Pa7'a q laZqtzcr íl st(íllcia 1, do PEB/ que c07}sistc dc Tina / sta de qua
atados, onde. e.lthttm fetal gttlo tem altura superior a Z, tem-sc que

FFOUJ (L) $ 'L , 5 ' 0PTJ (L) -+ Z.

.4dcmais, este / m tc é J?Isto
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Faixa 4 (b4)

Faina 3 (b3)

Faina 2 (b2)

F,ü, l (Z,:)

Figura 2.1: Exen)plo de empacotanlento gerado pelo Algoritnlo r'f'Z)H/

Teorema 2.2.4 Pa,« q«a/q?lcr lista«cÍa Z, do PEB/(a), ta/ q«c «,(r)
m Z 2, tcm-sc q?lc

< a V7 C L,

,,""'.', . ("=) . .,,'''' * ,,
I' C L}. ,4dcmaÍs, este /imite éjusto..«d. Z = «-«{A(,')

Algoritmo BL

O Algoritnlo BL empacota os ietângulos de unia lista L na oidenl enl que ocorrem nesta
lista. Para e]]]pacotar u]]] retângulo I', o Algoritnlo l?L primeiro coloca o retângulo o mais
baixo possível e depois dis])õe-o justificado n)ais à esquerda. Veja na Figura 2.2 exemplo
de um en)pacotamento construído pelo Algoritino BL.

Os princi])ais resultados sobre o Algoritnlo BZ, são devidos a Baker, CoHman e Rivest
l31. Veremos os principais deles a seguir.

Uma boa estratégia pala nlelliorai o desempenho dos algoritinos de empacotanlento,
é ordenar previamente os eles)eiltos a serem empacotados (segundo uma dada dimensão).
Isto foi feito, por exeillplo, ilo Algoritmo f'F'l). No teorema abaixo veremos que este
processo dá un) bom resultado no caso do Algoritn)o BL, quando L = (1'i,...,T,.) é
ordenado tal q- :«(1'1) 2 .«(1'2) ? . . . ? «,(?'«).
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Figura 2.2: En)pacotanlento da lista Z, = (ri, . . . , rs) pelo Algoritn)o BI,.

Teorema 2.2.5 .$d« L = (r-,. . . ,I',.) «m« Zi't« dc «tá«g«/os t«/ qK. w(,'i) ? «,(r2) 2

? w(,'«). E«tão
BZ.(L) $ 3 . opr/(L).

Mais ainda, c.ste. limite é justo.

Quando L só contém) quadrados, o teorema anterior pode ser nlelllorado.

Teorema 2.2.6 .$da L = (1'1,. . . ,1',.) ?1ma /esta dc quadrados taJ ql&c to(I'i) ? w
? w(,'«). E«[ã.

BL(L) $ 2 . oprí(L)
Mais aiTlda, e.stf. limite é jlLsto.

Embora este tipo de ordenação de Z, tenlla levado a razoáveis l
absoluto, o nlesnlo não é verdade para outros tipos de ordenação.

Teorema 2.2.7 Pa,'a iodo M, cz ste ?lma / sta dc rctá7}gw/os Z, = (ri, . . . , I'«) com :«(rl) $

«,(,',) $1 . - . $ '',(,'«), Í7.(,'-) ã A(,'2) 2: . - . ? À(,'«)) Í«/ q«.

J4 » «.

(,,) >

imites de desempenhose]
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O Algoritn)o (/D foi desenvolvido poi Baker, Biown e Katseff l21 e tem o melhor limite de
desempenho assintótico conllecido para o PEB/. Este algoritmo fez uso de três algoritmos:
BZ,, 00Z, (Colu:nn) e aNF'Z)H (Ge«eralized .NF'Z)H).

Para que o leitor tenlla uma visão geral de um empacotamento construído pelo Al-
goritmo {/Z), damos um exemplo na Figura 2.3 e a seguir, descrevemos inforlllalnlente o
empacotanlento gerado pelo Algoritmo {/Z)

Seja L uma instância do PEB/(a). O einpacotamento de L gerado pelo Algoritnlo (,rD
é dividido en] cinco regiões RI , R2, . . . , Rs. Nas regiões Ri, . . . , .f?4, cada caixa é enlpaco-
tada por um dos três algolitnlos acima. Na Figura 2.3, as siglas BZ,, C'OZ, e /V indicam
que o retângulo foi empacotado pelo Algoritn)o .BZ,, COL e G.NT'Z)H, respectivamente.
Na região RS, todas as caixas são empacotadas pelo Algoritnlo G.NF'D.f/. Em cada unia
das regiões RI, . . . , R4, as caixas c.on] sigla BZ, são empacotadas primeiro, definindo a al-
tura da região; depois, partindo do canto superior à direita da região, as caixas com sigla
C'OI, são colocadas unia abaixo da outra. Em seguida são as caixas com sigla .N que são
empacotadas pelo Algoritmo GATA'Z).f/ no espaço entre os empacotanlentos BI, e C'OZ,.
Cada região Ri, i= 1, . . . , 5, está definida pelas alturas Ai-i e À{, como indicado na Figura
2.3. Todos os retângulos en)pacotados pelos algoritn)os BZ, e 0'01, são empacotados em
ordem não-crescente de largura.

Os retângulos em])anotados pelo Algoiitnlo BL na região Ri,{ = 1, .
no intervalo (ih, $1.

Seja Z, = (1'i, . . . ,'«.) unia lista de retângulos enlpacotada pelo algoritnlo BL tal que
Z, está e:« arde«) «ão-c:e«e«te de la-g«:a, i.e. .«(,':) 2 .«(1'2) ? . . . ? :«(1'«,).

Sejan] duas regas .s e t paralelas ao fundo da faixa, onde L foi eil)pacotada (veja a
Figura 2.4).

Seja d(s) a n)enoi distância enfie dois pontos da neta s, tal que, um dos pontos pertence
à aresta direita da faixa e o outro pertence à intersecção de s com alguma aresta de un]
retângulo no empacotan)ente ou cona a aresta esquerda da faixa.

Con)o as caixas dos enlpacotanlentos feitos pelo Algoritnlo BZ, na região /&, á =
1, . . . ,4, são en)picotadas en] ordem) não-crescente de largura sendo to(1') C (;;Í, ÍI, V7' €
Li, segue que se a distância de Z ao fundo da faixa é maior ou igual à distância de s ao
fundo da faixa, então d(t) 2 (Z(s). Veja a Figura 2.4.

Assim se movermos unia rega s sobre o einpacotamento da região Ri, para z '
1, . . . ,4, do fundo até o topo, a função d(s) nos define un] espaço vago que vai aumentan-
do à medida que s se aproxima do topo do empacotamento. Este espaço é aproveitado
pelo algoritmo {/J), que usa o Algoritmo C'OZ, para empacotar retângulos nesta área. O
Algoritmo C'OZ, enlpacota os retângulos um abaixo do outro, começando do canto supe-

,4, tênllaigura
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hs

h4

h3

Rs

h2

h2

ho

Figura 2.13: Exemplo de enlpacotanlento gerado pelo Algoritnlo UD.
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d(t)7'5

7'4 ®I'3

7'l
r2

Figura 2.4: Função d sobre un) empacotamento construído por BL

dor direito da região. O nome (/Z) (Up-Down) vens do comportamento Bottom-(/p do
Algoritlno BL e do conlpoitan)eito Top-Dow7z do Algoritnlo C'OZ,.

Por fim, o espaço entre os empacotanlentos BI, e C'OI, em cada região é aproveitado
pelo Algoiitnlo CAIR'Z)# pala empacotar retângulos que têm larguras no intervalo (0, EI.

A região / sobre a qual o Algoritmo C.'JVFZ)H en)])acata os retângulos é irregular.
Ela é delimitada su])etiorn)ente e inferiorn)ente por duas constantes t/PPER e Z,QUER,
respectivamente, e delimitada à esquerda e direita por duas funções, Z,EF'T e R/(.;HT,
respectivas)ente. As fronteiras definidas ])elas funções L.ET'T e R/GHT são formadas
por se(]iiências de netas lloiizoiltais e verticais, sendo que LEF'T e R/(.7HT são nlonoto-
nicamente crescentes.

Na Figura 2.5 mostramos unl empacotamento gerado pelo Algoritnlo GATA'Z)H

O primeiro retângul0 7 empacotado pelo Algoritnlo G.NT'Z)H é colocado mais ao
fundo de / e justificado mais à esquerda. Cona este primeiro retângulo, é definido un]
nível na região /, entre as alturas Z,OWER e LOWER + A(T'). Os próximos retângulos
são empacotados neste nível como no empacotanlento .NF'DH-Í, un} seguido do outro,
enquanto não houver sobreposição de retângulo na fronteira direita da região. Quando
não se puder mais empacotar os retângulos no nlesnlo nível, unia nova região /' é definida,
formada pela região /, delimitada supeiioin)ente e inferiormente pelas alturas UPPER e
Z,OW'ER + h(7'). Este processo se repete pata a região /' cona o restante dos retângulos,
até que não se tenha n)ais retângulos pala empacotar ou quando não puder ser criado um
novo nível.

Agora poderias descrever o Algoritn)o (/D n)ais detalhadas)ente
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UPPER

Nível 3

Nível 2
RIGHT

Nível l

Figura 2.5: Exemplo de enlpacotanlento gerado pelo Algoritillo (;JVFZ).f/

Primeiro (./D divide a lista L em cine.o sublistas, Z,l, ,Z,õ, tal que

Z'i

Z's

, ' ':«m' ([h,:l}, -«. :-:,
l,'' ':«o) ' (.,Íl},

,4

e então ordena as listas Lf, ({ = 1,
en] ordem) não-c].escente de alteia

, 4) em ordem não-crescente de largura, e a lista Ls

As listas 1,1, . . . , Ls são enl])acatadas nesta ordem, e os retângulos de Z,i são empaco-
tadas na oi(len) dada ])oi Li, z = 1,...,5.

Para enlpacotai un] ietângul0 7' de uma lista 1,{, â = 1, . . . ,4, o algoiitnlo (/D tenta
empacotar I' nas regiões Ri,. . . , Ri-i (nesta oiden)), pelo Algoritnlo C'OZ,. Caso não
consiga, einpacota na região R{ usando o Algoritmo BZ,.

Para empacotar os ietângulos de Ls, note que a função d anteriormente descrita,
juntan)ente com a forma do empacotanlento gerado pelo Algolitmo C'OZ, nos define un)
espaço .Ei entre os en]pacotan)entoa BL e (701, en] cada legião .rÜ, á = 1,...,4. O
Algoritmo UI) enlpacota os retângulos de LS nos espaços Ei , . . . , .E4, tentando empacotar
os retângulos nesta Ordem, usando o Algoritmo G.VF'DH

Caso ainda iestenl retângulos de Z,s que ainda não foram empacotados, estes são
empacotados pelo Algoiitmo 6'Arr'DH acima da altura A4, definindo a região Rs.

Baker, Brown e Katseff l21 provatanl o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.8 Para qualquer /esta 1, de rctá7 gu/os dc a/lura 110 má=Ímo Z, tc7nos quc

uo«o $ :.opr/«,) + Tz

À/a s aÍ71da, o /imite dc dcscmpcz&Ao asse ltático ã é .justo.

2.2.2 Algoritmos de empacotamento bidimensional em placas

O Problema do Empacotamento Bidimensional em Placas, PEBP, consiste em
empacotar unia lista de letângulos L = (1'1, . . . , 1'«) em retângulos (ou plac-.s) R = (a, b),

de forma a minimizar o número de placas usadas.

Denotaren[os por PEBP(a, b) o Problema do En]pacotanaento Bidimensional en] ])la-
cas quando as placas R são da coima R = (a,b). Denotaremos por OPTP(L) o n)enor
número de placas R necessárias para empacotar L, e .4(L) o número de placas R usadas
pelo algoritnlo .4 para empacotar L.

Um en[pacotamento Zi de Z, en] R, além de dar a coordenada na qual cada retângulo
7 foi en[pacotado, taml)ém deve dar a placa en] que ]' foi empacotado. Denotaren]os por
BP(r) a placa onde I' foi empacotado e poi (B"(r),Zii'(r)) a coordenada no retângulo
B'(r), onde I' foi enlpacotada.

Veremos aqui quatro algoritnlos pala o Problema do Empacotamento Bidimen-
sional em Placas, PEBP:

8 NFDHP (Next Fit Decreasing Height),

e NFDWP (Nexo Fit Decreasing Width)
B MNFDHP (Modified NFDHP) e

e MNFD'WP (Modified NFD'WP)

Descreveien)os cada un] desses algoritnlos e apresentaremos alguns resultados. Vere-
mos tan)l)ém un] exemplo de colmo os resultados sobre a área dos retângulos podem ser
usados para se acl)ar limites de desenlpenllo assilltótico de algoritnlos para o PEBP

l.Jsando garantias de área mínima

Algoritmo NFDHP

O Algoritmo .N/'DHP ordena a lista de retângulos Z, de forma que Z, = (1'i, . . . ,I'«) e

A(rl) 2 h(7'2) ? -.. ? À(1«). Define unia faixa de altura A(rl) paralela ao eixo «,,
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e empacota os ietângulos seguidamente na faixa criada, até que um retângulo ri não
possa ser empacotado nesta faixa. Neste mon)ento, uma nova faixa de altura A(7'i) é
criada, e o ein])acotamento continua nesta faixa. Este processo continua até que uma
nova faixa não possa sel criada na mesma placa. Neste instante, NF'Z)J/P começa o
empacotanlento en) uma nova placa, repetindo o processo até que todos os retângulos
tenllan) sido empacotados. Uma descrição mais formal deste algoritmo é dada a seguir.

Algoritmo NFDHP(L)

E? traria; Lista de retângulos Z, e constantes a e b.
Saüaf Einpacotamento 23 de Z, en] retângulos R(a, b)

% PZ,,4(1:.4: núnleio da placa a receber o ])róximo retângulo.
% i: contador do número do retângulo sendo empacotado.
% aJZ../Giba: altura da faixa comente na placa.
% h./alga: altura da faixa.
Ordene L obtendo L = (ri,
P1,,4C,4 - 0

enquanto (i < n) faça % Loop para empacotar todas as caixas.
PL,4C,4 +-. PL,4 (7,4 + 1
att..faina +...- Q
h..faioca -- it(I'i)
% Loop pala empacotar as caixas nos níveis.
enquanto (a/Z-./'aiza + A-/aiza $ Z,) e ({ $ n) faça

cgtp../Giba +-.- 0

% Loop para empacotar as caixas em faixas.
enquanto(c«.p-/«i=a+«(,'i) $ a) e(á $ n) faça

(BP(,'i), ZJ''(,';), B"(,'i)) -.(PL.4C','l, «/t./«{««, c,nP../'«i««)
cmp./«{=« -- c«.p./«i«« + «,(,'i)
i +-. { + l

fim enquanto
att.faina +..-.. alt..faina -F ll.faina
h..faina -. h(T'i)

fim enquanto
fim enquanto

fim algoritmo.

i <-- l

, ,'«) com A(,.) 2 À(,i+-), { = 1, 9 72, l
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Algoritmo MNFDHP

O Algoritmo .IW.NT'DHP é muito parecido com o Algoritmo .NFI)HP. A diferença é (lue
cada un] dos retângulos com largura superior a $ é empacotado em uma única faixa. Com
relação aos retângulos restantes, o algoritnlos se comporta como o ATF'DHP

Note que se L é unia lista de retângulos que ])ode ser empacotado em uma placa R pelo
Algoritnlo À/.NF'DHP, então Z, tanlbénl pode ser einpacotada na placa R pelo Algoritmo
NFDHP

Meir e Moser 1261 conseguiram vários resultados relacionando a área de unia lista de
retângu[os Z, cona a capacidade de os a]goritmos .NT'Z).]/P e ]WAÍF'DHP empacotaienl L
em um único retângulo (a, b). Mencionamos alguns deles a seguir.

Teorema 2.2.9 Qua/q lcr / sta dc quadz'aços dc /idos zi 2) . . - , =,. com área lota/ .4 pode
set empacotado pelo Atgoritlno NFDHP c.m qualqtlct retâllgttlo (.a,t)) sc
(CI) Q '> 'E;
(C2) b > 's;
rC:S9 3' + (a - Z)(b - E) ? .4;
onde 3 = maxl={ : { = 1, . . . , 11}. Em aZgu7}s casos este Tesa/lado ó o me/Aor possa'uc/.

Dem. Sem perda de generalidade, considere #i 2 z2 2 . . - ? z.. Ao aplicar o Algoritmo
N'r'/)HP para fazer un] enlpacotamento num letângulo de largura a, são criadas faixas,
digamos FI , .rb, . . . , Fü (nesta ordem), onde

n -((«*.,«A..),(,...-, «*.*-), , (,«.*. -- , ''... --)),

e os inteiros k/ são definidos c.oillo kl = 1 e

a =.Í 5; a, / = 1, 2, . . . , u -- l, (2.1)

como ilustrado na Figura 2.6.

Note que pata toda área ,4/ ocupada por quadrados na /-ésima faixa, temos poi (2.1 ),

k/+i-l
4/ E , ? «Í, + (« - «*,),*,... :ra,.., .f = 1,2, )'u (2.2)

Para efeito de cálculo, considere que zk,+. = 0

De (2.2) obtemos para a área total .A,
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a

Enlpacotanlento gerado pelo Algorit

U

.{ + EI(« - «*,)«*,..l - «*.
/=1

? «{ + (« - -*. ) )l: ;«*,....
/=1

Ü

«? + (« - «..) E «*, .

/=2

Por hipótese, z? +(a -- =1)(b -- zl) 2 ,4. Assim, de(2.3) segue que

moNFDHPFigura 2.6

(2.3)

ou sqa,

Deste último fato c.oncluiillos que o Algoritmo .NF'D//P enlpacota os quadrados num
retângulo (a,Z,).

Para n)ostras que este resultado é o melllor possível em certos casos, considere uma lista

de quadrados de lados zi = z2 :: . . . = z«2+l :: 7;;;;11) para n inteiro e a = b = 1l:iil'
Note que à medida que f tende a zero, o lado esquerdo da condição r(i:Sy se aploxin)a do
lado direito.

D
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Um dos problemas (]ue boina difícil a utilização do resultado do Teoren)a 2.2.9, é
que ele depellde do comprimento do maior quadrado. O corolário seguinte troca esta
dependência por un] lii[[ite envolvendo os valores a, b e un] inteiro nz 2 2, fazendo cona
que uma lista L de retângulos possa sel en)pacotada em um retângulo (a, Z)), caso a área
de L não ultrapasse unia certa lazão de (a, b).

Corolário 2.2.10 alia/quer /esta dc q atirados de /nãos içt,zh . . . l #., cam arca tola/ .4
pode ser empacotado pelo Algoritmo NFDHP em qualquer retãngulo (.a,b) se m :>
(CI)Z $ t;

ra?y .4 $ "z'(3' + (i - ày);
onde Z = nlaxÍzí : í = 1, . . . , ll}.

Dem Paraisto basta ])iovai que

«'(à *(- - i)') . ,' * .« - ,, '' - ,,,

e aplicar o Teorema 2.2.9. A desigualdade acima é provada mostrando que a função
.f(n,y) = zy + (« -- #)(Z, -- y) tei« ponto de «-í«i:no e«- ($, {).

a

O teorema seguinte nlostia que a área necessária para empacotar uma lista de quadra.
dos en} um retângulo não é maior que o dobro da área dos quadrados a serena enlpacota(tos

Teorema 2.2.11 C?ua/qller /isto dc qzlad7'nãos de /a(Zos #l,#2) . . . , zTI, com arca rota/ '4,
pode ser empacotado pelo Algoritmo MNFDHP em tlm retâTlguto (a,b), sc

(CI) a 2 3;
(C2) b >
(C3) A $ abl2;
onde = n axÍzi : { = 1, , 11}. E77 a/g?é7}s casos, este rcslt/fado é o mc/hor possa'uc/.

Dem. Suponha, seno perda de generalidade, que z1 ? 2 ? ' ? ap > ? zp+i ?

Sejam FI, F2, . . . , Fu as faixas criadas pelo Algoz'itmo A4N'F'DHP nesta orden), onde
F. =((zk.,zk.),(zk.+i, :«t.+-),. . . ,(ak.,zk.)), e os inteiros k.f(/ = 1,2,...,o) são defi«i'los
como na demonstração do Teoienla 2.2.9. Então,

para ./ = 1,2, (2.4)
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e por (2.2) temos que

'4/ 2zZ/ 'z2.r+.+ azk/+. para/=p+l,...,o, (2.5)

onde #«+] = 0.

Para / = 7) ten)os

'4p >

>

,: - «z,.. + (« - ,,)',.--
-'Í.. + ;('- + '',.... ) + ('-
-"É,..- + ã"p + ã"k-...

;)(', - '*«, )

(2.6)

De(2.4),(2.5) e(2.6), seque que

« - Ê «, ? ;(g: :,, -- g: ,.., ' ; E '*,./=1 ' /=1 /=P ' /=l
(2.7)

Por hipótese, # 2 Á. Este fato juntan]ente cona (2.7) implica que

n)ostras)do assim que a. lista de quadrados pode ser en)pacotada nuns retângulo (a, b).

Pala mostrar que este resultado é o melhor possível, coi)sidere dois quadrados, um
cona lado :Ç e outro com lado 11 + ó, onde 0 < -5 < 1. Tais quadrados não podem ser
empacotados en] un] quadrado unitário, Rias a soma de suas áreas é 1 + i5 + ó2, e este valor
pode se tomai tão pióxinlo de 11 quanto se queira. Assim, se a área dos quadrados dados
for só um pouco nlztior que #, então já não poder)os garantir que J\4Aír'DHP enlpacota
tais quadrados.

Isto completa a demonstração.
0

No caso de enlpacotamento de retângulos, Meir e Mover 1261 conseguiram o seguinte
resultado.
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Teorema 2.2.12 Q la/quer /isca dc rcl'íz}.gu/os L = ((açi,yi), . . . , (z«,y«)) c arca lota/ .4,

pode $er e.mpacotada pelo Atgoritmo MNFDHP em um rctâttgulo (.a,b) se
r'C'/)zi2yi, para {' l,...,l} ;

('(J2Jyi?yi+l, para i:: l,...,7z--l
r(;W a 2 nlaxÍzi : { = 1, . . . , l&l;
ra%) Z, 2 maxÍyí : i = 1, . . . , lll;
r05) .4 $ ü(8Z, - «).
Mais ainda, todas estas condições são ltecessárias para garantir o empacotalnc to de L.

Dem. Sejam FI, .rb,. . . , Fu as faixas criadas pe]o A]goritmo ]W.MF'Z)HP nesta OI'dem,
-de a =((:,k.,zk.),(zk.+-,zk.+i),.. .,(ak...--,zk.....--)). Defina É.Í,./ = 1,2,. . .," da
mesma forma que no Teorema 2.2.9.

Suponl[a, seno perda de generalidade, que ={ > :, pala { ' l,
i = p+ 1,.. . ,1}. Assim, temos que

,p e sci $ {, para

8
8

((z.f,y/)), pa:a / = 1, . . . ,p e

((zk,,yk,),(zt,+-,Z/t,+-),...,(,k,..--,yk,..--)), par'/ = p+ l,. ..,«,

sendo kp+i :: p + l e z.+l :: 0.

Os valores de k.Í, para / = ?)+ 1, . . . , u, são definidos analogamente como na equação
(2.1). Neste caso, temos que

'4.r= z.ív.í? / para / = 1,. . . ,p, (2.8)

e para as faixas restantes teillos, da mesma forma que em (2.2),

'4/ > zk, Pk, + (a «*, )y*,. . :rk/+iyk/+i) pal'a / = p + l, (2.9)

onde zk.+. = 0 e g/t... 0. De (2.8) e (2.9) temos que

É.", z;E". --"».«.. -- E («
/=i ' .f=1 .f=p+l

:" -'- ":, -' ; .E . "'".,'.f=p+l

«k, )yk,... .

desde que aA;. 2 yk. e (a «.,) 2: 3
Assim,

,4 - «Í. + 5«.. 2: ;(E «. + .E . «.D./=1 .f=p+l
(2.10)
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Agora, observe que $yk. -- yZ. $ f; para todo 0 $ gk: $ !. Então

i * « *;É .*,
].e.,

2 Üa
+ 2.4 ã a }: g/k/8 /=1

Por Itipótese, ' (2.4 + Ç) $ ab. Assim, concluiinos que

o que n)ostra que a lista de ietângulos pode ser enlpacotada no retângulo (a, b). Para
completar a demonstração, provaienlos a seguir a necessidade de cada unia das condições
do teores)a.

Caso 1: A condição zi à y{ é violada e as outras condições são satisfeitas. Considere Z, =
((ã, ]), (], ã), cona c < ;. C]aranlente, L não pode ser einpacotada por .A4]VT'Z)#P

Caso 2: A condição yl 2 g/2 2 . . . 2 y,. é violada e as outras condições são satisfeitas.
Co«sidere z, =((à,'),(à,c),(!, à),(!,c),(!,c),(à, à),(à,'),(à,c),(}, à),(},c)), o«-
de0 <c $ iS . Claramente, i?yf easoinadasáreasé 7c+ l queénlenorque
jt. Entretanto, L não pode ser empacotado por .A4/V/'.Z).f/P

Caso 3: A condição l:lLI ziyí $ :i é violada e as deillais condições são satisfeitas. Con-
sidere L =((! + ó, } + ó),({ + ó,} + õ),(! + ó, }+ ó),(} -- 2ó, } -- 26)), Note que
},IL]ziy{ :: ]% + só + 7ó2 )' 7 . (l;lalanlente, Z, não pode ser enlpacotada por
MNFDHP

0

O corolário seguinte é simplesmente uil] caso especial clo Lema 2.2.12. Note (lue como
se trata de uil] etll])acotanlento de letângulos em un] retângulo R, e não é penllitido
rotações dos retângulos, então R pode ser repaiametrizado em um quadrado ( 1, 1 ), sendo
que os retângulos sofrem repatametrização proporcional.

Corolário 2.2.13 {/,"' /i.[« d. «tá«g«/« Z, y-),. . . ,(.«,y«)) pod' '''' 'mp""
fada eln um quadrado lutitário pelo Atgoritmo MNFDHP se
rC/,) z{ 2 yi, para i :: l, . . . ,n;
r'(Jey 3/l 2 y2 ? . - . 2: y";
rCS9 El:. «.yi $ á

29



Note que sob as condições r'a/) e r(;2), o Corolário 2.2.13 mostra que a área necessária
para empacotar unia lista de retângulos de área ,4 em um quadrado, não é n)pior que g 4.

Quando os retâ«Bulas e«] Z, = ((zi,yi),...,(z,.,y,,)) são tais que zí $ $ e yi $
i, m 2 3, para i- l,.. . ,lz, então o Algoritmo .A4.NF'Z)HP pode nos dar resultados
mell[ores, conho foi provado poi Li e Che]]g en] 1231.

Teorema 2.2.14 t/7,'a /esta dc rcM7 gu/os L =((zi,g/l), ... ,(a«,y.)) pode scr c,npacoíada
em um re.tângzto Ça,bb pc.lo AlgoHtmo MNFDHP , se existe u,m inteiro m >- 'l\ tat que
(CI),iÉ h;
íce) u: $ â;
rosé EL:. «:v. $ (1 - à'):«z,.

Dem. Suponha que llaja { faixas no empacotanlento, e que zi 2: zi+i, para í
1, . . . , 7i. -- 1. Sejam) ZX;f e yX;. o comprimento e a largura do primeiro ietângujo na i-ésinla
faixa, respectivamente; considere k] = l

Seja .4{ a área total de todos os ietângulos da {-ésiina faixa, para { = 1,
área acumulativa de todos o$ ietângulos.

,t; e ,4 a

Desde que a largura de todos os retângulos na {-ésima faixa não são menores que yk.+. ,
e o retângulo (=k... , yt.+. ) não pode ser empacotado na {-ésima faixa, temos as seguintes
..l,,.Ã.c.

'4i
'42

"*. y*. + (« - «*. )y., - «k,yt,,
"k,yA: + (« - :-.,)yk, - «*,y*,,

,'l..- ? ;-t..-yk... +(« ;«t...)3/k. --"t.yt. e

Át ? :z;t.yx;.

Somando as desigualdades acima ten)os (lue

(2.11)

>

>

f l
"..w.. + E(« - «*.)x*...

f=l
(2.12)

(2.13)"k. yt. + (l i,«É".
Pelas hipóteses assumidas, segue que

,4 $ (i - -l):«{, (2.14)
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(1 - -=)a(Z,

$ (1 - -=)a(Z,

Como =iyi > 0, de (2.1 1) e (2.14), coilcluimos que

(2.15)

(2.16)

l.e.,

o que completa a demonstração. 0

Note que todos os algoritmos de enlpacotanlento bidimensional em placas que tnenci-
onanlos empacotanl os i-etângulos usando un)a ordenação não-crescente da altura destes.
E claro que existem algoritmos análogos que usam uma ordenação não-crescente sobre a
largura, e todos estes ies\irados tan]l)én] são válidos. Denotaremos por NFDWP (Nexo
Fit Decreasing 'Width) e MNFD'WP (Modified NFDWP), os algoritnlos análogos
aos algoritmos /VT'l)//P e A4ATF/).r/P, co]]] ordenação não-crescente sobre a largura e
empacotanlento na direção da largura.

Veremos agora como a garantia de área sobre cada placa pode ser usada para se achar
uin limite de desempenl)o assintótico, de uin algolitn)o para o PEBP

Dada uma lista Z,, su])onl)a que exista un] algoritnlo .4, para o PEBP, que garante
])elo menos /(a, b) de área ocupada eDI cada placa (a, b), exceto talvez na últin)a placa.

(JI.ra«-e«te, OP7'''(L) 2 lq?l - (;'"'' S(L) 2 (-4(L) -- 1) /(", b), t'"''' q-

oprp(z,)+l.

Podemos tan)l)én) criar novos algoriti)los para o PEBP, usando as características de
empacotanlento gelado pelo Algoritmo /V/?ZI)//P

Vimos no Corolário 2.2.1;3 que unia lista Z,, tal que S(L) $ 7 , pode sei enlpacotada
pelo Algoritmo ATF'DHP en] un] quadrado unitário. Defina um novo algoritnlo .4 tal que
este separa todas as caixas com área maior que iá e em})acota estas en] apenas uma placa.
Em seguida, .4 aplica o Algoritmo NF'DH' ])ara ena])anotar as caixas restantes. Note que
liá pelo menos .4(L) -- l placas contendo letângulos somando área n)pior que É. Cromo
visto anteriormente, vale que

.4(z') $ 1yopr'(L) + l
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Capítulo 3

Algoritmos para o Problema do
Empacotamento TI'idimensional

Muitos algoiitnlos paiit o caso bidimensional forana construídos a partir de generalizações
de outros existentes ilo caso unidimensional. Da nlesnla forma, Li e Clieng 1221 desen-
volveram algoritnlos pala o Problemít do Enlpacotanlento Tridimensional (PE7'), gene-
ralizando algoritn)os de elllpacotanlento bidimensional em faixa. Apresentaremos estes
algoritn)os na Seção ;3.1 deste capítulo.

Unia téc.Dica ])estante usada na aná]ise de desempenho de algorittnos de em])acota-
mento bidin)ensional en] faixa é a de relacionar a altura do empacotamento com a área
ocupada. Esta técnica, taml)én) pode ser generalizada para o caso tridimensional, desta
vez relacionando a altura do empacotanlento com o volume ocupado. No nlesnlo artigo,
acitna citado, Li e Clleng usaram esta técnica para o PE7', analisando algoritnlos gerais
bem como algoiitmos especializados para os casos en] que o fundo das caixas é pequei 0
ou quadrado. Nesta mesma linlla, aperfeiçoados esta técnica e conseguimos provar que
alguns algoritnlos qite desenvolvemos tên) limite de desen)penso assintótico mell)odes que
aqueles apresentados em 1221. Tais algoritmos serão apresentados na Seção 3.2.

Recentemente, Li e (;lleng l2SI generalizaram) algum)as idéias presentes nos algoritmos
de empacotanlento unidinlensioilal (vistos ilo Capítulo 2) e obtiveram unia classe de algo-
ritmos com bons limites de desempenllo assintótico. Entretanto, estes algoritnlos possuem
constante aditivo muito a]ta. Unia con]paração entre o limite de desem])enllo assintótico
destes algoritmos e de ouvi'o desenvolvido por nós será feita no fin) deste capítulo.

Na descrição de cada algoritn)o procuramos deixar claro para quais tipos de instâncias
o algoritnlo se aplica. (ion)o ve]en]os, en] geral, os algoritmos recebem como enfiada uma
dista É de caixas e duas constantes a e b. Estas constantes corres])ordem à largura e o
conlprinlento da caixa. B = (a, b, oo) onde a lista L deve ser empacotado. Quando porém,
fazemos uso de tais algoiitn)os na descrição de outros, fazemos a cltan)ada passando como
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parâmetro apenas unia lista. Assim, quando um detenninado Algoritmo .4 é cllanlado,
em geral esta chamada é indicada simplesmente por .4(L). A rigor deveríamos especificar
os parâmetros a e b, pois muitas vezes fazer)os uma parametrização e queremos que esses
valores se]anl, ])or exen)])lo, iguais a 1. Pala sin)plificar a notação, não faremos isto. Em
geral, o contexto deixará claro a quais valores estar)os nos referindo.

3.1 Generalizações dos algoritmos .N.F.D.Er/ e .F.F.DJI/-./

Vimos no capítulo anterior, os Algoiitmos Arr'Z).f/.Í e FF'l).f/r para o Problema do Einpa-
cotamento Bidimensional en] faixa. VeÍCUlos nesta seção dois algoritnlos para o Problema
do Empacotalllento Tridin)eilsional, que são uma generalização desses algoritnlos. Indica-
remos esses algoiitnlos pelos seguintes nomes mnen)únicos.

e NFDH (Next Fit Decreasing Height) e

e FFDH (First Fit Decreasing Height)

Li e Clleng 1221, mostraiaill que estes algoiitmos podem) não levar a bons empacotainentos,
podendo até mesmo tel desempenllo de pior caso ilimitado. Estes resultados serão vistos
nas seções seguintes.

3.1.1 Algoritmo .N.F-D.H

Descreveien)os nesta seção duas variantes para o Algoiitnlo /VF'l)H, denominadas Nf'DH'
e ./\íF/,)/]'v. O nome Arr'/).f/ será usado pala nos leferirn)os indistintamente a qualqitei
unia dessas variantes.

Antes de descrevermos o Algoiitn[o JVT'l)H', veren]os un] algoritn]o sin ])les (lue en]-
pacota as caixas nível-poi-nível, faixa-por-faixa, denominado de NF (Next Fit). Este
Algoritmo tan[l)ém possui duas vai'iantes a serena denomii]adas Arf'' e ATF'v. O Algoiitn]o
NT' é usado pelo Algoritnlo .NF'Z)H. Falem)os piinleiran)ente unia descrição informal, e
depois, unia descrição mais formal do Algoritnlo /VF''

Dada unia lista de caixas Z, = (cl, c2, . . . , c,.), o Algoritmo .NF'' empacota as caixas de
Z, na ordem dada. Piimeiranlente, a caixa ci é enlpacotada ein 1? no canto mais plóxinlo
ao ponto (0,0,0). A seguir, a primeira faixa é preenchida da esquerda para a direita
na direção do eixo z, até que unia caixa ci não possa ser enlpacotada na faixa corrente
Neste mon)eito a caixa ci é enlpacotada na segunda faixa, e este processo continua até
o instante en) que un)a caixa cj não possa ser enlpacotada na faixa corrente e nen) llaja
espaço suficiente ])ara ciiat unia nova faixa no primeiro nível. Então o Algoritmo JV/?'
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passa a en)pacotai a caixa cj na primeira faixa do segundo nível. O processo de criar
níveis e faixas continua até que todas as caixas tenham sido empacotadas.

Algoritmo NT''(L)

letrada; Constantes a e Z, e lista de caixas Z, = (ci, c2, . . . , c.) C R(a, b)
Saía: Enlpacotamento p de L en] B = (a, b, oo).

% (a, y, z): Posição onde vai sei empacotado a próxima caixa
% y,,..,: largura (ta caixa mais larga na faixa corrente.
% #,,..,: altura da caixa illais alta no nível corrente.
(,, y, ,, "".-, ;«.-) -'(o, o, o, o, o);
para { +- l até 1} faça

se (« + «. > «) ou (y + y. > Z,)
então

se y + g,,.., + gi $ b
então % gela uilla nova faixa

y t- y + y,,..,;
(;»,y«..,) - (o, o)

senão % gela un] novo nível

z +- z + z,,..,;
(«, y, y«.-, ;«.-) --(o, o, o, o);

fim se;
fim se;
P(q) -. (,, y, ;);
(«, y«.-, '«..,) '--(=+ «., n,-ly,,..,, y.},«.-{,«..,, ,i});

fim para;
retorne go;

fim algoritmo.

Note que todits as faixas criadas pelo Algolitnlo JVT'" são paralelas ao eixo = (veja
Figura :3.1(a)). O Algoiitn)o JVT'v é semelhante a .NF'', este algoritlllo gela as faixas
paralelas ao eixo y (veja Figura :3.1(b)).

Algoritmo NT'OH'(Z,

E?itrada; (constantes a e b e lista de caixas L C 'R(a, b)
Saía; Empacotar)ente $a de L en) B = (a, b, oo).
1. Ordene as c.aíxas de Z, en] Oldenl não-crescente de altura
2. P -- .NF''(L).
3. Retome p.
âm algoritmo.
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(a) Um nível gerado por /V/i'r. (b) Um nível gerado por N'/?3/

Figura :3.1: Fundo do nível de un] em])acotanlento usando a estratégia /VF'

O Algoiitnlo AÍT'DHV é análogo ao Algoritnlo N'r'l)H', usando NFV ao ii)vés da

Apesar do Algoritmo NF'Z)H/, ])ara o caso bidin)ensional, ter un] limite de desculpe
nho assintótico constante o mesmo não vale pala sua versão tridin)ensional. De fato, como
mostra o teorema a seguia, o Algoritn)o /VF'Z)H tem desenlpenllo de pior caso ilimitado.

NF-

Teorema 3.1.1 Para cad« !níciro M > 1, cz stc wma iT&stá7}cia Z' para o PET(a,Z,) ía/
guc

NFDH tl) '> M . 0PTÇL).

Dem. Sem perda de generalidade, c.onsidere o PET(1, 1)
algoritnlo .NT'Z)H'. Seja L = (cl, c2, . . . , cak) tal que

Faremos a prova para o

--{({, :, :
6 - D.)

o - ] ).)

para á - 1, 3,.. . , 2k -- l

para { = 2, 4, . . . , 2k,

onde k = .A4' + 1 e f é un] positivo bem pequeno.

O enlpacotanlento gei'ado pelo Algoz'itmo /VF'DHr(L) dispõe cada caixa de L eln um
nível distinto, e portanto,
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Nf'0H'(Z,) l)') k(2k- l)'

Agora considere um empacotar)eito de dois níveis onde o primeiro nível cot)ténl todas
as caixas ci cona { ín)pai e o segundo nível contém todas as caixas c{ com ã ])ai. Um tal
enlpacotan)eito mostra que OPT(L) $ 2 -- c. Logo,

2k

lt

N'F'0H'(L) ... 2k - k(2k - l).
0PT(L) ' 2-- c

Assim, se tomarmos f < !jçiií:;1%M:ii, temos o resultado desejado. No caso do Algoritmo
.NF'l)HV basta considerar a instância que resulta de Z, permutando-se os valores da largura
e comprimento de cada caixa en] Z,.

D

3.1.2 Algoritmo FF.D.H

No Algoritmo NF'DH, senil)re que se começa uma nova faixa, nunca mais se volta para
unia faixa anterioinlente criada. Um meio de se evitar possíveis "desperdícios" seria, usar a
mean)a idéia do algoritnlo de enlpacotanlento bidimensional FF'Z)H/, no qual são sempre
revisitadas as faixas anteriores. Denominaremos de f'r'Z)H o algoritmo baseado nesta
idéia e de F'F'Z).f/" e F'F'Z)//3/ suas variantes. Como ila seção anterior, f'F'D.f/ será usado
para nos referirmos indistilitanlente a qualquer unia das variantes Ff'Z)H' e F'F'DHV

Van)os cl[an)ar de F'F'' (respectivamente FF'v) o algoritmo corres])ondente à versão
n)odificada de .NT'' (respectivamente NF'v) que revisita as faixas anteriores. N'leis pre-
cisamente, pala decidia onde empacotar un)a, caixa c, este algoritnlo examina zls faixas
começando na primeira faixa do primeiro nível. Se encontrar unia faixa onde c possa ser
encaixada no fim desta, então enlpacota c em tal faixa. Unia nova faixa é criada (pos-
sivelmente nuns novo nível, se necessário) se nenhuma faixa anterior puxei acotllodar a
caixa c.

Mais formalmente, o Algoiitnlo f'r'D#' pode sei assim descrito

Algoritmo f'f'OH'(Z,)

E71trada; Constantes a e b e lista de caixas Z, € 'R(a, Z,)

Saía; Enlpacotanlento BO de L en] B = (a, Z,, oo).
1. Ordene Z, en] oidenl não-crescente de altura.
2. P -. F'F''(Z).
3. Retorne p.
fim algoritmo.
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O algoritnlo F'r'Z)Hi' é definido analogamente, fazendo uso do algoritmo F'r'v

Mean)o sendo uma "versão melhorada" do Algoritmo .VF'Z.)H, o Algoritmo F'FZ)H
também ten) uin limite de desempenllo de pior caso ilimitado, como mostra o próximo
teorema.

Teorema 3.1.2 Para cada {T}Zciro .A/ > 1, caíste ma 71stá7}cia Z, para o P.FT(a, Z,) ta/
que

FFDH(L) '> M . OPT(.LÕ

Dem. Sem perda de generalidade, considere o PET(1,1). Faren)os a prova para o
algoritnlo F'r'Z)H'. Tome k = 2A4+1 e considere uma lista de caixas L =(cl,c2, -.,c2k),
onde

1 ({,- '?) ',--o
ePó,i ({ D.) para i - 1, 3, 2k -l)

para á - 2, 4, . 2k
)

f é um positivo l)enl pequeno e õ é tal que 0 < 5 < 1/(k(k -- l)).
Para esta instância Z,, o Algoritmo r'r'Z)H' gera un] empacotamento de k l)íveis,

onde cada nível i(l 5; { $ Ê) contém as caixas c2i-l e c2i. Assim, F'F'Z)H'(L) =
E:L::(1 -- 2(i -- l)c) = Ã; -- k(k -- l)f (veja a Figura =3.2). Por outro lado, assim) como na
prova do teorema anterior, temos que OPT(Z,) $ 2 -- f (veja a Figura 3.3). Portanto,

FFDH'(L) ~ k
)PTÇL)

k(k - l).
2 c

Basta então tonlarnlos f < açi4l:M , para garantirmos que F'F'OH'(Z,) > M ' OPT(L)
No caso do algoritmo F'/?DH?' a ])cova é análoga.

D

Muitos dos algoritnlos de em])acotanlento bidimensional geram resultados melhores
quando a instância contém apenas quadrados. Assim, se tivermos que Z, € Ç2,«(a, b), i.e., a
instância consiste de caixas com fundo mais regulares, é de se esperar que os algoritnlos de
empacotamento tridimensional dêem resultados nlelllores. Infelizmente isto não acontece,
como mostra o teorema al)eixo.
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Nível l

Figura

N ível 2 Nível k

Empacotamento da lista L gerado pelo Algoritn)o r'F'DH"

C2 C4 C2k

C2k-l

C3

cl

Figura Um empacotamento ótinlo da lista Z,
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Teorema 3.1.3 Para cada 71tcá7'0 .A4 > 1, ezÍsfe ma 7stóncia 1, € Q«.(a,b) pa7'a o
PETÇa,bÜ, nt >- \ , tal quc. NFDH(.Là > M . OPTÇLà e FFDH(Là > M . OPTtl).

Dem. Sem peida de generalidade, considere o P.ET(1, 1). Seja k > maxl2/14 + 1,77}},
n = k'(l +(k -- ly), L = {ci, c2,..., q.}, onde q =(zi, yí, zi) é tal que

Í ({, {) * {«-.dO +( iy) l
lzi, yiJ = $

l (R:lb, RÉ:,) .m. ««t-á..i.

Faça com que zl > z2 > ' - ' > Zn e, em particular,

z({-1)«i+l :: 1 -- iÓ para 1 < á $ n,

onde

«- + (k - ty)

Para esta instância L, ambos os algoritn]os NT'Z)H e F'F'DH produzen] un] empaco
tanlento com k níveis. Não é difícil verificar que

NPDn(L) pon(t)=k-tlg!:!!x- = k-\

Considere un] empacotanlento de L en] dois níveis, o primeiro com.todas as caixas
de f-d. (Ê, {) . o s.g««.-' "«- t..l.; «: -í*:« .l. f""d' (iRÇ8, nih). cl.-'",.«'' a
altura deste empacotanlento é menor que 2(1 -- ó) Assim,

OPT(L) < 2 -- 2ó

Pela escollla de b e ó segue que

yXW - yEW » }Ü »Ç » «.

3.2 Usando garantia de área mínima por nível

O principal fatos' que faz com que o$ algoiitn)os .NT'l)H e F'f'l)H tenham) lin)ires de
desem])echo de pior caso ilimitado é o fato desses algoritmos não garantirem un] mínimo
de utilização (de volume) en] cada nível. Os próximos algoritmos que analisaremos nesta
seção enlpacotanl as caixas gaiantiudo unia percentagens mínima de utilização (de volume)
em cada nível. Os lemas abaixo nos foinecenl uma relação importante entre a área de
fundo garantida en} un] nível com o limite de desempenho assintótico de un] algoritmo
para o PET(a, Z)). Estes insultados encontran]-se en] l23j.
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Lema 3.2.1 Para qua/quer 7tstá7tcia 1, do PET(a,b) tem-sc que

opr(L) ? -L(Pab

D

Lema 3.2.2 .Sda Z, ltlna 7 st(íl cia para o PET(a, b) e sda p um empacota7nc71to de Z,.
Suponha que. p é. dividido c.In l\Íue.is Nt.Na.. . . .N., Oltde cada nível Ni rcpre.scltta um
cmpacotame?ltopf dc ?17rza /esta Z,{, ta/ que p :: pillp2ll...llpu, L = LI ULaU.. UL, e
mi«{,(c) : c C Li} ? «,«{,(c),c € Li+-}, l $ i$ " -- 1. .4dem«ü, '«po«h' q«c e«{.t'
"m« ««.t«"t. po.{t{« Áló..,.a ta/ q«. .S(Z,Í) ? .AIÓ-«a, l $ i$ " - 1. E«tã.

H(P) $ " \'J + Z,
/'llbou?ld

.«d. Z -«-l;(c) : c C L}.

Dem. Por hipótese, cada lista Z,i é empacotado en] un] nível. Con)o .S'(L{)
todas as caixas de Lí têm altura nlaioi ou igual à das caixas de Li+i, l $ $ t;
que

? '4lbou,.d

-- 1 , temos

L'(l,f) ? .ÁÍÓ-«.f'H(pi+i) , pala l $ i$ u--l
Son)ando essas desigualdades obtemos a seguinte desigualdade para o volume

r(L- ) + V(Z,,) + - - . + V(Z.,)

> .4..-«- l EH(p.)l
{-2/

/ u \

''i''.« IEH(p.) - H(p-)l
\i=1 /

Ü
}''(z,)

Portanto, H(p) = E;LI H(goi) < ;ill;11ÍL + H(got ) = ;il:11il + Z, o que completa
tracão do lema.

a.den)ons

0

A partir dos Len)as :3.2.1 e 3.2.2 podenaos acllar unia relação el)tre a garantia de área
por nível (nas condições do Lema :3.2.2) e a altura de um empacotamento ótii)lo.

Corolário 3.2.3 .$da L uma í7stá?leia pa7'a o PET(a,b) e sda p ?lm c?npacotame7tto
lias condiçõe.s do Lenta i?-2.2. ETltão

H(p) $ -7---0PT(Z,) + Z,
'4lbou,.d

ab

.«d. Z :«-i;(c) : c C L}.
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Dem. Segue diretanlente da aplicação do Lema 3.2.1 e do Lema 3.2.2

3.2.1 Algoritmo Gi

Alguns teoremas do Capítulo 2 forneceu) condições suficientes para garantir o empacota-
mento de unia lista de retângulos, soZi certas c07tdições dc área, pelo Algoritnlo .Vf'l)H'
(o mesmo vale para o Algoiitn)o NF'l.)I'rP).

Baseando-se nestes teoremas, Li e Clleng ]22] construíram os algoritmos G' e G' para
o PET(a, Z)), descritos a seguir. Ambos os algoritmos têm como parâmetros as constantes
'4iÓ..,.a e .A.Ó-«a. A constante .4.Ó..,.a é a área de fundo máxima de um conjunto de caixas
para que os algoiitn)os Arr'DHP e AÍFZ)WTP consigan] empacotar en] un] nível, respeitadas
as respectivas condições; e .4ló-«Ú é a área mínin)a que (.;' (Gy) vai garantir en] cadin)ível.

Algoritmo G'(L,, .4lÓ.«,.a, '4.ó.«a)

Entrada.' Constantes a, Z), .4l'...,.a e .4«Ó-«a e lista de caixas Z,, C 7Z(a, b),
Saía; Empacotamento go, de 1,, en] B = (a, b, oo).

1. Divida Z,, en] dois subconjuntos 1,,1 e L,2, sendo

{ci : ziyi $ 4lÓ-«.í} e

{c{ : =iyi > 4ló...«-}

Sem perda de genes'alidade, considere L,l = {cl, . . . , cP} e Z,r2 ' {cP+l, . . ' , c«}
2. Orde1le L,i eln ot(teill nào-crescente de altura. Assun)a que l,,i = (cl, . . . ,c?).
3. Divida a lista Z,,i em sublistas Z,i, . . . , L,, onde

Z,i = (ck...+i, ck..,+2, .

ko = 0 , À;., = p e
ki

E
.j=ki-i+l

, ck.) , { $ Í $ t, ,

parir 1 < i < u -- l cada kí

>l, zjvj > Á.ó...a
j=kí-i+l

é tal que

zjyj $ Á«õ-«.z e

4. Ordene cada Z,i em Olhem não-crescente de largura.
5. Em])acode cada Lf, (l $ í $ u) en] uill nível, usando o Algolitmo NF'Z)HP aplicado à

lista dos fundos das caixas ein L{. Seja p,t o empacotalnento assim gerado.
6. Enapacote cada caixa de L,2 en] un] nível distinto, gerando um enlpacotamento gi,;2.
7. p, +- ío=i ll$J=a-

8. Retorne go,.

fim algoritmo.
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O Algolitmo GV é definido analogamente ao algoritnlo G', usando o algoritn)o /VF'Z)WTP

A partir dos algoritn)os G' e C.'v podem)os construir um algoritmo mais genérico, cha-
mado C.', descrito a seguir

Algoritmo G( L, .'lró-,..i, ''l«b-«a)

E7 traria; Constantes .z, b, '4lõ-,.a e .4.Õ-,.ú e lista de caixas L C 7Z(a, Z,)
Saía; Enlpacotaillento p de L en] Z? = (a, b, oo).

1. Divida L en] dois subconjuntos Z,, e L,, tomando

L,
z,, :ri < {}

2. P, -. G'(L.;, .4..-,.-, ''1«'-«-)
3. P, -- G'(Z,,, .4«.«,.~, ''1«'.«-)
4. go '-- gJ,llP,.
5. Retorne p.
fim algoritmo.

No Capítulo 2 vimos alguns resultados sobre algoritnlos de en)pacotanlento bidin)ensi-
onal, que gaiantenl que se a área de unia lista de retângulos S não ultrapassa certo valor,
então os ietângu]os en] .S' poder) sei empacotados en} apenas um nível. Mais ])lecisan)en-
te, o Corolário 2.2.1:3 galante que se unia lista de retângulos Z, = (cl, . . . ,c,,.) ten) área

total de no máximo :i%, e :z;i 2 yi, então o Algoritnlo AÍ/'Z)//P consegue empacotar a lista
Z, en] um quadrado unitário. Baseados i]este resultado, que pode ser combinado cona o
Coioláiio :3.2.13, Li e (l;heng 1221 desenvolveian) o Algoritn)o GI, descrito a seguia.

Algoritmo GI(Z,)

E«t«d«; Co«:t.«te: « e Z, e list' .le caix.s L C R(«, Z,)
.nadar En)pacotan)ente $i de L em B = (a, b, oo).

1. Reparametrize o fundo cla caixa (a, b, oo) para urna caixa cona fundo (1, 1); ieparame
Erige o fundo das caixas da lista Z, na nlesnla proporção, obtendo uma lista L'

'. ,'- ';('',á,á).
3. Retorne à patametiização originztl, ol)tendo go a ])artir de go'

4. Retorne p.
fim algoritmo.

ieparan)etrização foi necessária, pois o Algoritmo ATF'DHP garante ã! quando
= (1, 1). (ion)o devemos aplicar G' e Gv, i.e., empacotar na direção :z; e depois
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na direção y, a n]elhor foin)a de obter garantias de áreas iguais é trabalhar en] un] pio
blema onde a = b, i.e., repaianletrizar.

Teorema 3.2.4 Para quaZq cr 7 stá7 cÍa L do PET(a,Z)), ta/ que 7}enhwma caída tcm
altura maior quf. Z, tem-se que.

32
0PT(L)+2ZG'i(Z.) $ 7

Dem. A reparametriz«ão (do fundo) das caixas da instância Z, de PET(a, ó) pala unia
instância Z,' de PET(1, 1 ) não muda en] nada a altura do elnpacotamento.

O Algoiitmo G (cllanlado pelo Algoiitnlo Gi) divide L en] dois subconjuntos 1,, e L,,
e então aplica (;= en] L, e (;v en) Lv. No enlpacotatneuto de Z,, temos poi sua vez (lue
(7' divide Z,, elll Z,,l e L.2, gei'ando os empacotanlentos $irl e p=2, respectivamente.

A área de fundo de cadínlível de go,2 é pelo menos iã, e portanto, }''(L,2) ? ' H(p,2).
Por outro lado, temos pelo Len)a :3.2.2 que H(p,i) $ #L'(L.,i) + Z.

L''(Z,,,) ?
Assim

H(KO,) H(g ,- ) + H(P,:,)

#(}''(z.,- ) + y(z ,,)) + z
ITV«,,:) + z

Da inesnla foinla} para. Lv, temos que

H(g',) $ #b'(Z'«) + Z

Portanto,

H(g ) (P,) + H(P,)
$ 1wv(t)+2z,

e pelo LeRIa 3.2.1 , cone.luinlos que

32
H(go) $ :fopr(t) + 2z

D

O Teores)a 3.2.4 nos fornece unia cota su])eliol' para o limite de desem])echo assintótico
do Algoritmo Gi . Li e (illeng 1221 não ptovaran} que este valor é justo, mas obtiveram o
seguinte resultado.
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Corolário 3.2.5
,(a-) c l#, #l.

O /i7niíc dc dcsezízpe7}Ao ass tótíco do .4Zgoriímo GI, z'(6'1), é ta/ quc

Dem. Sen) perda de generalidade, considere o PE7'(1, 1 ). E suficiente exibir unia família
de justa«ciu Lõ tal q«e G-(Ló) = TOPA(LÕ). Seja LÕ u«, co«ju«to de caix's Z'õ =
L} U Lg, o«de Z,} co«té«- 4« caix.s de ta«,.«l,o (l, é + ó, 1) e Lg co«té«, « c'ixas de
',--«-,.(:,} -",:), ««-. ' « :k . « m.« ; -'

No empacotan[ento gelado por a cada caixa de Z,} ocupa ui]] nível distinto e cada três
caixas de Lg ocupam un] nível distinto, sendo tais níveis todos distintos. Assim, temos
que

G- (Z.ó)

O enlpacotamento ótin[o ten [i níveis, cada un] contendo quatro caixas de L} e uma caixa
de Zg. Logo, OPT(Z,ó) = n, e portanto,

G-(Z.; )
13

)PTÇLs
3 D

3.2.2 Algoritmo G,,,, lli, ? 3

Um aspecto in ])oitante é o conlpoitamento do Algoiitmo G' quando as caixas a serem
em])acotadas obedecem certas restrições quanto ao fundo. Consideraremos aqui o caso em
que as caixas ci são titis que

=- , yi $ -= , Í = 1,2,...,n
77Z, 77Z

Veien)os que neste caso o algoritmo G,,. descrito a seguir - que faz uso do algoritmo G',
tem un] limite de desempenho tanto melhor quanto maior o valor de 77} (veja 1221).

Algoritmo G'«.(L), 11} 2 3

7 tr d«. Co«;tantos « e Z, e lista de caixas Z, C 7Z«.(a, Z,)
Saz'da; Empacotan]ento ço de L en] B = (a, b, oo).

:. - - ''(', 1(- - ty - ü'l «',(- - ày'').
2. Retorne ÍO.

fim algoritmo.
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Lema 3.2.6 .Sc L C 7Z,,.(a,b), n} 2 3, c 7}c7}Jztlma caída de L tem a/fura maior quc Z,

'«.m « (=L) ;P -- ,

Dem. Pelo Teorema 2.2.14, se uma lista de caixas L' tiver área acumulativa nlenoi ou

ig«.i . (l . -.i. «i** . .-« Z,' é t.i «« ,. $ â, p' $ â, -'ã. . Aig'-i'«-.
N'FZ)HP en]pacota L' en] ui]] único nível. Note taml)ém que não existem caixas em L

«m á-% ;«p":'' ' l(i -- iy -- ÜI «b. Sd'"' Z'-, . . . , ', « ;«bii;t" d. L g«*d« ],.l.
Algorit«.o G', o«de z,. =(c*., c..+-,. -., '*...--). Co"-' S(z..) + .S(c*.....) >(1 -- :y«z, e
S(ck.*.) $ :#, temos que

/' l \ 2 . ab
.S(Z,i) > 1 1 - e' l «Z, - :S\ 77}/ 77Z'

Além disso, este enlpacotzunento satisfaz as condições do Lema i3.2.2; portanto,

'«.m « -- , - (;b) ;P -- ' .
D

Teorema 3.2.7 Pa7'a lado L C 7Z«.(a, b), 17} 2 3, ta/ quc 7 c7thuma caiba tem a/Za7'a 7naior
que Z, tczn-sc

'«.m « (=b) .«m -- '
Mais ailtda, c.ste. l lnitf é jlLsto.

Dem. A desigua]c]ade segue do Leiloa 3.2.] e do Lema 13.2.6. Para illostrat a justeza
do limite, seno perda de gerei'alidade, considere o PET(1, 1 ). Para cada ll} ? :3 considere
a instâ«ci. L = Z,(n.) =(c-,..., q.), o«'l' « - k'«,'(m -- iy, k > 0,

{ : 0 - i).) se i «-od («. -- 1 )' = 0;

(i - l)') caso contrário;

sendo c un] núnlelo ben pequeno-

V.«,.: .--'"- : d X «; -i*«; ««, í««d. (i, â) . d. }'' .; «i*"; «:« f""d' ({, {),
onde k --, oo.
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Esta instância foi construída de modo a forçar que o Algoritmo G,,. garanta pouca
área por nível. Assim, consideram)os caixas grandes X e caixas pequenas y, de Díodo que
o algoritnlo deixa de en)pacotai unia caixa X por muito pouco.

O Passo 3 do Algoritmo G' divide a instância Z, em t; = k2m2 grupos, onde cada grupo
contém (m - 1): - 1 caixa; X e uma caixa }'', condor:ne ilustrado abaixo.

'-k ,x,y,x,x,...,x,y,
l)2 g=(t«--l)2

u=k2tli2 grupos

Cada lista Z,í, (l $ { $ u) produzida no Passo 3 é tal que .S(Z,i)

$ (: - ày«z, . .s'«,D + .$(x) '' (:
Assim, teillos u níveis onde cada nível { tem altura z(í-l)g+l

g = (,n - ]y. Po:ta«to,

s((x, x, . . . , x, }''))

l -- ({ -- 1)gc, sendo

G,.(Z,) - zi + zg+l + z2g+l + . ' ' + z("-i)g+l ' o ' :!(::j:-DPC (3.1)

Considere outro empacotamento com !1l!!!=i;!i:=JI - k21(m -- l)2 -- ll níveis, cada qual

contendo m2 caixas X, e P. :: ln2 níveis, cada qual contendo k2 caixas }''

Confio a altura de cada nível é menor que 1 , segue que

OP7'(L) < k:l(m - l)' (3.2)

De (3.1) e de (3.2) temos que

G'«.(L) k'«,'
Ih Õii#iã ' k'l(,« - i): - il + m'

É fácil vei que este valor é nleilor que ;;f5 e pode se tomai ben) próximo de (;:b) à
n)edida (lue k --} oo.

D

3.2.3 Algoritmo (i;Q,,,, 71} 2 1
Qualldo as caixas tên) fundo quadrado, podemos usar o Teorema 2.2.9 e o Teorema 2.2.1 1
para garantir área nu'ninfa en} cada nível. Esta é a idéia que está por trás do Algoritmo
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aQ.., descrito a seguir, para empacotar ]istas Z, ta] que Z € Ç2«

Algoritmo GQ,,.(L

Entrada; Constantes a e Z, e lista de caixas L C O.«.(a, b)
Saía; En)])acotanlento gi de L em B = (a, b, oo).

1. Se m = 1 então

p -. c' (z,, #, 'f) .
2. Se m > 2 então

3. Retorne p.
P +- G' ', (vy «', ;h + (vy

fim algoritmo.

Veremos a seguir ull} insultado devido a Li e Clleng 1221, sobre o limite de desenlpenllo
assintótico do a,lgoritnlo aQ«..

Lema 3.2.8
maior quc Z

.$d« Z. C Q«.(«,b), «* 2. 1, «m« /{'t« ta/ q«. «.«A«m« c.{,« tem «/t««
Etlt,ão

G'Q,,.(L) $ a,,.y(a + Z ,

onde
se 17} = 1,

se n} > 2.

Dem. A denlonstiação deste resultado é análoga à demonstração do Teorema 3.2.4.
0

Teorema 3.2.9 Pa7'a toda /isto 1, C Q,,.(a,b), in ? 1, ta/ q71e 7 e7}Auma caiba tc7n a/t? ra
maior que Z, tc?nos q?lc

GQ«.(z, ) $ a,«opr(z)+ z,

ande

«,,. - {

se in = 1,

se 27} > 2.

Mais aillda, este. !imite é jlLsto
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b - q'b

Figura IJn) nível en] un] empacotamento NF'Z)HV para L Ç C b",p' ; 0, q'l(a, Z,)

Dem. A desigualdade segue aplicando-se o Lema 3.2.1 e o Lema 3.2.8.
a justeza do limite, pala cada 17} ? 2 considere a instância L,« = (ci,
n «,'ll + («. - 1)'l, k 2 «., '

{, {,l
;1,;1,l - 0 n.)

Para provar
,c«), o«de

se { «-od 1 + («; -- 1)' = 0,

caso coiltiário.

Note que al = a2. Assim, podemos considerar a instância L2 pala provar que os
limites «i e «2 são justos.

Deixaremos a piava a cargo do leitor, já que esta pode ser feita de maneira análoga à
prova do Teoienla 13.2.7. o

3.2.4 Algoritmo C

Descieveten)os a seguir un] algoritn)o que chamaremos de Algoritmo C, desenvolvido por
Li e CI)eng 1221, que divide a lista L em várias sublistas, e aplica en] cada unia destas
sublistas un] algoiitmo apropriado. Dois destes algoritmos são os algoritillos Arr'Z)H= e
NFDHV

Já vimos que o Algoritil)o /VT'DH" tem limite de desempenllo de pior caso ilimitado.
Elltretanto, pala instâncias onde as caixas obedecem c.Citas restrições, descritas a seguir,
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o Algoritn[o .NF'Z)H' deixa de ter un] tal desempenho. Isto também é válido ])ara o
Algoritmo N'F'l)H"

Nos próximos dois lemas veremos que o algoritmo .NFI).f/ nos dá um limite su-
perior para a altura do empacotanlento quando a instância está contida no conjunto
C b'",p' ; q", q'l(a, b), onde $ e } são inteiros. Lembramos aqui que

Cb",p' ; q",q'l(a,Z,) = {q =(zi,gi,zi): p"« <n{ $p'« , q"Z,< yi $ q'Z,}

onde0 $p" <p' $ ], 0 $q" < q'$ 1, a> 0 e b>0.

Lema 3.2.10 .$c p é um cmpacotamc7}to gerado pe/o 4ZgoHtmo .NFZ).f/a, d C {z,y},
PIÍ«'. « «m« {-tá«.{« L Ç Cb",p' ; ç",ç'l(.,ó), .«d' $ ' f: .ã. í«leí«' ' Z

m«{,(.) : c C Z,}, .«lão

"w $ ái:P -- z
Dem. Conho q"b < y{ $ q'b e p"b < =i $ p'b, ])ara cada caixa cf em L, cada nível de

p contén) 7 faixas e cada faixa contén] $ caixas. Portanto, por nível (exceto talvez o
último nível) ten)os l à caixas, cada caixa com área de fundo superior à q"p"ab. Assim, a
área utilizada enl cada nível é de pelo menos 1:3;11#. A demonstração segue aplicando-se
o Lema 3.2.2. D

Doravante assuillirenlos que se c7 C {=, y} então a = {z, y} \ d

Lema 3.2.11 Para (Z C {:z;, g/}, sela Éo'f o CTnpacota7nc71to gc7'ado pc/o ,4/foral?no ATF'DHa
aplicado a uma i stância L'{ , Oltdc lLcl httma ca{ a tem attltra maior qze Z.

(a) Sc L' Ç C lp",p' ; 0,q'l(a,Z,) ' q' < 1 .«tã. H(g'') $ i-íf;a!:gn + Z
(b) S' L' Ç C lO,p' ; Ç",ç'l(«, Z,) c P' < 1 '«tã. H(g'') $ i-Íf;m!:lÊa + Z
Em ambos os casos cstazl os s71p071do quc à c são í7itcíros.

Dem. Co«sida-e-«o* o C«;o (a). Sej« L" = (ci,...,..). Co«)o p"« < =f $ p'", há
pelo menos à faixas paralelas ao eixo y. (;omo yi $ q'b, temos que a soma das larguras
das caixas en) unia faixa é de pelo menos b q'b (veja a Figura :3.4). Logo, a área total
ocupada en] cada nível, exceto talvez o último nível, é de pelo menos 3p"a(Z) -- q'b). A
demonstração segue aplicando-se o Lema 3.2.2.

A demonstração para o (;aso (b) é análoga. .
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Corolário 3.2.12 .S'c go é ?zm cznpacotamc7}to gerado pe/o ,4ZgorÍtmo Arf'DHV ap/{cado a

«m« í«sfá«c{« 1, C cl;;h,i; 0,àl(a,Z'), m Z 2, ' Z - :n-{,(c): cC Z'} '«tã.

«.-, . (=u)w ' ,

O mesmo resultado vale para um f.mpacotamento gerado pelo Algoritmo NFDH': aplicado

. «m« {«.tá«.i« Z, Ç C 10, i; ;t,':l(", Z').
a

Verem)os agora un} outro algolitnlo que é usado pelo Algoritmo C'.
algoiitmo extrenlanlente sin)pies, denominado de UC (Uma Coluna)

Trata-se de um

Algoritmo {,rC'(Z.)

E7 traria; (constantes a e b e lista de caixas L C 7Z(a, Z,)
Saía; Enlpacotamento go (le L en] B = (a, Z,, .o).

1. (.Jonstlua um enlpacotanleilto ga colocando as caixas de Z, uma sobre a outra
2. Retome p.
fim algoritmo.

Os seguintes resultados relacionados a este algoritmo são triviais, mas serão mencio
nados para uso posterior.

Lema 3.2.13 .Sc .s f' l&lna c07}staz fc e .S(c) 2 s, Faia toda c'liga c em L = (ci, . . . ,c«),
c7}tão

LTC'(L) $ \''(z.)

Dem. y(L) = E:.:L«(c)y(c);(c) E..L .S'(c);(c) $ ' E..t ;(c) = . . trC'(z.)
0

Lema 3.2.14 .Sda L lzlna /esta c Li ?zona suZ,l sta de L, Z,i = (cl,c2, . . . ,c,.), OI dc z{ > $
c yi > { ({ = 1,...,T}). E71fão sc pi é o c7npacotamczto gerado pc/a ,4/g07'itmo t/(7
aplicado à íist,a Lt, te.mos qlte

opr(L) ? H(p-)
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Figura 13.5: Partição da lista L efetuada pelo Algoritn)o O

Dem Isto é claro, já (lue duas caixas de Li não podem se] empacotadas lado a lado
D

O Algoritnio C', descrito a seguir, é l)aseado na observação de (]ue quando as caixas
têm fundos similares o Algoiitnlo ATF'l)H e suas variantes podem dar bons empacotamen
tos. Assina, este algoz'itmo divide a instância Z, em oito sublistas e aplica un] algoiitnlo
apropriado pala cada sut)lista.

Na Figui'a 3.5 é in(licztda a partição de L efetuada pelo Algoritmo C'. Nesta figui'a,
a oração E indicada em cada região significa que o algoritnlo gela um enlpacotanlento
da sublista conespondente cona área de fundo de pelo menos liam. Isto ficará clamo na
análise do desempenllo do algoiitn)o. Esta nleslna explicação vale para as fíbulas de
outros algoritnlos que serão apresentados mais tarde

Entrada; Constantes a e /, e lista de caixas L C 7Z(a, b)
fada; Empacotainento go (le L em B = (a, Z,, .o)

1. Particione a lista Z, enl oito sublistas como segue (veja a Figura :3.5)
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z,- l{,i ; {,ll(',z,),
z,; l{,l ; !, }l(«,ó),
zã l{,t ; o, 11(«,ó),

z,í z oc lâ,{ ; o,11(«,ó)nÂ'(«,ó),

z,. o,àl(«,za,

{ , ll (", z')

!, il (", ó),

à, {l(«, ó)n p(«, z,)

g= nc 1 1
3 } 2

Ég

z,%

2. P- - UC'(Z -).
3. p? +- .NF'l)HV(Lf), para i' 2,3,4
4. p7 '- XP'Z)H'(Z,I'), para { ' 2, 3,4
5. P; -. G,(L.).
6. p = pillp llp ll... llgoÍllpXllp .
7. Retorne p.
fim algoritmo.

Como já inencionanlos, o algoritn)o C' foi desenvolvido por Li e Clleng 1221 que tanll)ém
provaran} o seguinte i'esultado.

Teorema 3.2.15 Para qaa/quer á?&stá7}cia L do P.ET(a, b), lla qua/ 7 cl duma caiba tem
altura maior qltc Z, temos quf.

a(L) $ :3, 25 . opr(L) + 7z
Mais ainda, e.stc. tilltitc é jtLsto.

Dem. No Passo 2 (to algoritmo C' temos que pl é o enlpacotamento de Li, gelado pelo
Algoritmo {/C'. (;onlo cada caixa de Z,l tem pelo menos # de área, ])elo Lema 3.2.13
segue que

b'(L-) ? #H(P-)
Seja hi = H(pi). Reesclevendo a desigualdade acima, temos que

h- . }''(z.-)
4 ' ab (3.3)

No Passo :3 é gelado o enl])acotamento p? da lista Z,f aplicando o Algoritmo /VT'D/7a,
í = 2,3, (Z = #,y. Assim, a})licando o Lema :3.2.10 às listas L; e Z,!, temos que

T/ /' r zX

H(P;) $ 3::l:U+Z , (3.4)

(3.5)

x(p!) $ a!(Ç+D+z (3.6)
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a..í.l ao iloucbo u3} z'3} b'/4 t. b''4 u\''''vo

H(p;) $ 31:llÊD+z, (:37)

H(pg) $ 3'!:lllD+z, (:3.8)

H(í':) $ 31:SD+z, (:3.9)

x(í'!) $ 31lilD+z. (3.io)

No Passo 5 é aplicado o Algoritnlo G3 em Ls. Como Z,s € 7Za(a, b), segue pelo Lema
3.2.6 que

#(p.) $ 31Ç#0 + z . (:3.ii)ab

Fazendo H = Ei:2,...,4 Ea:,:;,, H(p?) + H(ps) -- 7Z e usando as desigualdades (3.4)
à (3.11), temos que

:l ü:E.,' 'E v'üÍ) + v«,J. H.tD

Usando as desigual(jades (;3.3) e (3.12), concluímos que

Lv«,J diva \ ZJ
y(z)

aZ)

opr(L),

opr(L) 2 ;A- + ;'H . (:3.13)

Como a lista l,t é empacotado pelo Algoritnlo UC' e as caixas c{ em Li são tais que
yi > $, pelo Lema 3.2.14, tei-nos que

opr(z) 2 À- . (:l.i4)
Das desigualdades(3.13) e(3.14), obtemos que OPT(L) 2 nlaxlAI, + + {}.

Por outro lado, ten)os tambén] que C(Z,) $1 Ai + H + 7Z. Assim,

y g;3Aplicando o Lema
z'z']

l.e.,
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A:({ + õ, { + ó) Ê:(ã, â) c:(à - ó, ã - ó)

(a) :3?} níveis deste tipo. (b) 1} níveis neste tipo

Figura 3.6: Em])acotan)eito para mostrar a jl:tstez?.
goritmo C'.

do limite de desem])enl)o clo AI

l.e.,
(ll'(L) $ a 0PT(L) + 7Z , ( :3 .15)

onde a =
«-«{l« ,++{ }

Ten)os dois casos a analisar

Caso 1: Ai ? 1l + {. Então, /tl 2 ÕH, e portanto,

« - bF - ' *; ' - *; - :,''

Caso 2: Ai $ !ãl + # Então a = -Êtta-

Como a é unia fullção estritas)ente crescente com relação a Ai e AI $ â#, temos que
a é n)áximo quando /}l = :// e, portanto, a 5; 3,25.

Em ambos os casos temos que

C(L) $ 3,25 . 0PT(L) + 7Z

Para illostrai a justeza do limite, considere a seguinte instância 1, do PET(1, 1),
/i U /2. A lista /l consiste de 471, caixas de dimensão (l + ó, 1 + ó, 1) e a lista /2
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consiste de 907} caixa(cl,... , c90«), onde

({, #,: se { mod lO = l

- - l(ã - o - n.) se á mod 10 = 2, 3, ,9

{, {, l - ({ -0.) se i inod lO = 0,

com k suficientenleilte grande

Quando o Algoritmo C é aplicado a Z,, no Passo l do algoritmo apenas as listas Li = /i
e Ls = /2 são geradas. Todas as demais listas são vazias.

E claro que a altura do empacotamento p] de /i é 4n
Vamos então considerar o enlpacotamento de /2 gerado pelo algoritmo G3. Primeiro,

G3 ordena /2 en] ordena não-crescente de altura, não causando alterações en] /2. Então
G3 divide /2 en] sublistas Z,; tal que a área acumulativa em cada sublista não excede â
(cf. Lema 2.2.14). Fazendo com que

!
6

! .Ó
6

+8+8 2 4
> i'

l ll!l
kÃ 33

e

obtemos
8

> 0- =Ó + 8i52
k2

Para que esta desigualdade seja válida, basta ton)ar un] õ bem pequeno e k ? 3.

E fácil ve]. que são 9r} sublistas Z,Í, L;, . . . , LI),., cada uma contendo 10 caixas, i.e.,

L. OO-U+-,'-'0-U--',-.-,c-o;) , },«ra {Lf ' (clo({-i)+i, cio(f-1)+2,

Assim, a altura do enlpítcotinneilto de /2 é

,9n

97197t

E ;-'o-o+- - E(i
{=1 {=1

10({ 1).) - 45"(9n - l)'

Juntando as alturas dos en)pacotanlentos de /l e /2 temos que C(Z,) = 13n -- 45n(97t -- l )c.

Considere agora un] enlpacotan)ente no qual llá (4n + 1) níveis, dos quais 37} níveis
são do tipo indicado na Figura :3.6 (a), e n níveis são do tipo indicado na Figura :3.6 (b).
Colho podemos fazer com que k seja grande o suficiente de forma que o fundo ({, {) seja
tão pequeno (luanto se queima, podem os en]pacotai todas as caixas com fundo (i, 1 ) en]
apenas um nível. Logo,

C'(Z,) 137}

.lln õ)FÜ - i;Fn' ': ;, " ,
e a razão acima pode ficar tão próxima de 3,25 quanto se queira.
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3.2.5 Algoritmo CQQ

Li e Clleng 1221 mostraram que modificando o Algoritino O para tratar o caso em que a
instância Z, consiste de c.fixas cona fundo quadrado e a = b, pode-se garantia limites de
desempenho melllores.

Algoritmo CQQ(Z,)

Entrada; Constant' « e unia lista de caixas L C Q(a, a).
Saía; Empacotanlento Íi de Z em B = (a, a, oo).

1. Particione a lista L en] três sublístas, LI , Z,Z e L3 (veja a Figura 3.7),

'n' l;, : ; lí,:l(«,o ,
'n' l;,; ; ;,;l(«,o ,
'n'jo,l ; o,;l ,o

I'l

I'2

Z'3

2. p- -. {,rC'(Z.-).
3.. ç), - NFDH' ÇLz].
4. p. --- aQ,(L,).
5. $J = ÍJlllP2llgo3.
6. Retorne p
fim algoritmo.

Teorema 3.2.16 Pa7'a q ta/q?lc7' i7 stáitcáa Z, € Q(a,b), 07}de 7 cl Àun},a caída tc7n a/tara
maior' q?tc Z, tc71 0s q?lc

CQQ(t) 5; 2, 687s . opr(z,) + 2z

Mais ailtda, c.ste limite é justo

Dem. A denlonsti ação é análoga à do Teorema 13.2.15. Note que, no Passo i3, o Algoritnlo
Nf'Z)#' coloca quatro caixas en] cada nível, cada um cona área de fundo de pelo n)entes
e. Assim, llá uma garantia de ])elo menos ga2 de área de fundo enl cada nível, exceto
talvez o últin)o.

No Passo 4 é usado o Algoritn[o aQ«., m = 3, que garante un] mínimo de (' -l-l y a'
de área de fundo en] cada nível, i.e., âa2 em cada nível.

Assin), procedendo coillo no caso do Algoritino C', obtemos unia razão cl tal que
Àl+H 43n . --.-----::l.:!-.:----.:-::: < -= = 2. 6875

maxi/}i,}A. + ãP} ' 16
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Figura Partição da lista Z, efetuada pelo Algoritmo C'C?Q

A:({ + õ, ! + ó) Ê:(à, à

(a) 5T} níveis deste tipo. (b) l l7} níveis deste tipo.

Figura 3.8: Em])acotamentos ])ara mostrar a justeza do limite de desempenllo do
Algoritnlo C'(2Q.
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Para mostrar a justezil do limite mencionado, Li e Cheng construíram uma lista
de caixas 1, = Z,i U L, pal:;o PET(1, 1) com 16n caixas de tamanho (! + ó, ! + õ, 1) em
Z,i e 378n caixas em L2, Z,2 = (cl, . . . , C378n), onde

à,à,i - 0 se i inod 14 = 1

Ê - ó, à - ó, l - ({ l)') * {m.d 14- 2,3, ,13

Ê, {, l - (i - 0.) se i n)od 14 = 0

Escolhendo valores apropriados para ó e k, podemos forçar L2 = (cl, . . . ,c378n) ser

partícionado en) 27lt sublistas, cada unia contendo 14n caixas. Para isto, im])or as duas
condições abaixo:

(;)'*(;-'):',*i ' : .
l;y-- (;-'y«--i-- (;y » ;

(3.16)

(3.17)

Para satisfazer as inequações (3.16) e (3.17), basta tomam)os ó bem pequeno e k ? 3

Não é difícil vetificai que a altura gerada pelo empacotainento C'QC?(Z,) é

0'QQ(t) = 4:37z -- 189n(27n 1 ).

Por outro lado, llá 167} + l níveis no enl])acotaillento ótinlo, onde 57z níveis são do tipo
indicado na Figura :3.8(a), ll7} níveis são do ti])o indicado na Figura :3.8(b) e un] nível
contéill as caixas de fundo ({, {). Logo OP7'(L) $ 167} + 1, donde segue que

C'QQ 4:37} -- 189n(277}

0PT(Z,) 167} + l
1 ).

Como a razão aGiU)a pode se tomai tão próxima de {g quanto se queira, a ])lava está
completa.

a

3.2.6 Algoritmo C'Q.., Tn ? 2

Li e Clieng 1221 tan)l)ém nlostraian) que a nlesilla idéia do Algoritmo C'(2Q pode ser usada
para instâncias com caixas de fundo quadrado e pequeno.
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Algoritino C'Q«.(LZ

Entrada; Constantes a e Z, e unia lista de caixas Z C Q«.(a, Z,)
Saía; En[pacotamento go de Z, en] B = (a, b, oo)

1. Se a > b elltão

1.1. Divida a lista L em três sublistas Z,i, Z,2 e L3, sendo

I'i

Z'2

I'3

'n' l=L,i ; =-L,il(«,o
'n' lo,=-L ; =L,ilo,o ,
'n' lo, ;L ; o, =-LI («,o

1.2. P. -. .NF'0H'(Z,-).
1.3. go, - .N/'0H':(Z.,)
1.4. P, H aQ,,.+-(Z.,).
1.5. go - PI llPallgo.

2. Se a < b então construa uill empacotanlento go análogo ao construído no Passo l
3. Retome p.
fim algoritmo.

Teorema 3.2.17 Para qua/qllc7' /esta Z, C Q«.(a,b), m ? 2, 07}dc 7 ez À?lona caiba tcm
altura matar qltc Z, temi-sc que

(''Q,,.(L) <
lll.+ l

OPT(Z,) + :3Z

Mais ailLda, f.stf. limite. é jtLsto

Dem. Sejam Li, L2 e L3 as sublistas de L geradas pelo Algoritmo C'C?«.
Lema 3.2.10 à lista Z,] ol)temos

Aplicando o

".«., . ("=)' qP * , (3.18)

Ap[icando o Letra :3.2.1 ] à ]ista La obteillos

"'~:, . ("=): qP * ' ( :3 .19)
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Finaln)ente, pala o enlpacotamento p3 de Z,3, obtido pelo algoritnlo GQ«.+i, temos
pelo Lema 3.2.8,

"'-;, : (=F)' yP * , . ';.'',
De(:3.18),(3.19) e(3.20), segue que

«.«, : (==)' w * ;,.

Usando o Lema 3.2.1 concluiillos.que

«.d . (";=y .«m -- ;'

A justeza do limite pode ser provada considerando a instância L,,.+i construída na
prova do Teorema i3.2.9.

0

3.2.7 Algoritmo C'Q

No caso especia-l em que todas as caixas a serem empacotadas têm fundo quadrado e
B = (a, Z,, oo), não necessariamente con) a = Z), usamos a mesma estratégia de dividir a
instância em mais partes ])aia conseguir un) n)elllor resultado.

Algoritmo C'Q(L)

E?ltrada. Lista de caixas de fundo quadrado L € Q(a, b).
Saía: Enl])acotanlento go de L em B = (a, b, oo).

1. Se a > b então

1.1. Particione a lista L = (ci,
Figura 3.9).

, c,.) en] quatro sublistas, LI, L2, , z,. («j. .

Z'i

Z'a

Z'3

I'4

'n' I',: ; !,:l(«,o ,
'n' lo,; ; i,lil(.,o ,
'n' l;,; ; ;, l:lb,o ,
'n'l.,;; 0 («, b)3
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Figura :3.9: Partição da lista L efetuada ])elo Algoritnlo C'Q

1.2. (;eie um enlpacotanlento pl de Li, procedendo da seguinte maneira

1.2.1. Divida. a lista Z,i em duas sublistas Z,l e Lf, sendo

z,í z,- \ z,;

1.2.2. ÍJ{ -. LTC'(L;).
l.z.s. p'{ -- NPnn' (Lq).
1.2.4. (1;onst]ua un] empacotanlento $oi" de LI da seguinte forma.

1.2.4.1. Sej«:«(c) = «(c) e A(c)(c),VcC L-
1.2.4.2. 6 - Lr0(L-).
1.2.4.3.(g q"':(c), $oT''(c), $oi"(c)) -(B"(c),o,B"(c)), vc c L.

1.2.5. Seja $ - C {pÇllpl',pf'} tal q- H(p-) = «-i« {X(pÍllpf),X(pf')}.
1.3. pf +- ATF'D/J''(Z,{) ])ara { = 2,3.

i.4. p. -- CQ,(z,.).
1.5. P '-- Pi ll - - . llP4.

2. Se a < Z) então constipa un] empacotamento at)álogo p, procedendo como no Passo
(mudando apenas a direção do empacotanlento).

3. Retorne $o

fim algoritmo.

l
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Teo.ema 3.2.18 .$c Z, é uma 7 stá71cía do PET(a,b), 071de todas as caixas dc L têm
.fuTLdo quadrado c alttn'a 110 má=ilno Z, elttão

ac?(z) $ 2, 79687õ opr(z') + tz
Dem. Pela definição de Li, duas caixas de Li não podem ser colocadas lado a lado na
direção do eixo y. Podemos então usar o Algoritmo t/D para encontrar un] ein])acotamento
p7' de LI e cotlseguii uilla relação com o enlpacotamento ótimo de LI . Pelo Teoienla 2.2.8,
temos que

H@f0 $; oprÜO +?z
Como l,i Ç 1, e H(Éil) $ H(pr') ol temos que

o $ 1i oprw +Tz
Seja hi = H(gol) -- ?Z. Substituindo h. na desigualdade acima temos que

f opr(1) ,
E

i.e.,

opta) ? ;À- (3.21)

Como a área de fundo de cada caixa de L; é pelo menos #, pelo Lema :3.2.1:3 segue
que

H(í'l) $ 41:SliD . (3.22)

No empacotaillento pi', temos que cada caixa de Z,q' tem conlprinleiito menor que l}
Portanto, Z,f Ç C 10, ! ; !, il(a, b). Assim, pelo Lema 3.2.11 obtenaos que

H(g'T) $ 41:lied + z (3.23)

Somando as desigualdades (3.22) e (3.23),

H(í'; llpr) - x(í:'l) + x(í'T) $ 4lil8Q + z

Claramente, H(got ) $ H(goq llgoq'). Este fato juntaillente com a definição de hi , iillplica que

«. . .qP * ' -?, ,
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i.e.,

hi $ 41( 0 (:3.24)
ab

Note que ])odemos aplicar o Lema 3.2.1 1 à lista Z,2 obtendo

H(í',) $ ;!i-li0 + z . (:3.2s)

Aplicando o Lema :3.2.10 à lista Z,3 obten)os

H(g',) $ ;!i-lÊd. + z . (:3-26)

O enlpacotanlento de go4 e gelado ])elo Algontnlo (;(123, aplicado a Z,4. ('on)o l,4 C
Q3(a, b), pelo Lema :3.2.8 temos que

x(í'') $ ;1i-lia. + z . (:3-27)

Somando as desigualdades (:3.25) a (3.27), resulta que

>l: H(g:'.) $ ; 1''(z'' u ' ' ' u z'') + 3z{:2

Defina H como H = E:;2 H(gii) -- :3Z. Então, da desigualdade adn)a temos que

H < ! 1''(L, u 'zl ' u z'') . (:3.28)

De (3.24) e (3.28), segue que

1lP . !:o... "ü:-.' .''''' ? i"--l
Como OP'T(L) 2 !:!P, ol)temos da desigualdade acima que

0PT(Z,) ã $ + ;H . (:3.29)

Juntando(3.21) e(3.29), temos que

oprU) z -««llh',l-+ TI . G3.:3q
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0,

H(P) = H(PI) + >ll: H(Pi) = AI + :=Z+ H + 3Z
4 E

2t

].e.,

HM - à- + H +Ç,

H(P) /}i +H . 77 Z
opr(z) op7'(z.) 8 0pr(z)

, Ai+ # 77 Z
"..; {êjii19. -i 8#} + 'Íop7'w)

x(p) $ '- opr(z,) + IÇz ,
ht -+ H

«,- {ÍA-, +â }

Para analisar a lazão a = ;;;;;:Ílelt:llgii:iiiif, van)os considerar dois casos.

c,;. i: :à- 2 + + ãx
Neste caso, H $ g/ll, e portanto,

!!::E..g. < 11.:E.gilb- = !!g = 2. 70c875
:/.. ' {A. 64

Então,

i.e.)

onde

Caso 2: :hl $ y. + â#

Neste caso ten)os que /}l $ ®H e cv = -1litiliZ
Con)o a é unia função estritamente crescente

hi = :H. Logo

a Ílf] }-Êl;;L-l;= .1; 2,79687s

Tanto no Caso l como no Caso 2, temos que a $ 2,79
teorema.

Isto completa a prova do6875
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3.2.8 Algoritmo C'.., in. 2 2

A inesn[a idéia do Algoiitn[o OQQ a])lacada a instâncias Z, en] 7Z«.(a, b), tan]l)én] idos dá
um bon) algoritn[o. Note (lue nào há pioblen)a en] se repaiametrizar o problema paga (lue
possam)os trabalhar com o /'ET(1, 1). Portanto, neste exemplo vamos consideram (lue o
problema foi repaiametiizado para o PET(1, 1 ).

Algoritmo O,,.(Z.), 11} ? 2

Entrada: Lista de caixas L =(cl,.. ., q.) C 7?«(1, 1)

Saía; En)pacotan)ente p de L en) B = (a, b, oo).

c,.) ein três sublistas ))1. Divida a lista L = (cl, .

Z'i 'oc l;ílü-' = ; ', =lo,on.*o, D
tRC lo,i ; ;Jn-'-tl0,UnP0,0
' n' lo, =-L ; o, =-LI o, o

\ ' } ' ./ }

I'2

I'3

Z. p* .-- NFDHV ÇL\].
3.. ç)l +..- NFDH' QLà.
4. P. H G,,.+-(L-).
5. P +- Pi llgJ:zllgo3.
6. Retome çl.

fim algoritmo.

Lema 3.2.19 Pa7'a qllalq?lc7' i7tslá7 cáa Z, € 'R,,.(1, 1), 17z ? 2, 071dc 7 el duma caída Zc771

altura maior que Z, tcm-sc quc.

';,,..', . (=q) «.', * :'

Dem. Sejan] Li , Z,Z e L3 as sublistas de L geladas pelo Algoritmo a«.
3.2.11 às listas Lt e L2, ten)os que

Aplicando o Lema

".-., . (=q) «''.,*', :-:,, (:3.:3 1 )

Pelo Len)a :3.2.6, temos que

".«J . (=-E) «.',, -- , l :3 . :1 2 )
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Assim, das desigualdades (3.31) e (3.32), temos que

«.,, . (=q) «.', * ;, 0

Teorema 3.2.20 Pa7'a alta/quer 7tsZá?leia Z € R«.(1, 1), n} 2 2, 07}de 7 c7 A?z?na caiba
tf.m altura maior qlte Z, tc.m-se. que

'«.', . (=-U) «,.n -- ;'
Mais aitLda, este liITtil,f é jtLsto

Dem. A desigualdítde decoiie diretamente da aplicação dos Leia)as 3.2.19 e ;3.2.1.
A justeza. do limite pode ser provada considerando-se a instância L«.+t da prova

do Teor,CHIA 13.2.7.
0

3.2.9 Algoritmo C';., m 2 2

Apesar do Algoiitnlo (;,« tei un} bom limite de desempenho assintótico (que nlelllora a
medida que nl cresce), Li e Clieng não exploraram ao máximo a idéia de subdividir a
instância. Apresentamos a seguir tim algoiitnao que desenvolveu)os, que divide a instância
en] mais pares e tem un] limite de desen)])anho assintótico mell)or.

Algoritmo C;.:(L), llt ? 2

E7 traria; Lista de caixas L C 7Z«.(1, 1).
Saía; En)pacotamento go de Z, en B = (1, 1,oo).

1. Particione L = (cl, . . . , c,.) en] sublistas LI, Z,2, L3, L4, assim definidas

Z'3

Z'4

'n' l=-i-í, L ; =-L, ilo,n ,
'n' lo, =L ; =-L,à.lo,o ,
'n' l;Jn-' ã ; ', =-=lo, o ,
' n' lo, =-ln- ; o, =-LI o, D
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2. ç)* +--. NFDHÇL\).
3,. p, - NFDH' ÇLi]
4. ç)a - NFDHV ÇLah

5. P. .-- C,,.+-(L.).
6. P '- PillP2llP3llP4.
7. Retorne gi.

fim algoritmo.

Lema 3.2.21 Para toda /{sla dc caixas Z, € R,,.(1, 1), m Z 2, onde nenAama caída tem
a/fura maior quc Z, tcm-sc qTlc

';..', . ("=)' «.«, * ''
Dem. Sejam) Z,l, Z,:z, Z,;3 e L4 as sublistas de L geladas pelo Algoritnlo al;.
Lema 3.2.10 à lista Z,i e o Lema :3.2.1 1 às listas L2 e l,3, temos que

Aplicando o

".~.,.("=)'«''.,*' , -.-. :- :,',* ( :3 .33 )

Note que L4 C 7Z«,+l(1, 1). (ionlo L. é etllpacotada ])elo Algoritnlo C«.+l, pelo Lema
3.2.19 temos que

".«., . ("#) «.'., * :;' .
2

D

V(Z,4) + :3Z (3 . :3 4 )

De (3.33) e (13.34), segue (lue

«.~, . ("=)' «'«, * ''

Isto completa a demonstração do lellla
0

Teorema 3.2.22 Pa7'a foda / sía de ca zas Z, C R.,,.(1, 1), n} 2 2, 07ide lcl Au?na caída
tem altura maior que. Z, tens-sc que

';..«, . ("=): .«'Q -- ''
Dem. Segue dii'etanleilte cla aplicação do Len)a :3.2.1 e do LeRIa 13.2.21
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3.2.10 Algoritmo R

Nesta seção descrevelenlos un) algoritmo que desenvolvemos e que aproveita muitas das
técnicas usadas no Algoritmo O. Piovarenlos que este algoritmo tem um limite de desem-
penho assintótico menor que 3,04904

Antes de descrevelnlos este algoiitnlo, vamos descrever um outro algolitnlo (lue recebe
como entrada duas listas de caixas satisfazendo certas condições, e gera um enlpacota-
mento parcial dessas duas listas. Este algoritmo, cllamado Duas Colunas (DC), pode
ser infornaalmente descrito como segue.

Primeiramente o algoritmo determina qual lista de caixas tem a menor soma de alturas
e constrói um em])acotamento da lista que tem a menor soma, colocando uma caixa em
cima da outra (formando unia pillla), começando do fundo. A seguir, vai colocando as
caixas da outra lista,, nula em cima da outra, con)eçando do fundo, ao lado da pillla cla
primeira lista. O en]pacotamento ])sossegue até que a próxin]a caixa faça cona que a nova
pill)a ultra])asse ou fique cona alteia igual à altura da primeira pilha. Neste momento,
sem enlpac.orai tal caixa, o })rocesso teinlina.

Note que, nlesnlo que as duas listas tenham) alturas iguais, uma delas não será total-
mente einpacotada. Ou seja, o enlpacotanlento é parcial. As duas pilllas geradas ficam
unha ao lado da outra, separadas ])or un] plano imaginário, que pode ser perpendicular ao
eixo z ou y. Denotaienlos por DC* (respectivamente DCV) o algoritn)o Duas Colunas
que ton)a este plano perpendicular ao eixo # (respectivamente y). A única restrição sobre
as listas de entizLdíl é (]ue estas devem permitir que tal plano possa ser colocado entre o
empacotanlento. Veja a Figura :3.10.

Un)a descrição nlztis detalhada do algoritnlo é dada a seguir.

Algoritmo Oa'(Lt, Z.2)

E71Zrada. Lista de caixas Li,Z,:z C 7Z«.(1, 1) tais que z(ci) + z(cj) < 1 pala toda caixa
ci C LI e cj C L2.

Saz'da; Enlpacotamento parcial p1,2 de Li,2 Ç Lt U L2 en} B = (1, 1, oo) e lista de caixas
(L- U L,) \ L-,:

1. Sej« ;- -- ;(Z,-), ,, -. ;(L,)
2. Se zl $ z2 então construa u]]] empacotanlento gii,2 da seguinte maneira:

2.1 Conleçaudo do fundo (da caixa B) coloque todas as caixas de Li uma sobre a
outra, dispondo-as mais à esquerda.

2.2. Começando do fundo vá colocando as caixas de L2, uma sobre a ouvia, no
espaço vago que as caixas de Z,i deixaram, dispondo-as mais à direita. Faça
isto até que a próxima caixa c a ser enlpacotada seja tal que a soma clãs alturas
das caixas empacotadas de L2 mais a altura de c seja maior ou igual a zl.
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LI parte das caixas de L2

Caixas que restaram da lista Lz

Figura 3.10: Visão frontal do empacotamento gerado por DC''(ZI, L2)

Neste momento, sem que a caixa c seja empacotado, pare o processo. Seja Ll!
a subsista de Z,2 contendo as caixas que não foram empacotadas em p1.2.

2.3. Retome (p1,2, Z,;).
3. Se z] > z2 ei]tão construa un] empacotanlento p1,2 análogo ao do Passo 2, invertendo

os papéis de Li e L2

fim algoritmo.

O Algoritnlo Z)C'v é definido analogamente ao Algoritmo Z)C=. Usamos a denominação
DC para designar tanto D(I'' como DCv. Dizen)os que un) empacotanlento é do tipo
duas colunas se ele foi gerado pelo Algoritn)o Z)C'.

O seguinte lema ])ode ser observado sobre o Algoritnlo Z)C'.

Lema 3.2.23 .$c (p, R) é lin par resta/ía71te da chamada do a/gorÍtmo Z)C(Li, L2) c R é
alma /esta Dúzia, c7}tão Z,l c L2 dct;c77 ser DÚzIas também.

Lema 3.2.24 $da7n Z,i c Z,2 duas / star dc caixas q?lc são sub/ísZas de uma lista 1,, e seja
p um cmpacotame7ito tipo alias co/ellas /armadas por Z,i c L2. Se sl c s2 são c07ista7ites
íris que

S(c) 2 si Vc C Z,i,
S(c) ? s2 Vc C l,2,
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e?hão

«w « !::Ç:P -- ,

.«d. Z = «-axl;(c) : c C L}.

Dem. É claro que H(go) = nlaxlz(Li),z(L2)}. Sem perda de generalidade, suponlla que
z(LI) ? z(L2), i.e., H(go) = z(LI). Então

H(P) - Z $ ;(Z.-) (3.35)

Como z(Z.l) -- z(Z.2) < Z, substituindo z(Z i) por H(p), obtemos

H(P) - Z $ ;(Z,,) (3.36)

Con.o .$(c) ? .$-, Vc C L-, seg«e q«e

}'(L-) ? ,(Z,-) - .:

Con[binando a desiguítldade (3.35), cona a desigualdade acin]a, tenros que

V(L-) ? (H(P) - Z) - .- (3.37)

Fazendo o ]llesn)o para a lista Z,a, ol)temos

\''(L,) 2 (H(P) - Z) . ., ( :3 .38 )

So«..«do a: le:ig«al l.de* (;3.:37) e (3.:38), te«,os q«e

L'(L-) + V(L,) ? (H(go) z) . (.- + .:) ,

donde segue que

«w . !:Çl;P -- ,

provando o lema
0

Descreveletllos a seguia un] algoritnlo que desenvolveillos, denominado Algoritmo R,
que faz uso do Algoiitn)o DC'.

A estratégia usada ])ara deseilvolvei este algoiitnlo foi estudar as partições geradas
pelo Algoritnlo C, construído poi Li e Cheng 1231, procurando detectar as partições con-
sideradas gargalo do problema. Observam)os que a maioria das partições consideradas no
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3 '3 1
2

L4Fgl L;

Figura :3.1 1 Partição da lista L efetuada ])elo Algoritn)o R

Algoritnlo C', quando subnletídas a este algoritn)o, geravam enlpacotamentos com áieit de
fundo de pelo nleilas i, exceto ilnla que tinha área de fundo de pelo menos } (veja a. Figit-
ra 3.5). Notamos que liluitas destas ptutições podiam sei ieparticionadas gerando a.ssinl
empacotar)entoa cona áreas de fundo melhores. (;onstatamos que o garça/o se encontrava
em apenas três ])artições. N4ais precisamente, nas sublistas Z,i , L; e t3 (veja a Figura :3.5).
Assim, a estratégia foi usam o Algoritmo DC para conlbinai estas três sublistas críticas,
de forma a obter mell)odes giuantias de área nos empacotanlentos destas sublistas.

Erltr.zda; Constantes a e 1, e lista de caixas L C R(a, Z,)
Saía; Empacotanlento $o de Z, em B = (a, b, oo)

1. Divida a lista L en] sul)listas L;, Z,f, tl!, Z,IÍ, Z,â, Z,g, L4, Z's,
Figura 3.11).

, L13, como segue (veja a
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If - toc 1{, z:P ; !, z:#l(«,za,
z,l, l-z$:1,{ ; {,ll(«,z,),

z,. l},à ; {, il(«,z,),
zl, 11,l ; 4:i, 11(«,z,),

z,. - z,oc l{,l ; },{l(',ó),
z,. lâ,! ; !, {l(',ó),
L-. - z.0c 1}, { ; o, àl(«,z'),

z,-, l},i; o,{l(«,z,)nA'(«,z,),

z,q -(z,nc l{,:; !,:l(«,zo) \ li',
z,g - toc là, 4:t ; {,il(«,z,),
z. lo,} ; {, ll(a,Z,),
z,g l{,i ; ã, '4:tl(',z,),
Z,7 ' Z'RC l{, 1 ; 0, }l(«,Ó),

z,, lo, à ; !, 11(«,ó),

Z,-- lo,à; },àl(a,Z,)ny(«,b),

1-, 10,} ; 0, }1(«,z,)

2. (p1.2, Ri,2) .- Z)C'(L;', Z,;). Seja Li.2 a lista das caixas de pi.2.
3. (p1,3, Ri.3) - Z)a'(Zi' \ Z,i.2, Z'3). Seja Z,i.3 a lista das caixas de pi,3

4. Sejan]

z,- -- (z{ u zf) \ (z,-,, u l-.,) ,
z,, - (z,l: u z,IÍ) \ z,-,, ,
L; '-- (zí, u z,g) \ l-.:

s. p- -- Lr0(Z-).
6. p{ +- ATF'l)H'(Z,{) ])ara i= 2,4,5,8, 9, 11
7. p{ +..- ATF'Z)HV(Z,i) para { - 3, 6, 7, 10, 12.
'. P-, -. G-(z -,).
9. p +-' ga1,21 goi,3llKoill...l gl13.
10. Retorne go.

fim algoritmo.

Teorema 3.2.25 Para qualqllcr íl stá71cia Z, do PET(a, b), 07}dc 7 cl hllma cüizíz tcm a/.
ítlra maior qllc Z, fc n-$c quc

R(z.) $ 3, 04904 . opr(z,) + 14z

Dem.. Prinleiranlente ol)serve que as listas L4, Z,6 e L8 são empacotadas pelo Algoritmo
N'FDH. Portanto, ])elo Len)a 13.2.10, temos

H(í'{) $ ;11-i€0.+z , p':':'i'4,õ ,

aG,d $ ;X90+'
(3.39)

(3.40)
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Observe taml)énl que as listas Ls, Lo e Z'tt são enl])acotadas pelo Algoritmo Arr'Z)H'
e as listas Z,7, Lio e L12 são enlpacotaclas pelo Algoritnlo .N/'DHV. Pelo Len)a i3.2.11

segue que

H($oi) $ 8}/(Z'D+Z, parei'5,7;

H(pf) $ 11y(É4+Z, parei-9,10;

(:3 .41 )

ntgofJ S i

H(pi) $ 2J:Ç=1:a+z , parei- 11,12ab

( :3 .42 )

( :3 .4 :3 )

( :3 .44 )

A lista L13 pertence ao conjunto R4(a, b) e é enlpacotada pelo Algoritn)o G4. Poitalito,
pelo Lema 13.2.6, tetllos qiie

x(p-,) $ 2'l(l;ÊID + z . (;i.45)

Observe que todzts as caixas de LIÍ e Lg têm área de fundo de pelo menos à, e toda
caixa de Zq' tem área de fundo de pelo menos }. Logo, pelo Len)a 3.2.24,

H(goi) $ -R---;;Í+ Z , par'{ C {(1,2),(1,3)}.(:3.46)
Juntando as desigualdades (:3.:39) até (:3.46), segue que

H(g'i) $ Vila:-ili-Êea + Z , pa-' { € {(i,2),(i,3),4,...,i3} ( :3 .47 )

Daqui en] diante iretl)os dividir a demonstração en] três casos, confoinle o tipo das
caixas da lista R1,3 gerada no Passo 3.

Caso l: /?i.3 = 0

Pelo Len)a 3.2.2:3, temos cite se a lista Ri.3 é vazia, então Z,i' \ l,i,2 e Z,IÍ são vazias.
Em particular, Lq' Ç Lt.2, i.e., ti' foi totalmente consumida no enlpacotanlento gi1,2 e,
portanto, cada caixa dtt lista Li definida no Passo 4 tem área de fundo de pelo lneilos
2:l?a (pois L] boina-se igual íl Z,;).

Pelo Lema 3.2.113, temos que

H(P-) $
4 V(L-)

3 -- v'ã aZ,
( :} .48 )

Note que L2 C C l{, IÍ ; {, ]l e Z,3 C C l{, ] ; {, !ÍI. Assim, aplicando o LeRIa :].2.10
às listas Z,2 e Z,3, temos que

a(p{) $ 31(l-+a + z , { = 2,3 . l:3.óo)ab
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Das desigualdades (3.47) e (3.49) seque que

H(g'i) $ ;3--iÍ--+Z , para { € {(1,2),(1,3),2,3,...,13} (3.50)

Defi«indo H co«,o H = H(p-,,) + H(p-,3) + H(p2) + + /7(pi3) -- 14Z, resulta que

H < 3y(Li,2 U L1.3 U Lz U . . . U L13)
ab (3.51)

Seja A = H(gil). Como OPT(L) 2 !:il?, temos pelas desigualdades (3.48) e (:3.51) que

o"W ? # -- " (*:ió).
Pelo Lema :3.2.14 temos taml)énl que OPT(Z,) 2 À. Assim,

"''", : ««* l«, (*:#l « . líl
Como H(p) = H + /z + 14Z, temos que

R(L)$'- OPT(Z,)+14Z , onde '-= ..xlÀ,(+H A+W}

Fazendo uma análise do denominador de a, concluímos que a = Z:q)Z! ;3,04903

Caso 2: 0 7é /?i.3 Ç= L3.

Con)o /?1,3 C l,3, temos que todas as caixas de Z,i' \ Z,1,2 foram consumidas no enlpa-
cotanlento $o1.3. Portanto, a lista LI definida no Passo 4 só tem caixas de Z,l, i.e., toda
caixa de L{ ten) área de fundo de pelo menos Z=:jZa. A continuação da demonstração para
este caso é análoga à do (;aso l.

Caso 3: 0 7é .f?i.3 Ç LI'.

Neste caso, ten)os que todas as caixas de Z,IÍ foram consumidas no empacotanlento
pi,3. E fácil vei que Ü 7é Ri,2 C Li, e portanto, podeulos concluir tan)l)énl que todas as
caixas de l,i foran) consun)idas no enlpacotan)eito pi,2, i.e., Z,2 = L; e L3 = tG. Observe
que podemos aplic.ar o Lema :3.2.10 às listas L2 e L3 obtendo

w(í") s'75l-Í}'(zd +z, i-2,s (3.52)
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Juntando as desigualdades (3.47) e (3.52), temos

HG'0 $ .7á3-.E{P+z , p'-' i' {2,...,la,o,q,o,D} ( :3 .53 )

Como cada caixa de Z,i , en)pacotada pelo Algoritmo UC', tem área de pelo menos }, temos
pelo Lema 3.2.13 que

H(P-) $ 41(ÉÜ . (3.54)

Definindo h e H como no Caso 1, ou seja, h = H(pi) e H = /7(p2) +
H(pi,2) + H(pi,3) -- 14Z, e usando (3.5;3), temos que

+ H(P,)+

H< 2 y(Z,aU'''UZ,trUZ,t,2ULt,3)
' ~/ã - l «z,

( =3 .55 )

De (3.54) e (3.55) segue que

t'(1) \''(1-)+\'(z,:u'''uz,-,uz,-,,uz':,;) > À . rv5-i\ H
'=í' 'i'\

C.m. opr(L) ? 1l? ' opr(z ) 2 h, t'«..; q«. opT(z) ? ":- {A, + + (J#a) H}
Procedendo da, mesma coima coillo fizemos anteiioimente, concluinlos que

R(-L)$" OP7'(L)+14z, '«de a= ã+H ).r4.

Analisando a, novamente obteillos que a $ Z:q)Zi = 3, 0490i3

3.2.11 Algoritmo T

Descreveremos nesta seção un] algoritmo que desenvolvemos para o PET(a, b), denomi
nado de Algoiitnlo T, c.ujo limite de desempenllo assintótico é menor ou igual a 3.

Este algoritmo aproveita valias idéias já anteriormente exploradas:

i, Garantia de área mínima (con)o no Algoritnlo C),
,v Combinação de duas listas de caixas (como no Algoritmo R),
+ Uso do algoritnlo {/l) (como no Algoritmo C'Q da seção anterior).
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A idéia deste algoiitnlo consiste en] usar o Algoritmo Z)a para combinar listas com
garantias de área de { e } de forma que unia destas seja totalmente consumida no empa'
cotamento con)finado. De])ois, c.onforn)e o resultado da combinação, verihcai o melllor
elnpacotanlento ])ossível.

Sem ])erda de generalidade, considere o PE7'(1, 1 ).

Algoritmo T(Z,)

E7itrada; Lista de caixas L C 7Z(1, 1 )
Saz'2a; Empacotar)ente go de 1, en] B

1. Divida a lista Z, en] sublistas tl,
segue (veja a Figura :3.12):

1,1,m)
L'\' , L-z. L'a. L4. Z'õ) I'7) I'81 ' ' ' ) Z'is, como

' nc IÊ,-;
' n' l{,-;
L nc li,â;
tncjo,}
'ncl{,,
z,RC l{, l ;

'n'lo,{
Lncjo,i
'n'lo,}

ã, il (i, l ),

{, ãl(i, l ),

{, tl (1, 1 ),

{, ll (i, l),

!, gl(i, l),
o, }l(i, ]),
!, 11(i, l),
, àl (1, 1)R

o, }l(i, i)-

z f 1{, Ê ; {, il(i, i),
1, - LRC lg,{ ; {, il(i,i),
z,. - zoc l},à ; {, il(i,i),
L. l{,i ; g, {l(i,i),
z,8 ' z'nc l{,i ; }, àl(i,i),

z,-. - toc là,{ ; à,{l(i,i),
z,-, li,{ ; o, àl(i,i),

z,:. l},i ; o,{l(i,i)n.t(i,l),

L

L

L

l

/

3

5 :=

Z'o '

y(t,i),

2. (p-,,, R-.,) - OC''(Z.;', Ll;). Sej« Z.-,. . lisa« 'l«: c-ix"s '"- g'-.,
3. (p1.7, Ri.7) - Z)(;3'(Li" \ Li.3, Z,l,). Seja Z,1,7 a lista das caixas em pi,7
4. z,- -(z{ u ti'u LT') \(z.-,, u z,-.,)
5. L3 +-- Z,â \ Z,1,3

6. L7 +-- L7 \ Li,7
7. p- -- {,rC'(L-)
8. p{ +- .NFZ)H'(L{) pata í = 2,...,5, 10, 11,13
9. pí +- .NT'Z)H3'(L{) pala i- 6,...,9, 12, 14
10. gJ-. .- G.(L-.)

% Temos quatro casos il c.onsideiar confoinle os valores de Ri.3 e Ri,7

11. Caso 1: Se(R-., Ç LÍ) e(R-,, Ç tq") e«tão
II.I. P - P1,3IIgJ1.7IIgJIIIgJ2 gJ4IIÉJ5lIgJ6lIP81
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11.2. Vá para o Passo 15.

12. Caso 2: Se (R1,3 Ç Zâ) e (R1,7 Ç rf') e«tão

% (;ere un] eDIl)acotamento pl.s de Li-s :: Li U - . U Z,s da seguinte forma

12.1. Construa um enlpacotanlento pl.s de Li-s da seguinte maneira:

12.1.1. Sd«-«(c)(c)eÀ(c)(c)VceZ,--.
12.1.2. B --- UO(L--.).
12.1.3.(P'Í..(c), gJ'Í..(c), P'Í.;(c)) --(B"(c),0,B"(c)), V. C L-..

12.2. Pf.. - Plll - . . llPs

12.3. Sda pl-s C {go;.s, $of..} tal que H(pi-S) = «ünlH(p{.s), #(p;'.s)}
12.4. P +- Pi,3llÉol,Sllgoi-Sllgo0ll - . . ll$olS

12.5. Va pala o Passo 15

13. Caso 3: Se (R1,3 Ç t7) e (R1,7 Ç L7) então proceda analogamente ao Caso
f.:«-a ;i«métrica à -eta((0, 0),(1, 1)))

14. Caso 4: Se (R1,3 Ç Z,3) e (R-., Ç L7) e»tão

14.1. gJ +- ÍJi,3llgol,sllÍoill . '' llÍJls

15. Retorne go

fim algoritmo.

2 (de

Teorema 3.2.26 Pa7'a boda /isca de caídas Z,, 071dc 7 cll/}?alia ca za ícln a/í?lv'a 71zaÍor qtlc

Z, temos qttc l J l

r(z.) $ :3 0pr(1) + :t:z

Dem. Os em])acotamentos goi,3 e p1.7 foiaill construídos pelo Algoritnlo Z)C'
3.2.24 )

Pelo Lema

H(P-.,)$'!;1l#'+ Z,
4 ' 6

e portanto,

H(P-.J $ :V( .,)+Z $ ;\''(L-,,)+Z (3.56)

Analogan)ente, para $o1 ,7 tei)los

H(g'-.,) $ :1''(Z'-,7) + Z ( :3 .57 )
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Figuizl :3.12: Partição da lista L efetuada pelo Algoritnlo T
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Da mesma forma como visto allteriornlente, valem as seguintes desigualdades

H(pf) $ :3y(Li) + Z para ã = 3, 7,

H(pi) $ :iy(Li)+Z ])aias-2,4,5,6,8,9,
)

( :3 .58 )

( :3 .59 ),15.

Vamos analisar cada um dos casos separadamente

Caso l: (R-., Ç Lf) e (R-,, Ç LT')

Como temos (R1,3 Ç tf) e (R1.7 Ç Z,q"), isto significa que todas as caixas de tã estão no
empacotan[ento pi,3 e todas as caixas de tl estão en] p1,7. Portanto, H(p3) = H($o7) = 0.

Colho cada caixa de LI tem área de fundo maior ou igual a }, temos pelo Len a :3.2.13,

H(P-) $ 4y(L-) . (:3.60)

.Juntando as desigual(lados (3.56), (3.57) e (3.59), temos

H(pi) $ 1y(Z'í)+Z paiaiC S' = {(1,3),(1,7),2,4,5,6,8,9,...,15} ( :3 .61 )

Seja À = H(pi) e H = Ei.s, H($oi) -- 14Z. Da definição de h e da desigualdade (:3.60)
temos que V(Z,l) Z }A. De (:3.61) e da definição de H temos que Ei.s. V(Z,i) ? :H

Soillando estas duas últimas desigualdades, segue que y(Z,) 2 }A + ÊH. C;omo
opr(L) ? v(Z.), opte«,o;

''''"': ;"*;« (:3.62)

Note que só podemos c.olocai as caixas de Z,i uma sobre a outra. Logo,

OPT(L)'Zlt ( :3 .6 :3 )

De(3.62) e(;3.6:3), segue que O/'T(L) 2 n)axlA,}À+ ÊH}. Por outro lado
que H(p) = /} + H + 14Z. PoitíLnto,

H(P)
OPT(L)

telllos

It-FH \4Z , }t-FH

' 0PT(L) + "''' t'.J ",.xÍilllÀ-; Êã} +
14Z

OPT(L)

ou seja,

onde
H(p) $ a . 0PT(L) + 14Z ,

h+H
«-- {", }" + Ê"}

Analisando a lazão acillla não é difícil concluir que a $ i3
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Caso 2:(Ri,3 Ç Z.,) e(R1.7 Ç Zq")
Pelo Teorema 2.2.8, ])ara o eDIl)acotamento pl.s temos que

{/I'«,--J $; . OPT'Ü--J +?z
Como as caixas não podem ser lotacionadas e todas as caixas de Ll-S têm largura maior
q«e {, te«-os q«e OPT/(L -5) = OPT(Z,l-s) $ OPT(L), i.'.,

5
H(P;..) $ '"m+Ç'

Sej. A H(g --.) TZ. E«tão A $ H(p--;) ?Z e porá'"to, À $ â opr(L), i.e.,

4
hopr(z ) 2:5

(3.64)

Como Ri.a ç La, segue que todas as caixas de Z,q' foran] consumidas no enl])acotanlento
p1.3 e, portanto, citda cztixa de LI teill área maior ou igual a 5 . Pelo Lema 13.2.1:3, temos
que

w(í'-) $ 'Tv(z,-) . (3.6s)

De (;3.58), (3.59) e (;3.65), concluímos que

H(g i'-.) = >1: H(É'i) $ '1g\''(L- u ' ' ' u 1.) + 4z
t

(3.66)

Como /}. H(É,- -. ) ?Z e H(p--.) $ H(pi'-;), «g«e q«e

5316 Z/1 < U UI,s)+4Z= }' ( L
85

e ])Oltailto,

h $ -=y(L- U . . . U Z,.);)
(3.67)

Seja .S'' {(1 , :3), ( 1 , 7), 6, 8, 9, , 15} e H = Ei.s, H(pi) -- llZ. E«tão

H $ E l;\'(t.):3cs

ou seJ íl,

il"':,"wo (3.68)
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Seja S" = .S'' U {1, . . . , 5}.

De (3.67) e (3.68), ten)os que

v«)- E,}''aJZi +; ( :3 .69 )

Como OPT(L) 2 y(Z,), concluímos que

'',.', * i" *;« ( :3 .70 )

As desigualdades (:3.64) e (3.70) im])ligam que

'"m * «-« {;«,i« -. :«} ( :3 .71 )

Por outro lado, H(p) = H($il-s) + E{.s. H(pf). Desta desigualdade e das definições
de À e H, segue que

«.~, - (« *T,) * '« * ::'' - " * " *;, ( :3 .72 )

Da nlesnltl foiilla como procedemos no célso anterior, usando (3.71) e (3.72) obtemos
que

141

H(g') $ '- opr(1) + =fz,
onde

-««{:/., ã/,+g }

Analisando a razão (cite define a concluímos que a 5; ;? = 2.875 < 3

Caso 3: (R1.3 Ç L;') e (R-,7 Ç L7)

A demonstração deste caso é análoga à do (;aso 2

Caso 4: (E-,, Ç L,) e (R-,, Ç L,)
Como (R1,3 Ç Z,3) e (R1.7 Ç L7), todas as caixa de Z,r e Zq" foram consu«lidas tios

empacotanlentos pi,3 e gi1.7. Portanto, todas as caixas de LI têm pelo menos â} de área
de fundo. Assim, pelo Lema :3.2.13, temos

64

H(g'-) 1; ã\''(L') ( :3 .7 :3 )
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Das desigualdades (3.57), (3.58) e (3.59), concluir)os que

H(gof) $:3V(Li)+Z param C{(1,3),(1,7),2,...,15} (3.74)

Procedendo con)o na demonstração do Caso 1, é fácil ver que

H(P) $ a . 0PT(L) + 16Z,

onde
h+H

«.«{h, âÀ + à#}

Neste caso tamt)ém, analisando a razão acima concluímos que cv $ 3.

Nos quatro casos considerados obtivemos que H(p) $ 3 . OPT(L) +
assim considerei completa a prova (to teorema.

!nZ
8

Podemos

D

Como esta seção possuí muitos algoiitillos e a nlaioiia destes partilham) das illesnlas
idéias, construinlos um diagrama, figura i3.13, mostrando a evolução dos algoritmos desta
seção. Os retângillos iepiesentanl as principais idéias usadas nos algoritnlos e os círculos
representam os algoiitnlos.

IJnl dica lig uldo unia idéia .X' a um algoritnlo .4 indica que o algoritnlo .4 fitz uso da
idéia X. IJm digo ligando un) ztlgoiitmo .4i a um algoritn)o .4a indica que o algoiitnlo .42
aproveita idéias do algoiitmo .41.

Note que os algoritmos (l;t , C.',,. e C.'(2,,. usan] como idéia princi])al a garantia de área
en] cada nível. .Já o Algoiitl)lo C,,. é unia evolução do Algoritnlo G,« e explora a divisão
da instância en] mais partes para garantir unia melhor área por nível. Fato análogo ocorre
no Algoritnlo (';Q,,.. O Algoritn)o Cl;. usa as nlesillas idéias do Algoritnlo a,«, míls divide
a instância en] mais pares e garante áreas melhores por nível.

Além das idéias já mencionadas, os algoiitnlos OQ(2 e (-; tratam) difeienciadanlente
as caixa (lue dão pouca garantia de área. Os algolitmos C;Q e R divídenl as caixas
basicamente en] três grupos. l.Jn) grupo com caixas com pouca, outro cona ]]]édia e outro
con) boa garantia de área. O Algoiitmo C7Q trata os dois primeiros grupos usando um
algoritnlo de em])acatamento bidimensional en] faixa e o Algoritmo R trata estes grupos
usando o Algoritmo Z)a (Duas (l;olunas). Finalmente, o Algoritn]o T usa un] algoritmo
de enlpacotanlei)to l)idiillensional em faixa e tan)l)éill o Algolitnlo l)C' para tiatai dos
grupos críticos.
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Figura ;3.13: Evolução dos algoritmos da seção 3.2
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3.3 Algoritmos com esquema de arredondamento
En) 1992, Li e Clleng j2SI propuseram unia classe de algoritmos de aproximação para o
PET(1 , 1 ) cllan)idos algoritmos levei strip. Descreveremos aqui vários desses algoritmos.

A estratégia usada por esses algoritmos consiste em particionar a lista L em sublistas
l,i, I'2, . . ., de tal forma que em cada sublista Z,i as caixas tenham alturas próximas. A
partir daí, os algoritinos seguen} diferentes esquemas para empacotar cada subsista Li.
Mas todos eles dividem os níveis em faixas, e para a construção dos empacotainentos das
caixas nas faixas, usan] un] algoritmo de empacotamento unidimensional 07}-Zi7}e.

Esses autores usaram quatro algoritmos de empacotamento unidimensional: JVF', F'F,
BF e Hw (vistos no Capítulo 2).

VaDIos su])or que B = (1, 1, oo) e seja T un] número tal que T ? nlaxlz(c) : c C L}.
Normalize a altura T para l e todas as caixas de L na mesma proporção. Considere L
como sendo a lista já nonllalizada

Todos os algoritnlos desta seção têila como entrada um parâmetro I', 0 < 1' < 1 , e um
en)pacotamento produzido pol estes algoritlllos consiste de níveis, sendo que cada nível
tem altura I'k, k ? 0, k inteiro

Toda caixa c em Z,, tal que I'k+' < z(c) $ 1'k, é submetida a um arredondamento na
altura I'&. O arredondamento pode ser tão pequeno quanto se queira, bastando para isto
tomar I' suficientemente próximo de l.

Cada nível é dividido em faixas de largura l e comprimentos ein um conjunto pré-
definido {/i,/2,...}, onde l= /1 > /a >..-. Ademais, cada caixa cem Z, é submetida a
um arredondínllento no comprimento para Z«: quando Z«+l < z(c) $ Z«.. Uma caixzt c com
I'*+' < z(c) $ 1'' e Z«.+l < :u(c) $ /«., é enlpacotada em uma faixa de comprimento Z,« em
um nível de alteia I'*

O$ algoiitnlos difeienl entre si de acordo coi-n

l o esquema de arredondamento, i.e., o conjunto de possíveis comprimentos para as
faixas e a maneira en] que um nível é particionado en] faixas.

2. o algoritnlo para enlpacotamento unidimensional utilizado para empacotar as caixas
na faixa correspondente

3.3.1 Um primeiro esquema de arredondamento

Verem)os aqui unia classe de algoritn)os cujo esquema de arredondamento considera o
conjunto de comprimentos {l, i, },.'' , ',. . .}. Un} nível de altura rk, k 2 0, é cllanlado

um k-nível. Uma faixa de comprimento !L em um k-nível é chamada uma (k, m)-faixa.
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Da mesma forma, unia caixa c tal que I'k+' < z(c) $ rk e :;:R < z(c) $ ã: é chamada
uma (k, m)-caixa. Seja .S. = {.NF', FF', BF', HM}. Para cada .4 C S«, definirelllos um

algoritnlo cllanaado .4LS.. Este algoritnlo enlpacota todas as (k, m)-caixas ein (k, ll})-
faixas usando o algoritn)o unidimensiona1 .4. Damos a seguir, uma descrição mais fora)al
do Algoritn)o .4Z,S,.

Algoritmo .4LS,(Z.), .4 C S«, 0 < 1' < l

Entradas Lista de caixas L =(ci,. .. , c.) C 7Z(1, 1)
gama; Enlpacotanlento p de L enl 1? = (1, 1, oo)

1. Para cada caixa c € L, faça:
1.1. Sejan] k e n} inteiros tal que c é uilla (k,77})-caixa.
1.2. Seja S o conjunto das (k, 77t)-faixas criadas até o momento.
1.3. Se o Algoritnlo .4 consegue empacotar a caixa c em unia das faixas de S, então

enlpacote-a.

1.4. Caso não consiga, procure uma (k,m')-faixa tal que m' < m e rn' é o maior
possível.

Caso encontre: Pa[ticione a (k,7n')-faixa en] novas faixas de con]piimento
2'("''+1), 2-("''+2), . . ., 2'(":-i), 2-"' e 2'": e enlpacote a caixa c ein uma
das duas (É, 77})-faixas ciladas.

Caso não encontre: Cne um novo k-nível e particione este nível em novas
faixas de conlprinlentos 1 , i, . . . ,2'("'-i),2-"' e 2'"' e empacote a caixa c

en] uma das duas (k, 7T})-faixas criadas.

2. Seja p o empacotanlento construído no Passo l
3. Retorne go.

fim algoritmo.

As constantes {/j e (J.4, bem como as funções peso W.Á que serão mencionadas a seguir,
são aquelas definidas na Seção 2.1 do capítulo anterior.

Teorema 3.3.1 Para qaa/q?lcr c071stazlíc I', 0 < 1' < 1, c qua/quer / sta dc Galgas L lia
qual ne.nhuma cai a tcnt altlua maior qttc. Z, temos que

.4z,.s,(z') < Zly opr(z') + l:f;-:l:B.z
.4/ais ai?lda, o /imite 21? é .justo sc U.4 ó ltln /imite .jlzsto para o ,4ZgorÍtmo .4

Dem. Defina o volume de uma caixa c associada à função peso W.4 como sendo r(c)
;(c)z(c)Wa(y(c)). Seja r(L) = E.CL7(c). E«tão -le o seg«i«te res«it.do.
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. 'r(Z,) $ UÁ 0PT(L)

De fato,

V'(Z.) = }1: ;(c)z(,)WÁ(g/(c)) $ }: ;(c)z(c)U.4y(c)ce.L ce.L
$ {/a }l: ,(c)z(=)y(c) $ ua ' }''(L) $ uÀ opr(L)

c€1,

Note que enquanto o enlpacotamento da lista 1, é gerado, Z, é dividido ein sublistas Z,o,
1,-, . . . , L', . . ., onde Lk = {c C Z, : ri+' < z(c) $ rh}. Posteriormente, cada sublista Lk é
dividida em sublistas Lk,o, Z,A;,l, . . . , Z,','", . . ., onde Lk,« = {c C Lk : !;:= < z(c) $ ãL},
i.e., a li.ta Z,k,,. co«té«l todas .s (k, Tn)-caixas.

Seja Pk = r(Z,t). Como todas as (k,m)-caixas têm altura maior que I'k+' e coinpri-
nlento maior que };;:D-, temos que

t''A; > ,'*'''' >1: «(c)Wa(y(c))
ceZ,A;

,''-''' }l: }l: «(')w.(v('))
mZO GELE,,n

'«'xlú.i "'«'.»
>

Seja nk,«. o número de (k,TT})-faixas não vazias en] todos os k-níveis. Note que todas
as caixas en] Z,A;,,,. são empacotadas en] nk,,. (k,m)-faixas, usando o Algoritmo .4. Pelo
Lema 2.1.2, E.Ct..,,. W.4(y(c)) ? 7 k,«. -- O.4. Portanto,

,. » T ,ii i.«.,.. - .., - = lã T - ''.l
Seja Nk o nún)ero de k-níveis. Então vale a seguinte desigualdade

e E,,.ZO n',,,.!L > .NX; l

Para provar este fato, note que para qualquer k ? 0, todas as faixas vazias en] todos os
k-níveis são de comprimentos diferentes, i.e., há no máximo uma (k, m)-faixa vazia para
cada m. Con)o não há unia (k,0)-faixa vazia, o comprimento total de todas as faixas
vazias é n)enor que }:,,.>i 2'"' = 1. Con)o )l,,,.>o nx;,,,.2'"' é o comprimento total de todas
as faixas não vazias en] todos os k-níveis, o fato segue.
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Isto nos dá
k+l

'Pk > --T(.Nt - (1 + 2CÁ))

Seja Z a altura da caixa mais alta en) Z, e p tal que rp+i < Z $ rp.
,4LS,(L) = EkZ. r*7Vx;. Portanto, temos que

Claramente,

7(Z.)

> (1 + 20Á))

-e")
Conseqüentenlente,

.ÁZ,s,(z') < :r(1) + (!Jiiiili3)C < 2Ç! opr(z,) + (l:fl:llPz

O seguinte exemplo demonstra a justezil do limite ;!g'L, se t/a é um linlitejusto para
o Algoritnlo .4. Seja L' =(pl,p2,...,p,.) uma lista de itens garantida pelo Lema 2.1.:3. A
partir de L' defina uma lista de caixas Z, =(ci,. . ., c«), onde cf =(2'' + 2'2',pi,7' + (1),
l $ i$ 1}, onde a é un] illteiro grande e { é um número bem pequeno. Claramente, no
empacotalllento ])loduzido pelo Algoiitnlo .41,S,, há pelo menos .4(Z,') faixas de altura l
e comprimento 2''i . Decote poi /V' o menor núnlerg de faixas usadas.pira enlpacotai L'
c.:-'â + Ü c (#, ih-l, ''"-'; q«. .41.$,(L) ? lu'$b:#l ? u'ãl#'

Considere outro empacotanlento no qiial /V' faixas de altura I' + (l, conlplinlento 2'" +
2'2a e lal.aura l são empacotadas.

Há])elo nICHos l5:i:iit:mJ faixas en] cada nível. Como l ' J > :
i!:i:?j;>i, a altura deste empacotamento é no máximo

eçgs91 o' 'p o ':: Jg;::=\x' + c' ,

onde C' é unia constante

Portanto,

.41,S,(1,) . 2([/.xN''--Z).x) 2'
0PT(L) :'' ,'(1 + 2-')]V' + C'(2' - 2-' - 1)

2'' 1
2'
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Quando N' --} oo, a desigualdade se aproxill)a de

2(ü 2' 2'' - 1
,' 2'(1 + 2--) '

e este valor pode ser tomado arbitrariamente próximo de 2ya, escolhendo pala a uin valor
suficientemente grande

3.3.2 Um esquema de arredondamento melhorado

O esquema de arredondamento anterior ])ode causar uma perda de 50% de espaço no pior
caso. Reinando o esquen)a de arledondalnento, pode-se melhorar o Algoritnlo .41,S,.
Consideraremos aqui un] esquema que permite comprimentos de faixa cona valores 2'"
ou {2'"', m ? 0. Ou seja, neste caso, o conjunto de comprimentos de faixa possíveis é

í . 1 1 1 1 1 1 1 1 itl
l.'' 2' 13' 4' 6' 8' 12' 16'' ' ' ' 2"'' :3. 2"'-l ' 2"'+i''''J

Vamos denotar por .4LS; o algoritnlo que usa este novo esquema de arredondamento.
Neste algoritmo, comia no algoritmo anterior, durante o empacotamento da lista 1,, esta é
dividida em sublistas l,i , L2, . . . , I'J;, . . ., de ac.ordo cona as alturas das caixas. Além disso,
cada lista Lx;, k 2 0, é ])osteriornlente dividida em sublistas Z,t, Z,l,,,.., mi ? 1, e Z,Í,.,,
m2 ? 0, definidas a seguir.

z,l;

c c Lk

o«.le Z.l;,,,.. {cCZ,t
l

i3 . 2"'i-l
l

27n2+2

« ,n $ m}
« ,© $ ã-3;=}onde l,2,,,., = {c C l/k

Todos os k-níveis são particionados em três classes: 0, 1 e 2. Um nível na classe í é
cllan)ado (k, i)-nível. Cada (k, 0)-nível ten) open?'s unia faixa cllanlada (k, O)-faixa, que
contém caixas de Z,E. Faixas de conlpiimento 2'"'' (ml 2 1), cllamadas (k, ml, l)-faixas,
são empacotadas em (k, l)-níveis; e faixas de comprimento '2'"' (mz ? 0), cllalnadas
(k, mz, 2)-faixas, são en]pacotadas en] (k,2)-níveis. Caixas en] t2 (tl;,,,.., L',,,.,) cha-
madas(k,0)-caixas,((k, nli, l)-caixas,(k, m2, 2)-caixas) são enlpacotadm em(k, 0)-faixas
((k, ml , l)-faixas,(k, 17}a, 2)-faixas) usando o Algoritnlo .4. A descrição do algoritmo .4LS;
é dada a seguir.
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Algoritmo .4L.$;(Z,), .4 C .S«, 0 < 1' < l

Entrada; Lista de caix«: L =(c-,.. ., q.) € R(1, 1)
Saía. Empacotamento p de L em B = (1, 1, oo)

1. Para cada caixa c C L,faça:
1.1. Seja k tal q- ,'*+' < z(c) $ ,'*

1.2. Se c C LO então

1.2.1. Empacote a caixa c usando o Algoritnao .4 sobre as (k, 0)-faixas.
1.2.2. Caso leão consiga, crie unia nova (k,0)-faixa em um novo k-nível e em-

pacote a caixa c usando .4 sobre a nova faixa.

1.3. Se c C Z,l então

1.3.1. Seja 1711 tal que ã:!;:i:í < z(c) $ :h
1.3.2. Enlpacote a caixa c usando .4 sobre as (k, ml, l)-faixas.
1.3.3. Caso não consiga, encontre uma nova (k,m{, l)-faixa vazia (se neces

safio crie un] novo (k, ] )-nível) ta] que mÍ < mi , sendo m{ o maior possível.
Divida esta faixa em faixas de comprimentos 2'("'i+l), 2"'Í+z, . . . , 2'("''-i),
2'"'' e 2'"'' e enlpacote a caixa c em unia das duas (k,nll, l )-faixas.

1.4. Se c C L2 então

1.4.1. Seja ll}2 tal que :;;iln < =(c) $ ã:=ai

1.4.2. Empacote a caixa c usando .4 sobre as (k, m2, 2)-faixas
1.4.3. (;aso não consiga, encontre uma (#,n&l1,2)-faixa vazia (se necessário

crie un] novo (k, 2)-nível, criando inicialmente faixas de comprimento i)
tal que 1} 11 < 11 2, sendo 77}l} o n)pior possível. Divida esta faixa em novas
faixas cle compi'imensos t2'("';+i), ll2"';+2, . . . , à2'("» i), !2-"'2 e {2'"'2
e e[11])acode í[ c.faixa c en] uma das duas (k, ]i}2, 2)-faixas.

2. Seja p o empacotanlento construído no Passo l.
3. Retorne p.
fim algoritmo.

Teorema 3.3.2 Para qzzalqtlcz' coz sta7ifc I', 0 < 1' < 1, c qua/quer / sla de ca zas L ? a
qual ncl huna caída tczn a/í?tl'a llza or q?le Z, temos l7 e

'".';.', « EP '','', * (' * ;") al
.4/aÍs ai7}da, o /i7nitc l:Z!!!a é.j?Isto sc (/J é Hm / m tc .justo para o 4Zgoritmo .4
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Dem. Seja /Vi o núnleio de (É, i)-níveis e seja :P:l = r(Li), onde i= 0, 1,2. Seja ni,., o

número de (k, nlj,j)-faixas pala empacotar a lista L{,,,,j' e Í7Í,,., = r(LÍ,«.,), .j - 1, 2.

Note que o núnleio de(k,0)-faixas é o nlesnlo que o número de(k,0)-llíveis. Portanto,

q }: ;(c),(c)Wa(y(c))

7.'k+l

2
>

>

>l: WA(y(c))

Tu'p - 'D
Para Z,l:, temos que

v'l

;(c) :. (c)WJ (y(c) )

1-«'ú
',.**' ,,:. («l.,

:..E."','.,,)
- a.) 2-"''}ll

>

Con)o podemos colocam 2"'' (k, 1111, l)-faixas ein um nível, segue que

V'l; > 1},.*-F'(.WZ - (1 + 0.4))

Pala Z,Z, note que todas as faixas vazias ei]] todos os (k, 2)-níveis têm coin])rin)entoa
diferentes, excito quando ?l&a = 0. Sendo 7n2 ;; 0 pode llaver duas faixas vazias, pois no
nível com [[}2 = 0, pode l]aver duas faixas de canil)rinlento l e a outra de ! subdividida.
Portanto, o conlpliillento total de todas as faixas vazias em todos os (k, 2)-níveis é menor
que 1 + }1,,, 2ZO 52'"'2 :: 1, i.e., ::,,l2Zo?lk,n12 32'"'2 > Aí? -- 1. Asslill,

v'í

.x. l,«'ú..[ "'«..»l
',.* «',;' ',,.,-'4s--L;

n}2>0

>

>
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:» :,''*' l«,í - (: -- ;ü)l
. ','**' l«'z - (: -- ;'«)l

Portanto, se ]''+l < Z $ 7'p, usando un] pouco de manipulação algébrica, obtemos

ua'opr(L)

E (a + 'rl + 'rí)

E l;,.'UVF - CB + {,.'m'Z

,' (;« * ;«,) ,

> (l + c')) + {'''(7vf - (i + :a'))l

onde

"- - E'.*'«'p - '.' ' "' - àl,'' ('"'l - '- -'- '.,, -'- ''»: - ': -- ;ü,,)

Note (]ue todas as caixas enl LO = UX;>P LX; têm coma)rimento maior que !Í. Portanto,
não poden[os atiavessai ditas caixas de Z,o cona unha reta paralela à coordenada a, no
empacotanlento gelado pelo Algotitmo .4Z,S;

Isto «o- dá ««,. «o- -ilação co«. opr(z,), co«,o s'g"'

Dado L' = (cl,...,c.), construa uma lista de rata«nulos Z,' = (1'1,...,1'.), onde T'j
tem largura y(cj) e altura z(cJ), l $ .j $ t. Usando o nlesnlo modelo de empacotanlento
usado en) l21, telllos que a altura do empacotamento ótinlo de Z,o é igual à altura do
empacotar)ente ótin[o de L' en] u]]] retângulo de largura l e altura infinita. Defina a
função lç' da área associacta. cona a função peso colmo:

lg(,') = ;(,')Wa(y(,'))

Sendo lg(t') = E,.t, .ç'(1'), pode-se provar que

. g(z,') $ uaopr(L')

Então, temos que

uJ - opT(L) ? {/.Á opT(z.') = u.4 opr(z.') ? lg(z,')
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}: ;(c)Wa(y(c)) = : : ,(c)WJ(y(c))
ce.LO k2:pce.L2

> >: 1 ,*''' }: WÁ(y(c)) 1 ? >1: ''''(.NE - CÁ)
k2:- \. 'cz,2 - / k2:-

Assim)

"'@' : Ü «- ("«;« -- ;«,) (3.75)

Por outro lado,

.4Z,e(Z) E,.'.w.

E ,.'(.Nf + xé + .vf)
k>P

}: l,.*(]VF - CÁ) + '''(JVI -(i+ CJ)) + ''(JVê -(l

« "-*«,*(,*;'.
Z

k2p '*;'.

i.e.,

'';;''' « "- * «, * (' ' ;«) mh (3.76)

Analisando a razão 7i+ H2
«-- (,''- , {'''- -- {,',)

concluímos que
a $ 1,75

Combinando as desigualdades (3.75) e (3.77), temos a desigualdade do teorema.
A justeza do limite !-Z:!h é ilustrada pelo exemplo dado a seguir, devido

Cheng

Sejam No e ]V. dois números grandes e .NI > No. Sdain Z,l = (pi,pi, . - . ,p}.,.), {
uma lista de ite«s tal que OPT(L;) = .NÍ Z .Ni e .4(L:) Z Ua OPT(Z,:) -- Z).Á.

Considere as seguintes duas listas de caixas Lo e Z,i:

Z,. - ('?,'?,...,.h.), '"d' '?-(:+Ó,«:,,+4 , l$i$No

('i,':,...,.h.), -d' ':-(' : +ó,,},,+4

(3.77)

a Li e

- o,l,

I'i C l $á $.M.

93



Defina Z, como sendo 1, = LollZ,i. Neste caso, temos que

.4Z,S;(L) >

>

WJ"'é - ",0: + lge:;;al :
« (~ * :) - «. (: * i)

Se forem escolhidos valores para Aro e .Ni de forma que ;l- = líiS#i:;?i)l, então
OPT(.L) $ AG(r + O. Esta escollla é possível para .NF, BF e FF usando o Lema
2.1.3. Em j191, Lee e Lee ])rovaram que isto também é possível para .f/M. Tomando-se
.5 - 2'(2'"+i), obtém-se que

3ü :Ü (: * &) »à (: *:Ü 2'2"l
2 -( «t+2 )

Quando rl} --} oo e ( --, oo, a razão acima tende para !-Z!. Portanto, a razão 41:g:(Q
pode ficar arbitrariamente próxin)a de !:Zglh, escolhendo-se No suficientemente grande.

0

3.3.3 Um esquema de arredondamento melhor ainda

Usando a n[esma idéia dos dois algoritmos anteriores, pode-se obter melhorias ])ara redu-
zir as perdas de arredondalllento na direção da largura. Vimos que o primeiro algoritino
tem ««, li«-ite de d"'"lp'"h' 'sp'r'do '1' (') 2 Ua , ""d' ' fat'' ! d"ido a' ':re-
dondamento da altura, o fatos 2 devido ao uso da potência de ; no comprimento e (/Á
pelo uso do Algoritn)o .4 na direção da largura. Vimos taml)énl que o segundo algoriti)lo
tem limite de desemp'"ho esperado de (') . 1,75 Ua é semelhante ao primeiro só que
utiliza uma heurística mais sofisticada na direção do con)prin)ellto. Além disso, as faixas
têm comprimentos da forma 5:;; e !ãl;ip, sendo que o valor 1, 75 pode ser considerado como
uma n)édia pelo uso das duas fon las de comprimentos de faixa usadas.

Intuitivamente, un] esquema de arredondamento mais refinado, que faz uso de uma
potência de s, 0 < s < 1, na direção do comprimento, com s próximo de 1, penniti-
ria reduzir as perdas devido ao artedondanlento. Entretanto, unia dificuldade em usar
s > } é que = não é mais un] inteiro, e portanto, unia faixa de comprimento s"' não
pode ser dividida em :Í faixas de con)])cimento s"'+i. Assim, ao invés de usar a divisão
binária para criar faixas en] um nível, cada nível é preenchido com faixas usando a ]llesma
técnica dos algoritmos de enlpacotanlento unidimensional. Em particular, Li e Cheng
provaram que usando a técnica do Algoritmo F'r', pode-se ter um limite de desempenho
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assintótico melllor. Denoininaremos este algorítmo de FFLSr,s, First Fit Levei Strip
com parâmetros r, s, (0 < 1',s < 1).

Da mesma forma colmo definido anteriormente, os níveis terão altura rk, k ? 0, sendo
este cllamado de k-nível. As faixas terão comprimento s'", m ? 0. Unia faixa de
comprimento s" em um k-nível é denominado de (k, m)-faixa.

Define-se (k, m)-caixas analogamente. Para empacotar uma (k, m)-caixa, o Algoritmo
F'F.LS,.. aplica o Algoritmo /'F' para empacotar esta caixa em uma das (k, m)-faixas
existentes. Caso não consiga, einpacota esta caixa em uma nova (k,m)-faixa e aplica o
Algoritnlo F'F novamente para empacotar a faixa en] um dos k-níveis existentes.

Mais fonnalmente, temos

Algoritmo F'F'Z,.S,,,(L), 0 < 1' , s < l

Entrada; Lista de caixas L =(ci,.. ., c.) C R(1, 1)
Saz'da: Empacotanlento go de L para o PET(1, 1)

1. Para cada caixa c C Z,,faça:

1.1. Sejam k e m inteiros tais que c seja uma (k, m)-caixa

1.2. Seja FA,«. o conjunto das (k,m)-faixas

1.3. Aplique o Algoritnlo F'F sobre o conjunto Fk.. para empacotar a caixa c

1.4. Se ul-na nova faixa / foi criada contendo apenas a caixa c, então

1.4.1. Seja ]Vj; o conjunto dos k-níveis.

1.4.2. A])leque o Algoritino F'F' sobre /Vi; para empacotar na faixa .f

2. Seja go o enlpacotanlento c.onstruído no Passo l
3. Retome p.
fim algoritmo.

O provável limite de desen)penlio assintótico deste algoritmo é ' (1llD (1,7) = 2.89. O
fatos + é devido ao arredondamento na altura da caixa na potência de !, o falar ! é
devido ao arredondamento no conlpiinlento em uma potência de ! e um dos favores 1,7
é devido à aplicação do Algolitmo r'F' para empacotar a caixa na faixa, e o último falar
1,7 é devido à aplicação do Algoiitino F'F' para ein])ac.otar as faixas nos níveis. Assim,
para I' --} 1, s --} 1, ten)os que a razão se aproxima de 2,89. Li e Clleng mostraram que
este linüte é realmente válido, mas não para todos os valores de s, mas somente aqueles
onde st = ! para algum t 2 1, t inteiro, como provado no lema abaixo.
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Lema 3.3.3 Se st # { para qualquer liteira t > 0, e71tão há uma nstá7 c a L para o
.4Zgodtmo /'FZ,Sr,, taJ quc a raztío !iÉliig;l$1fa pode chegar tão próxima de %á quazito se
guelra.

Dem. Assuma que s'+' < ! < s'. Seja L' = (pi,p2,. . .,p.) uma lista de itens tal que
OPTA(Z,') = /( e FF(Z,') > 1, 7/{ --8, onde /{ é um inteiro par grande. Co]]sidere un] lista
de caixas Z, = (cl, cz, . . . , c,.), construída a partir de L', tal que ci = (r + (, s'+' + (,pf),
l g { $ n. Claramente, no empacotanlento gerado pelo Algoritmo FF.[S,,,, cada nível
tem altura 1, contendo apenas uma faixa de comprimento s'. Portanto, F/'Z'S,,,(Z,) 2:
1,7.K -- 8. Por outro lado, se escolhermos { bem pequeno, tal que st+l + ( É {, então

pode-s' t" duas faix" p'' "ív'l, e neste caso, OPT(Z') $ (K) (r + O. Q«a"do /{ --' "
e € ---} 0, a razão z-;lÇl$tilP pode se aproximar de 111 tanto quanto se queira.

D

Os dois lemas seguintes, provados em 1241, são usados na demonstração do limite de
desempenho assintótico do algoritnlo f'f'L.ç',,, quando st = :Í para algum t > 0.

Lema 3.3.4 .$da L = (cl, c2, . . . ,c,.) ama / sta de caixas. $da L' = (cÍ, c;, . . ., c:.) Olltra
lista de caía«, o«de z(«) = z(Q), z(ci) c y(«) = WTP(y(q)), l $ i$ n. .Se Z /,od' "r
empacotado em uma caíra B de. altura h, comprime-nto k, !arguta 1, eTttão L' pode ser
empacotado cm uma caiba B' de alttma h, compHmeltto k e largura 1,7.

Para 0 < s < 1, defina /s(z) = .sli'g,(')J, 0 < z < 1, i.e., se s":+' < z < s"', então

/,(z) = s"'. Pa:* 0 $ « $ 1, 'lefi«« WFF'.,(a) = WPr(/,(«)). SejaZ= {/ =(pl,...,p«)
pi C 10, il e EIL. pi $ 1} e À(') = s«p/.r(Wpr.,(/)) e @(;) = E«.ZO Wrp('"').

Lema 3.3.5 .Sda L = (cl,.. . ,c,.) uma /ísla dc caixas. Sda L' = (cÍ, d, . .., cl.) oat7'a
/Üt« d. c.{-., .«d.;(«)(q), «(4)(a)) . y(«) = y(q), l$ i 5; ". .S'. Z,
pode $cr cmpacotada em Kma caiba B dc altura h, compHmcltto ] e largura w, clttão L'
pode ser empacotado c?lz ama cíz za B/ de a/t ra À, compHme7tto À(s) e /ary 7a w.

Teorema 3.3.6 Para qllaísq?lcr co? sta?lhes I' e .s, 0 < r, s < 1, st = { para algum t ? l,
e qtiatquer lista de caixas L na qual te? httma caiba tem altura supeHor a Z, temos que

,,';,.,. ,« P'',.',*(lw),,
.«d. h«,.-- À(.) 1,7 ' ú(.) 1 - 2)'')
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Dem. Defina unia nova função r, correspondente ao volume associado à função peso, da
seguinte forma:

7,(c) = ,(c)Wpp.,(a(c))Wpp(y(c))

Vamos provar que
7.(L) $ i, 7.x(.)opr(z)

Suponlla que L possa ser empacotado ein uma caixa de altura à, comprimento l e
larg«a 1. Seja L' = (ci,4,. . .cl.) ««.a lista de caixas, onde z(«) = z(q), «(c;) = z(q)
e y(c:) = Wrp(y(c:i)), l $ { $ n. Pelo Lema 3.3.4, temos que L' pode ser empacotado
en] uma caixa B' de altura A, complinlento l e largura 1,7. Seja Z," = (c7,c;,. . . ,d=)
o«tr. li;t. de caixa o«de ;(«') = ;(«), «(4') = WPP,,(,(4)) e y(«') = y(«), l $ i$ n.
Pelo Leda 3.3.5, temos que L" pode ser empacotado eln uma caixa B" de altura A,
coinpriinento À(s) e largura 1,7. Assim), r.(Z,) 5; 1,7À(s)A. Coloca«do À = OPT(L), o
fato segue.

Seja yt,, = }''.(Z,k). Observe que

>: ;(c)Wpr.,(,(c))Wrr(y(c))
ceLA;

. '"'=1"',,''")..;."',,ük»l
? ,'''' }ll: W-('"')(n.,,« - 2)

ni,>0

,«' lã«,'.«'"*,« - 'i ",'.«,l
Seja Si; o conjunto das faixas não vazias en] todos os k-níveis. Como as faixas de Sk

tanll)éi)l são empacotadas tios k-níveis usando o Algoiitnlo r'F', ten)os que Wrr'(Sk) ?
7Vk - 2. Como Wrp(.Sk) = E:,,.>. WPr(s"')7}k,«., obtemos que

V',(L) Ev'.,
,' }: ,.'(.w* - 2 - 2d,('))

,' (,','«,,,a' - '' -'- '«,..,,:;;)

>

Pelo fato anteriormente provado, temos que 1, 7À(s)OPT(Z,) 2: r,(L). Esta desigual-
dade juntamente cona a desigualdade acima nos fornece desigualdade desejada. Por fim,
falta provar que linlt-« À(s) = 1,7 e IÉ(s) = O((l -- s)''). Não reproduziremos aqui a
demonstração desses resultados que pode ser encontrada em 1241. o
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Vale aqui chamar a atenção do leitor, quanto ao fato de que os algoritnlos apresen-
tados nesta seção diferem substancialmente dos algoritmos vistos na seção anterior. Os
algoritn)os desta seção são baseados numa prinaeira partição da instância em função da
altura das caixas, enquanto os algoritnlos da seção 3.2 particionam a instância quanto ao
fundo das caixas.

3.4 Comentários

Neste capítulo, vimos vários algoritnaos para o PET. O algoritino com melhor limite de
desempenllo assintótico é o Algoritmo F'r'Z,S,,,, 0 < r, s < 1. Vimos que F/'Z,S,.,(L) $ a.
OPT(L)+/i.Z, onde a pode chegar tão próximo de 2, 89 quanto se queira, sendo que para
isto basta colocar r, .$ --} 1. 1nfeliznlente, a constante aditivo /i do limite de desempenho
assintótico é demasiadas)ente grande, como referido por seus autores em j2S]. Isto ocorre

pois a constante aditivo inclui o produto de dois números grandes (;ÍÍ:;J ' ;ÍÍla) . A lazão
disto é que à medida que I' e s se aproxinlanl de 1, as caixas tendem a ser empacotadas
em diferentes níveis e diferentes faixas. Isto faz cona que aumente o número de faixas e
níveis incompletos.

Outro algoritnlo com lin)ite de desenlpenlio assintótico un) pouco maior, é o Algoritnlo
.4Z,S;, .4 C {N'F', F/', BT', HÀ/}. (lJalculando a constante aditivo /3 para quando .4 = f'F,
e fixando valores para cv, ol)ten)os os seguintes resultados:

a = 3, 25 e /J = 94,
a = 3, 04904 e /i = 309,
a=3 e /3=887.

Como podem)os ver, quíu)do a = i3 a constante # possui un] valor relativamente grande

Cabe aqui notar que, no caso do Algoritmo T, apresentado na Seção 3.2.1 1 , vimos que

r(L) $ 3 ' opr(L) + !41 z.

Ou seja, o limite de desempenho assintótico do Algoritmo T é menor ou igual a :3 e a
constante aditivo /3 é menor que 18.

Estas observações devem ser levadas em conta ao reíletirnlos sobre as vantagens e as
desvantagens de cada algoritmo. Note ainda que, além da garantia de desempenllo, há que
se considerar ainda os aspectos relativos à sua implementação. Não discutiremos aqui estes
aspectos, já que a descrição de cada algoritn)o permite concluir quando a implementação
é mais simples ou mais traballlosa.
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Capítulo 4

-A.lgoritmos para o Problema do
Empacotamento 'll\'idimensional
Ortogonal Orientado na Dimensão z

Neste capítulo trataremos do Problema do Enlpacotanlento Tridimensional Ortogonal e
Orientado na Dimensão z, PETn. Este problen)a foi estudado por Li e Cheng 1231, que
desenvolveram algoiitn)os usando técnicas senlelllantes às do algoritmo Gi , descrito no
Capítulo 3. Os limites de desempenllo assintótico desses algoritmos não se mostraram,
porém, melllores que os do Algoritino Gi. Lembramos aqui que o limite de desempenho
assintótico do Algoritmo Gi é 4}

Apreselltaremos aqui três algoritmos que desenvolvemos. Um deles é para o PETn
e tem um limite de desempenllo assintótico menor que 3,04904 . Os dois outros são
para o PETX restrito a instâncias espec-tais. Nesses dois c.aços exibirenlos algoritmos com
limites de desenl])enllo assintótico melhores. Esses resultados não foram) encontrados na
literatura.

No Apêndice C, nlencionanlos unia aplicação interessante do PE7'n

4.1 Definição do P.ETX

O Problema do Empacotamento 'l»idimensional Ortogonal e Orientado na Di-
mensão z, denotado por PETn, é semelhante ao P.ET

A principal diferença entre aml)os, é que no PE7' não é permitido fazer rotações das
caixas, enquanto que no PETn é permitido fazer un] tipo de rotação. Mais precisamente,
no PERA as caixas a seien} empacotadas podem sofrem rotações ortogonais sobre o fundo
(veja Figura 4.1). Veremos a seguir uma definição mais formal do PETR
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Figura 4.1: Rotação ortogonal do fundo, orientado na dimensão z

Seja L = (cl,c2, . . . ,c,.) uma lista de caixas, onde cí = (zi,y{,zi). Para cada caixa cí

definimos p(ci) como sendo a caixa p(ci) = (3/{,=Í,zi). Dada uma lista L, seja I'(L) =
{(d:, d,,. . . , d,.) : d. c {q,p(q)}}

O Problema do Empacotamento Tridimensional Ortogonal e Orientado na
Dimensão z, PETK, pode ser assim definido:

Dados unia caixa B =(a, Z,, oo) e uma lista de caixas Z, =(ci, c2,. . ., c«), encontram un)a
lista L' C I'(L) e un] enlpacotanlento go de L' em B tal que H(p) é mínimo. Ou seja,
H(p) = «,i«{#(p') : gi' é ««- e«.p"'ta"'e«to de L' e«, B, Z,' C I'(Z,)}.

Neste problen[a, cada caixa en] Z, = (cl, . . . ,c,.) pode ser rotacionada ou não. Para
indicar como cada caixa ci C L foi empacotado por um dado einpacotamento p de unia
lisa. (d.,...,d.) C F(L), «s«:'"-os o -tor p' C {0, 11", o«de p'(d{) = 1 se d{ = cí, '

p'(.Z.) d. = p(q).

Como no caso do PET, a notação PETn(a, b) será usada pat'a denotarnlos o PETn
cuj. caixa B é .la fo:-«a («, Z,, m).

Analogamente, se Z, é unia instância (!o PETn, então denotareinos por Open(L) a
altura do empacotamento ótinlo da lista Z,.

Denotarenlos tanll)én) por Rn(a,b) o conjunto de instâncias possíveis pala o
p.Ern(a, Z,). Este conjunto contém listas cujas caixa q = (ai,y{,zi) são tais que í Sa
e y{ $ Z) ou zi $ b e yf $ a.
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4.2 P.ET x P.ETX : resultados em comum

Nesta seção, mostrarenlos que o PET pode ser reduzido ao PETn. Além disso, veremos
que se existe un] algoritnlo .4n para o PETn com um limite de desempenllo assintótico
a, então existe um algoritmo .4 para o PE7' coM um limite de desempenllo assintótico a.

Teorema 4.2.1 0 PET pode scr po/ 7 0nl {a/me7}te reduz do ao PETn. /Wa s a nda, se
.An é um algotitmo para o PETn, tal que

.4"(z,) $ a . opr"(L) + p . z

para toda lista L Oltde. l fnhuma caiba tem altura supeHor a Z, então c isto um algofitmo
A pa.ra o PET, tal qle

Á(L) $ a . opr(z,) + p . z,

para toda lista L onde l flthuma caiba tem altura supeHor a Z.

Dem. Seja Z, unia instância do PET(a,b). Considere o seguinte algoritmo .4. Este
algoritmo faz prin)eiranlente a reparametrização de B para B' ' (a', b,oo) e L para Z'',
na mesma proporção, de foni)a que lninlz(c) : c C L'} > b. A seguir, conlporta-
se colmo o algoritmo .4n, recebendo (L', a', b) como entrada. Finalmente, após obter um
empacotainento p' de Z,' em B' = (a', b, oo), retorna p' à parametrização original, obtendo
p. Claras)ente, .4(L) $ c- . OPT(L) + #Z, se a é o limite de desempenho assintótico do

algoritino.4x
D

l.Jnla ])rin)eira idéia para resolver o P.ÉÇTn é mental aproveitar os algoritnlos do P.E7'
Porém surge un] ])ioblenla quanto à orientação das caixas, pois os algoritnlos do P.ET
já supõem que todas as caixas têm unia orientação fixa segundo a qual todas as caixas
podem ser empacotadas nesta orientação inicial.

Unia redução natural que surge é construir para cada instância l, = (ci, c2, . . . , c.) C

RR(a, Z,) unia nova justa«cia @(Z,) C 'R(a, t,) tal que

é(L) ,a:, . . . ,a«) ,

. , r c{ se #i $1a e 3/f $b,
onde di= Í ;(cí) caso contrário
Feito isto, aplicar um algoritnlo do PET sobre é(Z).

Assim, para cada algoritnlo .4 do PET, definimos .4 como sendo o seguinte algoritmo
para o PETn: para toda instância L do P.ETn(a, b), À aplica o algoritmo .4 sobre a lista
0{LI.
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Apesar da construção acima gerar algoritmos perfeitamente viáveis para o P.ETn, esta
transformação não garante que os algoritmos assim concebidos continuem tendo o nlesnlo
limite de desenlpenllo assintótico do algoritnlo original.

No 1en)a abaixo, mostramos que nenllunl algoritmo .Ã para o PETn, construído a
partir de unl algoritmo .4 do PET, coníornle descrevemos, tem limite de desenl])echo
assintótico menor que 3.

Lema 4.2.2 Se i é tlm a/gorifmo para o PETn c07}st z'2o a partir de um a/gorítmo .4
do PET, cawfomnc Q c.OltstrKção acima, então

I'(.4) ? 3

Dem. Para ver isto, considere a seguinte instância Z, = (ci,c2, . . . ,c3k) do P.ETR(4
2c,2),onde c] = c2 = ... = c3x; =(2,1 +c,l) e k é um inteiropositivo.

Prilneiranlente, observe que é possível empacotar L em k níveis, i.e., OPTn(L) = k.
Para verificar isto, rotacione cada caixa de 1, previamente e construa um en)pacotamento
colocando três caixas por nível. Note tan]l)éi]] que L = é(Z,).

Por outro lado, qualquer algoritn)o .4 do P.E7' é tal que .4(Z,) 2 3k, já que qualquer
algoriti[[o do P.ET empacota cada caixa de Z, en] a])ellas un] nível. Assi]n,

,'(J) 2 ,n= sutp iijlÉli%iÍ 2 3.

Isto finaliza a demollstração do leRIa

4.3 Algoritmo RX: modiflicação do Algoritmo ./?

Nesta seção nlostrarenlos como o Algoiitino R desenvolvido para o PET (veja a Seção
3.2.10) pode ser modificado de n)odo que sirva para o PETR, e continue apresentando o
mesmo limite de desempenllo assintótico.

Primeiramente observamos que o Lema 3.2.1 é válido para o PETn, i.e., OPTA(L) ?
!(l$Éa. Assim, todas as operações envolvendo o volun)e das caixas se mantêm válidas ilo
caso do P.ETn. Note })orén) que as operações que fazem uso das desigualdades dadzts ])elo
Lema 3.2.14 não são válidas pala o Pera. Observe que se l,.4 = (ci,c2, . . . ,c,.) é unia
sublista de Z, onde =f > } e yf > { ({ = 1, 2, . . . ,n) então no PET duas caixas de L..l não
podem ser empacotadas en] um nlesnlo nível, enquanto no PE7'n pode haver casos ei
que se pode em])acatar duas caixas de l,.4 no mesmo nível. Portanto, antes de executar o
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Figura 4.2: Sublistas de L.4

Algoritmo R, devem)os renlovel todas as caixas de Z,.4 que podem ser empacotadas duas
a duas ein uin mesmo nível. Feito isto, o Len)a 3.2.14 é válido para as caixas restantes.
Assim, a denloilstração do Teorema 3.2.25 poderá ser aproveitada desde que consigamos
provar a validade do Lema 3.2.14 pala as caixas em L.4

Van,os supor que a caixa B = (a, Z,, oo) é tal que a Z Z, (para a < Z) o caso é análogo).

Seja L,.{ Ç Z, tal qu' LA ' {c C Z, : =(c) > 3 e y(c) > $} e seja LB Ç L.4.tal.que
Z,a ='lc C Z.4 : z(c) $ 1, e y(c) $ :}. Su])onlla que a $ 2b, pois caso contrário, La é
vazio, e o Lema :3.2.14 é válido pala I'.,i, como veremos adiante

di; ; :!:i??t;':i!:i:ii: nsinl :HI
enlpacotamento desta lista e concatene-o com PB, obtendo assim uin empacotanlento de
L

Note que Lb Ç C IÕ ,i; â,ll(a,b), e portanto pelo Lema 3.2.10,

H(g'B) $ 21i-lid + z. (4.1)
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Observe também que não podemos colocar duas caixas de L.4 \ La ein um mesmo nível.
Para verificar isto, note que a lista L,.l \ LB pode ser particionada en] duas sublistas, F' e
(2, onde P = {c C Z,,4 \ Z,B : a(c) $ b} e Q = {c C L.4 \ Z,a : z(c) > Z,} (veja a Figura 4.2).
As caixas de Q não podem ser rotacionadas, e portanto não é possível colocar duas caixas
de Q em un] mesmo nível. Duas caixas de P tan)bé]n não podem estar en) un] nlesnlo
nível, pois tanto z(c) con)o z(p(c)) são nlaíores que {, para toda caixa c de P. Finalmente,
não pode l)aves uma caixa de P e outra de Q elll um n)esmo nível, pois dado cp C P e
.Q C e, t.«to y(cP) + y(cQ) > Z, co«,o y(p(CP)) + y('Q) > Z, e t'«to «(',) + z(cQ) > «
como z(p(cp)) + #(cQ) > a. Logo, o Lei]]a :3.2.14 é válido para un] empacotanlento pi
gerado pelo algoritmo (/C' quando aplicado a Z,,.! \ Z,B.

Pelo acima exposto fica justificado o Algoritmo Rn, descrito a seguir.

7 traria; Co«soantes a e /, e lista de caix«s L € RR(a, Z,)
Saía; Elnpacotamento go (le L ein B = (a, b, oo)

1. L - @(Z,)
2. Se a > b então

2.1 Construa a subsista l,.4, tomando

z,«-{.cL:,n»; » }

2.2 Construa a sublista Z,B Ç 1,..1, tomando

L« Z,« : «(') $ Z' ' y(') $ ;}

2.3. Suponlla que LP = (cl,c2,
Ç)B +-- NFDH': (L'B).

,c«,), Z, # 0. SejaLb =(p(c-),p(c,), , P(q. ) )

2.4. P' -- R(L \ Zp)

2.5. Se Z,B # 0 ei)tão gi {.--- goallp', senão p {-- p'

3. Se a < Z) então construa ui]} en)pacotamento p análogo ao definido no Passo l (])eiinu
bando o ])apel de # e y).

4. Retorne p.
fim algoritmo.
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Teorema 4.3.1 Para q?la/quer íl slá7icia 1, do PETn ta/ quc 7teizAuma caiba Zcm a/fura
maior quc Z, tcm-sc q?lc

H(P) < 3, 04904 . 0PT'(L) + 15Z

Dem. Segue analogamente à demonstração do Teorema 3.2.25, usando adicionalmente a
desigualdade (4.1).

D

No caso de outros algoritnlos vistos no Capítulo 3, se as demonstrações dos limites de
desempenllo usam o nlesn)o esquen)a de comparação com volume e comparação da altura
ótilna (como feito pata a lista l..4) então fazendo unia n)odíficação na prova análoga à que
fizemos para o Algoiitino R, obtemos resultados análogos.

4.4 Algoritmo PX: para caixas pequenas

Enl muitos problemas, o fundo da caixa B terá dimensões bem maiores que as caixas a
serena empacotadas, permitindo que todas as caixas possam ser rotacionadas. Mostra-
remos nesta seção que é possível obter un) algoritnlo com limite de desempenllo melhor
para este caso. Assumireillos aqui que a lista de entrada L = (cl, . . . ,c,.) para o P.ETn
satisfaz a condição

nJax {z{,yf} $ min {a, Z,}

O algolitnlo que a])iesentarenlos nesta seção usa as nlesnlas estratégias usadas no
algoritn)o R do ca])ítulo 3. Este algotitmo combina duas sublistas da instância inicial,
que isoladamente gaianten} pouca área por nível (enl relação ao Lema 13.2.2), coral)inando-
as é possível eliniinai uma delas e garantir um enlpacotamento final n)elhor.

Vin)os que no Algoiitnlo (7 as sublistas que constituem o garça/o do en)pacotainento
são aquelas que garantem T e # de área por nível. Vimos também que algum)as das
listas (lue garantem 'ó de área podem ser redivididas garantindo dessa forma uma área
melllor (isto foi feito no Algoritnlo R). Como maxÍz{,yili:i,...,,. $ minha,Z,}, podemos
rotacionar as caixas de fonl)a a flcai cona apenas duas sublistas cona pouca garantia de
área. Feito isto, combinar)os estas duas listas de modo que todas as caixas de uma delas
sejam consumidas no empacotanlento combinado.
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Entrada; Constantes a e 6 e lista de caixas L = (ci,
maxi:t,...,«{z{,yi} $ nlinla, b}

Saía; Enlpacotamento go de L en) B = (a, b, oo).
1. Se a > b então

1.1. Rotacione as caixas de Z, e obtenl]a uma nova lista cona caixas c tais que
«(c) $ g/(c). Cl-.«.e de Z a «o- li:t'.

1.2. Divida a lista L elll sublistas tl, Lf, Z,;, Z,;, Z'3,
gula 4.3).

, c,.) para o PE7'n(a, b) que satisfaz

, l8 como segue (veja a Fi-

{ zncl{,ã ; !,il(«,ó),
z,; - Loc l{,Ê ; !,ll(«,ó),
z,, - z,oc l},à ; !, il(",ó),
L; lâ,! ; à,{l(«,ó),

z,, lo, 4 ; }, il(«, ó),

Z r lã,i ; ã,ll(a,b),

1; 1Ê,{ ; {, il(«,ó),

z,. - z,nc lo,} ; {,il(«,ó),
L. - tOc lo,à ; à,{l(«,z'),

L* - LOc lo,} ; o, }l(«,0.

1.3. (p-,,, R-,,) .- OC''(Ll;, ZI) Sej- Z,-,,

1.4. Z- -- (Z,í U L;') \ Z.-,,

i.s. L, -- (z,; u tlÍ) \ L-,:

1.6. go- - {/C(Z,-)
1.7. gli - NFDH':l.Li'l. i = '2,

1.8. gJ* -- G.(L.l
1.9. go - goi,4llgoil . . . llgo8

2. Se a < b então construa unl eillpacotanlento
tendo o papel de z e y).

3. Retorne p
fim algoritmo.

as caixas de p1.2

, 7

go análogo ao definido no Passo l (peru)u

Teorema 4.4.1 .Se L = (cl,
maxi:l....,tilzi)yi} c7 íão

, c,.) é «.« i«.tá«.{« d. PEr"(«, z,), t«/ q«. «-i«{«, z,} ?

Pn(Z,) $ :3 . 0PTn(L) + 9Z ,

07}de Z = nlaxlz{ : zf C Z,}
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Figura 4.13: Partição da lista Z, efetuada pelo Algoritmo Pn

Dem. Note que não existe lista Z,B Ç Z, tal que LP = {cí € Z : { < zi 5; b e { < yí $

$}. Portanto, o Lema i3.2.14 é aplicável à lista Z,t.

O empacotamento goi,2, gerado pelo algoritillo Z)C'' aplicado às listas Z,; e Z,l:, faz com
que unia destas duas listas seja totalmente consunbda no empacotamento $o1.2

Como .S(c) ã # pata toda caixa c C LÍ e S(c) 2 t para toda caixa c C ZI,, temos
pelo Lema 3.2.24 que

H(go:,:) $ !g yQ1:4 + z
$ (4.2)

Note que as listas L3,
3.2.10 e 3.2.11 temos que

, Z,7 são empacotadas pelo algoiitmo .NF'/).r/', pelos Lemas

H(P;) $ (4.3)

(4.4)H(P. )

H(P.) $

< (4.5)
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H(P7) $ 21(1d+Zab

Já o em])acotan)eito $is é gerado pelo Algoritmo G4.
3.2.6,

H(P8) $ 2-l((Éd+Zab

ã"ad,'. P.©

Temos dois casos a considerar confonne o resultado da c.on)binação das listas Z,i e Z,;.

Caso 1: L; Ç LI,z
Neste caso, todas as caixas de L; foram consumidas no empacotamento pi,2. Logo,

L2 ÇC IÊ,{ ; {,ll(a,Z') e pois"nto,

J ;1l;P+z. o.

s desigualdades (4.2) a (4.9) ten)os que

x(íí) $ ;11-iea+z, ic {(i,2),2,...,8}.

Por outro lado, como .S'(c) > #, Vc C Z,i, temos pelo Lema 3.2.13

x(p-) $ 41:lÍ0. (4.ii)

Como o Lema 3.2.14 pode ser aplicado à lista Li, temos que OPÔR(L) 2 H(goi).
Prosseguindo analogamente como foi feito na demonstração do Teorema 3.2.25, temos
que

H(P) $ al ' 0P7'n(Z) + 8Z,

onde ai = ;;;i;;Ífll1li-izj-' (l;alculando ai, ten)os que cli $ 3
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Caso 2: LI Ç LI.z

Neste caso temos que l,2 Ç C I' , ! ; {, ll(a, Z') e portanto,

H(P2) $ 3-L11Éd + Z.ab (4.12)

.Juntando as desigualdades (4.2) a (4.8) e (4.12) temos

H(pf) $ 311-!Êa + z, { € {(i,2),2,...,8}. (4.13)

Como Z,i = Z,f, temos que S(c) 2 2sab, Vc € Lt. Pelo Lema 3.2.13, temos que

/'ü,o s:.raio. (4.14)

Assina, da mesma foinla que no Caso l,

H(p) $ a2 0PTn(L) + 8Z,

onde a2 :: ;; li+w . (lialculando a2, temos que cv2 $3
Dos casos l e 2, o teorema segue. 0

4.5 Algoritmo (12X: para empacotar em caixa de fun
do quadrado

No Ca])ítulo :3 vimos o Algoritillo C'QQ ])a.ia o PET que empacota ullla lista de caixas
de fundo quadrado en] uma caixa B tanlt)én] com fundo quadrado. Este algoritmo possui
un] limite de deseillpenllo assine(ético igual a 2,6875.

A])resentanlos nesta seção um algoritnlo para o PETn que desenvolvemos, cllainado
Algoritn)o QX, que generaliza o resllltado do algoritn)o C'C?Q. O Algoritmo C?R enlpacota
unia lista de caixas L qualquer em unia caixa B de fundo quadrado e tem un] limite
de desempenllo assiiltótico 2,6875. Este algoritino usa a mesma idéia do Algoritlno a
do Capítulo 3, i.e., divide a lista L em sublistas e en)pacata cada uma delas com um
algoritnlo es])ecífico.

Antes de apiesentai o algoritmo QX, definiremos outra notação que será conveniente
para especificam a partição da lista Z, efetuada pelo Algoritmo (2R. Decote ])or ,I'' o
conjunto de caixas em 7?R(a, Z,) da seguinte maneira

.{'(a, b) = 1 ':i = ("i, 3/i, zf)
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Entrada; Lista de caixas L para o P.E7'n(1, 1).
Saía; Empacotalnento p de L en) B = (1, 1, oo).

1. Rotacione as caixas de Z, e obtenlla unia nova lista de caixas c tais que z(c) $ y(c)
Chame de L a nova lista.

2. Divida L nas sublistas Li , . . . , Z,lo , conforme indicado a seguir (veja a Figura 4.4).

z, z,ncl{,i ; {, il(t,l),
z,, 1}, } ; {, il(i, i),
z,. là,{ ; {,{l(i,i)n.t'(1,1),
z,, - z,oc lo,} ; !,$1o,i),
Ls ' Z'RC 10,} ; à, {l(l,i),
z,-- lo,} ; o, }l(i,t),

z, -(z,nc l{,{ ; !,ll(i,i)) \,v'(i,i),
z,, lo,} ; $,il(l,i),
z,. - z,oc l},à ; {,{l(i,l),
z,. 11, { ; à, {l(l, i),
L-o lo,â ; }, }l(i,l),

3
4

5

p: - [,rC'(Z,-)
g){ +.-. .NT'DH'(Z,i), i= 2,3,4,8,9, 10
Obtenha un] empacotanlento ps de Ls da seguinte maneira

5.1. Ordene Ls en] ordem i)ão-crescente de altura

5.2. Particione Ls en} sul)listas 1,{, L:, . . . , Z,}l' tais que

Z's

lt!'

z.111z.:
:3, { - 1,

L" ,
, ns -- l ,

5.3 Construa um eillpacotanlento pli da lista Z,li, { = 1,

5.3.1. Se Z,s tiver unha ou duas caixas, empacote essas caixas en) un] só nível
Sej. g 1; e:te e«lpa"t'--e«to

5.3.2. Caso c.ontláiio,
5.3.2.1 Escollla c C Lli, tal que :z:(c) é mínimo
5.3.2.2 Enlpacote as duas caixas de Z,; \ {c} nas posições (0,0) e (1,0)

E«lpac''e p(c) na posição (0, 1 - a(c))
5.3.2.3 Seja g)li o empacotamento obtido

p -. p111 . . . ligo:'

, r&s como segue

5.4
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6. Construa un] empacotamento goõ da seguinte maneira
6.1. Ordene Z,õ en] ordem não-crescente de altura

6.2. Particione Lõ en} sublistas Z,&, Z,ã, . . . , l,:' tal que

Ls =
ILl;l
z,l;'l $

6.3. Construa un] empacotamento pb da lista Z,à, i= 1, . . . ,nc como segue

6.3.1. Empacote três caixas de Zb nas posições (0,0),(1,0) e ({,0) . Sda c a
caixa de tb ainda não einpacotada. Empacote p(c) na posição (0, {)

6.3.2. Seja pl; o enl])acotan)eito gerado no passo anterior.

6.4. Pc '-- Ío&ll . . . llP:'

7. Construa um en)])acotamento go7 da seguinte maneira
7.1. Ordene L7 em ordena não-crescente de altura.

7.2. Construa os empacotamentos pl., p}, . . ., nesta ordem, como segue.
7.3 Faca { +-.l

7.2.1. Construa um empacotanlento p} como segue.
7.2.1.1. IJsando o Algoiitnlo /VF'DH', vá empacotando caixas de L7 (ain-

da não empacotadas), enquanto for possível colocar caixas en] um único
nível

7.2.1.2. (1Jontinue enlpacotando as caixas restantes con) o Algoritino
Arf'Z)H', conaeçando na posição (l, $), rotacionando cadíl caixa antes
de empacotar, ZLté que não seja mais possível empacotar novas caixas
no illesnlo nível ou não llaja n)ais caixas a serem empacotadas.

7.2.1.3. Seja $o} o enlpacotamento gerado nos passos 7.2.1.1 e 7.2.1.2
7.2.1.4. Faça i +- ã + l e repita o passo 7.2.1 para o restante das caixas.

7.3. P7 -- $o7llgo}

;. P-- - G.(L--)
9. P '- Plll...llglil
10. Retome p.
fim algoritmo.

Teorema 4.5.1 Pari q?la/quer 71stá7 cia 1, do P.ETn(1, 1), 07}de 7 cz&Àuma caída tem a/
fura maior do qtlc Z temos que

C?'(Z) $ 2, 6875 . 0PT"(L) + 10Z
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Figura 4.4: Partição da lista L efetuada pelo Algoritn)o C?n

Dem. Pelos mesmos processos vistos antes, pode-se provar as seguintes desigualdades

H(P-) $ 4y(Z.-) ,

H(goi) $ iy(Z,{)+Z, {-2,3,4,8,9,]0,11

(4.15)

(4.16)

Anallsaren)os os elllpacotan)entes goS, $i6 e go7 separadamente

No empacotamento gis, temos que a área garantida por nível, exceto talvez o último,
é de 3 . à = !. Portanto, pelo Lema 3.2.2 concluinlos que

H(P.) $ 2y(Z,.) + Z
9

$ i.v(L')+ z- (4.17)

Note que se c é unia caixa de L! escolhida no Passo 5.3.2, então todas as outras caixas
de L! tên} largura menor que l -- =z;(c).

No empacotamento giõ, é claro (lue é possível colocar quatro caixas por nível. Logo, a
área garantida por nível, exceto talvez o último, é de 4 . } - ! = !. Novamente ])elo Leiloa
3.2.2, c.oncluimos que
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H(P.) $ 2}''(Z..) + Z
9

$ i-v(t')+ z (4.18)

Finalmente, o en]pacotan]ento p7 é a concatei]ação de un] ou mais empacotamentos,
cada qua] construído em duas fases (cf. Passos 7.2.].1 e 7.2.1.2).

Primeiramente é aplicado o Algoiitmo .MFZ)//', que empacota as caixas até que não
se consiga colocar mais caixas en] um mesmo nível. Assim, nesta primeira fase é garantida
neste nível uma área de pelo menos !

En) seguida, é aplicado o Algorittno .NF'Z)H' na região 10, 11 x l$, il. E fácil ver que

a áreagarantidaé de pelo:n]enos(11 . 1). i- 17 . Assim, a áreagarantida en] cadanível
de p7, exceto talvez o último, é de pelo menos gá + Ê = {llE. Portanto, pelo Lema 3.2.2,
temos

H(í',) $ '1:v(L,)+z
9

$ ã\''(t,)+ z- (4.19)

Procedendo da nlesnla íonlla como nas deinonstlações anteriores, obtemos que

Q(L) $ a . open(L) + loz,

onde cv = ;;;; /+m+m iH} $ 2,6875.
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Apêndice A

Complexidade do Problema do
Empacotamento 'll»idimensional

Neste apêndice valemos alguns resultados relativos à complexidade computacional do
Problema do Em])acotanlento Tridimensional.

Complexidade no caso bidimensional

Mencionaremos nesta seção alguns resultados relativos ao caso bidimensional que serão
usados ])ala pi'oval a complexidade computacional do PET e de seus casos especiais.

E fácil ver que o problema do enlpacotanlento de ietângulos eil] un] retângulo é ./V'P'-
completo, já que este é uma genetítlização do caso unidinlensíonal. O resultado para o
caso unidin)ensional está provado en] j101.

LemaA.0.2 0 proa/cma do cnzpacotamc7}lo dc rctá7g /os cm cm rctá7gulo é
ÀI''P- completo .

Mais ainda, Leung et al 1201 provaram que o ])robleina continua .V'P-completo mesmo
no ca-se especial en] que todos os retângulos são quadrados.

Lema A.0.3 0 proa/ema do empacoÍamc7tto de quadrados em am quadrado é
N'P- completo .

Enl 1990, Li e Cheng 1231 piovaranl que mesmo quando os retângulos da lista são
pcqtle7 0s e quadrados, o problema continua ./V'P-con)pleno.
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Lema A.0.4 Pa7'a q?la/qucf' coz síal tc zll à 1, o p7'0ó/e7na do empacotame7}to dc ?lma
It q-d«d«(('-,«-),...,(,«,««)) 'm «m «tá«g«/.(.,b) t«/ q«. .. $ â, .: $ á
é NP- c.ompteto.

Complexidade do P.ET

Como já visto no fim do Capítulo 2, o PET é .A/'7'-difícil, já que este é uma generalização
do caso bidimensional. Usando os resultados da seção anterior, podemos provar a com-
plexidade do PET para os casos particulares vistos nesta dissertação. Os seguintes lemas
podem ser provados usando os lemas da seção anterior.

Lema A.0.5 0 Praz)/ema do Empacotame7 to Tr dimc7tsÍ07ta/ é .v'p'-all/ü{/.

Lema A.0.6 0 PET é .V7"-d{/üiJ Incslllo 110 caso cspec a/ cm quc as {7}sfá7tcias (L, a, b)

do PET satisfazem a$ sc.gltillte.s c.Oltdiçõc.s:

(CI) «
rcp) z, c Q(«, ó).

Lema A.0.7 Qualquer qtlc sda a col sta7tc in ? 1, o PET á ./V'P'-dil/Zc{/ mesmo llo
caso espccÍa/ cm q«c as ! stá7tc as L = (cl, . . . ,c.) do PET(a,Z,) satis/alem as seg2íi7}tcs
,..J;,.'ipc'
vv''w--yv"v'

rC'/) zi $ t para { - l, . . . ,l} ;

rCi:Py g/i $ : para í = 1, . . . , l} ;

Í(i:3y çi = y pala á - 1, . . . , zz.

Mais ainda,, Li e Clleng l2:31 nlostriuan} que 2 é o limite inferior de desenlpenl)o absoluto
de un] algoritnlo polinoi)liam pala os correspondentes pioblenlas, a n)ecos que 7> = .A/7)

'Teorema A.0.8 Ne.ltltun algoritmo poliTtolnial para o PET tem limite. de. desempc ho
ctbsolKto cl < 2, a m,ellas qKe. 'P = .MP

Dem. Vamos mostrar que se existir um algoritnlo polinoniial para o PET comi tal limite
de desempenho, então poderemos resolver em tempo polinomial o ])ioblema de decidir se
uma dada lista de ietângulos pode ser enlpacotada en] un) ietângulo.

Suponha que exista um algoritmo polinomia1 ,4 para o PET, com limite de desempe-
nho absoluto a < 2, i.e.,

,4(Z,) $ a . OPT(Z,), para toda instância L do PET.
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Seja L' =((zi, yi),(z2, y2),.. . ,(z«, y«)) uma instância qualquer do problema do em-
pacotamento de retângulos en] un] retângulo (a,b). A partir de Z,' construímos uma
instância L do PET(a,Z,) to:n.«do L = ((aÍ,yl,l),(a2,y2,l),...,(a.,y«,l)). Pro-r.-
mos que L' é empacotável en] (a, Z,) se e só se .4(1,) < 2. Se L' é empacotável ein (a, b),
então temos que OPT(L) = 1. Como .4(L) $ a . OPT(L), segue que '4(L) < 2. Por
outro lado, suponha que L' não é empacotável em (a, b). Então temos que, en] qualquer
empacotamento de L en] (a, b, oo), pelo n)enos uma caixa de Z, deve ficar acima de outra
e portanto OPT(Z,) ? 2. Con)o .4(Z,) ? OPT(Z,), ten)os que .4(Z,) ? 2.

Como a redução feita é polinomial e o algoritnlo .4 é polinomial, pelo Len)a A.0.2,
podemos concluir que P = ./y'P'

0

Usando construções análogas às apresentadas na demonstração do Teoienla A.0.8,
podem-se deinonstiar os seguintes teoremas.

Teorema A.0.9 Arc7thx77 a/gorit77zo ?)o/{7}0mia/ para o P.ET tcm /imite dc dcscmpenÀo
absoZulo a < 2, a 71zczlos que 7) = ./V'P, mesmo 110 caso especia/ cm q?lc as í7tstá7}cias
ÇL,a,b) do PET satis.faze.m as se.guintcs coTldições:
(CI) a = b;
raeJ z, € c?(«, z,).

Dem. A demonstração deste teorema pode ser feita analogamente à demonstração do
Teor.aula A.0.8, bastando para isso usei o Lema A.0.3.

0

Teorema A.O.IO Q?zrz/q71cr' qlzc sc.ja a cozls al tc n ? 1, 7}e7ih m a/goritmo 7)o/í7 0m a/
para o PET(.a,b) tens lilTtite de. deseln])eltho absoluto cv < 2, a melros quc 'P = N''P,
m"m. «o c«. "/,«ia/ .,« q«. « í«.fá«.i« Z, = (c-,. ..,q.) '«tís/az''" " ..g«{«*"
c07}diçõcs;
r'C'/J aí $ : para à - l, . . . ,l} ;

r(JPJ y $ t ])ara i = 1, . . . ,n ;

r'(:SJ ai:=yi para z :: l,...,7i

Dem. Pode ser feita iulaloganlente à demonstração do Teorema A.0.8, desta vez usando
o Lema A.0.4.

0
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Apêndice B

Problema do Empacotamento
Tridimensional em Caixas

Neste apêndice aplesentareinos ulll pioblenla muito parecido col-n o PET, cllanlado Pro-
blema do Empacotamento 'l:bidimensional em Caixas. Este problema pode ser
assim definido:

D.dos «m:. lista de caixas L = (cl , . . . , q.) e uma coleção de caix'; B = (a, Z', c), enlpaco'
tar 1, en} caixas B de foinla a nlinimizai o número de caixas B usadas no empacotamento

A intenção aqui é ítpenas a de fazer un] breve comentário a respeito deste problema,
devido à sua forte relação com o problema estudado nesta dissertação.

Veremos a seguir que as principais al)ordagens pala este pioblenla se dão en] duas
direções: abordagem conlbinittoria] e a])ordagem experimental.

Abordagem Combinatorial

O estudo dos algoritmos que utilizam a abordagem conlbinatorial, onde as análises de de-
sempenllo dos algoritmos são senlelllantes às estudadas nesta dissertação, ainda é recente
e os limites de desenl])enllo conhecidos são nauito altos.

Enl 1989, Coppeismitll e Ragllavan l71, desenvolveian] un] algoritmo Oll-/íl c com li-
mite de desenlpeilllo assintótico igual a 6,25. Este algoritmo usa o mesmo es(luenla de
arredondamento definido para o algoiitn)o .4Z,.$; visto no Capítulo 3.

Enl 1992 Li e Clleng 1241 usaran] o inesillo esquema de ariedondanlento do algoritmo
FF'l,S,,, (visto taml)ém ]lo Capítulo 3) e obtiveran} un) algoritn)o cona limite de desem-
penllo assíntótico que pode se tomai tão próximo de 4,913 quanto se queira. Assim como
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ocorreu no caso do algoritmo f'F'Z,S,.,, o algoritmo desenvolvido apresenta alto valor ])ara
a constante aditivo do desempenho assintótico.

Em j211, Li e Clleng generalizaram o algoritmo HA/ (visto no Capítulo 2) usando os
mesmos esquen[as de arredondamentos do algoritino F'r'LSr,, conseguindo un] algoritnlo
on-JÍ7te cona limite de desenlpenllo assintótico que pode se tornar tão próximo de 4,84
quanto se queira. Este algoiitn)o tan)bénl apresenta alto valor para a constante aditivo
do desenlpenllo assintótico.

Abordagem Experimental

Os algoritnlos que fazem uso desta abordagem, usam em geral me'todos dc prograTnação
/arear e são comunaente cllamados de corte de estuque (cwtti71g síocA).

Vejamos como o Probleilla do Empacotamento Tridimensional en] Caixas pode sei
formulado como um ])ioblenla de plogianlação linear inteira.

Dados unia lista de c.fixas distintas L = (ci, . . . ,c.), inteiros bi, . . . , b«, onde cada bi

representa o número de caixa; cí a serena empacotar-,s, e unia caixa B = (a, b, c), considere
padrões 7)l, . . . , 7)i«, onde cada ])cidrão 'iPj representa uma foi ma de dis])or caixas de Z, en]
B

Dado un] padrão PÍ, sejam) alj, a2j, . . . , a«j inteiros, onde cada aÜ representa o número
de caixas ci no padrão Pi. Sqa =j a variável que indica quantas vezes o padrão Pj é usado
no empacotanlento. Assim, o problen)a do Em})acotan]ento Tridimensional en] Caixas
pode ser formulado colllo segue.

mininllzar > :1;:. :z:;

>l./ai.Í:c.Í := bi ])ai'a z :: l,. . . ,?z

=z;.j ? 0, =j inteiro j = 1,...,77t

Entretanto, llá duas dificuldades

e O problen)a acima é ilm piobleina de programação linear inteira, que é sabidameilte
.Af7''-difícil («j. G'-ey e .J.l.«se« li 01).
Un) método que pode geral regi.irados satisfatórios, é acllar un)a solução ótiilla
7 = (z] , . . . , z«.), não necessariamente inteira, e arredondar os valores zj (para cima

ou para baixo) de forma a su])rii a necessidade de caixas a serem empacotadas.

8 Outra dificuldade é o fato de que mesmo que o número de caixas distintas seja
pequeno, a quantidade de padrões diferentes pode se tornar muito grande, (te tal
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fauna que a quantidade de tempo e espaço necessários para tubular (seno n)encionar
a resolução do problema de programação linear) pode ser simplesmente inviável.

Unia forma engenllosa de contornar esta dificuldade foi sugerida por (;ilnlore e Go-
mory jlil. A técnica consiste en) traball)ar com um número reduzido de padrões e
gerar novos padrões somente quando estes forem necessários. Este método é clla-
mado de geração de colunas ]4].

O número de padrões possíveis taml)ém pode ser reduzido, eliminando-se padrões
equivalentes ou restringindo-se os padrões para padrões do tipo guilhotina j1 21 (um
padrão P é do ti])o guilllotina se as caixas de P podem ser agrupadas de ronda que
sejam necessários apenas cortes paralelos à alguma face da caixa B).

Uma versão diferente foi tratada por Morábito e Arenales 1271, na qual considera-
se unia únic.a caixa B objetivando maxis)azar o volume total das caixas en)picotadas.
Estes autores ])ropõenl uma abordagem que usa 'grifos-E/OU'. Segundo os autores,
os resultados obtidos cona esta abordagens produzem melhores soluções do que outros
métodos conllecidos, demandando poién}, maiores esforços computacionais.
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Apêndice C

Aplicações

Empacotamento Unidimensional
B ,4/oração dc comerciais c7n 7'1/.

Tem-se n comerciais pala televisão pi , p2, . . . ,p,., tendo cada comercial 7)i uma du-
ração de .s{ segundos. Esses comerciais devem ser apresentados en] intervalos de um
pioglanla de televisão, onde cada intervalo possui a segundos. Desça-se alojar esses
comerciais de Díodo a diminuir o número de intervalos necessários para apresentar
esses conlercials.

B ,4Zocação dc /)7'0g7'a71 as em discos c ./iras mago (éticas.

Progian)as de c.on)puxador de tamanhos pt,p2, . . . ,p,., cada programa p{ com tama-
nllo si bytes, devem ser c.olocados ein trilllas (ou setores) de discos magnéticos, de
foi nla a orai o menor número de trilhas para gravar os n ])rogralllas.

e (Jan'cga?nc7 to dc ucúll/os.

Carregar 7 cargas c.on] peso s{, ({ = 1,. . .,f}), en] veículos com limite de peso C,
de maneira a não violam a iestiição de lotação de cada veículo, cona o ol)jetivo de
niinimizal o nún)elo de veículos necessários.

B Escaloltamcltto de. ta e.jas.

Minimizam o nún)ero de máquinas necessárias para completar n tarefas pi , Pa, . . . , P",
enl ull] dado limite de tempo C. Sabe-se que cada tarefa pi requer um tempo si
para ser executada.

e Problema da ])I'ogTamação de uc.ícttlos.

Cargas (por ex., jornais) devem ser transportadas por veículos, a partir de um
depósito até os ])oitos de entrega, en] no máximo C' horas. Cada veículo pode fazer
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várias viagens. P]ogran]ar n viagens cona tempo de duração si horas ({ = 1, . . . , 1;),
de n)abeira a não ati'amai a entrega clãs cargas e com o objetivo de minimizam' o
número de veículos necessários.

e Cone de bobinas (papel, aço, .-.).

Bobinas (por ex., papel), de comprimento C' são produzidas por uma fábrica e devem
ser cortadas en] diversos rolos de comprimentos sl, . . . , s., de forma a minimizar o
número de bobinas necessárias.

e (JoNc de Digas relê 7nadc rcims, col strução cÍu{/, ...).
Barras (por ex., feno), de comprimento O', devem ser cortados em diversas barras
menores de compiin)autos si, . . . , s,.. O objetivo é cortar o n)enor número possível
de bónus de c.onlpiimento C.

e Pré-paginação.

Frações de páginas de nlenlólia (de computador) de tamanllos sl, . . . , s,. devem ser
alocadas em páginas de tamanllo C' bytes (orações de página são requeridas por
segmentos de plogian)as e estes dever) aparecer em un} menor número possível de
páginas, por ex., /oops internos, a7'i'ays). Encontrei un] alocução que minis)ize o
número de páginas de tamanllo C'.

Empacotamento Bidimensional em Placas

. Cod. d. pl"" («i.d«, cl.«p", "-"d.i«, ...).
Placas R de tamzln1lo (a, Z,) devem sei cortadas em placas menores de vários tanla-
nl[os (1'1, . . . ,'',.). O ol)jetivo é n]inin)azar o i]úmero de placas R necessárias ])ara

cortar as placas menores.

Empacotamento Bidimensional em Faixa

B Core. de. te.talitos e.In fábl'ic.a dc. te.c.idos, OK e.m conde.chão dc. roupas.

Retalllos de tecidos retangulaies I'l , . . . , ?',. devem sei cortados em uin rolo de tecido

de largura a, objetivando-se minimizar o cotn])rinlento do rolo de tecido a ser cortado.

e Cone dc pc.líct las dc $! ít( (loto).

Uma.película de filme de latgui'a a deve sei' cortada en] n fotos de tamanhos retaii
gu[ares, objetivando-se n)illimizai o comprimento da pe]ícu]a de fi]me usa(]a.
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9 Escaloltame.nto de. Late.fas em riste.mas paralelos.

Un) conjunto de 1} programas I'i, . . . , r,. devem ser executados dispondo se de uma
quantidade de recurso a. Cada programa rí = (wi, A{) necessita de toi unidades do
recurso e leva Ài unidades de tempo para ser executado. O objetivo é minimizar o
tempo necessário para executar os n programas.

Empacotamento Tridimensional(P.ET)

e Empacotameltto de. caixas em galpões.

Caixas cl, . . . , c,. devem ser ainlazenadas em um galpão com fundo a x b, de forma
a minimizar a altura da disposição final das caixas.

Empacotamento Tridimensional com Rotação (P-ETR)

e EscatoTtam.e.Ttto de. t,arc.fas e.nt s stf.mas particioltáueis de malha co?tc a (job schedu-
til g il partitio«abre mesa co?utected syste«u).
Um computador paralelo com uma configuração que forma uma nlallla de processa-
dores de foin)a tetangular (en] geral quadrada) deve executar n processos cl , . . . , c",
onde cada processo ci = (zf, yi, z{) usa unia subnlallla de tamanho (zi, yi) gastando
zí unidades de tenl])o. O objetivo aqui é alocar os processos de modo a minimizar
o tempo total para que o computador execute os n processos.

Empacotamento Tlridimensional em Caixas

8 E7npacota7nc?&Zo (Zc c07tté ?lc7'cs.

Caixas cl, . . . ,c,. devem ser en)picotadas enl col ta 7 crs de taillanllo (a, b,c). O

objetivo é fazei o eillpacotanlento de modo a lllinimizar o núillero (]e c07}Za ners
usados.

e Game.game.nto de c.algas e.ll\ Jurgõc.s.

Carregam cargas ci, . . . , cb. em veículos de transporte cona dimensões de (a, b, c). O
objetivo aqui é nlinintizai o núnleio de veículos necessários para transportar as n
cargas.
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i\pêndice D

Tabela dos algoritmos e seus limites
de desempenho assintótico

Nas tal)elas apresentadas a seguir indicamos os algoiitlnos mencionados nesta dissertação e os
valores a e /3 relativos aos limites de desempenho assintótico desses algoritmos. Para cada
a[gol'itnlo .4, temos (lue a e /3 são tais que .4(Z) $ a OPT(L) + /3Z para toda ]ista Z on(]e
nenliuina caixa temi altura maior que Z.

Os algoritmos que desenvolvemos estão precedidos do símbolo t

Algoritmos para o P.ET(a, Z))

Caso Geral

Algoritmo 7 Página

127

  4,57 2 42
NFLS, linl,.ia = 4 rÍI --r) 85

NFLS; linl,.l a = i3, 5 14 ]
3 r(l --r)

89

FFL$,. BFLS, linl,.i a = 3, 4 5 85

HmZ,S, lim,.i.m..., a = i3, i382 1 +2(M-l )
r(1 -- 1' )

85

0 3,25 7 49

  ],04904 14 69

  3 141 76

FFLS}, BFLS; linl,.l a = 2, 975 22 1
3 t(l --r) 89

Hwl,.S; lim,.i.m.. a = 2, 95925 2+ã(w-l)
r(l -- r ) 89

FFLS,,, linl,.i.,.l a = 2, 89 o (;íih 7ih   94



Para caixas pequenas (Z C 7Z,«(a, b))

Para caixas com fundo quadrado (.L C Ç2(a, b))

Para caixas com fundo pequeno e quadrado (.L C Q«(a,b))

Para a = b e caixas com fundo quadrado (.L € Q(a,a))

Algoritmos para o PETX(a, Z,)

128

Algoritino   # Página
  4 l 47
  2,796875 8 61

  ],04904 15   102
:e Pn } 9 llla=1;«í, } $ 1r íll{.z, b} 105

  2,6875 10 Q = b 109

Algoritmo a ê Condição Página
  n} -- 2 l 111. > 3 45

a'. i)l -- l
]   66

  (wy 6   67

Algoritmo a # Condição Página

aQ".   l 111, > 2 47

CQ". (w)* l lr} > :3 59

Algoritmo   P Página
  2,6875 2 57



Considerações finais

Chegan)os ao final desta dissertação, Dias a sensação que temos é de que llá muito ainda
o que explorar a respeito dos tópicos aqui abordados. O Problema do Em])acotanlento
Tridimensional tanto na versão Orientada como na versão com rotação do fundo só
passou a ser investigado iecentenlente, razão pela qual não se pode considerar exauridas
as aborda.bens a serem tentadas.

Vimos no Ca])ítulo :3 que a idéia básica das estratégias desenvolvidas pol Li e Cheng
1221 reside na partição da lista dada en] sublistas, de n)odo que algoritmos a])lopriados
para cada unia destas sublistas possam ser usados. Vimos taml)ém que é possível obter
algoritn)os com limites de desempenllo n)elliores quando coinbinanlos as sul)listas mais
'críticas', de Díodo a obter uma nlelllor garantia de área ocupada,. Parece-nos que esta
estratégia de combinar sublistas críticas pode ser inellior explorada, fazendo unia análise
mais cuidadosa das ])ossíveis combinações de sublistas.

Notamos taml)én) que muitos algolitmos para o caso tridimensional foratl) construídos
a ])artir de generalizações dos casos unidimensional e bidimensional. Assim, unia pergunta
que sul'ge é se outros iLlgoiitmos dos casos unidimensional e bidimel)sional podeiiaill ser
generalizados ])aizl o caso tridimensional, garantindo limites de desempenho assintótico
nlelhoies .

Para o cálculo dos limites de desempenho assintótico dos algoritnlos a])ieseiltados,
foram utilizadas relações entre a altura do enipacotamento de uma dada sul)lista e a al-
tura do enlpacotanlento ótinlo da lista. Para fazer isso, várias abordagens falam usadas,
algum)as usando comparações cona volume e outras usando resultados de algoiitnlos u-
nidin)ensionais. A])ieseiltanlos tan]l)én] unha nova abordagens usando un] algoiitmo de
en[pacotamento l)idinlensional. Assim, uma ouvia ])ergunta que surge é se existem novas
abordagens pala ol)ter alguma infoinlação sobre a altura de um empacotanaento ótimo de
unia dada lista.

Os estudos que realizamos até o n)cimento culminaram nesta dissertação, Dias continu-
am)os buscando respostas para estas e outras perguntas. Esperamos que o conllecimento
adquirido ao elaborar esta dissertação possa ser usado na busca de outros resultados
nlelllores.
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Lista de símbolos

«(.)
y(c)
,(.)
B b,m)

l
l
l
l
2

2
2
2

2
3

3

3

3
4

4
4

4

5
5

5
5
5
5
6

23"(,)
OPTA
PEBP
PEBP (a ,b )
OPTO
BP(,)
ZJ "( ,' )
23 "( ,' )
PETn
P(c)......
F(L)
P'(d)
PEr"(«, z,)
opr"(z,)
R"(«, b) .
@(z,)
Â''(«, b)

14

14

22
22
22
22
22
22
99

100
100

100
100

100
100
101
109

P'(c) .
P'(c) .
P'(c) .
P(c) . .
H(P) .
PET
p.Er(«, z,)
Z,illL2
p-llp,ll
S(c) . .
t''(c)
R(a, b)
Q(«, z,)
R«. («, Z,) .
Q«.(«, Z,) . .
Â' («, z,)

y(«, b)
c b",p' ; q", ç'l(«,z,)
opr(z,)
,'(.4)

PEt}

PEB
PEBf
PEB:r (a )
B
B"(,')

8

13
14
14
14
14

1 :3 1
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