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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos dois tipos de problemas de empacotamento tridimensional.
Um dos problemas constitui a versao tradicionalmente chamada de empacotamento tridi-
mensional ortogonal. O outro problema refere-se a versao que denominamos de empacota-
mento tridimensional ortogonal e orientado na dimensdo z. A diferenca entre esta versao
e a anterior reside no fato de que nesta é permitido fazer um certo tipo de rotagao das
caixas.

Além dos dois problemas gerais, estudamos também varios casos particulares desses pro-
blemas, obtidos de acordo com as restrigoes sobre as formas e os tamanhos das caixas a
serem empacotadas.

Apresentamos varios algoritmos de aproximagdo para estes problemas e analisamos o
desempenho assintStico desses algoritmos. Incluimos aqui resultados encontrados na lite-
ratura e outros que obtivemos, melhorando alguns resultados referentes a qualidade dos
limites de desempenho assintético dos algoritmos.

Abstract

In this dissertation we study two versions of three-dimensional packing problems. One
of the versions is the so-called orthogonal three-dimensional packing problem. The other
version is referred here as the orthogonal z-oriented three-dimensional packing problem.
The difference between these versions is that the last one allows the boxes to be rotated,
while in the first case this is not allowed.

Besides these two general problems, we also study some special cases of these problems,
which arise when restrictions are imposed on the shape and the size of the boxes to be
packed.

We present many approximation algorithms for these problems and analyse them with res-
pect to their asymptotic performance. Results known in the literature as well as new ones
are presented. We describe a number of new algorithms whose asymptotic performance
ratio compares favourably to those known in the literature.
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Introducao

Problemas de empacotamento, nas suas diversas versoes, tém sido amplamente estudados,
principalmente devido a sua aplicabilidade no tratamento de problemas que ocorrem tanto
na computagio quanto na indistria de manufatura.

A denominagao genérica de “problema de empacotamento” se aplica aos problemas
que, na sua forma geral, requerem que certos objetos sejam ‘empacotados’ (ou ‘corta-
dos’) em outros de ‘mesmo tipo e de tamanho maior’. Dependendo do tipo de objeto
(barra, placas, caixas), temos os chamados problemas de empacotamento unidimensional,
bidimensional e tridimensional.

Mesmo para cada uma dessas versoes, existem diversas variantes, de acordo com o que
se procura otimizar. As versoes do caso unidimensional, apesar de aparentemente mais
simples, sdo computacionalmente dificeis e tém sido investigadas desde o inicio da década
de 70. Vérios algoritmos de aproximagao tém sido desenvolvidos para este caso e também
para o caso bidimensional. J4 o estudo de problemas de empacotamento tridimensional é
mais recente.

Diferentes tipos de anélises tém sido feitas quanto ao desempenho dos algoritmos de
empacotamento. A maioria destas andlises se baseia na comparagao do valor obtido pelo
algoritmo com o valor do empacotamento 6timo. As principais linhas de analise seguidas
sao: combinatoriais (ou analises de pior caso), probabilisticas e experimentais.

As andlises combinatoriais se baseiam na garantia de um desvio maximo (em relagao
a solugdo 6tima) da solugdo aproximada obtida por uma determinada heuristica quando
aplicada para uma dada classe de instancias.

Nas anslises probabilisticas, assume-se uma fungao de densidade para as instancias do
problema e estabelece-se propriedades probabilisticas da heuristica. Estuda-se o desem-
penho esperado da heuristica ou um limite para a probabilidade de a heuristica encontrar
uma solucio dentro de uma percentagem de optimalidade pré-determinada.

Por fim, as analises ezperimentais comparam experimentalmente o desempenho de
vérios algoritmos quando aplicados a determinadas instancias do problema.

Nesta dissertagio estudamos duas versoes de problemas de empacotamento tridimensi-



onal. A versio tradicional foi chamada aqui simplesmente de Problema do Empacotamento
Tridimensional (PET). Trata-se mais especificamente do caso ortogonal e orientado nas
trés dimensdes. A outra versio foi chamada aqui de Problema do Empacotamento Tridi-
mensional e Orientado na Dimensdo z (PET®). A diferenca entre esta versao e a anterior
reside no fato de que nesta é permitido fazer um certo tipo de rotagao das caixas.

Apresentamos vérios algoritmos de aproximagao para estes dois problemas e fazemos
andlises combinatoriais de desempenho.

No primeiro capitulo definimos o Problema do Empacotamento Tridimensionsal e
estabelecemos a notagio e as varias medidas de desempenho que sao usadas na analise
dos algoritmos. Apresentamos também algumas definigoes basicas.

No segundo capitulo estudamos problemas de empacotamento unidimensional e bi-
dimensional. Aqui mostramos como as principais versoes para estes dois problemas podem
ser vistas como casos especiais do Problema do Empacotamento Tridimensional.

O objetivo deste capitulo ndo é descrever todos os algoritmos existentes para estes pro-
blemas. Apresentamos aqueles que sao utilizados, no capitulo seguinte, como subrotina
de algoritmos para o Problema do Empacotamento Tridimensional. Devido a complexi-
dade e extensio das demonstragdes, apenas enunciamos a maioria dos resultados que sao
usados na analise dos algoritmos. Em alguns casos apresentamos a prova dos resultados
mencionados.

No terceiro capitulo estudamos o Problema do Empacotamento Tridimensional. Os
principais resultados para este problema sao bem recentes e foram obtidos por Li e Cheng
[22, 23, 25]. Estes autores consideraram também casos especiais deste problema quan-
do hé restrigoes sobre o fundo das caixas a serem empacotadas. Apresentamos alguns
algoritmos novos que desenvolvemos para o problema e para estes casos especiais. Anali-
samos o desempenho dos algoritmos propostos e mostramos que alguns deles tém limites
de desempenho assintético melhores que os dos algoritmos de Li e Cheng.

No quarto capitulo investigamos o Problema do Empacotamento Tridimensional Or-
togonal Orientado na Dimensao z. Este problema é tao complicado quanto o problema
que nio permite rotacionar as caixas. Apresentamos alguns algoritmos para esta variante
que foram desenvolvidos fazendo-se modificagées nos algoritmos vistos no Capitulo 3.

Finalmente, apresentamos quatro apéndices.

No Apéndice A estudamos a complexidade computacional do Problema do Empa-
cotamento Tridimensional e de alguns de seus casos particulares. Mostramos que tanto o
caso geral como varios casos particulares sao N P-dificeis. Esses resultados foram encon-
trados na literatura.

No Apéndice B apresentamos um resumo sobre um problema muito parecido com
o Problema do Empacotamento Tridimensional, o Problema do Empacotamento Tridi-



mensional em Caizas. Aqui apenas citamos os resultados principais e indicamos algumas
referéncias.

No Apéndice C listamos algumas aplicagdes dos problemas de empacotamento. Além
das aplicagdes no caso tridimensional, com ou sem rotagao sobre o fundo, listamos também
aplicacbes nos casos uni- e bidimensional.

Por fim, no Apéndice D apresentamos uma tabela contendo os algoritmos de em-
pacotamento tridimensional estudados nesta dissertagao, e os seus respectivos limites de
desempenho assintético.
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Capitulo 1

Notacoes e Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos que serdo usados ao longo desta dis-
sertagao.

Na primeira se¢do definiremos o problema a ser estudado e estabeleceremos a no-
tacao. Na segunda segdo apresentaremos algumas medidas de desempenho de algoritmos
de aproximagao, que serao utilizadas no presente trabalho.

1.1 Conceitos basicos

Nosso estudo trata do problema de dispor caixas retangulares de diferentes tamanhos
dentro de uma caixa também retangular de tamanho fixo, de tal forma que ndo haja
sobreposi¢ao das primeiras e a altura total desta disposi¢ao seja minima.

A defini¢ao informal acima, além de ser vaga, nao serve para um tratamento mais
rigoroso do problema. Passaremos entao a definir formalmente os objetos de nosso estudo.

Fixaremos um sistema de coordenadas tridimensional (z,y,z) com origem (0,0,0).
Uma caixa sera representada por uma tripla ¢ = (w,[, k) onde w,! e h sao a largura, o
comprimento e a altura da caixa ¢, respectivamente. Uma notagao comumente usada
para indicar a largura, o comprimento e a altura de uma caixa c sera x(c),y(c) e z(c),
respectivamente. Convencionaremos que se ¢; € uma caixa, mesmo que nao haja mengao
explicita, ¢; = (z4, yi, i)

Nos problemas de nosso interesse suporemos que a caixa grande, na qual serdo em-
pacotadas todas as outras caixas, sempre tem altura suficiente para englobar qualquer
quantidade de caixas. Uma tal caixa serd denotada por B = (a,b,0), onde a,b € IR.
Neste caso, B é uma caixa de largura a, comprimento b e altura ilimitada (veja a figura
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Figura 1.1: Empacotamento de uma caixa ¢; = (zi,¥i, z;) em uma caixa B = (a, b, o).

1.1). Convencionaremos que B corresponde a regiao

[0,a) x [0,b) x [0, 00).

Considere uma caixa B = (a,b,00) e uma lista de caixas L = (¢, ¢g,...,¢,). Lembra-
mos que ¢; = (z;,¥i,2i), ¢t = 1,...,n, como mencionado. Um empacotamento p de L
em B é um mapeamento p: L — B tal que '

P(ci)+zi<a e pY(c)+y:i<b,

onde p(c;) = (p*(c), p¥(ci), p*(ci))s i = 1.,

Além do mais, se R(c;) é definido como
R(ci) = [p®(c), 07 (i) + 2:) x [p¥(c), p¥(c) + 9:) % [p*(i), 07 (ei) + 23),

entao
R(c;)N R(c;) =0, Vi,j, 1<i#j<n,

i.e., duas caixas em L ndo podem se sobrepor em um empacotamento g.

2



Note que o empacotamento definido é ortogonal e orientado nas trés dimensoes. Ou
seja, cada caixa em L deve ser guardada em B ortogonalmente em relagao as trés dimensoes
e de modo que os eixos que definem a largura, o comprimento e altura de ¢ fiquem paralelos
aos eixos z, y e z, respectivamente. Mais informalmente, isto significa que as caixas de L
nao podem ser rotacionadas, nem ‘tombadas de lado’, nem viradas ‘de cabega para baixo’.

Define-se a altura de um empacotamento g, denotada por H(gp), como sendo

H(p) = mamlsisn(@z(ci) + Z,’).

O Problema do Empacotamento Tridimensional, PET, pode ser formalmente
definido como segue:

Dados uma caixa B = (a,b,00) e uma lista de caixas L = (¢1,¢z,...,¢n), encontrar um
empacotamento p de L em B cuja altura seja a menor possivel.

A notagao PET(a,b) serd usada para nos referirmos ao PET cuja caixa de entrada
B é do tipo (a,b,0). Assim, cada instancia do PET(a,b) consiste simplesmente de uma
lista L de caixas.

Muitas vezes a ordem em que as caixas de L aparecem nao é importante. Isto justifica
denotar L como um conjunto, ao invés de uma n-upla ordenada. Assim, ambas as notagoes
serao usadas, ficando claro pelo contexto se a ordem definida é relevante ou nao.

Dizemos que uma lista L é a concatenagao de duas listas L; = (¢1,¢2,...,¢,) ©
Ly = (¢},¢hy...hch), se L = (c1,¢2,...,¢m, €}, ¢,y ... ). Neste caso usamos a notagao
L = L1|IL2

As operacoes de unido, intersecgdo e diferenga de listas serdo usadas no sentido usual,
mesmo quando as listas sao denotadas como n-uplas ordenadas. Nesses casos, na lista
resultante a ordem das caixas é irrelevante.

Se f é uma funcdo que assume valores reais, f : D — IR, e S é um subconjunto (ou
uma sublista) de D, f(.5) denota a soma s f(e).

Alguns algoritmos de empacotamento particionam a lista de caixas L em duas ou
mais sublistas Lq, Ly, ..., L,, e geram seus empacotamentos g1, g2, . . ., P, separadamente.
Depois, juntam esses empacotamentos para gerar um empacotamento da lista original L.
Suponha que

pi: Li = B,
onde p;(c) = (p¥(c),p!(c),pi(c)), ¢ € L;; 1 <1 < v. Define-se a concatenagao (ou
combinagao) desses empacotamentos g1, g2, . - ., P, denotado por pq||g2| ... ||@v, como

sendo um empacotamento p : L — B tal que

-1
p(c) = (p¥(c), pl(c), Y H(p;) + pi(c)), para c€ Li, 1<i<wv.

=1



Neste caso, claramente H(p) = H(g1|lp2|l-- - ||px) = H(p1) + H(p2) + -+ + H(pw)-

Virios algoritmos de empacotamento discutidos neste trabalho adotam a estratégia
nivel-por-nivel faixa-por-faixa. Um empacotamento construido com esta estratégia
consiste de um conjunto de niveis; cada nivel consiste de um conjunto de faixas e cada
faixa consiste de um conjunto de caixas.

Um nivel em um empacotamento g é uma regiao
N = [0,(1) X [O, b) X [Z],Zg)
na qual hd um conjunto .S de caixas tal que

Vee S:p°(c) =21 e Zy— Z; =max(z(c)) .

cES
Uma faixa em um nivel N, como acima definido, é uma regiao
F=10,a) x [V1,Y2) X [Z1, Z,)
na qual hd um conjunto S de caixas tal que

VeeS:p¥(c) =Y e p*(c)=21; Ya—Yi =max(y(c)) e Zo— 21 = m&x(z(c)) .

cES

Define-se fundo de uma caixa ¢, fundo(c), como sendo a regiao

fundo(c) = [0,z(c)) x [0,y(c)).
Se z(c) = y(c) entdo dizemos que a caixa ¢ tem fundo quadrado.

Dada uma caixa c, denotaremos por S(c) a area de fundo da caixa ¢, e denotaremos
por V(c) o volume de ¢. Mais formalmente,

S(e) = x(c)-yle),
Vie) = =(c)-yle)- 2(c).

-~

Neste trabalho apresentaremos algoritmos de empacotamento especialmente desenvol-
vidos para instancias especiais: caixas de fundo quadrado, caixas pequenas, etc. Para
facilitar a especificagao de tais instancias, adotaremos a seguinte notagao.

e R(a,b) denota o conjunto de todas as instancias possiveis do PET (a,b). Consiste
de listas cujas caixas ¢ sao tais que 0 < z(c) < ael < y(c) < b.

e Q(a,b) denota o conjunto das instancias de R(a,b) onde as caixas a serem empaco-
tadas tém fundo quadrado.



e Rm(a, b) denota as instancias de R(a,b) onde cada caixa c é tal que z(c) < £ e

ye) < Lm> 1.

.
m

e Om(a,b) denota o conjunto R,,(a,b) N Q(a,D).

Outras notacoes que serao convenientes para especificar tipos especiais de caixas sao
as seguintes.
a Ty
{c, (26, 95,25) ¢ < ;.l} ,
a T
{ mtayuzt)' EZ;L}
q”,

C[P” P ; q”,q)(a,b) = {ci = (zi,yi, i)« pla<zi<pla, ¢"b<yi <q'b},

onde 0<p"<p' <1, 0<¢"<q¢ <1, a>0 e b>0.

1.2 Medidas de desempenho dos algoritmos

Uma abordagem utilizada para tratar problemas de otimizagio que sao N P-dificeis [10]
é desenvolver algoritmos com complexidade polinomial que geram solugdes proximas das
solucdes 4timas. Para analisar o desempenho de tais algoritmos, principalmente no caso
de problemas de empacotamento, sdo usadas as medidas que definiremos a seguir.

Suponha que A seja um algoritmo aproximado para resolver o Problema do Empaco-
tamento Tridimensional. Denote por A(L) a altura do empacotamento produzido por A
para uma instancia L, e OPT(L) a altura de um empacotamento 6timo de L.

Se existe uma constante « tal que
A(L) € a- OPT(L) para todo L,

entio o é chamado um limite de desempenho absoluto para o algoritmo A.

A medida mais comumente utilizada para medir o desempenho de algoritmos A para
problemas de empacotamento é o chamado limite de desempenho assintético. Para
definir tal limite, supde-se que as instancias L consistem de caixas com altura no maximo

Z e que
Z

lim =
OPT(L)—~c0 OPT(L)

Neste caso, tal limite é definido como

=0.

(A) = _AL)
(A= o8 S GRT D)

5



Dizemos que « é um limite de desempenho assintético de um algoritmo A se
existe uma constante 3 tal que para todo L, na qual toda caixa tenha altura no maximo
Z, vale

A(L)< a-OPT(L)+B-Z .

Mais ainda, se para todo € pequeno e todo N grande, ambos positivos, existe uma instancia
L tal que

A(L) > (e —¢€)-OPT(L) e OPT(L) > N,
entdao dizemos que « é um limite justo e neste caso temos que r(A) = a.

Se para todo M > 1, ha uma instancia L tal que
A(L)> M -OPT(L) ,

entao dizemos que A tem um desempenho de pior caso ilimitado. Neste caso, clara-
mente A nao é um bom algoritmo.

As medidas de desempenho que apresentamos, embora definidas aqui relativamente
a algoritmos para o PET, podem ser usadas para outros problemas. Utilizaremos esses
conceitos para outros problemas sempre que necessario, deixando a cargo do leitor a
interpretagao adequada.



Capitulo 2

Algoritmos de empacotamento
unidimensional e bidimensional

Neste capitulo descreveremos varios algoritmos de empacotamento unidimensional e bidi-
mensional, principalmente aqueles que serdo utilizados nos algoritmos de empacotamento
tridimensional.

Na primeira secao so trataremos de algoritmos de empacotamento unidimensional.
Descreveremos quatro algoritmos de empacotamento unidimensional on-line e um off-
line'.

Na segunda secao, descreveremos os algoritmos de empacotamento bidimensional. Di-
vidimos a classe desses algoritmos em dois tipos: os de empacotamento bidimensional em
faixa e os de empacotamento bidimensional em placas.

A maioria dos resultados desta secao nao serao provados. Alguns dos resultados sobre
empacotamento bidimensional em placas relativos a garantias de area serao provados, pois
estes tém demonstragoes simples, e deixarao o leitor mais familiarizado com os métodos
de demonstragao a serem utilizados no caso tridimensional.

Uma resenha dos principais resultados sobre os problemas de empacotamento unidi-
mensional e bidimensional podem ser encontrados em [5].

2.1 Algoritmos de empacotamento unidimensional

O Problema do Empacotamento Unidimensional, PEU, pode ser formalmente de-
finido como:

10mn-line e off-line sao definidos mais adiante.



Dados uma constante C e uma lista de itens L = (p1,p2,.-.,Pn), onde cada item p;
estd associado a um valor s(p;) satisfazendo 0 < s(p;) < C, encontrar o menor inteiro
m tal que L pode ser particionado em m listas Lj, Ly, ..., L, onde cada L; satisfaz
s(L;)<C,i=1,...,m.

Um empacotamento 4 de uma lista de itens L = (p1,p2,...,Pn), satisfazendo as con-
digdes acima, é um mapeamento (U*,U*) : (L,L) — (21,[0,C)), onde {Ly, La,..., L}
é uma particio de L e U’(p) = k se p € Li, e U(p}) = 1-1 s(pk), sendo Ly =
(gF:phye- b ) E=1,..0,m,

Em geral, cada lista Ly é vista como sendo o conteido de uma barra de capacidade
C, e o objetivo é minimizar o numero de barras necessarias para empacotar L.

Usaremos a notagao PEU(C) para referirmos ao problema PEU com constante de
entrada C. Denotaremos por A(L) o niimero de barras, de comprimento C, usadas pelo
algoritmo A para empacotar uma lista de itens L, e OPTP(L) o niimero de barras usadas
por um empacotamento 6timo de L.

Os algoritmos de empacotamento que empacotam os elementos de uma lista na ordem
dada, sem precisar de informagao dos elementos que ainda nao foram empacotados, sao
chamados de algoritmos on-line. Os algoritmos de empacotamento que nao sao on-line,
sao chamados de algoritmos off-line.

O Problema do Empacotamento Unidimensional tem sido amplamente estudado desde
o inicio da década de 70. Trata-se de um problema N P-completo [10, 18], para o qual
sao conhecidos varios algoritmos e seus respectivos limites de desempenho assintético

[13, 14, 15, 29, 16, 1].

As provas dos resultados relativos aos limites de desempenho dos algoritmos desta
secio sao extensas e complicadas. Nao apresentaremos aqui estas provas, pois o leitor po-
dera consultar diretamente nas fontes mencionadas. Citaremos aqui apenas os principais
resultados.

Veremos aqui os cinco seguintes algoritmos para o PEU:

NF (Next Fit),

FF (First Fit),

BF (Best Fit),

Hy (Harmonicy) e

e FFD (First Fit Decreasing).



Os algoritmos NF, FF, BF e H)ps sao algoritmos on-line, enquanto o Algoritmo F'F'D
é off-line.

Veremos primeiro a descrigao dos algoritmos on-line e em seguida descricao do Algo-

ritmo F'F'D.

2.1.1 Algoritmos on-line

Descreveremos primeiramente o Algoritmo N F. Antes de apresentar uma descrigao for-
mal deste algoritmo, faremos uma descrigao informal. No caso dos demais algoritmos s6
faremos uma descrigao informal.

Algoritmo NF

Dada uma lista de itens L = (py,...,pn), 0 Algoritmo NF' gera uma parti¢ao de L,
gerando primeiro uma lista L;, depois uma lista L,, e assim por diante. Cada lista L;
contém os itens que podem ser empacotados em L;. O Algoritmo N F' sempre testa cada
item (na ordem que ocorreu em L), verificando se o mesmo pode ser empacotado na lista
corrente L;. Enquanto isto é possivel, os itens sio empacotados em L;. Quando um
item p ndo pode ser empacotado em L;, o Algoritmo N F' para o empacotamento em L;
e empacota p em uma nova lista L;;1, que passa a ser a nova lista corrente. O algoritmo
para quando todos os itens tiverem sido empacotados, e retorna a particdo {L1,..., Ly},
onde L,, é a tltima lista gerado pelo algoritmo.

Formalmente, o algoritmo acima pode ser descrito como segue.

Algoritmo NF(L)

Entrada: Lista L = (p1,...,p,) e constante C.
Saida: Particdo {L1,..., L, } de L onde cada L; (1 <1 < m) satisfaz )¢y, s(p) < C.

% PARTICAQO: Partigao da lista L.
% 1: Contador de sublistas de L a ser inserida na PARTIC AQO.
PARTICAO « 0.
L] — @
1 1.
para j «— 1 até n faga
se s(L;) + s(p;) > C
entdao % Comecar a agrupar os itens em uma nova sublista.
PARTICAO « PARTICAOUL; .
Liyy < pj .
1—14+1.



senao % Inserir o item na sublista corrente.
L; — Lillp; -
fim se
fim para
PARTICAO « L; .
retorne PARTICAO .

fim algoritmo.

Algoritmo FF

Seja {Li,Ls,..., Ly} a particao gerada pelo Algoritmo F'F' até um certo momento.
Dada uma lista de itens L = (p1,...,p,) a ser empacotada, suponha que o Algoritmo
FF tenha acabado de empacotar um item p;_;. Neste ponto, para empacotar o proximo
item, p;, o algoritmo procura a lista L; com o menor indice ¢ tal que s(L;) + s(p;) < C.
Caso encontre, insere p; na lista L;; caso contrario, insere na particio uma nova lista L4
contendo o item pj, e repete o processo até que termine de empacotar todos os itens.

Algoritmo BF

O Algoritmo BF se assemelha ao Algoritmo F'F. A diferenca esta no modo como a
lista L;, escolhido para receber o novo item p;, é determinado. O Algoritmo BF procura
uma lista L; tal que s(L;) + s(p;) < C e s(L;) é maximo entre as listas L; da particao
corrente. E escolhido a lista de menor indice, caso haja duas listas da particio onde as
duas condigoes sejam satisfeitas.

Algoritmo Hy

Para cada inteiro positivo M > 2 definimos um algoritmo denotado por Hy.

O Algoritmo Hjs divide o intervalo [0, C') em M subintervalos Iy, k =1,...M,[0,C) =
UM, I}, onde

( (%,C) para k =1

I

A

(,ﬁ—l,%] para k=2,...,M —1

| [0, %] para k=M .

Um item p; é chamado um Iy-item se s(p;) € Iy, k= 1,...,M. O Algoritmo Hy
constréi uma particio de L que é a unido de M conjuntos Pi,..., Ppy. Inicialmente
os conjuntos Pj sao vazios, e estes vao sendo construidos a medida que os itens sao
empacotados. Os itens sdo testados na ordem dada por L, sendo que para empacotar
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um item p, é determinado um inteiro k tal que p é um Ii-item, e p é empacotado em Py
usando o Algoritmo N F. O algoritmo termina quando todos os itens de L tiverem sido
empacotados. Note que cada Py é uma particao da lista formada pelos /i-itens de L.

Limites de desempenho assintético dos algoritmos unidimensional on-line

Trataremos aqui do PEU(1). Note que isto nao afeta em nada a analise dos algoritmos
vistos.

Seja S, = {NF,FF,BF, Hpy}. Para analisar o desempenho dos algoritmos em S, sdo
usadas as fungées peso Wy, A € Sy, definidas a seguir.

o Wnr:[0,1] = [0,2], sendo Wyp(z) = 2z;
® pr = WBF . [0, 1] — [0,1],

6 1
3T se 0<az<g
9. 1 1 1
5271 S gSTSg3
sendo Wpp(z) = Wpr(z) = <
Sz+ L se J<z<g
1_
! se ;<<
(1 se %<:c<1
e Wy, :(0,1) = [0,1], sendo Wy, (z) = < : se py <<y
! ﬁi_) se O<(ES%
Sejam
o Uvp. =2, Cnrp=1, Dnr=1,
L UFF:1,7, CFFZ‘Z, DFF=8,
® l]BFz 117a C'BF' :‘Za DBF = 8,
o Uny = Xi, % + ﬁ(%——l)’ se ¢; < M < ci4q para algum 7 > 1, sendo ¢, ca,...

definidos como ¢; =1 e ¢; = ¢i—1(¢i—1 + 1) parat > 2, Cy,, =M —1 e Dp,, = 1.

Os seguintes lemas ([9, 15, 19]) estao relacionados com as fungées peso Wy e as cons-
tantes U4, C4 e D4 acima definidos.
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Lema 2.1.1 Seja A€ S, entao Y pep Wa(s(p)) < Ua - OPT*(L) para toda lista de itens
L.

Lema 2.1.2 Seja A € S,. Entdo para toda lista de itens L, tem-se que Y ,c;, Wa(s(p)) =
A(L) — Ca.

Lema 2.1.3 Seja A € S,. Para todo inteiro N > 1, eziste uma lista de itens L tal que
OPT*(L) > N e A(L) > Ua- OPT*(L) — Dy4.

O teorema a seguir reune os lemas acima, formando um limite de desempenho as-
sintdtico para cada um dos algoritmos unidimensionais citados.

Teorema 2.1.4 Seja A um algoritmo em S, = {NF,FF,BF,Hpy} e sejam Uyg € C4 co-
mo definido anteriormente. Para toda lista de itens L, tem-se que A(L) < Ua-OPTY(L)+
C4. Mais ainda, em cada caso, o limite indicado € justo.

Dem. Os Lemas 2.1.1 e 2.1.2 nos garantem que para toda lista de itens L, A(L) <
Us-OPT®(L)+ C4. Pelo Lema 2.1.3, temos que Unp, Upr e Upr sao todos limites justos
para o algoritmo correspondente, e Uy,, também é um limite justo se M = ¢; para algum
1> 2.

=)

2.1.2 Um algoritmo off-line

O algoritmo off-line FF'F D, apesar de ser bem simples, tem um limite de desempenho
bastante bom. Pode ser descrito como segue.

Algoritmo FFD

Entrada: Lista L = (py,...,p,) e constante C.
Saida: Partigao {Li,..., L} de L onde cada L; (1 <7 < m) satisfaz )" ¢, s(p) < C.

1. Faca uma ordenacao nao-crescente da lista L.
2. Aplique o Algoritmo F'F' a nova lista.
3. Retorne a solugao encontrada.

fim algoritmo.

Em 1973, Johnson [13] mostrou que para toda lista de itens L,

FFD(L) < %OPT"(L) +4
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Em 1985, Baker [1] apresentou uma nova prova do limite de desempenho, melhorando
o resultado para

FFD(L) < %OPTb(L) +3.

Cabe observar que o Algoritmo F'F'D apesar de ter um bom limite de desempenho
assintético, nao é o melhor conhecido. Johnson e Garey [16] fizeram uma modificagao no
Algoritmo F'F'D obtendo um algoritmo com um limite de desempenho assintdtico igual a
%. Karmakar e Karp [17] desenvolveram um algoritmo que garante um empacotamento
que nao usa mais que OPTP(L) + O(logZOPTP(L)) barras. Para fazer empacotamentos
on-line, Ramanam et al [28], desenvolveram um refinamento do Algoritmo Hjs, que tem

um limite de desempenho assintdtico igual a 1,612.

Note também que o Problema do Empacotamento Unidimensional pode ser visto co-
mo um caso particular do Problema do Empacotamento Tridimensional. O problema
de empacotar uma lista de itens L = (p1,...,pn) em barras de comprimento C' pode
ser visto como o problema de empacotar uma lista de caixas L’ numa caixa B, onde
L'=(¢1,y...y¢n), B=(1,C,00) e ¢; = (1,pi, 1), para ¢ =1,...,n. Claramente o em-
pacotamento tridimensional obtido fica dividido em niveis (de altura 1), onde cada nivel
representa o empacotamento de itens em uma barra. A altura do empacotamento nos da
o numero de barras usadas.

2.2 Algoritmos de empacotamento bidimensional

O Problema do Empacotamento Bidimensional PEB consiste em empacotar uma
lista L = (r1,...,7,) de retangulos em um retangulo R.

Consideraremos aqui duas variantes deste problema: o Problema do Empacotamento
Bidimensional em faixa, PEBf, e o Problema do Empacotamento Bidimensional em
s , 1
placas, PEBP. Nas préximas secoes, definiremos esses dois problemas.

Um empacotamento de retangulos r; num retangulo R é dito ortogonal se cada aresta
de r; é paralela a um dos lados de R. Um empacotamento ortogonal é dito orientado
se cada retangulo r; é representado como um par ordenado r; = (w(ri), h(r;)), e o eixo
correspondente a largura (respectivamente comprimento) de r; é paralelo ao eixo corres-
pondente & largura (respectivamente comprimento) de R. Ou seja, rotagoes de 90° nao
sao permitidas. Chamaremos de largura e altura de um retangulo 7 os valores w(r) e
h(r), respectivamente.

Trataremos aqui apenas do caso ortogonal e orientado, apesar do Problema do Em-
pacotamento Bidimensional também ser estudado sem estas duas restrigoes. Erdos e
Graham [8] mostraram que um empacotamento ortogonal de quadrados iguais em um
retangulo nem sempre é melhor do que um empacotamento nao ortogonal. Meir e Moser
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[26] obtiveram algoritmos com garantias de empacotamento, no caso de empacotamentos
de retangulos em retangulo, quando as listas nao ultrapassem certo limite de area. Nestes
algoritmos sio efetuadas rotagoes de 90° sobre os retangulos.

2.2.1 Algoritmos de empacotamento em faixa

O Problema do Empacotamento Bidimensional em faixa, PEBf, consiste em
empacotar uma lista de retangulos L = (ry,...,7,) em um retingulo R = (a,c0) de
forma a minimizar a altura do empacotamento.

Denotaremos por PEBf(a) o PEB’ onde R = (a,c0). Da mesma forma como fizemos
para o PET, se B é um empacotamento de uma lista L de retangulos, denotaremos por
(B¥(r),B"(r)) as coordenadas no retangulo R onde r € L foi empacotado. Usaremos a
notacao A(L) e OPTT(L) para indicar a altura do empacotamento gerado pelo algoritmo
A e a altura de um empacotamento 6timo de L, respectivamente.

Note que o Problema do Empacotamento Bidimensional em faixa é um caso particu-
lar do Problema do Empacotamento Tridimensional. De fato, dada uma instancia L =
(r1,...,mn) do PEB/(a), basta construir uma instancia L' = (ey,...,¢,) do PET(a,1)
tal que ¢; = (w(r;), 1, h(r;)). Claramente, se p representa um empacotamento de L’ entao
(p°(ci), p¥(ci)) representa as coordenadas do retangulo r; no empacotamento de L em
R = (a,00), e H(gp) representa a altura do empacotamento bidimensional em faixa de L.

O principal algoritmo descrito nesta segao é o Algoritmo U D, mas a construgio deste
envolve outros algoritmos, os algoritmos NFDH/ e BL. Os principais resultados relativos
aos algoritmos NFDH/ e BL serao enunciados mas nao serao usados.

Veremos aqui os seguintes algoritmos para este problema:
e NFDHf (Next Fit Decreasing Height),

o FFDHf (First Fit Decreasing Height),

e BL (Bottom-up Left-justified) e

e UD (Up-Down).

Descreveremos cada um deles nas segoes seguintes.

Algoritmo NFDHf

O empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDH/ é dividido em niveis, e todos os
retingulos de um nivel sao colocados com um lado na linha de baixo de cada nivel.
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Primeiramente o Algoritmo NF DH/ ordena a lista L = (ry,...,7,) de forma que h(r;) >
h(ry) > -+ > h(ry,). Feito isto, comega a empacotar os retangulos de L na seqiéncia
dada pela ordenagao. Para empacotar um novo retangulo r, este algoritmo tenta colocar
o retangulo no tltimo nivel criado, dispondo-o mais a esquerda. Caso nao consiga, cria
um novo nivel e coloca 7 neste novo nivel. Neste caso, r é colocado mais a esquerda, sendo
que a altura deste nivel é definida pela altura de r.

O seguinte resultado foi provado por Coffman et al [6].

Teorema 2.2.1 Para qualquer instincia L do PEB/(a), onde nenhum retangulo tem
altura superior a Z, tem-se que

NFDH!(L)<?2-OPT!(L)+ Z .

Mais ainda, este limite € justo.

Algoritmo FFDH'

O Algoritmo F'F'DH/ é muito parecido com o Algoritmo NFDH/. De fato, ele é um me-
lhoramento do Algoritmo NFDH/. O Algoritmo NF DH/ sempre que cria um novo nivel,
nunca mais tenta empacotar um retangulo nos niveis anteriores. Ja o Algoritmo FFDH/,
sempre que vai empacotar um novo retingulo r, tenta empacota-lo em algum nivel an-
teriormente criado, colocando-o no primeiro nivel em que isso for possivel, justificando-o
sempre mais a esquerda. Caso nao seja possivel colocar r em nenhum dos niveis cria-
dos, entio FFDH/' cria um novo nivel como no Algoritmo NFDH/. Na Figura 2.1,
exemplificamos um empacotamento feito pelo algoritmo FFDH/.

Os seguintes resultados foram provados por Coffman et al [6].

Teorema 2.2.2 Para qualquer instancia L do PEBY, onde nenhum retingulo tem altura
superior a Z, tem-se que

FFDH!(L)<1,7-OPT/(L)+ Z .

Ademais, este limite € justo.

Teorema 2.2.3 Para qualquer instancia L do PEB’ que consiste de uma lista de qua-
drados, onde nenhum retangulo tem altura superior a Z, tem-se que

FFDH/(L) <1,5-OPTY(L) + Z.

Ademais, este limite ¢ justo.
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s .| Taixad (ba)
s 6 Faixa 3 (b3)
Faixa 2 (bg)
) T4 7
Faixa 1 (bl)
™ T3

Figura 2.1: Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo FFDH/.

Teorema 2.2.4 Para qualquer instancia L do PEB/(a), tal que w(r) < &, Vr € L,

m’
m > 2, tem-se que
m+41

m

FFDH'(L) < ( ) .OPT/(L) + 2,

onde Z = max{h(r): r € L}. Ademais, este limite € justo.

Algoritmo BL

O Algoritmo BL empacota os retangulos de uma lista L na ordem em que ocorrem nesta
lista. Para empacotar um retangulo r, o Algoritmo BL primeiro coloca o retangulo o mais
baixo possivel e depois dispoe-o justificado mais & esquerda. Veja na Figura 2.2 exemplo
de um empacotamento construido pelo Algoritmo BL.

Os principais resultados sobre o Algoritmo BL sao devidos a Baker, Coffman e Rivest
[3]. Veremos os principais deles a seguir.

Uma boa estratégia para melhorar o desempenho dos algoritmos de empacotamento,
é ordenar previamente os elementos a serem empacotados (segundo uma dada dimensao).
Isto foi feito, por exemplo, no Algoritmo FFF'D. No teorema abaixo veremos que este

processo da um bom resultado no caso do Algoritmo BL, quando L = (r1,...,7m,) é
ordenado tal que w(ry) > w(ry) > -+« 2> w(ry,).
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T4 T's

T3

™ T2

Figura 2.2: Empacotamento da lista L = (ry,...,75) pelo Algoritmo BL.

Teorema 2.2.5 Seja L = (rq,...,7,) uma lista de retangulos tal que w(ry) > w(ry) >
coo > w(ry). Entao
BL(L) < 3-OPT!(L).

Mais ainda, este limite é justo.
Quando L sé contém quadrados, o teorema anterior pode ser melhorado.

Teorema 2.2.6 Scja L = (r1,...,1,) uma lista de quadrados tal que w(ry) > w(ry) >
<o > w(ry). Entao
BL(L) < 2-OPT!(L).

Mais ainda, este limite € justo.

Embora este tipo de ordenagio de L tenha levado a razodveis limites de desempenho
absoluto, o mesmo nao é verdade para outros tipos de ordenagao.

Teorema 2.2.7 Paratodo M, existe uma lista de retangulos L = (r1,...,7y) comw(ry) <
w(ry) <o < w(ry), (h(r1) = h(ry) > -+ > h(ra)) tal que

BL(L)

opTiL) > M
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Algoritmo UD

O Algoritmo U D foi desenvolvido por Baker, Brown e Katseff [2] e tem o melhor limite de
desempenho assintético conhecido parao PEB/. Este algoritmo fez uso de trés algoritmos:

BL, COL (Column) e GNFDH (Generalized NFDH).

Para que o leitor tenha uma visdo geral de um empacotamento construido pelo Al-
goritmo U D, damos um exemplo na Figura 2.3 e a seguir, descrevemos informalmente o
empacotamento gerado pelo Algoritmo UD.

Seja L uma instancia do PEB/(a). O empacotamento de L gerado pelo Algoritmo UD
é dividido em cinco regides Rj, Ry, ..., Rs. Nas regides Ry,..., R4, cada caixa é empaco-
tada por um dos trés algoritmos acima. Na Figura 2.3, as siglas BL,COL e N indicam
que o retangulo foi empacotado pelo Algoritmo BL,COL e GNF DH, respectivamente.
Na regido Rs, todas as caixas sao empacotadas pelo Algoritmo GNFDH. Em cada uma
das regides Ry, ..., Ry, as caixas com sigla BL sao empacotadas primeiro, definindo a al-
tura da regiao; depois, partindo do canto superior a direita da regido, as caixas com sigla
COL sao colocadas uma abaixo da outra. Em seguida sdo as caixas com sigla N que sao
empacotadas pelo Algoritmo GNFDH no espago entre os empacotamentos BL e COL.
Cadaregiao R;,i = 1,...,5, esta definida pelas alturas h;_; e h;, como indicado na Figura
2.3. Todos os retangulos empacotados pelos algoritmos BL e COL sao empacotados em
ordem nao-crescente de largura.

Os retangulos empacotados pelo Algoritmo BL na regiao R;,i = 1,...,4, tém largura
no intervalo (==, ¢].

107
Seja L = (71,...,7m) uma lista de retangulos empacotada pelo algoritmo BL tal que
L esta em ordem nao-crescente de largura, i.e. w(ry) > w(ry) 2> -+ > w(ry).

Sejam duas retas s e ¢ paralelas ao fundo da faixa, onde L foi empacotada (veja a
Figura 2.4).

Seja d(s) a menor distancia entre dois pontos da reta s, tal que, um dos pontos pertence
A aresta direita da faixa e o outro pertence a intersecgao de s com alguma aresta de um
retdngulo no empacotamento ou com a aresta esquerda da faixa.

Como as caixas dos empacotamentos feitos pelo Algoritmo BL na regiao R;, 1 =
1,...,4, sdo empacotadas em ordem nao-crescente de largura sendo w(r) € (7, %], Vr €
L;, segue que se a distancia de ¢ ao fundo da faixa é maior ou igual a distancia de s ao
fundo da faixa, entdo d(t) > d(s). Veja a Figura 2.4.

Assim se movermos uma reta s sobre o empacotamento da regido R;, para : =
1,...,4, do fundo até o topo, a fungio d(s) nos define um espago vago que vai aumentan-
do 2 medida que s se aproxima do topo do empacotamento. Este espago é aproveitado
pelo algoritmo U D, que usa o Algoritmo COL para empacotar retangulos nesta area. O
Algoritmo COL empacota os retangulos um abaixo do outro, comegando do canto supe-
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BL COL
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BL COL
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Figura 2.3: Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo U D
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Figura 2.4: Funcdo d sobre um empacotamento construido por BL.

rior direito da regido. O nome UD (Up-Down) vem do comportamento Bottom-Up do
Algoritmo BL e do comportamento Top-Down do Algoritmo COL.

Por fim, o espago entre os empacotamentos BL e COL em cada regiao é aproveitado
pelo Algoritmo G NFDH para empacotar retingulos que tém larguras no intervalo (0, £].

A regiio I sobre a qual o Algoritmo GNFDH empacota os retangulos é irregular.
Ela é delimitada superiormente e inferiormente por duas constantes UPPER e LOWER,
respectivamente, e delimitada & esquerda e direita por duas fungées, LEFT e RIGHT,
respectivamente. As fronteiras definidas pelas fungoes LEFT e RIGHT sao formadas
por seqiiéncias de retas horizontais e verticais, sendo que LEFT e RIGHT sao monoto-
nicamente crescentes.

Na Figura 2.5 mostramos um empacotamento gerado pelo Algoritmo GNFDH.

O primeiro retangulo r empacotado pelo Algoritmo GNFDH é colocado mais ao
fundo de I e justificado mais & esquerda. Com este primeiro retangulo, é definido um
nivel na regiao I, entre as alturas LOWER e LOW ER + h(r). Os préximos retangulos
sdo empacotados neste nivel como no empacotamento NFDH/, um seguido do outro,
enquanto nao houver sobreposi¢ao de retingulo na fronteira direita da regiao. Quando
nio se puder mais empacotar os retingulos no mesmo nivel, uma nova regiao I’ é definida,
formada pela regiao I, delimitada superiormente e inferiormente pelas alturas UPPER e
LOWER + h(r). Este processo se repete para a regiao I’ com o restante dos retangulos,
até que nao se tenha mais retangulos para empacotar ou quando nao puder ser criado um
novo nivel.

Agora podemos descrever o Algoritmo U/ D mais detalhadamente.
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Nivel 2
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...................................... T

Figura 2.5: Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo GNFDH.

Primeiro UD divide a lista L em cinco sublistas, Li,..., Ls, tal que
a a
by = {7 €L:w(r)e <i+1’;
Ly = {7' €L:wr)e (O,g]} N
5

e entdo ordena as listas L;, (z =1,...,4) em ordem nao-crescente de largura, e a lista Ls
em ordem nao-crescente de altura.

]}, para 1 =1,...,4

As listas Lq,..., Ls sao empacotadas nesta ordem, e os retangulos de L; sao empaco-
tadas na ordem dada por L;, . =1,...,5.

Para empacotar um retangulo » de uma lista L;, 2 = 1,...,4, o algoritmo UD tenta
empacotar r nas regioes Rp,...,Ri_; (nesta ordem), pelo Algoritmo COL. Caso nao
consiga, empacota na regiao R; usando o Algoritmo BL.

Para empacotar os retingulos de Ls, note que a fungao d anteriormente descrita,
juntamente com a forma do empacotamento gerado pelo Algoritmo COL nos define um
espaco E; entre os empacotamentos BL e COL em cada regido R;, © = 1,...,4. O
Algoritmo U D empacota os retangulos de Ls nos espagos Ey, ..., E4, tentando empacotar
os retangulos nesta ordem, usando o Algoritmo GNFDH.

Caso ainda restem retangulos de Ls que ainda nao foram empacotados, estes sao
empacotados pelo Algoritmo GNF DH acima da altura hy, definindo a regiao Rs.

Baker, Brown e Katseff [2] provaram o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.8 Para qualquer lista L de retangulos de altura no mdzimo Z, temos que

5o 53
UD(L) < ZOPT/(L) + = Z .

Mais ainda, o limite de desempenho assintdtico % € justo.

2.2.2 Algoritmos de empacotamento bidimensional em placas

O Problema do Empacotamento Bidimensional em Placas, PEBP, consiste em
empacotar uma lista de retangulos L = (ry,...,7,) em retangulos (ou placas) R = («,b),
de forma a minimizar o numero de placas usadas.

Denotaremos por PEBP(a,b) o Problema do Empacotamento Bidimensional em pla-
cas quando as placas R sao da forma R = (a,b). Denotaremos por OPTP(L) o menor
nimero de placas R necessarias para empacotar L, e A(L) o nimero de placas R usadas
pelo algoritmo A para empacotar L.

Um empacotamento B de L em R, além de dar a coordenada na qual cada retangulo
r foi empacotado, também deve dar a placa em que » foi empacotado. Denotaremos por
BP(r) a placa onde » foi empacotada e por (B¥(r),B%(r)) a coordenada no retangulo
B?(r), onde r foi empacotada.

Veremos aqui quatro algoritmos para o Problema do Empacotamento Bidimen-
sional em Placas, PEBP:

e NFDHP (Next Fit Decreasing Height),
e NFDWP (Next Fit Decreasing Width),
e MNFDHP (Modified NFDHP) e
e MNFDWP (Modified NFDWP),

Descreveremos cada um desses algoritmos e apresentaremos alguns resultados. Vere-

mos também um exemplo de como os resultados sobre a area dos retingulos podem ser
usados para se achar limites de desempenho assintético de algoritmos para o PEBP?.

Usando garantias de area minima

Algoritmo NFDHP

O Algoritmo NFDH? ordena a lista de retangulos L de forma que L = (ry,...,7,) e
h(r1) > h(ry) > --- > h(r,). Define uma faixa de altura h(r;) paralela ao eixo w,
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e empacota os retangulos seguidamente na faixa criada, até que um retangulo r; nao
possa ser empacotado nesta faixa. Neste momento, uma nova faixa de altura h(r;) é
criada, e o empacotamento continua nesta faixa. Este processo continua até que uma
nova faixa nao possa ser criada na mesma placa. Neste instante, NFDH? comega o
empacotamento em uma nova placa, repetindo o processo até que todos os retangulos
tenham sido empacotados. Uma descrigao mais formal deste algoritmo é dada a seguir.

Algoritmo NFDHP(L)

Entrada: Lista de retangulos L e constantes a e b.
Saida: Empacotamento B de L em retangulos R(a,b).

% PLAC A: nimero da placa a receber o préximo retangulo.
% 7: contador do niimero do retangulo sendo empacotado.
% alt_faiza: altura da faixa corrente na placa.
% h_faiza: altura da faixa.
Ordene L obtendo L = (ry,...,7,) com h(r;) > h(riy1), 1 =1,...,n— L.
PLACA « 0.
1 1.
enquanto (i < n) faga % Loop para empacotar todas as caixas.
PLACA — PLACA+1.
alt_faiza «— 0 .
h_faiza « h(r;) .
% Loop para empacotar as caixas nos niveis.
enquanto (alt_faiza + h_faiza < b) e (i < n) faga
emp_faizxa «— 0 .
% Loop para empacotar as caixas em faixas.
enquanto (emp_faiza +w(r;) < a) e (z: <n) faga
(BP(r;), BM(r;),B¥(r;)) « (PLACA, alt_faiza,cmp_faiza) .
cmp_faiza — emp_faiza + w(r;) .
2+—12+1.
fim enquanto .
alt_faizxa « alt_faiza + h_farza .
h_faiza «— h(r;) .
fim enquanto .
fim enquanto .
fim algoritmo.
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Algoritmo MNFDHP

O Algoritmo M N F D H? é muito parecido com o Algoritmo NFDH?. A diferenca é que
cada um dos retangulos com largura superior a § é empacotado em uma tnica faixa. Com

relagao aos retangulos restantes, o algoritmos se comporta como o NFDH?.

Note que se L é uma lista de retingulos que pode ser empacotada em uma placa R pelo
Algoritmo M NFDH?, entao L também pode ser empacotada na placa R pelo Algoritmo
NFDH?.

Meir e Moser [26] conseguiram varios resultados relacionando a area de uma lista de
retangulos L com a capacidade de os algoritmos NFDH? e MNF DH? empacotarem L
em um unico retangulo (a,b). Mencionamos alguns deles a seguir.

Teorema 2.2.9 Qualquer lista de quadrados de lados z1, 3, . .., T, com drea total A pode
ser empacotado pelo Algoritmo NFDH? em qualquer retangulo (a,b) se

(C1) a>7T;

(C2) b>T;

(C8)Z%+ (a—T)(b—T) = A;

onde T = max{z; : 1 =1,...,n}. Em alguns casos este resultado € o melhor possivel.

Dem. Sem perda de generalidade, considere 7 > 23 > -+ > z,. Ao aplicar o Algoritmo
NFDHP para fazer um empacotamento num retangulo de largura a, sao criadas faixas,
digamos Fy, Fy,. .., F, (nesta ordem), onde

Fi= ((‘Bknwki)’ ("Bk.’+1a mk.’+1)a seny (xki+1—'1’xki+l"])))
e os inteiros ky sao definidos como k; =1 e

kj+|—']
a— T, < Z i S0, f =125 ;0=1; (2.1)
i=ky

como ilustrado na Figura 2.6.
Note que para toda area A; ocupada por quadrados na f-ésima faixa, temos por (2.1),

kpg1-1
A= > ;1:]2- > :);f.l + (@ — @y, )Tr,,, — mz,H,f =1,2,...,v. (2.2)
J=kg

Para efeito de célculo, considere que zj,,, = 0.

De (2.2) obtemos para a area total A,
A = > Ag
f=1
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Tl

Tk, b
Lkyt1

Tk, Thy+1

Figura 2.6: Empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDH?

2
> ]+ Z[((l - :Bkj)mk]+l] = Thyyr
=1
v
> at 4 (a— k) Y Ty,
f=1
v
= 2{+(a—zx,) ) 5ay (2.3)
/=2
Por hipétese, 22 + (a — z1)(b — 1) > A. Assim, de (2.3) segue que
v
z + Z Thy < b7
=2
ou seja,
v
Z LL'kj S b.
=
Deste tultimo fato concluimos que o Algoritmo NF DHP empacota os quadrados num
retangulo (a, ).
Para mostrar que este resultado é o melhor possivel em certos casos, considere uma lista

- - — — 1 s ¢ _ _ n241-—c
de quadrados de lados z1 = @y = ... = Tp241 = Ja bara n inteiroe a = b = .

Note que a medida que ¢ tende a zero, o lado esquerdo da condigao (C3) se aproxima do
lado direito.



Um dos problemas que torna dificil a utilizagdo do resultado do Teorema 2.2.9, é
que ele depende do comprimento do maior quadrado. O corolario seguinte troca esta
dependéncia por um limite envolvendo os valores a,b e um inteiro m > 2, fazendo com
que uma lista L de retingulos possa ser empacotada em um retangulo (a,b), caso a area
de L nao ultrapasse uma certa razao de (a,b).

Coroldrio 2.2.10 Qualquer lista de quadrados de lados z,,z3,...,T,, com drea total A,
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