DOBRAS ECUS
|
EMSISTEMAS DIIEIA?/IEI?ZOS

ANALUCIAFERNANDES

DISSERTAGAO

APR

O ESENTAD’A

\NST\TUTO DE MATEb{)\ﬁT\CA E ESTAT\ST\CA
ESAO PAULO

UN\VERS\DADED~
PARAOBTENDQEAO DOGRAU

MESTRE EM
MATEMATICAAPLICADA

EMATICA APLICADA

CAO: bMAT
SOTOMAVOR TELLO

AREA DE CONCENTRA
ORGE BM.

OR\ENTADOR'. prof.Dr.J

novembro de 1995



DOBRAS E CUSPIDES EM SISTEMAS DINAMICOS

Este exemplar corresponde a redacio

final da dissertacao devidademente corrigida

€ apresentada por Ana Lucia Fernandes € aprovada
pela Comissao Julgadora.

Séao Paulo, 8 de novembro de 1995

Comissao Julgadora:

Prof. Dr. Jorge Manuel Sotomayor Tello (Orientador) - IME-USP
Profa. Dra. Sénia Regina Leite Garcia - IME-USP
Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia - UFG



“A Construcao

Eles ergueram a Torre de Babel
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Mas Deus nao estava 1a!
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Ajudando a construir a torre.”
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Resumo

Neste trabalho sdo exploradas as caracteristicas genéricas das dobras e das
cuspides dentro do ambiente da Teoria das Singularidades, dos campos
vetoriais e dos endomorfismos. Durante todo o texto € utilizado o Teorema da
Preparagéo de Malgrange-Mather para a construcdo das Formas Normais. Os
pontos principais sdo o Teorema de Whitney para aplicagdes do plano no
plano, o Teorema da Forma Normal na vizinhanga do bordo de uma variedade
3-dimensional para campos vetoriais e a estratificagdo de uma variedade 2-
dimensional construida com a utilizacdo dos pontos singulares de um
endomorfismo.

Abstract

In this work the genericity of folds and cusps are studied explored in the
contexts Singularity Theory, in the vector fields theory and in the
endomorfhisms theory. The Malgrange-Mather Preparation Theorem is used
to construct the normal' forms. The main results of this work are The Whitney
Theorem about maps in the plane, The Normal Form Theorem about the
behavior of vector fields on the boundary of a 3-dimensional manifold, and the
stratification of a 2-dimensional manifold defined by the critical points of an
endomorphism.



Introducgao

O objetivo deste trabalho € o de estudar as dobras e as cuspides dentro de
varios contextos. A motivagao vem do fato de muitas vezes as dobras e as
cuspides estarem associadas a propriedades genéricas e de estabilidade
estrutural. Para explicarmos em poucas palavras que elementos matematicos
entendemos por dobra e cuspide, consideremos as seguintes figuras,
representando projecoes de superficies do espago no plano.

As superficies S s&o dadas por equagdes f(x, y, z) = 0. Definimos o contorno
aparente como o conjunto C dos pontos a € S tais que (df/oz)(a) = 0 ou a sua
projecao p(C) no plano (x, y). Um ponto a € S € um ponto dobra se ele € a
origem de um sistema de coordenadas adaptado de tal forma que a superficie
S é gerada pelos zeros da fungdo f(x, y, z) = z° -y. Um ponto a € S é um
ponto cuspide se ele é a origem de um sistema de coordenadas onde S é
gerada pelos zeros da fungéo f(x, y, z) = 2’ - xz - y.

Olhando para o contorno aparente da superficie no plano, a imagem das
dobras forma a curva que separa os pontos do plano cuja imagem inversa da
projecao possui dois pontos na superficie dos que ndo possuem nenhum. O
ponto cuspide é isolado e esta na fronteira de duas curvas de dobras.
Qualquer vizinhanga da proje¢céo do ponto cuspide no plano tem pontos cuja
imagem inversa da proje¢ao corresponde a um ponto na superficie e pontos
que possuem trés imagens inversas. Também existem pontos nestas
vizinhangas que possuem 2 imagens inversas, sendo que uma é do tipo dobra
e a outra regular.

Os trés contextos que escolhemos para estudar as dobras e as cuspides sao:
dentro do ambito da Teoria das Singularidades; no contato de campos
vetoriais com o bordo de variedades 3-dimensionais e nas singularidades de
endomorfismos contratores definidos em variedades 2-dimensionais. Esta
escolha pretende dar uma idéia da universalidade dos conceitos envolvidos,
pois no primeiro caso nao ha dinamica, no segundo temos a dinamica de
campos vetoriais e no terceiro a dinamica discreta dos endomorfismos.

No Capitulo | estudamos as definicées de dobra e cuspide e demonstramos o
Teorema de Whitney, que diz que genericamente as aplicagbes do plano no



plano sé possuem pontos regulares, dobras e cuspides. Além disto, estas
aplicagdes sao localmente estruturalmente estaveis.

No Capitulo Il estudamos os tubos de fluxo definidos a partir de campos
vetoriais transitorios em variedades 3-dimensionais com bordo. Usando estes
tubos de fluxo analisamos 0s tipos de tangéncia que um campo
estruturalmente estavel pode ter no bordo da variedade.

No Capitulo 1l estudamos as singularidades genéricas dos endomorfismos
contratores definidos numa variedade 2-dimensional sem bordo e usamos
estas singularidades para definir uma estratificagdo especial que de certa
forma detém a informagéo essencial sobre o endomorfismo. Ou seja, esta
estratificagédo tem a propriedade de ser invariante por conjugagéo topoldgica.

Vi
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Capitulo |

Singularidades de aplicagdes de R° em N* dobras e
cuspides.

O objetivo da Teoria das Singularidades € estudar as propriedades de
aplicacdes diferenciaveis arbitrarias que sejam invariantes por mudangas de
coordenadas. Citaremos o nome de alguns matematicos que foram essenciais
para o desenvolvimento desta teoria. O primeiro que citamos € M. Morse, que
na década de 20 estudou os pontos criticos nao-degenerados de fungdes
reais diferenciaveis. Também destacamos os matematicos B. Malgrange e J.
Mather. Em 1963, Malgrange demonstrou a versdao C* do Teorema da
Preparagcao (por volta de 1880 Weierstrass enunciou e demonstrou este
teorema para fungdes analiticas). A demonstragdo do Teorema da
Preparagéo apoia-se no Teorema da Divisao, cuja versao de Mather destaca-
se. H. Whitney estudou as singularidades de aplicagbes diferenciaveis, e
entre os seus trabalhos temos o teorema sobre as aplicagbes do plano no
plano (de 1955), que demonstraremos neste capitulo. R. Thom trabalhou no
desenvolvimento da teoria da transversalidade e basendo-se nisto apresentou
um enfoque geral para o estudo das singularidades genéricas no seu
Teorema da Classificagao das Catastrofes Elementares.

O capitulo esta dividido em 3 se¢des. Na secado 1 estudamos as definicoes de
dobra e cuspide; na segdo 2 estudamos alguns resultados que serdo usados
na prova do teorema de Whitney. Mais especificamente, desenvolvemos um
pouco da teoria dos desdobramentos universais, enunciamos o Teorema de
Sard e provamos um resultado a partir deste lema; e na segdo 3 provamos o
Teorema de Whitney.

1. Dobras e Cuspides

Nesta seg¢do enunciamos e provamos o Teorema da Forma Normal
Preliminar, que sera usado como um passo intermediario na prova do
Teorema de Whitney e damos duas definicbes equivalentes para a dobra e
para a cuspide.

1.1 Definigao

Denotamos o conjunto das fungdes diferenciaveis de N™ em N" por
C*M™, N") e o transformamos num espaco topologico quando consideramos
a base de abertos {U(g, k)} definida da seguinte forma: para cada k € N e

cada fungéo continua estritamente positiva :R™—9R, temos que F = (f;, ..., f)
e U k) < |D“(x)| <&(x),j=1, ..., n, para todo multi-indice o« com |a| < k
exe N

1.2 Definigao

Sejam F, G € C*(R™, N"), F(p1) = g1, G(p2) = q2. Dizemos que F em p; & ch-
equivalente a G em p, se existem vizinhangas Uy de py, U, de pz, Vi de gy e



V, de q» e difeomorfismos de classe C* o:Ui—Uz e y:Vi—V, tais que
F(Uq) c Vi, G(U2) < Va2, o(p1) = p2, w(@1) = g2 e Go = yF em Uy, isto €, 0
diagrama
F
U1—)V1
P SN \/
Uz—)Vz
G é comutativo.

Como um abuso de linguagem diremos que duas aplicagdes séo equivalentes
se forem C”- equivalentes.

1.3 Definigao

Uma aplicagdo F € C*(®R™, %" é dita localmente estruturalmente estavel em
p; € N" se para qualquer vizinhanga V, de p1 em R™ existir uma vizinhanga 9
de F em C*(M™, M") tal que se H € 9, entéo existe p. € V, com F em py
equivalente a H em po.

1.4 Definigao

Sejam p € %" e F e C*(R™, N"). Se DF(p):R"—>N" ndo é sobrejetora,
dizemos que p € um ponto critico ou singular de F, caso contrario, p € dito um
ponto regular. O conjunto critico de F €& denotado por Zg = {p € Rnm
DF(p):R™—N" ndo & sobrejetora}.

~ Os elementos de %" - F(ZF) sdo chamados de valores regulares de F.

E imediato que se m <n, X = N".

1.5 Definigao
Diremos que uma propriedade & genérica para um conjunto de aplicagbes se
este possui um subconjunto residual no qual a propriedade é valida.

1.6 Teorema da Forma Normal Preliminar
Sejam F ¢ C*MM™, /"), p € "™ e q € N" tais que F(p) = g e seja
k = posto(DF(p)). Entéo existe um sistema de coordenadas x = (xi, ..., Xm) de

R onde F pode ser escrita na forma F(x) = (X1, ..., Xk, f1(X), ..., /nk(X)) NnuMa
vizinhanga da origem.

demonstragéao

Usando translagées podemos tomarp =0 € R™ e q = 0 € N". Neste sistema de
coordenadas F se escreve F(y) = (gi(y), ... @n(Y)), com F(0) = 0.

Como posto(DF(0)) = k, mudando, se necessario, a numeracao das coordenadas
podemos supor que

d(g1, ..., 9)(0)
Y1 ooy Yo

# 0.

Logo, numa vizinhanca da ori
onde x é dado por

X1 = Q1(Y), oo Xk = G(y),

gem, podemos fazer a mudanca de coordenadas y—X

(£}



Xkt1 = Y1y -0 Xm = Ym-
Nas novas coordenadas F se escreve F(x) = (X1, ..., Xk, f1(X), .., fax(X)), C.q.d.

1.7 Definigao

Seja F e C*(%? %?). Dizemos que p € %° é um ponto dobra de F se as

seguintes condigdes sao satisfeitas:

i) F tem posto 1 em p, isto &, DF(p) tem posto 1.

i) X €& curva regular numa vizinhanga de p em R e além disto, se
Ge C"°(<R2 9t%) e tem o mesmo polinémio de Taylor de ordem 2 num ponto
gqe €n? que F em p, entdo Xg € curva regular numa vizinhanga de g em *R

iii) o e Ker(DF(p)) s&o transversais em p, isto &, Ker(DF(p)) + Tpe = Tp R

h

Na figura temos o plano (x, y) sendo dobrado e levado
no semi-plano {x > 0} pela aplicag@o F(x, y) = (<, y).

1.8 Observagao

Escolhemos esta maneira de definir dobra porque ressalta o carater
geométrico da mesma, mas existem outras maneiras equivalentes. De fato,
sera mais conveniente trabalharmos com a seguinte definigao.

1.9 Definigao

Seja F € C*(MN N2 N ) Dizemos que p € 9% & um ponto dobra de F se através
de uma mudanga de coordenadas podemos escrever F(x, y) = (x, f(X, ¥))
numa vizinhanga de p, onde fy(p) = 0 e fy(p) # 0.

1.10 Proposicao
As definicoes 1.7 e 1.9 s&o equivalentes.

demonstragédo
(=)

Suponhamos que F € C*(R? N?) e p e W* & um ponto dobra segundo 1.9.
Mostremos que p € um ponto dobra segundo 1.7.



escrever F(x, y) = (x, f(x, y)), entdao DF(x,y) = | 1 0
X(x» Y) fy(X, y

Se num sistema de coordenadas adequadTe numa vizirLTanc;a de p podemos
i )

logo f,(p) = 0 significa que DF(p) tem posto 1.

Nestas coordenadas, %r = {(X, ¥): f,(X, y) = 0}. Por hipotese fy,(p) # 0, logo f,,(p)dx +
fy(p)dy # 0 0 que implica em Xr ser uma curva regular proximo a p e vale o0 mesmo
para uma aplicagdo G e C*(:? W°) que tenha o mesmo polinémio de Taylor de
ordem 2 que F. De fato, se isto acontece para G em q, entdo existem um sistema de
coordenadas no qual G se escreve G(x, y) = (X, g(x, y)). Além disto, o polinémio de
Taylor de ordem 2 de g é o mesmo de /, e reaplicando o raciocinio anterior,
s ={(X, y): gy(x, y) = 0} € uma curva regular.

Afirmamos que ¢ e Ker(DF(p)) sdo transversais.

De fato, tomamos o vetor (-f,,(p), fx(P)) que é tangente a X¢ e o vetor (0, 1) que €
um gerador de Ker(DF(p)). Como f,(p) # O, estes dois vetores geram N2 e por
definicao, 2r e Ker(DF(p)) s&o transversais.

=)
Se p € %*? € um ponto dobra para Fe C”(9?, N?) segundo 1.7, mostremos que p &
um ponto dobra segundo 1.9.

Se DF(p) tem posto 1, por 1.6, existe um sistema de coordenadas no qual F se
escreve F(x, y) = (x, f(x, y)), com fy(p) = 0. (Aqui estamos fazendo um pequeno
abuso de notacdo e continuamos chamando o ponto dobra de p, apesar da
mudanca de coordenadas).

Como g € uma curva regular numa vizinhanga de um ponto q onde G tem o
mesmo polinémio de Taylor de ordem 2 que F, temos que fyy(p) # 0 ou f,,(p) # 0. De
fato, se fx(p) = fy,(p) = 0, o polinémio de Taylor de ordem 2 de F € P,F(x, y) =
= (x, ax + bx?) e Tpor = R?, contrariando o fato de Zp,r ser uma curva regular.

De 3¢ e Ker(DF(p)) serem transversais, os vetores (-f,,(p), fx(P)) € (0, 1) geram N2
implicando em f,,(p) # 0.

Com isto terminamos de demonstrar a equivaléncia das duas defini¢cées.

1.11 Observacao
A dobra candnica € a aplicagao d(x, y) = (X, yz). Verifiguemos que a origem €
um ponto dobra para esta aplicagéo usando a defini¢éo 1.9.

d(x, y) = (x, f(x, ), onde f(x, y) = y*.
fy(o) =0 efyy(o) =2=0.

Portanto a origem & um ponto dobra para a aplicagao d.

1.12 Definigao

Seja F € C*(R?, *.RZ). Dizemos que p € WM? & um ponto cuspide de F se as
seguintes condi¢des sao satisfeitas:

i) F tem posto 1 em p, isto €, DF(p) tem posto 1.



ii) ¢ & curva regular numa vizinhanga de p em %% e se G e CY(N?, W) e tem
o mesmo polinémio de Taylor de ordem 2 num ponto q € Rn? que F em p,
entdo Zg € uma curva regular numa vizinhanga de q em €N

iii) Fizr € de ordem dois em p, isto é, (Fzr)'(p) = 0 e (Fizr)"(p) # 0.

Na figura temos que a area interior da parabola &
dobrada duas vezes pela aplicagéo F(x, y) = ( +xy, y).

1.13 Observagao

Analogamente ao caso da dobra, escolhemos esta definicdo de cuspide para
ressaltar o carater geométrico, mas trabalharemos com a seguinte definigéo
equivalente.

1.14 Definigao

Seja F e C*(®° %%). Dizemos que p « |2 & um ponto cuspide de F se
através de uma mudanga de coordenadas podemos escrever F(x, y) =
= (x, (X, ¥)) com £,(p) = fyy(P) = 0, fy(P) # 0 € fyy(P) # 0. AQui cometemos um
abuso de linguagem e continuamos chamando de p o ponto cuspide, apesar
da mudanga de coordenadas.

1.15 Proposicao
As definicdes 1.12 e 1.14 séo equivalentes.

demonstragao

(<)
Se p € um ponto cuspide para uma funcdo F segundo 1.14, provemos que a
definicéo 1.12 também é satisfeita.

Analogamente ao caso da dobra a condicéo f,(p) = 0 implica em DF(p) ter posto 1 e
fy(p) # 0 implica em Zg = {(x, y): gy(x, y) = 0} ser uma curva regular numa vizinhanca
de q se G tem 0 mesmo polindmio de Taylor de ordem 2 em g que F tem em p.



Resta apenas verificar que Fir € de ordem dois em p, isto é, (F=e)(p) = 0 e
(Fisr)(p) # 0. Para simplificar vamos considerar que p = 0.

Como f,(0) = 0 e fyx(0) # O, pelo Teorema das Fungdes Implicitas, existe
y € C*(R, N) tal que f,(v(y), y) =0 e y(0) = 0.

Derivando a equagao acima temos fy,(y(y), ¥) + /x(1(¥), y)¥'(y) = 0.
Na origem, f,(0)y'(0) = 0. Como f,,(0) # 0, necessariamente y'(0) = 0.

Derivando novamente, temos

2LV Y)s YY)+ Fyyy YY), ¥) + LoV V) (V) + Sy (YY), YY'(¥) = O.
Na origem, f,,,(0) *+ fx(0)y"'(0) = 0. De fyyy(0) # 0 € fy(0) # 0, temos ¥’(0) # 0.

Agora vamos analisar Ficr = (y(y), f(¥(y), ¥)).

(Fisr) (v) = @/ (), £, Y)Y () + £,tr(), ¥)) = (V' (Y), Fxv(y), YY'(¥)
(Fise)"(y) = (v (), fody(Y), VW) + Fo(r(y), YY) + £ (), Yy ()

Na origem, temos,

(F=r)'(0) = (v'(0), /x(¥(0), 0)y'(0)) = (O, 0)

(Fier)'(0) = (v7(0), fx(¥(0), 0)(y'(0))* + fx(¥(0), 0)y'(0) + f«((0), 0)y"'(0)) =
= (y"'(0), f«(v(0), 0)y"(0))

Como y"'(0) # 0, Fs¢ € de ordem dois na origem.

Com isto temos que p também € um ponto cuspide segundo 1.12.

=)
Se p e F satisfazem as condicées para a definicdo 1.12 entdo também satisfazem
as condicées para a definicéo 1.14.

Analogamente ao caso dobra, como DF(p) tem posto 1, por 1.6 existe um sistema
de coordenadas no qual podemos escrever F(x, y) = (, f(x, y)) numa vizinhanca de

pe f,(p)=0.

Se tivéssemos f,(p) # 0, teriamos que Xr € Ker(DF(p)) seriam transversais e
(Fise)’ # O, contrariando a hipétese de Fsr ser de ordem 2 em p, entao f,(p) = 0.
Mas para S ser uma curva regular para G com o mesmo polinémio de Taylor de
ordem 2 que F, necessariamente temos fr(P)dX + fyy(p)dy # 0, logo fx(p) # 0.

Resta verificar que F<r ser de ordem 2 em p implica que fyyy(P) # 0.

De fato, basta seguirmos o caminho inverso na analise que fizemos acima para
concluir que f,,,(p) # 0 implica em F¢ ser de ordem 2 para chegarmos a esta
concluséo.

Com isto demonstramos a equivaléncia entre estas duas definicoes.

1.16 Observacao
A aplicagédo c(x, y) = (X, Xy - y3) é a cuspide canénica. Verifiquemos que a
origem & um ponto cuspide para esta aplicacéo usando a definigéo 1.14.

c(x, y) = (x, f(x, ¥)), onde f(x,y) =Xy - y".



f4y(0) =0, f,(0) =0, f(0) =1=0e€ f,,(0) =-3 0.

Portanto a origem € um ponto cuspide para a aplicagdo c.

2. Desdobramentos

Nesta secdo estudamos um pouco sobre o desdobramento de uma fungao
necessario para a constru¢do da equivaléncia entre as cuspides. O Teorema
de Sard e o lema decorrente dele serdo usados na prova da genericidade das
aplicagbes que s6 possuem pontos regulares, dobras e cuspides.

2.1 Definigao
Seja f € C*(M", N). Um desdobramento a r pardmetros de f € uma fungéo
F e C*NRM", N) tal que F(0, y) = f(y) numa vizinhanca da origem de R".

2.2 Definigao

Seja F e C*MM", N) um desdobramento de f e C*(N", N). Um
desdobramento G e C*(R*%MN", N) é dito induzido por F se existem aplicagoes
o € CP(RN", N, ¢y e C*M, N) ey e CYN®, N), ¢(0) = 0, y(0) = 0,
v(0) = 0, tais que

(i) o(0, y) =y,

(i) G(v, y) = F(w(v), o(v, y)) +v(V)

se verificam para (v, y) numa vizinhanca aberta da origem em 9t%3R". Dizemos
que ¢ € a transformacao de variaveis e  a transformagao de parametros.

2.3 Definigao

Dois desdobramentos F € C*(R'xN", N) e G € C*(NR5N", R) de uma mesma
fungdo f € C*(N", N) séo equivalentes se r = s e G é induzido por F, de tal
modo que a transformacéo de parametros \ seja um difeomorfismo local.

2.4 Definigao

Um desdobramento é dito versal quando ele induz todos os desdobramentos
da funcdo. Se o numero de parametros de um desdobramento versal €
minimo, ele é dito um desdobramento universal.

2.5 Proposicao
Dois desdobramentos universais de uma mesma fungao sao equivalentes.

Referéncia para a demonstragao desta proposicao: [12].

2.6 Definigao
Uma aplicagéo de classe C' h:R"—»9N" é dita uma submerséo se para todo
p € N™ a diferencial Dh:R"—>N" & sobrejetora.

2.7 Lema

Seja F € C*(MxR", N), F(0, 0) = 0 um desdobramento a r parametros de uma
funcéo f. Suponhamos que X € um campo de vetores C* numa vizinhanga da
origem de M xN" tal que



1) X = dloty {rZZ &i(t)olot; + 12 X (t, y)oloy;

=Z,..., r =1 ey n
2) XF =0.
Entdo existe uma submersao hy € C*(R', N™"), ho(0) = 0 tal que F é isomorfo
a Fy°ho (isto é, existe um difeomorfismo ¢ tal que F = ¢°F;°hg), numa vizinhanga da
origem, onde F4 € a restricdo de F ao subespago t; =0.

Referéncia para a demonstraggo deste lema: [12].

2.8 Teorema
Seja f(y) = y>. O desdobramento a dois parametros F(t, y) = y* + toy + t; € um
desdobramento universal de f.

demonstragdo

Seja G(u, y), u € N um desdobramento qualquer de y°.
Entdo G(u, y) =y* +g(u, y), 9(0, y) = 0.

Afirmamos que todo h € C*(R™", R), com h(0) = 0, pode se escrever
(1) h(u,y) = Au, y)aG/ay + a(u) + B(u)y, a, B € CHR", N), A € CH(N™T, N),

De fato, temos (8G/ay)(u, y) = 3y + (3g/dy)(u, y),
(0°Gloy*)(u, y) = 6y + (6%g/oy*)(u, ¥), e
(@°Gloy®)(u, y) = 6 + (8°g/oy’)(u, y).

Na origem, (6G/oy)(0, 0) = 0, (°Glay?)(0, 0) = 0 e (8°Glay®)(0, 0) = 6 = 0.
(89(0)/oy'= 0 porque G é desdobramento de y°). Logo, 8G/dy é regular de ordem 2
em y, e usando o Teorema da Divisdo por Ordem 2 (A.3) podemos dividir h por
0G/oy e obter a igualdade (1).

Definimos agora um desdobramento H que é soma de F e G:
H(u, t,y) = y> +g(u, y) + toy + 1.

Como H é um desdobramento de y® e pelo raciocinio acima oH/dy € regular de
ordem 2, podemos dividir dH/du, - oH/0u4(0, 0, 0) por oH/dy, onde u = (uy, ..., Uy),
oH(u, t, y)/ou, - oH/ou4(0, 0, 0) = A(u, t, y)oH/oy + a(u, t) + B(u, t)y.

Como o termo - 6H/ou4(0, 0, 0) é constante, podemos incorpora-lo em a(u, t) e ficar
com a forma
oH(u, t, y)/ouy = A(u, t, y)oH/oy + a(u, t) + B(u, t)y.

Definindo X = d/ou, - Baldty - adloty - Adloy, temos que XH = 0, e usando o lema 2.7
temos que H é isomorfo a Hi°h,, onde H; é a restricdo de H a u; = 0 e hy € uma
submersao local.

Denotamos por H,, ..., H, as restricoes de H aos subespagos u; = u, = 0, ...,
Uy=u=..=u,=0,.

Por recorréncia sobre r, podemos deduzir que H & isomorfo a Hyeh,, onde
h, € C*(R'xN2 N), h,(0) = 0 € uma submersao local.



Notamos que H, = F. Seja hy € C*(R', N), ho(0) = 0 a restricdo de h, at = 0. A
restricdo de H at =0 é igual a G, donde se deduz que G € isomorfo a F°ho.

Logo G é induzido por F, o que implica em F ser um desdobramento universal de

flyy =y

2.9 Teorema de Sard
Sejam U < %" aberto e Fe C*(U, NP). O conjunto F(Xf) dos valores criticos
de F tem medida nula em %".

Uma referéncia para a demonstracéo do Teorema de Sard € [16].

2.10 Lema

Dada f € C”“(\J?Z, R), o conjunto dos A = (A4, Az A3, A4) tais que
a(x, y) = f(X, y) - Ay - A2Xy - kgyz - k4y3 nao satisfaga “se p € ne ay(p) =
= gyy(p) = 0, entdo gy(p) # 0 € gyy(p) # 0" tem medida nula em R*.

demonstragdo

Queremos mostrar que {. € N* 9y(P) = 9yy(P) = Guy(P) = 0, para algum p € ‘J?Z} v
u{L e N gy(P) = 9yy(P) = 9yyy(P) = 0, para algum p € ‘.Rz} tem medida nula.

As derivadas parciais de g sdo dadas por

gy = fy - A - AoX - 2Aay - sy’
Oyy = fyy = 2A3 - BAay,

gxy = fxy - x-2.

Oyyy = fyyy - 6Aa,

Segy=0gy=09y=0,
fy = My + AgX + 2hgy + 3hay?,
fyy = 2}\3 + 6}\-4Y.

fxy=}\-2|

Usando estas equacdes podemos obter A4, Ao, Az €m fungéo de x, y e A4, € com isto
definir a aplicacdo ¢(X, ¥, As) = (M(X, Y, Aa), AaA(X, ¥, Aa), A3(X, Y, Aa), Aa). Esta aplicacao
esta definida de %t* em R*, logo seu conjunto critico & %® e pelo Teorema de Sard, a
imagem desta aplicacao tem medida nula.

Se gy =gy = Gy = 0,
fy = A+ AoX + 243y + 3hay’,
Jyy = 2X3 + BA4y,
Jyyy = B,

Usando estas equacgdes obtemos 74, A3 € A4 em fungdo de X, y € A, € com isto
definir a aplicagao y(x, y, A2) = (A(X, ¥, A2), Az, Aa(X, Y. A2), Aa(X, Y, A2)). Analogamente
ao que fizemos acima, usamos o Teorema de Sard para concluir que a imagem
desta aplicacao tem medida nula.

A unigo de dois conjuntos de medida nula tem medida nula, e portanto concluimos o
lema.



3. O Teorema de Whitney

Usando o material desenvolvido nas duas primeiras segdes deste capitulo,
provaremos o Teorema de Whitney.

3.1 Teorema de Whitney

Genericamente, uma aplicagéo F e C*(R? M%) é, numa vizinhanca de cada
pontop € 92 estavel e equivalente @ uma das seguintes formas:

) G(x, y) =(x,Y) (regular).

i) G(x, y) = (X, Y (dobra).

iy G(x, y) = (x, xy - y*)  (cUspide).

demonstragéo

Primeiro provaremos que todos os pontos regulares, dobras e cuspides de uma
aplicagéo F séo equivalentes aos canénicos. Depois que se p 912 é de um destes
tipos para uma aplicacéo F, entdo F em p é localmente estruturalmente estavel em
p, e por fim que o conjunto das aplicagbes que so tem pontos destes tipos €
generico.

Definimos o conjunto S « C*(%R?, 9%t%), que provaremos ser um conjunto genérico, da
seguinte maneira: A primeira propriedade que exigimos para que uma aplicacao F
esteja em S & que F tenha posto > 1 para qualquer p € %2 Entéo, por 1.6, F se
escreve localmente F(x, y) = (x, f(x, y)). A outra propriedade que exigimos € que se

/y(P) = fyy(P) = 0, entéo f,(p) # 0 € fyy,(p) # 0.

Sejam F € S e p € %% Podem ocorrer 3 casos, que séo (i) f,(p) # 0, (i) f,(p)=0e
fy(P) # 0 ou (i) fy(p) = fy(P) = 0, fy(p) # 0 € fyy(p) # 0. Analisaremos cada um
separadamente.

Na verdade, para as demonstragées das formas canénicas de F, ndo precisamos
que F esteja em S, porque todos os resultados que obtemos s&o locais. So
precisamos usar que p € um ponto onde F tem posto > 1 e satisfaz uma das trés
condigbes acima.

(i)  fup)#O.

E o mesmo que dizer que DF(p) tem posto 2, entdo por 1.6, F em p € equivalente a
G(x, y) = (x, y) e estamos no caso regular. '

@iy fy(P)=10e fyp)#0.

Pela Proposicéo 1.10, p € um ponto dobra para F. Logo so nos falta demonstrar que
qualquer dobra é equivalente a dobra canénica, para o que faremos uma série de
mudancas de variaveis. Na primeira mudanca transformaremos F tal que F e G(x, y)
= (x, y) tenham os mesmos conjuntos criticos, isto €, ¥r = g = {y = 0}. Depois,
transformaremos F tal que Fior = G = {y = 0}. E finalmente provaremos que F &
equivalente a dobra canénica G. Sem perda de generalidade, suporemos que p = 0
e F(0)=0.

a) Podemos expressar F num sistema de coordenadas de maneira que
Jr=23={y =0}
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De fato, de /¥(0) = 0 e /,,(0) # O temos, pelo Teorema das Funcées Implicitas, que
existe uma funcao 6 < C*(M, M) talque H(0) = 0 e localmente £,(x, 6(x)) = 0.

Dé(x, y) = 0

Definimos a aplicacao (X, y) = (X, y +0(x)), b € um difeomorfismo, pois
1
Ex) 1

Definimos F’ = Fe, entao F’ em (0, 0) e equivalente a F em (0,0), e
Z(F) =406 y) 2 £y'(x, ) = fy(x, y + 0(x)) = 0} = {y = 0}.

Para nédo carregarmos a notac&o, denotaremos F’ por F.

b) Existe um sistema de coordenadas no qual F(2r) =G(X) ={y = 0}.

De fato, por 1.6, F(x, y) = (x, f(x, y)).
Definimos a aplicacéo WX, yL= (%, y - f(x, 0)), v € um difeomorfismo local, pois
Dy(x, y) = E1 Oj
-/x(X, 0) 1
Definimos F’ = y°F, entao
DF'(x,y) = 1 0
X, ¥) =/x(x, 0)  fy(x, y)
Logo Ze = {(x, y): fy(x, y) = 0} = T = {y = 0}.
F'(Zr) = EF’(X. }0)} = {w(FOx, 0} = {wlx, £(x, 0))} = {(x, f(x, 0) - f(x, 0)} = {(x, 0)} =
={y = 0.

Para nao carregarmos a notacao, denotaremos F’ por F.

c) Fem (0, 0) é equivalente a G(x, Y) = (x, y¥’) em (0, 0).

De fato, usando as hipoteses, a) e b) podemos Supor que, numa vizinhanga de p,
Fx, y) = (x, f(x, ), f(x,0)=0, f,(x, 0) =0 e Jy(0, 0) # 0. Portanto f(x, y) = y?g(x, y)
com g(0) = (1/2)f,,(0) = 0. :

Seja a aplicacao ¢ definida por ¢(x, y) = (x, yVag(x, y)), onde § = sinal(g(0)). A
aplicacéo ¢ € um difeomorfismo local ja que

D¢(0,0) = | 1 0
0 V8g(0, 0)

e G(é(x, y)) = (x, y289(X, Y)) = (x, 8f(x,y)), isto &, o diagrama
F

N2 0N 0
od d dy
N%0-NR2,
onde y(x, y) = (x, 8y), € comutativo numa vizinhanca da origem.

(i) 1y(P) = fyy(P) = 0, fuy(P) # O € f,(p) # 0.



Por 1.15, p € um ponto cuspide para F. entdao o que devemos demonstrar é que
todas as cuspides séo equivalentes a cuspide canénica.

a) /0, y) é equivalente a y’.

De fato, como f(0) = f4(0) = f,,(0)=0e fyyy(0) = 0, entao f(0, y) = y’a(y). g(0) # 0.
Definimos ¢(y) = y(@(y))"”

Como ¢,(0) = (9(0)"* # 0, @ & difeomorfismo local e f(0, y) = [p(y)F’, logo f(0, y) é
equivalente a y°.

b) F & equivalente & G(x, y) = (X, ¥ = Xy).

Por 2.7, y° + toy + t € um desdobramento universal de y>, entdo qualquer
desdobramento induzido por este se escreve da forma y> +ug(X)y + Us(X), Uo(0) =
= uy(0) = 0. Logo F & equivalente a G(x,y) = (X y? + ug(X)y + us(x)), uo(0) = u4(0) = 0.
Eliminamos u,(x) transladando a imagem por (0, -u4(x)), em cada ponto (x, ).

A condicao f,(0) # 0 nestas coordenadas quer dizer que Ug(0) # 0. Portanto up € um
difeomorfismo local. Trocando a coordenada x por -ug(x) temos que F se escreve

G(x, y) = (x, y° - xy), c.q.d.

S é um conjunto de aplicagbes localmente estruturalmente estaveis.

Devemos provar que se F € S, entao para cada p € %° e para cada vizinhanca V,
de p, existe uma vizinhanca 9 de F em C (W2, N?) tal que se G e 9, entdo existe
p; € V, tal que F em p € equivalente a G em p;s.

Se p é um ponto regular de F, como as matrizes de posto 2 formam um conjunto
aberto e denso no espaco das matrizes 2x2, existe uma vizinhanga 9§ de F em
C=(9R?, %2 tal que se G € V, G tem posto 2 em p e, consequentemente, numa
vizinhanca de p. Pelo Teorema 1.6, F em p é equivalente a G em p, logo F e
localmente estruturalmente estavel em p.

Se p é um ponto dobra para F, existe uma vizinhanga V, de p na qual F tem
posto > 1, e se tomarmos uma vizinhanca 9 de F suficientemente pequena teremos
que qualquer H nesta vizinhanca tem posto > 1 em V,. Nas coordenadas originais,
F(x, y) = (f1(x, ¥), f2(x, ) € H(X, y) = (hy(x, y), ha(X, y)) em V,. Usamos o teorema 1.6
para escrever F na forma F(x, y) = (x, f(x, y)) numa vizinhanga da origem, € como as
derivadas parciais de f; e h; estdo proximas € H tem posto > 1 em V,, também
podemos usar o teorema 1.6 para levar p para a origem €& escrever H na forma
H(x, y) = (x, h(x, y)) numa vizinhanca da origem € 0s difeomorfismos usados para
esta mudanca de varidveis estao proximos dos usados para a mudanga de
variaveis que deixou F na forma normal. Com isto queremos garantir que as
derivadas parciais de f e h estao proximas. Como p € um ponto dobra para F e foi
levado na origem pela mudanga de coordenadas, fy(0) = 0 e fy(0) # 0, portanto f,
muda de sinal na vizinhanca da origem e se H esta suficientemente proxima de F o
mesmo acontece para h,, e portanto existe um ponto p; proximo de p que é levado
num ponto q; proximo da origem tal que h,(g:) = 0 € hy(as) # 0. Por 1.10, temos que
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P+ € um ponto dobra para H, e pelo item (i) da demonstracéo deste teorema, F em p
€ equivalente a H em p;. Portanto F é localmente estruturalmente estavel em p.

Se p € um ponto cuspide para F, seguindo um raciocinio analogo ao do caso dobra
temos que se H esta suficientemente proximo de F usamos o teorema 1.6 duas
vezes para escrever F(x, y) = (x, f(x, y)) e H(x, y) = (x, h(x, y)) numa vizinhanca da
origem com mudangas de coordenadas proximas e levando p para a origem. Nestas
coordenadas, f,(0) = f,,(0) =0, /,,(0) =0 e Jyyy(0) # 0. Como h esta proxima de f e
as condigdes f,,(0) # 0 e f,,,(0) # 0 sdo condicdes abertas, elas valem para f e para
h numa vizinhanga da origem e implicam que fy € fyy mudam de sinal, ja que na
origem estas duas fungdes se anulam. Mais ainda, como fw(0) = 0, existe uma
curva na qual f, se anula. Isto implica que h, se anula sobre uma curva e hy e hy,
também mudam de sinal na vizinhanca da origem. Existe um ponto no qual ambas
se anulam simultaneamente.

S é um conjunto genérico

Para cada N € N, seja By ¢ %t a bola fechada centrada na origem e de raio N. Seja
S = {F e C*(9%? N%°): F s6 tem pontos regulares, dobras e cuspides em By}.

Sw € aberto para cada N € N.

De fato, se F € Sy, F é localmente estruturalmente estavel nos pontos de By, e
como By é compacto, podemos tomar uma vizinhanca 9 de F em C*(N?, R?
pequena o suficiente para que se G € 9, entdo G e S,

Sn € denso para cada N € N.

Seja G e C*(%? %7, vamos mostrar que para cada ponto p e %? existe uma
vizinhanga V, de p e uma vizinhanga 9 de G em C*(%?, %?) tal que toda G’ ¢ § pode
ser aproximada por F* € 9 tal que F' s6 tem pontos regulares, dobras e cuspides em
V.. De fato, como as aplicagées de posto > 1 em By, formam um aberto e denso em
C™(®? %? (ndo demonstraremos este fato aqui, apenas diremos que é uma
decorréncia do Teorema de Transversalidade de Thom 11.2.7, ver, p. ex., [16]), G
pode ser arbitrariamente aproximado por uma aplicagdo F; e C*(%? %% com
posto > 1 em By. Dado um ponto p e By, seja V, uma vizinhanca de p na qual
podemos fazer uma mudancga de coordenadas e escrever Fi(x, y) = (x, f1(x, y)). Pelo
lema 2.10, F, pode ser arbitrariamente aproximada por uma aplicagdo F,, tal que F,
so tem pontos regulares, dobras e clspides em Vp. Mais ainda, as aplicacées da
familia F, aproximam todas as aplicagdes numa vizinhangca § de G mantendo a
propriedade de s6 terem pontos regulares, dobras e clspides em V,, logo estas
aplicagées formam um conjunto denso. J& sabiamos que Sy formava um conjunto
aberto, e pelos mesmos argumentos temos que as aplicagbes que so tem pontos
regulares, dobras e cuspides em V, também formam um aberto. Como By é
compacto, podemos cobri-lo com um numero finito de vizinhangas do tipo de Vp €
interseptando as aplicagées que em cada V, s6 tem pontos regulares, dobras e
cuspides, temos que Sy resulta num conjunto aberto e denso.

Como cada Sy é aberto e densoe S= ~ Sy, S é um conjunto residual .
NeN

Com isto terminamos de demonstrar o Teorema de Whitney.



3.2 Observagées

aplicagbes de C*(M, N) é formado pelas aplicacbes que so tem pontos
regulares, dobras e cuspides, as imagens das dobras so se encontram duas a
duas e transversalmente e imagens de cuspides ndo coincidem com imagens

globalmente estaveis, isto €, a equivaléncia entre as aplicagées vale em M, e
néo apenas numa vizinhanga de cada ponto.

2) Se restringirmos o nosso estudo para aplicacoes proprias, também prova-
S€ que genericamente uma aplicagio de %2 em %2 & globalmente estavel
(com a mesma terminologia da observacéo acima). Lembramos que uma
aplicagédo continua definida entre subconjuntos de €spacgos vetoriais de

dimenséo finita é propria quando a imagem inversa de todo compacto é
compacta.



Capitulo I
Fluxos Transitorios em M*

Neste capitulo estudamos os fluxos transitorios em variedades 3-dimensionais
compactas, conexas e com bordo nao vazio. Encontramos a forma normal em
pontos de bordo para um conjunto aberto e denso de campos vetoriais e
notamos que novamente nos deparamos com as dobras e as cuspides. O
motivo de restringirmos o nosso estudo aos campos transitorios € podermos
nos concentrar na analise do contato do campo com o bordo, sem nos
preocuparmos com 0s elementos criticos e as separatrizes.

As principais referéncias para este capitulo séo os trabalhos de P. Percell [13]
e J. Sotomayor [17], que se preocuparam em estudar o problema da
estabilidade estrutural para campos vetoriais em variedades compactas com
bordo. A maioria dos autores de trabalhos anteriores nesta area ignorou o
problema das variedades com bordo, trabalhando com campos que nunca séao
tangentes ao bordo ou estdo definidos sobre variedades compactas sem
bordo. Nesta linha estdo, por exemplo, os trabalhos de Smale, Thom,
Whitney, Robbin, Mather e outros. Sao exceg¢odes os trabalhos de Peixoto e
Pugh, conforme [13].

Neste capitulo M denotara uma variedade compacta, 3-dimensional, C*, com
bordo V C”, mergulhada numa variedade N 3-dimensional, C*, sem bordo. O
conjunto 7(N) denotara os campos vetoriais C* definidos sobre N e cada

campo X € I(M) sera considerado como restricdto a M de um campo
X" e I(N).

As segOes estao divididas da seguinte maneira: na primeira estudaremos o
comportamento do campo em pontos do bordo e sob algumas condigbes
construiremos uma estratificacdo especial de V; na segunda se¢do usaremos
o Teorema da Preparagao para provar o Teorema da Forma Normal, a
terceira secado trata dos campos vetoriais transitérios e a quarta e ultima
secao tem como tema central a prova do Teorema da Estabilidade Estrutural.

1. Comportamento do Campo em Pontos do Bordo.

Nesta seg¢ao definiremos uma condigdo de regularidade local sobre o
comportamento de um campo vetorial X no bordo de M. Quando X satisfaz
esta condicdo, o bordo de M podera ser decomposto pelas subvariedades
[o(X), I'1(X) e T'2(X), que serao definidas.

1.1 Definigao

O conjunto dos campos vetoriais J(N) se torna um espac¢o topolégico quando
consideramos a base de abertos {U(e, k)} definida da seguinte forma: para
cada k e N ecadacs > 0temos que F € U(g, k) < |D“(F°cpx'1)<px(x)| < g, para
todo multi-indice o com |a| <k e x € N e onde cp,(:V,(—)‘.R2 e uma carta local
definida numa vizinhancga de x.

—
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1.2 Definigao

Dada uma aplicagéo C', r > 1, £:M—N, dizemos que f € uma imerséo se para
cadap € M, Dfp: T,M—T,,N € injetora. Uma imersédo é chamada merguiho se
fM—=f(M) ¢ N &€ um homeomorfismo quando se considera f(M) com a
topologia induzida de N. Neste caso, f(M) & uma subvariedade de N e
dizemos que esta mergulhada em N.

1.3 Notagao

Por conveniéncia, usaremos uma fungéo para trabalharmos com o bordo de
V, ao invés de trata-lo como uma subvariedade. De fato, existe § € C*(N, R)
tal que:

() p7(0) = V.

(b) O & valor regular de .

Observamos que a fungéo B so esta definida globalmente se a variedade M
for orientavel. Caso contrario podemos considerar B definida localmente numa
vizinhanga de cada ponto.

1.4 Definigao
Seja B satisfazendo 1.3. Dizemos que X e (M) satisfaz a condi¢édo local se

para cada inteiro ndo-negativo k a aplicagéo (B, XB, ..., X*B):M—>%*" tem 0
como valor regular, onde X'*'g = X(XIB).

1.5 Observacgao

Se X satisfaz a condigéo local, entdo a aplicacéo definida acima ndo deve
atingir 0 quando k > 3 = dim(M). De fato, se isto acontecesse, 0 néo poderia
ser valor regular, por causa da dimensao do espago de chegada.

Em pamcular X ndo pode se anular em nenhum ponto de V, pois caso
contrario, X B seria nulo para qualquer k neste ponto. Outra implicagéo deste
fato € que cada orbita s6 encontra o bordo de M num conjunto discreto (e,
como M é compacto, de cardinalidade finita) de pontos.

1.6 Lema
A definigao 1.4 é independente da escolha da fungéo p satisfazendo 1.3.

1.7 Definigao
Sejam B uma funcéo satisfazendo (1.3) e X e I(M). Para um inteiro ndo
negativo k definimos o conjunto de ordem de tangéncia k, T'«(X) como o
conjunto dos m € M tais que

B(m) = (XB)(m) = ... = (XB)(m) = 0, (X*'B)(m) O,
Definimos TI',(X) como o conjunto dos m e M tais que (XkB)(m) = 0, para
qualquer k inteiro ndo-negativo.
E imediato que se m e ['k(X), para algum k, entdo m e V.
Esta definic&do ndao depende da fungéo 3 escolhida.

1.8 Definigao

Uma estratificacdo de M é uma colegéo finita de subvariedades conexas, sem
bordo e disjuntas {L;} tais que:
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(Mul=M _ _

(2) Sei#jelLinLj# ¢, entdo Li> Ljedim L; < dim L,

Os conjuntos I'k(X) sédo subconjuntos de V disjuntos e sua unido & V. Em
particular, se sé existe um nimero finito de componentes conexas destes
conjuntos eles formam uma estratificagdo de V, que é o caso quando X
satisfaz a condigéo local. Este fato esta demonstrado no Capitulo Ill, em 2.2.

2. O Teorema da Forma Normal

Nesta secdo provaremos o Teorema da Forma Normal. Neste teorema,
vemos como um campo que satisfaz a condigéo local pode se comportar no
bordo de M. E neste ponto que entram as dobras e as cuspides neste
capitulo.

2.1 Definigao

Uma fungéo f(t, x) de classe C” definida numa vizinhanga aberta U de (0, 0)
em RxR" é dita p-regular em t se p é o menor inteiro ndo negativo para o qual
(6PflatP)(0, 0) é nao-nula.

2.2 Teorema da Preparagao
Se U € uma vizinhanga aberta de (0, 0) em RxR" e f € C*(U, N) é p-regular
em t, entdo existe um intervalo J contendo 0 e R, uma n-bola aberta S
contendo 0 € R" e fungdes
Q e C*(JsS, M),
e Hje C*(S, M), j=1,...,p
tais que kS c U e V (t, x) e JxS,
a) Q(t, x) # 0, _
b) f(t, x) = Q(t, X)[t° + SH)P]

1,...p
O Teorema da Preparacéo sera provado no Apéndice A.

2.3 Teorema da Forma Normal
Seja X e I(M) a restrigdo de um campo X' € I(N) e suponhamos que X

satisfaz a condigédo local. Se mgo e TI(X), entdo podemos encontrar
coordenadas (t, x4, X2) numa vizinhanga U de mg em N, que se anulam em mq
e tais que X' |y = d/ot e em U, B(m) = t(m)**" + z >}§,-(m)t(m)"1.

=1,

demonstragao

Sejam f uma funcéo definida em N que satisfaz 1.3 e (s, Y1, ¥2) um sistema de
coordenadas para N definido numa vizinhanga U de m, tal que m, € a origem deste
sistema e X' |, = 9/ds. A existéncia deste sistema de coordenadas e garantida pelo
Teorema do Fluxo Tubular (ver, p. ex., [14]). Observamos que ao tomarmos as
coordenadas (t, x;, x;), estamos transformando o campo X' num campo “reto” na
vizinhanga U,

Por 1.6 temos 0 < k < 2, e para cada m, € V queremos encontrar um sistema de
coordenadas numa vizinhanga de m, tais que B & dada por:



se mg € ['o(X), B(m) =t(m),
se mg € I'4(X), B(m) = t(m)® + xq(m),
e se mp € [o(X), B(m) = t(m)* + x4(m) + xzt(m).

Se mo e T'o(X), B(mo) = 0 e X'B(mo) # 0. No sistema de coordenadas (s, i, ¥2), Mp € @
origem e X'B(0) = 9p(0)/os = 0, ou seja, B € 1-regular em s no ponto 0. Logo, por 2.2,
e diminuindo U se necessario, existem funcées q:U—%R e hy:S->W0, onde S é uma 2-
bola aberta contendo a origem, tais que quando m e U temos gm) = 0 e
B(m) = q(m) y(m), onde y(m) = s(m) + hy(y(m)) e y = (y1, y2). Como B(0) = 0 € q(0) # O,
¥(0) = 0 e como s(0) = 0, hy(0) = 0. Fazemos a mudanca de variaveis t = s + hy(y),
entdo X' = d/os = dlot e y(m) = t(m).

Como q(m) # 0 em U, dividindo-se B por q, temos outro sistema de coordenadas no
qual locaimente B se escreve t(m).

R

Na figura temos que V é dada localmente
pela fungéo B(m) =t e o fluxo por X'(m) = a/ct.

Se mg € [(X), B(mo) = X'B(mo) = 0 e X2B(mo) = 0. No sistema (s, yi, Y2), temos
X'B(0) = 9p(0)/os = 0 e &*B(0)/ds” # 0, ou seja, B & 2-regular em s no 0. Logo, por 2.2,
diminuindo U se necessario, existem fungdes q:U—>% e hiS->N, i =1, 2, tais que
quando m € U temos q(m) = 0 e B(m) = q(m) y(m), onde y(m) = s(m)? + hy(y(m)) +
+ ho(y(m))s(m) e y = (y1, ¥2). Analogamente ao caso acima, hi(0) = 0. Fazemos a
mudanca de varidveis t = s+ hy(y)/2, e temos t(0) = 0, X' = dlos = dlot e
y= 8%+ hy(y) + + hoy)s = (£ - ho(y)/2)* + ha(y) + hao(y)(t - ha(y)/2) = t? - tha(y) - ho(y)/4 +
+ ha(y) + thoy) - ho(y)?/2 = £ + ga(y).

A aplicagéo g,°y tem posto 1 em mo porque (y,@y/@t):U—)‘JIz tem posto 2 em my. Logo,
se tomarmos (t, x;, X2) = (t, 91°y, y2) como um novo sistema de coordenadas,
teremos X' = dlot e y(m) = t(m)? + x4(m), numa vizinhanga de mo. Como g(m) = 0 em
U, dividindo-se B por g, temos outro sistema de coordenadas no qual 3 se escreve
localmente t(m)? + x;(m).

V
Na figura temos que V é dada localmente
pela fungao B(m) = t* + x; e o fluxo por X'(m) = a/ct.

Se mg € I'y(X), B(mo) = X'B(Mo) = X"?B(mp) =0 e X"*B(mg) = 0. No sistema (s, y1, Y2),
temos X'B(0) = ap(0)/as = &*B(0)/os” = 0 e &*p(0)/0s® # 0, ou seja, B € 3-regular em s
no 0. Logo, por 2.2, e diminuindo U se necessario, existem funcées q:U->N e
h:S—%N),i=1, 2, 3 tais que quando m € U temos q(m) = 0 e B(m) = g(m) y(m), onde
y(m) = s(m)® + hy(y(m)) + ho(y(m))s + hs(y(m))s(m)* e y = (y1, y2). Novamente temos
hi(0) = 0. Fazemos a mudanca de variaveis t = s+ hs(y)/3, e temos t(0) = 0 e
X' = olos = olat. '
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y(m) = s> + hy(y) + ho(y)s + ha(y)s® = (t - ha(y)/3)° + hy(y) + ho(y)(t - ha(y)/3) +
+ ha(y)(t - ha(y)/3)* = t° - Pha(y) + tha(y)/3 - ha(y)*/27 + hy(y) + tha(y) - ho(y)ha(y)/3 +
+ tha(y) - 2ha(y)?/3 + ha(y)¥/9 = t° + ga(y) + galy)t.

A aplicagéo (gs°y, g-’y) tem posto 2 em mq porque (y,dy/ét, &ylot?):U—%> tem posto 3
em mo. Logo, se tomarmos (i, x;, X2) = (t, g4°y, g2°y) como um novo sistema de
coordenadas, teremos X' = d/6t e y(m) = t(m)® + x;(m) + xx(m)t, numa vizinhanca de
mp. Como gq(m) = 0 em U, dividindo-se B por q, temos outro sistema de coordenadas
no qual B se escreve localmente t(m)® + x,(m) + xx(m)t.

V
Na figura temos que V é dada localmente pela
fungao B(m) = £+ % + Xot € o fluxo por X'(m) = dlét.

Para demonstrarmos o teorema da abertura e densidade dos campos
vetoriais que satisfazem a condigao local precisamos do seguinte lema:

2.5 Lema

Seja P uma variedade tal que existe um difeomorfismo h:P—-M e seja
Z € I(P). Entdo I'(DheZeh™) = h(I'(Z)) para cada inteiro ndo-negativo k e se Z
satisfaz a condigéo local, DheZsh™ e 7(M) também satisfaz a condigao local.

demonstragéo

Seja B definida em N e satisfazendo 1.3. Entao pch € uma fungao sobre P
satisfazendo as condi¢ées analogas sobre esta variedade. Portanto, Z satisfazendo
a condicdo local significa que para todo inteiro nao-negativo k, a aplicagéo
(B°h, Z(B°h), ..., Z¥(B°h)):P—>R*" tem 0 como valor regular. Também, temos que um
ponto p € AP esta em I'(Z) se esta aplicacdo é nula em p e Z'(B°h)(p) # 0.

Mas (Dhz°h™")(B) = [Z(B°h)I’h™", pela definicao da funcéo tangente Dh e, por indugéo,
(Dhezeh™Y(B) = [Z'(p°h)]°h™, ¥ 1 e N.

2.6 Definigao

Sejam P e Q variedades de classe C*, S « Q uma subvariedade de classe C*
e fP—Q uma aplicacéo de classe C', k, r > 1. Dizemos que f ¢ transversal a
S em um ponto p € P se f(p) ¢ S ou Dfp(T,P) + TS = T Q. Dizemos que
f é transversal a S se € transversal em todo ponto p € P.
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Dadas duas subvariedades S1 e S; « Q, dizemos que S; é transversal a Ss se
a inclusdo i:S1—Q é transversal a S,.

2.7 Teorema da Transversalidade de Thom
Sejam P e Q variedades de classe C”, S ¢ Q uma subvariedade. O conjunto

{f € C*(P, Q): f é transversal a S} é residual em C*(P, Q). Se S for fechado,
este conjunto sera aberto.

Referéncia para a demonstracéo: [16].

2.8 Definigao
Definimos o espacgo J¥(n, p) de jatos de ordem k, ou k-jatos, das aplicacbes
diferenciaveis de R" em R’ que aplicam 0 € N" em 0 € NP da seguinte
maneira: um k-jato z € Jk(n, p) € uma classe de equivaléncia segundo a
relacédo que identifica duas aplicagdes diferenciaveis f e g, f(0) =0 e g(0) =0,
se J_ﬂxi);'%(x)_l — 0 quando x — 0.

%
Se f é uma aplicagéo diferenciavel, o k-jato que a contéem & denotado por
jkf(O) e f é um representante de z. Cada k-jato tem um representante
polinomial de grau k, que € o polindmio de Taylor de grau k em 0 € R" de um
representante f.
Dados um aberto U ¢ " e uma fungéo diferenciavel f:U—9, associamos a f
a aplicaco j*/:U—J"(n, p), definida por j*f(x) = j*/,(0), onde f,(u) = f(x + u) -
f(x). Esta aplicagéo chama-se extensao de f ao espago de k-jatos.

2.9 Lema

Sejam U uma vizinhanga de V na qual X' n&o se anula e Wk(X’, U) a
subvariedade do espago Jk(N, 9N) formada pelos k-jatos que se anulam em U.
Entdo a aplicagdo (B, X'B,..., X *B):N->%*"" tem 0 como valor regular se e
somente se o k-jato jkB é transversal a subvariedade W"(X’, U).

2.10 Teorema
O subconjunto de (M) dos campos vetoriais satisfazendo a condicéo local &
aberto e denso em 1(M).

demonstragéo
abertura

A abertura segue de f ser uma funcdo continua sobre M implicar que para cada
inteiro ndo-negativo k, a aplicacdo X—X*f de 7(M) em C*(M) é continua.

De fato, se X e (M) satisfaz a condigdo local, entao para cada inteiro ndo negativo
k, a aplicacdo (B, XB...., X*B):M—R*"! tem o zero como valor regular, e se k > 3, esta
aplicacdo nao deve atingir o zero. Por continuidade podemos encontrar uma
vizinhanca v de X em 7(M) tal que se Y e v, a aplicagéo (8, YB,..., Y*B):M—->%"" nao
atinge o zero se k > 3. Diminuindo um pouco esta vizinhanca, se k <3 eY € v, 0
zero quando atingido é valor regular da aplicacao acima também pela continuidade.



densidade

Suponhamos que X ¢ 7(M). Queremos mostrar que X pode ser aproximado por um
campo arbitrariamente préximo e que satisfaz a condicéo local.

Cada campo sobre M pode ser aproximado por um campo com um numero finito de
singularidades e estas podem ser deslocadas para fora do bordo, logo podemos
supor que X néo tem singularidades em V.

Sejam X' uma extensdo de X a N e B definida em N satisfazendo 1.3. Ja que a
condicao local & uma restricdo sobre campos vetoriais, B pode ser considerada fixa
com o seu conjunto nulo igual a V. Entretanto, agora é mais conveniente considerar
© campo vetorial fixo e variar f.

Interpretando a condic&o local como uma condic@o sobre B, usamos o lema 2.9 e o
Teorema da Transversalidade de Thom 2.7 para aproximar B por fungdes
arbitrariamente préximas y:N—>%9R tal que para todo inteiro nao-negativo k a aplicacao
(7, X7,..., X™*):N->9*" tem 0 como valor regular.

Pelo Teorema Isotépico Transversal (ver, por ex., [1]), existem difeomorfismos
h:N1—>N, tanto mais proximos da identidade quanto y esta de B, tais que h(y'(0)) =
=p(0)=V.

Portanto, segue que existem difeomorfismos h de N proximos da identidade tais que
X' IM(M, satisfaz a condicéo local.

Pelo lema 2.5, The(x' |h.1(M))°(h‘1 [w) e (M) satisfaz a condicio local e esta proximo

de X porque h esta proximo da Identidade. Com isto temos a densidade dos campos
que satisfazem a condicao local.

3. Campos Vetoriais Transitorios

Nesta secdo estudamos o conjunto dos campos vetoriais transitorios sobre M.
Primeiro mostraremos que € exatamente o conjunto dos campos vetoriais que
nao se anulam e sio gradiente para alguma métrica de Riemann sobre M.
Entdo, mostraremos que o conjunto dos campos vetoriais transitorios é
sSempre um conjunto aberto e n&o vazio de Z(M). Apresentaremos a condic¢ao
global que um campo transitério deve satisfazer para ser estruturalmente
estavel. Esta condigdo regula o conjunto de trajetoérias que séo tangentes a Vv
em mais de um ponto.

3.1 Definigao
Um campo X ¢ (M) é um campo transitorio se cada curva integral de X so
esta definida para um intervalo de tempo finito.

3.2 Observacao

Dizer que X é um campo transitorio é equivalente a dizer que o conjunto nao-
errante de X & vazio. Em particular, X ndo tem pontos singulares nem érbitas
periddicas.



3.3 Definigao

Sejam Py e P, variedades arbitrarias, Xi € 7(Py) e Xz € I(P2) séo ck
equivalentes se existe um difeomorfismo de classe C* entre Py em P, levando
trajetorias de X; em trajetorias de X,, preservando o sentido das mesmas.
Abusando da linguagem, dizemos que os campos sao equivalentes se forem
C”-equivalentes. Um campo é estruturalmente estavel se € equivalente a
cada campo vetorial em uma de suas vizinhangas.

3.4 Definigao

Sejam um campo Y € 1(N), > a imagem de uma 2-bola aberta mergulhada em
N e transversal a Y e J um intervalo de 9%, aberto, limitado e contendo O.
Quando o fluxo de Y, ¢:RxN—-N restrito a Jx2. € um difeomorfismo no
subconjunto de N varrido por > no intervalo de tempo J, chamamos o
conjunto ¢(Jx>) um tubo de fluxo e o denotamos por T(Y, J, 2.). Observamos
que um tubo de fluxo nada mais é do que um feixe de orbitas de Y, e a
condi¢éo de que ¢|J,g seja um difeomorfismo €& necessaria para evitarmos
pontos singulares e orbitas periddicas totalmente contidas no tubo. Se
J = (a, b), os conjuntos ¢({a}x>) e ¢({b}x2) sdo ditos os extremos de T(Y, J, 20).

3.5 Lema
Seja X’ € I(N) tal que X = X' | € transitorio. Entao M pode ser coberto por um
namero finito de tubos de fluxo cujos extremos estao fora de M.

demonstragéo

A existéncia dos tubos de fluxo € garantida pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo.
Como X é transitério, a curva integral através de cada ponto de M deixa M em
tempo finito positivo e negativo. Portanto, escolhendo intervalos grandes o suficiente
e 2-bolas convenientes, podemos cobrir M por tubos de fluxos cujos extremos estao
fora de M. A subcobertura finita segue da compacidade de M.

3.6 Definicao

Uma particdo da unidade subordinada a cobertura enumeravel e localmente
finita por abertos {U,} de uma variedade M é uma cole¢ao {¢,} de fungdes
reais, ndo negativas e de classe C” tais que:

1) Para cada n, o suporte de ¢, esta contido em U,;

2) Lgn(P) =1, Vp e M.

3.7 Lema
Sejam X' € /(N) e X € /(M) a sua restricdo. X é transitorio se e sO se existe
uma funcéo derivavel f definida em M tal que Xf = 1 em M.

demonstragdo
=)

Sejam Ty(X', Ji, ), i = 1, .., k, uma familia finita de tubos de fluxo com extremos fora
de M e cobrindo M. Sobre cada um destes tubos definimos a fungao f,, como a



coordenada tempo ou projecao sobre J,, Como X’ /i significa a derivada da funcéo f,
na dire¢cdo do campo X', é claro que X'fi=1em T(X, J, 2.

Para obter uma funcdo global sobre M usaremos uma particdo da unidade
subordinada a cobertura {T,(X’, Ji. i) n M} de M que tenha a propriedade de suas
funcbes serem constantes sobre as trajetorias de X. Lembramos que toda cobertura
enumeravel e localmente finita (no nosso caso temos uma cobertura finita) de uma
variedade admite uma particéo da unidade subordinada a ela (ver, p.ex., [6]). Esta
particdo da unidade nao é suficiente porque queremos a propriedade das fungées
serem constantes nas trajetorias de X. Teremos terminado com esta parte do lema
quando construirmos esta particao da unidade.

Como cada Y, & imagem de uma 2-bola aberta, podemos tomar A, 2 como
imagens de 2-bolas abertas de tal modo que o fecho de cada Ai ainda esta contido
em > e os tubos de fluxo TiX', Ji, A),i=1, ..., k ainda cobrem M.

Para cada i = 1, . k seja p; uma funcdo definida em 2i com as seguintes
propriedades:

(@) 0<p;<1sobrey;

(b) O suporte de cada pi € compacto:;

(C)pi=1emA,.

Sejam 7; as projecées de Ti(X', J, %) sobre > que a cada ponto da trajetéria por
m e ¥, associam a m. Entdo as restricbes de pem a T(X/, J;, 2i) N M se estendem
para uma funcdo em M que é nula fora de Ti(X", Ji ) n M e constante sobre
trajetorias de X. Podemos normalizar estas fungdes de modo que a sua soma em
cada ponto de M seja 1 e com isto construir a particdo da unidade desejada. Com
esta particéo e as fungées /i definimos a fungéo f.

(=)

Como Xf = 1, nenhum ponto de M pode ser estacionario e nenhuma é6rbita fechada
pode estar contida em M.

Agora notamos que se m, e m, estio na mesma trajetoria, entdo | f(m,) - f(m,)| é o
tempo que se leva de my a m,. Como M é compacto e f € continua, existe K tal que
If(m)l < K, para qualquer m ¢ M. Logo o tempo entre m, a m, & sempre finito e
portanto cada curva integral fica em M somente um tempo finito, c.q.d.

3.8 Definigio

Uma métrica Riemanniana numa variedade M é uma aplicagdo que a cada
ponto p € M associa um produto interno < , > definido no espaco tangente a
M em p.

Em qualquer variedade existe uma meétrica Riemanniana C*. De fato,
consideramos uma cobertura enumeravel localmente finita (Un) por abertos de
uma variedade M tal que em cada Un podemos fixar um sistema de
coordenadas (xj, ..., Xm):Up—N" e definimos a seguinte métrica < , >,(q), ge
Un, pelos valores nos elementos da base de Tq(M):< (dloxi)(q), (alox)(q) >y, =
= &j. Seja (¢n) uma particdo da unidade subordinada a (Un). A métrica em M
fica definida em cada ponto p e M pela expresséo < | >(p) = 7; Pn(P) <, >n(p).

0]
LI



3.9 Proposigido
Sejam X' € I(N) e X € 1(M) a sua restricdo. O campo X é transitorio se e s6

se X € um campo vetorial gradiente que ndo se anula para alguma métrica
Riemanniana em M.

demonstragdo

(=)
Por 3.7 existe f definida em M tal que Xf =1. Seja f’ extensdo de faN.

Agora tomamos uma cobertura de M por tubos de fluxos T(X', J;, 3), i = 1, ey M,
com a propriedade de /' ser constante sobre cada 2i. Se uma métrica produto é
colocada sobre Jx¥, entdo os difeomorfismos determinados pelos fluxos entre
Ti(X', Ji, 2) e JxX; determinam uma meétrica Riemanniana sobre Ti(X', J;, 2) tal que
X' € ortogonal as superficies de nivel de f' e |X| = 1 em cada ponto em cada tubo
de fluxo. E facil de checar que se nos adicionamos as métricas sobre os conjuntos
Ti(X', Ji, £) n M usando uma arbitraria particdo da unidade subordinada a esta
cobertura de M por conjuntos abertos, entdo obtemos uma métrica global sobre M
tal que X é ortogonal as superficies de nivel da f e |X(m)| = 1 em cada ponto
m € M. A primeira destas propriedades implica que X e grad(f) sao paralelos em
cada ponto de M. Em particular, < X, grad(f)> = + | X| | grad(f)| .

De Xf(m)=1e [X(m)| =1 v m e Mtemos < X, grad(f)>=Xf=1= |x|2

Portanto, X e grad(f) tém o mesmo comprimento e direcdo em cada ponto, logo
X = grad(f) nesta métrica.

(<)

Existem f € uma métrica em M tal que X = grad(f). Entao Xf=<X, grad(f) > = | X|?
= grad(f)’* > 0, portanto Xfm) >0V me M. Logo o campo vetorial (/X)X é
transitério pelo lema 3.7. Portanto X & transitério porque ¢ multiplicagao por uma
fungéo que n&o se nula de um campo transitorio.

3.10 Proposigao
O conjunto dos campos vetoriais transitorios é aberto em (M).

demonstragéo

Usando o lema 3.7, dado um campo vetorial transitorio X em M, seja f tal que
Xf = 1 sobre M. Entao para todo Y numa vizinhanca suficientemente pequena de X
em (M) temos Y/ > 0 sobre M. Logo, por 3.7, (1/(Yf))Y é transitério, e
consequentemente Y também é.

3.11 Proposicao
O conjunto dos campos vetoriais transitérios em M é nao-vazio.



demonstracéo

Podemos encontrar uma fungéo definida em M sem pontos criticos tomando uma
fungéo de Morse em N de tal modo que todos os pontos criticos estdao em N - M. Por
3.9, o gradiente desta funcéo com respeito a qualquer métrica Riemanniana em M &
transitorio.

3.12 Definigao
Seja Q « N™ uma variedade. Se dimQ = n, definimos a codimens&o de Q em
R" comok =m -n,

3.13 Definigao
Sejam Py, ..., P, subvariedades de uma variedade Q. Um ponto p € n Pi, i=1,
., I €& dito um cruzamento de Py, ..., P. Um cruzamento p é dito um

..........

onde T,P; é o espaco tangente a P; em p considerado como subespaco de
T,Q.

3.14 Notagao

Sejam X' € I(N) e X € (M) a sua restrigdo. Suponhamos que X é transitorio e
satisfaz a condicdo local e seja ¢:RxN—->N o fluxo para X'. Sejam t uma
trajetoria de X e my, ..., m, os pontos onde t intercepta V (por 1.5 sdo em
numero finito) e suponhamos que m; e I'k;(X). J&a que X nao é tangente a
I'kiy(X) em m;, é possivel tomarmos um intervalo aberto J; tal que ¢(J{m;})
contém t e uma vizinhanga aberta Ai(t) de m; em I'kq)(X) pequena o suficiente
para que ¢(JixAi(t)) seja uma subvariedade mergulhada em N.

3.15 Definicao

Sejam X, X' e 1 como em 3.14, e seja T(X’, J, ) um tubo de fluxo contendo
t. Podemos supor que os conjuntos J; e Ai(t) foram escolhidos pequenos o
suficiente para que ¢(JuAi(t)) T(X', J, ¥). Entdo os conjuntos n(A(t)) sdo
subvariedades mergulhadas em 2., onde 7 € a projecéo do tubo de fluxo sobre
2. Dizemos que X ¢ (M) satisfaz a condicédo G(7) se as subvariedades

n(A(t)), i=1, ..., rtemum cruzamento normal no ponto n(t) € Y. Dizemos que
X € I(M) satisfaz a condicéo global se é transitorio, satisfaz a condi¢éo local e

a condigdo G(t) para cada trajetoria t de X.

E claro que a condigdo G(r) € independente da escolha particular dos
conjuntos J; e Aj(x).

Agora vamos analisar quais cruzamentos podemos ter se X satisfaz a
condicdo global. Primeiro notamos que dimT,y> = 2, e portanto as
subvariedades mergulhadas em 2. s6 podem ter codimensao 0, 1, ou 2. Do
Teorema da Forma Normal 2.3, temos que TI'o(X) tem codimensao 0, I'(X) tem
codimenséo 1 e I';(X) tem codimensio 2, portanto, uma oérbita pode
interceptar duas vezes I'o(X), duas vezes I'y(X) e uma I'1(X) (por dentro de M)

1
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uma vez I'y(X) (por fora de M), duas vezes I o(X) e duas I'1(X) (de maneira
que as proje¢oes sobre 3. sdo transversais) ou uma vez I o(X) e uma I'y(X).
Estas situacoes estdo ilustradas nas figuras abaixo.
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Na primeira figura temos uma orbita t interceptando duas vezes T’ o(X), na segunda duas
vezes I'o(X) e uma I'y(X), na terceira duas vezes I'g(X) e duas I'y(X) (de maneira que as
projecdes sobre 3. sdo transversais) e na Gltima uma vez I, o(X) e uma I'y(X).

4. Estabilidade Estrutural

Nesta se¢éo provamos o principal resultado do capitulo, que é que um campo
vetorial sobre M que satisfaz a condigéo global é estruturalmente estavel.

Seja y(Y, A, Q) a restricdo a AxQ do fluxo de Y, onde Y e I(N), A é um
subconjunto de % e Q é um subconjunto de N.

4.1 Lema
Sejam Y € i(N) e T(Y, J, ) um tubo de fluxo com extremos fora de M tal que
2. € imagem de uma 2-bola mergulhada e aberta e (Y, J 2) € um mergulho.
Entéo para cada subconjunto compacto K de T(Y, J, X)) existe uma vizinhanca
9 de Y tal que se Z € 9, entdo w(Z, J, %) é um mergulho e T(Z, J, X)) é um
tubo de fluxo contendo K com extremos fora de M.



demonstragédo

Como J x 2. &€ uma variedade compacta (com quinas), o conjunto dos mergulhos em
C*(J xx, N) é aberto. Logo, como y(Z, J, Y) depende continuamente de Z, podemos
tomar 9 tal que se Z € 9, entdo y(Z, J, ) € um mergulho e T(Z, J, X) € um tubo de
fluxo bem definido.

Vamos mostrar que podemos tomar 9 tal que se Z € § os extremos de T(Z, J, %)
estao fora de M. _

De fato, se J = (a, b), a imagem de (Y, {a, b}, X)) é disjunta de M, e portanto
podemos diminuir § tal que se Z e 9, entdo aimagem de (Y, {a, b}, Y) é disjunta de
M. A imagem desta aplicagdo contém os extremos de T(Z, J, %), que
consequentemente estdo fora de M.

Seja K um subconjunto compacto de T(Y, J, ¥). Podemos supor sem perda de
generalidade que K é conexo. Por K ser compacto, podemos diminuir § tal que se
Ze 9 KnTZ J, 2)+¢. Jaque K e o bordo de J x . sdo conjuntos compactos,
podemos diminuir 9 novamente tal que se Z € 9, a imagem do bordo de J x 2. por
y(Z, J, X)) édisjunta de K .

Entdo, se Z € 9, K fica inteiramente contido em T(Z, J, ). Logo, a vizinhanga 9 tem
a propriedade de que se Z e 9, entdo K esta contido em T(Z, J, 2)).

4.2 Teorema

Sejam X’ € [(N) e X € (M) a sua restricdo. Suponhamos que X & transitorio,
satisfaz a condicdo local e 1 € uma trajetéria para X tal que X satisfaz a
condigdo G(t). Entdo t esta contido num tubo de fluxo T(X', J, X) com a
propriedade de que para cada subconjunto compacto K de T(X', J, 2) existe
uma vizinhanca U de X" em I(N) tal que se Y1 e Y, € U e Yy = Y, fora de K,

entéo as restrigoes Y |m e Y2 | sdo equivalentes.
demonstragéo
Seja B uma fungao sobre N que satisfaz 1.3.

Seja T(X', J, A) um tubo de fluxo contendo t. Usaremos a letra n para denotar todas
as projecdes T(X', J, A)—A, JxA—>A e ReR°—->9R% Sejam my, ..., m, os pontos onde t
intersepta V e sejam k(i) tais que m; e I'y;(X). Se s é a coordenada sobre J, seja
o; = s(m).

Consideremos a funcao fo = Boy(X’, J, A) sobre JxA. Para cada i = 1, ..., 1, esta
funcéo é regular de ordem k(i) + 1 no ponto (o;, n(t)). Portanto, segue do Teorema
da Preparacgao que existem,

(a) intervalos abertos disjuntos J;, i = 1, ..., r, tais que o, € J,, Ji © J e o Unico zero
de fo em J; x{n(1)} € (o;, n(1)),
(b) Um conjunto . que contém n(t) e esta no interior de A,
(c) uma vizinhanga v de foem C*(JxA, R), e
(d) aplicagoes continuas,
Qiu—>C7(Jix2, M), i=1,..1,



e H= (H1.1, cer H1_k(1)+1, H2_1, ceny Hr, Kk(r) +1):U—)Cw(z, (.Rdﬂ), onde d =_Z k(l)

Yoz

tais que, se f eve(s,y) € Ji x>, temos,

(i) Qi(f)(s, y) # O, _

(i) £(s, y) = Q(s, V(s - )" +HZ l;*(ti.{'ﬁ{)(s -a)7]

Na verdade, a versé@o do Teorema da Preparacéo que estamos usando aqui € mais
geral do que a que enunciamos em 2.2 e provamos no Apéndice A. Aqui
precisamos que Q; e H;; sejam funcéo de f, e estejam definidas numa vizinhanga de
fo. Uma referéncia para a demonstracdo deste teorema é [11].

Pela analise que fizemos logo apods a definicdo 3.16, temos os seguintes casos:
(i) r=2, my, my e [o(X),

(i) r = 3, my, mz € [o(X), M2 € "(X),

(lll) r=1,my, € F1(X),

(iv) r =4, my, my € T'o(X), Mz, M3 € I4(X),

(V) r=2,my, € ro(X), m, € rz(X)

Seja | o menor intervalo aberto que contém todos os intervalos J,, i = 1, ..., r. Entao
| « J e se Y é pequeno o suficiente, os extremos de T(X', I, ¥) estao fora de M.
Também, w(X', I, ¥) € um mergulho e podemos aplicar o Lema 4.1. Sejam
o :1=[0, 1) i=1, ..., fungées tais que para cadai, o suporte de ¢; esta contido em
Jie ¢; € 1 sobre |, onde |; & um intervalo aberto contendo c;.

Agora consideremos um polinémio genérico de (q+1 )-ésima ordem s + 3’ a8

=19+
Set=s+aq/(qt1), entao a relacéo
91 43 0g (@, -y A1)t = s + Y as”’
=1...q =1,..q+1

define funcoes polinomiais 0q;j(as, ..., Aq+1) i=1, ..., q, cuja parte linear é a.. Notamos
~ QT = 9 j
que t% ndo aparece no novo polinémio.

Suponhamos que y = (Y1, Y2) & um sistema de coordenadas sobre ). tal que
yi((t)) = 0. Para uma aplicagéo h = (N1, ..., N1k, a1, oo Dr ke +1) dE 2 em R,
seja A(h):l x Z—>9x9” definida por
(CA))(S, ¥) = S + Z0(S) " huxper(y)/(K(D) + 1
(xPA(h))(s, y) = Bkgm(Nja(y), - hjxa+(Y)),
Ymm=d+1, .., 2

onde t é coordenada sobre R e (x4, X) sobre %12, Notamos que A(h) leva fibra em
fiora se consideramos | x Y, e 9tx%? como fibrados e com projecoes n sobre Y, e R,
Afirmamos que a aplicagéo de > em R definida por

yo(Hi1(f) (), o Hixlfo)y), Hza(fo)y), - He wn «(fo)(y)) tem posto d em
y = n() (fato provado em [1 3]). Prova-se também que Hij(fo)(n(t)) = 0, ¥ i, j, portanto
A(H(fo)(s, (1)) = (s, 0). Logo, como a parte linear de 04; € @, vemos que podemos
supor que as coordenadas yi, Y2 estdo ordenadas de modo que A(H(fo)) tem posto
3 em cada ponto de | x {r(r)}. Portanto, se S é pequena o suficiente, existe uma
vizinhanca W de H(fo) em C*(%, %97 tal que se h e W, A(h) € um mergulho.

E claro pela construgéo de A(h) que se hy, h, € W e hy = h, fora de um subconjunto
compacto D de ¥, entdo A(hy) = A(h,) fora de '(D)em Ix2 e A(hy) e A(h,) tem as
mesmas imagens, de tal modo que a aplicagéo B(hy, hy) = A(hy)*A(hy) € um



difeomorfismo de | x Y. que € a identidade fora de (D) e leva fibras de | x > em
fibras. Seja y(h) a fungéo sobre (v J) x 2, definida por

=1,

y(h)(s, y) = (s - 0) " + Thy(y)(s - o)),

= ki
quando (s, y) € Jix 2.
Verificaremos que B(hs, hy) leva o conjunto nulo de y(h;) no de y(h,). Sejam C,
intervalos abertos tais que o; € C; e C; c |. Podemos assumir Y. e W pequenos o
suficiente para que se h € W, entao A()y(hy'(0) A (Ji x )] < Ci x tfA(h)(I « X)) e
Cixn[A(h)(1 x 2)] = A(h)(lx2).

Segue que se hy, h, e We h, = h, fora de um subconjunto compacto de 2., entao,
Ah)y(h+)"(0) N (Ji x X)) < A(hy) (lix ).
Mas a aplicagéo A(h) foi construida para ter a propriedade que se h € W, entao
Y(h)°A(h)-1 (t, x)=(t- Uu)kmﬂ + 2 Xaqy (t - Ui)ﬂ]

=1, k(i)

para (t, x) € A(h)(lixX), onde d(1) = 0 e d(i) = k(1) + ... + k(i-1), i =2, .. r Portanto
temos que se hy, h, e W e h; = h, fora de um subconjunto compacto D de X, entao

B(h;, h,) € um difeomorfismo de IxY. que ¢ a identidade fora de 7(D), leva os zeros
de y(h,) nos zeros de y(h,) e leva fibra sobre fibra.

Agora suponhamos que & dado um subconjunto compacto K de T(X', 1, Y) e
queremos encontrar a vizinhanca U de X' pedida no enunciado. Pelo Lema 41,
podemos tomar U suficientemente pequena tal que se Y e U, entdo (Y, |, 2) € um
mergulho e T(Y, |, ¥) € um tubo de fluxo contendo K e com extremos fora de M.
Para o restante da prova, Y; e Y, denotardo um par de campos vetoriais em U tais
que Y, = Y, fora de K.

Definimos a aplicagéo continua F:U-C™(J x A, R) por F(Y) = poy(Y, J, A) e
diminuimos U para que F(U) c v e H(F(U)) ¢ W. Como F é continua, mostra-se que
podemos tomar . e U pequenos o suficiente tais que se Y e U, os zeros de F(Y) em
| x ¥ estdo na verdade contidos em ( \11 J) x Y. Portanto, pelo Teorema da
Preparagao, se Y € U, entao os zeros de F(Y) em | x 2. sao 0s mesmos de (y"HF)(Y).
Notamos que (Y1, J, A) = y(Y2, J, A) fora de J x n(K). Portanto, F(Y4) = F(Y) fora de
J x(K), e, em particular, os zeros de F(Y,) fora de J x n(K) s&o os mesmos que 0s
de F(Y>). Sejam h; = H(F(Y)), i=1, 2. Entdo os zeros de y(h,) fora de | x n(K) sao os
mesmo que os de y(hy).

Tomemos uma funcéo p:>—[0, 1] que € 1 numa vizinhanca de n(K) e cujo suporte
esta contido num subconjunto compacto D de 2. Sejah=p hy +(1-phz
Podemos tomar U pequena o suficiente para que h esteja em W. Entado h = h; fora
de D mas y(h) = (p°m)y(hy) + (1 - p°m)y(h2) tem Os mesmos zeros que y(hy).

Portanto, temos a seguinte relagéo:h = h, fora de D, os zeros de y(h,) em | x>, sao os
mesmos de Bay(Ys, 1Y) e os de y(hz) sdo 0s mesmos de Boy(Ya, 1 2).

Definimos uma aplicacdo n:T(Y;, I £)=>T(Yz, 1Y) por n = w(Yz I X).B(h, hy)°
Yy, |, >)'. Entdo n € um difeomorfismo que é a identidade fora de 7'(D) em
T(Y;, I, ), leva trajetorias de Y, em trajetorias de Y, e T(Yy, [, Y) mnV em
T(Ya 1,2) n V.

Y|y = Yo | fora de T(Yy, 1Y) A M = T(Y2, . ) n M porque estes conjuntos contém
K ~ M e os extremos dos tubos de fluxo estéo fora de M. Por isto podemos extender



n le, 1Y)~ m @ um difeomorfismo de M que € uma equivaléncia entre Y, IM ey, l weeé
a identidade fora de T(Y,, I, 2) M.

4.3 Corolario
Sejam X' € /(N)e X e (M) a sua restricdo. Se X satisfaz a condigéo global,
entao X é estruturalmente estavel

demonstragdo

Como M é compacto, é possivel encontrarmos uma cobertura finita de M por tubos
de fluxo T, (X', J,, 3), i = 1,..., m, que tenham a propriedade do teorema 4.1.
Paracadai=1,.. m, seja {p;} uma particdo da unidade subordinada a T; (X', J,, 20).
Quando Y e 7(N), seja Yo = X' e Yi=X+(Ep)(Y-X),j=1, ey m.

i=1,..j
Como cada Y., difere de cada Y, somente no suporte de p, que é um
subconjunto compacto de T (X, J, ) e os Y/s dependem continuamente
de Y, segue de 4.2 que existe uma vizinhanca v de X' em /(N) tal que se
Y e v, entao Y Iué equivalente a leM, para j =1, ..., m. Portanto, quando Y € v,
X =Yolu é equivalente a Y|, = Yilm. Logo, por continuidade, o conjunto das
restricées dos campos de v a M é uma vizinhanga de X e X é equivalente a cada
campo vetorial nesta vizinhanca. Com isto temos que X é estruturalmente estavel.

4.4 Teorema
O conjunto dos campos vetoriais que satisfazem a condi¢do global é denso no
conjunto de todos os campos vetoriais transitorios sobre M.

Referéncia para a demonstrag&o:[13].

4.5 Lema
Sejam P e P, variedades arbitrarias e sejam X; ¢ (P1) e Xz € 1(Py) campos
vetoriais equivalentes que nio se anulam. Entdo existe um difeomorfismo

h:P1—P, e uma fungéo diferenciavel [:P>—>9M tal que f ndo se anula e
Xz = f(ThX;h™).

demonstragéo

Como X; e X, s&o equivalentes, existe um difeomorfismo h:P,—P, levando
trajetorias de X, em trajetorias de X,. Segue que Th°X,°h' e X, s@o linearmente
dependentes em cada ponto de P, porque as suas trajetorias sdo as mesmas.
Como Th°X;*h™" nunca se anula, podemos tomar / como a divisdo de X; por
ThX,°h™. E imediato que a fungao f é diferenciavel.

4.6 Lema
Se X e Y sfo campos vetoriais equivalentes e n&o nulos sobre M e X satisfaz
a condicao global, entdo Y também satisfaz a condigao global.

30



demonstragéo

Pelo lema 4.5, existem um difeomorfismo h em M e uma fun¢ao f em M que nunca
se anula tais que Y = f(Thex*h”). Afirmamos que Th°X°h" também satisfaz a
condicdo global (este fato decorre de 2.5 e de difeomorfismos preservarem
cruzamentos normais). A condicdo global & preservada pela operagao de
multiplicagdo por funcao nao nula porque esta operacao preserva a condicdo local,
a condi¢ao G(t) e a propriedade do campo de ser transitorio.

4.7 Corolario
Se X e (M) é transitorio e estruturaimente estavel, entdo X satisfaz a
condigao global.

demonstragéo
Como X é estruturaimente estavel, segue do teorema 4.4 que existe um campo

vetorial que satisfaz a condicao global e & equivalente a X. Basta entdo aplicar o
lema 4.6.

4.8 Teorema
O conjunto dos campos vetoriais transitorios estruturalmente estaveis é
aberto e denso no conjunto dos campos vetoriais transitérios sobre M.

demonstragéo
A abertura é imediata da definicdo de estabilidade estrutural. A densidade sai de 4.4,
4.6 e4.7.

4.9 Corolario

Toda variedade compacta 3-dimensional C* com bordo e conexa admite um
campo vetorial estruturalmente estavel.

demonstragdo

Aplicacédo imediata do teorema 4.8.



Capitulo 1lI
Endomorfismos Contratores em M2

Estudaremos neste capitulo os endomorfismos contratores definidos em
variedades 2-dimensionais compactas. As (nicas singularidades dos
endomorfismos estruturalmente estaveis sao a dobra, a cuspide, a bi-dobra e
a dobra-dobrada. Usaremos as singularidades de um endomorfismo F
estruturalmente estavel para construir uma estratificacdo especial de M, que
denotaremos S(F). Provaremos que esta estratificagéo é invariante dentro da
classe de conjugacdo de F e concluiremos que o numero de cuspides, bi-
dobras e dobras-dobradas & também invariante dentro da classe de
conjugacgéo de F. 5
A principal referéncia para este capitulo € o trabalho de J. Franke L’9] que foi
outro matematico que se interessou pelo problema de encontrar aplicacées
estruturalmente estaveis e classifica-las. Trabalhos anteriores ao de Franke
foram os de M. Shub (1969) que estudou aplicagbées expansoras, o de Z.
Nitecki (1970), que estudou os endomoerfismos néo-singulares do circulo e
também os trabalhos de S. Smale (1967), H. Whitney (1955-58), Levine
(1971), etc. No trabalho de Franke foi usada a estabilidade estrutural no
sentido de Smale, porque as aplicagbes estdo definidas de uma variedade
nela prépria.

1. Endomorfismos Contratores Estruturalmente Estaveis.

1.1 Definigdo

Sejam M = M? uma variedade compacta, 2-dimensional, conexa e sem bordo
e d uma métrica sobre M. Um endomorfismo definido em M é uma aplicagao
F:M—M de classe C' tal que quando existe F“‘, F & um difeomorfismo local.
Dizemos que um endomorfismo & uma contragéo se para algum %, 0 < ) < 1,

d(F(p), F(q)) <Ad(p, q), Vp, q e M.

1.2 Definigao

Denotamos o conjunto dos endomorfismos diferenciaveis de M em M por
C*(M) e o transformamos num espaco topologico quando consideramos a
base de abertos {U(s, k)} definida da seguinte forma: para cada k € N e cada
¢ > 0temos que F e U(e, k) < | D*(Fep,")pu(x) | < ¢, para todo multi-indice o
com lal <kexe M e onde Ox:Vs—o9N? & uma carta local definida numa
vizinhanga de x.

Por simplicidade trabalharemos com endomorfimso de classe C", mas
segundo H trabalhos de Whitney bastaria que tivessemos classe C', r > 12,
para obtermos resultados analogos.

1.3 Definicao
Dois endomorfismos F e G sio topologicamente conjugados se existe um
homeomorfismo h: M—M tal que heF = Grh.



Um endomorfismo F e C”"(M) é C”-estruturalmente estavel se €
topologicamente conjugado a todo G pertencente a uma de suas vizinhancgas.
Como fizemos nos capitulos anteriores, diremos apenas estruturalmente
estavel para indicar C”-estruturalmente estavel.

1.4 Observacgao

A motivagdo deste estudo vem novamente do trabalho de Whitney, que
provou que se M e N sdo variedades 2-dimensionais, © conjunto
W < C'(M, N), r > 12, das aplicagdes que satisfazem:

e para cada ponto p € M e cada endomorfismo F, existem coordenadas
locais (no dominio e no contradominio) em relacéo as quais F tem uma das
seguintes formas:

1. regular:  F(x, y) = (X, Y),
2. dobra: F(x, y) = (X, yz),
3. cuspide:  F(x, y) = (X, Xy - y3).

e as imagens das dobras se interceptam somente duas a duas e
transversalmente, e imagens de dobras e cuspides nao se interceptam,

& aberto e denso em C'(M, N). Este resultado ja foi observado em 1.3.2.

1.5 Notacao

Denotamos por Zf O conjunto critico de F. ou seja, o conjunto das
singularidades de F, que s&o apenas dobras e cuspides se F ¢ W. Se F ¢
uma contragdo, denotamos por pr seu unico ponto fixo.

1.6 Definicao

Dizemos que p, 9 € M, p # @, s@o coincidentes para F se existem inteiros
i, j > 0 tais que F'(p) = F/(q). Os menores inteiros satisfazendo esta relagao
serdo chamados de indices.

1.7 Definicao
Consideremos o conjunto W definido em 1.4 no caso em que N = M
Seja K = W o conjunto dos endomorfismos F que satisfazem:

1) F é contragao;
2) pr € regular e néo-coincidente para F com nenhuma singularidade.
3) Um ponto cuspide nao € coincidente para F com nenhuma outra
singularidade.
4) Cada singularidade & coincidente com no maximo mais uma singularidade.
5) SepeqeXrp#Q, s30 coincidentes para F com indices i < j, entao
DFIp(TpZF) ® DFJq(TqZF) = TFi(p)M.
Se i = 0, entdo também deve valer
DF(TqZ¢) ® KerDF,, = TM.

1.8 Observacao

Chamamos de bi-dobra a coincidéncia entre duas dobras com i,]>0, ede
dobra-dobrada a coincidéncia de duas dobras com i = 0, j > 0. De fato, o que
esta acontecendo no caso da bi-dobra e a coincidéncia das iteradas de duas

(O]
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dobras, e no caso da dobra-dobrada € a iterada de uma dobra que é dobrada
outra vez. Chamamos a ateng¢ao para a diferenga entre estes dois casos, que
ilustraremos a seguir.

B
T 8

Na figura temos a imagem de duas dobras
coincidindo transversalmente.

Nesta figura temos a imagem de uma dobra
sendo dobrada novamente.

1.9 Teorema

O conjunto K definido em 1.7 é o conjunto dos endomorfismos contratores
estruturalmente estaveis definidos em M e € aberto e denso no conjunto dos
endomorfismos contratores em M.

Optamos por néo demonstrar este teorema por entender que a demonstracéo &
bastante técnica e que ja fizemos demonstracdes similares nos capitulos | e Il.
Neste capitulo optamos por trabalhar com a construgéo e analise da estratificagao
S(F). A demonstracao pode ser encontrada em/[/_i,]. o'\

2. A Estratificagao S(F).

Nesta secdo usaremos as singularidades de um endomorfismo do conjunto K
para construir uma estratificacdo da variedade M que e invariante dentro da
classe de conjungacao topologica do endomorfismo escolhido.

Dados uma estratificacdo S de M (definicao 11.1.8) e um endomorfismo F
definido em M, podemos construir outras subdivisdes desta variedade, que
em alguns casos serdo estratificacbes. Chamaremos de estratos os
elementos desta subdivisbes mesmo antes de verificarmos que eles formam
uma estratificagdo. Basicamente, as operagdes que podemos fazer usando F
e S sdo:

1) F(S).

(5}
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Para definir os estratos de F(S), primeiro aplicamos F nos estratos de S,
formando novos estratos que podem estar subdivididos por intersecgdes. Os
estratos restantes sdo formados pelas componentes conexas de M menos os
estratos obtidos pelo passo acima.

2) F(S).
Os estratos sdo as componentes conexas das imagens inversas dos estratos
de S.

3)SNF(S)e SNF(S).

O estrato de S N F(S) a que pertence um ponto p ¢ a componente conexa da
intersecgdo dos estratos de S e F(S) que contém p. A construgéo €& analoga
para S N F(S).

Nao podemos garantir que estes conjuntos sempre formam uma estratificacao
porque nao eliminamos, por exemplo, a possibilidade de existirem infinitos
estratos.

Dada F € K, para comecar a construgédo de S(F), definimos a estratificacao Sy
de M da seguinte forma:

* As cuspides formam os estratos 0-dimensionais.

¢ As componentes conexas de Y - {p € 2r: p é cuspide} formam os estratos
1-dimensionais.

* As componentes conexas de M - >.r formam os estratos 2-dimensionais.

2.1 Lema
Se F € K, entdo F s6 tem um numero finito de cuspides, bi-dobras e dobras-
dobradas.

demonstragdo

Pela forma normal, existem vizinhangas em torno de cada ponto cuspide que nao
possuem outros pontos cuspide. Da compacidade de M segue que so existe um
numero finito de cuspides.

As bi-dobras sao interseccoes de iteradas de 2r e as dobras-dobradas sao
intersecgdes de Yr com suas iteradas. Suponhamos, por contradicéo, que existem
infinitas coincidéncias. Entao existe um ponto p € M que é acumulado por elas.
Como as iteradas de 3 séo conjuntos fechados, p é um ponto de interseccao entre
duas iteradas de Y:. O ponto p néo pode ser cuspide, porque pela definigéo,
cuspide nunca é coincidente com outra singularidade. O ponto p também nao pode
ser uma bi-dobra ou uma dobra-dobrada porque a interseccdo em p nao é
transversal.

2.2 Proposigao
Dada F € K, cada uma das seguintes subdivisdes de M é uma estratificacéo:
81, Sz = F(S1), 83 = S1 M Sz, . Szn = F(Szn-1), Szn+1 — S1 M Szn,

(%)
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demonstragdo

Que S, é uma estratificaco & claro pelas formas normais e pelo lema 2.1.
Suponhamos que S, € uma estratificagéo, provemos que S, também é.
(i) Se i é par.

Os estratos 0-dimensionais de S, sdo imagem da aplicagdo de F nos estratos 0-
dimensionais de S;4 ou coincidéncias de dobras com indices /2 e 0 < j <i/2. Isto é
porque se um estrato O-dimensional de S; nédo € imagem pela F de um estrato O-
dimensional de S.;, ele tem que estar na interseccdo de dois estratos 1-
dimensionais, ou seja, a coincidéncia de duas dobras. Como € a primeira vez que
acontece esta coincidéncia e aplicamos F i/2 vezes, os indices que dao esta
coincidéncia sd@o i/2 e 0 < j < i/2. Pelo lema 2.1, s6 existe um numero finito de tais
coincidéncias e S;4 s6 tem um numero finito de estratos 0-dimensionais, portanto S
s6 tem um numero finito de estratos 0-dimensionais.

Os estratos 1-dimensionais sdo as componentes conexas das imagens dos estratos
1-dimensionais de S, pela F, que podem ter sido subdivididos por causa de uma
nova coincidéncia entre singularidades. Como, pelo lema 2.1, so existe um numero
finito de tais coincidéncias, so existe um numero finito de estratos 1-dimensionais e o
fecho de cada um deles contém no maximo dois estratos O-dimensionais.

Os estratos 2-dimensionais sdo as componentes conexas de M - {estratos O-
dimensionais U estratos 1-dimensionais}. E claro que também so existe um namero
finito destes estratos.

Estes conjuntos satisfazem todas as condigées necessarias para fazer de S, uma
estratificacdo.

S1 82 83’

Na primeira figura temos a variedade M dividida pela estratificacdo S, ou seja,
pelas componentes conexas de >r e de M - 2¢; na segunda pela estratificacao
S, dada pelas componentes conexas da aplicagéo de F nos estratos de S e
na ultima temos a intersecgdo destas duas estratificacoes.

(i) Se i & impar, S;= Sy N Si.y.

Os estratos 0-dimensionais de S, sdo os estratos 0-dimensionais de S; e de Si4 mais
os elementos de 3r que sdo imagem de outras singularidades com j iteradas de F,
0 <j < (i-1)/2. Em outras palavras, as dobras-dobradas, que sao interseccgoes de 3 ¢
com alguma iterada de Y, até a ordem j, 0 < j < (i -1)/2. Existe no maximo um
numero finito de dobras-dobradas até a ordem (i -1)/2 (e até qualquer ordem),
portanto so existe um numero finito de estratos 0-dimensionais.



Os estratos 1-dimensionais sdo as componentes conexas dos estratos 1-
dimensionais de S; e S, apos estes terem sido subdivididos por causa das
coincidéncias descritas acima. Novamente usamos que so existem um numero finito
de tais coincidéncias para concluir que so existe um numero finito de estratos 1-
dimensionais e o fecho de cada um deles contém no maximo dois estratos 0-
dimensionais.

Os estratos 2-dimensionais sao formados da mesma maneira que quando i é par, e
s0 existem em numero finito.

Estes conjuntos satisfazem todas as condicbes necessarias para fazer de S uma
estratificacéo.

2.3 Proposigao ,

Dada F € K, existem m, J ¢ N tais que F & um difeomorfismo de F™M) em
F"”: (M) e F'(B) contém uma iterada de cada singularidade, onde B = F™(M) -
F™ (M),

demonstragéo

Como pr é um ponto regular, existe uma vizinhanga A de pe tal que Fl, & um
difeomorfismo.

Como F é uma contracio e M é compacto, existe m inteiro tal que F"M) c A, e
portanto Flpm(M):F"‘(M)—>F”’”(M) € um difeomorfismo. Em particular, ndo existem
singularidades coincidentes com indice k > m.

O conjunto B = F™(M) - F™'(M) nao chega a ser um dominio fundamental (isto &,
uma regiao do dominio que contém uma iterada de cada orbita), pois ndo podemos
garantir que ele contenha um ponto de cada érbita. Porém podemos garantir que
existe um inteiro J tal que FY(B) contém uma imagem de cada singularidade.

De fato, como pr é regular, existe uma vizinhanca U de pr que nao contém
nenhuma singularidade. Se B nao contéem uma iterada de cada singularidade é
porque existem singularidades que estdo em F™'(M). E claro que as singularidades
que possuem iteradas em B também possuem iteradas em F(B), atém de em F(B)
atingirmos novas singularidades. Por causa da vizinhanga de pr que néo contém
nenhuma singularidade, existe um inteiro J tal que F(B) possui uma iterada de cada
singularidade.

Observamos que FYB) contém infformacdes sobre todas as intersegées entre
singularidades.

2.4 Proposicao

Dada F e K, existe N € N tal que para qualquer n > N, cada uma das
seguintes subdivisdes de M é uma estratificacdo:

Yy = F‘1(Szn+1) N Sonet, W2 = F'1(\;/1) O Wi, o, Y = F'1(\|/n_1) AN Yo, ...
Alem disto temos que WN = YN+

demonstracéo

Sejam m e J os inteiros dados pela Proposicao 2.3, e sejaN =m + J.



Afirmamos que a imagem inversa pela F de qualquer ponto p € M s possui um
numero finito de pontos.
De fato, suponhamos que nao seja, isto €, suponhamos que exista p € M tal que
(p) = . Como M é compacto F "(p) se acumula em um ponto q € M, que pela
contlnmdade da F pertence a F ~ '(p). Mais ainda, como admitimos no maximo uma
coincidéncia para cada dobra, as unicas singularidades que podem existir em F - Y(p)
sdo uma cuspide, ou uma dobra, ou duas dobras. Portanto este conjunto tem um~
infinitos pontos regulares. O ponto q ndo pode ser regular, porque F seria um
difeomorfismo numa vizinhanca de q, contrariando o fato dele ser acumulado por
pontos que tem a mesma imagem pela F. Se q fosse um ponto dobra, existiriam
coordenadas locais numa vizinhanga de q tal que F(x, y) = (X, ¥ %), e nao existiria
nenhum ponto nesta vizinhanca que tivesse o mesmo valor pela F que o ponto g,
gerando uma contradicdo. Analogamente, q n&o pode ser cuspide, e com isto
terminamos a afirmagéo que a imagem inversa pela F de qualquer ponto p € M sO
possui um numero finito de pontos.
Precisamos desta afirmacgéo para concluir que a imagem inversa de qualquer
estrato 0-dimensional s6 possui um numero finito de pontos.

Para mostrar que cada \; € uma estratificagéo, primeiro vamos analisar os estratos
de F'(S,ns). Seja p € M, temos que analisar em separado cada caso, p sendo
regular, dobra ou cuspide.

Se p é um ponto regular, nao |mportando se p e F(p) estdo num estrato 0, 1 ou 2-
dimensional de Syn.1, Flvp é difeomorfismo, onde V, € uma vizinhanga de p. Logo a
imagem inversa de F | vp aplicada numa vizinhanca VF(p, de F(p) esta contidaem V, e
divide V, com o mesmo numero de estratos 0, 1 ou 2-dimensionais que V,)_ possui.

Se p € um ponto dobra, ele pertence a um estrato 0 ou 1 -dimensional de Sjn..
Se ele esta num estrato 1-dimensional e F(p) também, F' néo adiciona nada ao
desenho local proximo a p.

Se p € um ponto dobra num estrato 1-dimensional e F(p) é estrato 0-dimensional,
entéo p e outra singulan‘dade sao coincidentes em F(p) e a intersecgdo das imagens
é transversal, portanto F™' introduz uma curva transversal a > em p. Com isto, p se
torna um estrato 0-dimensional para F'(S,.1) € esta no cruzamento de duas curvas
que se quebram em 4 estratos 1-dimensionais, conforme a figura abaixo.

2F F*(r)

Peee N\

F(p) = F¥q)

Se p é uma dobra que é um estrato O-dimensional, p &€ na verdade uma dobra-
dobrada, e esta no cruzamento das curvas 1-dimensionais 2 € F*X¢), para algum
k. E imediato que F(p) também é um estrato O-dimensional e ndo acontece mais
nenhuma coincidéncia entre singularidades em F(p). Os desenhos locais estdo na
figura abaixo.

Sk F ) F“'(Xk)

FUE(S) F(p)
F(Xr)




Cada um dos dois estratos 1-dimensionais que formam F*'(3¢) na vizinhanga de
F(p) tem duas imagens inversas perto de p. Logo temos seis estratos 2-
dimensionais, seis 1-dimensionais e um 0- dumensmnal numa vizinhanca de p para a
estratificacdo F'(Syn).

Se p € um ponto cuspide, entao ele esta num estrato 0-dimensional de S, € p ndo
coincide com nenhuma outra singularidade. A imagem inversa de F(}f) numa
vizinhanga de F(p) &€ composta, além de ¢, por mais duas curvas a partir do ponto
p. A existéncia destas duas curvas é melhor visualizada quando analisamos a
proje¢ao de uma superficie cuspidal em 9R°.

AN

/

Vemos que na superficie existem duas curvas de pontos regulares cuja imagem
coincide com a imagem do conjunto critico. No nosso caso ha o mesmo fenémeno e
portanto a imagem inversa de FI\,p aplicada numa vizinhanga de F(p) divide V, em
quatro estratos 2-dimensionais, quatro 1-dimensionais e um O-dimensional. A
aplicagéo F & 1-1 no fecho de cada estrato 1-dimensional.

F(F(Z) F(2r)

p F(p)

Portanto F™'(S,.1) tem um nimero finito de estratos 0 e 1-dimensionais, e o fecho de
cada 1-dimensional adiciona no maximo dois O-dimensionais. Os estratos 2-
dimensionais s&o as componentes conexas de M - {estratos 0 e 1-dimensionais},
Iogo F(S2n1) € uma estratificacéo de M.

F(S2n+1) M Sanst € um refinamento como no caso (i) da proposicao 2.2, logo € uma
estratificacdo.

A unica diferenga do caso \; para o caso vy, € que pode acontecer de p ser um
ponto dobra num estrato 1-dimensional e F(p) ser um estrato 0-dimensional mas
n&o ser um ponto de coincidéncia entre p e outra singularidade. Neste caso, F(p) é
imagem inversa de uma coincidénca. Mas isto n&o importa, ja que a estratificacéao
local € do mesmo tipo que quando F(p) € um ponto de coincidéncia.

Portanto, cada .1 = F'(y) » ; € uma estratificacéo.



Demonstraremos agora que yy = ..

O ponto chave para demonstrarmos esta igualdade é notarmos que a cada passo
na construcao de \y acrescentamos como estratos 0-dimensionais as coincidéncias
entre singularidades futuras e passadas de certa ordem. Isto €, quando construimos
os S/s, para i par, acrescentdvamos as bi-dobras com indices i/2 e 0 < J <il2, e para
i impar, acrescentdvamos as dobras-dobradas com indice 0 < j < (- 1)2. Como
Fl Fkv) € UM difeomorfismo para k > N, n&o existe nenhuma coincidéncia com indice
maior do que N, e Sane1_CONtEM nos seus estratos O-dimensionais todas as
cuspides, dobras-dobradas e bi-dobras da F. Quando passamos para a construgéo
dos \'s, a cada passo acrescentamos as imagens inversas dos estratos 0 e 1-
dimensionais do passo anterior, € continuamos construindo estratificagcbes desta
maneira té que ndo tenhamos mais estratos 0 e 1-dimensionais para acrescentar,
ou seja, passamos por N iteradas inversas da F. O resultado destas operagoes ¢é
que na estratificagéo y todos os pontos cuja 6rbita contém uma cuspide, ou uma
dobra-dobrada, ou uma bi-dobra, e somente estes, estdo em estratos O0-
dimensionais. Os pontos que estdo em estratos 1-dimensionais sio os que tem
apenas uma dobra na sua ¢rbita, e os dos estratos 2-dimensionais so6 possuem
pontos regulares na sua orbita. O termo oérbita ndo é o mais adequado para
usarmos aqui, ja que a orbita passada de cada ponto ndo esta univocamente
determinada (em geral, F ndo ¢ 1-1). E melhor dizermos érbita futura do ponto unido
com o conjunto das imagens inversas pela F de qualquer ordem do ponto.

Concluimos que yy = yiys.

2.5 Notagao

Dada F e K, seja m o menor inteiro tal que F é um homeomorfismo de F™(M)
em F™(M) e F™(M) N 3¢ = ¢ e seja J o menor inteiro tal que F'(F™(M) -
F’"”(M)) contém uma iterada de cada singularidade. Sela N =m + J
Definimos S(F) = yy.

2.6 Teorema

Se F, G e K e séo topologicamente conjugados através do homeomorfismo h,
entao h preserva os estratos entre S(F) e S(G).

demonstragéo

A conjugacgéo h leva singularidade em singularidade, logo h € um homeomorfismo
entre Xr e ;.

Uma conjugacao preserva Orbitas, logo também preserva bi-dobras e dobras-
dobradas.

Portanto os estratos 0-dimensionais de 3¢ que sao um numero finito de cuspides, bi-
dobras e dobras-dobradas também séo preservados por h.

A conjugacéo h preserva Y e os estratos 0-dimensionais de 2.r, logo preserva os
estratos 1-dimensionais de 3 que sao as componentes conexas de Y menos os
estratos 0-dimensionais.

Como h preserva orbitas, h(F(M)) = G(M) e se F'(M) nao contém singularidades,
G'(M) também néao.
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Se F é 1-1 sobre F(M), G é 1-1 sobre G(M), portanto se m &€ o menor inteiro tal que
F | Fmey € UM difeomorfismo, m também é o menor inteiro para o qual GIGm(M) é um
difeomorfismo.

O menor J tal que F’(F) contém uma imagem de cada singularidade € também o
menor J para G. De fato, pois h leva FY(F™(M) - F™'(M)) em G’(G"(M) - G™'(M)).
Logo os inteiros usados para definir S(F) e S(G) s&o os mesmos.

Os estratos 0 e 1-dimensionais de S(F) e S(G) sao obtidos de ¢ e > tomando-se
N iteradas futuras e passadas. Como h preserva orbitas, as iteradas dos estratos
em Y devem ir nas iteradas correspondentes dos estratos correspondentes de g,
e 0 mesmo para as iteradas inversas.

Esta propriedade de preservagédo de orbitas de h garante que os estratos 0 e 1-
dimensionais de S(F) vao nos de S(G).

Os estratos 2-dimensionais sdo as componentes conexas de M - {estratos 0 e 1-
dimensionais}, e portanto h também deve preserva-los.

Logo h preserva os estratos entre S(F) e S(G).

2.6 Observacao
Este ultimo teorema estabelece que m, J e o niumero de cuspides, de bi-dobras e
dobras-dobradas s&o invariantes para a classe de conjugagao topolégica de F € K.

41



Apéndice A
Os Teoremas da Divisao e da Preparacao

Neste apéndice demonstraremos 0S Teoremas da Divisédo e da Preparagéo. O
Teorema da Preparagdo € na verdade um corolario do Teorema da Divisao.
As principais referéncias para este apéndice séo [3] e [12].

Lembramos a seguinte defini¢édo, dada no capitulo 1.

11.2.1 Definicao

Uma funcéo f(t, x) definida numa vizinhanca aberta U da origem de RxN" €
dita p-regular em t se p & o menor inteiro ndo negativo para O qual
(&P fl1ot?)(0, 0) = O.

A.1 Teorema da Preparacao
Se U é uma vizinhanga aberta de (0, 0) em NR" e f e C*(U, N) é p-regular
em t entdo existe um intervalo J contendo 0 e 9, uma n-bola aberta S
contendo 0 € N" e funcdes -

Q e C*(IxS, M),
e Hje C*(S, M), j=1..p tais que kS c U eV (t, x) € IS,

a) Q(t, x) = 0, .
b) /(t, X) = Qlt, )+ 2 HiEOH]

.....

A.2 Definigao

Uma fungdo P € C”(NM", N), P(0) = 0, tem a propriedade da divisao de
ordem p com respeito a t numa vizinhanga da origem se para qualquer fungéo
f e C°(MM", N), f(0) = 0, existem fungoes Q:RR">R ery, .., rp: RN,
tais que a seguinte relagao

(1) £t x) =Pt )Q(t x) + > ()t vale numa vizinhanga da origem.
i=1,...,.p

A.3 Teorema da Divisdao de Ordem p (Malgrange, 1962)
Toda funcéo p-regular em t verifica a propriedade da diviso de ordem p com
respeito a t.

Na verdade ndo precisamos demonstrar este teorema da forma que
enunciamos acima. A proxima proposicao nos restringe a um caso bem mais
simples.

Seja o polinémio candnico de grau p:
Pot, 6) =P + oit?! + .+ opat + o, t,61,..0peM
Podemos considerar P, como fungéo de (t, X, o) e P, é p-regular em t.



A.4 Proposigao
O Teorema da Divisdo de ordem P equivale a P, e C*(RxR", R), Pp(0) = 0,
verificar a propriedade da divisdo de ordem p com respeito a t.

demonstrag&o

E claro que basta mostrarmos que P, ter a propriedade da divisdo implica no
teorema da divisao em geral.

P, ter a propriedade da divisao significa que toda f e C*(RxN", N), f(0) = 0, se
escreve f(t, x, o) = Py(t, x, 0)Q(t, x, cr)_+1 > 1(x, o)t*', numa vizinhanca da origem.
i=1,..., p

A demonstracéo é feita em duas etapas, primeiro mostramos que se P, tem a
propriedade da divisdo de ordem p, entao toda fungéo P(t, x) p-regular pode se
escrever da forma P(t, x) = (* + o;(})t°" + .. + op(X))Q(t, x), com Q(0, 0) = 0 e
G1, ..., op:SR"—>§R (este €& justamente o enunciado do Teorema da Preparagéo!). A
segunda parte é demonstrar que todo germe P(t, x) p-regular tem a propriedade da
divisdo.

1%) Seja P € C™(RxR", M), P(0) = 0, uma fungéo p-regular. P pode ser escrita da
forma

Pt ) = (1 + 0400t + ... + 6,(x))Q(t, X), com Q(0, 0)% 0 e o, ey Ol RN,

De fato, consideramos P como funcéo de (t, x, &) o dividimos por Py,
(M PELX)=(tP+oyt""+ .+ Gp1t + 0p)Q(L, X, 6) + 2ri(x, o)t
i=1,..,p
Sex=0ec=0,(1)fica _
P(t, 0) =t"Q(t, 0, 0) + ¥r(0, O)tP,
=1,...p
P é p-regular, entao
(2)|r(0,0)=0,i=1, ..., p,
Q(0, 0, 0) # 0.

Usando agora que P ¢ independente de o e derivando (1) com respeito a o,
0 =t™Q(t, x, o) + P,(t, 0)(0Q/oo))(t, X, &) +1Z (orloo))(x, o)t™,
i=1,..., P
restringindo ax =0, ¢ = 0,
0 =t"Q(t, 0, 0) + tP(0Q/og))(t, 0, 0)+ ¥ (ori/oc;)(0, 0)tP
i=1,....p
Iguala?_do 0s termos de mesma ordem e tomando t = 0,
(3) | (orf6a))(0,0) = 0, se i,
| (0ri/00;)(0, 0) =-Q(0, 0, 0).

Consideremos agora o sistema de equacoes
(4)[_r1(x1 0) = 01

(X, 0) = 0, nas incognitas oy, ..., Gp.

A matriz [(or/oc;)(0, 0)] é inversivel, pois, por (3), ela é diagonal e todos os seus
elementos sdo iguais a -Q(0, 0, 0), que é diferente de zero por (2). Logo, pelo
teorema das fungées implicitas, o sistema (4) admite uma unica solucéo o(x), que é
de classe C*, e por (2), (0) = 0.



Substituindo o(x) = (o4(X), ..., ox(X)) €m (1), temos
P(t, x) = (1 + o100t + ... + 654Xt + 6,(X))Q(t, X, o(X)),

Portanto, se P, tem a propriedade da divisdo de ordem p, entdo o Teorema da
Preparacéo esta provado, isto €, toda fungéo P(t, x) p-regular pode se escrever da
forma

(5) P(t, x) = (t* + 5100t + . + 5,(x))Q(t, X), Q(0, 0) % 0 € 5y, ..., 5o R"—>9R.

2%) Mostraremos agora, ainda sob a hipotese de P, ter a propriedade da divisao, que
toda fungao P(t, x) p-regular tem a propriedade da diviséo.

Seja f:(RxN", 0)—(N, 0). Consideremos f como fungéo de (t, x, o) e o dividimos por
P;:

f(t, X) = Pp(ty G)Q1(tv Xr 0) -+ Z Si(x, G)tp_i,

=1,....p
Substituimos na ultima identidade a variavel independente ¢ pela funcéo o(x) obtida
na primeira etapa, temos:
(6) f(t, x)= (" + oy ()" + .+ op(X))Q4(t, X, o(x)) + X si(x, s,
i=1,...p

Como Q(0) # 0, Q' = 1/Q é C” numa vizinhanca da origem, entdo podemos
escrever (5) como

P+ o (P + L+ o,(x) = P(t, )Q (¢, x).
Substituindo em (6) temos, »

£t %) = P(t, Q7 (¢, \)Qu(t, X) + T st

i=1,....p

em outras palavras, provamos que se P, tem a propriedade da divisao de ordem p,
entdo toda fungao P que for p-regular também tem esta propriedade.

A.5 Observacgao

Esta proposicao mostra que s6 precisamos demonstrar o teorema da divisdo
para o caso do polindmio canénico. Outra consequéncia desta proposigao é
-que o Teorema da Preparagdo € um corolario do Teorema da Diviséo, pois
mostramos que toda fungéo P que é p-regular pode se escrever na forma (5),
que é justamente o Teorema da Preparagao.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema da Divisdo para um
polinbmio canénico vamos fazer algumas definicbes e estabelecer alguns
resultados que serdo necessarios para a demonstragéo.

Usando os polinémios genéricos Pp(t, ¢), para cada p podemos definir uma
aplicagéo o RR"'>NP através da relagéo
Po(t, 6”(s, ) = (t - )Ppa(t, p), onde (s, p) € RR®", ou seja,

G1 = 118,
Gj = Mj- Hj1S, 25 <p -1

A.6 Lema de Hadamard
Se f(x) = f(x1, ..., %p) € uma fungéo de classe C™ com f(0, ..., 0, Xpe1, ..., Xp) =
0, entéo existem fungdes gi(xs, ..., Xp), 1 <i<n, de classe C™' tais que
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f(x) = 2 %gi(x).
i=1,..n
Referéncia para a demonstracao [3].

A.7 Teorema da Divisao Canénico

Seja U uma vizinhanca aberta da origem de R®". Para cada inteiro p e cada
aplicagéo f € C*(9uU), f(0) = 0, existem aplicagoes Q°; € C* ("), Ry,
... R?,; e C*(MPU) tais que

£(t, x) = Pp(t, 0)Q%(t, o, X) + RP/(t, o, X),

demonstragdo

Faremos a prova por indugao em p.
Para simplificar a notagéo, escreveremos Q" =Q°eR’=R"
p = 0, definimos Q°(t, o) = f(t) € R®=0.
p=1,
P1(t, 0') =t + 0oy.
1
1) - feon) = (t+ o) Jo' (@ffat(st - (1 - s)or)ds

Portanto, podemos definir
Q'tt, o) = Jo' (@ffat(st- (1 - s)or)ds,
R'(t, 6) = R':(t, o) = f(-01).

Como o'(s, 1) = -s, temos Q'(t, 6'(s, W) = f(t) - f(s) = Q%t, 1, X) - Q%(s, 1, X)
t-s t-s

Agora assumimos que o teorema foi provado para 0, 1, ..., p-1(p=2).

Denotamos os pontos em 9°, " e NP2 respectivamente por
o = (61,..., Op),
1= (M1, oo Hpt)
vV =(Vy, ey Vp2)

e escrevemos o(s, 1) = 6%(s, 1), (S, p) € RN
w(r, vy =a”'(r, v), (r, v) € RxRP?

Entao Py(t, o(s, u(r, v))) = (t- S)Ppa(t, u(r, v)) = (t- s)(t - NPgaft, v),
e portanto o(s, p(r, v)) & simétrico em (s, r).

Pela hipotese de indugao,
(1) f(t) = Poa(t, )Q'(¢, ) + R™'(4, 1)
= P(t, ofs, 1) Q7'(t, 1) - Qs ) +
=

Z Rj(S, Ll)tp-J,
t-s =t..p
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onde R, ..., R, s@o dados por

T R{(s, " = Ppa(t, Q™' (s, 1) + RPU(t, 1)
p

Mostraremos que cada Ry(s, u(r, v)) é simétrico em (s, r). Por (1) e pela simetria de
(s, u(r, v)) € suficiente mostrar que QP '(t, p(r, v)) - Q'(s, u(r, v)) € simétrico.

t-s

Q™' u(r ) - Q% (s, wrv)) =
t-s

=1 [QPt v)- Q°2r, v) - Q%(s, v) - Q”(r, v) ]=
f-s T-T S-T

= (5-NQ”(t V) - (- NQ"(s. V) + (1-s)QPAr v)
(t-nt-s)s-n

& simétrica em (s, I).

A aplicago (s, p, - Hp1)(S, 6°1(S, 1), o OPpa(S, W) = (8y 1 = Sy H2 - S, o
Hp1 = Hp2S) de Rxn em NP € uma aplicagao polinomial inversivel. Usando-se este
fato e o teorema de extenséo 5.4 de [3] mostra-se que Ry(s, n(r, v)) = Ry(r, p(s, v)) €
define-se RPj(c) = Ry(t, n).

Finalmente mostraremos que f(t) - > R"j(c)t’*j é divisivel por Py(t, ©).

=P

Pelo lema de Hadamard, é suficiente mostrar que esta funcdo se anula sobre O
conjunto nulo de P(t, c).

Se P(t, o) = 0, entdo ¢ = o(t, ) para algum j € R e portanto,

fQ) - '{I li";(o)t‘*’ = f(t) -j; Ry(t, pt™i = 0, por (1).
F =1,...p

Em outras palavras, f(t) - 2 R",-(cs)tij se anula no conjunto nulo de Py(t, o).
=1

..... P

Temos f(t) = Py(t, 0)Q°(t, o) +_>; RPi(c)t,
e

onde

..... p

Q°(t o) =  ——-

Po(t, 1)

Mais ainda, se c = o(s, p),
Q°(t, ofs, p)) = Q°'(t 1) - Q™ '(s, n), por (1).

t-s

Isto completa a demonstragéo do teorema.
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Consideracgoes Finais

Agora falaremos um pouco sobre algumas situagdes que nao desenvolvemos
neste trabalho, mas que estéo de alguma forma relacionadas com ele.

Dentro da Teoria das Catastrofes, encontramos as dobras e as cuspides no
Teorema de Classificacéo das Catastrofes Elementares de Thom. Neste
teorema Thom classificou os pontos criticos degenerados para funcdes
genéricas de codim < 4 (posteriormente este resultado foi ampliado para
codimensdes maiores). Na tabela construida por Thom encontramos a dobra
como a singularidade genérica quando a codimenséo é 1 e a cuspide quando
a codimensdo é 2. A Teoria das Catastrofes € um assunto amplamente
difundido e estudado, motivo pelo qual ndo foi incluido neste trabalho.
Algumas referéncias que indicamos sobre este assunto s&o [3] e [12].

Outro contexto que ndo desenvolvemos aqui e no qual as dobras e as
cuspides sdo genericas é o das aplicagdes de Gauss, que definiremos agora.
Consideremos uma superficie em 9> parametrizada por um mergulho
X-U—s%°. onde U c 912 Definimos a sua aplicagdo de Gauss N:U—S? como a
aplicagdo que envia cada ponto (x, y) de U na normal unitaria N =
(Xxny)/|(Xxny)|. A aplicagdo N também é chamada imagem circular, pois
associa os pontos da superficie a esfera g2,

A aplicagéo de Gauss € singular quando 0 = NNy = K(X, y)(XuXy), isto €, no
conjunto parabdlico onde a curvatura Gaussiana K(x, y) € igual a zero.

Na terminologia de Whitney, a aplicacdo de Gaussé boa se 0 gradiente de K
nio se anula no conjunto parabolico. Se N é boa, entdo o conjunto parabolico
& uma curva suave (x(t), y(t)). A imagem desta curva sob a aplicagdo de
Gauss é singular quando N'(t) = 0. Se N é boa, dizemos que é excelente se
N‘(t) = 0 implica N"(t) = O. Quando isto acontece as singularidades da curva
N(t) sdo cuspides. Quando N é excelente dizemos que N estd em posi¢do
geral se a imagem de N(t) ndo tem pontos ftriplos de auto-tangéncias, €
nenhuma imagem de um ponto cuspide de N(t) coincide com a imagem de
outro ponto de N(t).

Whitney provou que, em geral, uma aplicagdo de superficies & excelente se e
somente se suas singularidades sdo equivalentes, por mudancgas de
coordenadas, a dobras ou cuspides. Mais ainda, uma aplicagéo é estavel se e

somente se ela é excelente e em posigéo geral. As referéncias que damos
sobre este assunto séo [2] e [5].
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