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''A Construção

Eles ergueram a Torre de Babel
Para escalar o Céu,

Mas Deus não estava lá!
Estava ali mesmo, entre eles,

Ajudando a construir a torre."

M. Quintana
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Resumo
Neste trabalho são exploradas as características genéricas das dobras e das
cúspides dentro do ambiente da Teoria das Singularidades, dos campos
vetoriais e dos endomorfismos. Durante todo o texto é utilizado o Teorema da
Preparação de Malgrange-Mather para a construção das Formas Normais. Os
pontos principais são o Teorema de Whitney para aplicaçoes do plano no
plano, o Teorema da Forma Normal na vizinhança do bordo de uma variedade
3-dimensionar para campos vetoriais e a estratificação de uma variedade 2-
dimensional construída com a utilização dos pontos singulares de um
endomorfismo.

Abstract
In this work the genericity of folds and cusps are studied explored in the
contexts Singularity Theory. in the vector fields theory and in the
endomorfhisms theory. The Malgrange-Mather Preparation Theorem is used
to construct the normal- forms. The main results of thís work are The Whitney
Theorem about maps in the plane, The Normal Form Theorem about the
behavior of vector üields on the boundary of a 3-dimensional manifold. and the
stratiüication of a 2-dimensionar manifold defined by the criticam points of an
endomorphism



Introdução

O objetivo deste trabalho é o de estudar as dobras e as cúspides dentro de
vários contextos. A motivação vem do fato de muitas vezes as dobras e as
cúspides estarem associadas a propriedades genéricas e de estabilidade
estrutural. Para explicarmos em poucas palavras que elementos matemáticos
entendemos por dobra e cúspide. consideremos as seguintes figuras.
representando projeções de superfícies do espaço no plano

As superfícies S são dadas por equações /(x, y, z) = 0. Definimos o contorno
aparente como o conjunto C dos pontos a c S tais que (õ//õz)(a) = 0 ou a sua
projeção p(C) no plano (x, y). Um ponto a c S é um ponto dobra se ele é a
origem de um sistema de coordenadas adaptado de tal forma que a superfície
S é gerada pelos zeros da função /(x, y. z) = z' - y. Um ponto a c S é um
ponto cúspide se ele é a origem de um sistema de coordenadas onde S é
gerada pelos zeros da função ./(x. y. z) = z' - xz - y.

Olhando para o contorno aparente da superfície no plano, a imagem das
dobras forma a curva que separa os pontos do plano cuja imagem inversa da
projeção possui dois pontos na superfície dos que não possuem nenhum. O
ponto cúspide é isolado e está na fronteira de duas curvas de dobras.
Qualquer vizinhança da projeção do ponto cúspide no plano tem pontos cuja
imagem inversa da projeçao corresponde a um ponto na superfície e pontos
que possuem três imagens inversas. Também existem pontos nestas
vizinhanças que possuem 2 imagens inversas, sendo que uma é do tipo dobra
e a outra regular

Os três contextos que escolhemos para estudar as dobras e as cúspides são:
dentro do âmbito da Teoria das Singularidadesl no contato de campos
vetoriais com o bordo de variedades 3-dimensionais e nas singularidades de
endomorfismos contratores definidos em variedades 2-dimensionais. Esta
escolha pretende dar uma idéia da universalidade dos conceitos envolvidos,
pois no primeiro caso não há dinâmica. no segundo temos a dinâmica de
campos vetoriais e no terceiro a dinâmica discreta dos endomorfismos

No Capítulo l estudamos as definições de dobra e cúspide e demonstramos o
Teorema de Whitney, que diz que genericamente as aplicações do plano no



plano só possuem pontos regulares, dobras e cúspides
aplicações são localmente estruturalmente estáveis.

Além disto. estas
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Capítulo l

Singularidades de aplicações de U2 em U2: dobras e
cúspides.

O objetivo da Teoria das Singularidades é estudar as propriedades de
aplicações diferenciáveis arbitrárias que sejam invariantes por mudanças de
coordenadas. Citaremos o nome de alguns matemáticos que foram essenciais
para o desenvolvimento desta teoria. O primeiro que citamos é M. Morse, que
na década de 20 estudou os pontos críticos não-degenerados de funções
reais diferenciáveis. Também destacamos os matemáticos B. Malgrange e J.
Mather. Em 1963, Malgrange demonstrou a versão C" do Teorema da
Preparação (por volta de 1880 Weierstrass enunciou e demonstrou este
teorema para funções analíticas). A demonstração do Teorema da
Preparação apoia-se no Teorema da Divisão, cuja versão de Mather destaca-
se. H. Whitney estudou as singularidades de aplicações diferenciáveis. e
entre os seus trabalhos temos o teorema sobre as aplicações do plano no
plano (de 1955), que demonstraremos neste capítulo. R. Thom trabalhou no
desenvolvimento da teoria da transversalidade e basendo-se nisto apresentou
um enfoque geral para o estudo das singularidades genéricas no seu
Teorema da Classiülcação das Catástrofes Elementares

O capítulo está dividido em 3 seções. Na seção l estudamos as definições de
dobra e cúspidel na seção 2 estudamos alguns resultados que serão usados
na prova do teorema de Whitney. Mais especificamente, desenvolvemos um
pouco da teoria dos desdobramentos universais, enunciámos o Teorema de
Sard e provámos um resultado a partir deste lemas e na seção 3 provámos o
Teorema de Whitney

l.Dobras e Cúspides

Nesta seção enunciámos e provámos o Teorema da Forma Normal
Preliminar, que será usado como um passo intermediário na prova do
Teorema de Whitney e damos duas definições equivalentes para a dobra e
para a cúspide.

1.1 Definição
Denotamos o conjunto das funções diferenciáveis de S)T" em m" por
C"($t", \R") e o transformamos num espaço topológico quando consideramos
a base de abertos {U(e, k)} definida da seguinte forma: para cada k c N e
cada função contínua estritamente positiva e:U"-)9t, temos que F = (fl, .:., f.)
€ U(8, k) w l D"fJ(x) 1 < c(x), j = 1, ..., n, para todo multi-índice ct com l a l $ k

e x € \)im]

1.2 Definição
Sejam F. G € C"(9i", \)i"), F(pl) = ql. G(p2) = q2. Dizemos que F em pl é CK.
equivalente a G em pz se existem vizinhanças UI de pl, U2 de p2, VI de ql e



v2 de q2 e difeomorfismos de classe CK
F(UI) c VI, G(U2) c V2. q)(PI) : P2, w(ql) ;
diagrama

Q:Ul-->U2 e tp:vl-->V2 tais que
q2 e GQ = q/F em UI, isto é, o

UI -->Vi
(p 'L J' li/

U2 -+V2
G é comutativo

Como um abuso de linguagem diremos que duas aplicações são equivalentes
se forem C"- equivalentes.

1.3 Definição
Uma aplicação F € C"(U", Di") é dita localmente estruturalmente estável em
pl c U se para qualquer vizinhança VP de pl em \)i" existir uma vizinhança 9
de F em C"(!R", !){n) tal que se H c 9. então existe p2 € VP com F em pl
equivalente a H em p2.

1 .4 Definição
Sejam p c 9t" e F c C"(U", u"). Se DF(p):9i"->w" não é sobrejetora.
dizemos que p é um ponto crítico ou singular de F, caso contrário, p é dito um
ponto regular. O conjunto crítico de F é denotado por EF : {p c \)]'''
DF(p):9i"-)u' não é sobrejetora}.
Os elementos de 9i" - F(EF) são chamados de valores regulares de F

É imediato que se m < n, EF = Di

1.5 Definição
Diremos que uma propriedade é genérica para um conjunto de aplicações se
este possui um subconjunto residual no qual a propriedade é válida

1.6 Teorema da Forma Normal Preliminar
Sejam F € C"(u", !R"), p € 9]" e q € u" tais que F(p) = q e seja
k = posto(DF(p)). Então existe um sistema de coordenadas x = (xl, ..., x«) de
93" onde F pode ser escrita na forma F(x) = (xl, ..., xk, /l(x), ..., ./«-k(x)) numa
vizinhança da origem.

demonstração

Usando translações podemos tomar p = 0 c 9{" e q = 0 c $t'. Neste sistema de
coordenadas F se escreve F(y) = (gl(y). ..., g.(y)), com F(0) = O.
Como posto(DF(0)) = k. mudando. se necessário. a numeração das coordenadas
podemos supor que

ê(gl:::.. g.)(0) l + 0
a(yl, ..;, yk)

onde x é dado porança da origem, podemos fazer a mudança de coordenadas y-)x.
XI = gl(y)..... xK : gK(y).

a



Xk+l = yk+l,..-, Xm = ym.
Nas novas coordenadas F se escreve F(x) (x. xK, ./'l(x). .... /..K(x». c.q.d

1.7 Definição
Seja F c C"($i2, $T2). Dizemos que p € U: é um ponto dobra de F se as
seguintes condições são satisfeitas
i) F tem posto l em p, isto é, DF(p) tem posto l
ii) EF é curva regular numa vizinhança de p em U' e além disto, se

G € C"(U2. \)i2) e tem o mesmo polinõmio de Taylor de ordem 2 num ponto
q c U2 que F em p, então Ea é curva regular numa vizinhança de q em !m'

iii) EF e Ker(DF(p)) são transversais em p, isto é, Ker(DF(p)) + TpEF : TpU'

Na figura temos o plano (x, y) sendo dobrado e levado
no semi-plano {x à O} pela aplicação F(x, y) = (x'. y)

1 .8 Observação
Escolhemos esta maneira de definir dobra porque ressalta o caráter
geométrico da mesma, mas existem outras maneiras equivalentes. De fato,
será mais conveniente trabalharmos com a seguinte definição.

1 .9 Definição
Seja F € C"(U2. Di2). Dizemos que p c U: é um ponto dobra de F se através
de uma mudança de coordenadas podemos escrever F(x, y) = (x, /(x, y))
numa vizinhança de p, onde /v(p) = 0 e .fw(p) ;' 0

1.10 Proposição
As definições 1.7 e 1.9 são equivalentes

demonstração

Suponhamos que F € C"(Di2. Ut2) e p € Di2 é
Mostremos que p é um ponto dobra segundo 1 .7

um ponto dobra segundo 1.9



Se num sistema de coordenadas adequado..e numa vizinhança de p podemos
escrever F(x, y) = (x, /(x. y». então DF(x. y) = 1 1 0

1/.(x, y) /,(x. y)
logo /,(p) = 0 significa que DF(p) tem posto l .

Nestas coordenadas, Er = {(X, y): /y(x. y) = 0}. Por hipótese /,,(p) # 0. logo ./'xy(p)dx +

/vv(p)dy # 0 o que implica em Er ser uma curva regular próximo a p e vale o mesmo
para uma aplicação G c C"(9]2. 9{2) que tenha o mesmo polinõmio de Taylor de
ordem 2 que F. De fato, se isto acontece para G em q. então existem um sistema de
coordenadas no qual G se escreve G(x. y) = (x, g(x, y». Além disto. o polinõmio de
Taylor de ordem 2 de g é o mesmo de ./, e reaplicando o raciocínio anterior
EG : {(x, y): g,(x, y) = 0} é uma curva regular.
Aülrmamos que Er e Ker(DF(p)) são transversais
De fato, tomamos o vetor (-/,,(p). /.y(p)) que é tangente a Er e o vetor (0, 1) que é
um gerador de Ker(DF(p)). Como /,v(p) # 0. estes dois vetores geram yi' e por
definição, Er e Ker(DF(p)) sáo transversais

Se p c 9{2 é um ponto dobra para Fc C"(9i2. \)t2) segundo 1.7, mostremos que p é
um ponto dobra segundo 1 .9

»)

Se DF(p) tem posto 1. por 1.6, existe um sistema de coordenadas no qual F se
escreve F(x, y) = (x, /(x. y», com ./,(p) = 0. (Aqui estamos fazendo um pequeno
abuso de notação e continuamos chamando o ponto dobra de p, apesar da
mudança de coordenadas).

Como Eo é uma curva regular numa vizinhança de um ponto q onde G tem o
mesmo polinõmio de Taylor de ordem 2 que F, temos que /xy(p) ;' 0 ou .fy,(p) # 0. De
fato, se /w(p) = /vy(p) = O, o polinõmio de Taylor de ordem 2 de F é P2F(x, y) =
= (x, ax + bx2) e EP2r = 9i , contrariando o fato de EP2F ser uma curva regular

De Er e Ker(DF(p» serem transversais, os vetores (-/yy(p). /xy(p» e (0, 1) geram i)t'
implicando em /yv(p) # 0

Com isto terminamos de demonstrar a equivalência das duas definições

1.11 Observação
A dobra canónica é a aplicação d(x, y) = (x, y'). Verifiquemos que a origem é
um ponto dobra para esta aplicação usando a definição 1.9

d(x. y) = (x, .f(x. y». onde /(x, y) = y'
/v(0) = 0 e /vv(0) = 2 # 0

Portanto a origem é um ponto dobra para a aplicação d

1.12 Definição
Seja F € C"(912. 932). Dizemos que p € 9{z é um ponto cúspide de F se as
seguintes condições são satisfeitas
i) F tem posto l em p. isto é, DF(p) tem posto l

4



ii) EF é curva regular numa vizinhança de p em U2 e se G c C"Çm2. x)]2) e tem
o mesmo polinõmio de Taylor de ordem 2 num ponto q c.m' que F em p.
então Ea é uma curva regular numa vizinhança de q em U

iii) Fiel é de ordem dois em p, isto é, (FiEFy(p) ; 0 e (FIEFX'(p) # 0.

Na figura temos que a área interior da parábola é
dobrada duas vezes pela aplicação F(x. y) = (x' + xy. y)

1 .13 Observação
Analogamente ao caso da dobra. escolhemos esta definição de .cúspide para
ressa tar o caráter geométrico, mas trabalharemos com a seguinte definição
equivalente.

1.14 Definição .
Sela F c C"(U2, 9t2). Dizemos que p € m é um ponto cúspide.de F se
através de uma mudança de coordenadas podemos escrever F(x, y) =
= (X, /(x, y)) com /y(p) = ./w(P) : o. /xy(p) :+ 0 e ./yw(p) # o. Aqui cometemos um
abuso de linguagem e continuamos chamando de p o ponto cúspide, apesar
da mudança de coordenadas

1.15 Proposição
As definições 1.12 e 1.14 são equivalentes

demonstração

I'-- p é um ponto cúspide para uma função F segundo 1.14,
definição 1 .12 também é satisfeita

provemos que a

Analogamente ao caso da dobra a condição ./v(p) : O implica em DF(p) ter posto l e
/.v(p) # 0 implica em Ea : {(x, y): gy(x. y) = 0} ser uma curva regular numa vizinhança

e q se G tem o mesmo polinõmio de Taylor de ordem 2 em q que F tem em p



Resta apenas verMcar que Ft=p é de ordem dois em p
(Fi:ry'(p) # 0. Para simplificar vamos considerar que p ; O.

isto é. (Fi=Fy(P) O e

Como /,(O) : 0 e /w(0) # O, pelo Teorema das Funções Implícitas. existe
Y c C"(9i, 9{) tal que /,(r(y), y) = O e 'r(0) : 0

Derivando a equação acima temos /,,('y(y). y) + ./'x,('(y), y)'r'(y) = 0
Na origem. /,.,(O)'r'(o) ; 0. Como /xy(0) # 0, necessariamente 'r'(O) 0

Derivando novamente, temos
2./'.yy('(y), y)Y'(y) + /,w('(y), y) + /..y('(y). y)('r'(y)): + /xy('F(y), y)'r''(y) = 0.
Na origem, /vw(0) + .f-y(0)f''(0) : 0. De /vyv(O) # O e Jw(0) # 0. temos r"(0) # 0.

Agora vamos analisar Ft:F : ( (y), /('y(y), y»

(Fli:'y(y). : ('r'lll),./-$'r(y). y)y'(y) ' /y('r(Y) ,,y» :(F =Fr'(y) = ('''(y). ./'»('r(y). y)('r'(y»' + /.('(y)
('r'(y), /.(Y(y), y)'r'(y»
y)'r'(y) + ./*('r(y), y)Y''(y»

Na origem, temos.
(Fl=Fy(0);(''(0)./*('r(0),0)'r'(0»:ÇO, 0) ... . ,.' '- ,,'--.
(Fl=ry'(O) = ('r"(O), /n('f(0). O)(''(0»' + ./'w('(O), O)'y'(O) + /*('r(U), U)'/''(U))

= (Y''(0),/*('r(0), 0)'r''(0»
Como y''(O) # o, Ft=F é de ordem dois na origem.

Com isto temos que p também é um ponto cúspide segundo 1.12

\- p e F satisfazem as condições para a deülnição 1.12 então também satisfazem
as condições para a definição 1 .14.

Analogamente ao caso dobra, como DF(p) tem posto 1 , por 1.6 existe um sistema
de coordenadas no qual podemos escrever F(x, y) = (x, .f(x, y» numa vizinhança de
p e /y(p) = 0.

Se tivéssemos /yy(p) # O, teríamos que Er e Ker(DF(p» seriam transversais e
(l E:Fy # O. contrariando a hipótese de Ft=F ser de ordem 2 em p: então /w(p) O.

as para EG ser uma curva regular para G com o mesmo polinõmio de Taylor de
ordem 2 que F. necessariamente temos /.r(p)dx + /w(p)dy # 0, logo /.v(P) #: 0

Resta verificar que FILE ser de ordem 2 em p implica que /vvv(p) # 0.
De fato. basta seguirmos o caminho inverso na análise que fizemos acima para
concluir que /v,,(p) # 0 implica em Fiar ser de ordem 2 para chegarmos a esta
conclusão

Com isto demonstramos a equivalência entre estas duas definições

1 .16 Observação
A aplicação c(x, y) = (x, xy - y3) é a cúspide canónica. Verifiquemos que a
origem é um ponto cúspide para esta aplicação usando a definição 1-14

c(x, y) = (x, .f(x, y)), onde .f(x, y) = xy - y;



/,(O) = 0. /.(O) = O, /,.,(0) = 1 ;' 0 e /,.(0)

Portanto a origem é um ponto cúspide para a aplicação c

2. Desdobramentos
Nesta seção estudamos um pouco sobre o desdobramento de uma função
necessário para a construção da equivalência entre as cúspides. O Teorema
de Sard e o lema decorrente dele serão usados na prova da genericidade das
aplicações que só possuem pontos regulares, dobras e cúspides.

2.1 Definição
Seja / c C"(Sli". t)i). Um desdol)ramenfo a r f)arámefros de .f é uma função
F c C"(ç9t'x\)t', U) tal que F(O. y) = /(y) numa vizinhança da origem de \)i"

2.2 Definição
Seja F c C"(9i'xD]'. u) um desdobramento de / c C"(U', 9t) Um
desdobramento G c C"(9isx9i'. 9t) é dito induz/do por F se existem aplicações
Q c C"(U;*9t', 9i"). \p c C"($t:. 9i') e r c C"(Ui;. U), Q(O) = 0. H/(0) = 0.
'r(0) = 0, tais que
(i) Q(0, y) = y.
(ii) G(v. y) = F(v(v), Q(v, y)) + '(v)
se verificam para (v, y) numa vizinhança aberta da origem em 9tsx9i'. Dizemos
que Q é a transformação de variáveis e W a transformação de parâmetros.

2.3 Definição
Dois desdobramentos F c C"(9t'x\R'. U) e G c C"(9tsxDt', U) de uma mesma
função / € C"(u", u) são equivalentes se r = s e G é induzido por F, de tal
modo que a transformação de parâmetros y seja um difeomorfismo local.

2.4 Definição
Um desdobramento é dito versa/ quando ele induz todos os desdobramentos
da função. Se o número de parâmetros de um desdobramento verbal é
mínimo. ele é dito um desdobramento un/versa/.

2.5 Proposição
Dois desdobramentos universais de uma mesma função são equivalentes

Referência para a demonstração desta proposição: [1 2]

2.6 Definição
Uma aplicação de classe C' h:U"-->Un é dita uma submersão se para todo
p € !)i" a diferencial Dh:9i"-->\Rn é sobrejetora

2.7 Lema
Seja F € C"(!)i'x9t', 9i). F(0, O) = O um desdobramento a r parâmetros de uma
função /. Suponhamos que X é um campo de vetores C" numa vizinhança da
origem de Dt'xDt'' tal que

7



1 ) X = Õ/Õtl + E (i(t)Õ/ati + E Xi(t. y)Õ/®i
i=2,....f i=1,...,n

o\ y'r - n

Então existe uma submersão ho € C"(9t'. S)]''l), ho(0) = 0 tal que F é isomorfo
à FI'ho (isto é. existe um difeomorRsmo Q tal que F = (p'FI'ho). numa vizinhança da
origem, onde FI é a restrição de F ao subespaço tl =0

Referência para a demonstração deste lema: [1 2]

2.8 Teorema
Seja /(y) = ys. O desdobramento a dois parâmetros F(t, y) = y3 + toy + tl é um

desdobramento universal de ./

demonstração

Seja G(u, y), u c Di' um desdobramento qualquer de y:
Então G(u, y) = y' + g(u. y), g(O, y) = 0

Afirmamos que todo h € C"(Di'*'. yt), com h(0) = 0. pode se escrever
(1) h(u, y) = X(u, y)ÕG/ay + cl(u) + l3(u)y. a, l3 c C"(çüt', 9{), À. c C"(W*' Dt)

De fato, temos (aG/õy)(u. y) = 3y2 + (õg/ay)(u, y)
(ãzG/ây2)(u, y) = 6y + (#g/õy2)(u, y), e
(#'G/õy')(u, y) = 6 + (a3g/õy')(u. y).

Na origem, (ÕG/ay)(0. 0) = O, (dG/ay2)(0. 0) = O e (dG/õy')(0, 0) = 6 # 0.
(dg(o)/ay'= 0 porque G é desdobramento de y'). Logo, ÕG/ay é regular de ordem 2
em y. e usando o Teorema da Divisão por Ordem 2 (A.3) podemos dividir h por
aG/õy e obter a igualdade (1).

Definimos agora um desdobramento H que é soma de F e G
H(u, t. y) = y; + g(u, y) + toy + tl.

Como H é um desdobramento de y3 e pelo raciocínio acima aH/õy é regular de
ordem 2, podemos dividir aH/õul - ÕH/õul(0, 0. 0) por ÕH/ay. onde u = (ul. ..., u,).

aH(u, t, y)/õul - aH/õul(0, 0, 0) = À,(u, t, y)aH/ay + a(u. t) + P(u, t)y

Como o termo - aH/õul(0. O, O) é constante, podemos incorpora-lo em cl(u. t) e ficar
com a forma

ÕH(u. t, y)/õul = À.(u, t, y)aH/õy + a(u, t) + l3(u, t)y.

Definindo X = õ/õul - l3õ/aç - cta/atl - À.õ/ay, temos que X H = 0, e usando o lema 2.7
temos que H é isomorfo à HI'hl. onde HI é a restrição de H à ul = 0 e hl é uma
submersão local

Denotamos por H2. .... Hr as restrições de H aos subespaços ul = u2 = 0.
UI = U2 = ... = Ur = U

Por recorrência sobre r. podemos deduzir que H é isomorfo à H.'h.. onde
h, c C"(9i'xDi:. 9{), h.(0) = 0 é uma submersão local
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Notamos que H.
restrição de H àt

F. Seja ho c C'(çüt'. 9i), ho(O) = 0 a restrição de h, à t
0 é igual a G, donde se deduz que G é isomorfo à F'ho

O. A

Logo G é induzido por F o que implica em F ser um desdobramento universal de

2.9 Teorema de Sard
Sejam U c 9]' aberto e Fc C"(U, 9]'). O conjunto F(EF) dos valores críticos
de F tem medida nula em \)iP

Uma referência para a demonstração do Teorema de Sard é [161

2.10 Lema
Dada / € C"(9i:. $3), o conjunto dos À, = (À.l. x2, X3, À,4). tais que
g(x, y) = ./(x, y) - À,ly - À,2xy - À,3y2 - À,4y3 não satisfaça "se p e.\R e gv(p)
= gw(p) = 0. então g,.v(p) ;' 0 e g»,v(p) :# 0" tem medida nula em t)i'

demonstração

Queremos mostrar que {À, c \) 4
u {À. c 9{': g,(P) = g,,(P) = g,,,(P)

g,(P) = g,,(P) = gxy(p).= 0, para algum p c U } '-i
0, para algum p c \)t'} tem medida nula

As derivadas parciais de g são dadas por

gy =/v - À,l - À,2x - 2À,3y - 3À,4y2
g,, = /,, - 2À.3 - 6À.4y.
g*V = /xy - À,2.
gyyv = /vyy - 6À,4.

Se gy= gyy= gxy= O, .
/v = XI + À2x + 2À,3y + 3À4y2
/,, = 2À.3 + 6?t.óy.

/,.y = À2.

Usando estas equações podemos obter À.l, À,2, À,3 em função de x. y e À.4, e com isto
definir a aplicação Q(x, y, À,4) = (ÀI(x, y, À,4), À.2(X, y, x4). À,3(x, y. x4), À.4). Esta aplicação
está definida de 9{3 em 9i4. logo seu conjunto critico é $i; e pelo Teorema de Sard, a
imagem desta aplicação tem medida nula.

Se gy= gvy= gvyv= 0.
/y = À,l + À,2x + 2À.3y + 3À4y2
/yv = 2À.3 + 6À4y.
/yyv : 6À4.

Usando estas equações obtemos XI, À.3 e À.4 em função de x, y e X2, e com isto
definir a aplicação U/(x, y. À.2) = (ÀI(x. y. À,2), À.2. À3(x, y. X2), À.4(x. y. À,2)). Analogamente
ao que fizemos acima. usamos o Teorema de Sard para concluir que a imagem
desta aplicação tem medida nula
A união de dois conjuntos de medida nula tem medida nula, e portanto concluímos o
lema
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3. O Teorema de Whitney

Usando o material desenvolvido nas duas primeiras seções deste capítulo
provaremos o Teorema de Whitney.

3.1 Teorema de Whitney
Genericamente. uma aplicação F c C'(!)T'. \)i') é. numa vizinhança de cada
ponto p € u', estável e equivalente à uma das seguintes formas
i) G(x. y) = (x, y). (regular)
ii) G(x. y) = (x, y') . (dobra).
iii) G(x, y) =(x, xy - y')(cúspide)

demonstração

Primeiro provaremos que todos os pontos regulares. dobras e cúspides de uma
aplicação F são equivalentes aos canónicos. Depois que se p c Di' é de um destes
tipos para uma aplicação F, então F em p é localmente estruturalmente estável em
p. e por ülm que o conjunto das aplicações que só tem pontos destes tipos é
genenco.

Deülnimos o conjunto S c C"(m', 9t:), que provaremos ser um conjunto genérico, da
seguinte maneira: A primeira propriedade que exigimos para que uma aplicação F
esteja em S é que F tenha posto à l para qualquer p € 9t2. Então. por 1.6, F se
escreve localmente F(x, y) = (x. ./(x, y». A outra propriedade que exigimos é que se
/,(p) = .fy,(p) = O. então /w(p) ;' 0 e /yvy(p) # 0.

Sejam F € S e p c 9t2. Podem ocorrer 3 casos, que são (i) /v(p) # 0, (ii) .fy(p) = 0 e
/vv(P) # o ou (iii) /,(P) = ./'v,(p) : 0, /xy(p) ;' 0 e ./vv,(p) ,' 0. Analisaremos cada um
separadamente.
Na verdade, para as demonstrações das formas canónicas de F, não precisamos
que F esteja em S, porque todos os resultados que obtemos são locais. SÓ
precisamos usar que p é um ponto onde F tem posto à l e satisfaz uma das três
condições acima.

(i) /,(P)# o

É o mesmo que dizer que DF(p) tem posto 2. então por 1.6, F em p é equivalente a
G(x, y) = (x. y) e estamos no caso regular

(ii) /y(p) = O e ./,v(p) ;' 0

Pela Proposição 1 .10, p é um ponto dobra para F. Logo só nos falta demonstrar que
qualquer dobra é equivalente à dobra canónica, para o que faremos uma série de
mudanças de variáveis. Na primeira mudança transformaremos F tal que F e G(x, y)
= (x, y:) tenham os mesmos conjuntos críticos, isto é. Er : Ec : {y = 0}. Depois.
transformaremos F tal que Fiar = Gi:c = {y : O}. E finalmente provaremos que F é
equivalente à dobra canónica G. Sem perda de generalidade. suporemos que p : 0
e t-(u) = u

a) Podemos expressar F num sistema de coordenadas de maneira que
# : & ; Ü : Q.
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De fato, de ./,(0) : O e /w(0) # O temos. pelo Teorema das Funções Implícitas
existe uma função o € c'(9i, $t) tal que 0(0) : O e localmente /,(x. o(x» = o.

que

uennimos(a,aplllal;ão +o8. y) = (x. y + 0(x». + é um difeomorfismo, pois
PI(x) D

Definimos F'
E(F')

F'Ó, então F' em (O, 0) é equivalente a F em (O
{(x, y) : /,'(x. y) = /,(x, y + 0(x» = 0} = {y = 0}. '

O), e

Para não carregarmos a notação, denotaremos F' por F

Õ) Existe um sistema de coordenadas no qual F(.Ep) = G(.=c) = {y = O}.

Desato, por 1.6. F(x. y) = (x, /(x, y».

Definimos a aplic::Fão q/(X, y}.F (x. y - /(x, 0»
Dtl/(x, y) = 1 l o

IJ*(x, o) l
Definimos F' = \l/'F, então

DF'(x.y) =1 l

\l/ é um difeomorRsmo local, pois

.:f.(x, y) -/.(x, 0)
0

/,(x, y)

l;ig: :'' ü:.E' %lll'T'laia'%;} : {««*. .f«. w} : {«- .fk, Q - ./B, '»} : {«, n} =

Para não carregarmos a notação. denotaremos F' por F

c) F em (O, O) é equivalente à G(x, y) = (x, yz) em {0, O).

El!:ÇU:P8S=i. ;l.:, :l :'?ET;'8T g'gi:= ;1 1'::'F,: çj

Seja a aplicação 0 definida por 0(x. y) = (x
aplicação Ó é um difeomorflsmo local já que

y'gõg(x, y)) onde õ sinal(g(0». A

DÓ(0, 0) 1 0
o -Võg(o, o)

e G(Ó(x, y)) (x, y2Õg(x, y» = (x. õ/(x, y)), isto é, o diagrama

!) t2, 0 --.> \)t2 . 0

Dt:,0 --> 9i:

(x, õy), é comutativo numa vizinhança da origemonde \l/(x, y)

(iii) /,(P) /,,(P) : 0,/*,(p) # 0 e /,,,(p) # o
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Por 1.15, p é um ponto cúspide para F, então o que devemos demonstrar é que
todas as cúspides são equivalentes à cúspide canónica

a) ,40, y) é equ/va/ente à y'.

De fato, como .f(0) = /,(O) : ./v,(0) : O e /v,,(0) # 0, então .f(0. y) = y;g(y), g(0) # 0
Deülnimos (p(y) = y(g(y»'n

Como q),(O) : (g(0»''' + o. Q é difeomorRsmo local e /(0. y) = [ç(y)]', logo .f(0, y) é
equivalente à y'

b) F é equ/va/ente â G(x, vJ = (x, y3 - xy).

:."*::':';hhhHgl::glqltRi W:
A condição .fw(0) # 0 nestas coordenadas quer dizer que uox(0) # 0. Portanto uo é um
difeomorfismo local. Trocando a coordenada x por -uo(x) temos que F se escreve
G(x, y) = (x. y' - xy), c.q.d.

S é um conjunto de aplicações localmente estwturalmente estáveis.

Devemos provar que se F € S, então para cada p € 1)i2 e para cada vizinhança VP
de p, existe uma vizinhança g de F em C'(9t:, m:) tal que se G c 9, então existe
pl c VP tal que F em p é equivalente a G em pl.

HÜWeHHg.$W$€18
localmente estruturalmente estável em p



pl é u.m ponto dobra para H, e pelo item (ii) da demonstração deste teorema, F em p
é equivalente à H em pl. Portanto F é localmente estruturalmente estável em p

Se p é um ponto cúspide para F, seguindo um raciocínio análogo ao do caso dobra
temos que se H está suficientemente próximo de F usamos o teorema 1.6 duas
vezes para escrever F(x. y) = (x, /(x. y» e H(x. y) = (x, h(x, y» numa vizinhança da
cingem com mudanças de coordenadas próximas e levando p para a origem. Nestas
coordenadas, /,(0) : /vy(O) = 0. ./*,(0) # 0 e /,w(O) # 0. Como h está próxima de ./ e
as condições ./w(0) # O e ./vv,(0) # O são condições abertas, elas valem para ./ e para
h numa vizinhança da origem e implicam que /, e /vy mudam de sinal, já que na
origem estas duas funções se anulam. Mais ainda. como /,,(0) = 0. existe uma
curva na qual /y se anula. Isto implica que h, se anula sobre uma curva e h. e h..
também mudam de sinal na vizinhança da origem. Existe um ponto no qual ambas
se anulam simultaneamente

S é um conjunto genéhco

Para cada N c N, seja BN c t)t2 a bola fechada centrada na origem e de raio N
sN = {F c C"(\)t2. 9i2): F só tem pontos regulares, dobras e cúspides em BN}

Seja

SN é aberto para cada N c N
De fato. se F € SN, F é localmente estruturalmente estável nos pontos de BN, e
como BN é compacto. podemos tomar uma vizinhança 9 de F em C"(ç9t2, \)i2)
pequena o suficiente para que se G c 9, então G c SN
SN é denso para cada N c N
Seja G c C"(u', 9t2), vamos mostrar que para cada ponto p € $i: existe uma
vizinhança VP de p e uma vizinhança $ de G em C"(t){2. yi2) tal que toda G' € 9 pode
ser aproximada por F' c 9 tal que F' só tem pontos regulares, dobras e cúspides em
V.. De fato, como as aplicações de posto à l em BN formam um aberto e denso em
C"($t2. R2) (não demonstraremos este fato aqui, apenas diremos que é uma
decorrência do Teorema de Transversalidade de Thom 11.2.7. ver, p. ex., [16]). G
pode ser arbitrariamente aproximado por uma aplicação FI c C'(9t2. U2) com
posto à l em Bu. Dado um ponto p c BN, seja VP uma vizinhança de p na qual
podemos fazer uma mudança de coordenadas e escrever FI(x, y) = (x, /l(x. y». Pelo
lema 2.10. FI pode ser arbitrariamente aproximada por uma aplicação F)., tal que F?
só tem pontos regulares, dobras e cúspides em VP Mais ainda, as aplicações da
família FÀ aproximam todas as aplicações numa vizinhança 9 de G mantendo a
propriedade de só terem pontos regulares, dobras e cúspides em V.. logo estas
aplicações formam um conjunto denso. Já sabíamos que SN formava um conjunto
aberto. e pelos mesmos argumentos temos que as aplicações que só tem pontos
regulares, dobras e cúspides em V. também formam um aberto. Como BN é
compacto, podemos cobri-lo com um número finito de vizinhanças do tipo de V. e
Interseptando as aplicações que em cada V. só tem pontos regulares, dobras e
cúspides, temos que sN resulta num conjunto aberto e denso

Como cada sN é aberto e denso e S n SN, S é um conjunto residual
N€N

Com isto terminamos de demonstrar o Teorema de Whitney
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3.2 Observações
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Capítuloll
Fluxos Transitórios em M3

Neste capítulo estudamos os fluxos transitórios em variedades 3-dimensionais
compactas, conexas e com bordo não vazio. Encontramos a forma normal em
pontos de bordo para um conjunto aberto e denso de campos vetoriais e
notamos que novamente nos deparamos com as dobras e as cúspides. O
motivo de restringlrmos o nosso estudo aos campos transitórios é podermos
nos concentrar na análise do contato do campo com o bordo. sem nos
preocuparmos com os elementos críticos e as separatrizes

As principais referências para este capítulo são os trabalhos de P. Percell j1 3]
e J. Sotomayor [17]. que se preocuparam em estudar o problema da
estabilidade estrutural para campos vetoriais em variedades compactas com
bordo. A maioria dos autores de trabalhos anteriores nesta área ignorou o
problema das variedades com bordo, trabalhando com campos que nunca são
tangentes ao bordo ou estão definidos sobre variedades compactas sem
bordo. Nesta linha estão, por exemplo, os trabalhos de Smale, Thom,
Whitney. Robbln, Mather e outros. São exceções os trabalhos de Peixoto e
Pugh, conforme [13]

Neste capítulo M denotará uma variedade compacta. 3-dimensionar, C' . com
bordo V C", mergulhada numa variedade N 3-dimensionar, C". sem bordo. O
conjunto /(N) denotará os campos vetoriais C" definidos sobre N e cada
campo X € .T(M) será considerado como restrição a M de um campo
X' c T(N)

As seções estão divididas da seguinte maneira: na primeira estudaremos o
comportamento do campo em pontos do bordo e sob algumas condições
construiremos uma estratificação especial de VI na segunda seção usaremos
o Teorema da Preparação para provar o Teorema da Forma Normall a
terceira seção trata dos campos vetoriais transitórios e a quarta e última
seção tem como tema central a prova do Teorema da Estabilidade Estrutural.

1 . Comportamento do Campo em Pontos do Bordo

Nesta seçáo definiremos uma condição de regularidade local sobre o
comportamento de um campo vetorial X no bordo de M. Quando X satisfaz
esta condição, o bordo de M poderá ser decomposto pelas subvariedades
ro(X), I'l(X) e r2(X), que serão definidas

1.1 Definição
O conjunto dos campos vetoriais a(N) se torna um espaço topológico quando
consideramos a base de abertos {U(c, k)} definida da seguinte forma: para
cada k € N e cada € > 0 temos que F c U(8, k) e=> 1 D"(F.(px'l)(px(x) 1 < 8, para
todo mu]ti-índice cz com l cl l $ k e x € N e onde (p*:V*-->\)]2 é uma carta local
definida numa vizinhança de x
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1.2 Definição
Dada uma aplicação Cr, r z l . .f:M-->N, dizemos que / é uma /versão se para
cada p € M, D/p:TpM--)T/(p)N é injetora. Uma imersão é chamada mergt//ho se
/:M-)/(M) c N é um homeomorfismo quando se considera /(M) com a
topologia induzida de N. Neste caso. /(M) é uma subvariedade de N e
dizemos que está mergu/cada em N

1.3 Notação
Por conveniência. usaremos uma função para trabalharmos com o bordo de
V, ao invés de trata-lo como uma subvariedade. De fato, existe IS € C"(N, 9{)
tanque:
(a) p''(0) = V.
(b) 0 é valorregular de IS.

Observamos que a função IS só está deülnida globalmente se a variedade M
for orientável. Caso contrário podemos considerar P definida localmente numa
vizinhança de cada ponto.

1 .4 Definição
Seja l3 satisfazendo 1.3. Dizemos que X € .Z(M) satisfaz a condição /oca/ se
para cada inteiro não-negativo k a aplicação (l3, Xj3, .... Xkl3):M-.>9ik'l tem 0
como valor regular, onde XJ'lÍ3 = X(XJÍ3)

1 .5 Observação
Se X satisfaz a condição local, então a aplicação definida acima não deve
atingir 0 quando k à 3 = dim(M). De fato, se isto acontecesse, 0 não poderia
ser valor regular, por causa da dimensão do espaço de chegada.
Em particul.ar, X não pode se anular em nenhum ponto de V. pois caso
contrário, X'l3 seria nulo para qualquer k neste ponto. Outra implicação deste
fato é que cada órbita só encontra o bordo de M num conjunto discreto (e.
como M é compacto. de cardinalidade finita) de pontos

1.6 Lema
A definição 1.4 é independente da escolha da função Í3 satisfazendo 1.3

1 .7 Definição
Sejam IS uma função satisfazendo (1.3) e X c .'r(M). Para um inteiro não
negativo k definimos o conuunfo de ordem de fangénc/a A, rK(x) como o
conjunto dos m c M tais que

l3(m) :(XÍ3)(m) = ... =(X*j3)(m) = 0,(X*''j3)(m) #O
Definimos r«(x) como o conjunto dos m € M tais que (Xkl3)(m) = O, para
qualquerkinteiro não-negativo
E imediato que se m € rK(x). para algum k, então m c V
Esta definição não depende da função IS escolhida.

1.8 Definição
Uma estratificação de M é uma coleção finita de subvariedades conexas, sem
bordo e disjuntas {Liltais que
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(1) u Li = M,
(2) Se i# j e Lin Lj # +. então Li D Lj e dim Lj < dim Li
Os conjuntos rk(x) são subconjuntos de V disjuntor e sua união é V. Em
particular, se só existe um número ülnito de componentes conexas destes
conjuntos eles formam uma estratiülcação de V, que é o caso quando X
satisfaz a condição local. Este fato está demonstrado no Capítulo 111, em 2.2

2. O Teorema da Forma Normal

Nesta seção provaremos o Teorema da Forma Normal. Neste teorema.
vemos como um campo que satisfaz a condição local pode se comportar no
bordo de M. E neste ponto que entram as dobras e as cúspides neste
capítulo

2.1 Definição
Uma função f(t, x) de classe C" deülnida numa vizinhança aberta U de (0, O)
em Dt:U'' é dita l)-rega/ar em f se p é o menor inteiro não negativo para o qual
(d'fVõt')(O, 0) é não-nula.

2.2 Teorema da Preparação
Se U é uma vizinhança aberta de (0. O) em $tx9in
em t. então existe um intervalo J contendo 0 c
contendo 0 € U" e funções

Q € C"(JxS, U)
e Hj c C"(S, 9i), j = 1, ..., P
tais que JxS c U e v (t, x) c JxS.
a) Q(t, x) ;' 0,
b) ./(t, x) = Q(t, x)[tp + EHj(x)tj'l]

P

e ./ c C"(U, $t) é p-regular
U, uma n-bola aberta S

O Teorema da Preparação será provado no Apêndice A

2.3 Teorema da Forma Normal
Seja X € J(M) a restrição de um campo X' c ]l(N) e suponhamos que X
satisfaz a condição local. Se mo € 1'K(x), então podemos encontrar
coordenadas.(t, xl, x2) numa vizinhança U de mo em N, que se anulam em mo
e tais que X' l u = õ/õt e em U, B(m) = t(m)k*l + E xj(m)t(m)i'l

demonstração

J

Sejam Í3 uma função deülnida em N que satisfaz 1.3 e (s, yl, y2) um sistema de
coordenadas. para N definido numa vizinhança U de mo tal que mo é a origem deste
sistema e X' l u = õ/õs. A existência deste sistema de coordenadas é garantida pelo
Teorema do Fluxo Tubular (ver. p. ex., [14]). Observamos que ao tomarmos as
coordenadas (t. xl. x2). estamos transformando o campo X' num campo "reto" na
vizinhança U

Por 1.6 temos 0 É k $ 2, e para cada mo c V queremos encontrar um sistema de
coordenadas numa vizinhança de mo tais que l3 é dada por
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se m. c r.(x). l3(m) = t(m).
se m. c r.(X), P(m) = t(m)' + xl(m).
e se m. c r2(x), l3(m) = t(m); + xl(m) + x2t(m)

Se m. c I'.(X), B(mo) = O e X'j3(mo) ;' 0. No sistema de coordenadas (s yl. y2), mo é a
origem e X'j3(0) = al3(0)/as # O. ou seja, l3 é l-regular em s no ponto O Logo, por 2.2.
e diminuindo U se necessário. existem funções q:U-.>u e hl:S-)9i, onde S é uma 2-
bola aberta contendo a origem, tais que quando m € U temos q(m) # 0 e
l3(m) = q(m) '(m), onde (m) : s(m) + hl(y(m» e y = (yl, y2). Como.l3(0) :.O e q(0) # O.
y(0) = 0 e como' s(0) : O. hl(0) : 0. Fazemos a mudança de variáveis t : s + hl(y),
então X' = õ/õs = õ/at e f(m) = t(m).

Como q(m) ;' O em U, dividindo-se l3 por q. temos outro sistema de coordenadas no
qual localmente l3 se escreve t(m)

Na figura temos que V é dada localmente
pela função l3(m) : t e o fluxo por X'(m) : õ/at

V

Se m. c r.(x). l3(mo) = X'j3(mo) : 0 e X':j3(mo) # O. No sistema (s, yl, y2), temos
x'l3(0) = õi3(0)/as = 0 e #l3(0)/as' # O, ou seja, l3 é 2-regular em s no 0. Logo. por 2.2,
diminuindo U se necessário. existem funções q:U-->9i e hi:S-)Dt, i= 1. 2. tais que
quando m € U temos q(m) # 0 e l3(m) : q(m) (m), onde r(ml :.s(mj: + hl(y(m» +
+ h2(y(m»s(m) e y = (yl, y2). Analogamente ao caso acima, hi(0) : 0. Fazemos a
mudança de variáveis t = s+ h2(y)/2, e temos t(0) : O. X..= õ/õs = õ/a e
.r ': s2 + ht(y) + + h2(y)s = (! - h2(y)/2j: + hl(y) + h2(y)(t - h2(y)/2) = t2 - th2(y) - h2(y)/4 +
+ hl(y) + th2(y) - h2(y):/2 = t' + gl(y).

A aplicação gl'y tem posto l em mo porque ('/,ay/õt):U-)u2 tem posto 2 em mo. Logo.
se tomarmos (t. xl. x2) = (t, gl'y, y2) como um novo sistema de coordenadas,
teremos X' = õ/at e Y(m) = t(m)' + xl(m). numa vizinhança de mo. Como q(m) # 0 em
U, dividindo-se l3 por q, temos outro sistema de coordenadas no qual l3 se escreve
localmente t(my + xl(m)

Na figura temos que V é dada localmente
pela função P(m) = t: + xi e o fluxo por X'(m) ; õ/d

Se m. € r:(x), l3(mo) = X'j3(mo) = X':j3(mo) : 0 e X';l3(mo) # 0. No sistema (s, yl, y2),

temos X'P(O) = al3(0)/õs : #p(0)/õs: : 0 e a'l3(0)/õs: # O, ou seja, Í3 é 3-regular em s
no 0. Logo. por 2.2. e diminuindo U se necessário. existem funções q:U-tDI e
hi:s-»ÇDt, i= 1, 2, 3taisquequando m c Utemosq(m)# 0 e l3(m):q(m) f(m). onde
'f(m) = s(m); + hl(y(m)) + h2(y(m»s + h3(y(m»s(m): e y = (yl, y2). Novamente temos
hi(o) = 0. Fazemos a mudança de variáveis t = s+ h3(y)/3. e temos t(0) : O e
X = aias = êia..

1 8



y(m) = s; + hl(y) + h2(y)s + h3(y)s2 = (t - h3(y)/3); + hl(y) + h2(y)(t - h3(y)/3) +
+ h3(y)(t - h3(y)/3)2 = t3 - t2h3(y) + th3(y)2/3 - h3(y)3/27 + hl(y) + th2(y) - h2(y)h3(y)/3 +
+ t:h,(y) - 2h3(y):/3 + h3(y):/9 = t; + gl(y) + g2(y)t

A aplicação (gl'y, g2"y) tem posto 2 em mo porque (y,õy/õt, #'r/at:):U-)9{; tem posto 3
em mo. Logo. se tomarmos (t, xl, x2) = (t, gl'y. g2"y) como um novo sistema de
coordenadas, teremos X' = õ/at e 'f(m) = t(m); + xl(m) + x2(m)t, numa vizinhança de
mo. Como q(m) # 0 em U, dividindcHse l3 por q, temos outro sistema de coordenadas
no qual l3 se escreve localmente t(m)' + xl(m) + x2(m)t.

Na figura temos que V é dada localmente pela
função Í3(m) = t' + xi + x,t e o fluxo por X'(m) = õ/a

V

Para demonstrarmos o teorema da abertura e densidade dos campos
vetoriais que satisfazem a condição local precisamos do seguinte lema:

2.5 Lema
Seja P uma variedade tal que existe um difeomorfismo h:P-)M e seja
Z c Z(P). Então I'k(Dh'Z'h'l) = h(I'k(Z)) para cada inteiro não-negativo k e se Z
satisfaz a condição local, Dh'Z'h'i c Z(M) também satisfaz a condição local

demonstração

Seja l3 definida em N e satisfazendo 1.3. Então j3'h é uma função sobre P
satisfazendo as condições análogas sobre esta variedade. Portanto. Z satisfazendo
a condição local signiülca que para todo inteiro não-negativo k. a aplicação
(l3'h, Z(j3'h). ..., Z*(j3'h»:P-)8{**' tem O como valor regular. Também, temos que um
ponto p c ÕP está em l-k(z) se esta aplicação é nula em p e Z**'(j3'h)(p) # 0

Mas (Dh'Z'h'')(13) = [Z(j3'h)]'h''. pela definição da função tangente Dh e, por indução
(Dh'Z'h''y(13) = [Z'(Í3'h)]'h''. V r c N

2.6 Definição
Sejam P e Q variedades de classe CK, S c Q uma subvariedade de classe CK
e /:P-IQ uma aplicação de classe C', k. r 2 1. Dizemos que / é fransversa/ a
S em um ponto p € P se /(p) e S ou D/p(TpP) + T/WS = T.rW)Q. Dizemos que
/ é transversa/ a S se é transversal em todo ponto p c P
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Dadas duas subvariedades Si e S2 c Q, dizemos que Sí é fransversa/ a Sz se
a inclusão i:Sl-.>Q é transversal a S2.

2.7 Teorema da Transversalidade de Thom
Sejam P e Q variedades de classe C", S c Q uma subvariedade. O conjunto
U c C"(P. Q): / é transversal a S} é residual em C"(P, Q). Se S for fechado.
este conjunto será aberto.

Referência para a demonstração: [1 6]

2.8 Definição
Deülnimos o espaço J'(n, p) de jatos de ordem k. ou k-latos, das aplicações
diferenciáveis de \Rn em UP que aplicam 0 € \)in em 0 c !NP da seguinte
maneira: um k-lato z € J"(n, p) é uma classe de equivalência segundo a
relação que identifica duas aplicações diferenciáveis / e g, /(0) = 0 e g(0) = 0,
se L/i(xr- g(x) 1 -) 0 quando x -) O.

Se / é uma aplicação diferenciável, o k-lato que a contém é denotado por
jk./(0) e / é um representante de z. Cada k-lato tem um representante
polinomial de grau k, que é o polinõmio de Taylor de grau k em 0 € 9in de um
representante.f
Dados um aberto U C S)in e uma função diferenciável .f:U-->Dt, associamos à ./'
a aplicação jk/:U-->Jk(n, p). definida por jk/(x) = jk/x(O), onde /x(u) = /(x + u)
/(x). Esta aplicação chama-se extensão de ./ ao espaço de k-latos.

*1
k

2.9 Lema
Sejam U uma vizinhança de V na qual X' não se anula e W'(X', U) a
subvariedade do espaço JK(N, $t) formada pelos k-latos que se anulam em U.
Então a aplicação (l3, X'j3,..., X'kl3):N-.>\Rk'l tem 0 como valor regular se e
somente se o k-lato jKp é transversal à subvariedade Wk(X', U).

2.10 Teorema
O subconjunto de l(M) dos campos vetoriais satisfazendo a condição local é
aberto e denso em .T(M)

demonstração

abertura

A abertura segue de ./ ser uma função contínua sobre M implicar que para cada
inteiro não-negativo k, a aplicação X-.>X*./ de T(M) em C"(M) é contínua
De fato, se X c ?:(M) satisfaz a condição local, então para cada inteiro não negativo
k, a aplicação (l3, Xj3,..., Xkl3):M-.>9{k'l tem o zero como valor regular, e se k 2 3, esta
aplicação não deve atingir o zero- Por continuidade podemos encontrar uma
vizinhança u de X em r(M) tal que se Y € u, a aplicação (l3, YÍ3,..., Ykl3):M-l9ik*l não
atinge o zero se k à 3. Diminuindo um pouco esta vizinhança, se k < 3 e Y € u, o
zero quando atingido é valor regular da aplicação acima também pela continuidade
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densidade

Suponhamos que X E 7:(M). Queremos mostrar que X pode ser aproximado nor um
campo arbürariamente próximo e que satisfaz a condição local. '--- r-- '-''-

H=K:'?=Z:fSE= :!;%=S:.H
um campo com um número finito de
para fora do bordo. logo podemos

Pelo Teorema lsotopico Transversal (ver, por ex., [1]). existem difeomorfismos

: 1(0) = V. l próximos aa iaentidade quanto y está de l3, tais que h(r''(o» ;

Portanto, segue que exis em d feomorfismos h de N próximos da identidade tais que

atisfaz a condição local e está próximo
om isto temos a densidade dos campos

3. Campos Vetoriais Transitórios

3.1 Definição

Um campo X c /.(M) é um campo frans/fóno se cada curva integral de X só
está definida para um intervalo de tempo finito. -- ' '

3.2 Observação

errante de X ' 1-- campo transitório é equivalente a dizer que o conjunto não-
period cas. vazou. em particular, X não tem pontos singulares nem órbitas
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3.3 Definição
Sejam PI e P2 variedades arbitrárias, Xt € .T(PI) e X2 c :Z"(P2) são C"-
equivalentes se existe um difeomorfismo de classe Ck entre PI em P2 levando
trajetórias de XI em trajetórias de X2, preservando o sentido das mesmas
Abusando da linguagem, dizemos que os campos são equivalentes se forem
C"-equivalentes. Um campo é estruturalmente estável se é equivalente a
cada campo vetorial em uma de suas vizinhanças

3.4 Definição
Sejam um campo Y € .T(N), E a imagem de uma 2-bola aberta mergulhada em
N e transversal a Y e J um intervalo de ç9t, aberto, limitado e contendo 0
Quando o fluxo de Y. $:t)ixN-IN restrito a JxE é um difeomorfismo no
subconjunto de N varrido por : no intervalo de tempo J, chamamos o
conjunto @(JxE) um ful)o de fluxo e o denotamos por T(Y, J, E). Observamos
que um tubo de fluxo nada mais é do que um feixe de órbitas de Y, e a
condição de que (b IJ.x seja um difeomorfismo é necessária para evitarmos
pontos singulares e órbitas periódicas totalmente contidas no tubo. Se
J = (a, b), os conjuntos @({alxE) e Ü({blxE) são ditos os extremos de T(Y. J. E).

3.5 Lema
Seja X' c .'L(N) tal que X = X' l M é transitório. Então M pode ser coberto por um
número finito de tubos de fluxo cujos extremos estão fora de M

demonstração

A existência dos tubos de fluxo é garantida pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo.
Como X é transitório. a curva integral através de cada ponto de M deixa M em
tempo finito positivo e negativo. Portanto, escolhendo intervalos grandes o suficiente
e 2-bolas convenientes, podemos cobrir M por tubos de fluxos cujos extremos estão
fora de M. A subcobertura finita segue da compacidade de M.

3.6 Definição
Uma partição da unidade subordinada à cobertura enumerável e localmente
f7n/fa por abertos ÍU,J de uma variedade M é uma coleção {(Pn} de funções
reais, não negativas e de classe C" tais que
1) Para cada n, o suporte de (p. está contido em U.l
2) E(P.(P) = 1 , V P € M

n

3.7 Lema
Sejam X' € '(N) e X € '/(M) a sua restrição X é transitório se e só se existe
uma função derivável / definida em M tal que X.f = 1 em M.

demonstração

Sejam Ti(X'. J., Ei). i= 1 , .., k, uma família finita de tubos de fluxo com extremos fora
de M e cobrindo M. Sobre cada um destes tubos definimos a função ./i, como a

(0)



coordenada tempo ou projeção sobre Ji. Como X'fi signiülca a derivada da fun''ão r
na alreçao QO campo X', é claro que X'/. = 1 em Ti(X', J., Ei). - ''''pv /i

B hâH:31 ilT IRGET==â'=.a=z:
propriedades: I' ' ., k seja Pi uma função definida em Ei com as seguintes
(a) O $ Pi g l sobre Eil

(b.) O suporte de cada pi é compactos
(c) pi = 1 em A..

pode estar contida em Monto de M pode ser estacionário e nenhuma órbita fechada

(e)

3.8 Definição

Uma métrica Riemanniana numa variedade M é uma aplicação que a cada
M em p. v' associa um produto interno < , > definido no espaço tangente a



3.9 Proposição

Sejam X' € a(N) e X € J(M) a sua restrição. O campo X é transitório se e só

Riemannlana em M.vetorial gradiente que não se anula para alguma métrica

demonstração

Por 3.7 existe / definida em M tal que X.f =1 . Seja /' extensão de / a N

(e)

De x/(m) : le IX(m)l : lv m c M temos < X, grad(/)>= X/ = 1= lxl2.

Portanto, X e grad(/) têm o mesmo comprimento e direção em cada ponto. logo

(e)

3.10 Proposição
O conjunto dos campos vetoriais transitórios é aberto em .T(M)

demonstração

g3$H$#T : l:l:ig $:gH
3.11 Proposição
O conjunto dos campos vetoriais transitórios em M é não-vazio

24



demonstração

3.12 Definição
Seja Q c m" uma variedade. Se dimQ
i)t" como k = m - n.

n. definimos a codimensão de Q em

3.13 Definição

==15 .==:=f:'i:=m:,'.;Ê' =
r

onde TpPi é o espaço tangente a Pi em p considerado como subespaço de

3.14 Notação

Sejam X' c J(N) e X € T(M) a sua restrição. Suponhamos que X é transitório e

3.15 Definição

: S:4"=U '=.::=s.a! à,s:;==rs
E caro queea.(condição G(T) é independente da escolha particular dos

25



IEgMHHS'BaIlE FTJ;g'Jh=:H

::H IH11.:1GillgglgU=gEll%F:'g
4. Estabilidade Estrutural

Nesta seção provámos o principal resultado do capítulo, que é que um campo
vetorial sobre M que satisfaz a condição global é estruturalmente estável.

Sela W(Y, A, Q) a restrição a A-Q do fluxo de Y.
subconjunto de 9i e Q é um subconjunto de N.

onde Y c J(N). A é um

4.1 Lema

Sejam Y c J.(N) e T(Y, J, E) um tubo de fluxo com extremo! fora de M tal que
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demonstração

Como J x E é uma variedade compacta (com quinas), o conjunto dos mergulhos em
C'(J xE. N) é aberto. Logo, como U/(Z, J. E) depende continuamente de Z. podemos
tomará tanque seZ € 9, então W(Z, ã :)é um mergulho eT(Z. J. E) é um tubo de
fluxo bem definido

Vamos mostrar que podemos tomar 9 tal que se Z c 9 os extremos de T(Z, J. E)
estão fora de M.
De fato. se J = (a. b), a imagem de W(Y, {a, b}, E) é disjunta de M, e portanto
podemos diminuir 9 tal que se Z c 9, então a imagem de q/(Y, {a, b}, E) é disjunta de
M. A imagem desta aplicação contém os extremos de T(Z. J. E). que
consequentemente estão fora de M

Seja K um subconjunto compacto de T(Y. J. E). Podemos supor sem perda de
generalidade que K é conexo. Por K ser compacto. podemos diminuir 9 tal que se
z € g, K n T(Z, J, :) # +. Já que K e o bordo de J x E são conjuntos CQMpaçlos,
podeDog.diminuir 9 novamente tal que se Z c 9, a imagem do bordo de J x E por
W(Z, J, E) é disjunta de K
Então. se Z c 9. K fica Inteiramente contido em T(Z. J, E). Logo. a vizinhança 9 tem
a propriedade de que se Z € 3, então K está contido em T(Z. J. =)

4.2 Teorema
Sejam X' c :t'(N) e X € 'r(M) a sua restrição. Suponhamos que X é transitório,
satisfaz a condição local e T é uma trajetória para X tal que X satisfaz a
condição G(t). Então t está contido num tubo de fluxo T(X'. J, E) com a
propriedade de que para cada subconjunto compacto K de T(X', J, E) existe
uma vizinhança U de X' em .T(N) tal que se YI e Y2 E U e YI = Y2 fora de K,
então as restrições YI l M e Y2 l M são equivalentes.

demonstração

Seja l3 uma função sobre N que satisfaz 1 .3

Seja T(X', J, A) um tubo de fluxo contendo 1. Usaremos a letra it para denotar todas
as projeçóes T(X', J. A)-)A, JxA-)A e 9{x9]2-.>$t2. Sejam ml, ..., m. os pontos onde T
intersepta V e sejam k(i) tais que mi € 1'km(x). Se s é a coordenada sobre J. seja

s(mi)a

Consideremos a função /o = 13'\l/(X', J, A) sobre JxA. Para cada i= 1, ..., r, esta
função é regular de ordem k(i) + l no ponto (ai, n(1)). Portanto, segue do Teorema
da Preparação que existem.

(a) intervalos abertos disjuntos Ji, i= 1. ..., r, tais que ai € J.
de /o em Ji x {7t(T)} é (ai, 7t('t».

(b) Um conjunto E que contém 7t(T) e está no interior de A
(c) uma vizinhança u de /o em C"(JxA, 9{), e
(d)aplicações continuas,

Qi:u-lC"(JixE, 9i). 1= 1. .... r.

Ji c J e o Único zero
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e H = (HI.l, .... HI.k(1)+1, H2.1 H.. KU *l):u-->C'(E, m'''), onde d ::} k(i)

tais que, se/ € u e(s, y) € Ji xE. temos.

ao?g)S':!) # .nb. , [o - .)'''''' ''i:; u:.j${)b - ''v'']

/o. Uma referência para a demonstração deste teorema é [1 1].

Pela análise que fizemos logo após a definição 3.16. temos os seguintes casos
(i) r = 2. ml, m2 c ro(X).
(ii) r = 3, ml. m3 c I'o(X), m2 € rl(X).
(iii) r = 1. ml. c I'i(X).
(iv) r = 4. ml. m4 E I'o(X). m2, m3 € rl(X).
(v) r = 2, ml, c ro(X), m2 € 1'2(X)

Agora consideremos um polinõmio genérico de (q+l)-ésima ord j:. ;.ii e +i e l sobre li, onde li é um intervalo aberto contendo ai. Sq'l + }: aisj-l

Se t = s + a..l/(q+l ). então a.!elaçáo
tq+l + }: 0q.j(al, '. , aq*l)ti'l = sq'l + E ajsj'lj=1.....q j=1.-.q+l

define funções polinomiais 0q.j(al, ..., aq.l). j

que tq não aparece no novo polinõmio

l q. cuja parte linear é ai. Notamos

Suponhamos que y = (yl, y2) é um sistema de coordenadas sobre E tal que
yi(z(t» = 0. Para uma aplicação h : (hl.l, ..., hl,kO)'l. h2.1. .... hr. kU 'l) de E em Ud'',
seja A(h):l x E->9tx9t: definida por

(t'A(h»(s. y) = s-+ E$i(s) ' hi.kU'l(y)/(k(i) + l
Oq'A(h»(s. y) = 10KÜ),«(hi.l(y), ..., hj,k(j).l(y»,

y«. m = d +l .

onde t é coordenada sobre t)l e (xl, x2) sobre U:. Notamos que A(h) leva ülbra em
ülbra se consideramos l x E e 9tx9t2 como ülbrados e com projeções 7t sobre )l: e l)i2.

vizinhança W de H(.fo) em C"(E. S)i'*') tal que se h c W. A(h) é um mergulho

MBI :l$ $13Bl;th li:!FRl:.E :
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difeomorfismo de l x E que é a identidade fora de n''(D) e leva fibras de l x E em

fibras. Seja (h) a função sobre.(.u, Ji) xE definida por

y(h)(s. y) : (s - a.)*'"'' IEh:d(y)(s - a.y''].

t;===HG;14#iH::R'l
Cí x 7tIA(h)(] x E)] c A(h)(l.x E).

Segue que se hl, h2 c W e hl = h2 fora de um subconjunto compacto de E, então.
A(h)['F(hly'(0) n(Ji x E)] c A(h2)(lix E).
Mas a aplicação A(h) foi construída para ter a propriedade que se h € W. então
y(h)'A(h)'l(t, x) = (t - ai)kH*l + E xl(» (t - aiy'l]

para (t. x) c A(h)(lix E), onde d(1) : O e d(i) : k(1) + ... + k(i-l). i ;.2, -., r. Portanto
temos que se hl, h2 c W e hl = h2 fora de um subconjunto compacto D de E. então
B(hl. h2) é um difeomorfismo de l xE que é a identidade fora de n'l(D), leva os zeros
de y(hl) nos zeros de y(h2) e leva fibra sobre fibra

Agora suponhamos que é dado um subconjunto compacto K de T(X'. 1, E) e
queremos encontrar a vizinhança U de X' pedida no enunciado. Pelo Lema 4.1.
podemos tomar U suficientemente pequena tal que se Y € U, então tli(Y,,l. E).e.um
mergulho e T(Y. 1, E) é um tubo de fluxo contendo K e com extremos fora de M.
Para o restante da prova. YI e Y2 denotarão um par de campos vetoriais em U tais
que YI = Y2 fora de K.

Definimos a aplicação continua F:U-)C'(J x A, 9i) por F(Y) ; l3'\l/(Y; J: A) e
diminuímos U para que F(U) c D e H(F(U» c W. Como F é continua, mostra-se que
podemos tomar E e U pequenos o suficiente tais que se Y € U, os zeros de f:(Y) em
1 * E estão' na verdade contidos em ( :u Ji) x E. Portanto, pelo Teorema da

Preparação, se Y c U, então os zeros de F(Y) em l x E são os mesmos de ('rH'F)(Y).
Notamos que tl/(YI, J, A) = tl/(Y2, J, A) fora de J x a(K). Portanto, F(YI) : F(Y2) fora de
J x n(K), e, em particular, os zeros de F(YI) fora de J x n(K) são os mesmos que os
de F(Y2). Sejam hi= H(F(Yi», i: 1, 2. Então os zeros de 'f(hl) fora de l x n(K) são OS
mesmo que os de y(h2)

Tomemos uma função p:E-->t0. 1] que é l numa vizinhança de n(K).e cujo suporte
está contido num subconjunto compacto D de E. Seja b = p hl + (l - p)h2
Podemos tomar U pequena o suficiente para que b esteja em W. Então b : h2 fora
de D mas y(b) = (p'n) (hl) + (l - p'x)[(h2) tem os mesmos zeros que (h2).
Portanto. temos a seguinte relação:b : h2 fora de D. os zeros de '(hl) em l xE são os
mesmos de f3'\l/(YI, 1. E) e os de '(h2) são os mesmos de l3'\l/(Y2. 1. E)

1?1:T11H: :l$U$1EJLHfe#l e'i:f! Bi
ÊD«;=Ui:::=: lü âY,==ilà:l==,11':T=,F=H=::;USEI
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a dentidade fora de T(YI orfismo de M que é uma equivalência entre YI l M e Y2 l M e é

4.3 Corolário

então X é estrNue menteMstável. restrição. Se X satisfaz a condição global,

demonstração

i=l
J

F'$$1U:=1 1;: ? :
4.4 Teorema

O corjunto dos campos vetoriais que sat sfazem a condição global é denso no

Referência para a demonstração:t1 3]

4.5 Lema

lil Blll $Hlil$ JÇ H
demonstração

4.6 Lema

Se X e Y são campos vetorlais equivalentes e não nulos sobre M e X satisfaz
a condição global, então Y também satisfaz a condição global.
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demonstração

Pelo lema 4.5, existem um dlfeomorfismo h em M e uma função / em M que nunca
se anula tais que Y = ./(Th'X'h''). Afirmamos que Th'X'h' também satisfaz a
condição global (este fato decorre de 2.5 e de difeomorfismos preservarem
cruzamentos normais). A condição global é preservada pela operação de
multiplicação por função não nula porque esta operação preserva a condição local.
a condição G(T) e a propriedade do campo de ser transitório

4.7 Corolário
Se X c J(M) é transitório e estruturalmente estável, então X satisfaz a
condição global

demonstração

Como X é estruturalmente estável, segue do teorema 4.4 que existe um campo
vetorial que satisfaz a condição global e é equivalente a X. Basta então aplicar o
lema 4.6.

4.8 Teorema
O conjunto dos campos vetoriais transitórios estruturalmente estáveis é
aberto e denso no conjunto dos campos vetoriais transitórios sobre M

demonstração

A abertura é imediata da deülnição de estabilidade estrutural. A densidade sai de 4.4
4.6 e 4.7.

4.9 Corolário
Toda variedade compacta 3-dimensionar C" com bordo e conexa admite um
campo vetorial estruturalmente estável.

demonstração

Aplicação imediata do teorema 4.8
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Capítulo lll
Endomorfismos Contratores em M2

10

1. Endomorfismos Contratores Estruturalmente Estáveis

1.1 Definição

1.2 Definição

ã SX kl , n: su.p";:nT
1.3 Definição
Dois endomorfismos F e G são topologicamente conjugados se existe um
homeomorfismo h: M-->M tal que h'F = G'h. -- --

32



Um endomorRsmo F c C"(M) é C"-estruturalmente estável se é
topologicamente conjugado a todo G pertencente a uma de suas vizinhanças

omo ülzemos nos capítulos anteriores. diremos apenas estruturalmente
estável para indicar C"-estruturalmente estável

1 .4 Observação
A motivação deste estudo vem novamente do trabalho de Whitney que
provou que se M e N são variedades 2-dimensionais, o conjunto
w c C'(M, N), r 2 12. das aplicações que satisfazem:

+ para cada ponto p € M e cada endomorülsmo F, existem coordenadas
locais (no domínio e no contradomínio) em relação às quais F tem uma das
seguintes formas:

1. regular: F(x, y) = (x, y}.
2. dobra: F(x, y) = (x. y').
3. cúspide: F(x. y) = (x. xy - y').

as imagens das dobras se interceptam somente duas a duas
transversalmente, e imagens de dobras e cúspides não se interceptam,

e
e

é aberto e denso em C'(M. N). Este resultado já foi observado em 1.3.2

1.5 Notação
Denotamos por EF o conjunto crítico de F, ou seja, o conjunto das
singularidades de F. que são apenas dobras e cúspides se F c W. Se F é
uma contração. denotamos por pF seu único ponto fixo

1.6 Definição
Dizemos que p, q € M, P # q, são coincidentes para F se existem inteiros
i, J 2 0 tais que F'(p) : Fi(q). Os menores inteiros satisfazendo esta relação
serão chamados de índices

1.7 Definição
Consideremos o conjunto W definido em 1.4 no caso em
Seja K c W o conjunto dos endomorfismos F que satisfazem:

que

1) F é contração; . . . .:....
2) pF é regular enão-coincidente para F com nenhuma singularidade.
3) Um ponto cúspide não é coincidente para F com nenhuma outra

singularidade. . . . :....-..:.,-.
4) Cada singularidade é coincidente com no máximo mais uma singularidade.
5) Se p e q € EF,. p # q. são coincidentes para F com índices i $ J, então

DF'P(TPEF) q) DFJq(TqEF) : TFI(P)M
Se i = 0, então também deve valer

DFJq(TqEr) G) KerDFp : TpM

1.8 Observação . .
Chamamos de bi-dobra a coincidência entre duas dobras com i. j > O, e de
dobra-dobrada a coincidência de duas dobras com i= 0. j > 0. De fato. o que
está acontecendo no caso da bi-dobra é a coincidência das iteradas de duas

'l 'n
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dobras, e no caso da dobra-dobrada é a iterada de uma dobra que é dobrada
outra vez. Chamamos a atenção para a diferença entre estes dois casos, que
ilustraremos a seguir

Na figura temos a imagem de duas dobras
coincidindo transversalmente

Nesta figura temos a imagem de uma dobra
sendo dobrada novamente

1 .9 Teorema
O conjunto K deülnido em 1.7 é o conjunto dos endomorfismos contratores
estruturalmente estáveis definidos em M e é aberto e denso no conjunto dos
endomorHsmos contratores em M.

Optamos por não demonstrar este teorema por entender que a demonstração é
bastante técnica e que já fizemos demonstrações similares nos capítulos l e ll
Neste capítulo optamos por trabalhar com a construção e análise da estratiülcação

s(F). A demonstração pode ser encontrada em/ll$]. ['

2. A Estratificação S(F)

Nesta seçâo usaremos as singularidades de um endomorflsmo do conjunto K
para construir uma estratificação da variedade M que é invariante dentro da
classe de conjungação topológica do endomorfismo escolhido

Dados uma estratificação S de M (definição 11.1.8) e um endomorfismo F
definido em M, podemos construir outras subdivisões desta variedade, que
em alguns casos serão estratificações. Chamaremos de estratos os
elementos desta subdivisões mesmo antes de verificarmos que eles formam
uma estratificação. Basicamente. as operações que podemos fazer usando F
e S são

1) F(S)
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2) F'l(S).
Os estratos são as componentes conexas das imagens inversas dos estratos

3) S n F(S) e S n F'l(S)

inversa ad dos eFtrat a que pertence um ponto p é a .componente conexa da
para S n F l(S) b ue o e r(o) que contem p. A construção é análoga

Não podemos garantir que estes conjuntos sempre formam uma estratiüicaçâo
estratos. irninamos, por exemplo. a possibilidade de existirem infinitos

Dada F c K. paraformeçar a construção de S(F), definimos a estratificação SI

e

e

e

As cúspides formam os estratos 0-dimensionais
As componentes conexas de Er - {P c EF: P é cúspide} formam os estratos

As componentes conexas de M - EF formam os estratos 2-dimensionais.

2.1 Lema

dobradas. então F só tem um número finito de cúspides, bi-dobras e dobras

demonstração

E;8=1:nE;=;jã!."ÊE:;Z=!:JãHIm'.:!EF::!Ê H

2.2 Proposição

Dada F € K, cada uma das seguintes subdivisões de M é uma estratificação:
SI, S2 = F(SI). S3 : SI n S2, ..., S2. = F(S2.-1), S2«1 = SI n S2.. ...
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demonstração

Que Si é uma estratificação é claro pelas formas normais e pelo lema 2.1

Suponhamos que S... é uma estratificação. privemos que S. também é

(i) Seié par

Os estratos 0-dimensionais de Si são imagem da aplicação de F nos estratos O-
dimensionais de S}.l ou coincidências de dobras com índices i/2 e 0 < j É i/2. Isto é
porque se um estrato 0-dimensionar de Si não é imagem pela F de um estrato 0-
dimensional de SFI, ele tem que estar na intersecção de dois estratos l-
dimensionais, ou seja. a coincidência de duas dobras. Como é a primeira vez que
acontece esta coincidência e aplicamos F i/2 vezes. os índices que dão esta
coincidência são i/2 e O < j É i/2. Pelo lema 2.1 , só existe um número Finito de tais
coincidências e Si.l só tem um número ülnito de estratos 0-dimensionais. portanto S
só tem um número finito de estratos O-dlmensionais

Os estratos l-dimensionais são as componentes conexas das imagens dos estratos
l-dimensionais de Si.l pela F, que podem ter sido subdivididos por causa de uma
nova coincidência entre singularidades. Como, pelo lema 2.1. só existe um número
ülnito de tais coincidências. só existe um número ülnito de estratos l-dimensionais e o
fecho de cada um deles contém no máximo dois estratos 0-dimensionais

Os estratos 2-dimensionais são as componentes conexas de M - {estratos 0-
dimensionais u estratos l-dlmensionais}. É claro que também só existe um número
finito destes estratos

Estes conjuntos satisfazem todas as condições necessárias para fazer de Si uma
estratificação.

Na primeira figura temos a variedade M dividida pela estratificação SI. ou seja.
pelas componentes conexas de EF e de M - EFI na segunda pela estratificação
S2 dada pelas componentes conexas da aplicação de F nos estratos de Sll e

na última temos a intersecção destas duas estratificações

(ii) Se i é ímpar, SI = SI n Si.l

Os estratos 0-dimensionals de Si são os estratos 0-dimensionais de SI e de Si.l mais
os elementos de EF que são imagem de outras singularidades com j iteradas de F
0 < j É (i -1)/2. Em outras palavras, as dobras-dobradas, que são intersecções de Er
com alguma iterada de Er, até a ordem j, 0 < j g (i -1)/2. Existe no máximo um
número finito de dobras-dobradas até a ordem (i -1)/2 (e até qualquer ordem)
portanto só existe um número finito de estratos O-dimensionais
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Os estratos 2-dlmensionais são formados da mesma maneira que quando i é par, e

estratifcaçâo.os satisfazem todas as condições necessárias para fazer de Si uma

2.3 Proposição

Dada F € K, existem m, J c N tais que F é um difeomorfismo de F"(M) em
F"*l(M) e FJ(B) contém uma iterada de cada singularidade. onde B = F"(M) -

demonstração

difeomorfismo ponto regular, existe uma vizinhança A de pF tal que FIA é um

Hâl,IGaZn:ãl:=m=== ':s"sJ:!.:=, ul'=:â;

singu ardadesque FJ(B) contém informações sobre todas as interseções entre

2.4 Proposição
Dada F c K, existe N c N tal que para qualquer n
seguintes Subdivisões de M é uma estratificação:
q,. : F''H,«0 n S:«., .t,: ; 'l;:''i;TÍ'''~ ",., '''.
Alémdistotemosqueq/N=tlJN*l. ' ''' '''' 't'''

? N. cada uma das

F'l(tl/«-l) n tp..i

demonstração

Sejam m e J os inteiros dados pela Proposição 2.3, e seja N = m + J
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Aülrmamos que a imagem inversa pela F de qualquer ponto p c M só possui um
número ülnito de pontos
De fato, suponhamos que não seja. isto é. suponhamos que exista p c M tal que
#F ''(p) = n. Como M é compacto, F ''(p) se acumula em um ponto q c M, que pela
continuidade da F pertence a F ''(p). Mais ainda, como admitimos no máximo uma
coincidência para cada dobra, as únicas singularidades que podem existir em F ''(p)
sáo uma cúspide. ou uma dobra. ou duas dobras. Portanto este conjunto tem Jun'
infinitos pontos regulares. O ponto q não pode ser regular, porque F seria um
difeomorRsmo numa vizinhança de q, contrariando o fato dele ser acumulado por
pontos que tem a mesma imagem pela F. Se q fosse um ponto.dobra, existiriam
coordenadas locais numa vizinhança de q tal que F(x, y) = (x. y'). e não existiria
nenhum ponto nesta vizinhança que tivesse o mesmo valor pela F que o ponto q.
gerando uma contradição. Analogamente. q não pode ser cúspide, e com isto
terminamos a aülrmação que a imagem inversa pela F de qualquer ponto p c M só
possui um número ülnito de pontos
Precisamos desta afirmação para concluir que a imagem inversa de qualquer
estrato O-dimensionar só possui um número finito de pontos

Para mostrar que cada tl/i é uma estratificação, primeiro vamos analisar os estratos
de F''(S2.,1). Seja p c M. temos que analisar em separado cada caso. p sendo
regular, dobra ou cúspide.

Se p é um ponto regular, não importando se p e F(p) estão num estrato O, l ou 2-
dimensional de S2n.t, F l vp é difeomorüsmo, onde VP é uma vizinhança de p. Logo a
imagem inversa de F l vp aplicada numa vizinhança Vrw de F(p) está contida em VP e
divide VP com o mesmo número de estratos 0, 1 ou 2-dimensionais que Vro).possui.

Se p é um ponto dobra, ele pertence a um estrato 0 ou l-dimensionar de S2..1
Se ele está num estrato l-dimensional e F(p) também, F'' não adiciona nada ao
desenho local próximo a p.
Se p é um ponto dobra hum estrato l-dimensional e F(p) é estrato O-dimensionar.
então p e outra singularidade são coincidentes em F(p) e a intersecção das imagens
é transversal, portanto F'l introduz uma curva transversal a Er em p. Com isto. p se
torna um estrato 0-dimensional para F''(S2«1) e está no cruzamento de duas curvas
que se quebram em 4 estratos l-dimensionais, conforme a figura abaixo.

F*(EF)

F '' (F'(EF»

F(p) = F*(q)

Se p é uma dobra que é um estrato 0-dimensional, p é na verdade uma dobra-
dobrada. e está no cruzamento das curvas l-dimensionais Er e F'(EF), para algum
k. É imediato que F(p) também é um estrato O-dimensionar e não acontece mais
nenhuma coincidência entre singularidades em F(p). Os desenhos locais estão na
figura abaixo

F'(Er) F'''(Ep)

F''(F'''(EF)
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Cada um dos dois estratos l-dimensionais que formam F*'l(Ep) na vizinhança de
F(p) tem duas imagens inversas perto de p. Logo temos seis estratos 2-
dimensionais. seis l-dimensionais e um O-dimensional numa vizinhança de p para a
estratificação F''(S2.*1)

Se p é um ponto cúspide, então ele está num estrato 0-dimensional de S2..1 e p não
coincide com nenhuma outra singularidade. A imagem inversa de F(Er) numa
vizinhança de F(p) é composta, além de EF. por mais duas curvas a partir do ponto
p. A existência destas duas curvas é melhor visualizada quando analisamos a
projeção de uma superfície cuspidas em 9t:

Vemos que na superfície existem duas curvas de pontos regulares cuja imagem
coincide com a imagem do conjunto crítico. No nosso caso há o mesmo fenómeno e
portanto a imagem inversa de F l vp aplicada numa vizinhança de F(p) divide V. em
quatro estratos 2-dimensionais. quatro l-dimensionais e um 0-dimensional. A
aplicação F é 1-1 no fecho de cada estrato l-dimensional

F -'(F(Er» F(EF)

F(P)

Portanto F''(S2«1) tem um número ülnito de estratos 0 e l-dimensionais. e o fecho de
cada l-dimensional adiciona no máximo dois 0-dimensionais. Os estratos 2-
dimensionais são as componentes conexas de M - {estratos 0 e l-dimensionais}.
logo F''(S2«1) é uma estratificação de M.
F''(S2«1) n S2«1 é um refinamento como no caso (ii) da proposição 2.2, logo é uma
estratificação

A única diferença do caso tl/i para o caso tl/l, é que pode acontecer de p ser um
ponto dobra num estrato l-dimensional e F(p) ser um estrato O-dimensional mas
não ser um ponto de coincidência entre p e outra singularidade. Neste caso, F(p) é
imagem inversa de uma colncidênca. Mas isto não importa. já que a estratificação
local é do mesmo tipo que quando F(p) é um ponto de coincidência
Portanto. cada tpi*l = F''(qii) n tl/i é uma estratificação

39



Demonstraremos agora que WN

O ponto chave para demonstrarmos esta igualdade é notarmos que a cada passo
na construção de tl/N acrescentamos como estratos 0-dimensionais as coincidências
entre singularidades futuras e passadas de certa ordem. Isto é, quando construímos
os Si's, para i par, acrescentávamos as bi-dobras com índices i/2 e 0 < j É i/2, e para
l i.mpar.. acrescentávamos as dobras-dobradas com índice 0 < j É (i - 1)/2. Como
F l Fk(M) é um difeomorfismo para k 2 N, não existe nenhuma coincidência com índice
maior do que N, e S2..1.contém nos seus estratos 0-dimensionais todas as
cúspides, dobras-dobradas e bi-dobras da F. Quando passamos para a construção
dos Wi's, a cada passo acrescentamos as imagens inversas dos estratos 0 e l-
dimensignais do passo anterior. e continuamos construindo estratificações desta
maneio:Fté que não tenhamos mais estratos O e l-dimensionais para acrescentar.
ou sejam passamos por N iteradas inversas da F. O resultado destas operações é
que na estratificação U/N todos os pontos cuja órbita contém uma cúspide, ou uma
dobra-dobrada, ou uma bi-dobra, e somente estes. estão em' estratos 0-
dimensionais. Os pontos que estão em estratos l-dimensionais são os que tem
apenas uma dobra na sua órbita, e os dos estratos 2-dimensionais só possuem
pontos regulares na sua órbita. O termo órbita não é o mais adequado para
usarmos aqui. já que a órbita passada de cada ponto não está univocamente
determinada (em geral, F não é 1-1). É melhor dizemtos órbita futura do ponto união
com o conjunto das imagens inversas pela F de qualquer ordem do ponto

Concluímos que WN = q/N+l

2.5 Notação
Dada F € K, seja m o menor inteiro tal que F é um homeomorfismo de F"(M)

.Gll'u,.s.=''=.f .ü;:f s.;':.z :.mg:j;ST':g3t !iE'P; l
Definimos S(F) = WN.

2.6 Teorema
Se F, G € K e são topologicamente conjugados através do homeomorfismo h
então h preserva os estratos entre S(F) e S(G).

demonstração

A conjugação h leva singularidade em singularidade. logo h é um homeomorHismo
entre Er e EG.
Uma conjugação preserva órbitas. logo também preserva bi-dobras e dobras-
dobradas.

Portanto os estratos 0-dimensionais de Er que são um número ülnito de cúspides, bi-
dobras e dobras-dobradas também são preservados por h. '
A conjugação h preserva Er e os estratos 0-dimensionais de Er. logo preserva os
estratos l-dimensionais de Er que são as componentes conexas de Er menos os
estratos 0-dimensionais

Como h preserva órbitas. h(F'(M» : G'(M) e se F'(M) não contém singularidades.
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Se F é 1-1 sobre F:(M), G é 1-1 sobre G'(M). portanto se m é o menor inteiro tal que
F l FmW) é um difeomorfismo. m também é o menor inteiro para o qual G l Gm(M) é um
difeomorRsmo.
O menor J tal que FJ(F) contém uma imagem de cada singularidade é também o
menor J para G. De fato, pois h leva F'(F"(M) - F"''(M» em G'(G"(M) - G"*'(M».
Logo os inteiros usados para definir S(F) e S(G) são os mesmos

Os estratos 0 e l-dimensionais de S(F) e S(G) são obtidos de Er e Eo tomando-se
N iteradas futuras e passadas. Como h preserva órbitas, as iteradas dos estratos
em EF devem ir nas iteradas correspondentes dos estratos correspondentes de Ec.
e o mesmo para as iteradas inversas
Esta propriedade de preservação de órbitas de h garante que os estratos 0 e l-
dimensionais de S(F) vão nos de S(G).
Os estratos 2-dimensionais são as componentes conexas de M - {estratos 0 e l-
dimensionais}, e portanto h também deve preserva-los
Logo h preserva os estratos entre S(F) e S(G)

2.6 Observação
Este último teorema estabelece que m. J e o número de cúspides, de bi-dobras e
dobras-dobradas são invariantes para a classe de conjugação topológica de F c K.
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Apêndice A
Os Teoremas da Divisão e da Preparação

:l$H'Ei:=1:UH UI :s='='M:;:
Lembramos a seguinte definição, dada no capítulo ll

11.2.1 Definição x) definida numa vizinhança aberta U da origem de Dtx9i" é
dita p-/egu/ar''em t se p e o menor inteiro não negativo para o qual
(d//at')(o, o) # o

= \ :;= ==H':=r j'i=*E=,=:':1'á,'.,.«':.::.f :=!'%
contendo 0 € 9t' efunções

Q c C"(JxS, 9t),
Hi € C"(S, ut), j = 1 , Pe tais que JxS c U e V (t, x) c JxS.

a) Q(t, x) :# O. : .

b) .f(t, x) : Q(t, x)[tp l:.Z Hj(x)ti'']

11 7}:il'unm i$EÇT3qE
tais que a seguinte relação

(1) ./(t, x) : p(t, x)Q(t, x) ::;..rijx)tp'' vale numa vizinhança da origem

A.3 Teorema da Divisão de Ordem p (Malgranget 1962). . . ...... . ...
Toda função p-regular em t veriülca a propriedade da Otvisao ae orooííi p uil-
respeito à t.

Na verdade não precisamos demonstrar este teorema da forma que
enunciámos acima. A próxima proposição nos restringe a um caso bem mais
simples.

Sela o polinõmio canónico de grau p
PP(t, a) : tP + altP'l + ... + aP-'t + ap,

Podemos considerar PP como função de (t
t, al...., ap c ')i

a) e PP é p-regular em tX
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A.4 Proposição
O Teorema da Divisão de ordem p equivale à PP € C"(9txu", R). pP(O)
verificar a propriedade da divisão de ordem p com respeito à t.

demonstração

teorE Cema due ivasta mostrarmos que P. ter a propriedade da divisão implica no

P. ter a propriedade da divisão significa que toda / c C"(t)ix9{', ç9{). /(0) = O, se
escreve /(t, x. a) : P.(t. x, a)Q(t, x, a).:l E.ri(x, a)tP'. numa vizinhança da origem.

'lg) Seja P € C"(9ixm', 9i), P(0) : O, uma função p-regular. P pode ser escrita da

P(t, X) = (t' + al(x)t'' + + a.(x»Q(t. x), com Q(0, 0) # O e a. ap t)in--)9?

De fato, consideramos P como função de (t, x. a) o dividimos por P
(1) P(t, x) = (t' + a.t"' + ... + a...It + o.)Q(t, x. a) + Eri(x, a)t"',

P

i=l P

Se x = 0 e a = 0,(1)fica
P(t, 0) = t'Q(t, 0, 0) + Eri(0. 0)tP''.

P

P é p-regular,então
(2)[l(o, o) = o,i= 1.

l Q(o, o, o) # o.
P,

Usando agora que P é independente de a e derivando (1 ) com respeito a a,,
0 = tP"jQ(t, x, a) + P.(t, a)(aQ/õaj)(t, x, a) + E (ari/aai)(x. a)t"'

P

restringindo a x = 0, a = 0.

0 = tP''Q(t, 0, O) + t'(ÕQ/&J)(t. O, 0)+ E (õri/Õaj)(O. 0)tP''.
P

lgualapdo os termos de mesma ordem e tomando t = 0
(3) l (âr/õaj)(0, 0) = 0, se i ,' j.

L(õr)/õa))(0, 0) = -Q(0, 0. 0)

Consideremos agora o sistema de equações
(4)l rl(x, a) = o,

rp(x, a) = 0, nas incógnitas a. aP

E:l:*B:lH:ÊT :11V,l?l
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Substituindo a(x) = (al(x). ..., a.(x» em (1), temos
P(t, x) = (t' + al(x)tp' + ... + a.l(x)t + a.(x»Q(t. x. a(x»

Portanto, se P. tem a propriedade da divisão de ordem p. então o Teorema da
Preparação está provado, isto é. toda função P(t, x) p-regular pode se escrever da
forma

(5) P(t, x) : (t' + al(x)t"' + ... + a.(x))Q(t. x), Q(0. 0) # 0 e al, ..., a.:9i"-->Dt

2g) Mostraremos agora, ainda sob a hipótese de PP ter a propriedade da divisão, que
toda função P(t, x) p-regular tem a propriedade da divisão

Seja /:(Dtxyi", O)o(9t, 0). Consideremos / como função de (t. x, a) e o dividimos por

/(t, x) = P.(t, a)QI(t, x, a) + E si(x, a)tP'

Pp

i:l P

Substituímos na última identidade a variável independente a pela função a(x) obtida
na primeira etapa, temos:

(6) /(t, x) = (t' + al(x)t"' +
i=l P

1=1 P

+ a.(x»QI(t, x, a(x» + E si(x, a(x»t"'

Como Q(O) # 0, Q'' = 1/Q é C" numa vizinhança da origem, então podemos
escrever (5) como

tP + al(x)t"' + ... + a.(x) = P(t, x)Q''(t, x).
Substituindo em (6) temos,

/(t, x) = P(t, x)Q''(t, x)QI(t, x) + E si(x)t":

em outras palavras, provámos que se PP tem a propriedade da divisão de ordem p
então toda função P que for p-regular também tem esta propriedade.

A.5 Observação
Esta proposição mostra que só precisamos demonstrar o teorema da divisão
para o caso do polinõmio canónico. Outra consequência desta proposição é
que o Teorema da Preparação é um corolário do Teorema da Divisão. pois
mostramos que toda função P que é p-regular pode se escrever na forma (5)
que é justamente o Teorema da Preparação.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema da Divisão para um
polinõmio canónico vamos fazer algumas definições e estabelecer alguns
resultados que serão necessários para a demonstração.

Usando os polinõmios genéricos PP(t, a), para cada p podemos definir uma
aplicação aP:!R*$tP-l..»9tP atraves da relação

PP(t, aP(s, p)) = (t - s)PP-l(t, p), onde (s, p) € Dix9i'''. ou seja.
al = Pls,
aj : pj ' pj-ls. 2 $ j $ p -l
(Jp ' Pp-ls.

A.6 Lema de Hadamard
Se ./(x) = /(xl, ..., x.) é uma função de classe C" com /(O, ..., O, x.-.-l. . . x.)
0, então existem funções gi(xl. ..., xp). l$ i$ n , de classe C"l. tais que
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/(x) = E xigi(x).i=1....n

Referência para a demonstração :]3]

;=B=U}Fl:5z= !:..==%:':;w ::
RPp,.r € C"(9tPxU) tais que

/(t, x) : PP(t. a)QP/(t, a. x) + RP/(t. a, x)

onde RP/(t, a, x) : E l3;j./(a, X)tP'J,

e vale QP/(t, a'(s, p), x) :
t - s

demonstração

Faremos a prova por indução em p-
Para simplificar a notação. escreveremos Q'/
p : O, definimos Q'(t, a) : /(t) e R' : O.

QP e RP/ = RP

P : l.

/(t)/(-al) =(t + al) i01(Õ//at)(St -(l s)al)ds

Portanto, podemos definir

Q'(t, a) = Jol (õ//at)(st - ('t
R'(t, a) = R'l(t. a) ; /(-al).

s)al)ds

Como a'(s, p) -s, temos Q'(t, a'(S. p» /(t) - /(s)
- s

Q'(t, n. x) - Q'(s: }!!Q
- s

Agora assumimos que o teorema foi provado para 0. 1 P-l (P à 2)

Denotamos os pontos em \)iP. utP+l e x)]p"2 respectivamente por
a = (ai,.... a.).

P = (PI. ..., H,.l)
V = (VI,..., V.2)

e escrevemos a(s. p)
F(r, v)

a'(S, P). (S, P) c Uix9'1PI
a''''(r. v), (r. v) E 9ixUi''

Então P.(t, a(s. F(r, v») ; (t - s)PP-l(t, p(r
e portanto a(s. p(r. v» é simétrico em (s

v»
r)

(t - s)(t - r)Pp-2(t, v)

Pela hipótese deindução.
(1) '/(t) = P.l(t. p)QP'''(t. p) + R"'(t, p)

= P.(t. a(s. p» q:.]l!..t!}.:.9:11h.
t S

+ E Rj(s, }t)t''
):l.....P
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onde RI. .... Rp são dados por
E Ri(s, F)tp'j = Pp-l(t, p)Qp''(s

j=l P

p) + Rp''(t, F)

n::il':E= ,!Í'iJZlcu.a..aÊg:x
Por (1) e pela simetria de
.r. v» é simétrico

l 'Qp2(t. v) - QP''2(r. v) - Qp"2(s, v) - QP"2(r. v)

é simétrica em (s, r)

;:lTah:ÉEàleÜI Ih i#H:Üh gala;
define-se Rpj(a) : Ri(t, P).

Finalmente mostraremos que .f(t) :.E 5pj(a)tp'j é divisível por PP(t, a)

Pelo lema de Hadamard. é suficiente mostrar que esta função se anula sobre o

='H:lKW$:::%T!':]i,]m'b:.=:l\; '""'' '
PJ

Em outras palavras, /(t) - E R'j(a)t'j se anula no conjunto nulo de PP(t, a)

Temos .f(t) : PP(t, a)Q'(t, a) +.11 Rpi(a)tp'.

onde
Q'(t, a)

.f(t) - E R'j(a)tp'J
j:l.....p

P.(t, À,)

Mais ainda, se a = a(s, p).
Q'(t, a(s. P» = J2=111..L!}.=g:.!(g..tÜ.. por (1)

Isto completa a demonstração do teorema
t S
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Considerações Finais

Agora falaremos um pouco sobre algumas situações que não desenvolvemos
neste trabalho, mas que estão de alguma fomna relacionadas com ele.

outro pontrodou que, em geral, uma aplicação de superfícies é excelente se e
somente se suas singularidades são equivalentes, por mudanças de
coordenadas. a dobras ou cúspides. Mais ainda, uma aplicação é estável se e
somente se ela é excelente e em posição geral. As referências que damos
sobre este assunto são [2] e ]5].
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