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Nada perdeu a poesia. E agora há Q mcLis as máquinas
Com sua poesia também, e todo o nodo género de vida

Comercial, mundalta, {ntelectua!, seTttiTnenl,al,

Que a era das máqltinas veio trazer para as almas.
4s viagens agora são íão be/as como eram dantes

E um ítauio será sem7)re belo, só porque é llm ltauio.
}qalar ainda é uialar e o /cinge está sempre 07}de esteve -

ETn T)arte 'nen} tuna, graças Q Deusa
FERNANDO PESSOA

Nada perdeu a poesia. E agora há a mais as máquinas 
Com sua poesia também, e todo o novo gênero de vida 

Comercial, mundana, intelectual, sentimental, 
Q11,e a era das máq1tinas v eio trazer para as almas. 

As viagens agora são tão belas como eram dantes 
E um navio será sempre belo , só porque é um navio. 

Viajar ainda é viajar e o longe está sempre onde esteve -
Em parte nenhuma, graças a Deus! 

FERNANDO PESSOA 
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Resumo

Foram estudados dois problemas de realização de dinâmicas definidas por
sistemas finito dimensionais em equações diferenciais funcionais com um núme-
ro finito de petardos. Prova-se, primeiramente, que qualquer dinâmica local
estruturalmente estável pode sei encontrada nestas equações, o que também
inclui dinâmicas complexas. Em seguida é obtida uma imersão de campos
vetoriais arbitrários na mesma classe de equações com retardamento, sem a
exigência de que a variedade invariante envolvida seja central. Essa realização
é conseguida de forma que o campo vetorial associado à equação retardada seja
da mesma classe de diferenciabilidade do campo vetorial de dimensão finita que
ê dado

Sã.o apresentados cálculos de ]'armas normais pala equações funcionais es-
caleres com não lineaiidades envolvendo um e dois retardos, possuindo uma
singu[aridade em ]R3, associada ao auto va]or nulo de mu]tip]icidade três.
Verifica-se uma restrição no nível de jatos normalizados para equações com
um retardo que, no entanto, não corresponde a restrições nos fluxos defini-
dos por estas equações, quando comparados, numa variedade invariante, com
equações ordinárias possuindo mesma singularidade.

Este trabalho teve o suporte financeiro da CAPES

Resumo 

Foram estudados dois problemas de realização de dinâmicas definidas por 
sistemas finito dimensionais em equações diferenciais funcionais com um núme
ro finito de retardas. Prova-se, primeiramente, que qualquer dinâmica local 
estruturalmente estável pode ser encontrada nestas equações, o que também 
inclui dinâmicas complexas. Em seguida é obtida uma imersão de campos 
vetoriais arbitrários na mesma classe de equações com retardamento , sem a 
exigência de que a variedade invariante envolvida seja central. Essa realização 
é conseguida de forma que o campo vetorial associado à equação retardada seja 
da mesma classe de diferenciabilidade do campo vetorial de dimensão finita que 
é dado. 

São apresentados cálculos de formas normais para equações funcionais es
calares com não linearidades envolvendo um e dois retardas, possuindo uma 
singularidade em IR-3, associada ao auto valor nulo de multiplicidade três . 
Verifica-se uma restrição no nívr.l de jatos normalizados para equações com 
um retardo que, no entanto, não corresponde a restrições nos fluxos defini
dos por estas equações, quando comparados, numa variedade invariante, com 
equações ordinárias possuindo mesma singularidade. 

Este trabalho teve o suporte financeiro da CAPES 



.A.bstract

Two problems relative to realization of dynamics dehned by flnite dimensi-
onal systems in functional differential equations with a rinite number of delays
are considered. First, it is provei that any local structurally stable dynamics
can be found in tais equations, that also include complex dynamics. Nexo, it
is obtained an imbbeding of arbitrary vector fields in the same class of retar-
ded equations, without to demand that the invariant manifold involved in it
be a conter manifold. In this realization the vector field associated to retarded
equation can be chosen of the some class of difTerentiability that the given rinite
dimensionar vector field

It is shown calculus of norma.l forms to functional equations with nonlíne-
arities invo[ving one and two de]ays, for a singu]arity in ]R3 associated with
eigenvalue zero of multiplicity three. It is observed one restriction foi equati-
ons depending just of one delay in the levei ofjets in normal forma, but this
restriction do not correspond to iestrictions in the flows defined b}, this equa-
tions, when are compa-ted, on a invariant manifold, with ordinaiy difTetential
equations having the some singularity.

Abstract 

Two problems relative to realization of dynamics defined by finite dimensi
onal systems in functional differential equations with a finite number of delays 
are considered. First, it is proved that any local structurally stable dynamics 
can be found in this equations, that also include complex d:vnamics. Next, it 
is obtained an imbbeding of arbitrary vector fields in the sarne class of retar
ded equations, without to demand that the invariant manifold involved in it 
be a center manifold. In this realization the vector field associated to retarded 
equation can be chosen of the sarne class of differentiability that the given finite 
dimensional vector field. 

It is shown calculus of normd forms to functional equations with nonline
arities involving one and two delays, for a singularity in JR3 associated \vith 
eigenvalue zero of multiplicity three. It is observed one restriction for equati
ons depending just of one delay in the levei of jets in normal forms, but this 
restriction do not correspond to restrictions in the flows defined by this equa
tions, when are compared, on a invariant manifold, with ordinar:v differential 
equations having the sarne singularity. 



Introdução

Nrodelos usando equa.ções diferenciais funcionais tetaidadas aparecem fre-
quentemente em muitas aplicações, especialmente pala descievel sistemas físicos

e biológicos.

Estas equações definem sistem&ls (semi)dinâmicos em um espaço de fase

infinito dimensionar. Poderíamos esperai, devido à dimensão infinita, que
toda complexidade dinâmica que ocoiie pala equações diferenciais ordinárias

(EDO's) seria também encontrada. em equações diferenciais funcionais retar-
dadas (EDFR's). Em algum senti(lo isso é veidadeiiol poi exemplo, se consi-

derarmos o espaço de fase da EDF'R como sendo o das hinções contínuas nui]]
interva[o l--r, 01 tomando va]oies erra ]R", com n suficientemente grande.

Mas, para equações funcionais escala.les corl} um único ietaido. Fatia. e

[K4aga[hães l81 detectaram fortes [:mutações nos ietiatos (]e fase na vizinhança

de uma singularidade do til)o Hopf-Taketts (associada aos }\uto valores sin)pies

0, üiw), ao se compara-t com ictiatos de fase de tiilla e(luação (lifetencial or-
dinária com mesma singularidade. Nesse caso, apesar da. dimensão inhnita, o

comportamento dinâmico da e(luação funcional é bem mais simples do (lue o
da equação ordinária

Exemplos como este motivam) a investigação de situações eri] que seja
possível assegurei a oconência de fenómenos dinâmicos aibitiários em equações

ietatdadas. Um procedimento usado nessa. direção é o estudo da realização de
equações ordinárias, (lue consiste em deduzir a EDFR a uma variedade inva-

riante de dimensão finita e comparar o fluxo desta equação sobre a ç,ariedade

Introdução 

Modelos usando equações diferenciais funcionais retardada:; aparecem fre

quentemente em muitas aplicações, especialmente para descrever sistemas físicos 

e biológicos. 

Estas equaçoes definem sistemas (semi)dinâmicos em um espaço de fas e 

infinito dimensional. Poderíamos espera r, devido à dimensão infini ta, que 

toda complexidade dinâmica que ocorre para equações diferenciais ordinárias 

(EDO 's) seria também encont rada em equações diferenciais funcionais retar

dadas (EDFR's). Em algum sentido isso é verdadeiro; por exemplo , se consi

derarmos o espaço de fase da EDF'R como sendo o das funções contínuas num 

intervalo [-r, O] tomando valores 1:m IRn , com n suficientemente grande. 

Mas, para equações funcionais escalares com um único retard o, Faria e 

Magalhães [8] detectaram fortes rmitações nos retratos de fase na. \'izinhança 

de uma singul aridade do tipo Hopf-Takens (associada. aos auto valores simpl es 

O, ±iw), ao se comparar com retratos de fase de uma equação diferencial or

dinária com mesma singularidade. Nesse caso, apesar da dimensão infinita, o 

comportamento dinâmico da. equação funcional é bem mais simples do que o 

da equação ordinária.. 

Exemplos como este motivam a investigação de situações em que seja 

possível assegurar a. ocorrência. de fenômenos dinâmicos arbit rá rios em equações 

retardadas. Um procedimento usado nessa direçã.o é o estudo da realização de 

equações ordinárias, que consiste em reduzir a EDFR a urna vari edade inva

riante de dimensão finita e comparar o fluxo desta equação sobre a Ya.riedade 



com fluxos descritos poi EDO's arbitra.rias definidas em espaços finito dimen-

sionais. Se a EDFR apresentar sobre a. variedade o 'mesmo'' coinpoitanlento
de uma dada EDO, diremos então que a EDFR a realiza.

Essa. técnica foi usada inicilainente poi }lale jlll, que considerou uma

equação escalei

2(í) = L(zt) + /(zt), z. € C(l-r,01,R), r > 0,

supondo que a. equação ]ineatizada tenha p auto valores sobre o eixo ima-
ginário. N/mostrou que qualquer campo vetoiial polinomial pode ser realizado
sobre variedades centrais da. equação acima, com / dependendo apenas de p -- ]

retardos. As principais fenamentas utilizadas nesse tt abalho foianl: Teorema
da Função [mp[ícita e a independfincia ]ineai das auto funções, dada pe]o cha-

mado Lema de Lin (que pode sel eílcontiado também erli jlll.)

Posteiiornlente, Fatia e Magalhães l71 estenderam os insultados de Rale

pala ]R", n. > 1, obtendo a. realização de todos os jatos anitos de campos vc-
toliais sobre variedades centrais de EDFR's, com não linea.cidades envolvendo

somente um número finito de ietaidos. Esse trabalho consiste num apiimo-
ramento dos aigumenl,os dc jlll e baseia-se foiteiilente no método de formas

normais, poi eles mesmos desenvolvido rlo contexto das equações furlcionais
(ISI e l61).

De um modo geral, a teoria de variedades centrais e métodos de foirnas
normais são técnicas amplamente usadas pala simplificam o estudo de sistemas

dinâmicos. A teoria de variedades centrais permite deduzir a dimensão do
sistema e as formas normais permitem eliminam grande parte dos t.ermos não
lineares.

com fluxos descritos por EDO's arbitrárias definidas em espaços finito dimen

sionais. Se a EDFR apresentar sobre a variedade o "mesmo .. comportamento 

de uma dada EDO, diremos então que a EDFR a realiza. 

Essa técnica foi usada inicilamente por Hale [11], que considerou uma 

equação escalar 

i(t) = L(zt) + f(zt), Zt E C([-r, O], lR), r > O, 

supondo que a equação linearizada tenha p auto valores sob re o eixo ima

ginário. Mostrou que qualquer campo vetorial polinomial pode se r realizado 

sobre variedades centrais da equação acima, com f dependendo apenas de p-1 

retardas . As principais ferramentas utilizadas nesse trabalho foram : Teorema 

da Função Implícita e a. independüncia linear das auto funções, dada pelo cha

mado Lema de Li11 (que pode ser encontrado também em [11].) 

Posteriormente, Faria e Magalhães [7] estenderam os resultados de Hale 

para 1Rn, n > l , obtendo a realização de todos os jatos finitos de campos ve

toriais sobre variedades centrais de EDFR's, com não linearidades envolvendo 

somente um número finito de retardas. Esse trabalho cons iste num aprimo

ramento dos argumentos de [11] e baseia-se fortemente no método de formas 

normais, por eles mesmos desenvolvido no contexto das equações funcionais 

([5] e [6]). 

De um modo geral , a teoria de variedades centrais e métodos de formas 

normais são técnicas amplamente usadas para simpl ifi car o estudo de sistemas 

dinâmicos. A teoria de variedades centrais permite reduzir a dimensão do 

sistema e as formas normais permitem eliminar grande parte dos termos não 

lineares. 



Variedade central e condições de independência de auto funções constittienl

também o fundamento de estudos de realização de dinâmicas ein equações pa-

rabólicas semilineaies, que têm avançado muito a partir de 1990, especialmente
com os trabalhos l91, 1201, j211, 1221, 1231, 1241, 1251. N'guitas idéias que utilizare-

mos nessa tese, pata equações com recai'lamento, encontram aí sua insl)ilação
o rnn+ixrDp;a
v allv UH v c+\r t+v -

No capítulo 2, a exemplo do que é feito em 1231, mostraiemos a. ocorrência

de qualquer dinâmica local estruturalmente estável numa classe de equações
funcionais retardadas, quando iestlita a uma variedade central. Isso é obtido

via um resultado de densidade, que garante que, dado qualquer campo vetoiial

finito dimensionar, albitiariamente próximo dele (numa noirna. conveniente),
existe um campo que pode ser realizado numa ceit.a classe de EDFR.

Mas, a ocorrência de muitas dinâmicas complicadas encontradas em equa-

ções ordinárias de dimensão 6lnita não é contemplada. através desse insultado

de densidade. Pala isso, seria necessá.rio garant.it a. realização de todas as
equações oidináiias em equações funcionais ietaidadas.

Tanto o trabalho de F]a]e j] ]l, quanto sala generalização em l71, só garantem
a realização de jatos finitos de campos vetoriais aibitráiios. Ainda assim são

bastante abrangentes, visto que muitas singularidades estudadas com interesse

pala equações ordinárias ficam determinadas completamente pelos termos de

ordem finita numa forma normal adequada.

Um resultado geral de realização de campos vetoiiais na variedade central, e

não apenas seus jatos finitos, foi provado, sob certas condições de reglilaridade,

poi Rybakowski 1261: os campos dados devem ser, pelo menos, de classe C32
Na prova foi utilizada uma versão do teorema de função implícita de Nash-

Variedade central e condições de independência de auto funções constituem 

também o fundamento de estudos de realização de dinâmicas em equações pa

rabólicas semi lineares, que têm avançado muito a partir de 1990, especialmente 

com os trabalhos [9], [20], [21], [22], [23], [24], [25]. lvf ui tas idéias que utilizare

mos nessa tese, para equações com retardamento, encontram aí sua inspiração 

e motivação. 

No capítulo 2, a exemplo do que é feito em [23], mostraremos a ocorrência 

de qualquer dinâmica local estruturalmente estável numa classe de equações 

funcionais retardadas, quando restrita a urna variedade central. Isso é obtido 

via um resultado de densidade, que garante que, dado qualquer campo vetorial 

finito dimensional, arbitrariamente próximo dele (numa norma conveniente) , 

existe um campo que pode ser realizado numa certa classe de EDFR. 

Mas, a ocorrência de muitas dinâmicas complicadas encontradas em equa

ções ordinárias de dimensão finita não é contemplada através desse resultado 

de densidade. Para isso, seria necessário garantir a realização de todas as 

equações ordinárias em equações funcionais retardadas. 

Tanto o trabalho de Hale [11], quanto sua generalização em [7], só garantem 

a realização de jatos finitos de campos vetoriais arbitrários. Ainda assim são 

bastante abrangentes, visto que muitas singularidades estudadas com interesse 

para equações ordinárias ficam determinadas completamente pelos termos de 

ordem finita numa forma normal adequada. 

Um resultado geral de realização de campos vetoriais na variedade central, e 

não apenas seus jatos finitos, foi provado, sob certas condições de regularidade, 

por Rybakowski [26]: os campos dados devem ser, pelo menos, de classe C32
. 

Na prova foi utilizada uma versão do teorema de função implícita de Nash-



Moser, levando a uma perda substancial de derivadas

Mostraremos no terceiro capítulo uma forma de realização válida para cam-
pos vet-odiais arbitrários de classe CI, porém, sem a exigência. de que esta se
dê na variedade central. .\ variedade invariante sela construída a paitii da
fórmula da variação das constantes. Esse problema foi tratado pot Polácik e
Rybakou,ski 1241 no contexto das equações parabólicas escalaies.

Assim como em j111, 171 e 1261, verificamos que os dois resultados de rea-
lização mencionados acima são possíveis no âmbito das equações diferenciais
diferença, com um número finito e pié-determinado de petardos. Ut.ilizanios o

mesmo número apresentado poi l71. Como é mencionado nesse trabalho, esse

valor não é ótimo, podendo sei d:.minuído eni alguns casos. No entanto, ao
menos pala EDFR's escolares cu.ja pari,e linear tentla zelo como auto valor (lc

multiplicidade m, é verificado em jlll que a. quantidade mínima de ietaidos
deve sei m l .

A dedução do número de letal(los fornece lmla direção pala procurai even-

tuais restrições nos retratos de fases lm] exemplo disto pode sei visto em l81

E efetuado neste artigo urra estudo das siíigu]aiidades edil ]R2 de tipos l:lopf c
Bogdanov-Takens, veiiflcando-se a ausência de iestiições pala EDFRs esca-
leres cona um único retaido.

No capítulo 4 apresentaremos alguns cálculos de formas normais pala equa-
ções funcionais escolares, com singularidades em IR,3 tendo parte linear nilpo-

tente. Utilizamos o método desenvolvido em l51, que permite obter os coe-
ficientes da forma normal da. equação na variedade centia] em termos dos
coeficientes da equação retardada original. Veremos que a dedução para um

único retatdo na pai'te não ]inear da EDFR levará. a uma "restrição" , ao

Moser , levando a. uma perda substancial de deriva.das. 

Mostraremos no terceiro capítulo uma forma de realização válida para. cam

pos vetoriais arbit rários de classe C1
, porém , sem a exigência. de que esta se 

dê na variedade central. A variedade invar iante será construída a partir da 

fórmula da variação das constantes. Esse problema foi trata.do por Polácik e 

Rybakowski [24] no contexto das equações para.bólicas escalares. 

Assim como em [11], [7] e [26], verificamos que os dois resultados de rea

lização mencionados acima são possíve is no âmbito das equações diferenciais 

diferença, com um número finito e pré-determinado de retardas. Utilizamos o 

mesmo número apresentado por [7]. Como é mencionado nesse trabalho, esse 

valor não é ótimo, podendo se r d '. minuído em alguns casos. No entanto , ao 

menos para EDFR's escalares cu.ia. parte linear tenha zero como aut o ,·,dor de 

multiplicidade m , é verificado em [11] que a quantidade mínima de reta.reios 

deve ser m - 1. 

A redução do número de retardas fornece uma direção para procurar even

tuais restrições nos retratos de fase; um exemplo disto pode ser visto em [8]. 

É efetuado neste art igo um estudo das singular idades em IR? ele tipos Hopf e 

Bogdanov-Takens, verificando-se a ausência de restrições para EDFR's esca

lares com um único retardo. 

No capítu lo 4 ap resentaremos alguns cálcu los de formas normais para. equa

ções funcionais escalares, com singularidades em IR-3 tendo parte linear nilpo

tente. Utilizamos o método desenvolvido em [5], que permite obter os coe

ficientes da forma normal da equação na variedade central em termos dos 

coefici entes da equação retardada original. Veremos que a redução para. um 

único retardo na parte não linear da EDFR levará a uma "restri ção'' , ao 



menos no espaço de .latos normalizados. Não é clamo se isto implica também
numa iestlição nos íluxos possíveis, (quando cornpaiamos covil uma equação
ordinária tendo mesma singularida(le. O estudo da. dinã.mica de campos veto-

iiais finito dimensionais com uma singularidade desse tipo tem sido kit.o poi
Dumortiei e lbáfíez l21. De qual(suei modo, essa restrição que observados pala

os coeficientes da. forma normal era espetada, visto que dimimiímos o número
de petardos para um valor inenoi do que aquele mínimo possível, mencionado
anteriormente.

Casos mais degenerados, como por exemplo, aqueles estudados em l41 para
singularidades nilpot.entes no plano de codimensão três, precisamente os casos

elíptico, sela e foco, não são possíveis de sei tratados a paitii da técnica de
formas normais utilizada.

Concluímos este trabalho apoíltando algumas questões concernentes ao pro-

blema de caiacteiização das iestiições obtidas com a dedução do núrneio de
tetatdos, que at.é o momento encontiarn-se sem respostas.

menos no espaço de jatos normalizados. Não é claro se isto implica também 

numa. restrição nos fluxos possíveis , quando comparamos com uma equação 

ordinária tend o mesma si ngularidade. O estudo da. dinâmica de campos veto

ria is finito dimensionais com uma singu la ridade desse tipo tem sido feito por 

Dumortier e lbánez [2]. De qualquer modo, essa restrição que obsen ·amos para 

os coeficientes da forma normal era esperada, visto que diminuímos o número 

de retardas para um valor menor do que aquele mínimo possível, mencionado 

anter iormente. 

Casos mais degenerados, como por exemplo, aqueles estudados em [4] para 

singular idades nilpotentes no plano de cod imensão t rês , precisamente os casos 

elíptico, sela e foco , nã,o são possíveis de ser tratados a partir da técnica de 

formas normais ut ilizada. 

Concluímos este trabalho a.po11tando a lgumas questões concernentes ao pro

blema de caracterizaçã.o das restrições obtidas com a redução do número de 

retardas, que até o momento encontram-se sem respostas. 



(:apítulo l

Considerações Gerais

1.1 Elementos da Teoria Geral

Basicamente utilizaremos a notação introduzida poi j151, onde também podem

sel encontrados os detalhes dos fatos mencionados nesta seção.

Dado r > 0 lml número leal fixo, consideternos o espaço de Bailacli

C = C(l--r,01,]R") das funções contínuas de l--r,01 eii] m,", com a norma
uniforme.

Seja L : C -+ IR" um operador linear limitado. A relação

2(t) (1.1 )

onde zt(0) = z({ + 0), --r 5; 0 5; 0, define uma equação diferencial funcional
retardada (EDFR) linear.
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Capítulo 1 

Considerações Gerais 

1.1 Elementos da Teoria Geral 

Basicamente utilizaremos a notação introduzida por [15], onde também podem 

ser encontrados os detalhes dos fatos mencionados nesta seção. 

Dador > O um número real fixo , consideremos o espaço de Banach 

C = C([-r, O], IRn) das funções contínuas de [-r, O] em IR11
, com a norma 

uniforme. 

Seja L : C ---1 IR11 um operador linear limi tado. A relação 

(1.1) 

onde Zt (0) = z (t + 0) , -T :S 0 :S O, define uma equação diferencial funcional 

retardada (EDFR) linear. 

1 



Pelo Teorema de Representação de Riesz podemos expiessai o operador Z,
como

0

rL('p) = 1 dnl.O).p1.0),

onde 77(0) é uma matriz n x n. cujos elementos são funções de variação limitada

Sda t -> zt(.,g) a solução de (1.1) com condição inicial zo(.,ç) = p(-).
O operador 7'(t) : C --> C dado poi T(t)g(.) = zt(., p), define um semigtupo

fortemente contínuo para [ ? 0, que é compacto quando í ? r. Seu geiadoi

infinitesimal .4 satisfaz .4p(0) = @(0) e está definido para- toda função

y : l--r, 01 --> IR" continuamente diferenciável tal que @(0) = L(p). O espectro

E(.4) de .4 coincide com seu espectro pontual e À C E(.4) se, c somente se, À
é l aíz da. equação caiactetística

dela(À)=0 o«de zX(À)=À/«--/ dO(0)e*' (1.2)
n

r

Comumente nos referimos aos auto valores de ,4 como auto \.aloies da

equação (1.1)

O auto espaço generalizado associado a À É; E(d), .A'fÀ(.4), teill dimensão
finita e é invariante cona relação a .Á. Considerando ]m] con.junto .\ finito
e não vazio de auto valores de .4, o espaço P = span{.MÀ(.4) : À C /\} é

invariante sob .4 e sob o semigrupo T(t). Se m fol o número de raízes de (1.2)

em A, contando multiplicidades, então dim P = rn. Sobre P, o fluxo 7'(t) é
equivalente a uma equação diferencial ordinária (EDO)

Ú = nz/, z/ c IR,"}t

onde B é uma matriz constante rn x m cujos auto valores coincident com os
elementos de A.

2

Pelo Teorema de Representação de Riesz podemos expressar o operador L 

como 

L( cp) = 1-ºr d77( 0)cp( 0), 

onde TJ(0) é uma matriz n x n cujos elementos são funções de variação limi tada. 

Seja t H Zt(-,cp) a. solução de (1.1) com condição inicial z0(·,<f) = cp(·). 
o operador T(t) : e -+ e da.do por T(t)cp(·) = Zt(-, cp), define um semigrupo 

fortemente contínuo para t 2:: O, que é compacto quando t 2:: r. Seu gerador 

infinitesimal A satisfaz Acp(0) = cp(0) e está definido para toda função 

cp : [-r, O] -+ IR,n continuamente diferenciável tal que cp(O) = L( cp). O espectro 

I:(A) de A coincide com seu espectro pontual e À E I:(A) se, e somente se, À 

é raíz da equação característica. 

Comumente nos referimos aos auto valores de A como auto rnlores da 

equação (1.1). 

O auto espaço generalizado associado a À E I:(A), M>.(A) , tem dimensão 

finita e é invar iante com relação a A. Considerando um conjunt o .\ finito 

e não vazio de auto valores de A, o espaço P = span{M>.(A) : ,,\ E J\} é 

invariante sob A e sob o semigrupo T(t). Sem for o número de raízes de (1.2) 

em J\ , contando multiplicidades, então dim P = m. Sobre P, o fluxo T(t) e 

equivalente a uma equação diferencia.! ordinária (EDO) 

iJ = By, y E ffim, (1.3) 

onde B é uma matriz constante m x m cujos auto valores coincidem com os 

elementos de /\.. 
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Se '} = {ÓI , Ó,,.} é uma base para P, então 7'({)'} = '>eB'

Consideremos aRDia a equação adjunt.a formal

Ü(t) = 1 (1 - 0)dn(0'l
0

r (1.4)

que, dada uma condição inicial, tem solução para t $ 0

Definimos C* = C(lO, rl, IR"'), onde IR."' é o espaço n.-dimensionar de vetoies

linhas, e y' c C* pol Z/'(0) = g/(t + 0), 0 c 10, rl.

Se Z -> g/'(',@') é solução de (1.4) com y'(-,@) = @(.), então T*(t)du(0) =

g'(0, @) define, pala t 5; 0, um senligrupo fortemente contínuo de opetadotes de

C* em C*. O geiadoi iníinitesimal .4* desse semigitipo tem somente o espectro

pontual; aléns disso, E(J') = E(.d) e, pala t.odo À € E(.4*), o auto espaço

generalizado de .4 associado a À tem mesma dimensão (finita) que .MÀ(.4). De

modo análogo ao que foi feito para P, podemos obter uin subespaço invaiiantc

P* em C*, chamado às vezes de espaço dual a P. Tem-se que dim P' = dim P

Sobre C* x C define-se uma foiina bilinear

0 rO
($,'p) : @ço)p(o)- 1 1 @(€1- o)an(o)'pÇÍI)'kr (1.5)

Se a' = (Ói, . . . , @.) e q' = co{(Úi, . . .@.) são bases, respectivamente, de

P e P*, então a matriz(©,®):=((@.Í,@{),i,.j = 1,...,m) é não si«guiar,
podendo ser tomada como a. identidade.

Com o auxílio da equação adjunta podemos decompor o espaço de fase C
em

c- poQ,
3

Se <I> = {q'J 1 , ... ,q'J111 } é uma base para P , então T(t)<I> = <I>e 8 t_ 

Consideremos agora a equação adj unta formal 

( 1.4) 

que , dada uma condição inicial, tem solução para t S O. 

Definimos C* = C([0 , r ], m,n' ), onde Ifr1' é o espaço n-dimensional de vetores 

linhas, e yt E C* por yt(0) = y(t + 0) , 0 E [O , r] . 

Se l 1-t yl(-, 'lj;) é solução de (1.4) com yº(-, 1/J ) = 1/J(·), então T *(t,)'lj1 (0) = 
yt(0, 1/J) define, para t. S O, um sem igrup o fortemente contínuo de operadores de 

C* em C*. O gerador infini tesimal A* desse sem igrupo tem somente o espectro 

pontual: além disso , E(A*) = I:(.A) e, para todo À E E(.4*), o aut o espaço 

generali zado de A associado a À tem mesma dimensão (finita) que MÀ(A). De 

modo análogo ao que foi fe ito para P, podemos obter um subespaço invari ante 

P* em C*, chamado às vezes de espaço dual a P. Tem-se que dim p · = dim P . 

Sobre e• x C defi ne-se uma forma. bilinear 

Se <I> = ( </J1 , ... , <Pm) e 'Y = col( 'lj; 1, .• • 1/Jm ) são bases, respectivamente, de 

P e P*, então a. matriz ('11,<I>) := ((1/Jj,q'Ji),i,_j = l, ... , m) é não singular, 

podendo ser tomada como a ident idade. 

em 

Com o auxílio da equação adjunta podemos decompor o espaço de fase C 

C = P © Q, 
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onde Q é entendido como o espaço "ortogonal" a P* segundo a forma bilineai

(1.5), o« soja, C? =Íg C C:(q', p)

Utilizando piopiiedades de operadores compactos mostra-se que, pala todo
P c ]R, o conjunto

A = {À c E(.A) : WÀ ? /7}

é finito.

Fixado # € ]R, tomando A como sendo o con.plinto acima e fazendo a
decomposição C = P G) Q segtmdo A, podemos encontiai constantes positivas

.f( e ' pala as quais valem as estimativas

7'({)pll $ /{eW+'O'llpjl, {$0, pcP
lr(t)Pll $ /x'cW'd'llP , Z?0, pCC?

(1.6)

Consideremos agora equações funcionais não ]ineates da foirna

2(t) = Z.(;.) + /(;.) (1.7)

onde / : C --> IR." é uma. não linearidade de classe CA:, k ? l

Pala cada Zo C IR, pela Fórmula da Variação das Const.antes, uma solução
zt de (1.7) com condição inicial zt. deve satisfazem

zt = VI.t -- to)zt. + l T(t -- s)Xo.f(z,)(is, f, 'Z to.
t

0
(1.8)

onde Xo = Xo(0) é dado poi

'''.w-l: se --r $ 0 < 0

se 0 = 0

4

onde Q é entendido como o espaço "ortogonaP' a P * segundo a forma bilinear 

(1.5), ou seja, Q = { <p E C: (\JJ ,<p ) = O}. 

Utilizando prop ri edades de operadores compactos mostra-se que, para todo 

/3 E lR, o conjunto 

é finito. 

Fixado /3 E lR, tomando J\ como sendo o conj unto acima e fazendo a 

decomposição C = P EB Q segundo A, podemos encontrar constantes positivas 

I< e I para as quais valem as estimativas 

IIT(t)<pll < I< e(.B+,)t ll <p ll , t ::; O, <p E P ( 1.6) 

IIT(t) <p ll < Kc(,B-,Jlll <p ll , t 2 O, <p E Q 

Consideremos agora equações fun ciona is não lineares da forma 

i (t.) = L(zt) + J( zt) (1.7) 

onde J : C -, 1R..n é uma não linearidade de classe Ck, k 2 1. 

Para cada t0 E lR, pela Fórmula da Var iação das Constantes , uma solução 

Zt de (1. 7) com condição ini cial Zt
0 

deve satisfazer 

Z t = T(t - to) Zto + r T(t - s)Xof(zs)ds, i, 2 to, (1.8) lta 
onde X 0 = X 0 (0) é dado por 

Xo (B) = { J se 0 = O 
O se -r::; 0 < O 
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Suponhamos que A := {À C E(.4) : WÀ = 0} é não vazio e consideremos a

decomposição associada de C. Soam ® e Q bases de P e P*, iespectivarllente

Se ./(0) = 0 e ./' é suficientement.e pequena na topologia C# na origem. então
existe uma variedade central de (1.7) dada. poi

M/ =lpeC: p=q'z-t-a(=;/), aC I' Cm."},

onde y é uma. vizinhança do zelo em m,":, a(zl /) C Q para cada z e satisfaz

a(01 ./') = 0. À4/ não é única, mas pode sei escolhida de classe Ct se ./ c Cx,
numa vizinhança do zero. Além disso, é localrilcnte invariante, tangente a

P na origem e tem dimensão finita. Sobre À/.r o fluxo de (1.7) é dado poi
z. = ã'z(t) + a(z(t); /) onde z(í) é solução da EDO

Bz + ©(0)/(q'z + a(z; /)), (1.9)

sendo .23 a matriz cujos auto valores são os elementos À C /\

A variedade central tem um papel fundamental iio estudo qualitat.ivo da

equação (1.7), pois o comportamento das órbitas desta equação crn C, numa vi-

zinhança da singularidade na origem, fica. completamente determinado iestiin-
gindo-se o fluxo a unia variedade central associada. No entanto. de modo

mais geral, podemos consideiai outras variedades invariantes, tangentes a um
espaço invariante P aibitiário, que este.ja associado a um con.jtlnt.o finito c não

vazio de auto valores A C E(,4). Neste tiaballho ut,ilizaiemos este contexto
mais geral. A notação usada pala descievei ouvias x.ariedades invariantes é

inteiramente similar à ut.llizada pala descrever variedades centrais.

Suponhamos que 1\ := {À E I:(A) : 3V. = O} é não vazio e consideremos a 

decomposição associada de C. Sejam <P e Ili bases de P e p • , respectivament e. 

Se J(O) = O e f é suficientemente pequena na topologia Ck na origem . então 

existe uma variedade cent ra l de ( 1. 7) dada por 

MJ = {cp E e : cp = <Px T a(;r,; !), X E V e IR,m}, 

onde V é uma vizinhança do zero em 1Rm, a(x; J) E Q para cada x e satisfaz 

a(O; f) = O. MJ não é única, mas pode ser escolhida de classe C" se J E Ck , 
numa vizinhança do zero. Além disso, é localmente invari ante, ta ngente a 

P na origem e tem dimensão finita . Sobre Mf o flu xo de (1.7) é dado por 

Z t = <Px(t) + a(x (t); J) onde x(t.) é solução da EDO 

;i; = Bx + w(O)J(<I>x + a(x; f)) , (1.9) 

sendo B a matriz cujos auto valores são os elementos À E J\. 

A variedade central tem um papel fund amental no estudo qualitativo da 

equação (1.7), poi s o comportamento das órbitas desta equação em C, numa Yi 

zinhança da singula ridade na origem, fica completamente determinado restrin

gindo-se o fluxo a uma variedade central associada. No entanto, de modo 
mais geral , podemos considera r outras vari edades invar iantes, tangentes a um 
espaço invari ante P arbi trário, que estej a associado a um conjunto finito e não 

vazio de auto valores J\ e E(A). Neste t raballho utilizaremos es te contexto 
mais geral. A notação usada para descrever outras vari edades in\'a ri antes é 
inteiramente similar à utilizada para descrever variedades centrais. 
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1.2 Realização de EDO's por EDFR's

Como foi observado cm lrl e jlll, apesar do fluxo deíiilido poi unia equação do
tipo (1.7) estar nui]] espaço de dimensão infinita, sua restrição a uma xaiiedade

central não é arbitrária. Isto quer dizei que nem sempre a complexidade

dinâmica apresentada por EDO's de dimensão finita pode ser reproduzida poi
umaEDFR.

Faz sentido, então, indagar sobre quais são os fluxos possíveis de sei en

contrados numa equação como (1.7) em C.

Um procedimento que vem sendo adorado nessa investigação a paltii do

trabalho de jlll(mesmo en] outros contextos, como pala equações parabólicas),
refere-se a realização de EDO's, como é definido a seguir:

Definição l Uma EDO

i = g(z), z C R" (l.lO)

com g : R," -} R"' .«Éás/a««d. g(0) = 0, é «'Zà«d« -«« EOFR do ZiP'

(t) /(..), ; € c c(l-,.ol,m,"), (1.1 1 )

.e "i't' um. /u«ção / : C --> R", c.m ./(0) = 0, e «,«. dec.mpo.içâ-

C = PQ Q segundo um conjunto finito e não vazão de auto valores da equctção

lineaüzada de (1.11), tais que este:jam satisleit,as às duas propriedades segltin-

i) e-isto u«' -,ied.de loc«Inerte in-«i.'"'' p«« (1.11) d« jo«m«

fes

M/=lpcC:p='bz+a(z;./'), zcT''cR"}, (1.12)

6

1.2 Realização de EDO's por EDFR's 

Como foi observado elll [7] e [11], apesar do fluxo definido por unia equação do 
tipo (1.7) estar num espaço de dimensão infinita, sua restrição a uma rnriedade 
central não é arbitrária. Isto quer dizer que riem sempre a comµlexidade 
dinâmica apresentada por EDO's de dimensão finita pode ser reproduzida por 

uma EDFR. 

Faz sentido, então, indagar sobre quais são os fluxos possíveis de ser en

contrados numa. equação como (1.7) em C. 

Um procedimento que vem sendo adotado nessa investigação a partir do 

trabalho de [11] (mesmo em outros contextos, como para equações parabólicas) , 
refere-se a realização de EDO's, como é definido a seguir: 

Definição 1 Uma EDO 

:i: = g(x), x E IR111
, (1.10) 

com g : IR111 -t IRm satisfazendo g(O) = O, é realizada numa EDFR do tipo 

z(t) = f( zt), Zt E C = C([-r.O], IRn) , (1 .11) 

se existe uma Junção f : C -t IRn, com f (O) = O, e uma decomposição 

C = P EB Q segundo um conjunto finito e não vazio de auto valores da equação 

linearizada de {1.11), tais que estejam satisfeitas às duas propriedades seguin

tes: 

i) existe uma variedade localmente invariante para ( 1.11) da forma 

M1 = { cp E C : cp = <I>x + a(x; J), x E V C IRm }, 

6 
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.nd. Q é um« b«. de P e a : R" --} Q s«tÍs/a, a(0; /) = 0 .
ii) o Ptl:co de (1.1]) sobre Mj coincide com o aturo du EDO dada

Pala k > 0 fixado, denotarenlos pol J#(]R") o espaço linear anito dimensi-

onar dos k-jatos sobre ]R"', pata os quais zero é um ponto fixo. C:.da elemento

deste espaço pode sei entendido como a expansão de Taylor no ponto zero de

uma aplicação g : ]R" --} ]R'" de classe Ck, tal que g(0) = 0. Essa expansão

até termos de oidenl # é designada k-bafo de g.

Os resultados de realização apresentados en} l71 e jlll são válidos son)ente

para É-jatos em Jok(]R"). Se o campo vetoiial .g na equação (l.lO) foi de
classe Ct, g(0) = 0, uma condição necessária e suhciente para que o À;-.talo

de g seja. iea]izado ein (1.11) é que n, (a dimeíisão (]o espaço de chegada da
EDFR) seja ma.ioi ou igual do que o inaioi núnleio de blocos de Joidaii da

matriz B = Dg(0), associados a um mesmo aut.o vajoi. Sob essa condição.
é possíve[ encontram /, pala a qual (1.11) tenha uma variedade invariante

M/, e a expansão de Tayloi de ordem Ê do campo vetoiial deduzido, dado
pelo fluxo de (1.11) sobre À//, coincide (ein coordenadas apiopiia(tas) com
a expansão de Taylor de g até termos de ordeil} #. Além disso, se P e P*
são os espaços invariantes pala a equação linear É(í) = Z)./(0)zt e sua adjunta:
respectivamente, associados ao conjunto de auto valores E(B)(que está contido

no espectro do geiadol inGlnitesimal da EDFR liílear), e se @ e Q são bases
para esses respectivos espaços, verifica-sc que a realização da. parte não linear
da EDO (l.lO) é obtida pot uma EDFR cujos termos não lineares têm valores

num subespaço de R" de dimensão igual ao posto de @(0) e dependem apenas

de m--posto '}(0) petardos (171).

Esse número de retaidos advem do chamado Lema de Lin, que fornece uma
condição de independência das auto funções associadas aos auto valores da

7

onde <I> é uma base de P e a : IRm -t Q satisfaz a(O ; J) = O e 

ii} o fluxo de ( 1.11) sobre M J coincide com o fluxo da EDO dada. 

P ara. k > O fixado , denotaremos por Jt:(IRm) o espaço linear finito dimensi

onal dos k-jatos sobre IRm, para os quais zero é um ponto fi xo. Ca.da elemento 

deste espaço pode ser entendido como a expansão de Taylor no ponto zero de 
uma aplicação g : IRm -t IRm de classe Ck, tal que g(O) = O. Essa expansão 

até t ermos de ordem k é designada k-jato de g. 

Os resultados de realização apresentados em [7] e [11] são vá.lidos somente 
para k-jatos em Jt(IRm). Se o campo veto ri al g na equação (1.10) for de 
classe Ck, g(O) = O, uma condi ção necessári a e sufi ciente para que o k-j ato 

de g seja realizado em (1.11) é que n ( a dimensão do espaço de chegada da 

EDFR) seja maior ou igual do que o maior número de blocos de Jordan da 

matriz B = Dg(O) , associados a um mesmo auto va lor. Sob essa condi ção, 
é possível encont rar J, para a qual ( 1.11) tenha uma variedade inva ri a nte 

M1, e a expansão de Taylor de ordem k do campo vetori al reduzido , dado 

pelo flu xo de (1.11) sobre M1, coincide (em coordena.das apropriadas ) com 
a expansão de Taylor de g até termos de ordem k. Além disso , se P e P * 

são os espaços invar iantes para a equação linear .z (1.) = DJ(O) zt e sua adjunta , 
respectivamente, assoc iados ao conjunto de auto valores -r, (B) (que está contid o 

no espectro do gerador infini tes imal da EDFR linear), e se <I> e \J, são bases 
para esses respectivos espaços, verifica-se que a realização da parte não linear 

da EDO (1.10) é obtida por uma. EDFR cujos termos não lineares têm valores 

num subespaço de IRn de dimensão igual ao posto de \J.1(0) e dependem apenas 

de m-posto <I>(O) retardas ([7]) . 

Esse número de reta rdas advem do chamado Lema de Lin , que fornece uma 

condição de independência das auto fun ções associadas aos auto valores da 
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parte linear da EDFR. Como utilizaremos esse insultado outras vezes nesse

trabalho, incluiremos seu enunciado, conforme aparece em l71, onde também
pode ser encontrada uma prova.

Lema [ (Lin) $da / C R um lz]erua/o e soam n,m C ]N quaisquer. Z)aços

ç':, . . .,p. C C(/,R") /uniões Já«e«mente àndepend.ates, Wn m", p"a
, c .r, . «.«t,{. de o,dem n x m, ©«(,) := lp:(,), . . . ,p«(,)l. S«P.nA«,-'
que O«(ro) tenha posto q para algum ro C l $=ado. Então, existem m-q T)autos

d{.tã"'", '-, . . , ,«-, c / -- {,o}, f.{. q«e « m«t,{, «Zla'«.(,o), . . . , a',«(,«.-,)j
rde «dem n(m -- q + 1) x m) íem p«f. m

Conclui-se que, patari, . . . , r,«-q C(0, rl adequadamente escolhidos e sendo

U a matriz de ordem n x p cujas colunas de $(0)U constituem uma base pala
o espaço gerado pelas colunas de ©(0), a realização dita acima ocoiie na classe

de EDFR do tipo

,à(t)('.) + U'F(,(t), . . .,;(t - ,«.-.)),(1.13)

sendo que o operador ]ineai É : C --> ]R" pode sei escola)ido dc modo que o
espaço invariante pala a EDFR linear ,à(t) = L(zt), associado a E(B), tenha
uma base $ que satisfaz '} = ÕB.

Pal'a F : IR"(m-q+l) ..} IR" com F'(0) = 0, a fórmula

F'(P) : F(9(0),P(-,:),
define o operador Nemitskii F : C --> IR,"

, 9(-,«,-.))

Em suma, foi provado que, para qualquer .jx;g C Jok(]R"), encontra-se F e

À/j, como ern (1.12), tal que o k-jato da função

z C }'' C R" -> Bz+ ©(0)Uf'(q'z+a(a;F)) € R"(1.14)
8

parte linear da EDFR. Como utilizaremos esse resultado outras vezes nesse 

trabalho , incluiremos seu enunciado, conforme a.parece em [7], onde também 

pode ser encontrada uma prova. 

Lema 1 (Lin) Seja I C IR um intervalo e sejam n, m E 1N quaisquer. Dados 

cp 1 , ... , 'Pm E C(I, IRn) funções linearmente independentes, definamos, para 

r E I, a matriz de ordem n x m , <I>m(r) := [cp 1(r), . . . , cpm(r)] . Suponhamos 

que <I>m ( r0 ) tenha posto q para algum r0 E I fixado. Então , existem m-q pontos 

distintos, r 1 , ... , rm-q E l - {ro}, tais que a matriz col[<I>m(ro) , . . . <I>m(rm-q)] 
{de ordem n(m - q + l) x m) tem posto m. 

Conclui-se que, para r1 , . .. , rm-q E (O, r] adequadamente escolhidos e sendo 

U a matriz de ordem n x p cujas colunas de w(O)U constituem uma base para 

o espaço gerado pelas colunas de '11(0), a realização dita acima ocorre na classe 

de EDFR do tipo 

z(t) = L(zt) + UF( z (t), . .. , z (t - rm-q)) , (1.13) 

sendo que o operador linear L : C ---1 IR11 pode ser escolhido de modo que o 

espaço invariante para a EDFR linear z(t) = L(zt), associado a 'f,(B), tenha 

uma base <I> que satisfaz e]')= <I>B. 

Para F: IRn(m-q+l) ---1 IR11 com F(O) = O, a fórmula. 

define o operador Nemitskii P: C ---1 IR11
• 

Em suma, foi provado que, para qualquer jkg E J}(IRm), encontra-se F e 

M fr como em (1.12), tal que o k-jato da função 

X E V e IRm H Bx + w(O)UF(<I>x + a(x; F)) E IRm 

8 
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coincide com .jkg. A função descrita em (1.14) é o lado direito da EDO

Z B« + q'(0)UF'('bz + a(«; F')) (1.15)

que representa o fluxo de (1.13) sobre a variedade invariante A/É.

A técnica utilizada em l71 pala provei o resultado de realização é, essenci-
almente, um teorema de função implícita na forma sobrejetiva, que não pode

ser utilizada pata provei um resultado mais forte de realização de campos
vetoiiais em vez de somente jatos finitos de campos vetoriais. Brevemente,
mencionaremos onde está o problema:

A EDO á = Bz +g(z) que queremos iealizai em (1.13), pode sei colocada,

a partir de mudanças de coordenadas adequadas, numa foiilia normal dada poi

á = B# + q'(0)Ug(#), para 'P e O como antes (cf. l71). Portanto, dose.ja-se

provar que pa-ra toda .g vadiando num espaço de funções, existe F e uma celta

vizinhança da origem em ]R" tal que, nessa vizinhança, vale a igualdade

F'('} . +a(.; F'))

A idéia natural é aplicam o Teorema da Função Implícita a ;aplicação"

(F', g) -> /T(F, g) F'(Q' . +a(.; F)) - g(.)

Como /T(0, 0) = 0, precisamos definir espaços funcionais convenientes para

garantir que Z)PÃ(0, 0) seja sobrejetiva. Se p = posto @(0), tomando

Ã' : W c C*(]R,"("'ç+0 RP) x Ck(R", RP) --> Ct(R,", RP),

onde W é uma vizinhança do zero, esta aplicação não é continuamente di-
ferenciável, pois envolve um composição de F' com o, enqua,nto a também

9

coincide com jkg. A função descrita em (1.14) é o lado direito da EDO 

± = Bx + \J!(O)UF(<I>x + o-(x; F)) (1.15) 

que representa o fluxo de (1.13) sobre a variedade invariante M fr · 

A técnica utilizada em [7] para. provar o resultado de realização é, essenci

almente, um teorema de função implícita na forma sobrejetiva, que não pode 

ser utilizada para provar um resultado mais forte de realização de campos 

vetoriais em vez de somente j atos finitos de campos vetoriais. Brevemente, 

mencionaremos onde está o problema: 

A EDO ± = Bx + g(x) que queremos realizar em (1.13) , pode ser colocada, 

a partir de mudanças de coordenadas adequadas, numa forma normal dada por 

x = B1: + \J!(O)Ug(x) , para \J! e U como antes (cf. [7]). Portanto, deseja-se 

provar que para toda _q variando num espaço de funções, existe F e uma certa 

vizinhança da origem em IRm tal que, nessa vizinhança, vale a igualdade 

F(<I>. +o-(·; F)) = g(·) 

A idéia natural é aplicar o Teorema da Função Implíci ta a '·apli cação" 

(F, g) f--t I<(F, g) := F( <P. +a-( ·; F)) - g(·). 

Como I<(O, O) = O, precisamos definir espaços funcionais conven ientes para 

garantir que DFI<(O, O) seja sobrejetiva. Se p = posto \J!(O), tomando 

onde W é uma vizinhança do zero, esta aplicação não é continuamente di

ferenciável, pois envolve um composição de F com o-, enquanto o- também 

9 



depende de F; ou se.ja, se F' C C*(R"("-ç+l) ]R'), então i'(q' . +a(-, F)) €

C*':(]R",]R'). Deveríamos então co]ocar C*-:(]R"',]R') no ]ugai de C*(]R", ]R'):

para garantir que /T se.ja Ci. Mas, nesse caso, Z)rR'(0, 0) não é sobrejetiva.

A introdução do espaço de jatos como é feita em l71, resolve essa questão,

pois a imagem de DPÃ'(0,0) consiste de campos vetoliais CA, que formam
um subespaço denso em Ck'll sendo o espaço de .latos finito-dimensionar, um

subespaço denso nele só pode ser todo o espaço. isto galante tanto a sobie-
jetividade quanto a diferenciabilidade da aplicação, dando condições pala a
utilização do Teorema. da Função Implícita.

<

Um resultado de realização dc campos vetorias na. vaiiedadc cent.ral é pro
vado ein 1261, utilizando uma. versão do Teorema. da Função implícita de Nash

li4oser, mas com a exigência de outras condições de regularidade.

1.3 Formas Normais para EDFR's

Daremos uma bievc descrição do método de obtenção de formas normais para

EDFR desenvolvido poi Fatia c Magalhães l71, (]ue utilizaremos ilo capítulo 3.

O método consiste numa extensão do algolítmo conhecido como Colc})ett

de Lie, que é comumente usado na construção de formas normais para EDO's

Seja a EDFR definida em C c(l-,, ol, m,")

á({) (,.) + /(,.), (1.16)

com L : C --> ]R, ]ineai limitado e / : C --> ]R" de classe C" tal que /(0) = 0 e
D/(0)

10

depende de F; ou seJa, se F E Ck(Rn(m-q+l) , RP) , então F(<P · +a(· , F)) E 

ck-l (Rm , ffi,P). Deveríamos então colocar ck-l (R111
, ffi,P) no lugar de ck (R111

, ffi,P) , 

para garantir que I< seja C1
. Mas, nesse caso, DpI<(O, O) não é sobrejetiva. 

A introdução do espaço de jatos como é feita em [7], resolve essa questão , 

pois a imagem de DpJ<(O, O) consiste de campos vetoriais Ck, que formam 

um subespaço denso em ck-1; sendo o espaço de jatos finito-dimensional, um 

subespaço denso nele só pode ser todo o espaço. Isto garante tanto a sobre

jetividade quanto a diferenciabilidade da aplicação, dando condições para a 

utilização do Teorema da Função Implícita. 

Um resultado de realização de campos vetorias na variedade central é pro

vado em [26], utilizando uma versã.o do Teorema da Funçã.o Implícita de Nash

Moser , mas com a exigência de outras condições de regularidade. 

1.3 Formas Normais para EDFR's 

Daremos uma breve descriçã.o do método de obtençã.o de formas normais para 

EDFR desenvolvido por Faria e Magalhães [7], que utilizaremos no capítulo 3. 

O método consiste numa extensã.o do algorítmo conhecido como Colchete 

de Lie, que é comumente usado na construçã.o de formas normais para EDO 's. 

Seja a EDFR definida em C = C([-r, O], Rn) 

i (t) = L(zt) + J (zt), (1.16) 

com L: C---* R linear limitado e f : C---+ Rn de classe C00 tal que f (O) = O e 

Df(O) = O. 

10 



Ampliando-se o espaço de fase C a um espaço que pode sei identificado

com C x ]R" (das funções da. forma @ = p + Xocv, p C C, a € 1R", que são

contínuas em l--r, 0), e admitem descontinuidades tipo salto em 0 = 0), (1.16)
pode ser descrita como uma EDO abstiata

á« + xolz,(") - 'l(o)j + xo/("),
onde . designa a. derivada cona relação a 0, e

se é? = 0

se --r < é? < 0

A equação (1.17) apresenta uma. clara. decomposição entre termos lineares e
não lineares.

(1.17)

Os fatos da teoria geral de EDFR mencionados na seção 1.1 podem sei

traduzidos pala o novo espaço C x ]R", conduzindo à decomposição

C x m," P © /T«(«-) (1.18)

onde P é o espaço finito dimensionar presente na decomposição C = P a) Q
segundo algum con.junto de auto valores A e n- : C x IR" --> P é a pio.jeção
contínua definida.por

«-(P+ Xoa) P) + q'(0)al (1.19)

(Q' e @ são bases de P e P*, respectivamente, e (., .) designa a forma bilineai
(1.5)).

Segundo a decomposição (1.18), colocando u = (ba + u, com # C IR"

(m = dimP) e u € QI := Item(a-) n c:, conclui-se que a equação (1.17) é
equivalente ao sistema

B« + Q(0)/(Q'z + w)

.4Q.«, + (/ «-)Xo/(@« + «,),

(1.20)

11

Ampliando-se o espaço de fase C a um espaço que pode ser identificado 

com C x lRri ( das funções da forma 1/; = cp + X 0a, cp E C, a: E lR'1, que são 

contínuas em [-r, O), e admitem descontinuidades tipo salto em 0 = O) , (1.16) 

pode ser descrita como uma EDO abstrata 

:tu. = ú + Xo[L(u) - ú(O)] + X 0 f(u), 

onde · designa a derivada com relação a 0, e 

{ 
I se 0 = O 

Xo(0) = 
O se -r :S 0 < O 

(1.17) 

A equação (1.17) apresenta uma clara decomposição entre termos lineares e 

não lineares. 

Os fatos da teoria geral de EDFR mencionados na seção 1.1 podem ser 

traduzidos para o novo espaço C x lRn, conduzindo à decomposição 

e X lRn = p ffi K er(n) (1.18) 

onde P é o espaço finito dimensional presente na decomposiçã.o C = P EF> Q 

segundo algum conjunto de auto valores A e n : C x lR11 -+ P é a projeção 

contínua definida por 

(1.19) 

(<J) e \JJ são bases de P e P*, respectivamente, e (·, ·) designa a forma bilinear 

(1.5) ). 

Segundo a decomposição (1.18), colocando u = <I>x + w, com x E lRm 

(m = dim P) e w E Q1 ·- I< er(n) n C1, conclui-se que a equação (1.17) é 

equivalente ao sistema 

X Bx + w(O)f(<J)x + w) (1.20) 
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onde B é a matriz m x m que satisfaz @ = @B e .4(2. é a restrição à Qi do

operador

.4u : Ü + Xojl(«) - Ü(0)l.

Considerando o desenvolvirr'ento (formal) em série de Tayloi dos teimas
não lineares de (1.20)

/(«) - xi.a(«),
onde /J é polinõmio homogéneo de grau J, ieescrevemos (1.20) como

B« +E -ia (", «,) (i.21)
;=; .7 !

.4e.«, + Eq(«, «,)

com

q («, «)

c(«, «)
@(0)/J (a'z + u)

(/ - «-)Xo/; (q'« + «,)

A esse sistema (1.21) é que, enfim, sela aplicado o algoiítrno de construção

das formas normais. Trata-se de um processo iecursivo no qual, em cada etapa
J, faz-se uma mudança de variável da foinla

(",") - (a,ú') + -iq(a),

p''' '';, â C IR", «', ú' c Qt e Q = (Z]Ç, q) c %"(]R") x \'T(Qi) onde

(1.22)

tT(x)
IÇl=j

geN" e cçCX}

12

onde B é a matriz m x m que satisfaz cI> = cI>B e AQ 1 é a restrição à Q 1 do 

operador 

Au := u + X0[L(u.) - u(O)] . 

Considerando o desenvolvirrento (formal) em série de Taylor dos termos 

não lineares de (1.20) 

onde li é polinômio homogêneo de grau j, reescrevemos (1.20) como 

1 
X BT+I::-F1(xw) (1.21) • • 1 J , 

j?_2 J. 

d 
AQ 1w + L F}(x,w) -w 

dt j?_2 

com 

F_/(~c,w) \JJ(O)fj(cI>x + w) 

F}(x,w) (I - 1r)Xofj(<Px + w). 

A esse sistema (1.21) é que, enfim, será aplicado o algorítmo de construção 

das formas normais . Trata-se de um processo recursivo no qual, em cada etapa 

j, faz-se uma mudança de variável da forma 

i1T(X) = { L CqXq: q E JN771 e Cq E X}. 
lql=i 

12 . 
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Supondo que já foram calculados os termos até ordem J

(1.21) foi transformado num sistema como

de modo que

.j-t l

B« +EÜC] (".w) +
{-2 ''

.j-t .

.4e.«, + E tc?(", «,) +
{:2 ''

G!, e: € tG"(IR"), G?, .rT C %"(Ker(a-)), ieaplicando a mudança de variáveis
(1.22) obtém-se

8'(', «,) +J

]

+àq(',«)J

j
]

ÍG} («, «,) +Z
Z

Í:2
(1.23)

d
ã" .4ç. «, +E âc?(", «') +

{:=2 ''

onde

C:l (z, «, ) q(«, «)
q («, «)

q(', «)
q(', «)

lnq(«).a« - Bq(«)l
( .aÇ q)(')
In,q(.) - .4Ç. (q(z))l
(qq)(«).

(1.24)

c3 (:« , «.' )

Os opeiadoies .7MJ} em (1.24) são definidos precisamente pelos "colchetes de

l,ie". C'm a «oração Gi - (C:l,C}), FJ = (FI', .IÇ) e q = (q, q), te«--se

Gi - Fi MJUà (1.25)

Evidentemente a escolha dos [,Ç deve ser conveniente para que (1.23) se.ja

de fato uma forma mais simplificada da equação original (1.21).

13

Supondo que já foram calculados os termos até ordem _j - l , de modo que 

(1.21) foi transformado num sistema como 

j- l 1 1 -
x Bx + L ~Gl(x.w) + --:-iF}(x, w) + ... 

i=2'/,. J. 

d i- 1 1 1 -
dtw AQ1W + ~ i!c; (x, w) + _j! F}(x, w) + ... 

CI) F/ E vr(IRm)) G;, Fl E v:m( I< er( 7f))' reaplicando a mudança de variáveis 

(1.22) obtém-se 

onde 

X 

d 
-w 
dt 

G}(x,w) 

i l 
Bx + L ~Gi1(x ,w ) + ... 

i=2 '/, . 

. i 1 
AQ 1w + L ~G;(x ,w ) + ... 

i=2 'l. 

F} ( x , w) - [ DU} (;e ) B x - B U} ( x)] 

· - FJ (:e, w) - ( 1'11} U} )(:e) 

G} (;e, w) F; (:e, w) - [ D x UJ ( x) - A Q 1 ( U; ( x))] 

·- F}(x, w) - (Nl;UJ)(x). 

(1.23) 

(1.24) 

Os operadores M} em (1.24) são definidos precisamente pelos '·colchetes de 

Lie". Com a notação Gi = (G3,G;) , Fi = (FJ,F}) e Ui= (UJ ,UJ ), tem-se 

C = F- - Jvl-U .1 J J J. (1.25) 

Evidentemente a escolha dos Ui deve ser conveniente para que (1.23) seja 

de fato uma forma mais simplificada da equação original (1.21). 

13 



Se P/J = (P/',j, P;lj) é p-ojeção de ]'r(]R") x lg"(Ãe«(«-)) sob-e

S;(À#) x 3(À/J2), para «' ' 0 em (1.25), uma escolha adequada de L) é

q(#) P ,j4(z, 0), (1.26)

pois permite anular a componente de G.j em 3(MJ)

Gj(z, 0) = (/ P ,j)4(z, 0) € (3(MJ)y

Poi indução, obtem-se a forma normal para (1.21) relativa ao espaço inva-
riante P, dada por

B« + E -;c}(«, «)
.j2:e J '

.ae. «, +E ;c}(", «')

com Gj e t& definidos, respectivamente, poi (1.25) e (1.26).

(1.27)

Se foi válida a condição

Gj(z, 0) = 0, VJ ? 2, (1.28)

então a. equação w = 0 define uma variedade localmente invariante pala (1.21),

tangente a P na origem, onde o fluxo é descrito pela EDO m-dimensional (em
forma no:mal)

á E-;c'}(",o). (i.29)
.j>2 J '

A condiçã-o (1.28) será garantida se os operadores .A4J? forem sobrejetivos, o

que, por sua- vez, ocorre se estiverem satisfeitas as condições de não ressonância

relativas a A = {Ài, . . . , À.}:

q..\. # H, Vp € E(..4Q. ), q: + +q.,? 2

14

Se P1,j = (P},_i ' PJ) é projeção de 10m (IRm) x ½m(l{er(1r)) sobre 

C:S(M 1 ) x C::S(M
1
2 ), para w = O em (1.25) , uma escolha. adequada de r_; í é J . 

pois permite anu lar a componente de Gj em C::S(Mj): 

(1.26) 

Por indução, obtem-se a forma normal para (1.21) relativa ao espaço inva

riante P, dada por 

X 

d 
-w 
dt 

com Gj e [J_i definidos , respectivamente, por (1.25) e (1.26). 

Se for válida a condição 

GJ(x, O) = O, Vj 2: 2, 

(1.27) 

(1.28) 

então a equação w = O define uma variedade localmente invariante para (1.21), 
tangente a P na origem , onde o fluxo é descrito pela EDO m-dirnensional (em 

forma normal) 
. 1 
x = Bx + "-G1 (x O). ~ . , J ' 

j?_2 J. 
(1.29) 

A condiçã.o (1.28) será garantida se os operadores l\l!J forem sobrejetivos, o 

que, por sua vez , ocorre se estiverem satisfeitas as condições de não resson ância 

relativas a 1\ = {>.1, ... , Àm}: 

14 



O espectro de .4ç. é constituído pelos auto valores da equação linear

(z) (1.30)

que não pertencem ao con.junto A

Essas condições dc não ressonância são satisfeitas particularmente pala
os casos em que A é o con.junto dos auto valores de (1.30) com WÀ = 0 ou
WÀ ? 0; a equação w :: 0 iepiesenta então a equação da variedade central e
da variedade centro instável, respectivamente.

15

O espectro de AQ 1 é constitu ído pelos auto valores da equação linear 

(1.30) 

que não pertencem ao conjunto J\. 

Essas condições de nao ressonância sao satisfeitas particularmente para 

os casos em que J\ é o conjunto dos auto valores de (1.30) com RÀ = O ou 

RÀ 2: O; a equação w = O representa então a equação da variedade central e 

da variedade centro instável , respectivamente. 
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C;apítulo 2

Realização de Dinâmicas
Estruturalmente Estáveis

Sistemas dinâmicos robustos ou estnituralmente estáveis são aqueles que con-

servam suas pioptiedades qualitativas poi pequenas perturbações. Dito de
modo mais preciso, um campo vetoiial .g tem a propriedade de estabilidade
estrutural se existe um c > 0 tal que, pata todo campo vetorial g com
Ig -- gllCI < c, tem-se que g é topologicamcnte equivalente a g.

Pala EDO's em dimensão maior ou igual a três podemos encontram fenómenos

dinâmicos estruturalmente estáveis bastante complicados. Poi exemplo: EDO's
com homoclínicas transversais a órbitas periódicas hiperbólicas. Pala estas
equações, o "shift" aparece de modo persistente, e existem conjuntos de Cantor

invariantes onde o comportamento dinâmico pode ser descrito poi dinâmicas
simbólicas. Há também atratores estranhos que são hiperbólicos, como os atia-

tores de Lorenz; uma discussão sobre isto pode sei encontrada ürH j101 (cap.5).
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Capítulo 2 

Realização de Dinâmicas 

Estruturalmente Estáveis 

Sistemas dinâmicos robustos ou estru turalmente estáveis são aqueles que con

servam suas propr iedades qualitativas por pequenas perturbações . Dito de 

modo mais preciso, um campo vetorial g tem a propriedade de estabi lidade 

estrutural se existe um E > O tal que, para todo campo vetorial _(] com 

119 - .iJllc1 < E, tem-se que .9 é topologicamente equ iva lente a g. 

Para EDO's em dimensão maior ou igual a t rês podemos encontrar fenômenos 

dinâmicos estruturalmente estáveis bastante complicados. Por exemplo: EDO 's 

com homoclínicas transversais a órbitas periódicas hiperbólicas. Para estas 

equações, o "shift" aparece de modo persistente, e existem conjuntos de Cantor 

invariantes onde o comportamento dinâmico pode ser descrito por dinâmicas 

simbóli cas . Há também atratores estranhos que são hiperbólicos, como os atra

tores de Lorenz; uma discussão sobre isto pode ser encontrada em [10] ( cap.5). 
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Mostiaremos que qualquer dinâmica local est.rutuialmente estável obser-

vada para EDO's pode sei encontrada numa classe dc EDFR's. Isto será
formulado como um problema de realização de EDO's poi EDFR's.

2.1 Realização de Família de Jatos

Para ./ : C --> IR" de classe Ck, k ? 1, consideremos a EDFR

É(Í) (2.1)

Seja A un] conjlmto finito e não vazio de auto valores da, sua equação
lineaiizada c consideieiilos a decomposição usual C = P © Q associada a A

Fixemos as bases a' e ü pala os e.spaços invariantes P e P*, respectivamente,

tais que (tP, Q') = /; suponhamos que p = posto q'(0) e q = posto '}(0). Seja
B a matriz de ordem m x m que satisfaz $ = QB.

Pelo que foi visto na seção 1.2 do capítulo 1, dada a EDO

á « + g(z) (2.2)

se g foi polinomial de grau k, com g(0) = 0 e Z)g(0) = 0, podemos efettiai a

realização do k-jato desta equação em (1.13), para F' conveniente, sobre uma

variedade invariante À4P. Portanto, a EDO (1.15), que descreve o fluxo da
EDFR sobre À/p pode sei iepiesentada poi

á z + g(;.) + G(z), z c ]R"', (2.3)

com G(z) de ordem maior do que k, pat'a z pequeno
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Mostraremos que qualquer dinâmica local estruturalmente eslá\'el obser

vada para EDO 's pode ser encontrada numa classe de EDFR's. Isto será 

formulado como um problema de realização de EDO's por EDFR's. 

2.1 Realização de Família de Jatos 

Para f : C -1 IR11 de classe Ck, k ~ 1, consideremos a EDFR 

(2.1) 

Seja /\ um conjunto finito e não vazio de auto valores da sua equação 

linearizada e consideremos a decomposição usual C = P EB Q a~sociada a /\. 

Fixemos as bases <I> e \Jí para os e.,paços invariantes P e P*, respectivamente , 

tais que (\Jí, <I>) = I; suponhamos que p = posto \Jí(O) e q = posto <I>(O). Seja 

B a matriz de ordem m x m que satisfaz <I> = <I>B. 

Pelo que foi visto na seção 1.2 do capítulo 1, dada a EDO 

i: = Bx + g(x) (2.2) 

se g for polinomial de grau k, com g(O) = O e Dg(O) = O, podemos efetuar a 

realização do k-jato desta equação em (1.13), para F conveniente, sobre uma 

variedade invariante MF. Portanto, a EDO (1.15), que descreve o fiuxo da 

EDFR sobre M F pode ser representada por 

i: = Bx + g(:c) + G(x), x E IRm, (2 .3) 

com G(x) de ordem maior do que k, para x pequeno. 
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O insultado de realização de jatos finitos não nos permite ter qualquer

controle sobre o lesto G(z). Vimos que não pode sei nulo. Portanto, não
temos nenhuma. informação à despeito da "proximidade" dos fluxos (2.3) com

(2.2) numa vizinhança do zelo. Para contornar esse problema vamos introduzia

uma versão paiarnetrizada do insultado de realização de jatos.

Uma famí[ia a un) parânletto de É-jatos de c]asse Cf enl J#(]R") é uma
família {.j*(c)}-õS.SÕ, tal que c € (--õ, õ) H .j*(e) c Jok(R") é uma cur« Cr

Definição 2 [/ma /amplia {.j*(c)}.,.::..:::, em 4(IR") de c/asse C' é rea/{zada

-«« EOFR do tip' (2.1) se e*isti« um« j««tni« \f.\-õ....::õ L«l q"''

(i) Para cada c c (--õ,õ), j. é de classe Ck e realiza jK (c) sobre Mina variedade
muar ante

W.=À6. C:p A.f,(z), acWcJR,"},
W é uma uízán/zanç« 'Zo zero em R"' rándependenZe de cJ e A/.(z) C C é C*
e'r'n z ;

0i) .4s /uniões

(P, c) C C x (-â, â) -> /.(9) C R"

(c,JÇ) € (--ã,á) x W -> A.f.(#) cC

são contínuas juntamevlte com. suas derivadas parciais com relação a c até
ordeTn e.

Observação 1: A condição (ii) é que faz a diferença entre a realização da
família {.j*(c)}-õS.SÕ e a realização de .j"(c) pala cada E c (--.5, .5).

Urn teorema de realização pala família de jatos é dado a seguir
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O resultado de realização de jatos finitos não nos permite ter qualquer 

controle sobre o resto G(x) . Vimos que não pode ser nulo . Portanto, não 

temos nenhuma informação à respeito da ' proximidade" dos fluxos (2.3) com 

(2.2) numa vizinhança do zero. Para contornar esse problema vamos introduzir 

uma versão parametrizada do resultado de realização de jatos. 

Uma família a um parâmetro de k-jatos de classe ct em Já'(IRm) é uma 

família {l(é) }-ó:St:Só, tal que é E (-<5, <5) H jk(é) E Ji(IRm) é urna curva ce. 

Definição 2 Uma famflia {i(é)} _ó:St'.Só em Jt(IRm) de classe ce é realizada 

numa EDFR do tipo (2. 1) se existir uma Jamüia {Jt:} -ó:St::Só tal que 

(i) Para cada E E (-ó, ô), J< é de classe Ck e realiza ./(é) sobre uma variedade 

invariante 

\V é uma vizinhança do zero em IR111 (independente de é) e A 1• ( x) E C é Ck 

em x; 

(ii) As funções 

(<p,é)E Cx(-ó,ó) H Ít (<p)EIRn 

(é,;c) E (-ó,ó) x Vl H A1.(x) E C 

são contínuas juntamente com suas derivadas parciais com relação a E at é 

ordem e. 

Observação 1: A condição (ii) é que faz a diferença entre a realização da 

família {jk(é)}-ó:St'.Só e a realização de jk(é) para cada é E (-ó,ó). 

Um teorema de realização para família de jatos é dado a seguir. 
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Teorema l Para todo Z? ? 0 e n. slu$càentemenfe grande, cada /amz#áa Cf
de latos eln. zero de equações diferenciais ordãnáüas do tipo

Z B.z + G.(z) , c C (-Ó, Õ), z C m," (2.4)

c.m G.(0) (0) pod. .« «.Z{«'í" p'' 'q«çõe. /u«cí.««í. «'"
dadas da, forwtü

É(Z) = Z.(,.) + UF.(;(t), ;(t ,*), ...,,(Í - ,« .)), (2.5)

para uma maíhz ZI/ de ordem n x p e reZardos 0 < ri < ... < r,,,.q < z) cais
que p e q $ão valores que dependem apenas da pane !inear de (2.5), e uma

/amta{« de /unçõe' po/i«.mê«ã. Fr .aias/a«ndo Fc(0) = 0, OE(0) = 0, [Od«
adequadamente escolhidos.

Prova: Seja k > 1 fixado aibitiariarnente. Precisamos verificar a validade

das condições (i) e (ii) da definição de realização de família de .latos.

A primeira parte é precisamente o teorema de realização para .latos finitos

que foi mencionado no capítulo l. Incluiiemos uma paire da prova, l)oi com-
pletividade. Pala cada c C (--(í, (í), sabemos quc a EDO linear á = B.z pode
sei realizada em ,à(t) = Ü(A-t) se, e somente se, n ?maior número de blocos de

Jordan associados a cada um dos auto valores de B.. Se É(c) é esse número,

tomaremos n ? max.k(c), de modo que a realização da paire linear, ])aia todo

c, hca garantida com EDFR's lineares tomando valores em R," (sendo o mesmo

n válido para todos os elementos da família).

Se @. e@. são bases, respectivamente, para o espaço m-dimensionar associa-

do ao conjunto de auto valores de ,&(t) = Z,.(zt) constituído pelos auto valores

de B. e o seu espaço adjunto, sejam p. aposto ©.(0) e q. aposto ®.(0).
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Teorema 1 Para todo f. ~ O e n suffrientemente grande, cada f amüia C' 
de jatos em zero de equações diferenciais ordinárias do tipo 

(2.4) 

com Gé(0) = O, DGE(O) = O, pode ser realizada por equaçõ es funcionais retar

dadas da forma 

para uma matriz U de ordem n x p e retardas O < r 1 < ... < r111 _q ~ r , tais 

que p e q são valores que dependem apenas da parte linear de (2. 5) , e uma 

famflia de funçõ es polinomiais FE satisfazendo FE:(O) = O, DFE(O) = O, todos 

adequadamente escolhidos. 

Prova: Seja k > l fixado a rbitrariamente. Precisamos verificar a validade 

das condições (i) e (ii) da definição de realização de família de jatos. 

A primeira parte é precisamente o teorema de realização para jatos finitos 
que foi mencionado no capítulo 1. Incluiremos uma parte da prova, por com

pletividade. Para cada E E (-o, o), sabemos que a EDO linear :i: = BE:c pode 

ser realizada em i (t) = LE(zt) se , e somente se, n ~maior número de blocos de 

Jordan associados a cada um dos auto valores de Bê . Se k(E) é esse número, 
tomaremos n ~ maxE: k(E), de modo que a realização da parte linear, pa ra todo 

t:, fica garantida. com EDFR's lineares tomando valores em ffi.71 (sendo o mesmo 

n válido para todos os elementos da família). 

Se <I>é e\J! é são bases , respectiva mente, para o espaço m-dimensional associa

do ao conjunto de auto valores de i (t) = LE (zt) constituido pelos auto valores 

de BE e o seu espaço adj unto, sejam pé =posto \J!é(0) e qé =posto <I> é(0) . 
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Como antes, vamos consídctar a matrizes Lr. de ordem n x p. tais que as
colunas de ®.(0)Uc constittiani uma base para o espaço gerado pelas colunas
de ©.(0). Se.jan}

p ::: max pc e g ::: mln qc

Entre as matrizes Ur tomamos uma matriz U que t.enha ordem n x p e
escolhemos ietaidos 0 < ri, . . . < r..-q $ r tais que, para todo c C (--(i, õ), as
m atiizes

À4. I'}.(o)) , ©. (-,«,-,)l

tenham posto in.

Para cada c € (--(5, õ) fixado, pelo Teorema 4.2 de l71, existe tinta mudança

de coordenadas, definida poi uma matriz não singular S de oidein m x m, quc

transforma a equação (2.4) numa forma normal

i + ©.(o)ug.(s':«),
com g. : ]Rm ...> ]RP

Seja Pl;(]R"("-q+i), ]RP) o espaço das funções ./ : ]R"("-ç+i) ..> ]R,P que são

polinomiais de ordem Ê e satisfazem /(O) = 0, Z)/(0) = 0. Denotaiemos por
JoÊ(]R", ]RP) o espaço de k-jatos de funções de R" em IRP

Convidei'amos equações da forma (2.5) com Fc C .f:f(]R"("'-ç+i) ]RP),

F1.(0) = 0 e DFc(0) = 0. Assim, para c fixado e pai'a qualquer r ? 0, podemos
obter vizinhanças de zero

Vo C R,", W8 C Pl;(n"("''+U, IR,p),

e uma função de classe CX+/

a. : Vo x \4'il --> C?
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Como antes, vamos considerar a matrizes Lr de ordem n x Pr tai s que as 

colunas de '1\-(0)Uf constituam uma base para o espaço gerado pelas colunas 

de WE(O). Sejam 

Entre as matrizes Ur toma.mos uma matriz U que tenha ordem n x JJ e 

escolhemos retardas O < r 1 , . . . < rm-q ::; r tais que, para todo e E (-c5, c5), as 

matrizes 

tenham posto m. 

Para cada e E ( -ó, c5) fixa.do, pelo Teorema 4.2 de [7], existe uma mudança 

de coordenadas, definida por uma matriz nã.o singular S de ordem rn x m , que 

transforma a equaçã.o (2.4) numa forma normal 

com 9E : IRm --+ JRP. 

Seja P~(IRn(m-q+l), JRP) o espaço das funções J: IRn(m-q+l) --+ 1R.1' que são 

polinomiais de ordem k e satisfazem f (O) = O, D f (O) = O. Denotaremos por 

Jt(IRm, JRP) o espaço de k-jatos de funções de IRm em lRF . 

Consideremos equações da forma (2.5) com FE E Pt'(IRn(m-q+i) , JRP), 

FE(O) = O e DFE(O) = O. Assim, para e fixado e para qualquer e 2 O, podemos 

obter vizinhanças de zero 

W E e pk(IRn(m-q+l) JRP) 
o o ' ' 

e uma função de classe ck+t 
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satisfa"ndo a.(z, 0) = 0, V:« c Vo, e a.(0, Fr) = Z),a.(0, C) = 0, VFc c W8,
tal que

jt/. = {P.eC:P.=q'.Z+a.(Z,Fc), zCVo}
é uma variedade invai'jante local pa.ra o pi'oblerna (2.5). Enl À4c o fluxo é
descrito pela equação

i + qJ.(0)LTFc ('}/ -F a. («;, FE))

o«de F'(Ó) = F(Ó(0), Ó(--,-), ..., @(--,«.-.)).

Definindo a função Ct+/

Ã' : J#(m,":, m") x Uri1 --> 4(IR.", ]R')

poi'

Ã"(g.,C.)('}..+a.(.,F.))) g.(S':.),
onde .j#(./) denota o A-jato em zelo de ./ (não confundia com .j*(c); aqui c está

6xado), a condição (i) é estabelecida mostrando-se que

0e, /T(0, 0) : Pb(R"("'ç+U m,p) -+ .4(m", R')
é sobre.jetiva e aplicando-se o teorema da função implícita. iia coima sobre.jetiva

à Ã'(g., F.) = 0 numa vizinhança de zelo em Jok(]R", IR") x Pã(R"("'-ç+i) ]RP).

Isto é feito com detalhes poi Faria. e Magalhães eni (l71, teoierna 4.5),
usando que posto de M. é igual a m, para todo c C (--(í, (i)

Falta provar que estão satisfeitas as duas condições de iegulatidade exigidas
em (ii) da Dehnição 2.

Como Z)nK(0, 0) é sobre.jetiva, para todo c c (--õ, â) é possível optei um

su])lementai pata /TerlZ)pc/((0, 0)l, isto é,

Pã(]R,"("'ç+U RP) = Ã erjOr.Ã'.(0, 0)j © E,
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satisfazendo aé (x, O) = O, Vx E V 0 , e a€ (O , Fé) = D Ta é (O , Fé) = O, V Fé E V\'~, 
tal que 

Mé = {<A E e : <pé = <I>éx + aé(x, Fé), X E Yo} 

é uma variedade invaria nte local para o problema (2 .5). Em lv/€ o fluxo é 

descrito pela equação 

:e = B és :e + \Jl E (o) u t ( <P X + a é ( :r) Fé)) ) 

onde F(c/>) = F(</>(O) ,</J(-r 1) , ... ,c/>(-rm-q)). 

Definindo a função C1·'H 

J< : 1t· (IR111
, lR_P) x -vvi ---1 1t· (IR.711

, lR.P) 

por 

l<(gl, Fé)= j~'(t(<PE · +a€(·, FE))) - gé(s- 1
-) , 

onde jg(J) denota o k-j ato em zero de J (não confundir com ./"(e); aqui E está 

fixado) , a condição (i) é estabelecida mostrando-se que 

D F< J( ( O, O) : p~ (IR n(m-q+ l), IR.P) ---t ]ó'' ( IR.m, lR_P) 

é sobre,i etiva e aplicando-se o teorema da funç ão implícita na form a sobre,ietiva 

à I<(gt, F,) = O numa vizinhança de zero em Jt' (IR.111
, IR.1') x P~ (IR.n(m-q+ 1) , IR.P) . 

Isto é fe ito com detalhes por Faria e Magalhães em ([7], teo rema 4.5), 

usando que posto de Nfl é igual a m, para todo E E (-ó, ó). 

Falta prova r que estão satisfe itas as duas condições de regul a ridade ex igidas 

em (ii) da Definição 2. 

Como DpJ((O, O) é sobre,i etiva, para todo E E (-ó, ó) é possível obter um 

suplementar para J( er [D pJ((O, O)], isto é, 

P~(IR.n(m-q+l), IR.P) = J( er [DpJ(€ (0 , O)] EB E, 
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onde E é um espaço finito dimensionar, tal que

on /r (o, o)l. E --* 4(n"', m')
é um isomolfismo

Considet'emos Ã' = /TIJ#(mm,RHxE : JoA'(]R", IR,') X E --> Jo#(]R"', IR')

Portanto, existe uma vizinhança de zelo v C Jok(]R."',IRP) tal que para
qualquer cllrva g. em V de classe Cf, existe uma curva Cr de funções Fc em
E tal que /((g., Fc) = 0. A i'egulai'idade de Fc implica também que a função
AFr(#) = @.(z) + a(z, F.), que dehne a vatiedadc invariante À4., é de classe

Cr com FClnpãO « .-

Fica com isto provado o t.eoicma. O

2.2 Realização de Dinâmicas Persistentes

O Teorema. l acima !)ossibilita a foirmllação de um resultado de realização de
equações diferenciais oidiná.lias poi equações funcionais retardadas no sentido
de equivalência de fluxos numa variedade invariante.

Dizemos que o fluxo da equação (2.1) numa variedade invariante À// é
Ct- equi\.'a/ente ao fluxo da equação

á +g(z) (2.6)

para z numa vizinhança dc zel'o Mr C IRm, e g : W --.> IR" de classe Ct, se

existe um difeomorfisnlo de À4/ sobre W que leva trajetórias de (2.1) sobre À/.r
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onde E é um espaço fini to dimensional , ta l que 

é um isomorfi smo. 

Portanto, existe uma vizinhança de zero V C JB' (ffim, ffiP) tal que para 

qualquer curva 9t em V de classe ct, existe uma curva ce de funções FE em 

E tal que K(gE, FE) = O. A regular id ade de FE implica também que a função 

Ap,(x) = cI>E(x) + a (x, FE), que define a variedade invari ante !V!E, é de classe 

ce com relação a E. 

Fica com isto provado o teorema. D 

2.2 Realização de Dinâmicas Persistentes 

O Teorema 1 acima possibilita a formulação de um resul tado de rea li zação de 

equações diferenciais ordinárias por equações fun cionais retardadas no sentido 

de equivalência de flu xos numa vari edade invar iante. 

Dizemos que o fluxo da equação (2.1) numa variedade invar iante MI é 
C1

- equivalente ao fluxo da equação 

x =Ex+ g(x) (2.6) 

para x numa vizinhança de zero vV e IR,m, e g : V\T --+ IR,m de classe C1 , se 

existe um difeomorfismo de MI sobre vV que leva trajetórias de (2.1) sobre MI 
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em tiajetórias de (2.6), piesetvando a orientação

Vamos consideiai o subespaço

0o = {g C C:(W, m,") : g(0) Dg(0) = 0}

Teorema 2 Para n su.Rcientem.ente grande, e={.ste uvn conjuvLto d.e .funções

D que é denso eln Dü e satisfaz Q seguinte propriedctde: para toda JuT\ção

g ç: 'D é possível e'ncoTttrar u n matriz U, de ordem. n x p, e lunu junção

F : IR,l.(m-q+l) ..> ]R.P país q7ze o /7uzo da eq?loção r/..íg2, ern a/g?/zna. uariedüde

muar ante, é CI - eqt iuatevtte ao .Ruço da e(!nação ordi7tária (2.6)

Prova: Basta provar que um po]inõmio aibitiáiio À. : ]R" --} ]lZ" de grau
&, k ? 2 fixado, satisfazendo A.(0) = 0, DA.(0) = 0, pode sei aproximado pot

uma função g satisfazendo as asserções do teorema, pois o con.jtmto desses
polinâmios é denso em Z)o.

Escrevemos:

h(z) = >1: à,j(z),
i-9

com hj homogêneo de giati J, isto é, hj(z) = .4.fzj com .4j J-linear

A

Vamos aplicam o Teorema l à família de equações diferenciais ordinárias

i - cA :.Bz + b.(z), c c IR,, (2.7)

onde
A

h. (z) hj(«)
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em trajetórias de (2.6), preservando a orientação. 

Vamos considerar o subespaço 

Do= {g E C1(\'v, IR111
): g(O) = O, Dg(O) = O} . 

Teorema 2 Para n su.ficientemente grande , existe um conjunto de Junções 

1) que é denso em Do e satisfaz a seguinte propriedade: para toda função 

g E 1) é possível encontrar um matriz U , de ordem n x p, e urna função 

F: JR71 (m-q+l) -t 1RT' tais que o fluxo da equação {1.13), em alguma variedade 

invariante, é C 1 
- equivalente ao ftu1;0 da equação ordinária (2. 6). 

Prova: Basta provar que um polinômio arbitrár io h. : IRm -t IRm de grau 

k, k 2'. 2 fixado, satisfazendo h(O) = O, Dh(O) = O, pode ser aproximado por 

uma função g satisfazendo as asserções do teorema., pois o con_i unt o desses 

polinômios é denso em D0 . 

Escrevemos: 
k 

h.(x) = L hj(x) , 
i=2 

com hj homogêneo de grau j, isto é, hj(x) = Aixi com Ai j-linear. 

Vamos aplicar o Teorema 1 à família de equações diferenciais ordinárias 

é E IR, (2.7) 

onde 
k 

ht:(x) = LEk-jhi(x) . 
j=2 
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Escolhendo Z? > A e tomando lcl < õ com õ suficientemente pequeno, pode-

mos realizam k-jatos em zero de(2.7) numa EDFR do tipo(1.13) como família
C/. Ou seja, podemos encontrar uma família de não linear'idades UFc e i'etai'dos

ri(c), ..., r«-q(e:) C (0, rl, tais que as equações diferenciais funcionais

á(t) L.(,.) + UFc (;(t), .({ ,:), ..., ,(t - «,«-.)) (2.8)

realizam (2.7) sobre variedades invariantes

{ c C : '}.z + a.(z, F.), z numa vizinhança do zero V C R"}

Assim, pat'a cada c, o fluxo de (2.8) soba'e À/c é equivalente ao fluxo da
equação

j; - .t-:B,; + h.(z) + H(', «),(2.9)

para a C V e H : (--õ, (í) x V --> IR"' de ordem A + l em a pala llzll --> 0;

precisamente,

H'(., z) @.(0)UFc (@.Z + a. (Z, FE)) h.(«)

Pela. condição (ii) da. Definição l e sendo h.(z) uma família Cf, teiiios que
H(c, z) também é de classe C'. Como Z? > A,

Ojn'(., z)l,:o (2.10)

A idéia agora é, através de uma mudança de escala conveniente, ieesclever

(2.9) como uma equação da forma Ú = .B3/ + h(Z/) + ã(c, g) com ã(c, Z/) --} 0
e Z),n(c,y) --> 0 quando c --} 0. Então, definiremos a função g como g(g) =

h(z/) + #(c, Z/), de modo que g e /z fiquem tão próximas quanto desejamos na
norma Ci uniforme.
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Escolhendo e> k e tomando JEJ < 6 com 6 suficientemente pequeno, pode

mos realizar k-jatos em zero de (2.7) numa EDFR do tipo (1.13) como família 

ce. Ou seja, podemos encontrar uma família de não linearidades U FE e retardas 

r 1 (E), ... ,rm-q(E) E (O,r], tais que as equações diferenciais funcionais 

realizam (2. 7) sobre variedades invariantes 

ME= {<p E C: <p = <l\x + aE(x, Fc), x numa viz inhança. do zero V e IR.m} . 

Assim , para cada E, o fluxo de (2.8) sobre lv!E é equ ivalente ao fluxo da 

equação 

(2.9) 

para x E V e H : (-6, 6) x V ➔ IRm de ordem k + 1 em ;e para Jlxll ➔ O; 
precisamente, 

Pela condição (ii) da Definição 1 e sendo hE(x) uma famí lia cr, temos que 

H(E, x) também é de classe ce. Como e> k, 

\/j = 1, .. . , k. (2.10) 

A idéia agora é, através de uma mudança de escala conveniente, reescrever 

(2.9) como uma equação da forma iJ = By + h(y) + H(E, y) com H(c, y) ➔ O 

e DyH(E, y) ➔ O quando E ➔ O. Então, definiremos a função g como g(y) = 
h(y) + H(E, y), de modo que g e h fiquem tão próximas quanto desejamos na 

norma C1 uniforme. 
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z :: cy e
S

(2.11)

Usando a. homogeneidade de hj, essa mudança de variáveis tiansforrna (2.9)
em

:g - c-k$ = c-*(c*By+ * c*h.j(g/) + H(c,cy)) - B3/+ À(3/) +c'*H(c,cg).
(2.12)

7

Seja ã(c,y) := c'*H(c,cz/). Poi (2.10), temos quc

H(c, g/) --> 0 c D,H(c,y) --> 0

quando c --} 0, unifoimemcnte para ?/ num con.junto limitado

Escolheremos então uin valor de c tal que H(c,y) seja suhcienteinente pe-
queno na norma do supremo em C'(\V, IR") e assim tenhamos a proximidade
desejada enfie as funções g e h.

Portanto, a equação Ú(s) = Z? + g(3/), via a transformação de variáveis
(2.11) é C:-equivalente à. equação (2.9), substituindo a vizinhança v poi cW,

e esta equação, poi' sua. vez, i'apresenta o fluxo de (1.13), com F = Fr, soba'e a
variedade invariante

{P C C : P = 'b.Z + a. (#, FE), Z C C r}

D

O Teorema 2 mostra. que, dado um campo vetoria] qua]quei eiii ]R"', ar-
bitrariamente próximo dele existe um campo vetoiial que pode sei realizado

por uma equação funcional com um número finito de petardos. Em paiticulai,
temos o
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Façamos 

e 
s 

l=E:k-1 (2.11) 

Usando a homogeneidade de hj, essa mudança de variáveis transforma (2.9) 

em 

Seja H(E:, y) := E: -k H( E: , E:y). Por (2.10), temos que 

fl(E, y) --1 O e Dyfl(E, y) --1 O 

quando E: --1 O, uniformemente para y num conjunto limitado. 

Escolheremos então um valor de E: tal que fl( E: , :lJ) seja sufic ientemente pe

queno na norma do supremo em C1 (Vv, IRm) e assim tenhamos a proximidade 

desejada entre as funções g e h. 

Portanto, a equação y(s) = By + g(y), via a transformação de vari áveis 

(2 .11) é C1-equivalente à equaçã.o (2.9), substituindo a vizinhança V por EYV, 
e esta equação, por sua vez , representa o fiuxo de (1.13), com F = F,, sobre a 

variedade invariante 

o 

O Teorema 2 mostra que, dado um campo vetorial qualquer em lR,m, ar

bitrariamente próximo dele existe um campo vetorial que pode ser realizado 

por uma equação funcional com um número finito de retardas. Em particular , 

temos o 
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Corolário l Qualq?/er dinám ca /ocas estmturaZmenfe esíáueZ pode ser eri

co,«t«d. e« (1.13).

Prova: Seja W uma vizinhança do zelo em IR" e consideieinos a equação

á= Bz+g(z), z CW e g(0) =0, Og(0) =0. (2.13)

Se a propriedade de estabilidadt3 está'utuial for satisfeita pala- (2.13), então

o fluxo desta equação é Co-equivalente ao fluxo da equação (2.6), para toda g
que esteja próxima de g em C'(W, IR"').

Então, tomando g C 'Z), pelo Teorema 2 , existem t/, matriz de ordem m. x p,

e F tais que o fluxo de (1.13) é C:-equivalente ao fluxo de (2.6) en] alguma
variedade invariante e, portanto, é equivalente ao fluxo da equação dada (2.13)
nessa variedade. []
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Corolário 1 Qualquer dinâmica local estruturalmente estável pode ser en-

contrada em {1 .JS). 

Prova: Seja vV uma vizinha nça do zero em lRrn e consideremos a equação 

x = Bx + _êj(x) , x E W e g(O) = O, Dg(O) = O. (2.13) 

Se a propriedade de estabilidade est ru tura l for satisfeita para (2.13), entã.o 

o fluxo desta equação é C0-equivalente ao flu xo da equação (2.6), para toda. g 

que estej a próxima de g em C1 (Vi/, lRm) . 

Então, tomando g E 7J, pelo Trorema 2, ex istem U, ma.triz de ordem n x p, 

e F tais que o flux o de (1.13) é C1-equivalente ao fluxo de (2.6) em a lguma 

variedade inva ri ante e, portanto, ti equiva lente a.o flux o da. equação dada (2 .13) 

nessa variedade. D 
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Capítulo 3

Imersão de Campos Vetoriais
em EDFR9s

No capítulo anterior ptovamos um insultado de realização de dinâmicas

tiutuialmente estáveis numa equação do tipo (1.13), usando um resultado de

densidade. Porém, esse insultado não é suficiente pala gaiantii a ocoiiência.

em (1.13) de muitos fenómenos degenerados encontrados ern EDO's. Pala
esse flm, precisamos mosto'ai que todas as EDO's podem sei realizadas poi
esta equação.

Já mencionamos anteriormente o trabalho de Rybakowski j2CI, onde foi
provada a. realização de EDO's arbitrárias por EDFR's com finitos petardos,

na variedade centrall contudo, há exigência de que o campo vetotial dado seja
bastante regular e a técnica utilip.ada na prova, que se baseia no Teorema de
Função Implícita de Nash-Moser, implica uma perda substancial de derivadas:

o campo vetorial g em (l.lO) tem que sei tomado, pelo menos de classe C32 e,
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Capítulo 3 

Imersão de C<1mpos Vetoriais 

em EDFR's 

No capít ulo a nterior provamos um resul tad o de realização de dinâmicas es

truturalmente estáveis numa equação do tipo (1.13), usando um resultado de 

densidade. Porém, esse resul tado não é sufi ciente para garant ir a ocorrência 

em (1.13) de mui tos fenômenos degenerados encontrados em EDO s. Para 

esse fim, precisamos mostrar que todas as EDO 's podem ser realizadas por 

esta equação. 

J á mencionamos anterio rmente o trabalho de Rybakowski [26], onde foi 

provada a realização de EDO's arbitrárias por EDFR's com finitos retardos, 

na variedade central; contudo, há exigência de que o campo vetorial dado seja 

bastante regular e a técnica utifo,ada na prova, que se baseia no Teorema de 

Função Implícita de Nash-Moser, implica uma perda substancial de derivadas: 

o campo vetorial g em (1.10) tem que ser tomado, pelo menos de classe C32 e, 
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então, se obtém a não linearidade da EDFR de classe C17

O objetivo deste capítulo é mostrar que, tirando-se a exigência da variedade

À// ser central, o resultado de realização de EDO's aibitiáiias em EDFRs
escalales com não linearidades dependendo apenas de un] núiileio finito de
retardos, se mantém pala campos g de classe Ci e, além disso, se tomarmos

g € Ct, k ? 1, poderemos obter a não linearidade de (1.13) também de classe
Ck. A variedade À// será construída a paitil da Fórmula da Variação das
Constantes.

3.1 Colocação do Problema

Utilizando a. notação e alguns fatos apresentados iio capítulo 1, nos pieocti-
palemos nessa seção ern colocam o problema. central numa forma conveniente,
afim de que seja. completa.mente atacado na próxima seção.

Consideremos a EDFR linear

2({) (;.), .. c c c(l-«, ol,m). (3.1)

Dado # € 1N, seja. A um con.junto 6lnito e nã.o vazio de auto valores de (3.1)

ta] que, cada À C A satisfaz WÀ < --/7. Segundo A fazemos a decomposição
C = POQ. Seja m = dimP e 'b =(Ói,. .. , @«) uma base de P

Como consequência do Lema. d3 Lin(Lema 1), podemos escolhem os retaidos

0 < ri < . . . < r,,:.i $ r para os quais a aplicação

H' : z € R" -> (Q(0)., 'b(-r..:)z) c R" (3.2)
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então, se obtém a não linearidade da EDFR de classe C17
. 

O objetivo deste capítulo é mostrar que, tirando-se a ex igência da variedade 

M1 ser central, o resultado de realização de EDO 's arbitrárias em EDFRs 

escalares com não linear idades dependendo apenas de um número finito de 

retardas, se mantém para campos g de classe C1 e, além disso, se tomarmos 

g E Ck, k 2". 1, poderemos obter a não linearidade de (1.13) também de classe 

Ck . A variedade M1 será construída a partir da Fórmula da Variação das 

Constantes. 

3.1 Colocação do Problema 

Utilizando a notação e alguns falos apresentados no capítulo 1, nos preocu

paremos nessa seção em colocar o problema central numa forma conveniente, 

afim de que seja completamente atacado na próxima seção. 

Consideremos a EDFR linear 

i (t) = L(zt), Zt E e= C([-r, O], IR). (3 .1) 

Dado /3 E IN, seja J\ um conjunto finito e não vazio de auto valores de (3.1) 

tal que, cada À E J\ satisfaz RÀ < -/3. Segundo 1\ fazemos a decomposição 

C = P EB Q. Sejam= dim P e cI> = (</J 1 , . .. , <Pm) um a. base de P. 

Como consequência do Lema d,; Lin (Lema 1), podemos escolher os retardas 

O< r1 < ... < rm-l :Sr para os quais a aplicação 

(3.2) 
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é um isomorfismo. Se.ja. .17'i ]R,"' --> IR,": a. inversa de /7

Pala. # = 1 , 2, , se.ja ft o con.junto de todas as funções

./ : = c m," n /(z) c ]R,

tais que, para todo .j, ] $ .j $ k, a derivada de Fréchet l)Í./ existe e é contínua
e limitada en] IR"

Se / C f*, seja /(p) := ./(p(0), . . . p(--r,,:.:)), p C C, o operador Nemits

kii, de classe CÉ

Sda V uma. vizinhança do zelo em IR"'. Dada. lmla EDO

i , # € \'' c IR,", (3.3)

com g : y --> ]R" limitada e de classe Ci, queremos encontrar uma função
/ : ]Rm --+ ]R também de classe Ct, tal que, pai'a a e(luação

2({) (,.) -F ./'(..), (3.4)

existe uma variedade localmente invariante

M/: (") : ';C \'''C m,"},

e o fluxo de (3.4) sobre À// é conjugado ao fluxo de (3.3). Trata-se, portanto,

de encontram ./' C e' e uma imersão A.f : V --} C tal que, se í -> z(t) é uma
solução de (3.3) com z(0) = zo, então í -> z.( ) = A.f(z(t))( ) é uma solução

de (3.4) com zo( ) = A.f(zo)( ). A função A.f é a conjugação entre os fluxos da
EDFR (3.4) e da EDO (3.3).

Supondo que zt(0) = A(z(t))(0), --r $ 0 $ 0, se.ja solução de (3.4), deve
mos ter

á(A("(t))(o)) - z'(A(z({))) + /(A("(t)))
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é um isomorfismo. Seja H- 1 
: IR.m ---* IR.m a inversa de H. 

Para k = 1, 2, ... , seja [k o conjunto de todas as funções 

f : x E IRm H f(x) E IR 

tais que, para todo j, 1 :S j :S k, a d~rivada de Frúchet Dtf existe e é contínua 

e limitada em IRm. 

Se J E [k, seja ](cp) := J(cp(O), ... cp(-r111 _ 1)), <p E C, o operador Nemits

kii, de classe Ck. 

Seja V uma vizinhança do zero em IR.711
• Dada uma EDO 

X= g(x), X E V e IRm, (3.3) 

com g : V ---* IRm limi tada. e de classe C1
, queremos encontrar uma função 

J : IRm ---* IR também de classe C1
, tal que, para a equação 

(3.4) 

existe uma variedade localmente invariante 

e o fluxo de (3.4) sobre J\![j é conjugado ao fluxo de (3.3). Trata-se, portanto, 

de encontrar J E [ 1 e uma imersão J\ j : V ---* C tal que, se t H :i:(t) é uma 

solução de (3.3) com x(O) = x0, então t H Zt(·) = J\1(x(t))(-) é uma solução 

de (3.4) com zo(·) = l\j(x0 )(·). A função J\j é a conjugação entre os fluxos da 

EDFR (3.4) e da EDO (3.3). 

Supondo que Zt(0) = J\(x(t))(0), -r :S 0 :S O, seja solução de (3.4), deve

mos ter 
d ~ 
dt ( A ( x ( t) )(O) ) = L ( J\ ( x ( t) ) ) + f ( A ( x ( t)) ) 
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ou se.]a,

0,A(z(Í))(0)á(Í)(z(Z))) + ./'(A(a(Z)))

Utilizando (3.3) e extraindo o argumento t pala facilitam a notação, chega-
mos a equação

0,A(z)(0)(g(z))(;«)) + ./'(A(z)).(3.5)

Piocuraiemos A(z) da forma

A(z) + a(z) (3.6)

onde õ é limo base pala P e a : R," --> C é uma função não linear a sei
encontrada.

Deste modo, en] (3.5) ficaieiiios cona

D.a(z)(0)á({ ) Z (a(«)) + Z.('b#) - '}(0)g(#) + /('}« + a(«)) (3.7)

Precisamos, então, definia as funções a e / de forma que satisfaça.m a
'q«ação (3.7).

C'instrução de /: Um resultado de estabilização de EDFR propost-o poi
j191 nos auxiliará na constilição da função ./. Esse resultado estabelece que

se ÀI,. ..,À,,À,+l,.. . são auto valores de uma EDFR ,à({) = Z,(zt), dados

quaisquer números complexos pi, . . . , p. distintos dos Àj, é possível riiodificar
o operador L, de modo que a nova equação linear tenha como auto valores os
números pi, . . . , p., À'+i,

Dado P C ]N queremos transporta-r todos os auto valores de (3.1) pata
o senliplano {WÀ < --#}. Sabemos que há apertas um número fini{,o de
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ou se.i a, 

D:rJ\(x(t))(O)x(t) = L(J\(x(t))) + Í(J\(x(t))) 

Utiliza ndo (3.3) e extraínd o o argumento t para fac ilita r a notação, chega

mos à equação 

(3. 5) 

Procuraremos J\(~c) da form a 

J\(;c) = é[>x + o-(x) ( 3.6) 

onde é[> é uma base para P e cr : IR.111 --t C é uma função não linear a se r 

encontrad a. 

Deste modo , em (3. 5) fi caremos com 

Dxo- (x )(O) :i; (t) = L(o-(:r)) + L(<Px) - <P(O)g(:c) + Í (<P:c + a(:c)) . (3.7) 

Precisamos, então, definir as fun ções a e f de forma que satisfaçam a 

equação (3.7). 

Construção de f: Um resul tado de estabilização de EDFR proposto por 

[19] nos auxiliará. na construção da funç ào f . Esse resultado estabelece que 

se À1 , ... , Às, Às+i, . .. são auto valores de uma EDFR i (t) = L(.:::t), dados 
qua isquer números complexos µ 1, ••• , µ s distintos dos Àj, é possível modificar 

o operador L, de modo que a nova equação linear tenha como auto valores os 

números µ 1, ... , µs, Às+l, · · ·· 

Dado fJ E IN queremos transportar todos os auto valores de (3.1) para 

o semiplano {31,,\ < -fJ } . Sabemos que há apenas um número finito de 
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auto valores no complementar {WÀ ? --#ll chamemos de I' o conjunto des-
tes elementos. Segundo T' obt.emos a decomposição usual C = Pr ® Qr e
temos as bases a'r e @r dos espaçoes Pr e /T, respectivamente. Sejam

mr = dimPr e Br a matriz mr x mr que satisfaz a relação (br = 'brBr
Se I' =Í'h,...,'7s}, escolhemos pl,...,p. C C -- E(.4), onde .A é o gei'adoi'

infinitesimal da equação linear 2(t) = L(zt), tais que Rpj < --#, .j = 1, . . . s.

Como os elementos pJ são tomados fofa do espectro de ,4, eles não coincidem
com nenhum elemento de A. O pa; (Br, q'r(0)) é controlável, isto é, a matriz
(@r(0), Brq'r(0), . . ., BF''':©r(0)) ten) posto mr(l71, teorema 5.2); portanto,
pelo resultado de j191, existe uma rnatiiz F de ordem l x mr, tal que o espectro

do geiadot infinitesimal ,4r da EI)FR linear

2(t) (;.) + F'(q',(0), ;.),

onde(.,.) designa a foinla bi]ineai dehnidaem(].15), é(E(,4) {'yi,. . . ,'y,})U
{pt). . . ,ps}. Ou se.ja, os auto valor'es 7t, . . .,'ys são ti'ansportados pai'a as

novas posições/zl,...p,, com Wpj < P, .j = 1,...s, e os demais auto valores

de .4 permanecem como antes. Sumarizamos estas informações no Lema a
seguir.

Lema 2 Z)ado P c IN, erisZe urn operador confÍhwo À4 : C -.> ]R faZ que lodos

os auto 'Maiores X da equação l cear

(t) (,.) + M'(..)

satÍs/aze rz WÀ < l3. M pode ser escolhido como

M(',)

para uma rnatóz corlueziierzíe F de ordem l x mr, onde mr = dim Rr e (.,
d,esig.«a a, forma bili«-ear deÊni'lü por (1.5)
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auto valores no complementar {3V, ~ -/3} ; chamemos de r o conjunto des

tes elementos. Segundo r obtemos a decomposiçã.o usual C = Pr EB Qr e 

temos as bases <I>r e W r dos espaçoes Pr e Pr, respectivamente . Sejam 

mr = dim Pr e Br a matriz mr x mr que satisfaz a relaçã.o <Í>r = <I>rBr. 

Ser= {11 , ... , ')'s }, escolhemos µ1, ... ,µ5 E C-E(A) , onde A é o gerador 

infinitesimal da equação linear i (i) = L(zt), tais que Rµj < - /3, .i = 1, . . . s. 

Como os elementos µj são tomados fora do espectro de A, eles não coincidem 

com nenhum elemento de J\ . O pa.;· (Br, Wr(O)) é controlável, isto é, a matriz 

('llr(O), Br'llr(O) , ... , Bfr- 1Wr(O)) tem posto mr ([7], teorema 5.2); portanto, 

pelo resu ltado de [19], existe uma matriz F de ordem 1 x mr, tal que o espectro 

do gerador infinites imal Ap da. EDFR linear 

z(t) = L( zt) + F(\Jlr(O), Zt), 

onde (-, ·) designa a forma bi linear definida em (1.15 ), é (E(A) - {,1, ... , ,s}) U 

{µ 1, . . . ,µs} - Ou seja, os auto valores 11 , ... ,,s são transportados para as 

novas posições µ 1 , ... µ 5 , com Rµj < -/3, _j = 1, ... s, e os demais auto valores 

de A permanecem como antes . Sumarizamos estas informações no Lema a 

seguir. 

Lema 2 Dado /3 E IN, existe um operador contínu.o l\lJ : C --t IR tal que todos 

os auto valores À da equação linear 

i (t) = L(zt) + M( zt) 

satisfazem R-X < -/3. 1\1 pode ser escolhido como 

J\1( <o ) = F(\J!r, <p) 

para uma matriz conveniente F de ordem 1 x mr, onde mr = dim Pr e (·, •) 

designa a forma bilinear definida por (1 . 5). 
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Semelhantemente ao efetuado na prova do Teorema 5.2 de l7j, prova-se

que os espaços invariantes P e .rb pala. os geradores inflnitesimais .A e .4r,
respectivamente, associados ao conjunto de auto valores A, são iguais.

Colocando

/(A(z)) : ,a(z)) - L(®z)

F como no Lema 2, em (3.7) obtemos

(3.8)

O.a(z)(0)á(t) Z.(a(«)) + F'(q',, a(«)) Õ(0)g(z)

Devemos então encontrei a(z) tal que, para cada solução #({) de (3.3), a
f,-nrãn

«.(0) : a(z(t))(0) (3.9)

satisfaça

Ó(Z) = Z,(«.)+ F'(q'-, «.) - a'(0)g(z). (3.10)

A Fórmula da Variação das Constantes dará a. expressão da função u e,
consequentemente de a. Esta sela obtida na próxima seção, onde também pio-

varemos com rigor todos os detalhes envolvidos nesse problema de realização.

3.2 Resultado Principal

A formulação do resultado principal deste capítulo é feita no Teorema 3 abaixo.

Antes de enuncia-lo vamos inserir alguns fatos standard da teoria de EDO's,
que nos serão úteis na prova desse Teorema.
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Semelhantemente ao efetuado na prova do Teorema 5.2 de [7], prova-se 

que os espaços invariantes P e Pr- para os geradores infinitesimais r1 e AF , 

respectivamente, associados ao conjunto de auto valores A, são iguais. 

Colocando 

Í(A.(x)) := F('11r, a(x)) - L(<I>x) (3.J) 

F como no Lema 2, em (3.7) obtemos 

Dxa(x)(O)i(t) = L(a(x)) + F('11r, a(x)) - <I>(O)g(x). 

Devemos então encontrar a(x) tal que, para cada solução x(t) de (3.3) , a 

função 

Vt(0) := a(x(t))(0) (3.9) 

satisfaça 

v(t) = L(vt) + F('11r, vt) - <I>(O)g(x). (3.10) 

A Fórmula da Variação das Constantes dará a expressão da função v e, 

consequentemente de a. Esta será obtida na próxima seção, onde também pro

varemos com rigor todos os detalhes envolvidos nesse problema de realização. 

3.2 Resultado Principal 

A formulação do resultado principal deste capítulo é feita no Teorema 3 abaixo. 

Antes de enunciá-lo vamos inserir alguns fatos standard da teoria de EDO 's, 

que nos serão úteis na prova desse Teorema. 
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Para g : ]R" --> IR" limitada, globalmente Lipschitziana, consideremos

a-g : ]R x ]R." --} IR" o íltixo global gerado pela função g, isto é, rg é unia

transformação que associa a cada ponto ({,zo) C ]R x ]R" o valor em í da
solução do problema de valor inicial

i(t)
.(0)

g(z(t)), Z C m,

zo

(3.11)

Lema 3 Sela k C ]N. Para lodo campo ueZoráa/ Zd?ri lado g : IR" --} IR" de

classe CK , o Prazo lg é também CK e existe uma constavtte êK tal que

O:«-,(t,ao)ll 5; á exp(klt llpll..), V({,ao) c ]R x m,"',

o«de l de«oZ. . «o,m. em r*((R")*,R")

Prova: A prova, feita por indução, pode sel facilmente encontrada na

liteiatuia de equações diferenciais oidiná.rias. Incluiremos aqui apenas lml
esboços pata maiores detalhes veja, por exemplo, j141.

Derivando (3.12) com relação à condição inicial, conclui-sc que a matriz
D.a-(t, zo) deve satisfazer à equação linear vatiacional

Ú(t) = 0,g(«-(Z, zo))y({) (3.12)

donde, O,«-(t, zo) = Z).«-(0, zo) exp(tZ),g(«-({, z.))), co«, Z),«-(0, zo) = /

Disto segue a desigualdade pa'a k = 1. Repetindo os argumentos obtém-se
as derivadas de ordem superior. []

Aplicando a negra da cadeia e o Lema 3 obtemos
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Para g : JR,m -+ JR,m limitada, globalmente Lipschitziana , consideremos 

n
9 

: JR, x ffi,m -+ JR,m o fluxo global gerado pela função g, isto é, r.9 é uma 

transformação que associa a cada ponto (t, x 0 ) E JR, x JR,m o valor em t da 

solução do problema. de valor inicial 

x(t) 

x(O) 

g(x(t)) , t E lR 

Xo 

(3.11) 

Lema 3 Seja k E IN. Para todo campo vetorial limitado g : JR,m -+ ffi,m de 

classe Ck, o fluxo n 9 é também Ck e exist e uma constante ci,. tal que 

Prova: A prova, feita por indução, pode ser facilmente encontrada na 

literatura de equações diferenciais ordinárias. Incluiremos aqui apenas um 

esboço; para maiores detalhes veja, por exemplo, [14]. 

Derivando (3.12) com relação à condição inicial, conclui-se que a matriz 

Dxn(t, x0 ) deve satisfazer à equação linear variacional 

y(t) = Dxg (n(t , xo))y(t) (3.12) 

donde, Dxn(t, xo) = Dxn (O, :co) exp(tDxg(n(t, x0 ))), com Dxn (O , :co) = I. 

Disto segue a desigualdade parn k = 1. Repetindo os argumentos obtém-se 

as derivadas de ordem superior. [J 

Aplicando a regra da cadeia e o Lema 3 obtemos: 
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Lema 4 Seja k C ]N. Para todo campo uef07'iaJ Z matado g : ]R" --> ]R" de
classe Ck , existe uma covtstante ck tat que

IDjl(g.«')(t,zo)ll $ ckllgllc. .XP(#lZ llPI .*), V(t,zo) C R x R"

Teorema 3 Baste (i > 0 íaZ que, para toda /unção g : ]R" -+ IR" de classe Ct

limitada, com llpllcl < (5, Caíste ?lma nâo Zirzeaãdade / € ft e uma uar idade

inda ante Mj para ü EDFR (3..4), parei as quais essa eqlta,ção realiza Q EDO

l3.3). Se g Jor de classe CK pode-se escolher J ç: EK e Mj é dada por alma

imersão AÍ : ]R" --> C também de classe CX:

Prova: Se.ja k ? l e consideremos g de classe Ck. Denotaiemos poi

/Vj := llgllcJ, .j = 0, . . . , A

Escolhemos um número # C ]N que satisfaça

B > kNk e B > N\ -y \

Pala esse /7, pelo Lema 2 podemos obter uma matriz F de modo (lue todos
os auto valores da e(luação

á(t) (;.) + F(@,, ,.) (3.13)

têm parte real menor do que #. Logo, existem constantes positivas 7e
K = Ã'('r) tais que

To(t)ç'll $ Ã'e'W+d'llpll, t > 0, ç' c C, (3.14)

onde {Zo}, t ? 0, designa o semigiupo sobre C gerado pelas soluções da equação
linear (3.13).
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Lema 4 Seja k E 1N. Para todo campo vetorial limitado g : IR,m -+ IR,111 de 

classe C" existe uma constante ck tal que 

IID~(g O n)(t, xo)II ~ Ckjjgllck exp(kjtjjjgjb) , \/(t, Xo) E IR, x IR,m_ 

Teorema 3 Existe o > O tal que, para toda função g : IR,m -+ IR,m de classe C1 , 

limitada, com jjgjjc1 < o, existe uma não linearidade J E E1 e uma variedade 

invariante Mj para a EDFR (3 .4), para as quais essa equação realiza a EDO 

(3.3). Se g for de classe Ck pode-se escolher J E [,k e Mj é dada por uma 

imersão A j: IR,m-+ C também de classe Ck. 

Prova: Seja k 2 1 e consideremos g de classe Ck. Denotaremos por 

Escolhemos um número /3 E 1N que satisfaça 

/3 > kNk e /3 > N1 + l. 

Para esse /3, pelo Lema 2 podemos obter uma matriz F de modo que todos 

os auto valores da equação 

(3.13) 

têm parte real menor do que -/3. Logo, existem constantes positivas I e 

I< = I<(,) tais que 

(3.14) 

onde {T0 }, t 2 O, designa o semigrupo sobre C gerado pelas soluções da equação 

linear (3.13). 
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Evidentemente, o número # + ' também satisfaz as desigualdades

/3 + ' > ÉAh e P + 7 > Ni + 1. (3.15)

Definimos a função a : ]R" --} C por

.-(") To(')Xo'}(0)g(«-(-.,«))ds, V« c ]R"' (3.16)

onde

.*.m -l : se --r $ 0 < 0

se 0 :: 0

A função a está bem definida, pois To(s)Xoã'(0)g(n-(--s,z)) deíirlida de
1--r, 01 em m, é contínua e, além disso, poi (3.14) tem-sc que

To(s)Xo'b(0)g(n-(--s, z)) $ K © Noe'(P+d,

com I'bl = 1(é:,...,@«)l = E;=:. 1'»: c

Pe[o Lema 4, V.j, ] $ .j $ k e Vz c ]R,",

Oito(s)Xo'}(0)g(n-(--s, z))ll $ /Tcjj'DJAÇe'W+''jA'J.

A f...,;.

hj(s) := /Tcj ©jJVje'(P+'y-j/vj)'

é integtável. Portanto, a : IR" --> C é de classe CA:

(3.17)

Além disso, temos que

«' '\

. hj{..s)ds = Kcj\Q\Nj Í3 .\. ,] -- :jNi
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(3.18)

Evidentemente, o número /3 + 1 também satisfaz as desigualdades 

(3.15) 

Definimos a função ü : IR111 -t C por 

ü(x) = - fo
00 

To(s)X0<P(O)g(1r(-s ,x ))ds, Vx E IR.m (3.16) 

onde 

{ 
I se 0 = O 

Xo(0) = 
O se -r '.S 0 < O 

A fun ção <J está bem definida, pois T0 (s)X0<P(O)g(1r(- s, :i: )) definida de 

[-r, O] em IR é contínua e, além disso, por (3.14) tem-se que 

Pelo Lema 4, Vj, 1 '.S j '.S k e Vx E IR,m, 

li D~To( s )X o<P(O)g( 7f ( -s, X)) li '.S I< Cj 1 <PI Nj e -((i+-y-_i Ni )s. 

A função 

(3.17) 

é integrável. Portanto, <J: IR111 -t C é de classe c1.-. 

Além disso, temos que 

(3.18) 
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Definindo A : ]R" -> C por A(g) = q'z+o-(z), varinos mostrar que z -> A(z)
é uma imersão de ]R" eri} C.

Como vimos na seção andei'ior, para i'etardos 0 < rl < ...rm.l $ r

convenientemente escolhidos, a aplicaçã.o H dehnida erll (3.2) é uill isoínoi-
fismo. Definindo U como sendo o conjunto destes retaidos, ou seja, t/

{0,rt,...,r,. i}, velhos que

llX l IX(")l - 1: g %l$' 1Õ(0)"I - rãlF I'}(0)l < '''.

Logo, pelo Teorema da Inversa Limit.ada, temos que /7': < oc

Tomando .j = ] em (3.18) e us;à.ndo a ie]ação # + 7 > Ni + ], obtemos a
estimativa

n.a(,;)ll $ Ã'c:l@lJv:.

Paraõ<ÍÍ t,sejlgllc- <(5,então

lo..(")ll < 'R}7;]

Temos que Z),o-(z) C Z(]R",C); pata cada 0 C Z./ e Ai < .5, valem as
t'nl n pane nhn i vn.
E U BW\rV U U U VUB /X V «

.0,a(z)( -)(0) l sup D,a(z)Z/(0) $ sup l D,a(z)g/l
vll$i llvll$t

In,.(')ll < ÍÍ7i:'q

Logo, para Art < õ,

(D,a(z)(')(0), . .., O,a(")(')(-'m-.))11 - %!F ID,a(")(')(0)l < ÍÍ.ÜL'n
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Definindo A: 1R,m-, C por J\(x) = <Px+a(x), vamos mostrar que x H A(x) 

é uma imersão de JR,111 em C. 

Como vimos na seção anterior, para retardas O < r 1 < ... r m- l ::; r 

convenientemente escolhidos, a aplicação H definida em (3.2) é um isomor

fü.mo. Definindo U como sendo o conjunto destes retardas , ou seja, U := 

{O, r 1 , ... , rm-d, vemos que 

IIHII = sup IH(x) I = sup max l<P(0)xl = max l<P(0)1 < oo. 
lxl:Sl lxl:Sl OEU OEU 

Logo, pelo Teorema da Inversa. Limit.ada, temos que IIH- 1 IJ < oc . 

Tomando .i = l em (3.18) e us::1ndo a. relação (3 + , , > N1 + 1, obtemos a 

estimativa 

Temos que Dxa(;c) E .C(Rm, C); para cada 0 E U e N 1 < ô, valem as 

relações a.baixo: 

Logo, para N1 < ó, 

sup 1Dxo- (x)y(0)1 ~ sup IIDxa(x)yll 
IIYll:Sl IIYll:Sl 

1 
IIDxa(x)II < JIH-llJ 
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Consideremos a aplicação

.S : ]R" --} ]R"'

definida poi

- 1

Z

.S(«) (a(a)(0), , «(«)( ,,,.-:))

Se .IVt < (i, pelas estimativas anteriores, temos que

lo,S(z)ll - lln':1111(o.a(")(o), , O,a(z)(-'«.-:))ll < lx':llflE7l-íÍ

ARDia, dehnimos .F : ]R" --> IR" como

« -> A(#) (0), , A(.)(-,.:--)) H(z + H '(a(«)(0), «(«)(-,.. -)))

O« soja, / H . (/ + S)

Sabemos que .F é de classe Cx;. Como H é um isomorfismo e llZ),.S(z)ll < 1,
pelo Teorema da Função Inversa, localmente .F é um difeomorhsnlo de classe
Ct. Vamos mostrei que / tem uma inversa global. Pala isto, basta mostrei
que

:« c ]R," -> # + S(z) c ]R,":,

é invertíve]. Dado ly C ]]t,'", consideremos Tg : ]R" --> IR" dada poi

Tg(a:) -- S(sç); como lln,ZP(z)ll = lln,S(z)ll < 1, segue qu. TP te«- ur:-
único ponto fixo zo, ou seja, y = zo -- S(zo), donde segue que z -> z + .S(z)
tem uma inversa

Portanto, / é um difeomorfismo de classe Ck e existe /t : IR" --> ]R" tal

q« z = h(A(z)(0), . . ., A(z)(--r«-:)).
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Consideremos a aplicação 

S : lRm -+ lRrn 

definida por 

Se N1 < ó, pelas estimativas anteriores, temos que 

Agora, definimos :F : JR771 
--, lRm como 

x H J\(x)(O), . .. , J\(x)(-r171 _i)) = H(.'C + H- 1(CJ(x)(O), ... , CJ(x)(-r 111 _i))). 

Ou seja, F = H o (J + S). 

Sabemos que :Fé de classe Ck. Como H é um isomorfismo e JIDxS(x)JI < 1, 

pelo Teorema da Função Inversa, localmente :F é um difeomorfismo de classe 

Ck. Vamos mostrar que :F tem uma inversa global. Para isto, basta mostrar 

que 

X E lR m H X + S (;e) E lR111
, 

é invertível. Dado y E lRm, consideremos Ty : lR111
--, lR111 dada por 

Ty(x) = y - S(x); como IIDxTy(x)II = IIDxS(x)II < 1, segue que Ty tem um 

único ponto fixo x0 , ou seja, y = x 0 - S(x0 ) , donde segue que 1: H x + S(x) 
tem uma inversa. 

Portanto, :F é um difeomorfismo de classe C" e existe h : IR.m --, lR111 tal 

que x = h(J\(x)(O), ... , J\(x)(-rm-1)). 
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Podemos agora definir a função ./, pala t.odo y C ]R"', como

./(y) = F'(q',, a(h(3/)))) L(©h(y)) (3.19)

Pala todo .j, 0 $ .j 5; h, a aplicação

y -} 0:h(3/), Vy C R"

é contínua e limitadas logo, / € fA

Pala piovai que z -> A(z) é limo. imersão de IR."' cill C, seguimos uni
raciocínio análogo ao antetioi, rn:-s agora litijizando a plóplia d) pala fazei o

pape[ da função H. De fato, dado a; = (zi, . . .#,,,) C ]R"', temos que

(b : IR," --> P C C é dada poi q'(z) = Ei::t zjdj, que é a transformação que dá

uma mudança de batel portanto, '} é também uni isomorfismo. Além disso,
podemos expiessai a aplicação z : ]R" -> A(z) C C por

A(z) + 'D''a(«)).

Diminuindo o valor de õ se necessário, ou seja, tomando

l I'b-:ll/rc:lq'l' llX -ll/Ü:lÕIJ '

se .N: < ó, obtemos llD.'>':(a(z))ll < 1.

õ< min

Procedendo de modo análogo ao efetuado antes, concluímos que A é um

difeomorfismo de classe Ck de R" num subespaço m-dimensional de C.

Resta apenas mostrei que ./ dada poi (3.19) de fato dehne uma função para

a qual (3.4) realiza (3.3) sobre

M/ (') + a(=) : z C V C R"}
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Podemos agora definir a função J, para todo y E lR.m como 

J(y) = F(\Jlr,a(h(y)))) - L(<I>h(y)). (3 .19) 

Para todo j, O :S j :S k, a aplicação 

é contínua e limitada; logo, f E &k . 

Para provar que x H J\(x ) é uma imersão de IR.111 em C, seguim os um 

raciocínio análogo a.o anter ior , mctS agora ut ilizando a própria <fl para faze r o 

papel da função H. De fato, da.do x = (x 1 , ... Xm) E IRm , temos que 

<I> : IRm -t P e C é da.da por <I>(x) = LJ=I Xj</Jj, que é a transformação que dá 

urna mudança de base; portanto, <I> é também um isomorfismo. Além disso, 

podemos expressar a aplicação x = lR,m H J\(x) E C por 

Diminuindo o valor de c5 se necessário, ou seja , tomando 

6 
< mi 

11 
{ 11 <I>- 1 II~< C1 1 <I> 1 ' 11 H- 1 11

1

I< cil <I> 1 } ' 

se N1 < ó, obtemos IIDx<I>- 1(a(x))II < l. 

Procedendo de modo análogo a.o efetuado antes, concluimos que J\ é um 

difeomorfismo de classe Ck de IRm num s ubespaço m-d imensional de C. 

Resta apenas mostrar que f dada por (3.19) de fato define uma função para 

a qual (3 .4) realiza (3 .3) sobre 

MI = {J\(x) = <I>x + a(x) : x E V e IRm}. 
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Para todo z C ITi"

«(«) - To (.)Xo 'D (0)g( «- (
0

s, z))d.
0

To (- ')X'o'} (0)g(T(., #))d;-00

Assim, (lados quaisquer í, {o C ]R, com {o < {,
0

To(-s).Xo'b(0).g(r({+ .,, z))d;
00

Z(Z - ').Xod'(0)g(r(., z))d;

-To({ - Ío)/ To(to - s)Xo'}(0)g(n-(s,z))d.,
00

To(Í - ')Xo'D(0)g(«-(., #))d.

To({ Ío)a(«-({o,z)) - / To(Í .)Xo'}(0)g(«-(.,.-))d.

Í

f

[0
f

0

a(«(Z, z))

A função ut a(a-(í, iç)) C C satisfaz

'ü(t) Z.(«.) + F(q',, «.) '>(0)g(«-(t,z)), t C m,

Pela dehnição d(' /, segtle qtic a função [ C IR -> .\(n-(Z,:r)) c C é solução

da equação (3.4). Tsto completa. a prova do teoicma. []
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Para todo x E 1R111
, 

Assim , dados quaisquer t,, t0 E lR, com t0 < t , 

CJ(-rr(t , :e)) = - .[º
00 

To(- s) Xo<P(O)g(1r(t + s, :c ))ds 

= - _{
00 

To(t - s )Xo<P(O)g(-rr(s, :c))ds 

- -To(t. - to) .{ : T0 (t 0 - s)X0 <P(O)g(1r(s, :c))ds 

- { t T0 (t, - s).,\"0 <P(O)g(-rr(s, :c ))cls 
liu 

= T0 (t - t0 )CJ(1r(-t0 , :e)) - { t T0 (t, - s).,Y0 cJ)(Q) _q(ri (s, :c))ds 
l iº 

A fun ção v1• := CJ(1r(t, ,:c)) E C satisfaz 

·ü(i) = L(vt) + F(\Jlr, vi) - <P(O)g(1r(t, x)), t. E IR. 

P ela defi ni ção de f , segue que a função/, E IR. H J\(1r(t, , :e)) E C ó solu ção 

da equação (3.4). Isto completa a prova do teorema. D 
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Capítulo 4

Formas Normais para uma
Singularidade Nilpotente

Dumortiei e Tbáficz l21 estudaram siiigulaiidades dc campos vetoiiais ciii TRs
cu.la parte linear é con.jtiga(la a

yãl;+;d-

eles tratataín os casos de codimensão 3, isto é, quando essas siíigtilaiidades

ocoiiem eni famílias genéticas à 3 parâmetros, e taml)énl os d(t codinlensão 4.

Uti[izando o método descrito na seção ].3 do capítti]o 1, vamos calcttlai
uma forma normal pala EDFR's escala.tes coíi] unia singtilaiidade deste tipo

no'caso de codirrlensão 3. Os cálculos pala o caso mais degeiieiado de codi-
mensão 4 também foiaín efetuados, porém, não apiesentaienlos aqui por serem
demasiadamente extensos.
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Capítulo 4 

Formas N armais para uma 

Singularidade Nilpotente 

Dumortier e Tbá.nez [2] ei;tudararn singul a ridades de campos ,·et.o ri a is ern IR.·1 

cuja parte linear é conjugada a 

a a 
y~ + .z~. 

u:c uy 

Eles trataram os casos de codimensão 3, isto é, quando essas si ngularidades 

ocorrem em famílias genér icas à 3 parâmetros, l! também os de cod imensüo 4. 

Utilizando o método descrito na seção 1.3 do capítul o 1, ,·amos calcular 

uma forma normal para. EDFR's escalares com urna singul aridade deste tipo , 

no'caso de codimensão 3. Os cálculos para o caso mais degenerado de codi

mensão 4 também foram efetuados, porém, não apresentaremos aqui por se rem 

demasiadamente extensos. 
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4.1 Zero de Multiplicidade 3

Considei'amos a EDFR

2(t) ('.) + /(z.) (4.1)

onde Z, : C --} ]R é linear, limitado e / : u' --> R de classe Ck, k ? 2, satisfazendo

/(0) D/(0)

Suponhamos que a equação característica

b.ç~Xà 1" dHQO)e"
T

associada a equação linear

É(t) = Z,(;.) (4.2)

tens)a À = 0 como auto valor de multiplicidade 3 e não tenha outros auto valores

no eixo imaginário. Então, devemos ter

A(0) A'(0) (0) # 0

de onde segue que

z,(1)

z.(o)

L(0')
z,(o:)

(4.3)

Segundo A = {0} temos a decomposição C = P a) Q. Uma base pala P é
dada por

'w-l:,",''l, -,s"se.
41

4.1 Zero de Multiplicidade 3 

Consideremos a EDFR 

( 4.1) 

onde L : C ---1 IR é linear, limi tado e f : C ---1 IR de classe Ck, k ~ 2, satisfazendo 

J(0) = O e Df(0) = O. 

Suponhamos que a equação característica 

associada a equação linear 

i (t) = L(z t) ( 4.2) 

tenha À = O como auto valor de multiplicidade 3 e não tenha outros auto valores 

no eixo imaginário. Então, devemos ter 

6(0) = 6'(0) = 6"(0) = O e 6 "'(0) :/ O 

de onde segue que 

L(l) O 

L(0) l ( 4.3) 

L(02
) O 

L(03
) =/= O. 

Segundo A = {O} temos a decomposição C = P EB Q. Uma base para P é 

dada por 

<I?(0) = { 1,0, 
0

2

2

}, -r < 0 < O. 
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Para o espaço "dual"

relação (q', a') = /, o«de (

q'(') lv':(o)

P*, uma base q'(0) pode sei obtida usando-se a

, .) é a coima bilineai dada em (1.5); chegamos enl:

.«:'., * .'w, «,'', - .«;'',, «;'.,)
( :( ) i r i

@:(o) ";'.,: {4 * (T)'«:'.,}
@,(o)'

z(o')

31

z.(o;)

o 1

B
0 o

@2(0)

Ú3 (0)

(4.4)

A matriz 1? satisfazendo õ = (DB é dada poi

Pelo Teorema de Realização de l71, não existem iestiições na realização,
sobre uma variedade central na origem , de .latos finitos de campos vetoiiais

com essa singularidade, poi EDFR's com não lineaiidades dependendo de três
ou mais retaidos, desde que estes se.jam adequadamente escolhidos.

Portanto, falemos o cálculo de formas normais pala (4.1) com ./ dependendo
apenas de dois e de um petardo.
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Para o espaço "dua l' P*, uma base \J!(0) pode ser obtida usa ndo-se a 

relaçã.o (IJ! , <I>) = I , onde(· ,· ) é a forma bilinear dada em (1.5) ; chegamos em: 

com 

,P, (O)' { L~') + ( L~•)) ',P, (O)} 

'1/)3 ( O )2 L ( 04 ) 
4! 

-3! 

L(03 )" 

A matriz B satisfazendo <I> = <I>B é dada por 

( 4.4) 

Pelo Teorema de Realizaçã.o de [7], não ex istem restrições na reali zação, 

sobre uma variedade central na origem , de jatos fini tos de campos vetoriais 

com essa si ngula ridade, por EDFR's com não linear idades dependend o de três 

ou mais retardos, desde que estes sejam adequadamente escolhidos. 

Portanto, faremos o cálculo de formas normais para (4.1) com f dependendo 

apenas de dois e de um retardo. 
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4.2 EDFR9s com Dois Retardos

,i(t)(z.) +./'(;(t ,o),z(Í - ,:)),(4.5)
com / : IR2 --> ]R tal que /(0) = 0, D/(0) = 0 e to, r. € 1--r, 01 são distintos.

Tomando a expansão de Tayloi de /, temos que

./'(;(t - 'o),'(t - ':))('b(",3/,')+")+É(;(Í - 'o),;(t - '-))

sendo que a última função no lado direito da igualdade inclui t.odes os telillos

de ordem superior a dois c

/2('}(a,Z/,z)+«,)(t - ,o) + ,'!:-,(Í - I'o)*(Í - ,:) +.4o,z'(Í ,'«)

Temos

/2(©(a, 3/, ;) + w)
«(«*'«*

«:.(« ,.«*

«.,(« ,:«*

« : (. - ,.« * g; * «'

+

+ ro
,:« *Ç; * «.-,:,)

Logo, pai'a w = 0,

"'''«,«,a - ««l«-

* "::(«

;*«.,(« ,:«*;;)'*

(. - ,:« * Ç;)
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4.2 EDFR's com Dois Retardas 

Consideremos 

z(t) = L(zt) + f( z(t - r0 ) , z(l - ri)) , (4.5) 

com J : IR-2 ---t IR tal que f(O) = O, D J(O) = O e r 0 , r 1 E [-r, O] são distintos. 

Tomando a expansão de Taylor de J, temos que 

1 
J( z (t - r0 ), z(t - ri))= 2h(cI>(:c, y, z ) + w) + k( z (t - r0 ) , z (t. - ri)) 

sendo que a última. função no lado direito da igualdade inclui todos os termos 

de ordem superior a dois e 

Temos 

h(éI>(~c,y, z) +w) Í2 (c+0y+ 
0
2

2

z +w(0)) 

A,o (x - roy + r; z + w(-ro)) 
2 

+ Ao, (e - r1y + rJ z + w(-ri))' 
+ A11 ( x - roy + rl z + w(-ro)) (x - r 1y + 

1
} ;:; + w(-ri)) 
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''.,«,;, - l ., :çi*. l «...«,«,."

Como A = {0}, as condições de não ressonância estão satisfeitas e, pol

Operadores
Calculando as imagens dos elementos da base canónica de yp3(IR;) pelos

(z, 3/, ,) (z, y, ., 0), obt

a,

u2(«,y,.)- l z'

:.

' 1-«: .., -- '':P,. ,.««

* l-«: .,*W«*«,-9«,:1+.«*«,

(]4p)(a, v, ;)

podemos escolhem

) }

Coírl isto, calculando U2 enlosr

onde

44

e 

Como J\ = {O}, as condições de não ressonância estão satisfeitas e, por

tanto, P} 2 = I. 
' 

Calculando as imagens dos elementos da base canôn ica de Vz3(IR.3 ) pelos 

operadores 

(M_;p)(x, y, z ) = 
( 

.!tE.L .!tE.L ) 
y ax + z ay - P2 

Y !!J!J. + ..,, !ll!:1. -p iJJ; ,., iJy 3 ) 

·y!l.Ei + ..,, !;!& ax ,., ay 

podemos escolher 

Ss(MJ t = span { ( ~ ) , ( ~ ) , ( ~ ) , ( ~ ) } 
:r. 2 :cy x z y2 

Com isto, calcu lando U2 (x, y, z) = !i.121 P1,2 fz( :c, y, .z , O), obtemos 

onde 
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-' l-«-..,--*P-@P,?),:««,«'
-* 'l«:..,-©P,.--%,il,í
* lqo.«*«,:* l"P-W.«*«,*V«l««l
* («:'.,-W,-*T,:),:«.:,«.

«:'., (.-«,i -- .-::"P,.,. -- ««,f) «

+ @tP('i«'i + ..4::,g,? + ..4«,f)3''

-«:''''-,. * -.- * -.,,«' * '(«,'., w,'.)
*(w',.',:,' * '«,'', «;'''',.*,:',,.,:) +
*(«,'., w,:) ,:«.,,«« * '(-«,'., * v,.) ,:+
+(-V':(0)(,o + ,:)' +(4V':(0) - lgZID(,o + ,-)

* w,.«:',.,:,+ *(-«,'., * #,:) ,:+,«;

-* ' l-«,.., -- "lo,.l ,iq' -- .«- '''',.
* l-«,..««*,.,*w«l«,-,+
+ (-@,m+#,0,?:Plv'

Ü2 (0)
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b -1/;1(O)(A20 + A11 + Ao2).1:2 + { ( 1h(ü) - ·i/;:iiO) ro) r6A20 

+ ( 1/;2~0) (ro + r1) 2 + ('1/;2(0) - 1/J3(0)(ro + r1))ror1 ) A;1 

+ ( 1/;2(0) - 1/J3iü) r1) r~ Ao2 }xy + { ( -1/J2 (0) + 'I/J:ijO\-0) rg A;o 
2 1/;'J.(0) + (-1/J1 (0)(ro + ri) + ( 41/Ji (O) - -

2
-(ro + r1) 

9';3 (O) A 1 1 ( 1jJ3 ) 3 A 02 + -
4

-rori )ror1 )3 + -1/J2 (O)+ 4 r1 r1 3 }~cz 

+ {(-1/J2(0) + ·,j;3(0)ro) r6A 20 + (1/;1 (ü)(ro - r1) 2 
4 3 

+ (-1/J2(0)(ro + r1) + 1/J3 (ü) ror1) r 0r 1) A~i 
2 3. 

( ( ) 
1/J3 ) 3 Ao2 } 2 + -1/J2 o + 47'] 7'1 3 y 
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-@,(0)(.4« + .A::+ .4o,)z'+ {2(-@:(0) - V,:(0),o),420

(-2@:(0) + @:(0)(«o + ,-)).A:: + 2(-@:(0) + @,(0),-).A

{-@!P,g.4« -('P:(o)(,o - ,-)'+ @!P(,o + «:),o,-)

IBID,fd«}- + {-©ág),il..4« + ,mk. - ,0'
,mk. + ,o,.«o4F. g:lD,?.'l«}v' + ÉtPG4«,â

.4:-,g,? + ..4«,f)z'; - ©lU('{«'i + .a::,g,f + .4«,f);'+

e à é solução da equação

lw?A)(«, y, ;) (/ «-).Xo/7(«, g, ;)

com

H'(#,3/,,)+ Á:- + .'l02)z' -(2.A20«0 + 'l-:(,o + «:) + 2.4o,,:)«g/

+ ('í«'g + .,!::!Í--;Z + .4«,?)"; + ('{«'g + .'1 ,.,: + .4«,{)v'

('l«,8 + .,!:: (!ÉliÍ-:.!9d) + .,4«,f)v;
22 4r r r

() ãri
'420 +H + ,402=-)z'

44 4

Os termos de segunda ordem em forma normal, na variedade w = 0, sel,ão
dados pol

G,(z,g/,z,0) 3/,z,0) - A/,U2(z,#,z).

46

e h é solução da equação 

(M:ff h)(;c, y , z ) = (T - 1r)X0 H(x, y, z ) 

com 

H(x, Y, z ) (A20 + Au + Ao2)x2 - (2A20ro + Ai 1 (ro + r 1) + 2A02 ri)xy 
r2 + r2 

+ (A 2orâ + A11 ° 
2 

1 + Ao2ri)xz + (A20râ + A11ror1 + Ao2ri)Y2 

3 r5rf + rorf 3 - (A20r0 + A11 ( 
2 

) + Ao2r1 )yz 

r4 r2r2 r4 
+ (A20--º- + A11-º-1 + Aor-_l) z2 

4 4 4 

Os termos de segund a. ordem em forma normal , na var iedade w = O, serão 

dados por 
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Pala À/2U2(c, g, z) chegamos na seguinte expressão

@: (0)H(z, y, ,)

M,U2(«, Z/, ;) 'Ú:(0)/7(', y, ;)
d

(/ - «)Xon'(z, y, ;)

onde

d -2@, (0)(.4« + .4:-

.4o:)zy +Í2(-@.(0)+ @2(0),o).4«

(-2@:(0) + V),(0)(to + ,:)).4::

2(-@:(0) + @2(0)r-).Ao,}(#' + ..;)

@; (o) { 'l20,: + ''i :- (!élt';!gd ) + ...l.,,? }y,

;m(.''«l -- .4-: =Ç + H«l);'.

+

+

+

+

Assim, obtemos
()

0

ã
0

G,(«, 3/, ;, 0)

sendo

ã

+

+

@3(0)(.4« + .4:- + .4o,)a: + {2(@:(0) - ,o@3(0)).,'i«

(2@,(0) -(to + ,:)@3(0)).A-: + 2(V,,(0) - ,:@3(0)).'102Jzg

{(2@:(0) 2@:(0),o + @s(0)«:)..'1«

(2V'- (0) - 2V':(0)(,o + ,:) + v';(o)(!iá--l'-d))'i::

(2@:(0) - 2@:(0), + @;(0),il).ao,}z,

+

+
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Para M2U2 (x, y, z) chegamos na seguinte expressão: 

onde 

'l/J1 (O)H(x, y, z) 

'l/J2 (0)H( x, y, z) 

d 

(! - ri))(0 rl(x,y,z) 

d - -2'1/J2(O)(A20 + A11 

+ Ao2)xy + {2( -'I/J1 (O) + '1/J2(O)ro)A 20 

+ (-21/J i (O)+ 'I/J2(O)(ro + r1))A11 

+ 2(-1/Ji (O)+ ·t/J2(O)r1 )Ao2}(112 + ~cz) 

3 r5r1 + ror~ 3 - '1/J3(0){A20r0 +A11( 
2 

)+Ao2r1}yz 

7'4 T2T2 T4 
+ 1µ3(O)(A 20 --º- + A11 ____Q__J_ + A02 _J_ )z2. 

4 4 4 

Assim, obtemos 

sendo 

o 
o 
rI 
o 

d - '1/J3(O)(A20 + Au + Ao2)x2 + {2('1/J2(O) - ro'l/J:i(O))A20 

+ (2'1/J2(O) - (ro + r1)'1/J3(O))A11 + 2('1/J2(O) - r1'1/J3(0))Ao2}xy 

+ {(21/Ji(O) - 2'1/J2(O)ro + 'lj;3(0)r~)A20 
T2 + 7' 2 

+ (21/Ji(O) - 2'1/J2(O)(r0 + r1) + '1/J3(O)( 0 
2 

1 ))A 11 

+ (21/Ji (O) - 2'1/J2(O)r1 + '1/J3(0)rf)Ao2}xz 
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+ {(2@:(0) - 2@,(0),o + Ú;(0),g)Á«
+(2@-(0) 2Vu,(0)(,o + ,:) + @3(0),o,:).4-:

+ (2@-(0) - 2@:(0),: + @3(0),f)..4o:ly'

Portanto, o fluxo da EDFR (4.5) na vaiicdade central {o = 0}
forma. normal, poi

é dado, em

y + o(ll(«, z/, ;)ll;)

; + o(11(., 1/, ,)11;)

az' + #'Z/ + '", + qy' + 0(ll(z, y, ;)ll;)
sendo os coeficientes da foirila normal expressos em teiinos dos coc

equação Original, poi

zlãbo{« + 'Í: - + ,a«)

Ü' 1«. * #81 «« * 1« * « * álâl «
* (,,:*u) «.,,

Ü*(Ú8 a-n,.-,;) «,.

* (ú% n-n',.*,:, 'v,)
* (dç -#$-n,--,:)«.,,

Ü.(Ú8 -#$-n,. ,:) «,.
* léh ê$-B'«*«,-«l««

* (d7 -#$-n,--,;)«.,,.

ficientes da

1 1

''l l l

q
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+ {(21/;i(O) - 21/12(0)ro + '!j13 (0)rü)A20 

+ (2'1/11(0) - 21/12 (0)(ro + r1) + 1/J3 (0)ro ri)A11 

+ (21/J i (O) - 21/12 (0)r1 + 1/J3(0)rn A02 }Y2 

Portanto, o fluxo da EDFR (4.5) na variedade central {w = O} é dado, P.m 

forma normal, por 

x - Y + O( ll (x, Y, z)ll 3
) 

Y - z + 0(11(:c, y, z)ll 3
) 

,, - a:c2 + /3:cy + ,xz + rn;2 + O(ll(x, 1/, z)ll 3
) 
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4.3 EDFR9s com Um Retardo

Consideiaiemos agora equações corei apenas um ietaido

2({)(;,)+./'(;(Z-,o)), 0$,o$,:

com ./(0) (0)

(4.6)

Os cálculos são inteiramente análogos aos anteriores, porém bem mais sim-

ples neste caso. Os termos de segunda oidenl na expansão de Taylor de / são

dados poi

/:(Õ(z, y, ;) + «,) ,;'({ - ,.).

P»-'- «, (a'(«,g, ')) ,oy+Ç;)
2

a

Ua(.,y,,)- l z'
C

h

onde

-":..,*w,. w,:),.«,.«'
1«: ., - «áo,. -- V,gl ,g«,««

@: (o).'{,,8- + ÉLP..4:,8v.

«:'''«,.' *('«,'.,w,.) ,:«,««

( «,'., * #,.) ,;+«, * (-«,'., * w,.) ,;+«'

+

+
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4.3 EDFR's com Um Retardo 

Considera.remos agora equações com apenas um retardo 

z(t.) = L(z1) + J( z (i - r0 )) , O::; r0 ::; r, ( 4.6) 

com J(O) = O e DJ(O) = O. 

Os cálculos são inteiramente análogos aos anteriores , porém bem mais sim

ples neste caso. Os termos de segunda ordem na expansão de Taylor de J são 

dados por 

'l 2 
Para w = O, h(<P(:c, y, z)) = A2(:i: - roy + f z) . 

onde 

a 

b 
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-Ú,(0)'12'' + 2 (V': (0) + d'2(0),o) .A,'z/ - @lly,il.a,«

©jo,i«,«' -- @P",,:«; - @P":,g;:
e ã.é solução de equação

(7Wh)(z,3/, ') - 1/ - ")Xo{.'l,(' 'oy + g';) }
2

Assim, G2(z, y, z, 0) F2 (z, #, z, 0) M2U2(z,#, z) é dado poi

()

c,'",«,;,Q-.-, :.
()

com

V,s(0)z' + 2(Vu,(0) - ,o@3(0))zg/

(2@:(0) 2@,«o + @3(0)rg)(z; + y')

Na variedade centia] {o = 0}, obtemos

g/ + 0( l(Z, g/, ;)ll;)

; + o(ll(a, v, ,)ll;)

az' + #"y + '«; + ,7y'+ 0( l(z, y, ;)ll:)
onde

3
d2

L(03)

ü (,,. * n) ',
3 r L(0') .L(0')'

Z,(0;) \10Z.(0:) 8Z,(03)'
1- n L(0' )

ã®'' ,:l .-,
50

1/J3 ( 0) 
e - -1/J2 (0)A 2:c2 + 2 (1/J1 (O)+ 1/J2 (0)ro) A2xy - -

3
-rgA2xz 

- 1/JJ (O) r~A2y2 + 1/JJ (O) A2rgyz - 1f;2(0) A2riz2 

3 4 4 

e h é solução de equação 

com 

o 
o 
d 

o 

rl - 1/J3 (0):c2 + 2(1/;2(0) - r01/J3 (0))xy 

+ (21/J2(0) - 21/J2ro + 1f;3 (0) r~ )(x z + y2) 

Na variedade central {w = O}, obtemos 

:e = Y + O(ll(;c, Y, z)ll 3
) 

Y - z + 0(11(:c , Y, z) ll 3 ) 

2 2 3 z - ax + f3xy + ,xz + 'TJY + O(l l(x, Y, z) II ) 

onde 
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Portanto, ao menos no nível dos .latos normalizados, detectamos a restrição

]- q

Isso é compat-ível cona o resultado de bale en] jlll, onde, com urn cálculo
simples, é veiiíicado que: se À = 0 é auto valor de multiplicidade m da equação

característica associada à equação linearizada de uma EDFR escalam, então o

número mínimo de retaidos deve ser m -- 1. No nosso caso, como m = 3, o
menti número de petardos a sei considerado deve sei dois.

No entanto, do ponto de vista do comportamento dinâmico na vizinhança. da

singularidade estudada, não há iesttição, pois pala essa análise os coeficientes

'y e 77 podem sei suprimidos. Dtmlortiei c Tbáóez l21 piovataiil que, para
campos vetoiiais finito dimensionais com a mesm:\ singularidade no caso de
codimensão três, há urli único tipo topológicol a sabei, se o :# 0, são todos
Co--equivalentes a

u + z + z'
:/ rl l ''"' r\ l 'u fl }

i)ac ' '' i)U ' '' Õz
de onde se conclui que os coeficientes ' e r7 são iiiejevantes pala descicvei os

fuxos do sistema, ao menos do ponto de vista de equivalência topológica.

Quando a' = 0 e # :# 0 (com outras condições sobre o 3-.lato), obtém-sc ]in]

subconjunto algébrico de codimcnsão 4 no espaço dos campos vct,odiais em IR,a

com uma singularidade na Origem.

4.4 Considerações Finais

Esse trabalho é uma contribuição no estudo da complexidade dinâmica de

equações com petardo. Porém, pairam ainda muitas (dúvidas à respeito das
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Portanto, ao menos no nível dos jatos normalizados, detectamos a restrição 

'Y = T). 

Isso é compatível com o resultado de Hale em [11], onde , com um cálculo 

simples , é verificado que: se À = O é auto valor de multiplicidade m da equação 

característica assoc iada à equação linearizada de uma EDFR escalar , então o 

número mínimo de retardas deve ser m - 1. No nosso caso, como m = 3, o 

menor número de retardas a ser considerado deve ser dois. 

No entanto, do ponto de vista do comportamento dinâmico na vizinhança da 

singularidade estudada, nã.o há. restriçã.o, pois para essa análi se os coeficientes 

1 e T/ podem ser suprimidos. Dumortier e Ibáiiez [2] provaram que , para 

campos vetoriais finito dimensionais com a mesma singularidade no caso de 

codimensão três , há. um único t ipo topológico ; a saber, se o, =/- O, são todos 

C0 -equivalentes a 

de onde se conclui que os coeficientes I e T/ são irrelevantes para descrever os 

fuxos do sistema, ao menos do ponto de vista de equivalência topológica. 

Quando o· = O e (3 =/- O ( com outras cond ições sobre o 3-j ato), obt ém-sc um 

subconjunto algébr ico de codimensã.o 4 no espaço dos campos vetoriai s em IR-3 

com uma singular idade na origem. 

4.4 Considerações Finais 

Esse trabalho é uma cont ribui çã.o no estudo da complexidade dinâmica de 

equações com retardo. Porém, pairam a inda muitas dúvidas à respeito das 
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restrições que po(lem existir nos fluxos de equações funcionais, quando são
deduzidos à. uma variedade invariante. São poucos os exemplos conhecidos
onde tais limitações ocorrem e não é clara a lazão de sua existência.

Seguindo a lintia de pesquisa de l81, uma questão interessant.e seita a carac-

terização destas restrições no espaço de jatos normalizados: se somente envol-
vem relações algébricas entre os coeficientes da forma normal, se são sempre
lineares ou podem ser também quadráticas, cúbicas,..., ou mesmo transcenden-

tes. Uma vez obtida esta. descrição efetiva de sita natureza, seita. fundamental

podem dizei algo sobre sua importância rlo comportarlier)to dinâ.mica do pro-
blema.

Temos efetuado cálculos de formas normais, como os apresentados neste
capítulo, pala singularidades nilpotentes no plano, a sabei, os casos tiat.ados
em l31 e l41 pala campos vetoriais finito dimensionais e, como.lá. citamos, o caso

de codimensão 4 pala a mesma singularidade tratada aqui, para EDFR's comi
dois e com apenas um ictatdo. Porém, em getas, as expressões dos coehcieiltes

envolvem muitos teimes, dificultando a obtenção de boas conclusões.

Um fato interessante é a. impossibilidade do tratamento dos casos elíptico,
sela e foco de l41, pata EDFR. com um retaido, visa.o que o coeficient.e da foirna

normal que deveria anulei-se é sempre distinto de zelo no cálculo (lue obtive

mos. Há uma suspeita de que, eln alguns casos, o atiment,o da degeneiecência

tome nccessátio o aumento do número de teta.idos envolvidos no problema.
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restrições que podem existir nos flu xos de equações fun ciona is , quando são 

reduzidos à uma va ri edade invari ante. São poucos os exemplos con hecidos 

onde tais limitações ocorrem e não é clara a razão de sua existência . 

Seguindo a linha de pesquisa de [8], uma questão in teressante seri a a carac

terização destas restri ções no espaço de jatos normalizados: se somente envol

vem relações a lgéb ricas entre os coefic ientes ela forma normal, se são sempre 

lineares ou podem ser também quadráticas, cúbicas, ... , ou mesmo transcenden

tes. Uma vez obtida esta descr ição efetiva de sua natureza, seri a fund amental 

poder dizer algo sobre sua importância no comportamento dinâmico do pro

blema. 

Temos efetuado cálculos de formas normais , como os apresentados neste 

capítulo, para sin gula ridades nilpotentes no plano, a saber, os casos tratados 

em [3] e [4] para campos vetoriais finito dimensiona.is e, como já citamos , o caso 

de co dimensão 4 para a mesma s ingula rid ade tratada aq ui , para EDFR's com 

dois e com apenas um retardo. Porém , em geral, as expressões dos coeficientes 

envolvem muitos termos, dificultando a obtenção ele boas conclusões. 

Um fato interessante é a impossibilid ade do tratamento dos casos elípti co , 

sela e foco de [4], para EDFR. com um retardo, visto que o coefic iente da form a 

normal que deveri a a nul a r-se é sempre distinto de zero no cálculo que obtive

mos. Há uma suspe ita. de que, em alguns casos, o aumento da degenerecência 

torne necessário o aumento do número de reta.reios envolvidos no problema. 
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