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Sumário

No campo de computação paralela, a estrutura de laços encaixados tem uma
grande importância. pelo seu potencial de paralelização. Dentro desta estrutura,
ciclos de dependêitcia de fluxo apresentam restrições para paralelização. En-
colhimento de ciclos é unia técnica para paralelizar laços com tais ciclos. Este
tuba.Iho propõe novos métodos cle encolhimento de ciclos, com grantilaridade
fina, para computadores paralelos com ar(]uitetura cle memória distribuída. Os
novos métodos apresentam várias vantagens em relação a outros. Eles se ba-
seiam numa transformação de grafo de dependência coill diversos resultados
apreciáveis. A redução de tempo total de execução é o mais importante deles.
Outros resultados são a redução drástica de comunicações entre processado-
res, a análise mais simplificada de escalonamento e a eliminação de "gargalos"
de comunicação inerentes aos algoritmos sem alterar dependências implícitas.
Apresentamos primeiro a técnica redtzção de dependência. Ela procura reduzir
o número de passos na execução paralela e o número de comunicações entre
processadores. A seguir apresentamos real/ção de deperzdéncía /)r17'cia/, que visa
balancear computação e comunicação. No fim desenvolvemos unia extensão do
método, real/çào de depezzdéncía gerzera/ fada, para paralelizar os algoritmos
mais gerais. Estes métodos novos são descritos e ilustrados pelo conceito de
doma'nio ezp/ülZo, uma. nova representação de dependências que ilustra as de
pendências de modo mais claro que as outras represeittações.
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Abstract

In the área of parallel coniputing, ilested loop stluctures are of great im-
portance for their poteittial for parallelization. Among these structures, flow
dependence cycles present more problems to bc parallelized. Cycle shrinking
is a technique to parallelize loops with such cycles. Tliis xx,ork oroposes new
cycle shriiiking methods of fine grain, for parallel conlputers with distributed
memory architecture. The new methods present several advailtages over other
methods. They are based oil a dependence graph transformatioii with several
appi'eciable reslllts. The inost important is the reductioi: of the total execution
time spent. Furthermore, we obtain a substantial reduction of communication
between processors and a simpler analysis for scheduling. We algo eliminate
certain communicatioil bottlenecks inherent in the algorithms without altering
the implicit dependences. We first present a new technique called dependerzce
reducíion. It attempts to redtice the number of parallel execution steps and
amount of commullication between processors. We then present ;9arlía/ depen-
dente redrzcíion that aims balancing computatioii and communication. Finally
we develop ail extension of the method called gemer'a/i;e(/ dele/zdezzce reduclion.
It is capable of parallelizing more general algorithms. These new nlethods are
described atid illustrated through the ea;p/íclí (/orllaín cottcept, a rlew depen-
dence representation that illustrates dependence in a clearer w-alv than other re-
presentations and lives an intuitive base for the dependem)ce reduction nlethod.
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Clapítulo l

Introdução

e A seçâ,o 1.1 começa com uma breve descrição do assunto desta tese. Comeiltamos os
trabalhos relacionados e faremos algumas considerações iniciais.

e Na seção 1.2 descreverllos as estruturas gerais desta tese e o conteúdo.



1.1 Introdução

No campo de computação paralela. as estruturas de laços (/oo/).s) eitcaixados são as estrti
Luras que oferecem ricos paralelisitlos implícitos. Elas sào também as estruturas (lue têm
muitas aplicações principalmente nas conlptitações científicas. Podemos observar a sua
importância nos livros clássicos sobre conlpiladores para. superconlputaclores como por
exemplo os de \Volte j\Volfe891 e de Poli'chrottopoulos ]Poly88-2]

Entre a subclasse de estrutura de laços encaixados uma estrutura bastante importante
é a de laços uniformes. Darte e Robert realçam sua importância ei]] IDarR951 onde eles
citam vários artigos relacionados a este tema.

Os laços uniformes oferecem várias facilidades para sua paralelização.
Os conceitos e técnicas de escalonamento e nlapeamento de algoritmos em laços unifor-

mes surgiram originalmente no contexto de síntese de algoritmos sistólicoslSong84, h'loo86,
CosR86, 1Çutlg88, Okuda89, Robe901. Dado um algoritmo em forma de laços uniformes o
método procura obter urn esquema de circuito 'vLSI mais eficiente para executar este algor-
itmo INloIF86, QuiR89, DarRR911. Em seguida as idéias surgidas neste can)po emigraram
para contexto mais geral de paralelização de laços para execução en] uma rede de processa-
dores e tiveram novos desenvolvimerltos jl)arte91, DarR92, DarR9'1, DarR94-2, DarR95].

Dentro da classe de laços uniformes, por sua vez, o ciclo de dependências é aquele
que causa mais dificuldade. No artigo de l<onda e I'iumer jl.ionl{951 que trata de remover
vários tipos de dependências, eles afirmam que o mais difícil de paralelizar é o ciclo formado
apenas por dependências de fluxo.

Encolhimento de ciclo (cycle sArin# lzg) é uma técnica para paralelizar laços que apre-
sentam tais ciclos de dependência. Várias técnicas de transformação de laços do tipo
encolhimento de ciclo para extrair paralelismo foram propostas IPoly88-2, Wolfe891.

Encolhimento de ciclo simples l.simple cycle shrinking), encothimerlto de ciclo seletiuo
.selectiue cycle shrinkig'l e e7tcothimento de ciclo por dependê7tcia verdadeira (.trufa depen-
dente cyc/e s/zrínÊíng) foram introduzidos por Polychronopoulos ]Poly88]. Estes métodos
transformam laços sequenciais em laços paralelos. Erro/bímenlo de cjc/o se/eZíuo procura
um laço a partir do qual todos os laços internos a ele possam ser executados em paralelo
(em forma de "doa/r'). Alguns casos deste método podem ser interpretados do seguinte
modo: um vedor paralelo a algum dos eixos no espaço de coordenadas que representa o con-
junto de índices do algoritmo é usado como vetou de escalonamento. O método apresenta
certas limitações e não se aplica mesmo para algoritmos que têm paralelização óbvia. Esta
limitação levou Shang, O'lÇeefe e Fortes a propor sua generalização: eRGo//zámerzfo de cíc/o
se/elíuo gerzeral zrzdo (venera/ized se/Colide cyc/e s/zrírzkíng (GSS)) ]ShaOF91, RobS92]. A
generalização permite uma maior liberdade na escolha do vetor de escalonamento. i.e.. o
vetor de escalonamento Uão precisa estar paralelo a algum dos eixos desde que sejam sa-
tisfeitas certas condições. Ele particiona o conjunto de índices em hiperplanos paralelos e
todos os pontos situados iio mesmo hiperplano são executados ao mesmo tempo. O método
também é conhecido como método de hiperplano e muito usado na síntese de algoritmos
sistÓlicos IQuiR89 , NloIF861 .
Tivemos dois interessantes casos particulares do método GSS: enco//zímenZo (/e cíc/o por de-
pendência verdadeira e encolhimento por dependência verdadeira generalizada. O x\-têtodo
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de erro//zinle/z/o (/e cíc/o por de/)erz(/éncía uerdaí/eira transforma o espaço rz-dimensionar
de llrll algoritmo corri iz laços en} uii] espaço l-dimensioiial cuja ordem total é a ordem
lexicográfica do algoritmo. Ele calcula o número de iterações para cada dependência(de-
/)cn(/érzc;a t;er(/a(/eira) e a paralelização é feita cona o mínimo destes números. Assim como
eiicolhimento de ciclo simples, ele apreset)ta certas liillitações. Shailg, O'lÇeefe e Fort.es pro
puseram a sua generalização coil) o nlétoclo de erzco//zíme/zfo /)OI' dc/)en(/é/leia verdadeira
gerlera/í:ada (gerzera/í:rl(/ !rale (/e/)e/z(/erige s/zr nÉfng) ISI)aOF911.

Por outro lado tivemos dois importantes avanços a partir do ítlétodo GSS. Um deles.
o método de des/oc'anlerzlo de hdíce (jade;' s/zdf nzeZÃod (ISlvl)) foi introduzido por Liu,
Ho e Shett ILiuHS90]. O método faz deslocamento de índices em comandos sem violar a
semântica do algoritmo e torna o ciclo de dependência mais balanceado de modo a explorar
mais paralelismo implícito. Ele pode ser visto como um refinamento de GSS. Porém aplicar
ISM após GSS nem sempre garante resultado melhor. Robert e Soilg propuseram um
método que combina GSS com ISM de modo mais eficiente IRobS921. Eles deram também
lim interessante exemplo no qual este novo método tem favor de melhoria arbitrariamente
grande em relação a. GSS.

O outro é aPm par comam(/o (acne by síazer7?e7zf) proposto por Robert e Darte IDarR92,
DarR94, DarR95]. Ele é lula extensão natural de GSS. Enl vez de escalonar todo corpo
de laço uniforme considerando como un] bloco, ele escalona separadamente cada comando
que compõe o corpo a fim de obter menor número de passos na execução paralela.

Este trabalho propõe novos métodos de encolhimento de ciclo com granularidade fina
para computador paralelo com arqliitetura de memória distribuída. Os novos métodos
apresentam várias vantagens em relação aos outros. Eles se baseiam numa transformação
de grifo de dependência com diversos resultados apreciáveis. A redução de tempo total
de execução é o mais importante deles. Além disso conseguimos redução drástica de
comunicações entre processadores e a análise mais simplificada de escalonamento. Temos
também a eliminação de certos "gargalos" de comunicação inerentes nos algoritmos seno
alterar dependências implícitas.

O trabalho começa com a introdução de dornáhío ezp/üiZo, uma nova representação de
dependência de algoritmo. Ele ilustra as dependências de modo mais explícito que outras
represeittações como grifo de dependência ou conjunto de índices .junto com vetores de
dependência. Os exemplos 2-dimeilsionais, apesar de simples, são ilustrativos iio sentido
de mostrar as dependências com maior clareza e dar uma base intuitiva do novo método
denominado re(/tição de (/eperidérzcías. Discuti mos brevemente a relação entre paralelização
e conexidade do grifo de dependência.

A redução de depeitdência é introduzida com três exemplos de modo informal através
do uso de domínio explícito ]Okuda95, Okuda95-2]. Este novo método para encolhimento
de ciclos idem)Lítica e distingue, dentro do grifo de dependência, os vértices correspondentes
aos comandos cruciais e os vértices correspondentes aos comandos não cruciais para esca-
lorlanlento. O método transforma o grifo de depelldência e, através da transformação cor-
respondente ao algoritmo, define-se um macro comando para obter tempo total de execução
menor. Este tempo menor é obtido com a diminuição de tempo de comunicação e aumento
de tempo de computação (suposto relativamente menor em relação ao de comunicação).
A. sua eficiência ei]] relação aos outros métodos é mostrada através do bem conhecido
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exemplo de Peir e (lytron IPeiC891. O método redução de dependências diminuiu para
menos de metade o teiiipo total de execução em relação ao melhor resultado obtido até
agora para este exetnplo (por método afirl) por conlalldo). O método reduz o número de
vetores de depcitdância e ist.o reslilta na aitálise mais simplificada de escalonaineiito. A
seguir o método é apresentado (]e modo forma] e ana]isa(]o. Discutimos o efeito do método
sobre a escolha do vedor de escalonamento quando o grato (le dependência é reduzido a
um vértice. Damos uma condição suficiente para que o método seja mais eficiente em
relação aos outros métodos. l.lnla versão reduzida deste resultado foi publicado tios Anais
da Euro-Par'96 Conference, editados por Springer Verlag IOkuda961.

O trabalho inclui duas extensões de recluçã.o de dependência IOkuda96-21. A primeira
é real/ção de depen(/é7zcía parola/. Como redução de dependência obtém o tempo total de
execução illenor com diminuição de tempo de comunicação e aumento de tempo de com-
putação, se for mal aplicado até aumenta o tempo total de execução. Damos unl exemplo
extremo para ilustrar este caso. A redução de dependência parcial tenta o balanceamento
entre o tempo de comunicação e o tempo de computação. Mostramos quando se deve lidar
redução de dependêitcia parcial em vcz de redução de dependência.

A segunda extensão é redtlção (/e deperzdénc a gezzera/f:ada. O método ataca grifos de
dependência. mais gerais em que não se pode aplicar reduçã.o de dependência simples. A
grande vantagem do método redução de dependência generalizada é a. seguinte. Ele trans-
forma o grato de dependência de modo que a transformação correspondente ao algoritmo
elimina certos "gargalos" inerentes de comunicação no algoritmo sem violar dependência de
dados original. Damos dois exemplo para ilustrar o llovo método e em seguida o método
é apresentado de modo formal. Novamente damos uma condição suficiente para que o
método seja mais eficiente em relação aos outros métodos. Geralmente a paralelização de
um algoritmo sequencial toma como seu ponto de partida este algoritmo sequencial e o
"gargalo" inerente no algoritmo original continua presente a.pós a paralelização. Porém
o método redtzç(io de deperzdéncia gerzera/ízada muda o próprio algoritmo e elimina este
"gargalo", o que resulta iiunla paralelização melhor. Resultados referentes ao método
redução de dependência generalizada estão sendo preparados para serem submetidos para
publicação [Okuda96-31.



1.2 Estrutura da tese

A estrutura dos capítlilos stibse(l iient.es é a seguinte

e O capítulo 2 (leliijiita o uiiixerso enl(lue a tese trabalha assim como define ossínlbolos
e a nomenclatura (]uc serão utilizadas ilo resto desta tese. Esta parte de definições
não é comi)plena. .41gtiits novos conceitos serão introduzidos e definidos no decorrer
do trabalho.

e O capítulo 3 de.;creme os métodos existentes para eilcolhimento de ciclo e correlatos

e O capítulo 4 é a parte central deste trabalho. Introduzimos o conceito de donzi'nía

ea:p/ú'i:/c, (DE), villa nova representação de estrutura de dependências de algoritino.
Os exemplos vào mostrar a sua utilidade e, baseado nas observações obtidas por
domínio explícito, será introduzido o método de real/ção de deperzdé7zcía (RD). A
comparação deste novo método com os outros métodos é feita através do bem co-
nhecido exemplo de Peir e Cytron IPeiC891. Discutimos brevemente a. relação entre
pa.ralelização e coitexida(le do grifo de dependência. Enl seguida RD é definida
formalmente e analisada. .\s duas últimas seções tratam de duas extensões de RD
chamadas RD parcial e RD generalizada.

e O capítulo 5 dá a conclusão e algumas considerações anais

e Na primeira págiita de cada capítulo temos unia breve descrição das seções que
compõelll o capítulo.

e idem no começo de cada seção se ela tiver subseções

e O apêitdice A contém detalhes de prova de alguns resultados

e O apêndice B contém a tabela cle símbolos



Capítulo 2

Definições e nomenclatura

e Na seção 2.1 definimos o modelo computacional adorado neste trabalho

e Na seção 2.2 definimos /aços e/zcaizados gerais (gerzera/ /oop nesZ (GLN)), domínio,
dependência, GLN uniforme e /aços enGUia;anos ?anil/armes e reg?!/ares (rege/ar uní-

/oral ?zesl (RUN)). Damos o exemplo de Peir e Cytron IPeiC891 que será citado
frequentemente nos capítulos subseqüeiltes.

e Na seção 2.3 definimos escalonamento e damos uma proposição para caracterizar
escalonamento qtiaildo ele é uma função afim.

e Na seção 2.4 definimos mapeamento e trataremos também a relação com escalona.
mento e algumas observações relacionadas.



2.1 Modelo computacional
O modelo computacional adoçado no trabalho é lim computador paralelo síncroiio com
ar(luitetura de iiiernória distribuída IPo1l'88-2, \Volfe89. Bert.89, .4riioBF881. Nest.e trabalho
vamos supor que o número de processadores é t,acto (ltianto necessário. Deste ntodo não
vamos tratar a. (questão de partição e seu efeito IDarte91, DarD90. NloIF861.

Formalização e terminologia
Vamos considerar um a]goritmo expresso como ]aços encaixa(]os com a seguinte estrut.ura
denominada /aços erzca fados gerfzís (Ge7zera/ Look JVesl (GLN)):

GLN

for {i = /1 to ui do

for í2 = /2(il) to u2(íi) do

for í« = /«(ái,...,í« i) to u.({i,
comando Si

,á. i) do

con)ando S,

onde /l e ui são constantes e /.(íi,...,i.-i) e u.*({i,..., i.-i) são os limites mínimo e
máximo de laço, 1 < a $ n, e todas as variáveis usadas em comandos S'i a S, têm seus
índices como funções afins de índices ii a i.. A parte composta pelas n primeiras liithas
(as linhas que começam cona "for") é chamada de cabeça/ào e a parte composta pelas p
últimas linhas (as linhas de comando) é chamada de corpo do algoritmo.

O conjunto de índices ou domínio para este algoritmo é definido como:

Oom = {/=({i,...,Í«) C Z" 1 /. $ {. $ ".,1$ a $ n}
Dana é o conjunto de pontos com coordenadas inteiras nuns poliedro convexo

un] modelo bastante geral e amplamente usado IBaner88, Dow190, 'tVolfe901.

Este é

Para o estudo de paralelismo, o coltceito de dependência é fundamental IBaner88,
Poly88-2, Wolfe89, Wolfe90]. Uni comat]do Sp depende de un] comando S. (denotado
por S.ÓSp) se existem S.,(/), a instância / de S., e SP(J), a instância J de SÓ, e uma
posição X da memória tais que:

1. S.(/) e Sa(J) fazem referência a X e pelo menos uma das referências é escrita

2. S.(/) é executado antes de Sp(J) na execução sequencial
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3 .V não é escrita entre S'.(/) e So(JI

C;eralmente a depeitdêilcia é dividida em três tipos

8 (/e/)en(/é/zc/n (/f .H?lao (5'.,órS,3): se S'.,(/) escreve em -V e S'.3(..rl o lê

e «rtpi- depen([êncta IS'..ó'S'D): se S.*(/) lê -V e S'0(./) escreve en] .\

. dele«dénc a d' saá'/« (S.ó'SO): se S'.*(/) escreve em .\' e S'O(.J) também

Entre os três tipos cle dependência, o mais difícil cle tratar é a dependência de fluxo e as
vezes ela é chamada de depen(/érzcfa verdade ra (esta nomenclatura. vai ter outro significado

De fato, no artigo de lÇonda e I'fumar jl'ionl<951, eles afirmam que o mais difícil de
paralelizar é o ciclo formado apenas por dependências de fluxo. Exatamente este será
o tema. celltral deste trabalho: paralelização de laços com ciclos formados apenas por
dependências de fluxo.

Se S#(ji,...,J.) depende de .g.({1,.. ., {.) então d=(ji -- ii,. . .,.j,: -- i.) será chamado
de t;dor de depeizdér7cía entre os dois comaitdos. Vamos adotar a notação S. --> SO ilo
lugar de S'.ÓSp e todas as dependências serão de fluxo da(lui para frente. Vamos estudar
casos naturais ern que todos os vetores de dependência são lexicograficamente positivos,
i.e., /8d = (0. . . .,0y, pois a maioria de laços encaixados tem esta estrutura.. Em outras
palavras, não há dependências entre comandos dentro (]e uma mesma iteração. Note que
podemos permutar os comandos no corpo do laço sem afetar a semântica neste caso. Na
seção 2.4 discutirerllos brevemente os casos particulares em que existe este tipo de vetor
de dependência.

Dados dois comandos S. e S#, podem existir vários pares (]e índices (/,J), /,J €
l)om tais que SP(J) depende de S.(/). Vamos restringir nossa atenção à importante
subclasse de GLN chamada GLN urzil/orme na qual o vedor de dependência entre dois
comandos independe dos índices da particular instância(uma outra formulação é a equação
cle recorrência uniforme, usada no contexto de síntese de algoritmos sistólicos IQuiR89]).
A importância de GLN uniforme se deve principalmente aos seguintes dois motivos:

e-n 3.3)

1. Muitos algoritmos para aplicações científicas têilt esta estrut.ura

2. A sua estrutura regular permite explorar bem seu paralelisrllo implícito

Exemplo l (Peia e CIJtron IPeiC1891)

jor ã = q to N do
for j = Q to N do

"m««do Si ; «(i,j) = Z,(Í,j - 6) + '({ - t,j+ 3)
"".««do S'2; Z,(i+ i,j - 1) = c({+ 2,.j+ 5)

"n:««d. S'3. c(Í+ 3,.j - l) = «({,J - 2)
""«.«./o S.. .(Í,j - l) = «(Í,.j - l)

8



cl,

.=e:= ciclo q

d

© '© ©

©

d

s.s. S

d. cls

s. «C:= ciclo q

Figura 2.1: Grifo de dependência do Exemplo l

Para este exeii)})lo o conjunto de índices é

Do«u = {(i,.j) c Z' 1 0 $ Í,j $ .N}.
Temos 5 vetores de dependência:

': - '. : ': -l: l
./,

\ {) /

r i \

r/3' l . l

'. - l ? l
a. . l " l

Dado GLN uniforme a matriz de dependência Z) é uma matriz cu.jas colunas são os
vetores de dependência e o grifo de dependência é um grato orientado cujos vértices são
os corilandos e arestas são os vetores de dependência. Um ciclo de dependência num grato
de dependência é um circuito. Para o Exemplo l ternos como matriz de dependência:

o.ÍO l io i)\ 2 6 5 1 4 /
Temos dois ciclos de dependência como mostra o grifo de dependência na Figura 2.1.
Vamos fazer n)ais uma restrição à classe de.algoritmos:

)

Sa -.+ Sa

S2 --} Si

SI --} S4

S4 --} Si

Laços encaixados uniformes e regulares (regi//ar {/7zgornz rzesl (RUN))
for ii = 0 to Ni do

for {2 := 0 to A'2 do

9



for f,. = 0 to .V,. do
comando S'i

coínaitclo S'.

O motivo desta simplificação é para facilitar as descrições subsequentes. Pelo mesmo
motivo consideremos sempre /V = /Vi = . . . = Ar.. Também é irrelevante a escolha de

0 como limite inferior. Todas essas simplificações visam apenas facilitar a descrição dos
métodos. Agora faremos a última observação. A menos clo Exemplo 1, os índices das
variáveis do lado esquerdo do comando sempre coincidem com a instância do comando.
i.e., o lado esquerdo é sempre do tipo a(í,j) e nunca clo tipo a(i l,j 3). Estaconvenção
facilita a análise de dependência. Por exemplo, o cálculo de vetores de dependência fica
imediato. Porém esta convenção não é uma restrição mas sim urna transição para casos
equivalentes. Por e\emplo vejamos o Exemplo 1. Sejam b'({,J) = b(í+ l,J -- 1), c'(í,j) =
c({+ 3,j -- 1) e e'(í,J) = e(í,.j -- 1). Então o seguinte algoritmo é equivalente ao Exemplo
l no que diz respeito a estrutura de dependências como veremos no capítulo 4.

Exemplo 2

foi' -i = Q Lo N do
jor j = Q to N do

"m«n./o S-; «({,.j) = Z,'(f- i,j 5) +.'(i
comando S2; Z,'(í,j) = c'(j -- l,.j + 6)
""«.nd. S3; c'({,J) = .'(Í,.j - 2)
"«:ando S4; e'({,.j) = «(i,j - l)

i,j + 4)

10



2.3 Escalonamento

vamos definir o (lue é uill escaloiiainento para execução paralela
Dado RI.Í\. escalonamento ó uma função a'r : Z" --> Z tal (lide a computação cor-

respondent.e ao ponto(ii... .,;.) c J)onl é execlltada no passo '>r(íi.. . .,;.) IDarR92].
Para que uma função ®E : Z" --} Z seja um escalonamento. ela deve satisfazer à seguinte
COHdirãO

Se S.(í- l i«) --} So(.j:,. ..,.j,.) e:.tão q'Z(i-,..., i«) < q'E(.ji, .
A execução paralela de RUN é a seguinte:

,j«).

for í = f nzemin to Z menlaz do

execute as computações em todos os pontos(íi,. . .,{«) € J)om tais que q'r(íi,..., í«)

onde támemín = mini'bZ(/) 1 / C J)o"'t} e íínze«zaz = niaxl@E(/) 1 / C l)om}

Em cada passo i osp comandosde todos os({l,. . ., í«) C Dona taisque(>E(ii,..., {.) =
i são executados en] paralelo. O número total cle passos será í n?enzaz í nzemin. + l.
O exemplo típico de escalonamento é o uso de produto escalar como no método GSS que
vei'emos a seguir.

Seja q'r um escalonamento e sejam / e J € Dona. Vamos supor que (>z é uma função
afim e J = / + d para algum vetou de dependência d C l)
Neste caso

'>r(J) > 'Pz(-r)
'bE(J - /) > 0 logo

'>r(d) > 0

Assim temos unia caracterização simples de escalonamento quando ela é uma função
afim

Proposição l Sejan7 Q'Z : Z" --} Z ur?7rl ./uzzção a./i17? e D a í7}aírf.
\lln utgoritmo RUN.

Então ®E é tlnt escalonameíLlo pct7'a este algoritmo
se e sonzenfe se
'>z(d) > 0,Vd € 1)

de dependência puí'a

Corolário l Sajaln (bE : Z" -+ Z urna /íznção afim e Z) a nzafríz de í/ependéncia para
.nn «tgoritmo RUN.

Sda qUZ : Z' --> Z Za/ qtze qUX(/) = lil4ã(DJ para a/gun? a ínle ro posífíuo. E77Z(ío Qr é
um. escalottamento pata este ülgorttmo
se e son?Crie se
'>r(d) > 0, V(Z c Z).

1 1



2.4 Mapeamento
Dado RLÍN. mapeamento é unia furlção W,v : Z" -..> Z" tal (lue a computação (il, . . ., '.)
é executada ilo ponto W,v(íi,. . ., i.)[DarR94].

Se 'PZ(fi...., í.) = 'Pr(.ji....,.j.) então W,v(fi..... i.) # q'.x/ljl....,J.) para que as
conlptitações escalonadas ilo mesmo passo sejam rna.geadas en] pontos diferentes.

Quando J)om é nlapeado a Z"'. q',v(Dom) pode ser interpret.ado como uma rede
de processadores virtuais. Cada W,\./(íi, . . .,í.) é unl processador virtual e os vetores
de dependência mapeados representarão conltinicações entre processadores virtuais nesta
rede. Nesta rede de processadores virtuais UJt/(JJonl), as computações são executadas
como segue

Em cada passo, um processador WA.r(/) recebe os dados vindos de outros processadores
q'à/(/), onde / = J+d para algum (/ C D, executa os comandos Si(/), S2(J'),...,S.(/)
e envia os dados para outros processadores @A/(J'), onde J' = / + (/ para algum d C Z).
Como supomos que todos os velares de depeii.]ência são lexicograficamente positivos, não
há dependência entre os comandos da mesma iteraçáo. Deste modo para cada computação
/ os p comandos do corpo do laço são execlitados em paralelo.

Sejam

Comm=tempo gasto para comunicação entre processadores
C'om/)=tempo gasto para cálculo de um con.ando
Tpep=núnlero total de passos para execução paralela

Então o tempo total gasto será geralmente opep x (C'omp + C'onze)

O exemplo típico de mapeanlento é limo projeção ao longo de um vedor e neste caso
In :: 7} 1. Para este tipo de mapeanlento se todos os vetores de dependência forem
paralelos ao vedor de projeção, então eles não representam comunicação pois os dados estão
no mesmo processador. Neste caso particular o tempo total gasto será apenas TpepxC'omp.

ObappvnpÃnc

l Quando se trata de sistema sistólico(jlÇuilg88, QuiR891), cada QÀ./(íl, . . ., {.) é um
elemento do circuito VLSI composto por p unidades de cálculo (p é o número de
comandos nos laços). Porém para o caso de paralelização na rede de processado-
res é natural considerar cada processador como uin elemento que efetua operações
seqiienciais e não paralelas. Então a rigor o ponto WÀ/(ii, . . ., í.) é um bloco com-
posto por p processado.res.

2 Agora tratamos o caso particular da existência do vetou de dependência nula
sídere o seguinte exemplo:

Coit

Exemplo 3
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jor i = q to N do
!.I'j = t. \

.S'i .' rz(;. .j)

S'2 .' b(f, .jl
.S'3; c(f, jl

: ./'i(a(; - l.J'). Z,(?' -- 2, J' -- l))
/2(a.(f,j). c(f,.j - l))
A(ó(; i,j - il. c(; - t,J - 2)l

Para este exemplo temos:

. / 1 2 0 0 1 1 \
\ 0 1 0 1 1 2 /

Existe ilm vedor cle dependência nula devido a dependência de S'i(á,J) para S2(í,J).
No caso sistólico o elemento do circuito vai ter unidades de cálculo para SI e S2 em
seqíiência. Para i'ede de processadores o bloco correspondente a QA.Í(íi, . . . , {.) vai

ter processadores que executam em seqüência. Conseqiientemente o bloco não pode
ser executado totalmente en] paralelo. Para o exemplo acima, o tempo total gasto
vai ser 2 opep x (C'om/) + C'omm).

13



Capítulo 3

Métodos conhecidos para
encolhimento de ciclos

Neste capítulo descrevemos os métodos existentes para paralelização de RUN com ciclo de
dependência.

e Na seção 3.1 primeiro descrevemos o método enco//iír7ie/zZo de cic/o se/eZiuo (selecfit;e
cyc/e sÃr nkíng). Mostramos sua limitação e definimos a sua generalização Caco//zi-
mcnto dc ciclo seíetiuo gerei'etlizado l.geReI'nlized selecliue cycle shri.nking l.GSS».

e Na seção 3.2 descrevemos o nzéíodo de des/ocamenfo de hdices ({ndea: s/zlP rnp{/zod
jiSM)), em seguida unia técnica para melhorar ISh4 e um método que combina GSS
e ISM de modo eficiente

e Na seção 3.3 descrevemos o método enco/Afmenío por díslá7zcía uerdadeíra (Irue
dependente sAfiRA;irzg) e sua generalização enco//zímerzfo por dísfáncía verdadeira ge-
mer'a/i:ado (gerzera/ízed !rue dependente sArínÃing). Descrevemos também o método
üfil-n poT' comando tajline blJ sl,atelllentà.

14



3.1 Método GSS

e Na seção 3.1.1 descr('velhos a técnica. de enco/àinien/o (/e (;c/o se/cZft,o (se/eclft,(
cpc/c s/ir/nl/ngl usada edil coiilpiladores paralelizaiites IPoly881

e Na seção 3.1.2 descreveitios o método de er2co//lllme/z/o (/c cfc/a .se/cffuo venera/f:a(/o
Igeilera/í:e(7 se/ecí/t,c cyc/e sÀrÍnÉing (GSS)) e discutimos a relação entre GSS e o
uso de vedor racional para escaloilanlcnto.

3.1.1 Encolhimento de ciclo seletivc.

Sejam A um algoritmo Rl-íN cona 7 laços e r vetores de dependência e D = {(Ug) 1 1 $ a $
r, l $ /3 $ n} sua matriz de dependência onde ag denota o elemento na linha D e coluna
cr, i.e.,/3-ésimo conlponeilte do vedor de dependência d. e Ao = minldg jlS a $ r}(ver
IPoly881).

Ache o menor © possível tal que .A# > 0. Todos os laços internos(#+l,...,n) são cxecil-
tados em paralelo (do tipo DOdLL), todos os laços externos (1, . - - ,/3 -- 1) são executados
em sequência e o laço P é executado com incremento zXP

Considere o seguinte exemplo simplificado de IPoly88, ShaOF91j:

Exemplo 4

Jor i = B to N do
For j = Q to N do

Si' '(i,J) = /:(Ó(Í
S2; Ó({,j) = /2(.(i

3,j
2,j

5))
4))

minIS,4} = 4.
Portanto ericolhimeiito de ciclo seletivo acha AI = 2 e o algoritmo será transformado

no seguinte:

Para este exemplo (ver a Figura 3.1): Z) = r ÍI Í) . '' - «-«*;,'' - , . ., -

Exemplo 5

for k Q to N stop o- do
Jor i = k to k -F \ doa!{

for j = ü {o N doall
Si ; «(i,J) = /i (Z,(Í

S2; Z,(i,j) = ./2(a(í
3,J - s))
2,j - 4))

Agora vejamos o seguinte exemplo (ver a Figura 3.2)

Exemplo 6

15



Figura 3.1: Dom e vetores de dependência do Exemplo 4

Íor -i. = Q to N do

for j = Q to N do
St; «({,j) = /i(Ó({ - l,j))
s2; b({,j) = /2(c({,.j - i))
S3' c(Í,J) = /3(«({ - l,.j))

Para este exemplo temos:

« - la ? ãl . ': - .. », - .
impossível paralelizar o Exemplo 6.

Assim pelo encolhimento de ciclo seletivo é

3.1.2 Encolhinaento de ciclo seletivo generalizado (GSS)

Usaremos a generalização de encolhimento de ciclo seletivo, que é GSS IShaOF911, para
podermos paralelizar o Exemplo 6. Alltes de ver esta generalização, vamos examinar
outras deficiências de eilcolhimento de ciclo seletivo. Vejamos o que ocorre no Exemplo
4 (= Exemplo 5). A Figura 3.3 mostra como o Exemplo 4 é executado'erll paralelo pelo
encolhimento de ciclo seletivo.

Os pontos de J)on2. localizados en] duas netas paralelas ao eixo j consecutivas com
mesma numeração na Figura 3.3 são executados em paralelo. Note que leão existe nenhuma
dependência entre estes pontos mas existe dependêitcia entre os pontos localizados nas regas
cona numeração diferentes. Por outro lado considerando a uniformidade de dependência nos
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Figura 3.2: Dom e grifo de dependência do Exemplo 6

Figura Execução paralela do Exemplo 4
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.+- - - - - -+ - - - - - -+- - - - - - e - - ----+.

Figura 3.4: Outra execução paralela do Exemplo 4

pontos de Z)on}, podemos conceber uma paralelização alternativa como mostra a Figura

Enquanto a execução paralela do Exemplo 4 da Figura 3.3 leva ágil passos, a execução
paralela do Exemplo 4 da Figura 3.4 leva [+l passos. O método de enco]himento de cicio
seletivo nos dá apenas uma dessas soluções. Agora vejamos mais um outro exemplo (veja
a Figura 3.5).

3.4

Exemplo 7

for {. -- Q to N do
For j = q to N do

Si; «(i,j) = /i (Ó(i,J
S2; Z,(i,.j) = /2(a(i,.j

l ) )
1))

Pelo encolhimento de ciclo seletivo o Exemplo 7 tem Ai = 0 e A2 = 1, logo nenhum
laço é executável em paralelo. Porém a Figura 3.6 mostra uma execução paralela trivial
para o Exemplo 7.

Estas observações mostram as limitações do método. Para ir adiante procuremos como
formalizar as execlições paralelas nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.6. Vamos introduzir a seguinte
notação:

Definição l Da(/os o € Z e T C Z"
produto escutar de dois velares.

#« (a) {/ C Dona 1 / - n' cr} onde / .n é o

18



© e

Figura l)om do Exemplo 7

Figura 3.6: Execução paralela do Exemplo 7
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Note que cada .f/.la) é uni hipc'rplano perpettdicular ao vedor x.
Então os pontos localizados ern mda rega das Figuras 3.3. 3.-1 e 3.6 podem ser repre-

sentados por //-lct) pailt algum xetor n- paralelo a um dos eixos e para algum o C Z. O
vedor n- seria.(1.0)'.(0. 1)' e lO.ly para as Figuras 3.3. 3.+ e 3.(i respectivarllente. Para
o Excnlp[o 4 da Figura :3.:] os l)oitos focalizados em //(i,o)(0) e /7(i.o)jll são executados
no passo 0. os pontos localizados edil H(l.o)(2) e #(i,o)l3) sã.o executados no passo 1. Este
escalonamento pode scr formulado colho 'DE : Z" --> Z tal que ®z(/) = ln!)iJ. Este
'>r satisfaz a Corolário l (página ll). .Agora generalizamos o escalonamento acima. Esta
generalização se faz com a maior liberdade iia escollla de vedor n- que nem sempre vai scr
paralelo ao eixo.

Mlétodo GSS

Considere RUN com n laços e seja D = (dl
Seja « =(r:,. .., «'"y -:n. veto, tal que

d,) uma matriz de dependência n x r

1. n' . D > 0, i.e., n- . D é uii] vedor com todos os seus componentes positivos

2. mdcla'i, . . .,n-"} = l

n- será denominado oeZor de essa/o/zamerzZo e seja o fator de redução disp(r)=minln
d. 1 1 $ o $ r}.

Todos os pontos / C Don?. que estejam no mesmo hiperplano X.(a) são executados
simultaneamente no passo l r./ J e disp(a') hiperplanos consecutivos são executados

simultaneamente. Tais hiperplanos serão denominados Ãíperp/anos de !empa.
Ache n'O que minimize GSS(n') = !114111t!' --J l /.JeO.m}. '

IS 1) ( n' )

o h q 4' -'vn p '\o c

e A condição mdcÍn'i,...,7r"} = 1 é para evitar vedor que é produto de um vedor com
um escalar não nulo. Estes vetores têm mesrllo escalonamento e são equivalentes do

ponto de vista do escalonamento. Seja a'O = Àr, então lilrsp(xo)J - l Àx./ J -
l ]( ./) l l ./
' ÀdlSP(7r) ' L diSP(r) J '

e O método também é conhecido como método de hiperplano de Lan)porá [Lampo741,
escalonamento liitear IDarR92, DI'iR92, DarR94-21 e muito usado tambén] para síntese
de algoritmos sistólicos IMoIF86, QuiR89].

Agora voltemos ao Exemplo 61 Aplicando GSS a.este exemplo, temos que achar n-o

(z,Z/) que minimize GSS(x') - m..,tx.d-,«.d,,«.d;} ob condições:

1. n' - di = a' . d3 > o, n- - (/2 > o

2. mdclz, y} = l
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Figura 3.7: Hiperplanos de tempo e ao para o Exemplo 6

Das condições impostas, é fácil ver que z > 0 e g > 0 e GSS(n) = ("+y)N . A solução
ótima será z = y = 1 e GSS(xo)=2A' passos com ro = (1, 1). Os hiperplandEI de tempo e
a-o estão mostrados na Figura 3.7.

Para o Exemplo 4 temos zo = (0, 1) e GSS(ro) = }. GSS foi capaz assim de achar a
melhor das duas soluções. Para o Exemplo l (página 8) do começo do capítulo aitterior
temos no =(7, 1) como a melhor solução e GSS(to) = 8JV(ver Apêndice A.l(página 76))

Shang e Fortes propuseram um método IShaF911 bastante complexo para resolver GSS,
isto é, achar ao que minimize GSS(r). O espaço solução é particionado en] subcones
convexos e em seguida resolve-se um problema para cada um desses subcones. Darte
e Robert propuseram um método mais eficiente que consiste en] resolver um problema
de programação linear (com o uso de vedor racional, ver IDarR92. DlÇR92, DarR94-2]).
Em IDl<R92) eles provaram que escalonamento linear é quase ótimo enl relação a esca-
lonamento livre (escalonamento iia qual executam-se, em cada passo. todos os comandos
cujos antecessores de dependência foram executados) para os casos de laços uniformes com
apenas um comando no corpo ou vários comandos considerados como um bloco.

GSS versus vetou racional

Darte e Robert têm usado vedor de escalonamento cona componentes racionais em vez de
inteiros IDarR92, Da.rR94, DarR951, devido a ferramentas poderosas de programação linear
sobre corpo ordenado.
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O conjunto de soluções para vetou racional é maior do que o conjunto de soluções para
vedor inteiro cona favor de redução(disp(n)). Porém a solução ótima de GSS coincide com
a solução ótinla de vetou racional. Nlostremos este fato de iiiodo informal usando exemplos
simples. Nas três figuras seguintes os números indicaili os passos enl que cada hiperplano
é executado.

e Para um algoritino RUN, seja uma solução GSS ni
Figura 3.8).

(1. 2) co--- disP(«'-) 3 (ver a

e Pala o mesmo algoritnlo a'Í (!,Ê) é lama solução racional(ver a Figura 3.9)

+ Vejamos a situação inversa. Se r; = (à, ê) é uma solução racional de um algoritmo
RUN. Neste caso n'2 = (1, 2) cona disp(n'2) = 5 é lama solução GSS.

e Em outras palavras, seja n' =(n ',-'-,7r'") € .Z' tal que nldcln' jlS a $ n} = 1,

n D > 0 e k = disp(r) = mima' . d. 1 ] $ a $ n}. Então n' é um vetor de

escalo«a«]e«to para GSS e d'E(/) = ITJ e r* = f = (#-, - - - , Ç-) C Q" é um vetou
r"i'"'l de esc-lo«a«-e«to e q'b(r) = lr" . /J.
Observamos que Q'r = Ob.

e Temos urlla certa equivalência entre solução GSS e solução vedor racional.

. Entretanto considere nã = (&Ía',.-.,!!::) = 1},r3 G Q" com mdclrg' 1 1 $ a $
n} = 1. n'3 /) > 0 e mdc{/z,k} :: l como uma solução vedor racional. Por exemplo
n'3+ '(ê, â).(ver a Figura 3.10).

e E fácil ver que em GSS não existe un] vetar de escalonamento que resulte nos mesmos
hiperplaiios de tempo.

e Porém se olharmos a Figura 3.10 levando em consideração a uniformidade de de-
pendência de um algoritmo RUN em qualquer ponto no l)on}, então podemos afir-
mar o seguinte. Se num determinado ponto de D07n é possível execução paralela
de três hiperplanos consecutivos, então esta execução paralela deve ser possível em
qualquer ponto de Dona. Pa.ra o exemplo da Figura 3.10, al+ =(1, 2) deve ser outra
solução racional e n'l; (melhor que a a'3+) admite seu equivalente em GSS:
nl = (1, 2) com disp(r4) = 3.

e Concluindo, os vetores racionais de escalonamento do tipo n'3+ não precisa ser levado
em consideração e o número de passos da solução ótima racional coincide com o
número de passos da solução ótima GSS.

Apesar da complexidade da resolução de GSS na sua forma geral, ele é conveniente
para manipular exemplos relativamente simples e a observação acima justifica o seu uso
neste trabalho seno comprometer o escalonamento.
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Figura Os hiperplanos de tempo para n'i (1,2)

Figura Os hiperplanos de tempo para ni' - (1/5, 2/5)
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Figura 3.10: Os hiperplanos de tempo para a3+ Ç2ls,4l5)
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Figura 3.11: O grifo de dependêitcia coral os pesos

3.2 Método ISM e GSS combinado com ISM

8 Na seção 3.2.1 descrevemos o nlélodo (/e des/ocanzen/o (fc z'ndice (induz s/zür 77zeZ/zod
(ISM)).

© Na. seção 3.2.2 descrevemos uma técnica para melhorar ISh/l cona algtmla manipulação
algébrica.

8 Na seção 3.2.3 após mostrar que GSS seguida por ISNI não é melhor, descrevemos um
método que combina GSS e ISh,l de modo eficiente e dados uin exemplo interessante
que mostra a eficiência do método.

3.2.1 Método ISM

it/díodo de des/ocamenlo de hdíces (induz s/zi/l n2eZÀod (ISM)) foi introduzido por Liu, Ho
e Sheu [LiuHS90]. Este método faz deslocamento de índices em comandos sem violar a
sen)ântica do algoritmo e torna o ciclo de dependência mais balanceado permitindo aumento
do fator de redução (disp(z)). Esta seção segue o artigo de Robert e Sono IRobS921.
Vejamos de novo o Exemplo l (página 8). Vimos na seção anterior que a' = (T,l) é a
melhor so]ução GSS e GSS(r) = 8]V para este exemplo. No grato de dependência vamos
substituir os rótulos de arestas d. por n' ' da. Este novo valor é o peso de aresta que
representa a diferença de escalonamento entre os comandos e temos a Figura 3.11.

A idéia do método ISM é aplicar certo "retiming" ao grato de dependência. Por exem-
plo considere o ciclo C'2, a aresta (SI, S4) tem peso l e a aresta (S4, Si) tem peso 3. Como
disp(n) é o mínimo entre n' . d.* que são os pesos de arestas, será desejável ter un] melhor
balanceamento entre estes pesos Queremos remover l do peso da aresta (S4, Si) acrescen-
tando para a aresta (SI , S4). De modo análogo remover l do peso da aresta (S2, Sil para
a aresta (S3, S2). Com este deslocamento o mínimo entre os pesos (disp(n)) passa a ser
2. A idéia é somar certo peso, que pode ser negativo, às arestas que entram num vértice
e tirar o mesmo peso das arestas que saem deste vértice. Esta transformação não altera o
peso total do ciclo. Como nossa meta é melhor balanceamento dos pesos num ciclo, se um
ciclo tem comprimento k e peco total T, então o ideal seria associar o peso lÍJ + l para
lr mod #) arestas e o peso lÍiJ para os restantes. Liu e outros propuseram 'um método
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ciclo (i

e

Figura 3.12: O grato de dependêttcia após S=lS.i

simples para determinar a transformação necessária para chegar a este balanceamento em
todos os ciclos. Seja Sf a transformação que consiste enl somar peso k para todas as
arestas entrando ilo vértice S'f e subtrair k das arestas que saen] do vértice S'f. Para o
Exemplo l aplicar)los a sequência S:jS41 e obtivemos a Figura 3.12.

O que significa aplicar Sf no grato de dependência e como isto afeta os índices de
laços? Aplicar Sf substitui a execução de dada instâtlciã S'i(/t) do comando Si por outra
instância Si(/2) tal que a difeieilça de escalonamento entre as duas instâncias é igual a k,
i.e., a- . (JI -- J2) = k.

Como os componentes de a' são primos entre si, existe um vetor ?l tal que 7r . u = 1.
Tome J2 = Ji -- k?l e temos n' - (/i -- J2) = ka' - a = k. Com este vetar u podemos conlputar
un] novo limite de índices de laços. Para o Exemplo l temos u = (0, 1) e a transformação
S=1 desloca por uma unidade o índice J de S2. O segundo índice de laço vai de l para
N + l para S2. Como j vai de 0 para .hr no Si, o domínio deve ser estendido para 0 a
N + l na direção .7. Desta maneira introduzimos algumas instâncias adicionais para alguns
comandos:
.7 :: Ar + l para Si e S3

j = 0 para S2 e S4

Nós temos o llovo algoritmo

Exemplo 8

jor i = Q to N do
/or .j = 0 Zo .V + l do

"",««d. Si ; «(i,j) = b(Í,.j - 6) + '(i- i,J+ 3)
"'«««do S2' b({+ i,j - 2) = '(Í+2,.j+4)
"m««d. S3; c(Í+ 3,J - l) = «(Í,J - 2)
"«-««clo S.; e(i,j - l) = «(i,.j - l)

Para este Exemplo 8 a matriz de dependência é a segliinte
D.rO l lO l\

\2 -5 4 2 .5/
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ciclo C

Figura 3.13 0 grifo de dependência do Exemplo 4 com seus pesos

n' = (7, 1) é linl vedor de escalonamento com disp(n) = 2 e temos
GSS(n') = r/v+(w+l) $ 4]v + l

O número de passos foi reduzido à metade.
Agora formalizemos o método ISM.

Método ISM

O método ISlvt substitui o fator de redução
Xi = disp(n) = minln . d. jlS a $ r}
pelo valor

À2 = nlinll/*(c)J l C' c C'íc/}

onde

n- é um vedor de escalonamento tal que mdclat,. .-, n''} = le 7r
C'Íc/ é o conjunto de todos os ciclos no grafo de dependência.
Cada aresta (Sa, SP) com vetor de dependência d tem peso n' ' d
T(C) é o peso total do ciclo C'
/\'(C') é o comprimento do ciclo C'.

D >0

O falar de melhoria. é quase àz. O preço desta transformação é o pequetto aumento de
domínio de índices de laços visto acima. Note que este aumento depende só de n' e irão
depende do tamanho do domínio.

3.2.2 Mlelhorando ISM

Considere o Exemplo 4(página 15) da seção anterior. O método GSS determina n- =(0, ])
e GSS(a) = /v. Queremos aplicar o método ISM. Temos a Figura 3.13.

Podemos trotar que não há possibilidade para aplicar o método ISh'l, pois lÍiçgJ =
1.{J :: 4. Nesta seção mostraremos, conforme IRobS921, que a partir de n' podemos chegar
a n* que dá um fator de redução 4.5 (=7;ÍaT).

Vamos supor que
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temos uni ciclo (' com A' coillaridos Si a S'X. com a matriz de dependência
D = ((/i . . - - . (/x.l.
da é o vetou cle dependõi)cia entre S'., f)ara S'..+i ,nad -
teillos o \etor de escaloilailiento n' tal que n . D > 0.

T(C') n?.o(/ A. 7É 0. i.e. n- - í/i + n . (/2 + - . . + n' . dx. irão é divisível por k.

hlultiplicar os componentes de n por unia constante iria violar mdclni, r2.
Faremos o seguinte artifício algébrico.

-'} l

Seja r uin vetou com seus componentes primos entre si e tal que T
Sejas um vetortalqlie z ..s=ül e s.di +s d2+. -+s.dt ? 0.
Note que, como r tem seus coinpoiientes primos entre si, é fácil achar s a partir

h/lontra.remos como achar r
de r

Compete aformallermitianade n paraol)tem = Q.(1,0,- ,0y onde Q é unimodulari
e sejarasegunda linha.de Q'i INewm721. ComoQ-i é ttnimoclular tambéme(1,0, . ..,0)t
Q-i . r então r tem seus componentes primos entre si e r . n- = 0 por construção. Agora
seja n' = Àka' + s. O peso T'(C') do ciclo C com respeito a n'' é:
r*(c') ! .Àkr(c') + s (c1l + -.+ dt) ? .àkT(C').
Logo l:L-tuJ 2 ÀT(C'). Como n' tem seuscomponentes primosentresi, temos r.n'' = ül.
Para À suâcientemeilte grande temos r'' ..-D > 0 e após aplicar ISh'l o fator de redução será.
arbitrariamente perto do real valor de :l-$2

3.2.3 GSS combinado com ISM
GSS seguido por ISM (GSS+lSM) não é o melhor possível

Aplicar ISM após obter o melhor vedor de escalonamento por GSS não garante que chegue-
mos a um melhor resultado. Para ilustrar esta observação vamos voltar a ver o Exemplo l
jpágina 8). Este exemplo tinha. a = (7, 1) coillo o melhor vedor de escalonamento por GSS
e temos o grato de dependência como da Figura 3.11. O peso total para ciclo C2 é 4 e é
divisível pelo comprimento 2. Logo não temos como melhorar a aplicação de ISh'l como
foi feita na seção anterior. Porém também não há razão para não usar um outro vetor a
priori ao invés de n = (7, 1).

Seja a = (a, b) um vedor de escalonamento arbitrário.
De nZ) > 0, temos b ? l e a 2 6ó + l (ver Apêndice A.l).
Para o ciclo C'i temos T(C'i) = - (dl + d2 + d3) = 2a + Z, e /t-(C'i) = 3.
Para o ciclo C'2 temos T(C'2) = n' . (di + ds) = a -- 3Z, e /t'(C'2) = 2

Parab2 lea26b+l,sempretemos R ?(Z=ily

Uma matriz é unimodular se os seus elementos são todos números inteiros e seu determinante é igualaü
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Figura 3.14: O grato de dependência por n- (2c + l, l)

+8

Figura 3.15: O grifo de dependência após S2 '

Logo temos que minimizar o seguinte: -[(«-31)/2J

Podemos ter esta, quantia tão perto de 2Ar quanto se queira tomando a = 2c + l e
8 = 1 com c grande (necessariamente c ? 3). Com n = (2c + 1, 1) temos a Figura 3.14.
Aplicando a transformação S2'' temos o grato de dependência da Figura 3.15. Usando
« = (0, 1) te«.os:

Número de passos $ (ZS:L!)al;;Çai:tZ=a $ 2c-l Ar. Este valor é perto de 2]V para c grande,
reduzindo para metade o valor obtido por GSS+lShl.

Novo método para otimização

Baseado na observação acima Robert e Sono IRobS921 formularam o seguinte novo método
que combina GSS e ISM.

Método GSS combinado com ISM

Ache um vetou a' =(n ',. . ., n'") que minimize
NEW(«') = maxÍx-/-x.J l /,JCOom}

cicl.(z) '
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onde cic/o(") - ininlj4j:l#iJ l C' c C'íc/}
T.(C) = Eacc n- . (/
/\'(C.')=conlprimento (lo ciclo ('

C'ic/=conjuilLo de ciclos

sob condições

1. r . Z) > 0

2. mdcln-i «"} = l

Exemplo "exótico"

Em IRobS921 Robert e Sono mostraram un] interessante exemplo no qual o novo método
teill favor de redução arbitrariamente giailde en} relação a GSS. Tratemos brevemente este
exemplo (veja os detalhes de demonstração em IRobS921). Seja À unl inteiro positivo
arbitrário.

Exemplo 9

for -i. = Q to N do
for j = Q to N do

"«,««do Si; «({,j) = ./'i(b(í- t,.j -
"":««d. S'2; b({,.j) = /2(«(á,.j - l),
''.m««d. s3; .(í,J) = /3(«({,J - i),

À) , c( i
-)

.)

l , .j + À) )

Temos n =(À+ 1,1) e GSS(r) =(À + 2)N como melhor solução para G
E impossível aplicar ISNI em seguida devido ao ciclo C'2 = (S], S3).
Entretanto aplicando o novo método temos a'o = (2À + 2, 1) e NEW(n-o) $ 4N + l
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(o. o)

J ''. -, (2.0) (3. 0)

d:
di

Figura 3.1(i: O novo espaço l-dimensiollal do Exerliplo 4

3.3 Outros métodos

e Na seção 3.3. 1 descrevemos o método erzco//zÍmenlo /)or (/eperz(/éncía uerdadeíz'a (Irtlc
(/open(vence s/zrilzkíng). Após mostrar a sua deficiência definimos a sua generalização
deitam\nada ellcothimento por depen(!ência verdadeira geneTali=adn l.geiteiutized trufa
iepertdeítce shrinkingb.

e Na seção 3.3.2 descrevemos o método a/inz por cora?arl(/o (aDTle by sZaZemenZ)

3.3.1 Métodos encolhimento por dependência verdadeira e encolhimento
por dependência verdadeira generalizada

O método ezzcol/líme7tfo por (/eperzdêncía uerdadeíra (frui (/eperzderzce s/zrinkíng) consiste
em computar a dependência verdadeira para fada vetor de dependência (/. definida como
sendo o número de iterações (para laço 3-dimensional, como se í,J, k fossem hora, minuto e
segundo de relógio e tudo é calculado en] "segundo") IPeiC89, Poly88, ShaOF911. Dado um
algoritmo RUN 7}-dimensional de r vetores de dependência, encolhimento por dependência
verdadeira transforma Dom n.-dimensionar nuns espaço l-dimettsional de acordo com a
sua ordem sequencial de execução (ordem lexicográfica). Cada vetor de dependência d. =
(dl , ' ' ' , d=) é transformado na distância de dependência verdadeira(vedor l-dimensional).
O vetor de dependência correspondente no novo espaço l-dimensional é d: + dl;'i(.N +
1)+d;l''(iv+ l)'+. +al.(.v+ l)"':. Podemos interpretar isto como o uso de vetor de
escalonamento n- =((Ar+l)"'',(N+l)'''. ' ., 1). 0 ponto / C l)ori? é mapeado no n,(/)
atum espaço l-dimensional 7r.(Z)om). O algoritmo transformado pode ser considerado um
algoritmo l-dimensional cona l)om = r.(Z)om) e a matriz de dependência é uma matriz
linhas,-D =(nl 'dt,.- .,n: d,). Obviamente nenhum par de pontos/,J serão mapeados
no mesmo ponto neste espaço l-dimensional pois x,(/) # a'.,(./),V/,J C J)on . O fator
de redução é zX = minln. d. 1 1 $ a $ r}. No novo algoritnlo l-dimensional zX
pontos consecutivos podem ser executados.em paralelo. Para o Exemplo 4 (página 15),
o encolhimento por dependência verdadeira transforma o espaço 2-dimellsioltal da Figura
3.1 num espaço l-dimensionar da Figura 3.16 e n, =(iV+ l,l).

Nesta hgura as distâllcias de dependência verdadeira de (Zi e d2 são 3(]V + 1) + 5 =
3.N+8 e 2(iV+ 1)+4 = 2JV+6 respectivamente. Temos A = 2À'+6 e zX pontos
consecut.avos no espaço l-dimensioilal da Figura 3.16 são executados ern paralelo. O ponto
/ C .Dom é mapeado como n,(/) iio espaço l-dimensional. .A nova matriz de dependência
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d

Figura 3.17: O exemplo para dependência generalizada

é(.V, 1)' 1) =(3N+8,2A' +6) eo fator de redução é zX = minl3}V+8,2.N +6} = 2.N +6.

Novamente temos observações interessantes. Considere o algoritmo do Exemplo 7 (página
18) com vetou de dependência d = (0, 1)f. Por encolhimento por dependência verdadeira
a distância verdadeira correspondente é r. . d = 1 onde x. = (JV + l, l)f. O favor de

redução zX :: 1. Deste n]odo o ]iovo algoritmo pode ser executado apenas seqiiencialmente
e sem r)enhuma paralelização possível. Entretanto é óbvio (lue se usamos outro n' diferente

l WVP , 3'.'.r: "li::=:='1.:=1==amen'. «,:« pode ;« '«-;:.i,':= :=:
o número de passos seja mínimo. Este será ilustrado pelo exemplo da Figura 3.17 onde

n.«. (i,J)c z: l os i,j$ .n'}. D

Us?llido n« temos r.. = (]v + 1,1) e o número de passos-l(a!=1:!:!:l=!#:EXJ + l
la!(g:i:nJ+l. Agoraconsidere r =(iV+l,N). n''D =(2(N+1), 2) > 0e r(/) # z(J),V/ #

/ c Dona. Portanto n- é um escalonamento. O número de passos é ]!a!=E!:qÀila:ax] + l =

la1(4ÇtUJ + 1. 0 número de passos é menor quando .N > 1. Temos várias escolhas para
n. Enl vez de projetar na rz-ésima direção podemos prbjetar em outras direções. Estas
observações levam Shang, O'l.ieefe e Fortes a proporem a definição de erro/àímenio por
=lepe7tdência verdadeira geTterali=ada l.generali=ed trufa dependente sh.ranking).
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(o.l.o)

s.

(l.o.o)

(o.l.o) (l.o.o)

s,

(o.o.l)

Figura 3.18: Grifo de dependência para o Exemplo lO

Encolhimento por dependência verdadeira generalizada

Ache n : Z" --> Z que minimiza a seguinte expressão E! mm{««!.. l i$agr} sob condições:

. «(-r) # «-(/),V/ # ; C 0o«..
e n' . .D > 0

e mdcln'i, . . .,7r"} = l

Podemos notar que tanto encolhimento por dependência verdadeira como encolhimento
por depeiidêilcia verdadeira generalizada são casos pa.rticulares do método GSS.

3.3.2 Método afim por comando

Método a/irn por comiam(7o (a/7irze by sfa emenZ) IDarR92, DarR94] é uma extensa.o natural
de escalonamento lirlear. Ele consiste em usar escalonamento afim para cada comando:
instância / de cada comando S.* é executada no passo ]r. - / + c.] (r. € C?" e c. C Q
onde C? é o conjunto dos números racionais). As condições que 1. devem satisfazer são as
seguintes:

1. Se S'.. depende de 5'. por vetor de dependência d, então z. . d > 0.

2. Se S. depende de S# por vetar de dependência d, então n. . /+ c. > n-O - (/ -- d) + CO
para / C l)onz.

Un} exemplo beilt simples para ilustrar este método é um algoritmo de multiplicação
de matrizes quadradas. O seu grifo de dependência está na Figura 3.18.

Exemplo IO
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fo« i = \ to N .lo

fo- j = \ to N .lo
joT' k = \ to N clo

s': .' «(i,j. x:) = «(i,.j i. k)

S'2; b(i,j, k) = b(f - ],.j, k)
S'3: c(í,J',k) = c(i,j, A' -- 1) + í/li, .j 1, A') * b(; i,.j, k)

\.plicando o método GSS, é fácil ver que temos no =(1,1,1) com GSS(no) = 3A'. Pelo
método a.fim poi comando, poderllos usar vetar cle escalonamento z.- para cada comando
Sí, l $ í $ 3. Temos:

S](/) executado no passo(0, 1,0) . /
S'2(/) executado ilo passo(1,0, 0) . /
S3(/) executado no passo(0,0, 1) . /

Com este escalonamento o número de passos é 2A'
Novamente Danes e Robert mostraram como determinar o melhor escalonaillento afim

por comando através de programação linear IDarR92, DarR94, DarR94-2, DarR951. Com
o uso deste método Danes e Robert reduziram o número de passos para o Exemplo l
(página 8) de IPeiC891 em #N IDarR941. '
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(capítulo 4

Novos métodos por redução de
dependência

Este capítulo é a parte central desta tese

e Na seção 4.1 introduzimos o conceito de (Joznhío ez/)/üíZo (Dr), uma nova repre
sentação de dependêttcias entre comandos em laços.

e Na seção 4.2 a utilidade de -D.E e o novo método redução (/e (/e/)erzdêrzcÍa (RD) são
mostrados através de exemplos. Comparamos o novo método com os outros métodos
através do bem conhecido exemplo de Peir e Cytron IPeiC891.

e Na seção 4.3 discutimos a estratégia de paralelização de acordo com a conexidade do
grato de dependência.

e Na seção 4.4 a RD é definida de modo formal e analisada
simples e suficiente para aplicabilidade cle RD.

Damos lama. condicã.o

e Na seção 4.5 tratamos de RD parcial que visa balaiiceanlento entre o tempo de
comunicação e o tempo de computação.

e A seção 4.6 trata de uma extensão de RD chamada RD generalizada.
ataca gratos de dependência mais gerais.

O método
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4.1 Domínio explícito

Clonsidere RI.Í'{ de n laços, /) coiiiandos e l vetores de dependência. .X filia de explicitar as
dependências dc 1110(10 iiiais clamo íamos a(lotar a seguinte definição:

DE=dorllínio explícito=lS'i . . . ., S',} x Dali?
.\ definição de \ctor de dcpeiiclêlicia tan)béin vai ii)radar:

passa. a ser (/ = 1 . 1

A subtraçã.o do primeiro comporlente é formal. Assim para o exemplo l(página 81, temos:
0E = {(S'.:,,i,J) liS a $ 4,0 $ i,.j $ N}

l s. s- \
(Ji passa a ser l 0 l

í s,- s. \
e (/2 passa a ser l l l

Para sua representação D.E será sempre identificado como um subconjunto de Z'+i
de modo que cada {S.} x l)onz seja identificado como {a} x l)onz. Todos os pontos de
Z)E serão ligados poi velozes de dependência explicitamente.

Esta representação é similar a arzgn?enZed dependerzce gra/)/z(ADG) proposto por lÇyriakis.
Bitzaros e Goiltis jl'iayG921, mas é mais simples. Para laços de dimensão 7z com /) co-
mandos, a dimensão de ADG é n. + p + l enquanto a dimensão de DE é sempre 71 + l,
independente de 7), o que torna mais fácil sua representação visual.

No caso de RUN 2-dimensional, a vantagem desta representação é a seguinte: podemos
projetar cada {Sa} X Dona a Z2 ligeiramente deslocado em relação aos outros {SX3} x Dom
projetados, /3 # o, evitando superposição. Deste modo, todas as dependências ficam
explicitadas em Z2. Veremos tudo isso com detalhe na próxima seção.

Usaremos Dom e DE de acordo com a conveniência e o primeiro componente adi-
cionado a vetores de dependência fica implícito. Também não faremos distinção entre
S. x Dom e {a} x l)onl que representa o anterior.

s'# s'~
di

d"

2

6

S. -+ Sn:d
d"
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Figura 4.1: Z)onl e grato de dependência do Exemplo ll

4.2 1Exemplos

e Na seção '1.2.1 descrevemos uni exemplo simples para mostrar a utilidade de domínio
ezp/ü Zo (-D.E) e introduzimos de modo informal o método rede/çõo de dependérzcia
(RD).

+ Na seção 4.2.2 descrevei]]os un] caso mais complexo

8 Baseada na seção anterior a seção 4.2.3 faz comparação deste novo método com os
outros métodos através do bem conhecido exemplo de Peia e Cytron ]PeiC89].

4.2.1 Prinaeiro caso

Primeiro vamos examinar de novo o Exemplo 6 (página 16) no qual só existe um ciclo de
dependência. O exemplo, apesar de ser bem simples, serve para mostrar a limitação do
método GSS e ilustra a utilidade de l).E.

Aplicando GSS ao Exemplo 6, tivemos a solução ótima GSS(n'o)=2.N passos com xo =
(1, 1) E fácil observar também que NEW(n) dá o mesmo resultado. Agora considere un]
outro exemplo.

Exemplo ll

for {. = Q to N do
ior j = çb to N d.o

s' «({,j) = «(í i,.j) + 2 * «({,J i)

Apesar de o Exemplo ll ser bastante diferente do Exemplo 6 (veja seu grato de de-
pendência na Figura. 4.1 e o grifo de dependência do Exemplo 6 na Figura 3.2 (página
17)), seus l)07iz e Z) são idênticos aos do Exemplo 6. Conseqüentenlente o método GSS dá
o mesmo resliltado para os dois exemplos.
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Figura 4.2: DE para o Exemplo 6

Ficamos satisfeitos com isto? Não, afirmamos que podemos melhorar bastante o esca-
lonamento do Exemplo 6 e esta afirmação será bem ilustrada ao abandonar l)om passando
a lesar Z).E :: {Si, S2, S3} x Dom. Para obter a representação 2-dimensioiial de DE vamos
projetar cada {(Sa,í,J) l a C {1,2,3},(í,.j) C J)om}, em Z2 de modo ligeiramente deslo-
cado um em i'elação a outro evitando que SI ({,j), S2({,.j) e S3(;,.j) sejam sobrepostos. O
resultado cona seus vetores de dependência explícitos está na Figura. 4.2.

Note que para o Exemplo ll l)onl. = J)-E e, por exemplo, S'(4,4) depende de S(3,4)
que por sua vez depende de S(2,4). S(4,4) tambén] depende de S(4,3) que por sua vez
depende de S(4,2) e assim por diante(ver Figura 4.1). Entretanto a situação do Exemplo
6 é bem diferente (ver Figura 4.2): Si(4,4) depeitde de S2(3,4) mas não depei)de de
nenhum S..(í,4) para o € {1,2,3} e í < 3, e tan)bérn não depende de nenhum S.(4,.j)
para cl C {1, 2, 3} e j < 4

Observamos que o que temos na Figura 4.2 são vários "zig-zag's" de dependências que
não interferem um com o outro, o que nos deixa maior liberdade para escalonamento do
que o método GSS.

Por exemplo, considere o "zig-zag" constituído pelo ciclo Si(2. 3) -+ S3(3, 3) --} .92(3,4) --}
Si(4,4). As dependências envolvem comandos diferentes. Agora deixaitdo de lado suas
localizações em -D-E, vamos juntar as cornputações S3(3,3) e S2(3,4) a Si(4,4), ou seja
em(4,4). Teremos um macro comando S que corresponde à seqüêiicia de comandos:
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S

Figura 4.3: (1;raro de dependência novo

Í S3:c({-l,.j-l)=/3(a(i 2,.j-l))
S l S2 :Z,({- l,j)= /2(c(i- i,.j- l))

l s- : .(i,j) = /] (z,(f - l,.j))
Agora faremos esta transformação a todos os pontos de J)l; e temos o seguinte

l O macro comando S será nlapeado a um processador. Note que no cálculo de S, S3
calcula c(í -- l,J -- 1), que é usado en] S2 para calcular b(í -- l,.j) que, por sua vez, é
usado en] Si para calcular a(í,.j). Como esses valores estão no mesmo processador,
não há necessidade de con)uiticação.

2 O macro comando S levará maior tempo de execução por envolver a execução de três
comandos de fato.

3

l I'JT'lqlliT?':l:TT'J(ver Figura 4.3). Em outras palavras os vetores

omando S será mais simples: d = di +d2+d3 =

de depeincencia de um ciclo são reduzidos a um só vedor, daí o nome de re(/tição de

Pela Figura 4.3 é fácil observar que o número total de passos requeridos é #. Como
cada ponto envolve a execução de três funções (/i,/2,/3), o tempo total para execução
será calculado do seguinte modo:

Sejam C'omm e C'am/) como na seção 2.4 (página 12) e considere nulo o tempo gasto
para comunicação intenta num processador. Então cada passo consiste no cálculo de
três funções e unia comunicação. Portanto o tempo total gasto é ]v (C'om17z. + 3 C'omp)
jenqua.nto que por GSS o tempo é 2A'(C'0771.m + C'om7))). Nlais ainda. para o mapeamento
jpágina 12) podemos projetar ao longo do vetor d e o tempo será gA C'om.p. Note que para
o método GSS não podemos eliminar a conlutticação eittre processadores já que temos dois
vetores de dependência irão colineares.
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d3

'=3: .i'i'c .

di d,
s. -.q

ds

S. '/ <''-- cicloC

Figura 4.4: 1)07n e o grato de dependência. do Exemplo 12

4.2.2 Segundo caso

Considere agora o seguinte exemplo no qua.l temos dois ciclos no grifo de dependência.
Neste exemplo l)E vai servir para mostrar quais são as dependências essenciais e quais
são as dependências secundárias, o que vai dar urlla base intuitiva da transformação do
grifo de dependência que faremos na seção 4.4.

Exemplo 12

Jor i -- q to N (to
for j = 0 to N do

S-: «({,i) = ./'t(Z,(i - i,.j - 3)+ e(i
S, : Z,(i,j) = /2(c(Í - i,.j + l))
S3 : c({,j) = /3(a(i - i,.j - l))
S- : .(Í,J) = /4(«(Í,j - l))

i,J + 2))

l)am e o grifo de dependência estão na Figura 4.4.
Construímos /)E :: {S'l, . . .,S4} x -D07n e projetanlos os 4 planos a Z2 e obtemos

Figura 4.5.
A Figura 4.5 é decomposta em Figura 4.6 e Figura 4.7 que nlostrarll as dependências dos

ciclos C'i e C'2. A Figura 4.8 mostra as dependências em relação a S'i ({,J) em particular.
Nas Figuras 4.6 e 4.7 temos novamente "zig-zag's" independentes, cada um dos quais

pode ser tratado como no Exemplo 6. Porém, o Exemplo 12 é mais restritivo que o
Exemplo 6. O escalonamento do ciclo l deve ser compatível com o escalonamento do ciclo
2 por possuírem unl ponto de intersecção que é SI(ver Figura 4.4). Pela Figura 4.8junto
com a observação acima podemos notar que as posições dos Si's (pontos de intersecçã.o
dos dois ciclos) são essenciais para escalonamento.
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Figura 4.5: D-E para o Exemplo 12
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Figura 4.6: Dependência do ciclo C'i
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Figura 4.9: Nova dependência para macro lg({,J)

Deste modo queremos analisar as dependências uiiicaillente em função de Si. Como
foi feito no Exemplo 6, vamos juntar as computações de S2(í l,.j -- 3), S3(í -- 2,.j -- 2) e
S4(i -- l,j+ 2) em Si({,j) para formar macro comando 3.

Assim consideremos S como um macro comando para um ponto pertencente a l)om.
Obteremos Figura 4.9 como Figura 4.8 transformada após esta consideração. O grato de
dependência cona este macro é n)ostrado na Figura 4.10 onde os dois novos vetores de
dependência são obtidos como somas dos vetores cle cada ciclo.

Observações

1. Tanto no Exemplo 6 como no Exemplo 12 os macros para pontos situados na borda
do domínio são incompletos (veja, por exemplo, na Figura 4.3 para o Exemplo 6 em
que os macros na borda direita são compostos apenas por S'2 e S3).

2 A criação do macro comando significa transferir algumas comunicações enter-proces-
sadores para dentro de uin nlesnlo processador. Isto pode contribuir para a redução
do tempo total gasto. Na próxima seção trataremos este aspecto detalhadamente.

3 O número de vetores de dependência é reduzido após a transformação do grato de
dependência por re(/lição de dependérzcia. Isto resulta ein redução de comunicações
entre processadores. Por exemplo, no Exemplo 6 e]i] vez de ter 3 vetores de de-
pendência para as variáveis ü, b, e c passamos a ter apenas um vetor de dependência
para a variável a. As comunicações para variáveis b e c ficam 'escorzdídas'em pro-
cessadores.
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Figura -1.10: Novo grato de depeiidêitcia para o Exemplo 12

íl : l:l ,l :l *l :l

1l: l?l, l.l l
Figura 4.11: Novo grato para o Exemplo l

4.2.3 Terceiro caso

Vejamos agora de novo Exemplo l (pá.gana 8), o hein conhecido exemplo considerado en]
IRobS92] e outros. Note (lue o Exemplo l é pratica.mente igual ao Exemplo 12, enceta
em alguns índices. Eles apresentam os mesmos ciclos alado direito da Figura 4.4, com
diferentes dependências). .Aplicando rcduçrio de (/e/)erz(/éncía de modo análogo ao Exemplo
12, temos o grato da Figura 4.11.

Para este grato z-l) =(-1, --1) é a solução ótima para C;SS com o número de plassos igual a
?JV(ver apêndice .4.2(página 76)) . Assim o tempo gasto total será ?.V(C'omn2+-lC'on77)l

O tempo gasto por C;SS é 8.\;(C'onzm + C'onze) e o tempo gasto por GSS combinado
com ]SNI é 2A'lC'onzrl? + Con 7}) IRobS921 . Por outro lado o tempo gasto por a.Pr]] por
cornar2do é -y .\; ]('oi7z1}7 + ('017?p) IDarR94].



X tal)ela scgumte rcsliiiic os insultados dos \ aftas lllótodos para o Exetllp]o ]
('orlll)citação l('oiiiuilici\ção

Comparação entre os métodos da tabela

e C;SS apresenta o maior t.eillpo.

e Se C'oz77.7}z > gC'ozl?/i. então re(/i/çda (/c (/eperz(/é/?cita é melhor (lue GSS coilll)irado
com ICNI.

e Se C'orn.n? > !C'oz7i/), ciltão reí/uç(ío (/e c7e/)e zí/érzcia é melhor que a:/irzz /)or c077iízl?(7o.

e Cloncluindo, se C'orllnz > $C'or12/), então rc(/tlç(io (/c (/e/ie7zí/érzcfa apresenta o menor
tempo entre os nléto(los da tabela.

Seja C'077z.n? = ' C'orla/;, então e:/VC..mp+gA'C".,.. - :êi:i::Í;i! = -!é#iP Assin) o

favor de ganho é quase ]2 = 2.4 en] relaçã.o ao melhor resultado obtido por a:/inz por
cornrlní/o se l for grande

e

+.3

c:ss q .V (I'ozrZ/) 8 ,V ( 'oll? r??
(l;SS colHI)irado com l(.:XI ) NC' OI)l}) 2 ;\' ( ' o/l? li?

Ç-lli)l pot (otiiati(lo    
Re(luçao de(lel)c-it(leitcia   o ,V ( '0J7Z /ll
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s. s, Ss

s. )--'

F'igura. -1.12: O grafo de dependêttcia. do Exemplo 13

4.3 Considerações sobre conexidade
Discutireítios brexcillente sobre a cottexidade (]o grato de dependência

B Se o grato(le (lepeildêiicia de uin algoritnlo Rl-ÍN for des('onexo, então as coiiiputações
(le cada compoiteilte conexo são independentes dos outros conlpoitentes. Padeiros
paralelizar cada coillpoitente separadamente(ver o Exemplo li3 e Figura 4.i21 . Pot'-
tanto vamos considerar apenas algoritmos RUN cujos grifos cle depettdência sã.o
conexos da(lui eil] dia.nte

Exemplo 13

Jor i = n to N do
for j = Q t.o N do

Si ; «(i,.jl = /i (b(í - l,.j))
s'2.' :«(í,.j) = /2(:(;,.j i))

S'3; b(f,j) = /3(«(i i,.j + 2))
S',i; #(Í,jl = /4(z(i,J 3))
S'õ.' :(Í,j) = /s(y('f i,j 5))

e Se o grato de dependência for conexo mas acíclico. então DE vai ser urn conjtittto
de várias cópias deste grato e a paralelizaçã.o será trivial neste caso. Portanto estes
casos serão excluídos daqui enl diante. Veja o seguinte Exemplo 14 e Figuras q.13 e
1.14

Exemplo 14

Jor à -- ü {o N do

jor j = ü to N (to
S'i : a(i,j) = /i (f,.j)
S'z : ó(f,j) = ./2(a(i- t.j - i))
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S

s . s . s ,

Figtiia -1.1:3: O grato de (lepclt(lêitcia do Excrilplo l-J

S'3 : c(;,J) = /3(a(f
S'4 : e(Í,.i) = /a (c(/

2,J + i), ó(;
i,.j - i))

l , .j + e)

e Como nosso alvo é eitcolhimeiito de ciclo vamos restringir nossa atenção ao grato de
dependência fortemente conexo. Logo (]tiais(quer vói'vices e (quaisquer arestas fazeiii
parte (le algum ciclo.

'\ seguir resuminlos a natureza de paralelização de
de clepeiidêiicia 6':

acordo coiii a collexidade do grifo

Resumo

' ;{ :::="'
atacar cada componente cones:o
í acíclico -+ trivial

cíclico --> .1 fortementeconexo --} temadestecapítulo
l iiã.o fortemente conexo --> futuro trabalho



Figura .i.14: Doze do Exemplo 14
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4.4 Redução de dependência (RD)
+ Na seção -l.-l.l descreveitlos o caso simples (lc RD f)ara grato de clepeiidêilcia igual

] uni ciclo e o iria('ro com;uldo resultante (it. RD.

e Na senão -1.-1.2 forlnalizainos RD para giafos tilais cotnplexos e descrevetllos o macro
comando resultante cle RD.

e Na seção 4.4.3 discutimos o efeito de RD (lttaiido o grafo é deduzido a um vértice

e Na scção 4.4.4 descrevemos uma coildiçào suílcieilte e sin)pies para que RD seja
vantajosa en] relação a outros métodos.

4.4.1 Grato de dependência igual a um ciclo

Este é um caso bastante simples. Como todos os vetores de depeitdêilcia são lexicografica-
rllente positivos (página 8) podemos perillutar os comandos iio corpo do laço sem alterar a
semântica do algoritnlo. Então, sem perda de generalidade, o corpo com p comandos tem
a seguinte forma(ver ;\ Figura 4.15):

Si
S2

zi(/) = ./'i (z,(-r
,2(/) = /2 (#l(]'

d,))
'll ) )

Sp
s.

i: z, l(r) = /p l(z,-2(/ d,-2))
-,(-r) = /P(,.-i(-r - d,-l))

Tal ciclo é transformado no ciclo apresentado na Figura 4.16

Macro comando após a transformação

Após esta transformação o algoritmo vai ter o seguinte macro comando S (exceto para as
bordas do don)ínio como foi visto na observação l da seçã.o 4.2.2 (página 43)):

-:(.r - d: - .l,
«2(/ - d, - d;

d.-i) = /i («,(/
d,-i) = /2(«i (-r

dp
di

d2 - 'Z,-l))
d, :))

S

z.-l(-r -- d.-i) = ./p i(a,-2(/- d.-2 d~ i))
-,(.r) (,,--(J' - d,--))

O tempo gasto total será de

.$i:y. IBJ (C'-'m + p C'-,p)
r

onde d;=j-ésimo elemento de d = (/i + d2 + +dp
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Figtiia 1.1.5: (;raro de dependência original

d=d. + d: +.-+ d.

F'igura 4.16: Grifo de dependência trailsforEilado

4.4.2 Grafo de depeitdência com mais de um ciclo
Seja A um algoritnlo Rl-íN e seja G' = (y, E) o grifo de dependência para /l ilo qual y
e E correspondem ao conjllnto de coma.nãos Si, . . .S'P e ao de depeiidêlicias entre coman-
dos, respectivamente. 6' é suposto sempre forteinei]te conexo co11] itlais de um ciclo de
dependência. Cada aresta de .E é rotulada pelo seu vetor de dependência. Usaremos a
notação .S -4 .S'' para denota.r a aresta do vértice S ao vértice S'' via vetou de dependência
d. Esta notação não é usual mas tem a vatttagenl de ser uniforme taitto para clepetidência
entre cotnandos colho para aresta no grifo que representa o algoritlllo. l.usaremos S tanto
para dellotar lml coma.ndo como para denotar um vértice coirespondeilte ilo grifo de de
pendência«

Definimos a (lua.ntida(le de arestas que entram ein S' e saem de .S' como segue:

Definição 2

g 'r (S' )
g'(s')

1{./ 1 ](.s' Ó s') c r}
1{.1 1 ](s -; s'') € z;}

Excluirenlos o caso trivial de g+(S) = g (S) = 0. Taiilbéni será.o desconsiderados
vérticescom g+(S') = 0 eg(S) > 0(ou co:n g(S) = Oeg+(.S) > 0) porser fortelllente
conexo. Deste Díodo teremos g+(5') > 0 e g'(S) > 0. VS' € 1

Vários dividir I' enl dois conjuntos: o conjunto dos vértices secundários (vS) e o
conjuitto dos vértices principais(l/P).
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Definição 3

[/n l,é,]/'"e c' l,érZ/ce secundário se g+(5') = g (S') = l
trr7? 1,ér/fce é tlél/fcc principal se r!(io é secura(/ár/c}.

Note (]ue lmi vértice secuttdário trivial é liill vértice con) a})eras unia aresta para ele
mesmo. Todo grato de (lepettdência é stipost-o fortemente conexo. ('oitse(lüentenleitte se
6' tem um vértice sccuitdário trivial, então o grato tem apenas este vértice e esta aresta.
Vamos desconsiderar este caso trivial.

Deânição 4

}'s = {s' € 1.

yP = {s'cl'
S é seca/lz(/árÍo}

l s é p,í-ip«l}

Vejamos o Exemplo 12 (página
{s-} .

40) Para este exemplo, l/S := {S2,S3,S4} e }/'.f)

Definição 5 Uma rota simples é zlm camfn/zo oit tzn? círc?zllZo rzo qua/ os t;érZices (/o
começo e do Pni sào vértices pri-ncipais e todos os vértices inlerTtte(!vários, (luaitdo existem.
são vértices secundários.

Uma rota simples trivial é uma aresta que liga dois vértices principais sem vértices
intermediários.

O método de redução de dependência (RD) transforma o grafo de dependência G' =
IV, .E) com I''S e VP eii] um novo grifo chamado gr'a/o fr'anis/orr7?ado.

Definição 6

G -- (V.E) e uln grato Irai\slorntudo lio (l\tat

V = V P onde caiu S C VP seta denotado por S
IF= {:3P l S,S'C }'P e(S-$S') € -E o« emG e«{;l. «ma «ía sÍmp/«
não triui.ul tÍtEre S e SÍ e d é a soma dos velares de dependêTtcin q\te compõem
esta roía símp/es}

Note que se houver a rotas simples entre S e S' em G então il? vai ter a- arestas entre

Os comandos correspoitdentes aos vértices secundários nesta. rota simples serão incor-
porados como um macro comando de S/. Certamente se houver outra rota simples deste
tipo para S' então os comandos correspondentes aos vértices secundários nesta rota simples
serão incorporados também.

Após obter G' por RD, aplicamos um método conveniente de escalonamento usando as
dependências de G e seja TP., o número de passos obtido cona este escalonamento. Em a
podem existir vértices com diferentes números de vértices secundários incorporados. Seja
Z, o número máximo de vértices secundários que foram incorporados num vértice principal.

Então o tempo total para o algoritmo será 7:1;Comn2 + (-L + 1)71«pComP

S e s/
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Definição de macro comando correspondente a um vértice principal

Seja S' € 1/P e suponha (late .S' tem zl- rotas simples entrando nele (ver a Figura +.IT que

mostra rotas simples 1.2 e {l') . Deilotanlos por 7 unia variável calculada pela função g
correspondente ao S'. Supoíi)os que cada rota simples o, 1 < a $ tt,, teiii 1/. vértices
secundários. Cada vértice secundário da rota simples a será denotado por S.,3. cada
variável calculada neste vértice será deiiotada por #.,J3. a futtção (ltie calcula y.,3 será
denotado por /aP e aresta (lue sai do vértice 5'.P será rotulado por d.,#, l $ 0 $ 7?..
Cada uma destas rotas simples começa num vértice pi'incipal que pode ser o próprio S.
Denotamos por S. o vértice principal deste tipo e poi =- a variável calculada no 5'.. A
aresta que sai de S* para S.i será rotulado por d.., l $ o $ u,

Supomos que existem u vértices principais dos quais S depende. Note que novamente
eles podem ser o próprio S. Denotamos por S. unl vértice deste tipo e z. a. variável
calculada i)este vértice e d. a aresta que sai do S. para S, l $ a $ u. Na Figura 4.17
não colocamos as arestas que saem do vértice 5 a fim de não sobrecarregar a âgura. O
vértice S calcula a; en] função de yio,,y2o,, ' ''g/wq., e zl,.. .z,. Clonlo foi feito para grifo
de depeitdêiicia igual a unl ciclo, podemos supor sem perda de generalidade que o corpo
do algoritmo possui o seguinte bloco B.

g--(.r) = /i-(,*(-r ./i.))
yt,(/) = ./'-,(y::(/ - 'lii))

#l..(/) ./'i.. (y-.. -i(/ - di.. -i))

#.i(-r) = /al (a.(-r - d.*))
y.2(.r) = /a,(g/.- (/ - .Z.*l))

B

g.,,.(/) = /a.. (g.*..-l (/ d.,.-:))

Í p«-(/) = .f«-(,*(/ - a«*))

B l y«2(/) - /«2(g/wl(.r - 'zwl))

l y«..,(]') = /«..(g«..-i(/ - d«...--))
«(/) = g(y-..(.r '/:..),--.,y...(-r - d...), , "'..... (/ - d«.. ), «i(/ - dl), , -,(/ - .z,) )

B., l $ a $ 10, é o sub-bloco de B correspondente à rota simples a. Após RD este
bloco vai se transformar iio seguinte macro comando (novamellte exceto para as bordas do
domínio) :

52



S:k

x#

Figura 4.17: O vértice S e rotas simples entrando nela

#: ](-r rZii di2
(/i2 (Zia

(Zi.: )
(/1.. )

/i l (,-(-r - d-.
./'i:(yi :(/ - d- ,

dii - 'Z-2 ' . . d-..))
d:, . . - - dl.,))

#l.,(/ di«.) = ./'i,.(yi,.-l(/ -- di..-i 'll..))

y.-(/ - d.i - d.:
y.atl -- d.a -- d.3

a....) = ./b- (,.(-r a..
d.,.) = /a,(y.:(/ - d.:

d.i
d.2

d.2'.. d...))
- d...))

S

y... (.r - d.*,,. ) /a.. (g/.*..-: (/ - d...-: d...))

#«-(/ - d.: - dw:
y.2 kl -- d.a -- d.s

d«.«) = /wl (,.(/ - d.*
d«.«) = ./«2(y.t(/ d.i

d.i - 'Zw2 ''- d«..))
-'Zw,.. - d«..))

y«,,., (/ - d«,.) = /«.., (gr«...
,(/) = g(g/-..l/ '/i..),-- .,#...(/

i(/ - d«...-i - d«...))
- d.*..),. ,g«...(/ - d«..,),«i(/ d:) «,(/ d..))

l $ a $ w, é o sub-bloco do macro S correspondente a Z?.

Observações

Este processo de incorporar vértices secundários aos vértices principais reduz o número
de vetores de dependência e coilseqüentenlente, após aplicar mapeamento, reduz as comu-
nicações entre processadores.

A idéia básica da transformação é a seguinte: o que nos importa realmente para achar
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Figura 4.18: Dona do Exemplo 15

um bom escalonamento são as dependências entre vértices principais. As dependências en-
tre vértices secundários, bem como entre um vértice secundário e um principal, têm pouca
importância. Em outras palavras, as localizações dos pontos P de .DE correspondentes a
estes vértices (P C S x Dom onde S C l/S) irão são importantes.

A outra vantagem do novo método é a seguinte: A redução do número de vetores de
dependência contribuirá para facilitar a aplicação do método GSS que en] casos gerais é
n.uivo complexo ]ShaF91]. Essa redução pode até tornar possível que o cálculo seja feito
manualmente

O questionamento natural ao método proposto seria o seguinte: "0 método proposto
visa reduzir o tempo de comunicação entre processadores, aumentando entretanto o tempo
de computação. O tempo total não poderia até aumentar?" Na seção 4.5 mostraremos un]
novo método, 7'Caução de dependérzcÍa rareia/, visando um equilíbrio entre comunicação e
computação.

Computações nas bordas do domínio

Agora veremos o que acontece nas bordas do domínio através do seguinte exemplo simples
com um laço.

Exemplo 15

Jor i = Q to N do
Si ; «(Í) = /i (c(Í
S2; Z,(Í) = /2(.(Í
S3' c(Í) = /3(ó(i

2))
1))
2))

O macro para este algoritmo é o seguinte, exceto para as bordas

Í «(á - 3) = /-(c(Í - 5))
S 'l Z'(Í - 2) = /2(.(Í - 3))

l c(Í) = /a(Z,({ 2))

Levando em conta as bordas podemos representar o algoritmo todo com seguinte macro
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for i = 0 to .\; + 3 do
l ir 3 ; «(; 3) = ./'-('(f - .s))

SI if2 f$.A;+2 Z,(; 2)=/2(a(f-3))
l if í J\; .(i) = /3(b(; 2))

Podemos representar do seguinte modo alternativo também

for í = 0 to l do

'(Í) = /a(b(f - 2))

for í = 2 do

,l ''' :iii :ti:ií: :ii
for i = 3 to .N do

Í «(á - 3) = ./'i (c(f 5))
S'// 'l Z,(í - 2) = /2(a(f - 3))

l c({) = /3(Z,(i - 2))
for í = .N + l to N + 2 do

for í = .N + 3 do
«(i - 3) = /i (c(Í - 5))

S'//.r «(i - 3) = /i (c(i 5))

b(á - 2) = /2(a(í - 3))

4.4.3 Efeito da transformação sobre a escolha de n quando o grato é
reduzido a um vértice

Seja G o grifo de dependência original e G o grifo transformado conforme seçã.o 4.4.2
Suporemos que G contém apenas lin] vértice.

Como temos apenas un] vértice vamos usar GSS.

Seja n'o vedor que minimiza GSS(n) = mm{««l.. l ./oco} em 6'
no serve como vedor de escalona.mento para il;r também?

Então será que

Como n'O é um vetou de escalonamento para G, temos mdcln'À, . . . , n'on} = 1 e a'o '(Z. > 0
paraVda C Z). Por outro lado cada dO € 1D é a soma de alguns d.'s de .D. Assim n'o-d0 > 0,
para VdP € D e portanto no é um vetor de escalonamento para (;.

Seja?fão vetor que minimizaüSS(a') = m,nt«.ap l a.:o} em a

Q«a] é a relação entre «-o e ?6 ? Qual é o valor de ÜSS(,o)?

Mostraremos que ÜSS(no) $ GSS(to). Ou seja, o número de passos do método redução
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de dependência nliilca é superior ao do método GSS.
Sem perda de generalidade, seja di o vedor (le depettdõitcia tal que no - di seja inínin)o

entre rO ' d.*. para (/.. € 1). Logo n-O ' (/l $ Tu ' (Z..Vd., C D e z'O ' (/l $ n'O . (ZJ3, para

Val; € D. Temos minln' . d/j l (/a C D} 1? minÍn' . (/. l d. € Z)}. Deste modo ten)os
GSS(no) $ GSS(to) e cona maior razão ÜSSOiÕ) $ C:SS(no).

Por outro lado, o caso infeliz (le miSS(no) = C;SS(n-o) só vai acontecer se (/. - Ú on(le
(/i é o vetor que ii)inimiza to (/O para (fa C Z) . Nlesrtio neste caso há chance de achar iíÕ
tal que GSS(?iõ) < i-:SS(n'o) já que temos nlellos restrição iia busca de ?íã do que a'o.

Em resuilio, como os novos vetores de dependência são somas de velares tais que
r . d > 0 e o número de vetores de depeildêticia diminui,

disp(a') (lue é o denominador da formula de GSS tende a aumentar
espaço de busca para n aumenta com a diminuição do iiúnlero de vetores de
dependência.

,A.ssim aumenta a possibilidade de melhoria no escaloiianlento

4.4.4 Aplicabilidade

Quando é vantajoso o método de redução de dependência em relação aos outros métodos?
Uma condição simples e suficiente (mas não necessária) pa.ra responder esta questão é
comparar um "piso" de tempo total gasto dos outros métodos com um "fe/o" de tempo
t.oral gasto do método de redução de dependência. Este "piso" é dado através do caminho
mais longo no Z)E. Se o comprimento deste caminho for Tc, então o tempo gasto total é
sempre maior ou igual a Tc(C'omm + C'omp). Quanto ao "/eZo", o seguinte fato garante
que temos boa chance de calcular urn "Zelo" com facilidade.

Fato

Os vetores de dependência antes da redução são todos lexicograficanleiite positivos. Por-
tanto ao efetuar redução de dependência, que consiste na soma de vetores lexicografica-
mente positivos, aumenta a possibilidade de ter uma direção na qual todos os vetores de
dependência resliltantes têm seus eleriieiitos positivos. Se tal direção existe podemos pa-
ralelizar nesta direção.

Vejamos um exemplo

Exemplo 16
jor i = ü to N do

for j = ü to N do

For k to N do

co«a«d. Si; «({,j, k)
calhando SZ: b(i,j, k)
comando SS: cl.i.,j,k)
conzan(/a S4; e(í,.j, k)

/i (e(í - i,j - 1, k))
/2(«({,j - l,k l)l
/3(e(í,.j, X' - l))
/a(b({,.i, k - l),c({,.j - 2,k+ l))
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''- - '',: ' : -(T )
s, s:ú-;-l'l
'. - ',: ', -(; )
'; - '. '« - l l. l

S'.t --> S'i:

2 1

\ l /

O caminho mais comprido tem comprimento g;l
para completar os ciclos S'4 -+ Si --.} S2 --} S4 na

c/,ão" -i ser êg(C'o«.«. + C'.mp).

que é o número de passos necessários
direçã.o .j ou na direção k. Logo um

Por outro lado efetuando a redução de dependência, temos:

Os dois vetores têm elementos positivos na direção .j e o mínimo destes elementos é 2.
Paralelizaiido nesta direção o número de passos vai ser igual a #. Assim um "leio" vai
ser g- (C'omm + 4C'omP).

Comparando o "c/zõo" e o "leio", temos

#C'.mm + gC'omp < #C'.m«. + gC'.mp.
Podemos concluir que método de redução de dependência vai ser garantidanlente van

tajoso se C'o/np < 2C'omnz. Além disso seja C'omm = '7 C'om.p, então :;iii::i:ii:!g Como .

if:lil3#.. - i:il?l?. Assim o fator de ganho é quase 3 se '7 for grande.

di = dii + (/12 + di3 =

d2 = d2i + (J22 =

+

+ ;,

+

l 0 0 l
l l 0 2
0 l l 2

[) 0
[) 2

l ()

Observação

Enfatizamos que a comparação dá apenas uma condição suficiente. O fato de a desigual-
dade não ser satisfeita ou não obter "Zelo" não in]plica en] que o método de redução de
dependência seja desvantajoso.



Figura 4.19: O exemplo extremo (Exemplo 17)

4.5 Redução de dependência parcial
e Na seção 4.5.1 darmos um exemplo para motivar RD parcial

e Na seção 4.5.2 definimos RD parcial e damos a condição de aplicabilidade de RD
parcial.

4.5.1 Exemplo

Como foi visto com os exemplos na seção 4.2, o método RD (redução de dependência)
visa diminuir o tempo total gasto com a redução de tempo de comunicação, aumentando
entretanto tempo de computação.

Se não for bem aplicada, esta estratégia pode até aumentar o tempo total gasto. Daí
surge a necessidade de balancear comunicação e computação. Este é o tema desta seção.

Vejamos o seguinte exemplo extremo (Figura 4.19).

Eüxemp\o 17 CoTlsidere uíu atgoritnto cujo gTafo de dependêttcia é como na Figura 4.í9
Supomos qzze ' C'omp = 1 C'omm, l «K 'r.

Os S., l $ Q $ 2'y, são todos vértices secundários. Podemos aplicar RD ao vértice
Só. Temos o grifo traiisfornlado mostrado na Figura 4.20.

Seja P € J)om correspondente ao vértice transformado. O tempo total gasto neste
ponto será l C'omm+ (2'y + 1) Como = 2 Coma + ('y+ 1) C'omp. Porém se não aplicam)os
RD, o tempo total gasto pa.ra o conjunto de coma.lidos Si . .S2,* e Só será 2 Coram +
2 C'071zP < 2 Coram + ('y + 1) C'omp (um passo para Si - . .S2v e um passo para Sb).

4.5.2 Redução de dependência parcial
Seja .A um algoritmo RUN e G seu grifo de dependência
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Figura 4.20: O exemplo extremo após RD

-------» r'i"\ -..,...
S

rn-(a-

figura 4.21: Vértice S

Seja S um vértice principal e vamos supor que existem q rotas simples entrando no
vértice S (ver Figura 4.21). Cada rota simples a tem .L. vértices secundários, l $ a $ q.
Rotas simples que saem de S e os outros tipos de caminhos que entram em S não interessam
para a análise a seguir pois eles não têm influência no tempo gasto para comuiticação
e computação do ponto de Dom correspondente a este vértice. Nosso interesse neste
momento é como tratar estes (-LI + Z;2 + ' ' ' + .[, + ]) vértices. Na Figura 4.21 sã.o
mostrados apenas estes g rotas simples pelo mesmo motivo.

Se aplicarmos o método RD a este vértice, ponto P C l)om correspondente vai ter um
macro com(-Ll+ -L2 + ' ' '+ -Lq+ 1) funções(ver Figura 4.22).

O tempo gasto total para este ponto será l C'omm + (Z,l + -L2 + ' ' - + -LÇ + 1) C'omP.
Como foi visto na página 51 o tempo total gasto do algoritmo é determinado por vértice
principal quc incorporou o maior número de vértices secundários.

Então se o coeficiente(-Li+-L2+ -+Z,ç+ 1) for muito grande, o método RD pode até
aumentar o tempo total gasto como o exemplo extremo já mostrado. Balanceamento entre
comunicação e computação vai evitar esta ocorrência indese.lavei. Este balancean)eito
será feito com possível introdução de um vértice intermediário em cada rota simples.
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P

#

rn-rn.

rn-ra-

(D-(a-

figura 4.22: Após RD

rn-ri'»-

rn-(T'»-

ín-ra-

Figura 4.23: Após RD parcial

Conseqüentenlente vamos ter unia comunicação a mais porém diminuímos computação.
Em cada rota simples o criamos uin vértice que agrupa L.. vértices secundários. l $

a $ q (ver Figura 4.23).
Seja v = ---axll,.* 1 1 $ o $ q}
Agora o ponto S tem q vetores de deperldêitcia todos vindo de pontos, cada qual coill

um macro formado por iio illáxinlo ]t/ funções.
Temos limo comunicação para estes novos pontos. O tempo gasto na execução paralela

para estes pontos é -A/ C'onze. Temos ainda uma comunicação para S e a complicação no
S

Assim o tempo gasto para estes pontos será
(l C'o«.ni + Jt-f C'omP) + (l C'omn2 + l C'on?P) = 2 (,'o,n«? + (À/ + l)Como

Chamamos esta traltsfornlação de RD parcial
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Quando RD parcial é melhor que RD?
RD parcial é melhor (late RD se e somente se:

2 C'0/7z71}+ lJv + l)C'omp < 1 C'orri7zz+(-Li +L2+ '''+L,+ l)C'omp

IC'omn? <(Li+L2+'''+Lç Jv)C'om/)

a-- < J,i + .L2+ '''+Lç

Se l,l,L2
RD. , Zç e .Acf satisfazem a inequação acima, então RD parcial é mclhoi que
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.::( : )

d . : (. '.}

Figura 4.24: Exemplo 18

4.6 Redução de dependência generalizada
e Naseção 4.6.1 descrevemos de modo inforn)al RD gei]eralizada através de dois exen]

Pios.

e Na seção 4.6.2 definimos formalmente RD generalizada e descrevemos a definição do
macro.

e Na seção 4.6.3 descrevemos a condição suficiente para aplicabilidade cle RD gellera
gizada.

4.6.1 Exenaplos

Como foi feito na seção 4.2, primeiro vamos examinar um exemplo bem simples para
introduzir a idéia de r'Caução de deperzdéncía gerzera/fiada (RD generalizada)

Exemplo 18

for i to N do
for j = ü to N do

Si; «(Í,j) = ./'ilZ,(i,J- 1), Z,({- 2,J- 2)l
S2; Z,(Í,J)=/21«(Í i,j),«(Í- l,j+l)l

Temos.quatro vetores de depeitdência (ver Figura

di =

d2=

d3=

4.24)



Figura 4.25: DE para o Exemplo 18

O .DE do Exemp]o ]8 é mostrado na Figura 4.25. Qual será o tempo para executar este
algoritmo? Da Figura 4.25 é fácil ver que o caminho mais longo tem comprimento igual a
2]V. Assim qualquer escalonamento deste algoritmo leva, no mínimo, 2Ar passos. O tempo
total gasto será então maior ou igual a 2.N (C'omm + C'omp). Pela Figura 4.24 o grifo
de dependência só tem 2 vértices, ambos principais. Portanto não podemos aplicar RD.
Porém, com um pequeno truque que vamos introduzir, podemos contornar esta situação.
Examinemos a Figura 4.25 como fizemos na seção 4.2.2. Focalizemos nossa atenção apenas
nas dependências entre, por exemplo, os pontos (S2,{,j). Notários que S2(5,5) depende
de Si(4,6) via vedor de dependência d4 e de Si(4,5) via d3. Si(4,6) por sua vez depende
de S2(2,4) via d2 e de S2(4,5) via di. Si(4,5) depende de S2(2,3) via d2 e de S2(4,4) via
di. Enfim, focalizando nossa atenção en] S2, temos(5,5) dependente de(2,4),(4,5),(2,3)
e (4,4)

Deixamos de lado, por enquanto, o fato de que .S'i não é vértice secundário. Aplicamos
RD e teremos 4 novos vetores de dependência:

''---*',- l ? l * l l« l - la l
'« -",*'.- 1 :1 * 1 1: 1 - 1 f l

l
d4 l
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dlv dii

Figura 4.26: Novo grato de dependência para. o Exemplo 18

',« -':*';- 1 ? 1 * 1 a l - l : l
7'« - ': * '; -l:l *làl -l: l
O novo grato de dependência é mostrado' na Figura 4.26.
O domínio J)om para este novo grato de depelidêiicia está na Figura 4.27. Todos os

quatro velares de dependência d/ a d/y têrTI elemento positivo na direção {. Podemos
paralelizar no eixo í. O mínimo destes elementos é um. Logo o número de passos re-
queridos é igual a Ar. O tempo gasto para comunicação será reduzido para metade, ou
seja, N Coram. Entretanto não sabemos ainda o tempo gasto para computação pois não
sabemos como seria o ma.cro comando S. Mais ainda, nem sabemos se o processo é correio
ou nao.

Voltemos à Figura 4.25 para respondermos a estas dúvidas. Nesta figura temos:

8 ó(í,j) depende de a({ i,.j) e «(í i,.j + l)
. «(f l,J) depende de b(i i,.j - 1) e Z,(i - 3,J 2)

1 ). «(Í l,J + 1) depende de Z)(í i,j) e b(í - 3,.j

Agora faremos um truque. Alterámos o corpo dos laços encaixados para a seguinte
forma:

Exemplo 19

/or { = 0 1o N + l do

for j = - \ to N do

Í ü('Í- i,J) =/ilZ,(Í- i,J- l),Ó(á- 3,.7
S'l a(i - i,J+ l) = ./'ilZ)(Í- i,.j),Ó('Í- 3,.7

l b(á,j)=/2ja({ i,J),«(í- l,.j+l)l

2)]
l)l
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Figura 4.27: Novo l)om para o Exemplo 18

Definimos um macro S composto por estes três conlaiidos. Para este algoritmo o tempo
gasto tota] vai ser ]V C'amm+3Ar Conzp para paralelização na direção {. Com um pequeno
cálculo, podemos ver que GSS também dá o nlesnlo resultado. O novo escalonamento leva
menos tempo se e somente se

N Coma-t -F'SN Como < 'ZN Comrrí\ -\- 2N Como
i.e. se e somente se
Comp<Comm.
Seja (;omm = ' Como. Então
ZêLÉel21n:E2E.gew Ê:!B
7V Comm+3iv Goma
Assim o favor de ganho é quase 2 se ' for grande

Observações

e Notamos que como o macro S calcula duas vezes /, cada valor de a é calculado duas
vezes nos pontos diferentes de J)on}. Por exemplo, para (í,J) = (4,4) calculam-se
ü(3,4) e a(3,5) e para({,j) =(4,5) calculam-se a(3,5) e a(3,6).

e Além disso, introduzimos algumas instâncias de iteração desnecessárias para co-
mando Si. Por exemplo para { - 0, ü(--l,j) =/]Ó(--l,J -- l),b(--3,.j 2)] é desne-
cessária

8 Fora estes dois fatos, o algoritmo de exemplo 19 é semanticanlente equivalente ao
algoritmo do exemplo 18.

e Pela. Figura 4.25, observamos que S2(5,5) e S2(5,4) dependeu) de Si(4,5) que por
sua vez depende de S2(2,3) e S2(4,4). Pela Figura 4.2T observamos o seguinte



Figura 4.28: Grato de dependência para o Exemplo 20

Ao colocarmos "duas vezes o coniaitdo Si" no macro coniatido
seguintes dependências:

passa.mos a ter as

S'(5, 5) depende de S(2, 3) e S(4, 4)
S'(5, 4) depende de S(2, 3) e l?(4, 4)

A passagem por Si (4, 5) na Figura 4.25 é un] "gargalo" inerente do algoritmo original
para comunicação e eliminamos este "gargalo" com a transformação acima.
Informalmente podemos dizer que desamarrarnos as dependências e deduzimos o
número de passos.

Antes de apresentar o método de modo formal veremos mais um exemplo

Exemplo 20
for i to N do

for j = Q to N do
s-' «(i,j)=/-1,(Í,.j-t),,(i i,.j l)j
S2; Z,(i,j) =/21,(Í- i,J+ l),«(Í- 2,j),z(i
S3; c(Í,.i)=/al,(Í i,j-3),,({-2,.j+i)l
S4; -(Í,.j) = gl«(i - i,J),«(i- i,J - 2),b(Í,j

i,J - l)l

2), ó(i - l,.j 2) , c(Í, .j 2),.(í,j l)j

Temos 13 vetores de dependência (ver a Figura 4.28)

8 dii
0
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d.

d*.,
d..

Figura 4.29: Grato de dependência para o Exemplo 21

e d3i

e d41

, d,i6

tl,'« - l l: l,'«
lil,'« - l j:l

Temos um ciclo Si -g!+ S4 -!q S'i. E fácil ver que serão necessários 2A' passos para
completar este ciclo. Logo o tempo total gasto será no mínimo 2JV (C'omm + Como).
Modificamos o algoritmo do Exemplo 20 do mesmo modo como foi feito no Exemplo 18.
Temos o seguinte algoritmo.

Exemplo 21

/or { = 0 Zo ]V + l do

for j -- Q to N -+ 2 (to
«(Í - i,J) =/il,(Í - i,.j - l),«(Í - 2,J - l)l
«({ - i,J - 2) =/i[,({ - i,j - 3),z(Í- 2,.j - 3)

/,(Í,j-2)=/2la({ i,J-i),,({-2,.j-2),«(f-i,j 3)l
b(Í - i,J - 2) = /21«(Í - 2,J - l),«(Í- 3,.j - 2),«({- 2,J- 3)l
c({,j-2)=/3]z(Í-l,J-5),«(Í 2,j-l)]
c({,.j- l)=/3lz(i i,J-4),«(i-2,J)l
«({,.j) =gl«({- i,j),«({- i,J 2),ó({,jr2),z,(i- i,j

S

2),c(Í,j 2), c(Í, .j - l)l

Temos 14 vetores de dependência (ver a Figura 4.29), todos com elemento positivo na
direção {. O mínimo destes elementos é igual a 1. 0 macro S tem 7 comandos.

Logo o tempo total gasto é menor ou igual a Ar C'omm + 7iV C'om;). O novo al-
goritmo gasta menos tempo se ]V C'omm + 7]V C'omp < 2N C'omnz + 2A' C'omp, ou
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) ConlP <. ContTlt.

Seja C'oninz = 1 C'onze, então 2N Contm+2.\ Ç: ggl11
/V C.'omni+TiV C'amp

(luasc 2 se ' for graitde

2-v + 2
.Assim o favor de ganho é

Mérito de RD generalizada

Geralmente a paralelizaçã.o de um algoritmo seqüencial tem colho self ponto de partida
este algoritmo seqüencial. Deste modo o ''garça/o" inerente do algoritmo original continua
latente rllesnlo após a paraleli=ação. Entretanto o método cle RD generalizada, informal.
meitte visto acima, ataca inclusive este "gr7rya/o". Com isto ele alcança unia paralelização
melhor mantendo a dependência implícita.

Na próxima seção veremos a formalização do método.

4.6.2 Definição formal de redução de dependência generalizada (RD ge-
neralizada)

Seja G urn grato de dependência fortemente conexo de um algoritmo RUN como na seção
4.4

Definição 7 Conltznfos (/e uérZíces qi/c entram em S e saem de S

Á©+(s) = {s'
.4© ' (S )

] (S' -$ S) C E}

] (s 4 s') € r}

Definição 8 U77z uérZ ce S C 1/ é extremam se

l,4©+(s) l
Á©+(s) :

: l.4©'(s)l = l
.4©'(S) # S

Definição 9 Unl oérffce S C y é central se não é ezlrer7za/

Para o Exemplo 20, Si, S2 e S3 são vértices extrenlais e S4 é um vértice central

Definição IO

}''.E = {S C y l S' é t;érlíce ezZrema/}
VC = {S C 1/ S á uérZíce remira/}

Definição ll Unz uérlíce cezzZra/ S. € yC' é central a ull? uérZíce ez/rema/ S. C l/E se

s. AÜ+(s.)(= ,4(Ü'(s.))

Para cada vértice extremal existe apenas um vértice central a ele
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Definição 12

l,'C+ = {S'. C I'C' l 5'. c' ce/irra/ a a/gtzzzi S. C l.'E}
/'ara 5'. € 1.'('+, 1,'r(S.) = {S. C vE l 5'. é cc/lira/ rr S.}

Definição 13

.E+(s) = {a l 3(s' -5 s') c z}
z'(s) = {a l ](s' 4 s') c r}
Para S'. C L'C'+, E\,r(S.) = {lS. -$ S.) C E
.E S. C vE(S.)}

s'. c l/r(s.)} ulls. -5 s'.) (

Definição 14 RD gerzera/í:aduz para S. C yC'+ é un?rl íranlgorrlzaçdo do gra/o G
que resulta no grato G tat que:

( }'', E)

\.' = v - }'E(S.)
E =(-E-EI,r(S.))U(Us.cvrH.){(S. a!=!4' S'.) l d+ € E+(5'.), d' c E'(S.)})

Note que na definição acima S. é central a cada S.

Definição 15 RD venera/ízada para G = (V, E) é aplicar RD gelzera/í:ada para cadas.e yc
Note que para o Exemplo 18, SI e S2 são ambos vértices extremais e não existe vértice

central. Para casos triviais como este escolhemos um dos vértices como central arbitrari-
amente. No Exemplo 18 S2 foi escolhido como central.

Definição de macro comando correspondente a um S C yC+

Seja S C rC'+ e Q = IV.E(S)l. Dettotamos por 7 uma variável calculada pela função g
correspondente ao S. Denotamos por ya uma variável calculada pela função /a corres-
pondente ao S. C vE(S), l $ a 5; Q. Para cada S'.,, lr+(S.*)l = ZI., e lr (S.)l = r.,
l $ c} $ Q (veja a Figura 4.30).

Como foi feita iia seção 4.4.2, sem perda de generalidade supomos que o corpo do laço
tem o seguinte bloco .B correspoildeilte a S C VC'+

yi ( r) = ./i (,(/
#2(.r) = /2(=(/

d{.),
'J;.),

, «(/ - díe: ))
« (/ - al;e, ) )

B4 y.(/) -/a(«(/- al.-), ,(-r - al*(. ) )

yn(/) = /n('(/ - 'lb.),' '','(/ - abc.))
z(/) = g(z/i(-r - dll),. .-, wi(/ - dl,:),. . -, yQ(-r (/S2 1 ) , yQ(-r - dí2. ), )
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dat

d

dbi

dQ,

Sa S

Figura 4.30: O vértice central S e o vértice extremal S'.

Na lista de parâmetros para a furlção /, não especificanlos as variáveis calculadas nos
vértices cento'ais.

Após RD generalizada para S, este bloco vai se transformar no seguinte macro comando:

l yl(r-dli)-/i("(/ dÍI --dii),' ',"(] -die. -dll))

l yi(/-di,-.) =/1(z(-r-dll dl...),''',z(-r-dÍü dl,.))

Í y,(-r - d,-) - /2('(-r - 'Zl;- - .Z,-),''','(/ - 'Zl:Ü - d:-))

l g2(/-d2«)-./'2(a(/-dali d2.),''',z(/-alia d2.))

g.(/- '/.-) = /a('(r al.- - '/.:),''',':(-r- al.e. - .Z.-))

y.(/ - d...) = /a(Z(/ - dl*i - d.,.),''', ';(/ - al,{. - d.*,.))

z/n(/- doi) = /n(a(-r- dbi - dç2i)), ,'f(/ - ahc. (zç21))

g/Q(-r - dn«) = /n(=(/ -. ab« - dn«)),' ,z(/- czGe. - dQ.))

z(/) = g(yi(/- dii),''',yi(/- di,.),''',gn(/- (Zni),''-,yn(/ (zç2.)
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Observação

Nos exemplos 18 c 20. os vórtices centrais (S'2 e S'.., respecti\ament.e) estão no hnl do
corpo dos laços. Este fato não é relevante porque os x;etores de depeitdência são supor
tos lexicograficainentc positivos e a ordem entre os comaitdos não altera a semântica do
algoritmo.

4.6.3 Aplicabilidade

Assim como foi feito 11;. seção 4.4.4, comparemos o "piso" de outros rlétodos com o "Zelo'
de RD generalizada. Vejamos quando podemos calcular un] «teto"

Definição 16

Seja F C E
c é 271za direção viável de r' se d' > 0,V(/ c F
D}'(/') = {a l d' > 0,Vcl c -F}

Definição 17

Seja S C VE
c/z,(S) = OI'(E+(S)) U D}''(-E'(S))

Definição 18 EC' s. -5 si l s., sl € }''c'}

Temos dois casos a considerar

. caso l (existe um único vértice central)
Se Os.VE d«(S) # 0,
então podemos calcular un] "Zelo" para RD generalizada

e caso 2 (existe mais de um vértice central)
Se(ns.vx '/«(s')) n oT'(-EC) # o,
então podemos calcular um "Zelo" para RD generalizada
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Capítulo 5

Conclusão

e Na seção 5.1 resuminlos esta tese

e Na seção 5.2 apontamos as contribuições.

e Na seção 5.3 apontamos as possíveis futuras direções deste trabalho
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5.1 Conclusão

4pieseritamos uma iloxa técnica de encolhirnento de ciclo chamada re(/?/ção de deperldél?cía,
que consiste eill identificar e distiijguir. ilo grato de dependência. os vértices corresport
dentes aos coinaiidos cruciais e os vért.ices correspondentes aos comandos não cruciais a
escalonamento. A iio\a técnica baseada nessas informações corresponde a definição efi-
ciente de macros costituídos de un} conjliiito de comandos possibilitando a redução do
número de passos e do núiiicro de comunicações eittre processadores. A nova técnica
tambén] simplifica sensivelmente a aplicação do método GSS, Oli outras técnicas de es
calonaniento devido à redução do número cle velares de dependência.. Uma comparação
cona outros métodos foi feita usando um mesmo exemplo, o bem conhecido exemplo de
Peir e Clytron IPeiC891, para mostrar a sua eficiência e a simplicidade. Apresentamos as
formalizações deste novo método, ein termos de transformação do grato de dependência e
de definição de macro comando. A condição suficiente e simples de aplicabilidade foi dada.
Ena seguida introduzimos a técnica. chamada reduz(io de depezzdérzc/a prrrcía/ que visa ba-
lancear o tempo gasto para comuiticação e o tempo gasto para computação.
Finalmente introduzimos a técnica chamada. redtlção de deperz(/éncfa gerzeralizrlda que ataca
os gratos de dependência mais gerais e altera o algoritmo seno mudar as dependências
implícitas. Esta alteração de algoritmo elimina certos "gargalos" inerentes de comunicação
do algoritnlo original. A condição suficiente e simples de aplicabilidade foi dada.
Os métodos foram ilustrados por meio de domÍlzío ezp/alto, uma nova representação de
dependência que auxilia identificar as dependências de modo mais eficiente e dá uma base
intuitiva para os novos métodos.



5.2 Contribuições
Podemos restiitiir as coiitril)liições da tese como se segue

] domínio explícito (DE)

e DE é unia nova representação de dependências.

© os exeillplos 2-dimensioiiais , apesar de serem simples, são ilustrativos pois dão
uma base intuitiva da transformação nos grifos de dependências para casos
gerais.

2. redução de dependência (RD)
e

e

e

e

e

e

RD é unia nova técnica para eiicolhimeiito de ciclos.

Ela identifica e distingue os vértices corresponderltes aos comandos cruciais e
os vértices correspondentes aos comandos não ctticiais a escalonamento.

A redução de número de vedor de dependência contribui para análise mais sim-
plificada de escalollanlento.

A reduçã.o de número de vetor de dependência contribui para redução de comu-
nicações enfie processadores na rede de processadores resultante

Ela tem desenl ponho melhor em relação a.os out.ros método para o bem coithecido
exeiiiplo de Peir e Cytron ]PeiC89].

Ela tem uma condição simples e suficiente para sua aplicabilidade.

3. RD parcial

e para grifo de dependêttcia com muitos vértices secundários, ela balanceia o
tempo gasto para comunicação e o tempo gasto para coinputa.ção.

4. RD generalizada

e Ela é aplicável aos grifo de dependência mais geral.

e Em vez de tomar o algoritmo como ponto de partida fixa para paralelização, ela
ataca o próprio grifo de dependência mantendo as dependências implícitas do
problema. A transformação correspondente no algoritnlo elimina o "gargalo"
inerente de comuiticação do algoritmo original.

e Ela tem uma condição simples e su$ciente para sua aplicabilidade

74



5.3 Futuras direções
Como possíveis direções para a geiteralização do itlétodo RD podemos apontar o seguinte

1. laços não perfeitos
DE deve ser de utilidade pa.ra analisar este tipo de estrutura

2. grato fortemente conexo mais geral
Tentar aplicar RD geiteralizada para grifos mais gerais possíveis do que foi tratado
no Clapítillo 5.

3. grato conexo mas não fortemente conexo
Como foi visto na'seção 4.3, este é o tipo de grifo (lue não foi atacado. O desato é
como casar escalonamento de várias partes cíclicas e partes não cíclicas.

4 laços afins
Quando as dependências hão são uniformes, a situação se torna bastante complexa
IWong921. O mais recente traba]ho nesta área foi(]e Darte e Robert IDarR951. Neste
trabalho eles desenvolveram a aplicação de escalonamento afim por comando a este
tipo de estrutura.



Apêndice A

Detalhes do GSS

A.l Cálculo de a-o para o Exemplo l (página 21)

Seja n =(a,Z'), então temos mdcla,Z,} = le r-D > o+ ja > ió+ l
Temos a e b necessariamente positivos.

disP(«) nlinl2b, rr -- 6b, a + 5b, b, a 4b} :: mima 6b, b}

1. se b = l

então GSS(r) =(a+ l)JV. Logo tome a = 6b+ 1= 7

2. se b > 2
então temos dois casos a considerar

e se 6b + 1 < a < 7b--l
disp(r) = a -- 6ó e GSS(n') = (1lfli!)X

tome a = 7Z, -- l e temos GSS(n) = W ? 8.V
e se 7b + 1 < a

disp(")
tome a = 7b + l e temos GSS(r) = ]11b:;!)# ? 8Ar
(observe que a = 7b é excluída por nldcl7b, b} = b 2 2)

Portanto temos «-o = ('í. 1) com GSS(a'o) = 8.V

A.2 Cálculo de n-o para o novo grato do Exemplo l (página
44)

Seja n = (a, b), então temos 2a. + Z, > 0 e a -- 3Z, > 0 e a > 0
Seja k tal que Z, = #a.
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GSS(") - ãinfí-. ' » ' "--"i:«--l..'-".
Poroutro lado.cotilo 2a+A'íl > 0e íl-- 3Á'a > 0. teremos 2 < k <4

. s. 0 < k < à
GSS(") +qA' :» A'

e se X. = 0

GSS(,') = jV
n = (1, 0) e o tempo total=A

e se --2 < k < 0

seja Z = --k

GSS(,') = (1+!)N
m i n {2 -- f ,1 +3t }

E fácil ver que GSS(n) é minimizado quando
logo { = }
«o = (4, -1) e GSS(«-o) = W

1 +3Í



Apêndice B

Lista de símbolos

pagina com
a primeira
ocorrencla

78

  A algoritmo RUN
  ,4©+(S ) {5'' 1 ] s'' 4 s c z} 68

  Á©'(s) {s' 1 ] s -$ s' c .E}  
  B. stib-bloco cr de conlaitdos no corpo de aços 52

  C, C'. ciclo, ciclo a 9
C'Íc/ comi.junto de ciclos 27

cÍc/o( ,' ) -ni«{llf?HJ l C' C C'ic/} 29

  tempo gasto para comunicação entre
processadores

L2

-., omp tempo gasto para cálculo de um comando 12

d,d. vetores de dependência 8
d d para o (; ;5
D matriz de dependência q
D /) para o (;'  
DE domínio explícito i6
disp(,') minar . (/. 1 1 $ a $ r} 20

  conjunto de índices 7

d«(s) Ov(E+(S)) u D}' (E-Ílgl l 71

0}' (F) {a l d' > OIV;i ê'iQ 7]
E conjunto de arestas de G! ío
E E após RD 5]

E'p (S) {a l ]s' -$ s € } ??

E'(S) { l 3s A s' c -E} ??

  {s'. -5 s: l s., s! ;i;ã 71

E }''E(S ) {s. -5 s. c .r l s. c \'r(s.)} u {s, -$ s, € .e l s. ç l/zí.ç,)} 6q



79

  G grifo de del)eli(lêilcia 5n
  G G' após RD 31

  v+( .s' l {d l ](.s'' -$ .s') c rll 50

  g' (S'l {(/ l ](.s' -$ .s'') € rll 50

 
GLN laços encaixados generalizados

IJeiterat look) nest
T

   encolliimento de ciclo seletivo generalizado
leTierat selectiue cycle shrinking
m ax{ r-/ -- r.J l /,./€1)om

cl l s 1) í T  
  Z} .7, ? ] , . . . , in índices 7

  /,J índices (vetoles) 7

   método de deslocamento de índices 25
  /\' (c ) comprimento do ciclo C 27

 
L número máximo de vértices secuitdários incorporados

nuns vértice principal
5]

   limites inferior e superior para o laço
m ais externo

7

L. número de vértices secuitdários num caminho simoles  
/.(ii, . . . , i.-l), 'ü.(il, . . . , ã.-i) limites inferior e sliperior para o laço a 7

  diineiisão do espaço mapeado 12

  minÍL. jl $ a $ q} 60
n número de laços  
N,N. limite superior de laço de RUN 9

;V -E I'T' ( «' ) rll axtz./-K-i l /,J€1)óú 29

P o número de comandos no corpo de laços 7

g número de ca.milho simples 59
r número de vetou de dependência  

  redução de dependência 3F)

rota simples um caminho ou llm circuito na qual os vértices do
começo e do fim são vértices principais e todos os
vértices intermediários, quando existem, são
vértices secu1ldários

51

RUN laços encaixados uniformes regulares
'eStElar uílijornn\est

9

s. comando o  
s. (-r) S. com instância / 7

  SO depende de S. 7

S.* ({i , . . . , {«) contando S'. cona instâi]cia ({i . . . . . ,.i 8

s..-+ SP SO depende de S'. 8

s4s' aresta do vértice S ao vértice S'
via vetou de dependência d
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n
r(c'l
I'pel)

comprimento do caminho rivais longo do D07n
peso total do ciclo ('
ilúnlero total de passos para execução
paralela
E.fcc- n' . (/
coiljuitto de vértices de G
1/ a.pós RD
{S € 1/ l S' é vértice ;l;l;liral}
{ S. c vC' l f; é central i ;iàiii;i'li:'ê'iZli;.r
{S' € V' l S' é vértice eitiélnlal}
{S'. c yE l S'. é ceniiái a .SJ
vértices secundários
vértices principais
número de caminhos simples entrando no S
espaço de produto cartesiano de números
inteiros
dependência de fluxo
anta-dependência
dependência de saída
vetor de escalonamento
veotr de escalonamento para
encolhimento por dependência verdadeira
componente a do veotr a'
n'o para o G
Clon\Tn IConl])
função escalonamento
função mapeamento
#i«{«-, - a. 1 1 $ a g ;}
minÍdÉI 1 1 $ a $ r}
produto escalar de dois vetorei Óu
produto de um vedor cona urna matriz

r.(c)r

yc'+

L'E(S. )
ys'

29
50
31

68
69
68
69
51

51

52

f'

'u,)

n

T

7T.a

TO

7
a'r

A

20

55
58

11

12
31

15
20
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