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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia de controles 6timos para um sistema governado
por uma Equacgao Integral Linear de Volterra-Stieltjes agindo em espacos de Banach X
com estados e controles no conjunto das funcoes regradas de [0,T] em X, e considerando
funcionais do tipo linear no seu espago dual. A integral considerada é do tipo Dushinik
e o nicleo de Volterra K pertence ao espaco de todos os operadores de semivariacao uni-
formemente limitada em X que sao fracamente regrados. Também levamos em conta uma
restricao linear nas solucoes, que tém uma representacao integral. Uma caracterizagao
geométrica precisa dos conjuntos de atingibilidade leva-nos a um Principio do Maximo.

Finalmente, fazemos aplicacoes deste resultado.

Abstract

In this work we study the existence of optimal controls for a system driven by a
Volterra-Stieltjes Linear Integral equation acting on Banach spaces X with states and
controls maps racing in the set of all regulated functions from [0,T] into X, and considering
functional of linear type in its dual space. The integral considered is the Dushinik type and
the Volterra’s kernel belongs to the space of all uniformly bounded semivariation operators
in X that are weakly regulated. We are also taking on consideration a linear constraint
on the solution set which is represented in a integral profile. The precise characterization
of the attainable sets in the process will lead us to the synthesis of a Maximum Principle.

Finally, applications of the result are take on care.
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Introducao

Na década de 40, da necessidade de se dirigir um sistema evolutivo a um estado desejado,
surge, como um topico especial da area de equacoes diferenciais, a teoria do controle

otimo.

As descobertas do Principio do Maximo e do Método de Programacao Dinamica

acabaram dando novos rumos a Teoria do Controle Otimo e ao Calculo das Variagoes.

Na década de 60 a teoria do controle para processos deterministicos atingiu um certo
grau de completude e estabilidade. Em sintonia com tal desenvolvimento, comecam a

aparecer alguns textos bdsicos cujo objetivo é o de sintetizar os resultados obtidos até

entao. Entre estes, destaca-se o de E.B. Lee e L. Markus, de 1967([11]).

A partir dai, multiplicaram-se tanto as aplicacoes da teoria a &areas distintas do
conhecimento, tais como engenharia, economia, biologia, etc., como as extensoes den-
tro da propria matematica, por exemplo, a equacoes definidas em espacos de dimensao

infinita.

Em teoria do controle, esta-se interessado no comportamento de um sistema sujeito
a influéncias externas. A cada uma destas influéncias, que chamaremos de controles
ou entradas, o sistema produz uma resposta ou saidas, que carrega o estado inicial a um

estado alvo pré-fixado. Em termos fisicos, podemos ver os controles como forcas aplicadas



ao estado do sistema com o objetivo de leva-lo ao estado alvo.

O problema geral de controle étimo pode ser descrito por quatro tipos de dados :
(1) O processo ou equacao que define como o sistema evolui com o tempo;
(2) O estado inicial e o estado alvo do sistema;

(3) A classe de controles admissiveis, ou seja, em que ambiente sera permitido buscar os

controles;
(4) O custo ou indice de desempenho associado a cada controle.

Uma das principais questoes na teoria do controle é a existéncia de um controle 6timo,
isto €, um controle que leve o sistema até o estado alvo, de modo a otimizar um certo
custo. Além disso, se tal controle existe, serd que é tinico? Neste caso, podemos exibir

um modo de construi-lo, isto é, ele pode ser sintetizado?

O nosso objetivo nesta tese consiste em estudar existéncia de controle
6timo, para funcionais custo que descreveremos ainda nesta introdugio, para
um sistema cuja dinamica é regida por uma equacao integral de Volterra-
Stieltjes linear, da qual as solucGes estao sujeitas a uma restrigao linear, no
ambiente dos espacos de Banach, tudo acompanhado de uma interpretacao
“geométrica ”. O resultado final serd a apresentacao de um Principio do

Maximo.

Em outras palavras, estudamos o sistema (K) + (F,), sendo

x(t) — xo + At ds K(t,s) - x(s) =u(t), 0< t < T < o0, (K)

i



Falx| = [ d afs)-x(s) = 0 (Fa)o

para K € Gg-SV*((0, T| x [0, T], L(X)), & € SV([0, T}, L(X)), x,u € G([0, T}, X), o espaco
das funcoes regradas de [0,T] com valores no espaco de Banach X, e z € X. As integrais

que aparecem em (K) + (F,) sao integrais de Dushnik ou integral interior.

A teoria acerca da equacao (K), existéncia de solucio regrada, dependéncia continua,
teoremas de representacao de operadores,equacao adjunta, etc., foi desenvolvida por Honig
nas publicacoes [7],[8],[5] e [10] citadas na bibliografia, e da qual fazemos uma sintese no

capitulo 1.

Os espagos de Banach G§ - SV¥([0, T| x [0, T], L(X)) e SV¢([0, T|, L(X)) sao isométri-
cos a subespagos de operadores lineares continuos. Isto significa que a cada um de tais
operadores corresponde um nicleo em G§ - SV" ou em SV, o que lhes garantird uma

representacao integral.

A importincia de se estudar Teoria do Controle para o sistema considerado é a
abrangéncia da equacao (K). Equacées Diferenciais Ordinarias Lineares, Equacoes Difer-
enciais Parciais Lineares, Equacoes Diferenciais com Retardamento, Equacées Impulsivas,
Equacoes Funcionais do Tipo Neutro, via Teorema de Representacao de Operadores Cau-
sais, sao instancias da equacao (K). Em [8], por exemplo, Honig mostra que a cada gerador
de um Cp-semigrupo corresponde um nicleo a, e que portanto sistemas com tal dinamica
podem ser vistos sob a ética de (K). No pardgrafo 1.3, exibimos um exemplo de equaciao

diferencial parcial linear que pode ser tratada neste contexto.

Por sua vez, a restricao linear (F,) é geral e traduz, por exemplo, condicoes iniciais,

condicoes de periodicidade, condicoes de fronteira, etec., sobre as solugoes de (K).

Portanto. da generalidade do sistema (K) + (F,) podemos inferir o carater unificador

i



do estudo da Teoria do Controle para processos geridos por esta dindmica. Este estudo
tem sido feito por Barbanti.Em [1], por exemplo, é tratada a questdao da controlabilidade

e controlabilidade aproximada para as equacoes do tipo (K).

O capitulo 1 é dedicado a definir a integral interior, enunciar propriedades e resultados
mais conhecidos (com excecao da proposi¢ao 1.1.16) da teoria sobre a equacao (K), bem
como do espaco das fungoes regradas. Além disso, incluimos alguns exemplos que julgamos

pertinentes.

No capitulo 2 juntamos as propriedades geométricas dos conjuntos de controles ad-

missiveis e do conjunto dos estados atingiveis.
Ambos sao uma preparagao aos resultados apresentados no capitulo 3.
No capitulo 3 apresentamos o problema de controle 6timo para os seguintes tipos de

funcionais :

L(t) u =< ¢, xy4(t) >,

L(0,t) u= /t < d y(s), xu(s) >

sendo x, a solucao do sistema (K)+(F,) associada ao controle u tomados num subconjunto

de G([0,T],X).

A parte central deste trabalho, o Principio do Mdximo, sera considerada no paragrafo

3.3.

Na literatura nao encontramos algo no mesmo contexto. Em grande parte, os trabalhos
com equacoes integrais de Volterra se restringem a dimensao finita ou, quando tratam

de espacos de Banach, impoem, por exemplo, reflexibilidade de X (v. [4]). Por isto

v



entendemos que os resultados ora apresentados sao uma contribuicao a teoria das equacoes

integrais.

A continuacao natural deste trabalho deixa aberto de imediato os campos para o

estudo dos problemas :
. Funcionais Quadraticos
. Funcionais Convexos

. Programacao Dinamica



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Funcoes Regradas e a Integral Interior

As definicoes e resultados que enunciamos a seguir podem ser encontrados nas referéncias
[10],[5] e [7]. Faremos aqui um breve resumo da teoria sobre a equacao (K) com o objetivo
de facilitar a leitura deste texto. Os principais resultados de [5] sao reescritos para o caso

particular em que Y = X.

Sejam X e Y espacos de Banach. Vamos denotar por L(X,Y) o espaco de Banach das
aplicagoes lineares continuas de X em Y. Em particular, L(X) = L(X,X) e X' = L(X, R).
Como estamos interessados em processos evolutivos em tempo finito, todas as definicoes

e resultados a seguir serao considerados no intervalo [0,T], para T > 0 fixado.

Comecamos definindo que tipo de fungoes vamos considerar neste trabalho, isto é, o

universo das entradas e saidas do nosso processo de controle.



1.1.1 Definicao  Dizemos que [ : [0, T| — X é uma funcao regrada se, para todo

t € [0, T[ (t €]0, T]). existe

f(ts) = limf(r) (f(t-) = lim £(r)) (1.1)

EEm outras palavras, uma funcao regrada f s6 tem descontinuidades de primeira espécie.

Denotamos por G([0, T], X) o espago de Banach das fungées regradas f : [0, T| — X,

munido da norma

£l = sup {[IF(L)[|}
t€(0,T]

Vamos destacar rapidamente algumas propriedades do conjunto G([0, T], X).
1. f € G(]|0, T],X) se, e somente se, f for limite uniforme de funcoes em escada.
2. O conjunto de descontinuidades de uma [uncao regrada é no maximo enumeravel.

3. G([0, T],X) contém o conjunto das fungoes continuas C([0, T],X) e o conjunto das

funcoes de variagao limitada BV([0, T], X).
4. Toda funcao regrada é limitada.

5. G([0,T],X) é o “menor”’espaco de Banach que contém as funcoes em escada.

Denotaremos por Do} o conjunto de todas as divisoes de [0, T},

d:0=tg< t1 <...<t, =T,



sendo que n = [d| denota a ordem da divisao d, e por G7(|0, T],X) o subespaco de

G([0, T], X) das fungoes continuas a esquerda, isto é.

G([0, T}, X) = {f € G([0, T}, X)/ = = 1},

f=(t) = f(t_), para todo t €]0, T).

1.1.2 Definicao Definimos a semivariagao de « : [0, T| — L(X,Y) por

SV[a] = sup SV4|a] (1.2)

ED[O.TV

sendo que, para cada divisao d de [0,T],

Id]
SVala] = sup{]| 3 la(t) — a(tii)] - xill/ x € X, [Ixi]| < 1} (1.3)

i=1

Dizemos que o tem semivariagao limitada se SV|a| < oo, e denotamos o espaco de
Banach das fungoes de semivariagao limitada « : [0, T| — L(X,Y) tais que a(0) = 0, por
SVo([0, T], L(X,Y)), munido da norma ||c| = SV]a].

Observemos que BV([0, T], L(X,Y)) € SV([0, T],L(X, Y)), e a igualdade é valida se, e

somente se, dimY < oco. Em particular,
BV([0, T], X") = SV([0, T], X').
1.1.3 Notacao Quando o € BV([0, T], X') usaremos a notacao

a(t) - x =< a(t),x > .

3



1.1.4 Definicao Seja d € Dy ;. Uma divisio d é dita mais finaqued (d > d )

se todo ponto t; de d for um ponto de d'.

1.1.5 Definicao Para o : [0,T] — L(X,Y) e f: [0,T] — X definimos a integral

interior ( de Dushnik ) por

Id|

[ 1) = Jim S as) - alo)] - 1(6), (1.4)

sendo & €|t;_y, t;| , quando existir tal limite. Aqui entendemos que
x= lm x4

deD[O,T]

x € X, se para toda vizinhanca V de x, existe uma divisao dy € Do) tal que, para toda

d mais fina que dy, temos que x4 € V.

1.1.6 Teorema (1.10 de [7]) Se a € SV([0,T],L(X,Y)) e [ € G([0, T], X), entao

existe a integral

T
A- d a(t) - f(t) (1.5)

T
I [+ da() - 60)) < SVial 1] (16)



1.1.7 Observacgao Em particular, no caso em que Y = IR temos que, para

a € BVy([0,T], X ) ef e G([0, T], X), entao existe a integral

/01-1 < dea(t), f(t) > € R.

A integral interior estende a integral de Riemman-Stieltjes no sentido de permitir
a integracao de fungoes f em relagao a nicleos @, mesmo quando f e a tém pontos de
descontinuidade em comum. Lembremos que quando isto acontece a integral de Riemman-
Stieltjes para a e f pode nao existir. Os dois préximos resultados e o exemplo a seguir

mostram esta extensao no caso numeérico.

1.1.8 Exemplo Seja a € SV([0, T], L(X,Y)). Suponhamos que f(t) = z, para todo

t € [0, T], sendo z € X fixo. Entao, para uma divisao qualquer de [0,T],
d:0=tg< t; <...<t, =T,

|d|
Z[a(ti)—a(ti—l)] f(&) = [a(ts) — a(to)] -z +[a(te) —a(ty)]-z+. .. +[a(ty) — a(tai)] -z =

= la(t) —a(to)) +alte) —a(t) +... +a(tn) = alta)] -2 = [a(T) —a(0)] - =
0 T

Portanto,

_[. d a(t) - f(t) = [a(T) — a(0)] - 2.

5



1.1.9 Lema (I.1.1 de [10]) Se existe a integral de Riemman-Stieltjes

T
/ da(t) - £(t),
0

entao existe a integral interior, e

T T
A-da(t)-f(t) :A de(t) - f(t).

1.1.10 Teorema (I.1.4 de [10/) Dado p €|0, T|, existe a integral interior

AT-‘d a(t) - f(t)

se, e somente se, existirem as integrais

p T
/O.da(t)-f(t) e /p-da(t)-f(t)

Além disso,

/OT.da(t)-f(t) :/O?da(t)-f(t)+/:da(t)-f(t)

1.1.11 Exemplo Consideremos, para p €]0, T|,

a(t) = Xpn € [=Xpm

(1.7)



sendo que y, denota a funcao caracteristica do conjunto A. Entao existem as integrais de

Riemman-Stieltjes

/Oda(t)-f(t):o e /pda(t)-f(t):O.

Pelo lema anterior, segue que existem

P T
/0- da(t)-f(t) e / dat) - (),

P

e, pelo teorema 1.1.10, existe f; d a(t) - f(t). Porém, nao existe a integral foT d a(t) - f(t),

ja que a e f sao descontinuas em p.

1.1.12 Exemplo  Consideremos a, ar € SV(|0,T],L(X)), para p € ]0,T|, dadas

por

ap(s) - x = (xpp,1) - X)(8),

ar(s) - x = (x{ry - ¥)(s),

paras € [0,T] e x € X.

(a) Para cada f € G([0,T],X) ,

[+ dap(s) 1) = (o).

T
/0- d ar(s) - f(s) = f(T_).

7



Em particular, se f € G~([0, T], X).

T
/0 “d ay(s) - [(s) = [(p).

T
/0 - d a(s) - f(s) = (T).

Realmente, sed : 0 = sp < 51 < ... < s < ... < 8y = T é uma divisao de [0,T], sendo

sk =p e €lsi_, s, parai=1,2,...n, entao

n

2 o (si) — ap(sica)] - £(6) = fap(s1) — ep(0)] - 1(E0) + .. + [ap(P) — ap(sni)] - (&) +

i=1

+[ap(sk+l) - ap(sk)] . f(§k+l) +...+ [ap(T) - ap(sn—l)] : f(&n)-

Como ay(si) =0, para 0 < i<k, ap(s;) = I, para k <i < n, temos que

> (5) — eploi)] - 16) = () - ()

[d]
}iienég[ap(Si) — ap(si—1)] - (&) = lim f(&x) = f(p-).

No caso de at, para uma divisao qualquer de [0,T], temos que

Id|

Z[ap(si) — ap(simy)] - (&) = f(&)
f=1

8



||
(liief% ig;[a'r(si) — ar(si-1)] - (&) = (T-)

jd que ar(s;) - (&) =0,i=1,2,...,n— 1 e ar(s,) = L. [

Dada « : [0,T] — L(X) e ¢ € X', consideremos ¢ o« : [0,T] — X’ definida, para
x € X es € [0,T], por

[p 0 al(s) - x = pla(s) - x]

1.1.13 Proposicao  Sejam a € SV([0, T], L(X)) e ¢ € X". Entao

poac BV([0,T],X).

Prova : Paracadad € Do), d: 0 =59 <51 <...<s, =T,

n

[d] [d]

1Y [ oa)(s) = (poa)siz)] x|l =Y (poals:)) xi— (poalsi,) x| =
=l i=1

[d] |d|

= | Z:FP(O!(Si) -xi) — @(a(si-1) - xi)|| = || Z:SO([Q(Si) —a(si-1)] - x)| <

Id|

< el Z[Q(Si) — afsizg)] - xill|.

Logo,



[d]
SValp o a] = sup{]| D [(¢ 0 @)(s;) — (w0 a)(si=1)] - xill/ xi € X, [|xi]] € 1} <

i=1

Id|
< lell sup{]l > _ex(si) — e(sim)] - xill/ xi € X, [Ixill < 1} = [l SValal],

i=1
e portanto, ¢ o a € BV(|0, T], X"). |

1.1.14 Observacao Segue do Teorema 1.1.6 que, para toda u € G([0,T],X) , existe

~rT i
A- < dfgoal(t), ult) > = < “”A' da(t) - u(t) > (1.8)

De fato, para cada divisao d € Dpr,d:0=15) <5 <-<s, =T, segue da linearidade

de ¢ que,

d] Id]

Y < (poa)(s)— (poa)(sii)-ul&) > =< o, > lals) — alsizi)] - u(&) > .
=1 =1

Como ¢ é continua,

1d Jd
(lliGmD; < (woa)(si) = (poa)(si) -ul§) > = < o, }iiemvgla(si) — afsi)] - u(&) >

10



1.2 Representacao de Funcionais e Operadores

A introducao das nogoes de semivariagao e de integral interior ficam justificadas pelo
proximo teorema de representacao ( generalizacao do Teorema de Representacao de Riez
em C([a,b])" ), que sera usado para descrever, na forma integral, as restri¢oes lineares

acopladas ao nosso problema de controle 6timo.

Além dele, enunciamos também o teorema de representac¢ao para operadores causais,

que garante a abrangéncia da equacao (K).

Seja [ € G(|0, T|, X). Definimos, para a € SVo([0, T], L(X,Y)),

Fo(f) = /0 " d aft) - f(8) (1.9)

Desse modo, a cada a € SV([0, T], L(X,Y)) corresponde uma aplicagao linear

F,: G([0,T],X) — Y (1.10)

1.2.1 Teorema (1.11 de [7]) A aplicacao

a € SVo([0, T], L(X, Y)) — Fq € L(G™(0, T|. X). Y) (1.11)

é uma isometria ( isto é, ||Fo|| = SV|a] ) do primeiro espaco de Banach no segundo. Além

disso,

11



a(t) - x = Falxjo,y - X) (1.12)

para todosx € X e < t < T.

Observemos que para Y = IR, o teorema anterior garante que os espacos de Banach
BV ([0, T], X") e G=([0, T], X)" sao isométricos. Em outras palavras, os funcionais lineares

continuos em G~([0, T|, X) podem ser representados na forma integral

/0'F < da(t),f(t) > (1.13)

para o € BV([0, T], X').

1.2.2 Notagoes : Para K : [0, T] x [0, T] — L(X,Y), denotamos por
K':[0,T] = L(X,Y) e Ky:[0,T] — L(X,Y),

as aplicacoes definidas por K' = K(t,s) = K,. Dizemos que K satisfaz as propriedades ,

(G?) : se K é sumplesmente regrado como funcao da primeira varidvel, isto é,

K, € G([0, T], L(X,Y)), paratodos € [0, T].

(SV"Y) : se K é uniformente de semivaria¢ao limitada como funcao da segunda varidvel,

o que significa que.

12



SVY[K] = sup SV[K'| < <.

0<t<T

(GA) : se K é simplesmente regrado sobre a diagonal, ou seja, para todo x € X, a funcao

te[0,T] - K(t,t)-x €Y

é regrada.
(G§) : se K é simplesmente regrado sobre a diagonal e K(t,t) = 0, para todo t € [0, T}.
(Gf): se K é simplesmente regrado sobre a diagonal e K(t, t) = I, para todo t € [0, T].

1.2.3 Definicao  Seja K € GZ.SV*([0, T] x [0, T],L(X,Y)). Para toda funcao
f € G([0, T], X), definimos

(D)) = [-dK(t5) 1), 01T (114)

1.2.4 Observacao Se K satisfaz (G%), entao k f € G([0, T],Y).

1.2.5 Definicao  Dizemos que um operador P € L(G([0, T|, X), G([|0, T],Y)) ¢

causal ( ou de causalidade ) quando, para toda f € G([0, T], X) e todo ¢ € [0, TJ,
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fI[O,cl =0= (Pf)hO,cl =0

Os operadores causais aparecem na modelagem de sistemas evolutivos cuja dinamica
depende apenas do seu comportamento passado. O proximo teorema fornece uma forma
de representar os operadores causais e garante uma poderosa ferramenta no estudo da

Teoria do Controle para uma ampla classe de equacoes.

1.2.6 Teorema (2.10 de [7]) A aplicacao

K € G§.SV*([0, T] x [0, T, L(X,Y)) — k€ L(G([0,T],X),G([0,T],Y))  (1.15)

¢ uma isometria do primeiro espaco de Banach sobre o subespaco dos operadores de

causalidade do segundo. Além disso, se x € X, para s, t €|0,T|,

K(t,s) - x = —k[x,,,, - x/(t) (1.16)

e, para t € [0, T|,

K(t,0) - x = —k[x,,,, - x](t) (1.17)

1.3 Equacoes Integrais

Para K € G2.SV"(|0, T| x [0, T], L(X,Y)), consideremos a equacao
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x(t) — xo + /0L ds K(t,8) -x(s) =u(t), 0<t<T (K)

sendo x,u € G(|0,T],X), u(0) = 0 e xo € X. Aqui, x(t) sao os estados do sistema
governado por (K) e u(t) sao as forgas externas que o influenciam. Como ja dissemos,
a equacao (K) engloba virios tipos de equagoes. Vamos mostrar a seguir um exemplo
que ilustra tanto a necessidade de se trabalhar em espacos de Banach como o alcance da
equacao (K). Neste sentido, o teorema de representacao de operadores causais (Teorema

1.2.6) é essencial.

1.3.1 Exemplo Em [14], Narukawa estuda o movimento de uma corda vibrante,

regido pela equacao

0

) [0 106, 30] = = fe(x) 3 106, 30] = u(t, (119

para0 < x <L, T>0e0<t<T. Fazendo

" ( f(t) )
g(t) = ’
2 f(t)

odemos levar a equacao (1.19) a equacao [uncional
P quag C

%g(t) = Ag(t)+Bu(t) (1.19)

Aqui g: [0. T| — X. para X = G([|0.L].IR), é definida. para cada x € 0. L], por

, f(t) f(t) - x f(t, x)
g(t) - x = 5 x=| .. ={ 3 = g(t, x).
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e
A= , [Bu(t)]-x= |
H 0 pH(x) u(t, x)

.0 C
(1) -x = 57 () 5 [e(x) o (6, )

Desse modo A gera um Cg-semigrupo. Em (8|, Honig mostra que, se D¢, denota o dominio
de A com a norma do gréfico, isto é, ||g|lc, = |lg|l + ||A - gl|, a solucao fraca gerada por

forcas u € G([0, T], Dg,) ¢ na verdade uma solucao forte de (1.19). |

Alguns exemplos de equacoes que sao instancias de (K) e que, como o exemplo anterior,
ilustram o alcance do estudo da teoria do controle para (K) no ambiente dos espagos de

Banach, podem ser encontrados na bibliografia citada no comeco deste capitulo.

Em [9], por exemplo, Honig cita as Equagoes Integrais de Volterra Lineares,

Equacoes Diferenciais Ordindrias Lineares, Equagoes com Retardamento, ete.

1.3.2 Definicao  Dizemos que R € G7.SV"([0, T] x [0, T|, L(X)) é um resolvente

de K se R satisfizer a equacao

t
R(t,s)—Ier"/-dTK(t,T')oR(T,s):O,Ogsgth (R")

Observemos que a equacao anterior tem o sentido fraco. isto é,
q :

[0/: d, K(t,7) o R(7,s)] - x = [L d, K(t, 7) - [R(r,s) - .
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O proximo teorema fornece condi¢oes para que a equacao (K) tenha uma tinica solucao

regrada, e que portanto, defina um processo ( linear ) de controle.

1.3.3 Teorema (3.4 de [7]) Seja K € G§.SV". Se existir R € G{.SV" satisfazendo

t
R@ﬁ%%x+°/wLK@ﬂoRﬁﬁﬁﬂlOSSSLST (R*)

t
R@@—Kwﬂ—k+“/wLRuijﬁﬁﬁﬂxOgsgth (R.)

isto é, K tem um tnico resolvente R, entao, para todo x¢ € X e toda u € G([0, T}, X), a

equacgao (K) tem uma unica solucao regrada x,(t), que é dada pela férmula

xu(t) = u(t) + R(t, 0) - xg — /0t d, R(t,7)-u(r), 0<t<T (p)

1.3.4 Observacao O conjunto

H = {K € G§.SV"/ K tem um tnico resolvente R € G{.SV"},

¢ um subconjunto aberto de G§.SV", e a aplicacao K € H — R — I, € H ¢é bicontinua.
Logo, se K € H, a solucao x, dada pela férmula (p) é uma funcao continua de xg, u e K.

Segue entao que
ue G7([0,T],X) se, esomentese. x, € G7([0, T], X).
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Como a aplicagao p : u — x, € continua, temos que p~'(G~([0, T|, X)) é um subconjunto
fechado de G([0, T], X).

1.3.5 Exemplo Usando a férmula (R*) podemos mostrar que as respostas cor-

respondentes aos controles
uy(t) =y, parat € [0,T] ey € X fixo,
uk(t) = —K(t, 0) - xo, para t € [0, T},
sao dadas, respectivamente, por
xy(t) = R(t,0) - (y + xo), parat € [0, T},

xk(t) = xo, para t € [0, T).

1.4 Restricoes Lineares

Podemos exigir que cada solugao x,, da equacao (K) satisfaga uma restricao linear do tipo

V4

T
Falx] = [-da(v)-x() (Fa)

sendo a € SV([0. T|,L(X)) e z € X. Vamos mostrar alguns exemplos de tais restricoes.

exibindo o a correspondente.

1.4.1 Exemplo (Condicoes de fronteira) Sejam M.N € L(X.Y). A restricao

M-x(0) — N-x(T) = 0 (1.20)
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pode ser representada na forma integral (F,), com z = 0, e & € SV([0, T}, L(X,Y)) dado

por

0, set =0,
ayn(t) x = M-x, se 0 <t < T,
(M—-N)-x, set="T,

para todo x € X e todo t € [0, T].

Realmente, temos que, se
L{x] = M - x(0) — N - x(T),

entao L. € L(G_([0.T],X),Y). Portanto, do Teorema 1.2.1 segue que, para x € X e
0<t<T,

M-x, se) <t < T,

Ay (t)-x = LlXp0yx] = MI(X ) O)]= Nl(xjey )T = {(M —N)-x, set="T.

Considerando a, (0) = 0, segue a afirmacao. |

Observemos que

(a) Se M € L(X) e N = Ix temos

Llx(-)] = M - x(0) - x(T) = 0,

isto é,

x(T) = M -x(0).
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(b) Se M-x = Ax e N =1, temos

Lix(-)] = A x(0) — x(T) = 0,

isto é,

x(T) = A x(0).

(c) Se M =N = I temos o caso de ponto de retorno

Lix(-)] = x(0) = x(T) = 0,

isto €,

x(T) = x(0).

1.4.2 Exemplo (Condigoes de Periodicidade) A restricao linear

x(s + p) = x(s), (1.21)

para todo s € [0, T], e para p > 0. p € IR, pode ser representada na forma integral (F,),

com z = 0. onde

as(t) -x = —(st,ﬁp; -x)(t),

Realmente. seja. para cada s € [0, T|,
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L{x(-)] = x(p +s) — x(s).
Entao L € L(G([0, T}, X),X) e

ag(t) - x = L(x g, - X) = (Xppy  ¥)(5+P) = (X, - X)(s)-

Desse modo,

0, setel0s],
as(t) -x =¢ —z, seté€ls,s+p|
0, sete(s+p,T|

como afirmamos. [ |

1.4.3 Exemplo (Condicoes Iniciais) Consideremos z € X fixo e p €]0, T[. Definindo

a(t) -y = (X - Y)(t). parat € [0, Tley € X,

podemos escrever na forma (I,), a condicao

x(p_)= 2 (1.22)

Defato,sed:0=sp <8 <...<s=p<...<sy,=T,e&€lsi_1.5,

i[a(si) —a(sizy)] - x(&) = [afs) — a(0)] - x(&1) + ... +[e(p) — alsi—1)] - x(§—1)+

i=1
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Ha(skrt) = a)] - x(&) +. . - falsr) — alsn)] - x(&) = x(&-1).

ja que afs;)) = 0, para i = 1,2,...k — 1, [a(skr1) — (k)] = 0,i = kk+1...ne

[(p) — ex(si—1)] - x(&x-1)-

Portanto,

T
/0- d a(t) - x(t) = x(p_).
Em particular, quando p = T, isto é,
a(t) -y = (i - ¥)(t), parat € [0, Tley € X,

a restricao linear é

x(T.) =z (1.23)

1.5 Equacao Adjunta

Os resultados enunciados a seguir sao casos particulares daqueles obtidos em [5] para
to = 0. Vamos denotar por BVy" ([0, T],X’) o espaco das funcoes g : [0, T| — X’ de

variacao limitada e tais que g(0) = 0 e g(T) = g(0).
Observemos que, fixados c € IReg € BVS’T([O, T], X'}, os conjuntos
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Hgs)(c) = [g(s) 1 ¢] = {x € X/ g(s) - x =c}, s € [0, T).

sao hiperespacos em X.

Como ja dissemos na introducao, nosso objeto de estudo sao os sistemas governados

pela equacao (K) e cujas solugoes satisfazem a restri¢ao linear (Iy), isto é, o sistema

it —20 f d, K(ts)-x(s) = u(t), 0< t< T (K)

Folx] = AT-da(t)-x(n) . (Fy)

para K € GESVY([0, T| x [0, T], L(X)). « € SV([0, T].L(X)), z,x0 € X e x,u € G([0, T}, X).

Em [5] Honig mostra que o sistema (K) + (F,) tem uma equacao adjunta dada por

y(s)+/" K(t,s)"-d y(t)—/o- K(t,0)"-d y(t)+a(s)™-p =h(s), 0<s<T (K3)

sendo h. v € BVQ'( [0. T].X") e ¢ € X". Observemos que na equacao (K) as integrais tem

o significado

< /s K(t,s)"-dy(t), x> = zlileng < K(s, T) [y (ti-1) — v(t;)] , x > =
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n T
= (liiel%z < |y(tiz1) —y(d)], K(s5, T) -x > = / <dy(t), K(s,T) -x > .
i=1 N

Vamos denotar por

To={(t,s) €[0,T| x [0, T/ 0<s<t<T}

figura 1.1

Indicamos por (K})o a equacao adjunta (K,) quando h = 0. Estamos considerando, em

[5], Y = X Definimos, para o € SV([0, T|, L(X)) e R € G.SV¥(T'y, L(X)), o operador

J(0) = "AT-da(t.) -R(t,0) [e L(X)]. (1.24)

O operador J(0) fornece condigoes para garantir a existéncia de solugoes da equacao
adjunta (K )¢. Além disso, tais solucoes podem ser expressas em funcao de a e do

resolvente R no :

1.5.1 Teorema (3.2 de [5/) Suponhamos que K € GJ.SV"(T'y, L(X)) tem um tnico
resolvente R. Dados a € SV ([0, T],L(X)) e ¢ € X', a equacio (K%)o tem uma solucio

v E B\"g'T([O, T]. X') se, e somente se. J(0)™ - = 0. Neste caso, para 0 <s < T.
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v(s) = {/ST- d a(a) - R(o,s) — /OT- d a(o) - R(s,0)}* . (1.25)

O teorema a seguir nos permitird caracterizar o conjunto de controles eficazes, em
G([0,T],X) , para o processo de controle (K) + (Fa), através das solugoes da equacao

adjunta (K3,)o.

1.5.2 Teorema (4.1 de [5/) Suponhamos que K € GJ.SV*(['y, L(X)) tem um tnico

resolvente R e a € SV([0, T], L(X)). As seguintes afirmacoes sao equivalentes :

(a) Para (u,z) € G([0, T], X) x X. o sistema (K) + (Fa) tem uma solucao x € G(|0, T|, X)

se, e somente se, para todo par (y, ) € BVg’T([O, T], X) x X’ que satisfaz (KZ)q temos

A?<dy(t),u(t)>+<¢,z>:0. (%)

(b) J(0) X é um subespago vetorial fechado de X.

1.5.3 Observacgao A condi¢ao (b) é satisfeita. por exemplo. quando tivermos

dim J(0) X < oo.

1.5.4 Observaciao Quando z =0 em (%), 0 termo < ¢,z > = 0, para todo ¢ € X .

Como a aplicacao

T
U ue G0, T]. X) — /0 <dy(t), u(t) > € R.
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é linear, segue que (%) define um subespago de G([0, T|, X), nicleo de ¥. Desse modo.
os controles que produzem solugoes do sistema (K) + (F,) sao aqueles do nucleo de V.
naturalmente sempre que a condigao (b) do teorema 1.5.2 estiver satisteita. Quando z # 0,

(%) define um espaco afim em G([0, T}, X),

Hy(< p,—2>)=[P¥:<p,—z> ]| ={ue G0, T],X)/ Vu=<gp, —z>}

Tais hiperespacos ajudarao a determinar o conjunto de controles admissiveis para o sis-

tema (K) + (Fg).

1.5.5 Observacao O teorema anterior sera essencial para a caracterizacao dos
controles extremais ( Principio do Maximo ) para o problema de controle que enunciaremos
no capitulo 3. O préximo resultado é um caso particular do lema 4.2 de [5] para o caso

emque Y =IR ety =0.

1.5.6 Lema(4.2 de [5/) Se para (u,&) € G([0, T], X) x IR o sistema (K) + (Fq) tem

uma solucao x € G([0, T}, X) entao & = J(0) - xo + &y, sendo

= [ dol [~ da(r)-R(r,0)] -u(o) (1.26)
Su 0 o . Y *
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Capitulo 2

Controles Admissiveis e o Conjunto

de Atingibilidade

2.1 Transmissao de Propriedades Geométricas

No processo de controle governado pela equacao (K), as entradas u sao as forcas exter-
nas aplicadas ao sistema com o objetivo de levar o estado inicial xo a um estado-alvo
pré-fixado. As forcas u nao podem ser tomadas arbitrariamente pois tém limitagoes
naturais, determinadas pela nossa capacidade de produzi-las. Em termos algébricos, tais

limitacoes podem ser expressas através de restricoes do tipo

u(t) €T, 0<t < T, (2.1)

sendo I' um subconjunto de X. Os sistemas com este tipo de restricao no controle sao
chamados na literatura de sistemas parameirizados. O conjunto I' C X é chamado na

teoria classica de conjunto restricao. Suas propriedades geométricas induzem propriedades
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semelhantes seja no conjunto de controles admissiveis para o nosso processo de controle,
como no conjunto de estados que podem se atingidos com o uso de tais controles. Podemos
dizer que as propriedades de I' sao transmitidas a estes dois conjuntos. Detalhando : para

[' C X, consideramos o subconjunto das func¢oes regradas

G([0,T),T) = {u € G([0, T, X)/ u(t) € T, 0 < t < T}. (2.2)

O conjunto de controles admissiveis serda tomado como um subconjunto préprio de
G([0, T],T'). Nesta secao mostramos que o conjunto G([0, T], ') herda de I, entre outras,
as propriedades de convexidade e fechamento, essenciais para a existéncia de controle

otimo.

2.1.1 Observagao E claro que se A C I' C X, entao

G([0,T], A) C G([0, T], T). (2.3)

Em particular, se para A € IR, A > 0,

Al={yeX/y=Ax, x€X},

entao, se I for convexo e 0 € T,

G([0, T], AT') € G([0, T|, T), para A, 0< A < 1, (2.4)

G([0.T],AT") € G([0, T],nl), para 1 < XA < n. (2.5)
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O Teorema de Hahn-Banach sera utilizado no nosso critério para garantir a existéncia
de controles 6timos, o que exige um estudo prévio de como as propriedades geométricas
do conjunto I' sao transferidas a G([0, T|, I') e deste ao conjunto de controles admissiveis.

E o que fazemos na

2.1.2 Proposicao Se I é nao-vazio, simétrico, convexo e limitado, entao G([0, T],T")
também é nao-vazio, simétrico, convexo e limitado, respectivamente. Além disso, se ) € T,

entao 0 € G([0, T],T").

Prova : Dado 7 € I, consideremos o controle constante u,(t) = 7, t € [0, T]. Entao
u, € G([0,T|,I'), j4 que u, é continua. Quando 7 = 0, temos a ltima afirmacao da
proposicao. Para a convexidade, sejam u,v € G([0, T],I') e 0 < A < 1. Entao para todo

t € |0, T], segue da convexidade de I" que,

[Au+ (1 = A)v](t) = Au(t) + (1 — A)v(t) € I.

Além disso, é claro que [Au+(1—X)v] € G([0, T], X). Portanto, Au+(1—XA)v € G([0, T|,T).
Quanto a simetria, se u € G([0,T],T"), entao —u € G([0,T],X) e, —u(t) € I', para
todo t € |0, T|]. Logo —u € G([0,T],I'). Finalmente, se I' C B.(0), entao sempre que
ue G(o,T),T) ,

Jull = sup flu(t)]| <. L
t€[0, T

2.1.3 Proposicao Se I' é fechado, entao G([0, T|,I') também é fechado.

Prova : Seja (u,)nery uma sequéncia de funcoes em G([0, T].T') tal que u, — u em

G([0, T], X). Entao, para cada t € [0, T[. existe
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u(ty) = lirlxtlu(r) = lirlrtx [;}an}o u,(7r)] = nll%lo [Ij?;lun(T)] = "]i_’l{.lclln(tq_).

ja que u, — u uniformemente e u, € G([0, T|,I'),n € IN. Analogamente, existe
u(t_) = lim u,(t_), para cada t €]0, T|.

Logo u é uma funcao regrada. Além disso, para cada t € [0, T|, temos que u,(t) € I’
e uy(t) — u(t). Como I' é fechado, segue que u(t) € ', para todo t € [0,T], e assim,
u € G([0, T],I). |

2.1.4 Proposigao  Seint I' # @, entao int G([0, T],T") # @.

Prova : Se int I' # @, entao existem v € I' e r > 0 tais que B,(y) C I'. Seja u,(t) = 7,

para todo t € [0, T|. Claro que u, € G([0, T],I"). Além disso. se

v € Bi(uy) = {we G([0, T].X)/ ||lw — u,|| < 1},

entao v é uma funcao regrada e

sup |[v(t) — y|| = [[v —u,|[ <.
t€(0,T)
e portanto, [|v(t) — 7| < r, isto é, v(t) € B,(y) C I', para todo t € [0,T]. Temos

entao que, v € G([0, T|,T'), o que mostra que B,(u,) C G([0, T],T'). Portanto, segue que
int G([0, T].T) # . m
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2.1.5 Proposicao Suponhamos que int I' # @. Entao

G([0, T, int I') C int G([0, T], T). (2.6)

Prova : As proposicoes 2.1.2 e 2.1.4 garantem que G(|0, T],int I') e int G([0, T],I') sao
nao-vazios. Suponhamos que u € G([0, T],int I'). Entao existe r > 0 tal que, para todo

t € [0, T|, B:(u(t)) C I'. Consideremos
Bi(u) = {v € G([0, T|, X)/ [lv — ul| < r}.
Se v € B,(u), entao ||v(t) — u(t)|| < r, para todo t € [0, T|. Logo v(t) € B.(u(t)) C T,

e portanto, v(t) € I', para todo t € [0, T]. Portanto temos que v € G([0, T|,I'), isto é,
B;(u) € G(|0, T],I'). Logo u € int G(|0, T],I'). ' [ |

2.1.6 Exemplo Nao é verdade que 0 G([|0, T|,I') = G([|0, T],@ I'). De fato, consi-
deremos I' = [0, 1] e u : [0, T] — [0, 1] dada por

u(t) = %, Set:%,
1, se%<t§T
Sejam, para n € IN,
Bﬁ , se0§t<%,
1 1 T
Va(t) 3~ o Set=1g,
1—n)1r1, se%<t.§T
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Desse modo, pela proposicao 2.1.9,

va € G([0, T),int T') € int G([0, T],T),

wn ¢ G([0, T],T),
para todo n € IN. Além disso, como
1
Iva = ull = — = llwa = ul|,
n

dado r > 0, existe um n, € IN suficientemente grande, tal que v, ,Wn € B.(u). Por-

tanto u € 9 G([0,T],I'). No entanto, como w(f) = 3 ¢ {0,1} = 9 T, segue que

u¢ G([0,T],0T). |
X : I W,
N 3 B
2 ; |
PO ! 5
} i i
) i Lk
V Ty, ™
t i

figura 2.1
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2.2 Controles Eficazes

Chamaremos de controles eficazes aqueles controles que realizam efetivamente o sistema
(K) + (Fa), dado na se¢ao 1.5, no sentido de produzirem solugoes da equacao (K) que
cumprem a condicao (F,). As solucoes associadas a cada controle eficaz chamaremos

solugoes eficazes.

A existéncia de uma equacao adjunta para o sistema (K) + (F,) e a caracterizacao
das fungoes regradas u ( controles ) que produzem solucgoes eficazes nos permitira definir
um subconjunto de G([0, T}, X), onde sera permitido escolher os nossos controles. Mais
precisamente, vamos fixar aqui, com a ajuda do Teorema 1.5.2, o conjunto dos controles
eficazes. Tal conjunto sera caracterizado como um subconjunto do nicleo de um funcional

linear continuo definido em G([0, T}, X).

I£ sobre este conjunto de controles que, no capitulo 3, definiremos nosso problema de

controle 6timo.

Suponhamos que K e a estejam nas condigoes do Teorema 1.5.2, isto é, que
K € G§.SV"(I'p, L(X)) tenha um unico resolvente R, a € SV((|0, T], L(X)) e que além

disso,

J(0) X é um subespaco vetorial fechado de X,

sendo J(0) o operador definido em (1.24).

Como dissemos na observacao 1.5.3, para cada ¢ € X, se Yica € BVS’T([O, T}, X') é a

solucao de (K)o, fica definida a aplicacao linear
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T
Wi - u € G([0, T), X) — /0 <dy,.(t)ut)> € R

Temos também que ¥k, é continua, pois BVg’T([O,T],Xl) = SvgT([0,T), X') e, pelo

Teorema 1.1.9,

Wia(@)l = SV]yea] [l

A aplicacao Wi o leva a definicao dos conjuntos :

U, = Ker Ui, (2.7)
uK,a,l" = uK,a n G([Ol T], l—‘) (2.8)

Temos entao que
- U, . ¢ um subespaco fechado de G([0, T|, X), de codimensao 1. De fato, seja u, — u

em G([0, T|, X) tal que u, € U,_,, (n € IN). Como Vi, é continua, Ui o(u,) — Wi q(u).

isto é,

\I’K.a(u) = nlLIIolo ‘I’Kn(un) = 0.

Portanto u € U, .

Uy . € o subconjunto de U, das funcoes regradas u : [0, T| — X que tém valor em I
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- Se u € Uy, ., entao o sistema (K) + (Fg), com z = 0 (v. se¢ao 1.5) tem uma solucio

xq € G([0, T}, X).

2.2.1 Observagao Quando z # 0, definimos os hiperespacos

U, ={ueG(0, T],X)/ ¥ga(u) =< ¢,z >}. (2.9)

Sendo assim, podemos considerar o conjunto

Uy .. =U,. NG(0,T]T). (2.10)

K,a,z, I’

e garantir que quando u € U, , . o sistema (K) + (Fq) tem uma solucao x, € G([0, T}, X).

Com o intuito de nao carregar a notacao . ji que K e o estao fixados, doravante

denotaremos

=U, e Ue,, =U,. (2.11)

e vamos nos referir a U e U . como o Conjunto dos Controles Admissiveis (relativos ao
sistema (K) 4 (F,), com z = 0 e z # 0, respectivamente). Claro que a escolha do conjunto
[ determina as propriedades geométricas de U,. e U, .. Vamos denotar o subconjunto de

U,. das funcoes regradas continuas a esquerda por U, isto é

U- =UNG([0,T],T) (2.12)



Vamos a seguir detalhar algumas propriedades de . que sao herdadas do conjunto

restricao I, ja que os efeitos no nosso sistema serao sempre provocados por forgas em ...

2.2.2 Proposicao Se v € I', entao os controles constantes u,(t) = v, t € [0, T|,

pertencem a U,..

Prova : Sejay € I, e consideremos o controle constante u,. E claro que u, € G([0, T],T).
Além disso, como u.,, é constante (ver exemplo 1.1.11) ey, € BVYT([0, T], X'), isto é.

Ykia (T) = Yka (0) =0,

4
[+ < 450, 0,(0) >=< ¥, (1) =y (0), uy(t) >= 0

Assim, u, € U, e portanto, u, € U,. ||

2.2.3 Proposicao U, é nao-vazio e simétrico se, e somente se, o conjunto restri¢ao

[' é nao-vazio e simétrico.

Prova : Se I' £ @, consideremos o controle u,, com 7 € I'. Pelo Lema anterior, u, € U,
e portanto U, # @. Reciprocamente, se U, # @ entao existe u € G([0, T|,I'), e portanto.
existe tg € [0.T| tal que u(ty) € . Logo I' # @. Suponhamos agora que U. € simétrico.
Se v € I', entao, pelo Lema anterior, u, € U.. Logo u_, € U, ou seja, —y € I' e
portanto I' é simétrico. Por outro lado, se I' é simétrico. seja u € U.. Entao. para cada
t € [0, T], u(t) € I', e portanto —u(t) € I', para t € [0, T], isto é, —u € G([0, T}, T), j&
que —u € G([0, T],X). Logo U,. é simétrico. |

2.2.4 Proposicao Se I’ C X é um conjunto convexo e limitado. entao U também

é convexo e limitado.

Prova : U, herda de I'. via Proposicao 2.1.2. a convexidade e a limitacao. ja que
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G([0, T|.T') é convexo e limitado e U,. = Ker Wi, N G([0, T], ). [

2.2.5 Observacao  Segue da Observacao 2.1.1 que,se A.I' C X e A C I', entao

U, cu. (2.13)

Em particular, como serd necessario estudar a poténcia dos controles adequada para se

atingir um estado pré-definido, temos

U, CU. paracada A, 0 < A < 1. (2.14)

Uy, CUL, T< A< (2.15)

2.2.6 Proposicao Se I’ C X é fechado, entao U, também ¢é fechado.

Prova : Se I ¢ fechado, entao (ver Proposicao 2.1.3) G([0, T, I') também o é. Lembrando

que U ¢ um subespaco de G([0, T}, X), segue que U, é fechado. |

2.2.7 Observagao Se uy(t) =0, para t € |0, T|, entao

ug € U, se, e somentese, 0 € I'. (2.16)

Observemos agora que int U. = @, ja que U, esta contido no subespaco préprio U de

G([0, T}, X). Para evitar a imposicao de condicoes de transversalidade entre os niicleos de
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funcionais definidos em X e o conjunto dos estados que podem ser atingidos com o uso

do controles em U,.. vamos considerar

2.2.8 Definicao Definimos o interior relativo e fronteira relativa de U, por

intq U, = U Nint G([0, T|, T).

O U. = U N G([0, T, T).

2.2.9 Proposicao Seint I' # @, entao int. U,. # O.

Prova : Basta lembrarmos que se, int I' # @, entao, pela proposicao 2.1.4, temos que

int G([0, T], T) # @. ]

2.2.10 Proposicao Suponhamos que int I' # @. Entao

(U] =U (2.17)
sendo que [ U, | é o subespaco de G([0, T|. X) gerado por U,..

Prova : Como U é um subespaco fechado de G([0, T|, X) e ¢ C U, segue que [U,. | C U.
Por outro lado, segue da Proposicao anterior que int. U. # @. Sejam entao v € int U,
e B(v) C U,., para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Dado u € U, consideremos o vetor
u — v. Entao existem w € B(v) e A € IR tais que u — v = A w. Portanto, u = v + \ w.

com v, w € Be(v) CU,.. Logoue U |eld C U] =
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E importante conhecer propriedades sobre aquelas for¢as de maior poténcia que podem
ser utilizadas em uma certa direcao a cada instante. Como . é convexo e limitado (para
[' convexo e limitado) é de se esperar que tais forcas estejam localizadas na fronteira
relativa de U e que estejam relacionadas, claro, com os extremos do conjunto restricao
I'. Em geral, os controles 6timos u* associados aos funcionais custo tém tais propriedades
extremais e as respostas 6timas x,- associadas a eles tém seu valor x,-(t) na fronteira do

conjunto dos estados que podem ser atingidos num instante t.

2.2.11 Proposicao u, € 0 U,. se, e somente se, v € 9 I'.

Prova : Suponhamos que 7 € 9 I'. Entao, para todo r > 0, existem 71,72 € B.(7) tais
que 71 € I'e 72 ¢ I'. Sejam uy,up : [0, T] — X, dadas por u;(t) = v, para t € [0, T).
Claro que, como u; e us sao constantes, segue que u;,up € Y. Além disso, 1, EMeyo ¢ T

acarretam, respectivamente, que u; € G([0,T],I') e uz ¢ G([0, T|,T'). Portanto,
.y € L{r.
. ug € Y mas us ¢ U,

. uy, ug € By(u,) NU. pois

[Jui — uq || = i [Jui(t) = wy ()l = flvi =7l <.

Logo, u, € O U,..
Por outro lado, se u, € drq U,., entao existem v, w € G([0, T|, X) tais que
.VEU,..

.welUew¢G([0.T].T).
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. v,w € B,(u,), para todo r > 0.

Como w € G([0, T, X) \ G([0, T|,T'), segue que existe tg € [0, T| tal que w(to) ¢ I'. Logo,

para todo r > 0, existem 7, = v(ty) € ', e 72 = w(tp) ¢ I tais que

7 =7l = [lv(to) — uy(to)l < Sup, v(t) = w () = llv —u,ll <

72 = 71l = lIw(to) — uy(to)ll < Sup, [[w(t) = wy (O = [lw = uyl| <.
€lo,

Portanto, vy € 9 T. (&

2.3 O Conjunto de Atingibilidade

Como ja observamos na se¢ao anterior, a cada u € U, o conjunto dos controles admissiveis,
corresponde uma solucao do sistema (K) + (F,), dada pela formula (p)( v. secao 1.3).
Portanto, para cada instante fixado t € [0, T|, o estado do sistema neste instante, x,(t) €

X, é dado por
— F== = { —
xyu(t) = u(t) + R(t,0) - xg — / dr R(t, 7) -u(r).
0

Claro que mudancas nos controles u. com t fixo, acarretam altera¢ées no estado x,(t).
O conjunto dos pontos do espago X, que podem ser alcancados a partir do estado inicial
X0, utilizando-se controles u € U,., desempenha, junto com suas propriedades geométricas,
um papel essencial na Teoria do Controle em Tempo Otimo. Nosso ob jetivo aqui é mostrar

que tal conjunto herda algumas propriedades geométricas do conjunto restricao I".

Consideremos a seguinte aplicacao
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F : G([0, T]. X) — G([0, T}, X), (2.18)

definida por

(Fu)) = u(t) - [ d R(67)-u(r), 0< < T, (2.19)

sendo R € G7.SV" o tnico resolvente de K € G§.SV*".

2.3.1 Observacao Observemos em primeiro lugar que F é uma aplicacao linear.
Além disso, Fu = x, — R(+,0) - x¢g e portanto F depende continuamente de u ( ver

Observagao 1.3.4 ).

Usando a funcao F, o processo de controle para a equacgao (K), definido pela férmula

(p), pode ser visto como um processo de controle afim “perturbado 7,
u € G([0, T],X) — ®(u)(t) = (Fu)(t) + Xp € X (2.20)
sendo o termo “perturbante "Xy € X dado por
Xo = {R(t.0) - xo},

para xg € X fixo.

Denotaremos por Wk(t. 0.x9, U) o Conjunto dos Pontos Atingiveis. a partir de xg. no

instante t. e usando controles num conjunto U C G(|0. T]. X). Ou seja,
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Wi(t,0,x0, U) = {(Fu)(t) + R(t,0) - x9 /u € U} =

= {(Fu)(t)/ ue U} + R(t,0) - xo = (F U)(t) + R(t,0) - xo, (2.21)

sendo R o resolvente (tnico) de K € G§ - SV*(|0, T] x [0, T], L(X)) e xo € X fixo.

2.3.2 Observagao Sejam t € [0, T] e xg € X.

(a) Se U C G([0,T],X), entao Wk(t,0,x0,U) C X é uma translacao rigida de
Wk (t,0,0,U) pelo vetor R(t,0) - xo. Sua geometria portanto, independe de R(t,0) - xo.

que s6 ¢ importante para sua localizacao em X.

(b) Se U é um subespaco G([0, T|, X), entao W(t,0,xq, U) é uma variedade linear de X.

Em particular, se xo € Ker R(t,0), entao W(t, 0, xg, U) é um subespaco de X.

2.3.3 Notacao Como o nicleo K e o instante inicial ty = 0 estao fixados. vamos

usar a seguinte notacao :

W(t. x0, U) = Wi(t,0.x0, U) e W(t,0,U) = Wi(t,0.0,U).

2.3.4 Observacao Da observagao 2.3.2(a) temos que

W(t.x0, U) = W(t, 0. U) + R(t. 0) - xo (2.22)
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Claro que

xg € Ker R(t,0) = W(t,x0,U) = W(t,0,U) (2.23)

Nas proximas proposicoes vamos estudar as propriedades geométricas do conjunto dos

estados atingiveis .

2.3.5 Proposicao Sejam t € [0, T| e xo € X. Entao

0 € W(t,xo,U) se, e somente se, u_s,, € U. (2.24)

Prova : Temos que 0 € W(t, xg, U) se, e somente se, existe um controle u € U tal que

(Fu)(t) + R(t,0) - xo = 0, isto é,

(Fu)(t) = —R(t,0) - xo. (2.25)

Consideremos u(t) = —2xg, para t € [0, T]. O exemplo 1.3.5 garante que tal controle

produz a solucao

X_9x(t) = R(t,0) - (—2x0 + x0) = —R(t,0) - xo. para t € [0, T]|.

Portanto, acontece (2.22) se, e somente se, u_sy, € U. |

2.3.6 Observacao Quando U =, com [ simétrico, temos que
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I
0 € W(t,xo,U,.) se, esomente se, xg € 5 I (2.26)

Ja que u_oy, € U. se, e somente se, —2xg € I' (ver Proposicao 2.2.3).

2.3.7 Proposicao  Sejam t € [0, T] e xg € X. Entao

W(t, xo,U.) # O, se, e somente se, I' £ @. (2.27)

Prova : Da definicao do conjunto de atingibilidade temos que W(t,xo, U) # O se, e

somente se, U # @. Quando U = U, a Proposicao 2.2.3 da o resultado. |
2.3.8 Proposicao  Suponhamos que xo € Ker R(t,0). Entao, para cada t € [0, T},

W(t, xo,U,.) é simétrico se, e somente se, I" é simétrico. (2.28)

Prova : Segue da linearidade da fungao F e da proposicao 2.2.3. =

2.3.9 Proposicao  Sejam t € [0, T] e xg € X. Se I' é convexo e limitado, entao

W(t, xg,U,.) também é convexo e limitado.

Prova : Como F é linear, se U C G(|0, T|, X) é convexo entao também é convexo o

conjunto F U = W(t,0,U) . Portanto.

W(t.xo,U) = F (U)(t) + R(t, 0) - xo.

¢ convexo. Quando U = U,.. segue da Proposicao 2.2.4 que U, é convexo. Portanto

concluimos que W(t, x¢,U.) também ¢é convexo.
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Como F é continua, temos que ||F|| < oco. Além disso, R € G{.SV", isto é.

SV'[R| = sup SV[R'| < oo.

0<t<T

Assim, se U é limitado,

[yl = [[(Fu)(t) + R(t, 0) - xol < {1+ SV¥[R]}[ul + [|R(t,0) - xo|| < o0,

para todo v € W(t,xo, U). Em particular, vale a conclusao anterior quando U =/,.. W

2.3.10 Proposicao Sejam t € [0, T] e xo € X. Entao valem as inclusoes
(a) W(t,xo,U.) C W(t,xo,U).
(b) W(t,x0, AU.) C W(t,xo,U,.), para cada A € R,0 < X < 1.
(c) W(t,xg, AU.) C W(t.xo,nU,.), se 1 < X < 7.
(d) W(t,xo, U, .) C W(t,xo,U.), para cada A € IR, 0 < A < 1.
(e) W(t,xo,U, ) C W(t.xo, U, ), para 1 < A < 1.

Prova : Sejam U,V C G(|0, T|, X) tais que U C V. Entao

W(t, x0.U) C W(t,x0. V) (2.29)

Realmente, se z € W(t,xg, U), entao z = x,(t), para algum u € U. Como u € V. segue
que z € W(t,xo, V). Como AU C U, para0 <A< 1l,e AU CnpU,paral < A < 1.

temos que

W(t,,‘{o,)\ U) C W(t, xg, U), 0< A<,



W(t,xo, A U) C W(t,xg,n U), para 1 < X\ < 7.

Em particular, quando U = U,, temos (a), (b) e (¢). Da observacao 2.2.5 temos as

afirmagoes (d) e (e). |

2.3.11 Proposigao Seja U C G([0, T],X). Para quaisquer A € IR, xo € X e
t €0, T,

W(t, x0, A U) = A W(t, x0, U) + (1 — A) R(t,0) - xo. (2.30)

Além disso. quando xj € Ker R(t,0),

W(t, x0, A U) = A W(t, xo, U) (2.31)

Em particular. vale a férmula anterior para U = ..

Prova : Como F é linear, (A U) = A F(U). Realmente, se v € A U, entao v = A u,

para algum u € U. Logo,

(Fv)(t) = (FY(Au)(t) = A (Fu)(t).

Assim,

W(t.xo. A U) = {(Fv)(t)/ ve U+ R(t,0)-x0 =X {(F)u(t)/ ue U}+

+R(.0) - xg = A {(F)u(t)/ ue U} + AR(t.0) - xg + (1 — A) R(t.0) - x¢g =
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= A W(t}, XQ,U) -+ (]. — /\) R(t, 0) - Xp- |

2.3.12 Observacao  Quando U é um subespaco de G([0, T],X) e xo € Ker R(t, 0),
o conjunto de atingibilidade W(t, xo, U) também é um subespaco de X. Isto acontece, por

exemplo, quando U = U.

2.3.13 Observacao A Proposi¢ao 2.3.11 garante que a aplicacao

A — W(t, xo0, A U) (2.32)

¢ continua em relagao a métrica de Hausdorfl. Além disso, a parte (c¢) da Proposicio

2.3.10 garante sua monotonicidade (no sentido da inclusao).

2.3.14 Lema Seja z € X. Entao, para todo t € [0, T|. o controle

u(t) = [I, — K(t,0)] -z — xo (2.33)

é tal que x,(t) = (Fu)(t) + R(t,0) -xg = z.

Prova : De fato. se u(t) =z — xg — K(t,0) - z,

t t t
/-dT R(t,r)-[z—xo—K(T,O)-z]:A- 4, R(t,r)-[z—xo]—A-dT R(t,7) o K(r,0)-7
JO
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= [R(t,t) — R(t,0)] - (z — x¢) — Al d; R(t,7) o K(7,0)-z = [I, — R(t,0)] - (z — xo)

—[;d, R(t,7) o K(r,0) -2

Como R € G{.SV", e portanto R(t,t) = I, é o resolvente de K, usando a férmula (R.),

(fu)(t)JrR(t,O)-xo:z—xo—K(t,O)-er/o-th R(t,7) - [z —xo+ K(7,0) - 2] =
:z—xo—K(t,O)-z—[Ix—R(t,O)]-(z—xo)-F/O-th R(t,7) o K(7,0)-2z =

¢
:R(t,O)'Z—K(t,O)'Z+/' d, R(t,7) o K(7,0)-z2=1,-z=12 |
0

2.3.15 Observacao Da definicao do conjunto de atingibilidade temos que, para
cada t € [0,T], se z € W(t,xo,U.) entao [I, — K(t,0)] -z — xo € I'. Realmente, se
Iy — K(t.0)] -z — xo ¢ I'. para algum t € [0.T]|. entao u ¢ U,., e portanto, (Fu)(t) +

R(t,0) - xo = z ¢ W(t, xo,4,.).

2.3.16 Proposicao Para cada t € [0, T] e xg € X, se U C G(|0, T|.X) é fechado,

entao W(t, xg, U) também é fechado.

Prova : Seja (yn)new uma sequéncia em W(t, xg, U) tal que v,, — v em X. Entao, pelo

lema anterior, a sequéncia (u,)neny dada por
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un(t) = Yo —Xp — K(L,O) “Yn
étal queu, €U e
t
Vo = (Fug)(t) + R(t,0) - xo = ua(t) + R(t,0) - xo — A Sy R(t, 7) - un(7).
Agora, para cada t € [0, T] em,n € IN,
”lln(t) - um(t)” = |IYn —Ym — K(ta 0) : (YD - .Vm)“ % (1 + SVU[K])”yn - Ym”'

Portanto,

[un = um|l < (1 +SVU[K]D([lya — Vaull-

Como (yn)new € uma sequéncia de Cauchy em X e K € GJ.SV", segue da desigualdade
anterior que (U,)new € uma sequéncia de Cauchy em U C G(|[0, T, X), isto é. existe
u € G([0, T]. X) tal que u, — u uniformente. Como U é fechado segue que u € U. Da

continuidade de F temos que, (Fu,) — (Fu) uniformemente. Logo,

Vo = (Fuy)(t) + R(t,0) - xg — (Fu)(t) em X,
para todo t € |0, T|. Segue portanto. da unicidade do limite, que

v = (Fu)(t). comu € U. isto é, v € W(t.xg. U).
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Portanto W(t, xq, U) é fechado. [

2.3.17 Proposicao Paracadat € [0, T| e xg € X, suponhamos que I' C X é fechado.
Entao W(t, xo, ) também é fechado.

Prova : Segue da Proposicao anterior e da Proposicao 2.2.4. |

2.3.18 Proposicao  Sejam t € [0, T| e xg € X. Entao int W(t,xo,U.) = @, para

qualquer I' C X.

Prova : Sejam U C G([0, T|,X), r > 0 e consideremos z € W(t, xg, U). Pelo Lema 2.3.14,

o controle u(t) = [I, — K(t,0)]z — xo é tal queu € U e

z = (Fu)(t) + R(t,0) - xo.

Como int U = @, paraT = ﬁ > () existe v € U tal que

v € B:(u) e v¢U.

Consideremos v = (Fv)(t) + R(t, 0) - xo. Entao, como |[v —uf| < r.

ly =zl = 17 (v =)@ < |17 {Iv —ull < .

Portanto v € B.(z). No entanto. como v ¢ U, temos que v ¢ W(t.xg. U). Em particular.

como int U. = @. temos o resultado. |
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2.3.19 Observacao Lembrando que U, esta contido no subespaco proprio U de
G([0, T], X), e da Observagao 2.3.2 (b), segue que W(t, x¢,U,.) esta contido na variedade
linear W(t,xo,U) = W(t,0,U) + R(t,0) - xo e que W(t,0,U,.) esta contido no subespaco
W(t,0,U).

Se considerarmos o conjunto restricao I' convexo teremos I. convexo, e portanto
W(t,xo,U,.) também convexo. Portanto tem sentido considerar os elementos extremos

destes trés conjuntos.

2.3.20 Definicao Dizemos que um controle u € . é I'-extremal no intervalo

[0, t], para t € [0, T], se a resposta correspondente x,, dada pela férmula (p), é tal que

xu(t) € Orel W(t,Xo,ur). (234)

2.3.21 Proposicao Suponhamos que u € d Y. Entao u ¢ um controle [-extremal.

Em outras palavras,

W(t. Xg. 0 L(r) C Orel W(t, Xo,ur). (235)
Prova : Sejam U C G([0, T].X).z € W(t,x9,d U) er > 0. Entao existe u € d U tal que
z = Xu(t) = (Fu)(t) + R(t,0) - xo.

Comou € @ U.dado T = ﬁ > 0. existem vy.ve € G([0. T|. X) tais que vy.vs € Bi(u).

vi € Uevs € G([0,T}],X)\ U. Consideremos, parai= 1,2,
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yi = (Fvi)(t) + R(t.0) - xo.

Entao y; € W(t,xo, U) e yo € X \ W(t,x0, U). Além disso, parai = 1,2,

llys = 2l = [1(Fvi)(t) = (Fu)O)I < 1F(vi =) < IF [Ivi —u]| < T,

isto é, y; € B(z). Portanto, z € @ W(t,xo, U). Em particular, para U = U,., temos o

resultado. (1

Dados W € X e V C X/, sejam

We = {x' € X'/ x¥/(x) = 0, para todo x € W},

°V = {x € X/ x'(x) = 0, para todo X’ € V},

os conjuntos anuladores de W e V, respectivamente. Se W é um subconjunto de X e
[W] é o subespaco fechado gerado por W, entao [W| = °(W°) ( ver [15], Lemma 3.3,

p. 61 ). Para cada t € [0, T|, vamos denotar por

S(t) = °(W(t.0,U,.)°). (2.36)

e vamos considerar. respectivamente. a [ronteira e o interior de W(t,0.U,.) relativos a

S(t),

intgy) W(t.0.U.) = S(t) Nint W(t,0.U,.). (2.37)
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Bsy W(t,0,U,) = S(t) N d W(t,0,1,). (2.38)

2.3.22 Proposicao  Suponhamos que int I' # @. Entao, para cada t € [0, T,

S(t) = W(t, 0, ). (2.39)

Prova : Pela parte (a) da proposicao 2.3.10, W(t,0,U,.) C W(t,0,U). Além disso, pela
proposicao 2.3.17, W(t,0,U{) é fechado, e portanto,

(W(t.0,U.)] C W(t,0,U).

Por outro lado, se z € W(t,0,U), entao z = (Fu)(t), para algum u € Y. Como U = [U,]

( ver proposigao 2.2.10),

n
u = E Otjllj.
=1

u; € U,. e para escalares q;.

Portanto,
7= (Fu)(t) = (F Y ejuy)(t) = Y o5(Fuy)(t).
=1 i=1

Como u; € W(t.0,U,.), para j=1...., n, segue que z € [W(t,0,U,.)|. Logo,

W(t.0.U) C [W(t.0.U,.)]. 5
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2.3.23 Proposicao  Suponhamos que int I' # @. Entao, para cada t € [0, T].

iIlts(L) W(L, 0, L{r) 7£ A. (240)

Prova : Consideremos a aplicagao avaliacao no instante t,

Fi:ue G0, T],X) — (Fu)(t) € X. (2.41)

Entao, F, € linear e

. JF, é continua, pois se u, v € G([0, T, X),

[Feu — Fovl| = [Ju(t) = v(£)[] < [Ju—v]|.

. Fi é sobrejetora, ja que se y € X, a funcao u(t) = [I, — K(t,0)] -y, t € [0, T], é regrada

eFiu=y.

Portanto, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, F; é uma aplicacao aberta. Como.
pela proposicao 2.2.4, int,q U. # O, segue que F, (int, U.) é um subconjunto aberto e

nao-vazio. Pela parte (a) da proposigao 2.3.5,

Fi(intre U.) = W(t, 0, inte U) C W(t, 0,U.) C W(t.0.U) = S(t),

e portanto, intge) W(t.0,U,.) # O. |

2.3.24 Proposicao Se u € d, U, entao, para cada t € {0, T},

(Fuj(t) € sy WI(L.0.U,.). (2.42)
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Prova : Sejay = (Fu)(t), para cada t € [0, T}, e consideremos B,(y), r > 0. Seu € 8, U,..

entao, para T = ll}l > 0, existem vy, vy € Bi(u) C U tais que vy € U e vo ¢ U,.. Desse

|
modo. z; = (Fvyi)(t) € W(t,0,U.) e zo = (Fva)(t) ¢ W(t,0,4.). Além disso, para
i=1,2,

llzi — ylI = [[(Fvi)(t) = (Fu) ()] < 1(Fllvi —ull <,

e portanto, z; € B.(y). Logo y € dgy) W(t, 0,U,.). [ ]

2.3.25 Observacao A proposi¢ao anterior, junto com a proposic¢ao 2.2.6, garante
a existéncia de controles I'-extremais constantes. Em outras palavras, se v € 9 I', entao

o controle constante u,(t) =, t € [0, T| é tal que

(Fu,)(t) € sy W(L,0,U,.). (2.43)

Como (Fu,)(t) = R(t,0) - v, temos que,

sey € 0TI, entao R(t,0) -y € dsy W(t,0,U,). (2.44)

2.3.26 Observacao  As aplicagoes F; em (2.41) também serao usadas no préximo

capitulo para definirmos os funcionais custo.



Capitulo 3

Existéncia de Controles Otimos :

Um Principio do Maximo

3.1 Introducao

Neste capitulo, que é o niicleo do trabalho, pretendemos mostrar alguns resultados que
garantam a existéncia e unicidade de controles 6timos, referentes aos custos funcionais que
serao definidos a seguir, e estabelecer um Principio do Maximo que vai caracterizar todo
controle 6timo como um controle extremal. Tal Principio do Maximo suporta, em tultima

instancia, a formulacao de um algoritmo que permite determinar um controle 6timo.

O problema de controle que vamos considerar a seguir tem quatro pressupostos basicos.
(H;) O niicleo K € G§.SV" tem um unico resolvente R € G{.SV".

(Hz) J(0) X é um subespago vetorial fechado de X ( v. Teor 1.5.2 ).



(H3) I' € X é um subconjunto nao-vazio, convexo, fechado. limitado e com interior nao-

vazio.

(Hq) @ € SVo(]0, T], L(X)).

Consideremos, sob as hipéteses anteriores, o seguinte problema de controle étimo, que

denotaremos por (P)o T, :

Maximizar um funcional £ : G(]|0,T],X) — IR, sujeito a :
dinamica :

x(b) = x + f d, K(t,s) - x(s) = u(t), 0< t < T < oo, (K)

restricao linear :

T
Folx] = '/0 -da(s)-x(s) =0, (Fa)o

restricao sobre os controles :
u€El,. ()

Lembramos que X é um espaco de Banach. xg € X e x.u € G([0, T]. X). A restricao

nos controles (I'), aliada as hipéteses (H!s) garantem, via teorema 1.5.2, que cada forca



u € U,. produz uma solugao x,, € G([0, T}, X) do sistema (K) + (F,)o. Em outras palavras.
U,. é o subconjunto das fun¢oes regradas u : [0, T| — X que sao eficazes no sentido de que

produzem solugoes da equacao (K) que realizam a condicao (Fg)o.

Para cada instante t € [0,T|, vamos considerar neste capitulo, funcionais custo

L(t) : G([0,T],X) — IR, nas formas :
L(t) u =< p,x,(t) >, (3.1)

£(0,T) u = /-t < d(s), xuls) > (3.2)

(0]

sendo que as fungoes ¢, 7 serao definidas convenientemente nos paragrafos 3.2, 3.4. Além
disso, no paragrafo 3.5 faremos algumas observagoes sobre programac¢io dinamica, cuja

abordagem envolve o estudo de funcionais do tipo

L(t,T) =< ¢,xu(T) > +£r < d y(s), xu(s) > (3.3)

3.2 Funcional Avaliacao no Instante t

Consideremos

peS(t), f#0
isto é, + é um funcional linear continuo nao-nulo definido no subespaco fechado W (t, 0.U/)

serado por W(t, 0,44.). Sob as hipéteses (H;),i = 1,...,4, para cada t € [0, T], vamos

considerar, em primeiro lugar os funcionais custo L(t) : G([0, T|,X) — IR da forma
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L(t) u =< ¢, x,(t) >, (3.4)

sendo x, a solucao de (K) + (Fa)o + (I') associada a cada controle u € U,.. Dessa maneira,

L(t) nao é um funcional linear ( isto ocorre se, e somente se, xg € KerR(t,0) ) porém

L) u =< ¢, (Fu)(®) > + < p o R(L,0), %0 > (35)

Para cada ¢ € IR, denotamos os hiperplanos de nivel ¢ de L(f) e de ¢, respectiva-

mente em G ([0, T|, X), S(t), e em S(t) + R(t,0) - xo , por

A(p,e) ={ue G([0,T],X)/ L(t)u =< @, x,(t) >=c} NU, (3.6)

Holc) = {xeX/ <p,x>=¢c}, e K,ylc) =Hy(c) +R(E0)-xp (3.7)

3.2.1 Observacao Com as notacoes anteriores é claro que u € A(p,c) NU,, se, e
somente se, x,(t) € K,(c) NW(t, xo,U,.), se, e somente se, (Fu)(t) € H,(c) N W(t,0,U,.).
Portanto, A(g,c) NU,. # O, se, e somente se, K,(c) N W(t,xo,U.) # D, se, e somente se,
Ho(c) NW(L,0,U,.) # 0.

3.2.2 Observacao Como W(t.xg,U,.) # D. jd que I' # @, a condicao ¢ # 0 implica

que, para algum controle u € U, L(t) u =< ¢, xu(t) ># 0, e portanto, L(t) luryé 0. Logo
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que, para algum controle u € Ur, L(E) u =< p,x,(t) ># 0, e portanto, L() |, # 0. Logo
L(%) |,,# 0. Assim, se existir um ¢o € R tal que A(p,c) = Uy, entdo L(t) u = co, para

todo u € U,.. Portanto,

A(p,c) # U, paratodoc € IR,

isto é, A(p,c) e U sao «ransversais 7. Na verdade a condigao ¢ # 0, ¢ € S(E)', é
equivalente a condigao ¢ € X' tal que W(t,xo,U) # {x € X/ ¢(x) = c}, para todo ¢ € IR.
Tal condigao garante a transversalidade entre o hiperplano W(E, x0,U) e os hiperplanos
[p:c]=1{x¢€ X/ ¢(x) = c}. Sem esta condi¢do, como acabamos de mostrar, para
algum ¢o € IR, terfamos L(t) Iur: constante, caso em que nio teriamos um problema
de otimizagdo, e A(p,c) NU. = @, para todo ¢ # co. Como nos interessam apenas 0s
estados que sdo atingidos pelo sistema, optamos pela primeira formulagao. A figura a

seguir representa os conjuntos definidos anteriormente

R(t,0) - xo

/ WL, x0, U

Ay, c)

figura 3.1

!

3.2.3 Observagio Fixado ¢ € S(t)
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a. Para cada ¢ € IR, os conjuntos A(p, ¢) sao fechados e convexos.

b. Se ¢; # ca, entao A(p,c;) N A(p, c2) = O.

Nosso objetivo é mostrar que os conjuntos A(p,c) interceptam U, e que existe
um cpay tal que o controle u € A(p, ¢pax) N U, é um controle 6timo para o problema

(K) + (Fq) +(T). Vamos comecar mostrando algumas propriedades dos conjuntos A(yp, c).

3.2.4 Proposicao  Seja ug(t) = 0, para todo t € [0, T]. Entao up € A(gp,c) se,
e somente se, ¢ = [p o R(t,0)] - xo. Em particular, up € A(yp,0) se, e somente se.

xo € Ker [p o R(t, 0)]. Além disso, se xg € Ker R(t,0), entao ug € A(p,0).
Prova : Se ug = 0, temos que, para 0 < t < T, como Fu = 0. x,(t) = R(t,0) - xq, e
portanto,

L(t) ug =< ¢, R(t,0) - xg >=< ¢ o R(t, 0).x¢ >,

donde seguem os resultados. |

Ja vimos no lema 2.2.2 que, para 7 € ['. os controles constantes u, = 7 pertencem a
U,.. Uma questao que surge naturalmente é : para que ¢ € IR o hiperplano A(p, ¢) contém

u,, e portanto. se os conjuntos A(p, ¢) interceptam U,..

3.2.5 Proposicao Se v € I, entao existe ¢ € IR tal que A(p,c) NU. # O. Na
verdade ¢ = [p o R(t, 0)] - (xo + 7), t fixo.

Prova : Se u.,(t) = 7. para todo t € [0. T|. entao a resposta correspondente x,,_, para
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cada t € [0, T|, é dada por

Xu, (t) = R(t,0) - (x0 + 7),

(ver exemplo 1.3.2). Assim,

L(t) uy =< ¢, Xy, (t) >= [p o R(t,0)] - (x0 + 7).

Lembrando que u, € U, se, e somente se, 7 € I', temos o resultado. =

3.2.6 Observacao Se 7 € I' e u,(t) = 7, para todo t € [0, T|, entao segue da
proposicao anterior que u, € A(yp, ¢) NU,, para ¢ = [p o R(t, 0)] - (xo +7), o que acontece

se, e somente se,

R(t,0) - (xo0 +7) € Hy(c) (3.8)

3.2.7 Observagao Para todo y € Si, em particular para y € W(t,0,U,.), se ¢ € S,

entao existe ¢y € IR tal que y € H,(cy), ja que S; = Ker ¢ & [y|. Além disso.

Ho(cy) ={z€Si/z=v+v.v E€Ker ¢},

e, fixado yo € W(t.0.U..), vo # 0. temos que ©(z) = A ¢(yp). para todo z € W(t.0.U,.).

Claro que a cada y € Hy,(c) N W(t,0,U,.) corresponde um controle u € A(p, c,) NU,.

Vamos estudar agora a existéncia e localizacao de controles extremais. A proposicao
2.3.21 garante que se u € Jre; U,., entao u é um controle I'-extremal. Como x,(t) € H,(c),

para algum ¢ € IR. temos que u € A(y.c) NU,.
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3.2.8 Proposicio Seja c € IR tal que A(p,c) NU. # @ Entao existe um controle

T-extremal em A(p,c) NU,., isto €, existe u € A(p,c) tal que

y= XU(E) € H(p((:) N Js(p) W(E,O,UF). (3.9)

Prova : Como U, é fechado, podemos considerar um controle u € A(g, ¢) N drel Ur. #+ Q.
A proposigdo 2.3.21 acarreta que y = xu(f) € ds@ W(E,0,U,), isto &, u é um controle

I-extremal. Além disso, pela observagao 3.2.1 temos que y € H,(c). [

xu(t)

W(t,0,U,)

figura 3.2

3.3 Um Principio do Maximo

Um Principio do Méximo é o tipo de resultado sempre perseguido em Teoria do Controle
Otimo. O objetivo ¢ exibir uma condicdo necessdria e suficiente que um controle deve

satisfazer para ser um controle 6timo. O Principio do Miximo mais conhecido é devido a

Pontryagin(v. [11])

Embora nao seja do tipo Pontryagin, o proximo teorema cumpre este objetivo no caso
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do sistema (K) + (F,) + (I'). Na verdade, o proximo teorema caracteriza os controles
[-extremais do problema (K) + (F,) + ('), em cada instante t € [0, T|. Lembramos que

fixado o niicleo K € Gf -SV", denotamos por R € Gf - SV" o resolvente ( tinico ) de K , e

R(t_,s) = liITn R(o,s)
ot

Antes de enunciar o préximo teorema vamos detalhar, na forma de exemplo, uma
implicagao do teorema 1.5.2. Tal exemplo sera essencial para a demonstracao do Principio

do Maximo.

3.3.1 Exemplo Seja x € X fixo e consideremos para um instante t € [0, T], a

seguinte restricao linear, tipo condic¢ao inicial,

x(t) = x, (3.10)

que na forma (F,), parax € G7([0, T|. X)), fica

/T-da((s) -x(s) =x (3.11)

sendo o (s) -z = (xﬁ‘ﬂ -z)(t), paras € [0. T] ez € X. Se x € G(|0, T|, X), a condicao fica

x(t_) = X.

Entao
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(a) A equagao adjunta do sistema (K) + (Fq,) é dada por

vs) + [ K3 dy(t) = [CK(50)" - dy(t) + (geq #)6) =0, 0<s< T, (3.12)

sendo (X - ¢)(s) - x = (Xgp < ¥ >)(s), paray € Xep € X'
Basta notar que

<p, 0> sel<s<t,

IN A
3

<e(s) o,y >=<p, os) -y >= {

IN

<p,y>. set<s

t,
T == (X[f,Tl < (pvy >)(S)

S

0
@
=]

IA

IN A

{ 0'
<@,y >,

(b) Pelo exemplo 1.4.3, o funcional J(0) é dado por

[92]
@
o+l
IA

S

T =
J(0) :A- d o, (1) - R(r, 0) = R(i_, 0).

(¢) J(0) + = 0 se, e somente se. < R(t_.0) ¢.x >= 0. para todo x € X, isto é,

'

< ¢,R(t_,0) -x >= 0, para todo x € X, o que s6 ocorre quando Im(R(t_),0) C Ker¢.

Desse modo. se ¢ € X e R(t_,0) C Ker ¢, e pelo teorema 1.5.2 segue que (K7 )o tem

uma solucao y; € BV?)’T([O, T],X’) e, para 0 < s < T,

vi(s) = [R(t_.s) — R(i_.0)]" ¢ (3.13)
pois
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T
/- d ai(7) - R(r,s) = R(t_,s) e
T T )
V= {/ -d ag(7) - R(1,8) — /0- d ai(7) - R(7,0)}" ¢.
Consideremos agora o niicleo K nas condicoes do teorema 1.5.2 e tal que

R(t,0) X é um subespaco vetorial fechado de X. (3.14)

Entao o sistema (K) + (Fy), para a = aj, tem a propriedade da dualidade, isto é, vale
a parte (a) do teorema 1.5.2. Portanto, uma condigao necessaria e suficiente para que (K)

tenha uma solucao x, € G([0, T], X) satisfazendo x,(t_) = x é que

/0’1-1 <d[poR(t_,7)],u(r) > =< ¢, —x>. (3.15)

Realmente, da expressao da solucao yi, segue que,

T T
[ <dvitrum > = [ <dRE ) - RE, 0 ¢u(r) > =
0 0
T T
/- < o d[R(E_, 1) — R(T_,0)] - u(r) > — / <, dR(E_, r)-u(r) > —
0 0

T T
+/-< £ dR(t_,0)-u(r) > = <;,A-dR(E_, 7)ou(r) > —
0
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T T
+ <& gp,/()- dR(t_,0)-u(r) > = / <o, dR(t_,t)-u(r) > .
0
pois, como R(t_,0) = constante,
T =
A- dR(E_,0) - u(r) = 0.
Além disso, pela Observacao 1.1.17,
T ) T )
/0. < g, dR(t_,7)-u(r) >= / <d[poR(t_,7)],u(r) >
0

Finalmente, se (u,z) € G([0, T],X) x X é tal que (K) + (F,) tem uma solucao regrada
x € G([0, T], X), entao (x) fica

T
/-<d[cpoR(E_,r)],u(T)>:<zp,—§(>. [
0
3.3.2 Um Principio do Médximo Seja ¢ € BV([0.T].S(t)') e suponhamos que

R(t_,0) X seja um subespaco vetorial fechado de Ker ¢(t). Uma condicio necessaria e

suficiente para que um controle u € U leve o estado inicial xo = 0 a um estado

X € H (1) (Cmax) N sy W(L, 0.U7), (3.16)

sendo Cpax = max{c € R/H(c) N W(t,0.U,.) # @ é que u maximize a integral. sobre u:-,

/0l < d[g(t) o R(t_,s)], u(s) >, (3.17)
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isto é.

/()-t < d[p(t) o R(t—,s)], u(s) >= fxneg;c/; < d[p(t) o R(t—,s)],u(s) > (3.18)

Prova : Fixado ¢(t) € S(t)’, como

< J(0)*p(t), x >:=< p(t),J(0) - x >=< cp(E),AT-‘ d ag(7) o R(7,0) - x >=

=< p(t),R(t_,0) -x >= 0,
sendo a; definida como no exemplo 1.4.3, consideremos

Yo (s) = {/s't dai(o) - R(o,s) — [;d ai(0) -R(o,0)}" ¢(t)

a solucao da equagao adjunta do sistema (K) + (Fy,) + ('), isto é, para o caso em que a

condicao (F,) é dada por

Entao, como ja vimos no exemplo anterior, o teorema 1.5.2 garante que um controle

u €U, leva xg = 0 € X até o estado y € W(t,0,U,.) se, e somente se,

/; < d[p(t) o R(t_, s),u(s) >=< ¢(t), —y > (3.19)

Em particular. @ leva xg = 0 € X até o estado x € W(t.0.U,.) se. e somente se.
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t
[ < dlp(® o R(E-.5)),1(s) >=< o(B), — > (3.20)
Se X € Hyi)(Cmax) N ds) W(E,0,U,.), como W(t,0,U.) C S(t) é um subconjunto

convexo e com interior nao-vazio, pelo Teorema de Mazur ( Hahn-Banach geométrico )

segue que X suporta W(t,0,U.) e Hyi)(cmax) € 0 hiperplano suporte, isto é,
<p(t),-x)>= max <op(t),-y>.

YEW(,004r)

Portanto,
t _ _ t _ _
/- < d[p(7) o R(_,5), W(s) > = max/- < dfp()) o R(i_,s), u(s) > .
0 uely. Jo

Por outro lado, se il maximiza a integral em (3.10) entao

t t) > = me t t = < p(t),y >.
< (), xu(t) > e < o(t), xu(t) > e o(t),y
e portanto, Xa(t) € M) (Cmax) N sy W(L, 0,U,.). |

figura 3.3
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3.3.3 Observacao Quando X for de dimensao finita a condi¢ao sobre R(t_,0) X é

sempre satisfeita.

3.3.4 Observagao  Se x4(t) € Hy(i)(Cmax), €ntao U é um controle 6timo para o

funcional L;.

3.3.5 Observagao O controle i que maximiza a integral depende do funcional ¢ (t)

fixado, e portanto podemos denotar @ por ug).

Vamos mostrar agora, suportados pelo Principio do Maximo enunciado anteriormente,
um algoritmo que permite determinar o controle 6timo. Comeg¢amos mostrando um resul-
tado que da informacao sobre a posi¢ao do estado alvo X = x(t) em relagao ao conjunto
de estados atingiveis W (t, xo,U,.). Na verdade, o teorema a seguir caracteriza os controles
[-extremais de /.. O teorema transfere para o nosso contexto o resultado conseguido por

Wyderka em [17] para espagos de dimensao finita.

3.3.6 Teorema( Wyderka) Suponhamos que R(t_.0) X seja um subespaco fechado.
Uma condicao necessaria e suficiente para que um controle u € U~ leve o sistema (K)+(Fq)

do estado inicial xy a um estado

% € Ag(i) W(t.xo,U,.) (3.21)

é que

max = — —
le®l=1 [* < d[e(t) o R(t—,s)], u(s) >

~ 1. (3.22)

70



Prova : Suponhamos que ¢, (t) € S(t)" seja o funcional para o qual

_ < po(t), —x > C max 7 < p(t), —x > _
Ji < dlp,(B)(E) o R(t_,s)],1(s) >  le®®Ii=1 J5 < d[e(t) o R(t_,s)], d(s) >

1,

sendo u o controle correspondente a ¢,(t) no sentido do Principio do Maximo. Entao
—_ E —_— —_
< po(t), =X >= / < d[py(t) o R(t—,s)],a(s) > .
0
Como < ¢y(t). —x > é constante, segue que 1 maximiza a integral, em U, isto é,
E —_— — 5\ t_‘ —_— —_
/~ < dlpe(t) o R(t_,s)], u(s) >= max/» < d[p,(t) o R(t_,s)],u(s) > .
0 uEL(r 0

Assim, pelo Principio do Maximo, temos que 1 leva o estado inicial xy ao estado

X = xg(t), com

% = xa(t) € dgry W(t. x0.U,.) (3.23)

Suponhamos agora que X € dgi W(t.x.U.). Se ¢ € BV([0.T],S(t)") é tal que

le(®)|l = 1, e X € Hyuam(c) N sy W(L, xo,U,.), entao o Principio do Maximo garante que
— E —_ -— E — —
< p(t).—X >= max / < d[e(t) o R(t_.s)]. u(s) >= / < d[p(t) o R(t_.s)],uy(s) >
u 0 0

r

ou equivalentemente,
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) < p(t), —x >
Ji < dle(t) o R(t_, s)], up(s) >

= 1, (3.24)

sendo u,@)(s) o controle correspondente. via Principio do Maximo, ao funcional ().

Resta entao mostrar que

< p(t), —x > ~ max < p(t), —x >
i< dlp(E) o R(E-, 5)], uppy(s) > OIS ff < d[(E) o R(E_, s)], ugg(s) >

(3.25)

Consideremos entao um funcional ¢ € BV([0, T],S(t)’) de modo que v (t) # (i),

l¥(t)]| = 1 e com

X € H,p({) (C)

Se Hy(i)(c) suporta W(t. 0.U,.) em X. entao a igualdade (3.17) também vale para v (f),

isto é,

] < v(t). —x >
f; < d|g(t) o R(t_,s)], uy(t)(s) >

=1, (3.26)

Se H,)(c) nao suporta W(t,0.U,). entao

Huy(e) N Ints(g) W(t.0.U.) # 0

Logo existem Cpay(¥(t)) = ¢ e um estado x; tais que H.y)(€) suporta W(t.0.2.) em

X1, isto é,
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X1 € Hym(T) N ds@ W(t,0,U,.).

Pelo Principio do Méximo, o controle uy(t) que leva o sistema (K) + (F,) de xq ao

estado x; é tal que,

c=<y(t),—x; >= /0t < d[p(t)oR(t_,s)], uy(s) >= Lrg}f /0L < d[(t)oR(t_, )], u(s) > >

> At < d[#(t) o R(t_,s)], up(s) > = < ¥(t), -x > =c.
Portanto,

< (), —x >
< ’(,L’(E), —X1 >

< 1, eentao,

< P(t), —=x >

: —— = - < 1.
J5 < d[(t) o R(t_,s)], uye(s) >

Hyi)(€)

Hywy(c)

figura 3.4
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Suponhamos agora que X ¢ W(t, xo,U.). Como intgiy W(E, xo,U,.) # @ e o subcon-
junto W(t, xq,U,.) € convexo, o Teorema de Hahn-Banach garante que existe um funcional

(pO(E) € S(t)" com llcpo(E)II = 1, nao identicamente nulo, tal que

0 ,— 0 ,—
< t),x > < inf < t),y >,
v ( ) T yeW(1,04) i ( ) y

ou, equivalentemente, W(t, xo,U..) e {X} podem ser separados por um hiperplano H 0 ({)(c)

de S(t), para algum c € IR, de modo que X ¢ Ho(7)(c).

Hyo @) (Cma)

X1
H o (c)

figura 3.5

Fixado ¢’ (%), seja cmax € IR tal que H o1y (Cmax) suporta W(t, 0,U,.) em x°(t), onde

x% é a resposta correspondente, via férmula (p), ao controle u®. Assim,

< (0,5 > = < o (0), x°(F) > = /Ot < d[p"(F) o R(L_, )], u’(s) >

x(t) € Hypo@)(Cmax) N W(E, 0.U,).
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Portanto.

_ < ¢ (1), x >
< d[¢°’(t) o R(t_, )], u(s) >

> 1,

e consequentemente,

< p(t), x>
max — - -
le®)lI=1 f; < dfe(t) o R(t_,s)],u’(s) >

> 1.

Reciprocamente, se

< p(t),x >
max —
le®l=1 [ < d[p(t) o R(T_,s)],u’(s) >

> 1,

entio existe um funcional nio identicamente nulo ¢’ (f) € S(t)’, com lo° (0] = 1, tal que

] <@’ (0),x >
Ji < d[p°(t) o R(t—, s)],u0(s) >

ou seja,
0 ,— _ E 0o — — 0 .
< (t),x>> / < d[p (t) o R(t_,s)],u’(s) > = k.
Jo
Como u” maximiza a integral, pelo Principio do Maximo devemos. no instante . . atingir
um estado

X°(t) € H o) (c) N W(L. 0.U,).
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tal que < ©°(t),x%(t) >= k. Logo < £ (1), % >>< £ (1),x°(t) >, donde segue que X
pertence ao hiperplano H¢°(£)(C)’ com ¢ =< ¢ (1), X >, que nio intercepta o conjunto de

pontos atingiveis W(t, 0,4.), ji que ¢ > k. Portanto
X ¢ W(t,0,U,.). [ |

Consideremos agora o seguinte

3.3.7 Lema Se {Yi}agjap € uma familia paramétrica de conjuntos compactos do

espaco de Banach X, que depende continuamente de ), e se
X¢Y, e XEY,,
entao existe um parametro ¢ €Ja, b| tal que
x€eoé Y

Além disso. se a dependéncia A\ —— Y, for estritamente monétona no sentido da

inclusao, isto €, se £ < 5 implica Y¢ C Y,), entao ¢ é unicamente determinado.

3.3.8 Observacao O teorema anterior deixa claro que, quando se quer garantir
otimalidade de funcionais, os estados X € int. W(t,xo, ) sao indesejaveis. Em [17],
Wyderka propoe um método de bisseccao que tem como suporte o lema anterior e, no
nosso caso, da proposicao 2.3.11. Intuitivamente, o método garante que podemos calibrar
a poténcia dos controles U,.. isto é, diminuir I', de modo a garantir que um dado estado

X pertenca a fronteira de W(t, x¢,U,.).
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Lembramos que na observacao 2.3.13 destacamos a continuidade (em relacio & métrica

de Hausdorff) e a monotonicidade (no sentido da inclusao) da aplicacao

e (0,1 — WL, xo, A U,.)

quando xg € Ker R(t,0) e para t € |0, T| fixado.

Sejam X € X, X # 0 e t < oo o primeiro instante em que X € W(t, xo,/.). Vamos

considerar no lema 3.3.7, para A € [0, 1],

Y,\ = W(E, XQ, A Z’{r)

e suponhamos que xg € Ker R(t,0). Entao

Yo = {0}, x¢Y,, (3.27)

Y, = W(T, x0,Uy.) ex € Y, (3.28)

Entao, pelo lema 3.3.7, existe um tinico A €10, 1] tal que

X e arel VV(E X0, ’—\ ur) (329)

Podemos entao. determinado o instante t € [0, T] tal que x € W(t.xg,U,.), encontrar
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o controle 6timo para o problema (P)g i x, usando o seguinte algoritmo :

(i). Se x € G W(t,x0,U..), entao o controle 6timo é caracterizado pelo Principio do

Maximo.

(ii). Caso contrério, isto é. se X € intrg W(t, X0, U,.), procuramos A, A2 €]0, 1] tais que

X ¢ W(t,xo, A\t U.) e x € W(L,x0, Xa U,.)

(iii). Agora fazemos A = [A; + Ao] e usamos o teorema 3.3.6 para verificar

a. Se x ¢ W(t,xo, A U.). Neste caso, consideramos

Al=A e Ao =\

e voltamos a (iii).

b. Se X € int,e; W(t.xg, A U,.). Neste caso, consideramos

)\1:/\1 E/\Q:/\

e voltamos a (iii).

c. Se Gl W(t.xg. A U,.). Neste caso, usamos o Principio do Maximo para caracterizar

o controle 6timo.
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3.4 Funcional Avaliagao Integral em |0, t]

Seja t € [0, T| fixado. Vamos considerar agora o problema de controle 6timo (P)g i o,
como no inicio deste capitulo, para o caso em que o funcional custo £ é dado na forma

integral

£(0,E) u = /.“ & derfad xals) > (3.1)

0

sendo 7 € BV([0, T], X'). Este tipo de funcional avalia cumulativamente o desempenho

do estado durante toda a sua evolucao.

Usando a formula (p) da secao 1.3 ( v. Teor.1.3.3 ) podemos escrever uma expressao

em u para o funcional £(0, t).

3.4.1 Observacao Para cada t € |0, T|, o funcional £(0, t) é dado pela férmula

t

£(0,T) u = / < dy(s), (Fu)(s) > + Rg (3.2)

0

sendo F a aplicacao dada na secao 2.3 e

t
Ry — / < dy(s), R(s, 0) - xo >
o

Claro que £(0,t) nao é linear. No entanto L£(0.t) é continua pois

[1£(0,t) ull < BV[7[{1 + [IR(t. 0)[|}][ul]
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Vamos denotar por

In(E) = {/f < dy(s), xals) > /uell)} C R

Se denotarmos por F, : G([|0, T|,X) — IR a aplicagao

(F, u)(t) = / L < dy(s), (F u)s) >, (3.3)

entao

£(0,t) u = (F, u)(t) + Ro

Ti(E) = (Fy Up)(D) + Ro.

Como U,. ¢ fechado e limitado, e Rg nao depende de u, segue da continuidade de F,
que Zr(t) é um subconjunto compacto da reta. Além disso, como Zp(t) é convexo. se I’

for convexo, temos que Zr(t) é um intervalo.

Portanto existe

£*(t) = max Zr(t
S() Il}ég‘(‘( T())

L5

isto é, existe £. € Zr(t) tal que £ < £, para todo & € Zr(1).

Seja u” o controle tal que
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L(0,t) u = &*(t).

Entao, para cada t € [0, T] fixado, podemos considerar o sistema (K) + (Fy)s,

x(t) — xo +/-t dy K(t,s) - x(s) —u(t), 0< t < T < oo, (K)

Bl = [ d2(9)x(s) = €°0), (©,).

para K € Gg.SV*([0, T| x [0, T], L(X)), x,u € G(|0, T|, X), com a restricao nos controles
u € U, e xo € X. Desse modo, F,[x,] = £(0,t) u = £*(t) e podemos assim caracterizar o

controle u* usando a condi¢ao (x) do teorema 1.5.2.

A equacao adjunta do sistema (K) + (F,) é dada por

v+ [ K(ts)dy(t)= [ K60 y(t) 4] =h(s), 05T, (K)

v

sendo h,y € BVyT([0,T],X’) e n € R( lembramos que estamos considerando Y = IR
no Teorema 1.5.2, e que portanto Y = IR e os funcionais ¢ : IR — IR sio dados por

p(€) =< n,§ >=n ). Além disso,

< ()" -, & >i=<n,7(s) - £ >=ny(s)- &€ =+(s) - (n £).

Neste caso, temos que o funcional J(0) : X — IR é dado por
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J(0) = ffdn,(t)oa(t,m eX, (3.4)

i P
<JO) -n, & >=<n,J(0)- £ >=< U,A-d 7(t) o R(t,0) - & >=1 /0 d y(t) o R(t,0) - ¢

Lembremos que quando Y = IR o teorema 1.5.2 fica

3.4.2 Teorema Suponhamos que K € G§ - SV¥(I'y, L(X)) tem um tinico resolvente

R e que 7 € BV([0, T, X')). Entao sio equivalentes :

a. Para (u,&) € G([0, T], X) x IR o sistema (K) + (F,) tem uma solugao x € G([0, T}, X)

se, e somente se, para todo par (y,7) € BV ([0, T], X') x IR que satisfaz (K%)o temos

A’I-‘ < dy(t),u(t) > +n&=0 (%)

b. J(0) X é um subespaco vetorial fechado de IR.

3.4.3 Observacao Claro que, para Y = IR, dim J(0) X < oc, e portanto J(0) X é
um subespaco vetorial fechado de IR. Na verdade, J(0) X = {0} ou J(0) X = IR.

Portanto o sistema (K) + (F,). tem a propriedade da dualidade, isto é, uma condicao
necessaria e suficiente para que (K) tenha uma solucao x, € G([0,T],X) e tal que

Xu(t) = €7 é que para todo par (v,n) € BV ([0, T .X') x IR que satisfaz
0
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y(s)+/- K(t,s)*-d y(t)—/- K(6,0)-dy(t) +7(s)n =0, 0<s<T, (K)o

tenhamos

Como no paragrafo 2.2, podemos considerar a aplicacao linear continua

T
Vg, u€ G([0, T],X) — A- < dyg. (t),u(t) > €.

sendo y, € BVg’T([O, T],X'), que leva a definicio dos seguintes subconjuntos de

G([0, T}, X) :

V=V, = Ker ¥y,
V, =V . ={ueG(0,T],X)/ ¥x,(u) = A}, A € R.

Ve = Vir = Vi, NG(0, T),T)

K,~v,I’

V,\,r = VK.—,,\,F - VK.—y,,\ n G([O, T]’ F)

3.4.4 Observacao Valem aqui as mesmas transferéncias de propriedades de I" ao

conjunto V. discutidas no capitulo 2. Claro que, pela observacao 3.4.3, se (y,n) estiverem
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nas condicoes do teorema 3.4.2, o controle u* € V, . que satisfaz a condi¢ao () maximiza

o funcional £(0,t) em V, - Em outras palavras. vale o

3.4.5 Teorema Suponhamos que K € G§ - SV¥(I'p, L(X)) tem um tnico resolvente
R e que 7 € BVO([O,T],X/)) e seja A* = —n £, n € IR. Uma condicao necessaria e

suficiente para que um controle u™ maximize o funcional

L(0,t) u= /)E < d y(s), xu(s) > (3.5)

¢ que u* dé o valor maximo em V,. . de

1(0) - u = —/OF d, [[ d 7(r) - R(7,8)] - u(s) (3.6)

Prova : Pela observacao 3.4.3 temos que, para (u,£) € G(|0,T],X) x IR, o sistema

(K) + (F,) + (I), para
Fylx] = ¢

tem uma solucao x, € G([0, T].X). Entao pelo lema 1.5.6, para Y = IR, temos que

& = J(0) x¢ + &4, sendo
$u=—1(0) u(0) — / dg {/:d 7(7) - R(7,5)] - u(s) = —/O-L d [/sf d y(r) - R(7,s)] - u(s)

pois u(0) = 0. Assim, se u maximiza I(0) em V,.  entao



Logo

£(0,7)

=l

= nax L(0,t) u. |

A=l

3.4.6 Um Principio de Otimalidade Seja u € V,. . um controle 6timo para o

r

problema (P ), sendo

L(0,t)u = /t < d y(s), xu(s) >,

com resposta correspondente x;. Entao, para qualquer t € [0, t], o controle 1 também ¢é

6timo para o problema

Maximizar o funcional
L(t,t)u= [ < d y(s), xu(s) >,
t

sujeito a

dinamica :
t ) B _
x(t) — xo + / ds K(t,s) -x(s) =u(t), 0<t<t (K)g
]
Restricao linear :

Fo[x] = /t < dals),x(s) >=¢
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sendo

¢ = /0L< d a(s), xg(s) >

Prova : Suponhamos que u* € I/, ¢ um controle com x,- a solu¢ao correspondente da

equacao (K)E, isto é,

t
Kae(E) = & & / dy K(t,s) - xue(s) = u*(t) —u*(), E<t <,

sendo X = x;(t), satisfazendo

Falx] = [-t d () - xuels) = 0

e tal que

f 2 dy(s), zp0ls) > > /t & dls), xals) > (3.7)

t t

isto é, 1 nao maximiza L(t,t).
Consideremos o controle

a(t), se0<t<t,
a(t) = . _
u*(t), set<t<t.

Entao 1 € U, u(0) = 0 e u produz a solucao( ver figura 3.7 )



da equacao

x(t) — xo + /o'f 0, K(t,5) - xee(s) = (t), 0<t<F, (K)

x2

1 ] T
‘l
1
!
x "
: AY
k]

&l

- — i - e .-

figura 3.7

De fato, para t € [0, t] isto é claro pois Xa = Xau. Para t €]t, t], como

xa(t) — xo + /ot ds K(E,s) - Xg(s) = f(f),

temos que

xa(t) —xo+ /ot ds K(t,s) - xa(s) = xus(t) — xo+/; ds K(t,s) - xa(s) + /Lt ds K(t,8) - xu+(s) =

= e () + 0(E) — xa(E) Ji b K(63) - xae(s) = ut() = u (D) +u*(B) = (1),

X

Além disso. segue do teorema 1.1.10 que X satisfaz Fa[x] = ¢.
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De fato.

/ot d a(s) - xa(s) = /0‘ d a(s) - xa(s) + /ct dals) % (s)

Finalmente,

L£(0,t) u = /t < d(s),xz(s) >= /t < d y(s), xa(s) > +££ < d(s), xy+(s) > >

o (4]

> /t< d 7(s), xa(s) > +/: < dv(s), xa(s) >= L£(0,t) u.

0

Assim, £(0,t) a > £(0,t) u, o que contraria a otimalidade de . |

3.4.7 Observacao Dada uma divisao d: 0 =tg < t; < te < ... < t, = T de [0, T},
podemos considerar no teorema anterior, t = t;, paraj =0,1,...,n—1,e t = T. Entao se
u € V,. . maximiza o funcional £(0, T), entao u; = a |£tj,Tie V. _, maximiza o [uncional

r cj.r’

L(t;, T), isto é,

T T
/- < d7(s), xg.(s) >= max - < d y(s), xy(s) >,
tj J vevéj,[‘ t'j

sendo

g = /Otfd a(s) - xg(s)

3.5 Observacoes Finais

A continuacao natural deste trabalho é o estudo de Programacao Dinamica e da existéncia

de Controles Otimos Realimentados para o problema (P ) 1, Neste sentido, o Principio
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de Otimalidade 3.4.6 sera 1til quando conjugado ao estudo da existéncia de controles

otimos para funcionais do tipo

L(t, T)u=< ¢, x,(T) > +/EF < dv(s), xu(s)) >

definido sobre o subconjunto de G([0, T|], X) dos controles que produzem solugoes do

sistema

«(t) — % + f d, K(t,s) - x(s) = u(t) — u(f), T < t < T < oo, (K)T

Falx] = AT d a(s) - x(s) =0, (Fa)o

para t €]0, T] e x € X. Aqui as solucées x, de (K)I + (Fa)o sao dadas pela férmula

t
xu(t) = u(®) +R(, D) [xo—u(®)] - [- dr Rt 7)-u(r), T<e<T (0)
i
1 e ¢ e 7 sao como nos paragrafos 3.2 e 3.4.

Como no paragrafo 2.3, podemos considerar a aplicacao
G : G([0, T}, X) — G([0, T}, X)
definida. para t € [t, T|, por

(Gu)(t) = u(t) — R(t, t) - u(t) — At d, R(t, 7) - u(7)

Nosso processo de controle agora pode ser visto como
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u € G([0, T], X) — G(u)(t) + X.
sendo
X = {R(t, t) -}, x € X fixo.

A partir da existéncia de um controle 6timo, para cada par (t, %) € [0, T] x X, podemos

definir uma funcgao de valor otimo V : [0, T| x X — IR definida por

T
Voor(6%) = max{< ¢,xu(T) > + [+ < d(6), xus) >}
v t

sendo x, a solucao de (K);F e A C G([0, T],X) um conjunto conveniente de controles. Tal

funcao deve satisfazer uma férmula de recursao do tipo

= _ _ t+6
Von(t,x) = L%%X{Vsor/(t + 8, xu(t +5)) +£ - < d7y(s), xuls) >} (3.8)

para cada par (t.x) € [0, T] x X. Em particular, para cada divisao d: 0 =ty < t; < ts <

.. <ty =T de [0, T).

tj
Vor(ti—1, Xi—1) = max{V..(t;, x;) +/ - < dy(s), xu(s) >} (3.9)
ueyy ti—1

Nao podemos. em geral. garantir a diferenciabilidade da funcao de valor. pois V,
como definida, é uma funcao regrada da primeira variavel. A diferenciabilidade de V

exigiria a imposicao de condicoes adicionais sobre K. a e 7. e a consequente redefinicao
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dos espagos onde estes sao tomados. Desconhecemos a eficicia desta estratégia, que
pode, eventualmente, nos levar de volta a um contexto que nao necessite de equacao
tao geral como a equagao (K). Resumindo, a funcao de valor 6timo nao satisfaz, em
geral, uma equacao diferencial parcial do tipo Hamilton-Jacobi-Bellman. No entanto,
temos a expectativa de que um resultado que garanta a existéncia de controles 6timos
realimentados possa ser demonstrado sem a hipotese de que V satisfaca uma equacao

deste tipo.
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