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Resumo

Neste trabalho estudamos existência de controles ótimos para um sistema governado

por uma Equação Integral Linear de Volterra-Stieltjes agindo em espaços de Banach X

com estados e controles no conjunto das funções degradas de lO,TI em X, e considerando

funcionais do tipo linear no seu espaço dual. A integral considerada é do tipo Dushinik

e o núcleo de Volterra K pertence ao espaço de todos os operttdores de semivariação uni-

formemente lintitada em X que são fracamente regrados. Também levamos em conta uma

restrição linear lias soluções, que têm uma representação integral. Uma caracterização

geométrica precisa dos conjuntos de atingíbilidade leva-nos a, um Princípio do Máximo.

Finalmente, fazemos aplicações deste resultado.

Abstract

In this work we study the existence of optimal controls for a system driven by a
Volterra-Stieltjes Linear Integral equation acting on Banach spaces X with states and

conLrols mapa racing in the set of all regulated functions from lO,TI unto X, and considering

functional of linear type in its dual space. The integral considered is the Dushinik type and

the Volterra's kemel belongs to the space of all uniformly bounded semivariation operators

in X that are weakly regulated. We are algo taking on consideration a linear constraint

on the solution set which is represented in a integral profile. The precise characterization

of the attainable sets in the process will lead us to the synthesis of a Nlaximum Principie.

Finally, applications of the result are take on cale.
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Introdução

Na década de 40, da necessidade de se dirigir um sistema evolutivo a um estado desejado,

surge, como um tópico especial da área de equações diferenciais, a teoria do controle
ótimo.

As descobertas do Princípio do Nláximo e do À'método de Programação Dinâmica

acabaram dando novos rumos à Teoria do Controle Otimo e ao Cálculo das Variações.

Na década de 60 a teoria do controle para processos determinísticos atingiu um certo

grau de completude e estabilidade. Em sintonia com tal desenvolvimento, começam a

aparecer alguns textos básicos cujo objetivo é o de sintetizar os resultados obtidos até

então. Entre estes, destaca-se o de E.B. Lee e L. Markus, de 1967(jlll).

A partir daí, multiplicaram-se tanto as aplicações da teoria a áreas distintas do

conhecimento, tais como engenharia, econonlía, biologia, etc., como as extensões den

tro da própria matemática, por exemplo, a equações definidas em espaços de dimensão

infinita.

Em teoria do controle, está-se interessado no comportamento de um sistema sujeito

a influências externas. A cada uma destas influências, que chamaremos de controles

ou entradas, o sistema produz uma resposta ou saídas, que carrega o estado inicial a um

estado alvo pré-fixado. Em termos físicos, podemos ver os controles como forças aplicadas

l



ao estado do sistema com o objetivo de leva-lo ao estado alvo

O problema geral de controle ótimo pode ser descrito por quatro tipos de dados

(1) O processo ou equação que define como o sistema evolui com o tempo;

(2) O estado inicial e o estado alvo do sistema

(3) A classe de controles admissíveis, ou seja, em que ambiente será permitido buscar os

controles;

(4) O custo ou índice de desempenho associado a cada controle

Uma das principais questões na teoria do controle é a existência de um controle ótimo,

isto é, um controle que leve o sistema até o estado alvo, de modo a otimizar um certo

custo. Além disso, se tal controle existe, será que é único? Neste caso, podemos exibir

um modo de construí-lo, isto é, ele pode ser sintetizado?

O nosso objetivo nesta tese consiste em estudar existência de controle

ótimo, para funcionais custo que descreveremos ainda nesta introdução, para
um sistema cuja dinâmica é regida por uma equação integral de Volterra-

Stieltjes linear, da qual as soluções estão sujeitas a uma restrição linear, no
ambiente dos espaços de Banach, tudo acompanhado de uma interpretação

"geométrica ". O resultado final será a apresentação de um Princípio do
Máximo.

Em outras palavras, estudamos o sistema (K) + (F.), sendo

x(t)
.t

x. + / . d; K(t, s) - x(s)
0

«(t), O 5; t $ T < «,, (K)
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pt

F.l"l - .Z: d a(;) ' *(;) - o, (F.)o

p'r'' K C Gg'SV"(lO, TI x lO,TI, L(X)), a C SVo(lO, TI, L(X)), x, u € G(lO, TI, X), o espaço

das funções degradas de lO,TI com valores no espaço de Banach X, e z C X. As integrais

que aparecem em (K) + (F..) são integrais de Dushnik ou integral interior.

A teoria acerca da equação (K), existência de solução regrada, dependência contínua,

teoremas de representação de operadores,equação adjunta, etc., foi desenvolvida por Hõnig

nas publicações l71,181,151 e j101 citadas na bibliografia, e da qual fazemos uma síntese no

capítulo l.

Os espaços de Banach Gg ' SV"(lO, TI x 10, TI, L(X)) e SVo(lO,TI, L(X)) são isométri-

cos a subespaços de operadores lineares contínuos. Isto significa que a cada um de tais

operadores corresponde um núcleo em C8 . SV" ou em SVo, o que lhes garantirá uma

representação integral.

A importância de se estudar Teoria do Controle para o sistema considerado é a

abrangência da equação (K). Equações Diferenciais Ordinárias Lineares, Equações Dizer

enciais Parciais Lineares, Equações Diferenciais com Retardamento, Equações Impulsivas,

Equações Funcionais do Tipo Neutro, via Teorema de Representação de Operadores Cau

sais, são instâncias da equação (K). Em l81, por exemplo, Hõnig mostra que a cada gerador

de um C'o-semigrupo corresponde um núcleo a, e que portanto sistemas com tal dinâmica

podem ser vistos sob a ótica de (K). No parágrafo 1.3, exibimos um exemplo de equação

diferencial parcial linear que pode ser tratada neste contexto.

Por sua vez, a restrição linear (F..) é geral e traduz, por exemplo, condições iniciais,

condições de periodicidade, condições de fronteira, etc., sobre as soluções de (K).

Portanto- da generalidade do sistema (K) + (F.) podemos inferir o caráter unificador
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do estudo da teoria do Controle para processos geridos por esta dinâmica. Este estudo

tem sido feito por Barbanti.Em jll, por exemplo, é tratada a questão da controlabilidade

e controlabilidade aproximada para as equações do t,ipo (K).

O capítulo l é dedicado a de6nir a integral interior, enunciar propriedades e resultados

mais conhecidos (com exceção da proposição 1.1.16) da teoria sobre a equação (K), bem

como do espaço das funções regradas. Além disso, incluímos alguns exemplos que julgamos

pertinentes.

No capítulo 2 juntamos as propriedades geométricas dos conjuntos de controles ad

missíveis e do conjunto dos estados atingíveis.

Ambos são uma preparação aos resultados apresentados no capítulo 3

No capítulo 3 apresentamos o problema de controle ótimo para os seguintes tipos de
funcionais

C(i) u =< y, x.(il) >,

pt

Z:(0, i) u = / . < d 'y(s), x.(s) >
uO

sendo x. a solução do sistema (K) +(F..) associada ao controle u tomados num subconjunto

de C(lO,TI,X).

A parte central deste trabalho, o Princípio do Máximo, será considerada no parágrafo

3.3

Na literatura não encontramos algo no mesmo contexto. Em grande parte, os trabalhos

com equações integrais de Volterra se restringem à dimensão finita ou, quando tratam

de espaços de Banach, impõem, por exemplo, reílexibilidade de X (v. l41). Por isto

lv



entendemos que os resultados ora apresentados são uma contribuição à teoria das equações

integrais.

A continuação natural deste trabalho deixa aberto de imediato os campos para o
estudo dos problemas

Funcionais Quadráticos

l;uncionais Convexos

Programação Dinâmica



C;apítulo l

Preliminares

1.1 Funções Regradas e a Integral Interior

As definições e resultados que enunciámos a seguir podem ser encontrados nas referências

j101,151 e l7j. Faremos aqui um breve resumo da teoria sobre a equação (K) com o objetivo

de facilitar a leitura deste texto. Os principais resultados de l5j são reescritos para o caso

particular em que Y :: X.

Sejam X e Y espaços de Banach. Vamos denotar por L(X,Y) o espaço de Banach das

aplicações lineares contínuas de X em Y. Em particu]ar, L(X) = L(X,X) e X' = L(X, ]R).

Como estamos interessados em processos evolutix-os em tempo anito, todas as definições

e resultados a seguir serão considerados no intervalo lO,TI, para T > 0 lixado.

Começamos de6nindo que t.ípo de funções vamos considerar neste trabalho, isto é, o

universo das entradas e saídas do nosso processo de controle.
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1.1.1 Definição Dizemos que f : 10, TI --, X é uma função regrada se, para todo

t € 1O, TI (t Cl0, TI), existe

f(t.. ) iiP f(') (f(t.) ii# r(') ) (1.1)

Em outras palavras, uma função regrada f só tem descontinuidades de primeira espécie.

Denotamos por G(lO, TI, X) o espaço de Banach das funções degradas f : 10, TI ---, X,
munido da norma

llíll { llí(t)ll }
belo,Ti

Vamos destacar rapidamente algumas propriedades do conjunto G(lO, TI, X).

1. f C G([0, T],X) se, e somente se, f for limite uniforme de funções em escada.

2. O conjunto de descontinuidades de uma função regrada é no máximo enumerável.

3. G(lO,TI,X) contém o conjunto das funções contínuas C(lO,TI,X) e o conjunto d

funções de variação limitada BV(lO, TI, X l

4. Toda função regrada é limitada.

5. G(lO, TI, X) é o "menor"espaço de Banach que contém as funções~em escada

as

Denotaremos por l)lo,ri o conjunto de todas as divisões de 10, TI,

d : 0 = to < ti < . . . < t.=T
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sendo que n = jdl denota a ordem da divisão d, e por C'(lO,TI,X) o subespaço de
G(lO, TI, X) das funções contínuas à esquerda, isto é,

C'(IO,TI,X) {f € G(lO, TI, X)/ f' f},

f'(t) f(t.), para todo t cl0, TI

1.1.2 Definição De6nimos a semíuar'cação de a 10, TI --, L(X, Y) por

SVjal :: sup svdlal
deDlo,v

(1.2)

sendo que, para cada divisão d de lO,TI,

Idl

SVajal ::: suPlll )l:lcl(ti) -- a(ti-i)l xill/ xi C X, llxill .$ 1}
l

(1.3)

Dizemos que a tem semiuahação limitada se SVjal < oo, e denotamos o espaço de

Banach das funções de semivariação limitada cv : 10, TI --..., L(X, Y) tais que a(0) = 0, por

SVo(lO, TI, L(X, Y)), munido da norma llall = SVjcil.

Observemos que BV(lO, TI, L(X, Y)) C SV(lO, TI, L(X, Y)), e a igualdade é válida se, e

somente se, dimY < oo. Em particular,

BV(lO, TI, X') - SV(IO, TI, X')

1.1.3 Notação Quando a C BV(lO, TI, X') usaremos a notação

a(t) . x -< a(t),x >

3



1.1.4 De6nição Seja d C l)lo,Ti. Uma divisão d' é dita m.aís .Pna que d ( d' ? d)
se todo ponto tj de d for um ponto de d

1.1.5 Definição Para a : lO,TI --, L(X,Y) e f : lO,TI --, X definimos a íntegra/

ãntehor ( de l)üs/znãX; ) por

.Z d a(t)

J

f(t)
ldl

'Cpiori;jÍI (ti)
a(t:--)l . f((1;), (1.4)

sendo (l Cri , ti[ , quando existir tal limite. Aqui entendemos que

x- hm xd
deZ)[o.v]

x € X, se para toda vizinhança V de x, existe uma divisão dv € Z)lo,rl tal que, para toda
d mais fina que dv, temos que xd C V

1.1.6 Teorema(/-/a de/7D Se a C SV(lO,TI,L(X,Y)) e f C G(lO,TI,X), então
existe a integral

T
d a(t) - f(t)

0
(1.5)

e

11 /. . d a(t) . f(t)ll 5; SVjal ljf'jl
0

'F
(1.6)
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1.1.7 Observação Em particular, no caso em que Y :: IR temos que, para
a C BVo(lO, TI, X') e f C G(lO, TI, X), então existe a integral

/o ' < d'-(t), f(t) > €
l

A integral interior estende a integral de Riemman-Stieltjes no sentido de permitir

a integração de funções f em relação a núcleos a, mesmo quando f e a têm pontos de

descontinuidade eni comum. Lembremos que quando isto acontece a integral de Ríemman-

Stieltjes para a e f pode não existir. Os dois próximos resultados e o exemplo a seguir
mostram esta extensão no caso numérico.

1.1.8 Exemplo Seja a C SV(lO, TI, L(X, Y)). Suponhamos que f(t) = z, para todo

t c 10, TI, sendo z c X fixo. Então, para uma divisão qualquer de lO,TI,

d : 0 = to < ti < . . . < t.=T

ldl

>:la(ti) a(ti-:)l.f((i)
i-l la(t:) - a(to)l . z + la(t,) a(t:)l . z -F + la(t.) - a(t.-:)l . z

la(t:) a(.!!) + '-(t2) -- a(t:) t
0

a(t.-:)l - z la(T) - a(0)l . z

Portanto.

,T

4, - d ~(t) f(t) a(0)l . z

5



1.1.9 Lema (]'..r. / de /-íOD Se existe a integral de Riemman-Stieltjes

f da(t) . f(t),

então existe a integral interior, e

/

1.1.10 Teorema (/./..4 de //0D Dado p Cl0, TI, existe a integral interior

/

se, e somente se, existirem as integrais

P J"T

/o (t)'f(t) e 7p'd'(t)'f(t)

Além disso,

T fD fT

/o(t) 'f(t) -.Á'da(t)'f(t)+7.'da(t)-f(t)

1.1.11 Exemplo Clonsideremos, para p cl0, TI,

a(t) ,..,.. ' f

6

T
d a(t) ' f(t) ::: /.' da(t) ' f(t).

r
d a(t) . f(t)

(1.7)



sendo que xA denota a função característica do conjunto A. Então eüstem as integrais de

Riemman Stielt.jes

P /"T

Zlpd (t) . f(t) da(t) ' f(t) - O.

Pelo lema anterior, segue que existem

P

/o' d '*(t) ' f(t) d a(t) . f(t)e

e, p'lo tmrema 1.1.10, existe Jo! d 'l(t) ' f(t). Porém, não existe a integral Jov d a(t) . f(t),

já que cl e f são descontínuas em p.

1.1.12 Exemplo Consideremos ap, aT C SV(lO,TI,L(X)), para p C lO,TI, dadas
por

a.(s) - x ,rl - x)(s),

aT(s) . x . x)(s)

para s c 10, TI e x € X

(a) Para cada f c C(lO,TI,X)

.Z da.(s)'f(s)-f(p-)

1 . d aT(s) . f(s) - f(T-)0

T

7



F

4, ' d a.(:) ' f(:) - f(p).

.Z dav(s)'f(s)-f(T)-

, se d : 0:= sO < sl < ... < Sk < ... < Sn:: T eu

sk " p e (li Cls{.t, sÍI, para i:: 1, 2, . . . n, então

a.(s:-:)j f(ei) - la.(s:) -- a.(0)l f((-)

Em particular (lose f C G x)r ) ) ' l)

Realmente

[

-Fla,(sk+-) - a.(sk)l f((k+-) + . . . + la.(r) - a.(;.. . f((.)

(si) = 0, para 0 $ i< k, clP(si) = 1,., para k $ i$ n, temos que

a.(s:--)l . f((.) . f({lk)

P

Êt«.(;. )

lx)go,

55>ll:la.(;:) - '-.(;:-.)l ' f(e:) - !.T f(ek) - f(p-)
Idl

No caso de aT, para uma (hvisão qualquer de lO,TI, t.emos que

jdl

}l:la.(s:) - a.(s:-:)j f((:) ::: r(c.)i-l

8



lal

llB >1:1aV(si) '-T(s.--)) ' f(e:) - f(T-)i-l

jáqueaV(q) f(ei) =0,i= 1,2,...,n-- lear(s.)

Dada a : lO,TI ---, L(X) e p € X', consideremos y o a : lO,Tj --, X' definida, para
x C X e s € 1O, TI, por

Ip . al(s) - x - pla(s) - xl

1.1.13 Proposição Soam a C SV(lO, TI, L(X)) e g CX

p . a c BV(lO, TI, X').

Prova : Para cada d C Z)[o,q, d : 0 = se < si < . . . < s. = T,

IÚI ldl

>l:l(Ç' 'a)(s:) -(Ç' 'a)(s:--)l ' x:ll - ll >1:(P .a(s:)) ' x:(P .a(s:-:) x:i-l

ldl lól

ll }l:lp(a(s:) ' xi) - p(a(s:-:) ' x.)ll - ll }:y([a(s:) - Q(s:--)] . x:)]] $

Então

i-l

ldl

llPll ll >:la(s:) a(;:--:)l - *:
i-l



lal

SV-jP .al - :«PÍll }:l(P . a)(s:) -(P .a)(s,--)l ' *:ll/ x: € X, llx:ll $ 1} $i-l

ldl

$ 11Pll s«PÍll >:la(si) - a(Si--)l . x:ll/ x: C X, llx:ll $ 1} - llPll SV.lal,
i-l

e portanto, p . a C BV(lO, TI, X').

1.1.14 Observação Segue do I'trema 1.1.6 que, para toda u C C(lO,TI,X) , existe

/

De fato, para cada divisão d C Z)io,'rl, d : O :: se < si < < s. = T, segue da linearidade

de p que,

>l:<(ç'.a)(si) --(p.a)(si :) 'u((i) > = < p, l:la(H)--a(s-i)l.u(ei) >

Como p é contínua,

ldl

(Ç' ' a)(si) -- (V:' ' a)(si-:) u((i) > - < v:', acp>1:1a(si) -- '-(si-:)j ' u((li) >i-l

< d(p 'a)(t),u(t) > - < p,Jo ' d a(t) 'u(t) >(i.8)

10



1.2 Representação de F\incionais e Operadores

A introdução das noções de semivariação e de integral interior ficam justificadas pelo

próximo teorema de representação ( generalização do Teorema de Representação de Riez

em C([a, bjy ), que será usado para descrever, na forma integral, as restrições lineares

acopladas ao nosso problema de controle ótimo.

Além dele, enunciámos também o teorema de representação para operadores causais

que garante a abrangência da equação (K).

Seja f C G(lO, TI. X). Definimos, para a C SVo(lO, TI, L(X, Y)),

fT

p.(r) - .Z ' d a(t) ' r(t)
(1.9)

Desse modo, a cada a C SV(lO, Tj, L(X, Y)) corresponde uma aplicação linear

F.. : G(lO, TI, X) ---, Y (l.lO)

1.2.1 Teorema (]./-r de /7D A aplicação

a c SVo(lO, TI, L(X, Y)) --, F.. c L(G'(lO, TI, X). Y) (1.11)

é uma isometria ( isto é, ljF..ll = SVjal ) do primeiro espaço de Banach no segundo. Além

disso.

11



a(t) . x [o,t] ' x) (1.12)

para todos x C X e 0 < t $ T

Observemos que para Y :: IR, o teorema anterior garante que os espaços de Banach

BVo(lO, Tj, X') e G (lO, TI, Xy são isométricos. Em outras palavras, os funcionais lineares

contínuos em G'(lO, TI, X) podem ser representados na forma integral

F
< d a(t), f(t) >'0 (1.13)

para a C BVo(lO, TI, X')

1 9 9 NntnpÃoa Para K 10, TI x 10, TI --, L(X, Y), denotamos por

K' : lO,TI --, L(X, Y) e K; : lO,TI ---, L(X,Y),

as aplicações definidas por Kt K(t, s) = K,. Dizemos que K satisfaz às propriedades ,

(G') se K é sámpZesmenÍe regrado como função da primeira variável, isto é,

K, c G(lO, TI, L(X, Y)) para todo s c 10, TI

(SV") : se K é unz/orznente de semáuaríação limitada como função da segunda variável

o que significa que,

12



SV'jKI = sup SVJK'l < ocO<t<T

mente regrado sobre a diagonal, ou seja

t c 10, TI --., K(t, t) . x c Y

(Gg) : se K é simplesmente regrado sobre a diagonal e K(t, t) = 0, para todo t c 10, TI

(Gf) : se K é simplesmente regrado sobre a diagonal e K(t, t) = 1,., para todo t c 10, TI.

1.2.3 Definição Seja K C G8.SV"(lO,TI x lO,TI,L(X,Y)). Para toda função

f C G(lO, TI, X), definimos

(kf)(t) = /.'d; K(t,s)'f(s), 0 5; t$ T(1.14

1.2.4 Observação Se K satisfaz (GX), então k f C G(lO,TI, Y).

1.2.5 Definição Dizemos que um operador P c L(G(lO,TI.X),G(lO,TI,Y)) é
lo, para toda f C G(]O, T], X) e todo c C ]O, T],paul.sa/ ( ou de cawaZádade ) quanZ

13



.f llo,.l )llo,.}

Os operadores causais aparecem na modelagem de sistemas evolutivos cuja dinâmica

depende apenas do seu comportamento passado. O próximo teorema fornece uma forma

de representar os operadores causais e garante uma poderosa ferramenta no estudo da

lboria do Controle para uma ampla classe de equações.

1.2.6 Teorema (2.-1(7 de /7D A aplicação

K c Gj;.SV"(lO,TI x lO,TI,L(X,Y)) ---, k C L(G'(lO,VI,X),G(lO,TI,V)) (1.15)

é uma isometria do primeiro espaço de Banach sobre o subespaço dos operadores de

causalidade do segundo. Além disso, se x c X, para s, t cl0, TI,

K(t, s) ' x = --kjx!,,., . xl(t) (1.16)

e, para t € 1O, T

K(t, 0) 'x :.,.. . xl(t) (1.17)

1.3 Equações Integrais

Para K C G'.SV"(lO, TI x 10, TI, L(X, Y)), consideremos a equação

14



x(t) -- xo + .Á- d, K(t, s) ' x(s) - u(t), 0 $ t 5; T (m

sendo x,u C G(lO,TI,X), u(0) = 0 e xo C X. .À.qui, x(t) são os est,ados do sistema

governado por (K) e u(t) são as forças externas que o influenciam. Como já dissemos,

a equação (K) engloba vários tipos de e(luações. Vamos mostrar a seguir um exemplo

que ilustra tanto a necessidade de se trabalhar em espaços de Banach como o alcance da

equação (K). Neste sentido, o teorema de representação de operadores causais (I'trema
1.2.6) é essencial.

1.3.1 Exemplo Em lt41, Narukawa estuda o movimento de uma corda vibrante

regido pela equação

p(") lã% f«, ")l - :l: I'(") ê: f(t, ;')l - "(t, *) (1.18)

para 0 $ x $ L. T > 0 e 0 $ t $ T. li'azendo

:'', - (;':;.,)
podemos levar a equação (1.19) à equação funcional

d

il::i g(t) A g(t) +-' B u(t) (1.19)

Aqui g : 10. TI --' X. para X G(IO: LI. JR), é definida. para cada x C 10. LI, por

g(t) : ;':;., ) ';l':l.\:*l - l;l':;:l,l - .'',*,,
15
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« - l= ll * - l,-..*;«.. *,l

(n r) x - P''(x) Zl: lc(x) Zl: f(t, x)l

Desse modo A gera um Co-semigrupo. Em l81, Hõnig mostra que, se Da.. denota o domínio

de A com a norma do gráfico, isto é, jjgjjc. = jjgjl + ljA gjl, a solução fraca gerada por

forças u C G(lO, TI, Da..) é na verdade uma solução forte de (1.19).

Alguns exemplos de equações que são instâncias de (K) e que, como o exemplo anterior,

ilustram o alcance do estudo da teoria do controle para (K) no ambiente dos espaços de

Banach, podem ser encontrados na bibliografia citada no começo deste capítulo.

Em 101, por exemplo, llõnig cita {ls Equações Intenurais de volterra Lineares

Equações Diferenciais Ordinárias Lineares, Equações com Rel,ardamento, etc.

1.3.2 Definição Dizemos que R C CÍ.SV"(lO,TI x lO,TI, L(X)) é uni r-esoZuenÍe

de K se R satisfizer a equação

R(t, s) lx+ ' d,- K(t, í) . R(r, s)
t

0,0 $s$t$ T (R*)

Observemos (!ue a equação anterior' tem o sentido h-aco, isto é

[' d, K(t, ,) . R(,, s)j
t

d, K(t, r) - IR(r, s) . xl

16



O próximo teorema fornece condições para que a equação (K) tenha uma única solução

regrada, e que portanto, defina um processo ( linear l de controle

1.3.3 Teorema (.9.{ de /7D Seja K C G8.SV". Se existir R C G7.SV" satisfazendo

R(t,s)-l,.+ '/.d-K(t,,)oR(,,s) 0$s$t5;T
t

S
(R')

R(t, s)-K(t, s) 1,.+ ' d, R(t, ,).K(,, s)
t

0, 0 $sS t$ T (n)

isto é, K tem um único resolvente R, então, para todo xo C X e toda u C G(lO, TI, X), a

equação (K) tem uma única solução regrada x.(t), que é dada pela fórmula

x.(t) + R(t, 0) - xo /o' 'b R(t, ') u(,), 0 5; t $ T (P)

1.3.4 Observação O conjunto

H {K c Gg.SV"/ K tem um único resolvente R € G7.SV"}

é um subconjunto aberto de C8.SV". e a aplicação K C 7í --' R -- lx C 7{ é bícontínua

Logo, se K C H, a solução x. dada pela fórmula (p) é uma função contínua de xo, u e K

Segue então que

u C G'(lO,TI, X) se. e somente se, x. c G'(lO, TI, X)

17



Como a aplicação p : u --, x. é contínua, temos que p-'(G'(lO, TI, X)) é um subcon.junto

fmhado de G(lO, TI, X).

1.3.5 Exemplo Usando a brmula (R+) podemos mostrar que m respostas cor-

respondentes aos controles

u,(t) = y, para t C 10, Tj e y C X lixo.

uK(t) = --K(t, 0) . xo, para t € 1O, TJ,

são dadas, i-espectívamente, por

x,(t) t,0) . (y+xo), paratc lO,TI,

xK(t) = xo, para t c 10, TI.

1.4 Restrições Lineares

Podemos exigir que cada solução x. da e(luação (K) satisfaça uma restrição linear do tipo

/'F..lxl / . (i cv(t) x(t) = z (F.)

sendo a C SV(lO, TI, L(X)) e z C X. Vamos mostrar alguns exemplos de tais restrições,

exibindo o a correspondente.

1.4.1 Exemplo (Condições de /ronleiru) Sejam NI. N C L(X. Y). A restrição

M . x(0) -- N . x(T) = 0 (1.20)

18



pode ser representada na forma integral (F.), com z ' 0, e a € SVo(lO, TI, L(X, Y)l dado
por

-..'', *:l.~fi; *. :lll««.
para todo x c X e todo t c 10, Ti.

Realmente, temos que, se

Llxl - M - x(0) - N . x(T),

então L € L(G.(lO,TI,X),Y). Portanto, do Teorema 1.2.1 segue que, para x € X e
O<t< T

a.,~(t) 'x - Llx..,., .xl ..,.] .x)(0)l-- NI(x..,.. *)(v)l
Nl-x

(M - N).x

se 0 < t < T,

se

Considerando a*..~ (0) 0, segue a a6rmação

Obsen,emos que

(a) Se \l C l,(X) e N = lx temos

i,lx(.)l - »l . x(0) - x(T)

isto é

x('r) .x(o)

19



(b) Se NI . x = À x e N = 1,., temos

Ljx(.)l - À x(0) - *(T)

isto é,

x(r) x(o)

(c) Se NI = N = 1,. temos o caso de ponto de retorno

Llx(.)l - x(0) - *(T) - 0,

isto é,

*(T)

1.4.2 Exemplo ((::ondíções de Peüodãcídade) .X restrição linear

*(s + P) - *(s), (1.21)

para todo s C 10, TI, e para p > 0. p C ]R, pode ser representada na forma integral (F.),
com z = O. onde

a,(t) ' x X:,.,...; . x)(t),

Realmente. seja, para cada s c 10. TI,

20



Llx(.)l = x(p + s) -- x(s)

Então L C L(G (lO, TI, X), X) e

a,(t)'x :....-x) :.,...x)(s+P)-(X..,..

Desse modo,

se t c IO,;l,

a,(t) x= '1 --:«, setcjs,s+pl,
se t c is + p, TI,

como a6rmamos.

*)(;)

()

X a;

0

1.4.3 Exemplo ( a07idições /rzácíais) Consideremos z C X fixo e p Cl0, TI. Deliníndo

c-(t) ' }' = (XI....; . y)(t), para t C 10, TI e }' C X.

podemos escrever na forma (F.), a condição

x(P.) - z. (1.22)

De fato, se d : O :: se < si < . . . < sk " p < . . . < s. :: T, e Ci clsi--t. sil

n

>l:la(si) -- '-(s:--:)j ' *((i) - la(si) -- a(o)l ' x((li) + - . + la(p) -- '*(sk--:)) ' x((k -)]'-

21
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+la(sk,.-t) -- a(P)l . x(Ck) + la(,r) -- a(;.,-1)l - x(C.) x((k.i)

já que a(si) = O, para i

la(P) -- a(sk--:)j . *(Ck-:).
1,2, k - i, la(sk+-) - a(k)l 0, i = k,k + l...n e

Portanto

T
d a(t) . x(t)

0
x(P.)

Em particular, quando p T, isto é

a(t) ' y =(X{.} ' y)(t), para t C lO,TI ey C X,

a restrição linear é

*(T-) - z. (1.23)

1.5 Equação Adjunta

Os resultados enunciados a seguir são casos particulares daqueles obtidos em [51 para

to = 0. Vamos denotar por BV8''r(lO,TI,X') o espaço das funções g : lO,TI --, X' de

variação limitada e tais que g(0) = 0 e g(T) = g(0).

Observemos que, Êxados c C IR e g € BVoo,r(lO, TI, X'), os conjuntos

22



n:m (c) Ig(s) : cl = {x € X/ g(s) - x c}, s C 10, TI

são hiperespaços em X

Como já dissemos na introdução, nosm objeto de estudo são os sistemas governados

pela equação (K) e cujas soluções satisfazem a restrição linear (F.), isto é, o sistema

*(t) *o + d; K(t, s)
rO

x(s) - «(t), 0 $ t $ T (K)

(F.)F.lxl *(t) - z

para K C G8SV"(lO, TI x 10, Tj: L(X)), a € SV(lO, TI, L(X)), z, xo C X e x, u C G([0, T], X)

Em ISI Hõnig mostra que o sistema (K) + (F.) tens uma equação adjunta dada por

y(s)+/ . K(t,s)*-(l y(t) -/ - K(t,oy'-a y(t)+a(s)'-P = h(s), o$ s 5; T
l r

0
(K:)

sendo h, }' C BV8'T(lO, TI. X') e p C X'. Observemos que na equação (K:) as integrais tem

o significado

<
.T

K(t, s) d y(t) , x > - Ih,>- < K(s,T)'ry(q-i)
n

y(G)l, x >

23



* » - /'
n

E
i-l

lim
d€D < ly(ti-i) - }'(i)l , K(s, T) < d y(t) , K(s, T) . x >

Vamos denotar por

I'o {(t, s) c 10, TI x 10, TI/ 0 $ s $ t $ T}

figura l.l

Indicamos por (K;)o a equação adjunta (K:) quando h = O. Estamos considerando, em

ISI, Y = X Definimos, para a C SVo(lO, TI, L(X)) e R C G7.SV"(I'o, L(X)), o operador

J(o) - '7o'aa(t)'K(t,0) lc L(X)l. (1.24)

O operador J(0) fornece condições par-a garantir a existência de soluções da equação

adjunta (K:)o. Além disso, tais soluções podem ser expressas em função de a e do
resolvente R no

1.5.1 Teorema (3.2 de /S7) Suponhamos que K C Gj;.SV'(I'o, L(X)) tem uin único

resolveste R. Dados a € SVo(lO, TI,L(X)) e # C X', a equação (Kj;)o tem uma solução

y C B\-'g''(l0: TI. X') se, e somente se: J(O)' ,: = 0. Neste caso, para 0 $ s $ T
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d a(a) d a(a) . R(a, 0)}* p. (1.25)

O teorema a seguir nos permitirá caracterizar o conjunto de controles eficazes, em

G(lO,TI,X) , para o processo de controle (K) + (F.), através das soluções da equação

adjunta (K:)o.

1.5.2 Teorema ({.-l de /SD Suponhamos que K C Gg.SV"(I'o, L(X)) tem um único
resolvente R e ct € SVo(lO, TI, L(X)). As seguintes afirmações são equivalentes

(a) Para (u, z) C G([0, T], X) x X, o sistema (K) + (F..) tem uma solução x C G(]O, T], X)

se, e somente se, para todo par (y, p) C BV8'T(IO, Tj, X') x X' que satisfaz (K:)o temos

< d y(t) , u(t) > -t < p , z >Z
l

(*)

(b) J(0) X é um subespaço vetorial f«dado de X

1.5.3 Observação

dim J(0) X < m.

,\ condição (b) é satisfeita. por exemplo. quando tivermos

1.5.4 Observação Quando z = 0 em (+), o termo < p, z > = 0, para todo ç C X'

Como a aplicação

© « c G(lO, TI. X) ---
T

< d y(t) , u(t) > c R'0
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é linear, segue que (+) define um subespaço de G(lO, TI, X), núcleo de W. Desse modo.

os controles que produzem soluções do sistema (K) t (F.) são aqueles do núcleo de \l'

naturalmente sempre que a condição (b) do teorema 1.5.2 estiver satisfeita. Quando z # 0,

(+) define um espaço afim em G(lO, TI, X),

H«(< P, z >) < P, z > l {u c G(lO, TI, X)/ q' u ;< P, --z > }

Tais hiperespaços ajudarão a determinar o conjunto de controles admissíveis para o sis

tema (K) + (F.).

1.5.5 Observação O teorema anterior será essencial para a caracterização dos

controles extremais ( Princípio do Nláximo ) para o problema de controle que enunciaremos

no capítulo 3. O próximo resultado é um caso particular do lema 4.2 de Í51 para o caso

em que Y :; IR e to :: 0.

1.5.6 Lema(#.2 de /SB Se para (u,(1) C G(lO,TI, X) x R o sistema (K) t (F..) tem

uma solução x C G(lO, TI, X) então € . xo + (., sendo

:» - r. ..~td a(,) . R(,, a)l . u(a) (1.26)
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Capítulo 2

Controles Admissíveis e o Conjunto

de Atingibilidade

2.1 'l)ansmissão de Propriedades Geométricas

No processo de controle governado pela equação (K), as entradas u são as forças enter

nas aplicadas ao sistema com o objetivo de levar o estado inicial xo a um estado-alvo

pré-6xado. .As forças u não podem ser tomadas arbitrariamente pois têm limitações

naturais, determinadas pela nossa capacidade de produzí-las. Em termos algébricos, tais

limitações podem ser expressas através de restrições do tipo

u(t) c r. o $ t $ T, (2.1)

sendo I' um subconjunto de X. Os sistemas com este tipo de restrição no controle são

chamados na literatura de sásfem.as parametrízados. O conjunto I' C X é chamado níl

teoria clássica de m7ÜwnZo resZüção. Suas propriedades geométricas induzem propriedades
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semellianLes seja no conjunto de controles admissíveis para o nosso processo de controle,

como no conjunto de estados que podem se atingidos com o uso de tais controles. Podemos

dizer que as propriedades de I' são transmitidas a estes dois conjuntos. Detalhando : para

I' C X, consideramos o subconjunto das funções degradas

C(IO,TI,r) {u c G(lO,TI,X)/ «(t) c r, 0 5; t $ T} (2.2)

O conjunto de controles admissíveis será tomado como um subconjunto próprio de

G(lO, VI, I'). Nesta seção mostramos que o conjunto G(lO, TI, I') herda de I', entre outras,

as propriedades de convexidade e fechamento, essenciais para a existência de controle
ótimo.

2.1.1 0bse rvação E claro que se A C I' C X, então

G(lO, Tj, A) c C(IO, TI, r) (2.3)

Em particular, se para À C IR, À 2. 0,

À I' - {y c x/ y À x, x C X}

então, se I' for convexo e 0 C I',

G(lO, TI, ÀI') C G(IO, TI, I'), para À, 0 5; À 5; l (2.4)

G(lO. Tj, ,\F) C C(IO, TI. i71'). para 1 < À < i7. (2.5)
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O Teorema de Hahn-Banach será utilizado no nosso critério para garantir a existência

de controles ótimos, o que exige um estudo prévio de como as propriedades geométricas

do conjunto I' são transferidas a G(lO, TI, I') e deste ao conjunto de controles admissíveis.

E o que fazemos na

2.1.2 Proposição Se I' é não-vazio, simétrico, convexo e limitado, então G(lO, TI, I')

também é não-vazio, simétrico, convexo e limitado, respectivamente. Além disso, se 0 C I',

ente. 0 C G(lO, TI, I').

Prova : Dado 'y C I', consideremos o controle constante u7(t) = ', t € 1O,TI. Então
ul C C(lO,TI,i'), já que u.r é contínua. Quando 7 mos a última afirmação da

proposição. Para a convexidade, sejam u, v C G(lO, TI, I') e 0 $ À $ 1. Então para todo

t C 10, TI, segue da convexidade de I' que,

IÀ« + (i À)vl(t) - Àu(t) + (l À)«(t) c [

Além disso, é claro que IÀu+-(l-- À)vj C G (lO, TI, X). Portanto, Àu+(l --À)v C G(lO, TI, I').

Quanto à simetria, se u C G(lO,TI,I'), então --u € G(lO,TI,X) e, --u(t) C I', para
todo t C lO,TI. Logo --u C G(lO,TI,í'). Finalmente, se I' C B.(O), então sempre que

u c G(lO, TI, rl

11«1 - sup llu(t)ll $ r
LEIO,TI

2.1.3 Proposição Se I' é fKhado, então G(lO, TI, I') também é fechado

Prova : Seja (u.).CIN uma sequência de funções em C(lO,TI.I') tal que u.
G(lO, TI, X). Então, para cada t C 10, TI, existe

uem
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U(t+) - ii# «(') - !H l:JU, u.(')l - JU. lijW".(')l - .jjlnm "«(t+)

já que u.. ---, u uniformemente e u« € G(IO, TI, I'), n € 1N. Analogamente, existe

u(t--) - lim u«(t-), para c'da t cl0,TI

Logo u é uma função regrada. Além disso, para cada t € 1O,TI, temos que u«(t) € 1'

e u«(t) --, u(t). Como I' é fechado, segue que u(t) C I', para todo t C IO,TI, e assim,
« c c(lo, vl, i'). H

2.1.4 Proposição Se int I' / ç), então int G(lO, TI, I') :# çõ

Prova : Se int I' / O, então eüstem 'r C I' e r > 0 tais que B.('y) C I'. Seja u7(t)

para todo t C 10, TI. Claro que ul C C(IO, TI, I'). Além disso. se

« c B.(«,) {w c G(lo, 'rl, x)/ llw «,ll < r},

então v é uma função regrada e

suP llv(t) -- 'Xll
belo,rl

llv - «.ll < r

e portanto, llv(t) -- ?ll < r, isto é, v(t) € B.('7) C I', para todo t C lO,TI. 'l'amos

então que, \; € C(lO, Tj, I'), o que mostra que B.(uv) C G(lO, TI, I'). Portanto, segue que

int G(lO, TI, r) / a. n
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2.1.5 Proposição Suponhamos que int I' / ç). Então

G(lO, TI, int F) C int G(lO, TI, r) (2.6)

Prova : .As proposições 2.1.2 e 2.1.4 garantem que G(lO, TI, int I') e ínt C(lO, TI, I') são

não-vazios. Suponhamos que u C G(lO, TI, int I'). Então existe r > 0 tal que, para todo

t c 10, TI, B.(u(t)) C I'. Consideremos

B.(«) {v € G(lO, TI, X)/ llv «ll < r}

Se v C B.(u), então llv(t) -- u(t)ll < r, para todo t C lO,TI. Logo -'(t) C B.(u(t)) C I',

e portanto, v(t) C I', para todo t C lO,Tj. Portanto temos (lue v C C(lO,TI, I'), isto é,

B.(u) c G(lo,TI, r). l.«go u C ínt G(lO,TI, r). H

2.1.6 Exemplo Não é verdade (lue a G(lO,TI, I') = G(lO,TI,a I'). De fato, consi

detemos I' = 10, 11 e u : 10, TI --, 10, 11 dada por

se 0 $ t < -Ç.

se t = ;,

se ; < t $ T

«(t) -

Sejam, para n C IN

«.'''-i?:
)

1 )

1 }

se 0 $ t < 'r,

se t - ;,

se -Ç < t $ T
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«.'', -l&:'
se 0 $ t < -!,

;« ; < t.$ T

Desse modo, pela proposição 2.1.5

v. c G(lO, TI, int I') C int C(lO, TI, I'),

.v. # G(lO, TI, I'),

para todo n C ]N. Além disso, como

EI«. «ll - ! - ll«. «ll,
'' ll

dado r > 0, existe um n. C IN suficientement.e grande, t.al que v...,w«. c B.(u). Por-

tanto u € a G(lO,TI,I'). No ent.anho, como u(r) = : ( {0,1} = 1', segue que

« g G(lO, TI, a i')

figura 2.1
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2.2 Controles Eficazes

Chamaremos de conZroZes ePc:ages àqueles controles que realizam cfetivamente o sistema

(K) + (F..), dado na seção 1.5, no sentido de produzirem soluções da equação (K) que

cumprem a condição (F.). As soluções associadas a cada controle eficaz chamaremos

se\rações e$cazes.

A existência de uma equação adjunta para o sistema (K) + (F.) e a caracterização

das funções degradas u ( controles ) que produzem soluções eficazes nos permitirá definir

um subconjunto de G(lO, TI, X), onde será permitido escolher os nossos controles. Mais

precisamente, vamos fixar aqui, com a ajuda do Teorema 1.5.2, o conyanío dos coníroZes

ePcazes. Tal conjunto será caracterizado como um subconjunto do núcleo de um funcional

linear contínuo definido em G(lO, TI, X).

E sobre este conjunto de controles que, no capítulo 3, definiremos nosso problema de

controle ótimo.

Suponhamos que K e a estejam nas condições do Teorema 1.5.2, isto é, que

K C G8.SV"(I'o,L(X)) tenha um único resolvente R, a € SVo(lO,TI, L(X)) e (lue aléns

disso,

J(0) X é um subespaço vetorial fechado de X,

sendo J(0) o operador definido enl (1.24)

Como dissemos ua observação 1.5.3, para cada f € X', se yK,. € BVo'r(IO, TI, X') é a

solução de (Kj;)o, fica deânida a aplicação linear
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wK,a « c C(IO, TI, X) ----, /n ' < d yK.'(t), U(t) > C R

T

Temos também que wK,a é contínua, pois BV8'V(lO,TI, X') = SV8'r(lO,TI, X') e, pelo
Teorema 1.1.9,

llq'K,-(u)ll - svly...l llU'll

A aplicação OK,.. leva à definição dos conjuntos

zl/K.a :: Ker +K,a (2.7)

aK,..' a...n c(lo,TI,r) (2.8)

Temos então (]ue

z#K,a é um subespaço íiechado de G(iO, TI, X), de codimensão 1. De fato, mja u. --: u

e:n C(lO, TI, X) tal que u« € Z/..., (n € 1N). Como q'K,. é contínua, q''K,.(u.) ---, QK,.(u):
isto é.

q'K..(u) lim wK...(u.) = 0

Portanto u C Z/...

i . é o subconjunto de Z/.. das htnçõm reguadas li 10, TI --- X que têm valor em I'
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Se u € a.,..., então o sistema (K) + (F..), com z - 0 (v. seçü 1.5) tem uma solução

x« c C(lO, TI, X)

2.2.1 Observação Quando z / O, definimos os híperespaços

z/',- {u c G(lO, TI, X)/ wK,..(u) :< 'P, z >} (2.9)

Sendo assim, podemos considerar o conjunto

Z/K,a.z.r mK..,, n G(lo, TI, r) (2.10)

e garantir (lue quando u C Z/.,.,,, o sistema (K) + (F..) tem uma solução x. € G(lO, Tj, X)

Com o intuito de nao carregar a notação , já que K e a estão
denotaremos

doravante

U.,.= U , U ,.,r- Ut (2.11)

e vamos nos referir a Z/. e Z/,,. como o C'onyarzZo dos CanlroZes .4drn.ãssúeis (relativos ao

sistema (K) + (F..), com z ' 0 e z # 0, respectivamente). Claro que a escolha do con.junto

I' determina as propriedades geométHcas de Z/. e Z/,.r' Vamos denotar o subconjunto de

Z/r das funções regradas contínuas à esquerda por Z/r , isto é

a; - u n G'(lo, TI, r) (2.12)
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Vamos a seguir detalhar algumas propriedades de U. que são herdadas do conjunto

restrição I', já (lue os efeitos no nosso sistema serão sempre provocados por forças em Z/.

2.2.2 Proposição Se ' c I', ent,ão os controles constantes uY(t) = ', t c lO,TI

pertencem a Z/r'

Prova : Seja ' C I', e consideremos o controle constante ur' E claro que uv C G(lO, TI, I')

Além disso, como u,T é constante (ver exemplo 1.1.11) e y.... C BVg'V(lO,TI, X'), isto é

y.,. (T) (O) - O,

< dy(t), «,,(t) > y.... (T)'0

T
y..,. (0), u7(t) >

Assim, uv C U, e portanto: ul C Z/r

2.2.3 Proposição Ur é não-vazio e simétrico se, e somente se, o conjunto restrição

I' é não-vazio e simétrico.

Prova : Se I' / a, consideremos o controle ul, com ' € 1'. Pelo Lema anterior, n7 C Z/r

e portanto Z/. # a Reciprocamente, se a. / a então existe u C C(lO, TI, I'), e portanto.

existe to C 10, TI tal que u(tO) C I'. Logo I' / ç). Suponhamos agora que Z/. é simétüco.

Se '7 C I', então, pelo Lema ant,erior, ur C Z#.. Logo u-r c U,, ou seja, --7 C I' e

portanto I' é simétrico. Por outro lado, se I' é simétrico. seja u C Z/r' Então: para cada

t € 1O,TI, u(t) C I', e portanto --u(t) C I', para t € 1O,Tj, isto é, u C C(lO,TI, I'), já

que --u C G(lO, TI, X). Logo Z/. é simétrico. n

2.2.4 Proposição Se I' C X é um conjunto convexo e limitado. então Z/. também

é convexo e limitado.

Prova : a, herda de I'. via Proposição 2.1.2. a convexidade e a limitação, já que
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G(lO, TI, I') é convexo e limitado e Z/. Ker WK... n G(lo, TI, I')

2.2.5 0bservacão Segue da Observação 2.1.1 que, se A, r C X e A C I', então

u.c u,. (2.13)

Em particular, como será necessário estudar a potência dos controles adequada para se

at,ingir um estado pré-definido, temos

Z/*r C ar, para cada À, 0 $ À $ 1 (2.14)

Z/« C a.., l $ .X < ?7. (2.15)

2.2.6 Proposição Se I' C X é fechado, então U. também é fechado

Prova : Se I' é fechado, então (ver Proposição 2.1.3) C(IO, TI, I') também o é. Lembrando

que ü é um subespaço de C(lO, TI, X), segue que Z/. é fechado. H

2.2.7 Observação Se uo(t) 0, para t C 10, TI, então

UO C Z#r se, e somente se, 0 C I'. (2.16)

Observemos agora que int U, - e), já que a, está contido no subespaço próprio &/ de

G(lO, TI, X). Para ex-atar a íniposição de condições de transversalidade entre os núcleos de
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funcionais definidos em X e o conjunto dos estados que podem ser atingidos com o uso

do controles em Z/., vamos considerar

2.2.8 Definição [)efinimos o interior re]ativo e fronteira re]ativa de Z/r por

ínt..i Z/. = # n ínt G(lO, TI, I')

õ«l a. - z/ n a G(lo, TI, I')

2.2.9 Proposição Se int [' / ç], então ínt«i Z/. / ç3

Prova : Basta lembrarmos (lue se, int I' # {l}, então, pela proposição 2.1.4, temos que

ínt G(lO, TI, I') # ç}. a

2.2.10 Proposição Suponhamos que ínt I' # O. Então

a.l- a (2.17)

sendo que l Z/r l é o subespaço de G(lO, TI. X) gerado poi' Z/r

Prova : Como 27 é um sube=paço fechado de C(lO, TI, X) e Z#, C Z/, segue que l Z/. l C Z/.

Por outro lado, segue da Proposição anterior que int..i Z/r / O Sejam então v € int a,

e B.(v) C Z/., para c > 0 suficientemente pequeno. Dado u C Z/, consideremos o vetou

il -- v. Então existem sv € B.(v) e À € ]R tais que u -- v = À w. Portanto, u = v + À w.

com v, w € B.(v) c Z/,. Logo u c l Z/. l e a c l a, 1. H
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E importante conhecer propriedad(s sobre aquelas forças de maior potência que podem

ser utilizadas em uma certa direção a cada instante. Como Z/, é convexo e limitado (parêl

I' convexo e limitado) é de se esperar que tais forças estejam localizadas na fronteira

relativa de ür e que esLejani relacionadas, claro, com os extremos do conjunto restrição

I'. Em geral, os controles ótimos u* associados aos funcionais custo t.êm tais propriedades

extremais e as respostas ótimas x«- associadas a eles têm seu valor x.,(t) na fronteira do

conjunto dos estados (lue podem ser atingidos num instante t.

2.2.11 Proposição th C a«i Z/r se, e somente se, ' C é? I'

Prova : Suponhamos (lue 7 C a I'. Então, para todo r > O, existem '/'i,'72 € B.('7) tais

que 'l c I' e 'u g I'. Sejam ul, u2 : 10, TI --, X, dadas por ui(t) = '7i, para t c lO,TI.

(;lato (iue, como ui e ue sao constantes, segue que ui, ue C [/. J\]ém disso, 'i C ]' e '2 e ]'
acarretam, respectivamente, que ui C G([0, T], I') e u2 « G(]O, T), I'). Portanto,

ui C Z/.

u2 € Z/ mas u2 #l Z/r

ui, u2 c B.(ul) nu. pois

lu:- «.ll sup flui(t)
oclo,rl

«,(t)ll ::: ll'r: 7ll < :

Logo, UI C ar.l Z/r

Por outro lado, se ur C a«i 27., então existem \-, n C G(lO, TI, X) tais que

v C Z/.

w C Z/ e «' g G(ÍO. TI. I')
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v, w C B,(uV), para todo r > 0

Como « € C(lO, TI, X) \ C(lO, TI, I'), segue que existe to € 1O, TI tal que w(tO) # I'. Logo,

para todo r > 0, existem I'i = v(to) € 1', e '72 = w(to) g I' tais que

ll7---7ll )-«,(to)ll .$ ;up lly(t)-«,(t)ll --«,ll <r
Leio,T

llV2 - 'll :: llw(to) - «,(to)ll $ sup llw(t) - «l(t)ll - «,Tll <rFala rFI

Portanto,'7 C a r

2.3 O Conjunto de Atingibilidade

Como já observamos na seção anterior: a cada u C a., o conjunto dos controles admissíveis,

corresponde uma solução do sistema (K) + (F..), dada pela fórmula (p)( v. seção 1.3).

Portanto, para cada instante Brado il C ÍO. TI, o estado do sistema neste instante, x.(i) c

X, é dado por

x.(il) = u(i) + R(i1, 0) . xo d, R(i, r) «(,)

Claro que mudanças nos controles u: com i1 6xo, acarretam alterações no estado x.(t).

O conjunto dos pontos do espaço X, que podem ser alcançados a partir do estado inicial

xo, utilizandc-se controles u € a,, desempenha. junto com suas propriedades geométricas,

um papel essencial na Teoüa do Controle em Tempo Otimo. Nosso objetivo aqui é mostrar

que tal conjunto herda algumas propriedades geométricas do conjunto restrição I'

Consideremos a seguinte implicação
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/' : C(IO, TI, X) --, C(IO, TI, X), (2.18)

definida por

(/'u)(t) - «(t) d, R(t, r) u(í), 0 $ t $ T,
rO

t

(2.19)

sendo R c GÍ.SV" o único resolvente de K c Gg.SV"

2.3.1 Observação Observemos em primeiro lugar que .7:' é uma aplicação linear.

Além disso, /u = x. R(.,0) xo e portanto .F' depende continuamente de u ( ver

Observação 1.3.4 ).

Usando a função /', o processo de controle para a equação (K), definido pela fórmula

(p), pode ser visto como um processo de controle aüm "perturbado ",

u c G(lO, TI, X) --, '>(u)(t) (Fu)(t) + Xo C X (2.20)

sendo o termo ;perturbante ';Xo C X dado por

Xo t.0) xo}

para xo C X fixo

Denotam-emos por )'vK(t, 0. xo, U) o (::orou/zío dos Palitos .4íí7zgz'ueís, a partir de xo, no

instante t. e usando controles num conjunto U C G(l0: TI, X). Ou seja,
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)NK (t, 0, xO, U ) {(/'u)(t) t 13,(t, 0) . x. / « C U}

(t)/ u c U} + R(t,0) .xo(.FU)(t) -F R(t,0) -xo, (2.21)

;endo R o resolvente (úúco) de K € G8 - SV"(lO, TI x 10, TI, L(X)) e xo C X âxo

'U:ÍUV Sejam t C 10, VI e xo C X

(a) Se U C G(IO,TI,X), ente« )'vK(t,o,xo,u) C X é uma translaçM rígida de

)'vK(t, 0, O, U) pelo x:etor R(t, 0) . xo. Sua geometria portanto, independe de R(t, 0) xo.

que só é importante para sua localização em X.

(b) Se U é um submpaço G(IO, TI, X), então }'(t, O, xo, U) é uma -'aü.jade linear de X

Em particular, se xo € Ker R(t, 0), então )'V(t, 0, xo, U) é um subespaço de X.

2.3.3 Notação Como o núcleo K e o instante inicial lo :: 0 estão Brados: vamos

usar a seguinte notação

yy(t,xo,U) = )'vK(t,o.xo,u) e yV(t,0,U) )'vK(t, 0. 0, U )

2.3.4 Observação Da observação 2.3.2(a) temos que

W(t.xo, U)::: }V(t,0.U) t R(t.0) xo (2.22)
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Claro que

*o C Ker R(t,0)::+ )'V(t,xo,U)(t,0,U) (2.23)

estados atingíveis

Nas próximas proposiçoes vamos estudar as propriedades geométricas do conjunto dos

Proposiçã2.3.5 o Sejam t C 10, TI e xo C X. Então

0 C W(t, *o, U) se, e ;ome«te se, «.«..

Prova : Temos (lue 0 C )V(t,xo, U)

(/'u)(t) + R(t, 0) - xo

(/'u)(t) 0) . xo. (2.25)

Consideremos u(t) = --2xo, para t C IO,TI. O exemplo 1.3.5 garante que tal contiol
flui '7 n qnl iipn f\

x 2.(t) = R(t, 0) . (--2xo + xo) = --R(t,0) . xo. para t c 10, TI.

Portanto, acontece (2.22) se: e somente se, u 2*. C U.

O U :: Z/r, co

cu

tal quee somente se, existe um controle u C Use ) S[.e ]] r

e

pro

Quand m I' simétricoObservação2.3.6 temos (iiie
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0 € )/y(t, XO,Z/r) se, e somente se, xO C 9 1'. (2.261

já que u u,.. C Z/, se, e somente se, --2xo C I' (ver Proposição 2.2.3).

2.3.7 Proposição gelam t C 10, TI e xo C X. Então

)'V(t, xo,Z/.) # a, se, e somente se, ]' / ç]. (2.27)

Prova : Da de6nição do conjunto de atingibilidade temos que )'v(t,xo,U) / O se, e

somente se, U # O. Quando U = Ur, a Proposição 2.2.3 dá o resultado.

2.3.8 Proposição Suponhamos que xo c Ker R(t, 0). Então: para cada t c 10, TI,

W(t, xo,a,) é simétrico se, e sémen'e se, F é simétrico. (2.28)

Prova : Segue da linearidade da função .F e da proposição 2.2.3.

2.3.9 Proposição Sejam t C 10, TI e xo € X. Se I' é convexo e limitado, então
)V(t, xo, Z/.) também é convexo e Ihnitado.

Prova : Como /' é linear, se U C G(IO,TI, X) é convexo então também é convexo o

conjunto f U , 0, U) . Portanto.

W(t. *o, U) (t) -F R(t, 0) . xo,

é convexo. Quando U = Z/r. segue da Proposição 2.2.4 que Z/r é convexo Portanto

concluinios que )'V(t, xo, a.) também é cona-exo.
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Como .F' é contínua, temos (lue ll.rll < oo. Além disso, R C GÍ.SV', isto é

SV"lKI sup SVJR'l < ooO<t<T

Assim, se l.J é limitado

lyll ll(/'u)(t) + R(t,0) . xoll $ {1 + SV"jRllllull + jjR(t,O). xoll < m,

para todo y C )V(t, xo, U). Em particular, vale a conclusão anterior quando U Z/r

2.3.10 1'roposiçao Sel

(a) W(t, xo,Z#.) C W(t, xo,Z/).

(b) W(t, XO, .X Ur) C )'(t, xO,Z/.), para cada À C H{, 0

(c) W(t,xo, .X U,) C W(t:xo, q a.), se 1 < À < q.

(d) yy(t, xo,Z/*.) C )V(t, xo,Z/.), para cada À C IR, 0 $ À $ 1.

(e) )'V(t,xo,a.,) C W(t,xo,U.,), pa-a l $ À < ,7.

Prova : Sejam U. V C G(lO, TI, X) tais que U C V

am t c lOTI e xo C X Então valem as inclusõesl

< À< l

Então

W(t, xo. U) C W(t, xo. V) (2.29)

ReahlenLe, se z C )''(t, xo, U): então z = x.(t), para algum u C U. Como u C V, segue

que z C }V(t,xo.V). Como À U C U, para 0 $ À $ 1, e À U C l7 U, para 1 < À < 77.

temos que

)'V(t, xo, .à U) C )'V(t, xo, U), 0 .$ À < 1,
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W(t,xo,À U) C W(t, xo,q U), para 1 < À < ,7.

Em particular, quando U = Z/., temos (a), (b) e (c). Da obsert:ação 2.2.5 temos as

afirmações (d) e (e). B

À

2.3.11 Proposição Seja U C G([0,T],X). Para quaisquer À C IR, xo C Xe

t € 1O,TI,

yV(t, xo, À U) À )N(t, xo, l.J) +(l -- À) R(t, 0) - xo. (2.30)

Além disso: quando xo C Ker R(t, 0),

)V(t, xo, À U) = À )'V(t, xo, U) (2.31)

Em particular. 't'ale a fórmula aut,erior para U = Z/r

Prova : Como /' é linear, /'(À U) = À /'(U). Realmente, w \- C À U, então

para algum u C U. Logo,

u,

(/v)(t) u)(t)

Assim

W(t, xo. À U) { (/'v)(t)/ v c U + R(t, 0) - xo À {(.F)u(t)/ u C Ul+

+R(t.01.xo(.F)u(t)/ucUltÀR(t:0).xo+(l--,X) R(t.0) xo
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= À )'V(t, xo, U) + (l À) R(t, 0) . xo

2.3.12 Observação Quando U é um subespaço de G(lO, TI, X) e xo C Kei' R(t, 0),
o conjunto de atíngibilidade )'V(t, xo, U) também é um subespaço de X. Isto acontece, por

exemplo, quando U :: 24'.

2.3.13 Observação A Proposição 2.3. ll garante que a &tplicação

À --, W(t, xo, À a.) (2.32)

é contínua em relação à métrica de HausdorH'. Além disso, a parte (c) da Proposição

2.3.10 garante sua monotonicidade (no sentido da inclusão).

2.3.14 Lema Seja z C X. Então, para todo t C 10, TI, o controle

u(t) = 11,. -- K(t, 0)j . z - xo (2.33)

é tal que x.(t) (/'u)(t) + R(t, 0) . xo

Prova : De fato. se u(t) *o K(t, 0) . z

d, R(t, í) lz -- xo -- K(r, 0) . zl0

.t

/o d.- R(t, r) ' lz 1. d,- R(t, í) o K(r, 0)
0
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IK(t, t) -- R(t, 0)l . (z *o) d, R(t, ,) . K(,, 0) - z
'0 jlx R(t, 0)j . (z -- xo)

- .Z- d, n(t, r) ' K(l-, o) ' z
Como R C GÍ'.SV", e portanto R(t, t) 1,., é o resolveste de K, usando a fórmula (R.),

(.Fu)(t) -F R(t, 0) . xo z - xo - K(t, 0) d,- R(t, ,) . lz *o + K(,, 0) . zl

z - xo K(t, 0) . z li,. n(t, o) l d, R(t, í) o K(í, 0) . z

K(t, O) z + /.. d,- R(t, r) ' K(7-, 0) ' z

t

lx z=z

2.3.15 Observação Da de6nição do conjunto de atingibilidade temos que, para

cada t C lO,TI, se z C yy(t,xo,U.) então li,: -- K(t,0)l . z xo C I'. Realmente, se

jlx K(t,Oll ' z -- xo g I'. para algum t € 1O.TI, então u ÇI Z/,, e portanto. (Fu)(t) t

R(t, 0) . xo W(t, xo,a.).

2.3.16 Proposição Para cada t C lO,TI e xo C X, se U C G(lO,TI.X) é fechado

então W(t, xo, U) também é fmhado.

Prova : Seja (y.).cm uma sequência eni yy(t, xo, U) tal que },. ---: v enl X. Então, pelo

lema anterior, a sequência (u. ).cm dada por
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u.(t) = y. xo -- K(t, 0) . y.

é tal que u. C U e

yn (.Fu.)(t) + R(t, 0) . *o «.(t) + R(t, 0) . *o /o' d- R(t, r) ' u«(r)

Agora, para cada t C 10, TI e m, n € 1N,

1«.(t) u.(t)ll lly. y« K(t, O) .(y. - y«)ll S(i + SV"jKI)lly.

Portanto,

11«. «.ll $ (i + SV"jKI)lly. - y.ll

Como (y.).CW é uma sequência de Cauchy em X e K C Cj;.SV". segue da desigualdade

anterior que (u.).cm é uma sequên(ia de Cauchy em U C G(lO,TI,X), isto é. existe

u € G(lO, TI. X) tal que u. --, u uni6ormente. Como U é fechado segue que u C U. Da

continuidade de .F temos que, (/u.) --' (.Fu) uniformemente. Logo,

y.)(t) + R(t,0) . xo ---,(.Fu)(t) em X,

para todo t C 10, TI. Segue portanto. da unicidade do limite, que

}- = (/'u)(t): cona u C U. isto é, y C )'V(t, xo. U)
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Portanto )V(t, xo, U) é fechado

2.3.17 Proposição Paracada t C [0,T] e xo C X, suponhamosquer C Xérechado

Então )'v(t, xo, Z/.) também é fechado.

Prova Segue da Proposição anterior e da Proposição 2.2.4

2.3.18 Proposição Sejam t C ]O, TI e xo € X. Então ínt )V(t,xo,Z/.) = ç], para
qualquer I' C X.

Prova : Sejam U C G(lO, TI, X), r > 0 e consideremos z € )'V(t, xo, U). Pelo Lema 2.3.14,

o controle u(t) -- K(t,0)lz--xo é tal que u C Ue

z (t) t R(t, 0) . xo

Como int U :: a, para f :: ÍÍj:iÍ > 0 existe v C U tal que

« C B;(u) e « # U

Consideremos }' = (Fv)(t) + R(t, 0) . xo. Então, como llv ull < f

ly zll - ll.r(« u)(t)ll $ 11.rll llv ull < r

Portanto }' C B.(z). No entanto. como v #l U, temos que y ( )V(t. xo. U). Em particular

como ínt Z/. = a. temos o resultado.
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2.3.19 Observação Lembrando que Z/r está contido lio subespaço próprio Z./ de

G(lO, TI, X), e da Obter\'ação 2.3.2 (b), segue que )'V(t, xo,Z/.) está contido na variedade

linear yy(t, xo,Z/) = )'(t, 0,Z/) + R(t, 0) . xO e que )V(t, 0,Z/.) está contido no subespaço

W(t, 0, u).

Se considerarmos o conjunto restrição I' convexo teremos Z/, convexo, e portanto

)'\;(t, xo, Z/.) também convexo. Portanto tem sentido considerar os elementos extremos

destes três conjuntos.

2.3.20 Definição Dizemos que lim controle u C 27r é I'-extremal no intervalo

10, tl, para t C 10, Tj, se a resposta correspondente x«, dada pela fórmula (p), é tal (lue

x«(t) C a«i W(t, xo,a.) (2.34)

2.3.21 Proposição Suponhamos (lue u C Z? Z/r. Então u é um controle I'-extremal

Em outras palavras,

W(t. xo, a a,) C a..i W(t, xo, Z/,) (2.35)

Prova Sejam U C G(lO,Tj: X).z C )'(t,xO, é? U) er > 0. Então existe uC aU tal que

Z (.Fu)(t) + R(t, 0) - *o

Como u C ê? U. dado í = ÍÍ.}iÍ > 0 existem vl.v2 C G(lO.TI. X) tais que vl. v2 C Bf(u)
\l C U e v2 C G(lO,TI,X) \U. Consideremos, para i= 1,2,
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yi = (/'vi)(t) + R(t, 01 . xo

Então yi C )V(t, xo, IJ) e ye C X \ )''(t, xo, U). Além disso, para i 1, 2,

lly: - zll - ll(/'«:)(t) (/'u)(t)ll $ 11/'(vi - u)ll $ 11/'11 11«: «ll < r,

isto é, yi C B.(z). Portanto, z C a )'V(t,xo, U). Em particular, para U = Z/., temos o
resultado.

Dados W C X e V C X', sejam

W' ::: {x' c X'/ x'(x) 0, para todo x C W},

v C X/ x'(x) 0, para todo x' C V},

os conjuntos aduladores de W e V, respectivamente. Se W é um subconjunto de X e

IWI é o subespaço fechado gerado por '\V, então l\Xrl = '(W') ( x:er jlSI, Lemma 3.3,
p. 61 ). Para cada t C 10. TI, vamos denotar por

S(t) - '(W(t: 0: #.)') (2.36)

e vamos considerar. respectivamente, a fronteira e o interior de }V(t, 0,ar) relativos a

S(t)
l

htsH )'V(t. 0.Z/,) = S(t) n int )'V(t, 0:Z/.) (2.37)
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õsU )V(t, o.Z/.) = S(t) n a )'(t, o, u.). (2.38)

2.3.22 Proposição Suponhamos que int I' # ç). Então, para cada t c 10, TI,

S(t) (t, 0, a). (2.39)

Prova : Pela parte (a) da proposição 2.3.10, )V(t, 0,Z/,) C )''(t,0,i/). Além disso, pela

proposição 2.3.17, )''V(t, 0, Z/) é fechado, e portanto,

lw(t. o, u,)j c w(t, o,a)

Por outro lado, se z c yt;(t, 0,Z/), então z = (.Fu)(t), para algum u c Z/. Como Z/ = IZ/.l

( ver proposição 2.2.10),

ui C Z/r e para escaleres aj

Portanto,

n n

z(t) =(/'Ej:ajuj)(t) aj(.Fuj)(t)
j=i j=i

Como uj C )'V(t. 0:ar), para j = 1. . . . , n, segue (lue z C l)V(t, 0,Z/.)l. Logo,

W(t, 0.a) c IW(t. 0.Z/.)l.
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2.3.23 Proposição Suponhamos que int I' / e). Então, para cada t c 10, TI

intsQ) )V(t, 0, Z/,) / a. (2.40)

Prova Consideremos a aplicação avaliação no instante t,

Ft : u € G(lO, Tl: X) ----, (/'u)(t) c X (2.41)

Então, rt é linear e

/t é contínua, pois se u, v C G(IO, TI, X),

llÃ« Ã«lí llu(t) - «(t)ll $ 11« - .'11

Ft é sobrejetora, já que se y C X, a função u(t) = jlx -- K(t, 0)l . y, t C 10, TI, é regrada
e at u = y.

Portanto, pelo Teorema da Aplicação Aberta, Ft é uma aplicação aberta. Como,

pela proposição 2.2.4, int..i Z/. / a, segue que Ft (ínt«t Z/.) é um subconjunto aberto e

não-vazio. Pela parte (a) da proposição 2.3.5,

Ft(int«t U. ) yV(t, 0, int«i a,) C yV(t, 0, Z/.) C yV(t. 0.a) s(t),

e portanto, iDEs(U )V(t, 0,Z/r) / a

2.3.24 Proposição Se u c a. Z/r, então, para cada t € 1O, TI,

(/'u)(t) C as(t) }'(t. 0. a,) (2.42)
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Prova : Seja y = (fu)(t), para cada t C 10, TI, e consideremos B.G'), r > 0. Se u C õ. Z/,.

então, para f ' 11711 > 0, existem vl, v2 C Bf(u) C 27 tais que vl C Z,l. e v2 ( Z/r Desse
modo. zl = (/vl)(t) C )V(t,0,a.) e ze = (.Fv2)(t) # W(t,0,a,). Além dísw, pa'a

2ll )

llz: - yll )(t) (/'«)(t)ll $ 11(/'1111«- «11 < r,

e portanto, zi C B.(y). Logo y C õS(t) )''V(t, 0,Z/.)

2.3.25 Observação A proposição anterior, junto com a proposição 2.2.6, garante

a existência de controles F-extremais constante. Em outras palavras, se ' € a I', então

o controle constante Ú,(t) = 7, t C 10, TI é tal que

(.F'«,,)(t) C asW W(t, 0, Z/.) (2.43)

Como(.Fu,)(t)(t, 0). 7, temos que,

se ' C a I', então R(t, 0) . ' C as(t) )''(t, 0,Z/,) (2.44)

2.3.26 Observação As aplicações Ft em (2.41) também serão usadas no próximo

capítulo para deíinimlos os funcionais custo.



Capítulo 3

Existência de Controles Otimos
.P

e
e

Um Princípio do Máximo

3.1 Introdução

Neste capítulo, que é o núcleo do trabalho, pretendemos mostrar alguns resultados que

garantaila a eüstência e unicidade de controles ótimos, referentes aos custos funcionais que

serão definidos a seguir, e estabelecer um Princípio do Xláximo que vai caracterizar todo

controle ótimo como uin controle extremal. Tal Princípio do Máximo suporta, em última

instância, a formulação de um algoritmo (lue permite determinar um controle ótimo.

O problema de controle (lue vamos considerar a seguir tem quatro pressupostos básicos

(HI) O núcleo K c G8.SV" tem unl único resolveste R c G7.SV"

(H2) J(0) X é ull] subespaço vetorial fechado de X ( v I'ml' 1.5.2 )
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(H3) I' C X é um subconjunto não-vazio, convexo, fechado. limitado e com interior não
vazio.

(n4) a c svo(lo, TI, L(x))

Consideremos, sob as hipóteses anteriores, o seguinte problema de controle ótimo, que

denotaremos por (P)o,r,.

Maximizar um funcional r : G(lo, TI, x) ---, n{, sujeito à

dinâmica

*(t)-x.+/.d,K(t,s).x(s)(t), O$t.$T<m,
JO

t

(K)

restrição linear

r

F..lxl - yo ' d '-(s) ' :''(s) 0, (F.)o

restrição sobre os controles

u C Z/, (F)

Lembramos que X é unl espaço de Banach: xo C X e x. u C G(lO, TI. X). .\ restrição

nos controles (1'), aliada às hipóteses (HÍs) garantem, x:ia teorema 1.5.2, que cada força
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u C 27. produz uma solução x. C G(IO, TI. X) do sistema (K) + (F.)o. Em outras pala\-ras.

Z/r é o subconjunto das funções regradas u : 10, TI --, X que são eficazes no sentido de que

produzem soluções da e(luação (K) que realizam a condição (F..)o.

Para cada instante il C lO,TI, x-amos considerar neste capítulo, funcionais custo

Z:(i) : G(lO, TI, X) --, R, «:« formas

C(t) « P, x.(t) >, (3.1)

c(o, i:) « j- < à ".Qs\,*..© '» (3.2)

sendo que as funções y, 7 serão definidas convenientemente nos parágrafos 3.2, 3.4. Além

disso, no parágrafo 3.5 faremos algumas observações sobre programação dinâmica, cuja

abordagem envolve o estudo de htncionaís do tipo

r(t, T) :< 9, x.(T) > + [ - < d 7(s),x.(s) >
T

t
(3.3)

3.2 Funcional Avaliação no Instante t

Consideremos

p c s(iy, ç # o

isto é, ç' é um funcional linear contínuo não-nulo definido no subespaço fechado )'V(i, 0, Z/)

gerado por )'V(i, 0,Z/.). Sob as hipóteses (Hi), i= 1, . . . ,4, para cada il C lO,TI, vaDIos

considerar, em primeiro lugar os funcionais custo r(il) : C(lO,TI, X) --, ü3, da forma
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Z(i) u =< P, x.(t) >. (3.4)

sendo x« a solução de (K) + (F..)o + (1') associada a cada controle u C Z/,. Dessa maneira

r(il) não é um funcional linear ( isto ocorre se, e somente se, xo C KerR(i1, 0) ) porém

r(i) « :< P, (/'u)(i) > + < P o R(i,0),XO > (3.5)

Para cada c C IR, denol,amos os hiperplanos de nível c de C(t) e de p, respectiva

mente em G(ÍO, TI, X), S(i), e em S(il) + R(i, 0) xo , por

.4(g, c) - {u c G(lO, TI, X)/ e(il)u x.(i) > c} n z/, (3.6)

H.(c) {x C X/ < P,x > .}, e K,(c) - H,(c) + R(i, 0) - xo (3.7)

3.2.1 Observação (]om as notações anteriores é claro que u C .4(p, c) n Z/., se, e

se-ne«te se, x«(il) c K,(c) n w(i, xo,a.), se, e se«,e«te se, (f«)(t) c H,(c) n w(t, o, z#,).

Portanto, .'t(P, c) nz/. / O, s', ' somente se, K,(c) n w(i, xo,a,) / a, se, e wmente se,

H,(c) n W(i, 0, ZJ.) / g.

3.2.2 Observação Como )V(il, xo, Z/r) / O, já que I' / a, a condição ç 7é 0 implica

que, pa'a alguma controle u C Z/., C(i) u =< p,x.(i1) >/ 0, e portanto, r(t) 1«./ 0. Logo
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que, para algum controle u C Z/,, ,C(il) u -< 'P,x.(i) >:# 0, e portanto, C(il) 1... # 0. Logo

C(i) l.# 0. Assim, se exist.ir um co C R t,al qtle .4(y,co) - Ur, então E(i) u - co, para

t.odo u C Z/,. Portanto,

.4(P, c) # ZJ, para t.odo c C IR,

isto é, .A(p,c) e U são "transversais ". Na verdade a condição 'p # 0, 9 C S(iy, é

equivalente à condição 'P € X' tal que W(i, xo, Z/) # {x C X/ P(x) - c}, para todo c C ]R

Tal condição garant.e a transversalidade entre o lliperplano }'v(i, xo, Z/) e os liiperplanos

IP : cl = {x C X/ P(x) - c}. Sem est.a condição, como acabamos de most.rar, para

algum co C ]R, teríamos C(t) 1«.- constant.e, caso em que não t.eríarnos um prol)leira

de otimização, e .4(p, c) n a. - a, para t.odo c # co. Como nos int-eressam apenas os

estados que são at.ingídos pelo sistema, opt.amos pela primeira formulação. A figura a

seguir represent,a os conjuntos definidos anteriormente

R(t, 0) . x.

W(t , xo ,Ü.)

.4 (V,, c) }W( t., 0, a. )

S(t)

11{

figura 3.1

3.2.3 Observação Fixado p C S(t) ,
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a. Para cada c C IR, os conjuntos .A(p, c) são fechados e convexos

b. Se cl / c2, então .4(P, ci) n .Á(P, cz) = O

Nosso objetivo é mostrar que os conjuntos .4(p,c) interceptam Z/r e que existe

um C«ax tal que o controle u C .Á(P,c«,,.) n u. é um controle ótimo para o problema

(K) + (F..) + (1'). Vamos começar mostrando algumas propriedades dos conjuntos Á(p, c).

3.2.4 Proposição Seja uO(t) = O,para todo t C lO,TI. Então uo C .Á(p,c) se,

e somente se, c = ip o R(t,0)) . xo. Em pai'ticular, uo C .A(p,0) se, e somente se.

xo C Ker ip o R(t, 0)l. Além disso, se xo C Ker R(t, 0), então uo C .Á(p, 0).

Prova : Se u. = 0, temos que, para 0 $ t $ T, como /'u = 0, x.(t) = R(t,0) . xo, e

portanto,

C(t)uo p,R(t,0)-xo> <p.R(t,0).xo>

donde seguem os resultados

Já vimos no lema 2.2.2 que, para -7 C I'. os controles constantes th = '7 pertencem a

U.. Uma questão que surge naturalmente é : para que c C IR o hiperplano Á(ç', c) contém

uV, e portanto. se os conjunt.os .Á(p, c) interceptam Ur-

3.2.5 Proposição Se ,'r C ]', então existe c C ]R tal que .Á(p,c) ÍIZ/r / (a. Na
verdade c = ip o R(t, 0)j - (xo + '7), il hxo.

Prova : Se u-,(t) para todo t C 10. TI. então a resposta correspondente x.. para
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cada t C ÍO, Tj, é dada por

x.(t) t, 0) . (xo +- 7),

(ver exemplo 1.3.2). Assim

C(t) «,, 9, x«,(il) > Ip . R(t, 0)l . (m + ')

Lembrando (lue th C U. se, e somente se: '7 C I', temos o resultado

3.2.6 Observação Se '7 C I' e uT(il) = '7,para todo t € 1O,TI, então segue da
proposição anterior que uv C .A(p, c) n Z/., para c - ip o R(i1, 0)j . (xo -F '), o que acontece

se, e somente se,

R(i, 0) . (xo + '7) C H.(C) (3.8)

3.2.7 Observação Para todo }' C Si, em particular para }' C )'(i, 0,Z/.), se p C Si

então existe c, C ]R tal que y C 7{v,(c,), já que Si = Ker p © jyl. Além disso.

H.(c,) {z C Si/ z = v -F v. v € Ker ç'}

e, fixado }:o C }V(t, 0.Z/,), }-o / 0, temos que p(z) = À p(yo), para todo z e )'V(i, 0,Z/.)

Claro que a cada }: C HP(c) n )'v(i, 0, a.) corresponde um controle u C .Á(P, c,) n a..

Vamos estudar agora a existência e localização de controles extremais. A proposição

2.3.21 garante que se u C a«i a., então u é un] controle I'-extremal. Como x«(i) C HP(c),

para algum c C IR. temos que u € .A(ç. c; nz/r.
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3.2.8 Proposição Seja c C ]R tal que .4((p,c) nZ/r #: a Então existe um controle

I'-extremal em .4(p, c) n a., ist.o é, existe u C .Á('p, c) t,al que

y = x.(i) C H.,(c) n as6) )'V(i, 0,a.). (3.9)

Prova : Como Z/. é fechado, podemos considerar um controle u C .4(P, C) ÍI Oml Z/r # Ç)'

A proposição 2.3.21 acarreta que y = x«(i) C as(i) )'V(i,0,Z/r), isto é, u é um controle

I'-extremal. Além disso, pela observação 3.2.1 temos quc y C H.P(c)- H

w(i, o,u.

.Á(9,c

figura 3.2

3.3 Um Princípio do Máximo

Um Princípio do b'máximo é o t.ipo de result,ado sempre perseguido em Teoria do Controle

Otimo. O objetivo é exibir uma condição necessária e suficiente que um controle deve
t.role ót.imo. O Princípio do h'láxinio iiiais conhecido é devido asatisfazer para ser u

Pont.r},agiu(v. litl)

m (:oi)

' n., ''-,"nnFC est.c objet.ivo no caso
F.mbora não seja do t,ipo Post.ryagin, o próx lll'lo'1
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do sistema (K) + (F.) + (1'). Na verdade, o próximo teorema caracteriza os controles

I'-extremais do problema (K) + (F.) +- (1'), em cada instante il C 10, Tj. Lembramos que

fixado o núcleo K C Gj; . SV', denotamos por R C C7 . SV" o resolveste ( único ) de K , e

R(t., s) = lim R(a, s)

Antes de enunciar o próximo teorema vamos detalhar, na forma de exemplo, uma

implicação do teorema 1.5.2. Tal exemplo será essencial para a demonstração do Princípio
do Xláximo.

3.3.1 Exemplo Seja x c X fixo e consideremos para um instante t c lO,TI, a
seguinte restrição linear, tipo condição inicial,

x(il) (3.10)

que na forma (F..), para x € G (lO, TI, X)), 6ca

*(;) X

T

d ai(s)
0

(3.11)

sendo a:(s) . z (XF,... ' z)(t), para s C 10. TI ez C X. Se xC G(lO,TI,X), a condição fica

x(il

Então
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(a) A equação adjunta do sistema (K) + (F..i) é dada por

y(s) +/. K(t,s)*'dy(t) -.Z'K(t,O)''úy(t) -F(xl:...i 'ç')(s):::0, 0 $s$T,(3.12)
T r

sendo(XR...t 'p)(s) 'x =(XÊ,..] < p,y >)(s), param C Xep C X'

Basta notar que

«:: «:N*«,«»:-«: «, «:w.,:»- l: "il:i lll:l:.:.
0. se 0 < s < t.

<p,y>, seio;s5;T '(XÍi,vl <Ç',y>)(s)

(b) Pelo exemplo 1.4.3, o funcional J(0) é dado por

J(0) /o ' d '-:(') ' R(', 0) - R(i-

F
0)

(c) J(0)' ,; = 0 ;e, e :omente se. < R(i .0) ç,x >= 0- para todo x C X, isto é

< p, R(t , 0) . x >= 0, para todo x C X, o que só ocorre quando lin(R(i1.), 0) C Kerç.

Desse modo, se p € X' e R(i , 0) C Ker r, e pelo teorema 1.5.2 segue que (K:)o tem

uma solução yt C BV8'r(lO, TI, X') e, para 0 $ s $ T,

yi(s) - IK(i-. s) R(Í , O)l* r (3.13)

pois
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d ai(,) . R(,, s) - R(t., d ./

T

,:- \l.-'.«:m *.«,sl l-d.~:u'\ R(,, O)}* P

Consideremos agora o núcleo K nas condições do teorema 1.5.2 e tal que

R(i1, 0) X é um subespaço vetorial fechado de X. (3.14)

Então o sistema (K) + (F..), para Q - ai, tem a propriedade da dualidade, isto é, vale

a parte (a) do teorema 1.5.2. Portanto, uma condição necessária e suficiente para que (K)

tenha uma solução x« C G(IO, TI, X) satisfazendo x.(il.) = k é que

< d lç' . R(il-, r)l, u(r) >
/

T

(3.15)

Realmente, da expressão da solução yt, segue (lue

ZI < dyt('),u(') > - .Z <djR(i-,')-R(i-,0)I'ç',u(') >

T
/o' < y',d R(i ,r) R(i , 0)l . u(r) >

T
< p,d n(i.

'0 ,) «(,)

+yo ' R(i ,0) u(r)>-<f,yo (il-,í) u(r)>

66



-r < .p,./t d R(t.,O) '"(') > - /t < p,d R(t.,t) '"(') >

pois, como R(il- 0) :::: co«soante

.Z dRQ-,0: «(,) - o

Além disso, pela Observação 1.1.17,

,)l, «(,) >

Finahnente, se (u, z) C G(lO,TI,X) x X é tal que (K) t (F.) tem uma mlução r%rapa

* C G(lO, TI, X), ente (*) Hca

< úlp . R(i-,r)l,u(í) >/

T

3.3.2 Um Princípio do Máximo Seja p C BV(lO,TI.S(ty) e suponhamos que
R(i-, 0) X seja um subespaço vetorial fechado de Ker r(il). Uma condição necessária e

su6ciente para que um controle ü € af' leve o estado inicial xo :: 0 a um estado

í € HP©(c..-) n asW w(i, o,ui') (3.16)

sendo c«. - maxlc c R/H(c) n )'v(i, o, z/,) # a é que ü maximize a integral, sobre ai

/o- < dlp(t) ' R(t-
t

s)l, «(s) > (3.17)
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isto é

,t

< dlp(i) . a(t
0

. s)), ü(s) >
9118Jo' < d (i) ' R(i:-, s)l, u(s) >

(3.18)

Prova : Fixado y(i) C S(iiy, como

< J(0)'p(il), x > :< p(i), J(0) x > , / . d at(r) o R(T, 0)0

T
x >

, R(i-, 0) . x >

sendo at definida como no exemplo 1.4.3, consideremos

ft f't

y,©(s) - {.r dai(a) ' R(a, s) - .r d ai(a) ' R(a, O)}* ç'(t)

a solução da equação adjunta do sistema (K) + (F..i) + (1'), isto é, para o caso em que a

condição(F.) é dada por

x.(il.) = k

Então, como já vimos no exemplo anterior, o teorema 1.3.2 garante que um controle

u C Z/. leva xo = 0 € X até o estado y C )'\;(i1, 0, Z/.) se, e sonaente se,

< dlp(i) . R(i-, s), u(s) >=< p(i),
t

0
'y > (3.19)

Em particular. ü leva xo = 0 C X até o estado k C )'v(i. 0.Z/,) se. e somente se
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< dlç'(i) oR(t ,s)l,ü(s) >=< p(i), -x >
0

(3.20)

Se k c H,,(i)(c«-) n é)s(t) )4'(i1,0,Z/,), como )W(i,0,Z/,) C S(i) é um sul)conjunto

convexo e com int.erior não-vazio, pelo Teorema de N'lazur ( llahn-Banach geomét.rico )

segue que t suportit )'V(i, 0,Z/,) c HP(t)(c.«:..) é o hipcrplano suporte, ist.o é,

< p(i), -x) > - ,aUíw,D < 'p(i), -y >

Portant.o,

/o' < dlp(ii) ' R.(i-, s), ü(s) > - U8.Á' < dlp(i) ' R.(i-,s), "(') >
t t

Por outro lado, se ü maximiza a int.egral em (3.10) ent.ão

< P(t), x.(i) > - RiW < P(i),x«(i) > - ,,0,WW.o/,., < p(t),y >

e portanto, xü(i) C H,,(i)(c«-) n as(i) )''V(i, 0,Z/,)

(t)

W(t, 0, Ü, ) H,m(.««)

S(t.)

figura 3.3
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3.3.3 Observação Quando X for de dimensão finita a condição sobre R(i., 0) Xé

sempre satisfeita.

3.3.4 Observação Se x«(i) C Hp(i)(c«-), então ü é um controle ótimo para o
funcional Ct.

3.3.5 Observação O controle ü que maximiza a integral depende do fun(tonal p(i)

lixado, e portanto podemos denotar u por uPGt).

Vamos mostrar agora, suportados pelo Princípio do Nláximo enunciado anteriormente,

um algoritmo que permite determinar o controle ótimo. Começamos mostrando um resul-

tado que dá informação sobre a posição do estado alvo t = x(i) em relação ao conjunto

de estados atingíveis )''(i, xo, Z/.). Na verdade, o teorema a seguir caracteriza os controles

I'-extremais de Z/r. O teorema transfere para o nosso contexto o resultado conseguido por

Wyderka em j171 para espaços de dimensão finita.

3.3.6 Teorema( Wyderka) Suponhamos que R(i1 . 0) X seja um subespaço fechado.

Uma condição necessária e suficiente para que um controle ü C Z/l.' leve o sistema (K)+(F..)
do estado inicial xo a um estado

k C as© W(i: *o,a.) (3.21)

e que

< p(il), --x > ,max :: .L
EI«<ÜH-i .C < úlp(t) o R(il , s)l, ü(s) >

(3.22)
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upouuauios que y'o\t; e \tJ sqa o lunclonal para o qual

< p.(i), --í > < p(il), --x >

.G < dlp.(ii)(ii) o R(il-, s)l, ü(s) > ' n«' t Gi)H.:

sendo u o controle correspondente a p.(il) no sentido do Princípio do N,máximo. Ent

< p.(il), --k >- /.. < dlp.(ii) ' R(i-,s)l, ü(s) >

Como < p.(i). --X > é constante, segue que ü maümiza a integral, em Z/., isto é,

.f < dlp.(t) ' n(i-, ;)l, ü(s) >- :!©.Z. < dlp.(i) ' n(t-, s)l, u(s) >

Assim, pelo Princípio do Nláximo. temos que ü leva o estado inicial xo ao estado

-! /T\ /SProva

ao

t

X x.(t) com

t = xü(i) C as(t) )'(il. n,Z/.) (3.23.l

Suponhamos agora que x € é?s(Ü yy(i-xo,Z/,). Se ç' C BV(lO,TI,S(i)') é tal que

llp(il)ll = 1, e k C HP(Ü(c) n as(Ü )v(t, xo,Z#.), então o Princípio do Nláximo garante que

< ç:,(i). -Ê >- :!Z* .Z: < dlp(i:) ' n(t-. s)l, u(s) >- /' < úlP(i) ' n(i-. s)l, up(s) >

ou equivalentemente,
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< (ort,\. -k > /3 24 \
.C < dlp(ii) . R(i-, s)l, upm(s) >

sendo uP(i)(s) o controle correspondente, via Princípio do Ntáximo, ao funcional p(zO.

Resta então mostrar que

.C < dp(i) o Ktt-,s)l,upG)(s) > HÚ:pGH:::i .e< dlV'(t) o R(t-,s)l,uwQ(s) >(3'25)

Consideremos então um funcional ü' C BV(lO,TI,S(i)') de modo que U(il) / p(il),

IÚ(i)ll - l e co:n

Í C H,#M(c)

Se H«i)(c) suporta )'V(i1: 0,Z/.) em k, então a igualdade (3.17) também vale para ü (zD,
isto é,

< ü(t). --Ê > .
.C < dlÜ(ii) . R(il ,s)l,u.p(il)(s) >

(3.26)

Se H.!ÍQ(c) não suporta )'(i, O. Z/.), então

7{c.(Ü(c) n ints([) )'v(i1. 0. a,) / O

Logo existem c«-(ü(i)) = ê e um estado xl tais (lue H({Ü(ê) suporta )'v(t. 0,Z/,) em

xl, isto é,
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xl c Hv,G)(c) n as«) )w(i, o,z/.).

Pelo Princípio do h'máximo, o controle uÚ(i) que leva o sistema (K) + (F.) de xo ao

estado xi é tal que,

ê, -xi >- ]o' < dlv'(i)'R(i-,s)l,u+(s) >- =8]o' < dl'ú(i)'n(i-,s)l,"(') >>

> Jo' < dl'P(i) ' R(t-, s)l, up(s) > - < du(i),

Portanto,

::iZêt--<t e.«tão,

< @(i),--t > < i.
.C < dlV'(i) o R(t-, s)l, u.p©(s) >

t

t

Hv,m('l w(i: o, ü,

figura 3.4
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Suponhamos agora que R g )W(i,xo,U,). Cromo ints(t) )'v(i,xo,Z/,) # a e o subconj-

unto )''V(i, xo, a.) é convexo, o Teorema de Hahn-Banacll garante que exist.e tlm funcional

p'(i) C S(ty com llp'(i)ll = 1, não idcnticamente nulo, tal qttc

< P'(i),t > $ ,. iH.O,IJ., < p'(i),y >,

ou, equivalentemente, )'v(i, xO, Z/.) e {R} podem ser separados por um hiperplano HPo(t)(c)

de S(i[), para algum c C ]R, de modo que k « 7íp'(i)(c).

H.p.©('mu)

H.p. m(c l w(i, o, u. )

figura 3.5

Fixado ç''(i), seja c.- € 1R tal que HP'(t)(c«u) suporta )'\''(i,0,a.) em x'(i), onde
xo é a respost.a correspondente, via fórmula (p), ao controle uo. Assim,

< p'(i),t > - < 9'(i),x'(i) > - /1 < dlp'(i) ' R(t ,s)l,u'(s) >

e

XO(i) C Hp'©(c«-) n W(i, 0,a.)
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Portanto.

< P'(il),í
.G < dlp'(t) . R(i-, :;)l, «o(:) > '

e canse(luentemente,

«aw:..íaüiTÍll: úã » ,

Reciprocamente, se

< P(i),Ê > .

H«'QH::- .C < dlp(i) . R(i, s)ll ;iÕ(G) ; '

então existe um hmcional não identicmiente nulo 'p'(t) C S(iy, com llp'(i)ll = 1, tal que

< P'(il),í >

ou mla,

< p'(il),í > > .Z' < díp'(tl) o R(t-,s)l,uo(s) > = k.

Como uo maximiza a integral. pelo Princípio do X-máximo devemos. no inst.ante i: atingir

um estado

*'(i) c H,.©(c) n w(i, o,a.).
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t*l que < p'(i),x'(il) >= k- Logo < p'(i),k >>< p'(il),x'(i) >, donde segue que k

pertence ao hiperplano Hp'(i.)(c), com c -< 'p (i), k >, que não intercepta o conjunto de

pontos atíngíveis yV(i, 0,Z/.), já que c > k. Portanto

t # W(i, o, a.)

Consideremos agora o seguinte

3.3.7 Lema Se {YÀlxcl,,bi é uma família paramétrica de conjuntos compactos do

espaço de Banach X, que depeitde continuamente de À, e se

k # Y. e k C Yb,

então existe um parâmetro c Cja, bl tal que

k caY.

A.lém disso: se a dependência À --. YÀ for estritamente monótona no sentido da

inclusão, isto é, se ( < 17 implica Y( C Yq, então c é unicamente determinado

3.3.8 Observação O teorema anterior deixa claro que, quando se quer garantir

otimalidade de funcionais, os estados Ê c int.t )'V(t, xo,Z/.) são indewláveis. Em j171,

\Vyderka propõe um método de bissecção (lue tem como suporte o lema anterior e, no

nosso caso, da proposição 2.3. 1 1. Intuitivamente, o método garante que podemos calibrar

a potência dos controles Z/r, isto é. diminuir I'. de modo a garantir que um dado estado

Ê pertença à fronteira de )V(t, xo, Z/.).
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Lembramos que na observação 2.3. 13 destacamos a continuidade (em relação à métrica

de HausdorB) e a monotonicidade (no sentido da inclusão) da aplicação

À C ÍO, il ---- W(t, xo, ,X a.)

quando xo € Ker R(t, 0) e para t C 10, TI fixado

Sejam Ê € X, í / 0 e il < oo o primeiro instante em que k € )'V(il,xo,ar). Vamos

considerar no lema 3.3.7, para À c lO, ll,

YÀ = )V(il, xo, À Z/.)

e suponhamos que xo C Ker R(t, 0). Então

Yo = {0} , k ( Yo (3.27)

Yi = }'v(T, xo,Z/,) e x C YI (3.28)

Então, pelo lema 3.3.7, existe um único À CjO, ll tal que

t C ca..t W(il, xo, À Z/,) (3-29)

Podemos então. detenninado o instante t C 10, TI tal que x C )'v(t,xo,Z/.), encontrar
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o controle ótimo para o problema (7))o,t,,.., usando o seguinte algoritmo

(i). Se k C O«i )'V(il, xo,Z/,), então o controle ótimo é caracterizado pelo Princípio do
h/máximo.

(ii). Caso contrário, isto é, se í C int«i )'V(i, xo,Z/.), procuramos Ài, À2 Cl0, ll tais que

Ê ( W(i,xo,Ài Z/.) e k € W(i,xo,À2Z/.)

(iü). Agora fazemos À = IÀi + Àal e usamos o teorema 3.3.6 para veri6car

a. Se Ê # )'V(i, xo, À Z/.). Neste caso, consideramos

ÀI = À e À2 = À2

e voltamos a (iii).

b. Se Ê C int«i )'V(il. xo. À ZI.). Neste caso, consideramos

ÀI = ÀI e À2= À

e voltamos a (iii)

c. Se é?«i yV(il. xo, À Z#.). Neste caso: usamos o Princípio do Xláximo para caracterizar

o controle ótimo.
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3.4 Funcional Avaliação Integral em 10, q

Seja il C 10, Tj fixado. Vamos considerar agora o problema de controle ótimo (P)o,i,,..,

como no início deste capítulo, pítra o caso ein que o funcional custo É é dado na forma

integral

C(0, i) u / < d '(s),x.(s) >
JO

(3.1)

sendo '7 C BVo(lO, TI, X'). Este tipo de funcional avalia cumulativamente o desempenho

do estado durante toda a sua evolução.

Usando a fórmula (p) da seção 1.3 ( v- Teor.1.3.3 ) podemos escrever uma expressão

em u para o funcional r(0, il).

3.4.1 Observação Para cada t C 10, TI, o funcional e(0, il) é dado pela fórmula

r(0, il) u < d'7(s), (Ful(s) > + Ro
0

L

(3.2)

sendo .7' a aplicação dada na seção 2.3 e

Ro < d'y(s), R(s, 0) . xo >

t

Claro que r(0, t) não é linear. No entanto r(0: i) é contínua pois

llC(O, t) «ll $ BVll'jÍÍ + llK(t. O)lllllull
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Vamos denotar por

- {/. < d '(s), x«(s) >
/ u C a.} C m,

Se denotarmos por fl : C(lO, TI, X) --, IR a aplicação

(.& u)(t) < d '(s), (/' u)(s) >,

t

(3.3)

então

r(0, i) u - (F, u)(t) +- Ro

Zr(t) (F7 Z/.)(i) + Ro

Como Z/r é fechado e limitado, e Ro não depende de u, segue da continuidade de .7::r

que Zr(t) é um subconjunto compacto da rega. Além disso, como Zr(t) é convexo. se I'

for convexo, temos que Zr(t) é um intervalo.

Portanto existe

(*(t) - i::8 z',(t),

isto é, existe {- C Zr(il) tal que { $ (., para todo ( C Zr(r)

Seja u* o controle tal que
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r(0, i) u

Então, para cada il € 1O, TI 6xado, podemos considerar o sistema (K) + (F,r)*,

d, K(t, s) . x(s) (t), 0 $ t $ T < «,, (K)

p,lxl d '(s) .x(s) (*(i), (F,)

para K € G8.SV"(lO,TI x 10, TI, L(X)), x, u C G(lO, TI, X), com a restrição nos controles

u C Z/. e xo C X. Desse modo, F,Ylx«l = r(0, il) u = {*(t) e podemos assim caracterizar o

controle u* usando a condição (t) do teorema 1.5-2.

A equação adjunta do sistema (K) + (FI) é dada por

y(s)+ /' K(t, s)* .d y(t) K(t,o)* dy(t)+y(s)*-q(s), o 5; s $ 'r,'0

T

(K;)

sendo h,y C BV8:T(lO,TI,X') e i7 C IR( lembrados que estamos considerando Y = IR

no Teorema 1.5.2, e que portanto Y' = IR e os funcionais y : IR --, IR são dados por

ç,(e) =< q,( >= 77 ( ). Além disso,

< 7(s)* . q,( >:=< q, '7(s) - ( > ,7 'y(s) - ( . (,7 e)

Neste caso, temos que o funcional J(O) X --., IR é dado por
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J(0) '/. d 'y(t) ' R(t, 0) c X', (3.4)

e

< J(O)* i7,( > q, J(0) € > / .d 'y(t) . R(t, O)
0

t

. R(t, 0)

Lembremos que quando Y IR o teorema 1.5.2 fica

3.4.2 Teorema Suponhamos que K C Gg . SV'(I'o, L(X)) tem um único resolvente

R e que ' € BVo(lO, TI, X')). Então são equivalentes

a. Para (u,O C G(IO, TI, X) x IR o sistema (K) t (F,) tem uma solução x C G(lO,TI, X)

se, e somente se, para todo par (y, ?7) C BVo'r(lO, TI, X') x IR que satisfaz (Kl;)o temos

/o ' < dy(t), u(t) > + q €

T
(*)

b. J(0) X é um subespaço x:etoria] fechado de ]R

3.4.3 Observação Claro que, para Y = IR, dim J(0) X < x, e portanto J(0) Xé
um subespaço vetoria] fechado de IR. Na verdade, J(0) X = {0} ou J(0) X = ]R.

Portanto o sistema (K) + (FI). tem a propriedade da dualidade, isto é, uma condição

necessária e suficiente para que (K) tenha unia solução x. C C(lO,TI,X) e tal que
x.(t) = çc' é que para todo par (}', i7) C BV8'T(lO, TI, X') x IR que satisfaz
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y(s)+ / ' K(t, s)''d y(t) K(t, 0)* .d y(t) +7(s)* . v 0,0 $ s$ T, (K;)o

tenhamos

T
< dy(t), u(t) >

0
-q e* (*)

Como no parágrafo 2.2, podemos considerar a aplicação linear contínua

'PK,'r : u c G(lO, TI, X) ---'' Jo ' < d yK,-(t), u(t) > c ]R.

sendo y.,, C BV:''r(lO,TI,X'), que leva à definição dos seguintes subconjuntos de
C(IO,TI,X)

y :: yK,-r :: Ker WK,,r

y« ::: y",.,* c G(lO, TI, X)/ WK,,(u) À}, À c R,

y. yK,-.,- ' y«,, n G(lo, TI, r)

y*,. v':,,*,. ,,,* n c(lo, TI, i')

3.4.4 Observação Valem aqui as mesmas transferências de propriedades de I' ao

conjunto P. discutidas no capítulo 2. Claro que, pela observação 3.4.3, se (y, 77) estiverem
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nas condições do teorema 3.4.2, o controle u' € V*.r que satisfaz a condição (t) maximiza

o funcional r(0, il) em y*... Em outras palavras. vale o

3.4.5 Teorema Suponhamos que K C G8 - SV'(I'o, L(X)) tem um único resolveste

R e que ' C BVo(lO,TI,X')) e seja À" = --77 e*, 77 C /R. Uma condição necessária e

suficiente para que um controle u' maximize o funcional

É(o, i) « < d l(s), x. (s) > (3.5)

é que u* dê o valor máximo em yx.,r de

ft ft

i(o) " - - Z: d, 1/: d l(') n(', ;)1 "(;) (3.6)

Prova : Pela observação 3.4.3 temos que, para (u,C) C G(lO,TI, X) x IR, o sistema

(K) + (F,) + (F), para

Fvlxl = €

tem uma solução x. C G(lO,TI.X). Então pelo lema 1.5.6, para Y

( = J(0) xo + {., sendo

temos que

(. - -J(0) u(0) d 'y(,) - R(,-, s)l u(s)
S

d '(,) . R(r, s)j . u(s)

pois u(0) 0. .Assim, se ü uiaxímiza 1(0) em y*... então

çc = \cü = max
ue)'\,,F
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Logo

r(0,il) ü-.gqx r(0,il)u

3.4.6 Um Princípio de Otimalidade Seja ü C y*..r um controle ótimo para o
problema (7>)0,t,., sendo

r(0, i) u = / . < d '(s), x.(s) >,
aO

com resposta correspondente xü. Então, para qualquer t C 10, iil, o controle ü também é

ótimo para o problema

Maximizar o funcional

r(il, t) u < d 7(s), *.(s) >

sujeito a

dinâmica

x(t) xo + d, K(t, s) . x(s) u(t), 0 $ t $ t (K)li

Restrição linear

F.lxl < (1 a(s), x(s) >
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sendo

Prova : Suponhamos que u* C Z/r é um controle com x.. a solução correspondente dit

equação (K):, isto é,

x..(s) - u*(t) - u'(i), i 5; t $ i,

sendo Ê = x«(i), satisfazendo

F.lxl - / . d a(s) ' x«.(s) - 0

e tal que

< d7(s),*«.(s) > >/:< d7(s),xü(s) >(3.7)

isto é, u não maximiza C(i, il).

Consideremos o controle

Então ü C Z/,, ü(O) = 0 e ü produz a solução( ver figura 3.7 )

se 0 < t < t.

se t < t < t.
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ü(t) -
Ü(t) , w 0 $ t $ t,

u"(t) , se i < t $ il.

ê - .[< d -G],*..b) >

x..(t) -- í + /' d, K(t, s)

x.(t) -
Xü(t

*..(t



da equação

x(t)-xo+ /I'a,K(t,s)'x«'(s)- ü(t), o$t si,

Xa

0

figura 3.7

De fato, para t C 10, tl ist.o é claro pois xü = xü. Para t €1t., t], como

x.(i) - xo + /' d; K(i, s) ' x.(s) - ü(i),
0

temos que

xü(t) - xo+ /' d; K(t., s) ' xü(s) - x«'(t) - xo + ./' d: K(t, s) ' xü(s) + ./' 'l; K(t., s) 'x«'(s)
0

= x..(t) + ü(i) - =!S9+ ./' d; K(t., s) ' x«'(s) - u*(t) - u'(i) + u'(i) - ü(t),
X

Além disso, segue do teorema 1.1.10 que xÜ satisfaz Fajxl = ê.
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De fato

d a(s) . *.(s) d a(s) d a(s) . x.. (s)

Finalment.e,

i
z:(o, i:) ü

.t ft

< d7(s),xü(s) > d7(s),x.(s) > + /. <d'7(s),x..(s) >>o Jt

ft ft
>/.< d'y(s),x.(s) > + 1. <d'y(s),x.(s) >Jo Jt

Assim, E(O, t) ü > C(0, i) ü, o que contraria a otimalidade de ü

3.4.7 Observação Dada uma divisão d : 0 :: to < ti < t2 < ... < t. :: T de 10, TI,

podemos considerar no teorema anterior, t = tj, para j = 0, 1, ..., n -- 1, e t = T. Então se

ii € y*..r maximiza o funcional C(0, T), então üj = Ü litj,riC V.i,r' maximiza o funcional
C(ti, T), isto é,

I'j (s),x';(s) >- max
"e%j,'

T .T
< d '7(s), x«(s) >

rtj

sendo

*.(;)

3.5 Observações Finais

A continuação natural deste trabalho é o estudo de Programação Dinâmica e da existência

de Controles Otinlos Realinlentados para o problema (P)o,r,,.. Neste sentido, o Princípio
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ótimos para funcionais do tipo

E(il,T) u x.(T) > + [ . < d'y(s), x.(s)) >Jt

definido sobre o subconjunto de C(lO, TI, X) dos controles que produzem soluções do

de Otimalidade3.4.6 será útil quando conjugado ao estudo da existência de controlesl l Jug S S

F

si stemaS

x(t) -- k -F ./' d, K(t, s)

F.lxl - .Z da(s) -x(s) -0, (F.)o

TI e x € X. Aqui as soluções x. de (K)? + (F..)o são dadas pela fómiula

/
e p e '7 sao como nos parágrafos 3.2 e 3.4.

Como uo parágrafo 2.3, ])odemos considera

Ç : C(IO, TI, X) --: G(lO, TI, X)

a. para t C [i, Tj, por

(Çu)(t) -- R(t, i) . U(i) --

de controle agora pode ser visa

X.(t) - u(t)+R(t, i) l*o u(i)l- d.- R(t, r).u(r), i $ t 5; T (p)

para t cl0r

t

r a aplicaçãofl.t.r

definidenni

Nosso procc"sso o como

d, R(t, í) - u(r)



u c G(lO, TI, X) ---, Ç(u)(tl + X

sendo

X t, t) - k}, Í C X ho

A partir da existência de um controle ótimo, para cada par (i, X) C 10, TI x X, podemos

definir uma /urzção de tFaZor ótámo V : 10, TI x X --, IR definida por

V,,,(t,k) - -:119{< ç',x«(T) > + .Z ' < d'7(s),x«(s) >}
T

sendo x« a solução de (K): e .Á C G (lO, VI, X) um conjunto conveniente de controles. 'Fal

função deve satisfazer uma fónnula de recursão do tipo

VP,V(i, k) VP,'r(i + Ó, x«(i + Ó)) +ue'y. < d 7(s), *.(s) >}
t (3.8)

para cada par (il. ÃJ C 10, TI x X. Em particular. para cada divisão d : 0 = to < t] < t2 <

< t. = T de 10, TI,

Vp,,7(tj-i, xj-i) {Vv-,'r(tj, xj) + /j'. < d '7(s), x«(s) >}
t

(3.9)

Não podemos. em geral- garantir a diferenciabihdade da função de valor. pois V

como definida, é uma função regrada da primeira variát-el. .\ diferenciabilidade de V

exigiria a imposição de condíçõu adicionais sobre K: a e '7, e a consequente redefinição

9()



dos espaços onde est,es são tomados. Desconhecemos a eficácia desta estratégia, que

pode, eventualmente, nos levar de volta a um cont,exto que não necessite de equação

Lão geral como a equação (K). Resumindo, a função de valor ótimo não satisíh.z, em

geral, uma equação diferencial parcial do tipo Hamilton-Jacobí-Bellman. No entanto,

temos a expectativa de que um resultado que garanta a existência de controles ótimos

realimentados possa ser demonstrado sem a hipótese de que V satisfaça uma equação

deste tipo.
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