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Resumo

Sejam inteiros n > 1 e m > 1 quaisquer. Provamos que um grupo
maximal de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z™*™ é um
grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1. Ademais, provamos que tal
grupo é livre sobre um conjunto de geradores cuja cardinalidade € o numero
ciclomético de um grafo associado & J-classe contendo o grupo e descrevemos
um tal conjunto de geradores. Caracterizamos estes grafos no cason =1 e
estendemos classicos resultados de McLean de forma a calcular a cardinali-
dade do semigrupo de Burnside livre para todo m em que a cardinalidade
grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 seja conhecida. Se n > 3, este
grafo é um circuito e os grupos maximais sdo grupos ciclicos de ordem m.

Para todo m > 2, apresentamos exemplos com 2m — 1 geradores
para n = 1 e para n = 2. Donde, nestes casos, temos grupos maximais
infinitos para m suficientemente grande. Assim as [J-classes destes grupos sao
infinitas, estes semigrupos néo sio finitos J-acima e a classe de congruéncia
associada a um elemento de uma tal J-classe infinita é nao-reconhecivel.
Também apresentaremos um exemplo de uma classe de congruéncia no caso
n =2 e m = 2 que possui duas diferentes palavras de menor comprimento.
Boa parte das propriedades que valem para n > 3 falhamse n =2e m > 2.

Em suma, este trabalho apresenta novas e poderosas técnicas que
permitem-nos provar importantes propriedades dos semigrupos de Burnside
livres para n = 2, o caso quase completamente desconhecido até agora. De
certa forma, o caso n = 2 surpreendentemente apresenta as complexidades
dos casos n = 1 e n > 3 simultaneamente. Enquanto os grupos maximais
sao ciclicos de ordem m para n > 3, eles podem ter mais geradores e podem
ser infinitos para n < 2. Enquanto ha exatamente 24l — 1 J-classes e elas
sio facilmente caracterizadas no caso n = 1, hé infinitas 7-classes e elas sao
dificeis de serem caracterizadas para n > 2.



Summary

Let n > 1 and m > 1 be any integers. We show that a maximal
group of a free Burnside semigroup satisfying z" = z"*t™ is a free Burnside
group satisfying z™ = 1. Furthermore, we show that such a group is free
over a generating set whose cardinality is the cyclomatic number of a graph
associated to the J-class containing the group and we describe such a gene-
rating set. We characterize these graphs in the case n =1 and we extend
classical results of McLean by computing the cardinality of the free Burnside
semigroup for every m such that the cardinality of the free Burnside group
satisfying z™ = 1 is known. If n > 3, this graph is a circuit and the maximal
groups are cyclic groups of order m.

For every m > 2, we present examples with 2m — 1 generators for
n = 1 and for n = 2. Therefore, in these cases, we have infinite maximal
groups for m large enough. Thus the J-classes of these groups are infinite,
these semigroups are not finite J-above and the congruence class associated
with an element of such an infinite J-class is not recognizable. We will also
present an example of a congruence class in the case n =2 and m = 2 that
has two different shortest words. Many properties that hold for n > 3 fail if
n=2em?>2.

To sum up, this work presents new and powerful techniques that
allows us to prove important properties of the free Burnside semigroups for
n = 2, an almost completely unknown case until now. In some sense, the case
n = 2 presents the complexities of the casesn =1 andn > 3 simultaneously.
While the maximal groups are cyclic of order m for n > 3, they can have
more generators and can be infinite for n < 2. While there are exactly 2l4l -1
J-classes which in turn are easily characterized in the case n = 1, there are
infinitely many J-classes which are in turn difficult to be characterized for
n > 2.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, daremos uma breve introdugao do problema que estamos estu-
dando: a obtencdo de informagdes estruturais de um semigrupo de Burnside
livre qualquer. Antes de apresentarmos na se¢do 1.3 os principais resultados
por nés obtidos, como a caracterizagdo dos grupos maximais destes semigru-
pos, daremos algumas defini¢des na segdo 1.1 para podermos apresentar na
secao 1.2 os resultados cléssicos e os recentes da drea. Na segao 1.4 daremos
uma apresentagao do conteido de cada capitulo deste trabalho e na segao 1.5
veremos algumas conexdes com outras dreas da Ciéncia da Computagao.

1.1 Definicoes preliminares

Daremos primeiro algumas defini¢des necessdrias aos comentdrios a serem
feitos neste capitulo.

Seja A um alfabeto finito e sejam n e m inteiros satisfazendo as
restricdes » > 1 e m > 1. O conjunto das palavras com letras em A (inclusive
a palavra vazia 1) é denotado por A* e At é o conjunto A*\ {1}. Seja 7
a relagio {(z"*t™,z") | z € A*} e seja ~ a menor congruéncia' que contém
7. A classe de congruéncia de uma palavra w € A* serd denotada por w
e M denotard o conjunto {w | w € A*}. A projegdo canodnica de A* sobre
M induz a multiplicagdo @ - ¥ = wv. Donde (M, -) é um mondide e temos
que (M \ {1},) é um semigrupo ja que 1 = {1}. Estes sdo o mondide e o
semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z™*™ gerados por A. Desde

1Relembramos que uma relagao de congruéncia é uma relagdo de equivaléncia com-
pativel com a multiplicagao.
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que 1 = {1} para n > 0, estudaremos os semigrupos de Burnside livres
através dos mondides de Burnside livres. Se permitirmos n = 0, o mondide
é também um grupo e é chamado de grupo de Burnside livre satisfazendo
z™ = 1 gerado por A.

Dada uma relagao R qualquer sobre A*, o problema da palavra
associado a R é aquele de decidir se duas palavras w e w’ quaisquer sdo
congruentes pela menor congruéncia que contém R ou nao. De outra forma,
ele é o problema de decidir se w = w’ ou se existem k > 1 e seqiiéncias de

palavras z,,... ,zx € Y1,... , Yk € 21,... , 2k € W1,. .. , Wy tais que w = T, 21
-— y I

e Tiwizi = Tip1Yit1Zi+1 Para t = 1,... k-1 e w = zywezx e (yi,w;) €

RUR'parai=1,...,k. Em nosso caso, a relagio que nos interessa é m,

que depende de n e m, e o problema da palavra associado ao mondide M é
o de decidir se z e y estdo na mesma classe de congruéncia por ~ ou nao.

Sejam as relagoes de Green J, D, R, L e H definidas como de
costume. Elas sdo equivaléncias e, em particular, a 7-classe de um elemento
z é a classe de todos os elementos y que geram o mesmo ideal principal Mz M.
Todas as definicoes e algumas propriedades serdo relembradas na segdo 5.1
do capitulo 5. Um semigrupo é dito finito J-acima se suas J-classes sdo
finitas e, dada uma particular J-classe, existem finitas J-classes acima, onde
a ordem é aquela induzida pela inclusdo dos ideais principais.

1.2 Historico

Vamos agora exibir algumas propriedades estruturais sobre os semigrupos e
grupos de Burnside livres. Quando |A| = 1, o monéide de Burnside livre M
é ciclico e finito. Sua estrutura é muito simples e suporemos portanto que
|A| > 1 a partir de agora.

O problema de determinar se um grupo de Burnside livre finita-
mente gerado ¢é finito ou n3o é extremamente complexo e foi levantado por
Burnside em 1902. Denotemos por By ,, a cardinalidade de B(k, m), o grupo
de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um conjunto de k gera-
dores. Na ocasido, Burnside [3] provou a finitude de B(k,m) para m < 3.
Naturalmente que B(k,1) € trivial e portanto By; = 1. Como B(k,2) é o
produto direto de k£ cépias de Z,, temos que By, = 2% Por resultado de Levi
e van der Waerden [22], que pode também ser encontrado no capitulo 18 do
classico livro de M. Hall [15], temos que By 3 = 3(1)+()+(5) = 3'"("'—52”2, Em
1940, L.N.Sanov [29] provou a finitude de B(k,m) para m = 4. M. Hall [14]
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b b b
o fez para m = 6 em 1958 e também provou que Byg = 203()+(2)+() para
a=1+(k—1)30+G*+GE) e b =1+ (k- 1)2~.

Por outro lado, sempre supondo k > 2, a infinitude de B(k,m) foi
provada para m > 4381 impar por Novikov e Adyan [27, 28] em 1968. Em
1975, Adyan [4, 1] melhorou a restrigdo para m 2 665 impar. Observe que
isto implica a infinitude de B(k,mi) para qualquer inteiro 2> 1em > 665
impar j4 que B(k,m) é imagem homomérfica de B(k,mi). Para provar a
infinitude de B(k, m) exceto para um niimero finito de valores de m, faltaria
prova-lo para o caso em que m € uma primeira poténcia de 2. Em 1992, de
forma independente, Ivanov [17) anunciou a prova da infinitude de B(2, 24%)
e Lysenok [23] anunciou a prova da infinitude de B(2,2"%). A partir dos
trabalhos acima citados, também é demonstrado que os problemas da palavra
associados aos respectivos grupos de Burnside livres estudados em cada caso
sao decidiveis. Isto inclui m > 665 impar ou m 2> 213 uma poténcia de
2. Como j& vimos, a infinitude de B(k,m) implica a infinitude de B(k, mi)
para todo inteiro i > 1 e portanto B(k,m) ¢ infinito sempre que k>2e
m > 213 x 665. Contudo, a solugdo do problema da palavra em B(k,m) ndo
implica o mesmo em B(k,mi), ao que se saiba hoje. Nos artigos em suas
versdes completas, Ivanov [18] prova a infinitude de B(k,m) para k > 2 e
qualquer m > 2% e Lysenok [23] fa-lo para qualquer m > 8000. Lysenok
também provou a decidibilidade do problema da palavra sempre que m >
8000 for multiplo de 16.

De modo a classificar a estrutura dos semigrupos de Burnside livres
satisfazendo z" = z"*™ temos que dividi-los em trés casos: n = 1, n = 2
e n > 3. Nosso principal interesse aqui é o caso n = 2 onde a estrutura
dos semigrupos de Burnside livres era quase completamente desconhecida
até agora.

Comentaremos o caso n = 1 primeiro. O semigrupo idempotente
— o semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z"™ paraoqualn =1
e m = 1 — é finito e completamente conhecido [11] desde 1952. De fato,
a partir deste cldssico trabalho de Green e Rees, fixado m > 1, sabemos
que os semigrupos de Burnside livres satisfazendo z = z!*™ gerados por
A sdo finitos para todo alfabeto finito A se e s6 se os grupos de Burnside
livres satisfazendo z™ = 1 gerados por A sdo finitos para todo alfabeto
finito A. Em particular, os semigrupos sao infinitos para m > 8000 e finitos
para m < 4. Todavia, em qualquer caso, algumas propriedades de finitude
permanecem. Por exemplo, eles possuem exatamente 214l — 1 J-classes. No
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trabalho de Green e Rees também vé-se que qualquer grupo maximal nestes
semigrupos deve ser uma imagem homomorfica de um grupo de Burnside
livre satisfazendo z™ = 1 e suficiente nimero de geradores. Contudo, s6
em 1990, com o trabalho de Kadourek e Polak [19], provou-se que estes
grupos maximais sao isomorfos a um grupo de Burnside livre. Todas estas
provas dependem fortemente do fato que n = 1 e ndo podem ser facilmente
estendidas para outros valores de n.

Vamos considerar agora os semigrupos de Burnside livres nos casos
n > 2. Usando as palavras de Thue-Morse [31] e o trabalho de Brzozows-
ki et al. [2], sabemos que estes semigrupos de Burnside livres sdo infinitos
(estamos considerando |A| > 2) e possuem infinitas J-classes. Em 1970, 1.
Simon [30] tentou estudar o mondide de Burnside livre satisfazendo z% = z*
gerado por dois geradores e provou que o “frame” das R-classes é uma arvore.
Estas sao praticamente todas as propriedades conhecidas até agora para o
caso n = 2. Enquanto estes semigrupos sao infinitos, Brzozowski conjecturou
que algumas propriedades de finitude deveriam permanecer verdadeiras para
os semigrupos de Burnside livres. Em particular, ele conjecturou que, para
m = 1, qualquer classe de congruéncia w deveria ser reconhecivel. Motivados
pela conjectura de Brzozowski, de Luca e Varricchio [5, 7], McCammond [25],
do Lago (8, 9], e Guba [13, 12] produziram uma seqiiéncia de trabalhos que
levaram ao descobrimento de muitas propriedades estruturais dos semigrupos
de Burnside livres em que n > 3 e m > 1. O leitor pode referir-se a nosso
trabalho [10] para ver todo o histérico e as provas destas propriedades. De
fato, nds efetivamente definimos um sistema de reescritura ¥ a partir de 7 e
provamos que as congruéncias geradas por ¥ e por 7 sio as mesmas quando
n > 2. (Um leitor interessado nalguma introdugao sobre os sistemas de re-
escritura pode consultar, por exemplo, uma apresentacio feita por Huet [16]
ou por Klop [20].) Definimos uma propriedade para ¥, chamada estabilidade,
e mostramos que X é estavel quando n > 3 e m > 1. Algumas das proprie-
dades que seguem a partir da estabilidade de ¥, sem mais hipdteses sobre os
valores de n e de m, sao:

1. ¥ é um sistema de reescritura com a propriedade de Church-Rosser;
2. o problema da palavra é decidivel;

3. existe uma tunica palavra de menor comprimento em cada classe de
congruéncia;
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4. o “frame” das R-classes é uma arvore;
5. existe uma caracterizagdo das R e L-classes;
6. existe uma caracterizagao das D-classes regulares e das irregulares;
7. as H-classes irregulares sdo todas triviais;
8. os grupos maximais sdo ciclicos de ordem m;
9. o semigrupo ¢é finito J-acima;
10. a conjectura de Brzozowski é verdadeira.

O problema da estabilidade de & para n = 2 e m = 1 permanece aberto.
Caso valha, ela implicara nosso conjunto de propriedades estruturais também
neste caso. Contudo, ela nio vale paran = 2 e m > 2 (como pode-se verificar
em nosso trabalho [10]) e novas técnicas tém que ser encontradas nestes casos.

1.3 Nossos resultados

O resultado principal deste trabalho apresenta uma propriedade que vale para
qualquer n > 1 e qualquer m > 1. Provamos que um grupo maximal de um
semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z™*™ é um grupo de Burnside
livre satisfazendo z™ = 1. Isto contém os resultados de Kadourek e Poldk
que estudaram o caso n = 1. Ademais, provamos que tal grupo é livre sobre
um conjunto de geradores cuja cardinalidade é o nimero ciclomatico de um
grafo associado & J-classe contendo o grupo e apresentamos uma descrigao
explicita de um tal conjunto de geradores. Fruto de uma caracterizagdo dos
grafos fundamentais no caso n = 1, estendemos o resultado de McLean [26]
e calculamos a cardinalidade do mondide de Burnside livre para todo m em
que a cardinalidade de qualquer grupo de Burnside livre satisfazendo z™ =1
é conhecida. Se ¥ é estdvel (em particular, para n > 3), este grafo é um
circuito e os grupos maximais sdo grupos ciclicos de ordem m.

Nossa prova vale para qualquer n > 1 e qualquer m > 1. Isto é
particularmente interessante ji que as técnicas anteriores somente poderiam
ser aplicadas aos casos particulares a que se destinavam.

Para todo m > 2, apresentamos exemplos com 2m — 1 geradores
para n = 1 e para n = 2. Donde, nestes casos, temos grupos maximais
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infinitos para m suficientemente grande. Isto imediatamente implica que as
J-classes destes grupos sao infinitas, que estes semigrupos ndo sao finitos
J-acima e também que a classe de congruéncia associada a um elemento
de um tal grupo infinito é nao-reconhecivel. Também apresentaremos um
exemplo de uma classe de congruéncia no caso n = 2 e m = 2 que possui
duas diferentes palavras de menor comprimento. Boa parte das propriedades
que valem se ¥ é estdvel falhamse n =2 e m > 2.

Encontrar estes exemplos no caso n = 2 requereram o uso de po-
derosos recursos computacionais. Contudo, todas as afirmativas relativas a
estes exemplos serdao aqui provadas.

Em suma, este trabalho apresenta novas e poderosas técnicas que
permitem-nos provar importantes propriedades dos semigrupos de Burnside
livres para » = 2, o caso quase completamente desconhecido até agora. De
certa forma, o caso n = 2 surpreendentemente apresenta as complexidades
dos casos n = 1 e n > 3 simultaneamente. Enquanto os grupos maximais
sao ciclicos de ordem m para n > 3, eles podem ter mais geradores e podem
ser infinitos para n < 2. Enquanto existem exatamente 214l — 1 7-classes e
elas sao facilmente caracterizadas no caso n = 1, existem infinitas J-classes
e elas sao dificeis de serem caracterizadas para n > 2.

1.4 Visao geral

No capitulo 2 daremos as definigdes usuais da teoria de grafos que serdo
necessarias em nosso trabalho. As aplicacbes destes conceitos aparecerao
primeiramente nas categorias e nos grupédides, que serdo estudados e definidos
nos capitulos 3 e 4. Posteriormente, elas aparecerdo no estudo do grafo
fundamental de uma D-classe, a ser visto na segio 6.3 do capitulo 6. Estes
grafos podem vir a ser infinitos, teoricamente. Infelizmente, a maior parte
da literatura de teoria de grafos disponivel trata apenas de grafos finitos.
Assim, apds as defini¢oes da segdo 2.1, veremos na se¢ao 2.2 alguns resultados
elementares da teoria de grafos, que nio supéem nenhuma restri¢ao quanto
as cardinalidades dos grafos. Estes resultados elementares ndo consideram
passeios infinitos, muitas vezes presentes na teoria de grafos infinitos, e sdo
necessarios a boa defini¢do do conceito de nimero cicloméatico de um grafo,
na secao 2.3. Este conceito de niimero ciclomético aparecerd em resultados
importantes do nosso trabalho, como nos teoremas 4.7 e 7.6.

No capitulo 3, veremos as definicoes de categorias e grupéides ne-
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cessarias a nosso trabalho. O conceito de categoria generaliza o de mondide
e veremos aplicadas &s categorias as defini¢des de vérios conceitos ja conhe-
cidos na teoria de mondides. Isto inclui o de congruéncia. Nosso objetivo
nao era, a principio, o estudo de categorias e grupdides, mas a estrutura
dos monéides de Burnside livres. Durante este estudo, apareceram de forma
natural alguns grafos — como o grafo fundamental de uma D-classe como
serd visto na se¢ao 6.3 do capitulo 6 — e algumas categorias — como a ca-
tegoria livre gerada por um grafo e o grupdide de Burnside livre gerado por
este grafo. Achamos por bem explicitar estes conceitos, até porque alguns
resultados, expressos na linguagem das categorias, poderiam ter suficiente
interesse do ponto de vista da teoria de categorias e grupoides. E o caso
do teorema 4.7 a ser visto no capitulo 4. O leitor poderd encontrar mais
informacdes sobre categorias no classico livro de MacLane [24] e importantes
resultados conectando a teoria de categorias com a teoria de mondides no
trabalho de Tilson [32].

No capitulo 4, definimos um grupédide especial: o grupdide de Burn-
side livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um grafo fortemente conexo. O
resultado principal do capitulo, o teorema 4.7, afirma que os grupos locais
deste grupéide sdo todos isomorfos a um mesmo grupo de Burnside livre sa-
tisfazendo z™ = 1. Também é caracterizado um conjunto de geradores para
este grupo livre.

No capitulo 5 comecamos a enfocar nossa atengao ao mondide de
Burnside livre propriamente dito. As definiges e os resultados presentes no
capitulo exigem menos hipéteses porém: supomos apenas que 0 mondide em
questdo seja estével. Esta generalidade vale em particular para o resultado
que consideramos maximal no capitulo: olema 5.14. Na se¢do 5.1 daremos as
defini¢es preliminares do capitulo e definiremos as relagoes Green-induzidas,
que ddo ao mondide livre A* uma estrutura induzida pelas relagoes de Green
no mondide M e por um morfismo de A* sobre M. Nas segbes 5.2 e 5.3
veremos as defini¢des das D-entradas e das transicdes e sobre estes conceitos
se fundard a constituicio de um grafo fundamental de uma D-classe de um
mondide de Burnside livre, como serd visto na segdo 6.3 do capitulo 6. Na
secdo 5.4 veremos uma aplicacdo importante das transigoes de uma palavra:
o lema 5.14 acima mencionado. Este lema serd usado na demonstragao do
teorema 7.5.

No capitulo 6 apresentaremos o monéide de Burnside livre satisfa-
zendo z" = z™t™ gerado por um alfabeto A, para inteiros n > 1 em > 1.
Apbs a definigio na segdo 6.1, apresentaremos o teorema dos marcadores
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(teorema 6.3) na secdo 6.2, que prova que uma propriedade do semigrupo
idempotente seja valida também para qualquer mondide de Burnside livre.
Este resultado era fundamentalmente conhecido desde 1970, quando I. Si-
mon [30] obteve algumas propriedades do semigrupo de Burnside livre satis-
fazendo z? = z® gerado por dois geradores. Na secdo 6.3 veremos a defini¢io
de um conceito central em nosso trabalho: o grafo fundamental de uma D-
classe de um monéide de Burnside livre. O grafo fundamental se mostrard
fortemente conexo como veremos na proposi¢io 6.8 e poderemos futuramen-
te definir o grupdide de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por este
grafo. Veremos também alguns conceitos e propriedades correlatas. Por
exemplo, associaremos a uma palavra w um passeio no grafo fundamental
da D-classe de w. Esta é a digital de w e é um conceito fundamental para
caracterizar se duas palavras D’-equivalentes sio congruentes ou nio, como
veremos no teorema 7.5 a ser visto no capitulo 7. Vemos também como cons-
truir a menor palavra que possui uma certa digital e esta construgado sera
essencial a demonstracao da existéncia de uma classe de congruéncia com
duas palavras de menor comprimento, a ser visto no capitulo 8. Na segdo 6.5
veremos algumas propriedades relativas a regularidade de uma D-classe de
um monéide de Burnside livre. Em particular, na proposi¢do 6.13 veremos
que as H-classes irregulares sdo triviais e na proposi¢ido 6.14 provamos que
qualquer grafo fundamental de uma D-classe irregular nao possui nenhuma
aresta e possui um unico vértice.

No capitulo 7 provaremos dois dos resultados mais importantes des-
te trabalho: o teorema da caracterizagdo (teorema 7.5) e o teorema dos gru-
pos maximais (teorema 7.6). Na demonstracao do teorema da caracterizagao,
usaremos varios conceitos vistos no trabalho. Explicitando alguns: o grafo
fundamental de uma D-classe e o grupdide de Burnside livre satisfazendo
z™ = 1 gerado por este grafo. Este teorema caracteriza quando duas pa-
lavras projetadas na mesma D-classe sdo congruentes pela congruéncia de
Burnside. Esta caracterizagao depende de um conhecimento do grafo fun-
damental da D-classe em questdo. Ja na segdo 7.3 veremos o teorema dos
grupos maximais, que nao somente usa o teorema da caracterizagdo em sua
demonstragao, mas também usa o teorema 4.7 visto no capitulo 4. O teo-
rema 7.6 afirma que um grupo maximal num semigrupo de Burnside livre
satisfazendo z"*™ = z" é um grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1.
Observe que este resultado é conforme aquele ja conhecido para n > 3 e
m > 1 onde, pelo teorema 8.16 [10], sabe-se que qualquer grupo maximal é
ciclico de ordem m (o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado
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por um tnico elemento). H4 uma substancial evolugao no teorema dos gru-
pos maximais j4 que o mesmo vale para quaisquer n > 1 e m > 1 e os casos
n=1en =2 tém estruturas muito diferentes daquela vista paran > 3 e
m > 1. No caso geral, o conjunto sobre o qual o grupo de Burnside é livre
pode ter mais que um gerador, ao contrdrio do cason > 3 e m 2> L. Ade-
mais, é caracterizado um conjunto gerador para este grupo de Burnside livre
e a cardinalidade do conjunto é o niimero ciclomatico do grafo fundamental
da D-classe que contém a H-classe em questdo. Esta diferenca se mostra
relevante j4 que no teorema 8.1 a ser visto no capitulo 8 vemos uma D-classe
regular cujo grafo fundamental tem nimero ciclomético 2m — 1 pelo menos.

No capitulo 8 apresentamos o exemplo de uma D-classe regular do
mondide de Burnside livre satisfazendo 2% = z?*™ gerado por um alfabeto
de duas letras cujo grafo fundamental tem nimero ciclomético 2m — 1 ao
menos. Como conseqiiéncia, o teorema 7.6 implica que 0os grupos maximais
desta D-classe sio grupos de Burnside livres satisfazendo z™ = 1 com ao
menos 2m — 1 geradores. Como discutimos antes, para m suficientemente
grande, sabemos que estes grupos sao infinitos pois eles possuem ao me-
nos dois geradores. A proposigdo 7.8 do capitulo 7 implica entao que toda
classe de congruéncia cuja proje¢do candnica é mapeada num elemento des-
ta D-classe com H-classes infinitas nao é reconhecivel. Ao final, veremos o
exemplo de uma classe de congruéncia com duas palavras de menor com-
primento. Estes resultados todos contrastam com os monéides de Burnside
livres satisfazendo z" = z™*™ nos casos em que n > 3 e m > 1 pois, nestes
casos, 0S grupos maximais tém um tnico gerador (teorema 8.16 [10]), toda
classe de congruéncia é reconhecivel (teorema 8.18 [10]) e possui uma unica
palavra de menor comprimento (teorema 7.3 [10]).

No capitulo 9 aplicaremos os resultados principais deste trabalho
a semigrupos de Burnside livres cujas estruturas sdo bastante conhecidas.
Dedicaremo-nos a estudar os casos n = 1 e n > 3. Na secdo 9.1 considera-
remos o caso . = 1 e caracterizaremos o grafo fundamental de uma D-classe
de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z = z™*! no teorema 9.2.
Em particular, calcularemos seu nimero ciclomatico. Caso seja conhecida a
cardinalidade do grupo de Burnside B(k, m) para todo inteiro k > 1, calcula-
remos no coroldrio 9.3 a cardinalidade de cada J-classe de M — e portanto
a cardinalidade do préprio mondide de Burnside M. Isto implica que co-
nhecamos a cardinalidade de M em fungao de |A| nos casos m < 3, por
exemplo. Em 1954, McLean [26] deu uma descrigdo da cardinalidade de M
em funcdo de |A| para o caso n = m = 1 (banda livre com |A| geradores).
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Generalizamos este resultado para qualquer m > 1 em que a cardinalidade
de B(k,m) seja conhecida. Para m suficientemente grande e trés geradores
em A ao menos, verificamos que em M existe uma 7-classe com um nimero
infinito de R-classes e de L-classes. Ademais, toda ?-classe nesta .7-classe
é um grupo de Burnside livre satisfazendo 2™ = 1 gerado por um conjunto
infinito de geradores. No corolario 9.4 veremos um resultado de Kadourek
e Polék [19] que reduz o problema da palavra em M ao problema da pa-
lavra num grupo de Burnside livre B(k,m) para k finito. Isto implica que
o problema da palavra seja decidivel em M mesmo em casos em que M é
infinito, como nos casos em que m > 665 é impar ou em que m > 8000 é
um multiplo de 16. Na se¢do 9.2, suporemos n > 1 e m > 1 e daremos uma
nova demonstracdo do teorema 8.16 [10] que prova que os grupos maximais
de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z"*™ sao todos ciclicos
de ordem m quando n > 3. Para tanto, caracterizaremos no teorema 9.5 o
grafo fundamental de uma D-classe regular do semigrupo de Burnside livre
e provaremos que ele é um circuito.

1.5 Conexoes com outras areas

Para concluir a introdugao, gostariamos de apontar algumas conexdes e mo-
tivacoes desta drea, relacionadas a Ciéncia da Computagdo. O estudo de
periodicidades em palavras aparece em muitas dreas importantes da Ciéncia
da Computagdo como, por exemplo, busca de padrao e algoritmos de bus-
ca. As estruturas de Burnside sdo definidas por equagdes que impdem a
equivaléncia de certas poténcias de palavras em qualquer contexto como aca-
bamos de ver. Este trabalho juntamente com anteriores trabalhos prova que
estas estruturas de Burnside comportam-se de forma muito diferente depen-
dendo da quantidade de periodos envolvidos (medidos pelos valores de m e
de n). Em vista desta variacao, a compreensido da combinatéria subjacente
é uma intrigante aventura e pode também trazer importantes luzes & com-
preensao de outras questoes da Ciéncia da Computacio que dependam de
periodos.

Relembre que o problema da palavra para uma dada relacdo de pa-
lavras é indecidivel em geral, mesmo para uma relagao finita. Em nosso caso,
a relacdo é 7, que depende de n e m, e a resposta a este problema da palavra
depende fortemente dos valores de n e m, como descrito anteriormente.

Uma importante consequéncia da conjectura de Brzozowski é uma
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aplicagdo que permite uma facil solugéo do problema da palavra. De fato, se
provarmos construtivamente a conjectura de Brzozowski, temos um autéomato
finito, dependente de z, que resolve esta instancia do problema da palavra.
Isto inclui os casos onde n > 3. Infelizmente, na maior parte dos casos
onde n = 1 ou n = 2, a conjectura de Brzozowski nao vale. Contudo,
possivelmente, podemos ainda resolver o problema da palavra. Suponha
que o grafo fundamental possa ser efetivamente obtido e que o problema da
palavra seja decidivel para n = 0 e m > 1. Entao o teorema 7.5 implica
que o problema da palavra é decidivel para n > 1 e para 0 mesmo m. Em
particular, isto vale quando n = 1 e m é impar e grande o suficiente, apesar
da conjectura de Brzozowski nao valer neste caso. Para casos como n = 2,0
problema da palavra permanece aberto.
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Capitulo 2

Grafos e arvores

Neste capitulo daremos as definigdes usuais da teoria de grafos que serao ne-
cessarias a nosso trabalho. As aplicagdes destes conceitos aparecerao primei-
ramente nas categorias e nos grupéides, que serdo estudados nos capitulos 3
e 4. Posteriormente, elas aparecerao no estudo do grafo fundamental de uma
D-classe, a ser visto na se¢do 6.3 do capitulo 6.

Estes grafos podem vir a ser infinitos, teoricamente. Infelizmente, a
maior parte da literatura de teoria de grafos disponivel trata apenas de grafos
finitos. Assim, apés as defini¢des da se¢ao 2.1, veremos na se¢ao 2.2 alguns re-
sultados elementares da teoria de grafos, que ndo supdem nenhuma restrigao
quanto & cardinalidade do grafo em questao. Estes resultados elementares
nao consideram passeios infinitos, muitas vezes presentes na teoria de grafos
infinitos, e sdo necessérios a boa definigao do conceito de nimero ciclomético
de um grafo, na segio 2.3. Este conceito de nimero ciclomatico aparecera
em resultados importantes do nosso trabalho, como nos teoremas 4.7 e 7.6.

Nosso enfoque sobre os grafos privilegiara seu conjunto de arestas,
se compararmos com a teoria usual de grafos. Seus vértices praticamente
servem apenas para caracterizar a consecutividade ou nao de duas arestas.
Nossos grafos sao dirigidos.

2.1 Grafos, passeios e caminhos
Um grafo dirigido, ou simplesmente grafo, é uma upla (V, E,a,w) onde V e £
sdo conjuntos quaisquer munidos de duas fun¢des a: E — Vew: E — V.

Cada elemento de E é chamado aresta de G e cada elemento de V' é chamado

13
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vértice de G. O conjunto E(G) = E é chamado de conjunto de arestas de G,
o conjunto V(G) = V é chamado de conjunto de vértices de G. As fungoes
a e w sao ditas inicio e término respectivamente e também sdo chamadas
genericamente de fungoes de incidéncia.

Referimo-nos a cardinalidade de G como a cardinalidade |E(G)|
de seu conjunto de arestas. Em nosso trabalho, ndo faremos a priori ne-
nhuma restricio quanto as cardinalidades dos grafos e, usualmente, nao te-
remos nenhum vértice isolado (vértice sem a incidéncia de nenhuma ares-
ta). Normalmente confundiremos o grafo G com seu conjunto de arestas
E(G) deixando implicitas as fungdes inicio, término e o conjunto de vértices
V(G). Quando nao explicitado o conjunto de vértices, estaremos supondo
V(G) = o(G) Uw(G) onde a(G) denota o conjunto a(E(G)) e w(G) de-
nota o conjunto w(E(G)). Denotaremos que b é uma aresta do grafo G por
b € G. Dados dois grafos distintos, freqiientemente nos permitiremos usar
os mesmos simbolos o e w para denotar as funcdes inicio (ou término) de
ambos.

Seja G um grafo. Duas arestas z,y € G sao ditas consecutivas (e
nesta ordem) se w(z) = a(y). Chamamos de passeio em G ou simplesmen-
te passeio toda seqiiéncia finita de arestas consecutivas de G. Sobre cada
passeio p = byby - - - b, k > 1 definimos o inicio do passeio a(p) = a(b) e o
término do passeio w(p) = w(by). Para cada vértice v € V(G) definimos 1,
um passeio vazio local a v, com inicio e término em v. O comprimento de
um passeio € o tamanho da seqiiéncia de arestas, sendo que o comprimento
dos passeios vazios é 0. Dizemos que dois passeios p, ¢ sdo consecutivos (e
nesta ordem) se w(p) = a(g). Dados dois passeios consecutivos p e g defi-
nimos sua concatenagao pq de forma natural. Observe que pg comeca em
a(p) e termina em w(q). Nao é definida a concatenagao de passeios nao con-
secutivos. Observe que se p, g e r sdo passeios consecutivos nesta ordem,
entdo (pq)r = p(qr), que equivale a dizer que a operagdo parcial da concate-
nagao de passeios é associativa quando todas as concatenacdes sdo definidas.
Quando p é um passeio que inicia e termina no mesmo vértice v dizemos que
p é um passeio fechado sobre v ou simplesmente um passeio fechado. Uma
aresta com mesmo inicio e término é chamada de lago. Um grafo G ¢é dito
fortemente conezo se tem ao menos um vértice e se, para todo par ordenado
de vértices, existe um passeio com inicio no primeiro vértice e término no
segundo. Observe que o menor grafo fortemente conexo é o grafo com um
unico vértice e nenhuma aresta.

Dado um passeio p = byby - - - bg, com k > 0, o conjunto dos vértices
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internos de p é {w(by),w(by), ... ,w(bk—1)}. Dizemos que p é um caminho se
os vértices percorridos sao sempre distintos; ou seja, para todos 1 < ¢,5 <k
temos que w(b;) = a(b;) <= i = j — 1. Observe que este passeio nao
pode ser fechado a menos que seja um passeio vazio. Dois passeios p, ¢ sao
ditos coterminais se tém mesmo inicio e mesmo término. Dado um passeio
p = biby - - - b sempre existe uma subseqiiéncia de p que seja um caminho
coterminal a p. Um algoritmo simples para a obtencao de um tal caminho ¢
o seguinte: enquanto existirem i e j (com 1 <i,j < ke i # j— 1) tais que
w(b;) = a(b;) remova de p a subseqiiéncia ndo vazia b4y - -bj—1sei < joua
subseqiiéncia ndo vazia b; - --b; se 1 > j. Apds cada uma destas remogoes, p
continua sendo um passeio com os mesmos inicio e término. Este algoritmo
de fato para pois as remogdes feitas a cada passo sdo nao vazias e ao final
do algoritmo o passeio satisfaz a condigdo necesséaria para ser um caminho.
Um tal caminho que é subseqiiéncia do passeio p serd chamado um caminho
associado ao passeio p. Dados dois vértices v, u dizemos que a distancia de v
a u é o comprimento do passeio mais curto que inicia em v e termina em u.

2.2 Arvores conectoras

Dados dois grafos T e G dizemos que T é um subgrafo de G se V(T) C
V(G), se E(T) C E(G) e se as fungdes de incidéncia de T forem restrigoes
naturais das funcdes de incidéncia de G. Neste caso, denotamos T C G
e temos que a(T) U w(T) C V(T) C V(G). Se além disso tivermos que
o(T) Uw(T) = V(T), dizemos que T ¢ o subgrafo de G induzido por E(T),
com E(T) C E(G). Dados os grafos T C G denotamos por G\ T o subgrafo
de G induzido pelas arestas E(G) \ E(T).

Seja T um subgrafo de G e seja v € V(T) C V(G) um vértice.
Denotaremos por w,(T) C V(T) o conjunto dos términos dos passeios em
T que comegam em v (usando arestas apenas de T) e por o,(T) C V(T)
o conjunto dos inicios dos passeios em T que terminam em v. Dizemos que
T é uma drvore com inicio v se existe exatamente um passeio em T de v
a qualquer vértice de V(T) e dizemos que T é uma drvore com término v
se existe exatamente um passeio em T de qualquer vértice de V(T) a v.
Dizemos que T é uma drvore com raiz v se T for uma arvore com inicio
v ou uma arvore com término v. Dizemos que T é uma drvore se existe
v € V(G) tal que T seja uma 4rvore com raiz v e dizemos que T é uma
drvore conectora de G (ou simplesmente drvore conectora se G for evidente)
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se T for uma drvore e se V(T) = V(G). Na teoria de grafos uma arvore
conectora € usualmente chamada de arvore geradora. Esta terminologia ndo
serd usada aqui para evitar confusdo com conjuntos geradores de um mondide
ou categoria.

Seja G um grafo com fungoes de incidéncia o e w e sejam T C G e
V C V(T) C V(G). Dizemos que «a é injetiva em T se a sua restri¢io a T
for injetiva e dizemos que a é uma bijecao de T em V se ela for injetiva em
T e se a(T) = V. A mesma terminologia serd usada para w.

Apresentaremos alguns resultados elementares da teoria de grafos
que, no entanto, sio enunciados apenas para grafos finitos usualmente. Em
nossas hipdteses, os grafos podem ser infinitos. Até mesmo nao-enumeraveis.
Estes resultados sido necessdrios a correta defini¢do do nimero ciclomatico
de um grafo.

Proposicao 2.1 Sejam G um grafo, v € V(G) um vértice e T C G uma
arvore com inicio v. Entdo

o(T) € w(T) U {v} = wy(T) = V(T).

Prova. Por definigdo, a(T),w(T),w,(T) C V(T). Como T é uma arvore com
inicio v, temos que v € V(T). Ademais, existe um passeio de v a qualquer
vértice de V(T) e portanto V(T) C w,(T). Ora, todo passeio que inicia em
v ou € vazio e portanto termina em v, ou tem uma tdltima aresta e portanto
termina num vértice de w(T). Donde temos que w,(T) C w(T) U {v}. [ |

Observe que podemos formular um resultado dual ao da propo-
sigao 2.2 para arvores com término v. Enfatizamos que o grafo G em questao
pode ser infinito, e até mesmo ndo-enumerével. A afirmativa 2 implica que a
cardinalidade de qualquer arvore conectora é sempre a mesma: |V (G)| — 1.

Proposicao 2.2 Sejam G um grafo, v € V(G) um vértice, T C E(G) um
conjunto de arestas e T o grafo induzido por T. Entdo as afirmativas 1 e 2
sao sempre equivalentes e equivalem & afirmativa 3 no caso de T ser finito:

1. T € uma drvore com inicio v;
2. wy(T) =w(T)U{v} ev € w(T) ew € injetiva em T;

3. |we(T)| = |T| + 1.
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Prova. Suponha que a afirmativa 1 seja vélida. Vamos provar que a afir-
mativa 2 seja valida. Da proposigdo 2.1 temos que w,(T) = w(T) U {v}.
Suponha por absurdo que exista uma aresta a € T tal que w(a) = v. Como
T é uma arvore com inicio v, podemos tomar p o tinico passeio de v a a(a)
em T e temos que p e pap sdo dois diferentes passeios de v a @(a) em T, uma
contradi¢do com T ser uma 4rvore com inicio v. Assim temos que v ¢ w(T).
Suponha por absurdo que existam duas arestas distintas a,a’ € T tais que
w(a) = w(a'). Tomando p e p' os dois passeios em T de v a a(a) e a a(a’)
respectivamente, temos que p'a’ e pa sdo dois diferentes passeios em T de v
a w(a) e temos nova contradigao. Desta forma temos que w € injetiva em T

Suponha que a afirmativa 2 seja vdlida. Vamos provar que a afir-
mativa 1 seja vélida. Seja u € w,(T). Primeiro provaremos, por indugao na
distancia d de v a u, que é dnico o passeio em T de v para u. Caso d =0,
dado que v € w(T) temos que s6 o passeio vazio termina em v. Temos a base
da indugdo. Suporemos agora que d > 0 e que o resultado seja verdadeiro
para todos os vértices que distam no maximo d — 1 de v. Seja p um passeio
qualquer em T de v a u e seja ¢ um passeio de comprimento d de v a u em
T. Como w é uma injecao em T, existe exatamente uma aresta a € T que
termina em u. Como d > 0, os passeios p e ¢ sao nao vazios e temos que ¢
e p tém a mesma tltima aresta a. Assim pa™' e ga™! sdo dois passeios de v
para o mesmo vértice a(a). Como ga™! tem comprimento d — 1, temos que
a distancia de v a a(a) é menor ou igual a |ga™!| = d — 1. Pela hipétese de
indugdo temos que ga~! = pa~! e portanto que p = g. Isto prova que é unico
o passeio em T de v a qualquer vértice de w,(T). E suficiente portanto pro-
var que V(T) C w,(T). Como V(T) = a(T) Uw(T) por T ser um subgrafo
induzido, como w,(T) = w(T) U {v} por hipdtese, para concluir a prova de
que T é uma 4rvore com inicio v, basta provar que a(T) C w,(T). Seja z um
vértice qualquer de a(T) e seja a € T uma aresta tal que a(a) = z. Como
w(a) € w(T) C w,(T), seja p o tnico passeio de v a w(a). Como v & w(T),
temos que v # w(a). Portanto p é ndo vazio e sua tltima aresta termina em
w(a). Como w é uma injecao em T, temos que esta iltima aresta € a e que o
passeio pa~! inicia em v e termina em z. Assim o(T) C w,(T), completando
a prova de que T é uma &arvore com inicio v.

Suponhamos agora que 7T seja finito. Vamos provar que as afirma-
tivas 2 e 3 sdo equivalentes. Suponha que a afirmativa 2 seja vélida. Como
w é injetiva em T temos que |w(T)| = |T|. Como v ¢ w(T), temos que
lwy(T)| = |w(T)U{v}| = |w(T)|+1=|T|+1. Suponha agora que a afirma-
tiva 3 seja valida. Como todo passeio que inicia em v ou é vazio e portanto
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termina em v, ou tem uma ultima aresta e portanto termina num vértice
de w(T), temos que w,(T) C w(T)U {v}. Como w(T) = w(E(T)) = w(T),
como |wy,(T)| = |T|+1 por hipétese, sempre por argumento de cardinalidade,
temos que: a unido w(T) U {v} é disjunta; |w(T)| = |T| e portanto w é uma
injecdo em T; e w,(T) = w(T) U {v}. |

A proposigao 2.3 fornece uma caracterizacao de grafos fortemente
conexos em termos de arvores conectoras. Isto em particular implica que
todo grafo fortemente conexo tem uma arvore conectora.

Proposicao 2.3 Seja G um grafo. As sequintes afirmativas sdo equivalen-
tes:

1. O grafo G ¢ fortemente conexo;

2. Existe um vértice v € V(G), uma drvore conectora T C G com inicio
v e uma drvore conectora T' C G com término v;

3. V(G) ndo é vazio e para todo vértice v € V(G), ezxistem uma drvore
conectora T C G com inicio v e uma darvore conectora T' C G com
término v.

Prova. Naturalmente que o item 3 implica o item 2.

Vamos mostrar que o item 2 implica o item 1. Seja v € V(G) um
vértice e sejam T, T C G duas arvores conectoras com inicio v e com término
v respectivamente. Sejam z,y € V(G) dois vértices quaisquer. Tomando p
um passeio de z para v na arvore conectora T' e tomando g um passeio de v
para y na arvore conectora T temos que o passeio pg é um passeio de = para
y com inicio em z e término em y. Portanto, o grafo G é fortemente conexo.

Vamos mostrar que o item 1 implica o item 3. Suponha que o grafo
G seja fortemente conexo. Por definicao, V(G) # 0 e podemos escolher
v € V(G) um vértice qualquer. Por defini¢do, para cada vértice u, podemos
escolher um passeio de v a u. Em particular, podemos escolher p,,, um passeio
de v a u de menor comprimento. Naturalmente que a distancia de v a u é |p,|.
Ademais, quando u # v temos que p, é nao vazio e podemos definir a,, como
sendo a ultima aresta de p,. Definimos T como o subgrafo de G induzido
por {a, |u € V(G) \ {v}}. Observe que a fungao w é uma bijegdo de T em
V(G) \ {v}. Afirmamos que se u # v entdo |py| = |pa(a,)| + 1. De fato,
sendo p,a,! e Da(a,) dois passeios de v a a(ay), a partir da minimalidade
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de Pa(a,) temos que |Pa(a,)| < |puay ™| = |pu| — 1. Além disso, sendo py €
Pa(a,)@u dois passeios de v a u, a partir da minimalidade de p, temos que
IPul < |Pa(au)@ul = |Paa,)| + 1. Isto nos permite fazer uma definigao indutiva
de um novo passeio g, que serd definido para todo vértice u € V(G). A
inducdo se dard em |p,|. Se |pu| = 0 temos que u = v e definimos gy
como sendo o passeio vazio de v a v. Se |py| > 0, tendo ja sidos definidos
todos os passeios g, para todo vértice z tal que |pz| < |pu|, definimos g,
como sendo 0 passeio a(a,)@u- Por uma imediata indugdo em |p,| podemos
provar que |gu| = |pu| € que g, é um passeio de v a v em T. Como para
todo vértice u € V(G) existe um passeio g, de v a u em T, temos que
wy(T) = V(G) = (V(G)\ {v})+{v} = w(T)+{v}. Usando a proposigao 2.2
temos que T é uma 4rvore com inicio v e, portanto, uma arvore conectora
com inicio v j4 que w,(T) = V(G). Analogamente podemos construir uma
arvore conectora com término v. [ |

2.3 Numero ciclomatico

Na proposi¢ao 2.3 vimos que todo grafo fortemente conexo admite uma arvore
conectora. Na proposi¢do 2.2 vimos que qualquer drvore conectora possui a
mesma cardinalidade |V (G)| — 1. O nimero ciclomdtico de um grafo forte-
mente conexo G é definido como sendo a cardinalidade

|G\ T,

onde T é uma drvore conectora qualquer de G. Quando o grafo é finito, este
numero é

|G| - |V(G)| + L.

A proposigao 2.4 relaciona o niimero ciclomético de dois grafos for-
temente conexos quando um deles, em particular, é um subgrafo do outro.

Proposicdo 2.4 Seja G um subgrafo fortemente conezo de um grafo G’
também fortemente conezo. Entdo o nimero ciclomdtico de G € no mdzimo
o nimero ciclomdtico de G'.

Prova. Se G = G, nio hé o que provar. Suponha pois que E(G')\E(G) # 0.
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Seja v um vértice de G. Como G é fortemente conexo, podemos
escolher T C G uma &rvore conectora de G com inicio v devido & pro-
posicao 2.3. Seja 0 um vértice ndo pertencente a V(G') 2 V(G) e seja
V =V(G")\ V(G)+ {0}. Seja a fungdo § : V(G') — V definida por

_ ) v seueV(G)\V(G)
6(u) = { 0 S: u € V(G).

Definimos o grafo H com conjunto de arestas
E(H) = E(G') \ E(G)
com as funcdes de incidéncia
a'=6oa e w=4%0ow

e conjunto de vértices V(H) = o'(H) Uw'(H). Se p for um passeio qualquer
em G’, definimos ¢(p) como sendo a subseqiiéncia de p formada apenas pelas
arestas de H se a mesma for ndo-vazia ou o passeio vazio local a §(a(p)) caso
contrario.

Vamos provar que ¢(p) é um passeio no grafo H de o/(¢(p)) =
§(a(p)) a w'(¢(p)) = 6(w(p)). Para tanto faremos uma indugdo em |p|. Se
|p| = 0, entao p é um passeio vazio local a a(p) = w(p) e por definicio ¢(p) é
0 passeio vazio local a §(c(p)) = §(w(p)). Suponha agora que p = ga onde g é
um passeio em G’ e a é uma aresta de G’ tal que a(a) = w(q). Pela hipétese
de indugao temos que ¥(q) é um passeio em H e que o/(¥(q)) = §(a(q)) e
w'(¥(q)) = 6(w(q)). Suponha o caso em que a € E(G). Temos por definigao
que ©(p) = ¥(ga) = ¥(q) que por sua vez, j4 o sabemos, é um passeio em H.
Assim o/ (¢(p)) = o'(¥(q)) = 6(a(q)) = 6(a(p)). Ademais a(a),w(a) € V(G)
implicam que ' (¢(p)) = w/(#()) = 5(w(q) = d(a(e)) = 0 = s(w(a)) =
§(w(p)). Suponha agora o caso em que a ¢ E(G). Temos por defini¢do que
©(p) = ¥(qa) = ¥(q)a. Esta seqiiéncia de arestas ¥(g)a forma um passeio em
H pois w'(¢(q)) = §(w(q)) = é(a(a)) = /(a). Assim o/(¥(p)) = o'(¢(g)a) =
o(#(q)) = é(alq)) = 6(a(qa)) = é(a(p)) e '(¥(p)) = w'(P(9)a) = w'(a) =
§(w(a)) = 6(w(qa)) = 5(w(p))-

Vamos provar que o grafo H é fortemente conexo e que V(H) = V.
Sejam z e u dois vértices quaisquer de V. Vamos provar que existe um passeio
em H de z a u. Sejam z’,u' € V(G’) tais que §(z') = z e §(u') = u. Como G’
é fortemente conexo, existe um passeio p de 2’ a v’. Entdo ©(p) é um passeio
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em H de o/(#(p)) = §(a(p)) = 6(z') = = a w'(¥(p)) = §(w(p)) = 6(v') = u
como vimos antes. Para provar que H é fortemente conexo, falta-nos apenas
provar que V(H) # 0. Vamos agora provar que V(H) = V. Note que
V(H) = o (H)Uw'(H) = §(e(H) Uw(H)) C V = V(G')\V(G) +{0}. Para
todo vértice u € V(G') \ V(G) existe um passeio pde 0 au em Heu #0
implica que existe uma tltima aresta a de p e u = w'(a) € w'(H) C V(H).
Assim V(G') \ V(G) C V(H). Caso V(G')\ V(G) # 0, existe a0 menos um
tal vértice u e a primeira aresta b de p é tal que 0 = o/(b) € o/(H) C V(H).
Caso V(G')\ V(G) = 0, temos que o/(b) = w'(b) = 0 para toda aresta b € H
e E(H) = E(G") \ B(G) # 0 implica que 0 € V(H).

Assim sendo, podemos escolher T” C H uma arvore conectora de
H com inicio 0 devido a proposi¢do 2.3. Seja T' C G’ o subgrafo induzido
por

E(T') = E(T)U E(T").

Vamos provar que w estabelece bijegoes de T em V(G)\ {v}, de T"
em V(G)\V(G) ede T' em V(G') \ {v}. Como T" é uma éarvore conectora
de H com inicio 0, a partir da proposi¢do 2.2 temos que V(H) = wy(T") =
{0} UwW(T") e 0 & '(T") e w' € injetiva em T". Isto em particular implica
que ' estabelece uma bijegdo de T” em w'(T") = V(H) \ {0} = V \ {0} =
V(G)\ V(G). Como w' = §ow, temos que w é uma bijegdo de T" em w(T")
e que ¢ é uma bijecio de w(T") em w'(T") = V(G') \ V(G). Da definigdo de
§ temos entdo que w(T") = V(G') \ V(G) e que portanto w estabelece uma
bijecdo de T em V(G')\ V(G). Como T é uma arvore conectora de G com
inicio v, a partir da proposicio 2.2 temos que V(G) = wy(T) = {v} Uw(T)
ev ¢ w(T) e w é injetiva em T. Isto em particular implica que w estabelece
uma bijedo de T em w(T) = V(G) \ {v}. Como a unido E(T') = E(T)U
E(T") ¢ disjunta pois B(T) C E(G) e E(T") € E(H) = B(G) \ E(G),
como w(E(T)) = V(G)\ {v} ¢ disjunto de w(E(T")) = V(G') \ V(G),
temos entdo que w estabelece uma bije¢io de F(T') = E(T) U E(T") em
V(G)\ {v}UV(G)\V(G) = V(G")\ {v}, concluindo nossa demonstragao.

Vamos provar que T' é uma 4rvore conectora de G’ com inicio v.
Dado que w estabelece bijecdo de T' em V(G')\{v}, temos que w ¢ injetiva em
T', que v € w(T') e que V(G') = {v}Uw(T'). Segundo a proposicao 2.3, para
provar que T’ é uma 4rvore conectora de G’ com inicio v, falta-nos apenas
provar que w,(T’) = V(G'). Equivale a provar que existe um passeio em T’
de v a u para todo u € V(G'). Suponha primeiro o caso em que u € V(G).
Assim existe um passeio p em T de v a u ja que T é uma arvore conectora
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de G com inicio v. Este passeio p é um passeio em T’ pois T C T’. Suponha
agora o caso em que © € V(G') \ V(G). Assim existe um passeio ¢ em T”
de 0 a u ja que T é uma &rvore conectora de H com inicio 0. Este passeio
g nao é vazio pois u € V(G') \ V(G) implica que w'(q) = u # 0 = /(q).
Seja a a primeira aresta de g. Como §(a(a)) = a'(a) = o'(g) = 0, temos que
a(a) € V(G). Assim existe p um passeio em T de v a a(a), j4 que T é uma
arvore conectora de G com inicio v. Temos por fim que pg é um passeio em
T' de v a u, conforme procurdvamos encontrar.

Vamos provar que G \ T C G'\ T'. Dado que F(T") C E(H) =
E(G") \ E(G) implica que E(T") N E(G) = 0 concluimos portanto que
E(G\T) = E(G) \ E(T) = E(G) \ (E(T) U E(T")) = E(G) \ E(T") C
E(G')\ E(T') = E(G'\ T). O resto segue do fato que G\ T e G’ \ T’ sdo
subgrafos de G’ induzidos por E(G \ T) e por E(G'\ T') respectivamente.

Tendo em vista que G\T C G'\ T' podemos concluir que |G\ T| <
|G\ T'| e a tese estd provada. [

Da prépria demonstragao da proposigao 2.4 segue o coroldrio 2.5.

Corolério 2.5 Seja G um subgrafo fortemente conezo de um grafo G' tam-
bém fortemente conezo. Sejam v € V(G) um vértice e T C G wma drvore
conectora de G com inicio v. Entao eziste uma drvore T' C G’ conectora de
G’ com iniciov tal que TCT' e G\ T C G'\ T".



Capitulo 3

Categorias e Grupodides

Uma categoria pode ser vista como um mondide onde a multiplicagao nao
é completa mas parcial. Esta parcialidade é controlada pela estrutura de
conectividade das arestas de um grafo. Em particular, se este grafo possui um
tinico vértice, entdo esta operagdo parcial é uma operagao total e a categoria
é de fato um mondide. Assim o conceito de categoria generaliza o conceito
de monéide. Da mesma forma o conceito de grupéide generaliza o conceito
de grupo.

Nosso objetivo nio é o estudo de categorias e grupéides, mas a es-
trutura dos mondides de Burnside livres. Durante este processo, apareceram
de forma natural alguns grafos — como o grafo fundamental de uma D-classe
como sera visto na segao 6.3 do capitulo 6 — e algumas categorias — como
a categoria livre gerada por um grafo, a ser visto neste capitulo; e o grupdide
de Burnside livre, a ser visto no capitulo 4. Além disso, alguns resultados
nossos, expressos na linguagem das categorias, poderiam ter suficiente inte-
resse do ponto de vista da teoria de categorias e grupdides. Este é o caso do
teorema, 4.7 a ser visto no capitulo 4.

A este capitulo reservamos as definigdes gerais da teoria de cate-
gorias e as generalizagdes de conceitos jé bastante conhecidos na teoria de
mondides. Daremos as defini¢des estritamente necessirias e nosso ponto de
vista d destaque as arestas (ou flechas, ou ainda morfismos segundo termi-
nologia freqiientemente usada na area) em relagao aos vértices (ou objetos).
O leitor podera encontrar mais informagdes sobre categorias no classico livro
de MacLane [24] e importantes resultados conectando a teoria de categorias
com a teoria de monédides no trabalho de Tilson [32]. Ao capitulo 4 reserva-
mos uma aplicacio destes conceitos a uma particular categoria: o grupdide

23
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de Burnside livre.

3.1 Categorias e morfismos de categorias

Uma categoria é um grafo C munido de uma operagao parcial sobre as arestas.
O grafo e a operagdo parcial devem satisfazer algumas restrigées. Dados dois
vértices v, v’ definimos o subconjunto C,,» = {z € C | a(z) = v e w(z) = '}
e denotamos C,, simplesmente por C,. As restricdes sio as seguintes:

e a operagao parcial -, denotada multiplicativamente, é definida apenas
sobre elementos consecutivos e é tal que a(z-y) = a(z) e w(z-y) =

w(y);

e para cada vértice v existe 1, € C,, uma identidade local a v. Tais
identidades locais satisfazem la(z) - = = = 2 - 1,,(;) para todo z € C;

e a operacao parcial - é associativa, ou seja, dados z, v, z € C consecutivos
nesta ordem temos que (z-y)-z ==z -(y- 2).

Normalmente nos referiremos a categoria apenas pelo conjunto C deixando
implicitas as funcGes inicio, término (e o conjunto de vértices) e a operagdo
parcial. O conjunto de vértices, é também chamado de conjunto de objetos
de C e é denotado por Obj(C). Dado um elemento p com mesmo inicio e
término e dado k um inteiro ndo negativo, podemos definir a poténcia de
p a k da maneira natural; ou seja, p° = 144 e p* = p*~1-p para k > 0.
A principio reservaremos a notagdo zy para a concatenagdo dos passeios
z e y mas quando for claro que estamos trabalhando numa categoria C e
nao estamos nos referindo a passeios no grafo mas a elementos da categoria
permitiremos abreviar a notagao z -y para zy ou zy.

Dados dois grafos G e G’ com conjunto de vértices V e V', dizemos
que uma funcao ¢ : G — G/, é um morfismo de grafos se ¢ preserva a
consecutividade das arestas; mais precisamente, se existe uma aplicagdo § :
V' — V"’ tal que para toda aresta z de G tenhamos que a(¢(z)) = §(a(z))
e w(¥(z)) = §(w(z)). Esta aplicagdo 4, existindo, é unicamente determinada
em a(G) Uw(G) = V e é chamada de projecdo de vértices induzida por
¢. Dadas duas categorias C e C', dizemos que uma fungao ¢ : C — (', é
um morfismo de categorias se for um morfismo de grafos e se comutar com
as operagoes parciais das categorias, ou seja, se z,y € C sdao dois elementos
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consecutivos, entao
P(zy) = ¢(z)P(y)-

3.2 Categorias livres e fatoracoes

Um grafo G C C ¢ dito gerador da categoria C se todos os elementos da
categoria, exceto as identidades locais, forem produto de uma seqiiéncia nao
vazia de elementos de G. Dado um grafo qualquer G, em geral ndo é possivel
definir uma operacao parcial de modo que ele seja uma categoria. Se G nao
possui lagos locais a cada vértice, ndo pode haver identidades locais por
exemplo. Da mesma forma, se G nao for transitivo (se existem arestas de
v, a vy e de vy a v3 entdo existe ao menos uma aresta de v; a v3) nio existe
nenhuma operagao parcial tal que este grafo munido dela seja uma categoria.
Por outro lado, podemos definir o conjunto G* formado por todos os passeios
em G, inclusive os passeios vazios locais aos vértices. O conjunto G* munido
das fungdes de incidéncia dos passeios e da operacdo de concatenagao de
passeios forma uma categoria e é gerada pelo grafo G (onde cada aresta ¢
identificada com o passeio de comprimento 1 formado pela prépria aresta).
A categoria G* é chamada de categoria livre gerada pelo grafo G. Dados um
grafo G, uma categoria C e um morfismo de grafos ¢ : G — C, existe e é
tinica a extensao deste morfismo de grafos a um morfismo de categorias ¢ :
G* — C. Este morfismo de grafos induz uma fungio ¢ : V(G) — Obj(C)
e para p = byby - - - b € G* um passeio em G, temos que:

o(by)-@(b2)- -+ -p(bx), sek>0;
so<p):{1(1> () Ge), s k>
§(a(p)) = Lé(w(p)) se k = 0.

Como de costume, podemos nos referir ao elemento ¢(p) da categoria C como
avaliagdo do passeio p por . No caso de G ser um subgrafo da categoria C
a inclusdo ¢ : G — C é um morfismo de grafos e sua extensdo ¢ : G* — C
é chamada simplesmente de avaliagao do passeio p.

Sejam z, y, z e w elementos da categoria C. Denotamos por zC
o conjunto {zy | y € C}, denotamos por Cz o conjunto {yz | y € C} e
denotamos por CzC o conjunto {yzz | y,z € C}. Dizemos que x é um prefizo
de y se y € zC, dizemos que = é um sufizo de y se y € Cz e dizemos que
z é um fator de y se y € CxC. Denotamos por Pref(z), por Suf(z) e por
Fat(z) respectivamente o conjunto dos prefixos de z, o de sufixos de z e o
de fatores de z. Dizemos que (z,y,2) é uma fatoragio de w se w = TYz
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e por vezes a denotamos simplesmente por w = zyz se forem evidentes os
elementos z, y e 2. Suponha a partir de agora que C = G* para um grafo G.
Assim, permitimo-nos referir a esta fatoracdo como sendo uma ocorréncia de
y como fator de w no caso de z e z poderem ser sub-entendidos. Fixado o
passeio w € C = G*, definimos a ordem parcial < sobre as fatoragoes de w,
chamada de ordem das fatoragdes, como segue:

(z,y,2) < (z',v',7') se e s6 se |z| > |z'| e |z| > |7/|.

Sobre um conjunto de fatoragoes de w incomparaveis por <, podemos definir
a ordem das ocorréncias < definida por

(z,y,2) < (2',9',2') se e s6 se |z| < |2/,

ou equivalentemente, (z,y,2) < (2',v,2') se e s6 se |z| > |Z/|. A ordem
estrita de < € denotada por <. Uma seqtiéncia (z1,¥1, 21), - - - , (Tk, Yx, 2) de
fatoragoes de w que forma uma anticadeia segundo < é dita ordenada por
ocorréncia se |z1| < |z < -+ < |zg]-

3.3 Congruéncias e funcoes preservadas

Uma relagao ~ é uma congruéncia sobre uma categoria C se for uma relagio
de equivaléncia compativel com a multiplicagdo na categoria; ou seja, todos
os elementos de cada classe de equivaléncia sdo coterminais e se z,y € C
sao dois elementos consecutivos, se ' ~ z e se ¥’ ~ y entdo temos que
z'y’ ~ zy. Dada a congruéncia ~, a categoria quociente C/~ é a categoria
formada pelas classes de congruéncia de ~. O conjunto de objetos é o mesmo
da categoria C e as fungbes inicio e término e a operacdo parcial sdo as
induzidas da categoria C. A projecao canénica de C em C/~ é um morfismo
de categorias e a composi¢cao de um morfismo de categorias com seu inverso
é uma congruéncia.

Seja C uma categoria e sejam (z, z') e (¢,t') pares de C x C. Dizemos
que (z,z') é uma substituicao por (t,t') se existem r,s € C e as fatoragoes
z = rts e ' = rt's. Neste caso, z e z' sdo coterminais, bem como t e ¢'.
Ademais, 7 € Ca(z)a(r) € 5 € Cu(t)w(z)- Dado um conjunto 7 C C x C de
pares de elementos coterminais, dizemos que (z,z') é uma substituicao por
T se existe par (¢,t') € 7 tal que (z,z') é uma substituigdo por (¢,¢'). Dadas
duas relagoes de equivaléncia R e S sobre o mesmo conjunto, dizemos que R
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é menor que S ou que R é um refinamento de S quando R C S. Existe uma
menor congruéncia que contém m e é o conjunto dos pares (z,z') tais que
existe uma seqiiéncia de elementos = = zg, 71, ...,z = ' tais que (z;, Tiy1)
é uma substituicio por 7 ou por 7! para todoz =0,1,... ,k—1. Seja X CC
um subconjunto qualquer. Dizemos que uma congruéncia ~ satura X se X
for a unido de classes de congruéncia de ~. Existe uma maior congruéncia
que satura X e é o conjunto dos pares (t,t') tais que rts € X <= rt's € X
para todos 7,s € C. Esta congruéncia é chamada congruéncia sintdtica de
X e é denotada por =x. A categoria quociente C/=x é chamada categoria
sintdtica de X e dizemos que X é reconhecivel se sua categoria sintatica for
finita.

Seja f uma fungao com dominio C. Dizemos que um par ordenado
de C xC preserva o valor de f se é constituido de elementos com mesmo valor
por f e dizemos que uma relagio de equivaléncia em C preserva o valor de f
se f assume um tunico valor em cada classe de equivaléncia. Pode-se provar
imediatamente que a menor congruéncia que contém 7 preserva o valor de f
se e s6 se cada substituigdo por 7 preserva o valor de f.

Vamos definir dois tipos de tais fungdes f que serdo observadas
neste trabalho. Seja G um grafo e seja P C G* um conjunto de passeios.
Chamamos de P-caracteristica a fungdo xp : G* — {0, 1} definida por

(q) = 1, seqe G*PG*;
XPY2) =1 0, caso contrario.

Seja um inteiro m > 1 fixado. Chamamos de P-ocorréncia a funcao #p :
G* — Z,, definida por #p(q) sendo o resto da divisao por m do numero
de fatoragdes maximais ¢ = zyz tais que y € P. Quando P tem um tnico
elemento p, permitimo-nos representar xp e #p simplesmente por x, e por

Fop-

3.4 Grupdides e grupos locais

Seja uma categoria C. Os subconjuntos da forma C,, com v # v’ ndo
sio subcategorias j4 que ndo incluem as identidades locais a v e v'. Jd
um subconjunto da forma C, munido das fungdes de incidéncia e operagao
induzidas da categoria C forma uma subcategoria. Dado um objeto v, todos
os elementos da subcategoria C, sao consecutivos, a multiplicacao é sempre
definida e C, é de fato um mondide onde o elemento neutro é 1,. Por isto a
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subcategoria C, também é chamada de mondide local a v. De fato, o conceito
de categoria generaliza o de mondide. A categoria C é dita um grupdide se
cada elemento for inversivel, ou seja, para todo z € C existe y € Cu(z)a(z)
tal que zy = ly(;) € que yz = 1,(;). Este elemento inverso, existindo, é
Unico pois se y e y' sdo tais inversos, entdo ¥’ = y'laz) = ¥'(zy) = (V'z)y =
lu(z)y = y. Este inverso serd denotado por z=! como de costume.

Dizemos que a categoria C é fortemente coneza se o grafo C é for-
temente conexo. Através da avaliacdo dos passeios do grafo C na categoria C
isto equivale a dizer que a categoria tem ao menos um objeto e que C, ,» 7# 0
para todo par ordenado de objetos (v, v').

A proposigio seguinte dd-nos uma importante propriedade dos mo-
noéides locais de grupdides.

Proposicao 3.1 Todo mondide local de um grupdide é um grupo. Ademais,
se o grupdide for fortemente conezo, todos os grupos locais sao isomorfos.

Prova. Para ver que os mondides locais sdo grupos, basta verificar que o in-
verso no grupéide de um elemento do mondide local também estd no mondide
local e é de fato o seu inverso no mondide local.

Se C é o grupdide, suposto fortemente conexo, se v e v’ sdo dois
objetos quaisquer, entdo existe z € C,,. Basta verificar que a fungéo ¢ :
C, — Cy definida por ¢(z) = z7'zz é um isomorfismo de grupos. De
fato, temos que: @(z)¢(y) = 2z 'zz 27 yz = z 'zl yz = 27 lzyz = @(ay); a
inversa de ¢ é dada por p~!(z) = zzz7Y; e ©(1,) = 271,z = 1,. |



Capitulo 4

Grupodides de Burnside Livres

Seja um inteiro m > 1. Neste capitulo definiremos um grupdide especial: o
grupéide de Burnside livre satisfazendo 2™ = 1 gerado por um grafo forte-
mente conexo. O resultado principal do capitulo, o teorema 4.7, afirma que
os grupos locais deste grupéide sdo todos isomorfos a um mesmo grupo de
Burnside livre satisfazendo ™ = 1. Também é caracterizado um grupo de
geradores para este grupo livre. Apés as definigoes gerais feitas na segdo 4.1,
nas segoes 4.2 e 4.3 apresentamos as definicOes e os resultados necessarios a
demonstragio do teorema 4.7 quando m > 2. Demonstragao que é reservada
a segao 4.4.

4.1 Grupodide de Burnside livre

Seja G um grafo fortemente conexo cujo conjunto de vértices é V. Seja
K = G* a categoria livre gerada pelo grafo G. Definimos o conjunto 7 =
{(z™,1,) | Vv € V, Vz € K,} e a congruéncia = sobre K como sendo a menor

congruéncia que contém 7. Definimos a categoria B como sendo B el K/
e a cada passeio p € K associamos sua proje¢ao candnica p € B que é a classe
de congruéncia de p por . Os objetos da categoria B sao 0s mesmos que 08
da categoria K que por sua vez sao os vértices de G. Ademais, a projegao
candnica de K sobre B preserva o inicio e o fim de cada passeio. Como G
é um grafo fortemente conexo segue de imediato que K e B sao categorias
fortemente conexas. Ademais, podemos verificar que B é um grupéide. De
fato, seja ¢ € B um elemento qualquer e seja p € K um passeio tal que
p = z, podemos tomar ¢ € K, um passeio de w(p) a a(p), e definimos

29
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r = q(pg)™'. Assim temos que pr = pq(pg)™ ' = (pg)™ = lagp) € que
p = q(pg)™ 'p = (gp)™ = lu(). Isto implica que 7 é o inverso de z. O
grupdide B assim definido é o grupdide de Burnside livre satisfazendo z™ = 1
gerado por G.

Veremos agora algumas fungoes preservadas pela congruéncia =.
Referimos o leitor a segdao 3.3 do capitulo 3 para a definicio da funcao b-
ocorréncia.

Proposicao 4.1 Para toda aresta b € G, a fungdo #, : K — Z,, € um
morfismo e € preservada pela congruéncia =.

Prova. Seja b € G uma aresta qualquer. Temos que #, : K — Z,, é um
morfismo pois da definicdo segue de imediato que #,(zy) = #s(z) + #b(y)
(mod m). Para provar que = preserva #;, é suficiente mostrar que qualquer
substituicao (rz™s, rs) por m preserva a funcdo #,. Ora, Vv € V(G), Vz € K,
temos que #,(z™) = mx#(z) = 0 = #4(1,) (mod m). Por fim, #4(rz™s) =
F#u(1) +#o(z™) + #o(s) = #5(r) +0+#s(s) = #b(rs) (mod m) e concluimos
que = preserva #; como previsto. [ |

Como B é um grupdide fortemente conexo, pela proposi¢ao 3.1 te-
mos que os monodides locais B, sao grupos isomorfos. Como ja adiantamos,
veremos no teorema 4.7 que estes grupos sao isomorfos a um mesmo grupo
de Burnside livre satisfazendo z™ = 1. Caso m = 1, nao ha muita substancia
nesta afirmativa j& que estes grupos sao triviais devido a congruéncia = iden-
tificar todo elemento de K, a 1,, para todo vértice v. Da mesma forma o
grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 é trivial. Nas secoes 4.2 e 4.3
estaremos supondo m > 2.

4.2 Normalizacao

Supomos que m > 2 nesta se¢io.

Pela proposicdo 3.1 temos que os mondides locais B, sao grupos
isomorfos. Assim, fixaremos um particular vértice v € V e analisaremos o
grupo local B,. Como o grafo G é fortemente conexo, usando a proposi¢ao 2.3
podemos escolher uma 4rvore conectora T C G com inicio u. Para todo
vértice v, definimos p, como sendo o tnico passeio em T de u a v e definimos
o normalizante de v

def A~
Yo =— Dy € Bu,v-
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Definimos ainda a normalizagao A : G — B,, como sendo

£ ~ _
Ab) = Yagp) bV

Esta aplicacdo A é um morfismo de grafos e é unicamente estendida ao morfis-
mo de categorias A : K — B,. Mais especificamente, dado p = byby -+ - b €
K um passeio em G, sua normalizagao é:

Alp) = { %‘\(bl)/\(bﬂ o \bg), se k>0

se p é um passeio vazio.

u

Na proposi¢ao 4.2 caracterizamos a fungdo A quando aplicada a G.
Vemos que \(T) = {1 } e que somente as arestas de T sao mapeadas em 1,.
Também vemos que ) estabelece uma inje¢do em G \ T.

Proposigdo 4.2 Sejam b € G e b € G\ T duas arestas. Sendo m > 2,
entao temos que:

e \b)=1, se esdsebeT;
o \(b) = \(V') seesdseb=10"

Prova. Dada uma aresta b’ € G qualquer a fungdo #y : K — Z,, é um
morfismo e é preservada pela congruéncia = devido a proposigao 4.1. Como
os elementos 0 e 1 de Z,, sdo distintos se e s6 se m > 2, podemos pois supor
que 0 # 1, pois m > 2 por hip6tese.

Vamos provar que \(b) = i,seesésebeT. E suficiente provar
que Pu(s) = pa(b)b se e s6 se b € T. De fato, temos que 1, = \b) <=
1/\— %(b)b%(b = ) = ’Ya(b)b > Do) = Pa) 0 = Du(r) =
Pap) <= Dup) = Pa@)b. Suponhamos que b € T. Como pu(s) € Pa(s)b
sido dois passeios em T de u a w(b) e como T é uma 4rvore com inicio u
implicando que sdo tnicos os passeios de u a qualquer vértice, temos que
Du(b) = Pa(b)b € Ndo mais hd o que provar. Suponhamos agora que b ¢ T.
Como as arestas de pa(p) € de pu(y) sdo todas de T, temos que #b(Pup)) =
0# 1=0+1=#(pag)) + #b(b) = #s(Pa(s)b) € portanto que pu(s) Z Pa(e)d
j4 que a congruéncia 2 preserva a fungao #.

Podemos definir ¢y : B — Z,, por py(z) = #4(p) onde © € B e
p € K é tal que z = p. Como a congruéncia = preserva #p, esta fungao
é bem definida e o valor de y,(z) ndo depende da particular escolha de p.
Como #3 : K — Z,, é um morfismo, logo segue que p;, também o é.
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Sejam b, b’ € G\T duas arestas. Vamos provar que \(b) = (V') <
b = b'. Vamos primeiro provar que ¢y(v,) = wy(71 ') = 0 para todo
vértice v € V. De fato vy (1) = ¢w(py) = #v(p,) = 0 pois p, sé tem
arestas de T. Para concluir esta primeira parte, gy (7,™) = 0+ @y (1, 7") =
v (1) + ep (1) = ‘be(%%‘i) = py(ly) = #v(l.) :AO. Assim sendo,
observe que ¢y (A(b)) = oy (Yav)0Yu) ™') = @y (Ya)) +9u (0) + oy (Yup) ) =
0+ @y(b) +0 = #y(b). Assim, se b’ # b, temos que py (A\(b')) = #»(b') =
1 # 0 = #y(b) = py(A(b)) implicando pois que \(b) # A(b'). {

4.3 Geradores dos grupos locais

Como na segao 4.2, supomos que m > 2 ao longo desta se¢ao.
Como a proposicdo 4.2 afirma que a fungio A aplica T em {1,} e
que somente as arestas de T sdao mapeadas em lAu, ¢ natural definirmos o
grafo H por
H=)G\T),

isto é, H é o subgrafo de B, induzido pelas arestas \(b) para b € G \ T
e possul o unico vértice u. Também na mesma proposi¢do vemos que A
estabelece uma injegao nas arestas de G \ T. Assim, a cardinalidade de H ¢é

|H| = nimero ciclomético de G.

Assim temos o diagrama abaixo:

Gy T-—2 H

A ~

T—2——~1,

Seja H* a categoria livre gerada por H. Como todas as arestas de H sio con-
secutivas, H* é de fato o mondide livre gerado por H. Definimos a aplicagao
0: G — H* por

La, sebe T,
6(6) = { A(b), sebe G\T.

Esta aplicagdo é um morfismo de grafos ja que H* tem um tnico vértice e 6
¢ unicamente estendida para o morfismo de categorias 6 : K — H*.
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Definiremos dois morfismos com dominio H*. A inclusdo ¢ : H —
B, é um morfismo de grafos e podemos de forma tinica estendé-la ao morfismo
¢ : H* — By, que aplica um passeio de H* no produto em B, da seqiiéncia
das arestas do passeio. Para cada vértice v € V(G), podemos escolher um
passeio g, € K, tal que & = 7~ = (py)~!. Assim, podemos definir a
fungao B : H — K, que aplica cada h € H em

def
B(h) = Pa@)bawe)

onde b= A"!(h) € G\ T. Esta fun¢do é um morfismo de grafos e podemos
de forma tnica estendé-la ao morfismo (8 : H* —» K,. Mais especificamente,
dado hjhy--- hy € H* um passeio em H, definimos

B(hihs - h) :{ ffhl)ﬂ(hz)...ﬁ(hk) . ’228

O dominio dos morfismos A e 8 é IC, como também ocorre com o
morfismo ~. Contudo, somente a restricao de ~ a K, tem imagem em B,.
Por este motivo, estamos mais interessados nas restrigdes dos morfismos A,
0 e " a K,. Considerando estas restrigoes, estes morfismos podem ser todos
representados no diagrama visto na figura 4.1, Em geral, este diagrama nao

B

/9\
K, H
k p
\ '

Figura 4.1: Diagrama dos morfismos ™, A, 6, ¢ e 8

comuta. Até porque os morfismos 8 e # nao sao inversos um do outro. Toda-
via, alguns subdiagramas seus comutam, como veremos nas proposicoes 4.3
e 4.5.

Na proposi¢ao 4.3 veremos que sio equivalentes a proje¢ao canénica
de IC em B e a normalizagdo de passeios quando nos restringimos a passeios
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de K,. Também verificamos que a normalizacao A pode ser fatorada pelos
morfismos 6 e ¢. De outra forma, os diagramas vistos na figura 4.2 comutam.
Como conseqiiéncia a ser vista no corolario 4.4 temos que o grafo H é um grafo

0

K H*

B,

Figura 4.2: Diagramas dos morfismos f, ¢ e A bem como ™ e A

gerador de B, e a normalizagao revela-se assim uma importante ferramenta
no estudo de B,.

Proposicao 4.3 Seja p € K. Entdo \(p) = ¢(0(p)) = Yap) DY)~ Em
particular temos que p = \(p) = ¢(0(p)) quando p € K,.

Prova. Observe que se p € K, entdo temos que a(p) = w(p) = u sendo que
Pu = 1,. Por definigdo temos entao que Ya(p) = Yu(p) = Pu = 1o

Suponha primeiro o caso em que p = 1, para algum vértice v. Da
definicdo temos A(p) = 1, = Ylvy ™! = Ya(p)PYu(p) ' Da mesma forma
temos que ¢(4(p)) = 1. = A(p).

Suponha agora o caso em que p = bjby-- by € Kcomk > 0eb; € G
parai € {1,2, ...,k}. Paracadai€ {1,2,... ,k—1}, temos a(b;;1) = w(b;)
e portanto bi'yw(b'.)‘lfya(b‘.il) = E’Yw(bs)_tYw(bi)ibilj(\ln) = l;: As/s\im, Ap) =
A(b1) 'A"/\(bf) = Ya(sr) 01Yu(s:) albe) b2+ Ok—1Ver(br_1) T Vabr) Ok Vorny) T =
Yabr) b1 Ok Yoip) T = Ya(en) Do) T € Segue que A(p) = Ya(p) PVulp) -
Seja 41,1%2,...,% a subseqilencia de 1,2,...,k formada pelos indices ¢ tais
que b; ¢ T. Como A\(b;) = 1, sempre que b; € T devido a proposicao 4.2,
temos pois que \(p) = A(bi)A(b2) - -~ A(bk) = A(bi,)A(bi,) - - - A(b;). Por fim,
$(0(p)) = (A (bi,), A(Biy), - - - 5 A(Bi))) = Abi, )A(bis) - -~ A(by,) = A(p)- i

Corolédrio 4.4 O grafo H é um grafo gerador de B,.
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Prova. Como p = ¢(#(p)) quando p € K, temos que B, = K, = #(8(Ky)) C
#(H*) C B, pois os contradominios de 6 e de ¢ sao respectivamente H* e B,.
Como o primeiro e o ultimo termo da cadeia de inclusoes é 0 mesmo termo
B,, todas as inclusoes sdo identidades e B, = ¢(H*). [ |

Na proposi¢do 4.5 vemos que o morfismo ¢ : H* — B, pode
ser fatorado pelos morfismos 8 e ~. Isto equivale a dizer que o diagrama
apresentado na figura 4.3 comuta. A proposi¢ao 4.6 completa o estudo do

B
7N
Ky H*

¢
2 i

Figura 4.3: Diagrama dos morfismos ™, ¢ e 8

morfismo ¢ através de uma caracterizagio da congruéncia ¢! o ¢.

—

Proposicdo 4.5 Seja z € H*. Entao temos que ¢(z) = B(x).

Prova. Seja h € H e seja b = A7!(h) € G\T . Das definigdes de B e
dos passelos da forma gy, temos que ﬁ(h) = Pa(b) bqw(b = Pal(b) bqw ® =
0 b%, ®» ' = Ab) = h. Assim "o : H* — B, é um morfismo que
estende a inclusdo ¢ : H — B,. Por defini¢do, segue que “o 3 = ¢. |

Proposicao 4.6 A congruéncia ¢! o ¢ é a menor congruéncia em H* con-
tendo o conjunto {(z™,1,) | z € H*}.

Prova. Seja ~ a menor congruéncia em H* contendo o conjunto {(z™,1,) |
¢ € H*}. Sejam z e z' dois passeios quaisquer de H* e sejam p,p' dois
passeios quaisquer de K.

Vamos provar que se z &~ ' entdo B(z) = B(z'). Equivale a mostrar
que a congruéncia = preserva o valor de "o . E suficiente provar no caso
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em que (z,z') é uma substitui¢io por (¢™,1,). Supondo a existéncia de
r,s,t € H* tais z = rt™s e 2’ = rs, como ( é um morfismo de categorias,
temos que f(z) = B(rt™s) = B(r) B(t)™ B(s) = B(r) B(s) = B(rs) = B(z").

Vamos provar que se p = p' entdo §(p) ~ #(p'). Provaremos que a
congruéncia 2 preserva a classe de congruéncia de §(p) por ~. E suficiente
provar que A(p) ~ f(p') quando existem 7, s,t € K passeios tais que p = rt™s
e p' = rs. Como # é um morfismo de categorias, temos que g(p) = §(rt™s) =
8(r) 6(t)™ 6(s) ~ 6(r) 6(s) = 6(rs) = 6(p").

Vamos provar que z = 6 o (z). Faremos uma induc¢ao no compri-
mento de z. Caso z = 1,, ndo hé o que provar ja que § o §(z) = 1,. Suponha-
mos pois que |z| > 0. Seja h € H a tltima aresta de z, seja y = zh™! e supo-
nha por indugdo que y ~ 6 o B(y). Seja b= A"}(h) € G\ T. Seja v € V(G)
um vértice qualquer. Ora, p,Gy = pyGs = Do (Py) "} = 14 €, portanto, pyg, = 1,
implicando pois que #(p,g,) = 6(1,) conforme visto antes. Dado que todas as
arestas de p, sao de T temos portanto que g(p,) = 1, e também que 6(g,) =
lue(qv) = e(pu)e(‘h) = e(pqu) ~ 0(]-“) = 1,. Como :B(h) = DPa(b) wa(b),
temos que 6 o B(h) = 0(Pa@) b qu(v) = 0(Pagr)) 6(0) 6(qur)) =~ 1u6(b) 1u = h.
Usando o fato de que 6 o # é um morfismo e que ~ é uma congruéncia temos
finalmente que § o 5(z) = 0o B(yh) = (60 B(y)) (0o B(h)) = yh ==

Vamos provar que ¢(z) = ¢(z') <= = ~ z’. Suponhamos primeira-

— —

mente que  ~ z'. Assim temos que (z) = 3(z') e que 8(z) = B(z'). Donde

—_——

¢(z) = B(z) = B(z') = ¢(z') devido & proposigao 4.5. Suponhamos agora que
¢(z) = ¢(z'). A partir da mesma proposicio, B(z) = ¢(z) = @(z') = B(z").
Assim, B(z) = fB(z') e portanto §(3(z)) ~ §(8(z')). Finalmente temos que
Txfof(z)xbof(z) =~z l

4.4 Grupos locais livres

Por fim, podemos provar o principal resultado do capitulo:

Teorema 4.7 Sejam > 1 e seja G um grafo fortemente conezo. Seja B
o grupdide de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por G. Entdo, os
grupos locais B, parav € V(G) sao isomorfos a um mesmo grupo de Burnside
livre satisfazendo z™ = 1. Ademais, se m > 2, este grupo de Burnside é livre

sobre o congunto de geradores H, cuja cardinalidade é o nimero ciclomdtico
do grafo G.
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Prova. Suponhamos primeiro que m = 1. Seja v € V(G) e seja z € K,.
Desde que (z,1,) € m, temos que z = 1, implicando pois que T = 1,. Isto
prova que o grupo local B, é trivial. De maneira andloga, temos que o grupo
de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 também é trivial.

Suponha agora que m > 2. Considere as defini¢oes vistas nas
secoes 4.2 e 4.3. Seja ~ a congruéncia ¢ 'o¢. Pela proposigao 4.6, temos que
~ é a menor congruéncia em H* contendo o conjunto {(z™,1,) | z € H*}.
Como ja vimos, H tem u como tunico vértice, todas as arestas sao conse-
cutivas e portanto a categoria livre H* é o mondide livre gerado por H.
Assim o mondide H*/~ é o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ =1
gerado por H. Da proposigao 4.2 temos que a normalizagao estabelece uma
bijecao de G \ T em H, e que portanto a cardinalidade de H é o nimero
ciclomético de G. Seja 6 : H* — H*/~ a projecdo candnica. Assim temos
que g lop =~ =6"'od e é imediato verificar que 6 o ¢! estabelece um
isomorfismo entre BB, e H*/~. Da proposicdo 3.1 temos que os grupos locais
B,, para v € V(G), sdo isomorfos a B, e, portanto, ao grupo de Burnside
livre H* /~. [

Nalguns exemplos futuros lidaremos com o caso em que m = 2.
Veremos agora que um grupéide/grupo de Burnside livre satisfazendo z* = 1
é comutativo.

Proposicao 4.8 Seja C uma categoria e u € Obj(C) um objeto seu. Se
z? =1, para todo x € C, entdo xy = yz para todo z,y € C,.

Prova. De fato, se = e y sao dois elementos quaisquer de C, entao yz € C, e
zy = (yz)’zy = yryToy = yryy = Y2 L
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Capitulo 5

Entradas e transicoes

Ao longo deste capitulo, suporemos M um mondide estdvel. Isto se dard
porque os resultados aqui presentes sdo gerais o suficiente para qualquer
mondide estavel, apesar do nosso interesse ser o estudo de um particular
mondide estivel: o monéide de Burnside livre. Esta generalidade vale em
particular para o resultado que consideramos maximal neste capitulo: o le-
ma 5.14.

Na sec¢do 5.1 daremos as defini¢des preliminares do capitulo e de-
finiremos as relagdes Green-induzidas, que dao ao mondide livre A* uma
estrutura induzida pelas relagbes de Green no mondide M e por um mor-
fismo de A* sobre M. Nas segoes 5.2 e 5.3 veremos as defini¢des de alguns
conceitos basicos — as D-entradas e as transigoes respectivamente — bem
como alguns resultados envolvendo estes conceitos. Sobre estes conceitos se
fundard a constitui¢io de um grafo fundamental de uma D-classe de um
monéide de Burnside livre, como serd visto na se¢do 6.3 do capitulo 6. Na
secao 5.4 veremos uma aplicagio importante das transigoes de uma palavra:
o lema 5.14 acima mencionado. Este lema serd usado na demonstragao do
teorema 7.5.

5.1 Relagoes Green-induzidas
Adiantamos que neste capitulo suporemos M um mondide estavel (a defi-
nigao segue logo abaixo). Além disso suporemos A um alfabeto e um morfis-

mo
LA — M

39
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onde A* é o mondide livre gerado por A. A imagem de uma palavra w € A*
pelo morfismo ~ serd denotada por w e definimos a congruéncia ~ induzida
por ~ como sendo

w~w =T =uw.

Nesta secao em particular, também veremos algumas defini¢Ges e
propriedades validas para mondides quaisquer.

Neste pardgrafo, relembraremos alguns conceitos elementares da
teoria de semigrupos. Em particular as relagoes de Green e as proprieda-
des relativas aos mondides estaveis, inclusive o conteido da proposigio 5.2,
podem ser encontrados nalgum livro introdutério como o de Lallement [21].
Se M é um mondide qualquer, as relagcées de Green J, R, L, H e D sdo
definidas sobre M como de costume, bem como as quase-ordens <7, <g e
<. Dados z,y € M, definimos:

<7y MzM C MyM
T <pry<—zM CyM

T <py<= Mz C My
zJy<+ MzM = MyM
TRy <= zM =yM
zLy<= Mz= My
tHy<zRy e zLy
tDy+=JzeM|zRzLy

Dizemos que um elemento e € M é idempotente se e = e. Dizemos que

um elemento ¢ € M ¢é regular se existe y € M tal que = = zyz e, caso
contrario, dizemos que z é irregular. A regularidade ou nao de um elemento
€ uma propriedade inerente a uma D-classe e toda D-classe regular tem ao
menos um idempotente. Os subsemigrupos maximais que sao grupos sio as
‘H-classes regulares que possuem um idempotente, que por sinal faz o papel
de elemento neutro do grupo. Dizemos que M é um mondide estdvel se para,
quaisquer z,y,z € M tivermos que:

yz2Jy=yzRy e zyJy<—zyLly.

Um monéide é dito de tor¢do se todos os submondides monogerados forem
finitos. De outra forma, para todo elemento z € M existem inteiros p,q > 0
tais que z? = zP*9. Como veremos na proposi¢ao 5.2, duas classes importan-
tes de mondides estdveis sao os mondides finitos e os de tor¢ao (onde, veremos
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oportunamente, incluem-se os mondides de Burnside livres). Também vere-
mos que J = D quando o mondide é estavel.

O morfismo ™ : A* — M e as relagdes de Green em M induzem
outras relacdes J', R', L', H' e D' em A* da seguinte forma:

cpye=7Tpy, parape {J,R,L,H D}

Estas relagdes serdo chamadas de relagées Green-induzidas pelo morfismo ™
ou simplesmente relagées Green-induzidas se for claro o morfismo . Estas
relacdes sdao equivaléncias, j& que as relages de Green definidas sobre M o
si0. Como D = RV L segue de imediato que D' = R'V L. Como R é uma
congruéncia a esquerda, segue que R' é uma congruéncia a esquerda. Como
L é uma congruéncia a direita, também L' o serd. Emprestaremos as palavras
de A* trés qualificagoes importantes vistas nos elementos de M: diremos que
uma palavra w é ~-idempotente, ~-regular ou ~-irregular conforme w seja
respectivamente idempotente, regular ou irregular.

Veremos um exemplo destas rela¢des no exemplo 5.1. Definiremos
uma particular congruéncia ~ sobre A* e, a partir desta congruéncia, defini-
remos o mondide M = A*/~ e a projecdo candnica” : A* — M. Para a
definicio de ~ usaremos a fungdo #, com dominio A* definida na segéo 3.3
do capitulo 3. Para tanto, estaremos supondo m = 2 no exemplo e portanto
#, aplica uma palavra w na paridade do nimero de ocorréncias de uma letra
a em w. Também definimos o conteido de w por

def :
c(w) == o conjunto das letras de A que ocorrem em w.

A demonstragao das afirmativas presentes no exemplo 5.1 é deixada como
exercicio ao leitor. Este exemplo ilustrard varios outros conceitos a serem
definidos ao longo deste capitulo e outras afirmativas sobre sua estrutura
serao feitas.

Exemplo 5.1 Seja ~ a congruéncia em A* definida por:
T~y see s6 sec(z) =c(y) e #a.(z) = #a(y) para todo a € A.

Seja M o mondide A*/~, seja a proje¢ao candnica  : A* — M e sejam
as relagoes Green-induzidas. Entdo M é isomorfo ao produto cartesiano de
|A| cdpias do mondide < a | a = aaa > e é comutativo. Ademais J' =D' =
R' = L' =H' sendo que u J' v se e s6 se c(u) = c(v), para u e v palavras
quaisquer.
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Na proposigao 5.2 vemos que 7 = D ja que o mondide M é estavel
por hipétese. Isto implica que 7' = D’, como veremos no coroldrio 5.3.

Proposicao 5.2 Valem as seguintes propriedades:
e Todo mondide finito é de torgao.
e Todo mondide de torgao € estdvel.

e Num mondide estdvel, as relagées J e D coincidem.

Prova. Ao contrario do resto do capitulo, nesta demonstracao, as relacoes de
Green sao definidas sobre um mondide nao necessariamente estavel.

Que todo mondide finito é de torgao, é imediato.

Vamos provar que todo mondide de tor¢ao é estdvel. Vamos pri-
meiro provar que zy J y <= zy L y. Como L C 7, basta provar que
zy J y = zy L y. Suponha z,y € M tais que zy J y. Entdo temos
que existem elementos u,v tais que y = uzywv. Isto implica imediatamen-
te que y = (uz)'yv' para todo i > 0. Se o mondide é de tor¢do, existem
p,q > 0 inteiros tais que (uz)? = (uz)P*9. Entdo temos que y = (uz)PyvP =
(uz)? (uz)Pyr? = (uz)ly = (uz)?luzy <, zy <, y implicando pois que
zy L y, conforme queriamos demonstrar. De maneira dual podemos provar
que yz J y<=yz Ruy.

Sejam z,y, z, u, v, w elementos de um monéide estivel tais que v J
Y, que v = zyz e que y = uvw. Vamos mostrar que v = zyz Rzy Ly R
yz L zyz = v. De fato, y = uvw = uzyzw <7 yz <7 y. Assim temos que
yz J y e portanto que yz R y pois o mondide é estavel. Como R é uma
congruéncia a esquerda, temos que zyz J zy. De forma dual provamos que
zy L y e que zyv L yv.

Isto prova que J = D em todo mondide estivel. De fato, pelas
defini¢bes do paragrafo anterior, temos que se y J v entaoy R yz L zyz = v,
e portanto y D v. [ |

Corolério 5.3 Sejam z,y,z € A*. Entdo temos que:
1. J'=D"
2. yzD' y<=yzR'y;

S zyD'y<+zy L'y,
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4. zyzD y<=zyz R zy L' y R yz L' zyz.

Prova. Como M é estavel, a proposi¢ao 5.2 implica que J = D. Assim,
tD y«=IDy<=7J Y+ zJ y,seguindo o item 1. Como M ¢
estavel e J = D, a partir da definigao de estabilidade temos que yz D y <=
72Jj<=yzRyequezyDy<+= 2y Jy <= zy LY. Da definicdo das
relacdes Green-induzidas seguem os itens 2 e 3. Vamos agora provar o item 4.
Como D' = R'V L', segue de imediato que y R’ yz L' zyz = zyz D' y.
Suponha agora que zyz D' y e sejam v = zyz e u,w € A* tais que vvw ~ y.
Assim, ¥ = Tyz e § = uvw. A partir da demonstracdo da proposigao 5.2
temos que ¥ = 7yz R Ty L ¥ R yz L zyz = v. Da definicao da relagoes
Green-induzidas segue direto que zyz R' zy L'y R' yz L' zyz. |

Dado que estaremos supondo M um mondide estdvel, vale observar
que a proposigao 3.7 [21], enunciada na proposigao 5.4 logo abaixo, possibilita
a constituicio de defini¢des equivalentes de um mondide estdvel. O conteido
da proposicio 5.4 vale naturalmente em sua versao dual para as L-classes de
uma, J-classe.

Proposicao 5.4 Seja J uma J-classe de um semigrupo qualquer S. As
sequintes afirmativas sGo equivalentes:

1. y2 J y <= yz Ry para algum y € J e para todo z € S;
2. yz Jy<+= yz Ry para todo y € J e para todo z € S;
3. existe uma R-classe em J que é minimal dentre as R-classes em J;

4. toda R-classe em J é minimal dentre as R-classes em J.

5.2 Entradas

Seja w € A*. Definimos eg(w) a R-entrada de w como sendo o mais curto
prefixo de w que pertence & mesma R'-classe de w e dizemos simplesmente
que w é uma R-entrada se egr(w) = w. Observe que y é a R-entrada de
w se e s6 se y for uma R-entrada e w R' y € Pref(w). Ademais, qualquer
prefixo u de w que tenha comprimento maior ou igual ao de eg(w) estd na
mesma R'-classe de w. De fato, w R' eg(w) € Pref(u) C Pref(w) implica

—_—

que @ <g U < €p(w) R W, que por sua vez implica que © R w. De forma
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dual, definimos €. (w) a L-entrada de w como sendo o mais curto sufixo de w
que pertence a mesma L'-classe de w e dizemos simplesmente que w é uma
L-entrada se e (w) = w. Observe que y é a L-entrada de w se e s6 se y for
uma L-entrada e w L' y € Suf(w). Ademais, qualquer sufixo de w que tenha
comprimento maior ou igual ao de €, (w) estd na mesma L'-classe de w.

Relembramos que na sec¢do 3.2 do capitulo 3 definimos fatoragdes e
algumas ordens sobre as mesmas. Sejam z,y,z,w € A*. Dizemos! que y é
uma D-entrada de w se y for um fator de w e se o tinico fator de y na mesma
D'-classe de w for o préprio y. Dizemos simplesmente que w é uma D-entra-
da se w for uma D-entrada de w. Observe que y é uma D-entrada de w se e
s6 se y for uma D-entrada e w D’ y € Fat(w). Chamamos de ocorréncia de
D-entrada de w a toda fatoragdo (z,y, z) de w tal que y seja uma D-entrada
de w. Neste caso, como nenhum fator préprio de y estd mesma D’-classe de
y e de w, esta fatoragdo (z,y, z) é minimal dentre aquelas em que y D' w.
Existe em geral mais de uma ocorréncia de D-entrada de w e as ocorréncias
de D-entradas de w s@o incompardveis por <. Qualquer fator u de w que
tenha por fator y, uma D-entrada de w, estd na mesma D'-classe de w e de
y. De fato, w J' y € Fat(u) C Fat(w) implicaw <;u <7y J weuJ w.
Assim u D' w pois D' = J' devido ao item 1 do coroldrio 5.3.

Considere o exemplo 5.1. Uma vez caracterizadas as relagoes Green-
induzidas, podemos facilmente caracterizar as R-entradas, L-entradas e D-
entradas para este caso. Dadas palavras quaisquer u e v e letras quaisquer a
e b temos que: ua é uma R-entrada se e s6 se a € c(u); au é uma L-entrada
se e s6 se a ¢ c(u); aub é uma D-entrada se e s6 se a,b & c(u) e a # b;
a é uma D-entrada. Em particular, dada a palavra w = aabcccabeb temos
que eg(w) = aabc, que €L (w) = abeb, que beececa é uma D-entrada de w e que
(a, abe, ccabed) e (aabeee, abe, b) sdo duas diferentes ocorréncias de D-entradas
de w.

Na proposi¢ao 5.5 relacionamos o conceito de D-entrada com os
conceitos de R-entrada e L-entrada.

Proposicao 5.5 Uma palavra w € A" é uma D-entrada se e sé se for si-
multaneamente uma R-entrada e uma L-entrada.

Prova. Suponha que w seja uma D-entrada. Observe que egp(w) D' w pois
er(w) R' w e R' C D'. Como w é o tnico fator de w na D’'-classe de w,

'Devido & minimalidade da fatoragio, seria natural definir o conceito de J-entrada
impondo a restrigdo y J' w. Para manter compatibilidade com a terminologia de trabalhos
anteriores, adotamos as defini¢des atuais, j4 que os conceitos sao equivalentes pois J' = D'.
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er(w) = w e w é uma R-entrada. De forma dual provamos que w é uma
L-entrada.

Suponha agora que w seja uma R-entrada e uma L-entrada. Seja
(z,y, z) uma fatoragdo de w em que y D' w. Usando o item 4 do coroldrio 5.3
temos que w = xyz R' zy L' y R' yz L' zyz = w. Como ep(w) = w e
w = zyz R' zy temos que z = 1. Como e,(w) = w e w = zyz L' yz temos
que z = 1. Isto prova que w é o tnico fator de w na D’'-classe de w e que,
portanto, w é uma D-entrada. |

Na proposigao 5.7, vemos uma caracterizagao das R-entradas: elas
tém por sufixo uma D-entrada e ndo hd outra ocorréncia de D-entrada. Va-
le também a propriedade dual no caso das L-entradas. Antes veremos na
proposi¢ao 5.6 outra propriedade a respeito das R-entradas.

Proposicao 5.6 Um sufizo nio vazio de uma R-entrada é também uma R-
entrada e wm prefizo nio vazio de uma L-entrada é também uma L-entrada.

Prova. Seja u uma R-entrada e sejam a € A e u”,u' € A* tais que u = u"v'a.
Suponha por absurdo que egr(u'a) # u'a. Neste caso temos que |eg(u'a)| <
|u'a| e portanto que |eg(u'a)| < |u'|. Assim temos que u' R' w'a. Como R’
é uma congruéncia a esquerda, temos que u"u' R' u"v'a = u, contradizendo
com o fato de que er(u) = v = v”"v'a. De forma dual, provamos que um
prefixo ndo vazio de uma L-entrada é também uma L-entrada. [ |

Proposicao 5.7 Uma palavra w € A* é uma R-entrada se e s6 se a inica
ocorréncia de D-entrada de w for (weg(w) ™", e (w), 1).

Prova. Seja (z,y,z) a primeira ocorréncia de D-entrada de w. Como w D'
er(w), hd uma D-entrada de w que ocorre no prefixo eg(w). Como o mais
curto prefixo de w onde ocorre uma D-entrada de w é zy, segue que |eg(w)| >
|zy|. Contudo, zy R' w = zyz devido ao item 4 do coroldrio 5.3. Donde
er(w) = zy por definigdo. O que também implica que (z,y,1) é a primeira
ocorréncia de D-entrada de eg(w), j4 que qualquer D-entrada do prefixo
ér(w) D' w é uma D-entrada de w. Como nao pode haver nenhuma ocor-
réncia de D-entrada de ep(w) maior que (z,y,1) pela ordem <, (z,y,1) é
também a tinica ocorréncia de D-entrada de eg(w). Usando a proposicao 5.6,
temos que €z (er(w)) é uma R-entrada. Usando a proposigao 5.5, temos que
er(er(w)) D' er(w) é uma D-entrada de er(w) e portanto y = ep(eg(w)).
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Assim, (er(w)ep(er(w)) ™", eL(er(w)),1) é a tnica ocorréncia de D-entrada
de er(w). O resto segue de que w é uma R-entrada se e s6 se eg(w) =w. B

Coroldrio 5.8 A primeira ocorréncia de D-entrada de uma palavra w € A*
; =1 =1
€ (er(w)er(er(w)) ™, ez(er(w)), er(w) ™ w).

5.3 Transicoes

Chamamos de transicao toda palavra azb com a,b € A tal que az D azb D
zb P z. Se além de tudo, azb for um fator de w e azb D' w, dizemos que azb
é uma transi¢do de w. Uma fatoracgio (z,y, z) de w em que y é uma transigao
de w é chamada de ocorréncia de transi¢ao de w e duas ocorréncias de transi-
coes de w s@o incomparaveis por <. Definimos a seqiéncia de ocorréncias de
D-entradas de w como sendo a seqiiéncia de todas as ocorréncias de D-entra-
das de w ordenada por ocorréncia e definimos a seqiéncia de ocorréncias de
transi¢oes de w como sendo a seqiiéncia de todas as ocorréncias de transigoes

de w ordenada por ocorréncia. Se (z1,y1,21), (22, Y2, 22), - - - , (Tk, Uk, 2), Para
k > 0, é a seqiiéncia de ocorréncias de transi¢oes de w, definimos a seqiéncia
de transigcoes de w como sendo a seqiiéncia ¥y, ys, . . . , Yk.

Considere o exemplo 5.1. Uma vez caracterizada a relacao D', po-
demos facilmente caracterizar as transigbes para este caso. Temos que uma
palavra aub, com a,b € A, é uma transiciose e sése a =be a & c(u). Em
particular, dada a palavra w = aabcccabeb temos que a seqiiéncia de transi-
coes de w € abceca, beeeab, cabe e que a seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas
de w é (a,abc, ccabed), (aa, beeea, beb), (aabece, cab, cb), (aabeee, abe, b). Estas
sequéncias podem ser vistas na figura 5.1, que ilustrard o lema 5.11. Observe
ainda que a transicao bcccab tem por prefixo a D-entrada becca, por sufixo a
D-entrada cab e ndo had nenhuma outra ocorréncia de D-entrada como fator
de beecab.

Na proposigao 5.9, vemos uma caracterizagao das transicoes: elas
tém por prefixo uma D-entrada, por sufixo outra e nao hé outra ocorréncia
de D-entrada. De um ponto de vista intuitivo, uma transi¢ao de uma palavra
constitul uma transicao entre duas D-entradas que ocorrem consecutivamente
nesta palavra.

Proposicao 5.9 Uma dada palavra nao vazia w € A% é uma transicao
se e 80 se a seqiuéncia de ocorréncias de D-entradas de w for a seqiiéncia

(1, er(w), eR(w)_lw), (wep(w) ™, ep(w), 1).
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Prova. Suponha que (r, s,t) seja uma fatoragdo qualquer de w em que s D' w.
Como s D' w e s € Fat(w), qualquer D-entrada de s é uma D-entrada de w
e qualquer D-entrada de w que é fator de s é D-entrada de s. Este fato sera
usado livremente em nossa demonstracao.

Suponha que (r, s, t) seja uma ocorréncia de transigao de w. Vamos
provar que existem z,y € Fat(s) tais que (r,z,z7'st) e (rsy~!,y,t) sejam
duas ocorréncias de D-entradas consecutivas de w. Sejam a,b € Aeu € A*
tais que s = aub e w D' aub D' au D' ub P’ u. Existe uma D-entrada z de
w que ocorre em au mas nio ocorre em u. Donde z € Pref(au) C Pref(s)
e a ocorréncia de D-entrada de w em questdo é (r,z,z"'st). Nao ha outra
D-entrada z de w que ocorra em au ja que teriamos que z,2z € Pref(au)
implicaria que z € Pref(z) ou z € Pref(z) e portanto z = z por definigao.
Da mesma forma, existe uma D-entrada y de w que ocorre em ub mas nao
ocorre em u. Donde y € Suf(ub) C Suf(s), a ocorréncia de D-entrada de w em
questdo é (rsy~!,y,t) e ndo hé outra D-entrada de w que ocorra em ub. Como
(r,z,z7'st) é a Gnica ocorréncia de D-entrada de w tal que (r,z,z71at) £
(r,au,bt) e (rsy~',y,t) é a tnica tal que (rsy™',y,t) < (ra, ub, t), ndo existe
nenhuma outra ocorréncia de D-entrada de w entre estas duas ocorréncias.

Suponha z,y € Fat(s) tais que (r,z,z7'st) e (rsy~',y,t) sejam
duas ocorréncias de D-entradas consecutivas de w. Vamos provar que = =
er(s) e y = eL(s) e (r,s,t) é uma ocorréncia de transi¢do de w. Como
(r,z,z'st) é uma ocorréncia de D-entrada de w = 7st, (1,z,27's) é uma
ocorréncia de D-entrada de s, e é a primeira. Usando o coroldrio 5.8 segue
que (1,z,27's) = (er(s)es(er(s)) ™", er(er(s)), er(s)"'s). Desta forma temos
er(s)er(er(s))™ = 1 e er(s) = er(er(s)) = x. De forma dual, y = eL(s).
Vamos agora provar que (7,s,t) é uma ocorréncia de transigdo de w. Como
(r,z,z7st) e (rsy~!,y,t) sdo incomparaveis por <, segue que s 7 1 pois
caso contrério terfamos que (rsy~!,y,t) < (r,s,t) = (r,z,z7'st). Seja b a
Gltima letra de z71s, e portanto de s. Como s # 1 e portanto z # 1 pois
z D' s, seja a a primeira letra de = e portanto de s. Seja u € A* tal que
s = aub. Como eg(s) = = # s, temos que |er(s)| < |s| = |aub|. Assim
ler(s)| < |aub] — 1 = |au| implica que au R’ s e portanto que au D' s.
De forma dual provamos que ub D' s. Suponha por absurdo que u D' s.
Neste caso (ra,u,bt) é uma fatoragio de w em que v D' s D' w e existe
(z,y,2) < (ra,u,bt) uma ocorréncia de D-entrada de w. Assim |z| > |ra| >
Ir| e (r,z,27tst) < (z,y,2). Por outro lado, |z| > [bt] > [t] e (z,y,2) <
(rsy~!,y,t), contradizendo a consecutividade das ocorréncias de D-entradas
(r,z,z7'st) e (rsy™*,y,t). Assim u P’ s e s é uma transi¢ao e, portanto,
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uma transicao de w.
O resto segue do fato que w é uma transicao se e sé se (1, w, 1) for
uma ocorréncia de transi¢ao de w. [ |

Corolério 5.10 Uma fatoragao (r,s,t) é uma ocorréncia de transicio de
uma palavra w € A" se e so se ezistirem x,y € A" tais que (r,z,z7'st) e
(rsy~1,y,t) sejam duas ocorréncias de D-entradas consecutivas de w. Ade-
mais, neste caso, T = €g(s) ey = eL(s).

Considere o exemplo 5.1. Dada a palavra w = aabcccabeb, ja calcu-
lamos anteriormente a seqiiéncia de transi¢oes de w e a seqiiéncia de ocorrén-
cias de D-entradas de w. Nomeando estes diversos fatores de w conforme o
enunciado do lema 5.11, este exemplo pode ser ilustrado como na figura 5.1.
De fato, o lema 5.11 fornece uma transformagio que aplicada & seqiiéncia de

w|a1a]b|c[c|c[a|b|c|b|

o ~——ro i zZ0
T ~_ N 21
T2 —_— N~ zZ2
I ~—— z3

Figura 5.1: Lema 5.11 aplicado a palavra w = aabcccabeb

ocorréncias de D-entradas de uma palavra w nos fornece sua seqiiéncia de
transigoes, sua R-entrada e sua L-entrada. Por outro lado, uma vez conhe-
cidas a seqiiéncia de transi¢oes de w, sua R-entrada e sua L-entrada, temos
uma transformagao inversa de modo a obter a seqiiéncia de ocorréncias de
D-entradas de w.

Lema 5.11 Sejam uma palavraw € A" e um inteiro k > 0. Se for conhecida

(%0, Y0, 20), - - - , (Tk, Yk, 2k) @ seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w

entdo eg(w) = zoyo, a seqiéncia de transigées de w éa:glwzl“l, . ,:z:;_llwzk—l
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e €1 (w) = yrzr. Se por outro lado forem conhecidas wy = er(w) a R-entrada
de w, sua seqiiéncia de transicées wy, . .. ,wy e sua L-entrada wyy, = ep(w)
entao

er(w;) = er(wiyy) para i € {0, ..., k}.

Ademais, para i € {0,... ,k}, definidas as palavras y; = er(w;) = er(wit1)
ez = (woyy Nwiyr?) - (wiy") e zi = (Y wira) - (Yl wi) (U Wha),
entdo (zo, w1, 21),--- » (Tk-1, Wk, 2x) € a seqiiéncia de ocorréncias de transi-
coes de w e (To,Y0,20), - - - » (T, Yk, 2k) € a seqiiéncia de ocorréncias de D-

entradas de w.

Prova. A ordem implicita entre as ocorréncias de D-entradas de w e entre
as ocorréncias de transigoes de w é a ordem <.

Afirmamos que se a i-ésima ocorréncia de transigao de w for (r, s, t)
entdo a i-ésima ocorréncia de D-entrada de w é (7, €q(s), er(s) 'st) e ai+1-
ésima ocorréncia de D-entrada de w é (rse(s) ™", ex(s),t). De fato isto segue
de uma aplicagao imediata do corolério 5.10.

Suponha conhecida a seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w:
(20, Y0, 20)s - - - » (Tk, Yk, 2k). Usando o coroldrio 5.8 temos que (zo, Yo, 20) =
(er(w)er(er(w)) ™", erer(w)), er(w) 'w) o que implica que er(w) = Toyo-
De forma dual provamos que €;(w) = ygzx. Como a i-ésima ocorréncia de
D-entrada de w é (zi_1,¥i_1,2i-1) € a ¢ + 1-ésima ocorréncia de D-entrada
de w é (zi,vi, %), para ¢ € {0,...,k}, usando a afirmativa anterior temos
que a i-ésima ocorréncia de transicdo de w é (:B,-_l,zi‘_llwzi_ ! z). Assim a
seqiiéncia de transicoes de w é x5 wzy?, ... , T w2

A partir de agora, suporemos conhecidas wy = eg(w) a R-entrada
de w, sua seqiiéncia de transi¢des wy, ... ,wy e sua L-entrada wyiy, = ex(w).
Sejam definidas as palavras y; = ep(w;) e z; = (woyy ) (wiyy?) -+ (wiy; ')
parai € {0,...,k}.

Vamos provar que a i + l-ésima ocorréncia de D-entrada de w
é (zi,vi,t:) onde t; = (z;y;)'w para @ € {0,...,k}. Faremos uma in-
dugdo em 7. Dado que e;(wp) = yo, que woer(wo) ' = woyy® = zo e
que wo_lw = (:cgyo)‘lw = to, a primeira ocorréncia de D-entrada de w ¢é
(woeL(wo)_l,eL(wo),wo_lw) = (o, Yo, to) devido ao coroldrio 5.8, e segue a
base da indugdo. Suponha agora que 1 < ¢ < k e que a i-ésima ocorréncia
de D-entrada de w seja (z;_1,¥i—1,ti—1). Como % < k, existe a i-ésima ocor-
réncia de transi¢ao (r,w;,t) de w. Usando a afirmativa, a i-ésima ocorréncia
de D-entrada de w é (r, eR(wi),eR(wi)’lwit) e a 1 + 1-ésima ocorréncia de
D-entrada de w é (rwiep(w;) ™, ex(w;), t). Assim (7, er(w;), er(w;)  wit) =
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(3:,'_1, yi—l’ti—l) etemosquer=uz;_;e ER(’U),') =yi1eti1 = (eR(w,-)_lwi)t.
Assim 7‘w,-eL(w,-)—1 = z;1(wiy; ') = z; e e(w;) = y; implicam que a i + 1-
ésima ocorréncia de D-entrada de w é (rwiep(w;) ™", ep(w;),t) = (24, ui, t).
Desta forma ¢ = (z;;) 7w = t; e t;_y = (er(w:) " 'w)t = (v wi)t;.

Na demonstragao do pardgrafo anterior, também provamos que a
i-ésima ocorréncia de transigdo de w é (z;_1,w; t;), para i € {1,...,k}.
Também provamos que eg(w;) = yi—1 = er(w;—1) e que t;_; = (y; wi)t;,
parai € {1,...,k}.

Vamos provar que y; = er(w;) = er(wit1), para ¢ € {0,...,k}.
Também provaremos que t; = y, 'wiy1. Falta-nos apenas provar que y; =
er(wr) = €r(wiy1). Como a dltima ocorréncia de D-entrada de w é a

k + 1-ésima ocorréncia (z,y,tx), usando o dual do coroldrio 5.8 temos
que (zg, yx, tx) = (ww;il,eR(wkH),eR(wkH)_lwkH). Portanto temos que
er(Wis1) = Y = €x(wy). Ademais, t; = ep(Wii1) Wiy = Yr Wiy
Concluiremos a demonstragao. Como y; = eg(w;y1), seja pois z; =
(Y 'wis1) - - (Uit we) (Y "wiyr), para i € {0,... ,k}. Temos entdo que z; =
t; para 1 € {0,...,k}. De fato, isto segue por uma simples indugio em
k — i pois zr = (y; 'wkt1) = tr € 2z = (y; 'wip1)zi1 para i € {0,...,k}
e tiig = (y w:)t, parai € {1,...,k}. Como a i+ l-ésima ocorréncia
de D-entrada de w é (z;,y;,t;) e z; = t; para i € {0,...,k}, temos entdo
que (zo, Yo, 20), - - - , (Tk, Yx, 21) é a seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas
de w. Como a i-ésima ocorréncia de transicdo de w é (z;_,,w;,t;), para
i € {1,...,k}, temos que (zo,wy,21),.-.,(Tr_1,ws, 2:) é a seqiiéncia de
ocorréncias de transicoes de w. [ |

Dada uma seqiiéncia aleatéria de transi¢oes w;, ws,. .. , w; acaba-
mos de ver no lema 5.11 que uma condigao necessdria para que exista uma
palavra w tal que esta seqliéncia seja exatamente a seqiiéncia de transicoes
de w é que €, (w;) = ep(wiy1) para ¢ € {1,... ,k — 1}. Na proposicio 5.12
veremos que esta condigao é também suficiente. Também é exibida uma par-
ticular palavra w com esta caracteristica e sdo obtidas algumas propriedades
suas.

Proposicao 5.12 Seja k > 1 um inteiro e seja wy,ws, ... ,wy uma seqién-
cia de transigoes tal que e (w;) = eg(wit1) parai € {1,... ,k —1}. Seja a
palavra w = wy (eg(wy)  ws) - - - (ep(wi) "wy). Entdo:

1. wD w;, parai € {1,... ,k};
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2. wy, Wy, ..., wy € a seqiéncia de transi¢oes de w;
3. eR(w) = eR(wl);
4. GL('LU) = eL(wk).

Prova. Seja D a D'-classe de w;. Dado que ep(w;) R' w; L' er(w;) para
i€{l,...,k} e que er(w;) = ep(wis1) para i € {1,...,k — 1}, temos pois
que er(w;),w;, e (w;) € D para ¢ € {1,...,k}. Devido a proposigao 5.9,
temos que ep(w;) e €r(w;) sdo D-entradas, para i € {1,... ,k}.

Provaremos por indugdo em k. Suponha primeiro que k = 1. Neste
caso temos que w = w; = wy é uma transigao. Os itens 1, 3 e 4 seguem
entdo de forma imediata. Da proposig¢ao 5.9, temos que a seqiiéncia de ocor-
réncias de D-entradas de w é (1, eg(w1), er(wy) " wy), (wiep (wy) ™, e (wy), 1)
implicando pois o item 2 devido ao corolédrio 5.10.

Suponha k > 2. Seja u = wy(er(wa)  ws) - - - (er(wi_1) wi_1) €
suponha que a tese valha para u. Assim, seja s = er(u) = er(wx—y) =
er(wx) € D uma D-entrada. Sejam ainda 7 = ue(u)” = us~'et =
(eR(wk)"lwk) = s~ lwy. Temos que (r,s,t) é uma fatoragdo de w pois w =
wl(ER(‘IU2)_1’LU2) et (eR(wk_l)_lwk_l)(eg(wk)_lwk) = u(eR(wk)—lwk) = rst.
Como rs = u L' €;(u) = s implica que w = rst L' st = wy € D, temos
que w € D. Isto prova o item 1. Como w D' w; € Pref(w), pelo item 2 do
corolério 5.3 temos que w R’ w, e portanto que eg(w) = eg(w,), provando o
item 3. Como 7st = w D' wy = st, w L' wy, pelo item 3 do corolédrio 5.3 e
portanto e;(w) = €1 (wy), provando o item 4. Falta-nos apenas o item 2.

Observe que (7, s,t) é uma ocorréncia de D-entrada de w = rst ja
que w,s € D e s é uma D-entrada. Como u D' ut = w = rw; D' wy,
temos que as D-entradas de w que ocorrem em u sao D-entradas de u e as
que ocorrem em wj sdo D-entradas de u. Por outro lado, as D-entradas
de u e as de wy sdo D-entradas de w. Em particular, a ocorréncia de D-
entrada (7,s,t) de w induz a ocorréncia de D-entrada (r,s,1) de u, que é
a ultima ocorréncia de D-entrada de u, e induz a ocorréncia de D-entrada
(1,s,t) de wg, que € a primeira ocorréncia de D-entrada de w;. Usando o le-
ma 5.11, seja (Zo, Yo, 20), - - - , (Tk—2, Yk—2, Zk—2), (Tk=1, Ys—1, 2k-1) = (7,5,1)
a seqiliéncia de ocorréncias de D-entradas de r7s = u. Usando a propo-
sigéo 59, (l,S,t) = (l,eR(wk),eR(wk)_lwk), (wkeL(wk)"l,eL(wk), 1) é a se-
qiéncia de ocorréncias de D-entradas de st = wy. Desta forma, deduzi-
mos que (o, Yo, Zot), - - - , (Tk—2, Yk—2, Z—2t), (7, 8, 1), (rwrer (wi) ™", e (wy), 1)
é a sequiéncia de ocorréncias de D-entradas de rst = w. Note também
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que (r,s,t) = (Tk-1, Yx-1, 2k1t) = (r, eR(wk),eR(wk)_lwk). Para todo 7 €
{1,...,k — 1}, temos z;  w(zt)™? = z7}(rst)(zit) ! = 2} (rs)z; = w;
devido ao lema 5.11 aplicado em u = rs e & hipétese de indugao sobre u. Por
outro lado, 77 !w1~! = st = w;. Devido ao mesmo lema, temos entio que a
sequéncia de transigoes de w é wy, ..., wi_1, W, O que prova o item 2. [ |

5.4 Sistemas de adequacoes

Seja e € A* uma palavra ~-idempotente. Seja D o conjunto das D-entradas
da D’'-classe de e. Dizemos que um sistema de adequagies bdsico associado a
e é o par de fungdes (u,n) onde u : D — A*, chamada adequagdo esquerda,
en:D — A*, chamada adequacgdo direita, sao fungodes tais que

e~ /‘I’ddn(b

para todo d € D, onde p4 e 7y denotam as aplicagoes de d por u e 7 respec-
tivamente. Existe ao menos um sistema de adequagdes bdsico associado a e.
De fato, para todo d € D temos que d D' e. Portanto existem z4,yq € A*
tais que e ~ r4dyy e podemos definir 7y = y4 e pg = 4. Ademais, existe ao
menos um sistema de adequagoes basico associado a e tal que

d~d = pg~ pg € Mg ~ Mg

Um tal sistema de adequagbes basico é chamado coerente. De fato, dado um
sistema de adequagées bésico (i,7) ndo coerente, pode-se obter um sistema
de adequagbes basico coerente (u',7'), por exemplo, definindo p'y = pa e
7'y = na onde d’' é a menor palavra (segundo a ordem militar) na classe de
congruencia de d.

Dado (x,n) um sistema de adequagdes bésico associado a e, defini-
remos trés novas funcoes que acrescentadas as fungdes ja existentes formam
(e, m, ¥, ¥R, L), um sistema de adequacées completo associado a e, ou sim-
plesmente um sistema de adequagées associado a e. Seja T o conjunto das
transigoes da D'-classe de e. Definimos 1) : T — A* como segue. Para toda
transicdo ¢t € 7T, usando a proposigio 5.9, temos que (1,eg(t),er(t)'t) e
(ter(t)™, es(t), 1) sdo as duas tinicas ocorréncias de D-entradas de t. Assim
€r(t),eL(t) € D e podemos definir a adequagio da transicdo t por

V(t) = Hen(t) t ey (1)-
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Seja R o conjunto das R-entradas da D'-classe de e. Definimos % : R —» A*
como segue. Para toda R-entrada 7 € R, temos que (re;(r) ', es(r),1) é a
tinica ocorréncia de D-entrada de r devido & proposi¢do 5.7. Assim €5 (r) € D
e podemos definir a adequag¢do da R-entrada r por

"/’R(T) =T Nep(r)-

De forma dual, seja L o conjunto das L-entradas da D’'-classe de e. Definimos
L . L — A* como segue. Paratoda L-entradal € L, definimos a adequagédo
da L-entrada | por

"/)L(l) = Her(t) L.

Um sistema de adequagdes (u,n, %, %%, %) associado a e é dito coerente se
o sistema de adequagdes bdsico (u,n) for coerente.

A proposi¢ao seguinte revela algumas propriedades fundamentais
das adequagoes, em relagao as relagoes R', L', D' e H'.

Proposigao 5.13 Seja (i, n, v, v, ¥L) um sistema de adequagies associado
a um ~-idempotente e € A*. Sejam d uma D-entrada, t uma transi¢éo, T
uma R-entrada, | uma L-entrada, todas na D'-classe de e.

Entao as sequintes afirmagdes sao verdadeiras:

1. P(t) H'e;
r R YR(r) L'e;
1L YE(D) R e;

d~ dndﬂ'd d;

eR pgd L' dR dng L' e.

Prova. Vamos primeiro provar o item 5. Temos que pqdng ~ e D' d. Usando
o item 4 do coroldrio 5.3 temos que pgdng R' pad L' d R' dng L' padng. O
restante segue do fato que pqdng ~ e.

Vamos provar o item 4. Usando o item 5, temos que pqd L' d R
dng. Sejam nj, py € A* tais que dngny ~ d e pypad ~ d. Assim temos
que d ~ dnany ~ pgpadnamy ~ pgeny ~ pgeeny ~ Hgpadnapta dnang ~
Lgttad Napad ~ dngpad.

Vamos provar o item 3. Por definigdo, temos que %*(I) = pre )l =
Len(y€r(l) (er(!)™'1). Usando o item 5, temos que pcymer(l) £' €r(l). Donde



54 CAPITULO 5. ENTRADAS E TRANSICOES

temos que YL(l) = peer(l) (er(1)™11) L' er(l)(er(l)™M) = 1 ja que L' é
uma congruéncia a direita. Acabamos de provar que %%(l) L' | e falta-nos
agora provar que e R' 9%(l). Também do item 5 temos que e R’ pc,mer(l).
Como €eg(l) R' I devido a definicao de R-entrada, segue finalmente que e R’
Len@) €ER(L) R penyl = 9% (1) pois R’ é uma congruéncia a esquerda.

Provamos o item 2 de forma dual ao item 3.

Vamos provar o item 1. Por definicao, ¥(t) = peg(¢) t 7e,y)- Primeiro
provaremos que ¥(t) D' e. Usando o item 5, temos que ez (t)me, ;) R’ €L(t).
Donde temos que 7, ;) R' t pois R' é uma congruéncia a esquerda implica
que e,y = (teL(t)_l)eL(t)neL(t) R’ (ter(t) ")er(t) = t. De maneira dual,
segue imediatamente que p, )t L't e, como £’ é uma congruéncia 3 direita,
Per(t)t Mer(t) £ tNepty R' t. Logo, € D' t D' pepyt Meyry = ¥(t), conforme
querfamos provar. Como definimos 9(t) por ficy(s)t7e, (), temos que eg(t)
e €r(t) sdo duas D-entradas e estdo na mesma D’'-classe de e. Usando o
item 5 sobre €g(t), temos que peyer(t) R' e. Como g, per(t) é prefixo de
Y(t) D' e, temos que 9(t) R’ e devido ao item 2 do corolario 5.3. Usando o
item 5 sobre € (t), temos que €L (t)7e, ) £ e. Como er(t)me, () é sufixo de
P(t) D' e, temos que ¥(t) L' e devido ao item 3 do corolério 5.3. Isto prova
que P(t) H' e. 0

Considere o exemplo 5.1. Seja a palavra w = aabcccabeh e seja
e = aabbcc uma palavra ~-idempotente na mesma D’-classe de w. Seja D o
conjunto das D-entradas na mesma D’-classe de e. Uma vez caracterizadas as
D-entradas e a relagdo D', é imediato verificar que D = {a;a%a; | k € N\ {0}
e (a1, as,a3) é uma permutagio qualquer de (a,b,c)}. Também podemos de-
finir o sistema de adequagdes basico (i, 7) coerente associado a e onde p :
D — A* en: D — A* sao definidas por g = 1 e 73 = a#a(@p#s(d) p#c(d)
Em particular, para as D-entradas que ocorrem em w, temos que 7gpe =
Mbecca = Teab = abC € Habe = Kbecca = Peab = 1. Assim, temos que ¢R(ER(w)) =
Y (aabc) = aabcabe e que Y- (er(w)) = ¥*(abch) = abeb. Ademais, visto que
a sequéncia de transi¢oes de w é abccea, beceab, cabe, temos que ¥(abecca) =
abcccaabe, que P(beccab) = beceababe e que (cabe) = cabeabe. Por fim, seja
definida a palavra w' = ¥®(eg(w))y(abecca)p(beccab)ih(cabe)® (ep(w)) =
aabcabc abcecaabe beecababe cabeabe abeb. Note que c(w) = {a,b, ¢} = c(w'),
que #4(w) = 3mod2 = 11mod 2 = #,(w'), que #y(w) = 3mod 2 =
11 mod 2 = #4(w') e que #.(w) = 4 mod 2 = 14 mod 2 = #.(w'). Por de-
finicdo portanto, temos que w ~ w'. O lema 5.14 afirma esta propriedade
para o caso geral e revela uma interessante aplicacio dos sistemas de ade-
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quagdes a seqiiéncia de transi¢oes de uma palavra. O dito lema serd usado
na demonstragao do teorema 7.5.

Lema 5.14 Seja (1,7, v, %%, ¥L) um sistema de adequages associado a um
~-idempotente e € A*. Seja w D' e e seja wy, Wa, ... , Wy Sua seqiéncia de
transigoes. Entao

w ~ ¢R(€R(w))¢(w1)¢(w2) T z/»(wk)wL(EL(w))-

Prova. Sejam wy = ep(w) e wgt1 = €r(w). A partir do lema 5.11 temos
entdo que er(w;) = ep(wiy) para i € {0,...,k}. Parai € {0,...,k},
sejam as palavras y; = e (w;) = er(wit1) e z; = (woyg ' )(wry; ') - - (wiy; )
ez = (Y7 ' wir1) - - (upt,wi) (Y "wk41)- A partir do mesmo lema, a seqiiéncia

de ocorréncias de transicoes de w é (zo, w1, 21), - - - , (Tk—1, Wk, 2x) € a seqlién-
cia de ocorréncias de D-entradas de w é (o, Yo, 20), - - - » (Tk, Yk, 2k)-

Seja zry1 = 1. Assim Zpwii12k41 = TpYr2k = W. Vamos provar
que ¥;z = w;y12i41 para para ¢ = 0,...,k. De fato, como z;y;z; = w =
T;W;y12i41, temos entao que w;t12i41 = m,-_lw = Y;z;.

Vamos provar que y; ~ Y;fy, ly; Yi, Para ¢ =0,... ,k. De fato, como

(i, ¥i, z;) é uma ocorréncia de D-entrada de w, temos que y; é uma D-entra-
da na mesma D'-classe de w. Como y; D' w D' e, temos que y; ~ YNy, lby; Vi
devido ao item 4 da proposi¢ao 5.13.

Vamos provar que w ~ %7 (er(w))$(w1) - (0} Hen(uyn) Vi1 %41
para j € {0,1,2,...,k}. Para tanto faremos uma indugao finita em j. Va-
mos primeiro provar a base da indugdo. Suponha que j = 0. J& vimos
anteriormente que ypzo = w121 € qUe Yo ~ YollyoyoYo- Desta forma temos
que w = ToYo20 ~ ToYoMyoHyoY020 = ToY0yolyoW121 = WoTler (wo) Hep(wr)W121 =
PR (wo) preg(urywrz1 = P (er(w))(wr) - - P(Wj) Hen(w;41)Wi+12j+1- Suponha
que 1 < j < k. J4 vimos que y; ~ y;ny, 4y, y;- Considerando que y; = e (w;)
é sufixo de wj, segue entdo que w; ~ w;ny, My, y;. Também ji vimos que
YjZj = Wj412541- Assim, temos que Hep(w;)WiZj ™~ Hep(w;)WiTly; Hy;YjZj =
Phep(w;)WiTler (w;) My, Y%7 = P(W5)Mep(wys)Wi+12i+1- A partir da hipdtese de
indugdo para j — 1 temos que w ~ ¥ (ep(w))(wr) - - - Y(Wj_1) tep(w;) W52 ~
PR (er(w))(wr) - - P(wj—1)P(W)) en(wsn) Wi+1241-

Por fim temos que fiep(wy ) Wk+12k+1 = Hep(wpr) Wkl = P (wi) =
Y¥(eg (1) € portanto que w ~ Y(n(w))P(ws) - Y(WL)en(u ) Wes1 71 =
P (er(w))p(wr) - - P(wi) Y (er(w)). u

Considerando as defini¢des vistas no lema 5.14, temos pois que
w ~ YR (ep(w))P(wy)(ws) - - - Y(wi)pr (€ (w)). Naturalmente podemos nos
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perguntar se hd alguma relagdo entre a seqiiéncia de transi¢oes de w e a
seqiiéncia de transi¢des de Y2 (ep(w))v(wy)P(ws) - - - Y(wr)¥* (e (w)). Con-
siderando nosso exemplo, a seqiiéncia de transigées de w = aabcccabeb é
(abccea, beeeab, cabe) e com um pouco de calculo pode-se verificar que a se-
quéncia de transi¢oes de w' = aabcabc abcccaabe beccababe cabcabe abeb
é (abca, bcab, cabce, abca, beab, cabe) abeeca (beccaab, caabe, abebecea) beceab
(cababce, abcea, becab) cabe (abea, beab, cabe, abea, beab, cabe). De forma geral,
pode-se provar que se wy, Ws, ... ,wy € a seqiiéncia de transicdes de w, entdo
a seqiiéncia de transicées de Y2 (er(w))Y(w)v(ws) - - - Y (wi)Yr (e (w)) ~ w
€ sg, Wy, 51, Wy, S2, . .. , Wk, S onde s; é a seqiiéncia de transigoes de Yily; oy; Vi
para i € {0,1,... ,k} e y; = er(w;) parai € {1,2,... ,k} e yo = er(w,).
Note-se ainda que €r(Yiny, iy, ¥i) = €L (Yiny, iy, Vi) = i, para i € {1,2,... ,k}.

De forma parecida com o que sera feito na defini¢do do grafo fun-
damental de uma D-classe de um monéide de Burnside livre na segio 6.3
do capitulo 6, pode-se definir um grafo com conjunto de vértices formado
pelas D-entradas de uma certa D’'-classe, com conjunto de arestas formado
pelas transigoes desta mesma D’-classe e com fungdes de incidéncia definidas
por a(t) = eg(t) e w(t) = e,(t). Assim sendo, & seqiiéncia de transicdes de
uma palavra nesta D-classe corresponde um passeio neste grafo. No passeio
So, W1, 81, W2, S2, . . . , Wi, Sk acima visto, cada segmento s; é um passeio fecha-
do sobre o vértice y;. De fato, cada sistema de adequagdes basico associado
a um ~-idempotente qualquer desta D-classe define um conjunto de passeios
sq onde, para cada vértice d, o passeio sq € um passeio fechado sobre o vértice
d.

Na se¢ao 6.3 do capitulo 6 definiremos o grafo fundamental de um
mondide de Burnside livre. Este grafo fundamental é imagem de um morfis-
mo de grafos cujo dominio é o grafo acima descrito, como veremos oportu-
namente. Este morfismo de grafos identificara vértices congruentes e arestas
congruentes.



Capitulo 6

Monoides de Burnside Livres

Neste capitulo, apresentaremos o mondide de Burnside livre satisfazendo
z" = z"*t™ gerado por um alfabeto A, para inteiros n > 1 em > 1. Ap0s
a definicio na segdo 6.1, apresentaremos o teorema dos marcadores (teo-
rema 6.3) na segdo 6.2, que prova ser que uma propriedade do semigrupo
idempotente seja valida também para qualquer mondide de Burnside livre.
Logo apés veremos uma aplicacao imediata do teorema 6.3 aos sistemas de
adequagdes coerentes. Esta aplicagdo serd usada no capitulo 7 durante a de-
monstragdo do teorema 7.5, que trata de uma caracterizagao da congruéncia
de Burnside.

Na secao 6.3 veremos a definicdo de um conceito central em nosso
trabalho: o grafo fundamental de uma D-classe de-um monéide de Burnside
livre. O grafo fundamental se mostrard fortemente conexo como veremos na
proposicao 6.8 e poderemos futuramente definir o grupéide de Burnside livre
satisfazendo 2™ = 1 gerado por este grafo. Veremos também alguns conceitos
e propriedades correlatas. Por exemplo, associaremos a uma palavra w que
é projetada na D-classe um passeio no grafo fundamental. Esta é a digital
de w e é um conceito fundamental para caracterizar se duas palavras D'-
equivalentes sdo congruentes ou ndo, como veremos no teorema 7.5 a ser
visto no capitulo 7. Vemos também como construir a menor palavra que
possui uma certa digital e esta construgao serd essencial a demonstragao
da existéncia de uma classe de congruéncia com duas palavras de menor
comprimento, a ser visto no capitulo 8.

Na secao 6.5 veremos algumas propriedades relativas a regulari-
dade de uma D-classe de um monéide de Burnside livre. Em particular,
na proposi¢ao 6.13 veremos que as 7-classes irregulares sdo triviais e na
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proposicao 6.14 provamos que qualquer grafo fundamental de uma D-classe
irregular nao possui nenhuma aresta e possui um unico vértice.

6.1 O monoide de Burnside livre

Suponha A um alfabeto qualquer e suponha n e m inteiros tais que n > 1
em > 1. Sejam = {(z"*™,2") | z € A*} e seja ~ a menor congruéncia
sobre A* que contém 7. Definimos o mondide de Burnside livre satisfazendo
z" = ™™ gerado por A como sendo o monéide quociente M o g [~
Definimos ~ o morfismo canénico

LAY — M

que aplica uma palavra w € A* em sua classe de congruéncia w € M. Obser-
ve que w ~ w' <= w = w'. Podendo ser implicitos o alfabeto A e os inteiros
n e m, muitas vezes referiremo-nos a congruéncia ~ simplesmente por con-
gruéncia de Burnside. Definimos o semigrupo de Burnside livre satisfazendo
z" = g"*™ gerado por A como sendo M \ {1}.

Para todo elemento z € M temos que z" = z"*™. De fato, se
w € A* é tal que ¢ w = z, como ~ é um morfismo, temos entdo que z" =
(@)™ = w* ~ wrt™ = (@)"t™ = g™*™ Isto em particular implica que M
¢ um mondide de torg¢do e por conseguinte estdvel devido & proposigao 5.2.
A partir da mesma proposigio, J = D. Definimos entdo as relacoes Green-
induzidas sobre A*, como visto no capitulo 5. Se n = m = 1, o mondide de
Burnside livre satisfazendo z" = z"*™ gerado por A é também chamado de
banda livre gerada por A ou mondide idempotente livre gerado por A (ja que
para todo z € M temos que entdo z = z2).

6.2 O teorema dos marcadores

A banda livre gerada por um conjunto finito de geradores é finita e bem co-
nhecida desde 1952 devido ao cldssico trabalho de Green e Rees [11]. Pode-se
calcular a cardinalidade da banda livre em fun¢io da cardinalidade do con-
junto gerador, como pode ser visto no trabalho de McLean [26]. De fato, o
trabalho de Green e Rees estuda os mondides de Burnside livres M satis-
fazendo z" = z™*™ para os casos em que n = 1 e m > 1 e caracteriza a
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estrutura das J-classes, R-classes e L-classes destes mondides, que é fun-
damentalmente a mesma independentemente dos valores de m. Contudo,
aquele trabalho pouco informa sobre a estrutura interna das #-classes, a nao
ser o fato que os grupos maximais sio quocientes de um grupo de Burnsi-
de livre satisfazendo z™ = 1. O conceito-chave envolvido no trabalho é o
contetido de uma palavra w que ja definimos por

def .
c(w) = o conjunto das letras de A que ocorrem em w.

Além dos artigos originais, uma boa referéncia para o assunto € o
livro de Lallement [21). Na secdo 3 do capitulo 10 desta referéncia, pode
ser encontrada uma demonstragdo completa para a proposi¢ao 6.1, em que
sintetizamos alguns resultados sobre a estrutura fornecida pelas relagdes de
Green. Em particular, o item 1 garante-nos que M tem exatamente 2l 4l
J-classes. No caso do item 8, temos uma banda livre e, como as H-classes
sdo triviais, segue que as relagoes ~ e H' coincidem e o referido item € uma
consegiiéncia imediata dos itens 2 e 5. De fato, todas as relagoes Green-
induzidas sdo caracterizadas na proposicao 6.1.

Proposicdo 6.1 Sejam inteiros n = 1 e m > 1, seja M o mondide de
Burnside livre satisfazendo =™ = ™™ gerado por um alfabeto A e sejam as
relacées Green-induzidas pelo morfismo canénico™ : A* — M. Dadas as
palavras w, w', u e v’ e as letras a e a', temos que:

1. w J" w' se e s6 se c(w) = c(w');

2. wR' w see séseep(w)~ ep(w);

3. ep(w) = ua se e s6 se ua € Pref(w) e a & c(u) = c(w) \ {a};

4. duas R-entradas ua e u'a’ sdo congruentes se e s sea=a' eur~ uw';
5 wL' w see séseer(w)~eL(w);

6. ex(w) = au se e s6 se au € Suf(w) e a & c(u) = c(w) \ {a};

7. duas L-entradas au e a'u' sdo congruentes se e sé se a =a' eu ~ u';

8. sem =1, entdo w ~ w' se e sé se eg(w) ~ er(w') e ex(w) ~ ex(w').
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Note que o item 1 da proposigao 6.1 caracteriza a relagao J'. Assim
temos condigoes de caracterizar as D-entradas e as transicoes do mondide de
Burnside livre satisfazendo z = z"*™ para o caso em que n = 1.

Proposicao 6.2 Sejam inteiros n = 1 e m > 1, seja M o mondide de
Burnside livre satisfazendo z™ = z™*™ gerado por um alfabeto A e sejam as
relagoes Green-induzidas pelo morfismo canénico™ : A* — M. Entado:

1. as D-entradas sao as letras e as palavras da forma aub com a,b € A e
ueA* ea,bgc(u) ea#b;

2. as transigoes sao as palavras da forma aua coma € A eu € A* e

a & c(u).

Prova. A partir do item 1 da proposigao 6.1 temos que duas palavras estdo na
mesma D'-classe se e s6 se tém o mesmo contetdo ja que J' = D’. Usaremos
estensivamente este fato.

Vamos provar o item 1. O tnico fator préprio de uma letra é a
palavra vazia, que tem conteiido diferente e portanto estd numa D’-classe
distinta. Isto implica que toda letra é uma D-entrada. Suponhaquea,b€ Ae
u € A* sejam tais que a, b & c(u) e a # b. Temos que c(aub) = {a}+{b}+c(u)
e o unico fator de aub que possui 0 mesmo contetdo é o préprio aub. Assim,
nenhum fator préprio de aub estd na mesma D’-classe e aub é uma D-entrada.
Seja w uma D-entrada. Se |w| = 1, w é constituido de uma letra. Suponha
pois que [w| > 2. Sejam a,b € Aeu € A* tais que w = aub. Como au P’ aub
temos que c(au) # c(aub) = c(au) U {b}. Assim b # a e b & c(u) C c(au).
Da mesma forma, ub ' aub implica que a & c(u).

Vamos provar o item 2. Suponha primeiro a € A e u € A* tais que
a & c(u). Assim c(au) = c(aua) = c(ua) = c(u) + {a} # c(u). Isto prova que
au D' aua D' ua P’ u e portanto que aua é uma transicio. Suponha agora
a,b€ Aeu € A* tais que aub seja uma transi¢ao. Como u P’ au temos que
c(u) # c(au) = {a} Uc(u). Assim a ¢ c(u). Analogamente, u P’ ub implica
que b ¢ c(u). Como au D' ub temos que {a} + c(u) = c(au) = c(ub) =
{b} + c(u). Como a,b & c(u), segue entdo que a = b.

O

Em 1970 [30] I. Simon estudou o mondide de Burnside livre satis-
fazendo z?> = z3 gerado por um conjunto de dois geradores e tentou obter
algumas propriedades finitas para o mondide. De fato, acabava-se de des-
cobrir que este mondide era infinito, por trabalho de Brzozowski et al. [2].
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Algumas propriedades validas no monéide idempotente livre foram provadas
para este mondide livre. Isto inclui alguns resultados sobre a estrutura das
R-classes (e das L-classes) listados acima, mais precisamente os itens 2 e 4
(e os itens 5 e 7), que de fato foram mostrados para os casos n > 2 em = 1.
O teorema 6.3 que se segue generaliza estes resultados para quaisquer valores
n > 1em > 1, embora sua demonstragio seja essencialmente a mesma vista
em [30].

Teorema 6.3 (teorema dos marcadores) Sejam inteirosn > 1 em > 1,
seja M o mondide de Burnside livre satisfazendo z" = z"™*™ gerado por
um alfabeto A e sejam as relagoes Green-induzidas pelo morfismo canénico
T A* — M. Sejam w,w' € A" duas palavras tais que w R' w' e sejam u
e u' suas respectivas R-entradas. Entao:

e u~u;

e a ultima letra de u é a mesma iltima letra de u';

e ua! ~u'a"! onde a é a dltima letra de u e de u'.

Prova. Seja f uma fungido que aplica A* em M x A definida da seguinte

forma: se y é a R-entrada de z e a é a iltima letra de y entdo f(z) def

(ya~1,a). E suficiente provar que f(w) = f(w').

Vamos provar que a congruéncia ~ preserva f. E suficiente provar
que se (z,z') é uma substituicio por {(t"*™,t") | t € AT}, entdo z e 7'
assumem o mesmo valor por f. Sejam pois r,s,t € A* tais que z = rt"*"s
e que £’ = rt"s. Sejam u,v,v’ € A* e a € A tais que ua seja a R-entra-
da de z = uav e que uavv' ~ ua. Assim temos que f(z) = (#,a). Como
rt"t™s = z = uav, temos que 7t", 7t"*™, u e ua sdo prefixos de z. Conforme
os comprimentos destes prefixos, temos os seguintes trés casos a considerar:

r grtm s rth tm s rt" t™s

Caso 1 Caso 2 Caso 3

Figura 6.1: Representacao de rt"*™s = z = uav
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1. Suponha que |rt"*™| < |u|. Neste caso 7t"*™ € Pref(u) e av €
Suf(s) C Suf(z’). (Vide a figura 6.1.) Seja u' = 2'(av)~'. Notemos que
v = 2'(av)™! = (rt"s)(av) ™! = (rt")(s(av)7!) ~ (rt"*t™)(s(av)t) =
(rt"*t™ms)(av)™! = z(av)™! = u. Assim temos que u'avv' ~ uavv' ~
ua ~ u'a. Isto em particular implica que v'a R’ w'av = z’. Suponha

por absurdo que u’ R’ z'. Assim temos que existe v"” € A* tal que
1.1

u' ~ z'v". Dai segue que u ~ u' ~ z'v" = vwavv” ~ wavv' e que
u R’ uav = z, contradizendo com o fato de ua ser R-entrada de z. Isto
prova que u’ R’ z' e portanto que u'a é a R-entrada de z'. Para con-

cluir este caso, temos que f(z) = (%,a) = (v',a) = f(z") pois u ~ u'.

2. Suponha que [rt"*™| > |ua| > |rt"|. Neste caso temos que |u| >
|rt"| e portanto que rt" € Pref(u) e que ua € Pref(rt"*™). (Vide
a figura 6.1.) Assim temos que Pref(rt”) C Pref(u) C Pref(ua) C
Pref(rt"*t™). Como rt" ~ rt"*™ temos entdo que rt" ~ rt"*™ R' u R’
ua o que contradiz com o fato de que ua é a R-entrada de z. Este caso
nao ocorre.

3. Suponha que |rt"| > |ua|. Neste caso temos que ua € Pref(rt") C
Pref(z'). (Vide a figura 6.1.) Como ua R' z ~ 2’ e como u R' z ~ z'
temos que ua é a R-entrada de z'. Para concluir este caso temos entao

que f(z) = (u,a) = f(z').

Vamos agora provar que f(w) = f(w'). Como w R' w', seja z € A*
tal que wz ~ w'. Assim temos que f(wz) = f(w') j4 que f é preservada
por ~. Como w R' wz temos que as R-entradas de w e de wz coincidem e

portanto f(w) = f(wz) = f(uw'). [ |

Relembramos que o “frame” das R-classes é um grafo dirigido onde
os vértices sao as R-classes e existe uma aresta com rétulo g de R para R’
se e so se existirem = € R e um gerador g tais que zg € R'. Se a R-entrada
de uma palavra w € A* for ua onde a € A, o teorema 6.3 implica que a
R-classe de w recebe uma tnica aresta no frame e esta aresta é proveniente
da R-classe de u e possui rétulo a. Segue facilmente entdo o corolério 6.4.

Corolério 6.4 O frame das R-classes de M € uma drvore.

No corolario 6.5 aplicamos o teorema 6.3 de modo a caracterizar
quando duas D-entradas sdo congruentes.
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Corolério 6.5 Duas D-entradas aub e a'v'b', coma,a',b,b' € Aeu,u' € A*,
sdo congruentes se e s sea=a eb=1"0 eu~ u. Ademais, a menor D-
entrada numa classe de congruéncia é também a menor palavra nesta classe.

Prova. Naturalmente, a = a’ e b = b' e u ~ u' implicam que aub ~ a'u'b".
Suponha agora que aub ~ a'u'd’. Usando a proposi¢ao 5.5, temos que aub
e a'u'b’ sio duas congruentes L-entradas e, pelo dual do teorema 6.3, temos
que ¢ = @' e ub ~ w'b'. Dado que ub e u'b' sdo duas R-entradas devido a
proposicao 5.6, usando o teorema 6.3 segue que b = b e que u~u'.

Vamos agora provar que a menor D-entrada numa classe de con-
gruéncia é também a menor palavra na mesma classe de congruéncia. Se-
ja d uma D-entrada tal que d seja a menor D-entrada em sua classe de
congruéncia e seja d' a menor palavra tal que d' ~ d. Temos entdo que
er(d') ~ er(d) = d ~ d' devido ao teorema 6.3 e & proposigao 5.5. De forma
dual temos que eg(d') ~ d’. Como d' é a menor palavra em sua classe de
congruéncia e os seus fatores eg(d’) e € (d') sdo tais que eg(d') ~ er(d') ~ d',
temos que estes fatores ndo podem ser préprios, implicando pois que d é
uma R-entrada, uma L-entrada e portanto uma D-entrada devido a propo-
sicdo 5.5. Isto prova que d' = d. [ |

Veremos agora uma aplicagdo do teorema 6.3 para os sistemas de
adequagdes. Seja (u,7,%, %", ¥L) um sistema de adequagdes associado a
um ~-idempotente e € A*. Dadas duas transigdes t,t' na D'-classe de e,
naturalmente podemos nos perguntar se t ~ ¢’ implica que %(t) ~ ¥(t'). Em
geral, esta implicagdo ndo é verdadeira. Na proposicao seguinte veremos que,
no caso de um mondide de Burnside livre, é suficiente para tanto que o sistema
de adequacdes seja coerente. Relembramos que o sistema de adequacoes é
coerente se, para quaisquer D-entradas d ~ d' na mesma D'-classe de e,
tivermos que fig ~ Mg € Mg ~ M-

Proposigao 6.6 Seja (p,n, %, ¥, p*) um sistema de adequagoes associado
a um ~-idempotente e € AT. Sejam t e t' duas transi¢ées, v e r' duas R-
entradas, | e ' duas L-entradas, todas na D'-classe de e.

Se o sistema for coerente, entao temos que:

1. t~t = P(t) ~ P(t');
2. 1~ 1! = PYBE(r) ~ PR(r');

3 L U = PE(l) ~ (1),
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Prova. Vamos provar o item 1. Devido & proposigdo 5.9 (1, €g(t), er(t) 't) e
(ter(t)™",€L(t), 1) sdo ocorréncias de D-entradas de ¢, o que implica que e (t)
e €,(t) sao duas D-entradas e estdo na D'-classe de t e de e. Analogamente,
er(t') e eL(t') sdo duas D-entradas e estdo na mesma D'-classe de e, podendo
pois serem definidas as adequag0es fep (1), Mey (1), Mer(r') € Mey(#)- Suponha que
t ~t'. Assim eg(t) ~ eg(t') devido ao teorema 6.3 e de forma dual temos que
er(t) ~ eL(t'). Dado que o sistema de adequagdes é coerente, fieq(1) ~ Hep(r) €
Mer(t) ~ Ney(r)- Assim concluimos que P(t) = frep(e) EMes(t) ~ Hen(r) ' Meg () =
b(t).

Vamos provar o item 2. Tendo em vista que (re(r)™", eL(r),1) é
uma fatoragao de r devido a proposigdo 5.7, temos que €7 (r) é uma D-entra-
da na mesma D'-classe de r e de e. Analogamente, €,(r') é uma D-entrada
na D'-classe de e e podem ser definidas as adequagdes & direita 7, L(r) © Teg(r')-
Suponha que 7 ~ 7. Logo € (r) ~ €L(r'") devido ao dual do teorema 6.3 e,
desde que o sistema de adequagoes é coerente, 7, (r) ~ 7Mey(r)- Concluimos
pois que YE(r) = 1 e, (1) ~ ' N () = V(7).

Provamos o item 3 de forma dual ao item 2. |

6.3 Grafo fundamental

Seja D uma D-classe qualquer do semigrupo de Burnside livre M\ {1}. Seja
V ={d € D | d é uma D-entrada}

e seja
E = {t € D |t é uma transicio}.

Qualquer transi¢ao ¢ tem por prefixo a D-entrada eg(t) e por sufixo a D-entra-
da €(t), devido a proposigio 5.9. Assim definimos a fungdo o : E — V
por

o(f) = er(?)

onde t é uma transicio tal que t € E. Esta defini¢do nio depende da parti-
cular escolha de ¢ pois se t' é tal que ' =t entdo o teorema 6.3 implica que

—_—~—

€r(t') = €g(t). De forma dual, definimos a fungio w : E — V por

——~—

w(t) = e(t)
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onde ¢t é uma transigao tal que t € E. Esta definigao também nao depende da
particular escolha de ¢ pois se ¢ 6 tal que ¢’ = t entdo o dual do teorema 6.3
implica que €z (t') = e (t). Assim sendo, podemos definir G = (V,E,o,w)
um grafo onde o conjunto de vértices é V, o conjunto de arestas é F e as
funcoes de incidéncia sdo o e w. Este grafo G assim definido é chamado de
grafo fundamental de D (ou grafo fundamental de qualquer elemento de D).
Adiantamos que o grafo fundamental G é fortemente conexo, como sera visto
na proposicao 6.8.

Veremos agora um exemplo um pouco mais imediato destes concei-
tos. Este exemplo também serd o ponto de partida para a ilustragao de outros
conceitos a serem vistos ainda neste capitulo. O exemplo a ser considerado
é o da D-classe de abc na banda livre gerada por {a,b,c}, como veremos no
exemplo 6.7.

Figura 6.2: Grafo fundamental da D-classe de abc na banda livre
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Exemplo 6.7 Seja A = {a,b,c}, sejan = m = 1 e seja M o mondi-
de de Burnside livre satisfazendo z" = z™*t™ gerado por A. Entdo o grafo
fundamental da D-classe de abc é o grafo definido na figura 6.2.

Prova. Seja G o grafo fundamental da D-classe de abc. Toda palavra na
D'-classe de abc tem conteido A devido ao fato de que D' = J' e ao item 1
da proposigao 6.1.

Vamos calcular V(G). Usando o item 1 da proposi¢do 6.2, segue
facilmente que uma palavra w é uma D-entrada na D’'-classe de abc se e s6 se
existirem um inteiro k > 1 e (a;, a3, a3) uma permutacio de (a,b, c) tais que
w = ayakas. Usando o corolario 6.5, temos que duas'j tais D-entradas w =
aiatazew' = a’la’giag sdo congruentes se e 86 se a; = a}, az = a}, e ak ~ a'¥ .
Note que ak ~ a'’¥' se e s6 se a, = ay. Assim, V(G) = {ajazas3 | (a1, ay, a3) é
uma permutagdo qualquer de (a, b, c)}.

Vamos calcular F(G). Usando o item 2 da proposi¢io 6.2, segue
facilmente que uma palavra a,ua,, com a;,a; € A, é uma transi¢do na D’-
classe de abc se e s6 se a; = ap e c(u) = A\ {a;}. Precisamos caracterizar
quais destas transigoes estio na mesma classe de congruéncia. Naturalmente
que duas tais transi¢des ajua; e aju'a) sdo congruentes se a; = aj e u ~
u'. Se a; = a, por exemplo, os possiveis valores para u sio be, cb, beb
ou cbc ja que qualquer outra palavra de contetddo {b,c} estd na classe de
congruéncia de uma destas palavras. (Referimos o leitor ao trabalho de
Green e Rees [11] para a verificagio desta afirmativa.) Assim, E(G) =
{aml,almal | (a1, a2, a3) é uma permutagio qualquer de (a,b,c)}.
Ademais, duas destas 12 transi¢oes acima sdo diferentes. Para provar este
fato basta notar que dentre as 12 palavras da forma a;asasa; ou a;asaszasay,
abca e abcba sao as tnicas cuja R-entrada é abc. Todas as demais tém
uma R-entrada nao congruente a abc. Assim, s estas estio na mesma R'-
classe devido ao teorema 6.3. Como elas possuem L-entradas que nio sio
congruentes, nao estao na mesma L'-classe devido ao dual do mesmo teorema
e nao sao congruentes portanto. Outra maneira de provar este fato é antecipar
o uso do coroldrio 7.4 a ser visto no capitulo 7.

Quanto a aplicagao das fungoes de incidéncia as arestas, é imediato
verificar que as incidéncias sao aquelas representadas na figura 6.2. [ |

Como ja comentamos antes, o grafo fundamental de uma D-classe
de M \ {1} é fortemente conexo. E o que nos prova a proposicio 6.8.
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Proposi¢io 6.8 Todo grafo fundamental de uma D-classe de um semigrupo
de Burnside livre € fortemente conezo.

Prova. Seja G um grafo fundamental qualquer. Como existe a0 menos uma
D-entrada numa D'-classe, existe ao menos um vértice em V(G). Sejam
v,v' € V(G) dois vértices quaisquer e sejam d e d' duas D-entradas tais que
d=ved =v' Sejaw tal que d R' w L' d'. Como eg(d) = d = €1 (d) devido
4 proposi¢do 5.5, usando o teorema 6.3 e seu dual temos ep(w) ~ €r(d) = d e
er(er(w)) ~ €r(d) = d. De maneira dual provamos queﬁjige/[,(w)) ~ d'. Dal,

—_~—

o passeio o(w) é um passeio de ez (er(w)) = d=v aep(er(w)) = d=v. 1

6.4 Digital e inversa

Seja w € AT uma palavra e seja G,, o grafo fundamental da D-classe de
w. Seja wy, ... ,wy a seqiéncia de transi¢oes de w e seja yo = er(er(w)). A
partir do corolario 5.8 temos que yo = €1(er(w)) D' w é uma D-entrada. A
fungio! o : At — Uyea+ Gy define a digital de w como sendo o passeio em
Gy: (
f @@, ,BE), sek>0;
a(w)_{ 1z, se k = 0.

Este é um passeio de e, (er(w)) para eg(er(w)). De fato, sendo wo = er(w)
e wepn = e(w) e yp = er(er(w)), o lema 5.11 implica que ez (er(w)) =
er(wo) = yo = er(wy) e que er(er(w)) = er(wis1) = Y = er(wi)- §e\{c/= 0,
temos que o inicio do passeio o(w) é a(o(w)) = a(ly) = Yo = GL(E/R@) e

que o término do mesmo passeio é w(co(w)) = w(lg) = Jo = Uk = €r(er(w)).

Se k > 0, temos que o inicio do passeio o(w) é a(o(w)) = a(w;) = ep(w:) =
e1(er(w)) e que o término do mesmo passeio é w(o(w)) = w(wk) = er(wx) =

er(eL(w)).

Seja G um grafo fundamental qualquer e seja K = G* a categoria
livre gerada por G. Vamos agora definir uma funcdo? 7 : K — A™ que faz
o papel da inversa da fungdo o, como veremos na proposi¢ao 6.11:

e se p= 1, onde v € V, definimos 7(p) como a menor® D-entrada d tal

1Esta fungdo ndo é um morfismo.
2Esta fun¢do também nao é um morfismo.
3Relembramos que a ordem implicita em A* é a ordem militar.
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que d= v;

®sep=bby---b € Ccomk >1eb € G parai € {1,2,...,k},
definimos 7(p) = w;(er(wz) wy) - - - (er(wy) 'wy) onde w; é a menor
transicao tal que b; = w;, parai € {1,2,... ,k}.

Um leitor mais atento pode ter notado alguma semelhanca entre a pala-
vra 7(p) definida para um passeio nao vazio e a palavra definida na propo-
sicao 5.12. Esta semelhanca serd bem explorada, como veremos a frente na
proposicao 6.11.

Considere o exemplo 6.7. Seja dada a palavra w = babcbabac. Dado
que c(w) = A = c(abc), temos w D' abc e o grafo fundamental de w é
aquele visto no exemplo 6.7. A seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w
é (b, abc, babac), (bab, cba, bac), (babcba, bac, 1), a seqiiéncia de ocorréncias de
transigoes de w é (b, abcba, bac), (bab, cbabac,1) e a seqiiéncia de transigdes
de w é abcba, cbabac. Note que cbabac ~ cbac. Assim sexﬁt\)_,/ a digital de
w/é_ng) = (a/I;EEz,c’b\,ac), que é um passeio de abc = er(er(w)) a bac =
er(er(w)). Considere agora o passeio p = (%,Ei)vcw). Pode-se provar,
e nao o faremos aqui, que as palavras z tais que o simbolo Z aparece na
figura 6.2 sao as menores palavras em suas classes de congruéncia. Assim,
7(p) = abcba ((cba)~tcbac) = abcba c = abcbac.

Dada uma transi¢do qualquer, na proposi¢ao 6.9 veremos uma ma-
neira de construir uma transigao diferente mas ainda congruente & primeira
transicao.

Proposigao 6.9 Sejam r uma R-entrada que é sufizo de uma transicdo w
e r' uma R-entrada congruente a r. Entdo (wr~')r' é uma transicio con-
gruente a w.

Prova. A partir do teorema 6.3 temos que existe uma letra b € A e palavra
z tais que: 7' = xb, b € Suf(r) e z ~ rb~'. Como b € Suf(r) C Suf(w), como
w € uma transicdo, podemos escolher a € A e u € A* tais que w = aub. Por
defini¢ao, au D' aub = w. Do item 2 do coroldrio 5.3 temos que au R’ aub,
implicando pois que w = aub ndo é uma R-entrada e que 7 # w. Assim,
temos que |wr~!| > 1 = |a| e portanto que a € Pref(wr~!) pois a,wr™! €
Pref(w). Podemos entdo definir v = a~*wr~!. Dado que = ~ rb~!, temos
pois que vz ~ vrb™! = (a7 lwr7t)(rb7!) = a7'wb™! = u. Como aub = w
é uma transicao, por definicio temos que au D' aub D' ub P' u. Como
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u ~ vz, segue de imediato que avz D' avzb D' vzb P’ vr. Assim (wr )’ =
((avr)r~Y)r' = avr' = avzb é uma transigdo congruente & transigao aub = w.

Na proposigao 6.10 veremos algumas propriedades de uma menor
transicdo em sua classe de congruéncia. Esta proposigao ser-nos-a necessaria
a uma caracterizagao da fungao 7.

Proposicdo 6.10 Seja w a menor transi¢Go em sua classe de congruéncia.
As segquintes afirmativas sao verdadeiras:

e ep(w) e er(w) sao as menores D-entradas em suas respectivas classes
de congruéncia;

7 s -1 -
e se u é wma transicdo congruente a w temos que wer(w)” < uer(u)

e ep(w)'w < ep(u)'u.

Prova. Vamos primeiro provar que eg(w) e €, (w) sdo as menores D-entradas
em suas respectivas classes de congruéncia. Como w é uma transi¢ao, temos
que (1, ep(w), er(w)'w) e (wer(w) ™", e (w), 1) sdo as dnicas ocorréncias de
D-entradas de w e sdo distintas devido & proposigao 5.9. Como as ocorréncias
de D-entradas sio distintas, eg(w) # w # €L (w) pois caso contrério terfamos
que ex(w) ™ w = 1 ou we(w)™" = 1, implicando pois que as ocorréncias de
D-entradas em questdo seriam comparaveis pela ordem < e contradizendo
com a minimalidade das ocorréncias de D-entradas. Seja z a menor D-entra-
da na classe de congruéncia de ez (w). Como acabamos de provar, z é também
a menor palavra em sua classe de congruéncia. Da proposi¢ao 5.5 temos que
£ é uma R-entrada. Usando a proposi¢ao 6.9 temos que (wer(w)™")z é uma
transi¢do na mesma classe de congruéncia de w. Da minimalidade de z, temos
que = < ez(w), o que implica que (wer(w) ™) z < (wer(w) ™) ez (w) = w. Da
minimalidade da transicio w temos entdo que w = (wer(w) ™)z e portanto
que z = (weg(w) ™) "'w = ez (w). De maneira dual provamos que eg(w) é a
menor D-entrada em sua classe de congruéncia.

Seja u uma transigdo congruente a transicao w. Vamos provar que
wer(w)™h < ueg(u) e er(w)'w < ep(u)'u. Primeiro provaremos que
wer(w)™' < uep(u)”'. Dado que (wer(w) ™", ex(w), 1) é uma ocorréncia de
D-entrada de w devido & proposi¢io 5.9, temos que €(w) é uma D-entrada.
De maneira analoga, e, (u) é uma D-entrada. Assim, temos que ez (w) e eg(u)
sio R-entradas devido & proposigdo 5.5. Como €, (w) ~ €1 (u) devido ao dual
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do teorema 6.3, usando a proposicio 6.9 temos pois que (ueg(u)™")eL(w) é
uma transicdo e que (uer(u)”')er(w) ~ u ~ w. A partir da minimalidade
da transigio w em sua classe de congruéncia, temos (wep(w) ey (w) = w <
(uer(u)™")er(w) e portanto wey (w) ™" < uey(u)". De maneira dual podemos
provar que eR(w)_lw < eR(u)_lu. [ |

Como adiantamos junto as defini¢des, a funcdo 7 faz o papel da
inversa da fungao o. Mais precisamente, dado um passeio p num grafo fun-
damental, a proposigao 6.11 prova que o(7(p)) = p e que 7(p) é de fato a
menor palavra com digital p. Também veremos uma caracterizacao da R-
entrada e da L-entrada de 7(p), que como a maior parte destes resultados,
é fruto de uma aplicagao direta da proposigao 5.12. Aquela proposi¢ao tem
seu valor e utilidade mesmo no caso da seqiiéncia de transi¢oes considera-
da nao ser formada pelas menores transigbes em suas respectivas classes de
congruéncia. Em particular, provar que uma palavra é a menor palavra em
sua classe de congruéncia pode ser muito dificil, como veremos no estudo do
exemplo a ser apresentado no capitulo 8.

Antes da proposi¢ao 6.11 propriamente dita, consideraremos um
exemplo. Con51dere o exemplo 6.7. Seja dada a palavra w = babcbabac e
seja p = (abcba cbac) J& vimos na péagina 68 que w D' abc e que o grafo
fundamental de w é aquele visto no exemplo 6.7. Também vimos que o(w) =
p e que 7(p) = abcba ((cba)~*cbac) = abcbac. Note que ¢(7(p)) = A = c(abc)
e que, portanto, 7(p) D' abc. A seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas
de 7(p) é (1, abc, bac), (ab, cba, c), (abc, bac, 1), a seqiiéncia de ocorréncias de
transigoes de 7(p) é (1, abeba, c), (ab, cbac, 1) e a seqiiéncia de transicdes de
7(p) é abcba,cbac. Assim temos que o(7(p)) = (M,cb’\&’c) = p. Note
também que w e 7(p) tém a mesma digital p mas nem sio congruentes.
De fato, ndo estdo nem na mesma R'-classe devido ao teorema 6.3 pois
€r(7(p)) = er(abcbac) = abc e ep(w) = eg(babcbabac) = babc e babe  abe.

Proposicao 6.11 Seja G um grafo fundamental qualquer e seja p um pas-
seio em G. Entao:

1. T/(vp) estd na D-classe da qual G € o grafo fundamental;
2. o(7(p)) = p;

3. er(7(p)) = 7(Lagw));

4 €(7(p) = 7(Lug));
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5. 7(pg) = 7(p)(er(7(q)) "'7(q)) para p,q € G* passeios consecutivos;

6. 7(p) é a menor palavra com digital p;

7. |7(@)] = |7(la@)| + Ele IGR(T(b,-))_IT(b,-)| onde p = byby---by com
k>0eb;ecGoparai=1,...,k.

Prova. Seja K = G* a categoria livre gerada por G.

Afirmamos que se p = biby--- b, € K com k > 1 e se w; é a menor
transicao tal que b; = W; € G, parai € {1,2,... ,k}, entdo ex(w;) = €r(wi41)
para i € {1,2,...,k — 1}. De fato, a proposigao 6.10 implica que er(w;) e
€r(wiy1) sdo as menores palavras em suas respectivas classes de congruéncia,

P

que é a mesma classe pois € (w;) = w(W;) = w(b;) = a(bip1) = a(wiy1) =

T N—

GR(wi+1)-

Vamos provar os itens 1 e 2. Suponhamos primeiramente o caso
em que |[p| = 0. Seja v € V(G) tal que p = 1, e seja d a menor D-entra-
da tal que d = v. Assim temos, por definicio, que 7(p) = 7(1,) = d, e
7(p) = v € V(G) estd na D-classe da qual G é o grafo fundamental. Como
d é uma D-entrada, (1,d,1) é a unica ocorréncia de D-entrada de d. A se-
qiiéncia de transicdes de d é entdo vazia e d = €1 (eg(d)) devido ao lema 5.11.
Além do mais, temos que o(d) = 137 = 1, = p, o que prova que o(7(p)) =
o(d) = p. Suponhamos agora que p = byby---by € K com k > 1. Seja w; a
menor transi¢io tal que b; = w; € G, para i € {1,2,... ,k}. Assim 7(p) =
wy (ep(ws) " ws) - - - (er(wg) wy). Como afirmamos antes, €1 (w;) = er(wis1)
parai € {1,2,...,k—1}. Usando oitem 1 da proposi¢ao 5.12 temos pois que
7(p) D w; que por sua vez estd na D-classe da qual G é o grafo fundamental.
Usando o item 2 da mesma proposi¢do temos que a seqiiéncia de transigoes
de 7(p) é wy, ... ,wy e portanto o(7(p)) = (wy,... ,wg) =by---br = p.

Vamos provar os itens 3 e 4. Suponhamos primeiramente o caso em
que |£| = 0. Seja v € V(G) tal que p = 1, e seja d a menor D-entrada tal
que d = v. Assim temos, por defini¢do, que 7(p) = 7(1,) = d. Usando a
proposi¢do 5.5, temos que €g(d) = d = €(d). Como d = 7(p) = 7(1,) e
v = a(p) = w(p), temos entdo que er(7(p)) = er(d) =d = 7(1,) = T(la))
e que €(7(p)) = er(d) = d = 7(1,) = T(lu(p))- Suponhamos agora que p =
biby -+ -br € K com k > 1. Seja w; a menor transigao tal que b; = w; € G, pa-
rai€ {1,2,...,k}. Assim 7(p) = wy(ep(wz) 'w2) -+ (er(wy) " wy). Devido
a proposigao 6.10 temos que eg(w; ) é a menor D-entrada em sua classe de con-
gruéncia. Isto em particular implica que eg(w;) = 7(1 )) = 7(la@y)) =

er(w1
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T(1la(p)). Como afirmamos antes, €7 (w;) = ep(w;41) parai € {1,2,...,k—1}.
Usando o item 3 da proposigao 5.12 temos que eg(7(p)) = er(w1) = T(la(p))-
De forma dual, provamos que ¢(7(p)) = eL(wi) = 7(Lu())-

Vamos provar o item 5. Suponha primeiramente o caso em que
lgl = 0. O item 3 implica que €g(7(g)) = 7(lag)) = 7(q) e portanto que
7(p)(er(7()) " 7(9)) = 7(p)(7(9) "' 7(q)) = 7(p) = 7(pq). Suponhamos agora
o caso em que |p| = 0. O item 3 implica que 7(p) = 7(lu()) = T(la(g)) =
er(7(q)) e portanto que 7(p)(er(7(g)) "' 7(q)) = €r(7(q))(er(r(9)"'7(a)) =
7(¢) = 7(pg). Suponhamos agora o caso em que |p| # 0 # |g|. Seja pg =
biby---by € K com k > 2 e seja j um inteiro tal que p = biby---b; e
q = bjt1bj42---br. Assim, temos que wl(eR(wz)_lwz)---(eR(wk)_le) =
7(p) e portanto que 7(pg) = w; (er(ws) " ws) - - - (er(wi) "wy) = 7(p)u onde
u = (ep(wjz1) 'wjz1) - - (er(wi) 'wy). Como afirmamos antes, € (w;) =
er(wit1) para i € {1,2,... ,k — 1}. Do item 3 da proposi¢io 5.12, temos
que er(wjs1) = €r(7(q)). Como u = (eg(wj41) " wj) - - (er(wi) w;) =
eR(wj+1)_1T(q) = er(7(q))"'7(g), deduzimos portanto que 7(pq) = T(p)u =
T(p)(eR(T(q))_lT(q)), conforme queriamos demonstrar.

Vamos provar o item 6. Suponha primeiramente o caso em que
|p| = 0. Seja v € V(G) tal que p = 1,. Suponha w uma palavra qualquer tal
que o(w) = 1,. Assim a seqiiéncia de transicoes de w é vazia e, devido ao
lema 5.11, temos que w possui a tnica ocorréncia de D-entrada (zg, Yo, 20)
e Yo = €r(er(w)). A partir da definicdo de o temos que 1, = o(w) = 1
implicando pois que go = v = 7(1,). A partir da minimalidade de 7(1,)
temos que 7(p) = 7(1,) < yo < ToYozo = w, provando pois que 7(p) é a
menor palavra que possui digital p neste caso. Suponhamos agora o caso
em que |p| > 0. Seja p = biby---b, € K com k > 1. Seja w uma palavra
qualquer tal que o(w) = p = byby - - - by. Da definicdo de o, seja wy,... , wy a
sequéncia de transigoes de w. Assim temos que w; = b; para: € {1,2,... ,k}.
Sejam wy = €g(w) e wy1 = €-(w). A partir do lema 5.11 temos entdo que
er(w;) = er(wit1) para i € {0,...,k}. Parai € {0,...,k}, sejam defini-
das as palavras y; = e1(w;) = er(wip1) e z; = (woyg ' )(wiy; ) - - (wiy ) e
zi = (Y7 "wig1) - - (Yl wi) (p "wen). A partir do mesmo lema, a segiiéncia
de ocorréncias de transigbes de w é (zo,wy,21),. .., (Tk_1, W, zx) que por
sua vez implica que w = zowizi = zowy(y; ‘w2) - - - (y; ' wi) (v ‘wksr) =
:cowl(eR(wQ)_lug)~-(eR(wk)_lwk)zk. Sejam wi,...,w; as menores tran-
si¢Oes tais que w; = w; = b; para qualquer inteiro 7 € {1,2,...,k}. Da mini-
malidade de cada w; em sua classe de congruéncia, temos que w; < w; e que
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!

eR(wi)_lw; < eR(w,-)_lw,- para i € {2,3,...,k} devido a proposigao 6.10.
Assim, segue de imediato que 7(p) = w'l(eR(w’z)_lw;)---(eR(wL)—lw;;) <
zows (€g(ws) Mwy) - - - (ep(wy) " wy)zk = w, provando pois que 7(p) é a me-
nor palavra que possui digital p também neste caso.

Vamos provar o item 7. Caso p seja o passeio vazio, temos entao
que p = lg(p) € portanto |7(p)| = [7(lap))|- Suponhamos agora que p =
bibs - -br € K com k > 1. Seja w; a menor transicao tal que b; = w; € G,
para i € {1,2,...,k}. Assim 7(p) = wi(er(ws) " wy) - - - (er(wy) " 'wi) =
er(wy)(er(wr) w1 ) (er(ws) "wa) - - (er(wy) "wy). Como afirmamos antes,
er(w;) = ep(wiy1) para i € {1,2,...,k — 1}. Por um lado, a partir do
item 3 da proposi¢ao 5.12 obtemos que eg(w;) = €r(7(p)) = T(lap)). Por
outro lado, temos que w; = 7(b;) para qualquer inteiro ¢ € {1,2,... ,k}. As-
sim sendo, temos entdo que 7(p) = ex(w;)(er(wy)  wy) - - (er(wy)  wy) =
(L) (€r(r(58)) " 7(08)) - -+ (er(r(54) " 7(bx)) 0 que implica que |r(p)| =
IT(Lagp)| + iy ler(T(b:)) 7 7(B)]- u

6.5 Regularidade no mondide de Burnside

Nesta secio veremos algumas propriedades relativas a regularidade de uma
D-classe de um mondide de Burnside livre. Na proposicao 6.14 veremos que
o grafo fundamental de uma D-classe irregular nao possui nenhuma aresta
e possui um tnico vértice e na proposi¢do 6.13 veremos que as H-classes
irregulares sdo triviais. Note porém que no caso n = 1, qualquer elemento
do mondide de Burnside livre satisfazendo z" = z"*™ é regular.

Primeiro, veremos um exemplo de uma D-classe irregular. Como
o monéide M é regular quando n = 1, nosso exemplo deverd supor n > 2.
Para nio pegar uma D-classe sem nenhuma estrutura, como a D-classe de
uma letra, consideraremos uma D-classe com m X m elementos como a do
exemplo 6.12. Relembramos que o “eggbox picture” de uma D-classe ¢ uma
representacao matricial da D-classe onde em cada elemento da matriz temos
uma H-classe, em cada linha temos uma 7RR-classe e em cada coluna temos
uma L-classe.

Exemplo 6.12 Seja A = {a,b}, sejam inteirosn > 2 em > 1 e seja M o
mondide de Burnside livre satisfazendo " = z™*™ gerado por A. Entao a
D'-classe de a™b" é {a't! | i > n, j > n}, ela ndo possui nenhuma transigdo
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Figura 6.3: D-classe de &'F‘, comn > 2

e sua unica D-entrada é a™b". Ademais, a D-classe de a™b™ é irregular, suas
H-classes sao triviais e seu “eggbozx picture” é aquele da figura 6.3.

Prova. Seja D = {a't’ |i>n, j > n}. E imediato provar que as fungdes
Xan, Xbn, Fa € Fb sa0 fungoes preservadas por ~.

Vamos mostrar que a D’-classe de ¢"b™ é D. Qualquer palavra em
D tem a™b" por fator e é fator de a**™p"+E™ ~ ™" para k suficientemente
grande. Isto prova que qualquer palavra de D estd na mesma D’-classe de
a™b". Temos também que D é saturado por ~. De fato, se z € D e (z,y) é
uma substituigao por (¢**™, t") ou por (", t"*™) para alguma palavra t entdo
n > 2 implica que ¢t = a* ou t = b* para algum k > 1 e portanto y € D. Seja
w uma palavra na D'-classe de a"b". Entao existem palavras u,u' tais que
vwu' ~ a™b". Como a™b"™ € D e D é saturado por ~ entdo uwu' € D e w é
um fator de uma palavra de D. Por outro lado existem v,v' € A* tais que
va"b"' ~ w. Como x,n(va™b™v') = 1 = xpm(va™™v') e xan € Xpn s3o funcdes
preservadas por ~ segue entdo que xqn(w) =1 = xpn(w). Como a™ e b™ sdo
fatores de w que por sua vez é fator de uma palavra de D, segue entdo que
w é da forma '}’ para algum i > n e algum j > n. Assim w € D.

E evidente que a unica palavra w cujo unico fator que estd em D
€ a prépria w é a palavra w = a"b". Assim, a tnica D-entrada em D é
a"b". Da proposigao 5.9, temos que qualquer transi¢ao em D tem seqiiéncia
de ocorréncias de D-entradas de comprimento 2. Nao é o que ocorre com
as palavras de D onde existe uma tnica ocorréncia da D-entrada a™b® como
fator.

Como nao hé nenhuma palavra da forma a't’a’d’ comi > nej > n
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em D, ndo existe palavra ~-idempotente em D e portanto cada palavra na
D'-classe D é ~-irregular.

Duas palavras w = a't/ e w' = a’'b’ de D sdo congruentes se e
6 se #a(w) = #a(w') e #s(w) = #p(w'). De fato, como ~ preserva #,
e #p, w ~ w' implica que #4.(w) = #4(w') e #p(w) = #p(w'). Por outro
lado, 7,7 > n e se #4(w) = #a(w') entdo i mod m = ' mod m. Isto implica
que @' ~ a'. De maneira andloga, temos que #;(w) = #(w’) implica
que b ~ b’ Assim #q(w) = #4.(w') e #s(w) = #(w') implicam que
w=at ~a't =

Usando a proposicao 5.7, as R-entradas de D sao as palavras de D
com sufixo a™b" e portanto sio as palavras da forma a'b" para i > n. Duas
tais R-entradas a'b" e a/b" sdo congruentes se e s6 se #4(a'b") = #a(a’b") see
sései = j (mod m). Assim temos m R'-classes em D devido ao teorema 6.3.
De maneira dual, as £-entradas de D sio as palavras da forma a™b’ para j > n
e duas tais L-entradas a™b' e a"b’ sdo congruentes se e sd se i = j (mod m) e
temos ao todo m L'-classes em D. Como duas palavras w = a’b’ e w' = a* b
de D s3o congruentes se e s6 se #4(w) = #q(w') e #5(w) = #s(w'), temos ao
todo m x m classes de congruéncia possiveis. Como sdo m as R'-classes e sao
m as L'-classes, cada H'-classe tem exatamente uma classe de congruéncia e
as H-classes da D-classe de amb" sdo todas triviais. Assim temos o “eggbox
picture” da figura 6.3. [ |

Provaremos agora que algumas das propriedades vistas no exem-
plo 6.12 sdo gerais quando a D-classe ¢ irregular. Na proposigao 6.13 vere-
mos que as H-classes irregulares sdo triviais. Observe que este resultado ¢
conforme aquele j& conhecido para n > 3 e m > 1, como pode ser visto no
coroldrio 8.15 [10].

Proposicao 6.13 Sejam inteiros n > 1 e m > 1. Entdo as H-classes irre-
gulares de um mondide de Burnside livre satisfazendo z™ = z™*™ gerado pelo
alfabeto A sao todas triviais.

Prova. Seja uma D-classe irregular do mondéide M. Basta provar que uma
‘H-classe desta D-classe é trivial, ja que todas as demais tém a mesma car-
dinalidade. Seja u uma D-entrada tal que u esteja nesta D-classe. Basta
provar que a existéncia de um segundo elemento na #-classe de u implica
que u é regular.

Suponha que exista uma palavra v tal que v H' v e v 4 u. Como
v L' u, existem palavras z e y tais que zu ~ v e yv ~ u. Seja up = u e seja



76 CAPITULO 6. MONOIDES DE BURNSIDE LIVRES

uit+1 = €g(yzy;) para todo i € N.

Vamos provar que u; ~ u ~ (yz)'u e que u; € Pref((yz)'u). Fa-
remos uma indugdo em ¢. No caso ¢ = 0 temos que uy = u = (yz)u.
Suponha que i > 0, que u; ~ u ~ (yz)'u e que u; € Pref((yz)'u). Observe
que (yz)*'u = yz ((yz)'v) ~ yru ~ u implica que u;;; = er((yz)+1u) ~
€r(u) = u devido ao teorema 6.3 e & proposigdo 5.5. Como u; € Pref((yz)iu),
temos que u;y, = egp(yzu;) € Pref(yzu;) C Pref(yz(yz)'u) = Pref((yz)+1u).

Seja z; = u;'((yz)'u) para todo i € N. Vamos provar que |zj4;| >
|2;| para todoi € N. Fixemos: € N. Observe que zu; ~ ru ~ v R’ u implica
que eg(zu;) ~ ep(u) = u devido ao teorema 6.3 e & proposi¢dao 5.5. Assim
er(Tu;) ~ u % v ~ zu ~ zu; implica que ep(Ty;) # zu; e portanto que
ler(zu;)| < |zu;|. Dado que eg(zu;) R' zu; implica que yegr(zu;) R' yzu;,
temos que |uin| = ler(yzu:)| < |yer(zus)| = |y| + |er(zw)| < |yl + |zui| =
fyows|. Assim |z | = Juph () 10)] = |(42) ] — Juin] > (y2) ] —
[youl = [(yz)ul - sl = [u; 3 ((yo) )] = |2,

Vamos provar que u é regular. Seja k = |u|]. Dado que |z| >
|zk—1] > -+ > |z1] > |20] € 20 = ug'u = 1, temos pois que |z| > k = |ul.
Assim uy, € Pref((yz)*) pois ug, (yz)*¥ € Pref((yz)*u) e |ux| = |(yz)*u| —
|zx| < |(yz)*u| — |u] = |(yz)*|. Podemos pois definir u' = u;!(yz)*. Por fim,
temos que u ~ (yz)fu = u;, (u; (yz)*)u ~ v’ u implica que & = Tu'%, e U
é regular por definicao. [ |

No corolario 6.15 veremos que uma palavra de uma D’-classe ~-ir-
regular possui uma unica ocorréncia de D-entrada como fator e que todas
as D-entradas de uma tal D’'-classe sdo congruentes. Observe que este re-
sultado é conforme aquele ji conhecido para n > 3 e m > 1, como pode
ser visto no corolario 8.14 [10]. Este resultado pode ser melhor sintetizado
na proposi¢ao 6.14 onde provamos que o grafo fundamental de uma D-classe
irregular nao possui nenhuma aresta e possui um tnico vértice. Este grafo é
fortemente conexo.

Proposicao 6.14 O grafo fundamental de uma D-classe irreqular de um
mondide de Burnside livre satisfazendo z" = z™*™ gerado por um alfabeto
A, comn >1em > 1, nao possui nenhuma aresta e possui um tinico vértice.

Prova. Seja D uma D-classe de M \ {1} e seja G o grafo fundamental de D.
Suponha que exista uma aresta b € G. Vamos mostrar que D é
uma, D-classe regular. Seja w a menor transicao tal que w = b. Usando
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a proposicio 6.10, seja u = €r(w) a menor D-entrada em sua classe de
congruéncia e seja k = |u|. Observe que & = a(b) € V(G) € D. Como G
é fortemente conexo devido a proposigao 6.8, podemos escolher um passeio
g em G de w(b) a a(b) = u. Assim, bg é um passeio fechado de u a u,
bem como o passeio p = (bg)*. Como 7(lap) = T(luw) = 7(l7) = v,
usando os itens 3 e 4 da proposi¢do 6.11 temos que €r(7(p)) = €£(7(p)) = u
e 7(p) H' u. Usando o item 7 da mesma proposigao, temos que |7(p)| >
|7 (Lapy)| + kler(T(0)) ' 7(B)] = lu| + kler(w) T w| > |ul + k = |en(r(p))] +
ler(7(p))| pois ler(w) 'w| > 1 é uma consegiiéncia do coroldrio 5.10. Assim
podemos definir v’ = er(T(0)) ' (p)er(T(p)) ™" = ulr(p)u~"! e temos que
u H T(p) = wu'v = Gu'l. Caso D fosse irregular, teriamos que suas H-
classes seriam triviais devido & proposi¢do 6.13, implicando pois que & = uu'u
e portanto que %, e portanto D, seria regular. Assim D é uma D-classe
regular.

Como o grafo G é fortemente conexo devido a proposigéo 6.8, G
possui um vértice ao menos. Como também nao possui arestas caso D seja
irregular, ndo pode possuir mais que um vértice neste caso. |

Coroldrio 6.15 Toda transicdo é ~-regular, toda palavra ~-irregular tem
wma tnica ocorréncia de D-entrada e quaisquer D-entradas na mesma D'-
classe ~-irregular sao congruentes.

Na proposicdo 6.16 caracterizamos as R-entradas regulares (e por
dualidade as L-entradas regulares) em termos das transigoes.

Proposicio 6.16 Seja w uma palavra ~-regular. Entio w € uma R-entrada
se e s6 se w for sufizo proprio ndo vazio de uma transicao em sua D'-classe.

Prova. Seja t uma transicio na D'-classe de w e suponha que w seja sufixo
préprio nao vazio de t. Sejam a,b € A e u € A* tais que t = aub. Assim
ub P’ u e portanto ub R’ u implicando pois que ub é uma R-entrada. Como
w é sufixo préprio de t temos que |w| < [t| = |aub] =1 + |ub] e |w| < |ub].
Como w,ub € Suf(t), temos que w é um sufixo nao vazio de ub. Usando a
proposi¢do 5.6, temos que w é uma R-entrada.

Suponha que w seja uma R-entrada. Assim w é uma palavra nao
vazia. Como w é ~-regular, seja z € A* tal que w ~ wzw. Da propo-
sicdo 5.7 temos que €;(w) é uma D-entrada de w e seja y = weg (w) ™!
Assim (y, ez (w), zw) e (wzy, e1(w), 1) sdo duas ocorréncias de D-entradas de
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wzw. Seja pois (r, s,v) a pentltima ocorréncia de D-entrada de wzw. Como
(wzy, er(w), 1) é com certeza a ultima, usando o coroldrio 5.10, temos que
(r,sv,1) é uma ocorréncia de transi¢do de wzw. Note que sv nao é sufixo
de w D' sv pois neste caso teriamos duas ocorréncias de D-entradas de sv
devido a proposicao 5.9, e estas seriam duas ocorréncias de D-entradas de
w, contradizendo com a proposicao 5.7. Como rsv = wzrw, temos entao que
|w| < |sv| e w é um sufixo préprio da transi¢do sv. |



Capitulo 7

Os Grupos Maximais

Neste capitulo provaremos dois dos resultados mais importantes deste tra-
balho: o teorema da caracterizagao (teorema 7.5) e o teorema dos grupos
maximais (teorema 7.6). O primeiro serd demonstrado na segdo 7.2 e usard
o fortemente combinatério lema 7.3 que serd visto na se¢do 7.1. Também
fard uso do lema 5.14 visto no capitulo 5. Na demonstragao do teorema da
caracterizagdo, usaremos varios conceitos vistos no trabalho. Explicitando
alguns: o grafo fundamental de uma D-classe, o grupdide de Burnside li-
vre satisfazendo ™ = 1 gerado por este grafo e um sistema de adequagdes
coerente. J4 na secdo 7.3 veremos o teorema dos grupos maximais, que nao
somente usa o teorema da caracterizagao em sua demonstragao, mas também
usa o teorema 4.7 visto no capitulo 4.

Neste capitulo suporemos um alfabeto A bem como inteiros n > 1
em > 1. Sejam M o monéide de Burnside livre satisfazendo z" = z"™*™
gerado por A (que é estivel como vimos antes), a congruéncia de Burnside
~ e a projecao canodnica ~ : A* — M. Sejam também definidas as relagdes
Green-induzidas.

7.1 O lema da substituicao

A inofensiva proposi¢ao 7.1 merece algumas considerecoes. Quando n > 3
e m > 1, o semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = "™ é bem
conhecido devido a outro trabalho deste autor [10]. Em particular, o teo-
rema 8.12 [10] mostra que as D-entradas de D-classes regulares que sao as
menores palavras em suas classes de congruéncia correspondem a curtos de
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produgoes de ¥. Neste contexto, a proposi¢do 7.1 que se segue é muito se-
melhante & proposi¢ao 4.10 [10].

Proposigao 7.1 Seja w uma D-entrada, seja v € A* e seja z € Suf(w) N
Pref(v**t™). Entao temos que |z| < |v"|.

Prova. Suponha por absurdo que |z| > [v"|. Sejau = (wz™!) e seja w’ = uv™.
Como v",z € Pref(v"*t™), temos que w = ur e w' = uv™ sdo prefixos de
uv™™. Como |w'| = [uv®| = |u| + |v*| < |u| + |z| = |uz| = |w|. Assim temos
que w' é um prefixo préprio de w. Como uv™ € Pref(uz) C Pref(uv™™) ~
uv", temos que w' = uv™ R' ur = w. Assim temos uma contradi¢do com o
fato de que w' é prefixo préprio de w e com o fato de que eg(w) = w devido
a proposi¢ao 5.5. | |

Como foi feito no capitulo 6, onde o exemplo 6.7 serviu de base &
ilustracdo de varios conceitos ao longo daquele capitulo, teremos um exemplo
que serd o ponto de partida para a ilustragido dos resultados a serem vistos
neste capitulo. Agora, precisaremos de um exemplo em que m > 1 e conside-
raremos um conjunto gerador de duas letras, para simplificar nossos calculos.
O exemplo a ser considerado é o da D-classe de ab no mondide de Burnside
livre satisfazendo z = z*® gerado por {a,b} a ser visto no exemplo 7.2. A
prova de que o grafo fundamental da D-classe de ab é o grafo apresentado
na figura 7.1 poderia ser feita mais facilmente que no caso do exemplo 6.7
a partir das proposigdes 6.1 e 6.2 e dos corolérios 6.5 e 7.4. Nao provare-
mos agora ja que o teorema 9.2 dard uma prova mais geral. Ademais, os
resultados propriamente ditos ndo dependem dele.

Exemplo 7.2 Seja A = {a,b}, sejamn =1 e m = 2 e seja M o mondi-
de de Burnside livre satisfazendo z™ = z™*™ gerado por A. Entdo o grafo
fundamental da D-classe de ab é o grafo definido na figura 7.1.

O lema da substituigdo (lema 7.3) é bastante combinatério e exten-
so. Supondo que (w',w) seja uma substituigdo por (v**™ ™), o lema 7.3
implica que o(w') = o(w) se v P’ w e que (o(w'),o(w)) é uma substituicao
por (z™,1,) para algum passeio z no grafo fundamental de w, com inicio e
término num mesmo vértice u, se v™ D' w. Antes porém, consideraremos uma
verificacao destes fatos para palavras na D'-classe tratada no exemplo 7.2.

Considere o exemplo 7.2. Seja dada a palavra w = abbaaab. Co-
mo c(w) = c(ab) temos pois que w D' ab devido ao item 1 da propo-
si¢ao 6.1 e o grafo fundamental de w é aquele visto no exemplo 7.2. Assim,
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ab

®
ﬁb( ) )

4

ba

Figura 7.1: Grafo fundamental da D-classe de ab no monéide de Burnside
livre satisfazendo = = z* gerado por {a, b}

(1, ab, baaab), (ab, ba, aab), (abbaa, ab,1) é a seqiiéncia de ocorréncias de D-
entradas de w implicando pois que a seqiiéncia de transig/c:)\e_s/ de w é wy, wy =
abba, baaab devido ao lema 5.11. Assim o(w) = (Ml,baaab) = (a,b?):z,l;a)).
Seja a palavra w' = abbaabaabaaab. Sua seqiiéncia de ocorréncias de D-entra-
das é (1,ab, baabaabaaab), (ab, ba, abaabaaab), (abba, ab, aabaaab), (abbaa, ba,
abaaab), (abbaaba, ab, aaab), (abbaabaa, ba, aab), (abbaabaabaa, ab, 1) e usando
o lema 5.11 temos que sua seqiiéncia de transigoes é wi, wh, W, wy, Wy, W =
abba, baab, all‘i’ b% aba, bczz/ab. Como baaab = b,;b, obtemos entdo o(w') =
(baa, (baa)®), que baa D' w e que wj = w;, Wg = Wy € Wy, Wy = Wy, W3, de
acordo com o item 2 do lema 7.3. Ademais, (o(w'), o0(w)) é uma substituigao
por ((b’a\c-z’b,a’l\):z)z, 1z). Seja w” = abbab. Sua seqiiéncia de ocorréncias de
D-entradas é (1, ab, bab), (ab, ba, b), (abba, ab, 1) e sua seqiiéncia de transigdes
é abba,bab. Assim o(w") = (aTb\b-Zz,Irqb). Observe que (w”,w) é uma substi-
tuicdo por (a,a®), que a P' w, que as seqiiéncias de transigdes tém mesmo
comprimento e suas transi¢des sao, sequencialmente, duas a duas congruen-
tes, como no item 1 do lema 7.3. Ademais, o(w) = (abba, bab) = o(w").

Lema 7.3 (lema da substituicao) Sejam w,w',v € AT e s,t € A* tais
) ) ]

que w = sv™t e w' = sv™*™t. Seja wy,wy, ..., wr a sequéncia de transigoes

de w e seja w),wh, ... ,w} a seqiéncia de transigoes de w'.
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1. Se v™ P' w entao:

(a) k' = k;
(b) Wi~ w;, parai=1,... k.

2. Se v" D' w entdo existem | >0 e 0 < j <k tais que:

(a) k' =k + ml;
(b) wi=w;, parai=1,...,75;

I =t I _ e s s I '_ N
(c) Wiy = Wiy = = Wit (me1)r parai=1,...,1l;

(d) W)= Wiy, parati=j3+ml+1,... k.

Prova. Sejam wy = er(w) e wryy = €r(w). A partir do lema 5.11 temos
entdo que e;(w;) = ep(wiyy) para i € {0,...,k}. Para ¢ € {0,...,k},
sejam as palavras y; = er(w;) = er(witn) e T = (woyy ) (wry; ') - - - (wig; )
ez = (Y wig) - (y;_llwk)(yk_lwkﬂ). A partir do mesmo lema, a seqiiéncia
de ocorréncias de transigoes de w é (zo, w1, 21), - - - , (Tk—1, Wk, 2x) € a seqiién-
cia de ocorréncias de D-entradas de w é (zo, Yo, 20), - - - , (Tk, Yk, 2k). Sejam
wy = ep(w') e wy,, = e (w'). A partir do lema 5.11 temos entdo que
er(wj) = egp(wi,,) parai € {0,... ,k'}. Parai € {0,...,k'}, sejam definidas
as palavras y! = e, (w) = en(wly,) e o5 = (whys )(wjy ) - (Wl ™) e
2 = (y5_1w§+1) e (yi:,_l_lw’k,)(y;c,_lwi_,ﬂ). A partir do mesmo lema, a se-
qiiéncia de ocorréncias de transigoes de w' é (zg, wi, 21),. .. , (Th_1, Wi, 214 ) €
a seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w' € (x5, g, 20), - - - » (Thrs Yhr» 25 )-

Ao conjunto das ocorréncias de D-entradas de w chamaremos de
F e ao conjunto das ocorréncias de D-entradas de w' chamaremos de F".
Relembramos que estes conjuntos sdo incompardveis segundo a ordem das
fatoragoes < — definida por (z,y,2) < (2/,y',2') se e s6 se |z] > |z/| e
|z| > |2'| — e que sdo totalmente ordenados pela ordem das ocorréncias —
definida por (z,y,z) < (2/,¢/,2') se e s6 se |z| < |z'| (ou equivalentemente
por (z,y,2) < (2',y,2') se e s6 se |z|] < |#/|). Os conjuntos F e F' sao
totalmente ordenados por < e esta serd a ordem natural a ser considerada
nos mesmos. Dizemos que uma fungdo ¢ : F —» F' preserva a ordem se
dados f, g € F tais que f < g entdo temos que ¥(f) < ¥(g). Ademais, para
C,D C F (ou C,D C F') dizemos que C < D se toda fatoragdo em C for
menor que qualquer fatoragao em D.

Seja f = (z,y,2) € F. Como w = zyz = sv"t, temos que existem
quatro casos possiveis a serem analisados:
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1. |z| < |s] e |z| > |t];
2. || < |s| e |z] < |tl;
3. |z| > |s| e |z| > |tl;
4. |z| > |s| e |z| < |t].

Estes quatro casos definem um particionamento das fatoragées de F' em Fj,
F,, F3 e Fy conforme as fatoragdes se enquadrem nos casos 1, 2, 3 ou 4,
respectivamente. Como w' = sv™™¢t, uma fatoragio f' = (z,y,2) € F'
pode enquadrar-se nos mesmos quatro casos e da mesma forma definimos
as partigoes de F': F|, Fj, F3 e F;. Das definicdes, segue de imediato que
Fy '<F2UF3 < Fy e que Fll -<F21UF:; %F‘;

Vamos provar que v" D' w <= v""" D' w' <= F3 # 0 <= F3 #
) = F, =@ = F,. Como v" ~ v"*™ e w ~ w', temos de imediato que
v® D' w < v™™ D’ w'. Vamos primeiro provar que v" D' w <= F3 #
0 = F, = 0. Suponha que v" D' w. Seja (z,y,2) uma ocorréncia de D-
entrada de v"*. Como v" D' w = sv™t, temos que (sz,y, 2t) é uma ocorréncia
de D-entrada de w. Como (sz,y,zt) € F3, temos que F3 # (. Suponha
agora que F3 # () e seja (z,y,2) € F3. Da propria definicio de F3, temos
que (z,y,z) < (s,v",t) e que y € Fat(v") C Fat(w). Como qualquer fator
de w que tenha por fator uma D-entrada de w esta na D'-classe de w, segue
de imediato que v™ D' w. Caso exista f € F, das préprias defini¢oes de F3
e F,, temos que (z,y,2) < (s,v",t) < f, o que é uma contradigao com a
minimalidade da ocorréncia de D-entrada f. De maneira andloga podemos
provar que v"*™ D' v’ <= F} # 0 = F; = 0.

Construiremos uma funcio ¢ : F — F' que preserva a ordem e €
injetiva. A mesma serd definida por partes e terd o seguinte comportamento
em cada Fj:

1. ¢ estabelece uma bijegdo de F; em F;, para i =1,2,4;

2. ¢ estabelece uma injegio de F3 em Fj, e para todo (z',y',2') € Fj
temos que (z',y,2') € ¢(F3) <> |2'| > [v™t].

Observemos primeiramente que o fato de que ¢ (ou qualquer res-
tricio sua a um dominio menor) preserva a ordem j4 implica que ¢ € injetiva.
De fato, se ¢ preserva a ordem, dadas f e f' duas fatoragdes distintas em
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F, temos que f < f' ou f' < f jd que < é uma ordem total em F. As-
sim, ©(f) < ¢(f') ou ¢(f") < ¥(f), respectivamente. Em qualquer caso,
©o(f) # e(f') e p é injetiva.

Vamos definir ¢|p,. Seja f = (z,y,2) € F;. Assim zyz = sv™t e
|z|] < |s| e |z| > |t|. Definimos ¢(f) = f' = (z,v,2') = (z,y, (2t~ )v™t).
Como z'y'z" = zy(zt~!)v™t = ((zyz)t~1)v™t = ((sv™t)t™1)v™t = sv™v™t =
w', temos que f' é uma fatoragio de w’. Como (z,y, z) é uma ocorréncia de
D-entrada de w, temos que y' = y é uma D-entrada e que vy =y D' w ~ w'.
Assim f' = (z',4/,2') é uma ocorréncia de D-entrada de w’. Como |z'| =
|z| < [s], como 2| = |z| + [v™| > |t| + |[v™| > |¢|, temos que f’' € F]. Assim
¢|r, é bem definida e temos que ¢|r, : F; — FJ.

Vamos provar que ¢|r, é uma bijecdo de F; em F] e que preser-
va a ordem. De fato, dadas duas fatoragdes (z,y,z) e (z',¥',2') em Fy,
temos que (z,y,z) < (2',vy,7) < |z| < |2/| &= (z,y, (z2t7)v™t) <
($I)yl’(zlt_l)vmt) — (PlFl((x»y:z)) = (plFl((:EI: yl’zl))7 0 que prova que
¢|F, preserva a ordem. Isto implica que ¢|r, ¢ injetiva conforme visto antes.
Falta-nos provar que ¢(F;) = F|. Para tanto tomemos f' = (z',¢/,2') € F}|
uma ocorréncia de D-entrada de w'. Assim z'y'z’ = sv™*™t e |z'| < |s|
e |2'| > |t|. Primeiro mostraremos que |2/| > |v™t|. Caso |2/| > |[v*+™¢]
nem hd o que provar. Considere o caso em que |2'| < |[v"*™¢|. Dai, 2’ é
sufixo de v™*™t j4 que z'y'z’ = sv™*™t. Seja pois u = (v**™t)z'"'. Como
f' é uma ocorréncia de D-entrada de w', temos que 3’ é uma D-entrada.
Como su = s(v™™t)2' ™' = (sv™™t)2' ! = w2’ = (2'y'2)2 ! = z'y
e |z'| < |s| temos que u € Suf(y’). Como uz' = v™™t e |2/| > |t|, te-
mos que u € Pref(v"*™). Pela proposi¢ao 7.1 temos que |u| < |v"|, donde
uz' = v™*™¢ implica que |z'| > |v™t|. Vide a figura 7.2. Assim podemos

Figura 7.2: Fatoracao f' em FY
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definir f = (z,9,2) = (2,9, 2'(v™t)1)t). Como zyz = z'y/'(2'(v™t) ')t =
(z'y'2)(v™t) "'t = w'(v™t) "1t = (sv™™t)(v™t) 7't = sv™t = w, temos que
f é uma fatoragdo de w. Como f' é uma ocorréncia de D-entrada de
w', temos que y = y' é uma D-entrada e y = y' D' w' ~ w. Assim
f é uma ocorréncia de D-entrada de w. Como |z| = |z'| < [s|, como
|z| = |2'| = |[v™| > [v™t] — [v™| = |t|, temos que f € F). E facil verifi-
car que ¢(f) = f'. Dal concluimos que ¥(Fy) = Fj.

Vamos definir ¢|p,. Seja f = (z,y,2) € Fy. Assim zyz = sv"t e
|z| > |s| e |z] < |t|. Definimos ¥(f) = f' = (¢',¢,7) = (sv™(s7'2),9, 2).
Como z'y'z' = sv™(s 7 z)yz = sv™(s7 (zyz)) = sv™(s7!(sv"t)) = sv™v"t =
w', temos que f' é uma fatoragdo de w'. Como (z,y, 2) é uma ocorréncia de
D-entrada de w, temos que ¥’ = y é uma D-entrada e que y' =y D' w ~ w'.
Assim f' = (z',9,2') é uma ocorréncia de D-entrada de w’. Como |z'| =
|z| + [v™] > |s| + [v™] > |s|, como |2'| = |z| < |t], temos que f’ € Fj. Assim
©|r, é bem definida e temos que ¢|g, : Fy — Fy.

Vamos provar que ¢|p, é uma bijecdo de F; em Fj e que preser-
va a ordem. Dadas duas fatoragdes (z,y,z) e (z,v',z') em Fjy, temos que
(z,9,2) < (2',¥,7) < |z| < |2'| = |z| + "] < |2'| + ™| <=
|sv™(s71z)| < [sv™(s7i2!)| <= (sv™(s7'z),y,2) < (sv™(s7'x),y,2) =
o|r ((z,9,2)) < ¢|r((z', ¥, 2')), 0 que prova que ¢|r, preserva a ordem. Isto
implica que @|r, é injetiva conforme visto antes. De forma perfeitamente dual
a prova de ¢(F,) = F| vista na prova de que ¢|p, é uma bijegdo, podemos
provar que P(Fy) = Fj.

Vamos definir ¢|r, e mostrar que ¢|g, preserva a ordem e é uma
bijecdo de F; em F,. Adiantamos que ¢|g, serd definida por ¢|r,((z,y,2)) =
(z, (y(tz71)1)v™(tz7"), z). Primeiramente, fixemos z um prefixo préprio de
s e z um sufixo préprio de t. Definiremos algumas palavras e fatoracoes
em funcio de z e z. Definamos y = (z7's)v"(tz™!), 2’ =z, 2/ = z e
y = (z7ls)v™*™(tz7!). Definamos f = (z,y,2) e f' = (2',7/,2'). Assim
temos que f é uma fatoracio de w pois zyz = z(z 7 ts)v(tz7!)z = sv™t = w
e f' é uma fatoragdo de w' pois z'y'z' = z(z 1 s)v™ M (tz7l)z = sv™Tt = W'
Vamos primeiro provar que f é uma ocorréncia de D-entrada de w se s6
se f' for uma ocorréncia de D-entrada de w'. Seja a a primeira letra de
(z's), e portanto de y e de y. Seja b a iultima letra de (tz7'), e por-
tanto de y e de y'. Ora, y = (z7ls)v"(tz7t) ~ (z7ls)o™™(tz71) = v
Ademais temos que yb~' = ((z7s)v™(tz71)) b7t = (z7ls)v™ ((tz71)b7 1) ~
(=)™ ((¢271)b71) = ((@7ts)v™ ™ (t271))b~t = y'b". De forma dual po-
demos provar que a~'y ~ a~1y'. Assim temos que y R' yb~! < y' R' y'b~!
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equey L' a7ly <= y' L a7 'y’. Portanto, y = eg(y) &= y R' yb~! =
YR yYbl =y =) ey =ey) =y L atly = aly £
a 'y’ <= y' = €,(v'). Usando a proposi¢io 5.5, segue de imediato que y é
uma D-entrada se e s6 se y' for uma D-entrada. Como y D' w < y' D' w',
temos que f é uma ocorréncia de D-entrada de w se s6 se f' for uma ocor-
réncia de D-entrada de w’, concluindo a primeira parte da demonstragao.
Como para toda ocorréncia de D-entrada em F, existem z e z tais que
a ocorréncia de D-entrada em questdo seja f, sendo que neste caso a fa-
toragdo f' é uma ocorréncia de D-entrada de w' com f' € F,, definimos
©(f) = f'. De fato, esta definigdo coincide com a definicdo que j& haviamos
adiantado pois (y(tz7!)")v™(tz7t) = ((z71s)v™(tz71)(¢271) o™ (b27)) =
(z7's)v™v™(tz7!) = y'. Dadas duas fatoragdes (z;, s, z:) e (2, y;, z;) em Fy,
(20,90, %) < (27,0,2) = lail < [o5] = (o, (welt) om(t ), 2) <
(25, (u5(t27") " 0™ (1257), 23) = ]2, 10, 2) < Ples(25, 35, ), © que
prova que ¢|p, preserva a ordem. Isto implica que ¢|r, é injetiva conforme
visto antes. Também verificamos que ¢(F;) = F; pois para toda ocorréncia
de D-entrada em F; existem z e z tais que a ocorréncia de D-entrada em
questdo seja f', sendo que neste caso f é uma ocorréncia de D-entrada de w
com f € Fye f' =¢(f).

Vamos definir ¢|p,. Seja f = (z,y,2) € F3. Assim zyz = sv™t e
|z| > |s| e |z| > |t|. Definimos ¢(f) = f' = (', ¢/, 2') = (z,y, (zt71)v™t).
Como z'y'z' = zy(zt™!)v™t = ((zyz)t )™t = ((sv™t)t )™t = sv™v™t =
w', temos que f' é uma fatoragdo de w’. Como (z,y, z) é uma ocorréncia de
D-entrada de w, temos que y' = y é uma D-entrada e que ¥ =y D' w ~ w'.
Assim f' = (z',v',2') é uma ocorréncia de D-entrada de w'. Como |z'| =
|z| > |s|, como |2'| = |z| + [v™| > [¢| + |[v™| > |¢|, temos que f’' € Fj. Assim
¢|r, é bem definida e temos que ¢|g, : F3 — Fj.

Vamos provar que ¢|r, é uma injegao de F3 em Fj, que preserva a
ordem e que se (z,y,2') € F; entdo (z',9,2') € ¢(F3) < |2/| > |v™¢|.
Dadas duas fatoragdes (z,y,2) e (z',9',2') em F3, temos que (z,y,2) <
(z',y,7") <= |z| < |2| = (z,y, (2t 7 )v™t) < (2,9, (2"t )v™) <=
o|lm((z,y,2) < ¢|r((z', ¥, 2')), 0 que prova que p|g, preserva a ordem. Is-
to implica que ¢|r, é injetiva conforme visto antes. Falta-nos provar que
se (z',y,2") € F; entdo (z',vy/,2') € ¢(F3) < |Z/| > |v™t|. Seja f' =
(z',9',2') € F; uma ocorréncia de D-entrada de w’. Suponha que f’ € ©(F3)
e seja f = (z,y,2) € F3 tal que ¢(f) = f'. Da definigao de ¢ temos que
|2'] = |(z2t7)v™t| = |z| + [v™| > |t| + [v™| = |[v™¢t|. Suponha agora que
|2'| > |[v™t|. Assim podemos definir z = 2/, y = ¢/, z = (2'(v™t) V)te f =
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(z,y,2). Como zyz = z'y'(2'(v™t) )t = (2'y'2')(v™t)™'t = w'(v™t)7't =
(sv™v™t)(v™t)~'t = sv"t = w, temos que f é uma fatoragdo de w. Como f’
é uma ocorréncia de D-entrada de w', temos que y = y' é uma D-entrada
ey=19y D' w ~ w. Assim f é uma ocorréncia de D-entrada de w. Como
|z| = |2'| > |s], como |z| = || = |v™| > |[v™¢] — |[v™| = |t|, temos que f € F3.
E facil verificar que ¢(f) = f' e portanto que f’ € ¢(F3).

Em suma, definimos:

(z,y, (2t~ 1) ™), se (z,y,2) € Fi + F3;
o((z,y,2)) =14 (z, (y(tz")Yom(tz71),2), se (z,y,2) € Fy;
(sv™(s71z), vy, 2), se (z,y,2) € Fy.

Suponha que v* P' w. Vamos concluir a demonstragao para este
caso (item 1 do enunciado) provando que k = k' e que w; ~ w; para ¢ =
1,...,k. Como ji vimos anteriormente, neste caso, temos que F3 = F3 = 0.
J4 vimos também que Fy < F, < Fy e que F] < F3 < F;. Como ¢|p,
preserva a ordem e estabelece bijecdo de F; em F}, para ¢ = 1,2, 4, temos que
¢ estabelece bijegdo de F' em F' e preserva a ordem. Assim, k = k' e temos
o subitem la. Seja fi = (z;,yi,2:) e fi = (z},v},2;) parai = 0,1,...,k.
Como ¢ preserva a ordem, como as seqiiéncias de ocorréncias de D- entra—
das de w e de w' sdo ordenadas por ocorréncia, temos que ¢(f;) = f{ para
i=0, 1, ..., k. Fixemos i € {1,...,k}. Para provar que w; = z;_1 'wz; "' ~
i1 w’z’ 1 = w! analisaremos a que partigdes pertencem f;_; e f;. Temos
trés casos a analisar:

1. fi_1, fi € Fy. Neste caso temos que z}_; = x;_; e que z; = (z;t~1)v™t.
Assim temos que w} = z}_, 'w'2'; 7t =z 7 (svMv™t)((zit T v ™) =
(E,‘_l_l(S’Un)(Z,‘t—l)_l = iC,'_l_l(S’Unt)Zi_l = Z','_]_—‘l’wzi_l = w;.

2. fic1 € FUF; e f; € F, U Fy. Neste caso temos que zj_, = Zi_;
|z;_1] < |s|. Também temos que 2z} = z; e || < |t|. Assim temos que
wi = 2’ lw’z',_1 = z;_1 H(sv™ ™)zl = (zio s v (B TY) ~

(zioy~18)v™(t27Y) = 2, " H(sv™t)z T =z Twz T = ws.

3. fi_1, fi € Fy. Neste caso temos que z!_; = sv™(s™'z;_1) e que z} = z;.
1—1 i

Assim temos w) = ';_, W'zt = (sv™(s 7 ziny)) M (sv™vM)z Tt =
(s7zi1) (v™)z ™t = 3, M (svM) T = mio T twa T = wy

Em suma, provamos o subitem 1b pois nos casos 1 e 3 vimos que w; = wj, e
no item 2 vimos que w; ~ w;.



88 CAPITULO 7. OS GRUPOS MAXIMAIS

Suporemos a partir de agora que v™ D' w. Isto implica, como
ja vimos, que F3 # 0 # Fj e F, = 0 = F,. Seja f; = (z;,yi, 2) para
i =0,1,...,k e seja f] = (z},9},2!) parat = 0,1,...,k". J4& vimos que
fi € (F3) = |zi| > |[v™t| e que f] € F}\ ¢(F3) = |t| < |2}] < |[v™¢]. Isto
em particular implica que ¥ (F3) < Fj3 \ ¢(F;). Vamos particionar Fj \ ¢(F3)
em {Gp_1,...,Go} onde

fl € G = |v™t| < |2]| < |v"*]

para h=0,1,...,m—1, para cada f] € F; \ ¢(F3). Assim ¢(F3) < Gpp_1 <
-+ < Go. Seja Hy = {f € Fy | |s| < |z}| < [sv]}.
Vamos definir uma funcao 0 : F§ \ Go — F; \ Hy por

0((z,y,2)) = (sv(s'z),y, z(vt)'t).

Suponhamos que f = (z,y, z) € F3\Gy. Assim temos que zyz = sv™™t, que
|z| > |s|, que |z| > |vt| e podemos de fato definir 6(f) = f' = (2, ¥/, 2') =
(sv(s™'z),y, z(vt)~'t). Por conseguinte, podemos verificar que f’' é uma fa-
toracdo de w' j& que z'y'z' = sv(s7lz)yz(vt)~t = sv(s7 (zyz)(vt) )t =
sv(s~H(sv™™ME)(vt) M)t = sv(v™t™ )t = sv™t™t = w'. Como f é uma
ocorréncia de D-entrada de w', temos que y' = y é uma D-entrada e que
Yy =y D' w'. Assim f' é uma ocorréncia de D-entrada de w’. Como
|2'] = |2| — |v| > |vt| = |v| = |¢|, como |z'| = |z| + |v| > |sv|, temos que
f' € F3\ Hy. Assim 6 é bem definida e temos que 6 : F} \ Go — F; \ Hp.
Vamos mostrar que 0 : F; \ Go — F; \ Hy é uma bijecao que pre-
serva a ordem e que 67!((z,v, z)) = (s(sv)~'z,y, (2t~!)vt). Vamos primeiro
provar que 6 preserva a ordem. De fato, dadas duas fatoragdes (z,y, z) e
(z', 9, 2") em F3\ Gy, temos que (z,y,2) < (z', ¢, 7) < |z| < |2'| <= |z|+
lv] < |2'| + |v] <= [sv(s7'z)| < |sv(s7'2')| <= (sv(s7'z),y, z(vt)71t) <
(sv(s7'a’), ¢, 2’ (vt) 1) <= 0((z,v,2)) < 0((z',,2")), o que prova que 6
preserva a ordem. Isto implica que 6 é injetiva conforme visto antes. Falta-
nos calcular ! e provar que 8(Fj \ Go) = Fj\ Hy. Para tanto tomemos f' =
(z',y',2'") € F}\ Hy. Assim temos que |z'| > |sv| e |2'| > [t|. Definamos f =
(z,y,2) = (s(sv)~'2, ¢/, (2't"!)vt). Temos que f é uma fatoracao de w' pois
s(sv) ey ('t vt = s((sv) Ha'y'Z )t vt = s((sv)"H(sv™t™E)tut =
s(v™™ ot = sv"*™t = w'. Como f’ é uma ocorréncia de D-entrada de
w', temos que y = y' é uma D-entrada e y = y' D' w'. Assim f é uma
ocorréncia de D-entrada de w'. Como |z| = |2'| — |v| > |sv| — |v| = |s|, como
lz| = || + |v| > |t| + |[v] = |vt|, temos que f € F!\ Go. E ficil verificar
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que 0(f) = f' e que portanto 67*((z', ¢, 2')) = (s(sv)~'z',y, (2t~ 1)vt). Dai
concluimos que 8(F; \ Go) = F3 \ H.

Por ora, seja h € {0,...,m — 2}. Vamos mostrar que 0lg,,, :
Gpp1 — G é uma bijecio. Naturalmente, Gni1,Gn € F3 \ 9(F3) C Fi.
Como h +1 > 0, de fato Gpp1 C Fi\ Go. Suponha f = (z,y,2) € Gay1.
Por definicio, temos que |[v"*1t| < |z| < |[v"*%t|. Como 6((z,y,2)) =
(su(s™'z),y, 2(vt)71t) e |z(vt)7't| = |2| — |vt| + [t| = |z] — |v], temos que
[vht] < |z(vt)'t| < |v**¢| o que implica que 6(f) € Gh. Isto prova que
0(Ghy1) € Gh. Suponha f' = (z',y,2') qualquer fatoragao em Gp. Por
defini¢io, temos que |v*t| < |2'| < [v"*'¢|. Antes de prosseguir, provaremos
que Gp C Fi\ Hy. Suponha por absurdo que f' € Hy. Neste caso temos
que |s| < |z'| < |sv|. Como (sv,v™*™~h=2 p"*1t) é uma fatoragao de w' e
|2'| < |[v"*1t| e |z'| < |sv], temos que v™+™~"~2 ¢ fator préprio de y'. Portanto
v™ é fator préprio de y' pois h < m — 2 implica que v" € Fat(v"+t™=h=2%), Isto
é uma contradi¢do com o fato de que y' é D-entrada de w' e v" D' w ~ w'.
Assim, G, C F,\ Ho. Como 67'((z',¢,2")) = (s(sv)~'z', ¢/, ('t })vt) e
|(zt)ot| = |2'|—|t|+|vt] = |2'|+|v], temos que [vPH1E] < [(2't7)vt] < |vh+2¢]
o que implica que 87'(f") € Gpy1. Isto prova que 8(Gry1) 2 Gp. Assim
0(Ghs1) = Gh. Como 8 é bijecdo, segue que O|g,,, : Ghy1 —> Gh também o
é.

Vamos definir [ e j tais que ¢(f;) = f/ se 0 <1 < j e P(fi) = firm
se 7+ 1 <1< k. J& vimos que F' pode ser particionado em {F1, F3, F4} com
F, < F3 < Fy. J4 vimos que F' pode ser particionado em {Fj,¥(F3), F3\
©(F3), F}} com F} < ¢(F3) < F3 \ ¢(F3) < Fy. Como ¢ estabelece bijecoes
que preservam a ordem de F em FY, de F3 em ©(F3) e de Fy em Fy, temos
que ¢ preserva a ordem em F. Ademais, |F{+@(F3)| = |F1+Fs| e |Fi| = |Fy|.
Como Fy # 0, seja j = |Fy + F3| — 1 tal que f; seja a maior fatoragao em Fj,
segundo <. Entdo se 0 < 4 < j, temos que f; € Fy + F3, e que ¥(fi) = fi €
F!Up(F3). Como 6 estabelece bijecdo de Gj1 em Gy para h € {0, . .. ,m—2},
seja | a tnica cardinalidade de cada Gy, para h € {0,... ,m — 1}. Assim a
cardinalidade F3 \ ¢(F3) é ml. Assim, se j +1 < i <k, temos que f; € Fy e
que (p(fi) = fz',+ml € F,;

Em particular, temos que f, = ©(fx) = fiymn 0 que implica que
k' =k + ml.

Observe que G, = {f!|j+(m—1—h)l+1<i<j+(m—h)}
pois Fi \ #(F3) pode ser particionado em {Gm_1,- - ,Gol e Gy < -+ <
G,. Como @ preserva a ordem e estabelece bije¢ao entre Gpy1 € G para
h€{0,...,m— 2}, temos que 6(f]) = fi,, para j <i<j+ (m— 1)L.
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Vamos mostrar que [ > 0 e que 6(f]) = f/,, também para : =
j- Como f; = ¢(f;) € ¢(F3) C F;\ Gy, temos que 6(f;) ¢é definido e
seja j' tal que fi, = 0(f;) = (sv(s~'z}),y}, zj(vt)~'t). Assim segue que

|2%| = |sv(s™'a})| = |z}| + |v| e que fj < fj;. Vamos primeiro mostrar que
fir € Gmo1. Temos que |2}| = |2j(vt)~'t| = |2}| — |[v]. Como f] € ¥(F3),
temos que |z;| > [v™t| e portanto que |z}, = |z}| — |v] > [v™t| - |v| = [v™ ¢

Suponha por absurdo que f}, € ¥(F3). Neste caso, ja que ¢ preserva a ordem,
temos que f; = = (f7) < ¢~ (f;) € ¢~ (¢(F3)) = F;, contradizendo com
a escolha de j. Assim, fl, ¢ ¢(F3). Como fj, € F;\ ¢(F;), temos que
2] < [v™t]. Como [v™ '] < |2}| < [v™t], temos que f}, € Gm_; conforme
querlamos demonstrar. Donde, | = |G,,—1| > 0. Falta—nos provar que 6(f;) =
1+ Vamos primeiro provar que f’ é o maior elemento de G,,_; segundo a
ordem <. Suponha por absurdo que exista p' tal que fp €EGm-1 e fi < fy
Assim [v™7Mt] < |z,| < [v™t]. Como f}, = 9(f’) € F; \ H,, ternos que
|zp| > |zjr| > |sv| e f, € F3\ Ho. As31m 6~ (f’) é definida e seja p tal
que f, =07'(fy) = (s(sv) 1:r’,,y (2t 1)vt) € F’\Go C F3. Assim |z)| =
(2t~ 1)'utl = ]z’ |+ |v| > [v™ 1t|+|v| |[v™t|. Donde, f; € (P(Fg,) e fp € F3.
Como ¢ preserva a ordem e f, < f;,, temos que f; = O“I(f]’-,) < 0‘1(f,’,,) = fp
Como ¢ preserva a ordem, temos que f; = ¢~ '(f;) < ¢”'(f;) = f, € F3, 0
que é uma contradi¢ao com a escolha de j. Assim nao existe tal p' e f}, é
o maior elemento de G,,_; conforme desejdvamos provar. Como este maior
elemento € justamente f;,,, temos finalmente que 6(f;) = fJ’-, = fiv

o \{amc:s Il)ro:rnar _qlue Thiyml = s,v’i(s—lxj), De fato, f;tm,—: Gm(fj{)':
(sv™(s7'2}), ¥;, 2;(v™t)~'t). Como f; = ¥(f;), temos que = = z;. Assim
Tyt = sv™(s7'z;).

Vamos concluir a demonstracdo para o caso v" D' w (item 2 do
enunciado). Jé escolhemos os inteiros [ e j conforme desejado. J4 provamos
que k' = k + ml, implicando o subitem 2a. Suponha que 1 < i < j. Assim
fi-1, fi € F1 + F3. Como f]_; = ¥(fi—1) e fl = ©(f;), a partir da definicdo
de ¢ segue zi_; = z;_; e 2! = (zt })v™t. Assim w) = z';_;" w’z’ V
zio1H(sv™™e)((zit)u™E) T = 3o M (sv™) (2t Y)Y = 3 T (sv™t) 27t =
z;_1 w2z = w;. Isto prova o subitem 2b. Suponha agora que j+1 <
i < j+ (m-1)L Assim fi € (F3\ ¢(F3)) \ Go. Neste caso temos que

iv = 0(f)) eque fl,,_; = 6(fi_,). Da definicdo de 6 temos que Tip_y =
sv(s'zj_) e que 2, = zi(vt)7't. A531m temos wl,, = 2’1 'w'z ,+1_1
(su(s~tai 1)) (sv™ ™) (2 (vt) 1) = (s7'aiy) T (™) (2l (ut) )T =

- —1 1 .
gy T H(svtm )27t = 2 Tzt = w!. Isto prova o subitem 2c. Supo-
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nha por fim que j +ml + 1 < ¢ < k+ ml. Neste caso temos que f;_m € Fy.
Como f! = ¥(fi—mi), a partir da definicdo de ¢ segue que zi = zi—m. Caso
j+ml+1 < i, temos que fi_mi-1 € F4, que f{_; = O( fi—mi-1) € da definicao
de ¢ segue que z,_; = sv™(s7 zi_m_1). Caso j+ml+1 =4, como 7}, =
sv™(s~'z;) também segue z}_; = sv™(s7'Zi_mi-1). De toda forma temos que

T S -1 =] — (-1 ~i _ -1
g'ioy T w = (sv™ (57 i mi-1)) T (sv™ V) = (s aii_mz_x) (v"t) = Timmi1
Ti mi_1~lw e portanto que w, = z';_, w2 = Tiigoi Wz =
W;_mi. Isto prova o subitem 2d e conclui nossa demonstragao. [ |

No corolério 7.4 vemos uma aplicagao do lema 7.3 que nos leva a
caracterizacao das transi¢oes congruentes.

Corolario 7.4 Duas transi¢ées aub e a'u't', com a,a’,b,b' € A eu,u' € A*,
sdo congruentes se e s6 sea = a eb =10 eu ~ u. Ademais, a menor
transi¢do numa classe de congruéncia é também a menor palavra nesta classe.

Prova. Seja § uma fun¢do que aplica uma palavra w € A* no conjunto
{(a,%,b) | a,b € Aeu€ A* e aub é uma transigdo de w}.

Vamos provar que ~ preserva §. Para tanto basta considerar o caso
em que tenhamos w,w',v € A* e s,t € A* tais que w = sv"t e w' = sv"*™t
e provar que §(w) = §(w'). Considere todas as defini¢des do lema 7.3 bem
como as de sua demonstragdo. Caso v" D' w, o item 2 do lema 7.3 im-
plica que toda transigdo de w é transigdo de w' e vice-versa, nao mais ten-
do o que provar. Suponhamos agora que v™ P’ w. Neste caso vimos que
k = k' e que w; ~ w! para i = 1,...,k. Fixemos i € {1,...,k}. Seja
fi = (zi,yi,2) e fl = (z},9},2}). Como vimos na demonstracao do ca-
so v™ P' w no lema 7.3, temos trés casos de acordo com a pertinenga de
fi_1 e de f; s partigoes Fy, F» e F;. Nos casos 1 e 3 supunhamos que
fi_1, fi € Fy ou que f;_i1, fi € Fy, respectivamente. Em ambos os casos
vimos que w; = w}, o que naturalmente implica que §(w;) = §(w;) nestes
casos. No item 2 suptnhamos que f;_; € FiUF; e f; € F, U F;. Neste
caso vimos que Ti_; = x;_; e |z;_1| < |s| e 2} = z e |z]| < |t|. Assim vi-
mos que w} = &'y tw'2y Tt = @i_y TN (s0™ M)z = (mioy stz ~
(zicy~l8)v™(tzt) = iy "M (sv™) 2t = 2o T twz T = wi. Como |zi| <
|s| e || < |t|, sejam a a primeira letra de (z;_;7's) e b a tltima letra
de (tz;7'). Como (z;_17's) é prefixo de w; e de w; temos que a € a pri-
meira letra de w; e de w!. Da mesma forma, temos que b é a dltima le-
tra de w; e de w). Assim a~'wib™! = (a"(zi17's))" ™ ((tz7N)DTY) ~

(sv™t) =
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(@ Hzi—17's))v™((tzi7 1)) = a lw;b~!. Como a seqiiéncia de transicoes de
w; de é a prépria w; e a dei_z\u_:-/de é a propria wj, temos pois que §(w;) =
{(a,a tw;b=1,b)} = {(a,a 'widb~1,b)} = §(w!). Donde §(w;) = §(w!) em
qualquer caso. Por fim, segue que §(w) = U §(w;) = UL 6(w!) = §(w").

Sejam duas transi¢oes aub e a'u'b’, com a,a’, bt € A e u,u €
A*. Naturalmente, a = a’' e b = b’ e u ~ ' implicam que aub ~ a'u'b'.
Suponha agora que aub ~ a'u'b’. Neste caso, como ~ preserva §, temos que
{(a,u", )} = §(a'u't') = §(aub) = {(a,%,b)} e portanto que a = a' e b = ¥/
eu~u.

Seja uma transicao aub com a,b € A e u € A* tal que aub seja a
menor transi¢ao na respectiva classe de congruéncia e seja w a menor palavra
desta classe. Vamos provar que w = aub. Como ~ preserva §, temos que
§(w) = §(audb) = {(a,u, b)} e portanto que existe au'b uma transicio de w tal
que u' ~ u. Assim w ~ aub ~ au'b € Fat(w) implicando pois que w = au'b
devido a escolha de w. Como w é uma transi¢do na classe de aub, que é a
menor transigao em sua classe de congruéncia, temos que w = aub. [ |

7.2 O teorema da caracterizacao

Considere o exemplo 7.2. Seja K a categoria livre gerada pelo grafo funda-
mental G visto na figura 7.1 e sejam p = (aba, bab) e ¢ = (aba, baab) dois
passeios de K com inicio e término em ab. Seja B o grupdide de Burnside livre
satisfazendo 2™ = 1 gerado por G, seja” : K —> B a projegao canénica e seja
= a congruéncia associada a esta projecao. Observando que a congruéncia ~
preserva a primeira e a ultima letra de uma palavra bem como as fungées #,
e #, verifica-se facilmente que toda palavra z tal que o simbolo Z aparece na
figura 7.1 é a menor palavra em sua classe de congruéncia. Sejam entdo defi-
nidas as palavras u = 7(p) = abab e v = 7(q) = abaab e w = 7(pq) = ababaab
e w' = 7(gp) = abaabab. Observe que o(ab) = 15 devido & definigdo e que
o(u) =peo(v) =gqgeo(w)=pqgeo(w) = qp devido ao item 2 da propo-
si¢ao 6.11. Temos que ep(ab) = ep(u) = €r(v) = er(w) = eg(w') = €1 (ab) =
er(u) = e, (v) = er(w) = er(w') = ab devido & proposi¢do 6.11 e & propo-
sicao 5.5. Portanto ab, u, v, w e w' sdo palavras na mesma H'-classe devido
ao teorema 6.3 e seu dual. Como a avaliagdo destas palavras pelas fungoes
#a € # é aquela descrita na tabela 7.1 e estas fungdes sao preservadas por ~,
segue que duas quaisquer das palavras ab, u, v, w e w’' ndo sdo congruentes,
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exceto possivelmente w e w’. Por outro lado, como a avaliagao das digitais
! P , .

das palavras ab, u, v, w e w' pelas fungdes #;3; e-#b;;;b ¢é aquela descrita na

tabela 7.1 — e podemos verificar que estas fungdes sdo preservadas por =

ab u v w w'

Z | 1 0 | 1 0 0

#s 1 0 0 1 1
o(ab) | o(u) | o(v) | o(w) | o(w')

# | O 1 | 0 1 1

#E;b 0 0 1 1 1

Tabela 7.1: Avaliacdo das palavras ab, u, v, w e w' pelas fungoes #, e #s €
de suas digitais pelas fungoes # . € #;7;

— segue que duas quaisquer das digitais das palavras ab, u, v, w e w' nao
sdo congruentes por &, exceto possivelmente o(w) e o(w'). De fato, a propo-
sicdo 4.8 implica que o(w) = pg = qp = c:(w’) e, por outro lado, w ~ w' como
provaremos agora. Como a H-classe de ab é um grupo pois possui o idempo-
tente e = abab, qualquer elemento h desta #{-classe é tal que h? = e pois se
g € M é tal que gh = e entdo h3 = h implica que h%? = eh? = gh® = gh =e.
Assim, ab e abaab sio dois elementos desta H-classe e a proposigao 4.8 implica

N ~ TN N~ T N—

que W = ababaab = ababaab = abaab ab = abaabab = W',

Em suma, de todas as palavras ab, u, v, w e w' na mesma H'-classe
vista acima, as nicas palavras que sdo congruentes por ~ sao aquelas cujas
digitais sdo congruentes por =. No teorema 7.5 provaremos que esta nao
é uma coincidéncia mas uma propriedade vélida para uma H-classe qual-
quer de qualquer mondide de Burnside livre. No teorema 7.5 caracterizamos
quando duas palavras com imagem por~ nesta D-classe representam o mesmo
elemento ou nio em termos de suas R-entradas, L-entradas e digitais. Esta
caracterizagio é parcial no sentido que o problema da palavra ainda nao é
resolvido. Algumas questdes ainda ficam pendentes como: saber se w D' ',
construir efetivamente o grafo fundamental; saber se egr(w) ~ egr(w'); etc.
Porém, outros resultados nossos ji apontam a resposta a algumas destas
perguntas: este é o caso dos corolarios 6.5, 7.4 e 6.15 e da proposi¢ao 6.16.

Poderiamos evitar os conceitos de categorias e grupéides no enun-
ciado do teorema 7.5 ao enuncié-lo com G* sendo um monoide livre sobre o
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alfabeto G e B sendo o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado
pelo alfabeto G. Estes conceitos seriam mais dificeis de serem evitados na de-
monstracao do teorema 7.5 e em particular na demonstracao do teorema 7.6,
J& que precisamos impor a restricao de que nem toda seqiiéncia aleatéria de
arestas forma um passeio em G.

Teorema 7.5 (teorema da caracterizacao) Sejam A um alfabeto, n > 1
e m > 1 intetros. Duas palavras w e w' que sdo canonicamente projetadas
numa mesma D-classe do semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" =
™™ gerado por A sio identificadas por esta projecdo se e sé se as sequintes
condigcoes forem satisfeitas:

1. as R-entradas de w e de w' sdo identificadas por esta projegdo;
2. as L-entradas de w e de w' sdo identificadas por esta projegdo;

3. as digitais de w e de w' sao identificadas pela projecdo canénica da
categoria livre gerada pelo grafo fundamental G da D-classe em questdo
sobre o grupdide de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por G.

Prova. Suponhamos primeiramente o caso em que a D-classe em questdo
seja irregular. Neste caso, a proposi¢ao 6.14 implica que o grafo fundamental
desta D-classe ndo possui arestas e possui um tnico vértice u. Assim o(w) =
o(w') = 1, e o item 3 é sempre satisfeito. Usando o teorema 6.3 e seu dual

temos que @ R w' <> ep(w) = er(w') e que W L w' <> er(w) = e, (w').
Como a H-classe de w é trivial devido a prochi_g/éio Gwmoi_gf)/is que/@/:
WESTHY <= TR e Luw < ep(w) = er(w) e ex(w) = er(w')
se e sO se as afirmativas 1, 2 e 3 forem satisfeitas.

Suponha a partir de agora que a D-classe em questdo seja regular.
Podemos escolher e € A% tal que € seja um idempotente nesta D-classe. Seja
G o grafo fundamental de € e seja K = G* a categoria livre gerada por G. O
grafo fundamental G é fortemente conexo devido & proposi¢ao 6.8 e portanto
B, o grupdide de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por G, pode ser
definido. Temos também ~ a proje¢ao canénica de K = G* sobre B.

Seja wy = ep(w), seja wy, ..., w a seqiiéncia de transicdes de w e
seja Wr1 = €1(w). Seja wy = ep(w'), seja wi, ... ,w} a seqiiéncia de transi-
coes de w' e seja wy,,; = ex(w'). Assim, temos que o(w) = (wy, w3,. .. , W)
e que o(w') = (wi,wh, ..., w).
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Suponha que w ~ w'. Vamos provar as afirmativas 1, 2 e 3. A
afirmativa 1 é uma conseqiiéncia do teorema 6.3. J4 a afirmativa 2 tem
uma demonstracio dual. Vamos provar a afirmativa 3 provando que a con-
gruéncia ~ preserva o valor da fungao ~o ¢. Para tanto, é suficiente supor o
caso em que (w',w) é uma substituigao por (v™t™ o™, para algum v € A*.

Sejam s,t € A* tais que w = sv"t e w' = sy™*™t. Suponha primeiro o
caso em que v" P’ w. Pelo item 1 do lema 7.3 temos que k' = k e que
w) ~ w;, para ¢ = 1,... k. Assim temos que o(w') = (wy,wh, ..., wy) =
(w1, Ws, - .. , W) = o(w). Suponhamos agora que ™ D' w. Pelo item 2 do
lema 7.3 temos que existem | > 0e 0 < j < k tais que: k' = k + ml;
I . . / _ / L = ]
w; = w;, para 1 = Liser o J5 Wiy = 11{j+i+, = = Wiy (m-1yn P32
i=1,...,l; e w, = wi_m, para 1 = J +ml+1,...,k. Assim temos
— —— P N —
N 1 ! ! ! ! ! — (5 s

que o(w') = (Wi, .., Wi Wigrs- -+ » Wigmp Witmit - - ,wh) = (w1, ..., w;)
P el ———

, , N R o~ —~— N o~ _
(W)gys - W)™ (Wi, --- W) = (W1, .., W), Wig1,- - ,wr) = o(w) que

—

por sua vez implica que o(w') = cr/(;).

Suponha a partir de agora que as afirmativas 1, 2 e 3 sejam satis-
feitas. Queremos mostrar que w ~ w'.

Relembramos que dadas duas palavras u e v, entao u ~ v <=
7 = 7. Usaremos esta propriedade extensivamente. Seja (u, 7, ¥, T, L) um
sistema de adequagdes coerente associado a e. Seja H a H-classe de €. Assim
H é um subsemigrupo de M que é um grupo. A identidade do grupo é .

Vamos provar que se ¢ € H entdo z™ =e. Seja u € A* tal que

¢ = @ Como ~ é um morfismo e u™*™ ~ u®, temos que z" = (u)" =
e Lond 7 ~
an = urtm = (7)™*™ = "™ Como H € um grupo, temos entao que

e = (:Bn)-l " = (xn)—l $n+m — (:E")_l:l,‘n ™ = ex™ = ™.

Podemos munir H com funcdes de incidéncia o e w que aplicam
cada elemento de H num mesmo vértice. E imediato verificar que H é uma
categoria.

Vamos definir um morfismo de categorias ¢ : K — H. Como
conseqiiéncia do item 1 da proposigao 5.13 temos que o 1) aplica em H.
Assim, pode/rgc_)f definir primeiramente o morfismo de grafos ¢ : G — H
por (%) = 1(u) onde u é uma transicdo tal que u € G. Esta defini¢do ndo
depende da particular escolha de u. De fato, se u e v’ sio duas transigoes tais
que u = v/, como o siit\e_zr/na de adequagdes é coerente, entdo a proposicao 6.6
implica que 1(u) = ¥(u'). Como K = G* é a categoria livre gerada por G,
este morfismo de grafos pode ser unicamente estendido a um morfismo de
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categorias ¢ : K — H, que é definido por

i i e

(i, T, ) = Pl )p(ua) -~ ().

Vamos provar que = preserva o valor de ¢. Sejam p, p’ € K tais que

p = p'. Queremos provar que ¥(p) = ©(p'). E suficiente supér o caso em que

(p', p) é uma substitui¢do por (t™,1,) onde v € V(G) et € K,. Sejam assim

T € Kap)v € 5 € Kyu(p) tais que p' = rt™s e que p = rs. Como j4 vimos,

™ = e para qualquer z € H. Dado que ¢ é um morfismo, temos finalmente

que P(p') = @(rt™s) = o(r)e(t)"e(s) = ¢(r)ep(s) = ¢(r)e(s) = p(rs) =
¢(p)-

Vamos provar que w' ~ w. A partir da afirmativa 1, temos que

wy = ep(w) ~ er(w') = wy. Assim temos que PE(wy) = ¥YER(w})) jé que o
sistema de adequacoes é coerente. A partir da afirmativa 2, temos que wy;; =

er(w) ~ er(w') = wy,,. Assim temos que YL (wiy1) = YE(wj, ;) jé que o
sistema de adequagoes é coerente. Como o(w) = o(w') devido a afirmativa 3,
temos que ¢(o(w)) = <P(0(w’)) pois = preserva o valor de . Da defini¢do de

 temos que <P( (w)) ¢(w1)¢(w2) -9(wy) e similarmente que ¥(o(w')) =
(wl)i/)(wz) (wk,) Ora, usando o lema 5.14 sobre w e sobre w' temos que

—_— N N

@ = R (o)) (ws) - (e (wen) = 1 ¢R(wo) )e(ow))vHwen) =
PR )P0 ()b (W ) = PR D) p(wh) - Pl WE (upy,) = @

conforme desejavamos provar.

7.3 O teorema dos grupos maximais

Nesta se¢ao nos dedicaremos ao teorema dos grupos maximais (teorema 7.6)
e algumas de suas aplicagoes. Em sua demonstragdo usaremos o teorema 7.5
e o teorema 4.7 visto no capitulo 4. Antes porém veremos um exemplo de
modo a ilustrar o teorema. _

Considere o exemplo 7.2. Seja H a H-classe de ab. Seja o alfabeto
B = {r,s,t} e seja ¢ : B* — A" um morfismo definido nos geradores por

¢(r) = ab, ¥(s) = abaabab e ¢(t) = abbab. Vamos provar que H = ¢(B*).
Se v € BT entdo er(¥(v)) = er(¥(v)) = ab devido & proposicio 6.1 e,
portanto, ¥(v) € H. Seja h € H e seja uma palavra w tal que w = h. Como
ab H' w e w é ~-regular, temos que existem z,y, z € A* tais que wyw ~ w ~
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abz ~ zab. Assim w ~ wyw ~ abzyzab e podemos supdr que w € abA*ab.
Como a' ~ a2 e b' ~ b'~2 sempre que ¢ > 3, podemos substituir qualquer
ocorréncia de um fator a® (ou 4*) em w por a (ou b). Portanto podemos supér
que existam k > 2 e seqiiéncias i,... ,% € J1,. .., jk—1 de inteiros em {1,2}
tais que w = ab'ai2b’ - -.a*b. E suficiente provar que existe uma palavra
na imagem de ¢ na mesma classe de congruéncia de w. Para tanto, faremos
uma indugdo em k. Seja C = {abab, abbab, abaab, abbaab}. Note que existe
uma palavra de ©¥(B™) na classe de congruéncia de cada palavra de C' pois
temos que abab = ©(rr), que abbab = ¥(t), que abaab ~ abaababab = ¢(sr)
e que abbaab ~ abbababaab ~ P(t)p(sr) = ¢(tsr). Assim, ab’*-1a'*b e C e
podemos definir u; € {rr,t,sr,tsr} tal que ab/k-1a’b ~ ©(uy). Se k = 2,
temos que w = aba'?b ~ ¥(uy) e temos a base da indugao. Suponha agora
que k > 3 e que exista u € BY tal que ab’a2b? - - - a**-1b ~ ¢(u). Como ab ~
ababab é fator de a’*-1b*-1 temos pois que w = ab'a?b’? - - - a*k-1bk-1a'kh ~
abta2b7? - - - a*-1babab*-1a*b ~ ©(u)P(r)P(ux) = P(uruy) e segue a tese.

Continuando o exemplo acima, temos que ~ preserva as fungoes #,
e #. Nao é dificil provar que ~ preserva a fungao #j(aq)+s onde #y(aa)+s(w)
é a paridade do nimero de ocorréncias de fatores da forma ba'b com ¢ par.
Avaliando estas fungdes em @(D) para D = {rr,r,t,rt,s,rs,ts,rts} C B,
temos a tabela 7.2. Isto prova que/aigito palavras de ¢(D) sao duas a duas

nio congruentes e portanto H = ¢(B*) tem cardinalidade 8 ao menos. Ora,
H é um grupo gerado pelo conjunto ¢(B), de cardinalidade 3, que é também o
nimero ciclomatico do grafo fundamental visto no exemplo 7.2. Como h € H
implica que h® = h, temos entdo que e = h™*h = h™'h® = eh? = h* onde
e € H é a identidade do grupo H. Afirmamos que o grupo de Burnside livre
satisfazendo 22 = 1 gerado por um conjunto de cardinalidade 3 é isomorfo a
Zy % Ly x 7y que por sua vez possui cardinalidade 8 (a proposicao 4.8 ajuda
a verificar esta afirmativa). Assim podemos concluir que H, a H-classe de
(Ib, é o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um conjunto
cuja a cardinalidade é o niimero ciclomatico do grafo fundamental de ab.

O contetido do teorema 7.6 é justamente este: um grupo maximal
em um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z"*™ = z" é um grupo de
Burnside livre satisfazendo ™ = 1. Observe que este resultado é conforme
aquele ja conhecido para n > 3 e m > 1 onde, pelo teorema 8.16 [10], sabe-se
que qualquer grupo maximal é ciclico de ordem m (o grupo de Burnside livre
satisfazendo ™ = 1 gerado por um tunico elemento). Hé4 uma substancial
evolugdo no teorema dos grupos maximais ja que o mesmo vale para quaisquer
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p(rr) | o(r) | 9(t) | P(rt) | o(s) | L(rs) | P(ts) | P(rts)
#q 0 1 0 1 0 1 0 1
#s 0 1 1 0 1 0 0 1
#b(aa)*b 0 0 0 0 1 1 1 1

Tabela 7.2: Avaliacdo das palavras de ¢(D) pelas fungoes #, e #; e F#b(aa)*+b

n>lem>1eoscasosn =1en = 2 tém estruturas muito diferentes
daquela vista paran > 3 e m > 1. No caso geral, o conjunto sobre o qual
o grupo de Burnside é livre pode ter mais que um gerador, ao contrario
docason > 3 em > 1. Ademais, é caracterizado um conjunto gerador
para este grupo de Burnside livre e a cardinalidade do conjunto é o niimero
ciclomadtico do grafo fundamental da H-classe em questdo. Esta diferenca se
mostra relevante quando no teorema 8.1 a ser visto no capitulo 8 vemos uma
D-classe regular cujo grafo fundamental tem nmimero cicloméatico 2m — 1 pelo
menos. Esta é uma D-classe de um mondide de Burnside livre satisfazendo
z? = 2™ gerado por um alfabeto de duas letras.

Como discutimos na introdugdo, para m suficientemente grande,
sabemos ser infinito um grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado
por um conjunto com pelo menos dois geradores. A proposi¢io 7.8 a ser vista
logo ap6s mostrar-nos-a que as classes de congruéncia cuja projecao canénica
¢ mapeada num elemento de uma D-classe com H-classes infinitas ndao sao
reconheciveis. Este resultado contrasta completamente com aquele visto no
teorema 8.18 [10], onde a reconhecibilidade das classes de congruéncia era
garantida paran >3 em > 1.

Teorema 7.6 (teorema dos grupos maximais) Sejam inteiros n > 1 e
m > 1 e seja A um alfabeto qualquer. Um grupo mazimal em um semigru-
po de Burnside livre satisfazendo z™™ = z" gerado por A é um grupo de
Burnside livre satisfazendo z™ = 1. Ademais, se m > 2, este grupo de Burn-
side é livre sobre um conjunto de geradores cuja cardinalidade é o nimero
ciclomdtico do grafo fundamental da D-classe que contém o grupo.

Prova. Considere M o mondide de Burnside livre satisfazendo z"*™ = z”"
gerado por A. Considere um grupo maximal qualquer em M \ {1}. Este
grupo maximal é uma H-classe regular de M que contém um idempotente.
Seja e € A* tal que este idempotente seja ¢ e seja G o grafo fundamental
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desta D-classe. Seja d uma D-entrada na D'-classe de e tal que d seja a
menor D-entrada em sua classe de congruéncia, seja u = d € V(G) e seja Hy
a H-classe de u.

Vamos provar que w € H, <> eg(w) ~ e (w) ~ d para toda
palavra w. Seja w uma palavra qualquer. Suponha primeiro que er(w) ~
er(w) ~ d. Assim w R' eg(w) ~ d e w L' er(w) ~ d implicam que w H d
e portanto que w H d = u. Suponha agora que @ € H,. Assim W H u = d
e w H' d. Da proposi¢do 5.5 temos que €g(d) = d = e(d). Como w R' d,
usando o teorema 6.3 temos que ex(w) ~ er(d) = d. Como w L' d, usando o
dual do teorema 6.3 temos que €r(w) ~ e;(d) = d.

Vamos definir uma funcdo ¢ : H, — B,. Seja h € H, e seja w
uma palavra tal que w = h. Assim, definimos

—_—

o(w) = o(w).

Esta deﬁmgao nao depende da particular escolha de w pois, se w' € At é tal

que w' = h = @, o teorema 7.5 implica que o(w) = 0/(\) Vamos provar que
¢ aplica H, em B,. Como vimos antes, eg(w) ~ €5(w) ~ d poisw = h € H,.
Donde e (w) R' d e usando o teorema 6.3 temos que eg(er(w)) ~ er(d) =
d j4 que eg(d) = d devido a proposigdo 5.5. De maneira dual provamos

que €z (er(w)) ~ d. Como o(w) é um passeio de er(er(w)) = d = u para
er(er(w)) = d = u temos que o(w) € B,.

Vamos provar que ¢ é uma bije¢do e calcular sua inversa. Vamos
primeiro provar que p é uma injegdo. Sejam h, h' € Hy e suponha que P(h) =
@(h'). Sejam w,w' € At tais que w = h e w’ =h. Assim w' D' w D' d

—_ —_ T

e, conforme jd vimos, temos que er(w') = eR( ) = d = e (w') = ey(w).
Tendo em vista que o(w) = ¢(h) = ¢(W) = o(w ) a partir do teorema 7.5,
temos que w ~ w' e que, portanto, h = w = w' = h’. Isto prova que ¢
é injetiva. Vamos agora provar que ¢ é sobrejetora. Seja z um elemento
qualquer de/é%’_u/e seja p € K tal que p = z. A partir da defini¢do de 7,
temos que 7(1,) = u. Usando os itens 3 e 4 da prop% 6.11 temos que

7(p) R 63(@) =T(lap) =7(lu) =u = T(]ﬁ@)) = EL/(T\(p)) L 7(p). Assim
temos que 7(p) # u. Tendo em vista que ¢(7(p)) = o(7(p)) = p = « devido
ao item 2 da proposicio 6.11, concluimos que ¢ é sobrejetora. Também
provamos que

0™1(p) = 7(p)
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e que esta imagem inversa nao depende da particular escolha de p que projeta
em P pois ¢ é injetiva como vimos.

Vamos definir uma fungédo § : H, — H;. Seja (i, n) um sistema de
adequagoes basico para e. Seja h um elemento qualquer de H,. Definimos

§(h) = fighna.

Note que a definigao das fungoes de adequagdo a direita e & esquerda implicam
que §(u) = §(d) = fladg = €. Usando o lema de Green e seu dual, temos
que ¢ é uma bijecdo de H, em Hs.

Vamos provar que § o ¢! é um isomorfismo de grupos de B, em
H;. Como ¢ : H, — B, e § : H, — H; sao bijecoes, temos que
§o¢p™' : B, — H; é uma bijegio. Temos também que §(p~(1,)) =
§(T(1y) = 6(u) = §(d) = fiydiyg = € implicando pois que 6 o ¢! mapeia
identidade em identidade. S6 nos falta provar que 6 o ¢! é um morfismo.
Sejam z,z' € B, dois elementos quaisquer. Sejam p,p' € K, tais que p = z
ep = z'. Como d é a menor D-entrada em sua classe de congruéncia te-
mos que d = 7(1y) = T(lup) = eL(7(p)) € Suf(r(p)) devido ao item 3
da proposigdo 6.11. De modo andlogo temos que d = 7(1,) = 7(lap)) =
er(7(p")) € Pref(7(p')). Assim, usando o item 5 da proposicdo 6.11 bem co-
mo o item 4 da proposigio 5.13 temos que 7(pp') = 7(p)(er(T(p)) ' 7(p)) =
(r(p)d=")d(d™"7(p")) ~ (7(p)d™")dnapad(d7(p')) = 7(p)napa7(p'). Por fim,

concluimos que ¢~ (z2') = ¢~} (BP) = ¢~ (pP) = 7(pP) = 7(p)Maptar(¥') =
T(P)afta(p) = 07 (D)laftap™ (P') = @~ (a)Auilap~(z') e portanto que
59 (a2)) = faw™ (o) fiae™ (@) = 8(~ (2))6(p~ (&) Isto prova
que 6 o p~! é um morfismo, conforme queriamos demonstrar.

Para concluir, temos que o grupo maximal H; é isomorfo ao grupo
local B, que por sua vez é isomorfo a um grupo de Burnside livre satisfazendo
z™ = 1 devido ao teorema 4.7. Ademais, se m > 2, 0 mesmo teorema implica
que este grupo é livre sobre o conjunto de geradores cuja cardinalidade é o
nimero ciclomaético do grafo fundamental G.

Uma pergunta natural que podemos nos fazer no teorema 7.6 é o
de se podemos exibir um conjunto de geradores para o grupo de Burnside
livre satisfazendo z™ = 1. O corolério 7.7 apresenta um tal conjunto. Antes
observe que como um grafo fundamental G é fortemente conexo devido 2
proposi¢ao 6.8, fixado um vértice u e usando a proposicao 2.3, podemos
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escolher uma arvore conectora T C G com inicio u e uma arvore conectora
T' C G com término u.

Corolério 7.7 Sejam:
e n>1em > 2 inteiros;

A um alfabeto qualquer;

e M o mondide de Burnside livre satisfazendo z = z™*t™ gerado por A;

e € AT uma palavra ~-idempotente;

G o grafo fundamental de €;

u € V(G) um vértice qualquer;

e T C G uma drvore conectora com inicio u;

e T' C G uma drvore conectora com término u;
e d uma D-entrada tal que d= u;

o g e 1 palavras tais que e ~ pqdng.

Para todo vértice v € V(G), sejam p, o tnico passeio em T deu av e gy 0
tnico passeio em T’ de v au. Seja §: G\'T — G* a funcgao definida por
§(b) = Pagy bqi(b\)_(gw(b)qw(b))m"l e sejap: G\'T — M a fungdo definida
por P(b) = pa7(5(b))7a-

Entdo ¢ é uma injecio e a H-classe de € é um grupo de Burnside livre
satisfazendo 2™ = 1 gerado pelo conjunto ¢(G \ T), cuja cardinalidade é o

niimero ciclomdtico de G. Seja u = ab € V(G).

Considere o exemplo 7.2. Sejam e = abab ~ abababab uma palavra
~-idempotente. Como e D' ab devido ao item 1 da proposigao 6.1, seja Go
grafo fundamental de € exibido na figura 7.1. Seja T o subgrafo de G induzido
pela aresta aba e T’ o subgrafo de G induzido pela aresta bab. Entao T C G
é uma arvore conectora com inicio abe T' C G é uma arvore conectora com
término ab. Sejam as palavras g = 1 € 7gp = ab. Assim e = pqabng. Seja
a fungio § : G\ T — G* definida acima. Seja ¢ : BY — A* a fun(;ao

definida na pagina péagina 7.2. Vimos naquela pagina que 90( ) =¢({r,s t})
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é um conjunto de geradores para a H-classe de ab que é a mesma de e.
Note que ¢(r) = ab ~ ababab = 7((aba, bab))ab = Las7(6(bab))nas, que
¥(s) = abaabab = T((aba baab))ab = pabT((S(baab))nab e que ¢(t) = abbab ~
abbababab = T((abba bab, aba bab))ab = ,uab’r(é(abba))nab Como as arestas

de G\ T sdo justamente {bab baab, abba} os geradores <P(B) S30 0S mesmos
obtidos ao se aplicar o corolério 7.7.

Como anunciamos antes, a proposigdo 7.8 mostra-nos que a classe
de congruéncia cuja projecao canénica é mapeada num elemento de uma D-
classe onde as H-classes sdao infinitas ndo é reconhecivel. Esta proposi¢ao
pode ser encontrada no trabalho de de Luca e Varricchio [6].

Proposigao 7.8 Sejam A um alfabeto qualquer, M wm mondide qualquer,
T A* — M um morfismo sobrejetor, H uma H-classe infinita de M e
h € H. Entdo a classe de congruéncia {w € A* | w = h} nao é reconhecivel.

Prova. Seja ~ a congruéncia em A* definida por w ~ v’ < @ = w'.

Seja X = {w € A* | w = h} e seja =x a congruéncia sintatica ge-
rada por X. Relembramos que duas palavras w e w' sio tais que w =x w'
se e 50 se zwy € X <= zw'y € X para todos z,y € A*. Seja S = A*/=x o
mondide sintatico de X e seja " : A* — S 0 morfismo canénico que aplica
uma palavra w em sua classe de congruéncia w.

Vamos provar que a cardinalidade de H é um limitante inferior
para a cardinalidade de S. Seja ¢ : S — H uma fungao parcial definida por
¢(s) = u sempre que existir u € A* tal que % = s e « € H. Vamos primeiro
mostrar que ¢ é bem definida e que a definicdo de ¥(s) néo depende da
particular escolha de u. Seja s € S e sejam duas palavras u e u' tais que
T=u=se u,u’ € H. Escolhendo w € X, e portanto w = h € H, temos
entdo que u H' w H' v'. Como u R' w, existem y,y’ € A* tais que uy ~ w e
wy' ~ u. Assim uy € X. Como u =x v/, temos entdo que u'y € X e portanto
u'y ~ w. Como u L' v/, existem z, 2’ € A* tais que zu ~ u' e 't ~ u. Assim
temos que w ~ u'y ~ Tuy ~ Tw e portanto que u ~ wy' ~ zwy' ~ zu ~ v’
Como u ~ ', temos que u = u' e a definicio de ¥(s) nido depende da
particular escolha de u. Vamos agora mostrar que ¢ é sobrejetora. Como ~
é um morfismo sobrejetor, para todo z € H podemos escolher uma palavra
u tal que u = z. Por defini¢do, ¥(u) = u = z e, portanto, ¢ é sobrejetora.
Para terminar, como ¢ é uma fungao sobrejetora que aplica um subconjunto
de S sobre H, temos que |S| > |H|.
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Como |S| > |H| e a cardinalidade de H ¢ infinita por hipétese,
temos que a cardinalidade de S também ¢é infinita e X néo é reconhecivel
por defini¢ao. [ |
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Capitulo 8

O cason =2

Suporemos n = 2 e m > 2 neste capitulo, salvo mengao contrdria. Sejam
A = {a,b} um alfabeto de duas letras e M o mondide de Burnside livre
satisfazendo z" = z™*™ gerado por A. Seja ~ a congruéncia de Burnside em
questdo e " : A* — M o morfismo candnico. Neste capitulo, os simbolos
3,5, 7 denotarao os prefixos de (ba)* de comprimentos inteiros 3,5, 7, respec-
tivamente. (Ex: 5 = babab.)

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar o exemplo de
uma D-classe regular de M cujo grafo fundamental tem nimero ciclomatico
2m — 1 ao menos. Como conseqiiéncia, o teorema 7.6 implica que os grupos
maximais desta D-classe sdo grupos de Burnside livres satisfazendo z™ =1
com ao menos 2m— 1 geradores. Para m suficientemente grande, estes grupos
sdo infinitos e as classes de congruéncia projetadas em elementos da D-classe
nao sio reconheciveis. Isto serd visto no teorema 8.1 e nos corolérios 8.2 e 8.3.
Antes veremos que a congruéncia de Burnside em questdo preserva algumas
funcdes. Ao final veremos o exemplo de uma classe de congruéncia com duas
palavras de menor comprimento. Estes resultados todos contrastam com
os mondides de Burnside livres satisfazendo z" = z"*™ nos casos em que
n > 3 em > 1 pois, nestes casos, os grupos maximais tém um tnico gerador
(teorema 8.16 [10]) e toda classe de congruéncia tem uma tUnica palavra de
menor comprimento (teorema 7.3 [10]).

105
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8.1 Grupo maximal com 2m — 1 geradores

Nosso exemplo mencionado é a D-classe de 55 e provaremos algumas de
suas propriedades. Este exemplo relaciona-se a outros exemplos vistos em
outros trabalhos. Em particular, I. Simon estudou a D-classe de 55 em [30]
para o caso n = 2 e m = 1. Nosso trabalho [10] que estuda os mondides
de Burnside livres satisfazendo z" = z"*™, para os casos em que n > 3 e
m > 1, define um sistema de reescritura ¥ e a primeira producao de ¥ que
nao é da forma (z"*™, ") quando m = 1 é também relacionada a esta mesma
D-classe (exemplo 4.5 [10]). Este mesmo exemplo (dependente de n e m) é
o contraexemplo que prova que ¥ nao é estavel paran = 2 e m > 2, como
mencionamos no capitulo 1.

Nao ¢é dificil provar que ~ preserva as fungoes #q., #s, Fob € Fbbadh,
cujas definigGes, relembramos, encontram-se na se¢ao 3.3 do capitulo 3. Da-
dos um conjunto U de palavras, dadas duas palavras quaisquer w e w', se ~
preserva a funcdo xy e se xy(w) # xv(w') entao pode-se provar que w P’ w'.
Definimos os conjuntos U; = abab(b™)*ba = {ababb™ba,k = 0,1,...},
Uy = bab(b™)*bab e Us = ab(b™)*baba. Para i = 1,2,3, denotaremos a
funcdo xy, por x;. Pode-se provar que a congruéncia ~ preserva xi, X2 € X3-

Seja G o grafo apresentado na figura 8.1. No teorema 8.1 vemos
que este grafo é um subgrafo do grafo fundamental da D-classe de 55.

Teorema 8.1 O grafo G apresentado na figura 8.1 é um subgrafo do grafo
fundamental da D-classe de 55.

Prova. Considere as palavras dy, d, d2, A, B, C como definidas na figura 8.1.

Paraiem {1,2,... ,m—1}, definimos D; = a35(ab)*3a e E; = ab53'5ba. Seja

G' o grafo fundamental da D-classe de 55 com funcoes de incidéncia a e w.
Afirmamos que se uma dada palavra w for tal que:

e Jz D' 55 que é fator de uma palavra na classe de congruéncia de w e;

e w é fator de uma palavra na classe de congruéncia de 55,

entdao w estd na D'-classe de 55. Esta afirmativa serd livremente usada nesta
demonstragao. Realmente, o primeiro fato implica que w <7 = J 55 € o0
segundo implica que 55 <; @. Assim @ J 55 e o item 1 do corolario 5.3
implica que w D’ 55 j4 que o mondide M é estavel.

As funcoes #, e xy serdo usadas para provar que duas palavras
dadas nao sdo congruentes ou nao estdo na mesma D'-classe. Dois casos
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As portas: As D-entradas:
A: a35ba do:a33a
B: 353 dy:35ba
C: ab53a do:abb3
D;: a373a

Dpn—1: a35(ab)™ '3a
E: ab535ba

Epn_1: ab53™ 15ba

Figura 8.1: O grafo G

requerem uma prova especial, contudo. Nés devemos provar que 35(ab)'3 P’
55 P' b53i5b para i = 1,2,. — 1. Estas provas sao um tanto técnicas
e nao serao completamente feltas aqui. No caso de 35(ab) 3, ndés provamos
que qualquer palavra na classe de congruéncia de 35(ab)'3 possui exatamente
um fator maximal de perfodo ab com ao menos quatro letras. No caso de
b53i5b, nés provamos que existem exatamente dois tais fatores na classe de
congruéncia de b53'5b e que eles sdo ndo contiguos. Estes fatos implicam que
55 nao pode ser um fator de nenhuma palavra na classe de congruéncia de
35(ab)'3 ou na classe de congruéncia de b53'5b e que 35(ab)’ '3 D' 55 P’ b53'5b.

Vamos provar que as palavras dy, d e dz sdo D-entradas na D’'-classe
de 55. Vamos primeiro provar que as palavras dy, d; e dz estdo na D'-classe
de 55. Todas elas sdo fatores de 555 e portanto fatores de 555™ ~ 55. Dado
que 55 é um fator de (ab)?*™(ba)**™ ~ (ab)?(ba)® = a33a = do, que 55 é
um fator de 355™ba = (3ba)**™ ~ (3ba)? = 35ba = d;, que 55 é um fator
de ab55™3 = (ab3)**™ ~ (ab3)? = ab53 = da, temos que as palavras do, d, e
d, estdo na D'-classe de 55. Agora, vamos provar que elas sdo D-entradas.
Desde que x3(d) = 1 # 0 = x3(dpa™?), temos que do P’ dpa~!. Como
x1(do) =1 # 0 = xa(a*dy), temos que dop P’ a~ldy. Assim, (1,dp,1) é uma
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ocorréncia de D-entrada e segue que dp é uma D-entrada. De modo andlogo,
x1(d1) =1#0 = x1(d1a™) e xa(d1) = 1 # 0 = x2(b~'d;) implicam que d; é
uma D-entrada e x2(d2) = 1 # 0 = x2(d2b™!) e x3(d2) =1 # 0 = x3(a™"'dz2)
implicam que d, é uma D-entrada.

Vamos mostrar que Jo, [ﬂ e c?z sdo trés vértices distintos do grafo
fundamental G'. De fato, como dy, d; e d; sdo D-entradas na D'-classe
de 55, temos que dy, di, do € V(G') por definicdo. Para concluir, estes
vértices sdo distintos pois: #w(do) = 1 # 2 = #w(d;) = #m(d2) implica
que d; % dy # ds; a congruéncia ~ preserva a primeira letra numa classe de
congruéncia implica que d; % d;.

Vamos provar que A é uma transicao na D’'-classe de 55 e que

a(A) = dy e w(A) = d;. Como A é fator de b A35™! = ba35ba35™ ! =
5555™1 ~ 55 e dy D' 55 é fator de dybba = a3 3abba = a35ba = A, temos
que A D' 55. Ademais, A = a35ba = dybba também implica que A R’ d,
devido ao item 2 do corolario 5.3. Assim eg(A) = dy pois dy é uma R-entra-
da devido & proposigdo 5.5. De forma andloga, A = a35ba = ad; implica
que A L' dy devido ao item 3 do coroldrio 5.3. Assim €;(A) = d, pois
d; é uma L-entrada devido & proposigao 5.5. Desde que x;(a tAa™!) =
x1(350) =0 # 1 = xl(A), segue que a 'Aa~! P’ A. Como dy é prefixo
de dobb = a35b = Aa~! que é prefixo de A R’ dy, segue que Aa~! R' A.
Tendo em vista que a™'A = 35ba = d, L' A, temos por deﬁmgao que A

é uma transicio. Assim A € G’ e, por definicio, a(A) = eR(A) =dp e

w(A) = (A) = dy.

Vamos provar que B é uma transigdo na D'-classe de 55 e que
a(B) = d; e w(B) = dy. Como B ¢ fator de ba B ab5™! = ba353ab5™ ! =
5555™1 ~ 55 e d, D' 55 é fator de d; b = 35bab = B, temos que B D' 55.
Ademais, B = 35bab = d;b também implica que B R' d, devido ao item 2 do
corolario 5.3. Assim eg(B) = d; pois d; é uma R-entrada devido a propo-
si¢ao 5.5. De forma andloga, B = bab53 = bd, implica que B L' d; devido ao
item 3 do coroldrio 5.3. Assim €j(B) = d; pois dy é uma L-entrada devido
a proposi¢do 5.5. Desde que x2(b"'Bb™1) = xy(abbba) = 0 # 1 = xa(B),
segue que b~'Bb~' P’ B. Como Bb™' =d; R' Be b"'B = dy L' B, te-
mos por geifjr/ligéo que B é uma transicdo. Assim B € G’ e, por definigao,

a(B)— (B)"‘dl ew(B)=eL( )"dz

Vamos provar que C é uma transi¢io na D’'-classe de 55 e que
a(C) = dy e w(C) = do. Como C 6 fator de 3Cb5™ ! = 3ab53ab5™ ! =
5555™1 ~ 55 e dy D' 55 é fator de dya = ab53a = C, temos que C D' 55.
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Ademais, C' = ab53a = dya também implica que C R’ d; devido ao item 2
do corolério 5.3. Assim eg(C) = d, pois d» é uma R-entrada devido a propo-
sicdo 5.5. De forma andloga, C = ab53a = abbd, implica que C' L' dy devido
ao item 3 do coroldrio 5.3. Assim €., (C) = do pois dy é uma L-entrada devido
A proposicao 5.5. Desde que x3(a~'Ca™!) = x3(b53) =0 # 1 = x3(C), segue
que a~'Ca! P' C. Como dy é sufixo de bbdy = bba33a = b53a = a™'C
que é sufixo de C L' dy, segue que a~'C L' C. Tendo em vista que
Ca™! = abb53 = dy, R' C, temos pwﬁnigéo que C é ul_nf._iransigéo. Assim

C € G' e, por defini¢io, o(C) = ex(C) = dy e w(C) = ¢,(C) = do.

Vamos provar que as palavras D;, para ¢ = 1,2,...,m — 1, estao
na D'-classe de 55. Fixemos i em {1,2,...,m — 1}. Como dy é um fator
de dyb(ab)'3a = a3 3ab(ab)'3a = a35(ab)'3a = D;, é suficiente provar que
D; é um fator de uma palavra na classe de congruéncia de 55. Note que
5(ab)’ = b(ab)** = (ba)**'b = (ba)’5. Sejam pois z = 5(ab)’ = (ba)'5 e
y = 5z5™~1. Vamos primeiro provar por indugdo em & > 1 que y* ~ 5zFsm-1,
A base de indugao segue da definicdo de y. Suponha pois que k > 2 e que
y*1 ~ 5zF-15m-1  Note que z5™z = (ba)'55™5 (ab)! ~ (ba)'55(ab) =
zz. Assim temos que y* = yFly ~ 5zk-15m~1ly = 5gh-15m-15p5m1 =
582 £5mz 5™ ~ 5zk2gx5™1 = 5zF5™~1 ) completando a primeira parte
da prova. Tendo em vista que 5 = (ba)?b ~ (ba)**™b = (ba)™ 'z e 5 =
b(ab)? ~ b(ab)**™ = z(ab)™ ", temos que y™ ~ 5z™5™ ! = 5™ 55™ % ~
(ba)™ " zz™x (ab)™"15™% ~ (ba)™ iz z(ab)™ '5™"% ~ 555™~% = 5™, Para
concluir, podemos verificar que D; = a3z3a é um fator de 5z25™! = y, que
por sua vez é um fator de y™55 ~ 5™55 ~ 55.

Vamos provar que as palavras D;, para i = 1,2,... ,m — 1, sao
transigbes na D'-classe de 55 e que a(D;) = w(D;) = dyp. Fixemos 7 em
{1,2,...,m —1}. Como dy D' 55 D' D; e dyb(ab)’3a = a33ab(ab)'3a =
a35(ab)'3a = D; temos que D; R' dy devido ao item 2 do corolario 5.3. As-
sim eg(D;) = dy pois dy é uma R-entrada devido a proposi¢ao 5.5. Como
D;a~! = dy b(ab)'3 é um prefixo de D; de comprimento maior que eg(D;) =
do, temos que D;a~! R' D;. De forma anéloga, como dy D' D; e a3b(ab)' dy =
a3b(ab)’ a3 3a = a3b(ab)'(ab)?3a = a3 b(ab)? (ab)'3a = a35(ab)'3a = D; te-
mos que D; L' dy devido ao item 3 do coroldrio 5.3. Assim €1 (D;) = dy pois
do é uma L-entrada devido & proposi¢io 5.5. Como a~'D; = 3b(ab)' dy é um
sufixo de D; de comprimento maior que e;(D;) = do, temos que a™'D; L' D;.
Tendo em vista que a™'D; £' D; R' Dja™! e que a™'D;a™! = 35(ab)’3 P’
55 D' D; como discutido antes, D; é uma transi¢ao por definicdo. Assim
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D; € G’ e, por definicdo, a(D;) = eg(D;) = d, e w(a) =¢,(D;) = do.
Vamos provar que as palavras E;, para ¢ = 1,2,... ,m — 1, estdo

na D'-classe de 55. Fixemos i em {1,2,...,m — 1}. Desde que dy D' 55
e dy é um fator de dy 3" '5ba = ab533""15ba = ab53'5ba = E; é suficiente
provar que E; é um fator de uma palavra na classe de congruéncia de 55.1
Vamos primeiro provar que 3(53')™53 ~ 353. Desde que 3 é simultaneamen-
te um prefixo e um sufixo de 5, temos que 35 ~ 3™35 e 53 ~ 533™. Assim
temos 3(53')™53 ~ 3™3(53')™533™ = 3™~%(33'ba)(33'ba)™ (33'ba)b3™ ~
3™7%(33'ba)(33'ba)b3™* = 3™m3533™ ~ 353, completando pois a primeira
parte da prova. Isto imediatamente implica que 555 ~ 5(53')™55. Obser-
ve também que 3'53' = 3! (3ba)(3ba) b3'~! ~ 3"~1(3ba)(3ba)™(3ba)b3"~! =
3'5™53'. Donde, 55 ~ 5™~1 555 ~ 5m~15 (53¢)™ 55 = 57(53¢)m~25 3i531 55 ~
5™ (53')™~253'5™53'55 = (5™(53')™~15m~1)553i55 = 255 (3'55) onde z =
5™(53")™~15™1. Aplicando novamente, temos entdo que 55 ~ z (55) (3i55) ~

2255 (3'55)% ~ 2255(3‘55) (3'55)™ ~ 55(3'55)™. Por fim, desde que E; é um
fator de 55(3'55)™ ~ 55, completamos a prova de que E; D' 55.

Vamos provar que as palavras E;, para ¢ = 1,2,. — 1, sao
transicoes na D’'-classe de 55 e que a(E-) =dy e w(E) = d1 Fixemos i
em {1,2,. —1}. Como dy D' 55 D' E; e dy 3" 15ba = ab5 3311 5ba =

ab53‘5ba = E,- temos que E; R' d, devido ao item 2 do coroldrio 5.3. As-
sim €g(E;) = d, pois d, é uma R-entrada devido & proposicdo 5.5. Como
Ea™' = dy3'"'5b ¢ um prefixo de E; de comprimento maior que er(E;) =
da, temos que Eja~' R’ E;. De forma aniloga, como d; D' 55 D' E; e
ab53"1d; = ab53""135ba = ab53'5ba = E; temos que E; L' dy devido ao
item 3 do corolério 5.3. Assim € (F;) = d; pois d, é uma L-entrada devido
a proposicdo 5.5. Como a™'E; = b53""1d; é um sufixo de F; de compri-
mento maior que €,(E;) = dy, temos que a™'E; L' E;. Tendo em vista que
a'E; L' E; R' Eija™! e que a 'E;a™! = b53'5b D' 55 D' E; como discutido
antes, E; /é\ulna transicao por clgiii_n/igéo. Assim E; € G’ e, por definigdo,
OI(E,') = ER(E') = dg e U)(E) = GL(E) dl

Vamos provar que A, B, C, D;, E;, parai € {1,2,. — 1}, sado
arestas distintas do grafo fundamental G'. Por ora, fixemos i € {1 2,...,m—

1}. Como cada uma das palavras A, B, C, D; e E; sio tran51goes na D'-

1A prova deste fato é relativamente curta, apesar de ser mais complexa que no caso
de D;. E um tanto simples para ser verificada, mesmo que tenha sido dificil obter sua
prova. A existéncia das palavras E; na D’'-classe de 55, fato revelado através de nossas
computacoes, era inesperada por nés.



8.1. GRUPO MAXIMAL COM 2M — 1 GERADORES 111

classe de 55, temos por definicao que Z, E, 5, 5, e E‘: sao arestas do
grafo fundamental G'. Elas sdo naturalmente distintas pois as fungoes de
incidéncia assumem valores distintos em cada uma destas cinco transigoes:
a(A) =dye w(A) = d;; AQB) = d1 e w(B) = dg, a(C’) =dye w(C) = dy;
af ,~) = w(D) = do, a(E;) = dy e w(E) = d;. Falta-nos apenas provar
que D; # D e que E; # EJ para distintos 7 e 7 em {1,2,. —1}. As-
sim, con31dere i€{1,2,. — 1} qualquer e j € {1,2,. -1} \ {7}
Como #4(D;) = 6+1 # 6 + J = #a(Dj), temos que D; 74 D Desde que
#4(E;) = 6+1 # 6+ j = #4(E;), temos que E; # Ej, concluindo pois nossa
prova.

Isto completa a prova de que o grafo G é um subgrafo do grafo
fundamental G'. B}

Observe que o nimero ciclomtico do grafo G é 2m — 1. No co-
rolario 8.2 usamos as informagdes do grafo fundamental da D-classe de 55
para inferir propriedades das H-classes desta D-classe.

Corolario 8.2 Todos os grupos mazimais na D-classe de 55 sdo grupos de
Burnside livres satisfazendo z™ = 1 com ao menos 2m—1 geradores. Param
suficientemente grande, estes grupos sao infinitos e as classes de congruéncia
de A* projetadas sobre elementos desta D-classe nao sio reconheciveis.

Prova. Seja G' o grafo fundamental da D-classe de 55. O grafo G apre-
sentado na figura 8.1 é fortemente conexo e podemos escolher a arvore co-
nectora T = {A B} com inicio dg. Assim o nimero ciclomitico de G ¢
|G| - |T] = (2(m — 1) +3) —2 = 2m — 1. O teorema 8.1 implica que G
é um subgrafo de G'. A proposi¢do 2.4 implica que o nimero ciclomatico
de G’ é pelo menos 2m — 1. Usando o teorema 7.6, segue entao que os gru-
pos maximais na D-classe de 55 sio grupos de Burnside livres satisfazendo
™ = 1 com ao menos 2m — 1 geradores. O restante segue do fato de que
estes grupos sdo infinitos para m suficientemente grande como discutido no
capitulo 1 e da proposigao 7.8. ]

No corolario 8.3 exibimos um conjunto gerador de cardinalidade
2m — 1 para um grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 contido na
H-classe de 55. Observe que 5(ab)’ é o prefixo de (ba)**™ de comprimento
5+ 21.
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Corolario 8.3 Seja T = 5(ab) definido para i = 1,... ,m — 1 e seja o
conjunto H = {5™1, 52,571, 5z,,_,5m-1,5350m-1, .. , 523m-Tgam=1},

Entao H tem cardinalidade 2m — 1 e o subsemigrupo de M gerado por H
€ um grupo de Burnside livre satisfazendo 2™ = 1 gerado por H e sua a
identidade € o idempotente 5™,

———

Prova. Seja e = 5™. Assim € = 5™ = hm+tm = 5m5m — gZ e € é um
idempotente de M \ {1}. Note que e H' 55 pois 55 ~ €55 = 55e e e =
555™~2 = 5m~255. Seja pois G’ o grafo fundamental de €. Seja G o grafo
definido na figura 8.1 e sejam as D-entradas e as transigoes definidas naquela
figura. Temos que {A B} {B C} sao arvores conectoras de G com inicio dy
e término dy respectivamente. Definimos X = G \ {4, B}. Pelo teorema 8.1
temos que G é um subgrafo de G’ e usando o coroldrio 2.5 e seu dual, temos
que existem drvores conectoras T C G’ com inicio do e T C G’ com término
do tais que {A,B} CTe{B,C}CT eX=G\{4,B}C G'\T. Para
todo vértice v € V(G'), sejam p, o tnico passeio em T de do aveg,O
tinico passeio em T de v a dy. Definimos a funcdo 6 : G’ \T — (G')* por
5(b)/=\£a(b)wa(b)(pw(b)Qw(b))m—l e a fungdo p : G'\ T — M por ¥(b) =
PdoT(6(b))N4, onde pg, = b e ng, = b5™ 2. Note que e = 5™ = 555™72 =
ba33ab5™% = pg, dona,-
Usando o corolério 7.7 temos que ¢ é uma inje¢ao e que a #-classe
de € é o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por ¢(G'\ T)
cuja cardinalidade é o nimero ciclomdtico de G'. _
Note que X = G\ {4,B} ={C,Dy,... ,Dm_1,E1, ..., Em_1}.

B Vamos calcular §(z), para todo z € X. Vamos primeiro calcular

§(C). Assim temos que Py = Pg; = (A, B), que PuG =Pz =15 €

que ¢, = = 1z. Portanto 5(C) = Da(d) (C)qw(c)(pw(c)qw(c))"'“1 =
(A B,C). leemos i E {1 — 1}. Vamos agora calcular §(D;). Como
a(D) = w(D) = dp, como p;; QEE = 1z, temos pois que J(D,) = (Di).
Por fim, vamos calcular §(E;). Observe que Po(E) = = (4, B), que

Qo) = 93 = = (B,C) e que PuE) = P& = (A). Asmm temos que §(E;) =

(4,B,E;, B,C)(A, B,C)™ !,

Vamos definir palavras w, tais que o(w;) = §(z) e que ep(w;) =
er(we) = do, para todo z € X. Seja wz = A(eg(B)™'B)(er(C)™'C) =
a35baba = b7'555b1. A partir do item 2 da proposi¢io 5.12 temos que
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a seqiiéncia de transi¢oes de wz é A, B,C e a partir do item 1 temos que
wz D' A D' e. Portanto o(wg) = (Z, B,C) = 6(5) Usando o item 3
da proposi¢io 5.12 temos que eg(wz) = €r(A) = do e usando o item 4
da mesma proposi¢io temos que €r(wg) = €L(C) = do. Fixemos i €
{1,...,m — 1}. Seja wp = D; = b1 52;5b7!. Como wg = D; é uma
transicio na D'-classe de e, temos que a seqiiéncia de transigdes de W
é D; e portanto o(wg;) = (D) = 5(5,) Usando o item 3 da propo-
sicdo 5.12 temos que ep(wp;) = €r(Di) = do e usando o item 4 da mes-
ma proposigao temos que er(wp;) = €r(Di) = do. Por fim, seja wg =
A(er(B)™B) (er(E:) ™" E;) (er(B) ' B) (er(C) ™' C) ((¢r(A) " A) (er(B) ' B)
(er(C)™'C))™! = a35bab3i~'5baba (bbaba)™ " = b' 553'655™ 1671, A
partir do item 2 da proposigdo 5.12, a seqiiéncia de transigdes de wg ¢é
A,B,E;,B,C,(A,B,C)™ ! e wz; D' AD' e devido ao item 1 da mesma pro-
posigao. Portanto o(wg) = (Z,E,E,E,é’)(ﬁ, B,C)™1 = §(C). Usando o
item 3 da proposigao 5.12 temos que eg(wg;) = €r(A) = do € usando o item 4
da mesma proposig¢io temos que e (wg) = €L(C) = do.

Observe que H = {pg,w,nq4, | = € X}.

Vamos provar que g, w,n¢, = ¥(z), para todo z € X. Fixemos
um particular z € X. Da definigao de {1 todo passeio da forma §(b) para
be G'\T é tal que a(§(b)) = (pa@p)) = do = w(qu()) = w(5(b)). Devido aos
itens 3 e 4 da proposigdo 6.11, temos entdo que €r(7(6(2))) = T(la(s(z))) =
T(1z) = T(lus@)) = €r(7(8(z))). Como 7(13) ~ do = er(wz) = er(wy),
segue entdo que €r(7(8(z))) ~ er(w.) e que eL(7(8(x))) ~ er(w;). Como
vimos antes, §(z) = o(w,) e portanto, usando o item 2 da proposigao 6.11,
temos que o(7(§(z))) = 6(z) = o(w,). Podemos pois usar o teorema 7.5

— —~—~ o~ o~

de modo a obter 7(§(z)) = w,. Assim temos que fg,WzNdy = [dyWzTdy =

o T(8(2))Nag = taoT(6(z))M4, = ¥(z), 0 que conclui nossa prova.

Por fim, tendo em vista que X C G'\ T, concluimos entdo que H =
{ta,wang, | © € X} = {¥(z) | z € X} = ¢(X) C ¢(G'\ T) e a cardinalidade
de H ¢ |H| = |¢(X)| = |X| =2m — 1 pois ¢ é injetivaem G'\T2OX. N

Usando complexos resultados computacionais, nés verificamos que
o grafo apresentado na figura 8.1 é o préprio grafo fundamental da D-classe
em questdo para os casos m = 2 e m = 3. Uma prova geral deste fato
depende de resultados combinatérios que devem ser ainda caracterizados.
Para o caso m = 2, podemos obter um resultado andlogo ao corolério 8.2
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independentemente do teorema 7.6. Neste caso, 2m — 1 = 3 e podemos
exibir trés palavras na H'-classe de 55 cujas classes de congruéncia geram um
grupo isomorfo ao grupo de Burnside livre satisfazendo z? = 1 gerado por
um conjunto de trés geradores. Este grupo livre é isomorfo a Zy X Z9 X Z5 € as
palavras em questao sao 555, 575 e 55352;\9 subgrup/o\ggad(lgir/avés /d_gﬂlas
classes de congruéncia é {55,555, 575, 55355, 5755, 555355, 575355, 5755355}
e pode-se provar que eles sdo diferentes uns dos outros analisando os valores
de #a, #b € Fovavs- Estes fatos motivam-nos a seguinte conjectura:

Conjectura 1 O grafo fundamental da D-classe de 55 € o grafo G apresen-
tado na figura 8.1.

8.2 Duas palavras curtas congruentes

A proposi¢ao 8.4 mostrar-nos-4 um exemplo de uma classe de congruéncia,
no caso n = 2, m = 2, que possui duas palavras mais curtas. Este resul-
tado contrasta completamente com aquele visto no teorema 7.3 [10], onde
demonstra-se serem tnicas as palavras de menor comprimento numa classe
de congruéncia projetada sobre elementos de um monéide de Burnside livre
satisfazendo 2" = z"*™ em que n > 3 e m > 1.

Proposigao 8.4 Sejam os inteiros n = 2 e m = 2 e o grafo G definido na
figura 8.1. Sejam p = (A B, C’) eq= (Dl) dois passeios em G. Entdo as
palavras 7(pq) e T(gp) sdo duas diferentes palavras de menor comprimento
na mesma classe de congruéncia.

Prova. Seja G' o grafo fundamental de 55. Do teorema 8.1 temos que G é
um subgrafo de G'. Da proposigao 6.8 temos que o grafo fundamental G’
é fortemente conexo. Seja pois B o grupéide de Burnside livre satisfazendo
= 1 gerado por G'. Sejam ainda definidos u = dy um vértice de G’,

K = G'" a categoria livre gerada por G',~ a projecio canénica de K sobre B
e = a congruéncia em K associada a este morfismo. Assim p= (A B, C’) €K,
e ¢=(D;) € K,. Seja B o conjunto de arestas {4, B,C, D; }.

Note que 7(pq) # 7(gp), até porque o item 2 da proposicio 6.11
implica que o(7(pq)) = pqg # qp = o(7(gp)).

Vamos provar que 7(pg) ~ 7(gp) e que |7(pg)| = |7(gp)|. De fa-
to, deduzimos que 7(pg) ~ 7(gp) devido ao teorema 7.5 j4 que usando o
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item 2 da proposicio 6.11 temos que o(7(pq)) = pq = (qp)*pq = qpappq =
gpqq = qp = o(7(gp)) e usando os itens 3 e 4 da mesma proposicao te-
mos que ex(7(pg)) = er(7(pg)) = €r(7(qp)) = er(7(qp)) = 7(1u). Ade-
mais, usando o 1tem 7 da proposi¢do 6.11 temos que |7(pq)| = |7(1.)| +
Ssen len(r(®) " 7(®)] = Ir(ap)l.

Vamos provar que 7(pg) é uma palavra mais curta em sua classe
de congruéncia. Seja w uma palavra qualquer tal que w ~ 7(pg). Usan-
do o teorema 7.5, temos que o(w) = o(7(pg)) = pg devido ao item 2
da proposi¢do 6.11, o que também implica que a(c(w)) = a(pg). Co-
mo o(w) = pg e = preserva as fungdes da forma #; para b € G' devi-
do A proposicio 4.1 temos entdo que #,(0(w)) = #i(pg) = 1 para todo
b € B. Usando o item 6 da proposi¢do 6.11 temos pois que w > 'r(a(w))
e portanto que [u] > [7(0(w)] 2 I7(lawn)] + Toes ler(r(®)) 7(B)] =
IT(Laea))| + Xbes IGR(T(b))—lT(bM = |7(pq)|-

Para concluir, vimos que 7(pq) # 7(gp), que 7(pg) ~ T(gp), que
|7(pq)| = |7(gp)| e que qualquer palavra na classe de congruéncia de 7(pq)
tem comprimento ao menos |7(pq)|. [

De fato, pode-se provar que dy, di, do, A, B, C, D; e E; sdo as
tinicas palavras de menor comprimento em suas respectivas classes de con-
gruéncia. Isto implica que 7((A4, B,C, D)) = b~15575b" e (D, A, B, C)) =
b~15755b671.
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Capitulo 9

Oscasosn=1en >3

Neste capitulo aplicaremos os resultados principais deste trabalho a semigru-
pos de Burnside livres cujas estruturas sao bastante conhecidas. Suporemos
A um alfabeto qualquer e inteiros n e m inteiros tais que n > 1 e m > 1.
Suporemos M o monéide de Burnside livre satisfazendo z" = z"*™ gerado
por A e~ o morfismo candnico ~: A* —» M e ~ a congruéncia de Burnside
associada.

Na secdo 9.1 consideraremos o caso n = 1 e caracterizaremos o0s
grafos fundamentais das D-classes de M\{T} no teorema 9.2. Em particular,
calcularemos seu niimero ciclomatico. Por ora, fixemos n =1 e m > 1. Para
todo inteiro k > 1, supondo conhecida a cardinalidade de B(k, m), o grupo de
Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um conjunto de k geradores,
calcularemos no coroldrio 9.3 a cardinalidade de cada [J-classe de M — e
portanto a cardinalidade do préprio monéide de Burnside M. Isto implica
que conhegamos a cardinalidade de M em fungao de |A| nos casos m < 3,
por exemplo. Em 1954, McLean [26] deu uma descricdo da cardinalidade
de M em funcio de |A| para o caso n = m = 1 (banda livre com |A|
geradores). Generalizamos este resultado para qualquer m > 1 em que a
cardinalidade de B(k,m) seja conhecida. Para m suficientemente grande e
trés geradores em A ao menos, verificamos que em M existe uma J-classe
com um nimero infinito de R-classes e de L-classes. Ademais, toda #-classe
nesta J-classe é um grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por
um conjunto infinito de geradores. No corolario 9.4 veremos um resultado de
Kadourek e Polék [19] que reduz o problema da palavra em M ao problema
da palavra num grupo de Burnside livre B(k, m) para k finito. Isto implica
que o problema da palavra seja decidivel em M mesmo em casos em que M
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é infinito, como nos casos em que m > 665 é impar ou em que m > 8000 é
um multiplo de 16.

Na secdo 9.2 daremos uma nova demonstracdo do teorema 8.16 [10]
que prova que os grupos maximais de M \ {1} sdo todos ciclicos de ordem
m quando n > 3. Para tanto caracterizaremos no teorema 9.5 o grafo fun-
damental de uma D-classe regular de M \ {1} e provaremos que ele é um
circuito. O teorema 9.5 fard uso extensivo de resultados presentes em nosso
trabalho [10] que tratam da estrutura destes semigrupos.

9.1 Ocason=1

Suporemos ao longo desta se¢ao que n = 1 e que m > 1 é um inteiro fixado
qualquer. Caracterizaremos o grafo fundamental de uma D-classe qualquer
de M no teorema 9.2. Em particular, calcularemos seu nimero ciclomético
e, por conseguinte, a cardinalidade da 7-classe em questao e do mondide
M. Estes célculos sdo feitos recursivamente na cardinalidade do conjunto
de geradores e supoem conhecidas a cardinalidade de um grupo de Burnside
livre satisfazendo z™ = 1, dada a cardinalidade do conjunto de geradores.
Isto implica que conhecamos a cardinalidade de M em funcao de |A| nos
casos m < 3, por exemplo.

Dados X C M e W C A* dizemos que W é uma representacio de X
se” estabelece uma bijecdo entre W e X. Dada uma palavra w € A*, a classe
de congruéncia w é um elemento de M e definimos a fungao rep : M — A*,
chamada representante, como sendo

rep(w) é a menor palavra na classe de congruéncia .

Note que rep(X) = {rep(z) | z € X} é uma particular representagio de X
onde ~ estabelece uma bijegdo entre rep(X) e X e sua inversa é rep. Observe
que rep(M) é fechada por fatores, ja que todo fator de uma menor palavra
em sua classe de congruéncia deve ser ele préprio um menor fator em sua
classe de congruéncia. Devido ao item 1 da proposi¢ao 6.1, toda J-classe de
M pode ser associada a um subconjunto de B C A de tal forma que a J'-
classe associada a esta [J-classe seja o conjunto das palavras de conteido B.

Esta associagao serd feita estensivamente nesta se¢ao. Dado um sub-alfabeto
B C A, definimos

M(B,m) & rep(B*),
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o conjunto dos representantes do mondide de Burnside livre satisfazendo
z = z'*™ gerado por B, que é um submondide de M. Também definimos

J(B,m) & {w € rep(M) | e(w) = B},

o subconjunto de A (B, m) formado pelas palavras de contetido B. Definimos
ainda

G(B,m) &t 4 grafo fundamental de J(B,m),
como também definimos
B(k,m),

o grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um conjunto de
k > 0 geradores. Por fim, dado um inteiro £ > 0 e By um subalfabeto de A
com cardinalidade k, definimos as cardinalidades:

Jem = |J(Bk,m)| (9.1)
Gim = |G(Bi,m)| (9.2)
Mim <= |M(Bx,m)| (9.3)
Bym < |B(k,m)|. (9-4)

Na proposi¢do 9.1 caracterizamos as R-entradas de uma D'-classe,
calculando assim quantas R-classes possui uma J-classe de M.

Proposigio 9.1 Seja J uma J-classe de M e seja B C A o contetido que
caracteriza J. Entdo o conjunto das R-entradas de palavras em rep(J) €

er(rep(J)) = {wa | a € B, w € J(B)\ {a},m)} C rep(J)

e a fungdo que aplica w € eg(rep(J)) na R-classe de w estabelece uma bije¢ao
entre egp(rep(J)) e o conjunto das R-classes de J.

Prova. Vamos provar que eg(rep(J)) C rep(J). Seja z € J. Como rep(M)
é fechada por fatores, temos que eg(rep(z)) € Pref(rep(z)) C rep(M).

Para terminar, basta observar que z = rep(z) R eg(rep(z)) implica que

er(rep(z)) € J e também que eg(rep(z)) = rep(er(rep(z))) C rep(J).
Vamos provar que a funcio que aplica w € eg(rep(J)) na R-classe
de @ estabelece uma bijecdo entre er(rep(J)) e o conjunto das R-classes
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de J. Sejam z,y € J. E suficiente provar que z R y <> er(rep(y)) =
er(rep(z)). Dado que eg(rep(z)),er(rep(y)) € rep(J), temos eg(rep(z)) ~

—_—~—

er(rep(y)) < er(rep(z)) = er(rep(y)). go\n_l/o rep(z) = z, usando o teo-

—_——

rema 6.3 segue que z R y <= rep(z) R rep(y) <= rep(z) R' rep(y) <
er(rep(z)) ~ €r(rep(y)) <= er(rep(y)) = er(rep(z)).

Vamos provar que eg(rep(J)) = {wa |a € B, w € J(B\ {a},m)}.
Seja ua € eg(rep(J)) uma R-entrada, com a € A. Do item 3 da propo-
sicdo 6.1, temos que a ¢ c(u). Como ua € J, temos que c(ua) = B.
Assim c¢(u) = B\ {a}. Como rep(M) é fechada por fatores, temos que
u € Pref(ua) C Pref(rep(J)) C rep(M). Portanto u € J(B\ {a},m) por
definigao. Isto prova que eg(rep(J)) C {wa|a € B, we J(B\ {a},m)}.
Seja agora uma palavra vb, com b € B e v € J(B\ {b},m). Do item 3 da
proposigao 6.1 temos que vb é uma R-entrada. Como c(vd) = c(v) U c(b) =
B\ {b} U {b} = B, temos que vb € J. Do item 4 da proposicio 6.1 logo
segue que vb é a menor palavra em sua classe de congruéncia se e sé se v
o for. Como v € J(B\ {b},m) o é, vb = rep(vb) € rep(J). Isto prova que
{wa|a€ B, we J(B\{a},m)} C er(rep(J)). [

No teorema 9.2 caracterizamos o grafo fundamental de uma D-classe
do semigrupo de Burnside livre satisfazendo z = z'*™. Na figura 9.1 vemos
uma aplicacao deste teorema a D-classe de ab. Observe que o nimero ci-
clomatico do grafo fundamental desta D-classe é 2m — 1. Na figura 9.2 vere-

ab
O
ba™b . baab CG ) abba - abma
®
ba

Figura 9.1: Grafo fundamental da D-classe de ab

mos uma aplicagao deste teorema a D-classe de abc. Observe que o niimero
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de vértices do grafo fundamental desta D-classe é 6m e o nimero de arestas
é 12m?By,,_1 m. Para o caso m = 1 temos nimero ciclomético 12—-6+1=7
e este é exatamente o grafo fundamental visto na figura 6.2. Para m = 2,
teremos 12 x 22 x 22 —6x 2+ 1 = 384 — 12+ 1 = 373. Para m > 8000,
temos que Byn_1.m é infinito e o nimero ciclomdtico do grafo fundamental
em questdo é infinito. Isto implica que as #-classes da D-classe de abe sio
grupos de Burnside livres satisfazendo z™ = 1. Estes grupos ja seriam infi-
nitos se houvessem apenas dois geradores. Neste caso, o préprio nimero de
geradores destes grupos de Burnside livres ¢ infinito. A proposigao 9.1 e sua
dual implicam que h4 infinitas R-classes e infinitas L-classes nesta D-classe.

Ve

Va,b

e cada aresta tem multiplicidade Bam—1,m

Figura 9.2: Grafo fundamental da D-classe de abe

Teorema 9.2 Seja um inteiro m > 1. Seja J uma J-classe de um semigru-
po de Burnside livre satisfazendo z = &'*™ gerado por um alfabeto A e seja
B C A o conteido associado a J. Seja G = G(B,m) o grafo fundamental
de J. Se B = {a} entdo V(G) = {a} e E(G) = {aa}. Se|B| > 2, entao
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V(G) e E(G) possuem as representagées

rep(V(G)) = {awb|a€e B, be B\ {a}, we J(B\ {a,b},m)},
rep(E(G)) = {awa|a€ B, we J(B\{a},m)}.

Ademais, dados dois vértices u,v € V(G), eziste uma aresta de U a U se
e so se a primeira letra de u for a tultima letra de v e, neste caso, existem
ezatamente B(g,p,_, ,,)m arestas de u a v.

Prova. Seja M \ {1} o semigrupo livre em questdo. Usando o item 1 da
proposicao 6.1, podemos definir D a D’'-classe que projeta na D-classe em
questdo e temos que D = {w € A* | ¢(w) = B}.

Suponha que B = {a}. O item 1 da proposigao 6.2 garante-nos que
a unica D-entrada em D é a. O item 2 da mesma proposi¢ao, por sua vez,
implica que aa é a tUnica transicdo. Assim V(G) = {a} e E(G) = {aa}.
Observe que o nimero ciclomatico de G é |[E(G)| — [V(G)|+1=1-1+
1 = 1. A propésito, a D-classe em questao possui uma tnica #H-classe e é
{a,aa,...,a™}, com cardinalidade m = B m.

Suponha a partir de agora que |B| > 2. Procuraremos calcular as
representagoes rep(V(QG)) e rep(E(G)).

Vamos provar que rep(V(G)) é calculada como sendo rep(V(G)) =
{awb|a € B, b€ B\ {a}, we J(B\ {a,b},m)}. A partir do item 1 da
proposicao 6.2 temos que as D-entradas em D sao da forma aub, com a,b € B
ea#bec(u) = B)\{a,b}. Poroutro lado, duas tais D-entradas aub e a'u'b’
sao congruentes se e s se a =a' e b = b e u ~ u’, devido ao corolario 6.5.
Ademais, o mesmo coroldrio implica que aub é a menor D-entrada em sua
classe de congruéncia se e sé se for também a menor palavra nesta classe se
e s6 se u for a menor palavra em sua classe de congruéncia. Isto implica que
aub € rep(V(G)) see sé se a,b€ Bea #bec(u) = B\ {a,b} e u=rep(a)
se e s6 se aub € {awb|a € B, b€ B\ {a}, we J(B)\ {a,b},m)}.

Vamos provar que rep(E(G)) = {awa | a € B, w € J(B\{a},m)}.
O item 2 da proposigdo 6.2 garante-nos que as transi¢des em D sdo as palavras
da forma aua com a € A e u € B* e c¢(u) = B\ {a}. Por outro lado,
duas tais transi¢bes aua e a'v'a’, com a,a’ € B, sdo congruentes se e sé
se a = a' e u ~ u' devido ao coroldrio 7.4. Ademais, o mesmo coroldrio
implica que uma tal transicdo aua é a menor transicio em sua classe de
congruéncia se e s6 se aua = rep(aua) se e s6 se u = rep(u) se e s6 se
aua € {awa | a € B, w € J(B\ {a},m)}.
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Vamos finalizar a prova. Sejam u,v € V(G). Dado que ~ preserva a
primeira e a tltima letra das palavras, podemos supér que u, v € rep(V(G)).
Suponha que existam a € B e v/,v' € B* tais que u = au’ e v = v'a. Como
vimos antes, c(u') = ¢(v') = B\ {a} = c¢(u'v’) e a proposigdo 6.2 garante-nos
que uv = au'v'a é uma transigdo na mesma D’-classe de u. Como u e v sdo D-
entradas de uv, temos que eg(uv) = u e €(uv) = v devido & proposigao 5.9.
Por defini¢io, %v é uma aresta de G com inicio em % e término em v. Suponha
a partir de agora que awa € rep(E(G)) seja tal que awa seja uma aresta de
G com inicio em % e término em 7. Pelo corolério 7.4 temos que awa é uma

N

transicdo. Portanto awa é uma aresta de G com inicio em eg(awa) = u e
término em ez (awa) = v. Usando a proposi¢ao 6.10 temos que eg(awa) e
ez (awa) sdo as menores palavras em suas respectivas classes de congruéncia.
Bem como o sdo u e v. Assim, u = eg(awa) € Pref(awa) tem a por primeira
letra e v = e;(awa) € Suf(awa) tem a por iltima letra. Para terminar,
falta-nos provar que ha exatamante B(gp_, ,.)m arestas de u a v. Sejam
u',v' € B* tais que u = au' e v = v'a. Como vimos antes, c(u') = c(v') =
B\ {a} = c(w). Ademais, ndo ¢ dificil provar que u' = er(w) = er(w’)
e que v' = e(w) = €,(w') para toda palavra w’' € J(B\ {a},m) tal que
w' H' w. Assim os possiveis valores de w sdo as palavras de J(B \ {a}, m)
que estdo na R'-classe de v’ e na L'-classe de v'. O restante segue do fato que
a cardinalidade de uma H'-classe em J(B \ {a}, m) é B(g,p,_,,n)m, devido ao
teorema 7.6. m

No corolario 9.3 calculamos a cardinalidade exata de M, M, 4,m, pa-
ra todo m tal que By, seja conhecido para todo k. Este resultado generaliza
aquele de McLean [26).

Corolario 9.3 Seja um inteiro m > 1. Suponha conhecida a cardinalidade
By em fungao de k e de m, para todo k. Entao as sequintes cardinalidades
podem ser calculadas de forma recorrente:

1 se k= 0,'

Tom = { (kJk-1,m)*B(Gym)m s k>1; (9.5)
1 sek =1,

Grm = { kJpym —k(k —1)Jx—2m +1 sek >2; (9.6)

My = Y;(’z)Jm (9.7)
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Prova. Considere as defini¢oes feitas no teorema 9.2. Seja k a cardinalidade
de B.

Vamos provar a equacdo 9.5. Observe que J(@,m) = {1} e que
portanto Jy, = 1. Suponhamos pois que B # (). Usando a proposi¢ao 9.1,
temos que ep(rep(J)) = {wa |a € B, w € J(B\ {a},m)} e que existe uma
bijecao entre eg(rep(J)) e o conjunto das R-classes de J. Assim, J possui
ler(rep()))| = |{wa | a € B, w € J(B\ {a},m)}| = |B| x |J(B \ {a},m)] =
kJy_1,m R-classes. De forma dual, J possui kJx_1 ., L-classes e, portanto,
(kJk-1,m)* H-classes. Por outro lado, devido ao teorema 7.6 e ao fato de
que toda H-classe em J possui um idempotente, cada H-classe de J é um
grupo de Burnside livre satisfazendo ™ = 1 gerado por um conjunto com
G|p|,m geradores, possuindo entdo cardinalidade Bg, .m- Assim Jy, =
1] = (kJx-1,m)* Bty

Vamos provar a equagdo 9.6. Suponha que B # () e seja k a cardina-
lidade de B. Assim é definido o grafo fundamental de J e, pelo teorema 9.2,
o mesmo possui |[{awb | a € B, b€ B\ {a}, w € J(B\ {a,b},m)}| = |B| x
|B \ {a}| x [J(B\ {a,b},m)] = k(k — 1)Jx_3,, vértices. Do mesmo teo-
rema, o referido grafo possui |{awa |a € B, w € J(B\ {a},m)}| = |B| x
|J(B\ {a},m)| = kJx_1m arestas. Assim o nimero ciclomatico de G(B,m)
€ Grm = kJk—1m — k(K — 1)Jk_gm + 1.

Vamos provar a equagdo 9.7. O monéide M(B,m) possui 2¥ -
classes ao todo, correspondendo aos possiveis contetidos associados as 7-
classes. Suponha 0 < i < k. Assim M(B,m) possui (f) J-classes cujo
conteido associado tem cardinalidade 7. Cada uma delas com cardinalidade
Jim- Concluimos entdo que Mym = S~ (*)Jim. [l

Substituindo a equagdo 9.6 em 9.5 obtemos a equacao 9.8:

1 se k =0;
S = m se k=1, (9.8)
(kJk-1,m)*B(k gy m—k(k-1) 4 s mt1)m  S€ K > 15

No corolério 9.4 veremos um resultado de Kadourek e Poldk [19)]
que reduz o problema da palavra em M ao problema da palavra num grupo
de Burnside livre B(k,m) para k finito. Isto implica que o problema da
palavra seja decidivel em M mesmo em casos em que M é infinito, como nos
casos em que m > 665 é impar ou em que m > 8000 é um muiltiplo de 16.
Apesar de ser infinito B(k, m) para quaisquer m > 8000 e k£ > 2, nio se sabe
correntemente se o problema da palavra é decidivel em todos estes casos.
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Corolério 9.4 Seja um inteiro m > 1. Suponha decidivel o problema da
palavra num grupo de Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um
conjunto finito. Entdo é decidivel o problema da palavra num mondide de
Burnside livre satisfazendo © = ™! gerado por um conjunto finito.

Prova. Sejam w,w' € A*. Queremos decidir se w ~ w'. Do item 1 da
proposi¢io 6.1 temos que w J' w' <= c¢(w) = c(w'). O conteido de uma
palavra é trivialmente calculdvel. Caso c(w) # c(w'), forcosamente temos
que w 4 w'. Suponha pois, a partir de agora, que c(w) = c(w'). Faremos
uma indugdo em |c(w)|. Se c(w) = @, entdo w = w' = 1 e ndo mais hd o
que fazer. Suponha pois que o problema seja solivel para quaisquer palavras
com contetido estritamente menor que c(w). Como J' é efetivamente carac-
terizdvel pelo seu conteido, a partir da proposi¢do 6.2 sabemos calcular a
seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w e de w'. A partir do lema 5.11
calculamos entdo a R-entrada, a seqiiéncia de transigoes e a L-entrada de
w e fazemos o mesmo para w’. A partir da nossa hipétese de indugao e do
teorema 6.3 podemos decidir se eg(w) ~ egr(w'). De forma dual, podemos
decidir se e;(w) ~ er(w'). De acordo com o teorema 7.5 falta-nos apenas
decidir se o(w) = o(w'). A partir do corolario 7.4 e da nossa hipGtese de
inducdo, sabemos decidir se duas transigoes sdo congruentes ou ndo. De pos-
se da seqiiéncia de transigdes de w podemos entdo calcular sua digital o(w)
e da mesma forma podemos calcular o(w'). Estes passeios sdo congruentes
por 2 se e somente se, olhados como palavras no alfabeto finito B = {b | b ¢
uma aresta de o(w) ou de o(w')}, estas palavras forem congruentes no grupo
de Burnside livre satisfazendo 2™ = 1 gerado por B. Como por hipétese, é
decidivel se o(w) e o(w') sdo congruentes neste grupo de Burnside, é também
decidivel se o(w) & o(w'). |

9.2 O cason >3

Nesta se¢do suporemos n > 3. Daremos uma nova demonstragao do teore-
ma 8.16 [10] que prova que os grupos maximais de M séo ciclicos de ordem
m quando n > 3. Este é o conteido do coroldrio 9.6, conseqiiéncia de uma
aplicagdo do teorema 7.6 ao teorema 9.5, que por sua vez caracteriza o grafo
fundamental de uma D-classe regular de M e prova que ele € um circuito.
Usaremos extensivamente os resultados presentes em nosso trabalho [10] em
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sua demonstragao. Veremos primeiro vérias definicoes e resultados presentes
em [10].

Definimos a sobreposi¢io de duas palavras v e v por: u=wv o
max(Suf(u) NPref(v)). Em outras palavras, é o mais longo sufixo de u que é
também um prefixo de v. Dizemos que u € A" (possivelmente mais comprido
que w) é um periodo de w se w for um fator de alguma poténcia de u (se
w € Fat(u*) = UiFat(u*)). Neste caso, também dizemos que i = |u| é um
periodo de w. Se este inteiro 7 for também o menor inteiro possivel dizemos
que ele € o menor periodo de w e denotamos: 7 = per(w). Neste caso, também
dizemos que a palavra u é um menor periodo de w. Note que se u for um
periodo de w entdo u é um periodo de qualquer fator de w. Duas palavras
w e w' sdo ditas conjugadas se existirem palavras u e v tais que w = wuv
e w' = vu. Uma palavra w é dita primitiva se w = u* implica k = 1 e
u = w. Para todo par 7 = (I,s) € A* x A" dizemos que [ é o longo de T
enquanto s é o curto de 7, respectivamente denotados por I, e s,. Definimos

~ def g .
Q, uma relagdo em A%, com segue: Q@ = {(I,s) | s é simultaneamente um
prefixo e um sufixo préprio de [ e s~!/ é uma m-poténcia}. Cada elemento

de  é chamado de producao. Para toda producdo 7 definimos a base de

7 por bas(r) & (ltz] = |sz])/m. Também definimos a base esquerda de

7, bL(7), pelo prefixo de I, de comprimento bas(7); e a base direita de T,
br(7), pelo sufixo de [, de comprimento bas(7). Podemos ver um exemplo
destas definig6es na figura 9.3. Definimos uma ordem parcial < em 2 x 2 por

IababababababaJ

'\_—_’/\/\_/\_/

s, br(r) br(r) br(7)

Figura 9.3: Exemplo de uma produgao de base 2 em que m = 3

(L,s)x (', s &L Ju,v e A | I' = ulv e s = usv. Como as bases direita
e esquerda de uma mesma produgdo sio palavras conjugadas, o seguinte
conceito é bem definido: duas produgbes 7 e o sdo conjugadas se bg(7)
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(ou by,(7)) e br(c) (ou by(c)) sdo conjugadas. Dizemos que a produgao 7 é
estdvel se per(s,) = bas(r). Um conjunto de produgdes é dito estdvel se toda

producio dele for estdvel. Dadas uma palavra w e uma produgao o definimos

~ def z
a relagio erag,s COMO 0 erag,g W <— |w=l,| > |s,| e, neste caso, dizemos

que o apaga um sufito de w. Assim, podemos definir + : A* x @ — A* a
operagao bindria apagamento de sufizo por

def (w(w=l,)™) s, se o eragg w;
wWHO = .
w caso contrario.

Neste caso dizemos que w + o é w apagado a direita por o.

Um leitor mais interessado pode encontrar a definicao de %, uma
relagio em A, na segio 4.5 [10]. Para nés, sdo suficientes alguns resultados
sobre £. A proposigdo 4.9 [10] por exemplo implica que & C 2, que as
produgdes de ¥ sdo minimais por < e que suas bases direita e esquerda sao
primitivas. Como n > 3, a partir do teorema 6.7 [10] e do corolario 6.11 [10]
temos que T é estével. Em [10] o estudo de M \ {1} ¢ feito através de
seu isomorfo S definido na secio 8.2 [10]. O conjunto S é o conjunto de
todas as palavras de At que sio minimas em suas respectivas classes de
congruéncia e o produto de duas palavras u, v € S é a menor palavra na classe
de congruéncia de uv. A partir do teorema 7.3 [10] temos que S € o conjunto
formado por todas as palavras de A* que ndo possuem nenhum longo de %
entre seus fatores (£ é um sistema de Reescritura [16, 20] com a propriedade
de Church-Rosser e portanto toda classe de congruéncia possui um unico
elemento na forma normal: o menor elemento da classe). O conjunto S é
fechado por fatores nio vazios e a proposigao 3.1 [10] implica que todo fator
préprio ndo vazio de uma produgdo em ¥ estd em S.

Teorema 9.5 Sejam inteiros n > 3 e m > 1. O grafo fundamental de uma
D-classe reqular de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo g™ = z™*™
é um circuito como o da figura 9.4.

Prova. Pretendemos caracterizar o grafo fundamental de uma D-classe regu-
lar de M\ {T} Antes veremos duas afirmativas referentes as produgoes de
3 que serdo usadas livremente nesta demonstragao.

Afirmamos que by (o) € Pref(s,) e que s, € Pref(by(0)") para toda
produgdo o € . De fato, como estamos supondo que n > 3 e portanto o
é estavel, temos que |by(c)| = bas(c) = per(s,) < [so| e portanto by (o) €
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Sy
O Ti,..., Tk formam um
g /{;7 t & conjunt_o ma.xi.mal de
@ © produgoes conjugadas
de ¥ em que s;, é a
ts i-ésima D-entrada e
t; é a i-ésima transigao
. @ 0 5 @ -~ c.ie by (m1)sr,, para
\ / i=1,...,k
@
574

Figura 9.4: Grafo fundamental de uma D-classe regular para n > 3

Pref(s,) ja que s,,by(c) € Pref(l,). Pelo dual do coroldrio 3.4 [10] temos
que s, € Pref(by(0)*).

Afirmamos que duas produgdes conjugadas 7 e 7' em X sdo iguais
se e s6 se b, (7) = br(7’) se e s6 se s, € Fat(s.). De fato, obviamente 7 = 7'
implica que by, (7) = b (7') e que s, € Fat(s,»). Suponha que s, € Fat(s.).
Como by(7) € Pref(s;) implica que |by(7)| < |s,|, a proposicao 4.1 [10]
implica que 7 < 7'. Como as produgdes de ¥ sdo incompardveis por < por
definicdo, temos que 7 = 7. Suponha agora que que by (7) = by (7'). Assim,
sr,8; € Pref(bL(7)*) e s, € Fat(s,7) ou s, € Fat(s,). De qualquer forma,
como acabamos de ver, segue que 7 = 7'.

Vamos agora caracterizar os vértices de G. Seja v € V(G) e seja
w, € A' a menor D-entrada tal que v = w,. Do corolario 6.5 temos que
w, é a menor palavra em sua classe de congruéncia e que portanto w, €
S. A partir do teorema 8.12 [10], temos que existe 7 C ¥ uma classe
de produgdes conjugadas tais que {w, | v € V(G)} = {s, |7 € T}. Assim
V(@) = {5 |reT}

Seja k = |T| e seja 73 uma produgao qualquer escolhida em 7. Seja

——~—

’w/=_\t_)£(7'1)8-,-1. Afirmamos que w D’ s,,. De fato, 5, = l:l = by(n)"s,, =

by(11)™ '@ <. @ = by(n1) 55, < &, implica que s,, £ w.
Afirmamos que toda D-entrada de w estd em S e é da forma s,
para algum 7 € 7. De fato, qualquer D-entrada de w é fator proprio de
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w = by(n)s,, € Fat(by(m1)"ss,) = Fat(l;,) e pertence entdo a S. A definicao
de T e o fato de que w D’ s,, completam a prova.

Seja 7 € T. Sejam definidas as palavras u e v tais que by (1) = uv
e by(r) = vu. Como by(71) e by(7) sdo palavras conjugadas, sdo também
periodos das mesmas palavras devido ao lema 3.2 [10].

Vamos provar que s, é um fator de w. Temos que w € Suf(l,,) tem
periodo by,(7;) e portanto by(7) = vu é periodo de w e de seu sufixo v s, =
vuv(by(r) s, ). Assim by(7) é periodo e prefixo de s, e de vs,,. Usando o
dual do corolério 3.4 [10], temos que s,,vs,, € Pref(by(7)*) e portanto s, €
Pref(vs,,) ou vs,, € Pref(s,). Caso s, € Pref(vs,,) C Fat(uvs,,) = Fat(w) a
tese j4 estd provada. Caso vs,, € Pref(s,), temos que s,, € Fat(s;) e, a partir
de afirmativa anterior, segue que 7 = 7 € 8, = s,, € Fat(by(m1)s,,) = Fat(w)
provando a tese.

Vamos provar que existe uma tnica ocorréncia de s, como fator
de w, a ndo ser que 7 = 7, onde (1,s,,s; w) e (ws; !, s,, 1) sdo as duas
tinicas ocorréncias de s, como fator de w. Suponha que (7', s;, s') e (7, s, 5)
sejam duas ocorréncias de s, em w, com |s'| > |s| e || < |r|. Seja
z = s,s's7t = ' Hr's,s')st = v Yrsys)s™t = 1" "'rs,. Devido & pro-
posigdo 3.3 [10], z possui periodo s's™'. Note que z € Fat(w) C Fat(l,,) tem
perfodo by, (7;), e portanto by,(7), e note que |z| = s s's7| = [s-| +[s's7}| >
|by(7)|+]|s's™t|. Assim, by, (7) é uma poténcia de uma palavra de comprimen-
to ged(|bL(7)|,|s's™!|) devido ao teorema 3.1 [10]. Como by (7) é primitiva,
temos pois que ged(|by(7)],|s's7!|) = |br(7)|. Como s, € Fat(s,,) implica
T = 71, segue que s, nao pode ser fator préprio de s,,. Dado que 7s;s =
w = by,(11)s,, temos que |r| < |by(r1)| e 7 € Pref(by(m1)). Dado que z =
sy8's™! = r'"lrs,, temos que |s's™Y| = |#''r| < |r| < |bu(m)| = |bu(r)| =
ged(|b ()], |s's™Y]). Assim, |r'"'r| = |'s7!| = |by(r)| = |bL(m1)]. Como
r € Pref(by(m)), temos pois que r = by(m1) e ' = 1. Assim by(r)s,s =
w = by(m1)s,, implica que s, € Fat(s,,) e, como vimos em afirmativa an-
terior, que 7 = 7;. Isto implica que s = w(rs;)™! = w(bL(r)s,)™! = 1.
Concluindo, (7', s,,8") = (1, s, 57 w) e (r,s7,5) = (ws;!, s;,1) sdo as duas
Unicas ocorréncias de s, como fator de w.

Podemos pois nomear as diferentes produgdes de 7 por 71,7y, . . . Tk
de tal forma que a i-ésima ocorréncia de D-entrada de w seja do fator s,
para i € {1,2,...,k}. Seja zx41 = 21. Temos também que o comprimento
da seqiiéncia de ocorréncias de D-entradas de w é k +1 e a i-ésima D-entra-
da a ocorrer em w é s, para i € {1,2,... ,k + 1}. Usando o lema 5.11,
temos que existem exatamente k ocorréncias de transigoes em w. Seja t; a
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i-ésima transigdo a ocorrer em w. Do corolario 5.10 temos que eg(t;) = s,
e que €,(t;) = s, para i € {1,2,...,k}. Assim temos que = E(G) e
a(t;) = 55, e w(t;) = 57, parai € {1,2,... ,k}. As k arestas %y, ..., sdo
todas distintas entre si ja que s@o aplicadas a diferentes vértices por a.

Vamos provar que toda aresta G é da forma t;, para algum 7 €
{1,2,... )k}. Seja b € E(G) e seja t € AT a menor transi¢io tal que
b = t. Do corolirio 7.4 temos que t é a menor palavra em sua classe de
congruéncia e portanto ¢ € S. Da proposicdo 6.10 temos que €g(t) e €. (t)
sao as menores D-entradas em suas respectivas classes de congruéncia, que
por sua vez sao as menores palavras em suas classes de congruéncia devido
ao coroldrio 6.5. Assim, temos que €g(t),er(t) € S. Seja 7; € T tal que
s = €r(t) R' t e seja 7; € T tal que s, = ¢,(t). Em S, s,, e t estdo
na mesma R-classe e a proposi¢ao 5.9 implica que s, = eg(t) # t. Usan-
do a proposicdo 8.7 [10] temos que existe 0 € ¥ tal que o eragg t com
bas(o) < bas(r;). Como s,; € Suf(t) e o erasg t, a proposigdo 6.3 [10] im-
plica que bas(7;) < bas(o) e portanto bas(7;) < bas(o) < bas(r;) = bas(r;).
Dai bas(o) = bas(7;) e a mesma proposicao 8.7 [10] implica entdo que o = 7
eque s, =t-+nrn = (t{t=l,) s, Assim t = t=l, € Pref(l;,). Se-
jam as palavras u e v tais que by(71) = wv e by(r;) = vu com v # 1.
Temos que vs,, € Suf((uv)™s,) = Suf(l;,) tem periodo by(r;). Como
by (1) e by () sdo palavras conjugadas, o lema 3.2 [10] implica que também
bi(7;) = vu é periodo de vs,, = vu v(bL(Ti)_lsn). Assim by (7;) é periodo
e prefixo de I, e de vs,,. Usando o dual do corolério 3.4 [10], temos que
lr;,vs;, € Pref(by(7:)") e que t € Pref(l,,) C Pref(by(;)*). Suponha por ab-
surdo que [t| > |vs,,|. Neste caso temos que vs,, € Pref(t) e (v, s,,, (vs;,)"'t)
¢ uma ocorréncia de D-entrada de ¢, o que contradiz com a proposi¢io 5.9
jad que v # 1 # (vs;,)"'t. Assim podemos supér que |t| < |vs,,| e portanto
t € Pref(vs,,) C Fat(uvs,) = Fat(w). Isto prova que ¢ é uma transicio
de w pois t D' w. Ademais, t = ¢; j4 que t; é a tinica transicio de w cuja
R-entrada é s,.

Como V(G) e E(G) tém a mesma cardinalidade k, o nimero ci-
clomético de G ¢ |[E(G)| — |[V(G)|+1=1. [

Corolério 9.6 Sejam inteirosn > 3 e m > 1. Os grupos mazimais de um
semigrupo de Burnside livre satisfazendo z™ = ™™ sao ciclicos de ordem
m.

Prova. O grafo fundamental de uma D-classe regular de M \ {1} é um cir-
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cuito devido ao teorema 9.5 e tem, portanto, nimero ciclomatico 1. Usando
o teorema 7.6, temos que um grupo maximal de M\ {1} é um grupo de
Burnside livre satisfazendo z™ = 1 gerado por um unico gerador: 0 grupo
ciclico de ordem m. [ |
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