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Resumo

Sejam inteiros n ? l e m ? l quaisquer. Provámos que um grupo
maximal de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = ="+m é um
grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1. Ademais, provámos que tal
grupo é livre sobre um conjunto de geradores cuja cardinalidade é o número
ciclomático de um grato associado à J-classe contendo o grupo e descrevemos
um tal conjunto de geradores. Caracterizamos estes grifos no caso n = 1 e
estendemos clássicos resultados de McLean de forma a calcular a cardinali-
dade do semigrupo de Burnside livre para todo m em que a cardinalidade
grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1 seja conhecida. Se n Z 3, este
grado é um circuito e os grupos maximais são grupos cíclicos de ordem m.

Para todo m ? 2, apresentamos exemplos com 2m -- l geradores
para n :: l e para n " 2. Donde, nestes casos, temos grupos maximais
infinitos para m su6cientemente grande. Assim as ./-classes destes grupos são
infinitas, estes semigrupos não são finitos J-acima e a classe de congruência
associada a um elemento de uma tal ./-classe infinita é não-reconhecível.
Também apresentaremos um exemplo de uma classe de congruência no caso
n = 2 e m = 2 que possui duas diferentes palavras de menor comprimento.
Boa parte das propriedades que valem para n ? 3 falham se n = 2 e m ? 2.

Em suma, este trabalho apresenta novas e poderosas técnicas que
permitem-nos provar importantes propriedades dos semigrupos de Burnside
livres para n = 2, o caso quase completamente desconhecido até agora. De
certa forma, o caso n = 2 surpreendentemente apresenta as complexidades
dos casos n :: l e n 2 3 simultaneamente. Enquanto os grupos maximais
são cíclicos de ordem m para n ? 3, eles podem ter mais geradores e podem
ser infinitos para n $ 2. Enquanto há exatamente 21'41 -- l ./-classes e elas
são facilmente caracterizadas no caso n = 1, há infinitas .7-classes e elas são
difíceis de serem caracterizadas para n 2 2.



Summary
Let n 2 1 and m ? l be any integers. We show that a maximal

group of a free Burnside semigroup satisfying z" = Z"+m is a free Burnside
group satisfying z" = 1. Furthermore, we show that such a group is free
over a generating set whose cardinality is the cyclomatic number of a graph
associated to the ./-class containing the group and we describe such a gene-
rating set. We characterize these graphs in the case n = 1 and we extend
classical results of McLean by computing the cardinality of the free Burnside
semigroup for every m such that the cardinality of the free Burnside group
satisfying z" = 1 is known. If n 2 3, this graph is a circuit and the maximal
groups are cyclic groups of order m.

For every m ? 2, we present examples with 2m -- l generators for
n = 1 and for n = 2. Therefore, in these cases, we have infinite maximal
groups for m large enough. Thus the J-classes of these groups are infinite,
these semigroups are not rinite J-above and the congruence class associated
with an element of such an iníinite ./-class is not recognizable. We will algo
present an example of a congruence class in the case n = 2 and m = 2 that
has two different shortest words. Many properties that hold for n ? 3 fail if
n = 2 e m > 2.

To sum up, this work presents new and powerful techniques that
allows us to prove important properties of the free Burnside semigroups for
n = 2, an almost completely unknown case until now. In some sense, the case
n = 2 presents the complexities of the cases n = 1 and n ? 3 simultaneously.
While the maximal groups are cyclic of order m for n 2 3, they can. have
more generators and can be infinite for n $ 2. While there are exactly 21'41 --l
./-classes which in turn are easily characterized in the case n = 1, there are
infinitely many /-classes which are in turn diHcult to be characterized for
n >2
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Capítulo l

Introdução

Neste capítulo, daremos uma breve introdução do problema que estamos estu-
dando: a obtenção de informações estruturais de um semigrupo de Burnside
livre qualquer. Antes de apresentarmos na seção 1.3 os principais resultados
por nós obtidos, como a caracterização dos grupos maximais destes semigru-
pos, daremos algumas definições na seção 1.1 para podermos apresentar na
seção 1.2 os resultados clássicos e os recentes da área. Na seção 1.4 daremos
uma apresentação do conteúdo de cada capítulo deste trabalho e na seção 1.5
veremos algumas conexões com outras áreas da Ciência da Computação.

1.1 -v--s. #"h e = 'Be

Definições preliminares
Daremos primeiro algumas definições necessárias aos comentários a serem
feitos neste capítulo.

Seja .A um alfabeto anito e sejam n e m inteiros satisfazendo as
restrições n 1? 1 e m 2 1. O conjunto das palavras com letras em .A (inclusive
a palavra vazia 1) é denotado por .A* e .4+ é o conjunto Á* \ {l}. Seja a
a relação {(a"+", z") l g C .A+} e seja '- a menor congruência: que contém
7r. A classe de congruência de uma palavra w C .A* será denotada por ü
e .M denotará o conjunto {ü l w c .A*}. A projeção canónica de .A' sobre
.M induz a multiplicação ii . 8 = {i8. Donde (.A't, .) é um monóide e temos

que (.A'{ \ {Í}, .) é um semigrupo já que 1 = {1}. Estes são o monóide e o
semigrupo de Burnside livre satisfazendo a;" ;; z"+" gerados por .A. Desde

IRelembramos que uma relação de congruência é uma relação de equivalência com
patível com a multiplicação.

l
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que 1 = {1} para n > 0, estudaremos os semigrupos de Burnside livres
através dos monóides de Burnside livres. Se permitirmos n = 0, o monóide
é também um grupo e é chamado de grupo de Burnside livre satisfazendo
z" ;: l gerado por .A.

Dada uma relação R qualquer sobre A', o problema da palavra
associado a R é aquele de decidir se duas palavras w e w' quaisquer são
congruentes pela menor congruência que contém R ou não. De outra forma,
ele é o problema de decidir se w = w' ou se existem k ? l e seqüências de
palavras zl,... ,zk e 3/i,. . ., yA e zi,. .. , zk e wi,... ,wk tais que m :; ztgizl
e nimizi - zi+iyí+izi+i para { - l,. . . ,k -- l e w' = açl;wÀ;zk e (3/í,wí) €

R U R-t para { = 1, . . . , k. Em nosso caso, a relação que nos interessa é a,
que depende de n e m, e o problema da palavra associado ao monóide .A4 é
o de decidir se z e 3/ estão na mesma classe de congruência por v ou não.

Sejam as relações de Green ./, 2), 7Z, ,C e % definidas como de
costume. Elas são equivalências e, em particular, a /-classe de um elemento
r é a classe de todos os elementos g que geram o mesmo ideal principal MTM.
Todas as deânições e algumas propriedades serão relembrados na seção 5.1
do capítulo 5. Um semigrupo é dito .Pnifo /-acima se suas /-classes são
ânitas e, dada uma particular /-classe, existem finitas ./-classes acima, onde
a ordem é aquela induzida pela inclusão dos ideais principais.

]..2 Histórico

Vamos agora exibir algumas propriedades estruturais sobre os semigrupos e
grupos de Burnside livres. Quando l.41 = 1, o monóide de Burnside livre ./U
é cíclico e finito. Sua estrutura é muito simples e suporemos portanto que
l.41 > 1 a partir de agora.

O problema de determinar se um grupo de Burnside livre 6nita-
mente gerado é finito ou não é extremamente complexo e foi levantado por
Burnside em 1902. Denotemos por .BÊ,m a cardinalidade de .B(k, m), o grupo
de Burnside livre satisfazendo z" = 1 gerado por um conjunto de k gera-
dores. Na ocasião, Burnside l3j provou a ânitude de .B(k,m) para m $ 3.
Naturalmente que .B(k, 1) é trivial e portanto BÉ,i = 1. Como .B(É,2) é o
produto direto de k cópias de Z2, temos que .Bk,2 = 2h. Por resultado de Levi
e van der Waerden 1221, que pode também ser encontrado no capítulo 18 do

clássico livro de M. Hall j151, temos que .Bt,3 - 3(f)+(:)+(!) - 3e!=:U. Em
1940, 1.N.Sanov 1291 provou a finitude de .B(k,m) para m = 4. M. Hall j141
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o fez para m - 6 em 1958 e também provou que Bk.6 ' 2'3(!)+(:)+(!) para
a = 1+(k - 1)3({)+(:)+({) . b - l+(k - 1)2*

Por outro lado, sempre supondo k ? 2, a infinitude de .B(k,m) foi
provada para m 2: 4381 ímpar por Novikov e Adyan l27, 281 em 1968. Em
1975, Adyan l4, ll melhorou a restrição para m 2 665 ímpar. Observe que
isto implica a ínfinitude de .B(k, m{) para qualquer inteiro.{ ? l e m 2 665
ímpar já que .B(k,m) é imagem homomórfica de .B(k,mi). Para provar a
in6nitude de .B(k, m) exceto para um número finito de valores de m, faltaria
prova-lo para o caso em que m é uma primeira potência de 2 Em 19921 de
fomla independente, lvanov j17] anunciou a prova da infinitude de .B(2, 248)
e Lysenok l23) anunciou a prova da infinitude de .B(2,2i3). A partir dos
trabalhos acima citados, também é demonstrado que os problemas da palavra
associados aos respectivos grupos de Burnside livres estudados em cada caso
são decidíveis. Isto inclui m ? 665 ímpar ou m 2 2t3 uma potência de
2. Como já vimos, a infinitude de .B(k, m) implica a infinitude de .B(k, m{)
para todo inteiro { 2 1 e portanto .B(k,m) é inânito sempre que k 2 2 e
m > 2t3 x 665. Contudo, a solução do problema da palavra em .B(k, m) não
implica o mesmo em B(k,m{), ao que se saiba hoje. Nos artigos em suas
versões completas, lvanov j181 prova a infinitude de .B(k,m) para k 2 2 e
qualquer m 2 248 e Lysenok 1231 fá-lo para qualquer m 2 8000. Lysenok
também provou a decidibilidade do problema da palavra sempre que m 2
8000 for múltiplo de 16.

De modo a classiâcar a estrutura dos semigrupos de Burnside livres
satisfazendo z" = Z"+m temos que dividi-los em três casos: n = 1, n = 2
e n 2 3. Nosso principal interesse aqui é o caso n = 2 onde a estrutura
dos semigrupos de Burnside livres era quase completamente desconhecida
até agora.

Comentaremos o caso n = 1 primeiro. O semigrupo idempotente
o semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = z"+" para o qual n = l

e m = 1 é finito e completamente conhecido jlll desde 1952. De fato,
a partir deste clássico trabalho de Green e Rees, fixado m ? 1, sabemos
que os semigrupos de Burnside livres satisfazendo z = zn" gerados por
.4 são anitos para todo alfabeto anito A se e só se os grupos de Burnside
livres satisfazendo a;" = 1 gerados por .A são finitos para todo alfabeto
anito .A. Em particular, os semigrupos são infinitos para m ? 8000 e finitos
para m $ 4. Todavia, em qualquer caso, algumas propr.iedades de finitude
permanecem. Por exemplo, eles possuem exatamente 2141 -- l /-classes. No
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trabalho de Green e Rees também vê-se que qualquer grupo maximal nestes
semigrupos deve ser uma imagem homomórfica de um grupo de Burnside
livre satisfazendo =" = 1 e suficiente número de geradores. Contudo, só
em 1990, com o trabalho de Kadourek e Polák j191, provou-se que estes
grupos maximais são isomorfos a um grupo de Burnside livre. Todas estas
provas dependem fortemente do fato que n = 1 e não podem ser facilmente
estendidas para outros valores de n.

Vamos considerar agora os semigrupos de Burnside livres nos casos
n ? 2. Usando as palavras de Thue-Morde j311 e o trabalho de Brzozows-
ki et al. l2}, sabemos que estes semigrupos de Burnside livres são infinitos
(estamos considerando IÁI ? 2) e possuem infinitas /-classes. Em 1970, 1.
Simon 1301 tentou estudar o monóide de Burnside livre satisfazendo z2 :: 3
gerado por dois geradores e provou que o "fume" das R-classes é uma árvore.
Estas são praticamente todas as propriedades conhecidas até agora para o
caso n = 2. Enquanto estes semigrupos são inânitos, Brzozowski conjecturou
que algumas propriedades de 6nitude deveriam permanecer verdadeiras para
os semigrupos de Burnside livres. Em particular, ele conjecturou que, para
m :: 1, qualquer classe de congruência ü deveria ser reconhecível. Motivados
pela conjectura de Brzozowski, de Luca e Varricchio l5, 71, McCammond 1251,
do Lago l8, 91, e Guba j13, 121 produziram uma seqüência de trabalhos que
levaram ao descobrimento de muitas propriedades estruturais dos semigrupos
de Burnside livres em que n ? 3 e m ? l. O leitor pode referir-se a nosso
trabalho j101 para ver todo o histórico e as provas destas propriedades. De
fato, nós efetivamente definimos um sistema de reescritura E a partir de n e
provámos que as congruências geradas por E] e por a são as mesmas quando
n ? 2. (Um leitor interessado nalguma introdução sobre os sistemas de re-
escritura pode consultar, por exemplo, uma apresentação feita por Huet j161
ou por Klop 1201.) Definimos uma propriedade para E, chamada estabilidade,
e mostramos que E é estável quando n ? 3 e m 2 1. Algumas das proprie-
dades que seguem a partir da estabilidade de E, sem mais hipóteses sobre os
valores de n e de m, são:

1. E é um sistema de reescritura com a propriedade de Church-Rosser;

2. o problema da palavra é decidível;

3. existe uma única palavra de menor comprimento em cada classe de
congruencial
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4. o "fume" das 7Z-classes é uma árvores

5. existe uma caracterização das R, e .C-classesl

6. existe uma caracterização das l)-classes regulares e das irregulares;

7. as 'H-classes irregulares são todas triviaisl

8. os grupos maximais são cíclicos de ordem m;

9. o semigrupo é anito /-acima;

10. a conjectura de Brzozowski é verdadeira

O problema da estabilidade de E para n - 2 e m = 1 permanece aberto.
Caso valha, ela implicará nosso conjunto de propriedades estruturais também
neste caso. Contudo, ela não vale para n - 2 e m 2 2 (como pode-se verificar
em nosso trabalho j101) e novas técnicas têm que ser encontradas nestes casos.

1.3 Nossos resultados
O resultado principal deste trabalho apresenta uma propriedade que vale para
qualquer n 2 1 e qualquer m ? 1. Provámos que um grupo maximal de um
semigrupo de Burnside livre satisfazendo z" = r"+" é um grupo de Burnside
livre satisfazendo z" = 1. Isto contém os resultados de Kadourek e Polák
que estudaram o caso n := 1. Ademais, provámos que tal grupo é livre sobre
um conjunto de geradores cuja cardinalidade é o número ciclomático de um
grifo associado à /-classe contendo o grupo e apresentamos uma descrição
explícita de um tal conjunto de geradores. Fruto de uma caracterização dos
grifos fundamentais no caso n = 1, estendemos o resultado de McLean 1261
e calculamos a cardinalidade do monóide de Burnside livre para todo m em
que a cardinalidade de qualquer grupo de Burnside livre satisfazendo a;" = l
é conhecida. Se E é estável (em particular, para n ? 3), este grifo é um
circuito e os grupos maximais são grupos cíclicos de ordem m.

Nossa prova vale para qualquer n > 1 e qualquer m ? l. Isto é
particularmente interessante já que as técnicas anteriores somente poderiam
ser aplicadas aos casos particulares a que se destinavam.

Para todo m ? 2, apresentamos exemplos com 2m -- l geradores

para n = 1 e para n :: 2. Donde, nestes casos, temos grupos maximais
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in6nitos para m suficientemente grande. Isto imediatamente implica que as
/-classes destes grupos são infinitas, que estes semigrupos não são anitos
/-acima e também que a classe de congruência associada a um elemento
de um tal grupo infinito é não-reconhecível. Também apresentaremos um
exemplo de uma classe de congruência no caso n = 2 e m = 2 que possui
duas diferentes palavras de menor comprimento. Boa parte das propriedades
que valem se E é estável falham se n = 2 e m 2 2.

Encontrar estes exemplos no caso n = 2 requereram o uso de po-
derosos recursos computacionais. Contudo, todas as afirmativas relativas a
estes exemplos serão aqui provadas.

Em suma, este trabalho apresenta novas e poderosas técnicas que
permitem-nos provar importantes propriedades dos semigrupos de Burnside
livres para n - 2, o caso quase completamente desconhecido até agora. De
certa forma, o caso n = 2 surpreendentemente apresenta as complexidades
dos casos n = 1 e n 2 3 simultaneamente. Enquanto os grupos maximais
são cíclicos de ordem m para n 2 3, eles podem ter mais geradores e podem
ser infinitos para n $ 2. Enquanto existem exatamente 21AI -- l /-classes e
elas são facilmente caracterizadas no caso n = 1, existem infinitas /-classes
e elas são difíceis de serem caracterizadas para n 2 2.

1.4 Visão geral
No capítulo 2 daremos as definições usuais da teoria de grafos que serão
necessárias em nosso trabalho. As aplicações destes conceitos aparecerão
primeiramente nas categorias e nos grupóides, que serão estudados e definidos
nos capítulos 3 e 4. Posteriormente, elas aparecerão no estudo do grato
fundamental de uma 'Z)-classe, a ser visto na seção 6.3 do capítulo 6. Estes
grifos podem vir a ser infinitos, teoricamente. Infelizmente, a maior parte
da literatura de teoria de gratos disponível trata apenas de gratos anitos.
Assim, após as definições da seção 2.1, veremos na seção 2.2 alguns resultados
elementares da teoria de grafos, que não supõem nenhuma restrição quanto
às cardinalidades dos gratos. Estes resultados elementares não consideram
passeios infinitos, muitas vezes presentes na teoria de grifos infinitos, e são
necessários à boa definição do conceito de número ciclomático de um grato,
na seção 2.3. Este conceito de número ciclomático aparecerá em resultados
importantes do nosso trabalho, como nos teoremas 4.7 e 7.6.

No capítulo 3, veremos as deânições de categorias e grupóides ne-
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cessárias a nosso trabalho. O conceito de categoria generaliza o de monóide
e veremos aplicadas às categorias as definições de vários conceitos já conhe-
cidos na teoria de monóides. Isto inclui o de congruência. Nosso objetivo
não era, a princípio, o estudo de categorias e grupóides, mas a estrutura
dos monóides de Burnside livres. Durante este estudo, apareceram de forma
natural alguns gratos como o grifo fundamental de uma 'Z)-classe como
será visto na seção 6.3 do capítulo 6 e algumas categorias como a ca-
tegoria livre gerada por um grafo e o grupóide de Burnside livre gerado por
este grato. Achamos por bem explicitar estes conceitos, até porque alguns
resultados, expressos na linguagem das categorias, poderiam ter suficiente
interesse do ponto de vista da teoria de categorias e grupóides. E o caso
do teorema 4.7 a ser visto no capítulo 4. O leitor poderá encontrar mais
informações sobre categorias no clássico livro de MacLane 1241 e importantes
resultados conectando a teoria de categorias com a teoria de monóides no
trabalho de Tilson l32}.

No capítulo 4, definimos um grupóide especial: o grupóide de Burn-
side livre satisfazendo z" = 1 gerado por um grato fortemente conexo. O
resultado principal do capítulo, o teorema 4.7, afirma que os grupos locais
deste grupóide são todos isomorfos a um mesmo grupo de Burnside livre sa-
tisfazendo z" = 1. Também é caracterizado um conjunto de geradores para
este grupo livre.

No capítulo 5 começamos a enfocar nossa atenção ao monóide de
Burnside livre propriamente dito. As definições e os resultados presentes no
capítulo exigem menos hipóteses porém: supomos apenas que o monóide em
questão seja estável. Esta generalidade vale em particular para o resultado
que consideramos maximal no capítulo: o lema 5.14. Na seção 5.1 daremos as
definições preliminares do capítulo e definiremos as relações Green-induzidas,
que dão ao monóide livre .A' uma estrutura induzida pelas relações de Green
no monóide .A,'t e por um morâsmo de .A' sobre .A,'t. Nas seções 5.2 e 5.3
veremos as definições das Z)-entradas e das transições e sobre estes conceitos
se fundará a constituição de um grifo fundamental de uma D-classe de um
monóide de Burnside livre, como será visto na seção 6.3 do capítulo 6. Na
seção 5.4 veremos uma aplicação importante das transições de uma palavra:
o lema 5.14 acima mencionado. Este lema será usado na demonstração do
teorema 7.5.

No capítulo 6 apresentaremos o monóide de Burnside livre satisfa-
zendo z" = iç"+" gerado por um alfabeto .A, para inteiros n ? l e m 2 1.
Após a deânição na seção 6.1, apresentaremos o teorema dos marcadores
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(teorema 6.3) na seção 6.2, que prova que uma propriedade do semigrupo
idempotente seja válida também para qualquer monóide de Burnside livre.
Este resultado era fundamentalmente conhecido desde 1970, quando 1. Si-
mon 1301 obteve algumas propriedades do semigrupo de Burnside livre satis-
fazendo z2 :; a3 gerado por dois geradores. Na seção 6.3 veremos a definição
de um conceito central em nosso trabalho: o grato fundamental de uma D-
classe de um monóide de Burnside livre. O grato fundamental se mostrará
fortemente conexo como veremos na proposição 6.8 e poderemos futuramen-
te definir o grupóide de Burnside livre satisfazendo r" = 1 gerado por este
grato. Veremos também alguns conceitos e propriedades correlatas. Por
exemplo, associaremos a uma palavra w um passeio no grifo fundamental
da Z)-classe de ü. Esta é a digital de w e é um conceito fundamental para
caracterizar se duas palavras Zy-equivalentes são congruentes ou não, como
veremos no teorema 7.5 a ser visto no capítulo 7. Vemos também como cons-
truir a menor palavra que possui uma certa digital e esta construção será
essencial à demonstração da existência de uma classe de congruência com
duas palavras de menor comprimento, a ser visto no capítulo 8. Na seção 6.5
veremos algumas propriedades relativas à regularidade de uma Z)-classe de
um monóide de Burnside livre. Em particular, na proposição 6.13 veremos
que as 'H-classes irregulares são triviais e na proposição 6.14 provámos que
qualquer grato fundamental de uma 2)-classe irregular não possui nenhuma
aresta e possui um único vértice.

No capítulo 7 provaremos dois dos resultados mais importantes des-
te trabalho: o teorema da caracterização (teorema 7.5) e o teorema dos gru-
pos maximais (teorema 7.6). Na demonstração do teorema da caracterização,
usaremos vários conceitos vistos no trabalho. Explicitando alguns: o grato
fundamental de uma l)-classe e o grupóide de Burnside livre satisfazendo
z" = 1 gerado por este grato. Este teorema caracteriza quando duas pa-
lavras projetadas na mesma D-classe são congruentes pela congruência de
Burnside. Esta caracterização depende de um conhecimento do grato fun-
damental da D-classe em questão. Já na seção 7.3 veremos o teorema dos
grupos maximais, que não somente usa o teorema da caracterização em sua
demonstração, mas também usa o teorema 4.7 visto no capítulo 4. O teo-
rema 7.6 afirma que um grupo maximal num semigrupo de Burnside livre
satisfazendo #"+" = z" é um grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1.
Observe que este resultado é conforme aquele já conhecido para n 2 3 e
m ã l onde, pelo teorema 8.16 j101, sabe-se que qualquer grupo maximal é
cíclico de ordem m (o grupo de Burnside livre satisfazendo sç" = 1 gerado
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por um único elemento). Há uma substancial evolução no teorema dos gru-
pos maximais já que o mesmo vale para quaisquer n 2 1 e m 2 l e os casos
n = 1 e n = 2 têm estruturas muito diferentes daquela vista para n 2 3 e
m 2 1. No caso geral, o conjunto sobre o qual o grupo de Burnside é livre
pode ter mais que um gerador, ao contrário do caso n 2 3 e m Z 1. Ade-
mais. é caracterizado um conjunto gerador para este grupo de Burnside livre
e a cardinalidade do conjunto é o número ciclomático do grifo fundamental
da Z)-classe que contém a 'H-classe em questão. Esta diferença se mostra
relevante já que no teorema 8.1 a ser visto no capítulo 8 vemos uma D-classe
regular cujo grato fundamental tem número ciclomático 2m -- l pelo menos.

No capítulo 8 apresentamos o exemplo de uma 'D-classe regular do
monóide de Burnside livre satisfazendo z2 = JÇ2+m gerado por um alfabeto
de duas letras cujo grato fundamental tem número ciclomático 2m -- l ao
menos. Como conseqüência, o teorema 7.6 implica que os grupos maximais
desta 7)-classe são grupos de Burnside livres satisfazendo z" = 1 com ao
menos 2m -- l geradores. Como discutimos antes, para m suficientemente
grande, sabemos que estes grupos são inânitos pois eles possuem ao me-
nos dois geradores. A proposição 7.8 do capítulo 7 implica então que toda
classe de congruência cuja projeção canónica é mapeada num elemento des-
ta Z)-classe com 'H-classes infinitas não é reconhecível. Ao anal, veremos o
exemplo de uma classe de congruência com duas palavras de menor com-
primento. Estes resultados todos contrastam com os monóides de Burnside
livres satisfazendo g" = JÇ"+m nos casos em que n Z 3 e m ? l pois, nestes
casos, os grupos maximais têm um único gerador (teorema 8.16 j101), toda
classe de congruência é reconhecível (teorema 8.18 j101) e possui uma única
palavra de menor comprimento (teorema 7.3 j101).

No capítulo 9 aplicaremos os resultados principais deste trabalho
a semigrupos de Burnside livres cujas estruturas são bastante conhecidas.
Dedicaremo-nos a estudar os casos n = 1 e n Z 3. Na seção 9.1 considera-
remos o caso n = 1 e caracterizaremos o grato fundamental de uma l)-classe
de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo z = z"+i no teorema 9.2.
Em particular, calcularemos seu número ciclomático. Caso seja conhecida a
cardinalidade do grupo de Burnside .B(k, m) para todo inteiro k 2 1, calcula-
remos no corolário 9.3 a cardinalidade de cada ./-classe de .A4 e portanto
a cardinalidade do próprio monóide de Burnside .A4. Isto implica que co-
nheçamos a cardinalidade de .A''t em função de l.AI nos casos m $ 3, por
exemplo. Em 1954, McLean 1261 deu uma descrição da cardinalidade de .A4
em função de l.AI para o caso n = m = 1 (banda livre com l.AI geradores).
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Generalizamos este resultado para qualquer m ? l em que a cardinalidade
de .B(k, m) seja conhecida. Para m suâcientemente grande e três geradores
em .A ao menos, verificamos que em .A4 existe uma ../-classe com um número
infinito de 7Z-classes e de .C-classes. Ademais, toda 'H-classe nesta /-classe
é um grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1 gerado por um conjunto
infinito de geradores. No corolário 9.4 veremos um resultado de Kadourek
e Polák j191 que reduz o problema da palavra em .A4 ao problema da pa-
lavra num grupo de Burnside livre .B(k,m) para k finito. Isto implica que
o problema da palavra seja decidível em .A4 mesmo em casos em que .A4 é
infinito, como nos casos em que m ? 665 é ímpar ou em que m 2 8000 é
um múltiplo de 16. Na seção 9.2, suporemos n ? l e m ? l e daremos uma
nova demonstração do teorema 8.16 j101 que prova que os grupos maximais
de um semigrupo de Burnside livre satisfazendo g" = Z"+m são todos CíCliCOS

de ordem m quando n ? 3. Para tanto, caracterizaremos no teorema 9.5 o
grifo fundamental de uma Z)-classe regular do semigrupo de Burnside livre
e provaremos que ele é um circuito.

1.5 Conexões com outras áreas

Para concluir a introdução, gostaríamos de apontar algumas conexões e mo-
tivações desta área, relacionadas à Ciência da Computação. O estudo de
periodicidades em palavras aparece em muitas áreas importantes da Ciência
da Computação como, por exemplo, busca de padrão e algoritmos de bus-
ca. As estruturas de Burnside são deânidas por equações que impõem a
equivalência de certas potências de palavras em qualquer contexto como aca-
bamos de ver. Este trabalho juntamente com anteriores trabalhos prova que
estas estruturas de Burnside comportam-se de forma muito diferente depen-
dendo da quantidade de períodos envolvidos (medidos pelos valores de m e
de n). Em vista desta variação, a compreensão da combinatória subjacente
é uma intrigante aventura e pode também trazer importantes luzes à com-
preensão de outras questões da Ciência da Computação que dependam de
períodos.

Relembre que o problema da palavra para uma dada relação de pa-
lavras é indecidível em geral, mesmo para uma relação 6nita. Em nosso caso,
a relação é n, que depende de n e m, e a resposta a este problema da palavra
depende fortemente dos valores de n e m, como descrito anteriormente.

Uma importante consequência da conjectura de Brzozowski é uma
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aplicação que permite uma fácil solução do problema da palavra. De fato, se
provarmos construtivamente a conjectura de Brzozowski, temos um autómato
anito, dependente de z, que resolve esta instância do problema da palavra.
Isto inclui os casos onde n ã 3. Infelizmente, na maior parte dos casos
onde n = 1 ou n = 2, a conjectura de Brzozowski não vale. Contudo,
possivelmente, podemos ainda resolver o problema da palavra. Suponha
que o grato fundamental possa ser efetivamente obtido e que o problema da
palavra sela decidível para n = 0 e m 2 1. Então o teorema 7.5 implica
que o problema da palavra é decidível para n ? l e para o mesmo m. Em
particular, isto vale quando n = 1 e m é ímpar e grande o suficiente, apesar
da conjectura de Brzozowski não valer neste caso. Para casos como n = 2,
problema da palavra permanece aberto.
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Capítulo 2

Gratos e árvores

Neste capítulo daremos as definições usuais da teoria de gratos que serão ne-
cessárias a nosso trabalho. As aplicações destes conceitos aparecerão primei-
ramente nas categorias e nos grupóides, que serão estudados nos capítulos 3
e 4. Posteriormente, elas aparecerão no estudo do grafo fundamental de uma
.Z)-classe, a ser visto na seção 6.3 do capítulo 6.

Estes gratos podem vir a ser infinitos, teoricamente. Infelizmente, a
maior parte da literatura de teoria de grifos disponível trata apenas de grifos
finitos. Assim, após as definições da seção 2.1, veremos na seção 2.2 alguns re-
sultados elementares da teoria de grafos, que não supõem nenhuma restrição
quanto à cardinalidade do grato em questão. Estes resultados elementares
não consideram passeios infinitos, muitas vezes presentes na teoria de grafos
infinitos, e são necessários à boa definição do conceito de número ciclomático
de um grato, na seção 2.3. Este conceito de número ciclomático aparecerá
em resultados importantes do nosso trabalho, como nos teoremas 4.7 e 7.6.

Nosso enfoque sobre os gratos privilegiará seu conjunto de arestas,
se compararmos com a teoria usual de grifos. Seus vértices praticamente
servem apenas para caracterizar a consecutividade ou não de duas arestas.
Nossos grafos são dirigidos.

2.1 Gratos, passeios e caminhos
Um gra/o d hg do, ou simplesmente grei/o, é uma upla (y. .E, a, u) onde }'' e .E
são conjuntos quaisquer munidos de duas funções a : E ---.> V e u : E ---+ y
Cada elemento de .E é chamado aresta de G e cada elemento de V é chamado

13
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vértice de G. O conjunto .E(G) = E é chamado de conlwnto de arestas de G,
o conjunto y(G) = y é chamado de conjunto de uédices de G. As funções
a e u são ditas {nz'cão e tér'Hino respectivamente e também são chamadas
genericamente de /Mações de incidência.

Referimo-nos à cardinalidade de G como a cardinalidade l.E(G)
de seu conjunto de arestas. Em nosso trabalho, não faremos a priori ne-
nhuma restrição quanto às cardinalidades dos grifos e, usualmente, não te-
remos nenhum vértice isolado (vértice sem a incidência de nenhuma ares-
ta). Normalmente confundiremos o grato G com seu conjunto de arestas
E(G) deixando implícitas as funções início, término e o conjunto de vértices
V(G). Quando não explicitado o conjunto de vértices, estaremos supondo
}'(G) = a(G) U «,(G) onde a(G) denota o conjunto a(.E(G)) e o(G) de-
nota o conjunto o(.E(G)). Denotaremos que b é uma aresta do grafo G por
b € G. Dados dois grafos distintos, freqüentemente nos permitiremos usar
os mesmos símbolos a e u para denotar as funções início (ou término) de
ambos.

Seja G um grato. Duas arestas n, g/ C G são ditas consec&tduas (e
nesta ordem) se o(a) = c!(y). Chamamos de passeio em G ou simplesmen-
te passeio toda seqüência finita de arestas consecutivas de G. Sobre cada
passeio p = bibe ' . .bk, k 2 1 definimos o índio do passeio cl(p) = cl(bl) e o
término do passeio «,(p) = u(Z,k). Para cada vértice u C V(G) definimos l,
um passeio vazio /ocas a u, com início e término em t;. O comprimento de
um passeio é o tamanho da seqüência de arestas, sendo que o comprimento
dos passeios vazios é 0. Dizemos que dois passeios p, q são consecutivos (e
nesta ordem) se o(p) = a(q). Dados dois passeios consecutivos p e q defi-
nimos sua concatenação pq de forma natural. Observe que pq começa em
cl(p) e termina em w(q). Não é definida a concatenação de passeios não con-
secutivos. Observe que se p, q e r são passeios consecutivos nesta ordem,
então (pq)r = p(qr), que equivale a dizer que a operação parcial da concate-
nação de passeios é associativa quando todas as concatenações são definidas.
Quando p é um passeio que inicia e termina no mesmo vértice t/ dizemos que
p é um passeio /ecÀado sobre u ou simplesmente um passeio /ecAado. Uma
aresta com mesmo início e término é chamada de laço. Um grato G é dito
/odemente conexo se tem ao menos um vértice e se, para todo par ordenado
de vértices, existe um passeio com início no primeiro vértice e término no
segundo. Observe que o menor grato fortemente conexo é o grifo com um
único vértice e nenhuma aresta.

Dado um passeio p = bibe ' . . bk, com k ? 0, o conjunto dos vértices
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internos de p é {o(bt),o(b2), . . . ,o(bk i)}. Dizemos que p é um caminho se
os vértices percorridos são sempre distintosl ou seja, para todos l $ {,.j $ k
temos que o(bi) = a(Z)j) '+::::> i= .j -- l. Observe que este passeio não
pode ser fechado a menos que seja um passeio vazio. Dois passeios p, q são
ditos cotemninais se têm mesmo início e mesmo término. Dado um passeio
p = bibe . .bh sempre existe uma subseqüência de p que seja um caminho
coterminal a p. Um algoritmo simples para a obtenção de um tal caminho é
o seguinte: enquanto existirem { e .j (com l $ {,.j $ k e á # .j -- 1) tais que
u(bi) = cl(bj) remova de p a subseqüência não vazia bi+i ' ' . bj.i se i< .j ou a
subseqüência não vazia bj . . bi se { 2: .j. Após cada uma destas remoções, p
continua sendo um passeio com os mesmos início e término. Este algoritmo
de fato pára pois as remoções feitas a cada passo são não vazias e ao final
do algoritmo o passeio satisfaz a condição necessária para ser um caminho.
Um tal caminho que é subseqüência do passeio p será chamado um caminho
associado ao passeio p. Dados dois vértices u, u dizemos que a distância de u
a u é o comprimento do passeio mais curto que inicia em u e termina em u.

2.2 Arvores conectoras
P

Dados dois gratos T e G dizemos que T é um subgrcl/o de G se V(T) Ç
y(G), se .E(T) Ç .E(G) e se as funções de incidência de T forem restrições
naturais das funções de incidência de G. Neste caso, denotamos T Ç G
e temos que a(T) U w(T) Ç }'(T) Ç y(G). Se além disso tivermos que
a(T) U «,(T) = V(T), dizemos que T é o swbgra/o de G {"'í"lido por .E(T),
com E(T) Ç E(G). Dados os gratos T Ç G denotamos por G\T o subgrafo
de G induzido pelas arestas E(G) \ .E(T).

Seja T um subgrafo de G e seja u C y(T) Ç V(G) um vértice.
Denotaremos por w,(T) Ç y(T) o conjunto dos términos dos passeios em
T que começam em u (usando arestas apenas de T) e por a.(T) Ç V(T)
o conjunto dos inícios dos passeios em T que terminam em u. Dizemos que
T é uma árvore com nü o t; se existe exatamente um passeio em T de u
a qualquer vértice de y(T) e dizemos que T é uma árvore com término u
se existe exatamente um passeio em T de qualquer vértice de y(T) a u.
Dizemos que T é uma árt;ore com raiz u se T for uma árvore com início
u ou uma árvore com término u. Dizemos que T é uma ámore se existe
u C y(G) tal que T seja uma árvore com raiz u e dizemos que T é uma
amora conectora de G (ou simplesmente ámore conectora se G for evidente)
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se T for uma árvore e se V(T) = }'(G). Na teoria de gratos uma árvore
conectora é usualmente chamada de árvore geradora. Esta terminologia não
será usada aqui para evitar confusão com conjuntos geradores de um monóide
ou categoria.

Seja G um grafo com funções de incidência a e u e sejam T Ç G e
y Ç y(T) Ç V(G). Dizemos que a é í@etiua em T se a sua restrição a T
for injetiva e dizemos que a é uma bÜeção de T em V se ela for injetiva em
T e se a(T) = V. A mesma terminologia será usada para co.

Apresentaremos alguns resultados elementares da teoria de gratos
que, no entanto, são enunciados apenas para gratos finitos usualmente. Em
nossas hipóteses, os grafos podem ser infinitos. Até mesmo não-enumeráveis.
Estes resultados são necessários à correta definição do número ciclomático
de um grafo.

Proposição 2.1 Sejam G wm grcz/o, u C V(G) wm védica e T Ç G Hma
amora com {nz'cio u. .Então

a(T) Ç «,(T) u {«} V'(T)

Prova. Por definição, '-(T), «,(T), w,(T) Ç V(T). Como T é uma árvore com
início u, temos que u € y(T). Ademais, existe um passeio de u a qualquer
vértice de V(T) e portanto V'(T) Ç o,(T). Ora, todo passeio que inicia em
u ou é vazio e portanto termina em u, ou tem uma última aresta e portanto
termina num vértice de w(T). Donde temos que o.(T) Ç w(T) U {u}. H

Observe que podemos formular um resultado dual ao da propo-
sição 2.2 para árvores com término u. Enfatizamos que o grato G em questão
pode ser inânito, e até mesmo não-enumerável. A afirmativa 2 implica que a
cardinalidade de qualquer árvore conectora é sempre a mesma: IV(G)l -- l.

Proposição 2.2 Sejam G &m g7zi/o, u C V(G) am uédice, 7' Ç .E(G) um
conjunto de arestcts e 'T o grato induzido por T. Então as ajirmatiuas l e 2
são sempre equivalentes e equi'valem à a$vmatãua 3 no caso de T ser anito:

.í. T é uma árvore com {nz'cio u;

2. «,,(T) «,(T) U {«} e « « «,(T) e «, é inlefi- em T;

S. l«,.(T)l
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Prova. Suponha que a afirmativa l seja válida. Vamos provar que a afir-
mativa 2 seja válida. Da proposição 2.1 temos que w.(T) = a.'(T) U {u}.
Suponha por absurdo que exista uma aresta a € T tal que w(a) = u. Como
T é uma árvore com início u, podemos tomar p o único passeio de u a cl(a)
em T e temos que p e pap são dois diferentes passeios de u a a(a) em T, uma
contradição com T ser uma árvore com início t;. Assim temos que u gl o(T).
Suponha por absurdo que existam duas arestas distintas a, a' C T tais que
«,(a) = w(a'). Tomando p e p' os dois passeios em T de t' a a(a) e a a(a')
respectivamente, temos que p'a' e pa são dois diferentes passeios em T de u
a o(a) e temos nova contradição. Desta forma temos que u é injetiva em T

Suponha que a afirmativa 2 seja válida. Vamos provar que a aâr-
mativa l seja válida. Seja u C o«(T). Primeiro provaremos, por indução na
distância d de u a u, que é único o passeio em T de u para u. Caso d = 0,
dado que u g u(T) temos que só o passeio vazio termina em u. Temos a base
da indução. Suporemos agora que d > 0 e que o resultado seja verdadeiro
para todos os vértices que distam no máximo d -- l de u. Seja p um passeio
qualquer em T de u a u e seja q um passeio de comprimento d de u a u em
T. Como w é uma injeção em T, existe exatamente uma aresta a C T que
termina em u. Como d > 0, os passeios p e q são não vazios e temos que q
e p têm a mesma última aresta a. Assim pa'l e qa'i são dois passeios de u
para o mesmo vértice cv(a). Como qa-t tem comprimento d -- 1, temos que
a distância de u a a(a) é menor ou igual a lça-tl = d -- 1. Pela hipótese de
indução temos que qa't = pa-i e portanto que p = q. Isto prova que é único
o passeio em T de u a qualquer vértice de w,(T). É suficiente portanto pro-
var que I'(T) Ç «,.(T). Como V(T) = c-(T) U «,(T) por T ser um subgrafo
induzido, como w,(T) = u(T) U {u} por hipótese, para concluir a prova de
que T é uma árvore com início u, basta provar (lue a(T) Ç w,(T). Seja r um
vértice qualquer de a(T) e seja a C T uma aresta tal (lue a(a) = z. Como
«,(a) C «,(T) C «,,(T), seja p o único passeio de u a ''(a). Como u # «'(T),
temos que u # o(a). Portanto p é não vazio e sua última aresta termina em
u(a). Como w é uma injeção em T, temos que esta última aresta é a e (lue o
passeio pa't inicia em u e termina em z. Assim c!(T) Ç o.(T), completando
a prova de que T é uma árvore com início u.

Suponhamos agora que 7' seja anito. Vamos provar que as afirma-
tivas 2 e 3 são equivalentes. Suponha que a afirmativa 2 seja válida. Como
«, é injetiva em T temos que lco(T)l = ITI. Como u gl co(T), temos que
1«,,(T) = lco(T) U {ull = lu(T)l + l = lrl + 1. Suponha agora que a afirma-
tiva 3 seja válida. Clamo todo passeio que inicia em u ou é vazio e portanto
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termina em u, ou tem uma última aresta e portanto termina num vértice
de «,(T), temos q« «,,(T) Ç «,(T) U {«}. Con.o «,(T) = «,(.E(T)) = «,(7'),
como lu,(T)l = lrl + l por hipótese, sempre por argumento de cardinalidade,
temos que: a união 'i(T) U {u} é disjunta; lw(T)l = lrl e portanto «., é uma
injeção en] T; e «,,(T) = o(T) U {u}. H

A proposição 2.3 fornece uma caracterização de grafos fortemente
conexos em termos de árvores conectoras. Isto em particular implica que
todo grato fortemente conexo tem uma árvore conectora.

Proposição 2.3 Seja G um gra/o. .As seguintes aármat uas são eqwÍuaZen
tes

]-. O grato G é fortemente co'ne=ol

2. .Existe um uédice u € V(G), wma árvore conectora T Ç G com maio
u e uma ámore conecfora T' Ç G com término u;

3. y(G) não é vazio e para todo uédice D C y(G), existem uma amora
conectora T C G com nz'c o u e uma ámore conectora T' C G com
término u.

Frota. Naturalmente que o item 3 implica o item 2.
Vamos mostrar que o item 2 implica o item 1. Seja u C V(G) um

vértice e sejam T, T' Ç G duas árvores conectoras com início u e com término
u respectivamente. Sejam z, 3/ C V(G) dois vértices quaisquer. Tomando p
um passeio de z para u na árvore conectora T' e tomando q um passeio de u
para 3/ na árvore conectora T temos que o passeio pq é um passeio de z para
g/ com início em g e término em Z/. Portanto, o grato G é fortemente conexo.

Vamos mostrar que o item l implica o item 3. Suponha que o grifo
G seja fortemente conexo. Por definição, y(G) # 0 e podemos escolher
u C y(G) um vértice qualquer. Por definição, para cada vértice u, podemos
escolher um passeio de u a u. Em particular, podemos escolher p., um passeio
de u a u de menor comprimento. Naturalmente que a distância de u a u é ip.l.
Ademais, quando u # u temos que p. é não vazio e podemos definir a. como
sendo a última aresta de p.. Definimos T como o subgrafo de G induzido
por {a. l u C V(G) \ {ul}. Observe que a função co é uma bijeção de T em
y(G) \ {u}. Afirmamos que se u # u então ip«l = ip.(..)l + 1. De fato,
sendo p.a.'l e p.(a.) dois passeios de u a a(a.), a partir da minimalidade
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de p.(..) temos que ip.(..)l $ 1pua.-il = ip.l -- 1. Além disso, sendo p« e
Pa(a«)au dois passeios de u a u, a partir da minimalidade de p. temos que
Ip.l $ ip.(..)aul = ip.(..)l + l. Isto nos permite fazer uma definição indutiva
de um novo' passeio q. que será definido para todo vértice u c }''(G). A
indução se dará em ip«l. Se ip«l = 0 temos que u = u e definimos q.
como sendo o passeio vazio de u a u. Se ip«l > 0, tendo já sidos definidos
todos os passeios qa para todo vértice z tal que ip,l < ip«l, definimos q.
como sendo o passeio q.(..)au. Por uma imediata indução em Irai podemos
provar que lç«l :: ip«l e que q. é um passeio de u a u em T. Como para
todo vértice u € y(G) existe um passeio q. de u a u em T, temos que
«,,(T) = y'(G) =(y(G)\tt,})+tu} = o(T)+lu}. Usando a proposição 2.2
temos que T é uma árvore com início u e, portanto, uma árvore conectora
com início u já que o.(T) = y(G). Analogamente podemos construir uma
árvore conectora com término u. H

2.3 Número ciclomático

Na proposição 2.3 vimos que todo grifo fortemente conexo admite uma árvore
conectora. Na proposição 2.2 vimos que qualquer árvore conectora possui a
mesma cardinalidade IV(G)l -- 1. 0 número cãcZomátãco de um grato forte-
mente conexo G é definido como sendo a cardinalidade

G\T 1 ,
onde T é uma árvore conectora qualquer de G. Quando o grifo é finito, este
numero e

cl-lt''(c)l+l.
A proposição 2.4 relaciona o número ciclomático de dois grifos for-

temente conexos quando um deles, em particular, é um subgrafo do outro.

Proposição 2.4 Sela G tim s bgrcfo /ortemente cometo de um grcl/o G'
também /odemente conexo. Então o ntímero cic/temático de G é no máximo
o número ciclomáfÍco de G'

Prova. Se G G', não há o que provar. Suponha pois que .D(G')\.E(G) # 0
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Seja u um vértice de G. Como G é fortemente conexo, podemos
escolher T Ç G uma árvore conectora de G com início u devido à pro-
posição 2.3. Seja 0 um vértice não pertencente a V(G') a v'(G) e seja
V' = y(G') \ V(G) + {0}. Sda a função .5 : V(G') ----> y definida por

''«, -{ : se u € T'(G') \ I'(G);
se u C T'(G).

Definimos o grifo H com conjunto de arestas

.E(H) G') \ .E(G)

com as funções de incidência

a' :: õ o a e w' = (5 oo

e conjunto de vértices V(H) = cr'(H) U u'(H). Se p for unl passeio qualquer
em G', definimos P(p) como sendo a subseqüência de p formada apenas pelas
arestas de H se a mesma for não-vazia ou o passeio vazio local a Õ(a(p)) caso
contrário.

Vamos provar (lue ç'(p) é um passeio no grifo H de a'(P(p)) =
õ(a(p)) a «,'(P(p)) = õ(w(p)). Para tanto faremos uma indução em lpl. Se
pl = 0, então p é um passeio vazio local a a(p) = o(p) e por deânição P(p) é
o passeio vazio local a õ(a(p)) = 5(w(p)). Suponha agora que p = qa onde q é
um passeio em G' e a é uma aresta de G' tal que cl(a) = u(q). Pela hipótese
de indução temos que y'(q) é um passeio em H e que c-'('P(q)) = õ(a(q)) e
«,'(P(q)) = õ(«,(q)). Suponha o caso em que a C .E(G). Temos por definição
que P(p) = P(qa) = P(q) que por sua vez, já o sabemos, é um passeio em H.
Assim a'(ç'(p)) = a'(ç'(q)) = õ(a(q)) = õ(a(p)). Ademais '-(a), «,(a) € 1'(G)
implicam q« o'(y'(p)) = «,'(ç'(q)) = .5(«,(q)) = 5(a(a)) = 0 = Õ(«,(a)) =

õ(u(p)). Suponha agora o caso em que a g .E(G). Temos por definição que
ç'(p) = P(qa) = V'(q)a. Esta seqüência de arestas P(q)a forma um passeio em
H pois «,'(ç'(q)) = õ(«,(q)) = â(a(a)) = a'(«). Assim a'(V'(p)) = a'(ç'(q).) =

a'(ç'(q))(a(q)))(p))e«,'(ç'(p))(q).)
Õ(',(.)) )

Vamos provar que o grafo H é fortemente conexo e que y(H) = V
Sejam g e u dois vértices quaisquer de y. Vamos provar que existe um passeio
em H de r a u. Sejam r', u' C V(G') tais que .5(n') = :r e õ(u') = u. Como G'
é fortemente conexo, existe um passeio p de z' a u'. Então P(p) é um passeio
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em n de a'('P(p)) = õ(a(p)) = ó(z') = « a «,'(V'(p)) = .5(«'(p)) = ó(u') = «
como vimos antes. Para provar que H é fortemente conexo, falta-nos apenas
provar que V'(H) # 0. Vamos agora provar que y(H) = V'. Note que
}'(H) = c-'(H) U«,'(H) = Õ(a(H) u ''(H)) ç T'' = }'(G') \ y(G) + {0}. Para
todo vértice u € V(G') \ V(G) existe um passeio p de 0 a u em H e u # 0
implica que existe uma última aresta a de p e u = u'(a) C u'(H) Ç y(11).
Assim V'(G') \ V(G) Ç y(H). Caso y(G') \ y(G) # 0, existe ao menos um
tal vértice u e a primeira aresta b de p é tal que 0 = a'(b) C a'(H) Ç V(H).
Caso V(G') \ y(G) = 0, temos que a'(b) = «,'(b) = 0 para toda aresta b € H
e .E(H) = .E(G') \ E(G) # 0 implica que 0 C V'(H).

Assim sendo, podemos escolher T" Ç H uma árvore conectora de
H com início 0 devido à proposição 2.3. Seja T' Ç G' o subgrafo induzido

E(T') .E(T)U.E(T").
por

Vamos provar que w estabelece bijeções de T em V(G) \ {t;}, de T"
em y(G') \l'(G) e de T' em V(G') \ {u}. Como T" é uma árvore conectora
de H com início 0, a partir da proposição 2.2 temos que V'(H) = o&(T") =
{0} U u'(T") e 0 g o'(T") e w' é injetiva em T". Isto em particular implica
que o' estabelece uma bijeção de T" em o'(T") = V'(H) \ {0} = y \ {0} =
V'(G') \ V''(G). Como o' = õ o«,, temos que w é uma bijeção de T" em 'i(T")
e (lue 'í é uma bijeção de o(T") em o'(T") = V(G') \ V(G). Da definição de
õ temos então que u(T") = V(G') \ V(G) e que portanto w estabelece uma
bijeção de T" em V(G') \ V(G). Como T é uma árvore conectora de G com
início u, a partir da proposição 2.2 temos que y(G) = o«(T) = {u} U u(T)
e u 91 u(T) e o é injetiva em T. Isto em particular implica que o estabelece
uma bijeção de T em «,(T) = V(G) \ {u}. Como a união E(T') = E(T)U
.E(T") é disjunta pois -E(T) Ç E(G) e E(T") Ç -E(H) = .E(G') \ .E(G),
como «,(.E(T)) = }'(G) \ {u} é digunto (ie 'i(.E(T")) = }'(G') \ V(G),
temos então que «, estabelece uma bijeção de .E(T') = .E(T) U .E(T") em
y(G) \ {u} u y(G') \ }'(G) = V(G') \ {u}, concluindo nossa demonstração.

Vamos provar que T' é uma árvore conectora de G' com início u.
Dado que u estabelece bijeção de T' em V(G')\lu} , temos que o é injetiva em
T', que u « u(T') e que y(G') = {ulUw(T'). Segundo a proposição 2.3, para
provar que T' é uma árvore conectora de G' com início u, falta-nos apenas
provar que u.(T') = y(G'). Equivale a provar que existe um passeio em T'
de u a u para todo u C V(G'). Suponha primeiro o caso em que u C V(G).
Assim existe um passeio p em T de u a u já que T é uma árvore conectora
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de G com início u. Este passeio p é um passeio em T' pois T Ç T'. Suponha
agora o caso em que u C y(G') \ y(G). Assim existe um passeio q em T"
de 0 a u já que T" é uma árvore conectora de H com início 0. Este passeio
q não é vazio pois u C }'(G') \ V(G) implica que u'(q) = u # 0 = a'(q).
Seja a a primeira aresta de q. Como .5(a(a)) = a'(a) = a'(q) = 0, temos que
cv(a) C }''(G). Assim existe p um passeio em T de u a cl(a), já que T é uma
árvore conectora de G com início u. Temos por âm que pq é um passeio em
T' de u a u, conforme procurávamos encontrar.

Vamos provar que G \ T Ç G' \ T'. Dado que .E(T") Ç .E(H) =
E(G') \ .E(G) implica que .8(T") n .E(G) = a concluímos portanto que
.E(G\T) .E(T) (G)\(.E(T)U.E(T")) \.E(T') Ç
.D(G') \ .E(T') = .E(G' \ T'). O resto segue do fato que G \ T e G' \ T' são
subgrafos de G' induzidos por .E(G \ T) e por .E(G' \ T') respectivamente.

Tendo em vista que G\T Ç G'\T' podemos concluir que IG\TI $
G' \ T'l e a tese está provada. H

Da própria demonstração da proposição 2.4 segue o corolário 2.5

Corolário 2.5 Seja G am swógra/o /odemente conexo de &m gra/o G' tam-
bém .»demente conexo. Sejam u C }'(G) am uédÍce e T Ç G uma árvore
conectora de G com {nz'cio u. .Então ezãste uma árvore T' C G' conectora de
G' com inüio u ta/ que T Ç T' e G \ T Ç G' \ T'



Capítulo 3

Categorias e Grupóides

Uma categoria pode ser vista como um monóide onde a multiplicação não
é completa mas parcial. Esta parcialidade é controlada pela estrutura de
conectividade das arestas de um grato. Em particular, se este grifo possui um
único vértice, então esta operação parcial é uma operação total e a categoria
é de fato um monóide. Assim o conceito de categoria generaliza o conceito
de monóide. Da mesma forma o conceito de grupóide generaliza o conceito
de grupo.

Nosso objetivo não é o estudo de categorias e grupóides, mas a es-
trutura dos monóides de Burnside livres. Durante este processo, apareceram
de forma natural alguns gratos -- como o grifo fundamental de uma D-classe
como será visto na seção 6.3 do capítulo 6 e algumas categorias -- como
a categoria livre gerada por um grifo, a ser visto neste capítulos e o grupóide
de Burnside livre, a ser visto no capítulo 4. Além disso, alguns resultados
nossos, expressos na linguagem das categorias, poderiam ter suficiente inte-
resse do ponto de vista da teoria de categorias e grupóides. Este é o caso do
teorema 4.7 a ser visto no capítulo 4.

A este capítulo reservamos as definições gerais da teoria de cate-
gorias e as generalizações de conceitos já bastante conhecidos na teoria de
monóides. Daremos as definições estritamente necessárias e nosso ponto de
vista dá destaque às arestas (ou flechas, ou ainda morfismos segundo termi-
nologia freqüentemente usada na área) em relação aos vértices (ou objetos).
O leitor poderá encontrar mais informações sobre categorias no clássico livro
de MacLane 1241 e importantes resultados conectando a teoria de categorias
com a teoria de monóides no trabalho de Tilson l32j. Ao capítulo 4 reserva-
mos uma aplicação destes conceitos a uma particular categoria: o grupóide

23
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de Burnside livre

3.1 Categorias e morfismos de categorias
Uma categoria é um grato C munido de uma operação parcial sobre as arestas.
O grafo e a operação parcial devem satisfazer algumas restrições. Dados dois
vértices u, u' definimos o subconjunto C.,., = {z C C l a(aç) = u e u(z) = u'}
e denotamos C,,. simplesmente por C, As restrições são as seguintes:

e a operação parcial -, denotada multiplicativamente, é definida apenas
sobre elementos consecutivos e é tal que a(z .3/) = a(z) e «,(z 3/) =
«,(z/)

e para cada vértice u existe 1. C C., uma identidade /ocas a u. Tais

identidades locais satisfazem l.(z) ' z ' # ' z ' 1..,(,) para todo z C C;

e a operação parcial é associativa, ou seja, dados r, g, z € C consecutivos
nesta ordem temos que (r . Z/) . z = # .(y - z).

Normalmente nos referiremos à categoria apenas pelo conjunto C deixando
implícitas as funções início, término (e o conjunto de vértices) e a operação
parcial. O conjunto de vértices, é também chamado de conlanto de obyetos
de C e é denotado por Obj(C). Dado um elemento p com mesmo início e
término e dado k um inteiro não negativo, podemos definir a potência de
p a k da maneira naturall ou seja, po = 1.(P) e ph - pk'i .p para h > 0.
A princípio reservaremos a notação a; 3/ para a concatenação dos passeios

r e 3/ mas quando for claro que estamos trabalhando numa categoria C e
não estamos nos referindo a passeios no grafo mas a elementos da categoria
permitiremos abreviar a notação iç . 3/ para z g/ ou nZ/.

Dados dois grafos G e G' com conjunto de vértices V e V', dizemos
que uma função p : G ---} G', é um mor$smo de grcl/os se p preserva a
consecutividade das arestas; mais precisamente, se existe uma aplicação õ
y ---> V' tal que para toda aresta # de G tenhamos que a(P(z)) = ó(a(r))
e o(P(r)) = 5(0(z)). Esta aplicação ó, existindo, é unicamente determinada
em a(G) U co(G) = }' e é chamada de proyeção de védicas induzida por
p. Dadas duas categorias C e C', dizemos que uma função p : C ---.> C', é
um mor$smo de categorias se for um morfismo de gratos e se comutar com
as operações parciais das categorias, ou seja, se z, g/ C C são dois elementos
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consecutivos, então
y'(«y) )P(3/)

3.2 Categorias livres e fatorações
Um grifo G Ç C é dito gerador da categoria C se todos os elementos da
categoria, exceto as identidades locais, forem produto de uma seqüência não
vazia de elementos de G. Dado um grifo qualquer G, em geral não é possível
definir uma operação parcial de modo que ele seja uma categoria. Se G não
possui laços locais a cada vértice, não pode haver identidades locais por
exemplo. Da mesma forma, se G não for transitivo (se existem arestas de
ul a u2 e de u2 a u3 então existe ao menos uma aresta de tli a t;3) não existe
nenhuma operação parcial tal que este grafo munido dela seja uma categoria.
Por outro lado, podemos definir o conjunto G* formado por todos os passeios
em G, inclusive os passeios vazios locais aos vértices. O conjunto G' munido
das funções de incidência dos passeios e da operação de concatenação de
passeios forma uma categoria e é gerada pelo grafo G (onde cada aresta é
identificada com o passeio de comprimento l formado pela própria aresta).
A categoria G' é chamada de categoria ladre gerada pelo gra/o G. Dados um
grafo G, uma categoria C e um morâsmo de grifos g : G ---> C, existe e é
única a extensão deste morfismo de gratos a um moríismo de categorias g
G* --} C. Este moríismo de gratos induz uma função .5 : y(G) ---> Obj(C)
e para p " btb2 . bk C G' um passeio em G, temos que:

"u - l ::ll,I'!?l.:.:l,', ' "oo,
se Ê > 01
se k = 0.

Como de costume, podemos nos referir ao elemento P(p) da categoria C como
avaliação do passeio p por p. No caso de G ser um subgrafo da categoria C
a inclusão & ; G ---} C é um morfismo de grifos e sua extensão & : G' ---} C
é chamada simplesmente de at;a/ anão do passeio p.

Sejam z, 3/, z e w elementos da categoria C. Denotamos por =C
o conjunto {z3/ l Z/ C C}, denotamos por C# o conjunto {yz l y C C} e
denotamos por CzC o conjunto {3/zz l y, z C C}. Dizemos que # é um Frei/izo
de Z/ se Z/ C açC, dizemos que 3 é um suja;o de 3/ se 3/ C Cr e dizemos que
z é um /atar de g se g/ C CzC. Denotamos por Pref(z), por Suf(z) e por
Fat(z) respectivamente o conjunto dos preâxos de z, o de sufixos de z e o
de fatores de z. Dizemos que (z,3/,z) é uma /adoração de se w = zg/z
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e por vezes a denotamos simplesmente por to = iç3/z se forem evidentes os
elementos z, 3/ e z. Suponha a partir de agora que C = G* para um grafo G.
Assim, permitimo-nos referir a esta fatoração como sendo uma ocos'êncÍa de
3/ como /atar de m no caso de 3 e z poderem ser sut»entendidos. Fixado o
passeio m C C = G*, definimos a ordem parcial $ sobre as fatorações de w,
chamada de ordem das /adorações, como segue:

(z, Z/, z) $ (z', g/', z') se e só se lzl ? lz'l e l;l ? l;'l

Sobre um conjunto de fatorações de w incomparáveis por $, podemos definir
a ordem das ocos'ências < definida por

(z,g/,z) «(r', 3/', ,') se e só se lzl $ 1,'1,

ou equivalentemente, (n,g/,z) « (z',3/',z') se e só se lzl ? lz'l. A ordem
estrita de < é denotado por -<. Uma seqüência(açt,gt,zi), . . . ,(3Ê,yk,zk) de

fatorações de w que forma uma anticadeia segundo $ é dita ordenada por
ocorrência se lztl < lz2 < - . . < lzkl.

3.3 Congruências e funções preservadas
Uma relação «' é uma congr"tlência sobre wma categoha C se for uma relação
de equivalência compatível com a multiplicação na categorias ou seja, todos
os elementos de cada classe de equivalência são coterminais e se #,y C C
são dois elementos consecutivos, se z' «' z e se y' v Z/ então temos que
z'Z/' «., #y. Dada a congruência «,, a categoNa gHocienfe C/«., é a categoria
formada pelas classes de congruência de '-. O conjunto de objetos é o mesmo
da categoria C e as funções início e término e a operação parcial são as
induzidas da categoria C. A projeção canónica de C em C/-' é um morfismo
de categorias e a composição de um morfismo de categorias com seu inverso
e uma congruencia.

Sda C uma categoria e sejam (z, z') e (t, t') pares de C x C. Dizemos
que (z,a') é uma sabstítu ção por (t,t') se existem r, s C C e as fatorações
r = rts e z' = rt's. Neste caso. z e z' são coterminais. bem como t e t'
Ademais, r C C.(,).a(t) e s C C«,(t),''(z). Dado um conjunto r Ç C x C de
pares de elementos coterminais, dizemos que (z, z') é uma substitaÍção por
n se existe par (t, t') c n tal (lue (z, z') é uma substituição por (t, t'). Dadas
duas relações de equivalência R e S sobre o mesmo conjunto, dizemos que .R
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é menor que S ou que R é um re$namento de S quando R Ç S. Existe uma
menor congruêncãa que contém n e é o conjunto dos pares (z,z') tais que
existe uma seqüência de elementos # = zo, ri, . . . , zJ; = z' tais que (zj, zi+i)
é umasubstituição por r ou por n'i para todo í = 0,1,... , k--l. Sejam Ç C
um subconjunto qualquer. Dizemos que uma congruência «' satura X se X
for a união de classes de congruência de -J. Existe uma maior congruência
que satura X e é o conjunto dos pares (t, t') tais que rts € X +-:> rt's C X
para todos r, s C C. Esta congruência é chamada congruência sintética de
X e é denotada por =x. A categoria quociente C/=x é chamada categoria
sÍntátãca de X e dizemos que X é reconAecz'ue{ se sua categoria sintática for
finita.

Seja / uma função com domínio C. Dizemos que um par ordenado
de C x C preserva o valor de / se é constituído de elementos com mesmo valor
por / e dizemos que uma relação de equivalência em C preserva o uaZor de /
se .f assume um único valor em cada classe de equivalência. Pode-se provar
imediatamente que a menor congruência que contém n preserva o valor de /
se e só se cada substituição por r preserva o valor de /

Vamos definir dois tipos de tais funções / que serão observadas
neste trabalho. Seja G um grafo e seja P Ç G' um conjunto de passeios.
Chamamos de P-caractere'stáca a função XP : G' ---> {0, 1} definida por

Xp(q)
1, se q c G*PG'l
0, caso contrário.

Seja um inteiro m ? l fixado. Chamamos de P-ocos'ência a função #p
G' --+ Z. definida por #P(q) sendo o resto da divisão por m do número
de fatorações maximais q = zyz tais que y C P. Quando P tem um único
elemento p, permitimo-nos representar XP e #p simplesmente por XP e por
#.

3.4 Grupóides e grupos locais
Seja uma categoria C. Os subconjuntos da forma C,,,, com u # u' não
são subcategorias já que não incluem as identidades locais a u e u'. Já
um subconjunto da forma C, munido das funções de incidência e operação
induzidas da categoria C forma uma subcategoria. Dado um objeto u, todos
os elementos da subcategoria C, são consecutivos, a multiplicação é sempre
definida e C, é de fato um monóide onde o elemento neutro é 1.. Por isto a
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subcategoria C, também é chamada de monóíde local a t;. De fato, o conceito
de categoria generaliza o de monóide. A categoria C é dita um gmpóide se
cada elemento for inversível, ou seja, para todo z c C existe 3/ C C,(,),a(=)
tal que zy = 1.(z) e que 3/a; = 1.(,). Este elemento inverso, existindo, é
único pois se y e 3/' são tais inversos, então 3/' = y'l..(,) = 3/ (rZ/) = (Z/'z)Z/ =
1..,(,)3/ = 3/. Este inverso será denotado por a'i como de costume.

Dizemos que a categoria C é /odemente coneza se o grato C é for-
temente conexo. Através da avaliação dos passeios do grafo C na categoria C
isto equivale a dizer que a categoria tem ao menos um objeto e que C,.,. :# 0
para todo par ordenado de objetos (u, u').

A proposição seguinte dá-nos uma importante propriedade dos mo-
nóides locais de grupóides.

Proposição 3.1 Todo monóide local de %m gmpóide é um grupo. .Ademais,
se o grua)óide for fo'rtemente con,e=o, todos os gr'upas locais são i,somorfos.

Prova. Para ver que os monóides locais são grupos, basta verificar que o in-
verso no grupóide de um elemento do monóide local também está no monóide
local e é de fato o seu inverso no monóide local.

Se C é o grupóide, suposto fortemente conexo, se u e u' são dois
objetos quaisquer, então existe z C C,,.,. Basta verificar que a função p
C. --.-> C., definida por P(r) = z':zz é um isomorfismo de grupos. De
fato, temos que: ç'(z)ç'(g/) = z :zzz :3/z = z 'rl,3/z = z :zyz = V'(ag/); a
inversa de g é dada por p''(z) = za;z':; e V'(1.) = z':l,z = 1,,. H



Capítulo 4

Grupóides de Burnside Livres

Seja um inteiro m 2 1. Neste capítulo definiremos um grupóide especial: o
grupóide de Burnside livre satisfazendo z" :: l gerado por um grifo forte-
mente conexo. O resultado principal do capítulo, o teorema 4.7, afirma que
os grupos locais deste grupóide são todos isomorfos a um mesmo grupo de
Burnside livre satisfazendo z" = 1. Também é caracterizado um grupo de
geradores para este grupo livre. Após as definições gerais feitas na seção 4.1,
nas seções 4.2 e 4.3 apresentamos as definições e os resultados necessários à
demonstração do teorema 4.7 quando m ? 2. Demonstração que é reservada
à seção 4.4.

4.1 Grupóide de Burnside livre
Seja G um grato fortemente conexo cujo conjunto de vértices é V'. Seja
KI = G' a categoria livre gerada pelo grato G. De6nimos o conjunto a =
{(z", 1,) 1 Vu c y. Vz € X:,} e a congruência a sobre X: como sendo a menor
congruência que contém n. Definimos a categoria B como sendo 23 gg: X:/a
e a cada passeio p C X: associamos sua projeção canónica P C 23 que é a classe
de congruência de p por a. Os objetos da categoria 23 são os mesmos que os
da categoria X: que por sua vez são os vértices de G. Ademais, a projeção
canónica de X: sobre B preserva o início e o fim de cada passeio. Como G
é um grato fortemente conexo segue de imediato que X: e 23 são categorias
fortemente conexas. Ademais, podemos veriâcar que 23 é um grupóide. De
fato, seja n C B um elemento qualquer e seja p € X: um passeio tal que
f = z, podemos tomar q C X:, um passeio de o(p) a a(p), e definimos

29



30 CAPITUL04. GRUPOIDESDEBURNSIDELIVRES

r = q(pq)" '. Assim temos (lue pr ' pq(pq)"': = (pq)" a 1.(.) e (lue
rp - q(pq)"'tp = (qp)" = 1«(P). Isto implica que f é o inverso de z. O
grupóide 23 assim definido é o gr"tIFóIde de Barnside /cure satill/acendo z" := l
gerado por G.

Veremos agora algumas funções preservadas pela congruência a.
Referimos o leitor à seção 3.3 do capítulo 3 para a definição da função b-
ocorrencia.

Proposição 4.1 Para foda aresta b C G, a /unção #õ : XI ---> Z. é wm
mor$smo e é preservada pela congruência N--.

Prova. Seja b € G uma aresta qualquer. Temos que #ó : X: ---.> Z. é um
moríismo pois da definição segue de imediato que #Ó(ZZ/) = #ó(z) + #Ó(3/)
(mod m). Para provar que a preserva #ó, é suficiente mostrar que qualquer
substituição (rz"s, rs) por n preserva a função #õ. Ora, Vu C V(G), Vz C KI,
'emos que #õ(z") = m*#õ(z) = 0 = #Õ(1,) (mod m). Por fim, #õ(rz"s) =
#õ(,)+#b(r")+#õ(s) = #Õ(r)+0+#Ó(s) = #Ó(,s)(mod «.) e co«luimos
que = preserva #ó como previsto. H

Como 25 é um grupóide fortemente conexo, pela proposição 3.1 te-
mos que os monóides locais 23, são grupos isomorfos. Como já adiantamos,
veremos no teorema 4.7 que estes grupos são isomorfos a um mesmo grupo
de Burnside livre satisfazendo r" = 1. Caso m = 1, não há muita substância
nesta afirmativa já que estes grupos são triviais devido à congruência 3 iden-
tificar todo elemento de X:, a 1,, para todo vértice u. Da mesma forma o
grupo de Burnside livre satisfazendo #" = 1 é trivial. Nas seções 4.2 e 4.3
estaremos supondo m 2 2.

4.2 Normalização
Supomos que m ? 2 nesta seção.

Pela proposição 3.1 temos que os monóides locais Zi. são grupos
isomorfos. Assim, fixaremos um particular vértice u € y e analisaremos o
grupo local 23.. Como o grato G é fortemente conexo, usando a proposição 2.3
podemos escolher uma árvore conectora T Ç G com início u. Para todo
vértice u, definimos p. como sendo o único passeio em T de u a t; e definimos
o normaZízante de u

'yu ::= Pt, e= Du,u'
def
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Definimos ainda a normalização À : G ---} 23« como sendo

À(b) e1 7a(b)b'Y..,(b)'

Esta aplicação À é um morfismo de grafos e é unicamente estendida ao morfis-
mo de categorias À : X: ----.} 6.. Mais especificamente, dado p :: bibe . - bh €
X: um passeio em G, sua normalização é:

Í .X(b:)À(b2)' ' 'À(bh), se k > 0;
Ài.p.P = 1. Í., se p é um passeio vazio.

Na proposição 4.2 caracterizamos a função À quando aplicada a G
Vemos que À(T) = {Í.} e que somente as arestas de T são mapeadas em l«
Também vemos que À estabelece uma injeção em G \ T

Proposição 4.2 Sejam b C G e b' C G \ 'll' duas arestas.
então temos que:

Sendo m 2 2,

. .X(b) Ê ;e e .ó Z, C T;

. .X(b) ;e e 'ó 'e Z,

Prova. Dada uma aresta b' € G qualquer, a função #u : K: -----} Z. é um
morfismo e é preservada pela congruência B devido à proposição 4.1. Como
os elementos 0 e l de Z. são distintos se e só se m 2 2, podemos pois supôr
que 0 # 1, pois m ? 2 por hipótese.

Vamos provar que À(b) = i. se e só se b € T. E suficiente provar
que p«(b) B pa(b)b se e só se b C T. De fato, temos que 1. = À(b)-A ''x ] 'a' ....-''---. ...--"---- ] ,--'"---

1« = '7.(b)b'y«(ó)' '+4" '«,(b) ' 'a(b)b '+:')" Po(b) ' pa(b)b 'i-:> ãã -
Pa(b)b 'i:':> P..,(b) 3 pa(b)b. Suponhamos que b C T. Como p.(b) e pa(b)b
são dois passeios em T de u a o(b) e como T é uma árvore com início &
implicando que são únicos os passeios de u a qualquer vértice, temos que
P«,(b) :: Pa(b)b e não mais há o que provar. Suponhamos agora que b « T
Como as arestas de p.:(b) e de p«,(b) são todas de T, temos que #ó(p«,(ó)) =
0 :# 1 = 0 + 1 = #Õ(P.:(Ó)) + #Õ(b) = #õ(p.:(õ)b) e portanto que p.(b) # Pa(b)Ó
já que a congruência = preserva a função #õ.

Podemos definir pb : 23 --'"> Zm por pb(z) = #Ó(p) onde z € 23 e
p C K é tal que # = p. Como a congruência 3 preserva #õ, esta função
é bem definida e o valor de pb(z) não depende da particular escolha de p.
Como #ó : Ãll ---.> Z. é um morfismo, logo segue que PÓ também o é.



32 CAPITUL04. GRUPOIDESDEBURNSIDELIVRES

Sejam b, b' C G\T duas arestas. Vamos provar que À(b) = À(b') '+::::>
b = Z)'. Vamos primeiro provar que PÓ,(7,) = pz,,('7,'') = 0 para todo
vértice u € y. De fato PW(7,) = pó,(â) = #ó,(p,) = 0 pois p, só tem
arestas de T. Para concluir esta primeira parte, pó,('7,':) = 0 + gW('7,'') =
PH('y,) + 9b,(7« :) = PH(7«7,':) = PH(Í;) = #«(1.) = O. ASSIM Se«dO,

observe que pÓ,(À(b)) = pb,('y.(b)b7a(b)' ) = PÓ,(7.(Ó)) +PÓ,(t;)+PW('y«(Ó) :) =

0 + PP(b) + 0 = #Ó,(b). Assim, se Z,' # b, temos que PU(À(b')) = #U(b') =

l # 0 = #Ó,(b) = pÓ,(À(Z,)) implicando pois (lue À(Z,) # À(Z,'). H

4.3 Geradores dos grupos locais
Como na seção 4.2, supomos que m ? 2 ao longo desta seção.

Como a proposição 4.2 a6rma que a função À aplica T em {i.} e
que somente as arestas de T são mapeadas em 1., é natural definirmos o
grafo H por

H

isto é, H é o subgrafo de 23« induzido pelas arestas À(b) para b C G \ T
e possui o único vértice u. Também na mesma proposição vemos que À
estabelece uma injeção nas arestas de G \ T. Assim, a cardinalidade de H é

H = número ciclomático de G

Assim temos o diagrama abaixo

G\T< À :H

Seja H* a categoria livre gerada por 111. Cromo todas as arestas de H são con-
secutivas, H' é de fato o monóide livre gerado por H. Definimos a aplicação
0 : G ---} H* por

Esta aplicação é um morfismo de gratos já que H* tem um único vértice e 0
é unicamente estendida para o morfismo de categorias 0 : X:

1.
À(b) )o(z,)

se b C T;
se b C G\ T
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Deânirenaos dois morfismos com domínio H'. A inclusão & : H ----+
6. é um morfismo de grifos e podemos de forma única estendê-la ao morfismo
é : H* ---} 23., que aplica um passeio de H' no produto em 6. da seqüência
das arestas do passeio. Para cada vértice u C V(G), podemos escolher um
passeio q, € X:,,. tal que 6 = ','t . ($1,)'i. Assim, podemos definir a
função # : H ---+ X:, que aplica cada h C H em

P(h) !g p.(ó)bq«,(õ)

onde b = À'i(h) € G \ T. Esta função é um morfismo de gratos e podemos
de forma única estendê-la ao morfismo P : H* ---> KI.. Mais especificamente,
dado Àih2 ' - . hk C Hl* um passeio em H, definimos

p : ,...ha-{ €1Aop J...poo
se k > 01
se k = 0.

O domínio dos morfismos À e 0 é JC, como também ocorre com o
moríismo '. Contudo, somente a restrição de ' a X:. tem imagem em B«.
Por este motivo, estamos mais interessados nas restrições dos morfismos À,
0 e ' a X:.. Considerando estas restrições, estes morfismos podem ser todos
representados no diagrama visto na figura 4.1, Em geral, este diagrama não

Figura 4.1: Diagrama dos morfismos', À, 0, #' e P

comuta. Até porque os morfismos /3 e 0 não são inversos um do outro. Toda-
via, alguns subdiagramas seus comutam, como veremos nas proposições 4.3
e 4.5

Na proposição 4.3 veremos que são equivalentes a projeção canónica
de KI em 6 e a normalização de passeios quando nos restringimos a passeios
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de XI.. Também veriâcamos que a normalização À pode ser fatorada pelos
morfismos 0 e @. De outra forma, os diagramas vistos na figura 4.2 comutam.
Como conseqüência a ser vista no corolário 4.4 temos que o grafo H é um grafo

KI o -H*

Figura 4.2: Diagramas dos morfismos 0, é e À bem como e À

gerador de B. e a normalização revela-se assim uma importante ferramenta
no estudo de B..

Proposição 4.3 Seja p C K.
p.dÍc«J« ''mo. q« f = À(p)

.Então .X(P)
; é(0(p)) qu«ndo P € X:.

A .l
'7a(p) P7w(p) ' .Dm

Prova. Observe que se p C KI, então temos que cl(p) = w(p) = u sendo que
p. = 1.. Por definição temos então que 7.(P) - lw(P) = Pu " l«.

Suponha primeiro o caso em que p = 1. para algum vértice u. Da
definição temos À(p) = i. = 7,i.7,-i = '.(P);n«,(P)' . Da mesma forma
temos q«e Ó(0(p)) = 1. = .à(p).

Suponhaagoraocasoemquep:= bibe ..bx; € Ãl:coma > Oeb{ € G
para { € {1,2,... ,k}. Para cada { € {1,2,... ,k -- 1}, temos a(bi+l) = u(bi)

e portanto bi7.(b.)'l'ya(bi+i) " bi7w(b.)' 'Yu(bi) = bil«(ó.) = b{. Assim, À(p) =

À(bi) ' ' ' À(bk) :: 7.(bl) bl7u(b:)' 'Ya(b2) b2 ' ' ' bk I'y«(bk-i)' "ya(bk) bh7a(b.)' =

'7a(bi) bt ' ' 'bk7w(b*)'l ' '7a(bi)p'7«'(bk)' e segue que À(p) = '.(P)p'7«,(P)'
Seja {i,í2, . . . ,{i a subseqüencia de 1, 2, . . . ,k formada pelos índices á tais

que bí « T. Como À(bí) = 1. sempre que b{ € T devido à proposição 4.2,
temos pois que À(p) = .à(Z,:)À(b2) - . . À(b&) = .X(Z,j:).X(Z,i,) . . . .X(b{.). Por 6m,
é(o(p))(ó::),.x(ó.,), .. ,.x(ó:.)))(z,:.)À(z,:,)...À(ó:.)

Corolário 4.4 0 gra/o HI é um gra/o gerador de 6.
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P«ua. Como f= @(0(p)) quan(io Z' € X:«, temos que 6. = K:« = @(0(K:«)) ç

Ó(H') Ç B. pois os contradomínios de 0 e de é são respectivamente H' e B«.
Como o primeiro e o último termo da cadeia de inclusões é o mesmo termo
B., todas as inclusões são identidades e B. = é(H'). H

Na proposição 4.5 vemos que o morfismo Ó : H* ---+ B« pode
ser fatorado pelos morâsmos P e ' Isto equivale a dizer que o diagrama
apresentado na figura 4.3 comuta. A proposição 4.6 completa o estudo do

P

Figura 4.3: Diagrama dos morâsmos ', é e /3

morfismo é através de uma caracterização da congruência d''i o @

Proposição 4.5 Seja # C H*. .Então temos que @(g) P(.)

Prova. Seja A C H e seja b = .X':(h) € G \ T. Das definições de P e
dos passeios da forma q.(õ), temos que #(h) = p..(b) bq..,(õ) = 1)a(b) bqu(b) -

'y.(b)blu(b)'l ' À(b) = h. Assim.'o P : H* ---'> B« é um morfismo que
estende a inclusão & : H ---} B.. Por definição, segue que 'o P = é. H

Proposição 4.6 .4 congruêncÍa Ó-i o é é a menor congruêncÍa em H* con
tendo o conjunto {(z", 1.) 1 n C H'}.

Prova. Seja H a menor congruência em H* contendo o conjunto {(z", l«)
z € H*}. Sejam z e z' dois passeios quaisquer de H* e sejam p,p' dois
passeios quaisquer de X:..

Vamos provar que se z H r' então P(g) 3 0(a;'). Equivale a mostrar
que a congruência = preserva o valor de 'o P. E suficiente provar no caso
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em que (z,z') é uma substituição por (t", 1.). Supondo a existência de
r, s, t C H* tais a; = rt"s e #' = rs, como # é um morfismo de categorias,
temos q«e P(z) = #(,t"') = P(,) #(t)"P(s) 3 P(,) P(.) = P(«) = 0(a').

Vamos provar que se p 3 p' então 0(p) a 0(p'). Provaremos (lue a
congruência B preserva a classe de congruência de 0(p) por =. É suficiente
provar que 0(p) a 0(p') quando existem r, s, t C X: passeios tais que p = rt"s
e p' = rs. Como 0 é um morfismo de categorias, temos que 0(p) = 0(rt"s) =
0(,) 0(t)" 0(;) H 0(,) 0(s) («)

Vamos provar que # B 0 o D(z). Faremos uma indução no compri-
mentode a. Caso r = 1., não háoque provarjáque Oo#(z) = 1.. Suponha-
mos pois que lzl > 0. Seja h C H a última aresta de z, seja y = zh't e supo-
nha por indução que g/ H 0 o#(3/). Seja b = À :(h) c G \ T. Seja u € y(G)
um vértice qualquer. Ora, ã;lÕ; = Â6 = $;(â)': = i. e, portanto, p,q, 3 1,
implicando pois que 0(p,q,) H 0(1.) conforme visto antes. Dado que todas as
arestas de p, são de T temos portanto que 0(p«) = 1« e também que 0(q,) =
1.0(q,) = 0(p«)0(q,) = 0(p,q,) = 0(1«) = 1«. Como P(h) = p.(ó)bq«(õ),
temos (lue 0 o P(h) = 0(p.(õ) bq«,(ó)) = 0(p.(Õ)) 0(b) 0(q.(õ)) = 1« 0(b) 1« = A.
Usando o fato de que 0 o P é um morfismo e que = é uma congruência temos
finalmente q« 0./i(r) = 0. #(yh) =(0 . /3(3/))(0 . P(h)) H g/ h = z.

Vamos provar que Ó(r) = Ó(a;') -+::::> # H #'. Suponhamos primeira-

mente qug z H z': Assim temos que P(z) B P(z') e que a(z) = 0(r'). Donde
@(n) = P(a) = a(z') = @(z') devido à proposição 4.5. Suponhamos agora (lue

@(z) = Ó(z'). A partir da mesma proposição, Õ(z) = Ó(z) = Ó(z') = P(r').
Assim, 0(#) 3 P(z') e portanto 0(P(r)) = 0(#(z')). Finalmente temos que
z = 0 . 0(z) H 0 . #(#') H z'. H

4.4 Grupos locais livres
Por fim, podemos provar o principal resultado do capítulo

Teorema 4.7 Seja m ? l e seja G wm gra/o /odemente conexo. Seja 6
o gv"ltpóide de Burnside livre satisfazendo =" = \ gerado por G. Então, os
g pos /ocaàs B, para u € y(G) são ísom07fos a wm mesmo grupo de .BKrnsíde
iãt/re salas/acendo #" = 1. .4demais, se m ? 2, este grupo de Duras de é livre
sobre o conjunto de geradores H, cHIa cardi7za/ dado é o ntímero cicZomát co
do grato G.
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Prova. Suponhamos primeiro que m = 1. Seja u C V(G) e seja z. € X:,
Desde que (z, 1.) € a, temos que z B 1, implicando pois que i= 1,. Isto
prova que o grupo local 23, é trivial. De maneira análoga, temos que o grupo
de Burnside livre satisfazendo z" = 1 também é trivial.

Suponha agora que m 2 2. Considere as definições vistas nas
seções 4.2 e 4.3. Seja H a congruência é't oé. Pela proposição 4.6, temos que
= é a menor congruência em H' contendo o conjunto {(z", 1«) 1 z C H*}.
Como já vimos, H tem u como único vértice, todas as arestas são conse-
cutivas e portanto a categoria livre H* é o monóide livre gerado por H.
Assim o monóide H*/a é o grupo de Burnside livre satisfazendo z" = l
gerado por H. Da proposição 4.2 temos que a normalização estabelece uma
bijeção de G \ T em H, e que portanto a cardinalidade de H. é o número
ciclomático de G. Seja (5 : H* ---} H'/a a projeção canónica. Assim temos
que é't o é :: = - (5-l o õ e é imediato verificar que l5 o Ó'i estabelece um
isomorfismo entre 23. e H*/a. Da proposição 3.1 temos que os grupos locais
B«, para u c V(G), são isomorfos a B« e, portanto, ao grupo de Burnside
livre H*/=. H

Nalguns exemplos futuros lidaremos com o caso em que m = 2.
Veremos agora que um grupóide/grupo de Burnside livre satisfazendo z2 = l
é comutativo.

Proposição 4.8 Sela C uma categoàa e u C Obj(C) wm obyeto sew.
z2 = 1. para todo # C C. então ny = 3/# para todo z, Z/ C C..

Se

Prova. De fato, se z e y são dois elementos quaisquer de C. então 3/z C C. e
«3/ '«Z/ -3/
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Capítulo 5
--n--n . 'B l e +

Entradas e transições

Ao longo deste capítulo, suporemos .A'4 um monóide estável. Isto se dará
porque os resultados aqui presentes são gerais o suficiente para qualquer
monóide estável, apesar do nosso interesse ser o estudo de um particular
monóide estável: o monóide de Burnside livre. Esta generalidade vale em
particular para o resultado que consideramos maximal neste capítulo: o le-
ma 5.14.

Na seção 5.1 daremos as definições preliminares do capítulo e de-
finiremos as relações Green-induzidas, que dão ao monóide livre .A' uma
estrutura induzida pelas relações de Green no monóide .A,'t e por um mor-
fismo de .A' sobre .A4. Nas seções 5.2 e 5.3 veremos as definições de alguns
conceitos básicos -- as 2)-entradas e as transições respectivamente -- bem
como alguns resultados envolvendo estes conceitos. Sobre estes conceitos se
fundará a constituição de um grafo fundamental de uma 'Z)-classe de um
monóide de Burnside livre, como será visto na seção 6.3 do capítulo 6. Na
seção 5.4 veremos uma aplicação importante das transições de uma palavra:
o lema 5.14 acima mencionado. Este lema será usado na demonstração do
teorema 7.5.

5.1 Relações Green-induzidas
Adiantamos que neste capítulo suporemos .A4 um monóide estável (a defi-
nição segue logo abaixo). Além disso suporemos .4 um alfabeto e um moras

.4* ----> JU
mo

39
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onde .A* é o monóide livre gerado por .4. A imagem de uma palavra w c .A*
pelo morfismo ' será denotado por ü e definimos a congruência -, induzida
por ' como sendo

W -u W' <:::+ tÓ :: W/

Nesta seção em particular, também veremos algumas definições e
propriedades válidas para monóides quaisquer.

Neste parágrafo, relembraremos alguns conceitos elementares da
teoria de semigrupos. Ena particular as relações de Green e as proprieda-
des relativas aos monóides estáveis, inclusive o conteúdo da proposição 5.2,
podem ser encontrados nalgum livro introdutório como o de Lallement j211.
Se M é um monóide qualquer, as relações de Green ./, 7Z, ,C, 'H e 2) são
definidas sobre M como de costume, bem como as quase-ordens $a, $x e
Sc. Dados z, Z/ c .M, definimos:

l <-a by '#:::+ Ma;M Ç MluM
T $z z/ +::-> zM Ç 3/M
a; $c g -+:::::> Maç Ç Mz/
II'y.e-+M=M
l 'R, u .q::::+ =M
= C 1:1 +:::+ M=
='H, ' -+::+ ='R, U e L U
z IZ) g .+:::> 3z c M z R. z ,C 3/

Dizemos que um elemento e C .M é {dempotente se e :: e2. Dizemos que
um e]emento z C ]U é regular se existe y C À/ tal que = = ryz e, caso
contrário, dizemos que z é {neguZar. A regularidade ou não de um elemento
é uma propriedade inerente a uma Z)-classe e toda Z)-classe regular tem ao
menos um idempotente. Os subsemigrupos maximais que são grupos são as
7Z-classes regulares que possuem um idempotente, que por sinal faz o papel
de elemento neutro do grupo. Dizemos que M é um monóide estável se para
quaisquer r, 3/, z C M tivermos que:

yz J' 'y yz R U e =U .J y #-+ =y C 'y

Um monóide é dito de torção se todos os submonóides monogerados forem
finitos. De outra forma, para todo elemento z C M existem inteiros p, q > 0
tais que zp :: zp+q. Cromo veremos na proposição 5.2, duas classes importan-
tes de monóides estáveis são os monóides finitos e os de torção (onde, veremos
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oportunamente, incluem-se os monóides de Burnside livres). Também vere-
mos que ./ :; 7) quando o monóide é estável.

O morâsmo ' : .A' ---.> ./U e as relações de Green em .A4 induzem
outras relações ./', R.', ,C', 'H' e .D' em .4' da seguinte forma:

z p' y +-> 8 p 3/, para p € [/,7?., .C,'H,2)}

Estas relações serão chamadas de re/anões Green-indazÍdas pelo mor$smo '
ou simplesmente relações Green-induz das se for claro o morfismo '. Estas
relações são equivalências, já que as relações de Green definidas sobre .A''t o
são. Como D = 7?. V .C segue de imediato que Zy = 'R' V .C'. Como 'R é uma
congruência à esquerda, segue que 'R' é uma congruência à esquerda. Como
r é uma congruência à direita, também ,C' o será. Emprestaremos às palavras
de .A* três qualificações importantes vistas nos elementos de .A4: diremos que
uma palavra w é «.,-idempotente, «'-regalar ou -'-Irregular conforme ü seja
respectivamente idempotente, regular ou irregular.

Veremos um exemplo destas relações no exemplo 5.1. Definiremos
uma particular congruência «' sobre .4* e, a partir desta congruência, defini-
remos o monóide .A4 = .A'/«. e a projeção canónica ' : .4* ---+ .A,,í. Para a
definição de -' usaremos a função #a com domínio .A' definida na seção 3.3
do capítulo 3. Para tanto, estaremos supondo m ;; 2 no exemplo e portanto
#. aplica uma palavra w na paridade do número de ocorrências de uma letra
a em w. Também definimos o contendo de w por

c(w) !g o conjunto das letras de .A que ocorrem em w

A demonstração das aârmativas presentes no exemplo 5.1 é deixada como
exercício ao leitor. Este exemplo ilustrará vários outros conceitos a serem
deânidos ao longo deste capítulo e outras afirmativas sobre sua estrutura
serão feitas.

Exemplo 5.1 Sela «' a congrwêncãa em .4' de$nida por

" - Z/ « . sÓ « c(.) c(3/) e #.(z) = #.(3/) pa« todo « € .A

Seja .M o monóãde Á'/«', seja a pr(Üeção canónica' : ,4*
as relações Green-induzidas. Então .M. é isomorjo ao produto cartesiano de
..'il c(b as do monóÍde < a l a = aaa > e é comwtatãuo. .4demaÍs /' = 7y =
R' = Z' = %' «ndo q« « J' « se e .ó « c(u) = c(«), p«« « e « p«Z«'
qxazsq&er.
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Na proposição 5.2 vemos que ./ = Z) já que o monóide .A4 é estável
por hipótese. Isto implica que ./' = .Zy, como veremos no corolário 5.3.

Proposição 5.2 Ma/em as seguintes propriedades

e Todo mon,óide anito é de torção

e Todo monóíde de torção é estável

e Num mo'nóide estável, as relações .g e 'D coincidem

Prova. Ao contrário do resto do capítulo, nesta demonstração, as relações de
Green são definidas sobre um monóide não necessariamente estável.

Que todo monóide finito é de torção, é imediato.
Vamos provar que todo nlonóide de torção é estável. Vamos pri-

meiro provar que #g/ ./ g/ -i:+- ZZ/ ,C 3/. Como .C Ç .7, basta provar que
zy / g/ ::-+ #y .C 3/. Suponha #,y € .A4 tais que zy ./ 3/. Então temos
que existem elementos u, u tais que 3/ :: uz 3/u. Isto implica imediatamen-
te que 3/ = (un)i3/ui para todo { ? 0. Se o monóide é de torção, existem
p, q > 0 inteiros tais que (uiç)p = (uiç)p+q. Então temos que y = (uz)Pg/uP =
(uz)ç(ua)PyuP = (uz)çg/ = (uz)ç''usg/ $c / $c y implicando pois que
ZZ/ É y, conforme queríamos demonstrar. De maneira dual podemos provar
que UZ .J'y +::+ UZ 'R, y.

Sejam z, Z/, z, u, u, m elementos de um monóide estável tais que u ../
y, que u :: nyz e que 3/ = uuw. Vamos mostrar que u = yz 7?. zy ,C 3/ R.
yz Z z3/z = u. De fato, g/ = uuw - uiç3/zm $a g/z $./ 3/. Assim temos que
yz J g/ e portanto que 3/z 7Z 3/ pois o monóide é estável. Como 7?1 é uma
congruência à esquerda, temos que zg/z ./ r3/. De forma dual provámos que
z3/ r g/ e que :rZ/u .C 3/u.

Isto prova que / = 1) em todo monóide estável. De fato, pelas
definições do parágrafo anterior, temos que se 3/ .7' u então y 7?1 g/z ,C z3/z = u,
e portanto g/ 'Z) u. H

Corolário 5.3 Sejam #,3/, z C .4*. .Então temos gwe

1. J'- Df
/

2. uz 'D' y-+::::+ uz R' y;

3. =u'D' u -#:::+ =y Ci yl
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4. =yz'D' u q::+ luz'RJ =u C' u'RJ uz C' =uz

Prata. Como .A,'t é estável, a proposição 5.2 implica que ./ = 1). Assim,
r Zy y .+:::+ Z Z) D .+-+ Z .7' g -+::-> z .7' 3/, seguindo o item 1. Como .A4 é
estável e ./ = 2), a partir da deânição de estabilidade temos que g; D Í
DZ ./ Í $::-> i; 'R 3/ e que 8g .Z) 0 +::->. ãi .7' 0 .+::-> ig Z i. Da definição das
relações Green-induzidas seguem os itens 2 e 3. Vamos agora provar o item 4.
Como Z)f = 7?1' V .C', segue de imediato que 3/ 7?.' g/z É' aç3/z :::+ z3/z .Zy y.
Suponha agora que z3/z 'D' y e sejam u = ZZ/z e u, w € .A' tais que uuu -, 3/.
Assim, 8 = ZgZ e g = iZ8ü. A partir da demonstração da proposição 5.2
temos que 1 = Z&2 7?. ZÍ .C 0 R, 0Z ,C ZOZ :: ©. Da definição da relações
Green-induzidas segue direto que r3/z 7?,' ry .C' y 7?,' 3/z Z' zz/z. H

Dado que estaremos supondo .A4 um monóide estável, vale observar
que a proposição 3.7 j211, enunciada na proposição 5.4 logo abaixo, possibilita
a constituição de definições equivalentes de um monóide estável. O conteúdo
da proposição 5.4 vale naturalmente em sua versão dual para as r-classes de
uma /-classe.

Proposição 5.4 Sela J uma ./-classe de um semigr"tipo q aZq er S.
seguintes aÊrmatiuas são equivalentes:

.As

1. 3z J' ' 'yz R 1:1 para atgnm U C J e para, todo z C S;

2. UZ .J y +:::+ 'yz'R, U para, todo 'y C J e para todo z C Si

3. existe uma 'R,-classe em J que é minimal dentre as 'R,-classes em J;

4. toda 'R,-classe em J é minimal dentre as 'R-classes em J

5.2 Entradas
Seja m € .4+. Definimos c/z(w) a 7Z-entrada de m como sendo o mais curto
prefixo de w que pertence à mesma 'R'-classe de w e dizemos simplesmente
que w é uma 'R-entrada se ca(w) = w. Observe que 3/ é a 7Z-entrada de
w se e só se y for uma 'R-entrada e w 7Z' Z/ C Pref(w). Ademais, qualquer
preâxo u de w que tenha comprimento maior ou igual ao de ca(w) está na
mesma R'-classe de w. De fato, to 7Z' cx(w) € Pref(u) Ç Pref(w) implica

que ã Sz i $ cR(w) 7Z ü, que por sua vez implica que ii7Z ü. De forma
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dual, definimos cl(w) a ,C-entrada de w como sendo o mais curto sufixo de w
que pertence à mesma .C'-classe de w e dizemos simplesmente que w é uma
C-entrada se cl(w) = w. Observe que g/ é a ,C-entrada de m se e só se y for
uma ,C-entrada e m .C' y C Suf(w). Ademais, qualquer sufixo de w que tenha
comprimento maior ou igual ao de cz(w) está na mesma ,C'-classe de w.

Relembramos que na seção 3.2 do capítulo 3 definimos fatorações e
algumas ordens sobre as mesmas. Sejam a,y,z,u € .4*. Dizemosi que y é
uma 2)-entrada de w se g/ for um falar de m e se o único fator de y na mesma
Zy-classe de m for o próprio y. Dizemos simplesmente que w é uma Z)-entra-
dcz se w for uma l)-entrada de w. Observe que g é uma 2)-entrada de w se e
só se 3/ for uma Z)-entrada e w Zy g/ € Fat(w). Chamamos de ocos'êncía de
2)-entrada de w a toda fatoração (r, Z/, z) de w tal clue 3/ seja uma D-entrada
de w. Neste caso, como nenhum fatos próprio de 3/ está mesma 7y-classe de
y e de w, esta fatoração (z,3/, z) é minimal dentre aquelas em que y D' w.
Existe em geral mais de uma ocorrência de D-entrada de w e as ocorrências
de Z)-entradas de w são incomparáveis por $. Qualquer fatos u de w que
tenha por fator Z/, uma .Z)-entrada de w, está na mesma ID'-classe de w e de
y. De fato, w J' 3/ c Fat(u) Ç Fat(w) implica ã SJ ii $./ i ./ ü e ii J ü.
Assim u Zy w pois 2y = .7' devido ao item l do corolário 5.3.

Considere o exemplo 5.1. Uma vez caracterizadas as relações Green-
induzidas, podemos facilmente caracterizar as 7?.-entradas, C-entradas e .Z)-
entradas para este caso. Dadas palavras quaisquer u e u e letras quaisquer a
e b temos que: ua é uma 7Z-entrada se e só se a g c(u); au é uma .C-entrada
se e só se « gl c(u); -b é uma D-entrada se e só se «,b gl c(u) e « :# Z,;
a é uma .Z)-entrada. Em particular, dada a palavra m = aabcccabcb temos
que cx(w) = aabc, que cl(w) = abcb, que bccca é uma D-entrada de w e que
(a, abc, ccabcb) e (aabccc, abc, b) são duas diferentes ocorrências de D-entradas

Na proposição 5.5 relacionamos o conceito de Z)-entrada com os
conceitos de 7?.-entrada e .C-entrada.

dem

Proposição 5.5 [/ma paZat;ra w C .4+ é Hma ])-entrada se e só se /or si-
multaneamente «ma R,-entrada e Hma ,C-entrada.

Prova. Suponha que m seja uma .Z)-entrada. Observe que cn(w) 'D' w pois
ca(w) 7Z' w e 7Z' Ç Zy. Como w é o único fator de w na D'-classe de w,

iDevido à minimalidade da fatoração, seria natural definir o conceito de ./-entrada
impondo a restrição y J' w. Para manter compatibilidade com a terminologia de trabalhos
anteriores, adotamos as definições atuais, já que os conceitos são equivalentes pois J' = ly
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fx(w) = w e to é uma 7Z-entrada. De forma dual provámos que m é uma
r-entrada.

Suponha agora que w seja uma 7Z-entrada e uma ,C-entrada. Seja
(a, y, z) uma fatoração de w em que 3/ Zy w. Usando o item 4 do corolário 5.3
temos que w = zg/z R' zy .C' y 'R' 3/z Z' z3/z = w. Como cn(w) = w e
w = zyz 7Z' #Z/ temos que z = 1. Como cl(w) = w e w = a;3/z .C' 3/z temos
que z = 1. Isto prova que w é o único fator de m na D'-classe de m e que,
portanto, w é uma D-entrada. H

Na proposição 5.7, vemos uma caracterização das 7?1-entradas: elas
têm por sufixo uma l)-entrada e não há outra ocorrência de 'D-entrada. Va-
le também a propriedade dual no caso das .C-entradas. Antes veremos na
proposição 5.6 outra propriedade a respeito das 7Z-entradas.

Proposição 5.6 t/m suázo não vazio de uma 7Z-entrada é também uma R,
entrada e um pre.lbo não vazio de uma C-entrada é também uma C-entrada

Prova. Seja u uma '7?1-entrada e sejam a C .4 e u", u' C .4* tais que u = u"u'a.
Suponha por absurdo que ca(u'a) # u'a. Neste caso temos que lcR(u'a)l <
lu'al e portanto que lcR(u'a)l $1 1u'l. Assim temos que u' 7Z' u'a. Como 7?,'
é uma congruência à esquerda, temos que u"u' 'R' u"u'a = u, contradizendo
com o fato de que ca(u) = u = u"u'a. De forma dual, provámos que um
prefixo não vazio de uma .C-entrada é também uma ,C-entrada. H

Proposição 5.7 Uma pa/aura w C .A+ é uma 'R-entrada se e só se a Única
oc.«.ê«c{« d. D-e«t«d« de «« /o, («,..(«,)'', ..(.«), 1).

Prova. Seja (z, y,z) a primeira ocorrência de D-entrada de w. Como w 'D'
cR(w), há uma Z)-entrada de w que ocorre no prefixo ca(w). Como o mais
curto prefixo de w onde ocorre uma 'D-entrada de w é #3/, segue que lcn(w)l ?
lrZ/l. Contudo, z3/ 7?.' w = z3/z devido ao item 4 do corolário 5.3. Donde
cR(w) = z3/ por definição. O que também implica que (z, 3/, 1) é a primeira
ocorrência de D-entrada de cR(w), já que qualquer D-entrada do prefixo
cR(w) 'D' m é uma D-entrada de w. Como não pode haver nenhuma ocor-
rência de D-entrada de cx(w) maior (lue (z,Z/, 1) pela ordem <, (z,3/, 1) é
também a única ocorrência de .Z)-entrada de cx(w). Usando a proposição 5.6,
temos que cz(ca(w)) é uma 7Z-entrada. Usando a proposição 5.5, temos que
cl(cR(w)) D' cR(«,) é «ma D-entrada de cx(«,) e porta"to y = cz(cx(w)).
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Assim, (cn(1«)cl(ca(w))':, ci,(cR(u,)), 1) é a única ocorrência de Z)-entrada
de cn(w). O resto segue de que w é uma 7Z-entrada se e só se cn(w) = w. H

Corolário 5.8 Z palmeira ocom'êncàa de Z)-entrada de uma palavra w C .A+
é(.«(««)..(.«(«,)) : , ..(.«(«,)), .«(.«)':.«).

5.3 Transições
Chamamos de transição toda palavra azb com a, b C .4 tal que ãã D a b l)
b .P Z. Se além de tudo, azb for um fatos de w e arb 'D' w, dizemos que azb

é uma transição de w. Uma fatoração (z, y, z) de w em que 3/ é uma transição
de w é chamada de ocos'ência de transição de w e duas ocorrências de transi-
ções de w são incomparáveis por $. Definimos a seqüêncÍa de ocos'ências de
Z)-entradas de w como sendo a sequência de todas as ocorrências de Z)-entra-
das de w ordenada por ocorrência e definimos a sequência de ocomências de
transições de w como sendo a seqüência de todas as ocorrências de transições
de w ordenada por ocorrência. Se(gl, 3/l, zi),(r2, y2, z2), . . ,(zk, 3/x;, zk), para
k 2: 0, é a seqüência de ocorrências de transições de w, definimos a sequência
de transições de 10 como sendo a seqüência 3/t, y2, . . . , yÀ;.

Considere o exemplo 5.1. Uma vez caracterizada a relação Zy, po-
demos facilmente caracterizar as transições para este caso. Temos que uma
palavra aub, com a, b C .A, é uma transição se e só se a = b e a g c(u). Em
particular, dada a palavra m = aabcccabcb temos que a seqüência de transi-
ções de m é abccca, bcccab, cabe e que a seqüência de ocorrências de Z)-entradas
de '- é (a, aZ,c, ccabcZ,), (aa, bccca, bcb), (a«Z,cc, cab, cb), (aabccc, abc, b). Estas
seqüências podem ser vistas na figura 5.1, que ilustrará o lema 5.11. Observe
ainda que a transição bcccab tem por prefixo a .Z)-entrada bccca, por sufixo a
Z)-entrada cab e não há nenhuma outra ocorrência de 2)-entrada como fator
de bcccab.

Na proposição 5.9, vemos uma caracterização das transições: elas
têm por prefixo uma Z)-entrada, por sufixo outra e não há outra ocorrência
de 2)-entrada. De um ponto de vista intuitivo, uma transição de uma palavra
constitui uma transição entre duas Z)-entradas que ocorrem consecutivamente
nesta palavra.

Proposição 5.9 Uma dada palavra não uaz a C ..4+ é wma transição
se e só se a. seqãlênci,ct de ocos'ências de 'D-entrada,s de w for a, seqllência,
(l, 'x(w) , .«(«,)':««) ,(.«..(«,)':, ..(w), l).
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Prova. Suponha que (r, s, t) seja uma fatoração qualquer de w em que s 'D' to.
Como s Zy w e s C Fat(w), qualquer 'Z)-entrada de s é uma Z)-entrada de w
e qualquer 'D-entrada de w que é favor de s é Z)-entrada de s. Este fato será
usado livremente em nossa demonstração.

Suponha que (r, s, t) seja uma ocorrência de transição de w. Vamos
provar que existem iç,3/ € Fat(s) tais que (r, z,r':st) e (rs3/':, 3/,t) sejam
duas ocorrências de 'D-entradas consecutivas de w. Sejam a, b € .A e u € .A'
tais que s = aub e w .D' aub Zy au Zy ub 'P' u. Existe uma D-entrada # de
w que ocorre em au mas não ocorre em u. Donde 3 c Pref(au) Ç Pref(s)
e a ocorrência de l)-entrada de m em questão é (r, r,r'lst). Não há outra
Z)-entrada z de w que ocorra em au já que teríamos que z,z € Pref(au)
implicaria que = € Pref(z) ou z € Pref(a) e portanto # = z por definição-
Da mesma forma, existe uma l)-entrada 3/ de w que ocorre em ub mas não
ocorre em u. Donde 3/ € Suf(ub) Ç Suf(s), a ocorrência de D-entrada de w em
questão é (rsg/'t, Z/, t) e não há outra l)-entrada de m que ocorra em ub. Como
(r,a,z':st) é a única ocorrência de D-entrada de w tal que (r,z,g':st) $
(,, au, bt) e(rs3/':, 3/, t) é a única tal que(rs3/':, 3/, t) $('«, "Z', t), não existe
nenhuma outra ocorrência de D-entrada de w entre estas duas ocorrências.

Suponha z,3/ c Fat(s) tais que (r,z,r':st) e (rs3/':,3/,t) sejam
duas ocorrências de Z)-entradas consecutivas de w. Vamos provar que r =
cx(s) e 3/ = cl(s) e (r,s,t) é uma ocorrência de transição de to. Como
(r,r,z :st) é uma ocorrência de Z)-entrada de u' = rst, (l,z,3''s) é uma
ocorrência de Z)-entrada de s, e é a primeira. Usando o corolário 5.8 segue
q«(l, z, z':s) =(cR(s)cl(.a(s))':, cz('R(')), 'R(s)':s). D"ta forma temos
.x(s)cl(cR(s))': = 1 e cR(') = cl('«(s)) = z. De forma dual, Z/ - cl(s).
Vamos agora provar que (r, s, t) é uma ocorrência de transição de m. Como
(r, z, r':st) e (rs3/':, 3/, t) são incomparáveis por $, segue que z'is # l pois
caso contrário teríamos q« (rs3/':,3/,t) 5; (r, s,t) = (r,z,z':st). Seja b a
última letra de z'is, e portanto de s. Como s # l e portanto a; # l pois
r ly s, sela a a primeira letra de z e portanto de s. Seja u C .A' tal que
s = aub. Como cx(s) = r # s, temos que lca(s)l < lsl = lauól. Assim
lcX(s)l $ 1aubl -- l = laul implica que au R' s e portanto que au 'D' s.
De forma dual provámos que ub ly s. Suponha por absurdo que u 'D' s.
Neste caso (ra,u,bt) é uma fatoração de w em que u D' s 'Zy m e existe
(z,y, z) $ (ra, u,bt) uma ocorrência de Z)-entrada de w. Assim lzl ? Irai >
lrl e (r,z,r :st) -< (z,y,z). Por o«tro lado, I'l ? lótl > ltl e (z,3/,z) -<
(rs3/'i, 3/, t), contradizendo a consecutividade das ocorrências de 'Z)-entradas
(r,z,z':sf) e (rs3/':,3/,t). Assim u P' s e s é uma transição e, portanto,
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llm n rena;rãn Ho Ollyuv uv wç

O resto segue do fato que w é uma transição se e só se (l, w, 1) for
uma ocorrência de transição de w. H

Corola;io 5.10 Um. /at««çã. (,, ;,t) é «m« o««ênc{. de f««.{ção de

«m« p.Z"« «, C ,4' « e ;ó se e.i;t{«m ,,y € ,4'' t'í. q« (,,z,,':.t) .
(rsy'l, y, t) sejam duas ocom.ências de .Z)-entradas consecatíuas de w. .Ade-
m«{', «este c«o, « = .«(.) e g/ = ..(.).

Considere o exemplo 5.1. Dada a palavra = aabcccabcb, já calcu-
lamos anteriormente a seqüência de transições de w e a seqüência de ocorrên-
cias de 2)-entradas de w. Nomeando estes diversos fatores de m conforme o
enunciado do lema 5.11, este exemplo pode ser ilustrado como na figura 5.1.
De fato, o lema 5.11 fornece uma transformação que aplicada à seqüência de

t04

tU3

t02

tol
yo

tuo

zo
zl
Z2
Z3

Figura 5.1: Lema 5.11 aplicado à palavra m aabcccabcb

ocorrências de l)-entradas de uma palavra m nos fornece sua seqüência de
transições, sua 7?1-entrada e sua ,C-entrada. Por outro lado, uma vez conhe-
cidas a seqüência de transições de w, sua 7?.-entrada e sua ,C-entrada, temos
uma transformação inversa de modo a obter a seqüência de ocorrências de
Z)-entradas de w.

Lema 5.11 Sejam uma palavra w € .4+ e um inteiro A ? 0. Se/or conhecida
(,o,3/o,;o), . . , (,.,y*,;.) . s.güê«c{. de o««'ê«.{a. d. D-e«t«d« d' '',
e«tão '«(«,) = «og/o, « «qüê«.{. d. t««'íçõe. de .« é «i:«,;Í: , . . , ,J:.«,-:
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e ..(.«) = 3/.,*. Se po, o«t« Z.do /o«m conAecãd« .«o = .,(«,) « R-'"t«'í'
'í' '", '- seqüê«{. de t««.{ç'" '":, . . . , .«~ e .- É-e«t«d« «,'...: = ..(w)
então

.z(.«{) = .R(«,:--:) P«« { C {0, . . . , k}.
.idem«{., p«« { C {0, . . . , k}, de$nÍd« « p.Z-"' y: = ..(«,.) = 'x(w.--:)
e z; = (,«oyi:)(.«-3/Í:) . . ('«:z/i') e z: = (3/i:.«i-.:) - ' ' (z/J-«,t)(3/Í:«,k--:),
e«tão (,o,«,:,,:),.. ,(,. -,.«*,z*) é « s'qüên ã de oco«'ênc{« de t""'i-
çõe. de .« e (.o,3/o,,o), . . . ,(z*,y*,z*) é ' 'eqüê«ci« de o««'é«ci« de c-
entradas de w.

Prova. A ordem implícita entre as ocorrências de l)-entradas de m e entre
as ocorrências de transições de to é a ordem <.

Afirmamos que se a {-ésima ocorrência de transição de w for (r, s, t)
então a {-ésima ocorrência de D-entrada de w é (r, cx(s), ca(s)''st) e a { + l-
ésima ocorrência de D-entrada de w é (rscz(s)': , cl(s), t). De fato isto segue
de uma aplicação imediata do corolário 5.10.

Suponha conhecida a sequência de ocorrências de 7)-entradas de to:
(zo, 3/o,zo), . . . , (açi, Z/k, zk). Usando o corolário 5.8 temos que (to,Z/o, zo) =
(cx(w)cl(ca(w))':, cl(cR(u,)), cn(.«)':w) o que implica que cn(w) = :'o3/o.
De forma dual provámos que cl(w) = Z/tzh. Como a {-ésima ocorrência de
Z)-entrada de m é (zi-i,3/i i, zi.i) e a { + l-ésima ocorrência de .D-entrada
de w é (zi,3/i,zi), para iC {0, . . . ,k}, usando a aârmativa anterior temos
que a {-ésima ocorrência de transição de w é (zi-l,z{...:wzil, z:). Assim a
seqüência de transições de w é a;itwzi 1, . . . , rk ilwzk :

A partir de agora, suporemos conhecidas wo = ca(w) a 7Z-entrada
de w, sua sequência de transições wi, . . . , wk e sua ,C-entrada wk+i = cl(w).
Sejam deânidas as palavras yi = cl(t«i) e z{ = (wo3/i:)(t«i3/Í:) ' ' ' (t«i3/Í:)
para { C {0,... ,k}.

Vamos provar que a { + l-ésima ocorrência de 2)-entrada de m
é (z{,3/i,t{) onde ti = (zí3/{)':w para { C {0,... ,kll Faremos uma in-
dução em {. Dado que cl(wo) = yo, que wocz(wo)'' = woy;: = zo e
que wiiw = (sopa)'iw = to, a primeira ocorrência de Z)-entrada de w é
(wocl(wo)':, ct(wo),wi:w) = (zo,Z/o, to) devido ao corolário 5.8, e segue a
base da indução. Suponha agora que l $ { $ k e que a {-ésima ocorrência
de D-entrada de m seja (zi-i, 3/{-t, ti.l). Como { 5; k, existe a {-ésima ocor-
rência de transição (r, wi, t) de w. Usando a aârmativa, a í-ésima ocorrência
de D-entrada de w é (r,cR(w{),ca(wi) :wit) e a { + l-ésima ocorrência de
1)-entrada de «, é (,.«ícl(«,i)':, cl(«,i), t). Assim (,, cR(w:), cR(«,{) '.«{t)



50 CAPITUL05. ENTRADASETRANSIÇOES

(z.-i, Z/:.i, ti-:) e temos q« r = zi-: e cR(«,{) = 3/:-: e t..: = (cR(«,{)':«,í)t.
Assim rwic (wi)': = zi-i(wi3/i:) = zi e cl(w{) = Z/i implicam (lue a { + l-
ésima ocorrência de D-entrada de m é (rwicl(w{) :, cl(w{),t) = (z{,yi,t).
Desta forma t = (riZ/í)':w = t{ e tÍ-: = (cR(.«{)':«,{)t = (3/;]..«í)ti.

Na demonstração do parágrafo anterior, também provámos que a
i-ésima ocorrência de transição de w é (zi-i,wi,ti), para iC (l,. .. ,k}.
Também provámos que ca(wí) = yí-t = cl(wí-i) e que ti-: = (g;3w{)ti,
para { € {1,...,k}.

Vamos provar que g/i = cl(wi) = cx(wi+i), para { c {0,... ,k}.
Também provaremos que tk = g iwh+:. Falta-nos apenas provar que gx; :=
cl(wi) = ca(wk+i). Como a última ocorrência de l)-entrada de m é a
k + l-ésima ocorrência (zk,yk,tA), usando o dual do corolário 5.8 temos
que (ak, Z/k, tk) = («,-«d:, ca(u,k+i), ca(t«k+i)':«,k+l). Portanto temos que
cx(u,h+i) = yk = cl(wk). Ademais, tk = ca(wh+i)':t«k+: = / :w +i.

Concluiremos a demonstração. Como 3/{ = cR(wi+i), seja pois z{ =
(g/i:t«j+i) . . . (3/J:t«k)(gÍ:t«k+:), para { C {0, . . . , k}. Temos então que z: =
ti para { € (0, . . . ,k}. De fato, isto segue por uma simples indução em
k -- { pois zk = (yÍ:wk+i) = tk e zi = (3/i:wi+i)zj+i para { c {0,... ,k}
e ti-t = (Z/;3mi)ti, para { € {1,. . ,k}. Como a { + l-ésima ocorrência
de l)-entrada de w é (a;i,3/i,ti) e zi = ti para { € {0, . . . ,k}, temos então
que (zo, Z/o, zo), . . . , (zk, Z/x;, zk) é a se(lüência de ocorrências de 2)-entradas
de w. Como a {-ésima ocorrência de transição de m é (zi-i,wi,ti), para
{ C {l,... ,k}, temos que(aço,wl,zt),... ,(zk-i,wk,zA) é a seqüência de
ocorrências de transições de m. H

Dada uma seqüência aleatória de transições wi, w2, . . . , wk acaba-
mos de ver no lema 5.11 que uma condição necessária para que exista uma
palavra w tal que esta seqüência seja exatamente a seqüência de transições
de w é que cl(wi) = ca(wí+i) para { C {l,. . . ,k 1}. Na proposição 5.12
veremos que esta condição é também suficiente. Também é exibida uma par-
ticular palavra w com esta característica e são obtidas algumas propriedades
suas

Proposição 5.12 Seja k ? l «m inteiro e seja wi,m2,-
c{« .Ze t««'içõe. t.l q«e ..(.«.) = .«(.«.--:) p«« iC {l,
P.Z"" .« (.«(.«:)'::«,) . . . (.«(.«.)':««*). .E«tão;

, wx; wma seqüen-
, k - i}. sd. .

.í. w Zy mi, para { C {l,
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2. ti/l, to21 , wA é a següêncÍa de transições de w;

3. *(.«) (.«:);

4. .«(«) - ..(«*).

ProtJa. Sda .D a Zy-classe de mi. Dado que cx(w{) 'R' wi ,C' cl(wi) para
{ € {1,... ,k} e(lue cl(wi) = cR(wi+i) para { C {l,... ,k -- 1}, temos pois
que cx(wj),wí,cz(wi) C .D para { c {l,. .. ,k}. Devido à proposição 5.9,
temos que cx(wi) e cl(wi) são l)-entradas, para { C {l, . . . , k}.

Provaremos por indução em k. Suponha primeiro que k :: 1. Neste
caso temos que w = wi = wJ; é uma transição. Os itens 1, 3 e 4 seguem
então de forma imediata. Da proposição 5.9, temos que a seqüência de ocor-
rências de Z)-entradas de «, é(l, ca(u,l), cR(u,:)':wi),(toicl(u,i)':, cl(wi), l)
implicando pois o item 2 devido ao corolário 5.10.

Suponha k ? 2. Seja u = u,i(cR(u,2)''u,2) .(cn(t«k-i)''t«k-i) e

suponha que a tese valha para u Assim, seja s = cl(u: = cz,(wk-i) -
ca(wA) € Z) uma D-entrada. Sejam ainda r = ucl(u)'' = us'' e t =
(cn(wi)':wi) = s':wk. Temos que (r,s,t) é uma fatoração de u, pois w '
«,:(1:«(.«,)':«,,).. .('«(.«*--)''.«*--)(.«(.«.)':.«.) = «('«('«*)''.«.) = «t
Como rs = u .C' cl(u) = s implica que w = rst É' st = wk C .D, temos
que w € .D. Isto prova o item 1. Como w 2y wi C Pref(w), pelo item 2 do
corolário 5.3 temos que w 7Z' wi e portanto que cn(m) = ca(wi), provando o
item 3. Como rst = w 'D' wk = st, w É' wx: pelo item 3 do corolário 5.3 e
portanto cl(w) = cl(wk), provando o item 4. Falta-nos apenas o item 2.

Observe que (r, s, t) é uma ocorrência de l)-entrada de w = rst já
que w,s € .D e s é uma Z)-entrada. Como u 7y ut = = rw 'Zy wk,
temos que as 'D-entradas de m que ocorrem em u são l)-entradas de u e as
que ocorrem em mx; são 'D-entradas de u. Por outro lado, as 2)-entradas
de u e as de mk são 2)-entradas de w. Em particular, a ocorrência de .Z)-
entrada (r,s,t) de w induz a ocorrência de D-entrada (r, s, 1) de u, que é
a última ocorrência de 'Z)-entrada de u, e induz a ocorrência de 'D-entrada
(l, s, t) de wk, que é a primeira ocorrência de 'D-entrada de wk. Usando o le-
ma 5.11, seja(,o,yo,,o),. .. ,(z*-,,3/t-,,,k.,),(z*-:,y*-:,z*-:) =(,,., 1)
a seqüência de ocorrências de .D-entradas de rs = u. Usando a propo-
sição 5.9, (1, .,t) .«(«,.), .«(«,*)':.«*), (.«...(«,*)':, '.(««.), 1) é a se-

qüência de ocorrências de Z)-entradas de st = wk. Desta forma, deduzi-
mos q«e(,0, 3/o, zot), . . . ,(.h-:, 3/*-,, ,k-,t),(,, s, t),(,«,k.r(.«*)'', '.(.«k), l)

é a seqüência de ocorrências de .D-entradas de rst = w. Note também
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que (,,s,t) = (zk i,Z/t-t,zk-it) = (r,ca(u,k),cR(t«i;)':.«k). Para todo { C
{l,. . . ,k - 1}, temos «J:««(;.t)': = zJ:(«t)(,.t)': («);;: = .«:
devido ao lema 5.11 aplicado em u = rs e à hipótese de indução sobre u. Por
outro lado, r'itol-i = st = wh. Devido ao mesmo lema, temos então que a
seqüência de transições de m é wi, . . . , wk-i, wk, o que prova o item 2. H

5.4 Sistemas de adequações
Seja e € .4+ uma palavra -,-idempotente. Seja 1) o conjunto das Z)-entradas
da 2y-classe de e. Dizemos que um sistema de adequações básico associado a
e é o par de funções (p, ?7) onde p : .D --.-> ..4', chamada adequação esquerda,
e 77 : .D ---} .4', chamada adequação direita, são funções tais que

e '"' }J,d d Ra)

para todo d € .D, onde pa e ?7a denotam as aplicações de d por p e 77 respec-
tivamente. Existe ao menos um sistema de adequações básico associado a e.
De fato, para todo d € .D temos que d .Zy e. Portanto existem za, ya € .4*
tais que e «' zadZ/a e podemos definir v7a = g/a e pa = #.Í. Ademais, existe ao
menos um sistema de adequações básico associado a e tal que

d -., di :::::+ H '- Fa' e 'qa "' 'qa.

Um tal sistema de adequações básico é chamado coerente. De fato, dado um
sistema de adequações básico (p, 77) não coerente, pode-se obter um sistema
de adequações básico coerente (p',77'), por exemplo, definindo p'.í = pd, e
77'Ó = 77Ó, onde d' é a menor palavra (segundo a ordem militar) na classe de
congruência de d.

Dado (p, 77) um sistema de adequações básico associado a e, deâni-
remos três novas funções que acrescentadas às funções já existentes formam
(p, ,7, @, @'i, @'), um sistema de adequações completo «saciado a e, ou sim-
plesmente un] sistema de adequações associado a e. Seja T o conjunto das
transições da D'-classe de e. Definimos @ : T ---.> ..4' como segue. Para toda

transição t C 7', usando a proposição 5.9, temos que (l,cR(t),ca(f)':t) e
(tcz(t)'', cl(t), 1) são as duas únicas ocorrências de Z)-entradas de t. Assim
ca(t), €1(t) € .D e podemos deânir a adegHação da transição t por

@(t) = P..(t) t 77.Z(t)
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Seja R o conjunto das 7Z-entradas da 'D'-classe de e. Definimos ÚR : R ---.} ..4*
como segue. Para toda 7Z-entrada r € R, temos que (rcz(r)'', cl(r), 1) é a
única ocorrência de 7)-entrada de r devido à proposição 5.7. Assim cl(r) C .D
e podemos deânir a adequação da 7Z-entrada r por

ÚR(r) = r 77..(,)

De forma dual, seja L o conjunto das .C-entradas da 2y-classe de e. Definimos
ÚI : .L ---..} .A' como segue. Para toda ,C-entrada Z € .L, definimos a adequação
da.C-entrada J por

@l(J) = P..(1) Z.

Um sistema de adequações (p, 77, @, V'a, ÚI) associado a e é dito coerente se
o sistema de adequações básico (p, ?7) for coerente.

A proposição seguinte revela algumas propriedades fundamentais
das adequações, em relação às relações 7?1', .C', Zy e 'H'

Proposição 5.13 Sda (p, ç7, @, @x, @l) um sistema de adequações associado
a um -.,-idempotente e € .4+. Sejam d uma l)-entrada, t wma transição, r
uma 7?.-entrada, Z &ma .C-entrada. todas na .D'-classe de e.
Então üs seguintes a$rmações são herda,deircts:

1. +Qtà %' e;

2. r R' @'z(r) .C' e;

3. 1, Ci $1 (J]'RJ e;

4. d «., d qaFdd;

5. e Ri Fad C' d'RJ d qa CI e

Prova. Vamos primeiro provar o item 5. Temos que pad7?a -' e ly d. Usando
o item 4 do corolário 5.3 temos que pód77a 7?.' pad .C' d 7Z' d?7ó .C' P.id77a. O
restante segue do fato que pdd?7ú «., e.

Vamos provar o item 4. Usando o item 5, temos que p.id .C' d 7t'
d77a. Sejam v71,pl C .4* tais que d77a?7L «. d e plpdd «. d. Assim temos
qne d N d«ldÜ N H'.HadHaq'. N H'.eq'. N H'.een'a '- daHadHaHadD.d. N

p'aHúd qaFad «, dqúHdd.
Vamos provar o item 3. Por definição, temos que @l(Z) = p..(1)Z '

p.,(z)cR(Z) (cn(Z)':Z). Usando o item 5, temos que p.-(OcR(Z) ,C' cX(Z). Donde
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temos que @'(Z) = p..©(R(J) (cn(Z)''Z) .C' cn(/)(cR(Z)''Z) = Z já que .C' é
uma congruência à direita. Acabamos de provar que @t(Z) C' Z e falta-nos
agora provar que e 7Z' V'z(Z). Também do item 5 temos que e R' p..(i)cR(Z).
Como cR(Z) 7Z' Z devido à definição de 7Z-entrada, segue finalmente que e R.'
p.n(1) eR(Z) R' /z.,(i)Z ' V'i'(1) pois R' é uma congruência à esquerda.

Provámos o item 2 de forma dual ao item 3.

Vamos provar o item 1. Por definição, @'(f) = p..(t) t 77.L(t). Primeiro
provaremos que @(t) Zy e. Usando o item 5, temos que cl(t)77..(t) 7t' cl(t).
Donde temos que t77.z(t) 7?1 t pois 7?.' é uma congruência à esquerda implica
que t77..(t) ' (tcl(t)':) cZ(t)77..(t) 7Z' (tct(t)':)cl(t) = t. De maneira dual,
segue imediatamente que p.n(t)t Z t e, como ,C' é uma congruência à direita,
p..(t)t77'z(t) Z t77'L(t) 7?1 t' Logo, e D' t 2y p.,t(e)t?7.t(t) ' @(t), conforme
queríamos provar. Como definimos @(t) por p..(t) t77..(t), temos que eR(t)
e cl(t) são duas Z)-entradas e estão na mesma 'D'-classe de e. Usando o
item 5 sobre ca(t), temos que p..(t)cR(t) 'R' e. Como p.,(t)ca(t) é prefixo de
@(t) Zy e, temos que @(t) 7Z' e devido ao item 2 do corolário 5.3. Usando o
item 5 sobre cl(t), temos (lue cz,(t)q..(t) 'C' e. Como cl(t)77..(t) é sufixo de
@(t) Zy e, temos que @(t) .C' e devido ao item 3 do corolário 5.3. Isto prova
que @(t) 'H' e. H

Considere o exemplo 5.1. Seja a palavra = aabcccaócb e seja
e = aabócc unia palavra «.,-idempotente na mesma 2y-classe de w. Seja -D o
conjunto das 7)-entradas na mesma 7y-classe de e. Uma vez caracterizadas as
Z)-entradas e a relação Zy, é imediato verificar que .D :: {aiaiaa l k C N \ {0}
e (ai, a2, a3) é uma permutação qualquer de (a, b, c)}. Também podemos de-
finir o sistema de adequações básico (p, ?7) coerente associado a e onde p
.D ---} .4* e 77 : .D ---+ .4* são de6nidas por Pa :: l e qú :: a#.(a)b#b(d)c#'(a)
Em particular, para as .Z)-entradas que ocorrem em w, temos que 77.ó. =
77h«. - 77..Ó = abc e p.Õ. = PÓ« - p..Ó = 1. Assim, temos que Úa(cx(w)) =
@R(Gabo) = aaZ,cabe e que Ú'(cl(w)) = @l(abcZ,) = aZ,cb. Ademais, visto que
a seqüência de transições de w é aZ)coca, bcccab, cabe, temos que @(abccca) =
aZ'cccaaZ'c, que @(bcccaZ,) = bcccabaZ'c e que @(cabe) = cabcabc. Por fim, seja

definida a pala"ra ««' = @"(cn(«,))@(abccc«)@(bccc«b)@(c«bc)@'(cl(«,)) =

aaZ,cabe aZ,cccaaóc bcccaZ,.zbc caócaZ,c abcb. Note que c(w) = {a, b, c} = c(w'),
que #.(w) = 3 mod 2 = ll mod 2 = #.(w'), que #ó(w) = 3 mod 2 =
11 mod 2 = #ó(w') e que #.(w) = 4 mod 2 = 14 mod 2 = #.(w'). Por de-
ânição portanto, temos que w «., m'. O lema 5.14 afirma esta propriedade
para o caso geral e revela uma interessante aplicação dos sistemas de ade-
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quações à seqüência de transições de uma palavra. O dito lema será usado
na demonstração do teorema 7.5

Lema 5.14 Sda (p,77,@,@X, @') um sistema de adequações associado a um
«.-idempotente e C .4+. Sqa w 'D' e e seja wi,w2, . . . ,wk sua seqiiência de

transições. .Balão

«, ,- @'(.-(:«))@(«,-)@(.«,) . @(.«k)@'('L(.«)).

Prova. Sejam wo = ca(w) e wk+i = € (w). A partir do lema 5.11 temos
então que cl(w{) = ca(wÍ+i) para { C {0,... ,k} Para í € {0,. . ,k},
s'jam as pal""s y: = cl(«,.) = .-(,«.--:) e a: = (.«oyi:)(«,:g/Í:) . . . (.«:z/i:)
e zí = (3/Í:wi+t) . . . (3/;].wk)(Z/;:wÊ+i). A partir do mesmo lema, a seqüência
de ocorrências de transições de w é (zo, wi, zi), . . , (zk-i, tok, zl:) e a seqüên-
cia de ocorrências de Z)-entradas de m é (zo, 3/o, zo), . . . , (zk, 3/k, zk).

Seja zÊ+i = 1. Assim zkwe+izk+i = zk3/kz = m. Vamos provar
que yizi :: wi+izi+i para para i :: 0, . . . ,k. De fato, como ai3/izi :: w =
ziwi+izi+i, temos então que wj+lzi+l = zi'w :: z/izi.

Vamos provar que 3/{ v 3/i?7vípv.Z/i, para { - 0, . . . , k. De fato, como
(ri, yi, zi) é uma ocorrência de 'D-entrada de w, temos que Z/i é uma Z)-entra-
da na mesma Zy-classe de w. Como yi .Zy w 'D' e, temos que yi «' 3/í77yipg.3/i

devido ao item 4 da proposição 5.13.
Vamos provar que t" ' @R(ca(to))Ú(wi) . . . @(wj)p..(«,...-)wj+izj+i,

para .7 € {0, 1, 2, . . . , k}. Para tanto faremos uma indução finita em .j. Va-
mos primeiro provar a base da indução. Suponha que .j = 0. Já vimos
anteriormente que gozo = lzl e que 3/o -.' 3/o77yopy.3/o. Desta forma temos
que w = royozo '- zoyo77gopyoyozo :: ro3/o?7yopyowlzl - mo77.L(wo)P'n(wi)wlzl ::

@a(too)P.,(«Omtzi = @R(cx(w))@(wi) ' ' ' d'(wj)p..(«,-.-:)wj+izj+i. Suponha
que l $ .j $ A. Já vimos que 3/j «. Z/j77yjp,,Z/j. Considerando que yj = cZ,(wj)
é suâxo de wj, segue então que wj -, wj?7yjpv,3/j. Também já vimos que
3/Jzj - wj+tzj+t. Assim, temos que p.n(wj)wjzj ' p.n(wj)wj?7yjpyjylzj '

P.R(.«j)wj?7'L(,«j)Py, Z/jzj = @(wj)P.a(wy+i)wj+lzj+l. A partir da hipótese de
indução para .j -- l temos que w «.., @x(cR(w))@(wi) - ' ' d'(wj i)p..(«,)wj'j '
Úa(cx(w))Ú(wl) . . - @(wj i)@(wj)P..(«,+:)wj+izj+i-

Por fim temos que p..(«,h+-)wk+lzÊ+l - lz.a(wk+-)wk+l ' @'L(wk+l) =

Ú'(cl(u,)) e portanto que t« «, @x(cn(«,))Ú(u,i) . @(wt)p..(«....O'"k+izk+i '
@"(.*(.«))@(««:) . . @(.«k)Ú'(.1(«,)). l

Considerando as definições vistas no lema 5.14, temos pois que
w -. @'(cn(«,))@(««:)@(««:) - - Ú(.«k)Ú'(c.,(.«)). Nat«ralmente podemos nos
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perguntar se há alguma relação entre a seqüência de transições de m e a
seqüê«cia de tra«lições de Ú"(cn(.«))@(«,i)Ú(.«:) . . @(.«k)@'(cz,(,«)). Co«-
siderando nosso exemplo, a seqüência de transições de w = aabcccabcb é
(abccca, bcccab, cabe) e com um pouco de cálculo pode-se verificar que a se-
quência de transições de w' = aabcaóc abcccaabc bcccaóabc caócabc abcb
é ('Z,c', bc.b, c«b., «Z,c., bc«b, c.b.) «bccc« (bccca«b, c-bc, «Z,cZ,ccc«) Z,ccc.Z'
(cababc, abcca, bccab) cabe (aZ,ca, bcab, cabe, abra, bcab, cabe). De forma geral,
pode-se provar que se mi, w2, . . . , mx; é a seqüência de transições de w, então
a seqüência de transições de Úx(cx(.«))Ú(t«i)Ú(t«2) . . . @(«,A)@'(ci,(u,)) «.. .«

é se, wl, si, w2, s2, . . . , wk, sk onde s{ é a seqüência de transições de Z/{77v.pv.3/í

param C {0,1,... ,k} e y{ = cl(wi) param C {1,2,.. ,k} e yo = cR(wi).
Note-se ainda que ca(gi77,.p,.gi) = cl(yj77,.p,:gi) = yi, para á C {1, 2, . . . , k}.

De forma parecida com o que será feito na definição do grato fun-
damental de uma l)-classe de um monóide de Burnside livre na seção 6.3
do capítulo 6, pode-se definir um grafo com conjunto de vértices formado
pelas l)-entradas de uma certa 2y-classe, com conjunto de arestas formado
pelas transições desta mesma Zy-classe e com funções de incidência deânidas
por a(t) = cR(t) e u(t) = cl(t). Assim sendo, à seqüência de transições de
uma palavra nesta Z)-classe corresponde um passeio neste grifo. No passeio
se, wi, sl, m2, s2, . . . , wh, sA acima visto, cada segmento si é um passeio fecha-
do sobre o vértice 3/{. De fato, cada sistema de adequações básico associado
a um «.,-idempotente qualquer desta Z)-classe define um conjunto de passeios
s.i onde, para cada vértice d, o passeio sd é um passeio fechado sobre o vértice

Na seção 6.3 do capítulo 6 definiremos o grato fundamental de um
monóide de Burnside livre. Este grafo fundamental é imagem de um morfis-
mo de gratos cujo domínio é o grato acima descrito, como veremos oportu-
namente. Este mor6smo de gratos identi6cará vértices congruentes e arestas
congruentes.

d



Capítulo 6

Monóides de Burnside Livres

Neste capítulo, apresentaremos o monóide de Burnside livre satisfazendo
Zn . Zn+m gerado por um alfabeto .A, para inteiros n ? l e m ? 1. Após
a definição na seção 6.1, apresentaremos o teorema dos marcadores (teo-
rema 6.3) na seção 6.2, que prova ser que uma propriedade do semigrupo
idempotente seja válida também para qualquer monóide de Burnside livre.
Logo após veremos uma aplicação imediata do teorema 6.3 aos sistemas de
adequações coerentes. Esta aplicação será usada no capítulo 7 durante a de-
monstração do teorema 7.5, que trata de uma caracterização da congruência
de Burnside.

Na seção 6.3 veremos a definição de um conceito central em nosso
trabalho: o grafo fundamental de uma Z)-classe de um monóide de Burnside
livre. O grafo fundamental se mostrará fortemente conexo como veremos na
proposição 6.8 e poderemos futuramente definir o grupóide de Burnside livre
satisfazendo z" = 1 gerado por este grifo. Veremos também alguns conceitos
e propriedades correlatas. Por exemplo, associaremos a uma palavra w que
é projetada na 'D-classe um passeio no grato fundamental. Esta é a digital
de w e é um conceito fundamental para caracterizar se duas palavras D'-
equivalentes são congruentes ou não, como veremos no teorema 7.5 a ser
visto no capítulo 7. Vemos também como construir a menor palavra que
possui uma certa digital e esta construção será essencial à demonstração
da existência de uma classe de congruência com duas palavras de menor
comprimento, a ser visto no capítulo 8.

Na seção 6.5 veremos algumas propriedades relativas à regulari-
dade de uma Z)-classe de um monóide de Burnside livre. Em particular,
na proposição 6.13 veremos que as 'H-classes irregulares são triviais e na
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proposição 6.14 provámos que qualquer grato fundamental de uma D-classe
irregular não possui nenhuma aresta e possui um único vértice.

6.1 O monóide de Burnside livre
Suponha .A um alfabeto qualquer e suponha n e m inteiros tais que n 2 1
e m ? 1. Seja n = {(z"+",z") l z C .A+} e seja «' a menor congruência
sobre .4' que contém n. Deânimos o monóide de .Bwr7}side /dure satii!/acendo

Zn . Zn+m gerado por .4 como sendo o monóide quociente .A4 gg: .,4'/-.
Definimos ' o morfismo canónico

.4* ---> .M

que aplica uma palavra zo € ,4' em sua classe de congruência ü c .A4. Obser-
ve que m «' w' -#::> ã = w/. Podendo ser implícitos o alfabeto .4 e os inteiros
n e m, muitas vezes referiremo-nos à congruência «' simplesmente por con-
g7"zlência de 1? rnsÍde. Definimos o semigr"tipo de .Bu77zside livre satisfazendo
l;n . Zn+m gerado por Á como sendo .A4 \ {l}.

Para todo elemento iç C .A,4 temos que =" = iç"+m. De fato, se
w C .4* é tal qle ü :: z, como ' é um morfismo, temos então que z" =

(Ü)" = áu= «' W"+m . (ã)"+" = áÇ"+m. Isto em particular implica que .A''í
é um monóide de torção e por conseguinte estável devido à proposição 5.2.
A partir da mesma proposição, J = Z). Deânimos então as relações Green-
induzidas sobre .A', como visto no capítulo 5. Se n = m = 1, o monóide de
Burnside livre satisfazendo z" = a"+" gerado por .4 é também chamado de
banda livre gerada por .A ou monóide {dempotente livre gerado por .4 (já que
para todo z C .A't temos que então # = z2).

6.2 O teorema dos marcadores
A banda livre gerada por um conjunto finito de geradores é finita e bem co-
nhecida desde 1952 devido ao clássico trabalho de Green e Rees jlll. Pode-se
calcular a cardinalidade da banda livre em função da cardinalidade do con-
junto gerador, como pode ser visto no trabalho de N'lcLean l26}. De fato, o
trabalho de Green e Rees estuda os monóides de Burnside livres .A4 satis-
fazendo z" = z"+" para os casos em que n = 1 e m ? l e caracteriza a
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estrutura das /-classes, 'R-classes e C-classes destes monóides, que é fun-
damentalmente a mesma independentemente dos valores de m. Contudo,
aquele trabalho pouco informa sobre a estrutura interna das 'H-classes, a não
ser o fato que os grupos maximais são quocientes de um grupo de Burnsi-
de livre satisfazendo z" = 1. O conceito-chave envolvido no trabalho é o
contendo de uma paZaura m que já definimos por

c(w) !g o conjunto das letras de .A que ocorrem em m

Além dos artigos originais, uma boa referência para o assunto é o
livro de Lallement j211. Na seção 3 do capítulo 10 desta referência, pode
ser encontrada uma demonstração completa para a proposição 6.1, em que
sintetizamos alguns resultados sobre a estrutura fornecida pelas relações de
Green. Em particular, o item l garante-nos que .A4 tem exatamente 2141

./-classes. No caso do item 8, temos uma banda livre e, como as 'H-classes
são triviais, segue que as relações «., e 'H' coincidem e o referido item é uma
conseqüência imediata dos itens 2 e 5. De fato, todas as relações Green-
induzidas são caracterizadas na proposição 6.1.

Proposição 6.1 Sejam inteiros n = 1 e m 2: 1, sqa .A,'t o monóide de
Burnside livre satisfazendo =" - ="+" gerado por um alfabeto A e sejam as
relações Green- nduzídas pelo mor$smo canón co ' : ..4* ---.> .A4. .Dadas as
paJ(zu7'(zs tl/, tl/f, u e u/ e (zs Zetr(zs (z e (z', talhos que;

.Í. .« /' '"' .e e ;Ó .' '(w) c(««') ;

2. «, R' '"' se e .ó s. .«(.«) «., .«(.«');

3. .«(.«) .'a se e só se ua C Pref(w) e a gl c(u) c(.«) \ {«};

4. duas 'R-entradas ua e u'a' são congruentes se e só se a a' e u, N 'd;

5. «, C' «' s. e .ó .. ..(.«) «., ..(.«');

6. ..(«,) au .e . só se - € Suf(««) e a gl c(u) .(.«) \ {«};

7. duas ,C-entradas au e a'u' são congruentes se e só se a Q' e k N 'd;

8. se m 1, então .« «. .«' .e e .ó « .,(w) «., .«(««') e '.(.«) -, '.('«')
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Note que o item l da proposição 6.1 caracteriza a relação /'. Assim
temos condições de caracterizar as Z)-entradas e as transições do monóide de
Burnside livre satisfazendo z" = z"+" para o caso em que n = 1.

Proposição 6.2 Sejam intei70s n = 1 e m ? 1, seja .A4 o monóíde de
Bu'r"reside livre satisfazendo =" = 1"''" gerado por um alfabeto A e sejam as
relações Green-induzidas pelo mor$smo canónico ' : .4'

]. as Z)-entradas são as letras e as pa/auras da /07ma auó com a, b C .A e
« C .,'l* . ., Z, g c(u) e « # Z,;

2. as trens iões são as palavras da /omna aua com a C .4 e u € ..4' e
« g '(«).

Prol;a. A partir do item l da proposição 6.1 temos que duas palavras estão na
mesma Zy-classe se e só se têm o mesmo conteúdo já que J' = Zy. Usaremos
estensivamente este fato.

Vamos provar o item 1. 0 único favor próprio de uma letra é a
palavra vazia, que tem conteúdo diferente e portanto está numa ly-classe
distinta. Isto implica que toda letra é uma l)-entrada. Suponha que a, b C .A e
u € .A* soam tais que a, b gl c(u) e a :# b. Temos que c(aub) = {al+lbl+c(u)
e o único fator de aub que possui o mesmo conteúdo é o próprio aub. Assim,
nenhum favor próprio de aub está na mesma 'D'-classe e aub é uma 2)-entrada.
Seja w uma 2)-entrada. Se lwl = 1, w é constituído de uma letra. Suponha
pois que lwl ? 2. Sejam a, b C ,4 e u C .4' tais que m = aub. Como au .P' aub
temos q« c(au) # c(-Z,) = c(-) U {b}. Assim b :# « e b g c(u) Ç c(au).
Da mesma forma, ub P' auó implica que a gl c(u).

Vamos provar o item 2. Suponha primeiro a C .4 e u C .4' tais que
a « c(u). Assim c('zu) = c(aua) = c(ua) = c(u) + {«} :# c(u). Isto pro" que
au Zy aua ly ua .P' a e portanto que aua é uma transição. Suponha agora
a, b C .A e u € .4* tais que aub seja uma transição. Como u .P' au temos que
c(u) # c(au) = {a} U c(u). Assim a g c(u). Analogamente, u P' ub implica
que b g c(u). Como au Zy ub temos que {a} + c(u) = c(au) = c(ub)
{b} + c(u). Como a, b « c(u), segue então que a = Z,.

Em 1970 l30) 1. Simon estudou o monóide de Burnside livre satis-
fazendo z2 = r3 gerado por um conjunto de dois geradores e tentou obter
algumas propriedades finitas para o monóide. De fato, acabava-se de des-
cobrir que este monóide era infinito, por trabalho de Brzozowski et al. l21.
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Algumas propriedades válidas no monóide idempotente livre foram provadas
para este monóide livre. Isto inclui alguns resultados sobre a estrutura das
7?,-classes (e das ,C-classes) listados acima, mais precisamente os itens 2 e 4
(e os itens 5 e 7), que de fato foram mostrados para os casos n ? 2 e m = 1.
O teorema 6.3 que se segue generaliza estes resultados para quaisquer valores
n 2 1 e m ? 1, embora sua demonstração seja essencialmente a mesma vista
em 1301.

Teorema 6.3 (teorema dos marcadores) Sejam {nteãros n ? l e m ? l,
seja M o monóide de Burnside livre satisfazendo =" gerado por
um aZyaZ)eto .4 e soam as relações Green-induzidas pelo mor$smo canónico

' : .4* -----> .A''t. Soam w,w' C .4+ abas palavras tais que w 7Z/ w' e soam u

e u' suas respectivas 7Z-entradas. .Então:

e 'ü ''- U';

e a tí/tina letra de u é a mesma 2ZZtÍma letra de u';

e ua'i -, u'a-i onde a é a líZtima /efta de u e de u'

Prova. Sela / uma função que aplica .4+ em .A'4 x .A definida da seguinte

forma: se g é a 7Z-entrada de z e a é a última letra de 3/ então /(z) =:
(Z/a-:, a). É suficiente provar que /(w) = /(w').

Vamos provar que a congruência -, preserva /. E suficiente provar
que se (z,z') é uma substituição por {(t"+",t") l t C .A+}, então = e z'
assumem o mesmo valor por /. Sejam pois r, s,t C Á* tais que z = ft'+mS
e que z' = rt"s. Sejam u,u,u' C .4* e a C .A tais que ua seja a 7Z-entra-
da de z = uau e que uauu' «., ua. Assim temos que /(]ç) = (ã,a). Como
rt"+"s = z = uau, temos que rt', rt"+", u e ua são prefixos de z. Conforme
os comprimentos destes prefixos, temos os seguintes três casos a considerar:

r tn+m S Ttn tm s rt" t"s

Caso l

U

Caso 2 Caso 3

Figura 6.1: Representação de rt"+"s z == 'ü (z 'u
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l Suponha que lrt"+"l $ 1ul. Neste caso rt"+" C Pref(u) e au C
Suf(s) Ç Suf(z'). (Vide a figura 6.1.) Sda u' = z'(au)':. Notemos que
«' = ,'(«)': s)(-)': = (,t")(s(-)':) «. (,t"'''")(s(«)':) =
(rt'''"s)(au)': = z(au)': = u. Assim temos que u'aut,' '~ .'aut'' '-

ua «., u'a. Isto em particular implica que u'a 7?1' u'au :: z'. Suponha
por absurdo que u' 7?.' z'. Assim temos que existe u" C .,4' tal que
u' «-' a'u". Daí segue que u -, u' v z'u" = u'auu" «, uauu' e que
u 7?.' uau = r, contradizendo com o fato de ua ser 7?1-entrada de z. Isto
prova que u' @' r' e portanto que u'a é a 7?.-entrada de z'. Para con-
cluir este caso, temos que /(r) = (ii, a) = (u', a) = /(z') pois u '- u'

2 Suponha que lrt"+"l ? dual > lrt"l. Neste caso temos que lul ?
lrt"l e portanto que rt" C Pref(u) e que ua C Pref(rt"+"). (Vede
a figura 6.1.) Assim temos que Pref(rt") C Pref(u) C Pref(ua) Ç
Pref(rt"+"). Como rt" - rt"+" temos então que rt" .- rt"+" R' & 7Z'
ua o que contradiz com o fato de que ua é a 7?-entrada de z. Este caso
nao ocorre.

3. Suponha que lrt"l ? leal. Neste caso temos que ua C Pref(rt") Ç
Pref(z'). (Vede a figura 6.1.) Como ua R' z '- a' e como u @' r «. r'
temos que ua é a 7?1-entrada de z'. Para concluir este caso temos então
q«e /(,)

Vamos agora provar que /(w) = /(w'). Como w 7Z' m', s4a z € .4*
tal que wz - W. Assim temos (lue /(wz) = /(w') já que / é preservada
por '-. Como w 7?.' wz temos que as 7Z-entradas de m e de wz coincidem e
portanto /(w) = /(wz) = /(«,'). H

Relembramos que o "fume" das 7Z-classes é um grifo dirigido onde
os vértices são as 7?1-classes e existe uma aresta com rótulo g de R para R'
se e só se existirem z € R e um gerador g tais que #g C .R'. Se a 'R-entrada
de uma palavra m C .A+ for &a onde a C .A, o teorema 6.3 implica que a
7?1-classe de ã recebe uma única aresta no fume e esta aresta é proveniente
da 7?1-classe de ã e possui rótulo ã. Segue facilmente então o corolário 6.4.

Corolário 6.4 0 ytame das R-classes de .A'í é uma ámore

No corolário 6.5 aplicamos o teorema 6.3 de modo a caracterizar
quando duas D-entradas são congruentes.
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Corolário 6.5 Z)uas D-entradas aub e a'u'b', com a, a', b, b' C .4 e u, u' C A*,
são cong7"ventes se e só se a := a/ e b := b' e u «. w'. .Ademaãs, a menor Z)-
entrada numa classe de congr&êncda é também a menor palavra nesta classe.

Praça. Naturalmente, a = a' e b :: b' e u --, u' implicam que aub «' a'u'b'
Suponha agora que aub «' a'u'b'. Usando a proposição 5.5, temos que aub
e a'u'b' são duas congruentes ,C-entradas e, pelo dual do teorema 6.3, temos
que a = a' e ub «' u'b'. Dado que ub e u'b' são duas 7?.-entradas devido à
proposição 5.6, usando o teorema 6.3 segue que b = b' e que u «' u'

Vamos agora provar que a menor 'D-entrada numa classe de con-
gruência é também a menor palavra na mesma classe de congruência. Se-
ja d uma 'D-entrada tal que d seja a menor Z)-entrada em sua classe de
congruência e seja d' a menor palavra tal que d' -, d. Temos então que
cR(d') '- eR(d) = d ,- d' devido ao teorema 6.3 e à proposição 5 5. De forma
dual temos que cl(d') «' d'. Como d' é a menor palavra em sua classe de
congruência e os seus fatores eR(d') e €1(d') são tais que cR(d') -'' €1(d') - d',
temos que estes fatores não podem ser próprios, implicando pois que d' é
uma 7?.-entrada, uma É-entrada e portanto uma 'D-entrada devido à propo-
sição 5.5. Isto prova que d' :: d. H

Veremos agora uma aplicação do teorema 6.3 para os sistemas de
adequações. Seja (p,77,@,@a,@l) um sistema de adequações associado a
um «,-idempotente e C .4+. Dadas duas transições t,t' na Zy-classe de e,
naturalmente podemos nos perguntar se t -.., t' implica que d'(t) -- V'(t'). Em
geral, esta implicação não é verdadeira. Na proposição seguinte veremos que,
no caso de um monóide de Burnside livre, é suficiente para tanto que o sistema
de adequações seja coerente. Relembramos que o sistema de adequações é
coerente se, para quaisquer D-entradas d "- d' na mesma 'Zy-classe de e,
tivermos que pó 'v PÓ' e ?7d '-' 77ó'

Proposição 6.6 Sda (p, ?7, @, @x, @l) um sistema de adequações associado
a um «.-idempotente e C .A+. Sejam t e t' amas transições, r e r' dais 7Z
entradas, l e t' duas C-entradas, todas na 'D'-classe de e.
Se o sistema for coerente, então temos q'üe:

.r. t -. t' -:> @(t) «., @(t');

2. , .- ,' -::> @"(,) -. @"(,');

3. Z «., Z' -+ @'(Z) «. @'(Z')
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Prova. Vamos provar o item 1. Devido à proposição 5.9 (1, cn(t), c/z(t)':t) e
(tcz,(t)'', cl(t), 1) são ocorrências de Z)-entradas de t, o (lue implica que eR(t)
e cl,(t) são duas D-entradas e estão na .D'-classe de t e de e. Analogamente,
eR(t') e cÉ(t') são duas 2)-entradas e estão na mesma D'-classe de e, podendo
pois serem definidas as adequações p.n(t), 77.L(t), p.R(t') e 77.L(t') Suponha que
t «., t'. Assim eR(t) -- cR(t') devido ao teorema 6.3 e de forma dual temos que
cl(t) «' cl(t'). Dado que o sistema de adequações é coerente, p..(t) ' p.H(t') e
77.L(t) ' l7'L(t') Assim concluímos que @(t) = p.R(t) t77.L(t) '' p.R(t') t 77.L(t') '

Vamos provar o item 2. Tendo em vista (iue (rcl(r)'', cl(r), 1) é
uma fatoração de r devido à proposição 5.7, temos que cl(r) é uma 7)-entra-
da na mesma Zy-classe de r e de e. Analogamente, cl(r') é uma .Z)-entrada
na 2y-classe de e e podem ser de6nidas as adequações à direita ?7.L(,) e 77.L(,')-
Suponha que r -, r'. Logo cl(r) «., cí,(r') devido ao dual do teorema 6.3 e,
desde que o sistema de adequações é coerente, 77.L(,) '' ?7«(,'). Cloncluimos
pois que @a(r) = r ?7.,(,) ' r' 77..(,') ' V' (r').

Provámos o item 3 de forma dual ao item 2. H

@(t')

6.3 Grato fundamental

Seja .D uma .Z)-classe qualquer do semigrupo de Burnside livre .A4 \ {l}. Sela

y {d C .D l d é uma .Z)-entradas

e sela

.D = {t € .D l t é uma transição}

Qualquer transição t tem por pre6xo a 2)-entrada cn(t) e por sufixo a Z)-entra-
da cl(t), devido à proposição 5.9. Assim deânimos a função cv : .E --..} V
por

a(t)
onde f é uma transição tal que t C .E. Esta definição não depende da parti-
clga11 escolha. de t pois se t' é tal que t' = t então o teorema 6.3 implica que
fR(t') = cR(t). De forma dual, definimos a função «/ : .E

A, -"''""'----+

«,(t)
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onde t é uma transição tal que t € E. Esta definição também não depende da
particular escolha de t j)ois se t' é tal que tí :: t então o dual do teorema 6.3
implica que (L(t') = (i (t). Assim sendo, podemos definir G = (y. .E,c!,u)
um grato onde o conjunto de vértices é y, o conjunto de arestas é .E e as
funções de incidência são a e u. Este grato G assim definido é chamado de
grclfo /undamentaZ de Z) (ou grifo fundamental de qualquer elemento de Z)).
Adiantamos que o grato fundamental G é fortemente conexo, como será visto
na proposição 6.8.

Veremos agora um exemplo um pouco mais imediato destes concei-
tos. Este exemplo também.será o ponto de partida para a ilustração de outros
conceitos a serem vistos ainda neste capítulo. O exemplo a ser considerado
é o da D-classe de abc na banda livre gerada por {a, b, c}, como veremos no
exemplo 6.7.

©
abcabra

bca

cba

abcba cbabc

acha cbac

cabe

acbca
cab

©

cabal

--; ©
acb

bcacb bacab

bacb

Figura 6.2 Grifo fundamental da 'D-classe de abc na banda livre
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Exemplo 6.7 Seja .A = {a,b,c}, seja n = m = 1 e seja .A4 o monóã-
de de BKrnside livre satisfüzqndo =n -- ="'t" gerado T)or A. E'ntão o grato
fundamental da,'D-cla,sse de abc é o grato de$nido na $gura 6.2.

Prova. Sela G o grato fundamental da Z)-classe de abc. Toda palavra na
2y-classe de abc tem conteúdo .4 devido ao fato de que Zy = /' e ao item l
da proposição 6.1.

Vamos calcular V(G). Usando o item l da proposição 6.2, segue
facilmente que uma palavra w é uma .D-entrada na 2y-classe de abc se e só se
existirem um inteiro k ? l e (ai, a2, a3) uma permutação de (a, Z), c) tais que
w = aialaa. Usando o corolário 6.5, temos que duas'tais 2)-entradas w ::
aialaa e wl :: aÍa'! a; são congruentes se e só se al = aÍ, a3 := aâ, e ai 'v a'k'
Note que a5 -, a'i' se e só se a: = a;. Assim, V(G) =;'lãlÍ=;i; (ai, a2, a3) é
uma permutação qualquer de (a, b, c)}.

Vamos calcular .E(G). Usando o item 2 da proposição 6.2, segue
facilmente que uma palavra alua2, com ai, a2 € .4, é uma transição na 2y-
classe de abc se e só se ai = a2 e c(u) = .4 \ {ai}. Precisamos caracterizar
quais destas transições estão na mesma classe de congruência. Naturalmente
que duas tais transições aiuai e aÍu'a{ são congruentes se ai = all e u -"
u'. Se ai = a, por exemplo, os possíveis valores para u são bc, cb, bcZ)

ou cbc já que qualquer outra palavra de conteúdo {b,c} está na classe de
congruência de uma destas palavras. (Referimos o leitor ao trabalho de

Gr?!! e Rees..pll para a verificação desta afirmativa.) Assim, .E(G) =,. .-"'"----..--- ''"''""'-----'' - ' ' -'
{al a2ã;a:,aiã(;;ã2ai l (ai,a2,a3) é uma permutação qualquer de (a,b,c)}.
Ademais, duas destas 12 transições acima são diferentes. Para provar este
fato basta notar que dentre as 12 palavras da forma aia2a3ai ou ala2a3a2ai,
abra e abcba são as únicas cuja 'R-entrada é abc. Todas as demais têm
uma 7?1-entrada não congruente a abc. Assim, só estas estão na mesma 'R'-
classe devido ao teorema 6.3. Como elas possuem .C-entradas que não são
congruentes, não estão na mesma ,C'-classe devido ao dual do mesmo teorema
e não são congruentes portanto. Outra maneira de provar este fato é antecipar
o uso do corolário 7.4 a ser visto no capítulo 7.

Quanto à aplicação das funções de incidência às arestas, é imediato
veriâcar que as incidências são aquelas representadas na figura 6.2. H

Como já comentámos antes, o grifo fundamental de uma Z)-classe
de .A4 \ {l} é fortemente conexo. É o que nos prova a proposição 6.8.
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Proposição 6.8 Todo grtz/o /undamentaZ de uma Z)-classe de wm semÍgmpo
de Bumtside !jure é .fortemente conexo.

Prosa. Sela G um grafo fundamental qualquer. Como existe ao menos uma
Z)-entrada numa D'-classe, existe ao menos um vértice em y(G). Sejam
u, u' c V''(G) dois vértices quaisquer e sejam d e d' duas Z)-entradas tais que
ã- , . a = u'. Seja w tal que d R' w .C' d'. Como cR(d) = d = € (d) devido
à proposição 5.5, usando o teorema 6.3 e seu dual temos cx(w) -' eR(d) = d e

cl(cn(w)) '"' cl(d) = d. De maneirjl:!!?l prove'm's que,51b,(w)) - d' Daí,
o passeio a(u,) é um passeio de cl(cR(w)) = d = u a cx(cl(w)) = d' = u'- H

6.4 Digital e inversa
Seja w € .A+ uma palavra e seja G« o grifo fundamental da 2)-classe de
w. Seja wl, . . ,wh a seqüência de transições de m e seja 3/o = cl(cR(w)). A
partir do corolário 5.8 temos que Z/o = cl(cn(w)) 'D' w é uma Z)-entrada. A
funçãot a : .4+ --+ u.c.4+G; define a d gitaZ de to como sendo o passeio em
G.

.'(«)-{ E'a ,a),
se k > 01
se k = 0.

Este é um passeio de cl(cx(w)) para ca(cl(w)). De fato, sendo wo = cR(w)
e t«k.,.: = cl(w) e gk = cx(cl(w)), o lema 5.11 implica que cl(cR(w)) =
..(«,o) e q«e '«('.(««)) --:) . S' k - 0,
temos que o início do passeio o(w) é a(a(w)) = a(IÚÕ) = Ü = € (cdw)) e
que o término do mesmo passeio é co(a(w)) - a'(liÕ) - Ü - Ü - c/ (ci(w))
Se k > 0, temos que o início do passeio a(to) é c-(a(u')) - a(a;l) - IR(wl) -

cl(ca(t«)) e que o término do mesmo passeio é 'i(a(w)) = 'i(ail) = cl(u'A) =

.«(..(«)).
Seja G um grifo fundamental qualquer e seja X: = G' a categoria

livre gerada por G. Vamos agora definir uma função2 1- : K1 ---.> ..4+ que faz
o papel da inversa da função a, como veremos na proposição 6.11:

. se p = 1. onde u C V, definimos r(p) como a menor; 'D-entrada d tal

lesta função não é um morfismo.
besta função também não é um morfismo.
sRelembramos que a ordem implícita em .4' é a ordem militar
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que d = u;

e se p :: bió2'-.bk c Ã:: com A ? l e bí c G para { € 'Í1,2,... ,tl},
definimos ,'-(p) = ««i(cR(w,)':.«z) . . (ca(wk)':l«k) onde u,i é a menor
transição tal que bi = ã:, para { € [1, 2, . . . , k}.

Um leitor mais atento pode ter notado alguma semelhança entre a pala-
vra T(p) definida para um passeio não vazio e a palavra definida na propo-
sição 5.12. Esta semelhança será bem explorada, como veremos à frente na
proposição 6.11.

Considere o exemplo 6.7. Sda dada a palavra m = babcbabac. Dado
que c(w) = .4 = c(aZ,c), temos w Zy abc e o grato fundamental de ü é
aquele visto no exemplo 6.7. A seqüência de ocorrências de 2)-entradas de w
é (b, abc, óabac), (Z,ab, cZ,a, bac), (babcZ,a, bac, 1), a seqüência de ocorrências de
transições de w é (b, abcba, bac), (bab, cZ)abas, 1) e a seqüência de transições
de m é aócba,cbabac. Note que cbabac «' cbac. Assim sendo, a digital de
w é o(w) = (abcba,cbac), que é um passeio de abc = € (ca(w)) a bac =

""""""'''''" -'''"-'--" ....-.......,

cn(cl(w)). Considere agora o passeio p = (abcba,cbac). Pode-se provar,
e não o faremos aqui, que as palavras # tais que o símbolo Z aparece na
figura 6.2 são as menores palavras em suas classes de congruência. Assim,
,-(p) bcb«((cZ,.)':cbac) c cZ'".

Dada uma transição qualquer, na proposição 6.9 veremos uma ma-
neira de construir uma .transição diferente mas ainda congruente à primeira
transição.

Proposição 6.9 Sejam r ama 7?.-entrada q&e é suázo de ama trens ção
e ,' «m' R-ent«d. «,'g«e«te « ,. .Então (w,''),' é «m« t««;iç'' ""-
gr'dente a w.

Prova. A partir do teorema 6.3 temos que existe uma letra b C .A e palavra
z tais que: r' = b, b C Suf(r) e ]ç «' rb':. Como b € Suf(r) Ç Suf(w), como
w é uma transição, podemos escolher a C .'! e u C .4' tais que w = aub. Por
definição, au ly aub :: w. Do iten-t 2 do corolário 5.3 temos que au 7?.' aub,
implicando pois que w = aub não é uma 7?.-entrada e que r # w. Assim,
temos (lue lwr'il ? l = lal e portanto que a C Pref(wr'i) pois a,wr'i C
Pref(w). Podemos então definir u = a':wr'i. Dado que # '- rb':, temos
pois que ua «.., urb-: = (a':wr'')(rZ,':) = a':wb-: = u. Como aub = m
é unia transição, por definição temos que au .Zy auó Zy ub .P' u. Como
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u '~ uz, segue de imediato que au ç 2y auzb ly uzb 'P' t;a. Assim (wr'i)r' =
((at,r)r':)r' = aur' = auzb é uma transição congruente à transição 'zub = w

Na proposição 6.10 veremos algumas propriedades de uma menor
transição em sua classe de congruência. Esta proposição ser-nos-á necessária
a uma caracterização da função l

Proposição 6.10 Seja w a menor transição em SHa classe de congruência
.4s seguintes aármatâuas são t;erdadeíras;

. .«(w) e ..(.«) ;ão «s me«o«' D-'"t"'í" 'm s-' «spectã"' 'l"""
de congr"tlência;

. se u é «m. t««siç'' ",'g«ente « «« temos q« «,..(«,)': $ «'.(u)
e .,t(«,)':«, $ 'R(u)':u.

l

Prova. Vamos primeiro provar que cn(w) e cl(w) são as menores D-entradas
em suas respectivas classes de congruência. Como w é uma transição, temos
que(l,cn(w), ca(w)''u,) e(wcl(w)':, c(w), 1) são as únicas ocorrências de
Z)-entradas de w e são distintas devido à proposição 5.9. Como as ocorrências
de 2)-entradas são distintas, ca(w) # w # cl(w) pois caso contrário teríamos
que cJZ(w)':w = 1 ou wcl(w)': = 1, implicando pois que as ocorrências de
Z)-entradas em questão seriam comparáveis pela ordem $ e contradizendo
com a minimalidade das ocorrências de D-entradas. Seja :r a menor 2)-entra-
da na classe de congruência de cl(w). Como acabamos de provar, # é também
a menor palavra em sua classe de congruência. Da proposição 5.5 temos que
# é uma 7Z-entrada. Usando a proposição 6.9 temos que (wcl(w)'')z é uma
transição na mesma classe de congruência de zo. Da minimalidade de r, temos
que z $ cr(w), o que implicaque(wcz(w)':)r $(wcl(w)':)çl(w) = w. Da
minimalidade da transição w temos então que m = (wcl(w)'') z e portanto
que z = (wcl(w)':)':w = cl(w). De maneira dual provámos que ca(w) é a
menor .Z)-entrada em sua classe de congruência.

Seja u uma transição congruente à transição w. Vamos provar que
wc.(w)': $ uci,(u)': e ca(w)':w $ cx(u)':u. Primeiro provaremos que
.«cl(w)': $ ucl(u)':. Dado que («,cl(u,)':,cl(u,), 1) é uma ocorrência de
2)-entrada de w devido à proposição 5.9, temos que cl(w) é uma Z)-entrada.
De maneira análoga, cz,(H) é uma D-entrada. Assim, temos que cl(w) e cl(u)
são 'R-entradas devido à proposição 5.5. Como cl(w) -, cl(u) devido ao dual
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do teorema 6.3, usando a proposição 6.9 temos pois que (ucl(u)'')cl(w) é
uma transição e que (ucl(u)'i)cl(w) «. u «. w. A partir da minimalidade
da transição z" em sua classe de congruência, temos (wcl(w)'')cl(w) = t« <
(ucl(u)':)cl(w) e portanto wcl(w)': < ucl(u)':. De maneira dual podemos
provar que cR(w)':w $ ca(u)':u. H

Como adiantamos junto às definições, a função a'- faz o papel da
inversa da função o. Mais precisamente, dado um passeio p num grafo fun-
damental, a proposição 6.11 prova (lue a(7'(p)) = p e que 7'(p) é de fato a
menor palavra com digital p. Também veremos uma caracterização da c-
entrada e da .C-entrada de a"(p), que como a maior parte destes resultados,
é fruto de uma aplicação direta da proposição 5.12. Aquela proposição tem
seu valor e utilidade mesmo no caso da seqüência de transições considera-
da não ser formada pelas menores transições em suas respectivas classes de
congruência. Em particular, provar que uma palavra é a menor palavra em
sua classe de congruência pode ser muito difícil, como veremos no estudo do
exemplo a ser apresentado no capítulo 8.

Antes da proposição 6.11 propriamente dita, consideraremos um
exemplo. Considere o exemplo 6.7. Seja dada a palavra m :: babcbabac e
seja p = (abcba, cbac). Já vimos na página 68 que m D' abc e que o grifo
fundamental de ü é aquele visto no exemplo 6.7. Também vimos que a(w) =
p e que T(p) = abcba ((cba)''cbac) = «bcZ,ac. Note que c(."(p)) = .4 = c(abc)
e que, portanto, 7-(p) Zy abc. A seqüência de ocorrências de 2)-entradas
de I'-(p) é (l, abc, Z,ac), (ab, cZ,a, c), (abc, bac, 1), a seqüência de ocorrências de
transições de 'r(p) é (l, abcba, c), (aZ), cbac, 1) e a se(lüência de transições de

T(p) é aZ,cba,cbac. Assim temos que a(.''(p)) = (abra,cbãc) = p. Note
também que m e r(p) têm a mesma digital p mas nem são congruentes.
De fato, não estão nem na mesma 7?1'-classe devido ao teorema 6.3 pois
.«(',(P)) bcZ,«) (.«) (b.bcZ,.b«) bce b.bc#«Z''.

Proposição 6.11 Seja G tlm gra/o /undamenta/ quaZq&er e seja p &m pas
selo em G. .Então:

1. T(pÜ está na,'D-classe da, qual G é o grato fundamental;

2. «(,(P))

g. .«('(P)) ..M);

4. (,'(p)) «w);
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5. .'-(Pq) ,(p)(.«(,'(q))'',(q)) pa« p, q € G* p«''i" "«.ec«t{«';

6. 7-(p) é a menor pa/at;ra com digital p;

7. l,'(P)l l.M)l + E::;:l.«('(Ó:)) :''-(b:)l "'Z' p Z,:Z,,.. Z,* "m
k 2 0 e b{ € G para = 1,... ,k.

Prova. Seja X: = G' a categoria livre gerada por G.
Afirmamos que se p :: bibe ' . . bk C ÃI, com k > 1 e se wi e a menor

transição tal que b: = üi C G, para á C {1, 2, . . , k}, então cl(wí) = ca(wí+i)
para { € (1,2, . . . ,k -- 1}. De fato, a proposição 6.10 implica que cl(wi) e

ca(wi+i) são as menores palavras.em suas respectivas classes de congruência,
que é a mesma classe pois cl(wi) = «,(©) = «,(b{) = '-(bi+l) = '-(Ú=) =

c.n l.wi+i) .
Vamos provar os itens l e 2. Suponhamos primeiramente o caso

em que lpl = 0. Seja u C V'(G) tal que p = 1, e seja d a menor Z)-entra-
da tal que a = u. Assim temos, por definição, que l-(p) = T(1.) = d, e
7'(p) = u C V(G) está na D-classe da qual G é o grato fundamental. Como
d é uma Z)-entrada, (l,d, 1) é a única ocorrência de .Z)-entrada de d. A se-
quência de transições de d é então vazia e d = cl(cx(d)) devido ao lema 5.11.
Além do mais, temos que a(d) = lã = 1, = p, o que prova que a(7'(p)) =

a(d) = p. Suponhamos agora que p = bibe - ' 'b& C KI com k 2 1. Seja wi a

menor transição tal que b = úí € G, para { C {1,2, . .. ,k}. Assim r(p) =
«,:(.n(«,,)':.«,) - . . (.-(«,k)':«k). Como aârmamos antes, ..(«,:) («,.--:)
para { C [1, 2, . . . , k -- 1}. Usando o item l da proposição 5.12 temos pois que

r(p) 1) a;l que por sua vez está na .Z)-classe da qual G é o grifo fundamental.
Usando o item 2 da mesma proposição temos que a seqüência de transições
de ,'(p) é .«:,... ,'"k e portanto a(,-(p)) =(a;l,.. . , ãil) = b: '''Z'k = p.

Vamos provar os itens 3 e 4. Suponhamos primeiramente o caso em
que lpl = 0. Seja u € V(G) tal que p = 1, e seja d a menor D-entrada tal
que d = u. Assim temos, por definição, que 7'(p) = 1-(1«) = d. Usando a
proposição 5.5, temos que cR(d) = d = ci,(d). Como d = r(p) = .'-(1.) e
u = a(p) = «,(p), temos então que ca(,'(p)) = cR(d) = d = r(1.) = ',(1.:M)
e que ct(7-(p)) = €1(d) = d = 7-(1,) = a'-(l«(P)). Suponhamos agora que p '
bibe - . . bk C K com k ? 1. Seja wi a menor transição tal que bi = ü{ C G, pa-
ra { C {1, 2, . . . ,k}. Assim T(p) = wi(ca(u,2)':w2) . ' - (cR(u,i)':wk). Devido
à proposição 6.10 temos que cx(wi) é a menor Z)-entrada em sua classe de con-

gruência. Isto em particular implica que cn(wl) - 'r(l.=H')) - r(la(®)) -
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r(l..M). Como afirmamos antes, cz(wi) = ca(wí+i) para { C {1, 2, . . . , k-- l}.
Usando o item 3 da proposição 5.12 temos (lue ca(I''(p)) = cx(wi) = 7(1.:(,)).
De forma dual, provámos que cl(I"(p)) = cl(wk) = r(1«(,)).

Vamos provar o item 5. Suponha primeiramente o caso em que
lçl = 0. O item 3 implica que cR(a"(q)) = r(l.*M) = T(q) e portanto que
r(p)('R(,-(q))':.''(q)) = ,"(p)(.'-(q)':,''(q)) = .-(p) = ,-(pq). Supo«hemos agora

o caso em que lpl = 0. O item 3 implica que I"(p) = a'-(1.(,)) = 7'(l.*(ç)) =
.R(.'-(q)) e porta"to q«e ,'(p)(.«(,-(q))':,-(q)) = .X(,-(q))(.«(,'(q)) ',(q)) =
I'-(q) = .'-(pq). Suponhamos agora o caso em que lpl # 0 # lçl. Seja pq =
btb2 .bh C Ãl: com A ? 2 e seja .j um inteiro tal que p := bibe'-.bj e
q = bj+:bj+2'' bt. Assim, temos que wi(cR(t«2)''«,2)..-(cR(wk)':wj) =
r(p) e portanto q«e r(pq) = .«:(ca(««:)':«,2) . . - (.n(.«Ê)':.«k) = ,'-(p)u o«de
u = ('«(.«j+:)':.«j--:) ..(.*(«,*)':«,.). Como afirmamos a«tes, ..(«,;) =

cn(wí+i) para { C {1,2, . . . ,k -- 1}. Do item 3 da proposição 5.12, temos
q«e .«(.«j:-:) = '«(.'-(q)). Como u = ('X(.«j+-)''.«j---) . .(.«(««.)'',«j) =

ca(t«j+i)':.''(q) = cR(7-(q))''7'(q), de(iuzimos portanto que 7'(pq) = ."(p)u =
r(p)(.a(r(q))':,'(q)), conforme queríamos demonstrar.

Vamos provar o item 6. Suponha primeiramente o caso em que
lpl = 0. Seja u C V(G) tal que p = 1,. Suponha to uma palavra qualquer tal
que a(w) = 1.. Assim a seqüência de transições de m é vazia e, devido ao
lema 5.11, temos que m possui a única ocorrência de Z)-entrada (=o, 3/o, zo)
e Z/o = cz(ca(w)). A partir da definição de a temos (lue 1, = a(w) = IÚÕ

implicando pois que Ü = u = r(1«). A partir da minimalidade de I"(1,)
temos que r(p) = r(1,) $ g/o 5; a;oyozo = w, provando pois que 'r(p) é a
menor palavra que possui digital p neste caso. Suponhamos agora o caso
em que lpl > 0. Sela p ;: bibe ' - .bx: C X, com A 2 1. Sela m uma palavra
qualquer tal que a(w) =p = bibe ' ..bk. Da definição de a, seja wi,... ,wk a

seqüência de transições de w. Assim temos que IZ. = bi para d C [1, 2, . . . , k}.
Sejam wo = ca(w) e wA+l = cz(w). A partir do lema 5.11 temos então que
cl(wi) = cR(wi+l) para í € {0,. . . ,k}. Para { C {0,. . . ,k}, sejam deâni-
das as pala«ras Z/i = .1(.«i) = cn(.«i+:) e zí = («,o3/i')(w:Z/i'') . . . (.«{yi:) e
z{ = (z/i:wí+l) . . . (z/il:wk)(gF:wh+.). A partir do mesmo lema, a sequência
de ocorrências de transições de w é (zo,wi,zl), . . . , (rk-i,wx;,zk) que por

sua vez implica que t« = zou,izi = rowi(yÍ'to2) .. .(z/J:wk)(yi:wk+i) =

«o.«:('«(w:) :«,,) . . . (.«(.«*)':««*),.. Sejam .«;, . . . ,,«i: as me-res tran-
sições tais que wl = IDi = bi para qualquer inteiro { € {1, 2, . . . , É}. Da mini-
malidade de cada wl em sua classe de congruência, temos que w; $ wi e que
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cx(wl)'iw $ cx(w{)'lwi para iC {2,3,. .. ,k} devido à proposição 6.10.
Assim, segue de imediato que 7-(p) = w{(cx(w;)':w;) -(ca(wÍ;)':wi:) $
zot«i(ca(w2)':w2) . . - (cR(wk)':u,h)zk = t«, provando pois que T(p) é a me-
nor palavra que possui digital p também neste caso.

Vamos provar o item 7. Caso p seja o passeio vazio, temos então
que p = 1.(P) e portanto la'-(p)l = lr(l.(p))l. Suponhamos agora que p =
bibe - . b € K: com k 2 1. Seja w{ a menor transição tal que bí = 16í C G,

para { € {1,2,... ,k}. Assim '''(p) = «,i(cx(w2)':u,2) '(ca(t«i)':u'&) =

l:a(«,:)(.«(w:)':«,:)(.X(«,,)':.«,) . . ('«(«,k)':«,k). Como 'formamos a«tes,
cl(wi) = cx(wí+i) para { C {1,2,... ,k -- 1}. Por um lado, a partir do
item 3 da proposição 5.12 obtemos que cR(wi) = cR(7'(p)) = r(l.:(p)). Por
outro lado, temos que wí = r(b{) para qualquer inteiro { C {1, 2, . . . , k}. As-
sim se«do, temos então que ,-(p) = .x(.«:)(ca(.«i)':.«:) . - . (',(.«k)':.«&) =

r(1.(,))(cR(a'-(bk))':7'(bi)) ' ' ' (ca('"(bÉ))':r(bk)) o que implica que l,'(p)l -
,(l.M)l + E:;:: l.n(.''(b:))':,'(b:)l . H

6.5 Regularidade no monóide de Burnside
Nesta seção veremos algumas propriedades relativas à regularidade de uma
2)-classe de um monóide de Burnside livre. Na proposição 6.14 veremos que
o grifo fundamental de uma l)-classe irregular não possui nenhuma aresta
e possui um único vértice e na proposição 6.13 veremos que as 'H-classes
irregulares são triviais. Note porém que no caso n ;: 1, qualquer elemento
do monóide de Burnside livre satisfazendo z' = z'+" é regular.

Primeiro, veremos um exemplo de uma 'D-classe irregular. Como
o monóide .&'í é regular quando n = 1, nosso exemplo deverá super n ? 2.
Para não pegar uma Z)-classe sem nenhuma estrutura, como a D-classe de
uma letra, consideraremos uma Z)-classe com m x m elementos como a do
exemplo 6.12. Relembramos que o "eggbox picture" de uma .D-classe é uma
representação matricial da .D-classe onde em cada elemento da matriz temos
uma 'H-classe, em cada linha temos uma 7Z-classe e em cada coluna temos
uma r-classe.

Exemplo 6.12 Seja ..4 = {a, b}, sejam inteiros n 2 2 e m 2 1 e sqa .A,'t o
monóide de Burnside li'ure satisfazendo z" -- a;"'t" gerado por A. Então a
Zy-classe de Qnbn é {aiN 1 { > n, .j )' n}, e/a não possw{ nenhuma transição
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Figura 6.3 2)-classe de a"b", com n 2 2

e sua Única Z)-entrada é a"b". .4demaãs, a D-classe de a"b" é ímegaZar, sais
H,-cta,ases são thuiais e seu "eggbo= picture" é aquele da $gura, 6.3.

Prova. Seja .D = {aiP 1 { 2: n, .j ? n}. E imediato provar que as funções
Xan, XÓ«, #. e #b são funções preservadas por «'

Vamos mostrar que a D'-classe de a"b" é -D. Qualquer palavra em
Z) tem a"b" por fatos e é fator de a"+k"b"+k" .u a"ó" para k suficientemente
grande. Isto prova que qualquer palavra de 1) está na mesma Zy-classe de
a"b". Temos também que 1) é saturado por «'. De fato, se z € -D e (#,Z/) é
uma substituição por (t"+", t") ou por (t", t"+") para alguma palavra t então
n ? 2 implica que t = ak ou t = bk para algum k ? l e portanto 3/ c 1). Seja
w uma palavra na 'Zy-classe de a"b". Então existem palavras u, u' tais que
uwu' -., a"b". Como a"b" C .D e .D é saturado por «. então uwu' € .D e w é
um fatos de uma palavra de .D. Por outro lado existem u, u' C .A* tais que
ua"Z'"«' N ««. Como X.«(-"b"u') = 1 = XÓ«(u."Z,'«') e X.« e XÓ« são fu«ções
preservadas por -, segue então que X.«(w) = 1 = XÓ«(w). Como a" e b" são
fatores de w que por sua vez é favor de uma palavra de .D, segue então que
w é da forma a'bj para algum { 2: n e algum .j ? n. Assim m C Z).

E evidente que a única palavra w cujo único favor que está em .D
é a própria w é a palavra w = a"b". Assim, a única 2)-entrada em .D é
a"b". Da proposição 5.9, temos que qualquer transição em .D tem seqüência
de ocorrências de Z)-entradas de comprimento 2. Não é o que ocorre com
as palavras de .D onde existe uma única ocorrência da Z)-entrada a"b" como

Como não há nenhuma palavra da forma aiPaíbj com { ? n e .j ? n
fat;ora

a"b" anb"b   ünb" bm-l

QQnb" QQnbnb   ÜQnbnbm l

       
Qm -- l Qnbn Qm-lünbnb   Qm-l Qnb" bm -l
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em D, não existe palavra -.-idempotente em .D e portanto cada palavra na
.Zy-classe .D é -.,-irregular.

Duas palavras m = a'N e w' = a'W de .D são congruentes se e
só se #.(w) = #.(u,') e #ó(w) = #õ(.«'). De fato, como «' preserva #.
e #., w «. to' implica que #.(w) = #.(W) e #ó(w) = #ó(w'). Por outro
lado, {, i' Z n e se #.(w) = #..(W) então { mod m = {' mod m. Isto implica
que ai «. ai'. De maneira análoga, temos que #ó(to) = #b(w') implica
que P -.. ü'. Assim #.(w) = #.(w') e #õ(w) = #õ(w') implicam que
w = aiN «.at'P'= w'

Usando a proposição 5.7, as 7Z-entradas de .D são as palavras de .D
com suâxo a"b" e portanto são as palavras da forma aib" para { 2 n. Duas
tais 'R-entradas a'b" e ajb" são congruentes se e só se #.(a'b") = #.(alb") se e
só se i= .j (mod m) Assim temos m 'R'-classes em .D devido ao teorema 6.3.
De maneira dual, as .C-entradas de D são as palavras da forma a"b7 para .j 2: n
e duas tais .C-entradas a"b{ e a"Ü são congruentes se e só se { = .j (mod m) e
temos ao todo m .C'-classes em .Z). Como duas palavras w = a'P e w' = a'W
de O são co«gr«entes se e só se #.(.«) = #..(.«') e #ó(.«) = #.(.«'), temos ao
todo m x m classes de congruência possíveis. Como são m as 7Z'-classes e são
m as .C'-classes, cada 'H'-classe !em exatamente uma classe de congruência e
as 'H-classes da Z)-classe de a"b" são todas triviais. Assim temos o "eggbox
picture" da figura 6.3. H

Provaremos agora que algumas das propriedades vistas no exem-
plo 6.12 são gerais quando a 2)-classe é irregular. Na proposição 6.13 vere-
mos que as 'H-classes irregulares são triviais. Observe que este resultado é
conforme aquele já conhecido para n ? 3 e m 2 1, como pode ser visto no
corolário 8.15 j101.

Proposição 6.13 Set/am inteiros n ? l e m ? l. .Então as 'H-classes íme-
gztares de um monóide de Burnside livre satisfazendo =" - ="+" gerado pelo
alfabeto .A são todas tHuãais.

Prova. Seja uma Z)-classe irregular do monóide .A4. Basta provar que uma
%-classe desta Z)-classe é trivial, já que todas as demais têm a mesma car-
dinalidade. Seja u uma 'D-entrada tal que ii esteja nesta Z)-classe. Basta
provar que a existência de um segundo elemento na 'H-classe de ii implica
que íi é regular.

Suponha que exista uma palavra u tal que u 'H' u e u # u. Como
u .C' u, existem palavras z e 3/ tais que zu «, u e Z/u «' u. Seja uo = u e seja
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ui+l = cx(3/zu{) para todo { C N.
Vamos provar que ui -.., u «' (Z/z):u e que u: C Pref((g/zyu). Fa-

remos uma indução em {. No caso { = 0 temos que uo = u = (3/z)ou.
Suponha que { ? 0, que ui «. u «, (3/zyu e que u. C Pref((g/zyu). Observe
que (yay+:u = 3/z ((3/zyu) -, g/au «' u implica que uí.. : = cn((yay'''u) ,-
cR(u) = u devido ao teorema 6.3 e à proposição 5.5. Como ui C Pref((Z/r)iu),
temos que uí+i = ca(Z/zu{) c Pref(3/zui) Ç Pref(gr(yzyu) = Pref((3/zy+'u).

Seja z{ = ui'((yzyu) para todo { c N. Vamos provar (lue lzÍ+:l >
lzil para todo { c N. Fixemos { C N. Observe que zuí «' zu «. u 7Z' u implica
que ca(zui) «' cn(u) = u devido ao teorema 6.3 e à proposição 5.5. Assim
ca(zui) «., u # u ''' =u «' ruí implica que cR(zu{) :# zui e portanto que

cR(zuí)l < lzuÍI. Dado que ca(ru{) 7Z' zui implica que g/ca(zui) 7Z' Z/zu{,
temos que luj+:l = lcx(yzui)l $ 13/.a(zu{)l = IZ/l + l.«(zui)l < IZ/l + lnu.l =
IZ/mil. Assim l,í-.:l = lu=:((Z/zy'':u)l = 1(yzy''":ul -- luÍ--:l > 1(yny'':ul --
V-.l l(Z/«yul - lu.l ((Z/Z):u)l = lz:l.

Vamos provar que ii é regular. Sqa k = lul. Dado que lzil >
lz&.il > .. > lzil > lzol ezo:=ujtu:: 1, temospoisque lzt1 2 A:: lul.
Assim uk c Pref((yz)') pois uk,(g/zy c Pref((yr)*u) e lukl = 1(yz)'ul --
lzkl $ 1(g/z)iul -- lul = 1(vz)'l. Podemos pois definir u' = ui:(3/z)'. Por fim,
temos (lue u ' (g/z)hu = uk (ui'(yr)k)u «. u u'u implica que ii = iaíi, e ã
é regular por definição. H

No corolário 6.15 veremos que uma palavra de uma Zy-classe -u-ir-
regular possui uma única ocorrência de Z)-entrada como favor e que todas
as IZ)-entradas de uma tal 'Zly-classe são congruentes. Observe que este re-
sultado é conforme aquele já conhecido para n ? 3 e m ? 1, como pode
ser visto no corolário 8.14 j101. Este resultado pode ser melhor sintetizado
na proposição 6.14 onde provámos que o grifo fundamental de uma Z)-classe
irregular não possui nenhuma aresta e possui um único vértice. Este grifo é
fortemente conexo.

Proposição 6.14 0 grei/o /undamentaZ de ama Z)-c/asse ín'egaZar de um
mo'nóide de Bur'nside livre bati,sjüze'ndo =" ''" gera.do por um alfabeto
.A, com n ? l e m ? 1, não possui nenhuma aresta e possui xm Único uédíce.

Prova. Seja 1) uma .D-classe de .A,'t \ {l} e seja G o grafo fundamental de .D.
Suponha que exista uma aresta b C G. Vamos mostrar que .D é

uma 'Z)-classe regular. Seja w a menor transição tal que ü = b. Usando



6.5. REGULARIDADE NO MONO1DE DE BURNSIDE 77

a proposição 6.10, seja u = cn(w) a menor 'D-entrada em sua classe de
congruência e seja k = lul. Observe que ii = a(b) € V(G) Ç 1). Como G
é fortemente conexo devido à proposição 6.8, podemos escolher um passeio
q em G de u(Z)) a a(b) = ii. Assim, bq é um passeio fechado de ii a ii,
bem como o passeio p = (bq)*. Como a'-(l..(P)) = a'-(l..,(P)) = ''-(la) = u,
usando os itens 3 e 4 da proposição 6.11 temos que cR(a''(p)) = cl(7-(p)) = u
e I'(p) 'H' u. Usando o item 7 da mesma proposição, temos que lr(p)1 2
1,-(].1.W)l + kl'-(.''(Z,))':'(Ó)l 1«1 + AI.«(«')':wl ? 1«1 + k ('(P))l +
lcl(7-(P))l pois lca(w)':w1 2 l é.uma conseqüência do corolário 5.10. Assim
p'demos ãefini; u} = cX(,'(p))':,'(p)'L(.'-(P))': = u':,'(p)u': ' temos que

ii % 7-(P) = àt;h = iiu'ii. Caso .D fosse irregular, teríamos que suas llí-
classes seriam triviais devido à proposição 6.13, implicando pois que ii = íiu'ii
e portanto que ii, e portanto Z), seria regular. Assim 1) é uma .Z)-classe
regular.

Como o grafo G é fortemente conexo devido à proposição 6.8, G
possui um vértice ao menos. Como também não possui arestas caso .D seja
irregular, não pode possuir mais que um vértice neste caso. B

Corolário 6.15 71oda trens ção é -u-regular, toda paZaura «'-imeguZar tem
uma lírica ocos'êncía de 'Z)-entrada e q adsqwer 2)-entradas na mesma ly-
classe «,-irreg'alar são congv"ventes.

Na proposição 6.16 caracterizamos as 7?.-entradas regulares (e por
dualidade as .C-entradas regulares) em termos das transições.

Proposição 6.16 Sda m wma palavra -,-regular. Então w é ©ma 'R-entrada
se e só se u for su$=o próprio não vazio de uma transição em sza 'D'-classe.

Prova. Seja t uma transição na D'-classe de w e suponha que w seja suâxo
próprio não vazio de t. Sejam a,b C .A e u C Á* tais que t = aub. Assim
ub .P' u e portanto ub @' u implicando pois que ub é uma 7?,-entrada. Como
w é suâxo próprio de t temos que lwl < ltl = laubl = 1 + lubl e lwl $ 1ubl.

Como w,ub C Suf(t), temos que w é um sufixo não vazio de tzb. Usando a
proposição 5.6, temos que u é uma 7?1-entrada.

Suponha que w seja uma 7Z-entrada. Assim w é uma palavra não
vazia. Como w é «.-regular, seja r C .4* tal que w -, wzm. Da propo-
sição 5.7 temos que cl(w) é uma D-entrada de w e seja 3/ = wcl(w)''
Assim (3/, cl(w), rw) e (wr3/, cl(w), 1) são duas ocorrências de Z)-entradas de
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wzw. Seja pois (r, s, u) a penúltima ocorrência de 'Z)-entrada de wrlo. Como
(wzg/, cl(to), 1) é com certeza a última, usando o corolário 5.10, temos que
(r, su, 1) é uma ocorrência de transição de mzw. Note que su não é sufixo
de ui 2y su pois neste caso teríamos duas ocorrências de 'Z)-entradas de su
devido à proposição 5.9, e estas seriam duas ocorrências de 2)-entradas de
w, contradizendo com a proposição 5.7. Como rsu = wa;w, temos então que
lwl < lsul e m é um sufixo próprio da transição su. H



Capítulo 7

Os Grupos Maximais

Neste capítulo provaremos dois dos resultados mais importantes deste tra-
balho: o teorema da caracterização (teorema 7.5) e o teorenaa dos grupos
maximais (teorema 7.6). O primeiro será demonstrado na seção 7.2 e usará
o fortemente combinatória lema 7.3 que será visto na seção 7.1. Também
fará uso do lema 5.14 visto no capítulo 5. Na demonstração do teorema da
caracterização, usaremos vários conceitos vistos no trabalho. Explicitando
alguns: o grato fundamental de uma Z)-classe, o grupóide de Burnside li-
vre satisfazendo z" = 1 gerado por este grifo e um sistema de adequações
coerente. Já na seção 7.3 veremos o teorema dos grupos maximais, que não
somente usa o teorema da caracterização em sua demonstração, mas também
usa o teorema 4.7 visto no capítulo 4.

Neste capítulo suporemos um alfabeto .A bem como inteiros n 2: 1
e m ? 1. Sejam .A,4 o monóide de Burnside livre satisfazendo T" = Z"+m
gerado por -4 (que é estável como vimos antes), a congruência de Burnside
''' e a projeção canónica ' : .A* ---.> .A4. Sejam também definidas as relações
Green-induzidas.

7.1 O lema da substituição
A inofensiva proposição 7.1 merece algumas considereções. Quando n 2 3
e m ? 1, o semigrupo de Burnside livre satisfazendo #" = a"+m é bem
conhecido devido a outro trabalho deste autor j101. Em particular, o teo-
rema 8.12 j101 mostra que as 'Z)-entradas de .Z)-classes regulares que são as
menores palavras em suas classes de congruência correspondem a curtos de
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produções de E. Neste contexto, a proposição 7.1 que se segue é muito se
melhante à proposição 4.10 j101.

Proposição 7.1 Sela m ama Z)-entrada, seja u C .A' e sega # C suf(w) n
Pref(u"+"). .Então temos que lal $ 1u"l.

Prova. Suponha por absurdo que lzl > lu"l. Seja u = (wz'i) e seja w' = uu"
Como u",z C Pref(u"+"), temos que w = uz e m' = uu" são prefixos de
UU"+m. Como lw'l = luu"l = lul + lt;"l < lul + l#l = luzl = lwl. Assim temos
que w' é um prefixo próprio de w. Como uu" € Pref(uz) Ç Pref(uu'+") '-
uu", temos que w' = uu" 7Z' uz = w. Assim temos uma contradição com o
fato de que w' é prefixo próprio de w e com o fato de que ca(w) = m devido
à proposição 5.5. H

Como foi feito no capítulo 6, onde o exemplo 6.7 serviu de base à
ilustração de vários conceitos ao longo daquele capítulo, teremos um exemplo
que será o ponto de partida para a ilustração dos resultados a serem vistos
neste capítulo. Agora, precisaremos de um exemplo em que m > 1 e conside-
raremos um conjunto gerador de duas letras, para simplificar nossos cálculos.
O exemplo a ser considerado é o da .D-classe de ab no monóide de Burnside
livre satisfazendo z :: z3 gerado por {a,b} a ser visto no exemplo 7.2. A
prova de que o grato fundamental da Z)-classe de ab é o grafo apresentado
na figura 7.1 poderia ser feita mais facilmente que no caso do exemplo 6.7
a partir das proposições 6.1 e 6.2 e dos corolários 6.5 e 7.4. Não provare-
mos agora já que o teorema 9.2 dará uma prova mais geral. Ademais, os
resultados propriamente ditos não dependem dele.

Exemplo 7.2 Seja .A = {a,b}, sejam n = 1 e m = 2 e seja .A4 o monóã-
de de Bur'nside livre sati,sfazçndo =" -- ="t" gerado 'por A. Então o grato
fundamenta! da. 'D-cl.asse de ab é o grifo de$nido na $gKra '7.1.

O lema da substituição (lema 7.3) é bastante combinatória e exten-
so. Supondo que (w',m) seja uma substituição por (u"+",u"), o lema 7.3
implica que o(W) = a(w) se u" P' w e que (a(w'), a(t«)) é uma substituição
por (n", 1.) para algum passeio a no grifo fundamental de ü, com início e
término num mesmo vértice u, se u" 2y w. Antes porém, consideraremos uma
verificação destes fatos para palavras na Zy-classe tratada no exemplo 7.2.

Considere o exemplo 7.2. Seja dada a palavra w = abbaaab. Co-
mo c(w) = c(ab) temos pois que w Zy ab devido ao item l da propo-
sição 6.1 e o grifo fundamental de a é aquele visto no exemplo 7.2. Assim,
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ab

baab 1 1 bab aba 1 1 abra

©
ba

Figura 7.1: Grifo fundamental da l)-classe de ab no monóide de Burnside
livre satisfazendo z :: r3 gerado por {a, b}

(l, ab, baaab), (ab, ba, aab), (abbaa, ab, 1) é a se(lüência de ocorrências de c-
entradas de w implicando pois que a seqüência de transições de w é wi, w2 ::
alba, baaab devido ao lema 5.11. Assim a(w) = (abra, baaab) = (abra, bab).
Seja a palavra w' = abbaabaabaaab. Sua seqüência de ocorrências de 'Z)-entra-
das é(l, ab, b-Z,-Z,a-b),(ab, b«, ab-b"«b),(abb«, ab, aab-aZ'),(.bb«, ba,
abaaab),(abbaaba, ab, aaab),(abbaabaa, ba, aab),(abbaabaabaa, ab, 1) e usando
o lema 5.11 temos que sua seqüência de transições é wi, wl!, w;, wâ, wi, w6 '
abra, baab, aba, baab, aZ,a, ba-b. Como baaaZ, = bab, obtemos então a(.«') =

(alba, baab, aba, baab, aba, bab). Observe que (w, w') é uma substituição por
(baa, (baa);), que baa Zy w e (lue wÍ ' wi, wi = w2 e wá,wi = w;,to;, de

acordo com o item 2 do lema 7.3. Ademais, (a(w'), a(w)) é uma substituição
por ((baab,aba)', IÜ,). Seja w" = abbab. Sua seqüência de ocorrências de
2)-entradas é (l, ab, bab), (ab, ba, b), (abZ,a, ab, 1) e sua seqüência de transições
é alba,bab. Assim a(w") = (alba,Z,aZ,). Observe que (w",w) é uma substi-
tuição por (a, aa), que a .P' w, que as sequências de transições têm mesmo
comprimento e suas transições são, sequencialmente, duas ,g,duas congruen-
tes, como no item l do lema 7.3. Ademais, o(w) = (abra, baZ)) = o(w").

Lema 7.3 (lema da substituição) Sejam w,W,u C ..4+ e s,t C .4' ta s
qae w = SURF e w/ := SUn+mt. Sqa wl,w2, . . ,mA a seq iénc a de transições
de w e seja wÍ,wl!, . . . , wi;, a seqüêncÍa de transições de W
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.í. Se u" .P' w então;

(.) k'
rb) wl «.' w{, para i = 1, . . . , k

2. Se u' 2y w então ezàstem Z > 0 e 0 $ .j $ k ta s q e

ra) k' = k + mZ;

rb) wl = wí, para { = 1, . . . ,j;
rC) U';+i - t";+i+l ' ' ' ' ' t''j+i+(m Ui, p'ra i

rd) WI = W{.ml, para { = .j + mJ + 1, . . . , k'

1, , z;

Prova. Sejam wo = cn(w) e wx;+i = cl(w). A partir do lema 5.11 temos
então que cl(w{) = ca(wi+i) para { C {0,... ,k}. Para { C {0,... ,k},
sejam as pala"ras y. = cl(.«:) = .a(«,i+:) e z. = (,«oyi:)(.«-Z/Í:) . . . (wigÍ:)
e zi = (3/i:wi+i) . . (3/i.l:wi)(g;'wk+:). A partir do mesmo lema, a seqüência
de ocorrências de transições de w é (zo, wi, zi), . . . , (rl:-i, wk, zk) e a seqüên-
cia de ocorrências de Z)-entradas de w é (zo,3/o,zo), . . , (zk,yk,zk). Sejam
wi = eR(W) e wi;,+: = c (w'). A partir do lema 5.11 temos então que
cz(w!) = eR(wl+:) para { C {0, . . . , k'}. Para { C {0, . . . , k'}, sejam de6nidas
as p'la"ras 3/! = .z(«,;) = .a(.«:...:) e zl = (.«igl,':)(wígÍ':) . ..(.«IZ/I':) e
z! = (y;''w!+:) . . - (Z/l:,.:':wÍ;,)(g/l:,':wÍ;,+:). A partir do mesmo lema, a se-
qüência de ocorrências de transições de W é(al), w;, zÍ), ... ,(gl;,.:, wÍ;,, zÍ:,) e
a seqüência de ocorrências de 2)-entradas de w' é (#l), 3/i, zi), . . . , (zi;, , g/Í;, , zl:,).

Ao conjunto das ocorrências de l)-entradas de m chamaremos de
F e ao conjunto das ocorrências de .D-entradas de w' chamaremos de .F'
Relembramos que estes conjuntos são incomparáveis segundo a ordem das
fatorações $ definida por (a,3/,z) $ (z',g/',z') se e só se lrl ? la;'l e
z1 2 lz'l e que são totalmente ordenados pela ordem das ocorrências
definida por (z,3/,z) -< (z',3/',z') se e só se lzl < l#'l (ou equivalentemente
por (z,3/,z) -< (z',y',,') se e só se lzl < lz'l). Os co«juntos .F e F'' são
totalmente ordenados por -< e esta será a ordem natural a ser considerada
nos mesmos. l)izemos que uma função p : F ---} .F' preserva a ordem se
dados /, g C F' tais que / -< g então temos que P(/) -< P(g). Ademais, para
C', .D Ç F (ou C', .D Ç -F') dizemos que C -< .D se toda fatoração em C' for
menor que qualquer fatoração em .D.

Seja / = (z,3/, z) C F. Como w = z z = su"t, temos que existem
quatro casos possíveis a serem analisados:
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1. 1,1 < 1sl e l;l ltl;

2. lzl < lsl e lzl < ltli

3. lal ? lsl e lzl ? ltli

4. lzl ? lsl e lzl < it

Estes quatro casos definem um particionamento das fatorações de F em Fi,
F2, & e F4 conforme as fatorações se enquadrem nos casos 1, 2, 3 ou 4,
respectivamente. Como w' = su"+"t, uma fatoração /' = (z,z/,z) € F'

pode enquadrar-se nos mesmos quatro casos e da mesma forma deÊnimos
as partições de F': .lq, Py, .Zq e PZ. Das definições, segue de imediato que
FI < F2 u F3 < Fó e que Fll < .ry U ry < PZ.

Vamos provar que u" lly m .+::::bP Unam 1)/ WI .+::::> F3:# 0 '+;::> ry #
0 :::#P F2 ' 0 ' F2' Como u" -' U"+m e w -., w', temos de imediato que
Un l)r m .+::-> Unam .D/ w/. Vamos primeiro provar que u" 'Zy m .+::;:;)-P F3 #
0 ;:::> F2 ' a. Suponha que u" Zy w. Seja (z,3/, z) uma ocorrência de c-
entrada de u". Como u" Zy w = su"t, temos (lue (sz,3/, zt) é uma ocorrência
de Z)-entrada de w. Como (sz,y,zt) c F3, temos que F3 # 0. Suponha
agora que & # 0 e seja (z,3/,z) C F3. Da própria definição de F3, temos
que (z,3/,z) 5; (s,u',t) e que g C Fat(u") Ç Fat(w). Como qualquer fator
de w que tenha por fator uma 'D-entrada de to está na .Zy-classe de w, segue
de imediato que u" Zy to. Caso exista / C F2, das próprias definições de Fa
e F2, temos que (z,Z/,z) 5; (s,t,",t) < /, o que é uma contradição com a
minimalidade da ocorrência de 'Z)-entrada /. De maneira análoga podemos
provar que u"+" .Zy w' .+::->. .f% # 0 ::::+ Py :: 0.

Construiremos uma função p : .F ---} F' que preserva a ordem e é
injetiva. A mesma será definida por partes e terá o seguinte comportamento
em cada .fÜ:

1. p estabelece uma bijeção de .F} em Fi', para ã 1,2,4;

2 p estabelece uma injeção de F3 em F:, e para todo (z',y',z') C Py
temos q« (a', y', z') c ç'(.&) «:::+ lz'l ? lu"tl.

Observemos primeiramente que o fato de que p (ou qualquer res-
trição sua a um domínio menor) preserva a ordem já implica que p é injetiva.
De fato, se p preserva a ordem, dadas / e /' duas fatorações distintas em
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F, temos que / -< /' ou /' -< / já que -< é uma ordem total em .F. As-
sim, V'(/) -< P(/') ou ç'(/') -< P(/), respectivamente. Em qualquer caso,
P(/) # V'(/') e p é injetiva.

Vamos definir çplr . Seja / = (z,g/,z) C Fi. Assim zg/z = su"t e

lzl < lsl e lz1 2 1tl. l)efinimos ÇP(/) = /' = (3',y',z') = (z,3/,(zt':)«"t).
Como «'Z/';' = ,g(,t':)«"t = ((zg/,)t':)«"t = ((s«"t)t':)«"t = «"«"* =

w', temos que /' é uma fatoração de m'. Como (z, g/, z) é uma ocorrência de
Z)-entrada de to, temos que g/' = 3/ é uma Z)-entrada e que y' = y 'D' w «-' w
Assim /' = (a',y',z') é uma ocorrência de 'Z)-entrada de w'. Como lr'l =
lzl < lsl, como lz'l = lzl + lu"1 2: 1tl + lu"l ? ltl, temos que /' € F:. Assim
plP. é bem de6nida e temos que plP. : Fi ---+ PIÍ.

Vamos provar que plP. é uma bijeção de Fi em Fi' e que preser-
va a ordem. De fato, dadas duas fatorações (z,Z/,z) e (z',g',z') em .Fi,
temos que (z,y,,) -< (z',3/',,') 4-:> lzl < la'l <::::> (z,y,(,t':)«"t) -<

(z', g/', (z't':)u"t) <:::::> plp ((z,3/,z)) -< plr.((r', y', z')), o que prova que

plr. preserva a ordem. Isto implica que Pln é injetiva conforme visto antes.
Falta-nos provar que ç'(Fi) = F:. Para tanto tomemos /' = (r', g/', z') € Fi'

uma ocorrência de 2)-entrada de w'. Assim z'Z/'Z' = SUn+"t e la'l < lsl
e lz'1 2 1tl. Primeiro mostraremos que lz'l ? lu"tl. Caso lz'1 2 1u"+"tl
nem há o que provar. Considere o caso em que lz'l < lu"+"tl. Daí, z' é
sufixo de u"+"t já que z'g/'z' = su"+"t. Seja pois u = (u"+"t)z'':. Como
/' é uma ocorrência de Z)-entrada de w', temos que g' é uma Z)-entrada.
Como .u = .(«"''"t)''': = («"''"t);'': = ««'.'': = (z'3/','),''' = #'y'
e lz'l < lsl temos que u C Suf(g/'). Como uz' = u"+"t e lz'l ? ltl, te-
mos que u C Pref(u"+"). Pela proposição 7.1 temos que lul $ 1u"l, donde
uz' = u"+"t implica que lz'l ? lu"tl. Vede a figura 7.2. Assim podemos

Figura 7.2: Fatoração /' em .FIÍ
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definir / = (z,y,z) = (a',3/', ;'(«"t)':)t). Como =3/z = z'3/'(z'(«"t)':)t =
(a'3/'z')(u"t)':t = «,'(«"t)':t = (su"«"t)(u"t)':t = s«"t = «,, temos que
.f é uma fatoração de w. Como /' é uma ocorrência de Z)-entrada de
w', temos que 3/ = 3/' é uma 'D-entrada e 3/ = y' 7y w' -, w. Assim
.f é uma ocorrência de Z)-entrada de w. Como lzl = lz'l < lsl, como
lzl :: lz'l -- lu"l l? lu"tl -- lu"l = ltl, temos que / c F'i. E fácil verifi-
car que P(/) = /'. Daí concluímos que P(FI) = FÍ.

Vamos definir plr4. Seja / = (n,3/,z) C F4. Assim zyz = su"t e
lz1 2 lsl e lzl < ltl. Definimos P(/) = /' = (a',3/',z') = (s«"('':z),z/,z).
Como «'y',' = «"(.':z)g/; = «"(.''(zyz)) = «"('''(«"t)) = s«"«"* =

w', temos que /' é uma fatoração de w'. Como (n, Z/, z) é uma ocorrência de
1)-entrada de m, temos que y' = 3/ é uma D-entrada e que Z/' = 3/ D' w -, w'
Assim /' = (z',3/',z') é uma ocorrência de l)-entrada de m'. Como lz'l =
lal + lu"l ? lsl + lu"l ? lsl, como lz'l = lzl < ltl, temos que /' c .fi''. Assim
plPó é bem definida e temos que Virá : F4 --'> PX.

Vamos provar que plP4 é uma bijeção de Fó em PZ e que preser-
va a ordem. Dadas duas fatorações (a,g,z) e (=',y',z') em Fó, temos que
(,,3/,z) -< (a',3/',,') 4-+ l,l < 1«'1 <::::> 1,1 + 1«"1 < 1«'1 + 1«"1 +->
1«"(.':,)1 < 1«"('':,')1 <:::::> («"(s':z),y,,) -< (s«"(' :,),3/,;) '+::>
PIPO((z, 3/, z)) < glP ((z', 3/', z')), o que prova que glP4 preserva a ordem. Isto
implica que plr4 é injetiva conforme visto antes. De forma perfeitamente dual
à prova de P(Fi) = FI' vista na prova de que plP. é uma bijeção, podemos
provar que P(&) = F:.

Vamos definir (plP2 e mostrar que glP2 preserva a ordem e é uma
bijeção de F2 em /y Adiantamos que plP2 será definida por plP2((z, 3/, z)) =
(z, (3/(tz'')':)u"(tz :), z). Primeiramente, fixemos z um prefixo próprio de
s e z um sufixo próprio de t. Definiremos algumas palavras e fatorações
em função de z e z. Definamos 3/ = (z':s)u"(tz :), z' = z, z' = z e
Z/' = (z':s)t,"+"(tz':). Definimos / = (z,3/,z) e /' = (z',g/',z'). Assim
temos que / é uma fatoração de m pois z3/z = a;(z':s)u"(tz':)z = su"t = w
e /' é uma fatoração de w' pois z'3/'z' = g(z :S)U"+"(tZ':)Z = SU"+mt = W'
Vamos primeiro provar que / é uma ocorrência de 2)-entrada de w se só
se .f' for uma ocorrência de D-entrada de to'. Seja a a primeira letra de
(z':s), e portanto de Z/ e de 3/'. Seja b a última letra de (tz':), e por-
tanto de 3/ e de y'. Ora, 3/ = (a':s)t,"(tz':) «' (z :s)u"''"(t;':) = z/'
Ademais temos que yb-' = ((z':s)u"(tz':))b': = (z':s)u"((t; :)b'') «'

(z':s)u"''""((t;':)Z,':) = ((z :s)u"''""(t,''))b': = g/'b :. De for"-a dual po-
demos provar que a'l3/ «., a lg/f. Assim temos que 3/ 7?,' Z/b'i -+:::+ 3/' 7Z' yíb'l
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e que 3/ .C' a':g/ .+::::> Z/' .C' a-:3/'. Portanto, g/ = eR(y) '$::+ 3/ R' 3/b-:
y' @' g'b'' -i-::> 3/' = eR(y') e 3/ = €1(Z/) '+::+ y 4' a '3/ .$::+ a-'g/' #'
a-t3/' -+:::-> Z/' = cZ(y'). Usando a proposição 5.5, segue de imediato que 3/ é
uma 'D-entrada se e só se Z/' for uma Z)-entrada. Como 3/ Zy w -$::+. Z/' 2y w ,
temos que .f é uma ocorrência de 2)-entrada de to se só se /' for uma ocor-
rência de Z)-entrada de w', concluindo a primeira parte da demonstração.
Como para toda ocorrência de l)-entrada em F2 existem # e z tais que
a ocorrência de D-entrada em questão seja /, sendo que neste caso a fa-
toração /' é uma ocorrência de Z)-entrada de w' com /' € .ry, deânimos
P(/) = /'. De fato, esta definição coincide com a definição que já havíamos
adiantado pois (3/(tz':)':)u"(tz'') = ((r''s)u"(tz':)(tz':)'')u"(tz':) =
(z''s)u"u"(tz':) = y'. Dadas duas fatorações (ai, Z/{, z{) e (zj, gj, zj) em F2,
(n.,3/:,;.) -< (rj,3/j,zj) 4:-> lz.l < lrjl «-:> (z.,(Z/:(t.i:)':)«"(tzi:),z.) -<
(zj, (z/j(t4':)':)«"(tzi:), ;j) <-:+ plP2((z{, 3/., ;i)) -< plP2((aj, 3/j, zj)), o que
prova que plP2 preserva a ordem. Isto implica que plP2 é injetiva conforme
visto antes. Também verificamos que P(F2) = Py pois para toda ocorrência
de .D-entrada em F; existem z e z tais que a ocorrência de 'Z)-entrada em
questão seja /', sendo que neste caso / é uma ocorrência de 2)-entrada de w
com f € Fa e f' = IPç.f).

Vamos definir plr3' Seja / = (a,y,z) C F3. Assim zg/z = su"t e
lzl ? lsl e lzl ? ltl. Definimos ç'(/) = /' = (=',3/',z') = (z,Z/,(zt ')u"t).
Como z'y',' = .3/(,t':)«"t = ((zg/,)t':)«"t = ((«"t)f':)«"t = s«"«"* =

w', temos que /' é uma fatoração de m'. Como (z, y, z) é uma ocorrência de
Z)-entrada de w, temos que Z/' = y é uma Z)-entrada e que Z/' = y 2y w --' w'
Assim /' = (z',3/',z') é uma ocorrência de Z)-entrada de m'. Como lr'l =
laçl ? lsl, como lz'l = lzl + lu"l ? ltl + lu"l ? ltl, temos que /' € F3. Assim
plP3 é bem definida e temos que plP3 : F3 --"> Py.

Vamos provar que plP3 é uma injeção de F3 em PZ, que preserva a
ordem e que se (z',y',z') € F: então (z',3/',z') € v'(F3) <::::> lz'l ? lu"tl.
Dadas duas fatorações (3,y,z) e (z',Z/',z') em F3, temos que (z,3/,z) -<
(n',3/',z') +-:> lzl < lz'l <:+ (a,3/,(,f':)«"f) -< (z',3/',(z't :)«"t) <::::+
plp3((a,3/, z)) -< glP3((z', Z/', z')), o (lue prova (lue y'lP3 preserva a ordem. Is-
to implica que plP3 é injetiva conforme visto antes. Falta-nos provar que
se (z',3/',;') € 4 e«tão (a',y',;') € ç'(Fa) +:+ l.'l ? l«"tl. Seja /' =
(z', 3/', z') C F: uma ocorrência de l)-entrada de m'. Suponha que /' C P(F3)
e seja / = (z,3/,z) C F3 tal que P(/) = /'. Da definição de g temos que
lz'l = 1(zt':)u"tl = lzl + lu"l ? ltl + lu"l = lu"tl. Suponha agora que
z'l ? lu"fl. Assim podemos definir z = z', 3/ = Z/', z = (z'(u"f)':)t e / =
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(,,3/,z). Como «3/; Z/'(;'(«"t)':)t = (z'Z/''')(«"t)':t = ««'(«"t)''t =

(sü"u"t)(t,"t)':t = su't = u,, temos que / é uma fatoração de w. Como /'
é uma ocorrência de 'Z)-entrada de m', temos que y = 3/' é uma 'Z)-entrada
e y = y' 2y w' «, w. Assim / é uma ocorrência de D-entrada de w. Como
lzl = lz'1 2: lsl, como lzl = lz'l -- lu"1 2 1u"tl -- lu"l :; ltl, temos que / c F3.
É fácil verificar que P(/) = /' e portanto que /' C P(F3).

Em suma, definimos:

(., z/, (;t :)«"t),
(,, (3/(tz':) :)«"(t.':),.),
(«"(.':,) , 3/, z) ,

se (z, 3/, z) € Fi + F3;
se (z, 3/, ;) C F2;
se (z, Z/, ,) € F4.

ç'((., y, ,) )

Suponha que u" 'P' w. Vamos concluir a demonstração para este
caso (item l do enunciado) provando que k = k' e que wi «' w: para i '
1, . . . , k. Como já vimos anteriormente, neste caso, temos que F3 = F: ' a
Já vimos também que Fi < F2 < F4 e que F! -< F; -< .f%. Como plP.

preserva a ordem e estabelece bijeção de .R em Fi', para í - 1, 2, 4, temos que
p estabelece bijeção de F em F' e preserva a ordem. Assim, k = k' e temos
o subitem la. Seja /. = (zi,yi,zi) e .a = (zl,3/!,zl) para ã = 0,1,... ,k.
Como p preserva a ordem, como as seqüências de ocorrências de .Z)-entra-
das de w e de w' são ordenadas por ocorrência, temos que P(.fi) = .H para
á = 0,1,.. . , k. Fixemos { C {l,... ,k}. Para provar que w{ = ri-i-iwzí-i «,

z {.i'iw'zi-i :: w; analisaremos a que partições pertencem /.-i e /.. Temos
três casos a analisar:

l .Ê.l, /. c Fi. Neste caso temos que a;:.: = ai-i e (lue zl ' (zit':)u"t
Assim temos que t": - zl.:':w','.': = "i.i-:(su"u"t)((zit':)u"t)': =

(s«")(,:t':)':(«"t);.': :-:'"':-'
2. /t.l C & U P2 e ./i C F2 U .F4. Neste caso temos que zl.i = gi-l e

zi.il < lsl. Também temos que z! = zi e lzíl < ltl. Assim temos que
«,! .:-'«,','-:(«"+"t);:': ':s)«"'''"(tz:':)
(..-:':s)«"(t,:':) :':(s«"t)z.': :'";:-:

3. .A-i, /. € F4. Neste caso temos que z;.i = su"(s :ri-i) e que zl = zi
Assim temos wl = z':.:':.«','.-: = (s«"(s':zi-t))':(s«"«"t)z{ :

(.':,.-:)':(«'t)*.':(«"t),.': :-:'";:-:
Em suma, provámos o subitem lb pois nos casos l e 3 vimos que wl
no item 2 vimos que m; «' mi.

'to{, e
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Suporemos a partir de agora que u" Zy m. Isto implica, como
já vimos, que F3 # 0 # /% ' Fa ' 0 ' 1y. Seja /. = (içí,gí,zi) para
i= 0,1,... ,k e seja ./! =(zl,Z/!,zl) para { = 0,1,.. ,k'. Já vimos que
.a C ç'(F3) -+ lzll ? lu"tl e que .a € F: \ ç'(F3) :::> ltl $ 1z11 < 1u"tl. Isto
em particular implica que P(F3) -< F: \ P(F3). Vamos particionar F: \ P(F3)
em {G«-i, . . . , Go} onde

.G c c« l«'tl $ 1zll < 1«"''":tl

para h = 0, 1, . . . , m -- 1, para cada .a € F: \ P(F3). Assim P(F3) -< G.-t -<
-<Go. Seja.Ho={.CcF! lsl $ 1z:l < lsul}.

Vamos definir uma função é? : F: \ Go \ .Ho por

0((«, 3/, z) ) («(.':z) , 3/, ,(«t) ' :t)

Suponhamos que / = (z, g/, z) € .fq\Go. Assim temos que aç3/z = su"+"t, que
lzl ? lsl, que lzl ? lutl e podemos de fato deânir 0(/) = /' = (z', y', z') =
(su(s':z), 3/, z(ut)':t). Por conseguinte, podemos verificar que /' é uma fa-
toração de «,' já que z'3/',' = «(. :a)3/,(ut)':t = «(s :(rg/;)(ut)'')t =
s«(.':(s«"''""t)(«t) :)t = «(«"''" :)t = «"''""t Como / é «ma
ocorrência de Z)-entrada de w', temos que g' ;; 3/ é uma 2)-entrada e que
g' = y Zy w'. Assim /' é uma ocorrência de Z)-entrada de to'. Como
z'l = lzl -- lul ? lutl -- lul = ltl, como lz'l = lzl + lu1 2 1sul, temos que
/' € F: \ -Ho. Assim 0 é bem definida e temos que 0 : ry \ Go ---> F: \ .27o.

Vamos mostrar que 0 : .ry \ Go ---> .rq \ .17o é uma bijeção que pre-
serva a ordem e que 0':((z,3/, z)) = (s(su)':z, y, (zt':)ut). Vamos primeiro
provar que 0 preserva a ordem. De fato, dadas duas fatorações (z,3/, z) e
(z', 3/', ;') em .q\Go, temos q«e (z, 3/, z) -< (z', 3/', ;') +::+ lzl < l#'l «-:> lzl+
1«1 < 1.'1 + 1«1 +:::> 1«('''z) < is«(s':z')l +:::::> («(. :z),g/,,(«t)':t) -<

(su(s''z'), 3/', ;'(ut)':t) <::::::> 0((r, Z/, z)) -< 0((z', g/', ;')), o que pro" que 0
preserva a ordem. Isto implica que 0 é injetiva conforme visto antes. Falta-
nos calcular 0-: e provar que 0(F: \Go) = F! \Ho. Para tanto tomemos /' =
(z', g/', z') C Py \ .Ho. Assim temos que lz'l ? lsul e lz'l ? ltl. Definamos / =
(z, z/, z) = (s(su)':z', g/', (z't':)ut). Temos que / é uma fatoração de w' pois
s(«)':,'3/'(;'t':)«t((«)':(a'3/'z')t':)«t(«)':(s«"''""t)t'')«t
S(U"+"'l)Ut = SU"+mt = m'. Como .f' é uma ocorrência de Z)-entrada de
w', temos que y = 3/' é uma 2)-entrada e Z/ = Z/' ly m'. Assim / é uma
ocorrência de Z)-entrada de m'. Como laço = lz'l -- lul ? lsul -- lul = lsl, como
lzl = lz'l + lu1 2 1tl + lul = luta, temos que / € F! \ Go. É fácil verificar
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que 0(/) = /' e que portanto 0-:((r', 3/', z')) = (s(su)':z', y', (z't':)ut). Oaí
concluímos (lue 0(F: \ Go) = F: \ .Ho.

Por ora, seja h c {0,. .. ,m -- 2}. Vamos mostrar que Olc.+:
Gh+i ----} Gh é uma bijeção. Naturalmente, Gh+l,Gh ç F: \ P(F3) ç .Z%.
Como h+1> 0, de fato Gh+i Ç F:\Go. Suponha/ =(z,y,z) € Gh+t.
Por definição, temos que luh+:tl $ 1zl < luh+2tl. Como 0((z,3/,z)) =
(s«(s''z),y,z(t,t)':t) e l,(ut)':tl = lzl -- lutl + ltl = lzl -- 1«1, tem's que
luhtl $ 1z(ut)'itl < luh+:tl o que implica que 0(/) C Gh. Isto prova que
0(Gh+i) Ç Gh. Suponha /' = (g',y',z') qualquer fatoração em Gh. Por
deânição, temos que luhtl $ 1z'l < luh+itl. Antes de prosseguir, provaremos
que Gh Ç Fs \ J7o. Suponha por absurdo que /' C Ho. Neste caso temos
que lsl $ 1z'l < lsul. Como (SU,U"+m-h-2,U'+:t) é uma fatoração de w' e
lz/l < lu +ltl e lr'l < lsul, temos que u"+"'h-2 é fator próprio de g'. Portanto
u" é fatos própriode 3/' pois h $ m -- 2 implica que u" C Fat(u"+"'h-2). Isto
é uma contradição com o fato de que g' é Z)-entrada de w' e u" Zy w «., w'
Assim, G« Ç .q \ .Ho. Como 0-i((«',g/',z')) = (s(s«)':r',3/',(,'t'')«t).e
l(z't':)utl = 1,'1--1tl+lutl = lz'l+lul, temos que lu"':tl $ 1(z't':)utl < lu'+'tl
o que implica que 0':(/') € Gh+l. Isto prova que 0(Gh+t) 2 GK. Assim
0(Gh+t) = Gh. Como 0 é bijeção, segue que OIC«.: : Gh+t ---> Gh também o

Vamos definir J e .j tais (lue 'P(/.) = .H se 0 5; { $ .j e 'P(/i) = .C+«i
se .j + l $ { $ k. Já vimos que F pode ser particionado em {Fi, F3, FÓ} com

Fi < F3 < F4. Já vimos que .F' pode ser particionado em {Ft',9(F3), F3 \
p(F3),F!} com Fi' -< y'(F3) -< .q \ g(F3) -< ry. Como p estabelece bijeções
que preservam a ordem de Fi em .Zq, de F3 em P(F3) e de Fó em PZ, temos
que p preserva a ordem em -F. Ademais, IPi'+P(Pa)l = IFl+F31 e IF41 = 1F4
Como & # 0, seja .j = IFI + F31 -- l tal (lue /J seja a maior fatoração em F3,
segundo -<. Então se 0 $ { $ .j, temos que /. C Fi + F3, e que P(/.) = ./! €

Fi'UP(F3). Como 0 estabelece bijeção de Gh+t em Gh para h C {0, . . . , m--2},
seja Z a única cardinalidade de cada Gh, para h € [0, . . . ,m -- 1}. Assim a

cardinalidade .f% \ 9(F3) é mZ. Assim, se .j + l $ { $ k, temos que .Ê C Fó e
que y'(/.) = .C+.i € q

Em particular, temos que /É, = P(/k) = /k+.z, o que implica que
k'=k+ mZ.

Observe que Gh - {.C l .j + (m -- 1 -- h)Z + l $ { $ .j + (m -- /z)Z}
pois F: \ P(F3) pode ser particionado em {Gm-l, . . . ,Go} e Gm-l -< ' ' ' -<
Go. Como 0 preserva a ordem e estabelece bijeção entre Gh+t e Gh para
h cÍO,...,m -- 2}, temos que 0(.C) = .C+Z para j < { $ .j +(m -- l)Z.

e
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Vamos mostrar que Z > 0 e que 0(.G) = .C+i também para i -

.j. Como .8 = V'(/J) C y'(P3) Ç F: \ Go, temos que 0(.8) é definido e
seja .j' tal que .a, = 0(.8) = (su(s':z;),3/;,z;(t,t)''t). Assim segue que
lz;,l = lsu(s'iaj)l = laçjl + lul e que .8 -< .a,. Vamos primeiro mostrar que
.8, C G..:. Temos q« l;;,l («t)''tl 1«1. Como .a € P(&),
temos que lzjl ? lu"tl e portanto que lz;,l = lzjl -- lul ? lu"tl-- lul = lu" itl.
Suponha por absurdo que /J{, € P(F3). Neste caso, já que p preserva a ordem,
temos que /J = p':(.C) -< p :(.a,) € p':(y'(F3)) = F3, contradizendo com

a escolha de .j. Assim, .G, gl P(Fa). Como .8. C F: \ P(F3), temos que
lzÍ'l < jumtl. Como lu"'it1 < 1;4,1 < 1u"tl, temos que /JI. C (;«.i conforme
queríamos demonstrar. Donde, Z = IGm-il > 0. Falta-nos provar que 0(/J{) =
/; +l' Vamos primeiro provar que /JI, é o maior elemento de G.-i segundo a
ordem <. Suponha por absurdo que exista p' tal que /; c G..i e /;{. < /b.
Assim lu"':tl $ 1z;l < lu"tl. Como .8, = 0(.8) C' Py \ .Ho, temos qüe
lzP'l > laj'1 2 lsul e /; € F! \ Ho. Assim, é?':(/;) é definida e seja p tal
que .a.= 0''(/;) = (s(su)''z;,3Ü, (z;t'')ut) c F: \ Go Ç 4. Assim lzÍ,l =
(z;t':)utl = lzbl + lul ? lu"':'tl + lul'= it,"tl. Donde, .a C V'(F3) e /p é F3.

Como 0 preserva a ordem e .8, -< /;, temos (lue E ' 0 :(.a,) -< 0':(/;) = .8
Como p preserva a ordem, temos que .6 - p''(.8) -< p':'(.8) = /p' c F3, o
que é uma contradição com a escolha de .j. Assim não existe tal p' e /;, é
o maior elemento de G.-t conforme desejávamos provar. Como este maior
elemento é justamente .G+i, temos finalmente que 0(/1) = .a. = .8+i

Vamos provar que z;+.i = su"(s':zj). De fato, .C+., = 0"(.8) =
(su"(s':z;),3/;,.z;(t'"t)':t). Como # = ç'(/J), temos que zlí = =j. Assim
,}+..

Vamos concluir a demonstração para o caso u" D' w (item 2 do
enunciado). Já escolhemos os inteiros Z e .j conforme desejado. Já provámos
que k' := k + mJ, implicando o subitem 2a. Suponha que l $ { $ .j. Assim
/..i, /. C Fi + F3- Como .a.: = P(/.-i) e /; = ç'(/,), a partir da definição
de p segue zl.: = a;i-i e z{ = (zit':)u"t. Assim w! = z'{ :'tWz!-i -

(«"«"t)((,:t':)«"t)': = z:-:':(«")(;:t':)': (s«"t).i' =

wzi 1 = wi. Isto prova o subirem 2b. Suponha agora que .j + l 5;
á $ .j + (m -- l)Z. Assim .a € (F: \ ç'(F3)) \ Go. Neste caso temos que
.C+Z = 0(.H) e que .C+t.: = 0(./:-1). Da definição de 0 temos que #l+...
su(s':z;.:) e que z +i = z!(t,t)''t. Assim temos t«l+, = r'j+z.i':w'''i+i'
(s«(.'',;.:)) :(«"'''"t)(zl(«t)':t)': ':,;.:) :(«"'''" :)(;{(«f)'')':
zi-:-:(su"+" :ut)z;'' = #..: :w'z!-: = ml. Isto prova o subitem 2c. Supo-



7.] OLEj\4A DASUBSTITUlçAO 91

nha por fim que .j + mZ + l $ í $ k + mZ. Neste caso temos que /.-«i c F4
Como .H = P(.fi-«l), a partir da definição de g segue que z: = zi-.z. Caso
.j + mZ + 1 < {, temos que /i..i-i C F4, que .H.t = P(/. «z-l) e da definição
de p segue que z:.: = su"(s':zi-.z.i). Caso .j + mZ + 1 = {, como zlÍ+.l '

su"(s':zj) também segue z;.: = SU"(S :Zi-ml-l). De toda forma temos que
,''.:':«,' = («"(S''r:-.,.:))':(S«"«"t) = (S':,.-...:)':(«'t) ".-m.--':(""t)
rí-mZ-l' w e portanto que w: :: z'i.:-lwfzfi-l :: zi l-l'lwzi..t-l ::
wi..i. Isto prova o subitem 2d e conclui nossa demonstração. H

No corolário 7.4 vemos uma aplicação do lema 7.3 que nos leva à
caracterização das transições congruentes.

Corolário 7.4 .Z)uas transições aub e a'u'b', com a, a', b, b' C .A e u,u' c .A*,
são congruentes se e só se a = a' e b :: bl e u «J u/. ,4demais, a menor
transição numa classe de congr êncÍa é também a menor palavra nesta classe.

Prova. Seja .5 uma função que aplica uma palavra w c .4+ no conjunto
{(a, ã, b) l a, b c .Á e «' C .A' e aub é uma transição de l"}.

Vamos provar que «' preserva õ. Para tanto basta considerar o caso
em que tenhamos to, w', t; C .4+ e s, t € .A' tais que w = su"t e w' = su"+"t
e provar que 5(w) = õ(w'). Considere todas as definições do lema 7.3 bem
como as de sua demonstração. Caso u" ly w, o item 2 do lema 7.3 im-
plica que toda transição de w é transição de w' e vice-versa, não mais ten-
do o que provar. Suponhamos agora que u" .P' w. Neste caso vimos que
k = k' e que wi «., w; para € - 1,... ,k. Fixemos { C {l,... ,k}. Seja

/. = (a{,3/{,zi) e .C = (a;,3/!,z{). Como vimos na demonstração do ca-
so u" 'P' m no lema 7.3, temos três casos de acordo com a pertinença de
/..i e de .Ê às partições .Fi, Pa e F4. Nos casos l e 3 supúnhamos que
/..i,/. C Fi ou que /i.i,.A C F4, respectivamente. Em ambos os casos
vimos que w{ = tol, o que naturalmente implica que Õ(w{) = 5(w{) nestes
casos. No item 2 supúnhamos que /.-i C Fi U P2 e /i C F2 U F4. Neste
caso vimos que a;.i = zí-l e lri-tl < lsl e zi = z{ e lzil < ltl. Assim vi-
mos que .«l = z'..:''«,','.- = "i.i-:(s«"''"t)zi': = (zi-t':s)u"'""(tzi':) «'
(z.-:':.)«"(t;:':) = «.-:':(«"t),:': = «:..-:'"'.-: lz.-:l <
lsl e lz.l < ltl, sejam a a primeira letra de (ai-i':s) e b a última letra
de (tzi':). Como (zi-i'is) é preâxo de w{ e de w! temos que a é a pri-
meira letra de w{ e de w;. Da mesma forma, temos que b é a última le-
tra de wí e de t«;. Assim a':wlb-: = (a':(zi-t':s))u"''"((tzi'')b'')
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(a':(ai-i':s))u"((tzi'')ó':) = a':wió-i. Como a seqüência de transições de
w{ de é a própria w{ e a de w! de é a própria wl, temos pois que (Í(w{) =..--''''\....-'''..-''''\...-''

{(a,a-'«,.b-:,b)} = {(.,a-:«,!b-:,b)} = 5(.«!). Donde .5(««:) = Ó(«,;) em

qualquer caso. Por âm, segue que õ(w) = UE:::Ó(w{) = UE:::Ó(w1) = .5(w').
Sejam duas transições aub e a'u'b', com a,a',b,b' € .4 e u,u' C

,4*. Naturalmente, a = a' e b = b' e u «. u' implicam que aub «., a'u'Z)'
Suponha agora que aub «., a'u'b'. Neste caso, como -u preserva õ, temos que
{(a', u', Z,')} = ó(a'u'b') = 5(aub) = {(a,ã, Z,)} e portanto que a = a' e b = Z,'
e ?/. /-v ?l.'

Seja uma transição aub com a, b c .4 e u c .4' tal que aub sda a
menor transição na respectiva classe de congruência e seja m a menor palavra
desta classe. Vamos provar que w = aub. Como «.' preserva ó, temos que
5(w) = 5(aub) = {(a, ii, b)} e portanto que existe au'b uma transição de 1« ta]
que u' .- u. Assim to ,"- aub -. au'b C Fat(w) implicando pois que w = au'b
devido à escolha de tu. Como m é uma transição na classe de aub, que é a
menor transição em sua classe de congruência, temos que w = aub. H

7.2 O teorema da caracterização
Considere o exemplo 7.2. Sda X: a categoria:..bvr!.gerada pela.grato funda-
mental G visto na figura 7.1 e sejam p = (aZ)a, bab) e q = (aba,baab) dois
passeios de X: com início e término em ab. Seja B o grupóide de Burnside livre
satisfazendo #" = 1 gerado por G, seja' : X: ---} 6 a projeção canónica e seja
= a congruência associada a esta projeção. Observando que a congruência «.,
preserva a primeira e a última letra de uma palavra bem como as funções #.
e #ó, verifica-se facilmente que toda palavra # tal que o símbolo : aparece na
figura 7.1 é a menor palavra em sua classe de congruência. Sejam então defi-
nidas as palavras u = T(p) = abas e u = ,'-(q) = abaab e «« = ',(pq) = ababaab
e w' = a"(qp) = abaabab. Observe que a(ab) = 1.3 devido à definição e que
o-(u) = p e o(u) = q e a(w) = pq e o(W) = qp devido ao item 2 da propo-
sição 6.11. Temos que 'R(aZ,) = 'a(u) = .x(u) = .n(w) = ca(t«') = .L(ab) =
cl(u) = cl(u) = cl(w) = cl(w') = ab devido à proposição 6.11 e à propo-
sição 5.5. Portanto ab, u, u, w e w' são palavras na mesma 'H'-classe devido
ao teorema 6.3 e seu dual. Como a avaliação destas palavras pelas funções
#. e #ó é aquela descrita na tabela 7.1 e estas funções são preservadas por «',
segue que duas quaisquer das palavras aó, u, u, m e w' não são congruentes,
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exceto possivelmente w e w'. Por outro lado, como a avaliação das digitais
das palavras ab, u, u, w e w' pelas funções #Ü& e #Úã, é aquela descrita na
tabela 7.1 e podemos verificar que estas funções são preservadas por 3

Tabela 7.1: Avaliação das palavras ab, u, u, w e w' pelas funções #a e #b e
de suas digitais pelas funções #6ãÍ, e #Úãó

segue que duas quaisquer das digitais das palavras ab, u, u, w e w' não
são congruentes por 3, exceto possivelmente o(w) e a(w'). De fato, a propo'
lição 4.8 implica que a(to) = pq qp = q(w') e, por outro lado, w «' w' como
provaremo1.39ora. Como a 'H-classe de ab é um grupo pois possui o idempo-
tente e = abas, qualquer elemento h desta 'H-classe é tal que h2 = e pois se
g C .A''t e tal que.gh ;: e então h3 = h implica que h2 :: eh2 = gh3 = gh := e.
Assim. ab e abaab são dois elementos desta 'H-classe e a proposição 4.8 implica

que ã := ababaab = ab abaab :; abaab ab :: abaabab :: w'
Em suma, de todas as palavras ab, u, u, to e w' na mesma 'H'-classe

vista acima, as únicas palavras que são congruentes por '' são aquelas cujas
digitais são congruentes por a. No teorema 7.5 provaremos que esta não
é uma coincidência mas uma propriedade válida para uma 'H-classe qual-
quer de qualquer monóide de Burnside livre. No teorema 7.5 caracterizamos
quando duas palavras com imagem por' nesta 'D-classe representam o mesmo
elemento ou não em termos de suas 7Z-entradas, .C-entradas e digitais. Esta
caracterização é parcial no sentido que o problema da palavra ainda não é
resolvido. Algumas questões ainda ficam pendentes como: saber se w .Zy w'l
construir efetivamente o grafo fundamental; saber se cn(w) «' cn(w'); etc.
Porém, outros resultados nossos já apontam a resposta a algumas destas
perguntas: este é o caso dos corolários 6.5, 7.4 e 6.15 e da proposição 6.16.

Poderíamos evitar os conceitos de categorias e grupóides no enun-
ciado do teorema 7.5 ao enuncia-lo com G' sendo um monóide livre sobre o

  ab U U    

        [  
  «(.z,) «(«) .(«) «(«) «(«')

#Üb

hm.          
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alfabeto G e B sendo o grupo de Burnside livre satisfazendo r" = 1 gerado
pelo alfabeto G. Estes conceitos seriam mais difíceis de serem evitados na de-
monstração do teorema 7.5 e em particular na demonstração do teorema 7.6,
já que precisamos impor a restrição de que nem toda seqüência aleatória de
arestas forma um passeio em G.

Teorema 7.5 (teorema da caracterização) Sejam .A wm alfaZ,eto, n ? l
e m ? l inteiros. .Duas pa/auras w e w' qKe são canonicamente proletadas
numa mesma 'D-classe do semigrupo de Bzrnside li'üre sat'islazendo ="
z"+" gerado por .4 são ãdentiWcadas por esta projeção se e só se as segaÍntes
condições forem bati,sfeitcls:

1. as R-entradas de u e de m' são identi$ca.das por esta. projeção;

2. as C,-entradas de m e de 'u' são identi$cada.s por esta projeção;

3. as digitais de w e de w' são identi$cadas pela projeção canónica da
Galego'r'ta \jure gerada pelo grato fundamental G da'D-classe em questão
sobre o grupóide de Bql"nside \jure satisfazendo =" -- L gerado por G.

Prova. Suponhamos primeiramente o caso em que a Z)-classe em questão
seja irregular. Neste caso, a proposição 6.14 implica que o grafo fundamental
desta D-classe não possui arestas e possui um único vértice u. Assim a(w) =
a(w') = 1. e o item 3 é sempre satisfeito. Usando o teorema 6.3 e seu dual

temos que ü R ««' <:::::> .a(«,) = .x(«,') e que ü .C ««' +:-> .1(w)
Como a H-classe de ü é trivial devido à proposição 6.13, temos pois que ã :;

w' +:+ ü H .«' 4::::> ü R .«' e ü C .«' <-+ .«(«,) = .«(W) e ..(««) = ..(.«')
se e só se as afirmativas 1, 2 e 3 forem satisfeitas.

Suponha a partir de agora que a D-classe em questão seja regular.
Podemos escolher e c .4+ tal que ê seja um idempotente nesta .Z)-classe. Seja
G o grato fundamental de ê e seja Ã: = G* a categoria livre gerada por G. O
grato fundamental G é fortemente conexo devido à proposição 6.8 e portanto
23, o grupóide de Burnside livre satisfazendo #" = 1 gerado por G, pode ser
de6nido. Temos também ' a projeção canónica de K = G* sobre B.

Seja wo = ca(w), seja wi, . . . ,wk a seqüência de transições de w e

seja tok+i = cl(w). Seja wi = ca(W), seja m;, . . . , wÍ;, a seqüência de transi-
ções de w' e seja mÍ;,+: = cz(W). Assim, temos que a(w) = (a;l, a;, . . . , ail)

e q«e a(««') «,;,. . ,««Í;,).
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Suponha que w -.' w'. Vamos provar as afirmativas 1, 2 e 3. A
afirmativa l é uma conseqüência do teorema 6.3. Já a aârmativa 2 tem
uma demonstração dual. Vamos provar a aârmativa 3 provando que a con-
gruência '', preserva o valor da função'o a. Para tanto, é suficiente supôr o
caso em que (w', w) é uma substituição por (u"+", u'), para algum u C .4+
Sejam s,t € .A' tais que w = su"t e w' = su"+"t. Suponha primeiro o

w! ''' toi, para { ' l,... ,k. Assim temos que a(w') -(w;,w;,... ,wl:,) -
(a;,a;, . .'. ,aÍ) = a(w). Suponhamos agora que u" D' w. Pelo item 2 do
lema 7.3 temos que existem Z > 0 e 0 < .j $ k tais que: k' := k + mZ;
w! :: w{, para { :: l,... ,.ji w;+i ;: m;+i+l = ''' :: Wj+i+(m-l)J' para

= 1,... ,1; e w; = Wi-ml, para i.',j'+-ml + l,... ,k'. Assim temos

q«e a(.«') =(w'l, . . ., "';,''J+l, . . . ,'";+«l, '"j+ml+:, ' ' ., -«Í;,) -(a;l, - . - ,@)

(«;.«,... ,;:.)"(a;=,.-,a) :.(a,.-.,©,wj+t,... ,a) - "('") q"'
......--\ ...-''''''''''--

por sua vez implica que a(W) = a(w).
Suponha a partir de agora que as afirmativas 1, 2 e 3 sejam satis-

feitas. Queremos mostrar que w '- w
Relembramos que dadas duas palavras u e u, então u :' u -$::-)'

ii = T. Usaremos esta propriedade extensivamente. Sda (p, 77, V', @R, @z) um
sistema de adequações coerente associado a e. Seja .H a 'H-classe de Z. Assim
.l{ é um subsemigrupo de .A'4 que é um grupo A identidade do grupo éê

Vamos provar que se z C .H então n" = e. Seja u C .A' tal que
z = íi. Como - é um moríismo e u"+" -, u", temos que z" ' (8)" =
;F - tln+m . (Íi)"+" = JÇ"+m. Como .H é um grupo, temos então que

e =(z")': z" =(z")': z"'''" =(z")':z" "" = e"" - '"
Podemos munir .H com funções de incidência a e w que aplicam

cada elemento de H num mesmo vértice. É imediato verificar que n é uma
categoria.

Vamos definir um morfismo de categorias p : X: ---> .H. Como
conseqüência do item l da proposição 5.13 temos que 'o @ aplica em .H.
Assim, podemos deânir primeiramente o morfismo de grafos p : G ---} .H
por P(ii) = @(u) onde u é uma transição tal que ii € G. Esta definição não
depende da particular escolha de u. De fato, se u e u' são duas transições tais
que ii = ui, como o sistema de adequações é coerente, então a proposição 6.6

' ...-----ll....--,' '-'"'""'---'' . . . n +-q

implica que @(u) = W(u ). Como KI = G' é a categoria livre gerada por G,
este morâsmo de gratos pode ser unicamente estendido a um morfismo de



96 CAPITULO 7. OS GRUPOS MAXIMAIS

categorias p : X: ---} .H, que é definido por

..--'''''---.....-+.-''''''\..-'+ ..---''\....-+

ç'((Ü,ã,.. . , ã)) = Ú(u:)Ú(u2)- - .@(u*)

Vamos provar que a preserva o valor de p. Sejam p, p' € XI tais que
p 3 p'. Queremos provar que 9(p) = P(p'). E suficiente supôr o caso em que
(p',p) é uma substituição por (t", 1,) onde u C y(G) e t C X:,. Soam assim
r C ÃI,a(p),u e s € ;C,,«(P) tais que p' = TtmS e que p = rs. Cromo já vimos,
z" :: e para qualquer z C .fr. Dado que p é um morfismo, temos finalmente
q«eV'(p') ,t".)(t)"P(.)(,)eç'(.))P(.)
P(P)

Vamos provar que w' «, w. A partir da afirmativa 1, temos que-'''''''\-.-'# ..--'''\....-'-

wo = cx(to) «' cx(w') = wl,. Assim temos que 'PR(wo) = @R(wi) já que o
sistema de adequações é coerente. A partir da afirmativa 2, temos que wk+i ::

cl(w) -, cl(t«') = «,1:.+:. Assim temos que @'(t«k+i) = @'(t«l,...:) já que o
sistema de adequações é coerente. Como o(w) = a(m') devido à a6rmativa 3,
temos que P(a(w)) = P(a(w')) pois B preserva o valor de p. Da definição de----'''\-.--' ..---'''\...-'+ ..--''''\....-'+

p temos que ç'(a(«,)) = @(.«:)@(«,2) . - . @(«,Ê) e similarmente que V'(a(.«')) =

Ú(wÍ)@(w;) . . . @(wl;,). Ora, usando o lema 5.14 sobre w e sobre w' temos (lue

Ü = @"(«,o)@(«,:)@(.«,)...@(.«*)@'(.«.+:) = @"(.«o)ç'(a(«,))@l(w*+:) =

@"(.«&)ç'(a(«,'))V''(.«1;,....:)(«,i)@(«,Í)@(.«;). .. @(.«Í;,)@'(.«1:,...:)
conforme desejávamos provar. H

7.3 O teorema dos grupos maximais
Nesta seção nos dedicaremos ao teorema dos grupos maximais (teorema 7.6)
e algumas de suas aplicações. Em sua demonstração usaremos o teorema 7.5
e o teorema 4.7 visto no capítulo 4. Antes porém veremos um exemplo de
modo a ilustrar o teorema.

Considere o exemplo 7.2. Seja .H a 'H-classe de ab. Seja o alfabeto
.B - {l', s, t)' e sqa p : .B+ ---.> ,4+ um morfismo definido nos geradores por

P(r) = ab, ç'(s) = ab-Z,'b e P(t) = 'bb«b. Vamos pro"r que H = y'(B+).
Se t, € .B+ então ca(P(u)) = cl(y'(u)) = ab devido à proposição 6.1 e,
portanto, P(u) c .H. Seja h c .H e seja uma palavra m tal que ü = h. Como
ab 7Z' w e w é «.-regular, temos que existem r, y, z C .4' tais que w3/w «' w ''-
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abr ,- zab. Assim w «. mym «., abryzab e podemos supôr que w C abÁ'ab.
Como ai «' ai-2 e bi «., bí'2 sempre que { ? 3, podemos substituir qualquer
ocorrência de um fator a3 (ou ba) em m por a (ou b). Portanto podemos supôr
que existam k 2 2 e seqüências {2., . . . , {k e .jt, . . . ,.jk.i de inteiros em {1, 2}
tais que w = Qb?'QÍ2P2 . . . aíhb. E suficiente provar que existe uma palavra
na imagem de p na mesma classe de congruência de w. Para tanto, faremos
uma indução em k. Seja C = {abab,abbab, abaab,abbaab}. Note que existe
uma palavra de P(.B+) na classe de congruência de cada palavra de C pois
temos que abas = V'(rr), que abZ,ab = V'(t), que abaab «' abaababab = ç'(sr)
e que abbaab .- abZ,ababaab «' P(t)P(sr) = P(tsr). Assim, aN'--a"b € C e
podemos definir uk C {rr,t, sr,tsr} tal que abjh-:a'*b -. P(uk). Se k = 2,
temos que w = aÜ:aí'b «., 9(u2) e temos a base da indução. Suponha agora
que k 2 3 e que exista u € .B+ tal que aP:ai'N' . . . aih-:b '-, P(u). Como ab «'
ababab é fatos de aih-iPi-i temos pois que w = aH:aj2N2 . . . aib-tN' iQihb «.

ü a ,P, . . . .:'--ó«ó.P' :.''Z, «., y'(u)ç'(,)P(uk) = ç'(u,uÉ) e seg«e a tese.

Continuando o exemplo acima, temos que «' preserva as funções #a
e #b. Não é difícil provar que «' preserva a função #õ(-)+õ onde #ó(-)+õ(w)
é a paridade do número de ocorrências de favores da forma ba'b com { par.
Avaliando estas funções em P(.D) para -D = {rr, r, t, rt, s, rs, ts, rts} C -B+,
temos a tabela 7.2. Isto prova que as oito palavras de P(Z)) são duas a duas
não congruentes e portanto -H = 9(.B+) tem cardinalidade 8 ao menos. Ora,
.H é um grupo gerado pelo conjunto P(.B), de cardinalidade 3, que é também o
número ciclomático do grafo fundamental visto no exemplo 7.2. Como h € .H
implica que h3 = h, temos então que e :: h'ih :: h'tha = eA2 = h2 onde
e € -H é a identidade do grupo -H Afirmamos que o grupo de Burnside livre
satisfazendo z2 = 1 gerado por um conjunto de cardinalidade 3 é isomorfo a
Z2 x Z2 x Z2 que por sua vez possui cardinalidade 8 (a proposição 4.8 ajuda
a veriÊcar esta afirmativa). Assim podemos concluir que .H, a %-classe de
ab, é o grupo de Burnside livre satisfazendo #" :: l gerado por un] conijunto
cuja a cardinalidade é o número ciclomático do grifo fundamental de ab.

O conteúdo do teorema 7.6 é justamente este: um grupo maximal
em um semigrupo de Burnside livre satisfazendo #"+" = #" é un] grupo de
Burnside livre satisfazendo z" = 1. Observe que este resultado é conforme
aquele já conhecido para n 2 3 e m ? l onde, pelo teorema 8.16 j101, sabe-se
que qualquer grupo maximal é cíclico de ordem m (o grupo de Burnside livre
satisfazendo z" = 1 gerado por um único elemento). Há uma substancial
evolução no teorema dos grupos maximais já que o mesmo vale para quaisquer
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Tabela 7.2: Avaliação das palavras de 9(.D) pelas funções #a e #b e #b(-)+b

n ? l e m ;. l e os casos n = 1 e n = 2 têm estruturas muito diferentes
daquela vista para n ? 3 e m ? 1. No caso geral, o conjunto sobre o qual
o grupo de Burnside é livre pode ter mais que um gerador, ao contrário
do caso n 2 3 e m ? 1. Ademais, é caracterizado um conjunto gerador
para este grupo de Burnside livre e a cardinalidade do conjunto é o número
ciclomático do grafo fundamental da 'H-classe em questão. Esta diferença se
mostra relevante quando no teorema 8.1 a ser visto no capítulo 8 vemos uma
2)-classe regular cujo grifo fundamental tem número ciclomático 2m -- l pelo
menos. Esta é uma l)-classe de um monóide de Burnside livre satisfazendo
z2 = z2+" gerado por um alfabeto de duas letras.

Como discutimos na introdução, para m suâcientemente grande,
sabemos ser infinito um grupo de Burnside livre satisfazendo r" = 1 gerado
por um conjunto com pelo menos dois geradores. A proposição 7.8 a ser vista
logo após mostrar-nos-á que as classes de congruência cuja projeção canónica
é mapeada num elemento de uma 2)-classe com 'H-classes infinitas não são
reconhecíveis. Este resultado contrasta completamente com aquele visto no
teorema 8.18 j101, onde a reconhecibilidade das classes de congruência era
garantida para n ? 3 e m ? l.

Teorema 7.6 (teorema dos grupos maximais) Sejam inteiros n ? l e
m ? l e seja .4 um alfabeto quaZqwer. ZI/m grupo mazimaZ em am semigrw-
po de Burnside livre satisfa,lendo ="t" do por A é Km grupo de
.BwrnsÍde Jiure satÍs/acendo z" = 1. .4demais, se m ? 2, este grlzpo de Barn-
side é livre sobre um conjunto de geradores cuja cardina]idade é o número
ciclomó;Ligo do grato fundamental dü 'D-classe que co'ntém o g.rufo.

Prova. Considere .A4 o monóide de Burnside livre satisfazendo z"+" = Zn
gerado por .A. Considere um grupo maximal qualquer em .A4 \ {l}. Este
grupo maximal é uma 7{-classe regular de .A4 que contém um idempotente.
Seja e € .4+ tal que este idempotente sqa ê e seja G o grafo fundamental

  P(«) y'(,) ç'(t) 'P(,t) Ç'(.) y'(«) Ç'(ts) y'(,ts)

        [        
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desta .D-classe. Seja d uma .Z)-entrada na D'-classe de.e tal que d seja a
menor Z)-entrada em sua classe de congruência, seja u = d C V(G) e seja H.
a 'H-classe de u.

Vamos provar que ü C .H. 'b:+ cn(w) «, cz(w) ''- d para toda
palavra w. Seja w uma palavra qualquer. Suponha primeiro que cR(w) -
cl(w) «., d. Assim w 7Z' cx(w) «' d e w ,C' cz(w) ''' d implicam que w 'H' d
e portanto que ã 'H d = u. Suponha agora que ü C .fí«. Assim ü 'H u = d
e w '%' d. Da proposição 5.5 temos (lue eR(d) = d = € (d). Como w 7Z' d,
usando o teorema 6.3 temos que ca(to) «., eR(d) = d. Como w ,C' d, usando o
dual do teorema 6.3 temos que cl(w) «' cl(d) = d.

Vamos definir uma função p : .H. ---.} B.. Seja h c .H« e seja w

uma palavra tal que ü = /z. Assim, definimos

y'(ü)

Esta definição não depende da particular escolha de m-pois, se w' C .A+ é tal......-''---. ...-'''''---

;' = h = ã, o teorema 7.5 implica que o(w) = a(w'). Vamos provar que
p aplica Hu em B«. Como vimos antes, cR(w) «' €1(w) «' d pois ü - h € .H«
Donde cl(w) 'R' d e usando o teorema 6.3 temos que cR(cl(w)) «' en(d) =
d já que cR(d) = d devido à proposição 5 5. De nl1111ga dual provámos
que cl(cx(u,)) «' d. Como a(w) é um passeio de cl(cR(w)) = d = " para
.x(cl(.«)) = d = u temos que a(w) € 6«.

Vamos provar que p é uma bijeção e calcular sua inversa. Vamos
primeiro provar que p é uma injeção. Sejam h,.&' € .H. e suponha que P(h) =
P(h'). Sejam w,w' c .A+ tais que q =. h e W = h'. Assim wl.D' w D' d
e, conforme já «amos, temos q« c.(«,') = ',z0',) = d = cz(«,') = '1(.«)..........--......'.--'''''''''-x

Tendo em vista que a(w) = 9(h) = P(h') = o(wD, a partir do teorema 7.5,
temos que w '- w' e que, portanto, h = ã :: w' = h'. Isto prova que p
é injetiva. Vamos agora provar que p. é sobrejetora. Seja # um elemento
qualquer de 6. e seja p C X: tal que p = z. A partir da definição de 'r,
temos que 'r(1«) = w. Usando os itens 3 e 4 da propo:$ão 6.11 temos que
T(P) 7Z C/ (r(P)) = '''(laM) = .'-(1«) = U = '(lu(H) = ci(r(p)) C r(p). Assim
temos que T(p) H u. Tendo em vista que P(r(p)) = a(r(p)) = P = 3 devido
ao item 2 da proposição 6.11, concluímos que p é sobrejetora. Também
provámos que

'p''(@) = 'rl.p)
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e que esta imagem inversa não depende da particular escolha de p que projeta
em P pois p é injetiva como vimos.

Vamos definir uma função (í : Hu ---} .27Z. Seja (p, ?7) um sistema de
adequações básico para e. Seja h um elemento qualquer de .H.. Definimos

õ(h)

Note que a definição da! funções de adequação à direita e à esquerda implicam
que Õ(u) = õ(d) = #baü = ê. Usando o lema de Green e seu dual, temos
que (5 é uma bijeção de .H. em .17Z-.

Vamos provar que (5 o g'i é um isomorfismo de grupos de B. em
.llz. Como p : H« -----> 6. e õ : .H. ---} .Zib são bijeções, temos que
'5 o.p-.: : B. --+ .HÍ é uma bijeção. Temos também que Õ(p''(1«)) =""""'ll'---' - -- '

õ(a"(1«)) = õ(u) = õ(d) = Jibaü = ê implicando pois que õ o p-: mapeia
identidade em identidade. SÓ nos falta provar que õ o p'i é um morfismo.
Sejam #, z' c B. dois elementos quaisquer. Sejam p,p' c X:. tais que P = z
e # = #'. Como d é a menor Z)-entrada em sua classe de congruência te-
mos (lue d = a''(1.) = 7-(1«(,)) = cl(7-(p)) C Suf(a''(p)) devido ao item 3
da proposição 6.11. De modo análogo temos que d = 1"(1«) = a"(l.*(P')) =
ca(a'-(p')) C Pref(a''(p')). Assim, usando o item 5 da proposição 6.11 bem co-
mo o item 4 da proposição 5.13 temos que 'r(pp') = 1'-(p)(ca(7'(p'))''7-(p')) =
('''(P)d':)d(d''.''(P')) -, (.'-(p)d':)dq.p.d(d':,'-(p')) = .'-(p)q.p..'-(p'). Por 6m,..--''''\....-'''..--''''\...-#

q«luimg qu' p :(zz') = p :(ã?) = p :(j;?) = .-(;P') = .'-(P),7.P.,(P') =
,(P)ÜÜó.''(P') = p':(P)Üãap':(?) = p :(z)Üãóp :(z') e porta"to que
õ(P '(rz')) = ãp':(z)ÜÜp':(a')Ü = õ(p':(z))5(p :(z')). Isto pro"
que (5 o p'i é um morfismo, conforme queríamos demonstrar.

Para concluir, temos que o grupo maximal Hz é isomorfo ao grupo
local Z]. que por sua vez é isomorfo a um grupo de Burnside livre satisfazendo
z" = 1 devido ao teorema 4.7. Ademais, se m ? 2, o mesmo teorema implica
que este grupo é livre sobre o conjunto de geradores cuja cardinalidade é o
número ciclomático do grato fundamental G.

Uma pergunta natural que podemos nos fazer no teorema 7.6 é o
de se podemos exibir um conjunto de geradores para o grupo de Burnside
livre satisfazendo iç" = 1. O corolário 7.7 apresenta um tal conjunto. Antes
observe que como um grato fundamental G é fortemente conexo devido à
proposição 6.8, âxado um vértice u e usando a proposição 2.3, podemos
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escolher uma árvore conectora T Ç G com início u e uma árvore conectora
T' C G com término u.

Corolário 7.7 Sejam

e n 2 1 e m ? 2 inteiros;

e A um alfabeto qualquer;

e .M o monóide de Burnside livre satisfazendo =" z'+" gerado por .A;

e e C ,4+ uma palavra v-idempotente;

e (; o grato fundamental de Z;

. H c }'(G) «m «é,tece q-Jq«e,;

e T C G wma árvore conectora com {nz'cío u;

e Tf C G wma árvore conectora com término u;

e d ama 'Z)-entrada taZ que d = u;

+ Fd e qa palavras tais que e '"' Padqa

Para todo «édáce u C V(G), suam p, o .único passeio em T 'Ze " a u e q. o
tónico passeio em T' de u a u. Sqa (5 : G \ T ---} G* a /unção de$nÍda por

.5(b) = P.(b) bq..,(õ)(p«(õ)q«,(ó))"'t e sela g : G \ T ---> .A4 a /unção de$n da

P« Ç'(b) (Z,)),7..
Então (p é uma injeção e a 'H-classe de ê é um grupo de BKrnside !jure
satís/acendo #" = 1 gerado rezo cona. nto y'(G \ T), c«ja cardo"alia"de é o
nlímero ciclomático de G. Sela u = ab € y(G).

Considere o exemplo 7.2. Sejam e :: aóab «. abababab uma palavra
-.-idempotente. Como e 'D' ab devido ao item l da proposição 6.1, seja G o
grifo fundamental de êexibido na figura 7.1. Seja T o subglgfo de G induzido
pela aresta aba e T' o subgrafo de G,induzido pela aresta bab. Então T Ç G
é uma árvore conectora com início ab e T' Ç G é uma árvore conectora com
término ab. Sejam as palavras p.ó = 1 e 77.ó :: ab. Assim e = Paab77a. Seja
a função ó : G \ T ---} G' definida acima. Seja p : .B+ ----> ..4+ a função.......-.........---""'"'----"
definida na página página 7.2. Vimos naquela página que P(.B) = 9({r, s, t})



102 CAPITULO 7. OS GRUPOS MAXIMAIS

é unl conjunto de geradores para a 'H-(4assg .de ab, que é a mesma de ê.
Note que V'(r) = ab -- ababab = .'-((aba,Z,ab))ab = p.Õ.'-(Ó(bab))q.Õ, que

y'(.) b«b (ab«,b-Z,)).Z, p...'-(õ(Z,-Z,))q.. e q«e y'(t)
«ób«b«b .Z, = .'-(('Z,Z,', b.b, .Z,', b.b)).b = p.Õ.-(Ó(.bb.))q.. Con,o as arestas

de G \ T são justamente {bab, baab, abóa}, os geradores y'(B) são os mesmos
obtidos ao se aplicar o corolário 7.7.

Como anunciamos antes, a proposição 7.8 mostra-nos que a classe
de congruência cuja projeção canónica é mapeada num elemento de uma D-
classe onde as 'H-classes são infinitas não é reconhecível. Esta proposição
pode ser encontrada no trabalho de de Luca e Varricchio l61.

Proposição 7.8 Sejam .4 Hm alfabeto qualquer, M Hm monóide q&a/quer,
' : A' ---+ MI um morjsmo sobrejetor, H uma 'K-classe in$nita de M e
h € H. Então a classe de congruêncía {to C .4* l ü = h} não é recon/zecúe/.

Prova. Seja -g a congruência em .A* definida por w «' w' -+:-).. ã :: w/
Seja X = {w c ..4' l ãJ = h} e seja =x a congruência sintática ge-

rada por X. Relembramos que duas palavras m e m' são tais que w =x w'
se e só se =wy € X -i-:> zw'3/ C X para todos z, Z/ € .4'. Seja S = Á'/=x o
monóide sintático de X e seja ' : .A* ---.> S o morâsmo canónico que aplica
uma palavra m em sua classe de congruência ü.

Vamos provar que a cardinalidade de .H é um limitante inferior
para a cardinalidade de S. Seja p : S ---} .H uma função parcial deânida por
9(s) = ii sempre que existir u C .4* tal que 8 = s e ii C .f/. Vamos primeiro

mostrar que g é bem deânida e que a definição de 9(s) não depende da
particular escolha de u. Seja s C S e sejam duas palavras u e u' tais que
íi = a' = s e ii, u' C .H. Escolhendo w C X, e portanto ü = h C .H, temos
então que u 'H' w 'H' u'. Como u R' w, existem y, Z/' C .A' tais que ug/ v w e
WZ/' -., u. Assim u3/ € X. Como u =x u', temos então que u'3/ C X e portanto
u'3/ «. to. Como u .C' u', existem z, z' C .4' tais que zu -, u' e z'u' -, u. Assim
temos que w ''- u'y '- zuZ/ -- zw e portanto que u -v wg' --' ztoZ/' «-' zu «-' u

Como u «, u', temos que ii = u' e a definição de P(s) não depende da
particular escolha de u. Vamos agora mostrar que p é sobrejetora. Como '
é um morfismo sobrejetor, para todo # C .# podemos escolher uma palavra
u tal que ii = z. Por definição, P(â) = ã = z e, portanto, p é sobrejetora.
Para terminar, como p é uma função sobrejetora que aplica um subconjunto
de S sobre .H, temos que ISI ? IXI.
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Como ISI ? l.al e a cardinalidade de .H é inânita por hipótese,
temos que a cardinalidade de S também é infinita e X não é reconhecível
por deânição. H
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Capítulo 8

O caso

Suporemos n = 2 e m ? 2 neste capítulo, salvo menção contrária. Sejam
,4 = {a,b} um alfabeto de duas letras e .A4 o monóide de Burnside livre
satisfazendo z" = z"+" gerado por Á. Seja ''w a congruência de Burnside em
questão e ' : .4* ---} .A,'t o morfismo canónico. Neste capítulo, os símbolos
3, 5, 7 denotarão os prefixos de (ba)4 de comprimentos inteiros 3, 5, 7, respec-
tivamente. (Ex: 5 = babam.)

Nosso principal objetivo neste capítulo é apresentar o exemplo de
uma .Z)-classe regular de .A4 cujo grafo fundamental tem número ciclomático
2m -- l ao menos. Como consequência, o teorema 7.6 implica que os grupos
maximais desta Z)-classe são grupos de Burnside livres satisfazendo z" = l
com ao menos 2m-- l geradores. Para m suficientemente grande, estes grupos
são infinitos e as classes de congruência projetadas em elementos da 'D-classe
não são reconhecíveis. Isto será visto no teorema 8.1 e nos corolários 8.2 e 8.3.
Antes veremos que a congruência de Burnside em questão preserva algumas
funções. Ao final veremos o exemplo de uma classe de congruência com duas
palavras de menor comprimento. Estes resultados todos contrastam com
os monóides de Burnside livres satisfazendo #" = Z"+m nos casos em que
n 2 3 e m ? l pois, nestes casos, os grupos maximais têm um único gerador
(teorema 8.16 j101) e toda classe de congruência tem uma única palavra de
menor comprimento (teorema 7.3 j101).

105
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8.1 Grupo maximal com 2m -- l geradores
Nosso exemplo mencionado é a Z)-classe de 55 e provaremos algumas de
suas propriedades. Este exemplo relaciona-se a outros exemplos vistos em
outros trabalhos. Em particular, 1. Simon estudou a 2)-classe de 55 em 1301
para o caso n = 2 e m = 1. Nosso trabalho j101 que estuda os monóides
de Burnside livres satisfazendo #" = a"+", para os casos em que n ? 3 e
m ? 1, define um sistema de reescritura E e a primeira produção de E que
não é da forma (z"+", r") quando m = 1 é também relacionada a esta mesma
2)-classe (exemplo 4.5 j101). Este mesmo exemplo (dependente de n e m) é
o contraexemplo que prova que E não é estável para n = 2 e m ? 2, como
mencionamos no capítulo l.

Não é difícil provar que «' preserva as funções #., #ó, #õó e #óó.óõ,
cujas definições, relembramos, encontram-se na seção 3.3 do capítulo 3. Da-
dos um conjunto U de palavras, dadas duas palavras quaisquer w e W, se -.,
preserva a função Àlu e se Àlu(w) # Xu(m') então pode-se provar que w 'P' W
Definimos os conjuntos UI = abas(b")'ba = {ababb"'Z,a,k = 0,1,...},
U2 ' bab(Z)")'bab e U3 - aZ'(Z,")'baba. Para { = 1,2,3, denotaremos a

função Xc/. por Xi. Pode-se provar que a congruência -v preserva Xi, X2 e X3.
Seja G o grato apresentado na figura 8.1. No teorema 8.1 vemos

que este grafo é um subgrafo do grato fundamental da Z)-classe de 55.

Teorema. 8.\ O grato G apresentado na $gura, 8.1 é lm subgrafo do grato
fnndamentat da 'D-classe de 55.

Prova. Considere as palavras do, di, d2, A, B, C como definidas na figura 8.1.
Para { em {1, 2, . . . , m -- 1}, definimos .Di = a35(ab){3a e .Ei = ab5315ba. Seja
G' o grifo fundamental da 'D-classe de 55 com funções de incidência a e u.

Afirmamos que se uma dada palavra w for tal que:

]# Zy 55 que é favor de uma palavra na classe de congruência de w e;

e m é favor de uma palavra na classe de congruência de 55,

então w está na D'-classe de 55. Esta afirmativa será livremente usada nesta
demonstração. Realmente, o primeiro fato implica que ü $a Z / 55 e o
segundo implica que 55 5;./ ü. Assim ü / 55 e o item l do corolário 5.3
implica que w 2y 55 já que o monóide .Ad é estável.

As funções #. e Xc/ serão usadas para provar que duas palavras
dadas não são congruentes ou não estão na mesma D'-classe. Dois casos
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l)m-- :

As portas: As Z)-entradas

.4: a35ba
B: 353

(l;: ab53a
l)i: a373a

do:a33a
di:35ba
d2:ab53

1)..1: a35(ab)" :3a
Ei: ab535ba

E..t: ab53"'i5ba

Figura 8.1: O grato G

requerem uma prova especial, contudo. Nós devemos provar que 35(ab)i3 .P'
55 .P)/ b5315b para { = 1,2, . . . ,m -- 1. Estas provas são um tanto técnicas
e não serão completamente feitas aqui. No caso de 35(ab)'3, nós provámos
que qualquer palavra na classe de congruência de 35(ab)'3 possui exatamente
um fator maximal de período ab com ao menos quatro letras. No caso de
b53i5b, nós provámos que existem exatamente dois tais fatores na classe de
congruência de b5315b e que eles são não contíguos. Estes fatos implicam que
55 não pode ser um fator de nenhuma palavra na classe de congruência. de
35(ab)i3 ou na classe de congruência de b5315b e que 35(ab)i3 'P' 55 'P' b53'5b.

Vamos provar que as palavras do, di e d2 são 'Z)-entradas na D'-classe
de 55. Vamos primeiro provar que as palavras do, di e d2 estão na .Zy-classe
de 55. Todas elas são fatores de 555 e portanto favores de 555" «' 55. Dado
que 55 é um fator de (aby+"(ba)'+" «' (aby(ba)' = a33a = do, que 55 é
um fator de 355"ba = (3ba)2+" '- (3ba)2 = 35ba = dt, que 55 é um fatos

de ab55"3 = (ab3)2+" «., (ab3)2 = ab53 = d2, temos que as palavras do, di e
d2 estão na 2y-classe de 55. Agora, vamos provar que elas são 'Z)-entradas.
Desde que Xa(do) = 1 # 0 = X3(doa':), temos que do 'P' doa':. Como
Xi(do) = 1 # 0 = XI(a :do), temos que do 'P' a':do. Assim, (l,do, 1) é uma
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ocorrência de l)-entrada e segue que do é uma Z)-entrada. De modo análogo,
Xt(di) = l# 0 = Xi(dia'') e X2(di) = l# 0 = À:2(b''di) implicam que dt é

uma Z)-entrada e X2(d2) = 1 :# 0 = À:2(d2Z,'') e X3(d2) = 1 :# 0 = X3(a':d2)
implicam que d2 é uma Z)-entrada.

Vamos mostrar que do, di e d2 são três vértices distintos do grifo
fundamental G'. De fato, como do, di e d2 são Z)-entradas na Zy-classe
de 55, temos que do, dl, d2 C V(G') por definição. Para concluir, estes
vértices são distintos pois: #óó(do) = 1 # 2 = #óó(di) = #õó(d2) implica
que di # do # d21 a congruência -u preserva a primeira letra numa classe de
congruência implica que d2 ?6 dt.

Vamos provar que .4 é uma transição na Zy-classe de 55 e que
a(.A) = do e u(.4) = di. Como .4 é fator de b.435"': = ba35ba35"'' =
55 55m-i «., 55 e do ly 55 é fator de do bba = a3 3abba. = a35ba = .4, temos
que .4 2y 55. Ademais, .A = a35ba = do bba também implica que .4 7Z' do
devido ao item 2 do corolário 5.3. Assim en(.A) = do pois do é uma 7Z-entra-
da devido à proposição 5.5. De forma análoga, .4 = a35ba = adi implica
que .A Z' di devido ao item 3 do corolário 5.3. Assim cl(.4) = di pois
di é uma ,C-entrada devido à proposição 5.5. Desde que Xt(a'i.Aa'l) =
À:i(35b) = 0 :# 1 = Xt(.4), segue que a-'.4a': P' ..'l. Como do é preâxo
de doba = a35b = .Aa'i que é prefixo de .A 'R' do, segue que .Aa'i R.' .A
Tendo em vista que a-t.4 = 35ba = di ,C' .4, temos por definição que .4
é uma transição. Assim .4 c G' e, por definição, cl(.4) = eR(.A) = do e

. '''''''''''''''''''''# .

«,(.4) (.A)

Vamos provar que .B é uma transição na 'Zy-classe de 55 e que
cl(B) = dt e «,(B) = d2. Como .B é favor de ba .B QZ,5m-: = ba3 5 3ab5"': =
55 55m-t «. 55 e dl ly 55 é fator de dt b = 35bab = .B, temos que -B 7y 55.
Ademais, -B = 35bab = dib também implica que .B 7?.' di devido ao item 2 do
corolário 5.3. Assim cn(.B) = di pois dl é uma 7?-entrada devido à propo-
sição 5.5. De forma análoga, .B :: bab53 :: bd2 implica que .B .C' d2 devido ao

item 3 do corolário 5.3. Assim cl,(.B) = d2 pois d2 é uma .C-entrada devido
à proposição 5.5. Desde que X2(Z) '.BZ)':) = X2(ab5ba) = 0 # 1 = X2(.B),
segue que b'iBb'i 7V .B. Como .Bb'l :: di 'R' .B e b'i.23 :: d2 r' .B, te-
mos por definição que .B é uma transição. Assim .B € G' e, por deânição,

.. -''''''''''----'' . . '''''''''''''''''-''''= .

a(B) (.B) e «,(.B)
Vamos provar que C' é uma transição na D'-classe de 55 e que

a(O') = d2 e u(C') = do. Como a é fator de 3C'b5"': = 3ab53ab5"'' =
55 55m'l .v 55 e d2 'Zy 55 é favor de d2 a :: ab53a :: C, temos que (7 1Zy 55.
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Ademais, O' ;; ab53a = d2 a também implica que O' 7?.' d2 devido ao item 2
do corolário 5.3. Assim cR(C') = d2 pois d2 é uma 7Z-entrada devido à propo-
sição 5.5. De forma análoga, C = ab53a = abódo implica que (; C' do devido
ao item 3 do corolário 5.3. Assim cl(O) = do pois do é uma É-entrada devido
à proposição 5.5. Desde que Xa(a''C'a':) = X3(b53) = 0 # 1 = X3(C'), segue
que a'lCa't .Pf a. Como do é sufixo de bodo = bba33a = b53a = a i(17

que é suâxo de C .C' do, segue que a'iC' .C' C'. Tendo em vista que
Oa-t :: ab53 :: d2 7?.' C', temos por definição que C é uma transição. Assim
. ' ' --"-'\.-..--' ' .. """'""'"'"" -

C c G' e, por deânição, a(C') = eR(O') = d2 e «,(C') = cl(O) = do.

Vamos provar que as palavras .Dí, para i- 1,2, . . . ,m -- 1, estão
na Zy-classe de 55. Fixemos { em {1,2, . . ,m -- 1}. Como do é um fator

de dob(ab)i3a = a33ab(ab)i3a = a35(ab)i3a = .Di, é suficiente provar que
.Di é um favor de uma palavra na classe de congruência de 55. Note que
5(.Z,y ''' ba)''''b 5. Sejampois"-5(.Z,y b«y5e
y = 5g5m-l. Vamos primeiro provar por indução em k ? l que yk «' 5Zh5m-l
A base de indução segue da definição de 3/. Suponha pois que k ? 2 e que
3/&-: - 5Zk-:5m-l. Note que z5"a = (b«y55"5(aby «' (Z,.y55(aby =
rz. Assim temos que yÉ := Z/i-iZ/ ,- 5Zk-t5"-i3/ - 5ri-i 5m-l5Z5"-l =
5a;k 2 Z5mZ 5m-l ,- 5Zk-2Zg5m-l = 5Zh5m-l, completando a primeira parte
da prova. Tendo em vista que 5 = (ba)'b -, (Z,a)'+"b = (ba)"''r e 5 =
Z,(ab)' «' Z,(ab)"'"" (aZ,)"':, temos que y" «' 5Z" 5m-- - 5Z" 55m-' «.,
(b«)"': rn"g («Z,)" :5"'' -' (b«)"''Z Z(.b)"''5"'' «. 555m-' = 5". Para
concluir, podemos verificar que .D{ :: a3r3a é um fator de 5aç5"'i = 3/, que
por sua vez é um fator de 3/"55 «., 5"55 .- 55.

Vamos provar que as palavras .Di, para.z. = 1,2,. . . ,m -- 1, são
transições na D'-classe de 55 e que cl(.DÍ) = w(1)i) = do. Fixemos { em
{1,2,. .. ,m -- 1}. Como do 2y 55 1y .Dí e dob(aby3a = a33ab(aby3a =
a35(ab){3a = D{ temos que .Di 7Z' do devido ao item 2 do corolário 5.3. As-
sim eR(.Di) = do pois do é uma 7Z-entrada devido à proposição 5.5. Como
.D.a-: = do b(ab){3 é um prefixo de Di de comprimento maior que eR(.Di) =
do, temos que .Dia-' 7Z' 1){. De forma análoga, como do Zy .Di e a3b(aby do =
a3b(aby a3 3a = a3Z, (aby(aby 3a = a3 b(aZ,)' (aby3a = a35(aZ,y3a = .O{ te-
mos que .D{ ,C' do devido ao item 3 do corolário 5.3. Assim €1(.Di) = do pois
do é uma .C-entrada devido à proposição 5.5. Como a-i.Di = 3b(ab)ido é um
suâxo de .D{ de comprimento maior que cl(.D{) = do, temos que a'iDi .C' .Di.
Tendo em vista que a-ll)i .C' .D{ R' .Dia-l e que a'laia-i = 35(ab)j3 .P'
55 Zy .Di como discutido antes, .Di é uma transição por deânição. Assim
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Z)í € G' e, por definição, a(.Dj) = eR(.Di) = do e «,(Di) = cl(.Di) = ã
Vamos provar que as palavras .Ei, para { - 1, 2, . . . ,m -- 1, estão

na Zy-classe de 55. Fixemos { em {1,2, . . . ,m -- 1}. Desde que d2 2y 55
e d2 é um favor de d23i't5ba := ab533i'i 5ba :: ab5315ba := .Ei é suficiente
provar que .Ei é um fator de uma palavra na classe de congruência de 55.t
Vamos primeiro provar que 3(53i)"53 «, 353. Desde que 3 é simultaneamen-
te um prefixo e um sufixo de 5, temos que 35 -u 3"35 e 53 «., 533". Assim
temos 3(53')"53 «' 3"3(53')"533" = 3" Í(33iba)(33'ba)"(33iba)b3"'i «.
3" '(33'ba)(33'ba)b3"'' = 3"3533" «, 353, completando pois a primeira
parte da prova. Isto imediatamente implica que 555 «. 5(53i)"55. Obser-
ve também (lue 3'53: = 3:': (3Z)a)(3ba) b3'': «' 3'':(3ba)(3ba)"(3ba)b3'': =
3'5"53:. Donde, 55 «' 5"-: 555 «. 5m-:5 (53')" 55 = 5"(53')"':5 3i53Í 55 «'
5"(53')"''53:5"53'55 = (5"(53')"':5"':)553'55 = z55(3'55) onde z =
5"(53')" :5"': Aplicando novamente, temos então que 55 «, z (55) (3:55) «.,
z'55 (3:55): «' z'55(3:55y (3'55)" «' 55(3:55)". Por fim, desde que .Ei é um
fator de 55(3'55)" «' 55, completamos a prova de que .Ei 2y 55.

Vamos provar que as palavras .Ei, para { ".1,2, . . . ,m -- 1, são
transições na Zy-classe de 55 e (lue cl(.Ei) = d2 e w(Ei) = d:. Fixemos {
em {1,2, . . . ,m -- 1}. Como d2 2y 55 Zy .Ei e d2 3i't5ba := ab5 33i'i 5ba =

ab53'5ba = .Eí temos que Ei 7?1' d2 devido ao item 2 do corolário 5.3. As-
sim cR(.Ei) = d2 pois d2 é uma 7?.-entrada devido à proposição 5.5. Como
.Eia-i = d2 3i'i5b é um prefixo de Eí de comprimento maior que eR(.Eí) =
d2, temos que .Eia't R' .Ei. De forma análoga, como di Zy 55 Zy .Eí e

aó53i'i di = ab53i'i35óa = ab53i5ba = .Ei temos que .Ei .C' dt devido ao

item 3 do corolário 5.3. Assim cl(.Ei) = di pois di é uma ,C-entrada devido
à proposição 5.5. Como a'i.Eí - b53Í'i di é um sufixo de .Ei de compri-
mento maior que €1(.Ei) = di, temos que a'i.Eí r' E.. Tendo em vista que
a i.Eí .C' .E{ 7?.' .EÍa-i e que a i.Eia'l = b53j5b .P' 55 2y .Ei como discutido
antes, Ei é uma transição por de6nição. Assim .Ei c G' e, por definição,

.---q-.- ."""''"h---'"" ' A -P '

a(.E.) .x(.n) (.E:) (.E.)

Vamos provar que Á, .B, (;', .Di, .Ei, para { C [1, 2, . . , m -- ]}, são
arestas distintas do grafo fundamental G'. Por ora, fixemos { C {1, 2, . . , m--
1).. Como cada uma das palavras ..4, B, C', .D{ e .Ei são transições na D'-

iA prova deste fato é relativamente curta, apesar de ser mais complexa que no caso
de Z)i. E um tanto simples para ser verificada, mesmo que tenha sido difícil obter sua
prova. A existência das palavras .Ei na ly-classe de 55, fato revelado através de nossas
computações, era inesperada por nós.



8.1. GRUPO ]\4AXlJ\4AL COÀ{ 2À/ IGERADORES 111

classe de 55, temos por definição que ,4, .B, O, .Di e .E{ são arestas do
grato fundamental G'. Elas são naturalmente distintas pois as funções de
incidência assumem valores distintos em cada uma destas cinco tr2nsiçõg:
a(.Ã) e«,(.Ã) =ã; '-(.ê) =@; a(Õ) (O) -'Zo;'..-.= -''- - - .-. -

c-(ÕI) = «,(.Z).) = do; a(.Ei) = d2 e "'(.Eí) = dt. Falta-nos apenas p''"'r
que Dt # DJ e que Ei # .Ej para distintos ie .j em {1, 2, . . . ,m -- 1}. As
sim, considere ie {1,2,...,m -- 1} qualquer e .j c {1,2,... ,m -- 11} \ {i}.
Como #.(.Di) = 6 + { # 6 + .i = #a(.Dj), temos que .Di # .Dj. Desde que

#a(.Ei) = 6 + { # 6 + .i = #a(EJ), temos que Ei # Ej, concluindo pois nossa

prova.
Isto completa a prova de que o grafo G é um subgrafo do grafo

fundamental G'. H

Observe que o número ciclomático do grato G é 2m -- 1. No co-
rolário 8.2 usamos as informações do grafo fundamental da D-classe de 55
para inferir propriedades das 'H-classes desta D-classe.

Corolário 8.2 Todos os gmpos maa;amais na 2)-classe de 55 são gmpos de
l?tirztside Záures bati:s/agenda z" = 1 com ao menos 2m -- l geradores. Para m
su$cientemente grande, estes gv"tipos são in$nãtos e as classes de congruência
de .A' pro$etadas sobre elementos desta 'Z)-classe não são reconhece'fieis.

Prova. Seja G' o grato fundamental da Z)-classe de 55. O grafo G apre-
sentado na figura 8.1 é fortemente conexo e podemos escolher a árvore co-
nectora T = {..4,.B} com início do. Assim o número ciclomático de G é
IGI -- ITI = (2(m -- 1) + 3) -- 2 = 2m -- 1. 0 teorema 8.1 implica que G
é um subgrafo de G'. A proposição 2.4 implica que o número ciclomático
de G' é pelo menos 2m -- 1. Usando o teorema 7.6, segue então que os gru-
pos maximais na l)-classe de 55 são grupos de Burnside livres satisfazendo
z" = 1 com ao menos 2m -- l geradores. O restante segue do fato de que
estes grupos são infinitos para m suficientemente grande como discutido no
capítulo l e da proposição 7.8. H

No corolário 8.3 exibimos um conjunto gerador de cardinalidade
2m -- l para um grupo de Burnside livre satisfazendo #" = 1 contido na
'H-classe de g3. Observe que 5(ab)i é o prefixo de (ba)2+" de comprimento
5 + 2{
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Corolário 8.3 Sda z = 5(ab): de#n do para { = 1,. . ,m -- l e sÓa o

C07ZIU7ZtO .H ;= {5m+l, 5Zl5m-l, . . . , 5#m-l5m-l, 52352m'l, . . . 523m-i52m-l}.
E'ntão H tem cardinalida,de '2m -- \. e o subsemigr'upo de M gerado por H
é um gru'po de BuTnside livre satisfaze'n,do =' gerado por H e sua, a,
identidade é o idempotenfe 5m

.--u- """'''"h"-"" '-u''...-....,.

Prova. Seja e = 5". Assim ê' = 5" = 5m+m = 5m5m = êZ e ê' é um
idempotente de .A4 \ {l}. Note que e 'H' 55 pois 55 «., e55 = 55e e e ::
55 5m-2 = 5"-2 55. Seja pois G' o grato fundamental de êl Seja G o grafo
definido na figura 8.l:.e Pejam as 2)-entradas e as transições definidas naquela
figura. Temos que {.4, .B} e {.B, O'} são árvores conectoras de G com início do
e término do respectivamente. Definimos X. = G \ {.A, .B}. Pelo teorema 8.1
temos que G é um subgrafo de G' e usando o corolário 2.5 e seu dual, temos
que existem alvores conectorgs T Ç G' com início do e.TI. Ç G' com términoAP - # - - - --

do tais que {.A, .B} Ç T e {.B, C'} Ç T' e X. = G \ {.A,.B} Ç G' \ T. Para
todo vértice u C y(G'), sejam p. o único passeio em T de do a u e q, o
único passeio em T' de u a do. Definimos a função (i : G' \ T ---> (G')* por
õ(b) = p.(b) bq,(ó)(p«(ó)q«,(õ))"'i e a função g : G' \ T ---> .M por P(b) =

pa.7'(Ó(b))77ó. onde pa. = b e 77a. = b5m-2. Note que e = 5" = 5 55m-2 =
b a33a b5m'2 = Pdo dO 77do'

Usando o corolário 7.7 temos que p é uma injeção e que a %-classe
de ê é o grupo de Burnside livre satisfazendo =" = 1 gerado por P(G' \ T)
cuja cardinalidade é o número ciclomático de G'

.-U .----... '""'""---''- -----, ....----l.....

Note que X = G \ {.A, .B} = {C', .Di,.. . , .D..i, Et,.. . , Em-la-
vamos calcular õ(a), para todo z € X. Vamos primeiro calcular

õ(C'). Assim temos (lue p.(Õ) ' 3q; ' (A,.É), que p.(Õ) ' 1% ' la; e
que qw(Õ) ' %; ' l&. Portanto (i(O') = p.(Õ)(C)q«(Õ)(p..,(Õ)qu(Õ))"'t =

(.4:.B, C'). Fixemos { C {l, . . . ,m -- 1}. Vamos agora calcular Õ(Dí). Como
a(.Di) = "(.Di) = do, como 1% = %; - l&, temos pois que õ(.ói) = (lii)
Por fim, vamos calcular .5(Ei). Observe que p.(E) ' ;)a; ' (.A,B), que

ç.,,(E) T % ' (.B,O') e (lue p.(Ã) ' ;)ã ' ('4). Assim temos que õ(Ei) -

(.4, .B, .E:, .B, C')(.A, .B, C')"':
Vamos definir palavras w, tais blue a(w,) = õ(r) e que cR(m.) =

cl(t«,) = do, para todo z C X. Seja «,Õ = ..'1(cR(.B)':.B)(cR(O')''O) =
a35baba = b'i 555b't. A partir do item 2 da proposição 5.12 temos que
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a seqüência de transições de wõ é .A,.B, a e a partir do item l temos que
u,Õ D' ..4 D' e. Portanto a(wÕ) = (.A,.B,C') = 5(C). Usando o item 3
da proposição 5.12 temos que ca(wõ) = eR(.A) = do e usando o item 4
da mesma proposição temos que cl(wõ) = €1(O) = do. Fixemos { €
{l,... ,m -- 1}. Seja wH = .Di = b-i5z.5b-i. Como w& = .Di é uma
transição na Zy-classe de e, temos que a seqiiência de transições de w&
é .Di e portanto a(wH) = (Dí) = 5(.Di). Usando o item 3 da propo-
sição 5.12 temos que eR(WH) = eR(.Di) = do e usando o item 4 da mes-
ma proposição temos que cl(to&) = cl(.DÍ) = do. Por fim, seja WÊ; =
.4(.«(.B)':.B)(.«(.E.)':.E.)(.-(.B)':B)('«(a)':a)((',(.4)':Á)('«(.B)''.B)
(ca(O')':(17))"'i = a35baZ)3i't5baba(bbaZ)a)"': = b't 553i555"'i b't. A

partir do item 2 da proposição 5.12, a seqüência de transições de toÊ; é
Á, .B, .Ei, .B, C', (.A, .B, C')"'l e wÊ: 'D' ..4 Zy e devido ao item l da mesma pro-

posição. Portanto a(u,Z) = (.Ã, Ê, ã, .ê, Õ)(.Ã, .ã, Õ)"': = õ(Ci). Usando o
item 3 da proposição 5.12 temos que c/z(WH) = cR(.A) = do e usando o item 4
da mesma proposição temos que cl(WH) = cl(O') = do.

Observe que .H = {p.i.w=qÜ l n C X.}.

Vamos provar que p=Z;;ZÜ = P(z), para todo iç c X. Fixemos
um particular z C X.. Da definição de õ, todo passeio da forma (Í(b) para
b € G'\T é tal que 'l(Õ(b)) = a(p.©) = do = o(q«©) = w(Õ(b)). Devido aos

itens 3 e 4 da proposição 6.11, temos então que cR('r(õ(r))) = 1"(l..(ó(,») =
'"(l&) = '''(1«O(,») = cz(a''(õ(z))). Como 'r(IZ) - do.:: ca(w.) - cl(t",),
segui então que .x(."(õ(z))) «, cR(«,,) e que cl(."(õ(a))) «, 'l(.«,). Como
vimos antes, Õ(z) = ó(w,) e portanto, usando o item 2 da proposição 6.11,
temos que a(.''(õ(z))) = Õ(z) = a(w,). Podemos pois usar o teorema 7.5
de modo a obter r (í(a)) = i&. Assim temos que p ;qÜ = /iã ;qdo =

jii,'(Õ(z))iÜ = pa..(Õ(a)),7Ó. = y'(a), o que conclui nossa prova.
Por fim, tendo em vista que X Ç G' \T, concluímos então que .H =

{p;:Z;lãü l r € X} = {p(a) l z c X} = 9(X) Ç ç'(G' \ T) e a cardinalidade
de n é l.KI = IP(X)l = IXI =2m-- l pois p éinjetivaem G'\T;2X. R

Usando complexos resultados computacionais, nós verificamos que
o grifo apresentado na figura 8.1 é o próprio grafo fundamental da l)-classe
em questão para os casos m = 2 e m :: 3. Uma prova geral deste fato
depende de resultados combinatórios que devem ser ainda caracterizados.
Para o caso m = 2, podemos obter um resultado análogo ao corolário 8.2
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independentemente do teorema 7.6. Neste caso, 2m -- 1 = 3 e podemos
exibir três palavras na 'H'-classe de 55 cujas classes de congruência geram um
grupo isomorfo ao grupo de Burnside livre satisfazendo z2 :: l gerado por
um conjunto de três geradores. Este grupo livre é isomorfo a Z2 x Z2 x Z2 e as
palavras em questão são 555, 575 e 55355. O subgrupo gerado através de suas
classes de congruência é {55, 555, 575, 55355, 5755, 555355, 575355, 5755355}
e pode-se provar que eles são diferentes uns dos outros analisando os valores
de #., #ó e #óó.óó. Estes fatos motivam-nos a seguinte conjectura:

Conjectura 1 0 gra/o /undamental da D-classe de 55 é o gra/o G apresen
toldo na, $gura 8.1.

8.2 Duas palavras curtas congruentes
A proposição 8.4 mostrar-nos-á um exemplo de uma classe de congruência,
no caso n = 2, m = 2, que possui duas palavras mais curtas. Este resul-
tado contrasta completamente com aquele visto no teorema 7.3 j10], onde
demonstra-se serem únicas as palavras de menor comprimento numa classe
de congruência projetada sobre elementos de um monóide de Burnside livre
satisfazendo #" = z"+" em que n ? 3 e m ? l.

Proposição 8.4 Sejam .gs.lnec ros n = ! e m = 2 e o g7zl/o G de$nido na
.#gw« 8..Z. Sey'm p = (.A,.B,C') e q = (.D:) d.{s p«.e{« em G. .Então as
palas;ras 7-(pq) e I"(qp) são duas dijferentes palavras de menor compómento
na mesma classe de congrwência.

Prosa. Sela G' o grafo fundamental de 55. Do teorema 8.1 temos que G é
um subgrafo de G'. Da proposição 6.8 temos que o grifo fundamental G'
é fortemente conexo Seja pois B o grupóide de Burnsjde livre satisfazendo
z" = 1 gerado por G'. Sejam ainda de6nidos u = do um vértice de G',
X: = G'* a categoria livre gerada por G', ' a projeção canónica de X: sobre B
e B a congruência em X: associada a este morfismo. Assim p = (.Á, .B, O') C X:.
e q = (.DI) € X:.. Sda -B o conjunto de arestas {.À, .ã, Õ, ii;}.

Note que 7'(pq) # 7'(qp), até porque o item 2 da proposição 6.11
implica que a(,'(pq)) = pq # qp = a(.'-(qp)).

Vamos provar que 7-(pq) «' r(qp) e (lue l7-(pq)l = la'-(qp)l. De fa-
to, deduzimos que 7-(pq) «., 7'(qp) devido ao teorema 7.5 já (iue usando o
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item 2 da proposição 6.11 temos que a(7'(pq)) = pq = (çpypç = qpqppq
qpqq = qp = a(7'(qp)) e usando os itens 3 e 4 da mesma proposição te-
mos que c/z(,'(pq)) = cl(,'(pq)) = cx(.'-(qP)) = .Z(r(qp)) = ."(1..). Ade-
mais, usando o item 7 da proposição 6.11 temos que la"(pq)l = 1'r(1«)l +
E., l.«(.''(ó))':'(z,)l(çp)l.

Vamos provar que a'-(pq) é uma palavra mais curta em sua classe
de congruência. Seja w uma palavra qualquer tal que w ,- 7'(pq). Usan-
do o teorema 7.5, temos que o(w) 3 a(l-(pq)) = pq devido ao item 2
da proposição 6.11, o que também implica que a(a(w)) = a(pq). Co-
mo a(w) 3 pq e 3 preserva as funções da forma #b para b C G' devi-
do à proposição 4.1 temos então que #ó(a(w)) = #Õ(pq) = 1 para todo
b € .B. Usando o item 6 da proposição 6.11 temos pois que w 2 .I'(a(w))
e portanto que lt"1 2 1,-(a(to))1 2 1.''(i.(,(«»)l + E.:B lcx(,'(Z,))':7'(b)l =
I',(l.üa)l + E., l.«(.'-(ó))':,''(ó)l

Para concluir, vimos (lue 'r(pq) # a'-(qp), que a''(pq) '- a"(qp), (lue
ll'(pq)l = la''(qp)l e que qualquer palavra na classe de congruência de 'r(pq)
tem comprimento ao menos l7'(pq)l. H

De fato, pode-se provar que do, dt, d2, .A, .B, (7, .Dí e .Ei são as
únicas palavras de menor comprimgtg em suas respectivas classes de.con-
gruência. Isto implica que 'r((.'i, .B, Õ, .D)) = b':5575b': e 'r((.D, Á, B, a))
b't5755b't
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Capítulo 9

Os casos le n >3

Neste capítulo aplicaremos os resultados principais deste trabalho a semigru-
pos de Burnside livres cujas estruturas são bastante conhecidas. Suporemos
..4 um alfabeto qualquer e inteiros n e m inteiros tais que n ? l e m 2 1.
Suporemos .A4 o monóide de Burnside livre satisfazendo z" = z"+" gerado
por .A e ' o morfismo canónico ' : .A' ---.> .A't e «' a congruência de Burnside
associada.

Na seção 9.1 consideraremos o caso n = 1 e caracterizaremos os
grifos fundamentais das 'Z)-classes de .A4 \tl} no teorema 9.2. Em particular,
calcularemos seu número ciclomático. Por ora, fixemos n = 1 e m ? 1. Para
todo inteiro k 2 1, supondo conhecida a cardinalidade de B(k, m), o grupo de
Burnside livre satisfazendo z" = 1 gerado por um conjunto de k geradores,
calcularemos no corolário 9.3 a cardinalidade de cada ./-classe de .A,4 e
portanto a cardinalidade do próprio monóide de Burnside .A4. Isto implica
que conheçamos a cardinalidade de .A4 em função de l.AI nos casos m $ 3,
por exemplo. Em 1954, McLean 1261 deu uma descrição da cardinalidade
de .A4 em função de l.AI para o caso n = m = 1 (banda livre com l.AI
geradores). Generalizamos este resultado para qualquer m ? l em que a
cardinalidade de .B(k, m) seja conhecida. Para m suâcientemente grande e
três geradores em .A ao menos, verificamos que em ./U existe uma .7-classe
com um número infinito de R-classes e de ,C-classes. Ademais, toda 'lZ-classe
nesta ./-classe é um grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1 gerado por
um conjunto infinito de geradores. No corolário 9.4 veremos um resultado de
Kadourek e Polák j191 que reduz o problema da palavra em .A4 ao problema
da palavra num grupo de Burnside livre .B(k, m) para k finito. Isto implica
que o problema da palavra seja decidível em .A't mesmo em casos em que .A4
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é infinito, como nos casos em que m ? 665 é ímpar ou em que m ? 8000 é
um múltiplo de 16.

Na seção 9.2 daremos uma nova demonstração do teorema 8.16 j101
que prova que os grupos maximais de .A4 \ {l} são todos cíclicos de ordem
m quando n ? 3. Para tanto caracterizaremos no teorema 9.5 o grato fun-
damental de uma Z)-classe regular de .A4 \ {l} e provaremos que ele é um
circuito. O teorema 9.5 fará uso extensivo de resultados presentes em nosso
trabalho j101 que tratam da estrutura destes semigrupos.

9.1 0 caso n = l

Suporemos ao longo desta seção que n :: l e que m ? l é um inteiro 6xado
qualquer. Caracterizaremos o grato fundamental de uma 7)-classe qualquer
de .A4 no teorema 9.2. Em particular, calcularemos seu número ciclomático
e, por conseguinte, a cardinalidade da ./-classe em questão e do monóide
.A,4. Estes cálculos são feitos recursivamente na cardinalidade do conjunto
de geradores e supõem conhecidas a cardinalidade de um grupo de Burnside
livre satisfazendo z" = 1, dada a cardinalidade do conjunto de geradores.
Isto implica que conheçamos a cardinalidade de .A4 em função de l.AI nos
casos m $ 3, por exemplo.

Dados X Ç .A,4 e }V Ç .A* dizemos que W é uma representação de X
se' estabelece uma bijeção entre T'r e X. Dada uma palavra m C .4*, a classe
de congruência a é um elemento de .A'í e deânimos a função rep : .A4 ----} A ,
chamada representante, como sendo

rep(ã) é a menor palavra na classe de congruência ã

Note que rep(X) = {rep(z) l a C X} é uma particular representação de X
onde ' estabelece uma bijeção entre rep(X) e X e sua inversa é rep. Observe
que rep(.M) é fechada por fatores, já que todo fatos de uma menor palavra
em sua classe de congruência deve ser ele próprio um menor fator em sua
classe de congruência. Devido ao item l da proposição 6.1, toda /-classe de
.A4 pode ser associada a um subconjunto de .B Ç .A de tal forma que a ./'-
classe associada a esta /-classe seja o conjunto das palavras de conteúdo .B.
Esta associação será feita estensivamente nesta seção. Dado um sub-alfabeto
.B ç .4. definimos

M(.B,m) gg rep(B;),
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o conjunto dos representantes do monóide de Burnside livre satisfazendo
z = zn" gerado por B, que é um submonóide de .A'4. Também definimos

J(B,m) !g {«, C rep(M) l c(«,) .B},

o subconjunto de M(.B, m) formado pelas palavras de conteúdo B. Definimos
ainda

G(.B,m) !g o grifo fundamental de J(.B,m),
como também deânimos

.B (k, m) ,

o grupo de Burnside livre satisfazendo a;" :: l gerado por um conjunto de
h 2: 0 geradores. Por fim, dado um inteiro k 2: 0 e .Bh um subalfabeto de .A
com cardinalidade k, definimos as cardinalidades:

À,«

Gh,.
]h,«

Bh,«

def

def

def

def

;(.B* , m) l

G(.B. , m) l

M(.B. , m) l

l.B(k, m)l.

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

Na proposição 9.1 caracterizamos as 7Z-entradas de uma Zy-classe,
calculando assim quantas 7Z-classes possui uma ./-classe de .A'{.

Proposição 9.1 Seja J ama /-classe de .A4 e sela .B Ç .A o contelído qwe
caracteóza J. .Então o conjunto das R-entradas de palavras em rep(J) é

.n(rep(J)) {««a l a C B, «, C .J(.B \ {«},m)} Ç rep(J)

e a /unção g e ap/ãca w C cR(rep(J)) na 7?1-classe de ü estabelece Hma bÜeção
ent« cx(rep(J)) e o co«junto d«s 7Z-cZ.sse; de J.

Prol,a. Vamos provar que cX(rep(J)) Ç rep(J). Seja # c J. Como rep(.M)
é fechada por fatores, temos (lue cx(rep(=)) € Pref(rep(z)) Ç rep(.M).
Para terminar, basta observar que a; = rep(r) R. ca(rep(z)) implica que
ea(rep(z)) C J e também que ca(rep(z)) = rep(ca(rep(z))) Ç rep(J).

Vamos provar que a função que aplica w C cx(rep(J)) na R-classe
de ã estabelece uma bijeção entre cR(rep(J)) e o conjunto das 7Z-classes
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de J. Sejam z,y C J. É suficiente provar que = 7Z y -+::::+ (R(rep(Z/))
cR(rep(z)). Dado que cn(rep(z)), cX(rep(g/)) C rep(J), temos cR(rep(z))
ca(rep(3/)) 4-+ .X(rep(z)) = cR(rep(3/)). Como rep(z) = z, usan(io o teo-
rema 6.3 segue que g R y .+::::> rep(z) 7Z rep(y) '+::::> rep(a) 7Z' rep(3/)
.«(rep(,)) «., .«(rep(y)) <:-:> .«(rep(Z/)) = .«(rep(,)).

Vamos provar (lue ca(rep(J)) = {wa l a C .B, m C J(B \ {a},m)}.
Seja ua € cx(rep(J)) uma 7Z-entrada, com a C .A. Do item 3 da propo-
sição 6.1, temos que a g c(u). Como íiã C J, temos que c(ua) = B.
Assim c(u) = .B \ {a}. Como rep(.A4) é fechada por fatores, temos que
u C Pref(ua) Ç Pref(rep(J)) Ç rep(.A'l). Portanto u € J(.B\ {a},m) por
definição. Isto prova que cR(rep(J)) Ç {wa l a C .B, w C J(.B \ {a},m)}.
Seja agora uma palavra ub, com b C B e u € J(.B \ {b},m). Do item 3 da
proposição 6.1 temos que ub é uma 7Z-entrada. Como c(ub) = c(u) U c(b) =
.B \ {b} U {b} :: .B, temos que ub C J. Do item 4 da proposição 6.1 logo
segue que ub é a menor palavra em sua classe de congruência se e só se u
o for. Como u C J(.B \ {b},m) o é, uZ, = rep(ub) C rep(J). Isto prova que
{«,. 1 . € .B, «« C J(B \ {.},m)} Ç .a(rep(J)). H

No teorema 9.2 caracterizamos o grato fundamental de uma Z)-classe
do semigrupo de Burnside livre satisfazendo z = ai+". Na figura 9.1 vemos
uma aplicação deste teorema à l)-classe de ab. Observe que o número ci-
clomático do grafo fundamental desta l)-classe é 2m -- 1. Na figura 9.2 vere-

ab

bamb baab 1 1 bab aba 1 1 abra QbmQ

ba

Figura 9.1: Grafo fundamental da Z)-classe de ab

mos uma aplicação deste teorema à .Z)-classe de abc. Observe que o número
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de vértices do grifo fundamental desta D-classe é 6m e o número de arestas
é 12m2.B2m.l.m. Para o caso m :: l temos número ciclomático 12 -- 6 + 1 :: 7
e este é exatamente o grato fundamental visto na âgura 6.2. Para m = 2,
teremos 12 x 22 x 23 -- 6 x 2 + 1 :: 384 -- 12 + 1 := 373. Para m 2 8000,

temos que B2.-i,. é infinito e o número ciclomático do grafo fundamental
em questão é infinito. Isto implica que as 'H-classes da l)-classe de abc são
grupos de Burnside livres satisfazendo z" = 1. Estes grupos já seriam infi-
nitos se houvessem apenas dois geradores. Neste caso, o próprio número de
geradores destes grupos de Burnside livres é infinito. A proposição 9.1 e sua
dual implicam que há infinitas 7?1-classes e infinitas ,C-classes nesta 'D-classe.

onde

Õ

e cada aresta tem multiplicidade B2«-1,m

Figura 9.2: Grifo fundamental da Z)-classe de abc

Teorema 9.2 Seja Hm inteiro m 2 1. Sqa J wma J-classe de wm semÍgrw-
po de Bur"'ítsãde !jure satisfazendo ac = =1'F" gerado por um alfabeto A e seja
.B C ..4 o «nteádo «.o.{.do . J. Sd« G m) o g,a/o .»nd«menu«J
de J. Se B = {a} então V'(G) = {ã} e .E(G) = {âã}. Se l.a1 2 2, então
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V(G) e .E(G) possuem as representações

«p(V''(G))
rep(.E(G))

{«.«ól. c.a
{..«.l. c.a

b C .B \ {.}, .« € J(.B \ {«,b},m)},
w C J(B \ {.}, m)}.

..4demaás, dados dois uédÍces ii,8 C }'(G), existe uma aresta de ii a 8 se
e só se a pHmeira letra de u /or a tí/toma letra de u e, neste caso, ezisfem
ea;atamente .B(Glnl-i..),m arestas de ii a 8.

Prova. Seja .A,4 \ {l} o semigrupo livre em questão. Usando o item l da
proposição 6.1, podemos definir .D a 'D'-classe que projeta na 2)-classe em
questão e temos que -D = {w C .A' l c(w) = .B}.

Suponha que .B :: {a}. O item l da proposição 6.2 garante-nos que
a única l)-entrada em -D é a. O item 2 da mesma proposição, por sua vez,
implica que aa é a única transição. Assim V(G) = {ã} e .E(G) = {ãã}.
Observe que o número ciclomático de G é l.E(G)l -- IV(G)l + l = 1 -- 1 +
1 = 1. A propósito, a Z)-classe em questão possui uma única 'H-classe e é
{ã, ãã, . . . , ã"], com cardinalidade m = Bt,..

Suponha a partir de agora que l.a1 2 2. Procuraremos calcular as
representações rep(y(G)) e rep(.E(G)).

Vamos provar que rep(V(G)) é calculada como sendo rep(V(G)) =
{awblaC.B, bc.B\la}, wCJ(.B\la,b},m)}. A partir do item l da
proposição 6.2 temos que as 2)-entradas em .D são da forma aub, com a, b C .B
e a # b e c(u) = .B \ {a, b}. Por outro lado, duas tais Z)-entradas aub e a'u'b'
são congruentes se e só se a = a' e b = b' e u -., u', devido ao corolário 6.5.
Ademais, o mesmo corolário implica que aub é a menor .Z)-entrada em sua
classe de congruência se e só se for também a menor palavra nesta classe se
e só se u for a menor palavra em sua classe de congruência. Isto implica que
aub C rep(}'(G)) se e só se a, b C .B e a # b e c(u) = B \ {a, b} e u = rep(ii)
se e só se -Z, C {«««b 1 . c .B, b C .B \ {.}, «, C J(.B \ {«,b},m)}.

Vamos provar que rep(.E(G)) = {a a l a C B, m C J(-B\la}, m)}.
O item 2 da proposição 6.2 garante-nos que as transições em .D são as palavras
da forma aaa com a C .A e u € .B* e c(u) = B \ {a}. Por outro lado,
duas tais transições aua e a'u'a', com a,a' C .B, são congruentes se e só
se a = a' e u «., u' devido ao corolário 7.4. Ademais, o mesmo corolário
implica que uma tal transição aua é a menor transição em sua classe de
congruência se e só se aua = rep(ãiiã) se e só se u = rep(ii) se e só se
-« C {«.«« 1 . C .B, «« C J(B \ {«}, m)}.



9.1. O CASO N -l 123

Vamos finalizar a prova. Sejam ii, 8 C V(G). Dado que «., preserva a
primeira e a última letra das palavras, podemos supôr que u, t/ C rep(}''(G)).
Suponha que existam a C B e u', u' C B' tais que u = au' e u = u'a. Como
vimos antes, c(u') = c(u') = B \ {a} = c(u'u') e a proposição 6.2 garante-nos
que uu = au'u'a é uma transição na mesma 2y-classe de u. Como u e u são .Z)-
entradas de uu, temos que clz(uu) = u e cl(uu) = u devido à proposição 5.9.
Por definição, ii; é uma aresta de G com início em ã e término em 8. Suponha
a partir de agora que awa C rep(.E(G)) seja tal que ãaã seja uma aresta de
G com início em ii e término em T. Pelo corolário 7.4 temos que awa é uma

transição. Portanto ãaã é uma aresta de G com início em ca(awa) = ii e
término em cl(awa) = 8. Usando a proposição 6.10 temos que ca(awa) e
cl(awa) são as menores palavras em suas respectivas classes de congruência.
Bem como o são u e u. Assim, u = c/z(awa) C Pref(awa) tem a por primeira
letra e u = cl(awa) € Suf(ama) tem a por última letra. Para terminar,
falta-nos provar que há exatamante .B(Glal-x.«),m arestas de ii a 1. Sejam
u',u' € .B' tais que t' - au' e u = u'a. Como vimos antes, c(u') = c(u') =
B \ {a} = c(w). Ademais, não é difícil provar que u' = ca(w) = cR(w')
e que u' - cl(w) = cl(w') para toda palavra W € J(.B \ {a},m) tal que
w' 'H' w. Assim os possíveis valores de m são as palavras de J(B \ {a},m)
que estão na 7Z'-classe de u' e na ,C'-classe de u'. O restante segue do fato que
a cardinalidade de uma 'H'-classe em J(B \ 'Ea}, m) é .B(Glnl-i,.).m, devido ao
teorema 7.6. H

No corolário 9.3 calculamos a cardinalidade exata de .A4 , À/l,.ll,m, pa-
ra todo m tal que .Bh,« seja conhecido para todo k. Este resultado generaliza
aquele de McLean 1261.

Corolário 9.3 Seja ©m inteiro m 2 1. Suponha conhecida a cardánaZidade
BK.. em lfunção de k e de m, parca todo k. Então as seguintes cardãnatidades
podem ser calculadas de forma recorrente:

À,«

Gk,.

l se A = 0;

(klh-l,«)2B(G..«),m se k ? l;
Í l se k=1;
'l klh-l,«--k(k--l)Jh-2,m+l se k 2 2;

i=o \
t }) Ji,«

(9.5)

(9.6)

À6.« (9.7)
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Prova. Considere as definições feitas no teorema 9.2. Seja k a cardinalidade

Vamos provar a equação 9.5. Observe que J(0,m) = {1} e que
portanto Jo,« = 1. Suponhamos pois que -B # a. Usando a proposição 9.1,
temos que cX(rep(J)) = {wa l a C .B, w € J(.B \ {a}, m)} e que existe uma
bijeção entre cR(rep(J)) e o conjunto das 7Z-classes de J. Assim, J possui
1.«(rep(;))l l{««a l ' c -a, .« € J(B\{.},m)}l l.al x l;(.B\{.},m)l
kli.i.. 'R-classes. De forma dual, J possui klk.l.. É-classes e, portanto,
(klü-i,«)2 H-classes. Por outro lado, devido ao teorema 7.6 e ao fato de
que toda %-classe em J possui um idempotente, cada 'H-classe de J é um
grupo de Burnside livre satisfazendo z" = 1 gerado por um conjunto com
GI.nl,« geradores, possuindo então cardinalidade .BG...,m. Assim Jü,. =
IZI = (klh-:,.)'-BG...,m-

Vamos provar a equação 9.6. Suponha que .B # ü e seja k a cardina-
lidade de .B. Assim é definido o grato fundamental de J e, pelo teorema 9.2,
o mesmo possui lÍamb l a c B, b c .B \ {a}, w € J(.B \ {a,b},m)}l = 1.nl x
l.a \ hall x IJ(B\ {a,b},m)l = A(k -- l)JA-2,« vértices. Do mesmo teo-
rema, o referido grato possui llawa l a c -B, w c J(B \ {a},m)}l = 1.al x
IJ(.a \ {a}, m)l = kli-i,« arestas. Assim o número ciclomático de G(B, m)
é Gh,« = kli.i,. - k(k - l);A ,,.+l.

Vamos provar a equação 9.7. O monóide M(.B,m) possui 2x; J-
classes ao todo, correspondendo aos possíveis conteúdos associados às ../-
classes. Suponha 0 $ { 5; k. Assim M(.B,m) possui(f) J-classes cujo
conteúdo associado tem cardinalidade {. Cada uma delas com cardinalidade

J.,.. Concluímos então que MA,m = E!:;o (f)4,«. H

Substituindo a equação 9.6 em 9.5 obtemos a equação 9.8:

de.B

se k = 0;
m se k= 1=

(klk-l,.)2.B(kJ.--,«-A(k-l)Jh 2,«+l),m se k ? l;
ã,« (9.8)

No corolário 9.4 veremos um resultado de Kadourek e Polák j191

que reduz o problema da palavra em .A4 ao problema da palavra num grupo
de Burnside livre .B(k,m) para k finito. Isto implica que o problema da
palavra seja decidível em .A,'t mesmo em casos em que .A4 é infinito, como nos
casos em que m ? 665 é ímpar ou em que m ? 8000 é um múltiplo de 16.
Apesar de ser infinito .B(k, m) para quaisquer m ? 8000 e k ? 2, não se sabe
correntemente se o problema da palavra é decidível em todos estes casos.
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Corolário 9.4 Seja um inteiro m 2 1. Suponha decÍdz'ueZ o proa/ema da
palavra n'um grupo de Burnside livre satisfazendo z" Fado por um
conjunto anito. Então é decidíuel o problema da palavra num monóide de
Burnside livre satisfazendo = = ="+1 gerado por um conlisnto anito.

Prova. Sejam w,w' € .A'. Queremos decidir se w '- m'. Do item l da
proposição 6.1 temos que m /' w' +-> c(w) = c(w'). O conteúdo de uma
palavra é trivialmente calculável. Caso c(w) # c(w'), forçosamente temos
que w # w'. Suponha pois, a partir de agora, que c(w) = c(W). Faremos
uma indução em lc(w)l. Se c(w) = @, então w = w' = 1 e não mais há o
que fazer. Suponha pois que o problema seja solúvel para quaisquer palavras
com conteúdo estritamente menor que c(w). Como /' é efetivamente carac-
terizável pelo seu conteúdo, a partir da proposição 6.2 sabemos calcular a
seqüência de ocorrências de Z)-entradas de w e de w'. A partir do lema 5.11
calculamos então a 7Z-entrada, a sequência de transições e a .C-entrada de
w e fazemos o mesmo para to'. A partir da nossa hipótese de indução e do
teorema 6.3 podemos decidir se cR(w) «' cn(w'). De forma dual, podemos
decidir se cl(w) «' cl(w'). De acordo com o teorema 7.5 falta-nos apenas
decidir se a(w) B a(w'). A partir do corolário 7.4 e da nossa hipótese de
indução, sabemos decidir se duas transições são congruentes ou não. De pos-
se da seqüência de transições de w podemos então calcular sua digital a(w)
e da mesma forma podemos calcular a(w'). Estes passeios são congruentes
por B se e somente se, olhados como palavras no alfabeto finito .B = {b l b é
uma aresta de a(w) ou de a(W)}, estas palavras forem congruentes no grupo
de Burnside livre satisfazendo n" = 1 gerado por .B. Como por hipótese, é
decidível se a(w) e a(w') são congruentes neste grupo de Burnside, é também
decidível se a(w) 3 a(w'). E

9.2 0 caso n > 3

Nesta seção suporemos n ? 3. Daremos uma nova demonstração do teore-
ma 8.16 j101 que prova que os grupos maximais de .A,'t são cíclicos de ordem
m quando n 2 3. Este é o conteúdo do corolário 9.6, conseqüência de uma
aplicação do teorema 7.6 ao teorema 9.5, que por sua vez caracteriza o grafo
fundamental de uma D-classe regular de .A4 e prova que ele é um circuito.
Usaremos extensivamente os resultados presentes em nosso trabalho j101 em
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sua demonstração. Veremos primeiro várias definições e resultados presentes
pnn 11111

Definimos a sobreposição de duas palavras u e u por: u+u gg
max(Suf(u) n Pref(u)). Em outras palavras, é o mais longo su6xo de u que é
também um prefixo de u. Dizemos que u € .4+ (possivelmente mais comprido
que w) é um pera'odo de w se w for um fator de alguma potência de u (se
w C Fat(u') = UhFat(uA)). Neste caso, também dizemos que { - lul é um
pera'odo de w. Se este inteiro { for também o menor inteiro possível dizemos
que ele é o menor perüdo de w e denotamos: { = per(w). Neste caso, também
dizemos que a palavra u é &m menor período de w. Note que se u for um
período de w então u é um período de qualquer favor de w. Duas palavras
m e w' são ditas co?zjugadas se existirem palavras u e u tais que zo = uu
e w' = uu. Uma palavra w é dita pHm t ua se w :: uk implica k = 1 e
u = w. Para todo par a" = (Z, s) C .4+ x .4+ dizemos que / é o /cago de l-
enquanto s é o curto de 7', respectivamente denotados por Zr e s,. Deânimos
Q, uma relação em .4+, com segue: Q 1lg {(J, s) l s é simultaneamente um
preâxo e um sufixo próprio de Z e s'tZ é uma m-potências. Cada elemento
de Q é chamado de predação. Para toda produção r definimos a base de
r por bas(7') gg: (IZ,l -- is,l)/m. Também definimos a base esquerda de
r, bl(a''), pelo prefixo de Z,. de comprimento bas(7); e a base direita de I',
bK(a''), pelo sufixo de Z.- de comprimento bas(1'-) Podemos ver um exemplo
destas definições na figura 9.3. Definimos uma ordem parcial :g em Q x Q por

b.(.'-) b.(,-) b.(.') S.r

a b a b a b a b a b aba

S.r bn(,') bR(,'-) b.(,')

z,

Figura 9.3: Exemplo de uma produção de base 2 em que m 3

(Z,s) < (Z', s') <11$ 3u, u c .4* l Z' = uZu e s' = usu. Como as bases direita
e esquerda de uma mesma produção são palavras conjugadas, o seguinte
conceito é bem definido: duas produções a'- e a são conjugadas se bR(7-)
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(ou bl(7')) e bK(a) (ou bl(a)) são conjugadas. Dizemos que a produção 'r é
estável se per(s,) = bas(r). Um conjunto de produções é dito estável se toda
produção dele for estável. Dadas uma palavra w e uma produção a definimos
a relação era.lí como a era«íí w ilgb lw;:!Z.l > is.l e, neste caso, dizemos
que o apaga am su$zo de w. Assim, podemos definir -n : .4' x Q ---> .A' a
operação binária apagamento de stz$zo por

««. ' {

(««(.«#Z,)':) s, se a erasuÍf ml
caso contrário

Neste caso dizemos que w -H o é w apagado â direita por a.
Um leitor mais interessado pode encontrar a definição de E, uma

relação em .4+, na seção 4.5 j101. Para nós, são suficientes alguns resultados
sobre E. A proposição 4.9 j101 por exemplo implica que E Ç Q, que as
produções de E são minimais por < e que suas bases direita e esquerda são
primitivas. Como n ? 3, a partir do teorema 6.7 j101 e do corolário 6.11 j101

temos que E é estável. Em j101 o estudo de .A,'t \ {l} é feito através de
seu isomorfo .S definido na seção 8.2 j101. O conjunto .S é o conjunto de
todas as palavras de Á+ que são mínimas em suas respectivas classes de
congruência e o produto de duas palavras u, o C .S é a menor palavra na classe
de congruência de uu. A partir do teorema 7.3 j101 temos que .S é o conjunto
formado por todas as palavras de .A+ que não possuem nenhum longo de E
entre seus fatores (E é um sistema de Reescritura j16, 201 com a propriedade
de Church-Rosser e portanto toda classe de congruência possui um único
elemento na forma normal: o menor elemento da classe). O conjunto .S é
fechado por fatores não vazios e a proposição 3.1 j101 implica que todo fator
próprio não vazio de uma produção em E está em .S.

Teorema 9.5 Sejam inteiros n ? 3 e m ? 1. 0 gra/o /undamentaZ de uma
'D-classe regular de um semigT"üpo de Burnside !jure satisfazendo =" :: ="+m
é um circuito como o da $gura 9.4.

Prova. Pretendemos caracterizar o grafo fundamental de uma Z)-classe regu-
lar de .A'4 \ {l}. Antes veremos duas afirmativas referentes às produções de
E que serão usadas livremente nesta demonstração.

Afirmamos que bl(a) C Pref(s.) e que s. C Pref(bi,(a)*) para toda
produção a C E. De fato, como estamos supondo que n ? 3 e portanto a
é estável, temos que jbl(a)l = bas(a) = per(s,) $ is.l e portanto bl(a) C
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;;: ./:'' ' 'P
ri, . . . , rk formam um
conjunto maximal de
produções conjugadas
de E em que s,. é a
i-ésima Z)-entrada e

ti é a {-ésima transição

de bt(ri)s,., para
i - l,...,k

S7'2

Srs

©

S74

Figura 9.4: Grato fundamental de uma .D-classe regular para n 2 3

Pref(s,) já que s,,bl.(a) C Pref(Z.). Pelo dual do corolário 3.4 j101 temos
que s. C Pref(bi.(a)').

Afirmamos que duas produções conjugadas 1- e a"' em E são iguais
se e só se bl(7-) = bl,(7-') se e só se s, C Fat(s, ). De fato, obviamente l- = 1-'
implica que bl,(7-) = bl(7'') e que s, € Fat(s,.). Suponha que s, C Fat(s,.,).
Como bl.('r) € Pref(s,.) implica que jbl(7-) $ is,l, a proposição 4.1 j101

implica que a" < a'-'. Como as produções de E são incomparáveis por « por
definição, temos que l- = 1'-'. Suponha agora que que bl,(7-) = bl(7''). Assim,
s..,, s, C Pref(bi,(7')') e s,- C Fat(s,,) ou s,. € Fat(s,). De qualquer forma,
como acabamos de ver, segue que a" = 1''

Vamos agora caracterizar os vértices de G. Seja u c y(G) e seja
w, C .4+ a menor l)-entrada tal que u = a;l. Do corolário 6.5 temos que
w, é a menor palavra em sua classe de congruência e que portanto m. €
S. A partir do teorema 8.12 j101, temos que existe 'r C E uma classe
de produções conjugadas tais que {w, l u C y(G)} = {s, l I' c 'r}. Assim
}'(G) l r C 'r}.

Seja k = lrl e seja rl uma produção qualquer escolhida em 'r. Seja

w = bl(I'i)s,:. Afirmamos que w Zy s.. De fato, iri - J,: = bi.(ri)"s,: =
bl(l-t)"'i ü $c ü = bl,(1'1) i= Sc 3= implica que s,: .C' w.

Afirmamos que toda .Z)-entrada de w está em .S e é da forma s,
para algum 1- C 'r. De fato, qualquer .Z)-entrada de m é fatos próprio de
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to = bl(rt)s,: c Fat(bl(7'i)"s,:) = Fat(Z,.) e pertence então a S. A definição
de 'r e o fato de que m Zy s,. completam a prova.

Seja r C 'r. Sejam definidas as palavras u e u tais que bl(TI) = uu
e bl(7') = uu. Como bl(7'1) e bl(7') são palavras conjugadas, são também
períodos das mesmas palavras devido ao lema 3.2 j101.

Vamos provar que s, é um fatos de w. Temos que to C Suf(Z,:) tem
período bl(h) e portanto bi,(7') = ua é período de w e de seu sufixo t; s,: =
uuu(bi,(7')':s,.). Assim bi,(a") é período e preâxo de s,. e de us.... Usando o
dual do corolário 3.4 j101, temos que s,, us,: C Pref(bl(7')') e portanto s, C
Pref(us.) ou us. C Pref(s,). Caso s, € Pref(us,.) Ç Fat(uus,:) = Fat(w) a
tese já está provada. Caso us,. € Pref(s,), temos que s.: C Fat(s,) e, a partir
de afirmativa anterior, segue que r = ri e s, = s,. C Fat(bi.(7'i)s,.) = Fat(w)
provando a tese.

Vamos provar que existe uma única ocorrência de s, como fator
de w, a não ser (lue 'r - rl, onde (l,s,,s;:w) e (ws;:, s,,l) são as duas
únicas ocorrências de s, como fatos de w. Suponha que (r', s,, s') e (r, s,., s)
sejam duas ocorrências de s,. em w, com ls'l > lsl e lr'l < lrl. Seja
r = s,s's-i = r'':(r's,s')s': = r'':(rs,.s)s': = r'':rs,. Devido à pro-
posição 3.3 j101, g possui período s's'i. Note que z € Fat(w) Ç Fat(Z,.) tem
período bl(h), e portanto bl(7-), e note que lal = is,s's-:l = is,l + ls's-i1 2
jbi.(7')l + ls's-t 1. Assim, bl(1") é uma potência de uma palavra de comprimen-
to gcd(jbl(7')l, ls's-il) devido ao teorema 3.1 j101. Como bl(1'-) é primitiva,
temos pois que gcd(jbn(7')l, ls's-tl) = jbl(1")l. Como s, C Fat(s,.) implica
T = 'rl, segue que s,. não pode ser fator próprio de s,:. Dado que rs,s =
w = bl(q)s,: temos que lrl 5; jbl(7'1)l e r C Pref(bl(7i)). Dado que # =
s,s's-l - r''lrs,, temos que ls's-il - lr''trl $ 1rl $ jbl(7-i)l = jbl('r)l =
gcd( bi,(1")l,ls's''l). Assim, lr''irl = ls's-tl = jbl(7')l = jbl(rl)l. Como
r C Pref(bl(7i)), temos pois que r = bl(TI) e r' = 1. Assim bl(ri)s,s =
w = bí.(ri)s,. implica que s, C Fat(s,:) e, como vimos em afirmativa an-
terior, (lue 'r = li. Isto implica que s = w(rs,)'i = w(bl(7i)s,:)'t = 1.
Concluindo,(r', s,, s') =(1, s,., s;'t«) e(r, s,., s) =(t«s;:, s,, 1) são as duas
únicas ocorrências de s, como favor de w.

Podemos pois nomear as diferentes produções de 'r por 'ri, r2, - - rA
de tal forma que a {-ésima ocorrência de .D-entrada de w seja do fatos s,.,
para { C {1,2, . . . ,k}. Seja zJ:+l = zl. Temos também que o comprimento
da seqüência de ocorrências de Z)-entradas de w é k + l e a {-ésima Z)-entra-
da a ocorrer em w é s,., para { C [1,2, . . . ,k + 1}. Usando o lema 5.11,
temos que existem exatamente k ocorrências de transições em w. Seja t{ a



130 CAPITUL09. OSCASOSN IEN>3

i-ésima transição a ocorrer em w. Do corolário 5.10 temos que cR(ti) = s,.
e que cl(ti) = s,..:, para { € {1,2, . . ,k}. Assim temos que t; C .E(G) e
cv(C) = i; e «,(&) = g;=, para í C {1,2,... ,k}. As k arestas â,... ,ã são
todas distintas entre si já que são aplicadas a diferentes vértices por a.

Vamos provar que toda aresta G é da forma t., para algum { C
{1,2,.. . ,k}. Seja b C .E(G) e seja t € .4+ a menor transição tal que
b = t. Do corolário 7.4 temos que f é a menor palavra em sua classe de
congruência e portanto t € .S. Da proposição 6.10 temos que cR(t) e €1(t)
são as menores 71)-entradas em suas respectivas classes de congruência, que
por sua vez são as menores palavras em suas classes de congruência devido
ao corolário 6.5. Assim, temos que cx(t),cl(t) C -S. Seja n C 'r tal que
s,. = cR(t) 7Z' t e seja q € 'r tal que s,. = ct(t). Em .S, s,.. e t estão
na mesma 7Z-classe e a proposição 5.9 implica que s,. = cR(t) # t. Usan-
do a proposição 8.7 j101 temos que existe a C E tal que a eras.E t com
bas(a) $ bas(q). Como srJ C Suf(t) e o' era«a t, a proposição 6.3 j101 im-
plica que bas(q) $ bas(a) e portanto bas(b) $ bas(a) $ bas(q) = bas(q).
Daí bas(a) = bas(q) e a mesma proposição 8.7 j101 implica então que o = q
e que s,. = t -n n = (t(t+Z,.)':)s,... Assim t = t Z,. C Pref(Z,.). Se-
jam as palavras u e u tais que bl,(71) = uu e bi,(q) = uu com u # l.
Temos que us,: C Suf((uu)"s,.) = Suf(Z,:) tem período bl(ri). Como
bi,(7'i) e bl(q) são palavras conjugadas, o lema 3.2 j101 implica que também
bl(T) = uu é período de us,. = uut;(bl(q)':s,:). Assim bl(q) é período
e preâxo de Z,. e de us,.. Usando o dual do corolário 3.4 j101, temos que
1,:,us,: C Pref(bt(b)*) e que t C Pref(Zn) Ç Pref(bl(r )'). Suponha por ab-
surdo que ltl > lus,: 1. Neste caso temos que us,: C Pref(t) e (u, s,:, (us,:)''t)
é uma ocorrência de IZ)-entrada de t, o que contradiz com a proposição 5.9
já que u :# l # (us,:)'it. Assim podemos supôr que ltl $ 1us,: e portanto
t C Pref(us,-.) Ç Fat(uus,.) = Fat(w). Isto prova que t é uma transição
de m pois t .Zy w. Ademais, t = ti já que t{ é a única transição de m cuja
7Z-entrada é s,;

Como V(G) e .E(G) têm a mesma cardinalidade k, o número ci-
clomático de G é l.E(G)l -- IV(G)l + 1 = 1. H

Corolário 9.6 Sejam inteiros n ? 3 e m ? l. Os gmpos mazàmaÍs de um
semigrupo de Bum.sido livre satisfazendo =" -- =n'-" são cícti,cos de ordem

Prova. O grato fundamental de uma 2)-classe regular de .A,4 \ {l} é um cir-
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cuido devido ao teorema 9.5 e tem, portanto, número ciclomático 1. Usando
o teorema 7.6, temos que um grupo maximal de .A4 \ {l} é um grupo de
Burnside livre satisfazendo =" = 1 gerado por um único gerador: o grupo
cíclico de ordem m. H
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