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Introdução

0.1 O modelo biológico

Nós consideramos uma população na qual os indivíduos tomam parte em
disputas, sempre aos pares Assumiremos que tais disputas são simétricas,
isto é, não existem diferenças óbvias entre os participantes. A situação
anterior foi considerada por Maynard Smith 1201.

Cada indivíduo sempre joga uma de r diferentes estratégias, etiquetadas
de l a r, e se o í-ésimo joga com o J-ésimo jogador, este recebe um pagamento
("pay-oH") (aij).

Estes ganhos afetam as reproduções seguintes, que seguem sempre a
mesma estratégia. Logo temos uma matriz r x r de premiou, Á = (afj).
O estado na qual se encontra a população pode ser descrito pelo vetor de
probabilidade p = (PÍ), onde pi é a proporção da população que joga a
estratégia z.

O ganho esperado que obterá o í-ésimo jogador é

E({, P)
r

>ll: "'jpj (AP)i

Também definimos E(q,p) = E qfE({, p), portanto E(q,p) é o pagamen-

to esperado pelo grupo de indivíduos na população quando uma proporção
qi joga a estratégia t.

r

l

Definição O.l.l üma popa/anão é esláue/ se o uefor p satis/az as seguínfes
,..H;pape
\,v l b w + b- v v v +

E (p, g) 2 r(q, p)
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Se q # p e se ueri$ca a igualdade então,

E (P, q) > E (q, q) V q

Deânição O.1.2 Se o anledor se uez'l»ca e7ztão p é dí o tina estrato'gia
estáue! de evolução (E.S.S).

As noções anteriores são estáticas e não dão indicações de como um E.S.S
pode ser escolhido ou quão rápido os imigrantes podem ser expulsos. Taylor
e Jonker [2S] sugerem a seguinte dinâmica:

!9=pi((4p)i-p'Áp) l s; í$ r,(1)

que permite investigar o desenvolvimento da população no tempo Zeemann
[30] sugere buscar os pontos de equilíbrio estáveis (locais) ao invés dos E.S.S..

Estas idéias são muito úteis mas não suficientes. Isto é, imigração e
mutação, que estão no coração do problema, envolvem variações espaciais
assim como temporais.

Em geral a inclusão de termos espaciais não pode se fazer automatica-
mente. Se todos os membros da população se dispersam simultaneamente,
o modelo seria:

Çllü = pi l(Áz'){ - z''Ápl + oíz\pf (2)

Isto foi proposto por Hadeler j10] em populações genéticas que é uma
extensão do mode]o proposto por Fisher [7]. Contudo, é razoável esperar
que em muitas situações os coeficientes de dispersão sejam afetados pela
estratégia que vem sendo seguida. Este caso é um problema com a nor-
malização, e qualquer modelo introduzirá novas suposições e variáveis. Nós
usaremos um conjunto de equações introduzidas por Vickers [271. A forma
funcional foi escolhida para assegurar a conservação total da densidade da
população, estamos designando por u{(z, t) a densidade dos i-- estrategistas
na posição = no tempo t e por y(z, f) a densidade total, as equações são:

gl? = .Ê(") + aia"í l $ i ; , (3)

onde

,'«, - «. (+ -v)
4



}l: ui. Aqui di são os coeficientes de dispersão dos i estrategistas e a

equação se verifica em uma região Q C RI a qual é limitada e tem fronteira
suave é)Q, u satisfaz condição Neumann homogênea em an.

A forma especial de /, que é clássica nestes modelos, é coerente com a
do modelo proposto por Tay]or-Jonker [25].

E uma álgebra simples verificar as seguintes propriedades:

/(k«) = k/(u) (4)

«) = o (5)

Como conseqüência de(4), se o é solução de(3) também o é ku, para todo
k. Esta falta de unicidade reflete o fato que no correspondente modelo de
reação, os ui são frequências, portanto a condição }, ui = 1 é imposta. Para
nosso sistema de reação difusão não serão mais frequências o que causará
dificuldades técnicas quando trabalhamos com soluções estacionárias, por
conseguinte, será necessário impor uma condição integral para solucionar a
unicidade. Segue da equação(4) junto com a equação(1) e integrando em Q,
que jn y(3, t)dz é constante. Em outras palavras: o total de

indivíduos não

muda em Q (a qual é' uma condição que substitui parcialmente a condição
anterior, imposta sobre as frequências).

Turina mostrou que "patterns" espaciais estão associados com equilíbrios
que são estáveis com respeito a pertubações homogêneas mas instáveis com
respeito as heterogéneas, tendo em vista os diferentes tipos de estabilidade,
Vickers [29] introduz a seguinte terminologia

Definição O.1.3 Diremos que um gonzo de equ{/zürio espada/merzte cons-
lanle 8 é Zempora/me7zte esfáue/ se á ass ntoficamente estátpel em re/anão a
perturbações homogéneas do sistema de reação di.fusão, isto é, com todos os

O ponto de equitíbHo li é dito espacialmente estável com um sistema par-
ticular de coe$cientes de perturbação di, se e somente se é assintoticamente
estáuet por pertubações espaciais heterogêneas, e uniformemente estável se
o anterior se ueriWca para lodos os di 2 0.

Suponhamos que õ é um ponto de equilíbrio espacialmente constante
do sistema de reação (3) e ponhamos y = }ll;i)í. Consideremos primeiro a
situação na qual todos os ui são constantes em espaço. Então a equação (3)
se simplifica a

di 0

$ 4d.-p'.4p)
l6)
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onde pi = V- é um vedor de probabilidade dependendo só do tempo. As-
sumiremos que a equação (1) tem um ponto do equilíbrio assintoticamente
estável ü = # (mi > 0), e investigamos sob que circunstâncias é assinto-
ticamente esta,vel para (3). Em geral, a estabilidade de qualquer solução
dependerá em parte da forma, assim como do tamanho da região Q, pois
somente certas pertubações são possíveis. Seja p um autovetor de -A, em
ç2, isto é, existe uma função não nula é tal que

--b.b= p+ = c çl

e

Existe um número infinitos de tais autovalores: quando Q = (0 ,n'), temos
P - 0, 1, 4, 9, ...

A estabilidade da solução õ foi investigada supondo uma solução da
forma

u (,, t) = Õ + " -P (wt + Íkz) . (7)

A condição de que uma solução não trivial existe (ver Vickers 1271) é que

det jmi«ij -- «.{ (m''{)j -- (aíp + ") õijl - o.

Como p = 0 é sempre um autovalor do zX, esta equação tem uma solução
degenerada to :: 0 correspondente às perturbações que são constantes no
espaço e no tempo. Esta raiz é irrelevante quando queremos decidir sobre a
estabilidade. Portanto õ é assintoticamente estável se todas as outras raízes
da equação tem parte real negativa, para todos os autovalores p.

Supondo que m é um ponto de equilíbrio da equação(1), assintoticamen-
te estável, mas m não é um E.S.S.. Então existe um vetar de probabilidade
q para o qual

(8)

q'.4q 2 m'Áq

isto é, m é invadível por q. O caso mais fácil a investigar é quando q é uma
estratégia pura a qual no seguinte teorema escolhemos o vetor (1,0,0.......).

Teorema O.l.l (Vickers et al. [291) Sda m tzm ponto de eqtzí/zür o tem-
poralmente estável do sistema (1) para o qual mi >- Q para todo i. Se

«:: ? (m',4) .

então existe um conjunto de coe$cientes de dispersão di > todo i tal
fine m é um ponto assintoticamente instável da equação (3), isto é se uma
estratégia pura pode invadir m então não é uniformemente espacialmente
estáueí.

6



Com estas considerações, usando as técnicas de D.Henry [11], provámos
no capítulo 5, sem fazer uso da solução, os teoremas (2.1), (2.2) de Vickers
et al1. [291.

0.2 Objetívos deste trabalho
Pretendemos neste trabalho estabelecer uma formulação matemática sólida
para este modelo, de tal forma que esta formulação nos possibilite:

i) Provar o teorema 0.1.1, sem se utilizar a forma esp'cia1 (7), que
aumentará os domínios permitidos;

íá) Mostrar que podemos modificar, de forma controlada, o fluxo pela
fronteira e obter os mesmos resultados obtidos por Vickers, sem impor que
a estratégia seja ganhadora ou não para (1);

íi{) Mostrar que, mesmo introduzindo um fluxo pela fronteira, o modelo,
do ponto de vista matemático, está "bem posto" (ou seja, temos existência e
unicidade) e pode ser um modelo biológico coerente, isto é, não é "instável"
(mostraremos a existência de um atrator global).

Gostaríamos de resultar que estes resultados são originais e, a nosso ver,
dão outra dimensão ao modelo.

0.3 Formulação matemática do modelo
Para atingir os objetivos mencionados anteriormente, prosseguiremos como
no estudo de modelos de química, biologia e ecologia que envolvem problemas
de reação-difusão em um domínio ç2 com condição de fronteira Neumann
linear ou não. h/leis precisamente iremos escrever nosso modelo na forma

«. = DÍ«(«y")+ E;:: Bj(')ig-+À" - .f(") 'm Q

g: = g(") 'm aQ
(9)

onde « =(ui,..., «w), /V $ 1, "(,) = d 'g(«-('),..-, .]v(')), "iC C'(Q),
0 < ai(z) z € ç2, À > 0 e /, g são funções de RN em RW

A. literatura deste tipo de sistema é extensa, dentre os inúmeros resulta-
dos encontrados, gostaríamos de citar que Pao [141 estabeleceu uma relação
entre ./' e g tal que o sistema final era "estável". Mais tarde, Alikakos
jl], seguindo as ideias de Friedman [8], mostrou existência global e algum
comportamento assintótico das soluções. Trabalhando com domínios unidi-
mencionais, Henry [12] estabeleceu uma relação precisa entre / e g para que
o sistema final seja Morse-Smale. Seguindo paralelamente, Amann, [21, 131

\' '/ )
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estabeleceu um procedimento para colocar (9) em uma formulação abstrata
e assim estabeleceu existência e unicidade

Combinando os resultados de Amann ]3] e Henry j12], Carvalho, Oliva,
Pereira e Rodriguez Berna1 [6] e Oliva e Pereira j18j estabeleceram uma
condição sobre / e g para que o sistema seja estável.

Neste trabalho seguiremos esta formulação e utilizaremos os resultados
de Henry [lll para estabelecer a estabilidade ou instabilidade dos pontos
críticos e para mostrar que, mesmo que o ponto crítico seja instável, que o
sistema possui sempre um atrator global.

O trabalho seguirá da seguinte forma:
Capítulo l Estabelecemos a nomenclatura e os resultados básicos, ne-
cessários para colocar o problema (9) numa forma abstrata. Mais precisa-
mente faremos um apanhado geral sobre a teoria de semigrupos, baseando-se
no trabalho de Henry][[], e Pazy]15].
Capítulo 2 Seguindo o trabalho de Henry jlll estabelecemos a existência e
unicidade das soluções do problema abstrato e estabelecemos os resultados
de estabilidade e instabilidade dos pontos de equilíbrio.
Capítulo 3 Seguindo o trabalho de Hale l91, resumiremos o ferramental
necessário para a existência de atratores globais.
Capítulo 4 Seguindo o traba]ho de Amann, ]21, 13] e O]iva e Pereira j18],
estabelecemos os resultados gerais para os sistemas do tipo (9).
Capítulo 5,6 e 7 Aplicamos as técnicas estabelecidas nos capítulos ante-
riores ao nosso modelo, cumprindo os objetivos mencionados anteriormente.



Capítulo l

Preliminares

1.1 Operadores Dissipativos e Seinigrupos
Nesta seção apresentamos os resultados básicos de semigrupos fortemente
contínuos e uniformemente contínuos, seus resolventes e suas representações
integrais, que podem ser encotrados por exemp]o em [15].

O objetivo é aplicar os resultados da teoria de semigrupos para se obter
informações sobre as soluções de equações diferenciais parciais. Como ilus-
tração comecemos com um simples exemplo. Consideramos o problema de
Cauchy.

õu . 1l!; , >o ,t> o, «(,,o)

Onde u(z, t) é uma função de duas variáveis z e t. Podemos fixar t e definir
a correspondente função denotado por, digamos ut definida por

«.(') = «(t, ,)

Isto gera uma família a um parâmetro, de funções (ut)tZO
cada 1 ? 0 associamos a apropriada função at da família, isto é

Logo para

«(t) = a.

Então u aplica [0, oo) sobre um espaço de funções, que pode ser escolhido
dentro de vários, por exemplo podemos escolher Z;P com l $ p < oo. Isto
nos leva a utilizar ferramentas de cálculo em espaços de Banach, e podemos
interpretar a equação

9



da seguinte forma. No lado direito fizemos t, podemos considerar isto como
,4ut onde ,4 é o operação diferenciação (definido da maneira usual) aplicado
a uma função fixa ut. Podemos interpretar o lado esquerdo como a derivada
com respeito ao parâmetro [ da aplicação u : [0,oo) -'> .X onde X é um

espaço de Banach apropriado. Como u é uma função de uma só variável, t,
escrevemos g como sendo $f. Estas considerações nos levam ao estudo das
equações diferenciais em espaços de Banach X da forma

onde .4 : 1)(..4) C X -+ X é um operador (relacionado com a equação dize

rencial parcial em questão) e temos como solução

u : [0, oo) --> X.

Para generalizar e deixar precisas as considerações anteriores precisamos
de alguns resultados e definições.

Definição 1.1.1 Soam X um espaço de B«''"cA e Z,; D (L) C X -} X "«.
operador linear fechado. O conjunto resoluente de L, p tl) , é o conjunto
de todos os número completos X para os quais XI -- L é inueí'síuel, isto é, o
operador resoluente

R (À : Z;) = (À/ - L)''
é um operador limitado em X

O conj««to a (Z;) C'\ p (Z,) é chamado o espectro de Z

Definição 1.1.2 Um C'o-- semigrupo em um espaço de BaízacÀ X é Ilha
famtüia de operadores lineares contínuos em X , TI.t),t > 0. satisfazendo
i) T(0) = /
ü) T(s + t) = 7'(s).r(t) pa" t''?o ', t ? 0
íii) T(t)z --} a; qtzarzdo t -+ 0+ para cada z C X.

Deânição 1.1.3 t/m semígrupo é tznijformemente conlíhuo se
i) T(0) = /
Ü) 7'(S + [) = 7'(s).T(t) pa"' lod' s, t ? 0
e

ll$ 117'(t) - /llc(x) = o

10



Definição 1.1.4 0 gerador ínjnítesima/ L de um Co--semigrtzpo T(t),
t > Rido por:

Z;, - lim ! (T(t)« -- ,)f-.}o f

sendo seu domínio formado por todos os pontos de X para os (duais este
limite e,/ste. Us««/me«le, e««««.« T([) = '''

Deânição 1.1.5 Seja T(t), t ? 0 tzm C'' -- semigrHpo de.Puído "i'm espaço
de Banach X. Dizemos que T(t) é ttm semigrupo analítico em X se, para
cada # C X , t -.> 7'(t)z é uma ap/[cação ana/bica para 0 $ [ < oo.

Definição 1.1.6 Soam R+ = [0,oo) e X tzm espaço méZríco como/eto.
U«.« /amzl{« de /unçõ« 7'(t) : X --> X,f 2 0 é «m Co-- «míg«p' «ã.
!inear se

Í)T(0)
ü )r(t + ') = r([)T(s), t ? o, s 2 o
ííi)T(t)z é conthiza em (t, z) C R+ x X
Se X é um espaço de Banctch, T(t) : X -.+ X. t2. 0, satisfaz i), ii), iii) e
além disto,
iu) T(t)z possui deMuadas de Frechet em relação a = contínuas até 07dem
,, , ? l P«« Ít,«) C R+ x X,
e7zlão T([) : X --} X, t ? 0, é um C' -- semigrupo não /irzear.

Teorema 1.1.1 Seja Á zzm opera(/or /ínear, então 4 é o gerador {nPnife-

símal de tzm semigrupo tlrzi/ormemenZe corzlíhr/o se, e somente se, Á é tzm

operador linear !imitado.

Te.,««, 1.1.2 Soam T(t) e S([) dois sem grz.pas «nilomemenle c-tú'""
Se lim.-.,o Zl!?=! . .4 - limo-*o g(O-/ então S(t) - T(t).

Os teoremas anteriores são importantes pois caracterizam os geradores
infinitesimais dos semigrupos uniformemente contínuos. Mas os operadores
provenientes de equações diferenciais parciais não são limitados, logo nos
restringimos ao estudo de C'u-semigrupos

Teorema 1.1.3 Se.Ía 7'rf) um C'o-semígrupo. Então ez saem constarzles
o ? 0 e À4 ? 0 país que

lr(t)ll 5; Me"'

Estas estimativas são extremamente importantes pois fornecem o com
portamento assintótico do semigrupo.

11



Teorema 1.1.4 Se.fa T('t,) um C'o-semígrupo e siga .A seu gerador {7z$níte
sina!. Então
i,)Para z C X, lemos

r('),d« = r(t)«,

ii)Para z C X, lemos

r(s)«ds c o(Á) e Á r(s)«d. Z

Üi) « c O(.'{), tem" r(t), c o('!) '

gl!:l:b.,.!r(t), (o,'{,
{«;Pa« , € D(Á), ['m"

r(t), - 7'(')« = r(r).'!«d, = ,4r(,),d,

O teorema anterior torna precisa a relação entre C'o-semigrupo e gera-
dores infinitesimais com as equações diferenciais em espaços de Banach, ou
seja o gerador caracteriza a equação e 7'([) fornece a solução.

Teo.ema 1.1.5 (Pazy [15]) rXÍ//e- cosida) Seja .A um operador /inear de
X em X. Então A é o gerador in$nitesimal de um Co-semigrupo satisfa-
zendo llr(f)ll $ Me"' se e se«.ente se

í) .4 é /ecA.d. e D('{) = .X;

{i) O co«j««lo ««/««Ze de .4 ««tém « «mi"f« (",") '

S

llX(À : Á)"ll $ rÍ-!!:l-:in., À > u, lz = 1, 2, ....(À -- co J

Observação 1.1.1 .4 condição de que todo real À ? w está rzo c07Üurzto
resoluente de A, conjunto com (1.1), implica que cada número compte=o >''
s.tís/a««d. ReÀ ? o se e«o«!« 'm p(A) '

(1.1)

IR(x : Á)"ll $: M;Í.q' (1.2)

para ReÀ 2 o, lz = 1, 2.
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Uma aplicação do teorema de Hille-Yosida é a seguinte. Seja Q € E" um
aberto cuja fronteira denotaremos por I'. Denotamos por

Q = ç2xl0, oo[ e E = Fx]0,oo[,

isto é, E é a fronteira lateral do cilindro Q. Consideramos o problema
seguinte. Achar uma função u(z, t) : Q x 10, ooÍ-+ R tal que

í g
{ u=0 emE
l «(,,0) = «o 'm Q

(1.3)

Onde f é normalmente denominado tempo e ao(z) é uma função dada. Se
definimos o operador não limitado Á : D(Á) -+ X por

Í « c o(Á) = H'(çz) n xJ (n)
l ,4« = -z\"

Se comprova, aplicando o teorema de Hille cosida (ver [41), que a equação
do calor (1.3) tem uma única solução.

1.2 Inversão da transformada de Laplace
Um dos problemas da teoria de semigrupos de operadores é a relação entre
o semigrupo e seu gerador infinitesimal.

Dado o semigrupo T(t), podemos obter o gerador infinitesimal, através
de sua definição, como:

,4z =lim
t-+o

r(t), ,
[ ) « € 0( 4).

Uma forma diferente de se caracterizar A é através de seu resolvente,
para isto podemos utilizar a observação (1.1.1). Esta observação nos diz
que, se llr(t)ll $ À/e"', então

R(À:Á)z=/e-À'T(t)zdf #eX, ReÀ>w.(14)

Do ponto de vista das equações diferenciais, é mais interessante se ob-
ter T(t) de seu gerador infinitesimal. A razão para isso é que, para z €
Z)(.A),T(t)z é a solução do problema inicial

0

«(o) = «



que é desconhecida e A define a equação, que é conhecida. Esta seção está
dedicada ao problema de representar 7'(t) a partir de seu gerador in6ni
tesimal. Se T(t) satisfaz llr(t)ll $ À/e"* então o resolvente do Á satisfaz
(1.4), isto é, o resolvente de À é a transformada de Laplace do semigrupo
associado. Portanto, esperamos obter o semigrupo a partir do resolvente de
,4, invertendo a transformada de Laplace. O primeiro passo é estabelecer o
seguinte lema.

Lema 1.2.1 Seja 13 tlm operador /inear /imitado. Se ' > llnll então

'y+ioo . l

.*'a(x : B)aÀ - 5h ,Jln .
'Y -- t c-o

\ conoergêítcia é na tipologia uniforme dos operadores em t em conjuntos
!imitados.

Com isto podemos estabelecer o seguinte teorema, que resolverá o problema.

Teo.em, 1.2.1 Sda B o gerador ínP'zífesíma/ de wn Co--se«.igrupo 7'(t)
s«tís/a««do llr(t)ll 5; M'": e «ja ' > m-(0,"). S' " C O(Á) '"tã'

e*'R(À : B)dÀ

F:'-...';-àJ::::.*'*«»: . Ç
Uma consequência importante é o seguinte corolário.

Corolário 1.2.1 Sda Á o gerador n#nilesíma/ de tzm C''-semígrupo T(t)
satis.fazendo

llr(t)ll 5; &/e"'

Sda 7 > max(0,',). S' ' € O('1') '"1ã'

'«..-«. -àJ::::
'y+ioo

e*'R(À : B)« dÀ

e, para ó Z 0, a íntegra/ imprópria cona;erre üni/ormemenle para t c l(i, l

Pro ua :

Seja ;' C O(Á') e«tão Á, € O(Á) Pelo Teorema anterior, temos que

'''.: - , - I'«.'«.-; - à f::::.*'"-*

14



e*'(R(À
2n'i .ü, - l:)aÀ

[::: *' q.., * à [:::.*'*'* : »-.'-*

''tmJ' .;''*n$:4(')'ix

Pois Ík(limo-.m .lll+Í' eÀ'#)z ---> z. Portanto, temos a tese
#

Podemos ainda estabelecer o seguinte resultado.

Te.,r.ma 1.2.2 Sda T(t) üm Co--se«2ígrupo satíé{/acendo llZ'(t)ll $ À'fe"'
Sda 7 > max(0,u). Se « C D('1') '"tã'

'«..''' -LC::: .*'R(À : B), d.X.

Concluímos esta seção com uma importante condição suficiente mas não
necessária para que um operador À seja um gerador infinitesimal de um C'o
semigrupo. As condições deste teorema são mais fáceis de se verificar, que
as do Teorema 1.1.5

Teorema 1.2.3 (Pazy j15]) Se.Ía Á um operador de7zsamenfe de.Pn do em
X síltisjazendo as seguintes condições:
í)Pa,« a/gum 0 $ õ $ 6-

1* KI ;+õlulo}

íí)E, '' "ma c.«la«fe iMZ«/q« llR(À:'{)ll $ á, P««ÀC E;, À#0.
Então A é um gerador in$nitesimal de um Co-- semigrupo TI.t), satisfazendo
llr(t)ll $ C para aZgu,« C.
.4Zém disso,

I'(t) - àJ.e*'n(x:A)ax
onde ' é zzma curda dil/erencíáue/ em : variando de ooe'ie a ooeit para

$ 0 ; '5 + { rufar ./igura .r..r).

15



Figura l.l

1.3 Operadores Setoriais, Potências H'acionárias e
Semigrupos Analíticos.

Nesta senão, apresentamos, a nosso ver, um dos teoremas mais importantes
desta teoria. Nos referimos ao Teorema 1.3.1, cuja demostração pode ser
encontrada em [11]. Este resultado é importante pois nos dá uma relação
explícita entre o semigrupo (analítico) e seu gerador infinitesimal, além dis-
so, ele é a solução de uma equação abstrata coma veremos nos próximos
capítulos.

Definição 1.3.1 Seja ,4 um operador /inear de/inído rzum espaço de Banana
X. Dizemos que A é um operador setoria! se élechado, seu domínio é denso
.mX .« ImOC(0,{), &/? I' « € R, d./o,m' q« . "t"

Só.o {; taZ q«e 0 5; jarg (; - b)l $ ",
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está c07tfído izo c07Üunfo reste/oenle de .4 e

(;.r - .4)'' <

1, - z,l

para todo z C Só.o

Teorema 1.3.1 (D. Henry [lll) Se Á á üm operador seZoría/, erzlão
é o gerador í7zlirzítesima/ do sem.ígmpo anaZáico {e'''ltlt2o, onde

.Á

e'At:; l .l(>..-tA)'\extdx,

ser2do ' um conformo em p (--À) , com arg = À --} :EO quando À --} oo, para

o c l{,«'l
Além disso, e'At pode ser estendida unaliticamente ao setor

{t # 0 : l.rgtl É '} ,

c-te«do o eí« «aZ po.ÍZí", e s. Rea(À) > ' {'fo é, « R.À ? « p«« lod'
À € a(.4), erztão para 1 > 0 temos;

l.''''ll $ c'.''', IÁ.-''

Finatrnente

[ > o

Pro ua :

Faremos a prova de que --Á é um operador setorial, então, A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo, dado pela forma resolvente:

I' (t) - -Ê: l '*' n(x : A)dx

Sem perda de generalidade, assumimos que a = 0 e

lo-,ü':ll t(l -i, (1.5)
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pois se 0 € p(,4) e se (1.5) é verdadeiro temos que --,4 é setorial para
0 c (0, ;), caso contrário, subtituimos .4 por .4 - íz/. Neste caso temos

e''tT(t) .(X--a)t (XI . (A -- al»-t dX = :âa .L entR(H : A)dH

onde p = À -- a.
Definimos et'4 como a integral do enunciado.
Primeiro vejamos que a integral converge absolutamente, fazemos p

Àt,

ll."'ll <

<

l
2n'

l
2n'

'':'"' ({ -.'o-'

c.'""'ó y
[

< À4

Pelo Teorema de Cauchy, a integral não muda se trasladamos a curva
para a direita e trasformamos I'o em I'i.

Então para 0 $ t, 0 $ s

(2 «' {) '
l

(2-'Í)' ./r. ./r.

l
.*'e"*(À

ro ./I't
,4)''(P - 'i)'' P À

.*'e"' (p x)''lR(x : Á) - R(p : Á)lapas

masÀc Fepc I't, Jr.eÀ'(p-À)''dÀ-0.
Fazemos o mesmo com /r. e"'(p -- À)''dp
Então

2n'ieÀ'

e''4te''''{
@@ 1. 1. '~'."' p.- ©'' b

* b 1. f,. '*'."' '«
l

(2«'{)' ./r. ./r.
e''l('+t)

(P À)':aNdA

À)''(P - .4)'' P À

.*'."'(À - Á)''(P - À)'' P À
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Portanto, é um semigrupo. , . .
Privemos agora que é um Co--semigrupo, fortemente contínuo, para isto

é suficiente provar em um conjunto denso, que neste caso será (Z)(Á)), pois
le'l'll $ C', de fato, se z € D(Á),

li.'",-,li $ i
l

$ nJ'.

.*'l ix-:i llo

.*'«.y,w$
t

.4)''1111.A,lllaxl

[

."'"ul:P'"« - .©.
Portanto, T(t) é um semigrupo fortemente contínuo, o qual pode ser

estendido a um semigrupo analítico o conjunto {t #: 0, jargtl < c} (ver

j15]). Provemos que Élá! = Áe''lt

.©-:" - m2ni ./r
l

2n'á./F

e*'(À - e*' .'l (À ,4)''dÀ
F

e*'(X - .'!)(À - '{)''dÀ - 0.

Se z C D(,'{), sabemos que

r(f), - 7'(s)' = / r(«)'l«d"
Í

S

e

r(H)d« = r(t),
t

Portanto, t

T(a).4zdu ---} Áz,

logo, o gerador Á está contido no gerador G de T (Áz
Agora definimos para À ? 0

0
G« v« c o(.'{))

R(À), = dt.

Para qualquer z, e''4xtz € D( 4), para t > 0 temos

A f" e-xte'AXtdt :. e':''6e'48 -- X l e'\te-Atdt
8
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Como Á é fechado segue que R(À)z € Z)(Á) C l)(G) VÀ ? 0, z € X. De
maneira similar se mostra que

R(À)(À- G)« = « p"" , € 0(G).

Então Z)(G) c posto de R(À) C D( 4), o que mostra que --Á = G
#

Para o estudo das equações diferenciais parciais semilineares, serem intr(>
duzidos alguns espaços relacionados com o operador Á e suas "potências"
Sua importância ficará claro logo.

1.4 Expoente H'acionário de um Operador
Seja Á um operador fechado densamente definido em espaço..de Banach X,
tal que seu conjunto reso]vente inclui(-oo,0] e ll(À/ Á)':ll 5; M, À $ 0.
Então definimos para a ? 0

.'' (À -.'l)':dÀ
l

onde À'' := IÀI'e-ia'rS.X e 7 é um contorno em p(Á) em torno do eixo
real negativo.

A.lém disso, assumiremos a seguinte propriedade:

P (Á) D }l, - {À : «, $ jargÀI 1; "} U \', (1.6)

onde y é uma vizinhança de 0.
Se M=1 e o = ; então -,4 é o gerador infinitesimal de um Cu--semigrupo.

Se w < T então, pelo Teorema 1.2.3, -A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analítico.

A integral converge na topologia uniforme de operadores, para todo a Z
0. Portanto, define um operador linear limitado Á''. Se a = +n natural, o
integrando é analítico em )ll:Õ e é fácil ver que a curva de integração pode ser
transformada em um círculo pequeno em torno da origem. Então, usando o
teorema dos resíduos, segue que a integral é igual a .4'"

Se w < x, isto é, se -A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico
T(t), podemos obter uma representação de .4'' que é muito útil e é a que
utilizaremos. Como supomos que 0C p (À) , existe uma constante õ 2 0, tal
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que --.4+õ é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico. Isto implica
que:

llz'(t)ll $ &/'-;',
l,4r(t)ll $ M:t-:.-õ ,
l.4"r(t)ll $ /Wmt-"e';'

Além disso, sabemos que (t/ + Á)'l = .[om e'''7'(s)ds converge uniforme-
mente para t 2 0, na topologia uniforme dos operadores pois

llr(t)ll $ Me'Ó')

logo, temos

onde a integral converge na topologia uniforme dos operadores, para todo
cv > 0.

Os seguintes lemas fornecem algumas propriedades que justificam a de-
finição de Á' como potência de Á.

Lema 1.4.1 ParacE> 0, e/3 > 0, lemos .4'('+P) -,4 ',4'P

Lema 1.4.2 Ea;isle l/ma carzstarzle C' laZ que llÁ 'll $ C', para 0 < a < l

Lema 1.4.3 Para lodo z € X, lemos /im...Fo.4''z := z

Corolário 1.4.1 Se .4 satili/az r/.6) cariz co < f erztão .4't é um Co
semigrupo de operadores lineares limitados.

Lema 1.4.4 Á'' é ínletiuo

Definição 1.4.1 Seja Á com as Àipóíeses anZeríores e o < gi. Para todo
cv > 0, de$nimos .

.4'

Teorema 1.4.1 (Pazy [lSI) Seja A' dejnído como alzfes. Então
i) ,'!« é "«. OP'"'Í" /e.à.d. c.m d.«.hio D (Á') - R (A'') ,
i) a 2 / > 0' e«fão O(Á') C O(ÁP) ,

ÍiÍ; Z) (Áa) = X, para todo cr ? 0.
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1.5 Exemplos

(i) Se Á é um escalar positivo, então ,4-' é definida na forma usual como a
1--a) potência de A.
(ii) Se Á é deânido positivo, autodjunto em um espaço de Hilbert com
representação espectral ,4 := Jom ÀdE, então ,4'' = /om À''dE.
(iii) .4'i é o inverso de Á.
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Capítulo 2

O Problema de Cauchy

Queremos estudar o problema de Cauchy em espaços de Banach, a teoria
aqui apresentada pode ser encontrada em jll]. Primeiro, consideremos o
problema homogêneo:

@+,4,=0 «(0)

onde Á é um operador setorial num espaço de Banach X, zo C
T : [0, t] --} X.

(2.1)

X dado,

Definição 2.0.1 Uma se/ração do proa/ema r2./) é uma /unção contÍhtza
- : [0,t] -+ X, c-tí-«««..«te d@««'Íá«/ em ««'. í«te««/. «Z'e'f' (0,t) ,
« (t) C D(Á) , pa« 0 < f < T, «Zis/a' " 'q««ção .m (0,t) e " (t) -'} 'o,
quando Z --> Ot

Do teorema(1.3.1), como Á é setorial, é claro que z(t) = e'''4zo é uma
solução da equação (2.1), falta provar que é a única.

Seja 0 5; s $ t < T e 3/ (t,s) = e'''{('-')z (s) , onde z (.) é uma solução

qua[quer da equação em ]O, t], então a aplicação s -'} y ([, s) é contínua em
0 < s < t e continuamente diferenciável em 0 < s 5; f com

gg . e'''l(1-') !! + ,4e'''l('-')z (s)i)s ' ds
0

então, p'ra0 < ' < t, y(t,t) = y(t,0) = ''''1''(0)
Agora consideramos o problema não homogêneo:

0 < 1 < 7' «(0) = «o (2.2)
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Lema 2.0.1 Seja / : (0,t) -+ X, uma /unção /oca/mente #ó/der continua,

com ]op ll/(s)ll ds < 'n, pa« aZg«m p > 0. Pa« 0 < t < 7' «nside"m"

f'([) = . - .4 0 -4/(s) ds .

E«!ão /'rl) é co«th«a .«. 10, T) :f"tí"«m.«te d@rencíáT/ 'T.(0, T)."m
/'rl)e O(.'1), para 0 < t < 7', e !Ç + Áf' = r'(t), 0 < t < 7' e r'(t) -+ 0 em
X quando [ -+ 0+

Teorema 2.0.1 Suponhamos Á t/m operador seloria/ em X, zo C X, /
(0, t) --} X /oca/mente J7ólder confhua com /op ll/(s)ll ds < oo, para algum

p > 0, então ea;isto üma única soZtlção a;r.,) de
'J...z*"'

«(0)

.f(t)
zo

0<Í< T

dada pela seguinte fórmt la

,(t) e'At=o-F l e'A(t-')f(s)ds

A prova segue do Lema anterior e da solução de problema homogêneo

2.1 Existência locale unicidade

Agora consideremos a equação semilinear

$+ ,'1, (t, '),
,(0) = «o

(2.3)

onde assumimos que 4 é um operador setorial tal que as potências fra-
cionárias de .4i = 4+a/ estão bem definidas para algum a C R e os espaços

x' = o(,4T),

com a norma do gráfico
ll,llx. = llÁi',ll,

estão definidos para cv ? 0. Seja U C R x X', 0 $ cl < 1 e / : U -+ X uma
função localmente Hõlder contínua em t e localmente Lischitziana em z, ou
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seja, para cada (to,zo) c U, existe uma vizinhança do y C C/ de (fo,zo), tal
que para todo (s, t) c V' temos

ll/(t,,) - /(t,v)ll $ w(it - 'lp + ll« vll.).

Definição 2.1.1 Uma soltzção da equação não linear em [to,r) é uma
/unção confh- . : [to,,) -+ X', c'm .?(to) - zo, t'/ q« /(t,z(-)). :

[to,,) -+ X' é ""Üi-, ,(t) € O(Á), 4%a, "i'te, [ -' /(t,'(t)) é I'-
calmente Hõlder continha,

t

(t

0
s)''+' ll/(s, z(s))ll 'í' -'> o

e s«tís/a, r2.3) em [to, ,) .

O problema de Cauchy consiste em dado um zo c X' encontrar uma
sol«ção pa-' (2.3).

Lema 2.1.1 Se = é solução de r2.3) em [to,tt) , então

:cl.t) A(t-to\=o .[ l c'Att-s) .f(.s,z(.s»ds.0
(2.4)

Recip«c«m'"fe , « , é «ma /a«çã. c.«fú«a de (to,t:) '" X',

(t - s)''+' ll/(s, '(s))ll 'zs -+ o
0

t

e. «/ém dis«, « .q«ção n! g«/ é «tÍs/cita pa« t C (to,tt) , "tã' 'rl) é«
sol-ração da equação diferencia! (2.3) em l.to.tl)

g« r2.{) p""' «m« ú«ic« se/«çã. com «l« j«Í«/ «(0) - 'o'

Como em equações diferenciais ordinárias, podemos encarar a solução
do problema de Cauchy como a solução de uma equação integral, dita nor-
malmente "fórmula da variações das constantes" para a equação (2.3)

Por último necessitaremos (nas aplicações) de um teorema que garanta
a existência da solução para todo tempo, o teorema é o seguinte
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Teorema 2.1.2 (D. Henry [lll) Suponhamos Á üm operador setoria/,
f : U -.} X U=1.v,oo) x X' localmente Hõlder contínua em t. localmente
Z){psc/zitz em = para (t, a)C U e

1/(t, ')ll 1; Ã'(t)(i + ll,ll.)

V(t, z) c U onde Ã'(.) é confhua em (I", oo) x X'. Se ro > r, zoC X' ea:isfe
«ma ú«íca «/«ã. de r2.3) p« (,o, to) P«« Zo'Í. f ? To.

2.2 Estabilidade e instabilidade dada pela primei-
ra aproximação

Com os resultados de existência e unicidade, agora nos concentraremos nos
resultados de estabilidade. Aqui enunciámos dois resultados referentes à
estabilidade das solucões do problema de Cauchy que serão utilizados no
capítulo 5. Estes resu]tados podem ser encontrados em [11].

Sejam r C R, zo C X' e ,4 um operador setorial em um espaço de
Banach X e / : C/ -+ X, onde C/ é uma vizinhança cilíndrica em R x X',
a < 1, de (r, .o) x {zo}

Definição 2.2.1 Dizemos qüe um poRIa zo C X' é um porzfo de eqlziZzürío,

se .(t) = "o é ""'« «/«ção de #+ Á# =/(t,'), to < t.

Definição 2.2.2 t/ma se/ração F(.) em lto, oo) é esfáue/ em X' se para lodo
. > 0, «i.le õ > 0 ta/ q« pa« q«/q«« «/«çã. « co«. ll,(to) -- Z(to)ll. < '5

«á,fe .m [t., m) ' s«tÍs/a, ]],(t) -- F(t)]]. < ', t ? to.

Definição 2.2.3 Uma se/ração F(.) é un{/ormemenfe estáue/ se zl --} z(t, ti, zl)
é confht'« qua«do zi --} i(ti), t'ni/or«.e«.CRIE em é ? to e ti ? fo-

Deünição 2.2.4 Pma se/ração T(.) é unijformemerzle assínfólicamenfe esláue/
« é «i/o'm.m.«Ze «tá«/ e «(t, t-, :':) -- i(t) -> 0 q«««d. t -- t: --} m -i-
&,mem.«fe .m t: 2 to e 11,: -- T(ti)ll. < õ, p«« «/g"m« ««.Z«-fe õ > 0-

Teorema 2.2.1 (D. Henry [11]) Sejam Á,/, como arzfes, e seja ]ço üm

ponto de equilíbrio. Suponhamos que

/(t, ,o + ;) /(t, ,o) + Bz + g(t, ;)

o«de 23 é «m op.«d« /i««, /ímílad. d' X' 'm X, ' llS(t,;)ll = '(11;11.)

q««d. ll;ll. --> 0, ««i/o,demente em t > to, e /(t,;) é /""/mente #ó/de'
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em t e localmente Lipschitziana em z em U. Se o espectro de A -- B se
encontra em {Re À > /3}, ou eqzziz;a/enfemenfe, a ZíneaMzação a= +,4# = Bz

é uniformemente assintóticamente estável, então Q equação original tem =o
como uma solução unijomemente asintóticamente estável em X'

Teorema 2.2.2 (D. Henry [11]) Sda Á um operador seforia/ Olzde /(t, z)
é localmente l,ipschitz em a, Hõlder contínua em t e .f !eua um entorno
c / hdr co de R x {ao} em R x X'. Suporzàa que

.4«o = /([, ,o),

para [ ? to,

/(t, zo + ;)
llp(t, ;-) - p([, ;:)ll

/(t, ,o) + B; +g(t, ;), g([,0) = 0
É(P) 11;- - z2ll. , P«« 11,-11 $ P, 11;,11 5; P,

e k(p) -+ 0 qtzando p --} 0+. Seja L = Á -- 13, e supor/lamas que a(Z) n
{ReÀ < 0} é um conlurzfo especíra/ não uazío, então o ponto de equí/zarío
to e ínsfáue/.

E bem conhecida a importância do teorema da primeira aproximação
para equações diferenciais ordinárias, com o teorema anterior temos o mesmo
resultado para equações diferenciais parciais.

2.3 Exemplo
Consideremos

ã /«,,,«)
«(0,t) =0, "(«',t) =0 'm ,' > , > 0, t > 0

onde / : R+ x [0,r] --} 0 é mensurável em z, localmente Hõlder contínua
em t e localmente Lipschitz em a, uniformemente em z com l./'(f,]ç,u)l $
h(,)p(t, 1«1) , A c Z;'(0, r), g co"tí««a e cresce«te.

TomemosX = L2(0, r), Á = --:$-, com domínio em H'(0, r) flHJ(0, r),
e

0(,4 {) (0, ,')

pode-se provar (ver ([11]) que F : n+ x Xd(0, r) --} Lg(0, n'), dada por

F'(t, «(,) ) «'(z) + ./'(t, «, «(,)) ,

satisfaz as hipóteses do teorema 2.1.2
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Capítulo 3

Atratores e Co«juntos
Invariantes para

..--u /y» e

Cr.semigrupos

Neste capítulo estão reunidos alguns resultados encontrados em [9]. Eles
generalizam os resultados em dimensão finita, por exemplo de o-limite, cv-
limite, atrator global, órbita, e serão usados nos capítulos 4 e 5.

Definição 3.0.1 Para z C -K e T(t) : X --} X, f 2 0, um C'-- semigrtzpo
,2 0, d.P«imãs « ó,bít« posÍtÍ« 7+(z) p" ', "m. ; '+(') - {T(t)',
f Z o}.

Umaórbita negativa por z é uma função '# :l0, oo) --} X tal que é(0). - z
e V s5; 0, T(t)é(s) = @(t + s) para 0 5; í $ --s. D'"otaremos p'r ''(z) a

reunião de todas as órbitas negativas por z, ou seja,

'y' (,) U x(t, ,),
f>o

onde H(t, =) = {Z/ C X / ] uma órbita negativa por , é, .com @(0) -.z.e
@(--t) = y}. Tal conjunto também será denotado por .''(z) como a órbita
negativa por z. Dizemos que existe uma órbita completa por z,através de
T(z),t ? 0 (quando existe uma função 'É : R --} X tal que @(0) - z e,

para qualquer s € R, temos 7'(t)é(s) - Ó([ + s), para t Z 0. Definimos

y(z) ., '(') X, +('ni..; 7+(B) = U,.a 7+(,), H(t, B) = U,CB H(t,'),
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'y '(B) U;.B I''(z), '(B) U,CB ' (z)

Definição 3.0.2 Para um congtznlo B c .K de/mimos o c07Ütlrzfo lo--/imite
de B e ««j««fo a-Jimüe de B, de«.t«d" p" '"(.B) ' a(B), "'P"t{«"''"'',
da seguinte maneira:

w(B) = Í'] U r(t)B,
s>0 t>s

a(-B) n ux(t,n
s>0 t>s

Definição 3.0.3 Uma c-- uizinAança de um subcon.Ítzrzto Z? C X é o corÜun
to aberto B : de$nido por

a. = U B., -de a. = {p € x/ llv
rCB

zll < c},

Dizermos que um conjunto B c X atrai um conjunto C C X através de
T(t) se dist(T(t)C,B)-+ 0, quando t-+ oo, onde

dÍst(Á, B) - s"P«c.4 jEL .Z('; y).

Definição 3.0.4 Um conlunlo S C X é dífo ínuarÍante se V z C S ea;ísle
uma órbita completa pOT' l contida em S.

Definição 3.0.5 Sejam T(t) : X -> X, t ? 0, üm C''-semígrupo e .4 C À',
,4 «m s«bco«j««t' "mP«to . Í««,í««l. «[««é. de rlt). Di"m" ç"T
.4 é compact. í««,í'";e m«íman p«« T(t) " !'d' "b««/-f. B C X
"mp«t. ' i-a,í-te po, T(t), t > 0, «1á co«fíd. e"'' Á

Definição 3.0.6 Um conltinto compacto ínoaríante maa;ima/ para rzm C'-
semigrupo em X, T(t), t 2 0, r Z 0 é chamado atrator gZoba/ par'' T(t),
t > 0 se atrai subconjtLntos limitados de X

Observação 3.0.1 Segue dírefamenZe da de$níção que se ezisÍe tzm can-
.f-{. de .Y c.mp«to í««,{a«le m«{ma/ p'" T(t), t 2 0, '«tã. é Ú"'".

Definição 3.0.7 T(t) : X -} X, t ? 0 é assintofícamerzfe /íso se para lodo
colÜtznlo rtãa vazio, /imÍÉado 13 C X para o qua/ T(t)B c B, existe [zm
conjunto J c B compacto tal que J atrai B.

Definição 3.0.8 t/m semígr?lpo se c/lama dísipafíuo poRIa a porzfo se ezÍste
"m m«j««l. /imíZ.do B C X laZ q« «f«í p-lo. d' .X «f««é; de T(t)
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Teorema 3.0.1 (J. Hale l91) Se T(t) : X --> X, t 2 0 é assínfoiÍcamenfe
liso. dissipatiuo ponto a ponto e as órbitas dos conjuntos limitados são li-
mif«d", .«[ã., e«{.]e «m «t«fo, g/.ba/ .4. S' T(t) é i"j'f" e"' d "lã'
r(t)l,{ é um C' -- semágrupo.

.A importância dos resultados anteriores é que eles nos permitem obter
toda a informação dinâmica da equação olhando somente para o atrator
global, isto é, passado algum tempo, a solução se comporta como a solução
restrita ao atrator.
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Capítulo 4

Atratores para Problemas
Parabólicos com Condição de
Fronteira não Linear

4.1 Introdução
Seja Q um domínio diferenciável do R". Neste capítulo considei'amos o
sistema de reação difusão, com disperção, dado pelo sistema

«. = Oi«(«y")+EL- nj(')áE +X" -/(") 'm ç2

gã-
(4.1)

o«de « = (ui,..., «/v), N $ 1, À > 0, «(') = díag('-(:'), . ,"w(z)), "íe

0 $ «Í(,). Sej'm/ =(/i,........,/w) € C''(RX,RX) ' g -(gt,-.......,gW) C

Ca(RN, R/V). Se/ é a fonte do calor e g ' 0 temos que a solução explode em
tempo infinito. O mais importante deste trabalho é o controle do crescimento
do calor por meio do fluxo dissipativo pela fronteira.

O que pretendemos fazer é definir uma equação abstrata cuja solução
"fornece" soluções da equação (4.1), como é feito no estudo de equações
diferenciais parciais com condição de fronteira Neumann, para isto precisa-
mos de alguns espaços e operadores especiais, seguiremos aqui os resultados
encontrados em [181.

Q
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4.2 Espaços de Lebesgue
Seja S = S(R") o espaço de todas as funções complexas rapidamente decres-
centes infinitamente diferenciávies no espaço n-dimensionar real R". Como
é usual, S/ = S'(R") denota o espaço das distribuições temperadas que é o
dual de S. Seja

F' (q') (c) n
J(2«' 2

.-í<';,'l@(,)d,, 'b c S

a transformada de Fourier de © e

f'-' (@) (c) .i<"-'} @(,)d' ,

a tranformada inversa de õ
Com isso podemos definir os espaços de Lebesgue em R", como segue

Definição 4.2.1 Soam -oo < s < oo e 1 < p < oo. Então

X;(X") : {/:/ C s'(a"), ll/llH;(n«) = 1 /'-'(i+ I'l{ r'/)ll., < "}

O primeiro resultado relaciona os expoentes negativos com os espaços
duais

Teorema 4.2.1 Sejam -oo < s < oo e 1 < p < oo. l?filão

(x;w"»'-x;'w"), li+il

O resultado seguinte mostra a relação entre os espaços de Sobolev ( W'i'P)
e os espaços de Lebesgue

Teorema 4.2.2 Sejam -oo < se,si < oo e 1 < po,pi < (». Então
jl'"'P'(R") = H;:(R") " ' "m'"'' " s. = s: é «m '"l''"' ' Z'o = Z't, -
se = si e po = pt :: 2.

Agora definimos os espaços de Lebesgue com domínio Q C R'

Definição 4.2.2 Se.Ía ç2 C R" um domíhío arbilrárÍo rZímitado ou não),
a/ém di«o s.j.m -w < . < w 1 < P < m. E«Zão H;(Q) é « "'t'iÇão d'

Xg(a") « Q "m ' "''m«
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ll/llH;W) ' sl. / llgllH;W«) , g C H;(R")-

Observação 4.2.1 H;(R") é unz espaço de Barzacà, para todo s.

Existem outras formas de restringir H;(R") a Q.

Definição 4.2.3 Se.fa ç2 C R" um domíhío (-;'o. .Além disso, sejam
.(x) < s < oo e 1 < p < oo. Então

.iij'tã = {/ : / c x;(R"),-ppJ' c Q}

/{j(Rn) = compl'tam'«to de C;om(Q) em H;(R")
O seguinte teorema estabelece as relações entre os espaços anteriores

Teorema 4.2.3 Siga ç2 C R um (/omíhío C'o'. Balão

i)Sel<p<m ' -m<.<} e«tã.H;(Q)-H;(Q)
{i)Se -m < . < m , l <-P.$ w ' ]$ q < m e«Zã' Com(Q) é

ã;(n) '" "hP" q« /Ç(n) c ã?tã. . ,
ü Sel<p<m' e l;--i<s<'»coma-i:#Í"''
...--'''''--....--' .....---''''---

H;(Q) = H; (Q).

As relações de dualidade são dadas pelo teorema seguinte

Teorema 4.2.4 Seja Q C R" um (/omíhÍo arbífrário, -oo < s < oo, e
1 < p < oo, então

(x; (Q)y = x;' (n)

Teorema 4.2.5 Se.Ía ç2 C R" um domíhÍo Coo
i,)Sel<p<oo e i--l <s<oocoms--j;#íníeÍroertíão

w'::w)r -";' M « l: .«''. «';wr - "!i..E).
Üi)S l<P<.« ' -'"<s<1: e«fã.(H;(Q)y-Hi'(Ç2).

denso em

então

Também necessitamos de alguns resultados sobre a relação destes es-
paços com outros espaços conhecidos.
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Definição 4.2.4 {) Seja t Z 0 um ínleiro, então C''(R") é o compZeZamezzto

d. S(R') «m " ""m"
11/11.. = )1: suP ll0'/(")ll.

íi,)Se 0 < ]t] + {t} onde [llé a parte inteira de t, então

C''(R") = {/:/ C C''(R"), ll/llc. < .«}
onde

ii/li.. - li.rll...- + .;l,.:=
lo'/(,) - o'/(!d

1, - g/lt'}

, se t ? 0 então C'(Q) denota a restriçãoii{) Seja Q C R um domínio C'
de C'(R") a Q.

Teorema 4.2.6 Se.fa Q C R" um domíhío arbitrário, 1 < P < oo, t 2 0 e
s > t + t. Então

x;(n) c C''(n).
Teorema 4.2.7 Se.fam Q C R" um domíhío arbitrário, 1 < P < oo , t > 0

e . > 1+ ! .«tão a «plic«çã. 7(.f) = / lan é «m« «p/i«çã. ZÍ"", conta'"
de H:(Q) s.b" n''-t'P(aQ) c Z''(é)Q) t"/ q" "{.f. «ma ae/{caçã' Zí""«
««tÚ'"" 7 c.«. 7o 7 = .r, « «pZicação fd-ííd«de d' W'';''(aQ) '" 'Í

Agora definimos nossos espaços tendo em mente as condições de fron-
teira. Primeiro definimos as condições de fronteira admissíveis.

Definição 4.2.5 Seja Q C R tzm domÍhío C". .4/ém disso, sqa

Bj/(«) = >l: z,j,.(")o'/, bj,.(z) C C'"(aQ),

j=í,. . . ,k, operadores dl@rencíát;eis em aQ. Então {B.Íl$:: se chama üm
sistema normal se

0 < mi < ln2 < - ' <m.k

e se, para qualquer uetor norma/ u.; com respeílo a aQ em [zm porzfo # C aQ,
se ueri$ca

}l: 'j,.«, #: ', .j = i,...,k
além.7

34



Deânição 4.2.6 Sqa Q C R"um domínio C'". .4/ém disso, seja {/3jlk:i
um sistema normal.
Para s> 0 e 1 < p < oo temos
i) Se s - i< mi, então H;,{B,}(Q) - H;(Q)
ii,) Se mi < s -- } < ml+i, então

P,{aj}(Q) - {/ :/ c H;(Q), Bj/ lan= 0 para j $ /}.

Observação 4.2.2 Em nosso caso, {sfo é, em r4./) lemos que k = 1 e

m ,4 deliníção anterior /eua em Gania as condições rla /ronteim somelzfe

quando estas fazem sentido, isto é, (quando as mj derivadas tenhant traço.

4.3 Teoria de Interpolação e Domínios

Agora resumiremos alguns dos i'esultados da teoria de interpolação apli-
cada aos espaços de Lebesgue definidos antes, e os relacionaremos com os
domínios de definição das potências fracionárias de operadores positivos, pa-
ra que possamos estabelecer a equação abstrata associada a (4.1).

Sejam Xi C Xo espaços de Banach, com injeção contínua,

S {; € C' : 0 $ Re(z) $ 1}

e So o interior de S . Seja H(Xo,Xi ) o conjunto de todas as funções limitadas
contínuas F : S --> Xo, que são holomorfas em So, tais que a seguinte norma
é finita:

y
lf'll = maxi«p llf'(.j+ Íg/)llj

onde .j = 0, 1 , -oo < y < oo, e ll.llj é a norma em Xj. Para 0$ 0 $ 1, o
espaço de interpolação Xo é definido por

xo =lXo, Xtlo = {F(0) :/ C H(Xo.Xt)} ,

"m a «orm. ll./'ll, i«fillf'll : r'(O) = /}

Os seguintes fatos podem ser provados:
i) Xt é densamente e continuamente imerso em Xo, e Xo em Xo,
ii) Se 0i $ 0 $ 02, então ]X., Xt], = [Xo. , Xo,], , onde 0 : Ot + s(02 - Ot)
iii) Seja y] C Yo uma injeção contínua de espaços de Banach e seja A
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X --> y uma aplicação linear tal que ll..4zllo < (ao llzllo e llAzllt < C'i
ll.A,ll, < Co 11,11, , C'o = Cê-'C':.
- Com o anterior, temos a seguinte propriedade de dualidade

Então

Teorema 4.3.1 Se um dos seguintes espaços Xo ou Xt é reJ7e=íuo, então

IXo,Xi]]} = ]Xá., Xá,], 0 < 0 < 1.

Agora apresentaremos as fórmulas de interpolação para os espaços de
Lebesgue.

Teorema 4.3.2 Sejam 1 < po,Pt < oo, --oo < se,si < oo e 0 < 0 < 1
Então

lx;g (R"), H;l (a")lo - H;(a"),

onde s =(1 -- 0)so+ Osi, e : = i;r+ f

Teorema 4.3.3 Seja ç2 C R" um domíhío C''o /im lado. Sejam 1 < po, Pt <

oo, --oo < se,si < oo e 0 < a < 1. Balão

lx;: (ç2), H;l(ç2)lo - x;(çz),

«a.. 0 '.+o :, . l;

Teorema 4.3.4 Siga Q C R um domíhia C" /ímilado. 4/ém disso, sela
{Blf;. tlm sísfema norma/ de candíções de Jlunteíra. Se.fam m um numero
rlalura/ la/ que m > mk , 1 < p < oo e 0 < 0 < 1.

í,) Se rzão ezíste um número mj {a/ que mO -- } = mj, então

IÉ'(n) , x;lt',}(n)l, x;l&, }(o )

íi)S..f« mO -- ! = mi. S«p.«ha q« o. «ejcie«[e' bl,.(') ' '"' p'Ímeí"'
derivadas são caRIz'nuas em Q, então

lzp(n), x;ltB,}(n)l , - {/ : / € H;ltB,}(Q), Bj/ c H;=ta,}(Q)}-
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Agora estabeleceremos um resultado que conecta estes espaços de enter
polação com os domínios de potências fracionárias de operadores positivos

Teorema 4.3.5 Se.fa A tzm operador posítiuo. Supor/lamas que ea;istem dois
rltímeros posítiüos c e C' país que Ait é um operador /imitado para -e É t $ c
e llAi'll'Ç C'. Se a e P são dois números como/aros , 0 5; Rea < Re/3 < oo
e 0 < 0 < 1, então

IO(A'), 0(Ap)l , - O('X'o'o+'p).

O teorema anterior nos dá uma relação entre os espaços fracionários (não
conhecidos), obtidos por meio da interpolação de outros dois (conhecidos)

4.4 Potência fracionária negativa de uin espaço

Agora queremos deânir a potência fracionária de um espaço com relação ao
operador definido por (4.1), incluindo as potências negativas. Comecemos

nindo o operador. (Ái,Á2, -...., .4«) em Z''(ç2,C'"), o operador defi-

nido por
0(Á{) = H:,{B}(Q) .
.4;« - -o{«l«lv«) +E;: ó(")á:'+ À"

onde B é o operador de fronteira nü=Zit. Seja Á' = dÍag(At,Á2,
o operador dual em LÇ(Q,C'"), onde 1 + ã - 1, definido por

.AI.)

l =â2 .=;i:€1 + «:«ü"J -- *«

onde C' é o operador de fronteira C't; = 1:Í= + uB.n.
Agora temos os seguintes resultados:

i) .4' é um isomorfismo de Xj.{c;}(ç2) sobre Z;ç(Q, C'").
ii) Denotamos por Á" o operador dual de .4'. Então Á" é um isomorfismo
de L'(ç2, C'") soar' (XJ,{a}(O)y
ni) A"=Áem H:,{B}(ç2). . . .. .

Com isto definimos o operador Á-i em (Hç,{c}(S2, C'")) ' por

0( .4 - - )
.4..« = '1"« P.,« f.do « C Z;p(Q,C'')
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Portanto, temos o seguinte diagrama
,{ //

LP(Ç2 ; C/v lxg,:. (o ; c'''') )

Z,P(Q; C'p'r) c(ç2; C''" ) )

Como ,4.i 3 ,4"oÁo( 4")': em um subespaço denso de (Hj,{c;}(O, C"))
(por exemplo C;') e são operadores fechados, temos que ,4-i = Á"o.4o(Á")
Com isto temos o seguinte resultado.

Proposição 4.4.1 Sda .4-t um operador seforía/ com p(.4) = p(Á i). .Além
disso, dado 0 > Q, de.ânimos

xg.: = o(Á!.-),
então ,4.i é um operador seforiaZ em Xoi que denolaremos por Áo-i-
pso üa :

Do diagrama anterior e do fato que .4" é um isomorfismo temos a seguinte
identidade:

IÁ-: - p/)'' =(Á"(.'l - p.r)(Á")'')'',(4.2)
logo P(,4) = P( Á-l) = P(Ao-i), .

Para finalizar a prova observamos que se u C Xo l então

l(Áo-t -p.r)':"llx!. = Áq.i(Ao-i - p.r)''" lx

('4o-l --P/)''Áe.1a x.

(Áo-t - P.r)':'4-i"llx!.

(Á"('l - p/)''('!")'')'le.:" l .,
$ 11,4"(Á -pJ')':ll H,,x.D l(Á")'''le.-" L,

$ 11A"ll...p,,,--) ll('4 - pJ')''lll. ll(À")''llt(x,LP) '4'-u

$ c'll(Á -pn''ll.,ll.4e.:«ll. < -JL l,4e.:«i.

i;#'= ll"llx!.

9Q

// /
/

l

l

ll

X.i



#

Notação: Denotamos por Xo = Z,)(Áo).
Agora temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4.1 Se 0 $ 0 $ 1, então Xo = H..{a}(Q)

Pro ua :

Primeiro provemos que Xli Xi. De fato,

x?. ,41. « C X-- }
.4.t o Á.iu C X.i }

.'!.:« C LP(Q, C'") }
{« C L'(Q,C'"): 'l-i« C Z,'(Q,C'")}
{« € L'(Q, C'"): '{« C Z,'(Q, C")}
o(Á)
v'l

Então podemos escrever

0(Áo) to('1') , o( 4')lo

rn /'vnxl

- lula:iJ, ULn-iJJ o 'to(A!:), o(À!:)l. o( .'!h: )
Para terminar a prova, observamos que

o( 4') - lz'(ç2, c'"), Hg,{a}(o, c'")l, - xg%a}(ç2, c'")
#

Observação 4.4.1 Te7zdo estes resuZZados em mania, de.Primos, para lodo
0 É s 5; l,

4.5 H.ipóteses

Nesta seção íixaremos as hipóteses que usaremos ao longo da tese. A hipótese
seguinte é usada para garantir a existência e unicidade da solução da equação
abstrata relacionada com(4.1).

(ni) / = (/:,
juntos limitados, e g

RW em RW, localmente Lipschitz em con-
gW) € C''(RW, RX) são tais que existem
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constantes co e (e satisfazendo a seguinte condição

i.r Êld. $ .1,
lsl-'F'o S{

i.f g4d $ .e
lsl-+m Si

A hipótese seguinte é para garantir a existência do atrator global

(H2) Supondo que (HI) se verifica, suporemos que cl) e (e são tais que
o primeiro autovalor do seguinte problema é positivo:

-Oiu(aval) + E;:t B.j(z)g! + À"{ -- c?ui = piu em Q (4.3)

4.6 Existência local
Segue da proposição (4.4.1) e dos resultados de Henry ITeorema (1 2.1) em
[11] ou Teorema 1.3.1 ] que .,4-P gera um semigrupo analítico em X'P, para
--a < a < 1 -- /3,

je-'l-P'uojlx. 5; Me''' lluollxP , t Z 0,

le-''l-P'wollx. 5; À4C'''t'(a+P) lluollxP t > 0,
para algum c > 0, M > 0. Em particular, se .B.f = 0,
ser qualquer número positivo.
Nós queremos escolher a, /3 e p de maneira que
Í) -X'' C C''(Q);
j{)Xt'P = /72(i-P)(ç2), em outras palavras, Xi-P não incorpora as condições
de fronteira;
iÜ)a+P <1.

Portanto tomaremos p, a e P satisfazendo

.n,À pode

Ê « « « : -, « : -á -;*á. (4.4)

Note que
e i) segue dos teoremas(4.4.1) e(4.2.6),
e ii) segue da definição(4.2.6), teorema(4.4.1), e do teorema(4.2.5)
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E fácil ver que (4.4) pode ser verincacla se p e suiiuen
exemplo, se p = n).

Corolário 4.6.1 Se p, a e /3 satÍs/agem r{.4,), então

x«= Hf'(n) ' x'p- (xlp(n))

Definição 4.6.1 C'onsíderemos a ap/{caçõo gl : Xa --.F X-# dl:Przida por

l.g.l.u).d\= f ''f(g(u»'y(+}, p'"' t'da +c n:ol.ç!)

onde'y denota o operador traço.

Similarmente definimos /n: Xa -+ X-O por

l.j.l.u),$\= 1.(.f(u)(4). p"'" t'd« Ó

e por A :: /n + g,v.

E fácil ver que /n e gl estão bem dehnidas.

Teo.ema 4.6.1 StiponAamos que (HI) se uerdca e que cv, P e 7) safa:trazem
(4.4), então h é Lipschitz em conjuntos limitados de X'

;EZZllg: Sejam u,v C y c X', onde V' é limitado .. Então temos que

IP,(«) - g,(")llx-p - *.X3aW),lléll <g,(«) - g,(«), @>ll ,

ll<g.(") - g.(«), ó>il s; .Z l(p.(«) - g,("))'r(ó)l
5; ll'r(P(«) - g(U))llLP(Q) llV(#')llZ,,(an)

$ K' lla -- ullx- lld'llH3p(n)

Similarmente provámos que /n e Lipschitz.

Com o anterior podemos verificar o seguinte

,1 1

temente grande ( porgr

/

c x?P(Q)
q
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Teorema 4.6.2 Suponhamos que (HI) se verifica e (Jue a. l3 e 1) satisfazem
(4.4). Então o problema abstrato parabólico

$ + Á-.a« = h(")
«(0)

(4.5)

tem uma única solução, para qualquer uo C X' , (lue é dada pela fórmula da
z;afiação das consoantes

r(t) «o e'''l-p'u. +/ e-A-P(t-dA(T(s)uo)ds.
0

t

(4.6)

Pro?Ja: O resultado segue do teorema (2.1.1) que pode ser encontrado em
[lll, pois pelo teorema (4.6.1), h : X' --> X'P é Lipschitz contínua em
conjuntos limitados de X'

#

Sabemos como verificar a estabilidade no problema abstrato, portanto
o teorema anterior será de vital importância para estudar a estabilidade do
problema original.

4.7 Resultados de Regularidade
Nesta seção mostraremos que a solução dada pelo teorema anterior está em
Ü2+'(a), para c > 0, e qualquer t > 0.

Para isto devemos, além de impor que / satisfaça (HI) pedir que / €
C''(Rw,R").
Teo..m. 4.7.1 Supor/lamas que (nl) e / C C''(R/v, RX) se t'erWca e que
ci, f3 e p satisfazem (4.4). Sejam uo c X' e u uma solução de (4 5). Então
e,i.fe c > 0 Z./ q«. «(t,.) C Z.''+'(a), P"« q"«/q«, [ > 0. .4/é«. dÍ"',
u(t, .) é «m« "/«ção c/ássíca de r{..r), p«« todo f > 0.

O teorema anterior mostra que a solução do problema abstrato é também
a solução clássica da equação em derivadas parciais, depois de um tempo
f > o

Observação 4.7.1 J)aqui para /mrzte suporemos sempre que (HI), (H2) e
f € C\ tRN , RN ) se ueri$cam e que a, f3 e p satisfazem (4.4).
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4.8 Limitação do Semigrupo
Nesta seção provaremos que as soluções de (4.1) com dado inicial em X',
estão definidas globalmente e órbitas de conjuntos limitados de X' serão
limitadas em X' subconjuntos de X'. Para tanto suporemos sempre que
(n'l), (H2) e / € C'i(RAr, RX) se verificam e que a, /3 e p satisfazem (4.4)

Para conseguir isto, usaremos resultados de comparação

Definição 4.8.1 Soam uo C W'2+'2(Q), T >.0 e li : ç) C R" -+ R (Z
resp'ctü«mente)uma /unção confhu« e«', [0? 7'] x Q! confia«mente. d@3-
rerzctá..Z em l e duas' vezes contínuameízze dl@rencíát,e/ em z, para rt,z9C
(0, 7') X ç2. Então T(k respectiuamenfe) é tina super-solução rsub-se/ração)
do problema

«. = 0i«("V") + El?:- Bj(') á8' + À" - c?« = P{«
gh

«(0) = uo

(4.7)

se satisfaz

Í «. ? oi«(«v")+E:;:-.aj(")gE' - À"+/(")
l gE 2 g(") 'm (0,T] x aç2
l «(o) z ".

em (0, Z'l x Q
(4.8)

(e, respectivamente, com sinal de Z substituindo o sinal $)-

teorema 4.8.1 (Pao {01) Se f é localmente Lipchitz , E e g. são respectiva
mente as super-solução e sub-solução do problema (4.7), satisfazendo

Z$t em (0,rixa
então, existe uma solução u de (4.7) tal que

lz < a < li em (0, rl x Ç2

Seja p a primeira autofunção normalizada do.problema (4.3) e m
min;cn y(z). Sabemos que m > 0. Para cada 0 C R+ definimos:

lu(,)l $ 09(,),P«'" tod., C Ç }
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Das hipóteses de dissipação em / e g, sabemos que existe € > 0, tal que

si
e

para todo s com lsl ? €

Lema 4.8.1 Se 0m ? € então }:o é posítíuamenfe ínt;adiante para se/rações

locais de (4.i).
Pro ua

Seja

}1: «(,) 5; 09(z), P«« t.do a C Ç }

= {« c x' «(,) z 09(,),P«« todo , C Q}

Como . ..
E-E-E,

é suficiente provar que }l:; e )l:o são positivamente invariantes.
Seja uo € }1:a , e suponhamos por contradição que existe tO C [0, t«,x] e

z. C ç2 tal que

r(to)«(«o) > o9(,.)
Consideremos

oi«(v») + EL: nj (')gÉ'
oi«("vT) + E=:- Bj (') é:'

ÀT + co8

À© + /(F)

an. do(F) ? g(T)

para todo l C (0,tol.
Então t; é super solução do problema (4.1). Segue do teorema (4.8.1) que

r(t)u(z) $ F(t)em a p-" tod. t C (0,to]
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Em particular, T(to)a(zo) $ 0g(z.), que é uma contradição.
Para provar que }l:o é positivamente invariante procede-se de maneira

similar, usando agora que © = --2 como sub-solução do problema (4.1).

#

Lema 4.8.2 Se y é um suóconju7zlo / mijado de X' então U.>oT(t)y é
um conjunto limitado de X'

Com o anterior provámos que as soluções de (4.1) com dado inicial em
X', estão globalmente definidas e as órbitas de conjuntos limitados de X',
são também trasformadas pelo fluxo definido por (4.1) em conjuntos limita-
dos

4.9 Existência de Atratores Globais
Lema 4.9.1 Suponhamos 0 € R, salas/az 0m > e. Z?nfão, para qua/quer 0
ezisle um lo fa/ que

r(f) }: c E:
0 ã

para todo í ? lo

Pmt;a; Seja H € )11:o ' Podemos supor, sem perda de generalidade que 0 2
0

Seja V = e'POg, » = --2. Como no Lema (4.8.1), pode-se provar que T , Z
são super e sub-soluções, respectivamente. Usando o teorema de comparação
(4.8.1), temos que

F 5; 7'(t)w 5; 2,

quando e'PO 2 0. Portanto T(t)u intercepta }l:o Como )ll:e é positivamente
invariante, temos o resultado desejado.

#

Teorema 4.9.1 0 proa/ema r{.],) possui um atralor g/oba/ U em Xa. Além
disso, 21 C }l:#, se 0m 2 €
Prova:
Pelo Lema (4.8.2), T(t) leva conjuntos limitados de X' em conjuntos limita-
dos de .X', para qualquer t > 0, e o semigrupo regulariza as soluções, resta
mostrar a dissipatividade.
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Seja ê C R tal que êm ? e. Se u é um elemento qualquer de X', se-
gue da continuidade da inclusão Xa --} CO(Q) que 'ü C )ll:0, para algum 0,
e portanto, aplicando o Lema (4.9.1) concluímos que 7'(t)u C )l,a, para t
suficientemente grande

Seja u = 7'(to)u c }l:a . Aplicando a formula das variações das constantes
obtemos

IT(t)«llx- 5; Me '' ll«llx.

+À/ /(K ll'y(gr(s)o)ll. laoll;+ll/nr(s)oll. IQl})(t-s)'('+me-'0-4ds,

onde &/ e .K' são independentes de u.

Observando que 7'(to)u c }:T, para s 2 0 concluímos que, para t sufi-
cientemente grande,

0

lr(fo + t)ullx., l7'(t)ollx. $ m'

+&/l s«P IP(,)lla0l;+ s«P l/(,)llnlil
ll.l$ãllpll. l.'l$ill=pll. J JO

para t suficientemente grande. Então o conjunto composto pelos elementos
tais que sua norma é limitada em X' dado pelo lado direito da equação
acima é um conjunto limitado, isto é llT(t)uollX., é limitado, portanto o
conjunto definido acima atrai pontos Isto prova a dissipação

Além disso, como

l

(t -- s) '( '+P)e - '(t -') ds

acE
para algum 0, segue do Lema (4.9.1), tomando t grande, que

u c I'(t)z c >1:
0

se 0 > e, portanto ".E-nE
Onze 0i

o que prova a segunda parte da tese
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Capítulo 5

Linearização e Estabilidade

5.1 A Diferencial de H'echet de uma Função
Nesta seção queremos determinar qual é o problema linearizado do problema
abstrato (4.5). Para isto necessitamos dos conceitos seguintes.

Definição 5.1.1 Sejam X e y espaços de Banana, uma /unção / : Á -+ y

de um conjtLnto A C X, se diz Frechet dijerenciáuel em =o, se =o é um ponto
interior de Á e ea;Ísle T € Z(X, y) fa/ que

o - JE. /(,) -- .f(,o) -- T(,) -- 7'(,o)
ll, -- ,ollx

Este limite é equivalente a a$rmação (lue

/(,) =/(zo) + 7'(z - ,o)+ '(ll, - «ollx) qw«n'Zo « -+ 'o

Teorema 5.1.1 r'Regra da Cadela) Sejam À C X, B C y, / : Á --} y
Frechet diferenciáue! em =o e seja g : B -+ Z Frechet dijerenciáuel em
yo = f( o]. Então a função g o .f é Frechet diferenciáuel em zo e

d(g o /)(zo) = dg(g/o) o @'(,o)

Corolário 5.1.1 Soam .4 C X, / : Á --} y /'recaem dí/erencíáue/ em zo e

seja g € L(Y. Z). Então a junção g o .f é diferenciáuet Frechet em =o e

d(g o /)(zo) = g ' dF(zo)
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Relembremos que /n: Xa -+ X P onde X' = Hg'(n), e X'P
((X?P(O)y. Primeiramente queremos determinar se jn é Frechet diferen-
ciável e qual é sua diferencial. Para isto usaremos a seguinte notação:
Z)(/n) : .t' --} X'P denota a diferencial de Flechet de /n de X' eln X-P e
Z)(.A.o) a diferencial de /, como função de BX em n/V, em Ho € RW

Corolário 5.1.2 Se/a /n; X' --} X-P dada por

</n (u) , é>((x?py(n),xi'(n))
!

o( /. )(&) (@l

(/(«))(é), p"" t'a« @ c Xja(n)
Q

De$namos

<Fn,.(U), Ó>((HÍPy(Q),H3P(Q)) ' (5.1)

para toda (b c nãP (Q). Então

0(/n) = Fn

Prova:
Como .f é C't, temos que a diferencial de / é C'o(Q), por tanto aplicando a
desigualdade de Hõlder em (5.1), esta aplicação esta bem definida. Vejamos
que /n(u) é diferenciável Frechet em uo, para isto temos que ver que existe
uma aplicação linear 7' tal que

Â(«) /n («o) + 7'. (u «o) + .(ll« üoll.), quando z -+ zo

Então

</Q(a) /n(HO) -- Fn,«(U -- ÜO), @>(( ÇPy(Ç2),H{P(Ç2))

<

<

<

<

[[(/(a) -- /(«o) -- o.h. (« -- "o)](ó) ]

1/(w) -- /(«o) -- o.h. (" -- "o)ll. ll(d')ll,
.(ll" -- aoll.) ll(é) ll.
o(lla -- «oll.) ll(@)ll.

Q

Pois / é C'i

#
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Agora temos gl : X' -+ X-P e queremos saber se é Frechet diferenciável
e qual é sua diferencial.

Corolário 5.1.3 Seja gl : X' -.} X-P dePnído por

<g~ (z') , #'>«XÍq'W),X{'(nD - ./an '(g(u) )'y(4') ,

pa-. l..ía ó C j (Q), -de l de-f« o ope«d« Z,aço.

De$nimos

<G(©) , @>((xÍ'y(çz),xi'(o) ) 'y (0g) (a)('yé) ,

então
o(g,)

Pro ua :

Como no teorema anterior, temos que l)g,r : X' --> X-P e
Dg : R" -+ R", como g é (;2 e pelo teorema do traço (4.2.7) temos que

'y(g(u)) C lt'''t''(aQ), novamente aplicando a desigualdade de Hõlder te-
mos que G está bem definida e

(g,(«) - g.(«o) - G« (« uo) , é>((x3p(n)y,HJ'(n))

$/ 1(.y(g)(«) - '(g)(«o) - 0'y(g).(« - «o))I'((é))l

$ 11v(g(u) -- g(uo)) -- 'Z)P« (u -- ao)lltp(an) ll'y(#')llt.(an)

5; A' ll(g(a) - g(uO)) -- Z)g.(u - UO)llLP(Q) llV(#')llt,(an)

$ Ã'' llg(u) -- g(t10) -- l)g«. (u Ho)llx. ll#'llKêp(n)

Portanto,
o(g,)

#

Notação: Denotaremos por //

Sabemos que o problema abstrato parabólico

# + .4-P «
ü(0) = uo € X' (5.2)
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tem uma única solução, para qualquer uo € X', que é dada pela fórmula da
va.riacho das constantes

r(t)«o e''l-P'u. +/ e-'4-P(:-')#(T(s)uo)ds.
0

Í

(5.3)

e representa bem o problema (ver torema 4.7.1). Sabemos como verificar a
estabilidade do problema abstrato (ver teoremas (2.2.2) e (2.2.1)), queremos
ver como isto se reflete no problema original.

Te...«, 5.1.2 Suponhamos que (HI) se t,fraca, a, /3 e p s«fis/agem r{.4)
e j C C\ l.RN , RN \. Seja uo çi X' . então o seguinte problema

9 = oz\« + (o«./)(")
Ü = (o«.g)(")

temi o problema [ineaMzado de (4.5) como problema abstrato associado

Procn

Se fixamos tl e consideramos o problema elíptico,

-oi.(OAQ+ l>: .aj(,)gl:+ À« - o./(«) - $
lJ

em Q

então podemos aplicar os resultados de regularidade elípticos [171 para con
cluir que u C I' ''P(Q) = HP2(Q).

Agora vamos provar que t; = u.
Da fórmula de Green segue que se 10 c HÍ(Q) e d' c Kj,c(O)

(Aw)(')'b(.)d. - f «.(«)A'q'(")d" J (%l:)(u)t v(Ó»(u)du

.Ztg=(y) + n(v)."(z/)]('r('"))(p)'zv

l('y («,)) (y) (c'ó)(y) av IB(Ó)l('7 (é))(v)lav

[n(é)](v(é) ) (v)lav
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Ap[icando j16] a u e tendo em mente que

(Á")(')

(C«)(.) = (('r(D«g(«)))(g/)
segue que u satisfaz

[n I" )-$1Ó(,)a,-.Á«W,'!'Ó(,) ,

=/((v(o..g(«)))(y)('r(#'))(z/)ldv

como Xj,a(n) é denso em Hj/3(Q), segue que u satisfaz, em X-P, a equação

$ + .4-P« = (0«/ + 'y ' 0.g)"-
«(0) = ao C X' (5.4)

#

A importância do teorema anterior se reflete (por exemplo, para estudar a
estabilidade) no fato que é mais fácil estudar o espectro, isto é, estudar os
autovalores do operador linearizado, que olhar diretamente a estabilidade
na equação original.
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Capítulo 6

Existência do Atrator Global
para O Problema Biológico

Agora vamos fixar as hipóteses e notações que usaremos neste capítulo.
Comecemos recordando a notação dos capítulos anteriores, X' = /íg'(n), e

X-P = ((X?P(n)y, onde ç2 C RI é um aberto limitado além disso, estamos
supondo que a, P e p satisfazem

Ü < « < 1 - /3 < : -ã'ã+$
Neste capítulo nos concentraremos no estudo do sistema

1% y(")+gCv oiÉis'
onde a não linearidade g/ : n' --} R' é definida por

«:(«) - «. {eP - :l# }

(6.1)

com Á. uma matriz de r X r qualquer, e y = vl + V2+ .....+ Vr.
Esta não linearidade foi introduzida por Vickers 1291 para modelar popu'

loções genéticas. Queremos aplicar as técnicas do capítulo 4 e [18],provaremos
que o problema está bem posto(no sentido do capítu]o 4 e]18])- Usaremos as
idéias de Amann ]21,[3], juntamente com a teoria abstrata de Henry jll],como
desenvolvido nos artigos de Oliva e Pereira [181, e Carvalho, Oliva, Pereira
e Rodriguez-Berna1 [51 e parcialmente expostos nos capítulos anteriores.

Precisamos provar a existência e unicidade das soluções, existência do
atrator global e por último a linearização de forma precisa, para tirar con-
clusões sobre estabilidade. A primeira observação a ser feita é que o modelo
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biológico proposto por Vickers [291 só faz sentido se v{ > 0 (ou vi ã 0 e
alguns deles não nulos) e isto se reflete na não linearidade, já que esta pos-
sui uma singularidade quando V' = 0. A primeira dificuldade encontrada
foi mostrar (mesmo sem termos de fronteira, isto é (6.1)) que se a condição
inicial é positiva então a solução é positiva. Para evitar esta dificuldade,
faremos uma adaptação no modelo, mudando a não-linearidade de forma a
garantir esta propriedade. Para isto, dado € > 0, considere a função corte
( c (;'(R, R+) dada por

r = 1, se s 2 2c,
((') l -'-pt-t#}, se '<'<2',

1. = 0, se s 5; e.

Então. a nova não linearidade Z : R' --> R', é definida, para cada
(vi, v2,. .., v,) c R', da seguinte maneiraV

Z(«) = ((«:)((«,). . .((«,) ' y(").(6-2)

Portanto, garantimos que Z = (zi , . . . , z,) C C''(R', R'), e o nosso rlovo
problema será dado por

J gP = zi(") + 'eP"{ l 5; i 5; ' (6.3)l '' gü - o '''''
Observe que, se estamos interessados num conjunto de soluções de (6.1)

tal que ví > co > 0, podemos escolher € < co/2 em (6.2) tal que v = t; e nada
se perde. Entretanto, não é verdade que as soluções de (6.3) são as mesmas
que as de (6.1) e isto é um defeito deste enfoque. A grande vantagem deste
enfoque é que Z é localmente Lipschitz,(e ainda C'i) o que facilitará e muito
o estudo das linearizações.

Com esta adaptação do modelo de Vickers feita, podemos generaliza-lo e
pensar em controles (ou termos "forçantes") oriundos do fluxo pela fronteira,
ou seja, (queremos estudar, dada uma função ki que definiremos adiante, o
problema biológico que é modelado pelas equações

Í qP = z{(u) + diz\ui l $1 í 5; r
1. '' h = k{(«)

tem atrator global.
Provaremos que o problema está bem posto (no sentido do capítulo 4

e [181) com o qual também provámos que este tem atrator global. Usare-
mos as idéias de Amann ]21,[3], juntamente com a teoria abstrata de Henry

(6.4)
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jlll.como desenvolvido nos artigos de Ogiva e Peneira [181, e Carvalho, Ogiva,
Pereira e Rodriguez-Bernal [5], parcialmente expostos nos capítulos anterio-
res

6.1 Verificação das Hipóteses
6.1.1 Testando as Hipóteses para a não Linearidade no Inte-

rior

Devemos verificar que existem co, para { ' 1, ..., r, tais que a.hipótese (HI)
da seção (+.5) é válida. Na realidade, podemos verificar que 11;P 5; c8 V u{,
de fato

::P a. ...«««) tÍqx--g'}
««0««D . . .a..) . {L#l.

$ 1lllÍP. + ll,4ll. 5; 2 ll.'1ll.

zi(o) $ 2 ll.4ll: ui, V t,i.(6.5)
Pela definição, temos que Z é uma função Ct de R' em B' , e portanto,

como vimos anteriormente, é localmente Lipschitz em X'
Com isto temos uma das hipóteses do teorema (2.1.1). Logo usando o

Teorema (2.1.2) temos que a solução de (6.3) existe paT todo t > 0.
Também temos que construir as funções ki tais que %Í = É{(u) $ --dl)uí.

Portanto,
V ui.

6.1.2 Construção da não Linearidade na H'inteira
Consideremos um equilíbrio espacialmente constante 7h C R' do sistema de
equações diferenciais ordinárias

f9 =pi((Áp)i -p'A2') i$ { É r,(6.6)

onde )il: üf = 1. Observemos primeiramente que 7h também é um equilíbrio
do sistema (6.3) se escolhemos 2€ < infü{. Nosso trabalho é controlar o
comportamento das órbitas perto de õ, (ou seja, controlar a estabilidade de
M) através de um termo forçante (k) aquando somente na fronteira. Quere-
mos portanto que o termo forçante seja uma função suave e que mantenha
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M como ponto de equilíbrio do sistema (6.3), portanto dado um parâmetro
do, consideraremos o termo forçante É : B' -} R', deRnido por

ki(o) = 2do(2 -- e'll'-mll')(ui -- Íiç).

Observação 6.1.1 ]Va rea/idade, mafematÍcame7zfe prosseguíKm.os ao con-
tráHo, isto é, se õ é um ponto de equilúrio espacialmente constante do siste-
ma de reação (6.3) (ou (6.4)) e de$nindo V = 'E üi, então assumiremos que

M = # (mi > 0) é um ponto de equiZz6rio assirzZófícamente esfáue/ do siste-
ma (6.6) e inuestigaremos sob (lue circunstâncias é assintoticamente estável

p''« (6.3).
Escolheremos do mais adiante. Observemos que k é C'" e se luil ? 27ãi >

0 temos que

H'-'.,
de fato,

1. Se ui < 0, e portanto (!tlÜ > 0, então

bP-e: P-:*Ü;:,
logo

--2do(2 e'll"-'üll') u 5; --2do(2-- e'll«--'all') $ --2do 5; --do

2. Se of > 0, e portanto 1l:j- ? --{, o que mostra que

("i - ãi) . 1 . Bi > ;:,
uí ' u{ --2

logo

--2do(2 -- e'll,-mll') u 5; --do(2 -- e'll'-mll') $ do

Resumindo temos o seguinte teorema.

Teorema 6.1.1 As não !inearidades Z e k do problema biológico (6.4), são
país q«. Z C C'-(R',E'), k € C''(R',R') e "fÍs/a«,« ' ipóf«. r#.r).
Vlais ainda se a, l3 e p satisfazem (4.4) então h -- Zn -F k,v é Lipschitz em
conjuntos limitados de X'
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6.1.3 Teste da interação entre a não linearidade da fronteira
e do interior

Já sabemos que as não..linearidades do nosso problema biológico (decota-
das anteriormente por Z e k), são tais (lue ki(u) $ --aqui e zi(u) 5; cboi,
Z C C''(R',R'), k C C''(R',R'), (HI) se verifica e escolhemos '-, /3 e I'
satisfazendo (4.4). Logo para aplicar os resultados dos capítulos 4 e 5, pre-
cisamos mostrar que (H2) se verifica, isto é, precisamos escolher do tal que
o problema de autovalor (4.3) tem o primeiro autovalor positivo.

Para determinar o problema (4.3) no nosso caso, primeiramente temos
que somar e subtrair Àu{ a (6.4) ( À uma constante positiva),

Í gf = z{(u) + díAt;i - Àui+ Àui
1 < diAu{ - .iuí+(X+2ll.4ll)ui = dÍAui - .Xt;{ +cÉ)t'{
1. Ü. = k{(") $ -do"i

Agora verifiquemos que se ll.4ll é suficientemente pequena, então exis-
tem c&, do tais que o primeiro autovalor (pl) do problema (6.7)é positivo
Primeiro um lema:

(6.7)

Lema 6.1.3.1 (:onsíderemos o operador /inear J deánido por

í a(«) = -dZL" + *" = P"
1. ã -o

então temos que pt, o primeiro valor próprio de J, é positivo

Pro ua :

Observe que pi -- À = jZi onde Pi é o primeiro autovalor do Laplaciano
com condicão de Neumann zero, que sabemos ser zero. Portanto temos que
izl = À > 0.

#

Consideremos agora o problema

--dilui + Xui -- c8z;i = Flui
%t = -'ío"i

(6.8)

Sabemos que cl) = (À + 2 llÁll) e devemos verificar que existe do tal que
o primeiro autovalor é positivo.

Com o anterior, e com os comentários sobre a hipótese de dissipação
apresentadas no capítulo 5, estamos em condições de provar o seguinte teo-
rema.
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Teorema 6.1.2 Seja o proa/ema

.l -'íA«+ *"- ''" 'p" (6.9)
L H = --aot'

onde co = À + 2 llÁll . Então, se ll.4ll << 1, ea;isto do ta/ que o primeiro au-
loua!or de (6.9) é positivo, em outras palauí'as, a hipótese (H2) é uerilicada.

Pro ua :

O problema (6.9) é o mesmo que

.dAu -- 2 llÁll ?t
Ü-

o qual é equivalente ao problema

Í -.Zz\« = (P' + 2 ll,'lll)a
'L ã = -"."

o qual é equivalente ao problema

Í --d.Ã tl + Àu = 0

'L ã - (6.10)

onde À = --p -- 2 llÁll . Logo, se ll.4ll << 1, como os valores próprios do

problema variam continuamente em do, e se do é positivo, pela observação
do apêndice (A.0.3), temos que o primeiro autovalor do problema (6.10) é
positivo, logo o primeiro autovalor de (6.9) também é.

#

6.2 Aplicação dos Resultados Abstratos
6.2.1 Limitação do Semigrupo, Sub e Super-solução
O próximo passo é mostrar a existência de uma super-solução e uma sub-
solução para nosso problema biológico. Nosso problema é

.f du '-di.hui+zi(t') l $ i$ r, (6.11)
1. H' = eituJ

como foi visto antes zí(a) 5; 2 llÁll tzi. Então

diz\ai + cê)ui ? di u + zi(z')

gÍ = -dou{ 2 Éi(")
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portanto qualquer solução do problema

%?. = dfAu{ - Àai+(À + 2 llÁll)z'í
gÍ = -'ío"í

(6.12)

é super-solução do problema (6.4). Seja g a primeira autofunção normaliza-
da do problema (6.12) e m = minrCç2 'p(z). Sabemos que m > 0. Para cada
0 C R+ definimos:

E
0

{u C X' : l«(z)l $ Oç'(z),pa«« todo« C ç2}

Aplicando os resultados dos capítulos 4 e 5 temos que, pelo lema 4.8.1 o
conjunto

E
0

1«(,)1 $ 09(,), P«« bodo € Ç2}

é positivamente invariante

6.3 Existência do Atrator Global

Aplicando o Teorema 4.9.1 temos que o seguinte resultado

Teorema 6.3.1 0 proa/ema r'6.//; lem alralor g/oóa/ !B em Xa. ,4/ém dÍs
se, B C )l:o se 0m 2 €
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Capítulo 7

Equilíbrios

Nesta senão, fazendo uso das técnicas anteriores, provaremos de outra for-
ma os resultados expostos em [291, o Teorema (2.2) de ]291 é generalizado
fazendo uso dos artigos [11], [18], j191 e ]20]. Lembremos que na seção 6.1.1
provámos que a solução de (6.3) está definida para todo t ? to e é única.
Portanto podemos falar de estabilidade assintótica. A vantagem é que nós
não imporemos solução de nenhum tipo pois, ela depende do tamanho as-
sim como da forma do domínio Q (como feito em [291). Nós usaremos os
teoremas obtidos por D. Henry em [lll expostos aqui no capítulo 2. Para
isto, devemos fazer algumas apreciações preliminares. Primeiro distinguir
os distintos tipos de estabilidade segundo o exposto nos capítulos 2, 3 e 4.

7.1 Equilíbrio Instável
Definição 7.1.1 Diremos que um ponto de aqui/iürÍo espada/mente corls-
tante E é temporalmente estáue! pítra a equação (6.3) se é assintoticamente
estável para a equação diferencia! ordinária seguinte

1l = ; (u) l $ { $1 ',

isto é, da equação (6.3) com todos os di = 0.
O ponto de equilíbrio D é dito urLijormenlente estável se é assintotica

mente estáue/ para lodos os dí Z 0.

Queremos verificar primeiramente que existe um ponto de equilíbrio ü
espacialmente constante

Isto é equivalente a provar que existe u tal que Z(u) = 0. Temos os
seguintes resultados:
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i) Se Á não é ínversível, então existe o € Ã.erÁ, que é uma solução do
nosso problema.

ii) Se Á é inversível, seguindo os passos de Vickers [29], para nosso sis-
tema de reação difusão, as u{ não são mais frequências. Nestas condições
temos que se # = w, Áw - ot,4co.l, então fazendo Áo = z, temos que

,4'' il.(r(.'i':yit)'' é a solução que procuramos, onde lé o vetor coluna
o qual todas suas entrada são iguais a um.
Prova:

i) Imediato.
ii) Basta verificar que w ' l.(it(Á'').ll)': satistaz Áw = w',4wl, de

fato primeiramente temos que Áw :: ÍÍíil;ilíjiiJ, por outro lado temos que,

wtÁio = ÍÍÇill;;!Jl?ÍJ'ÍÍi(=ilíjÍD = 1. Logo segue que .4to = wtÁtol. E fácil ver
que }: rhi :: l.

#

Nós estudaremos a estabilidade, sem trabalhar com a forma da solução,
pois esta dependerá do tamanho assim como da forma do domínio Q. Usa-
remos os resultados de D. Henry expostos no capítulo 2.

Pela equação (4) temos que os equilíbrios não são isolados, logo não se po-
de aplicar diretamente estes Teoremas na equação (6.3) pois esta não poderá
ter um equilíbrio assintoticamente estável. Para contornar este problema,
tentaremos identificar todos estes pontos da equação (6.3). A primeira idéia
seria incorporar a condição: Jn )l: ui(#, 0)dz = Jn )ll: lida; no espaço, onde
ü é um equilíbrio espacialmente constante qualquer. Esta condição é inva-
riante pois y(z,t) é constante, mas não é linear. Então, seja I' ' C X'
definido por W' ' {o C X';/nll:ui(z,o)dz = Jn )ll:õiaz}. À'las W' com
esta condição não é um espaço vetorial.

Para consertar isto, basta mudar de variável em (6.3) e fazer tof = ui -- ü{
no espaço W' tal que }' w{ :: 0, logo temos que nossa equação agora é

%F- = zi(w+ü) +diAw l $ $1 r
%-o (7.1)

onde zi(u) é dada por (6.2).

Lema 7.1.0.1 0 espaço T'ri = {w C X'; )ll: WÍ :: 0} é tzm espaço uetoffaZ.

Lema 7.1.0.2 0 equilíbrio (agora ero) é isolado em (7.1)

60



Como o número de zeros da equação zi(zo + õ) = 0 é finito, pois não é mais
homogênea, ( se multiplica mos zí por y2, este será um polinâmio) temos que
qualquer outra raiz (w') tem que satisfazer }l: wl = 0, mas isto significa que
alguma componente oÍ -- õi:P 0 portanto temos que lho' -- oll > 0, portanto
o (zero) é isolado.

#

Observação 7.1.1 /Vote qzze ainda lemos a propriedade de dissipação pe
diria pois

,{ («) «f Í (,4(«))f (oy.4(u) 'l , . .. .

o{ -- o{ l. '!ow - elilP} $ ' 11.4ll:

O que estamos fazendo é trasladar o problema de ü para a origem

#

7.1.1 Primeiro caso com fronteira Neumann

Agora consideramos uma região Q C RI que é limitada e tem fronteira suave
aç2, condição Neumann imposta em aQ.

Suponhamos que m é um ponto de equilíbrio assintoticamente estável
da equação (1), mas m não é um E.S.S. (segundo definido na introdução).
Então existe um vetar de probabilidade q para o qual

g','!q Z m'.'lq

isto é m é invadível por q. O caso mais fácil a investigar é quando q é uma
estratégia pura, que no seguinte teorema escolheremos como sendo o vedor
li,o,o,...).
Teorema 7.1.1 S(ga m üm porzfo de eqtlí/zür o fempora/mente estáue/ do

sistema (1) para o qual mi >. Q para todo i. Se

«:: 2 (m'.4):

então existe um con=lunto de coe$cientes de dispersão di > Q, para todo i, tat
que m é um ponto assintoticamente instável da equação (3), isto é, se uma
estratégia pura pode invadir m então não é uniformemente espacialmente
estáue!.
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Pro ua :

Desejamos aplicar os Teoremas (2.2.2) e o Teorema (5.1.2).. Tendo. em conta
a observação anterior temos que mudar de variável em (1) e considerarmos
o sistema

qlgi=zi(w+õ)+diAwi, l $ i$ r

Com isto estamos nas hipóteses do teorema pois A = ZQ é Liptchitz e 0 é um
ponto de equilíbrio isolado. Estudaremos a estabilidade do zero. Temos que
a linearização em zero é a mesma que a de z{(u) em õ. Tendo em conta (8),
seja bij = miaij -- mi(lntÁ)j fazendo 1 = d2 = da = d4..... . A linearização
em 0 tem espectro consistindo dos À tais que

det [b{.i + (diP -- À)'5ij] = 0 ('*'*)

para algum p 2 0. Então para p suficientemente grande, o sinal do determi-
nante estará determinado pelo sinal do bii + (dlp -- À). Claramente podemos
fazer este termo positivo ou negativo variando di com o qual a equação
(**) é satisfeita pelo conjunto dos df e À positivos. Então m é uma solução
instável do sistema (3), pelo teorema (2.2.2).

#

Queremos provar o seguinte Teorema, que generaliza o Teorema (2.2) de
1291

Teorema 7.1.2 Seja m uma se/ração lemporaZmente esfáue/ do sistema r/,)
com lodos os mí > 0, erzfão m é unia/ormemente esfát;e/.

Prova:
Tendo em conta as observações anteriores, temos que a linearização em 0
tem espectro consistindo dos À tais que

det l--(aip + À) ]' + Omzl 0

para algum p > 0. Portanto, o espectro é

{--/3 + dÍP onde /3 é autora/or de Z)«z}

Portanto. como m é temporalmente estável do sistema (3) temos pelo teo-
rema (2.2.1) (Henry) que m é uniformemente espacialmente estável.

#
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7.1.2 Segundo caso com controle pela fronteira
Nesta seção queremos provar que se mudarmos o fluxo pela fronteira, ob-
teremos os mesmos resultados de Vickers, sem impor que a estratégia seja
ganhadora ou não, isto é queremos provar que se 7h é um ponto de equilíbrio
da equação (6.4) então modificando a condição na fronteira de Q temos um
ponto de equilíbrio uniformemente espacialmente estável. Ou seja, se M é
uma estratégia ganhadora (ou não) modificando o fluxo pela fronteira pode-
mos torna-la uma estratégia ganhadora. Considere agora o sistema seguinte

%i = dAuf + zi(u -- m)
g: - :bdo(2 - .'11«-"11')("í - "'i) l $ Í $ r, (7.2)

Observação 7.1.2 0 problema /ínearízado em 7h é

q: = d Az'{ + (Oóz)í(?t)
g} = 2'ío(«f)

l $ á $ r, (7.3)

Pois

eb = -2do(2 - ''11«-"11') + 4do(2 - ''n«-"n')(a{ - «.í)'

= -2do(2 - e'll«-mll')(2(UÍ - mf)' + l)
e porlan/o gi(m) = --2do. Por otzlro /ado,

e& = +4do(2 -- e'll«-mll:)(ui -- m{)(uj «.j).

e porfanfo gÜ(m) :: 0. Então /a:erzdo uso da oóset;ação 6.2, o proa/ema
!inearizado é

%f. = dali + DmzÍH
%g. = -2do(«i)

l $ i $ r,

Teorema 7.1.3 Se/a m tzm porzfo de eqzzílzarÍo têmpora/mente esfát;e/ do
sistema (1), então existe uma junção k ta! qüe h é um ponto uniformemente
espacialmente estável da equação (6.4).

Pro ua :

O problema linearizado de (6.4) é equivalente ao problema (linearizando em

b ::f'f7dHu?( ''.q
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o qual corresponde ao sistema da forma

= D6.a + .B'ü (7.5)

onde C{ = (Z)ok)i(a i-ésima linea da matriz (Z)ok)) fazendo u
temos que é equivalente ao

'â, = C'u (7.6)

logo, como C' é diagonal pela observação anterior, o sistema anterior é desa-
coplado portanto fazendo uso da observação do apêndice A.0.3 temos que o
primeiro autovalor é positivo, então como il = e(B+L)tuo é solução de (7.6),
onde Z, é o gerador infinitesimal definido pelo problema (7.6), e usando as
estimativas da seção(4.6), temos o desejado. Logo o problema(6.4) tem zero
como solução uniformemente espacialmente estável, pelo teorema (2.2.1).

#

O teorema seguinte generaliza o teorema anterior, mais ainda, vemos
como, por meio da condição da fronteira, podemos controlar a instabilidade
da e(luação (1), isto é, se à é uma estratégia instável ganhadora (ou não)
de (1), impondo uma condição na fronteira apropriada podemos torna-la
unifomemente espacialmente estável. Ou seja, que de novo por meio da
condição imposta na fronteira podemos generalizar os resu]tados de ]29]
substituindo a condição de ser uma estratégia ganhadora pelo controle na
fronteira.

Teorema 7.1.4 Seja rh um ponto de equí/zürio lempora/mente {nsfáue/ do

.isle«.« r.r), fa/ q« jnea(D,(0))l 5; c. E"tã. «êste «m« /u"ção k t«Z q«e
se E é su$cientemente pe(lueno, fh é um ponto uniformemente espacialmente
estável da equação (3).

Prova:
Seguindo como na demostração anterior e pela observação anterior, temos a
equação

Usando as estimativas de Henry [lll,

(7.7)

a qual gera um semigrupo 7'o(t).
temos que
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e(B+S)'u. 1 1; À4e(-õ+')t lluoll ,

onde S é o gerador infinitesimal do problema (7.7) logo fazendo uso da
observação do apêndice A.0.3 podemos escolher C' de modo que o primeiro
valor próprio do problema (7.7) seja positivo, portanto, se c é suficientemente
pequeno, temos a estabilidade desejada.

#
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Apêndice A

Autovalores e Parâmetros

Neste capítulo estão reunidos a]guns resultados encontrados em j21], ]22] e
[23]. Seja o operador diferencial definido pela expressão

I't«] - E ';.(,)a!;t -- E ó.(,)g; - -
onde

i)« ,......,,.).
í{) sij é simétrica e definida positiva.
ííí) Todos os coeficientes são reais e limitados em Q.
Suponhamos que a fronteira aQ esteja dividida em duas partes disjuntas

I't e I'2 e as condições de fronteira são u = 0 em I'i e

&/'[«]= :'(')tg:l-'í"-o .m r:

onde o campo de vetores e aponta para fora de ç2
Consideremos o problema de autovalor

Z;']a] -- Àa = 0 em ç2
u ::0 em I'i

/W'Í]u] = 0 em I'2
(P)..a

Teorema A.0.5 rProZler, }Veinberyer /23/) SuporzAamos que ea:ísla tema

junção o satisfazendo as seguintes condições:
í) «, > 0 em ç2
j{) w C C''(Q) n C'(Q)
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üi) Walul Z 0 e«z I'2.
Então se o espectro do Pc,d é não vazio, ezisle um ntímero rea/ ÀI 7zo

espectro ta! que o espectro está contido no semiptano

* * * *: * :«' (qy)
Lema A.0.2.1 Dados di < d2, se Ài (À2) é o primeiro aufoua/or do
(P)o.a., ((P)o,a,) então

Observação A.0.3 apara c :: 0 e d :: 0 lemos que Ài
À{ > 0 rÀf < 0) s' d < 0, (d > 0) ' ' = 0.

ii)Para qltctlquer d existe c tal (1lle X\ > 0.

0, portanto,
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