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Abstract

On this work we study conjugacies between C'2 unimodal maps and tens maps. We

exhibit a topological condition that piohibits the existence of a (luasi-simmetric conju'

gacy between a C'2 unimodal map and a tent niap- \N/e also prove that. almost every
tent map satisfies it. Tais fact depends on the density of the critical orbit of a tent map
which is true for almost all paiameters. Oui main tools ale the concept- of kneading map

and kõbe principles.
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Introdução

Um sistema dinâmico unidimensional é gelado pol uma função contínua / : / --> /,

onde / é uin int.ervalo compacto cha.nlaclo espaço de fase. Este sistema envolve inhnitas
funções, as iteradas de /, definidas indutivamente poi ./i = ./ e ./''+' = / o ./". Parale-

lamente, no espaço de fase temos as noções de órbita positiva, ór})ita. negativa e grande

órbita. de um ponto = definidas por {y € /; /"(#) = y, 1?. 2 0}, {y C /; ./"(g) = #, n ? 0}

e {y C /;/"(g/) = .f"(#), nz, n ? 0} respectivamente

Na teoria qualitativa dos sistemas dinâmicos a relação de e(luivalência natural para

expressar a noção de "mesma dinâmica" é o (lue chamamos conjugação, a. saber: duas

funções ./' e g são conjugadas se existe um honleomorfismo /z : / --> / tal que A o / =

g o /z. Um tal homeonlorfismo, chamado uma conjugação entre ./' e g, aplica órbitas de
/ em órbitas de g e preserva. propriedades tipológicas do sistema. No entanto também

temos interesse em propriedades métricas e geométricas do sistema e então necessitamos

que as conjugações tenham mais regulalidacle, a. saber: (lue sejam ou analíticas, ou
diferenciáveis, ou quase-silllétricas, ou Hõldei contínuas, ou absolutamente contínuas.

Neste trabalho estamos interessados en] sistemas dinâmicos gelados por iterações de

funções unimodais, veja definição adiante. As funções quadráticas q. : j--l, ll -.} j--l, ll
dadas por q.(3) = --1 + a(l -- r:) e as funções telzdas Ta : /. --> /. dadas por Ta(;r) =

1 -- alzl com a C j1,21, onde /. = li:!=, 1 1, são importantes exemplos de funções
unimodais.
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N'lilnor e Thurston prova.iam que uma função uninlodal ./ com entropia tipológica

positiva /zt.,(./') é senil-conjugada a uma função tenda Ta cona a = ea'p(/it.p(/)). IK4ui-

tas vezes esta senti-conjugaçã.o é cle fato uma conjugação. Neste trabalho estudamos a

regularidade desta conjugação (quando existir) no caso em (lue ./ é de classe C'2. Nes-

ta situação a referida conjugação nlmca. é um clifeomorfisnio. Poi outro lado, segue
de INPI que existe um conjunto de parâmetros com medidade de Lebesgue positiva tal
(lue as correspondentes funções tendas são Hóldel continuamente conjugadas a funções
uninlodais de classe C'2. Examinámos então cona que fre(liiência uma função tenda Ta

é (quase-simetricamente conjugada a uma. função tmimodal de classe C'2. Isto depen-
de de propriedades topológicas como a densidade ou não da órbita positiva do ponto
crítico. Baseados nisto exibirelnos uma condição que pioibe a existência de uma con

jugaçã.o quase-simétrica entre uma funçã.o tenda e uma funçã.o unimodal de classe C'2

Esta condição é satisfeita por funções tendas Ta com a em un] conjunto com medida de

Lebesgue total em j1,21 resultando entã.o o fato de que uma. função tenda. raramente é
quase-simetricamente conjugada a uma função unimodal dc classe (:2. Isto contrasta com
a situação de funções expansivas do círculo de um dado grau e classe C'i+', as quais são

sempre quase-sirlletricanlente conjugadas entre si. No caso de difeomorhsmos do círculo

de classe C'S cujo número de rotação é irracional e Diophantino são (:i-conjugadas à
uma lotação, veja IYJI. Enfatizamos o fato de que a inversa de um honleomorfismo

quase-simétrico também é quase-simétrica, portanto conjugação (quase-simétrica é uma
relação reflexiva.

No capítulo l estuda.mos vários conceitos importantes en] dinâ.mica tais como: dife-
renciabilidade, quase-simetria, Hõldei continuidade e continuidade absoluta. Sã.o dados

exemplos e provados alguns resultados que mostram a relação enfie estas classes de
homeomorfismos. No capítulo 2 estudamos alguns aspectos da dinâmica das funções

unimodais e exibimos uma pioprieclade que é satisfeita pelas funções unimodais que são

quase-simetricamente conjugadas a funções tendas. No capítulo 3 provámos os Princípios

de l<õbe, inclusive no caso em que as funções unimodais são de classe C'2, que nos permite

fazer estimativas da distorçã.o clãs iteladas destas funções. E. ainda no mesmo capítulo,



estudamos o conceito de aplicaçã.o kneacling que será. utilizado no estudo cla densidade

ou não da órl)ita crítica de uma função tenda« No capítulo 4 estudamos a densidade

da órbita crítica de funções telldas. No capítulo 5 exibimos unia condição tipológica
que proíbe a existência de unia conjugação (quase-simétrica entre unia. funçã.o utiimodal

de classe C'2 e urna. função tenda. N'mostramos também (lue essa condição é satisfeita

por quase todas as funções tendas (um conjunto de parâmetros de medida de Lebesgue

total em j1, 21). Este trai)alho é baseado principalmente nas seguintes referências: IBDI,
IBHI, IHFI e IMSI.



Principais Resultados

Definição O.O.l Z)ado ?lm nierua/o / corno)ac/o, 71nl.a /u7zçào colilút/a / : / --> / é

c/!arl ada unimodal sc /)ossKI ?lrn líl1lco r7zá.i: n]o /oca/ a.ssur71ido erz]. ]]i7]. p07}lo c ?zo íl?/ezi07

de l e fti)i) C al

Observamos que se uma. função unimodal é diferenciável então o seu único máximo

local é um ponto crítico. Convencionámos chamar o ponto c de ponto crítico mesmo no
caso em que a função unimodal em questão nã.o sqa diferenciável.

Exemplo O.O.l (Funções tendas) ,4s /llrlções fendas Ta : /. --} /.. de$1zidas por

Ta(#) = 1 -- ajal com a C (1, 21 e /. := lik, i:kl, são /uniões ?z7zímodais cÜo má.r;mo é

asse.mijo em c -- Q. Observamos que T. nào é dilerenciáuel em c = Q.

Exemplo 0.0.2 (Funções quadráticas) Ás /urlções qHadrálÍcas q. : j--l, ll --} j--l, ll
de#nÍd« po, q.(#) = --1 + «(1 -- z') c.«' « C (0, 21 ;ã' /u«çõ« «á«.od«{s '"j' ,«.í«{m'
e ass?ímádo em c :: 0.

Outros Exemplos

1. As funções /a : 10,11 -.> 10,11 definidas por /a(Z) = asinn'a' com a C (0,1) são

funções unimodais cujo valor máximo é assumido en] c = 1/2.

2. As funções Pa : j--l, ll --} j--l, ll definidas por Pa(#) = --1 + a(l -- a''l) com / 2 1
e a C 10, 21 são funções unimodais cujo naáximo é assumido em c = 0.
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O comportamento da órbita. positiva do ponto crítico de uma funçã.o unimodal de-
sempenha papel essencial no entendimento de vários aspectos do sistema dinâmico coi-
iespondente. No caso de unia. função tenda Ta temos que freclüentemente esta órbita é
densa em um intervalo, isto é o conteúdo do seguinte teorema (veja IBDI).

Teorema A Ea:Ísle üm co?Ütllzío .4 C lye,21 caril n2.Caída de Zebesg?ze /oía/ la/ que
para todo a € A ueT'inca-se (late Q órbita cl'íti.ca positiva da .fu.ilç(io t.ettd.u T. é densa no

Í«'.,'«/. ITa2(c),Ta(c)l.

Este teolenla é uma importante etapa em direção à verifica.çã.o do fato de que raia-

nlente unia função tenda Ta é (quase-simetricamente conjugada a. uma função unimodal
de classe C'2. Este fato é o conteúdo do seguinte teorema jveja. IBHI).

Teorema B. EaÍsle llnz corou?zlo ,4 C lv/2,21 cona medida de Lebesgue fala/ {a/ que pav'a

a C A feri.Rca-se que a .fuTlção teTtdn T. não é quase-simet.ricamente conjugada a alma

.fuTlção unimoda! de classe CZ

A prova do Teorema A depende clo comportamento dos pontos da órbita crítica
positiva de Ta em i'elação ao parâmetro. A prova do Teorema B depende do conceito de

a.plicação kneading e dos princípios de l<õbe os quais são importantes fenamentas em
dinâ.mica unidimensional.



Capítulo l

Conceitos Básicos

Neste capítulo apresentamos algumas classes de homeomoifismos (lue surgem como

conjugações entre dois sistemas dinâmicos. Estamos principalmente interessados em
dinâmica. unidimensional e sendo assina estudaremos as classes dos homeomorfismos do

intervalo j--l, ll que são, ou difetellciáveis, ou (quase-simétricos, ou Hõldei contínuos, ou
absolutamente contínuos.

1.1 Funções absolutamente contínuas

Definição 1.1.1 Urna /urzção /} : la,bl -+ R, é d fa absolutamente contínua, se para

lodo c > 0 e i.sair õ > 0 la/ que

) l l/,(#.) b(a.)l < '

para qualquer n $t-tit.o Oll. i l$nito e qtlnlqtteT' coleçào d.e int.e'l'Talos d{.sjulllos Ça \. l3t ), ' ' ' , (.an, l3n)

q«e «lás/a; EL::(0i -- o{) < õ.

n

l

Observamos que se /z é absolutamente contínua, então A é em particular contínua. De

fato. basta tomalnlos lz = 1 na definição acima.
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Neste trabalho denotamos a cr-álgebra dos Boielianos de un] intervalo la, ól poi 23 e a

respectiva medida cle Lebesgue poi À. Dada unia medida/z sobre 23 e p > 0 denotamos por

L'(p) o conjunto das funções /z : la, ól --> R que são nlensuiáveis e tais que .A.,Ót l/zlpdH <

Dadas duas medidas p e 1} sobre 23 dizemos (lue ÉI é absolutan]ente contínua cona

respeito a t, (denotamos lz « u) se para todo E en] 6 com t,(E) = 0 também temos
ll(E) = 0. O teorema de Radon-Nikodym enunciado a seguir estabelece uma relação
entre funções l,i e medidas absolutamente contínuas com despeito a. medida de Lebesgue.

Este fato desempenha um importante papel pala provei a relação equivalente entre a
continuidade absolut.a e a diferenciabilidade Lel)ergue (l.t.p.

Teorema l.l.l (Teorema de Radon-Nikodym) Dada /lha 77 Caída if soó-r'c 23 são
e q tlt uaten tes :

]. A medida p é absolul,anlente co?ttíntta comi t'esperto a medida de Lebesglte X.

Existe uma !unção h z,'(.x) f«/ q«.

(E) =/ t.dX

Prova: Veja IWKI H

Teorema 1.1.2 S?fpoiz/za q?ze p e u sejam medidas sopre u/l?a a-á/gebl'a .4, e?tido sâo

eqttãualentes:

1. A medida p é absotutame?tte cona.ínua com respeito à medi.dít u.

2. Para lodo c > 0 ez.ísíe (5 > 0 1a/ que para lodo E C .4 com u(E) < (5 1em-se

P(É;) < .

Prova: Veja. IWR l
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Teorema 1.1.3 Seja /z. : la,bl -+ R lz/lla /u7tção c07zl?'zzKa c lz(Zo-deck'escciz/c. Então são

eqltiualelttes:

1. A .fuTlção h e absoltit.n-müLtc cantil-uta

2. A JuT-lção it aplica conjtultos de medi(!a de Lebesgtte :elo eill conjllntos de medida
de Lebesgue zero.

3. A .função h é di.feTeTlci(íuel cnl unt conjllnto com tited.ida de Lebesgtte total, a dóri

.,«d« à' c z,:(À) '

htü-l- 1 1 tx

Prova: 1) --} 2) Assumimos (lue /l. é absolutamente contínua em la,bl e consideramos

E € 13 com À(E) = 0. Dado c > 0 consideramos também a constante 8 > 0 conesponden
te dada. pela Definição 1.1.1. Existe então ]m] conjunto aberto em la, ól o (dual ctenotamos

por I' tal que E C v e À(y) < á. Seja {(ai,Pi)}L. (n finito ou infinito) "ma coleção
jfinita ou enumerável) de intervalos disjuntos cuja união é 'l''. Então )ll:=;.(/3i a{) < '5 e
pela escolha de â temos que >,Z:. l/z(Pi) -- b(o;)l 5; c. Como E C U=:.(oi, ai) resulta que

À(/z(E)) 5; c. Como c > 0 é arbitrário e a o-álgebra dos Boielianos mtmida da medida
de Lebesgue forma um espaço de medida completo segue-se que À(/z(E)) = 0.

2) --> 3) Definimos a função g : la,bl --> R por g(a) = a' + /z(z). Se a /z-imagem

de un] intervalo de comprimento v7 tem comprimento 77', ente.o a g-inlagenl do mesmo
intervalo tem comprimento z7 + l/'. Dest.e fato, segue que g satisfaz 2. Dado E C 23

escrevemos E = Ei U Eo, onde À(Eo) = 0 e EI é uma união enunleiável de conjuntos
compactos, sendo g contínua Jesuíta (]ue g(Ei) também é uma união enumerável de

conjuntos compactos e g(EI) C B. Como g satisfaz 2 temos que À(g(Eo)) = 0. E como

g(E) = g(EI) U g(Eo), isto implica que g(E) C 23. Então definimos

p(E) (p(zl), .E c 6

3



Como g é injetora. ela aplica conjuntos disjuntos em conjutos disjunt.os. .\ a-- aditiviclade

de À implica (lue /z é uilla medida en] B. Também temos que /z « À uma vez cine g
satisfaz 2. Então, pelo Teorema de Radon-Nikodynl existe él C Z,t(À) tal (lue dp = ((/À.

Se E = 1«, #l, então g(E) = Ig(«),g(-')l e

g(=)- gi.a)= X(al.E'l'l= Ft(E)= 1 (ldX

Da definiçã.o dc g resulta (lue

E

/-(:) - b(«) / le - i)UÀ[.,,]

Portanto /z'(a) = C(íz) -- l Lebesgue (l.t.p.

3) --} 1) Como /&' C Z'(À), ente.o existe unia medida /l definida por (/l. - /z'dÀ.

Cromo H «K À, pelo Teorema 1.1.2, pala. todo c > 0 existe 8 > 0 tal que ÉZ(E) < c sempre

que À(E) < õ. E, particularmente, no caso em que E é união de intervalos disjuntos

{(ai,/3i)}Z;;. tal que U:::.(o{,/31), temos que }l:Z;. IA(ai) bll3i)l < c. Oisto -esulta que
/z. é absolutamente contínua. H

1.2 Funções Hõlder contínuas

Definição 1.2.1 Uma /uzição /z : la,bl --} R tí dize (a, À/)-Hólder contínua. se /)a?'a ío(/o

=, # C la,bl t;broca-se que

lh(*) - À(g)l $ A'fl« pl'

Então À é dita Hóldei contínua se /or (a, À/)-HÕ/de7' confúi'a pa7'a a/g««- (a, J\'f). Em
pari czz/ar, quando cl = 1, (/f:e/n.os q?le /z. é i4/-Lipschtziana. DÍ:errlo.s qwe /z é Lipscht-

zlana se .for hl-Lipschtzia?ta para algum i\,l

4



nla 1.2.1 (,.071szde7'e t rn.a Jtz/tçrlo /? : la,OJ --} K, e?

1. Se h é de classe CI Oltão it é Lipscht ia ta

2. Se h é ta,Al\-Hõldel' colttí? ua com a > \ e it.ão h é cottstai-tte

3. s. A c z,'(À) '"fõ' H(") :- .6.,,;lõ aÀ é (}, A/)-xó/a', ««'''""«, .«a' l; + }
. Â/ := (]t.,.] IAI' aÀy/'

Prova: 1) Se b é de classe C't ente.o pala z,y C la,bl temos, pelo teorema do valor
médio, (lue existe =. C (=, y) tal que

A(=) /,(y)l = lõ'(-:.)ll-' - y

Segue então que /z é À/-Lipschtziana pala A/ := stlpll/z'(:z:)l; a C ja,bl}.

2) Se a > 1 então pala :z C la, ól temos que

A(-'+õ) /(=)1 $ A/l.sl'
n

Disto resulta que â é derivável e /}'(z) = 0 pata todo # C la, ól. Portanto /l é constante.

3) Pala todo =, 3/ C la, ól temos que

x(-) - H(y)l
J[v,=]

e da desigualdade de Hõldei concluímos que

#(-) - H(y)l $( ./, ,. 1Al- aÀ):/'( .[ ,. lll' aÀ)'/' $ ÀÍ'l« - vl:/'J [Z/,=] J ]y,z]

ldo a prova tomamos Àd := ( ÍI. .. l/zlP dÀl:/p

ttão tetlios queLe

]

concluir ll

/

l
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1.3 Homeomorfismos quase-simétricos

Definição 1.3.1 Z){z(/o /\' ? l, llm. /loilieoil Olfsnzo /z : la.ól -+ R e' (/ílo /\'--cluase-

simétiico, se ])ara /odo ]' C la,bl e c > 0 faí.s qt]e a $ .r -- ( < ]' + ( S; b t'erzWca-se

gaze

[ . Bg=!..s2.-4(!]. < h'
/' ': lõ(«) - À(-' - .)l : '''

Di=elnos qze h é (\uRBe-s\métr\co sc Jot lt-quase-silnéti'i.co pai'a alguns l

Lema 1.3.1 Se /]. : la,ól --} lc,(/l é t1 7 /1.0-rltconzor$snz-o qi/asc-si/nélr'íco. c?zf(io Faia lodo

Á > 0 e#ásfe B > 0 1a/ qtle, se Ji e J2 são íllíelua/os a(Üacez2fes co?l/;(/os eil? la,bl co/n
IJ,l $ .'ilJ- U J,l, «.,'H'«-s. q«. l/,(J,)l 5; BI/,(J- U J,)

Prova: Sejam J: = (a;,u') e J2 = (u,y), onde = < t, < y. Denifinaos «;- € Ji U J2

indutivamente tomamos wo = a e eni geral co.+i = e115Ü. .A se(liiência {u«}" o assim
definida é crescente e converge para. y cluando zz tende a infinito. Portanto existe N tal

que ip -- coN+ll < Álr -- coN+lj e wA, < u $ coN+i. Como ã é (quase-simét.rico, pala todo

i ? l temos que
b(«,:) - á('..i--)l ..... l/

A(w) b(«,{)l ' /\'
P

IA(«,í-i) -- A(y)l IA(«,{-i) -- /z(«,i)l + IA(wi) -- A(y)l ...... /\' +i
h(«,í) - 6(y) IA(«,i) A(y)l

Portanto

A(";) - A(g)l 5; Í:?-XIA("Í--) - A(y)l
e então

"u,'l:; i"u-"'-)i .(rhy'i"'«,-"'«,t
([LF'' l"'': -.' 'J

/v

1«,N)l 5;
/\r

«-«« «-. « - (Ü) l

6



Do Lema. anterior sabemos (]ue (quando .4 tende a zero. então ]V tende a infinito e

isto resulta que B também tende a zero. Deste fato temos seguinte corolário.

Corolário 1.3.1 Sda /]. : la,bl -} lc,(/l l/ni /i.o/llcomor$srno q?fase-sfz7iéfl'íco. F, dado

am palito # C ja,bl, sda7n {;J;lZ:., {yklE:. seql7ência.s eil? la,bl com ;k < yx; < :z' ou

=z' < yk < zk pa7'a lodo k. E7?rão, se limo.-.».., !:l ..=1 = 0, ue-r'iyíca-se g71e

Jn%$:1%H-.

1.4 Vários tipos de homeomorfismos

Estudamos aqui a. relação existente entre as valias classes de homeomorfismos

Lema 1.4.1 Se h : la,bl -+ lc,( é ilm dll/eor7z.or$smo, ení(io /l. é quase-síT7}ál-r'áco

Prova:
Se /z é um difeomorfismo ente.o para todo .r em ja,bl verifica-se que

l/zí;«+c\--h(z) . li.l/(') . h'(z)c--}0 €1 c--+0 C

e sendo h'(3) :# 0 tem-se que

Entretanto se/z não é (quase-simétrico, então existem duas seiiências {#.}Z::i eÍc«}' l

tal que

b(a«) - A(=« - '«)l

Í'



Pela compacidade do domínio cle /t exist.e uma subse(liiência convergente, à qual chama-

mos ta.nlbém {c«}'':' .. Estados inteiessaclos no caso en] (lue c« tenda a zero. Seja lz' o

limite da correspondente subseqüência {=.}=:i, então verifica-se (lue

IÃ(* + .) - /,(r)l
!hÜbBÀo.U - "'

Isto contradiz o resultado anterior. H

Lenda 1.4.2 Se /l : la, ól --> lc, d é iz-m /lo-rli.for7z07Psnzo qttasc-simélr'Íco elz/.ão /z. tí //ó/der
conlÚt ?z o .

Prova: Sqa /z : la,ól --} lc,(/l um hollleonlorfistno /\ --(quase-simétrico. Então se

o = /og,J.#gl e C = 2''l/z(b) -- à.(a)l/(b -- a)', mostramos que

À(#) /'(y)l $ c'l:« vl'

Suponhamos que # < y e y 2 !!i}. Se g < -.ã--, collsidelanios o homeomorfismo g

ja,Z,l --} lc, al definido poi g(3) = A(a) + À(Z') -- /}(a + b -- a:). Desta fo:ma este caso se

reduz ao caso anterior. Como na prova do Lema 1.3.1 definimos wo = a e indutivamente

un+l = !!C1llU. Então existe N tal que WN < r 5; w/V+l e então resulta que

"(,)-"ui ' (íhy"i"w
/ l \ l.p, J-:P' l"m-«(«)1(;)

Como
y Z >
y -- a

l
2/v+ l

temos que

h(=) - A(y)l 5; IÀ(ó) h(«)i2'E-:.l; $ 11K%!fllfJ12--lv - «I'.

Isto conclui a demonstração. l
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Do que vimos até o lnonaento concluímos, eni pa]ticulai, (lue no caso de un] homeo-

nlorfismo /l : la, ól --> lc, (4 verificam-se que:

B Se /z é um difeomoifismo então /z é (quase-simétrico.

e Se /z é um homeomoifismo quase-simétrico então A é Hõlder contínuo.
e Se A é un] homeomorfismo absolutamente contínuo então /i é difelenciável Lebesgue

q.t.P.

1.5 Exemplos

Os exemplos abaixo mostram que as recíprocas dos Lemas cla seção anterior nã.o se
verificam.

Exemplo 1.5.1 ,4 /u7zção /z 10, 21 -+ 10, 21 de#n da por

b(«)
v/i se 0 $ ] $ 1

;':T + l se l 5; :z' 5; 2V

a

v';':TI <V

é Hõlder comi-ínlta. müs não é qtLase-simétrica(veja a Figtt)'a l.l)

Provámos que b. é (vã, 1/2)-Hõlder contínua. Para. isto consideramos três casos

Caso 1: Sejam 3,y em 10,11 com # < g/. Ente.o

l@ «;'l: = --2z + 2v/liV > 0

e portanto

lv/Í «;l < lv - «I'/'

Caso 2: Sejam=,yemj1,21 comr<y. Então0 < a l<y--l< leiesultaque

Ã(y) A(*)l y -- a:li/2

9



Figura l.l:

Caso 3: Sejam a' en] 10, 1) e y em (1,21. Como /l é um l)onieomoihsnlo temos (lue

/.(3/)-â(.:')l y)-/,(1)l+lÃ(1)-à(a)l < 13/ il'/'+li -«I'/'

h/las como ly-- il< Ig--a:l e l:z:-- ll < ly a'l temos que

(jy--ljl/2+jl --=li/2)2 = jy--lj+jl --íz:l+2ly--lji/2jl --=li/2

< IV -- zl + 2lV -- a:l = 3lg/ ?l

e disto resulta que
à(y) - bl«)l < ~/ãlv ,,l:/'

Desta forma concluímos que /z. é (V'li, 1/2)-Hóldei contínua. como queríamos. Entretanto,

para a ' l temos (lue
A(1 + .) - b(1)l «i
Ã(1) - /,(1 - ')l 1 - v''Í -'i

e como este (luocient.e tende para infinito quando c tende a zelo concluímos que /z não é

quase-simétrica.

Exemplo 1.5.2 .4 /unção /z : lO, 1/21 --} R de$nÍda por

1 0 se==0

10
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é (tbsolttt(tire?tte collt.tllt.la lll.(ts il(i.o c rloi.ael' coltt?.ll,t,la.

Sabemos que /l é difelenciá.vel em (0,1/21 e disto resulta. (lue À- é absolutamente

contínua em lO,1/21. Piovaremos (lue /z não é Hõlder cont.ínua« Pala. isto consideramos

i/"' se .r # 0,

0 seT =0g- (,') =

e g,(n) = #' con. o 2 1. Temos que gl(0) = g2(0) = 0 '

g;(") - gÍ(") - a"'': + lisa- > .

pala. todo # > 0. Portant.o g2(#) > gl(a) pala todo .t > 0. Clamo b e gi são funções

inversas uma da outra temos (lue /l(;z:) > =z:'/' pala todo :t > 0 e o ? 1. Então concluímos

que /z não é Hõldei contínua.

Exemplo 1.5.3 .4 /urzção A : j--l, ll --} j--l, ll de$1z da p07'

h(«)-l' ''l', .."c]-i,o]
1. «:, s. « C lO,il

é tun }lomeomorPsm.o de classe Ct lilás não é quase-si léllico. De fato, para

temos que
A(a + ') - b(=)1 ''
lh(a) - À(:- - ')l ';

e este quociente tende para infinito quando c tende pala zero.

Exemplo 1.5.4 ErÍsíenz /zomeom.orPsrrzos /z : 10, 11 --} 10, 11 que são qt&asc-sÍméf7'ices

mas 7?ão são der u(íueís erra zzn} cona znío denso em 10, il.

Um tal homeomorfismo /& : 10,11 -.> 10,11 pode sel obtido como limite de unia
sequência de homeomorfismos quase-simétricos À« : 10, 11 -.} 10, 11 a (lual construímos

indutivamente, a saber:
Passo O. Definimos ho(z) = z; para a' C lO, ll.
Passo n+l. Da.do /z. definimos /z«+i como sendo o homeomorfismo que satisfaz as

seguintes propriedades: (Veja a Figura 1.2)

1 1



1. Pala l$ k $ 2'+'. a iestiição de/l.«+i a l(t-- 1)2'"':.b2'"''l é Rira função ]ineal
afim.

2. Para l $ k 5; 2" verifica-se que b.«+i(2k2'"'' ) = A«(k2'')

3. Se n é ímpar verifica-se que

h....-((2k - i)2'''') - iA«((k - i)2'')+ íh«(h2'")

4. Se n é par verifica-se (lue

b..t-((2k - 1)2 "'')
3

/, .(( b
4

Z

1.2

1)2'' ) + .}Ã-(k2'")

P« 'À«+l-

h2

/}.+l

1 ): (É 1)2'"(k h2'"

Caso n í?ripar Caso n par

Figura

Da definição acima resulta que para cada zz, o homeomorfismo/z«+i é definido dividin-
do cada intervalo de linearidade de /z« en] dois subintervalos de linearidade. A lazão dos

declives dos dois subintervalos gerados a. partir de um intervalo de linearidade é 3. E em

geral, considerando apenas pontos de não-linearidade, verifica-se a seguinte propriedade:
no caso n par, pala 1 5; k < 2", temos que

h.+:(2(k- 1)2'"':)((É - 1)2'")

h.--.((2k - i)2'"'') - ãb«(it - i)2'") + i'A«(h2'")
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b,.+:(2k2'"'') = /:«(k2'')

/;«+-((2k + 1 )2'"'' )

h.+-(2lk+ il2-'-') A«((k+ i)2'")

Deste fato resulta que se

slÀ«(A2'') - A«((A - 1)2'")l Ã«((k+ i)2'") - /*«(&2'")

verifica-se que o quociente

A.+i((í+ 1)2'"':) - h«+i(i2'"'')
IA«+i({2 "'') --/t.+i(({ -- 1)2'"'')l

uando í = 2b É l e a l quando í = 2h. E se

A«(k2'") -Ã«((k i)2'")l(k+tl2'")-A«(k2'")l

ue o quociente de (1.1) é 3 pala i' 2k ü l e para. { = 2k verifica-se que

l/z.+i((2É + 1)2'"'') --/z«+i(2k2'"'')l l

/z«+i(2h2'"'') --/z«+i((2Ê 1)2'"'')l 9

Neste caso, pala lz + 2 temos que

/z.+2(2(2k -- 1)2'"'') = A«+i((2A -- 1)2'"'')

h«+2((2(2É - 1) + 1)2'"'') = ;A«+i((2k -- il2'"'')+
h.+,(2(2h)2'"'') «+-(2k2'"':)

à«--:((2(2A) + 1)2'"'') - I-A«'--(2k2'"'') + ÍA«+:((2É + 1)2'"':)
/z«+2(2(2b+ 1)2'"'') = /z«+i((2É + 1)2 "':)

E resulta que

é igual a 3 q

verifica-se q

3
/},.((k + 1)2''Ó.(A2'") +

44

l l .i )

l2k2'"'')

lh.+2((i + 1)2'"'') --/z«+2(á2'"'')l l

/z«+2(Í2-"-:) -- /z«+2((f -- 1)2-"-')l 3
para í = 4& ü 1, 4h. Pata n ímpar é semelhante
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Disto resulta (lue, para cada. 1}, a lazão dos declives de cada dois intervalos de li-
nearidade adjacentes é apenas :3 ou 9, isto é, /z. é 9-cluase-simétrica. Segue a partir da
definição que /z. converge uniformemente pala um hoiileonlorfisnlo /z o qual também é 9-

(quase-simétrico. Entretanto b não é deiivá.vel no conjunto de todos os números racionais

cujos deilominadoies são potências de 2 e este conjLmto é denso em lO, ll.

Exenaplo 1.5.5 Ezísíer71 /zoril.eorilorfsr7}0s /z : 10, 11 -.> 10, 11 qtlc s(Zo quase-sirnéírÍcos

müs )lão são feri.u(íueis cnt uln corljt 110 de CaTitor.

Para obter um tal hoineomolhsmo consideramos dois conjuntos de Cantor obtidos do

seguinte modo: Seja.m 0 < o < P < 1. Retiramos do intervalo / = 10, 11 o seu intervalo

abelt.o médio BÍ) tal (lue IBol = ol/l. As componentes conexas de / \ Bo são denotadas

por L? e Lg. Em seguida. ]etilamos de cada. r9 o seu intervalo aberto médio B.l tal
que l.Bil = PIZ,'l. Às componentes conexas de (Z'' U Z'2) \ (B' U B') são denotadas por

Z,i, Z,i, Z,i e L;l. Continuamos, indutivamente, a retirar cla partir do intervalo L;, onde
.j C {1,. . . ,2"+ll}, o seu intervalo aberto médio .B;+i tal que IBj+il = all,j l se n é par

e IB;+tl = /ilZ,;l se 7z é ímpar. Às colilpon'ntes conexas de (U'"+' L;) \ (U'"+' B;+')
são denotadas poi Z'j+i; .j = 1, . . . 2"+2. Então o conjunto

00 2n

U
n=o .j= l
U1{ - 1\

é um conjunto cle Ua,ntor.

Repetindo este mesmo processo, desta vez letilando prinieiio o intervalo aberto médio

de proporção /3 e em seguida o de proporção a e continuando de forma alternada. como

antes obtemos o con.junto
(n 2"

Â' - lo, il \ U U Éf,
n=0 {::1

onde Bf é intervalo aberto médio retirado de ZT'i na 7z--ésima etapa do processo. Cha-

mamos Z,;, onde .j C {1, . . ,2"+l}, aos intervalos restantes da rz--ésima etapa do prc-

cesso. Então o conjunto Ã' também uni conjunto de Cantor.
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Da construção de /\' e /\ . temos a seguinte estimativa:

lal'l IBÍ'

BJ 1 - e.:::oe tBJ 1 - g.:;P
BJ'«-:l - a'o:!::'ir=w IÓj"'-'l -

( l --a)' ' l( 1 --/3 ) " a
}2in--

B?«l ( 1 -- a) "( 1 -- /3 ) "'P
.7 1 2'''' 1 ./ 1 Z

lz.IÍ"'-' 1 - ç'-'o;9:frp lilÍ-'' l-
l l --a) " ' ' ( 1 --/3 ) "

22m -- l

L?«l - o::'o;a:w lj,?«lÜ.j l i".j l

Agora, podemos clefinii um homeonlorflsmo (quase-simétrico /z : 10, 11 --> 10, 11 tal que

/z(A') = Ã'. Piocedenlos do seguinte illoclo: a restrição blH é unia função linear afim

crescente que aplica. ii.i l)ijetivan]ente en] Z?;, pala todo .j = 1,- .- ,2' e lz ? 0. Em

seguida estendemos /z a 10, 11 pol continuidade. Então temos que en] cada intervalo B;

a função /z tem declive l-;:l;B quando 71. é ímpar e ; quando n é par. Como vemos na

estimativa acima o quociente IÉ?i é ]-#) no caso n ímpar e l no caso ll par. Ou sqa

em 10, 11 a função b possui seu declive no máximo g e no mínimo Í-l:l;h Portanto, disto

resulta que h estendida é um homeomorfismo l-l-!$1gZ--quase-simétrico. Por outro lado é
fácil ver que /z não é derivável em /\'

Em geral, dadas duas sequências {o«}=:. e {à«}' l com 0 < a., â. < 1 pa-ia todo n,
soam /\'. e /I'ã conjuntos de Cantor obtidos, ]etilando os intervalos abertos médios de

proporção a., à,. respectivamente na n-ésinla. etapa do processo. Então a função definida

como no exemplo anterior conjuga /\'. e /I õ quase-simetricamente, se existir Ad > 1 tal
que pala todo it verifica-se que

é' : =«:-.' (E=1) ' ".
No entanto esta conjugação não é derivável em /\'...

Existem tambén] muitos exemplos de conjugações entre duas funções do círculo ou do

int.ervalo que são quase-simétricas mas não sã.o absolutamente contínuas. Dentre estas
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conj ugações existen] vários exemplos interessantes de honleomolfismos, a seguir citare-

mos alguns. Inicialmente observamos (lue se g : SI --> SI é un] diíeomoifismo C'2 cujo

número de lotação pg é iilacional existe unia conjugação /l. : S'i -+ S'i enfie / e 7Z,,, onde

7Z,. : Si --.> S'i é a lotação de ângulo /)g. No caso em que g é de classe C'3 e ps é Dio-
phantino esta conjugação é de classe C'i . veja IYJI. No caso em que gi ,g2 : S'i --} S'i são
funções de classe C'i+' expansivas e do mesmo gra.u (/ 2 2, elas sã.o quase-simetricamente

conjugadas, veja ISh'll e IK'íSI. Poi outro lado se gt,g2 são conjugadas poi uni homeo-
nlorfismo absolutamente contínuo com inversa absolutamente contínua resulta que gi , g2

são C'' conjugadas, vda ISSO. Portanto D/,(gr(a,))Dgí:(:z') = Dg;(/i(=))D/zll') para todo

:z C Si e canse(liientemente os autova.]oies dos pontos periódicos coiiespondent.es de gl

e g2 coincidem. Então se gi , g2 de classe ('l+' possuem ])oitos periódicos coriesponden

tes com autovalores diferentes elas são (quase-simetlicanlente conjugadas. No entanto
esta conjugação nã.o é derivável na órbita. negativa. destes !)ontos periódicos não sendo

portanto absoluta.mente contínua.

Em IBAj foi provado que existe uma função quase-simétrica. que é puramente singular,

isto é, tem derivada nula em um conjunto cona medida de Lebesgue total. Neste caso a

referida função não é absolutamente contínua. De fato, se ela é a})solutamente contínua

então, do Teorema 1.1.3. é uma funçã.o constante que não é um homeomorfismo. Deste
fato Jesuíta (lue a cluase-simetria não implica a continuidade absoluta. Obseivanlos que
no caso de homeomoifismos diferenciáveis, Hólder contínuos, absolutamente contínuos

o homeomorfismo inverso pode não possuir estas piopriedacles. No entanto no caso de

homeonaorfismos (quase-simétricos o homeonlolfismo inverso também é (quase-simétrico.

Vda em IMSI outros comentários sobre conjugaçã.o quase-simétrica ou absolutamente
contínua em Dinânaica unidimensional.
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Capítulo 2

Dinâmica de Funções Unimodais

Neste capítulo estudamos alguns aspectos cla. dinâ.mica unidimensional. Enl paiticulal

exigimos uma propriedade importante satisfeita pelas funções unimodais de classe C'2 que

são quase-simetricamente conjugadas a. funções tendas.

2.1 Conceitos básicos

O sistema dinâ.muco gerado pot uma função unimodal .f : / --} / envolve infinitas

funções, as iteradas de /, definidas indutivanlente por ./i ' ./ e ./"+i = / o .f". Parale-
lamente dado um ponto z em j--l, 11, temos as noções de óróíía poslÍua de #

o«Z,} (# ) { c /; = /"(«), « ? o},

óró ta negalioa de z

o«b;' (z ) {y c /;/"(y) = =, « ? o}

e grande órbÍfa de #

o,Z,.f (* ) { / c /; /"(vl ./'"(z), n,m 2 0}
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Unia das metas principais da. teoria dos sistemas dinâ.micos é (lesctever as proprie'
dados assintóticas das (511)iras de un] dado sistema. Fixamos uma função uninlodal

./ : / -+ / e definimos o conjunto o--limite de uni ponto I' € / 1o (dual denotanlos poi

«,/(.z,)) como sendo o conjunto dos pontos de acumulação da seqiiência {.f"(=)}=o Dito
de outra forma temos (lue

oo oo

n
A-::l n=X.

No caso de uma ftmçã.o unimodal o conipoitamento da órbita do ponto crítico c
determina. vários aspectos da dinâmica gerada. poi esta. funçã.o. Então a. estrutura. do

b --limite do ponto crítico c, o conjunt.o w.f(c), será de paiticillai interesse

«(«) - U .f"(«).

Definição 2.1.1 Urlz /)DIzIa p C / é c/lança(/o lzlzl. ponto periódico (/e /)e/'iodo lz de rlm.a

/ulzção rzlzámoda/ ./ sc ./;(p) # p para 0 < i< zz e ./"(p) = p. .4 bacia de atração de unz

l)oltto periódico p, n qual deT-Lota.remos por BJI.p), é (te$t-tida por:

B.í(P) : {g : «,(v)

Á bacia imediata de atiaçã.o de p é a com/)Dize?zfe c012earl de B.rlp) que conférl p. Unl
porta.o periódico p é cha.nado atratol se a sala bacia de atração cona.éTll ttnl {nt.el'calo

aberto.

Um intervalo J C / é dito álzfer't;ü/a er/alz/e pala ./ se J não está contido em uma

bacia de atratoi periódico e os intervalos .f"(J), 7z ? 0 têm interior dois a. dois disjuntor.

Lema 2.1.1 (Princípio da Contração) Sda J uni zlfer't'a/o ía/ que inf.ZO l.f"(J)l = 0.
Então, OK J é llm iTtt.erualo erl'ante otl está cona.i.do nu bacia de atraçâo de algum a{.rato-i

periódico.

Prova: Se T = U«ZO/"(J) então .fk(T) C 7' para todo É ? 0. Consicletamos dois
casos:

Caso 1: Suponhamos que existana n > 0 e uma. componente ZI/ de T tais que /"(U)n
[,r 7é é. Como T é invariante temos que .f"((/) C (l/ e portant.o ./" possui um ponto fixo
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em r. Se /" possui um poi]to hxo p ]lo interior de (r então existe í tal que /) C .f'(J).
Como infll./"(J)l; lz 2 0} = 0 resulta que J está. contido na bacia de atração de /]. Se
./" não possui un] ponto fixo no interior de (/ ente.o ./" possui un] ponto fixo /) no bordo
de [/ e neste caso poderias tei que ./"(Z]/) Ç {]r, ou que /"(Z/) = ('. Se .f"(t/) Ç ZI/ resulta

(lue J está. na bacia de atraçã.o de p e se /"(t/) = [/ ]esu]ta (lue ./" possui un] outro

ponto fixo q no bordo de t/. Ente.o J está contido na bacia de atlação de /) ou de q.

Caso 2: Suponllamos (ltie pala toda. conlponellte ZI.' de T. ./"(t/) n (/ = é, pala tacto

zl ? 1. Então como 7' é invariante .f"(zi/)n./"(u) = @, pala todo 71 > rl? ? 0. Isto implica

(lue, ou {l/ é inte]va.lo eitallte ou (/ converge pala- uma órbita ])eiiódica atlatora.

Do Princípio de Clontração temos un] corolário imediato

Corolário 2.1.1 Se üma /uzzçâo tfnirnoda/ .f : / --> / não adiníle nlerua/os erra zíes

e?2fã. para /odo € > 0 e#ás/e 8 > 0 í«/ qt.e l./'(J)l > .5 pa''" qt.«/qi.e,' n ? 0 e IJI > c

Definição 2.1.2 Um {nfer't;a/a J C / é c/}a-Filado intervalo periódico de / sc

1. ETist.e ]l Z \ t,a\ que f" ÇJ) C J e f'' ti)JI C i)J.

Os intel'calos J, , f"'' (J) posstteT31. intet'iot' dois a dois dlsjuntos

O i.Tltei.ro n Z \ é cltainado período de J

Observamos que se J é um intervalo z?.-pel'módico da função unimodal ./' e Un-l .fi(J)
contém o ponto crítico c, então /"lJ : J --> J é t.ambém uma função unimodal. Neste

caso dizemos que / é I'elzorr7}a/{záue/ e que /"lJ é uma renoimalizaçã.o de /. No caso

em que / possui um número infinito cle intervalos periódicos chamamos-na. in./i?zÍfa/ zenle
re7z07'ma/{zát;c/ e no caso contrário cha.naamos-na. ./iní amenle ze/20rrllít/ízáuc/. No caso em

que / não possui intervalos periódicos chamamos na não-Fenol'nza/ízáue/.
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Uma função tenda. Ta cona v2 < a < 2 é não-Fenol'malizável e se '"+?2 < a 5;

''72 para algum nl > 1 então Ta é finitamente i'enormalizá.vel e possui intervalos 2'-
periódicos pala i ' l, . - . , ?lz. Disto resulta eni paiticulai (lue não existem funções tendas
infinitamente renoimalizá.veia.

Um exemplo de unia função unimoda.l infinitamente ienormalizá.vel é a função de

Feigenbaum-Tresser e un] outro exemplo de funçã.o unimodal não-renormalizável é a
função de Fibonacci, veja seção 3.3

2.2 Conjugação quase-simétrica

A relação de equivalência natural para expiessarmos a noçã.o de "mesma dinâmica

é o que chamamos conjugação, a saber: duas funções unimodais / e g dos intervalos //
e /. respectivamente, são conjugadas se existe um honaeomorfismo /z : /.f -+ /g tal que

h o / = g o /z. Um tal homeomorfismo, chamado uma conjugação entre / e g, aplica
órbitas de / en] órbitas de g e preserva as suas piopiiedades tipológicas. No entanto
muitas vezes temos interesse em propriedades métricas e geométricas do sistema- Então

quanto mais regularidade possui a. conjugação b mais propriedades será.o preservadas, por

exemplo: b sendo absolutamente contínua ten)os que / possui unia. medida invariante
absolutamente contínua com respeito à medida de Lebesgue então o mesmo se verifica

para g No caso em (lue Ã é quase-simétrica Sande e Nowicki provaram en] ISNI (lue /
satisfaz a condição de Collet-Eckmann se, e somente se, o mesmo ocorre pala g

Dada uma função unimodal finitamente renormalizável podemos ienoimalizá-la um
número finito de vezes e obter uma funçã.o unimodal não-lenoimalizável. Nos testrin-

gimos então ao caso de funções unimodais que são não-ienormalizáveis. Assumimos
também que .f nã.o possui atrator periódico e não possui intervalos errantes. Nestas
condições sabemos que .f é topologicamente conjugada a uma função tenda Ta com

v2 < a $ 2. Com bastante freqüência esta conjugação é Hõlder cont.ínua. De fato,
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de INPI resulta. que existe um conjunto de parâmetros em (x/2,21, digamos 7', tal (lue
À(P') > 0 e pala todo a C P' tem-se que a função quadlática q. é Hõldel continua-

mente conjugada a uma função tenda Ta. Infelizmente não podemos esperai que estas
conjugações soam muito mais iegulales do (lue Hõlder contínuas, veremos que para uni

conjunto de paiâlnetros en] (v/ã,21, digamos Ç2, tal que ÀIQ) = 1 e para todo a € Q
tem-se que Ta nlmca. é (quase-simetricamente conjugada a unia função unimodal de classe

C;2. O Lema. a seguir estai)elege uma primeira piopliedade a. qual as funções unimodais

de classe C'2 que sã.o (quase-simetricament.e conjugadas a funções tendas devem satisfazer.

Lema 2.2.1 Seja h. : 1 -+ 1. um.a colLjugaçã.o elttre tlmu .ftulção uni.modal. J t urna

jtulção t.onda T. (h. o f = T. o h.) com v'2 < a $ 2. Se it e h't são (a.C)--Hõlder
co?zZz'naus enZâo ezisle A/ la/ que para iodo {nlerua/o J C / = j--l, ll ue7'inca-sú que

z,(J) l/'(J)l $ À/,

.«d. ,(J) /'lJ é ,«o,,Óf.«}.

,(J)

0

Prova: Tomamos Jv tal que 1 > C'2'(i-"/2) para todo m. ? A'f

por contradição que existe J tal que l,(J) > À/. Então resulta que

,(J)

&/ < z,(a) J)l $ '1J).
0

9

2,(J Z

e suponhamos

Afirmamos que existe í tal que

,(}) - { ? .ll' 2 e l/:(J)l >

De fato, se não for este o caso verifica-se que

r(J) --À/ + 2

z,(J) 5; A/ - 2+ >1' i;i)'f-:;P < A/
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Da definição de r(J) sabemos (lue Ta expande o comprimento (le /l(J) com o fat.oi a > ..,/!

até r(J) iterações. Eittão escre~'.ndo n? = T(J) - i temos qt e

b(/'(J))l = 1/l(.f'U)-":(J))l $ a'"l/}(./'m(J))l $ 2v'ã

Assumimos(lue c-/}(c) = 0 e que/'(J) =(=,y) C 10,11. Então/z((a,y)) C lO,il e pela
esco[ha. de ]W,

IZ--Z/ 2 ;L>C'2'o-m/n
? C'l/2(.f;(J))I' = C'lÃ(:z,) - /,(y)I'

Portanto /z-' nã.o pode ser llõlder contínua. Isto contradiz o fato cle cine/?-' é(a, C')--Hõldel
contínua. H

Dada uma função unimodal ./ dizemos que seu ponto crítico c tem or'dem / se existir
um difeomorfismo V, de classe C'" tal que @(0) = 0 e ./(=) = /(c) -- IV'(z -- c)I'. No caso

em que a função tmimodal é de classe C'2 tem-se que / ? 2. O ponto crítico de uma
função unimodal será dito não-flat no caso em que a sua ordem for finita.

Lema 2.2.2 Seja J : 1 -+ 1 uma Ju?-Lção tln modal de classe C:' cujo palito ci'íti.co c teTlt

ordem / 2 2. Erzlâo czisfem 1 < /. < / e /rn.a ui:án/zanga v' 3 c /ais qzze pata /odo ;l C \.'

. Í.do g C (c,«) '' /(«) < ./(g/) < ÍkL;!© ''m-'' q«.

1.: - yl , l l.f(-') /(y)l
« - cl : /. l/(«) /(c)l

Prova: Assumimos c = ./'(c) = 0 e consideramos /(#) = IÚ(z)I'. Tomamos \' l:ma

vizinha de c tal que pala todo z C y verifica-se que /"(#) > 0 então temos que Ü"(=) > 0

ou Ú"(z) < 0 pala todo # C v. Pelo teorema do valor médio:

l.f(«) - /(v)l -' - yll/'(e)1 = /1,: - ylld,'(OllV,(OI'''



onde 0 $ 1yl $ 1(11 $ 1=1. Como .f(g) ? .f(a')/2 result.a

d,la )l(1/2)'/' e então co«cluimos que

club IV,(ZI)l ? IÇ'(y) ?

'm - 'ui ; 'l« - «i({y''''''i",''aii",'
Da escolha de y temos que ll/,'(e)1 > 1«'(.z:)l/l.z'l e portanto

H$$H ; 'EI(;)'''''''
Tonaando /.(/) = /({)U'')/l temos cine !Él3P = ({)U'')/ljl
função crescente pala / > log2. Como /.(2) = V'! concluímos
/ > 2.

«)I'':

e portanto /.(/) é uma

que /.(1) ? v! para todo

E
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Capítulo 3

Principais Instrumentos

No estudo de propriedades mét.ricas do sistema dinâmico gelado pelas iterações de

tmla função unimodal ./' é indispensá.vel que se tenha estimativas da distorção ou da não-

lineatidade das iteiadas ./'" en] certos intervalos. Neste ca.pítulo introduzimos ferramentas

importantes que nos permitem ter estas estimati\'as.

3.1 Razão cruzada

Definição 3.1.1 Segan}. J,T dois infere'a/os fa s qtze J C T e 7'\J possuí (fitas compo-

lzeizles conexas L e R. DÍze7nos então urze T é urrza (i-vizinhança de ./ se ILI ? (SIJI e

Definição 3.1.2 Seja g : la, ól --> lc, al unia /urzção de c/asse C'l. Se g ?lão po.ss&{ pomos

c,üíc«, de#«{mo. « dÍslo,'çõ. d' g 'n. ««. í«'',.-/« U C l«,Z,l, de«oí«d« po, di.{(g, U),
do seguinte modo:

d{.f(g,U): s"ptÍl;;iiã';
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A (quantidade djs{(g, Zlr) é uma nleclida. cle (quanto a. função g clistolce a lazão cle dois
intervalos adjacentes JI, J2 contidos em [/. De fato definimos a i'a:ão de Ji, J2 por:

R(J:, J,) = 1:y
lu21

Consideramos então o seguinte quociente

',, . , ~ R(g(J:),g(J:))S(g,J-,J:)

ve-.ifica-se então, no caso eln q--e g é de classe C':, que se (/;s{(g.(r) $ /' resulta

blue .$(g, JI , J2) 5; /\' para (duais(quer intervalos adja.centes Ji, J=z. A recíproca deste fato

também é verdadeira. O caso em que estamos mais interessados é o (.aso e]]] cine g é

certas iteradas de uma. função unimodal. Então a presença de pontos críticos dificulta

obtermos boas estimativas para dis!(g, (/) e neste caso tanto disf(g, 1-/) como S(g, Ji , J2)

podem ser arbitrariamente grandes. Introduzimos ente.o a ra;ão c-rü;a(/a de l7'és {nter-
uatos adjacentes.

Definição 3.1.3 Selan} J C T ?tfert;a/os /ámíiados país qüe T\J po.ssuf d?zas campo

Rentes cone:cas L e R. Então de$Tlimos a t'anão cruzada desses in.terualos por

0( 7', J) IJllz'l

Se g : T -.+ N é lmcl função contínua e m.onótona, dejini.mos

o(g(r),g(J))
DÇT, J )

BÇg. T, J] =

Observamos que se J = l#, WI C T então

a,(-,v):- /.go + OF,w - /.po+ H)+ /.po + ll)
define uma métrica no intervalo T a qual é chamada de méfl'íca de Pof/zoar'é do intervalo
r



Seja é : R --} R uma transformação de Nlõbius, isto é, lmaa função definida. pol

a.l + b
@(íz') ' . ,,

ca: + d

onde a, b, c, d são númel'os reais tais (lue a(/ -- é)c # 0. Verifica-se então que Ó preserva a
razã.o cr.:zada de três intervalos, ou seja, B(@, 7', J) = 1. Também verifica-se que

dóm(ó( #) , ó( y) ) ./r(r,y)

o que significa que @ é uma isometria eittre os intervalos T e Ó(T) munidos das suas

respectivas métricas cle Poincalé

A seguir introduzimos a cleiivada de Schwalz (lue nos permiti definir uma importante
classe de funções g : T -.> g(T) para as (duais l?(g, T, J) ? 1. Estas funções são expansões

se consideramos 7' e g(7') munidos das suas respectivas métricas de Poincaré.

Definição 3.1.4 Se g : la, ól --> lc, d é lzrna /u7zção de c/asse C'3 de./iz ll os a sua derivada

de Schwarz por

''.,.«,-H ;(g)',
se g'(a;) :# 0. Se g'(z) = 0 de$nfr«os S'g(z) = --"''. 1){ze,nos qtze g /en] derivada de

Schwatz negativa se Sg(a) < 0 pa/'a lodo íz'. Uma /u71ção tl zi lzoda/ com der tJad« de

ScAtuarz r2egaliua á c/iarli.ada S-unimodal.

Segue-se facilmente que se é é uma transformação de N'lõbius então S@ = 0. Se

P(z) é um polinõmio com coeficientes leais cujas raízes são todas leais e distintas ent.ão
verifica-se que SP < 0. A classe das funções S-unimodais forma. um conjunto aberto na

t.opologia C'3

Lenda 3.1.1 Sejam / : ja,bl -+ R e g : lc,(4 ---> R /uniões de c/as.sc C'3 leis qlze

g(lc,d) C ja,Z,l '«fã.

$(.f o g)(z) =(S'.f o g(«,)) .(g'(z))' + Sg(=).
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Em -!)ai't{.calar se S.f < 0 c Sg < 0 resulta qu.e S(.f a g) < 0

Prova: Usalldo a regra da. cadeia, verifica-se que

1./' o g)'(-') .f'(g( :« ))g'( .' )

(/ o g)"(-') "(g(«))(g'(-:)): + .f'(g(«))W"(-)

(/ o g)"'(#)(g(.'))(g'(.:'))'+ 3./'"(g(.'))g'(.:')g"(«')+ ./''(g(.*))g"'(").

Portanto temos que

S(./ o g)l a' )
./'"'(g(a'))(g'(-')): . ..f"(g(n))g"(:')

/'(g(=)) ' ' .r'(g(z))

;(yUgr--Çgr
[Çãg - ;(ÇH3)'] '«''«,,: * H : (H)'
s/(g(-))(g'(«'))' + sg(«).

De acordo com o Lema acima temos blue a composição de duas funções com derivada de

Schwarz negativa resulta em uma função cona derivada de Schwaiz negativa. Este fato

faz da cla.sse das funções com derivada de Schwarz negativa uma classe de particular
interesse para sistemas dinâmicos.

Lema 3.1.2 Se Sp < 0, e?zlão lp'(z)l ?zâo /)ossü{ ua/OI' múinzo /oca/ /;osífáuo

Prova: Suponhamos (lue ao seja ponto crítico de g'(#), isto é g"(zo) = 0. Como

Sg(zo) < 0, temos que g"'(zo)/g'(:o) < 0. Isto prova que g"'(ao) e g'(=o) têm sinais

Lema 3.1.3 Se g : la,bl -+ R é alma ./tlizçâo S-lznímoda/ e rlloizóZona erzfáo para lodos

í«fe««/os J C 7' C l«,ól f nlo; q«e l?(g.T,J) > l
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Prova: Soam T = la'o, ail, J = lyo, yil e d' unia transformação de N'lõl)ius tal (lue @og

fixa as extremidade de T e yo. Disto resulta cine Ó(g(g/i)) > yl. De fato, suponhamos

poi absurdo que Ólgl#l)) $ yi. Então, pelo Teoienla do valor médio, existem pontos

ío C l«o,pol, Z- C lyo, y-l e 1, C ly,,«-l t«is 'l«'

é(g(yo)) - @(g(a:o)) .

yo -- =o

0(Óog)({i) = 'Ólg(W:)) -- d'(g(yo» $ 1
yi -- go

0(@ o g)(lo)

e

0(éog)(!2) glli1ll: é(g(p-)) ? l.
' aTI -- yl

Isto contradiz o Lema 3.1.2. Portanto é(g(yi)) > yi e deste fato conjLmta.mente com a

definição de Ó concluímos que,

é(g(r))l l@(g( z,))l .
rl ILI

e

IÓ(g(J))l ... l@(g( R))l
JI ' al

Poeta.nto,
ló(p(r))l l+(p(;))l IÓ(slJ))l

B(#''g,I',J) = ÍÓ(llmli (n l - liilllW' >i
ltl IRI IRI

'l'ambém temos (lue

BÇ@o g.T,J) = Bt#,g(T),gÇJ»- BÇg,T,J)

e como @ preserva a razão cruzada resulta que B(g, T, J) > l l
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3.2 Princípios de Kõbe

Agora retornanlos ao problema de estima.r (quanto uma função pode distoicei a razão
cruzada de três int.ervalos. A razão cruzada. de três intervalos desempenlla lml impor-

tante papel neste contexto e permite-nos o})tel os Princípios cle lÇõbe abaixo os quais
constituem ferramentas de extlenla importância pala o est.udo de propriedades métricas
dos sist.emas dinâmicos unidimensionais.

Teorema 3.2.1 (Princípios de Kõbe) Sda g : la,Z)l -.> lc,al unz dVeomor$smo de
c/asse C': fa/ ql.. p«7a /odes os {lzferua/os 7' = (#,y) e J = (t,,'«) cona ./ C T C la,bl

tem-sc q\te BÇg,T. J) > co > Q. ETxtão eri.$co-se qu.e

/. (Princípio da raiz quadrada) - l/e?'i$cíz-se que

e. (Princípio do mínimo) - EzÍsíe coz?síanle ci qtze drpeltde apenas de co la/ qüe
pata todo a C T peTiSca-se que

g'(o)l ? c: n.inÍjp'(/3)l; /3 C Z?7}.

9. (Princípio macroscópica) - Z)ado .5 > 0 ezísle r > 0 e À/ < oo dele?zdcrzdo

apertas de ó e co laás q?te, se g(T) á ümíz ó-t;ÍzÍn/lallça de g(J) ezzlâo T á tina

r-uizinhançü de J e di.stÇg,J) ': M.

4. (Princípio de Kõbe unilateral) - Z)ado õ > 0 Cais/e c2 que de!)ezzde apenas de

â .co Z«/q«e, ..;C7' . Ig(z) g(;) ?õlg(;) ply)l '«Zã.

g'(;)1 2 c,Ig'(3/)l

Prova: Dados 7' = (#,y) e J = (u,to) temos que

g(z) - g(y) g(«) - g(.«)l . g(#) - g(.,)l Ig(.«) - g(y)F':;r l3.i)
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ou, denotando poi L, R as duas componentes conexas de T \ J
g(r)l IP(i)l ~ Ig(t)l Ig(a)l
?T'tf : '''TÍ'm

1) Fazendo t, tender a. a e to tender a y resulta. de (3.1) (lue

' m ' m 2 ..«'(«)«'M

e portanto

2) Fazendo u e to tenderem a. o resulta de (3.1) que

«'(«)l : ...uqlJ-:$uuqE{PüllE'5h
Co«.o g é mo«óton- en. 1=, y),

Ig(*)-g(a)l l-'-yl >1 ... gÇe} PIPll
# - ol ISr(*) - g(y)l '

Isto implica que

l0'-- y

«' (. ) 1 . «,:« { uqlli-lrl-, -uh:-elÍP }.

Pelo princípio da. raiz (luadiada

g'(o)l ? comi«{.J;l;l;;i" g («), y'cog {'Jg yJ}

e portanto

g'(.)l ? cil ,n{«{g'(a),g'(y)}

3) Denotando por
temos que

Z,, R as duas componentes conexas de T\J e assumindo xl

':T "\ '=':T 'ib ':':':T':T \JI . IJI , IJll7'l < 1 ip(7')llg(J)l
xl ' ILllBI l,)llg(#)l

i(Ig(z)l+ ip(a) + ip(x)l)ip(J)
q ip(z) Ig(R)
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Se Ig(R)l 5; Ig(Z)l e«tão te".os 'l"e

H « iH(
: à''*;*.,-:F

Se Ig(L)l $ 1g(X)l, sem.Ihantemente temos que

JI , 2õ+l
al ' coõ2

4) Fazendo u, tt' t.ende]em a : resulta de (3.1) (]ue

«'ui : '.Egt«m "-d ü

: ..(:L)~'üç%;a

g(y)l
vl

E portanto temos que
Ig'(;)l ? 'il( Í'i-i)' lp'(3/)l.

O nosso maior interesse é utilizar os Princípios de lÇõbe ilo caso em que a. ftmção g

é uma iterada aibitiária. de uma função unimodal restrita a celtas intervalos onde esta
itelada é monótona. Então temos inicialmente de estimar quanto esta. iterada distorce a

razão cruzada de três intervalos.

Teorenaa 3.2.2 Se.ja ./' : / -+ / uma /117zção lnámoda/ de c/a.sse C'2 com ponto eTílIco

rzão-dat. Então ezísfe üma /ln2ção conta la e /árizilada a : lO,ool --> R+ fa/ que a(0) - 0
com a seguinte propriedade: se T é uln intel'paio tal que j"'\T : T --} j"i.T) é um
di.feomor$smo, ent.ão pat'a t.odo i.nte)'calo J C T cona J c in.t(T) ueri$ca-se que

B(./'":, r, i) ? expl-aj') >. 1/;(r)l},

]

0
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07zde c = maxll./;(T)l; i = 0. 277 -- l }

Prova: Da definição da razão cruzada., se /" Ir é monótona e contínua, eittão

Btf'",T.J) n13' B( ./, /;(r), ./'(i) )

De fato,

nçJ".T.J) o( .f"' (r) , .f" (i) )
DtV, J )

o(.r(.f"'':(r)),/(/"''(i))) n(.f"'''(r),/" :(i))
o(/"'-'(r),.f"''-(i)) o(r, i)

Bi..f,J"'''i.T),J'' 'i.J))B(f" '.T.J).

Portanto, basta mostrarmos cine existem unia constante C'. C (0,oo) e uma função
contín«a e cresce«te, a : lO, .o) -} 10, C'.), com a(0) = 0, tal q«e

B(/, r, i) ? expl-a(lrl)lrl}

para todo intervalo J C T C / tal (lue /'(#) # 0 para todo = C 7'. E é suficiente

mostiaimos que para € uma outra função

B(/, r, i) - l ? -e(1rl)lrl

pois para # em uma pequena vizinhança de 0 temos que l -- ]' > e''. Sejam V C \'' C U

intervalos que contêm o ponto crítico de ./ e (lue / é de forma /(a) = /(zo) -- Id'(z)I'
para todo 3 C U, onde 1 < / < oo e V.' : (/ -+ (--1, 1) é C2 difeomorfismo.

Caso 1: Assumimos que 7' C / \ \.'. Neste caso, sejam T = la, al e J = ló, cl. Então

/(c)-/(b) .f(d)-/(a)/(b)-.f(a)/(d)-.f(c)
c--b d--a b--a d--c

/(b)-.f(a) .f(d) -/(c)
b--a d--c

l l/(c) .f(Ó)/(a) - ./'(«) .f(b) - .f(«)/(a) - /(c)
=' k21 c--b d a b--a d--c

B(f,T.J)- \
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onde /\' = infljl)./(:)l; ]' C / \ l,'}. Escrevendo

./(« + «,) p(a, .)-

ten)os

/(a) - /l«) . É.(«,a - «)d -- a

e

:fiel :fle) -,.(«,z,-«)b -- a
Também

p(a, c - «)(c - «) - H(a, Z, - «)(-c + b - «+ cl

ll.(«,c «) -/.(«,Z,- '')l(c- a)+l'(«,Z,- «)(c- b)

Portanto

/(c) - /(Z') . P(.,b - «) +c -- b

E semelhantemente

. '':lr@

P(«,'--")-A«!!+:d(c «)c -- b

Deste fato e como lc - al < rl resulta (lue

rl
p(«, c - a) - É'(«, ba

c -- b
«)

ph,Ó- «)eeb4 J ) --p(«,.-0 }

Como .f e de classe C'2

, . ./.(«, c - «l - l.(a,Z, - «)
Z:51ph,a ©' ' ' l:.l,
p(., Z, a)f«' ' 'r ' ') -:JIÇg.! :©d -- c

é uma função contínua, crescente, limitada e e(!) tende a zelo quando f tende a zero
Disto segue o resultado no caso l

{l(t )
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Caso 2: Assumimos (lue 7' C [/ Como ] < / < oo e a aplicação ÜI(a:) - ;r' tem a

cle.ivada de Schwarz negativa, B(«'l, v'(r), v'(i)) 2 1. Portanto

B(j, T. J ) B($i, {*(T). 4,(J'i'iBt$,T,J) '>- Bt'Ü,T. J)

C:omo d, é de C'' e infljl)d'(z)l;z c T} > 0 verifica-se do caso l que B(Ú,T,J) 2
1- (i(lrl)lrl. Portanto, B(/,T, J) 2 1- (1(17'1)1rl.

Caso 3: Assumimos (lue T contem)a uma componente de (r \ \' então verifica-se (lue o

comprimento de l7'l é distante de zelo. Neste caso existe l\r tal que

BI..f.T.J)- \

Combinando casos 1,2 e 3, termina a prova clo teorema.

7'l
> -- N '> -- çn

E

Do teorema acima podemos escrever o Princípio de l<õbe para itc'fadas de funções de

classe C'2 da seguinte maneira:

C;oroláno 3.2.1 Sela .f ; / --.} / ?/ma /ailção Tlitámoda/ de c/asse C'2 caIR ))072lo eTÍlIco

c de ordem maior que 1. Dados dois intervalos J (. T tais que .f'" \T é monótona, se

fml.T) é UITta õ-uiz-i)trança de J" (.J) ent,ão uel'i.$ca-se que

":.u«, # . ({Fyo -'- ««'"',

.«d. . e a .ão «mo «. Teo,..«.« 3.2.2 . z, = El=' 1.r:(r)

Do Lema 3.1.3 resulta que, se ./' tem derivada de Schwarz negativa, B(.f", T. J) w2 l
Co«seqüe«teme«te nas co«diçõ" do Corolári' a'im' t'm's q- di;t(./", J) $ (õ+ )
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3.3 Aplicação kneading

Nesta seção estudamos alguns conceitos que sela.o úteis posteiioimente. Dentre eles
o conceito de a])locação kneacling, o dual foi introduzido en] IHF). Também abordamos
a relaçã.o entre a aplicaçã.o kneading e a. se(liiência kneading introduzida. anteriormente

poi h/lilnor e Thurston em IN'ITI.

Definição 3.3.1 Dada izrl.a /lzlzção lrzintoda/ ./ : / --> / (/cPlzf-Frios a süa tome de Hof-

bauer com.o sezldo a zlllÍâo / = Ul:. D«, / C N U {oo}, onde D« C / sáo ínfert;a/os

delini.das {.ndlLti.uantctttc pot' D\ = (c,cl~l c, pai'a n. Z l ,

l .r( 0.), s' c g 0.
z./7t-.FI )

1. (c«---,c-), s' c € 0..
De.ânimos tambéTn a. seqiiência \SK\'Ê=o da. seguinte maneira: como D\ 3 c de$1timos
So = 1 e pala k 2 1 de#lzÍmos

Sk = minl7z; Dn 3 C, on(Ze 7?. > St .}.

Os inteiros positivos S'X. são chamados /errzpos de corte de .f. Note que c. sempre pertence

ao bordo de D.. Se c. = c então l).+i = (ci,ci) = @ e neste caso a. torre de Hofbauer

possui um número anito de níveis.

Observe que se S'k < z]. 5; Sk+l então

DS.+l =(cS*+i,ci) e Z)« =(c«,c« s*l

Então como Ds.+i C (c, ci), aplicando /"'s*-: a l)s*+l resulta que

0,. C(c«-s* s.-:,.«-s.) = 0«-s.,

onde S. < n -- St -- l 5; S.+i. Também em particular, para 7z = Si;+i, temos que

c c Z)S.+. C Z,)Sk+.-Sk e pot'tanto Sx;+t St também é um tempo de coi'te. Definimos
então a ap/icaçâo #?2ead ng: Q : N --} N U {oo} tal que Q(0) = 0 e

S'Q(k) = Sk -- S'x; i,
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p"ia k ? 1. É possível tei S't = .« . então Q(#) - 'o, neste caso S(A' + j) e Q(k + j)

não estão definidos pala .j 2 1.

Pata cada r # c, o 7)0}2lo sí71zél-r'íco ;i. é definido como sendo o único ponto tal que a: # ã

e .flã) = /(a). Um ponto ;z é chamado ponto /)ré-cr'íiíco mais /)ió;rfr7 0 se ./"l#) - c pai'
algum zl ? l e /j((a,c)) y c pala 0 < .j < lz. Claramente = e i são pontos pré-críticos

mais próximos simultaneamente. Se / nã.o possui atlator periódico e nem intervalo
errante, então os pontos pré-críticos dais próximos se acumulam em c. Sqa {;tlE:o
a seqiiência dos pontos pré-críticos mais próximos tais que ;l < c. Então, escrevelldo
.f-'(c) Êo}, temos

:0 < :] < .'2 <: ' ' ' < C<

Note que /((zo, c)) = Z)i = Z)s. . Da definição segue que Si é o menor inteiro positivo tal

que l)s. 3 c. Isto nlostia que existe z C (;o,c) tal que /s'(#) = c e /;(('r,c)) y c para
; < S:. Enfim resulta que :z' = :i e /s: (;i) = c e indutivaniente temose que ./s*(;k) = c
Pela. definição (zk 1, c) e (c, !k-i) são intervalos máximos de monotonicidade de ./' para
í $ St. Chamamos U« o intervalo máximo contendo c tal que ./"'ll.r(t,'«) é monótona.

Então pala St.. < rz $ S'k temos que U« = (zh-i, !x;.i). Note que se lz é uni tempo de
corte, então /"(U.) 3 c e temos que

/s'([/s*) = lcs.,./'s'(;i--)) = lcs.,cs*-s... ) = 1's*,cs..*,). (3.2)

Seja Ák =(zk-l, zk) U(3k, !x.-i) então como SQ(k) é o maior inteiro tal que/seK) l(.,«*..)
é monótona, temos cine CS*.: € ÁQ(t)- De fato, sabemos que lzQ(k)-l'c) e (c,}Q(t)-i)
são intervalos máximos de monotonicidade de ./'seK) e Se(t) é o maior inteiro tal que

/sen) é monótona nestes intervalos. Portanto (c,cs*-.) C (zQ(t)-i,zQ(k)-i) e se cs... C

lzQW,2Q(k)), temos que /sçn+n é monótona em (c,csk.-). Disto resulta que cs*.: C
''lQ(k) '

A seguir introduzimos a sequência kneading de uma função unimodal e posteriormente

estudaremos a. relação entre a aplicação kneading e esta sequência.
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Dado r C / definimos o seu ífí?2c7'(íi;o /.f(a') = (ío, ii, - - .), pondo

: -Í: :;!;;:;:
A seqãêncía kz?cadÍ7zg /\'/ é definida. como sendo o itinerário de ./(c), isto é: A'/ /( ./' ( c) )

No conjunto {0,c, 1} consideramos a. legação de ordem < dada. por 0 < c < 1 e no
conjullto de todos os itinerários definimos a o/dem /ezicogl'(il/ica correspondente, a sabei:
dados i=(ío,ii,--.) et =(fo,{i, .-) tonlanlos 7z > 0 tal que ij = j se 0 $ .j < ?1 e

;. # t.. E sendo Tn(i) o llÚnlero de I's ente'e fO, ii, . - . ,{..:, dizemos (lue i -< t sc

al T.-l(i) é pai e í« < {«
b) T.-l(i) é ímpar e i« > Z«.

sd- E;
dada por

lio,'i, . . .); í.j = 0.c,l}. Então a aplicaçã.o sÃi/l a : )l,, --> E,;, é

.'(;o, ;-, i,,- . .) ,{,, . - -).

Dizemos que um itinerário v = (eo,ei,e2,.' ) C },3 é ad7n. ssíue/ se v é a seqüência

kíleading de alguma. função unimodal. Um itinerário v é admissível se e son)ente se se

satisfaz i) eo = c ii) ak(v) -< o(v) para todo É 2 1 ou v é periódico de período lz e
.x;(v) -< a(v) pa:a 2 $ k < n.

Uma família de funções uninlodais /p : / --> / com /l C la,bl é dita completa se

para todo itinerário admissível v existe p tal que J\'/. = v. Sabemos que se /p é uma

família contínua de funções unimodais de classe C2 tal que /\'/. = (0.0,0, . ' ) e /t'.fb '

(1, 0, 0, . . -), então ./. é uma. família completa« A família (luadrática q. : j--l, ll --} j--l, ll

dada por q. - --l + a(l -- #') com a C (0,2j é un] exemplo de família completa. Em

ICEM mostra-se que se ./' e g sã.o funções S-unimodais tais que ,l\'/ - /I g' então / e g sã.o
topologicamente conjugadas.
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Dada uma se([iiência admissível, v = (ci. e2, . - .), definimos unia outra seqiiência da

seguinte maneira: Tomamos 10 = 1 e definimos ri colho sendo o menor inteiro positivo

tal que ei = e.+i pala l 5; i < 1'i e e,.:# e.+,. . Em geral se Rt-i = 7o+ri+.-.+rk-l,

definimos indutivanlent.e rk como sendo o menor inteiro posit.ivo tal que eí = eR...+i

pai'a l $ i< rJ; e e. # en* .+r*- Então, para # 2 0 temos (lue

e.Rt+í :: e{ para l $ { < rk+i e en*+. # e«+:

E possível termos rk = oo pala algum É. Neste caso v é #t.i-periódico. Da definição

de rx; verifica-se (lue S'x; = Rx; e então temos da mesma nianeiia (lue S't SX;-i = S'Q(k).

Da. construçã.o acima. sabemos (lue dada uma secliiência adnlissíx/el v, a se(liiência

{rklil=. é unicamente construída« E deste resulta. temos (lue {(2(k)}X.. é unicamente de
finida a partir de uma sequência admissível. Definindo a ordeii! /e.ricogr({/ica no con.junto
de todas aplicações kneading, a sabei: dadas duas aplicações kneading Q(k) e Qi(k)
definidas a partir de v e vl respectivamente dizemos que Q(k) -< Qi(b) se existir um
inteiro positivo n7 tal que O(Ê) = Qi(k) para 0 $ Ê < nz e O(7n) > Qi(m). Em IHFI
prova-se que se v -< vi então verifica-se que Q(Ê) -< Qi(k).

Em IHFI prova-se também que a condição ok(v) -< v para t-odo k 2 1, condição de
admissibilidade de uma se(li- :cia. v, ó equivalente a. seguinte condição: pala É 2 1 com
Q(k) # 0 existe m tal que

Q(t+.j)= QIQ'(Ê)-PJ) ?ar- t$j< "' ' Q(À'+":) > Q(Q'(&)+m)

Em IBH-ll prova-se que essa. coi- -â . é de fato equivalente à admissibilidade de v

Lema 3.3.1 Se .f : 1 -.} 1 é uma .fu.: ) tttl-ititodal que não possui at.raiar periódico a-hão

Q(k) < k, pala iodo É ? l.

Prova: Suponha que Q(É) ? É pala algum A Então, como cs... C ÁQ(t) temos que

cs*.. C(zQ(t)-i, !Q(t)-i) C(zk-l lx;- l )
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Resulta que

/s'-'((;k-l, c)) = ./'s'--((c, Êk-i)) =(c, cs*..) C(:k-l, :x;-i )

Então /s*-- aplica o intervalo (=k-i , c) ou (c, :k-i) monotonamente em si mesmo, o que

contradiz o fato de ./ não possuir atiatoi periódico. R

# 2

A função uninlodal cuja aplicação kneading Q é tal cine Q(k) = A -- l é a função

infinitamente ienolmalizável cle Feigei[baum-Ttesser. No caso en] club Q é tal que Q(k)

temos a função não-ienorn)alizá.vel de Fibonacci.
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Capítulo 4

Orbita Crítica da Função Tenda

.A densidade da órbita. crítica. de uma funçã.o tenda. Ta (ist.o é. a órbita positiva do valor

máximo de Ta) desempenha. um importante papel na pl'ova do Teor'ema. B e é pol' si sÓ
uma questão interessante. Neste capítulo plovamos alguns resultados úteis relacionados

a esta questão.

4.1 Aplicação kneading e a órbita crítica

Lema 4.1.1 Seja T. : 1. -.} 1. uma jullção tenda cuja aplicação kneadiTtg Q bati.sja

lim infx;-+- Q(k) ? 2, e«lâo o,Z,}.(c) «ão é 'densa em ITn2(c), Ta(c)l.

Prova: Assumimos que existe Éo tal que Q(h) ? 2 para todo É 2 ko. Sela p o ponto
fixo de Ta com c < p. Mostraremos que /) não pertence ao fecho de orZ,i,(c). Seja L'' uma

vizinhança de p tal que c{ g V pai'a. 0 $ i $ St.. Seja o o menor' inteiro tal que Taü(\''') 3 C.

Então existe c-. C \,', tal que Tau(C-.) = c e H((c-«,p)) # c, para 0 $ i < u. Como p

é ponto fixo repulsor existe c-,-.i C v tal que Tau+j(C-.,-j) = c e c g IC((c-.,-j,p)) para

todo j ? 0 e 0 5; { < t, + J. Se assumirmos que p < c-,, então temos que

c..,.l < c..,.3 < ''' < P < '( C..,-4 < C--t, 2 < C t
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Supondo por absurdo que p C Oló;.(c), então existe o menor inteiro posit.ivo z?. tal
que c. C (c-..-3, c-.,-2) e temos dois c«sos:

Caso 1: Existe o menor «; ? 0 tal que c-« e c-«-2 pei'tencenl ao intel'vale Tan(Z'r«).

Então temos que Z:"+"lt/.) contém uma componente conexo de (zi, !])\lc} e que n + «)

é uni tempo de corte pois :l C t/« e Tnn(:1) = c «. Da minirllalidade de 71. temos club
c.+. gl (zi,21). Pondo Si = m + «; temos que Tas- ((c,cs,)) 3 c e que SQU+i) $ Si, disto

resulta. que Q(/ + 1) 5; 1. Note (lue, da definição cle iz, S'l+i > m. + u > S'x;. e ente.o

Q(/ + 1) 2 2.

Caso 2: Não existe u ? 0 tal que c.. e c-. 2 pelteçanl ao intervalo Tan(U.). Da.
minimalidade de r] podemos supor que c,: C (c-.,-4,c....2) e supondo S'k-t < ?? 5; S'J;

temos que

'-.-: C 7='(t/«) C (c-.,-.,c .),

onde m = n--SX; 1 , e Tam (U«) C (C-«-2, c-.). Sendo Tat'+:otan(U.) monótona e Tau+'+"(t/«) 3

c, temos que 7z + t; + 2 é um tempo de corte Sx; e 7rl + t' + 2 = S'Q(k). Por outro lado,

Ta'+2+"(t/«) não contém o ponto crítico c. Isto contradiz o fato de u + m. + 2 ser um

tempo de corte. Resulta (lue p g orb;.(c). H

Então do Lema4.1.1 segue que se a ól'bica crítica de Ta é densa em ITa2(c), Ta(c)l terll-se

que liminf;;-+. Q(Ê) 5; 1. No próximo capítulo nlostraienlos que se liminft-+- Q(#) $
l então existe uma condição topológica. que pioibe a existência de conjugação quase-

simétrica entre Ta e unia função unimodal de classe C'2. Neste capítulo mostramos (lue

a densidade da órbita crítica de Ta ocorre para (quase todo parâmetro a € (v2, 21.

Lema 4.1.2 Sda a € (v''2,21 e J C /. ilm {nferua/o. Então e#Ísfe n C N Za/ que
ITa2('),Ta(C)l C Tan(a).

Prova: Para cada inteiro positivo i temos que

E''':(J)l ? j-lE''(J)l '« E+:(a) D l#('),Ta(')l
2
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De fato, para um intervalo /\' temos que lra(/\')l = al/\'l se c ç! /\' Oll jra(/t')l ? }l/\'l
se c C /\'. Portanto se c gl /' n Ta(Á') temos que ITa2(/\')1 2 Ç'l/\'l e se c C Á' n Ta(A')
temos que lc,Ta(c)l C Ta(A') e e-.tãO ITa2(c),Ta(c)l C Ta2(/\'). Entretanto, como « > vã
o primeiro caso não pode acoiitecei para todo i e o Lema segue a partir deste fato. H

4.2 Dependência do parâmetro

Para. provarmos o Teorema A investiga.mos primeiramente as funções p. : l«2, 21 --}

ITa2(C),Ta(C)l definidas pol' 'p«(a) = 7T(c), pal'a todo 7z ? 0. Como Ta(:Z') = 1 -- ala
temos que

p«+-(«) l «ip,.(«)l. l4.i)

Em particular

P-(«) 1, P,(«) «, p.(a) .a2 + a + 1, etc

Em geral p« é um polinõmio (!uando restrita aos seus intervalos de monotonicidade e é
cliferenciável em a, quando pi(a) :# 0 pata todo l $ i< ?1. Se ?«(a) > 0 então como

p«+-(a) = 1 -- «g«(«) temos que pl:+:(«) = --p«(«) -- «pl.(a). E se g«(a) < 0 então,

como g«+l(a) = 1+ «p«(a) temos que yl:+.(a) = g«(o+ «pl:(a). Disto resulta que

pl.... .( «) l Ip,.(«) + «pl.(«) l4.2)

E como ip«(a)l 5; l temos que

«lpl. (« ) l 5; lpl.+:(a)l $ «1pl.(a)l + l (4.3)

Nosso objetivo é provam que para (quase todo a em lv/ã,21 o conjunto {g.(a);n
1,2,. . .} que coincide com orZ,;.(c) é denso em ITa2(c).Zlc)l.
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Para. piava-r o Teorema A sã.o necessários três ingredientes: os primeiros dois são o

crescimento exponencial com 7z do declive de y« e o controle da dist.Oiça.o de ?. restrita
aos seus intervalos de nlonotonicidade

Proposição 4.2.1 E;rísfer7z co?zsfa7zíes posfl t;a.s a e P Za;s q?ze ;)ara lodo n ? 2 e a C
lv/ã,21 «,@c«-" q«' a«" 5; lpl.(«)l $ ©a"

Prova: Inicialment.e piovamos pol indução (lue pala todo li 2 2 e cz C lv/2,21
verifica-se que

a':-i -- l

pl.(')l 5; -T-:-l
Temos p2(a) = 1 -- a e então ly,(a)l = 1. Portanto la.4) é satisfeita pala zl
Assumindo que (4.4) é satisfeita para. algum 7? e lesando (4.:3) concluímos (lue

pl.....(«)l $ «1pl.(«)l + l $
a" -- l

(4.4)

Então como a ? «2, para todo n. ? 2, temos que

(Zn

lpl.(a)l $ ?;:T
Ente.o tomamos /3 = 1/( vã -- l). Isto prova uma das desigualdades

Para provarmos a. outra. desigualdade observamos inicialmente que

lp;(.)
pl; («) l

lpl. («) l

l > o

2a -- 1 > 2V'2 -- 1 > 0

3a2 -- 2a -- 1 > 5 -- 2V'2 > 0

e temos que se a seguinte clesigualda.de

lpl.(«)1 2 a"" + ã:T
se verifica para 1? então a mesma se verifica tanabém para ll + l

temos que

(4.5)

De fato usando (4.3)

lpl.....(a)1 2 "1q'l.(a)1 - 1 2 a""+' + i;T
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Então para prova-i a Proposição mostramos (4.5) para a C l(vS + 1)/2,21 com 1? = 3 e

pala a C lv/ã, (v/5+ 1)/21 com zl = 5. A constante o (lue obtemos nestes dois casos podem
ser diferentes. Ainda mais, as constantes obtidas nos casos ??. = 2,3,4 tambén] podena

sei diferentes. No entanto podemos escolher a como sendo a menti destas constantes.

Note que pala mostlal a existência. cle a > 0 tal que (4.5) se verifica. para todo a en] um
intervalo /, basta mostrarmos (lue

l
l2Çllç'l.(«)l - i-tTi > o.

Como l?,(a)l = 2a -- l para / = 1(v5+ 1)/2, 21 temos (lue

1 .
IEÇllpl;(")l - =:TI

(4.6)

l2Çl2« - 1 - ;.!-ÍI
i.í Ge.=® > o.
aC/ a -- l

Isto prova (4.6) pala / = 1(«ã + 1)/2, 21.

Paga a C lv/2, ( v5+ 1)/21 verifica-se (]ue gs = 1 --a+a' +a' --a' e como p;(«ã) - 5--
6v/ã < 0 e p;(a) < 0 resulta que lpl,(a)l é crescente. Então como l/(a -- 1) é decrescente
neste intervalo, para mostrar (4.6) basta mostrarmos que Igli(v'ã)l -- l/(v'ã -- 1) > 0. De
fato

lpl;(v/ã)l(~''!- 1) i(6~/ã-s)(v'ã-i)- 1>0

e isto completa a prova. l

Portanto de(4.1) o conjunto dos extremos locais de g«+l é a união dos extremos locais

de y« com o conjunto de zeros de g«. E claramente, em todo intervalo de monotonicidade

de y« existe no má.ximo um zero de g«. Precisamos de uma estimativa para a segunda

derivada de (p..

Lema 4.2.1 EzÍsfe iz/lza co zslan/e 7 > 0 1a/ que ip.(a)l 5; zz'ya" /)ar'a. lodo n. 2 1 e a C
Í./9 01
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Prova: Procederemos pot indução. Pala 7?. = 1 temos (]ue yl(a) = 1 e ])oitanto o

Lema é verdadeiro neste caso, independentemente de 'y > 0. Supoithamos (lue o Lema

vallla para algum 11. Então se a > 0 é a constante dada pela Proposição 4.2.1 escolhemos

'y ? v2# e temos que

1?=.t .(a) l l2pl.(«)+ «?=(«)1 $ 2lpl:(«)l+ «lp:(«)l
2Pa' + 77,ya"+' $ x/2,ya" + 17'ya"+i

+ 1? a"+' = (1} + 1)'ya"+:

e o Lema. segue-se. H

Proposição 4.2.2 Pata /.o(/o c > 0 c ao,ai cora? v2 $ ai < ao < 2, eiz:Ísle 71.o ía/ que

l)aia lodo 7z ? lto e a C lao,21 t'el';Pca-se q?zc

l4.7)

qlzaizdo a e b ])erle72cem ao mesr7zo níe7't;a/o de monol07zícida(/e de p.j]ao,2]

e

(4.8)

Prova: De (4.3) e da Proposição 4.2.1 temos, pata ??. 2 2 e a ? ao, que

kl:n.Çld> «pl.(a)l-l . l . l
lpl,(«)l ' lpl:(a) :Z"

Se 1? é suficientemente grande, ente.o ao -- l/(aa8) ? ai e (4.7) é satisfeita pala. todo

a C lao,21.

Seja / = la,ól C lao,21 um inteiva]o ta] que g«li é monótona. Entã.o do Lema 4.2.1
temos que

lpl.(ó)l - pl,(«)l $ 1ó- «is«p I'p«(t)l $ 1Z,- «l«'r2".(4.9)
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Como ip.ló) -- g«(a)l $ 2, segue a partir cla Proposição 4.2.1 (lue

b;ntao concluímos aue

,:'',i - i,:.«,l .T(i)"
e usando a Proposição 4.2.1 novamente temos que

EÜ - « .y(i)"Ü -T(i)"
Clamo a2 > 2 o Lema. segue-se facilmente. E

Da Proposiçã.o acima segue-se imecliatanlente um Corolário

Corolário 4.2.1 Dado c > 0 e:rás/e JV C N la/ que pa7'a /odo n ? /V e [/ C lx/2,21, onde

p.lu é monóÍo? a, t;erã$ca-se que dís{(y«,ZI/) 5; 1 + c

Lema 4.2.2 Dado a C («1,21 se n = Sk(a) é wm tempo de corre de Ta e7zfâo ezisfe tlm

i«le««/. J t«/ q«. p.li é ,«o«Ólo«« . P.(J) D '.

Prova: Consideramos o intervalo ./ 3 a tal que (p. IJ é monótona e v. = (el - ' es* )

a. seqiiência kneading de Ta. Como 7? = Sk(a) é um tempo cle corte temos que Tanlt''«) 3

c(a) e existem pontos em U«, cujos itinerários corlespondenl a v. até Sk(a) itelações

Em pal'ticular, o itinerário de c-S*(.) é (el ' ' ' eS*(a)-l c el ' .). Pela continuidade de Ta

em relação ao parâmetro a existe b C ( v2, 21 tal que sua seqüência kneading é periódica:

vb=(ei . es*-] cei-..). DistoresultaquebC Jep«(Z')=c. H
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4.3 Intervalos de monotonicidade

O terceiro ingrediente da piava do teorema A depende de estimativas dos compri-

naentos das imagens dos intervalos cle monotonicidade de y.. Nesta. seção mostramos (lue

estes comprimentos estão uniformemente distantes de zero pala quase todo parâmetro a

em lv'z, ZJ.

Um interva.lo fechado / C lv2, el sela chanlaclo #-tíí;/, se PX; é n]oi)ótona en] / e uma

das ext.remidades de pt(/) é c. Se / é X«-útil pala algum # dilemas simpleslalente (lue / é

líff/. Neste caso poderemos tei vários Ê's ta] (lue / sqa h-útil. Ente.o definimos a or'de7n

de / como sendo o iilaiol k tal (lue / é k-útil.

Pala um intervalo J e un] inteiro positivo k tal que gt é monótona em J, podemos

praticam a tít{/ d uísão. Pela Proposição 4.2.1 existe n > 0 tal que (pk+«la não é monótona.
Portanto existe o menor n. tal que para um ponto Z no interior de J tem-se (lue pk+«(t) =

c. Ente.o PA;+.IJ é monótona. e l divide J em dois subintelvalos Ji e J2, ambos k+ r2-úteis.

Note que se J é k-útil, então n. > 0.

Definição 4.3.1 Para ?l.o como lla Pro/}osiçâo #.2.2 sda AÍ > lzo lzrn. ír?/e 10 posífit;o

Clhainnmos ullt intervalo .fech.ado J maclulo se e=.st.{.r n Z NÍ tal que J é }t--út.i.l €

p.(Z) = ?j(t) para a/gun7 .Í C {1,2,3} e a/gum { C J. (4.10)

C'aso contrário c/zam.arr? os imaturo

Dado um intervalo / construímos por indução uma seqiiência {'Znl' 1. Definimos

% = .[/} e dado 'n se J C 'n então existem duas possibilidades. Se J é maduro, definimos

a(J) = {J} e se J é imaturo realizamos uma vez a útil divisão e temos dois subinter'ç'aios

J. e ./:. Então definimos a(J) = {Ji, J2}. E daí definimos 'E+l = UJC,n a(J).
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Lema 4.3.1 Dado c > 0 sejam ai < ao < 2. Selarlz /V > 11.0 e / C lao,21 um nle7'ua/o

.fechado onde yN é ntoltót.ona. Se a4 > '2(2 -F c) ertt.ão -para quase todo a C l e:riste tl n.

{nfel't;a/o inadu7'0 ./ cola/eizdo a. Jíizda lllaÍs, se a? > 2(2 + c), elzí(io t'el'{/7ca-se que

P.(!) pj(1) pal'a a/g{/ni .j C {1,2} e a/gl/rl}. f C J.

Prova: Sqa B o conjunto de todos os pontos cle / que não pertencem a. intervalos
maduros. Provaremos (lue À(/3) = 0. Suponhamos poi absurdo que isto não ocorre

Se a € 1? n / então existe uma se(liiência cle intervalos imaturos {Jil=1 tal (lue
a C ./i C 'n. Então definintos uma se(liiência. {{.}=] da. seguinte ma.moira:

(í(a) =

onde ki é a Olhem de Ji. Assumindo a:l > 2(2 + c) afirmamos que se J C 'E. verifica-se

que

?l..la.x,

/B',i .In'~i dX.

onde .5 = «-i«(«ã, a{/2(2 + c)).

l4.ii)

Se À(B n J) = 0 nã.o temos nada pala provar. Assumimos então (lue À(B n J) > o,
portanto J é imaturo e podemos assumia que

/ lpl.....la.x ?/ lpl;.....lax,JBnl\ ' JBnJ'z

onde m, Ji e J2 sã.o como na definição da útil divisão. Note que as ordens de J' (f = 1, 2)

são maior ou igual a k + l?z. Como ai ? 8, para a c B n i, temos que

lpl....,.la.x ? (4.12)

gl;.F.(a)1 2 «Tlgl;(a)l ? õlpl;(«)l l4.i3)

Se B íl J2 é vazio então de (4.13), para a C B í] J, resulta que

é1.+:1«) 2 ç,l;.... l aÀ ? ó l\?l.i UÀ .5{« ( « )
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Portanto (4.11) segue-se

Assume agora (lue Z? n Jf # «' para í = 1,2. Então Ji são imaturos. Seja { C aJ tal
queda(f)=c. Lntãof C J: para i' l ou 2etemosque

'pk+,,.(f) = 7'."'(Tí~(c)) = T"(c) = p«.(f)

Se 7n. $ 3, então pela. definição Ji satisfaz (4.10) e é maduro o que é unia contradição.

Então assumimos blue m 2 4, e então de (4.13), para a c B n J, temos

lpl;+..(a)l ? al 'ra)l ? 2(2 +c)õlyl;(a) (4.14)

De (4.8) e (4.12) temos

N" ' 'a - : -' 1;;; $ " -'.o
Deste fato resulta que

/BnJt x > )\(.nrxil)JnnJt kFm\(iX

X l .In'-i\'P K-}«\ x>õxl.nnJ)/ \v ~\ax

JBnJ

Poi'tanto (4.11) se verifica. Tomamos agoi'a a soma de (4.11) sobre todo J C 'Zn e temos

.l e...., dX '>- 8 .l (. dX.

"rl tal que À(Bn J) > 0. E como (« > 0 em um subeconjunto

-:u. oositiva, temos que /n <1. dÀ > 0. Como (5 > 1, /B (l« dÀ

isso é impossível, pois da definição /n (l« dÀ 5; 2À(B)

.::lla $ 2 + '

Como .X(B) > 0. ':'*
de B com medi(lit .

cl'esce exponencialmeritt

para todo n. Portanto À(

Pala provar o Lema no caso eiii 'i.ir rrt > 2(2 + c) basta trocarmos na. equação (4.14)

acima a{ por a? e na frase antes'ioi '} $ =3 1. r n? $ 2 e m 2 4 por nl. ? 3. H
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Apoia. do Lema 4.3.1 e da definição de intervalo útil temos diietamellt.e o seguinte
teorema.

Teorema 4.3.1 Pata quase lodo a C lx/2,21 a següfn/e ])ro/)r'íe(/a.de é sa/is/Cita. Para
todo N e:ci.ste n > fetos s,t ?lo mesmo {rttel'unto de motlotonicidade de p« com

a C (s,t), fafs que p«(f) = c e p«(s) = pj(s) /)ara a/gízriz j C {1,2,3}. 4{rzda m.ais, pala

g?fase lodo a C l#:Í,21 se I'e7'aca o lnesnlo cor« .j C {1,2}.

Corno pl(a) e p2(a) são não-nulos para todo a C lv/ã,21 e p3(a) é não-nulo pala '
en] lv'ã, eql, temos o seguinte Coiolá.lio.

Corolário 4.3.1 E.z:isle c > 0 {a./ qTle /)ai'a. quase /odo a C lv/2,21 e pílra /odo A' e;riste

n > que c C p«(J) e X(p«(J» > c, onde J é o ittterualo (te ntonot.Oltici.dado de p«
colhendo a

Prova: Do Teorema 4.3.1, existem {, s tais que se a C lv/!, «41 verifica-se que g«(t) =

ce p.(s) = pj(s) para algum .j C {1,2,3}. Se a C le/ã,21 temos (lue y«({) = ce g-(s) -

gj(s) pa:a algum .j c {1,2}. Toma-nos c < m;?zljpi(s) -- cl, ly2(s) -- cl, lp3(s) -- cl} e
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Capítulo 5

Conjugação Quase-simétrica

Unia função unimodal não-renormalizável de classe (.:2 com ponto crítico de ordem
1 < / < oo que não possui atrator periódico é topologicamente conjugada. a. uma função

tenda. Neste capítulo exigimos uma condiçã.o topológica (lue pioibe a existência. cle uma
conjugação quase-simétrica entre uma funçã.o tenda. e uma. função unimodal de classe
(,;2

5.1 Uma condição topológica

Proposição 5.1.1 Sda / tina /unção ? itflnoda/ rzâo-remar'7n.a/{záoe/ de c/asse C'2 para

a qua/ ci sfe l9 > 0 e -l/ma seqíTênc a {nili:l fa/ qtze

/. /"'(c) -} c qtla,zdo i --> oo,

2. /''(U«. ) y c '

s. l.f"'(u«.)l ? o,

onde U«. é o má int.o int.erualo contendo c ta! qne f"''t \ftu«.\ é monót.ona. Então .f é
conjugada à uma .ftLnção tenda T., mas esta conjugação ilâo é qu.ase-simétrica.
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Prova: Suponhamos, poi' absurdo, cine ./' e T = Ta sejam /t -(quase-simetricamente

conjugadas. Como / é não-ienornaalizá.vel temos que a > v2 e pelo Lema 2.2.1, existe
A/ tal que A4 ? L(J) pa.ra todo J C /. Como ./' é C'2 a Oldenl / do ponto crítico é
maior ou igual a 2. Então existen] 1 < /. < / e uma. vizinhança \'' 3 c cona a seguinte
piupiiedade: para todo .z: C \'' e todo y C (c, a') tal que

./'(g/) € ( /( " ), /(sL:li-:ZI(©- )
temos que

11...d < 1 1.f(") -- /(y)l. IS.i)
;« cl -)-.f(c)I' ' '

Sejam B > 1 e ( > 1 pequenos tais (lue -E- = z' < 1.

Consideramos y" C l,/' intervalos centralizados em c e õ = !!i1>:4--l. Dado J, um inter-
valo tal que ./'«IJ é monótona e ./'"(J) C v', consideramos também c := 7'za;z:ll./'(J)l; 0 $

; $ n}. Do Corolário 2.1.1 verifica-se que se IV'l tende a zelo então ( tambéna ten-
de a zero. Portanto podemos escolhem \''' e \''" suficientemente pequenos pala que

(Jl#y([ + o(c)]]/), o que é o controle de distorção conespondente ao Princípio de I'iõbe
Unilateral do caso G2, seja menor que B.

Definimos duas subseqiiências de inteiros positivos {n?il=1 e

maneira: definimos mi = ni e Éi ]m] inteiro positivo tal que ;
também yk: tal que

{kilE: da seguinte

k. C \'". Definimos

R.ü- ) - h:a--:;í- $ R
Para i> 1, supondo que nzf e ki estejam definidos e satisfaçam

/ J-qi;;--::ísz'
escolhemos mf+i suficientemente grande de modo que c«...t. C (;k.,

kli-- flL-i $ e, s' '«..,.. c l*.,c)
zk.

(5.2)

?k.) e
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:ll] $ (, s' '«..... c (',:k.)'

Cmf+ l

Zkf+i

Figura

Tomamos z' perto de .f(c) como sendo /"'+- -'-pré-imagem de :k.. Ente.o verifica-se

T' é a imagem clo ponto pré-crítico mais próximo #. Seja hi+i tal que zk.+. = #. Então

temos que /m.*- (;k... ) = zk.. E definimos yt... em (zk.+- ,c) tal que .f"'-'-' (yk.+- ) - yk.

Como m:.FI C {njl=:: verifica-se que l./'«''''(Um.---)l ? 9 > l\'''l. Seja ZI/=..... C
(0,c) n t/«... o máximo intervalo tal que ./"''-'-'(U=..,) C V'' Sda a :# c outra ex-

tremidade de t/=.... Então como :k. C }'" verifica-se que, para qualquer r C (zk..t. ,c),
/".-''-'((/(a),/(r))) é uma ó-vizinhança de/"'''-'((/(zk.*.),J(r))) no lado de zk.. Por-
tanto pelo Princípio de l<õbe Unilateral temos, ern particular, que

k!:..:.s=«L . B lz*. ]d
Í.FÍ;:l::J-- j(')1 ': ' 1/(*....) -- .f(v*.... )l

E deste fato resulta (lue

kb« - vbJ . !
Eil..., -cl ': /. l./'(;*.-.-.) -/(')lR.r ( hi+ l )
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:; {Fl:'i-:ÜSTqã=#-«x.KJ.
Como r < 1 (5.2) se verifica pala Éi+i. Por isso, podemos continuai a indução Conclui

dos então que R.r(ki) tende a zelo club-ndo i tende a infinito.

Figura 5.2

Por outro lado, como/«'.*- aplica monotonamente(zt.-.-.,c) em(;k.,c) ou em(c,2k.),
tomando Mi = nz2 + . . . + mi temos que TÀ/' aplica monotonamente (/t(;i),A(c)) em

(Ãl;t.),Ã(c)) o« em (h(c),A(ik.)) e tem's q«e r"''(à(3/k.)) - A(yk.) '" /'(Ük-). C'm'
TW'lh(uw.) é linear, para todo i, temos (lue

IA(;*.) - h(3/*.)l lr"''(À(;*.), À(i/t.))l
iiili;*.) - Ã(c)l(â(;*.),h(c))l
lh(zk- ) -- A(yt- )l > !!Í;k ) ' À{V+!P = Rr(ki) > 0.
iÀl;*.) - A(c«...)l :'' IÀ(z*.) - b(c)l

Portanto, pelo Corolário 1.3.1 concluímos que /z não pode ser quase-simétrica.

Rr(ki )

E
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Seja. p.(a) como na seção anterior. Para cada cz C lv1,21 denotamos a subseqüência
dos tempos de corte de Ta poi {Sk(a)}E:.. E da mesma maneira denotamos c«(a)

7='(c(a)) e ;«(a) C 7='"(c(a)) pré-crítico mais próximo de c.

Proposição 5.1.2 Soam c > 0 e

y(«,') =(;3(«), ;,(«) + ') U(ã,(a) - ', :;(«))

Eztiâo para q ase iodo a C lx/ã,21, ezisíe k € N ía/ q?le ps.(d(a) C }'(a, cl

Prova: Dado c C (0, 1), pelo Teorema A e pelo Lema 4.1.1 segue (lue, para (quase

t.odo a C lv/ã,21, lim inft-.»- Q.(X-) 5; 1. Seja

,4. = {a C lvã,2j;lipinfQ.(k) $ 1 e TaS*(')(C) gll''(a,c), A" 20}k-.}oo

Seja Ar um inteiro positivo tal que dís(g«, J) $ 1 + c/2 para todo ?l. ? l\r e todo intervalo

J tal que g.IJ é monótona« Pelo Corolário 4.2.1 isto é possível. Suponhamos poi absurdo

que IÁ.l > 0, então existe um ponto de densidade a C .A. e un] inteiro suficientemente

granc[e É ta] que

1. SÉ(«) ? N'

2. Q.(k + 1) 5; 1, então 7f*m(c) gl l:3(a),}3(a))

3. existe uma. vizinhança de um lado J 3 a, tal que gs*(.0(J) = (c, Tas'(')(c))

4. L1llÍP ? 1 - c/4

De fato, o item l segue naturalmente, tomando k suficientemente grande e, pala o item

2, s. 7's'(d(c) C (z3(a), 23(a)) então temos que

;QK+O(a) € 7's'(d((=x;(a), c)) C(z3(a), }3(a))

e resulta que Q(h + 1) > 3 o que é uma contradição. O item 3 segue do Lema 4.2.2. De

l4.8) verifica-se que o comprimento máximo do intervalo de monotonicidade de (p« tende

a zero quando n tende a infinit.o, disto resulta o item 4



Em particular. SX.(a) = S# é constant.e em ./. E pela definição ?«(«) g }'(a,c) pala

t.odo a C ,4. e como a distorção é limitada temos (lue

IJ n .4.l .. ., ,. lys.(i n .4.)l
- J = a''zL','s.,'', n.(J)l

s* (J)\} '( « , ')

Ipso (J) l

$ (1 + :)(1 c) < 1 -

(

1 -
4

o que e uma. contra.lição. Portanto concluinlos (]ue l,4.l H
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Capítulo 6

Prova dos Principais Resultados

Prova do Teorema A:

Suponhamos que o Teorema é falso, ou seja, existe um conjunto Á com medida de Le-

besgue positiva tal que para a c Á verifica-se que orb;,(c) não é densa em ITa2(c), Ta(C)l-
Escolhemos então uma base enunlerável de abertos ena R, ou melhor, definimos o inter-

valo aberto B«(') =(' -- ', '+i), onde 'z,p,q são inteiros com 7z > 0 e q # 0. Definimos
tambén] o conjunto

««(:):- {« ' '';«';.'., « w«(3) '. ['Tk',"m], - ',}.

Então resulta que ,4 C U«,P.çcN'4.(i) e como IÁI > 0 concluímos que existe n.,p,q € N

tal q- l,4«(5)1 > 0. D'«ot.mos Ã' = B«(;) n ITa2(c), Z(')l
Existe um ponto a C ,4«(2) (lue é ponto de densidade de Á«(z) e que satisfaz o

Corolário 4.3.1. Dado c > 0, do Lema 4.1.2 concluímos que existe uni intervalo Z C

lc,c + cl tal que Tak(L) C jn{(/t') para algum k ? 1. De fato, do Lema 4.1.2 existem n e
m tais que

Tan(.r-') IU(c),Ta(c)l c+ cl)

e então Ã' = Tam-«(IC, C+ cl). Podemos escolher Z C lc, c+ cl tal que Tam-"(L) C i'ZZ(Ã').
Pela continuidade de Ta em relação ao parâmetro a. temos que lrbt(L) C A' pai'a todo b
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de uma vizinhança t/ de a. Se (/ é suficientemente pequeno. ente.o, como a é ponto de

densidade de Á«(i), pala todo intervalo J C t/, blue contém a, t.emos (lue

À(Á«(5) n i) . .x(1)
À(J) ' 4

Pela Proposição 4.2.2, o comprimento máximo do intervalo de monotonicidade de (p«
tende pa.ra 0 quando 11. tende para. infinito. Portanto, se J é o intervalo de monotonicidade

cle y. contendo a e ?l é suficientemente grande, então J C ZI/. Pelo Cloiolário 4.3.1,
podemos obter 1? albitialiamente grande tal que ou lc, c+cl C P.(J) ou lc c, cl C 9«(J)

Assumimos que lc, c + cl C p.(J); a. demonstlaçã.o para L C lc -- c, cl é senaelha.nte, pois

Tbk(C -- #) = Tbk(c + #) pa:- Ê 2 1.

(6.1)

Da Proposição 4.2.2 para lz. suhcientemente grande temos que

.ÍêÇà $ o + otpl.@l . àqi:l:? 2 ?l.wl,

onde @ = (plJ)''. Portanto temos que

À(@(Z,)) . .X(L) l
À(J) :' À(y«(J)) (1 + '):

Se Z, C @(.L) então b C J e p«(bl C Z.. Então como :rf+"(c) C /\' temos que Z, C

J\Á«(ç). Portanto, À(J\À«('))/À(J) ? À(Z')/4. Isto contradiz (6 1) pois

..... À(L)
4

Àl:Q ::. , .
4

À(Á«(:) n i) À(J\H«(5))
À(J) À(})

e o Teorema A segue-se. H
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Prova do Teorema B:

Suponhamos que « C lv/2,21, da Proposição 5.1.2 resulta (lue
Lebesgue zero, pala todo c > 0. Então verifica-se (lue

4 l«lã,2l; ii,Ei«ÍQ.(k) $ i} \ U Á+
l

4. t.eni medida de

tem medida de Lebesgue total em lv6, 21. Tomamos a C .4 e então existe uma se(lüência

{kíl=: tal que 7P* (c) C }'(a,:-) pala todo i. Clamo Q(#) < b pala todo &, verifica-se

(lue .S3(a) $ 8 e temos que

Z'*.(.)-'-';(d(.) c (. - =--, .) .«

Como Tj((;k.,c)) ig c pala. todo 0 $ .j 5; S'k. + S; resulta que St. + S'a < Sx;.+i e

US*.+S, = (zk. , 2k.). Deste fato resulta que

2..S*.(.)+S'(d(US..©+S,(.)) = (TaS;(d(C) TaS*'b)+S; )(C)) y

7

(.)) y ..

Tomando n{ = Sk.(a) + S3(a) temos que Tan'(tÃ.. ) não co«tém c e C"(c) te«d. a c quando

; tende a infinito. Como Tan'(C) --} c, para todo { temos que lran.(t/«.)l é distante de zero.

Portanto a sequência {lzil=: satisfaz as três condições da Proposição 5.1.1 e isto prova
o Teorema B. H
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