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Abstract

On this work we study conjugacies between C'? unimodal maps and tent maps. We
exhibit a topological condition that prohibits the existence of a quasi-simmetric conju-
gacy between a C? unimodal map and a tent map. We also prove that almost every
tent map satisfies it. This fact depends on the density of the critical orbit of a tent map
which is true for almost all parameters. Our main tools are the concept of kneading map

and kobe principles.
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Introducao

Um sistema dinamico unidimensional é gerado por uma fungao continua f : [ — I,
onde I é um intervalo compacto chamado espago de fase. Este sistema involve infinitas
funcoes, as iteradas de f, definidas indutivamente por f' = f e f**!' = fo f". Parale-
lamente, no espaco de fase temos as nogoes de orbita positiva, orbita negativa e grande
6rbita de um ponto z definidas por {y € I; f"(z) =y, n >0}, {y € I; f"(y) = =, n > 0}
e {y € I; f"(y) = f*(z), m,n > 0} respectivamente.

Na teoria qualitativa dos sistemas dinamicos a relacao de equivaléncia natural para
expressar a nocao de “mesma dindmica” é o que chamamos conjugacao, a saber: duas
funcoes f e g sao conjugadas se existe um homeomorfismo h : I — I tal que ho f =
g o h. Um tal homeomorfismo, chamado uma conjugacao entre f e g, aplica 6rbitas de
f em érbitas de g e preserva propriedades topoldgicas do sistema. No entanto também
temos interesse em propriedades métricas e geométricas do sistema e entao necessitamos
que as conjugagoes tenham mais regularidade, a saber: que sejam ou analiticas, ou

diferenciaveis, ou quase-simétricas, ou Holder continuas, ou absolutamente continuas.

Neste trabalho estamos interessados em sistemas dinamicos gerados por iteragoes de
funcoes unimodais, veja definicio adiante. As funcdes quadrdticas ¢, : [—1,1] = [=1,1]

dadas por gq(z) = —1 4 a(l — 22) e as fungoes tendas T, : I, = I, dadas por To(z) =

1 1

1 — alz| com « € [1,2], onde I, = [,

|, sao importantes exemplos de fungdes

unimodais.
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Milnor e Thurston provaram que uma fungao unimodal f com entropia topoldgica
positiva hyp(f) é semi-conjugada a uma funcao tenda T, com a = exp(hiop(f)). Mui-
tas vezes esta semi-conjugacao é de fato uma conjugacao. Neste trabalho estudamos a
regularidade desta conjugacao (quando existir) no caso em que f ¢ de classe C?. Nes-
ta situacao a referida conjugacao nunca é um difeomorfismo. Por outro lado, segue
de [NP] que existe um conjunto de parametros com medidade de Lebesgue positiva tal
que as correspondentes funcoes tendas sao Holder continuamente conjugadas a funcoes
unimodais de classe C'2. Examinamos entao com que freqiiéncia uma funcao tenda T,
é quase-simetricamente conjugada a uma fungao unimodal de classe C?. Isto depen-
de de propriedades topolégicas como a densidade ou nao da érbita positiva do ponto
critico. Baseados nisto exibiremos uma condicao que proibe a existéncia de uma con-
jugacio quase-simétrica entre uma fun¢ao tenda e uma fungao unimodal de classe 2,
Esta condigio é satisfeita por fungdes tendas T, com a em um conjunto com medida de
Lebesgue total em [1,2] resultando entao o fato de que uma fungdo tenda raramente é
quase-simetricamente conjugada a uma fungao unimodal de classe (2. Isto contrasta com
a situacio de funcdes expansivas do circulo de um dado grau e classe C''*°, as quais sao
sempre quase-simetricamente conjugadas entre si. No caso de difeomorfismos do circulo
de classe C® cujo nimero de rotacido é irracional e Diophantino sao C'-conjugadas a
uma rotacdo, veja [YJ]. Enfatizamos o fato de que a inversa de um homeomorfismo
quase-simétrico também é quase-simétrica, portanto conjugagao quase-simétrica € uma

relacao reflexiva.

No capitulo 1 estudamos vérios conceitos importantes em dinamica tais como: dife-
renciabilidade, quase-simetria, Holder continuidade e continuidade absoluta. Sao dados
exemplos e provados alguns resultados que mostram a relagdo entre estas classes de
homeomorfismos. No capitulo 2 estudamos alguns aspectos da dinamica das fungoes
unimodais e exibimos uma propriedade que é satisfeita pelas fungdes unimodais que sao
quase-simetricamente conjugadas a fungoes tendas. No capitulo 3 provamos os Principios
de K&be, inclusive no caso em que as fungoes unimodais sao de classe C?, que nos permite

fazer estimativas da distorcao das iteradas destas fungoes. E. ainda no mesmo capitulo,
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estudamos o conceito de aplicacao kneading que sera utilizado no estudo da densidade
ou nao da orbita critica de uma funcao tenda. No capitulo 4 estudamos a densidade
da 6rbita critica de funcoes tendas. No capitulo 5 exibimos uma condicao topoldgica
que proibe a existéncia de uma conjugacao quase-simétrica entre uma fungao unimodal
de classe C'? e uma funcao tenda. Mostramos também que essa condigao ¢ satisfeita
por quase todas as fungdes tendas (um conjunto de pardmetros de medida de Lebesgue
total em [1,2]). Este trabalho é baseado principalmente nas seguintes referéncias: [BD],

[BH], [HF]e [MS].



Principais Resultados

Definigdo 0.0.1 Dado wm intervalo I compacto, wma fungao continua f : I — I €

chamada unimodal se possui um inico mdximo local assumido em wm ponto ¢ no interior

de I e f(9I)C OI.

Observamos que se uma fungao unimodal é diferenciavel entao o seu tinico maximo
local é um ponto critico. Convencionamos chamar o ponto ¢ de ponto critico mesmo no

caso em que a fungao unimodal em questao nao seja diferenciavel.

Exemplo 0.0.1 (Funcdes tendas) As fungées tendas T, : I, — I, definidas por

Tau(z) =1 —alz| com a € (1,2] e I, := [, 5], sao fungées unimodais cujo mdximo €

1—a’ a-1

assumido em ¢ = 0. Observamos que T, nao € diferencidvel em ¢ =0,

Exemplo 0.0.2 (Fungdes quadréaticas) As fungées quadriticas qq : [=1,1] — [=1,1]
definidas por ga(z) = —1 +a(l — 2%) com a € (0,2] sdo fungées unimodais cujo mdximo

€ assumido em ¢ = 0.

Outros Exemplos

1. As funcdes f, : [0,1] = [0,1] definidas por f(z) = asinmz com a € (0,1] sdo

funcdes unimodais cujo valor méximo é assumido em ¢ = 1/2.

9. As funcdes P, : [=1,1] = [—1, 1] definidas por Pp(z) = —1+ a(l —2*) com [ > 1

e a € (0,2] sao fungdes unimodais cujo maximo é assumido em ¢ = 0.

Vi



O comportamento da érbita positiva do ponto critico de uma fungao unimodal de-
sempenha papel essencial no entendimento de varios aspectos do sistema dinamico cor-
respondente. No caso de uma fungao tenda T, temos que freqiientemente esta orbita ¢

densa em um intervalo, isto é o contetido do seguinte teorema (veja [BD]).

Teorema A Eriste um conjunto A C [V2,2] com medida de Lebesgue total tal que
para todo a € A verifica-se que a drbita critica positiva da fungao tenda T, € densa no

intervalo [T?(c), Tu(c)).

Este teorema é uma importante etapa em diregao a verificacao do fato de que rara-
mente uma funcao tenda T, é quase-simetricamente conjugada a uma fungao unimodal

de classe C'2. Este fato é o contetido do seguinte teorema (veja [BH]).

Teorema B. Eziste um conjunto A C [\/2,2] com medida de Lebesgue total tal que para
a € A verifica-se que a fung¢do tenda T, nao € quase-simetricamente conjugada a uma

fungdo unimodal de classe C*.

A prova do Teorema A depende do comportamento dos pontos da orbita critica
positiva de T, em relacao ao parametro. A prova do Teorema B depende do conceito de
aplicacio kneading e dos principios de Kobe os quais sao importantes ferramentas em

dinamica unidimensional.
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Capitulo 1
Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentamos algumas classes de homeomorfismos que surgem como
conjugacoes entre dois sistemas dindmicos. Estamos principalmente interessados em
dinamica unidimensional e sendo assim estudaremos as classes dos homeomorfismos do
intervalo [—1, 1] que sao, ou diferenciaveis, ou quase-simétricos, ou Hélder continuos, ou

absolutamente continuos.

1.1 Funcoes absolutamente continuas

Definigéo 1.1.1 Uma fungdo h : [a.b] — R, € dita absolutamente continua, se para

todo € > 0 existir 6 > 0 tal que

n

> |h(B:) = hlai)| < ¢

=1
para qualquer n finito ou infinito e qualquer colegao de intervalos disjuntos (a1.81)y -, (Qny Bn)

que satisfaz ) _ (Bi — ;) < 4.

Observamos que se h é absolutamente continua, entdao h é em particular continua. De

fato. basta tomarmos n = 1 na definigao acima.



Neste trabalho denotamos a o-algebra dos Borelianos de um intervalo [a.b] por B e a
respectiva medida de Lebesgue por A. Dada uma medida y sobre Bep > 0 denotamos por
L?(11) o conjunto das fungdes h : [a,b] = R que sdo mensuraveis e tais que f[a.b] |h|Pdp <

Q.

Dadas duas medidas p e v sobre B dizemos que p é absolutamente continua com
respeito a v (denotamos y < v) se para todo E em B com v(E) = 0 também temos
((E) = 0. O teorema de Radon-Nikodym enunciado a seguir estabelece uma relacao

‘e fungoes L' lidas absol ] -espel lida de Letl
entre funcdes L' e medidas absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.
Este fato desempenha um importante papel para provar a relagao equivalente entre a

continuidade absoluta e a diferenciabilidade Lebesgue q.t.p.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Radon-Nikodym) Dada uma medida p sobre B sao

equivalentes:
1. A medida p ¢ absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue A.

2. Existe uma fungao h := % € LY () tal que

;L(E)://z(l)\.
E

Prova: Veja [WR]. i

Teorema 1.1.2 Suponha que p ¢ v sejam medidas sobre uma o-dlgebra A, entio sao

equivalentes:
1. A medida p € absolutamente continua com respeito a medida v.
2. Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo E € A com v(E) < ¢ tem-se

n(E) <e

Prova: Veja [WR]. o



Teorema 1.1.3 Seja h : [a,b] = R wma fungio continua ¢ nao-decrescente. Entao sao

equivalentes:

1. A fung¢do h € absolutamente continua.

2. A funcio h aplica conjuntos de medida de Lebesgue zero em conjuntos de medida
de Lebesgue zero.
3. A fungdo h ¢ diferencidvel em um conjunto com medida de Lebesgue total, a deri-

vada b € L'(\) e
h(x) — h(a) = / 1" dA.
[a,r]

Prova: 1) — 2) Assumimos que h é absolutamente continua em [«,b] e consideramos
E € B com AE) = 0. Dado ¢ > 0 consideramos também a constante § > 0 corresponden-
te dada pela Definicao 1.1.1. Existe entdo um conjunto aberto em [, b] o qual denotamos
por V tal que E C V e A(V) < 4. Seja {(ai,8;)}7, (n finito ou infinito) uma cole¢ao
(finita ou enumerével) de intervalos disjuntos cuja uniao ¢ V. Entao Yo (Bi—a) < de
pela escolha de & temos que S |h(3;) — h(ai)| < e. Como E C |Ji,(ai, 3i) resulta que
A(h(E)) < e. Como ¢ > 0 é arbitrario e a o-algebra dos Borelianos munida da medida

de Lebesgue forma um espago de medida completo segue-se que A(h(E)) = 0.

2) — 3) Definimos a funcdo ¢ : [a,b] = R por g(z) = « + h(z). Se a h-imagem
de um intervalo de comprimento 1 tem comprimento 77', entao a g-imagem do mesmo
intervalo tem comprimento 7 + 7. Deste fato, segue que g satisfaz 2. Dado E € B
escrevemos E = E, U Ey, onde A(Ep) = 0 e E; é uma uniao enumeravel de conjuntos
compactos, sendo ¢ continua resulta que g(E;) também é uma uniao enumeravel de
conjuntos compactos e g(E;) € B. Como g satisfaz 2 temos que A(g(Eo)) = 0. E como

g(E) = g(E;) U g(Ey), isto implica que g(E) € B. Entao definimos

u(E) = Ag(E)), E€B.



Como g é injetora ela aplica conjuntos disjuntos em conjutos disjuntos. A o— aditividade
de X implica que g é uma medida em B. Também temos que p < A uma vez que g
satisfaz 2. Entéo, pelo Teorema de Radon-Nikodym existe £ € LY(X) tal que du = € dA.
Se E = [a, 2], entdo g(E) = [g(a),g(x)] e

gla) ~ gla) = Mgl B)) = w(E) = [ €dn
E
Da definigao de g resulta que

h(z) — h(a) = /[ '](.f —1)dA.

Portanto h'(x) = £(2) — 1 Lebesgue q.t.p.

3) — 1) Como h' € L'()), entao existe uma medida y definida por du = h'dX.
Como gt < A, pelo Teorema 1.1.2, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que p(£) < ¢ sempre
que \(E) < 4. E, particularmente, no caso em que E é uniao de intervalos disjuntos
{(es, B:)}i, tal que U, (ay,B:), temos que ) ', |h(a;) — h(3:)| < €. Disto resulta que

h é absolutamente continua. §

1.2 Funcoes Holder continuas

Definigéo 1.2.1 Uma fungdo h : [a,b] = R € dita (a, M)-Hélder continua, se para todo
z,y € [a,b] verifica-se que

|h(z) — h(y)| < M|z —y|°.

Entdo h € dita Holder continua se for (a, M)-Hélder continua para algum (o, M). Em
particular, quando o = 1, dizemos que h € M-Lipschtziana. Dizemos que h € Lipscht-

ziana se for M-Lipschtziana para algum M.



Lema 1.2.1 Considere uma fungdo h : [a,b] = R, entdo temos que:
1. Se h € de classe C' entdo h ¢ Lipschtziana.
2. Se h € (a, M)-Holder continua com o > 1 entdo h € constante.
3. Se h € LP(X) entao H(x) := f[a‘r] hd\ € (%, M)—Hélder continua, onde i—{— % =1

e M := (f[a,b] |h|P dX)Y/P.

Prova: 1) Se h é de classe C'! entao para x,y € [a,b] temos, pelo teorema do valor

médio, que existe z, € (z,y) tal que
Ih(z) — hy)] = W (2ol = ol
Segue entao que h é M-Lipschtziana para M := sup{|h'(2)]; x € [a.b]}.
2) Se a > 1 entao para & € [a,b] temos que

|h(x + 5; — h(x)] < M|sp.

Disto resulta que h é derivavel e h'(x) = 0 para todo « € [a,b]. Portanto h é constante.
3) Para todo @,y € [a,b] temos que

|H(z) - Hy)|=| [ hd

[y,2]

e da desigualdade de Holder concluimos que

|H(z) — H(y)| < (/ |]7|P(D\)l/p(/ |17 ([)\)l/q < Mz — y|l/",
T y,g;]

[y,7]

concluindo a prova tomamos M := (f[a‘b] |R|P dX)!/P x

()]



1.3 Homeomorfismos quase-simétricos

Definigdo 1.3.1 Dado K > 1, um homeomorfismo h : [a.b] — R ¢ dito K —quase-
simétrico, se para todo x € [a,b] e € > 0 tais que a« < v — ¢ < x + ¢ < b verifica-se

que
i' < |h(x + €) — h(x)] <K
K ~ |h(z) = h(z — €)

Dizemos que h € quase-simétrico se for N -quase-simétrico para algum K.

Lema 1.3.1 Se h : [a,b] = [c.d] € um homeomorfismo quase-simétrico, enlao para todo
A > 0 existe B> 0 tal que, se J, € Jy sdo intervalos adjacentes contidos em [a,b] com

|Ja| < A|Jy U Jy, verifica-se que |h(J2)| < Blh(J; U Jo)|.

Prova: Sejam J; = (2,v) e Jo = (v,y), onde v < v < y. Denifimos w, € J; U J,

wn+y s oo >
=t A sequeéncia {wa}22, assim

indutivamente tomamos wy = = e em geral wp4y =
definida é crescente e converge para y quando n tende a infinito. Portanto existe N tal
que |y —wnyi]| < Alr —wyii| e wy < v < wygr. Como h é quase-simétrico, para todo

7 > 1 temos que

|h(wi) = h(wi-1)| 5 1
h(y) = hlw)] = K
e
|h(wi-1) — h(y)] _ A(wi1) = h(wi)| + |h(wi) = h(y)] A +1
|h(wi) — h(y)] |h(wi) — h(y)| N
Portanto
I
) — < ) —_ h(
[hfes) = ()] € 755 hleim) = h(y)
e entao,
Wl < 1 } < (A }
B < Ihly) = hn)] < (155) 1hw) = h(a)
LN \N
() o
AN
Tomamos entao B = (H]_‘[\.) . 5
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Do Lema anterior sabemos que quando A tende a zero, entao N tende a infinito e

isto resulta que B também tende a zero. Deste fato temos seguinte corolario.

Corolério 1.3.1 Seja h : [a,b] = [¢,d] um homeomorfismo quase-simétrico. E, dado

um ponto & € [a,b]. sejam {322, {yk}iZ, seqiéncias em [a,b] com z < yp < T ou

lzke—yk]
EEd

lim |h’(:k) — h(U’»)'
k=oo |h(zx) — h(a)|

x < yp < zx para todo k. Entdo, se limyo 0, verifica-se que

=

1.4 Virios tipos de homeomorfismos
Estudamos aqui a relagao existente entre as varias classes de homeomorfismos.

Lema 1.4.1 Se h : [a,b] = [c,d] € um difeomorfismo, entdo h € quase-simétrico.

Prova:

Se h é um difeomorfismo entao para todo & em [a,b] verifica-se que

lim |h(x + €) — h(z)| —lim |h(z) — h(z — €] —(2)

e—0 € e—0 €

e sendo h'(z) # 0 tem-se que

. |h(z +€) —h(z)| _
=0 [h(z) — h(z —€)|

o0
n=1

Entretanto se k nao é quase-simétrico, entao existem duas seiiéncias {z,}52, e {€a

tal que
|h(2n + €n) — h(an)|
[h(2n) — h(2n — €a)]

> n.



Pela compacidade do dominio de h existe uma subsequéncia convergente, a qual chama-

mos também {e,}°%,. Estamos interessados no caso em que ¢, tenda a zero. Seja v o

n=1"

limite da correspondente subseqiiéncia {z,}.,, entao verifica-se que

. |h(z +€) — h(x)|
lim =

=0 |[h(z) — h(x — €)] -

[sto contradiz o resultado anterior. .

Lema 1.4.2 Se h : [a,b] = [c,d] € um homeomorfismo quase-simétrico entio h € Holder

continuo.

Prova: Seja h : [a,b] — [¢,d] um homeomorfismo N —quase-simétrico. Entao se

G = logzl'}'—\.]" e C = 2*|h(b) — h(a)|/(b — a)®, mostramos que

|h(z) = h(y)] < Clz —y|°

Suponhamos que ¢ < y ey 2> “;b. Se y < —;Q consideramos o homeomorfismo g :

[a,b] = [c,d] definido por g(z) = h(a) + h(b) — h(a + b — x). Desta forma este caso se

reduz ao caso anterior. Como na prova do Lema 1.3.1 definimos wy = a e indutivamente

Wny1 = “’"2“'. Entao existe N tal que wy < @ < wp 41 € entao resulta que
)=kl < () I — hly)
v(x) — h(y W(a) — h(1
y - 14+ i “ Wy
N o
< |h(v) - h(a)l(3¥)
Como
ly—=l 1
ly —al = 28!
temos que
—z|¢ h b —/ | 220‘
Ih(z) — ()] < [A(e) — Aoz L2l < RO ZMORT, )
ly — al® (b—a)*
Isto conclui a demonstracao. .

os]



Do que vimos até o momento concluimos, em particular, que no caso de um homeo-

morfismo h : [a,b] = [, d] verificam-se que:

e Se h é um difeomorfismo entao h ¢ quase-simétrico.
o Se h é um homeomorfismo quase-simétrico entao h é Holder continuo.

e Se h é um homeomorfismo absolutamente continuo entao h é diferenciavel Lebesgue

q.t.p.

1.5 Exemplos

Os exemplos abaixo mostram que as reciprocas dos Lemas da segao anterior nao se

verificam.

Exemplo 1.5.1 A fungdo h : [0,2] — [0,2] definida por

W) ﬁ se0 <2 <1
() =
Ve—14+1 sel<a<2

¢ Holder continua. mas ndo € quase-simétrica(veja a Figura 1.1).

Provamos que h é (v/3,1/2)-Holder continua. Para isto consideramos trés casos:

Caso 1: Sejam z,y em [0,1] com = < y. Entao
ly — 2| — |Vy — V|’ = —22 4+ 2,/zy > 0

e portanto
VY — Vel <y — |2

Caso 2: Sejam z,y em [1,2] com 2 < y. Entao 0 < @ —1 <y —1 < 1 e resulta que

Ih(y) — h(z)| = |v/y =1 = Va =1 <y — |



[S%)

Figura 1.1:

Caso 3: Sejam 2 em [0,1) e y em (1,2]. Como i é um homeomorfismo temos que
) ) Y |

() — h(x)] = [h(y) — b)) + |A(1) = h(@)] < ly = 11/% + |1 — 2]/
Mas como |y — 1| < |y — @] e |z — 1| < |y — x| temos que

(y= 1072+ 1 =[P = ly—1]+ 1 —a|+2ly — 1}/2]1 — o]/

< ly—za[+2ly—a| =3y -z
e disto resulta que
|h(y) — h(x)] < V3ly — |2,

Desta forma concluimos que h é (y/3,1/2)-Hélder continua como queriamos. Entretanto,

para « = 1 temos que

Bi+a—hD)l _ Ve
|h(1) —h(1 —¢€)] 1—V1—c¢

e como este quociente tende para infinito quando € tende a zero concluimos que h nao é

quase-simétrica.

Exemplo 1.5.2 A fungdo h :[0,1/2] — R definida por

hay= | ) /Eg'(—%) sex € (0,1/2]

0 sex =0
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€ absolutamente continua mas nao € Holder continua.

Sabemos que h é diferenciavel em (0,1/2] e disto resulta que h é absolutamente
continua em [0,1/2]. Provaremos que h nao é Holder continua. Para isto consideramos
12
{ e /7" se x #£0,

gi(z) =
9(x) 0 sexr =0

e go(x) = 2 com a > 1. Temos que ¢;(0) = ¢g2(0) =0 e

1
2e 2%

— >0

g(x) — g (x) = az® ™t + "

para todo & > 0. Portanto go(x) > ¢i(x) para todo @ > 0. Como h e g, sao funcoes
inversas uma da outra temos que h(x) > x'/® para todox > 0 e a > 1. Entao concluimos

que h nao é Holder continua.

Exemplo 1.5.3 A fungdo h : [—1,1] = [—1,1] definida por

—z3, seax € [-1,0]
h(z) = )
a?,  sex €[0,1]

¢ um homeomorfismo de classe C'' mas ndo € quase-simétrico. De fato, para = = 0,

temos que

|h(x 4 €) — h(x)| i

|h(z) — h(x —¢)| €

e este quociente tende para infinito quando ¢ tende para zero.

Exemplo 1.5.4 Existem homeomorfismos h : [0,1] — [0.1] que sdo quase-simétricos

mas ndo sdo derivdveis em um conjunto denso em [0,1].

Um tal homeomorfismo h : [0,1] — [0,1] pode ser obtido como limite de uma
seqiiéncia de homeomorfismos quase-simétricos h, : [0,1] = [0,1] a qual construimos
indutivamente, a saber:

Passo 0. Definimos ho(z) = ; para z € [0, 1].
Passo n+1. Dado h, definimos h,y; como sendo o homeomorfismo que satisfaz as

seguintes propriedades: (Veja a Figura 1.2)
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1. Paral < k < 2"t! . arestricao de hpyy a [(k— 1)27""! k27"7'] é uma fungao linear

afim.

o

Para 1 < k < 2" verifica-se que Rpg1(2k27771) = ho(R277).
3. Se n é impar verifica-se que
¢ —-n—1 1 o—n 3 —n
hag1((2k —1)2 ) = Eh"((k —1)27") + qh.,,(kZ ).
4. Se n é par verifica-se que

hog1 ((2k = 1)27771) = %Iz.n((k 1R+ 311,1(1;2‘")

Caso n wmpar Caso n par

Figura 1.2:

Da definicdo acima resulta que para cada n, o homeomorfismo h,4; ¢ definido dividin-
do cada intervalo de linearidade de h, em dois subintervalos de linearidade. A razao dos
declives dos dois subintervalos gerados a partir de um intervalo de linearidade é 3. E em
geral, considerando apenas pontos de nao-linearidade, verifica-se a seguinte propriedade:

no caso n par, para 1 <k < 2", temos que

hapr(2(k — 1)27"7Y) = ha((k—1)27")

: 1
hap((2k =127 = %l"n((/\‘—1)2'”)+1/1n(k2'")



Rap1 (2627771 = hu(k277)
3 1
Ropr ((2k + 127771 = Zhn(lc'z’")+—l,,((k+l) ")

st (20 +1)27"7Y) = ho((k+1)27)

NN

Deste fato resulta que se
3|hn(k27) = ho((k — 1)27™)| = |ha((k +1)277) — ha(k277)]

verifica-se que o quociente

| A1 (2 +1)27"71) = hyyg (27771
|1 (127771) = Ryt ((7 — 1)27771)|

(1.1)
é igual a 3 quando 1 =2k + 1 e a 1 quando ¢ = 2k. E se
i (K27) = ha((k — 1)27)] = 3Jhn((k +1)2) = ha(k2™)

verifica-se que o quociente de (1.1) é 3 para i = 2k £ 1 e para ¢ = 2k verifica-se que

Jhap1((2k 4+ 1)27771) — hpa (2627771 1
Ih‘n+1( k2-» ) - lln+1((2k - 1)2—"'_1

Neste caso, para n + 2 temos que

2) = hap((2k - 1277

1= %hm((?k— 1)2‘"“)+§hn+1(2k2-"—1)
hny2(2(2k ‘2‘"‘2) = hnpr (2627771
el 2(28) + 1027 = There ) 4 Sh(h 4 02
hata(2(2k +1)27"F) = hup((2K +1)277)

E resulta que

Ihn+2 (l + 1)9 n- 2) "'hn+2( 2" )| — 1
|hng2(227772) — hpya((2 — 1)277

para ¢ = 4k £+ 1,4k. Para n impar é semelhante.
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Disto resulta que, para cada n, a razao dos declives de cada dois intervalos de li-
nearidade adjacentes é apenas 3 ou 9, isto é, h, é 9-quase-simétrica. Segue a partir da
definicao que h, converge uniformemente para um homeomorfismo & o qual também é 9-
quase-simétrico. Entretanto h nao é derivavel no conjunto de todos os numeros racionaits

cujos denominadores sdo poténcias de 2 e este conjunto ¢ denso em [0, 1].

Exemplo 1.5.5 Existem homeomorfismos h : [0,1] — [0,1] que sdo quase-simétricos

mas ndo sdao derivdveis em um conjunto de Cantor.

Para obter um tal homeomorfismo consideramos dois conjuntos de Cantor obtidos do
seguinte modo: Sejam 0 < a < 3 < 1. Retiramos do intervalo I = [0, 1] o seu intervalo
aberto médio BY tal que |BY| = alI|. As componentes conexas de '\ BY sao denotadas
por L% e LY. Em seguida retiramos de cada L9 o seu intervalo aberto médio Bj tal
que | B}| = B|L3]. As componentes conexas de (LU L3) \ (Bi U Bj) sao denotadas por
L!, L}, L} e L}. Continuamos, indutivamente, a retirar da partir do intervalo L7, onde
j € {1,---,2"1}, o seu intervalo aberto médio Bi*' tal que |Bi*!| = a|L?| se n é par
e |BI*!| = B|L?| se n é impar. As componentes conexas de (Ufi}” L)\ (Uf::rl BitY)

sao denotadas por L;-’H; j =1,---2""2 Entdo o conjunto

co 27

KN=1\|JJB}

n=o j=1

¢ um conjunto de Cantor.
Repetindo este mesmo processo, desta vez retirando primeiro o intervalo aberto médio
de proporgao 3 e em seguida o de proporcao a e continuando de forma alternada como

antes obtemos o conjunto

oo 27

f\"—‘[O,l]\UUB?,

n=0i=1

onde B? é intervalo aberto médio retirado de L}l_l

na n—eésima etapa do processo. Cha-
mamos L7, onde j € {1,--- ,2"+11 " a0s intervalos restantes da n—ésima etapa do pro-

cesso. Entao o conjunto A" também um conjunto de Cantor.
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Da construcao de A" e IV, temos a seguinte estimativa:

B = a 1By =8

|B)| = 55 |BY| = 4P

IBfm_‘| — (1—0)22(71"—_/]3)""'/3 |B]2m—1l _ (l—o)';;:l(—ll—ﬁ)"'a
|B¥m| = U=alPUof)Te |Bom| = (=e) (1-p)
|L§""'| = (1—a);’;§:_—lﬁ)"'-‘ |i§""‘| _ (1—0);';;'_(:—6)"'
L] = UseLUAnjfm < el

Agora, podemos definir um homeomorfismo quase-simétrico h : [0,1] — [0, 1] tal que

h(K) = LK. Procedemos do seguinte modo: a restrido h|g é uma fungao linear afim
J

crescente que aplica E? bijetivamente em BJ’-‘, para todo j = 1,---,2" en > 0. Em
seguida estendemos h a [0, 1] por continuidade. Entao temos que em cada intervalo _B?

(l—ﬁ)a l s . E d , ) C‘
(1—0)B quando n € umpar € o quando n e par. Lomo vemos na

. . . . LT . (1-)
estimativa acima o quociente

a funcao h tem declive

no caso n impar e 1 no caso n par. Ou seja

7 € (1-a)
. . A ‘o B w (1-B)a
em [0, 1] a fungao h possui seu declive no maximo = e no minimo -5

. , 1—a)3? .y ,
resulta que h estendida é um homeomorfismo tl_—g;’;—quase-sunetrlco. Por outro lado é

Portanto, disto

facil ver que h nao é derivavel em K.

Em geral, dadas duas seqiiéncias {a,}22, e {an}o2, com 0 < an,a, <1 para todo n,
sejam K, e I conjuntos de Cantor obtidos, retirando os intervalos abertos médios de
PIOPOICAO Qv , &y, Tespectivamente na n-ésima etapa do processo. Entao a funcao definida
como no exemplo anterior conjuga A, e Nz quase-simetricamente, se existir M > 1 tal
que para todo n verifica-se que

LY ?‘:l<ﬂ) < M.
M~ 6, “'\1-&/~

No entanto esta conjugagao nao é derivavel em I,.

Existem também muitos exemplos de conjugacoes entre duas fungoes do circulo ou do

intervalo que sao quase-simétricas mas nao sao absolutamente continuas. Dentre estas



conjugagoes existem varios exemplos interessantes de homeomorfismos, a seguir citare-
mos alguns. Inicialmente observamos que se g : S' — St é um difeomorfismo C'? cujo
nimero de rotacio p, ¢ irracional existe uma conjugagao h : St — S'entre f e R,,, onde
Ry, : St — S' é a rotagao de angulo py. No caso em que g é de classe C° e p,
phantino esta conjugacao é de classe C'!, veja [YJ]. No caso em que gi,9; : St — ST sao
funcoes de classe C'* expansivas e do mesmo grau d > 2, elas sao quase-simetricamente
conjugadas, veja [SM] e [MS]. Por outro lado se gy, g sdo conjugadas por um homeo-
morfismo absolutamente continuo com inversa absolutamente continua resulta que g, g
sio C'! conjugadas, veja [SS]. Portanto Dh(g(x)) Dyt (x) = Dgy(h(x))Dh(x) para todo
2 € S! e conseqiientemente os autovalores dos pontos periddicos correspondentes de g,
e g, coincidem. Entao se gy, g2 de classe ("' possuem pontos periddicos corresponden-
tes com autovalores diferentes elas sao quase-simetricamente conjugadas. No entanto
esta conjugacio nao ¢ derivavel na érbita negativa destes pontos periédicos nao sendo

portanto absolutamente continua.

Em [BA] foi provado que existe uma funcao quase-simétrica que € puramente singular,
isto é, tem derivada nula em um conjunto com medida de Lebesgue total. Neste caso a
referida funcao nao é absolutamente continua. De fato, se ela é absolutamente continua
entao, do Teorema 1.1.3. é uma fungao constante que nao é um homeomorfismo. Deste
fato resulta que a quase-simetria nao implica a continuidade absoluta. Observamos que
no caso de homeomorfismos diferenciaveis, Holder continuos, absolutamente continuos
o homeomorfismo inverso pode ndo possuir estas propriedades. No entanto no caso de
homeomorfismos quase-simétricos o homeomorfismo inverso também é quase-simétrico.
Veja em [MS] outros comentdrios sobre conjugacao quase-simétrica ou absolutamente

continua em Dinamica unidimensional.
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Capitulo 2

Dinamica de Funcoes Unimodais

Neste capitulo estudamos alguns aspectos da dinamica unidimensional. Em particular
exibimos uma propriedade importante satisfeita pelas fungoes unimodais de classe C? que

sao quase-simetricamente conjugadas a func¢oes tendas.

2.1 Conceitos basicos

O sistema dinamico gerado por uma fungao unimodal f : I — [ envolve infinitas
funcdes, as iteradas de f, definidas indutivamente por f' = f e f**! = fo f*. Parale-

lamente dado um ponto = em [—1, 1], temos as nogoes de érbita postiva de x
orbj(z) :={y € Ly= f*(x), n 2 0},

orbita negativa de
Obe(m) ={yel;f"(y) =z, n>0}

e grande orbita de x

orbs(2) = {y € I; ["(y) = f™(x), n.m 2 0}.
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Uma das metas principais da teoria dos sistemas dinamicos ¢ descrever as proprie-
dades assintoticas das orbitas de um dado sistema. Fixemos uma funcao unimodal
f: I — I e definimos o conjunto w—limite de um ponto = € I (o qual denotamos por
wy(x)) como sendo o conjunto dos pontos de acumulacao da seqiiéncia {f"(x)}52,. Dito

de outra forma temos que
oo o
w(z) = U /().
k=1 n=k

No caso de uma funcido unimodal o comportamento da érbita do ponto critico ¢
determina vérios aspectos da dinamica gerada por esta fungao. Entao a estrutura do

w—limite do ponto critico ¢, o conjunto wy(c), serd de particular interesse.

Definicao 2.1.1 Um ponto p € I ¢ chamado um ponto periédico de periodo n de wma
fungao unimodal f se fi(p) # p para0 < i <n e f*(p) = p. A bacia de atracao de um

ponto periddico p, a qual denotaremos por By(p), € definida por:

By(p) := {y : w(y) = orb} (p)}-

A bacia imediata de atracao de p € a componente conexa de By(p) que contém p. Um
ponto periddico p ¢ chamado atrator se a sua bacia de alragdo contém um intervalo

aberto.

Um intervalo J C I é dito intervalo errante para f se J nao esta contido em uma

bacia de atrator periédico e os intervalos f(J). n > 0 tém interior dois a dois disjuntos.

Lema 2.1.1 (Principio da Contragéo) Seja J um intervalo tal que inf,50 | f"(J)| = 0.
Entdo, ou J € um intervalo errante ou estd conlido na bacia de atragio de algum atrator

periodico.

Prova: Se T = U,>of"(J) entao f*(T') C T para todo k > 0. Consideramos dois

casos:

Caso 1: Suponhamos que existam n > 0 e uma componente U de T' tais que f*(U)N

U # ¢. Como T ¢é invariante temos que f*(U) C U e portanto f™ possui um ponto fixo



em U. Se f" possui um ponto fixo p no interior de U/ entao existe i tal que p € fi(J).
Como inf{|f"(J)|; n > 0} = 0 resulta que J esta contido na bacia de atragao de p. Se
f™ nao possui um ponto fixo no interior de U/ entao f™* possui um ponto fixo p no bordo
de U e neste caso podemos ter que f*(U/) C U, ou que f*(U) = U. Se f*(U) C U resulta
que J esta na bacia de atragao de p e se f*(U) = U resulta que [" possui um outro

ponto fixo ¢ no bordo de U. Entao J estd contido na bacia de atragao de p ou de g.

Caso 2: Suponhamos que para toda componente U/ de T', f*(U)NU = ¢, para todo
n > 1. Entao como T é invariante f*(U)N f™(U) = ¢, para todo n > m > 0. Isto implica

que, ou U ¢é intervalo errante ou [/ converge para uma orbita periddica atratora.

Do Principio de Contragao temos um corolario imediato.

Corolério 2.1.1 Se uma fung¢ao unimodal f : I — [ nao admite intervalos errantes

entdo para todo € > 0 existe § > 0 tal que |f"(J)| > & para qualqguer n >0 ¢ |J| > e.

Definicao 2.1.2 Um intervalo J C I € chamado intervalo periddico de [ se:
1. Existe n > 1 tal que f"(J) C J e f*(9J) C 9J.
2. Os intervalos J,---, f*~1(J) possuem interior dois a dois disjuntos.

O inteiro n > 1 € chamado periodo de J.

Observamos que se J é um intervalo n-periédico da fungao unimodal f e U:':_Ol fi(J)
contém o ponto critico ¢, entao f*|; : J — J é também uma fun¢ao unimodal. Neste
caso dizemos que f é renormalizdvel e que f"|; é uma renormalizacao de f. No caso
em que f possui um nimero infinito de intervalos periédicos chamamos-na infinitamente
renormalizdvel e no caso contrario chamamos-na finitamente renormalizavel. No caso em

que f nao possui intervalos periddicos chamamos-na nao-renormalizdvel.
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~ ‘ ’ ¢ , -~ P 2m-}-l 7
Uma funcao tenda 7, com V2 < a < 2 é nao-renormalizavel e se V2 < a <
m = ’ . v g . ai
2 para algum m > 1 entao T, é finitamente renormalizavel e possui intervalos 2'-
eriédicos parai = 1,---,m. Disto resulta em particular que nao existem funcoes tendas
L]

infinitamente renormalizaveis.

Um exemplo de uma funcgao unimodal infinitamente renormalizavel é a fungao de
Feigenbaum-Tresser e um outro exemplo de fungao unimodal nao-renormalizavel é a

funcao de Fibonacci, veja secao 3.3

2.2 Conjugacao quase-simétrica

A relacio de equivaléncia natural para expressarmos a nogao de “mesma dinamica”
é o que chamamos conjugagao, a saber: duas fun¢des unimodais f e g dos intervalos I;
e I, respectivamente, sao conjugadas se existe um homeomorfismo h : I; — I, tal que
hof = goh. Um tal homeomorfismo, chamado uma conjugagao entre f e g, aplica
érbitas de f em orbitas de g e preserva as suas propriedades topoldgicas. No entanto
muitas vezes temos interesse em propriedades métricas e geométricas do sistema. Entao
quanto mais regularidade possui a conjugagao h mais propriedades serao preservadas, por
exemplo: h sendo absolutamente continua temos que f possui uma medida invariante
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue entao o mesmo se verifica
para ¢g. No caso em que h é quase-simétrica Sands e Nowicki provaram em [SN] que f

satisfaz a condicao de Collet-Eckmann se, e somente se, o mesmo ocorre para g.

Dada uma funciao unimodal finitamente renormalizavel podemos renormaliza-la um
ndmero finito de vezes e obter uma funcao unimodal nao-renormalizavel. Nos restrin-
gimos entao ao caso de fungoes unimodais que sao nao-renormalizaveis. Assumimos
também que f nao possui atrator periddico e nao possui intervalos errantes. Nestas
condicoes sabemos que f é topologicamente conjugada a uma funcao tenda 7, com

V2 < a < 2. Com bastante freqiiéncia esta conjugacao € Holder continua. De fato,



de [NP] resulta que existe um conjunto de parametros em (v2,2], digamos P, tal que
MP) > 0 e para todo a € P tem-se que a funcao quadritica g, ¢ Holder continua-
mente conjugada a uma funcao tenda T,. Infelizmente nao podemos esperar que estas
conjugacdes sejam muito mais regulares do que Hélder continuas, veremos que para um
conjunto de parametros em (v/2,2]. digamos Q. tal que A(Q) = 1 e para todo « € Q
tem-se que T, nunca é quase-simetricamente conjugada a uma funcao unimodal de classe
(2. O Lema a seguir estabelece uma primeira propriedade a qual as fungoes unimodais

de classe C'? que sao quase-simetricamente conjugadas a funcoes tendas devem satisfazer.
o

Lema 2.2.1 Seja h : I — 1, uma conjugagio entre uma fungao unimodal [ ¢ uma
fungdo tenda T, (ho f = T, 0 h) com V2 <a <2 Seheh™ sio (a,C)—Holder

continuas entdo existe M tal que para todo intervalo J C I = [—1,1] verifica-se que

7(J)

L(J) =Y _If() < M,
1=0

onde 7(J) = maz{i; fi|; ¢ mondtona}.

Prova: Tomamos M tal que # > ('2001=m/2) para todo m > M — 2 e suponhamos

por contradigao que existe J tal que L(J) > M. Entao resulta que

7(J)

M < L(J)= ) IF(DI < 7).
1=0

Afirmamos que existe ¢ tal que

: ; 1
r(J)—i>M-2¢e |f(J)|> (—m
De fato, se nao for este o caso verifica-se que
r(J)-M+2 |
L(J)<M -2+ ; m«w.



Da definicio de 7(J) sabemos que T, expande o comprimento de i(.J) com o fator a > V2

até 7(J) iteragoes. Entao escrevendo m = 7(J) — ¢ temos que
h(Fi(I))] = (RO < @™ AT < 2V

Assumimos que ¢ = h(c) =0 e que fi(J) = (x,y) C [0,1]. Entao h((x,y)) C [0,1] e pela

escolha de M,

V
Vv
Q
o
Q
-
|
3
=
~
L]

lx — y

vV

Cla(fi()° = C

h(x) = h(y)I°

Portanto A~! nio pode ser Hélder continua. Isto contradiz o fato de que h=1é (a,(')—Hdlder

continua. B

Dada uma funcio unimodal f dizemos que seu ponto critico ¢ tem ordem [ se existir
um difeomorfismo ¥ de classe C'™ tal que ¥(0) = 0 e f(z) = f(c) — [¥(x — ¢)|'. No caso
em que a funcdo unimodal é de classe C'? tem-se que [ > 2. O ponto critico de uma

funcao unimodal serd dito nao-flat no caso em que a sua ordem for finita.

Lema 2.2.2 Seja f: [ — I uma fun¢io unimodal de classe C* cujo ponto critico c tem
ordem | > 2. Entdo existem 1 < [, < | e wma vizinhanga V' 3 ¢ tais que para todo v € V

e todo y € (c,z) se f(z) < f(y) < &%(T) tem-se que

e =yl _ 11/() = 1)l
le —¢| T L |f(z) = f(c)|
Prova: Assumimos ¢ = f(c) = 0 e consideramos f(z) = |¢(z)|'. Tomamos V' uma

vizinha de ¢ tal que para todo = € V verifica-se que f"(x) > 0 entio temos que () >0

ou " (z) < 0 para todo = € V. Pelo teorema do valor médio:

If() = f(y)] = |z = yllf(€)] = la =yl (Ol (E)]"

o
o



onde 0 < |y| < |€] € |z|. Como [f(y) > f(x)/2 resulta que [¥(€)] > [v(y)] 2

lv(x)](1/2)! e entao concluimos que

1\=n/t
)= F) 2 e =pl(5) W @@

Da escolha de V' temos que [’ (€)| > |¢*(x)|/|¢| e portanto

/(@) = fl o e~y (1)“-”/’
|f(x) = fla)] = [ —c|\2

Tomando [,(l) = l(%)("”/' temos que (“Z;” = (%)“"1)/1(1 — l-o;lz) e portanto [,(l) € uma

funcao crescente para [ > log2. Como [,(2) = V2 concluimos que [ (1) > /2 para todo

[ > 2. |




Capitulo 3

Principais Instrumentos

No estudo de propriedades métricas do sistema dinamico gerado pelas iteragoes de
uma funcdo unimodal f é indispensavel que se tenha estimativas da distor¢ao ou da nao-
linearidade das iteradas f" em certos intervalos. Neste capitulo introduzimos ferramentas

importantes que nos permitem ter estas estimativas.

3.1 Razao cruzada

Definigao 3.1.1 Sejam J,T dois intervalos tais que J C T e T\J possut duas compo-
nentes conexas L e R. Dizemos entio que T € uma §-vizinhanca de J se |L| > 6]J| e

|R| = 4]J].

Definicao 3.1.2 Seja g : [a,b] = [c,d] uma fungdo de classe C''. Se g ndo possui pontos
criticos, definimos a distor¢do de g em um intervalo U C [a,b], denotada por dist(g,U),
do seguinte modo: ’

lg ()]
lg'(y)]

dist(g,U) := sup{ ; X,y € U}.



A quantidade dist(g,U) é uma medida de quanto a funcéo g distorce a razao de dois

intervalos adjacentes J;, J, contidos em U. De fato definimos a razao de J,, J; por:

o
R(Jy, J2) = H
Consideramos entao o seguinte quociente
R(g(J1),g9(J
S(g, vy J2) = (Jh(?(}]) ‘32)2))

Verifica-se entiao, no caso em que ¢ é de classe C'!, que se dist(g.U) < K resulta
que S(g,Jy,J2) < K para quaisquer intervalos adjacentes Jy. J,. A reciproca deste fato
também é verdadeira. O caso em que estamos mais interessados é o caso em que g ¢
certas iteradas de uma funcéo unimodal. Entdo a presenca de pontos criticos dificulta
obtermos boas estimativas para dist(g, U) e neste caso tanto dist(g, ) como S(g,Jy, J2)
podem ser arbitrariamente grandes. Introduzimos entdo a razdo cruzada de trés inter-

valos adjacentes.

Definigio 3.1.3 Sejam J C T intervalos limitados tais que T\J possui duas compo-

nentes conexas L e R. Entdo definimos a razio cruzada desses intervalos por

J||T
D(T.,J) = IIL—H'

Seg:T — N € uma fung¢ao continua e mondtona, definimos

D(g(T),g(J))
D(T,J)

~

B(g,T,J) =

Observamos que se J = [z,y] C T entao

J J
dr(z,y) = log(1 + D(T,J)) = log(1 + %) + log(1 + ||F||)

define uma métrica no intervalo T a qual é chamada de métrica de Poincaré do intervalo

T.

o
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Seja ¢ : R = R uma transformagao de M&bius, isto é, uma fungao definida por

ar+b

oa)=——p

onde a,b, ¢, d sao nimeros reais tais que ad — bc # 0. Verifica-se entao que ¢ preserva a

razao cruzada de trés intervalos, ou seja, B(¢,T,J) = 1. Também verifica-se que

dyry(d(2). d(y)) = dr(,y)

o que significa que ¢ é uma isometria entre os intervalos T e ¢(T) munidos das suas

respectivas métricas de Poincare.

A seguir introduzimos a derivada de Schwarz que nos permiti definir uma importante
classe de funcoes g : T — ¢(T') para as quais B(g, T, J) > 1. Estas funcoes sao expansoes

se consideramos 7' e ¢(T') munidos das suas respectivas métricas de Poincaré.

Definicdo 3.1.4 Se g : [a,b] = [c,d] € uma fungdo de classe C* definimos a sua derivada

de Schwarz por

o g(@) 3rg (2))?
o)) = J'(x) _E(g'('z')> '

se g (z) #0. Se ¢g'(x) = 0 definimos Sg(x) = —oo. Dizemos que g tem derivada de
Schwarz negativa se Sg(x) < 0 para todo x. Uma fungdo unimodal com derivada de

Schwarz negativa € chamada S-unimodal.

Segue-se facilmente que se ¢ é uma transformagao de Mobius entao S = 0. Se
P(z) é um polinémio com coeficientes reais cujas raizes sao todas reais e distintas entao
verifica-se que SP < 0. A classe das fun¢des S-unimodais forma um conjunto aberto na

topologia C>.

Lema 3.1.1 Sejam f : [¢,b] = R e g : [c,d] = R fungées de classe C° tais que
9([e,d]) C [a,b] entdo

!

S(fog)z)=(Sfog(x)): (g (x))*+ Sg(x).



Em particular se Sf <0 ¢ Sg < 0 resulta que S(f og) <0.

Prova: Usando a regra da cadeia, verifica-se que

] I

(fog)(x) = f(g(a))g (2)

(fog) (x) = f"(g(x)g (@))% + [ (g(x))g ()

(fog) (2) = f"(g(x))(g (2))® +3f (9(x))g (x)g" (x) + [ (g(x))g" (2).

Portanto temos que

o
S(Fegllx) = r0y) Floe) | g
3 (e @) g @)y
2\ [ (g() +g'(w>>
) 3 )N, 91 3 g @)y
= [Ty ~ 3 Cren) 1@+ 5 (7))
— Sf(g(x))(g(x))* + Salz)

De acordo com o Lema acima temos que a composigao de duas fungoées com derivada de
Schwarz negativa resulta em uma fungao com derivada de Schwarz negativa. Este fato
faz da classe das funcdes com derivada de Schwarz negativa uma classe de particular

interesse para sistemas dinamicos.

Lema 3.1.2 Se Sg < 0, entdo |g'(x)| ndo possui valor minimo local positivo.

Prova: Suponhamos que o seja ponto critico de g (z), isto é ¢g'(zo) = 0. Como
Sg(xo) < 0, temos que ¢" (20)/g (x0) < 0. Isto prova que ¢"(z0) € ¢ (z0) tém sinais

opostos. |

Lema 3.1.3 Se g : [a,b] = R € uma fungdo S-unimodal e mondtona entdo para todos

intervalos J C T C [a,b] temos que B(g.T,J) > 1.

o
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Prova: Sejam T = [v¢, 7). J = [0, y1] € @ uma transformagao de Mobius tal que ¢og
fixa as extremidade de T e yo. Disto resulta que ¢(g(y1)) > y1. De fato, suponhamos

por absurdo que ¢(g(y1)) < yi. Entdo, pelo Teorema do valor médio, existem pontos

to € [20,%0)s t1 € [Yo, y1] € L2 € [y1, 1] tais que

é(g(yo)) — #(g(xo))

D(¢ o g)(to) = . : _ 1

Yo — o
D(gog)(ty) = 2o = é(g(yo)) "

Y1 — Yo

e '
D(do g)(t) = lglr)) = dlglyn) |

T — W
Isto contradiz o Lema 3.1.2. Portanto ¢(¢(y1)) > y; e deste fato conjuntamente com a

definicao de ¢ concluimos que,

1¢(g(T)] _ 18(g(L))]

- — 1

|T'| |L|
€

lp(g(J))] 5 l6(g(R))|

|/] ||
Portanto,
Iczs(f;'T))llfb(slv}lJ))l |¢(%~|I))|
B(¢09,T.J) = Granpumy — weE >
IL] IR] IR|

Também temos que

e como ¢ preserva a razao cruzada resulta que B(g,T,J) > 1. n

Q]
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3.2 Principios de Kobe

Agora retornamos ao problema de estimar quanto uma fungao pode distorcer a razao
cruzada de trés intervalos. A razao cruzada de trés intervalos desempenha um impor-
tante papel neste contexto e permite-nos obter os Principios de Kobe abaixo os quais
constituem ferramentas de extrema importancia para o estudo de propriedades métricas

dos sistemas dinamicos unidimensionais.

Teorema 3.2.1 (Principios de Kobe) Seja g : [a,b] = [c.d] wmn difeomorfismo de
classe C' tal que para todos os intervalos T = (x,y) ¢ J = (v,w) com J C T C [a,b]
tem-se que B(g,T,J) > co > 0. Entdo verifica-se que

1. (Principio da raiz quadrada) - Verifica-se que

M > vVeog' (2)g' ().

7]

S

(Principio do minimo) - Eziste constante ¢; que depende apenas de co tal que

para todo a € T verifica-se que
lg'(a)| > ¢ min{lg'(B); B € AT}

3. (Principio macroscépico) - Dado 6 > 0 exviste r > 0 ¢ M < oo dependendo
apenas de § e cy tais que, se g(T) € uma é-vizinhanga de g(J) entio T € uma
r-vizinhanga de J e dist(g,J) < M.

4. (Principio de Kébe unilateral) - Dado 6 > 0 existe ¢, que depende apenas de
§ e co tal que, se z €T e |g(z) — g(z)|] > 8lg(z) — g(y)| entao

19'(2)] > e2lg' ()]

Prova: Dados T' = (z,y) e J = (v,w) temos que

lg(z) — g(y)] lg(v) — g(w)] . lg(x) — g(v)]| |lg(w) — g(y)|
|z -y v — wl P lw -y

(3.1)



ou, denotando por L, R as duas componentes conexas de T\ J,

(T |g()] o . lg(L)| |g(R)]
T 1] =7 IL] IR

1) Fazendo v tender a @ e w tender a y resulta de (3.1) que

l9(T)] 19(T')] IR
Tl [T > cog (2)g (y)

e portanto

% > Vcog'(2)g' (y).

2) Fazendo v e w tenderem a « resulta de (3.1) que

lg'(a)] > ¢ lg(z) — g(a)| lg(a) — g(y)| |v—y]
= 2= al lo—y|  lgx)— 9|

Como g é mondtona em (z,y),
(@) =gl Je—yl . l9(a) —g(y)] |-yl
|l —al lg(x) —g(y)| ~ la =yl lg(x) —g(y)| ~

Isto implica que

lg(x) = g(a)| |g(a) —g(y)] }

|9’(0)| > ¢ min{ ’
I‘T - al |O — y|

Pelo principio da raiz quadrada,

lg'(a)] > comin{y/cog'(2)g' (@), Vcog'(a)g ()}

e portanto

7

()}

3) Denotando por L, R as duas componentes conexas de T\J e assumindo |L| < |R]

l9'(a)] > g min{g (), g

temos que
ML o WL I L Je(D)llg(d)]
|Rl = L] |LIIR] ~ colg(L)[l9(R)]
_ 1L Ug@) + 19N + lg(R)Dlg(J)]
o l9(L)[lg(R)| '
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Se |g(R)| < |g(L)| entao temos que

|Ei ilg(J)l(Ig(L)|+lg(J)l+lg(R)|)
|R| co |9(R)] lg(L)]
1 1 26 41
< ;03(1+3+1): i

Se |g(L)| < |g(R)|, semelhantemente temos que

4) Fazendo v, w tenderem a = resulta de (3.1) que

lg(x) — g(=)] = — yl lg(=) — 9(y)|
lg(x) — gyl le — =] |=—yl

> o)V BT

!

lg (2)] = <o

o~

E portanto temos que

l9'(=)] = <ol

O nosso maior interesse é utilizar os Principios de Kobe no caso em que a fungao ¢

¢ uma iterada arbitraria de uma funcao unimodal restrita a certos intervalos onde esta

iterada é mondtona. Entio temos inicialmente de estimar quanto esta iterada distorce a

razao cruzada de trés intervalos.

Teorema 3.2.2 Seja f : I — I uma fungio unimodal de classe C? com ponto critico

ndo-flat. Entdo existe uma fung¢do continua e limitada o : [0,00] = Ry tal que 0(0) =0

com a sequinte propriedade: se T € um intervalo tal que f"|r + T — f™(T) € um

difeomorfismo, entdo para todo intervalo J C T com J C int(T) verifica-se que

m—1

B(f™, T, J) = exp{—o(e) Y [T},
1=0
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onde € = max{|f{(T)|;i=0,---,m—1}.
Prova: Da definicao da razao cruzada, se f™|r é monodtona e continua, entao

B(f™,T,J) =25 B(f, ['(T), f'(J)).

De fato,
D(f™(T), f™(J
B0y = 2T
D(f(f™1(T)), f(f™"(J)) DU N(T), fm())
D(fm=4(T), fm=*(J)) D(T, J)

= B([,/"7NT), "I BUMTLT).

Portanto, basta mostrarmos que existem uma constante C, € (0,00) e uma fungao

continua e crescente, o : [0,00) — [0,C,), com o(0) = 0, tal que

B(f,T,J) =z exp{—o(|TDIT[}

para todo intervalo J C T C [ tal que f'(x) # 0 para todo x € T. E é suficiente

mostrarmos que para ¢ uma outra funcao

B(f.T,J)—1=—=¢(TDIT].

pois para ¥ em uma pequena vizinhanga de 0 temos que 1 —z > €™*. Sejam V' C Vcu

intervalos que contém o ponto critico de f e que f é de forma f(x) = f(xo)

para todo # € U,onde 1 <l < coe: U — (—1,1) é C? difeomorfismo.

Caso 1: Assumimos que T' C I \ V. Neste caso, sejam T' = [a,d] e J = [b, c]. Entao

Jle)=f(b) f(d)=J(a) _ [(b)—f(a) f(d)=](c)

B(f,T,J)-1 = = ftt;)ﬂ—f(a)/(d)—b;(ac) =
b—a d—c
s 1 fle) = f(b) f(d) = f(a)  [f(b) = fla) f(d) - f()
I c—b d—a b—a d—c '



onde K = inf{|Df(x)]:z € I\ V}. Escrevendo

fla+ )= f(a) + pla,x)x

temos
f(d) = [(a) _
—— = u(a,d — a)
d—a
© b
f(b) — f(a) = p(a,b—a).
b—a
Também
fle) = f(b) = playe—a)(c—a)—pla,b—a)(—c+b—a+c)
= [ula,e—a) — p(a,b—a)l(c—a)+ p(a,b—a)(c—b).
Portanto ; g
f(C) - f( ) — ,U(a,b— CL) o4 H((L,C - Cl) - /_l((t, B (L)(C _ G.).
c—b c—b
E semelhantemente
D =IO gy Mend =) —ploe—a)
d—c d—c
Deste fato e como |¢ — a| < |T| resulta que
B(f,T,J)—1 -1 pula,e —a) — pla, b — a)
_— > — . [ — «a
7] Z 13 {\y((z,(/ a) p—

ula,d —a) — pla,c — a)

— p(a,b—a)

3

d—c
Como f é de classe C?,

pula,c—a)—pla.b—a)

E(t) = sup |u(a,d—a)
IT|<t &=

pula,d — a) — pla,c— a)

d—rc

— pla,b—a)

¢ uma funcao continua, crescente, limitada e £(¢) tende a zero quando ¢ tende a zero.

Disto segue o resultado no caso 1.
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Caso 2: Assumimos que 7 C U/ Como 1 < [ < co e a aplicagao ¥y(x) = 2! tem a

derivada de Schwarz negativa, B(¢r.¢"(T),#(J)) = 1. Portanto
B(f,T.J)= B, ¢(T),¢(J))B(,T,J) > B(y, T, J).

Como ¥ é de C? e inf{|D¢(x);z € T} > 0 verifica-se do caso 1 que B(y,T,J) >
1 — €(|T))|T|. Portanto, B(f,T,J) 21— E(TNIT.

Caso 3: Assumimos que T’ contenha uma componente de 7\ V entdo verifica-se que o

comprimento de |T'| ¢ distante de zero. Neste caso existe N tal que

B(f,T,J)—1
U ) > —-N > —o0.
|T|
C'ombinando casos 1,2 e 3, termina a prova do teorema. "

Do teorema acima podemos escrever o Principio de Kobe para iteradas de fungoes de

classe C? da seguinte maneira:

Coroldrio 3.2.1 Seja f : I — I uma fung¢io unimodal de classe C* com ponto critico
¢ de ordem maior que 1. Dados dois intervalos J C T tais que f™|r € mondtona, se

f™(T) € wma §-vizinhanga de f(J) entao verifica-se que

ais(™, ) < (T52) 01+ ol

onde € ¢ o sio como no Teorema 3.2.2 ¢ L =Y o' | F(T)].

Do Lema 3.1.3 resulta que, se f tem derivada de Schwarz negativa, B(f™,T,J) > 1.

2
Conseqiientemente nas condigoes do Coroldrio acima temos que dist(f™,J) < (%) .

34



3.3 Aplicagao kneading

Nesta secao estudamos alguns conceitos que serao tteis posteriormente. Dentre eles
o conceito de aplicacao kneading, o qual foi introduzido em [HF]. Também abordamos
a relacio entre a aplicagao kneading e a seqiiéncia kneading introduzida anteriormente

por Milnor e Thurston em [MT].

Defini¢do 3.3.1 Dada uma fung¢io unimodal f : I — I definimos a sua torre de Hof-
bauer como sendo a unido | = U;zl D,, | € NU/{oo}. onde D, C I sao intervalos

definidos indutivamente por Dy = (c,cy) €, paran 2 1,

{ f(Dy), secQ—D—n

Dn = _—
+1
(Cn-}-lacl)a secc Dn'

Definimos também a seqiéncia {Si}i>, da seguinte maneira: como Dy > c definimos
So=1 e parak > 1 definimos
Si = min{n; D, D ¢, onden > Si_1}.

Os inteiros positivos Sy sao chamados tempos de corte de f. Note que ¢, sempre pertence
ao bordo de D,. Se ¢, = c entao D,y = (c1,¢1) = ¢ e neste caso a torre de Hofbauer

possui um numero finito de niveis.
Observe que se Sy < n < Skyq entao
Dsk+1 = (Csk+1,01) e, = (Cnacn—-Sk)-
Entao como Dg, +1 C (¢, ¢1), aplicando fr=S5x=t a Dg, 4, resulta que
D, C (€n=84-Sm—1>Cn-5;) = Dn_s,,

onde S, < n— Sy —1 < Spy1. Também em particular, para n = Skyy, temos que
¢ € Ds,,, C Ds,,,-s, e portanto S1 — Sk também € um tempo de corte. Definimos

entdo a aplicagio kneading: Q : N — N U {oo} tal que Q(0) =0e

Sok) = Sk — Sk=1,
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para k > 1. I} possivel ter Sy = co e entao Q(k) = oo, neste caso S(k+j) e Q(k + 7)

nao estao definidos para j > 1.

Para cada z # c, o ponto simétrico & é definido como sendo o tinico ponto tal que @ # &
e f(#) = f(z). Um ponto a é chamado ponto pré-critico mais proximo se f*(x) = c para
algum n > 1 e fi((z,¢)) # ¢ para 0 < j < n. Claramente x e & sao pontos pré-criticos
mais préximos simultaneamente. Se f nao possui atrator periédico e nem intervalo
errante, entio os pontos pré-criticos mais proximos se acumulam em c. Seja T Ll
a seqiiéncia dos pontos pré-criticos mais proximos tais que z; < c. Entao, escrevendo

f~Y(c) = {z0, 20}, temos
<5<l <e< << < 2

Note que f((z0,¢)) = D1 = Ds,. Da definicao segue que S\ é o menor inteiro positivo tal
que Ds, 3 c. Isto mostra que existe & € (zo,¢) tal que f%(z) = c e f'((x,¢)) F ¢ para
i < S,. Enfim resulta que = = z; e f%(z1) = ¢ e indutivamente temose que % (zx) = ¢
Pela definicao (zx_1,¢) e (¢, Z—1) sao intervalos maximos de monotonicidade de f' para
i < S). Chamamos U, o intervalo maximo contendo ¢ tal que f*'|;,) é mondtona.
Entdo para Sy_; < n < Sk temos que U, = (2k—1, 2k—1). Note que se n é um tempo de

corte, entao f"(U,) 2 c e temos que
fsk(USk) = [CS,,.a fsk(:k—l)) = [CSI.-, CSk—Sk_) ) = [CSA" CSok) ). (32)

Seja Ax = (zx-1,2) U (Zk, 2x—1) entao como So(k) € o maior inteiro tal que fS5e |(C,CSk_l)
¢ mondtona, temos que cs,_, € Agy. De fato, sabemos que (zg(x)-1.¢) e (¢, 2Q(r)-1)
sio intervalos maximos de monotonicidade de f%2® e Sgu) é o maior inteiro tal que
fSew é mondtona nestes intervalos. Portanto (c,cs,_,) C (z0(k)=1,ZQ(k)-1) € S€ Cs,,_, €
(zQ(x) Zo(k)), temos que fSQ“‘“) é monétona em (c,cs,_,). Disto resulta que cs,_, €

Aq(k)-

A seguir introduzimos a seqiiéncia kneading de uma fungao unimodal e posteriormente

estudaremos a relacio entre a aplicacao kneading e esta seqiiéncia.
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Dado x € I definimos o seu itinerdrio I;(z) = (io,11,- ), pondo

0, se fl(z)<c
ij=4¢ 1, se fi(x)>c
¢, sefi(x)=c

A seqiiéncia kneading I\'y é definida como sendo o itinerario de f(c), istoé: Ky = I(f(c)).

No conjunto {0,¢,1} consideramos a relagao de ordem < dada por 0 < ¢ <1 eno
conjunto de todos os itinerarios definimos a ordem lexicogrdfica correspondente, a saber:
dados i = (ig,i1.-++) e t = ({o, {1, +) tomamos n > 0 tal que 1 = 1; se 0 < j<ne
in # ln. Esendo 7,(i) o nimero de 1's entre ig, %1, ,1n—1. dizemos que i < t se
a) T,_1(1) é par e 1, < 1y

b) Tn—1(i) é Impar e i, > tn.

Seja Y5 = {i = (lo,i1,-"); 4 = 0.c,1}. Entao a aplicacao shift o : Yoa = Do €
dada por

U(i0~ilsi2a"') = (21,12, ).

Dizemos que um itinerario v .= (€, €1,€9,"+*) € 23 é admissivel se v é a sequéncia
kneading de alguma fungao unimodal. Um itinerario v ¢ admissivel se e somente se se
satisfaz 1) eg = ¢ ii) o(v) < o(v) para todo & > 1 ou v é periédico de periodo n e

or(v) < o(v) para 2 < k < n.

Uma familia de funcoes unimodais f, : I — I com p € [a,b] é dita completa se
para todo itinerdrio admissivel v existe u tal que Iy, = v. Sabemos que se f, é uma
familia continua de funcdes unimodais de classe C? tal que Ky, = (0.0,0,-- ) &y =
(1,0,0,---), entdo f, é uma familia completa. A familia quadratica g, : [-1,1] = [-1,1]
dada por g, = —1 + a(1 — «?) com a € (0,2] é um exemplo de familia completa. Em
[CE] mostra-se que se f e g sao fungoes S-unimodais tais que K’y = I,. entdao f e g sao

topologicamente conjugadas.
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Dada uma seqiiéncia admissivel, v = (€;.¢z,- - -). definimos uma outra seqiiéncia da
seguinte maneira: Tomamos 79 = 1 e definimos r; como sendo o menor inteiro positivo
tal que €; = €,,4; para 1 < i <7y €€, # €gyr,. Bm geral se Ry =10 +71+ -+ 714y,
definimos indutivamente 7, como sendo o menor inteiro positivo tal que e¢; = ep,_ 4

para 1 <i < rpe e, # €r,_ +r,. Lntao, para k > 0 temos que
€Re+i = €iy para 1 <1< rpypp € eryy, F Ergy-

I possivel termos r, = co para algum k. Neste caso v é Rj_;-periddico. Da definigao

de ri verifica-se que S; = R} e entao temos da mesma maneira que S; — Sk_y = Sq(k)-

Da construcao acima sabemos que dada uma sequéncia admissivel v, a sequéncia
{ri}22, é unicamente construida. E deste resulta temos que {Q(k)}7Z, ¢ unicamente de-
finida a partir de uma seqiiéncia admissivel. Definindo a ordem lexicogrdfica no conjunto
de todas aplicacoes kneading, a saber: dadas duas aplicagoes kneading Q(k) e (k)
definidas a partir de v e v, respectivamente dizemos que Q(k) < @Q:(k) se existir um
inteiro positivo m tal que Q(k) = Q,(k) para 0 < k < m e Q(m) > Q;(m). Em [HF]

prova-se que se v < v; entao verifica-se que Q(k) < Q1(k).

Em [HF] prova-se também que a condigao o*(v) < v para todo k > 1, condigao de
admissibilidade de uma seqi.  ria v, é equivalente a seguinte condigao: para & > 1 com

Q(k) # 0 existe m tal que
QU +7) = QIQAK) + J) para 1<j<m e Qk+m) > QQYK)+m).
Em [BH-1] prova-se que essa coi. ~a é de fato equivalente a admissibilidade de v.

Lema 3.3.1 Se f: I — I € uma fu. 9 unimodal que nao possui atrator periddico entao
Q(k) < k, para todo k > 1.

Prova: Suponha que Q(k) > k para algum k. Entao, como cs,_, € Ag) temos que

cs,_y € (2(k)-15 2Q(k)-1) C (2k=1, Zk-1)-



Resulta que
£ (21, €)) = 7 (e, 2rm1)) = (eyes,_,) C (Zho1s Zkm1)-

Entao fS%-1 aplica o intervalo (zx_1,¢) ou (¢, Zx—1) monotonamente em si mesmo, o que

contradiz o fato de f nao possuir atrator periédico. I

A funcdo unimodal cuja aplicagao kneading @ é tal que Q(k) = k —1 ¢ a funcao
infinitamente renormalizavel de Feigenbaum-Tresser. No caso em que @ ¢é tal que Q(k) =

k — 2 temos a funcao nao-renormalizavel de Fibonacci.
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Capitulo 4

Orbita Critica da Funcao Tenda

A densidade da érbita critica de uma funcao tenda 7, (isto é. a érbita positiva do valor
maximo de T,) desempenha um importante papel na prova do Teorema B e é por si so
uma questao interessante. Neste capitulo provamos alguns resultados titeis relacionados

a esta questao.

4.1 Aplicacao kneading e a érbita critica

Lema 4.1.1 Seja T, : I, — I, uma fungdo tenda cuja aplicagio kneading Q satisfaz

lim infi 400 Q(k) > 2, entdo orb}. (c) nao é densa em (T(c). Tu(c)).

Prova: Assumimos que existe ko tal que Q(k) > 2 para todo k > ko. Seja p o ponto
fixo de T, com ¢ < p. Mostraremos que p nao pertence ao fecho de orb} (c). Seja V uma
vizinhanca de p tal que ¢; € V para 0 < i < Sy,. Seja v o menor inteiro tal que 75/(V) 3 c.
Entao existe c_, € V, tal que T?(c_,) = ce T((c-y,p)) # c. para 0 <i < v. Como p
¢ ponto fixo repulsor existe c_,—; € V tal que Tv+i(c_y_j) = cec & Ti((coy_j,p)) para

todo j > 0e 0 <i< v+ j. Seassumirmos que p < c_,, entao temos que

Cope] CCopaz < o < p< e < Copvyg < Cop—2 < Cy
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Supondo por absurdo que p € 07'bJTra(c). entao existe o menor inteiro positivo n tal
que ¢, € (¢c_y_3,C—u—2) € temos dois casos:
Caso 1: Existe o menor w > 0 tal que c_, e c_,_» pertencem ao intervalo T7(U,).
Entao temos que T+ (U,) contém uma componente conexa de (z1, Z)\{c} e que n +w
é um tempo de corte pois z; € U, e Ti(z) = c—,. Da minimalidade de n temos que
Cntw & (21,51). Pondo S; = n +w temos que 721 ((c,cs5,)) 3 ¢ e que Sguy1y < Sy, disto
resulta que Q(l + 1) < 1. Note que, da definicao de n, Sy > n +w > Sy, e entdo
QU+1) > 2.

Caso 2: Nao existe w > 0 tal que c_, e c_,—» pertecam ao intervalo 77(U,). Da
minimalidade de n podemos supor que ¢, € (¢—,—4,c——2) € supondo Sx_; < n < S
temos que

C_y—2 € T:(Un) = [Cm Crn) C (C—U—L%’C—v),

onde m = n—Si_y,e T™(Uy) C (c—y-2,c—u). Sendo Ty +?|7n(u,) mondtona e T2+ (U,) 3
¢, temos que n + v + 2 é um tempo de corte S e m + v +2 = Sg). Por outro lado,
T +?*™(U,,) nao contém o ponto critico c. Isto contradiz o fato de v + m + 2 ser um

tempo de corte. Resulta que p ¢ orb}*‘"(c). x

Entio do Lema4.1.1 segue que se a 6rbita critica de T, é densa em [T2(c), T,(c)] tem-se
que liminf;_, 4., Q(k) < 1. No proximo capitulo mostraremos que se liminfy_ 4 Q(k) <
1 entao existe uma condigao topoldgica que proibe a existéncia de conjugagao quase-
simétrica entre 7T, e uma funcao unimodal de classe C'?. Neste capitulo mostramos que

a densidade da érbita critica de T, ocorre para quase todo parametro a € (v/2,2].

Lema 4.1.2 Seja a € (V2,2] ¢ J C I, um intervalo. Entio existe n € N tal que
[T2(c), Ta(c)] C T3(J).

Prova: Para cada inteiro positivo 7 temos que

T 2 ST )] on TE) 5 (T2e). Tule)]
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De fato, para um intervalo A temos que |T,(K)| = a|K|se ¢ ¢ K ou |T,(K)| > &|A]|
se ¢ € I\. Portanto se ¢ € K N T,(K') temos que |T*(K)| > 9.;|1\'| esec € NNT,(K)
temos que [¢, Tu(c)] C To(K) e entio [T*(c), Tu(c)] C T*(K). Entretanto, como a > /2

o primeiro caso nao pode acontecer para todo i e o Lema segue a partir deste fato. g

4.2 Dependéncia do parametro

Para provarmos o Teorema A investigamos primeiramente as funcdes ¢, : [v/2,2] —
[T2(c), T.(c)] definidas por p,(a) = T7(c), para todo n > 0. Como T,(x) = 1 — alz|
temos que

pnt1(@) = 1 = alpn(a)]. (4.1)

Em particular
oi(a) =1, pa(a) =1—a, @3(a) =—-a*+a+1, etc.

Em geral ¢, é um polinémio quando restrita aos seus intervalos de monotonicidade e é
diferenciavel em a, quando p;(a) # 0 para todo 1 < ¢ < n. Se ¢,(a) > 0 entao como
@nt1(a) = 1 — app(a) temos que c,o;_l_l(a) = —pn(a) —ap,(a). E se pn(a) < 0 entao,

como @n41(a) =1+ apy(a) temos que c,o;_H(a) = ¢n(a) + ap,(a). Disto resulta que

1

|ons1(@)] = ln(a) + ap,(a)l. (4.2)
E como |¢,(a)| <1 temos que
alon(a)] =1 < Jopyy(a)] < alpy(a)] + 1. (4.3)

Nosso objetivo é provar que para quase todo a em [V2.2] o conjunto {¢n(a);n =

1,2,...} que coincide com orb}. (c) é denso em [T2(c), To(c))-



Para provar o Teorema A sdo necessarios trés ingredientes: os primeiros dois sao o
crescimento exponencial com n do declive de ¢, e o controle da distorcao de p, restrita

aos seus intervalos de monotonicidade.

Proposicao 4.2.1 Existem constanles positivas o e 3 tais que para todon > 2 ¢ a €

(V2,2 verifica-se que aa™ < |p,(a)| < Ba™.

Prova: Inicialmente provamos por inducgdao que para todo n > 2ea € [\/E, 2]

verifica-se que

' (ln—l —1
lpn(a)] £ ———— (4.4)
a—1
Temos @a(a) = 1 — a e entdo |p,(a)] = 1. Portanto (4.4) é satisfeita para n = 2.
Assumindo que (4.4) é satisfeita para algum n e usando (4.3) concluimos que
1 ' a” —1
[Pra(@)] < alg(@] +1 < S
Entao como a > /2, para todo n > 2, temos que
' a™
p.(a)] £ ——.
lon(@l < 57
Entao tomamos 3 = 1/(v/2 — 1). Isto prova uma das desigualdades.
Para provarmos a outra desigualdade observamos inicialmente que
lpa(a)l = 1>0
log(a)] = 2a—1>2V2-1>0
lpi(a)] = 3a®>—2a—1>5-2V2>0
e temos que se a seguinte desigualdade
) 1
|on(a)l 2 ad” + — (4.5)
se verifica para n entio a mesma se verifica também para n + 1. De fato usando (4.3)
temos que
' / |
|ens1 (@)l 2 alg,(a)] =1 2 ad™ + —.
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Entdao para provar a Proposi¢ao mostramos (4.5) para a € (V5 +1)/2,2) comn =3e
para a € [V/2, (V5+1)/2] comn = 5. A constante a que obtemos nestes dois casos podem
ser diferentes. Ainda mais, as constantes obtidas nos casos n = 2,3,4 também podem
ser diferentes. No entanto podemos escolher a como sendo a menor destas constantes.
Note que para mostrar a existéncia de a > 0 tal que (4.5) se verifica para todo ¢ em um
intervalo I, basta mostrarmos que

it 1
infllon(a)l = ——1> 0. (4.6)

Como |@s(a)| = 2a — 1 para I = (V5 +1)/2,2) temos que

o 1 e 1
infllps(a)] = o—1 = infl2a—1-7=7
20 — 3
= inf( @ —3)a > 0.
ael a—1

Isto prova (4.6) para [ = [(v/5 +1)/2,2].

Para a € [V/2, (vV/5+41)/2] verifica-se que @5 = 1—a+a?+a®—a* e como pg(V2) = 5—
6v2 < 0e ¢, (a) < 0 resulta que |os(a)| é crescente. Entao como 1/(a— 1) é decrescente
neste intervalo, para mostrar (4.6) basta mostrarmos que los(vV2)] = 1/(vV2—1) > 0. De
fato

los(VI(VZ = 1) = 1 = (6V2 = 5)(V2 1) = 1> 0
e isto completa a prova. u
Portanto de (4.1) o conjunto dos extremos locais de @, 41 ¢ a uniao dos extremos locais
de ¢, com o conjunto de zeros de ¢,. E claramente, em todo intervalo de monotonicidade

de ¢, existe no maximo um zero de . Precisamos de uma estimativa para a segunda

derivada de ¢,.

Lema 4.2.1 Eziste uma constante v > 0 tal que Iup/,i(a)l < nya® para todon >1 e a €
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Prova: Procederemos por inducao. Para n = 1 temos que p(a) = 1 e portanto o
Lema ¢ verdadeiro neste caso, independentemente de ¥ > 0. Suponhamos que o Lema

valha para algum n. Entao se 3 > 0 ¢ a constante dada pela Proposigao 4.2.1 escolhemos

v > 2/ e temos que

lon(@)] = Ren(a) +apy(a)] < 2lpn(@)] + alo,(a)l
< 28a™ + nya™tt < V2va™ + nyat!
< a4 nya™ = (n 4 1)yat!
e o Lema segue-se. u

Proposigao 4.2.2 Para todo ¢ > 0 € ag,a; com V2 < ay < ag < 2, existe ng tal que

para todon > ng e a € [ao, 2] verifica-se que

|‘r’9; 1(a)]

Isvz,r(a)l =@ o
‘ o (0)

Pn

(@)l =i et

quando a e b pertencem ao mesmo intervalo de monotonicidade de ©nljao,2)-

Prova: De (4.3) e da Proposigao 4.2.1 temos, para n > 2 e ¢ 2 ao, que

|99n+1(a)| > (LIL,QH((L)I —1 >« ; > ag — l

@) = len(@] T leh(a)]

T
aag

Se n é suficientemente grande, entdo ag — 1/(aay) > a; e (4.7) é satisfeita para todo

a € [ao,2).

Seja I = [a,b] C [ao,2] um intervalo tal que ¢,|; é mondtona. Entao do Lema 4.2.1

temos que
[Pn(®)] = len(@)] < b= alsup o, (1)] < b= alny2". (4.9)
te



Como |pn(b) — wn(a)| < 2. segue a partir da Proposi¢ao 4.2.1 que

I‘Pn(b) - L:911((1)| < 2
infier |, (t)] 7~ aqg

|b —a] <

Entao concluimos que

; ] 2n 2\n
lon(0)] = l@n(a)] < _1<_>

(o} ap

e usando a Proposicao 4.2.1 novamente temos que

o, ()] { & 2ny (i)" 1 2ny ( 2 )ﬂ

ul@l T o \ao/ agg a? \ag

Como a2 > 2 o Lema segue-se facilmente. 5

Da Proposicio acima segue-se imediatamente um Corolario.

Corolario 4.2.1 Dado ¢ > 0 existe N € N tal que para todon > N e U C [\/Z 2], onde
on|u € mondtona, verifica-se que dist(pn,U) <1 +e.

Lema 4.2.2 Dado a € (V/2,2] se n = Sk(a) € um tempo de corte de T, entao existe um

intervalo J 3 a tal que @,|; € mondtona e p,(J) > c.

Prova: Consideramos o intervalo J 3 « tal que ¢,|; é mondtonaev, = (e;---es, - ")
a seqiiéncia kneading de T,. Como n = Si(a) é um tempo de corte temos que THU,) 2
c(a) e existem pontos em U,, cujos itinerarios correspondem a v, até Si(a) iteragoes.
Em particular, o itinerario de c_g,(q) € (€1- " €s,(a)-1 € €1"" -). Pela continuidade de T,
em relacao ao parametro « existe b € (v/2,2] tal que sua seqiiéncia kneading é periédica:

vy = (e1---€es,_1 c e -++). Disto resulta que b € J e p,(b) = c. u
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4.3 Intervalos de monotonicidade

O terceiro ingrediente da prova do teorema A depende de estimativas dos compri-
mentos das imagens dos intervalos de monotonicidade de @,. Nesta se¢ao mostramos que

estes comprimentos estao uniformemente distantes de zero para quase todo parametro a

em [v/2,2].

Um intervalo fechado I C [v/2,2] sera chamado k-iitil, se ¢ ¢ mondtona em [ e uma
das extremidades de @i (I) é c. Se I é k-itil para algum k diremos simplesmente que / é
itil. Neste caso poderemos ter varios ks tal que I seja k-itil. Entao definimos a ordem

de I como sendo o maior k tal que [ é k-1til.

Para um intervalo J e um inteiro positivo k tal que ¢ é monétona em J, podemos
praticar a itil divisdo. Pela Proposigao 4.2.1 existe n > 0 tal que @r4n|s N0 é mondtona.
Portanto existe o menor n tal que para um ponto ¢ no interior de J tem-se que Yi4n(t) =
c. Entao ¢pg4n|s € mondtona e t divide J em dois subintervalos J; e J,, ambos k+ n-uteis.

Note que se J é k-util, entao n > 0.

Definicao 4.3.1 Para ng como na Proposi¢io 4.2.2 seja N > ng um inteiro positivo.

Chamamos um intervalo fechado J maduro se existir n > N tal que J € n—util
on(t) = @;(t) para algum j € {1,2,3} e algum t € J. (4.10)
Caso contrdrio chamamos imaturo.
Dado um intervalo I construimos por inducao uma seqiéncia {7,}52,. Definimos

T = {I} e dado T, se J € T, entao existem duas possibilidades. Se J é maduro, definimos

o(J) = {J} e se J é imaturo realizamos uma vez a 1itil divisao e temos dois subintervalos

Jy e Jo. Entdo definimos o(J) = {J1.Jz}. E dai definimos Tiy1 = U e o(J).
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Lema 4.3.1 Dado ¢ > 0 sejam a; < ap < 2. Sejam N > ng e I C [ao,2] um intervalo
fechado onde o € mondlona. Se aj > 2(2 + ¢) entdo para quase todo a € I existe um

intervalo maduro J contendo a. Ainda mais, se a3 > 2(2 + ¢), entdo verifica-se que

on(t) = @;i(t) para algum j € {1,2} € algum t € J.

Prova: Seja B o conjunto de todos os pontos de I que nao pertencem a intervalos

maduros. Provaremos que A(B) = 0. Suponhamos por ahsurdo que isto nao ocorre.

Se « € BN I entio existe uma seqiiéncia de intervalos imaturos {.J;}, tal que

a € J; € T;. Entao definimos uma seqiiéncia {£;}72, da seguinte mameira:
U
ila) = / |‘r9k.-|‘l)"
J BNnJ,;

onde k; é a ordem de J;. Assumindo a! > 2(2 + ¢) afirmamos que se J € T, verifica-se
que

/ G dA>6 [ €ndA, (4.11)
BnJ BnJ
onde § = min(v/2, al/2(2 + ¢)).

Se A(BN J) = 0 nao temos nada para provar. Assumimos entao que A(BN.J) > 0,

portanto J é imaturo e podemos assumir que

[ hnlr 2 [ (4.12)
n n

onde m, J! e J? sio como na defini¢ao da til divisao. Note que as ordens de Ji(i=1,2)

sdo maior ou igual a k +m. Como «a; > d, para a € BN J, temos que

|Prsm(@)] > al|pp(a)] = 8loy(a)l (4.13)

Se BN J? é vazio entao de (4.13), para « € BN J, resulta que

@2 [ a3 28 [ il dh = (e
BnJ! BnJ



Portanto (4.11) segue-se.

Assume agora que BN J' # ¢ para i = 1,2. Entao J' sao imaturos. Seja t € 9J tal

que pi(t) = c. Luiio t € dJ parai =1 ou 2 e temos que

99k+m( ) = Tm(Tl\( )) = Tm( ) = Wm(t)

Se m < 3, entdo pela definigio J* satisfaz (4.10) e é maduro o que é uma contradigao.

Entdo assumimos que m > 4, e entao de (4.13), para « € BN J, temos

|w;_+m(a)| >a ' la)] > 22 + €)b|oi(a)). (4.14)
De (4.8) e (4.12) temos
ANBNJ) MNBNJ?%) , ldA
——— =14+ ——-—-<1 A e LD .
NBna) L Tasay St TR ST

Deste fato resulta que

[ ez amam [ gl
BnJ! BnJ!

A(BﬂJ)l/ , / ,
> 2A20J)° L 1dA > ABNJ ] dA
.2+€ 2 g l‘pk+ | ( ) B Igl”kl
s e

BnJ

Portanto (4.11) se verifica. Tomamos agora a soma de (4.11) sobre todo J € 7T, e temos

/an d\ > 5/ En d).

Como A(B) > 0. ox T, tal que A(BNJ) > 0. E como &, > 0 em um subeconjunto
de B com medida 2u. nositiva, temos que [ & dA > 0. Como ¢ > 1, J €n dX
cresce exponencialmeni . Tsso é impossivel, pois da definicao fB EndN < 2X(B)

para todo n. Portanto A(. = i

2 A/ ~
Para provar o Lema no caso em «ne af > 2(2 4 €) basta trocarmos na equagao (4.14)
acima aj por a? e na frase anterior » <31 rm <2em >4 porm > 3. B
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Agora do Lema 4.3.1 e da definicao de intervalo 1til temos diretamente o seguinte

teorema.

Teorema 4.3.1 Para quase todo a € (V2,2] a seguinte propriedade € satisfeita: Para
todo N existe n > N e pontos s.t no mesmo intervalo de monotonicidade de @, com
a € (s,1), tais que p,(t) = ¢ € pa(s) = @;(s) para algum j € {1,2,3}. Ainda mais, para
quase todo a € [V/4,2] se verifica o mesmo com j € {1,2}.

Como ¢;(a) e pa(a) sao nao-nulos para todo a € [V/2,2] e @3(a) é nao-nulo para a

em [V2, /4], temos o seguinte Coroldrio.

Coroldrio 4.3.1 Existe ¢ > 0 tal que para quase todo a € [V2,2] € para todo N existe
n> N tal que ¢ € on(J) € Mpn(J)) > €, onde J € o intervalo de monotonicidade de o,

contendo a

Prova: Do Teorema 4.3.1, existem , s tais que se a € [ﬁ, V4] verifica-se que @n(t) =
cepn(s) = ¢;(s) para algum j € {1,2,3}. Sea € [¥/4,2] temos que @, (1) = ce @n(s) =
@;j(s) para algum j € {1,2}. Tomamos ¢ < min{|pi(s) — c|, |pa(s) = ¢l les(s) — |} e
J = (s,1). I




Capitulo 5

Conjugacao Quase-simétrica

Uma funcao unimodal nao-renormalizavel de classe C? com ponto critico de ordem
1 < I < 0o que nao possui atrator periédico é topologicamente conjugada a uma fungao
tenda. Neste capitulo exibimos uma condicao topologica que proibe a existéncia de uma

conjugagao quase-simétrica entre uma funcao tenda e uma funcao unimodal de classe

C%

5.1 Uma condigao topolégica

Proposigéo 5.1.1 Seja f uma fungdo unimodal nao-renormalizdvel de classe C* para

a qual existe ¥ > 0 e uma seqiéncia {n;}, tal que
1. f*(¢) = ¢ quando 1 — oo,
2. [r(Un) Fce

U 29,

o

onde U,, € o mdximo intervalo contendo c tal que f™~ |y, ) € mondtona. Entao [ €
1

conjugada @ uma fungdo tenda T,, mas esta conjugagao ndo € quase-simétrica.
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Prova: Suponhamos, por absurdo, que f e T' = T, sejam h-quase-simetricamente
conjugadas. Como f é nao-renormalizavel temos que a > V2 e pelo Lema 2.2.1, existe
M tal que M > L(J) para todo J C I. Como f é C'* a ordem [ do ponto critico €
maior ou igual a 2. Entao existem 1 < I, < [ e uma vizinhanga " 3 ¢ com a seguinte

propriedade: para todo € V' e todo y € (c,2) tal que

temos que
— 1 1|f(a)—
lv —¢| = L |f(x) = f(c)|
Sejam B > 1 e ¢ > 1 pequenos tais que % =r<l

7
b\
|V”|

valo tal que f|; é monétonae f*(J) C V', consideramos também ¢ := max{|fi(J)]; 0 <

. Dado J, um inter-

. " oo .
Consideramos V' C V' intervalos centralizados em ce § =

i < n}. Do Corolario 2.1.1 verifica-se que se |V'| tende a zero entdo ¢ também ten-
de a zero. Portanto podemos escolher V' e V" suficientemente pequenos para que
(I(sﬂ)?(l +0(e)M), o que é o controle de distorgao correspondente ao Principio de Kéobe

Unilateral do caso C%, seja menor que B.

Definimos duas subseqiiéncias de inteiros positivos {m;}2, e {ki}Z, da seguinte

maneira: definimos m; = n; e k; um inteiro positivo tal que zp, € V", Definimos
também y;, tal que
|2k =yl _ 1
Ry(ky) = i “¥ml o
4 |zkl — Cl 310

Para 7 > 1, supondo que m; e k; estejam definidos e satisfacam

lzk —ykl _ 1
R (k: it et & = 5.2
f(l\’l) I:;:kl —Cl — 3103 (5 )

escolhemos m;;; suficientemente grande de modo que ¢nm,,, € (2, k) €

|2k, — ¢l

|2k, — Cmopy | <€ se Cmyy € (ki)
“Ry My41



! P ~ .
Tomamos = perto de f(c) como sendo et~ pré-imagem de zi,. Entao verifica-se
o, . , e . s v . ~
que r é a imagem do ponto pré-critico mais proximo . Seja kiy) tal que zj,,, = =. Entao

temos que f™+(zx,,,) = zk. B definimos yi,,, em (zriy-€) tal que T (Ykoy) = Y-

Como miy, € {n;}3, verifica-se que |fm4 (Upyy, )| 2 0 > |V |. Seja U, v ©
(0,¢) N Up,,, o maximo intervalo tal que fm'+‘(U l) c V'. Seja a # c outra ex-
tremidade de U,Inm. Entao como zj, € V" verifica-se que, para qualquer r € (zx,,,,¢),
frer=1((f(a), f(r))) é uma d-vizinhanga de 417 Y((f(2k,4, ), f(r))) no lado de z,. Por-
tanto pelo Principio de Kébe Unilateral temos, em particular, que

|3k' - me+1| <B |zki — yk;| .
|f(zk.’+1) —f(C)I lf(zk.'“) _f(ykwl)'

E deste fato resulta que

1 If( .+1)— f(yk.+1)l

|3ki+x - yk.+1| < el

Isk.-“ _Cl [ |f ;+1 —f(C)'

Ry(kiy1) =



< [E — Y, |

|2k,
|=k

< EB L —ynl _
cm.+1| a 10 I"’\ —Cl

rRy(k;).

Como r < 1 (5.2) se verifica para kiy;. Por isso, podemos continuar a inducao. Conclui-
mos entao que R;(k;) tende a zero quando i tende a infinito.

.
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Figura 5.2:

Por outro lado, como f™+! aplica monotonamente (z,,,,¢) em (zx,,c) ou em (
tomando M; = mq + ---
(h(z

C, 5:};'- ),

+ m; temos que TMi aplica monotonamente (h(z;),k(c)) em

),h(c)) ou em (h(c),h(Z,)) e temos que TMi(h(yy,)) = h(yx,) ou h(yx,). Como
TM: |,y € linear, para todo 7, temos que

1) — h(yp:
Re(k) = lillii(i;?)_ (x|
|h(zk,)
|h("~k1)

_ |T’w‘(h( ’?(JA )
h(c)| | TM:(h ()l
— h(ys, )| - lh(zk.) — h(yk,)\
—h(C,\],)l B |h(3 1

=] ) >0

Portanto, pelo Corolario 1.3.1 concluimos que h nao pode ser quase-simetrica




Seja @n(a) como na secao anterior. Para cada a € [v/2,2] denotamos a subseqiiéncia
dos tempos de corte de T, por {Sk(a)}7Z,- E da mesma maneira denotamos cp(a) =

T (c(a)) e za(a) € T;7™(c(a)) pré-critico mais préximo de c.
Proposigao 5.1.2 Sejam ¢ >0 ¢
Y (a,¢€) = (z3(a), z3(a) + €) U (23(a) — ¢, Z3(a)).
Entdo para quase todo a € (V/2,2], existe k € N tal que @s,(a)(a) € Y(a.€).

Prova: Dado e € (0,1), pelo Teorema A e pelo Lema 4.1.1 segue que, para quase

todo a € [\/E, 2], lim infyy00 Qa(k) < 1. Seja
A, = {a € [V2, 2J;lim inf Qu(k) < 1 e T3 (c) € Y (a,¢), k >0}
‘—$00

Seja N um inteiro positivo tal que dis(¢,,J) < 1+€/2 para todo n > N e todo intervalo

J tal que ¢, |y é mondtona. Pelo Corolario 4.2.1 isto é possivel. Suponhamos por absurdo

que |A;| > 0, entdao existe um ponto de densidade a € A, e um inteiro suficientemente

grande k tal que

1. Sg(a) 2 N

o

. Qu(k+1) <1, entao T2 (e) & (23(a), 2s(a))
3. existe uma vizinhanca de um lado J 3 «a, tal que @s,(o)(J) = (¢, Task(“)(c))

4. ood > 1 — /4.

De fato, o item 1 segue naturalmente, tomando k suficientemente grande e, para o item

2, se T2*(c) € (23(a), Z3(a)) entdo temos que

zopsny(@) € T ((zx(a), ¢)) C (z3(a), 23(a))

e resulta que Q(k + 1) > 3 o que é uma contradi¢do. O item 3 segue do Lema 4.2.2. De
(4.8) verifica-se que o comprimento maximo do intervalo de monotonicidade de ¢, tende

a zero quando n tende a infinito, disto resulta o item 4.

ot
Ut



Em particular. Si(a) = Sy ¢ constante em J. E pela definicao p,(a) € Y(a,€) para

todo a € A, e como a distorcao é limitada temos que

< 0+ g)lsvsk(J)\Y(a,C)l
20 es(J)l
< (1+35)1-g<1-3
o que é uma contradigio. Portanto concluimos que [A.] = 0. 2



Capitulo 6

Prova dos Principais Resultados

Prova do Teorema A:

Suponhamos que o Teorema ¢ falso, ou seja, existe um conjunto A com medida de Le-
besgue positiva tal que para a € A verifica-se que orb;a(c) nao é densa em [T?2(c), Tu(c)].
Escolhemos entio uma base enumeravel de abertos em R, ou melhor, definimos o inter-

Py _(P_1 P41 PR -
valo aberto Ba(£) = (5 — 7,0+ L), onde n, p, ¢ sdo inteiros com n > 0 e ¢ # 0. Definimos

também o conjunto
A, <§) = {a € A;orb} (c)N (Bn(g) N [TX(c), Tulc)]) = ¢}

Entao resulta que A C Uy pgenAn(’) € como |A| > 0 concluimos que existe n,p,q € N
tal que [A5(2)] > 0. Denotamos K = Ba(E)N (T2(c), Ta(c))-

Existe um ponto a € An(g) que é ponto de densidade de An(';i) e que satisfaz o
Corolério 4.3.1. Dado ¢ > 0, do Lema 4.1.2 concluimos que existe um intervalo L C
[c,c + ¢] tal que T*(L) C int(RK) para algum k > 1. De fato. do Lema 4.1.2 existem n e
m tais que

THK) = [T7(c), Ta(0)] = T ([e;c + €])

e entao K = T™"([c, c+€]). Podemos escolher L C [c,c+¢] tal que T,"7"(L) Cint(R).

Pela continuidade de T, em relagao ao parametro a temos que Tj(L) C K para todo b
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de uma vizinhanca U/ de a. Se U é suficientemente pequeno. entao, como «a é ponto de
densidade de An(g), para todo intervalo J C U, que contém a, temos que
AMAx(E)NJ) o M)

5] L= 2 (6.1)

Pela Proposicao 4.2.2, o comprimento maximo do intervalo de monotonicidade de ¢,
tende para 0 quando n tende para infinito. Portanto, se J é o intervalo de monotonicidade
de ¢, contendo a e n é suficientemente grande, entao J C U. Pelo Corolario 4.3.1,
podemos obter n arbitrariamente grande tal que ou [¢, c+€] C pa(J) ou [c—¢,c] C @al(J).
Assumimos que [c, ¢ + €] C n(J); a demonstragao para L C [c — ¢, c] é semelhante, pois

Tk(c—z)=TF(c+ ) para k > 1.

Da Proposicao 4.2.2 para n suficientemente grande temos que

Alpa())) < I¢a(a)]
MJ) T l4e’

< (L+€)|p,(a)l e

onde ¥ = (¢|s)~"'. Portanto temos que

A(L) o ML) 1 AL)
M) T Mea(D) (14> 7 4

‘Se b € ¥(L) entao b € J e p,(b) € L. Entao como T/*"(c) € K temos que b €
J\An(E). Portanto, A\ A(B))/A(T) =2 A(L)/4. Isto contradiz (6.1) pois

A(L)

A(Aa(2)NJ)  AJ\AL(R)
7 T =

T M)

e o Teorema A segue-se. "



Prova do Teorema B:

Suponhamos que a € [\/5, 2], da Proposicao 5.1.2 resulta que A, tem medida de

Lebesgue zero, para todo € > 0. Entao verifica-se que
A= {ae[V2,2:liminf Q,(k) <1} \U Al
k—oc =i t

tem medida de Lebesgue total em [v/2,2]. Tomamos « € A e entdo existe uma seqiiéncia
. Sk . : )
{k;}s2, tal que T, (c) € Y (a, %) para todo i. Como @Q(k) < k para todo k, verifica-se

que S3(a) < 8 e temos que

Sk. (a)+Sa(a 28 28
T:k'( M3l )(c) € (c— —,c) ou (¢c,c+ —).
i 2

1

Como T7((z;,c)) # ¢ para todo 0 < j < Sk + Sz resulta que Sy, + S3 < Sk41 €

Us, +ss = (zk;, Z1; ). Deste fato resulta que

Sk (a)+5a(a) . Sk, (a)+Sa(a)
Tﬂ . ’ (USk,-(a)+53(a)) = (ng( )(C) Tﬂ Gl ’ (C)) ; C.

Tomando n; = Sy, (a)+ S3(a) temos que T (Uy, ) nao contém c e T, (c) tende a ¢ quando

! tende a infinito. Como T™(c) — ¢, para todo 7 temos que |1 (U,,)| é distante de zero.

a

Portanto a seqiiéncia {n;}$2, satisfaz as trés condigoes da Proposigao 5.1.1 e isto prova

o Teorema B. []
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