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Abstract

In a system of Probabilistically Checkable Proofs (PCP) the verifier con-
sists of a polynomial time Turina Nlachine and checks a proof of membership
in a given language. This proof is called holographic proof and is given by an
oracle, {. e., a computationally unlimited machine. Correct proofs are always
accepted and the probability of accepting an incorrect proof is chosen by the
verifier and can be as low as desired.

Arora ef aZ., with the famous theorem "JV7) = PC'P(logo, 1)", showed
that it is possible to construct holographic proofs such that the verification
is accomplished by reading a constant number of bits from the proof and by
using O(Ioga) random bits, for inputs of length n.

An improvement on this statement was presented by Polishchuk and
Spielman in 19941 they showed another construction that is able to yield
a proof of nearly-linear dize, which is also checkable in the PC'P(Ioga, l)
scheme. This dissertation explains what the PCP's are, and shows the cons-
truction of those nearly-linear size holographic proofs.

Resumo

Em um sistema de Provas Checáveis Probabilisticamente (PCP), o verifi-
cador consiste em uma Máquina de Turina de tempo polinomial, e deve checar
uma demonstração de pertinência a uma dada linguagem. Tal demonstração
chama-se prova holográfica e é fornecida por oráculo, isto é, uma máquina
ilimitada computacionalmente. As provas cornetas sempre são aceitas e a
probabilidade de se aceitar uma prova incorrera é escolhida pelo verificador
e pode ser tão pequena quanto se queira.

Arora et a/., com o famoso teorema ".VP = PC'P(Ioga, 1)", mostraram
que se pode construir uma prova holográfica cuja verificação se faz com a
consulta de um número constante de bits dessa prova e com o uso de O(log n)
bits aleatórios, para entradas de tamanho n.

Uma melhora nesse resultado foi apresentada por Polishchuk e Spielman
em 1994, que mostraram outra construção capaz de fornecer uma prova de
tamanho quase-linear, a qual também é checável no esquema PC'P(Ioga, l).
Esta dissertação explica o que são as PCP's e mostra a construção dessas
provas holográficas cujo tamanho é quase-linear.
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Capítulo l

Introdução

Em Computação utilizam-se vários algoritmos probabilísticos. Na Teoria da Com-
plexidade, o uso desses algoritmos fez surgir, entre outras, a classe IP, Provas Interativas,
cujos estudos demonstraram abranger uma classe espetacularmente ampla de problemas.

A área das PCP's, Provas Checáveis Probabilisticamente, abrange métodos que per-
mitem checar a validade de uma prova examinando-se apenas uma quantidade pequena
de seus bits. Se um provedor escreve uma prova em certo formato prova holográfica

e afirma que essa é a prova de um teorema, existe um algoritmo pelo qual nós po-

demos escolher aleatoriamente uns poucos bits da prova para ler e, após fazer alguns
testes simples sobre esses bits, decidir se aceitamos ou rdeitamos a prova. Uma prova
correta sempre será aceita. Uma prova falsa será rejeitada com probabilidade maior
que 1/2. Podemos repetir esse algoritmo algumas vezes para obter um grau de certeza
arbitrariamente grande de que esse teorema é verdadeiro.

O resultado principal dessa nova área surge em IALM+92j, mostrando que, para
qualquer teorema (i.é, instância aceita) de uma linguagem da classe .V'P, existe uma
prova holográfica que pode ser verificada pela consulta de uma quantidade constante de
bits, e usando apenas um número de bits aleatórios que é logarítmico rlo tamanho da
instância.

Esse resultado é apresentado no Capítulo 3 desta dissertação, juntamente com as
principais noções sobre as demonstrações probabilísticas.

Uma significativa melhoria do resultado de IALM+921 foi dada por Polishchuk e
Spielman IPS941 que apresentaram outra demonstração do mesmo resultado cons-
trução de provas checáveis pela consulta de O(1) bits e com uso de O(Ioga) bits
aleatórios -- mas com uma diminuição no tamanho da prova holográfica construída,
de poliiiomial para quase-linear. Ou sela, para um dado teorema, qualquer prova con-
vencional de tamanho .V pode ser convertida em uma prova holográfica de tamanho
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Ni+', para todo c > 0. O principal objetivo deste trabalho é explicar a demonstração
desse teorema de IPS941.

Tal demonstração requer conhecimentos de várias áreas da Matemática. Por isso
foi incluído o Capítulo 2, com alguns conceitos que utilizamos de Algebra, Lógica e
Teoria dos Códigos, além de uma noção geral de Teoria da Complexidade, necessária
para entender o alcance dos assuntos tratados.

Para chegar ao nosso teorema, em primeiro lugar, reduzimos o problema .VP-
completo de Satisfazibilidade de Circuitos Booleanos para um problema de coloração
de gratos tal que o grato é colorível com determinadas regras se e somente se o circuito
original for satisfazível. Essa redução é descrita no Capítulo 5.

No Capítulo 6, é dada uma descrição algébrica desse grato, que permite identificar
certos nós do grato com elementos de GF(2") de tal modo que os nomes dos vizinhos
de um nó podem ser expressos como polinõmios de grau baixo no nome desse nó. Em

seguida, baseandc-se em polinõmios, faz-se uma "aritmetização" das regras de coloração.
Com os polinõmios, chegamos a um ponto em comum com o artigo IALM+921 e

outros trabalhos dessa área. O Capítulo 4 fornece resultados obtidos por vários autores,
que servirão como ferramentas para lidar com o nosso problema aritmetizado.

O Capítulo 7 contém a construção de uma prova holográfica para esse problema, e
a demonstração de que essa prova pode ser verificada com a consulta de um número
constante de segmentos; porém o tamanho de cada segmento depende do tamanho da
instância do problema. A prova final é obtida no Capítulo 8, mediante um processo
recursivo de composição das provas holográficas.

As principais contribuições deste trabalho encontram-se nos Capítulos 7 e 8, em que
se buscou explicar aspectos cujos detalhes não se encontram nos textos originais. Os
Capítulos 4 a 6 seguem de perto ISpi9SI.

Este trabalho não pretende apresentar todos os conceitos básicos e supõe que o leitor
já tenha certa familiariedade com esta área. Por isso, antes de iniciar a leitura desta
dissertação, o leitor interessado pode consultar IKS9SI e IBab941 para uma introdução
a este recente ramo da Ciência da Computação.



Capítulo 2

Conceitos Básicos

Neste capítulo veremos algumas noções gerais sobre a Teoria da Complexidade e
sobre mais alguns ramos da Matemática. Também veremos certas notações e nomencla-
turas que nos serão muito úteis.

2.1 Em geral

Em Ciências Exatas, um tradicional descuido é a não tradução dos termos estran-
geiros ou o seu uso sem indicação em itálico. Esta dissertação também pretende seguir
a linha tradicional e, para que a coisa se torne legítima, veremos alguns esclarecimentos.

Palavras como cÀecar c càecagem, 7andómíco e ra7zdom cação, já aparecem no di-
cionários. O significado de óif também aparece no dicionário, mas com indicação de
que esse vocábulo pertence à língua inglesa. Quanto a sÍrIaS, que significa "cadeia de
caracteres" , não será traduzida pois já é tlm termo bastante conhecido em Computação.

A partir deste ponto, as palavras citadas e suas derivadas serão utilizadas sem itálico.

2.2 Sobre Teoria da Complexidade

Vejamos, informalmente, alguns resultados e definições utilizados neste trabalho. São
definidas apenas as notações que mais interessam, supondo um conhecimento básico do

assunto (notação O, máquina de Turina, . . . ). Maiores detalhes, e os aspectos formais,
podem ser encontrados em IPap941 e IKS951.

Neste trabalho, todas as referências a complexidade de tempo dizem respeito ao
tempo determinístico.

iAurélio Buarque de Holanda, Ed. Nova F'ronceira, 2' edição, 1995
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Denotainos as funções polinomiais por nO(1), ou seja, /(n) = rzO(1) se e somente se
existe uma constante k tal que /(n) = O(nt).

Uma função / é pala/otan'Émíca quando é a composta de uma polinomial com um
logarítmica, ou seja, /(n) = (logra)o(1). A notação logo(t) rz também é utilizada.

Dizemos que uma função / é quase-linear se, para qualquer c > 0, vale que .f(n) =

Não é difícil constatar que, para quaisquer constantes positivas c e k, vale Hc >
(logo)k para rz > Alo su6cientemente grande. Portanto, qualquer função g que seja
"linear vezes polilogarítmica" também será quase...linear, pois

0(n* 'p' )
F

g(n) = n(log n)o(1) 0(n: 'F') ,

para qualquer f > 0.

Recordemos algumas coisas sobre os problemas de decisão, isto é, aqueles cuja res-
posta é SIM ou NAO. Um fato bastante conhecido é que decidir sobre a resposta a um
problema de decisão equivale a decidir sobre a pertinência a uma linguagem.

Definição 2.1 .4 c/asse P compreende as /áng?vagens para as qzzaãs a pet'f nêncía pode
ser decidida em tempo potinomia!.

l)eíinição 2.2 Á c/asse ./V'P é a classe das /{nguagens Z; cais que, para todo z c .L,
ezisfe ur/za prova y de que z C .L; e ezísfe algodtmo de tempo po/inomia/ no lzl, para
uertltcar a prova.

Na definição acima, o problema é determinar se z pertence a .L; Z/ é chamada se/ração
do problema ou verti cada de que z C Z; # é uma instancia do problema; e 1, é uma
N''P- lin guugem.

Portanto, .V7> é a classe das linguagens para as quais os certificados de pertinência
podem ser verificados em tempo polinomial.

A classe "complementar" à ./V'P é chamada co./V'P e é definida substituindo "C" por
"g" na definição anterior. Em outras palavras, co./V? é a classe das linguagens para as
quais existe algorítmo polinomial para verificar os certificados de rzão-perfínência.

De6nição 2.3 PSPACE é a c/asse das /{nguagens para as quais a pertinência pode ser
decidida em espaço polinomial. Não há limitação de tempo.

Na Teoria da Complexidade, há questões básicas em aberto. Por exemplo, sabe-
se que PSPACE contém ./«?, ca/V'P e várias outras classes; no entanto ainda não foi
provada sequer a conjectura "P # PSPACE"
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Mas o maior problema em aberto de toda a Teoria da Computação é

P +N'P l

A conjectura mais aceita é que realmente sejam diferentes. Outra questão em aberto é

N'P + coMI) R

Se forem diferentes, então também P 7é ./VP; mas, se forem iguais, isso não implica que

E é esse contexto das questões em aberto que talvez seja transformado com o no-

vo ramo da Complexidade envolvendo as Provas Checáveis Probabilisticamente (PCP's),
cujo poder foi estudado entre os anos 1989 e 1992 por diversos autores. Tais estudos
proporcionaram uma rápida sucessão de artigos com demonstrações e refinamentos de
resultados, culminando no Teorema 3.7, que dá uma nova (e surpreendente) caracte-
rização de ./V'P. Veremos esse teorema no Capítulo 3, juntamente com as explicações
sobre o que são as PCP's.

P

2.3 Sobre Algebra

Neste trabalho lidamos com corpos finitos. Para todo primo p e todo inteiro n,
existe um único corpo finito de ordem p" (ou seja, um corpo com p" elementos), o qual
é chamado GF(p"), onde GF vem de "Galois Field"

O corpo GF(2) possui os elementos {0, 1} com a multiplicação normal e com a adição
igual à "soma módulo 2". Nos Capítulos 6 em diante, trabalhamos com o corpo GF(2"),
para n inteiro. Repare que GF(2") não é o mesmo que IGF(2)I"

Um gerador de GF(2") é um elemento a tal que a2''i = 1 e ak # l para todo Ã; tal
que 0 < k < 2" -- 1. Todo corpo finito possui um gerador pois o grupo multiplicativo
formado por todos os elementos nãchnulos desse corpo finito é cíclico.

Dado um gerador cl para GF(2"), cada elemento desse corpo pode ser representado

por um polinõmio de grau menor que rz em a com coeficientes em {0, 1}.

2.4 Sobre Lógica

Um problema do nosso interesse é o CircSat Satisfazibilidade de Circuitos

Definição 2.4 Problema CircSat

Instância: um cárcuiZo C, contposfo de Farias /VOT e de portas ó Ráfias ,4NZ) e OR
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Pergunta: ezíste alguma alhólzáção de bits pa7'a as entradas de C gue /aça esse circuito
calcular saída água! a l?

'ltatam-se de circuitos normais, onde cada bit de entrada pode ser usado em várias

portas. Além disso, uma mesma saída de uma porta pode servir de entrada para várias
outras (i.é, o /an-out não é limitado). Como única restrição temos /a7z-in = 2, ou seja,
as portas AND e OR possuem dois bits de entrada.

Para mostrar que um problema r é ./«p'-completo, o método tradicional é mostrar
que o SAT ou qualquer outro problema ./V'P'-completo -- pode ser polinomialmente
reduzido a r. O SAT consiste em, dada uma expressão booleana @ na forma normal
conjuntiva, decidir se é é satisfazível. E é relativamente fácil reduzir o SAT ao CircSat.
pois tanto as expressões como os circuitos são maneiras de representar funções booleanas.

Outra interessante demonstração de que o CircSat é ./V'7)-completo pode ser encon-
trada em IPap941, onde, sem passar pela redução ao problema SAT, Papadimitriou prova
diretamente que qualquer linguagem da classe ./V'P' pode ser reduzida ao CircSat.

2.5 Sobre Teoria dos Códigos

Vejamos alguns conceitos sobre códigos em geral. No fim desta seção falaremos sobre
um tipo especial chamado código de correçã(»de-erro.

Seja E um alfabeto com q letras. Um código C de tamanho n sobre E é um subcon
junto de E". Um elemento c C C é chamado pa/aura-código. A menos que algo diferente
seja especificado, os códigos citados neste trabalho serão códigos sobre o alfabeto {0, 1},
chamados códigos óínárãos.

Dois importantes parâmetros de um código são sua taxa e sua distância mínima.
A faze de um código C é (logo ICI)/n; isso indica quanta informação, em média, está
contida em cada símbolo. A disláncia rnz'mima de um código C é min,,yeC;z#g d(z,y),
onde d(z, g/) é a distância de Hamming entre duas palavras (i.é, o número de posições
em que elas diferem). Falaremos bastante sobre

! minld(z, #) : =, g c C; z # Z/},

que é a distancia mínima relatava de um código.
Como estamos interessados no desempenho assintótico dos códigos, definimos uma

/amzaía de códigos como sendo uma seqüência infinita de códigos que contém no máximo
um código de cada tamanho. Se {Ci} é uma família de códigos tais que, para todo
{, a taxa de Ci é maior que r, então dizemos que a família tem taxa pelo menos r

8



Similarmente, se a distância mínima relativa de cada código na família é pelo menos õ,
então dizemos que a distância mínima relativa da família é pelo menos õ.

Uma família de códigos sobre um alfabeto fixo é chamada ass nfofácamenZe boa se
existem constantes positivas r e (5 tais que a família tem taxa e distância mínima relativa
pelo menos r e (5 respectivamente.

Neste trabalho lidamos com dois tipos de código:

(i) códigos polinomiais, que vemos no Cap. 4 e são codificações de polinõmios de
varias variáveis;

(ii) códigos de correção-de-erro, que veremos a seguir, e são codificações de strings (de
0's e I's) genéricas.

Os códigos de correçãc-de-erro (errar-correcfãng cortes) surgiram para lidar com um

problema fundamental na comunicação: quando uma mensagem é enviada de um lugar
a outro, freqüentemente é distorcida ao longo do caminho. Um código de correção-
de-erro fornece um modo sistemático de acrescentar informação a uma mensagem para
que, mesmo que uma parte dessa mensagem seja corrompida na transmissão, o receptor
consiga, apesar disso, deduzir o que o autor da mensagem pretendeu transmitir. Natu-
ralmente, a probabilidade do receptor conseguir recuperar a mensagem original diminui
conforme cresce a quantidade de distorção. Similarmente, a quantidade de distorção que
o receptor consegue tolerar aumenta quanto mais informação redundante for adicionada
à mensagem transmitida.

Intuitivamente, um bom código de correção-de-erro é um enorme conjunto de pala-
vras tais que cada duas palavras do conjunto diferem entre si em rliuitas posições.

Um problema central da Teoria dos Códigos é encontrar construções explícitas de
famílias de códigos de correção..de-erro assintoticamente boas com taxa e distância
mínima relativa tão grandes quanto possível.

Spielman, nos Capítulos 2 e 3 de ISpi951, constrói códigos chamados superconcenfra-
dores, que formam famílias de códigos de correção-de-erro assintoticamente boas. Essa

é a primeira construção conhecida de tais códigos que possui algoritmos de tempo linear
(i.é, extremamente eficientes) para codificação e também para decodificação.
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Capítulo 3

Provas Checáveis
Probabilisticamente

O resultado em estudo neste trabalho insere-se na recente área da Computação cha.
meda PCP. Neste capítulo veremos uma explanação geral sobre o contexto desse resul.
Lado, bem como uma introdução às Provas Checáveis Probabilisticamente.

3.1 Demonstrações probabilísticas

Vários algoritmos probabilísticos são utilizados em Computação. Por exemplo, na
área de Algoritmos, surgiram os algoritmos Monte Carão que dão respostas rápidas e
quase 100% correias para questões extremamente difíceis de computar. Também há as
interações de "conhecimento zero" em que alguém possui uma informação sigilosa e é
capaz de, sem revelar o segredo, demonstrar possuí-lo. Em Criptografia há aplicações
práticas que utilizam tais sistemas.

Nos algoritinos probabilísticos que veremos, não é lida a entrada inteira, mas esco-
lhem-se, por sorteio, certas partes a serem examinadas. Após essa escolha, está termina-
do o aspecto aleatório e, a partir de então, o algoritmo funciona de modo perfeitamente
determinístico sobre esses dados. No caso de um algoritmo com múltiplas interações
entre piovador e checador, cada interação é dividida nesses dois estágios (primeiro, es-

colha aleatória de dados da entrada; segundo, execução determinística de um algoritmo
sobre esses dados escolhidos). E é assim que esse sistema obtido, visto como um todo,
funciona de forma probabilística.

Como vimos na Seção 2.2, cada problema de decisão da classe ./V'P pode ser inter-
pretado como um problema de decidir sobre a pertinência a uma certa linguagem. Para
a definição seguinte, veja aspectos formais em IGMR85).
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Definição 3.1 Um sistema interativo de provas para uma !ãrzguagem L, é um Jogo emite
duas partes:

(i) um ueri$cador V, limitado polànomialmente e cam acesso a bits aleatóHos;

(ii) llm predador P, ilimitado computacionalmente (dado por oráculo)

O funcionamento do sistema consiste em que o uerá$cador, baseado numa instância
1, executa uma estratégia e, consultando bits aleatórios, {nterage court o pvouador. O
oójet uo de P é convencer V' de que z C L. Se {sZo acontecer dizemos que P ganhou o
jogo; caso contráMo, dizemos que P perdeu o jogo. O sistema deve satis.fazer:

(n) se = C L, eTttão P sempre possui estratégica ganhctdorü;

(b) se n Ê L, então q-uülquer estratégia escolhida por P é derrotada com probabilidade

Definição 3.2 IP é a classe das !inguagens para as quais a perfártê7zcáa possui um
sistema interatiuo de pT'ovas.

Vários teoremas surgiram na tentativa de estabelecer o alcance desses tipos de de-
monstração. A seguir temos o resultado definitivo, que mostra quão poderosa é IP, e
que causou entusiasmo nessa área da Computação.

Teorema 3.3 /P = PSP.4 CE

A demonstração desse resultado foi feita em ISha901, baseada em trabalho anterior
de ILFKN90j. Uma demonstração do entusiasmo pode ser encontrada em IBab901.

Diante da conjectura amplamente aceita de que a classe ./V'P' esteja contida propMa-
merzZe em PSPACE, o teorema acima significa que as provas interativas são aplicáveis a
muitos mais problemas além daqueles que se encontram na classe ./r?

Há diversos tipos de sistemas intelativos; alguns são de interesse apenas teórico, e
outros possuem aplicação bastante prática, com algoritmos desenvolvidos para a área de
Criptogiafia. Cada sistema faz parte de alguma sub-classe de complexidade dentro da
classe IP. Vários autores estudaram a eficiência de tais sistemas e suas abrangências em
relação aos problemas das conhecidas classes P', .V? etc. As definições dos particulares

sistemas interativos podem ser encontradas em IGo1941, onde Goldreich enuncia também
os teoremas principais envolvendo cada um.
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3.2 O esquema PCP

Entre as demonstrações probabilísticas, há um tipo especial, em que a regra não
permite interação entre provedor e checador após o sorteio de bits aleatórios. Ou sda,
o provador deve apresentar de antemão todos os dados que o checador possa precisar
consultar para fazer a verificação.

Definição 3.4 Um síslema de provas cAecáueis proóaó / sf comente (sistema pcp) pata
uma liTtguagem L é constituído de um uerã$cador V limitado polinomialmente; e de um
oráculo que, para cada instância ]c, fornece um certi$cado T no qual V se baseia para
aceitar ou rejeitar essa instância. E o sistema é tal que

ri) se :« C .L, ''í;íe ce,l©c«do «', íaJ q«. V' .«if. (z,«,) «m p«Z,.balia.de l;

(ii) se = g L, então, para qualquer 1, 0 ueri$cador V rejeita l.z,v) com pT'obabitidade
> 1/2" 1/ á.

O certificado a acima é chamado de prova àolográHca (ou p7'0ua Iransparenfe); e os
sistemas pcp também são chamados de sistemas de provas Ao/ogr({/ices.

As probabilidades provêm dos bits aleatórios acessados por y'. Uma importante
constatação é que, se z g .L, então, fazendo É repetições da veriâcação, a probabilidade
de z não ser rejeitado é no máximo 2'k. E dessa forma que se obtém, para qualquer
c > 0, uma verificação que rejeita os certificados falsos com probabilidade pelo menos
1 -- c. Por exemplo, para k = 10, os certificados falsos são rejeitados com probabilidade
superior a 99,9%o.

A grande vantagem de uin sistema probabilístico desse tipo é permitir que o verifica-
dor, em tempo razoável, faça a checagem de uma prova a' (previamente apresentada). A
idéia é que V não precisa "olhar" para a demonstração inteira. Ein vez disso, com acesso
a bits aleatórios, norteiam-se algumas posições de a' nas quais será feita a verificação,
obtendo-se uma comprovação conforme a Definição 3.4.

Portanto, a eficiência é medida pelo número de consultas feitas à prova e pelo número
de bits aleatórios usados (para sortear as posições a serem consultadas). Com base nesses

dois parâmetros de mais interesse, classificam-se os sistemas nas classes de complexidade
definidas a seguir.

Definição 3.5 .4 c/asse de compZezÍd'de PC'P(r(-), q(-)) é o co«junto das /{ng«agem.

para as quais a pertinê7tcia possui um sistema pcp no qual V, para qualquer instância de
[.m-ã. n, «Zili« n. má,ám. O(,(n)) óãZs «/e'fó,i« . .hz no má'ímo O(q(n)) ««;u/f"
ao certiâcado.
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Notação 3.6 Para conju7zfos R e C? de /unções, denolaremos

PCP(R,Q) U pop(,,q)
rCR, ÇCQ

A íim de não usar o mesmo nome para coisas desiguais, vamos tentar diferenciar as

notações. Estamos usando "pcp" para o sistema de provas da Def. 3.4; "PaP(., .)" para
as classes da Def. 3.5; e "PCP" para o assunto dentro Ciência da Computação -- que
estamos estudando.

O poder das pcp's foi estudado em uma sequência de grandes trabalhos, que culmi-

naram no seguinte resultado, de Aroma, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy IALM+92j,
que é bastante surpreendente.

Teorema 3.7 .V7> PC;P (logo, l)

Ou seja, qualquer linguagem da classe .VP' possui um sistema de checagem que, para
verificar um certificado de pertinência, lê apenas um número constante de caracteres,
os quais são escolhidos com base em apenas uma quantidade de bits aleatórios que é
logarítmica no tamanho da entrada.

Tal resultado, longe de ser a confirmação de algo intuitivo, íoi totalmente inesperado
na época. Afinal, ele afirma que o número de bits lidos pelo checador é uma constante,
independente do tamanho da instância.

Uma boa exposição da demonstração completa desse teorema pode ser encontrada
em IHPS94j. A idéia geral da prova é apresentar uma pcp para o problema 3SAT, que
é ./V'P-completo. Para isso, são feitas codificações aritméticas das fórmulas booleanas e

também das soluções (atribuições que satisfazem a brmula ein questão) apresentadas
pelo oráculo.

Tais codificações são feitas através de polinõinios. Grosseiramente falando, isso per-
mite que possam ser checadas probabilisticamente examinando-as em poucas posições,
pois dois polinâmios de grau baixo podem coincidir apenas em uma fração pequena do
seu domínio (desde que esse domínio tenha tamanho razoável).

Várias ferramentas são utilizadas para lidar com esses polinõmios, incluindo os co-
nhecidos "testes de grau baixo" . Matsushigue, em IMat971, além da parte computacional
da pcp para o 3SAT, apresenta também o intrincado arcabouço técnico sobre a parte
algébrico-probabilística necessária para chegar aos teoremas envolvendo tais polinâmios
de grau baixo.

Uma das maiores motivações para a pesquisa na área das PCP's foi a sua conexão
com a área de Otimização, de onde já surgiram importantes repercussões práticas. Junto
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com a demonstração de que .VP = PaP(Ioga, 1), o próprio artigo IALM+921 também
mostra que, como consequência, obtêm-se provas de resultados de nãoaproximabilidade
para muitos problemas.

As explicações dessa e de outras afirmações derivadas dos sistemas probabilísticos

podem ser encontradas em IBab941. Tais resultados significam que, se P # ./ÜP então,
para certas classes de problemas, não se pode encontrar (em tempo polinomial) nem
sequer uma solução aproximada.

Voltemos a considerar o Teorema 3.7, desta vez olhando para algum problema fixo
pertencente à classe .VP'. Tomemos, por exemplo, o CircSat (veja Def. 2.4). Chegamos
à seguinte conclusão.

Corolário 3.8 Para o proa/ema aírcSat, triste um uerz$cador y de tempo po/ nomíaJ
que recebe como entrada um circuito C e uma prova holográ$ca v, e comp07'ta-se do

seguinte modo.

ri,) V' /ê ape7zas um ntírnero constante de bits de n;

6iJ }'' «« O(log lal) bál. «/e.fóM«;

(iài) se C é satisfazíuel, então existe VC tal que V aceita l.C,vc) com probabilidade l;

(iu) se C não é s.tisjaz{«l, então, p"a qualquer x, o uehÊc.do, V rejeita (C,'R) com
probabilidade >- tl'Z;

r«) . ce,tÚcad. T fe«. t.m-A. O(lal;)

O item (v) acima decorre de que, pela construção de IALM+92j, a prova holográfica
tem tamanho O(n3), onde n é o tamanho da instância. A demonstração do Teorema 3.7
também aparece em ISud921 e sua construção fornece provas de tamanho O(n2), ainda
polinomial. Polishchuk e Spielman, em IPS941, melhoraram ainda mais o resultado
e apresentaram construções que, para qualquer f > 0, obtêm provas holográficas de

tamanho ni+'. A meta dos próximos capítulos é justamente mostrar essa construção de
tamanho quase-linear.

Na Seção 8.8 aparece uma discussão mais detalhada sobre o tamanho das provas
obtidas para problemas genéricos na classe .V7)
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Clapítulo 4

Códigos Polinomiais

O principal elemento da nossa construção de provas holográficas é o modo pelo qual
um polinõmio de três variáveis será codificado. Antes de chegam a eles, vamos primeiro
passar pelos polinâmios de duas variáveis, e veremos resultados sobre suas codiâcações.

4.1 Códigos checáveis e verificáveis

Nesta seção definimos checadores e verificadores e apresentamos a terminologia que
será utilizada para fazer suas análises.

Definição 4.1 t/m checador paz'a uma /amz2ia de códigos {Ci} de famanAos {ni} e

distâTtcia mínima relativa õ sobre o al.rabelo E é um atgoritmo probabilístico tal que

B o checüdor aceita cada palavra de Ci com probabilidade l;

B se a probabilidade de o checador aceitar a palavra w de tamanho ni é maior que
1./2, então e:cisne uma (Única) palavra-código de Ci de distância mínima relativa
no lná=imo õlS em relação Q w.

Medimos a eficiência de um checador pelo número de bits que ele lê da entrada.
Vamos impor mais estrutura aos bits de uma palavra-código e aos modos pelos quais

o checador pode acessá-los. Particionamos os bits do código em segmentos e obrigamos
o checador a ler todos os bits do segmento se ele quiser ler qualquer um. Por exemplo, se
s é um segmento que contém do {-ésimo até o .j-ésimo bit, e se í = (]çi , z2, - - . , z.) é uma

palavra, então o valor de z no segmento s é (zi, . . . ,açj). Se um algoritmo lê zí, vamos
muda-lo para que também leia zí+i, . . . , zj, ou sela, penalizainos um pouco a eficiência
para ganharmos certa estrutura. Note que definimos segmentos como conjuntos didunfos
de posições. Quando descrevemos um checador de um código cujos bits estão divididos

15



em segmentos, contamos quantos segmentos do código o checador lê e quantos bits esse
segmento contém.

E bom destacar o fato de que essa divisão dos bits em segmentos pode existir apenas
na mente do checador. Ela não implica que qualquer bit de formatação apareça nos
dados. Descrevemos os bits de um código como estando divididos em segmentos para
indicar o modo pelo qual os nossos algoritmos vão acessar os bits desse código.

Além de ser checável, um código ueri#cáue/ tem a propriedade de que é possível
verificar probabilisticamente se foram corrompidos os bits individuais de uma palavra
recebida.

Definição 4.2 Seja {C } ürrza /amplia de códigos de larnanAos ni e d sfórzcía míhÍma
relativa õ sobre o alfabeto E tal que, em cada código, os bits das palavras são particio-
nados ern segmentos. t/m verificador de {Ci} é um algoMfmo proóaóálúfãco que recebe
uma palavra to e o nome de llm segmeTLto s como entrada ta! que

se 'lo é uma palauTa de Ci, o ueM$cador aceita;

B se Q probabilidade de que o ueri$cador aceite uma palavra u (de tamanho VH) no
segmento s é maior que 1/2, então ezisfe uma rtínícaJ pa/aura-código c de Ci de
disfáncia rnÍhima re/aZiua io rnázimo â/3 em relação a w fa/ que c tem o mesmo
valor que to 110 segmento s.

A eficiência de um veriíicador é medida do mesmo modo que a do checador: número
de segmentos lidos e número de bits contidos em cada segmento.

4.2 Polinâmios de duas variáveis

Vamos construir codificações de polinõmios de duas variáveis e de um certo grau.
Após isso veremos os teoremas demonstrando que tais codificações possuem os checado-
res e verificadores que desejamos.

Essas codificações são construídas sobre um corpo. Tal corpo será denotado por Ç
e não faz diferença qual seja, desde que possua tamanho suficientemente grande para
conter os objetos que descrevemos.

Definição 4.3 Um po/{nómio p(zl, . . . ,zk) tem grau (dl, . . . ,dt) se o grau de p e«z z{

tí no máximo di, para cada {.

Há várias maneiras de exibir um polinõmio de grau (d, e). A mais natural é escrever
seus coeficientes, como na Figura 4.1(a). Uma outra maneira de exibir tal polinõmio é
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escolher conjuntos X Ç g e }'' Ç g tais que IXI > d e lrl > e, e então listar os valores
de p em cada ponto de X x y, como na Figura 4.1(b). É fácil verificar que, assim, o
polinõmio p está definido univocamente. Ambas essas maneiras exigem que se escreva
pelo menos (d + l)(e + 1) unidades de informação, i.é, elementos de g.

Nossa maneira de exibir polinâmios vai conter ainda mais informação. Embora os
dados extras sejam desnecessários para especificar o polinâmio, eles serão úteis quando
quisermos estabelecer fatos sobre o polinõmio sem ler a sua descrição inteira.

Agora definimos uma ap7'esenfação de um polinõmio como sendo a lista dos seus
valores sobre algum domínio, juntamente com a lista de polinâmios de uma variável

obtidos quando uma das variáveis é restrita a um valor no domínio. Veja Figura 4.1(c).

Definição 4.4 Sda p(z,y) urn poZánómío de grau' (d,e) sopre um corpo g e soam X,
y Ç Ç. Uma apresentação correta de p sopre X x y consiste em

e a lista dos valores de p em cada ponto de X x Y;

e para cada =o C X, os coe$cientes do l)olivtõTnio de uma uririáuet obtido pela res
[dção de p a {zo} x Ç;

e para cada yo C Y, os coe$cientes do polivtâmio de uma uaháue! obtido pela restHção
de p a Ç x {Z/o}.

Quanto à estruturação em segmentos comentada na pág. 15, as apresentações se.
guirão a seguinte divisão:

e cada valor de p listado na apresentação é um segmento separado;

e a descrição inteira (i.é, o conjunto de coeficientes) de cada polinõmio de uma
variável constitui um único segmento.

Quando falamos "lista dos valores de p", queremos dizer que os dados devem estar
organizados em uma lista na qual cada elemento possui o mesmo tamanho, de modo
que, se alguém quiser consultar o valor de p em (z, y), saberá instantaneamente o lugar
da lista em que deve olhar. O mesmo precisa valer para cada lista de polinõmios de uma
variável.

Uma vez definidas as apresentações carretas, relembremos o nosso objetivo de montar
demonstrações probabilísticas, conforme os conceitos do capítulo anterior. O checador

vai pedir a codificação de certo polinõmio e, como resposta, o oráculo vai exibir alguns
dados. Esses dados podem ser verdadeiros ou falsos, e é por isso que o checador deve
executar certos algoritmos de verificação.
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l y 2+2y 3+5y

1 + z -- Z/ + 3zZ/ 0 1

(c)

2

(-) (b)

Figura 4.1: '1\'ês maneiras de descrever um polinõlnio

Tais dados serão chamados simplesmente de apresentação e podem constituir ou não
uma apresentação correra. Como o oráculo pode exibir informações falsas, então, em
princípio, o conteúdo de uma apresentação pode ser qualquer coisa; portanto a melhor
descrição que podemos dar é dizer que se trata de uma string que é do mesmo tamanho
que uma apresentação correta.

Definição 4.5 Uma (d, e)-apresentação sobre X x y consiste ern

B uma string com o llleslno tamanho que teria umu lista com um elemeTtto de g para
cada pomo de X x y. l){zemos que essa sZráng atribui um elemento de Ç para
cada porzfo de X x }''

e para cada zo € X, lama sfring com o mestria larnanAo da descrição de um po
tinõmio de alma uatiáuel de grau e sobre Ç;

8 para cada yO C y, zzma sfríng com o mesmo ZamanÀo da descrição de um po/ánóm o
de uma uat'iáuel de grau d sobre Ç.

C?fiando o grau (d, e) esíÍuer c/aro a parfár do conlezfo, escreueremos apenas apresen

Daqui por diante, o que for dito geneiicainente sobre apresentações aplica-se também
às apresentações corretas (Def. 4.4), que podem ser vistas como um caso particular de
apresentação.

Ao conjunto X x y na definição anterior chamamos doíníhia da apresentação.
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A divisão da string em segmentos é apenas por conveniência da descrição, e indica
o modo como estes segmentos serão interpretados pelos algoritmos que os lêem.

Agora nos interessam resultados que auxiliem na tarefa de descobrir se uma apresen-
tação é ou não correra. Será essencial a característica de que dois polinõmios distintos
coincidem apenas em um número pequeno de pontos.

Lema 4.6 Sda p um po/ãnóm o de grau (d, e) sopre um domhio X x y
do q'ue

Se p tem mais

* . * - (á * á)
raízes em seu domínio, então p é o polinõmio Tinto.

Prova. Feita por Schwartz, em ISch801 D

Nossa meta é o seguinte resultado. Se recebemos uma apresentação e nos dizem que
ela corresponde a um polinõmio de duas variáveis, podemos checar isso probabilistica-
mente lendo apenas um número constante de segmentos da apresentação.

Tal afirmação só pode ser provada para apresentações sobre domínios suficientemente

grandes em relação ao grau do polinâmio. Aroma e Safra IAS92) provaram para domínios
de tamanho cúbico em de. Sudan ISud921 melhorou isso para quadrático. Polishchuk
e Spielman IPS941 conseguiram provar que isso é possível para domínios lineares, isto
é, cujo tamanho é maior que de por apenas um favor constante. Isso foi essencial para
obter as provas holográficas de tamanho quase-linear.

Neste trabalho não será mostrada toda a parte algébrica para a obtenção desses
resultados. Vimos acima referências pala os locais onde se podem encontrar essas de-
monstrações. Em particular, o último resultado também é explicado em ISpi951, onde é
descrito com mais detalhes do que no artigo original IPS941. Aqui apenas são enunciados
os teoremas principais, a serem utilizados nos Capítulos 7 e 8.

Por motivo de clareza, vamos definir o seguinte terno, que é usado em várias partes
deste trabalho.

Definição 4.7 Sortear a C C signi#ca esmo/Aer 7zrzi$ormemerzte ao acaso um elemerzfo a
de um conyunZo C.

Quando o sorteio é de Damos elementos de um conjunto, cada escolha é feita inde-
penderzfemenfe.

O algoritmo a seguir checa se uma (d, e)-apresentação sobre um domínio X x y é
uma apresentação correra de algum polinõinio de grau (d, e).
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Algoritmo 4.8 Checagem para Duas Variáveis

1. Sortear tzrn porzfo (z0,3/0) C X x y;

2. Z« o «/o, « .l,Íb«Íd' 'o p-f. (zo,yo);
Ler cl string pu atribuída Q o;
Ler a stdng p= atribuída a yo;

3. ..'iceif- ;e p, «p«n*a ««. po/inómio f./ qu. p,(Z/o)

' pV "p«.."'a «m po/ínómi. f«/ q«e p,(#O)

U

U

Observemos que, embora não se teste explicitamente que os polinâmios p, e pV
possuam o grau correio, esse teste, na verdade, está subentendido dentro do algoritmo.
Isto ocorre porque os dados são uma seqüência de bits (reveja Def. 4.5) e tanto o tamanho
quanto a localização (endereçaniento) dos segmentos são tratados pelo algoritmo como
$e os polinâmios tivessem os graus desejados.

Se a apresentação for correta, então, por definição, existe um polinõmio tal que, no
algoritmo acima, u é o valor desse polinõmio em (zo, yO), p, é a sua restrição aos pontos
(z,yO) e pV é a restrição a (zo:y). Portanto, é fácil perceber que o algoritmo sempre
aceita as entradas que são apresentações corretas.

A recíproca também é verdadeira, como se pode ver na seguinte proposição, que é
bastante conhecida.

Proposição 4.9 Sejam X = {zl,...,]Çm}, y = {Z/l,...,yn}, e sejam d < m, e < n.

Sda /(z,3/) um« /unção em X x y faJ que, p-a l $ .j :$ n, /(z,yj) coincide em X

«m .Zg«. p./{«ó«.i. d' g«« d 'm z, e, p«« l $ { $ m, /(zi,3/) «ín.ãd. em y c.m

algum potinõmio de grau e em y. Então, existe um polinõmio P(=,IJ) de grau l.d,e) tal
q«e /(z,y) c.{«íd. «m P(:,,y) .m í.d« « /ug« d. X x }'

Prova. Basta construir P usando inteipolação de Lagrange. D

Essa proposição significa o seguinte. Se esse algoritmo aceita uma entrada com

probabilidade 1, então ela de fato corresponde à apresentação correra de algum polinõmio
de grau (d,e).

Porém, é claro que, sem ler lodos os dados, é impossível saber se a probabilidade
de aceitar vale 1. Por isso, gostaríamos de um resultado que afirmasse algo do seguinte
tipo: se o algoritmo aceita uma (d, e)-apresentação .A com probabilidade próxima a l,

então .A deve ser muito parecida com a apresentação de algum polinõmio de grau (d, e).
Utilizaremos o seguinte conceito de proximidade.
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Definição 4.10 Duas apresen(anões de mesmo grau sopre o mesmo domínio são c-
próximas se dderern, em cada Ilha das três /ãsfas qzie compõem as apresentações, por
no máximo uma jrüção E dos seus segmentos.

Definição 4.11 Urna (d,e)-apresenlaçãa .4 soZ,re um domúÍo X x y é c-boa se .,4 é
;-p,ó,ím« à .p«nt.ção c.«'ela de «lg«m po/{nómi. p, d. g«« (d, e), «ó« X x }'

Notemos que, se .A é uma apresentação c-boa para um c suficientemente pequeno,
então existe um único polinõmio p cuja apresentação é próxima de .4.

Proposição 4.12 Sdcz .A uma apresentação c-boa de grau (d,e) sopre um dorna'n o
X x y. Se

.«;i: (á*ü)}
então ezásZe zz7n tíriíco po/{nómêo p faZ que .A e a apresentação c07'Tela de p dljferern no
máximo em uma fiação e dos seus segmeTttos.

Prova. Vamos assumir, como via de contradição, que existam dois polinõmios p e p'
distintos cujas apresentações correias coincidem com Á em todos exceto em uma fração
c dos seus segmentos. Então p e p' possuem o mesmo valor em pelo menos uma fiação
(1 -- 2c) do domínio. Logo, o polinõmio p -- p' é zero em pelo menos IXllVI(1 2é:)
pontos.

Utilizando a hipótese sobre c vemos que o número de raízes em p -- p' é pelo menos

; ** (á*ü)
e, portanto, pelo Lema 4.6, o polinõmio p -- p' seria o polinâmio nulo, contradizendo a
hipótese de que p e p' sejam distintos. a

IXlll''l(i - 2c) > IXllr : - :.; l
d e

Antes de enunciar o próximo resultado, vamos rever a definição de apresentação
correra (Def. 4.4), com IXI = m e lrl = n, e observa-la de outro ponto de vista.
Chamemos de Z,i , Z)2 e La, respectivamente, as três listas que aparecem nessa definição.

A lista Z;2 é composta de polinõmios de uma variável de grau e em Z/. Podemos
interpreta-la como uma função de X em g'+t pois, para cada zo C X, .L2 associa um
polinõmio, que é representado por e + l coeficientes.

Outra maneira de olhar para Z;2 é como uma função em z e y que é arbitrária
na direção z mas que, na direção Z/, é sempre parecida com um polinõmio de grau e.
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Sabemos que qualquer função no domínio X pode ser representada como um polinâmio
de grau IXI -- 1 = m l $ nl. Portanto .L2 pode ser vista como a descrição de um
polinõmio (7(z,g/) de grau (m. e). Analogamente, -L3 descreve um polinâmio R(sç,3/) de
grau (d,n).

Com esse ponto de vista. podemos enunciar um importante teorema. Sua demons-
tração (que se encontra nas referências já citadas) é longa e engenhosa.

Teorem.a 4.13 Sega Ç um cor'po e sejam dados con#unfos X = {ZI,...,Zm} ç g e
y = {z/l, . . . ,Z/«} Ç g. $dam R(z,y) «m po/inó«.io «b« Ç de g«« (d,n) e C(z,Z/) «m

po/ãnó«.i. ;.ó« ç d. g«u (,«.e). Se

: (á -- = -- ') « :

(,.ÜPi.*},.la(", y) # C'(Z, g/)j < Õ',

nfã. zisf' «m p./ánómi. Q(=,Z/) d. g«« (d, e) fa/ q«.

,v)CXxl'ln(z,g) # Q(z,y) ou C'(n,y) # Q(z,V)l < 2Õ2

Para ver a utilidade desse teorema, voltemos ao Algoritmo de Checagem para Duas
Variáveis, cuja entrada é uma apresentação ..4, com polinõmios R e (J conforme a dis-
cussão anterior.

Se .4 for aceita com alta probabilidade pelo algoritmo, então R(z,Z/) e C(z, Z/) coin-
cidem na maior parte do domínio X x y. Isso satisfaz a hipótese do teorema acima, e

concluímos que .4 é próxima à apresentação correta de algum polinõmio Q(z, Z/) de grau

Isso está formalizado nos seguintes enunciados.

(d, e)

Lema 4.14 Sda .4 uma (d,e)-apresentação sopre um doma'nío X x y [aJ que IXI > 8d
e IVI > 8e. Se a proZPaóiládade de o .4ZgoriZmo de (secagem pala l)tias UaMáueis aceáfar
é maior que 1 -- c, para c < 1/16, então a aprese7zfação é 3c-óoa.

Prova. Segue do Teorema 4.13, com õ 1/4. 0

Corolário 4.15 0 código das (d,e)-apreserlíações sopre o dornhio X x y possui t'm
checador que lê apenas um número constante de segmentos da sua entrada.
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Prova. O checador é obtido rodando-se um número constante de vezes o Algoritmo de
Checagem para Duas Variáveis. Essa constante é escolhida de acordo com a probabili-
dade máxima de erro desdada.

Quanto aos segmentos, basta constatei (vda texto após Def. 4.4) que cada string p,
ou pP, lida pelo algoritmo, está em um único segmento. []

4.3 Polinõmios de três variáveis

Vamos construir codificações de polinõmios de três variáveis. Elas serão o principal
componente da nossa prova holográfica, que é apresentada nos Capítulos 7 e 8. Para
trabalhar com esses polinõmios, precisamos dos teoremas que estão na seção anterior,
relativos a polinõmios de duas variáveis.

Começamos com os conceitos relativos às apresentações. Nada dais são que a ex-
tensão natural para três variáveis dos conceitos vistos na seção anterior.

Seja p(z, y, z) um polinõmio de grau (d., dV, dz) sobre um corpo Ç. Usaremos as res-
trições de p a cada uma das linhas paralelas aos eixos passando pelo domínio X x y x Z.

Notação 4.16 ,4 resfráção do po/amónio p(z,g,z) aos pontos sç - zo e Z/ = Z/o nos á

zzm polánómio de grau d., em Tina uaháueZ. Esse polínómio será denotado por pl(zo,PO,.)-

Usamos notações a7zá/ocas, pl(.;.,.,zo) e pl(.,P.,«), para os polinóm os c07/z restrições nas
outras uaháueás.

Definição 4.17 Sejam dados X, y, Z Ç Ç. Urna apresentação correra de p sopre
X x y x Z corzsàsle em

(i) uma lista com os valores de p em cada povtto de X x Y x Z;

6i para cada (zO,yO) c X x y, os coe#cíerztes de pl(«,VO,.);

ríii) para cada (zo, zO) c X x Z, os coe$cáerztes de pl(«,.,«);

riu para cada (yO,zO) C y x Z, os coe.Pcie7ztes de pl(.,V.,«)'

Definimos também uma (d,, dV, d.)-apresentação de forma análoga à Def. 4.5, ou soja,
possui o mesmo tamanho mas pode não ser uma apresentação correra. Similarmente ao
Lema 4.6, prova-se o seguinte resultado, para apresentações de três variáveis.
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Lema 4.18 Sela p u rz po/ nómio de grau (dl, d2,da) sopre Z)
mais do que

Z)i x Z)2 x l)a. Se p lezn

« (â*â*ü)
raízes em 'D, então p é o polinõmio nulo.

Uma conseqüência é que, sobre domínios suficientemente grandes, as apresentações

de polinâmios p' e p" distintos estão bastante distanciadas entre si. Isso segue do lema
anterior, pela consideração das raízes do polínõmio diferença enfie p' e p"

O teorema para a checagem de polinõmios de três variáveis é um corolário do Teo-
rema 4.13.

Teorema 4.19 Soam Pt(z,y,z), P2(z,y,z) e P3(aç,3/,z) po/{nómáos sopre um coW. g
cujos graus são (d, 12e, 12c), (12d,e, 12c) e (12d, 12e,c) respecZãuamenZe. Soam X, y,
Z suóc07zlurzZos de g de famarzÀos 12d, 12e, 12c 7especZáuazrzenfe. Se

Pt .. .IPI(z,y,z) y,,) (z,Z/,,)l>1-=(=,y,z)CXxyxZ'

2

' '\-'#'-/ ' '\-':''''' ' ' 2916'

p«. õ' < 1, «fã. e,isf. «m poünóm{. Q(z,y,,) d. g«« (d,e,c) f.! q«.

(z ,y,z)CX x y x Z

Prova. ISucintal Para ir do teorema de duas variáveis pala este com três variáveis,
primeiro aplicamos o Teorema 4.13 em cada plano perpendicular ao eixo Z/, e obtemos
uma coleção Rg'(z,z) de polinõmios de duas variáveis em (z,z) de grau (d,c). Se
tratarmos cada elemento dessa coleção como um polinõmio de uma variável em # que
assume valores que são funções em z, veremos Rg'(aç) como uma coleção de polinâmios
sobre o corpo Ç(z). Finalmente, vista como um todo, essa coleção é uma função R(z, y)
que, na direção y é uma função arbitrária mas, na direção z sempre se comporta como
um polinâmio de grau d.

De modo análogo, a aplicação do teorema de duas variáveis aos planos perpendicula-
res ao eixo z nos dá uma função C'(z, y) que, na direção y, comporta-se como polinõmios
de grau e.

Esses polinâmios n(z, y) e C'(z, Z/) sobre Ç(z) satisfazem as hipóteses para mais uma
aplicação do Teorema 4.13, de onde obtemos o polinõmio Q como desejado. []

Pr
')À

IC2(",Z/,') - Pt(z,Z/,') - P2(Z,y,') = P3(Z,y,')l > 1 ='

Esse teorema nos permite afirmar que há uma versão do Lema 4.14 que se aplica a
apresentações de três variáveis. o que nos leva ao seguinte resultado.
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Corolário 4.20 IAlgoritmo de Checagem para Três Variáveisl .EzísZe um a/-
gotitmo para checagem de apresentações de polinâmios com três variáveis, que é análogo
ao .4Zgoritmo #.8, e gue lê apenas um ntímero constante de segmentos da apresentação.

4.4 Sub-apresentações e verificação

E claro que uma apresentação correra de um polinõmio ein um domínio D contém
apresentações carretas desse mesmo polinõmio em subconjuntos de Z). Nesta seção
vemos como lidar com essas sub-apresentações.

Começamos com uma observação simples.

Proposição 4.21 Sda .A ?ima (d,,dV, d;)-apresentação f-óoa sopre zzrn doma'nio Z) =

X x }' x Z e sqa 2y = X' x y' x Z' zzm suócorÜurzfo de Z) fal que clZyl > lli)l pa7cz uma
corzsZanfe c 2 1. Se tomamos ,4' composta pe/os e/eme7zZos de .4 que corresporzdem a
uma apreserzfação sopre Zy, então Á é cc-óoa.

.41ém disso, se

h *ã *h * '« « :,

e"fâ' .'{ ' .'l' sã. p,ó.im« à .p«nZ'çã. c««fa do me;,- p./ánómã. de g«u (d,, d., d,)

Prova. A primeira parte é óbvia. A segunda segue do Lema 4.18. D

Um outro tipo de sub-apresentação é o de dimensão mais baixa. Por exemplo, uma
apresentação de três variáveis .A sobre X x y x Z contém lama apresentação de duas
variáveis sobre X x y x zO, para zO C Z. Mas o fato de que Á seja c-boa não implica
muita coisa sobre essa sub-apresentação.

Para mostrar que a sub-apresentação pode ser certificada como boa, mostraremos
uma propriedade mais forte das apresentações: elas possuem verificadores simples. Isto
é, se sabemos que .4 é c-boa, para um c suficientemente pequeno, podemos checar se
qualquer particular segmento de .4 é o mesmo que o segmento da apresentação correra
à qual .4 é próxima.

Algoritmo 4.22 Verificação para Três Variáveis
Tomemos e atgltma constante pequena.

EDiTada do a/gar Zmo; uma apresentação .4 sopre X x y x Z;
um gonzo (zo, g/o, zo).
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/ Chocar se a apresevttação é e-boa

2. Chegar se a sub-apresentação sobre X x Y x zo é e-boa

3. Sortear ur/z ntímero corzsfarzfe de gonzos de X x y x zo e cÀecal' se o polÍnómío de
uma uadáuel de A em z que passa por cada ponto assume o valor atribuído a esse
ponto pela apresevttação.

4. Sortear um número constante de pontos de X x IJo x zO e chocar se o polinõmio de
uma variável de A em ly qlte passa por cada ponto assume o valor atHbuído a esse
ponto pela apresentação.

5. ah"" s. o p.linó«.i. de «ma -,íá«/ d' .Á 'm z que p«s« p« (zO, go, ,o) c.{ncÍ'í'
colei o valor atribuído a esse ponto por A.

Um algoritmo de verificação similar a este apareceu em ISud921, e rodava em domínios
de tamanho quadrático. A demonstração do Teorema 4.19 em IPS041 implica que agora
podemos trabalhar sobre domínios cujo tamanho é linear no grau das apresentações.

Lema 4.23 Ezásfe uz/za consfarzfe c ta/ que, para lodo c > 0, ezisfem consfanfes lzo .41-

g.homo d' Me''H"çã. p.,'. nê. Mama«i' faí' q«e .e .4 é u«.' (d,,d.,d,)-«p«seno çã.
sobre um domínio X x y x Z 07zde cdr < IXI, cdp < lrl e cd, < IZI, então

b Se o Passo l do ülgoütmo de ueri$cação aceita com l)robabilidade Tnaior que tla,
.nfã. e:'Í'l' um p'li«óm{. p(z,3/, z) de g«u (d.,d,,d.) f'/ q«e ,4 é e-p,ó.i«.. d.

"m" 'p«'enZ'ção c.«'ef« d. p(z, Z/, ,).

b Se os Passos 1, 2 e 3 aceitam com probabilidade Titclior que l.I'Z, eTttão Q sub
apresentação de P em X x y x zo é c-próxima de uma apreseníaçâo correia de
P(z,y,,o).

B Se os Passos l a 4 aceitctm com probabilidade maior que Xla, então o polinâmio
'í' u'- «,íá«l d. .A .'" " q«e p« p'/a lama« ( ,yo, ,o) é de /aí. p(z,go, ,o).

B Se os Passos l Q 5 aceitctm com probabilidcLde maior que Ll2, eTttão o valor que A
atribui ao ponto (zo, Wo,zo) é p(gO, yo, zO).

Prova. Esses fatos seguem do Lema 4.18, dos Corolários 4.15 e 4.20, e do Teorema 4.19.
D

Com esse lema, portanto. podemos afirmar que as codificações de polinõmios de três
variáveis são verificáveis pela consulta a apenas unl número constante de segmentos. O
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fato de ser verificável (conforme a Def. 4.2) significa que, além de certificar que ,4 está
próxima de uma apresentação correra, o checador pode conferir posições individuais (1)
dentro de .4 e ter certeza de que elas contêm valores iguais aos da apresentação correra.
Note que é surprendente obter tal propriedade lendo tão poucas informações contidas
na apresentação.
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Capítulo 5

Um Problema yV'P-completo

Precisamos de um problema ./V'P-completo para servir de fundamento ao nosso siste-

ma de provas holográficas. Neste capítulo, veremos a descrição de um grado relacionado
com o Giaío de De Bruijn, e mostraremos como o problema .VP-completo de "Satis-
fazibilidade de Circuitos" pode ser reduzido a um problema de coloração nesse grado.
Uma característica importante é que é particularmente fácil criar um sistema de provas
holográíicas para esse problema de coloração.

Para começar, víamos o motivo porque não criamos um sistema de provas holo-
gráficas diretamente para o problema de Satisfazibilidade de Circuitos (CircSat, ver
Def. 2.4). A maneira habitual de descrever uma instância do CircSat é fornecer, para
cada porta no circuito, a sua função e os nomes das suas entradas. Não é simples che-
car se uma atribuição satisfaz um circuito, pois, pala calcular o valor de uma porta,
é necessário primeiro ler os nomes das entradas dessa porta para, só então, ler os seus
valores. Tais portas podem estar em qualquer lugar do circuito e, em conseqüência, o
projeto de um sistema de provas holográficas diretamente para o CircSat faz com que a
maior parte da prova sqa dedicada a demonstrar que os valores nas portas são correta-
inente movidos entre as posições da prova. Devido a esse ozierÀead, evitamos buscar um
sistema eficiente de provas holográficas para esse problema.

Vamos confeccionar um outro problema tal que, quando quisermos determinar se
uma de suas restrições é satisfeita, saberemos imediatamente onde devem ser buscados os

valores que precisamos examinar. Nesse problema, computamos os nomes das variáveis
envolvidas em uma restrição simplesmente a partir do nome dessa restrição; e é dessa
forma que nos livrámos do ouerÀead anteriormente citado.

Também será hcil reduzir instâncias do CircSat a instâncias do nosso problema.
Além disso, outra característica importante é a que se vê no Cap. 6, onde esse proble-
ma também consegue ser convertido em um objeto bastante simples do ponto de vista
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algébrico.

O problema que usaremos será a coloração de um certo grado descrito na Seção
5.1. Vemos na Seção 5.2 que uma instância desse problema consiste em uma primeira
atribtlição de cores a cada nó do grato. Na Seção 5.3 vemos que uma solução do problema
será uma segunda atribuição de cores aos nós de modo que os pares de cores atribuídas
a cada nó e a seus vizinhos satisfazem certas regras de coloração.

5.1 Gratos de De Bruijn

Vamos mostrar o que é um grato de De Bruijn circular. Sobre tal tipo de grato é
que, adiante, descrevemos nosso problema de coloração.

Neste texto estamos trabalhando principalmente com circuitos booleanos. Para evi-

tar confusão de nomes chamaremos gra/o-circuÍZo ao grato que é um circuito (caminho
fechado sem repetição de nós).

Definição 5.1 0 grato de De Bruijn .B. é um gra/o orientado com 2" nós, no qual
cada nó é representado por uma string binária com vl dígitos. O nó representado pela
Sf7'ing (31, . . . ,Zn) Zem arestas apontando para os nós representados por

(g2, , z«,0) e (z2, . .. ,z., l)

Figura 5.1: Grado de De Bruijn B3

A seguir definimos grato de De Bruijn circular, que é o produto de um grato de De

Bruijn com um grafocircuito; nesse produto, existe uma aresta do vértice (aç, a) para o
vértice (Z/, b) se e somente se houver uma aresta de z para Z/ e de a para b. Veja Fig. 5.2.
O tamanho do grafoncírcuito precisa ser alguma constante vezes rz que seja grande o
bastante para nós realizarmos certas operações de roteamento no grato. A escolha de
5n será suficiente.
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Definição 5.2 0 grato de De Bruijn circular 1). é zim grc!/o oMenfado com 571 . 2" nós
no qual cada nó é representado por ulrt par consistindo em uma string bináHa com n
dÜi*" e "m n.íme« ,«ód«/. 5n. O nó «p«;enfad. pe/o p« ((zi, . . . , z«), .) fe«. «e;fas
üpontaTtdo para os nós represetttados por

((z2,...,=«,0),«+1) '((s2,...,z.,l),.+l),

onde a soma a + l é fanada rnódu/o 5n.

Figura 5.2: Grato de De Bruijn circular

Em Z)«, para cada a C {0. . . . , 5n -- 1}, chamaremos uma coZurza do grato ao conjunto
dos nós cuja representação termina com a.

Há dois motivos porque usamos grados de De Bruijn circulares. Um é o fato já
comentado de que possuem uma descrição algébrica muito simples. O outro é que pode-
se lotear qualquer permutação em um grato desse tipo; e isso nos permite "desenhar"
um circuito booleano em um grato, conforme veremos na próxima seção.
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5.2 Instância do problema

Vamos descrever um modo de "desenhar" um circuito booleano dentro de um grato
de De Bruijn circular, e vamos fabricar um problema de coloração tal que o grato possui
uma coloração válida se e somente se existir alguma entrada (atribuição de 0's e I's)
que satisíhz ao circuito dado.

Um jeito de representar um circuito booleano é fazer uma figura contendo as en-
tradas, as portas e M linhas significando os "fios" que as conectam. Por exemplo, na
Fig. 5.3 está o circuito correspondente à fórmula booleana (ni A z3) V (nz3 /\ z2). Para
facilitar futuros argumentos, acrescentamos uma porta extra para a saída do circuito.

Figura 5.3: Um circuito booleano

Consideremos agora um circuito C' com mi portas binárias (inclusive a porta otzZpuf)

e rri2 entradas. Seja r o menor inteiro tal que 2' ? mi + rn2. Vamos desenhar o circuito
C dentro do grato de De Bruijn circular Z),, isto é, um grado com 5r2' nós, sendo 5r o
número de colunas.

Para isso vamos escolher uma coluna do grato Z), e associar a cada nó dessa coluna

um nó do circuito a. Isso se faz atribuindo a cada nó uma das cores do conjunto {AND,
OR, NOT, INPUT, OUTPUT, À} para indicar o tipo de porta a que corresponde esse

nó do grato. A cor À indica "vazio" e significa que o nó sobrou sem ser associado a
nenhuma porta do circuito. As entradas do circuito serão também chamadas de portas
(no caso, portas de cor INPUT).

Nas outras colunas do grado os nós serão coloridos de uma maneira que descreva as
conexões que existem entre as portas do circuito. Para cada lim desses nós associamos

uma anão de cAaueamenZo do tipo das que estão representadas na Fig. 5.4. Essa as-
sociação se faz atribuindo ao nó uma cor; cada cor representa iim entre nove possíveis
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tipos de chaveamento. Notemos que um dos chaveamentos permitidos é tomar uma das

mensagens que chegam e envia-la para ambas as saídas (por exemplo, a chave (c) na
Fig. 5.4).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.4: Algumas ações de chaveamento

Queremos atribuir ações de chaveamento de modo a conectar cada porta às suas
entradas. Isso pode ser visto como um proa/ema de 7'0feamenlo em que há no máximo
dois pacotes chegando a cada nó (pois as portas AND e OR são binárias). Por outro lado,
a saída de uma porta do circuito pode servir de entrada para várias outras; isso significa
que, no roteamento, um mesmo pacote deve poder ser levado para vários lugares.

Pela utilização de técnicas que são padrão em roteamento de pacotes (veja ILei921)
sabemos que 5r passos através de um grato de De Bruijn de 2' nós são suficientes para
resolver esse problema.

No nosso caso, a coluna associada às portas contém ao mesmo tempo os nós de
origem e os de destino. O resultado de ILei921 significa que é possível encontrar ações de
chaveamento para cada nó das outras colunas de /), que estabeleçam no grato caminhos
sem colisão que permitam que a saída de cada porta consiga ser transportada ao longo
das outras 5r -- l colunas do grato circular e chegue às entradas das portas que precisam
desse valor, na coluna destino. Veja Fig. 5.5: as colunas da esquerda e da direita do
grato devem ser identificadas uma com a outra, mas estão representadas duas vezes por
conveniência da figura. As linhas escuras correspondem a fios no circuito.

Recapitulando: em primeiro lugar recebemos uma instância do CircSat, isto é, um
circuito booleano O'; então atribuímos cores (de 6 tipos) aos nós de uma coluna do grato
para associa-los às portas de O; e atribuímos cores (de 9 tipos) aos nós das colunas
restantes para associa-los a ações de chaveamento. O número total de cores necessárias

é pequeno e não depende do tamanho de a. Essa primeira coloração do grato será
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input

not

and

output

mput

and

or

input

Figura 5.5: O desenho de um circuito dentro de um grato de De Bruijn circular

chamada inst(í7zcÍa do problema de co/oração.
E importante observar que o tamanho desse tipo de descrição de um circuito não é

muito diferente do tamanho de uma descrição mais tradicional. Para um circuito onde

o número de portas é ml + m2 = m, a descrição usual costuma dar um nome (tal nome
pode ser simplesmente um endereço) para cada porta. Estes nomes gastam logra bits.
Além disso, para cada porta é preciso listar a operação que ela realiza e os nomes das
portas que são suas entradas. Portanto a descrição do circuito possui tamanho total
O(m log m). No nosso caso é desnecessário atribuir nomes às portas pois suas conexões

são dadas pela rede de roteainento. Como nossa descrição se faz atribuindo a cada nó
do grato um entre um número constante de cores, então o tamanho dessa descrição é da
ordem do tamanho do grato, 0(2'5r), ou seja, O(m log7n); portanto, difere do tamanho
da descrição convencional apenas por um falar constante.
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5.3 Solução do problema

Uma prova de que um circuito é satisfazível consiste ein uma atribuição de 0's e I's às
entradas e portas do circuito, que sda consistente com uma atribuição satisfatória. Veja
Fig. 5.6. A representação dessa prova como uma segunda coloração do grato consistirá
em uma atribuição de 0's e I's para as arestas entrando e saindo dos nós do grado, que sda
consistente com a atribuição. com as ações das portas e com as ações de chaveamento.
Entretanto, não vamos colorir as arestas do grato mas sim os nós. Por isso a prova, na
realidade, vai atribuir uma quádruplo de símbolos a cada nó, dizendo se as arestas que
chegam e que saem desse nó são 0, 1 ou /ó (em branco). A Fig. 5.8 contém exemplos
válidos de segundas cores. O número de cores (ou sela, de quádtuplas) diferentes é 34;
portanto, tal como a instância, a prova também pode ser descrita usando um número

finito de cores. Essa segunda coloração, representando uma prova, é chamada solução
do probteTna de coloração.

Vamos escolher regras de coloração de modo que as únicas colorações válidas para o
grato sejam as que seguem as seguintes condições:

(i) atribuir 0 ou l a cada iió de tipo INPUT;

(ii) calcular corretamente o valor das saídas dos nós do tipo OR, AND, NOT;

(iii) propagar os valores ao longo das arestas seguindo corretamente as ações de cha-
veamento;

(iv) produzir l no nó OUTPUT

A Fig. 5.7 contém um desenho de uma prova de que o circuito da Fig. 5.3 é satis-
fazível. A Fig. 5.9 contém representações de pedaços de segundas colorações que violam
as regras de coloração.

Para resumir, nosso problema de colocação é, dada uma primeira atribuição de cores
ao grifo, encontrar uma segunda atribuição que satisfaça a todas as regras de coloração.
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Figura Uma prova de que lim circuito é satisfazível
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Figura 5.7: Outra prova de que um circuito é satisfazível
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(a)(b)

(c)(d)

Figura 5.8: Algumas "segundas cores" válidas para os chaveamentos da Figura 5.4

0 ]
and

['''].

o n
and

'1

Figura 5.9: Atribuições de "segundas cores" que violam as regras de coloração
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Capítulo 6

Aritmetização

A característica essencial das provas holográficas é que podem ser chegadas proba-
bilisticamente através do exame de uma quantidade pequena de suas posições. Para
tanto, o principal ingrediente é o uso de codificações baseadas em polinõmios. A aritme-
tização que veremos aqui tem como objetivo expressar, através de funções polinomiais,
o problema ./V'?-completo descrito no Capítulo 5.

6.1 Descrição algébrica do grato

Vamos mostrar que os gratos de De Bruijn circulares possuem uma descrição algé-
brica muito simples, que nos permite identificar os nós do grato com pontos em um
corpo de tal modo que os nomes dos vizinllos de uin nó podem ser expressos como um
polinõmio de grau baixo nos nomes desse nó.

Na verdade, a descrição algébrica que obtemos é para o grato que chamamos gr(4/o de
De BruÜn esfe7zdido que é o produto do grafucircuito de 5n + l nós com o grato de De
Bruijn. A identificação entre a primeira e a última colunas é fornecida pela prova holc-
gráfica. Vamos usar essa descrição para traduzir nosso problema de coloração de grato
para um problema algébrico no qual podemos aplicar os instrumentos desenvolvidos no
Cap. 4. Começamos definindo um grato nos elementos de GF(2').

Definição 6.1 Um grado de Galoís G. é um gra/o ohenfado corri 2" nós no qua/ cada
nó é {deTtti$cado com uln elemento de GFI.2"). Seja a tLm gerador de GFI.2"). O nó
representado por ''f C GFç2n ) T)Ossui uresttis apontando para os nós represeTttados por

cv' e a'y + l

l,ema 6.2 0 grato de Galois G« é isomoTJo ao grelo de De Bruijn B.
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Prova. Começamos recordando uma representação padrão de GF(2") (no sentido não-
técnico de "representação"). É fácil de ver que GF(2") é um espaço vetorial de dimensão

n sobre GF(2). Ademais, o fato de a gerar o grupo multiplicativo de GF(2") implica
que

l,a,...,an l

geram GF(2") sobre GF(2). Daí segue que existe um polinõmio p(X) C GF(2)IXI de
grau rz tal que

GF(2") CP(2)IXI/p(X)

Ou seja, os elementos de GF(2") podem ser representados como polinâmios em a de
grau no máximo n -- l com coeficientes em GF(2) (aqui e a seguir identificamos a e X).
A adição desses polinõmios é realizada componente a componente. Para entender o que
acontece na multiplicação, tomemos

P(a) + cl'-"-' + +c.-la +c.

Multiplicamos elementos de GF(2") pelo algoritmo normal de multiplicação de po-
linõinios, lembrando de fazer a soma componente a componente. Se obtivermos um
polinâmio de grau maior que n -- 1, aplicamos a relação

--(cla"'l + . . . + c.-la + c.)
Cla"-l + ' . . + C,i-la + Cn,

até obter um polinõmio de grau menor ou igual a n -- l.
Vamos usar vetores binários de tamanho n para representar cada um dos 2" elementos

do grato de De Biuijn. Definimos @ uma função dos vértices de .B. nos vértices de G.
da seguinte forma

-'@,,':,...,'.) - «"-'': --«"-:%+.:'-,+. . -- l '« --E.:'«-: l

E fácil verificam que @ é uma bijeção. Para ver que é um isoinorfismo de gratos, analisemos
se @ preserva arestas. As arestas que saem de (bl, . . . , b.) vão para os vértices

ln

ll

(b , b3 , b.,0) e (Z,2,b3, , b., l),

no grato .B.. Por outro lado, em G«, uma aresta que sai de
n--l \

«"-''. -'- «"-'ü: -- .-':, --.-- -- l '«+ E ..'«-. l

lE
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vai para

~ l «"-'ó: + a"''(b2 + ctZ,i) + * ('« *1.:'«-:))
nbi (cia +-''+c. la +c.)
n

Z,: + a"''(h + cibi ) +

a"-th + cr"-2(b3 + clb) + +c.ÓI

e a outra vai para

cv"-tb2 + a"-2(b3 + cib2) +
*« ('« *g-'«-:) *«' * :,

que podemos facilmente verificar que são

é(b2 , Z,3, , b., 0) e @(Z,2,Z,3, ,b«,l)

Por outro lado, não é difícil constatar que Ó'i também preserva giestas. Logo, a função
é é um isomorfismo de gratos. []

Está apresentado, portanto, um isomorfismo entre o grato de De Bruijn e o grato
sobre GF(2"). A seguir veremos outro isomorfismo, pois nossas construções de provas ho.-

lográficas vão identificar o grato de De Bruijn com um grato sobre GF(2"/2) x GF(2"/2).

Proposição 6.3 Sda n urn ínfeiro par e sda a ?zm gerador de GF(2"/2). Seja G o g7'a/o

.m GF(2"/') x GF(2"/') - q-/ . «ó «p«.e«fado p« (a,,) le«. «fa. .p-band.
para os nos

(,, aa) . (,-, aa + l)

Então G é isolnorfo ao trajo de De Bruijn B.

Prova. Pelo Leria 6.2 vemos que G é isomorfo ao grato nas strings binárias de tamanho
n no qual o nó(bi,...,b./2,b./2+t,...,b.) tem arestas para os nós

(bn/2+1,...,Z).,b,...,b./2,o) e(bn/2+1,...,b.,ó2,...,ó«/2,l).

Agora fazemos um entrelaçamento com os bi's e vemos que o grato G é isomorfo ao grato
no qual o nó(bi,ó«/2+i,Z'2,b-/2+2,. . .,Z'./2,bn) tem arestas para os nós

(bn/2+1,b2,b./2+2,...,b./2,bn'0) e(bn/2+1,b2,bn/2+2,...,b./2,bn,l),
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que facilmente se pode perceber que é idêntico ao grato l?.. D

Finalmente, apresentam:nos uma descrição algébrica simples do grato de De Bruijn
estendido, que é o grato que representa a rede de roteamento para o problema de colo-
ração.

Teorema 6.4 Sda n um ínfeiro par e a um gerador de /' = GF(2"/2). Sda f
{l,a,... ,a5n}, e C' :: {l,a.... ,a5n-l}. Então o gra/o de /)e BruÜn esfendÍdo com

(5" + 1)2" «é'fic« é {«m.r/o « g,a/o «ó« /' x .F x f, n. q-/ cad. «é,fác. (z, Z/, z) C
F x J: x e' 1.em arestas üpontclndo para os vértices

(y,an,a,) . (3/, a:« + 1, a,)

Assim sendo, para cada vértice (]ç, 3/, z) C .F x /' x C, as coordenadas z e y indicam
a linha do nó, e a coordenada z indica a sua coluna (veja novamente a Figura 5.5). Por
conveniência, freqüentemente denotaremos uma tripla (aç, Z/, z) por um vetor #. Soam
nc fil nrÃ'-e

Pt : (z, y, z) H (y, az, az)

m: (z, Z/, z) -} (y, az + l,az)

Usaremos essas duas funções. pt(F) e p2(F), para denotar os vizinhos do vértice 8

6.2 Aritmetização do problema

Utilizamos a descrição algébrica dos gratos de De Bruijn estendidos dada no Teore-
ma 6.4 para construir uma versão algébrica das regras do nosso problema de colocação.

Definimos /', f, f' do inesino modo que no Teorema 6.4. Cada nó do nosso grado foi
identificado com um elemento de /' x .f x f; agora vamos interpretar uma coloração do
grato como uma função sobre esse domínio. Para esse fim, escolhemos um subconjunto
de .F, digamos C = {ci, . . . , CA;} C .F, para representar o conjimto das cores permitidas.
Dessa forma, uma instância do problema de coloração pode ser vista como uma função

I' \ F'K 3: x E -+ C

que corresponde a uma primeira atribuição de cores para cada nó do grato. Para que se
possa encaixar bem com os instrumentos desenvolvidos no Cap. 4, veremos, na realida-

de, a instância T do problema de coloração como um polinõmio de grau (l.rl, l/'l, lfl)
sobre .F
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Similarmente, a solução do problema (segunda atribuição de cores) é dada pela

função P(n, y, z), que também será vista como um polinâmio de grau (l/'l, l/'l, l€1).
Esses valores apresentados pelo provador, para a instância (T) e para a solução (P)

do problema de coloração: também são chamados candidato a teorema e candídafo a
prova, respectivamente.

No grato que representa a rede de roteamento, as portas são identificadas com os nós
da coluna 1, o tipo de porta está atribuído por T(z,y, 1), e o valor P(z,y, 1) é o que a
prova afirma que essa porta dá de saída.

As regras locais de coloração do grato serão descritas por um polinõmio, de grau
constante, que recebe uin número constante de variáveis. Seja Z € .f x .F x C' um

vértice do grato. Asse-mando que T(F), T(pl(F)), T(p2(#)), P(#), P(PI(Í)), P(m(:f))
estalam todos em C, podemos formar uin polinõmio X de grau constante que tem a
propriedade de que

X(7'(F), T(Pi(Í)), T(P2(F)) , P(f), P(PI(F)), P(P2(:7))) 0

se e somente se as cores atribuídas por T e P a F, pt(#) e p2(f) satisfazem a todas as
regras de coloração. A razão porque podemos assumir que X tem grau constante é que
seu domínio está restrito apenas a pontos de CÕ, que é um conjunto finito. Cromo as
regras de coloração são as mesmas para todos os pontos do grato, então X não depende

A fim de chegar se os polinõinios T e P realmente rnapeiam cada nó do gi'afo para uma
cor do conjunto C, em vez de um elemento arbitrário de /', vamos formar o polinâmio

de ã

@('r)
c€C

ou sda, um polinõmio de uma variável, com grau constante, tal que @('y) = 0 se e
somente se ' C C. Antes de checannos se as regras de coloração descritas por X são
satisfeitas, devemos primeiro checar se @(P(F)) e d,(r(z)) valem zero em cada ponto
F C .F x .F x .f. Desse modo evitamos que haja entre os valores de P um elemento de
/' que, embora não seja uma cor válida, faça X tornar-se zero.

No grado de De Bruijn estendido, para checar se as cores atribuídas à última coluna

são as mesmas que as cores atribuídas à primeira coluna, basta simplesmente checar se,
para todo (z, g/) c .F x .F,

r(z, y, 1) - 7'(=. y, a;") 0 e P(z, Z/, 1) - P(z, y, a;") 0

Podemos agora apresentar novamente o problema de coloração de grato como um
problema relativo à existência de certos polinâinios. Sendo 7' e P polinõmios de grau
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(l.rl, l/'l, lé'l), estamos vendo 7' como instância do problema de coloração e P como
solução do problema de coloração.

Definição 6.5 Dizemos que P resolve T se
(1) para todo € c J: x F x 8,

@(P(í)) (]"(z))
l2) para todo = € F x F x 8' ,

x(r(í), 7'(Pi(F)), ]"(P2(z)), P(F), p(Pt(í)), P(P2(F))) = 0;
(3) pura todo Ç=.U) e F x F,

r(z,y, l) - I"(z, Z/,a'") = 0 e P(z,3/, 1) - P(z,y,a'") = 0

Para verificar se essas três condições são válidas, não pretendemos olhar os valores

de T e de P em cada ponto de /' x .F x é:. A intenção é fornecer uma prova holográfica
tal que o checador possa fazer as verificações conferindo apenas um número constante
de seus segmentos.

No próximo capítulo é construída essa prova holográfica, que consiste em codificações
dos polinâmios T e P junto com outras informações adicionais.
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Capítulo 7

A Prova Holográfica

Vamos construir uma prova holográfica para o problema de Coloração de Gratos.
Essa prova terá tamanho n logo(t)n e poderá ser verificada por um checador que consulta
apenas um número constante de segmentos, cada um de tamanho v/iilogo(i)n, onde n
é o t.amanho da instância desse problema.

No Capítulo 5, vemos como o problema da Satisfazibilidade de Circuito pode ser
transformado em um problema de Colocação de Gratos. Para este problema o Capítulo 6
mostra uma aritmetização, após a qual temos em mãos um polinõmio 7'(z, g/, z), chamado
instância do problema de coloração, e um polinâmio P(z, y,z), chamado solução do
problema de coloração. Sabemos que o checador, para ficar convencido de que Pé
solução de 7', precisa checar se são válidas as condições (1), (2) e (3) da Definição 6.5.

Porém, não desejamos que essas condições soam verificadas em cada ponto de .F x

.f x .f, individualmente. Em vez disso, forneceremos apresentações (Def. 4.17) de T,

de P, e de outros polinâmios adicionais, de modo que o checador seja capaz de fazer a
checagem examinando apenas um número constante de segmentos de cada apresentação.

7.1 Escolha dos domínios

Nosso objetivo é fornecer apresentações de P e T que sejam "verificáveis" , conforme

conceito que vimos na Seção 4.1. Para isso escolheremos conjuntos 7{ e ./ adequados, e
exigiremos que as apresentações sejam dadas sobre o domínio % x 7Z x ./

Chamaremos .ÍV ao tamanho de uma instância do problema (descrição do circuito),
a qual consiste em limo coloração do grato de De Bruijn circular 1),. Recordando o que
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foi usado na Seção 5.2, montamos a seguinte tabela

número de portas do circuito

número de entradas do circuito

7nl+?n2

rn (usamos o menor r tal que isso vale)

numero de nós do grato Z),

tamanho da instância = 0(2' . 5r) = O(m logra)

2'

Na descrição algébrica do grato, dada no Teorema 6.4, usamos /' isomorfo a GF(2'/2).
Agora vamos escolher um corpo g isomorío a GF(2'), ou seja, com o quadrado do
tamanho de .7'. Um fato elementar da teoria dos corpos finitos é que, assim definidos,
.F é subcorpo de Ç.

Usando as definições dadas naquele teorema, temos ainda conjuntos f e C' tais que

lgl

1/'

lfl

lf'l

l/'x /'x €1

2'

2'/2

5r

5r -- l

2'5, 1og m)

Feitos esses esclarecimentos, podemos partir para a escolha dos domínios. Inicial-
mente vamos selecionar dois conjuntos Z e X: com as seguintes características. Em

primeiro lugar, desejamos que /' Ç Z Ç Ç e f Ç X: Ç g.
Em segundo lugar, para podermos usar o Algoritmo de Verificação para 'rês Va-

riáveis, Z e X: devem ser maiores que /' e f por um certo favor constante; pois, pelo
Lema 4.23, tendo como graus d, = dV :; l/'l = 2'/2 e também d. = l€1 = 5r, consegui-
mos um fator c constante tal que IZI > C 2r/2 e IX:l > c . 5r são suficientes.

Na próxima seção veremos que Z e X: devem ser suficientemente grandes para que as
apresentações de V'(P(z, g/, z)) e @(T(z, Z/, z)) sobre o domínio Z x Z x X: sejam checáveis

e verificáveis. Como os graus destes dois polinâmios são um pouco maiores que l.rl e
ICI, será preciso contar com uma constante urn pouco maior que c mencionada acima.
De qualquer forma, basta IZI = 0(2'/2) e IX:l = 0(5r).

A terceira característica de que precisamos é que Z+ 1 = Z, ou seja, para todo u c Z,
vale que u + l c Z. Isso é importante devido à aritmetização que usamos, na qual os
vizinhos de(#, 3/, z) são(y, az, az) e(y, clz + 1, az), onde a é um elemento gerador de Ç.
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Finalmente, uma vez escolhidos Z e X:, tendo em vista essa mesma aritmetização,
tomamos 7{ = Z U aZ e ./ = X: U cvX:. Portanto, todos os vizinhos dos pontos de

Z x Z x X: pertencem ao domínio H x H x J Ç g x ç x ç. Quanto ao tamanho, vale
% x H x ./l = 0(2'/2 . 2'/2 . 5r) = 0(r2').

7.2 0 oráculo

A fim de que os testes possam ser realizados nas condições de eficiência desejadas
consulta a apenas um número constante de segmentos etc. -- o provados deverá, além
do candidato a teorema e do candidato a prova, fornecer algumas informações adicionais.
Isso é o que veremos nesta seção.

Antes relembremos a notação de vedor (#), usada para indicar um elemento (z, Z/, z)
de Ç x Ç x Ç.

Sendo @ o polinâmio que aparece na condição (1) da Definição 6.5, vamos definir
alguns polinâmios que serão úteis, a saber:

@(F)
@p(F)

Ti(F)
T2 (Z)

PI(#)
P2 (F)

@(7' ( f) )

@(P( f) )

r(pi (F) )

r(m(F) )

P(P- (F) )

P(P2 (F) )

Dentro do algoritmo de verificação isso não é apenas notação, pois indica o modo como
o valor do polinõmio é obtido. Por exemplo, utilizamos "@(P(#))" significando que o
resultado é obtido em duas etapas: primeiro lemos P(E) e depois calculamos @ nesse
ponto. Outras vezes utilizamos "@p(F)", significando que o valor foi lido a partir de
uma apresentação do polinõinio Úp.

Como Ú é um polinâmio de grau constante, os graus de @p e de @r serão maiores
que os graus de P e de 7' por um favor constante. E o grau de @ é constante pois é
igual ao número de cores válidas que, como se vê na pág. 41, não depende do tamanho
da entrada.
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, \P/' e ©"' do seguinte modo:

2'/2

q''(", y,z) = >ll: 'Pp(J'i,z/,,)z:':

-P"(z,Z/,z) 'P'(-,/J,,)?':

q'"'(", g/, ,) ç'"(z, 3/, a'),',
1:0

onde {./'i, . . . ) /2,/2} são os elementos de .F.

A intenção do uso desses polinõmios é melhor entendida pela observação de que
}vl'Z 2ft'l 3r

'P"'(z,g/, ') - }: >1: >1:Ú(P(/i, /l, a'))z:''? ','
{-l j-i z-o

Desse modo, Q"' é o polinâmio nulo se e somente se @(P(z, #, z)) vale zero em todos os
pontos de .F x .F' x C.

De maneira semelhante definimos @}, @Ç e @g , os polinâmios análogos correspon-
dentes a @(7'(#, Z/, z)).

O último conjunto que vamos definir surge a partir do polinâmio X da Definição 6.5

@(ã')(]"(f), Ti(F), T2(Z), P(F), Pi(F), P2(F))

o'(';,z/,') = >1:ó(/i,v,,)z'''

Õ'"(«,g/,,) 'P'(«,/J,,)?

5r l

'D"'(",y,') ®"(z,3/,a'),'
/:0

Aqui o domínio que define a variável z é e' e, portanto, a somatório de ®"' varia de
0 a 5r -- l.

Dadas essas definições, podemos resumir o que é a prova holográfica, que deve conter

codificações de todos os polinõinios citados nesta seção. Em concreto, o checador exige
que o provedor Ihe forneça apresentações no domínio X x 'l{ x ./ dos polinâmios

r 'M ©' ©;

P V'p 'P" 'Pl-
$'"' a'T

Agora definimos @'

5r

í-l
2'/2

l
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e, no domínio Z x Z x X:, dos polir(imios

T P ©' +

Ti Pt 'b"

T2 P2 'b"'

Observamos que nas apresentações de P e 7' em % x H x ./, dadas anteriormente,
já estão contidas sub-apresentações de T, Tt, T2, P, Pi, P2 em Z x Z x X:. Portanto,
não será necessário mostrar outras apresentações para estes seis polinõmios.

Desse modo temos uma prova holográfica 11, que nada mais é do que esse conjunto
das quatorze apresentações citadas acima. Se esta prova ll foi construída a partir de

uma prova P correta que resolve a instância T, então o algoritmo da próxima seção
aceitará 11. Caso contrário, ela será rejeitada pelo algoritmo com alta probabilidade.

7.3 O algoritmo checador

Vejamos agora a descrição das ações a serem executadas pelo checador para que se
possa certificar de que P realmente resolve T. O objetivo é testar se são satisfeitas as
três condições da Definição 6.5.

No algoritmo, e na discussão que vemos adiante, aparecem várias constantes não
especificadas. Deve estar claro que escolhas extremas para essas constantes (adequa-
damente grandes ou adequadamente pequenas, conforme o caso) serão suficientes para
provar o teorema que é o objetivo deste capítulo. Damos a essas constantes os nomes

de c ou de c; mas isso é para simplicidade de notação pois, quando ocorrem em lugares
diferentes, os valores das constantes são diferentes.

Um aspecto que devemos conhecer antes de lermos o algoritmo é que, todas as vezes

que o checador recebe uma apresentação do provedor, ele deve checar se a apresentação
é c-boa para algum c muito pequeno. Se esse teste passar, o checador, daí em diante,
assume que a apresentação realmente corresponde a algum polinõmio e que, sempre
que consultar um dos seus segmentos, ele recebe um segmento da apresentação desse
polinâmio. Escolhemos c suficientemente pequeno para que, quando essa hipótese não
for verdadeira, o erro seja detectado com alta probabilidade durante a checagem.

Outro aspecto que devemos ter bem claro é que há algumas conclusões a respeito
clãs apresentações e há outras a respeito dos polinõmios. Por exemplo, dada uma apre-
sentação .A para o polinõmio P, uma vez verificado que ..4 é c-boa, o cliecador sabe que
Á é próxima à apresentação correra de algum polinõmio P' (não necessariamente P).
Depois, quando se fizerem as checagens com relação, digamos, à condição (3) da Def. 6.5,
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então o checador saberá que P' satisfaz a tal condição; mas não conseguirá saber coisa
alguma sobre qualquer outra parte específica que ele não tiver lido da apresentação.

Notação 7.1 Sega Q urn po/ nómão genér co. Chamamos Q (i apresentação Irão ne-
cessariamente com'etü) que o pro'Dador mostrct a$rmando conesponder ao polinâmio Q.

Oi«, q«e . .Ae«do, lê «m «lor Q(Z) .ig«@« .ÓZ" "« «Z« a p«f , f.be/a
li) de Q (conho,m. a Dej. 4.1'1).

Exceções na notação acima são os polinâmio P e 7' pois, enquanto as outras apre-
sentações (V'p, 'b etc.) podem estar ou não formadas corretamente em função de P e de
T, sabemos que estes dois polinâmios são, por definição, o que está nas apresentações.
Logo, mesmo que T não represente a instância de um circuito satisfazível, e mesmo que
P sda uma prova falsa, não faz sentido dizer que P (ou P) não seja apresentação de P
(ou de T).

A seguir vemos os passos da verificação na ordem sequencial. A discussão de correção
e as explicações estão no final desta seção.

Algoritmo 7.2 Verificação da Prova Holográfica

/

2.

Chegar se as apresentações de T e P são e-boas
para alguma coTtstante E pequena.

C/zelar se as apresentações iPT e $rP sào c-boas
para alguma corzsfanfe E pequerza.

3. Sortear um ntímero consfanfe de pontos {Fi, . . . ,Fc} c % x H x ./

Pata Cada pOI\tO ãI
{e, I"(í{) . P(FI);
compufar @(T(#í)) . @(P(ã));
cÀ"" " ".« «/"« «{ncÍd'm «m @r(=i) e @p(:FI).

4. Chocar se as apresentações qí, 'D'r e '©"' são e-boas

para alguma constante c pequeTta

]'''"', p«' @} , $'Ç ' a'g
5. S«íe« «m nüm"o c-.Z-íe d' ponf« {(Z/l,.i), . . . , (Z/.,,.)} c % x J

Para cada ponto (Z/i,zi)

cÀec« « . p./ãnó,«i. de «m. «,íá«/ .m z pa«-d. p« (Z/{, ,{) .m @
e o correspondente poltTtoTnto em tbp

possuem Q relação indicada lla equação ('T.l).
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idem para q'T e +T

Fazer operações análogas pura ueri$car se q'' e q"' foram formadas corretaTnente

J'''m pa« q'4. ' üy.

6. Sortear um ntímero consfanle de pontos {Zi,
Heh$c« ;e @"'(Fi) = 0, p«. «d. í.

/dem para q'y.

,g.} C.F x.F x C

T. Chegar se Q apresentação # é c-boü

para algu7na constante c pequena

8. Sortear um rztÍMero cor sfanfe de pontos {gt, . . . ,Zc} C Z x Z x X:

Para cada ponto Ei

le, T(8í), Tt(fi), Te(Fí), P(FI), Pt(Eí) e P2(dl);
calcar se é(:íi) = X(T(Fí), Ti(=i), T2(Fi), P(:íi), Pt(:fi), P2(Fj))

4nálogo ao Passo 4, para 4'', 'b", a.///

Análogo ao Passo 5, para ®' , ©", nl

Análogo ao Passo 6, para ®"'

9

/a.

/2. Chegar se as sub-apresentações de P em 'H. x 'X x \ e 'H, x 'LI x Q5n

são e-boas para alga ma constante E pequena
Cttecar isso nos "mesITIOS pontos"

r'i.é, para cada (zo, 3/0, 1) C 7{ x 7Z x l testado r&a pr me ra apresentação
z'sa-se (zo, g/o,a;") c H x H x a'" pata o leste da segundas.

Certi$car-se de que coltcordam nesses pontos.
Idem para T

/g. Chocar se os poliTtõmios de duas uaHáueis
üos quais as apreselttações de P em 'H. x 'H. x \ e 'H. x 'H. x as" são pró=imus
são as restrições do polinâmio de três uaHáueis
ao qual a apresentação de P é pró=cima,

usando o Passo 3 do Algoritmo 4.22.
Idem para T

Vamos às explicações sobre esse algoritmo. Nos Passos l e 2, o checador verifica que
as apresentações de P, de T, Úp e @l« são c-boas. A partir daí, vai assumir que são
próximas a apresentações corretas de polinõmios com os graus desdados e vai querer
checar se esses polinõmios são, de fato, Úp e @l«. Isso é feito no Passo 3.
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Pelo Lema 4.18, sabemos que se i»p e l/Tr fossem apresentações de polinõmios dife-
rentes de Úp e Or então o Passo 3 detectada este fato com alta probabilidade. Portanto,
se a apresentação passou por esse teste, o checador fica seguro em assumir que, sempre
que lê um segmento de Úp ou Úr, ele de fato lê um segmento das apresentações correias
de Úp ou llÍT'

O próximo objetivo é checar eficientemente se os polinõmios $'', @" e q'"' estão
formados corretamente. Isso é feito no Passo 5. Reparemos que ©' depende de Úp, que
já está verificado no Passo 3.

No Passo 5, a verificação da equação (7.1) exige calcular o polinâmio de uma va-
riável em muitos (da ordem de 2'/2) pontos do domínio. Esse cálculo pode ser feito
eficientemente através de uma 'lYansformada Finita de Fourier. Mais detalhes estão na
Seção 8.3.

Esse teste é suficiente para convencer o checador de que QI foi formada corretamente

porque, após o Passo 4, o checador está seguro de que a apresentação @/ é uma apresen-
tação com o grau apropriado e porque o Lema 4.18 implica que o teste no Passo 5 falhara
com alta probabilidade se ©' não for a apresentação do polinõmio q''. Similarmente, o
checador está convencido de que @'} e Q'i; são apresentações dos polinâmios $'" e ü"' e
de que satisfazem as relações desejadas com Úp.

Após o Passo 6, aplicando novamente o Lema 4.18, o checador fica seguro de que

Se a prova passou em todos os passos até agora, então o checador já pode âcar
confiante em que as apresentações de P e T satisfazem a condição (1) da Def. 6.5. O
próximo objetivo é verificar a condição (2) e, para tanto, os procedimentos são muito

similares a esses que acabamos de observar. Portanto veremos em detalhes apenas os
lugares em que diferem.

Quanto às apresentações de T(=), h (F), T2(ã'), P(F), Pt (=), P2(F), (lue foram dadas

sobre o domínio Z x Z x K, o checador assumirá que, sempre que consultar uma dessas
apresentações em um ponto, ele receberá o valor do polinõmio ao qual a apresentação é
proxima.

Isso é assim porque, como as apresentações de 7' e P em 7{ x 7Z x ./ contêm apre-
sentações de T, Tt, Ta, P, Pt , P2 em Z x Z x X: então, uma vez que o Passo l já verificou
que as apresentações de T e P sobre H x 7Z x ./ são c-boas, concluímos que estas ou-
tras seis apresentações sobre Z x Z x X: são 8c-boas. A justificativa vem da aplicação
da Proposição 4.21 pois sabemos que, por definição, % = Z U aZ e ./ = X: U aX: ; logo
2lZ1 2 1XI e 2lX:l ? 1./1, e portanto temos 8lZ x Z x X:l ? l7{ x 7Z x /l, e isso satisfaz a
hipótese daquela proposição.

0
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Após o Passo 7, o checador sabe que @ é próxima a uma apresentação correra de
algum polinâmio. Então faz-se necessário verificar se esse polinõmio foi formado ade-
quadamente a partir das apresentações de T e P. Ainda outra vez usando o Lema 4.18,
sabemos que se é não for próxima à apresentação do polinõmio desejado, isso será de-
tectado no Passo 8 com alta probabilidade.

Agora o checador só precisa checar se é é zero sobre .Fx .Fx .f'. Isso se faz exatamente

do mesmo modo que para a @, ou seja, fazendo para o polinâmio ®"' as mesmas verifi-
cações feitas para o polinâmio ©"'. Dessa forma, os Passos 9, 10 e ll são perfeitamente
análogos aos Passos 4, 5 e 6 que já foram comentados.

Falta só verificar se a condição (3) é satisfeita; isso é feito nos Passos 12 e 13. Como
uma apresentação c-boa é próxima de uma única apresentação carreta, o fato de ambas
as apresentações serem do mesmo tamanho e de que o passo 12 as testa nos "mesmos"
pontos garante que soam próximas da apresentação correra do mesmo polinâmio.

Notemos que, se o checador não executasse o Passo 13, então seria possível, para as
sub-apresentações de T e P em 7Z x H x l e em 'l{ x H x cv5", que fossem idênticas entre
si embora não tendo nada a ver com o resto das apresentações.

Dessa forma, fica completa a checagem da prova holográfica.

7.4 Análise da eficiência

Vamos mostrar que a prova holográfica apresentada na Seção 7.2 é maior que a
instância por apenas um favor polilogarítmico e que o algoritmo construído na Seção 7.3
consulta apenas um número constante de segmentos dessa prova.

Relembremos que a prova holográfica não consiste apenas na apresentação da solução
(P) do problema de coloração. Também faz parte da prova o conjunto de apresentações
dos polinõmios adicionais vistos na Seção 7.2. No seguinte lema analisamos o tamanho
dessas codificacões.

Lema 7.3 Cada apresentação que está nrz prova Ào/ogr({/ica fem ZarnanÀo N' logo(i) N,
onde N é o l,amanho da ivtstâncict.

Prova. Na prova holográfica, a maior apresentação que ocorre refere-se a um polinõmio
de grau (0(2'/2), 0(2'/2), 0(5r)) e é dada sobre o domínio H x % x J; e sabemos que
H, ./ Ç g. Cada apresentação é composta de quatro tabelas (Def. 4.17).

A tabela (i) possui 1% x % x al - 0(2'/2 . 2'/2 . 5r) = 0(2' . 5r) posições; e cada

posição contém um elemento de Ç, que mede r bits. Temos um total de 0(2' 5r2) bits.
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A tabela (ii) possui IX x XI = 0(2'/2 . 2'/2) = 0(2') polinâmios de uma variável;
cada polinõmio é descrito por 5r coeficientes, que é o grau na direção z; cada coeficiente
é um elemento de g, e ocupa r bits. Novamente temos 0(2' . 5r2) bits.

A tabela (iii) possui o mesmo formato que a tabela (iv). Nesta última, há 1% x
./l = 0(2'/2 5r) polinâmios de uma variável; cada polinõmio é descrito por 0(2'/2)
coeficientes, que é o grau na direção z; cada coeficiente ocupa r bits. Logo, há 0(2'/25r
2'/2 . r) = 0(2' . 5r2) bits.

Portanto, embora sejam de formatos diferentes, cada tabela possui o mesmo tama-
nho. E o tamanho total da apresentação é 0(2' 5r2) = O(mlog2m) = N logo(i) .V

Corolário 7.4 Para uma {nsfáncáa de famanAo .N, a prova Ào/ogr(Í/ica 7r cansfruída
riesfa sacão, possua Zamanào Ar logo(i) N

Prova. A prova n- contém apresentações dos polinâmios

I' P $p @' @/' 'Pr $'4. ü7 @ ®' 'p" ©"'

nos domínios correspondentes. O interessante é que n- é composta de um número cons-
fanZe de apresentações. []

i,ema. 'T.5 Nü l)Toda holográ$ca, os segmentos possuem tamanho x/N\ogotX\ N, onde
N é o tamanho da instância.

Prova. Na demonstração do Lema 7.3 já falamos sobre o conteúdo de cada tabela, com
os respectivos tamanhos. Os segmentos na tabela (i) são elementos de Ç e, portanto,
têm r bits cada. Na tabela (ii) os segmentos são polinõmios cuja descrição ocupa 0(5r2)
bits. Os segmentos de maior tamanho são os da tabelas (iii) e (iv) que são descrições

de polinõmios de grau 0(2'/2), cujos coeâcientes estão em g. Estes últimos segmentos
ocupam 0(2'/2 . r) = O(v/;ã . logm) = «Nlogo(i) .V bits. n

Teorema 7.6 Élzisfe um aZgohfmo proóaóiZúfíco V que recebe corno entrada uma arte
seriação de uma instância T de um problema de calorüção, e alma prova holográ$ca
Sendo lrl = n, esse algoMZma é fa/ qzze

(a) se a instâvtcia do problema de coloração é solúvel, evttão e:riste uma prova bolo
grá$cü qle jaz V üceitctr com probcLbilidade \;
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(b) se Q instância não é solúvel, então qualquer prova se7'á rejeitada por V com pro
habilidade Z XI'Z;

(c) o tamanho total da prova holográ$ca é no máximo n \ogo(t)n;

(d) V lê apenas um número constante de segmentos da prova holográ$ca, cada um de
famanAo no m(ázimo «ãlogo(i)n.

Prova. Trata-se do Algoritmo 7.2 e, para os itens (a) e (b) as explicações já foram dadas
na seção anterior. O item (c) já foi provado: é o Corolário 7.4. Falta mostrar que a
afirmação do item (d) realmente é verdadeira em cada passo do algoritmo.

Os Passos 1, 2, 4, 7, 9 e 12 testam se as apresentações são c-boas. Esses testes usam
o Algoritmo de Checagem para 'lFês Variáveis, o qual, pelo Corolário 4.20, sabemos que
lê um número constante de segmentos. Pelo Lema 7.5, sabemos que cada segmento tem
tamanho VZ logo(i)n.

O Passo 3 lê um número c constante de posições das apresentações de T, de P, Qp e
Qr. O Passo 8 é análogo. Similarmente, o Passo 6 lê um número constante de segmentos
de ©"' e o Passo 11, idem de 'b"'

O Passo 5 lê um número constante de polinõmios de uma variável contidos nas

apresentações de ©', $'", @//' e @; cada polinõmio desses constitui um segmento. O
Passo 10 é análogo.

Finalmente, o Passo 13 usa o terceiro passo do Algoritmo de Verificação para 'rês
Variáveis. Tal processo implica na escolha de apenas uin número constante de pontos
e, para cada ponto, ler dois segmentos da apresentação de P. O processo é idêntico

Desse modo, temos provas holográficas de tamanllo quase-linear checáveis pela con-
sulta a um número constante de segmentos. No entanto, o tamanho dos segmentos (e
portanto o número total de bits lidos) depende do tamanho da entrada. No próximo
capítulo vemos que, após aplicar esse sistema pcp recursivamente, pode-se obter provas
de tamanho quase-linear checáveis pela consulta a um número constante de bits.
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Clapítulo 8

Recursão

Neste capítulo mostramos como podem)os aplicar recursivamente as provas holo.-
gráficas construídas no Cap. 7 e assim, para qualquer c > 0, podemos obter provas
holográficas de tamanho O(nl+') checáveis pela consulta a um número constante de
bits, para instâncias de tamanho n.

8.1 Como seria a recursão

No Cap. 7 vemos um sistema de provas holográficas que pode ser checado pelo
Algoritmo 7.2. Esse algoritmo compõe-se de várias sub-tarefas; em cada uma delas o
checador lê alguns segmentos da prova e faz uma operação. Se recordarmos os Passos l

a 13 do algoritmo, faremos a seguinte constatação.

Lema 8.1 4s operações realizadas na .41goriZmo 7.2 são apenas de quadro aipos

e chocar se um dado polinâmão vate zel'o em um certo ponto;

e checav' se um dado polinõTrtio assume um dado valor em um certo ponto;

e chegar se alguTn polinõmio de grau constclnte, calculado em um dado ponto, assume
um certo valor;

B nos Passos 5 e 10, chocar se um dado pOliTtÕmiO de uma variável assume um dado
conjunto de valores em um conjunto de pontos, onde o tamanho desse conjunto é
menor que o grau do polánõmio.

Prova. Isso é certificado por inspeção nos passos do Algoritmo 7.2, lembrando que para
chegar se uma apresentação é c-boa utiliza-se o Algoritmo de Checagem para Três Va-
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dáveis, do Corolário 4.20. D

A principal idéia por trás da recursão é fornecer provas holográficas de que cada uma
dessas operações pode ser realizada corretamente; desse modo o checadoi não precisará
realmente efetuar as sub-tarefas.

Vejam)os uma explicação em maiores detalhes. Nosso problema é checar probabi-
listicamente se um circuito C é satisfazível. No início do processo o checador mostra
uma instância T do problema de coloração que se refere ao circuito a. Chamemos n ao
tamanho de T. Em resposta, o provedor mostra uma prova holográfica rl, construída
conforme vemos na Seção 7.2, e que tem tamanho n logo(i)n. Esse íoi, chamemos assim,
o "nível zero" de construção de provas holográficas.

Tal prova pode ser verificada pela máquina V do Teorema 7.6, que é probabilística.
O verificador V fará sorteio de quais posições de ll serão lidas e sobre as quais executará
as operações descritas no Cap. 7.

Podemos reparar que o checador não necessita ler toda a prova 11, mas consegue

fazer a verificação consultando apenas um número constante de segmentos, cada urn
de tamanho VZlogo(i)n. No entanto, queremos algo ainda mais eficiente. A tática

para obter melhores checadores é a construção de provas holográficas usando o processo
recursivo que descrevemos a seguir.

A máquina V é probabilística. No entanto, podemos dividir suas ações em duas
partes: uma parte inicial, que sorteia todas as posições que devem ser checadas pelos
Passos l a 13 do algoritmo; e a segunda [)arte que, uma vez que estas posições estão
fixas, tem o comportamento totalmente definido (portanto é deterininística) e vamos
chama-la de V''í

Essa máquina V'a executa várias operações menores, que podem ser dos quatro tipos
listados no Lema 8.1. Vamos chamar de /l o número de operações, o qual é constante
pois é constante o número de passos do algoritmo e é constante o número de repetições
de cada /oop.

Moais adiante vemos que esses procedimentos de Va podem ser simulados por circuitos
booleanos C't,02,. -,Ch. Assim sendo, a máquina V'a aceita se e somente se, para
á = 1, . . . ,p, cada circuito (l;i aceita a parte de ll que Ihe cabe, por sorteio, verificar.

O truque é o seguinte. Em vez de executar a máquina V'a, o checador vai checar se
os circuitos at são satisfeitos pelas entradas em questão. Porém, a checagem dos Oi é
probabilística, isto é, o provador deve apresentar alma prova holográfica llt, (lue contém
respostas às instâncias Ti,T2, . . ,TP dos problemas de coloração correspondentes aos
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(:i. E é isso que denominamos recursãol Começamos com um circuito O e obtivemos

at, 02, , c ,

que devem ser checados probabilisticamente. A construção de lli será denominada "nível
l da recursão

Chamamos lli, ll2, ll3 etc. ao conjunto de provas construídas a cada nível.
Seguindo adiante, em vez de checar se um circuito Cz é satisfazível, o checador

espera encontrar (em [l2) provas ho]ográficas n-ÍI, n12, ' ' , n'ip de que as p operações da
verificação de C-z podem ser realizadas corretamente. Assim, após o nível 2, o checador
deseja verificar pZ circuitos, a saber,

(;ii, C't2,

021, 022,

C./'pl) (.;p2) ' ' ' ) C'PP'

Generalizando, vemos que, após o nível k da recursão, o checador está com pk circui-
tos que devem ser checados probabilisticamente. No nível k + 1, para cada circuito C.
(nesta notação, o é uma string de comprimento jal = k) o checador, em vez de verificar
a prova) vai esperar provas holográficas para os circuitos (Li, Ca2, . . . , Cap relativos a

cada urna das p operações da verificação.
Na Seção 8.6 vemos como finalizar esse processo recursivo.

8.2 Entradas codificadas

Ao usar recursivamente o sistema de provas do Cap. 7, há um aspecto a que devemos
prestar mais atenção. Quando o checador verifica que uma prova está correra, fica
convencido de que existe lama atribuição que satisfaz o circuito apresentado, mas ainda
praticamente não aprendeu coisa alguma sobre essa atribuição.

Explicando melhor: vimos que uma operação feita sobre a entrada pode ser simula-
da por um circuito C. O provador mostra uma prova holográfica de que esse circuito é
satisfazível. Quando o checador verifica essa prova, usa o Algoritmo 7.2 e fica conven-
cido de que existe uma atribuição que satisfaz C'. Então surge a questão: qual é essa
:3 t .; h t . ; ,; .?

No nível zero, isso não importa, pois basta que o provedor mostre que há alguma
atribuição. Porém, para cada nível .j 2 1, para os circuitos dentro de llj, não basta ape-
nas checar que o circuito é satisfazível; é preciso verificar que é satisfeito pe/as entradas
desdadas e não por outras.
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Por exemplo, sda a seguinte operação feita na máquina ya

He,Ü«, ;e o p./{nómã. p(z)

assu7ne o vazar u no ponto zo

Considere o circuito (l,. que recebe como entradas um polinõmio e um valor, e aceita
se e somente se esse polinõmio tem aquele valor quando calculado em zo. Repare que
a prova holográíica para a operação acima é exatamente uma prova n'r. de que Cj:;. é
satisfazível. Logo, se não for certificado que a prova íoi montada a partir de p(z) e de
u, pode acontecer (lue o checador aceite uma prova holográfica a' que mostre que O=.
é satisfeita por um polinõmio p'(z) e um valor u' tais que p'(zO) = u' mas p' # p ou
u' # t;. E não desejamos isso.

Portanto, precisamos de algum modo de checar se uma parte de uma atribuição
satisfatória em uma prova holográfica é a mesma que um pedaço do dado externo. O
ponto crucial é que precisamos fazer isso sem ler mais do que um número constante de

A solução que adoramos é a mesma utilizada em vários artigos IBFLS91, AS92,
ALM+92j: a apresentação codificada da própria instância do problemas Para isso es-
colhemos um código de correção-de-erro tal que o checador só precise ler um número
constante de bits da string codificada. Vamos usar um código superconcentrador E.

Vamos fazer as seguintes alterações no algoritmo que tínhamos visto. Em primeiro
lugar, em vez de escrever a descrição de p(z) e de u do jeito normal, vamos pedir que eles
sejam apresentados como .E(p(z)) e E(o). Em segundo lugar, modificamos o circuito
(l:,o e produzimos um circuito C'' que espeta que suas entradas soam codificadas através

do código E. O circuito C' aceitará se e somente se suas entradas forem palavras-código
de -E que codificam um polinõmio e um valor que fariam C:. aceitar.

Nosso checador vai pedir uma prova holográfica de que C' aceita nas entradas E(p(z))
e .E(o). Após fazer a verificação, para ficar convencido de que a atribuição satisfatória na
prova presume ser -E(p(z)) e .E(u) é a mesma que o dado externo, o checador
vai ler alguns bits sorteados do dado externo e checar se eles coincidem com as entradas

correspondentes na prova apresentada. E isso pode ser feito porque as apresentações na
prova são verificáveis e, portanto, o checador pode verificar o valor de qualquer porta
no circuito codificado na prova holográfica.

O objetivo é que sda constante o número de comparações entre bits da prova e do
dado externo. Isso é possível porque é constante a distância mínima relativa do código
usado (pois E é superconcentrador); portanto o checador, após comparar um número
constante de bits, fica convencido de que o dado externo é próximo a uma única palavra-
código de .E, e de que essa palavra-código é a mesma que está na atribuição satisfatória

bits
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da prova holográfica.

Para analisar o tamanho do circuito obtido, basta ver que O' pode ser construído
fazendo as entradas passarem por decodificadores; e as saídas destes serviriam de entrada
para o próprio (7 (vda Fig. 8.1). O tamanho total desses codificadores é linear nas

entradas, pois o código .E é superconcentrador e possui algoritmo de tempo linear para
decodificação. Portanto, o tamanho de (l;' excede o tamanho de C por no máximo uma
constante vezes o tamanho das entradas.

Figura 8.1: Circuito com entradas codificadas

8.3 Uso da 'h'ansformada de Fourier

Vamos construir provas holográficas para todas as operações que o checador possa
querer verificar. E gostaríamos que o tamanho total dessas provas não fosse grande
demais.

Vejamos os polinõmios de uma variável dentro da apresentação (de três variáveis).
Estes são dados através dos seus coeficientes, e o checador pode querer calcular qualquer
desses polinõmios em qualquer dos pontos do domínio. O modo mais natural de fazer
as construções é fornecer provas holográficas do tipo "tal polinõmio assume tal valor em
tal ponto"; mas teríamos que fazer isso para cada polinõmio em cada ponto; desse modo
criaríamos provas muito grandes, coníorrne explicado a seguir.

A prova holográfica de que um polinõinio de grau g assume llm certo valor em um
certo ponto é de tamanho pelo menos O(g) bits. Na nossa representação (tomemos
uma direção, por exemplo, y) há 0(2'/2r) polinõmios de uma variável, de grau 0(2'/2)
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em 3/, e devem ser calculados em 1%l = 0(2'/2) pontos. Logo, essas provas, juntas,
possuem tamanho 0(23'/2r) = O(m3/2 logra) bits, e isso é maior do que o quase-linear
que buscamos.

A fim de prevenir esse estouro no tamanho, combinamos muitas provas em uma.
Para cada polinõmio, criamos uma única prova holográfica que fornece os valores desse
polinõmio em todos os pontos em que estamos interessados; isto é, na díreção z (idem
na y), os pontos do conjunto H e, na direção z, os pontos do conjunto /. Sabemos
que IXI = 0(2'/2) e l./l = 0(5r), portanto os conjuntos são de tamanho maior que os
graus dos polinõmios de uma variável por apenas um fator constante, e podemos usar a
seguinte asserção.

Lema 8.2 Po/árzómáos de ?zma uariáueZ de grau d podem ser ca/Guiados em co Üunfos
de tama7tho l} -. O(d) de pontos em um coT'po por circuitos aritméticos de tamanho
nlogutiln.

Prova. IEsboçoj Um polinõmio de grau d pode ser calculado eficientemente em conjuntos
de d pontos, usando poucas Transformadas Discretas de Fourierl isso é mostrado em
IAHU74, Seção 8.51.

Para computar essa 'lYanfoimada de Fourier podemos usar a implementação eficiente
apresentada por Preparata e Sarwate IPS771. Interessa-nos não tanto o teorema principal
desse artigo, mas sim um dos seus casos particulares -- o item (ii) que trata dos corpos
finitos GF(2À/).

Usando essas técnicas obtemos um circuito de tamanho dlogo(i) d, que calcula o
polinõinio de grau d em uma seqüência de d pontos. No nosso caso temos ri = O(d)
e o conjunto é maior que o grau do polinõmio por apenas um favor constante. Logo,
podemos compor um número constante de sub-circuitos, cada qual aplicável a um sub-
conjunto (de tamanho d) de pontos, e obtemos um circuito de tamanho rz logo(i)n para
o conjunto inteiro. []

Temos portanto um circuito de tamanho n logo(t)n; chamemo-lo de C'*; ele recebe
como entrada um polinõmio p(z) e rz pontos zi,... ,z. e dá como saída os valores
u-,...,u« tais que ui = p(3çl) para { = 1,...,n. Vda Figura 8.2.

Para encaixar isso na nossa recursão, modificamos C'' e obtemos um circuito C'

booleano. Este circuito recebe como entrada o polinõmio p(z) e os valores ui, . . . , u. e
aceita se e somente se p(#i) = ui para { - 1, . . . , n; onde os zi são pontos "fixos" para o
circuito.

Agora vamos usar as entradas codificadas, conforme explicado na Seção 8.2. Cha-
rnemos de a' o circuito que espera entradas codificadas no código E que codificam um
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Figura 8.2: Os circuitos C'*, C e C'

polinõmio e valores que fariam C' aceitar.

A prova que procuramos é obtida justamente a partir de uma atribuição que satisfaz
o circuito C''. Ou seja, o provedor afirma que conhece os valores ui , . . . , u. assumidos por
p(3) em um domínio de tamanho n, e mostra uma prova n' de que o circuito é satisfeito
pelas entradas {.E(p(z));E(ui), . . . , E(u«)}.

Vejamos o tamanho dessa prova n'. Pelo Lema 8.2, (;' tem tamanho ri logo(i)n. O
circuito C é praticamente igual ao a* e seu tamanho também é da ordem de n logo(t)n.
Na Seção 8.2 vimos que a construção de C'' provoca um aumento de tamanho de uma
constante vezes o tamanho das entradas, ou seja,

lc'l$1cl+tn rz lOgO(i)n + An nlogo(i)n

Assim sendo, pelo Teorema 7.6, o tamanho da prova é

ln'l:: l(i;'l logo(i) IC'l = nlogo(i)n . log 0(1)(n logo(i)n) = r} logo(i)n

Sintetizando, nesta seção vimos que, para cada polinõmio de uma variável na apre-
sentação, o provedor faz todas as computações sobre um domínio de tamanho n (onde ri
é da ordem do grau do polinõmio) e as apresenta codificadas em uma prova holográfica
de tamanho n logo(i)n.

8.4 Como é a recursão

Vejamos explicações mais concretas sobre a recursão. A primeira seção deste capítulo
serve como uma descrição geral.

Como vimos no Teorema 7.6. o nível zero constrói lama prova rl a partir de um
circuito C' inicial. No processo de verificação de ll surgem os circuitos (-a, . . . , Ch. Para
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a checagem destes últimos circuitos, aplicamos novamente o Teorema 7.6 (nível l da
recursão) e obtemos a piava Ht.

Antes de prosseguir, um aspecto a ser esc]arecido é que, ao construir ]lli, o provedor
não pode conhecer os bits sorteados pois a prova que estamos construindo segue o
esquema PCP e, por isso, não admite interação com o checador. A prova holográfica
deve, portanto, ser apresentada antecipadamente, e conter as informações necessárias a
todas (1) as possíveis checagens; ou seja, todas as possibilidades de sorteio.

Assim sendo, as instâncias Tt , T2, - . . , TP não podem ser interpretadas como algo que
o checador deve apresentar. O que ocorre é que, após o sorteio, o checador tem em mãos

essas instâncias e busca as correspondentes provas holográficas entre todas as que, antes
do sorteio, foram mostradas pelo provedor.

O Cap. 7 descreve a construção de uma prova holográfica que consiste em um con-
junto de apresentações de polinâmios em certos domínios. Para nossa iecursão, cada
apresentação é substituída por um conjunto de dados que chamamos reapresenZação,
conforme a definição seguinte.

Definição 8.3 Uma reapresentação de um po/inómio p de grau (d,,dV,d,) sobre o
dorrzíhio X X y X Z corzsãste em

(n) para cada ponto no domínio, uma codi$cação do valor de p nesse ponto;

(b) para cada polinõmio de uma variável na apresentação, uma codi$cüção da des.
crição desse polinõmio;

(c) para cada polinõmio de uma uatiáuel llcl apreselttação, uma prova holográ$ca que
apresevtta seus valores para cada poTtto do seu domínio (por exemplo, para =o C X
B zo € Z Sãos, deve haver umü prova holográ$cn que apresenta os valores de
pl(to..,«) em lodos os gonzos de y). Essa prova deve ser uerz$cáueZ de modo que
possa ser usada como pvoua de que qualquer ttm dos polãnâTrtios codi$cados assume
um dos valores codi$cudos em um ponto.

Note que o item (c) afirma que as provas holográficas apresentadas correspondem,
não às instâncias 7: já citadas (que se referem a circuitos que simulam uma operação so-
bre um polinõmio), mas sim a instâncias dos circuitos construídos na Seção 8.3, de modo
que, para cada um dos quatro tipos de operações listados no Lema 8.1, a reapresentação
contém provas holográficas de que essas operações foram realizadas com sucesso, inclu-
sive para a operação mais difícil (feita nos Passos 5 e 10) que olha os valores de um
polinõmio em todo o domínio. Isso está explicado na Seção 8.3.
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Na Figura 8.3 temos uma apresentação e a correspondente ieapresentação. Para
melhor visualização, estão representadas somente duas dimensões. A indicação "Prova:
(7z -- 1)(0, 1, 2)(--1, 6, 13)" significa uma prova holográfica de que o polinõmio 7z -- l no
domínio(0, 1, 2) assume os valores(--1, 6, 13).

l y 2+2y 3+5y
2 13 l 7z -- ll 6

l 8 I'"0 4

3 laç+l0 2l

0 1 2

E(l - y) .E(2 + 2g/) E(3 + 5y)

Prova

7z - 1)(0, 1, 2) = (--1, 6, 13. E(7z - l)

Prova

4z)(0,1,21 E(4z)

Prova:

(z + 1)(0, 1, 2) .E(z +l)

Figura 8.3: Uma apresentação e sua reapresentação
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O nível l da recursão consiste em substituir as apresentações que estão em ll por
reapresentações. Chamamos llt a esse conjunto de reapiesentações obtido.

Portanto, o checador não faz as p operações de verificação das apresentações. Em
lugar disto, recebe reapresentações e busca nelas as provas holográficas de que as p
operações são feitas com sucesso.

Aqui entram as técnicas explicadas na Seção 8.2. Para { = 1, . . . ,p, as checagens

devem ser feitas em duas fases: primeiro, verificar a p7'0uinAa ni; depois, ver alguns
dos bits dessa provinha e conferir se coincidem com o que deve ser sua entrada. Isto é
necessário porque tais provinham, construídas na Seção 8.3, são a combinação de muitas
provas em uma; por isso precisamos ver se, contida nela, encontramos a afirmação
desejada.

Por exemplo, queremos checar se p(z) = oj em açj. Seja o circuito C construído
para a Mrmula booleana "(p(zt) = ul) A . . . A (p(z«) = u.)" onde as entradas são os

valores ui, . . . . t;« e o polinõinio p(z). Temos uma prova a de que C' é satisfazível. Após

checar que a' está correra, é preciso olhar se os seus bits correspondentes ao polinõmio de
entrada são iguais aos bits de .E(p(z)) e também é preciso comparar os bits do J-ésimo
valor de entrada com os bits de -E(uj).

Com isso descrevemos de que modo é feita a checagem da reapresentação. Ou melhor,
de que modo ''seria feita" se o processo recursivo parasse por aqui; pois essa descrição
foi apenas para o nível l da recursão.

Do nível 2 em diante a recursão é análoga: avançar do nível .j para o nível j + l
significa substituir as apresentações contidas em llj por reapresentações correspondentes,

as quais, juntas, formam a prova holográfica que chamamos de llj+i. Na. verificação, em
lugar de fazer as checagens das apresentações em llj, o checador vai às reapresentações
de ll.f+t buscar provas holográficas de que as tais checagens são feitas coiretamente.

Daqui em diante, denotaremos por "q" o número total de níveis da recursão. O

checador, conforme dito à página 54, espera uma prova final de tamanho O(ni+'). No
fim deste capítulo vemos que o número q de níveis da recursão é escolhido em função
desse c que o checador exigir.

8.5 Tamanho total da prova

Vamos mostrar que, após q níveis da recursão, obtemos uma prova holográfica cujo
tamanho total é m(logm)o(Ç) onde m é o tamanho da instância e q = q(e) é uma
constante em relação a m. Na verdade esta demonstração também vale se adotarmos
qualquer função q(m) = O(loglogrn); no entanto, para o teorema final na Seção 8.7,
é preciso q = O(1) a fim de que o número total de bits lidos seja, no máximo, uma
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constante.

O seguinte símbolo nos será útil

Notação 8.4 Usamos o sina/ "x" para indicar que duas /nações possuem igual com
portamento assintótico, ou seja,

/(«) g(n) " ' s.«.ente ;e /(n) 0(g(n))

IAI Ao avançarmos um nível na recursão, o crescimento no tamanho da prova ocorre
pela substituição de uma apresentação por uma reapresentação. Na Definição 8.3 vemos
que as tabelas (a) e (b) da reapresentação são codificações dos elementos presentes na
apresentação. O aumento de tamanho é de apenas um falar constante, pois usamos um
código E superconcentrador.

A tabela (c) é que causa a maior diferença de tamanho e a partir de agora colocamos
nela a nossa atenção.

IBI Essa tabela é composta de provas holográficas para polinâmios de uma variável.
Nos primeiros q níveis da recursão as provas são construídas conforme explicado na
Seção 8.3, e usando as técnicas do Capítulo 7. Por isso, se r é uma das provas contidas
na tabela (c), sabemos que existe r tal que as (quatorze) apresentações dentro de ci-

são, cada uma, de tamanho 0(2'r2) e referem-se a polinõmios de graus (d,,dp,d.) =
(0(2'/2),0(2'/2),O(r)) sobre domínios X x y x Z tais que IXI - lrl = 0(2'/2) e
ZI = O(r). Os coeficientes dos polinõmios estão no corpo GF(2').

Recordemos que essas apresentações são compostas por quatro tabelas; a tabela (i)
tem elementos de GF(2') e as tabelas (ii), (iii) e (iv) possuem descrições dos polinõmios
de uma variável nas direções #, y e z, respectivamente. Na demonstração do Lema 7.3
vemos que cada uma das tabelas tem tamanho 0(2'r2).

ICI Em cada nível da recursão, substituímos polinõmios de uma variável por provas
holográficas contendo as computações referentes a esse polinâmio. Na Seção 8.3, cons-
tatamos que para um polinõmio de grau d sobre domínio com O(d) pontos, corresponde
uma prova holográfica de tamanho dlog o(t)d.

Chamemos (11), (111) e (IV) às tabelas no item (c) da reapresentação (lue correspon-
dem, respectivamente, às tabelas (ii), (iii) e (iv) da apresentação. Seja Tz o tamanho
total da tabela (11) e seja t, o tamanho de cada prova nessa tabela. Tais provas corres-
pondem a polinâmios de grau d. = 0(2'/2) = O(IXI), portanto

t, = d, log o(1)d. XI(log 2'/2)0(i)
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Para o tamanho total obtemos

Tz =lr X ZI.t. ll'''l . IZI . IXI (log 2'/:)o(0

Analogamente, definimos Ty e Tz os tamanhos das tabelas (111) e (IV), e obtemos

Tz X IXI lrl - IZI (l0g r)0(1)

Em conseqüência vemos que o tamanho das tabelas referentes ao eixo z são de ordem
de grandeza menor que as referentes ao eixo aç.

Para concluir, basta observar que Tv = Tz e podemos dizer que o tamanho total
da tabela (c) da reapresentação é no máximo o triplo do tamanho obtido analisando as
provas referentes à direção z.

IDI Devido ao que observamos em IA), IBj e ICI, vamos agora nos preocupar apenas
com os tamanhos das apresentações dos polinõmios na direção #. O tamanho total da
prova holográfica é da mesma ordem de grandeza.

A cada nível da recursão, os polinâmios de grau d são substituídos por provas ho-
lográficas de um certo tamanho 1- = dlogo(i)d, segundo explicado na Seção 8.3. Seja
k uma constante tal que l- = O(dlogt d). As provas são construídas pela técnica do
Cap. 7. Portanto, se

grau do polinâmio do nível anterior, e

tamanho da prova holográfica

então temos .V = O(nlogtrz) = 0(2'r2) para algum 1. Este r = rj é o parâmetro
utilizado na escolha do corpo Çj ' GF(2'), que compõe o domínio do nível .j. Ao longo
da recursão, os tamanhos das instâncias (portanto também os parâmetros rl,r2, . . . )

vão diminuindo. Logo, o corpo ÇJ é menor que o corpo usado no nível j -- 1. 0 tamanho
da instância está amarrado com o grau do polinõmio do nível anterior, e é com relação
a esse grau que vamos fazer uma indução.

Voltemos a falar sobre as provas Cada uma delas tem a seguinte estrutura:

número de polinõmios = 2'/2r x vN x «ã(log7})k/2
tamanho dos coeficientes = r x Ioga x logo

grau do polinâmio = 2'/2 x vN' x x/ã(logo)(k/2)-1

(8.1)
(8.2)

(8.3)

onde, em (8.2), a medida do coeficiente é dada eni bits. Podemos conferir que o tamanho
total produto desses três fatoies resulta O(nlogtn), o que está de acordo com o
resultado da Seção 8.3 citado há pouco.
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Seja ni uma seqüência de números tais que

no n;

/}i;(log nj)k/2, para todo .j 2 1

Então temos

nl

n2

n3

x,/ã(log n)k/'

' V'i(log n)k/' llog( «ã(log n)t/')lk/:
#i(log n)k/4 (log n)k/2

0/=(1og n)*({ +}) ;
0';(1og n)*({ +i+{) ;

por indução, vem

n.j $ã( log «)*({ -'' + -'' â -''-..-- i)

Voltemos agora às equações vistas em IDI. Para facilitar, adoramos

grau $ X/i(Ioga)k/2

no lugar da equação (8.3). Usando a indução em IEj, obtemos o grau dos polinõmios
em cada nível da recuisão. Para um circuito de tamanho rn, com base nas fórmulas em

(8.1) e (8.2), montamos a Tabela 8.1. O tamanho total é obtido pela multiplicação dos
favores referenciados nessas três equações.

Tabela 8.1: Sobre os poliiiõinios de uma variável
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Evl2T

y'M log m

«a log m «;ii(log m)k/2

y'm log m 0/m(log m)k/:

x yM(log m)k({ +} )

2'/e

i/m(log m)k/2
$/m(log m)k({ +} )

"''&'m(log m)*({+l+--.+JD  
2rT2

m(log m) '

m(l0g rn )k+2

«l(log m) 'k+'

rn (log m)qÉ+2



Pela tabela, portanto, vemos que, após q níveis da recursão, o tamanho total da
prova é m(log m)o(q) conforme enunciado no início desta seção.

Relembremos que, quanto aos favores constantes, a cada nível precisaríamos multi-
plicar o tamanho por 3 (direções z, Z/ e z) e também multiplicar por 14 (pois esse é o
número de apresentações contidas dentro de cada prova holográfica).

8.6 Número de bits lidos da prova

Veremos que, a cada nível J da recursão, o número total de segmentos que o checa-
dor deve ler da prova llj aumenta por um favor constante; entretanto o tamanho dos
segmentos diminui por aproximadamente uma raiz quadrada.

Pelo Teorema 7.6, sabemos construir alma prova holográfica ll que pode ser checada
com um número constante, digamos c, de consultas a segmentos. Sobre cada um desses
segmentos é feita uma operação.

Acontece que, após um nível de recursão, obtemos lli onde, para cada uma dessas
operações, é mostrada uma prova holográfica que, por sua vez, pode ser checada
com c consultas a segmentos. Dessa forma, em vez de consultar c segmentos de certo
tamanho, é preciso consultar c2 segmentos de tamanho menor.

Reparemos que, embora c2 possa ser bem maior do que c, o número total de con-
sultas feitas pelo checador ainda é um número constante. Desse modo, após q níveis da
iecursão, o número de consultas é cq, mas claramente cq - 2o(q)

Vejamos agora o tamanho dos segmentos. Sabemos que, dentro de uma apresentação,
o maior segmento é aquele que contém a descrição de um polinâmio de uma variável. A
Tabela 8.1 mostra que o tamanho dessa descrição (grau vezes número de bits de cada
coeficiente), diminui segundo a transformação rz F--> x/ãlogo(i)n. No nível q os segmentos
sao menores que

'"il/m(log 7n)k . log m

Portanto, após q níveis da recursão, temos um sistema de provas que pode ser chegado
pela consulta de 20(q) segmentos, cada um de tamanho '?iã(log m)O(1)

8.7 Fim do processo recursivo

Com a finalidade de obter urna prova checável pela leitura de um número constante
de bits, encerramos a recursão usando o sistema cle provas de IALM+92), tomando
cuidado para não causar "estouro" no tamanho total da prova.
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Nas seções anteriores observamos que, para instâncias de tamanho m, após q níveis
da recursão, temos uma prova de tamanho m(log m)o(ç) checável pela consulta de 2o(q)
segmentos, cada um de tamanho 'C/iã(log m)O(i)

Relembremos que o número q = q(c) não depende de m. Na realidade, os resultados
obtidos nas seções anteriores também valem para q = q(m) = O(loglogrn). Porém.
nesta seção, é imprescindível que q sela uma constante em relação a m.

Nos q níveis da recursão, construímos provas holográficas seguindo o esquema do
Cap. 7. Porém, no nível q+l, para fechar o processo recursivo, usamos outra técnica:
a mesma utilizada no famoso artigo IALM+921, cuja eficiência está analisada no Co-
rolário 3.8. '1Yata-se da construção das reapresentações que de fato serão verificadas
pelo checador, ou seja, que estão na prova definitiva que não é mais substituída. As
tabelas (a) e (b) da reapresentação permanecem com a mesma estrutura, a qual não
depende do método de construção das provinhas da tabela (c).

Lema 8.5 .4 prova llç+i é uer2#cáue/ pela bons?alfa de um ntírrzero consZanZe de bits

Prova. Basta esclarecer que são checados um número constante de circuitos e que cada
checagem lê um número constante de bits.

Após o nível q+l, há muitas provinham contidas em llç+t. Isso ocorre porque o
provador apresenta provas para todas as possibilidades de sorteio. No entanto, embora
essa quantidade de provas apresentadas seja enorme, o número de circuitos que de fato
são checados é apenas pÇ+i, constante, como se vê na Seção 8.1.

Finalmente, pelo Corolário 3.8, constatamos que a verificação lê apenas um número
constante de bits de cada um dos pq+l circuitos sorteados. n

Portanto, para que seja constante o número total de bits lidos, não importa o fato
de que os segmentos do nível q sejam de tamanho :?iã(logra)o(i). Tal fato é impor-
tante por outro motivo: mostrar que a aplicação do Corolário 3.8 não causa estouro
no tamanho total, apesar de provocar expansão polinomial no tamanho de cada prova
holográfica.

Lema 8.6 .4 prova llç+t lem famanAo znl+0(2'ç)(logra)o(q)

Prova. Pelo Corolário 3.8 sabemos que. se t é o tamanho das instâncias para o nível
q + l da recursão, então esse nível constrói provas de tamanho O(t3).

Vejamos, primeiramente, o tamanho de cada provinha construída no nível q+ 1. Seja
g o grau do polinõmio do nível q. Pela Tabela 8.1 vemos que

g $ :;''m logo rn
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Sabemos que a instância para um polinõmio de grau g é um circuito de tamanho
O(g log' g), onde k é a constante que aparece na tabela. Desse modo, temos

:?m logo mllog( '?m logo m)it

Vm logo mlã log m)l*

ii. <m(i'K m)"

Logo, o tamanho total da prova construída fica

t; x ãL- 'C/=ã(I'gm)" - O( 'Z;ã(i

glog*g

m3(log m)'*) .

Quanto aos polinâmios em cada nível, a Tabela 8.1 mostra que o número total é

m(#+ + + )(logmy+k( +({+ã)+( + +ã)+...)

Logo, no nível q temos O(m(logra)kÇ) polinõmios e, portanto, no nível q + l temos
O(m(log m)kq) provas construídas.

Finalmente, o tamanho total da prova é da ordem de

t3 . Tn(log rn)kq O( :?ãã(log m)'* . m(log m)*')
,n1+(3/2' )(log m)'k+kq

ml+0(2'ç)(log m)O(Ç)

D

Lema 8.7 Se q = O(1), o ntímero de óáZs faraónicos uZÍ/içados na ueri$cação é lo
gafílmico no tamanco da entrada.

Prova. Durante o processo recursivo não há interação entre o checador e o provedor.
A recursão é feita somente pelo provador que, a cada nível, procura tratar de todas as
possibilidades de sorteio.

Na verificação, porém, embora deva verificar somente a prova final, o checador deve
fazer sorteios relativos a cada nível de recursão, pois só assim pode saber quais posições
deve ler na prova apresentada ao final da recursão.

O Algoritmo 7.2 lê apenas um número constante de segmentos de cima prova de
tamanho mlog o(1)m, onde 7n é o tamanho da instância. Para sortear esses segmentos
bastam log(m log o(i)m) = O(log m) bits, isto é, um número logarítmico no tamanho da
entrada.
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Como vimos na Seção 8.1, após o nível .7 da recursão, deueham ser checados pj circui-
tos. Os tamanhos dos circuitos são menores a cada nível, mas mesmo que tomássemos
tamanhos O(m(logra)Çk+2) = m logo(i)m, teríamos um total de bits randõmicos ne-
cessários igual a

O(log m) bits,

o que ainda é um número constante vezes o fator logarítmico, pois usamos o fato de que
q é uma constante.

Finalmente, no nível q + 1, como visto na demonstração do Lema 8.6, as instâncias
também são de tamanho O(m log o(i)m); logo, pelo Corolário 3.8, cada checagem também
usa O(logra) bits randâmicos. Neste nível, o número de provas checadas é pÇ+i, uma
constante.[]

Teorema 8.8 Paz'a lodo c > 0, ezÍsfe um algoMfmo cÀecador }''' de tempo polãnornÍa!
que recebe como entrada uma codã$cação de uma {nstâTtcia T do problema de coloração
de /ámen/zo l7'l = n e uma prova /zo/ogr({/ica n' tais que

se a instância do problema de coloração é sotáue! então existe uma prova bolo.
grá$ca 'nT que faz V aceitar com probabilidade \;

e se a insZá7zcia não é se/lide/, então qualquer prova será rejeitada por V' com pro
habilidade >- tl'Z;

. l«'l $ n:+';

}'' lisa O(log n) óífs alealóráos;

e V' !ê apenas um número cansfarzfe de óáís de T e de a-

prova. O algoritmo é o que está descrito neste capítulo. Aplicamos o Teorema 7.6 a si
próprio q vezes. Adiante vemos como fazer a escolha de q.

Aplicar a recursão significa substituir uma apresentação pela reapresentação corres-
pondente. Pois em vez de ser feita a checagem da apresentação recebe-se uma reapre-
sentação, a qual contém provas holográficas de que as operações de verificação são feitas
corretamente. Tais provas holográficas são verificáveis e portanto o checador pode ter
certeza de que elas se referem aos objetos codificados.

Após os q níveis da recursão, obtemos uma prova llç que tem tamanho n(log n)O(q) e
pode ser checada examinando-se 20(q) segmentos, cada um de tamanho 'ã(log n)O(1)
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Cortamos a recursão aplicando o Teorema de IALM+921 para construir o último
conjunto de provas holográficas. Com isso o número de bits lidos passa a ser constante.

Por outro lado, há um aumento polinomial no tamanho de cada prova holográfica; mas
isso está sob controle pois, após q níveis da recuisão, as provas holográficas são tão
pequenas que esse aumento não causa estouro no tamanho total (veja Lema 8.6); basta
escolher q tal que

ni+0(2'')(l0g n)0(q) $ Hl+c

e, portanto, basta que o número q de níveis da recursão sda O(log }). D

Dessa forma, montamos provas de tamanho quase-linear no tamanho da instância.

Tal construção foi feita para um problema .V7)-completo específico. Na próxima seção
vemos uma discussão sobre problemas genéricos da classe ./V'P

8.8 Conclusão

Dizer que um problema P pode se reduzido ao CircSat significa que existe uma
transformação de tempo polinomial R que, para cada instância z de P, produz uma
instância equivalente R(z) do CircSat. "Equivalente" significa que a resposta (SIM ou
NAO) do ClircSat com entrada R(z) é a resposta correra ao problema P com instância z.

A questão é que, nessa redução, pode ser que R(a) seja maior que a instância z. De
fato, só podemos garantir que o tamanho da instância obtida é polinomial no tamanho da
instância original. Em conseqüência, a construção de uma prova holográfica de tamanho
quase-linear no IR(z)l não significa obter tamanho quase-linear no l#l.

Então o que podemos afirmar sobre as provas holográficas construídas neste trabalho?

Tenhamos em conta uma outra definição da classe ./V'?, que diz que uma linguagem
Z pertence a ./V'P se e somente se existir uma máquina de Türing À/z, que, para cada
inteiro 71 constrói, em tempo nO(1), um circuito booleano On(Z, g/) que é tal que, para as
instâncias # de tamanho lzl = ri, vale que # C .L se e somente se (;.(z, ) é satisfazível.

Com este ponto de vista, para cada instância #, a prova "formal" de pertinência é
um par (O=,Z/) onde Oz = O«(z, .) e a verificação dessa prova consiste em constatar
que CL(z,y) = 1. Tal caracterização destaca que uma prova de pertinência a uma
linguagem deve conter não apenas um certificado y mas, como é razoável, deve incluir
também o conjunto das computações necessárias para verificar que esse certificado é
válido (e sabemos que "avaliar um circuito" é um problema da classe P e, portanto,
tratável) O tamanho dessa prova formal (a=, Z/) é naturalmente N = IO:l + IZ/l.
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Nesse contexto, o Teorema 8.8 implica que, para gua/qzzer línguagern da classe ./V'7>,
cujas provas formais de pertinência têm tamanho N', para instâncias de tamanho n,
é possível construir provas holográficas de tamanho quase-linear em N. Em outras

palavras, .VP = P(;P(Ioga, 1) = P(-;P(logo, ]), com provas de tamanho ]Vi+', para
qualquer c > 0.
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