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Abstract

In a system of Probabilistically Checkable Proofs (PCP) the verifier con-
sists of a polynomial time Turing Machine and checks a proof of membership
in a given language. This proof is called holographic proof and is given by an
oracle, i.e., a computationally unlimited machine. Correct proofs are always
accepted and the probability of accepting an incorrect proof is chosen by the
verifier and can be as low as desired.

Arora et al., with the famous theorem “NP = PCP(logn,1)”, showed
that it is possible to construct holographic proofs such that the verification
is accomplished by reading a constant number of bits from the proof and by
using O(logn) random bits, for inputs of length n.

An improvement on this statement was presented by Polishchuk and
Spielman in 1994; they showed another construction that is able to yield
a proof of nearly-linear size, which is also checkable in the PCP(logn, 1)
scheme. This dissertation explains what the PCP’s are, and shows the cons-
truction of those nearly-linear size holographic proofs.

Resumo

Em um sistema de Provas Checdveis Probabilisticamente (PCP), o verifi-
cador consiste em uma Mdaquina de Turing de tempo polinomial, e deve checar
uma demonstragao de pertinéncia a uma dada linguagem. Tal demonstracao
chama-se prova holografica e é fornecida por oréculo, isto é, uma méaquina
ilimitada computacionalmente. As provas corretas sempre sio aceitas e a
probabilidade de se aceitar uma prova incorreta é escolhida pelo verificador
e pode ser tao pequena quanto se queira.

Arora et al., com o famoso teorema “NP = PCP(logn,1)”, mostraram
que se pode construir uma prova holografica cuja verificacao se faz com a
consulta de um niimero constante de bits dessa prova e com o uso de O(logn)
bits aleatorios, para entradas de tamanho n.

Uma melhora nesse resultado foi apresentada por Polishchuk e Spielman
em 1994, que mostraram outra construgao capaz de fornecer uma prova de
tamanho quase-linear, a qual também é checdvel no esquema PCP(logn,1).
Esta dissertagao explica o que sdo as PCP’s e mostra a construcao dessas
provas hologréficas cujo tamanho é quase-linear.
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Capitulo 1
Introducao

Em Computagao utilizam-se vérios algoritmos probabilisticos. Na Teoria da Com-
plexidade, o uso desses algoritmos fez surgir, entre outras, a classe IP, Provas Interativas,
cujos estudos demonstraram abranger uma classe espetacularmente ampla de problemas.

A drea das PCP’s, Provas Checdveis Probabilisticamente, abrange métodos que per-
mitem checar a validade de uma prova examinando-se apenas uma quantidade pequena
de seus bits. Se um provador escreve uma prova em certo formato — prova holografica
— e afirma que essa é a prova de um teorema, existe um algoritmo pelo qual nés po-
demos escolher aleatoriamente uns poucos bits da prova para ler e, apds fazer alguns
testes simples sobre esses bits, decidir se aceitamos ou rejeitamos a prova. Uma prova
correta sempre sera aceita. Uma prova falsa serd rejeitada com probabilidade maior
que 1/2. Podemos repetir esse algoritmo algumas vezes para obter um grau de certeza,
arbitrariamente grande de que esse teorema é verdadeiro.

O resultado principal dessa nova 4rea surge em [ALM+92], mostrando que, para
qualquer teorema (i.é, instancia aceita) de uma linguagem da classe NP, existe uma
prova hologréfica que pode ser verificada pela consulta de uma quantidade constante de
bits, e usando apenas um nimero de bits aleatdrios que é logaritmico no tamanho da
instancia.

Esse resultado é apresentado no Capitulo 3 desta dissertagio, juntamente com as
principais nogoes sobre as demonstragoes probabilisticas.

Uma significativa melhoria do resultado de [ALM+92] foi dada por Polishchuk e
Spielman [PS94] que apresentaram outra demonstracio do mesmo resultado — cons-
trucao de provas checdveis pela consulta de O(1) bits e com uso de O(logn) bits
aleatorios — mas com uma diminui¢do no tamanho da prova hologréfica construida,
de polinomial para quase-linear. Ou seja, para um dado teorema, qualquer prova con-

vencional de tamanho N pode ser convertida em uma prova hologréfica de tamanho



Nt para todo € > 0. O principal objetivo deste trabalho é explicar a demonstracao
desse teorema de [PS94].

Tal demonstracdo requer conhecimentos de varias dreas da Matemética. Por isso
foi incluido o Capitulo 2, com alguns conceitos que utilizamos de Algebra, Légica e
Teoria dos Cédigos, além de uma nocgao geral de Teoria da Complexidade, necessiria
para entender o alcance dos assuntos tratados.

Para chegar ao nosso teorema, em primeiro lugar, reduzimos o problema NP-
completo de Satisfazibilidade de Circuitos Booleanos para um problema de coloracao
de grafos tal que o grafo é colorivel com determinadas regras se e somente se o circuito
original for satisfazivel. Essa reducao ¢ descrita no Capitulo 5.

No Capitulo 6, é dada uma descrigao algébrica desse grafo, que permite identificar
certos nés do grafo com elementos de GF(2") de tal modo que os nomes dos vizinhos
de um né podem ser expressos como polindomios de grau baixo no nome desse né. Em
seguida, baseando-se em polinémios, faz-se uma “aritmetizagao” das regras de coloracio.

Com os polinémios, chegamos a um ponto em comum com o artigo [ALM+92] e
outros trabalhos dessa drea. O Capitulo 4 fornece resultados obtidos por varios autores,
que servirao como ferramentas para lidar com o nosso problema aritmetizado.

O Capitulo 7 contém a construgao de uma prova hologréfica para esse proble.ma, e
a demonstragao de que essa prova pode ser verificada com a consulta de um ntmero
constante de segmentos; porém o tamanho de cada segmento depende do tamanho da
instancia do problema. A prova final é obtida no Capitulo 8, mediante um processo
recursivo de composi¢io das provas holograficas.

As principais contribuigoes deste trabalho encontram-se nos Capitulos 7 e 8, em que
se buscou explicar aspectos cujos detalhes ndo se encontram nos textos originais. Os
Capitulos 4 a 6 seguem de perto [Spi95].

Este trabalho ndo pretende apresentar todos os conceitos basicos e supde que o leitor
J& tenha certa familiariedade com esta drea. Por isso, antes de iniciar a leitura desta
dissertagao, o leitor interessado pode consultar [KS95] e [Bab94] para uma introdugao

a este recente ramo da Ciéncia da Computagao.



Capitulo 2
Conceitos Bdsicos

Neste capitulo veremos algumas nogoes gerais sobre a Teoria da Complexidade e
sobre mais alguns ramos da Matemadtica. Também veremos certas notacoes e nomencla-

turas que nos serao muito 1teis.

2.1 Em geral

Em Ciéncias Exatas, um tradicional descuido é a nao traduciao dos termos estran-
geiros ou o seu uso sem indicagao em itilico. Esta dissertagio também pretende seguir
a linha tradicional e, para que a coisa se torne legitima, veremos alguns esclarecimentos.

Palavras como checar e checagem, randémico e randomiza¢do, j4 aparecem no di-
ciondrio!. O significado de bit também aparece no diciondrio, mas com indicagao de
que esse vocdbulo pertence a lingua inglesa. Quanto a string, que significa “cadeia de
caracteres”, nao serd traduzida pois j4 é um termo bastante conhecido em Computacao.

A partir deste ponto, as palavras citadas e suas derivadas serao utilizadas sem it4lico.

2.2 Sobre Teoria da Complexidade

Vejamos, informalmente, alguns resultados e definices utilizados neste trabalho. Sao
definidas apenas as notagoes que mais interessam, supondo um conhecimento basico do
assunto (notagao O, maquina de Turing, ...). Maiores detalhes, e os aspectos formais,
podem ser encontrados em [Pap94] e [KS95].

Neste trabalho, todas as referéncias a complexidade de tempo dizem respeito ao

tempo deterministico.

'Aurélio Buarque de Holanda, Ed. Nova Fronteira, 2* edigao, 1995.



Denotamos as fungées polinomiais por n?(1)| ou seja, f (n) = n90) se e somente se
existe uma constante & tal que f(n) = O(n*).

Uma fungao f é polilogaritmica quando é a composta de uma polinomial com um
logaritmica, ou seja, f(n) = (logn)°()). A notacio log®(V) n também ¢ utilizada.

Dizemos que uma fungao f é quase-linear se, para qualquer ¢ > 0, vale que f(n) =
O(nH'E).

Nao ¢ dificil constatar que, para quaisquer constantes positivas € e k, vale n® >
(logn)* para n > Ny suficientemente grande. Portanto, qualquer funcdo g que seja

“linear vezes polilogaritmica” também serd quase-linear, pois
g(n) = n(logn)°M = O(n'*),

para qualquer € > 0.
Recordemos algumas coisas sobre os problemas de decisdo, isto ¢, aqueles cuja res-
posta é SIM ou NAO. Um fato bastante conhecido ¢ que decidir sobre a resposta a um

problema de decisdo equivale a decidir sobre a pertinéncia a uma linguagem.

Definicao 2.1 A classe P compreende as linguagens para as quais a pertinéncia pode

ser decidida em tempo polinomial.

Definigao 2.2 A classe NP ¢é a classe das linguagens L tais que, para todo © € L,
eziste uma prova y de que € L; e eziste algoritmo de tempo polinomial no |z|, para

verificar a prova.

Na defini¢ao acima, o problema é determinar se = pertence a L; y é chamada solucdo
do problema ou certificado de que z € L; z é uma instdncia do problema; e L é uma
NP-linguagem.

Portanto, NP é a classe das linguagens para as quais os certificados de pertinéncia,
podem ser verificados em tempo polinomial.

A classe “complementar” & AP é chamada coN'P e é definida substituindo “€” por
“@” na definigio anterior. Em outras palavras, coN'P ¢ a classe das linguagens para as

quais existe algoritmo polinomial para verificar os certificados de ndo-pertinéncia.

Definigao 2.3 PSPACE ¢ a classe das linguagens para as quais a pertinéncia pode ser

decidida em espago polinomial. Nao hd limitagcdo de tempo.

Na Teoria da Complexidade, hd questdes bdsicas em aberto. Por exemplo, sabe-
se que PSPACE contém NP, coNP e varias outras classes; no entanto ainda nao foi

provada sequer a conjectura “P # PSPACE”.



Mas o maior problema em aberto de toda a Teoria da Computacao é
P#NP?
A conjectura mais aceita é que realmente sejam diferentes. Outra questao em aberto é
NP # coNP ?

Se forem diferentes. entao também P # N'P; mas, se forem iguais, isso nao implica que
P =NP.

E é esse contexto — das questoes em aberto — que talvez seja transformado com o no-
vo ramo da Complexidade envolvendo as Provas Checéveis Probabilisticamente (PCP’s),
cujo poder foi estudado entre os anos 1989 e 1992 por diversos autores. Tais estudos
proporcionaram uma rapida sucessao de artigos com demonstragoes e refinamentos de
resultados, culminando no Teorema 3.7, que di uma nova (e surpreendente) caracte-
rizagdo de N'P. Veremos esse teorema no Capitulo 3, juntamente com as explicagdes

sobre o que sao as PCP’s.

2.3 Sobre Algebra

Neste trabalho lidamos com corpos finitos. Para todo primo p e todo inteiro n,
existe um tnico corpo finito de ordem p" (ou seja, um corpo com p™ elementos), o qual
¢ chamado GF(p"), onde GF vem de “Galois Field”.

O corpo GF(2) possui os elementos {0, 1} com a multiplicagao normal e com a adigio
igual & “soma médulo 2”. Nos Capitulos 6 em diante, trabalhamos com o corpo GF(2"),
para n inteiro. Repare que GF(2") nao é o mesmo que [GF(2)]".

Um gerador de GF(2") é um elemento « tal que o®"~! =1 e of # 1 para todo k tal
que 0 < k < 2" — 1. Todo corpo finito possui um gerador pois o grupo multiplicativo
formado por todos os elementos nao-nulos desse corpo finito é ciclico.

Dado um gerador a para GF(2"), cada elemento desse corpo pode ser representado

por um polinémio de grau menor que n em « com coeficientes em {0,1}.

2.4 Sobre Légica

Um problema do nosso interesse é o CircSat — Satisfazibilidade de Circuitos.

Definicao 2.4 Problema CircSat

Instancia: um circuito C, composto de portas NOT e de portas bindrias AND e OR.



Pergunta: eziste alguma atribuicao de bits para as entradas de C que faca esse circuito

calcular saida igual a 17

Tratam-se de circuitos normais, onde cada bit de entrada pode ser usado em varias
portas. Além disso, uma mesma saida de uma porta pode servir de entrada para varias
outras (i.¢, o fan-out nao ¢ limitado). Como tnica restri¢ao temos fan-in = 2, ou seja,
as portas AND e OR possuem dois bits de entrada.

Para mostrar que um problema 7 é NP-completo, o método tradicional é mostrar
que o SAT — ou qualquer outro problema N P-completo — pode ser polinomialmente
reduzido a 7. O SAT consiste em, dada uma expressao booleana ¢ na forma normal
conjuntiva, decidir se ¢ é satisfazivel. E é relativamente facil reduzir o SAT ao CircSat.
pois tanto as expressoes como os circuitos sao maneiras de representar funcées booleanas.

Outra interessante demonstragao de que o CircSat é AN'P-completo pode ser encon-
trada em [Pap94], onde, sem passar pela redugao ao problema SAT, Papadimitriou prova

diretamente que qualquer linguagem da classe NP pode ser reduzida ao CircSat.

2.5 Sobre Teoria dos Cdédigos

Vejamos alguns conceitos sobre c6digos em geral. No fim desta secao falaremos sobre
um tipo especial chamado cddigo de correcao-de-erro.

Seja ¥ um alfabeto com ¢ letras. Um cddigo C de tamanho n sobre ¥ é um subcon-
Junto de X". Um elemento ¢ € C é chamado palavra-cddigo. A menos que algo diferente
seja especificado, os cédigos citados neste trabalho serao cédigos sobre o alfabeto {0,1},
chamados cddigos bindrios.

Dois importantes pardmetros de um cdédigo sao sua taxa e sua distincia minima.
A taza de um cédigo C é (log, |C|)/n; isso indica quanta informagdo, em média, estd
contida em cada simbolo. A distincia minima de um cédigo C é ming yec.zz, d(z,y),
onde d(z,y) ¢ a distincia de Hamming entre duas palavras (i.é, o niimero de posicdes

em que elas diferem). Falaremos bastante sobre

1
- min{d(z,y) : z,y € C; z # y},

que é a distancia minima relativa de um cédigo.

Como estamos interessados no desempenho assintético dos cédigos, definimos uma
familia de codigos como sendo uma seqiiéncia infinita de cédigos que contém no maximo
um cédigo de cada tamanho. Se {C;} é uma familia de cddigos tais que, para todo

1, a taxa de C; é maior que r, entdo dizemos que a familia tem taxa pelo menos r.



Similarmente, se a distancia minima relativa de cada cédigo na familia é pelo menos §,
entao dizemos que a distdncia minima relativa da familia é pelo menos .

Uma familia de cédigos sobre um alfabeto fixo é chamada assintoticamente boa se
existem constantes positivas r e § tais que a familia tem taxa e distdncia minima relativa
pelo menos 7 e ¢ respectivamente.

Neste trabalho lidamos com dois tipos de cédigo:

(i) cédigos polinomiais, que vemos no Cap. 4 e sdo codificacoes de polinémios de

varias varidveis;

(ii) cédigos de corregao-de-erro, que veremos a seguir, e sdo codificages de strings (de

0’s e 1’s) genéricas.

Os cédigos de correcao-de-erro (error-correcting codes) surgiram para lidar com um
problema fundamental na comunicagdo: quando uma mensagem é enviada de um lugar
a outro, freqiientemente é distorcida ao longo do caminho. Um cédigo de corregio-
de-erro fornece um modo sistemético de acrescentar informagio a uma mensagem para
que, mesmo que uma parte dessa mensagem seja corrompida na transmissao, o receptor
consiga, apesar disso, deduzir o que o autor da mensagem pretendeu transmitir. Natu-
ralmente, a probabilidade do receptor conseguir recuperar a mensagem original diminui
conforme cresce a quantidade de distor¢ao. Similarmente, a quantidade de distor¢io que
o receptor consegue tolerar aumenta quanto mais informacao redundante for adicionada
a mensagem transmitida.

Intuitivamente, um bom cddigo de corregao-de-erro é um enorme conjunto de pala-
vras tais que cada duas palavras do conjunto diferem entre si em muitas posigdes.

Um problema central da Teoria dos Cédigos é encontrar construcdes explicitas de
familias de cédigos de corregao-de-erro assintoticamente boas com taxa e distincia
minima relativa tao grandes quanto possivel.

Spielman, nos Capitulos 2 e 3 de [Spi95], constréi cédigos chamados superconcentra-
dores, que formam familias de codigos de correcao-de-erro assintoticamente boas. Essa,
é a primeira construcao conhecida de tais c6digos que possui algoritmos de tempo linear

(i.é, extremamente eficientes) para codificagao e também para decodificacio.



Capitulo 3

Provas Checaveis

Probabilisticamente

O resultado em estudo neste trabalho insere-se na recente drea da Computacao cha-
mada PCP. Neste capitulo veremos uma explanacio geral sobre o contexto desse resul-
tado, bem como uma introdugao as Provas Checédveis Probabilisticamente.

3.1 Demonstragoes probabilisticas

Virios algoritmos probabilisticos sao utilizados em Computacio. Por exemplo, na
drea de Algoritmos, surgiram os algoritmos Monte Carlo que dao respostas rapidas e
quase 100% corretas para questdes extremamente dificeis de computar. Também h4 as
interagoes de “conhecimento zero” em que alguém possui uma informacao sigilosa e é
capaz de, sem revelar o segredo, demonstrar possui-lo. Em Criptografia hd aplicagoes
praticas que utilizam tais sistemas.

Nos algoritmos probabilisticos que veremos, nio é lida a entrada inteira, mas esco-
lhem-se, por sorteio, certas partes a serem examinadas. Apéds essa escolha, estd termina-
do o aspecto aleatério e, a partir de entdo, o algoritmo funciona de modo perfeitamente
deterministico sobre esses dados. No caso de um algoritmo com multiplas interacoes
entre provador e checador, cada interagao ¢ dividida nesses dois estigios (primeiro, es-
colha aleatéria de dados da entrada; segundo, execucao deterministica de um algoritmo
sobre esses dados escolhidos). E é assim que esse sistema obtido, visto como um todo,
funciona de forma probabilistica.

Como vimos na Segdo 2.2, cada problema de decisio da classe NP pode ser inter-
pretado como um problema de decidir sobre a pertinéncia a uma certa linguagem. Para

a definigao seguinte, veja aspectos formais em [GMRS5].
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Definigao 3.1 Um sistema interativo de provas para uma linguagem L, é um jogo entre

duas partes:
(i) um verificador V, limitado polinomialmente e com acesso a bits aleatdrios;
(1z) um provador P, ilimitado computacionalmente (dado por ordculo).

O funcionamento do sistema consiste em que o verificador, baseado numa instincia
T, erecuta uma estratégia e, consultando bits aleatorios, interage com o provador. O
objetivo de P € convencer V de que x € L. Se isto acontecer dizemos que P ganhou o

jogo; caso contrdrio, dizemos que P perdeu o jogo. O sistema deve satisfazer:
(a) se x € L, entdo P sempre possui estratégia ganhadora;

(b) se x ¢ L, entao qualquer estratégia escolhida por P é derrotada com probabilidade
>1/2.

Definigao 3.2 IP ¢ a classe das linguagens para as quais a pertinéncia possui um

sistema interativo de provas.

Virios teoremas surgiram na tentativa de estabelecer o alcance desses tipos de de-
monstragao. A seguir temos o resultado definitivo, que mostra quiao poderosa é IP, e

que causou entusiasmo nessa area da Computacao.
Teorema 3.3 [P = PSPACE.

A demonstragao desse resultado foi feita em [Sha90], baseada em trabalho anterior
de [LFKN90]. Uma demonstragao do entusiasmo pode ser encontrada em [Bab90].

Diante da conjectura amplamente aceita de que a classe NP esteja contida propria-
mente em PSPACE, o teorema acima significa que as provas interativas sao apliciveis a
muitos mais problemas além daqueles que se encontram na classe N'P.

H4 diversos tipos de sistemas interativos; alguns sio de interesse apenas teérico, e
outros possuem aplicagao bastante pratica, com algoritmos desenvolvidos para a drea de
Criptografia. Cada sistema faz parte de alguma sub-classe de complexidade dentro da
classe IP. Varios autores estudaram a eficiéncia de tais sistemas e suas abrangéncias em
relagao aos problemas das conhecidas classes P, NP etc. As defini¢des dos particulares
sistemas interativos podem ser encontradas em [Gol94], onde Goldreich enuncia também

os teoremas principais envolvendo cada um.
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3.2 O esquema PCP

Entre as demonstragoes probabilisticas, hd um tipo especial, em que a regra nao
permite interagdo entre provador e checador apds o sorteio de bits aleatérios. Ou seja,
o provador deve apresentar de antemao todos os dados que o checador possa precisar

consultar para fazer a verificacao.

Definigao 3.4 Um sistema de provas checdveis probabilisticamente (sistema pcp) para
uma linguagem L € constituido de um verificador V' limitado polinomialmente; e de um
ordculo que, para cada instincia z, fornece um certificado ™ no qual V se baseia para

acettar ou rejeitar essa instancia. E o sistema € tal que
(i) se z € L, eziste certificado m tal que V aceita (z,7;) com probabilidade 1;

(i) se x € L, entdo, para qualquer m, o verificador V rejeita (z,7) com probabilidade
> 1/2.

O certificado 7 acima é chamado de prova hologrdfica (ou prova transparente); e os
sistemas pcp também sao chamados de sistemas de provas hologrificas.

As probabilidades provém dos bits aleatdrios acessados por V. Uma importante
constatacao é que, se z ¢ L, entdo, fazendo k repeticoes da verificagdo, a probabilidade
de z nao ser rejeitado é no maximo 27%. E dessa forma que se obtém, para qualquer
€ > 0, uma verificagdo que rejeita os certificados falsos com probabilidade pelo menos
1 — €. Por exemplo, para k = 10, os certificados falsos sio rejeitados com probabilidade
superior a 99,9%.

A grande vantagem de um sistema probabilistico desse tipo é permitir que o verifica-
dor, em tempo razodvel, faga a checagem de uma prova 7 (previamente apresentada). A
idéia é que V' nao precisa “olhar” para a demonstracio inteira. Em vez disso, com acesso
a bits aleatérios, sorteiam-se algumas posicoes de 7 nas quais serd feita a verificacao,
obtendo-se uma comprovagiao conforme a Definicio 3.4.

Portanto, a eficiéncia é medida pelo nimero de consultas feitas & prova e pelo nimero
de bits aleatérios usados (para sortear as posi¢oes a serem consultadas). Com base nesses
dois pardmetros de mais interesse, classificam-se os sistemas nas classes de complexidade

definidas a seguir.

Definigdo 3.5 A classe de complexidade PCP(r(-),q(-)) € o conjunto das linguagens
para as quais a pertinéncia possui um sistema pep no qual V', para qualquer instincia de
tamanho n, utiliza no mdzimo O(r(n)) bits aleatdrios e faz no mdzimo O(q(n)) consultas

ao certificado.
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Notacao 3.6 Para conjuntos R e Q de fungoes, denotaremos

PCP(R,Q)= |J PCP(rq).
re€R, geQ

A fim de nao usar o mesmo nome para coisas desiguais, vamos tentar diferenciar as
notagoes. Estamos usando “pcp” para o sistema de provas da Def. 3.4; “PCP(-,-)" para
as classes da Def. 3.5; e “PCP” para o assunto — dentro Ciéncia da Computagiao — que
estamos estudando.

O poder das pcp’s foi estudado em uma seqiiéncia de grandes trabalhos, que culmi-
naram no seguinte resultado, de Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [ALM+92],

que ¢ bastante surpreendente.
Teorema 3.7 NP = PCP (logn, 1).

Ou seja, qualquer linguagem da classe NP possui um sistema de checagem que, para
verificar um certificado de pertinéncia, 1é apenas um nimero constante de caracteres,
0s quais sao escolhidos com base em apenas uma quantidade de bits aleatérios que é
logaritmica no tamanho da entrada.

Tal resultado, longe de ser a confirmacao de algo intuitivo, foi totalmente inesperado
na época. Afinal, ele afirma que o niimero de bits lidos pelo checador é uma constante,
independente do tamanho da instancia.

Uma boa exposicao da demonstragao completa desse teorema pode ser encontrada
em [HPS94]. A idéia geral da prova é apresentar uma pcp para o problema 3SAT, que
é N'P-completo. Para isso, sdo feitas codificacées aritméticas das férmulas booleanas e
também das solugoes (atribuicées que satisfazem a férmula em questao) apresentadas
pelo ordculo.

Tais codificagoes sao feitas através de polindmios. Grosseiramente falando, isso per-
mite que possam ser checadas probabilisticamente examinando-as em poucas posicoes,
pois dois polindmios de grau baixo podem coincidir apenas em uma fracio pequena do
seu dominio (desde que esse dominio tenha tamanho razodvel).

Virias ferramentas sao utilizadas para lidar com esses polinémios, incluindo os co-
nhecidos “testes de grau baixo”. Matsushigue, em [Mat97], além da parte computacional
da pcp para o 3SAT, apresenta também o intrincado arcabougo técnico sobre a parte
algébrico-probabilistica necessdria para chegar aos teoremas envolvendo tais polinémios
de grau baixo.

Uma das maiores motivagoes para a pesquisa na area das PCP’s foi a sua conexao

com a drea de Otimizagao, de onde ja surgiram importantes repercussoes praticas. Junto

13



com a demonstracao de que NP = PCP(logn, 1), o proprio artigo [ALM+92] também
mostra que, como consequeéncia, obtém-se provas de resultados de nao-aproximabilidade
para muitos problemas.

As explicagoes dessa e de outras afirmagoes derivadas dos sistemas probabilisticos
podem ser encontradas em [Bab94]. Tais resultados significam que, se P # NP entéo,
para certas classes de problemas, nao se pode encontrar (em tempo polinomial) nem
sequer uma solugao aproximada.

Voltemos a considerar o Teorema 3.7, desta vez olhando para algum problema fixo
pertencente a classe N'P. Tomemos, por exemplo, o CircSat (veja Def. 2.4). Chegamos

a seguinte concluséo.

Coroldrio 3.8 Para o problema CircSat, existe um verificador V de tempo polinomial
que recebe como entrada um circuito C e uma prova hologrdfica m, e comporta-se do

seguinte modo.
(i) V 1é apenas um mimero constante de bits de 7;
(i) V usa O(log |C|) bits aleatirios;
(i) se C € satisfazivel, entdo eziste mc tal que V aceita (C,mc) com probabilidade 1;

() se C ndo ¢ satisfazivel, entdo, para qualquer m, o verificador V rejeita (C, ) com
probabilidade > 1/2;

(v) o certificado m tem tamanho O(|C|3).

O item (v) acima decorre de que, pela construgao de [ALM+92], a prova hologréfica
tem tamanho O(n?), onde n é o tamanho da instancia. A demonstracio do Teorema 3.7
também aparece em [Sud92] e sua construcdo fornece provas de tamanho O(n?), ainda
polinomial. Polishchuk e Spielman, em [PS94], melhoraram ainda mais o resultado
e apresentaram construgoes que, para qualquer € > 0, obtém provas hologréficas de
tamanho n!*€. A meta dos préximos capitulos é justamente mostrar essa construgao de
tamanho quase-linear.

Na Segao 8.8 aparece uma discussao mais detalhada sobre o tamanho das provas

obtidas para problemas genéricos na classe N'P.
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Capitulo 4
Cédigos Polinomiais

O principal elemento da nossa construgao de provas hologrificas é o modo pelo qual
um polinoémio de trés varidveis sera codificado. Antes de chegar a eles, vamos primeiro

passar pelos polinémios de duas varidveis, e veremos resultados sobre suas codificagdes.

4.1 Cobdigos checaveis e verificaveis

Nesta secao definimos checadores e verificadores e apresentamos a terminologia que

serd utilizada para fazer suas andlises.

Definigdo 4.1 Um checador para uma familia de cédigos {C;} de tamanhos {ni} e

distancia minima relativa § sobre o alfabeto & € um algoritmo probabilistico tal que
® 0 checador aceita cada palavra de C; com probabilidade I;

® se a probabilidade de o checador aceitar a palavra w de tamanho n; é maior que
1/2, entdo eziste uma (inica) palavra-cddigo de C; de distincia minima relativa

no mdzimo 6/3 em relagio a w.

Medimos a eficiéncia de um checador pelo niimero de bits que ele 1é da entrada.

Vamos impor mais estrutura aos bits de uma palavra-cédigo e aos modos pelos quais
o checador pode acessd-los. Particionamos os bits do cédigo em segmentos e obrigamos
o checador a ler todos os bits do segmento se ele quiser ler qualquer um. Por exemplo, se
s € um segmento que contém do i-ésimo até o j-ésimo bit, e se T = (z1,z9,...,z,) é uma
palavra, entao o valor de z no segmento s é (z;,...,z;). Se um algoritmo 1& z;, vamos
muda-lo para que também leia z;,, ..., , ou seja, penalizamos um pouco a eficiéncia
para ganharmos certa estrutura. Note que definimos segmentos como conjuntos disjuntos

de posicoes. Quando descrevemos um checador de um cédigo cujos bits estio divididos
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em segmentos, contamos quantos segmentos do cédigo o checador 1é e quantos bits esse
segmento contém.

E bom destacar o fato de que essa divisao dos bits em segmentos pode existir apenas
na mente do checador. Ela nao implica que qualquer bit de formatagio apareca nos
dados. Descrevemos os bits de um cédigo como estando divididos em segmentos para
indicar o modo pelo qual os nossos algoritmos vao acessar os bits desse cédigo.

Além de ser checavel, um cédigo verificdvel tem a propriedade de que é possivel
verificar probabilisticamente se foram corrompidos os bits individuais de uma palavra

recebida.

Definicao 4.2 Seja {C;} uma familia de cdédigos de tamanhos n; e distincia minima
relativa 0 sobre o alfabeto X tal que, em cada cddigo, os bits das palavras sdo particio-
nados em segmentos. Um verificador de {C;} € um algoritmo probabilistico que recebe

uma palavra w e o nome de um segmento s como entrada tal que
e se w € uma palavra de C;, o verificador aceita;

o se a probabilidade de que o verificador aceite uma palavra w (de tamanho n;) no
segmento s € maior que 1/2, entdo ezxiste uma (inica) palavra-cédigo ¢ de C; de
distancia minima relativa no mdzimo 6/3 em relagio a w tal que ¢ tem o mesmo

valor que w no segmento s.

A eficiéncia de um verificador é medida do mesmo modo que a do checador: ntimero

de segmentos lidos e nimero de bits contidos em cada segmento.

4.2 Polinémios de duas variaveis

Vamos construir codificagées de polinémios de duas varidveis e de um certo grau.
Ap6s isso veremos os teoremas demonstrando que tais codificagoes possuem os checado-
res e verificadores que desejamos.

Essas codificagoes sdo construidas sobre um corpo. Tal corpo serd denotado por G
e nao faz diferenca qual seja, desde que possua tamanho suficientemente grande para

conter os objetos que descrevemos.

Definigao 4.3 Um polinémio p(zy,...,zx) tem grau (dy,...,dx) se o grau de p em z;

€ no mazimo d;, para cada i.

Ha varias maneiras de exibir um polinémio de grau (d,e). A mais natural é escrever

seus coeficientes, como na Figura 4.1(a). Uma outra maneira de exibir tal polinémio é
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escolher conjuntos X C G e Y C G tais que |X| > d e |Y| > e, e entdo listar os valores
de p em cada ponto de X x Y, como na Figura 4.1(b). E facil verificar que, assim, o
polinémio p estd definido univocamente. Ambas essas maneiras exigem que se escreva
pelo menos (d + 1)(e + 1) unidades de informacao, i.é, elementos de G.

Nossa maneira de exibir polindmios vai conter ainda mais informacio. Embora os
dados extras sejam desnecessérios para especificar o polinémio, eles serio tteis quando
quisermos estabelecer fatos sobre o polindmio sem ler a sua descricio inteira.

Agora definimos uma apresentag¢do de um polindmio como sendo a lista dos seus
valores sobre algum dominio, juntamente com a lista de polinémios de uma variivel

obtidos quando uma das varidveis é restrita a um valor no dominio. Veja Figura 4.1(c).

Definigao 4.4 Seja p(z,y) um polinémio de grau (d,e) sobre um corpo G e sejam X,

Y C G. Uma apresentagao correta de p sobre X x Y consiste em
e a lista dos valores de p em cada ponto de X x Y ;

® para cada To9 € X, os coeficientes do polinémio de uma varidvel obtido pela res-

tricio de p a {zo} X G;

e para cada yo € Y, os coeficientes do polindmio de uma varidvel obtido pela restri¢io

depa§Gx{y}.

Quanto a estruturagdo em segmentos comentada na pag. 15, as apresentacoes se-

guirao a seguinte divisao:
e cada valor de p listado na apresentagao é um segmento separado;

e a descri¢io inteira (i.6, o conjunto de coeficientes) de cada polindmio de uma

varidvel constitui um tnico segmento.

Quando falamos “lista dos valores de p”, queremos dizer que os dados devem estar
organizados em uma lista na qual cada elemento possui o mesmo tamanho, de modo
que, se alguém quiser consultar o valor de p em (z,y), saberd instantaneamente o lugar
da lista em que deve olhar. O mesmo precisa valer para cada lista de polinémios de uma
variavel.

Uma vez definidas as apresentagées corretas, relembremos o nosso objetivo de montar
demonstragoes probabilisticas, conforme os conceitos do capitulo anterior. O checador
vai pedir a codificagdo de certo polinémio e, como resposta, o ordculo vai exibir alguns
dados. Esses dados podem ser verdadeiros ou falsos, e é por isso que o checador deve

executar certos algoritmos de verificagao.
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l—y 2+2y 3+5y

2| -1 6 13 |7z—1
1 0 4 1 0 4 g8 |4z
0 1 2 0 1 2 3 z+1
l1+z—y+ 3zy
0 1 0 1 2

(a) (b) ()

Figura 4.1: Trés maneiras de descrever um polinémio

Tais dados serao chamados simplesmente de apresenta¢io e podem constituir ou nao
uma apresentagiao correta. Como o ordculo pode exibir informagcdes falsas, entdo, em
principio, o contelido de uma apresentacao pode ser qualquer coisa; portanto a melhor
descri¢ao que podemos dar ¢ dizer que se trata de uma string que é do mesmo tamanho

que uma apresentacao correta.

Definigao 4.5 Uma (d, e)-apresentaciao sobre X x Y consiste em

® uma string com o mesmo tamanho que teria uma lista com um elemento de G para
cada ponto de X xY. Dizemos que essa string atribui um elemento de G para

cada ponto de X x Y;

® para cada T9p € X, uma string com o mesmo tamanho da descricdo de um po-

linémio de uma varidvel de grau e sobre G;

o para cadayg € Y, uma string com o mesmo tamanho da descri¢ao de um polinémio

de uma varidvel de grau d sobre G.

Quando o grau (d,e) estiver claro a partir do contezto, escreveremos apenas apresen-

tacao.

Daqui por diante, o que for dito genericamente sobre apresentacées aplica-se também
as apresentacoes corretas (Def. 4.4), que podem ser vistas como um caso particular de

apresentacao.
Ao conjunto X x Y na definigao anterior chamamos dominio da apresentacao.
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A divisao da string em segmentos é apenas por conveniéncia da descricio, e indica
o modo como estes segmentos serao interpretados pelos algoritmos que os léem.

Agora nos interessam resultados que auxiliem na tarefa de descobrir se uma apresen-
tagao € ou nao correta. Serd essencial a caracteristica de que dois polinémios distintos

coincidem apenas em um nimero pequeno de pontos.

Lema 4.6 Seja p um polinémio de grau (d,e) sobre um dominio X x Y. Se p tem mais

d e
X|-|y]|- —+—)
""(|X| ¥

raizes em seu dominio, entdo p é o polinémio nulo.

do que

Prova. Feita por Schwartz, em [Sch80]. O

Nossa meta ¢ o seguinte resultado. Se recebemos uma apresentagao e nos dizem que
ela corresponde a um polinémio de duas varidveis, podemos checar isso probabilistica-
mente lendo apenas um nimero constante de segmentos da apresentacao.

Tal afirmagdo s6 pode ser provada para apresentagoes sobre dominios suficientemente
grandes em relacao ao grau do polinémio. Arora e Safra [AS92] provaram para dominios
de tamanho ciibico em de. Sudan [Sud92] melhorou isso para quadrético. Polishchuk
e Spielman [PS94] conseguiram provar que isso é possivel para dominios lineares, isto
é, cujo tamanho é maior que de por apenas um fator constante. Isso foi essencial para
obter as provas hologréficas de tamanho quase-linear.

Neste trabalho nao serd mostrada toda a parte algébrica para a obtencio desses
resultados. Vimos acima referéncias para os locais onde se podem encontrar essas de-
monstragoes. Em particular, o ultimo resultado também ¢ explicado em [Spi95], onde é
descrito com mais detalhes do que no artigo original [PS94]. Aqui apenas sio enunciados
os teoremas principais, a serem utilizados nos Capitulos 7 e 8.

Por motivo de clareza, vamos definir o seguinte termo, que é usado em varias partes

deste trabalho.

Definicao 4.7 Sortear a € C significa escolher uniformemente ao acaso um elemento a

de um conjunto C.
Quando o sorteio é de vdrios elementos de um conjunto, cada escolha é feita inde-

pendentemente.

O algoritmo a seguir checa se uma (d, e)-apresentacio sobre um dominio X x Y é

uma apresentagao correta de algum polinémio de grau (d, e).
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Algoritmo 4.8 Checagem para Duas Varidveis

1. Sortear um ponto (zg,yo) € X X Y;

2. Ler o walor v atribuido ao ponto (zo,yo);
Ler a string py atribuida a zo;

Ler a string p; atribuida a yo;

3. Aceitar se p; representa um polinémio tal que py(yo) =

v
e py representa um polinémio tal que py(zg) = v.

Observemos que, embora nao se teste explicitamente que os polinémios p, e Dy
possuam o grau correto, esse teste, na verdade, estd subentendido dentro do algoritmo.
Isto ocorre porque os dados sao uma seqiiéncia de bits (reveja Def. 4.5) e tanto o tamanho
quanto a localiza¢ao (enderecamento) dos segmentos sdo tratados pelo algoritmo como
se os polindmios tivessem os graus desejados.

Se a apresentagao for correta, entao, por defini¢ao, existe um polinémio tal que, no
algoritmo acima, v é o valor desse polinémio em (g, yo), pr € a sua restrigao aos pontos
(z,90) e py ¢é a restricdo a (z9.y). Portanto, é ficil perceber que o algoritmo sempre
aceita as entradas que sdo apresentagoes corretas.

A reciproca também é verdadeira, como se pode ver na seguinte proposicio, que é

bastante conhecida.

Proposicao 4.9 Sejam X = {z,...,zn}, Y = {y1,...,yn}, € sejam d < m, e < n.
Seja f(z,y) uma fungio em X x Y tal que, para 1 < j < n, f(z,y;) coincide em X
com algum polinémio de grau d em z, e, para 1 < i < m, f(z;,y) coincide em Y com
algum polinémio de grau e em y. Entao, existe um polinémio P(z,y) de grau (d,e) tal

que f(z,y) coincide com P(z.y) em todos os lugares de X x Y.

Prova. Basta construir P usando interpolacao de Lagrange. a

Essa proposigao significa o seguinte. Se esse algoritmo aceita uma entrada com
probabilidade 1, entao ela de fato corresponde & apresentacao correta de algum polinémio
de grau (d, e).

Porém, é claro que, sem ler todos os dados, é impossivel saber se a probabilidade
de aceitar vale 1. Por isso, gostarfamos de um resultado que afirmasse algo do seguinte
tipo: se o algoritmo aceita uma (d, e)-apresentagio A com probabilidade préxima a 1,
entao A deve ser muito parecida com a apresenta¢ao de algum polinémio de grau (d, e).

Utilizaremos o seguinte conceito de proximidade.
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Definicao 4.10 Duas apresentagées de mesmo grau sobre o mesmo dominio sdo e-
proximas se diferem, em cada uma das trés listas que compdem as apresentagies, por

no mdzimo uma fragdo € dos seus segmentos.

Definigao 4.11 Uma (d, e)-apresenta¢io A sobre um dominio X xY € e-boa se A é

e-prézima @ apresentagdo correta de algum polinémio p, de grau (d,e), sobre X x Y.

Notemos que, se A é uma apresentacao e-boa para um ¢ suficientemente pequeno,

entao existe um tnico polinémio p cuja apresentagao é préoxima de A.

Proposicao 4.12 Seja A uma apresenta¢io e-boa de grau (d,e) sobre um dominio

X xY. Se
<G}
2 IX| Y]

entao eziste um inico polinomio p tal que A e a apresentagdo correta de p diferem no

mdzimo em uma fragdo € dos seus segmentos.

Prova. Vamos assumir, como via de contradigdo, que existam dois polinémios pep
distintos cujas apresentagoes corretas coincidem com A em todos exceto em uma, fracao
¢ dos seus segmentos. Entao p e p’ possuem o mesmo valor em pelo menos uma fracao
(1 — 2¢) do dominio. Logo, o polinémio p — p’ é zero em pelo menos |X||Y|(1 — 2¢)
pontos.

Utilizando a hipétese sobre € vemos que o nimero de raizes em p — p’ é pelo menos

d
i = o2 ()

d e
S (m t m)

e, portanto, pelo Lema 4.6, o polinémio p — p’ seria o polinémio nulo, contradizendo a

hipétese de que p e p’ sejam distintos. )

Antes de enunciar o préximo resultado, vamos rever a defini¢do de apresentagio
correta (Def. 4.4), com |X| = m e |Y| = n, e observé-la de outro ponto de vista.
Chamemos de Ly, L, e L3, respectivamente, as trés listas que aparecem nessa definicio.

A lista Ly é composta de polinémios de uma varidvel de grau e em y. Podemos
interpreta-la como uma fungao de X em G¢*! pois, para cada zo € X, Ly associa um
polinémio, que é representado por e + 1 coeficientes.

Outra maneira de olhar para L, é como uma funcio em z e y que é arbitraria

na direcao z mas que, na dire¢ao y, é sempre parecida com um polinémio de grau e.
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Sabemos que qualquer fungido no dominio X pode ser representada como um polinémio
de grau |[X| -1 = m — 1 < m. Portanto Ly pode ser vista como a descri¢io de um
polinémio C(z,y) de grau (m.e). Analogamente, L3 descreve um polindmio R(z,y) de
grau (d,n).

Com esse ponto de vista. podemos enunciar um importante teorema. Sua demons-

tragdo (que se encontra nas referéncias ja citadas) ¢ longa e engenhosa.

Teorema 4.13 Seja G um corpo e sejam dados conjuntos X = {z1,...,2m} C G e
Y ={y1,...,yn} € G. Sejam R(z,y) um polinémio sobre G de grau (d,n) e C(z,y) um

polinémio sobre G de grau (m.e). Se

2<i+i+5) <1
m n

Pr [R(z,y) # C(z,y)] < 6%,
(r.y)eX XY

entao eziste um polinémio Q(z,y) de grau (d,e) tal que

Pr  [R(z.y) # Q(z,y) ou C(z,y) # Q(z,y)] < 26

(z,y)EX XY

Para ver a utilidade desse teorema, voltemos ao Algoritmo de Checagem para Duas
Varidveis, cuja entrada é uma apresentagdo A, com polinémios R e C conforme a dis-
cussao anterior.

Se A for aceita com alta probabilidade pelo algoritmo, entio R(z,y) e C(z,y) coin-
cidem na maior parte do dominio X x Y. Isso satisfaz a hipdtese do teorema acima, e
concluimos que A ¢é préxima a apresentagao correta de algum polinémio Q(z, y) de grau
(d,e).

Isso estd formalizado nos seguintes enunciados.

Lema 4.14 Seja A uma (d.e)-apresentagdo sobre um dominio X x Y tal que |X| > 8d
e |Y| > 8e. Se a probabilidade de o Algoritmo de Checagem para Duas Varidveis aceitar

¢ maior que 1 — €, para € < 1/16, entdo a apresentacdo é 3e-boa.

Prova. Segue do Teorema 4.13, com § = 1/4. )

Coroldrio 4.15 O cddigo das (d,e)-apresentacées sobre o dominio X x Y possui um

checador que lé apenas um niimero constante de segmentos da sua entrada.
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Prova. O checador é obtido rodando-se um niimero constante de vezes o Algoritmo de
Checagem para Duas Varidveis. Essa constante ¢ escolhida de acordo com a probabili-
dade méaxima de erro desejada.

Quanto aos segmentos, basta constatar (veja texto apos Def. 4.4) que cada string p,

ou py, lida pelo algoritmo, estd em um unico segmento. O

4.3 Polindmios de trés variaveis

Vamos construir codificagées de polinémios de trés varidveis. Elas serdo o principal
componente da nossa prova hologréfica, que é apresentada nos Capitulos 7 e 8. Para
trabalhar com esses polinémios, precisamos dos teoremas que estio na secio anterior,
relativos a polinomios de duas varidveis.

Comegamos com os conceitos relativos as apresentagoes. Nada mais sdo que a ex-
tensao natural para trés varidveis dos conceitos vistos na secio anterior.

Seja p(z, y, z) um polinémio de grau (d;, dy, d.) sobre um corpo G. Usaremos as res-
trigoes de p a cada uma das linhas paralelas aos eixos passando pelo dominio X x Y x Z.

Notagao 4.16 A restrigao do polinémio p(z,y,z) aos pontos T = zg e y = yy nos dd
um polinémio de grau d,, em uma varidvel. Esse polinémio serd denotado por Plizs.go,)
Usamos notagdes andlogas, p|(zo,.,20) e p|(.,y0)20), para os polinémios com restri¢coes nas

oulras varidveis.

Definigao 4.17 Sejam dados X, Y, Z C G. Uma apresentacio correta de p sobre

X xY X Z consiste em
(i) uma lista com os valores de p em cada ponto de X xY x Z;
(i) para cada (zg,y0) € X x Y, 0s coeficientes de Pl(zo,yo,)5

(ii) para cada (zg,29) € X X Z, 0s coeficientes de Plg. )

(iv) para cada (yo,2z0) €Y X Z, 0s coeficientes de Pl

',yO,ZO) )

Definimos também uma (dz, dy, d.)-apresentagdo de forma andloga a Def. 4.5, ou seja,
possui 0 mesmo tamanho mas pode ndo ser uma, apresentacio correta. Similarmente ao

Lema 4.6, prova-se o seguinte resultado, para apresentacoes de trés variaveis.
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Lema 4.18 Seja p um polinémio de grau (di, d2,d3) sobre D = Dy X Dy x D3. Se p tem

mais do que

d do dg)
D o 4
"<|D1| Dol D]

raizes em D, entao p € o polinémio nulo.

Uma conseqiiéncia é que, sobre dominios suficientemente grandes, as apresentacdes
de polinomios p’ e p” distintos estdo bastante distanciadas entre si. Isso segue do lema
anterior, pela consideragao das raizes do polinémio diferenca entre p’ e p”.

O teorema para a checagem de polinomios de trés varidveis é um coroldrio do Teo-

rema 4.13.

Teorema 4.19 Sejam Pi(z,y,2), Ps(z,y,2) e P3(z,y,z) polinomios sobre um corpo G
cujos graus sao (d,12e,12c), (12d,e,12¢c) e (12d,12e,c) respectivamente. Sejam X, Y,

Z subconjuntos de G de tamanhos 12d, 12e, 12¢ respectivamente. Se

(52
P P (s Y, =P v Yy = P, I >1- o)
(x,y,z)el\l:x)’xZ[ 1(1: ¥ Z) 2(:12 % Z) 3(2; # Z)] 2916

para 6% < 1, entdo eziste um polinémio Q(z,vy, z) de grau (d,e,c) tal que

(Tvva)EPi\I:XYXZ[Q(x’y’ Z) = P](Z’,y,z) =5 P2(1"5" 32) = P3($,y,2)] >1- %6

Prova. [Sucinta] Para ir do teorema de duas varidveis para este com trés varidveis,
primeiro aplicamos o Teorema 4.13 em cada plano perpendicular ao eixo y, e obtemos
uma colegio RYi(z,z) de polinémios de duas varidveis em (z,z) de grau (d,c). Se
tratarmos cada elemento dessa colecio como um polinémio de uma varidvel em z que
assume valores que sao fungoes em z, veremos RY (z) como uma cole¢ao de polinémios
sobre o corpo G(z). Finalmente, vista como um todo, essa cole¢ao é uma fungao R(z,y)
que, na dire¢ao y é uma fungao arbitraria mas, na diregdo z sempre se comporta como
um polinémio de grau d.

De modo andlogo, a aplicagao do teorema de duas varidveis aos planos perpendicula-
res ao eixo z nos dd uma funcao C(z,y) que, na diregao y, comporta-se como polindmios
de grau e.

Esses polinémios R(z,y) e C(z,y) sobre G(z) satisfazem as hipdteses para mais uma

aplicacao do Teorema 4.13, de onde obtemos o polinémio @ como desejado. a

Esse teorema nos permite afirmar que ha uma versao do Lema 4.14 que se aplica a

apresentacoes de trés varidveis. o que nos leva ao seguinte resultado.
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Coroldrio 4.20 [Algoritmo de Checagem para Trés Varidveis] Eziste um al-
goritmo para checagem de apresentagoes de polinémios com trés varidveis, que é andlogo

ao Algoritmo 4.8, e que lé apenas um nimero constante de segmentos da apresentacio.

4.4 Sub-apresentacoes e verificacao

E claro que uma apresentagao correta de um polinémio em um dominio D contém
apresentagoes corretas desse mesmo polindmio em subconjuntos de D. Nesta se¢io
vemos como lidar com essas sub-apresentacoes.

Comegamos com uma observagao simples.

Proposicao 4.21 Seja A uma (dg,dy,d;)-apresentagio e-boa sobre um dominio D =
X XY xZ esejaD' = X' xY'x Z" um subconjunto de D tal que c|D'| > |D| para uma
constante ¢ > 1. Se tomamos A’ composta pelos elementos de A que correspondem a
uma apresentagao sobre D', entdao A é ce-boa.

Além disso, se

dy dy d,
— 4+ — 4+ — +4ce < 1,
X Y] |Z]

entao A e A’ sao prdzimas a apresentagdo correta do mesmo polinémio de grau (d, dy, ds)-

Prova. A primeira parte é 6bvia. A segunda segue do Lema 4.18. ]

Um outro tipo de sub-apresentacdo é o de dimensao mais baixa. Por exemplo, uma
apresentacao de trés varidveis A sobre X x Y x Z contém uma apresentacao de duas
varidveis sobre X x Y X z, para z9 € Z. Mas o fato de que A seja e-boa ndo implica
muita coisa sobre essa sub-apresentagao.

Para mostrar que a sub-apresentagdo pode ser certificada como boa, mostraremos
uma propriedade mais forte das apresentagoes: elas possuem verificadores simples. Isto
é, se sabemos que A é e-boa, para um ¢ suficientemente pequeno, podemos checar se
qualquer particular segmento de A é o mesmo que o segmento da apresentacio correta

a qual A é préxima.

Algoritmo 4.22 Verificagao para Trés Varidveis

Tomemos € alguma constante pequena.

Entrada do algoritmo: uma apresentagao A sobre X xY x Z;

um ponto (zo, Yo, 20)-
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1. Checar se a apresentacao € e-boa.
2. Checar se a sub-apresentagdo sobre X x Y x zy € -boa.

3. Sortear um mimero constante de pontos de X X Y X zg e checar se o polinémio de

uma varidvel de A em z que passa por cada ponto assume o valor atribuido a esse

ponto pela apresentacao.

4. Sortear um mimero constante de pontos de X X yo X zg e checar se o polinémio de
uma varidvel de A em y que passa por cada ponto assume o valor atribuido a esse

ponto pela apresenta¢ao.

9. Checar se o polinomio de uma varidvel de A em x que passa por (zg, yo, zg) coincide

com o valor atribuido a esse ponto por A.

Um algoritmo de verificagdo similar a este apareceu em [Sud92], e rodava em dominios
de tamanho quadrdtico. A demonstragio do Teorema 4.19 em [PS94] implica que agora

podemos trabalhar sobre dominios cujo tamanho ¢ linear no grau das apresentagdes.

Lema 4.23 Eziste uma constante c tal que, para todo € > 0, ezistem constantes no Al-
goritmo de Verificagdo para Trés Varidveis tais que se A é uma (dg, dy,d,)-apresentacao
sobre um dominio X xY x Z onde cd, < |X|, cdy < |Y]| e cd, < |Z|, entdo

e Se o Passo 1 do algoritmo de verificagao aceita com probabilidade maior que 1/2,
entao existe um polinomio p(z,y,z) de grau (dy,dy,d,) tal que A é e-prézima de

uma apresentagao correta de p(zx,y, z).

e Se os Passos 1, 2 e 3 aceitam com probabilidade maior que 1/2, entdo a sub-

apresentagao de P em X XY X zy € e-prézima de uma apresentacdio correta de
p(zvyv ZO)'

o Se os Passos 1 a 4 aceitam com probabilidade maior que 1/2, entio o polinémio

de uma varidvel de A em = que passa pela linha (-,yo, z0) ¢ de fato p(z, Yo, 20)-

o Se os Passos 1 a § aceitam com probabilidade maior que 1/2, entdo o valor que A

atribui ao ponto (zg,yo,20) € p(zo, Yo, 20)-

Prova. Esses fatos seguem do Lema 4.18, dos Coroldrios 4.15 e 4.20, e do Teorema 4.19.
O

Com esse lema, portanto. podemos afirmar que as codificacoes de polinémios de trés

varidveis sao verificdveis pela consulta a apenas um nimero constante de segmentos. O
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fato de ser verificivel (conforme a Def. 4.2) significa que, além de certificar que A estd
proxima de uma apresentagdo correta, o checador pode conferir posicdes individuais )
dentro de A e ter certeza de que elas contém valores iguais aos da apresentacao correta.
Note que é surprendente obter tal propriedade lendo tio poucas informagoes contidas

na apresentacao.
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Capitulo 5

Um Problema N P-completo

Precisamos de um problema N P-completo para servir de fundamento ao nosso siste-
ma. de provas holograficas. Neste capitulo, veremos a descri¢io de um grafo relacionado
com o Grafo de De Bruijn, e mostraremos como o problema NP-completo de “Satis-
fazibilidade de Circuitos” pode ser reduzido a um problema de coloracio nesse grafo.
Uma caracteristica importante é que é particularmente ficil criar um sistema de provas
hologréficas para esse problema de coloracio.

Para comegar, vejamos o motivo porque nao criamos um sistema de provas holo-
graficas diretamente para o problema de Satisfazibilidade de Circuitos (CircSat, ver
Def. 2.4). A maneira habitual de descrever uma instancia do CircSat é fornecer, para
cada porta no circuito, a sua func¢ao e os nomes das suas entradas. Nio é simples che-
car se uma atribuicao satisfaz um circuito, pois, para calcular o valor de uma porta,
€ necessdrio primeiro ler os nomes das entradas dessa porta para, s6 entao, ler os seus
valores. Tais portas podem estar em qualquer lugar do circuito e, em consequéncia, o
projeto de um sistema de provas hologréficas diretamente para o CircSat faz com que a
maior parte da prova seja dedicada a demonstrar que os valores nas portas sio correta-
mente movidos entre as posigoes da prova. Devido a esse overhead, evitamos buscar um
sistema eficiente de provas hologréificas para esse problema.

Vamos confeccionar um outro problema tal que, quando quisermos determinar se
uma de suas restricoes é satisfeita, saberemos imediatamente onde devem ser buscados os
valores que precisamos examinar. Nesse problema, computamos os nomes das varidveis
envolvidas em uma restricao simplesmente a partir do nome dessa restri¢io; e é dessa
forma que nos livramos do overhead anteriormente citado.

Também serd facil reduzir instancias do CircSat a instancias do nosso problema.
Além disso, outra caracteristica importante é a que se vé no Cap. 6, onde esse proble-

ma também consegue ser convertido em um objeto bastante simples do ponto de vista
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algébrico.

O problema que usaremos serd a coloragao de um certo grafo descrito na Secao
5.1. Vemos na Se¢ao 5.2 que uma instincia desse problema consiste em uma primeira
atribuicao de cores a cada né do grafo. Na Secao 5.3 vemos que uma solugio do problema
serd uma segunda atribuigao de cores aos nés de modo que os pares de cores atribuidas

a cada né e a seus vizinhos satisfazem certas regras de coloracao.

5.1 Grafos de De Bruijn

Vamos mostrar o que é um grafo de De Bruijn circular. Sobre tal tipo de grafo é
que, adiante, descrevemos nosso problema de coloragao.

Neste texto estamos trabalhando principalmente com circuitos booleanos. Para evi-
tar confusao de nomes chamaremos grafo-circuito ao grafo que é um circuito (caminho

fechado sem repeticao de nés).

Definigao 5.1 O grafo de De Bruijn B, é um grafo orientado com 2" nés, no qual
cada né € representado por uma string bindria com n digitos. O nd representado pela

string (z1,...,z,) tem arestas apontando para os nos representados por

(z2,...,Zn,0) e (z9,...,Zn,1).

Figura 5.1: Grafo de De Bruijn Bj

A seguir definimos grafo de De Bruijn circular, que é o produto de um grafo de De
Bruijn com um grafo-circuito; nesse produto, existe uma aresta do vértice (z,a) para o
vértice (y,b) se e somente se houver uma aresta de z para y e de a para b. Veja Fig. 5.2.
O tamanho do grafo-circuito precisa ser alguma constante vezes n que seja grande o
bastante para nés realizarmos certas operagdes de roteamento no grafo. A escolha de

5n sera suficiente.
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Definicao 5.2 O grafo de De Bruijn circular D,, é um grafo orientado com 5n - 2" nds
no qual cada né € representado por um par consistindo em uma string bindria com n
digitos e um nimero médulo 5n. O nd representado pelo par ((z,, ..., z,), a) tem arestas

apontando para os nds representados por
((z2,...,zn.0),a+1) e ((z2,...,2n,1),a+1),

onde a soma a + 1 é tomada mddulo 5n.

M ;

Figura 5.2: Grafo de De Bruijn circular

Em D5, para cada a € {0....,5n— 1}, chamaremos uma coluna do grafo ao conjunto
dos nés cuja representagao termina com a.

H4 dois motivos porque usamos grafos de De Bruijn circulares. Um ¢ o fato ja
comentado de que possuem uma descrigao algébrica muito simples. O outro é que pode-
se rotear qualquer permutacao em um grafo desse tipo; e isso nos permite “desenhar”

um circuito booleano em um grafo, conforme veremos na préxima secao.
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5.2 Instancia do problema

Vamos descrever um modo de “desenhar” um circuito booleano dentro de um grafo
de De Bruijn circular, e vamos fabricar um problema de coloracao tal que o grafo possui
uma coloragao vélida se e somente se existir alguma entrada (atribuicao de 0’s e 1's)
que satisfaz ao circuito dado.

Um jeito de representar um circuito booleano ¢ fazer uma figura contendo as en-
tradas, as portas e as linhas significando os “fios” que as conectam. Por exemplo, na
Fig. 5.3 estd o circuito correspondente & férmula booleana (z1 A 23) V (=23 A 23). Para

facilitar futuros argumentos, acrescentamos uma porta extra para a saida do circuito.

Lo ] Lo ] [e]

Figura 5.3: Um circuito booleano

Consideremos agora um circuito C com m; portas bindrias (inclusive a porta output)
e my entradas. Seja r o menor inteiro tal que 27 > m +my. Vamos desenhar o circuito
C dentro do grafo de De Bruijn circular D,, isto é, um grafo com 572" nés, sendo 5r o
numero de colunas.

Para isso vamos escolher uma coluna do grafo D, e associar a cada né dessa coluna
um no6 do circuito C. Isso se faz atribuindo a cada né uma das cores do conjunto {AND,
OR, NOT, INPUT, OUTPUT, A} para indicar o tipo de porta a que corresponde esse
n6é do grafo. A cor A indica “vazio” e significa que o né sobrou sem ser associado a
nenhuma porta do circuito. As entradas do circuito serdo também chamadas de portas
(no caso, portas de cor INPUT).

Nas outras colunas do grafo os nés serao coloridos de uma maneira que descreva as
conexoes que existem entre as portas do circuito. Para cada um desses nés associamos
uma ag¢ao de chaveamento do tipo das que estdo representadas na Fig. 5.4. Essa as-

sociagao se faz atribuindo ao né uma cor; cada cor representa um entre nove possiveis
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tipos de chaveamento. Notemos que um dos chaveamentos permitidos é tomar uma das
mensagens que chegam e envid-la para ambas as saidas (por exemplo, a chave (c) na
Fig. 5.4).

(a) (b)
(c) (d)

Figura 5.4: Algumas agoes de chaveamento

Queremos atribuir agoes de chaveamento de modo a conectar cada porta as suas
entradas. Isso pode ser visto como um problema de roteamento em que ha no maximo
dois pacotes chegando a cada né (pois as portas AND e OR sao bindrias). Por outro lado,
a saida de uma porta do circuito pode servir de entrada para varias outras; isso significa,
que, no roteamento, um mesmo pacote deve poder ser levado para varios lugares.

Pela utilizacao de técnicas que sao padrao em roteamento de pacotes (veja [Lei92])
sabemos que 5r passos através de um grafo de De Bruijn de 2" nés sao suficientes para
resolver esse problema.

No nosso caso, a coluna associada as portas contém ao mesmo tempo os nés de
origem e os de destino. O resultado de [Lei92] significa que é possivel encontrar agdes de
chaveamento para cada né das outras colunas de D, que estabelecam no grafo caminhos
sem colisao que permitam que a saida de cada porta consiga ser transportada ao longo
das outras 57 — 1 colunas do grafo circular e chegue as entradas das portas que precisam
desse valor, na coluna destino. Veja Fig. 5.5: as colunas da esquerda e da direita do
grafo devem ser identificadas uma com a outra, mas estdo representadas duas vezes por
conveniéncia da figura. As linhas escuras correspondem a fios no circuito.

Recapitulando: em primeiro lugar recebemos uma instancia do CircSat, isto é, um
circuito booleano C; entdo atribuimos cores (de 6 tipos) aos nés de uma coluna do grafo
para associd-los as portas de C; e atribuimos cores (de 9 tipos) aos ndés das colunas
restantes para associa-los a agoes de chaveamento. O numero total de cores necessirias

é pequeno e nao depende do tamanho de C. Essa primeira coloragio do grafo serd
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Figura 5.5: O desenho de um circuito dentro de um grafo de De Bruijn circular

chamada instincia do problema de coloragao.

E importante observar que o tamanho desse tipo de descri¢do de um circuito nao ¢
muito diferente do tamanho de uma descrigao mais tradicional. Para um circuito onde
o numero de portas é m; +ms = m, a descricao usual costuma dar um nome (tal nome
pode ser simplesmente um enderego) para cada porta. Estes nomes gastam log m bits.
Além disso, para cada porta é preciso listar a operacio que ela realiza e os nomes das
portas que sao suas entradas. Portanto a descrigao do circuito possui tamanho total
O(mlogm). No nosso caso ¢ desnecessirio atribuir nomes as portas pois suas conexoes
sao dadas pela rede de roteamento. Como nossa descricio se faz atribuindo a cada né
do grafo um entre um nimero constante de cores, entdo o tamanho dessa descricio é da
ordem do tamanho do grafo, O(2"5r), ou seja, O(m log m); portanto, difere do tamanho

da descrigao convencional apenas por um fator constante.
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5.3 Solugao do problema

Uma prova de que um circuito é satisfazivel consiste em uma atribuicao de 0’s e 1’s as
entradas e portas do circuito, que seja consistente com uma atribuicao satisfatéria. Veja
Fig. 5.6. A representagao dessa prova como uma segunda coloragao do grafo consistird
em uma atribuigao de 0’s e 1’s para as arestas entrando e saindo dos nés do grafo, que seja
consistente com a atribuicao. com as agoes das portas e com as acoes de chaveamento.
Entretanto, nao vamos colorir as arestas do grafo mas sim os nés. Por isso a prova, na
realidade, vai atribuir uma quéadrupla de simbolos a cada né, dizendo se as arestas que
chegam e que saem desse né sao 0, 1 ou § (em branco). A Fig. 5.8 contém exemplos
validos de segundas cores. O niimero de cores (ou seja, de quadruplas) diferentes é 34;
portanto, tal como a instdncia, a prova também pode ser descrita usando um niumero
finito de cores. Essa segunda coloragio, representando uma prova, é chamada solucao
do problema de coloracdo.

Vamos escolher regras de coloragao de modo que as tnicas coloracdes validas para o

grafo sejam as que seguem as seguintes condigoes:

(i) atribuir 0 ou 1 a cada né de tipo INPUT;
(ii) calcular corretamente o valor das saidas dos nés do tipo OR, AND, NOT;

(iii) propagar os valores ao longo das arestas seguindo corretamente as agoes de cha-

veamento;

(iv) produzir 1 no n6 OUTPUT.

A Fig. 5.7 contém um desenho de uma prova de que o circuito da Fig. 5.3 é satis-
fazivel. A Fig. 5.9 contém representagées de pedagos de segundas coloragées que violam

as regras de coloracgao.
Para resumir, nosso problema de coloragao ¢, dada uma primeira atribuicio de cores

ao grafo, encontrar uma segunda atribuicao que satisfaga a todas as regras de coloragao.
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(a) (b)
(c) (d)

Figura 5.8: Algumas “segundas cores” validas para os chaveamentos da Figura 5.4
g g g g

1 0 0
1 1

Figura 5.9: Atribuicées de “segundas cores” que violam as regras de coloragao
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Capitulo 6
Aritmetizacao

A caracteristica essencial das provas hologréficas é que podem ser checadas proba-
bilisticamente através do exame de uma quantidade pequena de suas posicoes. Para
tanto, o principal ingrediente é o uso de codificagoes baseadas em polinémios. A aritme-
tizagao que veremos aqui tem como objetivo expressar, através de funcoes polinomiais,

o problema NP-completo descrito no Capitulo 5.

6.1 Descricao algébrica do grafo

Vamos mostrar que os grafos de De Bruijn circulares possuem uma descrigio algé-
brica muito simples, que nos permite identificar os nés do grafo com pontos em um
corpo de tal modo que os nomes dos vizinhos de um né podem ser expressos como um
polinémio de grau baixo nos nomes desse no.

Na verdade, a descrigao algébrica que obtemos é para o grafo que chamamos grafo de
De Bruin estendido que é o produto do grafo-circuito de 5n + 1 nés com o grafo de De
Bruijn. A identificacao entre a primeira e a 1ltima colunas é fornecida pela prova holo-
grafica. Vamos usar essa descri¢do para traduzir nosso problema de coloragio de grafo
para um problema algébrico no qual podemos aplicar os instrumentos desenvolvidos no

Cap. 4. Comegamos definindo um grafo nos elementos de GF(2").

Definigao 6.1 Um grafo de Galois G, é um grafo orientado com 2" nés no qual cada
no € identificado com um elemento de GF(2"). Seja o um gerador de GF(2"). O né

representado por v € GF(2") possui arestas apontando para os nds representados por
ay e ay+1.
Lema 6.2 O grafo de Galois G, ¢ isomorfo ao grafo de De Bruijn B,.
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Prova. Comegamos recordando uma representagio padrao de GF(2") (no sentido nao-
técnico de “representacgao”). E facil de ver que GF(2") é um espago vetorial de dimensao
n sobre GF(2). Ademais, o fato de @ gerar o grupo multiplicativo de GF(2") implica

que

geram GF(2") sobre GF(2). Dai segue que existe um polindmio p(X) € GF(2)[X] de

grau n tal que
GF(2") = GF(2)[X]/p(X).

Ou seja, os elementos de GF(2") podem ser representados como polinémios em o de
grau no miximo n — 1 com coeficientes em GF(2) (aqui e a seguir identificamos a e X).
A adigao desses polinomios ¢ realizada componente a componente. Para entender o que

acontece na multiplica¢do, tomemos
p(a) =a" + Clan_1 R o S Fo 2 S o

Multiplicamos elementos de GF(2") pelo algoritmo normal de multiplicagio de po-
linémios, lembrando de fazer a soma componente a componente. Se obtivermos um

polinémio de grau maior que n — 1, aplicamos a relacio

n 1

o' = —(qd"T + -t epm1atcy)

= o '+ tepjaten,

até obter um polinémio de grau menor ou igual a n — 1.
Vamos usar vetores bindrios de tamanho n para representar cada um dos 2" elementos
do grafo de De Bruijn. Definimos ¢ uma fun¢io dos vértices de B, nos vértices de G,

da seguinte forma
n—1
B(bi,ba,. .., bp) =" 'by + ™ 2(by + c1by) ++ + (bn +y cibn_i> .
=1

E facil verificar que ¢ é uma bijeao. Para ver que é um isomorfismo de grafos, analisemos

se ¢ preserva arestas. As arestas que saem de (by,...,b,) vao para os vértices
(b2,b3,---,bm0) € (b23b31-"1bn71)y

no grafo Bj,. Por outro lado, em G,,, uma aresta que sai de
n—1
an—lbl + an—?(b2 + Clbl) +oeee 4+ (bn * Z Cibn—i)
=1
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val para

n—1
o (a"_lbl +an—-2(b2 + Clbl) 4+ e+ (bn + ZCibn—i)>
=1

= b (C101n_l + -t epm1a+cp)

n—1
+a (an—lbl + a"‘2(b2 + Clbl) o cws o (bn + Z Cibn—i>>
=1

n—2
= "+ a2 (bs+crby) ¥+ @ (bn + Zcib"—i) + enby,

i=1
e a outra vai para

n—2

by + a2 (bs + ab)+ - +a (bn + Zcibn——i> +cpby + 1,

=1
que podemos facilmente verificar que sao
¢(b2,b3,...,bn,0) e ¢(b2,b3,...,bn,1).
Por outro lado, nao é dificil constatar que ¢~! também preserva arestas. Logo, a fungao

¢ € um isomorfismo de grafos. a

Estd apresentado, portanto, um isomorfismo entre o grafo de De Bruijn e o grafo
sobre GF(2"). A seguir veremos outro isomorfismo, pois nossas construcées de provas ho-
lograficas vao identificar o grafo de De Bruijn com um grafo sobre GF(2"/2) x GF(2"/?).

Proposigao 6.3 Sejan um inteiro par e seja o um gerador de GF(2/2). Seja G o grafo
em GF(2™?) x GF(2™?) no qual o né representado por (o,T) tem arestas apontando

para 0s nos
(r,ac) e (1,a0 +1).
Entao G € isomorfo ao grafo de De Bruijn B,.

Prova. Pelo Lema 6.2 vemos que G ¢ isomorfo ao grafo nas strings bindrias de tamanho

n no qual 0 n6 (by,...,b,/2,b,/241,--.,bs) tem arestas para os nés

(bn/2+1,-'-,bn,b2,---,bn/Q,O) e (bn/2+l,---1bn)b23"'ybn/27]-)-

Agora fazemos um entrelagamento com os b;’s e vemos que o grafo G é isomorfo ao grafo

no qual o né (bl,bn/2+1,b2, bnj2425 -+ bns2, bn) tem arestas para os nés
(bn/‘2+1»b21bn/2+21“-vbn/27bn’0) € (bn/2+1ab2wbn/2+21"'abn/Qabnal)v

39



que facilmente se pode perceber que é idéntico ao grafo B,,. O

Finalmente, apresentamos uma descricao algébrica simples do grafo de De Bruijn
estendido, que é o grafo que representa a rede de roteamento para o problema de colo-

racao.

Teorema 6.4 Seja n um inteiro par e a um gerador de F = GF(2"?). Seja £ =
{La,...,a®}, e & = {l,a....,a®"'}. Entdo o grafo de De Bruijn estendido com
(5n +1)2" wvértices € isomorfo ao grafo sobre F x F x £, no qual cada vértice (z,y,2) €

F x F x &' tem arestas apontando para os vértices
(y,az,az) e (y,az+1,az2).

Assim sendo, para cada vértice (z,y,z) € F x F x £, as coordenadas z e y indicam
a linha do né, e a coordenada z indica a sua coluna (veja novamente a Figura 5.5). Por
conveniéncia, freqlientemente denotaremos uma tripla (z,y, z) por um vetor 7. Sejam

as funcgoes

pr:(z,y,2) = (y,az,02)

P2 (z,y,z) = (ya az + I,CZZ).

Usaremos essas duas fungoes. p|(Z) e p2(Z), para denotar os vizinhos do vértice Z.

6.2 Aritmetizacao do problema

Utilizamos a descricao algébrica dos grafos de De Bruijn estendidos dada no Teore-
ma 6.4 para construir uma versao algébrica das regras do nosso problema de coloragao.
Definimos F, £, £ do mesmo modo que no Teorema 6.4. Cada né do nosso grafo foi
identificado com um elemento de F x F x &; agora vamos interpretar uma coloragao do
grafo como uma fungao sobre esse dominio. Para esse fim, escolhemos um subconjunto
de F, digamos C = {cy,....cx} C F, para representar o conjunto das cores permitidas.

Dessa forma, uma instincia do problema de coloracio pode ser vista como uma funcao
T:FxFxE—=C

que corresponde a uma primeira atribuicao de cores para cada né do grafo. Para que se
possa encaixar bem com os instrumentos desenvolvidos no Cap. 4, veremos, na realida-
de, a instancia T' do problema de coloragao como um polinémio de grau (||, |F|, |€])
sobre F.
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Similarmente, a solugao do problema (segunda atribuigio de cores) é dada pela
fungao P(z,y, z), que também serd vista como um polinémio de grau (|F|, |F|, |€]).

Esses valores apresentados pelo provador, para a instancia (T') e para a solugao (P)
do problema de coloragdo. também sao chamados candidato a teorema e candidato a
prova, respectivamente.

No grafo que representa a rede de roteamento, as portas sao identificadas com os nés
da coluna 1, o tipo de porta estd atribuido por T'(z,y,1), e o valor P(z,y,1) é o que a
prova afirma que essa porta da de saida.

As regras locais de coloragao do grafo serdo descritas por um polinémio, de grau
constante, que recebe um nimero constante de varidveis. Seja Z € F x F x & um
vértice do grafo. Assumindo que T(Z), T'(p1(Z)), T(p2(Z)), P(Z), P(p1(Z)), P(p2(Z))
estejam todos em C, podemos formar um polinémio x de grau constante que tem a

propriedade de que

se e somente se as cores atribuidas por T e P a &, p;(Z) e py(Z) satisfazem a todas as
regras de coloragdo. A razao porque podemos assumir que x tem grau constante é que
seu dominio estd restrito apenas a pontos de C®, que é um conjunto finito. Como as
regras de coloragao sao as mesmas para todos os pontos do grafo, entdo x nio depende
de 7.

A fim de checar se os polinémios T' e P realmente mapeiam cada né do grafo para uma

cor do conjunto C, em vez de um elemento arbitririo de F, vamos formar o polinémio

p(y) =[](v-o),
ceC

ou seja, um polinémio de uma varidvel, com grau constante, tal que 1(y) = 0 se e
somente se v € C. Antes de checarmos se as regras de coloracio descritas por X sao
satisfeitas, devemos primeiro checar se ¢(P(Z)) e ¥(T(%)) valem zero em cada ponto
T € F x F x €. Desse modo evitamos que haja entre os valores de P um elemento de
F que, embora nao seja uma cor valida, faga x tornar-se zero.

No grafo de De Bruijn estendido, para checar se as cores atribuidas a tltima coluna
sao as mesmas que as cores atribuidas a primeira coluna, basta simplesmente checar se,

para todo (z,y) € F x F,
T(z,y,1) = T(z.y,&) =0 e P(z,y,1) — P(z,y, as") =0.

Podemos agora apresentar novamente o problema de coloracio de grafo como um

problema relativo a existéncia de certos polinémios. Sendo T e P polinémios de grau
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(IF1,|1F1,1€1), estamos vendo T como instincia do problema de coloracio e P como

solucao do problema de coloracgao.

Definicao 6.5 Dizemos que P resolve T se
(1) para todo T € F x F x &,

P(P(Z)) =0 e p(T'()) = 0;
(2) para todo T € F x F x &',

X(T(2), T(p1(2)), T(p2(2)), P(Z), P(p1(Z)), P(p2())) = 0;
(3) para todo (z,y) € F x F,

T('T’ Y, 1) - T(J:,y,asn) =0e P(ma:‘h 1) - P(ﬂ,‘, yvasn) =0.

Para verificar se essas trés condigoes sdo vélidas, nio pretendemos olhar os valores
de T'e de P em cada ponto de F x F x €. A intencao é fornecer uma prova hologréfica
tal que o checador possa fazer as verificagdes conferindo apenas um ntimero constante
de seus segmentos.

No préximo capitulo é construida essa prova holografica, que consiste em codificacoes

dos polinémios T" e P junto com outras informacées adicionais.
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Capitulo 7

A Prova Holografica

Vamos construir uma prova holografica para o problema de Coloraciao de Grafos.
Essa prova terd tamanho n logo(l)n e poderd ser verificada por um checador que consulta
apenas um nimero constante de segmentos, cada um de tamanho /nlog®Mn, onde n
¢é o tamanho da instancia desse problema.

No Capitulo 5, vemos como o problema da Satisfazibilidade de Circuito pode ser
transformado em um problema de Coloragao de Grafos. Para este problema o Capitulo 6
mostra uma aritmetizagao, apés a qual temos em maos um polinémio 7'(z, y, z), chamado
instancia do problema de coloragdo, e um polinémio P(z,y,z), chamado solucio do
problema de coloragao. Sabemos que o checador, para ficar convencido de que P é
solugao de T, precisa checar se sao validas as condigoes (1), (2) e (3) da Defini¢io 6.5.

Porém, nao desejamos que essas condigoes sejam verificadas em cada ponto de F x
F x &, individualmente. Em vez disso, forneceremos apresentacoes (Def. 4.17) de T,
de P. e de outros polinémios adicionais, de modo que o checador seja capaz de fazer a

checagem examinando apenas um nimero constante de segmentos de cada apresentacio.

7.1 Escolha dos dominios

Nosso objetivo é fornecer apresentagoes de P e T' que sejam “verificiveis”, conforme
conceito que vimos na Secao 4.1. Para isso escolheremos conjuntos H e J adequados. e
exigiremos que as apresentacoes sejam dadas sobre o dominio H x H x J.

Chamaremos N ao tamanho de uma instancia do problema (descricio do circuito),

a qual consiste em uma coloragao do grafo de De Bruijn circular D,. Recordando o que
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foi usado na Segao 5.2, montamos a seguinte tabela:

m; = numero de portas do circuito
mg = numero de entradas do circuito
m = my+mso
2" > m (usamos o menor 7 tal que isso vale)
2"-5r = numero de nés do grafo D,
N = tamanho da instancia = O(2" - 5r) = O(m logm)

Na descri¢ao algébrica do grafo, dada no Teorema 6.4, usamos F isomorfo a GF(27/2).
Agora vamos escolher um corpo G isomorfo a GF(27), ou seja, com o quadrado do
tamanho de 7. Um fato elementar da teoria dos corpos finitos é que, assim definidos,
F é subcorpo de G.

Usando as defini¢ées dadas naquele teorema, temos ainda conjuntos £ e £’ tais que

gl = 2

A= 2P

|E] = b7

€' = 5r—1
|FxFx& = 275r =0(mlogm)

Feitos esses esclarecimentos, podemos partir para a escolha dos dominios. Inicial-
mente vamos selecionar dois conjuntos Z e K com as seguintes caracteristicas. Em
primeiro lugar, desejamos que F CZCGe E CK CG.

Em segundo lugar, para podermos usar o Algoritmo de Verificacio para Trés Va-
ridveis, 7 e K devem ser maiores que F e £ por um certo fator constante; pois, pelo
Lema 4.23, tendo como graus d; = d, = |F| = 2"/? ¢ também d, = || = 5r, consegui-
mos um fator ¢ constante tal que |Z| > c¢-27/2 e |K| > ¢ 5r sdo suficientes.

Na préxima se¢ao veremos que Z e K devem ser suficientemente grandes para que as
apresentagoes de ¥(P(z,y, z)) e (T(z,y, z)) sobre o dominio Z x Z x K sejam checdveis
e verificiveis. Como os graus destes dois polinémios sdo um pouco maiores que |F| e
|E], serd preciso contar com uma constante um pouco maior que ¢ mencionada acima.
De qualquer forma, basta |Z| = O(2"/2) e |K| = O(5r).

A terceira caracteristica de que precisamos é que Z+1 = Z, ou seja, para todo u € Z,
vale que u + 1 € Z. Isso é importante devido & aritmetizacio que usamos, na qual os
vizinhos de (z,y, 2) sdo (y, az,az) e (y,az+ 1, az), onde a é um elemento gerador de G.
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Finalmente, uma vez escolhidos Z e K, tendo em vista essa mesma aritmetizacao,
tomamos H = ZUaZ e J = KU aK. Portanto, todos os vizinhos dos pontos de
I x I x K pertencem ao dominio H x H x J € G x G x G. Quanto ao tamanho, vale
[H x Hx T|=0(27%-272 . 57) = O(r2").

7.2 O oraculo

A fim de que os testes possam ser realizados nas condigoes de eficiéncia desejadas —
consulta a apenas um nimero constante de segmentos etc. — o provador deverd, além
do candidato a teorema e do candidato a prova, fornecer algumas informacées adicionais.
Isso € 0 que veremos nesta segao.

Antes relembremos a notagao de vetor (), usada para indicar um elemento (z,v, z)
de G X G xQG.

Sendo v o polinémio que aparece na condi¢ao (1) da Definicao 6.5, vamos definir

alguns polinémios que serao titeis, a saber:

Yr(@) = H(T(2))
Yp(Z) = $(P(Z))
T\(z) = T(p(2))
Tr(z) = T(p2(2))
h(Z) = P(pi(2))
B(Z) = P(p2(2))

Dentro do algoritmo de verificagdo isso nao é apenas notagio, pois indica 0 modo como
o valor do polindmio é obtido. Por exemplo, utilizamos “i)(P(Z))” significando que o
resultado é obtido em duas etapas: primeiro lemos P(Z) e depois calculamos 1) nesse

”

ponto. Outras vezes utilizamos “yp(Z)”, significando que o valor foi lido a partir de
uma apresentacao do polinémio ¥p.

Como 9 é um polinémio de grau constante, os graus de 1p e de 1) serdo maiores
que os graus de P e de T por um fator constante. E o grau de 1 é constante pois é
igual ao niimero de cores vélidas que, como se vé na péag. 41, nao depende do tamanho

da entrada.
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Agora definimos ¥/, ¥ e U" do seguinte modo:
or/2

\I},($1yaz) = lep(fi,yvz)xi_l (71)
=1

or/2

V'(z,y,2) = Y Wz, fj,2)y "
j=1

5r
\I’”,(:Ll’ y’ z) = Z ‘y”(m’y? al)zl’

onde {fi,..., fyr/2} sdo os elementos de F.
A intengdo do uso desses polindmios ¢ melhor entendida pela observacio de que

21/29r/2 5p

U (z,y,2) = D> > W(P(fi, fi,a))a "y 1AL

i=1 j=1 (=0
Desse modo, ¥" ¢ o polinémio nulo se e somente se 9 (P(z,y, z)) vale zero em todos os
pontos de F x F x £.
De maneira semelhante definimos W/, U7. e ¥/ | os polindmios andlogos correspon-
dentes a Y (T'(z,y, 2)).
O tltimo conjunto que vamos definir surge a partir do polinémio x da Definigao 6.5.

$(2) = x(T(2), T (Z), Ta(Z), P(Z), P(2), P,(T))

or/2

®'(z,y,2) = Y ¢(fiy,2)z"!
i=1
2r/2

(I)”(:anaz) = Z‘D f])
Sr—1

"(z,y,2) = ) 9"(z,y,0!)z

Aqui o dominio que define a varidvel z ¢ £ e, portanto, a somatéria de " varia de
0abdr—1.

Dadas essas definigoes, podemos resumir o que é a prova holografica, que deve conter
codificagées de todos os polindmios citados nesta secio. Em concreto, o checador exige
que o provador lhe fornega apresentagoes no dominio H x H x J dos polinémios

T Yr o’ \Ilfr
P yp o \I/rlllw
q?lll q?g!
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e, no dominio Z x Z x K, dos polinémios

T P 9 ¢
T P @
T, P, "

Observamos que nas apresentagoes de P e T em H x H x J, dadas anteriormente,
Jd estao contidas sub-apresentagoes de T, Ty, T, P, P;, Poem Z x I x K. Portanto,
nao serd necessario mostrar outras apresentagoes para estes seis polinémios.

Desse modo temos uma prova holografica I, que nada mais é do que esse conjunto
das quatorze apresentagoes citadas acima. Se esta prova II foi construida a partir de
uma prova P correta que resolve a instancia 7', entdo o algoritmo da préxima secao

aceitard II. Caso contrério, ela serd rejeitada pelo algoritmo com alta probabilidade.

7.3 O algoritmo checador

Vejamos agora a descrigdo das agdes a serem executadas pelo checador para que se
possa certificar de que P realmente resolve T. O objetivo é testar se sdo satisfeitas as
trés condicoes da Definigao 6.5.

No algoritmo, e na discussdo que vemos adiante, aparecem vdrias constantes nio
especificadas. Deve estar claro que escolhas extremas para essas constantes (adequa-
damente grandes ou adequadamente pequenas, conforme o caso) serdo suficientes para
provar o teorema que é o objetivo deste capitulo. Damos a essas constantes os nomes
de € ou de ¢; mas isso é para simplicidade de notacao pois, quando ocorrem em lugares
diferentes, os valores das constantes sio diferentes.

Um aspecto que devemos conhecer antes de lermos o algoritmo é que, todas as vezes
que o checador recebe uma apresentagao do provador, ele deve checar se a apresentacao
é e-boa para algum € muito pequeno. Se esse teste passar, o checador, daf em diante,
assume que a apresentagao realmente corresponde a algum polinémio e que, sempre
que consultar um dos seus segmentos, ele recebe um segmento da apresentacio desse
polinémio. Escolhemos ¢ suficientemente pequeno para que, quando essa hipétese nao
for verdadeira, o erro seja detectado com alta probabilidade durante a checagem.

Outro aspecto que devemos ter bem claro é que ha algumas conclusdes a respeito
das apresentacoes e hd outras a respeito dos polinémios. Por exemplo, dada uma apre-
sentacao A para o polinémio P, uma vez verificado que 4 é e-boa, o checador sabe que
A é proxima a apresentagao correta de algum polinémio P’ (ndo necessariamente P).

Depois, quando se fizerem as checagens com relacio, digamos, & condi¢io (3) da Def. 6.5,
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entdao o checador saberd que P’ satisfaz a tal condigao; mas nao conseguira saber coisa

alguma sobre qualquer outra parte especifica que ele nao tiver lido da apresentacéo.

Notagao 7.1 Seja Q um polinémio genérico. Chamamos Q d apresentagio (ndo ne-
cessariamente correta) que o provador mostra afirmando corresponder ao polinémio Q.
Dizer que o checador 1& um valor Q(Z) significa obter esse valor a partir da tabela

(i) de @ (conforme a Def. 4.17).

Exce¢ées na notagao acima sio os polinémio P e T pois, enquanto as outras apre-
sentacoes (151\:, o etc.) podem estar ou nao formadas corretamente em funcio de P e de
T, sabemos que estes dois polindmios sdo, por defini¢io, o que estd nas apresentacoes.
Logo, mesmo que 7" nao represente a instancia de um circuito satisfazivel, e mesmo que
P seja uma prova falsa, nao faz sentido dizer que P (ou T) nao seja apresentacao de P
(ou de T).

A seguir vemos os passos da verifica¢io na ordem seqiiencial. A discussio de correcao

e as explicagoes estao no final desta secao.
Algoritmo 7.2 Verificagdao da Prova Hologrifica

1. Checar se as apresentagoes de T' e P sao e-boas

para alguma constante € pequena.

2. Checar se as apresentagoes W e Up sdo €-boas

para alguma constante € pequena.

3. Sortear um nimero constante de pontos {Z1,....Z.} CHxHxJ.
Para cada ponto T;
ler T(Z;) e P(Z;);
computar (T (i) e p(P(i1));

checar se esses valores coincidem com )r(Z;) e Pp(Z;).

. Checar se as apresentagées V', U" ¢ " sao e-boas
14 ¢ ;
para alguma constante € pequena.
I L T
Idem para V7. , Wl e W1 .

9. Sortear um nimero constante de pontos {(y1,21),...,(Ye,2e)} CH x J.
Para cada ponto (y;, z;)
checar se o polinomio de uma varidvel em x passando por (y;, z;) em (7
e o correspondente polinémio em z//);

possuem a relagao indicada na equagao (7.1).
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/I\ —_—

Idem para V. e tr. o

Fazer operagoes andlogas para verificar se U" e W foram formadas corretamente.
o o

Idem para V7. e W1

6. Sortear um mimero constante de pontos {Z1,...,T.} CF x F x E.
Verificar se @(:i’,) =0, para cada 1.

Idem para @

7. Checar se a apresentacao $ € e-boa

para alguma constante € pequena.

8. Sortear um mimero constante de pontos {Zy,...,T.} CT xT x K.
Para cada ponto T;
ler T(z3), T1(3:), To(Z:), P(Z:), Pi(%:) e Pa(Z5);
checar se §(Z;) = x(T(Z:), T1 (%), To(&5), P(&:), P (E:), Pa(&y)).

9. Andlogo ao Passo 4, para <i>\’, <I/>7’, o,
10. Andlogo ao Passo 5, para ®', ®", ®"' .
11. Andlogo ao Passo 6, para o,

12. Checar se as sub-apresentagoes de P em H X H x 1 e H x H x a®
sao e-boas para alguma constante € pequena.
Checar isso nos “mesmos pontos”
(1.€, para cada (zo,y0,1) € H X H X 1 testado na primeira apresentagao,
usa-se (zg, yo, ") € H x H x @™ para o teste da sequnda).
Certificar-se de que concordam nesses pontos.

Idem para T.

13. Checar se os polinémios de duas varidveis
aos quais as apresentacoes de P em H x H x 1 e H x H x o sdo prézimas
sao as restrigoes do polinémio de trés varidveis
ao qual a apresentagao de P € prdzima,
usando o Passo 3 do Algoritmo 4.22.
Idem para T.

Vamos as explicages sobre esse algoritmo. Nos Passos 1 e 2, o checador verifica que
as apresentacoes de P, de T', 9p e 11 sao e-boas. A partir dai, vai assumir que sao
proximas a apresentages corretas de polinémios com os graus desejados e vai querer

checar se esses polinomios sao, de fato, 1p e 7. Isso é feito no Passo 3.

49



Pelo Lema 4.18, sabemos que se d/); e {p; fossem apresentacoes de polinémios dife-
rentes de ¥ p e ¥ entao o Passo 3 detectaria este fato com alta probabilidade. Portanto,
se a apresentagao passou por esse teste, o checador fica seguro em assumir que, sempre
que lé um segmento de {b; ou @Z}, ele de fato 1& um segmento das apresentacdes corretas
de ¥p ou .

O préximo objetivo é checar eficientemente se os polinémios ¥/, ¥” e U™ estio
formados corretamente. Isso é feito no Passo 5. Reparemos que U’ depende de ¥p, que
Jja estd verificado no Passo 3.

No Passo 5, a verificagdo da equagdo (7.1) exige calcular o polinémio de uma va-
ridvel em muitos (da ordem de 27/2) pontos do dominio. Esse calculo pode ser feito
eficientemente através de uma Transformada Finita de Fourier. Mais detalhes estio na
Secao 8.3.

Esse teste ¢ suficiente para convencer o checador de que U’ foi formada, corretamente
porque, apds o Passo 4, o checador estd seguro de que a apresentacao ¥’ ¢ uma apresen-
tagao com o grau apropriado e porque o Lema 4.18 implica que o teste no Passo 5 falhar4
com alta probabilidade se T’ nao for a apresentacao do polinémio U’. Similarmente, o
checador est4 convencido de que U7 e T sio apresentacoes dos polindomios U e U ¢
de que satisfazem as relagées desejadas com p.

Apébs o Passo 6, aplicando novamente o Lema 4.18, o checador fica seguro de que
U = (.

Se a prova passou em todos os passos até agora, entdo o checador ja pode ficar
confiante em que as apresentagoes de P e T satisfazem a condigio (1) da Def. 6.5. O
préximo objetivo é verificar a condigdo (2) e, para tanto, os procedimentos sio muito
similares a esses que acabamos de observar. Portanto veremos em detalhes apenas os
lugares em que diferem.

Quanto as apresentagées de T'(Z), T (%), T»(%), P(Z), Pi(Z), Ps(Z), que foram dadas
sobre o dominio 7 x Z x K, o checador assumira que, sempre que consultar uma dessas
apresentagoes em um ponto, ele receberd o valor do polinémio ao qual a apresentacao é
proxima.

Isso € assim porque, como as apresentacoes de T e P em H x H x J contém apre-
sentagées de T', Ty, Ty, P, P, P, em I x Z x K entdo, uma vez que o Passo 1 ja verificou
que as apresentacoes de 7' e P sobre H x H x J sao e-boas, concluimos que estas ou-
tras seis apresentagdes sobre Z x Z x K sdo 8e-boas. A justificativa vem da aplicagao
da Proposigao 4.21 pois sabemos que, por definicio, X =ZUaZ e J = KU ok ; logo
2|Z| = [H] e 2|K| > |J|, e portanto temos 8|Z x Z x K| > |H x H x J|, e isso satisfaz a

hipétese daquela proposicao.
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Apés o Passo 7, o checador sabe que <:5 ¢ préxima a uma apresentacao correta de
algum polinémio. Entao faz-se necessario verificar se esse polinémio foi formado ade-
quadamente a partir das apresentagoes de T e P. Ainda outra vez usando o Lema 4.18,
sabemos que se a nao for préxima a apresentacao do polinémio desejado, isso serd de-
tectado no Passo 8 com alta probabilidade.

Agora o checador s6 precisa checar se ¢ é zero sobre F x F x&’. Isso se faz exatamente
do mesmo modo que para a 1, ou seja, fazendo para o polinémio ®"” as mesmas verifi-
cagoes feitas para o polindmio ¥"”. Dessa forma, os Passos 9, 10 e 11 sio perfeitamente
analogos aos Passos 4, 5 e 6 que ja foram comentados.

Falta s6 verificar se a condicao (3) é satisfeita; isso é feito nos Passos 12 e 13. Como
uma apresentacao e-boa é proxima de uma tnica apresentacgao correta, o fato de ambas
as apresentagoes serem do mesmo tamanho e de que o passo 12 as testa nos “mesmos”
pontos garante que sejam proximas da apresentacao correta do mesmo polinémio.

Notemos que, se o checador nao executasse o Passo 13, entdo seria possivel, para as
sub-apresentacgoes de T'e P em H X H x 1 e em H x H x o, que fossem idénticas entre
si embora nao tendo nada a ver com o resto das apresentacoes.

Dessa forma, fica completa a checagem da prova hologrifica.

7.4 Analise da eficiéncia

Vamos mostrar que a prova holografica apresentada na Segao 7.2 é maior que a
instancia por apenas um fator polilogaritmico e que o algoritmo construido na Segio 7.3
consulta apenas um niumero constante de segmentos dessa prova.

Relembremos que a prova hologréfica nao consiste apenas na apresentagio da solucao
(P) do problema de coloragio. Também faz parte da prova o conjunto de apresentagdes
dos polinémios adicionais vistos na Se¢ao 7.2. No seguinte lema analisamos o tamanho

dessas codificagoes.

Lema 7.3 Cada apresentag¢ao que estd na prova hologrdfica tem tamanho Nlogo(l) N,

onde N € o tamanho da instancia.

Prova. Na prova hologrifica, a maior apresentacao que ocorre refere-se a um polinémio
de grau (O(27/2),0(2/2),0(5r)) e é dada sobre o dominio H x H x J; e sabemos que
H, J € G. Cada apresentacao é composta de quatro tabelas (Def. 4.17).

A tabela (i) possui |H x H x J| = O(27/2 - 27/2 . 57) = O(2" - 5r) posicdes; e cada
posicao contém um elemento de G, que mede 7 bits. Temos um total de O(2" - 5r2) bits.
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A tabela (ii) possui |H x H| = O(27/? - 27/2) = O(2") polinémios de uma variavel;
cada polinémio é descrito por 57 coeficientes, que é o grau na direcdo z; cada coeficiente
¢ um elemento de G, e ocupa r bits. Novamente temos O(2" - 52) bits.

A tabela (iii) possui o mesmo formato que a tabela (iv). Nesta ultima, ha |H x
J| = O(2"/% - 5r) polinémios de uma variavel; cada polinomio é descrito por O(27/2)
coeficientes, que ¢ o grau na dire¢ao z; cada coeficiente ocupa r bits. Logo, ha O(27/%5¢.
27/2 1) = O(2" - 5r2) bits.

Portanto, embora sejam de formatos diferentes, cada tabela possui 0 mesmo tama-
nho. E o tamanho total da apresentagao é O(2" - 5r2) = O(mlog?m) = Nlog®®M) N
bits. a

Coroldrio 7.4 Para uma instincia de tamanho N, a prova hologrifica © construida

nesta se¢do, possui tamanho N log@() N.

Prova. A prova 7 contém apresentacoes dos polinémios
T P 'lpP \Ill \yll \I/I” 1/)’1’ \II'II‘ \II'III" \I"II,‘, ¢ (D, (pll @IH

nos dominios correspondentes. O interessante é que m é composta de um nimero cons-

tante de apresentacoes. a

Lema 7.5 Na prova hologrdfica, os segmentos possuem tamanho \/Nlogo(l) N, onde

N € o tamanho da instancia.

Prova. Na demonstragdo do Lema 7.3 ja falamos sobre o contetido de cada tabela, com
os respectivos tamanhos. Os segmentos na tabela (i) siao elementos de G e, portanto,
tém 7 bits cada. Na tabela (ii) os segmentos sdo polinémios cuja descri¢io ocupa O(57?)
bits. Os segmentos de maior tamanho sdo os da tabelas (iii) e (iv) que sio descrigoes
de polinémios de grau O(27/2), cujos coeficientes estio em G. Estes tltimos segmentos
ocupam O(27/%. 1) = O(y/m - logm) = VN log®V N bits. O

Teorema 7.6 Eziste umn algoritmo probabilistico V que recebe como entrada uma apre-
sentagao de uma instincia T de um problema de coloragio, e uma prova hologrdfica.

Sendo |T| = n, esse algoritmo é tal que

(a) se a instincia do problema de colora¢io € solivel, entio eziste uma prova holo-

grdfica que faz V aceitar com probabilidade 1;
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(b) se a instincia ndo € solivel, entdo qualquer prova serd rejeitada por V' com pro-
babilidade > 1/2;

(¢) o tamanho total da prova hologrdfica ¢ no mdzimo nlog®Mn;

(d) V lé apenas um niimero constante de segmentos da prova hologrdfica, cada um de

tamanho no mdzimo \/nlog®Mn.

Prova. Trata-se do Algoritmo 7.2 e, para os itens (a) e (b) as explicagées ja foram dadas
na secao anterior. O item (c) ja foi provado: é o Coroldrio 7.4. Falta mostrar que a
afirmagao do item (d) realmente é verdadeira em cada passo do algoritmo.

Os Passos 1, 2, 4, 7, 9 e 12 testam se as apresentacoes sao e-boas. Esses testes usam
o Algoritmo de Checagem para Trés Varidveis, o qual, pelo Coroldrio 4.20, sabemos que
16 um nimero constante de segmentos. Pelo Lema 7.5, sabemos que cada segmento tem
tamanho /7 log®(Vn.

O Passo 3 1é um nmimero c constante de posi¢oes das apresentagées de T', de P, \i;u e
\I//}. O Passo 8 ¢é andlogo. Similarmente, o Passo 6 1& um niimero constante de segmentos
de U ¢ o Passo 11, idem de o,

O Passo 5 1&é um niimero constante de polindmios de uma varidvel contidos nas
apresentagoes de \/I/\’, \fﬁ’, (IZaP 17)\; cada polindmio desses constitui um segmento. O
Passo 10 é andlogo.

Finalmente, o Passo 13 usa o terceiro passo do Algoritmo de Verificacdo para Trés
Varidveis. Tal processo implica na escolha de apenas um nimero constante de pontos
e, para cada ponto, ler dois segmentos da apresentacao de P. O processo é idéntico

para T'. O

Desse modo, temos provas hologréficas de tamanho quase-linear checiveis pela con-
sulta a um nimero constante de segmentos. No entanto, o tamanho dos segmentos (e
portanto o nimero total de bits lidos) depende do tamanho da entrada. No préximo
capitulo vemos que, apds aplicar esse sistema pcp recursivamente, pode-se obter provas

de tamanho quase-linear checdveis pela consulta a um nimero constante de bits.
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Capitulo 8
Recursao

Neste capitulo mostramos como podemos aplicar recursivamente as provas holo-
graficas construidas no Cap. 7 e assim, para qualquer ¢ > 0, podemos obter provas
hologréficas de tamanho O(n!'*¢) checdveis pela consulta a um nimero constante de

bits, para instincias de tamanho n.

8.1 Como seria a recursao

No Cap. 7 vemos um sistema de provas hologrificas que pode ser checado pelo
Algoritmo 7.2. Esse algoritmo compde-se de vérias sub-tarefas; em cada uma delas o
checador 1& alguns segmentos da prova e faz uma operagao. Se recordarmos os Passos 1

a 13 do algoritmo, faremos a seguinte constatacao.

Lema 8.1 As operagoes realizadas no Algoritmo 7.2 sio apenas de quatro tipos:
e checar se um dado polinomio vale zero em wm certo ponto;
e checar se um dado polinémio assume um dado valor em um certo ponto;

e checar se algum polinémio de grau constante, calculado em um dado ponto, assume

um certo valor;

® nos Passos 5 e 10, checar se um dado polinémio de uma varidvel assume um dado
conjunto de valores em um conjunto de pontos, onde o tamanho desse conjunto é

menor que o grau do polinémio.

Prova. Isso é certificado por inspe¢ao nos passos do Algoritmo 7.2, lembrando que para
checar se uma apresentagao é e-boa utiliza-se o Algoritmo de Checagem para Trés Va-
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riaveis, do Corolario 4.20. a

A principal idéia por trds da recursao ¢ fornecer provas hologréficas de que cada uma
dessas operagoes pode ser realizada corretamente; desse modo o checador nao precisars
realmente efetuar as sub-tarefas.

Vejamos uma explicacao em maiores detalhes. Nosso problema é checar probabi-
listicamente se um circuito C ¢ satisfazivel. No inicio do processo o checador mostra
uma instancia T' do problema de coloragdo que se refere ao circuito C. Chamemos n ao
tamanho de 7. Em resposta, o provador mostra uma prova holografica II, construida
conforme vemos na Secdo 7.2, e que tem tamanho n logo(l)n. Esse foi, chamemos assim,
o “nivel zero” de construgao de provas hologréficas.

Tal prova pode ser verificada pela mdquina V' do Teorema 7.6, que é probabilistica.
O verificador V fara sorteio de quais posigoes de I serdo lidas e sobre as quais executara
as operacoes descritas no Cap. 7.

Podemos reparar que o checador nao necessita ler toda a prova II, mas consegue
fazer a verificagao consultando apenas um nimero constante de segmentos, cada um
de tamanho /nlog®Mn. No entanto, queremos algo ainda mais eficiente. A tdtica
para obter melhores checadores é a construcao de provas hologréficas usando o processo
recursivo que descrevemos a seguir.

A mdquina V' é probabilistica. No entanto, podemos dividir suas acdes em duas
partes: uma parte inicial, que sorteia todas as posi¢oes que devem ser checadas pelos
Passos 1 a 13 do algoritmo; e a segunda parte que, uma vez que estas posicoes estao
fixas, tem o comportamento totalmente definido (portanto é deterministica) e vamos
chamé-la de V.

Essa maquina V¢ executa vérias operagdes menores, que podem ser dos quatro tipos
listados no Lema 8.1. Vamos chamar de ;2 o niimero de operacdes, o qual é constante
pois é constante o niimero de passos do algoritmo e é constante o niimero de repeticoes
de cada loop.

Mais adiante vemos que esses procedimentos de V¢ podem ser simulados por circuitos
booleanos Cy,Cy,...,C,. Assim sendo, a miquina V¢ aceita se e somente se, para
t=1,...,pu, cada circuito C; aceita a parte de IT que lhe cabe, por sorteio, verificar.

O truque é o seguinte. Em vez de executar a maquina V¢, o checador vai checar se
os circuitos C; sdo satisfeitos pelas entradas em questdo. Porém, a checagem dos C; é
probabilistica, isto é, o provador deve apresentar uma prova holografica IT;, que contém

respostas as instdncias T',T5,...,T, dos problemas de coloragio correspondentes aos



Cj. E é isso que denominamos recursio! Comecamos com um circuito C e obtivemos
Cl: C'21 LT Cﬂ?

que devem ser checados probabilisticamente. A construcao de II; serd denominada, “nivel
1 da recursao”.
Chamamos II,, Iy, II3 etc. ao conjunto de provas construidas a cada nivel.
Seguindo adiante, em vez de checar se um circuito C; é satisfazivel, o checador
espera encontrar (em IIy) provas holograficas m;, mo, - , i de que as p operagoes da
verificagao de C; podem ser realizadas corretamente. Assim, apés o nivel 2, o checador

deseja verificar u? circuitos, a saber,

Cllv Cl?) oy Clua
Co1, Caa, ..., Oy,
Cut; Cuzs o5 Cup.

Generalizando, vemos que, apés o nivel k da recursio, o checador est4 com p¥ circui-
tos que devem ser checados probabilisticamente. No nivel k& + 1, para cada circuito C,
(nesta notagao, o é uma string de comprimento |o| = k) o checador, em vez de verificar
a prova, vai esperar provas holograficas para os circuitos Cyq,Cya,. .. , Cop relativos a
cada uma das p operagoes da verificagio.

Na Secao 8.6 vemos como finalizar esse processo recursivo.

8.2 Entradas codificadas

Ao usar recursivamente o sistema de provas do Cap. 7, ha um aspecto a que devemos
prestar mais atencao. Quando o checador verifica que uma prova estd correta, fica
convencido de que existe uma atribui¢ao que satisfaz o circuito apresentado, mas ainda
praticamente nao aprendeu coisa alguma sobre essa atribuicao.

Explicando melhor: vimos que uma operagao feita sobre a entrada pode ser simula-
da por um circuito C. O provador mostra uma prova holografica de que esse circuito é
satisfazivel. Quando o checador verifica essa prova, usa o Algoritmo 7.2 e fica conven-
cido de que existe uma atribui¢ao que satisfaz C. Entdo surge a questio: qual é essa
atribuicao?

No nivel zero, isso nao importa, pois basta que o provador mostre que ha alguma
atribuigao. Porém, para cada nivel j > 1, para os circuitos dentro de I1;, nao basta ape-
nas checar que o circuito é satisfazivel; é preciso verificar que ¢ satisfeito pelas entradas

desejadas e nao por outras.
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Por exemplo, seja a seguinte operacao feita na maquina V¢.

Verificar se o polinémio p(z)

assume o valor v no ponto xy.

Considere o circuito C, que recebe como entradas um polinémio e um valor, e aceita
se e somente se esse polinomio tem aquele valor quando calculado em zj. Repare que
a prova hologréfica para a operagdo acima é exatamente uma prova m, de que Cyo €
satisfazivel. Logo, se nao for certificado que a prova foi montada a partir de p(z) e de
v, pode acontecer que o checador aceite uma prova hologrifica 7' que mostre que Czy
¢ satisfeita por um polinémio p’(z) e um valor v’ tais que p'(zgp) = v’ mas p' # p ou
v' # v. E nao desejamos isso.

Portanto, precisamos de algum modo de checar se uma parte de uma atribuicio
satisfatéria em uma prova hologrifica ¢ a mesma que um pedaco do dado externo. O
ponto crucial é que precisamos fazer isso sem ler mais do que um ntiimero constante de
bits.

A solugdo que adotamos é a mesma utilizada em vérios artigos [BFLS91, AS92,
ALM+92]: a apresentacdo codificada da prépria instancia do problema! Para isso es-
colhemos um cédigo de corre¢ao-de-erro tal que o checador sé precise ler um nimero
constante de bits da string codificada. Vamos usar um cédigo superconcentrador E.

Vamos fazer as seguintes alteragoes no algoritmo que tinhamos visto. Em primeiro
lugar, em vez de escrever a descriao de p(z) e de v do jeito normal, vamos pedir que eles
sejam apresentados como E(p(z)) e E(v). Em segundo lugar, modificamos o circuito
Cz, e produzimos um circuito C’ que espera que suas entradas sejam codificadas através
do cédigo E. O circuito C” aceitard se e somente se suas entradas forem palavras-cédigo
de E que codificam um polinémio e um valor que fariam C, aceitar.

Nosso checador vai pedir uma prova holografica de que C” aceita nas entradas E(p(z))
e E(v). Apo6s fazer a verificagao, para ficar convencido de que a atribuicao satisfatéria na
prova — que se presume ser E(p(z)) e E(v) — é a mesma que o dado externo, o checador
vai ler alguns bits sorteados do dado externo e checar se eles coincidem com as entradas
correspondentes na prova apresentada. E isso pode ser feito porque as apresentacdes na
prova sao verificaveis e, portanto, o checador pode verificar o valor de qualquer porta
no circuito codificado na prova holografica.

O objetivo é que seja constante o niimero de comparagoes entre bits da prova e do
dado externo. Isso é possivel porque é constante a distancia minima relativa do cédigo
usado (pois E é superconcentrador); portanto o checador, apés comparar um niimero
constante de bits, fica convencido de que o dado externo é préximo a uma tnica palavra-

codigo de E, e de que essa palavra-c6digo ¢ a mesma que estd na atribuicio satisfatéria
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da prova hologréfica.

Para analisar o tamanho do circuito obtido, basta ver que C’ pode ser construido
fazendo as entradas passarem por decodificadores; e as saidas destes serviriam de entrada
para o proprio C (veja Fig. 8.1). O tamanho total desses codificadores é linear nas
entradas, pois o cédigo E é superconcentrador e possui algoritmo de tempo linear para
decodificagao. Portanto, o tamanho de C’ excede o tamanho de C' por no maximo uma

constante vezes o tamanho das entradas.

Cl

Figura 8.1: Circuito com entradas codificadas

8.3 Uso da Transformada de Fourier

Vamos construir provas holograficas para todas as operacoes que o checador possa
querer verificar. E gostarfamos que o tamanho total dessas provas niao fosse grande
demais.

Vejamos os polinémios de uma varidvel dentro da apresentacio (de trés variaveis).
Estes sao dados através dos seus coeficientes, e o checador pode querer calcular qualquer
desses polinémios em qualquer dos pontos do dominio. O modo mais natural de fazer
as construgoes ¢ fornecer provas holograficas do tipo “tal polindmio assume tal valor em
tal ponto”; mas terfamos que fazer isso para cada polinémio em cada ponto; desse modo
criariamos provas muito grandes, conforme explicado a seguir.

A prova hologrifica de que um polinémio de grau g assume um certo valor em um
certo ponto € de tamanho pelo menos ©(g) bits. Na nossa representacio (tomemos
uma diregdo, por exemplo, y) hd ©(27/2r) polinémios de uma varidvel, de grau 0(27/2)



em y, e devem ser calculados em |H| = ©(27/2?) pontos. Logo, essas provas, juntas,
possuem tamanho ©(2%/2r) = ©(m>/?logm) bits, e isso é maior do que o quase-linear
que buscamos.

A fim de prevenir esse estouro no tamanho, combinamos muitas provas em uma.
Para cada polinémio, criamos uma tnica prova hologréfica que fornece os valores desse
polinémio em todos os pontos em que estamos interessados; isto é, na direcio z (idem
na y), os pontos do conjunto H e, na diregao z, os pontos do conjunto 7. Sabemos
que [H| = O(2'/2) e |J| = O(5r), portanto os conjuntos sio de tamanho maior que 0s
graus dos polinémios de uma varidvel por apenas um fator constante, e podemos usar a

seguinte assercao.

Lema 8.2 Polinomios de uma varidvel de grau d podem ser calculados em conjuntos
de tamanho n = O(d) de pontos em um corpo por circuitos aritméticos de tamanho

o(

nlog®Mn.

Prova. [Esboco] Um polinémio de grau d pode ser calculado eficientemente em conjuntos
de d pontos, usando poucas Transformadas Discretas de Fourier; isso é mostrado em
[AHUT74, Secao 8.5].

Para computar essa Tranformada de Fourier podemos usar a implementacao eficiente
apresentada por Preparata e Sarwate [PS77]. Interessa-nos ndo tanto o teorema principal
desse artigo, mas sim um dos seus casos particulares — o item (ii) — que trata dos corpos
finitos GF(2M).

Usando essas técnicas obtemos um circuito de tamanho dlogo(l) d, que calcula o
polinémio de grau d em uma seqiiéncia de d pontos. No nosso caso temos n = O(d)
e o conjunto é maior que o grau do polinémio por apenas um fator constante. Logo,
podemos compor um niimero constante de sub-circuitos, cada qual aplicivel a um sub-
conjunto (de tamanho d) de pontos, e obtemos um circuito de tamanho n logo(l)n para

o conjunto inteiro. a

Temos portanto um circuito de tamanho nlogo(l)n; chamemo-lo de C*; ele recebe
como entrada um polinémio p(z) e n pontos zi,...,z, e di como saida os valores
v1,...,Un tais que v; = p(z;) parai = 1,...,n. Veja Figura 8.2.

Para encaixar isso na nossa recursio, modificamos C* e obtemos um circuito C
booleano. Este circuito recebe como entrada o polinémio p(z) e os valores vy, ..., v, e
aceita se e somente se p(z;) = v; para i = 1,...,n; onde os z; sdo pontos “fixos” para o
circuito.

Agora vamos usar as entradas codificadas, conforme explicado na Secio 8.2. Cha-

memos de C’ o circuito que espera entradas codificadas no cédigo E que codificam um
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p(z) T\1Ty T, p(z) viv2  Vp E(p(z)) E(v1) E(vn)

2 S A 1 ) S N

C* C:El,...,:lin Cétl,...,.tn
V1V2 vUp {0, 1} {O) 1}

Figura 8.2: Os circuitos C*, C e C'

polinémio e valores que fariam C' aceitar.

A prova que procuramos ¢ obtida justamente a partir de uma atribuicio que satisfaz
o circuito C'. Ou seja, o provador afirma que conhece os valores vy, . . . , Un assumidos por
p(z) em um dominio de tamanho n, e mostra uma prova 7 de que o circuito é satisfeito
pelas entradas {E(p(z)); E(v1), ..., E(va)}-

Vejamos o tamanho dessa prova . Pelo Lema 8.2, C* tem tamanho nlog®Mn. O
circuito C' é praticamente igual ao C* e seu tamanho também é da ordem de n log®Mn.
Na Secao 8.2 vimos que a construgao de C’ provoca um aumento de tamanho de uma

constante vezes o tamanho das entradas, ou seja,
IC'| <|C| + kn = nlog®Wn + kn = nlog®Mn.
Assim sendo, pelo Teorema 7.6, o tamanho da prova é
| =1C’|10g®W |C'| = nlog®Mn - log O (n log®Wn) = nlog®Wn,

Sintetizando, nesta se¢ao vimos que, para cada polinémio de uma varidvel na apre-
sentagao, o provador faz todas as computagées sobre um dominio de tamanho n (onde n
¢ da ordem do grau do polinémio) e as apresenta codificadas em uma prova holografica

de tamanho n log®n,

8.4 Como é a recursao

Vejamos explicagoes mais concretas sobre a recursdo. A primeira secio deste capitulo
serve como uma descrigao geral.
Como vimos no Teorema 7.6, o nivel zero constréi uma prova II a partir de um

circuito C inicial. No processo de verificagao de IT surgem os circuitos Cy, . .. ,Cy. Para
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a checagem destes tltimos circuitos, aplicamos novamente o Teorema 7.6 (nivel 1 da
recursao) e obtemos a prova II;.

Antes de prosseguir, um aspecto a ser esclarecido é que, ao construir Iy, o provador
nao pode conhecer os bits sorteados pois a prova que estamos construindo segue o
esquema PCP e, por isso, ndo admite interagao com o checador. A prova hologrifica
deve, portanto, ser apresentada antecipadamente, e conter as informacoes necessirias a
todas (!) as possiveis checagens; ou seja, todas as possibilidades de sorteio.

Assim sendo, as instancias 71, T, . .., T, nao podem ser interpretadas como algo que
o checador deve apresentar. O que ocorre é que, apds o sorteio, o checador tem em maos
essas instancias e busca as correspondentes provas holograficas entre todas as que, antes
do sorteio, foram mostradas pelo provador.

O Cap. 7 descreve a construgao de uma prova holografica que consiste em um con-
Junto de apresentagoes de polindmios em certos dominios. Para nossa recursio, cada
apresentagao € substituida por um conjunto de dados que chamamos reapresentacdo,

conforme a defini¢io seguinte.

Definicao 8.3 Uma reapresentagio de um polinémio p de grau (dg,dy,d;) sobre o

dominio X XY X Z consiste em
(a) para cada ponto no dominio, uma codificagcao do valor de p nesse ponto;

(b) para cada polinémio de uma varidvel na apresentagdo, uma codificacio da des-

crigao desse polinémio;

(c) para cada polinémio de uma varidvel na apresentagdo, uma prova hologrifica que
apresenta seus valores para cada ponto do seu dominio (por exemplo, para Ty € X
e 20 € Z fizos, deve haver uma prova hologrdfica que apresenta os valores de
Pl(zo,,20) €m todos os pontos de Y ). Essa prova deve ser verificdvel de modo que
possa ser usada como prova de que qualquer um dos polinémios codificados assume

um dos valores codificados em um ponto.

Note que o item (c) afirma que as provas holograificas apresentadas correspondem,
nao as instancias 7; jd citadas (que se referem a circuitos que simulam uma operacio so-
bre um polinémio), mas sim a instancias dos circuitos construidos na Secio 8.3, de modo
que, para cada um dos quatro tipos de operagodes listados no Lema 8.1, a reapresentacao
contém provas holograficas de que essas operagoes foram realizadas com sucesso, inclu-
sive para a operagao mais dificil (feita nos Passos 5 e 10) que olha os valores de um

polinémio em todo o dominio. Isso estd explicado na Secao 8.3.
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Na Figura 8.3 temos uma apresentacio e a correspondente reapresentacio. Para
melhor visualizagdo, estdo representadas somente duas dimensoes. A indicacio “Prova:
(7z —1)(0,1,2)(—-1,6,13)” significa uma prova holografica de que o polinémio 7z — 1 no
dominio (0, 1,2) assume os valores (—1,6,13).

l—y 242y 3+ 5y

2 -1 | ¢ | 13 |[72—-1

Ll o | 4 | 8 |4z

0 1 2 3 |z+1

E(1-y) E2+2y) E(@3+5y)

Prova:

(7T —1)(0,1,2) =(-1,6,13) E(-1) E(6) E(13) | E(Tz —1)

Prova:
(4)(0,1,2) = (0,4,8) E(0) E(4) E®) | E(4z)
Prova:
(z +1)(0,1,2) = (1,2,3) E(1) E(2) E@) | Ez+1)

Figura 8.3: Uma apresentacao e sua reapresentaciao
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O nivel 1 da recursdo consiste em substituir as apresentacées que estio em IT por
reapresentagoes. Chamamos II; a esse conjunto de reapresentacoes obtido.

Portanto, o checador nao faz as p operacées de verificacao das apresentagdes. Em
lugar disto, recebe reapresentagdes e busca nelas as provas holograficas de que as I
operacoes sao feitas com sucesso.

Aqui entram as técnicas explicadas na Secao 8.2. Para i = 1,...,u, as checagens
devem ser feitas em duas fases: primeiro, verificar a provinha m;; depois, ver alguns
dos bits dessa provinha e conferir se coincidem com o que deve ser sua entrada. Isto é
necessirio porque tais provinhas, construidas na Segao 8.3, sao a combinacio de muitas
provas em uma; por isso precisamos ver se, contida nela, encontramos a afirmacao
desejada.

Por exemplo, queremos checar se p(z) = v; em zj. Seja o circuito C' construido
para a formula booleana “(p(z;) = vi) A -+ A (p(z,) = v,)” onde as entradas sao os
valores vy, ....v, e o polinémio p(z). Temos uma prova 7 de que C é satisfazivel. Apés
checar que  esta correta, é preciso olhar se os seus bits correspondentes ao polinémio de
entrada sdo iguais aos bits de E(p(z)) e também é preciso comparar os bits do j-ésimo
valor de entrada com os bits de E(v;).

Com isso descrevemos de que modo é feita a checagem da reapresentacio. Ou melhor,
de que modo “seria feita” se o processo recursivo parasse por aqui; pois essa descrigao
foi apenas para o nivel 1 da recursao.

Do nivel 2 em diante a recursao é aniloga: avancar do nivel j para o nivel 7+1
significa substituir as apresentagoes contidas em IT; por reapresentagoes correspondentes,
as quais, juntas, formam a prova hologréfica que chamamos de II;4,. Na verificagao, em
lugar de fazer as checagens das apresentacoes em I1;, o checador vai as reapresentacoes
de ITj4; buscar provas holograficas de que as tais checagens sio feitas corretamente.

Daqui em diante, denotaremos por “q” o niimero total de niveis da recursio. O
checador, conforme dito 4 pagina 54, espera uma prova final de tamanho O(n!*¢). No
fim deste capitulo vemos que o niimero g de niveis da recursio é escolhido em funcao

desse € que o checador exigir.

8.5 Tamanho total da prova

Vamos mostrar que, apds g niveis da recursao, obtemos uma prova hologréfica cujo
tamanho total é m(logm)®@ onde m é o tamanho da instincia e g = q(e) é uma
constante em relagao a m. Na verdade esta demonstracio também vale se adotarmos
qualquer fungao g(m) = O(loglogm); no entanto, para o teorema final na Segio 8.7,
é preciso ¢ = O(1) a fim de que o nmimero total de bits lidos seja, no méximo, uma
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constante.

O seguinte simbolo nos sera 1til.

Notacao 8.4 Usamos o sinal “<” para indicar que duas funcées possuem igual com-
p

portamento assintdtico, ou seja,

f(n) < g(n) se e somente se f(n) = O(g(n)).

[A] Ao avangarmos um nivel na recursio, o crescimento no tamanho da prova ocorre
pela substituicdo de uma apresentagio por uma reapresentacio. Na Definigao 8.3 vemos
que as tabelas (a) e (b) da reapresentacao sao codificagoes dos elementos presentes na
apresentacao. O aumento de tamanho é de apenas um fator constante, pois usamos um
cédigo E superconcentrador.

A tabela (c) é que causa a maior diferenca de tamanho e a partir de agora colocamos

nela a nossa atencgao.

[B] Essa tabela é composta de provas holograficas para polinémios de uma varigvel.
Nos primeiros ¢ niveis da recursido as provas sio construidas conforme explicado na
Segao 8.3, e usando as técnicas do Capitulo 7. Por isso, se 7 é uma das provas contidas
na tabela (c), sabemos que existe r tal que as (quatorze) apresentacdes dentro de 7
sao, cada uma, de tamanho ©(277?) e referem-se a polinémios de graus (dz,dy,d;) =
(©(27/2),0(27/?),0(r)) sobre dominios X x Y x Z tais que |[X| = |[Y| = ©(27/?) e
|Z] = ©(r). Os coeficientes dos polinémios estio no corpo GF(2").

Recordemos que essas apresentagoes sao compostas por quatro tabelas; a tabela (1)
tem elementos de GF(2") e as tabelas (ii), (iii) e (iv) possuem descrigées dos polindmios
de uma varidvel nas diregoes z, y e z, respectivamente. Na demonstragao do Lema 7.3

vemos que cada uma das tabelas tem tamanho ©(2772).

[C] Em cada nivel da recursao, substituimos polinémios de uma varidvel por provas
hologréficas contendo as computagoes referentes a esse polinémio. Na Secao 8.3, cons-
tatamos que para um polinémio de grau d sobre dominio com O(d) pontos, corresponde
uma prova hologrifica de tamanho dlog ©(Vd.

Chamemos (II), (III) e (IV) as tabelas no item (c) da reapresentagao que correspon-
dem, respectivamente, as tabelas (ii), (iii) e (iv) da apresentacdo. Seja T} o tamanho
total da tabela (IT) e seja ¢, o tamanho de cada prova nessa tabela. Tais provas corres-

pondem a polinémios de grau d, = ©(27/2) = O(|X|), portanto

tz = dy log ©WVd, < | X|(log 27/%)°(M).
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Para o tamanho total obtemos
T =Y x 2|tz <|Y|-12]-|X| - (log 2/%)°0).
Analogamente, definimos T}, e T, os tamanhos das tabelas (III) e (IV), e obtemos
T, < |X]-[Y]-]Z] - (logr)°1V.

Em conseqiiéncia vemos que o tamanho das tabelas referentes ao eixo z sio de ordem
de grandeza menor que as referentes ao eixo z.

Para concluir, basta observar que T, = T} e podemos dizer que o tamanho total
da tabela (c) da reapresentagao ¢ no maximo o triplo do tamanho obtido analisando as

provas referentes a direcdo z.

[D] Devido ao que observamos em [A], [B] e [C], vamos agora nos preocupar apenas
com os tamanhos das apresentagoes dos polinomios na direcao z. O tamanho total da
prova hologréfica é da mesma ordem de grandeza.

A cada nivel da recursao, os polinomios de grau d sio substituidos por provas ho-
logréificas de um certo tamanho 7 = dlog ©d, segundo explicado na Segio 8.3. Seja
k uma constante tal que 7 = O(dlog®d). As provas sio construidas pela técnica do

Cap. 7. Portanto, se

n = grau do polinémio do nivel anterior, e

N = tamanho da prova holografica

entdo temos N = O(nlog"n) = O(2"r?) para algum r. Este r = rj € o pardmetro
utilizado na escolha do corpo G; = GF(2"), que compde o dominio do nivel 5. Ao longo
da recursdo, os tamanhos das instincias (portanto também os parametros T1,T2y ... )
vao diminuindo. Logo, o corpo G; é menor que o corpo usado no nivel 7 — 1. O tamanho
da instancia estd amarrado com o grau do polinémio do nivel anterior, e é com relacao
a esse grau que vamos fazer uma inducgao.

Voltemos a falar sobre as provas. Cada uma delas tem a seguinte estrutura:

nimero de polinémios = 2/%r < VN < /n(logn)*/? (8.1)

tamanho dos coeficientes = r = log N =< logn 8.2
N

grau do polinémio =272 =< l;;?\f = /n(logn)*/2)-1 (8.3)

onde, em (8.2), a medida do coeficiente é dada em bits. Podemos conferir que o tamanho
total — produto desses trés fatores — resulta O(nlog* n), o que estd de acordo com o

resultado da Secao 8.3 citado hd pouco.
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[E] Seja n; uma seqiiéncia de niimeros tais que
ng = mn;
Njy1 = ,/nj(logn]-)k/?, para todo j > 1.
Entao temos
ni = n(logn)/?;
ny = \/Vn(logn)*/2[log(v/n(logn)*/?)]*/2
= Vn(logn)**(logn)*/?
= \‘yﬁ(logn)k(%"'%);

ng =< ¥n(logn)k(z+its);
por indugao, vem

; (L4lplpp L
nj = 2\1/7_z(logn)k(2+4Jr"Jr +21).

[F] Voltemos agora as equagdes vistas em [D]. Para facilitar, adotamos
grau < /n(logn)*/?

no lugar da equagao (8.3). Usando a indugao em [E], obtemos o grau dos polindmios
em cada nivel da recursdo. Para um circuito de tamanho m, com base nas férmulas em
(8.1) e (8.2), montamos a Tabela 8.1. O tamanho total é obtido pela multiplicacao dos

fatores referenciados nessas trés equacoes.

J | nimero total de polinémios grau do polinémio bits | tam. total

0|27/%r 2r/2 r |22

0| ymlogm vm logm | m(logm)?

1 | vmlogmy/m(logm)k/? Ym(logm)k/? logm | m(logm)k+2

2 | vmlogm{ym(logm)k/? Ym(logm)k(:+3) logm | m(logm)%+2
x {/mi(log m)*G+1)

q 2% /m(log m)k(z Hi++37) logm | m(logm)7%+2

Tabela 8.1: Sobre os polinémios de uma varidvel
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Pela tabela, portanto, vemos que, apés g niveis da recursio, o tamanho total da
prova é m(log m)©(9 conforme enunciado no inicio desta secao.

Relembremos que. quanto aos fatores constantes, a cada nivel precisariamos multi-
plicar o tamanho por 3 (diregdes z, y e z) e também multiplicar por 14 (pois esse é o

numero de apresentagées contidas dentro de cada prova hologrifica).

8.6 Numero de bits lidos da prova

Veremos que, a cada nivel j da recursao, o nimero total de segmentos que o checa-
dor deve ler da prova IT; aumenta por um fator constante; entretanto o tamanho dos
segmentos diminui por aproximadamente uma raiz quadrada.

Pelo Teorema 7.6, sabemos construir uma prova hologréfica IT que pode ser checada
com um numero constante, digamos ¢, de consultas a segmentos. Sobre cada um desses
segmentos é feita uma operacao.

Acontece que, apés um nivel de recursdo, obtemos II; onde, para cada uma dessas
operagées, ¢ mostrada uma prova hologrifica — que, por sua vez, pode ser checada
com c consultas a segmentos. Dessa forma, em vez de consultar ¢ segmentos de certo
tamanho, é preciso consultar ¢? segmentos de tamanho menor.

Reparemos que, embora ¢? possa ser bem maior do que ¢, o nimero total de con-
sultas feitas pelo checador ainda é um nimero constante. Desse modo, apés ¢ niveis da
recursao, o numero de consultas é ¢?, mas claramente ¢? = 20(9),

Vejamos agora o tamanho dos segmentos. Sabemos que, dentro de uma apresentagio,
0 maior segmento é aquele que contém a descrigao de um polinémio de uma varidvel. A
Tabela 8.1 mostra que o tamanho dessa descrigao (grau vezes nimero de bits de cada,
coeficiente), diminui segundo a transformagio n +— /nlog®Mn. No nivel q os segmentos

Sao0 menores que
2"Jr\l/m(log m)* - log m.
Portanto, apds ¢ niveis da recursao, temos um sistema de provas que pode ser checado
pela consulta de 29(9) segmentos, cada um de tamanho 2/m(log m)°()
8.7 Fim do processo recursivo

Com a finalidade de obter uma prova checdvel pela leitura de um niimero constante
de bits, encerramos a recursdao usando o sistema de provas de [ALM+92], tomando

cuidado para nao causar “estouro” no tamanho total da prova.
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Nas se¢oes anteriores observamos que, para instancias de tamanho m, apls ¢ niveis
da recursao, temos uma prova de tamanho m(logm)°(@ checivel pela consulta de 20(@)
segmentos, cada um de tamanho %/m(logm)°).

Relembremos que o niimero ¢ = g(¢) ndo depende de m. Na realidade, os resultados
obtidos nas segoes anteriores também valem para ¢ = q(m) = O(loglogm). Porém.
nesta segao, ¢ imprescindivel que ¢ seja uma constante em relacio a m.

Nos ¢ niveis da recursao, construimos provas holograficas seguindo o esquema do
Cap. 7. Porém, no nivel g+1, para fechar o processo recursivo, usamos outra técnica:
a mesma utilizada no famoso artigo [ALM+92], cuja eficiéncia estd analisada no Co-
roldrio 3.8. Trata-se da construgdo das reapresentagdes que de fato serdo verificadas
pelo checador, ou seja, que estdo na prova definitiva que nio é mais substituida. As
tabelas (a) e (b) da reapresentacio permanecem com a mesma estrutura, a qual nao

depende do método de construgao das provinhas da tabela (c).
Lema 8.5 A prova Iy, € verificdvel pela consulta de um mimero constante de bits.

Prova. Basta esclarecer que sao checados um niimero constante de circuitos e que cada
checagem 1é um nimero constante de bits.

Apés o nivel g+1, hd muitas provinhas contidas em [Tg41. Isso ocorre porque o
provador apresenta provas para todas as possibilidades de sorteio. No entanto, embora
essa quantidade de provas apresentadas seja enorme, o nimero de circuitos que de fato
sao checados é apenas put!, constante, como se vé na Secao 8.1.

Finalmente, pelo Corolario 3.8, constatamos que a verificacao 1é apenas um nuimero

constante de bits de cada um dos p9*! circuitos sorteados. a

Portanto, para que seja constante o nimero total de bits lidos, nao importa o fato
de que os segmentos do nivel ¢ sejam de tamanho /m(logm)°M). Tal fato é impor-
tante por outro motivo: mostrar que a aplicacao do Coroldrio 3.8 nao causa estouro
no tamanho total, apesar de provocar expansiao polinomial no tamanho de cada prova

hologrifica.
Lema 8.6 A prova Iy, tem tamanho m'*92™") (log m)0(@.

Prova. Pelo Corolédrio 3.8 sabemos que. se ¢t é o tamanho das instancias para o nivel
q + 1 da recursdo, entdo esse nivel constréi provas de tamanho O(#%).
Vejamos, primeiramente, o tamanho de cada provinha construida no nivel g+1. Seja

g o grau do polinémio do nivel ¢. Pela Tabela 8.1 vemos que
g < ¥mloghm.

68



Sabemos que a instincia para um polinémio de grau g é um circuito de tamanho
O(glog* g), onde k ¢ a constante que aparece na tabela. Desse modo, temos

glogtg = X/mlogk m/[log( %/m log* m))*
: 1
= %/mlogt m[gq— log m)]*

1 29 2k

Logo, o tamanho total da prova construida fica

ox Vid(log m)® = O( Vi (log m)™).

3 o
=

Quanto aos polindmios em cada nivel, a Tabela 8.1 mostra que o nimero total é
m(%+%+%+"')(log m)1+k(§+(%+3‘)+(.‘5+§+§)+~-)_
Logo, no nivel ¢ temos O(m(logm)*?) polinémios e, portanto, no nivel ¢ + 1 temos
O(m(logm)*9) provas construidas.
Finalmente, o tamanho total da prova é da ordem de

t3-m(logm)k? = O &Y m3(log m)®* - m(log m)*9)
— ,’,nl—}—(3/2‘7)(10g m)6k+kq

m1+0(2“’)(10g m)O(q)_

Lema 8.7 Se ¢ = O(1), o mimero de bits randémicos utilizados na verificacdo ¢ lo-

garitmico no tamanho da entrada.

Prova. Durante o processo recursivo nao hd interacio entre o checador e o provador.
A recursao é feita somente pelo provador que, a cada nivel, procura tratar de todas as
possibilidades de sorteio.

Na verificagao, porém, embora deva verificar somente a prova final, o checador deve
fazer sorteios relativos a cada nivel de recursio, pois s6 assim pode saber quais posi¢oes
deve ler na prova apresentada ao final da recursio.

O Algoritmo 7.2 1é apenas um nimero constante de segmentos de uma prova de
tamanho mlog ®m, onde m é o tamanho da instancia. Para sortear esses segmentos
bastam log(m log ©Vm) = O(log m) bits, isto é, um ntimero logaritmico no tamanho da

entrada.
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Como vimos na Segao 8.1, apés o nivel j da recursdo, deveriam ser checados © circui-
tos. Os tamanhos dos circuitos sao menores a cada nivel, mas mesmo que tomdssemos
tamanhos O(m(log m)?*2) = mlog ®Mm, terfamos um total de bits randémicos ne-

cessdrios igual a

q
> wl | -O(logm) bits,
=0

0 que ainda ¢ um niimero constante vezes o fator logaritmico, pois usamos o fato de que
q é uma constante.

Finalmente, no nivel ¢ + 1, como visto na demonstracio do Lema 8.6, as instancias
também sao de tamanho O(m log ©Vm); logo, pelo Corolério 3.8, cada checagem também
usa O(logm) bits randémicos. Neste nivel, o nimero de provas checadas é w9t uma

constante. O

Teorema 8.8 Para todo € > 0, eziste um algoritmo checador V de tempo polinomial
que recebe como entrada uma codificagio de uma instincia T do problema de coloragao

de tamanho |T| = n e uma prova hologrdfica 7 tais que

e se a instancia do problema de coloragcio é solivel entdo existe uma prova holo-

grdfica T que faz V aceitar com probabilidade 1;

® se a instdncia ndo € solivel, entdo qualquer prova serd rejeitada por V com pro-
babilidade > 1/2;

° lﬂ.l S n1+€;
o V usa O(logn) bits aleatdrios;

o V' Ié apenas um nimero constante de bits de T e de .

Prova. O algoritmo ¢ o que est4 descrito neste capitulo. Aplicamos o Teorema 7.6 a si
proéprio q vezes. Adiante vemos como fazer a escolha de g.

Aplicar a recursao significa substituir uma apresentagao pela reapresentacao corres-
pondente. Pois em vez de ser feita a checagem da apresentagao recebe-se uma reapre-
sentacao, a qual contém provas hologrificas de que as operagdes de verificacio sio feitas
corretamente. Tais provas hologréficas sdo verificiveis e portanto o checador pode ter
certeza de que elas se referem aos objetos codificados.

Apos os g niveis da recursio, obtemos uma prova IT,; que tem tamanho n(logn)©(@ e

pode ser checada examinando-se 29(9) segmentos, cada um de tamanho V/n(logn)oM),
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Cortamos a recursao aplicando o Teorema de [ALM+92] para construir o ltimo
conjunto de provas hologréificas. Com isso o nimero de bits lidos passa a ser constante.
Por outro lado, hd um aumento polinomial no tamanho de cada prova hologréfica; mas
isso estd sob controle pois, apés ¢ niveis da recursdo, as provas hologréficas sao tao
pequenas que esse aumento nao causa estouro no tamanho total (veja Lema 8.6); basta

escolher ¢ tal que
nl+0(2'q)(logn)0(q) < nlte

e, portanto, basta que o niimero g de niveis da recursio seja ©(log %) a

Dessa forma, montamos provas de tamanho quase-linear no tamanho da instincia.
Tal construgao foi feita para um problema N P-completo especifico. Na proxima sec¢ao

vemos uma discussao sobre problemas genéricos da classe N'P.

8.8 Conclusao

Dizer que um problema P pode se reduzido ao CircSat significa que existe uma
transformagao de tempo polinomial R que, para cada instancia z de P, produz uma
instancia equivalente R(z) do CircSat. “Equivalente” significa que a resposta (SIM ou
NAO) do CircSat com entrada R(z) é a resposta correta ao problema P com instancia z.

A questdo ¢ que, nessa reducéo, pode ser que R(z) seja maior que a instincia z. De
fato, s6 podemos garantir que o tamanho da instancia obtida é polinomial no tamanho da
instancia original. Em conseqtiéncia, a construgao de uma prova hologréfica de tamanho
quase-linear no |R(z)| nio significa obter tamanho quase-linear no |z|.

Entao o que podemos afirmar sobre as provas holograficas construidas neste trabalho?

Tenhamos em conta uma outra defini¢io da classe NP, que diz que uma linguagem
L pertence a N'P se e somente se existir uma maquina de Turing My, que, para cada
inteiro n constréi, em tempo n°M | um circuito booleano Cn(z,y) que é tal que, para as
instancias z de tamanho |z| = n, vale que = € L se e somente se Chn(z,-) é satisfazivel.

Com este ponto de vista, para cada instincia z, a prova “formal” de pertinéncia é
um par (Cy,y) onde C; = Cy(z,-) e a verificacio dessa prova consiste em constatar
que Cp(z,y) = 1. Tal caracterizacio destaca que uma prova de pertinéncia a uma
linguagem deve conter nao apenas um certificado y mas, como é razoavel, deve incluir
também o conjunto das computagGes necessrias para verificar que esse certificado é
valido (e sabemos que “avaliar um circuito” é um problema da classe P e, portanto,

trativel). O tamanho dessa prova formal (C;,y) ¢ naturalmente N = |C;| + [y|.
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Nesse contexto, o Teorema 8.8 implica que, para qualquer linguagem da classe NP,
cujas provas formais de pertinéncia tém tamanho N, para instincias de tamanho n,
é possivel construir provas hologréficas de tamanho quase-linear em N. Em outras
palavras, NP = PCP(log N,1) = PCP(logn,1), com provas de tamanho N!*¢, para
qualquer € > 0.
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