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Resumo

Estudamos um sistema de teaçãc-difusão com condições de fronteira não-
lineares

«' ( t. , ;« )

div(Dj(u') grad uj) + FÍ(u) em(ío,flj x Q ,

?(u:, uj) em (ío, 1-1 x aQ ,

«á(«) em Q ,
.j

onde í2 C IR" é um aberto limitado coii] fronteira regular, a a derivada
normal exterior a l?Q e DJ ? co > 0.

Damos condições concretas sobre Fj, gj, Dj e ulo pala garantir existência
e unicidade de solução local no tempo. Em especial, garantindo também, em
certo sentido, continuidade da solução com relação ao dado inicial.

Abstract

We study a reaction-difusion system with non-linear bounclary conditions

«'(t.,JI

div(Z)j(u:)graduj) + Fj(u) ,(f,=) c(to,til x Q ,

g'Í(u:,uj) ,(f,#) C(to,Z:l x aQ ,

«il(«) , « c çl ,

.j = 1,...,m

where Q C IR" is a bounded open set with regular boundary, }:la the outer
normal derivative on the boundary aç2 and Dj ? co > 0.

We give concrete conditions about F'j, gj, Df and tzá t.o get the existence
and unicity of the local classical solution. In addition. we obtain algo, in
some sense, the continuity of the solution with respect t.o inicial condition.
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Apresentação

Não é difícil construir complexos modelos matemáticos para os chama-
dos sistemas de ieação-difusão muito comuns, por exemplo, na engenharia
química. Entretanto, responder a uma pergunta básica como se o modelo
matemático (dado por sistema cle equações diferenciais parciais e condições
de fronteira) tem solução é impensável a um não-.especialista, mesmo para
modelos matemáticos relativamente simples.

Nosso objetivo é esclarecer um pouco esse ponto, pelo menos para certos
tipos de modelos matemáticos de sisterllas de reaçãc-difusão.

Uln aspecto não pouco relevante é que fosso tratamento inclui certos
modelos matemáticos com condição de fronteira não-linear(por exemplo, a
lei de Stefan- Boltzman que matematiza a troca de calor entre duas superfícies
como proporcional a diferença da (quarta potência cla temperatura cle cada
superfície). Damos um exemplo explícito de um modelo assim, (lue, de lesto,
foi o que originou todo o presente trabalho.

O leitor vai notar que no capítulo que traz a dedução de tal modelo, as
aproximações são feitas com pouca fundamentação quantitativa, porque esta
só vem à posteriori com o made/o. Um purista pode omitir este capítulo sem
prejuízo à estrutura do resto do texto.

Esperamos que este trabalho seja um estímulo à construção de modelos
matemáticos pala, sistemas de ieação-difusão mais precisos e compatíveis com
a realidade e que claiificlue um pouco essa complexa área da matemática
aplicada.
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C:apítulo l

Introdução

Estudamos uma certa classe de sistemas de reação-difusão visando propor
condições suficientes e simples para garantir existência e unicidade de solução
local no tempo a um sistema pertencente a tal classe.

A designação sásfema de r'Cação-dil/usão tem dois sentidos complementa-
res. Receie-se a um fenómeno real governado, em termos bem gerais, por leis
de transporte e leis de geração ou consumo e, também, ao modelo matemático
associado a tal fenómeno. Vamos nos referir a cada sentido, respectivamen-
te, como sistema físico de ieação-difusão (SFRD) e sistema matemático de
teação-difusão (Sh/IRD). Muitas considerações concernentes a obtenção de
SNIRD pata certos tipos de (SFRD) podem ser achadas em File l31 que
também contém exemplos de Sb'IRD em diversas áreas, como genética, dis-
seminação de doenças. etc.; Henry l51, especialmente o cap.2, e Rothe l41
também tem muitos exemplos.

Os SFRD e SMRD são o ingrediente essencial de muitos problemas de
engenharia química. Os SMRD resultam naturalmente da aplicação das leis
de conservação de massa e energia ao SFRD. As leis cle conservação, as leis de
fluxo de massa ou calor mais as e(luações de velocidades de reações químicas e
as chamadas equações constitutivas completam o SNIRD de um típico SFRD
da engenharia química.

No cap 2, fazemos a dedução clo SMRD do SFRD da engenharia química
je metalúrgicas que motivou nosso estudo a qual foi baseada em Szekelly j161,
Sun j171 e Bird li91. Este SFRD constitui-se de uma pelota composta de grãos
de minério de ferro e grãos de cairão submetida a. aquecimento em forno
elétrico. Como é sabido. a temperaturas suficientemente altas, a mistura
dos componentes da pelota boina-se reaviva levando a geração de gases e
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formação do ferro metálico que se deseja produzir. Fomos motivados pelo
desejo de construir lm] SNIRD blue previsse os dados experimentais do SFRD
em questão que fora.m determinados na tese do professor h'lourão(j151). Entre
estes acham-se medidas de concentração dos gases, temperatura do centro e
da superfície da pelota em função de parâmetros diversos, tais como diâmetro
da pelota, temperatura do forno. etc.

O SMRD obtido no cap 2 é um exemplo típico da classe de sistemas
matemáticos de ieação-difusão (lue vamos considerar a qual tem a forma

di«(Oi(u:(t,z)) grau uj(í, #)) + F'j(u(t, :«))

lc'r')
(c'o)

( 1.1 )

.j , 'r7'Z

ou seja, é um sistema de rn e(luações de equações diferenciais parciais de
segunda ordem nas variáveis independentes í e z e nas variáveis dependentes
tl' ou na variável dependente

U

A variável t, o tempo, valia no intervalo (fo, fil e a. variável #, a posição, vai ia
no conjunto aberto limitado Q C IR". Cloino é usual,

H
gradti'

':« '"''«:, :--. «', - Ê â(«'.«',g
Vamos definir a.diante a condicão cle fronteira (C'F) e a condição inicial (C'0).

No SMRD do cap. 2. Z,)j representa o coeficiente de condutividade equiva-
lente cle calor ou o coeficiente cle difusiviclade equivalente de massa cluando es-
tiver na equação de balanço cle calor ou massa, respectivamente. Assumimos

e
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que estes coeficientes satisfazem a chamada condição de parabolicidade,isto
é, para qualquer .j, l < .7 $ m,

Z,); 2 co > 0 , co (.obstante

em todo seu domínio. Existem estudos cle certas classes de sistemas de
leação-difusão não assumindo a priori tal condicãol tais sistemas são cha-
mados sistemas parabólicos degenerados ( j101).

Observamos que no sistema (1.1) Z)j depende unicamente de u:, que é
a temperatura no modelo do cap. 2, onde há uma explicação física para tal
tipo de dependência.

A forma 'ç'etorial de (1.1) é

0u
-Õ--: = div .D grad u + F(u) (1.2)

. .' , ' , «-'-'' ':-:.-- ( '' ,. ), '
;).

/' div Z)" grau ü' \

div .Dgiad u = l

\. divã)" grad u" ,/

Como consequência da dependência de D cona a solução tll o sistema(1.2)
é dito não-linear. Supondo as funções deriváveis,

\

':« "' :--' «' -Ê «i. g: --Ê «'$í=1 ' ' i=1 {

segue que o sitema (1.2) é linear com despeito às derivadas de ordem mais
alta (igual a 2) de tlj. Este tipo de sistema não-linear recebe o nome de
quaselinear.

Para completam a formulação matemática do sistema, é preciso dizer
também a condição inicial e a condição de fionteiia.
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A condição inicial define o valor da variável u no instante Z = to em todo
domínio Q,

u(to, z) = uo(.r) pala .t C (2 (1.3)
onde uo é dado.

A condição de fronteira define o valor de u ou da derivada de u na fronteira
de Q durante o intervalo (to, til-

t

«lor em (fo, Z-l X (2 -+ equação

«lor e«. (Zo, til x aQ --> C'F'

to \:dor en] {o x Q -+ C'0

Figura 1.1: Formulação matemática clo sistema cle ieação..difusão em análise

O sistema (1.2), (1.3) com condição de fronteira de Dirichlet

u(z) = 0 , ., C aQ ,
e coeficientes Z,)i = . . . - Z)" satisfazendo algumas restrições de crescimento
são estudados em Ladyzenskaya jll (teorema 7.1, p.598), onde há um resulta-
do de existência e unicidade de solução clássica não somente local no tempo,
mas também em todo intervalo lto, til.

Sistemas de reação-difusão com matriz Z) e condição de fronteira só de-
pendendo de í e # e F dependendo de f, #. u e derivadas de ordem l de u são
chamados semilineares. Estes sistemas são estudados por Fife l31, Rothe l41
e Henry ISI.

Vamos estudar uma classe de sistemas de ieação-difusão-(1.2) e (1.3)-com
condição de fronteira não-linea.i do tipo de Neuntann

l#t(t,") - g'(u:(t,z),ü'(f,.-)) 'm(fo,f-j x Q .(1.4)
J
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onde E;# é a derivada na direção normal exterior a aç2. Note a existência de
um acoplamento entre ul e u.í na condição de fronteira pala- a variável uj
Conforme vai ficam claro, a técnica matemática usada pala tratar o proble-
ma (através cle mudança de variável) depende do fato de o acoplamento na
fronteira ter tal restrição. Apesar de ser possível enfraquecê-la (como utilizar
acoplamento triangular na fronteira, isto é, g:(u'), g'(t'', t.'), g;(U: , u:, u'),
etc.)e ainda assim utilizar a mesma técnica, poi simplicidade, vamos con-
siderei somente o acoplamento acima que de resto é suficiente à aplicação
ao modelo matemático do sistema cle reação-difusão que vamos enfocar. Is-
to não significa que menospiezemos a importância em estender a aplicação
da técnica mencionada, pelo contrário, cremos que sua extensão pode trazer
ainda maior clareza ao asstmto.

O uso de condição de fronteira nã(»linear com o a.coplamento acima de-
corre de uma necessidade física (cap. 2). No entanto, seu uso em modelagem
matemática de problemas de engenharia (química não parece muito comum,
provavelmente devido à grande complexidade matemática associada. Foi o
prof. Henry quem plopõs que estuclássemos o sistema. (1.21, (1.3) com tal
tipo de condição de fronteira.

Parece que o grande estudioso dos sistemas de equações diferenciais par-
ciais parabólicas quaselineares de segunda ordem com condição de fronteira
não-linear - dos quais o sistema (1.2), (1.3) e (1.4) é um caso particular - é
Heibert .Xmann l61.

O método usado aqui tem celta semelhança com o de Amann. Em am-
bos, o sistema é visto como uma equação ordinária. em algum espaço de
Banach convenientemente escolhido para aplica.ção dos resultados de Sobo-
leviskii' l81. Entretanto, existe uma diferença fundamental enfie os métodos.
Amann aplica diretamente os iesu]tados c]e Sobo]evisk] no contexto de um
espaço de Banach cujos elementos satisfazem (1.4) em a.lgum sentido que não
entendemos bem qual é (através do uso dos chamados espaços de extrapo-
lação), enquanto aqui primeiramente vamos fazei uma mudança de variável
(cap.3) que transforma o sistema (1.2), (1.3) e (1.4) em um sistema equiva-
lente com condição de fronteira muito mais simples-(3.21)-e só aí aplicamos
os resultados de Soboleviskií (cap. 4).

Através tios resultados de SobolevskiT e resultados de regularidade, vamos
chegar ao objetivo principal desta dissertação, ou seja, piovai (lue os sistemas
(1.2)-(1.4)-(1.3), sob certas simples condições. tem lealmente solução u, sen-
do suas componentes ttJ(f, #) superfícies lisas iio domínio do tempo-espaço.
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Capítulo 2

Modelo físico

Vamos considerar neste capítulo o problema de modelar matematicamen-
te um exemplo concreto de sistema de ieação-.difusão. Nos termos da intro-
dução, vamos obter o SNIRD de um certo SFRD.

Esse sistema é uma pelota esférica porosa, constituída poi pequenos grãos
de hematite (Fe2O3) e giros de carvão (C) exposta a aquecimento (queima-
da) em um forno elétrico(figura 2.1) sob uma atmosfera circundante de gás
inerte(p.ex. nitrogênio). Muitos reações químicas ((2.1), (2.2), (2.3), (2.4))
sólido-gás tem lugar na. pelota se a temperatura do forno é suficentemente
grande.

haste
isolante

pelota

armo
fluxo de gásverte hematite C) carYãa0

Figura 2.1: Esquema do sistema modelado e esquema cla pelota autoredutora

Uma das nossas motivações é construir um modelo matemático sem assu-
mir que a temperatura em qualquer ponto da pelota sqa permanentemente
igual à do forno, isto é, supor sistema isotérmico. Tal hipótese, embora comu-
mente feita por muitos estudiosos(p.ex.Szekelly j161) em sistemas similares,
não é confirmada pelos dados experimentais obtidos por N'louião(gráfico 2.2).

Entre as reações químicas que ocorrem rla pelota. aquela conhecida co-.
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tempera.tara(1{ )

1400

1350

I'forno = 13731<

1300

1250

1200

1150

Tforno :: 12231<

1100

1050

5 10 13 20 25 30
tempo(nlin)

Figura 2.2: Temperatura na superfície(s) e 110 Gentio(c) da. pelota.
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mo reação de Boudward ou gaseificação do carbonoje(ilação (2.1)) é muito
endotérmica e portanto a sua ocorrência rias camadas mais externas da pe-
lota consome uma parte do calor que chega à pelota, o que diminui o fluxo
cle calor pala as camadas mais internas. Tem-se aí uma possível explicação
qualitativa pala existência de um não-desprezível gradiente de temperatura
na. pelota (gráfico 2.2).

Neste capítulo, vamos propor um modelo matemático como um incipiente
tratamento quantitativo com vista ao cálculo do perfil de temperatura e
concentração dos gases no interior e na superfície da pelota«

2.1 Pelota autoredutora
Cromo dito antes, a pelota que vai sel queimada no forno (figura 2.1) é

constituída poi grãos de heniatita (minério de ferro) e poi grãos de cairão.
Vamos também supor que os grãos dos dois sólidos tenhan] forma esférica e
os grãos de cada sólido tenham diâmetros iguais.

Pala preparação destas pelotas, o minério de feno e o calção são moídos
sepaiadamete até atingirem uma granulometria desejada e depois introdu-
zidos conjuntamente em um misturador até obter uma mistura homogênea.
Com esta massa uniforme, fazemos manualmente pelotas com formato esférico,composição
e diâmetro de grãos definidos, como por exemplo a da. tabela (2.1).

Tabela 2.1: Exemplo de pelota
Diâmetro da pelota 1,6 cm
Proporção molar l F'e203 : i3 CI
Diâmetro dos grãos de Fe2O3 5,95.10'4 cm
Diâmetro dos grãos de C 4,25.10'4 cm
Densidade medida da pelota 2,0(56 g/cm3
Densidade verdadeira cle Fe2O3 5,24 g/cm3
Densidade verdadeira de CI 1,52 g/cn13

A tabela 2 traz também as densidades verdadeiras do nlinéi io e do carvão
usados para preparar a pelota. Esta é a densidade destes sólidos sob forma
compacta.

Vamos calculei a porosidade e o número de grãos de cada tipo por cr113

da pelota dada na tabela 2.1.
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Conhecida a proporção molar. como mol Fe=.56, mol C=12, mol 0=16
temos as fiações de massa de Ci (= ;ti) e de Fe2O3 (= z2),

3(12)+ 2.(56)+3.(16) ' 18'4% . «:

Então lg de pelota tem 0,184g de C e 0,816g de Fe2O3 que ocupam es-
paço (0, 184/1,52 + 0,816/5,24)cm; = (1/3,61)g/cm' ou seja, a densida-
de 'compactada' seria 3,61g/cm3. enquanto a densidade medida é de fato
2,066g/cm3. A fração do volume ocupado é 2,066/3,61 = 0,57 e a porosi-
dade c = 1 -- 2, 066/3, 61 = 0, 43.

Chamando /i e /2 a fração volumétrica ocupada, respectivamente, por C
e Fe203 em relação ao volume total ocupado, temos

ÉI
Usando também /i + /2 = 1, obtemos /i e /2.

Como a. fração de volume total ocupado em relação ao volume da pelota
vale 1 -- c, a fração volumétrica de l e 2 em relação ao volume total da pelota
são, respectivamente, /l(l -- c) e .f2(l -- c). Resulta a distribuição volumétrica
na pelota (tabela 2.2).

Tabela 2.2: Distribuição volumétrica na pelota
Porosidade 0,43
Fraçào volumétrica de C 0,25
Fraçao volumétrica. de Fe2O3 0,32

Finalmente, o cálculo do número cle grãos de l pol cm3 (iVi) e de 2 (JV2)

N'i

/\

n/6 0) 25 :; 6,22.109 grãos de l/cm3

;i7 0 32 :: 2,9.109 grãos de 2/cm3

Com estes dados é possível calcular
sólidos l e 2.

pol exemplo, a área superficial dos
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2.2 Reações químicas
Se a temperatura do forno foi suficientemente alta a mistura porosa da

pelota. t.oina-se ieati'ç'a. tendo início muitas reações químicas ( veja diagrama
termodinâ.muco 2.3. extraído de jlül. fig.5.2, p.181)

C(') + C'02(s) = 2 CO(p) l2.t)

3 F'e2O3(;) + C'O(s) = 2 Fe3O4(,) + C'O2(s) (2.2)

F'e3O4(s) + C'O(s) = 3 F'eO(,) + C'O2(s) l2.3)

FcOM + C'Om = r'eN + C'O2M (2.4)

simliltâneas e acol)lados entre si. São tenções de ieduçào (lue procedem
através de intermediários gasosos. heterogêileas sólido-gás con) expressões
cinéticas depeiiden(lo da. temperat.ula, pressão parcial dos gases. área. inter-
facial dos sólidos.

'í29: + CO :Fe + COz0

l/4 Fe304+C0
]/4 Fe+CO2

WUSTtTE
0a

feia +C0:3FeO

a90 600 800 i000
Temperatura . it

Figura 2.3: Diagianla cle equilíbrio para óxidos de ferro na presença de mis.
tunas de nionoxiclo de carbono e dióxido de carbono
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Existem muitas hipóteses relativas à inicialização deste processo. Vamos
supor a concentiaçào inicial de C'O e C'O2 na pelota igual a destes gases no
meio ambiente.

Desprezemos a influência da variação da á.rea interfacial dos sólidos com
o curso da reação nas expressões de velocidade. Isto implica que vamos
considerar somente a cinética das reações de Boudwaid (2.1) e de redução
da hematite (2.2).

Podemos assumir em geral que velocidades das reações químicas sejam li-
neares com as concentrações dos gases, com constantes de reação dependendo
da temperatura segundo a lei cle Anhenius

onde E é a energia de ativação cla reação, R a constante universal e T a
temperatura no sítio cle leação.

Em particular, a cinética do sentido da esquerda para direita cla reação
de Bouclwaid (2.1) é mais convenientemente expressa por uma. lei do tipo
Langmuir-Hinshelwood(j161, p.152)

(2.5)

onde 7?1 é a velocidade local em moles de l por unidade de superfície por
unidade de tempo, cl a concentração de reagente l na superfície de reação(no
caso, 1 = C'O2) e k, /\' as constantes cinéticas de Langmuir-Hinshelwood.

Por lazões termodinâmicas, abaixo de uma. certa temperatura Tn, a mis-
tura que constitui a pelota torna-se não-reaviva e, portanto,

7Z = 0 se T $ Tn

Para o ponto de vista do presente trabalho, não é necessário conhecem
explicitamente as leis cinéticas clãs reações químicas. E suficiente admitir a
dependência destas leis com a concentração de gases e temperatura suficien-
temente regular.

2.3 Balanço de energia
2.3.1 Fluxo de calor no interior

O fluxo de calor cla superfície para o inteiioi da pelota é, em princípio
devido a vários mecanismos.
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Como o fluxo de gases é das legiões internas mais frias para as regiões
externas nazis quentes, desprezamos o fluxo cle calor por convecção da mistura
gasosa. Somos forçados a fazer esta hipótese também porque nada é sabido
sobre a pressão total no interior da pelota - a força motriz do fluxo convectivo.
Daí, por simplicidade, a pressão total é assumida uniforme no interior da
mistura gasosa que ocupa os poros da pelota. Isto também nos livra de
considerarmos as equações de movimento de Navier-Stokes para estudar o
perfil de pressão e mantém o modelo mais ou menos tratável.

A condutividade dos gases é muito menor do que a condutividade dos
sólidos da pelota. Portanto, desprezamos o fluxo de calor por condução
atrai:és da mistura gasosa.

O fluxo de calor (iVi) é, pela lei de Fouiier,

]V: = -k.(7')(1 - .) g:ad T,(2.6)
l.somente condução no sólido; gás e sólido tocctlmente em equilíbrio\
onde € é a porosidade da pelota, É, é a condutividade dos sólidos obtida pon-
derando pela fração volumétrica a condutividade de cada sólido que constitui
a pelota. Vamos considerar somente a dependência da condutividade de cada
sólido com a temperatura T (em j181, a condutividade da hematite densa é
dada por uma expressão do tipo ;Tl:i, a,b constantes positivas), supondo a
porosidade e fraçoes volumétrica.s de sólidos constantes. A expressão usada
pala condutividade efetiva no interior do material poroso: (l -- c)A, é válida
quando os poros são isolados entre si(1201, relação (6.25), p. 199)l assumi-
mos ser esse o nosso caso. Pala poros grandes e não isolados, a porosidade
torna-se contínua e o cálculo da condutividade é um pouco mais complexo
(1201. p.200).

As velocidades das reações químicas entre os gases que ocupam os poros
da pelota com a superfície dos sólidos depende da tenlperatuia (relação 2.5).
Poi simplicidade, a temperatura dos gases que envolvem cada grão é assumida
igual a da superfície do mesmo grão.

Evidenciando cada teimo do balanço de calor (ou melhor, de entalpia),
tem-se

(P,(1-')c'P,+ 'P'c'-,);; Ê.(r)(1- ')g:adT -(}l:mAXi) .(2.7)
p,, C'.. denotam, respectivamente a densidade e capacidade térmica dos
sólidosl analogamente ps, O.s para os gases. Como a densidade dos gases
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é muito pequena. em relação a dos sólidos, a segunda parcela do primeiro
membro da equação acima é desprezada. Também C,. e p. são supostos
constantes. Finalmente, Ri é a velocidade cla ieação química i(seção 2.2)
expressa em moles de i por unidade de volume total por unidade de tempo
e z\.f/í a variação de entalpia correspondente à reação í.

2.3.2 Fluxo de calor para a superfície
.A recepção de calor do meio envolvente pela superfície da pelota é por

radiaçã.o, condução pela atmosfera circundante e também por convecção
forçada se o gás inerte Hui com velocidade diferente de zelo. Vamos des-
prezar o fluxo de calor por condução.

O fluxo na superfície da pelota, com as contribuições devidas à radiação
e a coTivecçao e

.)gt-a'(r'-4)+/;(r r/),(2.8)
onde a é a constante de Stefan-Boltzman, e, a emissividade da superfície, A,
coeficiente de convecção de calor cle Newton, T/, a temperatura do forno e
T, a temperatura em cada ponto da superfície.

O coeficiente de convecção de calor /z devido ao fluxo do meio envolvente
que tem velocidade u. em pontos distantes da pelota pode ser calculado pela
legação de W.E.Raiz e W.R. À'larsha11 (1201, relação (8.10), p.250)

hO/Ê.r +0.60(0«mP//P/)'/'(a.É'/k)}/'(2.9)
onde A.r, p/,p/, CP designam, respectivamente, a condutividade, densidade,
viscosidade e capacidade térmica. a pressão constante do gás circunjacente à
pelota calculados na temperatura de filme (T/ + T)/2, onde lr/ é a tempera-
tura do forno e T, a temperatura da superfície. Note a presença dos números
admensionais Nu = /zD/h (número de Nusselt), Re = Du-p/p (número de

Reynolds) e Pr = app/k (número cle Prandtl)

-k(T)(l

2.4 Balanço de massa
2.4.1 Fluxo gasoso no interior

Os gases fluem pelo interior da pelota por difusão e convecção. Como o
perfil de pressão é assumido uniforme, não há convecção gasosa. e o transporte
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é unicamente por difusão porosa.
Podemos obter um balanço de massa análogo ao balanço de entalpia para

cada um dos gases C'O = 1, C'02 = 2 no interior da pelota

:: :o:(r)gr'd';+Ej:R;A«, (2.10)

onde cf é a concentração molar da espécie i = 1,2 por volume vazio, l)i(T)
a difusividade do gás i na temperatura T, r, a constante cle tortuosidade
da mistura granulométrica que constitui a pelot.a e Z\aÍI o coeficiente este
quiométrico do gás á na reação /.

Para misturas binárias, como é o caso, admitindo que não haja penetração
de gas inerte da atmosfera circunjacente no interior da pelota, as difusividades
Z)l = Z)2 :: Z.)i,2 podem ser calculados pela fórmula de Chapman-Enskog
IBirdj191, p.16-19, relação(16.4-12))

pa?,2Qo;t,2
Z)1,2 - 0.001858 (2.11)

onde iV/i, A/2 são as massas molares de l e 2, p, a pressão ambiente e ai.2,
Qo,i,2 são parâmetros definidos em j191, p.16-21, sendo que o primeiro de-
pende somente dos gases l e 2 e o segundo depende também da temperatura.
Assumimos que tal dependência é regular (veja tabela B-2 de Bird j191).

A expressão usada para a difusividade efetiva fl)i na equação(2.10) pl)de
ser achada em Szekelly j161, relação (2.3.201, p.27). Estanhos admitindo que
os poros da pelota soam pequenosl pala polos grandes e casos intermediários,
vel Szekelly j161, p.25.

2.4.2 Fluxo gasoso para o exterior
O fluxo de gás para o exterior também é uma lei de fluxo de Newton

-o'-:lji- k; ?) , (2.i2)
onde c9 é a concentração clo gás i= 1, 2 ( na atmosfera ciictmclante (aproxi-
madamente igual a zero), ci, a concentração em ca,cla ponto da superfície e
6, o coeficiente de convecção de massa.
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O coeficiente cle convecção de massa devido ao fluxo do gás inerte circun
jacente com velocidade distante da pelota igual a t;. pode se calculado pela
expressão de Ranz e Xlaishall

hDJD' 2.Q -} q.$ÇDu-pjjHf)\la ÇFjjÇpjDi»x la (2.13)

onde os parâmetros tem os mesmo sentido de (2.9) e observe a presença do
número de Sherwood (Sh = /zZ)/Z):), de Reynolds (Re = 1)u-p/p) e de
Schmidt (Sc = p/(pZ)' )).



Capítulo 3

Mudança de variável

Como dissemos no cap 1, pretendemos provei existência de solução pala
o problema

u'(0,a)

div(Z)Í(u') giad t'j)+ F'j(u) em(fo,fll x n , l3.i)

(3.2)

l3.3)

gj(u:, uj) em (lo, Z-l x an ,

«á(«) em Q ,
,'/'n ,

quando as funções l)j, f'j, gj, uii satisfazem certa.s condições.
Estamos chamando solução u = col (tll, . . . , tz. ) clo problema (3.1)-(3.2)-

l3.3) a conhecida solução clássica. Neste caso, as derivadas presentes no
problema têm o sentido comum.

Definição 3.0.1 Chamamos u = col (tli, . . . , tt.) se/ ção c/ássÍca do proa/e-
rrla (3.1)-(3.2)-(3.3) se para to(lo j, j = \,. . . ,m,, tem-se ttjÇt,QC) contÍn«ta
em llo,Z.l x n, ilg qüa/quer í, l $ ; $ n, cona/n a em (fo,1lj x Q, %Í
' :1:5, q««/q«., í,k. l $ i,A 5; «, ««fú«« .m (fo,f-j x Q e u s«fisga;
l3. i)- (3. 2)- (3. 3) .

Na secção :3.1.1 dizemos quais são as condições sobre Dj, r'j e gj que
fazem este problema ter solução clássica. Dizemos a condição precisa (e
complexa) sobre tti; no capítulo 4. .Assumimos por enquaitto (lue ttá(z) é de
classe C''(QI e satisfaz (3.2) em f = fo.
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E bom não nos perdermos pelo longo caminho que temos para percorrer.
Não vamos dar neste capítulo a prova de existência, mas por conveniênciajá
damos as condições pa.ra isto. Fazemo-la somente no capítulo 4.2.

Relatamos as condições desde já porque precisamos delas pala fazermos
a prometida mudança de variável mencionada no capítulo 1. Com esta mu-
dança de variável, vamos transformar o problema (3.1)-(3.2)-(3.3) em um
problema equivalente com condição de fronteira linearl este novo problema é
descrito por(3.47)-(3.21)-(3.48).

Fazer esta mudança de variável e definir o que estamos entendendo por
equivalência constituem os objetivos deste capítulo.

Usamos como referência básica o apêndice de l91 com certas sugestões do
próprio prof. Henry.

3.1 Mudança de variável

3.1.1 Condições

Admitamos que os termos Z)j, Fj , gj e uo do problema (3.1)-(3.2)-(3.3)
satisfaçam as condições abaixo. Pala isto, vamos olhar os três primeiros como
funções a valores reais tais que o domínio de l)j e r'j é, respectivamente, IR
e IR" e o domínio de gj é IR ou IR2 se .j = 1 ou J # 1. As condições valem
para J ' l, . . . ,m. Finalmente, c é algum número real tal que 0 < c 5; l.

1. (Condição (le pctrabolicidade) Di ÇO) Z co para todo 0 ç: 'K\. e alg\tmü
c012sfarzle co > 0.

2. R, 3 é? --} oj(a) , C''''

g. R," 3 o --> F'j(o) , C''''

#. IR ) 0 -+ g:(0). C':'', R' 3 (é,0) --} gj(é,0), a''' .se .j # l
5. uo(«) «/(«1, («) , , «r(;r)) é f«/ que «á C C''(Q) . «fís/a; r3.eJ e«.

Observação 3.1.1 Para f?ldo o que segT&e, e' su#cielzle assrzm.ir' que a regzz-
latidnde i'eqKerida acima para as Junções Di. Fi, gj meti.$ca-se em algum
domíiti.o tin\itct(lo su$ci.el\temente gl'ande
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Observação 3.1.2 Pal'a de$nição e propriedades dos espaços de Hõtder C",' ,
h,á muitas referências, em especial, Adctms li31, l).9.

Observação 3.1.3 /Vo cap
completa) sobre uo.

4 impomos uma condição mais fraca (e mais

3.1.2 Construção
Para elimina.r a nã(Flinearidade da fronteira do problema(3.1 1-(3.2)-(3.3),

um caminho pode ser construir funções gj que tenham derivada na direção
normal à fronteira ã% igual a gj. Realmente, se as obtivermos podemos
definir novas variáveis dependentes chamadas, digamos, de uJ, em função
das velhas zlJ

«' -'P'. (3.4)

Daí tomando a derivada. na fronteira ã# de ambos os membros de (3.4) temos

(3.5)

como desejamos.
Para definir (p; precisamos do lema 3.1.4

Lema 3.1.4 Sela Q ttln conlzznfo aóerfo / -mífado de IR" com /ro zfe ra é?Q de
c/asse C'''', com 0 < € $ 1. .Então ezÍsle zzma /unção C'','(a) g?te chamamos
e t«l ql.

f(«)

((#) > 0, aCQ

o, = c aQ , (3.6)

--l , # C aQ , (3.7)

(3.8)

Note que a mudança de variável para uj+egj já elimina a não-linearidade
da fronteira, pois, em .z: C aç2,

áh' + {?) - d + :l:? + gÇ( - o
Como vai ficar claro adiante, esta função € ainda não é completamente

conveniente pala fazermos a mudança cle variável. Dado (í > 0 qualquer,
vamos definir uma função c8 a partir de (

cJ(a) = á(e'lC(') - 1) . (3.9)
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Tem-se que

có ( ;« ) l

'J(#)

9'«,

(3.10)
(3.11)

(3.12)

Sejam ©;, j = 1,. . .,m, ftulções reais com domínio a x IR, C IRn+l se
.j :: l e Q x IR2 C !R"+2 se .7 # l definidas por

= 0 +g:(0)CJ(z) , (3.13)
= 0 + g'(@, 0)cõ(«) . (3.14)

Escolhemos um número B > 0 qualquer. Como gj é continuamente derivável
devido a condição (4) da seção 3.1.1, resulta que no limitado dado por 101 $
B+ l sej=1 e por lél 5; B+ 1, 101 $ Z?+ l se .j:# 1, tem-se

láp'l $ 1 ,
lápãl $ # < 1 pala algum A > 0 ,

(3.15)
(3.16)

se ó > 0 é suficientemente pequeno. Fixamos um (i assim
(3.15), (3.16) e (3.10) obtemos que a funções tPj satisfazem

Então, usando

w -ol $ 1 , (3.iz)
wá- il $ Ê< 1 , (3.i8)

em # C Q, 01 $ B+ l se.j = le em r C Õ, IÓI 5; B+ 1, 101 $ B+ l se

Finalmente, fazemos a mudança de variável dependente de tlJ no sistema
(3.1),(3.2),(3.3) para uj, esta sendo dada implicitamente por

lJ

«:(f
«'(t,a

Q'(«,«:(f,«)) ,

Üj(«,«:(t,«),«j(f,«)) , se j # l

(3.19)
(3.20)

em (t,*) C (fo, f-l x n.
Vamos verificar que esta mudança de variável elimina a não-linearidade

da fronteira. De fato, de(3.13),(3.11),(3.12), em .r C aQ,

;FG,,«D - gÇ + .'(«u - gl + «'hu ,
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e de (3.19) e (3.2),

A verificação dos demais casos é análoga. Ou sqa, para todo .j, l $ .j 5; m,

(3.21)

Para fazer a substituição de 2t'(t,#) = ©:(t,u'(t,z)) em(3.1), com .j = 1,
primeiramente usa.mos a regra da cadeia para obter

grau q''(-,«')
gr«d O'(-P 'l«, «'))

cliv grad @ '(#, u' )

'pà7 0.2q
grad \P: + Qàgrad u: (3.23)

O} g:'.d 'P'+ Oã@àg:'*d «:(3.24)
z\Qi + grad @}.grad ul

+ grad ©à.grad z;i+ Q lpjgiad uil2 +

+ @àA«' (3.2s)
g:-d O'(Q'(«,«')).g:ad Q(«,«:) +

Zy(Q:(=,u:))divgrad ü(a, u:)(3.26)
di« O'(q''(=,«:)) gr«d @'(*, «:))

-d. g«dU': - «l (g, ,g), *«d. $!- . d«i«d- «m :«p':t' ;

r{, estando fixada a variável 0 e calculada em (a,u:(t,#))l grad ©:(r,u:) =

ai(«,o)

«:(«,o)

0'(Q '(.. , 0) )
oã(@à)' + o' ©},

$'à

21.)} \P} grad © 1 + 2Di grad ©à

Z)à Igrad @il2 + DiA©i + F't

(3.27)

(3.28)

a:(«, 0)

z,-(«, o)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

obtém-se, usando(3.22)-(3.26),

<ll-- - diAul+ aijgrad utl2 + al.grau ui+ bt (3.32)
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em(f,#) C(ío,fil x Q. Note (lue temos que garantir a prior'i que lu'l $ B+l
pala que q': > 0, conforme segue de (3.18).

Analogamente, aplicando a regra. da cadeia antes de fazer a substituição
de u'(t,#) = tPf(«,«:(t, .«), uj(t,z)) em(3.1), com .j # 1, tem-se

T - «íç--«i$
giad @j(z,u:, t;j) = gradWj + @' grado: + @ãgraduj

grad Z)j(tP'(;«,u:)) = Z,)á grad W' + Z)ãq'àgrad u:

divgrad Wj(z,u:,uj) = z\tPj + grad Wá,.grad z;: +

+ grad ©ã.grad u' + grad ürá,.grad ui +

+ ©;ójgrad uil2 + ©;ograd ui.grad uj +

+ grad @â.grad uj + Qàógracl ui.grad t;j

+ Qáojgrad ujl2 + tP',hpj

di« OÍ('P:(',,«'))gr«d ©j(z,«', «j) rad Oj(q'(z,u')).grau q'j(z,u:,«j) +
Z)j(@:(#, u:))div grad @j(:z:, u', uf)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

+

(3.36)

(3.37)
Definindo as funções reais, com .j # l,

a{ (-, é, o) (3.38)

(3.39)aÍ («, é, o)
0j ( tP ' )

o' Qóó + oãwi,u'à-pá,"-«j(«, ó, 0) (3.40)

(3.41)bj(«, é, 0) oj@ã,

z)ã( @á)' + 2-Dj @áó
cj («, Ó, 0) (3.42)

aj (#, @, 0)
iil;( Z)' W grad @ ' + Z)otP?grad tPÍ

+2Zygrad q'$, -- Q3,cli)

Z)á@á grad \P 1 + 2Z)Ígtad Qá

(3.43)

(3.44)a(«, Ó, o)
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'u(x,é,0) Z)á@ágiad @j + 2Djglad @á
(3.45)

'j (« , @, 0 ) 1;( Z)0 grad @j.grad Wj + z\Q'j

r'' - q'$,z,-) (3.46)

obtém-se, usando(3.33)-(3.37),

dÍzb.ui + djzS.t;f + cz.f Igrad z;i l2 +

+ ój Igiad oj l2 + cj grad ui .grad z;j + 0j .grad ui
+ 'U.grau ul + ej

.j = 1,...,in ,

(3.47)

onde incluímos aqui também a equação (3.32) definindo os coeficientes não
presentes em (3.32) como zero. Devido as condições impostas a. gj e Dj na
seção 3.1.1, podemos dizer algo comum a todas as funções definidas acima
relativamente à regularidade.

Px'ol)osição 3.1.5 As .funções de.unidas poT' (3.27)-(3.30) são de classe CO,'
«. do,«Ú{« (';,0) C Õ x {0 C nll01 $ B + l} . « /u«çõ« dePní'f" po,
r3.g8)-rg.#6) .ão /« C'',' «. '7.m-'nio (;',@,0) C a x {é C jRI IÓI <
B+lJx {0C ml l0lS B+l} ' ' ' ' '

Prosa. Basta notar que as derivadas mais altas de ©j e Z)-f (lue aparecem
nestas definições são, respectivamente, de ordem 2 e 1, Wj # 0 nos domínios
acima devido a(3.18), W' é de classe C'2,' devido a condição 4 e a sua definição
e Z)' é de classe C'i'' devido a condição 2. O

Completamos a descrição do prol)lema, definindo as novas condições ini
dais ui;(z) também implicitamente por

@ '(« , «.i(a) )
vj(« , «.1(*) , «á(«) )

(3.48)

Teorema 3.1.6 0s problemas (3.1)-(3:2)-(3.3) e (3..4'7)-(3.ei)-(3.48) que
:ha-moiros, lespectiuamertte. de (.P) e l.P) são aqui-ualerttes nos sentidos
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/ Se u(t,a) = «/(«:(t,«),..., «"({,J)) é ;./«ção ./ássãc« d.(p) f«/ g«.
uj(f,3)l 5; B, q-/q«e, .j, e«. lío,f.l x ã então v é «/&çã. /ás.{c« d',

p«ó/.«.a (P) f«/ q«. lu'(f,a)l $ B + 1 «. «.««.. d.mí«{o, g««/q«« .j

g ,r""".««..«t. s. v á ../«çã. ./á«íca d' (.ê) 1«/ q«e l«j(Z,z)l $ B + l
.m lfo,t:l x n, g««/q«e, .j, .«fã. u é «/anão c/ássÍc« d. (P) 1«/ q«e

u(t,z)l $ B + 2 no mesnzo domúÍo, gua/qTler .j

Prova. 1. S'ja QI,)(0) = q''(=,0). Temos que l--B -- l,B + ll 3 a --}
'P(,)(0) é estritamente crescente devido a (3.18) e por (3.17)

@l4( 1) $ B ' -pl.j(B + i) 2 B

para todo = C n. Resulta que a equação (3.19) (ou (3.48), J = 1, se f = fo)

define implicitamente uma única u', t,:(t,#) = ('P',))''(tz(t,z)), sendo a
inversa tomada em relação á variável 0 e lu:(f, #)l $ B + 1. Do teorema da
função implícita, segue que oi tem a mesma iegulaiidade de ui e o cálculo
precedente mostra que ui satisfaz a equações (3.47),(3.21),(3.48), com .j = 1.
Conhecida u:(t, z), definimos a função, com .j # l,

i, B + il 3 o --} Q(.,,'0,4(o) ,

onde @{,,,.(,,,))(0) = 'Pj(#, z''(Z, .z;), 0) cuja imagem também contém l--Z?, BI e
é estritamente crescente.. Segue igualmente que a equação (=3.20) define uma
tónica u', u'(t,z) = (W,,,,(t,,)))''(uj(t,z)), blue satisfaz, devido ao cálculo
precedente, a equação .j de (3.47),(3.21),(3.48). A prova de 2 é direta e vai
ser omitida. D
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Capítulo 4

Resultados de Sobolevskill e
aplicação

Muitos resultados tratados no presente capítulo exigem grande capacida-
de de abstração clo leitor. Na maioria clãs vezes, vamos apenas enuncia-los
o que certamente não é suficiente pala se enxelgai a grande quantidade de
idéias que contém. Por exemplo, não padece nada evidente que o teorema de
SobolevskiY(seção 4.1.1) tenha muita teoria de semigrupos de operadaies li-
neares atrás de si. As referências (e referências achadas a.í) blue damos podem
suprir tal deficiência.

Vamos usar o conteúdo da primeira seção do presente capítulo na seção 4.2
pala provar existência e tmicidade de solução local no tempo pala o problema
(3.47)-(3.21)-(3.48) (4.2.2) a qual é. graças também a. resultados cle iegulari-
clade para equações elípticas l21,a sua própria solução clássica. Daí, usando o
teorema 3.1.6 prova-se automaticamente a existência e unicidade cle solução
clássica pala o problema(3.1)-(3.2)-(3.3).

O nosso plano é o seguinte
Começamos com o teorema de existência e unicidade cle SoboleviskT pa-

ra equação parabólica não-linear que está demonstrado no texto do autor
homónimo l81 e também em Friedmann jlll. O enunciado daqui é um pouco
diferente do original porque usa.mos a notação de espaço de potência de ope-
rador setorial do texto de Henryj51, p. 24, onde também podem ser achadas
a definição e propriedades destes espaços.

O teorema 4.1.2, um resultado de regularização para e(luação parabólica
não-linear, é enunciado e demonstrado somente porclue não achamos uma
deferência explícita para o mesmo. Sua cleinonstiação é unia simples reunião
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resultados de l81, seguindo o resultado análogo pala equação semilinear
de ISI. Em seguida, fazemos um rápido estudo a. respeito da dependência da
solução abstrata da equação parabólica não-linear em te]ação ao dado inicial
que exceto pela forma reproduz os resultados de Amann l61 que por sua vez
são baseados nos de Heniy l51.

Finalmente, piovamos a existência e unicidade de solução local no tempo
pala o problema(3.1)-(3.2)-(3.3).

4.1 Equação parabólica não-linear
Nesta seção, enunciados o teorema de existência e unicidade de solução

abstrata local no tempo (teorema 4.1.1) para equação parabólica nãnlinear
1181,P.48. j121, p.169), usando uma notação que remete a Heniy l51. Pro-
vámos um resultado de regularização 4.1.2 para esta solução análogo ao de
Henry l51(teorema 3.5.2, p.71). O teorema 4.1.3 é dedicado ao estudo da
dependência cla solução com relação ao dado inicial.

4.1.1 Tboreina de existêcia e unicidade
Clonsideremos o problema cle evolução no espaço de Banach X

.4(t,«)u

«(fo)
./'(t,u) , em (Zo,t.l (4.1)

(4.2)'tzo

onde (4.1) é, em geral, uma equação não-linear em tl, tal (lue as condições
abaixo são satisfeitas

l O OP«ado, Áo «o) é./bcA«d. co«. d.«,Í«{. O(Áo) d.«. .m X
e

,4o)':llc(x') 5; Í'-:"-Í=- se ReÀ $ 0 ,l T14

para \lma constante C não depei-tdertdo de X

A condição acima nos permite considerar os espaços de potência Xop,
com p ? 0, isto é, o domínio das p-potências de .4o (ISI, p. 24), munido
cla norma ll 11«, tal que se = C .You, tem-se ll#ll, = ll,4l;.t'llx. Denotemos
então por B(R, .Xou) a l)ola de i'aio R > 0, centro 0, no espaço cle Banach

á

l(À 0,J (4.3)
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)

0 do«««,.:=..;:;«.dor HO, dl OPlj!, :'l) - 0Pld ...,(f, d C .[f., Í-.] *

B(R,-y8') /e««;. "' '' -'' " ' " :: I', '; ' p"" '"' «,q C [to,f:J x

l(À - Á(f,u))''llc(x) $ Í:Íl-m 'e ReÀ $ 0 , l4.4)

parte tLmu constante C não dependendo de t, u, e \

P«« f.dO t, ,'- C lfo,t.l . «,.« C B(B, -X'Oa) fe«',-..

ll(Á(Í,«)-.a(,'-,'«))'i':(',«,)llc(x) 5; C'(X)(IZ-,'-l'+ll«- «,ll.) ,(4.5)

P«« «/g««. a, a C (0, il.

3. P«,.« f. . /,, C ]Zo,f-] . «,-« C B(R,-yOa) fem-..

/(Z, «) - ./(,-, .«)llx $ C'(X)(if - rl' + ll« -«ll.*) ,

p«« «/g««- a, a C (0, il.

(4.6)

{. H"""-« q«. «o C Xoo P«« ./g««. ,a C ('-, il e q«. «o C B(R, Xé')

4 desigualdade (4.4) implica que para cada 1, u, o operador Á(Z,u)
é o gerador (le um semigrupo analítico (jlll, p.101). Poi este motivo, a
equação (4.1) é chamada de parabólica.

A. seguir, damos o teorema que constitui o principal resultado de Sobo-
levskiT que vamos usar aqui.

Teorema 4.1.1 Stzpon/lamas que sejam ue7'1Wcadas as condições / a .Í. Elzlâo
z=tste itm }-número t'" , to < t" $ tl tat qlte há uma única solução Ltl.t) de (4.1)
q«. .,«lÍs/a; r.Í.2), ««. «(f) c O(Áo) s' f C (fo,t*l, c.«fÚ«« .«. If.l,'t'l,
««';"««m'«le d@,'.«.iá«/ .m (ío, f*l

Prol;a. Sobolevskii' l81, p.48 e Friedman jlll, p.169.

4.1.2 Regularização
Podemos estabelecer o seguinte resultado de regularização para a solução

cle(+.1)-(4.2)dadapeloteorema4.1.1. ' ' ' '

Teorema 4.1.2 .A solução de (4.i)-(4.e) dada pelo teorema 4.í.i é tal que
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/. lto,t'l 3 Z --> U(t) € 1?(R,-yOa) á t lzá$ormemenfe #õ/der coliíhua com

"po'nte n, 0 < .1 < 0 - a;

2. lto+á, t*l ) f -+ #(Z) C Xol é uni»'rmemelzíe #õ/der contúua, qaa/quer
0 < ó < f' -- fo, pa,« lodo 0 $ ' < p < «.án(a,P -- a) = p e tem-se,
para qzza/qtícr € > 0 e Vfo < t < t + /z < 1*

Je, '/,.

=« + à) - =(t) $ a(a, 'Y, p, c)(t
7

z.)p ' :''A"-- (4.7)

P.roda, Fazendo a mudança de notação. a primeira afirmação é uma
consequência imediata da prova do teorema 4.1.1 (Friedman jlll, p.169).

Proveinos a segunda. Sem perda de generalidade podemos assumir to = 0.
De fato, suponha que tenhamos provado (4.7) neste caso e consideremos o
problema de ptovai (4.7) quando f0 7É 0 e as condições l a 4 estão satisfeitas
para os termos de (4.1)-(4.2). Fazendo a mudança de variável s = t + t. e
definindo

«(.) = «(; + fo)
,'!-(' , «( ;) )
/-(;,«(s)) = /(. + fo,«(s))

(4.8)
(4.9)

(4.10)

como u'(s) = u'(s + to), (lue obtém-se derivando ambos os membros de (4.8)
com relação a s, resulta tomando o valor em s + to na (4.1) e em s = 0 na
(4.2)

//H

:-(') + Á-(;, "('))"(')
«(0)

/:(., «(.1), Í C (0, t' - fol

«(t.)

(4.11)

(4.12)

Obviamente as condições l a 4 valem também para os termos da equação em
u acima. Como assumimos (lue já foi provado que

$(t+ A) - $(f) . $ C'(a,'Y,",.)f"''':''A"-' (4.13)

revertendo a mudança cle variável de u para ?t, obtém-se (4.7).
Consideremos então somente o caso to = 0. Sendo tz(t) a solução cle

l4.t)-l4.2), conforme o teorema 4.1.1, clenotemos ,4({) = ,4(f,u(f)), /(t)
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f({,u(f)) e U'(f.r) = Uu(.)(t,r), o operador' de evolução associado a # +
.4(Z,u(t))z = 0. Pela primeiraafirmação e por(4.6) e(4.5) segue que it.,z'l )
f -+ /(Z) e lfo,Z'l 3 { --> Á(f)Ái' são unifomemente Hõlder contínuas com

expoente p. Sabemos que para qualquer f C lO.i'l(jlll, p.109(teorema3.2)),

u(t) = U(t,Q)u.-t l Lr(t,s)fl.s)ds
0

(4.14)

Daí por (4.1), com t > 0

du
Á(Z)U({,0)uo - Á(t)/ U(f,;)./'(')d. +/(t)

4.1.t)Utt.0)uo-F -h j L:l.t.s)J(s)ds

Í

f
f

(4.15)

(4.16)

onde a última igualdade está provada edil jlll, p.129 e l81, p.32.
Usando lema 14.3 de jlll, p.162 e lema 14.5 cle jlll, p.164 e que uo C Xo#,

o que implica uo = .4;PÁguo, obtém-se

du ,
2i(f + á) $(f) $ C'(a, 'Z,P, 7, .)tP''''''A"'' + C'('y, ", ')f''''A"-.

(4.17)
7

n

4.1.3

f --} lo

Dependência em relação ao dado inicial
Estabelecemos aqui que a solução do problema parabólico não-linear em

questão tem dependêrlcia Lipschitz contínua em relação ao dado inicial. De-
pendendo da norma usada, proveniente dos espaços de potência XoP, com
0 $ p < 1, pala medir a variação da solução com relação à variação do da-
do inicial medida no espaço XoD, esta regularidade pode ser perdida quando

Teorema 4.1.3 Seja solução de (4.i)-(4.e) dada pelo teo-rema 4.i.i de-
«oí«d« po, «(f;«o), .«de, «m. s«óem«, «o C .VoO n B(a,X8'). Oe«.-
bando também analogamente u(t\uo), a sotltção com. condiç(io i.niciat uo G
{: n B(R,Xg). tem- se
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/. para í C lfo, í'l,

1«(z; «o) - «(f; «o)ll« $ c'll«o - «ollp; (4.18)

2. para t C llo, t'l e a < P < /j,

1«(f; uo) - «(t; «.)ll« $ clluo - «ollp ; (4.19)

9. par« Z C (to, t'l . a $ P < 1,

u(t; «o) - «(f; «o)ll. 5; c'l'''"''ll«o

(qualquer e > Q.

«ollp , (4.20)

Praz;a. Sem peida de generalidade podemos assumia {o = 0.
Usando o mesmo argumento usado para provar a relação (16.24) de jlll,

p-173, obtém-se

«(Í) - «(f) [r.(t,0)(uo - ',o) +/ U«({,.)1(.'!(.,«(.))JO

- Á(',u(')))«(') + ./'(', «(')) - ./'(s,«('))l ds ,(4.21)

f

onde Uu(t,s) é o operador' de evolução associado a #+ Á(Z,u(1))to(Z) = 0
Denotemos .4(f, z'(t)) = Á«(f) . .A(f, u(t)) = .4,(Z).
Podemos escrever, pala 0 $ p < 1,

A:(«(t) - «(f)) .4:,4l:"'': (t).4lÍ''"'' (t)Uu(f, 0)dlp.Ag(«o - «o)
f

+
0

+ /(', u(')) - /(s, «(.))l ./.

4lÍ,4;'''"(t)'ilf+"(f)tC(1, ')l(Á.,(') - Á«('))«(s)

(4.22)

Provámos o caso 1. Tomemos p = a, cl ? .(3 a. Usando a relação

l,'io«(.)ll $ «p'' .

'Estamos tomando f' = minÍt'(ao),I'(uo)}.

(4.23)
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provada em jlll, p.173 ou l81, p 51, aplicando as relações (14.12) e (14.14)
de Friedman(jlll.p.160 e p.161) e(4.5),(4.6) tem-se

1«(z) - -(t)ll. $ c'tp'''''ll1«. polia + C'

t

f

(t - ')'' "('p'' + i)ll«(.)
0

(t - ')'' ";P':ll«(') - «(;)ll.ds ,
0

«(.)ll. a.

$ C'f,'''''lluo- «ollP+ C'

(4.24)

onde usamos também que 1 = si-PsP-i $ C'sP-i. Escolhendo c2 > 0 tal que

1 -- a -- c2 + /3 1 > 0,

isto é, c2 < a -- a e também escolhendo ci ? a -- a tal que

/3 -- a -- ci + P > 0 .

isto é, ci < 2P -- a podemos aplicar a (4.24) o resultado cle Henryj51, seção
7.1, exercício 3, para obter

llu(t) - «(t)ll.. 5; C'tP''''' ll"o «ollp. (4.25)

Finalmente, tomando ci = P -- a, tem-se(4.18).
Tratemos dos demais casos.

Voltando a (4.22), tomando H ? a, ci ? /3 -- /z e ci > 0, aplicando os

lemas cle Friedman como antes e usando a relação (4.25), chega-se a

1«(f) u(t)ll« $ C'(tP'"'''+/({-;)-''"(sP''+l)d.)limo
0

Í

«ollP , (4.26)

e notemos que se 0 < c2 < P

11 -- s)'''" (sP': + 1) ds/
t

-F l $c(
Q Jtl'z

;)''' (;)''''

f

2

'''l t13

(4.27)

Primeiramente, se o < p < #, tomando ci = /3 --p e usando l4.26), obtém-se
l4.19). Quando l > /z ? P , escolhemos ci = c, qualquer c > 0 sufientemente
pequeno para obtermos (4.20).
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4.2 Aplicação
Vamos aplicar os resultados precedentes na prova de existência e unia

dade de solução local no tempo para o problema (3.47)-(3.211-13.48).
Defí«amos com «(-) = c./(«:(«),. . . ,«"(«)) e 3 C a

«',,',,-( ::],T:i'' -d=(«,«:,«")a. + k. /
(4.28)

onde Ão > 0 é uma constante suficientemente grande. E também clefinamos

-d:(:«, «: , «:)A + A.
0 0

0

0

/' aigradt;ij2+ai.gradui+bi+Éoui \

/(«)(«) - l ' l
\. a.Igrad uil2+ ó.ijgradujj2+ . . .+ ej+ Aou" ,/

(4.29)

onde os coeficientes com índice l são calculados em (#,u') e os coeficientes
com índices # l são calculados em (z, u:, uj) e . . . é preenchido pelos mesmos
termos entre ójjgrad ujl2 e ej como na (3.47).

Segue (lue a equação (3.47) e a condição inicial (3.48) podem ser escritas
como

l(t)+ '{(")" - ./'(") , z c(t.,z-l
«(0)

(4.30)

(4.31)

onde $(t)(a) = $(i, z) e as igualdades são válida em todo # € Q
Consideremos que o domínio de Á(u) pala qualquer 1, é dado por

o(Á(«)) x }t'#'(Q) , (4.32)

m vezes, onde l,}/{P(ç2) denota o subespaço do espaço de Sobolev l,r2,P,

}«''(ç2) - {ó c I'r'''(n) l gÍ - o} (4.33)

Vamos assumir que p C (n,oo) e então W',P(Q) C C''''(a), pala qualquer
c C 10, 1 -- n/p), com imersão contínua (Adams j131, teorema 5.4, caso C',
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p.98). Daí segue que a derivada normal ao bordo acima tem a interpretação
usual.

Antes de aplicar o teorema 4.1.1, lembremos alguns fatos sobre o problema
de valor de bordo

-d(z)z\@ + ÉoÓ

â'«,
Ã(«), - C Q (4.34)

0, # C aQ. (4.35)

onde Ao é escolhido suficientemente grande, d(=) > co > 0, para todo a c ç2
e d é uma função de classe C''''(a) para algum c C (0, 11.

Como caso particular do exemplo dado em Fiiedman j121, p.IOI, resulta
que o problema acima define um operador --d(a)z\ + ko fechado com domínio
n'#' c--jo conj--nto -.eso*,e«te co«tém ., set.:

S(A,P) =Íz C C' lz:# k; arg(z -- k) > n/2 -- ,p}

pala algum É C IR, y C (0, n/2) e tem-se

l(À --(--d('':)A + ko))':llca.) $ Í.q s' À c S'(k,p)
l l\.'' \ cz'\ó /z-l T nO J J (4.36)

Então, tomando ko conveniente, podemos supor que A > 0 e

(--d(a)A + Êo))''llc(z..) $ TiiÍ:n- se ReÀ $ 0
Também tem-se uma estimativa do tipo de Schauder pala o problema

acima (Friedman j121, teorema 19.1, p.74 e mais explicitamente, Rothe l41,
lema 1, p.15),

1(.x (4.37)

@llw,., $ C'(ll(-a(z)a+ Ao)élli,, + llÓllz,,)(4.38)

Z.3?i' ""eve«dd' .(4.34)(")'A+Ao)(--d(")A+Ão)': #', "band' q-(--d(';)z\+

lél w,., $ c'llAIL,,
com uma nova. constante C'

(4.39)

Observação 4.2.1 .4 c07zslanfe C' nas esf maf uas acirra depeizde, em }.e-

.ação Q dt=), somente de sua nol'ma em CO (Role qwe estamos supondo que
IÇ=) > co > Q), com co co«\star\te). Veja e:templo (Le Friedlnün jle], P.lol t
$uu condição de I'egltlaridnde da p. l4.
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Estamos em condições cle aplicam o teorema 4.1.1

Etapa l

Comecemos com algumas observações preliminares.
Suponha que uo C C''''(n), para algum c C (0, 11. Então podemos aplicam

os fatos acima para o problema de bordo em éj

d{ («, «d, «il)z\Ój + ko@j (4.40)

(4.41)

Daí

ll(À -- (--d{(#, t':,t,il)Z\ + Ao))':llc(t,) $ 1111-t- l se ReÀ $ 0 , (4.42)
e também

léjlllt',., 5; C'llAjlll, . (4.43)

Determinação da matriz (À -- .4o)'l. Para isto, notemos que dado h
col(/zi, . . ., /z.),com /zj C Z,.,

(À ,'lo)é = h

é equivalente a

IÀ - (-di.X + #o)lé:
(À - (-d{ .A + Ao))Ój + dias: b.j se J # l

(4.44)
(4.45)

tal que aW :: 0. Resulta que

'Éj

(À - (-aiA + Áo))''A-
(À - (-aÍa + A-.l)''Ãj -

- al(À -(dÍA+ ko))''A(À -(-aia + Éo))''à-

(4.46)

(4.47)

onde al é calculado em (#, u(1) e (/{ é calculado em (;z;, ué, uil)
Pala concluir a prova de (4.3), notemos que

z\(À - (-aiA + #o)) ' A(-'/1 + .)':(-dlA+ko)(À -(-dlA+Ao))''
z\(-'/IA+ ko)':(.X(À(-./IA+ b.)I'' - /) ,
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e como, por(4.43), z\(--d:A+ Aol'' é limitado, aplicando(4.42) tem-se(4.3)

Etapa 2

Conforme observado após a condição l da seção 4.1 .1, podemos consideram

os espaços potência Xop. Escolhendo a C (1/2, 1), p > ã==, tem-se XOa C
C'i,'(õ), com imersão contínua, qualquer c C l0,2a -- n/p -- l) (Henry ISI,
teorema 1.6.1, p.39). Daí, para. (lualquer elemento u da bola B(B,Xoa),
podemos repetir todo o argumento da etapa l para obter (4.4), exceto que
al é calculado em(z,u:) e d{ é calculado em(a,o:,uj). Tem-se unifomidade
da estimativa em B(R,XOa) por ser tal conjunto limitado na norma C''(Õ')
amais ainda, na norma C'''') e devido a regularidade de al e d{ (i.é., C'o,'
proposição 3.1.5, com c concernente às condições da seção 3.1.1).

Passemos à prova de (4.5). Sejam t,,to C B(R, XOa). Uma rápida olhada
em (4.28) mostra que

a(«) - .4(«,l

tem elementos da forma --(d{(=, u', uj) -- d:l(a, w' , .«j))z\ na primeira coluna
e --(d'(#, o', oj) -- d3(z, to', wj)).À na diagonal principal e demais elementos
nulos. Segue que

(.4(u) - .4( «,)).4(u)''h
é o vetar coluna

(al(«, .':) ai(z, «'))aó-

(d{ (z , « : , «-i) ./{(«', «:, «j))z\é- + '#j

(dl' (;., «:, «'" ) + etc

onde . . . substitui --(d$(n,t,:,uj)
(4.46) e (4.47) com .X

Por (4.43) segue que

dj(=,to*, w-Í))Z\; Ói e @j são dados por

IAé: it, $ c'llâ-llt.
IA@jlll, $ c'(llA-llt, + llÂjllt,)

Como

ld(z,u', «'jl (/(#,.«', wj)llc. $ c'(llu' -- to'llc.+ llu'i «'llc.) l4.48)
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devido a proposição 3.1.5 e tomando c = 1 nas condições da seção 3.1.1
como X8' C C'o, com imersão contínua, tem-se (4.SI.

Daí

Etapa 3

Provemos (4.6).
Assumindo c = 1 nas condições da seção 3.1.1 e em virtude da propo-.

lição 3.1.5, tem-se que todos os coeficientes de (4.29) satisfazem uma desi-
gualdade do tipo de (4.48).

Façamos a prova de (4.6) para um dos termos de (4.29), por exemplo,
ai grad uil2 . Tem-se

lai(z,oi) grad uil2 ai(z, toi)Igrad toil2llt, <

la:(#,u:)(Igrad u:l' -- Igrad to'l')lll, +
+ l(ai(.z;, z;i) -- ai(z, Loi))Igrad toil2lll,

<

e como -X'é' C C':(n), tem-se

Igrad olllco, l grau loi C.o $ cE
pois u:, ui C B(R,.X'o). Como ai satisfaz uma desigualdade do tipo de
(4.48), tem-se

ai(.r,ui)Igrad uil2 ai(a, zui)Igrad tuil2llLP <
$ c'(a)ll«' - .«'ll.

onde também foi usado que

gracl t;:l' -- Igrad {o'l' $(1graclu'j+ gracl-u,')(Iglad u: -- grada:l)

Etapa 4

Como Xt C -Yop, qualquer p C lO, ll (Henry ISI, p.25), resulta que se
uo satizfaz condição 5 da seção 3.1.1, então vale condição 4 da seção 4.1.1.
Finalmente o R escolhido nas etapas anteriores deve ser tal que R > llz;o l..

Então, aplicando o teorema 4.1.1 e teorema 4.1.2, tem-se que o problema
l4.30)-(4.31) admite uma solução t,(f) em um intervalo lfo, t*l tal que

« c c''(it., f'l, -v8') (4.49)

: C C'"''((fo+ J, Í*l, -X'J) .(4.50)
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t

Como .Xoa C C''(n), com imersão contínua, resulta que lfo, f'l --} u(t), ál:'(1) c
C''(Õ) são contínuas e portanto

It.,f*l x a -+ «(t,"), g:(t,') c R"

são contínuas, qualquer í, l $ á $ n. Analogamente, tomando ' C (0, P -- al
(lenabie que /i C (a, 11) tem-se Xo C C''(Q), pala algum) c > 0 (Henry lõl,
teorema 1.6.1, p.39). Segue que

(t. + á, t'l x Q -} g;(t, -') c m''

é contínua (mais ainda, C''(n) para algum € > 0)
poi exemplo, para .j - l

Votando a (3.47), tem-se

al(«, «'(«))A«'(«)+ ko«:(t, «)
-- -ãÍ(t, #) + Ãoui(t, iz;) + ai Igrad uil2 +

+ al grad ui + bi

e aplicando o resultado de regularidade de Ladyzhenskaya l21 (teorema 3.2,
p.128), obtemos

(to, t*l x Q --> :;:-=.- C m,

contínua, qualque i,k, l $ i,k $ n. Podemos repetir o mesmo raciocínio
para (qualquer j, l $ .j < m.

Então temos uma solução clássica local no tempo pala(3.47)-(3.21)-(3.48)
e portanto, devido ao teorema 3.1.6, obtém-se também solução clássica local
no tempo para o problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

Em resumo, temos o segunte proposição.

2.,,.j

Proposição 4.2.2 Ásszzma qzle soam safes/e fas condições a # da serão
3.1.1 con\ e -- \ (i.e., as deriuüda l)rimeirct de D} , as derivadas segundas de

g] e u F] são Lipschi.tz contínu,as), a condição l e a 5. Então o problema
(3.1)-(3.2)- (3.3) «d)note tina única solução clássica local rto tempo.
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4.2.1 Retorno ao modelo físico

Consideremos o sistema matemático de reação-difusão (SÀ'IRD) (2.10),
1= 1,2, e(2.7) com condições de fronteira, respectivamente,(2.12), ; = 1, 2,
e (2.8) nas variáveis cl, c2 e T (m = 3) e variáveis independentes f,z e com
certas condicões iniciais.

Note que embora muitas das relações do modelo do capitulo 2 sejam dadas
explicitamente, como um dos termos da condição de fronteira da equação do
calor, nominalmente, a lei de Stefan Boltzman representada por uma função
}1 )

b:(r) = .'(7'' - :a) , . , e co«st«tes,

que obviamente é C'",i na variável 7' em limitados de IR, para qualquer m2,
existem muitas relações em que não conhecemos a expressão analítica para as
mesmas. Por exemplo, o segtmdo termo da condição de fronteira da equação
do calor, também uma função A,(7')

ã:(r)

onde /z é dado pela relação 2.9, onde aparece a viscosidade p/(7') do gás
cirunjacente, para o qual não conhecemos uma expressão analítica e usamos
dados tabelados.

Esta constatação nos leva a estabelecer alguns postulados acerca do mo-
delo do capítulo 2.

Aclmitados blue todas as relações não dada.s analíticamente do capítulo 2
tem iegularidacle tal blue os termos do SMRD do (.apítulo 2 satisfazem as
condições 2, 3 e 4 de regularidade do seção 3.1.1. Quanto as relações dadas
analiticamente, pelo menos para temperaturas T ? Ti, para algum T. > 0,

são todas C''; por exemplo, k da hematite em função cle T é uma expressão
do tipo ;7;;i (lue é C'- em T se 7' ? TI.

Sabemos (lue para temperaturas 7' $ Tn a mistura que forma a pelota
é não-reaviva e portanto todos os termos 7?1 se anulam. Daí a equação de
balanço de calor fica desacoplada das equações de balanço de massa tomando
a lorma

= div k:(T) gracl T

onde AÍ é k, multiplicada por alguma constante (seçao 2.3.1).

.=A prova.de que é C"'-i resulta de que $;1; é limitada erj] limitados de IR, qualquer /,
e da aplicação do teorema do valor médio.
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.A.través de argumentos do princípio do máximo (apêndices) aplicado à
equação acima com condição de fronteira (2.8) temos que a. temperatura T
satisfaz T 2 To, supondo perfil inicial de temperatura T(to,a) 2 Zo,para
algum Zo que aqui é a. temperatura ambiente. Resulta que os termos de
difusividade Ã; e condutividade DJ do modelo físico satisfazem a condição de
parabolicidade l da seção 3.1.1.

Segue destas considerações e da proposição 4.2.2 que o o SMRD acima
admite uma única solução clássica local no tempo.
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Capítulo 5

Conclusão

Neste trabalho propusemos condições matemáticas simples para garantir
existência e unicidade de solução clássica. local no tempo a uma certa classe
de sistemas parabólicas quaselineares com condição de fronteira não-linear a
qual inclui, por exemplo, um modelo matemático de um problema de reação-
difusão da engenharia (química.

Usamos os resultados de Sobolevskií na sua forma original sem usei a
teoria de espacos de extrapolação cle Amann, ainda assim obtemos um teo-.
rema de existência de solução clássica com condições essencialmente iguais
às requeridas por ele l61.

Parece que o ponto de vista (lue anotamos, apesar de ser aplicável a uma
classe dais restrita de problemas clo (lue a teoria de Amann, talvez possibilite
mais facilidade de aplicação cle resultados abstratos de difeienciabilidade
em relação ao dado inicial e talvez seja mais viável ao cálculo de soluções
numerica.s .
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Apêndice A

Aplicação do princípio do
máximo

O teorema. a.baixo e sua. prova sã.o devidos a senil'

Teorenta A.0.3 Seyaz7? Q (: IR" r/berço. /fmi/ado ro/l? /}oi?fci7'a de c/a.s.se C'2

I'ea;s To < 7't, --oo $ ili.o < ?lzi $ +oc é as .fttZzçÕes cariz ] 5; i,.i $ 71

a.j - a,. , b; confz'lzizas fiel a x ITo. r.l --> IR

}, aij(Z. #)(lied > 0 scn /)/f q?lc ( # 0 er?l m
;,.j=i

e também as Jzllções J. g com

./ corzfz'nua er7i a x ]Zo, T.] x m --> ]R

g corzZ 'nua erJ}. a(2 x ITo, r.l x IR -+ iR

co'll}
n

n

s2z?l.l(se./inÍfo) + .f(t,z,s) $O cg(t.z,s)20(z,a'caxlTo,Til;f,ít'CaQ xlZo

s$772o(se./ilziío)::> .f(Z,=,sl ?0 eg({,c,s) $o(f,a caxlZo,7'il;t,zcé?Q x ITo

.Sda u(í,z) colzÍúua e7}1 a x IZo.7'i) com tlr. t/,.. e tl,.*, c02fz'nelas em

ç2 x (Zo,7'i) e tl.., aizz(2a c012í2lzt a em Q x (To,Til

t.ai.s aa{,e7

r.l)

e tZrf',
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Se

}. «'j",.,, +l> 6;u,. +./'({,",") '"' Q x (Zo,Ti)
l$Í,.j$n =l

-- >1. aijN.u,, =g(t,",z') emõQ x (Zo,Ti)
i${,.j$,'

jiV /lor'ma/ eaferÍor a Q em cada /)onfo l

n

e

e rz fão

mo 5; t& {-To $ ml e/n, ç2

ino $ tl 5; mi em ç2 x ITo, Tt)

tropa. Sem perda de generalidade, seja Q conexo: caso contrário, trata-
mos cada componente separadamente

Suponhamos tl > lni em algum ponto - podemos mudar To, se necessário,
e supor (lue isto vale arbitrariamente perto de To. Para lo > Zo pequeno e
certo #' C Q, maxtéaxlTo,to) ' "(Po) > mi, P' = (t'. #') e então por conti-

nuidade u ? ml em viz(P')nato,t'l. Portanto ./ $ 0, g ? 0 em(Z,z,u(t,=))
com f, .i' nesta vizinhança e temos tir $ .4u, onde .4tt = )ll: aijth,.;, + }: óiu,,.

Se .,' C Q te«-os « = «(P') > ,n- ««m« «iz(P') x IZo,f'l; com Q

é conexo, temos. pelo princípio do máximo forte (j211, teoienia 5, p.173),
tz = t&(P') em todo n x lr),t'l e chegamos a uma contra.clição com o valor
inicial ttllZo} x ç2 $ ml.

Então suponhamos ü < tz(P') em ç2 x ITo,t') com P' C aQ: temos,
pelo princípio do máximo na fronteira (j211, teorema 6. p. 174),gli(p') > 0
(z' = )1.,j aijAÇ), o (lue diz que g(P', tt(P')) < 0, (lue também é falso.

Assim não pode haver zl > mi em (qualquer ponto cle Q x IZo,TI). Da
mesma maneira, tt < mo é impossível. []

Observação A.0.4 0s z;a/ares de (/,gl(t,;z,,s) com s g jmo,mtl são irre-
levantes e J,g podem se de$nidas (te .forma conveniente fora de \mo,mtX.
Par e.remo/o, se afj(t,=) = âfj({,iz,tl(í,:z;)), lslo leão lerá. ímporfáncÍa se
âf.j(í,z,s) > 0 para lodo m.o $ s 5; m.i e (l,.r) c ITo, r.l x ç2.
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