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Resumo

Estudamos um sistema de reagao-difusao com condigoes de fronteira nao-
lineares

J . . )
aait = div(D’(u") grad w’) + F’(u) em (to,t,] x 2,
J , A
giN = ¢’ (u',w’) em (to, 4] x 09,
wl(to,z) = ué(:c) em {2,

7=1,....m

onde  C IR™ é um aberto limitado com fronteira regular, % a derivada
normal exterior a 9Q e D’ > ¢5 > 0. '

Damos condig¢des concretas sobre 7, g/, D’ e u}) para garantir existéncia
e unicidade de solu¢ao local no tempo. Em especial, garantindo também, em

certo sentido, continuidade da solu¢ao com relacao ao dado inicial.

Abstract

We study a reaction-difusion system with non-linear boundary conditions

J . . :
aait = div(D'(u')grad v’) + F'(u) , (¢,z) € (to, 1] X Q,
J : :
% = ¢ '), (t,z) € (to, 1] x I,
W(tg,r) = ul(z), z€0,

J=Liionsi 4

where {2 C IR™ is a bounded open set with regular boundary, % the outer
normal derivative on the boundary 99 and D7 > ¢ > 0.

We give concrete conditions about F7, g/, D’ and u} to get the existence
and unicity of the local classical solution. In addition. we obtain also, in
some sense, the continuity of the solution with respect to inicial condition.
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Apresentacao

Nao ¢é dificil construir complexos modelos matematicos para os chama-
dos sistemas de reacao-difusao muito comuns, por exemplo, na engenharia
quimica. Entretanto, responder a uma pergunta basica como se o modelo
matematico (dado por sistema de equacdes diferenciais parciais e condicoes
de fronteira) tem solugao é impensavel a um nao-especialista, mesmo para
modelos matematicos relativamente simples.

Nosso objetivo é esclarecer um pouco esse ponto, pelo menos para certos
tipos de modelos matematicos de sistemas de reacao-difusio.

Um aspecto ndo pouco relevante é que nosso tratamento inclui certos
modelos matematicos com condicao de fronteira nao-linear(por exemplo, a
lei de Stefan-Boltzman que matematiza a troca de calor entre duas superficies
como proporcional a diferenca da quarta poténcia da temperatura de cada
superficie). Damos um exemplo explicito de um modelo assim, que, de resto,
foi o que originou todo o presente trabalho.

O leitor vai notar que no capitulo que traz a dedugao de tal modelo, as
aproximagoes sao feitas com pouca fundamentagao quantitativa, porque esta
s0 vem a posteriori com o modelo. Um purista pode omitir este capitulo sem
prejuizo a estrutura do resto do texto.

Esperamos que este trabalho seja um estimulo & construcio de modelos
matematicos para sistemas de reacao-difusao mais precisos e compativeis com
a realidade e que clarifique um pouco essa complexa drea da matematica
aplicada.
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Capitulo 1

Introducao

Estudamos uma certa classe de sistemas de reagao-difusdo visando propor
condigoes suficientes e simples para garantir existéncia e unicidade de solucao
local no tempo a um sistema pertencente a tal classe.

A designagao sistema de reagdo-difusio tem dois sentidos complementa-
res. Refere-se a um fenémeno real governado, em termos bem gerais, por leis
de transporte e leis de geracao ou consumo e, também, ao modelo matematico
associado a tal fenomeno. Vamos nos referir a cada sentido, respectivamen-
te, como sistema fisico de reacao-difusao (SFRD) e sistema matematico de
reagao-difusaio (SMRD). Muitas consideragoes concernentes a obtencio de
SMRD para certos tipos de (SFRD) podem ser achadas em Fife (3] que
também contém exemplos de SMRD em diversas dreas, como genética, dis-
seminagao de doengas, etc.; Henry [5], especialmente o cap.2, e Rothe [4]
também tem muitos exemplos.

Os SFRD e SMRD sao o ingrediente essencial de muitos problemas de
engenharia quimica. Os SMRD resultam naturalmente da aplicacao das leis
de conservagao de massa e energia ao SFRD. As leis de conservacio, as leis de
fluxo de massa ou calor mais as equagoes de velocidades de reacées quimicas e
as chamadas equagdes constitutivas completam o SMRD de um tipico SFRD
da engenharia quimica.

No cap 2, fazemos a dedu¢ao do SMRD do SFRD da engenharia quimica
(e metalirgica) que motivou nosso estudo a qual foi baseada em Szekelly (16],
Sun [17] e Bird [19]. Este SFRD constitui-se de uma pelota composta de grios
de minério de ferro e graos de carvao submetida a aquecimento em forno
elétrico. Como é sabido, a temperaturas suficientemente altas, a mistura
dos componentes da pelota torna-se reativa levando a geracio de gases e



formacao do ferro metalico que se deseja produzir. Fomos motivados pelo
desejo de construir um SMRD que previsse os dados experimentais do SERD
em questao que foram determinados na tese do professor Mourao([15]). Entre
estes acham-se medidas de concentracao dos gases, temperatura do centro e
da superficie da pelota em funcao de parametros diversos, tais como diametro
da pelota, temperatura do forno, etc.

O SMRD obtido no cap. 2 é um exemplo tipico da classe de sistemas
matematicos de reacao-difusao que vamos considerar a qual tem a forma

o’ ; ; -
%(t,x) = div (D' (u'(t,z)) grad v’ (t,z)) + F’(u(t, z)) (1.1)

(CF)
(C0)
7=1,....,m
ou seja, ¢ um sistema de m equacées de equacoes diferenciais parciais de

segunda ordem nas variaveis independentes ¢ e x e nas variaveis dependentes
u’ ou na variavel dependente

A variavel ¢, o tempo, varia no intervalo (to, ¢,] e a variavel z, a posicao, varia
no conjunto aberto limitado 2 € IR*. Como ¢é usual,

du’t
dz,

grad v’ =

Au’
dzxn

. j
div (D’ (u') grad u) Z £ (DJ(u )g: >

Vamos definir adiante a condicao de frontelra (C'F) e a condigao inicial (C0).

No SMRD do cap. 2, D’ representa o coeficiente de condutividade equiva-
lente de calor ou o coeﬁc:ente de difusividade equivalente de massa quando es-
tiver na equacao de balanco de calor ou massa. respectivamente. Assumimos
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que estes coeficientes satisfazem a chamada condicao de parabolicidade,isto
é, para qualquer j, 1 < j < m,

D’ >c>0 .0 constante,

em todo seu dominio. Existem estudos de certas classes de sistemas de
reagao-difusao ndo assumindo a priori tal condicao; tais sistemas sao cha-
mados sistemas parabdlicos degenerados ([10]).

Observamos que no sistema (1.1) D’ depende unicamente de u!, que é
a temperatura no modelo do cap. 2, onde ha uma explicacao fisica para tal
tipo de dependéncia.

A forma vetorial de (1.1) é

aa—l: = divD gradu + F(u) (1.2)
D! F!
onde D é a matriz diagonal , F = : e %—‘t' =
D= m
Au!
e
Ju™
ot
div D! grad u*
divDgradu =

div D™ grad u™

Como consequéncia da dependéncia de D com a solugao u! o sistema (1.2)
é dito nao-linear. Supondo as fungoes derivaveis,

n . , n ‘ y
: ; - Ou! ow? T
div D’ grad v’ = E Dl ——+ E P ——
/ Ox; dx; 4 0z’
i=1 =1 t
segue que o sitema (1.2) é linear com respeito as derivadas de ordem mais
alta (igual a 2) de w’. Este tipo de sistema nao-linear recebe o nome de
quaselinear.
Para completar a formulacao matematica do sistema, é preciso dizer
também a condicao inicial e a condigao de fronteira.
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A condicao inicial define o valor da variavel u no instante ¢t = ¢y em todo
dominio €2,
u(tp, ) = up() para « € 2 (1.3)

onde uq ¢ dado.
A condigao de fronteira define o valor de u ou da derivada de u na fronteira
de 2 durante o intervalo (to,?,].

t
t A /{Nvalor em (to, 1] X  — equagéo
\__‘/

! = valor em (lo,t;] x 90 — C'F

L 4N
Q ———= valorem tg X 0 = C0

Figura 1.1: Formulacao matemadtica do sistema de reacao-difusao em anélise.

O sistema (1.2), (1.3) com condicao de fronteira de Dirichlet
u(z) =0, x€dN,

e coeficientes D' = ... = D™ satisfazendo algumas restricdes de crescimento
sao estudados em Ladyzenskaya [1] (teorema 7.1, p.598), onde ha um resulta-
do de existéncia e unicidade de solugdo cldssica nao somente local no tempo,
mas também em todo intervalo [tg,].

Sistemas de reagao-difusao com matriz D e condicao de fronteira sé de-
pendendo de t e z e F dependendo de ¢, z. u e derivadas de ordem 1 de u sio
chamados semilineares. Estes sistemas sao estudados por Fife [3], Rothe [4]
e Henry [5].

Vamos estudar uma classe de sistemas de reagao-difusao-(1.2) e (1.3)-com
condicao de fronteira nao-linear do tipo de Neumann

du’

W(t,r) = ¢ (u!(t, x), w!(1.2)) em (to,t1] x 2. (1.4)
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onde T)V é a derivada na direcao normal exterior a dQ). Note a existéncia de
um acoplamento entre u; e u; na condi¢ao de fronteira para a varidvel u/.
Conforme vai ficar claro, a técnica matematica usada para tratar o proble-
ma (através de mudanga de varidvel) depende do fato de o acoplamento na
fronteira ter tal restricio. Apesar de ser possivel enfraquecé-la (como utilizar
acoplamento triangular na fronteira, isto é, g*(u'), g*(u!, u?), ¢3(u', u?,u?),
etc.)e ainda assim utilizar a mesma técnica, por simplicidade, vamos con-
siderar somente o acoplamento acima que de resto ¢ suficiente a aplicacéo
ao modelo matematico do sistema de reagao-difusdao que vamos enfocar. Is-
to nao significa que menosprezemos a importancia em estender a aplicacio
da técnica mencionada, pelo contrario, cremos que sua extensio pode trazer
alnda maior clareza ao assunto.

O uso de condicao de fronteira nao-linear com o acoplamento acima de-
corre de uma necessidade fisica (cap. 2). No entanto, seu uso em modelagem
matematica de problemas de engenharia quimica nao parece muito comum,
provavelmente devido a grande complexidade matematica associada. Foi o
prof. Henry quem propds que estuddssemos o sistema (1.2), (1.3) com tal
tipo de condigao de fronteira.

Parece que o grande estudioso dos sistemas de equacoes diferenciais par-
ciais parabdlicas quaselineares de segunda ordem com condicéo de fronteira
nao-linear - dos quais o sistema (1.2), (1.3) e (1.4) é um caso particular - é
Herbert Amann [6].

O método usado aqui tem certa semelhanca com o de Amann. Em am-
bos, o sistema é visto como uma equacao ordinaria em algum espaco de
Banach convenientemente escolhido para aplicacio dos resultados de Sobo-
leviskif [8]. Entretanto, existe uma diferenca fundamental entre os métodos.
Amann aplica diretamente os resultados de Soboleviski no contexto de um
espago de Banach cujos elementos satisfazem (1.4) em algum sentido que nao
entendemos bem qual é (através do uso dos chamados espacos de extrapo-
lagao), enquanto aqui primeiramente vamos fazer uma mudanca de varigvel
(cap.3) que transforma o sistema (1.2), (1.3) e (1.4) em um sistema equiva-
lente com condigao de fronteira muito mais simples-(3.21)-e sé ai aplicamos
os resultados de Soboleviskii (cap. 4).

Através dos resultados de Sobolevskil e resultados de regularidade, vamos
chegar ao objetivo principal desta dissertagao, ou seja, provar que os sistemas
(1.2)-(1.4)-(1.3), sob certas simples condigdes, tem realmente solucao u, sen-
do suas componentes u/(t,.r) superficies lisas no dominio do tempo-espago.
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Capitulo 2
Modelo fisico

Vamos considerar neste capitulo o problema de modelar matematicamen-
te um exemplo concreto de sistema de reagao-difusao. Nos termos da intro-
dugao, vamos obter o SMRD de um certo SFRD.

Esse sistema é uma pelota esférica porosa, constituida por pequenos graos
de hematita (Fe;Os) e graos de carvao (C) exposta a aquecimento (queima-
da) em um forno elétrico(figura 2.1) sob uma atmosfera circundante de gas
inerte(p.ex. nitrogénio). Muitos reacdes quimicas ((2.1), (2.2), (2.3), (2.4))
solido-gds tem lugar na pelota se a temperatura do forno é suficentemente
grande.

-
haste ? ? /pelota
isolante ! \ /
( |
|
!
!
/§ ! I\
forno .
fluxo de gas O hematita Q carvio

inerte

Figura 2.1: Esquema do sistema modelado e esquema da pelota autoredutora

Uma das nossas motivagoes é construir um modelo matematico sem assu-
mir que a temperatura em qualquer ponto da pelota seja permanentemente
igual a do forno, isto é, supor sistema isotérmico. Tal hipdtese, embora comu-
mente feita por muitos estudiosos(p.ex.Szekelly [16]) em sistemas similares,
nao é confirmada pelos dados experimentais obtidos por Mourao (grafico 2.2).

Entre as reacoes quimicas que ocorrem na pelota. aquela conhecida co-
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Figura 2.2: Temperatura na superficie(s) e no centro(c) da pelota.
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mo reacao de Boudward ou gaseificagao do carbono(equagao (2.1)) é muito
endotérmica e portanto a sua ocorréncia nas camadas mais externas da pe-
lota consome uma parte do calor que chega a pelota, o que diminui o fluxo
de calor para as camadas mais internas. Tem-se ai uma possivel explicacao
qualitativa para existéncia de um nao-desprezivel gradiente de temperatura
na pelota (grafico 2.2).

Neste capitulo, vamos propor um modelo matematico como um incipiente
tratamento quantitativo com vista ao calculo do perfil de temperatura e
concentracao dos gases no interior e na superficie da pelota.

2.1 Pelota autoredutora

Como dito antes, a pelota que vai ser queimada no forno (figura 2.1) é
constituida por graos de hematita (minério de ferro) e por griaos de carvao.
Vamos também supor que os graos dos dois sélidos tenham forma esférica e
os graos de cada sélido tenham didmetros iguais.
Para preparacao destas pelotas, o minério de ferro e o carvao sao moidos
separadamete até atingirem uma granulometria desejada e depois introdu-
zidos conjuntamente em um misturador até obter uma mistura homogénea.
Com esta massa uniforme, fazemos manualmente pelotas com formato esférico,composicio
e diametro de graos definidos, como por exemplo a da tabela (2.1).

Tabela 2.1: Exemplo de pelota

Diametro da pelota 1,6 cm

Proporcao molar 1 Fe,O5 : 3C
Diametro dos graos de Fe,03 5,95.107% cm
Diametro dos graos de C 4,25.107" cm

Densidade medida da pelota 2,066 g/cm?®
Densidade verdadeira de Fe,03 5,24 g/cm?
Densidade verdadeira de C 1,52 g/cm?

A tabela 2 traz também as densidades verdadeiras do minério e do carvao
usados para preparar a pelota. Esta é a densidade destes sélidos sob forma
compacta.

Vamos calcular a porosidade e o niimero de graos de cada tipo por cm?

da pelota dada na tabela 2.1.

15



Conhecida a propor¢ao molar. como mol Fe=56, mol C=12, mol O=16,
temos as fragdes de massa de C' (= x1) e de Fe,03 (= z3),
3(12)
3(12) + 2.(56) + 3.(16)

Iy = :18,4%612:81,6%

Entao lg de pelota tem 0,184g de C e 0,816g de Fe,03 que ocupam es-
pago (0,184/1,52 + 0,816/5,24)cm® = (1/3,61)g/cm?® ou seja, a densida-
de ‘compactada’ seria 3,61g/cm®. enquanto a densidade medida é de fato
2,066g/cm®. A fragao do volume ocupado é 2,066/3,61 = 0,57 e a porosi-
dade ¢ = 1 —2,066/3,61 = 0,43.

Chamando f e f; a fracao volumétrica ocupada, respectivamente, por C
e Fe;O3 em relagao ao volume tolal ocupado, temos

fi _ 0,184/1,52 0.7
fo  0,816/5,24 -

Usando também f, + f, = 1, obtemos f; e f5.

Como a fracao de volume total ocupado em relagio ao volume da pelota
vale 1 —¢, a fragao volumétrica de 1 e 2 em relagio ao volume total da pelota
sao, respectivamente, fi(1—¢) e fo(1—€). Resulta a distribuicio volumétrica
na pelota (tabela 2.2).

Tabela 2.2: Distribui¢cao volumétrica na pelota
Porosidade 0,43
Fragao volumétrica de C 0,25
Fragao volumétrica de Fe,O3 0,32

Finalmente, o calculo do mimero de graos de 1 por cm® (N,) e de 2 (N;)

07 25 B 9 > 3

N, = /6.3, 25.10-7) = 6,22.10” graos de 1/cm
32

N, = 0, = 2,9.10° graos de 2/cm? .

7/6(5,95.10~4)3

Com estes dados é possivel calcular, por exemplo, a drea superficial dos
solidos 1 e 2.
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2.2 Reacoes quimicas

Se a temperatura do forno for suficientemente alta a mistura porosa da
pelota torna-se reativa, tendo inicio muitas reacoes quimicas (veja diagrama
termodinamico 2.3. extraido de [16], fig.5.2, p.181)

Cs) + COqy) = 2C0yy, (2.1)

3 Fe203(5) + COy) = 2 Fe3Oy5) + C Oy (2.2)
Fe304(5)+ COg) = 3 FeOyy) + COyyy, (2.3)
FeO) + COy) = Fesy + C Oy (2.4)

simultaneas e acopladas entre si. Sao reagoes de reducao que procedem
através de intermedidrios gasosos. heterogéneas solido-gas com expressoes
cinéticas dependendo da temperatura, pressao parcial dos gases. area inter-
facial dos sdlidos.

T T T
d-Fe

o8k FeQ +COZFe +COz

!/a Fey0,+CO =

ol /4 Fe+CO,

WUSTITE

Fey04+CO:3Fe 04 CO,

c2k Fe304
3Fe,04+4CO*2Fey04+COp
o) ' ! \ !
420 600 800 1000 1200

Temperoture, T

Figura 2.3: Diagrama de equilibrio para 6xidos de ferro na presenca de mis-
turas de monoxido de carbono e didxido de carbono

17



Existem muitas hipoteses relativas a inicializacao deste processo. Vamos
supor a concentragao inicial de ('O e ('O; na pelota igual a destes gases no
meio ambiente.

Desprezemos a influéncia da variagao da area interfacial dos sélidos com
o curso da reagao nas expressoes de velocidade. Isto implica que vamos
considerar somente a cinética das reagoes de Boudward (2.1) e de reducio
da hematita (2.2).

Podemos assumir em geral que velocidades das reagdes quimicas sejam li-
neares com as concentragoes dos gases, com constantes de reacao dependendo
da temperatura segundo a lei de Arrhenius

k = koeRT (2.5)
onde E é a energia de ativacao da reacao, R a constante universal e T a
temperatura no sitio de reagao.

Em particular, a cinética do sentido da esquerda para direita da reacao
de Boudward (2.1) é mais convenientemente expressa por uma lei do tipo
Langmuir-Hinshelwood ([16], p.152)

ke
R=—rr
1 -+ K C
onde R ¢ a velocidade local em moles de 1 por unidade de superficie por
unidade de tempo, ¢; a concentracao de reagente 1 na superficie de reacao(no
caso, 1 = C'0,) e k, I\ as constantes cinéticas de Langmuir-Hinshelwood.

Por razoes termodinamicas, abaixo de uma certa temperatura Tg, a mis-
tura que constitui a pelota torna-se nao-reativa e, portanto,

R=0seT <Tg.

Para o ponto de vista do presente trabalho, nao € necessario conhecer
explicitamente as leis cinéticas das reagoes quimicas. E suficiente admitir a
dependéncia destas leis com a concentragao de gases e temperatura suficien-
temente regular.

2.3 Balanco de energia

2.3.1 Fluxo de calor no interior

O fluxo de calor da superficie para o interior da pelota é, em principio.
devido a varios mecanismos.



Como o fluxo de gases é das regides internas mais frias para as regioes
externas mais quentes, desprezamos o fluxo de calor por conveccao da mistura
gasosa. Somos forgados a fazer esta hipdtese também porque nada é sabido
sobre a pressao total no interior da pelota - a for¢a motriz do fluxo convectivo.
Dai, por simplicidade, a pressio total é assumida uniforme no interior da
mistura gasosa que ocupa os poros da pelota. Isto também nos livra de
considerarmos as equagdes de movimento de Navier-Stokes para estudar o
perfil de pressao e mantém o modelo mais ou menos tratavel.

A condutividade dos gases é muito menor do que a condutividade dos
solidos da pelota. Portanto, desprezamos o fluxo de calor por conducio
através da mistura gasosa.

O fluxo de calor (V) é, pela lei de Fourier,

Ny = —k,(T)(1 —€)grad T, (2.6)

[somente condugdo no sélido; gds e sdlido localmente em equilibrio]
onde ¢ € a porosidade da pelota, ks é a condutividade dos sélidos obtida pon-
derando pela fragao volumétrica a condutividade de cada sélido que constitui
a pelota. Vamos considerar somente a dependéncia da condutividade de cada
solido com a temperatura 7' (em (18], a condutividade da hematita densa é
dada por uma expressao do tipo uTlﬁ’ a,b constantes positivas), supondo a
porosidade e fragoes volumétricas de sélidos constantes. A expressio usada
para condutividade efetiva no interior do material poroso: (1 — €)k, é valida
quando os poros sao isolados entre si ([20], relacao (6.25), p. 199); assumi-
Mos ser esse 0 nosso caso. Para poros grandes e nao isolados, a porosidade
torna-se continua e o célculo da condutividade é um pouco mais complexo
([20]. p.200).

As velocidades das reagées quimicas entre os gases que ocupam 0s poros
da pelota com a superficie dos sélidos depende da temperatura (relagio 2.5).
Por simplicidade, a temperatura dos gases que envolvem cada grio é assumida
igual a da superficie do mesmo grao.

Evidenciando cada termo do balango de calor (ou melhor, de entalpia),
tem-se

oT
(ps(1 —€)Cp, + 5/’9@@)%

ps, Cp, denotam, respectivamente a densidade e capacidade térmica dos
solidos; analogamente p,, C'pg para os gases. Como a densidade dos gases

= divk(T)(1 - e)grad T — (Y R:AH;) . (2.7)
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¢ muito pequena em relagao a dos sdlidos, a segunda parcela do primeiro
membro da equagao acima é desprezada. Também (', e p, sdo supostos
constantes. Finalmente, R; é a velocidade da reagao quimica i (se¢io 2.2)
expressa em moles de ¢ por unidade de volume total por unidade de tempo
e AH; a variagao de entalpia correspondente a reacao .

2.3.2 Fluxo de calor para a superficie

A recepgao de calor do meio envolvente pela superficie da pelota é por
radiagao, conducao pela atmosfera circundante e também por conveccio
forcada se o gds inerte flui com velocidade diferente de zero. Vamos des-
prezar o fluxo de calor por conducao.

O fluxo na superficie da pelota, com as contribuicées devidas a radiacao
e a convecgao é

aT
ON
onde o ¢ a constante de Stefan-Boltzman, e, a emissividade da superficie, h,
coeficiente de conveccao de calor de Newton, T}, a temperatura do forno e
T, a temperatura em cada ponto da superficie.

O coeficiente de convecgao de calor h devido ao fluxo do meio envolvente
que tem velocidade v., em pontos distantes da pelota pode ser calculado pela

relagao de W.E.Ranz e W.R. Marshall ([20], relagdo (8.10), p.250)
hD/k; = 2.0+ 0.60(D‘fo,[)f/lllf)1/2(07),[!/117).1,/3 (2.9)

—k(T)(1 - ) oe(T*—T}) + MT —Ty) , (2.8)

onde ky,py, iy, C, designam, respectivamente, a condutividade, densidade,
viscosidade e capacidade térmica a pressao constante do gas circunjacente a
pelota calculados na temperatura de filme (7, + T)/2, onde T} é a tempera-
tura do forno e 7', a temperatura da superficie. Note a presenca dos nimeros
admensionais Nu = hD/k (nimero de Nusselt), Re = Dv,.p/p (nimero de
Reynolds) e Pr = Cpu/k (numero de Prandtl).

2.4 Balanco de massa

2.4.1 Fluxo gasoso no interior

Os gases fluem pelo interior da pelota por difusdo e convecciao. Como o
perfil de pressao é assumido uniforme, nao hé convecgao gasosa e o transporte
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é unicamente por difusao porosa.
Podemos obter um balan¢o de massa anélogo ao balango de entalpia para
cada um dos gases CO = 1, CO, = 2 no interior da pelota

ke div ;Di(T)grad ¢ + Z JAVANTIR (2.10)
onde ¢; € a concentragio molar da espécie i = 1,2 por volume vazio, D*(T)
a difusividade do gds 7 na temperatura T', 7, a constante de tortuosidade
da mistura granulométrica que constitui a pelota e Az; o coeficiente este-
quiométrico do gas ¢ na reacao .

Para misturas binarias, como é o caso, admitindo que nao haja penetracio
de gas inerte da atmosfera circunjacente no interior da pelota, as difusividades
D' = D* = D'? podem ser calculados pela férmula de Chapman-Enskog

(Bird[19], p.16-19, relagdo (16.4-12))

7 (s + )
D'? =0.001858 : (2.11)
PUf,zﬂD;l,z

onde V), M, sao as massas molares de 1 e 2, p, a pressao ambiente e 01,2,
Qp,1,2 sao parametros definidos em [19], p.16-21, sendo que o primeiro de-
pende somente dos gases 1 e 2 e o segundo depende também da temperatura.
Assumimos que tal dependéncia é regular (veja tabela B-2 de Bird [19]).

A expressao usada para a difusividade efetiva fD‘ na equacao (2.10) pode
ser achada em Szekelly [16], relagdo (2.3.20), p.27). Estamos admitindo que
os poros da pelota sejam pequenos; para poros grandes e casos intermediarios,
ver Szekelly [16], p.25.

2.4.2 Fluxo gasoso para o exterior

O fluxo de gds para o exterior também é uma lei de fluxo de Newton

€96 _ hiei— ), (2.12)
T ON

onde ¢ é a concentragio do gas i = 1,2 ( na atmosfera circundante (aproxi-
madamente igual a zero), ¢;, a concentracdo em cada ponto da superficie e
h, o coeficiente de conveccio de massa.



O coeficiente de convec¢ao de massa devido ao fluxo do gas inerte circun-
jacente com velocidade distante da pelota igual a v,, pode se calculado pela
expressao de Ranz e Marshall

hD/D" = 2.0 4 0.6(Dvaopy/pes) (s /(ps D)) (2.13)

onde os parametros tem os mesmo sentido de (2.9) e observe a presenca do

nimero de Sherwood (Sh = hD/D'), de Reynolds (Re = Duvyp/p) e de
Schmidt (Sc = p/(pD")).

SV
o



Capitulo 3

Mudanca de variavel

Como dissemos no cap. 1, pretendemos provar existéncia de solugao para
o problema

J . . .
a@% = div (D’ (u')grad w’) + F(u) em (to,t,] x Q , (3.1)
J .
% = ¢ (u', ) em (to,t,] x 09, (3.2)
W(0,2) = ul(z)em N, (3.3)
7=1,....,m ,

quando as fungoes D’, F7, g7, ué satisfazem certas condicoes.

Estamos chamando solugao u = col (uy, ..., u,) do problema (3.1)-(3.2)-
(3.3) a conhecida solugao cldssica. Neste caso, as derivadas presentes no
problema tém o sentido comum.
Definigao 3.0.1 Chamamos u = col (u;, um) <:olug:ao cldssica do proble-
ma (3.1)-(3.2)-(3.3) se para todo j, j = 1 .,m, tem-se w!(t,z) continua
em [to,t1] x Q, % qualquer 1, 1 < i < n, com‘mua em (to,t;] x 8, a“]

e aar};k, qualquer i,k. 1 < ¢,k < n, continuas em (to,t;] x Q e u satz.s:fa~
t

(3.1)-(3.2)-(3.3).

Na secgao 3.1.1 dizemos quais sao as condicoes sobre D7, F7 e ¢’ que
fazem este problema ter solucao classica. Dizemos a concllgao precisa (e
complexa) sobre uj no capitulo 4. Assumamos por enquanto que u)(z) é de
classe C'*(Q2) e satisfaz (3.2) em t = t,.
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E bom nio nos perdermos pelo longo caminho que temos para percorrer.
Nao vamos dar neste capitulo a prova de existéncia, mas por conveniéncia ja
damos as condigdes para isto. Fazemo-la somente no capitulo 4.2.

Relatamos as condigoes desde ja porque precisamos delas para fazermos
a prometida mudanga de variavel mencionada no capitulo 1. Com esta mu-
danca de variavel, vamos transformar o problema (3.1)-(3.2)-(3.3) em um
problema equivalente com condigao de fronteira linear; este novo problema é
descrito por (3.47)-(3.21)-(3.48).

Fazer esta mudanca de variavel e definir o que estamos entendendo por
equivaléncia constituem os objetivos deste capitulo.

Usamos como referéncia bésica o apéndice de [9] com certas sugestoes do
proprio prof. Henry.

3.1 Mudanca de variavel

3.1.1 Condicgoes

Admitamos que os termos D’, F7 | g/ e ug do problema (3.1)-(3.2)-(3.3)
satisfacam as condicoes abaixo. Para isto, vamos olhar os trés primeiros como
fungoes a valores reais tais que o dominio de D7 e F7 é, respectivamente, IR
e IR" e o dominio de ¢/ é IR ou IR? se j = 1 ou j # 1. As condicdes valem
para j = 1,...,m. Finalmente, ¢ é algum nimero real tal que 0 < ¢ < 1.

1. (Condig¢do de parabolicidade) D?(0) > ¢y para todo 0 € R e alguma
constante cy > 0.

2R3>0 — D(9), C'.
3. R™>60 — Fi(0) , CO.
4. IR30 = ¢'(0). C*; R? > (¢,0) = g'(¢,0), C** sej # 1.

5. ug(x) = col(up(a),...,uf(x)) € tal que ué € C*Q) e satisfaz (3.2) em
L= to.

Observagao 3.1.1 Para tudo o que segue, € suficiente assumir que a regu-
laridade requerida acima para as fungoes D’. F7, ¢ verifica-se em algum
dominio limitado suficientemente grande.



Observagao 3.1.2 Para defini¢ao e propriedades dos espacos de Holder cme,
hd muitas referéncias, em especial, Adams [13], p.9.

Observagao 3.1.3 No cap. 4 impomos uma condi¢io mais fraca (e mais
compleza) sobre ug.

3.1.2 Construcao

Para eliminar a nao-linearidade da fronteira do problema (3.1 )-(3.2)-(3.3),
um caminho pode ser construir fungdes ¢’ que tenham derivada na direcao
normal a fronteira % igual a ¢’. Realmente, se as obtivermos podemos
definir novas varidveis dependentes chamadas, digamos, de v/, em funcao
das velhas u/

v =l — . (3.4)

Dai tomando a derivada na fronteira, % de ambos os membros de (3.4) temos
v

N 0, (3.5)

como desejamos.
Para definir ¢’ precisamos do lema 3.1.4.

Lema 3.1.4 Seja Q um conjunto aberto limitado de IR™ com fronteira O de
classe C*¢, com 0 < ¢ < 1. Entdo existe uma func¢do C?*¢(Q) que chamamos
€ tal que

E(z) = 0, 2€00, (3.6)
3]
aTi(:c) = -1, z€00, (3.7)
Ez) > 0,z2zeQ). (3.8)

Note que a mudanga de varidvel para u’ +£¢’ j4 elimina a nao-linearidade

da fronteira, pois, em x € 99,
5 . . 9t . ag
Sl 9 N gf 2 25 4 29
aN\ T =9 FaNg + gy
Como vai ficar claro adiante, esta fungdo ¢ ainda nao é completamente
conveniente para fazermos a mudanga de varidvel. Dado § > 0 qualquer,

vamos definir uma funcao cs a partir de £

cs(z) = CalSa 1). (3.9)

=0.
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Tem-se que

les(z)] < 6, 2€Q, (3.10)
cs(z) = 0, z€9Q, (3.11)

8c5

oy = 1. (3.12)

Sejam W/, j = 1,...,m, funcdes reais com dominio §I x IR C R™! se
J=1eQ xIR?*C R"** se j # 1 definidas por

Ul(z,0) = 04 g'(0)cs(2) , (3.13)

W (z,$,0) = 0+ g'(¢,0)cs(z) . (3.14)

Escolhamos um nimero B > 0 qualquer. Como ¢/ é continuamente derivvel

devido a condicao (4) da segdo 3.1.1, resulta que no limitado dado por 0] <
B+1lsej=lepor|p|<B+1,]0|<B+1sej+1, tem-se

6] < 1, (3.15)

16g)] < k<1 para algum k£ > 0 , (3.16)

se 0 > 0 é suficientemente pequeno. Fixemos um § assim. Entao, usando
(3.15), (3.16) e (3.10) obtemos que a fungoes W/ satisfazem

v — )
v~ 1]

1, (3.17)

5
< k<1, (3.18)

emz€e€Q, || <B+lsej=1leemuz €12, || < B+1,10] < B+1 se
i1 |

Finalmente, fazemos a mudanga de variavel dependente de %’ no sistema
(3.1), (3.2), (3.3) para v, esta sendo dada implicitamente por

ul(t,z) = Uz, vl (t,2)) (3.19)
w(t,z) = W (z,v'(t, ), v(t, 2)) , se j %1, (3.20)
em (t,’E) € (to,tll X ﬁ

Vamos verificar que esta mudanca de varigvel elimina a nao-linearidade

da fronteira. De fato, de (3.13), (3.11), (3.12), em z € 99,

av! dv! dv'
ay ) = gy ") = S 4 gl
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e de (3.19) e (3.2),
vl

—=0.
ON

A verificagao dos demais casos é analoga. Ou seja, para todo j, | < j < m,
v’
— =0. 2
N (3:21)

Para fazer a substituicao de u'(¢,2) = U'(¢,v!(¢,2)) em (3.1), com j = 1,
primeiramente usamos a regra da cadeia para obter
!
aalt - I"’aavt (3.22)
grad U'(z,v') = grad ¥' + Wjgrad v’ (3.23)
grad D'(V'(2,v')) = Djgrad ' + D}W} grad v* (3.24)
divgrad U'(z,v') = AU' 4 grad Uj.grad v’
+ grad U;.grad v' + U}, |grad v!|? +
+ U A" (3.25)
div D' (¥'(x,v")) grad ¥'(z,v')) = grad D'(¥!(z,v")).grad U(z,v') +
D'(¥'(z,v"))divgrad U(z,v') (3.26)

av! aw! :

dry " "7 dxg

onde grad ¥! = col ( ), sendo 2)‘1’ a derivada com respeito a

T

Bs estando fixada a variavel 0 e calculada em (z,v'(¢,2)); grad ¥!(z,v!) =

col (dr NN ,%). Definindo as func¢oes reais
di(z,0) = D'(VU!(z,0)) (3.27)
DI \I/l 2 l\I’l
a(z,0) = 2o ”JD 00 (3.28)
6
2DV} grad W! + 2D grad U}
a(e,0) = b T BCT (3.29)
6
Dylgrad U2 + DI'AW! 4 F!
bi(z,0) = Zelerd ¥ - * (3.30)
9
(3.31)

obtém-se, usando (3.22)-(3.26),

1
i = (llAv + ay|grad v'|? + ay.grad v! + b, 3.32)
o g g
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em (¢, ) € (to, 1] x 2. Note que temos que garantir a priori que [v!| < B+1
para que W' > 0, conforme segue de (3.18).

Analogamente, aplicando a regra da cadeia antes de fazer a substituicio
de w/(t,z) = ¥(z, v!(t,z),v/(t,2)) em (3.1), com j # 1, tem-se

= Ui+ YT | | (3.33)
grad U/ (z,v' v/) = gradl’ + W) grad v' + U] grad v’ (3.34)
grad D’ (0! (z,0')) = Dg grad U' + DZ\P;grad v! (3.35)

divgrad ¥/ (z,v',v’) = AW + grad \Ili.grad ! +
+ grad .grad v’ + grad W) .grad v +

+ \I/i(b grad v'|? + \Ifé,ggrad v'.grad v’ + lI/fl;Avl
+ grad \Pé.grad v + W%grad v'.grad v’ +
+ U, |grad v’ | + Ul Av (3.36)
div D? (W (2, v'))grad ¥/ (z,v',v7) = grad DI (U(x,v")).grad U/ (z, v, v?) +
g gre g ‘ .
DY (U (z,v"))divgrad U (z, v',v7) . (3.37)
Definindo as fungoes reais, com j # 1,
. V2
di(z,¢,0) = —‘P—fd{ (3.38)
9
; DI (0!
iz, 0,0) = éﬂ ) (3.39)
9
DIy, + DYWL W0
4i(2,9,0) = "ttt (3.40)
9
DI},
Dj(¥7)? +2D7 0]
ci(r,0,0) = —27) e (3-42)
9
I : :
aj(z,9,0) = F(D{,Q}fbgrad 0!+ DI Wigrad W
6
+2Dgrad U, — Way) (3.43)
20} grad U + 2Digrad W)
Bila,0,0) = Zelograd? +2D'grad U, (3.44)

Ly
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Dy Wigrad W/ + 2D’ grad W

%X, 6,0) = u (3.45)
1 . : :
ej(z,p,0) = ‘Il_é(Dé grad U’ .grad U’ 4+ AW’
FI— Wib)) (3.46)

obtém-se, usando (3.33)-(3.37),

% = dAv + dj:Avj + ajlgrad v'[* +
+ bjlgrad v’|* + ¢; grad v'.grad v/ + 3;.grad v!
+ 7j.grad v’ + e; (3.47)
7=1,....m,

onde incluimos aqui também a equacio (3.32) definindo os coeficientes nio
presentes em (3.32) como zero. Devido as condigdes impostas a ¢/ e D’ na
se¢ao 3.1.1, podemos dizer algo comum a todas as funcoes definidas acima
relativamente a regularidade.

Proposigao 3.1.5 As funcées definidas por (3.27)-(3.30) sdo de classe C°*
no dominio (x,0) € 0 x {# € R||0] < B+ 1} e as funcées definidas por
(3.38)-(3.46) sdo de classe C°¢ no dominio (2,6,0) € O x {¢ € R| |¢] <
B+1} x{0eR| |6 < B+1}.

Prova. Basta notar que as derivadas mais altas de W/ e D’ que aparecem
nestas definigées sao, respectivamente, de ordem 2 e 1, W) # 0 nos dominios
acima devido a (3.18), U/ é de classe C** devido a condicao 4 e a sua definicao
e D7 é de classe C'' devido a condigao 2. O

Completamos a descricio do problema, definindo as novas condicoes ini-
ciais vj(z) também implicitamente por

~
—
N—
Il
=
(=}
=
N—

‘I/I(;L‘, Ué( ‘.
{ \Dj(:’:avé(l’),vg(;v)) — 'll(J)(;l:) . (348)

Teorema 3.1.6 Os problemas (3.1)-(3.2)-(3.3) e (3.47)-(3.21)-(3.48) que

chamamos, respectivamente, de (P) e (P) sdo equivalentes nos sentidos
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1. Se u(t,z) = col(u'(t,z),...,u™(t,2)) € solugdo clissica de (P) tal que
[u/(t,z)| < B, qualquer j, em [to, 1] x Q entdo v € solugio cldssica do
problema (P) tal que [v/(t,2)| < B+ 1 no mesmo dominio, qualquer j

2. Inversamente se v € solugio clissica de (P) tal que lvi(t,z)| < B +1
em [to,t1] x Q, qualquer j, entdo u ¢ solugdo cldssica de (P) tal que
lu(t,2)| < B+ 2 no mesmo dominio, qualquer j .

Prova. 1. Seja ¥, (0) = ¥'(z,0). Temos que [-B—1,B+1] 3 0 —
\II(II)(H) é estritamente crescente devido a (3.18) e por (3.17)

Ui(~B—-1)<—BeV¥ (B+1)>B,

para todo = € ). Resulta que a equacio (3.19) (ou (3.48), j =1, se t = tg)
define implicitamente uma tnica v!, v!(t,z) = (‘IJ(II)) Yu(t,x)), sendo a
inversa tomada em relacao & variavel 0 e |v'(¢,2)] < B + 1. Do teorema da
fungao implicita, segue que v! tem a mesma regularidade de u! e o célculo
precedente mostra que v' satisfaz a equagdes (3.47),(3.21),(3.48), com j = 1.
Conhecida v'(t,z), definimos a fungao, com j # 1,

[-B—1,B +1] 90—>\Iﬂ“1(”)(0),

onde \Iljr wiey(0) = (2, v!(t, ), 0) cujaimagem também contém [— B, Bl e
é estritamente crescente. Segue 1gualmente que a equagao (3.20) define uma
unica v’, vi(t,z) = (\Ilfxu (t‘I))) Y(w/(t,2)), que satisfaz, devido ao cdlculo
precedente, a equacao j de (3.47),(3.21),(3.48). A prova de 2 é direta e vai
ser omitida. O
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Capitulo 4

Resultados de Sobolevskii e
aplicacao

Muitos resultados tratados no presente capitulo exigem grande capacida-
de de abstragao do leitor. Na maioria das vezes, vamos apenas enuncia-los
o que certamente nao ¢ suficiente para se enxergar a grande quantidade de
idéias que contém. Por exemplo, nao parece nada evidente que o teorema de
Sobolevskif(se¢do 4.1.1) tenha muita teoria de semigrupos de operadares li-
neares atras de si. As referéncias (e referéncias achadas af) que damos podem
suprir tal deficiéncia.

Vamos usar o contetdo da primeira secao do presente capitulo na secao 4.2
para provar existéncia e unicidade de solugao local no tempo para o problema
(3.47)-(3.21)-(3.48) (4.2.2) a qual é. gracas também a resultados de regulari-
dade para equagoes elipticas [2],a sua prépria solucio cldssica. Daf, usando o
teorema 3.1.6 prova-se automaticamente a existéncia e unicidade de solucio
cldssica para o problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

O nosso plano € o seguinte.

Comegamos com o teorema de existéncia e unicidade de Soboleviski pa-
ra equagao parabodlica nao-linear que esta demonstrado no texto do autor
homénimo [8] e também em Friedmann [11]. O enunciado daqui é um pouco
diferente do original porque usamos a notagio de espaco de poténcia de ope-
rador setorial do texto de Henry[5], p. 24, onde também podem ser achadas
a definicdo e propriedades destes espacos.

O teorema 4.1.2, um resultado de regularizacio para equacio parabdlica
nao-linear, ¢ enunciado e demonstrado somente porque niao achamos uma
referéncia explicita para o mesmo. Sua demonstracio é uma simples reuniao
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de resultados de [8], seguindo o resultado analogo para equagao semilinear
de [5]. Em seguida, fazemos um rdpido estudo a respeito da dependéncia da
solucao abstrata da equacao parabdlica nao-linear em relagao ao dado inicial
que exceto pela forma reproduz os resultados de Amann [6] que por sua vez
sao baseados nos de Henry [5].

Finalmente, provamos a existéncia e unicidade de solucao local no tempo
para o problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

4.1 Equacao parabdlica nao-linear

Nesta segao, enunciamos o teorema de existéncia e unicidade de solugao
abstrata local no tempo (teorema 4.1.1) para equacao parabdlica nao-linear
([8].p-48. [12], p.169), usando uma notacio que remete a Henry [5]. Pro-
vamos um resultado de regularizagao 4.1.2 para esta solucao analogo ao de
Henry [5](teorema 3.5.2, p.71). O teorema 4.1.3 é dedicado ao estudo da
dependéncia da solugao com relacio ao dado inicial.

4.1.1 Teorema de existécia e unicidade

Consideremos o problema de evolucio no espago de Banach X

du + Al u)u = f(t,u), em (to, 1] (4.1)

dt
u(to) = wuo (4.2)

onde (4.1) é, em geral, uma equagio nao-linear em u, tal que as condigoes
abaixo sao satisfeitas.

L. O operador Ag = A(to,uo) € fechado com dominio D(Ao) denso em X
e

1A = Ao) ™| ex) <

C
< .
T se Red <0, (4.3)

para uma constante C' ndo dependendo de ).

A condi¢do acima nos permite considerar os espacos de poténcia XJ,
com v 2 0, isto €, o dominio das v-poténcias de Aq ([5], p. 24), munido
da norma [| ||,, tal que se z € XY, tem-se ||z||, = ||A42||y. Denotemos
entao por B(R, X{) a bola de raio R > 0, centro 0. no espago de Banach
X5
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2. O dominio do operador A(t,v), D(A(t,v)) = D(Ag) se (t,v) € [to, 4] x
B(R. Xg) para algum R >0 e a € [0,1) e para todo (t,v) € [to,t1] x
B(R,X§) tem-se
C

1+ |A|

1) = At v) ey < se ReA <0, (4.4)

para uma constante C' ndo dependendo de t, v, e ).

Para todo t,7 € [to,t1] e v,w € B(R, X§) tem-se
(A, 0) = A7, 0)) A7, 0)|[ 20y < CR)(Jt=71" + o —w]l.) , (4.5)
para algum o, o € (0, 1].
J. Para todo t,7 € [to.t] e v,w € B(R, Xg) tem-se
(8 0) = f(rw)llx < CR)(Jt = 7|7 + [Jv — w]la) (4.6)
para algum o, o € (0, 1].
4. Assuma que uo € X2 para algum B € (a,1] e que up € B(R, Xg) .

A desigualdade (4.4) implica que para cada ¢, v, o operador A(t,v)
é o gerador de um semigrupo analitico ([11], p.101). Por este motivo, a
equacgao (4.1) é chamada de parabdlica.

A seguir, damos o teorema que constitui o principal resultado de Sobo-
levskii que vamos usar aqui.

Teorema 4.1.1 Suponhamos que sejam vertficadas as condigées 1 a 4. Entio
existe um nimero t*, to < t* < t, tal que hd uma nica solugdo u(t) de (4.1)
que satisfaz ({.2), com u(t) € D(Ao) se t € (to,1"], continua em (o, t7],
continuamente diferencidvel em (to,t7].

Prova. Sobolevskif [8], p.48 e Friedman [11], p.169.

4.1.2 Regularizagao

Podemos estabelecer o seguinte resultado de regularizacdo para a solucao
de (4.1)-(4.2) dada pelo teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.2 A solugio de (4.1)-(4.2) dada pelo teorema 4.1.1 € tal que
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1. [to,t] 2t — u(t) € B(R,X§) € uniformemente Holder continua com
expoenten, 0 < n < 8 — a;

2. [to+6,t*] >t — ‘C%‘(t) € Xy € uniformemente Holder continua, qualquer
0 <d <t —to, para todo 0 < v < v < min(o,3 — a) = u e tem-se,
para qualquer ¢ > 0 eVig <t <t+h < t~

du du

E(t + h)— d_t(t)H < Cla,y,v,€)(t — to)Pr gy (4.7)
v

Prova. Fazendo a mudanga de notagao. a primeira afirmacio é uma
consequéncia imediata da prova do teorema 4.1.1 (Friedman [11], p.169).

Provemos a segunda. Sem perda de generalidade podemos assumir tq = 0.
De fato, suponha que tenhamos provado (4.7) neste caso e consideremos o
problema de provar (4.7) quando ¢y # 0 e as condigoes 1 a 4 estao satisfeitas
para os termos de (4.1)-(4.2). Fazendo a mudanca de varidvel s = t + tg e

definindo

v(s) = wu(s+tg) (4.8)
Ai(s,v(s)) = A(s +to,v(s)) (4.9)
fils,v(s)) = f(s +to,v(s)) (4.10)

como v'(s) = u'(s + 1o), que obtém-se derivando ambos os membros de (4.8)
com relagao a s. resulta tomando o valor em s + #; na (4.1) e em s = 0 na

(4.2)

dv
ds

——(s)+ Au(s,v(s))v(s) = fils,v(s)), t€ (0,67 —to]  (4.11)
v(0) = wu(to) (4.12)

Obviamente as condigoes 1 a 4 valem também para os termos da equacio em
v acima. Como assumimos que ja foi provado que

revertendo a mudanca de variavel de v para u, obtém-se (4.7

dv dv
—(t+h)— —(t)” < Cla,v,v, 6)15'8—""1—‘/1"""' \ (4.13)
dt dt 3

Consideremos entao somente o caso ty = 0. Sendo u(

7).
t) a solucao de
(4.1)-(4.2), conforme o teorema 4.1.1, denotemos A(t) = A(t

wu(t)), f(t) =

34



f(t,u(t)) e U(t.7) = u(.)(t,7), o operador de evolugao associado a ‘fl—f +
A(t,u(t))x = 0. Pela primeira afirmagao e por (4.6) e (4.5) segue que [tg, t*] >
t = f(t) efto,t”] 2t = A(t)A;' sdo unifomemente Hélder continuas com

expoente . Sabemos que para qualquer ¢ € [0,¢7] ([11], p.109 (teorema3.2)),

u(t) = U(t,0) uo+/ Ult.s)f(s)ds . (4.14)

Dai por (4.1), com ¢t > 0

du

o = —ADUE 00— 4(t)/ Ut,s)f(s)ds + f(t)  (4.15)

= —A@)U(t.0)up + — / s)ds (4.16)

onde a tltima igualdade estd provada em [11], p.129 e [8], p.32.
Usando lema 14.3 de [11] p.162 e lema 14.5 de [11], p.164 e que ug € X7
o que implica ug = 40 AO Ug, obtém-se

du du

< Clo,n, By, Pt = 4 Cy,v, )tV A",
-

(4.17)
O

4.1.3 Dependéncia em relagao ao dado inicial

Estabelecemos aqui que a solugao do problema parabédlico nio-linear em
questao tem dependéncia Lipschitz continua em relacio ao dado inicial. De-
pendendo da norma usada, proveniente dos espacos de poténcia X¢, com
0 <p <1, para medir a va,uagao da solucdo com relagao a variacao do da-
do inicial medida no espaco XO, esta regularidade pode ser perdida quando
t — to.

Teorema 4.1.3 Seja solugio de (4.1)-(4.2) dada pelo teorema 4.1.1 de-
notada por u(t;ug), onde, como sabemos, uy € X N B(R, X¢§). Deno-
tando também analogamente v(t;vo), a solugdo com condigdo inicial vy €

\’ﬁﬂB(R X§). tem-se
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. para t € [to,t7],!

|[u(t; wo) — v(t;v0)[|la < Cllug — vol|s; (4.18)

I$S]

. parat € [to,t"] e a < p < 3,

[[u(t;u0) — v(t;v0) || < Clluo — vop ; (4.19)

V)

. parat € (to,t" ] e 0 < u< 1,
|[w(t: wo) — v(t;v0) || < CHP#7%|up — vol|p | (4.20)
qualquer € > 0.

Prova. Sem perda de generalidade podemos assumir ¢, = 0.
Usando o mesmo argumento usado para provar a relagao (16.24) de [11]
p.173, obtém-se

b

u(t) —v(t) = Uu(t,0)(uo — vo) + /0' Ud(t,s)[(A(s,v(s))
— A(s,u(s)))v(s) + f(s,u(s)) — f(s,v(s))]ds, (4.21)

onde U,(t,s) é o operador de evolucao associado a % + A(t, u(t))w(t) = 0.
Denotemos A(t, u(t)) = A,(¢) e A(t,v(t)) = A,(1).

Podemos escrever, para 0 < 1 < 1,
ABu(t) = (1) = ALAT ()AL ()0, (2,0) Ay AL (o — vo)
+ /t A AT (AL (UL, 5)[(Au(s) — Au(s))v(s)
b F(su(s)) = f(s,0(s))] ds (4.22)
Provemos o caso 1. Tomemos K =a, e >3 —a. Usando a relacao

[|Agu(s)|] < esP1, (4.23)

'Estamos tomando t* = min{t* (uo), t*(vo)}.
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provada em [11], p.173 ou [8], p.51, aplicando as relacoes (14.12) e (14.14)
de Friedman ([11].p.160 e p.161) e (4.5), (4.6) tem-se

t
lu(t) =v(®)lla < CP=27|ug — wolls + C/ (£ = )72 + Dllu(s) = v(s)|]a ds

< CtPo=4|ug — UQIIﬁ+C/ t—s)7 7258 |u(s) — v(s)||ads |
(4.24)
onde usamos também que 1 = s'=#sP~1 < C'sP~1. Escolhendo ¢, > 0 tal que
l-a-e+p—-1>0,
isto é, ¢ < 3 — a e também escolhendo ¢; > [ — «a tal que
B—a—e+5>0,

isto €, €; < 28 — a podemos aplicar a (4.24) o resultado de Henry[5], secao
7.1, exercicio 3, para obter

[lu(t) = v(®)lla < CL74Jug — wo[. (4.25)

Finalmente, tomando ¢; = 3 — a, tem-se (4.18).

Tratemos dos demais casos.

Voltando a (4.22), tomando > a, ¢ > 3 — e e > 0, aplicando os
lemas de Friedman como antes e usando a relagao (4.25), chega-se a

t
llu(t) =v(t)l], < C(P1=0 + / (t=5)7""2(s" 4+ 1) ds)|Juo — o5 , (4.26)
0

e notemos que se 0 < €3 < 3 — a,

t —a—e€2 tﬁ
_ a—ep ( B3—1 -
/O(t s)T T2 (s 4+ 1)d / //2<C<> 55+
l—a—e;
(5) (%) <Ct.(42)

Primeiramente, se a < p < 3, tomando ¢; = 3 — p e usando (4.26), obtém-se
(4.19). Quando I > > 3, escolhemos ¢; = ¢, qualquer € > 0 sufientemente
pequeno para obtermos (4.20).

37



4.2 Aplicacao

Vamos aplicar os resultados precedentes na prova de existéncia e unici-
dade de solugao local no tempo para o problema (3.47)-(3.21)-(3.43).

Definamos com v(z) = col(v!(z),...,v™(z)) ez € Q
—di(z,v)A + ko 0 0
Av)(z) = —([f(:c., vHA —d}(z, vl,IUZ)A + ko . : O
—cl’{‘(;z", vHA . . O —d™(z, vl,.v"‘)A + ko
(4.28)

onde ko > 0 é uma constante suficientemente grande. E também definamos

ay|grad v!|? + ag.grad v! + by + kov!
f(v)(z) = : (4.29)
amlgrad v 4 b;lgrad v?|? + ... 4 € + koo™

onde os coeficientes com indice 1 sdo calculados em (x,v') e os coeficientes
com indice j # 1 sao calculados em (z,v!,v7) e ... é preenchido pelos mesmos
termos entre b;|grad v’|? e e; como na (3.47).

Segue que a equagao (3.47) e a condigao inicial (3.48) podem ser escritas
como

dv

E(t) + A(v)v = f(v) ,t € (to, t1] (4.30)

v(0) = vo (4.31)

onde %(t)(w) = %(t, x) e as igualdades sdo valida em todo z € ).

Consideremos que o dominio de A(v) para qualquer v é dado por
D(A(v)) = WEP(Q) x ... x WEP(Q) , (4.32)
m vezes, onde I/V,f,"’(ﬂ) denota o subespago do espago de Sobolev W??,

96

Wat(Q) = {6 € W2P(Q) 5v =0} (4.33)

Vamos assumir que p € (n,00) e entao W2P(Q) C C''¢(Q). para qualquer
¢ € [0,1 —n/p), com imersdo continua (Adams [13], teorema 5.4, caso C’,
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p-98). Dai segue que a derivada normal ao bordo acima tem a interpretacao
usual.

Antes de aplicar o teorema 4.1.1, lembremos alguns fatos sobre o problema
de valor de bordo

—d(z)Ad+kop = h(z), 2€Q (4.34)
d
aT‘f[(g,-) = 0, ze . (4.35)

onde ko ¢ escolhido suficientemente grande, d(z) > co > 0, para todo z € Q2
e d € uma fungao de classe C%(Q) para algum ¢ € (0, 1].

Como caso particular do exemplo dado em Friedman [12]. p.101, resulta
que o problema acima define um operador —d(2)A + ko fechado com dominio
I/I/'}%'p cujo conjunto resovente contém o setor

S(h,o) = {z € C | 2 # ksarg (= — k) > /2= 1}
para algum k € R, ¢ € (0,7/2) e tem-se

M , )
I = (=A@ + ko) Mletsy < iy se A€ S(hip) . (436)
Entao, tomando ko conveniente, podemos supor que k£ > 0 e
IO = (=d(2)A + ko)) ]ez,) < ﬁf se ReA < 0. (4.37)

Também tem-se uma estimativa do tipo de Schauder para o problema
acima (Friedman [12]. teorema 19.1, p.74 e mais explicitamente, Rothe (4],
lema 1, p.15),

1gllw2r < C(I(—d(z)A + ko)¢|Iz, + [16]]1,) (4.33)

e dai escrevendo ¢ = (—d(x)A+ko)(—d(x)A+ko)™" ¢, usando que (—d(z)A+
ko)™! é limitado e (4.34)

gllw2r < CllA]LL, (4.39)
com uma nova constante C.

Observagao 4.2.1 4 constante C nas estimativas acima depende, em re-
lagio a d(x), somente de sua norma em C° (note que estamos supondo que
d(z) > co > 0), com ¢y constante). Veja exzemplo de Friedman [12], p.101 €
sua condig¢ao de regularidade da p.74.
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Estamos em condigoes de aplicar o teorema 4.1.1.

Etapa 1

Comecemos com algumas observacoes preliminares.
Suponha que vy € C''*(§2), para algum ¢ € (0, 1]. Entdo podemos aplicar
os fatos acima para o problema de bordo em ?;

~d](z,v5,9) A8, + kod; = h; (4.40)
0¢;
N - 0 (4.41)
Dai
J 13 ~i C
H()‘ - (_(11(*77*“0’”0)A + k‘o)) ”L'(Lp) < |/\| 11 se Re A <0 ’ (442)
e também
|51l < ClR5I2,, - (4.43)

Determinagao da matriz (A — 49)~'. Para isto, notemos que dado h =
col(hy,..., hm),com h; € L,,

(/\ = :10)()b =h

é equivalente a

(A= (=di AN+ ko))py = hy (4.44)
(A= (—diA + ko))oj +diApy = hjsej#1 (4.45)

tal que % = 0. Resulta que
d1 = (A= (=diA+ ko)) h, (4.46)

6 = (A= (~djA+ ko)) h; —
—di(A = (A + ko)) T"AN — (=d! A + ko))" 'Ry (4.47)
onde d; é calculado em (z,v}) e d! é calculado em (z,v8,v)).
Para concluir a prova de (4.3), notemos que

AN = (—d]A + ko)™ = A(=dIA + ko) (=d! A + ko)(A — (=d'A + ky))~"
A(=d'A + ko) T AN = (=d'A + ko))t = 1),
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e como, por (4.43), A(=d}A+ko)~" é limitado, aplicando(4.42) tem-se (4.3).

Etapa 2

Conforme observado apéds a condigao 1 da segao 4.1.1, podemos considerar
os espagos poténcia Xj. Escolhendo o € (1/2,1), p > 70—, tem-se X§ C
C'“(Q), com imersdo continua, qualquer ¢ € [0,2a — n/p — 1) (Henry [5],
teorema 1.6.1, p.39). Dai, para qualquer elemento v da bola B(R, X3),
podemos repetir todo o argumento da etapa 1 para obter (4.4), exceto que
d} é calculado em (z,v') e dJ é calculado em (z,v",v7). Tem-se unifomidade
da estimativa em B(R, X§) por ser tal conjunto limitado na norma C°(Q)
(mais ainda, na norma C'*) e devido a regularidade de d} e d? (i.é., C'°,
proposicao 3.1.5, com e concernente as condicoes da segao 3.1.1).

Passemos a prova de (4.5). Sejam v,w € B(R, Xg). Uma rdpida olhada
em (4.28) mostra que

A(v) = A(w)

tem elementos da forma —(d(z, v!,v’) — & (z,w", w))A na primeira coluna
e —(dJ(L vl ) — (11(1 w', w’))A na diagonal principal e demais elementos
nulos. Segue que

(A(v) — A(w))A(v)"'h
é o vetor coluna

—(di(z. ) = dl(x,v"))A¢,
—(d{(x,vl,vj) - (l{(.r, vl v))Ady + .. OB

—(dP (=, v. ™) + etc

onde ... substitui —(clj:(;v,vl,vj) — dj(.v,wl,wj))A; ¢1 e ¢; sao dados por
(4.46) e (4.47) com X = 0.
Por (4.43) segue que

1Az, < Cllhlle,
1AG;lle, < CllltllL, +1l4llL,)
Como
lld(x, v*,v’) — d(z, w*,w)||co < C(|J0" = w"]|co + ||v* — w|co), (4.48)
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devido a proposicao 3.1.5 e tomando € = 1 nas condicoes da secio 3.1.1. Dai
como X§ C C° com imersao continua, tem-se (4.5).

Etapa 3

Provemos (4.6).

Assumindo € = 1 nas condicoes da secdo 3.1.1 e em virtude da propo-

sicao 3.1.5, tem-se que todos os coeficientes de (4.29) satisfazem uma desi-
gualdade do tipo de (4.48).

Fagamos a prova de (4.6) para um dos termos de (4.29), por exemplo,
ai|grad v!|? . Tem-se

||ai(z,v")|grad P — ai(z,w;)|grad wl|2||Lp <
< l|la1(z, v")(Jgrad v!|? — lgrad wl|2)||Lp +

+ [[(a1(x,0") — ay(z,w"))|grad w' *||,
e como X§ C C'(Q), tem-se

llgrad v'||co, ||grad w'||co < ¢R
pois v',w' € B(R,X§). Como a; satisfaz uma desigualdade do tipo de
(4.48), tem-se

llax(z,v")grad v' > = ay(z, w")|grad w'|?||r, <
S C(R)' = w'la

onde também foi usado que

lgrad o' | — |grad w'|* < (|grad v'| + |grad w")(|grad v! — grad w'|) .

Etapa 4

Como Xj C X§, qualquer v € [0,1] (Henry [5], p.25), resulta que se
vp satizfaz condigao 5 da secdo 3.1.1, entao vale condi¢ao 4 da secio 4.1.1.
Finalmente o R escolhido nas etapas anteriores deve ser tal que R > ||vg||a-

Entao, aplicando o teorema 4.1.1 e teorema 4.1.2, tem-se que o problema
(4.30)-(4.31) admite uma solucao v(t) em um intervalo [to, t*] tal que

v € C"([to, 7], X§) (4.49)
dv

o € C" "((to + 9,7, X7) - (4.50)
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Como X§ C C'(), com imersao continua, resulta que [to, 1*] — v(t), 2(t) €
C°(Q) sao continuas e portanto

[to,t*] x & — v(t, z), =——(t,z) € R™

()
’ a.'Ei

sao continuas, qualquer 7, 1 <1 < n. Analogamente, tomando v € (0,8 — a]
(lembre que 8 € (a,1]) tem-se Xj € C*(9), para algum ¢ > 0 (Henry [5],
teorema 1.6.1, p.39). Segue que

(to+6,t"] x Q@ — %(t,:r) € IR™

é continua (mais ainda, C*(Q) para algum e > 0). Votando a (3.47), tem-se,
por exemplo, para j =1

1
—di(2.v'(2))Av! () + kov'(t,z) = ——aait(t,ar)—i-kovl(t,.v)+a1|gradvl|2+
+a1gra,dvl+b1
dv!
oav =Y

e aplicando o resultado de regularidade de Ladyzhenskaya [2] (teorema, 3.2,

p-128), obtemos
LN

eR

(to,t ] x ) — a:lti;ljk
continua, qualque 7,k, 1 < i,k < n. Podemos repetir o mesmo raciocinio
para qualquer 7, 1 < j < m.

Entao temos uma solugao classica local no tempo para (3.47)-(3.21)-(3.48)
e portanto, devido ao teorema 3.1.6, obtém-se também solucao classica local
no tempo para o problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

Em resumo, temos o segunte proposigao.

Proposigao 4.2.2 Assuma que sejam satisfeitas condigées 2 a 4 da se¢do
3.1.1 com e =1 (i.e., as derivada primeira de D’, as derivadas sequndas de
g’ € a F? sdo Lipschitz continuas), a condicio 1 e a 5. Entdo o problema
(3.1)-(3.2)-(3.3) admite wma tinica solug¢do cldssica local no tempo.
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4.2.1 Retorno ao modelo fisico

Consideremos o sistema matematico de reacao-difusao (SMRD) (2.10),
1=1,2, e (2.7) com condicoes de fronteira, respectivamente, (2.12), i = 1,2,
e (2.8) nas varidveis ¢;, co e T (m = 3) e varidveis independentes ¢,z e com
certas condicoes iniciais.

Note que embora muitas das rela¢ées do modelo do capitulo 2 sejam dadas
explicitamente, como um dos termos da condigao de fronteira da equacao do
calor, nominalmente, a lei de Stefan Boltzman representada por uma funcao
hi(T),

h(T) = oe(T* —Ty) , o, e constantes,

que obviamente é C'™! na variavel 7' em limitados de IR, para qualquer m?,
existem muitas relagoes em que nao conhecemos a expressao analitica para as
mesmas. Por exemplo, o segundo termo da condicao de fronteira da equacao
do calor, também uma funcio ho(T)

hao(T) = h(T — Tp)

onde A é dado pela relagdo 2.9, onde aparece a viscosidade wp(T) do gas
cirunjacente, para o qual ndo conhecemos uma expressao analitica e usamos
dados tabelados.

Esta constatagao nos leva a estabelecer alguns postulados acerca do mo-
delo do capitulo 2.

Admitados que todas as relagoes nao dadas analiticamente do capitulo 2
tem regularidade tal que os termos do SMRD do capitulo 2 satisfazem as
condigdes 2, 3 e 4 de regularidade do secao 3.1.1. Quanto as relacoes dadas
analiticamente, pelo menos para temperaturas T > Ty, para algum Ty > 0,
sao todas C°; por exemplo, & da hematita em funcio de T é uma exXpressao
do tipo —77 que é C® em T se T > T.

Sabemos que para temperaturas 7' < Tx a mistura que forma a pelota
€ nao-reativa e portanto todos os termos R se anulam. Dai a equagao de
balango de calor fica desacoplada das equagoes de balanco de massa tomando
a forma

aT

= = divkl(T)grad T

onde k; é ks multiplicada por alguma constante (secao 2.3.1).

{ ’ . . . -
%A prova de que é C™! resulta de que % € limitada em limitados de IR, qualquer /,
e da aplicagao do teorema do valor médio.
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Através de argumentos do principio do maximo (apéndiceA) aplicado a
equacgao acima com condigao de fronteira (2.8) temos que a temperatura T
satisfaz T' > Tp, supondo perfil inicial de temperatura T'(tg,x) > Tp,para
algum T que aqui é a temperatura ambiente. Resulta que os termos de
difusividade k e condutividade D’ do modelo fisico satisfazem a condicio de
parabolicidade 1 da segao 3.1.1.

Segue destas consideracoes e da proposi¢ao 4.2.2 que o o SMRD acima
admite uma tnica solucdo classica local no tempo.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho propusemos condigbes matematicas simples para garantir
existéncia e unicidade de solugao classica local no tempo a uma certa classe
de sistemas parabolicos quaselineares com condigao de fronteira nao-linear a
qual inclui, por exemplo, um modelo matematico de um problema de reagao-
difusao da engenharia quimica.

Usamos os resultados de Sobolevskii na sua forma original sem usar a
teoria de espacos de extrapolagao de Amann, ainda assim obtemos um teo-
rema de existéncia de solugao classica com condicdes essencialmente iguais
as requeridas por ele [6].

Parece que o ponto de vista que adotamos, apesar de ser aplicavel a uma
classe mais restrita de problemas do que a teoria de Amann, talvez possibilite
mais facilidade de aplicacao de resultados abstratos de diferenciabilidade
em relacdao ao dado inicial e talvez seja mais viavel ao calculo de solucoes
numeéricas.

46



Apéndice A

Aplicacao do principio do
maximo

O teorema abaixo e sua prova sao devidos a Henry.

Teorema A.0.3 Sejam Q C IR™ aberto. limitado com fronteira de classe c?,
reais Ty < Ty, —o0 < mg < my < +oc € as fungoes, com 1 <. <n.

aij = aji , b continuas em {2 x (To. Ty) = R

com
n

Z aij(t.2)&E > 0 sempre que £ # 0 em IR

Fg=1

e também as fungoes f.g com
- f continua em Q x [To, T1] x R = R

g continua em 90 x [To, T1] x R = IR

tais que
s > my (se finito) = [f(t,2,s) <0 eg(t.x,s)20(l,x€ O x [To.Ty): t,x € 9Q x [To. Th))
s < mg (se finito) = f(t,z,s)>0eg(t.z,s)<0(l.x€ QO x [To. Th); t,x € O x [To. Th))

Seja u(t,x) continua em 0 X [To.Ty) com wy. uy € Upy, continuas em
QO x (Ty, Ty) € u,, ainda continua em Q x (To,T1).
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Se

n
uy = Z QigUs; + Zbiuri + f(t,z,u) em Q x (Ty, 1Y)
1<ij<n i=1
- Z a;;Niug, = g(t,z,u) em 0Q x (To, T})
1<i,3<n
[N normal ezterior a 9Q em cada ponto x|

mo < uli=, <My em Q

entao
mo < u<my em Q x[To, T) .

Prova. Sem perda de generalidade, seja {2 conexo: caso contrario, trata-
mos cada componente separadamente.

Suponhamos u > m; em algum ponto - podemos mudar Ty, se necessario,
e supor que isto vale arbitrariamente perto de Ty. Para t° > T pequeno e
certo 2° € Q, max UGy [To,10) = u(P°) > my, P° = (° 2°) e entdo por conti-
nuidade u > my em viz (P°) N (7o, t°]. Portanto f < 0, g > 0em (¢, z,u(t,z))
com ¢, r nesta vizinhanca e temos u; < 4w, onde Au =7 Aijlte,z, + > by,

Se % € Q temos u = u(P°) > m; numa viz(P°) x [Ty, t°]; com 0
é conexo, temos. pelo principio do maximo forte ([21], teorema 5, p.173),
u = u(P° em todo Q x [Tp,1°] e chegamos a uma contradicio com o valor
inicial u|{z) x @ < my.

Entao suponhamos v < u(P°) em Q x [T;,t°) com P° € 9Q: temos,
pelo principio do maximo na fronteira ([21], teorema 6, p. 174),2—Z(P0) >0
(v = Zj aijNj), o que diz que g(P°, u(P°)) < 0, que tamhém é falso.

Assim nao pode haver v > m; em qualquer ponto de Q x [To, T1). Da
mesma maneira, u < mg € impossivel. a

Observagao A.0.4 Os valores de (f,g)(t,z,s) com s ¢ [mo,my| sao irre-
levantes e f,g podem se definidas de forma conveniente fora de [mo,m,].
Por exemplo, se a;;(t,z) = aij(t,x,u(t,z)), isto nao tem importincia se
a;j(t,x.s) >0 para todo mg < s < my € (t,z) € [To, Th] x Q.
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