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Resumo

Neste trabalho, provamos a integrabilidade do fluxo geodésico na solugao de Kerr, que inclui
como caso especial a solucao de Schwarzschild e descreve a geometria do espago-tempo ao
redor de um corpo isolado em rotagao, em particular uma estrela de neutrons (pulsar) ou
um buraco negro em rotagao. Para verificar a integrabilidade do fluxo geodésico em uma
variedade de Einstein, sdo necessarias quatro constantes do movimento que comutam. Porém,
o fluxo geodeésico para a solucao de Kerr apresenta apenas trés constantes de movimento que
comutam e sao mais ou menos obvias: a Hamiltoniana H, a energia £ e o momento angular
L3 em torno do eixo de rotagao. Uma quarta quantidade conservada foi descoberta por Carter
e hoje é conhecida como constante de Carter: como a Hamiltoniana H, ela é quadratica nos
momentos. Sua existéncia decorre do fato de que a métrica de Kerr admite um segundo
tensor de Killing de posto 2, além do tensor métrico, que foi encontrado pela primeira
vez por Walker e Penrose. Na presente dissertagao, mostramos que estes dois tensores de
Killing e os dois vetores de Killing tradicionais comutam sob o colchete de Schouten e que.
portanto, as quatro constantes de movimento do fluxo geodésico no espago-tempo de Kerr
estao em involugao. Ademais, mostramos que estas constantes também sao funcionalmente
independentes, o que permite concluir que o fluxo geodésico no espago-tempo de Kerr é um
sistema Hamiltoniano completamente integravel, no sentido de Liouville.

Abstract

In this work, we prove integrability of the geodesic flow in the Kerr solution, which includes
as a special case the Schwarzschild solution and describes the geometry of space-time outside
an isolated rotating body, in particular a rotating neutron star (pulsar) or black hole. To
verify integrability of the geodesic flow in an Einstein manifold, one must exhibit four com-
muting constants of motion. However, the geodesic flow for the Kerr solution only presents
three commuting constants of motion which are more or less obvious: the Hamiltonian H,
the energy F and the angular momentum L3 along the rotation axis. A fourth conserved
quantity was discovered by Carter and is nowadays known as Carter’s constant: just like the
Hamiltonian H, it is quadratic in momenta. Its existence is due to the fact that the Kerr
metric admits a second rank 2 Killing tensor, besides the metric tensor, which was first found
by Walker and Penrose. In the present dissertation, we show that these two Killing tensors
and the standard two Killing vectors commute under the Schouten bracket and that. there-
fore, the four constants of motion of the geodesic flux in Kerr space-time are in involution.
Moreover, we show that these constants are also functionally independent, which allows to
conclude that the geodesic flow in Kerr space-time is a completely integrable Hamiltonian
system. in the sense of Liouville.
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Introducao

A nocao de um sistema integravel é de importancia central na mecanica, na teoria dos
campos e na teoria dos sistemas dinamicos, inclusive pelo fato de que as equagoes de evolucao
de um sistema integravel sao exatamente soliveis e, reciprocamente, todas as equacoes de
evolugao que admitem uma solugao exata geral (i.e., para condigoes iniciais gerais) podem
ser associadas com algum sistema integravel. Exemplos bem conhecidos na mecanica sao: a
particula livre, o oscilador harménico, o problema de Kepler, o corpo rigido, entre outros.

No contexto de sistemas Hamiltonianos com um numero finito de graus de liberdade,
uma defini¢ao geral de que seria um sistema integravel foi dada por Liouville.! Ela se baseia
na observagao que, dado um sistema Hamiltoniano com Hamiltoniana H e espaco de fase
M, de dimensao 2n, que admite uma constante do movimento F', considerada como funcao
F': M — R, entdo o teorema do fluxo tubular garante que para qualquer ponto mg de
M onde a diferencial de F' nao se anula (dF'(mg) # 0). existe um sistema de coordenadas
canonicas (2y,...,Tn.Y1,--.,Y) em torno deste ponto tal que F' = y;. Nestas coordenadas.
a Hamiltoniana H nao depende de @; e portanto, as equagoes de Hamilton

oH ) OH

Iy = — , Y = — — k=1,...,n
Tk o Yk ( )

do sistema original, com n graus de liberdade, se reduz a uma familia de equagoes de Hamilton

oH oH
Ip = — Y = — k:'z,...,'
Lk 3yA y Yk al'k ( n)

com n — 1 graus de liberdade e y; como parametro. Assim, a existéncia de uma constante
do movimento, i.e., uma fungao F' que é constante ao longo das trajetorias do campo Ha-
miltoniano X, nos permite reduzir em dois graus a dimensao do espago de fase (e nao em
um, como no caso de sistemas nao Hamiltonianos): um decréscimo é obtido fixando o valor
de F' =y, pelo principio acima, e o segundo, eliminando a variavel ciclica conjugada ;.

Este procedimento pode ser repetido, levando a conclusao que se um sistema Hamiltonia-
no tiver k constantes do movimento Fy,.... ;. que estao em involucao. i.e., cujos colchetes

!Neste trabalho, nao consideraremos sistemas Hamiltonianos com um nimero infinito de graus de li-
berdade, para os quais existem varias possibilidades de definir conceitos de integrabilidade, que nao sao
equivalentes.
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de Poisson se anulam, entdo em torno de qualquer ponto de A onde as diferenciais de
Fy,..., Fy sao linearmente independentes, o sistema pode ser reduzido a uma familia de
sistemas com n — k graus de liberdade, parametrizada por Fj,..., F;. Finalmente, se este
processo de reducao pode ser repetido & = n vezes, entao segundo a definicao de Liouville,
o sistema é chamado completamente integravel.

A nogao de um sistema integravel, apesar de originalmente ter sido desenvolvido e apli-
cado no ambito da mecanica nao-relativistica de Newton, também se mostra util para a
mecanica relativistica de Einstein, particularmente no caso da Relatividade Geral. Nesta,
o movimento retilineo uniforme de uma “particula livre” da mecanica nao-relativistica é
substituido pelo movimento de uma “particula em queda livre” (o que inclui um raio de luz,
visto como particula com massa de repouso m igual a zero — o féton), e esse movimento é
matematicamente descrito pelo fluxo geodésico na variedade Lorentziana usada como modelo
do espago-tempo.

Por outro lado, o fluxo geodésico em variedades Riemannianas ocupa uma posicao de
destaque na mecanica nao-relativistica. Do ponto de vista tedrico, é interessante pois ca-
racteriza a maneira mais geral de definir um sistema Hamiltoniano com energia puramente
cinética, i.e., que seja uma forma quadratica nos momentos: esta forma quadrética é exata-
mente o (inverso do) tensor métrico, nao havendo contribuigoes lineares nos momentos, como
aconteceria na presenca de forcas eletromagnéticas (potenciais de calibre), ou contribuigoes
independentes dos momentos. como aconteceria na presenca de for¢as conservativas (energia
potencial). Do ponto de vista pratico é interessante, pois existem exemplos muito importan-
tes, tais como as equacgoes de Euler para o corpo rigido, que sao exatamente as equacoes de
movimento do fluxo geodésico sobre o grupo de rotagoes SO(3) [1, pp. 311-337].

Portanto, uma questao natural é sob quais condigoes o fluxo geodésico numa dada va-
riedade pseudo-Riemanniana constitul um sistema completamente integravel. Obviamente,
isso ocorre quando o tensor de curvatura se anula, pois neste caso, existem sistemas de
coordenadas locais ¢' nos quais os componentes do tensor métrico sao constantes, e basta
escolher F; = p; (1 = 1,....n). Desta forma, recuperamos o movimento retilineo uniforme
da mecanica nao-relativistica — o mais simples de todos os sistemas integraveis.

Nesta dissertagao. demonstraremos a integrabilidade do fluxo geodésico em uma varie-
dade Lorentziana especifica conhecida na Relatividade Geral como a solugao de Kerr — uma
generalizagao da célebre solucao de Schwarzschild - que descreve o campo gravitacional ge-
rado por um corpo isolado em repouso e sem movimentos internos, mas girando em torno
de um eixo fixo com velocidade angular constante. (A palavra “solucao” refere-se ao fato
de que a métrica de Kerr, assim como a métrica de Schwarzschild, satisfaz as equagoes de
Einstein no vacuo,

R,uu - %Rg;.w = i,

onde R,, é o tensor de Ricci associado ao tensor métrico g, ; métricas/variedades com esta
propriedade sao chamadas de métricas/variedades de Einstein.) O resultado corresponden-
te (i.e., a integrabilidade do fluxo geodésico) para a solugao de Schwarzschild — apesar de



raramente ser formulado nestes termos — é bem conhecido, sendo que o comportamento de
geodésicas na solucao de Schwarzschild é estudado em todos os livros texto sobre Relativida-
de Geral e é utilizado para deduzir as previsdes mais tradicionais e espetaculares desta teoria:
a rotacao do periélio de Mercurio e a deflegao de raios de luz no campo gravitacional do sol.
(Cabe salientar, porém, que — ao contrario da teoria Newtoniana de gravitacao — a Relativida-
de Geral prevé que o campo gravitacional de um corpo com movimento rotacional ¢ diferente
do campo gravitacional de um corpo sem movimento rotacional. Esta diferenca se manifesta
no efeito do “arrastamento dos sistemas de referéncia”, devido as forcas giroscopicas [10],
teoricamente predito por Lense e Thirring em 1918 e experimentalmente confirmado na ob-
servagao dos buracos negros existentes nos centros das galaxias GRO J1655 — 40 e GRS
1915 + 105, que além de sugar a matéria de estrelas proximas, “arrastam” o préprio es-
pago-tempo ao seu redor [21. 22]. Portanto, de forma geral, a importancia da solucao de
Kerr para a astronomia é indiscutivel. uma vez que praticamente todos os corpos estelares
apresentam algum movimento rotacional, inclusive os que geram campos gravitacionais for-
tes. como os pulsares e os buracos negros. Em particular, o estudo do comportamento de
geodésicas na solucao de Kerr constitui um tépico de grande importancia para a astronomia,
que infelizmente é quase completamente negligenciado nos livros texto sobre Relatividade
Geral.

A principal contribuigao a demonstragao da integrabilidade do fluxo geodésico na solugao
de Kerr é devida a Carter [2, 3]. Para provar a integrabilidade do fluxo geodésico em uma
variedade de Einstein, sao necessarias quatro constantes do movimento, enquanto que no caso
da métrica de Kerr, ha apenas trés constantes do movimento ébvias: a Hamiltoniana H, a
energia £ e o momento angular Lz em torno do eixo de rotagao. No entanto, estudando
as equacgoes de Hamilton-Jacobi para o movimento geodésico [2] na métrica de Kerr, que
devido a conservagao da energia e do momento angular pode ser reduzida a uma equagao
diferencial parcial em duas variaveis. Carter descobriu uma quarta constante do movimento.
hoje chamada a constante de Carter. que permite a solucao desta equagao por separagao
de variaveis, ou seja, sua redugao a um sistema de duas equagoes diferenciais ordinarias.
Posteriormente, Carter obteve o mesmo resultado para a equacao de Klein-Gordon, que
descreve a propagacao de um campo escalar [3].

O proéximo passo importante foi a introdugao da nogao de um tensor de Killing (ou mais
exatamente, campo tensorial de Killing) que generaliza a nogao classica de um vetor de
Killing (ou mais exatamente, campo vetorial de Killing), no sentido de providenciar cons-
tantes de movimento para o fluxo geodésico, porém sem a mesma interpretagdo geométrica
de um gerador de um grupo a um parametro de isometrias. Em qualquer variedade pseudo-
Riemanniana, sempre existe pelo menos um tensor de KNilling de ordem 2, que é o préprio
tensor métrico, sendo que a constante de movimento associada é simplesmente a Hamilto-
niana H do fluxo geodésico. O primeiro exemplo nao-trivial deste novo conceito. no entanto.
parece ter originado com a observacao de Walker e Penrose [20] de que a existéncia da cons-
tante de Carter decorre do fato de que a métrica de Kerr admite um segundo tensor de Killing
K. também de ordem 2 mas diferente do tensor métrico. que chamaremos aqui de tensor de



Walker-Penrose. Este tensor é construido usando os dois campos vetoriais nulos principais
da métrica de Kerr, cujas curvas integrais representam raios de luz que propagam radial-
mente com respeito ao centro de atracao: portanto, estes campos vetoriais Ny e N_ devem
ser nulos (tipo luz) e autoparalelos, pois isso garante que suas curvas integrais sio geodésicas
tipo luz. Explicitamente, em termos de coordenadas de Boyer-Lindquist (¢,7,9, ), onde o
tensor métrico é dado por

2mr I I

ds® = —[1- ) >dt2 + %([7'2 + p? dv?

2ma® rsin? v ; 2marsin?J
+(r? +a®+ TRETIR Y in?y dp* — L—th dep,
p? p?
com .
p? = rt + a? cos? Y,
A = r? — 2mr + d?,

e onde m e a sao parametros reais (m > 0) representando, respectivamente, a massa e o
momento angular do corpo central que gera o campo gravitacional descrito por esta métrica,
temos

r? + a2 a
lv:t = :l:ﬁ,—}-Tat—i-zap
¢ A
R = 5 (Nt @ N_ + N_ @ Ny) + rg.

&

O passo final consiste em verificar que as quatro constantes de movimento assim obtidas,
consideradas como fungées sobre o espaco de fase para o fluxo geodésico, que é o fibrado
cotangente do espago-tempo, comutam sob o colchete de Poisson e sao funcionalmente in-
dependentes. A iltima afirmacao pode ser verificado por um calculo direto, enquanto que
a demonstracao da primeira pode ser substancialmente simplificada através de uma analise
mais aprofundada da relacao entre tensores de Killing e as constantes de movimento asso-
ciadas, usando como conceito central o colchete de Schouten entre campos multivetoriais
simétricos [18]:

e Por definicao, um campo multivetorial simétrico de ordem A sobre uma variedade @
é simplesmente um campo tensorial totalmente contravariante e simétrico de ordem
k sobre (). Se I} e Iy sao dois campos multivetoriais simétricos de ordem k; e de
ordem k;, respectivamente, entao seu colchete de Schouten é um campo multivetorial
simétrico de ordem ky 4+ k; — 1 sobre @ que costuma ser denotado por [A, ] Este
colchete de Schouten é uma generalizacao do colchete de Lie entre campos vetoriais e
da derivada de Lie de campos multivetoriais. i.e., para k = ky = 1, [A}, 3] coincide
com o colchete de Lie dos campos vetoriais A’} e N3, enquanto que. mais geralmente,
para ky =1 (k; = 1), [\1, k3] coincide com a derivada de Lie de A5 ao longo de A,
(menos a derivada de Lie de A’y ao longo de A%). Ademais. o colchete de Schouten é
bilinear (sobre R), antisimétrico e satisfaz a identidade de Jacobi.



e Dado um campo multivetorial simétrico A" de ordem k sobre uma variedade pseudo-
Riemanniana () qualquer, A" ¢ um campo tensorial de Killing se e somente se seu
colchete de Schouten com o (inverso do) tensor métrico g se anula:

[A,g] = 0.

De fato, como no caso k = 1, é facil mostrar que esta condicao é equivalente a condicao
de que K satisfaga a equagao de Killing

v(ul\ul-.-uk) = 0,
onde V é a conexao de Levi-Civita e os parénteses indicam simetrizacao total.

e Dado um campo multivetorial simétrico A" de ordem k sobre uma variedade @, podemos
associar a \' uma fungao C(L\') sobre o fibrado cotangente T7*Q de @, pondo

_ 1 .
C(K)(q,p) = 71 P P KHe(q).

Observa-se que esta fungao C(L") sobre 7*() é um polindmio homogéneo de grau k nos
momentos, ou seja, ao longo das fibras de 7*@Q), e que reciprocamente, qualquer funcao
desta natureza provém de um campo multivetorial simétrico de ordem k sobre Q.
A propriedade mais importante desta correspondéncia é que ela leva o colchete de
Schouten entre campos multivetoriais sobre ) para o colchete de Poisson entre funcoes
sobre T™(), a menos de um sinal:

{C([\'l ),C(l\'g)} = —C([[\’l, ]\’2]).

Em particular. se ¢ for uma variedade pseudo-Riemanniana, o (inverso do) tensor
métrico g € trivialmente um campo tensorial de Killing de ordem 2, e como

Clg) = H

¢ a Hamiltoniana do fluxo geodésico sobre @), concluimos que para um campo multi-
vetorial A" de ordem k sobre () qualquer, a quantidade C(A’) sera uma constante de
movimento para o fluxo geodésico sobre @) se e somente se A" for um campo tensorial

de Killing.

O objetivo da presente dissertacao é apresentar um tratamento sistematico do fluxo
geodésico no espaco-tempo de Kerr, do ponto de vista de teoria dos sistemas Hamiltonianos
integraveis. Dentro desta perspectiva, dividimos o trabalho em trés capitulos:

No primeiro capitulo sintetizamos os conceitos basicos para uma formula¢ao geométrica
da mecanica classica. valida tanto para a mecanica nao-relativistica quanto para a mecanica
relativistica. C'omo explicamos no inicio do capitulo. uma diferenga crucial entre essas duas
versoes da mecanica reside na interpretacao do parametro das trajetorias, devido a auséncia
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do conceito Newtoniano do tempo absoluto e a presenca de uma invariancia de reparame-
trizagao no segundo caso. Na primeira segao, recapitulamos o formalismo Hamiltoniano em
variedades simpléticas, como modelo do espaco de fase do sistema., e na segunda, o tratamen-
to da relacao entre simetrias e quantidades conservadas neste contexto, envolvendo conceitos
tals como o teorema de Noether, a aplicacio momento e a definicao de um sistema Hamil-
toniano integravel, segundo Liouville. Na terceira se¢ao, apresentamos um breve resumo do
formalismo Lagrangiano (principio da agao estacionaria, equacoes de Euler-Lagrange) e de
sua relacao com o formalismo Hamiltoniano (transformagao de Legendre) para o caso quando
o espaco de fase ¢é obtido de um espago de configuragao como o seu fibrado cotangente.

No segundo capitulo discutimos uma classe especial de sistemas Hamiltonianos e La-
grangianos de grande importancia e utilidade: o fluxo geodésico em variedades pseudo-
Riemannianas. Nas duas primeiras se¢oes apresentamos algumas defini¢oes bdsicas e con-
ceitos associados a variedades pseudo-Riemannianas, em particular a nogao da derivada
covariante de um campo vetorial ou tensorial ao longo de uma curva, que facilita a definicao
da nogao de uma geodésica. Nas duas tltimas secoes discutimos campos vetoriais e tensoriais
de Killing. O primeiro caso é bem conhecido, pois um campo vetorial de Killing A" sobre
uma variedade pseudo-Riemanniana @) gera um grupo (local) a um parametro de isometrias
sobre (), que induz um grupo (local) a um parametro de simetrias para o fluxo geodésico
sobre T'Q) ou T™*(Q), com quantidades conservadas associadas C(/’) que sao lineares nas ve-
locidades ou impulsos. O segundo caso, porém, nao admite uma interpretagao em termos
de simetrias que agem sobre a variedade pseudo-Riemanniana original @), pois um campo
multivetorial de ordem > 1 sobre uma variedade @ nao gera difeomorfismos de (). No entan-
to, existe uma interpretacao alternativa que se oferece de maneira natural, pois um campo
tensorial de Killing A" de ordem k sobre uma variedade pseudo-Riemanniana ) sempre gera
um grupo (local) a um parametro de simetrias para o fluxo geodésico sobre T'Q ou T*Q,
com quantidades conservadas associadas C(\') que sao polinomios homogéneos de grau k nas
velocidades ou impulsos: esta agao é simplesmente gerada pelo campo vetorial Hamiltoniano
Xe(ry sobre TQ ou T(Q) induzido pela fungao C(L') sobre TQ ou T*@. Desta forma, a
abordagem ao fluxo geodésico do ponto de vista Hamiltoniano oferece uma solugao para o
antigo problema de dar uma interpretacao natural para as simetrias globais que, segundo o
teorema de Noether, devem corresponder as quantidades conservadas associadas a tensores
de Killing de ordem > 1: basta subir da variedade original ao fibrado tangente ou cotangente
para que elas aparecam. Acreditamos que essa interpretacao é mais direta e mais simples
do que as interpretacoes dadas por Prince e Caprin [13, 14]) e por Rosquist [16] que, apesar
de levarem a resultados equivalentes, utilizam conceitos mais sofisticados introduzidos por
Cartan, tais como: geometria diferencial projetiva sobre a variedade produto R x Q) e sobre
o espago de evolucio R x TQ.

O altimo capitulo trata do tema central desta dissertagao. que é o fluxo geodésico no
espago-tempo de Kerr. Apods algumas consideragoes gerais sobre a interpretagao do movi-
mento geodésico em variedades Lorentzianas. como modelo do espaco-tempo na Relatividade
Geral, discutimos na primeira se¢ao o papel de grupos de isometrias para reduzir o problema

=1



de encontrar solu¢oes exatas das equacoes de Einstein. As solucoes exatas conhecidas se
dividem em duas grandes classes: as solucoes cosmoldgicas e as solucoes localizadas, onde
as primeiras sao solugoes com um tensor de energia-momento diferente de zero e geralmente
com dependéncia nao-trivial do tempo. descrevendo a distribuicao da matéria no universo,
enquanto que as segundas sao solugoes no vacuo, i.e., com tensor de energia-momento nulo,
e geralmente sao estaticas ou pelo menos estacionarias, descrevendo o campo gravitacional
gerado por um corpo isolado e em repouso, na regiao exterior. As solu¢oes mais impor-
tantes desta natureza sao a solucao de Schwarzschild e a solucao de Kerr, que descrevemos
na segunda e na terceira secao deste capitulo. Em ambos os casos, como alidas em geral, o
entendimento do comportamento das geodésicas (tipo tempo e tipo luz) constitui um fator
central para o entendimento da fisica da solucao. Neste trabalho, porém, apresentamos ape-
nas aqueles argumentos que se mostram necessarios para concluir que o fluxo geodésico no
espaco-tempo de Schwarzschild e no espaco-tempo de Kerr constitul um sistema Hamilto-
niano integravel, j4 que existe hoje uma literatura bastante extensa sobre quase todos os
demais aspectos do tema: no caso da solucao de Schwarzschild, essa discussao faz parte de
quase todos os livros texto de Relatividade Geral, tais como [8, 11, 19], enquanto que no
caso da solucao de Kerr, um tratamento explicito e relativamente elementar do assunto em
forma de livro texto é muito mais recente [12].

Finalmente, o trabalho contém trés apéndices. No Apéndice A resumimos a definicao e
as propriedades elementares do colchete de Schouten para campos multivetoriais simétricos.
Os Apéndices B e C apresentam demonstragoes. baseadas em calculos longos — mas abso-
lutamente elementares — de um conjunto de formulas que dizem respeito a geometria do
espago-tempo de Kerr e que sao necessarias para que possamos chegar a conclusao final.

Concluimos esta introdugao com algumas observacoes sobre perspectivas para um traba-
lho futuro. Um aspecto interessante da métrica de Kerr é que o tensor de Walker-Penrose é
do mesmo tipo que o (inverso do) tensor métrico. o que abre a possibilidade de efetuar uma
troca entre os dois. Desta forma, e apds restricao a um aberto denso adequado, obtém-se uma
nova variedade Lorentziana, cujo tensor métrico é o (inverso do) tensor de Walker-Penrose e
com um segundo tensor de Killing de ordem 2 que é o (inverso do) tensor métrico original.
Este novo tipo de dualidade foi recentemente estudado por varios autores [7, 15]. No entanto,
a nova variedade Lorentziana nao é uma solugao das equagoes de Einstein no vacuo, o que
prejudica a interpretacao do procedimento como uma transformagao de dualidade.

Um outro desafio seria encontrar. para o fluxo geodésico no espago-tempo de Kerr, uma
formulagao de Lax, o que poderia introduzir técnicas poderosas da teoria de algebras de Lie.
Ja existem trabalhos que estendem a formulagao de Lax usual de um sistema Hamiltoniano
ao caso onde o espago de fase do sistema é associado a uma variedade pseudo-Riemanniana
geral [17], mas o tema ainda parece longe de estar exaurido.

09}



Capitulo 1
Mecanica Geométrica

Neste capitulo tentaremos sintetizar os conceitos basicos para a formulacao geométrica da
mecanica classica. Seguindo a convengao que “classico” significa “nao-quantico”, a mecanica
classica possui duas versdes: a mecanica nao-relativistica de Newton e a mecanica rela-
tivistica de Einstein. A formulagao destas duas versoes da mecanica é semelhante, havendo
inclusive varios objetos matematicos em comum, apesar de algumas diferencas cruciais de
interpretacao. Por exemplo, em ambos os casos, a dinamica de uma particula sujeita a forcas
externas e até a dinamica de sistemas mais complexos, com um nimero maior de graus de
liberdade, é descrita em termos de uma trajetoria 7 — ¢(7) em uma variedade ) — uma tra-
jetoria que é solucao de uma equagao diferencial ordinaria, tipicamente de segunda ordem e
tipicamente provinda de uma formulagao Lagrangiana (em 7'Q)) ou Hamiltoniana (em 7*Q)).
A diferenga esta na interpretacao do parametro 7 e da variedade Q:

e Na mecanica nao-relativistica, a interpretagao do formalismo baseia-se tacitamente no
axioma de Newton sobre o tempo absoluto:

“Absolute, true, and mathematical time, of itself, and from its own nature,
flows equably without relation to anything external, ...”!

Este principio justifica identificar o parametro 7 com este tempo absoluto e assim
determina 7 a menos de uma translacio 7 — 7 + 7. Esta liberdade remanescente
esta ligada a possibilidade de relacionar a conservacao da energia a uma simetria.
A variedade () é entao interpretada como espago de configuragdio do sistema: pode ser
o espago no qual a particula se move, mas pode também ser uma variedade de dimensao
> 3, no caso de sistemas sujeitos a vinculos como, por exemplo. o corpo rigido.

ISir Isaac Newton — Mathematical Principles of Natural Philosopy and his System of the World:

“O tempo absoluto, verdadeiro e matematico. ele préprio, e pela sua prépria natureza, flui unifor-
memente, sem relacao com qualquer coisa externa, ..."
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e Na mecanica relativistica, a interpretacao do que é tempo muda radicalmente, pois
o tempo absoluto de Newton deixa de existir. O parametro 7 é entao, pelo menos a
priori, apenas um parametro, enquanto que a variedade () é interpretada como o es-
pago-tempo no qual a particula se move. Neste caso, é mais dificil incorporar sistemas
de particulas com vinculos, pois para definir o que seria um espago-tempo de configu-
ragao seria necessario incluir uma variavel tipo tempo para cada particula envolvida.
Por outro lado. temos liberdade completa na escolha do parametro 7, i.e., a liberdade
de efetuar difeomorfismos 7 — 7' = 7/(7) quaisquer: diz-se que héd invaridncia por
reparametrizagdo. Esta liberdade pode ser restringida pela equagao de movimento do
sistema, como acontece no caso da equacao geodésica, que determina o parametro a
menos de uma transformacao afim 7 — ar + 7. No caso de geodésicas tipo tem-
po, este parametro afim é interpretado como o tempo proprio (tempo medido por um
relogio transportado ao longo da geodésica) e no caso de geodésicas tipo espago como a
distancia espacial (distancia entre dois eventos medida ao longo da geodésica), enquan-
to no caso de geodésicas tipo luz, o parametro afim nao possui nenhuma interpretacao
fisica.

Apesar destas diferencas de interpretagao, o formalismo Lagrangiano e o formalismo Hamil-
toniano funcionam da mesma forma nas duas versoes da mecanica classica.

Neste trabalho, utilizamos a notacdao adotada no livro classico de Abraham-Marsden [1],
sendo que a derivada com respeito ao parametro 7 de uma trajetoria sera denotada por um
ponto, independentemente da interpretacao de 7. Portanto no caso da mecanica relativistica.
onde as coordenadas locais da variedade () envolvem uma variavel tipo tempo ¢ como, por
exemplo, nas solu¢oes de Schwarzschild ou Kerr que se expressam em coordenadas ¢, r, J e
», nao deve causar estranheza que apareca uma expressio como f.

1.1 Formalismo Hamiltoniano

Nesta secao introduziremos alguns conceitos matematicos que sao importantes na Mecanica
Hamiltoniana, tanto nao-relativistica quanto relativistica, para assim podermos abordar o
problema a que nos propomos.

Definigao 1.1 Uma variedade simplética é uma dupla (M,w), onde M é uma variedade e
w é uma forma simplética, i.e., uma forma diferencial de grau 2 que é

(i) fechada : dw = 0,
(i1) nao-degenerada : para todo ponto m € M e todo vetor tangente w,, € T, M, temos

Wi (Umym) = 0 paratodo v, €T, = u,=0~0.
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Definigao 1.2 Um sistema Hamiltoniano é uma tripla (M,w. H), onde (M,w) é uma va-
riedade simpléticae H € §(.\M).

Definigao 1.3 Uma aplicagdo simplética ou, na linguagem utilizada na fisica, transformacdo
canonica, € uma aplicacao ¢ : M — N de uma variedade simplética M, com forma
simplética wyys, para uma variedade simplética NV, com forma simplética wy, tal que

wy = PTwy. (1.1)

Observamos que dada uma variedade simplética, temos para cada m € M uma forma
bilinear antisimétrica sobre o espaco tangente 7,,, M de M em m tal que a aplicacao linear

who TwM —  T:M (12)
Up > Wy (Um, ) -
induzida por w,, é um isomorfismo, com inverso denotado por
wh = T*M — TwM
wh ! /
meoom " (1.3)

ur — (u)b )7z

m m

O exemplo padrao de uma variedade simplética é o fibrado cotangente 7*Q de uma
variedade () qualquer. De fato, 7*@Q é uma variedade simplética exata, i.e., munida de
uma forma canénica § € Q'(T*Q) tal que w = —df. Para construir esta forma canonica.
consideramos a aplicagao tangente T'r : T(1T*Q) — T'Q a projecao 75 T°Q — Q e, para
q€Q, peT;Q, ue Ty, (T"Q), pomos

Oam(u) = p(Tr5(u)). (1.4)
Em coordenadas locais ¢' de @ e usando as coordenadas locais induzidas (¢',¢’) de TQ,
(¢',p;) de T*Q e (q',pj,¢". pr) de T(T"Q), temos
0 = p;jdg (1.5)
e portanto A
w = dq’ A dp;, (1.6)

onde denotamos por dq' as 1-formas derivadas das fun¢des coordenada ¢' sobre (abertos de)

qualquer uma das variedades @, T'Q, T*Q ou T'(T*Q).

Definicao 1.4 Seja (M.«) uma variedade simplética. Para toda funcao f € F(M).
chamamos o campo vetorial X; € X (M) sobre M definido por

Xy = W), (L.7)

ou equivalentemente. por
df = &"(Xj) = ix,w. (1.8)

o campo Hamiltoniano associado a f.
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Definicao 1.5 Seja X' € X (M) um campo vetorial em uma variedade simplética (M.w).
O campo X é dito localmente Hamiltoniano se

S_\'u) = 0, ' (1.9)

o que significa que o fluxo de X preserva a forma simplética w.

A ultima afirmagao é uma consequéncia direta da formula [1, p. 91]

Lo = (Fr)(Cxw) (1.10)

ds

que, para uma campo vetorial X' qualquer, relaciona a variacao da forma simplética w ao
longo do fluxo F'x de X com sua derivada de Lie ao longo de X.

A terminologia introduzida na definicao anterior pode ser justificada observando-se ue

a) todo campo Hamiltoniano é localmente Hamiltoniano,

b) todo campo localmente Hamiltoniano sobre um aberto {7 de M que é simplesmente
conexo ¢ Hamiltoniano.

De fato, usando a féormula classica

Ly = dix + ixd (1.11)
e o fato de que dw = 0, temos
Lx,w = (li_,\',u + -zf_,\',du) = dz'_,\',w = ddf = 0.

Por outro lado, se X é um campo localmente Hamiltoniano sobre um aberto U de M, entao
diixyw) = Lyw — ixdw = —ixydw = 0.

Portanto, se U for simplesmente conexo, isto implica que iyw = df, ou seja, X = X, para
alguma funcgao f sobre U.

Definigao 1.6 Seja (M,w) uma variedade simplética. Para quaisquer duas fungoes f,g €
S(M), chamamos a funcao {f.g} € F(M) definida por

{9} = (X}, X,), (1.12)

onde Xy e X, sao os campos Hamiltonianos associados a f e g, respectivamente, o colchete
de Poisson de [ e g.
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Para uso posterior, notamos mais duas formulas envolvendo colchetes de Poisson. Primeiro,
para f.g € §(M),

Xp-g = &MNdf)-g = dg(*(df)) = w(Xg, X)) = {9, f} = —{f.g}.
ou seja,

X9 = —{f.9}, (1.13)
e segundo, para f,g,h € (M),

X/ X)) h = Xy (X, -h) = X, (Xp - )
= {f {gsh}} - {g’ {f’h}}

= {{f.g},h}
= =Xy - h,

ou seja.
(X2 Xe] = —Xypagps (1.14)
o que mostra que os campos Hamiltonianos sobre A/ formam uma subalgebra de Lie X (M)

da algebra de Lie X (M) de todos os campos vetoriais sobre M e que a aplicagao linear

(M) — Xpg(M)

Py (1.15)

¢ um anti-homomorfismo de algebras de Lie. gerando a seguinte sequéncia exata de algebras

de Lie.
0 — R — 3(M) — Xy(M) — 0, (1.16)

quando M é conexo. De forma analoga. a formula
S[,\',y]u) = S_,\'Sy'u.) = S}"Q,\'w

mostra que os campos localmente Hamiltonianos sobre A também formam uma subalgebra
de Lie X Ly (M) da algebra de Lie X (M) de todos os campos vetoriais sobre M.

Qualquer sistema Hamiltoniano é um sistema dinamico, pois a fungdao H gera um campo
vetorial Xy € X (M), cujo fluxo descreve a evolucao do sistema. As equagoes diferencials
ordinarias correspondentes sao as equagoes de Hamilton

o(t) = Xg(x(1)), (1.17)

onde o ponto, conforme a convencao ja mencionada na introducao, denota a derivada com
respeito ao parametro 7. Para uso posterior, é conveniente, desde jd, introduzir o fluzo Fy,,
do campo Hamiltoniano Xy, que é uma aplicacao

Fy, : Dy, — M (1.18)
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de um aberto Dy, em R x M com {0} x M C Dy,,. chamado o dominio do fluxo. para
M, que em relacao a primeira variavel, que é o parametro 7, satisfaz as equacoes diferenciais
ordinarias .

Fx,(r,2) = Xp(Fx,(7.2)), (1.19)
com condigoes iniciais

Fx,(0,z) = =z. (1.20)

Também notamos que a evolucao de uma observavel qualquer do sistema, descrita por uma
funcao f € §(M), é dada pela equacao

f = {f, H}. (1.21)

De fato, usando o fluxo Hamiltoniano F'y,, para estender fungoes g sobre M a fungoes ¢
sobre Dy, C R x M, pondo ¢(7,2) = g(Fx,(7.2)), temos

f(rx) = df(Fx,(r.2)) - Fy,(r.2)

= df(Fx,(7. ) - Xu(Fy,(r.2))
= w(X;, Xg)(Fx,(1.2))

= {f, H}(Fx,(r,x))

= {f, H}(7, ).

Exemplo: M = R?", com coordenadas lineares (q',p;) (i, = 1,...,n) que, consideradas
como funcoes, satisfazem as regras canonicas de comutagao

{¢'.p;} = &, {d'. ¢} =0, {pup;} = 0. (1.22)
Entao . .
H (dH) w (0(1‘ dq' + ar; (lpj) )
ou seja, 3
JH 0O OH 0
X = = == —=————. 1.2
H dq' Op; * dpi 0¢ (1.23)
e portanto (1.17) é equivalente a
oH
q'(r) = B—(Q(T)’P(T)), (1.24)
Pi
; oOH -
pi(T) = ~a—qj(q(T).P(T))- (1.25)

Além da Hamiltoniana H. existem outras funcoes [ € F(A) que sao importantes. Por
exemplo, na mecanica nao-relativistica H representa a energia do sistema, enquanto que
outras fungoes [ representam outras observaveis. tais como momento, momento angular.
etc. Portanto. por abuso de linguagem. o campo vetorial X, associado a qualquer funcao
f é chamado o campo (vetorial) Hamiltoniano associado a f, mesmo quando [ nao tem
interpretacao como energia de algum sistema realistico.
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Definigao 1.7 Uma quantidade conservada ou integral primeira de um sistema Hamilto-
niano é uma fungao f € (VM) que é constante ao longo do fluxo Hamiltoniano, i.e., que
satisfaz

{f,H} = 0. (1.26)

A interpretacao dual desta relagao é que, além de f ser constante ao longo do fluxo de Xy,
H é constante ao longo do fluxo de Xy, i.e.,, X, gera um grupo local a um parametro de
simetrias do sistema Hamiltoniano. Este é o ponto de vista que desenvolveremos na préxima
Secao.

Exemplo: Obviamente, a propria Hamiltoniana é uma integral primeira, pois

H = {H,H} = 0. (1.27)

1.2 Simetrias e Leis de Conservacao:
Aplicacao Momento

Nesta segao discutiremos a relagao entre a acao de um grupo de Lie sobre o espaco de fase
de um sistema Hamiltoniano por simetrias e as quantidades conservadas associadas a esta
acao.

Primeiro, lembremos que. dados um grupo de Lie ¢ e uma variedade M, uma a¢do ou
operagao de (G sobre M (por esquerda) é uma aplicagao

GxM — M

t)"b
(g,m) +— g-m (1.28)
com as seguintes propriedades
g1 (g2-m) = (g192)-m (1.29)
para g1, € G e me M e
lg-m = m (1.30)
para m € M. Neste caso, para g € (7, a aplicacao
A
Ly: M — M (1.31)

m > g-m

¢ um difeomorfismo de M. chamado a translagio por g (por esquerda), pois Ly Ly, = Ly,
e Ly, = idy; logo Lg‘l = L,-1. Ademais, cada subgrupo a um parametro de G, gerado por
um elemento X' da algebra de Lie g, define uma acao

RxM — M
(s.m) > exp(sX) -m
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de R sobre M que representa o fluxo Fl,, de um campo vetorial Xy; sobre M, chamado
campo fundamental sobre M associado a X; obviamente

{
Nar(m) = ((—b exp(s.Y) - ms=o (1.32)

Fx,(s,m) = exp(sX)- -m. (1.33)

A partir desta definicao podemos mostrar que dados dois campos fundamentais Xy; e Yy
associados aos geradores X e Y em g, respectivamente, teremos

[-\,1\[1 }/.'\/1] = — [_\’. Y']‘\[, (134)
o que mostra que a aplicagao linear

X — X (135)

é um anti-homomorfismo de algebras de Lie.
Definigao 1.8 Sejam G um grupo de Lie e (M,w, H) um sistema Hamiltoniano. Dizemos

que G age sobre este sistema por simetrias se a acao de (G sobre M preserva w e H, i.e., se
para todo g € G, vale

Liw = w, (1.36)
o que implica
{floLgaf2°LU} = {fhf?}o[’g (137)
para fi, fo € §(M), e
HoL, = H. (1.38)

Nesta situacao, € facil ver que os campos fundamentais X', sobre M associados aos geradores
X em g sao localmente Hamiltonianos, o que permite reescrever o anti-homomorfismo (1.35)
na seguinte forma:

g — Xpu(M)

Y X (1.39)

Comparando os dois anti-homomorfismos (1.15) e (1.39), surge a questao se é possivel cons-
truir um homomorfismo de algebras de Lie

J:ig— F(M) (1.40)
tal que (1.39) seja a composicao de (1.15) com J, i.e., tal que para todo X em g

HAdJ(X) = Xur, (1.41)



CAPITULO 1. MECANIC'A GEOMETRICA 17

o que equivale a dizer que para todo X" em g e todo campo vetorial Z sobre M
Z-J(X) = w( Xy, 2). (1.42)
E conveniente também considerar a funcao a valores vetoriais
J: M — g, (1.43)
onde g~ denota o espago dual de g, definida pela troca dos argumentos:

J(m)(X) = J(X)(m). (1.44)

Definicao 1.9 Sejam (M,w.H) um sistema Hamiltoniano e ¢ um grupo de Lie que age
sobre este sistema por simetrias. Dizemos que o homomorfismo (1.40) ou a funcao (1.43) é
uma aplicagao momento associada a esta agao se vale (1.41) ou (1.42).

Observemos que segundo a convencao aqui adotada. uma aplicacado momento é necessaria-
mente equivariante no sentido de [1], pois estipulamos que (1.40) seja um homomorfismo de
algebras de Lie, i.e., para X.Y € g, temos

{J(X),J(Y)} = J(X.¥]). (1.45)

Proposigao 1.1 Sejam (M.w, H) um sistema Hamiltoniano e G um grupo de Lie que age
sobre este sistema por simetrias. Entio J € uma integral primeira de Xy (a valores em g~).

O exemplo mais elementar de uma aplicagao momento ocorre quando g é a algebra de Lie
abeliana unidimensional R: neste caso, a aplicacao momento equivale a uma quantidade
conservada, e podemos afirmar que, no sentido contrario, vale o seguinte

Teorema 1.1 (Noether) Se [ € F(M) € uma quantidade conservada e Xy € X (M) ¢
completo, entdio Xy gera uma ag¢dio do grupo de Lie R por simetrias.

Para generalizar este teorema ao caso onde g é uma algebra de Lie abeliana de dimensao
qualquer R', precisamos da seguinte

Definigao 1.10 Dizemos que um conjunto {fi,...,fe} de quantidades conservadas f; €
§(M) esta em involugdo se, além de {f;, H} =0 (j =1,...,(), temos

{fishi} =0 (Gk=1,....0). (1.46)
Temos entao
Teorema 1.2 (Noether) Se {f|..... fe} € wm conjunto de quantidades conservadas e¢m

involugdo € os Xy € X (M) sdo completos. entio os Ny geram uma agdo do grupo de Lie
R® por simetrias.
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O caso ( = 3 dimM é particularmente interessante:

Definigao 1.11 (Liouville) Um sistema Hamiltoniano (M,w. H) é dito completamente in-
tegrdvel se existe um conjunto {f1,..., f,} de n quantidades conservadas em involucao, tal
que

1. o nimero de quantidades conservadas é igual ao nimero de graus de liberdade do
sistema: n = %dimﬂ"[;

2. a Hamiltoniana é uma funcao das quantidades conservadas, i.e., existe A € F(R") tal

que H = h(fi,..., fa):

3. as quantidades conservadas sao funcionalmente independentes, i.e., o conjunto
o(f) = {me M/ dfi(m),...,dfn(m) sao linearmente dependentes }

de pontos criticos da aplicagao f = [ x --- x f,: M — R" tem medida nula.

Existe um teorema geral devido a Arnold-Liouville que constitui uma generalizacao do Teo-
rema 1.2, descrevendo a estrutura do espago de fase de um sistema Hamiltoniano completa-
mente integravel, em particular sua folheagao em toros (no caso compacto) [1].

O caso nao-abeliano é ainda mais complicado. Clontentaremo-nos aqui em apontar uma
situagao geral em que podemos garantir pelo menos a existéncia de uma aplicagdo momento:
quando o espaco de fase é uma variedade simplética exata.

Teorema 1.3 Sejam (M,w, H) um sistema Hamiltoniano ¢ G wm grupo de Lie que age
sobre este sistema por simetrias. Suponhamos ainda que a forma simplética w seja exrata.
i.e., da forma w = —df para algum 0 € Q'(M), e que a agio de G preserva a 1-forma 0.
Entao

J(X) = 0(Xar) (1.47)

define uma aplicagio momento J : g — F(M) para esta agdo.

Notando que a condicao de que a acao de G preserva 6 significa que

L9 = 0

g

para g € (G e portanto
Lx. 8 =1

para .X € g, podemos formular uma generalizacao do teorema ao caso quando a acao de (&
preserva apenas w:
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Teorema 1.4 Sejam (M.w.H) um sistema Hamiltoniano ¢ G um grupo de Lie que age
sobre este sistema por simetrias. Suponhamos ainda que a forma simplética w seja exata.
l.e., da forma « = —dO para algum 0 € Q' (M), e que existe uma aplicagio f:g — F(M)
tal que para todo X € g.

Cxyd = d(f(X)) (1.43)
e para todo N.Y € g,
FUXY)) = Yar- f(X) — Xag - f(Y). (1.49)
Entao
J(X) = 0(Xar) — f(X) (1.50)

define uma aplicagio momento J : g — F(M) para esta agdo.

DEMONSTRACAO. Para mostrarmos que a aplicagao definida por (1.50) satisfaz (1.42) e
portanto providencia uma aplicagao momento, observamos que w = —df e, para todo X em
g e todo campo vetorial Z sobre M,

dO( Xy, Z) = Xy -0(Z2) — Z-0(Xu) — 0[Xwn, Z],
ou seja
Z0(Xx) — (Xon Z) = Xar-0(Z) — 0(Xar, Z]) = (£x,,0)(Z), (1.51)

o que em virtude de (1.43) demonstra (1.42). Em outras palavras, combinando (1.7) e (1.41)
(que equivale a (1.42)). provamos que o campo fundamental X'y, associado ao gerador X € g
é exatamente o campo Hamiltoniano associado a funcao J(X) = 0(Xy) — f(X). Usando
(1.13) e, em seguida, (1.43-1.50), concluimos que

{(J(X),J(Y)} = =Xp - J(Y) = =Xy -0(Yyy) + X - f(Y)
= —0([Xar, Yu]) — (Lx,,0)(Yar) + Xar - f(Y)
= —0([Xnm, Yu]) — Y- F(X) + X - f(Y)
= 0([X,Y]m) — f([X,Y])
= JUX: Y]}
O
E interessante notar que as duas condicoes (1.48) e (1.49) sao menos restritivas do que parece.
Por um lado. o fato de que a a¢ao de (& preserva w implica que £y,,0 deve ser uma 1-forma

fechada, e (1.43) afirma que é uma 1-forma exata, o que é automatico, por exemplo, quando
M for simplesmente conexa. Por outro lado, observando que

¢ (JOXY]) = Y f(X) + Xar f(V))
= il + L d(f(Y) = Sy, d(F(X))
= = S[-\'.\I'Y.\I]G + 'g-‘\:\l’gyi\l() - ’QY.\IS-'\';\IO
= 10
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podemos concluir que
FUXLY]) = Yo f(X) 4+ Xar- f(Y) = wo(X.Y),

onde wy € uma forma bilinear antisimétrica sobre g a valores reais. Ademais, wy é fechada
(no sentido de cohomologia de algebras de Lie), i.e.,

wo([X, Y], Z) + wo([Y, Z), X) + wo([Z, X],}) = 0,
pois

WO([‘X’V }]a Z) = f([[‘\’ }], Z]) + [‘\’* Y]M : f(Z) - ZM ' f([)\’v Y])
= f([[X. Y], Z]) = X - (Yar- f(2)) = Y- (X - f(2))
— Zym - (Yar - f(X)) + Zar - (Xa - f(Y)),

e quando wy € exata (no sentido de cohomologia de algebras de Lie). i.e., quando existe uma
forma linear 6y sobre g a valores reais tal que

wo(X,Y) = —0O([X.Y]),
entao podemos substituir f por f, com
J(X) = F(X)+00(X),

para garantir a validade de (1.48) e (1.49), com f substituido por f. Portanto, (1.49) também
é automatica, por exemplo, quando g for semisimples.

1.3 Formalismo Lagrangiano

Nas primeiras duas secoes, apresentamos o formalismo Hamiltoniano em variedades simplé-
ticas, que na fisica sao interpretadas como o espaco de fase do sistema. Na grande maioria
dos sistemas Hamiltonianos encontrados na mecanica este espaco de fase é derivado de um
espaco de configuragao e a Hamiltoniana é derivada de uma Lagrangiana, através de um
processo conhecido como a transformacio de Legendre. A grande vantagem da formulagao
Lagrangiana ¢ que ela se relaciona naturalmente com um principio variacional - o principio
da agao estacionaria.

De forma geral, o espago de configura¢ao de um sistema dinamico desta natureza é uma
variedade que denotaremos por ), com coordenadas locais ¢', enquanto que o espago de
fase vem em duas versoes: o espago de fase das velocidades que é o fibrado tangente T'Q)
de Q, com coordenadas locais (¢',¢’), e o espago de fase dos momentos que é o fibrado
cotangente T*Q de @, com coordenadas locais (¢, p;). A dinamica da teoria é especificada
pela Lagrangiana L, que é simplesmente uma funcao L € F(7T'Q): esta determina a agdo S,
que é um funcional sobre o “espa¢o” das curvas entre dois pontos de Q:
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Definigdao 1.12 Sejam () uma variedade. T'Q) seu fibrado tangente e L € F(TQ) uma
Lagrangiana. Dado dois pontos ¢;,q;e@ e dois pontos 7,7 R com 7; < 7/, e fixando
um intervalo aberto I C R com 7,7, € I, definimos o “espago” das trajetorias em ) com
ponto inicial (7;,¢;) e ponto final (7, ¢s) por

(1.52)

v é de classe C'? por partes
7, i 71 47) = {7:1—>Q/ i

(i) =qi, v(7y) = q4

e a agdo (relativa ao ponto inicial (7;,¢;) e ao ponto final (77, qs)) como sendo a aplicacao
Sraqirpay P UTH 671, qr) » R definida por

Tf
Sunirar() = [ dr LA, (1.53)

Normalmente, escrevemos simplesmente S ao invés de S;, 4.r,4,, € para curvas y em @,
escrevemos também ¢(7) ao invés de v(7), ¢(7) ao invés de ¥(7), etc.

Definigao 1.13 Sejam @ uma variedade, T'Q) seu fibrado tangente e L € F(T'Q) uma
Lagrangiana. Dizemos que uma curva 5 : [ — @ de classe C'* por partes é estaciondria

!

com respeito a agao S induzida pela Lagrangiana L se for um ponto estacionario da agao
bTi,tIi;Tfy‘I/’ Le.,

Ty
IS(v) = 5[. dr L(v(7),%(1)) = 0 (1.54)

para qualquer escolha de 7,7 € [ com ¢ = (7)) e qf = v(7y).

Um resultado classico é a seguinte

Proposigao 1.2 Sejam Q) wma variedade, T'Q seu fibrado tangente ¢ L € F(TQ) uma
Lagrangiana. Entdo uma curva v : [ — Q de classe C'* por partes € estaciondria com
respeito a agdo S induzida pela Lagrangiana L se e somente se satisfaz as equagoes de
Euler-Lagrange

d dL 0L
9 9 = 1:59)
ou mais explicitamente,
1 JL ) oL . .
— = (q(7),d(r) = 5= (g(r)d(r) = 0. (1.56)
dr 0q dq

A relagao entre o formalismo Lagrangiano e o formalismo Hamiltoniano é fornecida pela
transformagao de Legendre. definida globalmente como a derivada da Lagrangiana ao longo

das fibras de T'Q:
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o
[SV]

Definicao 1.14 Sejam () uma variedade, T'Q) seu fibrado tangente e L € F(TQ) uma
Lagrangiana. A transformagao de Legendre induzida por L é a aplicagao F'IL: TQ — T°Q
obtida a partir da derivada de L ao longo das fibras de TQ: definindo, para cada ponto ¢ € Q,
afungao L, : I, — R como sendo a restri¢ao de L a T,() e a aplicagao (F'L),: T,Q — r:qQ
como sendo a restricao de F'L a T,Q), i.e., Ly(q) = L(q,q) e (FL),(q) = FL(q,q), temos que
(F'L), é simplesmente a derivada de L,, no sentido usual do calculo em espacos vetoriais.
Em coordenadas locais ¢* de @) e usando as coordenadas locais induzidas (¢',¢’) de TQ e

(¢',p;) de T~Q, temos F'L(q,q) = (¢,p) com
o -
pi = 0(11 ( .OI)

A Lagrangiana L é chamada hiperregular se a transformacao de Legendre F'L for um difeo-

morfismo de T'Q) sobre T*Q).
Neste caso, escrevendo (F'L)"'(q,p) = (q,¢) e definindo

H(q.p) = p(¢) — L(¢,q) = pid" — L(q,q), (1.58)

as equagoes de Euler-Lagrange (1.56) associadas a L e as equagoes de Hamilton (1.24) as-
sociadas a H tornam-se equivalentes, sendo que em coordenadas locais ¢' de @ quaisquer
e usando as coordenadas locais induzidas (¢',¢’) de TQ e (¢',p;) de T*Q, elas assumem a

forma 1 9L oL
d ¢ .
ou mais explicitamente,
l JL g oL . ,
—— o= (a(r),d(r) = 5= (g(r),q(r) = 0, (1.60)
dr dq dq
e
oH
f = l.
q ap;’ (1.61)
OH
p] = —a_qjs (1.62)
ou mais explicitamente,
. oH
¢'(r) = T(C{(/’)JJ(T))- (1.63)
Pi
) oOH ,
pi(T) = —a—qj((l(T)sP(T))- (1.64)

Finalmente. o tratamento de simetrias em sistemas Hamiltonianos sobre um espaco de fa-
se derivado de um espaco de configuracao e com Hamiltoniana derivada de uma Lagrangiana.
através da transformacao de Legendre, se encaixa nas hipoteses do Teorema 1.3:
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Teorema 1.5 Sejam Q uma variedade, T'Q) seu fibrado tangente, M = T*Q seu fibrado
cotangente, L € F(TQ) wma Lagrangiana hiperregular ¢ H € F(T™Q) a Hamiltoniana
correspondente. Seja G um grupo de Lie que age sobre @ tal que a agao induzida de G sobre
T'Q preserva a Lagrangiana L, o que € equivalente a dizer que a agao induzida de GG sobre

T=Q preserva a Hamiltoniana H. Entdo

J(X)(4,p) = p(Xa(q) = piXy(q) (1.65)

define uma aplicagio momento J :g — F(M) para esta agao.

De fato, como a agao de (G sobre T*(Q é induzida por uma agao de (& sobre (), a preservacao
da l-forma canonica # sobre T*@Q, dada por (1.4), é automatica.



Capitulo 2

Fluxo Geodésico

A meta deste capitulo ¢ discutir o fluxo geodésico em variedades pseudo-Riemannianas.
que constitui um exemplo importante de um sistema Lagrangiano e Hamiltoniano. Por um
lado, na mecanica nao-relativistica, geodésicas sao trajetérias de particulas livres, tanto no
espago Euclideano (movimento retilineo uniforme) como em variedades curvas. Um exemplo
explicito é o fluxo geodésico no grupo de Lie SU/(2), equipado com uma métrica invariante
por direita, que descreve o corpo rigido [1, pp. 311-337]: este é um exemplo importante de
um sistema completamente integravel, com quantidades conservadas em involugao que sao a
energia [, o quadrado do momento angular total L? e um componente do momento angular.
digamos L3. Mais geralmente. Mishchenko e Fomenko mostraram que o fluxo geodésico em
um grupo de Lie compacto, pelo menos quando equipado com uma métrica bi-invariante, é
sempre completamente integravel [6].

Por outro lado, na mecanica relativistica, geodésicas (tipo tempo ou tipo luz) sao as
trajetorias de particulas em queda livre, porém com algumas mudancas substanciais de in-
terpretacao: a variedade ambiente agora é o espaco-tempo, ao invés do espaco, e as trajetdrias
de particulas correspondem as linhas de universo de Einstein. sendo que para particulas com
massa de repouso diferente de zero estas sao curvas tipo tempo. enquanto que para particulas
com massa de repouso igual a zero (fétons e talvez neutrinos). sao curvas tipo luz. Ademais.
o campo gravitacional é geometrizado, e portanto a expressao “em queda livre” caracteriza
o movimento na auséncia de forcas externas, exceto forcas gravitacionais. No entanto, o con-
ceito de um sistema completamente integravel continua sendo de consideravel importancia e
utilidade.

2.1 Geometria pseudo-Riemanniana

Defini¢ao 2.1 Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma dupla (M.g), onde M é uma
: . . . By . o 2 s
variedade e g é um campo tensorial simétrico e covariante de grau 2, i.e., g € ['(\/ " T~M),
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chamado o tensor métrico ou simplesmente a métrica. que é nao-degenerado : para todo
ponto m € M e todo vetor tangente u,, € T,, M. temos

g(Um, V) = 0 para todo v,, € T, M = u,, = 0.

Métricas positivas definidas sao chamadas de métricas Riemannianas e métricas com indice
1 ou n — 1 sao chamadas de métricas Lorentzianas. A respeito desta ultima definicao, ha
duas convencoes possiveis, e ambas sao usadas na literatura. Neste trabalho, adotaremos
a convencao da area de Relatividade Geral, que é a primeira, significando que o tensor
métrico, em cada ponto da variedade e em uma base ortonormal do espago tangente neste
ponto, assume a forma diag(—1,1,....1).

O exemplo mais simples de uma variedade de Lorentz é o espago-tempo de Minkowski,
que ja é um conceito central da Relatividade Restrita. Matematicamente é a variedade R*
com a métrica Lorentziana plana, que em coordenadas cartesianas (2% x!. 2%, 2%) pode ser
expressa na forma

ds®* = —(dz®)? + (dz")? + (d2?)* + (da*)>. (2.1)

A arena da teoria da Relatividade Geral sao as variedades de Lorentz e varias nogdes
importantes derivam simplesmente da geometria dos espagos tangentes de tais variedades,
para onde é transferida toda geometria do espaco de Minkowski.

Definigao 2.2 Seja (M, g) uma variedade de Lorentz. Para qualquer ponto m de M, dize-
mos que um vetor tangente v € T,, M é

e lipo espaco se g, (v,v) > 0;

e tipo tempo se g, (v,v) < 0;

o tipo luz se gnp(v,v)=0 e v #0.
Os vetores tipo tempo e os vetores tipo luz definem um cone 7 e um cone A, chamados o

cone do tempo e o cone de luz, respectivamente. C'ada um destes é a uniao disjunta de dois
cones convexos, o cone do passado T~ ou A~ e o cone do futuro T+ ou A*, onde

Tt = {veT/v>0},
T- = {veT/’<0},
At = {veA/">0},
A {veA/® <0},

Il

m—2

sendo que AT e A~ sao difeomorfos a Rt x S"72, e temos ainda que

07-:t = A“\:h U {O}.
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2.2 Fluxo Geodésico

Nesta secao introduziremos inicialmente alguns conceitos associados a nocao de derivada
covariante de campos vetoriais e tensoriais ao longo de curvas. Estas defini¢oes conduzirao
ao conceito de geodésica.

Seja v: I — @ uma curva em @; escrevemos também ¢(7) ao invés de (7). Definimos
a derivada covariante de um campo vetorial X' o longo da curva v como sendo o campo
vetorial

DX
dr
ao longo da curva v definido por
DX* dX* ;
) = () + T\ (g(7)) ¢"(7) X (7)), (2.2)
dr dr
onde os simbolos de Christoffel I'}, sao dados por
F:l\ = %guu (aﬂg,\u + a.\gn‘u - augrz,\)- (23)

Este procedimento pode ser generalizado para definir a derivada covariante de um campo
tensorial S qualquer ao longo da curva -,

DSL ke lH"“ N :
—I(r) = ) + ZFﬁ\ (q(7)) G~ (7) ShipimiMsip (1)
- Zr GQ(T) S ey (T): (2.4)

No caso onde X ou .S provém de um campo vetorial X ou de um campo tensorial .S sobre @
por composigao com a curva, i.e., X(7) = X(q(7)) ou S(7) = S(¢(7)), a derivada covariante
ao longo da curva é simplesmente a derivada covariante usual na dire¢ao tangencial:

DX* -
(1) = ¢5(7) (VeX¥)(a(7), (2.5)
aTt
Dbx‘/‘ll ‘x CrHL -+ Hp 9
SR ) = () (VRS (), (2.6)

No que segue, omitiremos o simbolo

A derivada covariante comuta com contracoes e com o produto tensorial, no sentido de
satisfazer uma regra de Leibniz com respeito a cada um. (Para fungées, a derivada covariante
coincide com a derivada comum, por definicao.)
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Definigao 2.3 Dizemos que o campo X ou S é paralelo ao longo da curva v se

DX DS
= 0 ou = (

dr dr

0o
-1

e dizemos que uma curva v é uma geodésica se ela é autoparalela, i.e., se a derivada 3 de ~
é paralela ao longo de ~,

D dq
—_—— 2.8
dr dr 128)
ou seja, se vale a equag¢do geodésica
q" + Th(9)q"¢* = 0. (2.9)

Exemplo: No caso da métrica de Minkowski, temos
wo
FH,\ - 0’

e portanto a equacao geodésica se reduz a

ou seja, as geodésicas no espaco-tempo de Minkowski sao linhas retas.

Queremos mostrar agora que para uma variedade pseudo-Riemanniana (@, g) qualquer.
a equacao geodésica é a equagao de Euler-Lagrange de um sistema dinamico, com a prépria
variedade ) como espago de configuracdo, que admite uma formulagao Lagrangiana no
fibrado tangente TQ (espaco de fase das velocidades) e uma formulagao Hamiltoniana no
fibrado cotangente T() (espaco de fase dos momentos). Este sistema dinamico é chamado
o fluro geodésico em ). De fato, a Lagrangiana L e a Hamiltoniana H sdao as mais simples
possivels:

L((h(I) = %guu(([) (?“ (}u, (210)
H(q,p) = 58"(q) Py pvs (2.11)
sendo relacionadas pela transformacao de Legendre dada por
dL 5
Pn = ﬂ = guu((/)q . (2.12)
q

Esta Lagrangiana ¢ hiperregular, pois a transformacao de Legendre é inversivel:

. OH
¢ = Ty 8" (q) pu. (2.13)
7

Teorema 2.1 Seja (Q,g) uma variedade pseudo-Riemanniana. Entao as equagoes de Euler-

Lagrange (1.55) associadas a Lagrangiana (2.10) sao as equagoes geodésicas (2.9).
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DEMONSTRAGAO. Para a Lagrangiana L dada por (2.10), temos
d 0L JdL d . L o o)
- _ = _ B vy L d " K -
ir 0 9 dr (8ur(9) ¢") — 5 (ugua)(q) 4" ¢
= guwl(q) ¢" + (adg;w)(([) q"q" - %(augﬁ«\)(q) q" C]'\
= guw(q) @ + 3 (Dugrn + Orgew — Jugrr) (@) ¢ ¢
= gu(q) (" + Thal9) 4" ¢").
|

Os calculos envolvendo o fluxo geodésico sao significativamente simplificados quando subs-
tituimos todas as derivadas comuns ao longo de curvas por derivadas covariantes. Neste
sentido, e seguindo o principio usado na construgao das férmulas (2.2) e (2.4), definimos

o M

Dq T) = i([— T) = ¢"(7),

dr dr
D¢ gt e :
(7)) = () + Tl (a(n) §(r) (7). (2.14)
dr dr
Dp, d -
ZPuiny = Phiry T (q(r)) 65(7) pulT).
dr dr

Evidencia-se assim a equivaléncia entre (2.8) e (2.9). Ademais. a forma Hamiltoniana das
equagoes geodésicas torna-se extremamente simples:

Dqg*

dr

LV

= 8

(4) po. (2.15)

Dp,
dr

2.3 Isometrias e Campos Vetoriais de Killing

E bem conhecido que em variedades pseudo-Riemannianas os campos vetorials que geram
subgrupos (locais) a um parametro de isometrias sao os campos vetoriais de Killing. Por
outro lado, os campos vetoriais de Killing também geram simetrias para o fluxo geodésico,
com quantidades conservadas que sao lineares nas velocidades ou impulsos. Como veremos
na proxima secao, este ultimo ponto de vista admite uma generalizagao que é crucial para o
entendimento da integrabilidade do fluxo geodésico na solugao de Kerr.

Definigao 2.4 Uma isometria é uma aplicacao ¢ : M — \ de uma variedade pseudo-
Riemanniana M. com tensor métrico gy;, para uma variedade pseudo-Riemanniana V. com
tensor métrico gy, tal que

g‘\[ = (f)’glv. (217)
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Definigao 2.5 Seja X € X (@) um campo vetorial em uma variedade pseudo-Riemanniana
(@,g). O campo X é dito campo vetorial de Nilling se

Lxg = 0. (2.18)
o que significa que o fluxo de X' preserva o tensor métrico g.
A ultima afirmagao é uma consequéncia direta da formula [1, p. 91]
d ) 2y _
a(Fx)sg = (Fx);(Lxg) (2.19)

que, para um campo vetorial X' qualquer, relaciona a variagao do tensor métrico g ao longo
do fluxo Fx de X com sua derivada de Lie ao longo de X.

" A condicao na defini¢cao anterior pode ser reformulada em termos de derivadas covariantes,
com respeito a conexao de Levi-Civita V:

Proposigao 2.1 Seja X € X(Q) um campo vetorial em uma variedade pseudo-Rieman-
niana (Q,g). Entao X € um campo vetorial de Killing se e somente se satisfaz a equagdo de
Killing

VeXe + VUX, = 0. (2.20)

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia de (2.18) e 2.20) segue do seguinte calculo:
(Exe)(04,0,) = X gu — g(Lx0u. ) — 89y, £xD,)
= g(\7_y8“,0,,) + g(a;nvz\'au) - g(’g.\'auaau) - g(aua"QJYau)
= g(vll‘\” OU) + g(a‘,.v,,‘\’)
= V,Xy + V. X,.

Exemplo:

(a) No espago Euclideano R™ temos os campos vetoriais de Killing
0 -0 -0
—_— L,’ ;= ( . —_— — J -
aqt ! J dq? d aqt

(2,7 = 1,...,n), gerando translacoes e rotacoes, respectivamente.

P, =

(b) No espaco de Minkowski R™ temos os campos vetoriais de Killing

d d

Po=g P =55
o d ;0 ;0
B; q pri t_i')q" Ly = ¢ o q P

(t.g=1,...,n—1), gerando translagoes (temporais e espaciais), "boosts” e rotacoes.
respectivamente.
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Suponha agora que () seja uma variedade pseudo-Riemanniana e G um grupo de Lie que
age sobre () por isometrias, i.e., para todo g € . a translagao por esquerda L, : Q — @ é
uma isometria de (). Neste caso, é ébvio que a Lagrangiana (2.10) do fluxo geodésico sera
invariante sob a acao induzida de G sobre o fibrado tangente TQ) de @) e a Hamiltoniana
(2.11) do fluxo geodésico sera invariante sob a agao induzida de (i sobre o fibrado cotangente
I'=@) de (). Portanto, segundo o Teorema 1.5, a formula (1.65) providencia uma aplicacao
momento para esta situagao.

Tendo em vista a generalizagao a ser introduzida na proxima secao, efetuaremos aqui
uma ligeira mudanga de notagao: dado um campo vetorial de Killing Z sobre (), chamamos
a quantidade conservada ou carga que lhe corresponde de C(Z), sendo que a relagao com a
aplicacao momento definida pela férmula (1.65) é que para um gerador X € g com campo
vetorial de Killing X¢g € X (@) associada, J(X) = C(Xg). Explicitamente, introduzimos a
seguinte aplicacao linear

C: X(Q) — B(1°Q) am
VA —  C(Z) -

onde
C(Z)(q,p) = puZ"(q). (2.22)

Notamos que a aplicagao (2.21) é um anti-homomorfismo de algebras de Lie, i.e.,
{C(21),C(Z2)} = —C([2\, Za)), (2.23)

(veja (1.45) e (1.34)) e tal que C(Z) é uma quantidade conservada sob o fluxo geodésico em
Q, ie..
{c(2),H} = o, (2.24)

com H dada por (2.11), se e somente se Z for um campo vetorial de Killing. De fato. temos

{C(Zl)aC(Z'Z)} = {pu 1 sy Pv Z'U} = Pu Z;’@,,Zf - ZfLPuaLtZ;

= —Pu [Z15Z2]“ = _C([ZlaZ‘Z])’
e usando (2.16). (2.12), (2.5), o fato de que o tensor métrico é covariantemente constante e,
finalmente, (2.20), concluimos que
d d Dp DZ*
—(C(Z2)) = —(p,2*) = —LZ* —_—
dT(C( ) dT(p“ ) dr + Pu dr

= gu "' V\Z" = "' ViZ. = 0.

A caracteristica desta construcao é que ela fornece apenas cargas conservadas que sao lineares
nos momentos. Na proxima se¢ao, veremos como generalizar o procedimento para produzir
cargas conservadas que sao polinomiais nos momentos; isto leva naturalmente ao conceito
de campos tensoriais de Nilling.
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2.4 Campos Tensoriais de Killing
Comegamos com uma defini¢ao:

Definigao 2.6 Seja A’ € X*(Q) um campo multivetorial simétrico de grau k em uma
variedade pseudo-Riemanniana (@,g). O campo A" é dito campo tensorial de Killing se

(K,g] = 0, (2.25)

onde [.,.] denota o colchete de Schouten (veja Apéndice A).

Novamente. a condigao nesta definicao pode ser reformulada em termos de derivadas
covariantes com respeito a conexao de Levi-Civita V:

Proposicao 2.2 Seja ¥ € XX(Q) wm campo multivetorial simétrico de grau k em uma
variedade pseudo-Riemanniana (Q,g). Entio I € um campo tensorial de Killing se ¢ so-
mente se satisfaz a equagao de Nilling

V(u[\'ul...uk) - Ov (226)

onde os parénteses indicam simetrizagao total.

DEMONSTRAGAO. Segundo (A.15) e usando o fato de que o tensor métrico é covariantemente
constante, temos

[\" Hyefigy (A + l) N\ (v vl\[\'ul...uk) (.227
g g
e portanto

(K. gluwer = —(E+1) VN, ) (2.28)
o que torna a equivaléncia de (2.25) e (2.26) obvia. a

Isso posto, podemos introduzir a seguinte aplicagao linear:

C: XHQ) — FTQ)
K —  C(L) (2.29)

onde

- 1 g L) Iy
CENp) = 13 Pur - P B (q). (2.30)
Novamente, a aplicacao (2.29) é um anti-homomorfismo de algebras de Lie, i.e.,
{CURY),C(RR)} = —C([Ry, o)), (2.31)
e tal que C(A') é uma quantidade conservada sob o fluxo geodésico em (@), i.e.,

(C(K).H} = 0. (2.32)
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com H dada por (2.11). se e somente se i\’ for um campo tensorial de Killing. De fato. temos

- - | 1 AALY eeefL SV Vg
{C(K,),C(h3)} = N {Pus <o Pas KT By oo B, o™ 2}
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= — C[h. I\y),

- L -2 DO T
'pak|+k'_>—l [[\1,[\2] 1 kptky—1

e usando (2.16), (2.12), (2.6), o fato de que o tensor métrico é covariantemente constante e,
finalmente, (2.26), concluimos que

d . d A
k! -(l_T—(C([\ )) = E (pul o Pug K lm“)
Dp, . ] .
= p’_' Pus + ++ Pus F G S Puy »+» Pup_, Dp“k ) (el
dr dr
DA’M vk

PP

| s\ Nk N LY el
= BB € -4 q VA h
X 5 PRSI s
= g . VR sy
= 0.

Concluimos com algumas observacoes sobre uma possivel interpretacao geométrica dos
campos tensoriais de Killing. E um principio geral da fisica que quantidades conservadas
sao sempre associadas a simetrias. Impoe-se, portanto. a questao de qual natureza seria
a simetria gerada por um campo tensorial de Killing A" de grau & > 1, pois ao contrario
dos campos vetoriais de Killing, esse nao gera um fluxo na variedade (. Uma possivel
resposta consiste em considerar o campo Hamiltoniano X¢(y): este sim gera um fluxo. mas
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na variedade T*(Q). Isso significa que, em geral. a simetria gerada por um campo tensorial de
Nilling A" reside no espago de fase e nao no espaco de configuracao: somente no caso hk = 1
é possivel projetar o fluxo de X¢(xy em 7@ para (), o que obviamente reproduz o fluxo de

K em Q.



Capitulo 3

Relatividade Geral

Na mecanica Newtoniana, como ja comentamos, a dinamica de uma particula é descrita por
uma trajetéria ¢ : [ — @, onde o parametro 7 é o tempo absoluto e a variedade @ é o
espago no qual a particula se move sob a influéncia das for¢as externas as quais esta sujeita.
segundo a equacao de Newton. Estas forcas incluem a forga gravitacional, regida pela lei
gravitacional de Newton.

No inicio deste século, a formulacao da teoria da Relatividade Restrita e da Relatividade
Geral introduziu uma tranformacao radical dessa visao. Primeiro, a Relatividade Restrita
derrubou os conceitos Newtonianos do tempo e do espago absoluto, que foram substituidos
pelo conceito do espago-tempo de Einstein e Minkowski. Logo, a dinamica de uma particula
passou a ser descrita por uma trajetoria ¢ : [ — () onde o parametro 7 é um parametro
qualquer sem significado fisico dado “a priori” e a variedade () é o espago-tempo: foi in-
troduzido o termo “linha de universo” para descrever esta nova nogao relativistica de tra-
jetoria. Segundo, a Relatividade Geral geometrizou a gravitacao. no sentido de “absorver™ as
forcas gravitacionais de Newton dentro da métrica do espago-tempo. Em particular, a nogao
Newtoniana de uma “particula livre”, i.e., uma particula que nao esta sujeita a nenhuma
forca externa e portanto, segundo Galilei, se encontra em movimento retilineo uniforme, é
substituida pela nocao relativistica de uma “particula em queda livre”, i.e., uma particula
que nao esta sujeita a nenhuma forca externa exceto a influéncia da gravitagao, da qual
nada escapa, e que, segundo o principio de equivaléncia de Einstein, segue uma geodésica
- a generalizagao natural do movimento retilineo uniforme a variedades curvas. Terceiro. a
Relatividade Restrita estabeleceu a equivaléncia entre massa e energia, enquanto que a Re-
latividade Geral identificou estas como sendo nao apenas sujeitas a influéncia da gravitacao
mas também como sendo sua fonte, através do tensor de energia-momento 7, que aparece
no lado direito das equacoes de Einstein

Ru — YRg, = 87T, (3.1)

onde R,, é o tensor de Ricci associado ao tensor métrico g,, do espago-tempo. Encontrar
solucoes exatas destas equagoes é extremamente dificil. uma vez que estas constituem um

34
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sistema de equagoes diferencias parciais nao-lineares para o tensor métrico, que sao acopladas
com as equagoes de evolugao para a matéria que determinam a evolugao do tensor de energia-
momento. Porém, a presenca de simetrias pode levar a simplificagoes drasticas, tornando
factivel o trabalho de encontrar solugoes exatas.

3.1 Solucgoes Exatas

As solugoes exatas das equagoes de Einstein que sao conhecidas se dividem em duas grandes
classes: as solucoes cosmoldgicas e as solugoes localizadas. Tipicamente, as primeiras sao
solugoes com um tensor de energia-momento diferente de zero e com dependéncia nao-trivial
do tempo, descrevendo a distribuicao da matéria no universo: as solugoes mais conhecidas,
de Friedmann e de Robertson-Walker, correspondem a um universo onde a matéria é descrita
por um fluido ideal homogéneo e isotropico. As segundas sao solugoes no vacuo, i.e., com
tensor de energia-momento nulo. e sao estaticas ou pelo menos estacionarias: as solucoes
mais conhecidas, de Schwarzschild e de Kerr, descrevem o campo gravitacional gerado por
um corpo isolado, por exemplo uma estrela, na regiao externa. Em todos os casos, o con-
ceito de simetrias tem um papel fundamental na obtengao dessas solugoes, pois servem para
reduzir substancialmente o niumero de variaveis independentes e dependentes das equacdes
de Einstein.

Os tipos mais comuns de simetrias em variedades de Lorentz sao os seguintes:
e espacos-tempos homogéneos;

® espacos-tempos isotropicos;

e espacos-tempos estacionarios;

® espacos-tempos estaticos;

e espagos-tempos esfericamente simétricos;

e espacos-tempos axialmente simétricos.

Os primeiros quatro tipos siao importantes na classificacao de solucdes cosmolégicas e os
ultimos quatro tipos na classificacao de solugoes localizadas. Como estamos interessados
somente nesta ultima classe, vamos dar as defini¢oes apenas para os ultimos quatro tipos.

Um espaco-tempo ¢é dito estaciondrio se seu grupo de isometrias contém um subgrupo a
um parametro cujas orbitas sao curvas tipo tempo. Este subgrupo de isometrias expressa a
simetria ou invarianca do espaco-tempo por translacao temporal e fornece um campo vetorial
de Killing tipo tempo X. Denotando o parametro ao longo das curvas integrais de X por ¢,
podemos introduzir, em torno de cada ponto. coordenadas locais +* = (t,z') tal que a
métrica assume a forma

ds® = =Vl 22 2®)dt® + 2hi(a', 2% 22)dt da’ + hij(ct, 2%, 23) da' da? (3.2)
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onde V?* =g,, X*X". e o campo vetorial de Killing assume a forma X = ;. Ademais, quan-
do este for completo, o que certamente sera o caso quando o espago-tempo for temporalmente
geodesicamente completo, podemos afirmar que o parametro do seu fluxo providencia uma
coordenada tempo global ¢ : @ — R sobre o espaco-tempo.

Um espago-tempo é dito estatico se ele for estacionario e se ele admitir uma folheacao
em hipersuperficies tipo espaco que sdao ortogonais ao campo vetorial de Killing tipo tempo,
providenciando assim uma decomposi¢ao natural do espaco-tempo em “espago” e “tempo”,
que nao existe em geral. Tal decomposicao se reflete na existéncia de sistemas de coordenadas
especiais: se ¥ é qualquer uma das hipersuperficies da folheacao dada, entao existe uma
vizinhanga aberta de ¥ tal que todos os pontos do espago-tempo nela contidos pertencem a
uma tnica curva integral do campo vetorial de Killing X que passa por ¥. Assim podemos
construir, a partir de um sistema arbitrario de coordenadas locais #' de ¥, um sistema de
coordenadas locais (¢*) = (t.2') de @, onde t é a coordenada que. a cada ponto ¢ na referida
vizinhanca de ¥, associa o valor do parametro ao longo da curva integral de X que comeca
em ¥ e termina em ¢. Em tais coordenadas locais, a métrica assume a forma

ds* = —V3a', 2%, 23 dt* + /1,-J~(‘1'1.‘172,;L'3)(l.z‘i(l.vj. (3.3)

onde V? = g,, X*X" e o campo vetorial de Killing assume a forma X = d,. A auséncia
de termos cruzados dtdax' em (3.3) expressa a ortogonalidade entre as hipersuperficies da
folheagao e o campo vetorial de Killing. Ademais, quando este for completo, as hipersu-
perficies da folheagcao sao simplesmente as hipersuperficies de nivel da coordenada tempo
global t: Xy = {q€eQ/t(q) =to}.

Um espago-tempo é dito esfericamente simétrico se seu grupo de isometrias contém um
subgrupo isomorfo ao grupo SO(3) de rotagoes cujas drbitas sao subvariedades tipo espaco do
espago-tempo e sao esferas bidimensionais. Este subgrupo de isometrias expressa a simetria
ou invarianca do espago-tempo por rotacoes em torno de um “ponto” (as aspas indicam que
tal “ponto” pode nao existir dentro do espago-tempo considerado) e fornece trés campos de
Killing tipo espaco X'¥ (i = 1,2,3) que, com respeito ao colchete de Lie, satisfazem as regras
de comutagao da algebra de Lie s0(3) (a menos de um sinal):

[X,'L,<\’1'L] = — e X7 (3.4)

Ademais, em cada orbita do espaco-tempo sob a acao de SO(3), a métrica do espaco-tempo
induz uma métrica que deve ser um multiplo da métrica padrao da 2-esfera unitaria e por-
tanto podera ser caracterizada pela area total A da drbita, sendo conveniente introduzir o
rato v da orbita como a funcao definida por

AN\ 2
r = E) . (35)

Assim, usando coordenadas esféricas (), ) para a 2-esfera unitaria. a métrica em cada uma
destas orbitas assume a forma

ds* = r? (dv? + sin? V) dp?). (3.6)
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Um espaco-tempo é dito axialmente simétrico se seu grupo de isometrias contém um
subgrupo isomorfo ao grupo SO(2) de rotagoes cujas orbitas sao subvariedades tipo espaco do
espaco-tempo e sao circulos. Este subgrupo de isometrias expressa a simetria ou invarianca do
espago-tempo por rotagoes em torno de um “eixo” (as aspas indicam que tal “eixo” pode nao
existir dentro do espago-tempo considerado) e fornece um campo de Killing tipo espaco X'~.
Ademais, em cada 6rbita do espago-tempo sob a acao de SO(2), a métrica do espago-tempo
induz uma métrica que deve ser um multiplo da métrica padrao do circulo unitario e portanto
podera ser caracterizada pela circunferéncia total [ da orbita, sendo conveniente introduzir
o raio p da orbita como a funcao definida por

[
P = 5= (3.7)
2m
Assim, usando a coordenada angular ¢ para o circulo unitdrio, a métrica em cada uma destas
orbitas assume a forma

ds® = p?dyp®. (3.8)

Finalmente, observamos que um espaco-tempo é considerado estatico e esfericamente
simétrico se é simultaneamente estatico e esfericamente simétrico e se as acoes do grupo de
translagao temporal e do grupo de rotagdes espaciais comutam. Combinando os sistemas
de coordenadas introduzidos acima, podemos concluir que, neste caso, a métrica assume a
forma

ds® = — fA(r)dt® + ¢*(r)dr® + h*(r)r? (d9* + sin® 0 d?) (3.9)

com h =1 se r for a varidavel raio introduzida anteriormente. O exemplo mais simples é o
espago de Minkowski, cuja métrica, nestas coordenadas, assume a forma

ds? = —dt? + dr* + r? ((1192 + sin? 9 (lcpz). (3.10)

3.2 Solucao de Schwarzschild

Em 1916, pouco tempo apds ter divulgado seus trabalhos fundamentais sobre Relativida-
de Geral, Einstein recebeu em Berlim uma carta de um astronomo que estava lutando na
Russia pelo exército alemao. Karl Schwarzschild. Apesar de estar hospitalizado com um
ferimento que lhe seria fatal., Schwarzschild ainda teve o tempo de descobrir uma solucao
das equagoes de Einstein no vacuo, i.e., com tensor de energia-momento nulo, descrevendo o
campo gravitacional gerado por um corpo isolado em repouso, sem movimentos internos e,
em particular, sem rotagao. Esta solucao. hoje conhecida como a solu¢do de Schwarzschild,
é estatica e esfericamente simétrica. De fato, restringindo-se a métricas da forma (3.9), com
h =1, e resolvendo as equagoes de Einstein no vacuo, obtem-se a métrica de Schwarzschild
em coordenadas esféricas (¢,r. V. ),

2 | 2m\ " N ‘ .
ds* = — <1 — ﬂ) dt* + (1 — —nl> drt 4+ r* (d0* + sillzz)(lpz), (3.11)
v

r
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onde m é um parametro real. com m > 0 para garantir que, no limite Newtoniano. as forcas
gravitacionais sejam atrativas e nao repulsivas !. e as variaveis ¢, ¥ e ¢ percorrem os dominios

—o<t<oo , O0<d<m . 0<p<2r ou —7T<P<T. (3.12)

Os valores o =0 e ¢ =271 ou ¢ = £7 (meridianos), ¥ = 0 (pdlo norte) e ¥ = 7 (pdlo
sul) caracterizam pontos no espago-tempo onde o sistema de coordenadas (t,r,v,>) falha,
mas este tipo de singularidade de coordenadas é bem conhecida da geometria do espaco
Euclideano R?: o problema é facilmente resolvido entendendo (3.11) como definindo a métrica
de Schwarzschild num subconjunto aberto e denso da variedade R? x S?, definido pelas
condigoes r # 0 e r # 2m.

A questao sobre qual seria o dominio admissivel para a variavel radial r é mais delicada.
Primeiramente. observa-se que alguns dos componentes do tensor métrico sdo singulares
quando 7 =0 ou r = 2m. A condigao r = 0 caracteriza uma verdadeira singularidade do
espaco-tempo. como pode ser demonstrado, por exemplo, pela observagao de que o traco do
quadrado do tensor de curvatura diverge no limite r — 0 [12, pp. 100-102]. Esta singula-
ridade tem a topologia de uma linha no espaco-tempo (o que corresponde a um ponto no
espaco) e portanto é chamada a singularidade central. A condi¢ao r = 2m, por outro lado,
divide o espago-tempo em dois componentes distintos:

Bloco I — Regidao externa ou exterior : 2m < r < oo,
. L _ 3.13
Bloco II — Regido interna ou interior : 0 <r < 2m. ( )
Ao contrario da singularidade de curvatura localizada em r = 0, a condigdo r = 2m

caracteriza apenas uma singularidade de coordenadas que pode ser eliminada através de
uma transformacao de coordenadas (coordenadas de Eddington-Finkelstein e de IXruskal),
identificando os blocos I e II como partes de uma variedade maior, chamada a extensao
de Kruskal do espaco-tempo de Schwarzschild [S, pp. 149-156], [19, pp. 148-156]. Nesta
extensao, cada dois blocos sdao colados por uma subvariedade que corresponde a condicao
r=2m e, constituindo a fronteira comum entre dois blocos, caracteriza o limite de validade,
ou seja, o horizonte do sistema de coordenadas de cada um. Esses horizontes possuem um
significado invariante, i.e., independente da escolha de coordenadas, pois cada um deles age
como um tipo de membrana semi-permeavel no sentido que toda geodésica, assim como
qualquer outra trajetodria tipo tempo ou tipo luz. sé pode atravessa-la em uma determinada
direcao.

Passando a discussdao dos campos de Killing, observamos inicialmente que a solucao de
Schwarzschild possue dois campos vetoriais de Killing 6bvios, que sao os campos vetoriais d;
e 0. associados as coordenadas ¢ e ¢, ja que os componentes do tensor métrico (3.11) nao
dependem de ¢t ou de ¢. (Nota-se, de passagem. que o campo vetorial d; é tipo tempo apenas
no bloco I mas é tipo espaco no bloco II. o que significa que na regiao interna a métrica
de Schwarzschild descreve um espago-tempo que nao é estatico. nem estacionario.) Juntos

'Observemos que ao tomarmos o valor m = (), obtemos a métrica de Minkowski.
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com o tensor métrico. eles definem trés quantidades conservadas para o fluxo geodésico que
estao em involucao. que sao a Hamiltoniana H ., a energia F e o 3-componente do momento
angular L3. Usando a liberdade de reparametrizacao afim de geodésicas, podemos normalizar
o parametro afim de tal maneira que —2H vale 1 para geodésicas tipo tempo, enquanto que
vale 0 para geodésicas tipo luz. De qualquer modo, em termos de coordenadas em T'Q,

. 2m\ .
B = — Buv (8,)“ ([U = (1 = T) t, (314)
Ly = gu (0,) ¢ = r?sin®d ¢, (3.15)
e
. 2m\ ., 2m\ - 9 32 9 24 22 e
2H =gu¢"¢ = - |1 - —)t*+ |1 — — I+ el 4 sin®d 9. (3.16)
- .,,

Como o espaco-tempo de Schwarzschild é esfericamente simétrico e nao apenas axialmente
simétrico, temos além de 9, trés outros campos vetoriais de Killing, XF, X! e XE| que
correpondem aos trés componentes do momento angular. L, Ly e L3, dados por

XL = —sinp dy — cotd) cosp 8,
XE = cosp &y — cotd sinp d,, (3.17)
Xt = @,

e, em termos de coordenadas em 7T'Q,

Ly = gu (XE)*¢" = —rtsinpd — r?sind cosd cosp @,
Ly = gu (XEyg” = 1?2 cosp ) — r?sind cosd sing ¢, (3.18)

P . .9 «

Ly = gu (X ¢ = r?sin®d ¢.
Também existe. além do tensor métrico, um outro campo tensorial de Killing de grau 2, A":
ele corresponde ao quadrado do momento angular, ou melhor, & soma L? = L? + L2 + L2
dos quadrados dos componentes do momento angular. Na forma contravariante, temos

- _ (YL)2 7 L\2 A
K =(X{)*4+(X3)* +(X3)%, ie,

[

sin?d 7

K = 9} +

e na forma covariante

KN = ' (d0* + sin?0d.?). (3.20)
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Assim a quantidade conservada correspondente, em termos de coordenadas em T'Q, é
L? = r49? 4+ rtsin? 9 $2. (3.21)

De fato. como o colchete de Schouten é uma derivacao em cada um dos seus argumentos.
com respeito ao produto tensorial simetrizado, qualquer polindmio em campos vetoriais (ou
tensoriais) de Killing é novamente um campo tensorial de Killing. A vantagem do campo
K é que ele fornece uma quarta quantidade conservada para o fluxo geodésico que esta em
involucao com as demais, pois obviamente o colchete de Schouten de A" com XL = 9, se
anula, o que nao é verdade para X ou X[. Ademais, as quantidades conservadas E, Ls,
L? e H sao funcionalmente independentes, como pode ser verificado através de um célculo
explicito do posto da matriz Jacobiana
oE O.E OyE 0,FE OE O:E 0;E 0OyF
O(E,Ls, L*.2H) OLs 0.Ls 0OyLs 0Oy,Lz 0OijLs 0:Ls 0yLs 0

Ot,r, 0, 0,8 0,5) aL*  O.L* dgL* 9,L* OiL* 9:L* 9yL* 9
200H 20.H 200H 20,H 20;H 20;H 20;H 20,H

0 2mE/r2(1 —2m/r)”" 0 0
_ 0 2L3/r 2cosV Lz/sinv 0
I 4L r 2cosd) L3/ sin®Y 0
0 20.H 2cos ¥ L3/r?sin®Y 0
1 —2m/r 0 0 0
0 0 0 r?sin® )
0 0 ‘27‘41? 2riL,
—2FE 201 =2m/r)"'¢ 2r% 2L
O subdeterminante da derivada em relagao as velocidades €
1 —2m/r 0 0 0
I(E, Ls, L*,2H) 0 0 0 r?sin®v
det ( AL, 7,0.) = det 0 0 2 2Ly
—2F 2(1 =2m/r)~'r 2920 2L3
1—=2m/r 0 0
= 2(1 =2m/r)"' 7 det 0 0 r?sin® ¥
0 2rid  2riL,

. 0 r?sin’ ¥
= 2 r det ( 27‘4lj 27‘2 L3 >

= —4r%sin? 7.

Definindo
Z = Zsinz) U Zl) ) Z,i.
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onde

Zsiny = {(q,(})/sinﬂ:[)},
Zy = {(¢,q)/ V¥ =0},
Zy = {(¢.q) /7 =0}

isso mostra que os gradientes das quantidades conservadas sao linearmente independentes
fora de Z, e como Z é um subconjunto de medida nula no espaco de fase T'Q), concluimos
que as quantidades conservadas sao funcionalmente independentes. (Na verdade, calculando
outros subdeterminantes, podemos mostrar que o subconjunto de dependéncia funcional é
ainda menor do que o Z dado aqui, mas nao precisaremos deste fato.) Resumindo, pode-
mos concluir que o fluxo geodésico na solu¢io de Schwarzschild € um sistema Hamiltoniano
completamente integrdvel.

Na discussao da solugao de Schwarzschild em livros texto sobre Relatividade Geral, a
quantidade L? nao é normalmente considerada, o que pode parecer até estranho tendo em
vista a grande importancia que ela tem em outras areas da fisica como. por exemplo, na
mecanica quantica. Ao invés disso, é costume reduzir o nimero de graus de liberdade
do sistema usando o fato de que a conservacao da direcao do vetor do momento angular
significa que o movimento geodésico na solugao de Schwarzschild é planar: cada geodésica
permanece no plano gerado por sua posicao inicial e pelo vetor de velocidade inicial, além
do centro de atragao. Escolhendo as coordenadas esféricas de tal forma que este plano seja o
plano equatorial caracterizado pela condi¢ao ¥ = 7/2, a varidvel J acaba sendo eliminada,
pois ¥ = 0. No entanto, como o mencionado plano depende das condicdes iniciais, este
procedimento nao parece adequado para um tratamento simultaneo de familias de geodésicas.

De qualquer forma, podemos expressar, por exemplo, r* exclusivamente em termos de r e
de quantidades conservadas:

y 2m 2
=g (122 (B _ap (3.22)
r 7.2

Esta equacao mostra que o movimento radial de uma geodésica coincide com o movimento, no
contexto da mecanica Newtoniana, de uma particula de massa unitaria com energia $E*+H
dentro de um potencial efetivo
2Hm L? mL?
/ 2l — (9 &
fei(r) = + — - ; (3.23)

r 22 r3

A diferenca crucial ao problema de Kepler é que. em adigao ao potencial de Newton/Coulomb
2Hm/r (igual a —m/r para geodésicas tipo tempo e igual a 0 para geodésicas tipo luz) e
ao termo repulsivo L?/2r? que representa a “barreira centrifugal”, temos um termo novo
—mL?*/r® que, para pequenos valores de r, domina os demais termos e é responsavel por
fenomenos tais como a deflecao da luz perto do sol e a rotacao do perihélio de Mercurio.
Observe que é através desta analise comparativa que podemos concluir que o parametro
m na métrica de Schwarzschild (3.11) deve ser positivo, para garantir que o potencial de
Newton/Coulomb represente uma forga atrativa e nao repulsiva.
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3.3 Solucgao de Kerr

Em 1963, o fisico neozelandés Roy IKerr encontrou uma nova solugao das equagoes de Eins-
tein no vacuo, i.e., com tensor de energia-momento nulo, descrevendo o campo gravitacional
gerado por um corpo isolado em repouso, sem movimentos internos. exceto por rotacao em
torno de um eixo fixo e com velocidade angular constante. Esta solucao, hoje conhecida
como a solugao de Kerr, é estacionaria e axialmente simétrica. Uma solucao desta natureza
havia sido procurada pelos fisicos, sem sucesso, durante quase 50 anos e finalmente foi des-
coberta de maneira indireta, quando empregou-se a classificagao de Petrov das variedades
de Einstein desenvolvida durante a década dos '50. Posteriormente, em 1967, Boyer e Lind-
quist apresentaram a forma explicita da métrica de Kerr em coordenadas (¢,r,9,p), que no
contexto desta geometria sao chamadas as coordenadas de Boyer-Lindquist:

Vi 2
ds? = — (1 — ";' ) dt? + %(/1‘2 + p*dv?
p
, . . 3.24
s o 2marsin®dY\ ., ., 2marsin®V (3:24)
i r+d+————)sin*Vdp® — —————2dtdp,
p? p
com . , 2 gt g
p° = 1r* 4+ a’ cos” v,
B= ] (3.25)
A = r® = 2mr+a*,

onde m e a sao parametros reais. com m > 0 para garantir que, no limite Newtoniano, as
forgas gravitacionais sejam atrativas e nao repulsivas, e as variaveis t, U e ¢ percorrem os
dominios

—o<t<oo , O<id<r , 0<p<2mr ou —A<p<T. (3.26)

Os valores ¢ =0 e ¢ =27 ou ¢ = 7 (meridianos), ¥ =0 (polo norte) e ¥ = (pdlo
sul) caracterizam pontos no espaco-tempo onde o sistema de coordenadas (¢,r, v, ) falha,
mas este tipo de singularidade de coordenadas é bem conhecida da geometria do espago
Euclideano R>: o problema é facilmente resolvido entendendo (3.24) como definindo a métrica
de Kerr num subconjunto aberto e denso da variedade R? x 52, definido pelas condigoes

p#0 e A#0.

A questao sobre qual seria o dominio admissivel para a variavel radial r é mais delicada.
Primeiramente, observa-se que alguns dos componentes do tensor métrico sao singulares
quando p =0 ou A = 0. A condicao p = 0, que é equivalente as duas condigoes r =0 e
J = m/2, caracteriza uma verdadeira singularidade do espaco-tempo. como pode ser de-
monstrado, por exemplo, pela observacao de que o traco do quadrado do tensor de curvatura
diverge no limite » — 0 [12. pp. 100-102]. Contrariamente a primeira expectativa, esta
singularidade tem a topologia de um cilindro no espaco-tempo (o que corresponderia a um
circulo no espaco, localizado no plano equatorial) e portanto é chamada a singularidade anel,
sendo denotada aqui por ¥. A condicao A = 0, por outro lado, requer uma distingao de
casos, pois A\ é uma funcao quadratica de r e pode ter duas. uma ou nenhuma raiz real.
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Inicialmente, observemos que a métrica de Kerr se reduz a métrica de Schwarzschild
quando a = 0, o que sugere interpretar « como o momento angular (ou uma funcao do
momento angular) da fonte do campo gravitacional. Portanto, pequenos valores de a corres-
pondem a rotagao lenta e grandes valores de « correspondem a rotagao rapida, o que justifica
a seguinte terminologia:

Definigao 3.1 As métricas de Kerr sao divididas nas seguintes classes:

a?=0 espaco-tempo de Schwarzschild,
0 < a? < m? espaco-tempo de Kerr lento

a’=m? espaco-tempo de Kerr extremo,

a? > m? espaco-tempo de KKerr rapido.

Obviamente. no caso da solucao de Schwarzschild, a funcao A tem duas raizes reais, dadas
por
ry =2m , r— =0 quando a =0, (3.27)

e mais geralmente, no caso da solucao de Kerr lenta, a fungao \ continua tendo duas raizes

re = m+ vm?—d (3.28)

Também é claro que no caso da solugao de Kerr extrema, temos apenas uma raiz (dupla),

reais, dadas por

ro = m, (3.29)

enquanto que no caso da solucao de Nerr rapida, nao existe nenhuma raiz real. Porém,
estes ultimos dois casos nao descrevem situacoes fisicas reais pois, desde o inicio. a matéria
que constituiria a fonte do campo gravitacional a ser descrito pela solugao de Kerr nao se
aglomera dentro de uma regiao limitada. mas tende a se espalhar numa regiao de extensao
maior. quando o momento angular excede a massa total. Portanto, restringiremo-nos no que
segue ao estudo da solugao de Kerr lenta. Mesmo neste caso. observa-se que, ao contrario
do que acontece na solu¢ao de Schwarzschild, a variavel » pode tomar o valor 0 e passar a
assumir valores negativos, desde que a # 0 e desde que estejamos fora do plano equatorial,
dado por ¥ = /2. Assim, a condicao .\ # 0 divide o espaco-tempo em trés componentes
distintos, conhecidos como os blocos de Boyer-Lindquist e definidos por [12, p. 65]

Bloco I : ry<r<oo ; aqui, A >0 ., ¢ = +1,
Bloco I @ ro<r<ry ; aqu, A <0 , ¢ = —1, (3.30)
Bloco III : —oco<r<r_ : aqui, A >0 , ¢ = 41,

onde introduzimos a abreviacao

e = signA\. (3.31)
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— Horizonte Externo

Eixo Norte 4
Hy:r=nry
V2 .
p Horizonte Interno
/
/ H_:r=r_
/ \
/ \
/ \
/7 N - === \

4 Plano

/
’ Equatorial

/
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Figura 3.1. O espago-tempo de Kerr lento. A figura representa uma fatia t = const
da variedade R? x S?, onde a varidvel r (—oo < r < oo) estd desenhada como e”
(0 < €" < o00): portanto, o centro da figura representa a regiao assintética onde
r — —oc que, apesar de aparecer menor, é tao extensa quanto a regiao assintética onde
r — oo. O eixo de rotagao consiste de duas retas completas: um eixo norte (¢ = 0)
onde z = rcostd = r (—oo < z < 00) e um eixo sul (¢ = 7) onde z = rcosd = —r
(o0 < = < o). A singularidade anel ¥ é formada pela interse¢dao da 2-esfera r = 0
com o plano equatorial ¥ = 7/2, mas nao obstrue a passagem entre as regioves r > 0 e
r < 0. Finalmente, cabe observar que o bloco Il nao é uma regiao espacial, pois neste
bloco, a varidavel » mede tempo e nao distancia.

Ao contrario da singularidade de curvatura localizada em p = 0, a condicago A = 0 ca-
racteriza apenas uma singularidade de coordenadas que pode ser eliminada através de uma
transformagao de coordenadas (coordenadas de Kruskal-Boyer-Lindquist), identificando os
blocos I, II e III como partes de uma variedade maior, chamada a extensao maximal do
espaco-tempo de Kerr lento, cuja estrutura é de grande complexidade (8, pp. 161-168]. [12,
pp- 105-176]. Novamente, nesta extensao, cada dois blocos sao colados por uma subvariedade
que corresponde a uma das condigoes r =r, ou r =r_ e, constituindo a fronteira comum
entre dois blocos. caracteriza o limite de validade. ou seja, o horizonte do sistema de coorde-
nadas de cada um. Esses horizontes possuem um significado invariante. i.e., independente da
escolha de coordenadas. pois cada um deles age como um tipo de membrana semi-permeavel
no sentido que toda geodésica, assim como qualquer outra trajetoria tipo tempo ou tipo luz,
s6 pode atravessa-la em uma determinada direcao.
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O fato de que a solucao de Kerr é estacionaria mas nao € estatica expressa-se pela
presenca do termo cruzado dt dp em (3.24): os campos vetoriais coordenada d; e d, nao sao
ortogonais. Portanto. para uso posterior, introduzimos os campos vetoriais [12, p. 60]

V= P +d)0, +add, , W = 0, + asin®* ), (3.32)
que sao ortogonais e satisfazem

g(V,V) = =Ap? , g(W,W) = p*sin’V. (3.33)

Passando a discussao dos campos de Killing, observamos inicialmente que, novamente, a
solucao de Kerr possue dois campos vetoriais de Killing 6bvios. que sao os campos vetoriais
0; e 0, associados as coordenadas t e ¢, ja que os componentes do tensor métrico (3.24)
nao dependem de t ou de ¢. Juntos com o tensor métrico, eles definem trés quantidades
conservadas para o fluxo geodésico que estao em involucao. que sao a Hamiltoniana H. a
energia £ e o momento angular Lz em torno do eixo de rotagao. Usando a liberdade de
reparametrizacao afim de geodésicas, podemos normalizar o parametro afim de tal maneira
que —2H vale 1 para geodésicas tipo tempo, enquanto que vale 0 para geodésicas tipo luz.
De qualquer modo, em termos de coordenadas em T'(Q),

) 2mr\ . 2marsin’?d .
E = —gu(0)q¢ = (l_ 2 >t + _77(1—1'28—997 (3.34)
P P
2ma?rsin? Y IYmarsind .
Ly = gm,(ap)“(]" = (,‘2+(L2+_'7L':_IP__) sin? I)Lr,'g _ w—t’ (3.35)
P P
e
: o 2mr\ . J ) is
2 = gu "¢ = — 1_7 N
- ) 2ma®rsin?d\ | 29 52 2marsin® 542 ( )
+ {7 +a+p—2 sin“v @ ——p_z——_,tnp.

Como o espago-tempo de Kerr é apenas axialmente simétrico, nao ha motivo para esperar que
existam outras quantidades conservadas, além das ja mencionadas. Portanto, a descoberta
de Carter [2] de uma constante de movimento adicional para o fluxo geodésico na solugao
de Kerr, hoje conhecida como a constante de C'arter, foi geralmente recebida com surpresa.
Posteriormente, Walker e Penrose [20] mostraram que a constante de Carter € o resultado da
existéncia de um segundo campo tensorial de Killing A" que chamaremos tensor de Walker-
Penrose e que, novamente, fornece uma quarta quantidade conservada para o fluxo geodésico.

A contribui¢ao da presente dissertacao é a demonstragao do fato que a constante de
(‘arter, considerada como a quarta quantidade conservada para o fluxo geodésico na solucao
de Kerr. esta em involucao com as demais, pois o colchete de Schouten do tensor de Walker-
Penrose com o tensor métrico e com os dois campos vetoriais de Killing 9 e d, é zero.
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Ademais, mostraremos que as quantidades conservadas assim obtidas sdao funcionalmente
independentes, o que permite concluir que o fluro geodésico na solugao de KNerr € um sistema
Hamiltoniano completamente integrdvel.

Iniciaremos a demonstracao dessas afirmagoes por uma breve apresentacao de um método
relativamente direto para se chegar a constante de C'arter, seguindo [12, p. 60].

Considerando a expansao do campo vetorial tangente ¥ a uma geodésica v,

5 = 10, + 90y + $0, + 0, (3.37)

introduzimos as funcoes
P(r) = g(4,V) = (r*+ ®)E — alLs, (3.38)
D) = g%, W) = L3 —aFEsin*V, (3.39)

observando que ao longo de uma geodésica dada (com £ e Lj fixos), P é uma funcao apenas
de r e D é uma funcao apenas de ¥. Obtemos com estas fung¢oes a expansao

: P D
¥ = rd, + 00y —V —— W 3.40
) = rd. + Y0y + A + R (3.40)
o que permite substituir (3.36) por
2 2 ;
. sy P .2 2,92 P D? .

2H = "y g = —=r ) - P — N 3.‘41
B & 4 A o p2A * p?sin® v ( )

Multiplicando por p? = r? + «* cos? ¥, obtemos

1 P? ; : g

= %,'-2 + F R = N s — 2HdP cos? ). (3.42)

Nesta equagao, exceto pelo fator p*, o lado esquerdo depende somente de r e 7 enquanto
que o lado direito depende somente de 7 e ). Portanto, se p fosse uma constante, a equacao
(3.42) seria separavel e, em particular, ambos os lados desta equacao seriam constantes.

A notavel observacao devida a Carter é que, embora a equacao (3.42) nao seja separavel,
ambos os lados desta equagao sao constantes ao longo de cada geodésica. Em outras palavras,
podemos associar a cada geodésica v uma constante A = K, chamada a constante de Carter,

dada por
o P? .
k~ = —%7"2 - K + ?,Hl'z. (343)
ou
K = /)"'J2 t — - 2Ha* cos V. (3.44)
sin” )

Para uma demonstracao direta do fato de que esta quantidade é constante ao longo de 7,
veja [12, p. 357].
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A defini¢ao do tensor de Walker-Penrose é baseada sobre uma propriedade geométrica
especial do espago-tempo de Kerr - a existéncia de um par de campos vetoriais Ny e N_
tipo luz que sdao autoparalelos, o que significa que as curvas integrais de Ny e N_ sao
geodésicas tipo luz e justifica a terminologia de chamar Ny e N_ os campos vetoriats nulos
principais e seus fluxos as congruéncias nulas principais da métrica de Kerr [12, pp. 79.95].
Explicitamente,

r? + a? a

o + —0, (3.45)

IV:{: = :i:ar + A

e entao [19, pp. 321]
, A
K = s (Nt @ N + N_@Ny) + r’g. (3.46)
Notemos que. ao contrario do quadrado do momento angular da solu¢ao de Schwarzschild,
o tensor de Walker-Penrose é indecomponivel, i.e., ele nao admite nenhuma representacao

como soma de produtos tensoriais simetrizados de campos vetoriais de Killing.

Para melhor organizar os cédlculos a serem executados, é conveniente introduzir, além
da base (0, d.,dy,0,) de campos vetoriais coordenada, com base dual (dt,dr,dV,dp) de 1-
formas coordenada, uma base ortonormal (£,) de campos vetoriais, com base ortonormal
dual (w*) de 1-formas, chamadas referenciais ortonormais de Boyer-Lindquist [12, pp. 90,91]:

VA 1 :
E, = | |8,~ , E; = — (0, + (tsillzz)a,),
p psm'l) (3.47)
| ,
E, = -0y . Ey = (r? + a®) 0y + ad,),
P p\/
v
wl = \/,I)Tldr , G = sin ((r* 4 a?)dp — adt),
/ p
< (3.48)
A/ L
w? = pdV , w? = L (dt — asin®dyp) .
p
No sentido inverso,
ind /, . :
8. = , Og = i <(r2 + a?) B3 — asind /|A| E()) ,
P 1 (3.49)
dy = pksy , 0, = —(\/ EO—(131111)E3),
p
dr VIAlw? + asindw?),
P psml) \/IA ( * ) ( |
3.50
|
= -wr | dt = asind \/|Alw® + (r2+a*)W°) .
p p \/l-\l ( )

A afirmacao de ortonormalidade significa, mais precisamente, que os componentes do tensor
métrico nesta base sao
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gi; = g(EiEj) = €dij , g¥ = glw'w) = dY, (3.51)
onde
—€) = € = € , € = € = 1 (3.52)
e € € o sinal da funcao A (+1 nos blocos I e III, —1 no bloco II); veja (3.31). Para uso
posterior, listamos também todas as derivadas covariantes dos campos vetoriais F, ao longo
dos campos vetoriais £, [12, p. 95] (a demonstragao encontra-se no Apéndice B):

a? sin v cos v

Vg Er = ¢ = s, (3.53)
P
25in ) cos U
Vg B = - By, (3.54)
1%
VIR
Ve B = YRlp (3:55)
p
A
Vi, By = —¢. L L, (3.56)
P
25in 4 cos ¥
Vi B = FE — e(ismp%lfz, (3.57)
rsin v SNV
VEOE:; = VE_gEO - _G(U':;;l El - E%E% (338)
A 2 .2 l)
Ve By = —¢ Y2l g (Tradeosd o (3.59)
P p?sinv
Vi By = FEo+ ‘”;'3“ Es, (3.60)
2 sin 0 cos ) cosd /A
Vi By = — 2 B0 p 4 (2520 VIE 2 g (3.61)
P’ P
in v /1A
Ve By = —e 22 Ey '—#Eg, (3.62)
p P
acosd/|A % + a?) cos
Ve By = ——3|—1E0 + (ﬁ)l—Em (3.63)
P p2sinv
in
Ve By = -~ By, (3.64)
P
A &y 0
Vi B = —e T210 By, (3.65)
p
cos ) /]A
Vi, By = t_aﬁ%ﬂh (3.66)

sU /A
Vi b3 = % Eo. (3.67)
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onde usamos a abreviacao

F = % (—VIA') _ Gl Ml (3.68)

P ARVATAY
[sso posto, podemos facilmente demonstrar a seguinte

Proposigao 3.1 Os campos vetoriais Ny e N_ definidos por (3.45) sao campos vetoriais
nulos principais da métrica de KNerr, i.e., sao tipo luz e autoparalelos.

DEMONSTRAGAO. Usando (3.32) e (3.47), escrevemos
Ny = £9, + A7V, (3.69)

ou ainda

Ni = L (Bt Ey, (3.70)

VIA[

e introduzimos as 1-formas duais Nt e N~ definidas por

Il

jvi(Ei) g(‘lv:tsEi)s (371)

que sao
,V:i:

P ( 0 1 37
—— (—w’ tew'). (3.72)
VIA|
Devido a (3.49), (3.50) e (3.70), é 6bvio que Ny e N_ sao campos vetoriais tipo luz. Para
mostrar que sao autoparalelos, calculamos

Vigote, (€Eo £ Ey) = Vg Eo + Vi By £ ¢(Vg By + Vi L) = £ F(ekot Ey) (3.73)

e obtemos

: p p
Vi Vs = P Vopiw | L (Bt E
Ny-Y+ |A| EoxE <\/m( 0 1))
/) 2

= ~(on:E. (\/——> (eEo x Ey) + |PK| VieEotE, (¢Eo £ E))

. _0_ (r*+a )2 a o p
‘(ia,J“ Y Adup)( |A|>(€E"iE‘)

Il
=
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Passamos a calcular os componentes do tensor de Walker-Penrose relativos ao referencial
ortonormal de Boyer-Lindquist:

A(NONO) 4 1260  LA(NON! + NINO) 0 0

A
2
ey = | AADINTENINY) CA(NIN 0 0
0 0 rig?? 0
0 0 0 r2g3
ep? + eor? 0 0 0
B 0 —ep?+eart 0 0
- 0 0 er? 0 ’
0 0 0 egr?

ANEND) +me PANENTANENS) 0 0
(Ki) = %A (N1+ No + NJ’ NT) A (1\"1*'1\’1‘) + rigy, 0 0

1] - 2
7 g22 0

0 0 7’28;33
ep? + eor? 0 0 0
_ 0 —ep? 4+ er? 0 0
o 0 0 621‘2 0 ’
0 0 0 6';]“2
com o resultado
ea® cos? ) 0 0 0
y ) 0 —ea’cos?y) 0 0
T o -
(A ) - ([\u) - 0 0 ,,'2 0 (3‘4)
0 0 0 r2

Também é ttil conhecer os componentes relativos as coordenadas de Boyer-Lindquist. Os
componentes contravariantes sao
tt - L 2 02 -33 2 | 2)2 00
K" = K(dt,dt) = (a%sin® ¥ |[A] K32 4+ (r? + *)? K')

1A
2

= (r?sin® 9 A + (r? 4 a?)* cos® V)

2

B
[

x

)
l\'fl/

a 5 - . 5 s
= — (r2 (12 + a®)sin®V + (r* 4 a*)? cos* ¥ — 2mr3sin® 1))

)

Il
LA
~— b

4

7 5 Imrdsin® v
r‘ 4+ a¢* - ———

p?
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/ 2A
KN = K(dr.dr) = _|A2| g .. — cos?

p p

99 r w ( 1 22 ,2

K" = K(dV,dJ) = 5 K = —

p p

| 1
K#? = K(dp.dp) = /)—2 ERCETI (|A] A3 + a?sin® ) K)
1 . .
= ——— (A + sin® v cos? V)

prsin® ¥ A
1

= ——— (P*(r*+d*) + sin’

pZsin? ¥ A
1

) cos®V — 2mr?)

= ———— ((r* + a*cos® V) (r* + @ sin®¥) — 2mr3)

p2sin® v A

2mr

1 . .
= —— (% + &?sin?Y —
sin2 J A ( p?

K'Y = K(dt.dp) = (|A| A2 + (r? + ) K)

Al
= ( 2A + a?(r? 4 a?) cos® V)

)

= r2(r? +a?) + a®(r? + a?)cos’ 9 — 2mr?)

" 2mr3
2 ¥ a* = 7 sin® v

[l
L=
T [/

e os componentes covariantes sao

|A| Koo 4+ @?sin? ) RK33) =

o=
—

[X’” = [\’(0,,0,) = —

= - ((r? + a?) cos? ¥ + r?sin’v) — 2
p

5 2mr cos?
= a1 — ——
p

2.2
L., = K(0..0,) = |'0T|[\'“ = —% cos? )

]\’z)z) = 1((&,),0,}) = /)2 [\'22 = [)27"2

2
a_2 (A cos?¥ + rZsin? 1)
p

mr cos® )

51
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. o sin d L, S g .
Kyo = h(0;:0;,) = , ré 4+ a*)* KNz + a*sin” 0 |A| Koo
Y & pz
. 2 '9
= 51n2 (r2(r? + a*? + a*sin®V cos? ¥ A)
p
sin® v
= — (r2(r? + a®)? + a'sin®V cos?V (r? + a?)
p
— 2ma*rsin® 4 cos? )
sin®d o v, o g 20 202
= — ((r* + a®) (r? + @® cos®¥) (r? + a®sin® V)
p
— 2ma*rsin® J cos? V)
. o el 7 sin? 9 cos? d _
= <(r‘2 +a?) (r?* + a*sin* V) — il sz = ) sin? 1)
)
. sin U 0 o
Ky, = N(0y,0,) = — 5 (|Alasind Koo + a(r® + «*) sind Ns3)
sin®d | . ; Py ;
= e gu; (a’? A cos? U + r*(r? + a?))
P
asin® o, 2 20,2 4 2 2 2
= — — (a®(r* + %) cos™ ) + r*(r* + @) — 2ma®rcos* V)
)
= —a (7’2 + a? — —2771“2 r;osz 0) sin? V)
p
Temos, portanto, para o tensor contravariante
a? 2mrdsin? 0 | a’A r?
ro P2 1 42 2 2.9 92 92
LK = K(l +a ——/)2-——>(), - cos* v 07 + ;01,
i 2 4 atsin?y — 2 g2 (3.75)
. r* 4+ a*sin® J — . 3.7
sin? 9 A p? ¥
a 2mr3 .
+ - <r2 +a? - —> sin® v 29,0,
A p? t
e para o tensor covariante
Imr cos? I . 22 _ .
K = (1 _p_> at = L costidy? 4 gt an?
: o . 2mat rsin? 1) cos? 1) . .
+ <("2 + a?) (r* + a®sin? V) — LS Sm.)_ i ) sin® U d? (3.76)
p

. L 2ma®rcos?) o
—a (7‘2 +dd - — sin® v 2dt dep.
p
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A demonstra¢ao do fato de que o colchete de Schouten de A" com o tensor métrico se anula
requer um calculo explicito do tensor S com componentes covariantes

Skij = VK + Vg Ny + Vg, Ky, (3.77)

Com as ferramentas desenvolvidas, podemos mostrar que todos se anulam (os detalhes
encontram-se no Apéndice C) e assim concluir:

Teorema 3.1 O tensor de Walker-Penrose € um campo tensorial de Killing para a métrica
de Kerr.

A quantidade conservada para o fluxo geodésico associada ao tensor de Walker-Penrose. em
termos de coordenadas em T'Q), é

. . 2mrcos? V) . a’p? oo 5 e
K = & <l — T) 2 — A—p cos? ) r? + p2r? 2

2mat rsin® Y cos? VY ., | "
sin“ v ¢

+ ((r'2 + a?) (r? + a*sin® V) — >
p
. 2 ‘ % o 20 .
_ ( o L_> sin? 021 .
p

Queremos mostrar que esta constante coincide com a constante de Carter introduzida ante-
riormente. Para tanto, calculamos primeiro o produto escalar dos vetores nulos Ny, dados
pela equacao (3.69), com o vetor tangente a geodésica v, dado pela equagao (3.40):

| ;
g(V. V) = — (£p*r —P).

';\’r .‘.' = P oy
8(Ne,3) = Eign + %

p2A2
Considerando agora a equacgao (3.46) do tensor de Killing teremos que

K(%,%) = Ag(Ne,7) g(N-,3) + r*8(4,7)
1

= = (p*r — P) (—p* —P) + 2Hr?
= %(Hﬂ — p*F?) + 2H?
= K,

de acordo com a equacao (3.43). Observemos ainda que a constante de Carter realmente é
uma perturba¢ao da quantidade conservada do fluxo geodésico na solucao de Schwarzschild
que é quadratica nos momentos, o L%, pois

Klozo = r'0% + r'sin20 5% = L%, (3.79)
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Para demonstrar que as quatro quantidades conservadas £, L3, K e H do fluxo geodésico
na solugao de Kerr estao em involugao, consideremos os anti-homomorfismos de algebras
de Lie (2.21) e (2.29). Pela propria definicao dos campos vetoriais e tensoriais de Killing,
precisamos calcular somente os colchetes de Poisson da constante de Carter K com a energia
E e com o momento angular L3, uma vez que devido ao Teorema 3.1, o colchete de Poisson

{2H.X} = {C(g).C(N)} = —C([g, A])

se anula. Observando as expressoes do tensor de Killing (3.75) e (3.76), vemos que os
componentes de A" nas coordenadas de Boyer-Lindquist nao dependem de ¢ ou de ¢ e portanto
os colchetes de Poisson

{E.X} = {C( K)} = =C([0. K])
{Ls. N} = {C( K)} = —-C([9,-K))

também se anulam.

Mostremos finalmente que as quantidades conservadas F, L3. K e H sao funcionalmente
independentes, como pode ser verificado através de um calculo explicito do posto da matriz

Jacobiana
k. OE  E  0,FE  OE O0:E  0yE  0yE
aE, L, K.2H) oLy 0Ly 0OyLs O,Ls 0iLls 0:;Ls 0yLs 0Oyl
At r 0, 0,67, 0,0) ok oK K IdKX K K ;K 0K
200H 20.H 20sH 2(?,{,H 20iH 20:H 203H 20,H
0 o.FE OyE 0
B 0 O.Ls 0sLs O
- 0 oJ.K K 0
0 20.H 20;H 0
— 8t 0 0 —8ty
8ty 5 20 5 0 8oy
2a*p’ U . .
g -2 2T ;OS Fo22gegl) 9K
20;H 28 2900 20:H

O subdeterminante da derivada em relacao as velocidades é

— 8t 0 0 —8ty

O(E, Ly, K.2H) &te s 0 8oy
— = det S 2a*p* cos* V) T
a(t,l‘. l)p) 0{‘]\- *—TI‘ 2r g’l),)l) ()¢k

ld,H 2g,.,.l" Zg,)l)l) Zd;H
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, 0 , 0 &y
2a*p? cos? V) ; : .
= — gu det ——a—pACLf‘ 2r2gga0 0K
Qg,.r'f‘ Qgﬁﬂk,b 28¢H
g!g 0 O
2a?p? cos? ¥ .
+ Sty de.t ;K AP pACOS o 277gy90
2 8,- H 2 g,.r‘l.‘ 2 g,m'lj
2a*p*cos®V .,
= - (gitgyw - g.tzg,:) det A roe gﬁﬂ.g
2g.7 2899V

2mr

(-

; 22
2ma?rsin® Y

p* > (r2 talt p?

)sinzﬂ +

4m?a®r? sin® 0]

P

L a’p?cos?d  pir?
x4dp‘rd | — —
A A
s o 2md’rsin®d 2mr ,  2mr , ., o 4mid®r?sin®d) |,
= r"+a® + 5 — =P — —5-a’sin 0——4 sin” 1
p p p p
4m?a®r?sin’ V) i+ a?cos?y .
4p 71
P A

—4p%sin? 97 0.

Definindo
7 =
onde
Zsing =
Zy =
7 =

Zsint? U Zg U Z,

{(¢,d)/ sind =0},
{(q.9)/9 =0},
{(¢.4) /7 =0}

isso mostra que os gradientes das quantidades conservadas sao linearmente independentes

fora de Z, e como Z é um subconjunto

de medida nula no espaco de fase T'Q), concluimos

que as quantidades conservadas sao funcionalmente independentes. (Na verdade, calculando

outros subdeterminantes, podemos mostrar que o subconjunto de dependéncia funcional é
ainda menor do que o Z dado aqui. mas nao precisaremos deste fato.) Resumindo. podemos
concluir que o fluro geodésico na solugdio de Nerr € um sistema Hamiltoniano completamente

integrdvel.



Apéndice A

Colchete de Schouten

Seja M uma variedade. Definimos um campo multivetorial simétrico de grau p sobre M como
sendo um campo tensorial de grau p totalmente simétrico e contravariante, ou seja, uma secao
do fibrado vetorial \/* T M, e um campo multivetorial simétrico sobre M, sem especificagio
do grau. como sendo uma combinagao linear de campos multivetoriais simétricos sobre M
de varios graus, ou seja, uma secao do fibrado vetorial

o

VTM = @ V'TM.

p=0
O espaco dos campos multivetoriais simétricos de grau p sobre M sera denotado por
XP(M) = T(V"TM)
e o espaco dos campos multivetoriais simétricos sobre M por
XY(M) = T(\V TM).

Em coordenadas locais &', um campo multivetorial simétrico P de grau p possue uma repre-
sentacao da forma
1
P = —TP"""”&,V .vad
p!
onde v representa o produto tensorial simetrizado, i.e.. temos para campos vetoriais

Xi,....X, € X(M),

(A.1)

ips

r r l r —~ - ¢
Xyv...vX =Y Xo) @ ... O Xogp)- (A.2)

P =
P gES),

Em componentes, a operagao de simetrizacao sera indicada colocando os indices correspon-
dentes entre parénteses:

P(i;...i,,) - Z Pin(l)"'id(l‘)- (f\3)

|
)e .
l o€ 5,,

56
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Ot
=1

Em particular. para p = 2,
N 1. .
P = —(PY 4 PT). (A.4)

Em 1940, Schouten introduziu um colchete para campos multivetoriais, hoje chamado o
colchete de Schouten, que pode ser visto como uma familia de aplicagoes

[.,.]:T(VPTM)xT(\/'TM) — T(\/?*' TM), (A.3)
com as seguintes propriedades:

(i) Bilinearidade (sobre R): Para aj,ap € R, P,P,P, € I'(\/"TM) e Q,Q1,Q, €
T(\V/'TM).

[P+ 2P, Q]
[P, o1 Q1 + a2Q:]

01[P17Q1+a?[P2’Q]7 (A())
Q‘][P.Q[]+Q2[P,Q2]. (:\T)

Il

(i) Antisimetria: Para P € D(\V/?TM), Q € T(\/"TM),
[P,Q] +[Q,P] = 0. (A.8)
(iii) Identidade de Jacobi : Para P € T(\/?TM),Q € I(\/"TM), R € I(\/" TM)
[P.[Q,R]] + [Q,[R.P]] + [R,[P.Q]] = 0. (A.9)

(iv) Regra de Leibniz com respeito ao produto simétrico: Para P € ['(\/"TM), Q €
L(\V'TAM). Re(\V' TM),

[P,QvR] = [P,Q]vR + Qv[P,R]. (A.10)
(v) Normalizacao: O colchete de Schouten de duas fungdes vale 0, o colchete de Schouten

de um campo vetorial X e uma fun¢ao f é igual a derivada de f ao longo de X e o
colchete de Schouten de dois campos vetoriais é igual ao seu colchete de Lie.

Obviamente, a condicao de normalizagao e uma parte da regra de Leibniz podem ser combi-
nadas na afirmacao de que o colchete de Schouten entre um campo vetorial X e um campo
multivetorial P qualquer é igual a derivada de Lie de P ao longo de X:

[X,P] = LxP = —[P,X]. (A.11)
Também é facil ver que para campos multivetoriais decomponiveis, devemos ter

[Xiv...vX,, Yiv...vY,]

=Y D [N VX v v Xy v X v vy vy (AL2)

i=1 j=li
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Ut
co

onde o simbolo  significa que o-argumento correspondente deve ser omitido. Em coordenadas
locais x', escrevendo

P = _Pll-"’P()ilv__.va- Q = —IQJIManle"‘Vajq
q'

p! P
c 1
(P.Q) = e [PQIA B v O
obtemos
POk hpramt 1 shiekpra=t  plivipor g le...jq
[P, Q] TN !
1 chikpyg— Lja.iq : .. :
- [)'(([—1)! é[]...l'pj'_)...jq Q q()IP p, (ALS)
onde 55“‘_1‘.’/:‘" significa o simbolo de Kronecker totalmente simetrizado. valendo 1 se (ky,....k,)

e (li,...,l,) sao relacionados por uma permutacao (par ou impar) e 0 caso contrario. Em
termos da notagao para a simetrizacao introduzida em (A.3), esta equacao pode ser reescrita
como

N s — l ! Y ’ . :
[P,Q]oHrre = M plthko-r g QFrketa=t)
(p—1)'q!
—_1)!
B % Q’(I\'I“'kQ'l alpkq...kp-{-q—l). (Al4)
p-\qg—1)

Reciprocamente, essas férmulas podem ser usadas para demonstrar a existéncia do colchete
de Schouten. Tal procedimento é andlogo a maneira como se demonstra a existéncia da
derivada exterior d para formas diferenciais. Qutra propriedade que o colchete de Schouten
tem em comum com a derivada exterior é o fato de que na equacao (A.14), podemos substituir
as derivadas comuns d; por derivadas covariantes V; com respeito a qualquer conexao V em
M sem torgao:

. +qg—1)! S penk
[P,Q]k!--»’qu—l = ((pT—_ll)'—q? Pl(k""k”" VIQAP“.APW_[)
B —(P|-{(-q—-—ll)')| Ql(kl-ukq—l vlpkq...kp+(l—l). (AIS)
p(g—1)!

De fato, a diferenca entre o lado direito de (A.15) e o lado direito de (A.14) é

(p+q—1)! (’””“

1(]\]/\ -] k} kp...k _1lnk +1...’\' + _|)
p!q! § ])P P [‘[m Q L) ) rt+aq

J=p

ptq—1
Uy foomr Tk Dibasedipnkipiskppaai)
_ § (IQ(l =t [y pha imkipr.kpyq—t

y=g
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_(p+q—-1)!

(l)qu(kl...kp._l l"f\'p QL‘,,+1...kp+q_|rn)
plq! m

o qul(’qu_‘ [\;\:1 qu+1...kp+q_|n1))

—1)!
— (p—{-? ‘ 1) (pqp(lklkp_l I‘\:\;;L Qkp+|...kp+q_17n)
piq

— gp QWrekams Ffﬁl qu+l...k,,+q_,m)> ’

o que se anula devido & simetria dos simbolos de Christoffel [} em [ e m.

Finalmente. mencionamos que com as convencoes de sinal aqui adotadas, o espaco XY (V)
dos campos multivetoriais sobre M, com o produto tensorial simetrizado v como produto
associativo e comutativo e com o colchete de Schouten como comutador, se torna uma algebra
de Poisson. naturalmente associada a variedade M, que estende a dlgebra de Lie X (/) dos
campos vetoriais sobre M. (Uma algebra de Poisson é uma algebra equipada com um produto
associativo e com um comutador que lhe confere a estrutura de uma dlgebra de Lie. tal que,
como condicao de compatibilidade, vale a regra de Leibniz.)



Apéndice B
Formas de Conexao

Neste apéndice, calculamos as expressoes das derivadas covariantes dos campos vetoriais de
Boyer-Lindquist e as derivadas covariantes dos campos vetoriais nulos N,

Proposigao B.1 As derivadas covariantes dos campos vetoriais de Boyer-Lindquist E,, E,,
Es, E4, obtidas a partir das formas de conexao, pela formula

Ve E; = wi(E;)Ex,
sdo [12. p. 95]:

a? sin ¥ cos

Vg Ey = c——3—E2,
p
a?sin v cosV
Ve By, = ——S_Elv
P
r+/|A
VE2E1 = L |E‘27
p
- A
VEQE‘ZZ_GI' :|3 |E11
P
25in v )
Ve By = FE — Ca sin 3cos E, .
p
arsin v acosV \/|A
Ve E3 = Vg, Ey = —¢ e E, —ETHEE,
ry/|A r? + a?) cos
\75353: =€ I3 lEl—(—g.—)—l—Ez’
p p3sind
arsinv
onEl - FEO + 3 E3 5
Vil = — a? sinlicosi) E, +  acos Z;/];\l B,
P .

60
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»sin /A
ar sin +1 | |E3,

vEﬂ\E'l = —€ E EO
& P PE
acos v \/|A (r?2 + a?) cos v
Ve = LV VIAl g T a)cosy
p p>sinv
arsinv
vEIE‘O - 3 3
p
arsinv
vEl E3 = _6 p3 ‘0 b

st /|A
Vi = ¢ 2V VIAl vIAl g

P
acost /|A
VEQE;», = —TuEO )

onde usamos a abreviag¢ao

F =

78N RVARN (r—m)p? —rA
— | = ¢ :
dr p ERVAIN

DEMONSTRAGAO. Lembremos que os campos referenciais ortonormais de Boyer-Lindquist

sao [12, p. 90]

VA 0 . B - W

P psind

E 1 =
1 Vv

Ey = -0y . Eo =
2 pd 0 P ,—MI

e que os campos coreferenciais ortonormais Boyer-Lindquist sao [12, p. 91]

| P " sind ,, ,
w = dr , w° = (r"+a”)dp — adt
Ny , | )
. VIA )
w = pdd , WL = —I—l (dt — asin®Jdy)

P

Para calcularmos as formas de conexao dos campos referenciais de Boyer-Lindquist devemos
achar inicialmente as derivadas exteriores dw' das 1-formas duais acima. Para este calculo é

conveniente listar um conjunto de férmulas de derivadas parciais:

dp a1l r dp  a’sinvcosV d 1  a*sindcosV
ar T orp  p2 00 P A p P
r—m J |1 r—m

r

p

oA )

92 _op-m) . LA = I
75 4 Bl TN BTy SN RN

d
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O calculo das derivadas dos dois primeiros campos torna-se imediato, enquanto que o célculo
das duas ultimas derivadas procede como segue:

: 0 (1 . 1 2r sin U
dw® = 0 <—> p draw?® + 9 (sind)) dInw® + 0T g dy
p

o Bl sin v P

r /1A U1
_ _r\/ﬁwll\w3+c_i—w2/\w3

0 sind p
2rsind /| A L : ¢
p psin v P A

o /:lA| wlw? 4 c?s ) lszwB + Mwl/\wo ,

P sinv p P

' A ) (1 2asinv cos v 4/
dw® = i 2 P drau® + i (—) p dIn’ — aemreos Al dindp
or p VI ) \ p p

2
o . a’sindcos¥ ,

= Fuolad® 4+ ——————— W*w
3
p
2asind cos ¥ \/|A] 1 5 a 8
— 5 WAl —/——w + w
p psin? PRVAIN
2 & ( 9 (
 Pulad @ sinVcost , o 2acosV\/|A] ,
= FPurw — —————wrw — ———5——ww’ .
p p
O resultado para as derivadas exteriores é [12, p. 92]:
| a’sindcos? |,
dw' = ——————waw",
P
2 rVIAL
dw® = T W AW,
p
2 2 i / izt T o
1 = (r*+d’)cosd , 4 r/1Al 5 2arsind |
dw” = 5 wiAW 3 WAw -I——3 wWAwW
p3sind p P
2acos ¥ \/|A| a’sinvcosi) .
do® = Fula® — ——F—— 0w — ———— Wil
P P

A partir destas formulas, podemos calcular os coeficientes de conexao w!. usando a primeira

equagao estrutural [12, p. 50]
do' = —winw .

em conjunto com a equagao [12, p. 52]

WHE) = Y(de'(Ej Er) + eiej dw! (Er E) — i dw® (L. Ej))
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(nao somando sobre i. J ou k). com
€EL=€, =1, €e3=1, ¢g= —¢.
Desta forma. temos

o :1=1)=2
wy(Ex) = L(de'(Ea, Er) + edw?(Ep, Ey) — eepdu®(Ey, Ep)) .

O primeiro termo é diferente de zero somente para k = 1, o segundo termo é diferente
de zero somente para k = 2 e o terceiro termo é diferente de zero somente para £ =1
ou k = 2, resultando em

2(E1) = 5(dot(Ey E) — dw'(Er ) = —dw!(Ey, Ey)

u);'(Ez) = l(6(1\,1.4‘2(E:2,E[) — Edw’z(El.Eg)) = —fflu)z(El,Ez) .

2

w

e :1=1)=13
wy(Ex) = §(de'(Bs, Er) + €do®(Ey, By) — ecp dw’(Ey, E)) .
O primeiro termo é sempre zero, o segundo termo é diferente de zero somente para

k =3 ou k = 0 e o terceiro termo é diferente de zero somente para k = 3, resultando
em

W:E,(Ez) = %(f(/w‘z(Es’El) - fleB(ElsEz)) = —6([w3(ElaE3)7
wi(Eo) = 3 edw®(Eo, Ey) .

e =1,7=0
we(Er) = %(([q)l(EO,E,\.) — d°(Ey, Ey) — eek(/u)l“(El,Eo)) .
O primeiro termo é sempre zero. o segundo termo é diferente de zero somente para
k = 0 e o terceiro termo ¢ diferente de zero somente para k = 3 ou k = 0, resultando
em
wa(E3) = — %6(lw3(El, Ep)
wi(Eo) = — 5 (d®(Eo, Ey) — dw®(E\y, Ep)) = du°(Ey, Eo) .

wi(Ey) = L (dw?(Es Ey) + duw®(Ey, Ey) — e dw®(Es. E3)) .

O primeiro termo é sempre zero. o segundo termo é diferente de zero somente para
k = 3 e o terceiro termo ¢ diferente de zero somente para k = 3 ou & = 0, resultando
em

u)_%(E;;) = (([@3(53,E2) = (1w3(E2,E3)) = —([w‘:}(E-z,Eg) 3

wi(Ey) = %G(IwO(E-Z.Eg).

W -
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e 1 =2, J =0:

wi(Ey) = Y(dw’(Eo, Ex) — €dw®(Ey, Ey) — € dw*(Es, Ep)) .

O primeiro termo é sempre zero, o segundo termo é diferente de zero somente para
k=3ouk =0 e o terceiro termo é diferente de zero somente para k = 0, resultando

em
wa(Es) = — %cclwo(Eg,Ez) .
wi(Eo) = —%6 (dw®(Eo, Ey) — dwP(Esy, Ep)) = edw®(FEsy, Ep) .
e 1=3,,=0:

W(Er) = L (dw®(Eo, Ey) — € dw®(Ey, E3) — exdw*(Es3, Eo)) .

O primeiro termo é diferente de zero somente para & = 1. o segundo termo ¢ diferente
de zero somente para k = 2 e o terceiro termo é sempre zero, resultando em

wWy(Ey) = % dw®(Eo, Ey)
wi(Eq) = — 5 edw’(E,, E3) .

Obtemos portanto o seguinte resultado [12, p. 92]:

i a’sind cos? | RVA A I
) — _— —_— =3 Al
Wy = 3 w € 3 Wy
p p
P 1Al arsind
w3 = —6—'3 w- — € 3 woo.
p p
arsinv
.,ué = —¢ 5 w4+ Fub
p
5 (r* + a*)cos? acosV /||
wi = — = ? = (",
p3sin p
" acos? \/|A] a*sind cos?V
W = T¢T—— 3 W T ¢TS5 v
p p
5 arsind | acos\/|A]
wp = — W e’
p p
Usando agora a formula
_ Lk
Vi Ej = Wi(E) Ey
concluimos a demonstracao. O

Lembremos que os dois campos vetorias nulos sao [12, pp. 79.95]

Ny = 40, + AW = —2_(¢Ey+ E))

VIA|
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e que as um-formas duais. determinadas pela condic¢ao
N*(E;) = ¢g(Ny,Ei),
sao
Nt = 2 (—w® £ ew') .

Al

Proposigao B.2 As erpressoes das derivadas covariantes dos campos vetoriais nulos N*

sao
2sindcostd . rsint
Ve Nt = —FN* & e%wz _ e%wﬂ'
P - P L
Ve VE = _M,\/i LIy acos? g
2 p3 : 2 p? J
g arsind acos v P
Vg N® = F = N = = w? + —w
p p p
Ve NE = +¢F N — cﬂsinﬁcosdw2 n arsin v 3
04 B ——— —_—
P* VA ERVAIAN

DEMONSTRAGAO. Para esta demonstracao deveremos calcular explicitamente a expressao
(Ve N )E) = Lg (N*(E:)) — N* (Vg E) .

Para iniciarmos o calculo das expressoes relacionadas ao primeiro termo da equacao aci-
ma, observemos que o numero de casos pode ser reduzido observando que as expressoes
Lg, (N*(E;)) sao zero quando i =2 ou i =3 ou k =3 ou k = 0, enquanto que

L, (NE(E) = ievm'ﬁ( p ) L

. = FE— ==
p or \ JA| V1A
s (VE(E) = —LELZ (L) o ol
“E{! por \VIAl) V1Al
1 9 p a*sin 1 cos v
O (NE(T = 4+e—— | — | = ———————
L, (NE(E))) iﬁpaﬂ (\/W) T 2 JA]
1 0 p a?sin ¥ cos ¥
g r+ = ——— R =

Para o calculo das expressoes relacionadas ao segundo termo, distinguimos os seguintes casos:
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e h=1:
A expressao \ g, F; nao possue componentes ao longo de Ey ou de E; quando i = |
ou ¢t = 0, portanto
a?sin Y cos U

—;\—i(vE\E?) = /|)A|((.uoq:6u_)l)(VE1E2) = iﬁf)?—IAl_‘

arsin v

(W F ew!) (Vg Bs) = —e .
ZRVATAN

— NE (Vg Ey) =

2

o k=2:
A expressao Vg, F; nao possue componentes ao longo de £y ou de E; quando ¢ = 1

ou ¢ = 0, portanto
-

- N*(Vg, Ey) = P (O F ) (Vi Bs) = +—
1A P)
. cos U
_lvj:(vE)E-3) = L(wo:‘:ewl)(szES) _ (ICO.S '
SRRV 7
e k=3
» @3 19
—‘\’i(vEgEl) = L(woq:f“"l)(szEl) _ —em sin |
IAI ) p2 |A|
_.\ri(szE-z) = L(woqzﬁwl)(vE:gE‘Z) = _(LCOZSﬂ’
Vi ;
- N*(Vi, B3) = 4 (W Few') (VE, E3) = :t% 3
|A] P
[ P arsin v
- V= (Ve o) = (W Few") (Ve Bo) = £ — .
- p* V1Al
o k=0:
P pF

(w® Few!) (Vi E1)

—./\[i(v oEl) = = s
3 V1A VIA]

a’sin Y cos

— NE (Vg Ey) = £ WO F ') (Vg B) = - —m——,
(VE, Ey) |A|( ) (VE,Ey) N
arsinv

(W°® Few!') (Vg E3) = £ — ,
P* /A

P
(«° F ew) (Vi o) = Fe—=F
VA

— NE (Vi Es) =

nilb

— NE (Vg Ey) =

=

concluindo a demonstracao.
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O Tensor de Killing

Lembremos que o tensor de Killing na solu¢ao de IXerr tem componentes contravariantes

— (NEN? 4+ NIND) 4 r2gY

[\JI[}

I oo

e componentes covariantes

[vl[/

Ky = 5 (NFN + NFND) + g

Para demonstrarmos que A" é um tensor de Killing basta mostrar que satisfaz a equacao de
Killing
Skij = VENij + Ve Ny + Vg, ki = 0,

que calculamos a seguir, lembrando que N*¥ =0 sei=2oui =3

LSy, = Vg K
39111 E A
= L (A)YNFNT + A(Ve,NY), NT + AN (Ve N7), + L5 (rY) g
VI]A| ¢ VA
= —I |%—AN1‘"1\"1_—7FAV+N + | |7c7‘
p Or p
V1AL, P’ p*r Y
= - 2(r —1\[) +2A — + +—2er
P A 1A] P
= 0,
18 = Vg Ky
3 9222 E, 22
= Ce A)NFNT + A(Ve,N*), N7+ ANF (Ve N7), + L6 (r) g2
> 2 V2 > 21V 2 > 2 2
= 0,
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S22

5211

an 1\'33
Ca (A NFNg + A (Ve N N + AN (VN3 + L5, (%) gas
0.

vEof‘:oo

Ce (A NING + A(Ve,NY)g Ny + ANF (Ve N7y + L5 (r?) goo
eFANFN; — eF ANF Ny

0,

VEl [\’-22 + :ZVEQA-H

S (M) NF N7 + A(VENT), N7 + ANF (Ve NT), + €5, (%) g2
~E,( )/\”1\"’2‘ + A(VE,NY), Ny + AN (VE,NT),
Lo, (A)NFNT + A(VE,NY), N7 + ANS (Vg,N7),

2 E)( )JI'Z

S5 (e t)

Ve, + 2V Kia
Ce, (ANFNT 4+ A(VE,NT) N7 + AN (VE,NT), + £5,(r*) gn
4+ L5, (AYNF Ny 4+ A(Vg, NY), Ny + AN (Vg N7),
+ ~;;1(A) NFNT 4+ A (Vg NT), N7 + ANS (Vg NT),
+ 285 (r*) g12
2

sin ) cos U 2 sin i cos
- (_Ea ;;l“llols ) (_6 //|)3|) +Aa (6,//|)A|> (6 - ;n |C:|S )
2 5in 1) cos ¥ 2 sin 49 coud
T A(G fl)A|> (_Ea ;n l/|i)|s ) t A(6 - ;;n IC_;S ) (_6 /|)A|>

0,

= VEl [\’33 -I- QVE31\’13

YNFN; + AV NP Ny + ANF (VN )y + L6, (1) g3
E(A)NFINT + A(VENT), Ny + AN (Vg N7),
E(A)NSNT + NV NT), N7 + AN (Ve,N7),
g

B (A
£
£
28,0 2)913
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S311

S100

Sot1

@2,.+A(;/I)K[) (-5) +a

Ve, ANt + 2V K3
Co (M) NENT + A (Ve N'), NT + AN (VeN7), + La.0%) gun
Ty (_\.)N+ Ny + A(Ve N, Ni + ANF (V5 N7),
+ S5 (A)NFNT + A(VE V'), NT + AN (Vg N7),
+ 285, (r) g3
)

ar sin arsin v

ANT N[ + ANINT

p>
+A(e \//l%l) (_6;27'511'1)1) + A<_6;‘:‘SiT§|) (_6\/%)

0.

= \75, Koo + QVEOI\'IO

+ Le(AYNFINy + AV, NT), Ny + AN (VEN7),
+ L (A)NFNT + A(Vg, NT)g N7 + AN (VE,N7),
+ 2L5(r*) g10
|A| r)A
p ()7
+ eFANf“NO_ — eFANFN; + eFANFNT — eFANG Ny
1Al P’ PE VAL
(7‘—1\[) - 2A— — 2er
p 1A AN p
0,

Ce (AYNFNy + A(VeE, NNy + ANF (VE,N )y + LE,(7%) goo
)
)

A
—2F A \+\/_ L‘267‘
p

VEOI\'U + 2VE Ky
E(A) NFNT + A (Vg N*), N7+ ANF (Ve N7), + L5072 gn
+ L5 (A) NNy + A(VE NT), Ny + AN (VN
L0 () NENT + A (Ve V) N + ANG (Ve N7,
+ 285, (r*) gi0
eFANINT — eFANFNT
y Vialoa NNy — 2F ANFNg 292 Vo v- 2R A NENT

p  Or 0+p01
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Sz =

5322

5200 =

So22 =

Al

P
0,

2r = M) = 2F A) (Nf Ny + N Ny)

VE2 K33 + QVESI\'Q;;

Le,(A)NFN; + A(VENY); Ny + ANF (VE,N7); + L&, (r?) gss
+ L, (A)NSN; + A(VE,NY), Ny + ANS (Vg,N7),

+ Le,(A)NF Ny + A(VE, NV Ny + AN (VE,N7),
+ 2L5,(r*) g2s

0,

Ve Koy + 2V, Nog

Ca(A)NS Ny + ANV, NV, Ny + ANS (VE,N7)y + LE,(r%) 922
+ L, (A)NS Ny + A(VE,NY)y, Ny + ANS (VEg,N7),

+ L, (A)NFNS + A(VE,NY), Ny + ANS (VE,N7),

+ 2L5,(r?) g2s
0

Ve, Koo + 2V g, Ny

S (A) NFN; + A (Vi NH)y Ny + ANF (VN7 )y + £i,(7%) goo
b L (A)NFNG + A (Ve N*), Ny + ANF (Vg N7,

+ So,(8) NS Ny + A (TN )o Ny + ANG (Vi,N7),

+ 285, (%) g20

A(a ;n'l)|cAolsﬂ> (_ \/%) 3 L\( \/_) <(L sm1)cosz))
A (-

p ) (_ a’sin l9|cAoTl))

a’sin 1 cos U

+ ( |A] > ( \/_)
0,
Ve Noz + 2V, Ny

E(A) NS Ny + A(Vg,NY), Ny + ANS (VEg,NT)y + L&, (r?) g2
Lu(A) NS Ny + A(VE,NT), Ny + ANS (Vg,N7)
La (AN Ny + A(VE,Nt)g Ny + ANF (VE,N7).
225, () g2o

0

2

~

0
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5300

Sozz =

2 »Sll 23 =

) 2 Cm CF

0,

= Vg, Noo + 2V, N3
La(A)NF Ny + A(VEg, Nty Ny + ANS (VN7

+ Le,(A)NF Ny + AN(VE,NT)a Ny + ANS (Vg N~
+ LE(A) NG Ny + A(VE,NT)g Ny + ANS (Vg,N™

+ 2L (r?) g30

SR ) 0o
Sy () <—-/:><—

0.

VEOI\'gg + 2VE M3

,Q Es rz)JSO

(
() () +3 () (5

l/+++‘

0.

2VEg Nos + 2VE, N3 + 2V, K
LE(A) (NS Ny + NFNy)
+ A(VE,NT), Ny + ANS(VENT),

+ A(Veg,NY)y Ny + AN (Vg,N7), + 285, (r*

+ L5, (A) (N N5 + NS NT)
+ A(VENT), Ny + ANF (Vg,N7),

+ A(VE,NT) N7+ ANF (Ve,N7), + 285,(r°

+ Le,(A)(NF Ny 4+ NANT)
+ A(VENT), V7 + AN (VENT),

+ A (Ve NT), N7 + ANF (VE,N7), + 285007

) )

arsinv

B (A)NFNT + A(VE,NT)y Ny + ANS (Ve N7)y + £
e (A)NFNT + AV, NV Ny + ANF (Ve N7),
Lo (A)NFNT + A(VE,N*)g Ny + ANF (Vg N7)
2

) 13

) 912

=

3

~Ep (7'2

+ L£5,(r) goo
)o
)3

) 933

1
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S ‘5023 =

=]
Do

A(é \//|)T'> ((l(;j);;Sl}>+A((LC;2.Si)> <—€ﬁ)
acos acosd
) (15 4 (220 (cerp)

0,

2on [\’23 + 2V52 [(03 + QVE;; [\'02

Lg,(A) (NSN3 + NFNS)

+ L\(VEONJr) Ny 4+ ANJ“(VEO’ s

+ A(\7E0N+) N, + _\.NJ’(VEON ), + 2LE (1‘2)g23
+ L£g,(A) (;\’6*.\3 + N;RVO )

+ A(VEZ"\"*)O N+ ANJ (VE,N7),

+ A(VENT) Ng + ANS (VE,N7)y + 2£5,(7) goa
+ L (A)(NF Ny + NS NG)

+ A (Vg Ny Ny 4+ ANF (VE,N7),

+ A(vEsf\H)? -\’0_ + AN; (VEP,N_ )0 + 22133("2)!/02

A(— \//|)K|> ((l(‘/j);-ﬂ) +A(ac;2s17) (_ /|)A|)
‘*‘A(_ﬁ) (_ac:zsﬂ _I_A(_(cc;s‘l)) (_\/T)T')

0,

2V Koz + 2V Nis + 2VE Ko

L (D) (Ng N3 + NS Ng)

+ A(VE,NT), Ny + AN (VE,NT),

+ A(Vg,NT), Ny + ANF (VN )y + 2L5,(r%) gos
+ L (A)(NFN; + NFNT)

+ A(VE,NT), N7 + AN (VE,N7),

+ A (Vg NY)g N7 + ANS (Ve NT), + 285,00 o3
+ Le(A) (N NG + NgNT)

+ A (Ve NY), Ng + AN (VE,NT),

+ A(VENT)NT + ANF (VE,NT), + 286,07 g0
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& 5120

4 <— ﬁ) <_- ‘ :zHIT;Q + 4 <_ ¢ :'27‘ SiTL) <_ ﬁ)

, arsin v ar sin U
+A<e¢f_\—,> (o) (e ()
arsin ar sin v
( ) (— —\/]%) ta (6 /|)A|) <_ 2 |A|>
arsin v arsin v
+a (2 )(*ﬁ)“(—ﬁ,) (<% )
0,

2Vp Koo + 2V, Ko + 2V Al
Lp (A) (NF NG + NFNy)

+ A(VENT), Ny + ANS (Vi N7),

T A(VENT) Ny + ANG (Ve N7)y + 285, (%) 920
+ Lg,(A) (N + NFNT)

+ A(VE,NT), Ny + ANF (VENT),

+ A (Vg Ny N7 + ANS (VE,NT), + 285(7%) g0
+ Lgo(A) (NN + NSFND)

+ A (Vg N*), Ny + AN (Vg N7),

+ A(Vg,NF), N7+ AN (Ve NT), + 285 0%) g1z

2sinv cos v 2 sin v v
SR )+ (i) R

P

+ A(a Sll]l)COSl)) < ) ( ><e a smt)choIm))

p?

‘*‘A(f\/l)j)( a sml)co ) ( a Sulz)lc;ylsd) (—f'ﬁ)

0.

LA (_Cq- 51110;;)70) ( ) ( ) (a sm\jc_olsl))
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