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Resumo

Neste trabalho, provámos a integrabilidade clo fluxo geodésico na solução de l<err, blue in(.lui
como caso especial a solução de Schwarzschild e descreve a geometria do espaço-tempo ao
redor de um corpo isolado en] lota.ção, em particular uma estrela cle neutrons (pulsarl ou
um buraco negro em rotação. Para verificar a integrabilidade clo fluxo geodésico em uma
variedade de Einstein, gão necessárias quatro constantes do movimento que comutam. Porém,
o fluxo geodésico pala a solução de I':err apresenta apenas três constantes de movimento (lue
comutam e são mais ou menos óbvias: a Hamiltoniana #, a energia E e o momento angular
L3 em tomo do eixo de lotação. Uma quanta cluanticlade conservada foi ctescoberta por Calhei
e hoje é conhecida como constante de Clartei: como a Hamilt.oniana H, ela é quadrático nos
momentos. Sua existência decorre do fato cle (lue a métrica cle l<eri admite um segundo
tensos de Killing cle posto 2, além do tensos métrico, (lue foi encontrado pela piimeiia
vez por Walket e Penrose. Na. presente dissertação, mostramos que estes dois tensoies de
IS:illing e os dois vetores de l,iilling tradicionais cometam sob o colchete de Schouten e blue.
portanto, as cluatio constantes de movimento do fluxo geodésico no espaço-tempo de lÇerr
estão em involução. Ademais, mostramos (lue estas constantes também são funcionalmente
independentes, o (lue peimit.e concluir (lue o fluxo geodésico no espaço-tempo de lÇeir é um
sistema Hamiltoniano completamente integiável, no sentido de Liouville

Abstract

In this woik, we prove integra.bility of the geodesic ftow in the I'ierr solution, which includes
as a special case the Schwarzschild solution arld describes the geometiy of space-time outside
an isolated iotating body, in paiticulai a rotating neutron star (pulsar) oi black hole. To
verify integrability of the geoclesic flow in an Einstein manifold, one must exhibit tour com-
muting constants of motion. However, the geodesic flow for the l<elr solution only presents
thiee commuting constants of motion which are mole or less obvious: the Hamiltonian H
the energy E and the a.iigular momentum Z,3 along the rotation axis. A fourth conservei
quantity was discovered bl' Cartel and is nowadays known as Cartel's constant: just like the
Hamiltonian #, it is cluadratic in momento. lts existence is due to the fact that the l<eir
metric admits a second rank 2 1<illing tensor, besides the metiic censor, which was fiist found
by Walker a.nd Penrose. In the present dissertation, we show that these two l<illing tensois
and the standaicl two lÇilling vectors cominute andei the Schouten bracket and that, there
fole, the tour constants of motion of the geoclesic íjux in lÇen space-time are in involution.
Moieover, we show that these constants aie also functionally indepenclent, which a.llows to
conclude that the geoclesic flow in lÇeri space-time is a completely integrable Harlliltonian
system. in the sense of Liou\:ille
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Introdução

A noção de um sistema integrável é de importa.ncia central na mecânica, na teoria dos
campos e na teoria dos sistemas dinâmicos, inclusive pelo fato de que as equações de evolução
de um sistema integrável são exatamerlte solúveis e, reciprocamente, todas as equações de
evolução que admitem uma solução excita geral (i.e., pala. condições iniciais gerais) podem
ser associadas com algum sistema integra.vel. Exemplos bem conhecidos na mecânica são: a
partícula livre, o oscilador harmónico, o problema de lÇeplei, o corpo rígido, entre outros.

No contexto de sistemas Hamiltonianos cona un] número finito cle graus de liberdade,
uma definição geral de que seita um sistema integrável foi dada pot Liouville.i Ela. se baseia
na observação (lue, dado um sistema Hamiltoniano com Hamiltoniana H e espaço cle fase
/l/, de dimensão 2n, blue admite uma constante clo movimento r', considerada como função
F : JW -.> R, então o teorema do fluxo tubular galante (lue para clualquer ponto rito cle
]k/ onde a diferencial cle r' não se anula ((/r'(nzo) # 0), existe um sistema de coordenadas
canónicas(zi,. . .,=«.g-,- ..,g/.) em torno deste ponto t.al que F' = yi. Nestas coordenadas,
a Hamiltoniana # não depende de #i e porta.nto, as e(luações de Hamilton

. a# . aH' ã-- , yk = -1;- (k- l,-..,n)

do sistema original, com ?z gra.us de liberclacle, se induz a uma família de e(luações de Hamilton

" ' ãi lk = 2, . . . ,n)

com n -- l graus cle liberdade e 3/i como paiâmetio. Assim, a existência de uma constante
do movimento, i.e., uma função F que é constante ao longo clãs trajetórias do campo Ha-
nliltoniano XX, nos permite recluzii em dois graus a dimensão do espaço de fase (e nào em
um, como no caso de sistemas não Hamiltonianos): um decréscimo é obtido fixando o valor
cle r' = yi, pelo princípio acima, e o segundo, eliminando a variável cíclica conjugada .z;i.

Este procedimento pode sei repetido, leva.ndo à conclusão blue se um sistema Hamiltonia-
no tiver k constantes do movimento Ft, . . . , /Ü cine estão em involução. i.e., cujos colchetes

INeste trabalho, não consideraremos sistemas flanliltoiiiatios com uin ilúillero infinito de grátis de li-
berdade. para os quais existem várias possibilidades (le definir conceitos de integrabilidade, (lue não são
equivalentes
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de Poisson se anulam. então em tomo (te (leal(luar ponto de iv onde as diferenciais de
r'-, . . . , Fk são linearmente independentes, o sistema pode sei reduzido a uma família de
sistemas com il k graus de liberdade, parametiizacla por Ft, - . . , Fk. Finalmente, se este

processo cle redução pode sei repetido k = n vezes, então segundo a. definição de Liouville
o sistema é chamado completan-tente integiável.

A noção de um sistema integrável, apesar cle originalmente ter sido desenvolvido e apli
cedo no âmbito da mecânica não-relativística de Newton, também se mostra útil para a
mecânica ielativística de Einstein, particularmente no caso da Relatividade Geral. Nesta,
o movimento ietilíneo uniforme de uma "partícula livre" da mecânica não-relativística é
substituído pelo movimento de unia "partícula el-n clueda livre" (o (lue inclui um caio de luz,
visto como pa-itícula com massa cle repouso m igual a zero o fóton), e esse movimento é
matematicamente descrito pelo fluxo geodésico na variedade Lolentziana usada como modelo
cto espaço-tempo.

Poi outro lado, o fluxo geodésico em variedades Riemannianas ocupa uma posição de
destaque na mecânica não-relativística. Do ponto cle vista teórico, é interessante pois ca-
racteriza. a maneira mais geral cle definir um sistema Ha.miltoniano com energia puramente
cinética, i.e., que seja uma coima quadrático nos momentos: esta forma quadrático é exata-
mente o (inverso clo) censor nléttico, não havendo contribuições lineares nos momentos, como
aconteceria na presença cle forças eletromagiléticas (potenciais de calibre), ou contribuições
independentes dos momentos. como aconteceria na presença de forças conservativas (energia
potencial). Do ponto de vista prático é interessante, pois existem exemplos muito importan-
tes, tais como as equações de Euler para o corpo rígido, (lue são exatamente as equações de
movimento do fluxo geodésico sobre o grupo de rotações S'0(3) jl, pp. 311-337j.

Portanto, uma questão natural é sob quais condições o fluxo geodésico numa dada va-
riedade pseuclo-Riemanniana constitui um sistema completamente integrável. Obviamente
isso ocorre (luanclo o tensos cle curvatura se a.nula, pois neste caso, existem sistemas de
coordenadas locais q' nos quais os componentes do censor métrico são constantes, e basta
escolhem Fi = /)i(i = 1, . . . . n). Desta forma, iecupeiamos o movimento retilíneo uniforme
da mecânica iiào-relativística o mais simples de todos os sistemas integráveis.

Nesta dissertação. demonstraremos a integrabilidade do fluxo geodésico em uma varie
clade Lorentziana específica. conhecida na R.elatividade Geral como a solução de l<err uma
generalização da célebre solução de Schwarzschild que descreve o campo gravitacional ge-
rado por um corpo isolado em repouso e sem movimentos internos, mas girando em torno
cle um eixo fixo com velocidade angular constante. (A palavra "solução'' refere-se ao fato
de que a métrica de l<err, assim como a métrica de Schwatzschild, satisfaz as equações de
Einstein no vácuo,

R., - {Rg,,
onde R,., é o t.ensor de Rica associado ao tensor métrico g,.,,; métricas/variedades com esta
propriedade sào chantaclas de métricas/vaiiedacles cle Einstein.) O resultado coiresponden
te (i.e., a integrabilidade do fluxo geodésico) para a solução cle Schwarzschild a.pesei cle
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raramente sei foimulaclo nestes termos é bem conhecido, sendo (lue o conlpoitanlento de
geodésicos na solução de Schwarzschild é estudado em todos os livros texto sobre Relativida-
de Geiai e é utilizado pala deduzir as previsões mais tradicionais e espetaculaies desta teoria:
a rotação do peiiélio de Mercúrio e a defieção de gaios de luz no campo gravitacional do sol.
Cabe salientar, porém, que ao contrário da teoria Newtoniana de gravitação a Relativida-
de Geral prevê que o ca.mpo gravitacional de um corpo com movimento rotacional é diferente
do campo gravitacional de um corpo sem naovimento rotacional. Esta diferença se manifesta
no efeito do "afastamento dos sistemas de iefeiência", devido as forças giroscópicas j101,
teoricamente predito poi Lense e Thiriing em 1918 e experimentalmente confirmado na ob-
servação dos buracos negros existentes nos centros clãs galáxias GRO J1655 -- 40 e GRS
1915 + 105, (lue além cle sugam a matéria de estrelas próximas, "arrast.am" o próprio es-
paço-tempo a.o seu iedoi j21. 221. Portanto, de forma geral, a importa.ncia da solução de
lÇeir para a. astronomia é indiscutível. uma vez (lue praticamente todos os corpos estelares
apresentam algum movimento iotacional, inclusive os club gelam campos gravitacionais for-
tes, como os pulsares e os buracos negros. Em particular, o estudo do comportamento de
geoclésicas na solução de lÇelr constit.ui um tópico de grande importância. para a astronomia,
que infelizmente é cluase completamente negligenciado nos livros texto sobre Relatividade
Gerall

A principal contribuição à demonstração da integiabiliclacle do fluxo geodésico na solução
de l<en é devida. a Caiter l2, :31. Para provar a integiabilidade do fluxo geodésico em uma
variedade de Einstein, são necessárias (lustro constantes clo movimento, en(quanto que no caso
da métrica cle l<eir, há apenas três constantes do movimento óbvias: a Hamiltoniana H, a
energia E e o momento angular Z,3 em torno clo eixo de rotação. No entanto, estudando
as equações cle Hamilton-Jacobi para. o movimento geodésico l21 na. métrica de l<err, blue
devido à conserva.ção da energia e do momento angular pode ser reduzida a uma ecluação
diferencial parcial em duas variáveis. Cla.éter descobriu uma ([uatta. constante do movimento,
hoje chamada a consZaizfe de Cartcr'. cine permite a solução desta ecluação por separação
de variáveis, ou sela, sua dedução a um sistema cle duas ecluações diferenciais Oldináiias.
Posteiiorment.e, Clartei obteve o mesmo resultado pala a equação cle Klein-Gordon, que
descreve a propagação cle um campo escalei l31.

O próximo passo importante foi a introdução da noção de um ferzsoi' de /\'í// ng (ou mais
exatamente, campo sensorial de lÇilling) (lue generaliza a noção clássica de um veloz' de
/\'í//{ng (ou mais exatamente, campo vetoiial cle Killing), no sentido cle providenciar cons-
tantes cle movimento para o fluxo geodésico, porém sem a mesma interpretação geométrica
de um geracloi de um grupo a um paiâmetio clc isometrias. Em qualquer variedade pseudo-
Riemanniana, sempre existe pelo menos um censor de l-iilling de ordem 2, que é o próprio
tensos métrico, sendo que a constante cle movimento associada. é simplesmente a Hamilto-
niana # do fluxo geodésico. O piilneiro exemplo não-trivial deste novo conceito. no entanto,
parece ter originado com a observação cle \Valket e Penrose 1201 de blue a existência cla cons-
tante de Caiter clecorte clo fato de (lue a nlétiica de Ketr admite uln segundo tensos de lÇilling
/\ . também de ordem 2 mas diferente do censor nlétiico. (lue chantaremos aqui de censor de
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l,ra/Éel'-Per?r'ose. Este censor é construído usando os dois campos vetoriais nulos principais
da métrica de lÇerr, cujas curvas integrais iepresentanl raios de luz cine propagam iaclial-
mente com respeito ao centro de atraçào: portanto, estes campos vetoriais /V+ e /V. devem
ser nulos (tipo luz) e autopaialelos, pois isso garante (lue suas curvas integrais são geodésicos
tipo luz. Explicitamente, em termos cle coordenadas de Boyer-Lind(luist (f, r, 0, p), onde o
censor métrico é dado por

2mr
ds2 l

2
P

'*' + Ç d,' + ,' do'

* (,' * .: * *";'u) ;'-' « «-' - *"Tc' "' '-,
com

p2 = r2 + a2 cosa 29,

Z\ - r2 -- 2mr + az

e onde m e a são patâmetios leais (?n > 0) representando, respectivamente, a massa e o
momento angular do corpo central que gera o campo gravitacional descrito por esta métrica,
temos

/vÉ = üa, +
r'+a' a

+A A
e

K A
çN-t© N.2 + N- 0 jV.F) + ,'g

O passo final consiste em verificam (lue as (lustro constantes de movimento assim obtidas,
consideradas como funções sobre o espaço de fase pala. o fluxo geodésico, que é o vibrado
cotangente do espaço-tempo, comutam sob o colchete cle Poisson e são funcionalmente in-
dependentes. .A tlltima afirmação pode sei x:erificado por um cálculo direto, enqua.nto (lue
a demonstração cla primeira pode ser substancialmente simplifica.da através de uma análise
mais aprofundada da relação enfie censores de l<illing e as constantes cle movimento asso-
ciadas, usando como conceito central o co/c/zelo de Sc/}ozlle7z enfie campos multivetoiiais
simétricos j18l:

e Poi definição, um campo multivetorial simétrico de ordem k sobre uma variedade Q
é simplesmente um campo tensoiial totalmente contravaiia.nte e simétrico de ordem
k sobre Q. Se /I'l e /I'2 são dois campos multivetoriais simétricos de ordem ki e de
ordem &2, respectiva.mente, então seu colchete de Schouten é um campo multivetorial
simétrico de ordem kl + Ê2 -- l sobre Q blue costuma ser denotado por l.l\'l, /t 21. Este
colchete cle Schouten é unia generalização clo colchete de Lie entre campos vetoiiais e
da derivada de Lie cle campos multivetoriais. i.e., pala kt = A;2 = 1, l.l\'l, /t'21 coincide
com o colchete cle Lie dos campos vetotiais /\ i e /I'2, enquanto (lue. mais geralmente
pala Ai = 1 (k2 = ll, l/t l, /t21 coincide com a derivada cle Lie de /I 2 ao longo cle /I l

amenos a cleiivacla cle Lie cle /\ l ao longo de /\ 2). .\demais. o colchete de Schouten é
bilinear (sobre IR), antisiméttico e satisfaz a identidade de Jacobi.
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e Dado uin campo mu]tivetoria] simétrico ]f de Ordem k sobre uma variedade pseudo-
Riemanniana. (2 qualquer, /\ é um campo tensolial de l<illing se e somente se seu
colchete de Schouten cona o jinverso do) tensos métrico g se anula:

l/t',gl

De fato, como no caso # = 1, é fácil mostrar que esta condição é equivalente à condição
de que /\' satisfaça a egtzação de /t{//íng

V(p/i'p....p*) ' 0,

onde V é a conexão cle Leva-Civita e os parênteses indicam simetrização total

e Dado um campo multivetorial simétrico /\' de ordem A sobre uma variedade Q, podemos
associei a /\' uma função C(/\') sobre o vibrado cotangente r*(2 cle Q, pondo

c(A')(q,p) àp«- . . .p,* Á'"-'''"'(q)

Observa-se (lue esta função C(Á') sobre r'"Q é um polinâmio homogêneo de grau Ã nos
momentos, Oll seja, ao longo das fibras de r*Q, e que reciprocamente, (lualquei função
desta natureza. provém cle um campo multivetorial simétrico de ordem k sobre Q.
A propriedade mais importa.nte desta. correspondência é (late ela leva o colchete (le
Schouten entre campos nlultivetoriais sobre Q pa-ra o colchete cle Poisson entre funções
sobre r'Q, a menos de um sinal:

{c ( /\': ) , c ( /\', ) } c(IA'-, A',l)

Em particular. se (2 for uma vaiiedacle pseudo-Riemanniana, o (inverso do) tensos
métrico g é trivialmente um campo tensoiial de lÇilling de ordem 2, e como

c(g)

é a Hamiltoniana clo fluxo geodésico sobre Q, concluímos (lue pala um campo multi-
vetorial /\' de ordem k sobre (2 (qualquer, a (luantidacle C(/\') será uma constante de

movimento pala o fluxo geodésico sobre Q se e somente se ]\' for ]m] campo sensorial
de lÇilling

O objetivo da presente dissertação é apresentam um tratamento sistemático clo fluxo
geodésico no espaço-tempo cle l<elr, do ponto de vista de teoria dos sistemas Hamiltonianos
integláveis. Dentro desta perspectiva, dividimos o trabalho em três capítulos:

No ptimeiio capítulo sintetizamos os (onceitos l)ásicos pala uma formulação geométrica
da mecânica clássica, válida t.cinto pala a iiiecânica não-tela.tivística (quanto para a mecânica
relativística. C:onlo explicamos no início do capítlilo. unia diferença crucial enfie essas duas
vers(5es da mecânica reside na interplet-açào do parâmetro das trajetórias, devido à ausência
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do conceito Newtoniano do tempo absoluto e à presença de uma invariância de ieparame-
trização no segundo caso. Xa primeira seção. recapitulemos o formalismo Hamiltoniano em
variedades simpléticas, como modelo do espaço cle fase clo sistema. e na segunda, o tratamen-
to da relação entre simetrias e quantida.des conservadas neste contexto, envolvendo conceitos
tais como o teorema de Noether, a aplicação momento e a definição de um sistema Hamil-
toniano integrável, segundo Liouville. Na terceira seção, apresentamos um breve resumo do
formalismo Lagrangiano (princípio da ação estacionária, equações de Euler-Lagrange) e de
sua relação com o formalismo Hamiltoniano (transformação de Legendre) pala o caso quando
o espaço de fase é obtido de um espaço de configuração como o seu fibrado cotangente.

No segundo capítulo discutimos uma classe especial cle sistemas Hamiltonianos e La-
grangianos de grande importância e utilidade: o fluxo geodésico em variedades pseudo-
Riemannianas. Nas duas primeiras seções apresentamos algumas definições básicas e con
centos associados a variedades pseudo-Riemannianas, em particular a noção da derivada
covariante de um campo vetorial ou tensoiial ao longo cle uma curva, que facilita a definição
da noção de uma geodésica. Nas duas últimas seções discutimos campos vetoriais e tensoiiais
de l<illing. O primeiro caso é bem conhecido, pois um campo vetoiial de l<illing J\' sobre
uma variedade pseudo-Riemanniana Q gera um grupo (local) a um parâmetro de isometrias
sobre Q, que induz um grupo (local) a um parâmetro de simetrias pala o fluxo geodésico
sobre rQ ou r'"Q, com cluantidades conservadas associada.s C(/\') que são / rzeares nas ve-
locidades ou impulsos. O segundo caso, porém, não admite uma interpretação em termos
de simetrias (lue agem sobre a variedade pseudo-Riema.nniana original C?, pois um campo
multivetoiial de Ordem > 1 sobre uma variedade Q não gela difeon-Lorfismos de Q. No entan-
to, existe uma interpretação alternativa blue se oferece de maneira natural, pois um campo
tensoiial de l<illing /\' de ordem # sobre uma va.piedade pseudo-Riemanniana Q sempre gera
um grupo (local) a um parâmetro de simetrias pala o fluxo geodésico sobre Z'Q ou r'c2,
com cluantida.des conservadas a.ssociadas C(/\') (lue são !)o/ín(im;o.s /}omogêlzeos de graiz # nas
velocidades ou impulsos: esta ação é simplesmente gelada. pelo campo vetorial Hamiltoiliano
.Yc(/\) sobre rQ ou r*Q induzido pela função C(/\') sobre rQ ou r*Q. Desta forma. a
abordagem ao fluxo geodésico do ponto de vista Hamiltoniano oferece uma solução para o
antigo problema cle dar uma interpretação natural pala. as simetrias globais que, segundo o
teorema de Noether, devem corresponder às quantidades conservadas associadas a tensoies
de l<illing cle ordem > 1: basta subir da variedade original ao fibraclo tangente ou cotangente
pala blue elas apareçam. .acreditamos que essa interpretação é mais direta e mais simples
do que as interpretações dadas poi Prince e Clapiin j13, 141) e poi Rosquist j161 que, apesar
de levarem a resultados equivalentes, utilizam conceitos mais sofisticados introduzidos por
Cartan, tais conto: geometria diferencial piojetiva sobre a variedade produto IR x Q e sobre
o espaço cle evolução R x rQ

O último capítulo trata clo tema central desta dissertação. blue é o fluxo geodésico no
espaço-tempo cle lÇeir. .Após algumas considerações gela.is sobre a interpretação do movi-
mento geodésico em vaiiedacles Loientzianas. colmo modelo do espaço-tempo na Relatividade
Geral, discutimos na primeira. seção o papel cle grupos de isometrias pata reduzir o problema

f



cle encontiai soluções exatas das equações cle Einstein. As soluções exatas conhecidas se
dividem eni duas grandes classes: as soluções cosmológicas e as soluções localizadas, onde
as primeiras são soluções com um tensos cle energia-momento diferente de zero e geralmente
com clepenclência não-trivial do tempo, descrevendo a clistiibuição cla matéria no universo,
enquanto que as segundas sào soluções no vácuo, i.e., com tensos de energia-momento nulo,
e geralmente são estáticas ou pelo menos estacionárias, descrevendo o campo gravitacional
gerado por um corpo isolado e em repouso, na legião exterior. As soluções mais impor-
tantes desta natureza são a solução de Schwalzschild e a solução de l<eir, que descrevemos
na segunda e na terceira seção deste capítulo. Eni anabos os casos, como aliás em geral, o
entendimento do compoitaniento das geodésicos (tipo tempo e tipo luz) constitui um fatos
central para o entendimento da física da solução. Neste traballlo, porém, apiesentainos ape-
nas aqueles argumentos que se mostram necessários pala concluir que o fluxo geodésico no
espaço-tempo cle Schwarzschilcl e no espaço-tempo cle l<eii constitui um sistema Hamilto-
niaiio integiável, já cine exist.e hoje uma liteia.Lula bastante extensa sobre quase todos os
demais aspectos do tema: no caso da solução (le Schwa.rzschild, essa discussão faz parte cle
(quase todos os livros texto de Relatividade Geral, tais como l8, 11, 191, enquanto (lue no
caso cla soluça.o de I'ietr, um tratamento explícito e relativamente elementar do assunto em
forma de livro texto é muito mais recente j121.

Finalmente, o trabalho contém três apêndices. No Apêndice A iesumimos a definição e
as propriedades elerllentaies do colchete de Schotiten pa.ra campos multivetoriais simétricos.
Os Apêndices B e C apresenta.m demonstrações, baseadas em cálculos longos mas abso-
lutamente elementares cle unl conjunto cle fórmulas (lue dizem despeito à geometria do
espaço-tempo de l<eir e que são necessárias para (lue possamos chegar à conclusão final.

Concluímos esta introdução com algumas observações sobre perspectivas para um traba-
lho futuro. Um aspecto interessante da métrica. de l<eir é cine o censor de Walker-Penrose é
clo mesmo tipo (lue o (inverso dol censor métrico, o (lue adie a possibilidade de efetuai uma
troca entre os dois. Desta forma, e ap(5s iestiição a um aberto denso ache(suado, obtém-se uma
nova vatieclade Lorentziana, cujo censor métrico é o (inverso clo) tensos cle Walker-Peniose e
com um segundo tensor cle lÇilling cle ordem 2 (lue é o (inverso cto) tensor métrico Original.
Este novo tipo cle dua.lidacle foi recentemente estudado poi valias autores l7, ISI. No entanto,
a nova variedade Loientziana não é uma solução clãs equações de Einstein no vácuo, o cine
prqudica a interpretação do procedimento como uma tiansfoimação cle dualidade.

Um outro desafio seria encontrar. para o fluxo geodésico no espaço-tempo de l<eir, uma
formulação de Lax, o que poderia introduzia técnicas poderosas da teoria de álgebras de Lie
.Já existem trabalhos que estendem a folmulaçã.o de Lax usual cle um sistema Hamiltoniano
ao caso onde o espaço de fase do sistema é associado a lmla. variedade pseudo-Riemanniana
geral j171, mas o tema ainda parece longe cle estar exa.unido.

8



Capítulo l

Mecânica Geométrica

Neste capítulo t.entatemos sintetizam os conceitos básicos pala. a forniulaçã.o geométrica da
mecânica clássica. Seguindo a convenção blue -clá.ssico' significa "não-cluântico" , a mecânica
clássica possui duas vens(1)es: a mecânica iiào-ielativística de Newton e a mecânica iela-
tivística de Einstein. A formulação destas duas versões cla mecânica é semelhante, havendo
inclusive vários objetos matemáticos em comum, apesar de algumas diferenças cruciais de
interpretação. Por exemplo, em ambos os casos, a dinâmica cle uma partícula sujeita a loiças
externas e a.té a dinâmica de sistemas mais complexos. com um número maior de graus cle
libeidacte, é descrita em termos de uma trajetória r -+ q(r) em uma. variedade Q uma tia-
jetóiia. (lue é solução de uma e(luação diferencial ordinária, típica.mente de segunda ordem e
típica.mente piovinda cle uma formulação Lagiangiana (em rQ) ou Hamiltoniana (em T*Q).
f\ diferença está na interpretação do paiâmetio 1- e da vaiieclade Q:

e Na mecânica não-ielativística, a inteipletação do forma.lismo baseia-se tacitamente no
axioma de Newton sobre o tempo aóso/üfo:

"Absolute, true, and mathenlatical time, of itself, anel from its own nature,
flows ecluably without ielation to anything exteinal, ..." l

Este princípio justifica identificar o parâmetro r com este tempo absoluto e assim
determina r a menos cle uma translação 1- -} r + zo. Esta liberdade remanescente
está ligada à possibilidade de ielacionai a conservação cla energia a uma simetria.
.A variedade Q é então interpretada como espaço de condgtz.ração do sistema: pode ser
o espaço no (lual a partícula se move, mas pode também sei uma valieclade de dimensão
> 3, no caso de sistemas sujeitos a vínculos como, poi exemplo. o corpo rígido.

l Sir lsaac Newton N'lathenlatical Principles of Natural Philosopy and leis System of the \Vorld
O tempo absoluto, verdadeiro e inateinát.ico. ele próprio. e pela sita própria natureza, flui uiiifor

demente. sem relação com (qualquer coisa externa.

9
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e Na mecâ.mica relativística. a interpretação do que é tempo muda radicalmente. pois
o tempo absoluto de Newton deixa de existir. O parâmetro r é então, pelo menos a
priori, apenas um parâmetro, enquanto que a variedade Q é interpretada como o e.s-
/)aço-tempo no dual a partícula se move. Neste caso, é mais difícil incorporar sistemas
de partículas com vínculos, pois pala. definir o quc seria um espaço-tempo de confiou
ração seria necessário incluir uma variável tipo tempo para cada partícula envolvida.
Poi outro lado, temos liberdade completa na escolha clo parâmetro r, i.e., a liberdade
de efetuar difeomorfismos r --} l"' = r'(r) club.iscluer: diz-se que há amuar anciã por
I'eparamelrização. Esta liberdade pode ser restringida pela equação de movimento do
sistema, como acontece no caso da equação geodésica, que determina o parâmetro a
menos de uma transformação afim r --} ar + zo. No caso cle geodésicas tipo tem
po, este /)ítrámefro a#m é inteipretaclo como o tempo própr o (tempo medido poi um
relógio transportado ao longo da geodésica) e no caso de geodésicos tipo espaço como a
dÍsZáncía espacÍa/ (distância entre dois eventos naedicla ao longo cla geodésica), enquan-
to no caso de geodésicos tipo luz, o pa.iâmetio afim não possui nenhuma inteipietação
física

Apesar destas clifeienças de interpretação, o formalismo Lagrangiano e o formalismo Hamil
toniano funcionam da mesma forma nas duas versões da mecânica clássica.

Neste trabalho, utilizamos a notação adotada no livro clássico de Abraham-Maisden jll,
sendo (lue a derivada com respeito ao parâmetro r cle uma trajetóiia será denotado por lml
ponto, independentemente da. interpretação cle r. Portanto no caso da mecânica relativística.
oncte as coordenadas locais da variedade Q envolvem uma. variável tipo tempo l como, por
exemplo, nas soluções de Schwarzschild ou lÇerr que se expressam em coordenadas Z, r, J e
p, não deve causar estranheza que apareça. uma expressão como t.

1.1 F'ormalismo Hamiltoniano

Nesta seção introduziremos alguns conceitos matemáticos (lue são importantes na h/mecânica

Hamiltoniana, tanto não-.ielativística quanto ielativíst.ica, pala assim podermos abordar o
problema a que nos propomos

Definição 1.1 Urna uaríedade s mp/áfÍca é uma dupla (/L/,ol, onde ]L/ é uma variedade e
w é uma /arma simp/áfíca, i.e., uma forma diferencial cle grau 2 que é

(i) fechada : (/«; = 0

lii) não-degenerada para todo ponto m C À/ e todo vetou tangente ti,,: C 7',.&/, temos

«.,. ( t. .: , «. ) 0 pala todo 1,,,. C 7'.,\] ::;+ tZm 0
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Definição 1.2 Um sisfen?a Harr12:/fonáa/zo é uma tripla (&/,b'. H), onde (À/,w) é uma va
riedade simplética. e H C li(.v).

Definição 1.3 Uma a/)/ilração símp/éfÍca ou, na linguagem utiliza.da. na física, frans/armação
ca[z(mica, é uma aplicação @ : ]V --} ]V de uma variedade simplética /M, com forma

simplética co.\./, para uma x:ariedacle simplética Ar, com forma simplética wlv, tal que

toM ( 1.1 )

Observamos que dada uma variec]ade simp]ética, temos pala cada m C ]W uma coima
bilineai antisimétiica sobre o espaço tangente 7;,,JM de M em /n. tal que a aplicação linear

wl: : T«Jk/ ----} T=M
Ü« r---} W.(U. (1.2)

induzida por ü'.n é um isonlorfismo, com inverso denotado poi'

«.,2. : l=&/
+ b (1.31

O exemplo padrão de unia variedade simplética é o fibrado cotangente r*Q de uma
variedade Q (lualquer. De fato, r*Q é uma. variedade simplética. exala, i.e., munida de
uma forma canónica 0 c o'(r*Q) tal (lue «) = --d0. Pala construir esta forma canónica.
consideramos a aplicaçã.o tangente 7rl3 : 7'(T*Q) --} ro à plojeção rc3 : r*Q --> Q e, para
q C (2, p C Tç+(2, té € T(ç.p)(r"Q), pomos

oü,o(«) p(7'd(«)). (i.4)

Em coordenadas locais q' (le Q e usando as cooldenaclas locais induzidas (qi,4j) cle rQ,
lç',p.i) de r'Q e (q;,p.Í, 4*.»l) de r(r"Q), temos

i) = pj(t(f (1.5)

e portanto
«, « dPj, (i.6)

onde denotamos por (fq' as l-formas derivadas clãs funções coordenada. qi sobre (abertos de)
qualquer uma das vaiieda.des Q, r(2, r'Q ou r(7"(2).

Definição 1.4 Seja (À],..') uma variedade simplética. Para toda função ./ C l$(ív)
chaman[os o campo vetoiial -X'.r C l (]v) sobre ]i/ definido poi

.v.r = «,ü(aF), li.r)
ou ecluiva.lentenleiite, pot

({/' = .J'(-X'.f)

o can\po Hamiltoniüno associado a j.

(1.8)
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Definição 1.5 Sda .X C .l(.VI uni campo vetorial em uma variedade simplética (À/.b).
O campo .X' é dito /ocíz/me lfc Xa/nz//ozzíarzo se

E.x'«, = 0, ' (1.9)

o que significa que o fluxo de .X' preserva a forma simplética u.

A última afirmação é uma consequência direta da fórmula jl, p. Oll

;-(Fx):«, =(.fÜ):(.Cx'«,)(l.lO)

blue, para uma campo vetoiial .V (lualquei, relaciona a variação cla forma simplética u ao
longo clo fluxo .fi.x cle X com sua derivada. de Lie ao longo de .X'

A t.eiminologia introduzida. na definiçã.o anterior pode sei justificada observância-se cine

a) todo campo l:lamiltoniano é localmente Hamiltoniano,

b) todo campo localment.e Hamiltoniano sobre uni aberto ZI/ de .'l/ blue é silílplesmente
collexo é Hamiltoniano.

De fato, usando a fórmula clá.ssica

,C.x = (/íx' + jxd

e o fato de que (fw = 0, temos

Ex,w = (lix,J -\- ix,dw -- dixlw = Ü(if

Por outro lado, se .V é um campo localmente Hamiltoniano sobre u

d(j.vü') = ,Cx'w -- ixc/w = --ix(/co = 0.

Portanto, se Z./ for simplesmente conexo, isto implica club ;XU :: aF. ou seja, X = X.r pala
alguma função / sobre U

Definição 1.6 Seja (A/,w) uma. variedade simplética. Para (lua.isquei duas funções /,g C
l$(/v), chamamos a função {./,g} C IÍ(:t/) definida por

{ .f, g} -x'. ) , ( i.i2 )

onde .X'/ e .X'g são os ca.mpos Hamiltoitianos associados a ./ e g, respectivamente, o co/c/zcfe

( 1.1 1 )

m aberto U de A/, entãol l

de Poissor2 de F ' g

0= dix,üo
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Para liso posterior, notamos mais duas fórmulas envolvendo colchetes de Poisson. Primeiro,
para /.g C 3(&/),

.x.r .g (dF) g (/g(oy( df l ) «,( .X', , .Y/ ) {g,.f} {/,g}

ou sqa
.x/ - g - {/, g} (1.13)

e segundo, para ./', g, /z' C l$(.:1/),

lx.í, -x'pl ' /z -x'.r - (-x', - à)
{.f. {g, Al} -
{{.f. g} , A }

-X'{/,g) ' A,

- -x, - (x/ . À)
{g, {.f, Al}

ou seja,
IX/,-Vgl - .X'{.f.s}, (1.14)

o que mostra (lue os campos Hamiltonianos sobre ]i'/ formam uma subalgebra cle Lie .l H(z4,/)
da á.lgebra de Lie l (/k/) de todos os campos vetoiiais sobre A/ e que a aplicação linear

1?( /L/) ---} l H(A/)
f --+ xj (1.15)

é um anta-homomorfismo cle álgebras de Lie. gera.neto a seguinte sequência exala de álgebias
de Lie

0 ---} 1R 8( .v) -+ IH(A4') -+ 0. li.t6)
cluando il/ é conexo De forma análoga. a fórmula

Elx,}''lw E.v E},-o -- ,Cr,C.x''.;

mostra que os campos localmente Hamiltonianos sobre /L/ também formam uma subalgebla
de Lie .r tK(A/) c]a á]gebia. de Lie ] (A]') de todos os campos vetoriais sobre ]v

Qualquer sistema Hamiltoniano é uin sistema dinâmico, pois a função H gera um campo
vetoiial -YH C .t(Af), cujo fluxo clescieve a evolução clo sistema. As equações diferenciais
ordinárias coiiespondentes são as equaç(ics de .f7ain.i/fon

j:(,) = .YH(;-(r)), It.iz)

onde o ponto, conforme a convenção já mencionada na introdução, denota a derivada com
respeito ao parâmetro r. Para. uso posterior. é conveniente, clescle já, intiocluzir o ./7lcco r'x.
do campo Hamiltoniano XH, (lue é uilla aplicação

FXn '. 'Dx. --+ D,l (1.18)



('AP]T['LO ] \.{EC'ANIMA GEONIETRICA 1+

de um al)eito D.VH em R x iv com {0} x ]k/ (. 'D.Vm' cha.macio o donzz'n o do fluxo. para
il/, (lue em i'elaçào à primeira val'iável, (lue é o parâmeti'o r, satisfaz as equações direi'enciais
ordinárias

.fÜ.(.-,#) = .XH(/Ü.(r..t)), (1.191
''".-. .-..nrl ;rÀ.. ; n ;r; , ;.

/ü.(o, # )
Também notamos que a evolução cle uma observável (dual(luei clo sistema, descrita. poi uma
função / C l$(iv), é dada pela equação

(1.20)

.f It.2i)

De fato, usando o fluxo Hanliltoniano /\. para estendem funções g sobre M a funções g
so})ie Z)-v. C IR x A/, pondo g(r, #) = g(/«.(l-, .t)), temos

./(r.=) = dF(.fÜ.(r,.t')) . f'X.(r,2:)
= (/F(f'v,,(r, .u)) . .VH(r'K.(r
= «,(-V/,.Yw)(/ü.(r. .::l)

r'K,, (,, #) )
= {/, H}(,, .::).

Exemplo: ]v = IR'", com coolclenadas lineares (qi,/).i) (i,.j :
como funções, sat.isfazem as i'egr'as calzólzlcrls de cor7tu/aç(io

:. ) )

1 , ,n) que, consideradas

{q' , Pj } o , {P;,Pj} (1.22)

Então

*« - «'''«, - «' (:.'«' * ; '«) ,

ou sqa

.Yx
ÕH a
aql i)Pi

aH a
+ ãã'ã? (1.23)

e portanto (l 17) é e(luivalente a

4'(,) 1 , p( ')) ,

- lji(ç(.'-), p(')).

(1.24)

(1 .2.3 )»j (, )

\léna cla Hanliltoniana. H. existem outras funções .r C l$(/v) (lue são ilnpoitantes. Poi

exemplo, na mecânica não-relativística // representa a energia clo sistema, enclua.nto que
outras funções / ieplesentam ouvias observáveis. tais (omo momento, momento angular.
etc. Portanto. por abuso de linguagem. o campo vet.orial -V/ associado a dual(luei fuiiçào
/ é cllamaclo o campo (vetorial) flamiltoniano associado a ./, mesmo (luando ./ nào tem

interpretação como energia de algum sistema iealístico.
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Definição 1.7 Uma qr/anffdade conservada ou ;nÉegr'a/ /)r mcfia de um sistema Hamilto-
niano é uma função ./' C li(-v) (lue é constante ao longo do fluxo Haniiltoniano, i.e., que
satisfaz

{/, x} (1.261

:4 inteipietação dual desta relação é que, além de / sei constante ao longo do fluxo de XH,
H é constante ao longo do fluxo de .X.f, i.e., .Y.Í gera um grupo local a um parâmetro cle
simetrias clo sistema Hamiltoniano. Este é o ponto de vista. que clesenvolveiemos na próxima

Exemplo: Obviamente, a própria Hamiltoniana é uma integral primeira, pois

seçao

# li.2z)

1.2 Simetrias e Leis de Conservação
Aplicação Momento

Nesta. seção discutiremos a relação entre a ação de um grupo de Lie sobre o espaço de fase
cle um sistema Ha.miltoniano poi simetrias e as cluantidades conservadas associadas a esta
a.çao.

Primeiro, lembremos cine. dados um grupo cle Lie G e uma variedade &/, uma ízç(io ou
open'anão de G soól'e .v r/)OI' esqllerda,l é uma aplicação

G x NI -
Ig,m) -+ g - l?l

li.28)

com as seguintes propliedacles

gi ' (g2 m) = (gl g2) in li.29)

para gt,g2 C (l; e m. C À/ e
la rn. := 17}

pala m C i4'f. Neste caso, pala g C G, a aplicação

li.30)

La . N/l --.+ NI
m 1---> g ' m.

li.3i)

é um clifeomorfismo de ,\,/, chatnaclo a ll-ans/aç(io /)or g rluor' ísqifer'da,l, pois Lsi Ls, :: Z'Pisa

e /lia = i(/A/; logo [g l = [g'' ' Ac]emais, cac]a su])grupo a um parânaetio de G, gelado poi
um elenaento .Y cla álgebta de Lie g, define uma ação

IR x JI./ ---.> j\./
(s. m) --+ exp(s-X') . «z



C'APITLTLO / XIEC'.\NIC'.\ GEOX,IETR}CA 16

de IR sobre il/ (lue tepiesenta o fluxo /i.x.., cle lml campo vetoiial .X';}/ sobre /V, chamado
campo /findam.erz/a/ .soar'e iv associado a X; obviamente

.\',v(«-) = -{ exp(s-\') «zl,.ods li.32)

r'V.,(;, ml ) . «'. (1.33)

.X partir desta definição podemos mostrei club dados dois campos fundamentais .x'àí e }/À/

associados aos geradores -X' e y' em g, respectivamente, teremos

e

l-x'w, }'hl - l-v, v'l«.,

H

.v.\./

(1.34)

o blue mostra. (lue a. aplicação linear

g ---> 1 ( .vl
X ---} .Vm (1.35)

é un] anta-homonlorfismo de álgebias cle Lie

Definição 1.8 Sejam G unl grupo de Lie e (&/,(o, H) um sistema Hamiltoniano. Dizemos
que C; age .soar'e este sisferna por' .s;mefráas se a. ação de G sobre ]\./ preserva u e /7, i.e., se
pala todo g C G, vale

(1.36)

o que implica.
{/- . É, , Jb . z,,} {/- , /2 } . L. l1.37)

pala ./i, /2 C l$(J17), e
H.Ls (1.38)

Nesta situação, é fácil vei cine os campos fundamentais -V,v sobre ik/ associados aos geradores
.X em g são localmente Hamiltonianos, o que petntite reescrever o anui-homomorfismo ( 1 .3.5)
na seguinte filma:

g ---+ ILH(M) (1.39)x }'--+ -\ À/

Conipaiando os dois anel-homoniolfismos ( 1.15) e ( 1.39), surge a. (questão se é possível cons
fruir um homomoifismo de álgebias de Lie

J : g l$( /\'/l li.40)

It.4t)

tal cine (1.39) seja. a composição de (1.15) com J. i.e., tal (lue paga. todo -X' en] g

al(d(J( -X' )) )
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o cine equivale a dizer que pala todo .X' em g e todo campo vetoiial Z sobre il/

Z - J(-V) = «,(-X,}/, Z) li.42)

E conveniente também considera.r a função a valores vetoiiais

./ : .v (1.43)

It.44)

onde g' denota o espaço dual cle g, definida pela boca dos a.rgumentos

J(«-)(-X) = J(-X)(«.)

Definição 1.9 Sejam (M,w. H) um sistema. Hamiltoniano e G' um grupo de Lie blue age
sobre este sistema pol simetrias. Dizemos blue o homomotfismo (1.40) ou a função (1.43) é
uma ap/ilação momerllo associada a esta ação se vale (1.41) ou (1.42).

Observemos (lue segundo a. convenção a(lui aclotacla, uma aplicaçã.o momento é necessa.pia-
mente equivaiiante no sentido cle jll, pois estipulamos (lue (1.40) seja um homomorfismo cle
álgebias de Lie, i.e., pala .X, }' C g, tenros

{J( .x ) , J( }')} }'1 ) . (1.45)

Proposição 1.1 Sdítm (J4./,«;, H) l/m .sísler7za Hanií//o?zía.lzo e G' ürn. gl'it7)o de Z,;e qtze «ge
soba'e este sistema poi' simctl'i.as. Então J é tERIa. int.agia.l pi'iTnei.ta de XU (a calotes erll g' ).

O exemplo ma.is eleillentai de uma. aplicação naomento ocone (luando g é a álgebia cle Lie
abeliana unidimensional IR: neste caso, a a.placa.ção ntonlento equivale a. uma cluantidade
conservada, e podemos afirmar (lue, no sentido contiáiio, vale o seguinte

Teorema l.l (Noether) Se / C l$(Ar) é rz«.« ql.«nl (/a(/e co"seruad« e

completo, então XJ gela \lmcl açào do gl'\tT)o de Lie W. l)oi' si-met.-ri.as.

.x'/ c .rlÀ'r) é

Pala geneializai este teorema. ao caso onde g é uma. álgel)ta de Lie abeliana de dimensão
clualquer IR', piecisanlos cla seguinte

Definição 1.10 Dizemos cltte um conjunto {./i,. . . ,./f} de cluantidades conservadas ./) C
l$(JV/) está '«"' i««/«çã. se, lé:n .le {./), H} = 0 (.j = 1,. . . , é'), temos

{Â,A} o (j,k i,. . . ,r) (1.46)

Temos então

Teorema 1.2 (Noether) .S'e {./l,...,/f} é l m colei/«fo (/e q{/anuidade.s corzsel'l'«(/r/s r,n

inuotttção e os XJ, C l(.i\,l) são contpletos. então os Xlf, gelam finta ação do gt'tipo (te Lie
R' /;o/ .sfrrtefrÍas.
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O caso l? ! dim 11/ é particularmente interessant.e

Definição l.ll(Liouville) LÍin sistema. Hamiltoniano(À/,w. H) é dito como/efarnenfe }ll-
fegráue/ se existe um conjLmto {./'l, . . . ,/n} de 7z quantidades conservadas em involução, tal
que

l o número de quantidades conservadas é igual ao número de graus de liberdade do
sistema: n = { clim ik/;

2. a Hamiltoniana é uma função das quantida.eles conservadas, i.e., existe /z C 3'(1R') tal
(!txe H = h(.fl,. . . , .f.'l\

3. as cluantidadcs conservadas são funcionalmente independentes, i.e., o conjLmto

a(./') = { m C /v / (/Fi(Znl, . . . , ({fn(772) são liceal'mente dependentes}

de pontos críticos cla aplicação / = /1 X . . X /n : Jk/ medida nula

E.v .,, é?

Existe um teorema geral devido a Arnold-Liouville (lue constitui uma generalização do Teo-
rema 1.2, descrevendo a estrutura clo espa.ço de fase de um sistema Hamiltoniano completa-
mente integra.vel, em particular sua folheaçã.o em tolos (no caso compacto) jll.

O caso não-abeliano é ainda iiiais complicado. Contentaiemo-nos aflui em apont.ai uma
situação geral em club podemos garantir pelo menos a existência de uma aplicação momento:
cluando o espaço cle fase é uma. va.riedacle siniplética exala.

Teorema 1.3 SejatTt ÇÀ'l,w, H) tlm sisa.etTI.a Hatlliltottiano t G um gt'tipo de Lie (lue age

sobre este sist.ema l)or simetrias. SuporLl\amos íman q\te u Jorra.a si-mpléti.ca w seja cinta.
l.e., da Jo-rm,a d -- --d0 pala alg in 0 C ç'l\ tNI), e q\te Q açcio de C} pl'eserua tl t-coima 0.

J(.X') = 0(X.v)

define lema aplicação momettto J : g ---} igl.iv[) pat'a esta açào.

li.4 í)

Notando (lue a condição de (lue a ação de G preserva 0 significa que

L'O - O

pala g C G e portanto
- 0

para .X C g, podemos foiinulai unia. generalização do t.eorema. ao caso cluando a ação de (.,'
preserva. apenas u:
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Teoreilla 1.4 Sejam (-v.«.;. H) t m s sfeina #amí/f012íaizo e G tlzn grttJlo de L e qi&e agc
sob-re este s{.stema poi sim.etnias. StLpoltha-mos ainda que a .forno« simptética w seja exala.
i..e., d.a .forma d -- dO pal'a atgttm 0 C çt\l.M\, e que elist.e tuna aplicação J : g --} $(&l)
ta! (ll e pala todo X C g.

Ex.,0 = (/(./1.X')), (1.48)
e pala iodo -V. }' C g,

/(l.x, rl) yxí ' /(-X') -- -V,v . /(}') li.40)
Então

J(X) = 0(X,v/) - ./'(X)

de.arte tema aplicação ITloiTteitto J : g ---} igl.Nt) para esta ação

(1.50)

DK»iONSTRAÇÃO. Para inostiarmos (lue a aplicação definida por (1.50) satisfaz (1.42) e
porta.nto providencia uma a.plicação momento, observamos (lue co :: --(fO e, para. todo .X' em
g e todo campo vetorial Z sobre /V/,

(/o( -v v , z) .X'w - 0(Z) Z - 0(-V,v/) -- Ol-X&/, ZI,

ou sqa

Z . 0(.V,v) -- ü'(-V,v/, Z) Xw'0(Z) 0( l-XAf , ZI ) ( .Cx .*, 0)(Z) , (1.51)

o que em virt.ucle cle(1.4S) demonstra(1.42). Eito ouvias pa-lavras, combinando(1.7) e(1.41)
jque equivale a ( 1.42)). piovanlos (lue o campo fundamental .V.v associado ao gerador .V C g
é exatamente o campo Hamiltoniano associado à função J(-V) = 0(X,v/) /(X). trsanclo
li.i31 e, e:« seg«i.la,( 1.+8-1.50), concl«í:«os .l"e

{jl-x' ) , J(} ') } --Xa,/ . J(y) = -- -X',v - 0( lv) + -Y.v/ . .f(}')
- 0(l-VÀ/, }'hl) - (,Cx',.,0)(}1\:r) + X,\,/ /(}'')
-0(IXm,h,rl) yA/ ./(.X') + .Vh/ ./'lt')
a(lx, }'l.v/) - /( l.x, }'l)
;(l.v, }'l) .

D

E interessante nota.r (lue as duas condições (1.48) e (1.49) são menos restritivas clo que padece
Por um lado. o fato de (lue a a.ção cle G preserva «.; implica blue ,C.x..,0 deve ser uma l-forma
fechada, e ( 1.48) afirma (lue é unia l-coima exala, o blue é automático, por exemplo. (quando
rl/ foi simplesmente conexo- Por outro lado, observando (lue

./ l .f(l-V, }'l) - yw ' ./'(.V) + -X'.« - ./'(}') l
'Ct.v.}''].~,a + EK.., (/(./'(}')) -- ,C} *, (/(./'(.X'))
-- El-v.« .}a.,jO + E.x' .., E}.'.~, 0 -- E'.'.., E.;..'.., 0
0
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podemos concluir que

./'(l.v, }'l) } .v/ . /(X) + .YÀ,/ ./'(}') «,o ( -X'. } ' )

onde oo é uma. coima bilinear antisinlétrica sobre g a valores reais. ,4clemais, wo é fechada
(no sentido de cohonlologia de álgebras cle Lie), i.e

«,o(l.Y, }''l, Z) + wo(ly, ZI, .V) + «,o(IZ, .VI, }')

pois

«,o(l-x,}''l,z) -x'.}''l,zl) + lx,rlw '/(z) z.*,/ -/(lx,rl)
./'(ll-V.}'l,ZI) - .Y«. - (yl,í - ./'(Z)) - h/ (-X'M ' /(Z))

Z&/ .(yi/ ./l.X')) + ZÀ/ -(.VM '/(y)),
e quando wo é exala (no sentido de cohomologia de á.lgebias cle Lied. i.e., cluando existe uma
forma linear 0o sobre g a. valores leais tal que

do(X, y) - 0o(l-X'. }'l),

então podemos substituir ./ pol /, com

./(.X) ./'(X) + 0o(.X')

pa.iagarantir a validade cle(1.48) e(1.49), com/ substituído por/. Portanto,(1.49) também
é automática, poi exemplo. cluando g fot semisimples.

1.3 lbrmalismo Lagrangiano

Nas primeiras duas seções, apresentamos o fotmalisnao fla.miltoniano em variedades simplé-
tica.s, que na física são interpretadas como o espaço de fase clo sistema. Na grande maioria
dos sistemas Halniltonianos encontiaclos na mecânica este espaço cle fase é derivado cle um
espaço de configuração e a Hamiltoniana é derivada. de uma Lagrangiana, através de um
processo conhecido como a transformação de Legenclie. A grande vantagem da formulação
Lagtangiana é (lue ela se relaciona. naturalmente cona um princípio vaiiacional o princípio
,l , ,rã,l pqt nrlnn J rln
ULU LUYWV vu vwvEvxx ux 4çuu

De forma geral, o es/)aço de corz$gui'anão cle um sistema dinâmico desta natureza é uma
variedade que clenotalemos por Q, com coorclenaclas locais q', en(quanto cine o espaço de
fase vem em duas \Cisões: o c.s/)aço de /bse das ue/ocfda(/es (lue é o vibrado tangente Z'Q
de Q, com cooidenaclas locais (ç'.4}), e o espaço (/e /asf (7os silo/rl.CÍlIos que é o fibiaclo

cota.ngente r*Q de C?, com coordenadas locais (q', /i.j). .X dinâ.rllica cla. teoria é especificada
pela Lago'ang;alzü L, (lue é simplesmente unia funçã.o Z, C l$(7'Q): esta determina a açâo .S
(lue é um funcional sobre o "espaço" das ruivas enfie dois pontos de Q:
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Definição 1.12 Sejam Q uma. variedade. rQ seu vibrado tangente e L C l$(rc?) uma
Lagrangiana. Dado dois pontos qi,q/cQ e dois pontos ri,r/cR com ri < r/, e fixando
um intervalo aberto / C IR com ri,r/ C /, definimos o "espaço" das tlajetórias em Q com
ponto inicial (rí, qi) e ponto final (r/,q.f) poi

Q('í,qí;r/,q.f) = 1"r:.r-->e/ 'r ,.rala) sq;,7(p)'' pq,t" l
(1.52)

e a anão (relativa ao ponto inicial (q,qfl e ao ponto final (r/,q.f)) como sendo a aplicação
S,.,ç.;,/,ç/ : Q(ri, qil r/, q/) --} R definida por

S,. ,.. ;,, ,., ('y ) ./.'- L ('y(,), +(,)) (1.53)

Noi'malmente, escrevemos simplesmente S' ao invés cle ,S',.,q.;r/,q/) e para curva.s 'l' em (?
escie*,emos taml,ém q(r) ao in~'és de 'y(r). 4(,-) ao invés cle +(,-), etc.

Definição 1.13 Sejan] Q uma variedade, rQ seu obrado tangente e Z, c l$(rQ) uma
Lagrangiana. Dizemos que unia. curva '/ : / --} Q cle classe C'2 poi pares é esZaciorzá7'ia
com respeito à ação .S' induzida pela Logra.ngiana L se for um ponto estacionário da ação
S'rf,qi;r/.q/) l.e.,

8S(7) = á
r.f

d, Z, (7(,),+(r)) = 0 (1.54)

para qual(quer escolha cle rí,r/ C / com q. = '(ri) e q/ = '(r/).
Ti

Um iesultaclo clássico é a seguinte

Proposição 1.2 Sdai7z. Q tz/na t;arie(jade. rQ ser ./íórado falzgerzfe e L C l$(rQ) i rna
Lago'anginna. Enl.ào tL-mn cln'ua '{ . l --+ (là de classe C'z l)or pal'tes e estaca.alia-t'ia com
i'esperto à ação S i.nd\t .dü T)ela Lctgt'angianct L se e som.ente se snt.i.slaz ns eq\Loções de
Eu te i' -La g range d al al .

@ -'' (1.55)

o-tl mais e.=ptlcita-irlettte

cl i)L
q(r),4(, q(r),q(r

q
It.s6)

A relação enfie o formalismo Logra.ngiano e o formalismo Hamiltoniano é fornecida. pela
transformação cle Legendie. definida globalmente como a derivada. da Laglangiana a.o longo
das fobias de rQ:
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l)efinição 1.14 Sejam Q uma variedade, rQ seu fibiado tangente e Z, c l$(rQ) uma
Lagrangiana- .\ franl!/oi'm.açâo de Legendre induzida poi ZI é a aplicação F'Z, : TC? --} r'(2
obtida. a partir da cleiivada cle L ao longo das fibras de rQ: definindo, pala cada ponto q c Q,
a função Lç : rçQ --> IR colmo sendo a restrição de L a TçQ e a aplicação (F'Z)ç : .GQ -+ ZI.-Q

''mo se«do a -estrição 'le F'É « rçQ, i.e., L,(4) = É(q,4) e(F'L).(Ú) = r'Z,(ç,4), temos q«e

(F'L)ç é simplesmente a derivada cle Zç, no sentido usual do cálculo em espaços vetoriais.
Em coordenadas locais q' de Q e usando as coordenadas locais induzidas (q', 41) de rQ e
(q',pj) de r*Q, temos/'L(q,4) = 1ç,p) com

li.sí)

.X Lagrangiana L é chainacla /iipc/'reg?i/al
morfismo de rQ sobre Z"Q.

se a. tralisfornlação cle Legendie r'l, foi lml difeo

Neste caso, escreve-lclo ( F'Z,)''(q,p) = (q, 4) e deh-lindo

ntq, p) p(4) - z (q, 4) = /,i4' t(ç,4), li.õ8)

as equações de Euler-Lagrange (1.56) associadas a L e as equações de Hamilton (1.24) as-
sociadas a # tornam-se e(luivalentes, sendo (lue em coordenadas locais qf de Q (luais(quer
e usa.ndo as coordenadas locais induzidas (q',4;) de rQ e (q:,pj) de r*Q, elas asslmlem a
foi ma

d al
dl'- a4i ã-- - o. It.S9)

ou ma.is explicitamente

r/ n/, n/
Ú- ái(ç(,),õ(')) - l;Í(ç(,),4(')) 0, (1.60)

e

aP '

aÇJ'

li.6i)

li.621

ou mais explicitamente

. a#

õ'(') - bi'(ç(,),p(')),

»j(') - -g;-(ç(,),p('))-

It.6s)

It.õ4)

Finalmente, o tratamento de simetrias enl sistemas Hanliltonianos sobre um espaço (le fa.
se cleiivado de urn espaço de conhguiação e com Hamiltoiiiana. deriva.da de uma Lagiangiaiia
através da transformação cle Legeiidie, se enca.ixa nas hipóteses do Teorema 1.3:
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Teorema 1.5 Sejam Q llina uar{.eda(!e, TQ seu .Hbiado taT-agente, A'r = T*Q sele .Rbi'a(!o
cot.ingente, L C $tTQI alma Lagranginn hi.pelreg\trai e H C 8(T'Q) Q Rama.It,o ltann
col'respondem-tte. Seja G \Lm gl'upo de Lie (lue nge subi'e Q tal qtLe Q ação induzidct de G sobre
I'Q 'presertla Q Lugl'nr\gial\rt L. o que é eq\ti.Date lte Q dizei' (I'ue a ação ind\tzida de G sobre
I'* Q preserva Q Hamiltaniar\n H. Então

J( -V )(q , P) P(-X'e(ÇI) = Pi .X'8(Ç) (1.651

de.Rale lema aplicaç(io m.cimento J g ---} IÇ(]v) /)ízra esta anão

De fato, como a ação de G sobre 7"'Q é induzida pot uma. ação de G sobre Q, a preservação
cla l-forma canónica 0 sobre r*Q, dada por (1.4), é automática.



Capítulo 2

Fluxo Geodésico

A meta deste capítulo é discutir o fluxo geodésico en] variedades pseudo-Riemannianas.
(lue constitui um exemplo importante cle um sistema Latia.ngiano e Ha.miltoniano. Poi um
lado, na mecânica não-relativística, geodésicos são t.rajetóiias cle partículas livres, tanto no
espaço Euclideano (movimento ietilíneo uniforme) como em variedades curvas. Um exemplo
explícito é o fluxo geodésico no grupo cle Lie S'Z./(2), e(luipa.do com uma métrica invariante
por direita, (lue descreve o corpo rígido jl, PP. 311-3:3rl: este é un] exemplo importante de
um sistema completamente integrável, com club.ntidades conservadas em involução que são a
energia //. o (luadiaclo do momento aitgular Lota.l L2 e um componente clo momento a.ngular.
digamos Z,3. h'leis geralnlent.e. Xlishchenko e Fomeitko mosttaiam (lue o fluxo geodésico em
um grupo cle Lie compacto, pelo menos (quando equipado com uma métrica bi-invariante, é
sempre completamente integrável l61.

Poi outro lado. na. mecânica ielativística, geodésicos (tipo tempo ou tipo luz) são as
tiajetólias de partículas em (lufada. livre, porém com a.lgumas mudanças substanciais de in-
terpretação: a valiecla.de aml)lente agora é o espaço-tempo. ao invés do espaço, e as trajetórias
cle partículas conespondem às linhas cle tmiverso de Einstein. sendo (lue para partículas com
massa de iepottso diferente de zero estas são curvas tipo tempo, en(lua.nto que pala partículas
com massa de repouso igual a zelo (fótoils e talvez neutiinos), são curvas tipo luz. Ademais.
o campo gravitacional é geometiizado, e portanto a expressão "en] clueda livre" caracteriza
o movimento na ausência de loiça.s externas, e:z:ceia forças gravitacionais. No entanto, o con
ceito de um sistema completamente integrável continua sendo de considerável importância e
utilidade

2.1 Geometria pseudo-Riemanniana

Definição 2.1 Lrnla ual'/edadr /)selado-Rfe/lzaiz/z/alzrl é un)a dupla (M.g), onde /L/ é uma
vaiiedacle e g é um campo sensorial siiiiétiico e covaliante de grau 2, i.e., g C I'(V ' T*=L/),

24
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chama.do o lerzsor mél/. co ou simplesmente a m.é/rica, blue é não-degenerado : pala. todo
ponto rn C ]L/ e todo vedor tangente u. C 7;,:/L/. temos

g(tt., u.) = 0 pala todo t,. C T.:Jk/ :::::> tz. = 0.

l\létticas positivas definidas sã.o chamadas de mófi'ocas Riemarznáarzas e métricas com índice
l ou n -- l são chamadas de rnéfricas Éorenf alias. A despeito desta última definição, há
duas convenções possíveis, e ambas são usadas na literatura. Neste trabalho, adotaiemos
a convenção da. área de Relatividade Gelam, que é a primeira, significando que o tensos
métrico, em cada ponto da variedade e em uma base oitonoimal do espaço tangente neste
ponto, assume a forma dias(--1,1,... . 1).

O exemplo mais simples de uma vaiieclade de Loientz é o espaço-tempo de Minkowski,
(lue já é um conceito central da Relatividade Restrita. h/latematicamente é a variedade IR4
com a métrica Lorentziana plana, que en] coordenadas cartesianos (zo..r'..ra,a3) pode sei
expressa na.foinia

d.' =(d#'):+(d#')' + I'/#')'+(cZ=')'.(2.1)

A arena da teoria da Relatividade Geral são as va.riedacles de Lorentz e várias noções
importantes del'ivam simplesmente da geometria dos empa.ços tangentes de tais variedades,
pa.ta onde é transferida toda geometria do espaço clc N'linkowski.

Definição 2.2 Seja (/L/,g) uma variedade cle Lorent.z. Para clualquer ponto m de iv, dize
mos blue um vedor t.ingente t, C 7},:JL/ é

. /{po espaço se g.:(o, t,) > 0

. f7:po tempo se g,,:(L,, u) < 0

. fira /az se g,.(t;, u) = 0 e u # 0

Os vetores tipo tempo e os vetoies tipo luz definem um cone 'r e um cone A, chamados o
corre do lenlpo e o corre (/e /tlz, respectivamente. Coada um destes é a união disjunta de dois
cones convexos, o colhe do passado 'r ou /\- e o cone do /?lf?lr'o 'r+ ou /\+, onde

{ u C 'r / «' > 0},
{ u C 'r/ «' < 0},
{ « c A/ .,' > o},
{ « C A/ -' < 0 },

sendo que /\+ e /\ são difeomoifos a IR+ x S'"-2, e temos ainda (lue

a'r:': u {o}
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2.2 Fluxo Geodésico

Nesta seção intiocluzilemos inicialmente alguns conceitos associados à noção (le derivada
covaiiant.e de campos vetotiais e tensoiiais ao longo cle ruivas. Estas definições conduzirão
ao conceito de geodésica

Seja 7 : / --> Q uma curva em Q; escrevemos também q(r) ao invés cle 'y(r). Definimos
a derÍuada couaríanfe de um campo vetorial -V ao /07tgo da cu.rua 7 como sendo o campo
vetorial

D.Y
dr

ao longo da cuida ' definido por

ZÚ--m 1l:-(') + r:,~(q(,)) o'(') -v'~('),

onde os símbolos cle ChiistofTel I'/ À são dados poi

F«.~ li g"" (a«g,\,, + aÀg.,, a. g«.~ ) (2.3)

Este procedimento pode sel generalizado para definia a deriva(Za cot;ar'Íanfe de um campo
tensoria1 5' (lua.lcluer ao /Olzgo da ctlrua ',

41lifu-(') + }, r=1~(ç(,)) 4"(') s'Ú'.::.«.--""'-.- '"'(,)

>l. r;l«, (q(.'-) 1 4"( ') S'f.'.i ==- .~",...- ...,. (').
q

No caso onde .X' ou S provêm cle um campo vetolial .X' ou cle um campo sensorial S' sobre Q
poi composição com a culpa, i.e., .X'(1'-) = Xlq(1'-)) ou S'(r) = S'(q(r)), a derivada covariante
ao longo cla curva é simplesmente a derivada covaiiante usual na diieção tangencial:

Z).XP .
-2=(') 4"( r) ( V.-X''' )(q( ,)), (2.5)

(2.6)4"( ,)( v.S'á'.'.'.#')( q( ,' 1),

No (1ue segue. omitiremos o símbolo

A cleiivada. covariante comuta com contiações e com o piocluto tensolial, no sentido cle
satisfazem lmia regia cle Leibniz com despeito a (ada. um. ( Pa.ia. funções, a (tetiva.da covariante
coincide com a derivada comum, por definição.)
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Deflinição 2.3 1)izemos (lue o campo -Y ou S' é para/e/o ao /ongo da ctzrua l se

DS'0 ou dr
DX
dr l2.T'l

e dizemos que uma curva 7 é uma geodésica se ela é autoparalela, i.e., se a derivada Õ cle l
é paralela ao longo de '7

(2.8)

ou sqa, se vale a eqt/anão geodésica

#" + i'=*(q) 4" 4* (2.9)

Exemplo: No caso cla métrica. de Minkowski, t.emos

e portanto a. e(luação geodésica. se reduz a

#"

ou sqa, as geoclésicas no espaço-tempo de Minkowski são linhas regas.

Queremos mostrar agora (lue para uma vaiiedacle pseuclo-Riemanniana (Q, g) (lualcluer.
a equação geodésica é a e(luação cle Euler-Lagrange de um sistema dinâmico, com a piópiia
variedade Q como espaço de configuração, cine aclinite uma formulação Lagrangiana no
fibiaclo tangente Z'Q (espaço cle fase das velocidades) e uma formulação Haniiltoniana no
fibiado cotangente Z"Q (empa.ço cle fase dos nlolllentos). Este sistenaa dinâmico é chamado
o ./7tl.l:o geodésico enl Q. De fato, a Lagrangiana L e a Hanailtoniana /lr são as mais simples
possíveis:

Z.(q,4) { g.,lç) 4" 4",
H(q,P) {g"'(q) P, P,.

sendo relaciona.clãs pela transformação de Legerldre dada poi

(2.10)

(2.11)

at,
p« - il$ - g,,M4". (2.121

Esta Lagrangia.ila é hiperregular, pois a transformação de Legendre é inversível

d" g"" M p, . le.i:31

Teorema 2.1 Seja i.Q,g~i ttnlu ta-í'{.eda([e psettdo-RierTt ttniatta. Então as e(it ações de Ett]eí
Lago'ni\ge (1.53) rtssoci.abas à Lngrangial\u (2.10) são us e(l\tacões geodésicos (2.9).
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DEN40NSTnAÇ.Ão. Pala a Lagrangiana L dada poi (2.10), temos
d al

.IT i)à" aç" Í(g«(q) 4") - {(a.K«.~)(ç) 4' 4'~

g,,(q) #"+(a.g«,)(ç) 4"4' - {(a.g.À)(ç) 4'4*

g.,(q) #" + { (a.gÀ« + a.\g«, - a.g«x) (q) 4'4*

g,,(q) (d' + rl:*(ç) 4" 4'~)

D

Os cálculos envolvendo o fluxo geodésico são significativamente simplificados quando subs-
tituímos todas as derivadas comuns ao longo cle cuidas pol derivadas covariantes. Neste
sentido, e seguindo o princípio usado na. constiuçào das bimulas (2.2) e (2.4), definimos

:ro'-) = 3;o-) - o"(,),

r=.(q( .'-)) 4"(,) 4'~(,). l2.t4)

rt,.(q(,)) 4"(,1 p,,(,)

Evidencia-se assim a. e(luivalêitcia entre (2.8) e (2.9). .\demais. a forma Hamiltoniana das
equações geodésicos toma-se extremamente simples:

Z)qp
d7-

g''"(q)P, l2.is)

(2.16)

2.3 Isometrias e Campos Vetoriais de Killing

E bem conhecido (lue em variedades pseuclo-Riemaliniaiias os campos vetoiiais que gelam
subgrupos (locais) a um parânietio de isometrias são os campos vetoriais cle l<illing. Por
outro lado, os campos vetoriais cle l<illing também gelam simetrias pala o fluxo geodésico,
com quantidades conservadas (lue são /i7zer/,/e.s nas velocidades ou impulsos. Como veremos
na próxima seção, este último ponto de vista aclniite unia. generalização (lue é crucial pala o
entendimento da integrabiliclade clo fluxo geodésico na. solução de lÇerr.

Definição 2.4 Cima f.soir?cfl';a é uma aplicação é : iv --} .V de lula variedade pseudoR-
iemanniana il/. com tensos nlétiico g.v, pala. uma variedade pseudo-Riema.nniana. /V, com
tensos métrico g,v, tal (lue

g.v = 'Ó'g.v. (2.17)
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Definição 2.5 Seja .X' C .t ((21 um campo vetorial em uma vaiieclade pseudo-Riemanniana
IQ,g). O campo X é dito campo z;efor a/ dc /\'i//írzg se

l2.i8)

o clue significa. que o fluxo cle .V preserva o censor métii(.o g

.X última afirmação é uma consequência direta da fórmula jl, p. 911

:-(Fx):g = (Fx.):(Evg)

cine, para. um campo vetorial .X' qualcluer, relaciona a variação do tensos métrico g ao longo
do fluxo /i.x de .X' com sua derivada de Lie ao longo cle .V

A concliçã.o na definição anteiioi pode ser reformulada. em termos de derivadas covariantes,
com despeito à conexão de Leva-Civita V:

(2.19)

Proposição 2.1 Sda .X' C .r(Q) zzm canzpo pelar'ía/ em üri a ua7'iedade pseü(7o-Ríemarz-
rtiaita ÇQ,gà. Então X é un\ cctmT)o uetot'ial de lÇitti.ng se e somttlte se scLtã.afaz Q c(l\ração (le
1<.i.rir g

V..X', + V«,Y.

DEMONSTnAÇÃo. A ecluivalência de (2.18) e 2.20) segue do seguinte cálculo

( .C.K g)(Õ,. , a, ) À' g,, -- g(Exa,..a,) g(a.,.C.va,l
g(Vra,,a,) + g(a,., \zxa,l -- g(E.Ka.,a,)
g(v,..x', a.) + g(a... v.x)
V..V, + VpÀ'..

g(é?.,,Cxa.)

D

Exenaplo

(.) No espaço Euclideano IR" temos os campos vetoiiais de l<illing
. a . : õ : õ

': - ã; . L:' - q'-ãÕ 'f'ãÕ

lí,.j = i,. , rz), gerando translações e lotações, respectivamente

(b) No espaço de l\'linkowski R" temos os campos vetoriais de I'iilling
a

P. .

q;
d

Lii -. (f-=
a

q'@
1;.J = 1,. . . ,lz -- 1), geianclo translações(tenipora.is e espaciais),
iespectivainent.e

'boosts: e lotações
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Suponha agora (lue (2 seja uma varieclacle pseudo-Riemanniana e G um grupo de Lie que
age sobre Q poi isometrias, i.e.. pala todo g C G: a translação pol esquerda Ls : Q --} (2 é
uma. isometria de Q. Neste caso, é óbvio que a Lagrangiana (2.10) clo fluxo geodésico será
invariante sob a ação induzida de G sobre o fibiado tangente rQ cle Q e a Ha.miltoniana
l2.1 1) do fluxo geodésico será invariante sob a ação induzida cle G sobre o vibrado cotangente
r*Q de Q. Portanto, segundo o Teorema 1.5, a fóinlula (1.65) providencia uma aplicaçà.o
momento para esta situação.

Tendo em vista a generalização a ser introduzida na próxima seção, efetuaiemos aqui
uma ligeira mudança de notação: dado um campo vetorial de I'iilling Z sobre (2, chamamos
a cluantidade conservada ou carga que Ihe coiresponcle de C(Z), sendo que a relação com a
aplica.ção momento definida pela Hrmula (1.65) é blue pala um gerador .Y C g com campo
vetoiial de lÇilling .YQ C it(Q) associada, J(X) = C(-X'ç). Explicitamente, introduzimos a
seguinte aplicação líDeR.i

C l(Q)
Z ---> c(z) l2.2t)

onde

C(z)(ç, P) (q).

Notamos que a aplicação (2.21) é ul-n anel-homomoifismo de álgebias de Lie, i.e.,

l2.2e)

{c(z- ) ,c(z, ) } c(lz-,z,l), l2.23)

jveja ( 1.45) e ( 1.:34)) e tal que C(Z) é uma quant.idade conservada sob o fluxo geodésico em
Q,i.e

{C(Z), H}

com H dada poi (2.11), se e somente se Z foi um campo vetoiial de l<illing. De fato. temos

l2.24)

{c(z-),c(z,)} = {p,zf,p« z;} z;a.zf - zfp,a.z;
p,lz-,z,I" cllz-,z,l),

e usando l2.16).(2.12),(2.S), o fato de que o tensos métrico é covaiiantemente constante e
finalmente,(2.20), concluímos que

d
c(z P.z'ddr

DZK
+ p« -;ã-

g.. +' 4" vxz" = 4' 4'\ v,~z. 0

X característica desta construção é (lue ela fornece apenas caixas conservadas que são lineares
nos momentos. Xa próxima seção, veremos como venera.gizar o procedimento para piocluzir
caixas coiiseivadas (lue são polinoniiais nos momentos; isto leva naturalmente ao conceito
cle campos sensoriais de lÇilling
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2.4 Campos Tensoriais de Killing

Começamos com uma definição

Definição 2.6 Seja /\' C lk((2) um campo rmtltivetorial simétrico de grau k em uma
variedade pseudo-Rienlanniatia (Q, g). O campo A' é dito cair,po terzs07'Ía/ de A'á//íng se

IÃ',gl (2.25)

onde 1. , .1 denota o colchete de Schouten (veja Apêndice A)

Novamente. a condição nesta definição po(le sei reforniulacla em termos de derivadas
covariantes com despeito à conexão de Leva-Civita V

Proposição 2.2 .S'drz /\' € .1k((2) llm ca/rl./)o rn?z//füe/or;a/ .s;méfríco de praz k em üma

variedade pneu(to-RieiTlatlni.ann l.Q,g). Então 1{ é tlln. carril)o tenso-t'i.at de lÇillii\g se e so-
mente se bati.afaz Q tquuçã.o de lÇilltng

'Ç7(P /\ l. l ...Pk ) 0, (2.26)

onde os parênteses inda.caíTt. si-ntetrização t.ot.at

DEMONSTRAÇÃO. Segundo(A.15) e usando o fato de(lue o tensos métrico é covas iantemente
constante, tentos

l/x',gl''' ''"*" + i) g'~(" v,./ '"- ''"o (2.27)
e portanto

l/x',gjp....p., = --(É + 1) Vt,/\',...../.k)

o blue boina a e(ruiva.lência de (2.25) e (2.26) óbvia

Isso posto. podemos introduzir a seguinte aplicação linear:

(2.28)
0

C I'(Q) ---+ ISlr*Q)
Ã' --} c(/\') (2.29)

onde

c(/1')(q,p) àp ...p,../I'''-''"(q).
Novamente, a aplicação (2.29) é um a.nti-homomorfisnio de álgebras de Lie, i.e.,

l2.30)

{C(/t -),C(/x 2)} = c(l/\ - , .r- :ll l2.3i)

l2.32)

e tal que C(/\') é uma (luanticlade conservada sob o fluxo geodésico em (2, i.e

{C( / '). H}
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com # dada. poi (2.11). se e somente se /\' for um campo tensoiial de I'iilling. De fato. temos

{C(Ã': ) ,C(A': ) } àá',«
àà (áG,.

â (««.

P«.. á' t ' ',P".Ppt: i' l P«, /\';' '''"' }J

«,*. A'í- ...'''' )

«....''f-..."'')

."«,",''''"') ')

àú (',«,. PnK. P«\ 'Pi'kz--t ax/ti '''pki ]vÀI'l. . - i'k2 -- l

k\ Pn. . . PHk.--\Pp\

.Pat.+k,..( l /t-i't '-aki-'aÀ/X';'i''.'ki+k2-l

.i. '.~ "':' '''''- «';'- *'''''*' '''-')

. ,,*, «'?"' ''."'' '' a.«';-'''"' )' a* «';- '''"' )
/la. a,vt 2 ki+k2--i

:~' '' '' ' )
l

(kl + É2 -- 1)1 P''

- cl/ '-. / ',l,

P'' - + k: l/t i, /t 21 i ''aki+k2--i

e usando(2.16),(2.12), 12.6), o fato de (lue o tensos métrico é covaiiantemente constante e
finalmente,(2.26), concluímos cine

d
É! -:.- (c( í{dr Ppk I'Ct'' '''n* 'l

Pp. /fp''''p* +

Dl<F't '. »k
dr

+ ?)P. .. ll!!!X- lÇF'\''.»K(7r

+ Pp.

gp*.xk q

4'~' 4'~ v.x/I',\....À*

l\igp..\:

l\t

4'~* 4'~ v,~/I'"-'''''*

q

Concluímos com algumas observações sobre uma possível interpretação geomótiica dos
ca.mpos tensoiiais cle lÇilling. E um princípio geral da física (lue cluantidacles conseivaclas
são sempre associadas a siinetiias. Impõe-se, portanto. a. (questão de (leal natureza. seria
a simetria gerada poi um campo tensoiial (le lÇilliiig /\' de grau b > 1, pois ao contiáiio
dos campos vetoriais cle lÇilling, esse não gela unl fluxo na variedade Q. Uma possível
resposta consiste em consideiai o campo Haniiltoitiano .Vc(/*): este sim gela um fluxo. mas
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na vaiieclade r''Q. Isso significa que, em geral. a simetria. gerada por um campo tensoiial cle
l-iilling /\' reside no espaço cle fase e não no empa.ço de colthguração: sontente no caso k = l
é possível projetai o fluxo de .Vc(/t) em 7''Q pala. Q, o (lue obviamente reproduz o fluxo cle
l\ pni f /



Capítulo 3

Relatividade Geral

Na. mecânica \ewtoniana, como já comenta.nãos. a dinâmica de uma. partícula é descrita por
uma trajetóiia q : / -} Q, onde o parâmetro r é o tempo a.bsoluto e a varieclacle Q é o
espa,ço no (luar a partícula se move sob a influência clãs forças externas às (luais está sujeita.
segundo a e(luação cle Newton. Estas forças incluem a. força. gravitacional, regida pela lei
gravitacional de Newton.

No início deste século, a formulação da teoria cla Relativiza.de Restrita e da Relatividade
Geta[ introduziu uma tranformação radical dessa visão. Primeiro, a Re]ativida.de Restrita
cleiiubou os conceitos Newtonianos do temi)o e do espaço absoluto, (lue foram substituídos
pelo conceito clo espaço-tempo cle Einstein e Minkowski. Logo, a dinâmica de uma. pa.rtícula
passou a ser descrita por uma trajetóiia q : / --> Q onde o parâmetro r é um paiânletio
(lua.lquel sem significado físico claclo "a plioti" e a. va.piedade Q é o espaço-tempo: foi in-
troduzido o teimo "linha de universo" para. descrever esta nova noção relativística. de tia-
jetória. Segundo, a Relativiclacle Geral geonlettizou a gravitação, iio sentido de "absorver" as
forças gravitacionais cle Newton clentio da métrica do espaço-tempo. Em particular, a lloção
Newtoniana de uma ''partícula livre", i.e., uma partícula (lue não está sujeita a nenhuma
força externa e portanto, segundo Galilei, se encontra em movimento tetilíneo uniforme, é
substituída pela noção ielativística cle uma "partícula en] (lufada livre", i.e., uma. partícula
que não está sujeita a nenhuma força externa exceto a influência da gravitação, cla (dual
na.da. escapa, e que, segtuldo o princípio de equivalência de Einstein, segue uma geodésica.

a generalização natural do movimento ietilíneo tmifoime a vaiieclades curvas. Terceiro. a
Relatividade Restrita estabeleceu a equivalência entre massa e energia, enquanto (lue a Re-
latividade Geral identificou estas como sendo não apenas sujeitas à influência da gravitação
mas taml)ém como sendo sua fonte, através do censor cte energia-momento ZL, que aparece
no lado clireit.o das equações de Einstein

lira,, = s-'C,,. l:3. 1 )

on(le R.., é o t.ensoi de Rica associado ao tensos métrico gP, (lo espaço-tempo. Encontrar
soluç(5es exatas destas equações é extremamente difícil. uma \ez (lue estas constit.uem um

34



CAPITUL03. REL.ÀTl\rID.ADE GERAL 35

sistema cle equações cliferencias parciais nãc-linea.ies pala o censor métrico, que são acopladas
com as ecluações cle evolução pala a. matéria (lue deteinlinam a evolução do tensos de energia-
momento. Porém, a presença cle simetrias pode levei a simplificações drásticas, tomando
factível o trabalho de encontlai soluções exatas.

3.1 Soluções Exatas

As soluções exatas das e(luações de Einstein que são conhecidas se dividem em duas grandes
classes: as soluções cosmológicas e as soluções localizadas. Tipicamente, as primeiras são
soluções com um tensos cle energia-momento diferente cle zero e com dependência não-trivial
do tempo, descrevendo a. distribuição da matéria no universo: as soluções mais conhecidas,
de Fiiedmann e cle Robeitson-Walker, correspondem a um universo onde a matét ia é descrita
por um fluido ideal homogêneo e isotrópico. As segundas sào soluções no vácuo, i.e., com
tensos cle energia-nlonlento nulo. e são estáticas ou pelo menos estacionárias: as soluções
mais conhecidas, de Schwarzschilcl e de lÇerr, descieveill o campo gravitacional gerado por
um corpo isolado, poi exemplo uma estrela, na região externa. Em todos os casos, o con-
ceito de simetrias tem uni papel fundamental na obtenção dessas soluções, pois servem pala
iecluzir substancialmente o número de variáveis independentes e dependentes das equações
de Einstein.

Os tipos mais comuns de simetrias eln variedades de Lorentz são os seguintes

B espaços-tempos homogêlteosl

8 espaços-tempos isotlópicos

e espaços-tempos est.acionáiios;

8 espaços-tempos estáticos

B espaços-tempos esfericamente simétiicosl

e espaços tempos axialmente simétricos

Os primeiros quatro tipos são importantes na classificação de soluções cosmológicas e os
últimos cluatro tipos na classificação de soluções localizadas. Como estamos interessados
somente nesta última classe, vamos dar as definições apenas pala. os últimos quatro tipos.

Um espaço-tempo é dito eslacíonárÍo se seu grupo de isometrias contém um subgrupo a
um parâmetro cujas órbitas são curvas tipo tempo. Este subgrupo de isometrias expressa a
simetria ou invadia.nça do est)aço-tempo pot translação t.emporal e fornece um campo vetorial
de l<illing tipo tempo -X'. Denotando o parâmetro ao longo das curvas integrais de .Y por f,
podemos introduzir, en] tomo de cada ponto. coordenadas locais .l:'' = (t,#i) tal (lue a
métrica assume a forma

dsz = l,'''(;z;'. .r'. .z;3) (/1'+ 2/tf(.z''. .r2. .z'') (/Z (/=í +/z.,l.z;', .z;', .c') dzi dzj, (3.2)
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onde l,'2 = g,.,.'rP.V'. e o campo vetou'ial cle lÇilling assume a foi'ma .X' = ê)í . .Ademais, quan-

do este foi completo, o cine certamente sela o caso tina.neto o espaço-t.empo foi temporalmente
geodesicamente completo, podemos afiimai (lue o pa-râmetro do seu fluxo providencia uma
coordenada tempo global f : Q --} IR sobre o espaço-tempo.

Um espaço-tempo é dito esfál co se ele foi estaciona.rio e se ele admitir uma folheação
em hipersupeifícies tipo espaço (lue são ortogonais ao campo vetoiial cle l<illiiig tipo tempo,
providenciando assim uma decomposição natural clo espaco-tempo em "espaço" e "tempo",
que não existe em geral. Tal decomposição se ieflete na existência de sistemas de coordenadas
especiais: se E é clualquer uma das hipersuperfícies da folheação dada, então existe uma
vizinhança aberta cle E tal (lue todos os pontos clo espaço-tempo nela contidos pertencem a
uma única cuida integral do campo vetorial cle l<illing -Y (lue passa- poi E Assim podemos
construir, a partir c]e um sistema atbitráiio c]e cooic]enac]as ]ocais #' c]e E], um sistema de
coordenadas locais (=") = (1, .t'') de Q, onde f é a cootclenada blue. a cada ponto q na referida
vizinhança cle E, osso(-ia o x;aloi do paiânietio ao longo da cui-va integral cle .V club começa
em E e termina em q. Em t.ais coordenadas locais, a métrica assume a. forma

ds' = -- L':(3',#',2;) (/{' + /1íj(;t:',.z;',z;) (7.z;./.r' (3.3)

onde L''2 :: gP,-Y'',V', e o campo vetoiial de lÇilling assume a forma .Y = at . A ausência
de termos cruzados (/fda: em (3.3) expressa a ortogonalidacle entre as hipersuperfícies da
folheação e o ca.mpo vetoiial de l<illing. Ademais, (luanclo este foi completo, as hipeisu-
perfícies da fo[heaçã.o são simp]esmente as hipeisuperfícies de nível da cooidenac]a tempo
global f: E.. t(q)

Um espaço-tempo é dito eis/ericarizezzle slm.élr'ico se seu grupo de isometrias contém um
subgrupo isotiioifo ao grupo SO(:3) cle rota.ções cujas órbitas são subvatiedades tipo espaço clo
espaço-tenapo e são esferas bidimensionais. Este subgrupo de isometrias expressa a simetria
ou invariaitça. do espaço-tempo poi lota.ções eni tomo cle um "post.o" (as aspas indicam club
tal "ponto" pode não existir dentro do espa.ço-tempo considerado) e fornece três campos cle
lÇilling tipo espaço -Ví (i = 1, 2, 3) blue, com despeito ao colchete (le Lie, satisfazem as regras
de comutação da álgebia de Lie se(3) (a menos de um sinalj:

lxf,-x'.fl = -.íjk -VZ'. (3.4)
Ademais, em cada órbita clo espaço-tempo sob a a.ção de S'0(3), a. métrica clo espaço-tempo
induz uma nlétiica (lue deve ser um múltiplo cla niétiica padrão da 2-esfera unitária e por-
tanto pocleiá ser caiacteiizada pela área rota.1 ,4 da órbita, sendo conveniente introduzir o
raio r da órbita como a função definida pot

, - (:)'':. (3.5)

Assim, usando cooicleiiadas esHricas (0, p) pala a 2-esfera. unitária. a mót.fica ern cada uma
destas órbitas assume a. coima

ds2 = r2 (dOz + sina t) (/p2) (3.6)
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Um espaço-tempo é dito a.zia/men/c sílrnélrÍco se seu grupo de isometrias contém um
subgrupo isonlolfo ao grupo S'0(2) de rotaç(5es cujas órbitas são subvariedades tipo espaço do
espaço-tempo e são círculos. Este subgrupo de isometrias expressa a simetria ou invaiiança do
espaço-tempo por rotações em tomo de um "eixo" (as aspas indicam (lue tal "eixo'' pode não
existir dentro do espaço-tempo considerado) e fornece um campo de lÇilling tipo empa.ço -Yt
Ademais, em cada órbita do espaço-tempo sob a ação cle S0(2), a métrica do espaço-tempo
induz uma métrica que deve sel um múltiplo cla métrica padrão do círculo tmitário e portanto
poderá sei caracterizada pela cilcunfeiência total / da órbita, sendo conveniente intiocluzir
o raio p da órbita como a função definida. poi

/

p ' ã;- l3.z)

.Assim, usando a cooldenacla angular p pala o círculo unitário, a métrica. em cada unia destas
órbitas assume a forma

d$' = P: (LV: l3.8)

Finalmente, observamos (lue lun espaço-tempo é considerado está.rico e esfeiicamente
simétrico se é simultaneamente estáti('o e esteticamente simétrico e se as ações do grupo cle
translação temporal e do grupo de rotações espaciais comutam. Clombinanclo os sistemas
de coordenadas introduzidos acima, podemos concluir (lue. neste caso, a mét.fica assume a
forma

ds' = --/'(r)df' + g'(r)(/r' + /}'(r)r: (dl9: + sin'z9dp') ,

com /z = 1 se I' foi a variável raio introduzida anteiioimente. O exemplo mais simples é o
espaço de N'linkowski, cuja lnétiica, nestas cooidenaclas, assume a forma

l3.0)

ds2 dZ' + (/r' + r' (dl9' + sin' t) (/p') l3.io)

3.2 Solução de Schwarzschild

Em 1916, pouco tempo após ter divulgado seus trabalhos fundamentais sobre Relativida-
de Geral, Einstein recebeu em Beilim lmla caiba de um astrónomo (lue estava lutando na
Rússia pelo exército alemão. lÇarl Schwarzschild. Apesar cle estar hospitalizado com um
ferimento (lue Ihe seria fatal. Schwarzschild ainda teve o tempo de descobrir uma solução
das equações de Einstein no vácuo, i.e., com censor cle energia-momento nulo, clescrevenclo o
campo gravitacional gerado pol um corpo isolado em repouso, sem movimentos internos e
em particular, sem lotação. Esta solução, hoje conhecida como a se/Tição (/e Sc/}tpa-r':sc/}l/(/,
é estática e esfeiicamente simétrica. De fato. restringindo-se a. métricas da forma (:3.9), com
b = 1, e iesolvenclo as e(ltlações de Einstein no vácuo, obtem-se a málrica de S'c/l.torlr:sc/z.i/d
em cooiclenadas esféricas (f, i'. J. p),

d.' - - ÍI (/t: + --=~1- ",' + ,' ("' + ;:«' ".'-a , l3.tt)
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onde 171. é um parâmetro leal. com 71z > 0 pala. garantir blue, no limite Newtoniano. as forças
gravitacionais sejam atiativas e não repulsix.:as : . e as variáveis 1, 29 e g percorrem os domínios

)o< f < oo . 0 < 19 < n' 0 < y < 2n' ou n' < (P < n' l3.i2)

Os valores p = 0 e ? = 2a ou p = :Ln (nleiiclianos), 0 = 0 (pólo norte) e l9 = = (pólo
sul) caracterizam pontos no espaço-tempo onde o sistema de coordenadas ({, r, l9, p) falha,
mas este tipo cle singularictade de coordeitadas é bem conhecida da geometria do espaço
Euclideano IR3: o problema é facilmente resolvido entendendo(3.11) como definindo a métrica
de Schwarzschild num subconjunto aberto e denso da variedade IR2 x S2, definido pelas
condições r # 0 e r # 2m.

A (questão sobre dual seria o domínio admissível pala a variável radial r é mais delicada.
Primeiramente. observa-se blue alguns dos compoitentes clo censor métrico são singulares
(quando r = 0 ou r = 2m. ,\ condição r = 0 caracteriza uma verdadeira singularidade do

espaço-tempo. como pode sei demonstiaclo. poi exemplo, pela observação cle cine o traço do
(luacliado do tensos cle culvatuia diverge no limite I' -} 0 j12, pp. 100-1021. Esta singula-
ridade tem a topologia cle uma linha no espaço-tempo (o (lue corresponde a um ponto no
espaço) e portanto é cha.made a .sÍ?zgiz/árida(/e cena'a/. A condição r = 2m, pot outro lado,
divide o espaço-tempo em dois componentes distintos:

Bloco
Bloco

Região externa ou exteiioi : 2m < r < oo,
Região inteira. ou interior : 0 < 1' < 2m..

l :3 .13 )

.Xo contrário da singularidade cle cuivatuia localizada em r = 0, a condição I' = 2m
caia(.teriza apenas unia singulaiiclacle de coordenadas cine pode sei eliminada at.rax:és cle
unia transforma.ção de coordena.elas (coordenadas de Eddington-Finkelstein e cle lÇruskal),
ident.ifica.ndo os blocos l e ll como partes de lama. vatiedacle ntaioi. chamada a. extensão
cle lÇruskal do espaço-tempo de Schwaizschild IS, p]). 149-lS61, j19, pp. 148-1Sõl. Nesta
extensão, cada dois blocos são cola.dos pol uma sul)vaiieclade (lue conesponde à. condição
1 = 2}7z e, constituindo a, fronteira comum entre dois blocos, caracteriza o limite de validade.
ou seja, o /}ol'í:arie clo sistema cle coorclenaclas cle cada um. Esses horizontes possuem um
significado invariante, i.e., inclepenclente cla escolha de coordena.clãs, pois cada um deles age
como um tipo cle membrana seini-permeável no sentido que toda geodésica, assim como
(leal(quer outra tiajetóiia tipo tempo ou tipo luz, só pode atiavessá-la em uma determinada
,l;,..,;.
-4 1 X -- \ L'V .

Passando à discussão tios campos de lÇilling, ol)selvamos inicialmente que a solução cle
Schwaizschilcl possue dois campos vetoriais de lÇilling óbvios, (lue são os campos vetoriais ar
e a. associados às coordenada.s / e y, já (lue os ('oniponentes clo censor métrico (:3.11) não
dependem de f ou cle p. ( Nota-se, de passa.gene. ({ue o campo vetoiial 0r é tipo tempo apenas
no bloco l mas é tipo espaço no bloco 11. o (lue significa (lue na leria.o interna a métii('a
cle Schwaizschilcl descreve unl espaço-tempo (lue ilã.o é estático. nem estacionário.) .Juntos

tObservetnos que ao tomarmos o valor lli 0. obtemos a nlét.rica cle Nlinkowski
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com o tensos métrico. eles defillem três (quantidades conservadas pala o fluxo geodésico que
estão em involução. (lue são a Hamiltoniana f/. a energia E e o 3-componente do momento
angular L3. t-usando a liberdade cle tepaiametiizaçã.o afim de geodésicos, podemos normalizar
o parâmetro afim cle tal maneira. que --2// vale l pala geodésicos tipo tempo, enquanto (lue
vale 0 para. geodésicos tipo luz. De qualquer modo, em teimas de coordenadas em rQ,

E (a*)" 4" (3.14)

L3 = g,, (a,)" 4" (3.15)

e

2H g.,4" 4" - (, 27n

r f2 + r202+ I'2 sin279+2.(:3.16)
l

Clamo o espaço-tempo cle Schwaizschilcl é esfeiicamente simétrico e não apenas axia.Imente
simétrico, temos além cle a, três outros campos vetoriais de l<illing, .\'ll, XI' e .X'Í', que
correpondem aos três componentes clo momento angular. Z,t, L2 e L3, dados por

xf'
x'{

- sino a.9 coto coso a.P,

cos (p a.g -- cot 0 sin g a.P,

.x':} - a.,,
(3.17)

', e:n termos .le coo-clen«cl.s em rQ

Zt = gP. (-Vf')p4" = --1'2 sina 0 -- I'2 sino cosl9 cosyg,
L2 - gp,(-X'2t)''4" = 1'2 cos.p t; -- r2 sinl9 coso sino ©,

Z'a ' g/.«(X3L)"4" = r2 sin20(É.

l :3 .18 )

Também existe, além do tensos métrico, um outro campo tensolial cle l<illing de grau 2, /\'
e[e coilesponde ao qttadrac]o do momento angu]ar, ou iile]hor, à soma ],2 = tf + ].,: + L:

dos quadrados dos componentes do momento angular. Na coima contiavariante, temos
/\' =(Xit)' +(-V{)' +(X{')' , i.e.,

K (3.19)

l3.20l

e na forma covariante
Á' ,'' (./:9' + si«' 0 d..,:)
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Assim a. (luanticlacle conservada coiresponclent.e, em termos de coordenadas em rQ, é

/.,2 - «' J' + ,l sin'0+:. (3.21)

De fato, como o colchete de Schouten é uma. derivação em cada um dos seus argumentos,
com respeito ao produto tensoiial simetiizaclo, qualquer polinõmio em campos vetoriais (ou
sensoriais) de lÇilling é nox:amente um campo tensoiial cle l<illing. .\ vantagem do can-tpo
/\' é que ele fornece uma quarta cluantidade conservada pala o fluxo geodésico que está em
involução com as demais, pois obviamente o colchete de Schouten de /\' com XL = a, se
anula, o blue não é verdade para X. ou X, . Aclemais, as qua.ntidades conservadas E, L3,
l,2 e .r7 são funcionalmente independentes, como pode ser verificado através de um cálculo
explícito do posto da matriz Jacobiana

i) (E , Ls. P .'ZH ]
a(t, r, 0, P, Í, F, 0,+)

0

0

0

0

1 -

21«Ejr' 0. -- 'Z«ll«)''
'2Lsjr
4P'l«
2a,,H

0

2cos J Z,3/sin d
2 cos 0 É:/ sina 0

2 cos t9 1,:/r2 sina t9

0
0

0

0

0

0

2E

0 0
0 0
0 2r't9

2(1 2m./7')'i 7: 2r2d

O subcleterminante da deii\-aula em relação às velociclacles é

-.' ( : lê:''
0

0

0

'z« l-' )-* i'

0

0

2z'40'.' (qü#r) r2 sin2 0

2r2L3
2 (1

L -- '2m lr
0

0

0
0 -;:L«l2 (1 - 2?n/r)'' í clet

:, -.' ( :,:, ":;!T:' )
-- 4 rc sina t9 í 0

Definindo
Z = Z;i«JU ZÓU ZÉ

  a,E            
a,Z'3     a.Z'3   apl,.   a.àZl3
a,l,' a,L' Õ.pZ,'     aÉz,' a.iZ,2 ü,z,'
2 Z?. H'   2 a.p H 2a.,H   !E).tÍ 2 a,$ H ii)ün
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onde

Z;i«o = { (q, 4) / sinl9 = 0 },
zó 4)/o = o},
z. (q, 4) /f

isso mostra blue os gradientes das (quantidades conservadas são linearmente independentes
fora de Z, e como Z é um subconjLmto cle medida nula no espaço cle fase Z'(2, concluímos
que as quantidades conservadas são funcionalmente independentes. (Na verdade, calculando
outros subdeteiminantes, podemos mostiai blue o subconjunto de clepenclência funcional é
ainda menor do (lue o Z dado aqui, mas não precisaremos deste fato.) Resumindo, pode-
mos cone\ulr (jtle o .fttL=o geodésico rta solução de Schtuai:sch{.Id é u-m sistema Hamiltorti.alto
completamente irltegr(íue!.

Na. cliscussã.o da solução cle Schwaizschild em livros texto sobre Relat.ividacle Geral, a
(lua.nticlade Z,2 não é normalmente consicleia(ta, o blue pode Date(ei até estranho tendo em
vista. a giancle importância (lue ela tem eni ouvias áreas da física como. poi exemplo, na
mecânica (quântica. .Ao invés disso, é costume ieduzii o número cle graus de liberdade
do sistema usando o fato cle (lue a conservação da direção clo vedor do momento angular
significa que o movimento geodésico na solução de Schwaizschild é planam: cada geodésica
permanece no plano gelado por sua posição inicial e pelo vetou cle velocidade inicial, além
do centro de atração. Escolhendo as coordenadas estéticas de tal forma. (lue este plano seja o
plano ecluatoiial caracteiizaclo pela condição J = a/2, a variável t9 acaba sendo eliminada,
pois l9 = 0. No entanto, como o mencionado plano depende das condições iniciais, este
procedimento não parece aclecluado pa.ia um tratamento simultâneo de famílias de geodésicos.

De (lualquei forma, podemos expressar, pot exemplo, f exclusivamente em termos de r e
cle (luantidacles conservadas:

,' - (« - P) (: - ,«:
Esta ecluaçào mostra blue o movimento radial cle uma geodésica coincide com o movimento, no
contexto cla mecânica Newtoniana, de uma. partícula de massa unitária com energia ;E2+.f/
dentro cle um potencial efetivo

;,2 (3.22)

K«(,) -
'2Hn-t

/
r3 (3.231

.A diferença. crucial ao problema de l<epler é blue. em adição ao potencial de Newton/Coulonlb
2.f/rll./r (igual a --ln/r pala geodésicas tipo tempo e igual a 0 pata geodésicos tipo luz) e
ao termo repulsivo l,2/2r'2 (iue representa a "barreira centrifugal". temos um termo novo

rnl,z/rJ (lue, pala pe(luenos valores cle r, donaina os denaais teinlos e é responsável por
fenómenos tais como a defleção da luz peito clo sol e a lotação do peiiliélio cle À'leicúrio.
OI)serve que é através desta análise conlpaiativa. (lue podemos (oncluii (lue o paiâmetio
r71 na métrica de Schwalzschild (:3.11) (leve sei positivo, para garantir (lue o potencial de

Newton/Coulonlb ieptesente uma força atiativa e não repulsiva.
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3.3 Solução de Kerr

Em 1963, o físico neozelandês Roy Keit encontrou uma nova solução das equações de Eins-
tein no vácuo. i.e., com tensos de energia-momento nulo, descrevendo o campo gravitacional
gelado poi um corpo isolado en] repouso. sem movimentos inteiros. exceto poi lotação em
torno de um eixo fixo e cona velocidade angular constante. Esta soluça.o, hoje conhecida
como a se/uçào de /I err, é estacionária e axialmente simétrica. Uma solução desta natureza
havia sido procurada pelos físicos, sem sucesso, ululante cluase 30 anos e finalmente foi des-
coberta de nia.negra indiieta, (luando empregou-se a classificação cle Petrov das variedades
de Einstein desenvolvida durante a dócacla. dos '50. Posteriormente, em 1967, Boyer e Lincl-
(luist apresentara.m a coima explícita cla mél-r crt de /\'e7'r em coordenadas (t, r, l9, p), blue no
contexto desta geometria são chamadas as coor'dezza(/as de 23o:l/e-r--Z,;r?(/q?iisl:

(« T) .'*' * < -,'' * ,: .'«:
27??.az r sina t9

l3.24)
+l«'+ «:+ sin' t9 (/p:

')?n (l r q;n2 l)

---- -j-:----- 2 ./z "p,P'
com

p2 = r2 + a2 cosa l9,

.X - «' - 2n,,+.2, (3-25)

onde m. e a são parâmetros leais, com /?? > 0 pala gaiantii (ltie, no limite Newtoniano, as
forças gravita.cionais seja.m atiativas e não repulsivas, e as variáveis f. t) e p percorrem os
domínios

oo< / < (x) . 0 < J <n' 0 < P < 2a' ou r < p < n (3.26)

Os valores p = 0 e p = 2n ou y = :Ln (meridianos), 0 = 0 (pólo noite) e l9 = n lpólo

sul) caracterizam pontos no espaço-tempo onde o sistema de coordenadas (t,r,l9,g) falha,
mas este tipo cle singularidade de coordenada.s é bem conhecida da geometria do espaço
Euclicleano R3: o problema é fa.cilnieilte resolvido entendendo l:3.24) como definindo a. métrica
de l<etr num subconjLmto aceito e denso da. variedade IR2 x S'z. definido pelas condições
p :# 0 e A # 0.

A cluestão sobre (leal seria o domínio admissível pala. a variável iaclial r é mais delicada.
Primeiramente, observa-se (lue a.lguns dos componentes clo tensos métrico são singulares
quando p = 0 ou Z\ = 0. A condição p = 0, cine é ecluiva.lente às duas condições r = 0 e
t9 = a/2, caracteriza uma x;erdacleira singularidade clo espaço-tempo. como pode sei cle-
monstraclo, poi exemplo, pela observação de (lue o traço clo cluadrado do censor de curvatura
diverge no linaite 7 --> 0 j12. PP. ioo-ioel. Contra.piamente à prin)Cita expectativa, esta.
singulaiiclade tem a. tipologia. de um cilindro no espaço-tempo lo (lue coriespondeiia a um
cítculo no espaço localizado no plano e(luatoria.l) e portanto é chamada a. síllgt&/al'fda(/e ane/.
sendo deilotada aflui poi =. .X condição .À = 0. por outro lado, re(ltiei uma distinção cle
casos, pois .X e uma função (luadiatica de r' e pode tei duas. unia ou nenhuma. raiz leal.
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Inicialmente, observemos cine a. mét.fica. de lÇeti se reduz à métrica de Schwarzschild
quando a = 0, o (lue sugere interpretei a como o momento a.ngular (ou unia função do

momento angular) da fonte do campo gla.x:itacional. Portanto, pequenos valores de a coiies-
pondem a. rotação lenta e grandes valores de a correspondem a. rotação rápida, o que justifica
a seguinte terminologia:

Definição 3.1 As métricas cle l,ierr são di\:idiclas nas seguintes classes

a2 - 0

n ./ r,2 .,- ,m2

(Z2 == .r?.Z2

(t2 > J7}2

espaço-tempo de Schwarzschilcl,
espaço-tempo de l<eri lento
espaço-tempo de is.err extremo,
espaço-tempo de l<eir lá.pido.

Obviamente. no ca.se da. solução de Schwaizschild, a. função .X t.em duas raízes reais, da.clãs
pol'

'r+ :: 2'/I'z.

e mais geralmente, no caso da solução de lÇeri lenta., a função .X continua tendo duas raízes
reais, dadas por

r. = 0 cluando a = 0: (3.27)

Também é claro que no caso cla solução de Kert extrema, tenros apenas uma iaíz (dupla)

I'o == /'z?. (3.29)

enquanto (lue no caso da solução de lÇeii rápida, não existe nenhuma iaíz real. Porém,
estes tllt.amos dois casos não descievenl sit.uações físicas leais pois, desde o início. a matéria
(lue constituiria a fonte clo campo giavitacioltal a sei descrito pela solução de l<err não se
aglomera clentio de uma região limitada- lhas tende a se espalhar numa. legião cle extensão
ma.iot. cluando o momento angular excede a massa total. Portanto, iestiingiremo-nos no (lue
segue ao estudo cla solução de l<eri lenta- \'mesmo neste caso, observa-se (lue, ao contiáiio
clo (lue acontece na solução de Schwarzschilcl, a variável I' pode tomar o valor 0 e passa.i a
assumir valores negativos. desde cine a # 0 e desde blue estejamos roía. do plano e(luatoiia.l,
dado pot ti = a/2. .Assim, a condição .X :# 0 divide o espaço-tempo em três componentes
distintos, conhecidos como os ó/ocos de Bo#er'-Éíndqt& s/ e definidos poi j12, p. 6SI

Bloco l

Bloco ll
Bloco lll

r+ < r < oo

i'- < r < r+

- oo < r < 1'

aqui, .À > 0

aqui, A < 0

a(lui, A > 0

+1,
1 ,

+1,
(3.30)

on(te introduzimos a abreviação
siga-X ( :3 .31 )
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Figura =3.1. O empa.ço-tempo de l<err lento. A figura repi'esenta uma fatia 1 = const
da variedade IR2 x S2, onde a varia.vel i' (--oo < /' < oo) está (desenhada como e'
10 < e' < oo): portanto, o cento'o (la figura representa a. legião assintótica onde
r -'} oc que, apesar de aparecer menor, é tão extensa qtia.alto a região assintótica onde
I' --} oo. O eixo de rotaçã.o consist.e de duas netas completas: um eixo norte (l9 = 01
onde : = /'coso = r' (--.o < : < oo) e unl eixo sul (0 = n') onde : = 1'coso = --/'

1--oo < : < oo). A singularidade anel E é fot made pela interseçã.o da 2-esfera r' = 0
coiii o plano e(luatorial # :: n'/2, Dias nã.o obstrue a passagem entre as regiões I' > 0 e
i' < 0. Finalmente, cabe obseivai (lue o bloco ll não é uma regia.o espacial, pois neste
bloco, a variável r' mede tempo e não distância.

Ao contlálio da singularidade cle curvatura localizada em p = 0, a condição ..\ = 0 ca-
racteriza apenas uma singulaiidacle cle cootdenaclas (lue pode ser eliminada através cle uma
tiansfoimaçào cle coordenadas (coordenadas de lÇiuskal-Boyei-Lind(luist), identificando os
blocos 1, 11 e 111 como partes cle uma varieclacle maior, chamada a extensão maximal do
espaço-tempo de I'ierr lento, cuja estiutuia é cle grande complexidade IS, pp. 161-16SI. j12,
PP loõ-lr61. Novamente, nesta extensão, ca.da. dois blocos são colados pot unia subvaiiedade
blue corresponde a uma das condições i' = r+ ou r' - /- e, constituindo a fronteira comum
enfie dois blocos. caracteriza o limite cle validade. ou seja, o /lo/.í;oz?fe clo sistema cle cooicle-
naclas de cada uin. Esses horizontes possuem uin significado invariante. i.e., inclepelidente da
escolha de cooidenaclas. pois cada lmi deles age como unl tipo cle inembiana gemi-peiilieável
no sentido (lue toda geodésica, assim como clualcluet ouvia tiajetória. tipo tempo ou tipo luz,
só pode abra\:essa-la. em uma. determinada (liieção.
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O fato de que a solução cle l<eir é estacionária mas não é estática expressa-se pela
presença do teimo cruzado dZ (/y em (3.24): os campos vetoriais coordenada Ot e aP não são
ortogonais. Portanto, para uso posterior, intioduzinlos os campos vetoiiais j12, p. 601

y (,' + «')a. + ..õ, , }r av, + a sina J at. (3.32)

que são ortogona.is e satisfazem

z\P2 ,g( \< \'') g(H', I'r) = P' si«' J. (3.33)

Passando à discussão dos campos de I'iilling, observamos inicialmente que, novamente, a
solução de lÇeir possuo dois campos vetoiiais de lÇilling óbvios. que são os campos vetoliais
at e aP a.ssociados à.s coordena.das f e y, já que os componentes do censor métrico (3.24)
não dependem cle f ou cle g. Juntos cona o tensos métrico, eles definena três quantidades
conseivaclas para- o fluxo geodésico (lue esta.o em involução. (lue são a Hamiltorliana H. a
energia E e o momento angular Z,3 em tomo do eixo de lotação. Usando a liberdade de
cepa.ra.metiização afim cle geodésicos, podemos noimalizai o pa.iâmetio afim de tal maneira
que --2/7 vale l pala geodésicos tipo tempo, enquanto que vale 0 para geodésicos tipo luz.
De (dual(quer macio, em termos cle coordenadas em r(2,

E g,., (a. )" 4"
2mr\ . 2m.a r sina 0

." + ,, 'P,
l3.34)

l3.3s)', - ;,,'',,«.' - (,'*«'*";©);'«',* - "=P;,
e

Como o espaço-tempo cle I'ierr é apenas axialmente simétrico, não há motivo pala esperar que
existam outras (quantidades conservadas, além clãs já mencionadas. Portanto, a descoberta
de Clarter l21 de uma constante de movimento adicional pala o fluxo geodésico na solução
de Reli, hoje conhecida como a cora.slaizfe de C'armei', foi geralmente recebida com surpresa.
Posteiioimente, Walker e Penrose 1201 mostraram cine a constante de Claiter é o resultado da
existência cle um segtmclo campo sensorial de lÇilling .rf (lue chamaremos ferzsor de I'T''a/Éer-

Peizlose e que. novamente, fornece unia (luvita (luantidade conservada para o fluxo geodésico.

\ contribuição cla presente dissertação é a demoitstração do fato (lue a constante de
Cartel. considerada como a. (luatta (quantidade conservada pa.ra o fluxo geodésico na solução
de l<eii. está eni involução com as demais, pois o colchete cle Schouten do tensos de Walker-
Pentose com o tensos métrico e com os dois campos vetotiais de lÇilling af e aP é zero.
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Ademais, mostiaiemos (lue as (luanticlades conservadas assim obtidas são funcionalmente
independentes, o (lue permite concluir blue o ./Zü;ro geo(/tísico lza .se/uç(io (/e /I'e7'r é 71nz. .sistema
Hainittoni.ano completamente illtegráuel.

Iniciaremos a. demonstração dessa.s afirmações poi uma breve apresentação de um método
relativamente diieto para se chegam à constante de Claiter, seguindo j12, p. 001.

Consideianclo a expansão do campo vetoiial tangente + à. uma geo(tísica 'r,

ÍÕ, + J0o + ea. + ia. (3 .3 7' )

;ntrnrlllvi«Inc nS flin.-Ãpe

K"(,') = (,' + «')E - «Z,,:

lt)(tJ) = g('t,}F') = L3 --aEsin'0,
l3.38)

l3 . :39 )

observando (lue ao longo cle lama geodésica dada (com E e l,3 fixos), P' é uma função apenas
de r e 11) é [[ma função apenas de 0. Obtemos cona estas funções a expansão

r:a,. + 0a.p + v + 1,}''
p2 sina t)

(3.40)

o (lue permite substituir (3.36) poi

:,,'''.« - (,'*,''' Ã*J=,
Multiplicando pol p2:: r2+ a2 cosa 0, obtemos

l3.4i)

il;. + 2Hr2 = p4t92 + ;i=5--J -- 2Ha2cos2 o. l3.42)

Nesta e(luação, exceto pelo fatos p4, o lado esqueiclo depende somente cle r e f en(quanto
blue o lado direito depende somente de t9 e 0. Portanto, se p fosse unia constante, a e(luação
l3.421 selim separável e, em particular, a.mãos os lados desta e(luação seriam constantes.

A notável observação devida a Cartel é blue, embora a. equação (3.42) não seja sepaiável,
ambos os lados desta cquaçã.o sào constantes ao longo de cada geodésica. Em outras palavras,
podemos associar a cada geodésica ,y uma constante À:l :: XI,v, chamada a. consla72fe de (:'ai'Zer,
dada por

1: +2HT'', l3.43)

0LI

q-. ..:'J. .4
sin' 0

Pala uma clemonstiação direta do fato de (lue esta (luantidade é constante ao longo de I',
veja j12. p. :3õíl.

p'J' +
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A definição do censor de \Valkei-Peniose é baseada sobre uma propriedade geométrica
especial clo espaço-tempo de I'meti a existência de um pa.r de campos vetoliais iV+ e /V.
tipo luz que são autopaialelos, o (lue significa (lue as ('ervas integrais de iV+ e Ar. são
geodésicos tipo luz e justifica a terminologia cle chamar iV+ e JV- os campos uefor a s l?tl/os

príncípaás e seus fluxos as c07zgr éizcÍas nü/as principais da métrica de lied j12, pp. 79,9SI.
Explicita.mente,

JVü = Üa, + l3.4õ)

e ente.o j19, pp. 3211

K N-FQ N.2 + 7V. ® ]V+) + r' g. (3.46)

Notemos blue. ao contrário clo cluadiado clo momento angular cla solução de Schwaizschild,
o t.ensor cle \valker-Peniose é inclecomponível, i.e., ele não admite nenhuma iepiesentação
como soma. de ploclutos tensoiiais simettizaclos de campos vetoiiais de l<illing

Pala melhor organizam os cálculos a. serem executados, é conveniente introduzir, aléns
cla base (af, a,, a.p,av,) de ca.inpos vetoriais coordenada, com base dual ((/f, (/r,(/l9, dp) de l-
forntas coordenada, uma base ortonormal (EP) de campos vetoliais. com base ortonormal
dual (w/') de l-coimas, chamadas /e/e/enciafs o-rlorzorma s (/e Boyer'-Lzr?dqiéf.sf j12, pp. 00,91l:

Ei '

E. -

P

!a,
P

/:3

Eo

;;:;-ã (aP + a sin' 0 aí) ,

i:ii ((': + "n a. + «a.) ,

iiilg ((,, + «') ./p - « ./t) ,
P

l

(3.47)

P

col .=-.'.
'lz\l

(3.48)

ul = P(tÜ a sin' 0 (/g)

No sentido inverso

a. =
T ('«' * «'' "; - « ;:« "

.. - } ('Hz. .:«o,,)
l3.49)

V
p sin t9 v' A ÍÃÍ«' + «;i« o«')

d,9 - 1.2
P

asini9 v N«; -'- ü: + «o«')
(3.50)

A afirmação de ortonoima.lidade significa, ma.is precisamente, cine os componentes clo tensos
métrico nesta. base são
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gíj = g(EÍ,Ejl = ali.i , g'' = g(w':d') = cl.5''

cl = c , c-z = c3 = l

l :3 .5i )
onde

l :3 .52 )

e c é o sinal cla função A (+l nos blocos l e 111. --1 no bloco 11); veja (3.31).
posterior, listamos também todas as deiivaclas covatiantes dos campos vetoiiais E.
dos campos vet.odiais EP j12, p. 9SI (a denlonstraçã.o ellcontra-se no Apêndice B):

a2 sin z9 cos 0

,,2 .;« [') ,.. ]qT-7 rl \V UAAZ V LVV V
X7z. Zl;2 ::

Para uso
ao longo

E', l3.õ3)

l3.54)E-,

Vz,E. l3.õõ)

VK,E.z -.-F,., l3.56)

(3 .5 7' )VK.Eo FE\ )

qn.Es 'yK;Eo C
ar sin-0

E'. -- c " «; o v'l':\ E', l :3 .õ8 )

'7 E}. Es (3.59)

(3.60lVx.Ei = F'Eo +

VK.E2 a2 sin i) cos lil E.+ c (!-Sgl!.IZ.-Sd:l:ili! E;,P' P' l3.6i)

arsin 0
Eo + E;,C

3
P

(3.62)

yK;Ea
a cos t/ ]ã z. .p

'', .;- ,9

"p c;« t9:F'',
ricos J

' P3
.- ..; o v .ÀI

P'

l3.63)

VE.Eo l3.64)

l3.6s)VE.E,

yE.Eo gz., ( :3 .66 )

VE.Ea l3.õr)
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onde usamos a abieviação

,-i191-''lH l3.68)

Isso posto, podemos facilmente denlonstrai a seguinte

Proposição 3.1 0s campos t'efol'áajs JV+ e IV- de$rz dos /)or rg.4S,i são campos ue/OI';aís
ittttos principais da iTlét}.ica de lÇerr, i.e., são tipo [uz e autopüt'ate]os.

DEN'IONSTRAÇÃO t'sendo(3.32) e(3.47), escrevemos

jV:t = É a, + Z\-lV (3.69)

( :3 .70 l
ou ainda

P
jVJ: = ceou Et

e introduzimos as ]-coimas duais ]V+ e iV', definidas poi

/Vü(Ei) = g(jVü, Ef). (3.71)

l3.72)
que sao

P 0

Devido a (3.49), (3.50) e (3.70), é óbvio (lue ]V+ e ]V- são ca.mpos vetoliais tipo luz. Pala

mosttai (lue são autoparalelos, calculamos

V.x.tE;. (cEo :L Ei ) VE. Eo + VE: Ei Ü ( (VE. Ei + VE.Eo) 1: F' (cEo :L Ei ) (:3.73)

e obtemos

. ÇqN,::Nt
lki kz. :L ZJ

2

l.Eo j: E- ) + IÇq' V'.z.:tz. ('Eo :L E:)
0LcEo J:E

*á* Pgl*:i) l.EoÜ E:)

l.Eo :L E-)
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Passamos a. calcular os componentes do tensos cle Walkei-Peniose relativos ao referencial
ortonormal de Boyer-Lindquist:

A (lvli.x'f?) + ,'g"
! A (.'vl-vE + ]vlijv11

0

0

{ .& (]VSI.V! + JVI/X;! )
A (/vl7v!) + «'g''

0

0 ,,i,, ,,{,)(Á''')

CP2 + coi'2
0
0

0

0

--cP2 + ci r2
0

0

0

0

C2r2
0

A (jXfo 'V.;) + ,'g«
li A (JV?.V.; + JVIVVÍ )

0
0

! z\ (/VI' .ví + jv;'' .\'.; )
z\ (/\-';''Jví) + ,'g--

()
0

()

0

r'g22
0

()

0

t)

«'g;; /

l
(Ã'ij )

CP2 + coi'l
0

0

o o o
.CP2+cir2 0 0

0 c2'r'2 0

0 0 c3rz

cona o resultado

ca2cosz .D 0 0 0 \

n"'D - n'.i - Í S -'"'o s'o ,: ' l
o o o ,' /

l3.74)

Também é útil conhecem os componentes relativos às cootclenadas de Boyei-Lindquist. Os
componentes contra.variantes são

A' (df , dl) ;ílS(«' ;i«: o l.àl /\'"+ ü'+ «')' Á'")

i;l:':('' ;i"' o A + ü' + «D'..;:o)

1;;:(':0''+«n;i«:o + :+«q'«;'o

( (,' * «:

)

2nzr3 sina i9 )

2??2 r3 sina J
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lÇr' . lÇI.([r. (]r)

íÇú'$ = 1<Çdü,dt))

lç'pv = t<tav,ü-p)

)

. a2A ..;,
P'

r2

P'

l;i;iil;Í-i:g (IAI /\';; + a2 sin' 0 /I''o)

1;;:1iil7-lÍ.X (r'Z\ + a' sina J cos' t))

l;i-;i;lí-J-Ã. (r'(r' + a') + a' sina 0 cosa 0 -- 2mr')

;;;iia 0Z\((r' + a'cos:0)(r' + a'sin' 0) 2nz7'')

-h (,' * «';'«' , -T
Ã''" '/l,a'p) - ;ilÍliÍ(lz\l /'" + ("'+«')/\'")

i;k. ("'A + "'("' + «') «:' .p)

i;:lk(''(''+ "')+ «'(': + "')";'o - 2m,;)

{ (,: * «'

componentes covariantes são

/\'.. = A'la.,aí) - l (jz\ /I o. + a2sin't9/t 33) - P (A cos'l9 + r2sin:t9)

;i((r: + a:) cos't9 + r2sin't9 2inrcos'l9)
: (. 'Zt.lr cosa Ü

"' L"

Ã',, - A'w.,a,.) - íç;íÃ':: - -!T -;'ü
lÇüü = iÇtaÚ,i)ü) = pt l<aa - par'

' ;i';iií'J'Ã. \r lr 'r cl / -t u bin I' (,us c'

= ;;:li;7lJX((r'+ a' cos: 0)(r'+ a'sin' 0) -
L r.' . ,.,.;., ,. !=dl

2zn.ra
sini0
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/\',. = /\'(a«,a-) - sn20 ((r' +a'):/\ 33 + a'sin'0jz\ Ã'oo)

Ei;l-! (r:(r' + a:)' + a' sin' t9 cos' t9 A)

:l;l-!(r'(r' + a')' + a' sin: t9 cos' 29(r'+ a')
2n2.a4 r sina 29 cosa l9)

1l;l-g((r'+ a:)(r' + a' cos' l9)(r' + a' sin' t9)
2lna4 rsin2 t9 cosa 29)

(.,' *«'''"' *«';'.:,, :"'"',.;:;" '';'") ;:-',
Ã'*. = /\'(a',a«,) - -- s nl9 llZ\lasin'9 /loo + a(r' + "') sin'J /'33)

+ «'(,' + «'))

sleq:l-q (a'(r' + a') cos' t) + r:(I' + a') -- 2m.a:ecos'P'

«(,'*«' "qw) ;:«'«
, post.auto, pa.ia. o tensos contiavaiiante

« - Ç(,'*«' «: «;:"';

*-L(«'*..'::«'« T).;
T) ;:«' « : ", ,.,

I'eixos

cova.t'i a.n t. ea.i'ie

52

rt sina t9
a2 Z\ cosa 0

J)

l :3 .75 )

para o censor

K -A cos2t?(/rz + p2rad02

*('«' * «',','' * «';:«, «, . :'"';' '';:1 " ";: ") ;:«' « ~,'
- « (,' * «' ::«' , «" .'-

l :3 .76 )
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A demonstração do fato de (lue o colchete de Schouteil de /\' com o tensos métrico se anula
ie(luel um cálculo explícito do censor S' com componentes covariantes

SkIj -- 'qE*I{II -F 'yE.I\Jk -\- 'qE;I''-kI l3.rí)

Clom as feiiamentas desenvolvidas, podemos mostrar que todos se anulam (os detalhes
encontram-se no Apêndice C) e assim concluir:

Teorema 3.1 0 fera.se/' de I't/a/Á;er-Penrose é ürlz campo fensorja/ de /t'{//áng para a mtífrica
de lÇerr.

A cluantidade conservada. para. o fluxo geodésico associada ao tensos de Walker-Penrose. em
termos cle coordenadas em rQ, é

«, ri ?r'''P?f Pb i,
P'

+ r(i'' + a')(r'+ a2sin' z9) -- 2ma4 nin2 0 cos2tP~l sin2t9 @'

2 2a P
cosa t) F2 + P27 2 0a

l :3 .78 )

«(,'*«' ";@) :«'«,'*.

Queremos mostra.i (lue esta constante coincide com a constante de Clarter introduzida ante-
riormente. Pa.ta tanto. calculamos primeiro o produto escalar dos vetores nulos JVü, claclos

pela e(luação (:3.69), cona o vetou tangente à geodésica ', dado pela equação (3.40):

g( /Vü,+) = :L fg,,. + A.L',''-"')
C:onsicleranclo agora a e(luação (3.46) do tensos de l<illing tecemos (lue

/\'(+ ,+ ) z\g(N+,+) g(jV-,+)+ 7''g(5',+)

' (p21: -- P) (-- p2f -- iPI + 2Hr2

-l (IP2 -- p4F2) + 2.f/r2A
c,

de acordo cona a e(luaçã.o (3.43). Observemos ainda (lue a constante cle Clatter lealmente é
unia perturbação da (luantidacle conservada clo fluxo geodésico na solução de Schwaizschild
(lue é cluacliát.ica nos nionientos, o Z,2. pois

A:l.:o r4 02 + r4 sina t) j2 Z,i l :3 .í9 )
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Pala demonstial cine as (luat.ro quantidades conservadas E, Z,3. XI e H do fluxo geodésico
na solução de lÇelr esta.o enl involução, consideremos os anel-homomoifismos de álgeblas
cle Lie (2.21) e l2.20). Pela própria definição dos campos vetoiiais e tensoiiais de lÇilling,
precisamos calculei sonient.e os colchetes de Poisson cla constante de Cartel X: com a energia
E e com o momento angular [3, uma vez blue c]evido ao Teorema 3.1, o co]chete de Poisson

{2H.r} {c(g) ,c( /\' ) } c( IK, / 'll

se anula. Observância as expressões do tensos de l<illing (3.i3) e (3.76), vemos (lue os
componentes cle /\' nas cooident\clãs cle Boyel-Linclquist não dependem de t ou cle (p e portanto
os colchetes de Poisson

0
0

{E. À.: }

{ z,,. À.:}

{c(a. ) ,c( /\' ) }
{c(a. ) ,c( /\' ) }

c(la. , / 'l)
c( la.. / 'l )

também se anulam

b/lostiemos finalmente (lue as (luanticlacles conservadas E, Z3. X: e .f/ são funcionalmente
independentes, c.omo pode ser vetificaclo através de uni cálculo explícito do posto da matriz
Jacobiana.

atn . La, K .'zH )
a(Z, r', 0, y, f, F, 0,@)

0 a,E a.pE 0
0 a, L:3 a.9 Z,3 0

0 a,.K a.pK 0
ü '2. a,.H 'Z i)oH q

gtí
gí.,,

0

0

2a2p2 cosa O
A

gtp
gpp

2. i))H
'9r2goo 0

2 goo t9

O subcleterminante da deriva(la em relação às velocidades é

-- gí f
gfp

0
0

2a2p2 cosa ü
A '

2 g,.,.F

0

()

-- gfP

2 0.àH

atE . L3, K. .'Z H )

a(Í, l:. 0.9)
clet

2i2gJIÜ
2 güJ IJ

a,E a,E )8E a.,E        
a,l,. a,.Z'3   a,,Z'3   1)+ L 3   a.êZ'3
  a,K           %.K
  2a,# z. i)o n 2a,H   2 a,: H   L i).bH
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0

2(12P2 cos2 0

A
2 g,,Í

0 gp,,

2 r2g.pote a.iÀ=:

o- g,oo+ 'Z a.bH

gtç'

+ g*., detl afK

0

2g,,f

2 g,.,.F
IK~g.. 2 r2g.po d

2 go.p 't9

T) (,' * «' * "qp) ;:«' '«

4ln.Za2r2 sin't t9
+

4
P

2 2 2a P cos
x 4P2F0 Â

p'r''
A

,'+.,,+--
. P'

2nzr
a2 sina t9

2P "vFa) ;:«: «

4nz2a2ri sina J
4P4+

4P
C.:E'' '";' " ,Ó

4 p6 sina t9 f 0

Definindo

Zsini9 U Zz9 U Z'P,
onde

Z;i.o = { (q,4) / sin29 = 0 },
zó 4)/o
Zr = { (q, 4) /Í = 0}.

isso mostra que os gradientes das quantidades conseivaclas são !idealmente independentes
fora de .Z, e como Z é um subconjunto cle medida nula no espaço de fase rQ, concluímos
(lue as cluantidades conservadas são funcionalmente inclepenclentes. ( Na veiclade, calculando
outros subcleterminantes. podemos mostrei blue o subconjunto de dependência funcional é
ainda menor do cine o Z dado a(lui, mas não precisaiemos deste fato.) R.esuminclo. podemos
concluir cpe o .Pulo geodési.co nn so1ltçâo de lÇel'r é tlm si.éter la Hatititt.Olliano completatltente
irltegr(í ue t.



.z\pêndice .A.

Colchete de Schouten

Sda ]v uma vatiedacle. Definimos um ca.rll./)o /r? i////?,e/OI'ía/ .sáméfl'íco de giro /) sobre lv (omo
sendo lml campo sensorial cle gra.u /) t.otalmente simótiico e confiava.diante, ou seja, uma. sega.o
clo fibiado vetorial v' 7'À/, e um cair po /ntl/f;t'efolla/ .sirlzéíl'ico sobre i4/, sem especificação
clo grau. como sendo uma combinação linear de campos multivetoriais siinétiicos sobre .L/
de vários glatts, ou seja, uma seção clo fibiaclo vetoiial

O espaço dos campos multivetoiiais simétricos de grau f) sol)ie iv sela denotado por

x'(]1/) = i'(V'' 7'J}/)

e o espaço dos campos multivetoriais simétricos sobre ]k/ poi

.t"(A/) F(y ru)
Em coordena.das locais .z;', um campo inultivetotia.l simétrico P de grau /) possue uma repre-
sentação da coima

P -- -= Pi''''ip t)i.v

onde v i'epresenta o pl'oduto tensorial simet.i'izaclo, i.e.
.X'i, . . . . -\. C l (J\l'),

« af., IA.t)

temos pala campos vetoriais

.X't v . . . v -X. .V.(t) © - ' ' Ç) -X'.(p) IA.2)

Em conaponentes, a operação cle simet.iiza.ção sela indicada colocando os índices conespon-
dentes entre parênteses:

pu- 'a - L >1' p-''-,-.'''''. (.A.a)

56



ÀPEND}CEA (.'OLCHETE DE SCHOUTEN

Em paiticula.r. pala- p = 2
P(íj) piJ +- pJ'

2
(A.4)

Em 1940, Schouten introduziu um colchete para. campos multivetoriais, hoje chamado o
co/c/zefe de Sc/zo{/fen, que pode ser visto como uma família de aplica,ções

1.,.1: i'(y'7'w) x r(y'r&/) --} I'(y''F''' rA/), (A.3)

com as seguint.es propriedades

(i) Bilineaiidade (sobre IR): Pala ai,a2 C R, P,Pi,P2 C i'(V'7'W) e Q,(2i,Q2 C
F(y ' r.l/) .

la p + a,p2,QI
IP,a Q + a,Q,l

a- l p-,QI + a, l&,QI,
a ip,Q 1 + a,IP,Q21.

IA.6)

(A.T)

(ii) .Antisimetiia: Pala P C i'(V'7'&/), Q c r'(y" 7'Jv),

IP,c?l + IQ,pl (.A.8)

liii) Identidade de .Jacobi : Para P C I'(y'rJt,/), Q c I'(yç TM), R c I'(y' T/v)

IP,IQ,Rll+ IQ,IR,r'll+ la,ip,c211 = o.(A.91

liv) Regra. cle Leibniz com respeito ao produto sinlétiico:
r(y" r v). R c r(y'rw),

Pa-« P C r(V'' 7',v), Q C

IP,Q«RI IP,QI«R + Q«IP,al (A.IO)

(v) Normalização: O colchete cle Schouten de duas funções vale 0, o colchete de Schouten
cle un] ca.mpo vetotial -X' e uma funç.ão ./ é igual à derivada de ./ ao longo de .Y e o
colchete cle Schouten de dois campos vetoiiais é igual ao seu colchete cle Lie

Obviamente, a condição cle normalização e uma paire da regia de Leibniz podem ser combi-
nadas na afirmação cle (lue o colchete de Schouten enfie um campo vetorial X e um ca.mpo
mu[tivetoiia[ P (lua]quer é igual à c]erivada. c]e Lie c]e P ao ]ongo de .X':

lx,pl IP,.x'l (A.ll)

Tambéna é fácil ver (lue para campos nlultivetoriais deconlponíveis, devemos tei

l .xt » . . . « -\'. . }'l « . . . « yçl
P q

}: l>: 1 .x'í, v} l « -x'- « . . . « .v; « . . . » -x'. « }l » . . . « Ç} « . . . « h.
í=1 j=i

IA.t2)
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onde o símbolo : significa cine oaigumento coiiesponclente deve ser omitido. Em coordenadas
locais #', escievenclo

'' ai. v ... v ai '''4:v
e

l p. Q l = ?;i.i.-J':-Í)i l p, Q I'-'-*--'-'-' ax;. « . . . « ax;...
l 9

obtemos

l p, Ql*- '''',--,--
tÓ':JíÍÍ'a õ:'.:l!='ãl..j, p"- ;--- a. Qj: ...''

l

P!(q N J' '.''.h'.]. e'" ''. a,p;-''';',
IA.i3)

onde (S l;.'...IAI' significa o sínabolo de l<roneckei totalmente simetrizado: valendo l se(kl, . . . . k,)
e (/i, . . . ,/,.) são relacionados poi uma permtitaçào (pal ou impar) e 0 ca.se contrário. Em

termos da notação pala. a simetrização introduzida eln (A.:3). est.a e(luação pode sel ieesciita
como

l p, QI'- '''',+,-- (!:l!...!-.-.!-! PI(k-.. k.
(P - 1)! q! '

- (:iT;l:-íP Q'K'

l IQtp...t.+ç-t)

.kq-t alFA'ç..-kp+ç-i). (A.14)

Reciprocamente, essas fóiinulas podem sei usadas pata delnonstiar a. existência clo colchete
de Schouten. Tal procedimento é análogo à maneira como se demonstra a existência da
derivada exterior (/ pala foinlas diferenciais. Outra proptieclade (iue o colchete de Scllouten
tem em comum com a (leiivada exterior é o fato de (lue iia e(luação(A.14), podemos substituir
as derivadas comuns ar poi deiivaclas covaiiantes Vr com despeito a clualquei conexão X7 em
/k/ sem torção:

l p, Q 1*- '''*,-'',-- (8.J:.-2.-:-!)i pí(k....t,
(P - 1)! q! '

-- (5t:1líli! Q'a-

l \71Qkp'''kp+ç-- )

A'ç-t 'Ç71pkç...kp+ç-i ) IA.tSI

De fato, a diferença. entre o lado direito de(.A.151 e o la(lo cliieito de(.A.14) é

(P + q l)!
Plq!

'P+q-l

}, P PZK ..-k'-- I'l,,. Qkp'''J''

P+q-l

: qQIÜ''..k,-- i'l:, Pt,-..t'

l nlk;+ l ...kp+ç-- l )

l illki+ l -.kp+.- l )

t=q
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@'J'i-w (« '''*' ',-- -* «*«- *".-.«,

«'a''*-'..*.-- rb p*'*''-.',*..-«,)

@'Jf-u (« '''*' ',-- -* «*«- *".--«,

«Q''*-' .'.- rh p*,* ...*".-'«')

o blue se a.nula devido à simetria dos símbolos cle ClhristoKel I'k em / e m..

Finalmente. mencionamos que com as convenções cle sinal aqui adotaclas, o espaço .l "I .v l
dos campos nlultivet.odiais sobre iv, com o produto tensoiial simetiizado v como produto
a,ssociativo e conlutativo e com o colchete cle Schouten como comutacloi, se toma uma álgebra
cle Poisson. iiatuia.Imente associada à vaiiedacle ;v, (lue estende a álgel)ia cle Lie .l (.v) dos
ca.tipos vetoiiais sol)re ]V/. (l.Jma. álgebra de Poisson é unia álgebla. e(luipada. com um pio(luto
associativo e com uni comutaclol blue Ihe confere a estiutuia. (le uma álgebia. de Lie, tal (lue
como condição de compatibilicla.de, vale a negra de Leibniz.)



Apêndice B

Formas de Conexão

Neste apêndice, calculamos as expressões das deiivaclas cova.iiantes dos campos vetoiiais cle
Boyer-Lindquist e as cleiivadas cova.i jantes elos campos vetoliais nulos Nü

Proposição B.1 ,4s (fe1'aluadas cofiar'áaz2rcs dos campos t;ef07'7laís í/e Botei
Es, E4, obtidas Q pal't.ir d s fol'mas de colhe:cão, pela fórmtLla

Ltnd(I'ttist E\. E2,

qE.Ei w!(Ei'lE*
sao ps7.'

Vz:E. C

a2 sin t9 cos t9

' - ---lf::= E;. ,qK.E,
r

C
.3

'?u.Eo F E. c
n2 a;n l9 rne t9

'VuoEa -- \7EaEo
ar sin 0

' P3
a cosl9 -

' '' w',
qE.Es C

/)3
arsin J

+

Eo + c

'gK.Et = F Eo

qK.E.z
az sin tJ cos t9

60
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Vz;E.
a r' sin t)

Eo +

a I' sin l9

F--- z; ,
" r c; n ]9

.es???Vi l
P'

a cos 0 v/ zXI E

y E.E.z

V'n.Es

Vn.Eo

VE:Ea

on.(te usam.os a abi'eui.ação

a

DENIONSTRAÇÃO
são j12, P. 901

Lembremos (lue os campos referenciais oitonoimais cle Boyer-Lind(luist

P

!a.
P

Ea

Eo

psin d

e que os campos coiefeienciais ottonotniais Boyer-Lind(luist são j12, p. 91

co' z.'.
'lal

+ «') dy - « df)

J" = paü ü sin: J (/p)

Para calcularmos as formas de (.onexão dos campos iefeiencia.is de Boyer-Lindcluist devemos
acltai inicialmente as derivadas exteriores (/o' das l-foinaas duais acima. Pala este cálculo é
conveniente listam uni conjunto de fóinlulas de deiivaclas pa.ida.is:

r/ 2 sin d cos 0

P

a l a2 sin -t) cos t)

r 2(r -- ,]] )
a
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O cálculo das derivadas dos dois piimeiios (anlpos torna-se imediato, enquanto que o cálculo
das dua.s últimas derivadas procede colho segue:

c/(.p3 -- a ãlj(:i"o)l;i;;-J ao ,a l ,, + ?=:y.! ./«"','

a o
--:=== co

pv'lAI
2czr sin t9 0

CO'ACO

dw'
a h ',«ü'' * i

a2sin 0 cos J

'lz\l

!) ,./o...
P

2a sin t) cos l9

P

/?W'AW' +
') n

t0'Ac0'

2a sinl9 cosl9
) a o

--:=== (.o'

p vlal

r'«:... . !:1l!!y.!:d .:,'... 2« cos 0 V/ÍÃ 32

O resultado pala as cleiivaclas exteriores é j12, p. 921

'.: - (Ü:t@«-.«'
7' 2

r 3dua

dwo

(,: + a:) cos J
p3 sin tJ

2a r sin t)

pa

eT ?ip o 'f?li l? ...,'. .o

C01 A. UO

F' .:, - . .. 'z\l , ;
-=---= Lt/' A (.0'

.X partir destas fórmulas, podemos calcula.i' os coeficientes (le conexo.o ul, usando a pt'imeira
ecluação estrutural j12. p. S01

em conjunto com a ecluação j12, p. S21

«,; ( Et ) Çd.o' (E, . Ek'l -F qej clw' ( EK. Ei'l (iek d.oK 1. Ei. Ej ) )
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anão somando sobre ;. J ou É)-. com

CI == C , C2 C3 co

Desta forma.. temos

B i = 1.j
!((/.':(E2, Et) + ( (/«''(Et, Et)

O primeiro termo é diferente cle zelo somente pata A - 1, o segtmclo termo é diferente
de zero somente pala k = 2 e o terceiro teimo é diferente de zero somente para k = l
ou k = 2, insultando em

«.,4 ( Et ) ..* ./«,*W- , z,))

«,:l( z- )
«,4 ( E2 )

! ('/«''( E2, E. )
( . ./.,: ( z, , z- l

./«, :( E- , E, ) )
. d«,' ( E- , /Ç, ) )

d«.,'(E-, E2) ,

c du' 1. E\ . Ea'l

e i = l

«,:l(Ekl { (./.,'(E;,E*) + ''/«''(Ek, E-) - ''kd«,'(E-,E;))
O primeiro teimo é sempre zero, o segundo teimo é difelent.e de zero somente pala
É = :3 ou k = 0 e o teiceiio teimo é diferente cle zelo soment.e pala É - 3, resultando
em

«,:l ( z, ) ! (' '/«''( E;, E- )
wJ ( Eo l

. d«,"( E- , E; ) )
{ . d«,'( Eo, E- )

. ./«,; ( E- , E,)

e ; = 1,J = 0:

..* ./o*( E- , Eo))
O piimeiio teimo é sempre zelo, o segundo teinao é diferente de zelo somente pala
k = 0 e o terceiro teimo é diferente de zero somente pala b = :3 ou b = 0, iesultanclo
em

«.,.l ( /çx; ) 1./.,: ( Eo, Et ) d.o' 1. EK . E\ 'l

w.i(E3) = -- {c(/u;(Ei, Eo)

! (./«,'(Eo, E-) - ./«.,'(E-, Eo))«.,é ( Eo ) du' t E\ , Ea }

«,:(z*) { I'/«.':(z,, r*) + '/«''(z*,r,) '*a«'*lE;, z;))

O piimeiio teimo é sempre zero. o segundo teimo é diferente de zero somente para
É = :] e o t.eiceiro termo é diferente de zelo somente pala Á = :3 ou k = 0, resultando
ei'n

«,l{ ( E3 ) li('/«;'( E,, z,) - '/«.''( E,, E,))
«;lÍ(Eo) = ! c(/«,'(E2, E3)

(!..o; Ç Ez . Ea'l
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e ; = 2, .j = 0:

«,g ( Ek l { (d«.,:lEo, Ek) c du' Ç EK , Ez ) .* d«.,*( E, , Eo))
O piimeiio t.ermo é sempre zero, o segundo termo é diferente de zero soment.e para
É = :3 ou k = 0 e o t.erceiro teimo é clifereilte de zelo somente pa.ra h = 0, insultando
em

«,g(Z,) dw'(E;, E21

IÍ . (d','(Eo, E,) - d«,'(E,, Eo)l«.,g ( Eo ) . ./«,' ( E: , Eo)

e í = 3, .j = 0:

«,: ( Et l ! (d«,;( Eo, Ek) c (1lo' ÇEK . Es ) .* ./«,* ( E;, Eo ) )
O ptimeiio tetnlo é diferente cle zelo somente pala k = 1. o segundo termo é clifeiente
(le zelo somente pala A = 2 e o terceiro teimo é sempre zero, tesultanclo em

«,g(E:) { '/w'(Eo, E-)

«,8(z,) a«,'(z,, z.)

Obtemos portanto o seguinte resultado j12, p. 92

«:

«g

. (l!-: .-1:.1:2..Sie!.! (.p3
p3 sin t9 '

Usando agora a fórmula
qn:Ei uj( Ei ) Ek

concluímos a demonstração.

Lema)lemos (lue os dois (anlpos vetotias nulos são j12 PP 79.95]

/VJ: = Üa, + ,X 'L
P eEo-L E
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e (lue as um-coimas duais. determinadas pela condição

/V:t(E{) = g(JV:E, Ei)

sao

( - «.,' :L . «,' )

Proposição B.2 Ás e.rpiessõe.s (/as (/eriçadas couarianles (/os campos t;eforiaÍs n?z/os l\r:E

Vr. ]VÊ - px.* :L . T?iPPrif??V.,
P' V'lA P' X/lz\

eZP ~: * )«' * Eg-'
- ;"F~: V«'*Ê"'

ü2sin 0 cos J .

p' v/la

Vr: .\: :E

\7E: .V :L

Vz. .\rJ: - É c r' jVü
rzr sin l9 .3É
P

DnN'ioNSTn.\ÇÃo. Pala esta demonstração deveremos calcular explicitamente a expressão

IVE. jVü)( E. ) EE. ( JV :L ( Eí ) ) Nt Ç'VE*Ei]

Para. iniciarmos o cálculo (las expressões relacionadas ao primeiro termo da ecluação aci-
ma, obsetvenlos club o número cle casos pode ser reduzido observa.ndo que as expressões
Z,E*(NJ:(Eí)l são zero quando ; = 2 ou í = :3 ou É = :3 ou Á; = 0, enquanto (lue

,Cc. ( /Vt( Ei ) )
a

EE;. ( /Vü(Eo ) )

,CE, ( :V:t ( Ei ) )
az sin 29 cos -t9

,CE: ( zV :E ( Eo ) )
az sin l9 cos 0

Para o cálculo clãs expressões telacioitadas ao segundo teimo. distinguimos os seguintes casos



APENDICIE B. FORA,IAS DE('ONEX.XO 66

A expiessào V'E./s. nào possue componentes ao longo de /ço ou cle /sl (quando l
ou { = 0, portanto

/V:t (VE. E2) =
;lkí ("' :r '«,' ) (v' z:)

tc
a2 sin l9 cos l9

p:v'lAI
czr sin l9

C

p' vIAm
-- .VJ: (VE. E3 )

P 1«,' :r .'.,

A expressão \;Z:EI nào possuo componentes a.o longo de Eo ou de Et (luando ;
ou 1 :: 0, poitalito

-- /V:t (VE, /:2) =
;l\.i (''' :ç ' w: ) ( v', z, )

-- JV:t ( Vz, E3 )
2fii ("' :t: ' «,' ) (v', z;)

a cos29

VJ: (VE. Ei )
i;lk:i ("' :t: '«,: ) (v'; z- l

l;kÍ("'1:'«,')(v';Z2) -
P

'lal

arsinl9
C

p' vIA
cz cos l9

("':F'«,')(Vz;E,) - j:$' ,

czr sin T9

:VÉ (VE; Ea) =

/VJ: (VE. E3) =

.\í:E ( VE: Eo )
P

'lz\l
1«,o Ç c «,') (VE; Eo)

-- N:t (VE. Et )
i;hi (w' :F ' "' ) (v'. z- )

.Vt (VE. Ez )
P

'lAI
P

'lz\l

l;Ég ("' :F '"' ) (V'. Eo)

1«,' ::F: c'J' ) (VE. E2) =
a2sinl9cosd

.V:t ( VE. /?3 ) lwo ; c«,') IVE. E31 =
ar sin l9

É
2

P

- .Vt ( VE. Eo )

concluindo a (lenioilstração. D



Apêndice C

O Tensos de Killing

Lembremos (lue o tensos cle lÇilling na solução de lÇeii tem con

Á';' - ? (wivZ + .viJv!) + ''g;'
e componentes covaria.ntes

[Çij = 1- ÇNtNi-} N}NÍ) + r'gij

Pa.ra demonstiaimos (lue /\' é lun censor cle lÇilling basta mostra.i cine satisfaz a
l<illing

SKii -- x7n.I'iij -+ xgE.lÇJK -V 'yK,l.iKI

lculanios a seguir, lema)tanclo (lue JV/: := 0 se ; = 2 ou ; :: :3:

A(yK-.]y+). JYÍ+ Â/\r? (yE.JY').+ ,CE.(r:)

2 r' zX NI'iVÍ + ylq. 2cr

T41'',r)

lpoitentes contiavariantesl

club ca

gii

P

VE;. /I i l

Z\) JvJ' /ví +0ÜE

p r

2cr+2A +A P

.s'''.
3

EE: l A ) JVI' .'V; v+),/v; + .x
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EE; (A) JVI' f\ri+ A(\7É;;.V+l,]V;í + zX Aq (Vx;JV')a + ,CE;(r')g33

\:n.lÇoo

EE.(z\) .VI'A'.; + zX IVz.]V+). JV.;
eF b. NtNj; -- eF b. NtNj;
0 ,

+ z\ AV (VE. ]V ). + ,CE.(r:) goo

Vz. /I zi + 2 VE, /\'iz

EE. (Z\) ]V2+' ]V; + Z\ (VE. J\r+ ), ]V;
+ ,CE:(A) jV?'J\í; + A(\7r::V+).
+ ,CE:(.À) JVI' NÍ + A (VE, \r+):

+ 2,CE:(7'')gi2

+ A /VJ IVr. /V' ), + ,Cz.(r'lg22
Vn,N'l.:
V'E, /V') :

)) *'o)( '
S'2ii \l7E: /fi 1 + 2 'ÇzE. /I ie

EE:(z\).V?'.ATÍ + A (\7E,.\r+). /XTÍ + A 7V/' (Vz,J\r'). + ,CE,(r')gti
+ ,CÉ;.(A) ]V/'JV; + Z\ (\7E.]V+). .V; + Z\ Nf IVE.]V'):
+ EE.(A) J\r2+'J\ri' + A (yE. .y+): -yÍ + Z\ /y; ly'r./y ).

+ 2,Cr. (r')giz

-(-'::3=) ( ' h) (' e:3=)
* »c ':UF)aZsin J cos J

S'i33 \lzr. /I 33 + 2 VE, /I i3

EE.(z\) j\Ç'jV;' + A (VE./V+), /V;' + zX }V3+' (Vz.JV')3 + ,CE.(r:)g33
+ ,CE:(A) N/'A';'+ A(\7E;/V+). -V;'+ Z\IVT'(VE;/V),
+ CE:(.A) /V3+'À'.' + .X (VE;:V+); .VÍ + Z\ .\T' (\7E;/V ).

+ 2,Cr:(1'')g13
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(-)) * ' (;) (-'

\lzE;/x li + 2 \7E. /ft3

EE;(Z\) jVI'JVÍ + zX (Vz;jV+): VÍ +

-+- ,CE.(z\l Ar/'AÇ' + zX (VE. .''.'+). /V;
-t ,CE.(A) /VJ/VÍ + zX (Vr..V+); /VÍ
+ 2,C.. (,')g:;

+ !!eÜ.y A/vi''
P' ' ' P. '

+ al

A JVI' (VE. .V ):

+ z\ jvf (v;. ]v
+ zX jVI' (VE. JV

+ EZ;(r')gii
'):
' ):

arsin 0

S.oo VE. /\ oo + 2 V'z. /I'lo

,CE. (Z\) jVo+'JVI' + Z\ (Xzz. JV+ ). .'V;'
+ EE.(z\l A//'AÇ' + A(\zr..V+):
+ ,CE.(z\) /V.r/VÍ + z\(Vc..\r+).
+ 2,Cz.(,')g-o

lly aA /Vo+AÇ- - 2 r' A .\T'.%-p r
-VcF b.NI'Nj;

+ Z\ A/J' (\7E.JNT'). + ,CE.(r'IgOO
jV.; + z\ jVT' (VE.JV' ).

/VÍ + Z\ /VJ (VE. JV').

H:',
P

cFÀNllNi

(lê!:"
P

cF b Nt' Xl; -'ü

: .\ eV.
A

(r&NilNi

2(, «,á

Soir V'E./t tt + 2Vr. Jfto

,CE.(A) ]V/'jVÍ + zX (VE.]V+l. JVÍ +

+ ,CE.(A) /V;''%' + z\ (V'z.-V'). ]V.;
+ ,CE.(z\) JVI'/VÍ + zX (Vr..V+). .VÍ
+ 2EE.(r':)gio

eFX NINjt (Fb.N}N;

ÉINtN; 2FXNtN;

Â ]VT' (VE. .\ ). + ,Cz.(?':)gti
+ z\ N'?' (VE. ]V ).
+ z\ AV' (VE. ]V' ).

+ F:.«-.' 2 F à. N:'
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2(, - IL/) :,' ») o';'-"; -- 'w'n

\7E, /f33 + 2 \7'Z,/t 23

EZ,(Z\) .W AÇ + zX (VE,/V+); AÇ + A JV3+ (VE;,JV'l; + ,CZ,(r')g33
+ ,CE;(A) jVI'N;' + A (VE;jV+), JV:Í + Z\ jV;'' (VE;/V');
+ ,CE;,(Z\) AV'/V; + Z\ (VE;jV+), ]V; + Z\ jVJ (VE:JV'' ),

2 ,Cz; ( ,'' ) g2;

'Ç7Z: /I'22 + 2 VE: /l23

EE;(Z\) ]\rJ'/V; + A (\7E;J\;+), ;V; + Z\ ]VI' (VE,JV'), + ,CE;(r')g22
+ ,CE:(A) /VI'/V; + Z\(VE,JV+), ]V;' + A ]\rJ' (VE,JV');
+ ,CE,(A) j\TN; + Z\ (V'E,]V+), 7V; + Z\ Aq' (VE:jV'),
+ 2,CZ,(r'lg23

1 1

S200 \7E:/x oo + 2 VE./t 20

.CE,(z\) AV'JVJ' + zX (Vz,JV+). ]V.; +

,Cz.(z\l jVI'/V.; + zX (Vr.jV+), JV.;

EE.(A) JW'JV;+ Z\(VE.JV+). ]V;

2 ,CE. (r' ) g20

(::áF) (- á) * » (-

* ' (- e:3r) (-

zX AU (VE,JV' ). + ,CE,(r') goo

+ Z\ /VI' (VE.JV' l.

+ A JVI' lvÊ;./v ),

h) (E;3T)
a2sin 0 cosl9\

p' V'ÍÃT /

S022 \7Z./t'22 + 2 'Ç7E,/\ 20

EE.(Z\) ]VI'JV; + Z\ (VE..V+), jV;" + Z\ jVI' (VE.JV'), + ,CE.(r') g22

+ ,CE,(Z\) JVfJV.; + Z\ (VE,jV+): AÇ' + Z\ jVI' IVE,]V ).
+ EE,(A) W]V; + Z\ (VE:JV+). /V:Í + Z\ JW' IVE,/V'),
+ 2,CE:(r:) g20
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(}) ( ))

S'300 Xzz;; /I'oo + 2 \7E./\ 30

EZ;(A) Jyl%' + A (yr;7\r+). ]y.; +

+ EE.(Z\) JNq'JV.; + A (V'E.]V+), AG'

+ EE.(z\) jVo+'.N;;' + A (VE;.vV+). AÇ

+ 2,CE.(«')g«

- (#H) (-
(F3â) (- ;h) -- '- l

A /VI' (Vz;JV'). + EE,(r') goo

+ Z\ JW' (VE.JV ).

+ z\ jVI' IVr.]V' );

Ü) * - (
a.r sin l9P

;zi=iJ k' 7ia=i
ar sin t9

p'~,'lN

S'033 \lzÉ;./x'3a + 2 VÉ;; /i30

Ez.(z\) Aq'Xi' + zX IVz.]V+), jV;' +
.CE; (z\) jV:? ]V.; + z\ (VE; jV''' ); jV.;
EE;(Z\) /WAÇ'+ Z\(V'E:JV+). AG'

2 ,CE; ( r' ) g30

(})( Ê) *-

z\ /V:f (VE. ]V' ); + ,Cz. (,') g«
+ z\ /V:J (VE, JV' ).

+ z\ /VI' (vÉ;, JV ),

'))

2 S't23 2 X7E. /I'23 + 2 'ç7c: /ft3 +

E.. (A) (/V2+ J\Ç + JVI' .V;
+ zX (VE. IV+): .Vi' + A
+ z\ (VE. JV'''), .V; + A
+ ,CE,(z\) (N/' .\T' + :W'
+ A (VE, /V+): ,V;' + zX
+ ZX (Vz,JV+); ATÍ + A
+ ,CE.(z\) (/VI' ,V:í + jVJ
+ A (VE: /V+). .V;
+ A (VE. ]V+ ), .VÍ

2V E,/t'i 2

N
N

V
N

V

jv;

N'í)
N;''

A'í)

),
1, + 2,CE. (r') g23

IVr;

),
1: + 2,CE,(r:lgi3

),
1. + 2EE;.(1'')gt2
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- (' á) (:P) * - (:P) (-'á)
+A

2 S023 2\7'Eo/\23 + 2'Ç7E:/X 03 + 2VZ,/f02

,Cz.(z\l(JVI'' .v:i+ .VI' /V; )
+ Z\ (Vz.JV+), :\;' + Z\ /VI' (VE.JV
+ Z\(Vx..V+);.V; + A jV31' (Vz.jV
+ ,Cz,(A) ( .W' ,\;' + jV:J /V.;)
+ Z\ (Vr:.V+). -\;' + Z\ IVo+ (V'E:JV
+ zX (VÉ;:.V+); .V.Í + A Aq' (Vz:A'
+ ,CE;(Z\) (JVI'.V; + /VI'jV;' )

+ Z\(VE.JV+).-V;+ AAV'(V'E.JV
+ zX (V'E;JV+), .Vi' + zX jVI' (VÉ;,JV

&) (=F) * »

);
), + 2,Cz.(r')g23

),
1. + 2.Cz:(i'')g03

),
1. + 2Ez,(i':)g02

»(
P

ü cosl9
2

P

') S't03 2 \7E;. /I 03 + 2 'Ç7E. /\ i3 +

EE: (Z\) ( /Vo+ .V:i + ;W' /V.;

+ A (Vz.JV+). .V;' + A
+ A (VE. ]V+). .V;' + zX
+ ,CE.(A) l.vJ' .V.; + jVJ
+ zl (VE. jV+). V; + A
+ Z\ (VE. .V+ ), ,VÍ + A
+ ,CE;(.À) (jXr?' ,\'.; + /VI'
+ zX(Vr;JV+). .\i' + ,X
+ zX (VE; .V+ ). .VÍ + zX

2 Vz, /\'lo

NiÇVE.N
N{ÇVE.N
.ví)
Nt ÇVn.N
NIÇVn.N
rVÍ)
V'} ÇV E;N
Vl! ÇV u;N

).
). + 2,CE;.(r')g03

);
1: + 2,CE.(r')gt3

).

1. + 2,CE;(J'')gio
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(- á) (:''#H) *-( 'PH) (-Ü)
* » ('Ü) (- #H) * -(;H) (-'á)
*'( ';H) ( á) *»('Â) (-;H)

(;H) (- 'É) * »(- à) (-';X)
2 S'i20 2 VE. /\ 20 + 2VE,/t'io + 2Vz./t iz

EE. (A ) ( JV/ ;\i + zVI' /V; )
z\ (VE.JV+): ,\r;' + .À Ar!' (VE'.JV

zl (VE. ]V+). .\r; + zl jVJ (VE. /Xr

,CZ, (A) ( .\'r' -V.; + jW.vi' )
zX (\7E:JV+). /VÚ' + zX JV/' (VE,/V'
Z\ (VE,JV+). JVÍ + A JVo+' (VE,JV'
EE. (zX ) ( :VT' .Vi + /VJ /VÍ )

Z\(VE.J\r+). /V;+ zX JVip(Vz./V'
zX (VE. .V+ ), NÍ + zX /VJ IVE./V'

(' '(f3:r) (- ;h) -- ' (
*»( 'E:3=) (-à)
* » (::yP) (-'à) *

(z2 sin i9 cos l9 \
} +

p' «lz\l /

).
1: + 2 ,CE. ( r' ) g20

0

+ 2,Cz:(r')gto

2

+ 2EE.(1':)gí2

(q$:'n
à) (' ef:=)
cfyT) (- '

»(-

-(



Bibliografia

R. .\braham, .J.E. À/la]sclen: FoE(ndal;o]zs o/ ]}/ec/iülzícs, Addison Wesley, New York
1987

B. C.a\tel: Global Strtt.cite:'e o.f t.he lÇelt' Fam.i.l.IJ oJ Graus.t.atioitat Fields, Phys. Rev. 174
(1968) 1559-1571.

B. C.a.t\et. Hal-nilton-.Jacobi urtd Sclliõ(tii\gei' Sepoiat)le Sotutioi\ ojE-iíist.ein's Eqttatioi\s:
Commun. À'lata. Phys. IO (1968) 280-:310.

B. C.artes: lÇilling Tenso-l' Qlialtt.um. Ntult.bei's artd Coitserue(t CILt'-reitts in Cu-rt,cd Spüce.
Phys. Rev. D 16 (1977) :3395.

b/l. Dubois-Violette. P.\V. h'lichoi: ,4 (1'onl /n.Olz (7e/2ei'a/i:alíoiz o/ Z/i.e Fr(i/ crer-/VÜe12/}1zis

Bracket and the Scltottten Brackel. .for SyiTI.mel.ri.c Nlt [ti.uectot' Fi.e]ds. \ndag. M.ath.. N.S..
6 (1995) 51-66.

A.T. Fontenko, \;.V. Trofilnov: /}zfegr'aó/e Sys/e»}s oil L;e ,4/gebr'as and SymnzelrÍc Spa-
ces, Goiclon and Bica.ch, New Yoik 1988.

G.W Gibbons, R.H. Rietclijk, J.W/. van Holten: SUZ}'' lln l/ze .S'k.y, Nucl. Phys. B 404
(1993) 42-64.

S.W. Hawking, G.F.R- Ellis: 7'be Lallge .Sca/e Slr'tzclü/.e o/ .S'Face-Time, Cambiidge
Univeisity Press. Cambiiclge 1973.

R.P. \-..eT't: (.i-FQuitGt.i.OltQt F-ietd oja Spiitn Ttg l\'mass as al'l E=anTlple oJAlgebraicaltly Speciat

U/elric, Phys. Rev. Leu. ll (1963) 237-238.

V.'V. Koz\ov: Syrnrlteti'i.es, To-pologty attd R.esotla ices i.tt Harn{.ltott-ian Nlechanícs, Sptln-
ger Verlag, Berlin 1991.

C.W. N'lisnei. l-i.S. Thoine, J.A. Wlieelei: (7/at,ila/iol?, Freeman & Co., San Fra.ncisco
1973.

B. O'Nei11: 7/l.c 6i'f-o/lzcfl'g o/ /\ cl'l' B/ack Wo/f.s. .\.l<. Peters, \vellesley 1995.



BIBLIOGRAFIA

j131 G.E. Piiilce. NI. Ciampin: PT'ojefíue l)(Fcrelzflla/ GeomeZr# aizd Geodesic Oonseruafion
Z,a-w frz C;elzeia/ Be/afia,ily. /; Proyecfít,e dc/ioizs, Gen. Rel. Giav. 16 (1984) 921-942.

j141 G.E. Piince. N'l. Ciampin: ProjefÍue DÍ#ei'enf a/ Geontefry arzd Geodesic C'onseruatíon
l,ato írz GeReI'a/ Re/afÍt;ily. //; C'onse7'uaZ;oli Lülos, Gen. Rel. Grav. 16 (1984) 1063-1075.

jlõl R.H. Rietclijk. J.\\r. van Holten: /t{//írzg Teizsors arzd í/ ]Veto Z)üa/áZg/, Nuca. Phys. B 472
(1996) 427-446.

j161 1<. Rosquist: /ti//í/zg censor (,'07zseroafi07z Lato.s and Tbe r Geizerafors, J. Math. Phys.
30 (1989) 2319-2321.

j171 1<. Ros(luist, N'l. Goliath: Z,az Pa r Te/zsor.s alzd /nfeg7'aó/e SpacelÍmes, Gen. Rel. Giax:.
30 (1998) 921-942.

j181 J.A. Schouten: Z. óe7' Z)í#erenZ a/#olzÉorrl.lla/zlei} :tpeíer Á;orzfrat;az'Íanfer' G7'óssea, Indag
Math., N.S., 22(19401 937-942.

j191 R. Wald: vencia/ Re/alít;í/y, Chicago University Press, Clhicago 1984.

1201 M. Walker, R. Peniose: Orz Q zadral c f'ir'.s/ /lzlegz'a/s o/ l/ze Geodesic Eqttalíon.s /or' ry/)e
{22} Spacefí/nes, Clommun. À/lath. Phys. 18 (1970) 265-274.

j211 S.N. Zhang, \\r. Cui, \V. Chen: B/acÁ; Ho/e.s .Spín í?z .Y-Ra# /fina-r'Íes; Oóser'oatioi7a/
(l;onsequ lzces, .\sttophys. J. 482 (1997) L155-L158.

1221 S.N. Zhang, \V. Cui, W. Chen: Euádence /OI' /?ra/rle-Z)raggí?zg Árot&nd Sp nnáng B/ac#

Ho/es in .V-Ra B ?zarÍes, Astrophys. J. 492 (1998) L153-L157.


