Agregacao de Variaveis em

Programacgao Linear

Betty Rimarachin Lopez

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

PARA OBTENCAO DO GRAU

DE
MESTRE EM MATEMATICA APLICADA

Area de Concentracao: Otimizagao
Orientadora: Prof2. Dr2. Ana Flora P. de Castro Humes

Durante a elaboragdo deste trabalho,
a autora recebeu apoio do LCCA e apoio financeiro do CNPq

-Sao Paulo, Setembro de 1999-



Agregacao de Variaveis em
Programacao Linear

Este exemplar corresponde a

redagdo final da dissertacao
devidamente corrigida e defendida

por Betty Rimarachin Lopez e aprovada
pela comissdo julgadora.

Sao Paulo, 17 de Setembro de 1999.

Banca examinadora:

o Profa. Dra. Ana Flora Pereira de Castro Humes (Orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Manuel Valentim de Pera Garcia - IME-USP
e Prof. Dr. Nelson Maculan Filho - UFRJ



A minha mae Luvinda, com carinho.



Agradecimentos

Este trabalho é parte de um ideal que néo teria sido possivel realiza-lo sem a ajuda, o
incentivo e o companheirismo de amigos, colegas e professores. Estendo a todos a minha
gratidao.

A meus pais, sem os quais ndo chegaria aqui.

Sou grato em especial a minha orientadora e amiga Prof2. Ana Flora P. de Castro
Humes, pela sugestao do tema, pelos conselhos, pela nossa amizade, pela paciéncia durante
o curso de Mestrado e orientagdo desta dissertacao.

Agradego aos membros da comisséo julgadora, pela observacio de imprecisées e erros,
na versao preliminar deste trabalho, e por suas valiosas sugestoes.

Ao CNPq pelo auxilio financeiro.
Ao LCCA por ter-me permitido o aceso a seu laboratério de Computacao.

Sou grato também a Prof. Carlos Humes pela critica, conselhos e sugestées que me
ajudaram a conhecer melhor a drea de otimizagao.

Agradego a Paulo Silva e a Marcelo Gomes de Queiroz pelas criticas e por ter me
ajudado a resolver algumas duvidas durante o desenvolvimento deste trabalho.

Aos meus irmédos Leonel, Alex, Dina, Melva e Juan Carlos pelo apoio moral e incen-
tivo.

A minhas queridas amigas Katia Garcia A., Raquel de Jesus, Rosemary de Oliveira
F. e Magem Infante, que me ajudaram em diversos momentos dificeis.

A Carlos Pantaledn, pela amizade e ajuda em programacao.

A os meus compatriotas, especialmente a Gaspar Salas, Esteban Tuesta, Santos En-
riquez R, Walter Cardenas, Delhi Paiva, Nelson Vidaurre, Hernan Cuti, Xyoby Chéavez e
Nestor Castaineda, que tornaram mais agradavel minha estadia no Brasil.

Pela oportunidade de poder melhorar a minha formagéo académica e pelas facilidades
dispensadas, agradego a Universidade de Sio Paulo.

A os amigos brasileiros Sergio Munhoz, Cybele Dunder que me deram o prazer de
suas companbhias.

A todos, que de uma forma ou de outra ajudaram na concretizacio deste trabalho.



Resumo

Neste trabalho tratamos da metodologia de agregacido de varidveis de um problema de
programagao linear e, no caso mais geral, agregacdo simultinea de varidveis e de restrigdes.
Enfatizamos a discussdo de diversos limitantes, superior e inferior do valor 6timo do problema
original, fornecidos pelo problema agregado. Em particular, recordamos a existéncia de um
peso 6timo para o qual a solugao do problema agregado fornece a solucao étima do problema
original. Esta revisao é preparatoria para a questio central que é o problema de como melhorar
os pesos de agregagdo com a finalidade de obter a solugio quase-étima. E proposto para isto
uma estratégia baseada no método dos sub-gradientes. Fazemos ainda uma aplicagio do método
de agregacao de varidveis para problemas particulares de programagdio linear inteira. Alguns
testes computacionais preliminares sdo apresentados.

Abstract

This work deals with the methodology of variables aggregation and the case of simultaneous
aggregation of variables and restrictions for a linear programming problem. We enfatize the
discusion of many upper and lower bounds for the valor otimo of the original problem which
is given from the aggregated problem. Particularly, we remember the existance of an optimal
weight such that the solution of the aggregated problem gives the optimal solution for the original
problem. This review is preparatory to the central question which is the problem concerning how
to improve the aggregation weight so to obtain the quase-optima solution. To this one proposes
a strategy based on a subgradient scheme. We present also an application of aggregation of
variables to an particular integer programming problem. Some preliminar computational tests
are presented.
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Introducao

Métodos de agregacdo-desagregaciao e métodos de decomposicao tem sido
desenvolvidos para facilitar a solugdo pratica de problemas de programagao
matemaética de grande porte quando as limitagées computacionais tornam im-
possivel resolvé-los. Neste trabalho apresentaremos o método de agregacao-
desagregacao, com énfase na questdo de limitantes.

O método de agregacio de varidveis (restrigoes) consiste em substituir o
problema inicial (PL) por outro com menor nimero de variaveis (restri¢oes)
chamado problema agregado. No caso de agregagao de variaveis, a solugao do
problema agregado ( PAY) pode ser desagregada para obter solu¢des viaveis
do PL. Por esta razao, concentramo-nos em agregagao de variaveis.

Como o problema agregado normalmente tem informacao menos detalha-
da, as solucées de PAY nao produzem necessariamente a solucio 6tima de
(PL), porém sempre permitem a determinagao de solugdes viaveis e portanto
limites inferiores para o valor 6timo do PL(maximizagao).

Uma discussao inicial de agregacdo em programagao linear foi feita por
Fisher [6] e estendida por Zipkin[23], que conseguiu achar um limitante su-
perior para o valor 6timo do problema inicial PL(maximizagao), usando a
solucdo dual do agregado. Isto ampliou o interesse, j4 que a obtencao deste
limitante nos permite determinar a proximidade da solugio desagregada a
solugdo 6tima.

Nao ¢é suficiente ter solugées viaveis para o problema inicial (PL), quere-
mos ter solugdes o mais proximas o possivel do 6timo. Nesta linha é natural
os temas de pesquisa em agregacdo estejam dirigidos a responder as seguintes
questoes:



1) Como gerar bons problemas agregados para o PL dado.

2) Como construir iterativamente problemas agregados que permitam
uma melhor aproximacéo ao valor 6timo de (PL).

3) Como obter melhores limitantes a partir da solugao do problema agre-
gado.

Neste trabalho, abordaremos resultados referentes a diversos limitantes
para o valor 6timo de problemas de programagdio linear e para um caso par-
ticular de problemas de programacdo linear inteira. Também abordaremos
métodos de agregacdo iterativa onde os pesos sao modificados em cada ite-
ragao, enquanto a particao utilizada para formar o problema agregado per-
manece sempre fixa. Apresentaremos alguns resultados computacionais.

No primeiro capitulo, apresentamos resultados gerais de agregagao de
variaveis e de agregacdo simultinea de variaveis e restrigées assim como limi-
tantes do valor 6timo do PL. Os inferiores sdo obtidos usando desagregacao
de peso fixo ou desagregagdo otimal. A estimagdo de limitantes do erro
(Z* — ZV) causado por agregacio tem atraido a atengio de muitos pesqui-
sadores, entre eles Mendelssohn [18], Taylor[21] e outros. A maioria deles
procura melhorar o limitante de Zipkin[23].

O capitulo 2 trata de agregagdo iterativa. Inicialmente apresentamos um
método tedrico de agregagao iterativa proposto por Litvinchev[16] e basea-
do na aplicacdo do método do gradiente condicional usado em problemas de
otimizacgao restrita. Dada a dificuldade de usar este método, apresentamos
uma estratégia de agregagao iterativa usando o gradiente do Lagrangeano
associado ao problema agregado. Esta estratégia é proposta por Jornstein,
K. Leisten, R. e Storoy, S.[12]. Implementamos e damos resultados de alguns
exemplos numeéricos.

No Capitulo 3, apresentamos um resultado de Litvinchev e Rangel[17].
Eles aplicam o método de agregacdo de variaveis para encontrar um limitante
do valor étimo de problemas de programacao linear inteira multiknapsack. E
natural achar um limitante do valor resolvendo seu problema relaxado. Aqui
nao é resolvido o relaxado, mas um agregado do relaxado. Seguindo um
procedimento semelhante encontramos outro limitante para o valor 6timo de
um problema de programacdo linear inteira. Apresentamos alguns resultados
de exemplos numeéricos.



Capitulo 1

Agregacao em Programacao
Linear

1.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado o método de Agregacao e Desagregacao usa-
do em problemas de grande porte de Programacao Linear. O método consis-
te em substituir o problema original por outro, obtido fazendo combinagoes
lineares das linhas e/ou colunas da matriz de restri¢oes do problema de pro-
gramagao linear original, denotado por PL. A solugdo deste novo problema
nos permitird obter estimativas para o valor étimo do problema inicial PL.
Particularmente, se combinarmos s6 linhas (colunas) referiremo-nos a este
método como método de agregacao de restrigoes (variaveis).

Na secao 2 estudaremos a agregacao de variaveis e serd dividida em 4
subsegoes. Na primeira detalharemos a forma como é obtido o problema
agregado PAY. Uma vez resolvido o PAY, o préximo passo é achar solucdes
vidveis para o problema original. Isto pode ser conseguido com a “desagre-
gagdo” e sera tratado na subsecdo 2. Consideraremos a desagrega¢do de peso
fizo e a desagregagdo otimal. Para obtermos a solugao desagregada otimal,
precisamos ter resolvido o problema agregado PAY e outros pequenos pro-
blemas, que denotaremos por DP;(X}) . A desagregacio de peso fixo vai
nos permitir estabelecer uma rela¢do entre o valor 6timo (Z*) do problema
inicial e o valor 6timo (Z") do problema agregado PAY. Com a desagre-
gagao otimal esta relagdo serd melhorada, porque o valor 6timo da solugao
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desagregada otimal estard mais proximo do valor 6timo do PL. Na subsecao
3 apresentaremos os limitantes para o valor 6timo Z* de PL. Se estes limitan-
tes forem obtidos depois de se ter formado e resolvido o problema agregado
PAV, seriao chamados ‘limitantes a posteriori’. Alguns destes limitantes
requerem s6 a solugao 6tima dual de PAY e os outros requerem as solucées
6timas duais dos DPy(Xj). Limitante para o erro de agregagao definido co-
mo a diferenga Z* — ZV sera apresentado na subsecdo 4, este limitante se
denomina ‘limitante a priori’ e para obte-lo necessitamos formar o PAY,
sem entretanto precisar resolve-lo.

Na secao 3 sera apresentada a agregagdo simultanea de variaveis e res-
tricdes e sao repetidos todos os passos feitos para o PAY. Esta secdo ndo é
necessaria para o entendimento dos préximos capitulos. Inicialmente deta-
lharemos a forma como é obtido o problema agregado PDA. Na subsecao 2,
veremos o processo de desagregacao de peso fixo e ao contrario do que acon-
tece em PAY, a solugao desagregada tem o mesmo niimero de componentes
que qualquer solu¢do viavel de PL, mas ndo é necessariamente viavel para tal
problema. Na tltima subse¢ao obteremos um limitante para o valor 6timo de
PL, que é uma generalizacdo do limitante de Zipkin de agregacao de varia-
veis, e um limitante para o erro de agregacao definido como anteriormente.
O ultimo, chamado limitante a priori, é uma generalizacao do limitante a
priori obtido na segao anterior.

1.2 Agregacao de variaveis

1.2.1 Construcao do problema agregado
Suponha que temos o seguinte problema de programagao linear

ZF = mazxr czx
(PL) s.a Az <b
z2>0

onde ¢ é um vetor em IR", b um vetor em IR™, A uma matriz em RR™*".
Assumimos que PL tenha solu¢do étima finita. Seja

7* = min ub
(DL) s.a uA>c
u>0



o problema dual associado a PL.

Definigao 1.2.1 Dizemos que ¢ = {Si : k = 1...K} é uma particdo de
{1, ...n}, se

e SiNS;=9,i# 7]
L Uf‘;IS,-:{l,...n}
d

Para a particao o, vamos denotar por nj, a cardinalidade de Sy . Definimos
B* como a sub-matriz de A formada pelas colunas cujos indices estao em Sy.
Analogamente definimos os sub-vetores ¢* e z*. Denotaremos por A’ a j-

ésima coluna de A.

Definigao 1.2.2 Para cada conjunto Sy da parti¢dao o , diremos que o vetor
g* em IR™ € um vetor de multiplicadores ou vetor de pesos se cada
uma de suas componentes € mator ou igual a zero e a soma delas igual a um.
O conjunto dos vetores g*, k=1,...,K chamaremos simplesmente de peso e

o denotaremos por g.

a

Vamos construir o problema agregado PAY. Sejam ¢*, k = 1,... K os
vetores de multiplicadores. Definimos

A* = B*g*, Ge=c¢d  k=1,... K

A* & deste modo um vetor coluna obtido através de uma combinagao convexa,
das colunas de A associadas a Sj e analogamente ¢, é um escalar obtido como
combinagdo convexa das componentes de c associadas a Sy. Definimos

A=(AY...,A®) e e=(g,...,ck)
O problema agregado PAY é definido como:
Z¥ = mazx ¢X

(PAY) s.a AX <b
X2>0



e seu respectivo problema dual é

ZV = min Ub
(DAY) s.a UA>¢
U >0.

Denotaremos por X e U as solucdes 6timas para PAY e seu dual DAY,
respectivamente.

Dado o problema original PL, o problema agregado é determinado pelo
par (o, g). Com ¢ fixo, o problema PAY depende do peso g . Utilizaremos a
notacdo PAY(g) quando quisermos enfatizar esta dependéncia.

O problema agregado PAY pode ser obtido a partir do problema original
PL através da transformagao z = RX, onde z é varidvel do PL, X variavel
do PAY e R matriz em IR™*¥ dada por

R{j:{g;? se 1€S5;

0 caso contréario.

Assim o PAY fica

A max cRX
(PAY) s.a ARX <b
X>0

1.2.2 Desagregacao

Construido o PAY, encontraremos solucées viaveis do PL obtidas a partir
de solugdes vidveis do PAY . Este processo é conhecido como desagregacio.
Apresentaremos os seguintes tipos de desagregacao:

1) desagregacao de peso fixo
2) desagregacao otimal.

1. Desagregacao de peso fixo

Suponha que X seja viavel para PAY . Construiremos o vetor z* €
IR™ tomando z*¥ = X.¢* , k=1,...,K. Seja z a colecio de vetores z*,
arrumados segundo a ordem das variaveis no PL. Diremos que z é a
solugao obtida pela desagregagao de peso fixo de X e a chamaremos de

solucao desagregada de peso fixo.
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Proposicao 1.2.3 Se X ¢ vidvel para PAY ¢ z € a solu¢io desagre-
gada de peso fizxo, entdo x € vidvel para PL e cx = ¢X.

PROVA

K

K K
Az = Z BFgk = Z B¥(Xid*) = ZXk(Bkgk)

k=1 k=1 k=1
K

= > X A*=AX <. (1.1)
k=1

Como z > 0, z é viavel para (PL). Por outro lado

K K

"
ex = chmk = ch(ngk) = ZXk(ckgk) = ZXkEk =cX. (1.2)
k=1

k=1 k=1 k=1

=

Corolério 1.2.4 Se X ¢ solugcdo dtima para PAY e T € a solugio
obtida pela desagregagio de peso fixo de X, entdo cz = ZV < Z*.

PROVA ) )
Pela proposicao anterior Z é vidvel para PL e cz = ¢X. Como X é
6timo para (PAY), entdo ¢X = ZY, logo

ZV=eX =z < Z" (1.3)

Definigao 1.2.5 Diremos que g € peso 6timo para o PL se com este
peso, a solugao obtida por desagregagio de peso fizo € solugdo dtima
para o problema original PL.

a



Pelo Corolario 1.2.4, se g é peso 6timo para PL, entio Z"V = Z*.
Para qualquer partigao o , existe um peso g* com o qual o valor 6timo

de PAY(g*) coincide com o valor é6timo de PL. Infelizmente, a deter-
minagdo deste peso depende de uma solugio 6tima (desconhecida) de

PL.

Proposigdo 1.2.6 Dada uma parti¢ioo = {S,,..., Sk} de {1,... ,n}.
Se zo € uma solugio vidvel de PL e definimos o peso go como

% L. 1.4
= caso contrdrio (1.4)

. rin o

X vetor arbitrdrio em IR se Zjesk zo; =0

9o =
Zjesk Toj

entdo Xo definido por Xop = 3. g %o; € vidvel para PAY (go) e
CTg = EXO

PROVA

E claro que Xp > 0 e
K

K K
AXo = Z Xop AF = Z(Z :coj)Bkgok = Z Bfzof = Azg < b
k=1

k=1 jESk k=1
(1.5)

Assim X ¢ viavel para PAY(go). Notemos que a solucdo desagregada
de peso fixo correspondente a X, é xo. Entdo pela proposicao 1.2.3
temos

CTg = C_,'Xo.

Proposigdo 1.2.7 Dada wma parti¢io o = {Sy,...,Sk} de{1,...,n}
e uma solug¢do dtima z* de PL. Existe um peso g* que € peso dtimo para

o PL.

PROVA

Pela proposicao 1.2.6, escolhendo o peso como

= (1.6)

- caso contrario

11471 g N
. { vetor arbitrario em IR s€)ies, 25 =0

Z)ES;; rl‘



sabemos que o vetor X* = (X7,...,Xf) tal que X = > . o 7 ¢é
e

solugdo viavel para PAY (g*)

Z*=cz* =cX". (1.7)
Por ser X* viavel para o agregado PAY(g*) temos

eX*<zV <z,

De (1.7) e a tltima desigualdade vemos que ¢X* = Z¥. Ou seja X*
é solugdo 6tima do agregado PAY(g*). Como z* & sua correspondente
solucdo desagregada de peso fixo e por hipétese ela é 6tima para o PL,
entao ¢g* é um peso 6timo para o PL.

Observagao 1.2.1

a) Com a desagregagio de peso fixo, o problema PAY gera uma solugdo
vidvel e subotimal T para PL (ver 1.3).

b) Agregagdo e desagregagao de peso fizo, formam uma restri¢io adi-
cional do PL: z* = X,g*. Para cada k, z* esti restrito ao espago
vetorial unidimensional de miiltiplos de g*.

. Desagregacao otimal de X

Uma solugao desagregada melhorada pode ser obtida através da de-
sagregacdo otimal de X (solugdo 6tima do PAY), resolvendo K sub-
problemas :
maz  FyF
Dpk()_(k) s.a Bkyk S XkAk
yk > 0.

Suponha que para cada k =1,...,K, y* é solugdo viavel de DP;(X}).
Seja y o conjunto de vetores y*, arrumados segundo a ordem das varia-
veis em PL. Se para cada k= 1,...,K, §* é solugdo 6tima de DP;(X}),
chamaremos a j solugao desagregada otimal.
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Proposigdo 1.2.8 Dados PL, PAY e 0os DP(X}), k=1,...,K, entdo
lemos o seguinte:

a)A solugdo desagregada otimal § € vidvel para PL.

b)A solugdo desagregada de peso fizo T (restrita a cada sub-problema)
¢ uma solugdo vidvel de DPy(Xy), e

zv < Y dg o< 7z (1.8)

PROVA

k= k=1

E 6bvio que 7 > 0. Portanto § é viavel para PL.
b)

B*z* = B*(Xig*) = Xi(B*¢*) = X, A*
Como T é viavel para PL (ver 1.2.3) entao T > 0 , logo T* > 0 .

Portanto z restrita a cada sub-problema é solucao viavel de DP;C(XL.).
Entao para k =1..., K, tem-se

Z Fgt =g < z” (1.9)

logo pelo Corolario (1.2.4) e a pentltima desigualdade obtem-se

K
Z¥ =ex= Y oz <Z (1.10)
k=1

de (1.9) e (1.10) segue-se



Observagao 1.2.2

a) Com a desagregagdo otimal de X, os K-sub-problemas DPy(X}) ge-
ram uma solugdo vidvel § para PL, que é melhor que a solu¢io desa-
gregada de peso fixro T (ver 1.8 e Corolério 1.2.4).

b) So € possivel obter a solugio desagregada otimal depois de ter resol-
vido PAY .

1.2.3 Limitantes a posteriori

Encontraremos limitantes a posteriori para o valor 6timo (Z*) do pro-
blema original PL, depois de formar e resolver o problema PAY. Com o
objetivo de obter uma estimativa para este valor 6timo, é conveniente encon-
trar limitantes inferiores e superiores de Z*. Faremos isto baseando-nos na
informacao de PAY e dos DP(Xk). O quadro abaixo indica os limitantes a
posteriori para Z* que obteremos

( |4
Limitantes ugangg B
Inferiores usando DPy(X)
e |
P usando PAY { Mendelsohn
Limatantes ) Taylor
Superiores
_ It
usando D Py(Xy) { I

Os limitantes a posteriori: superiores e inferiores, dividem-se em limitan-
tes que utilizam o PAY e os que utilizam o DPg(X). O quadro acima expde
a classificacao. Passamos a descreve-los.

Limitantes Inferiores

Limitantes inferiores para Z* foram encontrados na segao anterior, quan-
do vimos o processo de desagregacdo. Para cada tipo de desagregacao cor-
responde um limitante inferior para Z*.
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1. Limitante que usa o PAY O valor é6timo (Z") do problema PAY é
um limitante inferior para o valor é6timo de PL, porque se X é solugdo
6tima de PAY, entdo sua correspondente solugio Z desagregada de peso
fixo é viavel para PL. Isto implica que ¢z < Z* e pela proposicao 1.2.3
tem-se ¢z = ¢X = Z". Logo

AR AS

2. Limitante que usa os DP(X;) A soma dos valores 6timos dos K-
sub-problemas D Py (X)) também é um limitante inferior para o valor

6timo de PL, ou seja
.

Z ciF < 77

k=1
porque a solugao desagregada otimal g é viavel para o problema inicial
(ver Proposicao 1.2.8). A desigualdade

K
k=1

obtida anteriormente indica que um melhor limitante inferior é obtido
usando desagregacao otimal.

Limitantes superiores
Para o cédlculo dos limitantes superiores, vamos supor a seguinte hipétese
sobre uma solugao 6tima z* de PL:

Hipoétese 1:
Seja o' = {S}, : k = 1,...,K'} wma particio de {1,...,n}, ndo neces-
sartamente igual a particio o utilizada para construir o problema agregado.

Ezistem dy,....d, nimeros positivos conhecidos € py,...,pxH nimeros nao
negativos conhecidos, tais que
/
E djmj* Spk, k=1,,1\/ (111)
JES),

Esta hipotese requer restri¢oes em x*, obviamente sem resolver PL. Estas
restrigoes tanto podem ser extraidas do conjunto das restrigoes existentes

13



quanto obtidas manipulando as restri¢des do mesmo. Em alguns casos pode
ser impossivel obte-las.

Encontraremos 5 limitantes superiores a posteriori para Z*. Os 3 primei-
ros sao obtidos através da proposigao 1.2.9 e utilizam a solucdo 6tima dual
do PAY. Os 2 tltimos utilizam as solu¢des 6timas duais de cada um dos
problemas DP;(X). Por isto dividimos os limitantes superiores para Z* em
2 grupos: os que usam PAY e os que usam DP;(X}).

1. Limitantes que usam o PAY
O conhecimento da solugao dual do PAY nos permite obter uma classe
de limitantes superiores para Z*. Vamos estudar 3 deles: de Zipkin, de
Mendelssohn e de Taylor. Para isto, a proposigao chave é:

Proposigao 1.2.9 Se a hipdtese 1 € satisfeita por alguma solugdo oti-
ma z* de (PL), entdo

2" < wb+eg, (1.12)
onde
K’ L i1t
B, = max [CLLA] Pk, (1.13)
o JES], dj
[a]t = maz{0, a} €
w >0 € um vetor em IR™.
PROVA
Yw >0

Z"=cz* < caz"+w(b— Az")
wb+ (¢ —wA)z”
= wb+ Z (c; — wA” )z ;%

i=1

K’ .
wb + Z Z [%} +dj$;

k=1 jes;,

IN
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K' - 14

c; — wA’
< wb+ max e Bl Zdja:j*
el 4 jest
< wb+Zmax o5 —wAll* ( hip.1)
— ] or  hip.
< max | =g | m P
= wb+ea, (1.14)
logo
7" < wb+eg,
[

Pela proposigao anterior sabemos que para qualquer w >0 em IR™,
o valor L definido como

L=wb+eg, (1.15)

é um limitante superior para Z*. Os 3 limitantes superiores indicados
sao obtidos usando valores particulares para w, a saber:

Limitante de Zipkin (L?) Zipkin escolhe w como sendo a solugao
6tima dual (U > 0 ) do problema agregado, w = U. Substituindo este
valor em (1.15) e denotando o limitante assim obtido por LZ, temos

K' n
—UA’T
Ub+Z§ré%;<{ D (1.16)
ou ainda,
K' = i+
k=1 jESL d] - -
Pela proposicao 1.2.9 temos que
K' a1+
. [JAI
Z°<I%=2" ST 1.17
< + 2 [ 7 ] Pk (1.17)

k=1

Limitante de Mendelssohn (L) Mendelssohn ao invés de tomar
w = U como no caso anterior, considera todos os miltiplos positivos
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de U, ou seja, w = U, com 6 > 0. Substituindo este valor em (1.15)
temos um limitante em funcao de 6, dado por:

K’ _ afr A1t
f(0)=0Ub+ ) max & = 6UA Pk (1.18)
p JES; dj

para o qual sabemos valer:
zZ= < f(9) Vo € IR,0 > 0.

O limitante de Mendelssohn é obtido minimizando f(#) em relagdo a

6.

< M
4" = mmin f0)=1L

Assim, temos:

M _
L" = 9er)1q119r;0f(0) (1.19)

: — U A"
= i, (000 + Z mer || )

K L it
= min (GZV max [ﬂ] pk>.
k=1

9€R,0>0 JESL d;

(1.20)

Limitante de Taylor (LT) Taylor escolhe w = U + Ab > 0. Substi-
tuindo este valor em (1.15) temos

K' = 1+
c; — (U + Ab)AY
9(A) = (U+/\bb+Zmax[J Z l Pk

1.21
JES] ( )

Pela proposicdo 1.2.9

Z" < g(A) VAeR tal que U+ Xb>0.
Logo
Z"<  min g(}),
AER,U+Ab3>0

obtendo assim o limitante de Taylor:
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LT = min  g()) (1.22)

AER,U+Ab>0
K' i i1+
, ¢; — (U + \b) A
— Ub + \bb 2
AeRfrUlf\bgo { A Z Eré%‘?{ [ d; ] pk}
_ (U + \b) A7
= ZV Abb
+Aeﬁf3£bzo{ +Z§2%?‘[ ] ] “}

(1.23)

Observagao 1.2.3

a) Com a finalidade de obter um melhor limitante superior para Z*, as
desigualdades de (1.11), que aparecem na hipdtese 1, deveriam ser o
mais justas o possivel, pois como a proposicio 1.2.9 usa tais desigual-
dades, os limitantes LZ, LM ¢ LT dependem das mesmas.

b) Note também que se U for solugdo vidvel para o dual de PL , entdo
L?=2" e por (117) z*<ZzV

Juntando com a desigualdade ZV < Z* obtida no Corolirio 1.2.4 ob-
temos

ASES/AS

¢) Fazendo uma comparagdo entre os limitantes aqui apresentados L?,
LM e LT temos

LM S LZ
€
LT <L?
porque de (1.19) temos
M < fu = r?
e de (1.22)
Lt < g(0) = L7



2. Limitantes que usam os DP;(X}). Zipkin descreve duas formas de

gerar o limitante superior de Z " quando se tem informagéo das solugées
dos problemas duais dos D Py (X}).

Limitante L'

Vamos continuar supondo que a hipétese 1 esteja satisfeita para alguma
solugao 6tima z* de PL, s6 que com a particularidade de que a particio
o usada para construir o problema agregado seja igual & particio o’,
mencionada em (1.11).

Suponha também que (1.11) seja satisfeita com d; = 1 paraj = 1,...,n,
ou seja, Zjes;‘ z;* < pr. Seja UF™ a solugdo 6tima dual de DP.(Xy),
para k=1,...,K. Entao

K
Zr = cx* <ecz"+ Z (U*"B* — ckyz**

k=1

K K
*
= ecx* — § Ck.’l,'*k-{—E :Uk kaawk
k=1 k=1
K

=3 U 24l

k= JESk
K .
=3 ) z(UF A
k=1 jE€Sk
K
< k™ A
< Z I}é%kx(U A7) Z z;
k=1 JESk
K 1
<3 [mao )] Y5
— JESk €5
K ¢ i+
< U* Al ,
< ; | max( )| P
logo
K oo 1+
z* < Uk* Al 1.24
< D | max( )| P (1.24)

1
1 K w* ain] T
Denotaremos por L' a soma ) ,_, | maxjes, (U* A?)| ps.



Limitante L?
Suponha que existe uma solugao 6tima z* de PL que satisfaz a a con-

dicao
entao
/A
d
<
<
<
Portanto

Bfz** >0,Vk=1,..., K, (1.25)

K
cz* < cx* 4+ Z U (b — Az”)

k=1
K K K
ca® + Y UMb UM (Y Be)
k=1 k=1 r=1
K K K K
ca®+ Y UMb=Y UMB* - U( Y Ba)
k=1 k=1 k=1 r=1,r#k
) K K K K
ca®+ Y Ub=Y Fat =D U( Y B2
k=1 k=1 k=1 r=1,r#k
K K K
DU UMDY BaT)
k=1 k=1 r=1,r#k
-
UF"b
k=1
K Z b; rnl?x U*.
=1
* - k*
7" <K Zb, max U; (1.26)

=1

Denotaremos por L? o limitante de Z* obtido aqui, isto é,

2 _ X k*
L —I(Zb,m’?x S

=1

1.2.4 Limitantes a priori

O erro resultante da perda de informacao se usado o método de agregacao
é expresso pelo grau de subotimalidade da solugio desagregada z, quando o
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valor da funcdo objetivo do PL em Z é comparada com o valor 6timo de PL.
Ou seja, o erro é dado pela diferenca que existe entre o valor 6timo (Z*) de
PL e o valor 6timo (Z") do PAY. Vamos achar um limitante para este erro
sem resolver o PAY, por isso o nome de limitante a priori. Continuaremos
supondo que a hipétese 1 ésteja satisfeita para alguma solucao 6tima z* de

PL.

Por 1.17, temos

K’ At
7=< 7V + max{[cj—ﬂ] }pk,

k=1 jES," dJ
que pode ser reescrita como
K' = 4 +
. [JAI
7*<7ZV+ (max [EJ—]> . 1.27
;1 JES}, d; Fe ( )
Tomemos nameros {r;}, j = 1,...,n tais que
ri>c; —UA, (1.28)
e definimos
-
RF = 2, k=1,...,K', 1.29
7] ‘ 129
De (1.27), (1.28) e (1.29), vem
7" <ZV + &, (1.30)
onde
K’ +
Ep = Z [Rk] Pk- (131)
k=1

O objetivo é especificar os r; em (1.28) sem conhecimento de U. Caso seja
possivel encontré-los, ¢, ser4 um limitante superior a priori de Z* — ZV. Na
préxima proposigao veremos uma maneira de obter estes r;.

Para cada j € S,k =1,..., K, consideremos o seguinte problema:
min, (C]‘_— vAY)
(P;) s.a vA* > &k
v>0



Proposigao 1.2.10 Se cada um dos problemas P; tiver solugio dtima r;,
entdo existe um limitante superior a priori para Z2* — ZV .

PROVA
Primeiramente temos que cada problema P; é vidvel. Como U é viavel para
o dual de PAY, entio

UA>¢ e U>0.

Assim, em particular U é viavel para cada um dos problemas P;. Entao,
minimizando sobre todos os pontos viaveis de P; temos

min(vA?) < U A’

logo
¢; — min(vA?) > ¢; — UA,
fazendo _
r; = ¢; — min(vA’) temos
rj Z C; — (_]Aj.

Encontramos assim r; que satisfaz (1.28) e que nao depende da solucio U de
DAV. Logo, de (1.31)

K'

o = Z (max [cj - min(vAJ')])+pk (1.32)

=1 JES} dj

é um limitante a priori para Z* — ZV.

A proposigao a seguir mostra um caso particular no qual os problemas P;
tém solucao otima:
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Proposigao 1.2.11 Se A > 0 e ¢ > 0 entdo cada problema P; tem solugdo
Jtima. Neste caso

K
55:Z(max[(cj—'ék%>/dj; JES,, Ax>0

i, :
k=1 J ik

)+pk (1.33)

PROVA
Para j € 5; seja

A: . (As -
_J:m'm{_J: A,-k>0}
Ak i ik

entao

Y .
A,'jZA,'k—J VZG{I,...,m}
Ark

Cada P; é viavel porque a solugdo dual do agregado satisfaz suas restrigdes.
Vv solucdo viavel de P;, tem-se

m

vAl = Z wAy; =2 z”‘: 'U:'/iik{ grj }
3 rk

=1 =1

> 'c'kmin{—f}i :/Lk>0}.
(1.34)

Portanto para qualquer v pertencente ao conjunto de solugdes viaveis de P;,
tem-se

minvA’ > & min{ /-11‘1' c Ag > 0}. (1.35)
v Ak

Cada P; é viavel e por (1.35) P; é limitado. Portanto cada P; tem solugao
6tima. Vamos mostrar que vale a igualdade em (1.35).

a) Se Ek =0

Vamos supor que em (1.35)

. A -
muinvA] > Ekmin{A.Z : A > 0}. (1.36)
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Neste caso é claro que v = 0 é viavel para P; . Pela condigiao A > 0, temos
que 0 minimiza vA’ sobre o conjunto de solugbes viaveis de P;. Entdao em
(1.36) teremos a contradigdo

0>0.
Portanto
minvA’ = Ekmin{éﬁ s A > 0}.
v Ay
b) Se ¢ >0

Sabe-se que cada P; tem solugdo 6tima e que a cada A;z > 0 esta associada

a solucao basica _
Ck
(OA—kO)

Assim, neste caso a solucado 6tima de (P;) é

sempre e quando satisfaca que

Vi € {1....,m}, tal que A;; > 0. Pelo fato de ser ¢ > 0, isto implica que
T Ay Ay -

A_uczfi—sk Vie{l,...,m}, tal que Ay >0.
Logo, desta desigualdade, tem-se
2: = min {j—i A > 0} (1.37)
Portanto
minvA’ = { ?k }A,J- = Cx min {& s Ag > 0} (1.38)
v Ask i LAy

Valendo a igualdade em (1.35). Substituindo (1.38) em (1.32) obtemos

K’ A +
gy = Z (mamjegL [(cj — Ck rrliin {A—ti s A > 0}>/dj]) Pk
k=1 '
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Kl

= Z <ma:1:j€5; [(CJ' + Ck mtax{_/i:«: : Aik > 0} /dj]>+Pk
' " ] +

= Z(rr}z;,x [(Cj—EkA——Z)/dj:Aik>07j€‘sllc:|) Pk
k=1 ;

[ |
O Lema de Farkas, que enunciamos a seguir, serd utilizado na demons-
tracdo da préxima proposi¢ao, que fornece uma condi¢ao necessaria e sufi-
ciente para P; ter solugdo 6tima.

Lema de Farkas
Dados os sistemas lineares

Fz <0
51 {e‘a: >0
e
Ety =e
52 {y >0

entao, ou S; ou S, tem solu¢ao, mas nunca ambos.

PROVA ( ver Dorfman[4], pag.504).

Proposigao 1.2.12 Dado j € Si. P; tem solu¢do dtima se e so se existe
A >0 tal que
NAF < A

PROVA

Vamos escrever o problema P; do seguinte modo
min,(¢; — vA?) = max,(c; + v(—A?))
(P)) s.aa vAk> ¢k
v > 0.

Suponhamos que P; tenha solugdo 6tima. Entao o seguinte sistema linear

—uT A% <0
(S51) ¢ —u <0
uf (=A%) >0
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nao tem solugao, porque se existisse uma solugao u, entao a sequéncia

{U + nu}nen

formaria uma familia de solugées viaveis de P; e o valor da fungdo objetivo
(U + nu)(—A%)

tenderia para infinito quando n crescesse, tornando P; ilimitado e contra-

dizendo a hipétese de P; ter solugdo 6tima. Portanto S; nao tem solugao.
Podemos ver S; da seguinte forma

—(A%Tu <0
—(A)Tu >0
Pelo Lema de Farkas, o seguinte sistema tem solugao
(-4 - fly = -ai (1.39)
y > 0.
Tomando
y' o= D ow'l; A20 e yu20

entdo temos em (1.39)
“MF—y =—A7 5 A>0 e y1 >0
Logo, temos a desigualdade desejada
AP < Al
Reciprocamente, suponhamos que existe A > 0 tal que
AR < A

A solugao 6tima de DAV satisfaz as restrigdes de (P;). Portanto (P;) é viavel.
Tomando uma solugdo viavel v de (P;) temos

vAF > e v>0
logo, por hipétese
vA? > v(AAF) = A(vA*) > NE
Desta desigualdade temos
min vA? > \e*

Portanto o problema P; tem valor 6timo.
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1.3 Agregacao de restricoes e variaveis

Vamos agora a agregar ao mesmo tempo, restricoes e variaveis do pro-
blema original. Substituiremos cada conjunto de linhas e colunas por uma
combinagdo convexa dos membros do conjunto. A anélise de agregacio de
variéveis feita na segdo anterior era simplificado pelo fato de uma solucdo
vidvel do problema original PL poder ser obtida a partir da solucdo 6tima
do problema agregado. Aqui a solugio agregada, quando desagregada, pode
até mesmo nao ser vidvel para o problema original. Suponha que temos o
seguinte problema linear

7% = mazr cz
(PL) s.a Az <b
z>0

onde como sempre ¢ € R", b € R™, A € IR™*". Vamos supor que PL tenha
solucdo 6tima.

Precisamos de 2 parti¢es e 2 pesos associados aos indices das linhas e
das colunas da matriz A.

Seja 0 = {Sx : k = 1,...,K} uma particio (ver definigao 1.2.1) de
{L,...n}ep={R :1=1,...,L} uma particio de {1,...,m}, onde n; é a
cardinalidade de S, e m; é a cardinalidade de R;. Como fizemos anterior-
mente, vamos primeiro definir os vetores peso:

Sejam

e g* : vetor (coluna) em IR™ de componentes nao-negativas cuja soma é
igual a 1.

o f!: vetor (linha) em IR™ de componentes nio negativas cuja soma é
igual a 1.

e g : sequéncia dos ¢g*, k=1,... K.
o f: sequéncia dos f', 1=1,...,L.

Os vetores g e f serdo chamados de pesos.
Sejam agora

& =(cj)iess V' =(i)ier,  Bf = (Aij)icrijes. (1.40)
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Para construir o problema duplamente agregado PDA definimos

G=cg"  b=fY  Ap=fBtg (1.41)
se L L
c=(c) , b=(b) e A=Ay (1.42)
O problema agregado PDA se torna:
Z0 = maz cX
(PDA) s.a AX <b
X>0

onde X é um vetor com K componentes. O dual associado ¢ dado por

ZD = min  Ub
(DDA) s.a UA>¢
' U>0

O PDA ¢ deste modo determinado pelo PL, as partigdes o, e p e os pesos
g ef._ Vamos assumir que PDA tenha solugdo 6tima finita e vamos denotar
por X e U as solugoes 6timas do primal e do dual respectivamente.

Desagregacao de peso fixo

Para qualquer par (X, U) viavel para PDA e seu dual, sejam

@ = Xig*, k=1,...,K (1.43)
W = Uf, 1=1,..., L. (1.44)

e (z,u) o par de vetores obtidos arrumando as componentes de z* e u', segun-

do a ordem das colunas e linhas no problema inicial respectivamente. Como
anteriormente, chamaremos a (z,u) solugoes desagregadas de peso fixo

para PL obtidas a partir de (X, U).

Observe que o problema que agrega sé6 varidveis (restrigdes), é um caso
particular de PDA, obtido quando se considera a particao p = {{1},...,{m}}
(0 = {{1},...,{n}}). Para o caso de variaveis (restrigoes), as notagoes Ae
PDA serdo substituidas por A e PAY (A\ e PAR) respectivamente.
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Na proposi¢ao a seguir demonstraremos que o valor da fungao objetivo
do PL na solugao desagregada z é igual ao valor 6timo do problema agregado
PDA. Também relacionaremos os valores Z* e ZP com os valores 6timos dos
problemas particulares mencionados no parédgrafo anterior.

Proposigao 1.3.1 Sejam Z% ¢ ZV 0s valores étimos para PAR ¢ PAY res-
pectivamente e (T,u) as solugoes desagregadas de peso firo para PL obtidas
a partir das solugées dtimas (X,f/) de PDA e de seu dual. Entao

a) ¢z =ub=ZP

b) 2V <z*< ZR

c) zV<zP < zZR

K
Z = Z-ck:?k = Z kag ZXkc g ZXkcL =¢X = ZP

L L
w = Y @ =Y Ufo=> Ub=0b=2P"

=1 =1 =1

b) Pelo Corolério 1.2.4 sabe-se que
zv <z (1.45)

Por outro lado, se A é o conjunto de solugdes viaveis do PL e A é 0 conjunto
de solugdes vidveis de PA® | entdo é claro que PAF é um problema relaxado
de PL, ou seja

AC AR (1.46)

porque se y € A, y satisfaz todas as restri¢ées de PL, portanto y também
satisfaz todas as restrigdes que siao obtidas através de combinacoes convexas
de restrigdes de PL, isto é y € AR. Por (1.46) temos

maxc'z < max c'z
TEA zeAR

logo
Z* < Z8,
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De (1.45) e a desigualdade anterior temos
ZV S 7* S ZR

c) Observe que o PDA pode ser visto de duas maneiras.
1- Como um problema obtido agregando sé restrigdes do PAY ou
2- Como um problema obtido agregando sé variaveis do PAF,
Em b) foi estabelecida a relagio existente entre o valor 6timo Z* do problema
inicial PL e os valores 6timos dos problemas obtidos agregando sé6 variaveis
ZV ou s6 restrigdes Z® no PL. Se em b) trabalhamos com PAY no lugar de
PL, por 1) temos

z¥ < ZP.

Analogamente se em b) trabalhamos com P A® no lugar de PL, por 2) temos
zP < Z~R,
Logo, das ultimas desigualdades temos
zV <zP < Z"”

[ |

Infelizmente ndo é possivel obter uma relacdo de ordem entre ZP e Z*.
As solugées desagregadas de peso fixo (Z,u%) podem até mesmo ser inviaveis
para PL e seu dual, excluindo os casos em que sé varidveis ou restri¢coes sao
agregadas. Quando se trata de agregacao de variaveis, ja foi demonstrado
(prop 1.2.3) que a solugdo desagregada de peso fixo Z é viavel para PL. Ana-
logamente em agregacgdo de restrigoes a solugao desagregada de peso fixo &
é viavel para o dual de PL.

Exemplo
Daremos um exemplo, onde as solu¢bes desagregadas de peso fixo (&, i)
nao sao viaveis para PL e seu dual, respectivamente. Seja o PL

maximize 100 x1 4+ 600 x2 + 1200 x3 + 2400 x4 + 500 x5 + 2000 x6
Sujeito a:

cl: 8 x1 +12x2 + 13 x3 + 64 x4 + 22 x5 + 41 x6 < 10

c2:3x1 +6x2+4x3+18x4+6x5+4x6<20
c3:5x14+10x2+8x3+32x4+6x5+ 12 x6<36

c4: 5x1 +13x2+8x3 +42x4 +6x5 + 20 x6 <12

29



¢d: 3 x1+2x2+4x3+8x4+8x5+4x6<24
ch: 3x1 +4x2+ 8x5<18
2;20,i=1,...,6

Sejam
o={{1,2,3},{4,5,6}} =p
Os pesos
g =(1/3,1/3,1/3) = f*

9" =(1/3,1/3,1/3) = f*
O problema PDA obtido é

maximize 1900/3 X1 + 4900/3 X2
Sujeito a:

cl: 69/9 X1 + 205/9 X2 < 22

c2: 42/9 X1 + 96/9 X2 < 18
X120, X220

As solugoes 6timas primal e dual de PDA sao

X =(2.869565,0) e U = (82.608257,0)
As solugées desagregadas de peso fixo obtidas a partir de (X,U) sdo

& = (1/3(2.869565), 1/3(2.869565), 1/3(2.869565), 0, 0, 0)

i = (1/3(82.608257),1/3(82.608257), 1/3(82.608257),0, 0, 0)

Observemos que a solugdo desagregada Z nao é viavel para o PL, porque
nao satisfaz a restri¢do 4. A solugdo desagregada % nao é viavel para o dual
do PL, porque nao satisfaz a restrigao dual associada a colunn 3.

Limitantes para o erro de agregagao

Vamos agora encontrar limitantes para Z*. Comecaremos com limitantes
que usam as solugoes desagregadas de peso fixo (z, u). Como feito anterior-
mente, vamos chamar estes limitantes de Limitantes a posteriori, e precisa-
remos que por hipoétese, as solugbes 6timas do primal original e de seu dual
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obedecam a um conjunto adicional de restrigoes, a saber:

Hipétese 2:

Seja o' = {S}, 1 k=1,...,K'} uma parti¢io de {1,...,n}, dy,...,d, ni-
meros positivos conhecidos e py,...,pgr nimeros nao-negativos conhecidos,
tais que para alguma solugdo dtima z* do PL

Y diZi<n k=1,...K (1.47)
JES,
Sejap={R;:1=1,...,L'} uma particdo de {1,...,m}, ey,..., e, nimeros
positivos conhecidos e q,...,qr nimeros ndo negativos conhecidos, tais que
para alguma solugao dtima u* do dual de PL
Yeu<q l=1,..,L. (1.48)
ieR)!

Frequentemente estas relagoes ((1.47) e (1.48)) podem ser derivadas di-
retamente das restricoes do PL e seu dual. As partigoes o’ e p’ ( nao sao
necessariamente as mesmas usadas para formar o PDA) podem ser escolhidas
tomando vantagem da estrutura do PL, com o objetivo de obter as desigual-
dades requeridas.

Proposicao 1.3.2 Se a hipdtese 2 for satisfeita para algum par (z*,u*),
onde ™ € uma solugio dtima de PL e u* € solugio dtima do dual de PL,
entao

ZP —e; < 2" < ZP 4 ¢, onde
KI y .
AT+
g = max pe €
¢ ; JES) dj

=2 {me [F])
PROVA

Z"=ub>u"b+ (c—u"A)T = T — u" (AT - b).

Vamos agora desenvolver a ultima parcela da expressio acima e utilizar
(1.48). Assim temos
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u*(A% — b)

logo

Z"=ub>cT—u (AT -b) >t —e; = 2P —¢;

ou seja

IA

IN

IN

IN

a

Z*> 2P — ¢

Analogamente demonstraremos que Z* < ZP + ¢} |

Z"=cx" <cx"+ulb— Az™) = ub+ (c — uA)z"

Como

(c—uA)z”

IN

n

> (e — udd)a;

i=1
K' s
v o 7 7
>3 [E g e
d; I
k=1 jes, I
K’ O
Cj — uAJ .
max | —— E djl'j
JES!, d; :
k=1 JES,,
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K'

< 3 {m [* 7)) T as

k=1 JES;
KI
c; — uAI |+
< S {mr [ et
temos
Z*<ub+4 (c—uA)z" <ub+el =20 4 ¢f
logo

Z*< 7P + ¢t (1.50)
Unindo (1.49) e (1.50) temos

ZP —e; <2< 2% 4 €7,

Limitantes a priori
A partir da proposigdo anterior Zipkin deriva um limitante a priori supe-
rior e inferior para o erro Z* — ZP. Continuaremos supondo que a hipétese 2

seja satisfeita por algum par de solugdes 6timas (z*,u*) do PL e de seu dual,
respectivamente. Tomemos nimeros r;, j=1,...,n tals que

r; > c¢; — uA’ (1.51)
e nameros t;, 1=1,...,m tais que

t; > Az — b, (1.52)

onde (,u) € solugdo desagregada de peso fixo (ver (1.43) e (1.44) ) para PL
e DL, obtida a partir de (X, U). Definimos

R* = mag;es, [gi] k=1,...,K' (1.53)
J
e
t;
T = mazicp, [—J I=1,. 00, (1.54)
€i

Pela proposi¢ao anterior e utilizando (1.51 - 1.54) concluimos que

ZP —e; < 7" < ZP 4 ¢f (1.55)
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onde

O objetivo ¢ entretanto especificar os {r;} e {t;} de (1.51) e (1.52) sem
conhecimento da solugdo desagregada (Z,u ). Se for possivel encontra-los,
—ée, e ¢ serdo limitantes a priori inferior e superior respectivamente para
Z* — Z. Para cada J € Sk, k=1,...,K considere o seguinte problema

minU(cj = U/IJ)

(P;) s.a U A* = Gk
U>0
e para cada ¢ € Ry, I=1,... L, considere este outro problema

maxy (—b; + A; X)
(Qi) s.a AX < b
X >0

Observe que se o PDA tem solugdo 6tima, entdo todos os problemas P; e

Qi sdo viaveis porque se X e U sdo solugdes 6timas de PDA e seu dual
respectivamente, entao

~

U>0 e

N

UA >

AX<b X>o.

Proposicao 1.3.3 Se cada um dos problemas P; e Q; tem solug¢io dtima,
entio —e; e ¢ sio respectivamente limitantes a priori, inferior e superior
para Z* — ZP.

PROVA

Usaremos as seguintes igualdades
GA=UA,  j=1,....n (1.56)
AT=A4X, i=1,...,m (1.57)



Como U é viavel para P; , entao por (1.57)

minUA’ < UAT = G A

logo N _
¢; —minUA’ > ¢; — uA’
fazendo N
r; = c¢j — minUA’ (1.58)
temos

r; > c; — uA’.
Analogamente como X é viavel para @;, entdo por (1.58)

A,’E = Z,X S ma:z:ZiX

logo _
—b; + A;7 < =b; + mazA; X
fazendo
= —b; + maz A; X (1.59)
temos
t; > —b; + Az

Por hipétese P; e Q)i tem solugao 6tima finita, entdo os (r;) e (t;) sao finitos e

nao dependem de U e X . Portanto —¢, e ¢} sdo limitantes a priori inferior

e superior respectivamente para Z* — ZP.
|
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Capitulo 2

Agregacao Iterativa de Varidveis

2.1 Introducao

Se os limitantes superior e inferior para o valor 6timo de um PL, obti-
dos resolvendo um problema PAY nio estio dentro de uma faixa razoavel,
entao devemos pensar num método que nos permita mudar iterativamente o
o peso para formar outro problema agregado que nos fornega limitantes mais
préximos ao valor 6timo do PL. E este o objetivo quando se usa agregacio
iterativa. O ideal seria que a seqiiéncia de pesos convergisse para o peso
6timo (secdo 1.2), mas este ainda é um problema em aberto, como afirmam

Rogers, D.F., Plante, R.D., Wong, R.T., e Evans, J.R. [20].

Nas secoes 2 e 3 apresentaremos um método teoérico de agregacao iterativa
proposto por Litvinchev[16], que consiste numa aplicacao direta do método
do gradiente condicional. E teérico, porque se quisermos utiliza-lo seria im-
possivel garantir as hipdteses necessarias para sua aplicabilidade.

Na secao 2, estudamos o problema auxiliar 1, equivalente ao problema
PL. Damos os detalhes que justificam a diferenciabilidade da sua fungao ob-
jetivo quando as condi¢oes da hipotese 4 sdo satisfeitas. Diferentemente de
Litvinchev, vemos que a fungdo objetivo do problema auxiliar ndo é conti-
nuamente diferenciavel em todo G, sendo num subconjunto que denotamos
por G. Na segdo 3 aplicamos o método do gradiente condicional ao problema
auxiliar 2, obtido a partir do problema auxiliar 1, substituindo G por outro
conjunto convexo, fechado e compacto que denotaremos por G..

36



Jornstein, K., Leisten, R. e Storoy, S.[12] guiados por este método tedrico,
considerando o gradiente do Lagrangeano associado ao problema agregado,
propoem uma estratégia de agregagao iterativa, utilizando uma atualizacao
de peso como no o método do sub-gradiente. Isto sera apresentado na segao
4. Implementaremos esta estratégia e a aplicaremos em problemas “multi-
knapsack” continuos:

Z* = mazr cx
s.a Az <b
<1,

x>0

(PL)

onde 1, é um vetor em IR" com todas as componentes iguais a 1. Consi-
deramos b nao negativo, para nao correr o risco de ter problema agregado
inviavel em alguma das iteragoes.

2.2 Problema auxiliar 1

Apresentaremos nesta e na préoxima se¢ao , um procedimento de agregacio
iterativa para encontrar soluges aproximadas de problemas de programacao
linear da forma

Z* = mazr cx
(PL) s.a Az <b
z>0

onde A é uma matriz em IR™*". Assumimos que PL tenha solucdo étima.
Tomemos uma particao § = {Si,..., Sk} dos indices das colunas {1,...,n},
um peso g e formemos o problema agregado como foi feito na segao 2 do
capitulo I. Assim obtemos

7 = maz cX
(PAY (g)) s.a  AX <b
X>0

e seu dual

N
Il

min  Ub
(DAY (9)) s.a UA>E
U>0



Vamos supor que para qualquer escolha de peso g, o problema agregado
P AV (g) seja viavel. Nosso procedimento de agregacio iterativa precisara de
outro problema, relacionado com o PL inicial, que chamaremos de problema
auxiliar 1. Antes de enuncia-lo, mencionaremos a notagao a ser usada:

- Denotemos por P o conjunto de solugbes viaveis do problema inicial

(PL), ou seja
P={zeR": Az <b, z>0}.

- G o conjunto de pesos que podem ser utilizados para formar o problema
agregado PAY. Isto é

G={geR"/g; >0, > gi=1, k=1,...,K} (2.1)

JESk

Associado a cada g € G, denotaremos:
e S(g): Conjunto de solugdes vidveis do problema agregado PAY(g).
® P.i(g): Conjunto de solugdes 6timas para PAY(g).
e D,i(g): Conjunto de soluges 6timas para DAY (g).
e 0(g): valor 6timo de PAY(g).
O Problema Auxiliar 1 que mencionamos é:

Z* =maz 0(g)
s.a ge@G

este problema tem como conjunto de solugdes viaveis um produto cartesiano
de simplexos.

Sabemos que Vg € G o valor 6timo do problema agregado PAY (g)
( denotado por 6(g) ) satisfaz a condigao

0(g) < Z (2.2)

e pela proposigao 1.2.7 existe um peso g™ para o qual §(g*) = Z*. Portanto
o valor 6timo do problema auxiliar é Z*.

O objetivo desta se¢do é dar alguns resultados que relacionam o problema
auxiliar 1 com o PL inicial e demonstrar que com algumas hipéteses adicionais
a fungao @ é continuamente diferencidvel num subconjunto de G.
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Diremos que o problema inicial (PL) e o problema auxiliar 1 sao proble-
mas equivalentes porque a solugio de um deles permite obter a solucio
do outro, uma vez que ambos tém o mesmo valor 6timo e se X9 é a solugao
6tima do PAY(g) e 27 é a correspondente solucio desagregada de peso fixo,
entdo pela proposigdo 1.2.3 z9 é viavel para PL e

O(g) = EX? = ez, (2.3)
Portanto, se g* é 6timo para o problema auxiliar 1, entdo z9° é 6timo para
PL. Reciprocamente se z* é 6timo para (PL), entio pela proposi¢io 1.2.7
existe um peso 6timo g* para o problema auxiliar 1. O seguinte resultado

mostra que com uma condi¢ao adicional, o problema auxiliar 1 fornece um
maximo global para o problema inicial.

Teorema 2.2.1 Seja ¢° um mdzimo local do problema auziliar 1 ¢ X° so-
lugdo dtima do problema agregado PAY (g°), (X° € Poui(g°)) tal que X >0,
k=1,...,K. Entdo a solugao desagregada de peso fixo correspondente z° ¢
otima para PL.

PROVA

Por ser ¢° um maximo local, entdo existe € > 0 tal que
0(¢°) > 0(9) Vge B(¢’)NG. (2.4)
Definimos na vizinhanca V(z°) a seguinte fungao
h:V(2°) — R”

onde para i € S;, temos

hi(z) = { Zr:;k s ¢ 2res, T # 0

0 _
9i se D res, Tr =10

Obviamente h(z°) = ¢°, porque
h(iLO) — IL'iO _ Xkog? — g? — g.O (25)
Zrésk :E"O ZrESk Xkogro ZT‘ESI: gr

A fungéo h é continua em z°, porque cada h; é o quociente de duas fungées

continuas e pela condigao X;° > 0 a funcio no denominador é diferente de

zero em z°.
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Pela continuidade de h em z°, existe § > 0 tal que Vz € B(z? d) temos
h(z) € B(g° €°). Dado que z° € P e P é convexo, entao

B(z%8)NP # @

Seja T € B(z° )N P. Como h é continua, h(Z) € B(¢°% ¢®) N G. Dado que
¢° é um méximo local, por (2.4) temos

0(g°) 2 0(h(7))

logo
ez’ = eX° = 0(g%) > 0(h(2)) (2.6)

Por outro lado, pela proposi¢do 1.2.6, como Z é viavel para PL, entio X =

(X1,...,Xx), definido por X; = 2 jes, Tj € viavel para PAY(h(Z)). Logo
eX < 6(h(Z)) (2.7)

Pela mesma proposigao temos

~

X = em. (2.8)

De (2.6), (2.7) e (2.8) temos

cz® > 7

Vz € B(2°,6)NP, indicando que z° é um maximo local para a fungio objetivo
de PL e como ela é linear temos que z° é maximo global. Ou seja z° é solugao
6tima para PL.

|

Antes de demonstrar que a funcdo objetivo do problema auxiliar 1 é
diferenciavel, desenvolveremos alguns aspectos da teoria de dualidade e a
aplicaremos a PAY (g).

Dual Lagrangeano

De forma geral, dado um problema linear P, existe outro problema asso-
ciado a ele chamado problema dual Lagrangeano. Se P tem solugdo 6tima,
entdo os valores 6timos de ambos problemas coincidem e o dual Lagrangeano
tem como solucdo 6tima os multiplicadores Lagrangeanos de P que corres-
pondem & solugdo étima.
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Para cada g € G, definimos a fungdo Lagrangana associada a PAY(g)
como

L(X,U)=¢X +U(b— AX). (2.9)
Consideremos agora a func¢ao dual Lagrangeana
q: R} — (—o0, +00]
definida por
q(U) = sup L(X,U) (2.10)

X>0

O problema dual Lagrangeano é

inf q(U)
s.a U >0.

A seguinte proposi¢ao sera utilizada na demonstracido do teorema de duali-
dade, quando f é linear.

Proposicao 2.2.2 Seja f : R" — IR conveza, continuamente diferencidvel
e seja J C {l,...,r}. Entao z* é um mdzimo global para o problema

maz  f(z)

s.a Ajz <b; j=1,..r

se e s6 se z € vidvel e existem escalares u}, j € J
tal que
u; 20, jel
u; =0, Vj€J com ;¢ A(z")
t™ = argmaz.es{f(z) + Z ui(Aj;z — bj)}.
JEJ

onde S = {Ajz < b; e j & J} e A(z*) representa o conjunto de res-
tricoes ativas em z™.

PROVA (ver Bersekas[3]).
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Teorema 2.2.3 (Teorema de Dualidade ) (a) Se o problema primal
PAY(g) tem uma solugdo dtima, o problema dual Lagrangeano também tem
solugdo dtima e os correspondentes valores dtimos sao iguais.

(b) X ¢ solugdo dtima para PAY (g) e U é solugio étima do dual Lagrangeano,
seeso’se)?GS(g),UZO e

eX = L()?,ﬁ) = sup L(X,U) (2.11)
X>0
PROVA
(a) VX € S(g) e VU € RY, temos
Ub— AX) >0,
assim
qU) > eX +U(b— AX) > eX. (2.12)

Tomando o maximo em (2.12), sobre todos os X € S(g), temos
q(U) >eX VU >0. (2.13)
Pela proposicao 2.2.2 existe U >0 tal que
Up-(bj— A;X)=0 Vj e
X= argmaxxzoL(X,ﬁ).
Assim, usando a defini¢ao de q, temos

oU) = L(X,0)
= X+ U.(b- AX) (2.14)
= X

Combinando as equagdes (2.13) e (2.14), vemos que U é solucao 6tima do
dual Lagrangeano e que

q(U) = eX (2.15)

(b) Se X é 6tima primal e U é 6tima dual, pela parte (a), temos
g(U) =X
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e de (2.12) vem

eX = L(X,U) = q(U) = sup L(X, ).
X>0

Reciprocamente, a relagdo (2.11) pode ser escrita como
X = q(0)

e por ser X primal vidvel e U dual viavel, a equagdo (2.12) implica a otima-
lidade para PAY e seu dual Lagrangeano respectivamente.
|

Observacgao 2.2.1

a) Pela demonstragio do Teorema de Dualidade € claro que a solugio dtima
do dual DAY (g)-é também solucdo dtima do dual Lagrangeano de PAY (g).

b) Pelo Teorema de Dualidade, para cada g € G o valor étimo de PAY(g),
denotado por (g) € igual ao valor 6timo do seu dual Lagrangeano. Além

disso se X e U sio solugies do PAY(g) e DAY (g) respectivamente, por 2.14
temos

0(g) = ,ljg{);g%L(z\, U)

= inf sup[eX + U(b — AX)] (2.16)

U20 x>0
= L(X,0)
Observemos que em (2.16) o Lagrangeano estd em fungio de g, porque ¢ e

A foram definidos em fungdo do peso. Enfatizamos isto substituindo L(X,U)
por L(X,U,g). Portanto escreveremos

0(g) = ,ljg{);uz%L(X, U,9)

= L(X,U,g) (2.17)
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Calculo de V,L: Desenvolvendo para cada g o Lagrangeano associado
ao Problema Agregado, temos

L(X,U,g) = eX+U(b-AX)
K

K
= > aXe+Ub—U(D_ A*Xy)
k=1
K

k=1

K
= > fdXe+Ub-U()_ B¢ X))

k=1 k=1
K K
= Z ( Z ngj)Xk 4+ Ub— UZ <Z Ajgj>Xk
k=1 JESk k=1 jESk
= > D (¢~ UA)g X, +Ub
' k=1 j€Sk

Por conveniéncia de notagdo suponhamos que as colunas de PL tenham sido
agrupadas segundo a ordem ascendente de seus indices. Se

DX, U] = [(cl _UANX: (e —UADXy ... (co— UA")XK]

Entao

L(X,U,g) =D[X,U]g + Ub (2.18)
De 2.18 temos

VoLl xuq = PX,U] (2.19)

e para cada componente j € S; temos

dL .

— = (¢; — UA’) X}.

ng/(x,u,g) (e )Xo

E claro que o lagrangeano L(X,U,g) e seu gradiente (2.19) sio continuos.

Observemos que a fungio objetivo do problema auxiliar esta definida num
conjunto que nao é aberto. Precisamos dar a definigao de diferenciabilidade
para este caso.
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Definigao 2.2.4 Seja F C IR™ ndo aberto e ¢ : F — IR. Diremos que ¢ ¢é
diferencidvel em F se ela pode ser estendida para uma fun¢do

h:U—=1R

que € diferencidvel no conjunto aberto U C IR™ que contem F.
O

O seguinte resultado indica que uma funcao definida num conjunto nio
aberto é diferenciavel se localmente em cada ponto zo do dominio ela pode
ser estendida a uma fungdo diferencidvel. No préximo teorema expressamos
isto formalmente.

Teorema 2.2.5 Seja FF C IR" e ¢ : F' — IR. Se para cada ponto zo € F,
existe uma vizinhanga V(z¢) de o e uma fungado

hz, : V(zo) = R

o

diferencidvel tal que
bz /vizo)nF = @

Entao ¢ € diferencidvel em F.

PROVA ( Ver Munkres [19])

Diferenciabilidade de ¢

Demonstraremos que a fungdo 6 é diferenciavel em

C~}’={g€IR":gj>0 e Zg]‘=1}

JESK

se as seguintes condigoes forem satisfeitas:
Hipotese 4

e Os conjuntos Pui(g) € Duri(g) sao unitarios Vg € G. Denotaremos por
X9 e UY as solugdes 6timas tnicas de PAY(g) e seu dual respectiva-
mente.

e Os conjuntos {X?:g € G} e {U?: g € G} sao limitados.
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Pela tltima condi¢do, podemos admitir que existe uma bola em IR¥

Boo[0; ] = {X e RX . max | Xk| < al}
=1,.,K
que contém as solugdes 6timas dos problemas agregados PAY(g) Vg € G e
também existe uma bola em R™

Beol0i00] = {U € R™ : max |Ui] < as)

i=1,...
que contém as solugdes 6timas dos DAY (g) Vg € G.

Como as solugdes 6timas de PAY(g) e seu dual tém componentes positi-
vas, entao os conjuntos compactos

K, = {X € IRff : maxKX;c < al}

=0 yeey

I(gz{UEIRT: max U; < ay}

i1=1,....,m

contém as solugdes 6timas dos PAY (g) e DAY (g) respectivamente, Vg € G.

Seja
H =R},
Formemos um problema por meio de combinagdes lineares (nao necessaria-
mente convexas) das componentes do vetor de custos e das colunas da matriz
de restrigées do (PL) com coeficientes dados por [. Obtemos assim um novo
vetor de custo ¢ e uma nova matriz de restricoes A. Praticamente estamos
construindo este novo problema da mesma maneira como formamos um pro-
blema agregado, mas com a unica diferenga de que [ ndo é necessariamente
um peso. Por abuso de notagio escreveremos PAY (/) e

Z = mazr cx
PAV(I) s.a Az <b
z>0

seu dual .
Z = min  Ub
(DAY (1)) sa UA>¢
U >0.



Se go € Ge Bs[go; €0) C H demonstraremos que existe uma fungao
g% Bg(go, 60) — R

diferenciavel, tal que
090/32(90;60)1’15 =90.

As proposigoes 2.2.7 e 2.2.8 fornecem alguns resultados que serdao usados
na proposicao 2.2.9. Assumindo que a hipétese 4 é satisfeita demonstraremos
que dados go € G' e uma bola Bs[go; €o] C H teremos que

a) VI € By(go; €0) o PAY(l) e 0o DAY (I) tém solugdes tnicas e

b) 3 um conjunto compacto K? em IRX que contém as solucdes 6timas
dos problemas PAY () VI € By(go : €0) e 3 outro compacto K¢ em IR™ que
contém as solugdes 6timas dos problemas DAY (!) VI € Ba(go; €o)-

Definigao 2.2.6 Dado | € H diremos que g(l) € G definido como
para k=1,...,K

¢ o peso associado a .

A seguinte proposi¢ao mostra que dado [ € H existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de solugées viaveis de PAY (/) e o conjunto de
solugdes viaveis de PAY (g(1)).

Proposigao 2.2.7 Dado | € H e seja g(l) o peso associado a I, entdo

a) X = (Xi,...,Xk) évidvel para PAY (g(l)) se e s6 se § = (J1,-..,Jx)
definida por )
o= k-
G =
ZiGSk lj
é vidvel para PAY (l). Além disso
cX =Tcy.
b) U é vidvel para DAY (g(l)) se e s6 se U € vidvel para DAY (l).
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(2.20)

Desta igualdade vemos que X é viavel para PAY (g(l)) se e s6 se § é viavel
para PAY(l).

K
X = Z?:l Eka = Z Ckg(l)k)—(k

k=1
K

— < kI v — k k=

= Ek:l C ZjeskliXk = ;C ) Yk

= Gk = (2.21)
b) Demonstraremos que para k =1,..., K

UAkZEk — UA\szk-
Para k£ =1,..., K temos
UAk > Ck

se e sO se

Uy Agt);) = (Y eigll);)

JESk JESk
se e sO se l /
j j _ J
"(Erean) = (Roead)
se e sO se
v(> w4) = (Y il
JESK JESk
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Esta ultima desigualdade é equivalente a

UA* > G
Portanto U ¢ viavel para DAY (g(l)) se e s6 se U é vidvel para DAY (1).

Proposigdo 2.2.8 Dados PAY(l) e PAY (g(1)),
a) X ¢é solugio dtima de PAY(g(l)) se e s6 se § = ({1, --,Uk), definido
por _
o=
k==
ZjESk lj
é solugdo dtima de PAY(l).
b) U ¢ solugio détima do DAY (g(l)) se e sé se U é solugdo dtima do
DAY(]).

PROVA
a) Suponha que X é solugdo 6tima de PAY(g(l)). Pela proposigio 2.2.7
y é viavel para PAY(l) e
eX =¢y. (2.22)

Se ¥ ndo é étima para PAY(l), entdo existe um y* viével para PAY (l) tal
que
cy* > ¢y (2.23)

Pela proposigdo 2.2.7 X* = (3 cs, Liyls - -1 2 jes, Liyk) € vidvel para
PAY(g(1) e
cX* =Tty (2.24)

Das relagdes 2.22, 2.23 e 2.24 temos ¢X < ¢X*. Isto contradiz que X é
solugdo 6tima de PAY (g(l). Portanto ¥ é 6tima para PAY(1).

A prova da reciproca é andloga a primeira parte.

b) Pela proposigdo 2.2.7 o conjunto de solugdes viaveis do DAY (g(l)) é
igual ao conjunto de solugdes viaveis do DAY(l) e a fungdo objetivo é a
mesma para ambos problemas, entdo U é solucido 6tima de DAY (g(l)) se e
s6 se U é solucio 6tima de DAY (1).

[ |
Proposigdo 2.2.9 Dado go € G e seja Bs[go;€0) C H. Se a hipdtese 4 é
satisfeita entdo

a) VI € By(go;€0) 0 PAV (1) e 0 DAV (I) tém solugées tinicas e
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b) 3 um conjunto compacto K? em IRY que contém as solugées dtimas
dos problemas PAY(l) VI € By(go;€0) € 3 outro compacto K¢ em IR™ que
contém as solugées dtimas dos problemas DAY (1) VI € By(go; €o).

PROVA

a) Dado [ € B3(go;€0) e seja g(l) o peso associado a [ (ver definicao
2.2.6). Pela hipotese 4 sabemos que PAY(g(l)) e DAY (g(l)) tém solugoes
6timas tnicas. Pela proposi¢io 2.2.8 deduzimos que os problemas PAY (1)
e DAY () também tém solugdo tnica. Pela parte a) da mesma proposigao
sabemos que se X = (X,,..., Xx) é solugdo 6tima tinica de PAY (g(()), entdo
= ("1,---,Yx) definida por

- Xy
= s
Z]ESk J

é solugdo 6tima tinica para PAVY(l). Pela parte b) ainda da mesma pro-
posi¢do, sabemos que se U é solugdao 6tima tinica de DAY (g(l)), entao U é
também solugdo 6tima tinica de DAY (1).

b) Para k = 1,..., K definimos as func¢oes

Pk : B2[go; €0) — R

como

pe(Z1y .. 2n) = Z L.

JESk

As funcées py sdo continuas e o dominio é compacto. Seja

my = min (z) e M= min my.
ZGBz[,Oo:Co]p ( ) k=1,...K

Demonstraremos que o conjunto

K?P = {X - Rf t ax X < ap}

=1,...

onde a, = a;/M, contém as solugdes 6timas dos problemas PAY(l) VI €
Bs(go; €0). Por a) § = (41,...,7x) é solugao de PAY(l), onde

Ye = =
ZiESk lj

€ (Xl,---,X]\’)GI\,]
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Portanto
aq

T
Yk > M S = Qp.
ey € KP.
Pelo demonstrado ao final do item a), podemos escolher K¢ = K.

Extensao Local de 0

Agora que sabemos que VI € By(go;€0) o PAY(l) e o DAY (I) tem so-
lugbes 6timas tinicas, usaremos a notagdo g para indicar qualquer elemento
da B;(go; €0) € X9 e UY para denotar as tnicas solugdes 6timas do primal e
dual respectivamente. Definiremos a extensdo local de § em Bs(go; €o)

por

oyo(g) = Uin]fd sup L(X, U,g)
EKY XeKP

e pela observagao 2.2.1

0°(g9) = inf sup L(X,U,g)= L(X? U’ g)
UeKd xecKp

Como K; C K? e K, = K¢, VYg € Ba(go; €0) N G temos
6% (g) = L(X?,U*,g) = 0(g).
Como L é continua e K¢ e K? sio compactos, entio podemos escrever

6%(g) = min max L(X,U,g) = L(X*, U, g)

No restante desta segdo provaremos que 0% é diferenciavel em B:(go; €o)-
Para facilitar a demonstragao, usaremos a funcao

£ : [(deg(go;ﬁo) - R

definida como

g0 —
Q*(U,9) = max L(X,U,g)

Definigao 2.2.10 Dados g € R", § € By(go; €0), com U9 € Dyi(g), defini-
mos o conjunto
(U3, g] = argmaz xexrL(X,U?, g)
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O gradiente V,Q% em (U?, g) depende do conjunto v[U?, g]. Em particu-
lar na proposicao 2.2.12 demonstraremos que se v[U?, g] é unitario ( solugdo
tinica de PAY () ) entdo existe V,Q9(U?, g). Primeiro veremos a seguinte
proposi¢ao preliminar:

Proposigdo 2.2.11 Dados g € Bz(go; €o) € g- € IR", suponha que y[U?,g] =
{X9}. Se g, — g, e X") € 4[U?, g,] para cada r, entdo XT) — X3,

PROVA

Vamos supor por o absurdo que X —» X9, Entao existe ¢ > 0, tal que

| X)) — X3 ||> ¢ para todo r que pertence a algum conjunto infinito Nj.
Como KP é compacto, sabemos que existe uma sub-sequéncia convergente.
Entao existe um W € K? e um conjunto infinito No C N tal que parar € N,
temos lim,_,., X = W.

Por outro lado, para cada g, com r € Ny, pela definicao de y[U?, g,] temos

L(XM, U3, g.) > L(X?,U%,g,)

Notando que X — W, e g. — g para 7 € N, e pela continuidade do
Lagrangeano, temos que

L(W7 U§7§) Z L(Xg’U§7_)'

Entao W € 4[U?, g], o que contradiz a hipétese de que v[U?, g] ser unitério.
|

Proposicao 2.2.12 Dado § € Bs(go;€o) € sejam X7 € Pui(g) e U9 €
D,ii(g), entao
V,Q*(U?,9) = V,L(X?,U7,9) (2.25)

PROVA
Se
ng(Ug’gr) = )r(ré% L(X’ Ug,gr) = L(X(r)>U§agr) 2 L(Xg,Ug,g,.) (2'26)

Qe (U',g) = max L(X,U%,5) = L(X",U%,g) > L(X",U%,g).  (2:27)
De 2.26 e 2.27, temos

Q®(U%,g,) — Q™(U?,3) < L(XM,U%,g,) — L(X",U%,9)
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Q*(U%,g:) — Q™(U?,g) = L(X?,U%,g;) — L(X?,U7,9).

Usando a notacdo de 2.18, podemos escrever estas tltimas desigualdades
como

D(X?,U%)(g- — 9) < Q™ (U7, g,) — Q*(U?,9) < DXV, U7)(g, - 9).
Logo, pela desigualdade de Schwartz,
0 < Q*(U7%g,)— QU 3g) — DX, U%)(g- — 9)
< P&, U7) - DX, U)](g- - 9)
< 1D2(X,0%) -2(X7,U%) Il g~ 1l - (2.28)

Se dividirmos a desigualdade anterior por || g- — g ||, obtemos

0< ng(Ug,gr) - ng(Ug,g) - D(Xga U9)(gr — g)
- lg- =3l

<[ DX, U7)-D(X?,U9) |

aplicando limite quando g, — g e usando prop 2.2.11 temos

11m QgO(Ugagr) - ng(Uﬁ,g) - D(Xga Ug)(gr - g)

¥ - =0,
9r=3 lg-—all

Portanto
VgQg"(Ug, g) = ’D(Xg, Ug) = VgL(Xg,Ug,g)
i1

A seguinte proposicao é chave para demonstrar a continuidade da funcao %

Proposicao 2.2.13 Dada a fungio L : K? x K x By(go;€0) — IR e um
ponto fizo (U,g) € K x By(go; €0). Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que se
(U,g) € K% x Ba(go; €o) €

” (Usg) - ([7,5) “< d entdo |L(X, Uag) - L(X’ﬁ)g)l <€

para qualquer X € KP.
PROVA

Por absurdo, vamos supor que exista ¢ > 0 e seqiiéncias de pontos (U,, g.) €
X, em K% x Ba(go; €0) € K? respectivamente, tais que

~

| (Un,9n) = (U,9) lI<1/n (2.29)
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IL(XnaUn,gn) - L(Xn,Uaal > € (230)

Como a seqiiéncia X, € K? e K? é compacto, ela tem uma sub-seqiiéncia
convergente. Ou seja existe X* € KP? tal que

lim X, = X* para n€ N; CN.

n—oo

De 2.29 podemos observar que (U,,g,) — (U,Zﬂ Pela continuidade de L e
aplicando limite em (2.30) temos

|L(X*,U,q) — L(X*,U,3)| > €

obtendo assim uma contradigao.

|
Proposigao 2.2.14 A fun¢io Q% : K x By(go;€0) = R € continua.
PROVA
Seja (U,g) € K? x By(go;€0). Pela proposicio anterior, dado € > 0, existe
d > 0, tal que se _

entao

IL(X,U,9) — L(X,U,5)| < ¢ (2.31)

para qualquer X € K?. Por propriedade do maximo (ver Apéndice A) sabe-
mos que

max L(X,U,g) < max (L(X,U,9) - L(X,0,9)) + max L(X,7,9)

logo

max L(X, U,g) — max L(X,0,§) < max (L(X,U,9) - L(X,0,9))

Portanto, de (2.31) temos

max L(X,U,g) — max L(X,U,3) <e¢ (2.32)

Analogamente temos

max L(X,0,9) < max (L(X,0,9) - L(X,U,g)) + max L(X,U,9)
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logo

ﬂe}\)g L(XaU’.a) - )r(réalg L(Xv Uag) < /IYne%\zi’ (L(X,U,N) - L(Xa U,g)).

Portanto, de (2.31) temos

max L(X,U,q) — max L(X,U,g) <e¢ (2.33)

De (2.32) e (2.33) temos
| max L(X,U,g) — max L(X,U,9)| <e.

Ou seja _
|Q90(Uag) - ng(U’g)I <€
|

Definigao 2.2.15 Dado g € IR". Definimos o conjunto

nlgl = argminyexaQ* (U, g)

O
A diferenciabilidade de 6% em g depende dos elementos do conjunto n[g].
Em particular se n[g] é unitario (solugdo tnica do dual de PAY(g)), entdo
demonstraremos na proposicao 2.2.17 que 6% é diferencidvelem g. A seguinte
proposicao se faz necessaria:

Proposigao 2.2.16 Sejam g € By(go; €0) € g- € IR". Suponha que
nlg) = {U"}.
Se g. — g e U € [g,], entdo U — U9,

PROVA ( anéloga a prova da prop (2.2.11)

Vamos supor por absurdo que U(") -» U9, Entdo existe € > 0 tal que

| U — U9 ||> € para todo r que pertence a algum conjunto infinito M.
Como K® é compacto, existe uma sub-seqiiéncia convergente. Entio existe
Y € K? e um conjunto infinito M; C M, tal que para r € M, temos
lim, 00 U™ = Y. Pela definicao de nlg-] temos

Q*(UM,g) < QU g).

b))



Ser — co e r € M,, entao pela continuidade de Q9 temos
Q*(Y,3) < Q*(U,g).

Ou seja Y € n[g]. Isto é uma contradigao, porque n[g] é unitario.
|

Teorema 2.2.17 Dado § € By(go;€0) com X9 e U? solugdes dtimas de
PAY(3) e seu dual respectivamente, entio a funcio 6% ¢é diferencidvel em g
e

V,0%(g) = V,L(X?,U%,g) (2.34)
PROVA.
De
0°(g) = min Q™(U,g) = Q*(U°,9) < Q® (UM, g) (2.35)
€
e
0% (g,) = min Q®(U,g,) = Q* (U, g,) < Q% (U%,g,), (2.36)

UeK4d

temos a seguinte desigualdade

Q“(U(’),gr) _ Q9°(U('),g) < 0%(g,) — 0% (g) < Q*(U?, g.) — Q% (U?, 3).
(2.37)
Subtraindo V,Q% (U9, g)(g- — g) em (2.37) e separando em duas desigualda-
des, temos

Q*(UM,g.) — Q* (UM, g) — V,Q*(U?,3)(g- — 9)
< ggo(gr) - ggo(g) - Vgng(Ug,g)(g,. - 3)

0% (g-) — 6% (g) — nggo(Ug;g)(gr - 9)
< ng(Ug’g") - ng(Ug)g) - Vgng(Ugag)(g" - g)
Se dividimos ambas desigualdades por || g, — g ||, aplicamos limite e usamos
a prop 2.2.16 na primeira desigualdade, temos

Qe (U, g-) — Q*(U*,g) — V,Q*(U% g)(9- —9) _

lim -
9r—3 lg-— 3l

go — p9o(7) — o([]9 7 — 0
9r— lg- =3l
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Portanto B - B
0% (g-) — 6°(g) — V,Q* (U, g)(g9- — g)

0 < lim - 2.39
5 To -3l 39)
Analogamente, a desigualdade no outro sentido nos leva a
90 ) — 69°(g) — 90 57,— . — @
lim (9-) — 0°(9) = V,@*(U7,9)(g- = 9) _ (2.40)
93 lg-—3l
De (2.39), (2.40) e a proposicao 2.2.12 segue que
V6°(g) = V,Q*(U?, g) = V,L(X?,U%,3) (2.41)

2.3 Aplicacao do metodo do gradiente condi-
cional

Nesta secao apresentaremos um método computacional para resolver o
seguinte problema de otimizacdo com restrigées

maz  f(z)
s.a z€X (2.42)

onde assumiremos que:

a) X é um subconjunto de IR" ndo vazio, fechado e convexo.

b) f é continuamente diferenciavel sobre X.

As principais 1déias dos algoritmos para resolver os problemas de oti-
mizagao restrita e irrestrita sao bastante similares. O método que vamos
apresentar esta baseado em crescimento iterativo ao longo de dire¢oes. Mas
estas diregbes devem ter a propriedade adicional de manter viabilidade para
os iterados. Tais dire¢bes sdo chamadas viaveis e elas sdo usualmente obtidas
resolvendo alguns sub-problemas de otimizagao. Como uma regra geral, estes
sub-problemas para encontrar dire¢oes tendem a ser mais simples quando o
conjunto de restri¢oes é um poliedro.

Antes de detalhar o método, daremos as condi¢oes necessarias e suficientes
de otimalidade para problemas com restrigoes.
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Condigoes necessarias e suficientes de Otimalidade

Chamaremos de direg¢des vidveis no ponto z* a todo Az = = — z*, tal que
z + aAz € X para todo «a suficientemente pequeno. Como em otimizagao
irrestrita, esperamos que num maximo local z*, as dire¢oes de primeira ordem
V f(z*)' Az sejam nao positivas, para pequenas diregoes viaveis Az. Como X
é convexo, as dire¢oes da forma Az = z—z*, onde z € X sao diregdes viaveis,
permitindo que condi¢do necessaria seja escrita como V f(z*) (z —z*) <0
Vz € X. A seguinte proposigio demonstra formalmente esta condigao que é
também uma condigdo suficiente para otimalidade quando f é céncava.

Proposicao 2.3.1 [ Condigdo de Otimalidade |
a) Se * é um mdzimo local de f em X, entdo

Vi) (z—2*) <0, VzeX (2.43)

b) Se f € concava sobre X, entdao a condigio da parte a) é também sufi-
ciente para que =* seja um mdzimo global de f em X.

PROVA

a) Suponha que V f(z*)'(z — 2*) > 0 para algum z € X. Pelo teorema
do valor médio (ver Apéndice) para todo € > 0 existe um s € [0, 1] tal que

fz™ + e(z —2%) = f(z*) + eV (2™ + se(z — %)) (z — 7).

Como V f é continua, temos Ve suficientemente pequeno € > 0,
Vf(z* + se(z — a*))'(z — 2*) > 0 e portanto f(z™ + e¢(z —2*)) > f(z*). O
vetor o™ + e(x — z*) é viavel para todo ¢ € [0, 1] porque X é convexo, assim
obtemos uma contradi¢iao da otimalidade local de z*.

b) Usando propriedade da céncavidade de f (ver Apéndice) temos

f(@) < f(z") + Vf(z")(z —2") VzeX.

Se a condi¢ao Vf(z*)(z — 2*) < 0, Vz € X obtemos f(z) < f(z*) e
portanto z* maximiza f sobre X.
|

Definigao 2.3.2 Diremos que z* é um ponto estaciondrio se satisfaz a con-
digao de otimalidade (2.43)
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Na auséncia de céncavidade de f, a condicao em (2.43) pode também ser
satisfeita por méaximos locais ou pontos de inflexdo.

O Método do gradiente condicional pertence a classe dos assim chamados
métodos de diregbes vidveis que passaremos a descrever.

Meétodos de diregoes viaveis

A inicializacdo do método de diregoes viaveis é feita com um ponto viavel

z° e gera uma sequéncia de pontos viaveis z" por meio de

gt =z" +a'd" (2.44)
onde, se " nao é estacionario, d” é uma diregdo viavel tal que
V(") 'd >0 (2.45)
e o tamanho de passo a” é escolhido para ser positivo e tal que
g +a'd e X. (2.46)

Se z” é estacionario, o método péra, isto é, 2”1 = 2", Estamos interes-
sados em métodos de dire¢oes vidveis que garantam crescimento da funcao
objetivo, isto é, o tamanho de passo a” é selecionadado de modo que

flz"+a"d") > f(z"), Vr. (2.47)

Em nosso caso onde X é convexo, um método de diregao viavel pode ser

escrito na forma
gt =24 a"(z" - 2") (2.48)

onde
a” € (0,1], (2.49)

e se " nao é estacionério,
e X, Vf@@)(zr-2")>0. (2.50)

Note que se =" nao é estacionario, existe sempre uma direcao viavel z° — z”
que garante o crescimento de f, ou seja satisfazendo (2.50), uma vez que de
outro modo deveriamos ter V f(2")(z — 2") < 0 Vz € X, implicando que z"
é estacionario.

59



Selecao de tamanho de passo em métodos de diregoes viaveis

A maijoria das regras para escolher o tamanho de passo a” em métodos do
gradiente ( otimizacdo irrestrita) se aplicam também aos métodos de direcoes
voaveis. Utilizaremos a regra de Armijo:

- Regra de Armijo

Aqui, fixamos escalares § e ¢ > 0, com § € (0,1) e o € (0,1) e fazemos

o = ™, onde m, é o primeiro inteiro nao negativo m para o qual

f(@") = f(2" + p7(&" = 2")) < oV f(a") (3" - a”) (2.51)

Em outras palavras, o tamanho de passo 1,3, 3?,..., sio tomadas suces-
sivamente até que a desigualdade anterior é satisfeita para m = m,.

Meétodo do gradiente condicional
A forma mais direta para gerar uma diregao viavel " — 2" satisfazendo a
condicdo V f(z")'(z" — z") > 0 é resolvendo o seguinte problema

maz  Vf(z")(z —2")
s.a z€e X (2.52)

e obtemos " como a solugao, isto é,

" = argmazexVf(z") (z — 7). (2.53)

Aqui assumimos que X seja compacto para que o problema (2.52) tenha
solugdo. Este método é conhecido como método do gradiente condicional.

A solucao do problema (2.52) vai nos permitir verificar se " é um ponto
estacionério ou nao. Se o valor 6timo de (2.52) é igual a zero, entao Vz € X
temos Vf(z")(z — 2”) < 0, o que indica que z" é um ponto estacionario.
No caso em que o valor 6timo de (2.52) seja positivo entdo utilizaremos a
solucdo z" para obter o préximo iterado

xr-{-l — xr _}_ar(jr _ :Er)

onde a” é escolhido com a regra de Armijo ou a regra de maximizacao limi-
tada.
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A seqiiéncia (z”) assim obtida converge para pontos estacionarios de
(2.42). A demonstragdo estad em Bertsekas|3].

Aplicagao do método do gradiente condicional

Utilizaremos o método do gradiente condicional para achar uma solugao
aproximada do seguinte problema de programagio linear apresentado na se-
gunda secdo deste capitulo.

Z* = mazr cx
(PL) s.a Az <b
z>0

Para isso vamos considerar o problema PAY(g). Definimos anteriormente o
problema auxiliar 1
Z* =maz 6(9)
s.a g€G
onde f(g) = walor 6timo de PAY(g).

Vimos na sec¢do anterior que o problema auxiliar 1 é equivalente a PL.
Equivalente no sentido que a solu¢do de um dos problemas permite obter a
solugao do outro.

Vamos supor que a hipétese 4 seja satisfeita. Entao a funcao 0 é con-

tinuamente diferenciavel (ver secdo anterior) num subconjunto de G, mais
exatamente no conjunto

G={geRy,: > g=1 Vk=1,.. K}
JESk
Seja € > 0 suficientemente pequeno e
¢, = {ge R':gi>e Vi e > g=1 Vk=1,..,K} (25
JESk

E facil provar que G, é fechado, convexo e compacto. A fungao objetivo
do problema auxiliar 1 é continuamente diferencidvel em G.. Se mudarmos
o dominio da fungao € no problema auxiliar temos outro problema que cha-
maremos problema auxiliar 2.

maz  6(g)
s.a g€G..
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Tomaremos e suficientemente pequeno em G, de tal forma que G, = G.
Com a finalidade de achar uma solugdo aproximada de (PL), aplicaremos o
método do gradiente condicional no problema auxiliar 2. Entao resolveremos

maz  V0(g™") (g — g"")
s.a ge€dG, (2.55)

Este problema pode ser dividido em K sub-problemas independentes e a
solugdo de cada um deles é imediata. A solu¢do do k-ésimo sub-problema,
denotada por (g(")* tem todas as coordenadas iguais a € exceto uma coorde-
nada particular, que deve ser igual a 1 — (ny — 1)¢, onde ny € a cardinalidade
de Sk. Essa coordenada particular corresponde ao maior valor da derivada
parcial em Sk, ou seja a

00

mazjes, a—g,(g(r’)
3

Descreveremos uma iteracao do método do gradiente condicional.

Dado um g() € G, da iteragio previa,

1) Resolva o problema agregado PAY(g("), obtendo assim as solucées
Xg(f) e Ug(')'

2) Calcule V0(g()). Resolva o problema (2.55), ou seja, os K sub-
problemas independentes. Seja (") a solugdo de (2.55). Se o valor 6timo
de (2.55) é zero, pare, caso contrario, va para o passo 3) com g = g(") — g("),

3) Calcule o tamanho de passo o* com a regra de Armijo e volte para o
passo 1).

O passo critico é o passo 3) ja que para escolher o préximo g™t devemos
construir e resolver varios problemas agregados até encontra-lo (ver 2.51).

2.4 Estratégia de agregacao iterativa

Na secao anterior apresentamos um método iterativo teérico que permi-
tia melhorar o peso e encontrar uma solugao aproximada do problema PL,
usando o gradiente do Lagrangeano. Sua utilizagdo entretanto nos leva a dois
problemas: o primeiro porque é dificil saber quando a hipétese 4 é satisfeita.
Em outras palavras nao sabemos quando vao ser satisfeitas as condi¢oes para
que a fungado objetivo do problema auxiliar seja continuamente diferenciavel
em (G. Em segundo lugar é complicado achar o tamanho de passo adequa-
do para garantir crescimento da funcao objetivo e convergéncia para pontos
estaciondrios.
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Baseando-se na idéia de melhoramento de pesos descrita, considerando o
gradiente do Lagrangeano, apresentamos nesta segio outra atualizagao de pe-
sos usado por K. Jornstein, R. Leisten e S. Storoy [12]. Implementaremos este
método e daremos finalmente os resultados de alguns exemplos numéricos.
Inicialmente descreveremos a estrutura dos problemas aos quais aplicaremos
o método.

Descrigao dos problemas

Testamos o procedimento de agregacdo iterativa em problemas do tipo

ZF = mazr czx
s.a Az <b
(PL) v <1,
x>0

onde 1, denota um vetor de IR" com todas as componentes iguais a 1. Con-
sideramos b > 0 para garantir viabilidade de cada problema agregado. For-
mamos o problema agregado notando que a matriz de restricées é da forma

Assim se

podemos escrever o PL como

(PL) s.a Dz <e

Devido as restrigoes
T Sl 1= 1,...,n

no PL, quando agregamos as colunas com indices em cada conjunto Sy da
parti¢do d, obtemos as seguintes restrigoes para a variavel X}

g Xk <1
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95Xk <1

gé;k)(k f; 1

que podem ser substituidas por

(mang)X;c <1

JESk

A seguir, vamos descrever o procedimento e posteriormente detalha-lo.
O procedimento tem a seguinte estrutura geral:

1) Inicializagao.

t=0

Tomamos uma particdo ¢ (fixa durante todo o processo) arbitraria dos
indices das variaveis {1,...,n}. Inicializamos cada sub-vetor (g(®)*,
para k=1,...,K.

2) Construcgéao e resolugao do problema agregado.
Usamos o peso corrente para construir e resolver PAY e achamos X (*)
e U (solugdes 6timas na iteracio t, primal e dual respectivamente).

3) Desagregacgao.
Para cada grupo da particdo achamos a solu¢do desagregada de peso
fixo que estd definida como (z(1)* = X‘Et)(g(‘))’C (subsegdo 1.2.2).

4) Atualizagao do peso.
Mudamos o peso do problema agregado anterior e incrementamos a
iteragao t:= t+1.

5) Critério de parada.
Se algum critério de parada é satisfeito paramos. Caso contrério vol-
tamos ao passo 2.

Vamos agora apresentar em forma mais detalhada este procedimento.

Descrigao do procedimento
Como mencionamos anteriormente, a parti¢ao d usada para formar o pro-
blema agregado permanece fixa durante todas as iteragdes. Os conjuntos da
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particdo foram formados por nossa escolha, segundo a ordem crescente dos
indices das colunas. Consideramos grupos de 5 e 10 colunas. Denotaremos
por R o numero de elementos em cada grupo.

e Inicializacdo
caso 1: R=5.
Para cada problema, escolhemos arbitrariamente 3 pesos diferentes pa-
ra inicializar este procedimento de agregacdo iterativa. Estes pesos
foram
peso 1: (1/5,1/5,1/5, 1/5, 1/5)
peso 2: (1/10, 3/10, 2/10, 3/10, 1/10)
peso 3: (3/10, 1/10, 2/10, 1/10, 3/10)

caso 2: R=10.
Aqui inicializamos com

peso 4: (1/10,...,1/10)

e Construgao e resolucdo do problema agregado
Encontramos as solugdes X, U®) para o PAY(¢(*)) e seu dual respec-
tivamente, usando as rotinas do CPLEX.

e Desagregacao
A partir da solu¢ao do problema agregado, achamos a solugao desagre-
gada de peso fixo, como indicado na subsec¢ao 1.2.2.

e Atualizagao do peso
Este é o passo critico do procedimento. Primeiro daremos a notagao a
ser usada.

L = Lagrangeano associado ao problema agregado PAY(¢"). ver
(2.18).

dL
7= a—g/(x(:),u(e) ()

Se j€Sk  vi=(;-UOA)XY

nx = nimero de elementos do grupo Sy.

r; = limitante superior da variavel z;.
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o, : parametro escolhido como usualmente no método do sub-gradiente
( @ = 0 quando t — o0).

UB; : melhor limitante superior do valor 6timo do PL obtido até ite-
ragao t. Em cada iteracao calculamos o limitante superior como na
proposigao 1.2.9.

L B,: limitante inferior gerado na iteragao t, ou seja igual ao valor 6timo
de PAY (g).

A atualizagao do peso foi feita usando
gin = g](.t) + fator *x; (2.56)

onde o novo peso g(**!) vai ser obtido por meio de “proje¢io”. Como as
componentes do peso sao limitadas, no lugar de aplicar diretamente a
projecao sobre o produto cartesiano de simplexos, projetamos primeiro
g1 no intervalo [0, 1]

gj,2 = maz(0,min(1,g;1)) (2.57)

e depois projetamos o sub-vetor g;?'2 sobre seu correspondente simplexo,
obtendo

(t+1) 9;5,2
gt = _Ji2 (2.58)
! E]ES;‘ g]:2

para cada j € Si.

Atualizamos o peso utilizando (2.56), onde o fator é um dos dois mul-
tiplicadores. Na primeira escolhemos

.
fatorl = ¢ :‘Hzi(UBt ~ LB)

e na segunda

fator2 = ﬁw& — LB)

Critério de Parada.
Consideramos um nimero fixo de iteracoes, em nosso caso utilizamos

80.
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Esta estratégia de agregagdo iterativa, ndo garante acréscimo da fungao
objetivo de uma iteracio para outra, nem muito menos convergéncia da
seqiiéncia ¢ para algum maximo global do problema auxiliar. S6 podemos
ter certeza que em cada iteracio vamos encontrar pesos, com os quais forma-
remos diferentes problemas agregados e cuja solucdo 6tima vai nos permitir
obter solugdes viiveis para o problema inicial PL. Finalmente escolheremos
a melhor destas solugoes.

Observagoes gerais

1) Para todos os exemplos consideramos um ntmero fixo de iterages (80).
2) As variaveis foram agrupadas de acordo com a ordem crescente de seus
indices. Consideramos grupos de 5 e 10 colunas.

3) O limitante superior 1 de todas as varidveis em cada grupo do (PL) foi
reduzido a s6 um limitante superior agregado. Seeste valor ndo advem de
uma tnica restri¢ao, seu valor dual agregado é distribuido igualmente entre
todas as variaveis relevantes.

5) O limitante superior do valor 6timo do PL em cada iteragao foi calculado
como na proposic¢ao 1.2.9 .

6) Nao estamos usando a projegdo sobre GG, mas uma ‘projecdo grosseira’,
computacionalmente mais simples de ser implementada.

Fonte
Os exemplos utilizados para fazer os testes foram tomados de http:www.

zib.de.

Resultados computacionais

Os testes foram feitos tendo em conta que para o caso 1(2), temos 3(1)
pesos iniciais e duas formas de atualizacao do peso usando os diferentes mul-
tiplicadores do gradiente do Lagrangeano, mencionado acima. Obtendo em
cada exemplo 6 resultados para o caso 1 e 2 resultados para o caso 2. Estes
aparecem nas tabelas abaixo. As colunas da tabela contém limitante inferior
dividido por o valor é6timo do PL (L.inf), limitante superior dividido por o
valor 6timo do PL (L.sup), peso utilizado (peso) e fator escolhido (fatorl),
(fator2). Nas duas tltimas colunas, um asterisco indicara a utilizagao do
fatorl ou fator2.
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Exemplo 1

m = 97
n = 1989
densidade = 5.14%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9645 | 1.3214 1 *
0.9645 | 1.2751 1 *
0.9598 | 1.3844 2 *
0.9717 | 1.3247 2 *
0.9619 | 1.3845 3 *
0.9568 | 1.4128 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9165 | 1.6545 4 *
0.9270 | 1.3858 4 *
Exemplo 2
m = 2054
n = 10724
densidade = 0.18%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9856 | 1.0903 1 *
0.9864 | 1.0896 1 *
0.9522 1.1041 2 *
0.9659 | 1.076 2 ¥
0.9527 | 1.082 3 *
0.9680 | 1.076 3 ¥
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9780 | 1.2347 4 *
0.9814 1.1442 4 *
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Exemplo 3

m = 146
n = 2655
densidade = 2.89%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9634 | 1.364 1 *
0.9719 | 1.2032 1 *
0.9567 | 1.3300 2 *
0.9755 | 1.2998 2 *
0.9557 | 1.2977 3 *
0.969 1.1970 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.8935 | 1.4920 4 *
0.9250 | 1.5273 4 *
Exemplo 4
m = 230
n = 2025
densidade = 2.6%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9604 | 1.499 1 *
0.9742 | 1.3039 1 *
0.9308 | 1.8082 2 *
0.9398 | 1.5286 2 *
0.9472 | 1.946 3 ¥
0.9730 | 1.4344 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.8990 | 3.1414 4 *
0.895 2.8987 4 *
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Exemplo 5

m = 408
n="7195
densidade = 1.72%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.7079 | 3.0875 1 %
0.74945 | 2.7517 1 %
0.6884 | 3.2001 2 *
0.7367 | 2.6818 2 ¥
0.6929 | 3.0718 3 *
0.7339 | 2.9075 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.5237 | 5.2998 4 *
0.5975 | 4.130 4 *
Exemplo 6
m = 755
n = 2756
densidade = 0.42%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.8322 | 1.3675 1 *
0.8322 | 1.4051 1 *
0.7662 | 1.3559 2 *
0.6160 | 1.3559 2 %
0.7412 | 1.3606 3 *
0.6232 | 1.3606 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.6120 | 1.2936 4 *
0.6120 | 1.3045 4 *
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Exemplo 7

m = 1657
n = 10724
densidade = 0.2%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9805 | 1.019 1 *
0.9854 | 1.019 1 *
0.9669 | 1.0525 2 ¥
0.9873 | 1.0269 2 *
0.9619 | 1.0197 3 ¥
0.9790 | 1.0175 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.9438 | 1.072. 4 *
0.9526 | 1.067 4 *
Exemplo 8
m = 782
n = 8904
densidade = 1.008%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.7553 | 2.8480 1 *
0.7894 | 2.5110 1 *
0.7263 | 2.9095 2 ¥
0.7905 | 2.6532 2 *
0.7587 | 2.9038 3 *
0.7923 | 2.6143 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.6067 | 5.057 4 ¥
0.675 3.8074 4 *
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Exemplo 9

m = 763
n = 8572
densidade = 1.033%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.7381 | 2.70 1 *
0.7790 | 2.572 1 *
0.7399 | 2.7809 2 *
0.7868 | 2.6617 2 *
0.7463 | 2.9531 3 *
0.8022 | 2.6508 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.5787 | 4.6783 4 *
0.6438 | 3.8031 4 ¥
Exemplo 10
m = 823
n = 8904
densidade = 0.995%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.7546 2.8535 1 *
0.7923 2.5298 1 *
0.7380 | 2.7740 2 *
0.7942 | 2.2979 2 *
0.7544 | 2.8424 3 *
0.7773 | 2.3845 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.6018 | 4.9269 4 *
0.6621 | 4.2154 4 %
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Exemplo 11

m = 50
n = 6774
densidade = 18.17%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.1766 | 1.2248 1 *
0.1590 | 1.2746 | *
0.1847 | 1.156 2 *
0.1976 | 1.1382 2 *
0.1766 | 1.2737 3 *
0.1910 | 1.1757 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.1491 | 2.075 4 *
0.2017 | 1.7551 4 *
Exemplo 12
m = 124
n = 10757
densidade = 6.82%
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.1466 | 1.3599 1 *
0.1777 | 1.2296 1 *
0.1708 | 1.2479 2 *
0.1955 | 1.3397 2 *
0.1409 | 1.4022 3 *
0.1538 | 1.3506 3 *
L.inf L.sup | peso | fator 1 | fator 2
0.1194 | 2.215 4 ¥
0.1094 | 2.025 4 *
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A tabela a seguir mostra a melhor aproximacao inferior e a melhor aproxi-
magao superior do valor 6timo do PL obtida em cada exemplo, considerando
os 3 pesos iniciais diferentes e as duas maneiras de atualizagdo do peso. Aqui
o namero de elementos por grupo é 5.

Linhas Colunas | R | Densidade | Max.lim.inf. | Min.lim.sup
97 1989 5 |5.14 0.9645 1.2751
2054 10724 5 |0.18 0.9864 1.076
146 2655 5 |2.89 0.9755 1.1970
230 2025 5 |26 0.9742 1.3039
408 7195 5 | 1.72 0.7495 2.6818
755 2756 5 |0.42 0.8322 1.3559
1657 10724 5 10.2 0.9873 1.019
782 - 8904 5 | 1.008 0.7923 2.5110
763 8572 5 | 1.033 0.8022 2.572
823 8904 5 10.995 0.7942 2.2979
50 6774 5 | 18.17 0.1976 1.1382
124 10757 5 |6.82 0.1955 1.2296
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A tabela a seguir mostra a melhor aproximagcao inferior e a melhor aproxi-
magao superior do valor 6timo do PL obtida em cada exemplo, considerando
um pesos inicial(peso 4) e as duas maneiras de atualizacio do peso. Aqui o
namero de elementos por grupo é 10.

Linhas Colunas | R | Densidade | Max.lim.inf. | Min.lim.sup
97 1989 10 | 5.14 0.9270 1.3858
2054 10724 10 | 0.18 0.9814 1.1442
146 2655 10 | 2.89 0.9250 1.4920
230 2025 10 | 2.6 0.8990 2.8987
408 7195 10 | 1.72 0.5975 4.130
755 2756 10 | 0.42 0.6120 1.2963
1657 10724 10 |1 0.2 0.9526 1.067
782 8904 10 | 1.008 0.675 3.8074
763 8572 10 | 1.033 0.6438 3.8031
823 8904 10 | 0.995 0.6621 4.2154
50 6774 10 | 18.17 0.2017 1.7551
124 10757 10 | 6.82 0.1194 2.025

Observamos nas 2 ultimas tabelas que quando o grau de agregaciao au-

menta, a aproximagao é menor.

Em ambos casos o limitante superior esta mais longe do valor esperado.

75




Capitulo 3

Agregacao e Computacao de
Limitantes em Programacao
Inteira

3.1 Introducao

Neste capitulo aplicamos o método de agregacao de varidveis para encon-
trar limitantes superiores do valor 6timo de problemas de programagao linear
inteira (PI) multiknapsack.

Apresentamos o trabalho de Litvinchev, 1.S, e Rangel S.[17] e fazemos
uma pequena variante para encontrar outro limitante para o valor 6timo do
PI. Damos alguns resultados com alguns exemplos numéricos.

E comum obter limitantes para os problemas acima mencionados resolven-
do seus respectivos problemas relaxados, mas aqui resolveremos problemas
agregados do relaxado.

Inicialmente vemos outra forma de achar um limitante superior para o
valor 6timo Z* de um problema linear, usando a solugdo dual agregada e um
conjunto W fechado, convexo e limitado que contém a solugao 6tima z*. Na
segao 3 obtemos W usando desigualdades validas para o conjunto de pontos
viaveis do problema multiknapsack. Por um resultado de Balas é possivel
obter essas desigualdades vélidas usando recobrimentos minimais.

76



3.2 Outro limitante para Z*

Dado o problema linear original

Z* = max cx
(PL) s.a Az <b
z2>0

onde A € R™*".

Seja W um conjunto convexo, fechado e limitado em IR", tal que z* € W,
onde z* é uma solu¢do 6tima de PL. Podemos obter o conjunto W por ma-
nipulagdo de restri¢ées do problema original o que é mais importante, este
conjunto pode ser construido depois que o problema agregado tenha sido re-
solvido. De fato, se conhecemos o conjunto W, podemos acrescentar a PL a
condigao x € W, sem que isto modifique a solugao 6tima.

Como vimos no capitulo 1, para formar o problema agregado de PL,
precisamos de uma particdo o = {Sy : k = 1,..., K} dos indices das colunas
{1,...,n} e também de um peso g = {g* : k = 1,..., K} (ver definigdes 1.2.1
e 1.2.2 ). O problema agregado resultante &

gV = maz c¢X
(PAY) s.a AX <b
X >0

onde X = (X1,..., Xk).

Suponha que X e U sejam as solu¢des 6timas de PAY e seu dual respec-
tivamente.

O problema obtido agregando colunas pode ser considerado uma restrigao
do problema original, no sentido que a solugio agregada X pode ser desagre-
gada (ver subsecdo 1.2.2) para obter uma solugao viavel Z para PL. A forma
mais simples consiste em usar desagregacao de peso fixo. No Corolario 1.2.4,
demonstramos que se verifica a seguinte relacao

ZV=cz < 2"

o qual nos fornece um limitante inferior para o valor 6timo Z*. Nesta se¢ao
obteremos um limitante superior para Z*, diferente dos ja apresentados na
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se¢ao 2 do capitulo 1.

Usando multiplicadores de Lagrange no PL adicionando a condigdo = €
W temos

Z* = maz {cz:Az <b,z >0,z € W}
= mal‘xew,zgo{ In fuso(cz + u(b— Ax))}
< mazzewgzso(cz + U(b— Az)). (3.1)

e pelo teorema forte de dualidade, temos Ub = ¢X = Z". Logo em (3.1)
temos

Z*< 7V + MaTzeW,e>0 ((c - UA):I:) (3.2)

3.3 Limitantes para problemas de
programacao inteira identificando
desigualdades validas

Notacao
e [, : matriz identidade de ordem n.
e 1, : vetor em IR" com componentes iguais a um.

Sejam ¢ um vetor em IR’} , b um vetor em IR}, A uma matriz em IR}*"
e todos com coeficientes inteiros. O problema que serd abordado nesta segao
é o seguinte:

™= mazr czT
s.a Az <b
z>0

z; € {0,1}, i=1,...,n

(PI)

E comum obter um limitante superior para ['*, resolvendo o seguinte
problema
'p= maz cx
s.a Az <b,
Iz < 14,
x> 0.

(PR)
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onde nao se toma em conta as condi¢des das varidveis serem inteiras.

E 6bvio que
- < Tg

Consideremos agora o problema agregado de PR, denotado por PR
[ T = maz ¢X
sujeito a AX <b
N OSXkST]k. k=1,...,1{
1

onde e = e

\

Definigao 3.3.1 Seja P um conjunto em IR". Diremos que a desigualdade

n
>z < B
Jj=1

€ vdlida para P se todos os pontos de P satisfazem essa desigualdade.

Definigao 3.3.2 Dada a restrigao
Zajxj < B com z; € {0,1}.
i=1

Um recobrimento minimal @ desta restri¢ao é um subconjunto de {1,...,n}
tal que
® Yo >B e

L Zjes a; < B, VS - Q
O

Definigao 3.3.3 A extensdo E(Q) de um recobrimento minimal € o
conjunto

E(Q) = Qu{j’e{l,...,n}—Q g ‘v’jeQ}
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Encontraremos um limitante superior para I'* resolvendo nao um proble-
ma relaxado, mas um problema obtido por agregacao de colunas do problema
relaxado PR. A idéia principal é construir W usando desigualdades vélidas
para o conjunto de pontos viaveis de PI. '

Uma das formas para obter essa desigualdade valida é usando um re-
cobrimento minimal (ver definigdao 3.3.2). Egon Balas e Robert Jeroslow
estudaram algumas propriedades do hipercubo unitario n-dimensional (ver
[2]). Apresentaremos um de seus resultados. Antes indicaremos a notagao a
ser usada.

Notacao
e K : hipercubo unitario n-dimensionai.
K = {zeR': 0<z;<1, j€N} © (3.3)
N = {l,...,8}

e V : conjunto dos vértices de K.
v é um vértice de K, se cada componente v; tem valor 0 ou 1..

Teorema 3.3.4 Seja o; > 0, para j=1,...,n. O ponto xz € V satisfaz

zn: Q;T; S ,B (34)

se e so se satisfaz
S oa o< lal-1 (35)
JEE(Q)

YQ € A, onde A € a familia de todos os recobrimentos minimais da desigual-
dade 3.4.

PROVA
Suponha que existe z° € V, tal que algum S, € A ndo obedece (3.5). Ou
seja

> 2z > |8 -1. (3.6)

JEE(So)
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Logo definindo N* = {5 € N : 22 = 1} e denotando
T, = N*N(ES,)-S,) ¢ T» = N*NS,

temos que

Tl N T2 = @
Seja T = Ty U Ty, por (3.6) segue

ITy|+ |To| = |T| 2 |S,]

logo
ITy| > |So| = |T2| = |S, — T (3.7)

Por outro lado da defini¢ao de E(S,) e T} temos
(j € Ti,h € So) = (j € E(S,) — Sorh €S,) = (aj > ) (3.8)

e em conseqiiéncia

Zaj = Zaﬂrzaj

JET JET €T,
> Z aj + Zaj (por 3.7 e 3.8)
jESo—Tz j€T2 5
= 29
J€ESo

> [ (porque S, € A)

Portanto ) .. ajai > B e

n
Y g > B
=1

nao obedecendo (3.4).
Reciprocamente vamos supor que z° € V nao satisfaca (3.4). Ou seja

zn:ajm; =Y a;>f (3.10)
J=1

JEN*
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onde Nt é definido acima. Pela desigualdade (3.10) podemos afirmar que
existe um conjunto S C N* que é um recobrimento minimal de (3.4) e
podemos encontrar uma extensao E(S) deste recobrimento minimal. Logo

S 22> a2=5>5-1
JEE(S) JES

Portanto (3.5) nao é satisfeita.
]

Observacao 3.3.1 Suponha que temos a i-ésima restrigao do problema PI
ZA,']'.’E]' S b,‘. (311)
i=1

Se = pertence ao conjunto de solugoes vidveis do PI, entio x € V e em
particular satisfaz a restrigiao (3.11). Logo pelo teorema anterior,  também
satisfaz

> 2z £]Ql-1 (3.12)
JEE(Q)
para todo recobrimento minimal @) da desigualdade (3.11).

O seguinte teorema vai nos permitir obter um recobrimento minimal es-
tendido de (3.11) tal que (3.12) corte um determinado ponto y € IR".

Teorema 3.3.5 Dado um ponto y € K e o sequinte problema
€= m'l,n E?:l (1 - yJ)SJ
P n
(P) s.a Doy aysi > B
sj € {0,1}, j=1,...,n.

Se € < 1, existe um recobrimento minimal S da seguinte desigualdade
Zaj:vj S ,B (313)
=1

tal que

>z <8 -1 (3.14)
JEE(S)
corte o ponto y.
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PROVA
Seja s* = (s],...,s;) a solugao 6tima de P. Seja
St={jeN:sj=1}
Da viabilidade de s* para o problema P temos
,3<Zajs;= Zaj P = Zaj.
JEN jest jeS*

Desta desigualdade é claro que existe um conjunto que é um recobrimento
minimal para a desigualdade (3.13). Ou seja existe um conjunto S C S, tal
que

> aj>p e > a;<B, VRES -
JES JjER

Agora demonstraremos que (3.14) corta y. Do valor 6timo de P, temos

Z(l—yj)S;SZ(l—yj)S;=6<l

JES J=1

logo

Zyjs; > Zs;‘—l

JES JES
= |S]—-1 (3.15)
Por outro lado
Suisi=Y u< Yy (3.16)
JES JES JEE(S)

Logo de (3.15) e (3.16) temos

Z yj>|5'|—1.

JEE(S)

Portanto y nao satisfaz (3.14).
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Escolha de W

Sejam X e U solugdes primal e dual de (PR). Se no problema (P) do
Teorema 3.3.5 tomemos y igual a Z (solugdo obtida por desagregacao de peso
fixo de X e a restrigdo de (P) como

n
Z A,‘ij > b,',
J=1

entdo pelo teorema 3.3.5, se o valor 6timo de (P) é menor que 1, existe um
recobrimento minimal S da i-ésima restrigao de (PI), tal que a desigualdade

Y 2 <18-1

JEE(S)

corta Z. O ideal seria que Z estivesse suficientemente préoxima da-solugao
6tima de PR, pois assim, provavelmente, a desigualdade anterior também
cortaria a solucdo 6tima do PR. O acréscimo desta restrigao ao problema PR
permitiria uma diminugao de seu valor 6timo. Analogamente o valor étimo
de PR, seria menor que o valor 6timo de PR o que acarretard uma possivel
melhoria do limitante superior.

Vamos definir W como

W={zeKk: Y z;<|5|-1)} (3.17)
JEE(S)

Este conjunto tem as seguintes propriedades:

a) E limitado, fechado e convexo.

b) Todas as solugdes viaveis para (PI) pertencem a W (observagao 3.3.1).
¢) A solugio desagregada Z nao esta em W (Teorema 3.3.5 ).

Com o objetivo de usar o resultado mencionado na primeira segao, vamos
a reescrever os problemas PI, PR e PR , acrescentando a condi¢do de que
z € W. A notagdo para estes novos problemas sera respectivamente PI,,
PR, e PR,. A desigualdade usada para definir o conjunto W, aparecera
nos problemas PI,, e PR,, como

Ani1® € by
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e no problema PR, apareceré como

Am+1X S bm+l'

Seja
I"*

mazr cx
s.a Az <b
PIw Am+1$ S bm+1
I, <1,

z; > 0,2, €Z 1=1,...,n

Cry = mazr cx
s.a Az <b
PRy App1T < bt
Lz <1,
z; 20, 1=1,...,n

Mg = maz ¢X
s.a _ZXSb
'P— Am+1XSbrn+1
wﬁ OSXkS"?k- k=1,...,[(

1
onde = ——
nk max]‘esk _qJ«

\

Observacgao 3.3.2 Pela observagado 3.3.1 e a escolha de W, a solugao 6tima
de PI é igual a solucao 6tima de PI,.

Apresentaremos em seguida dois limitantes para I'*, seguindo a idéia usada
para obter (3.2). Seja u € R™', u = (u!,u?), entdo no problema PR,
temos

TR, = maz {cz:Az <b,Ant17 <bpyr, ¢ € W}
= max {Infuzo(cm +ul(b— Az) + u¥(bmir — Am+1m))}

(3.18)

o Limitante 1: Para obter este limitante, assumimos que o problema
PR, este resolvido, portanto sua solugao dual é conhecida. Seja v =
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(v!,v?) sub-vetor da solugdo dual, correspondente as primeiras m + 1
restricoes de PR,,. Se tomamos em (3.18) u = (v',v?), entdo temos

[Ry, = inez%‘)/( {c:r +v!(b— Az) + V% (bmy1 — Am.Hx)}

= b+ 0v2bpyr + max {cm —vlAz — vamH:c}
z€E

< Throe+ rrréaﬁx {(c —vlA — U2Am+1)$}
(3.19)
Portanto, como é claro que
[ < Try
entao desta desigualdade e 3.19 temos 7
* < T, +§é%<{(c—v1A—v2Am+l)m} (3.20)
Limitante 2: A obtencdo deste limitante ndo pressupde a solugao

de PRw mas supde que tenhamos resolvido o problema agregado PR.
Seja U sub-vetor da solugao dual de PR, correspondente as primeiras
m restri¢gdes. Se tomamos em (3.18) u = (U, 0), entao temos

Fry < gnea‘ﬁ {c:v +U(b— Aa:)}
< Ub+ max {(c - UA):c}
< Ta+ leé%a({(c— UA)x} (3.21)
(3.22)
Portanto como
[ < T'Ru,

pela desigualdade de acima temos

" <Tr+ max{(c — UA)z}. (3.23)
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O limitante 2 foi obtido por I.Litvinchev e S.Rangel e o limitante 1 pro-
posto por nos.

Fonte Os exemplos utilizados para fazer os testes foram tomados de
http://www.zib.de.

Antes de dar os resultados computacionais, convém ressaltar os seguintes
fatos:

a) Em 40% dos exemplos tomados nao foi possivel aplicar o método, por-
que nio conseguiamos fazer um corte que incluisse todas as solugdes vidveis
inteiras do PI, mas que deixasse fora a solucdo aproximada do problema
relaxado, obtida por agregagao.

b) O limitante superior para o valor 6timo do PI obtido resolvendo o
problema relaxado foi melhor que os limitantes 1 e 2.
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Resultados Computacionais

Na tabela de embaixo, R indica o ntimero de colunnas por grupo na par-
ticao o utilizada para agregar o (PI). Liml representa o limitante 1 dividido

por o valor 6timo de (PI) e Lim2 representa o limitante 2 dividido por o valor
6timo de (PI).

Linhas Colunas | R | Lim 1 | Lim 2
4 28 5 | 1.149 | 1.17
4 34 5 | 1.122 1.121
d 50 5 | 1.221 1.238
5 30 5 | 1.182 1.2751
5 30 5 | 1.14 1.257
5 50 5 | 1.309 | 1.3725
5 50 5 | 1.268 1.286
) 50 5 | 1.3012 | 1.365
5 50 5 | 1.013 1.372
d 60 5 | 1.335 1.33
5 60 5 | 1.1957 | 1.11
) 60 5 | 1.1789 | 1.1789
) 70 5 | 1.3221 | 1.322

Observando a tabela podemos ver que para os exemplos considerados, na
maioria dos casos o limitante 1 foi um pouco melhor que o limitante 2.
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Capitulo 4

Conclusoes

O limitante superior para o valor 6timo do PL precisa ser melhorado.
Nos casos que foram testados, este valor mostrou-se relativamente distante
do valor esperado, isto é, do valor 6timo do problema inicial. Sabemos teori-
camente que melhores limitantes podem ser obtidos quando se usa o limitante
de Mendelsohn ou limitante de Taylor, mas preferimos usar um limitante co-
mo o de Zipkin porque sua utilizacao é menos complexa.

Devem ser usados alguns critérios para formar os grupos (cluster analysis)
que leve em conta algumas similaridade entre as colunas. Igualmente deve-
mos ter critérios para inicializar o peso. No caso de agregacao de restricoes,
existe um trabalho de Shetty e Taylor [22] que usa ‘proximidade angular’
para formar os grupos da parti¢do inicial e outro critério para o peso. Esta
idea pode ser aproveitada aqui.

Para a maioria dos exemplos de programacao linear inteira testados aqui,
o limitante superior que propusemos foi melhor que o limitante obtido por
Litvinchev e Rangel. E interessante notar que o valor 6timo do problema
relaxado sem agregacao forneceu nestes mesmos exemplos um valor mais
préximo do valor real 6timo do problema.

Para o caso de agregacao iterativa, podemos considerar varias mudancas
que podem ser analisadas. Por exemplo melhorar a projegao “grosseira” que
foi usada. Analisar o efeito de diferentes graus de agregagao. Considerar em
(2.56) diferentes multiplicadores do gradiente do Lagrangeano. Ver a relacao
que existe entre a densidade da matriz de restrigoes e a aproximagao obtida
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quando se aplica a estratégia de agregacao iterativa.

Com o pequeno nimero de exemplos que utilizamos no capitulo 2 obser-
vamos que a maior grau de agregacao corresponde menor aproximagao.
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Apéndice A

Resultados basicos de Topologia e
Calculo

Neste Apéndice mencionaremos defini¢oes e resultados basicos de Topo-
logia e Calculo que foram usados nos 4 Capitulos deste trabalho.

Definicao A.0.6 Uma norma || .|| em IR™ é uma fungdo que faz correspon-
der um escalar a todo z € IR"™ e que tem as sequintes propriedades:

|| z ||> 0 para todo z € IR™.

|| cz ||= le| || = || para todo z € IR".

|| z ||=0 se e sé se z2=0.

lz+yl<ll @ |+l y Il para todo 2,y € R™.

Exemplos de normas em IR"
1) ” T ”l: E?:l I;
2) || z |l2= (22 + ... 4 22)'/?

Definigao A.0.7 Dado A C IR". Diremos que a € A é ponto interior de A,
se eziste uma bola aberta B(a;r) tal que B(a;r) C A.
Denotaremos por Int(A) ao conjunto de todos os pontos interiores de A.

Definigao A.0.8 Dado o conjunto AC IR". Diremos que A € aberto se
Va € A, existe uma bola B(a;r) que estd contida em A.
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Definicao A.0.9 Dado o conjunto AC IR". Diremos que A € fechado se o
conjunto R™ — A € aberto.

Definicao A.0.10 Um subconjunto X C IR" diz-se limitado quando eziste
um nimero real ¢ > 0, tal que | z ||[< ¢ Vz e X.

Definigao A.0.11 Seja f: A — IR. Diremos que z* € A é um mdzimo de
fem A se

f(z) < f(z™)
Vze A

Propriedades do maximo
Dadas as fungoes f e g definidas em A e com valores em IR e seja a um
escalar positivo. Se f e g tém méaximo em A, entao:

1) maXzes af (z) = amaxgea f(z)

2) maxzea(f(2) + 9(2)) < mazzeaf(z) + mazzcag(c)

Proposigao A.0.12 ( Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Toda seqiiéncia limitada em IR" possui uma sub-seqiiéncia convergente.

Definigdo A.0.13 Seja A um subconjunto aberto de IR™.
Diremos que a fungdo f: A — IR™ € continua no ponto a € A se para toda
bola B(f(a);€) existe outra bola B(a;§) tal que

f(B(a;6)) < B(f(a)e).

Diremos que ela é continua em A, se é continua em todo ponto a € A.

Definigao A.0.14 Diremos que um conjunto K C IR" é compacto quando
ele for limitado e fechado.

Assim, por exemplo, sdo compactas todas as bolas fechadas do espago
IR™, mas o espago IR" inteiro ndao é compacto.

Uma propriedade importante de compactos em conexdo com problemas
de otimizagdo serd enunciada no seguinte Teorema.
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Proposigdo A.0.15 ( Teorema de Weierstrass )

Toda fungdo real continua f : K — R, definida num compacto K C R",
atinge seu mdzimo e seu minimo em K, isto é, existem pontos zo,z; € K,
tais que f(zo) < f(z) < f(z1) para qualquer z € K.

Em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass, temos o seguinte resul-
tado.

Proposicao A.0.16 Um conjunto K C IR™ é compacto se, e somente se,
toda seqiiéncia (zr)ren C K possui uma sub-seqiiéncia que converge para um
ponto de K.

Derivadas
Seja f : R®™ — R uma fungao, fixemos algum x € IR" e consideremos a
seguinte expressao

i L0+ @) = ()

a—0 o

onde €; é o vetor unitario canénico (1 na i-ésima componente e zero nas
demais). Se o limite existe, ele é chamado a i-ésima derivada parcial de f
no ponto x e é denotado por (9f/0x) ou /;f(x). Assumindo que todas as
derivadas parciais existam, o gradiente de f em x é definido como o vetor

oo = (2.4

Para qualquer y € IR" , definimos a derivada direcionai de f na diregao

Y, como

a—0+ o

supondo que o limite exista.

Definicao A.0.17 A fungdo f é Frechet diferencidvel em x se existe um
vetor d satisfazendo a segquinte equagdo

Iirnf(><+y)—f(x)—y-d
y=0 Iyl

=0 (A.1)

Se um tal vetor d existe, podemos ver que todas as derivadas parciais

(0f/0z;)(x) existem e que d = 7f(x).
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Note que a definigao referente a diferenciabilidade de f no ponto x sé en-
volve os valores de f em uma vizinhanga de x. De este modo estas definigoes
podem ser usadas para fungdes que ndo estio definidas em todo o espaco IR",
mas que estejam definidas em uma vizinhanga do ponto onde a derivada é
calculada.

Teorema A.0.18 ( Teorema do valor médio ) Se f: IR — IR € con-
tinuamente diferencidvel sobre um intervalo I, entdo Vz,y € I existe algum
€ € [z,y] tal que

fly) = f(z) = Vf(e)(y —z).

Funcgoes convexas
Agora veremos algumas propriedades de continuidade e diferenciabilidade
de fungbes convexas.

Definicao A.0.19 Diremos que o conjunto C C IR™ € convezo se para todo
par de pontos x ey em C e A € [0,1] temos

Az + (1 - Ay) € C.

Definigdo A.0.20 Dado C um subconjunto convezo de R". Uma fungdo
f:C = R € conveza se ¥ z,y € C e Va € [0,1], temos

flaz+(1=-0a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

A fungio f é concava se -f é conveza.

Proposigao A.0.21 Para qualquer colegio {C;/1 € I} de conjuntos
convezos, a intersec¢io C; é convezo.

Exemplos

1) Toda fungao linear em IR™ com valores reais é convexa.

2) A fungao norma é convexa.

3) Toda combinagdo linear de fungdes convexas, com escalares positivos é
convexa.

4) Se I é um conjunto de indices, C' C IR™ é um conjunto convexoe f; : C' —
IR é convexa para cada ¢ € I, entao a fungdao h : C' — R definida por

h(z) = sup fi(z)

el
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é também convexa.

Para fungoes diferencidveis, existe uma caracterizagao alternativa de con-
vexidade, dada na seguinte proposigao.

Proposigao A.0.22 Seja C C IR™ um conjunto convezo e f : C — R
diferencidvel sobre C.
a) A fungio f é conveza se e sé se

f(z) 2 f(z)+(z—2) v f(z) Vz,2€C

b) Analogamente f é concava se e so se

f(z) L f@)+(z—2) v f(z) Vz,zeC
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Apéndice B

Implementacoes Computacionais

/***************************************************************************/

/* lee o problema inicial con formato MPS e me da os vetores */
/* ind_A, val_A ( representacao de A por listas ligadas ) @ */
/* ind_c, wval_c ( representacao de c por listas ligadas ) */

[ sk ks ok sk sk ok ok ok sk ok sk sk ok sk Kok sk kK KRR oK KRR Kk sk Rk sk Kk ok kK ok
void lee ( arqil)
FILE *arql;

char ci[M1 + 1], c2[M2 + 1], <c3[M3 + 1], c4[M4 + 1], c5[M5 + 1], car[6];
int cont, cont_A, cont_c, i, j, k, w

cont = 0;

cont_A = 0;

cont_c¢ = 0;

k = -1;

for ( i=0; i < VC; i++ )

{

ind_c[i]
val_c[i]

0;
0;

1}

}
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for ( i=0; i < VA; i++ )

val_A[i] = 0;
for ( i=0; i < IA; i++ )
ind_A[i] = 0;

for( i=0; i<M; i++ )
b[i] = 0;

fgets ( c1, M1, arql);
while ( !feof(arql) & ( strcmp(cl, "COLUMNS") ) )
fgets (c1, M1, arql );

if ( feof(arql) )
{
printf ( "error 1 " );
exit(1);
}

fgets ( ci, M1 + 1, arql);
strepy ( car, cl);

while ( !feof(arql) && ( strstr(car, "R") == NULL ) )

{
fgets (c2, M2 + 1, arql );
fgets (c3, M3 + 1, arql );
j = atoi(&ci[5]) - 1 ;
if (j '=k)
cont++;

if ( strstr ( c2, "obj" ) != NULL )
{
ind_c[cont_c] = j ;
val_c[cont_c] strtod( c3, (char **) NULL );
cont_c++;
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else

val_A[cont_A]
ind_A[cont_A]

( strtod( c3, (char **) NULL ) );
atoi(&c2([1]) - 1 ;

cont _A++ ;

if ( j '=k)
{
w=VA+ j;
ind_A[w] =
k= j;
}

cont_A - 1 ;

}
fgets( c4, M4 + 1, arql );

if ( ( strstr( c4, "c" ) == NULL ))
{
strcpy ( c1, c4 );
if ( strstr ( c1, "R" ) == NULL )

{
fgets ( car, 5, arql );
X
}
else
{

fgets ( c5, M5 + 1, arql );

val_A[cont_A]
ind_A[cont_A]
cont_A++;

( strtod( c5, (char **) NULL ));
atoi(&c4(3]) - 1 ;
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{
w=VA+§;
ind_A[w] = cont_A - 1 ;
k=3;
}
fgets( c1, M1 + 1, arql );
¥
strcpy ( car, cl );
}
if ( feof(arql) )
{
printf( "error\n" );
exit(1);
}

fgets( c1, M1 + 1, arql );
strcpy( car, ci);

while( !feof(arql) && ( strstr( car, "E" ) == NULL ) )
{
fgets( c2, M2 + 1, arql);
fgets( ¢3, M3 + 1, arql );

i = atoi( &c2[1] ) - 1;
b[i] = strtod( ¢3, (char **) NULL );

fgets( c4, M4 + 1, arql );
if( ( strstr( c4, "c" ) == NULL ) )
{

strepy( ci, c4 );
fgets( car, 5, arql );
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else
{
fgets( c5, M5 + 1, arql );
i = atoi( &c4[3] ) - 1 ;
b[i] = strtod( c5, (char **) NULL ) ;
fgets( c1, M1 + 1, arql );
}
strcpy ( car, cl) ;
}
}
[ F AR R AR KKK R R Kok R ok ok sk ok o o Ko ks sk sk ok sk ok ok sk ok koK sk s ok sk sk ok sk ok /
/* */
/* ordena um vetor em forma decrescente e */
/* me da os indices das componentes segundo este ordem */
/* */

/************************************************************************/

void sort( L, Y, A, 0 )
int L, Y;
int 001, A[];

int i, j, f, temp, tem, e ;

i=1L;

i=y;

if ( (Y-L)%42 == 0 )
{
f = (Y+L)/2;
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e = A[£];
}
else
{
f = (Y+L+1)/2;
e = A[f];
}
while ( i<=j )
{
while ( A[i] > e )
{
i=1i+1;
}
while ( e > A[j] )
{
. =3 -1
}
if (1i<=3)
{
tem = 0[i];
0lil = 0[3]1;
0[j] = tem;
temp = A[i];
A[i] = A[3];
A[j] = temp;
i=1+1;
j=31-14
}
}
if (1i>3)
{
if (L <3j)
{

sort( L, j, A, 0);
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}

if (1<Y)
sort( i, Y, A, 0) ;
[ ko sk ok ok ko ok ok sk ok ok s ok ok ok ok ok ok ok sk ok stk stk sk stk kslok kR kR kR okok ok sk sk ok koK ok ok Kok ok ok /
/* encontra a particao delta’, usada para */
/* calcular o limitante superior do valor otimo do problema ini- */
/* cial (PL) */

[/ Ak ko sk sk ok stk sk ook ko ko sk sk sk ok sk ok kok sk ok ok s ks sk ko ksl ok ok kb ook sk ook ko sk ok Kok KRk ok /
void particao2(void)

{
int i,j,k, kk, alfa, omega, cont_2[M], contador ;

for( i=0; i<N; i++ )

{
posi_lin[i] = 0;
D[i] = 0;

}

for( j=0; j<M; j++ )

{
cont_1[j] = 0;
cont_2[j] = 0;

}

for ( i=0; i< VA; i++ )
{
k = ind_A[i];
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cont_1[k]++;
if ( val_A[i] >= 0 )
cont_2[k]++;

}
for (i =0; i < M; i++ )
{
if ( cont_1[i] '= cont_2[i] )
cont_1[i] = 0;
}

for ( i=0; i< M; i++)
0fi] = i;

sort(0, M-1, cont_1, 0 );
for( j=0; j<M; j++ )

{

contador = 0;
if ( cont_1[j] !'= 0 )

{
for(k=0; k<N; k++ )
{
if ( k '= N-1)
alfa = ind_A[VA + k + 1];
else
alfa = VA;
for( i= ind_A[VA + k]; i < alfa; i++ )
{
if( (ind_A[i] == 0[j]) & ( D[k] == 0 )
contador++;
}
}

if( contador == ( cont_1[j] ) )
{
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for( kk=0; kk<N; kk++ )
{
if ( kk !'= N-1)
alfa = ind_A[VA + kk + 1];
else

alfa = VA;

for( i= ind_A[VA + kk]; i< alfa; i++ )
{
omega = ind_A[il;
if ( omega == 0[j] )

{
D[kk] = val_A[il;
posi_lin[kk] = 0[j] + 1;

}

¥

/**************************************************************************/

/* calcula o peso inicial 1 e 4 */
[ F K R koK kK KKK ok ok Rk sk ok sk ook o sk sk o sk kK ok ok o ks ok ok ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok ek ok

void peso_iniciall(void)

{
int  j;
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for( j=0; j < (T-1)*R; j++ )
{
glj]l = (float)1/R;
}
for ( j = (T-1)*R; j < N; j++ )
{
if (S !=0)
gljl = (float)1/s ;
else
glj]l = (float)1/R;

}

/************************************************************************/

/* calcula o peso inicial 2 */
[ ks ok ok ok ok sk ok ko sk ok skok sk ok ok ok ok ok ok ook ok ok sk sk kR sk ok sk koK kK ok [

void peso_inicial2(void)
{

int j;

for( j=0; j < (T-1)*R; j++ )
{
if ( (jAR == 0) || C j4hR == 4 ))
gljl = (float)1/10;
else

{

if ( (%R == 1) || ( j%R == 3) )
gljl = (float)3/10;
else
glj]l = (float)2/10;

¥
for ( j = (T-1)*R; j < N; j++ )
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{

if (S !'=0)

gljl = (float)1/s ;
else

glj]l = (float)1/R;

}
for (j=0; j< 20; j++ )
printf( "g[%il = %f\n", j, gljl );

}

/************************************************************************/

/* calcula o peso inicial 3 */
[ H Rk KRR KRRk R K ko ok kR sk sk ok ko ks ko ok

void peso_inicial3(void)
{

int j;

for( j=0; j < (T-1)*R; j++ )
{
if ( (AR ==0) || C j4R == 4 ))
gljl = (float)3/10;
else

{

if ( (4R == 1) || ( j4R == 3) )
glj]l = (float)1/10;
else
glj]l = (float)2/10;

¥
}
for ( j = (T-1)*R; j < N; j++ )
{
if (S !'=0)
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gljl = (float)1/s ;

else

gljl

(float)1/R;

}
for (j=0; j< 20; j++ )
printf( "gl%il = %f\n", j, glil );

b

/**************************************************************************/

/* Este programa encontra os limitantes superiores para as variaveis  */
/**************************************************************************/

void agr_lim_var(void)

{ .

int 1i,j, k;
float max;

for(j=0; j<N; j++)
posi_g[j]l = 0;

for(i=0; i<T; i++)
cont_g[i] = 0;

for ( k=0; k< T-1; k++ )
{
agr_var[k] = 0;
max = 0;

for( j=k*R; j< (k+1)*R; j++)
{
if ( glj] > max )
{
max = gljl;
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if (j == (k+1)*R - 1)
agr_var[k] = max;

}
for(j=k*R; j< (k+1)*R; j++)
{
if ( glj] == max )
{
posi_g[j]l = 1;
cont_g[k]++;
}
}
}
max = 0;

for ( j = (T-1)*R; j<N; j++ )
{
if ( g[j] > max )
max = g[jl;

if (j == N-1)
agr_var[T-1] = max;
¥
for( j= (T-1)*R; j<N; j++ )
{
if ( glj] == max )
{
posi_g[j]l = 1;
cont_g[T-1]++;
}

/**************************************************************************/
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/* faz as combinacoes lineares das colunas de A e tambem as combinacoes */
/* lineares das componentes de c. Obtemos assim a nova matriz Ag e o novo*/
/* vetor cg. */
/A ok ke s s ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok skl sk ok sk stk kok o skok ok ok kot kiR sk kolok ok ok ok kok ok ok ok kk ok ok /

void combina(void)

{
int i, j, k, s, w;
float novo_val_A[VA];

for ( j=0; j < T; j++ )

cgljl = 0;
for ( i=0; i < M + T; i++ )
{
for ( j =0; j <T; j++ )
Aglil[j] = 0;
}

for ( k = 0; k < T; k++ )
-
for ( j = 0; j < VC; j++ )
{ w = ind_c[j] ;
if( (w>>k*R ) & (w< (k+ 1 )*R ) )
{

cglkl = cglkl + (val_c[jl)*(glwl);
}

for ( j =0; j < N- 1; j++ )
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for ( k = ind_A[VA + j]; k < ind_A[VA + j + 1]; k++ )
{
novo_val_A[k] = val_A[k]*(gl[jl);
}

¥

for ( k = ind_A[VA+ N - 1]; k < VA ; k++ )
{

novo_val_A[k] = val_A[k]*(g[N-1]);

}
for (k = 0; k < T-1; k++ )
{foz ( j = ind_ A[ VA + k*R] ; j < ind_A[ VA + (k + 1)*R];
s = ind_A[j];
Agls] 051 = Aglsllk] % nave_ val ALj];
}
}

for ( j = ind_A[ VA + (T-1)*R]; j < VA; j++ )
{
k = ind_A[j];
Ag[k][T-1] = Ag[k][T-1] + novo_val_A[j];
}

for(i=0; i<T; i++)
Ag[M+i][i] = agr_var[il;
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/**************************************************************************/

/* escreve o problema agregado em formato rev */
/A ke ks sk ook koo s sk sk ok o sk sk ok ok skl ok ok sk sk o sk ek sk ok ok ok ok sk ok sk ko sk ok ok ok kol sk kiR ok kak kb ok ok /

void esc_PA_rew(void)

{

int 1, j, k;

fprintf( arq2, "%s\n", "NAME L ¥
fprintf( arq2, "¥%s\n", "OBJSENSE");
fprintf( arq2, "%s\n", " MAX" );
fprintf( arq2, "%s\n", "ROWS" );
fprintf( arq2, "%s\n", " N obj");

for( i=1; i <= M + T; i++ )
fprintf ( arq2, "%s%i\n", " L c", i );

fprintf( arq2, "%s\n", "COLUMNS" );
for( j=0; j<T; j++ )

{
k=0;

if( cgljl '=0)
{
fprintf( arq2, "%s", " x" )
fprintf( arq2, "%-8i", j+1);
fprintf( arq2, "%s", "obj ");
fprintf( arq2, "%15f", cgljl );
k=k+ 1;

for ( i= 0; i < M + T; i++ )

{
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if ( Aglil[j] t=0)

{
if (k%2 ==0)
{
fprintf( arq2, "¥%s", " x" );
fprintf( arq2, "%-8i", j + 1);
fprintf( arq2, "%s", "c" );
fprintf( arq2, "%-4i",i+1);
fprintf( arq2, "415f", Aglil[j] );
k=k + 1;
}
else

{
fprintf( arq2, "%s", " c");
fprintf( arq2, "%-5i", i+l );
fprintf( arq2, "%i14f\n", Aglil[j] );
k=k + 1;
}

}

if ((i==M+T-1) & (k%2 '=0) )
fprintf( arq2, "%s\n", " " );

3

fprintf( arq2, "%s\n", "RHS" );
k = 0;

for (i =0; i <M+ T; i++ )

{
if (i<M)
{
if (b[i] '= 0 )
{
if((k%2==0) )

{
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fprintf( arq2, "%s", " rhs c" )3
fprintf( arq2, "%-4i", i + 1 );
fprintf( arq2, "%15f", bli] );
k = k+1;
}
else
{
fprintf( arq2, "%s", " c");
fprintf( arq2, "%-5i", i + 1);
fprintf( arq2, "%14f\n", b[i] );
k = kt+1;
}
}
else
{
if(( k%2 ==0) )
{
fprintf( arq2, "%s", " rhs e" )3
fprintf( arq2, "%-4i", i + 1 );
fprintf( arq2, "%15i", 1 );
k = k+1;
) }
else
{
fprintf( arq2, “4s", " <e");
fprintf( arq2, "%-5i", i + 1);
fprintf( arq2, "%14i\n", 1 );
k = kt+1;
}
}
if ( (i==M+T-1) && (k%2 '!'=0) )

fprintf( arq2,

“%s\n”, non );
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/* fprintf( arq2, "%s\n", "BOUNDS" );

for ( j=0; j<T; j++ )

{
fprintf( arq2, "%s", " UP bnd x");
fprintf( arq2, "%-4i", j + 1);
fprintf( arq2, "%14f\n", lim_var_ag[jl);
}ox/

fprintf( arq2, "%s\n", "ENDATA" );

[ Seskok ok ok ke ok ok ok sk ook sk ki ok ok ok ko o sk s sk skl sk ok sk sk ok ok o skok kool koo skokskokok skl sk sk ko ok sk ko skokok sk sk ok sk ok ok /
/* resuelve el problema agregado usando o CPLEX */
/* */

/************************************************************************/

void OptPa_leePa(arq2)

char *name = " ";
int mac;

int mar;

int mae;

int objsen;

double *objx = NULL;
double *rhsx NULL;
char *senx = NULL;
double *rngval = NULL;

int *nrowind = NULL;
int *matbeg = NULL;
int *matcnt = NULL;
int *matind = NULL;

double *matval = NULL;
double *bdl = NULL;
double *bdu = NULL;
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int *etype = NULL;

int *enzbeg = NULL;
int *enzcnt = NULL;
int *enzind = NULL;
double *enzval = NULL;
char *dataname = NULL;
char *objname = NULL;
char *rhsname = NULL;
char *rngname = NULL;
char *bndname = NULL;
char **cname = NULL;
char *cstore = NULL;
char **rname = NULL;
char *rstore = NULL;
char *estore = NULL;
char **ename = NULL;
int macsz = 0;

int marsz = 0;

int matsz = 0;

int maesz = 0;

int enzsz = 0;

unsigned cstorsz = 0;

unsigned rstorsz = 0;

unsigned estorsz = 0;

int lpstat;

double *slack = NULL;

double *dj = NULL;

struct cpxlp *1p = NULL;
struct cpxchannel *userchan = NULL;
FILE *solfile = NULL;

char message_string[LINE_LEN + 1 ];
int status;

int i ;

int curmac, curmar;

setscr_ind (1);
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status = mpsread( name, &mac, &mar, &mae, &objsen, &objx, &rhsx, &senx,
&matbeg, &matcnt, &matind, &matval, &bdl, &bdu, &rngval,
&nrowind, &etype, &enzbeg, &enzcnt, &enzind, &enzval ,
&dataname, &objname, &rhsname, &rngname, &bndname, &cname,
&cstore, &rname, &rstore, &ename, &estore, &macsz, &marsz,

if ( status == 0 )
{
1lp = (struct cpxlp *)

loadprob( name, mac, mar, mae, objsen, objx, rhsx, senx, matbeg,
matcnt, matind, matval, bdl, bdu, rngval, nrowind, etype,
enzbeg, enzcnt, enzind, enzval, dataname, objname,
rhsname, rngname, bndname, cname, cstore, rname, rstore ,
ename, estore, macsz, marsz, matsz, maesz, enzsz, cstorsz,
rstorsz, estorsz ) ;

status = optimize (1p);
if ( status == 0 )
{

curmac = getmac (1lp);

curmar = getmar (1p);

X = (double *) malloc ( (unsigned) curmac*sizeof(double) );

pi = (double *) malloc ( (unsigned) curmar*sizeof (double) );
slack = (double *) malloc ( (unsigned) curmar*sizeof(double) );
dj = (double *) malloc ( (unsigned) curmac*sizeof(double) );

status = solution (lp, &lpstat, &obj, X, pi, slack, dj);
if ( status == 0 )
{

printf( "\n Resultados do problema agregado :\n ");
printf( "Solution status = %d\n", lpstat );
printf( "Objective value = %f\n", obj );

}
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freeprob ( &lp);

if ( slack ) free ( (char *) slack );

if ( dj ) free ( (char *) dj );
¥

/3o e ok e s ok o ks s sk ok o ok ok ok ok ok sk ok ok sk o sk sksksk sk sk ok ok sk sk o sk skl sk ok kb ok sk sk ko sk ok sk ok kokok sk ok kk ok /
/* produto do vetor pi pela matriz A , estando a matriz */
/* A na forma de listas ligadas ( ind_A e val_A ) */

/*************3#***********************************************************/ v

{

int i, j, k, s, alfa ;

for( k=0; k<N; k++ )

{
produto[k] = 0;
if ( k '=N-1)
alfa = ind_A[VA + k + 1];
else
alfa = VA;
for( j= ind_A[VA + k]; j< alfa; j++ )
{
s = ind_A[j];
produto[k] = produto[k] + pils]l*val_A[j];
}
}
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for( i=0; i<T-1; i++ )

{
for( k=i*R; k < (i+1)*R; k++ )
{
if( posi_gl[k] == 1)
produto[k] = produto[k] + pi[M+i]/cont_g[i] ;
}
}
for( k = (T-1)*R; k<N; k++ )
{
if ( posi_gl[k] == 1)
{
produto[k] = produto[k] + pi[M+T-1]/cont_g[T-1] ;
}
}
for( i=0; i<T-1; i++ )
{
for( k=i*R; k < (i+1)*R; k++ )
{
if( posi_gl[k] == 1)
{
produtol[k] = produtol[k] + pi[M+i];
break;
}
}
}
for( k = (T-1)*R; k<N; k++ )
{
if ( posi_gl[k] == 1)
{
produtol[k] = produto[k] + pi[M+T-1];
break;
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[/ ok e sk sk s oo s s e s s o ok ok ok ok sk s ook ok ok o ook s sk sk sk sk sk sk skok ik s sk sk sk sk e sk sk sk s sk e ek ke sk sk ok ok ok ok /
/* calcula o limitante superior do valor otimo do pro- */
/* blema inicial */

/************************************************************************/

float limitante_superior()
{
int i, j, 1;
float beta, soma =0;
float MAXIMO[M];

prod_pi_A(){

for ( i=0; i<M; i++ )
{
MAXIMO[i] = 0;
1=0;
for ( j=0; j<N; j++ )
{
if( posi_lin[j] == i+1)
{
while ( ind_c[1] < j)
1++;
if (ind_c[1] == j)
{
beta = MAX(0, (val_c[1] - produto[j])/D[j] );
MAXIMO[i] = MAX( MAXIMO[i], beta );
1++;
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else

{
beta = MAX(0, ( - produto(jl/D[j]) );
MAXIMO[i] = MAX( MAXIMO[i], beta );

}

}

if ( j== N-1)
{
MAXIMO[i] = MAXIMO[i]=*b[i];
}

}

soma = soma + MAXIMO[i];

¥

printf("soma = %f\n", soma);
1=0;

for ( j=0; j<N; j++ )

{
if( posi_lin[j] == 0 )
{
while ( ind_c[1] < j)
1++;
if ( ind_c([1] == j )
{
soma = soma + MAX( 0, val_c[l] - produto[j] );
1++;
}
else
{
soma = soma + MAX( 0, - produto[j] );
}
}
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¥

lim_sup = obj + soma;
printf( "lim_sup = %f\n", lim_sup );
return(lim_sup) ;

¥

[ ko sk skok ok sk o ok Kk oK sk ok kK Kok Kok Kok kK sk Ko Kk K ok ok ok ok ook ok ok ok sk ok /
/* calcula o peso que vai ser usado para construir o */

/* novo problema agregado */
T T T R ———

void novo_peso(num_iter)

int i, j, k, 1, beta , num ;
float dif, norma, soma, PARAM;
float gammal[N] ;

dif = LIM_SUP - LIM_INF;
printf ("dif = %f\n", dif );

printf ("numero de iterac = %i\n", num_iter );
PARAM = (float)(1 + Z)/( num_iter + Z);
printf ( "PARAMETRO = %f\n", PARAM );

1 =0;
norma = 0;
for ( k=0; k<T; k++ )
{
if ( k !'=T-1)

beta = (k+1)*R;
else
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beta = N;

for ( j = k*R; j< beta; j++ )

{
if ( ind_c[1] == j)
{ gamma[j] = ( val_c[1] - produto1[j])*X[k];
1++;
}
else
gamma[j] = -produtol[j]1*X[k];
norma = norma + gammal[j]*gammal[j];
}
}
for ( k=0; k<T; k++ )
{
if (k '=T-1)
{
beta = (k+1)*R;
num = R;
}
else
{
beta = N;
if (S 1'=0)
num = S;
else
num = R;
}
for ( 1 = k*R; i< beta; it++ )
gli]l = gli] + (PARAM*gamma [i]*dif)/(norma*num) ;
}

for ( j=0; j<N; j++ )
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gljl = MAX( 0.000001,

for ( k=0; k++ )

{
if( k '= T-1)

{
beta =

k<T;

(k+1)*R;

else
{
beta = N;
}
soma = 0;
for ( j= k*R;
{

j<beta;

MINC 1, g3l ) );

j++ )

soma = soma + g[j];
if ( j== beta - 1)

{

for ( i=k*R;

i < beta; it++ )

gli] = glil/soma;

void main(argc, argv)
int argc;
char *argv([];

123



char nomel[12], nome2[12] ;

if ( arge !'= 3)
{

printf ("Especifique nome do arquivo *.rev e nome do arquivo de saida

exit(1);
}

strcpy( nomel, argv[i] );
if ( (arql = fopen(nomel, "r" ) ) == NULL )

{ :
printf ( "Nao posso abrir o arquivo inicial %s\n ", " nomel" );
exit(1);
L,
lee ( arql);

if (arql != NULL )
fclose (arql);
arql = NULL;
particao2 ();
peso_iniciall ();
num_iter = 1;
do
{
agr_lim_var ();
combina ();

strcpy ( nome2, argv[2] );
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if ( ( arq2 = fopen(nome2, "wt" ) ) == NULL )
{
printf ( "Nao posso criar o arquivo %s\n ", nome2 );
exit(1);
}

esc_PA_rew();

if (arq2 !'= NULL )
fclose(arq2);

OptPa_leePa(arq2);
if ( num_iter == 1) melhor_valor = obj;
else

melhor_valor = MAX( melhor_valor, obj);
printf ("melhor_valor = %f\n", melhor_valor );

LIM_INF = obj;
printf( "LIM_INF = %f\n", LIM_INF );

limitante_superior ();

if ( num_iter == 1 )
LIM_SUP = lim_sup;
else
LIM_SUP = MIN( lim_sup, LIM_SUP);

printf ("LIM_SUP = %f\n", LIM_SUP );
if ( X) free ( (char *) X);
if ( pi) free ( (char *) pi);

novo_peso (num_iter);
num_iter = num_iter + 1 ;

while ( num_iter < 81 );
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