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Resumo

Neste trabalho tratamos da metodologia de agregação de variáveis de um problema de
programação linear e, no caso mais geral, agregação simultânea de variáveis e de restrições.
Enfatizamos a discussão de diversos limitantes, superior e inferior do valor ótimo do problema
original, fornecidos pelo problema agregado. Em particular, recordamos a existência de um
peso ótimo para o qual a solução do problema agregado fornece a solucao ótima do problema
original. Esta revisão é preparatoria para a questão central que é o problema de como melhorar
os pesos de agregação com a finalidade de obter a solução quase-ótima. É proposto para isto
uma estratégia baseada no método dos sub-gradientes. Fazemos ainda uma aplicação do método
de agregação de variáveis para problemas particulares de programação linear inteira. Alguns
testes com putacionais preliminares são apresentados.

Abstract

This work deals with the methodology of variables aggregation and the case ofsimultaneous
aggregation of variables and restrictions for a linear programming problem. We enfatize the
discusion of many upper and lower bounds for the valor otimo of the original problem which
is given from the aggregated problem. Partícularly, we remember the existance of an optimal
weight such that the solution of the aggregated problem gives the optimal solution for the original
problem. This review is preparatory to the central question which is the problem concerning how
to improve the aggregation weight se to obtain the quase-optima solution. To this one proposes
a strategy based on a subgradient scheme. We present also an application of aggregation of
variables to an particular integer programming problem. Some preliminar computacional teses
are presented.
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Introdução

Métodos de agregação-desagregação e métodos de decomposição tem sido
desenvolvidos para facilitar a solução prática de problemas de programação
matemática de grande porte quando as limitações computacionais tornam im-
possível resolvê-los. Neste trabalho apresentaremos o método de agregação..
desagregação, com ênfase na questão de limitantes.

O método de agregação de variáveis (restrições) consiste em substituir o
problema inicial (PL) por outro com menor número de variáveis (restrições)
chamado problema agregado. No caso de agregação de variáveis, a solução do
problema agregado ( P,4l'') pode ser desagregada para obter soluções viáveis
do PL. Por esta razão, concentramo-nos em agregação de variáveis.

Como o problema agregado normalmente tem informação menos detalha-
da, as soluções de P,4V não produzem necessariamente a solução ótima de
(PL), porém sempre permitem a determinação de soluções viáveis e portanto
limites inferiores para o valor ótimo do PL(maximização).

Uma discussão inicial de agregação em programação linear foi feita por
Fisher l61 e estendida por Zipkinj231, que conseguiu achar um limitante su-
perior para o valor ótimo do problema inicial PL(maximização), usando a
solução dual do agregado. Isto ampliou o interesse, já que a obtenção deste
limitante nos permite determinar a proximidade da solução desagregada à
solução ótima.

Não é suficiente ter soluções viáveis para o problema inicial (PL), quere-
mos ter soluções o mais próximas o possível do ótimo. Nesta linha é natural
os temas de pesquisa em agregação estejam dirigidos a responder as seguintes
questões:
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1) Como gerar bons problemas agregados para o PL dado.
2) Como construir iterativamente problemas agregados que permitam

uma melhor aproximação ao valor ótimo de (PL).
3) Como obter melhores limitantes a partir da solução do problema agre-

gado.

Neste trabalho, abordaremos resultados referentes a diversos limitantes
para o valor ótimo de problemas de programação linear e para um caso par-
ticular de problemas de programação linear inteira. Também abordaremos
métodos de agregação iterativo onde os pesos são modificados em cada ite-
ração, enquanto a partição utilizada para formar o problema agregado per-
manece sempre fixa. Apresentaremos alguns resultados computacionais.

No primeiro capítulo, apresentamos resultados gerais de agregação de
variáveis e de agregação simultânea de variáveis e restrições assim como limi-
tantes do valor ótimo do PL. Os inferiores são obtidos usando desagregação
de peso fixo ou desagregação otimal. A estimação de limitantes do erro
(Z''' -- Zt') causado por agregação tem atraído a atenção de muitos pesqui-
sadores, entre eles h/lendelssohn j181, Taylorj211 e outros. A maioria deles
procura melhorar o limitante de Zipkin]23].

O capítulo 2 trata de agregação iterativo. Inicialmente apresentamos um
método teórico cle agregação iterativo proposto por Litvinchevj161 e basea-
do na aplicação do método do gradiente condicional usado em problemas de
otimização restrita. Dada a dificuldade de usar este método, apresentamos
uma estratégia de agregação iterativo usando o gradiente do Lagrangeano
associado ao problema agregado. Esta estratégia é proposta por Jõrnstein,
1<. Leisten, R. e Storoy, S.j121. Implementamos e damos resultados de alguns
exemplos numéricos.

No Capítulo 3, apresentamos um resultado de Litvinchev e Rangelj17].
Eles aplicam o método de agregação de variáveis para encontrar um limitante
do valor ótimo de problemas de programação linear inteira mu/lÍÉnapsacÊ. E
natural achar um limitante do valor resolvendo seu problema relaxada. Aqui
não é resolvido o relaxada, mas um agregado do relaxado. Seguindo um
procedimento semelhante encontramos outro limitante para o valor ótimo de
um problema de programação linear inteira. Apresentamos alguns resultados
de exemplos numéricos.
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Capítulo l

Agregação em Programação
Linear

1.1 Introdução
Neste capítulo é apresentado o método de Agregação e Desagregação usa-

do em problemas de grande porte de Programação Linear. O método consis-
te em substituir o problema original por outro, obtido fazendo combinações
lineares das linhas e/ou colunas da matriz de restrições do problema de pro-
gramação linear original, denotado por PL. A solução deste novo problema
nos permitirá obter estimativas para o valor ótimo do problema inicial PL.
Particularmente, se combinarmos só linhas (colunas) referiremo-nos a este
método como método de agregação de restrições (variáveis).

Na seção 2 estudaremos a agregação de variáveis e será dividida em 4
subseções. Na primeira detalhatemos a forma como é obtido o problema
agregado PÁt'. Uma vez resolvido o P.4V, o próximo passo é achar soluções
viáveis para o problema original. Isto pode ser conseguido com a "desagre-
gação" e será tratado na subseção 2. Consideraremos a desagregação de peso
./izo e a desagregação ofima/. Para obtermos a solução desagregada otimal,
precisamos ter resolvido o problema agregado PÁ}' e outros pequenos pro-
blemas, que denotaremos por Z)PA(Xk) . A desagregação de peso fixo vai
nos permitir estabelecer uma relação entre o valor ótimo (Z') do problema
inicial e o valor ótimo (Zy) do problema agregado P,4V. Clom a desagre-
gação otimal esta relação será melhorada, porque o valor ótimo da solução
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desagregada otimal estará mais próximo do valor ótimo do PL. Na subseção
3 apresentaremos os limitantes para o valor ótimo Z* de PL. Se estes limitan-
tes forem obtidos depois de se ter formado e resolvido o problema agregado
P.4t', serão chamados 'limitantes a posteriori'. Alguns destes limitantes
requerem só a solução ótima dual de PÁt'' e os outros requerem as soluções
ótimas duais dos Z)Pk(Xk). Limitante para o erro de agregação definido co-
mo a diferença Z' -- ZV será apresentado na subseção 4, este limitante se
denomina 'limitante a priori' e para obte-lo necessitamos formar o PÁt'',
sem entretanto precisar resolve-lo.

Na seção 3 será apresentada a agregação simultânea de variáveis e res-
trições e são repetidos todos os passos feitos para o PÁI'. Esta seção não é
necessária para o entendimento dos próximos capítulos. Inicialmente deta-
Iharemos a forma como é obtido o problema agregado PDA. Na subseção 2,
veremos o processo de desagregação de peso fixo e ao contrário do que acon-
tece em PÁ\'', a solução desagregada tem o mesmo número de componentes
que qualquer solução viável de PL, mas não é necessariamente viável para tal
problema. Na última subseção obteremos um limitante para o valor ótimo de
PL, que é uma generalização do limitante de Zipkin de agregação de variá-
veis, e um limitante para o erro de agregação definido como anteriormente.
O último, chamado limitante a priori, é uma generalização do limitante a
priori obtido na seção anterior.

1.2 Agregação de variáveis

1.2.1 Construção do problema agregado
Suponha que temos o seguinte problema de programação linear

'"l '*'-' 'z1l'
onde c é um vetor em IR", ó um vedor em IR", ,4 uma matriz em ]R"x"
Assumimos que PL tenha solução ótima finita. Seja

:.',l ''' .. z; "'
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o problema dual associado a PL.

Definição 1.2.1 Z){zemos que a = {Sk : k = 1 . . . .1r} é uma partição de
{l, ... n}, se

Sin Sj = a,i#.j
. U::,S. {l,...n}

B

Para a partição o', vamos denotar por nk a cardinalidade de Sh . Definimos
B* como a sub-matriz de A formada pelas colunas cujos índices estão em Sk.
Analogamente definimos os sub-vetores ck e zA. Denotaremos por Áj a j-
ésima coluna de A.

Definição 1.2.2 Para cada coíÜunto Sk da pari ção o , diremos que o uetor
gt em ]R" é am vetou de multiplicadores ou vetou de pesos se cada
uma de suas componentes é maior ou igual a zero e a soma delas igzat a um.
O conjunto dos uetores gK , k=1,. . . ,1{ chamaremos simplesmente de peso e

o der\citaremos por g.
D

Vamos construir o problema agregado PÁt'. Sejam g#, k
vetores de multiplicadores. Definimos

,K os

.Ã* = B*g*, . k b

ck -- c' g" É - l,...,K

.Ãk é deste modo um vetar coluna obtido através de uma combinação convexa
das colunas de ,4 associadas a Sk e analogamente ãt é um escalar obtido como
combinação convexa das componentes de c associadas a Sk. Definimos

,'1

l
) , .ÃK) . ê = (ê-, ,ZK)

O problema agregado PÁV é definido como

pane ...
mar êx
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e seu respectivo problema dual é

(n.'l") -l

Denotaremos por X e U as soluções ótimas para PÁ}'' e seu dual 1),4V,
respectivamente.

Zt' = min Ub
s.a U,4 > ê

u > o.

Dado o problema original PL, o problema agregado é determinado pelo
par (a,g). Com a fixo, o problema PÁt' depende do peso g - Utilizaremos a
notação P.4\''(g) quando quisermos enfatizar esta dependência.

O problema agregado PÁv' pode ser obtido a partir do problema original
PL através da transformação # = RX, onde # é variável do PL, X variável
do P.4t' e R matriz em IR"*x' dada por

se iCSj
caso contrário

Assim o P,4\'' fica

',«',{

Zt'' max cRX
s.a ÁEX < b

x >o

1.2.2 Desagregação
Construído o P..4l', encontraremos soluções viáveis do PL obtidas a partir

de soluções viáveis do P.4V . Este processo é conhecido como desagregação.
Apresentaremos os seguintes tipos de desagregação:
1) desagregação de peso fixo
2) desagregação otimal.

1. Desagregação de peso fixo

Suponha que X sqa viável para PÁ\'' . Construiremos o vedor ak C
R"A tomando nk = Xkgk , k=1,. . . ,K. Seja = a coleção de vetores zA,

arrumados segundo a ordem das variáveis no PL. Diremos que z é a
solução obtida pela desagregação de peso fixo de X e a chamaremos de
solução desagregada de peso fixo.
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Proposição 1.2.3 Se X é oíáue/ para P.4t' e z é a se/tição desaire
gania de peso S=o, então = é uiáuel pára PL e c=

PROVA

K K K

1: *,* - }: p'(x*g*) - }: x*(.e*g')
k=1 A=1 A=l

>ll: x..Ã* = .,4x $ z,.
k-l

(1.1)

Como z 2 0, z é viável para (PL). Por outro lado

K K K
., - >: .',* - >ll: .'(x*g*) - >1: x.('*g*)

k=1 k=1 A=l

K'

>l, x.õ*
k;l

Corolário 1.2.4 Se .X é se/ração ótÍma para P.4t'' e ié a se/wção
obtida pela desagregação de peso $10 de X, então cã = Zv <- Z*

PROVA
Pela proposição anterior i é viável para PL e cã = ÕX. Como X é
ótimo para (P.4t''), então ê..Í = Z}', logo

Zt''- ê..Í = cF < Z" (1.3)

Definição 1.2.5 Diremos qae g é peso ótimo para o PL se com este
peso, a. solução obtida por desagregação de peso $=o é solução ótima
para o problema original PL.

D
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Pelo Corolário 1.2.4, se g é peso ótimo para PL, então ZV = Z*

Para qualquer partição a , existe um peso g' com o qual o valor ótimo
de P.4\''(g*) coincide com o valor ótimo de PL. Infelizmente, a deter-
minação deste peso depende de uma solução ótima (desconhecida) de

Proposição 1.2.6 Z)ada tzmapart fada = {St,.. . ,SK} de {l,
Se =o é wma solução uiáuel de PL e de$nimos o peso go como

tJefor aró erário em ]Rn' se)l,.ÍeS. =oj := 0

E,..h =o c"se confraria

,«}

(1.4)

ee"tã' Xo de$«{d. p- Xo. = Ej.s. "oj é «{á«/ P«« p,4"(go)
cao = ãXo

PROVA

E claro que Xo ? 0 e

.ÃXo .4*=>ll:(>1::'oj)B*go* B',.* .4.o$b
k=1 k=1 .jeSk A=l

1.5
Assim Xo é viável para PÁt''(go). Notemos que a solução desagregada
de peso fixo correspondente a Xo é ao. Então pela proposição 1.2.3
temos

cao = ÕXo.

Proposição 1.2.7 Dada uma parZáção o =ÍSt,...,Sx} de {l,...,n}
! umü solução ótima =* de PL. Existe um peso g' que é peso ótimo paraoPL

PROVA
Pela proposição 1.2.6, escolhendo o peso como

g*k = 1' etor arbitrário em ]n"* se)l:jCs*z; =o
= ( slü rJ' caso contrário

(1.6)
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sabemos que o vetar X' = (X;,
solução viável para PÁt''(g') e

, X;) tal que X; E:j.'. ,; é

Z* = cz* = êX* (1.7)

Por ser X' viável para o agregado P,4t''(g*) temos

êX' < ZV < Z*

De (1.7) e a última desigualdade vemos que êX' = Zt'. Ou seja X*
é solução ótima do agregado PÁt'(g'). Como z* é sua correspondente
solução desagregada de peso fixo e por hipótese ela é ótima para o PL,
então g* é um peso ótimo para o PL.

Observação 1.2.1

ü) Com Q desagregação de peso ji=o, o problema PAv gera umü solução
t;iáue/ e SKóot ma/ 3 para PI, (ver 1.3).

b) Agregação e desagregação de peso $=o, formam uma restrição a,di-
cional do PL; lk KgK. Para. cada k, =k está restrito ao espaço
uetoriat unidimensional de múltiplos de gK

2 Desagregação otimal de X

Uma solução desagregada melhorada pode ser obtida através da de.
segregação otimal de ..Í (solução ótima do P.4t'), resolvendo K sub
problemas

'pool...
rlla= c"y"
B*gt $ ..Í..Ã*

v' 2 0.

Suponha que para cada k =1,. . . ,K, g/k é solução viável de Z)PA(.Xk).
Seja y o conjunto de vetores yk, arrumados segundo a ordem das variá-
veis em PL. Se para cada k= 1,. . . ,K, ©k é solução ótima de DPk(.ik),
chamaremos a # solução desagregada otimal.
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Proposição 1.2.8 Z)aços PL, P,4v e os Z)PA(-XA), 4;=.r,.. .,/r, então
Lemos o seguinte:
aàA solução desagregada otimal g é viável para PL.
t))A solução desagregada de peso .R=o i (restrita a cada sub-problema)
é uma solução oiáuet de DPK(XK), e

zl'' (1.8)

PROVA
,) K K

.lg 'g' $ >: ..Í*.4*
k=1 A=l

E óbvio que i7 2 0. Portanto g é viável para PL.
b)

B*'E* = BKI.XKgK ) = XK(BKg''l = .XKÃ'

Como = é viável para PL (ver 1.2.3) então F 2 0 , logo Ek ? 0
Portanto i restrita a cada sub-problema é solução viável de J)Pk(Xk)
Então para k = 1 . . . , /T, tem-se

c" i" $ c" g"

Por a) g é viável para PL, então

}l: c*g*
k-l

(1.9)

logo pelo Corolário (1.2.4) e a penúltima desigualdade obtem-se
K K

z" : *i* $ }. ''g*
k=1 k=l

(l.lO)

de (1.9) e (l.lO) seg--se
K'

Z" $ }: c*g* $ Z'
k:l

11



Observação 1.2.2

ü) Com a. desagregação otimat de .R, os l<-sub-problemas DPkÇRk] ge
ram uma solução uiáuel Ü para PL, que é melhor que ü soluça,o ilesa.
Pregada de peso ./izo y (ver 1.8 e Corolário 1.2.4).

b) SÓ é possível obter Q solução desagregada otimal depois de ter tesos.
uído PÁr

1.2.3 Limitantes a posteriori
Encontraremos limitantes a posteriori para o valor ótimo (Z') do pro-

blema original PL, depois de formar e resolver o problema PÁV. Com o
objetivo de obter uma estimativa para este valor ótimo, é conveniente encon-
trar limitantes inferiores e superiores de Z'. Faremos isto baseando..nos na
informação de PÁ}' e dos Z)Pk(..[t). O quadro abaixo indica os ]imitantes a
posteriori para Z* que obteremos

Z,imátantes
Inferiores

usando P,4 I''

«-d. DPk(Xk)

Limitantes
a posteriori ,-' { 6;',.'«

usando
Z)imãtanfes
Superiores

--'. "pk(..V01 Íll

Os limitantes a posteriori: superiores e inferiores, dividem-se em limitan-
tes que utilizam o P.A\''' e os que utilizam o Z).f'K(..Í). O quadro acima expõe
a classificação. Passamos a descreve-los.

Limitantes Inferiores
Limitantes inferiores para Z' foram encontrados na seção anterior, quan

do vimos o processo de desagregação. Para cada tipo de desagregação cor.
responde um limitante inferior pala Z'
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l Limitante que usa o PÁt' O valor ótimo (Zy) do problema PÁv é
um limitante inferior para o valor ótimo de PL, porque se ..í é solução
ótima de P.4V, então sua correspondente solução i desagregada de peso
fixo é viável para PL. Isto implica que ci $ Z' e pela proposição 1.2.3
tem-se ci = êX = Zr. Logo

Zv' < Z*

2. Limitante que usa os DPA(.Xk) A soma dos valores ótimos dos l<-
sub-problemas Z)PA(Xh) também é um limitante inferior para o valor
ótimo de PL, ou seja

porque a solução desagregada otimal g é viável para o problema inicial
(ver Proposição 1.2.8). A desigualdade

Zt'
K'

k-l
< < z*

obtida anteriormente indica que um melhor limitante inferior é obtido
usando desagregação otimal.

Limitantes superiores
Para o cálculo dos limitantes superiores, vamos supor a seguinte hipótese

sobre uma solução ótima #* de PL:

Hipótese l:
Sega a' = .[S' : A :: ],...,]\''J' uma partição de {],...,n}, rzão rzeces-

sariamente igual Q partição a utilizada para construir o problema agregado.
Existem dt,. . ..d. números positivos conhecidos e pt,. .. ,PK' números não
negativos conhecidos, tais que

dizia <- PK,E k - 1, ,Ã''. (1.11)

Esta hipótese requer restrições em #' . obviamente sem resolver PL. Estas
restrições tanto podem ser extraídas do conjunto das restrições existentes
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quanto obtidas manipulando as restrições do mesmo. Em alguns casos pode
ser impossível obte-las.

Encontraremos 5 limitantes superiores a posteriori para Z'. Os 3 primei-
ros são obtidos através da proposição 1.2.9 e utilizam a solução ótima dual
do P.4V. Os 2 últimos utilizam as soluções ótimas duais de cada um dos
problemas Z)PA(Xk). Por isto dividimos os limitantes superiores para Z* em
2 grupos: os que usam PÁI' e os que usam Z)Pk(..Ík).

1. Limitantes (lue usam o P.4\''
O conhecimento da solução dual do P,4t' nos permite obter uma classe
de limitantes superiores para Z'. Vamos estudar 3 deles: de Zipkin, de
Mendelssohn e de Taylor. Para isto, a proposição chave é:

Proposição 1.2.9 Se a À pótese / é safes/Cita por a/grama se/tição óti-
ma ac' de (PL), então

Z'$ wÓ+c. (1.12)
onde

'' - ÉI ::: l::"1l * (1.13)

1«1+ {o,«} .

to > 0 é ttm t;efor em IR"

PROVA

z* ca* + w(b - .Aa')
«,b + (c - «,Á)a'

wó + >1: (cj - .«.'lj)«j*

«'*EE
k=i .jcsÍ:

di

+

<
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«' * ÊI *:r l:
«' * ÊI *:: l:
wb+c.,

<

<

#] ': '.,.*
:f..I''',* @« "',.:,

(1.14)

logo
Z' $ wZ)+c.

Pela proposição anterior sabemos que para qualquer to ? 0 em IR",
o valor L definido como

L +c. (1.15)

é um limitante superior para Z*. Os 3 limitantes superiores indicados
são obtidos usando valores particulares para w, a saber;

Limitante de Zipkin (Z,Z) Zipkin escolhe w como sendo a solução
ótima dual (U ? 0 ) do problema agregado, to = [7. Substituindo este
valor em (1.15) e denotando o limitante assim obtido por Z,z, temos

''-''--Êl:::l: l*,* (1.16)

ou ainda.

'' - '" -- Ê] 2:: ]:/'] *,*.
Pela proposição 1.2.9 temos que

;' ' '' - '" -- $ u:i l:/'1l *, (1.17)

Limitante de Mendelssohn (LM) Nlendelssohn ao invés de tomar
w = t/ como no caso anterior, considera todos os múltiplos positivos
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de C/, ou seja, w = 0U, com 0 2 0. Substituindo este valor em (1.15)
temos um limitante em função de 0, dado por:

/w-'ü'-''Eçà ls-. l ,* (1.18)

para o qual sabemos valer

z' 5; .f(o) vo c n, a 2 0

O limitante de Mendelssohn é obtido minimizando /(0) em relação a
0

z' $ ,.Hk.J'(o) - z;"
Assim, temos:

Z,M
,.gb. .f(o ) (1.19)

Ki .

,.*l:. (''' -- êl *:: l:-
«'" -- gi usi l:-mln

0CR,0?0

(1.20)

Limitante de Taylor (Ll") Taylor escolhe w = [7 + Àb ? 0. Substi
ruindo este valor em (1.15) temos

.w - © -- ")' -'' EI u3: ls:.. «' -- ")," l ''',* (1.21)

Pela proposição 1.2.9

z' $ g(.x) VÀ C ]R ta/ que U+ Àb ? 0

Z' < min a(À),
' Àcn,Ü+xóZo" ' ' '

obtendo assim o limitante de Taylor:

Logo
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Z,r min g(À)
Àen,iJ+ÀbZo' ' '

(1.22)

*.,$ü.,:. {«' -- «' -- ÊI çz:i l-q#@l *,.}
-'- *.,:wh.:. {». -- ÉI %:í l-gÍ'@l *, }' eÍXql aj J '"J

(1.23)

Observação 1.2.3

ü) Co« a $nalidade de obter um melhor limita.«te sup"ior par., Z' , üs
desagua/dados de (1.11), qzze aparecem rza hipótese /, deveriam ser o
mais justas o possíoe!, pois como a proposição 1..2.9 usa tais desigual-
dades, os limitantes Lz , LM , e LV dependem das mesmas.

b) Note também que se U fot solução viável para o dual de PL , então

Z,' . P- (1.17) Z' < Zt'

juntando com a desigualdade Zv $ Z' obtida no Corolário -1.2.4 ob
lemos

ay '7'+

c) Fazendo uma. comparação entre os limitantes aqui apresentados Lz ,
LI'"t e LT . temos

Lu < Lz

e

LT < Lz

po,q«. d. (1.19) temo.

$ /(1) l,z

. d. (1.22)
É' $ g(o) Z,z
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2. Limitantes que usam os Z)Pk(Xk). Zipkin descreve duas formas de
gerar o limitante superior de Z* quando se tem informação das soluções
dos problemas duais dos Z)PA(Xk).

Limitante Z,i
Vamos continuar supondo que a hipótese l esteja satisfeita para alguma
solução ótima z* de PL, só que com a particularidade de que a partição
a usada para construir o problema agregado sda igual à partição a',
mencionada em (1.11).

Suponha também que (1.11) seja satisfeita com dj = 1 paraj
ou sqa, }:jcs{ z.j* $ pk. Sda ük* a solução ótima dual de
para k=1,. . . ,K. Então

l 11,

0Pk (X* ) ,

z* +cz
K

+ >ll:(u'*B*-< CÊ)3*k
k:l
K

E .*,-*
k=l

K
kUk' BK =+

k=l

E
k:l
K'

E
k:l
K'

E<

Uk' >' ;.;.,{j

,;(u**Áj)
.jCSA
E

H8f(u*''l') >1: ';
jeShk:l

%!fW'*,4ÜI''' E .;

u!:(u**'lj)l p*,
logo

EIB!:«''*.A0l''',*k:l

Denotaremos por L: a soma )ii:L:. l maxjCS.(U*'Áj)l +pk

É li.24)
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Limitante .L2

Suponha que existe uma solução ótima a' de PL que satisfaz a a con-
dição

? o, vk - 1, . . . , K, (1.25)
então

z*
K

.,* $ ..' + 11: u*'(ó - .'i'')
k:l

K K K

.«' +E u''z, - }: u'*'(E B'.'D
k=1 A=1 r=l
K K K K

'«' + E u*'ó - E u*'.a*«** - E u''( E B','D
k=1 k=1 k=1 r=1,r?ék
K K K K

$ ..'+Eu*'ó-E.*«'' E B',*l
k=1 k=1 k=1 r=1,r#k

K K K
$ Eu'*'ó- >: c/''( >ll: B',")

b=1 k=1 r=1,r?ék

Portanto

Z* < /T \ ' b; max
k (1.26)

Denotaremos por Z,2 o limitante de Z* obtido aqui, isto é,

p'=K b; max
k=1

1.2.4 Limitantes a priori
O erro resultante da perda de informação se usado o método de agregação

é expresso pelo grau de subotimalidade da solução desagiegada i, quando o
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valor da função objetivo do PL em i é comparada com o valor ótimo de PL.
Ou seja, o erro é dado pela diferença que existe entre o valor ótimo (Z') de
PL e o valor ótimo (Zt') do P,4t'. Vamos achar um limitante para este erro
sem resolver o PÁ\'', por isso o nome de / m lance a priori. Continuaremos
supondo que a hipótese l ésteja satisfeita para alguma solução ótima z* de
PL

Por 1.17, temos

'* . '« -- ÊI ç::í { I'-:g81 *},.,
que pode ser reescrita como

'' . '« * ÊI (*:f l:
Tomemos números {7'j}, J = 1,

#] ) *,*. (1.27)

, n tais que

rj ? cj -- Ü.4', (1.28)

(1.29)

e definimos

- %B: ltl ,
De (1.27), (1.28) e (1.29), vem

Z' $ Z}'+có, (1.30)
onde

.. - E l,:*l''',*. o.3o

O objetivo é especificar os rj em (1.28) sem conhecimento de ü. Caso seja
possível encontra-los, có será um limitante superior a priori de Z' -- ZV. Na
próxima proposição veremos uma maneira de obter estes rj.

f

k l

Para cada .j C St, k = 1, , /T , consideremos o seguinte problema

min, (cj -- «,4j )
s.a uÀk > êt

u> 0
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Proposição 1.2.10 Se cada um dos proa/elas PJ t oer se/anão áZIma rj,
então existe um limitante superior a priori para Z' -- Zv

PROVA
Primeiramente temos que cada problema PJ é viável. Clamo U é viável para
o dual de PÁt', então

U.,'!> ê e U > 0.

Assim, em particular U é viável para cada um dos problemas /) .
minimizando sobre todos os pontos viáveis de PJ temos

Então,

mjn(«Á') $ U,'l'
logo

cj -- «zÍn(uÁ') 2 cj -- U.4',

fazendo

'j = cj - mÍn(«.A')
rj ? c{ -- U,4;

Encontramos assim rj que satisfaz (1.28) e que não depende da solução Õ de
Z),4V. Logo, de (1.31)

temos

~ - ãl ( ç23í l:-::-=!@l ) *,*
f

(1.32)

é um limitante a priori para Z* Zv

A proposição a seguir mostra um caso particular no qual os problemas PÍ
têm solução ótima:
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Proposição 1.2.11 Se .A ? 0 e c 2 0 então cada proa/ema P; tem se/ração
ótima. Neste caso

«}3*l('.-:'k),''.; '''í, ,4ík > 0 (1.33)

PROVA
Para .j C Sk seja

k - «!- { k .4.. » o}

então

,4., ? .,4.*=a vj € {i,...,«-}

Cada PJ é viável porque a solução dual do agregado satisfaz suas restrições
Vu solução viável de .f%, tem-se

$«'.{k}

{kl$«'*
{k}«;*
:.«:«{k :,*».}

>

(1.34)

Portanto para qualquer u pertencente ao conjunto de soluções viáveis de .r3,
tem-se

minuÁf 2 êÀ; min l -Çlj
« ' " l...'lfA

Cada PÍ é viável e por (1.35) PJ é limitado. Portanto cada PJ tem solução
ótima. Vamos mostrar que vale a igualdade em (1.35).
a) Se êk = 0

Vamos supor que em (1.35)

,4iA ? 0 (1.35)

e««'' :' '.«,«{k .4ik ? 0 (1.36)
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Neste caso é claro que u = 0 é viável para P] Pela condição ,4 ? 0, temos
que 0 minimiza uÁ; sobre o conjunto de soluções viáveis de .f\. Então em
(1.36) teremos a contradição

u .,/ v.

Portanto

«l« «"' - :.«;«{t
b) Se êk > 0
Sabe-se que cada .r3 tem solução ótima e que a cada ..4Ík > 0 está associada
a solução básica

,E,...,.).
Assim, neste caso a solução ótíma de (Pj) é

(.,

(',...,ã,...,.)
sempre e quando satisfaça que

Ê)". : (Ê) «,.
, m}, tal que ..4ik > 0. Pelo fato de ser êk > 0, isto implica que

gy.2:l;=- Vá€1l,...,m}, t / qu ãfk>o.

Logo, desta desigualdade, tem-se

k-«\:«{k :'..».} (1.37)

Portanto

«ü«««'- {Ê}«,.-:*«l«{k : ;*».} (1.38)

Valendo a igualdade em (1.35). Substituindo (1.38) em (1.32) obtemos

1«-.. [ -:*«::-1k :'*». ,'])*«
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"".«. l('. -- :* «?* {l# : ';. » .}),'''.l
+

ÊI(-:* [h -:.k)'': ;* » ',' ' ''])*«
O Lema de Farkas, que enunciámos a seguir, será utilizado na demons.

oração da próxima proposição, que fornece uma condição necessária e sua.
ciente para PÍ ter solução ótima.

Lema de Farkas
Dados os sistemas lineares

s. .t,- -, n

e

S2
E'U
y 20

então, ou Si ou S2 tem solução, mas nunca ambos
PROVA ( ver Dorfmanj41, pag.504).

Proposição 1.2.12 Dado .j C Sk. PÍ tem se/ração ótjma se e só se ezisle
À > 0 fa/ qKe

À..4t < Áj

PROVA
Vamos escrever o problema PJ do seguinte modo

mi«.,(cj -- «.4j) = m«,(.j + «(--Áj))
s.a t;.Ãk > êk

z; > 0.

Suponhamos que PJ tenha solução ótima. Então o seguinte sistema linear

.'-,{=,,
$o



não tem solução, porque se existisse uma solução u, então a sequência

{U + nu}.cJV
formaria uma família de soluções viáveis de PJ e o valor da função objetivo

(U + n«)(-Á')

tenderia para infinito quando n crescesse, tornando Pf ilimitado e contra-
dizendo a hipótese de PJ ter solução ótima. Portanto Si não tem solução.
Podemos ver Si da seguinte forma

r --Í.4k'll'u < 0
(s-) l -.r« $ o

l --(,4Jy u > o
Pelo Z;ema de Fardas, o seguinte sistema tem solução

[-'* ']«

Tomando

= IÀ V:rl ; À?0 . yi20
então temos em (1.39)

--À.4k -- y: - --Áj ; À 2 0 e yi ? 0
Logo, temos a desigualdade desejada

À.,.ik < ,4j

Reciprocamente, suponhamos que existe À ? 0 tal que

À.,4k < ,4j

A solução ótima de l)Át' satisfaz as restrições de (PJ ). Portanto (PJ) é viável
Tomando uma solução viável u de (PJ) temos

z;.Ãk > êt e u > 0

logo, por hipótese
«,4j 2 «(.x.Ã') («,4*) ? Àz*

Desta desigualdade temos

mín u.4j > Àãk

Portanto o problema Pf tem valor ótimo.

V

(1.39)



1.3 Agregação de restrições e variáveis
Vamos agora a agregar ao mesmo tempo, restrições e variáveis do pro-

blema original. Substituiremos cada conjunto de linhas e colunas por uma
combinação convexa dos membros do conjunto. A análise de agregação de
variáveis feita na seção anterior era simplificado pelo fato de uma solução
viável do problema original PL poder ser obtida a partir da solução ótima
do problema agregado. Aqui a solução agregada, quando desagregada, pode
até mesmo não ser viável para o problema original. Suponha que temos o
seguinte problema linear

'"l ''''' 'z!:
onde como sempre c C IR", b C ]R", Á C ]R"x". Vamos supor que PL tenha
solução ótima.

Precisamos de 2 partições e 2 pesos associados aos índices das linhas e
das colunas da matriz A.

Seja o = {Sk ; k = 1,...,/T} uma partição (ver definição 1.2.1) de
{l,. ..,n} e p = {Ri : / = 1,.. . , J.,] uma partição de {l,...,m}, onde nÊ é a

cardinalidade de Si e mi é a cardinalidade de RI. Como fizemos anterior-
mente, vamos primeiro deânir os vetores peso:
Sejam

e gk : vedor (coluna) em IR"' de componentes não...negativas cuja soma é
igual a l.

B /l : vedor (linha) em IR"' de componentes não negativas cuja soma é
igual a l.

e g sequência dos gk, k=1,. ,K

e f : sequência dos /l, 1-1, ,L

Os vetores g e .f serão chamados de pesos.
Soam agora

c* = (cj)j... b' = (Z,.)..n, Bf = (.Afj):.«,,j''. (1.40)

26



Para construir o problema duplamente agregado PDA definimos

gl= /'b' Ã.. = jt Bl:g~ (1.41)

se

a'= (a) , b
O problema agregado PDA se torna:

(1.42)

(-'l ' '.
maa 21X

ÁX < b

x>o
onde X é um vetou com 1< componentes. O dual associado é dado por

(-©l
O PDA é deste modo determinado pelo PL, as partições a, e p e os pesos

g e/..Vamos assumir que PDA tenha solução ótima finita e vamos denotar
por X e t/ as soluções ótimas do primal e do dual respectivamente.

Desagregação de peso fixo

Para qualquer par (X, U) viável para PDA e seu dual, sejam

z' = Xkg*,

ut = U.j',
(1.43)
(1.44)

e (a, u) o par de vetores obtidos arrumando as componentes de ak e ul, segun-
do a ordem das colunas e linhas no problema inicial respectivamente. Como
anteriormente, chamaremos a (a, u) soluções desagregadas de peso fixo
para PL obtidas a partir de (X, C/).

Observe que o problema que agrega só variáveis (restrições), é um caso
particular de PDA, obtido quando se considera a partição p = {]1},.. . , {m]]
(a = {Íl}, . . . , {nl}). Para o caso de variáveis (restrições), as notações Á e

PDA serão substituídas por À e P.AI'' (.À e PÁn) respectivamente.
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Na proposição a seguir demonstraremos que o valor da função objetivo
do PL na solução desagregada ié igual ao valor ótimo do problema agregado
PDA. Também relacionaremos os valores Z- e Zo com os valores ótimos dos
problemas particulares mencionados no parágrafo anterior.

Proposição 1.3.1 Sejam Zn e ZV os t;a/ares ólimos para PÁn e PÁt' res-
pectiuümente e i.li,liq as soluções desagrega,das de l)eso Slo para PL obtidas
Q partir das soluções ótimas (.X,U) de PDA e de sel dual. Então
a) ci = ãb = Z"
b) Zv $ Z'$ Zn
c) Zv'$ Zo $ ZR

PROVA
,)

K K K K
1: *i* - }: .*-X*s* - }: .í..*g* l>: .f.ã

k=1 k=i k=1 k=i
cz zX - z"

L

Üb - }' ãlb'

L

>l: ã/'z,' >:Õ,B,- Õi- z"
L

/ =1 /:= 1 1;1

b) Pelo Corolário 1.2.4 sabe-se que

zç'< z* (1.45)

Por outro lado, se Z\ é o conjunto de soluções viáveis do PL e Z\n é o conjunto
de soluções viáveis de PÁn, então é claro que PÁn é um problema relaxada
de PL, ou seja

(1.46)

porque se 3/ C zX, y satisfaz todas as restrições de PL, portanto y também
satisfaz todas as restrições que são obtidas através de combinações convexas
de restrições de PL, isto é y C ó.n. Por (1.46) temos

a. C Z\.n

max ctz < max cfz
rC.â

logo
Z*< Zn
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De (1.45) e a desigualdade anterior temos

Zt'< Z' < Zn

c) Observe que o PDA pode ser visto de duas maneiras.
1- Como um problema obtido adregando só restrições do P,4t' ou
2- Como um problema obtido agregando só variáveis do P,4a
Em b) foi estabelecida a relação existente entre o valor ótimo Z* do problema
inicial PL e os valores ótimos dos problemas obtidos adregando só variáveis
ZV ou só restrições ZR no PL. Se em b) trabalhamos com PÁI' no lugar de
PL, por 1) temos

7'y .- 7.D

Analogamente se em b) trabalhamos com PÁn no lugar de PL, por 2) temos

Zo< Zn
Logo, das últimas desigualdades temos

Z}'< Zo < Zn

Infelizmente não é possível obter uma relação de ordem entre Zo e Z'"
As soluções desagregados de peso fixo (Z, ü) podem até mesmo ser inviáveis
para PL e seu dual, excluindo os casos em que só variáveis ou restrições são
agregadas. Quando se trata de agregação de variáveis, já foi demonstrado
(prop 1.2.3) que a solução desagregada de peso fixo i é viável para PL. Ana-
logamente em agregação de restrições a solução desagregada de peso fixo ã
é viávelpara o dual de PL.

Exemplo
Daremos um exemplo, onde as soluções desagregadas de peso fixo (ã, ã)

não são viáveis para PL e seu dual, respectivamente. Seja o PL

maximize 100 xl + 600 x2 +- 1200 x3 + 2400 x4 + 500 x5 + 2000 x6
Sujeito a:
cl: 8 xl + 12 x2 + 13 x3+ 64 x4+ 22 x5 + 41 x6 5; lO
c2: 3 xl + 6 x2 + 4 x3+ 18 x4+ 6 x5+ 4 x6 5; 20
c3: 5 xl + 10 x2 + 8 x3 + 32 x4+ 6 x5+ 12 x6 $ 36
c4: 5 xl + 13 x2 + 8 x3 + 42 x4 + 6 x5 + 20 x6 $ 12
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c5: 3 xl + 2 x2 + 4 x3 + 8 x4 + 8 x5 + 4 x6 5; 24
c6: 3 xl + 4 x2 + 8 x5 $ 18
zi ? 0, { = 1, . . . ,6

Soam

Os pesos

o' = {l1, 2, 3}, {4, 5, 6l} = P

g: 1/3,1/3,1/3)
e

g' 1/3,1/3,1/3)
O problema PDA obtido é

maximize 1900/3 XI + 4900/3 X2
Sujeito a:
cl: 69/9 XI + 205/9 X2 $ 22
c2: 42/9 XI + 96/9 X2 $ 18
Xi ? 0, X2 ? 0

As soluções ótimas primal e dual de PDA são

X 869565, 0) . U (82.608257, 0)

As soluções desagregados de peso fixo obtidas a partir de (X,U) são

ã/3(2.869565), 1/3(2.869565),1/3(2.869565), 0, 0, 0)

Ü/3(82.608257), 1/3(82.608257), 1/3(82.608257), 0, 0, 0)

Observemos que a solução desagregada ã não é viável para o PL, porque
não satisfaz a restrição 4. A solução desagregada ã não é viável para o dual
do PL, porque não satisfaz a restrição dual associada a colunn 3.

e

Limitantes para o erro de agregação

Vamos agora encontrar limitantes para Z*. Começaremos com limitantes
que usam as soluções desagregados de peso fixo (i, a). Como feito anterior-
mente, vamos chamar estes limitantes de Limitantes a posteriori, e precisa-
remos que por hipótese, as soluções ótimas do primal original e de seu dual
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obedeçam a um conjunto adicional de restrições, a saber

Hipótese 2:
Sda a' = {SI : k = 1,..., /T'} uma partição de //,...,n;, di,...,d. ntí-

meros positivos conhecidos e p\, . . . ,PK' números não-negativos conhecidos,
tais que para alguma sotuçiio ótima =' do PL

k - l,...,K' (1.47)

Sda p = {RÍ : / = 1,..., L'} uma partição de r.r,.. .,m;, el,..., e. números
positivos conhecidos e q\.. . . , qp números não negativos conhecidos, tais que
para algema solução ótima u' do dual de PL

$ ql / = 1,...,Z' (1.48)

Frequentemente estas relações ((1.47) e (1.48)) podem ser derivadas di-
retamente das restrições do PL e seu dual. As partições a' e p' ( não são
necessariamente as mesmas usadas para formar o PDA) podem ser escolhidas
tomando vantagem da estrutura do PL, com o objetivo de obter as desigual-
dades requeridas.

Proposição 1.3.2 Se a ÀÍpótese 2 /or saf s/eíla para a/gum par (='',u'),
onde =* é uma sol'ração ótima de PL e u' é solução ótima. do dual de PL,

Zo -- c; 5; Z' $ Zo + c:-,

'f - E { çà3i i::iFI }*
onde

]l*,* e

r /

';-$1uvl t?ll*«
PROVA

Z' 2 «'Z,+ (c - u*.A)i (.'!i - b).

Vamos agora desenvolver a última parcela da expressão acima e utilizar
(1.48). Assim temos
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«'(Ái - b)

r /

$E lat?l «:.:

,4fZ -- b.
e

max

max €la

logo

u*b ci «'(.'Ü b) ? ci - c= Zo

ou sqa
Z'> Zo (1.49)

Analogamente demonstraremos que Z* $ Zo + cf

Z' Scz'+ ã(6 .A«*) Üb + (c - ãÁ)«*
Como

(c - Ü.'l)«* ã.A')«;

K'p

< c.j ilwi'..;
k=i .jcsÍ:

.jcsí;
E



< max
k;i

J ll* ,;
K'

:ll::l:< ;EI }*,. - .f,
temos

Z' $ ab + (. - ã,4)«' $ ãb + ':'

logo
Z* 5; Zo + cf. (1.50)

Unindo (1.49) e (1.50) temos

$ Z' $ Zo +c:-

Limitantes a priori
A partir da proposição anterior Zipkin deriva um limitante a priori supe-

rior e inferior para o erro Z' -- Zo. Clontinuaremos supondo que a hipótese 2
sda satisfeita por algum par de soluções ótimas (z', u*) do PL e de seu dual,
respectivamente. Tomemos números r.j, j=1,. . . ,n tais que

rj 2 cj -- ã,4;

e números tf, i=1,. . . ,m tais que

(1.51)

t{ 2 Áfâ' -- óf (1.52)

onde(lí, ã) é solução desagregada de peso fixo(ver(1.43) e(1.44)) para PL
e DL, obtida a partir de (X, U). Definimos

n*' m""'''ll''l ,/r' (1.53)

(1.54)'r' - m««..«Í l:l
Pela proposição anterior e utilizando (1.51

e

,.L'.

1.54) concluímos que

Zo -ci $ Z' $ Zo +cÍ (1.55)
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onde

.J- - gl i«'i *,*
k:l

e

O objetivo é entretanto especificar os {rj} e {ti} de (1.51) e (1.52) sem
conhecimento da solução desagregada (:, ü ). Se for possível encontra-los,
--cb e cÍ serão limitantes a priori inferior e superior respectivamente para
Z' -- Z. Para cada .j C Sk, k=1,. . . ,K considere o seguinte problema

mini/(cj -- UÁ')

u >o
s.a

e para cada i C RI, l=1, ,L, considere este outro problema

maxi (-b. + .4.X)
s.a ,4lX $ 61

x >o

Observe que se o PDA tem solução ótima, então todos os problemas PÍ e
C?i são viáveis porque se X e U são soluções ótimas de PDA e seu dual
respectivamente, então

g.,4 >ê U > 0 e

ÁX <ó x >o

Proposição 1.3.3 Se cada Hm dos proa/Chás PJ e Qí lem se/ ção ótima,
então --el; e et são respectivamente ti-mirantes a priori) inferior e superior
para Z* - Zo

PROVA
Usaremos as seguintes igualdades

a',4' = U.4', .j = 1, . . . ,n (1.56)

i= 1.....m (1.57)
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Como t/ é viável para PJ , então por (1.57)

menu,4; < U,4; = {i,4j

logo
cj -- mini/.A' 2 cj Ü.4;

fazendo

rj = cj -- minUÁ; (1.58)
temos

r{ ? c{ -- ã,41

Analogamente como X é viável para Qi, então por (1.58)

logo
bi + ,'lili 5; --bi + maz.4iX

fazendo
--bi + maaÁiX (1.59)

temos
ti Z --bí + ,4ii

Por hipótese Pj e Qi tem solução ótima finita, então os (rj) e (ti) são finitos e
não dependem de U e X . Portanto --ci e cJ são limitantes a priori inferior
e superior respectivamente para Z* -- Zo
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Capítulo 2

Agregação lterativa de Variáveis

2.1 Introdução
Se os limitantes superior e inferior para o valor ótimo de um PL, obti-

dos resolvendo um problema P.4v não estão dentro de uma faixa razoável,
então devemos pensar num método que nos permita mudar iterativamente o
o peso para formar outro problema agregado que nos forneça limitantes mais
próximos ao valor ótimo do PL. É este o objetivo quando se usa agregação
iterativo. O ideal seria que a sequência de pesos convergisse para o peso
ótimo (seção 1.2), mas este ainda é um problema em aberto, como afirmam
Rogers, D.F., Plante, R.D., Wong, R.T., e Evans, J.R. 1201.

Nas seções 2 e 3 apresentaremos um método teórico de agregação iterativo
proposto por Litvinchevj161, que consiste numa aplicação direta do método
do gradiente condicional. E teórico, porque se quisermos utiliza-lo seria im-
possível garantir as hipóteses necessárias para sua aplicabilidade

Na seção 2, estudamos o problema auxiliar 1, equivalente ao problema
PL. Damos os detalhes que justificam a diferenciabilidade da sua função ob-
jetivo quando as condições da hipótese 4 são satisfeitas. Diferentemente de
Litvinchev, vemos que a função objetivo do problema auxiliar não é conti-
nuamente diferenciável em todo G, senão num subconjunto que denotamos
por G Na seção 3 aplicamos o método do gradiente condicional ao problema
auxiliar 2, obtido a partir do problema auxiliar 1, substituindo G por outro
conjunto convexo, fechado e compacto que denotaremos por G..
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Jõrnstein, 1<., Leisten, R. e Storoy, S.j121 guiados por este método teórico,
considerando o gradiente do Lagrangeano associado ao problema agregado,
propõem uma estratégia de agregação iterativo, utilizando uma atualização
de peso como no o método do sub-gradiente. Isto será apresentado na seção
4. Implementaremos esta estratégia e a aplicaremos em problemas "mtz/tí-
Ãnapsac#' contínuos:

ZH' = rn(zz cz
s.a ,4a < b

z )' 0

onde [. é um vetar em ]R" com todas as componentes iguais a ]. Consi-
deramos b não negativo, para não correr o risco de ter problema agregado
inviável em alguma das iterações.

2.2 Problema auxiliar l

Apresentaremos nesta e na próxima seção , um procedimento de agregação
iterativo para encontrar soluções aproximadas de problemas de programação
linear da forma

Z# = r7z(za cz

s.a Áz < b

= > o

onde ,4 é uma matriz em ]R"'':". Assumimos que PL tenha solução ótima.
Tomemos uma partição á = {Si, . . . , SK} dos índices das colunas {l, . . . , n},
um peso g e formemos o problema agregado como foi feito na seção 2 do
capítulo 1. Assim obtemos

Z= ma= êX
s.a ÁX < b

x>oPA"(gl

DA"(gl

e seu dual
Z = min Ub

s.a U,4 > ê
u >o
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Vamos supor que para qualquer escolha de peso g, o problema agregado
P.4t''(g) seja viável. Nosso procedimento de agregação iterativo precisará de
outro problema, relacionado com o PL inicial, que chamaremos de problema
auxiliar 1. Antes de enuncia-lo, mencionaremos a notação a ser usada:

Denotemos por P o conjunto de soluções viáveis do problema inicial
(PL), o« sd.

P = {z c ]R" ; .4a $ b, z 2 0}.
- G o conjunto de pesos que podem ser utilizados para formar o problema

agregado P,4V. Isto é

G {g c m"/gj ZO, }. gj - i,
icsk

Associado a cada g C G, denotaremos:

, Ã'} (2.1)

8 .S(p): Conjunto de soluções viáveis do problema agregado P,4\''(g)

. P'.«(p): Conjunto de soluções ótimas p«ra PÁt'(g)

. D..(g): Conjunto de soluções ótimas para Z)Át'(g)

. 0(g): -lor ótimo de P.A"(g)

O Problema Auxiliar l que mencionamos é

z*
s.a gcG

este problema tem como conjunto de soluções viáveis um produto cartesiano
de simplexos.

Sabemos que Vg C G o valor ótimo do problema agregado PÁt'(g)
( denotado por é?(g) ) satisfaz a condição

a(g) $ z* (2.2)

e pela proposição 1.2.7 existe um peso g''' para o qual 0(g*) = Z*. Portanto
o valor ótimo do problema auxiliar é Z*

O objetivo desta seção é dar alguns resultados que relacionam o problema
auxiliar l com o PL inicial e demonstrar que com algumas hipóteses adicionais
a função 0 é continuamente diferenciável num subconjunto de G.
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Diremos que o problema inicial (PL) e o problema auxiliar l são proble-
mas equivalentes porque a solução de um deles permite obter a solução
do outro, uma vez que ambos têm o mesmo valor ótimo e se XP é a solução
ótima do P.4t'(g) e ag é a co.respondente solução desagregada de peso fixo,
então pela proposição 1.2.3 zg é viável para PL e

a(g) (2.3)

Portanto, se g* é ótimo para o problema auxiliar 1, então zg' é ótimo para
PL. Reciprocamente se z' é ótimo para (PL), então pela proposição 1.2.7
existe um peso ótimo g* para o problema auxiliar 1. 0 seguinte resultado
mostra que com uma condição adicional, o problema auxiliar l fornece um
máximo global para o problema inicial.

Teorema 2.2.1 Seja go ttm mázÍmo /oca/ do proa/ema auz / ar / e Xo so-
/«ção Ófá«.« do p«ó/'"''" "g«g«do P..'l"(g'), ÍX' € 7'.«(g')) f«/ q«e XE > 0,
k . . ,K. Então Q solução desagregada de peso Sao correspondente =n é
ÓtImQ pata PL.

PROVA
Por ser go um máximo local, então existe co > 0 tal que

o(g') ? o(g) vg c B(g', .') n G. (2.4)

Definimos na vizinhança y(zo) a seguinte função

h : y(z') --+ R"

onde para i C Sj; temos

E,.s. z, # 0
}.,rCS. a, ' 0

Obviamente À(z') g', porque

":(,n-=:1?-z""'p - " -«.'
(2.5)

A função A é contínua em zo, porque cada /z{ é o quociente de duas funções
contínuas e pela condição Xko > 0 a função no denominador é diferente de
zero em 7"
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Pela continuidade de h em #', existe ã > 0 tal que Vz C Z?(z', .5) temos
A(a) C Z?(g', c'). Dado que #' C P e P é convexo, então

B(a',á)n P # a

Sda i C B(,',á) n P. Com. A é co«tín-, A(i) C B(g', .') n G.
g' é um máximo local, por (2.4) temos

Dado que

0(g') 2 0(h(Z))

logo
c,' - êX' 2 0(A(Z)) (2.6)

Por outro lado, pela proposição 1.2.6, como li é viável para PL, então X =
(XI, . . . , .XK), definido por Xk ' :,.Í.s. =j é viável para PÁI''(A(i)). Logo

êx $ o(A(i))

Pela mesma proposição temos

(2.7)

êX = cZ (2.8)

De (2.6), (2.7) e (2.8) temos
cz'.> c#

Vli C B(z', õ)n P, indicando que #' é um máximo local para a função objetivo
de PL e como ela é linear temos que zo é máximo global. Ou sqa ao é solução
ótima para PL.

Antes de demonstrar que a função objetivo do problema auxiliar l é
diferenciável, desenvolveremos alguns aspectos da teoria de dualidade e a
aplicaremos a P.4l'(g).

Dual Lagrangeano
De forma geral, dado um problema linear P, existe outro problema asso-

ciado a ele chamado problema dual Lagrangeano. Se P tem solução ótima,
então os valores ótimos de ambos problemas coincidem e o dual Lagrangeano
tem como solução ótima os multiplicadores Lagrangeanos de P que corres-
pondem à solução ótima.
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Para cada g € G, definimos a função Lagrangana associada a P.4t'(g)
como

r(x, u) = õx + u(ó - .,4X).
Consideremos agora a função dual Lagrangeana

(2.9)

q : m,T -+ (-«,, +ml

definida por
q(U) L(X, U)x>o

O problema dual Lagrangeano é

(2.10)

inj q(U)
s.a U' > 0

A seguinte proposição será utilizada na demonstração do teorema de duali
dade, quando fé linear.

Proposição 2.2.2 Sega / : IR" -} IR cona;eza, confinHamezzfe dil/erenciáoe/
e sqa J C {l, ..., r}. .l:ntão a* é um nztázÍmo g/oóa/ para o proa/ema

««« /(«)
s.a Áj# $ Z)j .j = 1, ...r

se e se se z
fa/ que

é viável e existem escaleres u;, j C J

u; 2 0, .j C J,

Vj C J «m .j g .A(«')

,' gm««,:.{/(,) + l>1: «;(Áj, - ój)}.
.jCJ

e Á(a') «p«s.«f« . c.«j-l. d' ".onde S = {Ája $ bj e
trições atiras em :c'.

PROVA (ver Bersekasj31)
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Teorema 2.2.3 (Teorema de Dualidade ) raJ Se o proa/ema pMma/
PAv Çg) tem u,ma solução ótimü, o problema dual Lagrangeano também tem
soluçlão ótima e os correspondentes uatores ótimos são iguais.
(b) X é solução ótima para PAv (g) e U é solução ótima do dual Lagrangeano,
s. . só .. X € S(g), U ? 0 .

êx U) z;(x,U)
X>o

(2.11)

PROVA
(a) VX C S(g) e VU € nT, temos

U(b - ÁX) 2 0,

assim

q(U) ? ZX + C/(b - ÀX) ? ÕX.

Tomando o máximo em (2.12), sobre todos os X C S(p), temos

(2.12)

(2.13)q(c/) 2 êx vu ? o.

Pela proposição 2.2.2 existe U ? 0 tal que

Uj . (6j - ÁJX) = 0 V.j e

X = -gm-x2oZ,(X, U)

Assim, usando a definição de q, temos

q(u) z;(x, u)
êX + U.(b - .4X)
êx

(2.14)

Combinando as equações (2.13) e (2.14), vemos que C/ é solução ótima do
dual Lagrangeano e que

q(Ü) = êX (2.15)

(b) Se X é ótima primam e U é ótima dual, pela parte (a), temos

q(U) = êx
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e de (2.12) vem

õx u) c/) z,(x, u)
x>o

Reciprocamente, a relação (2.11) pode ser escrita como

õx

e por ser X primam viável e U dual viável, a equação (2.12) implica a otima-
lidade para PÁV e seu dual Lagrangeano respectivamente.

Observação 2.2.1

ü) Pela. demonstração do Teorema de Dualidade é claro qxe Q solução ótima
do dual DÁv (.g) é também solução ótima do dual Lagrangeano de PAv (.g).

b) Pelo Teorema de Dualidade, para cada g C G o uütor ótimo de PÀV Çg),
denotado l)or 0Çg) é igual ao valor ótimo do seu dual Lügrangeano. Além
disso se X e U são se/rações do P.AI'(g) e Z).4V(g) resp«ZÍt,amenle, por 2.14
temos

o(g) #g, suPL(X, U)

tllg, suP IÕX + U(Z' - .AX)l

z,(x , u)

(2.16)

Oósert;erros qie em (2.16) o /.,agrarzgeano está em /uízção de g, porque ã e

A foram de$nidos em função do peso. Enfatizados isto substituindo L(X,U)
por L(X,U,g). Portanto escreueremos

o(g) 1;4,suPL(X, U, g)

z;(x, U, g) (2.17)
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Cálculo de Vs.L: Desenvolvendo para cada g o Lagrangeano associado
ao Problema Agregado, temos

L(X, C/, g) êx + U(b - .4X)
K K

11: êkx + uó - c/(>1: .Ã'xk)
k=1 k=l
K K

}: .*g'x* + uó - u(}l: B*g'x.)
k=1 k :: l

b=1 jeSk A=1 jCSÊ
K'

>l: }: (cj - U.AJ)gjXt + UZ,
k=ljCSk

E E ..«)***«' «E(E«'«)*.

Por conveniência de notação suponhamos que as colunas de PL tenham sido
agrupadas segundo a ordem ascendente de seus índices. Se

nlx,ul l(':-u'i:)x- (',-u'i')x: (c« - U'l")X*' l

Então
L(x, t/, g) ulg + uó (2.18)

(2.19)
De 2.18 temos

VsZ/(x,u,s) ' a)IX, C/l

e para cada componente .j C St temos

ãiilçx.,,~- q''i- UA' )X-.

E claro que o lagrangeano L(X,U,g) e seu gradiente (2.19) são contínuos

Observemos que a função objetivo do problema auxiliar está definida num
conjunto que não é aberto. Precisamos dar a definição de diferenciabilidade
para este caso.
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Definição 2.2.4 Sela r' C ]R' dão aóerfo e (p : F --} IR. l)iremos qKe g é
diferenciáuel em F se eta pode ser estendida para Hma função

h : U --> ]R

gue é dljferencjáoe/ no cola nZo aóer]o U C ]R' qzze contem r'.
D

O seguinte resultado indica que uma função definida num conjunto não
aberto é diferenciável se localmente em cada ponto zo do domínio ela pode
ser estendida a uma função diferenciável. No próximo teorema expressamos
isto formalmente.

Teorema 2.2.5 Sela F' C ]R" e (p : /' --} lltf. Se para cada ponto zo C F',
ezÍste #ma z;ázinãança y(ao) de ao e ama /unção

h,. : 'P(zo) -+ R

diferenciáuel tal qae

h'rojvq.=ü)nF

Então y é diferenciáuel em F.

PROVA ( Ver Munkres j191)

Diferenciabilidade de 0
Demonstraremos que a função é) é diferenciável em

é? {gc ]R," :g >0 ' }: pj

se as seguintes condições forem satisfeitas
Hipótese 4

. Os conjuntos Pote(g) e Z).ti(g) são unitários Vg C G. Denotaremos por
XP e Ug as soluções ótimas únicas de P.4t'(g) e seu dual respectiva-
mente.

8 Os conjuntos {XS : g C G} e {t/s : g C G} são limitados
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Pela última condição, podemos admitir que existe uma bola em IRK

B-lo; «:l - {x c m" : *=.Tl:,.. lx*l $ «-}

que contém as soluções ótimas dos problemas agregados P.4V(g) Vg C G e
também existe uma bola em IR"

B.l0; a:l U C R" : .m« IKI $ a,}1. i=1,...,m

que contém as soluções ótimas dos Z)Át'(g) Vg C G.
Como as soluções ótimas de PÁV'(g) e seu dual têm componentes positi

vas, então os conjuntos compactos

,'': - lx . "tf *:g.:l,. x. $ «- }

max Ü $ a,}i=1,...,m

contêm as soluções ótimas dos PÁ\''(g) e DÁ\''(g) respectivamente, Vg C G

e

rr TT)n

Formemos um problema por meio de combinações lineares (não necessaria-
mente convexas) das componentes do vetor de custos e das colunas da matriz
de restrições do (PL) com coeficientes dados por /. Obtemos assim um novo
vedor de custo ê e uma nova matriz de restrições Á. Praticamente estamos
construindo este novo problema da mesma maneira como formamos um pro-
blema agregado, mas com a única diferença de que / não é necessariamente
um peso Por abuso de notação escreveremos P,4t'(/) e

Sda
'++

Z= ma= êü
s.a .4# < b

z >0
P.'i"(J )

seu dual
Z= min Ub

s.a UÁ > ê
u > o.

(DA"(/))
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Se go C G e B2lgo; col C // demonstraremos que existe uma função

OP. : B,(go; co) ---+ IR

diferenciável,tal que
âga 1 .. a

" / B2 (go;co)nG ' " '

As proposições 2.2.7 e 2.2.8 fornecem alguns resultados que serão usados
na proposição 2.?.9. Assumindo que a hipótese 4 é satisfeita demonstraremos
que dados go € G e uma bola Z?2]go; co] C .f/ teremos que

,) V/ C B,(go; 'o) o PÁ"(/) e o D.4"(/) têm sol«ções ú«ices e
b) ] um conjunto compacto /TP em ]RK que contêm as soluções ótimas

dos problemas P,4v(/) V/ C B2(go : co) e ] outro compacto /(ú em IR" que
contêm as soluções ótimas dos problemas Z),4V(/) V/ C B2(go; co).

Definição 2.2.6 Dado / C H daremos que g(J) C G degnÍdo como
/k

,m*-=É;t '-« *

1, ,K

é o peso associado a /
D

A seguinte proposição mostra que dado / C H existe uma correspondência
biunívoca entre o conjunto de soluções viáveis de P.4t'(/) e o conjunto de
soluções «iá«is de PÁt'(g(/)).

Proposição 2.2.7 Z)ado / C .f/ e sela g(/) o peso associado a /, enfio

«JX
de$nida pot

, ..[K) é «{á«/ p«« P.']"(g(/)) se . .ó .. Ü (Ü, ,h)

é o át;e/ para P.4V(/). .4/ém disso

õx = êí.

ÓJ U é -áá«/ p«« OÁ"(g(/)) se . ;ó .. U é -iá«/ p«« 0,4"(/)
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l lbV YJI

,)

- XL. 'a'EJl;3..X*

- EL: Â.ü - Âí.
Desta igualdade vemos que .r é viável para PÁt'(g(/)) se
para PÁV(/).

K'

Õ.X Õ*.X* c*g(/)*
k:l

- i:L. .*EJl;=.x*
- EL: üü - @

b) Demonstraremos que para A - 1, . . . , J\'

U.Ãt ? ãk .+::::> U.Âk ? a..

Para k = 1, . . . , ]( temos

se e se se

U(}: .Ajg(/)j) 2 (}: cjg(/)j)
jCSk jcSK

se e se se

«(:"'=h) ; (:''=h)
«(E '''.) : (E «, )j SX jeS

k:l
K'EÁX

e se

Xk

se e se se
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(2.20)

se 0 é viável
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Esta última desigualdade é equivalente a

Portanto U é viável para Z)ÁV(g(/)) se e só se U é viável para DÁI''(/)

Proposição 2.2.8 D«do. P.'l"(/) e P.,'l"(g(/)),
«J .X é s./"ção ólim« d. P.4"(g(/)) « . .ó s. $ = (Ü, . . . ,ãK), de#«id.

por

é se/wção ólíma de P.4t'(/).
b) U é solução ótima do DAv(g(.l» se e só se [J é solução ótima do

OÁ"(/).

PROVA
a) Suponha que .i é solução ótima de P.4v'(g(/)). Pela proposição 2.2.7

g é viável para PÁ}'(/) e
(2.22)

Se g não é ótima para PÁX''(/), então existe um y* viável para PÁV(/) tal
que

õx = zg.

cy .> cy. (2.23)

Pela proposição 2.2.7 X' = (}.,jcs. /jg/i , ' ' ' )l,jCS. /jWX) é viável para
PÁ"(g(/)) e

õx* = a'. (2.24)

Das relações 2.22, 2.23 e 2.24 temos êX < ÕX'. Isto contradiz que X é
solução ótima de PÁt'(g(/). Portanto g é ótima para PÁI''(/).

A prova da recíproca é análoga a primeira parte.
b) Pela proposição 2.2.7 o conjunto de soluções viáveis do D,4t'(g(/)) é

igual ao conjunto de soluções viáveis do Z)ÁV(/) e a função objetivo é a
mesma para ambos problemas, então U é solução ótima de Z)Át''(g(/)) se e
só se U é solução ótima de D-4"(/).

Proposição 2.2.9 Dado go C (7 e se.Ía .a2lgo;col C H. Se a hipótese # é
satisfeita então

«J V/ C B,(go; .o) o P,4"(/) . o O.A"(/) têm .o/«çõ« .Z«i"; '
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ÓJ ] m conjunto compacto ]fp em IRÃ que contêm as se/rações ófimas
dos praz)/amas PÁI'(/) V/ C B2(go;co) e ] outro compacto ]ra em IR" qwe
co«t;m « se/«çõ« ótám« .íos p«b/em« D..4"(/) V/ C B:(go; .o).

PROVA
a) Dado / € B2(Polca) e seja g(/) o peso associado a / (ver definição

2.2.6). Pela hipótese 4 sabemos que P,4V(g(/)) e Z).AV(g(/)) têm soluções
ótimas únicas. Pela proposição 2.2.8 deduzimos que os problemas P,4t'(/)
e Z,)Át'(/) também têm solução única. Pela parte a) da mesma proposição
sabemos que se .X = (.Íi , . . . , ,VK' ) é solução ótima única de P.4t'' (g(/)), então
g = (Ü , . . . , gK-) definida por

é solução ótima única para PÁV(/). Pela parte b) ainda da mesma pro-
posição, sabemos que se U é solução ótima única de D.4v(g(/)), então U é
também solução ótima única de Z)ÁV(/).

b) Para A = 1, . . . , /T definimos as funções

pj; : Zj2lgo; col ----> ]R

como
P*(«- , . . . , ««)

jesk

As funções px; são contínuas e o domínio é compacto. Seja

A'H;..,p*(') ' M-*:=1:1.m*

Demonstraremos que o conjunto

x c X:l'Ã'P *:=,::,, x* $ «,}

onde a, = ai/M, contém as soluções ótimas dos problemas P.4v(/) V/ C
B2(go; co). Por a) D = (gl, . . . , glK) é solução de PÁV(/), onde

(X:, . . . , XK) C .K:
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Portanto

«.t'
e g € Ã'-
Pelo demonstrado ao final do item a), podemos escolher .Ka Ã'2

Extensão Local de 0

Agora que sabemos que V/ C B2(go;co) o P,4V(/) e o Z)ÁV(/) tem so-
luções ótimas únicas, usaremos a notação g para indicar qualquer elemento
da B2(gol co) e XS e US para denotar as únicas soluções ótimas do primal e
dual respectivamente. Definiremos a extensão local de 0 em B2(go; co)

por
a" (g) z(x, u, g)LIC:l<d, x ckp

e pela observação 2.2.1

o"(g) l:ll.xep,L(x,u,g) = L(x',u',g)

Com. Ã'. C XP . Ã', B,(g.; .o) n é? temos

a" (g) L(X', H',g)

Como L é contínua e /(a e ]l'p são compactos, então podemos escrever

a"(g) - :nP,.nU, /:,(x, u,g) u', g)
No restante desta seção provaremos que OS' é diferenciável em .B2(go; co)
Para facilitar a demonstração, usaremos a função

Q'. : Ã"'zB2(go; co) --} IR,
deânida como

Q"(ü,g) z'(x,u,g)

Definição 2.2.10 Z)aços g € 1R", ã C .B2(go;co), com Uj C D.t (ã), de#ni
m" o c.ajunto

ylUj, pl = argma#X.KpZ;(X, Uj, g)

D
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O gradiente VsQS' em (Uã,ã) depende do conjunto 'lUj,gl. Em particu-
lar na proposição 2.2.12 demonstraremos que se 'ylUj, ÓI é unitário ( solução
única de P.AI''(g) ) então existe '7PQS'(Uj, ã). Primeiro veremos a seguinte
proposição preliminar:

Proposição 2.2.11 0«d«ã € B2(go; co) . g, € R', sup.«A« q«e 7lC/Í,ãl =
.[Xj}. Se g, --} ã, e X(') C '7]Uj,p,] para cada r, erztão X(') -.} Xã
PROVA
Vamos supor por o absurdo que X(') -.+ Xj. Então existe c > 0, tal que
l X(') -- Xg 11> c para todo r que pertence a algum conjunto infinito .Nt.
Como /(p é compacto, sabemos que existe uma sub-sequência convergente.
Então existe um I'r C /T' e um conjunto infinito N2 C Ni tal que para r C N2
temos lim,..}. X(') = W'
Por outro lado, para cada g, com r C Ar2, pela definição de 'lC/ã,grl temos

Z;(Xk), Uj,g,) 2 L(Xj, Ug,g,)

Notando que X(') -.} W, e g, --> g para r C Ar2 e pela continuidade do
Lagrangeano, temos que

Z,(I'r, Uj,ã) ? L(Xg, C/j,g)

Então W' C 'lt/ã,gl, o que contradiz a hipótese de que 'ylUj,gl ser unitário

Proposição 2.2.12 Z)ado ã C Z?2(go;co) e soam Xj C P.tÍ(Õ) e C/j C
D.«(ã), .«tão

V,QS'(Uj,ã) = Vsl(Xj, Uj,ã) (2.25)

PROVA
Se

C?s.(Uj,g,) = XmCaKxp Z'(X, Ug,g,) = -L(Xn, UÍ,g,) 2 Z.(Xj, Uj,g,)
e

(2.26)

(2.27)Q"(Ug,ã) = xHaKxp 't(X, U'j,g) = L(Xj, Uj,ã) ? Z(Xn, Uj,ã).

De 2.26 e 2.27, temos

Q" ( t/' , g, ) Q"(uj,©) 5; z(xm, uj,g,) - z(xm, uj,ã)
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e

Q" (Uã , g,) -- Q" (Ug ,g) > L(XÓ , UÜ,g.) -- L(XÓ ,UÓ ,g).

Usando a notação de 2.18, podemos escrever estas últimas desigualdades
como

n(xj, uj)(g, - ã) $ Q"(uj,g,) - Q"(uj,ã) $ z(xn, uj)(g, - ã)
Logo, pela desigualdade de Schwartz,

0 $ Q"(Uã,g,) - C?"(U'ã,ã) -9(Xj,Uj)(g, -ã)
$ 1D(Xm, Uj) - :0(Xg, Uã)l(g, - ã)
5; ll:0(Xm,t/j) -D(Xã,Uj) llP, -ã

Se dividirmos a desigualdade anterior por l g, -- ã 11, obtemos

0 $ Q"(t/;,g,) - Q"(US.ã) -- D(Xj U;)(g, - ã) <ll D(Xn, Uj)-D(X;,U;) ll

aplicando limite quando g, -+ ã e usando prop 2.2.11 temos

Q"(Uj, g,) - Q"(Uã, g) -- D(Xg, C/í)(g, -- ã) . 0.
,,-,j l g, -- g

(2.28)

Portanto
'VgQ" (Uã , g) = S) (Xã , t,[Ó ) = 'Va](Xã , Ui , Õ)

A seguinte proposição é chave para demonstrar a continuidade da função C?se

Proposição 2.2.13 Dada a /unção L : .]t'P x /I'a x B2(go;co) -+ ]R e um

ponto ./ízo (U,g) € /(' x .B2(go; co). Pa« lodo c > 0 ezísle õ > 0 ta/ que se

(t/, g) C /T' x .B:(go; .o) .

(C/,p)-(U,H l<á então IZ(X,U,g) -Z;(X,U,g)l <.
para qualquer X. e. KP
PROVA
Por absurdo, vamos supor que exista c > 0 e seqüências de pontos (Un, g«) e
X. em /(a x B2(go; co) e /rp respectivamente, tais que

l(Un,g«) -(U',g) ll< 1/n(2.29)
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.[(X«, Un,g.) - Z,(X«, U,g)l > .(2.30)
Como a sequência X. C /rp e /TP é compacto, ela tem uma sub-seqüência
convergente. Ou seja existe X' € /TP tal que

e

[im X. = X' para n C ]Vi C N
n--too

De 2.29 podemos observar que (Un,g«) --} (U,ã). Pela continuidade de L e
aplicando limite em (2.30) temos

lz(x*, u,© - z,(x', u,ã)l > .

obtendo assim uma contradição.

Proposição 2.2.14 Á /urzção QP' : /Ta x B2(go; co) --} R é cona a

PROVA
Seja (Ü,g) € /(a x B2(gol co). Pela proposição anterior, dado c > 0, existe
8 > 0, tal que se

l (u, g) - (u',g) 11< á
então

z(x, c/,g) - z,(x, u,g) < .(2.3i)
para qualquer X C Ã'p. Por propriedade do máximo (ver Apêndice A) sabe-
mos que

p21H L(X, C/, g) $ .UaX5p (Z(X, U,g) - Z.(X, &, ã)) + .PZIH, Z;(X, Ü, g)

logo

.p21ã Z'(X, U, g) - .p2iH, Z(X, Ü, g) $ .EaKxp (Z;(X, C/, g) t(x,Ü,n)
Portanto, de (2.31) temos

.HaKxP Z'(X, U, g) - .p21H, Z'(X, U, ã) < .
Analogamente temos

(2.32)

.P21n z(x, u, ã) $ .PZIH, l.t(x, u, g) - z'(x, u, g),l + .P21H z(x, u, g)
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logo

p21H, L(X, Ü, g) - .HaKxp Z;(X, U, g) $ .EaKxp (Z;(X, Ü, ã) '(x, c', d)

Portanto, de (2.31) temos

.FZIB z'(x, u, n - .F11H z'(x, u, g) < .
De (2.32) e (2.33) temos

(2.33)

l .P11H z'(x, u, g) - .P11H, É(x, u', g)l < .
O« sda

Q"(C/, g) - Q"(u,g)l < .

Definição 2.2.15 Z)ado g € ]R" De$nimos o conjurLto

qlgl = -g«.i«u.K.Q"(U, g)

A diferenciabilidade de OS' em ã depende elos elementos do conjunto 77l©l.

Em particular se 7zlãl é unitário (solução única do dual de P,4t''(ã)), então
demonstraremos na proposição 2.2.17 que 0P' é diferenciável em g . A seguinte
proposição se faz necessária:

D

Proposição 2.2.16 Soam g C B2(go; co) e gr C iR". Suponha que

vlgl

Se g, -.> g e t/(') C z7lg,l, então U(') --} Uj

PROVA ( análoga a prova da prop (2.2.11)
Vamos supor por absurdo que U(') -.# Uj. Então existe c > 0 tal que

C/(') 11> c para todo r que pertence a algum conjunto infinito JWi.
Como /Ta é compacto, existe uma sub-seqüência convergente. Então existe
y C /TÚ e um conjunto infinito M2 C it/i tal que para r C À42 temos
lim,-.}« U(') = y. Pela definição de 77lg,l temos

Q"(un,g,) $ Q(uj,g,)
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Se r --} oo e r C A/2, então pela continuidade de QS' temos

Q"(V.ã) $ Q''(Ug,ã)

Ou sda y C 77lgl. Isto é uma contradição, porque 7Zlgl é unitário

Teorema 2.2.17 Z)ado ã € Z?2(go;co) com Xj e Ug se/rações ótímas de
PAv(.g) e seu dua! respectivamente, então a junção Oso é diferenciáuel em g

V,0" (ã) = V,Z(Xj, Uj,ã) (2.34)

e

PROVA
De

0"(ã) = tHB, Q"(U,ã) = Q''(Uj,g) $ Q"(P('),ã) (2.35)

(2.36)
e

o"(g,) - .22, Q"(u,g,) m,g,) $ Q"(u;,p,),
temos a seguinte desigualdade

c?"(pn,g,) - Q''(um,ã) $ o"(g,) - o"(ã) $ Q"(uj,g,) - Q"(uj,ã).

Subtraindo VPC?"(Uj, ã)(p, -- ã) em (2.37) e separando em duas desigualda-
des, temos

(2.37)

Q" (un, g,) - Q" (um,g) \z,Q"(Uj, ã)(ç, - g)

$ o"(g,) - o" (g) V,Q"(Uj, ã)(p, - g)

e

- o" (ã) - v,c?" (Uj,ã)(g, - ã)

$ Q"(U'ã, g,) - Q"(Uj,ã) - V,Q"(Uj,g)(g, - ã).
Se dividimos ambas desigualdades por ll gr -- ã 11, aplicamos limite e usamos
a prop 2.2.16 na primeira desigualdade, temos

o" (g, )

QP.(U'j, g,) -- QS'(Ug, ã) -- V,QP'(Ug,ã)(g, -- g)
ãsà llg,-ã

o"(g,) - o''(ã) - v,Q"(Uj,g)(P, - ã)
,,--,í ll g, - g

(2.38)
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Portanto
o"(g,) - o"(Õ) -- V,(2"(Uj, ã)(g, - ã)

,,-*j ll g, - ã ll
Analogamente, a desigualdade no outro sentido nos leva a

(2.39)

0"(g,) -- Og'(g) -- VsQS'(Uj,g)(g, - g) < 0
,,-*g ll g, -- ã l (2.40)

De (2.39), (2.40) e a proposição 2.2.12 segue que

vo"(ã) (u',g) V,L(X' , U' , g) (2.41)

2.3 Aplicação do metodo do gradiente conde
cional

Nesta seção apresentaremos um método computacional para resolver o
seguinte problema de otimização com restrições

««« /(«)
s.a #CX (2.42)

onde assumiremos que:
a) X é um subconjunto de IR" não vazio, fechado e convexo.
b) f é continuamente diferenciável sobre X
As principais idéias dos algoritmos para resolver os problemas de oti-

mização restrita e irrestrita são bastante similares. O método que vamos
apresentar está baseado em crescimento iterativo ao longo de direções. Mas
estas direções devem ter a propriedade adicional de manter viabilidade para
os iterados. Tais direções são chamadas viáveis e elas são usualmente obtidas
resolvendo alguns sub-problemas de otimização. Como uma regra geral, estes
sub-problemas para encontrar direções tendem a ser mais simples quando o
conjunto de restrições é um poliedro.

Antes de detalhar o método, daremos as condições necessárias e suficientes
de otimalidade para problemas com restrições.

57



Condições necessárias e suficientes de Otimalidade

Chamaremos de direções viáveis no ponto z* a todo A = -- z', tal que
z + a6.z C X para todo a suficientemente pequeno. Como em otimização
irrestrita, esperamos que num máximo local a', as direções de primeira ordem
V/(a'yAz sejam não positivas, para pequenas direções viáveis 6.a. Como X
é convexo, as direções da forma Az = # -- z*, onde # C X são direções viáveis,
permitindo que condição necessária seja escrita como V/(z'y(z -- a') $ 0
V# C X. A seguinte proposição demonstra formalmente esta condição que é
também uma condição suficiente para otimalidade quando f é côncava.

Proposição 2.3.1 [ Condição de Otimalidade ]
ü) Se =' é u«~ máximo local de j em X, então

V/(z*y(z - ,') $ 0, q. c 'Y (2.43)

b) Se f é cârtca,ua sobre X, então Q condição da parte ü) é também suS.
ciente para que u' seja um máximo global de f em X.

PROVA

a) Suponha que V/(z'y(a -- z') > 0 para algum # C X. Pelo teorema
do valor médio (ver Apêndice) para todo c > 0 existe um s C 10, 11 tal que

/(«* + .(« - ,')) /(,') + .V/(«* + ;.(a .*))'(- «')

Como 'ç7/ é contínua, temos Vc suficientemente pequeno c > 0,
V/(a* + ..(# -- «')y(« -- «') ? 0 e portanto ./(=' + .(a -- a*)) > /(z*). O
vedor aç'' + c(a -- a*) é viável para todo c C 10, 11 porque X é convexo, assim
obtemos uma contradição da otimalidade local de #*

b) Usando propriedade da concavidade de f (ver Apêndice) temos

./'(,) $/(«*)+ V.f(a*y(« - «*) V. C X.

Se ' co«dição V/(z*y(« -- «*) $ 0, V« C X obtemos .f(3) 5; /(n*) e
portanto #''' maximiza f sobre X.

Definição 2.3.2 Z)iremos qwe a' é um gonzo esZacÍonário se nazis/az a con
dirão de otáma/idade f2.43)
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Na ausência de concavidade de f, a condição em (2.43) pode também ser
satisfeita por máximos locais ou pontos de inflexão.

O Método do gradiente condicional pertence à classe dos assim chamados
métodos de direções viáveis que passaremos a descrever.

Métodos de direções viáveis

A inicialização do método de direções viáveis é feita com um ponto viável
z' e gera uma sequência de pontos viáveis z' por meio de

z'+i = z' + a'd' (2.44)

onde, se a' não é estacionário, d' é uma direção viável tal que

V/(z'yd' > 0 (2.45)

e o tamanho de passo a' é escolhido para ser positivo e tal que

#' + a' (/'' C X. (2.46)

Se a' é estacionário, o método pára, isto é, z'+i - a'. Estamos interes-
sados em métodos de direções viáveis que garantam crescimento da função
objetivo, isto é, o tamanho de passo a' é selecionadado de modo que

/(z' + a'd') > /(a'), V«. (2.47)

Em nosso caso onde X é convexo, um método de direção viável pode ser
escrito na forma

(i' - «') (2.48)
onde

a' C (0,1j, (2.49)
e se a' não é estacionário

i'cx, V./'(a'y(i' - z') > 0. (2.50)

Note que se #' não é estacionário, existe sempre uma direção viável i' -- z'
que garante o crescimento de ./', ou seja satisfazendo (2.50), uma vez que de
outro modo deveríamos ter V./'(z'y(a -- z') $ 0 V# C X, implicando que a'
é estacionário.
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Seleção de tamanho de passo em métodos de direções viáveis

A maioria das regras para escolher o tamanho de passo a' em métodos do
gradiente ( otimização irrestrita) se aplicam também aos métodos de direções
viáveis. Utilizaremos a regra de Armijo:
- Regra de Armijo

Aqui, fixamos escolares P e a > 0, com P € (0, 1) e a C (0, 1) e fazemos
a' = p"', onde m, é o primeiro inteiro não negativo m para o qual

/(z') - /(z' + P"(i' «')) $ -aP"V/(z'y(i' ,') (2.51)

Em outras palavras, o tamanho de passo 1, /3, P2, . . . , são tomadas suces-
sivamente até que a desigualdade anterior é satisfeita para m = m,.

Método do gradiente condicional
A forma mais direta para gerar uma direção viável ã' -- a' satisfazendo a

condição V/(a'y(i' -- z') > 0 é resolvendo o seguinte problema

m- V/(,'y(, - «')

s.a z CX (2.52)

e obtemos i' como a solução, isto é,

i' ""gm««,.xV/(.'y(. -- ,'). (2.53)

Aqui assumimos que X seja compacto para que o problema (2.52) tenha
solução. Este método é conhecido como método do gradiente condicional.

A solução do problema (2.52) vai nos permitir verificar se z' é um ponto
estacionário ou não. Se o valor ótimo de (2.52) é igual a zero, então Vz € X
temos V/(z')(a -- z') 5; 0 , o que indica blue sç' é um ponto estacionário.
No caso em que o valor ótimo de (2.52) seja positivo então utilizaremos a
solução i' para obter o próximo iterado

.'+: = «' + a'(i' - *')

onde a' é escolhido com a regra de Armijo ou a regra de maximização limo
fada.
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A seqüência (z') assim obtida converge para pontos estacionários de
(2.42). A demonstração está em Bertsekasj31.

Aplicação do método do gradiente condicional

Utilizaremos o método do gradiente condicional para achar uma solução
aproximada do seguinte problema de programação linear apresentado na se-
gunda seção deste capítulo.

(PL) l
z+ =

r > 0
s.a

Para isso vamos considerar o problema PÁV(g). Definimos anteriormente o
problema auxiliar l

o(gz*
s.a gCG

onde0(g) = ««/« áZImo d' P.4"(g).
Vimos na seção anterior que o problema auxiliar l é equivalente a PZ.

Equivalente no sentido que a solução de um dos problemas permite obter a
solução do outro.

Vamos supor que a hipótese 4 seja satisfeita. Então a função a é con
tinuamente diferenciável (ver seção anterior) num subconjunto de G, mais
exatamente no conj«nto

ã - -lp c n].... Eg -: "'-,,...,«}
Seja c > 0 suficientemente pequeno e

G. = .Ip C ]R" : gj 2 c V.j e gj - l vk - l,
jCSK
E ,«}. (2.54)

É fácil provar que G. é fechado, convexo e compacto. A função objetivo
do problema auxiliar l é continuamente diferenciável em G.. Se mudarmos
o domínio da função 0 no problema auxiliar temos outro problema que cha-
maremos problema auxiliar 2.

m«« 0(g)
s.a g c G.
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Tomaremos c suficientemente pequeno em G. de tal forma que G. H G.
Com a finalidade de achar uma solução aproximada de (PL), aplicaremos o
método do gradiente condicional no problema auxiliar 2. Então resolveremos

m- VO(pny(g - gm)

s.« g C G. (2.55)

Este problema pode ser dividido em 1< sub-problemas independentes e a
solução de cada um deles é imediata. A solução do k-ésimo sub-problema,
denotado por (g('))k tem todas as coordenadas iguais a c exceto uma coorde-
nada particular, que deve ser igual a l -- (nk -- l)c, onde nk é a cardinalidade
de St. Essa coordenada particular corresponde ao maior valor da derivada
parcial em Si, ou seja a

J
maajCSk '=--Lg' 'J

Descreveremos uma iteração do método do gradiente condicional.
Dado um g(') C G. da iteração previa,
1) Resolva o problema agregado PÁV(g(')), obtendo assim as soluções

XS(') e (/g(')

2) Calcule VO(g(')). Resolva o problema (2.55), ou seja, os K sub-
problemas independentes. Seja g(') a solução de (2.55). Se o valor ótimo
de (2.55) é zero, pare, caso contrário, vá para o passo 3) com g = g(') -- g(')

3) Calcule o tamanho de passo ak com a regra de Armijo e volte para o
passo l)

O passo crítico é o passo 3) já que para escolher o próximo g('+1) devemos
construir e resolver vários problemas agregados até encontra-lo (ver 2.51).

2.4 Estratégia de agregação iterativo
Na seção anterior apresentamos um método iterativo teórico que permi-

tia melhorar o peso e encontrar uma solução aproximada do problema PL,
usando o gradiente do Lagrangeano. Sua utilização entretanto nos leva, a dois
problemas: o primeiro porque é difícil saber quando a hipótese 4 é satisfeita.
Em outras palavras não sabemos quando vão ser satisfeitas as condições para
que g função objetivo do problema auxiliar seja continuamente diferenciável
em G. Em segundo lugar é complicado achar o tamanho de passo adequa-
do para garantir crescimento da função objetivo e convergência para pontos
estacionários.
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Baseando-se na idéia de melhoramento de pesos descrita, considerando o
gradiente do Lagrangeano, apresentamos nesta seção outra atualização de pe-
sos usado por K. Jõrnstein, R. Leisten e S. Storoy j121. Implementaremos este
método e daremos finalmente os resultados de alguns exemplos numéricos.
Inicialmente descreveremos a estrutura dos problemas aos quais aplicaremos
o método.

Descrição dos problemas

Testamos o procedimento de agregação iterativo em problemas do tipo

Zq' Traz cz
s.a ,4a < b

z $ 1.
z > 0

onde 1« denota um vetor de IR" com todas as componentes iguais a 1. Con-
sideramos b 2 0 para garantir viabilidade de cada problema agregado. For-
mamos o problema agregado notando que a matriz de restrições é da forma

Á
h

Assim se

« - [1]
e

[i]
podemos escrever o PL como

z*-
D= <e

r > 0.
s.a

T)pxr;rln àe rpetr;pAPe'yvvu

Z{ S l Z = 19'..,7Z

no PL, quando agregamos as colunas com índices em cada conjunto St da
partição á, obtemos as seguintes restrições para a variável Xk

í- l

gÂx* $ 1
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< 1

g{,.Xk $ 1

que podem ser substituídas por

R3fd)x. $ ,
A seguir, vamos descrever o procedimento e posteriormente detalha-lo
O procedimento tem a seguinte estrutura geral:

. l) Inicialização.

Tomamos uma partição á (fixa durante todo o processo) arbitrária dos
índices das variáveis {l, . . . , n}. Inicializamos cada sub-vetar (g('))k,
para k=1,. . . ,K.

0t

8 2) Construção e resolução do problema agregado.
Usamos o peso corrente para construir e resolver P.4V e achamos X(t)
e t/(') (soluções ótimas na iteração t, primal e dual respectivamente).

e 3) Desagregação.
Para cada grupo da partição achamos a solução desagregada de peso
fixo que está definida como (z('))k = Xk')(g(t))k (subseção 1.2.2).

8 4) Atualização do peso.
Mudamos o peso do problema agregado anterior e incrementamos a
iteração t:= t+l.

e 5) Critério de parada.
Se algum critério de parada é satisfeito paramos. Caso contrário vol
ramos ao passo 2.

Vamos agora apresentar em forma mais detalhada este procedimento

Descrição do procedimento
Como mencionamos anteriormente, a partição (í usada para formar o pro-

blema agregado permanece fixa durante todas as iterações. Os conjuntos da
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partição foram formados por nossa escolha, segundo a ordem crescente dos
índices das colunas. Consideramos grupos de 5 e 10 colunas. Denotaremos
por R o numero de elementos em cada grupo.

e Inicialização
caso 1: R:=5.
Para cada problema, escolhemos arbitrariamente 3 pesos diferentes pa-
ra inicializar este procedimento de agregação iterativa. Estes pesos
foram

peso 1: (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5)
peso 2: (1/10, 3/10, 2/10, 3/10, 1/10)
peso 3: (3/10, 1/10, 2/10, 1/10, 3/10)

caso 2: R:=lO.
Aqui inicializamos com
peso 4: (1/10,. . . ,1/10)

e Construção e resolução do problema agregado
Encontramos as soluções X(:), U(t) para o PÁ\'(g(')) e seu dual respec
vivamente, usando as rotinas do CPLEX.

e Desagregação
A partir da solução do problema agregado, achamos a solução desagre-
gada de peso fixo, como indicado na subseção 1.2.2.

8 Atualização do peso
Este é o passo crítico do procedimento. Primeiro daremos a notação a
ser usada.

L = Lagrangeano associado ao problema agregado P.AV(g(')). ver
(2.18).

al .
'y' -ÕI/(xm,t/ ,sH)

Se .j € Sk, 7j = (cj -- U(t),4j)X*')

r.j

número de elementos do grupo Sk
limitante superior da variável zj.
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at : parâmetro escolhido como usualmente no método do sub-gradiente
( at -+ 0 quando f -} oo).
U.B. : melhor limitante superior do valor ótimo do PL obtido até ite-
ração t. Em cada iteração calculamos o limitante superior como na
proposição 1.2.9.

L.Bt: limitante inferior gerado na iteração t, ou seja igual ao valor ótimo
de P.4t'(g(:)).

A atualização do peso foi feita usando

gj,i = pl') + /atar lj (2.56)

onde o novo peso g('+1) vai ser obtido por meio de "projeção". Como as
componentes do peso são limitadas, no lugar de aplicar diretamente a
projeção sobre o produto cartesiano de simplexos, projetamos primeiro
gJ,- - i"teí-lo 10, il

6,, (0, min(l,gj,:)) (2.57)

e depois projetamos o sub-vedor gk, sobre seu correspondente simplexo,
obtendo

gj''''o
>..jCS. gj,2

(2.58)

para cada .j C Sk.

Atualizamos o peso utilizando (2.56), onde o falar é um dos dois mul
tiplicadores. Na primeira escolhemos

/.'«' - T-;l;::wB. - z,aD

e na segunda

.f«t«2 - f:%m.e. - .t.aD

e Critério de Parada.
Consideramos um número fixo de iterações, em nosso caso utilizamos
80
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Esta estratégia de agregação iterativo, não garante acréscimo da função
objetivo de uma iteração para outra, nem muito menos convergência da
seqüência g(f) para algum máximo global do problema auxiliar. SÓ podemos
ter certeza que em cada iteração vamos encontrar pesos, com os quais íorma-
remos diferentes problemas agregados e cuja solução ótima vai nos permitir
obter soluções viáveis para o problema inicial PL. Finalmente escolheremos
a melhor destas soluções.

Observações gerais
1) Para todos os exemplos consideramos um número fixo de iterações (80).
2) As variáveis foram agrupadas de acordo com a ordem crescente de seus
índices. Consideramos grupos de 5 e 10 colunas.
3) O limitante superior l de todas as variáveis em cada grupo do (PL) foi
reduzido a só um limitante superior agregado. Seeste valor não advem de
uma única restrição, seu valor dual agregado é distribuído igualmente entre
todas as variáveis relevantes.
5) O limitante superior do valor ótimo do PL em cada iteração foi calculado
como na proposição 1.2.9
6) Não estamos usando a projeção sobre C, mas uma 'projeção grosseira',
computacionalmente mais simples de ser implementada.

Fonte
Os exemplos utilizados para fazer os testes foram tomados de http:www

zib.de.

Resultados computacionais
Os testes foram feitos tendo em conta (lue para o caso 1(2), temos 3(1)

pesos iniciais e duas formas de atualização do peso usando os diferentes mul-
tiplicadores do gradiente do Lagrangeano, mencionado acima. Obtendo em
cada exemplo 6 resultados para o caso l e 2 resultados para o caso 2. Estes
aparecem nas tabelas abaixo. As colunas da tabela contêm limitante inferior
dividido por o valor ótimo do PL (L.inf), limitante superior dividido por o
valor ótimo do PL (L.sup), peso utilizado (peso) e favor escolhido (fatorl),
(fator2). Nas duas últimas colunas, um asterisco indicará a utilização do
fatorl ou fator2.
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Exemplo l
m =97
n = 1989
densidade = 5.14%

Exemplo 2
m = 2054
n = 10724
densidade = 0.18%o

68

L.inf L.sup peso fatos l favor 2
0.9645
0.9645
0.9598
0.9717
0.9619
0.9568

1.3214
1.2751
1.3844
1.3247
1.3845
1.4128      

L.inf L.sup peso fatos l fatos 2
0.9165
0.9270

1.6545
1.3858   +

+

L.inf L.sup peso favor l fatos 2
0.9856
0.9864
0.9522
0.9659
0.9527
0.9680

1.0903
1.0896
1.1041
1.076
1.082
1.076      

L.inf L.sup peso fatos l fatos 2
0.9780
0.9814

1.2347
1.1442   #

#



Exemplo 3
m = 146
n = 2655
densidade = 2.89%

L.inf
0.8935
0.9250

Exemplo 4
m = 230
n = 2025
densidade = 2.6%o
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L.inf L.sup peso fatos l favor 2
0.9634
0.9719
0.9567
0.9755
0.9557
0.969

1.364
1.2032
1.3300
1.2998
1.2977
1.1970      

L.inf L.sup peso fatos l favor 2
0.9604
0.9742
0.9308
0.9398
0.9472
0.9730

1.499
1.3039
1.8082
1.5286
1.946
1.4344      

L.inf L.sup peso favor l favor 2
0.8990
0.895

3.1414
2.8987   +

+



Exemplo 5
m = 408
n = 7195
densidade = 1.72%o

L.sup peso favor l fatos 2

Exemplo 6
m = 755
n = 2756
densidade = 0.42%o
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L.inf L.sup peso favor l favor 2
0.7079
0.74945
0.6884
0.7367
0.6929
0.7339

3.0875
2.7517
3.200]
2.6818
3.0718
2.9075      

L.inf L.sup peso favor l favor 2
0.8322
0.8322
0.7662
0.6160
0.7412
0.6232

1.3675
1.4051
1.3559
1.3559
1.3606
1.3606      

L.inf L.sup peso fatos l fatos 2
0.6120
0.6120

1.2936
1.3045   +

+



Exemplo 7
m = 1657
n = 10724
densidade = 0.2%

LliiiiiHpiiiíT bati;i i
+1.072 4

1.067 4

Exemplo 8
m = 782
n = 8904
densidade = 1.008%
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L.inf L.sup peso favor l fatos 2
0.9805
0.9854
0.9669
0.9873
0.9619
0.9790

1.019
1.019
1.0525
1.0269
1.0197
1.0175      

L.inf L.sup peso fatos l favor 2
0.7553
0.7894
0.7263
0.7905
0.7587
0.7923

2.8480
2.5110
2.9095
2.6532
2.9038
2.6143      

L.inf L.sup peso fatos l fatos 2
0.6067
0.675

5.057
3.8074   +

+



Exemplo 9
m = 763
n = 8572
densidade = 1.033%

L.inf
4.67830.5787 4

0.6438 #3.8031 4

Exemplo IO
m = 823
n = 8904
densidade = 0.995%

72

L.inf L.sup peso favor l fator 2
0.7381
0.7790
0.7399
0.7868
0.7463
0.8022

2.70
2.572
2.7809
2.6617
2.953]
2.6508      

L.inf L.sup peso fator l favor 2
0.7546
0.7923
0.7380
0.7942
0.7544
0.7773

2.8535
2.5298
2.7740
2.2979
2.8424
2.3845      

L.inf L.sup peso favor l fator 2
0.6018
0.6621

4.9269
4.2154   +

+



Exemplo ll
m =50
n = 6774
densidade = 18.17%o

L.inf L.sup favor 2
#0.1491 2.075 4

#0.2017 1.7551 4

Exemplo 12
m =124
n = 10757
densidade = 6.82%o
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L.inf L.sup peso fatos l fator 2
0.1766
0.1590
0.1847
0.1976
0.1766
0.1910

1.2248
1.2746
1.156
1.1382
1.2737
1.1757      

L.inf L.sup peso favor l fatos 2
0.1466
0.1777
0.1708
0.1955
0.1409
0.1538

1.3599
1.2296
1.2479
1.3397
1.4022
1.3506      

L.inf L.sup peso falar l fatos 2
0.1194
0.1094

2.215
2.025   +

+



A tabela a seguir mostra a melhor aproximação inferior e a melhor aproxi-
mação superior do valor ótimo do PL obtida em cada exemplo, considerando
os 3 pesos iniciais diferentes e as duas maneiras de atualização do peso. Aqui
o número de elementos por grupo é 5.
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A tabela a seguir mostra a melhor aproximação inferior e a melhor aproxi-
mação superior do valor ótimo do PL obtida em cada exemplo, considerando
um pesos inicial(peso 4) e as duas maneiras de atualização do peso. Aqui o
número de elementos por grupo é lO.

Observamos nas 2 últimas tabelas que quando o grau de agregação au.
menta, a aproximação é menor.

Em ambos casos o limitante superior esta mais longe do valor esperado
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Capítulo 3

Agregação e Computação de
Limitantes em Programação
Inteira

3.1 Introdução

Neste capítulo aplicamos o método de agregação de variáveis para encon-
trar limitantes superiores do valor ótimo de problemas de programação linear
inteira (PI) mu/táAnapsacÉ.

Apresentamos o trabalho de Litvinchev, l.S, e Rangel S.j171 e fazemos
uma pequena variante para encontrar outro limitante para o valor ótimo do
PI. Damos alguns resultados com alguns exemplos numéricos.

É comum obter limitantes para os problemas acima mencionados resolven-
do seus respectivos problemas relaxados, mas aqui resolveremos problemas
agregados do relaxado.

Inicialmente vemos outra forma de achar um limitante superior para o
valor ótimo Z* de um problema linear, usando a solução dual agregada e um
conjunto W fechado, convexo e limitado que contém a solução ótima z*. Na
seção 3 obtemos W' usando desigualdades válidas para o conjunto de pontos
viáveis do problema mu/f AnapsacA. Por um resultado de Balas é possível
obter essas desigualdades válidas usando iecobrimentos minimais.
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3.2 Outro limitante para Z*
Dado o problema linear original

onde ,4 € R,"*"

Zã' maz c#
s.a ..4# < b

z > 0

Seja H' um conjunto convexo, fechado e limitado em IR", tal que a* C W,
onde #' é uma solução ótima de PL. Podemos obter o conjunto H'' por ma-
nipulação de restrições do problema original o que é mais importante, este
conjunto pode ser construído depois que o problema agregado tenha sido re-
solvido. De fato, se conhecemos o conjunto W, podemos acrescentar a PL a
condição 3 C W', sem que isto modifique a solução ótima.

Como vimos no capítulo 1, para formar o problema agregado de PZ,
precisamos de uma partição o = {Sk : A = 1, . . . , /T} dos índices das colunas
{l,. . . , n} e também de um peso g = {gk : k = 1, . . . , /T} (ver definições 1.2.1

e 1.2.2 ). O problema agregado resultante é

í Zv= maz êX
(p.'l") l ..« .Ãx $ ó

l x ?o

Zv=
s.a

onde X = (XI, ,XK).

Suponha que -.Ç e ã sejam as soluções ótimas de P,4V e seu dual respec
vivamente.

O problema obtido adregando colunas pode ser considerado uma restrição
do problema original, no sentido que a solução agregada X pode ser desagre-
gada (ver subseção 1.2.2) para obter uma solução viável i para PL. A forma
mais simples consiste em usar desagregação de peso fixo. No Corolário 1.2.4,
demonstramos que se verifica a seguinte relação

.Z' :: ci <1.Z #

o qual nos fornece um limitante inferior para o valor ótimo Z'. Nesta seção
obteremos um limitante superior para Z', diferente dos já apresentados na
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seção 2 do capítulo l

Usando multiplicadores de Lagrange no PL adicionando a condição # C
W temos

z*

<

l

m- {cz : Á= $ b, " 2 0, # C W}

m«",'«.,2.{ /«/«2.(« + ««, - .4.»}
"''«",.w,,2:o(c« + U(Z, - Á«)). (3.1)

e pelo teorema forte de dualidade, temos [7b = ê..Í - Zt'. Logo em (3.1)
temos

,':," -- "",.«,;.(k "4,) 0.D

3.3 Limitantes para problemas de
programação inteira identiâcando
desigualdades válidas

Notação

8 /. matriz identidade de ordem n

B l. vetor em IR" com componentes iguais a um

Sejam c um vetar em IR,=, b um vetor em nT, Á uma matriz em ]RTx"
e todos com coeficientes inteiros. O problema que será abordado nesta seção
é o seguinte:

I'* = 17zaz cz

s.a Áz < b

«: c {o, l}, , 7'}

E comum obter um limitante superior para 1", resolvendo o seguinte
problema

I'n =
s.a Á# $ b,

/.z $ 1.,
z > 0.
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onde não se toma em conta as condições das variáveis serem inteiras.

É óbvio que
I'' $ 1'n.

Consideremos agora o problema agregado de PR, denotado por PR

I'R = maa ãX

su.jeito a ,4X $ Ó

('pR)l osx's?*. k ..,Ã'

-a' 'z' - =;Çka

Definição 3.3.1 Sela P um conUzzrzlo em IR'. l)iremos que a desig a/dado

é Batida para P se todos os pontos de P satisfazem essa desigualdade.

Definição 3.3.2 Dada a reslrÍção

"m ,j C {0, 1}.

Um recobrimento minimal C? desta restrição é Hm suócolÜunío de {l, . . . , n}
fa/ que

IS Ç Q

Definição 3.3.3 4 extensão E((2) de um recobrimento minimal é o
cona.'nfo

E(Q) - C?Ulj'Cll,...,nl-Q :aj'?aj, V.jCQ}
D
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Encontraremos um limitante superior para 1" resolvendo não um proble-
ma relaxado, mas um problema obtido por agregação de colunas do problema
relaxado PR. A idéia principal é construir W usando desigualdades válidas
para o conjunto de pontos viáveis de P/

Uma das formas para obter essa desigualdade válida é usando um re--

cobrimento minimal (ver definição 3.3.2). Egon Balas e Robert Jeroslow
estudaram algumas propriedades do hipercubo unitário n-dimensional (ver
l21). Apresentaremos um de seus resultados. Antes indicaremos a notação a
ser usada.

Notação

B .Z\' hipercubo unitário n-dimensionai

X' = {z clR" 0 $ aj $ 1, .j C ]V} (3.3)

N' = {1,...,n}
8 y : conjunto dos vértices de l<.

u é um vértice de /{', se cada componente uj tem valor 0 ou l

Teorema 3.3.4 Sega aj 2 0, para .j=/, ,n. O ponto a € y safÍó/az

(3.4)

se e só se satisfaz
}: ,j $ 1c?l-i (3.s)

jcz(Q)

qQ € N., onde À. é a família de todos os recobrimentos minimais da desigual-
dade 3.4.

PROVA
Suponha que existe a' C V, tal que algum S. C A não obedece (3.5). Ou
sqa

E «;
jeE(S.)

> is.l 1. (3.6)
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11111\Av

n
temos que

Logo defie tJ c /v : z} = i.t e QenotanQO

N"''n(E(S.)- S.) . T2

N'+

/v+ n rPr.q \

== 'LJ k= /v : u} = .Lj e menu nuu

N't f\ S.

TlnT2'g
Seja T = Ti U Ta, por (3.6) segue

ril+lz21 1rl? is.l
logo

ril?ls. -lT2

Por outro lado da definição de E(S.) e T] temos

(.j C TI, A C S.) -::> (.j € E(S.) - S., h C S.) -:+

e em consequencia

E «. - E«.*E'.
jeh jCT2

(3.7)

(3.8)(aj 2 ah)

E',
jC7'

+ }l: aj (por 3
jeT2

7 e 3.8)
jCS.-T2

E'.
jcs.

> # (PO,qu. S. C A)

(3.9)

Portanto )l:jcr ajz > #

não obedecendo (3.4).
Reciprocamente vamos supor que a' C y não satisfaça (3.4) Ou sda
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onde N+ é definido acima. Pela desigualdade (3.10) podemos afirmar que
existe um conjunto S C N+ que é um recobrimento minimal de (3.4) e
podemos encontrar uma extensão E(S) deste recobrimento minimal. Logo

>l, ,; 2 }:,; - 1sl > lsl - l
jcE(s) jcs

Portanto (3.5) não é satisfeita.

Observação 3.3.1 SuporzAa gue temos a {-ésima restrição do proa/ema P/

(3.11)

Se # perÉerzce ao corÜunlo de se/rações uáát;eis do P/, então # € y e em
parlicu/ar satili/az a restrição (3.11). Logo pe/o teorema anterior, # também
satisfaz

}: ,j $ 1Ql-i (3.i2)
jcZ(Q)

p«« todo ««b,im.«t. mÍnÍm«/ Q d« d«{g«./d«d' (3.11).

O seguinte teorema vai nos permitir obter um recobrimento minimal es-
tendido de (3.11) ta] que (3.12) corte um determinado ponto y C ]R"

l

Teorema 3.3.5 Z)ado um ponto y C /( e o seguinte proa/ema

Í ' E;::: (l - yj)'j

E;:::. aj;j > P
sj C {0, 1}, J = 1,. . . ,n.

Se e < 1., e:cisne um recobrimento minimal S da seguinte desigualdade

s.a

(3.13)

fa/ gtte

}: ,j $ 1sl -l
jcE(S)

(3.14)

co'üe o ponto U
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PROVA

Seja s* = (s:, . . . ,s=) a solução ótima de P. Sda

s''' JV : .;
Da viabilidade de s* pala o problema P temos

« : « .; - E «..; - E '.
jcW .ícs+ jcs+

Desta desigualdade é claro que existe um conjunto que é um recobrimento
minimal para a desigualdade (3.13). Ou seja existe um conjunto S C S+, tal
que

1: aj ># }: aj $ #, VRÇS
jcsjen

Agora demonstraremos que (3.14) corta g. Do valor ótimo de P, temos

}: (l - yj);; $ >: (1 - yj)'; - ' < l
.jcs .j=i

n

logo

c+ .l
'J '

jcs
sl- l
E

(3.15)

Por outro lado
E«..; - E«. $ E "'
jcs jcs jcE(S)

Logo de (3.15) e (3.16) temos

(3.16)

>: yj > lsl - l
jcE(S)

Portanto y não satisfaz (3.14)
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Escolha de W

Sejam .{ e a soluções primam e dual de (Pã). Se no problema (P) do
Teorema 3.3.5 tomemos y igual a i(solução obtida por desagregação de peso
fixo de ..V e a restrição de (P) como

então pelo teorema 3.3.5, se o valor ótimo de (P) é menor que 1, existe um
recobrimento minimal S da i-ésima restrição de (PI), tal que a desigualdade

>ll: «j $ 1sl- l
jcE(S)

corta i. O ideal seria que i estivesse suficientemente próxima da solução
ótima de PR, pois assim, provavelmente, a desigualdade anterior também
cortaria a solução ótima do PR. O acréscimo desta restrição ao problema PR
permitiria uma diminução de seu valor ótimo. Analogamente o valor ótimo
de PR. seria menor que o valor ótimo de PR o que acarretará uma possível
melhoria do limitante superior.

Vamos definir W como

n' /T : }: zj 5; lsl - l}
jcE(S)

(3.17)

Este conjunto tem as seguintes propriedades:
a) E limitado, fechado e convexo.
b) Todas as soluções viáveis para (PI) pertencem a W (observação 3.3.1)
c) A solução desagregada i não esta em }'r (Teorema 3.3.5 ).

Com o objetivo de usar o resultado mencionado na primeira seção, vamos
a reescrever os problemas P/, PR e PR , acrescentando a condição de que
= € W. A notação para estes novos problemas será respectivamente P/.,
PR. e P7?.. A desigualdade usada para definir o conjunto W, aparecerá
nos problemas P/. e PR« como

.4.+tz $ b«+l
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e no problema PR« aparecerá como

Sda
772a7 cz

s.a Áz < b

.4«+ic $ b«+i
/.# $ 1.

z{ 2 0,z{ C 21

P/.

í - l,

I'n. =
s.a Á# < b

Á.+lz $ 6«+i
/.z $ 1.

z{ ? 0, { = 1,..

PR.

s.a ..4X < b

.4.+iX $ b«+i
0 $ Xk $1 77k.

-'Í' '7t - =;;;;;#
PR. ,K

Observação 3.3.2 Pe/a observação 3.3.1 e a escolha de W, a solução ótima
de P/ é igual a solução ótima de P/«.

Apresentaremos em seguida dois limitantes para 1", seguindo a idéia usada
para obter (3.2). Seja u C IR"+:, u = (u:,u'), então no problema PR«
temos

I'n. maz {ca : .4# $ b, .4«+iz $ b«+i,z € W}

=W {.r«/uZ.('" + ":(Z' - 'l') + "'(Z'«-.: - Á«+:«))}
(3.18)

8 Limitante 1: Para obter este limitante, assumimos que o problema
PR. este resolvido, portanto sua solução dual é conhecida. Seja u =
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(t;:, u') sub-vetor da solução dual, correspondente as primeiras m + l
restrições de P7i.. Se tomamos em (3.18) u = (u', o'), então temos

I'n. UaH {m + «:@ - .'l.) + «'@«--:

«:' -- «:'«--: -- =w {« - «:."- ,'«---,}

G«+:Wlk -«'.A..-0«}<

(3.19)

Portanto, como é claro que

1" $ 1'n.

então desta desigualdade e 3.19 temos

F' $ G« + 2?rx {(. - «:.'l - «'Á«--:),} (3.20)

e Limitante 2: A obtenção deste limitante não pressupõe a solução
de Piam mas supõe que tenhamos resolvido o problema agregado PE.
Seja U sub-vetar da solução dual de PR, correspondente as primeiras
m restrições. Se tomamos em (3.18) u = (t/,0), então temos

I'n. <

<

<

%W {m -- "@
uz' + RV { k -

G + %W {k -

- «,)}

(3.21)

(3.22)

Portanto como
1" $ 1'R.,

pela desigualdade de acima temos

r' $ í= + U:W{(' - u'i)'}. (3.23)
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O limitante 2 foi obtido por l.Litvinchev e S.Rangel e o limitante l pro-
posto por nós.

Fonte Os exemplos utilizados para fazer os testes foram tomados de
http://www.zib.de.

Antes de dar os resultados computacionais, convém ressaltar os seguintes
fatos:

a) Em 40% dos exemp]os tomados não foi possível aplicar o método, por'
que não conseguíamos fazer um corte que incluísse todas as soluções viáveis
inteiras do PI, mas que deixasse fora a solução aproximada do problema
relaxado, obtida por agregação.

b) O limitante superior para o valor ótimo do PI obtido resolvendo o
problema relaxado foi melhor que os limitantes l e 2.
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Resultados Computacionais

Na tabela de embaixo, R indica o número de colunnas por grupo na par-
tição a utilizada para agregar o (PI). Liml representa o limitante l dividido
por o valor ótimo de (PI) e Lim2 representa o limitante 2 dividido por o valor
ótimo de (PI).

Observando a tabela podemos ver que para os exemplos considerados, na
maioria dos casos o limitante l foi um pouco melhor que o limitante 2.
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Capítulo 4

Conclusões

O limitante superior para o valor ótimo do PL precisa ser melhorado.
Nos casos que roíam testados, este valor mostrou-se relativamente distante
do valor esperado, isto é, do valor ótimo do problema inicial. Sabemos teori-
camente que melhores limitantes podem ser obtidos quando se usa o limitante
de Mendelsohn ou limitante de Taylor, mas preferimos usar um limitante co-
mo o de Zipkin porque sua utilização é menos complexa.

Devem ser usados alguns critérios para formar os grupos (c/usler ana/g/sás)
que leve em conta algumas similaridade entre as colunas. Igualmente deve-
mos ter critérios para inicializar o peso. No caso de agregação de restrições,
existe um trabalho de Shetty e Taylor [221 que usa 'proximidade angular'
para formar os grupos da partição inicial e outro critério para o peso. Esta
ídea pode ser aproveitada aqui.

Para a maioria dos exemplos de programação linear inteira testados aqui,
o limitante superior que propusemos foi melhor que o limitante obtido por
Litvinchev e Rangel. É interessante notar que o valor ótimo do problema
relaxada sem agregação forneceu nestes mesmos exemplos um valor mais
próximo do valor real ótimo do problema.

Para o caso de agregação iterativo, podemos considerar várias mudanças
que podem ser analisadas. Por exemplo melhorar a projeção "grosseira" que
foi usada. Analisar o efeito de diferentes graus de agregação. Considerar em
(2.56) diferentes multiplicadores do gradiente do Lagrangeano. Ver a relação
que existe entre a densidade da matriz de restrições e a aproximação obtida
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quando se aplica a estratégia de agregação iterativo

Com o pequeno número de exemplos que utilizamos no capítulo 2 obser
vamos que a maior grau de agregação corresponde menor aproximação.
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Apêndice A

Resultados básicos de Topologia e
Cálculo

Neste Apêndice mencionaremos definições e resultados básicos de Topo-
logia, e Cálculo que foram usados nos 4 Capítulos deste trabalho.

Deânição A.0.6 ZI/ma norma 1 . 11 em IR" é uma/unção que /az corresporz
der m essa/ar a lodo # C IR" e qtle tem as seguintes propr idades;
l z 112 0 para lodo # C IR"

c:« ll= lcl ll :« l para iodo # € ]R"
z 11= 0 se e só se z=0.

1«+wllSllzll+ #ll p««Z.do«,ycIR,"

Exemplos de normas em IR"

i) ll « ll:

2) l « ll, +.:y/'
3)ll * ll- :,...,« ,'
Definição A.0.7 Z)ado .4 C IR". Z)iremos que a C .,4 é ponto nterÍor de .4,
s. .,{.t. «m« ó./. «óe,f« B(.; ,) 1«/ q«. B(«; ,) C Á.

Denotaremos por Int(A) ao conjunto de todos os pontos interiores de A.

Definição A.0.8 Dado o colÜanto ,4C IR'. Diremos que ,4 é aperto se
Va C Á, «êste «m. ó./« B(a;,) q«. «tá ««fid. .m ,4.
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Definição A.0.9 Z)ado o colÜunto .4C ]R". Z)iremos gae Á é /ecÀado se o
corÜanZo ]R" -- .4 é aZperfo.

Definição A.O.]O Um suócoíÜKnto X C ]R" diz-se /{m lado quando ezisle
zlm nzímero rea/c>0, ta/q e ll zll5;c VnCX.

Definição A.O.ll Sda /
/ em ,4 se

.4 --} ]R. ZI)iremos qae a' C .4 é tEm mázlmo de

/(.) $ /(.*)
Vz C.4

Propriedades do máximo
Dadas as funções .f e g definidas em ,4 e com valores em R e seja a um
escalar positivo. Se / e g têm máximo em .4, então:

1) max.;.Á a/(,) '- max,..,* /(,)

2) max,...*(/(z) + g(,)) $ «.-,.A/(.) + ma«.;...*g(«)

Proposição A.O.12 ( Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Toda seqdênc a / máfada em ]R" possua uma suó-seqãêncáa conueryenle

Definição A.O.13 Sda .4 um s ócorÜunto aperto de ]R"
Z)iremos que a /unção / : Á --> IR" é cona hua rlo ponto a C Á se para toda
bota B(.j(.a);c) existe outra bola BI.a;8) ta! que

./:(B(a; á)) C B(/(a); .)

Z)iremos que e/a é contínua em 4, se é cona h a em lodo poRIa a C Á

Definição A.0.14 Z)iremos qae um conltznfo .lt' C IR" é compacto q ando
ele jor limitado e fechado.

Assim, por exemplo, são compactas todas as bolas fechadas do espaço
[R", mas o espaço ]R" inteiro não é compacto.

Uma propriedade importante de compactos em conexão com problemas
de otimização será enunciada no seguinte Teorema.
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Proposição A.O.15 ( Teorema de Weierstrass )
Toda /unção rea/ conta'nwa / ; .]r --> R, de$nida rz m compacto Ã' C ]R',
afz'nge seu máximo e seu mÍhÍmo em /{, {slo é, existem pontos zo,zi C .ZC
f«i. q« /(,o) $ /(a) $ /(.:) P«« q-/q«, « C /(.

Em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass, temos o seguinte resul
Lado.

Proposição A.O.16 Um colÜunto /T C ]R" é compacto se, e somente se,
toda seqiiência (.=k)kcN C. K possui uma sub-seqiiência que converge para um
ponto de I'i.

Derivadas
Seja / : IR" --> R uma função, fixemos a]gum x C ]R" e consideremos a

seguinte expressão

.f(x + aei) -- f(x)llm
a-+0 (11Y

onde ei é o vedor unitário canónico (l na i-ésima componente e zero nas
demais). Se o limite existe, ele é chamado a i-ésima derivada parcial de f
no ponto x e é denotado por (a//é?x) ou y{/(x). Assumindo que todas as
derivadas parciais existam, o gradiente de f em x é definido como o vetor

,,.*, - (! P,...,w)
Para qualquer y C IR' , definimos a derivada direcionai de f na direção

y) como

/'(x;y)= lim
a-+O+

/(x + ay) - /(*) )

supondo que o limite exista.

Definição A.O.17 .4 /unção .f é FrecAet dll/erenc áue/ em x se Caíste um
uetor d satisfazendo a seguinte equação

Ih /0' + H - .f(*) - y ' d . o (A.l)

Se um tal vedor d existe, podemos ver que todas as derivadas parciais
(a//a:«i)(x) existem e que d = Vf(x).

93



Note que a definição referente a diferenciabilidade de / no ponto x só en-
volve os valores de / em uma vizinhança de x. De este modo estas definições
podem ser usadas para funções que não estão definidas em todo o espaço ]R",
mas que estalam definidas em uma vizinhança do ponto onde a derivada é
calculada.

Teorema A.O.18 ( Teorema do va]or médio ) Se .f : ]R -+ ]R é con-

tinuamente dilerenciáuel sobre um internato 1, então V=,y (i l existe algum
€ C la,yl ta/ que

/(g/) - /(,) = v/(.)(y - ,).

Funções convexas
Agora veremos algumas propriedades de continuidade e diferenciabilidade

de funções convexas.

Definição A.O.19 1)iremos que o corÜwnfo (7 C IR" é cona;eao se para todo
par de pontos z e y em C' e À C 10, 11 temos

Àz + (l - À3/) C C'

Definição A.0.20 1)ado C' um suócorÜunto colzt;ezo de IR". t/ma /unção
/ : a -+ R é conueza se V z, y C C' e Va C 10, 11, lemos

.f(a« + (l - a)y) $ a/(a) + (l - a)/(y)

A fUT\çãO f é côncava se -f é conue=a

Proposição A.0.21 Para qua/quer co/eção (a /i C /} de colÜunfos
cona;Caos, a {nlersecção Oi é corzt;e:o.

Exemplos
1) Toda função linear em IR" com valores reais é convexa.
2) A função norma é convexa.
3) Toda combinação linear de funções convexas, com escaleres positivos é
convexa.
4) Se l é um conjunto de índices, C' C R" é um conjunto convexo e .A : a --}
IR é convexa para cada { C /, então a função /z : C' --> R definida por

A(,) s«P ./}(,)

94



é também convexa

Para funções diferenciáveis, existe uma caracterização alternativa de con
vexidade, dada na seguinte proposição.

Proposição A.0.22 Sda (.; C IR" wm cola nfo conoezo e /

diferenciáuel sobre C.
ü) A junção jó conue=a se e só se

C' --} ]R

/(,) 2 /(a) + (; - «y V /(,)
b) Analogamente f é côncava se e só se

/(,) $ /(z) + (; .y v /(#) v*,, c c'
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Apêndice B

Implementações Computacionais

/+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ lee o problema ini.ci.al con formato MPS e me da os vetores +/
/+ ind.A, val.A ( representacaodeA porli.star li.gados) e +/

/+ i.nd.c, val.c ( representação de c por li.smas li.gados) +/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
void lee ( arql)
FILE 'Karql;

e

{

char c]EM] + ]], c2EM2 + 1], c3EM3 + 1] , c4EM4 + 1], c5EM5 + ].], car161;
int cone, cone.A, cont.c, i., j, k, w
cont = O;
cont.A = 0;
cont.c = 0;
k ; -l;

for ( i=0; i < VC; i++ )
{

ind.c]i] = 0;

va[.c]i.] = 0;
}
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for ( i.=0; i
va[.AEi]

i++ )

for ( i=0; i < IA; i++ )
ind.A]i.] = 0;

for( i=0; i<M; i++ )
bEi] = O;

fgets ( cl, MI, arql);
whi.le ( !feof(arql) & ( strcmp(cl, ''COLUMNS'') )

fgets (cl, MI, arql );
)

if ( teor(arql) )
{

pri.ntf ( -'errar l '' );
exit(1) l

}

fgets ( cl, MI + 1, arql);
strcpy ( car, cl);

while ( !feof(arql) && ( strstr(car, ''R'') NULA ) )

fgets (c2, M2 + 1, arql );

fgets (c3, M3 + 1, arql );

j = atei(&c]15]) - 1
ií ( j != k )

cont++;

{

if ( strstr ( c2, ''obj'' ) != NULA )

ind.cEcont.c]
va]..cEcont.c]
cont c++:

strtod( c3, (char ++) NULL )

J )
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}

e].$e
{

va[.A]cont.A]
ind.AEcont.A]

( strtod( c3, (char ++) NULA ) )
atei.(&c2E]])

cone.A++ ;

ií ( j != k )
{

w : VA + j;
ind.AEw] = cona.A

J ;

}

fgets( c4, M4 + 1, arql );

if ( ( strstr( c4, ''c-' NUH. ))

strcpy ( cl, c4 );
if ( strstr ( cl, ''R'' ) == NULA )

fgets ( car, 5, arql );

esse

fgets ( c5, M5 + 1, arq]. );

}

{

va[.AEcont.A] = ( strtod( c5, (char ++) NULL ))
ind.A]cont.A] = atei(&c413])
cona.A++;
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ií ( j != k )

{

w = VA + j
ind.AEw] = cona.A
k = j;

}

fgets( cl, MI + 1, arql )
}

strcpy ( car, cl )
}

if ( feof(arql) )

printf( ''errar\n'' );
exi.t ( 1) ;

{

}

fgets( cl, MI + 1, arql )
strcpy( car, cl);

while( Ifeof(arql) && ( strstr( car, ''E''

fgets( c2, M2 + 1, arql);
fgets( c3, M3 + 1, arql );

{
NULA ) )

i = atou( &c2E]] ) - l;
bEi] = strtod( c3, (char ++) NULL )

fgets( c4, M4 + ]., arql ) ;

if( ( strstr( c4, ''c-' ) == NULA ) )

strcpy( cl, c4 );
fgets( cu , 5, arql ) ;

{
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}

else
{

fgets( c5, M5 + 1, arql
i = atei.( &c413] ) - 1 ;
bEi] = strtod( c5, (char ++) NULL )

fgets( cl, MI + 1, arql );

strcpy ( car, cl)
}

}

}

/+
/+
/+
/+

ordena un vetar em forma decrescente e +/
me da os i.ndi.ces das componentes segundo este ordem +/

+/

+/

void soft( L, Y, A, 0
int L, Y;
int 0E] , A]] ;

{

int i, j, f, temp, tem, e

L;
Y;

if ( (Y-L)%2 == O )

(Y+L)/2;
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AEf]

else

(Y+L+1)/2;
A [:f] ;

while ( i<=j )
{

whi[e ( AE[.] > e )

{

i = i + l;

whi[e ( e > AEj] )
}

if (
{

tem
oEi]
oEj]
temp
AEi]
AEj]

o [j.]
o [j]
tem;
AEi]
A [j ]
temp;

1 ;
1 ;

}

ií ( i > j )

{

ií ( L < j )
{

soft( L, A,
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}

if ( j. < Y )

{

soft( i, Y, A, 0)
}

}

/+ + #+# + + + #+ +# + #+ + ++ ++ + #+ + ++ ++ + ++ + #+ ++ # +# + ++ ++ + ## + ## ++ + +# + ++ ++ +++ + ++ + ++ ++ + +/

/+ encontra a paxticao delta' , usada para 'p/
/+ calcular o limitante superior do valor ótimo do problema ini- 4'/
/# cial (PL) +/

/+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
voi.d parti.cao2(void)

int i,j,k, kk, a]fa, ofega, cont.2IM], contador

for( i=0; i<N; i++ )

post..]in]i] = 0;
DEj.] = O;

}

{

{

}

for( j=o; j<M; j++ )
{

cone.]]j] = O;
cont.2]j] = 0;

}

for ( i=0; i< VA; i++ )
{

ind.AEi] ;
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cont.llkl++;
if ( va].A]i] >= 0 )

cona.2lkl++ )
}

for ( i =0; í < M; i.++ )

{

if ( cont.]]i.] != cone.2Ei] )

cont.]]i]
}

for ( i=0; i< M; i++)
oli] = i;

sort(0, M-l, cone.1, 0 )

for( j=0; j<M; j++ )
]

contador = 0;

if ( cont.]Ej] != O )
{

for(k=0; k<N; k++ )
{

if ( k != N-l)
a[fa = ind.A[VA + k + ]]

else
alfa = VA;

for( i= ind.A[VA + k] ; i <
{

if( (ind.A]i] == OEj] )
contador++;

}

alfa; i.++

& ( DEk]

\

/

}

if( contador == ( cona.]]j] )
{

)
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for(. kk=O; kk<N; kK++ .)
{

if ( kk != N-l )
a[fa = ind.ALVA + kk + ]]

else

alfa = VA;

or( i.= ind.A[VA + kk] ; i.< a]fa; i++ )
{

ofega = ind.Anil;
i:f ( ofega == O]j] )

{
DEkk] = val.Alia;
post.]in]kk] = 0Ej] + l;

}

}

f

\

}

}

}

/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ calcula o peso inicial l e 4 1'/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

voi.d peso.i.ni.ciall(void)

int j;

}

{
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fora J:o; J < (1-1;'KH; J++ J

g [j] = (f]oat)]/R;

for ( j = (T-l)+R; j < N; j++ )

if ( s != o)
gEj] = (float)l/S ;

else
g [j] = (f]oat) ]/R;

{

}

{

}

/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ calcula o peso inicial 2 +/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

void peso.i.ni.ci.a12(void)

int j;

for( j=0; j < (T-l)'KR; j++ )

ií ( (j%n == o) ll ( j%n
gtjt = (float)1/10;

else

ií ( (j%n == í) ll ( j%n
gEj3 = (float)3/10;

else
gEjt = (f].oat)2/10;

}

{

{
) )4

{

3) )

}

}

for ( j = (T-l)'KR; j < N; j++ )
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if ( s != o)
gEjt = (float)l/$ ;

else
gEjl = (float)l/R;

{

for (j=0; j< 20; j++ )
printf( ''gE%i] = %f\n'', j, gEjt )

}

l

/

/

/

/++++#+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ calcula o peso inici.al 3 'p/
/++++#+++++++++++++++++++++++++++++#+++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

voi.d peso.inicia13(void)

int j;

for( j=0; j < (T-l)+R; j++ )

ií ( (j%n == o) ll ( j'%n == 4 ))
g [j] = (:f]oat)3/10;

else

ií ( (j%n == í) 1 1 ( j%n := 3) )
gEjt = (float)1/10;

else
gEj] = (:float)2/10;

}

{

{

{

}

}

or ( j = (T-l)+R; j < N; j++ )
{

if ( s != o)
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gtj] = (float)l/S
esse

g [j] = (f].oat) ]/R;

for (j=0; j< 20; j++
pri.ntf( ''g]'%i] =

}

%f\n gEj] )

}

/++++++++++++++++++++#+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ Este programa encontra os li.mirantes superiores para as variáveis 'p/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
void agr.lím.var(void)

{

int i,j, k;
float max;

for(j=O; j<n; j++)
posa.-gEj] = 0;

for(i=0; i<T; i++)
cona.gEi] = 0;

for ( k=0; k< T-l; k++ )

agr.varEk] = 0;
max = 0;

{

for( j=k+R; j< (k+l)+R; j++)

if ( gEj] > max )

max = gljl;

{

{

}

107



1 )( j ::

=

if
a a'

(k+l)+R
rEk] = max;va

}

for(j=k'PR; j< (k+l)'pR; j++)
{

i:f ( gEj] == max )
{

posa.-g [j] = ]
cont.glkl++;

j

}

}

max = O;

for ( j : (T-l)'''R; j<m; j++ )
{

if ( gEj] > max )

max = gtjt;

i:í (j == m-í )
agr.varET-]] = max;

F

for( j= (T-l)+R; j<m; j++ )
{

if ( gtjt == max )
{

post-g [j] = 1;
cont.gET-ll++;

\

}

}

}

/+++++++++++++++++++++++++++++++++#++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
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/+ faz as combi.nacoes lineares das colunas de A e tombem as conbi.nacoes 'p/
/+ li.neares das componentes de c. Obtemos asse.m a nova matriz Ag e o novo'p/
/+ vetar cg. 'p/

void combina(void)

int i, j, k, s, w;
f[oat novo.va].A[VA]

/

{

for ( j=0; j < T; j++ )
cgEj] = 0;

for ( i=0; i < M + T; i.++ )

for ( j = 0; j < T; j++ )
Ag [i] [j] = O;

{

}

for ( k = 0; k < T; k++ )

for ( j = O; j <.VC; j++ )

{ w = ind.cEj] ;
if( ( w >= k+R ) && ( w < ( k + l )+R )

cglk] = cg]k] + (va].cEj])+(gEw]);

{

{

}

\

/

}

}

for
{

í; j++ )
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for( k= i.nd.A[VA+ jJ; k < ind.A[VA+ j + ]]

novo.va].A]k] = va]..hEk]'k(gEj]);
{

}

k++ )

}

for ( k = i.nd.A[VA +
{

lJ; k < VA ; k++ )

novo.va].AEk] va[.A [k] 'p (g [N-]] ) ;

}

for ( k = 0; k < T-l; k++ )

for ( j = i.nd.A[ VA + k+R]
{

{
j < i.nd.A[ VA + (k + ])+R] ; j++ )

s = ind.AEjl;
AgEs] [k] = AgEs] [k] + novo.va].A]j] ;

}

}

for (
{

ind.A[ VA + (T-]) +R] ; < VA; j++ )

ind.A [j] ;
Ag [k] [T-i] = Ag [k] ['r-i]
k

val.Aljl;
}

novo

for(i=0; i<T; i.++)
AgEM+i.] [i] = agr.varEi];

}

110



/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ escreve o problema agregado em formato rev 'k/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

void esc.PA.rew(voi.d)

int i, j, k;

{

for( i.=1; i. <= M + T; i++ )
fprintf ( arq2, '''%s%i\n'', '' L c'', i )

fprintf( arq2, '''Zs\n'', ''COLUMNS'' )

for( j=0; j<T; j++ )

k:O;

i:f( cg [j] != 0 )

fprintf( arq2, ''%s'', '' x-' )
fprintf( arq2, '''Z.-8i'', j+l);
fpri.ntf( arq2, '''Z.s'', ''obj
fprintf( arq2, ''%15f'' , cg [j
k = k + ].;

j

{

{

}

for ( i.= 0; i < M + T; i.++ )
{
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fprintf( arq2, --%s\n'', -'GAME '' );

fprintf( arq2, -'%s\n", ''OBJSENSE'');
fprintf( arq2, --%s\n'', '' MAX'' ) ;
fprintf( arq2, '''%s\n", ''ROWS'' );
fprintf( arq2, ''%s\n'', '' N obj'') ;



if ( Ag [i] [j] != o )

j.f ( k%2 == O )
{
fprintf( arq2,
fprintf( arq2,
fprintf( arq2,
fprintf( arq2,
fprintf( arq2,
k = k + l;

}
esse

{

''% s'', '' x-' ) ;
-'%-8i'' , j + l) ;
-'%s'' , ''c-' ) ;
-'%-4i'' ,i+l ) ;
-'%í5í'' , Agem.] [j] ) ;

fprintf( arq2, '''Z.s'', '' c-');
fpri.ntf( arq2, ''%-5i'', i.+l );
fpri.ntf( arq2, '''Z.14f\n'', AgEi]Ej] );
k = k + l;
}

if ( ( i== M + T
fprintf( arq2,

-l) && ( k%2 !: O )
''% s\n'', '' '' ) ;

}

}

fpri.ntf( arq2, '''%s\n'', ''RHS'' );

k : O;

for ( i = 0; i < M +

{
if ( i < M )

if (b [i] != o )

ií(( k9 2
{
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fprintf
fprintf
fprintf
k = k+l

== o ) )

(

(

(

)

arq2,
arq2,
arq2,

-'% s'', '' rhs
-''Z.-4i'' , i + l ) ;
-''%.15f'' , bEj.] ) ;

c )

}

e].se
{

fpri.ntf
fprintf
fprintf
k = k+l

(

(

(

9

arq2,
arq2,
arq2,

-'%s'' , '' c--) ;

-''Z.-si'', i + l)
-''%14f\n'', bE].] )

}

}

}

esse
{

if(( kl2
{

fprintf(
fprintf(
fpri.ntf(
k = k+l;

}
esse

{

arq2,
arq2,
arq2,

-''Z.s'', '' rhs
-''Z.-4i.-- , j. + l ) ;
-''% 15i'', l ) ;

c-' )

fprintf(
fprintf(
fpri.ntf(
k = k+l;

}

arq2,
arq2,
arq2,

'''% s'', '' c-') ;

'''Z.-5i'', i + í) ;

--'Z.14i.\n'' , l ) ;

}

if ( ( j. == M+T-l ) && ( k%2 != O ) )

fprintf( arq2, ''%s\n'', '' '' );
}
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/'k fprintf( arq2, ''%s\n'', ''BOUNDS'' )

for ( j=0; j<T; j++ )
]

fprintf( arq2, '''Z.s", '' UP bnd
fprintf( arq2, '''%.-4i'', j + l)
fpri.ntf( arq2, '''Z.14f\n'', lim

} +/

fprintf( arq2, '''Z.s\n'', ''ENDATA'' );

}

/ + + ++ + + + # ++ #+ + ++ + ++ ++ + +# +++ ++ ++# + ++ +# + ++ +++ +++ ++ + ##+++ #+ +++++ + +# +++ + ++ ++ +/

/+ resuelve el problema agregado usando o CPLEX +/

/++++++++#++#+++++##+#++++#++++++++++++++++++++##++#+++++++++++++#+++++++/
/+ +/

voi.d OptPa.leePa(arq2)

char +name

int mac;
int mar;
int mae;
int objsen;
double 'kobjx = NULL;
doub].e +rhsx = NULL;

char +senx = HALL;

double +rngval = HALL;
int +nrowi.nd = NULL;

int +matbeg = NULL;
int +matcnt = NULL;
int +nati.nd = NULL;

double +matval = NULL;

double +bdl = NULL;
double +bdu = NULL;

{
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int +etype : NULL;
int +enzbeg = NULL;
int +enzcnt = HALL;
int 'Penzind = NULL;
double 'Penzval = NULL;
char +dataname = NULL;
char I'objname = NULL;
char +rhsname = NULL;
char I'rngname = NULL;
char I'bndname = NULL;
cear ++cnaiüe = NULL ;
cear +cstore = HALL ;
char ++rname = HALL;
char +rstore = NULL;
char +estore = HALL;
char ++enane = HALL
int macsz
int marsz
int matsz
int maesz
int enzsz = O;
unsi.aned cstorsz
unsigned rstorsz
unsigned estorsz
int lpstat;
double +slack = NULL;
double 'Pdj = HALL;
struct cpxlp 'Plp = NULL;
struct cpxchannel 'Puserchan = NULL;
FILE 4'solfile = HALL;
char message.stringELINE.LEN + ]]
int status;
int i ;
int curmac,

l

0;
0;
0;

cursar:

setscr.ind (1)
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status mpsread( narre, &mac, amar, &mae, &objsen, &objx, &rhsx, &senx,
&matbeg, &matcnt, &nati.nd, &matva], &bd], &bdu, &rngva].,
&nrowind, &etype, &enzbeg, &enzcnt, &enzind, &enzval ,

&dataname , &objname , &rhsnane, &rngnalüe , &bndname, &cname ,
&cstore, &rnane, &rstore, &enane, &estore, &macsz, &marsz,

i.f ( status == 0 )

[p : (struct cpx].p 'p)

{

loadprob( nade, nac, mar, mae, objsen, objx, rhsx, senx, natbeg,
matcnt, matind, matva], bd], bdu, rngva]., nrowind, etype,
enzbeg, enzcnt, enzind, enzval, dataname, objname,

rhsname, rngname, bndnane, cname, estore, rname, rstore ,
exame, estore, macsz, narsz, matsz, maesz, enzsz, cstorsz,
rstorsz, estorsz )

status = optini.ze (ip)
if ( status == 0 )

{

curmac = getinac (ip);
curnar = getnar (ip);
X = (double 4') malloc ( (unsi.gned) curmac+sizeof(double) );

pi = (double 4') malloc ( (unsigned) cursar'Psi.zeof(double) );

slack = (double 'p) malloc ( (unsigned) cursar'Psizeof(double) )

dj = (double 'k) malloc ( (unsigned) curmac+sizeof(double) );

status = so].uti.on (ip, &]-pstat, &obj, X, pi, s].ack, dj)
if ( status == 0 )

{

printf( ''\n Resultados do problema agregado :\n '')
printf( ''Solution status = %d\n'', lpstat );
print:f( ''0bjective value = %f\n'', obj );

}
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}

}

freeprob ( &lp);

if( slack) free((chu +) slack )
if ( új ) free ( (char +) aj );

}

/+++++#+++++++++++++#++++++++++#+#+++++#++##+++++++++++++++++++++++++#++++/
/'p produto dovetorpi.pelamatri.zA , estandoanatriz +/

/+ A na forma de listas ligadas( ind.A e val.A) +/
/+++ + ++ ++ ++ ++ + ++ ++# #++ ++ + ++ ++ + ++ # ++ ++ + ++ + ++ #+ + ++ + ++ ++ ++++#+ ++ + #+ # ++ + ++#++ +/

{

int i, j, k, s, alfa

for( k=0; k<N; k++ )

produtoEk] = 0;
if ( k != N-l )

a[fa = ind.A[VA + k + ]]
esse

alfa = VA;

for( j= ind.ALVA + k]; j< a]fa; j++ )
{

s = ind.A [j] ;
produtolk] = produtoEk] + piEsl+val.AEjJ;

}

}
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for( i.=0; i<T-l ; i.++ )

for( k=i+R; k < (i.+l)+R; k++ )

if( post.gEk] == 1)
produtoEk] = produtoEk] + pi.[M+i]/cont

{

{

}
gEi]

}

for( k = (T-l)+R; k<N; k++ )
{

if ( post.gEk]
{

produtoEk] = produto]k] + piIM+T-í]/cona
}

g ['r- i]

}

for( i.=0 ; i.<T-l ; i++ )
r

for( k=i.+R; k < (i+l)+R; k++ )

if( post.gEk] == 1)

produtollk] = produto]k] + piIM+i] ;
break;

{

{

}

}

for( k = (T-l)+R; k<N; k++ )
{

if ( post.gEk] == 1)
f

produtollk] = produtoEk] + pi.[M+T-]] ;
break;

}
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/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++#+++++++++++++++++/
/+ calcula o limitante superior do valor atino do pro- 'p/
/+ blena i.nici.al +/

/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

float limo.tarte.superioro

int i, j, l;
f].oat beta, soma
float MAXIMOEMJ;

}
}

}

{

prod.pi..Âo;

for ( i=0; i<M; i.++ )

MAXIMOEi] : O;
1:0;
for ( j=0; j<N; j++ )

if( post.]i.n [j] == i.+])

whi[e ( ind.cE]] < j)

if (ind.c]]] == j)

beta = MAX(0, (va].cE]] - produto]j])/DEj]
MAXIMOE[.] = MAX( MAXIMOEi] , beta )

1++;

{

{

{

{

)

}

)
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else

beta = MAX(0,( - produtoEj]/DEj]));
MAXIMOEi] = MAX( MAXIMOEi], beta );

{

ií ( j== N-í)

MAXIMOEi] = MAXIMOEiJ+bEil;

}

{

}
\J

soma soma + MAXIMO]i.] ;

printf(''soma = %f\n'', soma);
}

1:0;

for ( j=O; j<m; j++ )
{

if( post.]inEj]
Í

whi.]e ( i.nd.c [1] < j)
1++;

if ( ind.cE]] == j )

soma
].++

)

soma + MAX( 0, va[.cE]] produtolj] )

}

else
{

soma soma + MAX( O, produtoEj] )

}

}
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}

lim.sup = obj + soma;
printf( ''li.m.sup : %f\n'', lin.sup );

return(li.m.sup);
}

/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/
/+ calcula o peso que vai. ser usado para construí.r o +/
/+ novo problema agregado +/
/++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++/

void novo.peso(num.éter)

{

int i, j, k, 1, beta , num ;
float dif, norma, soma, PARAM;
float gamnaEN] ;

dif : LIM.SUP - LIM.INF;
printf (''di:f = '%.f\n'', dif );

printf(''numero de iterac = 'Z.i\n'', num.éter );
PARAM = (f].oat)(l + Z)/( num.éter + Z);
printf( ''PARÂMETRO = '%f\n'', PARAM );

l : o;

Dorna = 0;

for ( k=0; k<T; k++ )
+

if ( k != T-l )
beta = (k+l)+R;

else
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beta = N;

for ( j = k'PR; j< beta; j++ )

if ( ind.cE]]
gammalj]

{

{ va[.cE]] produto l [j] ) +X [k] ;

else
gaita [j] = -produtor [j] +X [k]

norma = Dorna + gammaEj] +gammaEj]

}

}

for ( k=O; k<T; k++ )

if ( k != T-l )

{

beta = (k+l)+R;
num = R;

esse

beta = N;
if ( s != o )

nun = S;

else
num R;

for ( i

g [j.]
k+R; i< beta; i++ )
gEi] +(PARAM'PgannaEi] 'Pdif)/(norma+num)

}

for ( j=o; j<N; j++ )
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g [j ] MAX( O.000001, Mim( í, gtjt ) )

for ( k=0;
{

k<T; k++ )

if( k != T-l )
{

beta (k+l)+R;

esse

beta N;

sana = 0;

for ( j= k'PR; j<beta ) j++ )

sana
if

sana + g]j] ;
beta - l )

for ( i=k+R; i. < beta; i.++ )
g [i] = gEi]/sana;

}
}

}

}

void main(argc, argv)
int argc;
char I'argvlJ;
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{

cear nomeIL12J, no

if ( argc != 3)
f

príntf(''Especi.:

exi.t (1) ;

do arquivo de sai.da

}

{

}

{

cpy( nomes, argv]]] );
if((arql = fopen(nomes, ''r'')) ==NULL )

printf ( ''Nao posso abrir o arquivo inicial
exit(1);

lee ( arql) ;

if (arql != NULL )
fclose (arql) ;
arql = NULL;

particaa2 o;

peso-iniciall o;

num.i.ter = 1;

do

Zs\n '', '' novel''

agr.lim.var o;

combina o;

strcpy ( nome2, argv [2]
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if ( ( uq2 = fopen(nome2, ''wt'' ) ) == NULA )

pri.ntf ( -'Nao posso criar o arqui.vo %s\n '',
exit(1);

nome2 );

esc.PA.reco;

if (arq2 != NULL )

fclose(arq2) ;

OptPa.leePa(arq2);
if ( num.éter == 1)
else

melhor.valor = MAX( melhor.valor, obj) ;
printf (''melhor.valor = %f\n'', melhor.valor );

melhor.valor = obj;

nM.INF = obj ;
printf( ''LIM.INF %f\n'', LIM.INF );

].i.mirante.superior o;
if ( num.éter == 1 )

LIM.SUP = lim.suP;
else

LIM.SUP = MIN( li.m.sup, LIM.SUP) ;

printf(''LIM.SUP = %f\n", LIM.SUP );

if ( X) free ( (char +) X);

if ( pi) free ( (char +) pi);
novo.peso (num.éter);
num.item = num.éter + l ;

}

while ( num.i.ter < 81 );
}
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