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Abstract

The object of study in this dissertation is the model G.,,(«) for random
graphs. We study the probability of G.,P(«) satisfying graph properties
which can be expressed in a first-order theory. The study of this probability
is done in asymptotic termo, that is, when the number of vertices n of
('n,p(n) tends to infinity. In particular, we are interested in the case that
this probability convergem to 0 or l (zero-one laws). As a tool in the study
of this probability, we use the Ehrenfeucht Game and Theorem. We present
two major resulta in the field: the Glebskii-Fagin Theorem as well as the
Shelah-Spencer Theorem.

Resumo

O objeto de estudo desta dissertação é o modelo G.,.(n) de grifos ale-
atórios. Estudamos a probabilidade de G.,p(n) satisfazer propriedades que
podem ser expressas numa teoria de primeira ordem de grifos. O estudo
desta probabilidade é feito em termos assintóticos, ou seja, quando o número
de vértices n de G.,,(n) tende ao infinito. Particularmente, estamos interes-
sados no caso em que a probabilidade acima mencionada converge para 0 ou
para l (lei zero-um). Como ferramenta no estudo dessa probabilidade, uti-
lizamos o Jogo de Ehrenfeucht. Apresentamos dois importantes resultados
na área: o de Glebskii-Fagin e de Shelah Spencer.
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Um dos objetivos de estudarmos estruturas aleatórias discretas é es-
timar a probabilida.de da estrutura aleatória em questão apresentar uma
certa propriedade. Geralmente, estamos apenas interessados nos valores as-
sintóticos destas probabilidades, ou seja, no limite da probabilidade quando
o lanlan/zo da estrutura aleatória em questão tende ao infinito. A existência
desses limites depende muito da estrutura em estudo e da /íngt agem onde
as propriedades que desejamos estudar estão expressas.

Um fenómeno peculiar acontece quando o limite acima descrito é igual a
[) ou a ]: isto, a grosso modo, quer dizer que a partir de um certo "momento"
no crescimento da estrutura podemos constatar a ausência, ou a presença,
da propriedade em estudo. Dizemos, a grosso modo, que vale a lei zero-um
para a estrutura em questão i. Podem ser feitas as seguintes perguntas:
Quais são as propriedades nas quais o fenómeno zero-um acontece? Como
são as linguagens onde podemos expressar estas propriedades?

Um surf;ey sobre leis zer(»um para diversas estruturas aleatórias pode
ser encontrado em j19j de Winkler e dentre elas temos gratos, ordens e
intervalos. Os objetos de estudo do presente trabalho são os grifos aleatórios
de Erdós e Rényil61 para os quais estudamos dois importantes resultados
sobre leis zerc-um: o Teorema de Glebskii-Fagin e o Teorema de Shelah-
spencer.

Um grifo, do ponto de vista da teoria dos modelos, é uma estrutu-
ra. Quando nos referimos a modelos automaticamente devemos nos referir
também a fórmulas que estes modelos satisfazem. Estas fórmulas devem ser
expressas em alguma linguagem. Posto isto, podemos expressar proprieda-
des de grifos através de fórmulas de uma dada linguagem. Utilizamos no
presente trabalho a linguagem de primeira ordem dos grifos e consideramos
as propriedades de grifos que podem ser expressas nesta linguagem.

Um grato aleatório é basicamente o seguinte: temos um conjunto de n
vértices rotulados por l até n e a probabilidade dos vértices ie .j constituírem
uma aresta é p(n). A ocorrência de leis zero-um está diretamente relacionada
à função p(n) .

Novamente, como um grato é uma estrutura, podemos considerar o jogo
de Ehrenfeucht para grafos. Apresentamos neste trabalho um resultado que
relaciona jogos de Ehrenfeucht em grifos aleatórios com a função p(n) de um

'Definimos rigorosamente o conceito de lei zero-um bem como outros conceitos no
Capítulo l.
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grato aleatório e, conseqüentemente, com o fenómeno zero-um. Com esta
abordagem, o estudo do fenómeno zero-um se reduz ao estudo de estratégias
vitoriosas para jogos de Ehrenfeucht em gratos aleatórios.

O presente texto está dividido da seguinte maneira: o Capítulo l
contém os conceitos preliminares que estão presentes ao longo de todo texto:
grifos aleatórios e enraizados, extensões, fechos, Jogo de Ehrenfeucht.

Dedicamos o Capítulo 2 ao Teorema de Ehrenfeucht que expressa fatos
importantes para o desenrolar do restante do texto. Na seção 2.1 desta-
camos dois resultados básicos sobre o Jogo de Ehrenfeucht; na seção 2.2
apresentamos as fórmulas de m-Hintikka bem como alguns resultados corre-
latos. Estas fórmulas nos auxiliam na prova do Teorema de Ehrenfeucht na
seção 2.3. Optamos por apresentar o Teorema de Ehrenfeucht em sua forma
original para estruturas em geral. Assim, o leitor de combinatória que não
estiver familiarizado pode ter uma visão mais geral do Jogo e do Teorema.

Apresentamos no Capítulo 3 o resultado que relaciona o Jogo de Eh-
renfeucht em gratos aleatórios a leis zerc-um. Chamamos este resultado de
ponte e o apresentamos na seção 3.1. A seguir, na seção 3.2, apresentamos
o primeiro resultado sobre leis zero-um, a saber, o resultado de Glebskii-
Fagin. Este resultado já nos mostra uma estratégia vitoriosa em jogos de
Ehrenfeucht para gratos. Em sua demonstração, já utilizamos a ponte.

O Capítulo 4 é reservado ao resultado principal de nosso texto: o
resultado de Shelah-Spencer. Na seção 4.1 apresentamos fatos básicos sobre
gratos enraizados; na seção 4.2 apresentamos resultados relativos a fechos e
extensões e na seção 4.3 temos a prova do Teorema de Shelah-Spencer. A
idéia deste resultado é a mesma da do resultado de Glebskii-Fagin porém a
estratégia vitoriosa é bem mais elaborada.

Reservamos o Capítulo 5 para breves comentários sobre resultados pos-
teriores aos abordados aqui neste trabalho. Também fazemos algumas con-
c;Hor:, rÀQq G n ,- ;c



CAPÍTULO l

Noções Preliminares

Veremos neste capítulo as notações, definições e conceitos básicos que
utilizamos ao longo do texto.

1.1. Gratos aleatórios e gratos enraizados

Veremos nesta seção definições e conceitos básicos relativos a grifos,
gratos aleatórios e gratos enraizados. Uma referência sobre grafos é [1] e
sobre gratos aleatórios é [21 ambos de Bollobás. O artigo pioneiro sobre
grifos aleatórios é l61 de Erdõs e Rényi. Dentre as referências sobre gratos
enraizados, podemos citar [131 de Spencer e Shelah e j161 de Spencer.

Seja m um número inteiro positivo. Representamos {1,2, ... ,m} por

jml. Seja k um inteiro não negativo. Dizemos que um conjunto finito A é um
k-conjunto se Á tem k elementos. Seja Á um conjunto finito. Representamos
por Á(k) a coleção de todos os k-subconjuntos de .4.

Definimos um gra/o (; como sendo um par ordenado (}', E) onde y =
y(G) é um conjunto finito e E = E(G) é um subconjunto de V(2). Ge-
ralmente, chamamos y de c07Üzznfo de t;érfíces e E de c07zjunfo de arestas.
Dado um grifo G, se {z, y} C E(G), também dizemos que a; é adyacenle a g/
e podemos representar este fato por # '' g

Consideremos um inteiro positivo n e uma função p = p(n) com domínio
no conjunto dos naturais e contradomínio (0,1). Para cada par {í,j} de
inteiros de [nl, seja Xij uma variável aleatória de Bernoulli tal que

rr(ÀK{.j :: iJ :: p

e todas as Xíj independentes. Definimos o gra/o a/eafórío G«,P(n) no conjun-
to de vértices [nl colocando os vértices í e j adjacentes só quando Xij = 1.
Dizemos que it é o Zamanào do grato aleatório G.,p(n)' Se p for uma função
constante, por exemplo, p(n) = k tal que k é um real estritamente entre 0 e
1, podemos representar o grato aleatório correspondente por (;n,k.

Definimos um gr(!/o enraizado como sendo um par (R, H) tal que n é um
grato com conjunto de vértices, por exemplo, y(H) = {zi, - . ., z,, g/:'.. .,.g«}
e R = {yt, . . . , y,} um conjunto específico de vértices, chamados de rales.
Representamos por o ' (R, .17) o número de vértices que não são raizes e por
e = e(R, H) o número de arestas excluindo aquelas cujos vértices são. ambos
raízesl Dizemos que (R, H) tem tipo (.,, e) com t' = u(R, H) e e = e(R, H).

Seja a um número irracional estritamente entre 0 e 1. Consideremos
também um grato enraizado(R, H) com tipo(u, e). Dizemos que
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1. (R, .f7) é cl-denso se u -- ea < 0;
2. (R, -Z7) é a-esparso se u -- ecv > 0;
3. (R,H) é a-rÜido se para todo S com B Ç S C y(H) com (S,n)

a-denso:
4. (R,H) é a-seguro se para todo S com R C S Ç y(H) com (S,H)

a-esparso;
5. (R, #) é a-artícu/ado se for a-seguro e além disso para todo S tal que

R C S C H tivermos que (S, H) não é cv-seguro.

A irracionalidade de a garante que qualquer grato enraizado seja clas-
sificado como a-esparso ou como a-denso. Omitiremos o a quando estiver
implícito no contexto.

Exn}«tpLO l.l (Denso, esparso, rígido, seguro e articulado). Soam a, /3
e I' irracionais cais qlze a -u 0,42, P v 0,51 e 7 N 0, 1. Corzsideremos
os ginfos enraizados tKt.U) e tR2,H) conforme Q $gura 1. Notemos que
(R:, H) é a-«p««o, ©-d'"" ' '-"p.«o. Tem« q«. (R2, H) é a-d'««,
$-der\se e l-esparso Também observamos que tRa.H) é Í3-rígido porém
lzao e a-rlgtdo pois basca pegar o c07zltinto S = {z3,z4)z5lz2lz6)z7, z8} e

''«.« q«e (S, H) é a-esp«. ..4/é«. d{«., (RI, H) ' (R2, H) ;ã. 7-«g«".
Temos q«e (Ri,H) nã. é -a,fí«/ado p.{s (7',H) «ão é «g«« com r=
{ZI, Z41 Z7, Z8} . []

Z5 Z4

FiGUKA 1. Grifos enraizados (RI, H) e (R2,H)

Seja (R, -H) um grifo enraizado, G um grifo e / : R -> }''(G) uma função
injetora. Dizemos que a função g : y(.H) -+ y(G) é uma R-ezZelzsão de / se
para todo a; C R tivermos que g(z) = /(z). Ainda, dizemos que uma função
g': y(H) -+ y(G) é «m'(R, H)-e,Zensã. de/ se

1. g' for uma R-extensão e
2. {z, } c(H),yé R-+lg'(z),g'(y)}C E(G).
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Podemos ver um exemplo de g' ser uma (R, H) extensão de / na Figura 2

g'(«,)

g

g'(«!

g'(R)

g'(n)

G

FIGURA 2. Uma (R, .17)-extensão g'

OBsnnvAçons 1.2. C'abern a/gramas observações e corluerzções:

1. Se para lodo z C R fíz;ermos que g'(z) = g(z) cfízemos símp/esmente
que g' é elteítsão de g;

2. Se estiver claro pelo contento dilemas que g e g' são respectiuamen-
le R-«Ze«ã. e (R,H)-e«fen.ão a. i««és d., «specfí"m'«te, R-
eltensão de f e ÇR, H)-elteTtsão de f;

3. Z){zemos que g' está confída em B Ç y(G) ou, eq«íua/ente«.e,zle, que
B contém g' se g'(V(H) -- R) Ç B;

4. Denotamos por N(.f,R, H) o número de l.R, H)-extensões g';
5. Duas (.R,H)-extensões gt e gZ são ditas disjuntas se

ç: (x - a) n g,(x - a) = 0.

D

Exnt«tpLO 1.3 ((R, H)-extensões). Consideremos o gra/o G da r'ígura 3
e a seguinte Junção injetora f de$nida por:

1 1



Z6 h+ tol
Z2 [+ tD2

Z7 F+ tU4
Z8 F+ 103

e consideremos também a seguinte junção g' de$nida a seguir:
ZI F-} ID8

Z2 F'+ tD2
Z3 [+ 2D7

Z4 h'+ t06
z5 t'-'> to5
Z6 F+ t01
Z7 }-+ t04

Z8 }'+ 'W3

Temos que g' é uma ÇR2.H)-extensão de f cona ÇRa. H''l do Exemplo /

FIGURA 3. Grifo G

D

Seja G um grato e X = {Xt, ...,X,}.um conjunto de vértices de G.
O (t, cv)-/ec/zo de X, denotado por clt,.(X) é a união de todas as imagens
g'(H) com

1. (R, H) um grato enraizado a-rígido tal que

V'(H)= {PI,...,P,,Qi,...,Q.}
12



com u < f:

2. g' uma (R, H)-extensão da R-extensão g definida por g(R
Quando não houver tais funções g' ou quando t = 0 então

clt,.(X) como sendo X
Sejam ,4 = {.Vi,...,X,} e B = {XI,...,XI.}. Dizemos que

equ ua/ente a B se os subgrafos induzidos por clf,.(Á) e clt,.(-B)
morfos. Denotamos este fato por

(Xi,...,X,)=t,..(XI,
e se a estiver claro pelo contexto, escrevemos

(Xi,...,X,)=1(Xi,.

) = «i.
definimos

Á é (t, a)
forem iso

OnsnnvAÇons 1.4. .4s de/inzçoes re/aZzuas a gra/os enraizados se ap/z-
cam também quando o conjunto de raízes é vazio. Devemos ressaltar que

1. Em (0,H) com tipo (u,e), u e e são, respectíuamenfe, a quaní dado
de vértices e de arestas do grato H;

2. Dado um grelo enraizado (.R,H), uma (.R,H)-extensão com R unzio
é uma função h \ VÇH) -+ G que leda arestas do grato H em arestas
do grato G. Em outras patauras, teus o grato H em uma cópia sua

3. O t,a-/ec/zo do co«junto vazio, d.n./ado por clt,.(0) é a união de
cópias de gratos H cota q$, H) doido. Quando não houver tais gratos,
''m" g«. cl.(0) = 0;

4. Dados gratos G\ e Ga, dizemos que q) se os gratos c\tqq) respec-
tivamente, em G\ e em Ga forem isoTnorfos;

5. Ainda coTisiderando os gratos Gt e Gz do item anterior, temos

(zi, . . . , :«t) =o (yl, . . . , yt)

se e somente se para todoiej com L< $t tivermos que

{={, zj} € E(Gt) H {g/i, g/j} c E(G2).

1.2. Vocabulários e estruturas

Os pré-requisitos de lógica da nossa dissertação são mais especificamente
resultados de teoria dos modelos finitos e uma referência é l51 de Ebbinghaus

Um z;ocaótz/ária r é um conjunto não vazio que consiste de símbolos de
relação P, Q, R,.. . e de símbolos de constantes c, d,.... Todo símbolo de
relação está equipado com um número natural, sua aMdade. Dizemos que
um vocabulário é re/aciona/ se não contiver constantes. Uma esfruíura .4
de um vocabulário r, ou simplesmente uma r-estrutura .A, consiste de:

1. um conjunto não-vazio Á, o domínio de .A;
2. uma relação n-ária R''l em .'l para todo símbolo de relação n-ária R

3. um elemento c'l de .4 para todo o símbolo de constante c em r

eFlum

em r;
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Podemos definir objetos matemáticos familiares em termos de estruturas
Vejamos dois exemplos:

ExnNÍPI,o 1.5 (Grifos). Seja r = {E} com apenas um símbolo E de
relação binária. Um grato é uma r-estrutura Ç = {G, Ea} que satisfaz:

1. para todo a € G não temos que EG(a, a).
2. para todo par a, b € G, se .EG(a, Z,) então EC(b, a).

Observemos que o símbolo de relação binária -F faz a tarefa de caracterizar as
arestas de um grifo. Notemos que o vocabu]ário para gratos é re]aciona]. []

ExEMPI,o 1.6 (Ordens parciais). Seja r = {$} com apenas um símbolo
$ de relação binária. Uma ordem parcial é uma r-estrutura .4 = (Á, 5;'l)
que satisfaz:

1. para todo a C .4 temos que a 5;'l a;
2. para todo par a, b € ,4,temos que a $''1 b ou Z) <''{ a;
3. para a, b. c € Á, se a <$''1 b e b $''1 c então a <''i c. D

1.3 Teor'ia de primeira ordem dos gratos FOTOG
Fixemos um vocabulário r. Cada /õrmu/a de uma /ógica de primeira

ordem é uma seqüência de símbolos escritos através do seguinte alfabeto:
e variáveis: :c, y, z, . . . com ou sem índices;
e os conectivos -. e V;
e o quantificador ];
e o sinal de igualdade =;
e l e (;
e os símbolos de r
Um termo do vocabulário r é uma variável ou uma constante em r

Utilizaremos letras t, tl, t2) . . . para representarmos termos. Uma /órmu/a
da lógica de primeira ordem de vocabulário r são as sequências obtidas
através de aplicações finitas das seguintes regras:

1. Se [o e ft forem termos então to = ti é uma fórmu]a;
2. Se R for símbolo de relação n-ária de r e ti, . . . , t. são termos então

R(ti, . . . , f«) é fórmula;
3. Se @ for fórmula então =é é fórmula;
4. Se @ for Ü são fórmulas então é V @ é fórmula;
5. Se é for fórmu]a e z uma variáve] então ]zé é fórmula.
Chamamos as fórmulas obtidas por (1) e (2) de alómícas. Para Hrmulas

Ó e @ escrevemos é /\ @, @ -+ V,, é H @ e Vzé como abreviaturas de,
respectivamente, =(=éVn@), =éVV,, (=éV@)A(-.@Vé) e =a#=é. Chamamos
de sentenças as fórmulas nas quais toda variável em uma subfórmula atómica
está no escopo de um quantificados. Quando uma variável não está no escopo
de um quantificador dizemos que esta variável é /jure. Chamemos de livre(é)
o conjunto das variáveis livres de uma dada fórmula é.

14



Trabalhamos, no presente texto, com a teoria de pümeíra oz'dem dos
gra/os que representaremos por FOTOG daqui em diante. As variáveis em
FOTOG representam os vértices de um grifo, e o único símbolo de relação
é o que representa adjacência (conforme o Exemplo 1.5). Além disso, os
axiomas de FOTOG são:

1. v,--(, «., .);
2. VzVy(a: '- g/) n (y «., z).
Utilizando FOTOG, podemos expressar, por exemplo, as seguintes pro-

priedades de grifos:
1. 0 grifo contém um /T3:

, /];(=(,=y)A=(y=,)A(,«'g/)A(y'-z)A(,«';));
2. Não existe ponto isolado: Vzay(z -, y);
3. Todo par de vértices distintos possui vizinho em comum:

V,VZ/];(=(' = y)A-'-(, = ;)An(y= ;)A(, A(#«' z)).
Contudo, não podemos expressar outras propriedades em FOTOG e den

tre elas podemos citar a propriedade de um grifo ser, por exemplo, bipartida,
hamiltoniano ou euleriano.

OBSERVAÇÃO 1.7 (Notação para fórmulas em FOTOG). Será comum ao
r-g. d. p««Ze {e-t. «f{/í""m« . nof«ção Ó(.-, . . . , ,.) pa« i«díc« g«
":,...,«. são «,{á«i; dístinf« e /{«,e(é) Ç {«:,..., ,.}, « sda, «ã. é

necessário que todas as zi, . . ., z. soam t;ariát;eís /it;res. Frequentemente
abreuiaremos tema n-mpla =il ' . .,=. de uariáueis por E, por e=empto) escre-

««do @(F) «o ín«és de Ó(zi,. .., ««).

1.4. Satisfatibilidade

Seja .4 umaestrutura. Uma ua/oração em Á é uma função a com domínio
no conjunto de termos tal que a imagem de variáveis são elementos de Á e
a imagem de constantes de r são as constantes de .Á. Denotemos por a: a
valoração que concorda com a exceto que a(a) = a, ü C Á.

T)nfi n ; m ,-.q n rpl n f ã n

.4 k é]a]
que significa que a valoração a satisfaz a fórmula é em Á ou que @ é verda-
deira em .4 através de a como segue:

1. .4 f: ti = t2lal sse a(tl) = a(t2);
2. .4 F R(t:,. .., t.)]a] sse R'4(a(t-), ..., a(t.));
3. .4 f:: élal sse não se dá que ,4 f: @lal;

4. Á k (Ó v «,)[al sse .'t F ó]a] o« .4 k @]a];
5. .4 F: ]zé]a] sse existe um a C .4 tal que .A F d']a;].

ExEmpLO 1.8. A seguinte sentença expressa que vértices z, y e z de um
grifo formam um triângulo:

é(z,y,z) ] ]yJz(=(z =y)A=(y=z)A(z«'y)A(y«'z)A(z«'z))
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e seja também o grato G da Figura 3. Temos que

G F:: é(z, y, ;)
rnm n \rn ]nrn,.ãn A ]y2 !u. we.

'wYU' u r V Z

D

OBSERVAÇÃO 1.9. C'onsÍderemos uma eslrulura .4. Se fízJermos uma
./3«.«/a é= @(,:, ..., ,«) . «m« «/o«ção a 1«/ q«.

«: = a(.1), . . . , «« = a(.«)

podemos escrever ,4 f:: Ólai, . . ., a«l ou, «.aís simp/esmcnte, .4 k élal ao
ínués de .4 k Órcv].

1.5 lsomorfismos parciais e m-equivalência
Sejam .4 e B duas r-estruturas. Dizemos que .4 e ZJ são isomor$as,

denotando este fato por .4 3 Zi, se existir um isomorfismo de .4 em 6, ou
seja, uma função bijetora n' : .4 -} /3 tal que

1. para toda constante c C r temos que n'(c'4) = cB e
2. para todo símbolo de relação n-ária R € r e para todo ai,...,a. C .4,

temos q«e R"(al,..., ««) se e some«te se R'l(«'(al),..., «'('«)).

ExEUPLO l.lO (Estruturas isomorfas) . Consideremos do s gr(l/os G e
H conforme cl Figura 4. consideremos a função com domínio em VÇG)
e contradomhío y(H) dada por /(z{) = yi+i com í + l sendo a adição
módulo 8. Temos que f é um isomor$smo e,portanto, temos que G e H são
isomor:/os.[]

Z8 Z7

FicunA 4. lsomorfismo de estruturas: grafos

Sejam .4 e ZJ duas r-estruturas. Seja p uma aplicação tal que o Dom.f Ç
.4 e Im.f Ç B onde Á e B são os domínios de .4 e Zi, respectivamente. Então
chamamos p de um ísomorPsmo pare a/ de .A em 23 se:

1. p é injetora;
16



2. para toda constante c C r temos que c''l C Doma e p(c'4) = cB;
3. para todo símbolo de relação n ária Rlmr e para todo ai, . . ., a. C

Dom. temos que R'*(al . . . a.) se e somente se n''l(p(ai) . . .p(a«))
Suponhamos que p nas condições descritas acima é tal que Dom, =

{ai,..., a.}, Im/ = {ói,..., Z),} e, além disso, p(ai) = bf para { C {l,...,s}
e p(c'4) = ('B para todo c C r. Podemos denotar o isomorâsmo parcial p por
ã -> b com ã=(al,...,a,) e b=(bi,...,Z,,). Denotamos por Part(H,B) o
conjunto dos isomorfismos parciais entre as estruturas .4 e B.

OBSERVAÇÃO 1.11. .4 aplicação vazia, p := 0 é um Ísarnorfsmo Fareja/
de .4 em B desde que o uocabu/ária em qílestão não contenda corzsíantes. []

EXEMPLO 1.12 (lsomorfismo Parcial). (;orzsÍderemos a re/anão de díz;í-
sibi!idade, que é tlmü ot'dem, nos respectivos conjuntos de inteiros (Figura
5). Temos qtle(1,2,5, 10) -}(2,40,20,80).[]

80

'u } lz . . , .''\20'. 13

FiGuRA 5. lsomorfismo parcial

Consideremos uma fórmula @. Definimos o posso de quanfiPcadores de
é, denotado por qr(é), como sendo o número máximo de quantificadores
aninhados que ocorrem em é. Mais formalmente:

1. qr(é) := 0 se @ for atómica;
2. qr(--é) := qr(é);
3. qr(éV @) := maxlqr(@),qr(@)};
4. qr(3zé) := qr(Ó) + l;

Seja m um natural e sejam ,4 e B duas estruturas. Dizemos que .4 é
m-equit;a/Crie a Zi se H e 23 satisfazem as mesmas sentenças de primeira
ordem de posto de quantificadores menor ou igual a m. A notação para este
fato é .4 =. B

17



1.6. O Jogo de Ehrenfeucht
Sejam .4 e B duas r-estruturas, ã C .4', b C 13' e m um natural. O Jogo

de E/zre71/etzcÀt EHR« (.Á, ã, Zi, b) consiste de dois participantes, o Spoi/er e o
Dup/{cator, e tem m /ancas. Cada lance consiste de duas jogadas. Em cada
lance, o Spoiler é sempre o primeiro a efetuar jogada. Uma jogada consiste
de escolher uma das estruturas, .Á ou B, e a seguir, escolher um elemento
de, respectivamente, .4 ou B. Se no {-ésimo lance, o Spoiler escolher e{
em ,4, o Duplicator tem que escolher um elemento /. em B. Se o Spoiler
escolher um elemento /i em B, resta ao Duplicator escolher un] ei em .A.
Suponhamos que ao final dos m lances, el,..., e. e ./'l, ..., /m tenham sido
escolhidos em Á e em B respectivamente. Dizemos que o Duplicator vence
EnR« (.Á, ã, /3, b) se e somente se

ã, el , . . . , e« -> b, /l , . . . , /m

for um isomorfismo parcial de .A em 23. Caso contrário, o Spoiler vence
EnR. (H, a, 6, b) .

Dizemos que u m jogador tem uma eslrafégía uíforíosa no jogo EHR. (Á, ã, 23, b)
se para qualquer escolha que o oponente faça, ele consegue responder com
escolhas tais que, ao final de m lances, temos um isomorfismo parcial como
o descrito acima. Omitimos uma definição formal de estratégia vitoriosa:
ela estará implícita em resultados que veremos adiante

OnsnKVAÇons 1.13. Poden7}0s /fizer as seguzlzfes observações a respetfo
do jogo de Ehrenle\lcht:

\. Quando llm jogador, seja ele o Spoiler ou Duplicator, tem uma es-
raf@áa «üo,{os" P«« EnR«(.4,a, zi, Z,) dizemos, por abuso de /í"-

guagem, símp/esmente qüe e/e vence EHR«(.4,a, B, Z));
2. Podemos dizer urze o Spoí/er vence EHR«(.4, ã, B, Z)) se após í /ancas,

1. $ { $ m, 'ã,et,...,e« p-} b, .ft,..., j. não for isomor.Fumo parcial.
3. Se m Jor zero, ou seja, se tivermos um jogo com zero lances, pedimos

apenas que ã p-} b seja um isomor$smo parcial para que o Dupli-
cafor Dança EHRo(.4,ã,23,b). Se s /OI' zero, denofamos o jogo por
EnR«(.4, B) e o D«p/ícato, «nc. . j'go s'

el,. . ..e. H f\. . . . . f.
for isomot$smo parcial. No caso de ambos m e s serem zero, o Du-
p/{cafor t;ente EHRo(,4, ZJ) pe/a Observação /.//.

4. O Z)up/{cator t;ente EHR«(.A,a, Zi, b) se e somente se o l)zzp/ calor
t;ente EHRk(.4,ã, 23,ó) para lodo k, l $ A $ m.

5. O Dup/{calor t;ente EHR«(.4,a,B,b) se e somente se para cada k,
l $ k $ m, o Dup/ícafor t;ente EHRk(.4,ã,B,b) e a segtzir t;ente
EHR«-k(Á,ã,F, Zi,i,g) para a/gtzm f € ,4k e a/gtlm # C /3k. []

As estruturas abordadas no nosso texto são os gratos. vejamos o seguinte
exemplo:
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EXEMPLO 1.14 (Jogo de Ehrenfeucht em gratos). Quando as estruturas
envolvidas em um jogo de Ehrenfeucht são dois grifos G e H, por exemplo,
o Spoiler e o Duplicator se alteram na escolha de vértices de G e de .17

Consideremos os grifos G e -H da Figura 6.

H

FIGURA 6. Jogo de Ehrenfeucht em gratos

Agora, consideremos EHR2(G,ã, .f7,b) com ã = zs e b = y8 com as
seguintes escolhas dos jogadores:

1. Spoiler escolhe =3 € (;; Duplicator escolhe y3 € .17;
2. Spoiler escolhe y6 C /T; Duplicator escolhe a;4 C (l;;
3. Spoiler escolhe =5 C (l;; Duplicator escolhe yS € /1

Se enxergarmos um grato G como uma estrutura, o conjunto formado
pelos vértices de G constitui o domínio da estrutura e as arestas de G são ca-
racterizadas pela "relação de adjacência" .B vista no Exemplo 1.5. Notemos
também que um grato do ponto de vista de estrutura tem um vocabulário
relacional.

No nosso exemplo, temos o seguinte isomorfismo parcial:

ÍC5, Z31 Z4 h'+ y8) y3) y6

portanto o Dup]icator vence o jogo. []
Podemos expressar a vitória do Duplicator em jogos de Ehrenfeucht entre

grifos utilizando uma linguagem mais simples. Consideremos G e // dois
gratos e seja EHRt(G, f7). O Duplicator vence EHRt(G, H) se e somente se
para todo para {, j com l $ i< j $ f tivermos que

{zf, zj} C E(G) H {g/i, yj} C E(H)

tal que zi,...,zt e yi,..., yt são os vértices escolhidos em G e em /r, res
pectivamente. Essa condição é, em outras palavras, o mesmo que

(zl, . . ., zt) =o (yl, . . . , yt)
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1.7 Funções limiares e leis zero-um

Consideremos duas funções / e g com domínios no
e contradomínio no conjunto dos reais. Dizemos que
g e denotamos este fato por

conjunto dos naturais
/ é muito menor que

f«g
quando

ii. !(d. -o
J;& g(n)

e dizemos que / é muito maior que g denotando este

f»g
fato por

/(«)
lim ! }::z = oo.

"-'l" g(n)
Uma função r = r(n) é chamada de função limiar para uma propriedade

de grifos A (expressa em FOTOG ou em outras linguagens) se
1. Quando p(n) «K r(n), lim«-.,- Pr(G«,. tem Á) = 0;
2. Q«ando p(n) » r(n), lim«-,- Pr(G«,, tem Á) = 1; ou vic.-versa.
Consideremos uma função p(n) com domínio no conjunto dos naturais e

contradomínio(0, 1). Dizemos que p(n) satisfaz a lei zero-um em FOTOG se,
e somente se, para todas as propriedades .4 de gratos expressas em FOTOG
tivermos que

.n«!. Pr(G«,.(«) 1: A) = 0 o« l.
7Z --+' 0o ' ' ' ''' \ ' ' /

se
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CAPÍTULO 2

O Teorema de Ehrenfeucht

Dedicamos este capítulo à apresentação do Teorema de Ehrenfeucht em
sua forma original para estruturas. Dividimos este capítulo da seguinte
maneira: na seção 2.1 destacamos dois resultados básicos sobre o Jogo de
Ehrenfeucht; na seção 2.2 apresentamos as ílormulas de m-Híntikka bem
como alguns resultados correlatos. Estas fórmulas nos auxiliam na pro\:a
do Teorema de Ehrenfeucht na seção 2.3. O Teorema de Ehrenfeucht tem o
seguinte enunciado:

TEonni.,iA 2.1 (Teorema de Ehrenfeucht). Sejam .4 e B alias estrulu
ras, ã € .A', b C B' e sela m um natura/. Ás seguintes asserções são
equipa/entes;

1. 0 0up/ícator vence EnR« (.'{, ã, zi, z,);
2. zj k é:l l;
3. .4 =. Z]

A Mrmula @r na asserção (2) é a /3rmu/a de m-#ínZiÉAa de ã em .A a
qual definimos posteriormente.

Em termos gerais, este resultado, através da equivalência das asserções
(1) e (3), relaciona a vitória do Duplicator em um jogo de Ehrenfeucht com
o fato de duas estruturas satisfazerem uma mesma subclasse de fórmulas.

Embora aparentemente sem direta utilidade, a afirmação (2) é essencial
para estabelecer a equivalência entre as afirmações (1) e (3). A fórmula @r
é a /3rmu/a de m-#intíÃka de ã em .4 e descreve as propriedades de ã em
qualquer jogo do tipo EHR«(.4, ã, . . .). Mais precisamente, para qualquer
Zi e b = bi, . . . , b. C B,

B F çba ]ó] se e somente se o Duplicator vence EHR«(,4, ã, B, i),
ou seja, a implicação de (1) em (2) do Teorema de Ehrenfeucht. Passemos
à seguinte definição.

DEFiNiÇÃo 2.2 (Fórmu/a de m-#inllkka). Sda .4 rima estrutura e =
(«1, . . . , «,) . Oe./i«{«.os

@(D) := /\lé{(©) : .'t b @lal}

com cada é{, l $ i$ k, atómica ou atómica negada e para m > 0,

qT(8) := A ]o,+ió="'(»,u,+i) Avo.+i v é=.''(8,u.+i).
aC.A ae.A

D
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OnsnnvAçÃo 2.3. Se a estrtzfura .4 não esfit;er c/ara no cartel;to, usa-
remos a notação (ó,A.a aa {nt;és de (ibg. Se s /or :ero, usaremos a Ralação

ég ao ínt;és de #'lÍ.o' []

Dividimos este capítulo em três seções: na seção 2.1 destacamos dois
resultados básicos sobre o Jogo de Ehrenfeucht; na seção 2.2 apresentamos
alguns resultados relacionados com as fórmulas de m-Hintikka que nos au-
xiliam na prova do Teorema de Ehrenfeucht na seção 2.3.

2.1 Fatos básicos sobre o Jogo de Eht'enfeucht

LEMA 2.4. Sejam .4 e B duas esfrílZuzas e m zlm natura/. Se ,4 ;í B
e«tã. . D«p/i«t" ',.«. EnR«(.'{, 6) .

PROVA. Suponhamos que @ é o isomorfismo entre .Á e B. Uma estratégia
para o Duplicator vencer o jogo é sempre escolher a imagem ou a imagem
inversa de @ dependendo da escolha do Spoiler. Em outras palavras, se o
Spoiler escolher a C .4 então o Duplicator tem que escolher ó = Ü(a) € B.
Caso o Spoiler escolha ó € B então o Duplicator tem que escolher a :=
V,-i(ó) C ,4. Sejam E e / as duas m-uplas de elementos escolhidos em ,4
e B, respectivamente. Temos que E 1--} / é um isomorfismo parcial, pois é
exatamente um a restrição de @. []

LEMA 2.5. Sejam .4 e 6 duas estrulu7'as, ã C ,4s, b C BS e m um natura/
positivo. As alias sentenças a seguir são equiualeTttes:

1. 0 J)tzp/ícafor vence EHR« (.4, ã, 23, Z,);
2. Pa«« fod. « € Á, triste Z, C B la/ qT.e o Oüp/ícaZor «nce EnR«-i(J, ãa, Zi, bZ,)

e para lodo b € /3, ezÍsle a € .4 [a/ qzze o Dup/ícafor t;erzce EHR«-i (.4, ãa, Zi, bb)

PROVA. O Duplicator vence EHR«(H, ã, Zi, b)
se e somente se

+ o Duplicator vence EHRi(.4,ã, 6, b) e a seguir
e o Duplicator vence EHR«-t(.4, ãz, 27, by) para algum z C ,4 e # C B

apela observação 1.13 tomando k = 1)

se e somente se

e se o Spoiler escolher a C Á, o Duplicator consegue escolher b € B tal
que ãa b-> bb seja isomorfismo parcial. Raciocínio análogo se o Spoiler
escolher b C B. Em seguida,

e tomando # = a e 3/ = b, o Duplicator vence EHR«-i(.4,ãa, B, ZPb)

se e somente se

para todo a C Á, existe Z) C .B tal que o Duplicator vence EHR«-i(.4, ãa, 23, ób)
e para todo b € B, existe a € Á tal que o Duplicator vence EHR.-t(.4,ãa, Zi, bb)

n
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2.2 Resultados sobre fórmulas de m-Hintikka

Sejam .4 e B duas estruturas, ã € .4' e é) C B'. Consideremos também
um natural m. As fórmulas de m-Hintikka Ór tem posto de quantificadores
m. Além disso, ,4 satisfaz (i5r]a]. Essa propriedades das fórmulas de m-
Hintikka são cruciais na prova do Teorema de Ehrenfeucht.

LEMA 2.6. Para s, m nattiraís, o contjunto

{Ó.A.a fa/ que .4 é esfrzzftzra e ã C Á'}
é Brita.

PROVA. Fixemos naturais s e m. Então temos uma quantidade finita
de vetores ã. Para cada vedor ã temos m fórmulas de m-Hintikka. a saber:
Ó%,;, @h,;, 'é.4,;, . . . , «'lÍ,,. []

O seguinte resultado nos proporciona uma informação importante

LnhtA 2.7. Segarn .4 esZrulura, ã C ,4s e m um rzaftlra/. Iremos que
(lr(@r) = m.

PROVA. Utilizamos indução em m.
Caso /: Verifiquemos para m = 0. Em @g não temos nenhum quantifi-

cados, já que @g é a disjunção de fórmulas atómicas ou atómicas negativas.
Portanto, (lr(ég) = 0.

Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Temos que

qr(@r) = /\ ]«,+iÓ=':(T, «,+i) A V«,+t v @=-' (T, u.+l)
aC,4 aC..4

e, por hipótese de indução, qr(é;='i(©, u,+i)) = m -- 1. Temos que

qr(]«.+iqbK (©, u,+i)) = m

e

qr(Vu.+i v Ó=.(T, t'.+l)) = m

e portanto temos (lue qr(é:) = m.

O próximo resultado já nos traz alguma informação quanto a satisfatibili-
dade das fórmulas de m-Hintikka.

D

LnhíA 2.8. Sqanz .4 eslrtllura, ã € ÁS e m l/m natura/. .Fnfão
.4 E çÇ' ]a].

PROVA. Utilizamos indução em nlz.
Caso 1: Verifiquemos para m :: 0. Temos que

Ç#(T) := éi (8) A . . . A Ók (T)

com cada éi, l $ í $ k, atómica ou atómica negativa e além disso com
Á k '#f]a] pela Definição 2.2. Se para cada Ói, .A f:: éi então temos que

.4 F ÓI (a) ,'\ . . . A Ók (ã)
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e, portanto, .4 f:: .4(a)
Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Temos que

qW(D) = /\ a«,+:ó=-: (p, «,+:) A v«.+: V Ó="'(©, ".+-)
aC.A ae.A

Por hipótese de indução, temos que .4 f:: Ó;l;i la, al e então

.4 l: /\.:.,l ]u,+i @=": (D, u,+i ) e
.4 k V«.+l V..,4 é=': (©, u,+i)

Portanto, .A f:: çbF lal. D

Discutimos até aqui apenas sobre o posto de quantificadores de @y e
sobre sua satisfatibilidade em .4. O seguinte resultado é o primeiro a fazer
conexão entre as estruturas .4 e Zi através de isomorfismos parciais.

LEMA 2.9. Se.fam .A eslrtlfura, ã € ÁS e m llm rzalura/. Então para
qualquer B e b € B,

6 k Ógliil se e se«.Cale s. ã -} i € Pare(.A, ZJ).

PROVA. Seja Z) =(ul, . .. , u,). Temos que

@(») := ét (F) A . . . A ék(8)

com cada é{, l $ { $ k, atómica ou atómica negada e, além disso, .4 k éilal
pela Definição 2.2. Temos que 23 f:= Óg se, e somente se, B f:: éi]ó], 1 < i< k,
se, e somente se, ãF-> b é isomorfismo parcia]. []

2.3. A prova
PROVA DO TEonnr.,iA 2.1 (EnKnNpnucnT). Os lemas apresentados nas

seções anteriores já nos permitem passar à prova do Teorema de Ehrenfeucht.
Provemos a implicação de (3) em (2). Por hipótese, sabemos que .4 =. B,
ou seja, se Ó(zi, . . . , z,) for uma fórmula de posto de quantihcadores $ m
então

,'t f:: élal H B E élz,l.

Sabemos que qr(é:) = m pelo Lema 2.7 e que .4 f:: é:14 pelo Lema 2.8.
Portanto, Zi 1: çb: [ól.

Temos que (3) implica em (2) pois qr(@r) = m e .4 1: élal e, portanto,
B b ÓFÓI .

Provemos a implicação de (1) em (3). Utilizamos indução em m.
(;aso /: Verifiquemos para m :: 0. Clonsideremos que o Duplicator vence

EURO(.4,ã,B,b). Isto significa que p: ã -} ó é um isomorfismo parcial.
Além disso, suponhamos que para 'é(zl, . . . , z,) com qr(@) $ 0 temos que
.4 F: é]a]. Chamemos a função de valoração associada ao vetar ã e b,
respectivamente, de a e P. Como qr(é) $ 0, temos que Ó é atómica ou uma
combinação booleana de fórmulas atómicas.
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Suponhamos inicialmente que é seja uma fórmula atómica. Então é
pode ser de uma das duas formas:

1. fo = ti com to e ti termos: como .4 b ólal temos q«e a(fo) = a(ti).
Temos que /3(to) = p(a(to)) e P(t:) = p(a(t:)) d;í P(to) = #(ti) e,

portanto, Zi 1:= @lól.

2. R(tt, . . . ,t,) com R um símbolo de relação s-ária de r e li,... ,t.
termos: como .4 H: @]a] temos q"e R''{(al, . . . , a,). Como p é isomor
fismo parcial temos que

R'{(«l, . . . , a,) H R'(p(«i),
mm R'(p(.i), .. . ,p(«,)) = RB(Z,t,... , b,) e, port-to, B f:: ólQ.

Se ó não for uma fórmula atómica, só resta a @ ser uma combinação
booleana de fórmulas atómicas. Uma indução na complexidade de é nos dá
também que 6 b #']ó].

Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Suponhamos que o Duplicator ven-
ce EHR«(,4,ã,B,b). A]ém disso, podemos supor que '#(F) = ]y@(F,y) e

qr(é) 5; m. Vamos também assumir que H f:: é]a]. Então existe a C Á
ta[ que .4 f: V']a, a]. Como o Dup]icator vence EHR«(.4, ã, B, b) então pe]o
Lema 2.5 existe b C B tal que o Duplicator vence EHR«-t (H, ãa, B, bb). Já
que qr(Ü) $ m -- 1, a hipótese de indução nos dá que B f:: @lóól e, portanto,
6 b Ó[ÓI.

Provemos a equivalência de (1) e (2) utilizando indução em m. Para
m = 0 temos que o Duplicator vence EHRo(.4,ã, 6, b) se e somente se ã ->
i c Part(.4,B) (conforme a Observação 1.13) se e somente se Zi f: 41i;l
(conforme o Lema 2.9) .

Para m > 0, o Duplicator vence EHR«(J,a, ZJ, b)

, P(«,))

se e somente se

para todo a C Á, existe b C B tal que o Duplicator vence EHR«-i(.4, ãa, fi, bb)
e para todo b € B, existe a C .4 tal que o Duplicator vence EHR«-t(.4,ãa,B, bb)
(conforme o Lema 2.5)

se e somente se

para todo a C .4 existe b C B com Zi E: @;;-ilbbl e para todo ó C B existe
a C ,4 com Zi f: Ó;:-' liól (hipótese de indução)

se e somente se

/\ ]«,+:cama-' (T, «,+:) A V',+: v Ó=": (F, ".+:)
ae,4 aC.A

se e somente se

zj F:: ç4' («: , . . . , «,)
D
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O Teorema de Ehrenfeucht é apenas um dos resultados para caracte-
rizar m-equivalência entre duas estruturas. Outros resultados sobre m-
equivalência são o Teorema de FraTsse e o Teorema de Hanf e uma referência

Como já dissemos anteriormente, as estruturas abordadas no presente
trabalho são os gratos. Sejam G = G.,.(n) ' H ' Hn,p(n) 'm conjuntos
de vértices disjuntos. Seja também um natural m e consideremos o jogo
EHR«(G, H). Veremos no próximo capítulo um resultado que relaciona
este jogo com o fato de p(n) satisfazer a lei zer(»um.

é [51
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CAPÍTULO 3

A ponte e um resultado clássico

Apresentamos neste capítulo o resultado que relaciona o Jogo de Ehren-
feucht em grifos aleatórios a leis zero-um nestas mesmas estruturas. Cha-
mamos este resultado de ponte e o apresentamos na seção 3.1. A seguir, na
seção 3.2, apresentamos o primeiro resultado sobre leis zero-um em grafas
aleatórios, a saber, o resultado de Glebskii Fagin. Este resultado já nos mos-
tra uma estratégia vitoriosa em jogos de Ehrenfeucht para grifos aleatórios.
Em sua demonstração, já utilizamos a ponte.

3.1 A ponte entre a lógica e a combinatória

O resultado ponte tem o seguinte enunciado

TEOREMA 3.1 (Ehrenfeucht / Lei Zerc-Um: Ponte). SqamG = G.,P(n)
e H -- H.,p{«} dois grcLfos aleatórios em conjuntos de vértices disjwntos tais
gue para lodo naftira/ t ZenÀamos que o Dtzp/ícalor vence EHRt(G, #) com
probabilidade tendendo a \ conforme n -+ oo. Ent(io, temos blue p(n) satisfaz
a /e{ 0 l

Antes de mais nada, convém observar o seguinte: o Teorema 3.1 tem co-
mo hipótese que para todo natural t fixado, o Duplicator vence EHRt(G, H)
com probabilidade convergente a l conforme n -+ oo. Para cada função
p(n), o Duplicator deve ter uma estratégia vitoriosa para que ele possa ga-
rantir a hipótese acima mencionada e, pelo Teorema 3.1 garantir que p(n)
satisfaz a lei zero-um.

Vejamos, a seguir, um corolário do Teorema de Ehrenfeucht (Teorema
2.1) que nos auxiliará na prova do Teorema 3.1.

COROLÁRIO 3.2 (do Teorema de Ehrenfeucht para gratos). Consideremos
A umü fórmxlla de FOTOG. Suponhamos (lue G e H são gratos quaisquer
com G f: ,4 e # f:: -...4. E7ztão lemos que o Spoí/er vence EHRqr(..1)(G, H).

PROVA. Tomemos uma fórmula ,4 de FOTOG. Suponhamos que (l; satis-
faz Á e H não satisfaz Á. Podemos afirmar então que não se dá G =q,(.4) H
Pelo Teorema de Ehrenfeucht (mais especificamente a implicação (3) -+ (1))
temos que o Spoi]er vence EHRç,(.4)(G, H). []

Agora, passemos à prova do Teorema 3.1
27



PROVA no TnonnwA 3.1. Vamos fazer a prova por contradição. Defi-
nimos a seqüência z« tal que =« é a probabilidade de G.,P(n) satisfazer Á.
Se z. não convergir para 0 nem para l então temos dois casos:

1. existe uma subseqüência y; de z« e existe também um # C (0, 1) tal
que g/s --} g ou

2. existem duas subseqüências z, e wt de a;« tais que, respectivamente,
z, -+ 0 e wt + l.

Como no primeiro caso temos que g/, --} y então G ou H (e exatamente
um dos dois) satisfaz Á com probabilidade convergente a 2y(l -- y) > 0 con-
forme n -+ oo e pelo Corolário 3.2 temos com probabilidade convergente a
2y(l -- g/) > 0 conforme n --} (» que o Spoiler vence EHRt(G, H) para algum
natural t e obtemos uma contradição. Temos no segundo caso que z, --> 0
e wt --} l o que significa, respectivamente, que o grato G (na subseqüência
dos z,) não satisfaz Á com probabilidade convergente a l conforme n --} oo
e o grifo H (na subseqüência dos tof) satisfaz Á com probabilidade conver-
gente a l conforme n --> oo. Novamente pelo Corolário 3.2 obtemos uma
contradição.

D

3.2 O resultado de Glebskii-Fagin

Consideremos o grato aleatório (.;«,k. Apresentamos nesta seção o resul-
tado obtido por Glebskii, l<ogan, Liogonkii e Talanov [81 e também obtido
independentemente por Fagin ]7] que, em termos gerais, diz que p(n) = k
satisfaz a lei zer(>um em FOTOG. O resultado tem o seguinte enunciado.

TEoREmA 3.3 (Glebskii-Fagin). C'orzs detemos G«,k e J3 lama proprie-
dade de gratos ea;pressa em FOTOG. Temos que p(n) = k satisfaz a !e{ 0 -- 1.
em FOTOG.

A idéia é utilizar o Teorema 3.1 mas para tanto precisamos achar uma
estratégia vitoriosa para o Duplicator. A estratégia vitoriosa para o Dupli-
cator no contexto de p(n) = k está baseada na propriedade é, que o grifo
aleatório G..k satisfaz com probabilidade convergente a l conforme n -+ oo.
Dizemos que um grato G satisfaz a propriedade Ó, se para quaisquer dois
conjuntos disjuntor de vértices U = {ui,...,u.} e y = {ui,...,ub} com
a + b $ s tivermos um vértice z « U U y tal que para todo z € C/ tivermos
que z '-' z e para todo y € y, não tivermos y v z.

LEMA 3.4. Sqa s um inteiro posítÍt;O. (;n,k satís/az quase sempre a
propriedade Ó, com probabilidade convergente a \ con.forme n -+ oo.

PROVA. Fixemos dois conjuntos disjuntos U = {ui,...,u.} e y =
{ui,...,ub} de vértices de G«,k com a + b $ s. Seja EU,v,, o seguinte
evento: "existe um vértice z g UUy de (;«,k tal que para todo z C t/ temos
que z "- z e para todo 10 C y não temos que tu «' z". Então

Pr(Eu,v.,) = A'(l -- k)'.
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Consideremos o seguinte evento:

b. --,u":«.:
rguU }'

com todos os eventos mutuamente independentes já que envolvem arestas
diferentes. Então:

Pr(Eu,y) = Pr( /\ -.-Eu,y,,) = li -- k'(l
ZéUUI'

Variando os conjuntos C/ e y, temos

--''.,* :: «,, - (:) (" ; ') ::

k)'l"''''

k'(l - k)Ó]("-'-Ó) :

n! (n--a)! e(n-.-b)I"(l-p'(l
al(n -- a)l bl(n -- a -- ó) ! '

quando n --} oo.
Portanto, Pr(G«,k 1: Ó,) -+ l.

k)') --} 0

D

Agora, podemos apresentar a prova do Teorema 3.3

PROVA. Seja [ um natural, (; = (;.,k e // = .f7.,j; dois gratos aleatórios
com conjuntos de vértices disjuntos. Consideremos o jogo EHRt(G, n'). Se
[ = 0 então o Dup]icator vence EHRt(G, H) pe]a Observação 1.13, item 3.
Suponhamos que t # 0. Consideremos a seguinte estratégia para o Duplica-
tor: suponhamos que os vértices zi, z2, . . . , a{.l foram escolhidos em G.,k
e yi,y2, -,Z/i.i em /7«.k. Sem perda de generalidade, suponhamos que o
Spoiler escolhe =i em G«,t. Seja Ái:= {zi,a2, . . .,ZÍ.i}. Consideremos o

subconjunto f?{ = {zPI' Zp2'--., Zpr} de .4i tal que todo vértice de Bi é ad
jacente a z{. Também consideremos o subconjunto C'í = {zql,zq2, . ..,zqs}
de ,4i tal que /3íUC'{ = Á{. Como o grato /7..J;, pelo Lema 3.4, satis-
faz a propriedade ét com probabilidade convergente a l conforme n -+ oo,
tomemos yi em H«.k tal (lue yi seja adjacente a todos os vértices de -D{
e não adjacente a todos os vértices de E{ onde Di = {yPi,yP'' ' '''yP,] e
E = {#çi)g/ç2, ' ' ',yqsl' Através desta estratégia, o Duplicator consegue
com probabilidade convergente a l conforme n --} oo escolher vértices em
qualquer um dos dois gratos "imitando" as escolhas do Spoiler. Assim, ele
vence EHRt(G«,k, H«,t) com probabilidade convergente a l enquanto n -+ oo
e pe[o Teorema 3.1, p(n) = k satisfaz a ]ei zero-um em FOTOG. []

C) caso p(n) = k considerado no teorema de Glebskii-Fagin já é clássico
no estudo de leis zero-um para gratos aleatórios. As funções p(n) não cons-
tantes constituem outros exemplos nesta área. Spencer e Shelah em [131
estudaram o caso p(n) = n'' com cv C (0, 1) irracional e para esta função
vale a lei-zero um. A irracionalidade de a é essencial para a veracidade deste
fa.toa
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Temos que se a for racional, p(n) não satisfaz a lei zer(»um. Tomemos
r(n) = n'2/3 que é uma função limiar para a propriedade de um grato conter
um /T4. Em outras palavras, se p(n) «K r(n) então G.,.(-) quase certamente
não contém um K'' e quando p(n) » r(n), G«,.(n) quase certamente contém
um /{4. Quando p(7z) = r(n) a probabilidade de G.,.(n) conter um /{4
converge a um valor estritamente entre 0 e 1, a saber: 1 -- e'i/24

Passemos agora a considerar p(n) = n'' com cr irracional. A idéia
novamente é encontrar uma estratégia vitoriosa para o Duplicator para jogos
em gratos aleatórios do tiPO G«,n-.. Seria muito útil se a estratégia que
aplicamos para o caso p(n) = k servisse também para o caso p(n) = n''
Contudo, se tomarmos a € (1/2, 1) irracional temos que G...-. temos que
para yi, g/2 C (;...-., com probabilidade convergente a l conforme n -+ oo
yi e g/2 não têm vizinho em comum. Com isso em mente, o Spoiler pode
vencer o jogo EHR(G, #. 3) com G = G...... e H = H...-- em conjuntos
de vértices disjuntos descrito a seguir: no primeiro lance, o Spoiler escolhe
zi C G e o Duplicator escolhe Z/i C .l{. Suponhamos que exista z2 € (;
tal que a distância entre =i e z2 seja 2, ou seja, zi e z2 tenha vizinho
em comum. Seja a;3 este vizinho em comum. Então, no segundo lance, o
Spoiler escolhe este =2 e o Duplicator, com base na estratégia utilizada na
demonstração do Teorema de Glebskii-Fagin, escolhe y2 não adjacente a g/i.
Se g/i e y2 não tiverem vizinho em comum, o Spoiler escolhe z3 C (; e vence
o EnR(G, H, 3).

Assim, para p(n) = n ' necessitamos encontrar uma estratégia mais
elaborada para o Duplicator. Isto será visto no próximo capítulo.
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CAPÍTULO 4

O resultado de Shelah-Spencer

Conforme comentámos na Introdução, Shelah e Spencer em j131 estu-
daram várias funções p(n) que satisfazem a lei zero-um em FOTOG. Eles
obtiveram o seguinte resultado um tanto surpreendente.

TEOREMA 4.1 (Shelah-Spencer). Sela p(n) = n '* [a/ qtle a é rracío
na!, a estritamente entre 0 e 1. Então p(n'l satisfaz a lei zero-um.

Ao longo deste capítulo, fizemos um irracional a € (0, 1). Assim po-
demos escrever denso, esparso, rígido, seguro e articulado ao invés de, res-
pectivamente, cr-denso, a-esparso, a-rígido, a-seguro e a-articulado. Além
disso, nos permitimos um outro abuso de notação. Seja (R,H) um grato
enraizado. Denotaremos o conjunto de vértices do grato H simplesmente
por H e seu conjunto de arestas por E(H). Seja H" tal que R Ç H''' C H
Denotaremos por (R, #*) o grato enraizado no qual o grifo H" é o subgra-
fo induzido pelo conjunto H*. Este abuso de notação justiâcar-se-á pela
legibilidade das demonstrações.

Dividimos este capítulo em quatro subseções: na seção 4.1 apresentamos
fatos básicos sobre gratos enraizados; na seção 4.2 apresentamos resultados
relativos a fechos e extensões e na seção 4.3 temos a prova do Teorema
de Shelah-Spencer. A idéia deste resultado é a mesma da do resultado de
Glebskii-Fagin porém a estratégia vitoriosa para o Duplicator é bem mais
elaborada.

4.1 Fatos básicos sobre gratos enraizados
Um dos objetivos desta seção é mostrar que para um subconjunto X

de vértices de um grifo temos que (X,clt,.(X)) é rígido com Z natural e a
irracional estritamente entre 0 e l.

LEUA 4.2. Consideremos um gra/o enraizado (.17o, Hi) e üm conjunto
H ta] que Ho C H C H\. Seja ÇHo.Ht), ÇHo,H) e tH,Ht] com tipos,
".pedi«m.«[e,(«,e),(«',.') e(«",e"). Temo' q«. « = «'+«" e e = e'+e"

PROVA . Imediata. D

LnuA 4.3. C'onsíderemos as /zípóteses do Lema #.2. Se (Ho, H) e (H, Hi)
forem esparsos eTttãO ÇHo. H\) será esparso.

PKOVA Conseqüência direta do Lema 4.2 D
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LEMA 4.4. C'onsÍderemos as Aápófeses do Lema 4.e. Se (J7o, H) e (H, Hi)
forem densos, ÇHa.Ht) será denso.

PROVA. Consequência direta do Lema 4.2 D

LnuA 4.5. Se (Ho, Hi) /or esparso então (H, Hi) será segtzro para azar/m
H,HoÇ H c H\.

PROVA. Tomemos -ZÍ maximal tal que H C Hi com (.17o,H) denso. Se
não existir tal H, tomemos # = Ho. Se (H,Hi) não for seguro, algum
(#, H') será denso mas pelo Lema 4.4 teríamos que (Ho, H') é denso, con-
trariando a maxima]idade de .17. []

LEMA 4.6. Se (Ho, Hi) /or denso então (H, Hi) será líbido para algum
H,Hoc.H Ç H\.

PROVA. Tomemos H minimal tal que Ho C H com (H, /7i) esparso Se
não houver tal H, tomemos H = Hi. Se (Ho,H) não for rígido, algum
(H', H) será esparso mas pelo Lema 4.3 teríamos que (H', Hi) é esparso.
contrariando a minima]idade de .f7. []

Lnp,iA 4.7. Consideremos (Ho, Hi) arfícu/ado de fíp. (o, e). Seja ta«.Z,é«.
H tal que Ho C H C H\, Clonsideremos que (.Ho.H) tem tipo (u'.e'). Então
dlu' <. elu.

PROVA. Inicialmente, como (Ho, .17t) é articulado então ele
em particular, é esparso. Portanto, e/o < a l

Suponhamos que

e seguro e

d e

e daí obtemos que

'o u' u

concluindo que (H, Hi) que, pelo Lema 4.2 tem tipo (u -- u',e
parso Pelo Lema 4.5 temos que existe um //* tal que /lr Ç
tal que (H', Hi) é seguro contrariando a hipótese inicial de que
articulado.

ee
<

- .'), é es-
H* C. H\
IHo, Ht) é

D

Lu\tê. 4.8. Considere X um grelo. Se (.Ho, Ht) .for denso e X n Ht
e?zfão (.f7o U X, .f/i U X) é denso.

0

PROVA. Suponhamos que(Ho, Ht) tenha tipo(u, e). Então(HoUX, HiU
X) tem tipo (u, e') com e $ e' pois toda aresta contada em (HO, Hi) ainda é
contada em (HoU X, Hi UX) e ainda podemos ter "arestas extras" do grifo

DX
Lnh,ÍA 4.9. Sd«m (Ho, H) . (H, Hi) n'gíd«. Então (Ho, ai) é nbido
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PROVA. Seja H''' tal que Ho Ç H'' C Hi. Como (Ho, .17) é rígido então,
aplicando o Lema 4.8 com X = H* -- H, temos que (H*, H U #'") é denso.
Como (n,Hi) é rígido, (H U #*,Hi) é denso. Pelo lema 4.4, (H*,H) é
denso.[]

LEMA 4.10. Sda (Ho, Hi) arfícu/ado e corzsÍderemos ]7 fa/ que Ho C
H c H\. Então tH,Ht) é doido.

PROVA. Suponhamos que(H, Hi) não seja rígido e portanto que(H', Xi)
é esparso para /7' tal que H Ç H' C Hi. Pelo Lema 4.5, temos que (H", Ht)
é seguro para algum .17" tal que .ll Ç .17" C .f7i contrariando a hipótese de
que (Ho, .Hi) é articu]ado. []

LnhíA 4.11. Sda (Ho, Hi) roído. (:onsíderemos também um g x!/o X
la/ q«. xn#i = @. Te«.« -fão q«(Hou-v,Htux) é n©ído.

PROVA. Seja H'' tal que Ho U X Ç H* Ç HI U X. Como (Ho,#t) é
rígido, temos que(H* -- -K, Hi) é denso e, pelo Lema 4.11,(H*, Hi n X) é
denso. []

LERIA 4.12. Sqa (; tzm grcl/o e um corÜtznto f7o Za/ qtze .17o Ç (;. Se.fa
(Ho, Hi) ruído fa/ que Ho C Hi Ç G e á C {l, . . . ,s}. Então (Ho, U;;: Hi)
é rígido.

PROVA. Vamos fazer a prova por indução em s. Inicialmente, considere-
mos s = 2. Como (Ho, H2) é rígido então (HI n H2, H2) é rígido. Aplicando
o Lema 4.11 para X = .f7i -- H2 então (.Ifi, Hi U.172) é rígido. Pelo Lema 4.9,
como (Ho, Hi) e (HI, Hi U H2) são rígidos, temos então que (Ho, Hi U H2)
é rígido.

Consideremos agora o caso em que s > 2. Queremos provar que

é rígido, ou seja, VH*, -Ho Ç H* C U;::X{, temos que (X*,U;:: Hi)
é denso. Suponhamos que existe um .f/*, .f7o Ç f7" C UÍ:i .17{, tal que
(X*,U;:: Hf) é esparso. Sda (X''',U;:: H{) com tipo (u,e). Temos então
que

u -- ae > 0 (1)

Podemos escrever H* na forma [f7* n U;=f Hi] u ]x* n .f7,]
Agora, consideremos os gratos enraizados

(H' n U;;f Hí, U:=J Hí),(H* n n,, H,) e(H* n(U::i H{ n H,), u?;iHi)
com tipos(ui, ei),(u2, e2) e(u3, e3), respectivamente

Temos que

U = UI + t;2 -- 03
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e além disso,
e = el + e2

Então, da desigualdade l temos que:
ui + o2 -- u3 -- a(ei + e2 -- e3) > 0 --} (ui

o que implica que
[. (n* n U;=J ]7i, U;;J Hf) é esparso, fato que contradiz a hipótese de

indução que diz que (Ho, U;;{ H{) é rígido ou

a.:) + («, - a.,) («3 - a.3) > 0

2. (H* n H,, .H,) é esparso o que contradiz o fato de (Ho, H,) ser rígido.
D

CoKOLÁni0 4.13. Seja (; zzm gra/o e X = {Xi, . . . ,X,} um colÜunfo
de «é,tí«. de G. Sd« t ««- -t«a/ . a C (0, 1) í««{-a/. Temos q«e
(X, cl.,«(X)) é «@id..

PROVA. Conseqüência do Lema 4.11.[]
4.2 Resultados sobre fechos e extensões

Vimos no Capítulo 4 que para p(n) = n'' o Duplicator não poderia
utilizar a mesma estratégia que ele utilizou para o caso p(n) = k com k
constante. Isto significa que o Duplicator deve adotar uma estratégia vito-
riosa original para o estudo da lei zero-um em G«,p(n) com p(n) = n'' com
cv irracional. Esta estratégia se baseia na utilização de fechos. Quando o
Spoiler, em um jogo EHR.(G, H), escolhe um vértice z{ C G, por exemplo,
o Duplicator vai observar um certo s-fecho de {zi, . . . , zi-l} e vai escolher
um yi C # tal que {zi,... , açi-i} e {yi,..., yf-t} tenham s-fechos isomor-
fos. Em linhas gerais, é esta a estratégia que o Duplicator deve adorar para
para o caso p(n) = n'' com cr irracional.

Os resultados que vemos nesta seção são essenciais para a demonstração
do Teorema de Shelah-Spencer (Teorema 4.1).

LEMA 4.14. Se/am a, r, f .Pios. Então ezÍste zzm Inteiro posÍlit;o /{ =
/{(a, r, t) ta/ qüe em G.,.-. lemos com probabí/idade conueryenfe a l corl-
Jorme n -+ oo que

cl.,.(X:, . . . ,X,)l 5; K
para qua/qzzer colÜunlo X = {Xi, . . . , X,} d

PROVA. Seja

, Xr} de t;ért ces de (;..n

.4 = {(R, H) denso

Temos que Á é finito. Seja

. {ae(R,H)- «(R,H):(R,H) C .'l}.

Afirmamos que /{ = [tlt. Temos que provar que jclt,.(X)] $ /{'. Suponha-
mos que para um certo X = {Xi,. . . ,X,} tenhamos que jclt,.(X)l > /(.

RI = , e «(R, H) 5; t}.
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Vamos provar que o subgrafo induzido por clt,.(X) aparece em G com pro-
babilidade convergente a 0 conforme n --} oo.

Se lclt,.(X)l > f:ilt então existem conjuntos }':, . . . ,}'L com .L > [:il
tal que cada y; é a imagem de uma (Rj,/b)-extensão rígida g; da Rj
extensão gj que leva R em X. Passemos agora à construção do subgrafo
de G...-. induzido por clt,..(X). Consideremos uma sequência de subgrafos
induzidos Gi, . . . , GL de G.,.-. tais que o grato Gi é o subgrafo de G.,.-.
induzido por X e o grato Gj com .f > 1 é o subgrafo de G.,.-. induzido
pela reunião do conjunto de vértices de Gj-i com y;. Notemos que o grato
GL é o subgrafo de G.,.-. induzido por clt...(X).

Consideremos j > 1. Temos que y; = Z; U T,r; tal que ZJ é o conjunto
de vértices que já estão em Gj-i e T'l''J o conjunto de vértices que ainda
não estão, pois podemos ter que os y; não sejam disjuntos. O conjunto de
vértices de Gi é o conjunto de vértices de G:Í-i reunido com l,y'J. Suponha-
mos que com esta reunião, foram adicionados t;j :: IWJI noz;os vértices e ej
rzot;as arestas para formar G:f. Como (X, y; ) é rígido, pelo Lema 4.12 temos
que(X,UÍ.: y{) é rígido e, daí,(X U UÍ;} yi U Zj,XU U{.: yi) é denso.
Portanto, temos que t;j -- aej < 0.

Através do argumento acima para (l;2, . . . , (;z, temos que

cvej < e, para todo j C {l, ,.[}
e, portanto que

< Le

Como Z, > [ti], temos então que r -- Lc < 0. A probabilidade de Gz, estar
contido em G.,.-a é limitada por

n'+,,i+.''+"P'i+-.+'t - H'+"t+...+«--ü('i+.. +'L) -

R'+("i --a'l)+...+("L '-'Z.) < n'--L' -+ 0

Portanto, Gt não pode existir e então temos com probabilidade convergente
a [ conforme n --} oo (lue jc]t,.(X)l $ Ã'. []

CoRoLÁRio 4.15. SeJ'a (Ho, Hi) líbido. Então ezisfe L !a/ que quase
sempre para toda junção iniciara j: Ho -+ VtG), t,amos no máximo L ex-
tensões gl.,... . gl

PROVA Conseqüência da prova do Lema 4.14 D

LEMA 4.16. Sda (Ho,Ht) derzso. Erzlão ezísfe À/ Za/ que, com pro-
babi!idade convergente a l con.forme n --} oo, para toda junção injetora
/: Ho --} y(G«,«-.), e=isfem rzo má=ímo h/ (Ho, Hi)-ezzensões dídunías
gl.I'.. \glw.
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tem
PROVA. Seja r = IHol e (Ho, Ht) com tipo (o,e). Afirmamos que exis-

(HO, Hi)-extensões disjuntas. Suponhamos que exista uma função / con-
forme descrita no enunciado tal que tenhamos iM (Ho, #i)-extensões com
M > [i;:51. Temos então que c + À4(u -- cle) 5; 0. Temos que existem me-
nos que n'(n')a'/ (/, gi, . . . ,gW) com todas as gí sendo Ho-extensões. Cada
g{ é uma (Ho, Hi)-extensão com probabilidade p' e, já que são disjuntas,
todas as g{ juntas são (Ho, Hi)-extensões com probabilidade p'W. Portanto,
a probabilidade de (/,gi, . . . ,gÀ/) existir com todas as gi sendo (Ho, HI)-

extensões é menor que n'(n')Wp''V/ . n'+«M-'-'M -.} 0. D

A/ - [ '' ]

Consideremos (#o,Hi) um grato enraizado, G um grifo, .f: Ho -+ G
uma função injetora e .B um subconjunto de vértices de G. Dizemos que o
par (.f, Z?) está Ol< se existir (Ho, Hi)-extensão g : H: -+ G contida em B.
Caso contrário, dizemos que (/, B) não está Ol<.

LEMA 4.17. Seja (Ho, .fli) arfícu/ado. Ezísle urna conslanfe k > 0 la/
que se m = kn'i e se / : Ho -.> G...-., B C V'(G...-.) com l.al = m,

.P«do, CHIA. Pr((/, .B) não e'fá OX' ) < {.

PROVA. Por conveniência, diremos/(Ho) de B, ajustando A se necessário
de tal modo que tenhamos /(Ho) n B = g.

Para cada S C B com tamanho l//i -- .f/ol, especifiquemos arbitraria-
mente uma Ho-extensão gs com g(Hi -- Ho) = S. Dehnamos uma «riá«l
Xs tal que:

.*.- { i se gs é (Ho, H:)-ente«ão
caso contrário.

Seja X = }1: -X's. Temos que Esp(-Vs) = p' e, além disso,

-;-..*, - (T),' « :
Queremos Pr(X = 0) < {. Temos

V,r(X) = >ll: V'r(Xs) + :: C"(Xs, Xr) $ E(X) + }: }:
s s#T i=olsnrl=j

Quando j = 0, Xs e Xr são independentes e Cov(.Xs, Xr) = 0. Senão,

Cov(Xs, Xr) $ Esp(Asar) = p
Aqui, u é o número de pares que são imagens de {z,y} C E(Hi), y g Ho
por gs ou gr. Como gs e gr são bijeções, há e tais pares de vértices em
cada caso e então u = 2e -- a' com u' sendo o número de pares em ambos
S e T. Seja H = g;'(S n 7') tal que IXI = .j. Então u' conta no máximo
{«, y} C E(H U Ho) com y Í Ho.

l0

U

Cov(Xs , Xr)
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Pelo Lema 4.7, já que (Ho, HI) é articulado, temos que u'/.j $ e/u

= (m"p')''j/"

Da1.

>l' Cov(Xs, Xr) 5; m2"'jP''-j('/')
jsnrj=j

Considerando que m"pe = k" temos que
Z.u u--l l

V,-(X) $ h' + }:(A'):'j/' < ;E;p'(X)

e o resultado segue da desigualdade de Chebyshev.

lJ
D

TEOKnKÍA 4.18. Seja (.17o, .feri) segtzro. Então, com probabi/idade con-
t;eryenfe a l con/orme n -+ oo, ea;islem reais posífÍz;os ci e c tais que para
toda f \ Ho -+ G.,.-a temos que

«''"'(log n)'' < N(/, Ho, H:) < c:n"'''
PROVA. Comecemos por provar o linlitante inferior. Consideremos C' C

('rn,n-' com

ICI = cine' log n.

Duvidamos C em k2 log n conjuntos disjuntos de tamanho m dado pelo Lema
4.17. Chamemos estes conjuntos de -Bt,. . . , Bk2log«. Para que (/,C') não
esteja Ol<, todos os pares (/,B{) devem não estar Ol<. Porém como os
eventos "(/, Bi) não está Ol<" envolvem conjuntos disjuntos de vértices e,
portanto, são independentes. Daí,

Pr((/,C') não está Ol<) < iii i;; <

Temos que para n suficientemente grande, temos RIHol funções injetoras
/: Ho --> G...-.. Seja .4 o conjunto destas funções. Além disso, seja Á' o
conjunto das funções injetoras / tais que (/, C') não está Ol<. Temos (lue

c;rd(,4') $

pois card(.4') $ card(Á')/2. Seja iW = IC'l. Cada (Ho, #t)-extensãog : Hi -+
G está co«tida em (.1;.=) -' (;) (#)" M-conj««tos. No total, temos q«e no
máximo IIV(/, Ho, H:) l (i13:=,) M-co«ju«tos co«tem «ma (Ho, H:)-exte"ão
mm pelo menos {(;) contem uma (Ho, Ht)-extensão. Assim,

~'',".,«-, (T)' ; ;

nlwol

2

e daí,

l"U, "., "01 : ;($)" » «"-''G« «)-'''"'':'
Com isso, provámos o limitante inferior. Passemos agora à prova do limi-
tante superior.
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Fixemos /: Ho --} G e seja s' = N(/,Ho, HI). Para qualquer h € Hi,
y C G temos que (Ho U {A}, Hi) é rígido pelo Lema 4.10. Pelo Corolário
4.15 há no máximo É (Ho, nt)-extensões g com g(h) = g/. Consideremos a
seguinte afirmação.

AFiRmAÇÃo 4.19. C'ada (.17o, .17i)-ea;le7zsão g ínlercepía no máximo Zu'
(Ho, H:)-e«t.«'õ«.

PKOVA. Inicialmente, suponhamos por absurdo que exista uma(.17o, .l/i)-
extensão g que intercepte mais de Lu2 outras (Ho, Hi)-extensões. Vamos
escolher um elemento na intersecção de g(.Hi -- Ho) com cada uma das ou-
tras (Ho, Hi)-extensões e marca-lo. Ao final das escolhas teremos mais de
Z)u' marcas. Como Ig(Hi -- Ho)l = u temos algum elemento de g(Hi -
Ho) com mais de Zz; marcas. Seja !i esse elemento. Tomemos todas as
(Ho, Hi)-extensões que possuem # como elemento marcado. Consideremos
J-, . . . ,.j,, com r > Z;o, elementos de cada uma das (/7o, Hi)-extensões con-
sideradas. Tomemos hj. , . . . ,Aj. as imagens inversas de .ji, . . . ,j,. Como
{hj: , . . . , Aj,} tem cardinalidade u então algum .ji foi usado mais de Z; vezes
o que é uma contradição. []

Temos pela afirmação acima um conjunto de s = s'/(Z,u' + 1) extensões
disjuntas.

Há menos de n'(")'/s! pares consistindo de uma função injetora/: Ho --}
G e de um conjunto {gi, . .. ,g,} de Ho-extensões de /. A probabilidade
de todas as gi serem (Ho, Hi)-extensões é p". Assim, a probabilidade de
gt,.. . ,g; serem(H., Ht)-extensões de/ é no máximo

DcR t/ spe s

s! < n'(2.72n"P'/')' « l

quando s = 3H"''e. Assim, temos que:

N(/, Ho, Hi) $ 3(L«' + l)n''''
D

TnoKnN,ÍA 4 20. Sda / C clK-(R), 3 € clb(nU{Z/}). Então z € cló+K(R).

PROVA. Se z C R então z C clÓ+X(R). Suponhamos que z g R. Como
y € clK'(R) então existe um grifo enraizado rígido (R, Ht) com Hi Ç G e
z;(R, Hi) 5; /{. Como z € clÓ(RUly}) então existe um grato enraizado rígido
(RU {y}, H2) com H2 C u(R,H2) $ b. Se tomarmos X = Hi - H2)
temos, pelo Lema 4.11 temos que (#i,Ht U H2) é rígido. Notemos que
z € .f7i U.172. Então, pelo Lema 4.9, temos que (R, //i UH2) é rígido. Temos
que(R,Hi UH2) Ç c]Õ+K'(R) e portanto temos que z € c]Ó+K(R).[]

TnOnnUA 4.21. Seja /( = u(R, H) e considere«.os S = clX'(R). .4ssu-
mamos S :# H. Então ÇS. H) é seguro.

PROVA. Se (S, H) não for seguro, algum (S, T) será denso para S C 7' Ç
H. Seja este tal conjunto 7' minimal.
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Afirmamos (lue (S,T) é rígido. Caso contrário, algum (W,T) seria es-
parso para algum Wr tal que S Ç W' C T mas então (S, W) teria que ser
denso contrariando a minimalidade de 7'. Portanto, (S,T) é rígido o que é
uma contradição pois T C S. []

4.3. A prova
PROVA DO TEORElvIA OE SHELAH-SPENCER (4.1). Clonsideremos umjo-

go de Ehrenfeucht de f lances em dois grifos Gi = (;«..-., e G2 = G.,.-..
Neste contexto, o Duplicator utiliza a estratégia de /ookaAead que em linhas
gerais consiste no seguinte: antes de começar a jogar o Duplicator constrói
um vetor ,4 = (ao,ai, - - . ,at) de inteiros. O Duplicator utiliza este vetou
como um "guia" para as suas escolhas. Quando o Spoiler fazer sua escolha
no lance í, o Duplicator utiliza ai para poder fazer a sua escolha. Conforme
já comentámos anteriormente, a estratégia para o Duplicator no contexto
de p(n) = n'' com a irracional consiste em ele escolher em cada lance "cer-
tos" fechos. O vetor ..4 orienta o Duplicator neste sentido. Passemos agora
à rnnatn.rãn Hn Tratar duyuv uv ruvvR d&H

Estratégia /ooX;aAead: A construção de Á é feita de maneira indutiva
reverso. Colocamos at = 0. Se ao final do jogo o Duplicator puder garantir
que

(zi, z2, .. . , zt) =o(yl, y2, . . . , 3/f)

então G e .17 têm os mesmos subgrafos induzidos e portanto o Duplicator
vence

Suponhamos, indutivamente, que b = a, tenha sido definido. Seja

Ã', = m-tclÓ(;-, . . . , ;,): ;:,... , z, C }''(G)}.
Definimos a = a,-l por a = /('r + b.

Antes de começar o jogo, devemos fazer a seguinte afirmação.

ApiKUAÇÃo 4.22. .4rttes do Jogo começar lemos que o cl..(0) em Gi é
ísomor/o «. cl.(g) 'm G2.

PROVA. Temos que c]..(0) é a união de gratos enraizados do tipo (0, .1])
rígido e portanto u -- ae < 0 com u e e os números de vértices e arestas de
/7 respectivamente. O número esperado de tais grifos .f7 em Gi, e respec-
tivamente em G2, é

I''lp' < «'p' < «"'''
para cada um dos finitos gratos .f/. Portanto, (;i, e respectivamente (;2, não
contem tais grifos n e então c]. (0) = g. []

Precisamos mostrar que a estratégia /ooX;aÀeczd funciona, ou seja, preci-
samos mostrar que para todo natural f fixado, o Duplicator vence com pro-
babilidade convergente a l conforme n --} oo o jogo EHRt(G... ., Hn,n-')
para deste modo poder utilizar o resultado "ponte" (Teorema ??).

0
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Vamoscomeçar ojogo. Suponhamos quezi,... , zi.i C Gi e yi, ... , g/{--i C
G2 já tenham sido escolhidos e além disso

(zi, . .. , zi-i) =.(yl, . . . ,yi-i)
Basta-nos provar que para qualquer z € Gi selecionado pelo Spoiler existe
com probabilidade convergente a l conforme n --} (» yi € GZ com

lzi, . . . , z{) =ó (yl, . . . ,yi).
Seja zi € Gi. Temos dois casos:

C'aso /: Suponhamos que zi C clX-..: (zi,
temos que

, z{.i). Pelo Teorema 4.20

clz,(zl, . .., zi-i, z{) Ç cl.(,l,
Seja V, um isomorfismo de gratos tal que

«,: cl.(zt,. . . , zi-i) -+ cl.(yi,.. . , yi-i)

e coloquemos g/í = Ü(zi). Então temos que yi € clX-...(yi,... ,Z/i-i) e
novamente pelo Teorema 4.20 temos que

clõ(g/í, . . ., g/i-t, y{) Ç cl.(3/t, .. . , yi-l).
Se tomarmos @ como sendo a restrição de @ a clb(rl, . . . ,zi-i,zi) então
temos que @ é um isomorfismo de cl.(zl,... , z{) em cl.(yi, ... , y{).

(;aso 2: Suponhamos que z{ g clR'...(zl,... ,zi-l). Sejam = clb(zl,
e seja S= clK:..(,:,... , ,i--) n H. Sejam ' = '(S, a) e « = «(S, H).

Dizemos que

,zi-l).

,,i)

(zl,.
se existir uma função @ tal que

@ : cló(zi ,

, z{) 5;ó (Pi, . ,y{)

, =i) --} clÓ(yt, . . . , g/i)
que leva cada zj em yj e arestas em arestas. Notemos que possivelmente
clÓ(yi, . . . , yi) pode ter mais vértices e/ou arestas.

ApinuAÇÃo 4.23. #á uma quarzZídade Ar de y € G !aís qlze

lzi, . . . , z{) $Ó (Z/t, . . . , gi)
com

«''''(log n)'" < jV < c3«''''

PROVA. Pelo Teorema 4.21 (S, H) é seguro. Temos um número finito de
funções injetoras @ : S --} clK... (yl, . . . , yi.l). O Teorema 4.18 nos diz que
há uma quantidade iV' de (S, H)-extensões do tipo

@' : cló(zt, . . . , z{) -+ G2
com

n''''(ioga)'' < ]V'< .:n"'''
Como H = clÓ(zi,.. . , zf), pelo Corolário 4.15, temos que({zt,. .. , zi},H)
é rígido e além disso para qualquer particular yi há apenas um número
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limitado de tais #'* com @*(zi)
Ú*(zí) = yi com

«"'''(log «)

Então, há JV diferentes yi tal que

c2 < Ar < C37Zu'ae

D

A idéia daqui em diante é contar a quantidade de funções injetoras @
tais que (zi,... ,z{) SÕ (yl,... ,yi) que são bijetoras. A seguir, veremos
que a quantidade destas @ que não são bijetoras é muito "pequena"

Deixando yi variar em G2, há um número finito de possíveis valores
(R, H) para clÓ(yi, . . . , g/i) a menos de isomorfismo. Dizemos que (R, H) <
(E, H') se H for um subgrafo próprio de H'. Seja u = u(-R, H), e = e(R, H),
u' :: u(/?, ,17') e e' := e(B, -H). Temos dois casos:

1. Se u < u' então se (R, H') for rígido temos que (H, H') é denso;
2. Se u = u' então e < e' já que .17 # H'
Em qualquer um dos dois casos temos que u' -- ae' < u -- ae.
Pela Afirmação 4.23, há N yi € G2 com cló(yi, . . . , g/i) igual a (R, H) ou

a(R, H') para alg«m(R, H') >(n,#) com JV tal q:-e

«'''' (log n)'" < N' < c.,'"'''
Para cada (R, H') há no máximo À4 g/{ com clÓ(gi, . . . ,3/{) igual a (R, H')
com

n''-a''(logo)'d' < M < d3n"''' '

Como z;' -- oe' < u -- ae, então há no máximo &/ yÍ com clÓ(yi, . .
a (R, H') tal que JW « N

Há apenas um número finito de possíveis (R, #') e portanto temos uma
quantidade .l/' de yi com clÓ(Z/i, . . . , Z/;) igual a (R,H') tal que À4'' «K N
Daí, temos que sobra umaquantia N' de yl com clÓ(yi, . . . , Z/i) igual a(R, H).
Precisamos apenas de um.

Portanto, o Duplicator sempre consegue achar um yi tal que

(zi, . . . , zi) =ó (g/t, . . . , yí)
e daí ele vence o jogo. Pelo Teorema 3.1 temos que p(n) = n'' satisfaz a
[ei zero-um em FOTOG. []

y{) igual
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CAPÍTULO 5

Outros resultados e considerações finais

Estudamos no presente trabalho apenas resultados sobre leis zero-um
envolvendo o modelo G.,p(n) e ainda para este modelo temos vários outros
resu[tados que podem ser encontrados em [17] de Spencer, [15, 141 de Spen-
cer e Shelah e [lll de Luczak e Spencer.

5.1. O modelo G..F
Além de G.,p(n), temos um outro modelo que Luczak e Shelah estudaram

com detalhe em jlO]. Seja uma seqüência P = (pl,p2, ' ') com p{ < 1,Vi.

Consideremos o grifo G«,P como sendo o grato com conjunto de vértices
{1, 2, . . . , n} e para quaisquer dois vértices í e .j, temos que a probabilidade
de ocorrer aresta {i,j} é pli-jl, mdependentemente para cada par.

Eles obtiveram, entre outros, o seguinte resultado.

TEOREMA 5.1. Para foda seqdéncia P := (pi,p2,
além disso,

) corri pi < 1,VÍ e,

llilrll:,(i;- pi)) ..> o
In n

ua\e a te{ zero-.um enl FO TOG.

Luczak e She]ah estudaram ainda em]lO] resultados para o modelo C«,P.
Este modelo é definido similarmente ao (;«,F porém dados dois vértices í e
j, a probabilidade da aresta {í,J} ocorrer é í).i. li-jl,n-l;-jl'

Além de trabalhar com modelos diferentes, Luczak e Shelah trabalham
também com lógicas de linguagens mais "expressivas" que FOTOG, ou seja,
com extensões próprias de FOTOG.

5.2 Outras estruturas aleatórias

Os modelos para gratos aleatórios constituem apenas uma classe especial
de estruturas para se estudar leis zero-um e, mais em geral, resultados de
convergência. Ordens baseadas em gratos aleatórios constituem também
uma ampla área de estudo e dentre os artigos desta área podemos citar [9j
de Luczak, j121 de She]ah, [18j de Wink]er e [4, 3] de Bollobás e Brightwell.

5.3. Considerações Finais
Até onde sabemos, a abordagem Ehrenfeucht (Jogo e Teorema) tem sido

utilizada apenas para grafos e ordens. Uma versão similar ao Teorema 3.1
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poderia ser obtida para hipergrafos, por exemplo, bem como uma versão do
Teorema de Glebskii-Fagin poderia ser escrita sem muitas dificuldades.
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