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Abstract

The object of study in this dissertation is the model G, ;) for random
graphs. We study the probability of G, ., satisfying graph properties
which can be expressed in a first-order theory. The study of this probability
is done in asymptotic terms, that is, when the number of vertices n of
G p(n) tends to infinity. In particular, we are interested in the case that
this probability converges to 0 or 1 (zero-one laws). As a tool in the study
of this probability, we use the Ehrenfeucht Game and Theorem. We present
two major results in the field: the Glebskii-Fagin Theorem as well as the
Shelah-Spencer Theorem.

Resumo

O objeto de estudo desta dissertagao é o modelo G, () de grafos ale-
atérios. Estudamos a probabilidade de G, ,(») satisfazer propriedades que
podem ser expressas numa teoria de primeira ordem de grafos. O estudo
desta probabilidade é feito em termos assintéticos, ou seja, quando o nimero
de vértices n de G, () tende ao infinito. Particularmente, estamos interes-
sados no caso em que a probabilidade acima mencionada converge para 0 ou
para 1 (lei zero-um). Como ferramenta no estudo dessa probabilidade, uti-
lizamos o Jogo de Ehrenfeucht. Apresentamos dois importantes resultados
na area: o de Glebskii-Fagin e de Shelah-Spencer.
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Introducao

Um dos objetivos de estudarmos estruturas aleatérias discretas é es-
timar a probabilidade da estrutura aleatéria em questao apresentar uma
certa propriedade. Geralmente, estamos apenas interessados nos valores as-
sintéticos destas probabilidades, ou seja, no limite da probabilidade quando
o tamanho da estrutura aleatéria em questao tende ao infinito. A existéncia
desses limites depende muito da estrutura em estudo e da linguagem onde
as propriedades que desejamos estudar estdo expressas.

Um fendmeno peculiar acontece quando o limite acima descrito € igual a
0 ou a 1: isto, a grosso modo, quer dizer que a partir de um certo “momento”
no crescimento da estrutura podemos constatar a auséncia, ou a presenca,
da propriedade em estudo. Dizemos, a grosso modo, que vale a lei zero-um
para a estrutura em questdo !. Podem ser feitas as seguintes perguntas:
Quais sao as propriedades nas quais o fenémeno zero-um acontece? Como
sao as linguagens onde podemos expressar estas propriedades?

Um survey sobre leis zero-um para diversas estruturas aleatérias pode
ser encontrado em [19] de Winkler e dentre elas temos grafos, ordens e
intervalos. Os objetos de estudo do presente trabalho sao os grafos aleatérios
de Erdés e Rényi [6] para os quais estudamos dois importantes resultados
sobre leis zero-um: o Teorema de Glebskii-Fagin e o Teorema de Shelah-
Spencer.

Um grafo, do ponto de vista da teoria dos modelos, é uma estrutu-
ra. Quando nos referimos a modelos automaticamente devemos nos referir
também a férmulas que estes modelos satisfazem. Estas férmulas devem ser
expressas em alguma linguagem. Posto isto, podemos expressar proprieda-
des de grafos através de formulas de uma dada linguagem. Utilizamos no
presente trabalho a linguagem de primeira ordem dos grafos e consideramos
as propriedades de grafos que podem ser expressas nesta linguagem.

Um grafo aleatdrio é basicamente o seguinte: temos um conjunto de n
vértices rotulados por 1 até n e a probabilidade dos vértices i e j constituirem
uma aresta é p(n). A ocorréncia de leis zero-um esta diretamente relacionada
a funcdo p(n).

Novamente, como um grafo é uma estrutura, podemos considerar o jogo
de Ehrenfeucht para grafos. Apresentamos neste trabalho um resultado que
relaciona jogos de Ehrenfeucht em grafos aleatérios com a fungao p(n) de um

'Definimos rigorosamente o conceito de lei zero-um bem como outros conceitos no
Capitulo 1.



grafo aleatdrio e, conseqiientemente, com o fenomeno zero-um. Com esta
abordagem, o estudo do fenomeno zero-um se reduz ao estudo de estratégias
vitoriosas para jogos de Ehrenfeucht em grafos aleatorios.

O presente texto estd dividido da seguinte maneira: o Capitulo 1
contém os conceitos preliminares que estdo presentes ao longo de todo texto:
grafos aleatdrios e enraizados, extensoes, fechos, Jogo de Ehrenfeucht.

Dedicamos o Capitulo 2 ao Teorema de Ehrenfeucht que expressa fatos
importantes para o desenrolar do restante do texto. Na se¢do 2.1 desta-
camos dois resultados basicos sobre o Jogo de Ehrenfeucht; na secio 2.2
apresentamos as formulas de m-Hintikka bem como alguns resultados corre-
latos. Estas formulas nos auxiliam na prova do Teorema de Ehrenfeucht na
secdo 2.3. Optamos por apresentar o Teorema de Ehrenfeucht em sua forma
original para estruturas em geral. Assim, o leitor de combinatéria que nao
estiver familiarizado pode ter uma visao mais geral do Jogo e do Teorema.

Apresentamos no Capitulo 3 o resultado que relaciona o Jogo de Eh-
renfeucht em grafos aleatorios a leis zero-um. Chamamos este resultado de
ponte e o apresentamos na se¢ao 3.1. A seguir, na secao 3.2, apresentamos
o primeiro resultado sobre leis zero-um, a saber, o resultado de Glebskii-
Fagin. Este resultado jd nos mostra uma estratégia vitoriosa em jogos de
Ehrenfeucht para grafos. Em sua demonstracdo, ja utilizamos a ponte.

O Capitulo 4 é reservado ao resultado principal de nosso texto: o
resultado de Shelah-Spencer. Na se¢do 4.1 apresentamos fatos basicos sobre
grafos enraizados; na segao 4.2 apresentamos resultados relativos a fechos e
extensoes e na secao 4.3 temos a prova do Teorema de Shelah-Spencer. A
idéia deste resultado é a mesma da do resultado de Glebskii-Fagin porém a
estratégia vitoriosa é bem mais elaborada.

Reservamos o Capitulo 5 para breves comentarios sobre resultados pos-
teriores aos abordados aqui neste trabalho. Também fazemos algumas con-
sideragoes finais.



CAPITULO 1

Nocoes Preliminares

Veremos neste capitulo as notagoes, definigoes e conceitos bésicos que
utilizamos ao longo do texto.

1.1. Grafos aleatérios e grafos enraizados

Veremos nesta secao definigoes e conceitos bdsicos relativos a grafos,
grafos aleatérios e grafos enraizados. Uma referéncia sobre grafos é [1] e
sobre grafos aleatérios é [2] ambos de Bollobds. O artigo pioneiro sobre
grafos aleatérios é [6] de Erdds e Rényi. Dentre as referéncias sobre grafos
enraizados, podemos citar [13] de Spencer e Shelah e [16] de Spencer.

Seja m um nidmero inteiro positivo. Representamos {1,2,... ,m} por
[m]. Seja k um inteiro ndo negativo. Dizemos que um conjunto finito A é um
k-conjunto se A tem k elementos. Seja A um conjunto finito. Representamos
por A(¥) a colegio de todos os k-subconjuntos de A.

Definimos um grafo G como sendo um par ordenado (V, E) onde V =
V(G) é um conjunto finito e £ = E(G) é um subconjunto de V3, Ge-
ralmente, chamamos V de conjunto de vértices e £/ de conjunto de arestas.
Dado um grafo G, se {z,y} € E(G), também dizemos que z é adjacente a y
e podemos representar este fato por & ~ y.

Consideremos um inteiro positivo n e uma fungao p = p(n) com dominio
no conjunto dos naturais e contradominio (0,1). Para cada par {i,j} de
inteiros de [n], seja X;; uma varidvel aleatéria de Bernoulli tal que

Pr(Xi;;=1)=p

e todas as X;; independentes. Definimos o grafo aleatdrio G, p(n) NO conjun-
to de vértices [n] colocando os vértices i e j adjacentes sé quando Xj; = 1.
Dizemos que n é o tamanho do grafo aleatério G, y(n)- Se p for uma fungao
constante, por exemplo, p(n) = k tal que k é um real estritamente entre 0 e
1, podemos representar o grafo aleatério correspondente por G k-

Definimos um grafo enraizado como sendo um par (R, H) tal que H é um
grafo com conjunto de vértices, por exemplo, V(H) = $@gs 5555 Bps i s o Yo}
e R={y1,...,y-} um conjunto especifico de vértices, chamados de raizes.
Representamos por v = (R, H) o nimero de vértices que nao sao raizes e por
e = e(R, H) o niimero de arestas excluindo aquelas cujos vértices sao ambos
raizes. Dizemos que (R, H) tem tipo (v,e) com v =v(R, H) e e = (R, H).

Seja a um nimero irracional estritamente entre 0 e 1. Consideremos
também um grafo enraizado (R, H) com tipo (v,e). Dizemos que
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1. (R, H) é a-denso se v — ea < 0;

2. (R,H) é a-esparso se v — ea > 0;

3. (R,H) é a-rigido se para todo S com R C S C V(H) com (S, H)
a-denso;

4. (R,H) é a-seguro se para todo S com R C S C V(H) com (S, H)
Q-esparso;

5. (R, H) é a-articulado se for a-seguro e além disso para todo .S tal que
R C S C H tivermos que (S, H) ndo é a-seguro.

A irracionalidade de o garante que qualquer grafo enraizado seja clas-
sificado como a-esparso ou como a-denso. Omitiremos o a quando estiver
implicito no contexto.

ExeMPLO 1.1 (Denso, esparso, rigido, seguro e articulado). Sejam o, 3
e v irracionais tais que a ~ 0,42, f ~ 0,51 e v ~ 0,1. Consideremos
o0s grafos enraizados (Ry, H) e (R2, H) conforme a figura 1. Notemos que
(Ry, H) é a-esparso, (3-denso e y-esparso. Temos que (Ra, H) € a-denso,
(3-denso e y-esparso. Também observamos que (Rz, H) € B-rigido porém
ndo € a-rigido pois basta pegar o conjunto S = {z3, z4, 25, 22, 26, 27, 28} €
temos que (S, H) é a-esparso. Além disso, (Ry, H) e (Rz, H) sdo vy-seguros.
Temos que (Ry, H) nao é vy-articulado pois (T, H) ndo € sequro com T =
{z1, z4, 27, 28 }. O

FIGURA 1. Grafos enraizados (R, H) e (Ry, H).

Seja (R, H) um grafo enraizado, G um grafoe f: R — V(G) uma fungao
injetora. Dizemos que a fungao g: V(H) — V(G) é uma R-extensdo de f se
para todo z € R tivermos que ¢g(z) = f(z). Ainda, dizemos que uma fungao
g V(H) = V(G) é uma (R, H)-eztensdo de f se:

1. ¢’ for uma R-extensao e

2. {z,y} e E(H),y ¢ R—{g'(2),9'(y)} € E(G).



Podemos ver um exemplo de ¢’ ser uma (R, H) extensao de f na Figura 2.

T T2

T4

R

FIGURA 2. Uma (R, H)-extensao g’.

OBSERVAGOES 1.2. Cabem algumas observagoes e convengoes:

1. Se para todo z € R tivermos que g'(z) = g(z) dizemos simplesmente
que g’ € extensdo de g;

2. Se estiver claro pelo contexto diremos que g e g’ sdo respectivamen-
te R-extensdo e (R, H)-extensdo ao invés de, respectivamente, R-
extensdo de f e (R, H)-extensao de f;

3. Dizemos que ¢’ estd contida em B C V(G) ou, equivalentemente, que
B contém ¢’ se ¢'(V(H) — R) C B;

4. Denotamos por N(f, R, H) o nimero de (R, H)-extensdes g';

5. Duas (R, H)-extensoes g, e g sao ditas disjuntas se

gi(H—-R)Nga(H — R) =0.
O

ExempLo 1.3 ((R, H)-extensoes). Consideremos o grafo G da Figura 3
e a sequinte fung¢do injetora f definida por:
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Zg = Wy
29 > Wo
27 > Wy
zZg — w3
e consideremos também a sequinte fungdo g’ definida a seguir:
Z1 — wg
29 > Wo
23 — Wy
Z4 > We
25 > Ws
Zg > Wy
27 = Wy
zZg —r w3
Temos que g' é uma (Ry, H)-extensdo de f com (Ry, H) do Ezemplo 1.

Wy

Ficura 3. Grafo G.

d

Seja G um grafo e X = {Xy,...,X.} um conjunto de vértices de G.
O (t,@)-fecho de X, denotado por cl; o(X) é a unido de todas as imagens
¢'(H) com

1. (R, H) um grafo enraizado a-rigido tal que

V(H):{Pl"",Pr,QI:---,Qu}

12



com v < ¢
2. ¢’ uma (R, H)-extensao da R-extensao g definida por g(P;) = z;.
Quando nao houver tais fungoes g’ ou quando ¢t = 0 entdo definimos
cl,o(X) como sendo X.
Sejam A = {Xi,...,X,} e B={X,,...,X.}. Dizemos que 4 é (t,a)-
equivalente a B se os subgrafos induzidos por cl; o(A) e cly o (B) forem iso-
morfos. Denotamos este fato por

!

1
(X1, 0, Xy) S0 (X4, -0, X))
e se « estiver claro pelo contexto, escrevemos
! !
(X1, X)) = (Xyy o0 X

OBSERVAGOES 1.4. As definigoes relativas a grafos enraizados se apli-

cam também quando o conjunto de raizes € vazio. Devemos ressaltar que

1. Em (0,H) com tipo (v,e), v e e sdo, respectivamente, a quantidade
de vértices e de arestas do grafo H;

2. Dado um grafo enraizado (R, H), uma (R, H)-extensao com R vazio
€ uma fung¢ao h : V(H) — G que leva arestas do grafo H em arestas
do grafo G. Em outras palavras, leva o grafo H em uma copia sua
em G;

3. O t,a-fecho do conjunto vazio, denotado por cl;o(0) € a unido de
copias de grafos H com (9, H) rigido. Quando nao houver tais grafos,
temos que cly(9) = 0;

4. Dados grafos Gy e G4, dizemos que ) =; ) se os grafos cl;(Q) respec-
tivamente, em Gy e em (G, forem isomorfos;

5. Ainda considerando os grafos G e G, do item anterior, temos

(wlv-“,xt) =0 (yh'”;yt)

se e somente se para todo t e 7 com 1 <1< 7 <t tivermos que

{zi,2;} € E(G1) & {vi,y;} € E(G2).

1.2. Vocabularios e estruturas

Os pré-requisitos de légica da nossa dissertagao sao mais especificamente
resultados de teoria dos modelos finitos e uma referéncia é [5] de Ebbinghaus
e Flum.

Um vocabuldrio T é um conjunto nao vazio que consiste de simbolos de
relacio P, Q, R, ... e de simbolos de constantes ¢, d, .... Todo simbolo de
relacdo estd equipado com um nimero natural, sua aridade. Dizemos que
um vocabuldrio é relacional se nao contiver constantes. Uma estrutura A
de um vocabulario 7, ou simplesmente uma 7-estrutura A, consiste de:

1. um conjunto nao-vazio A, o dominio de A;

2. uma relacao n-aria R* em A para todo simbolo de relagao n-dria R

em T;
3. um elemento ¢ de A para todo o simbolo de constante ¢ em 7.
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Podemos definir objetos matematicos familiares em termos de estruturas.
Vejamos dois exemplos:

ExempLO 1.5 (Grafos). Seja 7 = {E} com apenas um simbolo E de
relacdo bindria. Um grafo é uma 7-estrutura G = {G, E®} que satisfaz:

1. para todo a € G nao temos que E%(a,a).

2. para todo par a,b € G, se E¢(a,b) entao E(b, a).
Observemos que o simbolo de relacdo bindria E faz a tarefa de caracterizar as
arestas de um grafo. Notemos que o vocabuldrio para grafos é relacional. [

EXEMPLO 1.6 (Ordens parciais). Seja 7 = {<} com apenas um simbolo
< de relagdo bindria. Uma ordem parcial é uma 7-estrutura A = (4, <4)
que satisfaz:

1. para todo a € A temos que a <4 a;
2. para todo par a,b € A,temos que a < b ou b < a;
3. paraa,b.c€ A,se a<<Abeb<? centioa<?c. O

1.3. Teoria de primeira ordem dos grafos - FOTOG

Fixemos um vocabulario 7. Cada férmula de uma légica de primeira
ordem é uma seqiiéncia de simbolos escritos através do seguinte alfabeto:

e varidveis: z,¥, 2,... com ou sem indices;

e 0s conectivos e V;

e o quantificador 3;

e o sinal de igualdade =;

°)e;

e os simbolos de T.

Um termo do vocabuldrio 7 é uma variavel ou uma constante em 7.
Utilizaremos letras t, t;, t9, ... para representarmos termos. Uma formula
da ldgica de primeira ordem de vocabuldrio 7 sdao as seqiiéncias obtidas
através de aplicagoes finitas das seguintes regras:

1. Se tg e t; forem termos entao tg = t; é uma férmula;

2. Se R for simbolo de relacao n-dria de 7 e ty,...,t, sdo termos entao
R(ty,...,t,) é formula;

3. Se ¢ for férmula entdao —¢ é férmula;

4. Se ¢ for i sdo férmulas entdo ¢ V 1 é férmula;

5. Se ¢ for férmula e z uma varidvel entao Jz¢ é férmula.

Chamamos as férmulas obtidas por (1) e (2) de atémicas. Para férmulas
¢ e 1 escrevemos ¢ A ¥, ¢ — 1, ¢ < P e Yr¢p como abreviaturas de,
respectivamente, = (=@V-1), "¢V, (mpVYP)A(-pVe) e mdz—¢. Chamamos
de sentengas as formulas nas quais toda variavel em uma subférmula atomica
estd no escopo de um quantificador. Quando uma varidvel nao esta no escopo
de um quantificador dizemos que esta variavel é livre. Chamemos de livre(¢)
o conjunto das varidveis livres de uma dada férmula ¢.
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Trabalhamos, no presente texto, com a teoria de primeira ordem dos
grafos que representaremos por FOTOG daqui em diante. As varidveis em
FOTOG representam os vértices de um grafo, e o inico simbolo de relagao
é o que representa adjacéncia (conforme o Exemplo 1.5). Além disso, os
axiomas de FOTOG sao:

1. V= (z ~ z);

2. YaVy(z ~ y) & (y ~ ).

Utilizando FOTOG, podemos expressar, por exemplo, as seguintes pro-
priedades de grafos:

1. O grafo contém um K3:
zIyIz(~(z =y) A-(y=2) A (e~ y) A (y~ 2) Az ~ 2));
2. Nao existe ponto isolado: Yz3Iy(z ~ y);
3. Todo par de vértices distintos possui vizinho em comum:
VaVydz(m(z =y)A-(z=2)A-(y=2)A(z ~2) A (y~ 2)).
Contudo, nao podemos expressar outras propriedades em FOTOG e den-

tre elas podemos citar a propriedade de um grafoser, por exemplo, bipartido,
hamiltoniano ou euleriano.

OBSERVAGAO 1.7 (Notagdo para férmulas em FOTOG). Serd comum ao
longo do presente texto utilizarmos a notagdo ¢(z1,...,x,) para indicar que
Ti,...,T, Sdo varidveis distintas e livre(¢) C {z1,...,zn}, ou seja, ndo é
necessdrio que todas as xy,...,T, sejam varidveis livres. Freqiientemente
abreviaremos uma n-upla z,,...,z, de varidveis por T, por exemplo, escre-
vendo ¢(T) ao invés de Pp(zy,...,T5).

1.4. Satisfatibilidade

Seja A uma estrutura. Uma valoragdo em A é uma fungao o com dominio
no conjunto de termos tal que a imagem de varidveis sao elementos de A e
a imagem de constantes de T sdo as constantes de A. Denotemos por ai a
valoracao que concorda com « exceto que a(z) =a, a € A.

Definimos a relacgao

A k= ¢la]
que significa que a valoragao « satisfaz a férmula ¢ em A ou que ¢ é verda-
deira em A através de o como segue:
A Bt =tafa] sse a(ty) = alts);
. AE R(ty,... tm)[a] sse RA(a(ty),...,a(ty));
. A = ~d[a] sse ndo se da que A [ ¢[a];
A= (6 ¥)la] sse A = ¢a] ou A E vlal;
. A | Jz¢[a] sse existe um a € A tal que A |= ¢[al].

1=

QU = W N

EXEMPLO 1.8. A seguinte sentenca expressa que vértices z, y e z de um
grafo formam um triangulo:

$(2,y,2) = FIyIz(-(z =y) A~(y=2)A (e~ YA (y~ 2) A (z ~ 2))
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e seja também o grafo G da Figura 3. Temos que

G E ¢(z,y,2)
com a valoragao a2 <822
a
OBSERVAGAO 1.9. Consideremos uma estrutura A. Se tivermos uma
formula ¢ = ¢(zy,...,x,) e uma valoragdo a tal que
a1 = a(21);5 -5 0n = a(2y)
podemos escrever A |= ¢lay,...,a,] ou, mais simplesmente, A |= ¢[a] ao

invés de A = ¢[a].

1.5. Isomorfismos parciais e m-equivaléncia

Sejam A e B duas T-estruturas. Dizemos que A e B sdo isomorfas,
denotando este fato por A = B, se existir um isomorfismo de A em B, ou
seja, uma funcdo bijetora 7 : A — B tal que
A) B

1. para toda constante ¢ € 7 temos que 7(c”) =c” e
2. para todo simbolo de relagao n-aria R € 7 e para todo ay,...,a, € A,
temos que R4 (ay,...,a,) se e somente se R4(r(a,),...,m(ay)).

ExeMPLO 1.10 (Estruturas isomorfas). Consideremos dois grafos G e
H conforme a Figura 4. consideremos a fungao com dominio em V(G)
e contradominio V(H) dada por f(z;) = yiy1 com i + 1 sendo a adigdo
modulo 8. Temos que f € um isomorfismo e,portanto, temos que G e H sdo
isomorfos. O

T )

Y1
wl 5 e

Y7 Y3

wo

A

Tg 7

Ye Y4
Ys

FIGURA 4. Isomorfismo de estruturas: grafos

Sejam A e B duas T-estruturas. Seja p uma aplicacao tal que o Domy C
Aelmy C Bonde A e Bsao os dominios de A e B, respectivamente. Entao
chamamos p de um isomorfismo parcial de A em B se:

1. p é injetora;
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2. para toda constante ¢ € 7 temos que ¢ € Dom, e p(c?) = cB;
p€P

3. para todo simbolo de relagdo m-dria RIm7 e para todo ay,...,a, €
Dom, temos que R*(a; ...a,) se e somente se R4(p(a1)...p(as)).

Suponhamos que p nas condicoes descritas acima é tal que Dom, =
{ai,...,as}, Imy = {by,...,bs} e, além disso, p(a;) = b; para i € {1,...,s}
ep(c?t) = ¢B para todo ¢ € 7. Podemos denotar o isomorfismo parcial p por
@+ bcom @= (ay,...,a,) e b= (by,...,bs). Denotamos por Part(A, B) o
conjunto dos isomorfismos parciais entre as estruturas A e B.

OBSERVAGAO 1.11. A aplicagdo vazia, p = () € um tsomorfismo parcial
de A em B desde que o vocabuldrio em questdo ndo contenha constantes. [

EXEMPLO 1.12 (Isomorfismo Parcial). Consideremos a relagao de divi-
sibilidade, que é uma ordem, nos respectivos conjuntos de inteiros (Figura
5). Temos que (1,2,5,10) — (2,40, 20,80). O

-
(L AY
' 1
'\ 80~
—/ \‘
13
HE 12 v
~ N/

N
‘
o 20
\ '
N

FIGURA 5. Isomorfismo parcial

Consideremos uma férmula ¢. Definimos o posto de quantificadores de
¢, denotado por qr(¢), como sendo o niimero maximo de quantificadores
aninhados que ocorrem em ¢. Mais formalmente:

1. qr(¢) := 0 se ¢ for atéomica;

2. qr(=¢) = qr(¢);

3. qr(¢V ¥) := max{qr(¢),qr(¥)};

4. qr(3z¢) = qr(¢) + 1;

Seja m um natural e sejam A e B duas estruturas. Dizemos que A é
m-equivalente a B se A e B satisfazem as mesmas sentencas de primeira

ordem de posto de quantificadores menor ou igual a m. A notagao para este
fato é A =,,, B.



1.6. O Jogo de Ehrenfeucht

Sejam A e B duas T-estruturas, @ € A%, b € B* e m um natural. O Jogo
de Ehrenfeucht EHR,, (A, @, B, b) consiste de dois participantes, o Spoiler e o
Duplicator, e tem m lances. Cada lance consiste de duas jogadas. Em cada
lance, o Spoiler é sempre o primeiro a efetuar jogada. Uma jogada consiste
de escolher uma das estruturas, .A ou B, e a seguir, escolher um elemento
de, respectivamente, A ou B. Se no t¢-ésimo lance, o Spoiler escolher e;
em A, o Duplicator tem que escolher um elemento f; em B. Se o Spoiler
escolher um elemento f; em B, resta ao Duplicator escolher um e; em A.
Suponhamos que ao final dos m lances, ey,...,en e fi,..., frm tenham sido
escolhidos em A e em B respectivamente. Dizemos que o Duplicator vence

EHR,, (A, @, B, b) se e somente se

E)ela"-aem'_)—b-afla-"afm

for um isomorfismo parcial de A em B. Caso contrario, o Spoiler vence
EHR,, (A, @, B,b).

Dizemos que um jogador tem uma estratégia vitoriosa no jogo EHR,, (A, @, B, b)
se para qualquer escolha que o oponente faga, ele consegue responder com
escolhas tais que, ao final de m lances, temos um isomorfismo parcial como
o descrito acima. Omitimos uma definicdo formal de estratégia vitoriosa:
ela estara implicita em resultados que veremos adiante.

OBSERVAGOES 1.13. Podemos fazer as sequintes observagées a respeito
do jogo de Ehrenfeucht:

1. Quando um jogador, seja ele o Spoiler ou Duplicator, tem uma es-
tratégia vitoriosa para EHR,, (A, a, B,b) dizemos, por abuso de lin-
guagem, simplesmente que ele vence EHR,, (A, @, B,b);

2. Podemos dizer que o Spoiler vence EHR,, (A, @, B,b) se apés i lances,
1<i<m, e, ...,em =0, f1,..., fm nio for isomorfismo parcial.

3. Se m for zero, ou seja, se tivermos um jogo com zero lances, pedimos
apenas que @ +— b seja um isomorfismo parcial para que o Dupli-

cator venga EHRo(A, @, B,b). Se s for zero, denotamos o jogo por
EHR,. (A, B) e o Duplicator vence o jogo se

€ly--vlm > fiyeoey fm

for isomorfismo parcial. No caso de ambos m e s serem zero, o Du-
plicator vence EHRo(A, B) pela Observagdo 1.11.
4. O Duplicator vence EHR,, (A, @, B,b) se e somente se o Duplicator

vence EHRL (A, @, B, b) para todo k, 1 < k < m.
5. O Duplicator vence EHR,, (A, @, B,b) se e somente se para cada k,
1 < k < m, o Duplicator vence EHRy(A,@, B,b) e a seguir vence

EHR,._(A, T, T, B,b,7) para algum T € A* e algum 7 € B*. d

As estruturas abordadas no nosso texto sao os grafos. Vejamos o seguinte
exemplo:
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EXEMPLO 1.14 (Jogo de Ehrenfeucht em grafos). Quando as estruturas
envolvidas em um jogo de Ehrenfeucht sao dois grafos G' e H, por exemplo,
o Spoiler e o Duplicator se alteram na escolha de vértices de G' e de H.
Consideremos os grafos G e H da Figura 6.

T2 Y2

Y3 Ys

3 Ts
Ty

G H

FIGURA 6. Jogo de Ehrenfeucht em grafos

Agora, consideremos EHR;(G,@, H,b) com @ = z5 e b = yg com as
seguintes escolhas dos jogadores:

1. Spoiler escolhe z3 € G; Duplicator escolhe y3 € H;
2. Spoiler escolhe yg € H; Duplicator escolhe 24 € G}
3. Spoiler escolhe z5 € G5 Duplicator escolhe ys € H.

Se enxergarmos um grafo G como uma estrutura, o conjunto formado
pelos vértices de G constitui o dominio da estrutura e as arestas de G sao ca-
racterizadas pela “relagao de adjacéncia” E vista no Exemplo 1.5. Notemos
também que um grafo do ponto de vista de estrutura tem um vocabuldrio
relacional.

No nosso exemplo, temos o seguinte isomorfismo parcial:

T5,23, T4 —> Y8,Y3, YUs

portanto o Duplicator vence o jogo. d

Podemos expressar a vitoria do Duplicator em jogos de Ehrenfeucht entre
grafos utilizando uma linguagem mais simples. Consideremos G e H dois
grafos e seja EHR;(G, H). O Duplicator vence EHR,(G, H) se e somente se
para todo para i, j com 1 < ¢ < j <t tivermos que

{zi 25} € E(G) & {yi,y;} € E(H)

tal que zy,...,z; e y1,...,Y; sdo os vértices escolhidos em G e em H, res-
pectivamente. Essa condi¢dao é, em outras palavras, o mesmo que

(T1y -y me) =0 Y1y -5 Ye)-
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1.7. Funcgoes limiares e leis zero-um

Consideremos duas fungoes f e ¢ com dominios no conjunto dos naturais
e contradominio no conjunto dos reais. Dizemos que f é muito menor que
g e denotamos este fato por

Ly

quando

lim (=) =0
n—00 g(n)
e dizemos que f é muito maior que g denotando este fato por
f>y

se

lim f(n)

n—oo g(n)

Uma fungdo r = r(n) é chamada de fungdo limiar para uma propriedade
de grafos A (expressa em FOTOG ou em outras linguagens) se

1. Quando p(n) < r(n), lim,—e Pr(Gn, tem A) = 0;

2. Quando p(n) > r(n), limp—e Pr(Gyr, tem A) = 1; ou vice-versa.

Consideremos uma func¢ao p(n) com dominio no conjunto dos naturais e
contradominio (0, 1). Dizemos que p(n) satisfaz a lei zero-um em FOTOG se,
e somente se, para todas as propriedades A de grafos expressas em FOTOG
tivermos que

nll)mco Pr(Gppmn) EA)=0o0u 1.
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CAPITULO 2

O Teorema de Ehrenfeucht

Dedicamos este capitulo a apresentacao do Teorema de Ehrenfeucht em
sua forma original para estruturas. Dividimos este capitulo da seguinte
maneira: na segao 2.1 destacamos dois resultados bdsicos sobre o Jogo de
Ehrenfeucht; na secao 2.2 apresentamos as férmulas de m-Hintikka bem
como alguns resultados correlatos. Estas férmulas nos auxiliam na prova
do Teorema de Ehrenfeucht na segao 2.3. O Teorema de Ehrenfeucht tem o
seguinte enunciado:

TEOREMA 2.1 (Teorema de Ehrenfeucht). Sejam A e B duas estrutu-
ras, @ € A°, b € B® e seja m um natural. As seguintes asser¢ées sdo
equivalentes:

1. O Duplicator vence EHR,, (A, @, B,b);

2. B = 62 [5);

3. A=, B.

A férmula ¢Z* na assercao (2) é a formula de m-Hintikka de @ em A a
qual definimos posteriormente.

Em termos gerais, este resultado, através da equivaléncia das assercoes
(1) e (3), relaciona a vitéria do Duplicator em um jogo de Ehrenfeucht com
o fato de duas estruturas satisfazerem uma mesma subclasse de férmulas.

Embora aparentemente sem direta utilidade, a afirmacgao (2) é essencial
para estabelecer a equivaléncia entre as afirmagoes (1) e (3). A férmula o
é a formula de m-Hintikka de @ em A e descreve as propriedades de @ em
qualquer jogo do tipo EHR,,(A,@,...). Mais precisamente, para qualquer
BeE:bl,...,bse B,

B |= ¢ [b] se e somente se o Duplicator vence EHR,, (A, @, B, b),

ou seja, a implicagao de (1) em (2) do Teorema de Ehrenfeucht. Passemos
a seguinte definicao.

DEFINIGAO 2.2 (Férmula de m-Hintikka). Seja A uma estrutura e v =
(v1,...,vs). Definimos

¢2(0) = \{6:(0) : A |= ¢[a]}
com cada ¢;, 1 < i < k, atémica ou atémica negada e para m > 0,

¢F () i= \ Fvsp1 80 (0, vs41) AVvsgs \/ 6071 (T, vep1).

a€A a€A
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OBSERVAGAO 2.3. Se a estrutura A ndo estiver clara no contezto, usa-
remos a notagdo o' ; ao invés de ¢7*. Se s for zero, usaremos a notagdo
@7 ao invés de @7 ;. O

Dividimos este capitulo em trés secoes: na secao 2.1 destacamos dois
resultados bdsicos sobre o Jogo de Ehrenfeucht; na segdo 2.2 apresentamos
alguns resultados relacionados com as férmulas de m-Hintikka que nos au-
xiliam na prova do Teorema de Ehrenfeucht na secao 2.3.

2.1. Fatos basicos sobre o Jogo de Ehrenfeucht

LEMA 2.4. Sejam A e B duas estruturas e m um natural. Se A = B
entdo o Duplicator vence EHR,, (A, B).

ProvA. Suponhamos que % é o isomorfismo entre A e B. Uma estratégia
para o Duplicator vencer o jogo é sempre escolher a imagem ou a imagem
inversa de 1 dependendo da escolha do Spoiler. Em outras palavras, se o
Spoiler escolher a € A entdo o Duplicator tem que escolher b = ¥(a) € B.
Caso o Spoiler escolha b € B entiao o Duplicator tem que escolher a =
¥»~1(b) € A. Sejam € e f as duas m-uplas de elementos escolhidos em A
e B, respectivamente. Temos que € — f é um isomorfismo parcial, pois é
exatamente um a restricdo de . O

LEMA 2.5. Sejam A e B duas estruturas, @ € A°, b € B¥ e m um natural
positivo. As duas sentengas a sequir sdo equivalentes:

1. O Duplicator vence EHR,, (A, @, B, b); ~
2. Para todo a € A, existeb € B tal que o Duplicator vence EHR,,,_; (A, @a, B, bb)

e para todo b € B, existe a € A tal que o Duplicator vence EHR,,_; (A, @a, B, bb).
ProvA. O Duplicator vence EHR,, (A, @, B, b)
se e somente se

e o Duplicator vence EHR; (A, @, B,b) e a seguir
e o Duplicator vence EHR,,,_; (A, @z, B, by) para algum 2 € Aey € B
(pela observagao 1.13 tomando k& = 1)

se e somente se

e se o Spoiler escolher a € A, o Duplicator consegue escolher b € B tal
que @a — bb seja isomorfismo parcial. Raciocinio andlogo se o Spoiler
escolher b € B. Em seguida,

e tomando z = a e y = b, o Duplicator vence EHRm_l(A,Ea,B,Bb)

se e somente se

para todoa € A, existe b € B tal que o Duplicator vence EHR,,_; (A, @a, B,
e para todo b € B, existe a € A tal que o Duplicator vence EHR,,,_ (A, @a, B, bb).

22



2.2. Resultados sobre formulas de m-Hintikka

Sejam A e B duas estruturas, @ € A° e b € B*. Consideremos também
um natural m. As férmulas de m-Hintikka ¢Z* tem posto de quantificadores
m. Além disso, A satisfaz ¢2*[a]. Essas propriedades das férmulas de m-
Hintikka sdo cruciais na prova do Teorema de Ehrenfeucht.

LEMA 2.6. Para s, m naturais, o conjunto
{¢7% 7 tal que A € estrutura e @ € A°}
€ finito.
Prova. Fixemos naturais s e m. Entdo temos uma quantidade finita
de vetores @. Para cada vetor @ temos m férmulas de m-Hintikka, a saber:

0 1
¢A,Ev ¢A'E7 ¢31,5, oL ¢T£'a- D
O seguinte resultado nos proporciona uma informagao importante.

LEMA 2.7. Sejam A estrutura, @ € A° e m um natural. Temos que
ar(¢g) = m

Prova. Utilizamos indugao em m.

Caso 1: Verifiquemos para m = 0. Em ¢2 ndo temos nenhum quantifi-
cador, ja que ¢2 é a disjuncdo de férmulas atémicas ou atémicas negativas.
Portanto, qr(¢2) = 0.

Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Temos que

ar(¢7) = /\ osp1857 (B, vep1) AVvsyr \/ 6771 (T, vs11)
a€A a€A

e, por hipdtese de indugdo, qr(¢z. l(v vs41)) = m — 1. Temos que
(30s+1¢— (U, v541)) =m

e
qr(Yvs41 \/ g (U, vs41)) = m
a€A
e portanto temos que qr(¢Z) = m. O

O préximo resultado ji nos traz alguma informagdao quanto a satisfatibili-
dade das férmulas de m-Hintikka.

LEMA 2.8. Sejam A estrutura, @ € A® e m um natural. Entdo
A g(a)

Prova. Utilizamos indugdo em m.
Caso 1: Verifiquemos para m = 0. Temos que

$2(0) = $1(V) A ... A ¢k (D)
com cada ¢;, 1 < ¢ < k, atomica ou atémica negativa e além disso com
A = ¢i[a] pela Definicao 2.2. Se para cada ¢;, A = ¢; entdao temos que

AE¢i1(@ A ...A¢k(a)
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e, portanto, A = ¢2(a)
Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Temos que

¢F @) = N\ Fos105 7 (B, v511) AVosyr \/ 6271 (B, vs11)-
agA a€A

Por hipétese de indugdo, temos que A = ¢2'7!(@, a] e entdo

AE Asea Fvst1 AT (T, v541) ©
A ': V’Us+1 VHGA ¢g:1—1 (E vs+1)

Portanto, A |= ¢Z[a]. O

Discutimos até aqui apenas sobre o posto de quantificadores de ¢Z* e
sobre sua satisfatibilidade em A. O seguinte resultado é o primeiro a fazer
conexao entre as estruturas A e B através de isomorfismos parciais.

LEMA 2.9. Sejam A estrutura, @ € A® e m um natural. Entdo para
qualquer B e b € B,

B = ¢2[b] se e somente se @+ b € Part(A, B).
PROVA. Seja b= (vy,...,v,). Temos que

$2(v) == ¢1(0) A ... A 6x(D)

com cada ¢;, 1 < i < k, atémica ou atémica negada e, além disso, A E ¢ila)
pela Defini¢ao 2.2. Temos que B = qbg se, e somente se, B = ¢;[b], 1 <1 <k,

se, e somente se, @ — b é isomorfismo parcial. O

2.3. A prova

Prova DO TEOREMA 2.1 (EHRENFEUCHT). Os lemas apresentados nas
segoes anteriores ja nos permitem passar a prova do Teorema de Ehrenfeucht.
Provemos a implicacdo de (3) em (2). Por hipdtese, sabemos que A =, B,
ou seja, se ¢(zy,...,z,) for uma férmula de posto de quantificadores < m
entao

A= ¢la] & B |= ¢[b].
Sabemos que qr(¢Z) = m pelo Lema 2.7 e que A = ¢T'[a] pelo Lema 2.8.

Portanto, B |= ¢2[b].

Temos que (3) implica em (2) pois qr(¢2) = m e A |= ¢[a] e, portanto,
B |= ¢(b].

Provemos a implicagao de (1) em (3). Utilizamos indugdo em m.

Caso 1: Verifiquemos para m = 0. Consideremos que o Duplicator vence
EHRo(A, @, B,b). Isto significa que p: @ ~ b é um isomorfismo parcial.
Além disso, suponhamos que para ¢(zy,...,zs) com qr(¢) < 0 temos que
A [ ¢[@. Chamemos a funcio de valoracio associada ao vetor @ e b,
respectivamente, de o e #. Como qr(¢) < 0, temos que ¢ é atomica ou uma

combinagdo booleana de férmulas atémicas.
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Suponhamos inicialmente que ¢ seja uma férmula atéomica. Entao ¢
pode ser de uma das duas formas:

= a(ty).
A1) e,

1. to = t; com tg e t; termos: como A |= ¢[a] temos que a( 0)
Temos que B(to) = p(a(to)) e B(t1) = p(a(t1)) daf B(to) =
portanto, B |= $[b].

2. R(ty,...,t;) com R um simbolo de relagao s-dria de 7 e {y,...,¢;
termos: como A |= #[a] temos que R*(ay, ... ,a,). Como p é isomor-
fismo parcial temos que

R*(ay, ..., a) & RB(p(ay), ..., plas))
mas R8(p(ay),...,p(as)) = RB(by,...,b;) e, portanto, B = ¢[b].

Se ¢ nao for uma férmula atdémica, sé resta a ¢ ser uma combinagao
booleana de férmulas atémicas. Uma indugdo na complexidade de ¢ nos da
também que B = ¢[b].

Caso 2: Verifiquemos para m > 0. Suponhamos que o Duplicator ven-
ce EHR (A, @, B,b). Além disso, podemos supor que ¢(Z) = Jyp(7,y) e
qr(¢) < m. Vamos também assumir que A |= ¢[a]. Entdo existe a € A
tal que A |= 9[@, a]. Como o Duplicator vence EHR,, (A, @, B, b) entdo pelo
Lema 2.5 existe b € B tal que o Duplicator vence EHR,,_, (A, @a, B, bb). J4
que qr(¥) < m — 1, a hip6tese de indugdo nos dd que B |= 1[bb] e, portanto,
B = ¢[b].

Provemos a equivaléncia de (1) e (2) utilizando inducao em m. Para
m = 0 temos que o Duplicator vence EHR((A, @, B, b) se e somente se @ —
b € Part(A,B) (conforme a Observacio 1.13) se e somente se B | ¢2[b]
(conforme o Lema 2.9).

Para m > 0, o Duplicator vence EHR,, (A4, @, B, b)

se e somente se

para todo a € A, existe b € B tal que o Duplicator vence EHR,,_; (A, @a, B,Eb_)
e paratodob € B, existe a € A tal que o Duplicator vence EHR,,,— (A, @a, B, bb)
(conforme o Lema 2.5)

se e somente se

para todo a € A existe b € B com B |= ¢Z.7'[bb] e para todo b € B existe
a€ A com B = ¢ [bb] (hipStese de indugdo)

se e somente se

/\ 3Us+1¢7£1—1 (Q_j, US+1) A Vvs+l \/ ¢:7na_l (Uv Us+1)

a€A a€A

se e somente se

Bl ¢2(vr, ... vs).
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O Teorema de Ehrenfeucht é apenas um dos resultados para caracte-
rizar m-equivaléncia entre duas estruturas. Outros resultados sobre m-
equivaléncia sao o Teorema de Fraisse e o Teorema de Hanf e uma referéncia
é [5].

Como ja dissemos anteriormente, as estruturas abordadas no presente
trabalho sao os grafos. Sejam G' = G, ) ¢ H = H, ,ny em conjuntos
de vértices disjuntos. Seja também um natural m e consideremos o jogo
EHR,, (G, H). Veremos no préximo capitulo um resultado que relaciona
este jogo com o fato de p(n) satisfazer a lei zero-um.
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CAP{TULO 3

A ponte e um resultado classico

Apresentamos neste capitulo o resultado que relaciona o Jogo de Ehren-
feucht em grafos aleatdrios a leis zero-um nestas mesmas estruturas. Cha-
mamos este resultado de ponte e o apresentamos na segao 3.1. A seguir, na
secdo 3.2, apresentamos o primeiro resultado sobre leis zero-um em grafos
aleatdrios, a saber, o resultado de Glebskii-Fagin. Este resultado jd nos mos-
tra uma estratégia vitoriosa em jogos de Ehrenfeucht para grafos aleatérios.
Em sua demonstragdo, ja utilizamos a ponte.

3.1. A ponte entre a légica e a combinatéria

O resultado ponte tem o seguinte enunciado:

TEOREMA 3.1 (Ehrenfeucht / Lei Zero-Um: Ponte). Sejam G = G, p(n)
e H = H, ,(n) dois grafos aleatdrios em conjuntos de vértices disjuntos tais
que para todo natural t tenhamos que o Duplicator vence EHR(G, H) com
probabilidade tendendo a 1 conforme n — co. Entdo, temos que p(n) satisfaz
alet 0 —1.

Antes de mais nada, convém observar o seguinte: o Teorema 3.1 tem co-
mo hipdtese que para todo natural ¢ fixado, o Duplicator vence EHR,(G, H)
com probabilidade convergente a 1 conforme n — oco. Para cada funcao
p(n), o Duplicator deve ter uma estratégia vitoriosa para que ele possa ga-
rantir a hipétese acima mencionada e, pelo Teorema 3.1 garantir que p(n)
satisfaz a lei zero-um.

Vejamos, a seguir, um coroldrio do Teorema de Ehrenfeucht (Teorema
2.1) que nos auxiliara na prova do Teorema 3.1.

CoROLARIO 3.2 (do Teorema de Ehrenfeucht para grafos). Consideremos
A uma férmula de FOTOG. Suponhamos que G e H sdo grafos quaisquer
com G = A e H |=—A. Entdo temos que o Spoiler vence EHR . (4)(G, H).

PRrROVA. Tomemos uma férmula A de FOTOG. Suponhamos que G satis-
faz A e H nao satisfaz A. Podemos afirmar entao que nao se dd G =, (4) H.
Pelo Teorema de Ehrenfeucht (mais especificamente a implicacao (3) — (1))
temos que o Spoiler vence EHR . (4)(G, H). a

Agora, passemos a prova do Teorema 3.1.
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Prova Do TEOREMA 3.1. Vamos fazer a prova por contradi¢do. Defi-
namos a seqiiéncia z, tal que z, é a probabilidade de G, ,(n) satisfazer A.
Se ¢, nao convergir para 0 nem para 1 entdo temos dois casos:

1. existe uma subsegiiéncia y, de 2, e existe também um y € (0,1) tal

que ys — y ou

2. existem duas subseqiiéncias z,. e w; de z, tais que, respectivamente,

zr > 0ewy — 1.

Como no primeiro caso temos que ys — y entdo G ou H (e exatamente
um dos dois) satisfaz A com probabilidade convergente a 2y(1 —y) > 0 con-
forme n — oo e pelo Corolério 3.2 temos com probabilidade convergente a
2y(1—y) > 0 conforme n — co que o Spoiler vence EHR¢(G, H) para algum
natural ¢ e obtemos uma contradi¢io. Temos no segundo caso que z. — 0
e wy — 1 o que significa, respectivamente, que o grafo G' (na subseqiiéncia
dos z,) nao satisfaz A com probabilidade convergente a 1 conforme n — oo
e o grafo H (na subseqiiéncia dos w;) satisfaz A com probabilidade conver-
gente a 1 conforme n — co. Novamente pelo Coroldrio 3.2 obtemos uma
contradigao.

O

3.2. O resultado de Glebskii-Fagin

Consideremos o grafo aleatério G, . Apresentamos nesta segao o resul-
tado obtido por Glebskii, Kogan, Liogonkii e Talanov [8] e também obtido
independentemente por Fagin [7] que, em termos gerais, diz que p(n) = k
satisfaz a lei zero-um em FOTOG. O resultado tem o seguinte enunciado.

TEOREMA 3.3 (Glebskii-Fagin). Consideremos G, e B uma proprie-
dade de grafos expressa em FOTOG. Temos que p(n) = k satisfaz a lei 0—1
em FOTOG.

A idéia é utilizar o Teorema 3.1 mas para tanto precisamos achar uma
estratégia vitoriosa para o Duplicator. A estratégia vitoriosa para o Dupli-
cator no contexto de p(n) = k estd baseada na propriedade ¢, que o grafo
aleatério G, i satisfaz com probabilidade convergente a 1 conforme n — co.
Dizemos que um grafo G satisfaz a propriedade ¢, se para quaisquer dois
conjuntos disjuntos de vértices U = {uy,...,u} e V = {vy,...,up} com
a+ b < s tivermos um vértice z ¢ U UV tal que para todo « € U tivermos
que z ~ z e para todo y € V, nao tivermos y ~ z.

LEMA 3.4. Seja s um inteiro positivo. Gny satisfaz quase sempre a
propriedade ¢ com probabilidade convergente a 1 conforme n — oo.

Prova. Fixemos dois conjuntos disjuntos U = {uy,...,u%} e V =
{vi,...,up} de vértices de G, com a +b < s. Seja Ey,y, o seguinte
evento: “existe um vértice z ¢ UUV de G, tal que para todo z € U temos
que z ~ z e para todo w € V nao temos que w ~ z”. Entao

Pr(Eyy.z) = k*(1— k)’
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Consideremos o seguinte evento:
Eyy= /\ -Euv.
z¢UJV

com todos os eventos mutuamente independentes ja que envolvem arestas
diferentes. Entao:

Pr(Eyy) = Pr( /\ -Eyve) =[1-k*(1- k)b]n—a—b_
z¢UuUV

Variando os conjuntos U e V, temos

Pr(Guj E ¢5) = (Z) <n ; “) [1— k%(1 — k)Y(r—a=b) =

n! (n=a)! (n—a-b)in(1-pe(1-k)?)

= dn—a) B (n—a—b) =0
quando n — co.
Portanto, Pr(Gnx E ¢s) = 1. O

Agora, podemos apresentar a prova do Teorema 3.3.

ProvA. Seja t um natural, G = G, e H = H, ) dois grafos aleatérios
com conjuntos de vértices disjuntos. Consideremos o jogo EHR,(G, H). Se
t = 0 entdao o Duplicator vence EHR;(G, H) pela Observagao 1.13, item 3.
Suponhamos que t # 0. Consideremos a seguinte estratégia para o Duplica-
tor: suponhamos que os vértices z;, z9,...,2;—; foram escolhidos em G, i
€ Y1,Y2y---,Yi—1 em Hp . Sem perda de generalidade, suponhamos que o
Spoiler escolhe z; em G, . Seja A; = {@,29,...,2;—1}. Consideremos o
subconjunto B; = {Zp1, Tp2, ..., Tpr} de A; tal que todo vértice de B; é ad-
jacente a z;. Também consideremos o subconjunto C; = {z41, 242, .., Zqs}
de A; tal que B;|JC; = A;. Como o grafo H,j, pelo Lema 3.4, satis-
faz a propriedade ¢; com probabilidade convergente a 1 conforme n — oo,
tomemos y; em H,; tal que y; seja adjacente a todos os vértices de D;
e nao adjacente a todos os vértices de E; onde D; = {yYp1,Up2y---sYpr} €
Ei = {Yq1,Yq2,- -1 Ygs}. Através desta estratégia, o Duplicator consegue
com probabilidade convergente a 1 conforme n — oo escolher vértices em
qualquer um dos dois grafos “imitando” as escolhas do Spoiler. Assim, ele
vence EHR; (G, , Hn ) com probabilidade convergente a 1 enquanto n — oo
e pelo Teorema 3.1, p(n) = k satisfaz a lei zero-um em FOTOG. a

O caso p(n) = k considerado no teorema de Glebskii-Fagin ja é cldssico
no estudo de leis zero-um para grafos aleatérios. As fungdes p(n) ndo cons-
tantes constituem outros exemplos nesta drea. Spencer e Shelah em [13]
estudaram o caso p(n) = n~% com a € (0, 1) irracional e para esta fungao
vale a lei-zero um. A irracionalidade de « é essencial para a veracidade deste
fato.
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Temos que se « for racional, p(n) ndo satisfaz a lei zero-um. Tomemos
r(n) = n~%3 que é uma funcio limiar para a propriedade de um grafo conter
um K*. Em outras palavras, se p(n) < r(n) entdo G, p(n) qQuase certamente
ndo contém um K* e quando p(n) > r(n), G, pn) quase certamente contém
um K*. Quando p(n) = r(n) a probabilidade de Gnp(n) conter um K*
converge a um valor estritamente entre 0 e 1, a saber: 1 — e~1/24,

Passemos agora a considerar p(n) = n~% com « irracional. A idéia
novamente é encontrar uma estratégia vitoriosa para o Duplicator para jogos
em grafos aleatérios do tipo G, ,-«. Seria muito 1til se a estratégia que
aplicamos para o caso p(n) = k servisse também para o caso p(n) = n™°.
Contudo, se tomarmos o € (1/2, 1) irracional temos que G, ,-a temos que
para Y1, y2 € G, ,-a, com probabilidade convergente a 1 conforme n — co
Y1 e y2 nao tém vizinho em comum. Com isso em mente, o Spoiler pode
vencer o jogo EHR(G, H.3) com G = G, ,-a € H = H, ,—o em conjuntos
de vértices disjuntos descrito a seguir: no primeiro lance, o Spoiler escolhe
z; € G e o Duplicator escolhe y; € H. Suponhamos que exista zo € G
tal que a distancia entre z; e x5 seja 2, ou seja, z; e z5 tenha vizinho
em comum. Seja z3 este vizinho em comum. Entdo, no segundo lance, o
Spoiler escolhe este z; e o Duplicator, com base na estratégia utilizada na
demonstragao do Teorema de Glebskii-Fagin, escolhe y, nao adjacente a y;.
Se y; e y2 ndo tiverem vizinho em comum, o Spoiler escolhe 23 € G e vence
o EHR(G, H,3).

Assim, para p(n) = n~% necessitamos encontrar uma estratégia mais
elaborada para o Duplicator. Isto sera visto no préximo capitulo.
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CAPITULO 4

O resultado de Shelah-Spencer

Conforme comentamos na Introdugdo, Shelah e Spencer em [13] estu-
daram vdrias fungdes p(n) que satisfazem a lei zero-um em FOTOG. Eles
obtiveram o seguinte resultado um tanto surpreendente.

TEOREMA 4.1 (Shelah-Spencer). Seja p(n) = n™% tal que o € irracio-
nal, o estritamente entre 0 e 1. Entdo p(n) satisfaz a lei zero-um.

Ao longo deste capitulo, fixemos um irracional a € (0,1). Assim po-
demos escrever denso, esparso, rigido, seguro e articulado ao invés de, res-
pectivamente, a-denso, a-esparso, a-rigido, a-seguro e a-articulado. Além
disso, nos permitimos um outro abuso de notagao. Seja (R, H) um grafo
enraizado. Denotaremos o conjunto de vértices do grafo H simplesmente
por H e seu conjunto de arestas por F(H). Seja H* tal que R C H* C H.
Denotaremos por (R, H*) o grafo enraizado no qual o grafo H* é o subgra-
fo induzido pelo conjunto H*. Este abuso de notacao justificar-se-a pela
legibilidade das demonstragoes.

Dividimos este capitulo em quatro subsegdes: na segao 4.1 apresentamos
fatos basicos sobre grafos enraizados; na se¢dao 4.2 apresentamos resultados
relativos a fechos e extensdes e na segao 4.3 temos a prova do Teorema
de Shelah-Spencer. A idéia deste resultado é a mesma da do resultado de
Glebskii-Fagin porém a estratégia vitoriosa para o Duplicator é bem mais
elaborada.

4.1. Fatos basicos sobre grafos enraizados

Um dos objetivos desta se¢do ¢ mostrar que para um subconjunto X
de vértices de um grafo temos que (X, cly (X)) é rigido com ¢ natural e o
irracional estritamente entre 0 e 1.

LEMA 4.2. Consideremos um grafo enraizado (Ho, Hy) e um conjunto
H tal que Hy C H C H,. Seja (Ho,H,), (Ho,H) e (H,H;) com tipos,
respectivamente, (v, e), (v',€') e (v",€"). Temos que v =v'+v" ee = ' +¢€".

ProvA. Imediata. a

LEMA 4.3. Consideremos as hipdteses do Lema 4.2. Se (Ho, H) e (H, Hy)
forem esparsos entao (Hy, Hy) serd esparso.

Prova. Conseqiiéncia direta do Lema 4.2. d
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LEMA 4.4. Consideremos as hipéteses do Lema 4.2. Se (Ho, H) e (H, H,)
forem densos, (Ho, H;) serd denso.

ProvA. Conseqiiéncia direta do Lema 4.2. a

LEMA 4.5. Se (Hg, Hy) for esparso entdo (H, Hy) serd seguro para algum
H,HyC HC H;.

ProvAa. Tomemos H maximal tal que H C H; com (Hop, H) denso. Se
nao existir tal H, tomemos H = Hy. Se (H,H;) nao for seguro, algum
(H, H') serad denso mas pelo Lema 4.4 terfamos que (Hp, H') é denso, con-
trariando a maximalidade de H. O

LEMA 4.6. Se (Ho, Hy) for denso entdo (H,H,) serd rigido para algum
H, Hy C HC H;.

ProvA. Tomemos H minimal tal que Ho C H com (H, H;) esparso. Se
nao houver tal H, tomemos H = H;. Se (Hy, H) nao for rigido, algum
(H', H) seré esparso mas pelo Lema 4.3 teriamos que (H’, H;) é esparso.
contrariando a minimalidade de H. a

LEMA 4.7. Consideremos (Hy, H,) articulado de tipo (v,e). Seja também
H tal que Hy C H C H;. Consideremos que (Hg, H) tem tipo (v',€’). Entao
e/v <efv.

ProOVA. Inicialmente, como (Hp, H,) é articulado entdo ele é seguro e,
em particular, é esparso. Portanto, e/v < a™!.
Suponhamos que
/

>

SEI
< |

e dai obtemos que

e—e e

v—v' v
concluindo que (H, H;) que, pelo Lema 4.2 tem tipo (v — v',e — €), é es-
parso. Pelo Lema 4.5 temos que existe um H* tal que H C H* C H,
tal que (H*, H,) é seguro contrariando a hipdtese inicial de que (Hg, H;) é
articulado. O

LEMA 4.8. Considere X um grafo. Se (Ho, Hy) for densoe XN H; =0
entdo (HoU X, H; U X) € denso.

PRroVA. Suponhamos que (Hp, H;) tenha tipo (v, €). Entao (HoUX, H U
X) tem tipo (v, €’) com e < €’ pois toda aresta contada em (Ho, H;) ainda é

contada em (HoU X, H1U X) e ainda podemos ter “arestas extras” do grafo
X. a

LEMA 4.9. Sejam (Ho, H) e (H, H;) rigidos. Entdo (Ho, Hy) € rigido.
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Prova. Seja H* tal que Hy C H* C H,. Como (Hy, H) é rigido entao,
aplicando o Lema 4.8 com X = H* — H, temos que (H*, HU H*) é denso.
Como (H, H;) é rigido, (H U H*, H;) é denso. Pelo lema 4.4, (H*,H) é
denso. O

LEMA 4.10. Seja (Ho, Hy) articulado e consideremos H tal que Hy C
H C H,. Entdo (H, H;) € rigido.

Prova. Suponhamos que (H, H;) nao seja rigido e portanto que (H’, Hy)
é esparso para H' tal que H C H' C H;. Pelo Lema 4.5, temos que (H", H;)
é seguro para algum H” tal que H C H” C H, contrariando a hipStese de
que (Ho, H;) é articulado. O

LEMA 4.11. Seja (Ho, Hy) rigido. Consideremos também um grafo X
tal que X N Hy = 0. Temos entdo que (HoU X, Hy U X) € rigido.

Prova. Seja H* tal que HoU X C H* C Hy U X. Como (Hp, Hy) é

rigido, temos que (H* — X, H;) é denso e, pelo Lema 4.11, (H*, HiN X) é
denso. a

LEMA 4.12. Seja G um grafo e um conjunto Hy tal que Hy C G. Seja
(Ho, H;) rigido tal que Ho C H; CG et € {1,...,s}. Entdo (Ho,U;—, H:)
€ rigido.

ProvA. Vamos fazer a prova por indugdo em s. Inicialmente, considere-
mos s = 2. Como (Hy, H,) é rigido entao (H, N Hy, H3) é rigido. Aplicando
o Lema 4.11 para X = H; — H, entdo (H,, H{U H;) é rigido. Pelo Lema 4.9,
como (Hg, Hy) e (Hy, H; U Hy) sao rigidos, temos entdo que (Ho, H, U Hs)
é rigido.

Consideremos agora o caso em que s > 2. Queremos provar que

(H01 U Hl)
=1

é rigido, ou seja, VH*, Hy C H* C |Ji_, H;, temos que (H*,J_, H;)
é denso. Suponhamos que existe um H*, Hy C H* C |J}_, Hi, tal que
(H*,\Ji_, Hi) é esparso. Seja (H*,|J;_, H;) com tipo (v,e). Temos entdo
que

v—ae > 0. (1)
Podemos escrever H* na forma [H* N J:Z] H;JU [H* N Hy).

Agora, consideremos os grafos enraizados

(H=nJsZ! H:, U2 HY), (H*N Hy, Hy) e (H* 0 (J3Z) H: 0 H,), U, H)

com tipos (v, e€1), (v2, €2) e (vs, e3), respectivamente.
Temos que

V=0 + U — U3
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e além disso,
e=e; + e, — e3.
Entao, da desigualdade 1 temos que:
v+ vy — vz —afeg+ex—e3) >0— (v —aer) + (vg — aez) — (v3 — ae3) >0
o que implica que
1. (H*NUiZ) H;,\UiZ] H;) é esparso, fato que contradiz a hipétese de
inducao que diz que (Ho, Uf;ll H;) é rigido ou

2. (H*NH,, H,) é esparso o que contradiz o fato de (Hy, H;) ser rigido.
a

CoROLARIO 4.13. Seja G um grafo e X = {Xy,...,X,} um conjunto

de vértices de G. Seja t um natural e o € (0,1) irracional. Temos que
(X, cli,o (X)) € rigido.

Prova. Conseqiiéncia do Lema 4.11. O

4.2. Resultados sobre fechos e extensoes

Vimos no Capitulo 4 que para p(n) = n~® o Duplicator nao poderia

utilizar a mesma estratégia que ele utilizou para o caso p(n) = k com k
constante. Isto significa que o Duplicator deve adotar uma estratégia vito-
riosa original para o estudo da lei zero-um em G, () com p(n) = n~* com
« irracional. Esta estratégia se baseia na utilizagao de fechos. Quando o
Spoiler, em um jogo EHR,, (G, H), escolhe um vértice z; € G, por exemplo,
o Duplicator vai observar um certo s-fecho de {z1,...,2;—1} e vai escolher
um y; € H tal que {z1,...,zi—1} e {y1,...,¥i—1} tenham s-fechos isomor-
fos. Em linhas gerais, é esta a estratégia que o Duplicator deve adotar para
para o caso p(n) = n~% com « irracional.

Os resultados que vemos nesta se¢do sao essenciais para a demonstragao
do Teorema de Shelah-Spencer (Teorema 4.1).

LEMA 4.14. Sejam «, r, t fizos. Entdo existe um inteiro positivo K =
K(a,r,t) tal que em G, ,—a temos com probabilidade convergente a 1 con-
forme n — oo que

el (X1, ..o, X)) < K
para qualquer conjunto X = {Xy,..., X,} de vértices de G, ,-a.
ProOVA. Seja
A={(R,H) denso: |R|=rev(R,H) <t}
Temos que A é finito. Seja
¢ = max{ae(R,H) - v(R,H): (R,H) € A}.

Afirmamos que K = [L]t. Temos que provar que |cl;o(X)| < K. Suponha-
mos que para um certo X = {X;,...,X,} tenhamos que |cl;o(X)| > K.
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Vamos provar que o subgrafo induzido por cl; o(X) aparece em G com pro-
babilidade convergente a 0 conforme n — co.

Se |cli,o(X)| > [£]t entdo existem conjuntos Y'!,..., YL com L > [£]
tal que cada Y’ é a imagem de uma (R;, Hj)-extensdo rigida g9; da R;-
extensao g; que leva R em X. Passemos agora a construcao do subgrafo
de G, ,-a induzido por cl; o(X). Consideremos uma seqiiéncia de subgrafos
induzidos G1,...,GL de G, ,-a tais que o grafo G'1 é o subgrafo de G, ;,-a
induzido por X e o grafo G; com j > 1 é o subgrafo de G, ,-a induzido
pela reuniao do conjunto de vértices de Gj_; com Y. Notemos que o grafo
G, é o subgrafo de G, ,,—« induzido por cl;o(X).

Consideremos j > 1. Temos que Y7 = Z7 UW?7 tal que Z7 é o conjunto
de vértices que ja estao em G;_; e W7 o conjunto de vértices que ainda
nao estdo, pois podemos ter que os Y7 nao sejam disjuntos. O conjunto de
vértices de G; é o conjunto de vértices de G;_; reunido com W7. Suponha-
mos que com esta reunido, foram adicionados v; = |W7| novos vértices e €;
novas arestas para formar G;. Como (X, Y”) é rigido, pelo Lema 4.12 temos
que (X,J_, Y?) é rigido e, daf, (XUUIZ{ YU Z/, X UJL_, Y?) é denso.
Portanto, temos que v; — ae; < 0.

Através do argumento acima para G, ... ,G temos que

v; — aej < €, para todo j € {1,...,L}.

e, portanto que
L

Z v; — oy < Le.

=1
Como L > [%], temos entdo que 7 — Le < 0. A probabilidade de G, estar
contido em G, ,,-a é limitada por

nr+v1+...+vL e1t..ter _ nr+v|+...+uL—a(el+...+eL) —

p
— nr+(v1—ae1)+...+(vL~aeL) < _nr—Lc 0.

Portanto, G'1, nao pode existir e entao temos com probabilidade convergente
a 1 conforme n — oo que |cl; o(X)| < K. a

COROLARIO 4.15. Seja (Ho, Hy) rigido. Entdo eziste L tal que quase
sempre para toda fungdo injetora f: Hy — V(G), temos no mdzimo L ez-
tensoes g1, ..., gL-

Prova. Conseqiiéncia da prova do Lema 4.14. a

LEMA 4.16. Seja (Ho, H,) denso. Entdo existe M tal que, com pro-
babilidade convergente a 1 conforme n — oo, para toda fungao injetora
f: Hy = V(G n-a), existem no mdzimo M (Ho, H,)-extensoes disjuntas
giy---,9M-
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PROVA. Seja r = |Hop| e (Ho, H) com tipo (v,e). Afirmamos que exis-
tem

M=

—]

(Ho, Hy)-extensoes disjuntas. Suponhamos que exista uma fungao f con-
forme descrita no enunciado tal que tenhamos M (Hy, H;)-extensdes com
M > [-=%]. Temos entdo que ¢+ M (v — ae) < 0. Temos que existem me-
nos que n¢(n®)M (f,g1,...,9m) com todas as g; sendo Hop-extensdes. Cada
g; é uma (Hp, Hy)-extensdao com probabilidade p° e, ja que sao disjuntas,
todas as g; juntas sdo (Hp, H;)-extensoes com probabilidade p*M | Portanto,
a probabilidade de (f,g1,...,gar) existir com todas as g; sendo (Hy, H;)-
extensdes é menor que n¢(n?)MpeM = petvM—aeM _, o a

v — Qe

Consideremos (Hp, H;) um grafo enraizado, G um grafo, f: Hy — G
uma funcao injetora e B um subconjunto de vértices de G. Dizemos que o
par (f, B) estd OK se existir (Ho, H,)-extensao g: H; — G contida em B.
Caso contrério, dizemos que (f, B) nao esta OK.

LEMA 4.17. Seja (Ho, H;) articulado. Eziste uma constante k > 0 tal
que se m = kn®% e se f : Hy — Gpn-a, B C V(G p-a) com |B| = m,
fizado, entdo Pr((f, B) ndo estd OK ) < +

PRrRoOVA. Por conveniéncia, tiremos f(Hp) de B, ajustando k se necessario
de tal modo que tenhamos f(Hp) N B = 0.

Para cada S C B com tamanho |H; — Hp|, especifiquemos arbitraria-
mente uma Hy-extensao gs com g(Hy, — Hp) = S. Definamos uma varidvel
X tal que:

. 1 segs é (Ho, Hy)-extensao
Xs = S
0 caso contrario.

Seja X =) Xs. Temos que Esp(Xs) = p° e, além disso,
F kv
Esp(X) = (r:)pe L —

v!
Queremos Pr(X = 0) < . Temos
v—1
Var(X) ZVar (Xs)+ Z Cov(Xs, X1) < E(X) + Z Z Cov(Xs, XT).
S£T 7=0|SNT|=j

Quando j =0, Xs e X7 sdo independentes e Cov(Xs, X7) = 0. Senao,
Cov(Xs, X1) < Esp(XsXT) = p*.

Aqui, z é o nimero de pares que sao imagens de {z,y} € E(H,), y ¢ Ho

por gs ou gr. Como gs e gr sao bijecoes, ha e tais pares de vértices em

cada caso e entdo u = 2e — v’ com u’ sendo o nimero de pares em ambos

SeT. Seja H=g;'(SNT) tal que |H| = j. Entdo u' conta no maximo

{z,y} € E(HU Hp) com y ¢ Hy.
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Pelo Lema 4.7, ja que (Ho, H,) é articulado, temos que u’/j < e/v. Dal,

S Cov(Xs, X7) < m? I pemilel) = (mpe)2-il”,
|SNT|=j
Considerando que m¥p® = k¥ temos que
Var(X) < il 3 Ui(kv)?—i/v < lEsp"’(,‘()
= ! = 2
e o resultado segue da desigualdade de Chebyshev. O

TEOREMA 4.18. Seja (Ho, Hy) seguro. Entdo, com probabilidade con-
vergente a 1 conforme n — oo, existem reais positivos ¢ e c tais que para
toda f: Ho = G, ,—a temos que

n’"*(logn)~° < N(f, Ho, Hy) < c1n"~“".

Prova. Comecemos por provar o limitante inferior. Consideremos C' C
Gy pn—a cOm

|C| = kyn™ log n.

Dividamos C' em k9 log n conjuntos disjuntos de tamanho m dado pelo Lema
4.17. Chamemos estes conjuntos de Bj,..., B logn- Para que (f,C') nao
esteja OK, todos os pares (f,B;) devem nao estar OK. Porém como os
eventos “(f, B;) nao estd OK” envolvem conjuntos disjuntos de vértices e,
portanto, sao independentes. Dal,

Pr((f,C) ndo estd OK) < b < 5.

ko log n
Temos que para n suficientemente grande, temos nlHol funcées injetoras
f: Ho — Gppn-a. Seja A o conjunto destas fungoes. Além disso, seja A’ o
conjunto das fungdes injetoras f tais que (f,C) ndo estd OK. Temos que
nIHOI

card(A’) <

pois card (A’) < card(A’)/2. Seja M = |C|. Cada (Ho, H,)-extensao g: Hy —

G estd contida em (%) ~ (1) (&)Y M-conjuntos. No total, temos que no

maximo |N(f, Ho, H1)|(5_",) M-conjuntos contem uma (Ho, H;)-extensao
1(n

mas pelo menos §(M) contem uma (Hp, H;)-extensdo. Assim,

|N(f, Ho, Hy)| (M)“ > %

n
e dai,
1 /7ny\v
> Z (= S U—Qe —v+o(1)‘
IN(, Ho H)| 2 5 (37) > n*™(lnn)

Com isso, provamos o limitante inferior. Passemos agora a prova do limi-
tante superior.



Fixemos f: Hy — G e seja s’ = N(f, Ho, H;). Para qualquer h € Hy,
y € G temos que (Ho U {h}, H;) é rigido pelo Lema 4.10. Pelo Coroldrio
4.15 hd no méximo L (Hy, H,)-extensoes g com ¢g(h) = y. Consideremos a
seguinte afirmagao.

AFIRMAGAO 4.19. Cada (Ho, Hy)-eztensao g intercepta no mdzimo Lv?
(Ho, Hy)-extensoes.

PRrovA. Inicialmente, suponhamos por absurdo que exista uma (Ho, Hy)-
extensio g que intercepte mais de Lv? outras (Ho, H;)-extensdes. Vamos
escolher um elemento na interseccao de g(H; — Hp) com cada uma das ou-
tras (Ho, H1)-extensoes e marcd-lo. Ao final das escolhas teremos mais de
Lv? marcas. Como |g(H; — Hp)| = v temos algum elemento de g(H; —
Hp) com mais de Lv marcas. Seja J esse elemento. Tomemos todas as
(Ho, Hy)-extensoes que possuem 7 como elemento marcado. Consideremos
Jiy.++4Jry com r > Lv, elementos de cada uma das (Hp, H;)-extensoes con-
sideradas. Tomemos h;,,...,h; as imagens inversas de ji,...,j.. Como
{hj,,...,hj } tem cardinalidade v entdo algum j; foi usado mais de L vezes
o que é uma contradigao. d

Temos pela afirmacio acima um conjunto de s = s’/(Lv? + 1) extensoes
disjuntas.

H4 menos de n°(7)°/s! pares consistindo de uma fungao injetora f: Ho —

G e de um conjunto {gi,...,9s} de Hp-extensoes de f. A probabilidade

de todas as g; serem (Hy, Hy)-extensoes é p®®. Assim, a probabilidade de
J1,---,9s serem (H,, Hy)-extensoes de f é no maximo

CpaUS ,ES

MTP < nf(2.72n%p%/°)° < 1

v—ae

quando s = 3n . Assim, temos que:

N(f, Ho, Hy) < 3(Lv? + 1)n¥™e.
O
TEOREMA 4.20. Seja y € clg(R), = € cly(RU{y}). Entdo z € clyyx (R).

PROVA. Se z € R entdo z € clpy i (R). Suponhamos que z ¢ R. Como
y € clg(R) entdo existe um grafo enraizado rigido (R, Hy) com H; C G e
v(R, H,) < K. Como z € cly(RU{y}) entdo existe um grafo enraizado rigido
(RU {y}, H2) com Hy C G e v(R, H;) < b. Se tomarmos X = H, — Hj)
temos, pelo Lema 4.11 temos que (H,, Hy U H3) é rigido. Notemos que
z € HyUH;. Entao, pelo Lema 4.9, temos que (R, H,U Hj) é rigido. Temos
que (R, Hy U H3) C clptx (R) e portanto temos que z € clyy i (R). O

TEOREMA 4.21. Seja K = v(R, H) e consideremos S = clg(R). Assu-
mamos S # H. Entdo (S, H) € seguro.

Prova. Se (S, H) nao for seguro, algum (S, T') serd denso para .S C T C
H. Seja este tal conjunto 7" minimal.
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Afirmamos que (5,T) é rigido. Caso contrario, algum (W,T) seria es-
parso para algum W tal que S C W C T mas entao (S, W) teria que ser
denso contrariando a minimalidade de T'. Portanto, (S,T) é rigido o que é
uma contradicao pois T' C S. O

4.3. A prova

ProvA DO TEOREMA DE SHELAH-SPENCER (4.1). Consideremos um jo-
go de Ehrenfeucht de ¢ lances em dois grafos Gy = G, e € G2 = G, py-a.
Neste contexto, o Duplicator utiliza a estratégia de lookahead que em linhas
gerais consiste no seguinte: antes de comegar a jogar o Duplicator constréi
um vetor A = (ag,ay,...,a) de inteiros. O Duplicator utiliza este vetor
como um “guia” para as suas escolhas. Quando o Spoiler fizer sua escolha
no lance 7, o Duplicator utiliza a; para poder fazer a sua escolha. Conforme
ja comentamos anteriormente, a estratégia para o Duplicator no contexto
de p(n) = n™* com « irracional consiste em ele escolher em cada lance “cer-
tos” fechos. O vetor A orienta o Duplicator neste sentido. Passemos agora
a construgao do vetor A.

Estratégia lookahead: A construgao de A é feita de maneira indutiva
reversa. Colocamos a; = 0. Se ao final do jogo o Duplicator puder garantir
que

(zlamZV' ' )"Et) =o (ylay'Za' . 1yt)
entdo G e H tém os mesmos subgrafos induzidos e portanto o Duplicator
vence.
Suponhamos, indutivamente, que b = a, tenha sido definido. Seja

K, = max{cly(z1, s o« 3 Zr) § 215+« 1 2r € V(G)}.

Definimos a = a,_; por a = K, + b.
Antes de comegar o jogo, devemos fazer a seguinte afirmacao.

AFIRMACAO 4.22. Antes do jogo comecar temos que o cly, (0) em Gy €
isomorfo ao cly,(0) em Gj.

ProvA. Temos que cly, (0) é a unido de grafos enraizados do tipo (0, H)
rigido e portanto v — ae < 0 com v e e os niimeros de vértices e arestas de
H respectivamente. O nimero esperado de tais grafos H em G, e respec-
tivamente em G, é

n
<v>pe < nvpe < nv—oe — 0(]_)

para cada um dos finitos grafos H. Portanto, Gy, e respectivamente Gz, nao
contem tais grafos H e entdo cl,, (0) = 0. a

Precisamos mostrar que a estratégia lookahead funciona, ou seja, preci-
samos mostrar que para todo natural ¢ fixado, o Duplicator vence com pro-
babilidade convergente a 1 conforme n — oo o jogo EHR((G,, n-a, Hp y-a)
para deste modo poder utilizar o resultado “ponte” (Teorema 77).
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Vamos comegar o jogo. Suponhamos que z1,...,%;—1 € G1eyy,...,¥i_1
G, ja tenham sido escolhidos e além disso

(T1y- w3 Tiz1) Za (Y1y- -5 Yiz1)-
Basta-nos provar que para qualquer z; € G selecionado pelo Spoiler existe
com probabilidade convergente a 1 conforme n — oo y; € G com

(ml"" 7$2) Eb (yl)"' ’yi)'
Seja x; € G1. Temos dois casos:

Caso I: Suponhamos que z; € clg,_ (z1,...,%;—1). Pelo Teorema 4.20
temos que

Clb((L‘l, L 7$i—1ami) g Cla(ml, s ):L'i—l)'
Seja ¥ um isomorfismo de grafos tal que
'¢’: Cla(mla e 72:1'—1) - Cla(yl)' .. 1yi—1)

e coloquemos y; = ®¥(z;). Entao temos que y; € cli,_, (y1,...,¥i-1) e
novamente pelo Teorema 4.20 temos que

clp(yry .-y Yie1,¥i) Ccla(yr, ooy ¥io1)-

Se tomarmos ¥ como sendo a restricio de ¥ a cly(2y,...,2;_1, ;) entdo
temos que ¥ é um isomorfismo de cl,(zy,...,2;) em cly(y1,...,¥i).
Caso 2: Suponhamos que z; ¢ cli,_, (z1,...,2i—1). Seja H = clp(24, ...

eseja S =clg,_,(z1,...,2i-1) N H. Sejam e =¢(S,H) e v =v(S, H).
Dizemos que
(1, s i) <p (Y1y--- Y1)
se existir uma fungao % tal que
prcly(ey, ..., z;) = cp(yr, .. ¥i)

que leva cada z; em y; e arestas em arestas. Notemos que possivelmente
clp(y1,---,yi) pode ter mais vértices e/ou arestas.

AFIRMAGAO 4.23. Hd uma quantidade N de y; € G tais que
(zla'-- ,11?1') Sb (yh"' 1yi)
com
nu—ae(log n)—C2 < 1\]’ < C3nv—ae_

Prova. Pelo Teorema 4.21 (S, H) é seguro. Temos um nimero finito de
fungdes injetoras ¥ : S — cli,_, (y1,...,¥%i=1). O Teorema 4.18 nos diz que
ha uma quantidade N’ de (S, H)-extensoes do tipo

™ clp(zy, ..., zi) = G2
com
n’"¢(logn)~¢ < N’ < ¢;n¥™°¢.

Como H = cly(zy,...,z;), pelo Coroldrio 4.15, temos que ({z1,...,z;}, H)
é rigido e além disso para qualquer particular y; hd apenas um numero
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limitado de tais ¥* com %*(z;) = y;. Entdo, ha N diferentes y; tal que
P*(z;) = y; com
n'"*(logn)™? < N < can"~ .

a
A idéia daqui em diante é contar a quantidade de funcoes injetoras 1
tais que (z1,...,2:;) <p (y1,.-.,¥:) que sdo bijetoras. A seguir, veremos

que a quantidade destas % que ndo sdo bijetoras é muito “pequena”.

Deixando y; variar em G5, hd um nimero finito de possiveis valores
(R, H) para cly(y1,...,¥:;) a menos de isomorfismo. Dizemos que (R, H) <
(R, H') se H for um subgrafo préprio de H'. Sejav =v(R,H),e =e(R, H),
v'=v(R,H') e e’ =e(R, H). Temos dois casos:

1. Se v < v entdo se (R, H') for rigido temos que (H, H') é denso;

2. Se v ="1v'entdao e < € jique H # H'.

Em qualquer um dos dois casos temos que v’ — ae’ < v — ae.

Pela Afirmagao 4.23, hd N y; € G com cly(y1,...,¥:) igual a (R, H) ou
a (R, H') para algum (R, H') > (R,H) com N tal que

n'"*(logn)™? < N < cgn"~%.
Para cada (R, H’) hd no mdximo M y; com cly(y1,...,y;) igual a (R, H')
com
n’' =% (logn)~%2 < M < dsn” ~°¢.
Como v’ — ae’ < v — ae, entdo hd no méximo M y; com cly(y1, ..., y:) igual
a (R, H') tal que M < N.

H4 apenas um ndmero finito de possiveis (R, H') e portanto temos uma
quantidade )/’ de y; com cly(yy,...,y;) igual a (R, H') tal que M’ < N.
Dai, temos que sobra uma quantia N’ de y; com cly(yy, . . . ,¥y;) igual a (R, H).
Precisamos apenas de um.

Portanto, o Duplicator sempre consegue achar um y; tal que

(zlv'-- 12:1') =b (ylv--' »3/:')

e daf ele vence o jogo. Pelo Teorema 3.1 temos que p(n) = n~< satisfaz a
lei zero-um em FOTOG. O

a
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CAPITULO 5

Outros resultados e consideragoes finais

Estudamos no presente trabalho apenas resultados sobre leis zero-um
envolvendo o modelo G, ,(») € ainda para este modelo temos vérios outros
resultados que podem ser encontrados em [17] de Spencer, [15, 14] de Spen-
cer e Shelah e [11] de Luczak e Spencer.

5.1. O modelo G5

Além de G, ,(n), temos um outro modelo que Luczak e Shelah estudaram
com detalhe em [10]. Seja uma seqiiéncia p = (p1,p2,-..) com p; < 1,Vi.
Consideremos o grafo G, como sendo o grafo com conjunto de vértices
{1,2,...,n} e para quaisquer dois vértices 7 e j, temos que a probabilidade
de ocorrer aresta {7, j} € pj;_;|, independentemente para cada par.

Eles obtiveram, entre outros, o seguinte resultado.

TEOREMA 5.1. Para toda seqiéncia p = (p1,p2,...) com p; < 1,Vi e,
além disso,

ln(H?:l(l —pi)) =0

Inn

vale a let zero-um em FOTOQG.

Luczak e Shelah estudaram ainda em [10] resultados para o modelo C;, 5.
Este modelo é definido similarmente ao G, porém dados dois vértices i e
J, a probabilidade da aresta {z, j} ocorrer € pmin|i—j|,n—|i-j|-

Além de trabalhar com modelos diferentes, Luczak e Shelah trabalham
também com légicas de linguagens mais “expressivas” que FOTOG, ou seja,
com extensoes proprias de FOTOG.

5.2. Outras estruturas aleatérias

Os modelos para grafos aleatérios constituem apenas uma classe especial
de estruturas para se estudar leis zero-um e, mais em geral, resultados de
convergéncia. Ordens baseadas em grafos aleatérios constituem também
uma ampla drea de estudo e dentre os artigos desta drea podemos citar [9]
de Luczak, [12] de Shelah, [18] de Winkler e [4, 3] de Bollobds e Brightwell.

5.3. Consideragoes Finais

Até onde sabemos, a abordagem Ehrenfeucht (Jogo e Teorema) tem sido
utilizada apenas para grafos e ordens. Uma versao similar ao Teorema 3.1
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poderia ser obtida para hipergrafos, por exemplo, bem como uma versao do
Teorema de Glebskii-Fagin poderia ser escrita sem muitas dificuldades.
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