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Resumo

Nesse trabalho, estudamos a teoria matemática envolvida nas leis de conservação hiperbólicas

escalares, veremos como dados iniciais, embora sendo suaves, podem dar origem à formação de

ondas de choque. Estudamos também o Nlétodo de Propagação de Ondas para a resolução das

leis de conservação. Este método numérico é implementado no pacote computacional CLAW-
PACK, que é descrito nesse trabalho. Tentamos nosso método numérico resolvendo leis de

conservação com termo forçante, e propomos algumas conjecturas sobre este tipo de equações.

.A.bstract

In this work, we study the mathematical theory of the scalar hyperbolic conservation laws,
we analyse how the inicial conditions, even been smooth, can originate the formation of shock
waves. We also study the Waves Propagation Method for the resolution of the conservation

laws. This numeric method is implemented in the package computacional CLAWPACK, which
is described in this work. We test our numeric method for solving such equations with source
term, and we suggest some conjectures about these type of equations.
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CAPÍTULO I

Introdução

Nossas motivações para este trabalho foram o estudo e a resolução numérica de "leis de conser-
vação" hiperbólicas escalares cona termo forçante do tipo:

a . a
ãiç(z, t) + ã;.f(q(z, t)) - 'P(q(z, t)),

para a qual damos a condição inicial (Problema de Cauchy),

(1.1)

q(z, 0) = qo(aç) , aç c R. (1.2)

O estudo destas equações é importante pois a modelagem matemática de muitos problemas

ein ciência e em engenharia conduz a equações diferenciais parciais (EDPs) deste tipo. Como
exemplos típicos podemos citar os problemas oriundos em aerodinâmica, em previsão metem..

rológica e em astrofísica.

Nlatematicamente, a propriedade mais interessante de tais equações é que elas admitem

ondas de c/coque na sua solução, isto é, descontinuidades na solução ou em suas derivadas as
quais podem se formar ainda que os dados iniciais sejam suaves.

Numericamente, quando tentamos calcular estas soluções, enfrentamos novos tipos de pro-

blemas. Por exemplo, se usarmos um método de baixa ordem (e.g., o de Godunov de primeira

ordem) obtemos resultados que são muito "suaves" perto das descontinuidades cujo posiciona-
mento e velocidade são muito imprecisos. Por outro lado se usarmos métodos de ordem mais

alta (e.g., o de NlacCormack ou o de Lax-Wendroff) aparecem oscilações não físicas na solução

numérica. Estes problemas motivam a busca de métodos que produzam boas aproximações nas

descontinuidades, isto é, métodos de a]ta reso]ução, colmo o ]l/élodo de Propagação de Ondas

2



[.] Objetivos 3

que usaremos aqui

Este capítulo está dividido em três seções. Na Seção 1.1, falaremos dos objetivos do traba-
lho, da idéia básica por trás do Método de Propagação de Ondas e de sua implementação no
software aZ;.ÁWPHOK. Na Seção 1.2, faremos uma revisão da literatura sobre a teoria de leis
de conservação, sobre os métodos numéricos asociados e sobre a existência de outros pacotes

para resolvê-las. Na última seção, Seção 1.3, falaremos sobre a organização do trabalho em seus
diferentes capítulos.

[.]- Objetivos

Nossos objetivos com esse trabalho foram

1. Estudar a teoria básica sobre leis de conservação hiperbólicas escaleres;

2. Estudar o h'método de Propagação de Ondas;

3. Aprender a baixar, instalar, modificar e, finalmente, empregar o CLAWPACK num problema

teste particular, onde a função de fluxo / e o termo forçante @ da equação (1.1) são dados
respectivamente por /(q) = à q", @(q) = q", m,n > 1, inteiros positivos.

O Nlétodo de Propagação de Ondas foi introduzido por LeVeque j191, j171, 1201, j211. O
método está baseado na resolução de proóZemas de Rãemann na interface entre duas células da

malha e na aplicação de correções de segunda ordem e funções limitadoras às ondas resultantes,
as quais são então propagadas.

LeVeque e colaboradores desenvolveram, no Departamento de Matemática Aplicada da Uni-

versidade de Washington: um software, o CLAM/PACK (Conservation Laws Package). O CLAW-

PACIK é um pacote de rotinas escritas em FORTRAN para resolver sistemas hiperbólicas de leis
de conservação dependentes do tempo em uma, duas ou em três dimensões, usando o Método
de Propagação de Ondas.

O CLAWPACK está livremente disponível na rede mundial de computadores e seu URL é

http ://www . amath . vashi.ngt on . edu/'rj l/cl a\rpack . html



].2 .1tevísão de l,íteratura 4

Também pode ser encontrado em netlib. Para obtermos o índice de arquivos disponíveis enviar
um e-mail para: netlibQresearch. att . com, com a seguinte mensagem

send pdes/claw/i.ndex
e para obtermos todos os arquivos, colocar a mensagem

send a]]. from pdes/claw.
Alternativamente, podemos obter os arquivos via ftp na rede mundial de computadores no URL

ftp ://netlib . bell-labs. com/netlib/pdes/claw/index . html

Junto com o pacote está disponível também os manuais q\ie descrevem como utiliza-lo, os

algoritmos implementados e vários exemplos. Uma versão POSTSCRIPT destes manuais pode
ser encontrada no diretório claw/doc do endereço acima.

1.2 Revisão de Literatura

Nesse trabalho, trataremos brevemente alguns dos aspectos relacionados ás equações hiperbólicas,

apenas o necessário para entendermos o comportamento das leis de conservação. Abordagens

mais completas podem ser encontradas, por exemplo, em John jlll ou em Kreiss-Lorenz j121,
que trata este tema com ênfase nas equações de Navier-Stokes e nas equações de Euler.

A teoria matemática das leis de conservação data da década de 50, com uma série de publi-

cações feitas por Hopf j101, Oleinik 1241 e Lax j131. Entretanto, diversos trabalhos importantes já
haviam sido feitos por pesquisadores da área de dinâmica dos fluidos. Uma excelente referência

é o livro clássico de Courant-Hiedrichs l81 .

Lax j141 apresenta um pouco da teoria básica de leis de conservação não lineares. LeVeque

j181 apresenta material suficiente para compreender a teoria das leis de conservação. O livro

de EDPs de Renardy-Rogers 1261 também apresenta um pouco sobre esta teoria. Já o livro de

Smoller contém resultados relativamente recentes e uma teoria mais completa que os anteriores,
sendo uma excelente referência.



1.2 Revisão de l,iteratura 5

Com relação aos métodos numéricos, os métodos de alta resolução baseados na resolução

de problemas de Riemann, foram propostos primeiramente para uma certa classe de problemas
onde as descontinuidades no problema ou na sua solução levavam a certas dificuldades com os

métodos padrões de diferenças finitas. Em particular, a idéia básica para obtermos métodos de

alta resolução baseados em alguma forma de limitadores de inclinação ou ZimÍtadores de .Prazo

tem uma longa história. Detalhes destes métodos podem ser encontrados, por exemplo, em

Sweby 1301 e em Goodman-LeVeque l91. hluitas outras referências podem ser encontradas no

livro de LeVeque j181.

Quanto ao h'létodo de Propagação de Ondas, ele foi desenvolvido para resolver sistemas

hiperbólicos multa-dimensionais de EDPs. Uma das vantagens do método é que ele permite ex-

tensões para equações não conservativas, e para problemas que incluem uma /unção capacidade.

O método pode ser estendido para duas ou três dimensões por intermédio de uma aproximação

natural da propagação de ondas, a qual captura os termos de derivadas cruzadas necessários para

a precisão de segunda ordem. Detalhes podem ser encontrados em LeVeque j211. No contexto

de advecção, uma visão geral dos n)étodos relacionados é dado por LeVeque 1201.

O Nlétodo de Propagação de Ondas foi implementado por LeVeque e colaboradores na Univer.

sidade de Washington, no software CLAWPACl<, que é uma coleção de rotinas em FORTRAN

O pacote inclui muitos exemplos para uma variedade de sistemas hiperbólicos.

O CLAWPACK tem sido combinado com o código de refinamento adaptativo de malhas de

Berger j1l, l21, 131, 141, 161. Como resultado, obteve-se um pacote de refinamento adaptativo
muito geral, com todas as características do h'létodo de Propagação de Ondas. Os detalhes da

implementação do pacote podem ser encontrados em Berger-LeVeque l51. O software AMR-
CLAW (Adaptive Mesh Refinement of Conservation Laws) está disponível na rede mundial de
computadores e seu URL é:

http ://www . amath . vashi.ngton . edu/'rj 1/ amrclaw/



1.3 Organização do tuba/l20 6

1.3 Organização do trabalho

No Capítulo 2, trataremos da teoria matemática envolvida nas leis de conservação, inclusive o
motivo pelo qual os dados iniciais, ainda que suaves, dão origem à formação de ondas de cho-

que. Discutimos nesse contexto a necessidade de ampliar o espaço de soluções clássicas, dando

origem às soluções fracas, e seu impacto sobre a unicidade das soluções. Esse capítulo termina
enunciando um teorema sobre existência e unicidade.

No Capítulo 3, trataremos do método utilizado para resolver numericamente as leis de conser-

vação hiperbólicas escolares, o h'método de Propagação de Ondas. No início ele será de primeira

ordem, pois é uma reformulação do método de Godunov na forma de propagação de ondas. À/las,
depois de agregar-lhe termos de correção de segunda ordem e empregar funções limitadoras, nós
o transforinaremos num método de alta resolução.

No Capítulo 4, explicitarelnos tudo o que se refere ao software CLAWPACK, o qual utiliza
o Nlétodo de Propagação de Ondas para resolver as leis de conservação hiperbólicas. Comenta-

remos os algoritmos empregados e os vários exemplos usados ilo trabalho.

No Capítulo 5, mostraremos os diferentes resultados numéricos obtidos com a utilização do

CLAWTPACK, para diferentes valores de m e n em ./'(q) = i q" e em @(q) = q". Os resultados
foram agrupados em três casos: m = n, n < m e n > m.

Acreditamos que, com este trabalho, nossas principais aquisições e contribuições soam

8 O estudo do h/létodo de Propagação de Ondas como um método geral para resolver leis de
conservação hiperbólicas escolares.

e A divulgação e utilização do pacote CLAWPACK, assim como onde encontra-lo e como
instala-lo.



CAPÍVUt,0 2

Leis de Conservação Hiperbólicas

Neste capítulo, estudaremos a teoria das leis de conservação hiperbólicas escalares

Na Seção 2.1, introduziremos as formas integrais e diferencial das leis de conservação. As

primeiras são muito importantes pois quando falarmos de soluções fracas, o ponto de partida

deverá ser a formulação integral. A seguir, introduziremos a forma diferencia], a qual pode ser
obtida assumindo diferenciabilidade da solução. Finalizaremos esta seção introduzindo termos
forçantes à lei de conservação.

Na Seção 2.2, estudaremos um caso simples de lei de conservação: a equação de aduecção

!lacar. Isto motivará a definição de solução da lei de conservação no caso em que os dados iniciais
nao sejam suaves.

Na Seção 2.3, analisaremos o caso não linear obtendo a solução implicitamente. A seguir, es-
tudaremos a formação de ondas de choque e veremos a necessidade de estendermos o conceito de

solução clássica. À/lostraremos esta extensão na Seção 2.4 definindo as soluções fracas, incluindo
também condições necessárias, a Condição de RanÊãne-XugonÍof.

Na Seção 2.5, falaremos da equação de Burgers, a qual irá nos servir de modelo para testar o

método numérico. Também falaremos do problema de Riemann, resolvendo-o para a equação de
Burgers. Veremos aqui a perda de unicidade da solução, problema que será resolvido na última

seção, a Seção 2.6, com o auxilio das (7ond Cães de .Entropia.

7



2. 1Z Leis de C;observação 8

2.1 Leis de Conservação

Em geral, as leis de conservação são sistemas de equações diferenciais parciais não lineares

dependentes do tempo, com uma estrutura particularmente simples. Em uma dimensão as
equações tomam a forma

51ç(«, t)+ á/(ç(«, t)) - o,(2.i)
onde q : R x R+ ---} R" é um vetor n)-dimensional de quantidades conservadas, ou variáveis de

estado, tais como massa, momento e energia. A função vetorial / : R" ---} R", ao menos de
classe C2, é chamada /unção de .Prazo para o sistema de leis de conservação.

Observe que qj é a função densidade para a j-ésima variável de estado, com a interpretação

que ./l# qj(z, t) dz é a quantidade tota] desta variável de estado no intervalo laço, z21 no tempo
t

Assumiremos que o sistema (2.1) é hiperbólico, ou seja, que a matriz Jacobiana .f'(ç), m x m,
é diagonalizável tendo apenas autovalores reais.

Num espaço de duas dimensões, o sistema de leis de conservação assume a forma

ã;ç(., v, t)+ 2ll;/(ç(«, z/, t)) + ão(ç(«, z/, t)) - o ,
onde q : R2 x R+ ----} R" e /,g : Rm ---> R" são as funções de fluxo. A generalização pa-

ra mais dimensões é imediata. Hiperbolicidade significa aqui que qualquer combinação linear

a/'(q) + Pg'(q) , a, P C R, dos Jacobianos das funções de fluxo seja diagonalizável com autova-
lores reais

(2.2)

Como já mencionamos anteriormente, a título de simplificação, abordaremos apenas proble.

mas escalares com uma variável de estado (m = 1).

Tipicamente as funções de fluxo são funções não-lineares de q. Em geral não consegui-

mos exibir soluções exatm para estas equações e, portanto, a necessidade de empregar métodos
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numéricos para sua solução

Veremos a seguir as formas integrais e diferencial das leis de conservação escaleres

A primeira forma integral é dada por:
d f'z
ãi J,. q(",t)ú« (q(=-,t»- j(q(3z,t». (2.3)

Obtemos uma segunda forma integral integrando (2.3) no tempo, de tl até t2, com t2 > fi:
'Í2ft2

.fl.ç(=1,t})dt - l .f(ql.=z,t»dt.
tlf::-«-,*«'- - !::q(z, Íi) d. +

! (2.4)

Se / e q forem diferenciáveis, poderemos obter, usando

IÇ=,ta] qÇz:tx)= 1 -ãpçac,tlat
e

:z'2 n

íü(«,,*»- j«(. ,*»- J,. 'âí«(«,*»'-,
a forma diferencial da lei de conservação

ãiq(z, t) + ã;/(q(z, t)) - 0 - (2.5)

As formas integrais admitem uma interpretação física, como por exemplo a conservação de

massa em um problema de dinâmica de gases unidimensional. Para isto, suponha que tenhamos
o fluxo de um gás em um tubo, cujas propriedades, tais como densidade e velocidade, são
assumidas como sendo constantes através de cada seção transversal. Seja z a distância ao longo
do tubo e p(z, t) a densidade de massa do gás no ponto z e no instante de tempo t. A densidade

é definida de tal forma que a massa total do gás, em qualquer seção de ai a z2, seja dada pela
integral da densidade

amassa total em lzi,aç21 no instante t} (2.6)

Assumindo que as paredes do tubo sejam impermeáveis e que a massa não possa ser criada nem

destruída, então a massa nesta seção pode variar somente se o gás está fluindo através dos pontos
da fronteira zi e z2.
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Agora seja u(=, t) a velocidade do gás no ponto z e tempo t. Então o fluxo de massa passando
poreste ponto é dado por

{n«xo de :nmsa e:n(z, t)} = p(z, t)u(z, t) (2.7)

Assim sendo, a taxa de variação da massa em lzi,z21 é dado pela diferença dos fluxos de
massa em zi e z2

-=/ P(z,t)d« :,t)«(z-,t) -P(z:,t)«(«,,t).

Como podemos ver, esta é a primeira forma integral da lei de conservação da massa. A segunda
forma integral é obtida integrando no tempo a equação (2.7) de ti até t2, obtemos msim uma
expressão para a massa em lzl , z21 no tempo t2 > ti em termos da massa no tempo ti e do fluxo
total em cada fronteira durante este período de tempo:

P(z:,t)«(zi,t)dt -/ P(z2,t)«(«2,t)dt.

(2.8)

Z2 '32

P(z, ti) dz +P(a,t2)d«
!

(2.9)

Equivalentemente, como fizemos para o caso geral acima, supondo que p(z, t) e u(z, t) sejam
diferenciáveis, obtemos a forma diferencial da lei de conservação de massa

P. + (P«), = o. (2.10)

As formas integrais (2.3) e (2.4) correspondem a leis de conservação físicas fundamentais. E

importante observarmos que estas equações têm sentido mesmo que a função q(z,t) seja des-

contínuas Por outro lado, sua versão diferencial (2.5) só será válida quando q(z, t) for suave.

Nlais detalhes podem ser encontrados em LeVeque j181 e para uma interpretação física mais

geral ver Lax j141.

Para vermos como termos forçantes podem ser incorporados à lei de conservação, reconside-

remos a expressão (2.3) na situação onde existe outra fonte afetando a quantidade conservada

q no intervalo lzi,aç21, J"' q(z,t) d#. Denotaremos esta fonte por 'P(ç). Desta forma @(q(z,t)
representará o incremento em q (ou decrescimento, se @ < 0) no ponto (z,t) por unidade de

tempo. Então no lugar de (2.3) teremos

-: / q(z,t)dz -/(q(zl,t)) -/(q(z2,t))+ / @(q(z,t))dz.
Z2 22

zl
(2.11)
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Procedendo como antes, assumindo que q, /, e @ são suaves, obteremos a lei de conservação
não homogênea

q. + /(q), (q). (2.12)

2.2 A equação linear de advecção

Antes de começarmos o estudo do caso não linear, veremos primeiro um caso simples de lei de
conservação, a equação linear de advecção ,

qr + u q, = 0 , (2.13)

onde u = consoante é a velocidade de advecção, para a qual será dada uma condição inicial
(Problema de Cauchy), q(z, 0) = qo(aç).

(7uruas caraclerúZácas são curvas satisfazendo a equação diferencial ordinária z'(t) = u,
z(0) = zo, isto é, são curvas da forma z u t = zo

Observe que a solução de (2.13), q(z, t), é constante ao longo destas curvas características
De fato,

âç(«(t), t) + éç(«(t), t) «'(t)
qt + U qz

donde q(z(t), t) = constante. Assim q(]ç, t) = q(no, O) = qo(zo). Portanto, a solução é dada por

0,

áç(«(t), t)

q(z, t) (2.14)

para t 2 0. Isto quer dizer que quando o tempo evolui, o dado inicial simplesmente propaga-se
invariavelmente para a direita (se u > 0) ou para a esquerda (se u. < 0) com velocidade u.

O conceito de curva característica pode ser enunciado de uma forma mais geral. Para isto
consideremos o seguinte problema de Cauchy:

«(z, t, q) q. + b(z, t, q) q,

q('y(s)) = qo(s) ,
(2.15)
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onde ' é uma curva parametrizada por

« , z/ Z

A superfície solução z q(z, t) é chamada de superfz'cie integral da EDP (2.15)

As curvas que satisfazem o sistema de equações diferenciais ordinárias

Í g t,,), z(0,')
'l g t, '), t(o, ')

1. g t,'), '(0,s)
são chamadas de curtlas caracterút cas. Para mais detalhes ver John jlll.

(2.16)

Voltando à equação linear de advecção vimos que a solução ao longo de uma curva carac-
terística (2.14) depende somente do valor qo(aço). A derivada em z não foi requerida para a
construção de q(aç, t) a partir de qo(z). Então podemos definir uma "solução" para a EDP ainda

que o dado inicial qo(aç) não seja uma função suave. Observemos que se qo(z) tiver uma sin-

gularidade em algum ponto zo (uma descontinuidade em qo ou em alguma derivada), então a
solução q(3ç, t) terá uma singularidade da mesma ordem ao longo da curva características através
de zo. Esta é uma propriedade fundamental de equações hiperbólicas lineares : s nguZaridades

propagam-se somente ao !ongo de características.

Se o dado inicial qo não for derivável em algum ponto, então q(z, t) já não é mais uma so-
lução clássica da equação diferencial. Entretanto, esta função satisfará a forma integral da lei
de conservação, a qual continua válida para funções de q não suaves.

2.3 Leis de conservação não lineares e ondas de choque

Consideremos agora leis de conservação não lineares

q. + /(q). (2.17)

(2.18)

com a condição inicial

q(z, 0)
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onde /(q) é uma função não linear de q. Assumiremos, salvo menção feita em contrário, que
/(q) é uma função convexa, isto é, /"(q) > 0 para todo q.

Podemos escrever (2.17) na forma

qt + /'(q) q, (2.19)

forma análoga a da equação de advecção linear (2.13). Neste caso também, a solução q(z,t)
permanece constante ao longo das curvas características, obtidas quando resolvemos a equação
diferencial ordinária

.f'(q(z, t))

zo. (2.20)

De fato,

áç(z(t) , t) âç(z(t), t) + âç(,(t), [) «'(t)
g. + .f'(q) q,
0

Assim sendo, vemos que, como q(z(t), t) é constante, .f(q(z(t), t)) é constante e portanto a tan-
gente z'(t) = /(q(z(t), t)) é constante. Isto significa (lue as curvas características são !unhas retasl

Se supusermos que o dado inicial (2.18) é suave, podemos usar este fato para determinarmos

a solução q(z, t). Sobre as características

:" +t/'(qo(zo)) ,q(z(t),t) = con.t-t.

Dessa forma, obtemos a equação implícita

q(z, t) = qo(z - t /'(q)) (2.21)

No que segue, iremos provar que a solução (2.21) desenvolve 07zdas de cAogue, isto é. a solução

desenvolve descontinuidades mesmo que os dados iniciais sejam suaves.

Supondo que a condição inicial qo(z) é diferenciável, podemos aplicar o Teorema da Função
Implícita à equação (2.21), para obter q, para t suficientemente pequeno: como uma função di-
ferenciável de # e t somente.
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Seja -F(=, t, q) q qo(# t /'(q)), uma função de varia'\'eis z, í e q. Então temos que

qÍ), Ft q& /'(q), Fç - 1 + t ÇI, /"(q)

Agora para t :; 0, temos que Fç = 1 # 0, por tanto pelo Teorema da Função Implícita podemos

obter q em função de z e t ao redor de t = 0. Além disso suas derivadas parciais serão

Ft qÉ) .f'(q)

'' Fç 1 + tÇ6 /"(q) '

Fç 1 + t çé, /"(q)
Se ç6 2 0 para todo z, então qt e q, ficam limitadas para todo t > 0. Mais ainda, qo(z) será uma

função crescente de z, isto quer dizer que as características saindo do eixo-z divergem na direção
positiva de t, isto é, as características não se intersectam, simplesmente cobrem o semiplano
f > 0, (veja Figura 2.1-(a)).

& qo

(.) x (b)
X

Figura 2.1: (a) Características (qé)(z) 2 0). (b) Intersecção de características (q6(z) < 0, t : )

No caso quando qé)(r) < 0 (q,(z, 0) < 0) em algum ponto, ambos qt e q, tenderão ao infinito

quando 1 + t çé) /"(q) tende a zero. Isto quer dizer que para algum instante de tempo t a equação

(2.21) não terá uma única solução. Isto acontece quando as curvas características se intersectan,
o que é conseqüência de se ter qÍ)(z) < 0 (veja Figura 2.1-(b)).

Se igualarmos a zero o denominador de q,, isto é, 1 + tç6/"(ç) = 0: temos que t =
--l//"(q) qé)(z). Então o tempo onde as características se intersectan pela primeira vez será

í = Zó = --1//"(q) min.{qé)(z)}, neste instante de tempo a onda se quebra e temos a formação
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de choques. A partir deste instante não existirá mais solução clássica da EDP (veja Figura 2.2).
Em muitos problemas da física, equações do tipo (2.17) aparecem de modo natural, e as soluções

descontínuas têm sido consideradas com muito sucesso. Na seção a seguir mostraremos como
superar este problema.

Figura 2.2: Formação de uma onda de choque

2.4 Soluções Fracas

Uma maneira de definirmos soluções generalizadas para a equação (2.17), isto é, soluções que
não requerem diferenciabilidade, é voltarmos à forma integral da lei de conservação e dizer que

q(z, t) é uma solução generalizada se (2.4) for satisfeita para todo zi, z2, ti, t2 (veja Lax j141).

Existe uma outra definição equivalente que resulta numa formulação integral diferente, mais

conveniente para trabalharmos. A idéía básica é tomarmos a EDP, multiplica-la por uma /unção

leste suave, integra-]a uma ou mais vezes sobre a]gum domínio e, então, usar integração por

partes para remover as derivadas da função q, transferindo-as para a função teste suave. O

resultado é uma formulação envolvendo poucas derivadas sobre q, requerendo portanto menos

suavidade. Em nosso caso usaremos funções testes @ € (71(R x IR+), onde (-7rl é o espaço de
funções que são continuamente diferenciáveis com suporte compacto.
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h'lultiplicando qt + .f(ç), = O por #'(z, t) e integrando no espaço e no tempo teremos,
oo +oo

l@ qt + @/(Ç),l dz dt = 0 .
0 --oo

Agora, integrando por partes, obtemos
oo +oo +oo

l@ Ç+Ó,/(Ç)l z t+ / @(z,0)q(z,0)dz=0
0

(2.22)

Definição 2.4.1 d /unç'ão q(z,t) é chamada uma se/ração /Faca da Je{ de consertiação se r2.22)
/al' uerÜcado para foda /u,zção leste @ C (q(R x R+).

Com esta definição, ampliamos bastante a classe de funções que podem ser soluções do pro-

blema de valor inicial (2.17), (2.18). Em particular, toda solução clássica q C CI(R x R+), é
uma solução fraca. Embora uma solução fraca possa não ser diferenciável, ela deve ser uma

solução global. Não há sentido falarmos de solução fraca local, embora tenhamos que falar de
solução clássica local. Outro detalhe a ser observado é que o conceito de solução fraca é o mais

natural. Se nos reportarmos à formulação integral das leis de conservação (2.4), vemos que

para que estas equações sejam satisfeitas não há necessidade de que as funções envolvidas se-

jam diferenciáveis. O conceito de solução fraca está intimamente ligado à teoria de distribuições.

Agora que já definimos uma solução fraca, no teorema a seguir daremos condições necessárias
para que uma solução fraca possa ser descontínua.

Teorema 2.4.1 (Condição de R,ankine-Hugoniot)
Sela ç2 uma uízin/zarzça aberta no semipZarzo superior aberto e szipon/lamas que uma curda I'

(cl,P) 3 t -+ n(t) dát;ide Q em duas partes Q. e Qd, ambas a esquerda e direita da curda,

respectivamente. Seja q uma solução fraca da equação (2.17) (as condições iniciais não são de
interesse aqui) tat que

/. q é uma soZziçâo clássica de ÍP./79 em ç2. e ç2a,

2. q fem uma descontinuidade de sa/lo lçl na cul'ua I', a onda de choque,

9. O sa/[o lçl é conÍÍhuo ao /ongo de ]', e
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para qzza/quer p C I', seja s := z'(p) a tangente de I' er/z p, a velocidade da onda de choque

Então a seguinte relação ueri$ca-se entre a curva e os saltos,

s IÇI (2.23)

.4qui, para qualquer p (E, i) c F de.Pnãmos

lçl(p):=çÓ(p) --q.(p) := lim q(zd,td)-- lim q(z.,t.)
(=ó,td)-5P (=..t.)-:P

O teorema anterior nos diz como é que a onda de choque se propaga ao longo do tempo,

fornecendo-nos condições suficientes para que calculemos a velocidade de propagação da on-

da de choque. Este resultado será usado para resolver os problemas de Riemann, na proxima
seção. Para a prova deste teorema ver o livro de Renardy e Rogers 1201.

Devemos tomar cuidado ao manipularmos algebricamente leis de conservação. A transfor-

mação de uma forma diferencial numa outra pode alterar a estrutura do espaço de soluções
fracas. Por exemplo, a equação de Buryers,

f l n \
qt+ l Xq' l = 0,

Z
(2.24)

é equivalente à equação
r o\ lá 'l\

(q').+ l :q' 1 - o,

a qual é novamente uma lei de conservação, só que agora para q2, com função de fluxo /(q2) =

:(q:)3/'. As equações (2.24) e (2.25) têm a mesma solução suave q(z,t) = qo(z -- tq). Porém,
elas têm diferentes soluções fracas. Por exemplo, se considerarmos a condição inicial

Z
(2.25)

«.'«,-l: : :: ::::

teremos como solução fraca de (2.24)

«'«,*,-li : :: ::l:
pois vemos que, de acordo com o teorema anterior, (1) q é solução clássica de (2.24) em ambos

lados da curva de descontinuidade I': #(t) = t/2; (2) q tem uma descontinuidade de salto
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lçl = q. -- q.Í = 1, e obviamente (3) o salto q é contínuo ao longo de I'
do choqueé

Portanto, a velocidade

1/(ç)l l

No entanto, a única solução fraca para (2.25) é dada por

,'«,*,-li : :: : :
para a qual a curva de descontinuidade I' é dada por z(t) = 2É/3, ao longo da qual ela satisfaz
as condições do teorema anterior. Portanto, temos que a velocidade do choque será

1/(ç) 2

Das considerações anteriores, vemos que si # s2, e as duas equações têm diferentes soluções
fracas. A dedução de (2.25) e de (2.24) requer a manipulação de derivadas de uma maneira que
somente é válida quando q é suave.

S2
lçl 3

2.5 A Equação de Burgers e o Problema de Riemman

Agora trataremos o problema mais famoso no campo das leis de conservação, a equação de

Burgersi , para a qual a função de fluxo é dada por /(q) = 4ç2 , e portanto (2.17) toma a forma

qr + qq= :: 0 (2.26)

A seguir, resolveremos a equação de Burgers para dados iniciais não suaves, como por exem-
plo

1 1 , se 3 É 0,

qo(3) 'l 1-« , se 0<«< 1,
1 0 , se z 2 1

O gráfico das curvas características neste caso aparecem na Figura 2.3-(a) .

Vemos que as características que partem de z :: 0 e z = 1 se encontram em t = 1, que é o

tempo onde a onda começa a "quebrar". A partir de t = 1, temos uma descontinuidade, uma
' Na verdade, deve ser chamada equação de Burgers não-viscosa, pois a equação originalmente estudada por

Burgers: inclui um termo viscoso, isto é, qt + q q: = pq; Z

(2.27)
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Descont

(,) (b)

Figura 2.3: (a) Característica da equação de Burgers com dado (2.27). Observe a intersecção
delas para t ? l. (b) Formação da descontinuidade na equação de Burgers.

orzda de choque, que separa o estado esquerdo, qe :: 1, do estado direito, qa = 0. A velocidade de

propagação do choque foi calculada de acordo com a condição de salto (2.23), com /(q) = {q2,
sendo s = 1/2. Uma vez introduzida a descontinuidade, m características no plano z -- t ficam

como na Figura 2.3-(b). Portanto, a solução fraca deste exemplo, para todo t, é dada por

g(«, t) (1 - «)/(1 -f)
l

0

se z<t e f<l
se í<aç<1 e t<1,
se z>1 e t<l

(2.28)

*~.J 1 , se z< 1+:(t--l) ' t2i,
''' 'l 0 , se z> t+4(t--i) e t?i.

Observe que a solução (2.28), para t < 1, é solução clássica. Na Figura 2.4. temos o gráfico das
ondas no espaço.

(2.29)

A lei de conservação (2.26) com dados iniciais constante por partes da forma

q(«,o) q' ' " ,<o,l qa , se z?0,
(2.30)

é conhecido como problema de RÍemann.

O estudo do problema de Riemaiin é pedagogicamente importante, pois permite-nos analisar

uma variedade de ondas de comportamento parecido com choques. O problema de Riemann
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0 l X

Figura 2.4: Solução fraca da equação de Burgers com dado inicial (2.27)

também tem grande importância prática, pois algumas das técnicas numéricas mais usadas pa-

ra estudar leis de conservação estão baseadas na resolução de uma seqüência de problemas de

Riemann. Além disso, estas técnicas numéricas são a base para provas de existência geral.

Consideremos a equação de Burgers com o dado inicial (2.30). A forma da solução depende
da relação entre q. e qa.

Caso 1: qe > qd

Neste caso existe uma única solução fraca,

q(z,t) q' " "<.t, (2.31)
1. qa , se z>st,

onde s = (q. + qÓ)/2 é a velocidade do choque. Observe que as curva características em cada

uma das regiões onde q é constante "entram" na onda de choque (veja Figura 2.5), quando o
tempo evolui.

Caso 11: qe < qa
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z,= s t

Figura 2.5: Características e choque na solução fraca

Neste caso as características não preenchem o plano como podemos ver na Figura 2.6. Resta
portanto, construir a solução nos pontos por onde não passam características. Isto pode ser
feito de duas maneiras pelo menos. Ou pela introdução de uma onda de rarefação com s =

(q. + qa)/2, onde podemos observar que as características "saem" do choque (Figura 2.7-(a)),

ou pela introdução de um leque de rarefação, como mostramos na Figura 2.7-(b)

Figura 2.6: Características no plano da equação de Burgers para o caso ll

A solução com onda de rarefação é dada por (2.31) e no caso da onda de rarefação por

,',,',-{ 2'
se z < q.É,

se qet $ z $ qat,

se z > qat.

(2.32)
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Figura 2.7: (a) Características no plano exibindo unia onda de rarefação. (b) Características no
plano exibindo um leque de rarefação.

Mais ainda, neste caso existem infinita soluções fracas. Por exemplo

qe , Se Z<Smt,
l qm , se Smt$1z$ qmt,

q(n, t)
=lt , se q.t 'É = 'É qüt .

qÕ ) se z>qat,

é também uma solução fraca para qualquer q. com qe $ q. $ qa e s.

(2.33)

çq. -t q..Õlu

Deduziremos a seguir a solução com onda de rarefação para um problema escalar convexo
geral, (2.17) com dado inicial (2.30) e q. < qd.

Como nosso dado inicial ocorre em z = 0, podemos tomar qualquer solução fraca q(3, f) de
(2.17) e formar uma família parametrizada de soluções

qÀ(z, t) : À#, .Xt) .

Se desejarmos que nosso problema tenha uma única solução, então q deve ter a forma

q(z, t) :

Substituindo esta equação em (2.17) temos

3 õ' + t /'(õ) õ' - o ,
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de onde,

;''l''',,- T) -.
Portanto, ou Õ éconstante ou

i' «qnll» = it

Neste caso, usamos o fato que /" > 0 para deduzir que /' é inversível e obtermos

qblB - !''~ blÜ

Portanto a solução com onda de rarefação é dada por

qe

f'-'Ç=lt)
qÚ

se z < /'(q.) t

se f'((1.)t $ ac É .f'(qd)t
se z > /'(qd) t ,

q(z, t) (2.34)

Observemos que com a introdução do conceito de solução fraca é possível obter diversas se..

luções globais para um mesmo problema. Entretanto, nem todas elas são fisicamente relevantes.

Veremos a seguir um critério adicional para discernir qual delas é âsicamente relevante.

2.6 Condições de Entropia

Sabemos que a solução com onda de choque do caso l da seção anterior, chamada de onda de
compressão, ocorre em dinâmica de gases. As características, ao serem percorridas no sentido de

t crescente, entram na onda de choque e "desaparecem" , Figura 2.5, acarretando perda de infor-

mações (o processo é irreversível), gerando um crescimento da -Entropia. Isto é fisicamente viável.

No caso 11, a solução, onda de rarefação, nunca ocorre em dinâmica de gases. A sua ocorrência

acarretaria em decrescimento da Entropia, o que é fisicamente inviável, havendo neste a geração
espontânea de informações. Percebemos ser este um critério natural para selecionar uma das
muitas soluções fracas que possa ter a lei de conservação. Assim, denominaremos soluções en-

[rópácas, aque]as so]uções fracas que geram um crescimento de entropia.

Agora apresentaremos nossa primeira versão da condição de entropia
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Condição de Entropia (Versão 1, Condição de choque de Lax2) : Uma descon-

tinuidade que se propaga com velocidade s dada por (2.23) satisfaz a condição de entropia,
se

/'(q.) > s > .f'(qd) . (2.35)

Para / convexa, a velocidade s da descontinuidade, dada pela equação (2.23), deve estar entre

.f'(q.) e /'(qa); desta forma a equação (2.35) se reduz simplesmente à condição /'(q.) > /'(qa)
o qual, novamente pela convexidade, implica em qe > qd.

Podemos mostrar que a equação (2.17) com /(q) convexa e qO(3ç) limitada e localmente

integrável, possui uma única solução entrópica. Esta solução pode ser clássica, diferenciável nu-

ma vizinhança do dado inicial e, eventualmente, vir a desenvolver descontinuidades (choques),
como por exemplo na Figura 2.3-(b), o choque se forma no instante To = 1. Até este instante

a solução era clássica. Vemos que o processo até Zo é reversível, uma vez que podemos obter
qualquer dado inicial a partir da solução em (n, t), bastando para isto voltar aos dados iniciais

ao longo da curva característica que passa por (aç, t). A partir da formação do choque, o processo

se torna irreversível pois as curvas características passam a ser "engolidas" pelo choque. Assim,

num tempo TI > To, todas as informações provenientes de algum intervalo lzi, z21 se perderam.
Portanto, não é possível recuperar estes dados iniciais a partir da solução no tempo Ti. Isto, a
grosso modo, caracteriza a irreversivilidade do processo.

A seguir, damos uma forma mais geral da condição de entropia (2.35), devida a Oleinik 1241,

a qual se aplica também a funções de fluxo escalares / , não convexas. Veja também LeVeque j18j.

Condição de Entropia (Versão 11) : A solução q(z, t) é uma solução entrópica se todas
as descontinuidades tiverem a seguinte propriedade:

/(q) - /(q.) .. .. .f(q) - /(qa)./ s ./
q (2.36)

para todo q entre qe e qa.

Para / convexa, esta condição se reduz a (2.35). Outra forma de condição de entropia é

baseada no espalhamento das característica num leque de rarefação. Se q(áç, t) for uma função
'Esta condição pode ser generalizada para sistemas, ver por exemplo Lax leal, Renardy e Rogers 1261 e Smoller
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crescente de z ein alguma região, então as características se espalham para fora se /"(sç) > 0.
A taxa de espalhamento pode ser quantificada e é dada pela condição a seguir, também devida

a Oleiník 1241 (veja também LeVeque j181 e Smoller 1281.

Condição de Entropia (Versão 111) : A solução q(z,t) é uma solução entrópica se

existir uma constante .D > 0 tal que para todo a > 0, í > 0 e z C IR, temos

q(g + «, t) - q(z, t) , .E ,. ..~
(2.37)a

Agora enunciaremos um teorema de existência e unicidade para as soluções entrópicas

Teorema 2.6.1 (Oleinik) Sda qo c l,«(IR), e / c C''(R) co«z /" > 0 em {q : l q l$ 11ç.ll.}
Então existe uma soluçãoS q de (2.17), (2.18) com as seguintes propriedades:

/. l q(z, t) l$ 11qoll. .A/, (z, t) c R x IR'F ;

2. .E,is'' "«.« «n.l-f. .E > 0, dele«de«d. s.m.nte de M , p = mi«{/"(q) : l q l$ 11qoll.}

e.A =:n«-ll.f'(q) l: lçl$ 11qoll.}, tasqu para Zod.a >0, t>0 ezCR

q(« +.,t) - q(.,t) < g ; (2.38)

3. q é «fáue/ e depende c.ntánu«.ente de qo no seguinte sentado; Se qo,#o € .L-(R) n-Lt(R)

com llqolloo < llqOlloo , q é a solução correspondente consZrzzí a de re.ÍV9 com dado inicial
qo, então para todo z] e z2 C R, com z] < =2 ) e lodo t >. 0,

'ac2 /.a2+.At

q(z,t)-@(z,t)Idas/ 1qo(z) 4(z)ld:«.(2.39)
al J zi+.At

[Feorema 2.6.2 S(ya / C a2, /" > 0, e sqa q e g duas soluções safes/acendo a cardação

(2.38). Então q = ti l)ara t > Q.

A prova destes teoremas pode ser encontrada em Oleinik 1241 e Smoller 1281

'entendemos por solução, uma função q(=, t) que satisfaz (2.22)
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Um outro resultado sobre existência e unicidade de soluções, no espaço .By (o espaço de

funções que são localmente integráveis e cujas derivadas generalizadas são localmente medíveis),
pode ser encontrado em Vol'pert j311.

Para analizarmos este capítulo, comentámos que resultados de existência e unicidade para

leis de conservação hiperbólicas com termos forçantes (2.12) são dados por Oleinik 1241.

Soluções fracas desta equação são definidas de maneira análoga à equação homogênea, isto
é, elas devem satisfazer a equação integral

oo +oo +oo

l#.Ç+@,/(Ç)+Ó@(Ç)l dzdt+/ Ó(z,0)q(z,0)d«
0 --oo --oc

para toda função teste é.



CAPÍTULO 3

IN4étodo de Propagação de Ondas

Neste Capítulo, apresentaremos o h'método de Propagação de Ondas para resolver leis de conter
vação hiperbólicas escalares com termo forçante,

q. + /(q), = @(q) (3.1)

Este método baseia-se na resolução de problemas de Riemann. Inicialmente serão empre-
gadas discretizações de primeira ordem as quais depois de agregar-lhes termos de correção e
empregar funções limitadoras, o método do tipo Godunov é transformado num método de alta
rna..lllPã..

hlétodos do tipo-Godunov (veja apêndice A) de alta resolução, como o Nlétodo de Propa-
gação de Ondas, foram) desenvolvidos para capturar, com muita precisão, soluções descontínuas

da versão homogênea (@ = 0) da equação (3.1). Quando @ :# 0, como será nosso caso, empre'"

daremos um método de passo fraciollário conhecido como "divisão de Strang" , o qual apresen-
taremos no próximo capítulo.

Na Seção 3.1, desenvolveremos o h'método de Propagação de Ondas para sistemas lineares.

Isto será feito para entender e ilustrar melhor o método, com a vantagem de motivar a no-

tação utilizada em sistemas mais gerais. Inicialmente, escreveremos o método de Godunov (que

é de primeira ordem) em forma de propagação de ondas. Logo depois, para obter alta re-
solução, adicionar-lhe-.emos termos de correção de segunda ordem, os quias serão modificados

pelas funções limitadores de onda, tendo por objetivo evitar oscilações perto das descontinuida-

des. Desta forma obtemos um método de alta resolução.

27
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Na Seção 3.2, apresentaremos o método para sistemas não lineares. Neste caso, a linearização
do problema é feita usando o "resolvedor de Roe" o qual fornece um conjunto de ondas na forma

requerida. As dificuldades que poder-se-iam apresentar no caso de termos ondas de rarefação
transõnica são resolvidas fixando-se a entropia.

Na última seção, Seção 3.3 apresentaremos o método para o caso escalar e apresentaremos

como exemplo a solução numérica da equação de Burgers (2.26)-(2.27), as quais foram resolvidas
alialiticamente no capítulo anterior.

3.1 Motivação Sistemas Lineares

Começamos esta seção resolvendo o sistema linear hiperbólico de leis de conservação para mota
var e entender melhor o Nlétodo de Propagação de Ondas.

Consideremos o sistema linear com coeficientes constantes

qt + .Aq, = 0 ,

q(z, 0) = qo(#) , :z; c R,

(3.2)

(3.3)

Para o qual a matriz .4, m x m tem autoualores ÀÍ, { = 1, 2, ...,m , reais e distintos dois a dois

(sistema hiperbólico), que ordenámos como

ÀI < À2 <. . < Àm

Podemos escrever .4 como
,4= RAR'l

onde A = diag(Ài, ...,À«) e R = (rilr21...1r.) é a matriz dos aufoz;Czares

Resolvemos a equação (3.2) fazendo a mudança de variáveis q = Ru . Fazendo esta mudança
na equação (3.2) obtemos

z;t + A u, = o ,
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e lembrando que A é diagonal, temos

(«,). + À, («.), 0 , P :: 1, 2, ...,m

Estas são equações lineares de advecção, que já vimos no capítulo anterior, cuja solução é dada
por

UP(z,t) = tlp(aç -- ÀPt' 0) , p = 1, 2, ...,m

onde o dado inicial para up é dado por u(z,0) = R'iq(a,0).

Voltando à variável original q(#, t) = Ru(z,t), vemos que esta pode ser escrita como
7n m

q(., t) - >1: «,(', t) 'p À-t, o) ,,.
p-l p-l

Agora, resolveremos o problema de Riemann para a equação (3.2), isto é quando a condição
inicial (3.3) é dada por

«.'«' - { ;l

z < 0,

z > 0.

Se decompuserinos o estado inicial

então teremos que
z < 0,

a; > 0, p = 1, ...,m,
«, (z, 0)

$
e portanto,

Se introduzirmos a função P(áç, t)
solução como

«, (z, t) =
z -- Àpt < 0 ,

z -- Àpt > 0 ,

maxlpl z -- ÀPt )' 0}, então poderemos escrever a

}. aprp'
p=P(=,t)+l

O valor de q(z,t) em um ponto dado é ilustrado na Figura 3.1. Neste caso podemos ver
que til := Pi) u2 := a21 u3 := a3 e u4 = a4. A solução no ponto ilustrado é

lP

P(z,t)

q(«,t) - >1: /3,,,+

q(z, t) Pt ri + P2 r2 + a3 r3 + cll r4
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Observemos que o valor da solução é a mesma em qualquer ponto da "cunha" formado pelas

características z'(t) = À2 e z'(t) = À3. Quando atravessamos a p-ésima característica, o
valor de z -- ÀPt passa através de zero e o valor de t;p pula de ap para /3P- Os outros u{
permanecem constantes.

Z :: À2

ç(,,t)\P:'- +P2': +':'; +a-,. y ' À;

z -- À4t

(« = P4)
z -- À3t

(U3 = Õ3)
0 aç -- À2t

(«2 = P2)
a; -- Àif

(ul = Pi)

Figura 3.1: Construção da solução para o problema de Riemann em (z, t)

A solução é constante em cada "cunha" , como mostramos na Figura 3.1. Através da p-ésima
característica a solução "salta", sendo o salto dado por

IÇI. a,),,
E importante notar que estes saltos satisfazem a condição de Rankine-Hugoniot, pois /(q) = .Aq
isto é

1./1, 1ÇI, -aP).A,, -a.),,=À,lql,,
onde vemos que Xp é precisamente a velocidade do ;J-ésimo salto.

Agora, alternativamente, podemos re-escrever a solução q(z, t) em termos destes saltos, isto
e,

q(z,t) = qz + >1: (Pp -- ap),p , ou

q(«, t) - a,) ',
x.>=lt

(3.4)

(3.5)
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A seguir, expressaremos o método de Godunov padrão (veja Apêndice A) para a equação
linear (3.2) na forma de propagação de orzdas.

ConsiderenJos uma malha unidimensional com valores médios çf centrados no n-ésimo nível

de tempo tn (At = k) e na {-ésima célula da malha Oi = lzi-i/2 , =i-1/2 + Azl, Az = h, e

=í-i/2 = sç{ h/2, zi+i/2 = iç{ + h/2, como mostramos na Figura 3.2

.4 Aqí T4+a.q{ .4'AÇf+l l+AqÍ+i

Figura 3.2: Discretização do problema

Cada Aqí = q? -- q:..i pode ser decomposto como uma combinação linear dos autovetores
r. de .A,

7n m

z\g: - E -?,, - E wf ,
p-l p-l

definindo as ondas Wr = «' rp, cuja velocidade de propagação é justamente Xp.

(3.6)

Deânamos agora,

À-+ = m«:(X', 0), À'' min(ÀP, 0) , (3.7)

(3.8)

e as matrizes

AJ: dias(ÀPJ:), ÁÜ BA:tR'i

No Método de Godunov, quando resolvemos o problema de Riemann com dados esquerdo e

direito q? e qin+l, precisamos do valor constante q*(qr: qh.i), na interface z = zi+1/2. Supondo
que zÍ+i/2 = 0, então pelas equações (3.4)-(3.5) este valor pode ser escrito de duas maneiras



R 7 A,fn+ ;Trn "n ,.'uyuv- Sistemas l,ineares 32

diferentes

ç'(ç?,çh:) - çf + >1: wf - q:,..
Àp<0 .Xp>0

O fluxo correspondente nesta interface será, segundo a notação do h'método de Godunov,

F'(qr , q:.. : ) .Aq'(çr,çZ..:)

- .Aq? + >1: .,4W.p+:
Àp<0

- .Aq:..:
Àp>0

.4q? + >1: .,4a:..:,, - .Aq:.,. }: .'lzq..:',
Àp<0 Àp>0

.Aq? + E À,a:..:,, - .Açh.: À.al..:'.
Àp<0 Àp>0

- .4q:.: E À,wí..:,
Àp>0

- .Aq? + >1: À,w5-:

e portanto,

r'(Ç?,Çh.:) + ..4'a.qÍ+l .Aqh.l ,4+AqÍ+l (3.9)

Se escolhermos a primeira destas expressões equivalentes para F'(qr, çh.l) e tomarmos a
segunda para definir F'(q!..i, q?), isto é,

r'(ç:.:,çf) - ..4'''a.ç{ , (3.10)

então o método de Godunov para o sistema linear toma a forma

q.n+: = qr ;ll.liK: -- F.nl ,onde .l?in+l := p(çr,qâ.:),

= Çf - ;l,a' qi+i + .A+a.Ç€1.

Das expressões (3.9) e (3.10), lembrando que no caso linear /(q) = .4q, temos

(3.11)

(3.12)

.,4+a. q{ E*,".'r,
Àp>0

(3.13)

(3.14).A'Aq{ /(q:.. l )

Àp<0

A equação (3.12) tem uma interpretação física em termos de propagação de ondasl {.A+Aq{
é a soma de termos da forma !!;zWP, os quais representam ondas que se movem para dentro
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da {-ésima célula provenientes do lado esquerdo (veja Figura 3.2). Cada parcela fornece a con-
tribuição média dada pelas ondas provenientes da interface existente entre as células centradas

em zi-l e zi; )'vf é o valor do salto em q, kÀp é a distância propagada para dentro da
célula e a divisão por h nos dá a fração da célula coberta. Similarmente, k .4'Aqi+i fornece
a contribuição média devido às ondas )'Vâ.i propagando-se para dentro da célula centrada em
z{, provenientes da interface localizada à sua direita (veja Figura 3.2).

Existem algumas vantagens da forma (3.12) em termos da implementação numérica sobre a
forma dada pela diferença de fluxos (3.11). Depois de calcularmos as ondas e suas velocidades

é fácil calculam-nos .4'Aq e .A+Aq somando seus produtos. Calcular o "fluxo de Goduiiov"

/;T, tipicamente requer calcular /(q.n) e depois modificar por .A Aq. Outra das vantagens
da forma (3.12) sobre a forma (3.11) é que esta permite a solução de problemas hiperbólicos
que não estão em forma de conservação. Neste caso, ou quando as equações não são lineares
podemos generalizar o À'método de Godunov (3.12) definindo

.4+Aç{ = >1: À?w? ,

.4-Aç: }' Àfwf
.x?<o

tal que,
.4'AÇ{ + .4+Z\Ç{ = .f(q.n) - /(q:...).

Assim sendo, no caso geral, a equação (3.12) se reescreve como

q?+: =qr ;ll.4'AqÍ+l+.4+ Çí.l

Mais adiante, veremos como introduzir no caso geral estas diferenças em termos de propagação
de ondas

(3.15)

3.1.1 Correções de Segunda Ordem e Limitadores de Onda

O método (3.12) é de primeira ordem, mas ele pode ser estendido para um método de alta res(»

lução agregando-lhe um termo de correção. Mostraremos como isto pode ser feito primeiramente

no contexto de equação linear de advecção m-dimensional, (3.2). A forma do método será

qr+: ; l..4+a.Çi + ..4'Aqi+il - ; l.ã+i - .ãl . (3-16)



3.] Motivação: Sistemas .Lineares 34

O fluxo corretor .fm é definido em termos das ondas )'Vf e suas velocidades Àp que se originam
do i-ésimo problema de Riemann. Os termos de correção de segunda ordem têm a forma

*? l (: -{ 1 ,? 1)wf. (3.17)

Substítuindc-se as diferenças de fluxos na equação (3.16) e colocando-se tudo em forma
matricial temos

çf-''' - q? - {l.,4-ç:..+ l ..4 l q? - ..4-'-ç:..:l - Á'l(ç:..: - 2qr + çL:)

-p 1lh l .4 i' (q:..: - 2q? + q:...) ,

2

onde usamos as equações (3.13), (3.14), l .A l= ..4+ -- .4' e l .4 l2= R l A l2 R i. Agora,
calculando e usando o fato que .,'1 = .4+ + .4 , temos

qr-'': - çf â .,4(q:.: - çZ...) + 1lh' l .A I' (q:.:

que é o método de Lax-M/endrofT para sistemas lineares. Esse método: como sabemos, apresenta
oscilações espúrias perto das descontinuidades (veja LeVeque j181), portanto há necessidade de

introduzirmos funções limitadoras que modifiquem a equação (3.17) perto das descontinuidades.

A decomposição em ondas nos permite aplicar funções limitadoru, comparando a p-ésima onda
com a p-ésima originada do problema de Riemann vizinho

2

Dependendo da interpretação das funções limitadoras, estas são chamadas geralmente ZimÍ-

ladores de .Fujo ou /{máladores de inc/{7zação veja LeVeque j18). No presente contexto, estas

serão chamadas Zãmàtadores de 07zda, pois é a magnitude da onda }'\;: da equação (3.16) que

será modificada. Fazemos isto substituindo cada WzP por uma versão limitada yVr, a qual é ob..

tida comparando I''Vf com a p-onda correspondente )VzP.l ou )'\Pâ,i, que originam-se da solução
do problema de Riemann vizinho da esquerda ou direita. A direção é escolhida como sendo a

direção "contra o fluxo" , isto é, olhamos para a esquerda se Àf > 0 e para a direita se À? < 0.

Assumamos À? > O tal que na p..ésima família comparamos )'Vf com )'VÍ:i' A aproximação
usada aqui é projetar a onda vizinha )VÍ.l sobre o vetor }'P e comparar o comprimento deste

vetor projetado com o comprimento de )'Vf, modificando o comprimento de }'vf se for necessário,
mas preservando sua direção. Isto é feito colocando
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0?- w:.: . w?

wf Ó(o?) wf

Existe uma grande variedade de funções limitadoras. Alguns limitadores clássicos são

é@) - :-«*l0, mi«O, 0)) ,

"m - :««. (., «:«ü, "), «:«P, q) ,

*w - :«-(., «:«d#, :, ,o)
Depois de definirmos as ondas limitadas )'Vf, os Fi usados em (3.16) são dados por (3.17) com
hpf substituído por WP, isto é,

*? (3.18)

3.2 Sistemas Não-Lineares

Para um sistema não linear de equações q! + /(q), = 0, o À'létodo de Propagação de Ondas
é essencialmente idêntico ao caso linear da seção anterior. A diferença está na solução dos
problemas de Riemann para cada conjunto de dados (qZ..l, qr), para os quais devemos produzir

e Um conjunto de ondas W.P, p = 1, 2, . . . , .A4w, que são os saltos em q, e suas velocidades
associadas À?,

e Diferenças de fluxos, denotados por .4'6.ç{ e .4+Aqi

Aqui À/u,, o número de ondas, é muitas vezes igual a m, o número de equações do sistema,

embora nem sempre tal fato ocorra. Estas ondas são as descontinuidades de salto. A solução

verdadeira do problema de Riemann poderia ser usada para definir estas ondas sempre que a sc-

lução não contenha ondas de rarefação, pois nesse caso não teríamos descontinuidades. Porém, é
mais eficiente usar alguma solução de Riemami aproximada. Um bom "Resolvedor de Riemann"

aproximado é o "Resolvedor de Roe" , que fornece um conjunto de ondas da forma requerida.
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O resolvedor de Roe consiste em resolver exatamente um problema de Riemann linearizado,
isto é, um sistema linear de leis de conservação com .f(Ó) = ..4íê, em vez do sistema não linear
original, ou seja

Õf + .4i4, = 0 ,

onde .AÍ = .AÍ(qin.],qf) depende dos dados iniciais. Se .4Í tem autovalores ÀP e autovetores rP,
então decompomos

qr - ÇZ..: - }: d' ,'? - >1: W.p.
P P

As diferenças de buxos são definidas de maneira análoga às equações (3.13) e (3.14),

.4+a.qi = .A:'Aqi

.4 Aq: - ..4iAÇ: - >ll: À?W.p

O problema que se apresenta, neste caso, é como determinamos a matriz .4i. Roe sugeriu
que devemos impor as seguintes condições sobre ,4{

(i) .A{(ç:..:,çr)(çf q:...) /(q:..:) ,

(ii) .Aí(q:..i, q?) é diagonalizável com autovalores reais,
(íií) .A{(g,q) = /'(g), para «m Í fixo.

(3.19)

Estas condições garantem que nosso método numérico resultante seja conservativo e consis.
tente com o problema hiperbólico original.

A condição (i) implica em

.4'a.Ç{ + .4+Aqi .f(çf) - /(q:..:)

A condição (ii) é claramente requerida para que o problema Ot + Áiê, = 0 seja hiperbólico

A condição (iii) garante que o método comporta-se razoavelmente para o caso de soluções
suaves. Os termos de correção e limitadores de onda são os mesmos que para o caso linear.
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Se a solução verdadeira do problema de Riemann inclui uma onda de rarefação transânica,

por exemplo, no caso escalar /'(çZ..i) < 0 < .f'(çr), então é necessário modificar m diferenças
de fluxo para incluir uma "entropia fixa". Como veremos depois, as ondas }'\;f não serão modi-

ficadas, somente as diferenças de fluxo, pois as ondas são somente usadas para as correções de
segunda ordem.

Exemplo 3.2. 1 rGases ásoté7.77zácos)

Consideremos as equações de gases isotérmícos. Este sistema é similar às equações de Euler,
mas somente envolve duas equações para a conservação de massa e de momento, resultalldo num
sistema mais simples para ilustrar as idéias principais.

As equações isotérmicas são

P. + (PU), = 0

(P«). + (P«' + c'P), (3.20)

onde c é constante. Estro são as equações padrão para a conservação de massa e momento, mas

com a equação de estado simples

P- fP.

que se verifica para um gás ideal se a temperatura for constante

Calcularemos a matriz de Roe para estas equações isotérmicas. Se fizermos

«-l=1, ''«,-1.:,;..,,1,--.«-"\ « 7

então

Para calcular o Jacobiano médio satisfazendo (3.19), introduzimos as novas variáveis

/'(q) =
0 1

ca m2 IP' 'Z«XIP c2 -- u2 2u

0 1

, - ,-:'',,:«.' l ii «lp~''
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então

,-.-,-l ,::, l ,''«, -l .,;=,; l
A mudança de variáveis foi feita para que ambas (ql -- q,) e (/(ql) -- /(q,)) possam ser expressas

linearmente em (zz -- z.), onde ql e q, são os estados esquerdo e direito do dado inicial para o
problema de Riemann. A média é feita em termos da variável z:

Ê l ..,=1;: 1«,1,:, 1
Então é fácil ver que

,.-«,-(= =).;.-,,':".,. ,,,,
/(q.)-/(q,)- l .''. ,? l (a-,,)=cr(,1-,,)

ZZ2

Usando 1.1 para denotar o salto em uma quantidade, temos lçl = .Blzl e l/l

2c22t

Clzl, e daí

1/1

Portanto a condição (3.19-i) é satisfeita se tomarmos

/ o l
.4(qi, q,) = 0.B'' = l

\. c' -- zg/í? 222/2t

onde definimos a velocidade média ii por

; 22 P;''t'Z +P;''u,
2. .i/2 . .i/2'i P;' ' + P;'

Podemos enxergar a matriz .A como sendo a matriz jacobiana /'(q) avaliada na velocidade

média ã. Claramente, quando q! = q, = g e 2 = zi = z,, a matriz .A(@,Í) reduz-se a ./'(Í).
Como os coeficientes de .4 são funções suaves de qZ e q,, (3.19-iií) é satisfeita. A condição
(3.19-ii) é também satisfeita pois os autovalores e autovetores são dados por

Ài = {Z -- c X2 :: ã -- c

,,- (,1.)
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Como para nosso método precisamos repetir este procedimento para o i-ésimo problema de
Riemann com dados q;Li e qr, portanto teremos que

':-qHP,. «:-l.,r.; ,:: l
que como sabemos pode escrever-se como .Aí = .l&A{RÍi com

«-l ,:!. .::.l , «:-l ':;'\ o

Logo, os coeficientes de onda a{ = Rija.qi são

.! - i ((iz: + c)z\qJ - a.q?)

a? - i ((-ü: + ')aq; + Aq?)

Vemos que o resolvedor de Roe decompõe Aq{ em

.4'a.çí

.4+Aqí

«'rf , P = 1,2
üi -- c , À? = {Zí +c

.'liZ\Ç: -(À!)'a},J +(À?)'al:«?

.'l:'Z\qi(À!)+a!,J +(À?)+a?«?

Pode ser desejável incorporar uma entropia fixa dentro destas expressões. Para tratar uma
rarefação transânica, calculamos o estado intermediário

ê" q:.: + a},J çf

Suponhamos por exemplo, que u{.l -- c < 0 < â{ -- c. Então poderia existir uma rarefação
transânica na primeira onda. Neste caso colocaríamos

"-»«: - 1 .3=;hE=:, ) .«:-: - .,«4 ,
.4'' Aq. - /(qí..:)) - Á'Aq:.

Observemos que as ondas permanecem inalteradas. Para uma discussão de tal caso veja LeVeque
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3.3 O Caso Escalar

Para uma lei de conservação escalar a condição (3.19-i) determina a = .A(ql..l,qr) de maneira
uilica como

/(qr) - /(q:...)

O problema linearizado é a equação de advecção escalar qt + a4, = 0 e a solução de Riemann

aproximada consiste do salto çf -- q;Li que se propaga com velocidade a. Observemos que o
termo "a" na equação anterior é a velocidade do choque para o problema não linear, e portanto

a solução de Riemann "aproximada" é na verdade uma solução fraca excita (embora ela possa
violar a condição de entropia).

a
qr çlL.

Sabemos que a desvantagem da linearização de Roe é que ela somente considera descon-

tinuidades como solução de Riemann aproximada, não considera ondas de rarefação, e isto

pode conduzir à violação da condição da condição de entropia. Soluções de Riemann que vi-

olam a condição de entropia só acontecem no caso de ondas de rarefação transânica, no qual
/'(q:..i) < 0 < /'(qr). Para evitar tal situação é necessário introduzir uma entropia fixa, como

fizemos no exemplo do capítulo anterior.

Exemplo 3.3.1 Equação de Burgers

A equação de Burgers unidimensional é

«* -- (; «'), - o

Nossa equação linearizada é qt + .4i q, = 0 com

": . {u r»: - Hün..i' . ;üz... +çD.
Então para esta equação escalar temos que À} :: .A{ é a velocidade de choque correra no caso
em que a solução é uma onda de choque, e assim temos que

.4 a.q{

.4+Aq{

qr - çZ..: ,

4(ç:.: + çf)
min(À! , 0)Wr
:««.(À} , o)wf

(3.21)



3.3 0 Caso isca/ar

Observemos que ,4'Açi ou .4+Aqi deve ser zero. Isto funcionará bem: exceto no caso de
uma rarefação transõnica, na qual a informação propaga-se em ambas direções. Neste caso,
incluiremos a entropia fixa. Se q:..l < 0 e q? > 0, então em lugar das diferenças de fluxo da
equação (3.21 ) usamos

Á'aq: - -é (q:...)'

.,4'''6.ç: -i (çf):

com a mesma onda e velocidade. Em quaisquer dos casos temos

.4'aqi+ .,4+Aqi = il((ç?)'(ç:..:):) =/(qr) -/(q:..:)

A seguir apresentaremos a solução numérica da equação de Burgers com dado inicial (2.27),
Figura 3.3. Também podemos ver aqui a solução exala para este problema dada pelas equações
(2.28)-(2.29). A solução numérica foi calculada usando passos de tempo variáveis e um es-

paçamento de malha 6.z = À = 0.005. Observemos que o método captura bem o choque.
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Tempo = 0.00 Tempo = 0.78125

(,) (b)

Tempo - 1.0 Tempo = 1.50

(.) (d)

Figura 3.3: (a)-Dado inicial. (b),(c) e (d)-Solução numérica (com pontos) e exata (com linhas)

no tempo í = 1.50, com At = k = 0.8A.



CAPÍTULO 4

O Software CLAWPACK

CLAWPACl< (Conservation LAWs PACKage) é uin pacote de subrotinas em FORTRAN para

resolver sistemas hiperbólicos de leis de conservação dependentes do tempo em uma, duas ou
ein três dimensões. O pacote foi desenvolvido por Randall LeVeque do Departamento de Nla-
temática Aplicada da Universidade de Washington.

Neste capítulo, falaremos sobre o CLAWPACl<, mas centrar-nos-emos no caso unidimen-

sional, que é o caso de nosso interesse. Apenas faremos referência aos caos bidimensional e

tridimensional. Descreveremos também os algoritmos para a resolução da equação (3.1), com
f(q) = }iq" e ©(q)

Na Seção 4.1, trataremos de como obter o pacote, de como ele está estruturado e organizado
nos diferentes diretórios e subdiretórios e, na Seção 4.2, falaremos sobre o tipo de equações que
se pode resolver com o CLAWPACK.

Na Seção 4.3, falaremos sobre as condições de fronteira e sobre as variáveis auxiliares e, por
último, na Seção 4.4, sobre os termos forçantes e sobre de como o CLAWPACK lida com este

tipo de equação e com as possíveis complicações tais como termos forçantes rígidos.

43
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4.1 Estrutura e organização do CLAWPACK

O pacote CLAWPACK pode ser obtido gratuitamente por intermédio da netli.b. Para obtermos

o índice dos arquivos disponíveis devemos enviar um e-mail para: neta i.b©research . att . com,
com a seguinte mensagem

send pdes/claw/index
e para obtermos todos os arquivos, colocamos a mensagem

send all from pdes/claw.
Se só desejarmos uma parte do pacote trocamos "all" pelo nome de um dos subdiretórios. Em

particular, o pacote básico está ein pdes/claw/cla\rpack, e enquanto que pdes/claw/applications
contém uma grande variedade de aplicações que podem ser acessadas individualmente. Alterna-

tivamente, podemos obter os arquivos via ftp na rede mundial de computadores no URL

ftp://netlib .bela-labs . com/neta i.b/pdes/claw/index. html

Também é possível obtê-lo no endereço

http ://www . amath . washington . edu/'rj l/clawpack . html

Se estivermos interessados em receber e-mails acerca de melhorias, erros, etc. do pacote,
devemos enviar o seguinte e-mail para a lista de usuários

netli.b©research . att . com

subscribe clawpack

O CLA\ATPACl< está organizado em vários diretórios. O diretório principal é clav (o qual
em netlib é pdes/claw), e ele contém os seguintes subdiretórios:

e c]aw/c].awpack -- Contém o software CLAMTPACK básico e exemplos mínimos de seu
uso

e claw/applications Contém muitos exemplos de programas e dados para diferentes
aplicações. Este, por sua vez, está organizado em subdiretórios para cada aplicação, de tal
forma que é possível selecionar um conjunto de aplicações sem a necessidade de se entrar
no diretório appli.cations.
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8 clav/doc Contém a documentação na forma de arquivos postscript. Estes tomam a
forma de uma apostila que trata sobre vários aspectos do software.

O diretório básico clav/clawpack contém o software propriamente dito e tem subdiretórios

Id, 2d e 3d, contendo os algoritmos em uma, duas e três dimensões respectivamente. Existe
também um subdiretório limiters que contém funções limitadoras usadas em todas as di-
mensões.

Cada um dos subdiretórios Id, 2d e 3d está organizado de forma semelhante. Por exemplo,
Id contém outros subdiretórios:

e clavl Contém a subrotina básica clawl . f (chamada pelo usuário) e outras subrotinas
chamadas pelo clawl.

e bc Contém rotinas de condições de fronteira gerais usadas em muitas aplicações, por
exemplo extrapolação e condições de fronteira periódicas.

B misc Contém subrotinas que podem ser usadas além das aplicações particulares, por
exemplo, na saída das soluções na forma requerida pelo matlab ou gnuplot.

e matlab Contén] alguns m-arquivos matlab básicos que podem ser usados para visualizar
resultados de muitos exemplos.

e example Um exemplo simples de rotina ilustrando o uso do CLAWPACK

Neste trabalho não fizemos uso do subdiretório matlab, em seu lugar usamos o gnuplot para
visualizar nossos gráficos.

O diretório claw/applications está organizado segundo aplicações particulares. Alguns dos
subdiretórios são:

e burgers Equação de Burgers em uma e duas dimensões

e euler Equações de Euler da dinâmica de gases

B advection Equações de advecção
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Estes estão tipicamente subdivididos em Id e 2d e dentro de cada um deles existe um subdi-

retório rp que contém o resolvedor de Riemann e outros subdiretórios para resolver problemas

particulares ou classes de problemas. Veja claw/applications/index para uma lista de apli-
cações disponíveis.

Para rodarmos o código, a melhor maneira é trabalharmos primeiramente com os programas-
exemplos simples incluídos em clav/clawpack. Em uma dimensão, estes encontram-se no di
retório claw/clawpack/
Id/example, por exemplo. Este diretório está organizado da mesma maneira como os outros

diretórios de aplicação. Nele encontramos seguintes arquivos:

e README Este arquivo contém as instruções para rodar o código

e compile Este arquivo contén] as instruções Unix necessárias para compilar o código,
utilizando as subrotinas necessárias dos diferentes diretórios. Colocando o comando

compile

na janela de comandos do unix, o comando f77 será executado para compilar o programa
e criar o executável a.out. Para que isto funcione corretamente, a variável ambiente

CLAWPACK deve estar corretamente colocada para indicar o caminho corneto para as
rotinas clawpack. Pot exemplo, em nosso sistema (o sistema do INIE-USP) colocamos o
comando

set CLAW = ( $HOME/claw )

set CLAWPACK = ( $CLAW/clawpack )

no arquivo . cshrc de tal forma que seja executado cada vez que nós acessemos a rede

e data -- Arquivo de dados que é lido pelo programa, devemos colocar vários parâmetros
Para rodaro código colocar

a.out < data

e driver.f E a rotina principal que chama o CLAWPACK

e ic.f Coloca as condições iniciais
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4.2 Tipo de equações resolvidas pelo CLA\VPACK

Antes de passarmos a descrever os diferentes algoritmos, vejamos o tipo de equações que podem
ser resolvidas com o CLAWPACK.

Em uma dimensão, podemos empregar a rotina clava para resolvermos sistemas de equações
da forma

n(z) q. + /(q), = @(q. K), (4.1)

onde q = q(aç,t) C R". O caso mais simples de uma lei de conservação homogênea acontece
quando H = 1 e @ = 0,

q + /(q),

Falaremos do termo foiçante mais adiante. Para uma discussão da "função capacidade" H, ver
LeVeque j211, jlSI.

(4.2)

Sistemas hiperbólicos que não estão ein forma conservativa também podem ser resolvidos,
porexelnplo

q. + ..4(q, =, t) q, (4.3)

Um exemplo desse tipo de equações é dado por LeVeque j211, j151.

Como já vimos no Capítulo 3, o requisito básico para a equação (4.2) é que seja hiperbólica:

de forma que um resolvedor de Riemann possa ser usado de tal maneira que, para qualquer dois
estados q. e qd, retorne um conjunto .A/. de ondas }'VP e velocidades ÀP satisfazendo

> , }4?P = qa qe :: Z\q.

O resolvedor de Riemann deve também retornar uma diferença de fluxo indo para esquerda
.4 6.q e uma diferença de fluxo indo para direita .4+Aç. No caso conservativo (4.2) a condição

.AÍ.

lP

.4 Z\q + .4+AÇ = /(qa) - .f(Ç.), (4.4)

deve ser satisfeita, e estas "diferenças" definem uma "divisão em diferença de fluxos" , (veja as

equaçoes (3.9) e (3.10)). No caso não collservativo, e.g. (4.3), a condição (4.4) não precisa ser
satisfeita.
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O resolvedor de Riemann deve ser fornecido pelo usuário na forma de uma subrotina rpl.
O usuário deve fornecer também uma rotina de condição de fronteira bcl, a qual discutiremos

depois, e uma rotina srcl que resolva a equação com termo forçante qr = @(q). Esta solução é

usada em conjunto com a solução da equação homogênea da lei de conservação, para obtermos
a solução numérica da lei de conservação não homogênea.

Vários exemplos destas rotinas e programas principais estão disponíveis em claw/applica-
tions. Podemos ver um exemplo simples em claw/clawpack/Id/example. A documentação
completa pode ser encontrada no código fonte, em

claw/clawpack/Id/clawl/clawl . f

Os comentários acima para o caso unidimensional aplicam-se em geral para duas e três
dimensões também. Por exemplo, em duas dimensões é preciso fornecer dois resolvedores de

Riemann, rpn2 e rpt2, um na direção normal à fronteira e a outra na direção transversal. Para
uma discussão mais completa veja LeVeque j151 e o código pode ser encontrado em

claw/clawpack/2d/claw2/claw2 .f .

A seguir, falaremos sobre como implementar as condições de fronteira empregadas no
CLAWPACK.

4.3 Condições de fronteira e Variáveis auxiliares

Condições de fronteira -- As condições de fronteira são fornecidas estendendo-se a malha

com duas células em cada direção além da fronteira física. Estas células adicionais são chamadas

muitas vezes "células-fantasmas" e são preenchidas no começo de cada penso de tempo de uma
maneira que depende da natureza das condições de contorno da fronteira física. O fornecimento

de dados sobre estas células nos permite resolver o problema de Riemann na fronteira mesma.

Para o método de primeira ordem, ou de segunda ordem na ausência de limitadores, é suficiente
calcular o valor atual em todas as células físicas. O segundo conjunto de células fantasma é ne-

cessário somente para a função limitadora, que considera as ondas nas células adjacentes sobre
um lado ou no outro.
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No código CLAWPACl<, o número de células-fantasmas em cada lado é determinado por um
parâmetro mbc, o qual normalmente assume o valor de mbc= 2 , mas pode ser trocado se um

novo método é implementado cole um stencil maior. O usuário deve especificar uma rotina de

condições de fronteira bcl em uma dimensão, ou bc2 em duas dimensões, a qual é chamada no

início de cada passo de tempo para estender os dados às células-fantasmas. hluitos exemplos de
diferentes tipos de condições de fronteira estão incluídas no CLAWPACl<, tais como condições

de fronteira periódicas, influxo especificado, e paredes sólidas para dinâmica de gases. Algumas
condições de fronteira gerais podem ser encontradas em

claw/clawpack/Id/bc/bclexO. f extrapolação

claw/clawpack/Id/bc/bclper.f periódicas

claw/clawpack/Id/bc/bc l i.nf . f influxo para advecção

claw/clawpack/Id/bc/bclwall.f -- paredes sólidas para Euler, acústica,
etc

Em duas dimensões existem arquivos similares no diretório claw/clawpack/2d/bc

Um conjunto de condições de fronteira que merece discussão especial são as obtidas por ex-
trapolação, muitas vezes usada em fronteiras onde há escoamento para o exterior do domínio.

Em muitos problemas o domínio físico deve ser truncado para um domínio computacional me-
nor e é desejável que as ondas saindo do domínio computacional façam isso com um mínimo de

reflexão na fronteira computacional. Existe uma grande quantidade de literatura sobre o de..
senvolvimento de condições de fronteira artificiais "absorventes" ou "não reflexivas" , para esta
situação. Para o Método de Propagação de Ondas descrito aqui, e portanto para os métodos

tipo Godunov, é muitas vezes possível fazer um trabalho razoável em termos de fronteiras não

reflexivas simplesmente extrapolando a solução do interior das células-fantasmas em cada passo

de tempo, mesmo com extrapolação de "ordem zero" (isto é, constantes), na qual às células-
fantasmas são atribuídos os valores da primeira célula dentro do domínio.

Variáveis auxiliares Nos códigos clawl e claw2 existe um parâmetro aux que pode ser

usado para armazenar uaríáueis auzí/ ares que são definidas sobre a mesma malha de q, mas que
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são parte da definição do problema. Exemplos incluem parâmetros físicos como densidade

4.4 'T'nrrnna Caro:,n+ne
aLxv J x x/x :5- LAxx q/ \.rl.P

Em uma dimensão, a forma geral das equações com termo forçante que é resolvida com o
CLAWPACK é:

K(z) qt + ..4(q, z, t) q, = @(q, K, z, t).

Termos forçantes são tratados pelo CLAWPACK empregando um método de passo fracionário:
no qual alternamos entre resolver a equação homogênea

(4.5)

H q! + .A q, = 0 (4.6)

(4.7)

e a equação

R qt = $.

Usamos uma "divisão de Strang", Strang 1291, o qual consiste em

(a) Resolver a equação a equação (4.7) com a metade do passo de tempo At/2 , logo

(b) Resolver a equação (4.6) com o passo total a.t, usando como dado o resultado obtido em
(a) e, H-lme«te,

(c) Resolver, novamente. a equação (4.7) com o passo At/2, usando como dado o resultado
obtido em (b).

Pode parecer que temos avançado um passo de tempo de comprimento 2At, mas na verdade só

temos avançado um passo At, pois em cada etapa só temos usado uma parte de nosso problema

original (4.5). Podemos também inverter os papeis, isto é, resolvendo primeiro a equação (4.6).
Isto tem a vantagem de dar resultados de precisão de segunda ordem para problemas com s(>

luções suaves. Veja por exemplo LeVeque j181.

As rotinas do CLA.\4rPACK permitem especificar um termo forçante fornecendo a função
srcl (em uma dimensão) que resolve a equação (4.7). Isto tipicamente implica em resolvermos

um sistema de equações diferenciais ordinárias em cada célula da malha, por qualquer método

que o usuário escolha. Termos forçantes originam-se por exemplo ao reduzir leis de conservação
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multa-dimensionais para um problema de menor dimensão. Veja por exemplo LeVeque j151

Termos forçantes rígidos A aproximação pelo mét.odo de passo fracionário pode não ser

apropriada para todos os problemas com termos forçantes. Em particular, problemas com termo

forçante "rígido" (isto é, se sua solução numérica requer, talvez numa porção do intervalo de

solução, reduzir significativamente o comprimento do passo para evitar instabilidade) devem ser

tratados com muito cuidado. Usar um método de passo fracionário geralmente requer resolver
escalas de tempo e espaço que podem requerer uma malha muito mais fina. Veja LeVeque-Yee
1231 por exemplo.

Uma possível aproximação para tais problemas seria usar refinamento de malhas adaptativas,

por exemplo usando o código do AlvIRCLAW l51. Existem outros métodos que foram usados
satisfatoriamente em combinação com refinamento adaptativo; veja Bourlioux l71 e LeVeque.-
Shyue 1221. Por outro lado, alguns problemas com termo forçante rígido podem ser tratados

satisfatoriamente usando métodos de passo fracionário, como os discutidos por Pember j2SI .

Em geral devemos ter cuidado ao especificar as condições de fronteira quando usamos um

método de passo fracionário; veja LeVeque j161. Porém, para problemas típicos em que os

termos forçantes são simplesmente equações diferenciais ordinárias em cada célula da malha,
parece adequado fazer o seguinte em cada passo de tempo:

B Primeiro estenda qÍ para as células-fantasmas usando a rotina bc que implementa as con
dições de fronteira.

e Resolva a equação (4.7) com passo de tempo a.t/2 em todas as células, incluindo as células.
fant almas.

e Tome um passo de tempo At sobre a parte hiperbólica (4.6), com todos os pontos interiores

atuais(sem .s células-fantasmas).

e Resolva a equação (4.7) com passo de tempo At/2 em todas as células. Os novos valores

nas células-fantasmas podem não ser significativos. mas estas são sobrescritas pela rotina

bc no começo do passo seguinte de tempo. Estas não precisam ser atualizadas neste passo,

mas por simplicidade elas são, pois a mesma rotina srcl é usada em ambos passos.
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Nas rotinas CLAWPACl<, bc é chamada antes do primeiro chamado de src]., portanto esta
é implementada naturalmente. O ponto importante para o usuário é que as células-fantasmas

também serão atualizadas ao menos na primeira chamada de srcl para manter a consistência
com o resto da solução.



CAPÍTULO 5

Resultados Numéricos

Neste capítulo, mostraremos os resultados numéricos obtidos ao resolvem)os a equação

q. + ( -! q")
\7Z, /z

utilizando o Método de Propagação de Ondas implementado no CLAWPACK. Resolveremos

esta equação para vários dados iniciais e para zz e m, inteiros positivos.

(5.1)

A presença do termo forçante na equação (5.1) pode fazer com que a solução não seja limitada

num tempo finito para algum ponto i, isto é,

!iW lq(z, t)l

onde lil < oo e i< oo. Denominaremos este comportamento como explosão em tempo ./inilo (ou
simplesmente ezpZosão) e o ponto (i,tÕ como ponto de explosão.

t t

A solução da equação escalar (5.1) pode vir a apresentar ou a formação de um choque ou
explodir em algum tempo finito, ainda que o dado inicial seja suave. Não é claro o interrelaci-

onamento destes eventos e, como veremos a seguir por intermédio de exemplos: poderá ocorrer

apenas a formação de um choque, de uma explosão ou de um choque sucedido por uma explosão.

Utilizando o CLAWPACK, investigaremos numericamente o que ocorre com a solução de (5.1)
para alguns valores de m e de n, inteiros positivos, considerando os seguintes dados iniciais,

mostrados na Figura (5.1) abaixo.
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qO(r)

qo(«)

a = l (5.2)

(5.3)
l

l+e "

qo(z)
1 -- 0.25 z2

0

2<z<2
z < --2ou r > 2

(5.4)

qo(«)

qo(z)

-2 cos(f(a

0

2)) 0<z<4
r < Oou z > 4

(5.5)

(5.6)0.5 + sín(2 «- z)

(,) (b) (.)

(d) (e)

Figura 5.1:(a) Dado inicial(5.2),(b) Dado inicial(5.3),(c) Dado inicial(3.4),(d) Dado inicial(5.5),
(e) Dado inicial (5.6).
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Nm seções a seguir, mostraremos os resultados numéricos obtidos para a equação (5.1) os
quais serão agrupados em três casos: rl = m, n < m e n > m.

5.1 Claso n = m

Nas tabelas a seguir, apresentaremos os valores obtidos numericamente para os dados iniciais

(5.2)-(5.6), vistos anteriormente. Na primeira coluna temos a condição inicial, "c.i." , considera-
da. O instante da formação do choque e sua localização serão decotados por tc e zc, respectiva-
mente, e o instante de explosão e sua localização por te e áÇe. Utilizaremos o símbolo "71" para
denotarinos a inexistência e "?" a incerteza de um determinado valor.

Tabela 5.1: Instantes de tempo e posições dos choques (z., t.) e/ou das explosões (z., t.)

Tabela 5.2: Instantes de tempo e posições dos choques (z., t.) e/ou das explosões (aç., t.)

ii= m =2

c.l. tc Zc   Ze

5.2 i l 1.0020 R
5.3 a j 1 + 3 x 10'7 +00
5.4 0.7975 1.9025 i.õêii 27.8350

5.5 0.6450 0.0050   ]
5.6 0.1475 0.5736   ?

n -: m := 3

c.i.   Zc   Ze

5.2 ] B   R
5.3 ] ã 0.5 + 5 x 10-9 +00

5.4 0.4520 1.2950 0.5289 18.7350

5.5 0.1105 3.2025 0.1336 20.2800

5.6 0.0749 0.4962 0.5819 ?
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Tabela 5.3: Instantes de tempo e posições dos choques (z., tc) e/ou das explosões (aç., f.)

Tabela 5.4: Instantes de tempo e posições dos choques (z., t.) e/ou das explosões (z., t.)

Para os valores escolhidos de rn = n, o comportamento das soluções para os dados iniciais

(5.5), com m ímpar, (5.4) e (5.6) apresenta qualitativamente as mesmas características, sendo

que ocorre a formação de um choque o qual é sucedido por uma explosão. Para o dado inicial

(5 5), com rn par, ocorre apenas a formação de um choque. Para os dados iniciais (5.2) e (5.3)
observamos ainda um outro comportamento: a solução só explode.

No que se segue, por simplicidade, incluiremos apenas os gráficos obtidos para o caso n =
m = 2. Quando utilizamos as condições iniciais (5.2) e (5.3), obtivemos os conjuntos de gráficos
mostrados pelas Figuras 5.1 e 5.2, a seguir.

n = m := 4

c.l.   Zc   Ze

5.2 ] ã 0.3333 R
5.3 3 g 0.3333 +00

5.4 0.3075 0.9650 0.3498 13.4000

5.5 0.8050 0.2575 2 ã
5.6 0.0420 0.4525 0.3030 ?

li= m = 5

c.i. tc rc   #e

5.2 ] ã 0.2500 R
5.3 ] ]   +00
5.4 0.23lili 0.8000   11.1500

5.5 0.0145 2.7425 0.0165 13.2300

5.6 0.0230 0.4250 0.1602 ?
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Tempo :: 0.000

57

Tempo = 1.002

(a)(b)(c)

Figura 5.2: m = rz = 2. (a) Dado inicial (5.2). (c) Explosão da solução

Tempo=0.0000 Tempo=0.5050 Tempo=0.8080

(a)(b)

Tempo = 0.9898

(.)

Tempo = 1.0000

(d)(e)

(a) Dado inicial 5.3. (e) Explosão da soluçãoFigura 5.3: m 25.3

 
 

'.I'empo = 0.990

 

11

:: 
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Para as condições (5.2) e (5.3), a explosão da solução da equação (5.1), mostrada nos gráficos
anteriores, ocorre também para os outros valores tabelados de m, n = m # 1, nunca havendo

a formação de choques. Isto faz sentido pois, se usarmos o método das características para
analisarmos a solução clássica da equação (5.1), obteremos

«(.,o -
li-(m-Otçr':G l

m >1, (5.7)

onde À é dado por

«-À-='= 1« li-(m U'qom-:WI
De (5.7), vemos que a solução explodirá no tempo

Te, = min-l .'
1" 1(m - l)qom :(À)J '

para m > 1, e qo > 0, como ocorre nos dados iniciais (5.2) e (5.3). De (5.9), vemos que a
solução explodirá também quando m > 1, ímpar, e qo < 0, como ocorre com o dado inicial (5.5).
Finalmente, quando m for par e qo < 0 a solução nunca explodirá (veja as Tabelas 5.1 e 5.3 e a
Figura 5.5).

(5.8)

(5.9)

Se o dado inicial for constante, qo(z) = a > 0, como em (5.2) onde a = 1, então a solução
explodirá no tempo

lz,
(m l)a" :

Da expresão acima, qual:tdo m = 2 e a = 1, o instante previsto teoricamente para a explosão
é Tc, = ll da Tabela 5.1, observamos que o instante de tempo onde ocorre a explosão, obtido
numericamente, é te = 1.0020, aproximando-se bastante do instante obtido teoricamente

Para o caso n = m = 1, a equação (5.1) toma a forma qt + q, = q , cuja solução é dada por

q(,ç, t) = qO(z -- t) e' ,

de onde vemos que a solução só "explodirá" no infinito para os dados iniciais dados

A análise teórica desenvolvida acima pode ser extendida para o estudo do instante de for-

mação de choques quando o dado inicial for diferenciável. Para obtermos o instante de formação
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do choque calcularemos a derivada em # de (5.7),

qÍ,(À)
q= = :

li - (m Utqom':(À)l A li - (m- Otqom-:(N(qo(À) - qÍ,(.X))j

Igualando o denominador de (5.10) a zero, obtemos

s«pÀ{(m - 1) qOm''(À)} '

l

(5.10)

n-

para À tal que qOm l(À) > 0, e

SUPX{(,« 1)qOm':(À)(qO(À) Ç6(X))} '

para À tal que qOm-2(À) (qO(À) -- q&(À)) > 0, onde TI é o instante de explosão dado por

o instante de formação do choque ( Tch = T2), se T2 < Ti

l

(5.9) e T2

Note que, para que Tch tenha sentido, além da diferenciabilidade de qO precisaremos impor
que qr'z (qo -- qÍ)) seja limitado superiormente.

Com base nas considerações acima, vemos que a condição inicial (5.3) realmente não pode
vir a desenvolver choque pois se houvesse a formação de choque teríamos T2 < Ti e, portanto,

çé) < 0. Entretanto, temos qÍ) > O, VÀ C R.

Estas mesmas considerações nos servem de base para calcularmos o instante de tempo de
formação do choque para o dado inicial (5.6). Para m = rl = 2 teremos que

maxÀl0.5 + sin(2rÀ) -- 2n cos(2rÀ)} ' para 0 < À < 1 ,

e, portanto,

Tch = 0.14742336 .

O instante de tempo teórico acima, no qual ocorre a formação do choque, aproxima-se bastante

do valor obtido numericamente, t. = 0.1475 (veja a Tabela 5.1). Para o dado inical (5.6), para

todos os valores de m = n empregados, apesar de termos podido determinar aproximadamen-
te o instante de explosão te, não pudemos determinar o ponto exato onde ela ocorre, z., pois

a solução se desloca abruptamente dificultando a análise (veja por exemplo a Figura 5.6 (g)-(h)).
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Observe que a análise para a formação de choque apresentada presupõe alguma regularidade

da condição inicial, não podendo ser aplicada para as condições iniciais (5.4) e (5.5), as quais
desenvolvem choques (Figuras 5.4 e 5.5, respetivamente). Note também que este tipo de análise
não se presta ao cálculo do instante de explosão da solução quando este é posterior à formação

do choque, isto é, (5.9) não pode ser utilizada uma vez que, após do choque, a solução deixa de
ser suave. Assim sendo, podemos apenas aproximar numericamente o instante de explosão para
m condições iniciais (5.4) e (5.6) (Figuras 5.4 e 5.6, respetivamente).
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Tempo = 0.000 Tempo = 0.550 Tempo = 0.770

(,) (b) (c)

Tempo = 0.792 Tempo -: 0.803 Tempo = 0.858

(d) (.) (f)

Tempo = 0.935 Tempo = 1.0644

(g) (h)

Figura
q..lllPãa

(a) Dado inicial 5.4. (d)-(e) Formação do choque. (h) Explosão da
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Tempo = 0.0000 Tempo :: 0.5000 Tempo = 0.6000

(,)

Tempo = 0.6400

(b)

Tempo = 0.6500

(.)

Tempo = 0.6600

(d) (.)

Tempo = 0.8600

(f)

Tempo = 1.0000

(g) (h)

Figura 5.5: m = n (a) Dado inicial (d)-(e) Formação do choque
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Tempo = 0.0000 Tempo = 0.1250 Tempo = 0.1400

(,) (b) (.)

Tempo = 0.1450 Tempo := 0.1500 Tempo = 0.1750

(d) (.) (f)

Tempo = 1.250 Tempo = 1.2502

(g) (h)

Figura 5.6 (a) Dado inicial 5.6. (d)-(e) Formação do choque. (h) Explosão da
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Com base nos resultados obtidos, finalizamos esta seção com a seguinte conjectura

1. Quando qo é não decrescente e assume ua/ares posáfiuos em alguma região de seu domíháo
de de$nição, teremos apenas uma explosão.

2. Quando qo, Q condição inicial, é decresce7ite em alguma região de seu domínio de de$nição
baterá Q .formação de um choque, o qual é sucedido por uma explosão, e=ceto quaTtdo qo < 0
e m e par.

3. Quando qo < 0 e m é par, teremos a .formação de alln choque sem explosão

5.2 Caso n > m

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos para os dados iniciais (5.2)-(5.6), definidos no
início deste capítulo. A solução para o dado inicial (5.2), qo(z) = a > 0, z C R, como vimos na
seção anterior, independe do valor de n e é dada por

q(3, t) = =

li- (m - l)ta"':j /(m-O

ocorrendo apenas uma explosão no tempo

]z:-
l)a"-l

Assim sendo, nas Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7, abaixo, ele não será incluído

Tabela 5.5: Instantes de tempo e posições dos choques (z., t.) e/ou das explosões (z., t.)

n = 3,m =2

c.i.   Zc [t Ze

5.3   ] F ?

5.4 0.5625 1.5555   ?

5.5 0.9950 3.8300 l ]
5.6 0.0852 0.5085   ?
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Tabela Instantes de tempo e posições dos choques (sç., t.) e/ou das explosões (=., t.)

n= 5,m = 3

Tabela Instantes de tempo e posições dos choques (#., t.) e/ou das explosões (aç., t.)

n= 6,m =4

c.l. tc Zc te Ze

5.3 ] ? ? ?

5.4 0.3375 0.8100 R 7

5.5 0.0405 3.1413 ? '?

5.6 0.0300 0.4425 R ?

c.l. tc Zc te Ze

5.3 ] ] ? ?

5.4 0.2625 0.9750 ? ?

5.5 0.0850 0.7125 ] g
5.6 0.0200 0.4275 ? ?
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Para o caso n > m, o desenvolvimento de uma análise teórica mais geral como a apresentada

na seção anterior fica substancialmente mais complexo e, portanto, nós nos restringiremos apenm
àquelas conclusões obtidas anteriormente que puderem ser aqui aplicadas, além dos resultados
obtidos numericamente.

Inicialmente, observamos que para o dado (5.3) não ocorre a formação de choque. Além disso,

é difícil julgar numericamente se há ou não uma explosão num tempo finito. O comportamento

das soluções observado para os valores escolhidos de m e n, para os dados iniciais (5.4), (5.5) (para
m ímpar) e (5.6), apresenta qualitativamente as mesmas características, havendo a formação de

choque, sendo, uma vez mais, difícil julgar numericamente se ocorre ou não uma explosão em
tempo finito. Entretanto, para a condição inicial (5.5) com zn par podemos afirmar que após o
choque que se forma não ocorre explosão. A justificativa para este fato pode ser encontrada se

observarmos a equação (5.9) e lembrarmos que, para esta condição inicial qo(À) $ 0, À C R. Por
simplicidade, incluiremos a seguir apenas os gráficos obtidos para o caso n = 3 e m = 2.
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Tempo = 0.000 Tempo = 0.500 Tempo = 0.700

(.) (b) (.)

Tempo = 0.970 Tempo = 0.980

(d) (.)

Figura 5.7: n = 3 ,m

de choque.
(a)-Dado inicial (5.3). (b)-(e)-Clontinuação da solução sem a formação
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Tempo :: 0.000 Tempo = 0.500 Tempo = 0.565

(,)

Tempo = 0.700

(b)

Tempo = 0.800

(.)

Tempo = 0.950

(d) (.)

Tempo = 1.485

(f)

(g)

Figura 5.8: 3 , m = 2. (a)-Dado inicial (5.4). (c)-Formação do choque
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Tempo = 0.000 Tempo :: 0.400 Tempo = 0.700

(,)

Tempo = 0.900

(b)

Tempo = 0.990

(.)

Tempo = 1.000

(d) (.)

Tempo = 1.500

(f)

Tempo - 4.000

(g)(h)

n = 3 ,m = 2. (a)-Dado inicial (5.5). (d)-(e)-Formação do choqueFigura
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Tempo = 0.00 Tempo :; 0.0710 Tempo = 0.0852

(.)

Tempo = 0.2272

(b)

Tempo :: 0.4544

(.)

(d) (.)

Tempo = 1.4058

(f)

Tempo = 1.4148

(g) (h)

Figura 5.10: 2.(a)-Dado inicial (5.6). (b)-(c)-Formação do choque
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Com base nos resultados numéricos obtidos para a equação (5.1), conjecturamos que

1. Quando qo > 0 e qÍ) > 0, teremos apenas e plosão da solução riem choque..)

2. .4 solução desenuolüe um choque quando qÍ) < 0 em alguma região do domínio

Finalizamos esta seção observando que quando há a formação de um choque, este ocorre

cada vez mais cedo conforme n aumenta. Numericamente não pudemos decidir, para a maior
parte dos dados iniciais, se a solução permanece limitada ou se ela explode pois, por mais que
tenhamos ampliado o domínio de integração numérica, a solução cresce mas não atinge uma
ordem de grandeza que nos permita afirmar que ela, de fato, explodiu. Por outro lado, também

não podemos afirmar que ela fica efetivamente limitada (não explode) pois a solução cresce.

5.3 Caso n < m

Nas tabelas a seguir, apresentaremos os valores obtidos numericamente para os dados iniciais

(5.3)-(5.6). Uma vez mais, com base nas considerações anteriores, a solução para o dado inicial

(5.2) será omitida desta seção, vindo sempre a desenvolver uma explosão de acordo com (5.9).

Na análise que se segue, será de grande ajuda considerarmos os dois novos dados iniciais:

qo(«)

qo(z)

ã (i 0.2s «')

0

5 (1 - 0.25 z')

0

2< # < 2

z < 2ouz > 2
(5.11)

2<z<2
z < --2 ou z > 2

(5.12)

Acrecentamos os resultados relativos aos dados iniciais (5.11) e (5.12) nas Tabelas 5.8 e 5.9,

abaixo, para ilustrar que o comportamento da solução obtido para o dado inicial (5.4) é muito

diferente dos obtidos para os dados iniciais (5.11) e (5.12), apesar destes diferirem apenas por
uma constante multiplicativa.
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Tabela 5.8: Instantes de tempo e posições dos choques (#., t.) e/ou das explosões (z., t.)

Tabela 5.9: Instantes de tempo e posições dos choques (z., t.) e/ou das explosões (aç., t.)

O comportamento das soluções observado para os valores escolhidos de m e n não apresentam
qualitativamente as mesmas características para cada um dos dados iniciais considerados. Um

exemplo marcante deste fato é obtido quando empregamos os dados inicias (5.4): (5.11) e (5.12),
os quais diferem entre si apenas por uma constante multiplicativa (1, 1/4 e 5, respetivamente).

No caso n = 2 e m = 4, Tabela 5.8, (5.4) e (5.12) exibem o mesmo comportamento vindo a

explodir num tempo finito, ao passo que (5.11) desenvolve apellas um choquei Para o mesmo

conjunto de dados, quando n = 5 e m = 6, ocorre uma explosão para o dado (5.12), desta vez,
havendo a formação de um choque para (5.4) e (5.11). Não há a semelhança de comportamento

esperada para estes dados nem para um mesmo par de valores de n e m, nem para pares dife-
rentes destes valores.

n =2,m =4

c.l.   Zc   Ze

5.3 3 i o.liilililili -Foo

5.4 ] i o.iiliiiil 0.5050
5.5 0.610 0.0125 ã ]
5.6 ] 3 o.oÓiliili 0.4750

5.11 4.1500 1.9900   ]
5.12   3 0.00266 0.0150

n=5,m =6

c.i.   Zc   Ze

5.3 ] ] i ?

5.4 0.1984 0.6425 i ?

5.5 0.69 3.6800   i
5.6 0.01795 0.4100   ?

5.12 i ã 6.474e-05 0.1650
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Durante a simulação numérica, para alguns valores da Tabela 5.9: foi difícil decidir se há

ou não explosão pois, por mais que tenhamos ampliado nosso domínio de integração numérica,
a solução cresce mas não atinge uma ordem de grandeza que nos leve a afirmar que ela explo-

de. Assim mesmo, não podemos afirmar que ela fica limitada (não explode) pois a solução cresce.

Os tempos de explosão que pudemos, efetivamente, obter numericamente

belas 5.8 e 5.9, concordam com os tempos previstos teoricamente, obtidos a
teórica,

contidos

partir da
nas Ta-
q r,l i ] pã r.

,("'*'-ü'-i«- "-Çã«;--"
m >1, (5.13)

onde À é dado por

« '"(À) { l- li -(m - 1) t çr''(X)l ("'")/(m-l

De (5.13), temos que o tempo de explosão será

«. - «l« { ©::#n } ,

'} . (5.14)

Para ilustrar o caso n < m, íncluiremos a seguir os gráficos obtidos para n 2 e
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Tempo = 0.0000 Tempo :: 0.0666 Tempo = 0.1333

(,)

Tempo = 0.1999

(b)

Tempo = 0.2666

(.)

Tempo = 0.2999

(d)(e)(f)

Tempo = 0.3333 Tempo = 0.333333

(g) (h)

Figura 5.11 = 4. (a)-Dado inicial (5.3). (i)-Explosão da solução
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Tempo = 0.0000 Tempo = 0.2674

(,)

Tempo :: 0.3309

(b)

Tempo = 0.33429

l,s l.s

(c)

Figura 5.12: n = 2 e

(d)

(a)-Dado inicial (5.4). (d)-Explosão da solução
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Tempo = 0.000 Tempo :: 0.100 Tempo = 0.300

(,)

Tempo = 0.500

(b)

Tempo :: 0.600

(.)

Tempo = 0.620

(d) (.)

Tempo = 0.900

(f)

Tempo = 1.000

(g) (h)

Figura 5.13: n = 2 e (a)-Dado inicial (5.5). (e)-(f)-Formação do cho(lue
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Tempo o.ooo Tempo 0.04997 Tempo = 0.07995

(,) (b) (.)

Tempo 0.09815 Tempo 0.09994

(d) (.)

Figura 5.14: (a)-Dado inicial (5.6). (e)-Explosão da solução
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Tempo = 0.00 Tempo = 3.70 Tempo = 4.00

(,)

Tempo = 4.15

(b)

Tempo ::; 4.75

(.)

Tempo = 5.00

(d)(e)(f)

Figura 5.15: n = 2 e m = 4. (a)-Dado inicial (5.11). (b)-(e)-Formação do choque
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Tempo = 0.00 Tempo = 0.002133 Tempo = 0.002533

(,)

Tempo = 0.002613

(b)

Tempo = 0.002639

(.)

Tempo = 0.002666

(d)(e)(f)

Figura 5.16: n = 2 e m = 4. (a)-Dado inicial (5.12). (f)-Explosão da solução
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Finalizamos esta seção concluindo que, à vista dos resultados numéricos obtidos, não é
possível conjecturar a existência de qualquer tipo de comportamento semelhante para os di-
versos dados utilizados.



CAPÍTUt,O 6

Conclusões

Neste trabalho, apresentamos a teoria básica sobre leis de conservação hiperbólicas escaleres e

o Nlétodo de Propagação de Ondas. Introduzido por LeVeque j191, j171, 1201, j211, este método

baseia-se na resolução de praz)lemas de Ráemann, sendo um método de alta resolução especial-
mente útil na simulação numérica de leis de conservação hiperbólicas.

LeVeque e colaboradores implementaram computacionalmente o À'létodo de Propagação de

Ondas num software denominado CLAWPACK (Conservation Laws Package). Aqui, explicamos
onde encontrar, como baixar e como instalar o CLAWPACl<.

A metodologia apresentada, por intermédio do CLAWPACl<, foi utilizada para resolver a lei
de conservação hiperbólica escalar com termo forçante,

q. + ( .! q" ) - q"
\n, / z

Dos resultados numéricos obtidos, pudemos extrair as seguintes conjecturas

. Caso n = m

l

2

Quavtdo qo é não decrescente e assume valores positivos em alguma região de seu
domínio de de$nição, teremos apenas uma explosão.

Quando qo, a condição inicial, é decrescente em alguma região de seu domínio de

de$nição haverá a formação de um choque, o qual é sucedido por uma explosão,

eiçceZo quando qo < 0 e m é par.

81
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3. Quando qo < 0, 7n é par, teremos a .formação de um cacique, sem ezp/cisão

8 Caso n > m

1. aliando qo > 0 e qÍ) > 0, teremos apenas ezpZosão da se/ração.

2. .A se/ração desenuoZue um choque quando qÍ) < 0 em alguma reg ão do domínio

Quando n < m, considerando os dados iniciais utilizados, não pudemos fazer conjectura
alguma pois, por exemplo, para m condições (5.4) e (5.12) os resultados numéricos da Tabela

5.8 não apresentam resultados similares, apesar deles serem iguais exeto por uma constante

multiplicativa. O mesmo acontece para outro par de valores de 7z e m, como na Tabela 5.9.



APÊNDICE A

Apêndice .A.

A.l O Método de Godunov

O h'método de Godunov está baseado em resolver problemas de Riemann conforme avançamos no

tempo. Soluções de problemas de Riemann são relativamente fáceis de calcular, dão informação
substancial acerca da estrutura característica e se prestam para o uso em métodos conservativos,

uma vez que elas mesmas são soluções exatas de leis de conservação.

Para construir o método usamos a solução numérica qr para definir uma função constan-

te por partes qm(n,tn) com valor q? soba'e a célula-malha =i.1/2 < z < ç+1/2. Usamos
qm(Z,tn) como dado inicial para a lei de conservação, que agora resolvemos extamente para
obter Õ"(z,t) para t. $ t $ t«+l. A solução pode ser resolvida exatamente sobre um curto

intervalo de tempo pois o dado inicial qm(z,t«) é constante por partes e, portanto, define
uma seqüência de problemas de Riemann. A solução exala é obtida simplesmente juntando os
pedaços destas soluções de Riemann. Ver Fig.A.l.

Depois de obter esta solução sobre o intervalo it., t»+ll , definimos a solução aproximada

q;z+l em tempo tn+l , tirando a média desta solução excita no tempo tn+l,

3{+1/2

qn (z, t«+i)dz . (A.l)
ZÍ -- 1/ 2

Estes valores são usados para definir novos dados constantes por partes Õ"+i(aç, t.+i) e o pro-
cesso repete-se.

83
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n
q;.FI

«:--l rÍ--1/2 Zn'z ZÍ+1/2

Figura A.l: Solução de problemas de Riemann independentes para dados constantes por partes

Na prática este algoritmo é consideravelmente simplificado, pois a célula média (A.l) pode
ser facilmente calculada usando a forma integral da lei de conservação, desde que qm é assumida

para ser uma solução fraca excita

ZÍ+1/2 /' SC i+ 1/ 2

qn(Z, t«+l)dr = / Õ"(#, t.)d«+
Zi- 1/2 '/ Zi-- 1/2

lqn (zi+1/2 , f))dt.

(A.2)
Dividindo por h, usando a equação (A.l), e observando que Õ"(z,t«) = çf sobre a célula

(zi-1/2, zi+i/2) , esta equação reduz-se para

q;+' ; ip(ç?, çh.i) - r'(q:..:, qr)l ,

onde a função de fluxo numérica F é dada por

l /'tn+l

'h?,-h-õ- i J.. J«n( ..*:,,,'»'*'

'tn+l

/(qn (Zi- -/2, '))dÍ -
tn

(A.3)

(A.4)

Isto mostra que o À/létodo de Godunov pode ser escrito em forma de conservação. h/leis
ainda, observemos que a integral necessária para calcular (A.4) é trivial, pois qm é constante
no ponto zi+i/2 sobre o intervalo de tempo (t«,t«+i). Isto segue do fato que a solução do

problema de Riemann em zi+i/2 é uma solução de sãmáZaridade, constante ao longo de cada
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raio (z -- içÍ+i/2)/t = cte. Ver cap.8 de LeVeque j181. Para o caso escalar, ver seção 2.7 do
capítulo anterior.

O valor constante de qm ao longo da linha z :: zi+1/2 depende somente do dado q? e qh.i
para este problema de Riemann. Se denotamos este valor por ç'(ç?,çh.l) , então o fluxo (A.4)
reduz-se para

p(q:, q:...) =/(q*(qr, çh.:)) ,
e o método de Godunov toma a forma

/(q*(q?, çZ..:)) /(q'(q:. : , çl: ))l (A.5)

Este método e toda suas generalizações e extensões são chamados métodos aipo- Godunou

Quando aplicamos o método de Godunov para equações não lineares escaleres, obtemos

generalizações do h'método Upwind para o caso quando /'(q) varia. Como já vimos no capítulo

2, problemas de Riemann com dados qín+], q: sempre tem uma solução fraca que consiste de

uma descontinuidade propagante com velocidade s = (/(çh.i) /(ç?))/(çh.i -- qr). Se sempre

usamos esta solução de Riemann (que pode não satisfazer a condição de entropia), então o valor
intermédio q* na solução do problema de Riemann é dado por

qr se s>0, ,. ,~
(A.6)

çh.l se s < 0.

Se s = O então este valor não esta bem definido, mas observemos que neste caso /(q?) = /(qãn+l)
e portanto o fluxo resultante, que requerimos no método de Godunov, é o mesmo se definimos

q* = q? ou q* = Çh...

q*(qr,q:..:

De (A.6) vemos que podemos definir a função de fluxo por

/(q*(qr , çâ.:) )

J/(ç?) se(/(qh..)/(qf))/(q:..:-qf) 20,
l .f(çh.:) se (/(çh..) -/(çf))/(çh.: -qr) <0.

O método com esta função de fluxo pode conduzir a soluções que violam a condição de entropia
Para um exemplo ver LeVeaue 1181

r'(çf,ç:..:)
(A.7)



A.l O Método de Godunov 86

Na implementação do método de Godunov devemos usar soluções que satisfaçam a condição
de entropia, esta pode consistir de ondas de rarefação ou ondas de choque. No caso que a função
de fluxo / seja convexa, existem quatro casos que devemos considerar

1. /'(q?), .f'(qhl) 2 0 g?,

2. /'(qr), /'(qhl) $ 0 çh,

3. .f'(çr) 202/'(çâ..) -+ q* =q? se l/l/lçl >0ouq* =çh: se l/l/lçl <0,

4. /'(qr) < 0 < /'(çâ..) :-+ q* = q. rarefação transónica.

Em cada um dos três primeiros casos, o valor de q* é q? ou qh.i e o fluxo é corretamente dado
por (A.7). Observe que nos casos l ou 2 é irrelevante se a solução é uma onda de choque ou
uma onda de rarefação, desde que o valor de q* é o mesmo em ambos casos.

Somente no caso 4, a rarefação transónica, que o valor de F é diferente de (A.6). Neste caso
q* não é nem q? nem qín+l, mas é o valor intermédio qs com a propriedade que

/'(q.)

Este é o valor de q para o qual a velocidade da característica é zero, e é chamado ponto fónico

Podemos modificar (A.7) para incluir esta posibilidade: se /'(qr) < 0 < /'(çhi) então
redefinimos

p'(q?, çh..)) = /(q.).

A função de fluxo pode ser escrita em uma forma simplificada como

mina/(q)} se q? $ çâ.: ,

çr sçsçh. l

r'(çf,ç:..:)
m«'{/(q)} se q? > çh..

qh. l gq$q.n

(A.8)
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Apêndice B

B.l CLAWPACK em duas dimensões

Em duas dimensões temos a lei de conservação

q* + (/(q)), + (g(q)),

Discretizaremos nosso problema usando uma malha uniforme com espaçamentos Az e Ay. Se-

ja Ci.Í = lzi--i/2,zi+i/21 x IZ/j 1/2,yj+i/21 a célula ({,.j) da malha com centro em (zi,yj) =

(áAz,.jAZ/) e denotaremos por ç8 o valor médio da célula ({,.j) no n-ésimo nível de tempo tn,
isto é,

q;} - .Ã;'Ãg/ ,

Um método de volume finito conservativo na forma de diferenças de fluxos é da forma

q;'''' - ç8 .:!(/n:,j :j.-: - a8)

onde .rU é o fluxo numérico na face esquerda da célula (ã,j) e GÜ é o fluxo na sua face inferior,
dados, por exemplo, por

q(3, Z/, t.) d« dZ/

(B.2)

TPn 'L

ü.ua.t J-. j.,..,,
onde (=i-t/2,yj 1/2) é a coordenada do canto inferior esquerdo da célula (i,.j), veja a Figura
B.l,

'tn+l /'y.j+1/2
/(q(zi.i/2, 3/, t)) dy dt (B.3)

O algoritmo de propagação de ondas multa-dimensional usado no CLA\VPACK pode ser
escrito nesta forma quando é aplicado a uma lei de conservação da forma (B.l), mas é imple-
mentado em uma forma mais geral que permite sua aplicação a outros problemas hiperbólicos
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yj-t \ la.

yj- \ la.
Z{ -- 1/ 2 ZÍ+1/2

Figura B.l: Discretização do problema

que não estão em forma conservativa. O método é implementado como

q;''': - çl} + a.y' - .âl:(jn-:,j - .ÊB) - :li(Õ;ij--: - ãl))
onde os dois primeiros termos correspondem ao A4éfodo t/pwind de primeira ordem, com

A;' = -- IÊ;( 4+AÇij + .4'Aqi+i,j) -- At (B+AÇij + B'Aqí,j+i)

Os termos .4üAç e 23:ta.q representam as diferença de fluxo originadas dos problemas de Rie..

]nann nas direções z e Z/ respectivamente. Os fluxos .F e G são usados para realizar as correções

de segunda ordem e, também, correções para os termos de derivadas cruzadas que originam-se
em duas dimensões, os quais não aparecem em uma dimensão.

(B.4)

Na descrição que daremos a seguir, primeiramente resolveremos o problema de Riemann na

direçã(»z, na interface entre as células (í -- l,.j) e ({,J) e logo veremos de que forma as ondas

do problema de Riemann contribuem para Al;', .Z%j e Gij. Um procedimento análogo é seguido
para cada interface na direção-Z/ entre as células ({,.j 1) e ({,.j), comutando os papeis de r' e

G, e ,4Âç e Zia.q. A seguir Aqij representará a diferença ç8 -- qin.l,j, na direção sç.

B.l.l Método de Godunov de Primeira ordem

Começaremos resolvendo um problema de Riemann unidimensional, normal a cada interface

da célula, exatamente como é feito em uma dimensão. Resolvendo o problema de Riemann

qt + /(q), = 0 com dados q{ i,j e qij, obtemos um conjunto de .A/ ondas e velocidades, com
uma decomposição da diferença de fluxos /(qi-i,j) /(qij) em duas partes -4 AqÍj e .4+AçÍj
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movendo-se para a esquerda e direita, respectivamente

Novamente, um resolvedor de Riemann aproximado poderia ser usado (por exemplo, o resol

vedor de Roe 1271) para obter as ondas }'\;$ (p = 1, 2, ..., .A/) determinada pelos dados qi-i,j e qij

As diferenças de fluxo podem novamente ser definidas como

.4'''Aç:, - ..4a(q:j q: :,,) - >1:(À6)'''w$

,4 Aqij = ..48(ÇÍj q{ i,j) = >1:(ÀB)'W$

com, talvez, uma entropia fixa. Onde .4ij = .A& + ,4ã é a matriz do problema de Riemann
linearizado. Observemos que, com base nas expressões acima, podemos definir um fluxo numérico
como

P

P

(B.5)

(B.6)

aj = /(qÍ-l,j) + .4'AÇij (B.7)
ou

a.j = /(q{ i.j) - .4+AÇ{.j.

Estas duas formas, ao igual que numa dimensão, dão o mesmo resultado sempre que

(B.8)

.4 Aq{.j + .4+Aqij = /(qij) /(qÍ-i,j )

Um método tipo Godunov de primeira ordem poderia então ser definido por (B.2), depois de

calcularmos os fluxos Gij resolvendo o problema de Riemann para qz + g(q)V = 0 com dados
g{.j-i e qij. Na prática, porém, o método é implementado fazendo-se

/\ + A +

a.y' = - .i:(.4+açÍj + .4'Aqi+i,j) -- xy (B+Açij + B'a.q{,j+i) (B.9)

com r' = G = 0 em (B.4). Aqui B:ta.qi.j representa uma decomposição da diferença de fluxos

g(qij) g(q{,j-i) que resulta de resolver o problema de Riemann na direçãc-y.

B.1.2 Propagação transversal

O Método de Godunov descrito acima baseia-se na propagação de ondas normais a cada inter-

face da célula. Na verdade, as ondas deveriam propagar-se de forma multi-dimensional e afetar
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outras células, aquelas adjacentes à interface. Isto é realizado dividindo cada diferença de fluxos
.4*Açj, para "+" "+" ou "--" ein duas dderenças de .Prazos Iransuersais que serão chamados

23+.4'Açij (a parte indo para acima) e 23 .4'AçÍJ (a parte indo para baixo).

Na Figura B.2-(a) mostramos um exemplo para a equação de advecção

q + Uqsr + U qV = 0 ,

com velocidades u,o > 0. Neste caso a onda simples propaga-se na direção (u,u). Existe, nesta

figura, uma porção triangular da onda que move-se dentro da célula (d,.j + 1) em lugar de mover-

se na célula ({,.j). Isto pode ser realizado modificando o fluxo Gi,j+] na interface entre estas
duas células pela quantidade apropriada,

Õ;l,--: :- a:j--: i.:l;-(ç3
Isto é discutido com mais detalhe, para a equação de advecção em LeVeque 1201

(B.IO)

Isto pode ser generalizado para um sistema de equações observando que, para advecção,

u(q$ -- q:.i.j) é a diferença de fluxos indo para a direita (o qual é toda a diferença de fluxos
no caso escalar) e que isto seria propagado para acima pela velocidade vertical u. A quantidade

ou(q8 -- q:..i,j), o produto desta diferença de fluxos e a velocidade vertical, será chamado a
diferença de $u=cos transversais.

Para um sistema de equações, tipicamente temos uma diferença de fluxos indo para a es-

querda ,4 Aqí.j e uma diferença de fluxos indo para a direita .4+Açj. Cada uma destas será
decomposta em uma diferença de fluxos indo para acima e uma diferença de fluxos indo para

baixo; portanto, existirão quatro diferenças de fluxos modificando os quatro fluxos vizinhos G,

como indicados na Figura B.2-(b) .

A notação 23:t.4'Aqíj é motivada pelo caso de uin sistema linear de equações

q. + ..'! q, + .B q, = O . (B.ll)

Neste caso, as matrizes -Bü são definidas em forma análoga a .4:t, baseados nos autovalores

positivos e negativos de -B. As diferenças de fluxos transversais são então dadas por

BJ:.4*Aqij = .Bü''!*(q{.Í qi-i,j)
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B+.4 Aqj

l.7

B+,4+AÇij

23' .4+Aq j

(,) (b)

Figura B.2: (a)-Propagação transversal ila equação de advecção. (b)-As quatro diferenças de
fluxos transversais para um sistema geral de equações.

onde "+" é ou "+" ou "--"

Em geral, as diferenças de fluxos transversais são usadas para modificar os quatro fluxos
vizinhos de acordo com

G{,j+l {âlB+,4+a.çij
êi.j - 4:gZ3 .4''''àqij

Gi-l,j+l - 4âl;B+.4 Aqij
Gi-i,j -- {âliZ3 .4 Aqi.f

Para um sistema linear (B.ll), a soma de todas as diferenças de fluxos transversais é

Gi,.í+l

Gi- i,j + l

Gi- i,j

(B.12)

(-B+.4+ + .B'.4+ + .B+.4 + -B'..'! )Aq

Como Aq representa uma diferença na direção-z, e os fluxos G são diferenças de fluxos na di-

reção-3/, atualizando q, (B.12) resulta numa aproximação para 4AtB.Aq,V, que é um dos termos
das derivadas cruzadas necessárias para atingir precisão de segunda ordem.

Observemos que para a equação linear de advecção (B.lO), temos,

23+.4+Aqij = u+u+Aq,
23'.4+6.ÇÍj = u u+Aq,

23+.4 Aqij = u+u a.q

23'.4 Aqij = u'u Aq,
(B.13)
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e desde que u e o são ambos positivos, somente a primeira destas quatro diferenças de fluxos é

diferente de zero. Portanto, somente o buxo na direção de advecção é modificado pela quanti-

dade total uua.q, com contribuição zero nas outras três direções.

Para um sistema linear de equações, quando .4 e -B são simultaneamente diagonalizáveis (isto

é, têm os mesmos autovetores), o sistema pode ser transformado ein um conjunto de m equações

de advecção escalar independentes e a escolha (B.13) é equivalente a aplicar o algoritmo de
advecção para cada uma destas equações independentes.

R'lesmo que .Á e -B não sejam simultaneamente diagonalizáveis, as diferenças de fluxos trans-
versais podem também ser interpretadas em terlBos de propagação de ondas multa-dimensionais.

A diferença de fluxos .4+a.q, por exemplo, é a soma de Àp)'vp de todas as ondas indo para a
direita. Se decompusermos cada onda }VP como uma combinação linear de autovetores de B

)A/p = > ,pp'««'

onde Bws :; psms, então a sub-onda pPsws será propagada para acima ou para abaixo com

velocidade ps, dependendo de se /zs é positivo ou negativo. O fluxo indo para acima, por
exemplo, é

lS

5', n' l3p:.«:
Ps>0

Somando todas estro ondas, indo para a direita, )'vp para XP > 0 resulta em

E *' E«''"«',- E(E*-'«)«' ,
ÀP>0 p'S )'0 PS>0 ''ÀP>0 ''

o qual é precisamente .B+.4+a.q. As outras diferenças de fluxos transversais podem ser interpre-
tadas similarmente como combinações de ondas nas outras direções

Para um sistema não linear de equações, necessitamos decompor 4*Aqij, onde "+" representa
"+" ou "--" , empregando os autovetores de alguma matriz Jacobiana g'(q) ou o Jacobiano apro-

ximado perto dos estados qi-i,.j e q{.j. Se chamarmos este Jacobiano aproximado de .Bij, então

podemos simplesmente multiplicar .4'Aç{.Í por B3 e Pl; para definir 23+.4*AçÍj e Zi .,4*a.çij.

Em particular, se estivermos usando um resolvedor de Riemann aproximado (por exemplo, o

resolvedor de Roe 1271) então podemos usar as quantidades médias-Roe necessárias na definição
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desta matriz para também definir a matriz .Bij (o mais precisamente, os aut.ovetores e autoval(»

res que são tipicamente usados diretamente sem ainda formar .Bij).

B.1.3 Correções de segunda ordem e sua propagação transversal

Uma vez que as correções transversais descritas acima tenham sido implementadas, é possível

atingir precisão de segunda ordem simplesmente fazendo correções de buxo unidimensional

análogas a (3.12). É neste ponto que as ondas )'\;l; e velocidades ÀB são usadas. Fazemos
as correçoes

P
q:- q + iX l À{, l(l - .âl: l ÀB 1) ú'B

onde WtPJ é uma versão limitada de )'vE. O limitador é aplicado exatamente como em uma

dimensão, portanto )'\;p é comparado com )'v{:i,j ou }t)P i,.j dependendo se À$ > 0 ou < 0.

(B.14)

O método acima já é de segunda ordem, mas é fácil também propagar as correções de segun-
da ordem na direção transversal. Isto é motivado pelo "Método 4" de LeVeque 1201 e, se por um
lado é verdade que estas correções adicionais não incrementam a ordem de precisão, por outro

lado elas melhoram as propriedades de estabilidade e reduzem as oscilações em muitos problemas.

As correções do fluxo (B.14) afetarão q:.i,j e çl} nas células à esquerda e à direita desta
interface. Portanto, a propagação transversal desta correção afetará os quatro fluxos G, aqueles
abaixo e acima destas duas células.

As correções poderiam ser divididas em duas partes, uma indo para cima e a outra indo

para baixo, exatamente na mesma forma como .4'''A.ç são divididas em Zi+.4*Aqij e 23'.4*a.qij.
Mas, na verdade, o algoritmo com esta propagação transversal é implementada simplesmente

modificando .4*Aç com estas correções de segunda ordem, chamando a rotina que divide estes
vetores em forma transversal. As modificações serão

.,4'''Aq:-.4-''Aq À{,(i l À{, i)Ú'11,
P

.'t'A« :- .4'z\« + ; E l .x!,(i - ã l À$ i)ú'$p-l
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Observemos que o termo corretor 1 )1, ... é exatamente o mesmo que o termo que modifica Fzj
em (B.14).
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