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RESUMO

Neste trabalho sao estudadas perturbacoes periddicas, a dois parametros, de campos
vetoriais polinomiais planares, que possuem um ciclo heteroclinico infinito, que consiste
de uma solugao ilimitada, que conecta dois pontos de sela “no infinito”. O estudo glo-
bal, envolvendo o infinito, é elaborado via compactificagio de Poincaré. Mostra-se que,
para certos tipos de perturbacoes periddicas, existem curvas diferencidveis, contidas em
uma vizinhanga da origem no espago de parametros, para as quais o sistema pertur-
bado apresenta tangéncias quadraticas entre as variedades invariantes locais de drbitas
periddicas no infinito. Tais curvas dividem uma vizinhanga da origem, no espago de
parametros, em quatro regioes disjuntas: em duas delas, as variedades invariantes men-
cionadas acima, localizadas ao longo da drbita de tangéncia heteroclinica, se intersectam
transversalmente; nas outras duas, a interseccao entre tais variedades é vazia.

A existéncia de instersec¢oes transversais entre as variedades invariantes das érbitas
periédicas no infinito implica, via o Teorema de Birkhoff-Smale, em um complexo com-
portamento dinamico das solugdes do sistema perturbado, na parte finita do plano.

Analisa-se também o caso em que existe um anel de érbitas periédicas de grande
amplitude que se acumula nos ciclos heteroclinicos infinitos. Mostra-se que, para deter-
minados valores dos parametros, existem subharménicas de ordem m, que sao 6rbitas
periédicas de periodo m do sistema perturbado, que bifurcam de érbitas periédicas
ressonantes, contidas no anel que se acumula nos ciclos heteroclinicos infinitos.

Por fim, faz-se uma conexao entre o comportamento limite das bifurcacdes subharmo-
nicas das orbitas periédicas de grande amplitude, e as bifurcacdes heteroclinicas dos

ciclos heteroclinicos infinitos.



ABSTRACT

In this thesis are studied periodic perturbations, depending on two parameters, of
planar polynomial vector fields having an infinite heteroclinic cycle, which is a trajectory
joining two saddle points at infinity. The global study envolving infinity is performed
via the Poincaré compactification. It is shown that for certain types of periodic pertur-
bations, there exist two differentiable curves in the neighborhood of the origin in the
parameter space, for which the perturbed system has heteroclinic tangencies between
the local stable and unstable manifolds of the hyperbolic periodic orbits at infinity. Al-
so, such curves divide the neighborhood of the origin in the parameter space into four
regions: in two of them, the stable and unstable manifolds mentioned above present
transverse heteroclinic points, while in the others, the intersection of the manifolds is
empty.

The existence of transverse intersection between the invariant manifolds of the pe-
riodic orbtis at infinity implies, via the Bikhoff-Smale Theorem, in a complex dynamic
behaviour of the solutions of the perturbed system, in a finite part of the phase plane.

An analysis of the case on which there exists an annulus of periodic orbits of large
amplitude that accumulate on the infinite heteroclinic cycle is performed. Its shown
that, for certain values of parameters, there exist subharmonics of order m (i.e., periodic
orbits of period m of the perturbed system), which bifurcate from the ressonant periodic
orbits, belonging to the annulus that accumulate on the infinite heteroclinic cycle.

Finally, it is established a connection between the limit behaviour of the subharmonic

bifurcations and the heteroclinic bifurcations occurred for the infinite heteroclinic cycles.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias teve inicio com o
trabalho de H.Poincaré “Sur les courbes définies par une équation differéntielle”, pu-
blicado em 1881. Desde entao, apresentou um desenvolvimento intenso e atualmente é
bastante difundido, em virtude de seu interesse teérico e de sua aplicabilidade no estudo
de fendmenos naturais em diversas areas do conhecimento.

Um problema importante desta teoria é o estudo de pequenas perturbacdes dos sis-
temas de equagdes diferenciais (ou campos vetoriais). Neste éontexto, busca-se saber
se a estrutura topoldgica das solugbes do sistema se altera ou nao por tais pertur-
bagdes. Trata-se de um problema importante no ambito das aplicacdes, pois quando se
busca modelar fenémenos fisicos utilizando-se equacdes diferenciais, inevitavelmente se
cometem erros inerentes ao processo de modelagem. Assim, é importante saber se pe-
quenas alteragoes do sistema implicam ou nao em significativas alteracoes na estrutura
topoldgica de suas solugoes.

Sabe-se que certos tipos de perturbagbes ndo sé alteram a estrutura topoldgica
das solugoes dos sistemas, mas também podem levar ao comportamento caético destas
solugdes. Um caso conhecido é o de perturbagdes periédicas de campos vetoriais que

possuem orbitas homoclinicas ou heteroclinicas.



1.1 Perturbacoes periédicas

Dentre os tipos estudados de perturbacées de campos vetoriais no plano estio as pertur-
bagoes periodicas. Por exemplo, os osciladores lineares e nao-lineares perturbados com
uma fungao periddica (oscilagdes forcadas) sao bastante estudados, tanto pelo rico com-
portamento dinamico que apresentam quanto pelo fato de serem utilizados como mode-
los matematicos de importantes fenémenos da Fisica e da Engenharia. Alguns dos osci-
ladores forcados mais estudados sio o de Duffing, dado por 7 = 2 — 23 + ¢(ycoswt — dy),
o do péndulo, @ = —senz + ecoswt, e o de Van der Pol, & = —z — ¢(2? — 1)y + eacoswt.
O plano de fase dos sistemas acima apresenta, para ¢ = 0, trés tipos importantes de

orbitas: periddicas, homoclinicas e heteroclinicas (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Plano de fase das equagdes de Duffing (a), do péndulo (b) e de Van der Pol (c), com
e=0.

Em decorréncia deste fato, pequenas perturbagdes peridédicas introduzidas nestes



sistemas, tomando-se € # 0 suficientemente pequeno nas equagoes acima, podem elevar
o grau de complexidade das solugoes, do ponto de vista dindmico. Por exemplo, para
€ = 0, as solugoes dos sistemas considerados estao contidas no plano de fase IR?, enquan-
to que, para € # 0, as solugoes dos sistemas perturbados (ndo-auténomos) estao contidas
no espago de fase IR?, ou melhor, considerando-se o caréter periédico da perturbacao, no
cilindro de fase IR? x S'. As solugdes podem apresentar-se bastante complexas, depen-
dendo dos valores de € e w. De fato, pode-se mostrar, no caso do péndulo e da equacio
de Duffing, a existéncia de pontos homoclinicos transversais para a transformacao de
Poincaré associada aos sistemas perturbados, que leva ao fendomeno de “horseshoe” e a
consequente complexidade dinamica de suas solugoes (ver, por exemplo, [15] ou [29]).

Sabe-se, desde Poincaré, que a existéncia de um ponto homoclinico transversal para
um difeomorfismo (neste caso dado pela transformacao de Poincaré associada ao sis-
tema perturbado) implica na existéncia de infinitos pontos homoclinicos transversais.
Birkhoff mostrou que todo ponto homoclinico tranversal é limite de pontos periédicos.
Mais tarde, Smale mostrou também que a presenca de um ponto homoclinico trans-
versal implica a existéncia de um conjunto de Cantor invariante, contido no conjunto
de pontos nao-errantes, e que, a partir de um certo mimero de iteracoes, o difeomor-
fismo restrito a esse conjunto é conjugado ao automorfismo “shift” sobre sequéncias
de dois simbolos, herdando assim sua complexidade dinamica (existéncia de infinitas
orbitas periddicas de todos os periodos, existéncia de dérbitas densas, etc..). Para uma
referéncia sobre estes assuntos, ver, por exemplo, o artigo [22].

Ainda com relagao aos sistemas acima, estuda-se o que ocorre com o anel de érbitas
periodicas existente para € = 0, em virutde de perturbacdes periédicas. Neste contexto,
mostra-se que, se existe uma orbita periddica contida no anel, cujo periodo satisfaz uma
condigao de ressonancia com o periodo da fungao de perturbacdo, entdo, sob certas
condigbes de nao-degenerescencia, desta érbita bifurcam solucées periédicas do sistema
perturbado [4], 5], [16], [29]. Tais drbitas sio chamadas subharménicas (ver Capitulo
4).



Resumindo, dado um sistema da forma

y = g(z,y) (1.2)

onde f e g sao fungoes de classe C", pode-se considerar os seguintes sistemas perturbados

T = f(z,y) +efi(z,y,t) (1.3)
y. = g(l',y)+€gl($,y,t) (14)

onde ¢ ¢ um parametro real, f e g; sao fun¢oes periddicas na variavel t. Tal perturbacao
pode introduzir (e, de modo geral, introduz) novos fenémenos a dindmica do sistema,
como a existéncia de atratores estranhos e fenoémenos tipo “horseshoe”, em adicio a
pontos de equilibrio e ciclos-limites, comuns em sistemas planares.

Como o sistema (1.3)-(1.4) esta definido em IR? x S!, a técnica utilizada para seu
estudo ¢ a analise da Transformagao de Poincaré P : & — ¥, definida em uma secio 2,
transversal ao fluxo do sistema (Capitulo 2). Desse modo, pontos fixos e curvas fecha-
das invariantes de P correspondem a drbitas periédicas e toros invariantes do sistema
perturbado, respectivamente. Além disso, a existéncia de pontos fixos homoclinicos ou
heteroclinicos transversais de P implicam na existéncia de uma dinamica tipo “hor-
seshoe” para as solugdes do sistema perturbado (conforme Teorema de Birkhoff-Smale
[15], [29]).

Campos vetoriais da forma (1.3)-(1.4) foram amplamente estudados, por matematicos
e fisicos, para diversas classes de funcoes f, g, fi e g;. Na grande maioria dos trabalhos
que aparecem na literatura considera-se o caso em que o sistema nao perturbado (1.1)-
(1.2) estd definido em uma regiao compacta do plano e é hamiltoniano (conservativo),
caso em que é comum a ocorréncia de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas, além de
anéis de orbitas periddicas. Para uma referéncia sobre o assunto, pode-se consultar o

livro [15], juntamente com a vasta bibliografia ali citada.



No presente trabalho estuda-se perturbagées periédicas da forma (1.3)-(1.4), no caso
em que f e g sao polinémios de grau n nas variaveis (z,y), fi e g; sao funcdes de classe
Ck, k > 2, periddicas de periodo T, na variavel {. Os sistemas aqui considerados
sao, em geral, ndo-hamiltonianos. Algumas das motivagoes que levaram ao estudo dos

sistemas polinomiais sdo descritas na segao seguinte.

1.2 Campos vetoriais polinomiais no plano

Sabe-se que fungdes de classe C™ podem, em geral, ser aproximadas por polinémios de
grau n. Assim sendo, o estudo de sistemas da forma (1.3)-(1.4) no caso particular em
que as fungoes f e g sao polinémios de grau n é bastante relevante, pois, estudando-se
o comportamento das solugdes do sistema polinomial, pode-se obter propriedades do
sistema no caso em que f e g sdo fungdes mais gerais.

Além disso, o estudo de (1.3)-(1.4) existente na literatura é, em geral, elabora-
do considerando-se regides compactas do plano, nas quais o campo apresenta érbitas
periédicas, homoclinicas e heteroclinicas. Porém, a restricio a regides compactas apre-
senta uma certa limitagao. Com efeito, o sistema pode apresentar, por exemplo, érbitas
periodicas de grande amplitude, que nao sao detectadas nestas regides, por maior que
elas sejam consideradas. Além disso, considerando-se regides limitadas nio se pode fa-
zer um esbogo completo do plano de fase do sistema ou detectar com precisao as regides
onde as solugdes sao limitadas ou a forma como elas tendem para o infinito. O cam-
po pode apresentar também ciclos singulares infinitos, que sao solucdes que conectam
pontos singulares no infinito (Capitulo 2) e, portanto, nio sio observadas inteiramente
em regioes compactas do plano.

Para o caso dos campos vetoriais polinomiais existe uma técnica que permite o
estudo do campo “no infinito”: a compactifica¢do, introduzida por H.Poincaré em 1881.
Esta técnica permite induzir, a partir de um campo vetorial polinomial no plano e via

projegao central, um campo vetorial analitico na esfera S?, para o qual o equador S! é



invariante. Desta forma, os pontos “no infinito” do IR? sdao representados por pontos
do equador S' C S?, e o estudo de propriedades do campo vetorial nas proximidades
do infinito é realizado analisando-se o campo induzido na esfera numa vizinhanca do
equador. Assim, pode-se definir pontos de equilibrio e érbitas periédicas no infinito,
e estuda-los quanto a hiperbolicidade e estabilidade. Pode-se também estudar, via
compactificacao, as orbitas periddicas de grande amplitude e as conexdes de pontos de
equilibrio no infinito, chamados ciclos singulares infinitos (ver Capitulo 2).

Perturbagoes auténomas de campos polinomiais definidos no plano todo foram es-
tudadas por Paterlini e Sotomayor em [25], artigo que serviu como ponto de partida
para o estudo desenvolvido aqui.

No presente trabalho estuda-se certos tipos de perturbagées periddicas de campos
vetoriais polinomiais do plano. Mais especificamente, utilizando-se a compactificacio,
considera-se o efeito dessas perturbagbes nos ciclos singulares infinitos e nas érbitas
periddicas de grande amplitude, que ndo podem ser analisados em regides limitadas
do plano. Analisa-se as alteragdes dindmicas que ocorrem com as solugdes nas partes
compactas do plano, em decorréncia destas perturbagoes periédicas. Com os resultados
obtidos pode-se concluir, via o Teorema de Birkhoff-Smale, que certas perturbacdes
periodicas de ciclos singulares infinitos podem levar a existéncia de horseshoe e, conse-
quentemente, ao comportamento cadtico das solucées do sistema perturbado nas partes

compactas do plano: é o “caos que surge do infinito”!

1.3 Principais resultados obtidos

Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordindarias no IR?



onde i
P(:E?y):zpk(lay) € Q(Tay):ZQk(’an)a
k=0 k=0

com Pj e @ polinomios homogéneos de grau k.

Paterlini e Sotomayor [25] estudaram as bifurcacdes dos campos vetoriais da forma
acima, decorrentes de perturbagoes auténomas nos coeficientes dos polinémios, descre-
vendo nove tipos diferentes de bifurcagoes genéricas de codimensao um, envolvendo o
“infinito”, representado, via compactificagao, pelo equador S' C S2.

No presente trabalho considera-se as bifurcagdes que envolvem o infinito do sistema

(1.5)-(1.6), decorrentes de perturbagées periddicas da forma

T = P(Iay)—*'/l’f(ﬂ'aA"bt) (17)
y = Qz,y)+ pg(p, A,ot) (1.8)

onde p e A sao parametros reais, f e g sao fungoes de classe C*, k > 2, periédicas de
periodo T' = 27 /&, na variavel independente ¢, sendo & = w(y/z2 + y2)"~!, com w > 0
constante. Tais sistemas surgem naturalmente no estudo de problemas fisicos, como
oscilagoes de sistemas mecanicos e elétricos com termo forgante periédico.

No Capitulo 2 sao feitas as construgdes necessarias ao estudo de (1.7)-(1.8), como
a compactificagao do sistema, que por ser ndao-autonomo, induz um campo definido no
toro sélido D? x S', e nao na esfera S%. Sao também estabelecidos resultados preliminares
importantes, que serao usados, nos Capitulos 3 e 4, na demonstragio dos principais
resultados do trabalho, os quais descrevemos a seguir.

Suponha que (1.5)-(1.6) possui dois, e somente dois, pontos de sela hiperbélicos
simétricos no infinito, ou seja, sua compactificagao induz um campo de Poincaré p(X)
que possui dois pontos criticos simétricos, 6, e 05, no bordo do disco D? (confor-
me Capitulo 2). Suponha ainda que tais pontos sio conectados por uma solucio
heteroclinica y(s) (Figura 1.2), correspondente a uma solugio ¢(t) do campo poli-

nomial no plano, contida em uma reta invariante. No decorrer do texto o conjunto



Y(s)Ub, Ua(s)Ub; é denominado ciclo heteroclinico infinito. Observe que aqui usamos
t para representar o tempo (variavel independente) no plano e s para representar o
tempo para o sistema compactificado, o que ficard claro no Capitulo 2.

]

1

—0o(s) Y(s) ofs)

Figura 1.2: Ciclo heteroclinico infinito simétrico de um campo polinomial, no disco de Poincaré.

No Capitulo 3 prova-se (Proposigao 3.1.1) que, no caso quadratico (n = 2 em (1.5)-
(1.6)), a forma normal de um sistema satisfazendo as hipéteses acima, considerando-se

a reta invariante como sendo {z = 1}, é dada por
T = zy—y (1.9)
Yy = a+mz+ny+ az®+ bzy + cy?, (1.10)

coma#0, (b+n)?—4(a+m+a)c<0, b>—4a(c—1)<0 e 0<c< 1.
Considera-se entao a seguinte perturbacao periédica do sistema (1.9)-(1.10)
T = ay—y+ pu+ A(ajcoswt + azsendt) (1.11)
Yy = a+mz+ny+ ax®+bay + cy® + Ag(dt), (1.12)
onde p e A sao parametros reais, g é uma funcio periédica de periodo T = 27/,

sendo & = w(v/z? + y?), com w > 0 constante. Prova-se (Teorema 3.1.2) que o sistema

perturbado (1.11)-(1.12) apresenta duas drbitas periddicas hiperbdlicas, 6,(s) e 6(s),
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no infinito, com variedades invariantes locais denotadas por W ,(01(s)) e W 4(0a(s)),
e existem fungoes diferenciaveis Aps(p) e Ap(i), com p suficientemente pequeno, tais
que (ver diagrama de bifurcacao no Capitulo 3, Figura (3.2)):

a) se A = Ap(p) ou A = An(p), entdo W 4(0i(s)) e W ,(02(s)) se tangenciam
quadraticamente;

b) se p > 0 (1 < 0, respectivamente) e A,,(1) < A < Ap(p) (Am(p) < A < An(p),
respectivamente), entao W3 4(0,(s)) N W} 4(02(s)) = 0;

c) se A > Ap(p) ou A < An(p), com p > 0, entdo as variedades invariantes locais
2 a(01(s)) e Wi 4(02(s)) se intersectam transversalmente em pelo menos um ponto;
d) se A > A, () ou A < Ap(p), com p < 0, entao vale o mesmo resultado descrito em

c).

As curvas Ap(p) e An(p) obtidas acima (conforme diagrama de bifurcagao no
Capitulo 3, Figura (3.2)), representam os pontos no espago de parametros para os quais
ocorre o “primeiro ponto de tangéncia” entre as variedades W ,(0:(s)) e W 4(604(s))
das orbitas periddicas no infinito. Considerando as observagao feitas na introducao,
relacionadas a pontos heteroclinicos transversais, para u fixo, suficientemente peque-
no, variando-se o parametro A, desde A = 0 e na diregao vertical observa-se o seguinte
cendrio (Figura 1.3): se A < Apm(p), as variedades W ,(0;(s)) e W} 4(02(s)) estao sepa-
radas (Figura 1.3 (a)); se A = Ap(p), as variedades se tangenciam quadraticamente em
um ponto (e, consequentemente, em infinitos pontos) (Fig. 1.3 (b)); se A > Apr(p), as
variedades se intersectam transversalmente em um ponto (e, consequentemente, em in-
finitos pontos) (Fig. 1.3 (c)). A Figura 1.3 mostra o comportamento das variedades em
uma segao transversal ao fluxo do compactificado do sistema perturbado (1.11)-(1.12)
(ver Capitulo 3), no toro D? x S!.

Observe que, embora W; ,(0:(s)) e W 4(02(s)) sejam variedades invariantes de
orbitas periddicas no infinito, as (infinitas) tangéncias e interseccoes transversais entre
elas ocorrem no interior do Disco de Poincaré, ou seja, na parte finita do plano. Trata-se

de um fenomeno global, relacionado com as orbitas periddicas no infinito, influenciando
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0, 0, 02
(a) (®) (©
Figura 1.3: Comportamento das variedade invariantes Wi a(01(s)) e W 4(02(s)) das drbitas pe-

riddicas no infinito do sistema perturbado (1.11)-(1.12), em uma segao transversal ao fluxo do sistema

compactificado.

a dinamica das solugoes do sistema na parte finita do plano. A esse comportamento
complexo das solugoes, determinado pelas infintas tangéncias e intersecgoes transversais
entre as variedades das orbitas periddicas no infinito, chamamos “caos que surge do
infinito”, na secao anterior.

No caso em que se considera @ contante no sistema (1.11)-(1.12), em vez de duas
orbitas periddicas hiperbdlicas, o sistema apresenta duas linhas de singularidades no
infinito. Tal caso é estudado através de simulagbes numéricas, para um exemplo parti-
cular, na secao 3.2. Um estudo analitico de tal situacao serd desenvolvido por nés em
um trabalho futuro.

Em seguida, mostra-se que os resultados obtidos com a perturbacao periédica da
forma (a,coswt + azsenit, g(wt)) acima continuam vélidos para uma perturbacio mais
geral, da forma (f(&t), g(wt)), desde que a fungao periddica f satisfaca determinada
condigao de nao-degenerescéncia. As hipdteses sao bastante gerais, de modo que se pode
concluir que, genericamente, devem ocorrer tais bifurcacoes. Fica evidente também
que o segundo termo, g(wt), da fungdo de perturbagio, nao influencia na quebra das

variedades invariantes Wy 4(01(s)) e W} 4(02(s)), no caso em que se considera a reta
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invariante que conecta os pontos no infinito como sendo vertical.

A analise do caso quadratico é de particular importancia, visto que o estudo de varios
problemas aplicados, como da Astrofisica (equagao de Lane-Endem [3]), interagdo entre
espécies de seres vivos (sistema Lotka-Volterra [14], [18]), e da Mecanica dos Fluidos
(equagao de Blasius [10]), para os quais é razodvel considerar-se perturbacées periédicas,
se reduz ao estudo de sistemas da forma (1.9)-(1.10) (conforme Capitulo 3). Entretanto,
os resultados obtidos para os campos quadraticos sao facilmente generalizados para
campos polinomiais de grau n com uma reta invariante, usando-se a mesma técnica.

Mudando-se apropriadamente a perturbagao e usando-se rotagoes, ainda no Capitulo
3, os resultados acima sao generalizados para campos polinomiais de grau n, com
uma curva qualquer invariante, conectando dois pontos de sela hiperbdlicos no infi-
nito. Conclui-se também que resultados andlogos sao vélidos para ciclos singulares
formados por conexdes de um ponto de sela na parte finita do plano com pontos de sela
no infintito (aqui denominados de ciclos singulares semi-infinitos).

No Capitulo 4 considera-se o caso em que os ciclos singulares infinitos descritos acima
sao acumulados por orbitas periddicas, ditas de grande amplitude. Faz-se um estudo das
bifurcagdes apresentadas por tais érbitas em consequéncia de perturbagoes periddicas
do sistema polinomial. Prova-se a existéncia de regides no espago de parametros para as
quais o sistema perturbado apresenta érbitas periddica (subharménicas), que bifurcam
das o6rbitas periédicas de grande amplitude do sistema nao-perturbado, que apresentam
uma relagao de ressonancia com o periodo da fungao de perturbacio.

Faz-se uma andlise detalhada do caso em que os polindmios sio quadraticos, e o
campo possui uma reta invariante e dois centros, cujas érbitas periédicas se acumulam
nos ciclos singulares infinitos.

Além disso, estabelecendo-se uma conexao entre as perturbacoes periédicas dos ci-
clos heteroclinicos infinitos, consideradas no Capitulo 3, e as bifurcacoes subharménicas,
prova-se, para o caso quadratico, que, sob certas condigbes, as tangéncias hetero-

clinicas detectadas sao limites de bifurcagoes tipo sela-né de érbitas subharménicas.
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Tal resultado estabelece para esta classe de sistemas polinomiais nao-hamiltonianos e
considerando-se ciclos singulares infinitos, alguns dos resultados obtidos em [8] para a
familia

T—a+a®= - \z+ \f(1),

com f(t+ 1) = f(t), sendo A; e A, parametros reais.
Em todo o trabalho fica clara a necessidade de uma analise global do retrato de fase

dos campos polinomiais, que é desenvolvida via compactificagao.
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Capitulo 2

Construcoes e Resultados

Preliminares

2.1 Introducao

Em 1881, Poincaré iniciou o estudo dos campos vetoriais polinomiais do IR? por meio
da projecdo central de suas solugdes na esfera S? [21]. Desta forma, estabeleceu-se
as bases para o estudo do comportamento das solugdes dos campos polinomiais nas
proximidades do infinito que, com este procedimento, passa a ser representado pelo
equador S' C S%. Descritivamente, o método consiste em tomar-se um campo vetorial
X do plano e construir, via projecao central, um campo definido no hemisfério aberto
superior da esfera e outro no hemisfério aberto inferior e, em seguida, estendé-los ao
equador S', obtendo-se assim um campo analitico definido na esfera toda.

O processo acima é conhecido como compactificagio de Poincaré e o campo analitico
obtido na esfera é chamado de campo de Poincaré, e denotado por p(X).

No presente trabalho utiliza-se esta técnica no estudo de propriedades de pertur-
bagoes periddicas dos campos vetoriais polinomiais no plano, envolvendo o infinito.

Cabe ressaltar que, no caso de perturbagdes periédicas, em vez de ser representado pelo
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equador S', o infinito passa a ser representado por um toro S' x S!, conforme veremos.

2.2 Compactificacao usando coordenadas polares

Considere em IR® a esfera S$? = {(z,y,2) € R®|2? + y? + 22 = 1} e sejam

H* = {(z,y,z) € S*|z > 0} e H™ = {(2,y,2) € S?|z < 0} os hemisférios abertos

superior e inferior de S?, respectivamente. Seja Il = {(z,y,2) € IR® | z = 1} o plano

tangente a S* no ponto (0,0,1). Tomando-se uma reta r passando pela origem (0,0,0)
e por um ponto p € II, pode-se associar a p dois pontos de S?, p* € Ht* e p~ € H™.

Com isto obtem-se dois difeomorfismos sobrejetivos, fi : II — H* | cujas ex-

pressoes, para coordenadas (z,y) € II sao obtidas tomando-se a equacio da reta r e

intersectando-a com S?, o que fornece:

TyYs 1 z,y,1
e =g e fen =-S5l
onde A(z,y) = V&2 + y2 + 1. Estes difeomorfismos sao chamados de projecao central
do plano II nos hemisférios superior e inferior de S?, respectivamente. Diz-se assim que
os pontos do equador 5! C S? correspondem aos pontos no infinito do plano II.
Se X é um campo vetorial do IR?, usando-se a diferencial da projecao central acima

pode-se induzir em H* U H~ o campo X dado por

& Df+($7y)'X($ay), se u=f+(:r,y)EH+,

X(u) = ~ (2.1)
Df_(:lz,y)-X(x,y), se u:f_(:c,y)EH $

Para estudar o comportamento assintético das drbitas nao-limitadas de X, estende-se
X continuamente ao equador S! = {(z,y,z) € S*|z = 0}, obtendo-se assim um campo
definido na esfera toda. O estudo deste campo estendido, numa vizinhanca do equador,
fornece informagdes sobre o comportamento das solugées de X nas proximidades do
infinito. No caso de X ser um campo arbitrario do IR? isto nem sempre é possivel;

entretanto, se X' ¢ um campo polinomial tal extensao é possivel, conforme a Proposicao
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abaixo, que é um resultado cldssico da Teoria Qualitativa da Equacoes Diferenciais

Oridinarias.

Proposigao 2.2.1 Seja X um campo vetorial polinomial do IR?, de grau n. Considere
a fungdo p : S* — R dada por p(z,y,z) = 2"! e seja X o campo induzido em S2—S!,
definido acima. FEntdo p);' estende-se unicamente a um campo analitico em S?%, que

deiza o equador S' C S? invariante.
Prova: ver [24], [27].

Observagao 2.2.2 Multiplicar o campo X por ="' € equivalente a tomar um novo

tempo s = s(t) tal que ‘;—j = <t e considerar a derivagio relativamente ao novo tempo
s, no sistema de equagées diferenciais induzido pelo campo X . De fato:

~ dz dzxds dz 1

dt dsdt dszr1

Mais geralmente, sendo f : U — IR"™ uma funcao diferenciavel e g : U — IR uma
fungao diferencidvel positiva, vale o seguinte lema de reparametrizagio do tempo para

solugdes de equagoes diferenciais ordindrias (conforme [5] ou [7])

Lema 2.2.3 Se J C R € um intervalo aberto contendo a origem e¢ ¢ : J — IR™ €
uma solugio da equagdo diferencial @ = f(z), com ¢(0) = zo € U, entio a fungdio

B:J — R dada por
B(t) /t L4
= | ——ds
o g(p(s))

€ inversivel sobre sua imagem K C IR. Sendo ¢ : K — J a inversa de B, entdo a
identidade '(t) = g(¢((t))) vale para todo t € K, e a fun¢io o : K — R dada por
o(t) = p((t)) € a solugdo da equagdo diferencial ¢ = g(z)f(z), com condi¢io inicial

o(0) = zo.



Prova: A funcao s — 1/g(y(s)) é continua em J. Assim, B esta definida em J e sua

derivada € positiva em todo ponto. Se ¥ é sua inversa, entao

W) = Frgy = 9O,

e tem-se

Assim, pela Proposigao 2.2.1, o campo de Poincaré associado a X é dado por p(X) =
pX. Observe a interessante e essencial propriedade do campo p(X) deixar invariante
o equador, pois S! representa os pontos do plano II no infinito. As singularidades do
campo compactificado p(X) em S' sao chamadas de singularidades no infinito do campo
polinomial X . Se p(X) nao tiver singularidades em S', entao S! é uma érbita periédica
de p(X) e diz-se que o campo polinomial X possui uma orbita periddica no infinito.
Pode-se assim, analogamente ao que se faz para singularidades e orbitas periddicas de
X em partes compactas de IR?, definir o conceito de singularidades e érbitas periédicas
hiperbdlicas de X no infinito (ver [24], [25], [27]). Define-se também os ciclos singulares
infinitos, que sao os ciclos formados por uma solugao contida em S? — S', que conecta
dois pontos de sela em S!, unidos por uma solugao regular, inteiramente contida em S*
(Figura 1.2, do Capitulo 1).

Como os campos obtidos nos hemisférios superior e inferior da esfera sao opostos,
diferindo apenas pelo sinal, o que se faz comumente é considerar somente o campo do
hemisfério norte, que é homeomorfo ao disco D? C IR?, obtendo-se assim um campo
definido neste conjunto (conhecido como “Disco de Poincaré” [19]). Assim, os pontos
do bordo de D? correspondem aos pontos no infinito do campo polinomial no plano.

Dado um campo vetorial polinomial X = (P, Q), definido em IR?, existem diferentes
formas de se obter uma expressao analitica para o campo compactificado p(X), no Disco

de Poincaré (ver, por ex., [24], [25] ou [27]).
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Sendo S? uma variedade diferenciavel, escolhendo um sistema de coordenadas conve-
niente podemos obter a expressao de p(X) nestas coordenadas. Utilizando coordenadas
polares (0, p), 2m periédicas em ¢, podemos cobrir o hemisfério superior da esfera menos

o polo norte (0,0,1), através da funcao sobrejetora
F:IR x [0,+0c0) — H* — {(0,0,1)},
dada por
F(0,p) = (14 p*) "% (cost, sent), p).

Considere entao o campo polinomial

X(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)),

ry) = kiPk(a:,y) e Qz,y) =Y Qulz,y),
=0 k=0

onde P; e () sao polinémios homogéneos de grau k.
Usando, de um lado a projegao central e de outro a carta F(,p) acima, podemos
encontrar a expressao do campo compactificado p(X), em coordenadas (0,p), que é

dada por (conforme [25])

p(X)(0,p) = (1 + p*) (Zp An-i(0),=p Y. p' Rasi(9)), (2:2)
1=0
onde
A(0) = —Pr(cosl, senf)sen + Qx(cosl, send)cosl (2.3)
Ri(0) = Pi(cosl, senf)cosd + Qi(cosh, send)send, (2.4)

para k = 0,1,...,n, com § € [0,27) e p € [0,00). Assim o campo acima fica definido
no conjunto [0,27) x [0,400), que pode ser identificado com o disco D? — {(0,0)}. Da
expressao da fungao F'(0,p) acima segue que, para p = 0, 0 pertence ao equador da

esfera S?, que corresponde aos pontos no infinito do sistema polinomial no plano, que,
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por sua vez, podem ser identificados com os pontos do bordo de D%. Daqui por diante,
como referéncia chamamos o disco D* — {(0,0)} acima, onde est4 definido o campo
polinomial compactificado, em coordenadas (6, p), de disco de Poincaré.

Com isto, é imediato que as singularidades do campo polinomial no infinito siao
dadas pela equagao A,(0) = 0, obtida fazendo-se p = 0 na expressao (2.2). Para

verificar a hiperbolicidade destes pontos, usa-se a jacobiana do sistema, que é dada por

AL (0) An-1(0)

; a0 (2.5)

cujos autovalores dependem somente dos termos de grau n e n — 1 do polinémio.
Como o termo (1 + p?)'2" que aparece na expressao do campo compactificado (2.2)
é estritamente positivo, nos calculos que serdo desenvolvidos na se¢ao seguinte usa-se o
campo equivalente
n n
PX)(00) = (326 Ans(0), =0 3 ' Rnei9), (2.6)
i= i=

obtido de (2.2) dividindo-se a equagao por tal termo.

Observacao 2.2.4 A expressao (2.6) pode ser também obtida através da mudanca de

coordenadas (inversdo)

cost senf
y =
p p

e posterior multiplica¢io do campo obtido pelo termo p™~!, para elimina¢io das singula-

Tr =

ridades e extensio do campo até p = 0 (que corresponde aos pontos do campo polinomial
no infinito). A relagdo acima, entre (z,y) e (0,p), também pode ser obtida usando-se
a projegdo central e a carta F(0,p) definida acima. De fato, os pontos do hemisfério

superior da esfera podem ser escritos nas formas

1
———— 1
Ty +l(:r,y, )

Igualando-se as coordenadas acima, obtem-se a relagio desejada.

Pla,y) = ou  F(0,p) = (1+p*) *(cost, send, p).
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A expressao (2.6) para o multiplo do campo compactificado é especialmente 1itil
no estudo de propriedades globais do campo X, principalmente nas proximidades do

infinito, pois € valida no disco todo, exceto na origem (0, 0).

2.3 Compactificacao de perturbagoes periédicas de

campos polinomiais planares

Considere o sistema polinomial de equacoes diferenciais ordinarias do IR2, com pertur-

bagao periddica, dado por

I

T

P(z,y) + f(ot) (2.7)
g = Qa,y)+ eglet), (2.8)

onde € é um parametro real, P e Q sao polinémios de graunemx ey, f e gsao fungoes
de classe C*, k > 2, periédicas de periodo T' = 27 /@, sendo w = w(y/2% + y%)*~!, com
w > 0 constante.

Usando a expressao (2.6) da segao anterior, obtem-se a seguinte expressiao para a

compactificacao do sistema acima, em coordenadas (6, p)

0 = —send ZpiPn_i(cosf), senfl) + cosl Z P Qn_i(cosl, senf) + ¢ f (6. p.wt(s))
1=0 1=0

p = —cosd> pt'P,_i(cosh, senb) — senl > P Qn_i(cosh. send) + eg(l, p,wt(s)),
=0 1=0

onde

F(0,p,31(s)) = p"[g(@t(s))cosh — f(@t(s))send]

9(0,p,0t(s)) = —p"! [ f(@s)cosh + g(t(s))send),

dt(s)

sendo t(s) tal que = 1/(V2* 4+ y?)"~'. De forma abreviada. tem-se
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0 = ZpAn, )+ €J(0,p,01(s)) (2.9)

p o= —gp"+‘Rn-,~(9> + eg(0, p,51(s)), (2.10)

onde Ak(0) e Ri(0) sio dados pelas expressdes (2.3) e (2.4), respectivamente (secdo
anterior). Observe que a derivagao acima ¢é relativa ao novo tempo s, reparametrizacao

do tempo ¢ do sistema no plano (conforme a Observacao 2.2.2).

Observagao 2.3.1 Dagui em diante serd denotado port o tempo no plano, ¢ por s o

tempo no disco de Poincaré, para o campo compactificado.

Os célculos acima mostram a influéncia da perturbacao (f(&t),g(&t)) no campo
compactificado. Tais fungées aparecem nas expressdes de f e g, que dependem expliti-
camente do tempo s. Assim, o campo compactificado, ndo-auténomo, estd definido no
toro sélido D? x S!, e nao mais no disco de Poincaré D2. Para ver isto. basta fazer a

mudanga de varidveis @it(s) = ¢ , donde tem-se

’_dé_~dt(3)_ 2 2\n—1 _n—1 __
¢—£—w 75 = e+t = w,
ja que p"Th = 1/(VaT )l

Entao, devido ao caréter periédico de f e g, considerando ¢ € S!, obtém-se:

n

0 = Zp'~1n, )+ ef(0,p,9)

=
n

po= =3 P Rasi(0) + (0, p, ¢)

1=0
o = w,
com (0,p) € [0,27) x [0,+0), p €S ew > 0.
Consequentemente, lembrando que o bordo de D? ¢ invariante para o sistema nio

perturbado, os pontos no infinito para o campo (2.7)-(2.8) passam a ser representados

pelos pontos do bordo do toro sélido D? x S', dado por S! x S!.
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Assim, um ponto de equilibrio hiperbdlico no infinito, (,0), do sistema nao pertur-
bado, passa a ser uma 6rbita periddica v»(s), para o sistema perturbado, contida em

S' x S (Figura 2.1), cuja parametrizacio é dada por

Y(s) = (0,0,ws + ¢p).

o /’\

toro invariante

identificados

Wy (s)

| —— orbita periodica

- | D

@

Figura 2.1: Retrato de fase do campo perturbado compactificado, no toro sélido D2 x S!.

Também, pontos de equilibrio e drbitas periddicas hiperbélicas do campo nao-
perturbado, contidos no interior de D?, passam a ser érbitas periddicas e toros in-

variantes, respectivamente, do sistema perturbado. contidos no interior do toro sélido

D? x S! (Figura 2.1).



2.4 A funcao de separacao para variedades invari-

antes de orbitas periddicas no infinito

Suponha que o sistema (2.7)-(2.8) possui, para ¢ = 0, dois tinicos pontos de equilibrio
simétricos no infinito, que sao selas hiperbdlicas, isto ¢, sua compactificacao induz um
campo de Poincaré p(X') que possui dois pontos de sela simétricos, 8, e 5. no bordo do
disco D?. Suponha ainda que tais pontos sdo conectados por uma solugao heteroclinica
7(s), formando o ciclo singular infinito y(s) U 6, U a(s) U 0, (conforme Figura 1.2,
mostrada no Capitulo 1, pg.10).

Considerando-se as hipéteses acima e a discussao apresentada na secao anterior, para
¢ = 0 o retrato de fase da compactificagao de (2.7)-(2.8), no espaco de fase estendido

D? x S', tem a forma apresentada na Figura 2.2.

- ¢=2n \

8,0,

identificados

0(s)

Figura 2.2: Retrato de fase da compactificagio de (2.7)-(2.8), para € = 0, no plano de fase estendido
(toro sélido D? x S').

Assim, os pontos de sela 6; e 0, do campo de Poincaré induzido por (2.7)-(2.8),
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com ¢ = 0, tornam-se, neste espago de fase estendido, drbitas periddicas hiperbdlicas
no infinito, 0,(s) e 0,(s), e a solucio y(s) que conecta f; com 0, passa a ser uma
variedade bidimensional I'g,4,, conectando as érbitas periédicas 0,(s) e y(s). Logo
[g,6, € constituida por uma das variedades estaveis de 6,(s), W*(6(s)), que coincide

com uma das variedades instaveis de 0,(s), W*(0(s)) (Figura 2.2).

A questao que surge naturalmente neste ponto é a seguinte: como a estrutura es-
bogada na Figura 2.2 se altera por uma perturbagio periddica do campo, isto ¢, quando
considera-se € # 0, suficientemente pequeno, em (2.7)-(2.8) (e, consequentemente, no

sistema compactificado (2.9)-(2.10))?

Como se trata de duas variedades de dimensao dois, contidas no toro sélido, o que se
espera € que, para ¢ # 0, as variedades W*(0,(s)) e W*(0y(s)) se tornem transversais,
isto €, se separem (intersecgao vazia) ou se intersectem ao longo de curvas, conforme
mostrado na Figura 2.3.

O restante deste capitulo e o Capitulo 3 inteiro tem por objetivo responder a questéo
acima. Mais especificamente, estuda-se quais tipos de perturbacoes deve-se considerar
para que se tenha, para ¢ # 0 pequeno, interseccio transversal, tangéncia e separacio
das variedades invariantes locais de 0,(s) e 02(s), que dependem de ¢, as quais denota-
remos W?(0,(s)) e W*(0y(s)).

Primeiramente tem-se que, com o procedimento de compactificacio, o bordo do disco
D? é invariante. Tal propriedade nao se altera com a perturbacgao periddica considerada
e, portanto, as porgoes +a(s) x S* contida no bordo S' x S! do toro sélido (Figura 2.2)
nao se altera com a perturbagao. De fato, fazendo p = 0 no sistema (2.9)-(2.10), tem-se
p =0, com o que a solugao das equagdes s6 apresentam movimento possivelmente nas
diregoes angulares (6, ¢) € S! x S!. Também, com a perturbacao periédica considerada,
que depende somente do tempo, os pontos de sela no infinito nao se alteram, pois

dependem somente dos termos de grau n do polinémio (lembremos que eles sao dados

N}
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T ¢=2n

identificados Pl

0,(s)

Figura 2.3: Possivel interseccio entre as variedades invariantes W (0,(s)) e W¥(0a(s)) das 6rbitas

periddicas no infinito, em virtude de uma perturbagao periédica do sistema (2.7)-(2.8), no plano de

fase estendido (toro sélido D* x S!).

pela solugao da equagao A,(0) = 0). Consequentemente. as variedades invariantes
WE(0,(s)) e Wi(0,(s)) persistesm, para € # 0, suficientemente pequeno.

Assim, deve-se analisar apenas o que ocorre com a variedade heteroclinica ['g,0,, em
consequéncia da perturbacao periddica.

Para tanto, vamos definir uma fungao d(p,¢) que dd a distancia entre as variedades
WE(0i(s)) e Wi (0y(s)). para ¢ suficientemente pequeno. relativamente a um ponto
p € L'y 0,, em uma segao transversal a 'y 4, (para maiores detalhes, ver [29]). Considere

a parametrizacgao
Por0, = {(¢9.0) € D? x §'|g=(s0).50 € R e &= o € [0,27)},

da variedade I'y, g, e a segao transversal (global) ao fluxo do sistema (2.9)-(2.10), dada



por (Figura 2.4):
S = {(0,p,8) | (0,p) € [0.27) x [0,+0c0) ¢ &= g¢p € [0.27)}.

Tome um ponto p = p(so, ¢o) € g9, N T e o vetor 7 = (X*(7(s0)),0). onde X+

representa o campo ortogonal a (2.9)-(2.10), com ¢ = 0 (Figura 2.4).

T ¢=2n rﬁ 182
%
identificados
L ¢:O

Figura 2.4: Segio T, transversal ao fluxo do sistema (2.9)-(2.10), com ¢ = 0. e vetor 7, ao longo
do qual serd medida a distancia entre as variedades V2 (0, (s)) e W(0a(s)), para € # 0 suficientemente

pequeno.

Com a constru¢ao acima, 7, é transversal a ['4,9, em cada ponto p. donde, para
€ =0, W5(0i(s)) e W§(0,(s)) intercectam a reta gerada por mp. Entao, pelo Teorema
das Variedades Invariantes, juntamente com o Teorema da Dependencia Continua das
solugoes com relagao a parametros, para ¢ # 0 suficientemente pequeno. W?:(0,(s))
e Wr(02(s)), também intersectam a reta gerada por T, em pontos q’(sg) e ¢*(so0).
respectivamente (Figura 2.5).

Define-se entao a fun¢do de separacgio entre as variedades invariantes locais We(0,(s))

V]
=7



W, (8,)

Zq’ 0

Z¢()

1
\

/

. A .
distancia entre as
. o
variedades na segao
transversal

W' (0,9)

Figura 2.5: Distancia entre as variedades invariantes em uma secio transversal £%0.

e W(02(s)), relativamente ao ponto p = p(so, ¢o) € Lg5,NS% (Figura 2.5) como sendo

< (a(50) — g2(50)), X2 (x(50)) >
o dorc) = X (2 (s)]

onde ¢;(so) e q7(so) sao pontos iniciais das solugdes ¢“(s + so) e ¢°(s + s¢) do sistema

perturbado (2.9)-(2.10). contidas em W (0,(s)) e W2(6,(s)), respectivamente, que cor-

b

tam a reta gerada por 7, pela primeira vez antes de tenderem a 0(s) (“no passado”) e
a 01(s) (“no futuro”). respectivamente (para maiores detalhes, ver [29], Capitulo 4).

Observe que, como o vetor (¢¥(so) — ¢¥(s0)) é paralelo ao vetor 7, entido a norma da
funcao de separacao definida acima da exatamente a norma do vetor (g (s0) — ¢2(s0)).
E claro também, da definigao, que d(so, ¢, €) = 0 se, e somente se, q¥(so) = ¢ (s0)-

Para ¢ = 0, tem-se d(so,00,0) = 0. Entdo, a expansio em Série de Taylor, com

o
o0



relacao a ¢, em torno de € = 0. da funcao de separacao definida acima. é dada por

dd(sg, ©p.0)
(-

2
Ep + O(€?).

d(sg,00.€) =

O primeiro termo nao identicamente nulo na expansao acima é dado por

0d(o0®0,0) . /‘/[(303 650)
e X (so))||

A funcao M(so,¢o) acima desempanha um papel fundamental no estudo da sepa-
ragao entre as variedades e possui uma representagao integral dada por (conforme (5],

pg-396 e seguintes, ou [15])

+o0 S o0 wr
Mso,go) = [~ eI BXOURoMr < N (354 50)). B3 (5 4 s0), s + ) > ds
‘ (2.11)
onde X = (X', X?) é o sistema compactificado dado em (2.9)-(2.10), com € = 0,

X+ = (=X% X', F =(f.g) sao as coordenadas da funcao de perturbacao no sistema
compactificado, e y(s) € a trajetdria heteroclinica que conecta os equilibrios #; com 6,,
no disco de Poincaré.

A férmula integral (2.11) para a derivada parcial da funcio de separagao com relagao
ao parametro é, provavelmente. conhecida desde Poincaré. Também foi descoberta
independentemente por vérios autores, dentre os quais citamos Sotomayor, em [23], ao
estudar perturbagoes auténomas de conexdes de pontos de sela no plano, e Melnikov,
em [20], no estudo de perturbacoes periédicas de campos vetoriais no plano, contendo
orbitas homoclinicas e heteroclinicas. Neste trabalho, a férmula integral (2.11) para
M (s0, ¢o) sera chamada Integral de Melnikov-Sotomayor.

E importante notar que a expressao integral depende apenas do sistema nao-pertur-
bado e da fungao de perturbagao F' = (f,§), calculados na érbita heteroclinica ¥(s).

No caso em que o sistema é hamiltoniano, o divergente se anula e a funcio M toma
a forma

+>c
M (so, o) = / < .\’L(7'(s+50)),F('y(3+so),ws+¢o) > ds. (2.12)

—Q0
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Observagao 2.4.1 Da defini¢io da distancia d(sg.dg.€) pode-se observar que a fung¢do
acima € obtida resolvendo-se a equagdo variacional associada a (2.9)-(2.10), derivando
a equagao com relagdo ao parametro €. Assim. a fung¢io M(sg, dg) € dada pela projecao
da solugao da equagdio variacional na diregcio ortogonal. Para uma referéncia sobre
a dedugao da fungio M, ver, além dos trabalhos originais [20] € [23], os livros [29],
Capitulo 4, e [5], Capitulo 6, onde € apresentada detalhadamente, de forma diddtica, a

dedugdo da formula integral acima.

Vale entao o seguinte teorema classico da Teoria das Perturbacoes, cuja demons-
tragao, que aqui omitiremos, aparece em varios textos e artigos ([5],[15],[29]), sendo

que, pelo que temos conhecimento, foi publicada pela primeira vez em [20].

Teorema 2.4.2 Suponha que existe um ponto (so, do) € IR x S! tal que

r oM
;\/I(S—O,Qbo) =0 € Ds (bo,@o 7£ 0.
So

Entdo, para € # 0 suficientemente pequeno, as variedades invariantes We(0:(s)) e
Wi (02(s)) do sistema (2.9)-(2.10) se intersectam transversalmente no ponto (v(s0) +

O(¢), ¢0). Além disso. se M (so,¢0) # 0 para todo ponto (so,p0) € R x S! | entdo
W2E(01(s)) N WH(Bq(s)) = 0.

Prova: Trata-se de uma aplicagao do Teorema da Funcao Implicita a fungao de sepa-

ragao definida acima. Ver, por exemplo, [5], Capitulo 6, onde a demonstragao é feita

com todos os detalhes.

O seguinte Lema sera titil nas se¢oes seguintes.

Lema 2.4.3 Para a fun¢io de Melnikov-Sotomayor M(sg, ), definida em (2.11).

tem-se que, se M(Sg, o) =0, entdo ?,‘T‘:(s”o,qé_o) # 0 se, e somente se, ;g’(so,qﬁg) £ (0.

30



Prova: Fazendo a mudanca de varidveis € = s + so na integral M (sg.0p) obtem-se
o

"+00 =8 ;o g
M(SO»OO):/ e Jo T KON o XL (3(€)) F((E). w6 — wso + do) > dE.

=%

Fazendo agora a mudanca u = 7 + s na integral do argumento da exponencial que
aparece no integrando da funciao acima, tem-se

+0 e_ffo divX (v(u))du

M (s, do) = /

—0Q

< ‘\’.L(Wl(é‘))v F("/(f),w{ — WS + ¢0) > d§

Derivando a expressao acima com relaciao a so e com relacao a ¢y, chega-se a seguinte

relacao

oM L 1 OM
(30-050) = d’-'L’<\(“J’(50)) M (s0,00) + ’—a—,(SOaOO)-

(r)S() w oo

Portanto, aplicando as derivadas acima no ponto (S, ¢o) e considerando-se a hipdtese

M (sp,d0) = 0 segue o resultado. [ |

Do lema acima segue que o Teorema 2.4.2 continua valido se trocarmos, na sua

hipotese, a condicao %(.9’0,(50) # 0 por ggi(s_o,%) # 0. Isto traz algumas vantagens

7

com relagao aos calculos, como ficara claro nas proximas secoes.

Se a perturbagio F' = (f, g) de (2.9)-(2.10) for uma funcio que depende diferencia-
velmente de um pardmetro v, a funcio de Melnikov-Sotomayor definida acima também
dependerd diferenciavelmente deste parimetro e vale o seguinte resultado (conforme

[15], Teorema 4.5.4, pg.190)
Teorema 2.4.4 Suponha que existe um ponto (S0,00,7) € R x S' x R tal que

Z) 1“[(8_0,q50,17) =0,

L OM(so, b0, D)

ll) T = 0,

02/\[(5_0,450,17)
Do’
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” ()A,/(.Sfo,oo.,;)#oi

dv

Entao, para € # 0 suficientemente pequeno, W2(0,(s)) e W¥(0y(s)) se tangenciam qua-

draticamente no ponto (y(so) + O(e€), ¢o), e tal tangéncia persiste para v = iv + O(e).

Prova: Ver [15], pg.190.

2.5 A integral de Melnikov-Sotomayor em coorde-

nadas polares

Supondo-se, sem perda de generalidade, que a reta invariante do sistema polinomial no
& |

plano nao passa pela origem, tem-se, consequentemente, que a trajetéria heteroclinica

7(s), do sistema compactificado. nao passa pela origem do disco D2. Pode-se entio usar

a expressao da compactificagao do sistema polinomial

r = Plz,y)+ ef(wt)

y = Qz,y)+ eg(wt),

em coordenadas (6, p), dada por

0 = —sené’ipi P,_i(cosf. senf) + c039zn:piQn_i(co.SO..senO) +ef(p,0,9)
=1 1=0
p o= —c030i:pi+1Pn_;(c059.sen9) - 36719ipi+lQn_i(co.50.sen0) + €g(p,0,¢)
(;b . 1=0 1=0
onde

f(0,0.0) = p"(g($)cost — f(g)send)

32



3(p:0.8) = =p"™'(f(d)cos + g(¢)send),
para o calculo da funcao integral de Melnikov-Sotomayor definida na se¢ao anterior.
Fagamos os cdlculos dos termos que entram no integrando da funcao M (s0. &).
Omitindo. por um momento, os argumentos das funcoes, e chamando s = senf e

¢ = cosf. obtemos:

<Xt (f.9)>=
< (eTiop™ Paci + 5 Xio 1 Quei « =5 Tlg ' Paci + ¢ 0y P'Qni) . ([,9) >=
of Tico P+ Paci 4 sf Tlg p' Quoi — sGT0 ' Paci + €§ X 9 Q.
Substituindo as expressoes de f e § acima, obtem-se, apos alguns calculos simples,

envolvendo propriedades das fungdes trigonométricas, a igualdade

<XH(£9)> = 9o Lo p Paci — fo" T S p Qi
= " < (= Tho P Quois Do £ Pasi) (£, 9) >,
onde Py e Q4 sao polinémios homogéneos de grau k, componentes dos polinémios P e )
que determinam o campo nao perturbado no plano, isto é, P = 2h=o Pre @ =37_, Ok,
[ e g sao as fungoes de perturbacio do campo polinomial (P,Q) no plano, e <, > denota
o produto interno usual do IR?.

O outro termo que entra na Integral de Melnikov-Sotomayor é o divergente do campo

compactificado nao-perturbado, que ¢ dado por

o(s) =3 p(s) Au_i(0() = D(i + 1)p(s) RueiO(s)). (2.13)
=0 =0
Em resumo, a integral (2.11) para o campo compactificado, em coordenadas (4,p)
é dada por
+0o0 s d
M (50, o) = / e Jo 7T (s 4 o) HLE(B, p, 5, 50, o) ds, (2.14)
onde

n

a(s) = ip(s)i‘4;—i(9(5)) — (i +1)p(s) Ra-il0(s)),

1=0
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F(0,p,s,s0,¢0) = — f(ws + og) Zp(s - 30)’4Qn~,-(c030(s + s0),senf(s + so)) +

=0

g(ws + do) D _ p(s + s0) Pa_i(cosb(s + s0),send(s + so)),

i=0
sendo y(s) = (6(s),p(s)) a expressao da conexao heteroclinica entre os equilibrios 0, e
02, em coordenadas (6, p), no disco de Poincaré, e ws + ¢ é a solucdo de é = w tal que
$(0) = do.

A solucao v(s) = (0(s),p(s)) é uma reparametrizacacio da solucio nao-limitada
©(t) = (2(t),y(t)) do sistema polinomial (2.7)-(2.8) no plano, com ¢ = 0, contida na
reta invariante {z = 1}, que conecta os pontos de sela hiperbélicos no infinito. Conforme
[7], devido a hiperbolicidade dos pontos no infinito, tal solucao est4 definida no intervalo
(t-,14), com t_ ety finitos (ver também a Proposicio (3.1.1) adiante, onde sao feitos

os calculos explicitos da solugao, no caso quadratico). Entao, com base no Lema 2.2.3

e observacao 2.2.2, fazendo a mudanca de variaveis
dt
t=1t(s com — =p!
(s) =P

na integral (2.14) e usando as relagdes entre as coordenadas (0, p) e (z,y), dadas por

(conforme observagao 2.2.4)

1
ey

obtem-se a integral de Melnikov-Sotomayor (2.14) do campo compactificado, em coor-

cos = px. senf=py e

(2.15)

denadas (z,y) do plano, que é dada por

t t_ n
M(to, do) :/+e_f0"(T+t°”dT(x(t+t0)2+y(t+t0)2)__2ﬂG(:c,y,to,¢0) dt  (2.16)

t=

onde

G(2,y,l0, do) = gwt + ¢o) P(x(t + to), y(t + to)) — flwt + ¢o)Q(x(t + to), y(t + to)),

&(t) € um polinémio de grau n 4 1 em x(t) e y(t), multiplicado por ||(z(t),y(t))||~"+"

0}

obtido do divergente o(s) do campo compactificado (expressio 2.13), através das re-
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lagoes (2.15). ty € (t{_.ty) é o correspondente de sy € (=00, +20) (conforme o Le-
ma 2.2.3), P(z,y) e Q(x.y) sdo os polinémios que definem o campo polinomial nio-

perturbado,

no plano.
As expressoes (2.14) e (2.16) serao usadas nos proximos capitulos no estudo de
perturbagdes periddicas de ciclos singulares infinitos e de bifurcacées subharménicas de

orbitas periddicas de grande amplitude de campos polinomiais no plano.
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Capitulo 3

Perturbacgoes Periédicas de Ciclos

Heteroclinicos Infinitos

3.1 Caso 1: Campos quadraticos com uma reta in-

variante

Considere em IR? um campo vetorial polinomial quadratico que deixa invariante uma
reta r, sobre a qual nao existem pontos criticos do campo. Supondo, sem perda de ge-
neralidade, que tal reta é dada pelo eixo-y, o sistema de equacdes diferenciais associado

ao campo tem a forma

T = z(B+dr+ey)

Yy = a+mz+ny+ az? + by + cy.

Considerando agora uma mudanca de coordenadas afim, apos renomear as constan-

tes e variaveis, o sistema toma a forma
T = xy (3.1)
y = a+ma+ny+az® + bry + cy?, (3.2)
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com n? — 4ac < 0.
Campos vetoriais da forma acima aparecem no estudo de muitos problemas aplicados

[10]. Por exemplo, sistemas do tipo Lotka-Volterra [14]. [18], dados por

T = z(ax +by+c) (3.3)
y = yldz +ey+[), (3.4)

com a,b,c,d, e, f € IR. utilizados no estudo da dinamica populacional de espécies que
interagem entre si, podem ser transformados em um sistema do tipo (3.1)-(3.2), com
uma mudanga afim de coordenadas.
Também, a equagao de Lane-Endem, de indice n, relacionada a problemas da As-
trofisica [3], dada por
(&) + & =0,

onde n' = dn/d€. é transformada pela mudanca de variaveis

! A—1_n
x = fl y= ¢ I’] .t =In|¢
n 7
no sistema
T = —a2(l+zr+y)

Jo= yA+1+na+y),

que, por uma mudanca afim de coordenadas e multiplicagao por um nimero positivo.
se reduz a um sistema da forma (3.1)-(3.2).
Similarmente. a equacgao de Blasius da Mecanica dos Fluidos [10], n”" +nn" =0 ¢

transformada pela mudanca de varidveis

' U ,
.F:F, y:W, t = In|y|
no sistema
T = z(l+ax+y)

y = y(2+r—y).
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que também pode ser transformado em um sistema da forma (3.1)-(3.2).

Para uma referéncia sobre a utilizagio de sistemas gerais da forma (3.3)-(3.4) no
estudo de fenomenos fisicos ver [10].

Nesta secio estuda-se, via compactificagao, o efeito das perturbacoes periddicas
sobre o sistema (3.1)-(3.2). A consideracdo de perturbacoes periédicas na analise de
fendmenos naturais como os descritos acima (interacio entre espécies, problemas da
Astrofisica, Dindmica dos Fluidos), é natural, dentro de cada contexto. Veja, por
exemplo, [26] e referéncias ali citadas.

Conforme visto na segao 2.2, do Capitulo 2, a expressao (2.6) do campo compacti-
ficado nao é viélida no polo norte da esfera (ou equivalentemente, no centro (0,0) do
disco D?), pois a compactificacio usando coordenadas polares nao é valida neste ponto.
Assim, como a solugao do sistema (3.1)-(3.2), contida no eixo-y, passa pela origem do
plano, que corresponde ao centro do disco, para evitar este ponto problematico vamos
fazer uma translacao da reta invariante do sistema para o ponto (1,0). Com isso, a reta
{x=1} passa a ser invariante, e o sistema (3.1)-(3.2) ¢ entio escrito da forma abaixo,

apos renomear-se as variaveis e constantes:
T = ay—y (3.5)
Yy = a+mz+ny+ax’+bry + ey’ (3.6)
Vale entao o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.1 Sob as hipdteses

H1) a) (b+n)’ —4(a+m+a)c<0 e b) m* — daa > 0;
H2) 0 <c<1;
H3) b* —4da(c—1) < 0,

o sistema (3.5)-(3.6) possui somente dois pontos de equilibrio no infinito, que sio pontos

de sela hiperbdlicos, 0, e 0,. conectados por uma drbita heteroclinica v(8), que € uma
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reparametrizagio da solugio (1), contida na reta invariante {r = 1}, formando os
ciclos singulares infinitos y(s) U 0, U +a(s) U 0, (Figura 3.1). Além disso, o campo

possui dois pontos de equilibrio no eivo-r, que sdo focos ou centros.

-a(s) @ <E> os)
Y (s

0

2

Figura 3.1: Ciclos singulares infinitos, simétricos, de um campo polinomial, no disco de Poincaré,

com dois equilibrios na parte compacta, que sao pogos.

Prova: Usando a expressao (2.6) do Capitulo 2, o compactificado de (3.5)-(3.6), escrito

nas coordenadas (6, p), é dado por:
0 = X'(0,p) (3.7)
po= X0,p) (3.8)
onde

XY(0,p) = (¢ —1)e(0)s*(0) + ac®(0) + bs(0)c*(0) +
+ps*(0) + pmc?(8) + pns(0)c(0) + p*ac(0),

X%(0,p) = —pl(a+ 1)c2(0)s(0) + be(0)s%(0) + cs®(0) +
+p(m —1)s(0)c(0) + pns*(0) + p*as(0)).
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com ¢(f) = cosf e s(0) = sin 6.

Fazendo p = 0 no sistema acima obtem-se
) =0 — (¢ — L)cos(0)sen®(0) + acos®(0) + bsen(f)cos?(0) = 0,

donde, da hipdtese (H3), segue que (7/2,0) e (37/2.0) sdo os tinicos pontos singulares
de (3.7)-(3.8) no bordo do disco D? (que correspondem aos pontos criticos de (3.5)-(3.6)

no infinito). Calculando a jacobiana do campo nestes pontos, obtem-se

c—1 1
J(37/2,0) = ( 0 ) ]
c

0 que, com a hipétese (H2), implica que eles sao selas hiperbélicas.
De (Hl-a) tem-se que a reta invariante {¢ = 1} nio contém pontos de equilibrio.

Fazendo-se z = 1 e integrando a equagao obtem-se a seguinte solucio, contida na reta

{z =1}

o(t) = (1 . 5tg(c5t + arctg(n Ls

) = (n+)) = (21(t), (1)),

onde § = %\/4c(a +m+4a)—(n+ b)?. Tal solugao esta definida no intervalo

@ 1 n+b w 1 n+b
(- t4) = (— %5 JaTCtQ(T) ' 3e8 garctg(——(s ))-

Usando as relagoes entre (z,y) e (0,p), dadas por (conforme Observacio 2.2.4.

Capitulo 2)

cosf senf 1
e

Ir = Uy = R
P T SRRV

tem-se 0 = arctg(y/z), com o que pode-se encontrar a expressio da solucio ©(t) nas

coordenadas (6, p), que é dada por
1

v(s) = (0(s), = (arctg(pi(t)), ——
y (0(s),p(s)) = (arctg(e ol

bl
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onde s = s(t) ¢ o tempo no Disco de Poincaré, dado pelo Lema 2.2.3, sendo que
lim; 4y 5(t) = foo. Assim, da expressao de () acima tem-se que, quando ¢ — 1,
©2(t) — +oo, donde O(s) = Z e p(s) — 0; também. quando t — t_, ©o(t) — —oo,
0(s) — %1 e p(s) = 0. Portanto, por unicidade, v(s) é uma reparametrizacao da solucao
©(t), contida na reta {z = 1}.

Finalmente, de (H1-b) segue que o campo possui dois pontos de equilibrio no eixo-z,
que sao, obviamente, centros ou focos (atratores ou repulsores). Concluindo, o eshoco
do retrato de fase do campo no disco de Poincaré tem a forma apresentada na Figura

3.1 (no caso em que os equilibrios sao pocos). [ |

Considere agora a seguinte perturbagao periédica (nao-auténoma) do sistema (3.5)-

(3.6)

T = xy—y+ pu+ A(ajcoswt + azsent) (3.9)
Yy = a+ma+ny+ax® + bry + ey’ + Ag(at), (3.10)
onde g é uma funcao de classe C*, k > 2, periddica de periodo T = 27 /&, sen-

do & = wyaZ+y? com w > 0 constante. Trata-se de uma combinacao da per-
turbagao auténoma dada pela funcao (1,0) com a perturbacao periddica (a,cosit +
azsenwt, g(wt)), relacionadas aos parametros j e . respectivamente. Observe que o
periodo da perturbagao periddica depende da posicao (r,y).

A perturbagao acima é a mais natural possivel, pois a parte auténoma é ortogonal a
solugao contida na reta {x =1}, que corresponde a érbita heteroclinica v(s) do campo
compactificado. Como visto no Capitulo 2, os pontos de sela no infinito, 6, e 65, do
sistema nao perturbado (3.5)-(3.6), passam a ser érbitas periddicas no infinito, 8;(s)
e 02(s), para o sistema perturbado (3.9)-(3.10). O parametro y cumpre o papel de
“separar” (ou desconetar) as variedades invariantes locais das érbitas periédicas 6;(s)
e 0,(s), que dependem de pu e A, e as quais denotamos W2 4(01(s)) e Wi 4(02(s)).

O parametro A, por sua vez. representa a amplitude da perturbacio periédica. O
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teorema abaixo estabelece condigbes sobre os parametros A e p para que as variedades

W 4(01(s)) e W} 4(02(s)) se tangenciem, se intersectem transversalmente e se separem,

no espaco de fase estendido.

Teorema 3.1.2 Suponha que para p = A = 0 o sistema (3.9)-(3.10) satisfaz as
hipdteses (H1)-(H3) da Proposigdo 3.1.1. Entdo o sistema possui duas drbitas periddicas
hiperbolicas, 0,(s) e 05(s), no infinito, com variedades invariantes locais Wi 4(01(s)) e
W, 4(02(s)), e existem fungées diferencidveis An(p) e Am(pt), para p suficientemente
pequeno, tais que (ver Figura 3.2):

a) se A= Ap(p) ou A = A, (), as as variedades invariantes Wi 4(0:(s)) e W} 4(04(s))
se tangenciam quadraticamente;

b) se u >0 (u <0, respectivamente) e Ay (p) < A < Apr(p) (Ap(p) < A < Ap(p),
respectivamente), entio W3 ,(0,(s)) N W 4(02(s)) = 0;
c) sep>0eA>Ay(p) ou A< An(p), entdo W2 4(0:(s)) e Wi 4(02(s)) se intersec-

tam transversalmente;

d) sepu<0eA>A,(un) ou A< Ay(p), vale o mesmo resultado descrito em c).

Observagao: Com base no enunciado do teorema acima, o diagrama de bifurcacao
do sistema perturbado, numa vizinhanca da origem no plano-(y, A), é como o mos-
trado na Figura 3.2: existem dois tipos de regides. S; e S,, separadas pelas curvas
Ap(p) e An(p), tais que, se o par (u, A) encontra-se sobre estas curvas, o sistema
apresenta tangéncias heteroclinicas; se (i, A) pertence a regiao S, entao W, 4(0:(s))N
Wi A(02(s)) = 0; se (u, A) pertence a regido Sa, W 4(01(s)) e W} 4(0,(s)) se intersectam
transversalmente em pelo menos um ponto.

A existéncia das tangéncias heteroclinicas e das interseccdes heteroclinicas trans-
versals entre as variedades W3 ,(01(s)) e W 4(02(s)) implicam na existéncia de pontos
heteroclinicos transversais e tangéncias heteroclinicas das variedades invariantes de um

ponto fixo da transformacao de Poincaré associada ao campo.
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A
@ @ 5 Ay @)

Figura 3.2: Diagrama de bifurcagao do sistema (3.9)-(3.10) no plano-(y, A). As figuras mostram a

7s

posigao das variedades invariantes W3 4(0,(s)) e Wi 4(02(s)) em uma segao transversal ao toro D? x S!.

Sao conhecidos da literatura resultados no contexto do teorema acima para pertur-
bagdes periédicas de campos vetoriais contendo érbitas homoclinicas e heteroclinicas,
contidas em regides compactas do plano. O resultado acima estende a teoria existente
para ciclos heteroclinicos infinitos, que ndo podem ser vistos em regides compactas do
plano. Em tais regides o que se vé é apenas uma parte regular de tais solucdes.

Conforme comentdrios tecidos no Capitulo 1, a existéncia de um ponto heteroclinico
transversal para um difeomorfismo (no caso dado pela transformacao de Poincaré as-
sociada ao sistema perturbado) implica na existéncia de infinitos pontos heteroclinicos
transversais, o que ocorre também para os pontos de tangéncia quadratica. Do teo-
rema acima segue que, variando-se o parametro A na direcao vertical, desde A4 = 0.
observa-se o seguinte cendrio (ver Figura 3.2 e também a Figura 1.3, no Capitulo 1): se
A < Apm(p), as variedades Wi 4(01(s)) e Wi 4(05(s)) estao separadas; se A = Apy(p),
as variedades se tangenciam quadraticamente em um ponto (e. consequentemente, em

infinitos pontos); se A > Ay/(u), as variedades se intersectam transversalmente em um
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ponto (e, consequentemente, em infinitos pontos). A Figura 1.3, mostrada no Capitulo
1, dd uma idéia do comportamento das variedades em uma secio transversal ao fluxo do
sistema perturbado, para diferentes valores dos parametros y e A. Tal comportamento
implica em uma dinamica bastante complexa das soluc¢des do sistema perturbado no

interior do toro sélidoD? x S! e, consequentemente, na parte finita do plano.

Prova do Teorema: Para simplificar a notacao, omitiremos os parametros (¢, A) nas
notagoes de W 1(01(s)) e W ,(02(s)). No decorrer da prova, usamos as construgoes
elaboradas no Capitulo 2.

Compactificando (3.9)-(3.10), usando coordenadas polares (0, p). conforme os calculos

desenvolvidos no Capitulo 2 (expressio 2.6), obtem-se a seguinte expressio

0 = X)(0,p,¢,¢) (3.11)
p o= X3(0,p,0,0) (3.12)
h = X3(0,p,,¢), (3.13)

onde

X,(0,p,0,¢€)

Il

(c = 1)e(0)2(0) + ac¥(0) + bs(8)c3(0) + ps?(0)
pmc?(0) + pns(0)c(0) + prac(9) — up?s(0) — Apcosds(6),
—pl(a+1)c*(0)s(0) + be(0)s2(0) + cs3(0)

+ p(m —1)s(0)e(0) + pns?(0) + p2as() — up?c(0) — Ap?cosps(0)],
X3(0,p,¢,€) = w,

sendo que ¢() = cosf, s(f) = sinf. O campo acima estd definido no toro sélido

-+

X2(0,p,,¢)

{D? x 8'} — {(0,0) x S'}, sendo que os pontos no bordo deste toro correspondem aos
pontos no infinito do campo (3.9)-(3.10).

Os pontos singulares no infinito, 6, = (7/2,0) e 6, = (37/2.0), que, por hipétese,
existem para A = p = 0 (conforme Proposigao 3.1.1), correspondem, neste espaco de

fase estendido, as orbitas periédicas
s) = {(7/2,0,ws + o) | s € Re ¢ € [0,27)},
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02(s) = {(37/2,0,ws + ¢o) | s € R e & € [0,27)}

do sistema (3.11)-(3.13). com variedades invariantes 1*(0,(s)) e W*(0,(s)), que, para

= A =0, coincidem, formando a variedade bidimensional
Folol’ == {(7(30)a¢0) | so €IR e ¢ € [0277)},

onde y(s) ¢ a trajetdria heteroclinica do sistema compactificado, que conecta os pontos
singulares 6, e 0, no disco de Poincaré (Figura 3.1).

Conforme Capitulo 2, secdo 2.4, seja d(so, ¢o. . A) a funcio de separacio entre
W¥(02(s)) e W*(01(s)), relativamente a um ponto p € Iy,g,, em uma secio L%, trans-
versal ao fluxo do campo. A expansao desta funcdo em Série de Taylor, nas variaveis i

e A, em torno de (0,0), é dada por

1 (9(1(30.¢0.0,0) 1 8(1(80.()0.0.0) .
d(so, o, pt, A) = ———"1 "7 —- A+ R(so, ¢o,pt, A), (3.14
(80, b0, 4, A) N on rt 5 71 + R(so, o, p, A),  (3.14)
onde S = M(s—".ﬁ’w e M(do) = Mf"é'z"ﬁl sao as funcoes de Melnikov-Sotomayor,

relativas a parte auténoma e & parte periédica da perturbacio, respectivamente,
R(s0, ¢o, it, A) = a(so, do, jt, A)p* + b(s0, Go. pt. A) A + c(s0, o, pr, A)A?,
sendo a, b, ¢ funcoes analiticas de (p, A), tais que
a(sp. @9.0.0) = b(s0.o.0,0) = c(s0.00.0.0) =0,

e N =|

X1 (v(s0))l, que é diferente de zero para s finito. O parametro ¢y é tomado

de acordo com a secao transversal ©% considerada. que ¢ definida por
Ed)o = {(Bp,q’)) | (9,/)) (= [0,27!') X [0,+QC) € O= ¢ [05271')}

Vejamos as propriedades das fungées S e M(¢y) acima.
Usando a expressao (2.14) obtida na secdo 2.5. Capitulo 2, tomando-se so = 0 e
fazendo (f(ws), g(ws)) = (1,0), obtem-se:

oo s 2 .
= M¢+ﬂ()m = —/+ a= "(T)‘”p(s)aZp(.s)'Q-z_;(cosﬁ(s).senH(s))ds.

—na =0

=

S
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Usando ainda a expressao (2.14) e considerando (f(ws), g(ws)) = (alcos(ws + ¢o) +

azsen(ws + ¢y), g(ws + ¢0)) naquela expressao obtem-se que

+oa

_ 0d(¢0’ 01 0)

M(go) = === = |

9A e B (s 1 (0, p, 5, do)ds.

onde

2
F(0,p,s,¢0) = (alcos(ws + ¢o) + azsen(ws + 950)) Zp(s)ng_g(cosﬂ(s), senf(s)) +

1=0
g(ws + ¢o) Zp(s)iPn_i(cosﬁ(s).sen@(s)).
Nas duas integrais acima, tem-se que
2 o 2 _
a(s) =3 p(s) Ap_i(0(s)) = D (1 + Dp(s) Ra—i(6(s)),
i=0 1=0

sendo Ag e Ry as expressoes dadas em (2.3) e (2.4), respectivamente, e y(s) = (0(s), p(s))
€ a expressao da conexao heteroclinica entre 6, e 6, no disco de Poincaré, dada pela

Proposigao 3.1.1, isto é

1(5) = (806, p(5)) = (aretglips(t)), ——),

1 + @)
onde ¢(t) = (1,92(t)) é a solugao do campo polinomial no plano, contida na reta
invariante {z = 1}.
Considerando-se agora as relagoes (conforme observacoes 2.2.2 e 2.2.4. do Capitulo

2),
1 ds 1

¢ = a.rctg(”/),

y
0 PTVER e S w T

e o fato de y(s) ser uma reparametrizagao da solucio (t) = (1,(t)) contida na reta
{z = 1}, tem-se, conforme a férmula integral (2.16), obtida na secao 2.5. do Capitulo
2, que a fungao S obtida acima é dada, em coordenadas (z,y) no plano, por

= / o P (1 4 0y (1) QUL a(1)) .
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Da hipdtese (H1-a) da Proposi¢ao 3.1.1, tem-se Q(1,y) > 0. Vy, donde segue que o
integrando na funcao acima é produto de fungdes positivas e. portanto, S < 0.

Por outro lado, como para o campo polinomial (P,Q) no plano tem-se P(l,y) =
0, Vy, M(¢o) obtida acima é dada, em coordenadas (x,y) do plano, por (conforme
expressao (2.16))

M(¢o) = /t+ e"fo"}(T)dT(l + c,og(t)z)_zQ(l. Pa(t))[arcos(wt + o) + azsen(wt + ¢o)]dt.

t—

Da expressao acima tem-se que M(¢y) satisfaz a equacao diferencial M(¢o) =

—M"(¢o) para todo ¢ e, portanto, é da forma
M(¢o) = Bsen(wt + ¢o) + Dcos(wt + &),
donde segue que tal fungiao assume valores maximo e minimo no intervalo [0,27), com
M (¢min) <0 < M(Omaz),

sendo que os pontos criticos Gmin € Gmar 580 nao-degenerados, isto é M"(¢pmin) # 0 e

M"(¢pmaz) # 0.

Consideremos entao a expressao (3.14), com sy = 0, escrita na forma

‘ S M (¢
d(og, pt, A) = V#_*_ /\70)

A+ R(s0. ¢o.pt, A),

onde .5 e M(¢o) foram calculadas acima. Colocando yi/N em evidéncia na expressio

acima tem-se

(o, j1,m) = 1‘—\‘/(.5'+M(¢0)n+R(so.oo.,l.n)), (3.15)

onden=A/ue
R(s0, o, 1t,1) = a0, G, 1, ) + b0, o . 1)) + (0, bo, 1ty p)i,

que é O(u), para ju — 0.

Chamando

(o gt m) 1= S+ M(do)n + R(s0.00. 11.7).
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tem-se de (3.15) que
{
d(éo,/l,n) = lNA((bOa#an)v

donde segue que, como N > 0, para yu # 0 suficientemente pequeno, d(do,pt,m) =0
se, e somente se, A(¢o, 1t,n7) = 0. Analisemos entdo a existéncia de zeros da funcao A
definida acima, usando o Teorema da Funcao Implicita.

Primeiramente encontremos a regiao no espaco de parametros (1, A) na qual as
variedades invariantes locais W7 4(01(s)) e W ,(05(s)) nao se intersectam, ou seja,
W3 4(01(s)) N WY 4(02(s)) = 0, com o que ficard provado o item (b) do Teorema.

Lembremos que, para as variedades invariantes locais das 6rbitas periodicas 6,(s) e

02(s) se intersectarem, devemos ter

Ao, pt,m) := S + M(do)n + R(co, pt,n) = 0. (3.16)

Agora, como

M(¢min) < M(do) < M(Pmaz),

isolando M (¢) na expressio (3.16), tem-se que a condicio sobre os parametros para

que as variedades invariantes se intersectem é

M(dmin) < -2 -2 apg
n n

onde o termo O(u) = R(¢o,pt,n). Como S < 0 e M(ppin) < 0 < M(dmaz), as

desigualdades acima implicam nas relacoes

S S
> 2 , > 2 o
77 — I\J((ﬁmm) O(lu) ou 77 — I‘J((bmar) O(‘U) € 77 > 03
e
£ 5 O( 0 < 5 O(p) sen<0
TS T My O m S —qrE = 0n) e n <0,

Dentre as quatro relagoes acima, n > —m —0(p) en < —m —O(p)

sao verificadas, para y suficientemente pequeno, devido as hipéteses. Usando as outras
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duas relagées e voltando a mudanga de varidveis 7 = A/p, obtem-se, para u > 0,

A > —mﬂ—O(#z) e A< —ﬁm)#—O(#z)-
Por outro lado, se u < 0 obtem-se
AS——2 0 e 4> ——2 o),
M (bmaz) M(bmin)

As quatro relagoes acima, para o parametro A como funcéo de i, determinam as re-
gides no espaco de parametros, para as quais as variedades invariantes locais W3 4(0:(s))

e Wi 4(02(s)) se intersectam em pelo menos um ponto (regiao hachureada na Figura

3.3).

AW

Av W)

Figura 3.3: Regies no espago de parametros p e A para as quais ha interseccao entre as variedades

Wi a01(s)) e Wi (0:(s)).

Tais regides tém como fronteira as curvas Ay (y) e Am(pt). com p suficientemente

pequeno, dadas por i

g

An(p) = _M@;—Jﬂ -

O(i?).
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S
1"[(¢min )

que independem da secao transversal £, onde est4 definida a funcio de separacao.

Am(p) = = 0(u?),

Dependem apenas dos valores de S, M(¢min) e M(dmaz).

Dos calculos acima conclui-se que a interseccéo entre as variedades Wia(01(s)) e

Wi 4(02(s)) é vazia se, e somente se,

Aav(p) < A <An(p), para p>0

ou

An(p) < A <Apm(p), para p <0,

o que corresponde ao complementar da regiao hachureada na Figura 3.3. Fica assim
provado o item (b) do Teorema.

Mostremos agora que se os parametros (p, A) estdo na fronteira da regiao acima,
ou seja, sobre as curvas A, (1) ou Ay (p), entdo as variedades se tangenciam quadrati-
camente e, se o par (u, A) pertence ao interior da regiao (parte hachureada da Figura
3.3), as variedades se intersectam transversalmente.

Considere a fungao A(¢o, st,7n), definida acima por

Aldo, p,m) = S+ M(do)n + O(p),

onde O(u) = R(¢o,1t,7), S e M(do) sdo as integrais de Melnikov-Sotomayor obtidas

acima.

Tomando-se
Sl

M (o)’

com M(¢g) # 0, tem-se dois casos a considerar

h=-

Caso 1) oo = Gmazr OU Gg = Gmin. Neste caso, considerando-se dp = Pmar. temos
1) A((bmarv 0. 77) =0;

50



A
”) Q—((pmal" 0’ f]) = ﬁj‘ll(¢mar) = 0

oo
L. 0PN _ .
“-Z) 'a%(@mazﬂosn) =5 < 0;
0) 22 (G 0,17) = M(bmar) > 0.
an

De (i) e (iv) segue, do Teorema da Fungao Implicita, que, para (¢o, ) € Viz(bmar) X

‘/I:(O)’ existe uma Superffcie n= U(QOMLL)‘ com 77(¢mura 0) = 77 = _S/f"[(qi)mar)a tal que
A(n( o, pt), Po, pt) = 0,

donde tem-se que, para p # 0 suficientemente pequeno, d(¢o, st,7(¢o,1t)) = 0, ou seja,
as variedade se intersectam em um ponto (7(0) + O(p), $maz). Além disso, de (ii) e (iii)
tem-se, pelo Teorema 2.4.4, do Capitulo 2, que W?(0,(s)) e W¥(0,(s)) se tangenciam
quadraticamente no ponto (y(0) + O(u), $maz) para n = 7 4+ O(u).

Prova-se resultado andlogo tomando-se 7 = —S/M(pmin).

Voltando-se aos parametros originais, j, A, através da relacao n = A/u. obtem-se,

da relagao n = 74+ O(p), com p suficientemente pequeno, as curvas

5
g _ - 2
‘41‘[(/1) - A[(Ovmar)ll' + O(/‘l )
e —~
_ - 2
Am(p) = Mom) + O(1*),

no plano-(y, A), para as quais W?*(0,(s)) e W*¥(0,(s)) se tangenciam quadraticamente.
Observe que, para y suficientemente pequeno, pela unicidade da funciao obtida com o
Teorema da Fungao Implicita, tais curvas correspondem a fronteira da regiao obtida

anteriormente (Figura 3.3).



Caso 2) ¢ # Pmas € do # ®min. Neste caso tem-se
i)‘ﬁ(ébaOJn ::O;

. OA b4
”) %(¢070’ﬁ) =nM (¢0) 7£ 0

ii1) -?%(&0,0,77) = M (o) > 0.

De (i) e (iii) segue, do Teorema da Fungao Implicita, que existe uma fungio m =

M1(do, 1), para (¢o, 1) € Viz(do) x Viz(0), com 9y(g,0) = 77 = —S/M (o), tal que
A(mi(¢o, 1), do, 1) =0,

donde tem-se que, para y # 0 suficientemente pequeno, d(o, £, (o, 1)) = 0. Além
disso, de (ii) tem-se, pelo Teorema 2.4.2 e Lema 2.4.3, que We(0,(s)) e W*(0y(s)) se
intersectam transversalmente no ponto (v(0) + O(u), do), sendo que, devido a (iii), tal
intersecao persiste para n = 7j + O(u).

Voltando-se a mudanca de varidveis = A/u obtem-se as curvas

S

Ay(p) = — TN O(r?)
€
S 2
Ax(p) = ~ Mg + O(1*),

no plano-(y, A), para as quais W*(6;(s)) e W*(0,(s)) se intersectam transversalmente,

em pelo menos um ponto.

Usando o fato de que M (¢pnin) < M(do) < M (¢pmar), tem-se, para u suficientemente

pP€equeno,
Af(p) > Ap(p) e Ag(p) < Am(p),

donde segue que o par (A, i) encontra-se na regiao hachureada da Figura 3.3.
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Mais ainda, as desigualdades acima sao validas para todo ¢ tal que Gmin < Po <
®maz, desde que M (o) # 0. Assim, pode-se concluir que o coeficiente angular da reta
tangente as curvas A; e A, acima, em g = 0, tende, por um lado, para oo quando
do — ¢o, com M(¢pg) = 0, e, por outro lado, tende para o coeficiente angular das curvas
de tangéncias, Ay(pt) e Am(p), quanto ¢o — Gmar € Go = Gimin. respectivamente.

Conclui-se entao que se p > 0 e A > Ap(p) ou A < A, () (regiao hachureada na
Figura 3.3), as variedades invariantes W*(0,(s)) e W*(0,(s)) se intersectam transver-
salmente em pelo menos um ponto, para u suficientemente pequeno.

A prova do caso p < 0 é feita de modo inteiramente andlogo, observando-se o sinal

das funcoes. |

Observagao: Se no sistema (3.9)-(3.10) considerarmos & = w = constante, entio sua

compactificagao toma a forma
0. = Zpi‘_ln—i(o) +ff(‘9»/)»¢)
=1

po= =2 P R._i(0) +€g(b,p, ¢)
=0
b = wp,

com (0,p) € [0,27) x [0.4+cc), p €S ew > 0.

Assim, em vez de duas orbitas periddicas no infinito (“casca” do toro solido), o
sistema compactificado passa a ter duas “linhas de singularidades” no infinito, dadas
por:

M ={(7/2.0,0) |6 €S} e X ={(37/2,0,06)] ¢ €S},

sendo que, no infinito, as solugdes do sistema sao ortogonais as singularidades que
formam as linhas A; e A, (ver Figura 3.4).
Este caso sera estudado analiticamente por nés em um trabalho futuro. Porém. na

proxima se¢ao apresentamos algumas simulacées numéricas de um sistema quadratico
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[

identificados

Figura 3.4: Linhas de singularidades no infinito do sistema (3.9)-(3.10), no caso em que & ¢ constante.

no plano, que apresenta a estrutura acima, que indicam ser bastante complexo o com-

portamento dinamico das solugds do sistema perturbado, também neste caso.

3.2 Simulacoes numéricas
Exemplo 3.2.1

Considere o sistema
T = zy+ p+ Asent

y = 1—y—x2+%y2.

Para p = A = 0, o sistema acim satisfaz as hipéteses H1-H3 da Proposicao 3.1.1.
Assim, tal sistema possui uma solugao contida no eixo-y, que é invariante, conectando
dois pontos de sela hiperbélicos no infinito (conforme as defini¢oes dadas anteriormente).
Verifica-se, com alguns cdlculos simples, que o sistema possui dois pontos de equilibrio

no eixo-z, mais precisamente os pontos (1,0) e (=1,0), que sao focos atratores. Além
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disso, como @ = 1, o sistema apresenta duas linhas de singularidades no infinito, con-
forme a observacao acima.

Na Figura 3.5 (a) é mostrado o plano de fase do sistema. com g = A = 0, onde
pode-se observar as caracteristicas descritas acima.

Nas figuras seguintes, mostramos alguns dos resultados obtidos com as simulacoes
numeéricas desenvolvidas, relativamente ao sistema perturbado, os quais descrevemos a
seguir.

Nas Figuras 3.5 (b) a (d) e Figuras 3.6 (e) e (f), sao mostradas as projecdes no
plano-(z,y) das solucoes do sistema perturbado, com ;i = 0.01 e valores de A iguais a
0.1,0.4,0.49,0.5 e 0.52, respectivamente, com condi¢des iniciais (0, —100) e (0, —0.5, —1)
(no “futuro”), e (0,100) (no “passado”). Tais projecdes dao uma idéia do comporta-
mento das solugoes do sistema, ao mantermos p = 0.01 fixo e variarmos o parametro
A: para A =0.1e A = 0.4 (Figuras (b) e (c)), as solucoes estao separadas (tal com-
portamento se repete para 0.1 < A < 0.4, conforme simulacées desenvolvidas); para
A =0.49 (Figura (d)), hé indicios de que as solucoes se tangenciam pela primeira vez;
para A = 0.5 e A = 0.52 (Figuras (e) e (f)), as simulacoes efetuadas indicam que as
solucoes se intersectam tranversalmente.

A projecao da solucao mostrada na Figura 3.6 (f) sugere uma dinamica complexa
para as solucoes do sistema perturbado. Porém, uma andlise mais detalhada. mostra
que trata-se apenas de uma solucao periddica do sistema. Com efeito. a Figura 3.6 (g)
mostra as solugées no espaco de fase (x,y,1). e na Figura 3.6 (h) plotamos as iteradas da
transformagéo de Poincaré, determinada pelo fluxo do sistema perturbado no tempo 27,
com valores dos pardametros i = 0.01 e A = 0.52. Seis mil iteradas foram plotadas, com
a mesma condigao inicial usada para plotar as Figuras (f) e (g). O gréfico formado pelas
iteradas da Transformagao de Poincaré sugerem que trata-se de uma érbita periddica
do sistema perturbado.

Pelas simulagoes desenvolvidas, as projecoes das solucoes apresentam o mesmo pa-

drao da figura (f) (mesmo para diferentes condicoes iniciais) para valores de A entre
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Figura 3.5: Planos de fase do sistema do exemplo (3.2.1) para diferentes valores dos parametros.
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0.5 e 1. Porém a transformacao de Poincaré associada muda drasticamente.

De fato, a projecao das solucées no plano-(x,y), para A = 0.543 e u = 0.01, é
mostrada na Figura 3.7 (i). As iteradas da transformagao de Poincaré (fluxo no tempo
27) associada apresenta uma curva invariante, que sugere a existéncia de um toro
invariante para o sistema perturbado.

Agora, para A = 0.99. algo diferente ocorre: as proje¢oes mantém o padrio da
Figura 3.6 (f), porém a tranformacao de Poincaré dada pelo fluxo do sistema perturbado
no tempo 27 apresenta um tipo de “atrator”, mostrado na figura 3.7 (1), com uma
ampliagao da parte mais “cheia” do atrator mostrada na figura (m). Esta tltima figura
foi obtida plotando-se 7.500 iteradas da transformacio de Poincaré, com condicio inicial
(z,y) = (0,—100). Obtem-se a mesma figura para condicoes iniciais diferentes, tomadas
aleatoriamente.

As Figuras 3.8 € 3.9 (n) a (u) dao uma idéia de como surge o atrator supostamente
existente, ao variar-se o parametro A: primeiro existe o comportamento periédico das
solugoes (Figura (0)): a quantidade de pontos periédicos da Transformacao de Poincaré
vai aumentando até que surgem curvas desconexas de pontos: finalmente se forma o
atrator conexo, conforme mostrado nas figuras (r) a (u). Tal comportamento é também
observado na formagao do atrator de Hénon (conforme [1]).

As simulagoes numéricas desenvolvidas sugerem que o atrator descrito acima, para
p = 0.01, A =0.99, e condigao inicial (0,—100), continua existindo para quase toda

condigao inicial considerada.

3.3 Um resultado mais geral
Considere agora uma perturbacao periédica mais geral da familia (3.5)-(3.6), da forma

T o= ay—y+ef(wt) (3.17)

Yy = a+ma+ny+ax?+bay+ ey’ + eglot), (3.18)
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onde f e g sao fungdes de classe C*, k > 2 em IR, periédicas de perfodo T = 2 fw,
sendo @ = wy/x? 4+ y2, com w > 0 constante. Suponha que f seja suficientemente

diferenciavel para que possamos considerar seu desenvolvimento em Série de Fourier,

dado por:

oo

f@t) =Y (ancos(nist) + busen(nit)). (3.19)

n=0
Suponha ainda que o termo ag da expansao de f seja distinto de zero, de maneira

ue possammos escrever

f(@t) = ag + i (anco.s(mbt) - bnsen(nd)f)) = ag+ f(d)t).

n=1

Substituindo-se a expressao acima no sistema (3.17)-(3.18), obtem-se

T = xy—y+elapg+ f(ult))

Yy = a+mz+ny+ax’+bry+ cy® + eg(at).
Chamando yt = eqg, o sistema acima toma a forma

& = zy—y+pu+ef(t) (3.20)

y = a+ma+ny+ax?+bry+ cy® + cg(at) (3.21)

Observe o fato que na expressao acima o parametro s, que desempenha o papel
da parte autonoma da perturbacao. que separa as variedades, aparece naturalmente,
quando o termo constante da expansio da funcao periédica f(wt) em Série de Fourier é
nao-nulo. Assim, sem esfor¢o adicional. usando-se a mesma técnica da prova do Teorema

3.1.2, prova-se o seguinte resultado, onde considera-se uma perturbacio periédica mais

geral da familia (3.5)-(3.6):

Teorema 3.3.1 Suponha que, para yy = ¢ = 0 a familia de sistemas polinomiais qua-
driticos X, . dada em (3.20)-(3.21) satisfaz as hipéteses (H1)-(H3) da Proposi¢do 3.1.1.
Considere a func¢do

M) = /” e Lo 7L 4 oo (1)2) 20 (1)) f (st + 00)dL.
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onde ¢(t) ¢ a solugio de X,., com p = ¢ = 0, contida na reta invariante {z = 1}.

Se M(¢o) possui k pontos criticos nio degenerados, ¢y, by, -+, br, em [0,27), com
M(¢:) # M(¢;) parai # j, e M(¢;i) #0, Vi, entdo existe uma vizinhan¢a da origem
no espago de pardmetros, contendo curvas €;(p), i = 1,2,---,k, tais que, se o par

(1, €) € €i(p), o sistema perturbado apresenta tangéncias heteroclinicas quadrdticas en-
tre as variedades invariantes Wy (0,(s)) e W (05(s)) das orbitas periddicas de (3.20)-
(3.21) no infinito. Além disso, dentre as curvas acima, existem duas curvas, em(p) e
em(p), que dividem uma vizinhanga do espaco de pardmetros em quatro regives disjun-
tas, Sy,S52,S53,54, tais que (Figura 3.10):
1) se (p,€) € Sy ou (p,¢) € Sy, entio Wi (02(s)) N WS (04(s)) = 0;
1) as curvas e;(p), i =1,2,---,k, comi# m ei# M, estdo contidas nas regioes Si
e Sy, sendo que, se M(¢;) > 0, entdo €;(i) € Ss e se M(¢:) <0, e(p) € Sy;
iii) se (p,€) € S3 ou (u,¢) € Sy, entdo Wi (02(s)) e We (01(s)) se intersectam, sendo
tal intersecg¢ao:

a) tangéncia quadrdtica, se (u,€) € ¢;(i), para algum i, com 1 < i < k, ou

b) transversal, se (u,€) & e;(p).

Prova: A prova do teorema acima é feita seguindo passo a passo a prova do Teorema
3.1.2, para cada um dos pontos criticos ¢;, e levando em consideracao os seguints
detalhes:

1) como M(4) é uma fungdo diferencidvel, periédica em [0,27), ela assume valores
maximo e minimo globais neste intervalo; chamando tais valores Omazr € Pmin, respecti-
vamente, e supondo-se, sem perda de generalidade, que M(¢min) < 0 < M(Pmaz),
tem-se, seguindo a prova do Teorema 3.1.2, que as curvas epr(it) e €, (), do enunciado,

sao dadas por

S
em(p) = _M(d)—)# — O(p?),
e
<
Emllpt) = SVIT O(u?),
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Figura 3.10: Regides dadas no enunciado do Teorema 3.3.1. As curvas de tangencia €;(y1) estio
contidas nas regides Sz ou Sy, dependendo do sinal de M (¢;). As curvas “especiais” €n(y) € ear(p)

representam as “primeiras tangéncias” entre as variedades Wi e(0:(s)) e WY (0a2(s)).

onde
§= = [ e R4 o (107) QU a1t

Analogamente ao que se faz na prova do Teorema 3.1.2, mostra-se que para y > 0
e em(it) < € < ey(p) (ou seja. na regiao S), as variedades invariantes, Wi (02(s))
e W3 (0,(s)) nao se intersectam: por outro lado, para < 0 e exr(p) < € < emlp)
(regiao 51), tem-se a mesma conclusao. Assim, as curvas ¢,,(ut) e €5r(p) determinam os
“primeiros pontos de tangéncia” entre Wie(02(s)) e W2 (0,(s)).
2) Considerando-se a hipétese

M(¢:) # M(o;)

para i # J, tem-se M(@pmin) < M(di) < M(dpmar). para todo 1 = 1,2,---,k. com

it #mei# M. Dessa desigualdade e do fato de que S < 0, segue que as curvas €;(j).

64



dadas por

ei(p) = — eyt o(p?),

estao contidas nas regides S3 ou Sy, dependendo do sinal de M(¢;), que determina o
coeficiente angular da reta tangente a curva na origem: positivo se M (i) > 0 e negativo
se M(¢;) < 0. Prova-se assim o item ii).

3) O item iii) é provado de maneira inteiramente analoga & prova do Teorema 3.1.2.
observando-se o fato que, se (i, €) € S3 ou (u,€) € Sy, mas (u,€) € (1), entio (p,€)

pertence a alguma curva cuja reta tangente na origem tem coeficiente angular S/M (o),

com ¢o # ¢;, Vi, donde segue que M'(¢) # 0. O resultado segue entao aplicando-se o

Teorema 2.4.92. [ |

3.4 Caso 2: Campos polinomiais de grau n com uma

reta invariante

Os resultados da se¢ao anterior podem ser extendidos sem esforco adicional para campos
polinomiais de grau n, com uma reta invariante, que nio contém pontos de equilibrio,
conectando dois pontos de sela hiperbélicos no infinito. Considerando novamente, sem
perda de generalidade, que tal reta é dada pelo eixo-y, pode-se escrever a equacao

diferencial associada ao campo da seguinte forma:

i = aP(z,y)
y = Q(l" ,'lj),
onde P(z,y) e Q(z,y) sdo polindmios de grau n — 1 e n, respectivamente, com Q0,y) >

0,Vy.

Observagao: Das consideracoes acima segue que o grau do polinémio Q(0, y) deve ser

par, pois caso contrario Q(0,y) teria pelo menos uma raiz real. e o campo considerado
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um equilibrio sobre o eixo-y.

Perturbacoes periddicas do tipo

T = zP(x,y)+ ef(wt)

vy = Qr,y)+ eg(wt)

com f(at) satisfazendo as hipéteses dos teoremas anteriores levam as mesmas conclusoes

obtidas. sendo & = w(/2% + y?)"~!, com w > 0 constante.

3.5 Caso 3: Campos polinomiais com uma curva

qualquer invariante

Seja X' = (P(z,y),Q(r,y)) um campo vetorial polinomial de grau n. Suponha que o
campo compactificado p(.X') possui dois pontos de sela hiperbdlicos, 6, e 65, no bordo
do disco de Poincaré, conectados por uma trajetéria heteroclinica v(s), e que o arco

a(s) que conecta tais pontos no bordo do disco nio possui singularidades (conforme

Figura 3.11).

—a(s a(s)
9,
Figura 3.11: Plano de fase do campo X no disco de Poincaré.

Considerando-se uma rotagao de angulo A. com A suficientemente pequeno, do cam-
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po X, obtem-se o sistema

T = cosAP(r,y) — senAQ(z,y)
y = senAP(x,y)+ cosAQ(z,y).

Para A suficientemente pequeno, cosA > 0. Assim pode-se dividir o sistema acima

por cos), obtendo-se o sistema equivalente

z = P(z,y) — pQ(z,y) (
y = Qz,y)+ pP(z,y), (

o
o
N—

[WN] w
o
w
~—

onde pu = tg.
Em [25] foram estudadas perturbagoes auténomas de ciclos singulares infinitos nao-

simétricos do tipo acima, e foi provado, entre outros, o seguinte resultado

Proposigao 3.5.1 Se o ciclo singular infinito (ndo-simétrico) y(s) U0, Ua(s)U b, ¢
hiperbdlico, o sistema (3.22)-(3.23) possui, para u > 0 suficientemente pequeno, um
unico ciclo limite hiperbélico, cuja imagem, via proje¢io central, estd contida numa
vizinhanga do ciclo singular infinito y(s) U 0; U a(s) U 0,, existente para pp = 0. Por
outro lado, para i < 0 suficientemente pequeno, o sistema ndo possui drbitas periodicas

na vizinhanga de T (Figura 3.12).

Observe que, neste caso, a rotagao do sistema faz o papel do parametro ft considerado
nas segoes anteriores, ou seja, separa as variedades estével e instavel dos pontos criticos
no infinito do campo X. Neste caso, porém, a perturbacio possui o mesmo grau do
campo original, sendo ilimitada se considerarmos (z,y) € IR?. Isto constitui outra
diferenca entre nosso trabalho e os métodos de perturbacio comumente encontrados na
literatura, que consideram, em geral, perturbacées por funcoes limitadas. O problema

da nao-limitagao da perturabagéo é resolvido aqui com o artificio da compactificagao.
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(H L@

Figura 3.12: Bifurcacio do sistema (3.22)-(3.23), para p variando numa vizinhanca de zero (conforme

25]).

Considere agora a seguinte perturbagao periédica do campo (3.22)-(3.23)

<

o= Play) - pQx,y) + ¢f(@t) (3.24)
y = Qz,y)+ pP(a,y) + cg(wt). (3.25)

onde i e € sao parametros reais, f e g sao funcoes de classe C*. k > 2. em IR, periddicas

de periodo 27 /&, sendo & = w(\/x? + y2)*~!.

Teorema 3.5.2 Nas condigoes acima, para ju e € suficientemente pequenos, o sistema
(3.24)-(3.25) possui duas érbitas periddicas hiperbélicas. 0, (s) e 0,(s) no infinito, com

variedades invariantes W2 (0,(s)) e Wi (0x(s)). Considerc a fungdo de Sotomayor-

Melnikov associada ao sistema, dada por

_(n+2)

M) = [ R (07 4 07 FHPLoA) Nl + 00) = QUADNIE + )l

t—

onde p(t) € a solugdo ilimitada, contida na curva invariante que conecta os pontos de
sela no infinito. Se M(dg) possuir somente dois pontos criticos. um de mdrimo ¢ um
de minimo, nao-degenerados. entdo para (p.€) numa vizinhanga da origem, o sistema
(3.24)-(3.25) apresenta diagrama de bifurcagio equivalente ao do sitema (3.9)-(5.10).

descrito no Teorema 3.1.2 (Figura 3.2).



Prova: A demonstragao ¢ feita de maneira analoga a do Teorema 3.1.2, com pequenas
adaptagoes, que descrevemos a seguir. Das hipdteses sobre o campo (3.24)-(3.25). segue
que, para u = ¢ = 0, sua compactificacao apresenta, no espago de fase estendido D? x S!,

duas drbitas periddicas, dadas por
01(s) = {(01,0.ws + ¢o) | s € R e ¢ € [0,27)},

02(s) = {(02,0.ws + ¢o) | s € R e ¢ € [0,27)},

com variedades invariantes 1W*(0,(s)), estavel, e W¥(0,(s)), instdvel, contidas no inte-
rior de D? x S' coincidentes. Na notacio do Teorema 3.1.2, a expansao em Série de
Taylor em torno de (u, ¢) = (0,0) da distancia entre tais variedades, em uma secao

é dada por

Su, Mi(g)

(l(¢0a /1,6) = N N

e + R(¢o, i, €),
onde
R(do, 1t,€) = a(go. 1, €)u® + b(o, 1, €)pe + (o, 1, €)%,
sendo a, b, ¢ fungoes diferenciaveis tais que a(¢o,0,0) = b(¢y,0,0) = ¢(¢0,0,0) = 0.
Chamando 7 = ¢/p e colocando-se i em evidéncia na expressao acima tem-se

Ly, ,
d(oo, pt,m) = 1%(5 + M(do)n + alp, pn)p + b(p, ) un + c(p,,,un)l]?/t) = uA(oo. pt.n).

donde segue que, para p # 0 suficientemente pequeno, os zeros da funcio \ serio
também zeros da funcao d.

Considerando agora a perturbagao auténoma dada pela rotacio do campo, tem-se.
usando a expressao (2.16) do Capitulo 2, '

§=— [ e RO 12 1 oot [P (1), (1)) + Q%r (1) o}t < 0.

t=

onde ©(t) = (p1(t),2(t)) é a solugao do campo X que conecta os pontos de sela no

infinito. E claro que S < 0, j& que o integrando é produto de termos positivos.
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Além disso, usando novamente a expressao (2.16), encontramos

M) = [ € R (017 4 a(0)F (PLADNI + 60)) — QA1 + o

t
que é diferencidvel no intervalo ¢y € [0,27), e, por hipStese assume valores maximo
e minimo em pontos Omar € Gmin, que sao nao-degenerados. isto é, M"(¢min) > 0 e

M"(¢pmaz) < 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

M (¢pmin) < 0 < M(Omaz).

Tomando-se ¢y tal que M (gy) #0e

[

~ M(o)

n=
tem-se:

i) 5ot (1.60,0) = V(60
iii) 22(0,60,0) = M(do) > 0.
an

De (i)+(iii) segue. do Teorema da Fungao Implicita. que existe uma funcao n =

(o, 1), para (¢o, i) € Viz(gg) x Viz(0), com n(op.0) = = —S/M(¢p). tal que
A(n(d)Ov”)’ ¢0v[‘1') = 0.

donde segue que d(¢o, j1.1(Po, pt)) = 0, para i suficientemente pequeno. Além disso, de

(i1) tem-se, dois casos a considerar:

a) ¢o é ponto de maximo ou ponto de minimo de }/. Neste caso ;—";‘0(;7,@50,0) = 0

Calculando a segunda derivada com relacio a ¢g obtem-se

AN - ,
o5 (7. ¢0,0) = S <0.
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Logo, pelo Teorema 2.1.3, W*(6,(s)) e W*(0,(s)) se tangenciam quadraticamente no

ponto (v(0) + O(x), ¢o) para n = ij + O(y).
b) do nao é ponto de maximo ou de minimo de M, isto é,
M(¢min) < M(¢o) < M(¢Pmaz), com M(do) # 0.

Neste caso 5%0(77, $0,0) # 0 e, pelo Teorema 2.1.2, We(0,(s)) e W¥(05(s)) se intersectam
transversalmente no ponto (y(0) 4+ O(u), ¢o) e, por (iii), tal intersec¢ao se mantém para

n =1+ 0(w).

Voltando-se a mudanca de variaveis n = ¢/u obtem-se as curvas
G

<
em(p) = M) +0(u?)
e
_ ‘S' 2
em(p) = ~ Mo + O(1*),

no plano-(y, ¢), para as quais W*(0;(s)) e W*(0,(s)) se tangenciam quadraticamente. e

fica assim provado o item (a) do teorema

Procedendo de maneirea anéloga ao que se faz na prova do Teorema 3.1.2 mostra-se
que, para p > 0 suficientemente pequeno, se €, (1) < ¢ < epr(p), entio. We(0,(s)) N
W*(0y(s)) = 0. No caso em que p < 0, o mesmo resultado é valido, invertendo-se a

desigualdade na expressao acima. |

Note que os resultados desta secio dao um método para se obter tangencias hetero-
clinicas (ou homoclinicas) e pontos heteroclinicos (homoclinicos) transversais, a partir
de conexoes de selas formando um ciclo singular infinito. Basta fazer uma rotagao do
campo para separar as variedades estavel e intavel das selas e em seguida considerar
uma perturbagao periddica da forma acima. Assim, variando-se a amplitude da per-

turbagao periédica, obtem-se o primeiro ponto de tangencia e também as interseccoes
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transversais entre as variedades das érbitas periddicas no infinito. Além disso, o método
é valido tanto para conexoes de selas no infinito como para conexoes de selas finitas,
contidas em regides compactas do plano.

O resultado obtido acima se baseia no fato de que as rotagdes sio perturbacoes
transversais a variedade &' = {Conjunto dos campos polinomiais do plano que apre-
sentam conexoes de selas no infinito}, isto é, as rotacoes quebram as conexdes de selas.
O resultado continua valido também para outras perturbacoes mais gerais, desde que
satisfagam essa condigao de transversalidade (representada analiticamente por S # 0
nos teoremas deste capitulo). Utilizamos as rotagdes no estudo acima, com objetivo
de estabelecer um algoritmo para obtencao de tangéncias e transversalidade entre va-
riedades invariantes dos ciclos singulares infinitos, o que pode ser usado também para

andlise de conexées homoclinicas em regies compactas do plano.

Observagao 3.5.3 Campos quadrilicos com uma pardbola ¢ também com uma hipérbole
invariante foram considerados em [9]. Foi provado que um campo quadrdtico que possui
uma hipérbole invariante nao possui ciclos-limites. Porém, a teoria aqui apresentada

nao pode ser aplicada neste caso, cuja forma normal do campo ¢ dada por
r = a(ry—c)+ylar+ by + c)
y = Bley—y)+ x(ax+ by + c).

pois os pontos de equilibrio no infinito, conectados pela hipérbole, sio degenerados (to-
dos os autovalores do Jacobiano do campo compactificado. calculado nestes pontos. sio
nulos). Porém, com um pouco mais de trabalho. fazendo-se. por exemplo, um blowing

up das singularidades degeneradas. pode-se analisar tal problema.

3.6 Caso 4: Ciclos singulares semi-infinitos

A teoria desenvolvida nas segdes anteriores se aplica também a campos polinomiais

com um ciclo singular semi-infinito. que definimos como sendo um ciclo formado pela
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conexao de uma sela hiperbdlica, p, na parte compacta do plano com duas selas, 0, e

02, no infinito (Figura 3.13 (a)).

6, 6,

(a) (b)

Figura 3.13: Ciclos singulares semi-infinitos.

Neste caso, dependendo da perturbagao periédica considerada, pode haver a quebra
de uma ou das duas conexoes da sela finita com as selas no infinito, que pode levar
a existéncia de tangéncias ou intersecgao transversal das variedades invariantes. Por
exemplo, se tivermos retas invariantes vertical e horizontal, conectando p com 6, e com
02, respectivamente, pode-se fazer uma perturbacio de maneira que somente uma das
conexoes se quebre.

De qualquer forma, usando-se as técnicas apresentadas na secao anterior, pode-
se calcular uma primeira aproximacio da Funcio de Separacao entre as variedades
invariantes dos pontos de equilibrio e detectar as tangéncias e interseccoes transversais
entre tais variedades.

Mais uma vez, neste caso também é necessario um estudo global do plano de fase
do sistema, via compactificagao, para se estudar tais fenémenos.

Um caso particular de ciclo semi-infinito é aquele em que os pontos criticos no
infinito sao do tipo sela-nd, com variedade forte transversal e variedade central tangente
ao equador (chamado sela-né tangencial) (Figura 3.13 (b)). O desdobramento genérico

de ciclos singulares contendo pontos de sela-né tangencias no infinito também foram
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estudados em [25], onde foi provado, sob certas condigoes, o surgimento de ciclos-limites
de grande amplitude, com o desdobramento do pontos de sela-né no infinito.

Pode-se também considerar perturbacoes periédicas dos ciclos mostrados na Figura
3.13 (b).

Primeiramente, observe que, se considerarmos perturbacoes periédicas que depen-
dem apenas do tempo, e nao das varidveis espaciais, tais perturbacoes nao desdobram o
equilibrio tipo sela-né no infinito, ja que sua existéncia ¢ dada pela equagao A,(0) =0
e seu tipo € determinado apenas pelos termos de grau n e n — 1 do polinémio, conforme

expressao da matriz jacobiana do campo compactificado, que é dada por

!

AL(0) An_1(0)

Logo, mesmo mediante a perturbacio periédica (de grau zero) do campo, o ponto
de sela-n6 e, consequentemente, sua variedade forte. continua existindo (isto €, tal
perturbagao nao desdobra a sela-nd). Pode-se entao considerar a analise da quebra da
conexao da sela-né no infinito com a sela hiperbélica na parte compacta do plano, com
relacao a existéncia de tangéncias e interseccoes transversais. Toda a teoria apresentada

nas segoes anteriores se aplica também neste caso.

Observacao 3.6.1 Um sistema polinomial bastanle conhecido. que apresenta coneroes
de um ponto de sela hiperbélico na parte compacta do plano (de fato. na origem). com
pontos do tipo sela-né langencial no infinito. € o modelo clissico de Predador-Presa.

com as equagoes de Lotka-Volterra.



Capitulo 4

Orbitas Periddicas Ressonantes e

Bifurcacoes Subharmonicas

Os ciclos singulares infinitos e semi-infinitos de campos polinomiais, considerados no
capitulo anterior, podem ser de dois tipos: atratores (ou repulsores), ou acumulados

por 6rbitas periédicas (Figura 4.1).

0 01

- o -a Y o
0, 6,
(a) (b)

Figura 4.1: Ciclos singulares infinitos: a) atrator; b) acumulado por érbitas periédicas.

No capitulo anterior foram analisadas as bifurcacées heteroclinicas dos ciclos singu-

lares infinitos, decorrentes de perturbacoes periédicas do campo polinomial.
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Neste capitulo estuda-se o efeito das perturbagoes periédicas sobre as érbitas pe-
riodicas que se acumulam nos ciclos singulares infinitos. Analisa-se também a interacao
existente entre as bifurcagées heteroclinicas de tais ciclos (tangéncias e interseccoes
transversais), estudadas no Capitulo 3, e as bifurcacoes que ocorrem com o anel de
orbitas periddicas que se acumula neles.

Os resultados obtidos dao informagoes sobre a existéncia de orbitas periédicas do
sistema perturbado, para determinados valores dos parametros. e estao no contexto dos
trabalhos [8] e [16], porém com diferencas significativas: os anéis de érbitas periédicas
aqui considerados estao préximos do infinito e se acumulam em ciclos singulares infi-
nitos, enquanto que nos trabalhos citados considera-se somente regives compactas do
plano de fase. Além disso, os campos vetoriais e as perturbacoes periédicas que con-
sideramos sao distintos daqueles considerados em [8] e [16]. Entretanto, as condicoes
encontradas para existéncia de drbitas periédicas do sistema perturbado sio semelhan-
tes aquelas apresentadas nos referidos trabalho.

As técnicas aqui utilizadas tém como base a Proposicdao 4.1.1, da secao seguinte,
sobre a solugao da equacao variacional associada a uma equacao diferencial ordinaria,

na vizinhanga de uma orbita regular.

4.1 Definicoes e resultados preliminares

Com objetivo de formular os resultados que se pretende obter neste capitulo e esta-

belecer algumas defini¢oes e resultados preliminares que serao utilizados, considere o

sistema
u= f(u)+ eg(u,t), (4.1)
onde u € IR? € é um parametro real e ¢ uma funcao de classe C'*, k > 2, em IR,
periodica de periodo 7', em t.
Suponha que o sistema acima possui, para ¢ = 0. um anel de 6rbitas periodicas,

contendo uma 6rbita periédica I'. cujo periodo esta em ressondncia com o periodo T
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da funcéo g, isto ¢, existe um nimero natural m tal que o periodo minimo de I' é igual
a mT. Neste caso, diz-se que I' é uma drbita periddica ressonante. Nestas condicoes,
o problema que se coloca é o de determinar se existem valores de ¢ diferentes de zero,
para os quais o sistema perturbado (4.1) possui érbitas periédicas de periodo mT,
proximas de I'. Tais orbitas sao chamadas subharménicas de ordem m, pois seu periodo
¢ igual a m vezes o periodo da funcao de perturbagio g(u,t). Neste contexto, procura-se
determinar curvas ¢ = o(¢) no plano de fase do sistema, com o(0) € T, tais que o(e)
€ valor inicial de uma érbita subharménica de ordem m do sistema perturbado. Em
outras palavras, procura-se subharménicas que bifurcam da érbita ressonante T, sendo
o(¢e) uma curva de bifurcagao de subharménicas.

A idéia que usaremos para resolugao do problema acima é. tendo em conta o carater
periddico de g, considerar (4.1) como um sistema auténomo definido no cilindro IR% x S,

através da mudanca de varidveis ¢ ={, ¢ = 1, com o que tem-se

u o= f(u) +eg(u,4) (4.2)
¢ = 1, (4.3)

com u € IR? e ¢ € S!, onde S! é identificado com o intervalo [0,T), através da conside-
ragao de [0,7") como o espago quociente IR/TZ.

Assim, as orbitas periddicas do sistema nao-perturbado ((4.2)-(4.3), com € = 0)
passam a ser toros invariantes, contidos em IR? x S!' (Figura 4.2).

Dessa forma, pode-se tomar uma secao transversal ao fluxo do sistema (4.2)-(4.3)

(Figura 4.2), da forma
=% = {(u,$) |u € R*e ¢ = ¢y € [0,T)},

sobre a qual define-se a m-ésima iterada da transformacio de Poincaré, P™ : ©% —;

Y% dada por

PP(§) = u(mT,¢,e), (4.4)
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ZO

identificados

Figura 4.2: As érbitas periédicas do anel do sistema (4.1), com ¢ = 0, passam a ser toros invariantes

para o sistema (4.2)-(4.3).

onde u(t,,€) é a solugao de (4.2)-(4.3) com u(0,£,¢) = € € S%. Assim, se [' é uma
orbita periddica ressonante de (4.1), entdao, para ¢ = 0 todo ponto € € T' é ponto fixo

de PJ*(€). De fato,
F5* (§) = w(mT,€,0) = ¢

Tais pontos fixos correspondem a drbitas periddicas de periodo m do sistema (4.2)-(4.3).
com € = 0, que sao subharmoénicas de ordem m.

Para verificar se algum desses pontos fixos (e, consequentemente, dessas érbitas
periddicas de periodo m) persiste para ¢ # 0 suficientemente pequeno, considera-se

entao a funcao
5(€,€) = PI(E) — € = u(mT, £, €) — €. (4.5)

Assim, ¢ claro que os zeros da fung¢ao &, que dao os pontos fixos de P™, corres-

pondem a orbitas periddicas de periodo mT do sistema perturbado (4.2)-(4.3), que sao

=1
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subharmonicas de ordem m, desde que P?(£) # €, para 1 < j < m.

Para estudar a existéncia de zeros da funcao § definida acima, usamos, conforme
feito em [5], dois resultados classicos da Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais
Ordindrias, que serao enunciados na proxima sub-secao (Proposigao 4.1.1 e Lema 4.1.4).
Omitem-se as provas, que podem ser encontradas em [4] ou [5]. Com base nestes resul-
tados, provamos um teorema fundamental (Teorema 4.1.6) que serd usado no estudo das
bifurcagées subharmonicas que ocorrem no anel de érbitas periédicas que se acumula

no ciclo singular infinito de um campo polinomial no plano.

4.1.1 Equacgoes variacionais e bifurcacoes subharmonicas

A solucao da primeira equagdio variacional

W = Df(pi(€))W,

associada a um sistema da forma @« = f(u), em torno de uma solugao u = ¢;(§),
pode ser obtida com a seguinte proposicao, conforme [13]. Para enuncid-la, lembremos
antes que, o divergente e o rotacional de uma fungao vetorial f : IR? — IR?, com

fz,y) = (fi(x,y), fa(z,y)), sao definidos por:

. d 0
divf(z,9) = e,y + O—C(ﬁ
0f o/,

rotf(z,y) := Ep (z,y)— E(l’»y))

e que a curvatura escalar de uma curva diferencidavel t — (x(t),y(t)) é dada por

&y — yi
(22 + 92"

Proposicao 4.1.1 Seja ¢ o fluzo da equagio diferencial i = f(u), u € IR?. Se

i b=

f(u) # 0, entdo a matriz fundamental t — ®(t), com ®(0) = Id, solugio da equagio

variacional homogénea

W = Df (€)W,
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associada a uw = f(u), € tal que

(1) f(&) = f(@d(£)).

O(t) f1(€) = a(t, ) f(2i(€)) + (L. E)[*(2(€)),

onde TGk
__lrc) Jo div(ou(€))ds
b(t,6) = —tl__ el :
) = e €

a(t,€) = [ (2605, T €D~ rot ()b, E)ds.

Pelo que sabemos, a prova da Proposi¢cao acima apareceu pela primeira vez em
[13], porém com um pequenissimo erro, qual seja, a falta do escalar 2 multiplicando a
curvatura K, que comparece no integrando da funcao «(t,€). A prova com a correcao
pode ser encontrada no artigo [4] ou no livro [5], pg. 331. As contas sao trabalhosas.

porém trata-se de simples verificacao calculatoéria.

Observacgao 4.1.2 As funcgoes a € b que aparecem no teorema acima tem um significa-
do geométrico bastante importante: se £ pertence a uma orbila periodica T, de periodo

T, e ¥ € uma se¢do transversal a T' em &, entdo

0T.6) = exp( [ divf(i(6))ds).

que € exatamente a derivada da transformagdo de Poincaré associada a T'. no ponto
§=TnNZX [5]. Poroutro lado, se T estd contida em um anel A de drbitas periodicas e
Y € uma segao transversal ortogonal a esse anel, entao a fungio a(T,€) € um miltiplo
da derivada T'(€). da func¢ao periodo T(p), que associa a cada ponto p € AN o periodo

minimo da orbita periodica que passa por p. conforme [4] (ou [5]. pg.329).

Esta observagao sera utilizada adiante, juntamente com a definigdo a seguir.



Definigao 4.1.3 Seja A um anel de drbitas periddicas do sistema u = f(u), com
u € IR?. Se a fungdo periodo, T(p), que associa a cada ponto p € A o periodo minimo
da orbita periddica que passa por p, for tal que T'(p) # 0, Vp, entdo diz-se que o anel

A € wm anel regular de drbits periddicas.

No caso em que se considera uma equagao da forma & = f(u)+eg(u,t), que é o caso
de interesse neste trabalho, dada uma solugao ¢,(€, €), a equacao variacional em torno

desta solugao é dada por

W = Df(0i(&0)W + g(p(€,0),1),

que € chamada de segunda equagdo variacional. A solugao desta equacdo pode ser
obtida utilizando-se a Proposicao 4.1.1 acima, aplicando-se o método da variacao das
constantes, ja que sua parte homogénea coincide com a primeira equacio variacional,

considerada na referida proposicao. Tem-se entio o seguinte resultado (a prova se

encontra em [4]):

3

Lema 4.1.4 Seja ¢; o fluro da equagio diferencial @ = f(u), u € R%. Se f(u) # 0

entdo a solugcao t — W(t), do problema de valor inicial

W= Df(p )W +g(ei€).t),  W(0)=0

€ dada por
W (t) = [N(1) + a(t, )M(D)f (2:(6)) + [b(t, ) M (0(€))

com

te 1 a(s,§) L
g — 2s(€))ds,
N = [ [ < 19> g < 759> (@)

t 1 .
M) = [ [W < fh 9> |(9s(6)ds,

onde a e b sio as fungoes definidas na Proposi¢io §.1.1, ¢ <,> denota o produto

interno usual do IR?.



Prova: ver [4] ou [3].

Suponha agora que o sistema @ = f(u) + eg(u.t) possui, para ¢ = 0, um anel
regular de érbitas periddicas, contendo uma drbita periédica I', cujo periodo esta em
ressonancia com o periodo 7" da funcao g. Na proxima sub-secao mostra-se (Teorema
4.1.6) que, nestas condigoes, os zeros da fungao §(&,¢) = P™(€) — £, definida em (4.5).
estao relacionados aos zeros simples da fungao A(t), que aparece na componente da

solugao W (t), na direcao de f*, no Lema 4.1.4.

4.1.2 Bifurcagoes subharménicas em um anel regular de érbitas
periddicas

Lema 4.1.5 Se £ pertence a uma orbita periddica ressonante de i = f(u), entao f(£)

pertence ao KNer[d¢(€,0)], onde §(€,€) = u(mT, €, €) — &, definida em (4.5).

Prova:

S(£.0)/(6) = (5u(t,£,0).0))]_,
= %(u(mT,u(t,f,O).O)—'ll(ta€~0))|,=0
= %(u(mT%—i,{,U)—11(t~£s0)>|,:0

= f(u(mT,€0))— f(€) = 0.

Como consequéncia deste lema, fica claro que nao se pode aplicar diretamente o
Teorema da Fungao Implicita a funcao §(€.¢) na tentativa de se encontrar seus zeros.
pois, mesmo sendo §(&,0) = 0, d¢(&,0) nao é um isomorfismo. Usa-se entio um método
de reducao, conhecido por Método de Lyapunov-Schmidt, para resolver o problema.
Trata-se de considerar projecoes de § em espagos adequados e usar o Teorema da Funcao

Implicita para encontrar os zeros destas projegoes, conforme o seguinte teorema.

o0
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Teorema 4.1.6 Suponha que o sistema @ = f(u) + eg(u,t + o), definido em (4.2)-
(4.3), possui, para € = 0, um anel regular A de érbitas periddicas, contido na secdo
transversal £% = {(u,¢) | u € R?e ¢ = ¢ € [0,T)} (Figura 4.2). Suponha mais, que
existe uma orbita periodica T', contida em A, cujo periodo estd em ressondncia com o
periodo T' da fungdo g, isto €, existe um nimero natural m tal que o periodo minimo

de T € igual a mT. Considere a fung¢do

mT t .
M(s, o) = / e~ Jo divilortair o £1(0 (1)), g(@rs(v), L+ o) > dt,

onde ¢;(v) € uma parametrizagio de T', e a transformagio de Poincaré P™ : ©.%o — $%0,
definida por P"(€) = w(mT,€,¢€), onde u(l,&,€) € a solucio de (4.2)-(4.3) tal que
u(0,€,€) = £ € S%. Se existir um ponto (3, do) tal que M(3,¢0) =0 ¢ g—g%(i(ﬁo) #£10,
entdo, para ¢ # 0 suficientemente pequeno, P™(€) possui um ponto fivo, que bifurca de

£
um ponto de I'. Tal ponto fizo corresponde a uma érbita subharmonica de ordem m do

sistema perturbado (4.2)-(4.3).

Prova: Sejam ¢; o fluxo do sistema @ = f(u) e ¢, o fluxo do sistema ortogonal
u = f*(u). Considere um sistema (local) de coordenadas (r,s), definido em uma
vizinhanga da 6rbita ressonante I, inteiramente contida no anel A C L%, através da
seguinte funcao

Hir,s) = ¥ripa(v),
onde s € [0,mT],r € Viz(0) e v € T, sendo um ponto fixo, mas arbitrario. Assim

tem-se
H,(r,s) = ft(H(r,s)) e Hs(r,s) = D.(0s(v)f(25(v)),

que sao linearmente independentes e, portanto, para cada £ pertencente a uma vizi-
nhanca de ' em Y%, existe (r,s) tal que £ = H(r,s). Escrevendo a funcao §(¢,¢) =

P™(€) — € = u(mT, &, ¢) — € nas coordenadas (r, s) obtem-se
A(r,s,e) = 8(H(r,s),¢).
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Assim, os zeros da fungao A(r, s, €) correspondem aos pontos fixos da transformacao
de Poincaré P : ©% — %0 Usemos o Teorema da Fungao Implicita para encontra-los.
Primeiramente tem-se A(0,s,0) = §(25(v),0) = u(mT, ps(v),0) — o (v) = 0.

Considere agora a projecao de A na diregao de f(¢,(v)) dada por
Plr,s,6) =< A(r,,0), [(ps(t) > .
A derivada parcial de P, com relacao a r, calculada em (0.s,0) é dada por
< Ar(0.5,0), fps(v)) >.
sendo que A,(0.5.0) = d¢(s(v),0) [+ (ps(v)). Agora,

Se(12s(0),0)[*(925(0)) = 2 (u(mT . %(2(0)),0) = ¢ (24(0))) om0
= (ut-('mT. Li',-(aps(‘v)),0)'14",-(4,95(‘1‘)) — l[‘r(‘rDS(v)))lr=0
= ug(mT,25(0),0) fA(05(1)) = f*(2a(0)).

onde ug(mT, 24(r).0) é a matriz fundamental da equacao variacional 1" = Df(ps(v)).

com W(0) = Id. Logo, usando a Proposicao 4.1.1, tem-se

ug(mT, s(v),0) f*(25(v)) =
a(mT, @4(v)) f(@s(v)) + b(mT, o5(v)) [ *(2s(0)),

que, substituido na expressao anterior, fornece
8e(125(0), 0)* (24(v)) = a@(mT, 4 (0)) f(25(0)) + [BmT, 2o(0)) = 1] f* (24(0)).

Como a orbita periédica ' é nao-hiperbélica. tem-se b(mT. p(v)) = 1 (conforme obser-

vagao 4.1.2). Logo. da expressao acima segue que
A(0,5,0) = b(s,v)a(mT, o,(v))f (). (4.6)
donde tem-se
< 2(0,5.0). f(s(v) >= bls.v)a(mT. zi(e)|f(2s(0)])%. (4.7)

4
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que ¢é diferente de zero, pois b # 0, f nao se anula sobre a érbita periddica ' e
a(mT',@s(v)) # 0, pois, por hiptese, I' esta contida em um anel regular A de érbitas
periddicas, e @ é um miiltiplo da fungao periodo (conforme observagao 4.1.2).

Assim, como P(0,s,0) = 0 e P,.(0,s,0) # 0, segue do Teorema da Funcao Implicita
que, para ¢ # 0 suficientemente pequeno, existe uma fungao h = h(s, €), com h(s,0) = 0,

tal que
P(h(s,€),s,€) =< A(h(s,¢€),s,¢), fps(v)) >=0.
Considere agora A a projecio de A(h(s,¢€),s,€) na direcao de f*, isto é,
A(s,€) =< A(h(s,€), s,€), [*(s(v)) > .

Como A(0,5,0) = 0 e h(s,0) = 0, tem-se A(s,0) = 0. Entdo, expandindo A em

Série de Taylor em ¢, em torno de ¢ = 0, obtem-se
/l(s, €) = 6[A5(3,0) + O(e)],

donde fica claro que os zeros simples da fungao A.(s,0) correspondem aos zeros de
A(r, s, €), para € # 0, suficientemente pequeno.

Para finalizar a prova, resta mostrar que os zeros simples de A((s,0) correspondem
aos zeros da expressao M(s,¢o) do enunciado do teorema. Para tanto, derivando A

com relagao a ¢, e calculando em ¢ = 0 obtem-se
Al(s,0) =< A (h(s,0),5,0)h.(5,0) + A.(h(s,0),5,0)), [ (s(v)) >
De h(s,0) = 0 e da expressao de A, obtida em (4.6), tem-se que
Ac(,0) =< A(0,5,0), f*(ps(v)) >

Por outro lado, da definigao de A(r,s,¢) tem-se A,(r,s,0) = u (mT, r,s,0), onde
ue(t,r,s,0) é solugdo da equacio variacional W = D f(,(€))W + g(24(€,0), ¢ + ®o0), que.
pelo lema 4.1.4 é igual a

W (t) = [N(t) + a(t, E)M()] (2 (€)) + [b(t, )M ()] f* (e(€)).
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Em coordenadas (r,s) tem-se £ = H(r,s) = ¢»ps(v). Como queremos A(0,s,0) =
u.(mT,0,s,0), tomando r = 0, donde £ = p,(v), e considerando ¢ = mT na expressao
da fungao M (t) que aparece na componente de f+ em W (t), dada no lema 4.1.4, obtem-

se
5
1/ (s ()

Portanto,

mT [
/\’[(mT) _ /O e fo divf(@r4s(v)dr < f-L(Pt+s(U))-g(*,-')t+s(v)st + qso) > dt.

A(5,0) =< A(0,5,0), f1(ps(v)) >= b(mT, )| FH(2s(0)||]PM (mT),

e, como b(mT,v) = 1, pois I' é nao-hiperbdlica,

mT t .
A(s,0) = /0 e Jo dIorse DA £ L(0 (1)), g(@raa().t + do) > dt = M(s, ).

e o resultado segue do Teorema da Funcao Implicita. ||

Observe que, na fungao M (s, ¢g) dada no teorema acima, os parametros s e ¢ tém
a seguinte interpretagao geométrica: s esta relacionado com o ponto base (ou condicao
inicial) considerado sobre a drbita periddica ressonante I', pois, para ¢t = 0 a solugao
Yi+s(v) passa por ps(v); o parametro ¢ esta relacionado com a secao transversal 0.
sobre a qual definimos a transformagao de Poincaré P™.

Assim, fixar ¢g e variar s significa mudar a condigao inicial p,(v) considerada sobre
[', mantendo-se fixa a secao transversal 0. Por outro lado. fixar s e variar ¢g. cor-
responde a fixar o ponto base sobre I' e considerar a secao transversal ©?° variavel. As
duas abordagens sdao equivalentes, como se pode concluir da demonstracao do Teorema.

Na analise a ser realizada na proxima segao considera-se. sem perda de generalidade.
s fizo (de fato, considera-se s = 0) e ¢ variavel, na fungao M (s, ¢y).

A vantagem de se considerar ¢ variando, em vez de s, é que tal parametro representa
a fase da perturbacao periddica g. Assim, pode-se verificar as hipéteses do teorema
analisando-se propriedades da funcao de perturbacao g.

O Teorema acima sera usado na préxima secao na analise de bifurcacoes subharmoni-

cas de familias a dois parametros de campos vetoriais polinomiais no plano.
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4.2 Bifurcagoes subharmonicas de campos polino-

miais com uma reta invariante

Seja X um campo polinomial de grau n, com uma reta invariante, que nao contém pon-
tos de equilibrio, conectando dois pontos de sela hiperbdlicos no infinito. Considerando-
se, sem perda de generalidade, que tal reta é dada pelo eixo-y, pode-se escrever a equacao

diferencial associada a tal campo da seguinte forma

t = #P(z,y)
y = Qz,y),

onde P(z,y) e Q(z,y) sao polindmios de grau n —1 e n, respectivamente, com Q(0,y) >
0,Vy. E claro, neste caso, que o grau do polinémio Q(0,y) deve ser par, pois caso
contrario (0, y) teria pelo menos uma raiz real e, consequentemente, pelo menos um
equilibrio sobre o eixo-y.

Fazendo uma translagao no sistema acima, com objetivo de deixar invariante a reta

{z = 1} em vez do eixo-y, obtem-se. apés renomear os coeficientes dos polinémios, o

sistema

z = (z—1)P(a,y) (4.8)
y = Qx.y), (4.9)

e, consequentemente, Q(1,y) > 0, Vy.

Vimos, no Capitulo 2, que se os pontos de sela sao os tnicos pontos de equilibrio
no infinito, a compactificagao do sistema acima apresenta um ciclo singular no disco
de Poincaré, formado por v(s) (que é a compactificacao da solucio contida na reta
invariante {z = 1}), 0, e 0, (que sio os pontos de sela do campo compactificado no
bordo do disco de Poincaré) e a(s) (que é o arco de trajetéria do campo compactificado

contido no bordo do disco) - ver Figura 4.1.
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Suponha que o ciclo singular y(s)U8; Ua(s)Uf, é acumulado por érbits periddicas do
campo compactificado (Figura 4.1 b)). Tais drbitas correspondem a érbitas periddicas
de grande amplitude do campo polinomial no plano.

Seguindo as idéias desenvolvidas no Capitulo 3. considere uma perturbacao periédica

do campo acima, da forma

r = Plx,y)+p+ Af(@t) (4.10)
y = Qx,y)+ Ag(wt). (4.11)

onde P(z,y) = (v — 1)P(x,y), f e g sao funcoes de classe ('*. k > 2., periddicas de
periodo T" = 2m /&, sendo p, A parametros reais e & = w(/r?2 4 y2)* ', com w > 0
constante. Trata-se de uma perturbagao periddica de amplitude A e frequéncia w,
que depende da posicao (x,y), combinada com uma perturbacao auténoma, dada pelo
parametro .

Nesta secao analisa-se o efeito da perturbacao acima sobre o anel de érbitas pe-
riddicas de grande amplitude que se acumulam no ciclo singular infinito. Os métodos
apresentados podem ser utilizados também no estudo de outros tipos de perturbacoes

periddicas, como por exemplo,

ro= Plr,y)+f(et)
y = Qa,y)+ pag(&t).
sendo 1y e pp parametros reais. Porém. como o interesse deste trabalho é o estudo de

perturbagoes periédicas como as apresentadas no contexto do Capitulo 3. no que segue
sera considerado o sistema (4.10)-(4.11).

Como, para o campo polinomial no plano, uma parte de tais orbitas periédicas tende
para a reta invariante, e outra porgao tende para infinito, de maneira que nao se tem
controle finito sobre elas, para melhor estuda-las consideremos a compactificacao de

(4.10)-(4.11) no disco de Poincaré. dada por (conforme Capitulo 2)

0 = S p Auil0)+ J(0.p.p. A.2os) (4.12)
=
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po= =2 P Rusi(0) +§(0.p, 1, A, 5), (4.13)
1=0
onde

Ak(0) = —Pr(cosb, senl)senl + Q(cosh, senl)cosh
Ri(0) = Pr(cosl, sen)cosd + Qi(cost, send)senl,

para k=0,1,...,n, com 6 € [0,27) e p € [0, o),
J(0.p, 11, Asos) = p"[Ag(d)cosh — (i + Af(@s))send],

9(0,p,p, Ayws) = —p™( + Af(&s))coshd + Ag(djs)senO] ,

Observe que a derivacao acima é relativa a variavel independente s, que aparece
explicitamente nas fungoes f e g, e representa o tempo do sistema, no disco de Poincaré.

O problema que se coloca aqui é o seguinte: quais das 6rbitas periédicas contidas
no anel que se acumula no ciclo singular infinito, para ¢ = A = 0, persistem como
orbitas periédicas do campo perturbado, ao fazermos yu # 0 e A # 0, suficientemente
pequenos?

Seguindo as idéias apresentadas na secdo anterior, tomando-se ¢ = @s, pode-se
considerar o sistema acima como um sistema auténomo numa variedade difeomorfa ao

toro sélido D? x S'. dado por

0 = > 0" Ani(0)+ [(0.p.11. A ) (4.14)
=1
p = —Xn:P”‘Rn_i((?)+§(9,p,ﬂ~4,@) (4.15)
=0
¢ = w, (4.16)

onde w > 0, e identificamos S' com o intervalo [0,27), considerando tal intervalo como
o espago quociente IR/27Z.
Um esbogo do retrato de fase do sistema (4.14)-(4.16), com g = A = 0, no toro

solido, ¢ mostrado na Figura 4.3. As drbitas periédicas que se acumulam no ciclo
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singular infinito se tornam, no espaco de fase estendido D? x S'. toros invariantes do

sistema.

T ¢=21

identificados E ;

6,(s)

Figura 4.3: Retrato de fase do sistema (4.14)-(4.16), com g = A = 0. no toro sélido. As érbitas

periédicas que se acumulam no ciclo singular infinito se tornam, neste espaco de fase estendido, toros

invariantes do sistema.

Estamos agora nas condicoes apropriadas para aplicar os resultados estabelecidos

na se¢ao anterior.

Para tanto, considere o sistema (4.14)-(4.16) escrito na forma

u = F(u) 4 pGi(u) + AGy(u. o) (4.17)

6 = w (4.18)
onde u = (0,p), w >0, » € [0,27), e
FO.p) = (37 40md0).= 3 0 Roc0).
Gi(0.p) = ( — psend. —/)”“(-039).
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Ga(60,p) = (p"(g(¢)cost — [()sen), —p™*'(f(¢)cosd + g(¢)send)).

Tomemos a secao transversal ao fluxo do sistema acima, definida por
=% = {(0,p,9) | (8,p) € [0,27) x [0,+00) € &= o € [0,27)},

sobre a qual se define a m-ésima iterada da transformacdo de Poincaré, associada ao

campo (4.14)-(4.16),

m . Yo o
I-hA . ‘_) — 3

dada por
P (uwo) = u(mT, uo, ¢o, i, A),

34

sendo u(t, ug, ¢o, i1, A) solucao de
u=F(u)+ pGi(u) + AGy(u, ¢(s)), (4.19)

com u(0, uo, ¢o, ft, A) = up, onde ¢(s) = ws+ ¢ é a expressao de ¢, obtida como solucao
da equagao (4.18), com ¢(0) = ¢o. Assim, para s =0, yg € %,

E claro assim que os pontos fixos da transformacao de Poincaré acima correspondem
a subharmoénicas de ordem m do sistema (4.14)-(4.16), desde que PL{‘A(UO) # up para
1<j<m.

Em resumo, o sistema @ = F'(u), associado ao sistema compactificado (4.14)-(4.16)
com p = A =0, possui um anel A de érbitas periddicas que se acumula no ciclo singular
infinito 0; U y(s) U 0, U a(s). Estamos interessados em estudar quais destas drbitas
periddicas persistem para o sistema perturbado @ = F(u) + uG\(u) + AGy(u, d(s)).
para st e A pequenos.

Feitas as consideracdes acima, damos a seguir trés Lemas técnicos que serao usados
na prova do Teorema 4.2.4, que é o principal resultado desta sego, estabelecendo regides
no espago de parametros (u, A) para as quais o sistema perturbado (4.19) possui érbitas
subharmonicas de ordem m. O primeiro deles (Lema 4.2.1) estabelece a regularidade do

anel A que se acumula no ciclo singular infinito, para o campo polinomial considerado
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acima. Com o segundo (Lema 4.2.2), mostramos que tal anel contém uma quantidade
infinita enumeravel de drbitas periddicas ressonantes. O terceiro (4.2.3) é um lema de

perturbacao.

Lema 4.2.1 O anel A C % de érbitas periddicas do sistema (§.19), com p = A = 0,
que se acumula no ciclo singular infinito y(s) U 0; U a(s) U 0,, € regular, em uma

vizinhanga suficientemente pequena do ciclo.

Prova: Considere a se¢ao transversal ao fluxo do sistema (4.19). com = A = 0, dada

por
S={(0,p)|0=m € pe[0.p)},
com p suficientemente pequeno (figura 4.4).

p

Y (s)

p=e T

Figura 4.4: Ciclo singular infinito nao hiperbélico, visto no plano (6, p). com 6 € [0,27) e p € IR,
Juntamente com uma orbita periédica ¢”(s), contida no anel A, seccionada pelas secoes transversais

Yi. O eixo-0 (dado por p = 0) corresponde a fronteira do disco de Poincaré.

Seja ¢”(s) a 6rbita periédica contida no anel A. tal que ¢°(0) = (p.7) € S, com
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p € (0,p). Seja T'(p) o periodo de ¢°(s). Mostremos que 7"(p) # 0, para todo p € (0, p)
(diminuindo p, se necessario).
Para tanto, considere se¢oes ¥;, 1 = 1,2,3,4, transversais ao anel A, da seguinte

forma (Figura 4.4)

S={00)]0=" ¢ ¢ pel0,0},
3 37
Ss={(0.p)|0€ (5 —o+e) ¢ p=c},
Si={0p) 0G5+ ¢ p=¢

com 0 < e <p.
Como as drbitas periddicas ¢”(s) se acumulam no ciclo y(s) U 0, U a(s) U 05, para p
suficientemente pequeno, cada érbita ¢”(s), com p € (0,p), cruza as secdes transversais

Yi, 1 =1,2,3,4, definidas acima. Assim, pode-se considerar

T(p) = Ti(p) + T2(p) + Ts(p) + Ts(p),

onde Ti(p) é o tempo que a érbita ¢°(s) leva para ir de &; até ¥, (identificando T;
com Y, para fechar o ciclo).
Pelo teorema da dependéncia continua das solucées com relacao a condicoes iniciais,

segue que Ti(p) e T3(p) sdo fungdes analiticas de p, tais que

lim Ti(p) = T1(0) < +o0 e lim T3(p) = T3(0) < 4o0. (4.20)

p—0+ p—0t
Por outro lado, os tempos T3 e T4 sao os tempos de transigao de ¢(s) préximo aos
pontos de sela, 6, = (0,,0) e 6, = (02,0), do sistema (4.14)-(4.16) no equador, sendo
0 =m/2e 0, =3n/2. Como, por hipdtese, tais pontos sao selas hiperbélicas, e a matriz

jacobiana do sistema, calcula nestes pontos é dada por (conforme Capitulo 2, secao 2.2)

: (4.21)



com z = 1,2, por um Teorema de Hartman ([17], pg. 258), existem vizinhancas U; e U,

de 0, e 0, nas quais o sistema é diferenciavelmente conjugado a

0 = AL(0,)(0—7/2)
p = —Ru(01)p,

0 = A(02)(0—3r/2)
/) = _Rn(02)p‘

onde —R,(0,) <0 < A/ (0;) e Al (0) <0 < —R,(0,) sao os autovalores do sistema
nos pontos de equilibrio 6, e 0,. respectivamente.

Escolhendo e fixo, suficientemente pequeno, de forma que ©,.5, C U, e ©,, S5 C U,
(Figura 4.4), tem-se entao, das segundas equagoes dos sistemas acima, que o tempo de
transicao préximo aos pontos de sela. em fungao de p, é dado por

1

Ta(p) = _R (0,

€ | 01(p) N
)1n(p2(p)) >0 e :iz,(p):—Rnw])/n(’ 6’ )>0.  (4.22)

onde pi(p) € o ponto onde a drbita ¢°(s) cruza a segao transversal 1, py(p) é o ponto

onde ela cruza ¥,, sendo p; e p, fungoes diferenciaveis de p. com

lim py(p) = lim pa(p) = 0.

p—0+ p—0+

E claro assim, da expressao (4.22) que

lim T5(p) =+ e lim Ty(p) = +oc. (4.23)

p—0t p—0*

Além disso, derivando-se T, e Ty com relacio a p tem-se

; pa(p) , pi(p)
T =—" <0 e T =<0
20) = R (02)pal) )= = R 0 (p)
donde segue que
pl_lggg Ty(p)=-x ¢ pll_)lg)l+ Ty(p) = —cc. (4.24)
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De (4.20), (4.23) e (4.24) segue que, para p suficientemente pequeno, T'(p) < 0 e,

além disso, lim, o+ T(p) = 400, 0 que finaliza a prova. [ |

Do Lema acima segue que o grafico da funcao periodo, T'(p), tem o aspecto mostrado

na figura 4.5. Usando entao este Lema, provamos o seguinte resultado.

Tp)

Figura 4.5: Esboco do grifico da fungao periodo, T(p). definida em uma segao transversal ao anel

de drbitas periddicas que se acumula no ciclo singular infinito.

Lema 4.2.2 Para p suficientemente pequeno, existe uma sequéncia {pm, }iew C (0,p),
com limi 400 pm;, = 0, @ qual corresponde uma familia {¢"™(s)}ien, de drbitas pe-
riddicas do sistema (4.19), com p = A = 0, contidas no anel A, tais que o periodo
T(p™) de g’ (s) satisfaz, para cada i, a sequinte relagio de ressondncia com o periodo
21 /w da fungdo de perturbagio Go(u,d(s))

[y P

i

) = mi— 4.25
T(pm;) = mi— (4.25)

onde 0s m; sdo numeros naturais tais que lim;_, .om; = +00.

Prova: Segue imediatamente do lema anterior, ja que T'(p) é uma funcao continua, que

tende para infinito, assumindo todos os valores do intervalo [T(p), +o0). Além disso,
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como lim; 400 pm, = 0, € T'(pm,) = +00 se p,, — 0, da relacao de ressonancia (4.25)

segue que m; — +oc, quando 1 — +oc. &

Lema 4.2.3 Seja ¢°(s), com p € (0,p). p suficientemente pequeno, uma orbita pe-
riodica de periodo T'(p) do sistema (4.19), com p = A = 0. contida no anel A. Enlao.
para p, A # 0 suficientemente pequenos. eviste uma orbita qZ_A(.s). nao necessariamente

periodica, que pode ser expressa da forma
qp a(s) = ¢"(s) + pqf(s) + Agy(s) + h.o.t

uniformemente em s € [0,T(p)], para todo p € (0,p). onde h.o.t. indica termos de grau

maior ou igual a dois em pt e A..

Prova: A prova esta feita com detalhes em [15], pg.193, e usa a estrutura geométrica
das solugoes do sistema na vizinhanga do ciclo singular infinito y(s) U 8; U a(s) U 0,.
especialmente a persisténcia das variedades invariantes locais dos pontos de sela no

inﬁnito, 0] e 92. [ |

Com os Lemas acima e usando os resultados da secao anterior, provamos o seguinte

Teorema,

Teorema 4.2.4 Considere o sistema (4.19). dado por
u= F(u)+ pGy(u) + AGy(u.ws + o).

Suponha que, para p = A = 0, tal sistema possui um ciclo singular v(s) U0, Ua(s)Ub,.

acumulado por um anel A de orbitas periddicas. Sejam as fungéoes

mT LI
Sm _ / 6_-[0 divF(qPm (7))dr < Fl(({pm(-g)).le((]pm(-ﬁ')) S ds.
0

mT = 2 Pm d-
Mo (o) :/ e—fo divF (g™ (7))d> < Fl((]p"'(.s‘)).GQ(([p'"(S).w‘.S + op) > ds.

0
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onde ¢°™(s) € uma orbita periddica ressonante, contida no anel A ¢ F, Gy e Gy sdo as
fungoes do sistema (4.19), sendo F+ o ortogonal de F.

Se S, for diferente de zero e M, possuir somente dois pontos criticos, um de
mdzimo e um minimo, dados por Gmazr € Gmin. tais que M"(pmar) #0 € M"(Pmin) # 0,
e, além disso, M(¢pmin) < 0 < M(Pmaez), entao valem os sequintes resultados: exis-
tem curvas diferenciaveis AT(p) e AJ(p), para i suficientemente pequeno, que dividem
o espago de parametros (pt, A) em regioes disjuntas Ry ¢ Ry (Figura {.6) tais que:

i) para (pn, A) em Ry, o sistema perturbado possui 2 drbitas subharmonicas de ordem
m, que bifurcam da orbita ressonante ¢ (s);

ii) para (pu, A) em Ry, ndo existem orbilas subharmonicas que bifurcam de ¢"(s);

iii) para (i, A) no bordo das regives Ry e Ry, ou seja, sobre as curvas AT (p) e AT (p),

existe uma unica orbita subharmonica de ordem m que bifurca de ¢"™(s).

Figura 4.6: Regides R; e Ra no espaco de parametros (u, A), definidas no enunciado do Teorema
4.2.4. O nimero entre paréntesis indica a quantidade minima de subharmonicas de ordem m do

sistema, para (u, A) pertencente a regiao indicada.
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Observagao 4.2.5 As fungoes S, € M, (¢0) que aparecem no enunciado do teorema
acima correspondem a fungao M(s.op). com s = 0, do enunciado do Teorema 4.1.6.
Sm independe de ¢y pois esld relacionada a parte autonoma da perturbagio, enquanto

que My (¢o) estd relacionada a parte periodica (ver prova do Teorema).

Prova do Teorema: Considere a transformacao de Poincaré Py (u) : B0 — T,

assoclada ao sistema (4.19). dada por

m
noA

() = u(mT.u, oo, p, A),

onde u ¢ a solugao de @t = F(u) + uGy(u) + AGa(u,ws + ¢o), com (0, u.¢o, pt, A) =
u € B% sendo % = {(u,8) | u € R?e ¢ = ¢ € [0,27)}.
Expandindo a fungao acima em Série de Taylor. em relagao aos parametros p e A,

em torno de u = A = 0 tem-se
Pl y(u) = u(mT u. ¢0,0,0) + w,(mT . w. . 0.0) 0 + ua(mT. u, 9.0.0)4 + R(og. i, A).

onde R(¢o, 11, A) = a(o.pr. A + b(og, pt. A)peA + (o, pt. A) A2, sendo a.b, e funcodes
diferenciaveis, com a(¢o,0,0) = b(.0.0) = ¢(0.0.0) = 0
Supondo que u pertence a uma das orbitas periddicas ressonantes. digamos ¢”m(s).

dadas pelo Lema 4.2.2, tem-se u(m7.u.00.0,0) = u. donde segue que
Pli(u) —u =u,(mT, u, ¢o.0.0)p + ua(mT.u,0,0.0) 4 + R(do. . A)
Chamando
Ao, 11, A) 1= wu(mT, w, o, 0,00 + ws(mT, u, 60,0,0) A + R, . A).

tem-se que os pontos fixos de P}, sao dados pelos zeros da funcao A.
Pelo Teorema 4.1.6. da secao anterior. juntamente com o Lema 4.2.1. que garante

que o anel de 6rbitas periddicas A do sistema (1.19) é regular. tem-se que. para p e
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A suficientemente pequenos, os zeros da fungao A definida acima dependem apenas de
sua proje¢ao na direcao f+(¢”"(s)), ou seja, dependem apenas das componentes de u,
e us na direcao de f*(¢*™(s)), onde u, e uy sdo as solucdes das equagdes variacionais
associadas a (4.19), obtidas derivando-se o sistema com relacao a y e A, respectivamente.

Assim, usando-se o Lema 4.1.4, tem-se
< A(go, 1, A), f1(q7™(8)) >:= Sppt 4+ M (o)A + R(0o. 1, A),

onde,

mT s . S
Sm= [ e TAEEEmOMT ¢ FL(gon(s)). Gy (g7 (5)) > ds.
0

mT © di pm(7))dr '
Ma(go) = [ = ST < o (grn(s)), GialgP™ (). o5 + o) > ds,

que sao as projegoes de u, e uy, respectivamente, na direcao f*(¢*™(s)).

Colocando p em evidéncia na expressao acima obtem-se

< Ao, pty A), fH(q°™(3)) >i= [ St + M (o)1 + R(do, 11, 1)] := Ao, 12, 7),

onde n=A/pu,

R(¢bo, 11,0) = a(cbo, pt, 0t + b(ho, p, ) ey + (0, gt npe)un?® = O(p)

e, desse modo, para u # 0 suficientemente pequeno, os zeros da projecio da funcao

A(¢o, 1, A) na direcao f*(g’™(s)) coincidem com os zeros da funcao

Ao, 1t,m) = Smpt + Mon(do)n + O(p).

Por hipétese, S, # 0 e M,,(¢o) possui pontos de méaximo e minimo nao degenerados,
com M (dmin) < 0 < Mp(¢maz). Supondo, sem perda de generalidade, que S,, > 0,
e usando a expressao da funcio A, vamos determinar as regioes R, e R, do enunciado

do Teorema. A(¢g, t,n) = 0 se, e somente se,

Sm + M (do)n + O(p) = 0. (4.26)
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Por outro lado,

I‘Im(¢min) S \Im(éﬂ) S A]m(émar)-

Das relagoes acima, isolando M(¢y) em (4.26) e sendo n = A/u, segue que
¢ ‘S'nl 2 /
AIm(‘pmin) S - = O(# ) S A[m(@mar)-
n

donde tem-se as relacoes

S S

j Rl A > ——2 -0 s > 0,

(v s B 7 s R L

e
< Sm 0 < I 0 0
— . ' ———"— —O(p) se <0,
U7 B AL T B S
Dentre as quatro relagoes acima, . > —mga’)"m—u) —O0O(p)en < —Mme’"mm) —O(p)

sao sempre satisfeitas, devido as hipoteses. Usando as outras duas relacoes e voltando

a mudanca de variaveis n = A/u, obtem-se, para i > 0,

A > i o(y*
2 T lenyt o)
e
1 < Sm o
S TWoent T (7).
Por outro lado, se jt < 0 obtem-se
‘_1 < ‘5'171 O( ‘2)
- t— O(p
= T MmO
e
Sy o)
> —————u — O(p®).
E\Im(@mar)

As quatro relagoes acima, para o parametro A como funcao de u. determinam as
regioes i) e R, (Figura 4.6), no espaco de parametros, para as quais existe pelo menos

uma orbita subharmonica de ordem m para o sistema (4.19), que bifurca da drbita
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periddica ressonante ¢°™(s). Tais regides tém como fronteira as curvas AT(p) e AT (1),

com g suficientemente pequeno, dadas por

AT () = —m# — O(p?),
Sm
AT (1) = AT L O(1?),

que independem da secao transversal £, onde esta definida a transformacao de Poin-
caré PT,. Dependem apenas dos valores de Sy, My (¢min) € M (maz)-

Mostremos agora, usando as hipoteses M (¢mar) <0 e M"(Gmin) > 0, que se (u, A)
pertence ao interior das regides R, e Rs, entao existem duas drbitas subharmonicas de
ordem m que bifurcam da 6rbita periddica ressonante ¢°™(s) e, se (i, A) esta sobre uma
das curvas AT*(u) ou AJ*(u), existe somente uma subharmoénica de ordem m.

Expandido M (¢o) em Série de Taylor em ¢g, em torno de ¢g = ¢qr € substituindo

na expressio de A(¢o, 4, n), obtem-se

A(¢0,}L, 77) = Sm + A/[m(qsmar)n + /377(¢0 - qzsma-l‘)‘2 + O((¢0 - ¢ma1:)3)77 + O(,Lt).

com 8 = M"(¢maez)/2 < 0. Assim, se (u, A) € AT (p), entao n = —Su/Mpm(Pmaz) —
O(p), que, substituido na expressao acima, implica em que A(gyo. j,7) = 0 se, e somente

se,
Bi($o = bmaz)® + O((do = Omaz)’ ) = 0.

Como, para p suficientemente pequeno, 31 # 0, segue que a expressao acima se anula
se, e somente se, ¢9 — Pmar = 0. Portanto, se (p..A) € AT (i), $o = Gmaer € 0 Unico
zero de A(¢y), que corresponde a uma tnica érbita periodica subharmonica de ordem
m, bifurcando de ¢ (s).

Procedendo-se de maneira anéloga, expandindo M(¢) em torno de ¢,,in, mostra-se
que, se (i, A) estd sobre AJ'(u), entdao ¢ = Pmin € 0 tinico zero de A(qﬁo).

Suponha agora que (i, A) pertence ao interior da regiao Ry. A igualdade
A(‘boa K, 77) = Sm + Af{m(qsmar)n + /377((750 - Qbmar)2 + O((d)O - fémar)3)77 + O(:u) = O’
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equivale a

,’37]¢02 - 2,‘877@0¢ma.r + /jnomarQ + Sm + f‘[m(d)ma.r)’] + O((QO - C)mal')3)n + O(,U) = 0

A equacgao acima, como funcao de ¢y, tem duas raizes reais se, e somente se, seu
discriminante for estritamente positivo. o que, apos alguns cdlculos algébricos simples,

equivale a

_4/3’7[5'117 + A‘Ln(d’mar)n + O(((PO - Qmar)3)77 + O(H)] > 0.

Como, para u suficientemente pequeno, 3n > 0, a desigualdade acima é verdadeira

se, e somente se,
n < _5'771/-‘]771(95771111') - O((d)O - @mur)g)’/ - O(/l)

Tomando (¢ — ¢mar) da ordem de ;23 como 1 = A/p, segue que O((¢g — dmar)*) =

O(p). Assim, a desigualdade acima fica da forma
n < _‘S'm/-’\lm(c.,')mar) - O(/‘[)

que, para g suficientemente pequeno. equivale a hipdtese de (p, A) pertencer ao interior
da regiao R,, com A > 0.
De modo andlogo. expandindo A em torno de oy = ¢,;,. mostra-se que a equacao

A(¢o, pt,m) = 0 possui duas raizes reais se (g, 1) pertence ao interior da regiao R,, com
A<0.

As duas raizes de A = 0 correspondem a 2m pontos fixos da transformacao de
Poincaré P",, correspondentes as duas drbitas subharmonicas de ordem m do sistema

(4.19), que bifurcam da orbita ressonante ¢ (s). Fica assim provado o Teorema. |

Observacao 4.2.6 As hipdieses sobre a fungio M (og) que aparecem no teorema acima
estao diretamente relacionadas com propriedades da fungao periodica de perturbagao

Go(u,ws + ¢o) do sitema (4.19). como se pode ver de sua expressao.
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Com o auxilio da Figura 4.6, vejamos o cenario descrito pelo Teorema acima.
Fixando-se um valor de u, digamos positivo e suficientemente pequeno, e variando-
se A na diregao vertical, desde A = 0, tem-se: inicialmente, para A préximo de zero, o
sistema nao apresenta orbitas periddicas subharmonicas bifurcando de ¢”m(s); quando
A atinge o valor A = AT*(p), passa a existir uma tnica subharmoénica de ordem m;:
finalmente, para A > AT*(u) existem 2 subharmoénicas de ordem m que bifurcam de
g’ (s). Estas érbitas correspondem a pontos fixos da Transformagao de Poincaré Py,
com p fixo, suficientemente pequeno. Tal cenario é comumente encontrado no estudo
de familias a um parametro de difeomorfismos, dado neste caso por P",. Quando o
parametro A atravessa a curva AT*(u), ocorre uma bifurcagio do tipo sela-né para o

difeomorfismo, originando as duas dérbitas subharménicas.

Para ilustrar a aplicabilidade do Teorema acima, na préxima secao sera feita a
analise de uma perturbagao periddica do campo vetorial quadratico, contendo uma reta
invariante e dois ciclos singulares infinitos, considerado no Capitulo 3, no caso em que

tais ciclos sao acumulados por drbitas periddicas.

4.3 Estudo do caso quadratico

Considere a familia de campos polinomiais quadraticos

—
[§%]
-1
—

T = xy—vy (

Y = a4 ma+ny+ax?+bry + cy’ (4.

=
o
(03]

e suponha que o sistema satisfaz as hipéteses (H1)-(H3) da Proposi¢ao 3.1.1 do Capitulo
3. Relembrando, tal sistema possui somente dois pontos de equilibrio no infinito, que
sao pontos de sela hiperbdlicos, 0, e 0,, conectados por uma solugao heteroclinica y(s),
que € uma reparametrizacao da solugao contida na reta invariante {z = 1}, formando

os ciclos singulares infinitos v(s) U 0; U +a(s) U 0, (Figura 4.7). Além disso, o campo
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possui dois pontos de equilibrio no eixo-z. que sao focos ou centros.

Lema 4.3.1 O sistema (4.27)-(4.28) possui dois centros no eiro-r se. € somente se.
4 7

n=b=0.

Prova: O sistema acima possui dois pontos de equilibrio no eixo-r. dados por

—m £+ vVm? — daa
’

2a

Lyp =

sendo que o traco da matriz jacobiana do sistema, calculada nestes pontos, é igual a
zero se, e somente se, n = b = 0, o que ¢ uma condicao necessaria para que £, e F,
sejam centros.

Fazendo a mudanca de variaveis (r,y) — (x.—y) segue que.se b=n =0, o campo

é simétrico em relacao ao eixo-x e, portanto, E; e £, sao centros. [ |

O retrato de fase da compactificacao de (4.27)-(4.28), com n = b = 0. no disco de
Poincaré, tem o aspecto mostrado na Figura 4.7.

0

1

"

Figura 4.7: Retrato de fase da compactificacio do sistema (4.27)-(4.28). no disco de Poincaré.

Considere agora a seguinte perturbacao periddica do sistema

r o= ay—y+p+ Al(aycoswt + aysenwt) (4.29)
y = a4+ mr+ar’+cy?+ A(bjcoswt + bysendt). (4.30)
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onde u e A sao parametros reais, w = w+/x? + y?2, com « > 0 constante.

Facamos uma analise das bifurcagdes subharmonicas que ocorrem com as orbitas
periddicas do sistema, em decorréncia desta perturbacao. Sera considerado somente
o anel de orbitas periddicas contido na porgao direita do disco de Poincaré (isto €,
—m/2 <8 < 7/2- Figura 4.7), ja que o estudo do outro anel se faz de maneira analoga.
Aplicaremos o Teorema 4.2.4 da sec¢ao anterior.

Para aplicar os resultados da se¢ao anterior, em primeiro lugar é necessario observar
que, apesar de o anel de orbitas periddicas ter como limite, por um lado o ponto de
equilibrio, e pelo outro o ciclo singular infinito y(s) U 8; U +a(s) U 0, estendendo-se
por toda a porgao direita do disco, nao se pode garantir que ele é regular. Ou seja,
nao se pode garantir que a fungao periodo seja estritamente monétona, em todo o anel.
De fato, trata-se de um problema em aberto saber o nimero de pontos criticos da
funcao periodo, definida em um anel de érbitas periddicas de um campo polinomial no
plano, no caso em que tal anel é ilimitado, ou seja, as orbitas periddicas tendem, como
conjunto, para infinito (conforme [6]).

Assim, como feito anteriormente, analisaremos as bifurca¢ées subharménicas somen-
te com relagao as orbitas periddicas de grande amplitude, isto é, para a parte do anel

que se acumula no ciclo singular infinito. Para tais orbitas, vale o Lema 4.2.1 e também

tidade infinita enumeravel de érbitas periddicas ressonantes. Nos calculos que seguem
consideraremos ¢”"(s) uma destas orbitas ressonantes.

A compactificacao do sistema (4.29)-(4.30), em coordenadas (0, p) é dada por

0 = acos®0 + (¢ — 1)sen?0cosh + p(mcosd + sen®0) + p*acosh
—pp’send + Ap*|(bycosws + bysenws)costd — (ajcosws + azsenws)sent]
p = —plesen®d + (a + 1)cos®Gsend + p(m — 1)senbfcoshd + p*asend)

—ppcost — Ap®(ajcosws + azsenws)cosh + (bycosws + bysenws)send)]
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Chamando F'(0,p) = (F1(0,p), F2(0,p)). com
Fi(0,p) = acos®0 + (¢ — 1)sen*cosh + p(mcos?0 + sen?0) + p*acosh,

F3(0,p) = —plesen®0 + (a + 1)cos*Osend + p(m — 1)senfcosd + p*asend)],

G1(0,p) = (—p*send, —p>cosh),

onde

G = p*[(bicosws + bysenws)cosd) — (ajcosws + azsenws)send)]

12 = —p’[(acosws + aysenws)cosl 4 (bycosws + bysenws)send),

pode-se escrever o sistema acima na forma
w= F(u)+ pG(u) + AGy(u.ws + ¢o), (4.31)

onde u = (0, p), d(s) = ws + ¢ é a solucio de & = w. com H(0) = ¢o.

Estamos assim, nas condicoes apropriadas para aplicar os resultados da secao an-
terior. Vamos mostrar que sao verdadeiras as hipoteses do Teorema 4.2.4 para a per-
turbagao periddica acima, ou seja. que as funcgoes S, e M, (o) associadas ao sistema
(4.31), definidas no enunciado do referido Teorema. sao tais que S,, # 0 e M, (do)
possul um ponto de MAaximo, Omq,, € um ponto de minimo, @,,;,, nao degenerados, com
M"(bmaz) £ 0 € M"(Pmin) # 0.

Primeiramente, provemos o seguinte Lema, que da as expressoes das funcoes S, e

M (o), que aparecem no enunciado do Teorema 4.2.4, para o sistema (4.31).

Lema 4.3.2 As fungoes S, € M,,(0g). definidas no enunciado do Teorema 4.2.4, re-

lativas ao sistema (4.31), sao dadas por

mT s . . .
Sm = —/ e o a7 3acos®0 + esen®0 + pmeosd + palds.
0
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mT s
M(go) == [ €l 7O p()2 K (0, p,60.5)ds,
0
com
K (0, p, do,s) = [arcos(ws + ¢o) + agsen(ws + ¢o))(acos*0 + csen®d + pmcosh + pla)
+[bycos(ws + ¢o) + basen(ws + ¢o)](psend — p*senbcosh),

onde (0,p) = (0(s),p(s)) sdo as coordenadas da érbita periodica ressonante ¢°™(s) de

(4.31), €

2

o(s) = 3 p(s)' A,i(0(s)) = (i + 1)p(s)' Ra-i(6(s)),

=0

com Ar(0) e Ri(0) definidas acima.

Prova: Considere o campo polinomial
& = Pz,y)+ef(ws)
y = Qz,y)+ eg(ws),

e sua compactificacdo em coordenadas (¢, p) dada por

b = 35 Auil0) + J(0,p.6.0)

1=1
po= = ptR._i(0)+g(0.p.¢,9)
i=0
¢ = w,
onde

Ap(0) = — Pi(cosf, senf)senl + Qi (cosd, senb)cosd
Ry (0) = Pi(cosb, senf)cost + Qi (cosl. senl)send,

para k =0,1,...,n, com 0 € [0,27) e p € [0,00),
J(0,p,€,¢) = p"[eg($)cosb — cf(0)send].
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30, p. €, 0) = —p™*[ef ($)cosd + eg(¢)send)].

Calculemos, para este sistema compactificado, os termos que comparecem no inte-

grando da fungao M (¢p), dada no enunciado do Teorema 4.2.4. Para tanto, chamemos
F(0,p) = (O p' Aaci(0). = D p ' Razi(0)).
=1 =0

Assim, omitindo, por um momento, os argumentos das fungoes, e chamando s = senf

e ¢ = cosf, obtemos:

< F (f,9) >=
< (CZE;O pi-HPn—i + SZ?:O pi+lQn—i . —S Z?zo piPn—i + CZ?:O piQn—i) 5 (f’g) 2=
CfTZ?:O /)H-an—i + Sf— Z?:O PiHQn—i — sg Z?:O piPn—i +cg z?:o piQn—i-

Substituindo as expressoes de f e g na expressao acima, obtem-se, apds alguns

calculos simples, envolvendo propriedades das fungoes trigonométricas. a igualdade

<SFY(9)> = 9o Tio p' Paci — [0 ito £/ Qi
P < (= T P Quai Dimo 0 Pasi ) (f19) >

onde Py e @ sao polindmios homogéneos de grau k, componentes dos polinomios P e Q
que determinam o campo nao perturbado no plano.istoé, P = 3}_, Pre Q = S 7_o Q.
f e g sao as fungoes de perturbacao do campo polinomial ( P. Q). no plano. e <. > denota
o produto interno usual do IR?.

Para o sistema polinomial quadratico perturbado (4.29)-(4.30). cuja compactificacao
¢ dada por (4.31), existem dois pares (f.g) de funcoes de perturbacao. a saber: o par

(f,g) =(1,0), relativo ao parametro y (perturbacao autéonoma). e o par
(f,9) = (ajcosws + a,senws, bycosws + bysenws),

relativo ao parametro A (perturbagao periddica).
Substituindo os polinémios quadraticos que definem o sistema (4.29)-(4.30) e os

pares de funcoes de perturbaciao acima na expressio de < F*,(f.g) > obtida. e tendo
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em conta que o divergente do sistema quadratico compactificado nao-perturbado, é

dado por
AivF (g (s) = o(s) = 3 pl) A, 0() = (04 Do) Rucs(00s), (4.32)

obtem-se as expressoes de S,, e M,,(¢o). ||

Observacao 4.3.3 Observe que S,, independe de ¢ (pois estd relacionada com a parte

autonoma da perturbagdo).

Com o lema seguinte prova-se que S,, < 0.

Lema 4.3.4 Para p,, suficientemente pequeno, tem-se que
mT s d
/ e Jo o "p(s)*[acos?0(s) + csen®0(s) + p(s)mcosf(s) + p(s)*alds > 0.
0

Prova: Considere a orbita periddica ¢*(s) = (0(s), p(s)). Para p,, suficientemente
pequeno, tal érbita esta proxima do ciclo singular infinito 6, Uy(s)Uf; Ua(s) e podemos

tomar as segoes ¥, e ¥, transversais a esta orbita, definidas por

com ¢ > 0 suficientemente pequeno (Figura 4.8).

Desse modo, supondo ¢*(0) € ¥,, podemos dividir a integral em duas partes
mT s
/ e~ Jo (47 (5)?[acos?0(s) + csen®d(s) + p(s)mcosh(s) + p(s)?alds =
0
T s
/ e o 7N 5(5)%[acos®(s) + csen0(s) + p(s)meosl(s) + p(s)*alds +
0

mT s
/T e~ Jo 2T ($)3acos®0(s) + csen0(s) + p(s)mcosh(s) + p(s)*alds = S; + S,
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Y(s)

/2 a(s) T 3n/2 0

Figura 4.8: Orbita periédica ¢#=(s), vista no plano (0, p), com 8 € [0,27) e p € IR, seccionada pelas

segoes transversais X;, i = 1,2. O eixo {p = 0} corresponde ao bordo do disco de Poincaré.

onde T} é o tempo que leva para a drbita ¢°(s) ir de &, até Xy, no sentido positivo.
Mostremos que a primeira das integrais na soma acima, S;, é estritamente posi-
tiva e o valor da segunda integral, S;, é muito pequeno, proximo de zero, para p,
suficientemente pequeno.
Analisemos primeiramente S3. Pela forma como foram tomadas as se¢oes transver-
sais acima (Figura 4.8) e como ¢*™(s) fica e-préxima do ciclo singular v(s)Uf8; Ua(s)Ub,,
para s € [Ty, mT] tem-se 0 < p(s) < ¢ << 1. donde p(s)*® < ¢. Por outro lado, sendo

p(s) limitado, o termo

n n
!

a(s) =3 p(s) An_i(0(s)) — D_(i + 1)p(s) Ra—i(6(s)),

1=0 1=0

¢ limitado, donde segue que exp(— [; o(7)d7) é limitado para s € [T}, mT], digamos por
uma constante A} < co. Além disso, é claro que [acos?0(s)+csen?0(s)+p(s)mcosf(s)+

p(s)?a] < K, para uma constante A, < co. Entdo tem-se

mT -
I/ e J; ”(T))drp(s)s[acos:’()(s) + csen’0(s) + p(s)mcosf(s) + p(s)ga]dsl < Ny No(mT — Ty)e.
T,
(4.33)
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Para mostrar que a integral S; é estritamente positiva, usa-se o fato de que, para p,,
suficientemente pequeno e s € [0, T}], tem-se, pelo Teorema da Dependéncia Continua.
que ¢ (s) fica proxima da por¢ao da orbita heteroclinica 4(s) compreendida entre as

secoes transversais ¥; e Y, (Figura 4.8). Considerando as relacoes

ds 1 )
rp = cosl, yp=senf e — = (4.34)
dl  pa_y
(conforme observacao 2.2.2, Capitulo 2), e fazendo esta mudanca de variaveis na integral

acima obtem-se
T, s
Dy = / e Jo ”(T))d"p(s)s[acos?@(s) + csen®0(s) + p(s)mcosl(s) + p(s)’alds =
0

/ 7 IO 1), ()| a(t)? + ey()? + mar(t) + aldi =

t)
ts ‘. ) B
T I a), y)IQe(e), w0,
onde ¢(t) = (x(1),y(t)). com t € [t,1,], é a porcao da Srbita periddica contida no

plano, em coordenadas (z,y), que é uma reparametrizacao da porcao da drbita periddica
q’™(s), com s € [0,7)]. sendo que a relacao entre os tempos 0, 7}, no disco de Poincaré.
e t1,1y, no plano—(z.y). é dada pelo Lema 2.2.3 (Capitulo 2).

Como a mudanga de coordenadas (4.34) é um difeomorfismo para (x.y) # (0,0), e
como, para s € [0,T}]. ¢”"(s) fica e—proxima de 5(s). no disco de Poincaré, segue do
Teorema da Dependéncia Continua, que para t € [t),(;] a drbita periddica no plano.
q(t) = (x(t),y(t)), fica proxima da solugao ¢(t) = (1.p,(t)) do sistema polinomial no
plano, contida na reta invariante {x = 1}, correspondente a ¥(s) (conforme a Proposicao
3.1.1). Assim. a coordenada z(¢) da orbita periddica ¢(t) fica proxima de 1, para
t € [ti,t2). Como, por hipdtese, Q(1,y) > 0. Vy. tem-se, por continuidade, que o
integrando de S, é produto de funcoes positivas e, portanto, a integral é estritamente
positiva.

Portanto, tomando-se ¢ suficientemente pequeno na construcao das secoes transver-

sals Y1 e Yo, fica provado o Lema. |
p
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Do Lema acima segue que S,, < 0.

Lema 4.3.5 A fun¢io M,,(¢o), associada ao sistema (4.31), possui dois inicos pontos

criticos ndo degenerados, no intervalo [0,27), sendo um de mdzimo e um de minimo.
Prova: Pelo Lema (4.3.2), a expressao de M,,(¢o) é dada por

Malgo) = [ & 20 (51K (0, p, o),

onde

n

o(s) = 3P 4,i(0) = 2 (i + 1) Rui(0),

1=0
que independe de ¢y, e

K(0,p,do) = [arcos(ws + ¢o) + azsen(ws + ¢o)](acos®0 + csen?d + pmcosd + p*a)
+[bycos(ws + o) + bysen(ws + ¢o)](psend — p*senbdcosh),

onde (60, p) = (0(s), p(s)) sao as coordenadas da orbita periddica ressonante ¢ (s) de

(4.31).
Derivando entao M,,(¢o) com relacao a ¢y segue que M (po) = —M,(¢o), para
todo ¢o € [0,27). Assim, M(¢p) é solucao da equacao diferencial ordinaria z” + = 0

e, portanto, tem a forma

Afm(ﬁbo) = BCOS(Qb()) + DSEH(Q&()),

onde as constantes B e D dependem da condigao inicial considerada. Portanto, M,,(¢o)

possui um ponto de maximo e um ponto de minimo, no intervalo [0, 27), nao-degenerados,

com M (¢min) < 0 < M(bmaz). ]

Dos Lemas 4.3.4 e 4.3.5 pode-se concluir, usando o Teorema 4.2.4, que o diagrama

de bifurcacao do sistema 4.31 é como o mostrado na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcagao do sistema quadratico. Os niimeros entre parentesis se referem
a quantidade de subharmonicas de ordem m do sistema, que bifurcam de ¢”™ (s), para os respectivos

valores dos parametros.

Observe que, como neste caso S,, < 0, as curvas de bifurcacao de subharménicas,
AT (p) e A (p). aparecem em posigoes trocadas, com relagao a Figura 4.6, relativa ao
Teorema 4.2.4. onde foi considerado S,, > 0.

Concluindo. existem regides no espaco de parametros, (p..1). para as quais o siste-
ma (4.31) possui orbitas periddicas subharmonicas de ordem m. bifurcando da érbita
periodica ressonante ¢ (s) e regides onde nao bifurcam subharmonicas de ¢?(s). Tais
regioes sao determinadas por curvas que dependem dos valores criticos, de maximo e
minimo, de Al,,,(¢o). que, por sua vez. dependem diretamente das funcées periédicas de

perturbacao do sistema, f(ws + &) e g(ws + ¢o).
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4.4 Comportamento assintdtico das bifurcagoes sub-

harmonicas - caso quadratico

As Orbitas subharmonicas de ordem m, detectadas com o Teorema da secao anteri-
or, correspondem somente aquelas que bifurcam da érbita ressonante ¢*™(s), quando
variamos os parametros i e A numa vizinhanga da origem, no espago de paramtros.

Pelo Lema 4.2.2, para p suficientemente pequeno, existe uma sequéncia enumeravel
pm; C (0,p), com i € IN, tal que, a cada elemento da sequéncia, corresponde uma
orbita periddica ressonante ¢”™i(s), do sistema (4.31), contida no anel regular de érbitas
periddicas que se acumula no ciclo singular infinito. Além disso, lim;_, 1 pm, = 0, donde
se conclui que as drbitas periddicas ressonantes ¢”™i(s) tendem, como conjunto, para o
ciclo singular infinito, quando i — +oo0.

Com base nestas consideragoes, sera feita, nesta secao, uma analise do compor-
tamento limite das orbitas periddicas subharmonicas de ordem m;, que bifurcam das
orbitas ressonantes ¢”mi(s), quando a sequéncia p,,, tende a zero, para a familia de
campos quadraticos com perturbacao periddica, (4.31), da segao anterior.

Mostraremos que as inclinagoes das retas tangentes, na origem, as curvas de bifur-
cagoes subharmonicas, AT"(u) e A3 (), associadas a 6rbita ressonante ¢°™ (s), tem-

dem, quando 7 — +oc0, para as inclinagoes das retas tangentes as curvas de tangéncias

heteroclinicas
I3
Ap(p) = —W# - O(u?)
e
A = —S O(u?

obtidas no Capitulo 3. Em outras palavras, mostraremos as seguintes convergéncias

Sm. =¥ S, A/[m,'(quar) —% A/[(Qbmaz) € 1“[m,(¢min) =% A'[(d)min)s

para ¢ — 400.
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Como, para cada m; existem duas subharmonicas de ordem m;, que bifurcam das
orbitas ressonantes ¢”™(s), quando os parametros pu, A cruzam as curvas A7 (u) e
A7 (p), entao, se m; — +oo, o nimero total de subharmoénicas do sistema tende
também para infinito. Por outro lado, como as drbitas ressonantes ¢”™ (s) se acumulam
no ciclo singular infinito y(s) U 0, U a(s) U 6. as subharmonicas de ordem m; que
bifurcam delas se acumulam nas tangéncias heteroclinicas, desde que as convergéncias
acima sejam verificadas. Na Figura 4.10 é mostrado um esquema pictorico, com base

nas consideragoes acima.

A M(u)

e e m e m e e e --

h

(6)

Am(u)

Figura 4.10: As inclinagdes das curvas de bifurcagoes subharmonicas, A7 (1) e A" (u), associadas
a orbita ressonante g™ (s). tendem, quando i — +oo (e, consequentemente m; — +oc), para as
inclinagoes das curvas de tangencias heteroclinicas Ayr(p) e A, (1), obtidas no Capitulo 3. O niimero
entre paréntesis indica a quantidade minima de subharmonicas do sistema para (u, A) pertencente

aquela regidao do espago de parametros.
Considere entao a seguinte perturbagao periddica do sistema quadratico com dois
centros e uma reta invariante

T = ay—y+p+ Alacos(wt) + aysen(wt)) (4.35)
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Yy = a+mz+az’+ cy? + A(bjcos(wt) + bysen(it)), (4.36)
conforme a segao anterior. Sua compactificacio no disco de Poincaré fornece o sistema
w = F(u) 4+ pGi(u) + AGy(u.ws + ¢o),

definido em (4.31).
Conforme visto na segao anterior, as curvas de bifurcacoes subharménicas do sistema

acima, associadas a uma Orbita periddica ressonante ¢*™i(s), sao dadas por

_ s
Al (1) = —m# - O(1?)
e
m S’mx 2
Ayt(p) = Mo o) O(p”),
onde

m; T s
S = / e'fo "(T)‘”pm‘.(s)a[acos20m'(s)—}—csenzé’m'(s)—l—pm,(s)mcosﬁml(s)+pmi(s)za]d5
0

m; T s

M (o) = [ €8 O o (5 F (O, (5), o, (), Bmas)ds,

0

m; T s
Mo ($min) = / e Jo T (Y F (O () Py (5), Bin ),
com 5 )
a(s) =Y pmi () A i (0, (5)) = S (i 4 1)pmy(8) Ruci O, (5)),
1=0 1=0
e

2

F(Om, (), pm, (5), #0) = —(arcos(ws + o) + assen(ws + ¢0)) 3 pm, () Qu_i(cos8m, (5), 5en0m, (5)) +
i=0

(bicos(ws + ¢o) + basen(ws + dy)) me, (5)' Pa_i(coslm, (s), senfm (s)),
=0

sendo (0, (s), pm,(s)) as coordenadas da érbita periddica ressonante g™ (s), P e Qy

os polindmios homogéneos de grau k tais que P(x.y) = i, Pe(z,y) e Q(x,y) =
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i o Qi(z,y), onde P(z,y) =2y —y e Q(x,y) = a+mz+ax?+ cy?® sio os polindmios
que determinam o sistema quadratico no plano.

Do estudo desenvolvido no Capitulo 3. segue que as tangéncias heteroclinicas, asso-
ciadas a conexao heteroclinica y(s) do sistema (4.31). sao determinadas, no espaco de

parametros pelas curvas

. AT R 2
‘—K\I(H) - 1\'[(¢mar)ll O(ll )
e
d N 2
An(p) I\I(Qmin)’u O(p”),
onde
+oo s v
5= / e Jo 2T ()2 [acos?0o(s) + csenly(s) + pmcosty(s) + p2(s)alds,
; T [fo(rydr 3 .
AI(¢min) = /_,— € Jo PO(S) F(OO(S)'/)O(S)~Qmirl)(13~
+oc s
M(gmar) = [ €70 g5 F(06(5). po(5): Omar)ds.
com
2 - 2 _
o(s) = po(s)'A,_i(0o(s)) — D (7 + 1)po(s) Raci(o(s)),
1=0 =0
e

n

F(0o(s), po(s), @0) = —(ajcos(ws + ¢o) + assen(ws + ¢@p)) Z p0(5) Qn—i(cos(Bo(s)). sen(0o(s))) +
i=0

n

(bycos(ws + @g) + basen(ws + ¢o)) Z p()(s)iPn_;(cos(Oo(s)). sen(fo(s))),

1=0
sendo (0o(s), po(s)) as coordenadas da orbita heteroclinica v(s). que conecta os pontos
de sela, 0, e 0,, do campo compactificado nao perturbado, e P, e QQ} sao os polinomios
homogeéneos de grau k tais que P(z,y) = Si_o Pe(r.y) e Q(x,y) = S Qr(2,y),
sendo P e @@ os polinomios quadréticos que determinam o sistema no plano.
Observe a semelhanca das integrais S com S, e M(&p) com M, (0g). Mostremos

entao, primeiramente. que S,,, — S, para { — +oc.
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Lema 4.4.1 5,,, = S, se 1 — +oo.

Prova: Para estabelecer a convergéncia acima, vamos mostrar que, para todo ¢ > 0
dado, existe : € IN tal que |S — S, < e.

Como p,,, — 0, para i — +00, entao a érbita periddica ressonante correspondente,
q’™i(s) tal que ¢ (0) = p,,, tende, como conjunto, para o ciclo singular y(s)Uf;UaU6,

(Figura 4.11), para ¢ — +o0.

p

Y(s)

2" ofs) T 3n/2 0

Figura 4.11: Orbita periédica ¢*m (s), vista no plano (6, p). e—préxima do ciclo singular infinito

¥(s) U1 Ua U b, para i suficientemente grande, seccionada pelas segoes transversais ©;, 1 = 1, 2.

Assim podemos tomar as secoes transversais a ¢°™ (s) e a 5(s), definidas por

3 3m
Ti=A{l.p)|0€ (5 —e5+e) € p=¢}
© ™ m
Ly={(0.p)|0€(5—e5+c) e p=e}

com ¢ > 0 suficientemente pequeno (Figura 4.11).
Como, para i — +o0, ¢”™ (s) tende, como conjunto, para o ciclo singular y(s)U#; U

a U 0, para 1 suficientemente grande tem-se. pelo Teorema da Dependéncia Continua,



que existe 7 > 0 tal que ¢*™ (s) fica e—préxima de 7(s), para todo s € [—7, 7], com

(Figura 4.11)
¢ (=7),y(-7) €L, e g™ (71),7(7) € E,.

Consideremos entao a integral S escrita na forma

5 = [ e~ oot (M7 5o (8)[acos?0o(s) + csen?By(s) + pmcosty(s) + p*(s)alds
+ [,e -5 "(T)dTp (s) [(1.003200( ) + csen®0o(s) + pmcosty(s) + p?(s)a]ds
+LF e T (P acos o(s) + csendo(s) + pracost(s) + p(s)a]ds.

Usando agora a periodicidade de ¢”™(s), podemos escrever a integral S, da seguinte

maneira

m;T/2 s
S, = / & b ”(T)dTpm,(S)S[a,cos20mi(s)+csen?0m.(s)+pm,(5)7716'050,,1,(3)—}-/),271 (s)alds
-m;T/2 !

e, assim, como m; — +o0, para ¢ — 400 (conforme Lema 4.2.2), podemos escrever

Smi = JTmi12 et ”(T)d’pfnl [acos?0p,, + csen®0y,, + pm,mcosty, + p2, alds
+ [T e~ do "(T)drp?n.[acoswml + csen®Op, + pm,mcosty,, + p2, a]ds
4+ T2 fo:"(T)dTpfn' [acos®0m, + csen®0,,, + pm,mcost,,, + p2, a]ds,
onde 0,,; = 0,,,,(5) € pm, = pm,(8) sdo as coordenadas da orbita periédica ressonante

q'm(s).
Para simplificar a notacao nos célculos que vem a seguir. chamemos F(g”™ (s)) e

G(v(s)) os integrandos de S,,, e S, respectivamente. Procedendo assim. das conside-

ragoes acima tem-se que

IS — Sm;| = | [2LG((s))ds+ [T, G(v(s))ds + [T G(y(s))ds
- f:;.T,QF( Pm( ))ds = J7, F(gPms(s))ds — [T/ F(gemi(s))ds |
< | yie da] | S Flam(s))ds
+ | JIGG ( + | J2, F(qrme(s))ds
-+ [F* G S) ’fm T2 p F(qP™(s))ds \
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Fagcamos uma andlise de cada uma das integrais acima, para 1 — +oo (e, conse-
quentemente, p,,, — 0).

Como, para ¢ suficientemente grande e s € [—7, 7], temos que y(s) e ¢’™i(s) ficam
e-proximas (Teorema da Dependéncia Continua) e, sendo G e F' fungoes continuas de
v(s) e ¢°mi(s), respectivamente, com

lim F(q"™(s)) = G(~(s)),

1— 400

tem-se que, para : suficientemente grande,

< €.

| [ cttsnds = " Femionas | = | [ G0l = Flem(s))ds

- —T

Seja y(s) = (bo(s),po(s)) e ¢"™i(s) = (0n,(5), pm,(s)). Pela construcao das segoes
transversais X; e X, (Figura 4.11) e pelo fato de ¢ (s) tender ao ciclo singular y(s) U
0, Ua(s)U#b,, segue que, para 7 suficientemente grande e s € [—0o0, —7) ou s € |7, +00),
valem as desigualdades

Omi(s)l <€ e lpm,(s)] <e

Entao tem-se

|/_"T F(g™(s))ds | < /__T |F(gm(s)|ds < e,

m;T/2 m,T/2
e tambeém
[ peminas | < [T Pl < b,
onde
Mi= sup |F(¢™(s)] e My= sup [F(¢™(s))]

s€[-m;T/2,—7] s€[r,m;T/2]

Como m; — +o0, para i — +oco, entao, como as integrais impréprias acima sao
convergentes, podemos tomar 7 suficientemente grande (digamos 7 = ﬂél — ¢€), de
maneira que

‘ /_: G(y(s))ds | <¢/4
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’/TNG(’)'(S))CIS < ¢/4.

Tomando ¢;, « = 1,2 de forma apropriada nas majoragoes acima. pode-se concluir

que

|S — Sm,| < e

para todo € dado, com o que fica provada a convergéncia das integrais, para i — +o0.

Lema 4.4.2 1\’1,(,{,)(¢mar) = MU (¢ppnez). se i = 4oo, para j = 0,1,2, onde (j)

denota a j-€sima derivada de M com relacio a ¢y.
Prova: A prova é feita de maneira inteiramente analoga a prova do Lema 4.4.1. |

Com a prova dos lemas acima, fica estabelecido que as tangéncias heteroclinicas entre
as variedades invariantes das orbitas periddicas no infinito, para o campo polinomial, sao
limites de bifurcacoes subharmonicas que ocorrem no anel de drbitas periddicas que se
acumula no ciclo heteroclinico infinito. Além disso. como m; — +o0, se i — 400, e para
cada m; existem duas subharménicas de ordem m; que bifurcam da drbita periddica
ressonante ¢”™:(s). pode-se concluir também que existem infintas subharmonicas do
sistema, na vizinhanca das tangéncias heteroclinicas.

Resultado semelhante foi obtido em [8], para outra classe de campos vetorials com

perturbacao periddica. considerando-se regioes compactas do plano.
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Capitulo 5

Conclusoes e Consideracoes Finais

Podemos observar atualmente, na literatura relacionada com a érea, a ocorréncia de
inimeros sistemas deterministicos de equacoes diferenciais ordinérias, cujas solucoes
apresentam comportamento dito “cadtico” (ver por exemplo, [1], [2], [11], [15], [22],
28], [29]).

Os exemplos mais conhecidos sao as equagoes de Lorenz, equagoes de Duffing e do
Péndulo com termo forcante periddico, equagoes de Rosller, equacoes que determinam
o circuito de Chua, e outras (conforme [1] ou [2]).

O complexo comportamento dinamico das solugdes destes sistemas é, em geral, atri-
buido ao fato deles apresentarem érbitas homoclinicas e/ou heteroclinicas a um ponto
de equilibrio ou a uma drbita periddica, contidos em regives compactas do plano ou do
espago de fase.

No presente trabalho mostramos que se um campo polinomial, definido no plano
todo, apresenta certas propriedades envolvendo o “infinito”, entdo certos tipos de per-
turbagoes periddicas deste campo podem levar a uma dindmica bastante complexa de
suas solugoes.

A hipotese basica que colocamos sobre os sistemas polinomiais aqui estudados foi a

da existéncia de uma solugao ilimitada, que tende para infinito, em tempo finito. Com



o artificio da compactificacao de Poincaré, e a hipdtese adicional de que tal solucao
ilimitada conecta dois pontos de sela “no infinito”, pudemos provar que as solucoes de
tais sistemas polinomiais podem apresentar, para determinados valores dos parametros,
uma dinamica bastante complexa, devido a intersecao transversal das variedades inva-
riantes das orbitas periddicas no infinito. Tais interseccoes ocorrem na parte “finita” do
plano. Sao propriedades relacionadas com o “infinito” influenciando no comportamento
das solugoées na parte “finita” do plano.

As simulagoes numéricas desenvolvidas, e apresentadas no capitulo 3, sugerem que,
se o sistema polinomial perturbado apresenta duas linhas de singularidades no infinito.
suas solugoes podem apresentar um comportamento dinamico bastante complexo, e isso
se da numa vizinhan¢a da origem no espago de fase. Tal fato nao é tao surpreendente.
De fato, como o valor do campo polinomial é muito grande, para valores de (z,y) gran-
des, é de se esperar que a perturbagao periddica considerada (que ¢ muito pequena com
relagao ao campo) influencie nas solugoes do sistema somente numa vizinhanca da ori-
gem. As simulagoes sugerem a existéncia de um atrator estranho para a Transformacao
de Poincaré determinada pelo fluxo do sistema no tempo 2.

Embora os resultados tedricos obtidos sejam vélidos para valores pequenos dos
parametros (pertencentes a uma vizinhanga da origem), as simulacées numeéricas foram
efetuadas explorando-se o comportamento das solucées do sistema perturbado para va-
lores grandes dos parametros. especialmente do parametro . relativo a amplitude da
perturbagao periddica. Os resultados tedricos serviram como base e ponto de partida
para o estudo numérico desenvolvido.

Outro fato sugerido pelas simulagoes numéricas efetuadas, é que o suposto atrator,
existente para a Transformacao de Poincaré associada ao sistema do Exemplo 1 do
Capitulo 2, nao atrai somente os pontos de sua vizinhanga. mas sim todos os pontos do
plano, menos um conjunto de medida nula. Na Figura 5.1. fazemos. usando o disco de
Poincaré, um esquema de como isso se da: as trajetdrias se afastam da regiao R., préxima

da origem. acompanhando a variedade estavel do ponto de sela 0, no infinito: chegando
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proximas a este ponto de sela, elas retornam pelo bordo do disco e sao conduzidas de
volta a regiao R pela variedade instavel do outro ponto de sela no infinito, ,; a tinica

solugao que “escapa” da regiao R e nao retorna mais é a propria variedade estavel de

0,.

Figura 5.1: Esquema pictérico de como as iteradas da transformacio de Poincaré associada ao campo

polinomial perturbado do Exemplo 1 (Cap.2) tendem para uma vizinhanga da origem (regiao R.).

Recentemente tomamos conhecimento da existéncia de dois artigos, relacionados ao
estudo do problema restrito dos trés corpos, nos quais é estudada a existéncia de pontos
homoclinicos transversais de variedades invariantes de drbitas periédicas no infinito [12].
[30]. As técnicas utilizadas sao distintas das apresentadas aqui. Além disso, os pontos
criticos no infinito, considerados nos referidos trabalhos. sao pontos de sela degenerados.

Existem muitos trabalhos sobre o estudo de drbitas periddicas subharmonicas para
sistemas de equacoes diferenciais com perturbacoes periddicas (ver, por exemplo, [1],
(2], [4], [5], [8], [15], [26], [28], [29]). O estudo de solugdes subharménicas aparece, em
geral, em muitos tipos de aplicagdes fisicas, como no caso das equagdes do péndulo, de
Van der Pol e de Duffing, com termo forgante periddico. Destaca-se também o interesse

pela existéncia de drbitas subharménicas no estudo da estabilidade do sistema solar,
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relacionada as orbitas dos planetas, satélites e asterdides.

Acreditamos que o estudo desenvolvido no Capitulo 4, sobre as bifurcacdes subharmé-
nicas de grande amplitude, pode vir a contribuir no estudo de problemas aplicados.
Embora tenha sido considerada uma perturbagao um tanto particular na anélise desen-
volvido aqui, as técnicas utilizadas podem ser estendidas ao estudo de outros tipos de

perturbacoes periddicas de campos polinomiais, conforme o interesse.
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