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RESUMO

Neste trabalho são estudadas perturbações periódicas, a dois parâmetros, de campos

vetoriais polinomiais planares, que possuem um cÍc/o Aeferoc/{hãco {n$nito, que consiste
de uma solução ilimitada, que conecta. dois pontos de sela "no infinito". O estudo glc-

bal, envolvendo o infinito, é elaborado via compactificação de Poincaré. Mostra-se que,
para certos tipos de perturbações periódicas, existem curvas diferenciáveis, contidas em
uma vizinhança da origem no espaço de parâmetros, para as quais o sistema pertur-
bado apresenta tangências quadráticas entre as variedades invariantes locais de órbjías

per ódicas no án#nÍlo. Tais curvas dividem uma vizinhança da origem, no espaço de
parâmetros, em quatro regiões disjuntas: em duas delas, as variedades invariantes men-

cionadas acima, localizadas ao longo da órbita de tangência heteroclínica, se intersectam

transversalmente; nas outras duas, a intersecção entre tais variedades é vazia.

A existência de instersecções transversais entre as variedades invariantes das órbitas

periódicas no infinito implica, via o Teorema de Birkhoa-Smale, em um complexo com-

portamento dinâmico das soluções do sistema perturbado, na parte finita do plano.
Analisa-se também o caso em que existe um anel de órbitas periódicas de grande

amplitude que se acumula nos ciclos heteroclínicos infinitos. Mostra-se que, para deter-

minados valores dos parâmetros, existem subharmõnicas de ordem m, que são órbitas
periódicas de período m do sistema perturbado, que bifurcam de órbitas periódicas
ressonantes, contidas no anel que se acumula nos ciclos heteroclínicos infinitos.

Por fim, faz-se uma conexão entre o comportamento limite das bifurcações subharmõ-.

nucas das órbitas periódicas de grande amplitude, e as bifurcações heteroclínicas dos
ciclos heteroclínicos infinitos .



ABSTRACT

In this thesis are studied periodic perturbations, depending on two parameters, of

planar polynomial vector fields having an irz#nàíe /zeteroc/ánác cyc/e, which is a trajectory

joining two saddle points al n$nátg. The global study envolving infinity is performed

via the Poincaré compactification. It is shown that for certain types of periodic pertur-
bations, there exige two di#erentiable curves in the neighborhood of the origin in the

parameter space, for which the perturbed system has heteroclinic tangencies between
the local stable and unstable manifolds of the hyperbolic periodíc orb Zs af ín#nálg/. Al-

go, such curves divide the neighborhood of the origin in the parameter space indo tour

regions: in two of them, the stable and unstable manifolds mentioned above present
transverse heteroclinic points, while in the others, the intersection of the manifolds is
empty.

The existence of transverse intersection between the invariant manifolds of the pe-
riodic orbtis at infinity implies, via the Bikho#.Smale Theorem, in a complex dynamic
behaviour of the solutions of the perturbed system, in a rinite pare of the phase plane.

An analysis of the case on which there exists an annulus of periodic orbits of large

amplitude that accumulate on the inflnite heteroclinic cycle is performed. lts shown
that, for certain values of parameters, there exist subharmonics of order m (i.e., periodic

orbita of period m of the perturbed system), which bifurcate from the ressonant periodic

orbita, belonging to the annulus that accumulate on the infinite heteroclinic cycle.
Finally, it is established a connection between the limit behaviour of the subharmonic

bifurcations and the heteroclinic bifurcations occurred for the infinite heteroclinic cycles.
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Capítulo l

Introdução

O estudo da teoria qualitativa das equações diferenciais ordinárias teve início com o

trabalho de H.Poincaré "Sur les courbes définies par une équation diaeréntielle", pu-

blicado em 1881. Desde então, apresentou um desenvolvimento intenso e anualmente é

bastante difundido, em virtude de seu interesse teórico e de sua aplicabilidade no estudo
de fenómenos naturais em diversas áreas do conhecimento.

Um problema importante desta teoria é o estudo de pequenas perturbações dos sis-

temas de equações diferenciais (ou campos vetoriais). Neste contexto, busca-se saber

se a estrutura tipológica das soluções do sistema se altera ou não por tais pertur

bações. Trata-se de um problema importante no âmbito das aplicações, pois quando sc

busca modelar fenómenos físicos utilizando-se equações diferenciais, inevitavelmente se

cometem erros inerentes ao processo de modelagem. Assim, é importante saber se pe-

quenas alterações do sistema implicam ou não em significativas alterações na estrutura

tipológica de suas soluções.

Sabe-se que certos tipos de perturbações não só alteram a estrutura topológica

das soluções dos sistemas, mas também podem levar ao comportamento caótico destas

soluções. Um caso conhecido é o de perturbações periódicas de campos vetoriais que
possuem órbitas homoclínicas ou heteroclínicas.
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1.1 Perturbações periódicas

Dentre os tipos estudados de perturbações de campos vetoriais no plano estão as perttlr-

óações periódicas. Por exemplo, os osciladores lineares e não-lineares perturbados com

uma função periódica (oscilações forçadas) são bastante estudados, tanto pelo rico com

portamento dinâmico que apresentam quanto pelo fato de serem utilizados como mode-

los matemáticos de importantes fenómenos da Física e da Engenharia. Alguns dos osci-

ladores forçados mais estudados são o de Dumng, dado por ã = z -- a3 + c('ycoswí -- 'Sg/),

o do pêndulo, ã = sen +ccoswt, e o de Van der Pol, # = --# -- c(a' l)3/+cacoswt.
O plano de fase dos sistemas acima apresenta, para c = 0, três tipos importantes de

órbitas: periódicas, homoclínicas e heteroclínicas (Figura l.l).

(b) (c)

Figura 1.1: Plano de fase das equações de Dufhng (a), do pêndulo (b) e de Van der Pol (c), com
0C

Em decorrência deste fato, pequenas perturbações periódicas introduzidas nestes
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sistemas, tomando-se c # 0 suficientemente pequeno nas equações acima, podem elevar

o grau de complexidade das soluções, do ponto de vista dinâmico. Por exemplo, para

c = 0, as soluções dos sistemas considerados estão contidas no p]ano de fase ]R2, enquan

to que, para c # 0, as soluções dos sistemas perturbados (não-autónomos) estão contidas

no espaço de fase IR3, ou melhor, considerando-se o caráter periódico da perturbação, no

cí/ándro de /ase IR2 x Si. As soluções podem apresentar-se bastante complexas, depen-

dendo dos valores de c e w. De fato, pode-se mostrar, no caso do pêndulo e da equação

de Dumng, a existência de pontos homoclínicos transversais pala a transformação de
Poincaré associada aos sistemas perturbados, que leva ao fenómeno de "horseshoe" e a

consequente complexidade dinâmica de suas soluções (ver, por exemplo, jlõl ou 1291).

Sabe-se, desde Poincaré, que a existência de um ponto homoclínico transversal para

um difeomorfismo (neste caso dado pela transformação de Poincaré associada ao sis-

tema perturbado) implica na existência de infinitos pontos homoclínicos transversais.

Birkhoft mostrou que todo ponto homoclínico tranversal é limite de pontos periódicos.

Mais tarde, Smale mostrou também que a presença de um ponto homoclínico trans-

versal implica a existência de um conjunto de Cantor invariante, contido no conjunto

de pontos não-errantes, e que, a partir de um certo número de iterações, o difeomor-

fismo restrito a esse conjunto é conjugado ao automorfismo "shift" sobre sequências

de dois símbolos, herdando assim sua complexidade dinâmica (existência de infinitas

órbitas periódicas de todos os períodos, existência de órbitas densas, etc..). Para uma

referência sobre estes assuntos, ver, por exemplo, o artigo 1221.

Ainda com relação aos sistemas acima, estuda-se o que ocorre com o anel de órbitas

periódicas existente pala c - 0, em virutde de perturbações periódicas. Neste contexto,

mostra-se que, se existe uma órbita periódica contida no anel, cujo período satisfaz uma

condição de ressonância com o período da função de perturbação, então, sob certas

condições de não-degenerescencia, desta órbita bifurcam soluções periódicas do sistema

perturbado l41, lõl, j161, 1291. Tais órbitas são chamadas subharmõnicas (ver Capítulo

4)

5



Resumindo, dado um sistema da forma

2

y

#

y

/(,,y)

g(,, g/)

(1.1 )

(1.2)

onde ./: e g são funções de classe C'', pode-se considerar os seguintes sistemas perturbados

/(a, y) + ./-(z, 3/, t)

g(«, g) + .g: («, y, t)

(1.3)

(1.4)

onde c é um parâmetro real, ./i e gi são funções periódicas na variável t. Tal perturbação

pode introduzir (e, de modo geral, introduz) novos fenómenos à dinâmica do sistema,

como a existência de atratores estranhos e fenómenos tipo "horseshoe", em adição a
pontos de equilíbrio e ciclos-limites, comuns em sistemas planares.

Como o sistema (1.3)-(1.4) está definido em IR' x S' , a técnica utilizada para seu

estudo é a análise da Transformação de Poincaré P : E ---> E, definida em uma seção E,

transversal ao fluxo do sistema (Capítulo 2). Desse modo, pontos fixos e curvas fecha-

das invariantes de P correspondem a órbitas periódicas e toros invariantes do sistema

perturbado, respectivamente. Além disso, a existência de pontos fixos homoclínicos ou

heteroclínicos transversais de P implicam na existência de uma dinâmica tipo "hor-
seshoe" para- as soluções do sistema perturbado (conforme Teorema de Birkho#.Smale

liõl, 1291).

Campos vetoriais da forma(1.3)-(1.4) foram amplamente estudados, por matemáticos

e físicos, para diversas classes de funções /, g, /l e gi. Na grande maioria dos trabalhos

que aparecem na literatura considera-se o caso em que o sistema não perturbado (1.1)-

(1.2) está definido em uma região compacta do plano e é hamiltoniano (conservativo),

caso em que é comum a ocorrência de órbitas homoclínicas e heteroclínicas, além de

anéis de órbitas periódicas. Para uma referência sobre o assunto, pode-se consultar o
livro jlõl, juntamente com a vasta bibliografia ali citada.

6



No presente trabalho estuda-se perturbações periódicas da forma (1.3)-(1 .4), no caso

em que / e g são polinõmios de grau n nas variáveis (z, y), ./i e gi são funções de classe

C'k, A ? 2, periódicas de período 7', na variável Z. Os sistemas aqui considerados

são, em geral, não-Àam /faríamos. Algumas das motivações que levaram ao estudo dos

sistemas polinomiais são descrita.s na seção seguinte.

1.2 Campos vetoriais polinomiais no plano

Sabe-se que funções de classe C'' podem, em geral, ser aproximadas por polinâmios de

grau n. Assim sendo, o estudo de sistemas da forma (1.3)-(1.4) no caso particular em

que as funções ./ e g são polinõmios de grau n é bastante relevante, pois, estudando-se

o comportamento das soluções do sistema polinomial, pode-se obter propriedades do
sistema no caso em que / e g são funções mais gerais.

Além disso, o estudo de (1.3)-(1.4) existente na literatura é, em geral, elabora-

do considerando-se regiões compactas do plano, nas quais o campo apresenta órbitas

periódicas, homoclínicas e heteroclínicas. Porém, a restrição a regiões compactas apre-

senta uma certa limitação. Com efeito, o sistema pode apresentar, por exemplo, órbitas

periódicas de grande amplitude, que não são detectadas nestas regiões, por maior que

elas sejam consideradas. Além disso, considerand(»se regiões limitadas não se pode fa-

zer um esboço completo do plano de fase do sistema ou detectar com precisão as regiões

onde as soluções são limitadas ou a forma como elas tendem para o infinito. O cam-

po pode apresentar também các/os singra/ares árz#nálos, que são soluções que conectam

pontos singulares no infinito (Capítulo 2) e, portanto, não são observadas inteiramente

em regiões compactas do plano.

Para o caso dos campos vetoriais polinomiais existe uma técnica que permite o

estudo do campo "no infinito": a compacllWcação, introduzida por H.Poincaré em 1881.

Esta técnica permite induzir, a partir de um campo vetorial polinomial no plano e via

projeção central, um campo vetorial analítico na esfera S2, para o qual o equador Si é
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invariante. Desta forma, os pontos "no infinito" do ]R2 são representados por pontos

do equador Si C S2, e o estudo de propriedades do campo vetorial nas proximidades

do infinito é realizado analisand(»se o campo induzido na esfera numa vizinhança do

equador. Assim, pode-se definir pontos de equilíbrio e órbitas periódicas no inÊnito,
e estuda-los quanto a hiperbolicidade e estabilidade. Pode-se também estudar, via
compactificação, as órbitas periódicas de grande amplitude e as conexões de pontos de

equilíbrio no infinito, chamados ciclos singulares infinitos (ver Capítulo 2).

Perturbações autónomas de campos polinomiais definidos no plano todo foram es-

tudadas por Paterlini e Sotomayor em 1251, artigo que serviu como ponto de partida
para o estudo desenvolvido aqui.

No presente trabalho estuda-se certos tipos de perturbações periódicas de campos

vetoriais polinomiais do plano. Mais especificamente, utilizando-.se a compactificação,

considera-se o efeito dessas perturbações nos ciclos singulares infinitos e nas órbitas

periódicas de grande amplitude, que não podem ser analisados em regiões limitadas

do plano. Analisa-se as alterações dinâmicas que ocorrem com as soluções nas partes

compactas do plano, em decorrência destas perturbações periódicas. Com os resultados

obtidos pode-se concluir, via o Teorema de Birkhoa-Smale, que certas perturbações

periódicas de ciclos singulares infinitos podem levar a existência de horseshoe e, conse-

quentemente, ao comportamento caótico das soluções do sistema perturbado nas partes
compactas do plano: é o "caos que surge do álz$nãío"/

1.3 Principais resultados obtidos

Considere o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias no IR2

(1.5)

(1.6)
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on(le

P(-,y) >1:Pk(,,y) ' Q(#,y) (',3/),
k=Ok=O

com Pk e Qt polinõmios homogêneos de grau É.

Paterlini e Sotomayor j2SI estudaram as bifurcações dos campos vetoriais da forma

acima, decorrentes de perturbações autónomas nos coeficientes dos polinâmios, descre-

vendo nove tipos diferentes de bifurcações genéricas de codimensão um, envolvendo o

"infinito", representado, via compactificação, pelo equador Si C S2

No presente trabalho considera-se as bifurcações que envolvem o infinito do sistema

(1.5)-(1.6), decorrentes de perltzrZ,anões per ódicas da forma

P(«, y) + P/(P, .Á, út)

Q(3, g) + Pg(P, ,4,Óf)

(1.7)

(1.8)

onde p e .A são parâmetros reais, / e g são funções de classe CÊ, k 2 2, periódicas de

período T = 2a/ú, na variável independente t, sendo ú = co(vl;7':i-'iZ)"': , com (o > 0

constante. Tais sistemas surgem naturalmente no estudo de problemas físicos, como

oscilações de sistemas mecânicos e elétricos com termo forçante periódico.

No Capítulo 2 são feitas as construções necessárias ao estudo de (1.7)-(1.8), como
a compactificação do sistema, que por ser não-autónomo, induz um campo definido no

toro sólido D2 x S] , e não na esfera S2. São também estabelecidos resultados preliminares

importantes, que serão usados, nos Capítulos 3 e 4, na demonstração dos principais
resultados do trabalho, os quais descrevemos a seguir.

Suponha que (1.5)-(1.6) possui dois, e somente dois, pontos de sela hiperbólicas
simétricos no infinito, ou seja, sua compactificação induz um campo de Poincaié p(X)

que possui dois pontos críticos simétricos, 0i e 02, no bordo do disco D2 (condor
me Capítulo 2). Suponha ainda que tais pontos são conectados por uma solução

heteroclínica "y(s) (Figura 1.2), correspondente a uma solução p(Z) do campo poli-
nomial no plano, contida em uma reta invariante. No decorrer do texto o conjunto
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'y(s) U 0i U a(s) U 02 é denominado các/o Aeteroc/úÍco {n#nilo. Observe que aqui usamos

f para representar o tempo (variável independente) no plano e s para representar o

tempo para o sistema compactificado, o que ficará claro no Capítulo 2.

0.

«í'J l 'ríd l l .OJ

0:

Figura 1.2: Ciclo heteroclínico infinito simétrico de um campo polinomial, no disco de Poincaré

No Capítulo 3 prova-se (Proposição 3.1.1) que, no caso quadrático (n = 2 em (1.5)-
(1.6)), a forma normal de um sistema satisfazendo as hipóteses acima, considerando-se

a rega invariante como sendo {z = 1}, é dada por

='y --'y

a + mz + ny + a 2 + bzg/ + c3/2,

(1.9)

(l.lO)

com cl # 0,(b+n)' --4(a+m+a)c< 0, b' --4a(c-- 1) < 0 e 0 < c< 1.

Considera-se então a seguinte perturbação periódica do sistema (1.9)-(1.10)

#g/ -- g + p + .4(aicosúf + a2senút)

a + mz + ny + an2 + bzy + cy2 + ,4g(ót),

(1.1 1 )

(1.12)

onde p e .4 são parâmetros reais, g é uma função periódica de período T = 2a/ú,

sendo á = w(v/;2':Fi7), com w > 0 constante. Prova-se (Teorema 3.1.2) que o sistema

perturbado (1.11)-(1.12) apresenta duas órbitas periódicas hiperbólicas, 01(s) e 02(s),
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no infinito, com variedades invariantes locais denotadas por H'':,.4(01(s)) e H''#..4(02(s)),

e existem funções diferenciáveis Ám(p) e Á«(p), com p suficientemente pequeno, tais

que (ver diagrama de bifurcação no Capítulo 3, Figura (3.2)):

a) se '{ = Á«.(p) o« .A = Á«(p), e«tão M'';,A(0:(')) e Wpu..4(0,(')) se ta«venciam
quadraticamentel

b) se p > 0 (p < 0, r«pecti"mente) e Á«(p) < .4 < Ám(p) (.Am(p) < .4 < .4«(p),

resp"ti-m"te), e«tã. WP',Á(o-(')) n wPu.A(o,(')) = g;

c) se .A > ,4m(p) ou .4 < ,4«(p), com p > 0, então as variedades invariantes locais

WPs,.4(01(s)) e WPu...l(02(s)) se intersectam transversalmente em pelo menos um ponto;

d) se ,4 > .4«(p) o« .4 < ,4m(p), com p < 0, então vale o mesmo resultado descrito em

As curvas .4m(/z) e ,4«(p) obtidas acima (conforme diagrama de bifurcação no

Capítulo 3, Figura (3.2)), representam os pontos no espaço de parâmetros para os quais

ocorre o "primeiro ponto de tangência" entre as variedades Wps,.4(01(s)) e WPu..4(02(s))

das órbitas periódicas no infinito. Considerando as observação feitas na introdução,

relacionadas a pontos heteroclinicos transversais, para p fixo, suficientemente peque-

no, variando-se o parâmetro .4, desde .4 = 0 e na direção vertical observa-se o seguinte

cenário (Figura 1.3): se .A < ÁW(p), as variedades WPs,..4(01(s)) e H''E..l(02(s)) estão sepa-

radas (Figura 1.3 (a)); se .4 = ÁW(p), as variedades se tangenciam quadraticamente em

um ponto (e, consequentemente, em infinitos pontos) (Fig. 1.3 (b)); se .4 > .Am(p), as

variedades se intersectam transversalmente em um ponto (e, consequentemente, em in-

finitos pontos) (Fig. 1.3 (c)). A Figura 1.3 mostra o comportamento das variedades em

uma seção transversal ao fluxo do compactiâcado do sistema perturbado (1.11)-(1.12)

(ver Capítulo 3), no toro D2 x S:

Observe que, embora WPs,.4(01(s)) e WPu..4(02(s)) soam variedades invariantes de
órbitas periódicas no infinito, as (infinitas) tangências e intersecções transversais entre

elas ocorrem no interior do Disco de Poincaré, ou seja, na parte finita do plano. Trata-se

de um fenómeno global, relacionado com as órbitas periódicas no infinito, influenciando

.)
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(a) (b) (c)

Figura 1.3: Comportamento das variedade invariantes Wps.,4(01(s)) e WPu,A(02(s)) das órbitas pe-
riódicas no infinito do sistema perturbado(1.1])-(1.12), em uma seção transversal ao fluxo do sistema

compactificado.

a dinâmica das soluções do sistema na parte finita do plano. A esse comportamento

complexo das soluções, determinado pelas inflntas tangências e intersecções transversais

entre as variedades das órbitas periódicas no infinito, chamamos "caos que surge do
án#n to ", 'na seção anterior.

No caso em que se considera ã, cantante no sistema (1.11)-(1.12), em vez de duas

órbitas periódicas hiperbólicas, o sistema apresenta duas /{rzhas de s ngu/ar dados no

infinito. Tal caso é estudado através de simulações numéricas, para um exemplo parti-

cular, na seção 3.2. Um estudo analítico de tal situação será desenvolvido por nós em
um trabalho futuro.

Em seguida, mostra-se que os resultados obtidos com a perturbação periódica da

forma (alcosc)t + a2senót, g(út)) acima continuam válidos para uma perturbação mais

geral, da forma (/(út), g(ãZ)), desde que a função periódica .f satisfaça determinada

condição de nã(»degenerescência. As hipóteses são bastante gerais, de modo que se pode

concluir que, genericamente, devem ocorrer tais bifurcações. Fica evidente também

que o segundo termo, g(õt), da função de perturbação, não influencia na quebra das

variedades invariantes T'tT,.4(0i(s)) e WPu,.,i(02(s)), no caso em que se considera a reta
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invariante que conecta os pontos no infinito como sendo vertical.

A análise do caso quadrático é de particular importância, visto que o estudo de vários

problemas aplicados, como da Astrofísica (equação de Lane-Endem l31), interação entre

espécies de seres vivos (sistema Lotka-Volteria j141, j181), e da Mecânica dos Fluidos

(equação de Blasius j101), para os quais é razoável considerar-se perturbações periódicas,

se reduz ao estudo de sistemas da forma (1.9)-(1.10) (conforme Capítulo 3). Entretanto,

os resultados obtidos para os campos quadráticos são facilmente generalizados para
campos polinomiais de grau n com uma rega invariante, usando-se a mesma técnica.

Mudando-se apropriadamente a perturbação e usando-se rotações, ainda no Capítulo

3, os resultados acima são generalizados para campos polínomiais de grau n, com
uma curva qualquer invariante, conectando dois pontos de sela hiperbólicos no infi-

nito. Conclui-se também que resultados análogos são válidos para ciclos singulares

formados por conexões de um ponto de sela na parte finita do plano com pontos de sela

no iníintito (aqui denominados de cic/os sángu/ares semÍ-in#rzáios).

No Capítulo 4 considera-se o caso em que os ciclos singulares infinitos descritos acima

são acumulados por órbitas periódicas, ditas de grande amplitude. Faz-se um estudo das

bifurcações apresentadas por tais órbitas em consequência de perturbações periódicas

do sistema polinomial. Prova-se a existência de regiões no espaço de parâmetros para as

quais o sistema perturbado apresenta órbitas periódica (subharmânicas), que bifurcam

das órbitas periódicas de grande amplitude do sistema não-perturbado, que apresentam

uma relação de ressonância com o período da função de perturbação.

Faz-se uma aná.lide detalhada do caso em que os polinâmios são quadráticos, e o
campo possui uma rega invariante e dois centros, cujas órbitas periódicas se acumulam

nos ciclos singulares infinitos.

Além disso, estabelecendo-se uma conexão entre as perturbações periódicas dos ci-

clos heteroclínicos inânitos, consideradas no Capítulo 3, e as bifurcações subharmõnicas,

prova-se, para o caso quadrático, que, sob certas condições, as tangências hetero-

clínicas detectadas são limites de bifurcações tipo sela-nó de órbitas subharmânicas.

13



Tal resultado estabelece para esta classe de sistemas polinomiais não-hamiltonianos e

considerando-se ciclos singulares infinitos, alguns dos resultados obtidos em l81 para a
lamina

ã - :' + ,' + À,/(t),

com ./'(t + l) = .f(t), sendo Ài e À2 parâmetros reais.

Em todo o trabalho fica clara a necessidade de uma análise global do retrato de fase

dos campos polinomiais, que é desenvolvida via compactificação
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Capítulo 2

Construções e Resultados
Preliminares

2.1 Introdução

Em 1881, Poincaré iniciou o estudo dos campos vetoriais polinomiais do R2 por meio

da projeção central de suas soluções na esfria S2 j211. Desta forma, estabeleceu-se

as bases para o estudo do comportamento das soluções dos campos polinomiais nas

proximidades do infinito que, com este procedimento, passa a ser representado pelo
equador Si C S2. Descritivamente, o método consiste em tomar-se um campo vetorial
X do plano e construir, via projeção central, um campo definido no hemisfério aberto

superior da esfera e outro no hemisfério aberto inferior e, em seguida, estendê-los ao
equador S:, obtendo-se assim um campo analítico deânido na esfera toda.

O processo acima é conhecido como compacllWcação de Poáncará e o campo analítico

obtido na esfera é chamado de campo de Poincaré, e denotado por p(X).

No presente trabalho utiliza-se esta técnica no estudo de propriedades de pertur-
bações periódicas dos campos vetoriais polinomiais no plano, envolvendo o infinito.

Cabe ressaltar que, no caso de perturbações periódicas, em vez de ser representado pelo
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equador Si, o infinito passa a ser representado por um toro St x Si, conforme veremos

2.2 Compactifícação usando coordenadas polares

Considere em R3 a esfera S2 = {(aç,y,z) C IR3 la2 + y2 + z2 . 1} e soam
H+ = {(z,g,z) € S' lz > 0} e #- = {(a,g/,z) C S'jz < 0} os hemisHrios abertos

superior e inferior de S2, respectivamente. Seja ll = {(z, y,z) C IR3 l z = 1} o plano
tangente a S' no ponto (0, 0, 1). Tomando-se uma rega r passando pela origem (0, 0, 0)

e por um ponto p C ]], pode-se associar a p dois pontos de S2, p+ C ]l/+ e p' C //

Com isto obtem-se dois difeomorfismos sobrejetivos, /Ü : ]] ---.> H:t , cujas ex-

pressões, para coordenadas (z,y) C ll são obtidas tomando-se a equação da rega r e

intersectando.-a com S2, o que fornece:

/+(.,ü-gáJ . .r-(.,ü--!i:Ü,
onde A(#,g/) = x/:;2':+- y2 -F 1. Estes difeomorfísmos são chamados de projeção central

do plano ll nos hemisférios superior e inferior de S2, respectivamente. Diz-se assim que

os pontos do equador Si C S2 correspondem aos pontos no infinito do plano ll.

Se X é um campo vetorial do IR2, usando-se a diferencial da projeção central acima

pode-se induzir em .17+ U .II' o campo X dado por

'' « g/) C H''',

se u = f-Ç=.U) c H' .

Para estudar o comportamento assintótico das órbitas não-limitadas de X, estende-se

X continuamente ao equador S: = {(#,y, z) C S'jz = 0}, obtendo-se assim um campo

definido na esfera toda. O estudo deste campo estendido, numa vizinhança do equador,

fornece informações sobre o comportamento das soluções de X nas proximidades do

infinito. No caso de X ser um campo arbitrário do IR2 isto nem sempre é possívell

entretanto, se X é um campo polinomial tal extensão é possível, conforme a Proposição

x(«) 0/+(a, y) . X(,, y)

0./-- (z, g) . X(., y)
(2.1)
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abaixo, que é um resultado clássico da Teoria Qualitativa da Equações Diferenciais
Oridinárias.

Proposição 2.2.1 Sda X um campo oetoráa/ po/ironia/ do ]R2, de gra n. CozzsÍdere

a/unção p : S2 ----> ]R dada poro(z,y,z) = z"'i e sda -.t o campo ndtzzÍdo em S2 Si,

de$nido acima. Então pX estende-se unicamente Q um cam'po ana\ético em Sa, que
deíza o equador Si C S2 7zuaráanfe.

Prova: ver 1241, 1271

Observação 2.2.2 À/u/láp/{car o campo X por z"'i é equipa/ente a íomaz' um rzouo

*'mpo s = .({) í'/ q«e $ = ;;Ç: . «áde«, « de,i«çã. «/.ti«m«l. - «." *'mp'
s, no sistema de equações diferenciais induzido pelo campo X. De fato:

d= d= ds d3 l.
4 1'rl == == --

dt ds dt ds z"-\

Mais gera[mente, sendo / : t/ --} ]R,' uma função diferenciáve] e g : t/ --} IR uma

função diferenciável pos lida, vale o seguinte lema de reparametrização do tempo para

soluções de equações diferenciais ordinárias (conforme l51 ou l71)

Lema 2.2.3 Se J C ]fi/ é um {nterua/o aberto c07zte?zdo a origem e p : J --+ ]R" é

«m« './«çã. d« .q««ção d@««cia/ á = /(z), com g(0) = «o C U, .«tã. a /u«çào
B : J --> ]ltf dada por

B(t)

á nz;ersz'ue/ sopre sua imagem /{' C ]]tr. Sendo d, : ]\' -.> J a ánuersa de B, erzlão a

ide«tíd'de @'(t) = g(p(@({))) «/. p«a íod. t C Ã', e « /«çã. a : Ã' -.> R" d«d« p.,
a(t) = P(V,(t)) é « «/«Ção d« .q««ção dÜ:««c{«/ ã = g(,)/(a), c.m c.«dáÇão {«ic{«/
a(U) = an
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Prova: A função s --> 1/g(p(s)) é contínua em J. Assim, B está definida em J e sua

derivada é positiva em todo ponto. Se @ é sua inversa, então

@'(t)-'ãR'ii;» (d,(t))),
e tem-se

.''(z) Ü'(t)p'(Ú(t)) p(p(d,(t))/(p(@(t))) g(a(t))/(a(t))

Assim, pela Proposição 2.2.1, o campo de Poincaré associado a X é dado por p(X) =

pX. Observe a interessante e essencial propriedade do campo p(X) deixar invariante

o equador, pois Si representa os pontos do plano ll no infinito. As singularidades do

campo compactificado p(X) em S' são chamadas de siízgu/arjdades no {n#nÍfo do campo

po/iRonIa/ X . Se p(X) não tiver singularidades em S:, então S: é uma órbita periódica

de p(X) e diz-se que o campo polinomial X possui uma óró la periódica no án#nÍto.

Pode-se assim, analogamente ao que se faz para singularidades e órbitas periódicas de

X em partes compactas de ]R2, definir o conceito de singularidades e órbitas periódicas

hiperbólicas de X no infinito (ver 1241, j2SI, 1271). Define-se também os cÍc/os singw/ares

álzÉn tos, que são os ciclos formados por uma solução contida em S2 -- SI, que conecta

dois pontos de sela em Si , unidos por uma solução regular, inteiramente contida em St

(Figura 1.2, do Capítulo l).

Como os campos obtidos nos hemisférios superior e inferior da esfera são opostos,

diferindo apenas pelo sinal, o que se faz comumente é considerar somente o campo do

hemisfério norte, que é homeomorfo ao disco D2 C ]R2, obtendo-se assim um campo

definido neste conjunto (conhecido como "Disco de Poincaré" j191). Assim, os pontos
do bordo de D2 correspondem aos pontos no infinito do campo polinomial no plano.

Dado um campo vetoria] po]inomia] X = (P, Q), definido em ]R2, existem diferentes

formas de se obter uma expressão analítica para o campo compactificado p(X), no Disco

de Poincaré (ver, por ex., 1241, 12õl ou j2ZI).
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Sendo S2 uma variedade diferenciável, escolhendo um sistema de coordenadas conve-

niente podemos obter a expressão de p(X) nestas coordenadas. Utilizando coordenadas

polares (0, p), 2n periódicas em 0, podemos cobrir o hemisfério superior da esfera menos

o polo norte (0, 0, 1), através da função sobrejetora

r' : IR x lO, +oo) {(o,o,l)},

dada por

f'(0,p) =(1 + p')'{(c..0, .en0,p)

Considere então o campo polinomial

x( :« , y) (P(#, g) , c?(#, y)),

com

P(,,y) >1:Pk(a,y) ' Q(z,g/) (,,y),
k=Ok=o

onde Pk e Qt são polinâmios homogêneos de grau k.

Usando, de um lado a projeção central e de outro a carta F'(0,p) acima, podemos

encontrar a expressão do campo compactificado p(X), em coordenadas (0,p), que é

dada por (conforme 1251)

n

«(4@,d - 0 + «DS'(E ,'.A«-:W, -,E «'x«-;m) ,
{:=o {=o

(2.2)

onde

.'it(0) -Pk(co'0, '.nO)'en0 + Qk(co.0, ..nO)«.0

R*(0) 0, ''n0)co;a + C?*(c«0, s.nO).-0,
(2.3)

(2.4)

para k = 0, 1, . . . ,n, com 0 C l0,2n) e p C lO,oo). Assim o campo acima fica definido

no conjunto 10, 2n) x lO, +oo), que pode ser identificado com o disco D2 -- {(0, 0)}. Da

expressão da função F'(0,p) acima segue que, para p - 0, 0 pertence ao equador da

esfera S2, que corresponde aos pontos no infinito do sistema polinomial no plano, que,
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por sua vez, podem ser identificados com os pontos do bordo de D2. Daqui por diante,

como referência chamamos o disco D2 {(0,0)} acima, onde está definido o campo

polinomial compactificado, em coordenadas (0, p), de disco de Poáncaró.

Com isto, é imediato que as singularidades do campo polinomial no infinito são
dadas pela equação .A«(0) = 0, obtida fazend(Fse p = 0 na expressão (2.2). Para

verificar a hiperbolicidade destes pontos, usa-se a jacobiana do sistema, que é dada por

l :w "«-:llo 1, p.n
\ 0 -R«(0) /

cujos autovalores dependem somente dos termos de grau n e n -- l do polinõmio.

Como o termo (l + p')i?' que aparece na expressão do campo compactificado (2.2)

é estritamente positivo, nos cálculos que serão desenvolvidos na seção seguinte usa-se o

campo equivalente

,(M@,d -(E,'.4«-:m, -pE«'R«-.M),{-oi-o

obtido de (2.2) dividindo-se a equação por tal termo.

(2.6)

Observação 2.2.4 4 expressão Íe.õ) pode ser também obfÍda através da mudança de
coorden,ada,s ('ln,'versa,o)

g-
P P

coso seno

e posterior multiplicação do campo obtido pelo termo Pn'\ , para eliminação das singula-

ridades e extensão do campo até p = Q (qKe corresponde aos Tantos do campo polinomiat

«. ín$nüoJ. .4 «/«çã. «cá«.a, .«f« (z,y) . (0,p), também pod. s« obtÍd« «-d'-''
a projeÇão central e Q carta FÇO,pÜ de$nidü acima. De fato, os T)autos do hemisfério

superior da esfera podem ser escritos nas formas

P(«,3/) -7:FTl;B:R-f(z,3/,l) o« r'(0,p) +p')'{(«.0,.e«0,p).z'+ y'+l

Igualando-se as coordenadas acima, optem-se Q relação desejada
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A expressão (2.6) para o múltiplo do campo compactificado é especialmente útil

no estudo de propriedades globais clo campo X, principalmente nas proximidades do

inhnito, pois é válida no disco todo, exceto na origem (0, 0).

2.3 Compactificação de perturbações periódicas de
campos polinomiais planares

Considere o sistema polinomial de equações diferenciais ordinárias do ]R2, com pertur.

bação periódica, dado por

P(3, g/) + ../'(ÕI)

Q(*, y) + .g(úl),
(2.7)

(2.8)

onde c é um parâmetro real, P e Q são polinõmios de grau n em .z e y, ./ e g são funções

de classe C'k. h ? 2, periódicas de período 7' = 2a/õ, sendo c) = (o(X/l;:2':i:"Ü7)"'Í , com
w > 0 constante.

Usando a expressão (2.6) da seção anterior, obtem-se a seguinte expressão para a

compactificação do sistema acima, em coordenadas (0, p)

nO }: p'Pn-Í(coso, será) + coso }l: p:Q«-f(coso?, seno)+ (/(0, p. .)f(s))
z=0{=0

SO }: P;+'Pn-i(COSO, seno) -- seno }: p'+'(2..Í(coso. scrz0l+ cã(a, P,Ú{(s)),i=Ui=0

n

n n

co

onde

./:(0, P,ãl(')) = P"lg('DZ('))co'0 - ./'(ÚÍ(.));.«01

e

©(0,P,Út(s)) = --p"+'l/(ãs)cosa + g(ãt(s))scn01,

sendo {(s) tal que glÉÜ = p"'' = 1/(x/i2':Fi7)"''. De forma abreviada. tem-se1/( «-'' + g/')"''
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>l: P'Á«-{(0) + c/(0, P, à{(s))(2.91

-- >1: P'+' R..i(a) + cg(0, P, ÕÍ(s)),(2.101

onde Ák(0) e Rt(0) são dados pelas expressões l2.3) e (2.4), respectivamente (seção

anterior). Observe que a derivação acima é relativa ao novo tempo s, reparametrização

do tempo f do sistema no plano (conforme a Observação 2.2.2).

Observação 2.3.1 Z,)aqu; em dÍaníe será de/?oZado por { o Ze7n.po lza /)/ano, e por s o

lento no disco dc Poincuré, l)nTa o campo compucti$cndo.

n

0

0

Os cálculos acima rnostiam a influência da perturbação (/(óí),gl=/)) no campo

compactificado. Tais funções aparecem nas expressões de / e ã, que dependem expliti-

camente do tempo s. Assim, o campo compactificado, não-a.utõnomo, está definido no
toro sólido D2 x SI, e não mais no disco de Poincaré D2. Para ver isto. basta fazei a

mudança de variáveis út(s) = @ , donde tem-se

'À - a- - ',IP - «Q'p'o)"':,"'' - «
já que p"'' = 1/(X/;2T'?)"':

Então, devido ao caráter periódico de .f e ã, considerando Ó C St. obtém-se:

:: P;.4. :(0) + './;(0, P, @)

- >ll: p;+: x.-f(o) + .õ(o, p, ó)

n

0&
n

0}

co,

com (0,p) C l0,2«) x lO, +.o), @ C S' e «., > 0.

Consequentemente, lembrarldo que o bordo de D2 é invariante para o sistema não

perturbado, os pontos no infinito para o campo (2.r)-l2.8) passam a ser representados

pelos pontos do bordo do toro sólido D2 x Si : dado por St x SI



Assim, um ponto de equilíbrio hiperbólico no infinito,(Õ,0), do sistema não pertur-

bado, passa a ser uma órl)ita periódica d,(s), para o sistema perturbado, contida en]

St x S: (Figura 2.1), cuja parametrização é dada por

V,(.) (0,0,«;. + éo)

toro invariante

identificados

V(s)

Figura Retrai.o de fase do campo pertlirbado compactiíicado, ilo toro sólido D2 x Si

Também, pontos de e(luilíbrio e órbitas periódicas hiperbólicas do campo não-

perturbado, contidos no interior de D2, passam a ser órbitas periódicas e tolos in-
variantes, respectivamente, do sistema perturbado. contidos no interior do toro sólido

D2 x S' (Figura 2.1).



2.4 A função de separação para variedades invari

antes de órbitas periódicas no infinito

Suponha que o sistema (2.7)-(2.8) possui, pala c - 0, dois únicos pontos de equilíbrio

simétricos no infinito, que são selas hiperbólicas, isto é, sua conlpactificação induz um

campo de Poincaié p(X) que possui dois pontos de sela simétricos, 0i e 02, no bordo do

disco D2. Suponha ainda que tais pontos são conectados por uma solução heteroclínica

'y(s), formando o ciclo singular infinito '(s) U 0i U cl(s) U 02 (conforme Figura 1.2,
mostrada no Capítulo 1, pg.lO).

Considerando-se as hipóteses acima e a discussão apresentada na seção anterior, para

c = 0 o retrato de fase da compactificação de (2.7)-(2.8), no espaço de fase estendido
D2 x Si, tem a forma apresentada na Figura 2.2.

identiülcados
E) .(s)

8:(s)

Figura 2.2: Retrato de fase da compactificação de (2.7)-(2.8), para c = 0, no plano de fase estendido
jtoro sólido D: x S' )

Assim, os pontos de sela 0i e 02 do campo de Poincaré induzido por (2.T)-(2.8),
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com c = 0, tornam-se, neste espaço de fase estendido, órbitas periódicas hiperbólicas

no infinito, 01(s) e 02(s), e a solução '(s) (lue conecta 0. com 0, passa a ser uma

variedade bidimensional I'o.o,, conectando as órbitas periódicas 01(s) e 02(s). Logo
I'o.o: é constituída poi uma das variedades estáveis de 0i(s), H/'(ai(s)), que coincide

com uma das variedades instáveis de 02(s), W"(02(s)) (Figura 2.2).

A questão que surge naturalmente neste ponto é a seguinte: corno a eslrzzlura es-

boçada na Figura 2.2 se altera por uma pera.urbação periódica do campo, isto é, qltando

considera-se € # 0, su$cientemente pequeno, em (2.7.)-(2.8) (e, consequentemente, no

sistema como«cti$cado(2.9)-(2. 10))?

Como se trata de duas variedades de dimensão dois, contidas no toro sólido, o que se

espera é que, para c # 0, as variedades l,t/'(0i(s)) e it/"(02(s)) se tornem transversais,
isto é, se separem (intersecção vazia) ou se intersectem ao longo de curvas, conforme
mostrado na Figura 2.3.

O restante deste capítulo e o Capítulo 3 inteiro tem por objetivo responder a questão

acima. h/leis especificamente, estuda-se quais tipos de perturbações deve-se considerar

para que se tenha, para c :/ 0 pequeno, intersecção transversal, tangência e separação
das variedades invariantes locais de 01(s) e 02(s), que dependem de c, as quais denota-

remos I'U(0-(')) e }1'(0,(.)).
Primeiramente tem-se que, com o procedimento de conipactificação, o bordo do disco

D2 é invariante. Tal propriedade não se altera com a perturbação periódica considerada

e, portanto, as porções üa(s) x S' contida no bordo S' x S' do toro sólido (Figura 2.2)

não se altera com a perturbação. De fato, fazendo p = 0 no sistema (2.9)-(2.10), tem-se

ê = 0, com o que a solução das equações só apresentan] movimento possivelmente nas

direções angulares (0, é) C S: x Si. Também, com a perturbação periódica considerada,

que depende somente do tempo, os pontos de sela no infinito não se alteram, pois

dependem somente dos termos de grau n do polinõmio (lembremos que eles são dados
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A
E) .ís)

É) 2(S)

identificados

Figura 2.3: Possível intersecção entre as variedades invariant.es 11"(0i(s)) e I'ç''"(02(s)) das órbitas

periódicas no infinito, en] virtude de unia perturbação periódica do sisa.ema (2.7)-(2.8), no plano de
fase estendido (toro sólido D2 x SI).

pela solução da e(luação d«(0) = 0). Conse(luentemente. as variedades invariantes

I't''f(01(s)) e I't''."(02(s)) persistesm, para € :# 0, suficientemente pequeno.

Assim, deve-se ailalisai apena.s o que ocorre cona a variedade heteioclínica I'o. o:, em

consequência cla perturbação periódica.

Para tanto, vamos definir unia função (/(p, o que dá a distância enfie as variedades

I't''f(0i(s)) e I't''j"(02(s)). para ( suficientemente pequeno. relativamente a um ponto

p C I'o:o,, em unia seção transversal a I'o.o, (para maiores detalhes, vei 1291). Considere
a parametrização

I'o. o, {(q, ó) C D' x S' lç .o),se C R e Ó óo C l0,2«)}

da variedade I'o.o: e a seção transversal (global) ao fluxo do sistema l2.9)-(2.10), dada
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por (Figura 2.4)

yéo {(0,P,#') l(0,P) C l0,2« ) x lO,+'») e ó= óo C l0.2-)}

Tome «m po"to p - p(se, éo) C I'o.o, n E"' e o v.toi ., = (.X'"(l(.:o)),0). onde .V'

representa o campo ortogonal a(2.9)-(2.10), com c = 0(Figura 2.4).

identificados

0, (s)

Figura 2.4: Seção EÓ', transversal ao fluxo do sistema l2.0)-(2.10), com ( = 0. e vedor n, ao longo
do qual será medida a distancia entre as variedades lt'f(0i(s)) e 11';'(02(s)), para ( # 0 suficieiitemeiite
pequeno.

Com a construção acima, ap é transversal a I'o.o, eiii cada ponto p. donde, pala

c = 0, 1'Uos(01(s)) e I't'B'(02(s)) intercectam a rega gerada poi' -'P Então, pelo Teorema
elas Variedades Invariantes, juiitaniente com o Teorema da Dependência C'ontínua das

soluções com relação a parâmetros, para c # 0 suhcientemente pequeno. It/.'(0i(s))
e lt'l'(02(s)), também intersectam a neta gelada por n, em pontc's q;(se) e qf(se),
respectivamente(Figura 2.5).

Define-se então a./tzilção '/e se/)«,aç(io entre as ua,'iedad s lnu«I'ía«/es /oca/.s lt''l'(01(s))
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w:.; (o .©)

'A

B l(s)

distância entre as

variedades na seç'ão
transversal

w." (o:u)

Figura 2.5: Distancia entre as variedades invariantes en] uma seção transversal E+a

e }lT'(02(s)), re/al uamenle a. pa"fo p - p(se, do) c I'o:o, nEó' (Figura 2.5) como se«do

'b., -'., d - $+rhJ "'hbd :»

onde ql'(se) e ql?(se) são pontos iniciais das soluções q:(s + se) e q;(s + se) do sistema

perturbado (2.9)-(2.10). contidas ein l,tC'(02(s)) e T't''f(ai(s)), respectivamente, cine cor-

tam a reta gera.da por =. pela primeira vez antes de tenderem a 02(s) ("no passado") e

a 01(s) ("no futuro"). respectivamente (para maiores detalhes, ver 1291, Capítulo 4).

Observe que, como o «tor (qr(se) -- q:(se)) é paralelo ao *,etor «., então a norma da

função de separação definida acima dá exatamente a norma do vetor (qy(se) -- q;(se)).

E claro também, da definição, que d(se, Óo, c) = 0 se, e somente se, ql'(se) = q;(se).

Para c = 0, tem-se d(se,Óo,0) = 0. Então, a expansão em Série de Taylor, co
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relação a c, em torno de ( = 0. da função cle separação definida acima, é dada por

d(se,oo. .) = cad('« ç$o. 0)+ 0(.:)

O primeiro termo não identicanlente nulo na expansão acima é dado por

i?d(se, Óo, 0) M(se, éo)

a' llx'(v(se)) l
.A função /k/(se,Óo) acima desempenha um papel fundamental no estudo da sepa-

t'ação entre as variedades e possui uma representação integral dada por (conforme ISI,
pg.396 e seguintes, ou jl.SI)

+oo ,

\'f(se. Óo) = 1 ' e' J. ai"x'{ l r+ se ))d7-o )J

(2.11)

< -X''('y(' + se)), r'('y(' + .o),«,s+ Óo) > d.,

onde X = (X',.V') é o sistema compactificado dado cm (2.9)-(2.10), com c = 0,

XX = (--X', X'), r' = (./,g) são as coordenadas da função de perturbação no sistema

compactificado, e '(s) é a trajetória heteioclínica que conecta os equilíbrios 0i com 0:
no disco de Poincaré.

A fórmula integral (2.1 1) para a derivada parcial da função de separação com relação

ao parâmetro é, provavelmente. conhecida desde Poincalé. Também foi descoberta

independentemente por vários autores, dentre os quais citamos Sotomayor, em 1231, ao

estudar perturbações autónomas de conexões de pontos de sela no plano, e Melnikov,

em leoa, no estudo de perturbações periódicas de campos vetoriais no plano, contendo

órbitas homoclínicas e heteloclínicas. Neste trabalho, a simula integral (2.11) para
/l/(se, Óo) será chamada /lzfegra/ de ik/e/niÉot,-Sofoniayor.

E importante notar que a expressão integral depende apenas do sistema não-pertur

bodo e da função de perturbação /? = (./',ã), calculados na órbita heteioclínica 'y(s).

No caso em que o sistema é hamiltoniano, o divergente se anula e a função M toma
a tornla

)

+00

/v(se,éo) =/ < -X'"(7(s+so)),f'(7(s+so),«,s +éo) > ds. (2.12)
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Observação 2.4.1 Da de.PnÍç(io da (fisfárzcia (/(se. Óo, c) po(/e-sf oósel't;ar que a /ürzção

afim.a é obtida t'esolue ldo-se a eq«açào pariacimtat associada a (2.9)-(2.10), derivando

Q equação com ielaçâo ao parâmetro c. .4ssi.nl. a .função Àr(se, $o'l é dada pela projeção

dct solução da equação tariacional na (tireção ort.ogonat. Para umn referência sobre

l dedução da função \l, uer, além dos trabalhos originais ]o-01 e ]o~3], os livros ]e9],
C;apítlLlo 4, e ISI, Capítlllo 6, onde é apreserttadü detalhadamente. de JorPrta didática, Q
dedução da fórmula integral aci-ma.

Vale eíitão o seguinte teorema clássico da Teoria das Perturbações, cuja demons-

tração, que aqui omitiremos, aparece em vários textos e artigos ll.SI,jlõl,1291), sendo

que, pelo que temos conhecimento, foi publicada pela primeira vez em 1201.

Teorema 2.4.2 Sr/pois/za qüe ez s]e lzm porzfo (#o,Óo) C ]R x S' /a/ dize

:V/(q, Óo) :F-(Ü, À) # 0.

Ente., P«« . # 0 ;«./icã.«l."'''"'' p'q«.«., « «,{ed«d« í««,{««te' I'Ç'(0-(.)) .

I'rcu(0,(')) d' sl'l'".« r2.P)-re..r01 .. {«'e««Z««. f"".,",.«/«..«f. «o P.«l. (7(Ü) +

O(c),d'o). Á/ó«', disso, se M(se,@o) # 0 par« lodo p.nfo (se,Óo) C R x S: , então
I'K'(o: (.)) n n'."(o,(.) )

0

Prova: Trata-se de uma aplicação do Teorema cla Função Implícita à função de sepa-

ração definida acima. Ver, por exemplo, ISI, Capítulo 6, onde a demonstração é feita
com todos os detalhes.

O seguinte Lema será útil nas seções seguintes

Lema 2.4.3 Para a .função de Nlelnikou-Sotomayor ÀI(sa,@o), de.Hni.da em (2.11)
*'m-;' q«., .. .v(ü,éo) '"Zã. gf(6,d'o) # 0 '', ' .o"'."'. se, gf(Ü,Á) # 0.
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Prova: Fazendo a mudança de \:aiiáveis ( = s + s. na integral .l/(se. óo) obtem-se

.k/(se, <'o) - .[. e' #''' 'í«À(,k+«Dd' < .X''('y(O), r'('r(ól)."( -- ..,se + éo) > d(.

Fazendo agora a mudança tl = r + se na integral do argumento da exponencial que
aparece no integrando cla função acima, tem-se

M('o,#'o) - .[. ''.Ca;«xh('n'' < X'('Y(e)), P(V(0,«.;ZI - «;'o+ Óo) > d(.

Derivando a expressão acima com relação a se e com relação a éo, chega-se a seguinte
relação

il:('o d'o) - d;«-x'('y('o)) /L/('o, óo) + ig:l(;o, oo)-

Portanto, aplicando as derivadas acima no ponto(se, Óo) e considerando-se a hipótese

/L/(Áo, Óo) = 0 segue o resultado. H

Do lema. acima segue (lue o Teorema 2.4.2 continua válido se trocarmos, na sua

hipótese, a condição gf(Áo,óo) # 0 por ãÕl;(se,óo) # 0. Isto traz algumas vantagens
com relação aos cálculos, como ficará claro nas próximas seções.

Se a perturbação F' = (/,ã) de (2.9)-(2.10) for uma função (lue depende difeiencia-

velmente de um parâmetro p, a função de N'lelnikov-Sotomayor definida acima também

dependerá diferenciavelmente deste parâmetro e vale o seguinte resultado (conforme
j151, Teorema 4.5.4, pg.190)

Teorema 2.4.4 Stlpon/z'z que e.rísle tzm poRIa (Xo,Óo,ü) C IR x S' x IR la/ que

Í) /l/(jo, Óo, Ü) = 0

;', '"'(""M-o,

"o e3{lh:?@#o,
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. al\'/(se, éo. p) , .
/ t.' l :# u.

E«fâ', P«« . # 0 ;u# f «/.«:'"/' /''q«.«o. t'Ç(0:('1) ' it("(0,(')) /«nge«cí«m q««

./«IÍ",«.«I' ". PO«Ío (l(ã) + 0('), Óo), ' 1«/ f««gê«cÍ« /«,.;;s/' P«,'« '' + 0(.).

Prova: Ver jlSI, pg.190

2.5 A integral de Melnikov-Sotomayor em coorde.

nadas polares

Supondo-se, sem perda de generalidade, que a neta invariante do sistema polinomial no

plano não passa pela origem, tem-se, consequentemente, que a trajetória heteroclínica

,y(s), do sistema compactificado. não passa pela origem do disco D2. Pode-se então usei

a expressão da compactihcação do sistema polinomial

=

0

é

P(z, y) + ./(ãt)
Q(:«, v) + .g(úf )y

em coordenadas (0,p), dada por

-..«0 }: P' Pn-;(C«0. ;'«0)+ c«0 }l: P;Q«-;(co'0, s.«0) + '/(P, 0, Ó)
í:= 1 í::o

» = --coso >:p'+'Pn.i(coso.seno) -- sen0>:p;+'Q...(coso.seno) + cã(p,0,é)i=o i=o

onde

.f(,,',.) -«"b@)«." .«')
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g(«,",.H - (.r@)«." -'- «M..«'),
pai'a o cálculo cla função integral de Nlelnikov-Sotomayoi clefinicla na seção anterior.

Façamos os cálculos dos termos (lue entram no integrando da função .L/(se.Óo).
Omitindo: por um momento, os argumentos das funções, e chamando s - seno e
c = coso. obtemos:

e

< -x'',(/,©) >

<(CEL:OP;+:Pn-i+ S EL.P'+'Q..i , --S EL:.P;Pn-Í+ cEL:.P'Q..í) ,(./;,g) >=
C/ EL:. P'+'Pn-i+ S./;EL;. P;+'Q..i -- SãE:::. P;Pn-í + Cg EL:. P'Q«-:-

Substituindo as expressões de ./ e © acima, optem-se, após alguns cálculos simples

envolvendo propriedades das funções t.rigonométricas, a igualdade

< ,X'l, (./',©) > = gP"+' EL:.P;Pn-i -- ./'P"+' EL;.P;Q«-'

P"'''' <( - Elos;Q«-;,EL;.P:Pn-.),(/,g) >,

onde /t e Qt são polinõmios homogêneos de grau É, componentes dos polinõmios P e Q

que determinam o campo não perturbado no plano, isto é, P = >'k.. .fl; e Q = )ll:E:o Qk,

.f e g são as funções de perturbação do campo polinomial (P, Q) no plano, e <, > denota
o produto interno usual do IR2

O outro termo que entra na Integral de h.lelnikov-Sotomayoré o divergente do campo
compactificado ilãc-perturbado, (lue é dado por

«(') P(;yÁI.-;(0(')) - >ll:(j+ l)P(.);R«-:(0(s)).i=o;=o

Em resumo, a integral (2.11) pala o campo compactificaclo, em coordenadas (0,p)
é dada por

n n

(2.13)

MI.se,@o)= f e'J.'{ raso )dr P('+ 'o)"'''' r'(0, P, ., .o, Óo)d., l2.i4)

onde

.'(') P(sy.41.-;(0(;)) - >ll:(Í + l)P(;);R«-.(0(.)),
l=u;=n

n

33



F'(0,p,;,.o,éo) ./'("' + oo) >1:P(;+ 'o);Q«-:(co'0('+ 'o),;'«0(. + .o)) +

g(«,.+ éo) >1: P(; + '0);Pn-;(CO;0(S + 'o),;'n0(. + .o)),

sendo '(s) = (0(s),p(sl) a expressão da conexão heteroclínica entre os e(luilíbrios Ot

02, em coordenadas (0, p), no disco de Poincaré, e ws + Óo é a solução de é = w tal que
@(0) = Óo.

A solução 7(s) = (0(s),p(s)) é uma reparametrizacação da solução não-.limitada

P(f) = (a(f),y(t)) do sistema polinomia1 (2.7)-(2.8) no plano, com c = 0, contida na

rega invariante {# = 1}, que colecta os pontos de sela hiperbólicas no infinito. Conforme

l71, devido a hiperbolicidade dos pontos no infinito, tal solução está definida no intervalo

(f ,t+), com f- e f+ anitos (ver também a Proposição (3.1.1) adiante, onde são feitos

os cálculos explícitos da solução, no caso quadrático). Então, com base no Lema 2.2.3

e observação 2.2.2, fazendo a naudança de variáveis

f c.«. =

na integral (2.14) e usando as relações entre as coordenadas (0,p) e (a,Z/), dadas por
(conforme observação 2.2.4)

n

0
n

0

S

coso seno (2.15)

obtem-se a integral de \lelnikov-Sotomayor (2.14) do campo compactificado, em coor-

denadas (a, g) do plano. que é dada por

JM(t.,d'.) - / ''' ''.G;0'-'.'m''('(t+ fo)'+ g(t+ t.)')''#'G(«,g,t.,@o) dt(2.16)
onde

G(«,y, t., éo) = g(',l + éo)P('(t+ fo),y(t + fo)) -/(«,t + éo)Q(«(f + lo),y(t + t.)),

ã(t) é um polinâmio de grau n+ l em =(f) e y(Z), multiplicado por ll(a(f),y(t))ll'("+'),
obtido do divergente o(s) do campo compactificado (expressão 2.13), através das re-
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loções l2.15), fo c ({-.f+) é o comi'espondente de se C (--oo.+oo) jconfoime o Le
ma 2.2.3), P(z,y) e Q(iz:.g) sã.o os polinómios blue definem o campo polinomial não-

perturbado,

P(=, y)

Ú = Q(#,g)

no plano.

As expressões (2.14) e l2.16) serão usadas tios próximos capítulos no estudo cle
perturbações periódicas de ciclos singulares infinitos e de })ifurcações subharmõnicas de

órbitas periódicas de grande amplitude de campos polinomiais no plano

35



Capítulo 3

Perturbações Periódicas de Ciclos
lileteroclínicos Infinitos

3.1 Claso 1: Clampos quadráticos com uma rega in.
variante

Considere em IR2 um campo vetorial polinomial quadrático que deixa invariante uma

neta r, sobre a qual não existem pontos críticos do campo. Supondo, sem perda de ge-

neralidade, que tal rega é dada pelo eixo-y, o sistema de equações diferenciais associado
ao campo tem a forma

«(P + a« + .v)

cv + 7nz + rzy + a=2 + b#y + cy2

Considerando agora uma mudança de coordenadas afim, após renomear as constan.
tes e variáveis, o sistema toma a forma

#g/

a + m= + ny + a=2 + b#y + cg2,

(3.1)

(3.2)y
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com n.' -- 4ac < U.

Campos vetoriais da forma acima aparecem no estudo de muitos problemas aplicados

j101. Por exemplo. sistemas do tipo Lotka-Volteria j141, jlSI, dados por

«(«-' + by + c)

y(díz: + e3/ + /),

com a,b, c,d, e,./ C IR. utilizados no estudo da dinâmica populacional de espécies que
interagem entre si, podem sei transformados em um sistema do tipo (3.1)-(3.2), com
uma mudança afim de coordenadas.

Também, a e(luaçào de Lane-Endenl, de índice n, relacionada. a problemas da As-
t.rofísica l31, dada poi

(3.3)

(3.4)

(e',/'y + c'~o" = o,

onde 77' = d77/de. é transformada pela mudança de variáveis

(q' {'~':,7"
T = 9 y :=q q' f = /nl(l

no sistema

-;«(l + ,' + y)

ú l + «.' + .y)

(lue, por unia mudança afim de coordenadas e multiplicação poi um número ])ositivo

se reduz a um sistema da fornta(3.1)-(3.2).

Similarmente. a e(luaçào de Blasius da N-lecâ.nuca dos Fluidos j101, z?"' + r?l/" = 0 é
transformada pela mudança cle variáveis

q?'
" zM'

no slstenia

«( l + -' + y)

y(2 + .:' - y)y
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que também pode ser transformado em um sistema da forma (3.1)-(3.2).

Para uma referência sobre a utilização de sistemas gerais da forma (3.3)-(3.4) no
estudo de fenómenos físicos ver j101.

Nesta seção estuda-se, via compactificação, o efeito das perturbações periódicas
sobre o sistema (3.1)-(3.2). A consideração de perturbações periódicas na análise de

fenómenos naturais como os descritos acima (interação entre espécies, problemas da

Astrofísica, Dinâmica dos Fluidos), é natural, dentro de cada contexto. Ve)a, por
exemplo, 1261 e referências ali citadas.

Conforme visto na seção 2.2, do Capítulo 2, a expressão (2.6) do campo compacti-

ficado não é válida no polo norte da esfera (ou equivalentemente, no centro (0,0) do
disco D2), pois a compactificação usando coordenadas polares não é válida neste ponto.

Assim, como a solução do sistema (3.1)-(3.2), contida no eixo-y, passa pela origem do

plano, que corresponde ao centro do disco, para evitar este ponto problemático vamos

fazer uma translação da rega invariante do sistema para o ponto ( 1,0). Com isso, a rega

{x=1} passa a ser invariante, e o sistema (3.1)-(3.2) é então escrito da forma abaixo,
após renomear se as variáveis e constantes:

='y --'y

a + mz + ng/ + aa2 + óTy + cg2.

(3.5)

(3.6)

Vale então o seguinte resultado

Proposição 3.1.1 Sob as Aipófeses

HI) a)(b+n)'--4(a+m+a)c<0 e b)m'--4aa>01
H2) 0 < c< 1;

H3) b: - 4«(c - 1) < 0

o sistema (3.3)- (3.6) 1)assai somente dois porlLos de equilíbrio no infinit,o, que são pontos

de seta hiperbólicas, 0\ e 0z. cmtectados poi' uma órbita heteroclíllica 'yl.s), que é uma
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"p""«.ef,í«çâ. « .o/«çã. p(f), ««lid« «« ,ef' {««,i««le {- ««do "
.{c/« .Íng:./««s {n#«áÍ« 7(') U 0- U :La(') U 0, rFjg«« g..rJ. ,4/é«. d{«o, . ""'PO
possui dois por\t.os de equilíbi'to no eito-=, que são focos otl centros.

'0,.4€'

0

P

a(s)
Y(s

cl(S)

0

Figura 3.1: Ciclos singulares infinitos, simétricos, de uin campo polinomial, no disco de Poincaré
cona dois equilíbrios na parte compacta, que são poços.

Prova: Usa.ndo a expressão (2.6) do Capítulo 2, o compactificado de (3.5)-(3.6), escrito
nas coordenadas (0,p), é dado por:

-x''(a,P)

-\''(o,P)

l3.7)

l3.s)

onde

.X''(0,P) =(c - l)c(0)''(0) + «c'(0)+ Z,s(0)c'(a) +

+P.'(0) + P«-c:(0) + P«s(0)cl0) + P'o.(0)

.v '(o , P ) .PI(« + l lc'(0)s(0)+ 6c(0).'10)+ c.;(0) +

+Pln: - l)s(0)c(0) + pns'(0)+ P'o;(a)l
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com c(0) = cos 0 e .(0) = sino.

Fazendo p = 0 no sistema acima obtem-se

0 = 0 <:::>(c - l)c«(a)''n'(0)+ «cos;(0) + b..n(0)co.'(0) = 0,

donde, da hipótese (H3), segue que (a/2,0) e (3a/2.0) são os únicos pontos singulares

de (3.7)-(3.8) no bordo do disco D2 (que correspondem aos pontos críticos de (3.5)-(3.6)

no infinito). Calculando a jacobiana do campo nestes pontos, obtem-se

J(n'/2,0

e

J(3«/2,0)

o que, com a hipótese (H2), implica que eles são selas hiperbólicas.

De (Hl-a) tem-se que a neta invariante {a = 1} não contém pontos de equilíbrio.

Fazendo-se # = 1 e integrando a equação obtem-se a seguinte solução, contida na rega

{, 1}

,m - (" , ''«(''' -'- -''.P-#)) - h + o) - (-:m,,,u),

2.2.4

coso self? l
"'''F' "'''; ' '''?;f;7

tem-se 0 = arcZg(g//a), com o que pode-se encontrar a expressão da solução ?(Z) nas
coordenadas (0,p), (lue é dada por

,m - ("u,,u) - 1., '« ,M,--:L--),
V't + p,(f)''
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onde s = s(t) é o tempo no Disco de Poincaré, dado pelo Lema 2.2.3, sendo (lue
limo-,t: s(t) = :Loo. Assim, cla expressão de p(fl acima tem-se (lue, quando Z -} l+

p2(t) --> +oo, donde 0(s) --} 5 e p(s) --> 0; taml)ém. quando Z --} f-, p2(íl -+ oo,

a(s) -+ # e p(s) --} 0. Portanto, por unicidade, 7(s) é uma ieparametrização da solução

p({), contida na rega {= = 1}.

Finalmente, de (Hl-bl segue que o campo possui dois pontos de equilíbrio no eixc-z

que são, obviamente, centros ou focos (atratores ou repulsores). Concluindo, o esboço

do retrato de fase do campo no disco de Poincaié tem a forma apresentada na Figura
3.1 (no caso em que os e(luilíbrios são poços). H

Considere agora a seguinte perturbação periódica anão-autónoma) do sist.ema (3.5)
(3.6)

zg/ -- y + p + Á(aicosúf + a2se?zãf)

'* + "';-: + "y+ «:.'+ b- y + cy'+ .4g(Üt),

(3.9)

(3.10)y

onde g é uma função de classe C't, Ã ? 2, periódica de período T = 2a/õ, sen
do ó = wX/i +yu, com w > 0 constante. Trata-se de uma combinação da per-
turbação a?i/ónoma dada. pela função (1,0) com a perturbação periódica (alcosüf +

a2senü{,g(úll), relacionadas aos pa.râmetlos lz e .-l. respectivamente. Observe (lue o
período da perturbação periódica depende da posição (.t, g).

A perturbação acima é a mais natural possível, pois a parte autónoma é ortogonal a

solução contida na neta {:z: = 1}, que corresponde à órbita heteroclínica '(s) do campo

compactificado. Como visto no Capítulo 2, os pontos de sela no infinito, 0i e 02, do

sistema não perturbado l3.S)-(3.6), passam a sei (órbitas periódicas no infinito, é?i(sl
e 02(s), para o sistema perturbado (3.9)-(3.10). O parâmetro it cumpre o papel de

"separar" (ou desconetar) as variedades invariantes locais das órbitas periódicas 01(s)

e 02(s), que dependem de /t e .A, e as quais denotanlos IT-'T...(0i(s)) e lt'T,,.l(02(s)).
O parâmetro .4, por sua vez. representa a amplitude da perturbação periódica. O
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teorema abaixo estabelece condições sobre os parâmetros ,4 e p para que as variedades

WP',..l(0i(s)) e I'T''#,.,l(02(s)) se tangenciem, se intersectem transversalmente e se sepa-em,
no espaço de fase estendido.

Teorema 3.1.2 S?zporzÀa qtze para p = ,4 :: 0 o sÍslema r'.S.Py-r1?..201 saías/a: as

hipóteses (HI)- (H3) da Proposição 3.1.1. Então o sistema possui alas órbitas periódicas

hãp.«óó/íc«, 0:(') e 0,('), «. {«./i«i'", ",« -,ied«d« {««,i««l« /«.{; I't':,.(0-(')) '
t't'E.(0,(;)), ' '' 'lem /u,;iões dá/e««cÍá«{s ÁA/(p) . .A«(p), p«« p suPcÍe«f.«..«*'
pequeno, tais que (uer Figura 3.2):

a) " d = .Am(p) '« Á = '1«:(p), « «' «,{.d«des i«.'««í.«l« I't'';,.(0-(;)) e I'l'#..(0,('))
se tangenciam qttadTaticamente;

b) se p > 0 Íp < 0, respecZãuanienle) e Á«(p) < Á < ÁÀ/(p) ÍÁÀ/(p) < Á < .4«:(p),

"spe'l{«m'«l.), ."lã. H'';,.(o-(')) n u'Z.,,(o,(')) = o;
c) se p > 0 e .4 > ÁÀ.r(p) o z Á < .4«(p), então I'lC,.4(01(s)) e I't''Z,.,{(02(s)) se ín/ersec-
tam transuersatmente;

d) se p < 0 e .4 > .4«(p) ou Á < ÁÂ/(p), z;a/e o me.smo reslz/lado descrito em c)

Observação: Com base no enunciado do teorema acima, o diagrama cle bifurcação

do sistema perturbado, numa. vizinhança da origem no plano-(p,Á), é como o mos-

trado na Figura 3.2: existem dois tipos de regiões. Si e S2, separadas pelas curvas
,4W(p) e Á«(p), tais que, se o par (p,.4) encontra-se sobre estas curvas, o sistema

ap"s'nta tangências heteroclínicas; se (p, Á) pertence à região Si, então I't'T,.,1(0i(s)) n

14U,4(02(s)) = 0; se (p, Á) perde«" à região S,, WP',..l(0:(s)) e }'t'';,,.l(0,(')) se ante:'sectam

transversalmente em pelo menos um ponto.

A existência das tangências heteroclínicas e das intersecções heteroclínicas trans-

versais entre as variedades Hq,.4(0i(s)) e I'T''=.4(02(sl) implicam na existência de pontos

heteroclínicos transversais e tangências heteroclínicas das variedades invariantes de um

ponto fixo da transformação de Poincaié associada ao campo.
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..0)

A..@)

Figura 3.2: Diagrama de bifurcação do sisterila (3.9)-(3.10) no plano-(p, Á). As figuras mostram a

posição das variedades invariantes t'tl,Á (01 (s)) e it/Pu,..t (a2(s)l en] uma seção transversal ao toro D: x S'

São conhecidos da literatura resultados no contexto do teoienla acima para pertur-

bações periódicas de campos vetoriais contendo órbitas homoclínicas e heteroclínicas,

contidas em regiões compactas do plano. O resultado acima estende a teoria exist.ente

para ciclos heteroclínicos infinitos, que não podem ser vistos em regiões compactas do

plano. Em tais regiões o que se vê é apenas unia parte regular de tais soluções.

Conforme comentários tecidos no Capítulo 1, a existência de ]m] ponto heteroclínico

transversal para lml difeomorfismo (no caso dado pela transformação de Poincaté as-

sociada ao sistema pcrtulbado) imp]ica na existência de iní]nitos pontos ]leteroclínicos

transversais, o que ocorre também para os pontos de tangência quadrática. Do teo-

rema acima segue que, variando-se o parâmetro .4 na direçào vertical, desde J = 0:

observa-se o seguinte cenário (ver Figura 3.2 e também a Figura 1.3, no Capítulo 1): se

Á < Ám(p), as variedades lt';,.,(0i(s)) e I'tC,,4(02(s)l estão separadas; se .4 = ÁÀ/(p),
as '\'ariedacles se tangenciam (luadraticaniente em um ponto (e, consequentemente, em

infinitos pontos); se .A > .4A/(pl, as varieda.des se intersectam transveisalmente en] um
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ponto (e, consequentemente, em infinitos pontos). A Figura 1.3, mostrada no Capítulo

1, dá uma idéia do comportamento das variedades em uma seção transversal ao fluxo do

sistema perturbado, pala diferentes valores dos parâmetros # e Á. Tal comportamento

implica em uma dinâmica bastante complexa. das soluções do sistema perturbado no
interior do toro sólidoD2 x Si e, consequentemente, na parte finita do plano.

Prova do Teorema: Para simplificar a notação, omitiremos os parâmetros (p, Á) nas
notações de 14q.,4(0i(s)) e HC..l(02(s)). No decorrer da prova, usamos as construções

elaboradas no Capítulo 2.

Compactificando (3.9)-(3.10), usando coordenadas polares (a,p). conforme os cálculos

desenvolvidos no Capítulo 2 (expressão 2.6), obtem-se a seguinte expressão

x,l (o , p, é, . )
xg (o , p, ó, .)

xg (o, p, é, .) ,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

onde

X,l(0, P, é, c)

)

(c -- l)c(0)s:(0) + ac:3(0) + ós(a)c'(0) + ps'(0)
P«.c'(0) + pns(0)c(0) + P'ac(0) - PP''(a) - ,4p'coso.(a)
-PI(« + 1)':(0).(0)+ Z,c(0).:(a)+ c.;(0)

P(n: 1)'(0)c(0) + pn''(0) + P'a'(0) - PP'c(0) - ÁP:c«@s(0)l,
x:(o, p, é, .)

sendo que c(0) = coso, s(0) = sino. O campo acima está definido no toro sólido

{D2 x Si} -- {(0, 0) x Si}, sendo que os pontos no bordo deste toro correspondem aos

pontos no infinito do campo (3.9)-(3.10).

Os pontos singulares no infinito, 0i = (n/2,0) e 02 = (3a/2,0), que, por hipótese,

existem para Á - /z = 0 (conforme Proposição 3.1.1), correspondem, neste espaço de

fase estendido, às órbitas periódicas

a.('l = {(,/2,0,«,s + Óo) 1 . c R e éo c l0,2,)},

XJ(o, p, @, .)
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0:(') {(3-/2,0,«,. +éo)l. € m e óo C l0,2«)}

do sistema (3.11)-(3.13), com variedades invariantes lt''(0i(s)) e 1'1'"(02(s)), que, para

p = Á = 0, coincidem, formando a variedade bidimensional

I'o.o: = {('riso),@o) l se C IR e óo C l0,2a )},

onde '(s) é a trajetória lleteioclínica do sistenaa compactihcado, (lue colecta os pontos

singulares 01 e 02 ilo disco dc Poincaré (Figura 3.1).

Conforme Capítulo 2, seção 2.4, seja d(se,éo.p..4) a função de separação entre

I't''"(0,(')) e }1/'(0-(')), relata«n.ente . «m p'"t' /' C Fo.o,, 'm «ma seção EÓ', trans-

versal ao fluxo do campo A expansão desta função em Série de Taylor, nas variáveis p

e Á, em torno de (0, 01, é dada por

ab., @., «, ,,D - l-el9llbJW« + -&29ell-.9a.4 + Rb., ó.,«, ,'0, o.iq
onde S = g!!(!g:ég:g:O e il/(d'o) = 2g(!g:éa:g:O são as ftmções de Melnikov-Sotomayor

relativas à parte autónoma e à parte periódica cla perturbação. respectivamente

R('o,@o,P, H) éo,i., ..4)/'' + b('o,Óo.l.. -4)P.4+ .(.o,éo,p, a),4:,

sendo a, b, c funções analíticas de (p, ,4), tais que

a(se. Óo, 0, 0) = b(se, Óo. 0, 0) = cl«. óo. 0. 0) = 0

e A' = 1.Vi(7(.se))ll. (lue é diferente de zelo para se finito. O parâmetro .é. é tomado

de acordo com a seção tiaiisveisal =Ó' considerada. que é definida poi

=Ó' = {(0,P,@) l(0,P) C l0,2,') x lO,+x) ' 0 = Óo C l0,2«')}.

Vejamos as propriedades das funções S e J4/(@o) acima.

Usando a expressão (2.14) obtida na seção 2.5. Capítulo 2, tomando-se se = 0 e

fazendo(./(«,s), g(ws)) =(1,0), obtem-se:

D .- J=.{' \'' p(' y'y: pb \: Q,- : t«.OÇ. ). ..«o b ) )ú. .



Usando ainda a expr'ssão(2.14) e considerando(/(ws), g(«,s)) =(alces('os + d'o)+

«,;.«(«,. + éd, gh,. + ód) «-q«.l- «p-'";' 'bt.m-« q-

À't($.) := ----'=.í-- f't' .- j.l.lü''p('yF1.0,p,s,@.)ds,

onde

r'(0,p, ',éo) -(a-c«(«,' + Óo) + «,''"(w+ d'o)) )l:p(.yQ,-;(c«0('),''«0(')) +

g(«,' + Óo) >ll: P(.):Pn-f(co'0(.). ;.na(.))

0t

n

0

Nas duas integrais acima, temi-se que

«(') P(sy.A;-.(0(s)) - >1:({ + 1)P(');R,-;(0(;)),i=o i=o

sendo Ák e Rk as expressões dadas em(2.3) e(2.4), respectivamente, e7(s) =(0(s), p(s))

é a expressão da conexão heteroclínica entre 0i e 02 no disco de Poincaré, dada pela
Proposição 3.1.1,isto é

2 2

'l + P,({)''
onde y(t) = (1,92(Z)) é a solução do campo polinomial no plano, contida na reta
invariante {z = 1}.

Considerando-se agora as relações (conforme observações 2.2.2 e 2.2.4. do Capítulo

2),

l
'y(') .),P(')) -(««lg(P:(f)),

'--''«(3), «-'a?Ç:? '
©..L
dt

e o fato de 'y(s) ser unia repaiametrização da solução p({) = (1,p2(t)) contida na reta

{# = 1}, tem-se, conforme a fórmula integral (2.16), obtida na seção 2.3: do Clapítulo

2, que a função S obtida acima é dada, em coordenadas (#, 3/) no plano, por

'' .- .C ;(')''(i + p,(f)'l''Q(t, p,({))az.
cl
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ua nlpotese (Hl-a) cla Proposição 3.1.1, tem-se Qjl,W) > 0. Vy, donde segue (lue o

integrando na função acima é produto de funções positivas e, portant.o, S < 0.

Por outro lado, como para o campo polinomial (P,Q) no plano tem-se P(l,g)
0, Vy, À/(«'o) obtida acima. é dada, em coordenadas (#,y) do plano, por (confolmc
expressão (2.161)

A/(éo) - / ' '''C ;(')''(l+ S',(!)')''Q(t, 'P,(f))l«-"'("Í + d'.) + «,''"("Z + «'.)I'Ít.

Da expressão acima tem-se que À./(éo) satisfaz a e(Junção diferencial JL/(@o)

--JI/"(Óo) para todo Óo e, portanto, é da forma

v(Óo) B..n(«,Z + éo) + Dco.(wZ + óo),

donde segue que tal função assume valores máximo e mínimo no intervalo 10, 2n-), com

A/(@«:{«) < o < A/(ç5«...),

sendo que os pontos críticos Ó.Í. e @«- são não-degenerados, isto é iv"(@.i.) # 0 e
M"(@«-) # 0.

Consideremos então a expressão (3.14), com se = 0, escrita na forma

./b.,i.,Á) - -:p + JIPE.a + Rb..ó..i.,,ü,

onde S e Jv(@ol rolam calculadas acima. Colocando /l/l\r em evidência na expressão
acima tem-se

{-('-- '-'k'd,,+, ..'..«,,o)rll,'~ .. n\
l:3.isl

onde v7 = .A/# e

R('o, «'o,P,?) I'o,@o,P,P?)P + b('o,éo,p.p,7)p,? + c(.o,Óo,P,P?),7:P,

que é O(p), para it -} 0.
Chamando

-X(Óo,P, ,7) := S+ A/(Óo),7+ R(.$o. Óo. É.. ,7)
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tem-se ae (ó.ID) que

d(d'o,P,?) - 'lZ\(«'o,P,,7),

donde segue que, como N > 0, para lz :# 0 suficientemente pequeno, d(Óo,lz,77) = 0

se, e somente se, A(éo,p, z7) = 0. Analisemos então a. existência de zeros da função zX

definida acima, usando o Teorema da Função Implícita.

Primeiramente encontremos a região no espaço de parânlctros (p,.4) na qual as

variedades invariantes locais 14q,.4(0i(s)) e I't''#,.4(02(s)) não se intersectam, ou sda,

14=,.(0i(s)) n I't''E.4(o2(s)) = 0, com o que ficará pro-do o item (b) do Teorema.

Lembremos que, para as variedades invariantes locais das órbitas periódicas 01(s) e
02(s) se intersectarem, devemos ter

A(éo,p,,7): S' + À/(Óo)? + Ê(@o,P,,7) 0 l3.i6)

Agora, como

À]'(@«.«) 5; A/(@o) $ ]v(@«..:),

isolando À/(Óo) na expressão (3.16), tem-se que a condição sobre os parâmetros para
que as variedades invariantes se intersectem é

A/(@«i«) $ -!- É?(!0 $ A/(@..,)

onde o termo O(p) = Ê(éo,p,,7). Como S < 0 e A/(@«i«) < 0 < À/(Ó,«..,), as

desigualdades acima implicam nas relações

?

S> o(PM(@.f. OtZ 7? ;.
S

A/ ( é«. .: )
- O(p) se ? > 0,

e

'z $ -'Ã7il:l:=-o(p) - 'z s; -'Ãzti:=1=3' o(p) '' '7<o,

Dentre as quatro relações acima, ,7 ? --)tiÍ;Ei;n -- O(p) e '7 $ --1ÍÍi=1:;j -- O(p)
são verificadas, para # suficientemente pequeno, devido à.s hipóteses. Usando as outras
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duas relações e voltando a mudança de variáveis 77 = ,4/p, optem-se, para p > 0,

'á 2 'i7i:l=3'p-o(p:) . ,4 l; -o(p').
Por outro lado, se p < 0 obtem-se

4 5; . '1 2 hD.

As quatro relações acima, para o parâmetro .A como função de /z, determinam as re-

giões no espaço de parâmetros, para as quais as variedades invariantes locais Wp'..4 l0i(s))

e HC..4(02(s)) se intersectam enl pelo menos um ponto (região hachureada na Figura
J.'J /.

A..(p)

P

A~. Qt)

Figura 3.3: Regiões no espaço de parâmetros p e .4 para as quais llá intersecção entre as variedades

IVPs,.4(0i(s)) e I'tT..(02(s)).

Tais regiões têm como fronteira as curvas .4,vip) e .4«(p). com li suhcientenlente

pequeno, dadas pot

A,«(p)--'Ã7i:==3-p l.').
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A«(p) - -iÃZ(ã:=p - oh'),
(lue independerh da seção transversal EÓ', onde está definida a função de separação

Dependem apenas dos valores de S, À/(é«i«) e À/(é..,).

Dos cálculos acima conclui-se que a intersecção entre as variedades I'l'T..4(0i(s)) e
tl'T,.(0,(')) é -zi; se, e some«te se,

Á.v(P) < Á < .4«(P), para p > 0

ou

H,«(H) < A < .AA/(P), para P < 0,

o que corresponde ao complementar da região ha.chureada ila Figura 3.3. Fica assim

provado o item (b) do Teorema.

Mostremos agora que se os parâmetros (p, Á) estão na fronteira da região acima,

ou seja, sobre as curvas .4«(p) ou Á,ví(p), então as vaiieclades se tangenciam quadrati-

camerlte e, se o par (/z, .4) pertence ao interior da legião (parte hachuleada. da Figura
3.3), as variedades se intersectam transversalmente.

Considere a função z\(Óo,p, 77), definida acima por

.A (éo , P , ? ) S + A/(@o)? + 0(P)

onde O(p) = R(éo,p,77), S e A/(éo) são as integrais de À'lelnikov-Sotomayor obtidas
acima.

limando-se

M(@o) '

com JM(Óo) # 0, tem-se dois casos a considerar

q

Caso 1) Óo = Ó.., o« à, 'bmi. Neste caso, considerando-se Óo @.,,, temos

f) z\l@«.,, 0, Ó)
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{{) ;âl(d'«-, o,ü) - ÓÀ/'(«'«-,) - o

Í{Í) bái(d'm-,0, ©) = S < 0;

Íu) :lF(é«..-.0,Õ) = ]V/(Ó..,) > 0

De(i) e(iv) segue, do Teorema da Função Implícita, que, para(@o,p) C \';;(Ó..;) x

1';:(0), existe uma superfície q = q(ç5o,p), caIU ?(Ó«.-,0) = Õ = S/À/(Ó«,.,l, tal que

A( ,7(Óo, 1. ) , Óo , P )

donde tem-se que, para. p :# 0 suficientemente pe(lueno, d(@o,/z,77(@o,p)) = 0, ou seja,

as variedade se intersectam em um ponto('y(0) + Olp),@«..). Além disso, de(ii) e(iii)

tem-se, pelo Teorema 2.4.4, do Capítulo 2, que 1'1/'(0i(s)) e I't'"(02(s)) se tangenciam

quadraticamente no ponto(7(0)+ O(p), @««.,) para ,7 - Õ + Olp)

Prova-se resultado análogo tomando-se Õ = --S'/A4(Ó.i.).

Voltandc-se aos parâmetros originais, p, J, através da ielaçã0 77 = Á//l. obtem-se

da relação l? = » + O(p), com it suficientemente pe(luetio, as curvas

4,..M - -'Ãiiil==JP + ohD

.4.M - -'Ã7Õ:l:=1' + ohD,
no plano-(p, Á), para as quais I't''(ai(s)) e 11/'(02(s)) se tangenciam quadraticamente

Observe que, para lz suficientemente pequeno, pela unicidade da função obtida com o

Teorema da. Função Implícita, tais curvas correspondem à fronteira. da região obtida

anteriormente (Figura :3.3)
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Caso 2) Óo # é«..: e Óo # é.i.. Neste caso tem-se

i) A(éo, 0,Õ)

jj) g:l(ó.,o,ó) - '?w'(ã) # o

jÍI) l::'(Ó.,o,Õ)

De (i) e (iii) segue, do Teorema da Função implícita, que existe uma função 77:

,7-(d'o,p), para (d'o,p) c }''i,(ã) x }''{,(0), com ,7:(%,0) = Õ = --S/W(ã), tal que

A(,7-(éo, P), Óo, P)

donde tem-se que, para H # 0 suficientemente pequeno, d(éo,p,77i(éo,p)) = 0. Além

disso, de (ii) tem-se, pelo Teorema 2.4.2 e Lema 2.4.3, que H''(0i(s)) e I't/"(02(s)) se
intersectam transversalmente no ponto ('y(0) + O(#), Óo), sendo que, devido a (iii), tal

intersecção persiste pala 77 - © + O(p).

Voltando-se a mudança de variáveis 77 = Á/p obtem-se as curvas

Á-(P) -:í;;!=P + o(P')
A/ (Óo )

e

.4,(p) - -'ÃiilMP + ohD,
no plan'-(p, Á), para as quais H/'(01(s)) e T'T/"(02(s)) se intersectam transversalmente,

em pelo menos um ponto.

Usando o fato de que À/(@«Í«) < M(@o) < M(Ó«.,), tem-se, pala p suficientemente
pequeno,

.4t(P)>ÁÀ/(P) ' .4,(P)<.4.(P),

donde segue que o par (.4, H) encontra-se na região hachuieada da Figura 3.3
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IVlais ainda, as desigualdades acima são válidas para todo óo tal que @.{. < éo <

Ó..,, desde (lue i4'/(d'o) # 0. .Assim, pode-se concluir que o coeficiente angular da rega

tangente às cuidas Ái e .42 acima, em H = 0, t.ende, poi um lado, para oo (quando

éo --} 'Óo, com A/(éo) = 0, e, por outro lado, tende pala o coehciente angular das curva.s

de tangências, Á,v(11) e J«(H), quanto Óo -+ @.., e Óo --} Ó.:i«. respectivamente

Conclui-se então que se p > 0 e Á > .4Àr(p) ou ,4 < .4«(p) (região hachureada na

Figura 3.3), as variedades invariantes I't/'(0i(s)) e 11'"l02(s)) se intersectam transver-
salmente em pelo nICHos um ponto, para # suficientemente pequeno.

A prova do caso p < 0 é feita de modo inteiramente aná.logo, observando-se o sinal

das funções. H

Observação: Se no sistema (3.9)-(3.10) considerarmos ú = w
compactihca.çã.o toma. a forma

colzslanZe, então sua

}: P;.4. i(0) + c./'(0,P, @)

n

>l: P:+'R. i(0) + cã(0,p, @)
{:0

l

com(0,p) C l0,2n) x lO.+oc), Ó € S' eu > 0.

Assim, em vez de duas órbitas periódicas no infinito j"casca" do toro sólido), o
sistema conapactificado passa a ter duas "linhas de siilgulaiidades" no infinito, dadas
por:

À {("/2,0,pljéCS:} e À,={(:3-/2,0,é)j@cS'},

sendo que, no infinito, as soluções do sistema são ortogonais às singularidades que
formam as linhas Ài e .X2 (ver Figura :3.41.

Este caso será estudado analíticameílte pot nós em um trabalho futuro. Porém, na
próxima seçã.o apresentamos alaunias simula.cães niimét'ica.s rle ijm sist.pma nllarlrátICO



identificados

Figura 3.4: Linhas de singularidades no infinito do sistema(3.9)-(3.10), no caso em que ã é constante

no plano, que apresenta a estrutura acima, que indicam ser bastante complexo o com

portamento dinâmico das soluços do sistema perturbado, também neste caso.

3.2 Simulações numéricas

Exemplo 3.2.1

Considere o sistema

ã = y + p + .4serzZ

ú - ,'+ {y'

Para p = Á = 0, o sistema acém satisfaz as hipóteses Hl-H3 da Proposição 3.1.1.

Assim, tal sistema possui uma solução contida no eixo-3/, que é invariante, conectando

dois pontos de sela hiperbólicas no infinito (conforme as definições dadas anteriormente).

Verifica-se, com alguns cálculos simples, que o sistema possui dois pontos de equilíbrio

no eixo-z, mais precisamente os pontos (1, 0) e (--1, 0), que são focos atratoies. Além
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disso, como õ = 1, o sistema apresenta duas linhas de singularidades no infinito, con-
forme a observação acima.

Na Figura 3.5 (a) é mostrado o plano de fase do sist.ema. com H = .4 = 0, onde
pode-se observar as caract.erísticas descritas acima.

Nas figuras seguintes, mostramos alguns dos resultados obtidos com as simulações

numéricas desenvolvidas, relativamente ao sistema perturbado, os quais descrevemos a
seguir.

Nas Figuras 3.5 (b) a (cl) e Figuras 3.6 (e) e (f), são nlostiadas as piojeções no

plano-(a,g) das soluções do sistema perturbado, com /i = 0.0] e valores de Á iguais a

0.1,0.4, 0.49, 0.5 e 0.52, respectivamerlte, com coitdições iniciais(0, -- 100) e(0, --0.5, -- 1 l

jno "futuro"), e (0, 100) (no "passado"). Tais piojeções dão uma idéia do comporta-

mento das soluções do sistema, ao naanteimos p = 0.01 fixo e variarmos o parâmetro

A: para '4 = 0.1 e .4 = 0.4(Figuras(b) e(c)), as soluções estão separadas(tal com-

portamento se repete pala 0.1 < .4 < 0.4, conforme sinaulações desenvolvidas); para
Á = 0.49 (Figura (d)l, há indícios de que as soluções se tangenciam pela primeira vez;

para '4 ' 0.5 e Á = 0.52 (Figuras (e) e (f)), as simulações efetuadas indicam que as

soluções se intersectam tranversalmente

.\ piojeção da. solução mostrada na Figura 3.6 (f) sugere unia dinârllica complexa

pala as soluções do sistema perturbado. Porém, uma análise mais detalhada. mostra

que trata-se apena.s de uma solução periódica do sistema. Com efeito. a Figura 3.6 (g)

mostra as soluções no espaço de fase(#,y,Z), e na Figura. :3.6 jh) plotamos as iteiadas da

transformação de Poincaré, determinada pelo fluxo clo sistema perturbado no tempo 2n,

com valores dos parâmetros /z = 0.01 e .4 = 0.52. Seis mil iteradas foiani plotadas, com

a mesma condição inicial usada para plotar as Figuras (f) e (g). O gráfico formado pelas

iteradas da Transformação de Poincaié sugerem que trata-se de uma órbita peiióclica
do sistema peituibado.

Pelas siiliulações desenvolvidas, as piojeções das soluções apresentam o mesmo pa-

drão da figura (f) (mesmo para diferentes condições iniciais) para valores de Á entre



.2 D 2 0 2A

(a) p=0.0 A::0.0 (b) p:O.OI A:O.l

(c) p=0.01 A=0.4 (d) p=0.01 A=0.49

Figura 3.5: Planos de fase clo sistema do exemplo (3.2.1) para diferentes valores dos parâmetros
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4 .2 0 2 4 6
(D »:0.0] A:0.52(e) p=0.01 A=0.5

(g) p:O.OI A:0.52 (h) p:O.O] A;0.52

Figura 3.6: Planos de fase do sistema do exemplo (3.2.1) para diferentes valores dos paránletros

b'í



(i) F:O.OI A;0.543 G) p:O.OI A:0.543

(k) p:O.OI A:0.99 (1) p:O.OI A:0.99

(m)

Figura 3.7 Planos de fase do sistema do exemplo (3.2.1) para diferir)tes valores dos parâmetros
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(n) p=0.01 A=0.98 (o) p=0.01 A=0.98

0) p:O.OI A:0.981 (0 p:O.OI A;0.982

Figura 3.8: Planos de fase do sistema do exemplo (3.2.1) para diferentes valores dos parâmetros

59



(r) p=0.01 A=0.985 (s) H=0.01 A=0.985

0.6 :1.6

(t) p=0.01 A=0.985 (u) p=0.0] A=0.985

Figura 3.9: Planos de fase do sistema do exemplo (3.2.1) para difereilt.es valores dos paraillet.ros
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0.5 e 1. Porém a transformação de Poincaré associada muda drasticamente

De fato, a projeção das soluções no plane-(z,y), para .4 - 0.543 e lz = 0.01, é

mostrada na Figura 3.T (i). .As iteradas da transformação de Poincaré afluxo no tempo

2a) associada apresenta uma curva invariante, que sugere a existência de um toro
invariante para o sistema perturbado.

Agora, para Á - 0.99. algo diferente ocorre: as projeções mantém o padrão da

Figura 3.6(f), porém a tranformação de Poincaré dada pelo fluxo do sistema perturbado

no tempo 2a apresenta un] tipo de "atrator", mostrado na figura :3.1 (1), com uma
ampliação da parte mais "cheia." do atrator mostrada na figura (m). Esta última figura

foi obtida plotando-se 7.300 iteradas da transformação de Poincaré, com coitdição inicial

(#, y) = (0, --100). Optem-se a mesma figura pala condições iniciais diferentes, tomadas
aleatoriamente.

As Figuras 3.8 e 3.9(n) a(u) dão uma idéia de como surge o atrator supostamente

existente, ao variar-se o parâmetro .4: primeiro existe o comportamento periódico das

soluções (Figura (o)l; a quantidade de pontos periódicos da Transformação de Poincaré

vai aumentando até que surgem curvas desconexas de pontos: finalmente se forma o

atrator conexo, conforme mostrado nas figuras (r) a (u). Tal comportamento é também

observado na formação do atratot de Hénon (conforme jll).

As simulações numéricas desenvolvidas sugerem que o atrator des(.rito acima, para

p = 0.01, .4 = 0.99, e condição inicial (0, --100), coilt.inua existindo pata quase toda

condição inicialconsiderada.

3.3 Um resultado mais geral

Considere agora uma perturbação periódica mais geral da família (3.5)-(:3.6), da forma

z?/ -- z/ + c ffc)t)

a + m.r+ ny + aa2 + bzy + cg2+ cg(=f),

(3.17)

l3.t8)y
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onde / e g são funções de classe C't. k ? 2 em K{, periódicas de período T = 2a/ú,

sendo õ = wX/l;:2':i- y2, com u > 0 constante. Suponha que / seja suficientemente

diferenciável para (lue possamos considerar seu desenvolvimento eni Série de Fourier,

dado por:
rTi

.r@0 - E(«.«.(«'0+ z,...«(«',0).n=0

Suponha ainda quc o termo ao da expansão de f seja distillto de zero, de maneira
que possamos escrevem

l3.i9)

./'(úz) - ". + E («««.(«'õl) + z'«'"("ú'/))

Substituindo-se a expressão acima no sistema (3.17)-(3.18), obtenl-se

n

:y + .(«o + ./'(.D/))

Ú n:."+"y+ ««,' +Ó-.g+ cy'+.g(àÍ)

Chamando /l = «zo, o sistema acima toma a. forma

=

Z -'y - g + H + c/(ãf) (3.20)

cr+ znz+ i?y + aT2 + bzy+ cy2 + cg(úf)(3.21)

Observe o fato (lue na expressão acima o para.metro /l, (lue desempenha. o papel

da parte autónoma da perturbação. (lue separa as variedades. aparece natulalnlente

quando o termo constante da expa.nsão da função periódica .r(â/) em Série de Fouriei é

não-nulo. Assim, sem esforço adicional. usando-se a mesma técnica da prova do Teoienla

3.1.2, prova-se o seguinte resultado, onde consi(leia-se unia perturbação periódica mais

geral da família (3.S)-l3.6):

y

Teorenaa 3.3.1 Slzponba que, /)ar'a ll = c :: 0 a /a7nz7ia de sís/amas po/fnomía;s qüa

práticos X.,. anda eln (3.20)- (3.o-l) sntisfn= as hipóteses (HI)- (H3) dn Ptoposi.çâo 3.1.!

Considere a !ütlçào

:;l/(Óo) = / e'X;(')''(l+ p2(f)')''Q(plf)).f(uf + óo)df.
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.«de g(t) á « se/«ção de X,,., co"': p c.«Zid« «« «l« {««,{««l. {,
S' A4(#'o) posa«{ k p."lo. c,algo. «ã. d.g.«.,'ado;, é-,'#',. -.,ék, .m l0,2«), co«.
A/(d'i) # A/(@j) P«,« i# .j, . A/(éi) # 0, V{, .«lâ. «{sl. «m« «á;i«À««ç« d« o,ág.m

"' "p«ço de p«,ám'*"s, co«lendo c«,«. c{(p), í = 1,2,-.. ,k, l«{' q«e, se o p.,
(p,c) € ci(.H), o sistema perturbado apreseTtta tangêrtcias heteroctínicas quadráticas en-

*" « «,i.d«de' {««,i««l« U'':,.(0:('1) ' WPu..(0,(;)) d« ó,bÍI« pe,íódác« de r3.20)-

(3.21) no ãn.anito. Além disso, dentre as curdas acima, existem duas curdas, e«(p) e

eM(.p), que dividem tinta ui inhança do espaço de parâTn.erros em quatro regiões disjun-

Las, St,Sa,Ss.S4, tai.s que (Fig'üra 3.10):

i) s'(P,') C S: .«(p,') C S,, e"lã. t'q,.(o,(')) n wPs,.(o-('))

ii) as curdas ci(p), z = 1,2,.. . ,É, (om i :# zn e z :# À/, estão conlÍdas nas regiões S3

e S-, s'«d' q«., .. &/(é{) > 0, 'nlã. Ci(P) € S; ' .. M(éi) < 0, ci(P) C S-;

iii) se (p,') € S, o« (P,') C S., '"lã. WPu,.(0,(')) ' WP',.(a:(')) '' i«le««t«m, ..«d.
tal intersecção:

a) Z««gênci« q«« ,áíÍc«, « (P,') C .;(P), P«« «/g««, i, ««- 1 < Í < k, ."

b) tra,zso«sa/, se (p, c) cÍ(p)

Prova: A prova do teorema acima é feita seguindo passo a passo a prova do Teorema

3.1.2, para cada um dos pontos críticos @f, e levando em consideração os seguints
detalhes:

1) como A/(@) é uma função diferenciável, periódica em l0,2a), ela assume valores

máximo e mínimo g/orais neste intervalos chamando tais valores Ó.., e Ó.i., respecti

vamente, e supondo"se, sem perda de generalidade, que J\4(é,.i«) < 0 < /k/(Ó«-),

tem-se, seguindo a prova do Teorema 3.1.2, que as curvas cÀ,/(lz) e c.(p), do enunciado,
são dadas por

-iR:=ã"
e

.«M- ãiÍ:l: p o D
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E À
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Figura 3.10: Regiões dadas no enunciado do Teorema 3.3.1. As curvas de tangéncia q(p) estão

contidas nas regiões S3 ou S4, dependendo do sinal de A/(Ói)- As curvas "especiais" («(p) e (Af(p)

repr's'fitam as "primeiras tangências" entre as variedades l!'J..(0i(s)) e 11';'..(02(s))

onde

' e' X;(')a'(l + y2(f)')':Q(l, y2(Z))dÍ.

Analogamente ao (lue se faz na prova do Teorema :3.1.2, mostra-se (lue pala ll > 0

e c«(p) < c < c.v(/él (o« sda. na região S'2), as ~'aiiedacles invariantes, lt,',:',.(02(s))

e I'tl,.(0i(s)) não se intersectam: por outro lado, para /l < 0 e c«,(pl < c < c«(p)
(região SI), tem-se a mesma conclusão. Assim, as curvas c.l/z) c cÀ/lit) cleteiminam os

"primeiros pontos de tangência" entre lt'T,.(é?2(s)) e ltT,.(0i(s)).
2) Considerando-se a hipótese

f

À./(éi) # A/(@j )

para í # j, temi-se À/(Q«..«) < ,v(éi) < Ji/(d«.,). para todo i= 1,2, ..,A. com

i # m e ; # ]v. Dessa desigualdade e do fato de (lue .S' < 0, segue (lue as curvas ci(/1).
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dadas por

.;(p) - -'Ã7ilMP + o(p'),
estão contidas nas regiões S3 ou S4, dependendo do sinal de A/((éf), que determina o

coeficiente angular da neta tangente à curva na origem: positivo se A/(@i) > 0 e negativo

se M(Ói) < 0. Piava-se assim o item ií).

3) O item iii) é provado de maneira inteiramente análoga à prova do Teorema 3.1.2,

obser«nd.-se o fato que, se(p,c) C S3 o«(p,c) C S., mas(p,c) « ci(p), então(p,c)
pertence a alguma curva cuja reta tangente na origem tem coeficiente angular S/zv(éo),
com éo :# éi, VÍ, donde segue que A/'(@o) :# 0. O resultado segue então aplicando-se o

Teorema 2.4.2. H

3.4 Claso 2: Campos polinomiais de grau m com uma
reta invariante

Os resultados da seção anterior podem ser ext.endidos sem esforço adicional para campos

polinomiais de grau n, com uma rega invariante, que não contém pontos de equilíbrio,

conectando dois pontos de sela hiperbólicos no infinito. Considerando novamente, sem

perda de generalidade, que tal rega é dada pelo eixo-#, pode-se escrever a equação
diferencial associada ao campo da seguinte forma:

ã = =P(#,y

Q(«, g)y

onde P(3, g/) e Q(#, g) são polinâmios de grau n -- l e n, respectivamente, com C?(0, g) >
o,Vy.

Observação: Das considerações acima segue (lue o grau do polinâmio Q(0, y) deve ser

par, pois caso contrário Q(0, g) teria pelo menos uma raiz real, e o campo considerado
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um equilíbrio sobre o eixo-y.

Perturbações periódicas do tipo

«P(=, g) + ../'(õz )

Q(-', y) + .í/lüí )

com ./(úf) satisfazendo as hipóteses dos teoienlas anteriores levam às mesmas conclusões

obtidas. sendo ã = w(X/l;:2':i:'Í7)" ' , com w > 0 constante

3.5 Caso 3: Campos polinomiais com uma curva

qualquerinvariante

Seja X =(P(=,p),Q(a',y)) um campo vetorial polinomial de grau zl. Suponha(lue o
campo compactihcado pl.X') possui dois pontos de sela hiperbólicos, 0i e 02, no bordo

do disco de Poincaré, conectados ])oi uma trajetória heteioclíilica 'ls), e que o arco

a(s) que conecta tais pontos no bordo do disco não possui singularidades (conforme
Figura 3.11).

.a(s Y(s) a(s)

Figura 3.1 1: Plano de fase do caillpo -\ no disco (le Poincaré

Considerando-se uma rotação de ângulo À. cona À suficientemente pe(lueno, do cana
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po X, obtem-se o sistema

co.ÀP(«, y) - ..«.XQ(,, y)

..nÀP(z, y) + co..XQ(«, y)

Para À suficientemente pequeno, cosa > 0. Assim pode-se dividir o sistema acima

por cosa, obtendo-se o sistema equivalente

p(«, v) - pQ(,, y)

Q(-, v) + pp(«, w),

l3.22)

(3.23)

onde p = ZgÀ.

Em j2SI foram estudadas perturbações autónomas de ciclos singulares infinitos nã(»

simétricos do tipo acima, e foi provado, entre outros, o seguinte resultado

Proposição 3.5.1 Se o cÍc/o singü/ar á?z#rzifo rnáo-síméfr coJ '(s) U 0i U a(s) U 02 é

hiperbólico, o sistema (3.22)-(3.23) possui) para F > 0 su.RCienteTitenl.e pequeno, am

único ciclo limite hiperbólico, cuja imagem, oia projeção centra!, está contida numa

uiz nAa7zça do cic/o sina?z/ar {rzánÍto 7(s) U 0i U a(s) U 02, ez sfenle pa7'a p = 0. Por

outro lado, para p < Q su$cientemente pequeno, o sistema não possui órbitas periódicas
na uizinh.onça de F (Figura 3.12).

Observe que, neste caso, a rotação do sistema faz o papel do parâmetro /l considerado

nas seções anteriores, ou sqa, separa as variedades estável e instável dos pontos críticos

no infinito do campo X Neste caso, porém, a perturbação possui o mesmo grau do

campo original, sendo ilimitada se considerarmos (=,y) C IR'. Isto constitui outra

diferença entre nosso trabalho e os métodos de perturbação comumente encontrados na

literatura, que consideram, em geral, perturbações por funções limitadas. O problema

da não-limitação da pertuiabação é resolvido aqui com o artifício da compactificação.
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Figura 3.12: Bifurcação do sistema(3.22)-(:3.23), para p variando ilunla vizinhançade zero(conforme
[2s]).

Considere agora a seguinte perturbação periódica do cama)o(3.22)-(3.23)

T

!

P(z, y) /.Q(-', y) + ..f(Ú/)

Q(=, y) + pp(a, y) + .g(üíl.
l:3 .2a )

l3.2sly

onde H e c são para.metros leais, ./ e g são funções de classe C't. A ? 2, em IR., periódicas

de período 2a/õ, sendo ú = w( X/i2':f"i7)"''

Teorema 3.5.2 Ara.s corzd;çõcs afim.a, para /z e c si/./ic/erz/er7zcll/f /)eqizenos, o sís/ema

(3.e4)-(s.es) posslt{ duas ót'filas perió(1lcas hi.pei'bélicas. Otl.s~l e 0ZI.s'l no {n.Rnjto. caIR

«,.{.d«d« {".,«,,i««/..' ll'T..(0-(s)) ' tt.';l',.(0,(')). Co,..-;./.,'. « ./'««Ção d. So/on,«g.,--
N/{elnikou associada no sisteTua. anda por

]q'/(«'o) = /'* e'./=õN''(pi(/)' + Pa(/)')' ' l/'lP(í))P(/ + oo) -- Q(P(/))./'(f+ éo)ldf.

onde p(.t) e Q solução il.il filada. contjdu na ctlrta int'ntimltt quc cottecta os poi-tios de

sela lto in$nito. Se Àrl.@o) possltir soment.e dois pontos c-míticos. um de má.ri.m.o e uln

de ntínimo, não-degenerados. então l)aia l*p:c) numa ti=inllatlça da OI'icem., o sistema

(3 e4)-(3.eS) «p,e''«t« di«g-«,«« d. bi.f««açâo .q«i«t.«l. «. d. it.,«« (3.9)-(3.10)
descrit.o lto Teor'ema 3. 1.2 (Figul'a 3.2).
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Prova: A demonstração é feita de maneira análoga à do Teorema 3.1.2, com pequenas

adaptações, (lue descrevemos a seguir. Das hipóteses sobre o campo (3.24)-(3.25), segue

que, para p :: c = 0, sua conlpactificação apresenta, no espaço de fase estendido D2 x Si

duas órbitas periódicas, dadas por

0-(s) {(0-,0.w.+ Óo) l ' C ]R, e óo C l0,2«)},

0,(') {(0,,0.«,.+@o) I' € ]Re Óo € 10,2«)},

com variedades invariantes }r'(é)i(s)), estável, e T1/"(02(s)), instável, cont.idas no inte-

rior de D2 x St, coincidentes. Na notação do Teorema 3.1.2, a expansão em Série de
Taylor em torno de (p, c) = (0, 0) da distância entre tais variedades, em lmla seção E''
é dada por

d(@o, P, c)
S'P . À/(éo)
+- + --lÀF'. + R(@o, A', .)

onde

R(éo,p,')(Óo,p,c)p'+ Z,(Óo,P,.)H. + c(@o,P,.).',

sendo a, b, c funções diferenciáveis tais que a(Óo,0, 0) = 6(@o,0, 0) = c(@o,0,0) = 0.

Chamancl0 77 = c//z e colocando-se H em evidência na expressão acima teria-se

d(óo,p,q) = /z(S+ A/(@o)77+ a(p,p?)H + ó(p,#T7)pq+ c(P,Pq)z/'P) := PA(oo,H,?/l.

donde segue que, para /z # 0 suficientemente pe(lueno, os zeros da função -.\ serão

também zeros da função d.

Considerando agora a perturbação autónoma dada pela lotação do campo. tem-se
usando a expressão (2.16) do Capítulo 2,

t+ rt . , ., . n-+2

.-.Cõm''(ç:':(1)' + p:(f)')' ' lp'(p-(í),p:(t)) + Q'(p-(í),?:({)laf < o.

onde ?(Z) = (?i(f),92(í)) é a solução do campo -X' que conecta os pontos de sela no

infinito. E claro que S < 0, já que o integrando é produto de termos positivos

t

al 00 , P9 Z71
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Além disso, usando novamente a expressão (2.16), encontramos

M(Óo) = / ' e'X ;(')''(q'-(1)' + q'2({):)''# IP(ç'(1))g(/+ óo)) - Q(Ç'(!))./'(f + d'o)ldf

que é diferenciável no intervalo Óo C l0,2n), e, por hipótese assume valores máximo

e mínimo em pontos o«- e Ó«i«, que são não-degenerados. isto é: .v"(@.:{.) > 0 e
A/"(Ó«a:.) < 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

A/(@«f«) < 0 < A/(Q...)

Tomand.-se Óo tal q--e .t/(ão) # 0 e
S

A/ (Óo )

tem-se

á) A(Ü, @o,0) = 0;

j;) àl;:(Õ,Óo,0) - '7Jv'(Ç'o)

ÍÍj) -=--(z7,éo,0) = J\J'(@o) > 0.

De (i)+(iii) segue. do Teorema cla. Fuíição Implícita. (lue exist.e limo. função l/

?(#'.,p), pa:« (d'o,/') € \ i;(Óo) x \' í;(0), com ?(Qo. 0) = Õ = --S'/.\llÜ), tal q«e

A(,7(Óo, É. ) , Óo, P )

donde segue que (/(Óo, H, 77(@o, p)) = 0, ])aia iz suficientemente pequeno. .\lém disso, de

(ii) tem-se, dois casos a considerar:

a) Óo é ponto cle máximo ou ponto de mínimo de .v. Neste caso ãÕI(ü,d'o,0)
Calculando a segunda derivada com relação a Óo optem-se

bã-(», «'o, o) - s' < o.
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Logo, pelo Teorema 2.1.3, }1''(ai(s)) e H/"(02(s)) se tangenciam quadraticamente no

p-to ('y(0) + O(p), Óo) pa:: ,7 - i? + O(p).

b) Óo não é ponto de máximo ou de mínimo de À/, isto é,

JI/(Ó«í«) < &/(éo) < M(@«.,), con. M(Óo) # 0

Neste caso gâ(Ó, ão, 0) # 0 e, pelo Teorema 2.1.2, 1't''(0i (s)) e 14/"(02(s)) se intersectam

'ransveisalmente no ponto (7(0) + O(p), silo) e, por (iii), tal intersecção se naantém para

q = © + o(P).

Volt.ando-se a mudança de variáveis v7 = c/p optem-se as curvas

.«,.(p) - -'Ã7Õ:l=j-p + o(pD

.«W - -xiõã11;3p + ohD,
no plano"(p, c), para as quais W'(0i(s)) e W"(02(s)) se tangenciam cluadraticamente.

fica assim provado o item (a) do teorema

Procedendo de maneirea análoga ao que se faz na prova do Teorema 3.1.2 mostra-se

que, para p > 0 suficientemente pequeno, se c«(p) < c < cm(p), então, l,r'(al(s))n
11'"(02(s)) = 0. No caso en] que p < 0, o mesmo resultado é vá]i(]o, invertendo-se a
desigualdade na expressão acima. l

e

Note que os resultados desta seção dão um método para se obter tangências hetero-

clínicas (ou homoclínicas) e pontos heteroclínicos (honioclínicos) transversais, a partir

de conexões de selas formando um ciclo singular infinito. Basta fazer uma lotação do

campo para separar as variedades estável e intável das selas e cm seguida considerar

uma perturbação periódica da forma acima. Assim, variando-se a amplitude da per-

turbação periódica, obteni-se o primeiro ponto de tangência e também as intersecções
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transversais entre as variedades das órbitas periódicas no infinito. Além disso, o método

é válido tanto para conexões de selas no infinito como para conexões de selas finitas
contidas em regiões compactas do plano.

O resultado obtido acima se l)apeia no fato de que as rotações são perturba.ções

transversais à variedade Ei = {Conjunto dos campos polinomiais do plano que apre-

sentam conexões de selas no infinitos, isto é. as rotações (quebram as conexões de selas.

O resultado continua válido tambén] pala. outras perturbações mais gerais, desde que

satisfaçam essa condição de tra.nsveisalidade (representada analít.icanlente poi S' :# 0

nos teoremas dest.e capítulo). Utilizamos as rotações no estudo acima, com objetivo

de estabelecem um algoritnlo pala obtenção de tangêllcias e traiisversalidade enfie va-
riedades invariantes dos ciclos singulares infinitos, o que pode ser usado também para

análise de conexões homoclínicas em regiões compactas do plaíio

Observação 3.5.3 Cam.pos qundT'éticos copít ltlrta ])aT'(íbola e taTttbéiTt com uma hl.péT'bole

Inu tarte foi'ant considerados enl l91. Foi. ptouado qu.e \lllt cailtpo q\tndr(ético (lhe possua

alma hipérbole {ntatimttt irão T)ossüi ciclos-!irai.tes. Potént, Q leoa'ia a(llli- apreseltlada

nâo l)ode ser aplicada neste caso, cltju forma íiormal do cninpo é dada por

.(.y - c) + y(a.:' + by + .)

H(ry - y) + -(a., + by + c).

pois os pontos de equilíbrio no i.l-t$nito. cortect.aços pela hipél'bole. são degenerados (to-

dos os autoualo-res do .Jncobint\o (to cantão compacti$cado. culcttla(to l\estes })autos. são

nulos). Porétn. cona ullt pouco fetais de tiaba11to. .fa=eitdo-st. pot t.retill)lo, ulll blottin.g

ttp das stngltlat'l(andes elege lerndas. l)o(te-se annttsnl' {a.l pi'opte na

y

3.6 Caso 4: Ciclos singulares semi-infinitos

A teoria desenvolvida nas seções anteriores se aplica tanlbén] a campos polinomiais

com uni cfc/o s z?gt//ai .serll;-;n./ii?;/o. (lue definimos como seio(lo um ciclo formado pela



conexão de uma sela hiperbólica, p, na parte compacta do plano com duas selas, a. e
a2, no infinito(Figura 3.13(a)).

(a)
(b)

Figura 3.13: Ciclos singulares gemi-infinitos

Neste caso, dependendo da perturbação periódica considerada, pode haver a quebra

de uma ou das duas conexões da sela finita com as selas no inhnito, que pode levar
a existência de tangências ou intersecção transversal das variedades invariantes. Por

exemplo, se tivermos retas invariantes vertical e horizontal, conectando p com 01 e com

02, respectivamente, pode-se fazer uma perturbação de maneira que somente uma das
conexões se quebre.

De qualquer forma, usando-se as técnicas apresentadas na seção anterior, pode-
se calcular uma primeira aproximaçã.o da Função de Separação entre as variedades

invariantes dos pontos de equilíbrio e detectar as tangências e intersecções transversais
entre tais variedades.

l\'laia uma vez, neste caso também é necessário um estudo global do plano de fase
do sistema, via compactificação, para se estudar tais fenómenos.

Um caso particular de ciclo semi-infinito é aquele en] que os pontos críticos no

infinito são do tipo sela-nó, com variedade forte transversal e variedade central tangente

ao equador(chamado sela-nó tangencial)(Figura 3.13(b)). O desdobramento genérico

de ciclos singulares contendo pontos de sela-nó tangencias no infinito também foram



esuuaaaos em lzoJ, onde loi provado, sob certas condições, o surgimento de ciclos-limites

cle grande amplitude, com o desdobraillento do pontos de sela-nó no infinito.

Pode-se taml)éni considerar pert-urbações periódicas dos ciclos illostrados na Figura
3.13 (b).

Primeiramente, observe que, se considerarmos pertliibações periódicas (lue depen-

dem apenas do tempo, e não das variáveis espaciais, tais perturbações nã.o desdobram o

e(luilíbrio tipo sela-nó rlo infinito, já (lue sua existência é dada pela e(luação .,1.(0) = 0

e seu tipo é determinado apenas pelos teimas de grau ll e zi -- l do polinânlio, conforme

expressão da matriz jacobiana do campo compactihcaclo, (lue é dada por

l ÁI.(o) Á«-,(o) 'l

\ o -x.(o) J

Logo, mesmo mediante a perturbação periódica (de grau zelo) do campo, o ponto

de sela-nó e, conse(luentemente, sua variedade forte. continua existindo (isto é, tal

perturbação não desdobra a sela-nó). Pode-se então consideiai a. análise da quebra da

conexão da sela-nó no infinito com a sela liiperb(51ica na parte compacta do planto, com

relação à existência de taitgências e interse(.ções transversais. Toda a teoria apresentada

nas seções anteriores se aplica tambén] neste (aso

Observação 3.6.1 ü'/iz sis/er7za /90/ílzo/rz;a/ ba.s/arz/c cola/zec/l(/o. qzfc a/)/'cscl?/a corte.rõc.$

de ulx .ponto de selct }tipei'botica nn })note compacta do plullo (de falo. itn Ollgem.), (Oll\

portos do ti])o sela.-?tó taitgertcial no itl.Rriito. é o nto(tela cl(íssico de Ptedad.or-P).esa.

con\ as eqttnções de Lotka- \rolletra.
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Capítulo 4

Orbitas
P

Periódicas Ressonantes e

Bifurcações Subharmânicas

Os ciclos singulares inhnitos e gemi-infinitos de campos polinomiais, considerados no

capítulo anterior, podem ser de dois tipos: atratores (ou repulsores), ou acumulados

por órbitas periódicas (Figura 4.1).

(a) (b)

Figura 4.1 : Ciclos singulares infinitos: a) atrator; b) acumulado por órbitas periódicas

No capítulo anterior focam analisadas as bifurcações heteroclínicas dos ciclos singu

lares infinitos, decorrentes de perturbações periódicas do campo polinomial.



Neste capítulo estuda-se o efeito das perturbações periódicas sobre as órbitas pe-

riódicas que se acumulam nos ciclos singulares infinitos. Analisa-se também a interação

existente entre as bifurcações heteroclínicas de tais ciclos jtangências e intersecções

transversais), estudadas no Capítulo 3, e as bifurcações que ocorrem com o anel de
órbitas periódicas que se a.cumula neles.

Os resultados obtidos dão informações sobre a exist.êilcia de órbitas periódicas do
sistema perturbado, para determinados valores dos parâmetros. e estão no contexto dos

trabalhos l81 e jlõl, porém com diferenças significativas: os arléis de órbitas periódicas

aqui considerados estão próximos do inhnito e se acumulam em ciclos singulares infi-

nitos, enquanto que nos traballlos citados considera-se somente legiões compactas do

plano de fase. Além disso, os cama)os vetoiiais e as perturbações periódicas que con-

sideramos são distintos daqueles considerados em ISI e j161. Entretanto, as condições

encontradas para existência de órbitas periódicas do sistema perturbado são semelhan-

tes àquelas apresenta(las nos referidos trabalho.

As técnicas aqui litilizadas têm como base a Proposição 4.1.1, cla seção seguinte

sobre a solução da equação variacional associada a uma e(luação diferencial ordinária,

na vizinhança de uma órbita regttlal.

4.1 Definições e resultados preliminares

Com objetivo de formular os insultados (lue se pretende optei neste capítulo e esta-

belecer algumas definições e resultados prelinlinates que serão utilizados, considere o
sistema

:l ) + 'g(«,f), (4.11

onde u C IR2, c é un] parâmetro leal e g uma função de classe C't, k 2 2, en] IR,
periódica de período T. em {.

Suponha que o sistema acima possui, para c - 0. uni allel (le órbitas periódicas,
contendo uma. órbita periódica I'. cujo período está c/i? iessc,/z(iilc/a com o período 7

76



da função g, isto é, existe um número natural m tal que o período mínimo de I' é igual

a m7'. Neste caso, diz-se que I' é uma óróàía per ódÍca ressonalzfe. Nestas condições,
o problema que se coloca é o de determinar se existem valores cle c diferentes de zero,

para os quais o sistema perturbado (4.1) possui órbitas periódicas de período mT,

próximas de I'. Tais órbitas são chamadas s bAarmónÍcas de 07'dem m, pois seu período

é igual a m vezes o período da função de perturbação g(t&, t). Neste contexto, procura-se

determinar curvas c --} a(c) no plano de fase do sistema, com a(0) C I', tais (lue a(c)

é valor inicial de uma órbita subharmânica de ordem m do sistema perturbado. Em

outras palavras, procura-se subharmõnicas que bifurcam da órbita ressonante I', sendo
c,(c) uma curva de bifurcação de subharmânicas.

A idéia que usaremos para resolução do problema acima é, tendo em conta o caráter

periódico de g, considerar(4.1) como um sistema autónomo definido no cilindro R,2 x Si ,

através da mudança de variáveis @ = t, @ = 1, com o que tem-se

/(«) + .g(u, Ó) (4.2)

(4.3)

com u C IR2 e é € Si , onde Si é identificado com o intervalo 10, 7'), através da conside-

ração de 10, T) como o espaço quociente IR./TZ.

Assim, as órbitas periódicas do sistema nã(»perturbado ((4.2)-14.3), com c = 0)
passam a ser toros invariantes, contidos em ]R2 x Si (Figura 4.2).

Dessa forma, pode-se tomar uma seção transversal ao fluxo do sistema (4.2)-(4.3)
(Figura 4.2), da forma

PÓo {(u, é) l u C R' e @ = Óo C 10, T)},

sobre a qual define-se a rrz-ésÍma ííerada da Irans/armação dt: Poíncaré, .r7"
EÓ'. dada por

.rT(<1) mr, (, .), (4.4)
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L

identificados

Figura 4.2: As órbitas periódicas do anel do sistema (4.1), com ( = 0, passam a ser toros invariantes
para o sistema (4.2)-(4.3)

onde u(í,(,c) é a solução de (4.2)-(4.3) com u(0,(l,c) = € C EÓ'. Assim, se I' é uma

órbita periódica ressonante de (4.1), então, para ( - 0 to(]o ponto ( C I' é ponto fixo
de .f)om(O. De fato

.rT(zl) = «(m7', (, 0)

Tais pontos fixos correspondem a órbitas periódicas de período 77z do sistema (4.2)-(4.3)

com c = 0, que são subharmõnicas de ordem m

Para verificar se algum desses pontos fixos (e, consequentemente, dessas órbitas

periódicas de período nz) persiste para € :# 0 suficientemente pequeno, considera-se

então a função

ó((, ') .rT(0 - ( e,.) - (.

Assim: é clamo que os zeros da função á, que dão os pontos fixos de .rT, corres-

pondem a órbitas periódica.s de período 7nT do sistema peituibado (4.2)-(4.3), que são
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subharmânicas de ordem nz, desde que .f?({) # (l, para 1 < J < m.

Para estudar a existência de zeros da função õ definida acima, usamos, conforme
feito em lõl, dois resultados clássicos da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais

Ordinárias, que serão enunciados na próxima sub-seção (Proposição 4.1.1 e Lema. 4.1.4).

Omitem-se as provas, que podem ser encontradas em l41 ou lõl. Com base nestes resul-

t.idos, provámos um teorema fundamental(Teorema 4.1.6) que será usado no estudo das

bifurcações subharmõnicas que ocorrem no anel de órbitas periódicas que se acumula

no ciclo singular infinito de um campo polinomial no plano.

4.1.1 Equações variacionais e bifurcações subltarmõnicas

A solução da primeira eqlzação t;al'Íac;ona/

}l'' = o./'(?.((1))w,

associada a um sistema da forma ú = ./'(u), eín torno de uma solução z( = p.(O,

pode ser obtida com a seguinte proposição, conforme j131. Para enuncia-la, lembremos

antes que, o dÍueryenZe e o rofacáona/ de uma função vetorial / : IR2 --} IR2, com
/(#, 3/) = (./i(z, 3/), /2(z, g/)), são definidos por:

dí«./'(*,y): y)+?:&(*,z/),
3= a'y '

,.t.f(*, d:- il(«, d - gil(«, g4,

e que a curualara e.$ca/ar de uma curva diferenciável f --} (zlf), y(f)) é dada por

t'y --'y=

(á' + ú:)'/'
Proposição 4.1.1 Sd« p. o ./7«o d" 'q«açã. dz/e««c{«/ «l ü), « C R'. Se
/(u) # 0, então a malrí; /uz7damenfa/ 1 --> q'(f), cozrz (D(0) = /d, se/ztção da equação

uartactonül Itomogênea

H

l,t'' = n./'(?.(0)t't',
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associada a ü = .fl.tt). é {al que

'p (f)/( 0

'>(f)./'({) = «(f,0./'(p:(0)+ ólf,e)./'"(p.(0),

o zde

b(Z,O = ÍÍ /(Oll e.Cai''.r(,,m)d.

«(l,C) /I' (2«( ,Oll/(ç',(e))11 - «'!./'(s'.(e)))b(.,Od'

Pelo que sabenaos, a prova cla Proposição acima apareceu pela primeira vez em
j13j, porém com um peqtteníssinio ergo, (luar sqa, a falta do escalar 2 multiplicando a

curvatura E, (lue comparece no integrando da função a(Z,e). A prova com a correção

pode ser encontrada no artigo l41 ou no livro lõl, pg. 331. .\s contas são trabalhosas.
porém trata-se de simples verificaçã.o calculatói ia.

Observação 4.1.2 .4s ./:tlriç(ies a e b qt e apareccrn no /eor'emíz acfmf/ /em ?zm s;grzi#ca-

do geométrico bastante i. l.poltante: se (l pe7'teTtce a uma orbita )eriodlca F, (te T)Criado

T, e E É' urnrz seç(ir9 /iarzsuersr// a I' ern (, ei2Zão

ó(7',e) e.-pl/ aí.../(p,(e))a.l

que é e:alimente a (!Crio du da tiall.s.forilLaçào de Poi.ncat'é associada a F. lto l)ottto

tl [5.]. Pot outro lado, se F está cot-tti.da ent um nttc] .A de órbitas periódicas c

= é umn seção ti'anst'ersal OI'l.ogonal a esse aitel, então H Junção al.T,€1) é tLln ntúlliplo

da derivada T'tíl), da JuTtção pet'todo TI.p'l, que associa Q cada ponto p C .Af\va o pet'todo

mínimo dü órbita peliódi.ca q\te passa pol' p. con]oin\e 141 (o\l ]õ]. pg.329).

T

0

Esta observação será utilizada adiante, juntamente com a definição a seguia
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Definição 4.1.3 Seja .4 zz7n ane/ de á7'pitas periódicas do sÍsZema á = /(u), com
« C m,:. Se « /««ção pe,údo, r(P), q«e -s.«i« « «'í" po«Zo p C .4 o pe,ú . m m.

da órbita periódica. que passa por p, Jor tal que T' Çp) :# ç), 'qp, então diz-se qüe o anel
,4 é um anel regular de ó7'bífs periódicas.

No caso em que se considera uma equação da forma tl - ./(tl) + cg(tl, {), que é o caso

de interesse neste trabalho, dada uma solução pt((l, c), a. equação variacional em torno

desta solução é dada por

}t'' p.({,o))}Ç''+ g(p l(,o), z),

que é chamada de sega nda eq?loção t/a7'áaciona/. .A solução desta equação pode sei

obtida utilizando-se a Proposição 4.1.1 acima, aplicando-se o método da variação das

constantes, já que sua parte homogênea coincide com a primeira equação variacional,

considerada na referida proposição. Tem-se então o seguinte resultado (a prova se
encontra em l41):

Lema 4.1.4 Sda ?t o ./curo da equação d{/erezzcÍa/ ú = /(u), u € R:. Se /(u) # 0,

enlâo a se/uçâo t -+ W'(t), do proa/ema de ua/or inicia/

T't/ = 0/(P.(e))}T'' + g(P.(e), f), I't/(o) = o

é dada po'r

}t'(1) f)+ a(f,(1)A/(fll/(p(e))+ 1ó(í,OÀ/(í)l/'(p*(e)),

co'lb

A'H :- .Á I'ÚÀ7 < /,g > -i;(:ÇiÀP « .f",g > lk,m)a.,

À/m :- .Á' lide"Êh.7-P < .f',g > 1 (p,(o)a',
onde Q e b são as fuT-tções de$nidus na PI'oposição 4.l.t, e <,> (denota o pi'odKt.o

inferno uslla/ do IR2
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Prova: ver l41 ou lõl.

Suponha. agora que o sistema ú = ./(u) + cg(tt,l) possui, para € - 0, um arie/

rega/ar de órbitas periódicas, contendo uma órbita periódica I', cujo período está em
ressonância com o período T da função g. Na próxima sub-seção mostra-se (Teorema

4.1.6) que, nestas condições, os zeros da função õ(e, c) = /Tle) e, definida em l4.S).

estão relacionados aos zeros simples da função /v(f), que aparece na componente da

solução I't'(!), na clireçã.o de ./i, no Lema 4.1.4.

4.1.2 Bifurcações subharmânicas em uni anel regular de órbitas
periódicas

Lenda 4.1.5 Se él / erlence a llnza óró ía periódica 7'essa«arl/e ./e l} = /(u), elz/ão ./'(a

pe,fe«ce «. / '«l.SC((,0)l, o«d' .5(e, c) = u(m7',e, .) -- (, ./../i,:fd" '«; r#.5).

Prova
õ( ((, o).flQ É(ó(«o,e,q.©) .:.

É(«(«.r,«o,CQ,q ,c.m)l...
á(«(mr -- ', cm)l,:.,
.f(«(,n7'. e, 0)) /(e)

Como consequência deste lema, fica clamo que não se pode aplicar diretamente o
Teorema da Função Implícita à função .5((, c) na tentativa de se cncontrai seus zeros.

pois, mesmo sendo ã(e, 0) = 0, á(((,0) não é um isomorfismo. Usa-se então um método

de tcdução, conhecido por N'létodo de Lyapunov-Schnlidt, pala iesolvei o problema.

Trata-se de considerei plojeções cle 8 em espaços ade(suados e usam o Teoienaa da Função

Implícita pala encontrar os zeros destas projeções, conforme o seguinte teorema.
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Teorema 4.1.6 Suponha que o sÍsfem« ã = /(u) + cg(u,{ + óo), de#n do em r4.ey-
(,4.S), possui, para c - Q, vm anel regular A de órbitas periódicas, contido na seção

'""««/ EÓ' = {(u,Ó) l u C R' e @ lO,T)} rF'Íg«« #.2). S'«po«À« «,«{', q«.

ezisle uma óróála periódica I', corzlida ei7} .4, clÜo período está em 7'essonáncÍa com o

período T da fuí\ção g, isto e, ex.isto \lm número natural w tQI que o período mínimo

de F é igual a mT. Considere a .função

M(',@o) - ./" e'X';'f@,+,M)'' < /'(g.--,(")),g(g....,("), t + d'o) > dí

.nde y.(u) á «m« par«melrázação de r, e « l«ngorm«ção de P.áncaré .r7" : EÓ' --> E' ,

de.Brida por P:"( ) = u(mT,(,c}, ottde ul.t,e,c) é a solução de (4.e)-(4.3) ta! que

«(0,(,c) Se .«{.fá'' "m po«l. (Ã,Óo) la/ q«e W(i,ã) (Ã,Õo) :# 0,

então, para e # ü su$cieítt.emir\te pequeno, P:" (e) pois'ui lm ponto P=o, qüe bifurca de

um ponto de F. Ta! ponto $=o corresponde a Tina órbita sltbharmõTtica de ordem m do

sistema perturbado(4.2)- (4.3).

9

Prova: Sejam p, o fluxo do sistema ü = /(u) e @f o fluxo do sistema ortogonal

z2 = ./1(u). Considere um sistema (local) de coordenadas (r,s), definido em uma
vizinhança da órbita ressonante I', inteiramente contida no anel .4 C EÓ', através da

seguinte função

H(,,.)
onde s C lO,mTI, r C L'Íz(0) e u C I', sendo um ponto fixo, mas arbitrário. Assim
tem-se

H,(,,') (H(,,')) ' H.(«,.) 0@,(9,(«))./'(9,(«)),

que são linearmente independentes e, portanto, para cada € pertencente a uma vizi-

nhança de I' em EÓ', existe (r,s) tal que ( = H(r,s). Escrevendo a função õ(e, c) =

.FT(O -- ( = TZ(mT, (, c) -- ( nas coordenadas (r, s) obtem-se

A(,, s, ') s), .)
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Assim, os zeros da funçã.o A(r, s, c) correspolldem aos pontos lixos da transformação

cle Poincaré /'." : =óo --> =Óo . Usemos o Teorema da Função Implícita para encontra-los.

Pri«..iramente tem-se Z\(0,s,0) = ó(y,( t'),0) = z'(mT, y,(:'),0) -- p,(u) = 0.

Considere agora a piojeção de .A na direção de ./(p,(u)) dada por

7'(«, ., . ) :< A(r, s,c), /(p,(u)) >

A derivada parcial de 7', com relação a r, calculada enl 10, s,0) é dada por

< a,(o. ., o), .f(p.(«)) >

sendo(lue z\,(0,s,0) = ó((p,(z,), 0)/x(p.(u)). Ágata,

õ: ,M,u.f'b.OU - â(«(mr,:',,k;M),q - d,,b,hU)l,:.
(«.(«:r, «,,k,(«D, nd:,b,m) w:,b,m)) l,:.
u((n.7', P;(-), 0)./''(P,I'')) - .f"(P,( -,)),

onde u((m7', ?,(1'). 0) é a matriz fuiidanlental da equação vaiiacional ii,' = D./'(.,p.l t'))it

com }b'(0) = /(/. Logo, usando a Proposição 4.1.1, tem-se

«c(n, r, P;( ., 1, ol.f'( .,.( «))

«(,nr, P.(«)).f(P.(u)) + b(«?r,y,(t,)).f"(p.(L'))

que, substituído na expiessã.o anterior, fornece

Ó((?.lu), 0).f"(?;(ul) = a(7727', p;(t,)).f(?.(t,))+ IZ,(nzT, ?,( t')) il/"(P.( t, ) )

Como a órbita periódica I' é não-hiperbólica, tem-se 6(i7zT. p,(t')) = 1 (conforme obsei

vação 4.1.21. Logo. da expressão acima segue (lue

z\,(0,.,0) Z,(. , u)a(« 7', P.(«))./'(?,1.')) (4.6)

donde tem se

< -X,lO. s. 0). ./'(?,( t,)) > z,('. '')«( «,1'. ?.( :')) l/(p,l .')ll '. l -l .T )
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que é diferente de zero, pois b 7é 0, / não se anula sobre a órbita periódica I' e
a(m7', g,(u)) # 0, pois, por hipótese, I' está contida em um anel regular .4 de órbitas

periódicas, e a é um múltiplo da função período (conforme observação 4.1.2).

Assim, como P'(0, s, 0) = 0 e P,(0, s, 0) # 0, segue do Teorema cla Função Implícita

que, para c :# 0 suhcientemente pequeno, existe uma função /z = /z(s, c), com /z(s, 0) = 0,

tal que

7''(A(s, c), s, c) =< A(/z(., .),., c), .f(P,(«)) >= 0.

Considere agora zX a projeção de A(/z(s, c),s, c) na direção de ./z, isto é

A(;, .) < A(A(', .), s,.), /'(y,(«)) >

Como A(0,s,0) = 0 e A(s,0) = 0, tem-se Â(s,0) = 0. Então, expandindo À em
Série de Taylor em c, em torno de c = 0, optem-se

A(',') .lz\.(.,o) + o(.)l,

donde fica clamo que os zeros simples da função A.(s,0) correspondem aos zeros cle
A(r, s, c), pala. € :# 0, suficientemente pequeno.

Para finalizar a prova, lesta mostrar que os zeros simples de A.(s, 0) correspondem
aos zeros da expressão A/(s,éo) do enunciado do teorema. Para tanto, derivando Â
com relação a c, e calculando en] c = 0 obtem-se

A.(., 0) :< z\,(ã(', 0), ', 0)A.(s,0) + A.lb(;, 0),., 0)), ./''(P.(«)) >

De /z(s,0) = 0 e da expressão de .A, obtida em (4.6), tem-se que

À.(s,0) =< A.(0, s, 0),/"(9,(u)) >

Por outro lado, da definição de z\(r,s, c) tem-se A.(r,s,0) = tl.lnzT,r,s,0), onde
tl.(í, r, s, 0) é solução da equação variacional tt/ = n.f(p.(O)i,}' +p(p.({1, 0), í+ Óo), que

pelo lema 4.1.4 é igual a

u/(t) = 1/v(!) + «({,Q.t/(t)l/(p.(ZI)) + IÓ(f, {)A/(z)l.r'(p*101



Em coordenadas (r,s) tem-se ( = H(r,s) = @, ,(u). Como queremos z\.(0,s,0) =

tz.(mT,0, s,0), tomando r = 0, donde ( = y.(t;), e coitsiderando Z = mT na expressão

c[a função À/(Z) que aparece ila. componente de .fl em ],t''(1), dada llo lema 4.1.4, obtem

se

it/(mr)

Portanto.

À.(s, 0) =< A.(0,s,0), .f'(p,(u)) >= Z,(nzT, ulll./''(p,(u))ll'A]'(«.T),

e, como Z)(mT, u) = 1, pois I' é não-hiperbólica,

À.(s,0) = /1"r e'.C'íf'.r(«.*,("D'' < /X(p.+,(t')),g(?!+,(ul,f + #'o) > (zz = À/(s,Ó'o).

e o resultado segue do Teorema da Função Implícita. l

m7'l
e'J' ':"Jtv,..,{')'' </'(p.+,(u)),g(g.+.(o),Z + Óo) > (/l

1/(v,(«))ll: Jo

Observe que, na furlção A/(s, Óo) dada no teorema acima, os parâmetros s e Óo têm

a seguinte interpretação geométrica: s está relacionado cona o ponto base (ou condição

inicial) considerado sobre a. órbita periódica ressonante I', pois, para Z = 0 a solução

pt+,(u) passa por ?,(u); o parâmetro Óo está relacionado com a seção transversal =Ó'

sobre a qual definimos a tia.nsformação de Poincaié P,"

Assim, final çóo e vadiar s significa. mudar a condição inicial p,(u) considerada sobre
I', mantendo-se fixa a seção transversal ="'. Por outro la(lo. fixar s e variar Óo, cor-

responde a fixar' o ponto base soba'e I' e considcrai' a seção transversal EÓo variável. .4s

duas abordagens são e(luivalentes, como se pode concluir da denlonstraçào do Teorema.

Na análise a ser realizada na próxima seção considera-se, sem perda de geneiali(la(lc

s ./iao (de fato, considera-se s = 0) e Óo variável, na função /l/(s, Óo).

A vantagem de se considerar Óo variando, ein vez de s, é (lue tal parâmetro representa

a fase da perturbação periódica g. Assim, pode-se verificar as hipóteses do teorema

analisando-se propriedades da função de perturbação g.

O Teorema acima será usado na próxima seção na análise de bifurcações subharniõni-

cas de famílias a do;s /)f/lárne/ros de campos vetotiais polinomiais no plano.
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4.2 Bifurcações subharmânicas de campos polino-
miais com uma reta invariante

Seja X um campo polinomial de grau n, com unia rega invariante, que não contém pon-

tos de equilíbrio, conectando dois pontos de sela hiperbólicas no infinito. Considerando-.

se, sem perda cle generalidade, que tal reta é dada pelo eixo-y, pode-se escrever a equação

diferencial associada a tal campo da seguinte forma

-'P(z , y#

Q(#, gy

onde P(#,y) e (2(#, y) são poliilâmios de grau n -- le n, respectivamente, com Q(0,y) >

0,Vy. E claro, neste caso, que o grau do polinõmio Q(0,y) deve ser par, pois caso
contrário Q(0, g/) teria pelo menos uma raiz real e, consequentemente, pelo menos um
equilíbrio sobre o eixo-g/.

Fazendo uma translação no sistema acima, com objetivo de deixar invariante a neta

{:z :: 1]. em vez do eixo-y, obtenl-se: após renomeai os coeficientes dos polinõmios, o
sistema

1.: - i)p(«, y)

(2 ( z . g) ,

l4.8)

l4.9)

e, consequentemente, Q(l,y) > 0, Vy.

Vimos, no Capítulo 2, que se os pontos de sela são os únicos pontos de equilíbrio

no infinito, a compactificação do sistema acima apresenta um ciclo singular no disco

de Poincaré, formado por '(s) (que é a compactificação da solução contida na neta

invariante {= = 1}), 0i e 02 (que são os pontos de sela do ca.mpo compactificado no

bordo do disco de Poincaté) e a(s) (que é o arco de trajetóiia do campo compactificado

contido no bordo do disco) ver Figura 4.1.



Suponha que o ciclo singular 7(s)Ué)i Uo(s)U02 é acumulado por órbits periódicas do

campo compactificaclo (Figura 4.1 b)). Tais órbitas correspondem a órbitas periódicas

de grande amplitude do campo polinomial no plano.

Seguindo as idéias desenvolvidas no Clapítulo 3. considere unia perturbação periódica

do campo a.cima, da. tornam

P(.,, 3/) + P + ,4./'(ÕZ) (4.10)

ú g/) + .4g(Ú/), (4.11)

onde P(z,y) = (.z l)P(;z;,g), .f e g sã.o funções de classe (I'x'. [ ? 2,. peiió(bicas de

período T = 2n/õ, sendo p, ,4 parâmetros leais e ü = wlX/i2':i:';7)"'', com w > 0

constante. Trata-se de ullla pert-urbação periódica de amplitu(le .4 c frequência ü,
que depende cla posição (=, g), con]binada cona unia perturbação autónoma, dada pelo

parâmetro p.

Nesta seção analisa-se o eíbito da perturbação acima. sol)re o ai)el cle órbitas pe-

riódicas de giailcle amplitude (lue se acumulaiii no ciclo singular infinito. Os métodos

apresentados podem sei utilizados também no estudo de outros tipos de perturbações
periódicas, como por exemplo,

p(.', p) + É.: .f(=f )

Ú = Q(.-, g) + A.2g(Ü/).

sendo pt e A12 parânletios reais. Poiénl. como o mteiesse (leste trai)alho e o estudo de

perturbações periódicas como as apresentadas no contexto (lo Clapítulo :3. no que segue

será considerado o sistema(4.10j-(4.11).

Como, para o campo polinomial no plano. uma parte de tais órbitas periódicas tende

para a rega invariante, e outra porção tende pala infinito, de maneira que não se tem

controle finito sobre elas, para nlelhoi estuda-las consideremos a compactificação de

l4.10)-(4.11) no disco de Poincaré. dada pol (conforme (.capítulo 2)

}l: Pi.4.-fl0) + ./(0. P. A/. -4. üs l

n

l
l4.t2)
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n

-- >ll: P'+' R..i(0 + ã(0, P, P, .4, ã.), (4.13)

onde

.4t(0) = --Pt(coso, seno)seno + Qk(coso, seno?)c«0

Rk(0) = /'L(coso, seno)coso + Qi(coso, sez?0)seno,

para 0,1,. ..,n, com 0 C l0,2-) e p C lO, .o).

/lO,P,P, .4,Ú.) - P"l'lg(«')-'0 -(p + 4./'(Ü's))''"01,

@(a,p,p, Á,üs) - --p"+' l(p+ Á/(üs))coso + dg(â's)serz01 ,

Observe que a derivação acinaa é relativa a variável independente s, que aparece

explicitamente nas funções ./ e ©, e representa o tempo do sistema, no disco de Poincaré

O problema que se coloca aqui é o seguinte: quais das (órbitas periódicas contidas

no anel que se acumula no ciclo singular infinit.o, para p = 4 = 0, persistem como

órbitas periódicas do campo perturbado, ao fazermos p # 0 e .4 # 0, suficientemente

pequenosf

Seguindo as idéias apresentadas na seção anterior, tomando-se é = õs, pode-se

considerar o sistema acima como um sistema autónomo nlmla variedade difeomorfa ao

tolo sólido D2 x SI. dado por

+ ./'(o. p, p, ,4, ÓI l4.i4)

{(o) + g(o, p, p, .A, Ó) l4.1 sl

l4.t6)

onde co > 0, e identificamos S' com o intervalo 10, 2n 1, considerando tal intervalo como

o espaço quociente IR/2nZ.

Um esboço do retrato de fase clo sistema (4.14)-(4.16), com H = .4 = 0, no toro
sólido, é mostrado na Figura 4.:3. As órbitas periódicas que se acumulam no ciclo
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singular infinito se tornam, no espa.ço de fase estendido D2 x Si. toros invariantes do
sistema.

identificados

8 ,( s)

Figura 4.3: Retrai.o de fase (lo sistema (4.14)-(4.16), cona // = .+ = 0. lio toro sólido. As órbitas

periódicas que se aculllulanl iio ciclo singular infiíiito se t.orçam, neste espaço de fase estendido, toros
invariantes do sistema

Estanhos agora nas condições apiopiiadas pala aplicar os iesultaclos estabelecidos

na seção a.nteiioi

Para tanto. coiisideie o sistema (4.14)-(4.16) escrito na forma

F'( t.) + É.G'i( t.) + .4G:( «. Q) la.ir)
l4.ts)

onde u =(a,p). w > 0, <ó c l0,2a ), e

r'W,d- (Ep;.4«-.W, 'R...M)
z :: l z = 0

';-P.d - (-«"..«". «.").
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c,P,d - (," «0«.' »..«q, -«"''Uk0«." -'-«M..«q)
Tomemos a seção transversal ao fluxo do sistema acima, definida por

EÓ' = {(0,p,@) l (0,p) c l0,2«) x lO,+.o) e é Óo C l0,2«)},

sobre a qual se define a nz-ésima iterada da transformação de Poincaré, associada ao

c-,mp' (4.14)-(4.16),
vd''o ----} =óo

dada por

.pP=Á(«o) = «(,nr, «o, óo, P, .'l),

sendo u(t, tzo, '#o, p, ,4) solução de

F'(«) + PG:(u) + .AG:(u, é(.)), l4.i9)

com u(0,uo, éo,p,Á) = tlo, onde Ó(s) = ws+éo é a expressão de @, obtida como solução

da equação (4.18), com @(0) = Óo. Assim, pala s = 0, u. € E+'

E claro assim que os pontos fixos da transformação de Poincaré acima correspondem

a subharmõnicas de ordem nz do sistema (4.14)-(4.16), desde que .r:ll,.,l(uo) :# uo para
l < .j < m.

Em resumo, o sistema ü = F'(zz), associado ao sistema compactificado (4.14)-(4.16)

com p = .4 = 0, possui um anel ,4 de órbitas periódicas que se acumula no ciclo singular

infinito 0i U '(s) U 02 U a(s). Estamos interessados em estudar quais destas órbitas

periódicas persistem para o sistema perturbado 22 = F'(tz) + pG'i(zl) + ÁG2(u,é(s)).
pala p e Á pequenos.

Feitas as considerações acima. damos a seguir três Lemas técnicos (lue serão usados

na prova do Teorema 4.2.4, que é o principal resultado desta seção, estabelecendo regiões

no espaço de parâmetros(p, Á) para as quais o sistema perturbado(4.19) possui(órbitas

subharmõnicas de ordem m. O primeiro deles (Lema 4.2.1) estabelece a regularidade do

anel .4 que se acumula no ciclo singular infinito, para o campo polinomial considerado
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acima. Com o segundo (Lema 4.2.2), mostramos que tal anel contém uma quantidade

infinita enumerável de órbitas periódicas ressonantes. O terceiro (4.2.3) é um lema de

perturbação.

Lema 4.2.1 0 ane/ .4 C EÓ' de ól'ZPiZa-s /)er;ódácas do sfs/ema r#./9,1, corri H = ,4 = 0,

que se acizmí//a rzo cÍc/o s izgü/ar ?2$1zi/o l(s) U 0] U o(s) U 02, é rega/ar, em itm.a

utzl-nhança su.Hctenlemente pequena do ciclo.

Prova: Considere a seção tra.nsversal ao fluxo do sistema (4.19). com H = .4 = 0, dada
por

E = {(o,p) l o . p € to,P)}

com /i suficientemente pequeno (figura 4.4).

Y(s)

qpN

Figura 4.4: Ciclo singular infinito não hiperbólico, visto iio plano (0,p). cona 0 C l0,2n) e p C IR,
juntamente cona unia órbita periódica qP(s). contida ilo anel .4, seccionada pelas senões transversais
Ei. O eixo-f? (dado por p = 0) corresponde a fronteira do disco de Poincaré

Seja q'(s) a órbita periódica contida no anel .4. tal que q'(0) = (p,a) C
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p C(0,ê). Sda T(p) o período de q'(s). N'lostremos q« T'(p):# 0, para todo p C(0,P)

(diminuindo ê, se necessário)

Para tanto, considere seções Eí, { = 1,2,3,4, transversais ao anel .4, da seguinte

forma (Figura 4.4)

E: -{(o,p)lo-;+' . pelo,.)},

E:- {(o,p) io-T-' . pc to,.)},

=;-l@, ioc(#-.,l+0 . p-.},

s.-lW,p) loc(;-',;+.) . p-.}
com 0 < c < P.

Como as órbitas periódicas qP(s) se acumulam no ciclo 'y(s) U 0i U a(s) U 02, para P

suficientemente pequeno, cada órbita qP(s), com p C (0,P), cruza as seções transversais

Ei, { = 1, 2, 3.4, definidas acima. Assim, pode-se considerar

r(P) T, (P) + Ta (P) + T3(P) + T4 (P),

onde Z(p) é o tempo que a órbita qP(s) leva pala ir de Eí até Ef+. (identificando Eõ
com Ei, para fechar o ciclo).

Pelo teorema da dependência contínua das soluções com relação a condições iniciais,

segue que 7'i(p) e T3(p) são funções analíticas de p, tais que

yU.7'-(P) (0) <+'" ' .ll=+T3(P)=T3(Oj<+m.

Por outro lado, os tempos T2 e T4 são os tempos de transição de qP(s) próximo aos

pontos de sela, 01 = (0i,0) e 02 = (02,0), do sistema (4.14)-(4.161 no equador, sendo

0i = n/2 e 02 = :3a/2. Como, poi hipótese, tais pontos são selas hiperbólicas, e a matriz

jacobianêl do sistema, calcula nestes pontos é dada por (conforme Capítulo 2, seção 2.2)

l ÁI.(0i) Á«-:(0.) 'l

\ o -X«PJ ,l
}

(4.20)

l4.2i)
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com á = 1,2, por un] Teorema de Hartman (jlrl, pg. 258), existem vizinhanças Ui e U2

de 0i e 02, nas duais o sistema é diferenciavelmente conjugado a

ll:(o-)(o - «/2)

- R.(0- )P,

e

4l:(o,)(o - s«/2)

R« ( 0,)P.P

onde R«(0i) < 0 < .4l:(0i) e .41.102) < 0 < --R.(02) sào os «ut.o-lares do sistema

nos pontos de e(luilíbiio 0i e 02. respectivamente

Escolhendo c hxo, suflcient.ementa pequeno, de foinla que =i . E4 C UI e E2, =3 C (/2

afigura 4.4), tem-se então, das segundas equações dos sistemas acima, (lue o tempo de

transição próximo aos pontos de sela. eni função (le p, é dado pot

"w- hh)». ',w--zh'«PP)».,
onde pilp) é o ponto onde a órbita qP(s) cruza a seção transversal E., p2(p) é o ponto

onde ela cruza E2, sendo pi e /}2 funções diferenciáveis de /9. com

(4.22)

,yat P-(P) - ,ya. P2(P) - 0
E claro assim, da expressão (4.22) (late

lim.T2(p)=+«: e lim T4lp)=+:x.
P-+o+ ''' ' P-.}o+

Além disso, derivando-se T2 e Ta comi ielaçã.o a p tem-se

qM - }('llil'm « o . nw - -lil:Íe:F;;m < .,

l4.2:31

donde segue (lue

lim.T:(p)=--:» c lim H(p)=--::».
P-+o+ ''' ' P-.}o+ l4.241
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De (4.20), (4.23) e (4.24) segue que, para p suficientemente pequeno, 7''(p) < 0 e,

além disso, lim,-o+ 7'(p) = +oo, o que finaliza a prova. H

Do Lema acima segue que o gráfico da função período, T(p), tem o aspecto mostrado

na figura 4.5. Usando então este Lema, provámos o seguinte resultado.

TP)

Rê)
F P

Figura 4.5: Esboço do gráfico da função período, T(p), definida en] lmla seção transversal ao anel

de órbitas periódicas que se acumula no ciclo singular infinito

Lema 4.2.2 Para P su./ícierzlemenle pequeno, e=ísfe urrza seql/êr?cia {Pm.}iCN C (0,ê),
com limo-.,+-p«, = 0, a qiza/ corresporzde zzma /arnl7;a {q'«.(s)}iCm, de órbitas pe-

riódicas do sistema (4.iO), com p = A = 0, contidas rto anel A, tais que o pel'iodo

T(p"i ) de qP". (s) satisfaz, pata cada i, n seguinte relação de ressonância com o período

2 lw da junção de perturbação Gztu.Óts»

T(p..) = mi=-,

onde os mi são ntí-meros rzalura s país q?ze /{mi-+-mf = +oo

l4.2õ)

Prova: Segue imediatamente do lema anterior, já que T(p) é unia função contínua, que

tende pata infinito, assumindo todos os valores do intervalo IZ'jP), +oo). Além disso,



como limo-+- p«. = 0, e T(p«:.) --> +oo se p«. --> 0, da relação de ressonância (4.25)

segue que nlí -+ +oo, (quando ; q +oc. H

Lema 4.2.3 Sda qP(s), com. p C (0,/i), » sujcielzle/rle/z/e /)eqi/eito. l//na ól'ó;fa /ic-
riódicít de período TI.p) do sistema (4.tO), comi p = .4 = Q. cottlida 110 anel A. Então.

para p, A :# Q stt$ciottem.ente peqücltos. e:ti.sle u rlí ó).bi.fa (JPP (s). tido )tecessaiiaiucnte

Feri-ódica. qlte pode scl e:cpressü da Jottn.a

q;,.4(s) = q'(s) + lfqf(s)+ .4q;(s)+/z.o./

««í/o,«..«,.«'' '«, . c lo, r(p)l, ;«.,'« /../. P c (o,P). o«d. /....f. ;«d;« '','«,« 'í' g""
maior o\l ig\tal n doi.s em ft e .\..

Prova: A prova está feita. coral detalhes eni jlSI, pg.19:3. e lisa a estrutura geonlét.rica

das soluções do sistema na vizinhança do ciclo singular infinito 'y(s) U 0i U c}(s) U 02.

especialmente a persistência das variedades invariantes locais dos pontos de sela no

infinito, 0i e 02. H

Com os Lemas acima e usando os resultados da seçã.o anterior, provámos o segliinte
Teorema,

Teorema 4.2.4 Coitsidet'e o sisleltl.a (4.JO). (lado pot

zl = F'(«l + HGi({.) + .4G2(u.«,s+ Óo)

Suponha ql e, para Ée = .4 = 0, /a/ sís/clr?rz /)os.slt; l/m. c;c/o .sfrigu/ar 'y(s) UOt U als) U02

acumulado por u a tet A de órb{.t.as periódicas. Sejaitl. as .fünçães

Sm == fmT e. f' diuFtqPm {T\ldT < F-L l.(lp-.- l.s'l'l, Gllt(ipm l.s~l'l ~> (1.s.

À/.(Óo) = / e'fÓj"rU'mm) : < FX(q'"(s)).6'2lq""(s).ü's + Õo) > (/s.

0
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onde qP"(s) é zzma órb la per ódÍca ressozzanfe, confída no arie/ .4 e F, Gi e G2 sãa as

Junções do sistemct (4.19), sendo Ft o ortogoTtat de F

Se S. fol dilerent.e de zero e N'l. possuir somente dois pontos críticos. um de

«.á,ím. ' «,« múÍm., d«d« p.« Ó.., . Ó.{., Z«{. q«e À/"(@«.;) # 0 . À/"(é.i.) # 0,

e, a/ém disso, À/(Ó«i«) < 0 < A/(@...), então ua/em os segtlánfe.s 7'eszz/fados; ezÍs-

tem ctlroas dilerenciáueis A'rl.p) e A;' (p), para p su$ciertt.ement.e pequeno, que diuident

o espaço de pal'âmetros (p,A) em regiões disjuittas R\ e Rz (Figura 4.6) tais (/ue:

1) para (.p,A'j em R\, o sistema perturbado l)osszi 2 órbitas stlbharmõriicas de ordem

m, que bi.furcam da órbita ressonante q'"' Çs);

ii) P«« (P,d) 'm R,, «ão «{.Í.«: Ó,bál« s«Óã«,«.Ó«{c« q« i/u«««, d. q'"(.);
iii) p«« (p,.4) «. bo«do da' «giõ« R- . R,, .« sd«, soó,' "' '"''.'«. .4T(p) . .Ar(p),

existe zma única ótbit.a szbharmõriica de ordeTn in que bifurca de qP" l.s).

A t
l

l

l

l

l

f
J.
l

T
l
1 .

1 .
1 .
l
l

+
l
l
l

l

(2)
R: ( 1 )

Rz

(0)

(0)

. + . . e '

R,
(2)

( 1 )

l

Figura 4.6: Regiões Rt e R2 no espaço de parâmetros (p,.4), definidas no enunciado do Teorema

4.2.4. O número entre parêntesis indica a quantidade mínima de subharmonicas de ordem m do
sistema, para (p, .4) pertencente à região indicada.
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Observação 4.2.5 .4s /unçõcs S. c ]i/.(éo) qlíe apazeccn? no eizzzl?dado do /eorema

acima cones])ondettl. à .füllção ÀÍ(.s.Qo). coill s :: 0. do ettunciado do Teorema 4.i.C.
S.. {l-tdependc dc 0o })ois está rel.acioilafln à pcti'te atilâtl.otila da pei'turbação, en(luartto

que N'l.t#0) est(l i'etaci.orlada à parte peliódicn (ter placa do TeolemQ).

Prova do Teorema: Clonsidere a transforma.ção de Poincaré /]='.4(tz) : Eó' --} EÓ'
associada ao sistema (4.19). dada poi

/T4 (« ) t.( ,«T. t., Óo, p, .4 ),

o:.de u é a solução de ll =/'(«)+ 1'Gi(t') + ,4G'2ltz,«,. + éo), com «(0,lz,Óo,p,d) =

tt C Eó', sen(]o EÓ' = {(iz,ó) l t( C IR' eó= óo C l0,2n )}.

Expandindo a. função acima em Série de Tayloi. ein relação aos paiânietros p e .4

em torno de p = H :: 0 tem-se

/n(«) ?/(7}?7', zz, 0o, 0,0)+ tf.(17?T. il, Óo. 0,0)l( + t/.4(nzT. tz, @o.0.0).+ + R(Qo.// 4)

onde R(@o,p, .4) = a(Óo.p. .4)p' + b(óo,/{, .4)it.4 + c(do,/z. .4).4', sendo a. b, c funções

diferenciáveis, com a(Óo, 0,0) = ó(éo.0,0) = c(Õo.0.01 = 0

Supondo que tz pertence a unia elas órl)it.as periódicas iessonatltes. digamos q'"(s).

dadas pelo Leda 4.2.2, temi-se 11(71zT. ií. ç,o. 0,0) = iz. donde seglte que

/lb ( « ) t. = t..(}n r'. t.. éo. 0.0)I' + t'.4(17.7'. i., Óo.0.0).4+ Rido./.

Chamando

Z\(éo,p, ,4) := zt.(mT, u, Óo, 0,0jp + 114(nlT, ?/, @o,0,0).4+ Rléo,p. ,41

tem-se blue os pontos fixos de /;=T.4 são dados pelos zeros da função .À.

Pelo Teorema 4.1.6, da senão ai]teiioi. juntan]ente cona o Leiloa 4.2.1. (lue garante

que o anel de órbitas periódims ,4 do sistema (4.191 é regular. tem-se (lue. para /l e
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,4 suficientemente pequenos, os zeros da função zX definida acima dependem apenas de

sua projeção na direção ./'X(q'"(s)), ou seja, dependem apenas das componentes de lz,

e u..{ na direção de /X(qP"(s)), onde u. e u.,l são as soluções das equações vaiiacionais

associadas a(4.19), obtidas derivando-se o sistema com relação a lz e Á, respectivamente.

Assim, usando-se o Lema. 4.1.4, tem-se

< A(Óo, P, .4), ./''(q'"(.)) > S.P + &/«(Óo).4 + Rloo, lz, .4),

onde

Sm = lmT e- Jo diuFtqp"tjv\\dT ., Ft ÇqP'" (~s'l),G\l.qp" l.s'l\ > ds,

M«(#'o) - /l e'#';'rh'mh-DÚ, < r'"(q'"(s)),G2(q'"(s),us + d'o) > ds,

que são as projeções de [l. e u..l, respectivamente, na direçã.o ./i(qp"ls)).
Colocando p em evidência na expressão acima obtem-se

< A(éo,p, .A),/X(q'"(s)) >:= PIS«P + M.(éo),7+ Â(@o.H,q)l pZ\(@o , É. , ?) ,

onde l7 = Á/p,

R(@o,p, ?) = a(@o,p, ?p)p + b(Óo,p, 77p)p77+ c(Óo, iz, 77H)/zr7' o(P)

e, desse modo, pala H # 0 suficientemente pequeno, os zeros da piojeçã.o da função

A(@o,p, Á) na direção ./z(q'"(s)) coincidem com os zeros da fui)ção

.A(Óo,P, ,7) = S«P + M«(@o),7 + 0(P)

Por hipótese, S«: # 0 e .4{«(@o) possui pontos de máximo e mínimo não degenerados,

com .A/«(Ó«i«) < 0 < it/«(é«-). Supondo, sem perda de generalidade, que S. > 0,

e usando a expressão da função Z\, vamos determinar as regiões âi e R2 do enunciado

do Teorema. z\(@o,p,?) = 0 se, e somente se,

S'« + A/«(@o),7 + 0(P) (4.26)
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Por outro lado,

A.r.(@«f«) $ .1/«(Óo) 5; ÀI'«(é...,).

Das relações acima, isolando A/(Óo) em (4.26) e sendo l/ = .4/lz, segue (lue

À.r.(@.i«)
s'". o(p') $ À'/.(d,..,<
V

donde tem-se as relações

c ('

'z ? -)ül:16=lã-o(p) "" 'z ? -'Ãti:lã=:ã-o(pl '' 'z>o,
e

'z $ -'ÃCilZ:=--oM .« 'z $ -'Ãtjãlt:=-oM .. u<o,
Dentre as quatro relações acima,,7 2 --:Ü=;ii::;a --O(11) e '7 $ s" O(/z)

são sempre satisfeitas, devido às hipóteses. Usando as outras duas relações e voltando

a mudança cle varia.vens 77 = .4/ll, obtem-se, pala p > 0.

dã==p o@D
e

4 $ D.

Por outro lado, se lz < 0 optem-se

q

4 $ -'1i:lTã=:3'p - o(p')
e

.4 -- o,." .l/ 0(P').
v.: (@«., )

As quatro relações acima, para o parâmetro .4 como função de H, determinam as

regiões RI e R2 (Figura 4.61, no espaço de parâmetros, para as (duais existe pelo menos

uma órbita subharmõnica de ordena rl? pala o sistema (4.19), (lue bifurca da órbita
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periódica ressonante q'"(s). Tais regiões têm como fronteira as curvas ,4T(p) e ÁT(p),

com p suficientemente pequeno, dadas por

ÁT(p) - --Ãttã=1:JP - o(p'),

.4T(p) - -'Ã7ilil:i:=p - o(p'),
que independem da seção transversal EÓ', onde está definida a transformação de Poin-

ca[é l:'P=A. Dependem apenas dos valores de S«, .v.(é«í«) e ]v«(@«-).

N,lostremos agora, usando as hipóteses .v"(é....) < 0 e À/"(Ó.i.) > 0, que se (p, Á)

pertence ao interior das regiões Ri e R2, então existem duas órbitas subharmõnicas de

ordem m que bifurcam da órbita periódica ressonante qP" (s) e, se (p, Á) está sobre uma

das curvas ÁT(p) ou Á;:(p), existe somente uma subharmõnica de ordem m.

Expandido A/(éo) em Série de Taylor em Óo, em torno de Óo = @.., e substituindo

na expressão de z\(Óo,p, 77), obtem-se

A(éo,p,?) = S'« + JW«(@..,),? + /3,7(éo é..;)'+ 0((@o - @...;);)q+ 0(P)

com /3 = W"(é«-)/2 < 0. Assim, se (p,.4) C .4l"(p), então q = --S«/M«(Ó«-)

O(p), que, substituído na expressão acima, implica em que zX(Óo, p, 77) = 0 se, e somente

se,

/3z7(Óo -- Ó«.,)'+ 0((éo -- o«..)')V = 0

Como, para p suficientemente pequeno, #l7 :# 0, segue que a expressão acima se anula

se, e somente se, Óo -- @.., = 0. Portanto, se (p. .4) C .4l"(p), Óo = @«., é o único

zero de A(éo), que corresponde a uma única órbita periódica subharmânica de ordem

m, bifurcando de qP"(s).
Procedendo-se de maneira análoga, expandindo .l/(Óo) em torno de Ó.i., mostra-se

que, se (p,.4) está sobre .4r(p), então @. = é.i. é o único zero de À(éo).

Suponha agora que (p, .4) pertence ao interior da legião R2. A igualdade

A(@o , P , ,7 ) S« + W.(é«.,),?+ ©,7(@o - @«.,I'+ 0((@o é..,);),z + o(p)
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equivale a

g,7#'o 2Jqóo@..., -+ /y77Ó,..,' + S'. + .v.(Ó.:..)J7 + 0((Óo é.., ):3)? + 0(H ) 0

\ equação acima, como função de Óo, tem duas raízes leais se, e somente se, seu

discriminante foi estritamente positivo. o que. após alguns cálculos algébricos simples

equivale a

-a/3,ZIS« + .v.(@«,..,),? + 0((Óo - Q,«.,)'),? + 0(lz)l > 0

Como, para /t suficientemelate pequeno, 077 > 0, a desigualdade acima é verdadeira
se, e somente se

S'«. /.l.r« (@...;) - 0((Óo 0,,..,);)z? 0(/z)

Tomando (Óo -- @«..,) da ordem de H'/:3, como 1/ - 4/p, segue que O((do -- ó..,)')77 =

O(p). Assim, a desigualdade acima fica da forma

u < s«: lx'i. t$...) o(P)

que, para p suhcientemente pequeno. equivale à hipótese de (ÉI, .4) pciteíicer ao interior

da região R2, com Á > 0.

De modo aná.logo. expal)dinclo l\ em torno de oo = é,«i.. inostia se (lue a equação

.a(Óo, p, 77) = 0 possui duas raízes leais se (/z, .4) pertence ao inteiioi da região R2, com
/{ <~ u.

As duas raízes de A = 0 coiiespondenl a 2n? pontos fixos da transformação de

Poincaré .f)P=Á, correspondentes às duas órbitas subhaimâni(.as de ordem 27? do sistema

l4.19), que bifuicam da órbita ressonante qP«-(s). Fica assiril provado o Teorema. H

Observação 4.2.6 .4s /zf/)ó/cscs soólc a /tli?ç(io .v(ool qt/c a/)a/tce/rz r?o febre/ri.a acfrn.íz

estão diretantente relaciontidns coito plopTiedadcs da .função pet'i.sílica de peitltrbaçào

C;z(u,ws -} óa) do sitema (4. 19). colllo se pode t'(l de fila e.i!)I'essào.
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Com o auxílio da Figura 4.6, vejamos o cenário descrito pelo Teorema acima.

Fixando-se un] valor de lz, digamos positivo e suficientemente pequeno, e variando-
se Á na direção vertical, desde .4 = 0, tem-se: inicialmente, para Á próximo de zero, o

sistema não apresenta órbitas periódicas subharmõnicas bifurcando de qP"(s)l quando

Á atinge o valor H = .4i"(p), passa a existir uma única subharmânica de ordem m.;

finalmente, para Á > ÁT(/z) existem 2 subharmânicas de ordem m que bifurcam de

qP"(s). Estas órbitas correspondem a pontos fixos da Transformação de Poincaré .f m" ,

com p fixo, suficientemente pequeno. Tal cenário é comumente encontrado no estudo

de famílias a um parâmetro de difeomorfismos, dado neste caso por f)P=a. Quando o
parâmetro .4 atravessa a curva Ái"(p), ocorre uma ÓVurcação do Zípo se/a-nó para o
difeomorfismo, originando as duas órbitas subharmõnicas.

Para ilustram a aplicabilidade do Teorema acima, na próxima seção será feita a

análise de uma perturbação periódica do campo vetorial quadrático, contendo uma rega

invariante e dois ciclos singulares infinitos, considerado no Capítulo 3, no caso em que

tais ciclos são acumulados por órbitas periódicas.

4.3 Estudo do caso quadrático

Considere a família de campos polinomiais quadráticos

tty-- y

a + ma + ng/ + az2 + bTy + cy2.

(4.27)

(4.28)y

e suponha que o sistema satisfaz as hipóteses (HI)-(H3) da Proposição 3.1.1 do Capítulo

3. Relembrando, tal sistema possui somente dois pontos de equilíbrio no infinito, que

são pontos de sela hiperbólicas, 0i e 02, conectados por uma solução heteroclínica '(s),
que é uma reparametrização da solução contida na rega invariante {a = 1}, formando

os ciclos singulares infinitos '(s) U 01 U :La(s) U 02 (Figura 4.7). Além disso, o campo
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possui dois pontos de ecluilíbrio no eixo-:. que são focos ou centros

Lema 4.3.1 0 sisletila (4.e7)-(4.e8) l)osstli dois ccnt.ros 110 ci:ro-= se. e somente se
n = b = 0.

Prova: O sistema acima possui dois pontos de e(luilíbtio no eixo-.r, dados pol

sendo que o traço da matriz jacobiana do sistema. calculada tlest.es pontos, é igual a

zelo se, e somente se, 1? :: b :: 0, o (lue é uma condiçã.o necessária para que /çi e /ç2
seJ am centros.

Fazendo a mudança (le variáveis (.r, y) --} (r. --y) segue (lue. se 1) = 1? = 0, o campo

é simétrico em relação ao eixo-a e, portanto, Et e E2 sã.o centros. l

O retrato de fase da conlpactificação cle (4.21')-(4.28), com zl = b = 0. no disco de

Poincaré, tem o aspecto iiiostrado na Figura. 4.7.
0

a

0

Figura 4.7 Retrat.o de fase da conlpactificação do sistema (4.27)-(4.28). no disco de Poincaré

Considere apoia a seguinte perturbação periódica do sistema

ry y + É/ + -4(aicosõf + a2senãf)

n + nz.z + a.z-2+ cy2+ .4(Z)icosJ/ + b2scrz.D/)

l4.29)

l4.:30ly
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onde p e .4 são parâmetros reais, ú = wv=1;2 .+.. y2, com H > 0 constante.

Façamos uma análise das bifurcações subharmõnicas que ocorrem com as órbitas

periódicas do sistema, em clecorrência desta perturbação. Será considerado somente
o anel de órbitas periódicas contido na porção direita do disco de Poincaré (isto é,

--n/2 $ 0 $ a/2 - Figura 4.7), já que o estudo do outro anel se faz de maneira análoga.

Aplicaremos o Teorema 4.2.4 da seção anterior.

Para. ap]icar os resu]tados da seção anterior, em primeiro lugar é necessário observar

que, apesar de o anel de órbitas periódicas ter como limite, por um lado o ponto de

equilíbrio, e pelo outro o ciclo singular infinito '(s) U 0i U +a(s) U a2, estendendo-se

por toda a porção direita do disco, não se pode garantir que ele é regulam. Ou seja,
não se pode garantia que a função período seja estritamente monótona, em todo o anel.

De fato, trata-se de um problema em aberto saber o número de pontos críticos da

função período, definida eni um anel cle órbitas periódicas de um campo polinomial no

plano, no caso en] que tal anel é ilimitado, ou seja, as órbitas periódicas tendem, como

conjunto, para infinito (conforme l61).

Assim, como feito anteriormente, analisaremos as bifurcações subharmânicas somen-

te com relação às órbitas periódicas de grande amplitude, isto é, para a parte do anel

que se acumula no ciclo singular infinito. Para tais órbitas, vale o Lema 4.2.1 e também

o Lema 4.2.2, o que garante que elas formam um anel 7cgu/ar. no qual existe uma quan-

tidade infinita enumerável de órbitas periódicas ressonantes. Nos cálculos que seguena

consideraremos qP"(s) uma destas órbitas ressonantes.

A compactificação do sistema (4.29)-(4.30), en] cooiclenadas 10, p) é dada por

0 - acos3é) + (c -- l)sen'Ocaso + p(cucos'a.+ sen'0) + p'acaso

.pp2sen0 + Áp21(blcosws + b2senws)coso -- (aicosus + a2se7zws)sen01

» = --pies.n;a +(a + l)cos'0sen0 + p(n, - l)..naco.0+ p'asen01

-pp3cos0 -- ,4p3lla.cosas + a2senws)coso? + (blcosus + b2senws)sen01
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Chamando r'(0,p) =(F'i(a,p), F2(0,p)). com

F'-(0.P) c«;0 + (. l)scrz2acos0 + p(171cos20 + se7z2a)+ p2ocos0

F2(0,P) = -PI«'«'0 +(« + 1)co':a'.«0 + P(n, - l).'«Oco.0 + P'o..«01

G-(0,P) -P's.«0, -P;co;0),

e

c',(o,p) lo,p). a:(o,p)),
onde

G'; l(Z,-c««,'+ , nu )co.0 («-co'«,'+ «,s.n«;.)''«01

G': l(«-c«w'+ «,'.«u.)c«0 +(ó-co.w.+ b,..«w.)s.«01

pode-se escrever o sistema acima ila forma

'tz F'(«)+ /.Gil«) + .4G2(t{.ws+ éo) l4.3i)

onde t. =(0,p), Ó(s) = «,s + Óo é a solução de é = «,, com @(0) = Óo.

Estamos assim, nas condições aptopiiadas pala aplicar os resultados da seçào ail-

teiior. Vamos mostram (lue são verdadeiras as hipóteses do Teorema 4.2.4 pala a pei-

tu[bação periódica acima, ou seja, (lue as funções S'.. e ]l/.(Óo) associadas ao sistema

l4.31), definidas no enunciado do inferido Teoien)a. são tais blue S. # 0 e ]l/,.(Óo)
possui um ponto de máximo. é«-, e um ponto de n]ínimo, @..., irão degenerados, cor]]

.v"(é«.,) # 0 e iv"(Ó.:i.) :# 0.
Primeiramente, piovemos o seguinte Lema, (lue clá. as expressões clãs funções S'. e

.'l/.(Óo), (lue aparecem no enunciado do Teoienla 4.2.4, pala o sistema (4.31).

Lema 4.3.2 ds /lll?iões S'.: e iv.:(oo). d($iz;das /?o cl??lr7ciado do Teorcnla #.-o.4, re
latinas ao sistema (4.Sil, são dadas por

r717'

e' Jo'' a(r)dr/93jacos20 + cs(lz'Z0+ p/7?.cosa+ p2nl(/s.0
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e

A4.(@.) = - / .'J. '''''''p(.)'Ã'(0,p,Óo,.)d.,
m7' S

0

Ã'(0, p, éo, .) = ja-cos(«,. + Óo) + «,''n(«,' + @o)l(aco;'0 + c..«'0 + p«.coso + p'a)

+lZ,-«.(«,. + Óo) + b:.«(«,' + @o)l(p;en0 - p''.«0c«a),

.«de (0,p) = (0(;),p(.)) são « c«,d.««d« d- ó,bát« pe,íódí« «.«««Ze q'"(.) d'

(4.3í), e
22

--'-X , .; ./ , .. .. T'"-\'.
.(') p('):.AI...(o(')) - >1:(í + t)p('yR«-;(o(')),

{=o {::o

com .Ak(0) e Rk(0) de$njdas acima.

Prova: Considere o campo polinomial

P(=, y) + ../'(ü.)

Q(#, w) + .g(ü.),

e sua compactificação em coordenadas (0, p) dada por
n

}: PiÁ«-{(0) + /(0, P, c, Ó)
{-1

}: P'+'R. i(0) +g(0,P,c,@)
{:0

co.

onde

Át(0) = --/1,(coso, seno)sen0+ Qklcosa, seno)coso

Rk(0) = .f%(coso, seno)coso + Qx;(cosa. será)seno,

.n, com 0 C 10, 2«) e p C 10, oo),

.f(0, P, ', Ú) I'g(4')c"0 - '/(Ó)'"0l:
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0(o, p, ', é) - -p"'''' l./(#')"'o + 'g(@)''':01

Calculemos, para este sistema compactificado. os termos que comparecem no inte-

grando da função ]l/(Óo), dada no enunciado (to Teorema 4.2.4. Para. tanto, chamámos

1.-í(o), - >1: p;+' x...(o)).

Assim, omitindo, por um momento, os argumentos das ftmções, e chamando s = se7z0

e c = coso, obtemos:

0

n

r'(o,P)

< Ft.Qf.Ü)'>=

<(cEL.P'+'Pn-l + sEL:oP;+'Q«.f . --sEZ:;.P:R.-i + cEL:.P;Q..i),(/,g) >
c/EL;.pi+:p..i + s/EL.p'+'Q..i -- s©EL;.p;p,:-í + cgEL:. p;Q" ..

Substituindo as expressões cle / e ã na expressão acima, obtem-se, após alguns

cálculos simples. envolvendo propriedades das funções t.rigonométricas. a igualdade

gpn'LX ).=:Q Í)' p..i JPn'Ç\ l..t.o P' Q.-i

P"+: <( -- Elos;Q«-i,EL:.P'Pn-i),(/,g) >

onde .f% e Qt são polinõmios homogêneos cle grau b, componentes dos polinõmios P e (2

que determinam o campo não perturbado iio plano, isto é, P = }1:1-o /l. e (2 = >11:E:o Q*,
./' e g são as funções de perturbação do campo polinomial( P: Q). ílo plano. e <. > denota

o produto interno usual do ]R.2

Para o sistema polinomial quadrático peiturl)ado(4.29)-(4.:30). cuja compactihcação

é dada por (4.31), existem dois pares (./,g) de ftmções de peiturbaçã.o. a saber: o par

(/,g) = (1,0), relat.ivo ao parâmetro /l (perturbaçã.o autõnonla), e o par

< Ft , (f,Õ} >

(/,g) =(«:co.w' + «,'enws, b-".w. + b,..nu.),

relativo ao parâmetro ] (perturbação periódica).

Substituindo os polinõmios (quadráticos cine definem o sistema. (4.29)-(4.30) e os

pares de funções de perturbação acima na expressão (le < r'i, (./,ã) > obt.ida. e tendo
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em conta que o divergente do sistema quadrático compactificado não-perturbado, é

dado por

dÍ«r'(q'"(s)))'ÁI..;(0(')) - }:({ + 1)PI');R«-;(0(s)),
{=oÍ=o

obtem-se as expressões de S« e AI'«(éo).

n n

(4.32)

H

Observação 4.3.3 0óserue q?ze S'.: ndepende (Ze éo Irai.s está re/ac;gizada caIR. a pa.rle

ültõ«oma (la perturbação).

Com o lema seguinte prova-se que S'. < 0

Lema 4.3.4 Faia p. s?z$cienZemcrzíe pequeno, lem-se quc

.- ./: .(')''p(');l«c«:0(') + c..n'0(')+ p(.)m«.0(s)+ p(.raid. > 0

Prova: Considere a órbita periódica qP"(s) = (0(s),p(s)). Para p. suficientemente

pequeno, tal órbita está próxima do ciclo singular infinito 0i U'y(s)Ua2 Ua(s) e podemos

tomar as seções Ei e E2. transversais a esta órbita, definidas poi

,3a- 3n- . .

s--{(o,p)loc(-i-',-t+.) ' p-'}

s: p) l ac (1; - ', ;- +.) ' p
com c > 0 suficientemente pe(lueno (Figura 4.8).

Desse modo, supondo qP"(0) C Ei, podemos dividir a integral eni duas pa.nes
m7' ,.

. J. ''''''p(.);l.co':0(;) + c..n'é?(;)+ p(.;)mco'a(') + p(.)'alas

' .-.r'H)''P(')'l«co''0(.) + C.«:0(S) + P(.)«.co'a(.)+ P(.)'ald; +

[."re'e'('D''p(s)'lagos:0(s) + csen'0(s) + p(s)mcos0(s) + p(s)'alas = SI

0
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na(s)

Figura 4.8: Orbita periódica qP« (s), vista no plano (0, p), com 0 C l0,2n) e p C R, seccionada pelas
seções transversais Ei, i= 1, 2. O eixo {p = 0} corresponde ao bordo do disco de Poincaré.

onde T] é o tempo (lue leva para a órbita qP-(s) ir de Ei até E2, no sentido positivo.

Mostremos que a primeira das integrais na soma acima, St, é estritamente post
uva e o valor' da segunda integral, S'2, é muito pequeno, próximo de zero, para Pm
suficientemente pequeno.

Analisemos primeiramente S2. Pela forma como foram tomadas as seções transver

sais acima(Figura 4.8) e como qP«(s) fica c-próxima do ciclo singular ,y(s)UOi Ua(s)U02,

para s C ITI,m7'l tem-se 0 < p(s) $ c << 1, donde p(s); < c. Por outro lado, sendo

p(s) limitado, o termo

.(') p(;yÁI...(o(')) - >ll:(í + i)p('yR,. :(o(')),

é limitado, donde segue que ezp(-- áos a(r)dr) é limitado para s C l7'l, m7'l, digamos pol'
uma constante Xi < .o. Além disso, é claro que cacos'0(s)+csen'0(s)+p(s)mcos0(s)+
p(s)'al $ K2, para uma constante /\', < oo. Então tem-se

mT ,.

e' J. 'un"p(s)'cacos:0(s) + csell:0(s) + p(s)mcosa(s) + p(sl:aldsl < .r(tÁ'2(mT -- Ti )(

(4.33)

n n

0 0Z

Ti
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Para mosto'ai' (lue a integral St é estritamente positiva, usa-se o fato de que, para Pm

suficientemente pequeno e s C 10, 7'il, tem-se, pelo Teorema da Dependência Contínua.

que qP"(s) fica próxima da porção da órbita heteroclínica '(s) compreendida entre as

seções transversais Ei e E2 (Figura 4.8). Considerando a.s relações

'P , yP . ©--- (4.34)
=lt P«-\

(conforme observação 2.2.2, Capítulo 2), e fazendo esta mudança de variáveis na integral
acima obtem-se

ÕI := / e to
h

a( .- )) d

0
P(')'l«c«'a(')+ c''n'0(')+ PI.)«-coso(.)+ PI.)*ald.

: c- .F õ('D''ll(:r(í), g/({))ll''la.z(Z)' + cy(f)' + nlr(í)+ aldt

: e' lo' ;('n''l(a'(!),y(1))ll''Q(a(t),y(í))az,

onde q(f) = (r(í),y(f)), com ie 1íi,í21. é a porção da órbita periódica contida no

plano, em coordenadas(=, y), (lue é uma. ieparanletrização da porção da órbita periódica

qP"(s), com s C 10, 7'il. sendo que a relaçã.o entre os tempos 0. Ti, no disco de Poincaré

e tt,t2, no plano--(=.gl, é dada pelo Lema 2.2.3(C'apítulo 2).
Como a muclaiiça de coordenadas (4.34) é un] difeonlor6lsnao para (.z:,y) # (0,0), e

como, para s C 10, Til. qPm(S) fica c próxima de l(s). no disco cle Poincalé, segue clo

Teorema da Dependêrlcia Contínua, cine pala / C l/i,l21 a órbita periódica no plano.

q({) =(z(!),W(f)l, fica próxima da solução y(f) =(1.p2(f)) do sistema polinomial no

plano, contida na ret.a inva.diante {.r = 1}, coriespondent.e a '7ls) (conforme a Pioposiçào

3.1.1). Assim, a coordenada z(Z) da órbita. periódica q(íl fica próxima de 1, para
í C líi,t21. Como, por hipótese, Q(l,#l > 0: Vg. tem-se, por continuidade, (lue o

integrando de Si é produto de funções positi'üas e, portanto, a integral é estrita.mente

positiva.

Portanto, tomando-se € suficientemente pe(lueno na construção das seções transvei

sais Et e E2, fica provado o Lema. l
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Do Lema acima segue que S. < 0

Lema 4.3.5 .4 /unção A/«(éo), associada ao sísíema r#.3/,,), possuí do s líricos pomos

crúácos nào degenerados, no {ntert;a/o l0,2a), sendo i/m de má=ámo e um de mz'mimo,

Prova: Pelo Lema (4.3.2), a expressão de A/«(Óo) é dada por

A4.1.$o) e' Jo '(')d'p(.s)alça.0,p.Óa)ds,
0

onde

«(s) p:.41..;(ol >ll:(i+ l)P;R«-.(0),
{=o {:;o

n n

que independe de Óo, e

Ã'(0, p, éo) -c«(«,. + Óo) + a,..«(«,. + @o)l(aços'a + c..n'0 + peco.0 + p'a)

+lÓ-c«(w. + éo) + Z,:.-(w.+ @o)l(P.-0 - P'..«Oco.0),

onde (0,p) = (0(s),p(s)) são as coordenadas da órbita periódica ressonante qPm(S) de

(4.31).

Derivando então iv.(Óo) com relação a Óo segue que A/=(@o) = --i4:f«(éo), para

todo Óo € 1O, 2n). Assim, A/(@o) é solução da equação diferencial ordinária z" + # = 0

e, portanto, tem a forma

A/« (Óo ) Bco.(éo) + D..«(@o),

onde as constantes B e Z) dependem da condição inicial considerada. Portanto, .A/«(Óol

possui um ponto de máximo e um ponto de mínimo, no intervalo 10, 2n), não-degenerados,

com M(@«i«) < 0 < M(@«-). l

Dos Lemas 4.3.4 e 4.3.5 pode-se concluir, usando o Teorema 4.2.4, que o diagrama

de bifurcação do sistema 4.31 é como o mostrado na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcação do sistema quadrático. Os números eittre parêntesis se referem

a quantidade de subharnlonicas de ordem in do sistema, qiie bifurcaill de qP « (s), para os respectivos
valores dos parâmetros

Observe (lue, como neste caso S'. < 0. as curvas de bifurcação de subharmõnicas.

4T(p) e .A?(p), aparecem em posições trocadas, com relação à Figura 4.6, relativa ao
Teorema 4.2.4. onde foi considerado S. > 0.

Concluindo. existem regiões no espaço de parâmetros, (É{, .-l). pa.ia as (leais o riste

ma (4.31) possui órbitas periódicas sul)hainlõnicas (le oidein /íl. bifuicarlclo (la órbita

periódica ressonant.e qp'-(sl e regiões onde não l)ifuicam subharinõnicas de q'"'(s). Tais
regiões são determinadas poi curvas (lue dependem dos valores críticos, de máximo e

mínimo, de iv«(éo). (lue, poi sua vez. dependem diretanlent.e das funções periódicas de

perturbação do sistema, ./l.os + Óo) e g(«;s + Óo).

113



4.4 Comportamento assintótico das bifurcações sub

harmónicas - caso quadrático

As órbitas subhaimõnicas de ordem m, detectadas com o Teorema da seção anteri-

or, correspondem somente àquelas que bifurcam da órbita ressonante qP«(s), quando

variamos os parâmetros p e ,4 numa vizinhança da origem, no espaço de parâmtros.

Pelo Lema 4.2.2, pala P suficientemente pequeno, existe uma sequência enumerável

p«. C (0,ê), com iC ]N, tal que, a cada elemento da sequência, corresponde uma

órbita periódica ressonante qP«i(s), do sistema (4.31), contida no anel regular de órbitas

periódicas que se acumula no ciclo singular infinito. Além disso, limo-.}+. p«. = 0, donde

se conclui que as órbitas periódicas ressonantes qPmi(S) tendem, como conjunto, pala o

ciclo singular infinito, quando i --> +oo.

Com base nestas considerações, será feita, nesta. seção, uma análise do compor-

tamento limite das órbitas periódicas subharmõnicas de ordem nzi, que bifurcam das

órbitas ressonantes qP" (s), quando a sequência p«. tende a zero, para a família de

campos quadráticos com perturbação periódica, (4.31), da seção anterior.

Mostraremos que as inclinações das regas tangentes, na origem, às curvas de bifur-

cações subhaimõnicas, ,4T'(p) e ÁT'(p), associadas a ó-pita ressonante q'«.(s), tem

dem, quando i -+ +oo, para as inclinações das regas tangentes às cu].vas de tangências
heteroclinlcas

Á«,.M -

e
q

Á«(p) - --Ã7t8=;3p - o(p')
obtidas no Capítulo 3. Em outras palavras, mostraremos as seguintes cona;ergências

s«,--» s. A/«.(Ó«-) --> A/(@«.,) e .L/«.(@.í.) --} A/(Ó«i«)

para 2 --> +oo
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Como, para cada nl.i existem duas subharmõnicas de ordem mi, que bifuicam das

órbitas ressonantes qP" (s), quando os parâmetros p,Á c]uzan] as curvas .4l"'(p) e

ÁT'(p), então, se n2.{ --> +oo, o número total de subharniânicas do sistema tende
também para infinito. Por outro lado, como as órbitas ressonantes qPm. (s) se acumulam

no ciclo singular infinito 'y(s) U 0i U a(s) U 02. as subharmânicas de ordem nl.i (lue

bifurcam delas se acurmtlam nas tangências heteroclínicas, desde que as convergências

acima sejam verificadas. Na Figura 4.10 é mostrado um esquema pictórico, com base
nas considerações acima.

tu)
m

Figura 4.10: As inclinações das curvas de bifurcações subharnlóiiicas, .4l"'(p) e .4;''(H), associadas
a órbita ressonante qP«.(s). tendem, quando f --> +oo (e, consequeittenlente lrli -+ +oa), para as

inclinações das curvas cle tangências heteroclínicas Á.v(p) e .-l«. (H). obtidas ilo Capítulo 3. O número

entre parênt-esis indica a quantidade naínima de subharmonicas do sistema para (p, .4) pertencente

aquela região do espaço de parâmetros.

Considere então a seguinte perturbação periódica do sistema (quadrático com dois
centros e uma. reta invariant.e

a',y y+ l.+ .4(«-co.(ãl)+ «,..«(Õ1ll l4.3õ)
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g a+ ma + aa'+ cg' + .4(Z,lhos(üt) + b2sen(ãí)), (4.36)

conforme a seção anterior. Sua compactificação no disco de Poincaré fornece o sistema

-l + pG-(«) + ,'lG,(«.u. + Óo),

definido em (4.31).

Conforme visto na seção anterior, as curvas de bifurcações subharmânicas do sistema

acima, associadas a uma órbita periódica ressonante qP"'(s), são dadas por

s'.
.4T'(p) A/«.(@..,

e

onde

.AT'(P)
s.

o(P'),P
&/..(Ó.i.)

mí7' fs
e' J= '(')''p.,.(s);lacas'0«.(.)+ cs.«'0..(')+p«..(.)n. c«a«.(.)+p«:.(.)'ald.

w«.( é«- ) e' J= '(')''p..(s)' r'(0«.(s), p«.(s), @.:.;)ds,
miT

.- .r .(')''p..('); f'lo«..(.), p«.(.), Ó.;.)a.,

m;T

0

0
]t/«:.(@«i« )

com

a(') = }: P«.(s):ÁI..f(0«.(sll -- )l:({ + 1)P«.(s)'R«-i(0«.(s)),i::o i=o

2 2

e

F(0m.(S),Pm.(S), éo) = --(bicos("s + Óo) + a2sen("s + #'o)) >1,p«,.(s);Q« i(coso«:.(s), Seriam.(s)) +

lbi CO.(',S + éo) + Ó2""("' + ÓO)) }. P.«.(S)' Pn -i(CO,a«,.(;), se«am.('))

sendo (0«.(s),p«.(s)) as coordenadas da órbita periódica ressonante qPm.(s), Pt e Qb

os polinõmios homogêneos de grau É tais que P(.z.g) = X2:. Pk(a,y) e Q(z,g)

q

0

q

0
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EÊ:. Qk(a, 3/), onde P(=,g) = #y -- y e Q(.t,y) = o+ n?.' + «"' + cy' são os polinõmios

que determinam o sistema (quadrático no plano.

Do estudo deseitvolvido no Capítulo 3. segue (]ue as tangências heteroclínicas, asso-

ciadas à conexão heteroclínica 7(s) do sistema (4.31), são determinadas, no espaço de

parâmetros pelas cur\as

4.«M - --ÃÍC:l=j-i' - oO.D

e

.l.(p) - -)i:iiá=;JP - o(1''),

Ç

onde

S = /+' e- .['m''po(s);lacas'0o(s) + cse12'0o(s)+ pi7?co.sao(.s) + p'(s)alas,

À/l@..f.) = /''' e'X' '(')''p.(s);r'(0o(s),po(s). Ó«j«)ds,
+co

A'l($..,) 1'' .- f.l.t'l''po(s'l'FI.0o(s\. polis). o...)ds
com

a(s) = }: po(s):Á.-i(0o(s)) -- }:(;+ 1)po(s)'R«-il0o(s)),
f=o {::o

22

F(0o(s),po(s), Óo) =(bicos('os + d'o) + a2serl(ü's + óo)) }. po(s)'Q«-i((os(ao(sl). seio(0o(s)))+

jbi cos(.,'s + Óo) + b=sell('..s+ Qo)l > , p(,(s)' P. -i(cos(0o(s)). .scn(0o(s)))

sendo(0o(s), po(s)) as coordenadas cla órbita heteroclíilica -y(s), que conecta os pontos

de sela, 0i e 0a, clo campo compactificado não perturl)ado, e /l e (2X. são os polinõrliios

homogêneos de grau A tais que P(=,g/) = EÍ:.Px.(.i,g) e Q(.t,y) = EZ:.Qk(:,y),
sendo P e Q os polinõmios quadráticos que determinam o sistema no plano.

Observe a semelhança das integrais S cona 5',,. c .v(éo) cona ;v.léo). Nlostrenlos

então, primeiramente. que S'.. --> ,ç', pala ; --> +oc.

e

()

0
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Lema 4.4.1 S.. --} S, se i -} +oo

Prova: Pala estabelecer a convergência acima, vamos mostrar (lue, para todo c > 0

dado, existe í C ]N tal que IS -- S.. 1 < c.

Como p.. -} 0, para i -} +oo, então a órbita periódica ressonante correspondente

qP"'(s) tal que q'«'.(0) = p«., tende, como conjunto, para o ciclo singular ,y(s)UOiUaU02

(Figura 4.11), para í -+ +c».

'f(s)

qPmi(S)

na(s)

Figura 4.11: Orbita periódica qP". (s), vista no plano (0.p), (--próxima clo ciclo singular infinito
7(s) U 0i U o U 02, para i suficientemente grande, seccionada pelas seções transversais Ei, í = 1, 2.

Assim podemos tonaar as seções transversais a q'".(s) e a '(.s), dehnidas poi

,3a' 3a'
{(o,p)loc(:i---',S--+.) ' p-'},

E, p) l oc (:'- ',1;+.) . p- .},

com c > 0 suficientemente pequeno(Figura 4.11).

Como, para i --> +oo, qP«' (s) tende, como conjunto, para o ciclo singular 7(s) U01 U

a U 02, para i suficientemente grande tem-se. pelo Teorema da Dependência Contínua
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que existe r > 0 tal que qP".(s) fica c--próxima de '(s), para todo s C l--r, rl, com

(Figura 4.11)

q'"-(-,),1(-,) C E:

Consideremos então a integral S escrita na forma

Jl:=, .- .F '(')''Po(');l«c«'0o(')+ c'.n'0o(')+ P,nc«a.(')+ P'(s)ald.
.r, e' Â' 'm''p.(s);lacas'0o(s)+ cse«'0o(s) + pn?cosmo(s) + p'(s)alas
.Fw e' f '(')''p.(s);lacas'ao(s) + csen'ao(s) + p?ncos0o(s) + p'(s)alas.

Usando agora a periodicidade de qP".(s), podemos escrevem a integral S'.. da seguinte
m anelra

e q'" (,),'y(,) C E,.

,«.xl'z

S«. = ./1 " '-./=.(')''P..(')'1'"''0«.(')+"-'0m.('l+Pm.(')«'«'am,(')+P:.(')':ld'

e, assim, como nzi --> +oo, para. { --} +oo (conforme Lema 4.2.2), poclenlos escrever

./'-T 2(i /o' (1')drPm.laCOS2am. + CSen20.. + P,,..77?CASOU.. + P:z,al(/s

+ ./', e-Jo' a(')drp3 jacos20.. + csen20.. + P..?nCOSOm. + P2 .alas

+ ./'miT/2 e- /a' a(v)drp3 jacos20m. + csen20.:. + Pm.n7ZCOSOm. + pà.alas,

a«..(s) e p«. = p«..(s) sã.o as coordenadas da. órbita periódica ressonante

s«.

onde 0«.

q'"'(.).

Pala simplificar a notação nos cálculos que vem a seguia. cliamemos F(q'"'.(s)) e
G('y(s)) os integiandos de S'.. e S', respect.ivanlente. Procedendo assim, das conside

rações acima t.em-se que

s s. . 1 .Í.= 6'('/(s)lds+ .[, G(''(s)]ds+ .F' G('y(s))(/s

J--' .T/2 F(.qP". l.s»ds -- J'T FI.qp", l.s»ds J, 'T/Z FI.qp.

J:.= G('/(s))ds + Jl-=.r/2 F'(q'".(s))ds
.[,6'('y(s)]ds + .[, F'(q'".(s))d.

.r' 6'(?(sllds l+ .r'l'/' f'(q'".(.))'/'

(s))d.

119



Façamos uma análise de cada uma das integrais acima, para i --} +oo (e, conse-
quentemente, p«. --} 0).

Como, pata í suficientemente grande e s C 1--1-, rl, temos que '(s) e q'" (s) ficam

c-próximas (Teorema da Dependência Contínua) e, sendo G e F' funções contínuas de

'y(s) e q'-' (.), respe'ti"me«te, com

lim f'(q'".(s)) (.)),l-++oo

tem-se que, para i suficientemente grande

G('y('))d' - / /'(q'"'(.))d' l('))

Sda 'y(') = (0o(s),po(.)) e q'"'(s) = (0«.(.),p«..(.)). Pela co«str«ção das seções

transversais EI e E2 (Figura 4.11) e pelo fato de qP", (s) tender ao ciclo singular 7(s) U

0i U cr(s) U 02, segue que, pala i suficientemente grande e s C l--oo, --r) ou s € 1r, +oo)

valem as desigualdades

T T

T T T
.P'( q""i ( s ) )Ids 1 < c

a«.(.)l < . . Ip«:.(.)l < c.
.Então tem-se

m i7'/2
r' (q'"- (;))d.

T
< F'(q'"'(.)) d. < M

m.TI'L

T

e também

«~ .l I'z

f'(q'".(.))d. <
«~ .x I'z

F'(q''
T

1.)) a. < c2Jk/2,

onde

&/: :«p lr'(ç'".(.))l . À/, ;«p IT'(ç'«.(.))
s€1--miT/2,--l'] ' ' sC]r,mi .r/2]

--> +oo, para í -} +oo, então, como as integrais impróprias acima são

podemos tomar r suficientemente grande (digamos r = !!!$Z- -- c), de

Como mf

convergentes,

maneira que

G(l(s))d. < ./4
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e

/'" ch'N)a. l < c/4.

Tomando c{, i= 1,2 de forma aploptiada nas majorações acima, pode-se concluir

que

ls'- s...l < .

para todo c dado, com o que fica provada a convergência das integrais, para í -} +oo

Lema 4.4.2 iv#.)lé..,) --> A'/(j)(Ó«....), se ; --> +oo, ;)ala .j = 0,1,2, orzde (.j)

(denota a j-ési.-ma dct«suada de AI cona relação a Õo.

Prova: A prova é feita de maneira inteirailiente ai)áloga à prova do Lema 4.4.1 E

Com a prova dos lemas acima, fica estabelecido(lue as tangências heteroclínicas entre

as variedades invariantes das órbitas periódica.s no infinito. para o campo po]inomia], são

limites de bifurcações subllarillõnicas (lue ocorrem no anel cle órbitas pera(5dicas que se

acumula no ciclo heteioclíitico infinito. .Além disso. conl0 27?. --> +oo, se ; --> +oo, e para

cada mf existem duas subharmõtlicas de ordem 77?; (lue bifutcam (la órbita periódica

ressonante q'".(s), pode sc concluir taml)ém (llle existem infintas sttbltarnlânicas do

sistema, na vizinhança das tangências heteroclínicas.

Resultado semelhante foi obtido em ISI, pala outra classe (le campos vetoiiais com

perturbação periódica. consideiand(»se legiões colllpactas do plano.
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(l:apítulo 5

Conclusões e Considerações Finais

Podemos observar anualmente, na literatura relacionada com a área, a ocorrência de

inúmeros sistemas determinísticos de equações diferenciais ordinárias, cujas soluções

apresentam comportamento dito "caótico" (ver poi exemplo, j1l, l21, jlll, j151, 1221,

1281, 1201)

Os exemplos mais conhecidos são as equações de Lorenz, equações de Dufhng e do

Pêndulo com termo forçante periódico, equações de Rósller, equações que determinam

o circuito de Chua, e outras (conforme jll ou l21).

O complexo comportamento dinâmico das soluções destes sistemas é, em geral, atri-

buído ao fato deles apresentarem órbitas homoclínicas e/Oli heteroclínicas a. um ponto

de equilíbrio ou a uma órbita periódica, contidos en] regiões compactas do plano O]i do

espaço de fase.

No presente trabalho mostramos que se un] campo polinomial, definido no plano

todo, apresenta. certas propriedades envolvendo o -infinito", então certos tipos de per-

turbações periódicas deste campo podem levar a uma dinâmica bastante complexa de

suas soluções.

A hipótese básica que colocamos sobre os sistemas polinomiais aflui estudados foi a

da existência de uma solução ilimitada, que tende para. infinito, em tempo finito. Com
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o artifício da coinpactificação de Poincaré, e a hipótese adicional de que tal solução

ilimitada conecta dois pontos de sela ''no infinito", pudemos provar que as soluções de

tais sistemas poliilomiais podem apresentar, pala determinados valores dos parâmetros,

uma dinâmica bastante complexa, devido à inteiseção transversal das variedades inva-

riantes das órbitas periódicas no infinito. Tais intersecções ocorrem iia parte "hnita" do

plano. São propriedades relacionadas com o "infinito" influenciando no comportamento

das soluções na. parte "finita'' do plano.

As simulações numéricas desenvolvidas, e apresentadas no capítulo 3, sugerem que,

se o sistema polinonlial perturbado apresenta duas linhas de singularidades no infinito,

suas soluções podem a.presentar um comportamento dinâmico bastante complexo, e isso

se dá rzum.a z;i:in/larzça dí/ origem no espaço de fase. Tal fato não é t.ão surpreendente

De fato, como o valor do campo polinomial é muito grande, para valores de (r, y) gran-

des, é de se esperar (lue a perturbação periódica considerada ((lue é muito pequena com

relação ao campo) influencie nas soluções do sistema. somente nlmla vizinhança da ori-

gem. As simulações sugeienl a existência de um atrator estranho para a Traítsfornlação

de Poincaré determinada pelo fluxo clo sistema no tempo 2n.

Embora os resultados teóricos obtidos sejam válidos para valores pe(luenos dos

parâmetros (pertencentes a uma vizinhança da origem), as sinlttlações numéricas rolam

efetuadas explorando-se o conlportament.o das soluções (lo sistema perturbado para va-

lores grandes dos parâmetros. especialnlent.e do paiâmetio .4. relata\o à am])litude da

perturbação periódica. Os resultados teóricos serviram como base e post.o de partida

para o estudo numérico desenvolvido.

Outro fato sugerido pelas simulações numéricas efetuadas. é que o suposto atratoi,

existente pala a Transformação de Poincaré associada ao sistema do Exemplo l do
Capítulo 2, nã.o atrai somente os pontos de sua vizinhança. mas sim todos os pontos do

plano, menos um conjunto de medida nula. Na. Figura 5.1. fazemos. usando o disco de

Poincaré, um esquema de como isso se dá: as trajetórias se afastam da legião R, próxima

da origem, acompanhando a variedade est.ável do pont.o de sela 0i no infinito: chegando
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próximas a este ponto cle sela, elas retornam pelo bordo do disco e são conduzidas de

volta à região R pela variedade instável do outro ponto de sela no infinito, 02; a única

solução que "escapa" da região R e não retorna mais é a própria variedade estável de

Figura 5. 1 : Esquema pictórico de como as iteradas da transformação de Poincaré associada ao campo

polinomial perturbado do Exemplo l (Cap.2) tendem para uma vizinhança da origem (região R).

Recentemente tomamos conhecimento da existência de dois artigos, relacionados ao

estudo do problema restrito dos três corpos, nos quais é estudada a existência de pontos

homoclínicos transversais de variedades invariantes de órbitas periódicas no infinito j121.

1301. As técnicas utilizadas são distintas das apresentadas a(iui. Além disso, os pontos

críticos no infinito, considerados nos referidos trabalhos. são pontos de sela degenerados.

Existem muitos trabalhos sobre o estudo de órbitas periódicas subharmânicas pala

sistemas de ecluações diferenciais com perturbações periódicas (ver, por exemplo, jll,

l21, 141, lõl, l81, jlSI, 1261, 1281, 1291). O estudo de soluções subharmõnicas aparece, em

geral, em muitos tipos de aplicações físicas, como no caso das equa.ções do pêndulo, de

Van der Pol e de Dufhng, com termo forçante periódico. Destaca-se também o interesse

pela existência de órbitas subharmânicas no estudo da estabilidade do sistema solar,
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relacionada às órbitas dos planetas, satélit.es e asteróides.

Acreditamos que o estudo desenvolvido no Capítulo 4, sobre as bifurcações subharmõ-

nicas de grande amplitude, pode vir a contribuir ilo estudo de problemas aplicados.
Embora tenha sido considerada uma peituibação um tanto particular na análise desen-

volvido aqui, as técnicas utilizadas podem sei estendidas ao estudo de outros tipos de

perturbações periódicas de campos polinomiais, conforille o interesse.
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