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Resuibo

Seja M um domínio, dividido em duas partes, N e S, utilizando-se
uma função diferenciável /. Seja D a fronteira comum de N e S. Em N é
definido um campo vetorial X e em S um campo vetorial Y, formando assim
um campo Z definido em M, chamado de campo vetorial descontínuo
Filippov [Fi] desenvolveu as regras para a transição das órbitas entre as
regiões N e S ou a permanência das mesmas em D. Sotomayor e Teixeira
[S-T] uti]izaram como domínio a esfera S2 e desenvolveram o método da
regularização. Este método consiste em utilizar uma função de transição (p
para formar uma família de campos vetoriais contínuos que se aproxima do
campo vetorial descontínuo, quando o parâmetro 8 tende a ZCFO. Estes
campos vetoriais contínuos são chamados de campos vetoriais
regularizados. Sotomayor e Teixeira estabeleceram condições sobre Z para
que os campos vetoriais regularizados sejam estruturalmente estáveis. Neste
trabalho utiliza-se como domínio uma região M compacta e contida em Ha
E, utilizando-se o método da regularização, estabelece-se condições sobre X
e Y para que os campos regularizados sejam estruturalmente estáveis. Neste
caso foi acrescentado o problema do tratamento dos pontos p c Doam.
Prova-se que o conjunto de campos vetoriais descontínuos que satisfaz estas
condições é genérico dentro do conjunto de campos vetoriais descontínuos.
utilizando-se translações e rotações. Inicia-se o estudo das bifurcações
contrariando-se uma das condições estabelecidas, a de que os campos X e Y
não possuem singularidades em D, e verificando-se como é a família de
campos regularizados neste caso



Abstract

Let M be a domain, divided in two parts, N and S, using
differentiable function ./. Let D be the common border of N and S. In N is
defíned a vector field X, and in S a vector field Y, forming thereby a field
Z, defined in M, called discontinuous vector field. Filippov [Fi] developed
the rules for the transition of the orbits between N and S, or their
p?rsistence in D. Sotomayor and Teixeira [S-T] used as domain the sphere
S2 and developed the regularization method This method consists in using a
transition function g to define a one parameter family of continuous vector
fields that approaches the discontinuous vector field, when the parameter
goes to zero. These continuous vector fields are called regularized vector
fields. Sotomayor and Teixeira provided conditions over Z, in arder to the
regularized vector fields be structuraly stable. This paper uses as domain a
compact M region contained in Ua. Using the regularization method,
searches the conditions over X and Y, in order to the regularized vector
fields be structuraly stable. In this case was added the problem of the
treatment of the points p € Doam. It is proven, using translations and
rotations, that the set of vetorial fields that satisfy these conditions is
generic within the set of discontinuous vector fields. At the end. the
bifurcations are studied, when some of the conditions for strutuctural
stability are not fulfilled, specially the fields X and Y do not have
singularities in D
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Introdução

Seja A ç; U" um conjunto aberto. Define-se um campo vetorial de
asse C', l g k g ao, como uma aplicação X:A-->$i' de classe Ck. Ao campo

vetorial X pode ser associada a equação diferencial '

( 1 ) x' - X(x)

As soluções desta equação são chamadas trajetórias, órbitas ou curvas
integrais de X ou da equação diferencial(1)

A equação diferencial (1) é na verdade um sistema de equações
diferenciais autónomo (isto é, independente de t). Estudando-se a aplicação
X pode-se determinar alguns aspectos qualitativos importantes do retrato de
fase deste sistema, sem que para isto seja 'necessário encontrar
explicitamente a solução ou mesmo uma solução aproximada. Este tipo de
abordagem de um ,sistema de equações diferenciais constitui o que é
chamado de Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais, e foi introduzido
por Poincaré no final do século passado. Esta teoria é uma das principais
bases para o estudo atual dos Sistemas Dinâmicos. ' ' '

Em 1937 Andronov e Pontryaguin introduziram o conceito de
estabilidade estrutural - um campo vetorial é estruturalmente estável se o
seu retrato de fase resiste a pequenas perturbações, isto é, se o campo é
equivalente através de um homeomor6ismo a cada campo vetorial contido
em uma de suas vizinhanças. Peixoto provou a densidade dos campos
estruturalmente estáveis definidos em superfícies nos seus trabalhos de
1958 a 1962. Neste trabalho, será denominado conyz/n/o de dndromol,-
p'on/ryagziin-/''e/xo/o o conjunto de campos vetoriais contínuos que satisfaz
as condições necessárias e suficientes para serem estruturalme;te estáveis
em regiões compactas do plano. Ver Capítulo 1, Definição 1.3

A área de Sistemas Dinâmicos desenvolveu-se e hoje tem muitos

família de campos vetoriais quando se verifica uma mudança brusca no
retrato de fase dos elementos da família quando o parâmetro que rege a
mesma cruza um certo valor, chamado ponto de bifurcação

Mais recentemente, os Campos Vetoriais Descontínuos, outra sub-
área de Sistemas Dinâmicos vêm se desenvolvendo. Um sistema deste tipo é
definido por uma aplicação Z:U"-->U" )

(2) x' - Z(x),

tal que Z é dado por duas expressões diferenciáveis X e Y, distintas,
definidas respectivamente em regiões N e S do espaço m", com fronteira
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na qual Z pode ser considerado bi-valuado. Supõe-se que a
hipersuperfície regular D e as regiões N e S podem ser definidas com o
auxílio de uma função ./:$t'-)n de classe C" da seguinte forma

{x c R' l ./'(x)

{x c R' l /(x) à 0} e

S - {x c n" l/(x) g 0}

Deste modo, pode-se re-escrever o sistema(2) na forma

(3) X(x),X

Y(x),
/(x) à 0 e
/(x) É 0.

A dificuldade inicial no estudo destes sistemas é dar um significado
ao que venha a ser uma órbita, uma vez que a teoria clássica de existência e
unicidade de soluções, na ausência da continuidade e das condições de
Lipschitz, não se aplica a eles. Ver]Sl]. '

Dois livros clássicos sobre este assunto são: o de Andronov-Chaikin
et al. [A-Ch] e o .de Fi]ippov [Fi]. E]es representam estágios distintos do
desenvolvimento do estudo dinâmico dos sistemas descontínuos. O primeiro
trata essencialmente de situações particulares provenientes de problemas
com sistemas mecânicos e elétricos, mostrando a necessidade de uma

amentaçã.o teórica para este tipo de sistemas e de uma teoria qualitativa
que seja aplicável em problemas da Teoria de Oscilações. O segundo
fornece uma fundamentação teórica e desenvolve, entre outras questões
básicas, as regras (chamadas "convenções de Filippov") para a transição das
órbitas entre as regiões N e S, ou para a permanência'das órbitas ao longo
da hipersuperfície de descontinuidade D. ''''

As definições de Filippov fornecem uma espécie de sistema dinâmico
com seu respectivo Retrato de Fase, embora sem a unicidade de órbitas
Com ela formula-se uma Teoria de Estabilidade Estrutural por pequenas
deformações de Z,. o.y seja, do par (X,Y) em (N,S). Filippov faz uma
apresentação do trabalho de Koslova [K], que são formu]ados para regiões
compactas do plano(n - 2) que encontram D transversalmente.

Mais recentemente, Sotomayor e Teixeira [S-T] introduziram o
método de rega//ar/zaçâo que será utilizado nesta tese. A vantagem deste
método é que um campo regularizado é um campo contínuo, para o qual
pode-se aplicar toda a teoria clássica desenvolvida. Explicaremos
resumidamente a seguir no que consiste este método
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Uma função Q:R-lU, q) de classe C", é uma/unção de /uns/çâo se

(4) Q(t) 0, t c (-'«, -l] e
1, t € [1, m),

'p'(t) > 0 se t c (-1, 1)

Oefine-se (p.(t) - q)(t/e).

O método de regularização consiste na aproximação de sistemas
descontínuos da forma (3) por uma família a um parâmetro de W . V + V AAA WUsistemas
diferenciáveis, definida com o auxílio de uma função de transição. Uma (p.-
regularização do sistema(3) é dada por ' '"- v'

(5) z.(q) (l-Q.(/(q)))Y(q) + Q.(/(q))X(q),

onde q c R' e o parâmetro 8 é sempre estritamente positivo

Observa-se que há uma região em n' contendo a hipersuperfície D
onde o campo Z: é um promédio dos campos X e Y. Esta região é dada pelos
pontos q € W" tais que q).(/(q)) c (O,l) e é chamada de faixa de
regularização.

A linha de trabalho seguida por Filippov em [Fi] é diferente da
seguida por Sotomayor e Teixeira e nesta tese. Filippov deu continuidade ao
trabalho de Koslova [K], uti]izando domínios G contidos em U", divididos
em um número finito de subdomínios Gi's, em cada um dos quais o campo
vetoria] é contínuo até a fronteira. Estabeleceu as convenções de F'//ilf)pov,
que trata da transição das trajetórias através das fronteiras'dos subdomínios
Gi's, ou da permanência das mesmas na fronteira. Nesta tese estas
definições .foram utilizadas. Filippov fez uma classificação das
singularidades que surgem na fronteira para o caso bi-dimensional. No livro
de Filippov também se encontram uma extensão do conceito de estabilidade
estrutural para os sistemas descontínuos e as condições necessárias e
suficientes para a estabilidade estrutural de um sistema descontínuo.

Em [S-T], Sotomayor e Teixeira trabalharam com campos vetoriais
definidos numa esfera bi-dimensional. Nesta esfera foi definido o campo
vetorial descontínuo Z, conforme descrito no início desta introdução
Desenvolveram o método da regularização, também já explicado e
estabeleceram condições para que a regularização de um campo vetorial
descontínuo forneça campos vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto,
para 8 pequeno.
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Nesta tese, seguindo-se a linha de Sotomayor e Teixeira, foram
estudados os campos descontínuos Z definidos em regiões M como abaixo

Seja M c 9i2 uma região compacta, conexa e com fronteira
diferenciável. Pode-se considerar que M é definida com o auxílio de uma
função l3:n2-->$t, IS de classe C", v = 0 valor regular de P, com

M - {x l l3(x) à 0} e

ÕM - {x l l3(x) - o}

Nos seus trabalhos, Filippov, Sotomayor e Teixeira utilizaram
domínios sem fronteira. Nesta tese foi acrescentado um problema que não
havia anteriormente, que é o de saber o que ocorre em vizinhanças de
pontos p pertencentes a DnõM durante o processo de regularização,
dependendo de como X e Y se comportam nestas vizinhanças.

Neste trabalho identificam-se condições sobre os campos X e Y para
que, dada uma função de transição (1), exista 8o > 0 tal que para 0 < 8 < co, o
campo vetorial regularizado Z. seja estruturalmente estável. Como é sabido.
para que isto ocorra Z. deve ser um campo vetorial de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). Por isto, o 'trabalho é desenvolvido
investigando-se as condições sobre X e Y para que Z. possua todas as suas
singularidades hiperbólicas e no interior de M; todas as suas órbitas
periódicas hiperbólicas e no interior de M; as tangências de Z, com ÕM
sejam no. máximo quadráticas e Z. não possua conexão de separatrizes.
Neste trabalho também é provado um Teorema de Genericidade, ou seja
que o conjunto G de campos vetoriais descontínuos que possuem as
características desejadas é aberto e denso dentro do conjunto dos campos
vetoriais descontínuos em geral. Depois disto é iniciado o estudo das
bifurcações, utilizando-se famílias de campos vetoriais descontínuos
Zx = (Xx,Yx) tal que, para X ' 0, o campo vetorial descontínuo Zo não
pertence ao conjunto G'. As consequências deste fato para a família de
campos vetoriais regularizados ZÀ,,. são estudadas para duas situações: o
campo Xo possui uma. singularidade hiperbólica sobre a curva D (esta
situação gera seis casos); o campo de Filippov Fz(ver Capítulo 1, Definição
2.3) possui uma singularidade não hiperbólica.

A tese está dividida da seguinte maneira

No Capítulo l são relembrados os conceitos e teoremas a respeito dos
campos vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-peixoto. Também são
formuladas as definições básicas sobre os campos vetoriais descontínuos e o
método da regularização.



No Capítulo 2 são tratadas as questões relativas a pontos singulares e
orbitas periódicas que surgem em Z. em decorrência da regularização
Também são estudadas a aparição.de tangências e a conexão de separatrizes
Com base nos resultados então obtidos é definido um conjunto de campos
vetoriais descontínuos que possui a propriedade da regularização de cada
campo deste conjunto fornecer uma família de campos vetoriais de
Andronov-Pontrjaguin-Peixoto. Também é feita a prova que este conjunto é
aberto e denso dentro do conjunto dos campos vetoriais descontínua;s."Nos
ponto.s pertinentes deste Capítulo serão indicados os aprimoramentos e
complementos à análise de Sotomayor e Teixeira [S-T] aqui desenvo]idos

No Capítulo 3 é iniciado o estudo das bifurcações dos campos
vetoriais descontínuos. Neste sentido, é estudado o 'efeito que uma
singularidade sobre a curva de descontinuidade causa na família de campos
regularizados. Observa-se que em alguns casos é possível que a família de
campos regularizados seja de Andronov-Pontrjaguin-peixoto, ainda que o
campo vetorial descontínuo não esteja no conjunto genérico definido no
Capítulo 2. Também é estudada a consequência do campo Fz possuir uma
singularidade não hiperbólica para a família de campos vetoriais
regularizados



Capítulo l
Campos Vetoriais de Andronov-Pontrjaguin
Peixoto e Campos Vetoriais Descontínuos

Este capítulo é introdutório ao estudo dos Campos VetoriaisDescontínuos.

São definidos conceitos básicos e enunciados alguns resultados sobre
os Campos Vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-peixoto (A-P-P). E um fato
bastante divulgado que estes campos são genéricos em R2. Como um dos
objetivos desta tese é caracterizar os Campos Vetoríais Descontínuos que
possuam propriedades genéricas, os Campos Vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto são o ponto de partida natural.

Em seguida serão apresentados os Campos Vetoriais Descontínuos. as

convençõesede ixiil.P em [e.o].método da regularização desenvolvido por

1. Campos Vetoríais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto

Nesta seção serão enunciados algumas definições e resultados sobre
campos vetonats, em particular, sobre os Campos Vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto

Seja M uma região bi-dimensional com bordo suave contida em U2
compacta e conexa, dada por uma função l3:Ra--.>U de classe C", tal que
v = 0 é valor regular de l3, M = {(x, y): Í3(x, y) > 0} e ÕM - {lS':(0)}.

Denota-se o conjunto dos campos vetoriais de classe C' definidos em
M por X'(M).. Con.sider.a-se este conjunto munido da norma C', isto é,
xl. - s«Pilx(P)l + Inx(P)l + ...'+ l.D'x(P)l, P ' Mil o«de D:X(p)

denota a i-ésima derivada de IX em p e IDiX(p)l denota a sua norma como
função i-linear simétrica de (Ra)i em Uz

1.1 Definição

Dois campo.s vetoriais X e Y c X'(M) são ditos /opo/ogicamen/e
eqz//va/en/eó se existe um homeomorõismo que leva órbita de X em órbita de
Y, preservando a orientação.
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Um campo vetorial X c X'(M) é dito um campo vetorial
es/rz//zíra/me/z/e es/áve/ se for topologicamente equivalente a todos os
campos vetoriais contidos em uma de suas vizinhanças

Denota-se o conjunto dos campos vetoriais
estruturalmente estáveis definidos em M por S'(M)

de classe C'

Os Teoremas de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto, que serão enunciados
a seguir, fornecem a caracterização e a genericidade dos campos
estruturalmente estáveis definidos em regiões compactas do plano.

1.2 Definição
Denota-se por E'(i), i

da seguinte maneira:
1 , ., 4, os subconjuntos de X'(M) definidos

E'(1) - {X. c X'(M)l todos os pontos singulares de X são hiperbólicas e
estão contidos no interior de M}

E'(2) - {X. c X'(M)l todas as órbitas periódicas de X são hiperbólicas e
estão contidas no interior de M}

E'(3)-ÍX c X'(M)l paratodo ponto p c ÕM, aórbita de X porp, Q(t,p), é
transversal a ÕM (isto é, (õ/ât)(l3.q))(0,p) ;': 0) ou tem contado parabólico
com ÕM(isto é,(õ/õt)(IS.p)(0,p) - 0 e(õ'/õt')(13.9)(o,p) # o)}.

E'(4) - {X € X'(M)i o campo vetorial X não possui conexões de
separatrizes de selas, de separatrizes de selas com separatrizes de tangência
ou de separatrizes de tangências}

1.3 Definição
l)ef\ne-se o conjunto dos campos vetoriais de Andronov-PontrjagHin

Peixoto(A-P-P)de classe C' emMpot E'(M) '(i), i- 1, .., 4.

1.4 Teo rema
O conjunto E' (M) é aberto e denso em X' (M), r à l

1.5 Teorema
Seja X c X'(M). Então X € S '(M) se e só se X c E'(M), isto é,

E' (M) , r à l
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A demonstração destes dois teoremas pode ser encontrada em [S2].
Observa-se que a densidade é demonstrada utilizando-se conceitos de
medida de Lebesgue, como será explicado no final do Capítulo 2, ocasião
em que será demonstrado um teorema de densidade para o caso descontínuo.
utilizando-se os mesmos conceitos.

Outro teorema importante que será utilizado neste trabalho é o
Teorema de Poincaré-Bendixson:

1.6 Teorema de Poincaré-Bendixson
Sejam X € X'(M), r à ], e y(t) - y(t,p) uma curva integral de X,

definida pctra todo t à 0, tal qtle 'f*P ' {y(t,p) l t à 0} esteja contida num
compacto K c Int(M). Suponha que o campo X posslla unt número .finito de
singtilctridades enl o(p), o o-limite de p. Têm-se as seguintes alterricitivas:

ü) Se o(p) contém somente pontos regulares, então o(p) é tina órbita
periódica;

b) Se o(p) cotttém pontos regulares e singulares, então o(p) consiste de um
:onjHnto de órbitas, cada um dos quais tende a unt destes potttos
singulares quando t-.>üoo;

=) Se o(p) não contém pontos regulares, então o(p) é um ponto singular.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em]Sl]

2. Campos Vetoriais Descontínuos no Plano

Esta seção versa sobre os Campos Vetoriais Descontínuos, que são o
principal objeto de estudo deste trabalho. Preliminarmente. serão
formuladas algumas definições.

Seja /:M-->U uma função de classe C" tendo v - 0 como valor regular
e seja D = {/'i(O)}. Será suposto que D possui uma componente conexa e
M - D duas componentes conexas, dadas por N - {/''(0,+ü)} e
S - {/ i(-'o:0)}. Esta suposição não influi nos resultados, sento apenas para
simplificação das demonstrações.

2.1 Definição
Dados X e Y c X'(M), r 2: 1, e uma função / como acima, define-se o

ca#zpo ve/or/a/ desçam//nz/o Z seguinte maneira:

z(q) X(q), se /(q) à 0,

Y(q), se /((1) g 0.
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l)eno\a-se pot Q'(M,./) o espaço de campos vetoriais descontínuos de
classe C' definidos em M com o auxílio da função /

Observa-se que o campo Z é em geral bi-valuado nos pontos da curva
D, a qual é chamada de cz/rva de c/escoa//nu/dada. '

Da hipótese de D só possuir uma componente conexa, segue que
existem apenas dois casos a serem considerados: ' '

. Quando ÕD = DnÕM # +;
Neste caso, acrescenta-se a hipótese que a intersecção de D com ÕM é

transversal, fato que pode ser expresso por V/AVl3 # 0 em ÕD

Fig. 1

e Quando ÕD = DnõM

Fig. 2

Para o desenvolvimento deste trabalho, é necessário que se estude o
comportamento do campo descontínuo Z = (X,Y) na vizinhança da curva D
Para isto, serão dadas a seguir algumas definições úteis.
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2.2 Definição
Dado Z c Q'(M,./), r à 1, seguindo a terminologia de Filippov [Fi],

genericamente distingue-se os seguintes tipos de pontos possíveis em D:

Pon/os de Cosfzzra: p c O tal que (X/)(p)(Y/)(p) > 0, onde X/ x.v/
N
D
S

,/ \x

Fig. 3

/"on/o.s de .E.çcape: p c D ta] que X/(p) > 0 e Y/(p) < 0
N
D
S

,/
'-x

Fig. 4

.Pon/os de Z)es/franzem/o: p c D tal que X/(p) < 0 e Y/(p) > 0
N 'x

Fig. 5

Pela definição destas classes de pontos, é imediato que eles ocorrem
em abertos de D, definindo então arcos de pontos do mesmo tipo, a saber,
arcos de costura (COS), arcos de deslizamento (DES) e arcos de escape

2.3 Definição
Define-se um campo auxiliar Fz, dito campo de F'//ippov, nos arcos

DES e ESC de D da seguinte maneira: '' '

Seja p E DES ou ESC, então Fz(p) denota o vetor, tangente a D,
contido no cone gerado por X(p) e Y(p).

Y(P)

x(P)



2.4 Notação
No que segue, a menos de menção em contrário, será utilizada a

seguinte notação:

Sejam Z = (X,Y) c Q'(M,/) e p c D. Localmente, em torno de uma
vizinhança de p, pode-se considerar coordenadas locais tais que D = {y=0}
/(x,y) - y, P -(0,0), X(x,y) -(a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) -(c(x,y), d(x,y)).

>

Se o ponto p considerado pertencer a ÕM, isto é, p c DnõM, as
coordenadas podem ser tomadas de modo que tenha-se também l3(x,y) = x e
õ = {x=0}, uma vez que D e ÕM se encontram transversalmente, por
hipótese

2.5 Lema
Seja p c DES ou ESC. Na Notação 2. 4, tens-se p 0 e

Fz (0) «rQ b(O) (l(çn) J!(Q
(d(O) - b(O))

demonstração

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que p c DES

Seja r a rota que passa por(a(0), b(0)) e(c(0), d(0))

O), d(O))
r

S (a(0), b(0))

Fig. 7

Como a curva de descontinuidade coincide localmente com o eixo x.
t.em-se Fz(0) - (xo, 0), onde (xo, 0) c r, logo basta encontrar a equação que
define a rota r e o ponto em que a mesma cruza o eixo x.

A inclinação da rota r é dada por m -(d(0) - b(0))/(c(0) - a(0))

Então a equação que define a rota r é:

y ((d(0) - b(0))/(c(0) a(0)))(x - a(0)) + b(0)

6



Tomando-se y = 0, tem-se

0 ((d(0) - b(0))/(c(0) - a(0)))(x a(0)) + b(0)

b(0)((c(O) - a(0))/(d(0) - b(0))) x - a(O)

::9 X a(0) b(0)((c(0) - a(0))/(d(0) - b(0)))

l,ogo, F.(0) (a(0) - b(0)((c(0) - a(0))/(d(0) - b(0))), o)

Da definição de Fz, é imediato que esta fórmula também é válida
quando p pertence ao arco ESC

Os pontos D-regulares e as D-dobras, definidos a seguir, serão os
p.onto.s da curva D que possuirão vizinhanças nas quais não surgirão pontos
singulares durante o processo de regularização. Este fato será'provado no
Capítulo 2.

2.6 Definição
Um ponto p c D é dito um pon/o .D-rega//ar de Z se uma das seguintes

condições é satisfeita:

1 ) p c COS (isto é, X/(p)Y/(P) > 0), ou

2) P c DES ou ESC (isto é, X/(P)Y/(p) < 0), mas det]X,Y](p) # 0 (isto é,
os vetores X(p) e Y(p) são linearmente independentes, o que implica que
p não é um ponto crítico de Fz, como se verá na Definição 2.8)

2.7 Definição
Um ponto p c D é dito uma .D-doara se é um ponto de contato

quadrático de X com D (isto é, Y/(p) ,': 0, X/(p) - 0 e X2/(p) ;': 0), ou de Y
com D (isto é, X/(p) # 0, Y./(p) - 0 e Y2./(p) # 0).

As figuras abaixo são exemplos de D-dobras

N

D

S

Fig. 8 Fig. 9
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Os pontos.críticos hiperb(1)bicos de Fz, definidos a seguir, serão os
pontos da curva D que gerarão uma única singularidade hiperbólica em cada
campo regularizado, como será visto no Capítulo 2.

2.8 Definição
Um ponto p c D é dito um pon/o crí//co de Fz se X./(p)Yf(p) < o

(istoé,p c DESoup c ESC)edet]X,Y](p)=0. ' '' ' ''

Se também valer d(det]X,Y] in)(P) # 0, p será dito .pon/o cr//fcohiperbólico

As figuras abaixo são exemplos de pontos críticos hiperbólicos do
campo Fz

Fig. 10 Fig. 11

2.9 Definição
Seja p um ponto crítico hiperbólico de Fz
Diz-se que p é do tipo xe/a se p c DES e p é um repulsor de Fz (isto

é, d(det]X,Y]'ID)(p) > O), ou p c ESC e p é um atrator de Fz (isto é,
d(det[X,Y] ] o)(p) < 0). ' '

As figuras seguintes representam estas duas situações

Fig. 12 Fig. 13

sf que p é do tipo nó se p c l)ES e p é um atrator de Fz (isto é,
d(det[X,Y] n)(P) < 0), ou p c ESC e p é um repulsor de Fz (isto é,
d(det[X,Y] ] n)(p) > 0).

As duas situações estão ilustradas nas figuras seguintes

Fig. 14 Fig. 15
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2.10 Definição
Um ponto p c D é dito uma Z)-s/ngz//aridade e/e zen/ar de Z se

(i) p é uma D-dobra de Z; ou
(ii) p é um ponto crítico hiperbólico de Fz

2.11 ])efinição
Uma separafrfz de Z é um arco de trajetória de X ou Y que tangencia

ÕM ou um arco de trajetória de X, Y ou Fz cujo a ou o-limite é um ponto
sela de X, Y ou Fz. '

Fig. 16 Fig. 17

Nas figuras 16 e 17, os arcos 'i, ..., 's são exemplos de separatrizes
do campo Z.

Uma separa/r/z dup/a é uma trajetória de X, de Y ou de Fz cujos a e
o-limites são selas, ou uma separatriz de sela de X ou de Y que tangencia
ÕM ou ainda uma trajetória de X ou de Y que tangencia ÕM duas vezes.

2. 12 Definição
Uma curva y composta por arcos regulares de trajet6rias de X em N,

e/ou de Y em S e/ou de Fz em D é chamada uma po/f-/rale/órfã se: '

(i) y contém arcos de pelo menos dois entre os campos X, Y e Fz ou é
composta por um arco de Fz;

(ii) a transição de arcos de trajetória de X para arcos de Y é feita em
pontos de costura;

(iii) a transição de arcos de trajetória de X ou de Y para arcos de F: é
feita através de D-dobras ou de pontos regulares do arco de escape ou
do arco deslizante, respeitando-se o sentido dos arcos de trajetória.

9



N

D

S

Fig. 18 Fig. 19

Nas figuras acima, 'i e 'z são exemplos de poli-trajetórias

2.13 Observação
E importante observar que os arcos de Fz pertencem a infinitas poli

traJ etária s .

2.14 Definição
Uma conexão c/e separa/rezes de Z é uma separatriz dupla ou uma

poli-trajetória y que possui na sua composição uma separatriz dupla ou duasseparatrizes.

N

D

S

Fig. 20 Fig. 21

As figuras acima são exemplos de conexões de separatrizes de um
campo vetorial descontínuo Z.

2.15 Definição
Seja ' uma poli-trajetória fechada de Z =(X, Y)

Diz-se que y é uma po/i-rra/e/órfã /ec/fada /zpo / se ,y encontra D
somente em pontos de costura.

D\z-se que 'y é uma poli-trajetória .fechada tipo ll se 'y

10



menos u

N

D

S

Poli-Trajetória Fechada Tipo l
Fig. 22

maD dobra de Z

Poli-Trajetória Fechada Tipo l

N

D

ljetória Fechada Tipo ll Poli-Trajetória Fechada Tipo lll

2. 16 Definição
Dada uma poli-trajetória fechada tipo l 7 - youyiu...u'yk, onde

:É;)Éi;:\.';=,'=s.i .':"l, f'E'zl:;:l= :.Í':; ::':;:%.:;::; 'k
nj:(D, Pj)a(0, Pj.-i)

tal que a ap/facção de prime/ro re/armo associada à órbita ' é dada por

rl ' 'Rk''Rk-l'. o'Ro, com 'rl(po) = po.

A figura abaixo é um exemplo de poli-trajetória do tipo l.

S

Poli-Tr

, (k-1 )/2
k,um

P Pi' Pa

Fig. 26

1 1



2.17 Definição
Seja ' uma poli-trajetória fechada. Diz-se que ' é e/amem/ar se

(i)
(ii)
(iii)

y é do tipo le n'(p) # 1, para algum p c '; ou
y é do tipo 11; ou
y é do tipo 111 e todos os arcos de trajet6ria de Fz são de deslizamento
ou todos os arcos são de escape.

Será provado no Capítulo 2 que a regularização das poli-trajetórias
fechadas elementares gera órbitas periódicas hiperbólicas.

3. Regularização de Campos Vetoriais ])escontínuos

Nesta seção é apresentado o método da regularização de um campo
vetorial descontínuo, através do qual o mesmo é aproximado por uma
família de campos vetoriais contínuos. Este método consiste na utilização
de uma função de transição g, definida a seguir, com a qual se faz um
promédio entre os campos X e Y numa vizinhança da curva D. O tamanho
desta vizinhança é controlado pelo parâmetro 8, e, para cada valor de 8 fixo
se terá um elemento da família de campos vetoriais regularizados

)

3.1 Definição
Uma função Q:9i-->W, Q c C", é uma/unção de /runs/ção se

'P(t) - JO, t c (-.', -l] e
1, t c [l, m)

Q'(t) > 0 para t c (-1, 1)
Q(t)

l

t

Fig. 27

A figura 27 é exemplo de gráfico de uma função de transição Q

3.2 Definições
Sejam Q uma função de transição e Z - (X,Y) c Q'(M,/) um campo

vetorial descontínuo. Uma g;-regz{/arizaçâo de Z é uma família indexada
pelo parâmetro c, para 8 > O, de campos vetoriais Z. em X'(M) dada por:

z.(q) ( 1 p.(.f(q)))Y(q) + p:(./(q))X(q), onde Q.(t)

12



Nota-se que a função Q é estritamente crescente no intervalo [-1,1] e
a função Q: no intervalos-e,c].

Para cada valor fixo do parâmetro 8 > 0, o campo vetorial Z:
deram\na- se cantpo vetorial regularizado.

Denomina-se/a/la de regi//arizaçâo a faixa em torno da curva D dada
por ((p. . /y'(O,i), que é a faixa onde o campo Z. é definido por um
promédio entre o campo X e o campo Y. Ver figura 28.

/-'(8)
/-:(o) = o

/' :(-8)

N

S

Fig. 28

3.3 Observação
Os resultados obtidos neste trabalho não dependem das particulares

funções de transição utilizadas, apenas das propriedades comuns às mesmas.

3.4 Observação
Utilizando-se o sistema de coordenadas definido na Notação 2.4, tem

se p ' (0,0), Xl3(p) - a(0), X/(p) - b(O), Yj3(p) - c(0) e Y/(p)

Neste capítulo foram dadas as definições iniciais que serão
necessárias na obtenção dos resultados pretendidos.
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Capítulo 2
Campos Vetoriais Descontínuos no Plano

Neste capítulo são determinadas condições para que a regularização
de um campo vetorial descontínuo forneça campos vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). O conjunto obtido é um conjunto genérico,como será demonstrado.

No primeiro parágrafo são estudados o efeito da regularização sobre
os pontos regulares, pontos singulares e poli-trajetórias fechadas. Merece
destaque a Proposição 1.7, em cuja demonstração é estabelecida, para o
caso descontínuo, a fórmula equivalente à da derivada da aplicação"de
Poincaré do caso contínuo. No segundo parágrafo são estudados os pontos
pertencentes à intersecção da curva D com ÕM. O objetivo é estabelecer as
condições para que, durante o processo da regularização, surjam no
máximo tangências quadráticas do campo regularizado com ÕM. No
terceiro parágrafo é finalmente definido o conjunto de campos vetoriais
descontínuos cuja regularização é de A-P-P. É feita a prova deste teorema
e também de um teorema de genericidade.

1. Regularização de Pontos Singulares e Poli-Trajetórias Fechadas

Nesta seção serão obtidos os principais resultados sobre a
regularização .em torno de pontos regulares, pontos singulares e poli-
trajetórias fechadas.

oposição 1.1 e o Corolário 1.2 tratam dos pontos D-regulares,
em cuja vizinhança não surgem pontos singulares durante o processo de
regularização: A Proposição 1.1 já havia sido estabelecida por Sotomayor e
Teixeira [S-T].

1.1 Proposição
Seja p € D um ponto D-regular de Z ,Y) € Q' (M,./), r à l.

Então, dada uma .função de transição Q, existent tina vizinhança 9 dep
:ttt M e eo > 0 tais que para 0 < € < co, o campo vetorial regularizado Z.
ttão tem pontos críticos em $.

14



demonstraçã o

Seja p c D um ponto D-regular de Z = (X,Y). Pela definição, p pode
ser um ponto de costura ou um ponto de escape ou deslizamento que não é
uma singularidade de Fz

l.Jsando-se a Notação 2.4 do Capítulo 1, tem-se, em torno de uma
vizinhança de p, coordenadas locais tais que D = {y=0}, /(x,y) = y,
P '(0,0), X(x,y) -(a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) -(c(x,y), d(x,y)).

Nesta notação, os dois casos a serem considerados são

1) Se p é um ponto de costura: X/(p)Y/(p) b(O)d(O) > o;

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que
X/(p) - b(0) > 0 e Y/(p) - d(0) > 0.

O campo regularizado é dado por
Z.(x,y) - ((l-Q.(y))c(x,y) + Q.(y)a(x,y), (l-Q.(y))d(x,y) + 'p.(y)b(x,y))

Seja 9 {(x,y) c Mlb(x,y) > 0 e d(x,y) > 0}
uma vizinhança de p, devido ao fato que b(0) >
continuidade das funções b e d.

E imediato que 9 é
0 e d(0) > 0 e à

Então, V 8 > 0, a segunda coordenada de Z. é estritamente positiva
nos pontos de $ e portanto S não contém nenhuma singularidade de Z,.

As Hlguras a seguir exemplificam um arco de costura de Z e a sua
regularização.

Fig. 29 Fig. 30

2)Se p é um ponto regular de Fz: X/(p)Y./(p) = b(0)d(0) < 0 e
det[X, Y](p) - a(0)d(0) - b(0)c(0) # o.

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que b(0) > 0 e d(0) < 0

Seja S = {(x,y) c MI a(x,y)d(x,y) - b(x,y)c(x,y) # 0}. É imediato
que $ é uma vizinhança do ponto p.
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Para que um ponto (x,y) seja uma singularidade do campo
regularizado Z,, deve valer a igualdade '

Z,(x,y) -((] -Q.(y))c(x,y)+Q.(y)a(x,y),(l -Q.(y))d(x,y)+Q.(y)b(x,y))

:> q), - c/(c-a), (p. - d/(d-b)

a d(c-a) = c(d-b) :> ad - bc det[X,Y]

Logo, tomando-se (x,y) na vizinhança $, para qualquer 8 > 0, a
equação acima não será satisfeita e Z. não possuirá pontos críticos nesta
vizinhança.

Observa-se que esta demonstração também é válida se p c Doam

Fig. 31 Fig. 32

As figuras acima exemplificam um arco de deslizamento de Z e a sua
regularização.

1 .2 Corolário
Sejant Z € 11y(M,./), r > 1, e T c D um conjunto cottlpclcto

de pontos D-regulares. Então, dada uma .função de transição q), existent
;o > O e uma vizinhaltça $ de T em h4 tais qtle se 0 < € < c., o cantpo
regularizado Z. só tem pontos regulares em 9.

Os dois próximos lemas mostram como se pode construir um
intervalo onde a derivada da função Q. é maior que uma constante pré-
determinada. Estes resultados serão utilizados no próximo parágrafo, na
demonstração da ordem da tangência do campo regularizado com ÕM. O
motivo destes lemas estarem aqui posicionados é que uma idéia contida na
demonstração destes lemas será utilizada na Proposição 1.5
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1 .3 Lema
Seja h(y) - c(0,y)/(c(0,y) - a(0,y)). Se a(0).c(0) < 0, então existem.

ci > 0 e constantes 0 < ho < hl < 1 tais que 0 < ho gh(y) ghi < 1. parca
lyl < ei.

de nt onstraçã o

Da hipótese a(0)c(0) < 0, tem-se que existe 8.t > 0 tal que a(0,y) e
c(0,y) não se anulam e têm sinais contrários para jyl < e:. Pode-se supor,
sem perda de generalidade, que a(0,y) > 0 e c(0,y) < 0. ' '

Então,
c(0,y) - a(0,y) < c(0,y) < o

:> 0 < h(y) - c(0,y)/(c(0,y) - a(0,y)) < l

Como h é uma função contínua no fechado [-ei, 8i], as constantes

ho -hm:nhh<)1.y € [-8i, 81J} e hi - maxth(y): y c [-8i, 8i]} são tais que

Observa-se que se a(0,y) < 0 e c(O,y) > 0, o raciocínio é análogo

1.4 Lema

SejaZ(X,Y) e{2'(M,./), ondeX-(a,b)e Y-(c,d)são tais qtle
a(0).c(O) < 0. Dados K > 0 e tema .fuYtção de transição (p, existe €2 > 0 tal
que se 0 < € < ea e y c W satis.faz g.(y) € [ho, hi], onde ho e h: são as
constantes obtidas rio Lema ].3, então (p'.(y) > K.

dent onstração

Sejam ei, ho e hi dados pelo Lema 1.3

Sejam0<c'<e'' <8i ey'ey''taisque0<q).,(y') Q,.,(y'')<l
Afirma-se que (p'.,(y') > (p',, (y'').

De fato, q),(y) = q)(y/e), e (p',(y) (1 /8) q) '(y/e )

Logo, Q.,(y') Q(y'/e') - Q(y''/c'') - Q.,,(y'')

Como esta igualdade ocorre no trecho em que a Q é injetora, tem-se
V'lz' = ]''lx.

Logo, q)'(y'/e Q'(y''/c''), e como c' < 8
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Q',,(y') (l/e')Q'(y'/s') >(1/c'')(p'(y''/C'') 'P ' . ' '(y ' ' )

Ou seja, diminuindo-se o valor de 8 0 valor de (p' tende a aumentar

Afirma-se que basta encontrar-se 82 >
y' c [(Q.2y:(ho),(9.2)''(hi)] e Q'.2(y'') - minÍg'.2(y)
então (p'.2(y'') à K.

0 tal que se
q).2(y) c [ho,hlJ},

De fato, basta porque se O < 8 <
Q.(y') - q).2(y''), então q)':(y') = minÍq)'.(y)
q)'.(y') > q)',2(y''), pelo que foi demonstrado.

82 e y
Q.(y) €

é tal que
[ho,hi]}, e

e(p',(y')/K. 0 e y' tal que (p'.(y') = mina(p'.(y): (p.(y) c [ho,hlJ} e seja

Então se y'' é o ponto no qual (p',2 é mínimo, isto é.
Q.(y') = Q,2(y''), tem-se

Q ' .:(y ' ') (1 /82) q) '(y ' '/s2) ( l/s2) q) '(y '/s ) K/e)( l/g ' .(y '))Q '(y '/8 )

K(l/Q'.(y'))Q',(y') - K

Com isto, o Lema está demonstrado

seguinte Proposição trata sobre a regularização de um ponto
crítico hiperbólico de Fz. A mesma foi estabelecida 'por Sotomayor e
Teixeira [S-T]. Neste traba]ho foram fornecidos 'os detalhes da
demonstração desta Proposição

1.5 Proposição
l)ado Z (X,Y) c Q' (M,./), r à ], seja p llnt ponto critico

hiperbólico de Fz. Então, dada uma .função de transição (p, e)cistent co > 0
: finta vizinhctnça $ de p em M tal que para cada 0 '( € <. co, o cctmpo
regularizado Z. tem um étnico ponto critico p. em 9, que é hiperbólico e do
.ipo seta ou nó, conforme p o jor para Z.

demonstração

Por hipótese, tem-se

X/(p).Y/(p) < 0, det]X,Y](p) e d(det]X,Y](p)) #: 0
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Será considerado o caso em que X/(p) < 0 e Y/(p) > 0, isto é, o
ponto p pertence a um arco de deslizamento. O caso em que o ponto p
pertence a um arco de escape é análogo.

Fig. 33 Fig. 34

Fig. 35 Fig. 36

As figuras 33 e 34 exemplificam uma sela de Fz e a sua regularização
e as figuras 35 e 36 exemplificam um nó atrator de F* e a sua
regularização.

Pela Notação 2.4 do Capítulo 1, ao
/(x,y) - y, X(x,y) - (a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y)

redor de p = (0,0) tem-se
(c(x,y), d(x,y)).

Nesta notação, tem-se

X/(P) - b(O) < O, Y./'(P) d(o) > o,

det[X,Y](x,y) a(x,y)d(x,y) - b(x,y)c(x,y),

det[X,Y](p) a(O)d(0) - b(0)c(0) 0 e

d(det[X,Y] l D)(p) (õ/ax)(det]X,'\'](p»

a*(0)d(O) + a(0)d*(O) - b*(0)c(0) b(0)c*(0) ;': 0

O campo vetorial regularizado toma a forma

z. (z'., z:.) ((1-9.)c + 'p.a, (l-Q.)d + Q.b)

Os pontos críticos de Z. são as soluções de
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(l-q).)c+Q.a -0:> q).(y)-...g.
(l--q).)d + Q.b = 0 c -- a d - b

Será mostrado que existe uma curva na qual vale ....C
c - a d - b

e que, para 8 pequeno o suficiente, esta curva só cruza uma vez o gráfico
de Q.

Da
c -- a d -- b

ponto crítico p. de Z. deve satisfazer det]X,Y](p.) = 0.

Como (õ/õx)(det]X,Y](p)) ;': 0, pelo Teorema das Funções Implícitas,
existem um aberto lxJ, com p - (0,0) c lxJ e uma função díferenciável
CE:J-)l tal que det]X,Y](a(y), y)

Nospontosdacurva(a(y),y)valeaigualdade ç = d
c - a d -- b

e-se mostrar que existe apenas um ponto p. nesta curva no qual
vale também (1).

De fato, como b(0) < 0 e d(0) > 0, pode-se tomar 8o > 0 de modo
que estas duas funções não mudem de sinal se lxl g c. e jyl g e., e
tenha-se J c [-co, 8o].

Define-se$- {(x,y) c MI lxl «s. e jyl ge.}

Logo, para (x,y) € 9 tem-se ....ç!(x,yl c (o,l)
d(x,y)-b(x,y)

Seja g(y)
(d(ct (y) ,y) - t) (a(y) ,y) )

Sejam k = ...d:(Q) minlk, l-k}. Como k c (0,1), pode-se
d(O)-b(O)

diminuir 8o de modo que ....ç!(X,y) c (k - m/2, k + m/2), se (x,y) c$
d(x,y)-b(x,y)

Como (p.(-8o) - O, q).(8o) - 1, e as funções (p.(y) e g(y)
contínuas, existe pelo menos um ponto de cruzamento dos dois gráficos

Resta provar que este ponto de cruzamento é

igualdade d ad bcC 0segue qualquer, ou seja,

Dev

sao

união
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De fato, se não for único, como Q.o(y) é uma função estritamente
crescente apenas no intervalo [-8o, 8o], basta diminuir o valor de 8o até que
o cruzamento só ocorra uma vez, como ilustra a figura 37. O mesmo é
válido para 0 < 8 < 8o

Q,(y)
g(y)

y

Fig. 37

Seja y. este único ponto de cruzamento dos dois gráficos,
0 < 8 < 8o. Então, p. - (a(y.), y.) é a única singularidade de Z. em $'

para

r-. .. Afirma-se que p. é uma singularidade hiperbólica, e é uma sela se p
for sela para Fz ou um nó se p for nó para Fz. "'- --'' "v I'

De fato, a matriz DZ., calculada em p, é dada por

DZ. (l-(p.)c* + (p.a*
(l -(p,)d;. + q).b*

((P.yc +(l-q).)cy +((p.ya +(p,ay
((p.yd +(l-Q,)dy+((p.yb + q).b:

E o polinõmio característico é dado por

IDZ. - ÀI l =((1-(P.)c*+ Q.a* -- X)(-(q).yd +(l-(p.)dr +((p.yb +(p.b,
-((l-Q.)d*+ 9.b*)(-(Q.yc +(l-Q.)cy+(Q.ya + g.a,)

x)

Observa-se que para uma singularidade com auto-valores dados por%Z2 (-bÀ J: VAx) ser uma sela hiperbólica deve-se ter '--'" '

ba, + 'VAx > 0 ::> 'VAx > b.
bÀ, - 'VAa. < 0 :> 'VAa, > -bÂ.

::> 'VA3, > 1 bx l =a Ax > bx2

E para esta singularidade ser um nó hiperbólico deve-se ter

(-bx + VAa.)(-ba. - VAx) > 0 a ba.2 - AÀ. > 0 :a. 0 g Ax < bx2
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Tem-se
A. -- bx: = b; 4axcx - bx2 4axcx

Como aa, = 1, basta analisar-se o sinal de c

:::hall i'ãu: ui ':jn
&llaE:;,;'hl'!':,: !'l*=,,'1* .i.;::}.=.'r-U':'k.;.'# :

&llenH,'''~ :*:.: -! .:,,'f'..;,:ll.;l.J':'l':*'k..= :'!il :
De (1) tem-se

&lleÜ ;.,; ::;:'l'':'".- *.*:3'''P' .=,,Sli=1;1=''*

ís;.;.itn'U?'.:.,::i=i .: ,l:;'Jt:;*'.. ltl,'\ Us,i?n ': u:i'l
- (q).y(-dc*/Q. + cd,./Q,) + (q).y(dc,.

cydx) + (p,(-2cxdy +2cydx + b*cx + axd. -- a.d,
byc,. -- a*dy + ayd* + b*cy) =

cd* - a*d + b*c) + (c,.d

- b,.cy) + (q).y(c*d, -- c,d

- (Q:y(bc* - dc* + cd* -- ad;: + dc:
+ Q,(-2c,.dy +2cydx + byc* + axdy -- a.d*
axdy + a,d* + b,.cy) =

- cd* -- a,.d + b*c) + (c;.d.
b*c,) + ((p.y(c*dy -- c,d*

- c,dx)
b.cx --

(Q.y(bc* - ad* - a*d + b*c) + L (Q.(p.)yd(det]X,Y](p,)) + L(P.)

Onde L(p.)
bxcy) + (q).):(Gxdy

(c*d:
c,d*

- cydx) + 9.(-2cxdy +2cyd* + b,cx + axdy - aydx
b,cx - axdy + a,dx + b*c,) é uma função limitada

Portanto resta provar que lim ((p,(p.))
c--> 0 'n, para se concluir que o
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sinal de cx é o mesmo de -d(det]X,Y](p.)), ou seja, que p. é uma sela
hiperbólica de Z. se p o for para Fz ou um nó hiperbólico de Z. se p o for

De fato, a afirmação acima decorre de (p.(p.) c (k - m/2, k + m/2) e
k não depender de c, usando-se um raciocínio análogo ao da demonstraçãodo Lema 1.4. ' ' '''-'

A seguinte Proposição trata da regularização em torno de pontos do
tipo D-dobra, e mostra que não surgem pontos críticos em vizinhanças das
D dobras, em decorrência da regularização. A mesma foi estabelecida por
Sotomayor e Teixeira]S-T]. ''''' '

1.6 Proposição
Seja p tina D-dobra de Z (X,Y) € Q '(M],./), r à ]. Então, dada

ima .função de transição p, existem uma vizinhança 9 de p em h4 e co > 0
al que se 0 < 8 < co, o campo vetorial regularizado Z. não possui pontoscríticos em 9.

demonstração

Pode-se assumir, sem perda de generalidade,
X:/(p) > 0 e Y/(p) > 0. Os outros casos são análogos.

que X/(p) 0,

As coordenadas utilizadas são tais que numa vizinhança de
p ' (0,0), tem-se X(x,y) - (a(x,y),b(x,y)), Y(x,y) - (c(x,y), d(x,y)) e
/(x,y)

Logo,

x/(P) - b(O)

x:/(P) (a(0),b(0)) (b*(0),b,(o)) a(0)b*(O) + b(0)b,(o) a(0)b*(0) > 0

:> a(0) ;' 0

e Y/(p)

O campo regularizado toma a forma

z. (z',, z:.) ((l-Q.)c + Q.a, (l-Q.)d + Q.b)
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Para que Z. tenha um ponto singular deve-se ter

( 1
( 1

Q.(y))c(x,y) + a(x,y)Q.(y)
Q.(y))d(x,y) + b(x,y)9.(y)

0

0

Q.(y)(a(x,y)
Q.(y)(b(x,y)

c(x,y))
d(x,y))

c(x,y)
d(x,y)

'P.(y)
c(x,y) - a(x,y)

d(x.v)
d(x,y) - b(x,y)

a(x,y)d(x,y) - b(x,y)c(x,y) = det]X,Y](x,y)

No ponto p, tem-se

det[X,Y](p) a(0)d(0) - b(0)c(o) a(0)d(O) - 0.c(0) - a(0)d(0) # 0

Sejam 8o .> .O ]tal que det.[X,Y](x,y) # 0 se ]x] g e. e jy] É 8. e

S -{(x,y) c MI lxl gco e jyj'Kc.j. E imediato quem éumavizinhança
de p e se 0 < 8 < e., então o campo regularizado Z. não ' :

possui
singularidade em S, e com isto conclui-se a demonstração da Proposição

N

D

S

Fig. 38 Fig. 39

N

D

S

Fig. 40 Fig. 41
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As figuras 40 e 41 exemplificam pontos de D-dobra de Z e a sua
regularização.

As Proposições 1.7, 1.8 e 1.9 tratam da regularização das poli-
trajetórias fechadas tipos 1, 11 e 111, respectivamente. É verificado que nos
três casos são.geradas órbitas periódicas hiperbólicas. Merece destaque a
Proposição 1.7, em cuja demonstração é estabelecida a derivada da
aplicação de Poincaré, no contexto dos Campos Vetoriais Descontínuos. A
Proposição 1.7 foi enunciada e as Proposições 1.8 e 1.9 foram
estabelecidas por Sotomayor e Teixeira [S-T]. Os deta]hes das
demonstrações destas Proposições foram feitos neste trabalho.

1.7 Proposição
Seja 'r urna poli-trajetória .fechada elementclr tipo l de

! - (X,Y) € a(M,./), r à ]. Então, dada alma .função de transição g,
:distem tema vizinhança 9 de y em M e co > 0 tais que parca cada
) < € < co, Z. contém uma única órbita periódica em 9, e esta é
hiperbólica.

demonstraçã o

O primeiro passo será construir um anel em torno de y tal que as
poli-trajetórias de Z só estejam entrando ou saindo deste anel. 'Depois ' ':será
mostrado que este anel implica na existência de um anel semelhante para
Z., se 8 é pequeno, no qual as órbitas de Z. estarão apenas entrando ou
saindo. O Teorema de Poincaré-Bendixon será usado para provar a
existência de pelo menos uma órbita periódica de Z.. Por último, o fato de
y ser uma poli-trajetória fechada elementar implicará que a órbita periódica
de Z. neste anel é única e hiperbólica

Recorda-se que o sistema de coordenadas que está sendo utilizado é
tal que X(x,y) - (a(x,y), b(x,y)), y(x,y) y),d(x,y)) e /(x,y)

Logo,

(1) Z.(x,y) ((l-Q.(y))c(x,y)+ Q.(y)a(x,y),(l-Q:(y))d(x,y)+ 'p.(y)b(x,y))

Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que ' é composta por
apenas duas componentes, 'o e 'i, como ilustra a figura 42. Esta
consideração é feita com o objetivo de simplificar os cálculos, sem que isto
interfira no resultado final. '
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N

D

S

Fig. 42 Fig. 43

Sejam {po, pi} ' DnY

Sejam Eo e Et seções ortogonais a 'o em po e pi, respectivamente e
sejam E2 e E3 seções ortogonais a yi em pi e po, como mostra a figura 4Z.

Sejam lo:EoaEI e ni E2aE3 as aplicações de Poincaré definidas pelo

Seja n

Sejam 0o,
respectivamente.

03 os ângulos formados entre Eo, , E3 e D,

Tem-se (ver [S2] e [A])

7['(Po) -]ni'no(Po)]' - 7ti'(no(Po)).7to'(Po) - ni'(PI).no'(Po)

çese2.IYI(a:l.exp]J-l divY('yi(t))dt] ça$el,tl:lffil.expIJ« divX('yo(t))dt]

t2

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que q'(po) < l

Seja uma orientação qualquer em Eo, e Hlxemos a origem em po.
Sejam se e si c Eo tais que se < 0 < s.. Como H'(po) < 1, então pode-se
afirmar que se < q(se) < 0 e 0 < H(sl) < si.

Seja B um anel contendo y tal que B é formado pelas poli-trajetórias
de Z por se e si entre Eo e q(Eo) e pelos arcos so7)(se) e q(si)si contidos
em Eo. Pela construção, as poli-trajetórias de Z através dos arcos soH(se) e
TI(si)si em Eo entram em B. Ver figura a seguir
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Fig. 44

Seja 8o > 0 pequeno o suficiente para que R.(se) > se e q.(sl) < si,
onde TI.:Eo-)Eo é a aplicação de Poincaré do campo regularizado Z., com
0 < € < 8o. A existência do número 8o > 0 pode ser comprovada pela
continuidade das funções envolvidas. ' '

Seja B. o anel formado pelas órbitas de Z. por se e si, entre Eo e
TI.(Eo) e pelos arcos soq.(se) e rl.(si)si contidos em Eo. Pela construção, as
órbitas de Z. entram em B. e não existem pontos singulares em B:. Pelo
teorema de Poicaré-Bendixson, existe uma órbita periódica '. em B.. Resta
mostrar que y. é hiperbólica

Como R.:Eo-->Eo é a aplicação de Poincaré de Z,, então

n'.(p.) - exp [Jto. div Z,(y.(t))dt].
tln

Vale lim n',(p.) = R'(Po)
8-.>0

De fato,

Seja y.(t)

Então,

(x.(t), y,(t))

Z.('y.(t)) -(Z:,, Z:,)(Y,(t))

((l -Q.(y.(t)))c(x.(t),y.(t)) + Q.(y,(t))a(x.(t), y.(t)),
(l-Q.(y.(t)))d(x.(t), y.(t)) + Q.(y.(t))b(x:(t), y.(t)))

Logo,
tle tls

H'.(p.)-exp]J.o. (livZ.('y.(t))dt] - explJ.o.[(õ/õx)(ZI.) + (Õ/Õy)(Zz,)](Y,(t))dt]

27



exp[lto.[(]-Q.)(c*)+Q.a* -]Q.]'d+(l-Q.)dy +]Q.]'b +Q.b,]('y.(t))dt] =

explJ.o.[(l-Q.)(c* + dy) + Q.(a*+ by)+(l/c)g'(y/e)(b - d)](y.(t))dt]

explj.o.[(l-Q.)div y+ Q.div X +(l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt]

tlc

tlc

tl E

Fig. 45

Apenas no trecho em que 7. está dentro da faixa de regularização
tem-se a expressão completa de n',(p.) acima. Decompondo-se a expressão
na soma das derivadas de n.(p.) nos arcos definidos pela faixa de
regularização, tem-se:

n'.(p.) - expÍJto.[(l-Q.)div Y + Q.div X +(l/c)Q'(y/e)(b - d)](Y.(t))dt +

J... divX('y.(t))dt + J.,,,[(l-Q.)div Y + Q.div X + (l/e)Q'(y/e)(b - d)](y.(t))dt
t(iv)c t l 6

J...,. divã('y.(t))dt+JtG«).[(l-Q.)divã + Q.divX + (l/c)Q'(y/c)(b - d)](y.(t))dt]

t'c

t 8 t E

t'c

t'€

tlc

- exp [J.o.[(]-g.)div Y)](v.(t))dt + J.o.[Q.div X](7.(t))dt]

exp[J.o.[(]/e)Q'(y/e)(b d)]('y.(t))dt] exp]J .,, div X(y.(t))dt]
t'''e t'''e

exp [J.,,.[(l-Q.)div y]('y.(t))dt + Jt',,[Q.div X](Y,(t))dt]
L' ' ' 6 t(iv)e

exp [J.,,.[(]/c)g'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt] exp [J .ll., div Y('y.(t))dt]
tle tle

exp [JtU«).[(l-q).)div Y]('y.(t))dt + JtG«).[9.div X]('y.(t))dt]

exp [Jto«).[(1/8)Q'(y/8)(b d)](y.(t))dt]

Onde [to., t',] é o tempo para a órbita y.(t) ir de Eo até sair da faixa
de regularização, [t'., t''.] é o tempo para '.(t) permanecer na região N e
fora da faixa de regularização, [t''., t''',] é o tempo para y.(t) atravessar
novamente a faixa de regularização, [t'''., to").] é o tempo para y.(t)
permanecer na região S e fora da faixa de regularização e, por último,
[t''"'., tl.] é o tempo para '.(t) entrar na faixa de regularização e cruzar Eo.
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Tem-se

lim exp [J.o.[(l-Q.)div y)]('y.(t))dt + J.o.[9.div X]('y.(t))dt] - l

t'6

O cálculo do limite acima foi feito levando-se em conta que os
intervalos de integração estão tendendo a um ponto quando 8 tende a zero
e as funções integrando são funções limitadas, logo as integrais tendem a
zero e portanto o limite tende a l.

Analogamente,

lim exp [Jt''.[(l-g.)div y)]('y.(t))dt + Jt',.[Q.div X]('y.(t))dt] - l

t 8

e

lim exp [JtG«).[(l-Q.)div y)](v.(t))dt + J.a.).[q).div X]('y.(t))dt]
tlc

l

Tem-se

lim exp [J .'. div X('y,(t))dt] - exp]J.o divX('yo(t))dt]
t E

e t(iv)et2

lim exp [Jt'.,. div Y('y.(t))dt] - exp]]ti divY('yi(t))dt]

Logo, para concluir que lim n':(p,) - 'rt'(po) resta mostrar quen-.>0 '

lim explj.o.[(l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt]

explJ.,,.[(l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt]
tl8

expllto«)'[( l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt] - ÇQ$Q2.ly(pi)l ça$ga:l:x(2g.Ü
coso, l YQ;) l .osÕÍrlii;:Í't

t's

t E

No sistema de coordenadas utilizado tem-se

çe®:lY(2:ll. ÇQ.©..
.o;o: l v(b;5 él; ãi

d(po)
wü..: J.xu:U..l:xU.Ü.
X(P.) l (-b(pT)) lxt'óiJT

dÜJ.)b(.Pd
d(po)b(p-)
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De (1) tem-se

dt
(l-Q.(y))d(x,y) + Q.(y)b(x,y) :) d!

dy( l-q),(y))d(x,y)+q).(y)b(x,y)
Supondo-se b

considerados, segue
mtervalos de integração

exp [J.o. [(l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt + Jt',.t(l/e)Q'(y/s)(b - d)]('r.(t))dt

+ Jto«).[(1/8)(p'(y/8)(b - d)](7.(t))dt]

- exp [Jto«).[(l/c)Q'(y/e)(b - d)](7.(t))dt + Jt',j(l/e)Q'(y/e)(b - d)]('y.(t))dt]

t'€

tl 8

t'c

exp [J-.

(l-9,(y))d + (p.(y)b

explln((l-(p.(y))d+ (p.(y)b) 1 -.+ in((l-(p.(y))d + Q.(y)b) .]
E

(l-Q.(y))d + Q.(y)b
Í.Udy]

- exp [ln((l-(p.(c))d(po) + (p:(e)b(po)) -- in((l-(p.(-c))d(po) + (p.(-e)b(po)) +
+ in((l-(p.(-e))d(pl) +(p.(-e)b(pi)) -- in((l-(p.(E))d(pi) + q).(e)b(p-))] =

exp [ln(b(po)) In(d(po)) + in(d(pi)) -- in(b(pi))]

exp in(b(po)) exp(-ln(d(po))) exp in(d(pi)) exp(-ln(b(pi))

d(po)b(p:)

Os cálculos acima valem em intervalos de integração em que b e d
podem ser considerados constantes, o que não é uma suposição restritiva
quando 8 tende a zero, logo, está demostrado que

lim n'.(p,) = H'(po) < l
c-.>0

Logo, diminuindo-se 8o > 0, se necessário, tem-se n'.(p.) < 1 para
qualquer 0 < € < Eo, e '. será uma órbita periódica hiperbólica atratora para
o campo regularizado Z.. Analogamente, se rl'(po) > 1, existe 8o > 0 tal que
TI'.(p.) < 1 para qualquer 0 < 8 < eo, e ', será uma órbita periódica
hiperbólica repulsora para o campo Z.
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1.8 Proposição
Seja 7 uma poli-trajetória .fechada elementar tipo ll de

ZI - (X,Y) € (y(M,./), r > 1. Então, dada tlttla .função de transição g,
3:distem uma vizinhança 9 de y em M e 8o > 0 tal qHe paro cada
) < € < co, Z. coittém uma únicct órbita pera(5dica em 9, e estct é
hiperbólica.

demo ttstraçã o

Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que D = DES, isto é,
todos os pontos de D pertencem ao arco de deslizamento.

N
D -Y

S

Sejam consideradas coordenadas polares (0,p) em torno de D em M
de modo que D = {p - 0, 0 g 0 g 27t}. Neste caso,/(0,p) = p.

Seja Z(0,p) - (X(0,p), Y(0,p)), onde X(0,p) - (a(0,p), b(0,p)) e
Y(0,p) - (c(0,p), d(0,p)).

Afirma-se que existe 8o > 0 tal que se 0 < 8 < 8o, então o campo
vetorial regularizado

Z.(0,P) -(Z.'(.),Z.:(.)) -((l-Q.(p))c(.)+Q.(p)a(.),(l-Q.(p))d(.)+Q.(P)b(.))

possui. u.ma órbita periódica y.
$ - {(0,P): IP É 8o}

{(o, P.(o)) 0 É 0 $ 2n} em

De fato, como os pontos de D pertencem ao arco tipo deslizante,
X/(0,0) - b(0,0) < 0 e Y.f(0,0) - d(0,0) > 0. Por continuidade, pode-se
tomar eo > 0 tal que b(0,p) < 0 e d(0,p) > 0 se lpl É 8.. Portanto,
se 0 < € < 8o, todas as órbitas do campo Z. estão entrando em $ e pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson existe pelo menos uma órbita periódica em
9 (o Corolário 1.2 exclui a possibilidade de haver uma singularidade em 9).

Fig. 46

A figura 46 representa uma poli-trajetória fechada tipo ll
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Seja y. uma órbita periódica de Z. em $.

Será provado que '. é atratora e hiperbólica, e portanto única

Sejam p c y., E uma seção transversal à órbita ', em p e n:Eo->E a
transformação de Poincaré, onde Eo c E é o domínio de it

Pela Teoria de Equações Diferenciais]Sl] tem-se

7t'(p) - exp[ J divZ.('y.(0))dO ], onde divZ. - Z',.

Será provado que 0 < 7t'(p) < l

De fato,

dlv Ze -(l-(Pe)CO +(Pea8 -(pc'd +(l-(Pe)dp+(Pe'b +(p.bp

- - Q.'(d - b) + Q.(ao + bp) +(l-(p.)(ce + d.) - - Q.'(d - b) + L,

onde L = (p.divX +(l-(p.)divY é uma função limitada em $.

E imediato que (d-b) > O em 7,, portanto resta mostrar que
q).'(P.(0)) --> +oo quando e --> 0, V 0 c [0, 2z].

Para isto será considerado inicialmente um sistema simplificado no
qual os campos X e Y são dados por

x(O, P) - (l, b.),
Y(0, P) - (0, 1), onde bo < 0 é constante

Neste caso, o campo vetorial regularizado Hlca

Z.(0, P) - (Q,(P), 1 - Q.(p) + Q.(p)bo).

Fazendo a mudança de coordenadas p' - p/e e 0 '= 0/e, tem-se

.gP.. - 1 - Q(p') + Q(p')bo
dO' Q(P')

Igualando esta última expressão a zero, encontra-se uma solução
periódica do sistema, uma vez que o mesmo não depende de 0.

Esta solução periódica é dada implicitamente por
Q(po ) - .J

l h.

2n
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Como bo < 0,

0 < Q(Po*) l < l
1 -- bo

A solução periódica po' q)':(l/(l-bo)) é única porque Q é monótona

Tem-se para 8 > 0, po
+ .

ePo', logo,

'P , '(Po ) [Q(Po/c)]' (l/C)Q'(Po/e) - (l/E)Q'(Po')

Conforme 8 decresce,.Q.'(po) aumenta. Isto se deve ao fato que
Q'(po').é constante (pois po' não depende de e) e estritamente positiva
(pois 0 < Q(Po') < 1), logo pode-se diminuir 8 0 quanto for necessário de
modo a se ter a derivada grande quanto for preciso.

(1) Com isto tem-se que p ' po ' cpo é uma primeira aproximação da
solução periódica procurada. Será mostrado que pode-se tomar õ > 0 de
modo que a solução do caso geral em que os campos são dados por X(0, p)
- (a(0, p),b(0, p)), Y(0, P) - (0,1) está no intervalo e(po*tõ). Então,
diminuindo-se € o quanto for necessário para que a derivada seja grande
neste intervalo, implicará que a órbita periódica será hiperbólica.

Como os pontos da poli-trajetória são regulares, det]X,Y](p) #: 0,
para qualquer p c D

det[X,Y](p) a(p)l - b(p).0 = a(p) #: 0

Pode-se considerar, sem perd.a de generalidade, que a(p) > 0
D é compacto, tem-se k = minha(p) l p c D} > 0

Como

c(P.*tÕ)

Po'k-Õ P0'P P0'P+Õ 8

Fig. 47

O campo vetorial regularizado é dado por
Z.(0,p) - (Q.(p)a(0,p), (l - Q.(p)) + Q.(p)b(0,p))
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tem-se
Calo +

2

ulanüo-sc a segunda coordenada de Z. em (0, p = 8(po

Z:.(0, 8(Po* Ü Õ)) - 1 - Q(po* Ü Õ) + (p(po* t õ)b(0, 8(po*

Se for mostrado que Z:.(0, c(po*+8)) < 0 e Z:.(0, c(po*-Õ)) >

sido provado que as órbitas entram no anel (Q, p = c(Po'tÕ)),
Poincaré-Bendixson, a órbita periódica estará neste anel.

As expansões de b e q) em série são dadas por

b(0,p) - bo + bi(0)p + b2(0,p)p2

b(0, 8(po' t õ)) - bo + bi(0)e(po' J: õ) + b2(0, 8(po' t Õ))e:(po'
Q(Po' t Õ) - Q(Po') t 9'(Po')Õ + Q.!!(lpa.)E + r;(õ),

t õ)),

t õ))

0, terá
e por

:t õ):

onde r3(õ) - (p'''(po' t mõ), 0 < m < l

Logo,

::.w, :o.'-''w - : -L «o.) -'' «'o.')' -''

(l - bo - bl(0)e(po*+õ) - b2(0, p)e:(po*+õ):)

- l -t ..L + Q'(Po*)Õ + !e.!!(Ü.)õ.: + r:(õj
l-bo 2

(l - bo - e(po*+õ)(bi(0) + b2(0,p)c(po*+Õ)))

Fixado õ > 0, pode-se diminuir € > 0 de modo que o
e(po'+õ)(bt(0) + b2(0,p)e(po'+õ)) deixe de ser relevante e tenha-se

L+ Q'(Po')õ + 9.::(nal.)Õl! + r3(õ)"I (l-bo)
l-bo 2

; 1 + r '(Po*)8 + !p.!!(ga.)&+ r3(8)Ü(t-bo) > l
e portanto

Z:.(0, e(Po*+Õ)) < 0.

Agora calculando Z:.(0,e(po*--õ))

Z:,(0,e(Po*-Õ)) - 1 - Í'J. - Q'(Po*)õ + !e.!:(aa.)àl! + rs(õ)
l-bo 2

(l - bo - e(po*--õ)(bi(0) + b2(0,p)s(po*-Õ))) =

2

+ r,(Õ
2

fator
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J:.:bo
l-bo

e(po*-õ)(b-(0)

:t..b«0 ,o )ç(%.l::ã
l-bo

+ bz(0,p)c(po -Õ))Q'(po')Õ

+ (l-b.)Q'(po')Õ +

+ S(po*-Õ).(bJ,(9).Ê..baile.2)ÊbQ:::â»!p.!:(ÊBI.)& +

r3(õ)(l - bo -- c(po*--õ)(bi(0) + b2(0,p)e(po*--8)))
2

b..:ê .bl(IOIL+ bz(O-o)e(Qa.:õ.
l-bo

(Po* õ)(bi(0) + bz(0,p)e(po*-õ))

Q'(P.')Õ (po*-õ)(bi(0) + b2(0,p)e(po*-õ))g!!(Êal.)ãl!) ] - (l-bo)(Q'(po')Õ

àl!) - r3(õ)(l - bo - c(po -õ)(bi(0) + b2(0,p)c(po*-Õ))).
2

Como õ2 < õ < 1, pode-se tomar õ pequeno o suHlciente para que

(l-bo)(Q'(po')6

Depois de Hlxado o valor de õ pode-se diminuir o valor de 8 de
maneira que Z:.(0,e(po --Õ)) > o.

O valor de õ pode ser tomado único e o valor de eo > 0 pode ser
fixado de modo que para 0 < 8 < 8o tenha-se Z2,(0,e(po'+Õ)) < o,
Z:.(0,e(po --õ)) > 0 e.a derivada q).'(po) seja grande o suficiente para que a
órbita periódica seja hiperbólica, conforme foi argumentado em (1)

1.9 Proposição
Seja y uma poli-trajetóricl .fechada elementar tipo 111 de

11 - (X,Y) c gly(M,./), r à 1. Então, dada uma :função de transição (p,
existem tina vizinhança 9 de yem M e co > 0 tal qlte para cada 0 < 8 g co,
ZI. contém uma ünicci órbita periódica em $. e esta é hiperbólica.

demonstra ção

Seja ' uma poli-trajetória fechada elementar tipo 111 de Z. Será
considerado, sem perda de generalidade, que y possui um único arco de
trajetória de X e um único arco de trajetória de Fz, e que este arco é de
deslizamento. Consideram-se coordenadas tais que /(x,y) = y. Sejam Ei,
Ez, E3 e E4 seções transversais à poli-trajetória y, como ilustrado abaixo
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Considera-se que as seções transversais foram escolhidas de modo que as
órbitas de X que passam por E3 entram no arco deslizante após passar por
E4 e depois cruzam Ei. Também será considerado que as órbitas que
cruzam Ei entram no arco de deslizamento.

Fig. 48

A transformação de Poincaré entre cada seção E será estudada
separadamente. Será mostrado que no trecho entre Eí e E2 há uma
aproximação das órbitas do campo regularizado, e no trecho entre E2 e E3
há um afastamento entre as órbitas, porém a expansão não é tão forte
quanto a contração, e a órbita periódica hiperbólica será atratora.

Afirma-se que existe um anel B em torno de ' e se > 0 tal que se
0 < e < 8o, então as órbitas de Z. estão entrando em B.

De fato, seja p3 c E3n'y, e consideremos uma orientação em E3
Sejam qo e qi c 23 tais que qo < p3 < qi e as órbitas de X por qo e qi
cruzam E4, como ilustra a figura 49. Se qo e qi forem tomados
suficientemente próximos a p3, então a órbita por qi entrará no arco
deslizante após cruzar a seção transversal E4 e a órbita por qi cruzara a
seção transversal Ei. Pela maneira como foi escolhida Ei, é claro que a
órbita por qi também entrará no arco deslizante. Sejam q3 = (m3,n3)
ponto da órbita de X por qt quando a mesma cruza a seção E2
q4 = (m4,n4) o ponto quando cruza a seção Ei. Seja n5 < 0 de maneira que
as órbitas de Y por (x,y) onde 0 > y > n5 entram no arco deslizante. Seja B
o anel limitado por um lado pela órbita por qi entre Ez e Ei, pelo arco entre
x ' m4 e x = m3 contido em Ei e pela rota y = n6 entre EI e E2, onde
nó = minÍn3, n4l; e pelo outro lado pela órbita de X por qo entre D e Ei,
passando por E3 e E4, pela curva D, entre os pontos que a órbita de X por
qo cruza a órbita D e as seções Ei e E2, as seções Ei e E2 entre D e a rota
y - n5, e a rota y - n5 entre Ei e E2. Se 8o > 0 for tomado de maneira que
8o g nó, -e à ns e as seções transversais E3 e E4 estão fora da faixa de
regularização, então para 0 < 8 < co, o campo vetorial regularizado Z, está
entrando no anel B.
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Fig. 49

Pela construção, no anel B não existem pontos singulares, logo, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, Z. possui pelo menos uma órbita
periódica em B. Será provado que toda órbita que existir em B será
atratora e hiperb(51ica, portanto única

Seja '. uma órbita periódica do campo vetorial regularizado Z. em B,
para 0 < 8 < 8o. E. claro que as seções Ei, E2, E3 e E4 são seções
transversais à órbita '.

Seja n. = rl4,'R3.'rl2.oqt. a aplicação de Poincaré da órbita '. definida
na seção transversal Et, onde cada Hi. está definida entre Ei e Ei..i,
identiHlcando-se Es - Et. A derivada da aplicação n, será calculada usando-
se a derivada em cada trecho.

Sejam pl), p2 =(x2,y2), p3 =(x3,y3) e p4 =(x4,y4) os pontos
onde a órbita '. cruza as seções Ei, E2, E3 e E4, respectivamente. Seja 0i,
02, 03 e 04 os ângulos formados entre as seções transversais e a órbita T..

A seguir será estudada a aplicação de Poincaré entre cada trecho
definido pelas seções transversais.

1) Entre Ei e E2;

Como primeira aproximação, neste trecho será considerado que os
campos vetoriais X e Y são dados por X(x,y) =(-1, -1), y(x,y) =(-1, 1)

Logo o campo regularizado é dado por

z. (z:., z:.) ((l-Q.)(-1) + Q.(-1),(1-Q.)l+ Q.(-1))

(-1, 1 - 2Q,) ( 1 )

Este campo pode ser reduzido a
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dx
dx

dv = dx

2Q.(y) -ll

y2

J
yi l

l dy
2Q.(y)

XI - X2 (2)

Na equação integral acima, os valores de xi e x2 correspondem às
senões transversais Ei e E2, respectivamente. Dado o valor de yl
resolvendo-se a equação encontra-se o valor de y2 tais que a órbita do
campo regularizado que passa por (xl,yl) c EI cruza a seção E em (x2,y2)
As figuras abaixo exemplificam esta situação.

X2 XI

Fig. 51Fig. 50

Para entender como a variável y se comporta pode-se utilizar o
gráfico abaixo, onde o eixo horizontal representa a variável y e o eixo
vertical representa a função y(y) =

1 - 2Q.(y)

q'(y)

8 E y

Fig. 52

Observa-se que o gráfico da figura 52 foi feito considerando-se que
(P(0) - %Za, ou, equivalentemente, que 0 Q-'(%Za). Caso isto não seja
verdade, a assíntota não será o eixo vertical, mas a rota y = q)':(%Z2), que
deverá estar próxima do eixo vertical.
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Interpretando-se a equação integral (2), com o auxílio do gráfico,
tem-se que, fixado os valores de 8 e de yi, o valor y2 é aquele tal que a
área hachurada na figura 52 vale(xl -- x2). ' '

Portanto, quanto menor for e, mais próximo da origem estará y2,
podendo o valor de yi ter sido tomado positivo ou negativo.

Para estabelecer a dependência entre y2 e yt,
integral,

retoma-se a equação

'P(y:) -
'' 1 - 2Q.(y)

dy= (xi x:) - n(y:) n(y-)

J
Õyi

H'(y2)dyz - n'(yi)
dyi 2Q.(y2) dyt

]

1 - 2'P,(y:)l

dyi 1 - 2Q.(y-)
2Q.(y:))

dyi
l

}

.2©:(yd << l
2Q,(y:)

Afirma-se que lim y2
c-t0 'P ' '(% ) (3)

De fato, esta afirmação decorre dos cálculos e gráHlcos acima

De (1) tem-se que

{!y - 1 - 2Q.
dt

(4)
1 29.

A derivada da aplicação de Poincaré qi: da órbita y. entre Ei e E2 é
dada por

rl l,'(pl) - ÇQ$êl.LZ:(j2ljLLexp]J.i div Z.(y,(t))dt]
.os0: l Z.(Ú) l

ÇQ$91.IZ:(2l]LI.exp]lti -2]Q.('y.(t))] 'dtl- ÇQ$e.i.IZ:(pllLI.explJ,i =21
cos02lZ.(P2)l. coso:lZ,(P2)l '' l

- ÇQsel.[.Z:(pljLLexp]ln ] 1 -- 2(p.(y2) ] -- in ] 1 2(p.(yi) ]]
coso: l Z.(P;) l

t2

l:Q!»].dy]
2 'P .(y )

ÇQw:.lz:u:Ü.
coso: l z:(pb l
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2) Entre E2 e E3;

Neste trecho serão consideradas coordenadas locais tais que os
campos X e Y são dados como abaixo '

X(x,y) (-l,-x), Y(x,y) l,l)

Nestas coordenadas, o ponto D-dobra é o ponto p (o,o)

O campo regularizado é dado por

Z, '., Z:.) -(x', y') -(-l,(l-Q.) - XQ,)

Tem-se

dt
l - (P. - x(P. ::> dt = ]

dy 1 -- q), -- xq),
(5)

Logo, a derivada da aplicação de Poincaré H2. da órbita 'r, entre E2 e
E3 é dada por

q2.'(P2) - gg$B2.IZa(22]Lexp]lt2 div Z.(y.(t))dt]
.osOi l Z(P;) l

- ças9Z.[.Z:(pZ)]exp [J.z [Q.('y.(t))] '(- ] -x) dt]
.os0; l Z:(P3 1

t3

- gQ8ez.IZ:(12zlLexplJ,2
coso; l Z.(P;) l

3

!:(y)]'(-l-x) dy]
Q.(y)(-l-x) + l

ggs9Z.[.Z:(pZ}Lexplln ] l -- (p.(y3)(l+x3) ] -- in ] 1 -- Q.(y2)(l+x2) ] ]
.os0; l Z.(P;) l

«w:].z:o:}.L .b
.os0; l Z:(P3) l l l

:(n) (Ltxl)l
Q.(y2)(l+x2) l

3) Entre E3 e E4;

Neste trecho, para 0 < 8 < 8o, a órbita y, está fora da faixa de
regularização, portanto a órbita só possui pontos de X. Ainda que a semi-
órbita de X que está sendo utilizada possa variar com c, a derivada da
aplicação de Poincaré pode ser considerada limitada pelo máximo que ela
atinge. Logo, tem-se
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7l3.'(P3) - ÇQgQ3.Lz:(p3.LLK, onde K c U é uma constante
.os0. l Z.(P ) l

4) Entre E4 e Et

Neste trecho serão consideradas as mesmas coordenadas utilizadas
entre Ei e E2.

Logo,

''l-.'(p.) - çe®4:J.z:üi,}L .b
coso. l Z.(PI) l l l

2.a:a:H.
2'p.(y.) l

Compondo as derivadas em cada trecho tem-se

n . '(P : ) n..'(P.) . qs.'(P;).q:.'(P:)H :,'(P -)

çe$e.,J.Z:(.2á.}U.1:2©:&i.}l.se©:.[.Z:(p3lLKçe$9,
c.se. l z:ob l 1-2li:&;íT:;tõ;'í'2:ÜI.H' ;i;=l
«©:lz::ü.U. Lt:@:á:d. -
..s0; l Z:(b3 1 1 i-ii:ÕiH'

i:e:Q:lat +*:ü
l-Q.(y:)(l+x:) l

Como q).(y3)= q).(y4) 1, tem-se

'i;'(P:) - K]b] +J:.ag:óbll
1- 'p.(y:)( ii;;5 1

Por(3) e do fato que nas coordenadas utilizadas tem-se x2 < 0, segue
que, diminuindo-se 8o se necessário,

R.'(pi) < 1, para 0 < 8 < c.

Logo, a órbita ', é uma órbita periódica hiperbólica e atratora do
campo vetorial regularizado Z,.

Os cálculos acima foram feitos usando-se coordenadas simplificadas
como aproximação do campo Z, porém a conclusão pode ser extendida para
um campo vetorial no caso geral, porque o aspecto determinante é o dado
pel.a expressão (3), que permite o controle da derivada da aplicação de
Poincaré. Esta expressão continua válida para o caso geral.
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2. Regularização de Pontos Pertencentes à Intersecção da Curva D com ÕM

Neste parágrafo é estudada a regularização de pontos na intersecção
da curva D com ÕM. O objetivo é estabelecer as condições para que o
campo regularizado seja localmente transversal a ÕM ou que surja uma
tangência quadrático. Este assunto não foi abordado no trabalho de
Sotomayor e Teixeira [S-T].

2.1 Proposição

PMV/M X/MVPM *' E«"m ' . P 'D'õM'.mXPMYj3M ''

i) Se Xj3(p)V/(p) X.f(p)VP(p) > O, dadct xntcl função de transição (p,
existe co > 0 tat que se 0 < € < co, o campo regularizado Z. possui uttt
ponto de tangência (lucldrática interna ncl intersecção da faixa de
regularização com ÕM;

ii) Se XP(p)V/(p) - X/(P)Vj3(p) < 0, dada uma função de transição q),
:riste co > 0 tal que se 0 < € < co, o campo regularizado Z. possui unt
ponto de tangência quadráticcl externa ncl intersecção da .faixa de
regtllarização com aMI.

demonstraçã o

Utilizando-se a Notação 2.4 do Capítulo 1, tem-se

0 - {y=0}, /(x,y) ÕM - {x-0}, f3(x,y) - x, p = (o,o), x(x,y)
(a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) (c(x,y), d(x,y)). Logo, Xj3(x,y)
X/(x,y) - b(x,y), Yl3(x,y) y) e Y/(x,y)

Como Xj3(p)YJS(p) - a(0)c(0) < O, segue que a(0) e c(0) são
diferentes de zero e têm sinais contrários no ponto p - (0,0). Pela
continuidade das funções envolvidas, esta situação se mantém numa
vizinhança $ de p. Pode-se então usar o Lema 1.3 e tomar 6i > 0 tal que
exil;tem constantes 0 < ho < hi < 1 tais que 0 < ho g h(y) g hi < 1, para
jyl <c:, onde h(y)(c(o,y) - a(o,y)j.

Se necessário, diminui-se 81 para que(0, y) c $ se jyl < 8.
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Fig. 53 Fig. 54

M

P

Õ

Fig. 55 Fig. 56

Fig. 57 Fig. 58

As figuras 53 e 58 representam pontos p pertencentes à intersecção
entre a fronteira de M e a curva D tais que Xj3(p)Yj3(p) < 0 e a sua
regularização

O campo regularizado é dado por Z. -((l-(p,)c + aQ,,(l-Q.)d + bq).).
Portanto, para ter-se um ponto de tangência deve-se ter
Z.l3(0,y) -(l-Q.(y))c(0,y) + a(0,y)Q.(y)

Seja a função g(y) = (1-(p.(y))c(O,y) + a(0,y)Q.(y). Afirma-se que
existe y. c(-8,e) tal que g(y.) = 0.

De fato,

g(8) (l-Q.(E))c(0,e) + a(0,e)Q.(e) 0.c(0,e) + a(0,c).l a(0,e);

g(-E) -9.(-c))c(0,-e)+a(0,-e)Q.(-s) l .c(0,-e)+a(0,-8). 0

Por hipótese, a(0,e) e c(0,-e) têm sinais contrários, logo, por
continuidade, existe y. € (-e,8) tal que g(y.) = 0, e portanto o campo
regularizado Z. tangencia ÕM em (0, y,).
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Agora resta mostrar que esta tangência é quadrática, única e
verificar quando é interna e quando é externa. Na verdade, não é necessário
provar-se a unicidade, pois ela decorre diretamente do fato de que toda
tangência que existir será sempre interna ou sempre externa (dependendo
do sinal de a(0)d(0) - b(0)c(0)). ' '

vz.l3 (c*(l-Q.) + a*'p., -Q'.c + c,(l-'p.) + 'p'.a + a,g,)

Z:,P l-Q.)c + Q.a, (l-Q.)d + Q.b).(c*(l-Q:) + a*Q,,-Q'.c +
c,(l-'p.) + 'p'.a + a,Q.)

- (l--Q.):cc* + a*cq).(l--(p.) + ac*(p'(l--Q.) + aa,.(Q.): -- cd(p'.(l--(p.) +

c,d(1 .2'): + ad(p'.(l-(p.) + ayd(p.(l-g.) -- bc(p'.(p. + bc,(p.(l-(p.) + ab(p'.q). +a,b(Q:y

No ponto (0,y.), tem-se

Q.(y.) - c(0,y.)/(c(0,y,)-a(0,y.)) - h(y.)

Logo, no ponto (0,y,),

(a2Gcx aa,.c2 a2ccx + aaxc2 + Q'.acd(c--a) + a2c.d
aa,cd - q)',bc:(c--a) - abccy + Q'.abc(ç-a) + a,bc:)/(c--a)2 :q) ' ,a:d(c-a)

(ac2d(p': -- a2cd(p'. + a2cyd - a2cdQ'. + a3dq)', -- aaycd
+ abcz(p'. -- abcc, + abc2(p'. -- a2bGq)'. + aybcz)/(c--a)z

bc3Q', +

(adQ'.(c: -- 2ac + a:) -
a., )/(c

bcQ',(c: 2ac + a:) + ad(ac, - a,c)

((ad bc)(Q',(c-a): + ac, a,Q)/(.

Para estudar-se o sinal de Z2.l3(0,y,) basta estudar-se o sinal de

(1) (9'.(y.)(c(0,y.) a(0,y.)): + a(0,y.)c,(0,y.) a,(0,y.)c(0,y,)),

porque (c(0,y.) - a(0,y.)): é estritamente positivo e

b(0,y,)c(0,y.) tem o mesmo sinal que a(O)d(O) -- b(0)c(0).
a(0,y.)d(0,y.)

Afirma-se que podemos tomar 0 < 8o $ 8i tal que se 0 < 8 $ 8o, a
expressão (1) é estritamente positiva.

De fato, basta usar-se o Lema 1.4 com
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K > sup {(a(0,y)c,(0,y) a,(0,y)c(0,y))/(c(0,y) - a(0,y)y, jy IK c:},

e tomar-se 8o mintei, 8z}, onde 82 > 0 é dado pelo Lema 1.4

Pode-se concluir que então que se 0 < 8 g 8o, o campo regularizado
Z. possui um ponto de tangência quadrática (0,y,) com ÕM, e esta
tangência será interna se a(0)d(0) - b(0)c(0) > 0, e externa caso
a(0)d(0) - b(0)c(0) < 0, pois este é o sinal de Z:.l3(0,y.).

2.2 Proposição
Sejant Z - (X,Y) € a (M,.D, r à 1, e p € Unam coltl XP(P)ylS(P)>0.

:ntão, dctda finta J''unção de trclnsição q), e)cisne eo > 0 tal que se
1) < 8 < eo, o campo regularizado Z. é transversal a ÕM numa vizinhançctae p

demonstraçã o

Utilizando-se a Notação 2.4 do Capítulo 1, tem-se

- {y-0}, /(x,y) :
b(x,y)) e Y(x,y)
- c(x,y).

y, aM - {x-0}, {3(x,y)
- (c(x,y), d(x,y)). Logo, XÍ3(x,y)(a(x,y)

Y l3 (x ,y)

X(x,y) -

a(x,y) e

A condição Xj3(p)Yj3(p) > 0 implica no fato de as órbitas dos campos
X e Y por p estarem ambas entrando em M ou ambas saindo. Em outras
palavras, Xj3(p) - a(0,0) e Yj3(p) - c(0,0) têm o mesmo sinal. Devido à
continuidade destas funções, esta situação se mantém numa vizinhança $ do
ponto p.

aM
Fig. 59

A figura acima representa um ponto p pertencente à intersecção entre
a fronteira de M e a curva D tal que Xji(p)Yj3(p) > 0.

Toma-se 8o > 0 tal que se 0 < 8 < 8o, nas proximidades de p, a
intersecção da faixa de regularização com ÕM está contida em $.

Logo, como (l-q).) à 0 e Q. > 0,
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z . li (q ) ( 1 p.(/(q)))YB(q) + p.(/(q))Xji(q)

tem o mesmo sinal que Xj3(q) e Yj3(q) se q € $. Em particular, Z.l3 não se
anula e Z, é transversal a ÕM em $.

3. Campos Vetoriais Descontínuos com Regularização de Andronov
Po ntrj ag ui n -Peixoto .

Serão definidos a seguir conjuntos G'(i), i- 1, .., 4, auxiliares para
as demonstração seguintes.

3.1 Definição
Denota-se por G'(i), i

definidos abaixo
1 , , 4, os subconjuntos de Q'(M,/)

G'(1) - {Z - (X, Y) c Q'(M,/) XIN e Yls c E'; todas as D-

singularidades de Z são elementares; nenhuma singularidade de Fz pertence
a ÕMt;

O conjunto G'(1) será responsável por todas as singularidades dos
campos regularizados, para 8 pequeno, serem hiperbólicas.

G'(2) -ÍZ -(X, Y) c O'(M,./)l XIK e Yls c E'; todas as poli-trajetórias
fechadas de Z são elementares e não possuem pontos de ÕMJ;

O conjunto G'(2) será responsável por todas as órbitas periódicas
dos campos regularizados, para 8 pequeno, serem hiperbólicas. Observa-se
que será necessário exigir também que ocorra simultaneamente a situação
descrita em G'(4), a seguir.

G'(3) - {Z - (X, Y) c Q'(M,/)i XIN e Yls c E'; se p c Doam, então
XÍ3(p)V13(p) # 0; caso XJS(p)YJS(p)<0, tem-se XJS(p)Y/(p)-X/(p)Yj3(p) ,'ol;

O conjunto G'(3) será responsável pelas tangências dos campos
regularizados, para 8 pequeno, serem no máximo quadráticas. A condição
"se p c Doam, então XÍ3(p)YJS(p) # 0" implicará que os campos X e Y não
são tangentes ao bordo num ponto p pertencente a Doam. O valor desta
expressão ser positivo implicará que os campos regularizados serão
transversais a ÕM numa vizinhança de p. O valor desta expressão ser
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negativo significará que os campos regularizados terão uma tangência com
ÕM numa vizinhança de p. A condição "caso Xj3(p)YB(p) < 0, tem-se
XJS(p)Y./(p)-X./(p)Yj3(p) # 0" implicará que a tangência que surgiu na
vizinhança de p é quadrática.

G'(4) - {Z -(X, Y) c Q'(M,/)l XIN e Yls c E'; Z não possui conexão de
separatrizes; se p c Doam, Xji(p)Yj3(p) <0 e Xj3(p)Y/(p) - X/(p)Yj3(p)>0,
então as órbitas e poli-trajetórias por p não possuem separatrizes na sua
composição e tampouco possuem um ponto pi # p, Pi c Doam tal que
XP(pi)Yj3(pi) < 0 e XP(pi)Y/(pi) - X/(Pi)yl3(Pi) > 0} '

O conjunto G'(4) será responsável pela não existência de conexão de
separatrizes dos campos vetoriais regularizados, para E pequeno. Observa-
se que será necessário exigir-se também a ocorrência simultânea de G'(2) e

3.2 Definição
Define-se G'(M) G'( 1)nG'(2)nG'(3)nG'(4)

3.3 Proposição
;eja Z c G '(]), r à ]. Então, dada finta .função de trctnsição (p,

nciste co > 0 tal que se 0 < e < 8o, Z. € E' (1).

dent onstração

Deve-se mostrar que se

Z c G'(1) - {Z c O'(M,/)liXIN e YIS € E', todas as D-
singularidades de Z são elementares, nenhuma singularidade de Fz pertence
a ÕM},

então existe 8o > 0 tal que se 0 < 8 < co,

Z. c E'(1) - {X c X'(M)l todos os pontos singulares de X são
hiperbólicas e estão contidos no interior de M}.

Como as D-singularidades de Z são elementares, elas são pontos
singulares hiperbólicas de Fz ou D-dobras.

Pela Proposição 1.5, se p é uma singularidade hiperbólica de Fz,
existe 8o > 0 tal que, para 0 < 8 < 8o, Z. possui um único ponto crítico
próximo a p, que é hiperbólico.
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Pela Proposição 1.1, se p é um ponto D-regular, existe 8o > 0 tal
que, para 0 < 8 < co, Z. não possui singularidades numa vizinhança de p

Pela Proposição 1.6, em torno de uma D-dobra p existe eo > 0 tal
que, para 0 < 8 < eo, Z, não possui singularidades numa vizinhança de p.

Como Fz não possui singularidades em Doam, tomando 8o > 0
pequeno, pela continuidade das funções envolvidas, pode-se garantir que,
para 0 < 8 < 8o, Z. não possui singularidades em ÕM.

Resta mostrar que o valor de 8o
estritamente positivo.

pode ser tomado único e

De fato, seja p c D. Então p é um ponto D-regular, uma
singularidade hiperbólica de Fz ou uma D-dobra. Para cada uma das três
possibilidades, existe uma proposição que garante um valor 8o > 0 e uma
vizinhança em torno de p na qual todos os pontos de Z,, para 0 < e < 8o,
são regulares ou a vizinhança possui uma singularidade hiperbólica isolada.
A união destas vizinhanças cobre D, e pela compacidade de D(D é fechado
e está contido em M, que é compacto, logo, pelo Teorema de Heine-Borel.
D é compacto), existe uma subcobertura formada por um número finito
desta vizinhanças. Nesta subcobertura finita pode-se escolher 8o como o
menor valor de 8o associado a estas vizinhanças. Este valor e. é
estritamente positivo porque é o ínfimo de um conjunto finito de valores
positivos.

Por fim deve-se verificar se este valor de co > 0 é pequeno o
suficiente para evitar que hajam pontos críticos na fronteira, e se não for
ele ainda pode ser diminuído de modo a abranger também este caso.

Com isto a Proposição está demonstrada

3.4 Proposição
Seja Z c G ' (2)nG ' (4), r à 1. Então. dada uma .função de trattsição

p, existe co > 0 tal que se 0 <. € '( co, Z. c E' (2).

demonstração

Deve-se mostrar que se Z c G'(2)nG'(4), então existe 8o > 0 tal que
se O < 8 < 8o, Z, c E'(2).

Recorda-se que
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G'(2) - {Z c Q'(M,/)IXlw e Yls c E', todas as poli-trajetórias
fechadas de Z são elementares e não possuem pontos de ÕM},

G'(4) - {Z - (X, Y) c O'(M,/)l XIN e Yls c E'; Z não possui
conexão de separatrizes; se p c Doam, Xj3(p)Yj3(p) <0 e Xj3(p)Y/(p) -
X/(p)Y$(p)>0, então as órbitas e poli-trajetórias por p não possuem
separatnzes na sua composição e tampouco possuem um ponto pt # p, Pi c
Doam tal que Xj3(pi)Yj3(pi) < 0 e Xj3(pi)Y/(pi) - x./'(pi)yl3(pi) > 0}.

E'(2) - {X c X'(M)l todas as órbitas periódicas de X são
hiperbólicas e estão contidas no interior de M}

e

Como X l N e Y l s c E', todas as órbitas periódicas de X e de Y são
hiperbólicas, logo resta verificar o que ocorre com as órbitas periódicas
que surgem com a regularização.

Seja ' uma poli-trajetória fechada elementar de Z. Existem três
possibilidades, ' pode ser do tipo 1, do tiPO ll ou do tiPO 111. As
Proposições 1.7, 1.8 e 1.9 garantem que existe 8o > 0 pequeno tal que o
campo regularizado Z, possui uma órbita periódica hiperbólica próxima a
y, para 0 < € < co.

aro que o valor de 8o pode ser tomado positivo e único pois do
fato das poli-trajetórias serem elementares segue que são isoladas e
portanto em número finito

Como os campos X e Y são estruturalmente estáveis, todas as suas
singularidades são hiperbólicas, não existindo a possibilidade de ocorrer
uma bifurcação de Hopf que gere uma órbita periódica. As singularidades
de Fz são do tipos nó ou sela e, mesmo que não sejam hiperbólicas, não
podem gerar uma bifurcação de Hopf. Logo, está excluída a possibilidade
do surgimento de órbitas periódicas, durante o processo de regularização,
que tenham nascido de pontos singulares.

Do fato de Z c G'(4), em particular, tem-se que Z não possui laços
ou gráficos. Logo, também está excluída a possibilidade do surgimento de
órbitas periódicas a partir deste tipo de situação.

Portanto, a regularização de poli-trajetórias fechadas é a única
maneira de criar órbitas periódicas, ou seja, de criar órbitas periódicas que
não fossem órbitas periódicas do campo X ou do campo Y, e com isto
conclui-se a proposição
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3.5 Proposição
Seja Zc G '(3). Eyttão, dada uma .função de transição q), existe

8o > 0 tal qtle se 0 < € < 8o, Z. c E' (3).

dem onstra ção

Seja Z € G'(3)

Recorda-se que

G'(3) -iZ -(X, Y) c O'(M,/)l XIN e Yls c E'; se p c Doam, então
Xj3(p)Yj3(p) # O; caso Xj3(p)Yj3(p)<0, tem-se Xj3(p)Y/(p)-X./(p)yl3(p) #oJ;

E'(3) - {X c X'(M) l para todo ponto p c ÕM, a órbita de X por p, q)(t,p),
é transversal a ÕM (isto é, (õ/õt)(l3.(p)(0,p) # 0) ou tem contato parabólico
com ÕM(isto é,(a/Õt)(l3.p)(O,p) - 0 e(õ:/õt:)(l3.Q)(0,p) ;': o)}

e

Basta que a proposição seja provada para o caso em que Doam #: #

De fato, no caso em que Doam = +, para 8 pequeno, a faixa de
regularização não intercepta ÕM, e portanto as tangências do campo Z.
com ÕM são as tangências de X e de Y, que por hipótese são quadráticas.

Quando Doam # +, torna-se necessário verificar quais tangências
podem surgir em decorrência da regularização

Por hipótese, D só tem uma componente conexa, logo Doam =
{pi, p2}. Da definição de G'(3) e das Proposições 2.1 e 2.2, tem-se que
existem ci > 0, i= 1, 2, tais que se 0 < 8 < 8i, na intersecção da faixa de
regularização de Z. com ÕM em torno de pi, o campo Z. possui uma
tangência quadrático ou é transversal.

Toma-se Eo minlci, 82} e a Proposição está demonstrada

3.6 Proposição
Sejcl Z € G '(4)nG '(2)nG '(3). Então, dada uma .função de

!ransição (p, uciste eo > 0 ta! que se 0 < € < co, Z. € E'(4).
demo ttstraçã o

Seja Z c G'(4)nG'(2)nG'(3)
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Recorda-se que

G'(4) - {Z -(X, Y) c O'(M,/)l Xlu e Yls c E'; Z não possui conexão de
separatrizes; se p c Doam, Xj3(p)Yj3(p) <0 e Xj3(p)Y/(p) - X/(p)YP(p)>0,
então as órbitas e poli-trajetórias por p não possuem separatrizes na sua
composição e tampouco possuem um ponto pi # p, pi c DnõM tal que
Xj3(pi)YB(pi) < 0 e Xj3(pi)Y/(pl) - X/(Pi)yl3(Pi) > 0},

G'(2) -ÍZ -(X, Y) c Q'(M,/)l XIN e Yls c E'; todas as poli-trajetórias
fechadas de Z são elementares e não possuem pontos de ÕMl;

G'(3) - {Z - (X, Y) c Q'(M,/)l XIN e Yls c E'; se p € DnõM, então

XP(p)Yj3(p) ;': 0; caso Xji(p)Yj3(p)<0, tem-se Xj3(p)Y/(p)-X/(p)yl3(p) #ol;

E'(4) - {X c X'(M)l o campo vetorial X não possui conexões de
separatrizes de selas, de separatrizes de selas com separatrizes de
tangência ou de separatrizes de tangências}

e

Primeiro será analisado o caso em que Doam
+

Neste caso, pode-se tomar 8o > 0 pequeno de modo que a faixa de
regularização de Z, não intercepte ÕM se 0 < 8 < 8o.

Afirma-se que, diminuindo-se 8o > 0 se necessário, para 0 < 8 < 8o
não há conexão de separatrizes para Z,

)

De fato, como XIN e Yls c E', e Z não possui conexão de
separatrizes, as possibilidades de surgirem conexões de separatrizes para Z.seriam:

(i)

(ii)

(iii)

através de pontos da curva de descontinuidade, como exemplificados
nas figuras 56 a 58;
através do surgimento de uma tangência de ordem maior ou igual a
três do campo regularizado com ÕM, que poderia se desdobrar
criando uma conexão de tangências;
através de uma órbita periódica semi-estável que poderia
desaparecer, criando a conexão de uma sela interna à órbita com uma
separatriz externa à órbita.
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Fig. 60 Fig. 61

Fig. 62

A possibilidade (ii) é evitada com a exigência que Z c G'(3). De
fato, neste caso no máximo surgirão tangências quadráticas do campo
regularizado com ÕM

A possibilidade (iii) é evitada com a exigência que Z c G'(2). De
fato, neste caso todas as poli-trajetórias de Z são elementares, 'e' pela
Proposição 3.4 (aqui também tem-se a hipótese que Z c G'(4), exigida
nesta Proposição), para 8 pequeno, os campos vetoriais regularizados
possuem todas as suas órbitas periódicas hiperbólicas.

Resta analisar-se o caso (i)

Seja õ = minÍdist(yi, 'j) l 'i separatriz de Z e i #: j}. É claro que õ >0,
pois o número de separatrizes é finito.

Basta então que eo > 0 seja diminuído, se necessário, de modo que a
distância mínima entre as separatrizes não passe a ser menor que õ/2.
Assim elas não poderão estar se unindo dentro da faixa de regularização.

No caso em que Doam #: +, basta analisar-se o que acontece quando
surge um ponto de tangência quadrático de Z. com ÕM na vizinhança de um
ponto p € Doam. De fato, as outras possíveis conexões de tangência já
são evitadas como no caso Doam = Ó

Não ocorre uma conexão da tangência que surgiu em p com as outras
separatrizes de Z, porque as órbitas de X e de Y que passam por p não são

52



separatrizes, e a última hipótese na definição de G'(4) evita a conexão de
duas tangências internas no campo regularizado, que surgiram
simultaneamente.

Observa-se que quando surge uma tangência interna a partir de um
ponto p c Doam com X/(p)Y./(p) < O, ou seja, p pertencente a um arco
de Fz, este mesmo arco não poderá ser separatriz de uma sela de Fz por
incompatibilidade no sentido das órbitas. Por esse mesmo motivo este arco
não poderá pertencer a uma outra tangência interna que esteja surgindo
num ponto pi # p, pi c Doam.

Logo, existe 8o > O de modo que o campo regularizado Z, não possui
conexão de separatrizes se 0 < € < co.

Será provado que o conjunto G'(M) é genérico.
aplicado o Teorema de Sard, enunciado a seguir.

Para isto será

3.7 Teorema de Sard
Sejam M c U 2 e T:M-->W2 uma aplicação de classe C i. Então o

conjunto dos valores críticos de T, isto é, crit(T) - {-v c n: l 3 p € MI tal
que T(p) - v e det(DT(p)) - 0} tem medida ntlla em $t:.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [L2], entre
outras referências.

3.8 Teorema
Se Z € G ', então, dada uma .função de transição q), uciste co > 0 tcll

qlle se 0 '< 8 < 6o, Z. c E'
demonstração

Imediata das Proposições 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6

3.9 Teorema
O conjunto G ' (M) é aberto em Q ' (M,./)

dem onstrclção

Seja Z c G'(M)
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. S(lrá provada' que existe.8 > 0 tal que se Z+ = (X*, Y*) c Q'(M,/) e
IZ - Z+ 1, = maxÍIX - X+ l,, IY - Y+l.}'< õ, então ZH' c G'(M). Para isto
será provado que Z* pertence a cada um dos conjuntos G'(i), i= 1,..., 4.

. Afirma-sequeexisteõi> Otal quere IZ -Z#l<õi., entãoZ'K c G'(1).
De fato, como Z = (X, Y) c G'(M), tem-se XIN e Yls c E', e da

abertura do conjunto E'. (pelo Teorema de Peixoto, Cap. 1, Teorema 1.4),
existe õi > 0 tal que se IZ - Z# 1< õ:, então X'k IN e Y+ls c E'

Diminuindo-se õl > O, se necessário, tem-se todas as D-
singularidades de Z* elementares e disjuntas de ÕM. Prova-se esta
observação mostrando-se que se p é uma D-singularidade elementar de Z e
Z# é um campo descontínuo próximo a Z, então existe um ponto p*,
próximo a p, que é uma D-singularidade elementar de Z'b do mesmo tipo
que p

De fato, se p é uma D-singularidade elementar, então p é uma D
dobra ou uma singularidade hiperbólica de Fz.

Seja p uma D-dobra de Z. Pode-se supor, sem perda de generalidade,
que p é um ponto de contato quadrático de X, isto é, X/(P) = o,
X:/(p) ;' O e Y./(p) ;': 0. Como X/(p) - 0 e X:./(p) ;': 0, a curva {X/ = 0}
cruza o eixo x transversalmente no ponto p, e pela continuidade das
funções env?lvidas, diminuindo-se õi > 0 se necessário, o mesmo vale para
Z'P.tal que IZ - Z# 1 < õ:. Ou seja, existe p+ € D tal que X'k.f(p+)
X*'./(p*) # 0. Se õi > 0 é pequeno o suficiente pode-se garantir também
que Y*/(p'P) # 0. Portanto, concluo-se que p* é uma D-dobra de Z'K

Seja p uma singularidade hiperbólica de Fz. Tem-se X/(p)Y/(p) < 0,
det[X,Y](p) - 0 e d(det]X,Y]lD)(p) +: 0. Ana]ogamente ao caso da D-
dobra, a curva {det]X,Y] - 0} cruza transversalmente o eixo x no ponto p,
e o mesmo vale para Z* õi-próximo de Z. Portanto existe p+. € D tal que
X*/(p*)Y*./(p'K) < O, det]X*,Y*](p*) - 0 e d(detlX*,Y'Plln)(p+) ;' 0.
Portanto p* é um ponto crítico hiperbólico para Fz.. Como õi > 0 pode ser
tomado de maneira que nenhuma das funções envolvidas tenha trocado de
sinal, pl' é uma singularidade do mesmo tipo que p.

E imediato que õi > 0 pode ser tomado de maneira que nenhuma das
singularidades de Z'K pertença a ÕM porque as singularidades de Z não
pertencem a ÕM e as funções envolvidas são contínuas

Pela compacidade de D e do fato das D-singularidades serem
isoladas, Z só possui um número finito de D-singularidades, logo o valor
õi pode ser tomado único e estritamente positivo.
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Pelo Corolário 1.2 e pela compacidade de D, segue que Z+ não
possui nenhuma outra singularidade além das descritas acima. isto é
daquelas que têm correspondência em singularidades de Z.

>

Logo, Z* c G'(1).
Afirma-se que existe õ2 > o tal que se lze Z* 1 < õ2, então Z'K c G'(2)

Sabe-se que, como Z = (X, Y) c G'(2), então XIN e Yls c E-, e
todas as poli-trajetórias fechadas de Z são elementares e não possuem
pontos de ÕM.

Seja y uma poli-trajetória fechada elementar de Z. Pela definição,
tem-se

(i)
(ii)
(iii)

y é do tipo le n'(p) # 1, para algum p c y; ou
y é do tipo 11; ou
Y é do tipo 111 e todos os arcos de trajetória de Fz são de
deslizamentos ou todos são arcos de escape.

Suponha-se que ' é uma poli-trajetória fechada elementar tipo l de
Z. Associada à ' existe uma aplicação de Poincaré n, diferenciável e tal
que 'n'(p) # 1, para algum ponto p c '. Ou seja, p é um ponto fixo
hiperbólico do difeo.morfismo n. Logo, existe k > O tal que se H é um
difeomorüísmo com In-KI < k, então p possui um ponto fixo hiperbólico
p», próximo a p. Basta então tomar-se õ2 .> 0 pequeno o suficiente para
que se o campo descontínuo Z+ satisfizer l Z -- Z+l < õ.:, decorrerá que a
aplicação de Poincaré TI'P associada a ZI' satisfaz l rl-q'P 1 < k. Portanto n+
possui um ponto fixo hiperbólico p'P que corresponde a uma poli-trajetória
fechada ''P elementar de Z'K. Devido à continuidade das funções
envolvidas, se õ2 for tomado pequeno o suficiente, yl' só cruzara a curva D
em pontos de costura, caracterizando que 'l' é do tipo l.

Suponha-se que y é uma poli-trajetória fechada elementar tipo ll de
Z. Logo, ' = D e para qualquer p c D, X/(p)Y./(p) < 0 e det]X,Y](p) # 0.
Como D é compacto e as funções envolvidas são contínuas, existe õ2 > 0
tal que se o campo descontínuo ZI' é tal que IZ - Z+l < 82, então
X*/(p)Y*/(p) < 0 e det]X*,Y*](p) # O. Logo, pela definição, yl' = D é
uma poli-trajetória fechada elementar tipo ll de Z'H

Suponha-se que y é uma poli-trajetória fechada elementar tipo 111 de
Z. Pela continuidade das funções envolvidas, é claro que existe õ2 > 0 tal
que se Z'P dista menos que õ2 de Z, então ZI' possui um ponto dobra
próximo ao ponto dobra da órbita ' e seguindo a órbita que passa por este

55



ponto dobra, como ela está próxima da órbita y, a mesma acaba entrando
num arco de Fz, formando uma poli-trajetória fechada '*

Como o número de poli-trajetórias fechadas de Z é finito (pois são
todas elementares), pode-se tomar 82 estritamente positivo e pequeno o
suficiente para que ZI' possua apenas as poli-trajetórias' fechadas
associadas às órbitas de Z e sejam todas elementares.

Portanto Z* pertence a G'(2)

e
Afirma-se que existe õ3 > 0 tal que se Z* 1 < 8;, então Z+ c G'(3)

De fato, como Z = (X, Y) € G'(3), então X l N e Y l s c E', e se p c
Doam, então Xj3(p)Yji(p) # 0, e caso esta última expressão seja negativa,
tem-se Xji(p)Y/(p) - X/(p)Yj3(p) # 0. É imediato pela continuidade das
funções envolvidas que existe õ3 > 0 tal que se IZ - Z+l< õ3, então
X'kj3(p)Y*j3(p) # 0, e caso esta última expressão seja negativa,
X*jS(p)Y/*(p) - X*/(p)Y*l3(p) #: O.

Portanto Z* pertence a G'(3)

B Anírma-seque existeõ4>0talquese IZ-Z#l<õ., entãoZ+ c G'(4)

De fato, como Z = (X, Y) c G'.(4), então Xlw e Yls c E', e
portanto existe n > O tal que se IZ - Z+ 1< n, tem-se X+ IN e Y+ IS C Er.
Logo X'P e Y+ não possuem conexões de separatrizes em N e S
respectivamente, restando apenas analisar-se o possível aparecimento de
conexões de separatrizes que possuem pelo menos um ponto da curva de
descontinuidade D.

3

Algumas das possíveis conHlgurações do campo Z estão
exemplificadas nas figuras abaixo:

Fig. 63 Fig. 64
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Fig. 65

Sabe-se que o número de separatrizes de Z é finito, e Z não possui
conexão de separatrizes.

Sejam 'i, y2, ..., '« as separatrizes de X, y.--i, ..., Ym as separatrizes
de Y e '.-.-i, ..., 'k as separatrizes de Fz. E possível medir a distância entre
cada uma destas separatrizes. Seja À, = mintdis('yi, 'rj) l i #: j}. É claro que
X > 0, pois Z não possui conexão de separatrizes e o número de
separatrizes é finito

Seja õ4 n}, então se
possui conexão de separatrizes.

Z'K 1< õ4, tem-se que Z'k não

Portanto Z* pertence a G'(4)

Para completar-se
minÍõi, õ2> õ3, 84}

a demonstração da Proposição, toma-se
Õ

É claro.que 8 > 0 e se z+ =(x*, Y*) c Q' é tal que IZ - Z#l.
maxÍIX - X*l., IY - Y'P 1.} < õ, então Z'K c G'(M), pois Z'K pertence aos
conjuntos G'(1), G'(2), G'(3) e G'(4).

Logo, o conjunto G'(M) é aberto em Q'(M, /)

3.10 Definição
Seja Z c Q'(M, /). Para cada par (0,v) c U:xm:, define-se o campo

ve/aria/ de.çcon/ínz/o Zo,. como o campo Z transladado de v = (vi, v2) e
rodado por ângulos 0 - (01, 02), isto é,

Zo,« - Ro(Z + v) -(Roi(X + v), R02(Y+ v))
onde

Ro-(X+v)-lcos0. -seno. ll X:+v:
sen01 casei 1 1 X2 + V2

D

57



Re2(Y + v) cos02
sen02

sen02
cos02

Yi+ vi
Y2 + v2

Recorda-se aqui o teorema da densidade por translação e rotação do
caso contínuo [S2].

3. 1 1 Teorema
Sejattt M uma região compacta de !# com .fronteira de classe C2 e X

ltn campo vetorial de classe C' em n:. O conjunto Zi(X)
Ro(X) e E'} tem medida ttula em Us

3. 12 Teorema

Seja Z c Q '.(M,.D. O conjunto {(O,v) € W:*R : IZo,« e G '} tem
ntedida nula em U 4. '

dent onstração

Seja Z c Q'(M,./)

Seja cria(Z) o conjunto dos valores críticos de Z, isto é,

crit(Z) - {v c R: 1 ] p € N com X(p) - v e det(DX(p))
] p c S com Y(p) - v e det(DY(p)) - 0}

Pelo Teorema de Sard (Teorema 3.7), o conjunto crit(Z) tem medida
de Lebesgue nula em !R2

E claro que os conjuntos X(ÕN) e Y(ÕS) também têm medida nula.
pois são imagens contidas em R2 de conjuntos uni-dimensionais por
funções contínuas. Observa-se que ÕNuõS = ÕMuD.

Portanto o conjunto C(Z) crit(Z)uX(ÕN)uY(ÕS) tem medida nula

Se v c W2 é tal que -v e C(Z), então X + v e Y + v têm todos os
seus pontos singulares simples e no interior de N e S, respectivamente.

Será provado que se --v e C(Z), então o conjunto 'i(z,v) {0cU'l
Ro(Z+v) e G'}.tem medida nula ?m n:. Como W:(Z, v) - u'yi'(z,v), i= 1,

, 4, onde 'i:(Z, v) - {0 c U:IR.(Z + v) e G '(i)}, a prova será feita
m?strando-se que cada um dos conjuntos q't:(Z, v) tem medida nula em
H
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. '.'(Z, v)- {0 c R:IRo(Z+v) e G'(1)} temmedidanulaemU2

Sem perda de generalidade, pode-se supor que v = (0,0), isto é, z +
v - Z - (X, Y) - ((a,b), (c,d)). Esta suposição será usada também na
demonstração dos outros itens.

Logo, Ro(Z+v) - Re(Z) - (Xol, Y02) - ((a cos01 -- b senti, a seno: +

b casei),(c cos02 -- d senos, c sen02 + d cos02))(1).

Pelo Teorema 3.11, {0 c R:IRo(x) eE'(1)JOIO c U:IR.(y)
eE'(1)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as D-
singularidades.

O campo de Filippov Fzo associado ao campo vetorial Zo possui uma
singularidade no ponto p c D se

Xoi/(p) .Yoz/(p) -(a senos + b cosOi) (c sen02 + d cosOz) < 0(2)

- det]Xol,Y02](p) - (ac + bd) sen(02-01) + (ad - bc) cos(02-0i) -o

E esta singularidade será não-hiperbólica se

d(det[Xoi,Y02] l o)(p) - (õ/õx)(det]Xoi,Y02])(p) - (a*c + ac* + b,.d +
bd*) sen(02--01) +(a*d+ ad* -- b*c -- bc*) cos(02-- Ot) - 0(4).

Analisando-se a expressão(3), tem-se

(3):>(ac + bd) sen(02--01) - -(ad - bc) cos(02-0i)(5)

Pela primeira parte da demonstração deste teorema, os campos
vetoriais X e Y não possuem singularidades em D, logo X(p) - (a(p),b(p))
# (0,0) e Y(p) - (c(p),d(p)) :# (0,0), portanto a(p)d(p) - b(p)c(p) #: 0 e/ou
a(p)c(p) + b(p)d(p) # 0. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que
a(p)c(p) + b(p)d(p) #: 0.

Logo, no ponto p, tem-se

(5) :> ggl1(0Z::BI.} - - (ad - bc
cos(02--0i) (ac + bd)

tg(02-0i) (ad bg
(ac + bd)
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É)2--0i -- kn = arc tg ad -- bc
(ac + bd)

Seja 02(p, k, 0i) 0o(p) + 0i + kl,

onde 0o(p) arc tg
(a(p)c(p) + b(p)d(p))

As singularidades de Fzo ocorrerão para 02 ' Q2(p, k, 0i) e k par ou
k ímpar. Isto é porque uma das paridades do k corresponde a pontos da
região de costura. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que as
singularidades ocorram para k par. Os valores críticas da aplicação 02
corresponderão aos pontos críticos não hiperbólicas. Estes valores serão
calculados a seguir.

êBz(p, k, 0i)
õP

êQe.(p)
aP

ê9.a(x,0)
Õx

l
:ad+bc] 2
ac+bd

B:;d::ad::J:hçtbh
(ac + bd):l

3b;.:..hb}(ç=:!..d=)..=t.(ç;d-çd;
(a: + b:)(c: + d:)

Pelo Teorema de Sard (Teorema 3.7), estes valores críticos formam
um conjunto de medida nula

Tendo sido provado que o conjunto de campos descontínuos que
possui uma singularidade não-hiperbólica do campo de Filippov tem
medida nula, resta mostrar que o conjunto dos campos descontínuos tais
que X ou Y possui uma tangência com D de ordem maior que dois também
possui medida nula.

Lembra-se que o ponto p c D é uma D-dobra se Zo,« se Y02/(p) #: 0,
Xoi/(p) - 0 e X:oi/(p) ;' 0, ou Xoi/(p) :# 0, Y02/(p) = 0 e Y:02/(plÍ ;': 0.

Para que uma tangência dos campos vetoriais Xoi ou Y02 com D não
seja regular, deve-se ter Xoi/(p) - Y02/(p) - 0, ou Xoi.f(P) i./(P) = 0,
ou Y02/(p) - Y:.:/(P)

Na notação usada, tem-se
Xoi/(p) = a senti + b cos01
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X2.:./(p) -(a* senti + b* cosOi, a, senos + by casei)
' ay senos + by cosOt

Y02./(p) = c senOz + d cos02

Y202./(p) - (cx sen02 + dx cos02, cy sen02 + dy cos02)
= cy sen02 + dy cos02

Da equação Xoi/(p) = 0, tem-se

a senos + b cosOi = 0

(o,l)

(o,l)

:> seno. = -b . se a # 0

casei a

::> tg01
a

arctg Í';!;l + kn, se a :# 0
o 0-

21 + kn, se a
2

Da equação X2.t./(p) = 0, tem-se

arctg Í:bl] + k'n, se ay # 0
0: -< La,

k'7t, se ay

(4)

(5)

Da equação Y02/(p) = O, tem-se

arctg l J: 1 + kx, se c # 0
02

kn, se c = 0

(6)

Da equação Y202/(p) = 0, tem-se

arctg :dl + k'7t, se c, # 0 (7)

k'l, se cy
2
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O que se deseja evitar é que ocorram simultaneamente as situações
(4) e(5), ou(4) e(6), ou(6) e(7).

Acontecerão
p c D se

ao mesmo tempo as situações (4) e (5) num ponto

0: arctg l:b 1 + kn
.a

arctgl :bl 1 + k'n
ay

o -b =
a

b! + k''7t

Mas, para cada valor de p que esta situação ocorre, os valores de 0i
que devem ser evitados estão espaçados de l, ou seja, formam um
conjunto inumerável.

Se a(p) - a,(p) - 0, o que deve ser evitado são os 0.'s da forma
7t/2 + k7t, que também formam um conjunto inumerável.0:

Para as situações(6) e(7), o raciocínio é análogo

Resta verificar quando as situações (4) e (6) ocorrem
simultaneamente.

Se a(p) ;' 0 e c(p) # 0, os valores © = (01, 02) que devem ser
evitados podem ser dados pela função

O(p,k,k') (arctg(-b(p)/a(p)) + kx, arctg(-d(p)/c(p)) + k'n)

Para k e k' eixos, a função G) é uma função de U em U2, portanto sua
imagem tem no máximo dimensão l, logo tem medida de Lebesgue nula em
U:. O par (k, k') c Z:, portanto os gráficos de Q(p,k,k') são translações
do gráfico de (D(p,0,0) espaçadas de z. Como reunião inumerável de
conjuntos de medida nula também possui medida nula, pode-se concluir
que os valores de G) = (0i,02) tal que Z. possui alguma tangência com D
que não seja uma D-dobra formam um conjunto de medida nula.

Logo, 'i:(Z, v) -ÍO € R: l Ro(Z+ v) e G '(1)} tem medida nula em
U

. '::(Z, v) {0 c n: l R.(Z + v) e G'(2)} tem medida nula em R2

Pelo Teorema 3.11, {0 cm:IRo(x) eE'(2)lula c n:IR.(y) e
E'(2)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as poli-
trajetórias fechadas.
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Dado 0* = (01, 02), suponhamos que '* seja uma poli-trajetória
fechada não elementar do campo Ro.(Z + v). Então y* é do tipo l e
n'(P) - l ou y* é do tipo 111 e possui apenas arcos de trajetórias dos
campos X + v e Y + v e um ponto D-dobra ou ''k é do tipo 111 e possui
pontos do arco de deslizamento e do arco de escape.

Afirma-se que.qualquer um dos casos acima só ocorre para valores
de 0# isolados em Hz

De fato, se y* é do tipo l e n'(p)
contínua.

1, a análise é análoga à do caso

Se y+ é do tipo 111 e possui apenas arcos de trajetórias dos campos
X + v e Y + v e um ponto D-dobra, para valores de 0 próximos a 0*, o
campo Ro(Z + v) possui uma poli-trajetória fechada ' próxima a y+ tal que
y é elementar do tipo 111 ou do tipo 1, ou é uma órbita periódica de X ou
de Y. Isto é, y não tangencia mais a curva D ou ' possui um arco de
trajetória de Fz

Se yi' é do tipo 111 e possui pontos do arco de deslizamento e do
arco de escape então '# possui uma conexão de D-dobras, através de arcos
de trajetória de X + v e de Y + v. Esta situação pode ser evitada para
valores de 0 próximos a 0*, da mesma forma como podem ser evitadas as
conexões de tangências, a serem vistas no final da demonstração deste
teorema.

Se y* é uma poli-trajetória fechada que tangencia ÕM, isto deve
estar acontecendo de maneira que as tangências estejam ocorrendo
transversalmente ao ÕM no espaço $t2oxM. Caso contrário, as tangências
podem ser evitadas com a soma do vetor v

Logo, 't:(Z, v) - {0 € m: IR.(Z + v) e G '(2)} tem medida nula em
i

. ':;(Z, v) {0 c U2IRo(Z + v) e G'(3)} tem medida nula em U:

Pelo Teorema 3.11, {0 € U:IRo(x) eE'(3)JOIO c gi:IR.(Y)
gE'(3)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as
tangências que surgirem em DnõM.

Deve-se mostrar que para todo ponto p c DnõM e quase todo 0
fixo, tem-se Xoij3(p) . Y02P(p) # 0, para garantir que não há singularidade
de Re(Z + v) em ÕM e que p não é um ponto de tangência com a fronteira
de X ou de Y
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Deve-se provar também que se Xoij3(p) . Y02j3(p) < 0, tem-se
que Xeij3(p) . Y02/(p) -- xoi/(P) . Y02j3(p) # 0. Isto garantirá que se surgir
uma tangência em p na regularização do campo Ro(Z + v), esta tangência
será quadrático

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que l3(x,y)

Para que Xoij3(p) 0, deve-se ter

Xoij3(p) = a cos Oi - b sen 0i 0

a
b

sglL.âl - tg 0i
cos 0i

o Q. - arc tg (a/b) (8)

ou Ot cotg (b/a)

Analogamente, para se ter Ye2j3(p) 0, deve-se ter

02 - arc tg (c/d). (9)

E claro que (8) ou (9) só acontecerão para um conjunto de medida
nula de 0 - (01, 02).

Caso XoiP(p) Y02Í3(p) < 0, tem-se

X.:l3(p).Y«/(p) -Xo:/(P).Y02l3(P)

(a cos01 -- b senos)(c sen02 + d cos02)
(c cos02 -- d sen02) =

(a senti + b casei)

' ac cosOisen02 + ad cosOicos02 -- bc senOtsenOz -- bd senOicos02
ac senOtcos02 + ad senOisen02 -- bc cosOicos02 + bd cosOtsenQ2 =

ac sen(0z-0i) + ad cos(02-0i) bc cos(02-0t) + bd sen(02-0i)

(ac + bd) sen(02-0i) + (ad bc) cos(02-01) (10)

Como X(p) # 0 e Y(p) ;': 0, as expressões (ac + bd) e (ad -- bc) não
se anulam simultaneamente em p, logo, para cada 0i fixo, a expressão (lO)
s6 se anula para um conjunto discreto de valores de 02. O mesmo vale se
tivermos 02 eixo e variarmos 0i. Portanto, é imediato que a expressão (lO)
só se anula para um conjunto de medida nula de 0 =(01, 02) em U:
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Logo, Wi;(Z, v) - {0 c R2 l Ro(Z + v) e G '(3)} tem medida nula emn

. W.'(Z, v) {0 c U l Ro(Z + v) e G '(4)} tem medida nula em U2

Pelo Teorema 3.11, {0 c 9i:IRo(x) eE'(4)}uÍO € U:IR.(y)
gE'(4)} tem medida nula. Logo, resta apenas considerar-se as conexões de
separatrizes que possuem algum ponto de D

Seja ' uma conexão de separatrizes de Z que possui algum ponto de
D. Pode-se considerar dois casos

a) ' possui pelo menos um ponto de costura; ou

Fig. 66

b) ' não possui nenhum ponto de costura. Neste caso, y pode estar
conectando uma sela de Fz com uma singularidade ou tangência de X ou
Y através de um ponto dobra, conforme figura 67, ou y é uma
separatriz de X ou Y que tende para uma sela de Fz dentro de N ou de
S, respectivamente, conforme mostra a figura 68.

Fig. 67 Fig. 68

Seja ' = 'ou'yi uma conexão de separatrizes de Z, onde yo é uma
separatriz da sela se de X, yi é uma separatriz da sela si de Y e tal que
ynD = {po}, onde po é um ponto de costura, conforme ilustrado na Hlgura
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Mantendo-se 02 = 0 fixo, o único valor de 0i para o qual a conexão
continua existindo é 0i = 0. Na realidade, para qualquer 02 fixo, existe no
máximo um valor de 01 para o qual as selas se e sí continuam conectadas
através de um ponto de costura

Se y não contém nenhum ponto de costura, conforme ilustrado nas
figuras 67 e 68, a conexão de separatrizes é ainda mais frágil, e pode ser
quebrada usando-se uma rotação 0i #: 0 do campo X.

Do fato de existirem apenas um número finito de selas e tangências,
segue que só existem um número finito de separatrizes, e que apenas para
um conjunto de medida nula de 0 = (01, 02) haverá uma conexão de
separatrizes

Logo, 'i'(Z,v) - {0 c R: l R.(Z + v) € G '(4)} tem medida nula em

Logo o conjunto 'Pt(Z,v) - u'ri:(Z,v), i
pois é união de quatro conjuntos de medida nula

1 , , 4 tem medida nula,

Do Teorema de Fubini segue que o conjunto {(0,v) € U:xW:l
Zo,« e G'} - 'l(Z,v)xU: u n:xC(Z) tem medida nula, e com isto a
demonstração está concluída.

3. 1 3 Corolário
O conjunto G' (M) é aberto e denso em a (M,./)

demo ytstraçã o

Imediata

Neste Capítulo foram estabelecidas condições para que
regularização de um campo vetorial descontínuo forneça campos vetoriais
de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). Foi provado que o conjunto dos
Campos Vetoriais Descontínuos que satisfazem estas condições é um
conjunto genérico, dentro do conjunto de Campos Vetoriais Descontínuos
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Capítulo 3
Introdução ao Estudo das
Campos Vetoriais Descontínuos

Bifurcações de

Neste capítulo é iniciado o estudo das Bifurcações dos Campos
Vetoriais Descontínuos. Recorda-se que, no caso contínuo, uma bifurcação é
um fenómeno que ocorre numa família de campos vetoriais quando se
verifica uma mudança brusca no retrato de fase dos elementos da família na
passagem do parâmetro que rege a família por um certo valor, chamado
ponto de bifurcação. Em outras palavras, se X é o parâmetro que rege a
família de campos vetoriais Xx, diz-se que Xo é um ponto de bifurcação se
Xxi e Xx2 não são topologicamente equivalentes, onde À,l e À,2 estão
próximos a À,o e Xi < Xo < À,z

No caso dos campos vetoriais descontínuos, será utilizada uma família
de campos descontínuos ZÀ, = (Xx, Yx) tal que para um certo valor À,. o
campo Zxo não pertence ao conjunto G'(M). O objetivo é verificar quando
isto provoca uma bifurcação na família de campos vetoriais regularizados
/:.,n Serão analisadas algumas das possibilidades de Zxo não pertencer a

l Ponto Singular sobre a Curva D

Neste parágrafo será estudada a influência que um ponto singular
hiperbólico do campo X ou do campo Y sobre a curva D tem sobre a família
de campos vetoriais regularizados. Isto é feito utilizando-se uma família de
campos vetoriais descontínuos Za, = (Xa,, Yx) onde, para cada À,, numa
vizinhança da curva D, Yx cruza a curva de descontinuidade D
transversalmente, e Xa, possui uma única singularidade hiperbólica.
Considera-se que a curva de singularidades de Xx no espaço Ua,xM cruza
transversalmente a curva D para X = O, no interior de M. São analisadas as
consequências destas singularidades sobre a família de campos vetoriais
regularizados Z,,a., dependendo do tipo de singularidade de XÂ, e do sentido
em que o campo Yx cruza a curva de descontinuidade D. Observa-se que em
dois dos casos analisados não ocorre um fenómeno de bifurcação.

67



] . l Formas Normais

Será considerado que /(x,y) = y, ou seja, que D = {y = 0 l (x,y) c M}
e que o ponto p - (0,0) c Int(M).

Seja Xa. uma família de campos vetoriais contínuos tal que para cada
valor de X, XA, possui uma singularidade hiperbólica no ponto (xo(X), yo(À)).
A família pode ser escrita da seguinte forma:

Xx(x,y) - (a(À)(x-xo(À)) + b(À)(y-yo(À)) + Rljx,y,X),
c(X)(x-xo(X)) + d(À)(y-yo(À)) + S(x,y,X)),

onde R(x,y,À,) e S(x,y,X) são restos de ordem maior ou igual a dois

Como o ponto (xo(X), yo(À)) é uma singularidade hiperbólica, segue
que A(À) - det(DXx)(xo(À), yo(X)) X)d(X) - b(X)c(X) ;' 0.

Como se deseja que o cruzamento da curva de singularidades com a
curva D seja transversal, deve-se ter que nenhum vetar paralelo ao eixo x
seja auto-vetar da singularidade. Ou seja, (DXa.(xo(À), yo(À)))(l,o) #: H(1,0),
logo (a(X), c(X)) ;': H(1,0), e portanto, c(X) :# 0.

A mudança de coordenadas

x'p - ax + ISy
V+ - "VN

onde ct - c(À,), B a(X) e 'r 1, conserva o eixo x e leva o campo Xx em

X*«(x*,y*) (a: + bc a2/c - ad)y'P + (-bc + ad)yo + RI'(x'P,y*,À,),
x* +(a/c + d)y* - xco - dyo + S*(x*,y*,h)),

Definindo À* = (-bc + ad)yo, reescalonando o sistema de modo a se ter
e voltando às antigas coordenadas, tem-se

Xx(x,y) (-Ay + X + R(x,y,X), x + ay + S(x,y,X))

O último passo seria provar que através de mudanças de variáveis os
restos R e S podem ser embutidos no sistema e basta se estudar a parte
linear, ou seja, a família

Xx(x,y) - (-Ay + X, x + ay),
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porém estas contas são demasiado longas e serão feitas num próximo
trabalho. Nesta tese, a título de exemplos, será utilizada a família acima.
com A # 0

Como, por hipótese, o campo Yx, para cada À, deve ser transversal à
curva D numa vizinhança de p - (0,0), será considerado que as coordenadas
são tais que a família Ya. é constante e dada por Yx(x,y) =(k, 1), com k #: 0.

Neste parágrafo será utilizada a família ZÂ. (X«, Y*)

1.2 Lema

A .família ZÀ = (XÀ, YÀ) de.fittida acima apresenta os seguintes casos

# > o, .d < o:

;ela hiperbólica de Xx -} tió hiperbólico de Fz quando Â, <. 0
qenhuntct singularidade quando À. > 0.

(ii) k'> o, 4.Â '> d > o:
nó hiperbólico de Fz qtlando À <.
.foco hiperbólico de Xx quando À

(iii) k '> o, J 2 4A '> o:
nó hiperbólico de Fz quando À, < O,
nó hiperbólico de X2. quando Â, > 0.

# < 0, 4.d > ap > 0;
nenhuma singularidade quando À < 0,

.foco hiperbólico de XÀ -F sela hiperbólica de Fz quando À > 0

k < 0, 6Z 2 4.4 > o;
nenhumct singtllaridade quctrtdo À < 0,

rló hiperbólico de XÀ -F sela hiperbólicct de Fz quando Â, > 0

r'p0 Á < 0, J < 0:
sela hiperbólica de XÀ qt+ando À < O,
sela hiperbólica de Fz quando À > 0.

demonstraçã o

Tem-se Xx(x, y) (-Ay + X,x + ay)

O ponto eixo de Xa, é dado por
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(-Ay + X, x + ay) -(0,0) a(x, y) -(-aÀ/A, À/A).

Logo, DXa. ::l''0 -A'l e det (DXx -- p,l) = H2 - a +A
l a

a AH = o2 - 4A

Se A» Z O, então az > 4A e a singularidade de XA, é uma sela ou um nó

Se Aw < 0, então a: < 4A e a singularidade de Xa. é um coco

Analisando-se cada caso, tem-se

Se a2 -4A = 0, então H = a/2 é auto-valor duplo da singularidade de
Xx, que portanto é um nó. Se p = a/2 # O, o nó é hiperbólico.

Se o2 -- 4A > 0, então H,= !Z.;L:bt(ial:=4Â) e a singularidade é sela ou nó.

Para que a singularidade seja um nó hiperbólico, os números
a + V(a: -- 4A) e a -- '/(a: -- 4A) devem ter o mesmo sinal, ou seja,

a+ 'J(a:-4A)>0ea- V(a:-4A)>o(1)
ou

a+ V(a: 4A)<0ea-V(a:-4A)<0(2)

De (1), tem-se

a > -V(a' - 4A

De (2), tem-se

a<-V(a2 4A)ea< V(a2-4A)::>a2>a2--4A::>4A>o:>A>o

Ou seja, para que a singularidade (x,y) = (-aÀ/A, À/A) seja um nó
hiperbólico, deve-se ter o2 -- 4A > 0 e A > 0. Este nó será atrator caso a < 0
e repulsor caso a > 0.

Para que a singularidade seja uma sela hiperbólica, a + V(o2 -- 4A) e
a - V(a: - 4A) devem ter sinais contrários, ou seja,

a+ V(a: 4A)>0ea- V(a:-4A)<0(3)

De (3), tem-se

0a

2

e a > q(a 2 0 a: > a:) 4A) 4A ::> 4A > 0 ::> A > 0
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a > -V(a:-4A) e a < V(a'- 4A):> -V(a: 4A) < a < V(a:-4A)::>
:> lal < V(a: -- 4A):> a: < a2 -- 4A:> 4A < 0 a A < 0.

Logo, para que a .singularidade (x,y) = (-aÀ,/A, À/A) seja uma sela
hiperbólica, deve-se ter oz - 4A > 0 e A < 0.

Neste caso, os auto-valores e auto-vetores associados à sela são
(a + V.(a:l-4A))/2, H: - (a - V(a:-4A))/2, v: - ((a - V(a:-4A))/2, -1) e
((a + V(a:-4A))/2, -1).V2

Se An < 0, então a2 < 4A e a singularidade de Xa. é um foco. Para que
seja um foco hiperbólico, a parte real dos auto-valores deve ser diferente'de
zero, ou seja, a # 0. Logo, a singularidade (x,y) = (-aX/A, À/A) de XA, é um
foco hiperbólico se 0 < o2 < 4A. Este foco é atrator caso a < 0 e repulsor
caso a > 0.

Levando-se em conta que o campo descontínuo Zx é dado por Xa, se
/(x,y) = y > 0, a singularidade de XÀ, será uma singularidade de Z. se
y - À/A > 0, ou seja, se À, e A tiverem o mesmo sinal.

Agora procurando-se as singularidades de Fz

Tem-se Xx/ - x + ay e Y/ l > o

Em D = {y = 0}, Xx/
ao arco de costura. e se
deslizamento.

YA,/ - x, logo, se x > 0 o ponto (x, 0) pertence
x < 0 o ponto (x, 0) pertence ao arco de

A singularidade de Filippov, se existir, pertence ao arco deslizante.
portanto deve. ter x < 0. Além disto, devem valer det(Xx,YA,)(x,0) = 0 e
d(det(Xx,Yx)) l D # 0.

Como det(Xx,Yx) (-Ay + À,) . l (x + ay)k,

tem-se det(Xx,Y)(x,0) - X - xk = o o x = X/k,

e d(det(X2.,Y» ID - ê.(det(X2.,Y»
Õx

Logo, Fz tem uma singularidade hiperbólica em (x,y) = (X/k, 0) se
k # 0 e À/k < 0. Esta singularidade será um nó quando k > 0 e uma sela
quando k < 0.
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Combinando-se as várias possibilidades, obtém-se a lista do enunciado
do Lema

As figuras abaixo representam os seis casos do Lema, para À, > 0 e
À, < 0. Em todos os casos foi considerado que a > 0. A reta horizontal
representa a curva D, que coincide com o eixo x e a rota vertical representa
o eixo y

Caso (i): h < 0
Fig. 69

Caso (i): À, > 0
Fig. 70

Caso (ii): À, < 0
Fig. 71

Caso (ii): À > 0
Fig. 72

Caso (iii): À < 0
Fig. 73

Caso (iii): À > 0
Fig. 74

Caso (iv): À. < O
Fig. 75

Caso (iv): X > 0
Fig. 76
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Caso (v): À < 0
Fig. 77

Caso (v): X > 0
Fig. 78

Caso (vi): À, < 0
Fig. 79

Caso (vi): X > 0
Fig. 80

1.3 Observações

Os seguintes cálculos serão úteis para as proposições posteriores:

Dada uma função de transição q), a regularização da família
Za. = (Xa.,Yx) é dada por

Z.,x(x,y) l-9,(y))Yx(x,y) + (p.Xx(x,y) :

(l-Q.(y))(k,l) + Q.(y)(-Ay + À, x + ay)

(k - Q.(y)k - Q.(y)Ay + 'P.(y)À, 1 - Q.(y) + Q.(y)x + Q.(y)ay)

(-Q.(y)(k+Ay-h)+k, l-9,(y)(l x ay))

Logo, uma singularidade do campo regularizado deverá satisfazer:

Z.,x(x,y) - (-Q.(y)(k + Ay - X) + k, ] - Q.(y)(l - x - ay))
:> Q.(y) - k/(k + Ay - X) (A)

Q.(y) x - ay) (B).

Nota-se que quando a expressão (A) tiver solução, o valor de y
poderá ser obtido implicitamente desta expressão e então o valor de x
poderá ser obtido da expressão (B)

e
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Calculando-se
singularidades:

a matriz DZ.,x para possibilitar o estudo destas

DZ.,x
P,(y)

.[Q.(y)]'(k + Ay - X) - AQ.(y)'
-[Q,(y)]'(] - x - ay) + aQ,(y}

Logo, o polinâmio característico é dado por

l DZ.,À - HI l - -H(-]Q.(y)]'(l-x-ay) + aQ.(y) -F) -Q.(y)(-]Q.(y)]'(k+Ay-À.)
A.P.(y)) - 0

:> F: +F([9.(y)]'(]-x-ay) -a'p.(y)) +Q.(y)(['P.(y)]'(k+Ay-X)+AQ,(y))

Resolvendo-se a equação de segundo grau, tem-se:

A. ([Q.(y)]'(]-x-ay) -a'p.(y)): - 4'p.(y)([Q.(y)]'(k+Ay-X)+AQ.(y))

4'p,Mh'.M]'Ü--Ay-U -;A22 . l?:!p.mt'0-*-.Ü.p.U -'' .:@,M):

Usando-se (A) e (B), tem-se

F: + F([Q.(y)]'/'p.(y) -a'p.(y)) + Q.(y)([Q,(y)]'(k/Q.(y)) +AQ,(y)) - 0

4p,M]p.M]'Ü/p.M) - 4A@nM): - )]'0/.p.M).'p.M ''" .:@.M):

e

([Q:(y)]'/Q.(y)): -2]Q,(y)]'a+ a:(Q,(y)): - 4]g.(y)]'k - 4A(Q.(y)):

([Q.(y)]'/Q.(y)): +]Q.(y)]'(-2a - 4k) +(Q.(y)):(a: - 4A)
Logo,

H % (-([Q.(y)]'(]-x-ay) -aQ.(y)) t VA.)

% (-]Q.(y)]'/'p.(y) + aQ.(y) :E VA.)

Nas proposições seguintes serão feitas a regularização em cada um
dos casos do Lema 1.2. Nota-se que não há uma majoração do parâmetro 8
Também é interessante que seja notado que nos casos (iii), para a < 0, e (vi)
não se observa um fenómeno de bifurcação da família Z.,x,.
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1.4 Proposição
Seja ZI anta lfamília de cantpos vetoriais descontínuos coltt k > 0, A < 0
(caso i) e A/k '' a # 0. Dada limo função de transição q), cl lfantilia de
catnpos vetoriais regularizados Z..x possui valores dos parâmetros
le, Xo(c)), onde 6 > 0, para os quctis Z.,xo possui Mma singularidade tipo
sela-nó. Para À > Â,o os campos vetoriais regularizados Z..À não possuem
singularidades e pctra À '= Xo, os cantpos vetoriais regularizados Z..À
possuem duas singularidades. uma sela e unt tló, antbos hiperbólicas.

demonstrctção

O primeiro passo é estudar as expressões (A) e (B) e encontrar o(s)
par(es)(x,y) que as satisfazem, e em que condições isto acontece.

Tem-se
Q.(y) Ay - À)
e

Q,(y) -l/(l - x - ay)

(A)

(B)

Seja gl(y) k + Ay - X). Se existir y tal que (p.(y) = gx(y), então
este valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z.,x.

Os gráficos de go(y)
abaixo:

k/(k + Ay) e de Q.(y) são dados na figura

go(y)
Q;(y)

go(y)

Fig. 81

Quando X cresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para a
esquerda, logo o gráfico de gx(y) não cruzara o gráfico de (p.(y). Quando À,
decresce, a assíntota do gráfico de gx(y),se desloca para a direita, logo,
mantendo-se E fixo, existe um único valor À,o = Xo(8) < 0 para o qual os
gráficos de gx(y) e q).(y) se tangenciam num único ponto (yo, gxo(yo)) =
(yo, (p.(yo)), como ilustra a nlgura a seguir.
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'P.(y)

(Ào-k)/A ' Z
gxo(y)

Fig. 82

Para À < Xo os gráficos de gx(y) e Q.(y
pontos Çyi, gx(yi)) .(yi)) e (y2, ga.(y2))
figura abaixo:

se cruzarão duas vezes, nos
; (y2, q).(y2)), como ilustra a

'P.(y)

(À-k)/. y

gx(y)

Fig. 83

Seja (xo,yo) a solução das equações (A) e (B), onde (yo, ga.o(yo))
(yo, q).(yo)) é o ponto de tangência entre os gráficos de gÂ,o e (p., ou seja,
(xo,yo) é a única singularidade de Z.,xo.

Afirma-se que(xo,yo) é uma sela-nó de Z.,xo

De fato, como os gráficos de gÂ,(y) e (p.(y) se tangenciam para y
então (gxo(yo)y - (Q.(yo)y, isto é,

yo,

(Q.(yo)y -Ak/(k + Ayo - À): -A(Q.(yo)):/k (c)

Logo os auto-valores desta singularidade são

%(-]Q.(y.)]'/'p,(yo) + aQ.(yo) t VA.)
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Onde An -([Q.(yo)]'/(p.(yo)):+[(p.(yo)]'(-2a -4k) +(q).(yo)):(a: -4A).

Usando-se (C) tem-se

A. - (-A(Q.(yo)):/kQ.(yo)): - A(Q.(yo)):(-2a -4k)/k + (Q,(yo)y(a: -4A)

A:(Q.(yo)):/k: + (q).(yo)):(2Aa/k + 4A + a: - 4A)

A'((p.(yo)):/k:+(q).(yo)):(2Aa/k + a:)

(Q.(yo)):(A'/k: + 2Aa/k + a:) - ((p.(yo)):(A/k + a): > o

% (A(9.(yo)):/k'p.(yo) + aQ.(yo) :E 'VA.)

% (A9.(yo)/k + aQ.(yo) ü V((Q.(yo)):(A/k + a):))

%(9.(yo)(A/k+ a):E Q.(yo)V(A/k+ a):)

% 'p'(y.)((A/k + a) :E IA/k+ a l)

oosauto-valoressãoFo eHi .(yo)(A/k+a)

Portanto, (xo, yo) é uma sela-nó de Z.xo.

Afirma-se que se À < ho, Z..x tem dois
sela e o outro um nó

De fato, se À < Xo, como pode ser observado na figura 83, os gráficos

:'l='::ã,iSi':i =,'=7;=,rTà.=:;h/:ã.=:='i:l;';ã=il:.:.'::'=Ü: l
xi e x2 correspondentes a yt e y2, isto é, tais que os pares (xi, yi) e (x2, y2)
são as únicas soluções de (A) e (B), e portanto são singularidades de Z..x.
Resta agora investigar a natureza destas singularidades

Observa-se que
(Q.(yi)y >(gx(yi)y - -Ak/(k + Ayi - À): - -A(Q.(yi)):/k(0)

(q).(y2)y<(gx(y2)y -Ak/(k+Ay2-À):(y2)):/k.(E)

Observa;se que para uma singularidade com auto-valores dados por
ty2 (-bH t VAp) ser uma sela hiperbólica deve-se ter

-bp+ VAn>0=D VAn>bn'L =D VAn> ibn =»Ap>b.2
-bn - 'VAn < 0 :> 'VAn > -bp

singularespontos sendol , um

e
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E para esta singularidade ser um nó hiperbólico deve-se ter

(-bF + 'VAF)(-bF - 'VAH) > O =D bH2 - AH > O :D O É AF < bF2

Impondo-se An < bF2 tem-se

A. -([Q.(y)]'/Q.(y)):+]Q.(y)]'(-2a -4k) +(9.(y)):(a: -4A) <
< (-[(P.(y)]'/q).(y) + a(p.(y))2 = bn2

a([Q.(y)]'/Q.(y)): +]Q.(y)]'.(-2a -4k)+(Q.(y)):(a: -4A) <

<([Q.(y)]'/Q,(y)): - 2a]Q.(y)]' + a:(Q.(Q.(y))'

:>]Q.(y)]'(-4k)+(Q,(y)):(-4A) < 0

o [9.(y)]'k + (9,(y)):A > o

:> [9.(y)]' > -A(9.(y)):/k

Por (D), a desigualdade acima ocorre em y = yi e, verificando-se que
AP à O em yi, pode-se concluir que a singularidade (xl,yl) é um nó
hiperbólico de Z.,x.

Afirma-se que AK > 0 em yi

De fato, em yl,

A. -([Q.(yt)]'/Q.(yi)):+]Q.(yi)]'(-2a -4k) +(Q.(yi)):(a: -4A) >

> (-A(Q.(yi)):/k):/Q.(yt)): -A(9.(yi)):/k)(-2a -4k) + (g.(yi)):(a:-4A)

A:(Q.(yi)):/k: + A((p.(yt)):/k)(2a + 4k) + (q),(yi)):(a: -4A)

('p.(y-)):(A:/k: + 2Aa/k + 4A + a: -4A))

(Q.(yl)):(A/k + a): > 0.

Analogamente, impondo-se

[Q.(y)]' < -A(Q.(y)):/k.

uma sela hiperbólica de Z.,a,. para y ' y2, ou seja, a singularidade (x2,y2) é

'temA. > b seF
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Afirma-se que se À > À,o, Z.,x não possui pontos singulares

De fato, a afirmação acima decorre de não haver um cruzamento entre
os gráficos de g3,(y) e g.(y) e consequentemente as equações (A) e (B) não
possuírem soluções.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontínuo Zx para os
casos À > O, À, < 0, a > 0 e a < 0. '

À, < 0 e a > 0

Fig. 84
À, > 0 e o > 0

Fig. 85

À, < 0 e a < 0

Fig. 86
À, > 0 e a < 0

Fig. 87

1.5 Proposição
Seja Zx.uma .fantilia de campos vetoriais descontínuos com k > 0 e
}A > # > 0 (cclso ii). Dada tina .função de transição (p, a família de
:aipos vetoriais regularizados Z..x possui valores dos pctrâmetros
Íe, Ào(e)), ottde 8 > 0, para os qHctis Z:.xo possui unt nó com auto-valor
íMpIo. Para À > Xo os campos vetoriais regularizados Z..x posstlem um .foco
hiperbólico, cttrator se a < 0 e reptllsor se a > 0, e para X 'l Xo, os campos
?etoriais regularizados Z..x possuem unt nó atrator hiperbólico.

de nt o tlstraçã o

Analogamente ao que foi feito na Proposição 1.4, deve-se estudar as
expressões (A) e (B) e encontrar o(s) par(es) (x,y) que as satisfazem, e em
que condições isto acontece.
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Tem-se
Q.(y) - k/(k+Ay-À,)
e

Q.(y) -l/(l-x-ay)

(A)

(B)

Seja gx(y) k+Ay-X). Se existiry tal que Q.(y) , então este
valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z.,x.

Os gráficos de gx(y) e de Q.(y) são dados na figura abaixo

gÀ(y)

(h-k)/A

gÀ(y)

Fig. 88

Quando X cresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para a
direita e quando À decresce, para a esquerda. Para quaisquer valores dos
parâmetros 8 e À,, os dois gráficos se cruzam num único ponto (y.x, gx(y.))
(y.«, .P.(y.«)).

Fixando-se 8 > 0, para cada À, seja (x,x, y,a,) a singularidade de Z.,x,
ou seja, a única solução de (A) e (B).

Sabe-se que os auto-valores desta singularidade são

F - % (-]Q.(y.x)]'/Q.(y,x) + aQ,(y.x) t 'VA.)

Onde. A«(y.a.) = ([Q.(y,3,)]'/Q.(y,a.)): + [(p,(y.x)]'(-2a-4k)
(Q.(y.x)):(a:-4Á.). ' ' '' ''~ '

+

Afirma-se que existem valores de X tais que A.(y.x) < 0 e outros
valores de À, tais que A.(y:a,) > 0.

De fato, seja X tal que a assíntota do gráfico de gx seja a rota y = e,
como ilustrado na figura abaixo:
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gx(y)
9.(y)

g«(y)
y

Fig. 89

Ou seja, (X-k)/A À,

Para este valor de À, pode-se observar pelos gráficos que o
cruzamento das duas curvas se dará com y.a, > e, o que implica que q):(y,x)=l
e [Q,(y.x)]'

Logo,

A.(y,«) (0/1): + 0(-2a -4k) + l:(a: -4A) a:-4A < 0

Portanto, a singularidade
regularizado Z;x, onde X = cA +

(x,«: y.a.) é um foco hiperbólico do campo

Afirma-se que, diminuindo-se 8 > O, se necessário, para À tal que o
ponto de cruzamento dos gráficos y.a, é o mesmo ponto em que (p.' atinge o
seu máximo, tem-se A.(y.x) > 0.

De fato, analisando-se a expressão

A.(y,~) ([Q.(y.x)]'/Q.(y.x)): +]Q.(y.x)]'(-2a-4k)+(Q.(y,x)):(a:-4A),

observa-se que o termo ([q),(y,x)]'/Q.(y,a,)): é positivo e crescente, conforme
8 tende a zero, além disto, cresce mais rapidamente que [(p.(y,Â,)]'. Logo,
existe co>0 tal que se 0 < 8 < 8o, tem-se A.(y.x) > 0.

Afirma-se que o ponto (x.x,y.2.), onde x.x vem da equação (B), é um
nó hiperbólico de Z.x

De acordo com a demonstração do Proposição 1.4, resta mostrar que
aH '' Op,

Tem-se
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b»z 4ancn < bF2 a aFcn > 0

Da equação característica

H: + H([Q.(y)]'/Q.(y)) -aQ.(y)) + Q.(y)([Q.(y)]'(k/9.(y)) +AQ.(y))

tem-se a.c- - q).(y.x)([q).(y.x)]'(k/Q,(y.x)) + Aq),(y.x)) > 0.

Portanto, está provado que (x,A.,y.À,) é um nó hiperbólico de Z.À

Observa-se que anGn > 0 para qualquer ponto y, portanto, toda
singularidade que tiver An > 0 corresponderá a um nó hiperbólico e toda
singularidade que tiver An < 0 corresponderá a um foco hiperbólico.

Resta provar que, Hixad0 8 > 0, com 0 < 8 < eo, existe um valor À,. tal
que a singularidade de Z.xo possui um auto-valor duplo. De fato, como An(y)
é uma função contínua, existe um ponto em que AK = 0, que corresponde ao
auto-valor duplo.

As
casos À, >

figuras abaixo
0, À, < 0, a > 0

ilustram o campo vetorial descontínuo ZÃ, para os
e a < 0.

À, < 0 e a > 0

Fig. 90
À, > 0 e a > 0

Fig. 91

À, < 0 e a < 0

Fig. 92
À, > 0 e a < 0

Fig. 93

1.6 Proposição
Seja ZÀ Nula .família de cantpos vetoriais descontínuos com k > 0
? > 4A > 0 (caso iii). Dada uma lfunção de transição (p, para valores dos
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pctrâtnetros 8 > 0 e Â, qualquer, o campo vetorial regularizado Z;,À possui
lnl tló. Se a < 0, o nó é sempre hiperbólico e atrator, se a > 0, e)custe
À,o e) tat que o campo Z.,xo possui um ttó não hiperbólico. Neste caso.
se À > lo, Z.,x possui um nó hiperbólico repulsor e se À < a,o, Z.,À possui ttnt
rió hiperbólico atrator

demortstraçã o

Tem-se
Q.(y) Ay - À)
e

Q.(y) -l/(l - x - ay)

(A)

(B)

Seja gx(y) = k/(k + Ay - À). Se existir y tal que Q.(y) , então
este valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z.,x

Os gráficos de ga.(y) e de Q,(y) são dados na figura abaixo

gx(y)

(h-k)/A

'P.(y)

y

gx(y)

Fig. 94

Quando X cresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para
direita, e quando À decresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para
a esquerda. Logo, para quaisquer 8 > 0 e À,, os gráficos de gx(y) e q).(y) se
cruzam num único ponto (y.x, gx(y.x)) = (y.h, (p.(y.A,)).

Seja (x.À,y.x) o único ponto singular de Z.,x

Os auto-valores desta singularidade são

» %(-]Q.(yo)]'/Q.(yo)+ aQ.(yo) t VA.)

Onde A. ([Q.(yo)]'/Q.(yo)): +]Q.(yo)]'(-2a -4k) +(Q.(yo)):(a' -4A)

Afirma-se que (x,x,y,x) é um nó hiperbólico
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rara provar esta al:armação, é necessário provar que 0 É An < bx

Analogamente à demonstração da Proposição 1.4, tem-se

A. < b.: :> [Q.(y.Â,)]' > -A((p.(y:x)):/k - [gx(y.x)]'

e [gÀ,(ysx)]' < 0. Idade acima é sempre verdadeira, uma vez que [(p,(y.l)]' 2: 0

Resta verificar-se quando A» 2 0

De fato, para ter-se

A. -([Q,(y)]'/Q.(y)): +]9.(y)]'(-2a -4k) +(9.(y)):(a: -4A) > 0

depende do termo[(p,(y)]'(-2a -4k).

Portanto, a singularidade (x,x,y.A,) é um nó hiperbólico de Z.,x, para
8 > 0 e À qualquer quando

([Q.(y)]'/Q.(y)): +(Q.(y)):(a: -4A) >]Q.(y)]'(2a + 4k).

Quando isto ocorre, a singularidade é atratora se

b. :(y)]'/Q,(y) + a9.(y) < o,

o que sempre é verdade se a < 0. E é repulsora se bn > 0.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontínuo Zx para os
casos À > 0, À, < 0, a > 0 e a < 0. '

2

>

3
À, < 0 e a > 0

Fig. 95
À, > 0 e a > 0

Fig. 96
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À, < 0 e a < 0

Fig. 97
À, > 0 e a < 0

Fig. 98

1.7 Proposição
Seja Zx. uma .família de campos vetoriais descontínuos com k < 0
+A > d > 0 (caso iv). l)ada tlntcl .função de transição q), ci Jantilia de
:aipos vetoriais regularizados Z:,l possui valores dos pctrântetros
le. Â,o(c)), onde € > 0, para os quais Z..xo possui anta singtllaridade não
hiperbólica. Para Â, > Xo os campos vetoriais regularizados Z.,x possuent
luas singularidades, uma sela e llm .foco, ambos hiperbólicos, e pcxt'a
À, < Â,o, os campos vetoriais regularizados Z..x não possuem singularidades.

dem on strclçã o

Tem-se
Q.(y) - k/(k + Ay - À)

Q.(y) -l/(l - x - ay)

e
(A)

(B)

Seja gÀ(y) (k + Ay - À). Se existir y tal que q),(y) = ga.(y), então
este valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z.,a.. Os gráficos
de go(y) = k/(k + Ay) e de q).(y) são dados na Hlgura abaixo:

'P.(y)

Fig. 99
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Quando X decresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para a
esquerda, logo o gráfico de gÀ,(y) não cruzara o gráfico de (p.(y). Quando À,
cresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para a direita. Logo,
mantendo-se 8 fixo, existe um único valor Xo = Ào(8) > 0 para o qual os
gráficos de gx(y) e q):(y) se tangenciam num único ponto (yo, gxo(yo))
(yo, q).(yo)), como ilustra a figura abaixo:

gxo(y
'P.(y)

(Xo-k)/A
.y

gxo(y)

Fig. 100

Para À > Xo os gráficos de gx(y) e q).(y) se cruzarão duas vezes. nos
pontos (yl, gx(yl)) , Q.(yi)) e (y2, ga,(y2)) yz, (p,(y2)), como ilustra a
figura abaixo:

gx(y)
'P;(y)

(Xo-k)nA y

gx(y)

Fig. 101

Seja (xo,yo) a solução das equações (A) e (B), onde (yo, gxo(yo))
(yo, q).(yo)) é o ponto de tangência entre os gráficos de gxo e (p. ilustrado na
figura 100, ou seja, (x,y) é a única singularidade de Z.,a,o.

Afirma-se que (xo,yo) é uma singularidade não hiperbólica de Z.,xo

De fato, como os gráficos de gx(y) e (p.(y) se tangenciam para
então (gxo(yo)y - (Q:(yo)y, isto é,

yo,
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(p.(y.)y Ak/(k + Ayo - X): A( q) .(yo)):/k . (c)

Logo os auto-valores desta singularidade são

H % (-]Q.(yo)]'/'P,(yo) + aQ.(yo) :!: 'VA.)

Onde A. ([Q.(yo)]'/Q.(yo)): + [q).(yo)]'(-2a -4k) + ((p.(yo)y(a: -4A)

Usando-se (C) tem-se

(-A(Q.(yo)):/kQ.(yo)): - A(Q.(yo)):(-2a -4k)/k + (Q.(yo)):(a: -4A)

A:((p.(yo)):/k: + (g.(yo)):(2Aa/k + 4A + a: - 4A)

A:((p.(yo)):/k: + (Q,(yo)):(2Aa/k + a:)

(Q.(yo)):(A:/k: + 2Aa/k + a:) (9.(yo)):(A/k + a):

H % (A('p.(yo)):/k'p.(yo) + a'p,(yo) t VA.)

% (AQ.(yo)/k + aQ.(yo) :E V((Q,(yo)):(A/k + ay))

% (Q,(yo)(A/k + a) t 'p.(yo)V(A/k + a):)

% 'p'(y.)((A/k + a) t l A/k + a l)

=> os auto-valores são Ho - 0 e HI p.(yo)(A/k + a)

Portanto, a singularidade (xo,yo) é uma singularidade não hiperbólica
ae Zc,À,0.

Afirma-se que se X > Xo, Z.,x tem dois pontos singulares, um sendo
sela hiperbólica e o outro um foco hiperbólico.

De fato, se X > Xo, como pode ser observado na figura 101, os
gráficos de ga.(y) e q).(y) se cruzam duas vezes, nos pontos (yl, gÀ.(yi)) = (yl,
Q,(yi)) e (y2, gA,(y2)) = (y2, Q.(yz)). Através da equação (B) encontra-se os
valores xi e x2 correspondentes a yi e y2, isto é, tais que os pares (xi, yi) e
(x2, y2) são as únicas soluções de (A) e (B), e portanto são singularidades de
Z.,x. Resta agora investigar a natureza destas singularidades.

Observa-se que

(Q.(yi)y > (gx(yi)y -Ak/(k + Ayi - À): A( q) .(y i)):/ k (D)
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(Q.(y2)y < (gx(y2)y - -Ak/(k + Ay2 - À,): - -A(Q.(y2)):/k. (E)

Observa-se que para que uma singularidade com auto-valores dados

e

por

H - % (-b. t 'VA.)

ser uma sela hiperbólica deve-se ter

-b»+'VAH>0:>'VAn>bn'L:>'VA»> lb. oA.>b.
-bn - VAF < 0 O VAn > -bn

E para esta singularidade ser um foco hiperbólico deve-se ter

-bn # 0 e A. < 0

Impondo-se An > bxz tem-se

A. -([Q:(y)]'/Q.(y)): +]Q.(y)]'(-2a -4k) +(Q.(y)):(a: -4A) >

> (-[(p,(y)]'/Q.(y) + a(p.(y))2 = bA.2

o([Q.(y)]'/Q.(y)): +]Q.(y)]'(-2a -4k)+(Q.(y)):(a: -4A) >

> ([Q.(y)]'/Q.(y)): - 2a]9.(y)]' + a:(Q.(Q.(y)):

:>19.(y)]'(-4k) +(Q.(y)):(-4A) > 0

a [(p,(y)]'k + (Q.(y)):A < o

:> [q),(y)]' > -A((p.(y)):/k.

Por(D), a desigualdade acima ocorre em y.= yt pode-se concluir que a
=ularidade(xl,yi) é uma sela hiperbólica de Z,,Ã..

Afirma-se que AK < 0 e bn # 0 em y2

De fato,

AP < O e bF # O =D A» < O < bH2 =» AH < bF2

Impondo-se A» > bn2 tem-se

[Q.(y)]' < -A((p.(y)):/k

2
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Por(E), a desigualdade acima ocorre em y :
singularidade (x2,y2) é um foco hiperbólico de Z.,x

yz pode-se concluir que a

Afirma-se que se À, < À,o, Z,,x não possui pontos singulares

De fato, a afirmação acima decorre de não haver um cruzamento entre
os gráficos de ga.(y) e (p,(y) e consequentemente as equações (A) e (B) não
possuírem soluções.

As figuras abaixo ilustram
casos À. > 0, À, < 0, a > 0 e o < O.

o campo vetorial descontínuo Zx para os

À, < 0 e a > O

Fig. 102
À, > 0 e a > 0

Fig. 103

À, < 0 e a < 0

Fig. 104
À, > 0 e a < 0

Fig. 105

1.8 Proposição
Seja Za. uma .família de campos vetoriais descontínuos com k < 0 e
? à 4A > 0 (caso v). Dada uma função de transição (p, a família de campos
vetoriais regutarizcldos Z.,À possui valores dos parâmetros (c, À,o(c)), onde
8 > O, pctra os quais Z.,xo possui uttta singularidade tipo selct-nó. Para
Â, > Â,o os campos vetoriais regularizados Z..l possuem duas singtilctridades,
finta sela e unt nó, ambos hiperbólicos, e para À < Xo, os campos vetoriais
regularizados Z:.À. não possuem singularidades.

demonstração

Tem-se
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Q,(y) k/(k + Ay - À)

9.(y) -l/(l - x - ay)
e

(A)

(B)

Sejagx(y) k+Ay-À). Seexistirytal quem).(y) , então
este valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z,,x

Os gráficos de go(y)
abaixo: k/(k + Ay) e de (p.(y) são dados na figura

'P.(y)

Fig. 106

Quando À decresce, a assíntota do gráfico de ga.(y) se desloca para a
esquerda, logo o gráfico de ga.(y) não cruzara o gráfico de (p.(y). Quando À,
cresce, a assíntota do gráfico de gA,(y) se desloca para a direita, logo,
mantendo-se 8 fixo, existe um único valor Xo = Xo(8) > 0 para o qual os
gráficos de gx(y) e Q.(y) se tangenciam num único ponto (yo, gÂ,o(yo))
(yo, g.(yo)), como ilustra a Hlgura abaixo:

gÀO(y
'P.(y)

(Ào-k)/A
.y

gxo(y)

Fig. 107

Para À > Xo os gráficos de gx(y) e Q.(y) se cruzarão duas vezes, nos
pontos (yl, gx(yi)) (p.(yi)) e (y2, gx(y2)) q).(y2)), como ilustra a
figura abaixo:
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'P.(y)

gx(y)

Fig. 108

Seja (xo,yo) a solução das equações (A) e (B), onde (yo, gxo(yo))
(yo, Q.(yo)) é o ponto de tangência entre os gráficos de gxo e (p. ilustrado na
figura 107, ou seja, (xo,yo) é a única singularidade de Z,,xo.

Sejam(xi,yi) e(x2,y2) as soluções de(A) e(B) para À, > Xo, onde yi e

oby: :ervasoabsaissasrdos pontos de cruzamento dos gráficos de gx(y) e (p,(y),

O restante da demonstração é análogo ao que foi feito na
demonstração da Proposição 1.4 (caso i). A conclusão, neste caso, é que
(xo, yo) é uma sela-nó de Z.Â.o; para À > Xo, os campos vetoriais
regularizados Z,x possuem duas singularidades: (xl,yl) uma sela e (x2,y2) um
nó, ambos hiperbólicos; e para À < Xo, os campos vetoriais regularizados Z,x
não possuem singularidades.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontínuo Za. para os
casos À > 0, À, < 0, a > 0 e a < 0

À, < 0 e a > 0

Fig. 109
À, > 0 e a > 0

Fig. 110
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À, < 0 e a < 0

Fig. 111
À, > 0 e a < 0

Fig. 112

1.9 Proposição
Seja ZÀ uma lfantília de campos vetoriais descontínuos cona k < 0 e À <. 0
(caso vi). Dada uma .função de transição g, para € > 0 e À qualquer, o
campo vetorial regularizado Z..À possui uma sela hiperbólica.

dem ortstraçã o

Tem-se
Q.(y) - k/(k + Ay - À,)

Q.(y) -l/(l - x - ay)

e
(A)

(B)

Seja ga,(y) + Ay - À). Se existir y tal que q).(y) a.(y), então
este valor y será a ordenada de uma singularidade do campo Z,,a.

Os gráficos de g3.(y) e de q),(y) são dados na figura abaixo

gx(y)

(À-k)/A

Q.(y)

y

gÀ(y)

Fig. 113

Quando X cresce, a assíntota do gráfico de gx(y) se desloca para a
esquerda e quando X decresce, para a direita, logo, mantendo-se 8 fixo,
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existe um único valor Xo - Xo(8) < 0 para o qual os gráficos de ga,(y) e (p.(y)
se cruzam num único ponto (y.a,, gx(y.a,)) = (y,l, q).(y,x)).

Seja (x.x,y.a.) o ponto singular de Z,,xo

Os auto-valores desta singularidade são

H - } (-]Q.(yo)]'/'p.(yo) + aQ,(yo) :E VA.)

Onde AF -([(p.(yo)]'/9.(yo)): +]Q.(yo)]'(-2a -4k) +((p.(yo)):(o: -4A)

AHlrma-se que (x.x,y.A,) é uma sela hiperbólica de Z.,x,.

Para se provar esta afirmação, é necessário que se prove que An > bK

Impondo-se AH > bK2 tem-se

A. -([Q.(y)]'/Q.(y)): +]Q.(y)]'(-2a -4k)

> (-]q).(y)]'/q).(y) + a(p.(y))2 = bx2

o([Q.(y)]'/Q.(y)): +]9.(y)]'(-2a -4k)+(Q.(y)):(a: -4A) >

>([Q.(y)]'/Q.(y)): - 2a]9,(y)]'+ a:(Q.(Q.(y)):

:>]Q.(y)]'(-4k) +(Q.(y)):(-4A) > 0

:> [Q,(y)]'k + (Q,(y)):A < 0

:> [9.(y)]' > -A(Q,(y)):/k

A desigualdade acima é sempre verdadeira, uma vez que [Q.(y.x)]' à 0
(y,x)]' < 0.

Portanto, a singu
0 e À, qualquer.

As figuras abaixo ilustram o
s À, > 0, À, < 0. a > 0 ea<0

2

2
(a:+ (Q.(y))

[g~e

laridade (x.x,y.x) sela hiperbólical e uma r paraE de Z.,x>
8 >

vetorial descontínuo Zxcampo pa
caso

ra os
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À, < 0 e a > 0

Fig. 114
À, > 0 e a > 0

Fig. 115

À, < 0 e a < 0

Fig. 116
À, > 0 e a < 0

Fig. 117

2. Singularidade não Hiperbólica de Fz

Neste parágrafo será estudada a influência que uma singularidade não
hiperbólica do campo Fz tem sobre a família de campos vetoriais
regularizados. Isto é feito utilizando-se uma família de campos vetoriais
descontínuos Zx = (Xx, Yx) onde, para X ' 0, o campo de Filippov Fz possui
uma singularidade não hiperbólica, e para À # 0, a singularidade do campo
de Filippov é hiperbólica. A família utilizada será Z~ = (Xa., Y2.), onde
Xx(x,y) À,-l)eYx(x,y) x:/2+x,x+ 1). '

2.1 Proposição
Seja ZÀ (Xx,YÂ) a .família de.finada acima. Então, para À ' 0, o palito

p ' (0,0) é uma singularidade não hiperbólica de Fz. Para À # 0, À, > -1, o
=arltpo Fz possui tina singularidade hiperbólica.

demonstrclçã o

Primeiro analisando-se o caso À. 0

De fato, sendo/(x,y) = y, tem-se

Xo/(x,y) = -1, Yo/(x,y) = x + l, logo Xo/(P) - -1 < 0, yo/(p) = 1 > o
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det[Xo,Yo](x,y) :/2, logo det]Xo,Yo](p)

d(det[Xo,Yo] l n)(x,y) ]ogo d(det]Xo,Yo] ] n)(P)

d2(det]Xo,Yo] l o)(x,y) = d2(det]Xo,Yo] l n)(P) = -1 #: 0

Portanto, o ponto (0,0) é uma singularidade não hiperbólica do campo
Fz para À, ' 0.

Agora, analisando-se o caso À, # O.

Xa../(x,y) = -1, Yx/(x,y) = x + l, logo Yx/(x,y) > 0, se x > -1.

det[X2.,Ya.](x,y) = X(x+]) - x:/2, logo det]Xx,Yx](x,y)

:> h = x2/(2x+2).

d(detlXa,,YxllD)(x,y) À,+x:/(2x+2)eOsex#-2

Portanto, o ponto (x, 0) é uma singularidade hiperbólica do campo Fz
para À ' x2/(2x+2), quando À #: O, À, > -]

2.2 Proposição
Dados ZI - (XÀ,YÀ) de.finado como acima, e uma .função de transição

p, para cada € > 0, o cantpo vetorial regularizado Zo.. possui uma
singularidade tipo sela-nó.

demonstração

Para À, = O, a família de campos vetoriais regularizados é dada por

Zo.(x,y) -(l-'p.(y))(x:/2 + x, x + 1) + 9.(y)(-x, -l) -

- (x:/2 + x - Q'(y)(x:/2 + x) - x'P.(y), x + 1 - Q,(y)(x+l) - 'P:(y))

- (x:/2 + x - .P.(y)(xz/2 + 2x), x + 1 - 'P.(y)(x + 2))
Para o ponto(x,y) ser uma singularidade de Zo, deve-se ter

Zo.(x,y) x:/2 + x - (P.(y)(x:/2 + 2x), x + 1 - Q.(y)(x + 2))
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:> x - 0 e q).(y)

Portanto, a única singularidade de Zo. ocorre em (x,y) = (0, Q:''(%y2))

Investigando a natureza desta singularidade, tem-se

OZo.(x,y) x + 1 - Q.(y)(x + 2)
1 - Q.(y)

.[Q,(y)]'(x'/2 + 2x)
[Q.(y)]'

A função característica é dada por

(x + 1 - Q.(y)(x + 2) - P)(-]Q.(y)]' - P) + [q.(y)]'(x:/2 + 2x)(] - Q.(y))

O HZ + F(:Qa(?]' - X - 1 + 9.(y)(x + 2)) + ['P.(y)]'('P.(y)(-x:/2 - X + 2) +

No ponto (x,y) (0, g,''(%%2)), tem-se

H: + F([Q.(y)]' - 0 1+ 1/2(0+2)) +]Q.(y)]'(1/2(-0:/2-0+2) +0'/2+0-1)

:> H: + P[Q.(y)]'

:> A. - ([Q.(y)]'): > 0

H - %(-]Q.(y)]' :t [Q.(y)]')

HI - 0 e H2 - -]g:(y)]' < 0

Portanto, a singularidade de Zo. é uma sela-nó

Neste Capítulo foi iniciado o estudo das bifurcações dos campos
vetoriais descontínuos. Há ainda muitos outros casos que pode ser
investigados, contrariando-se cada uma das outras condições sobre os
campos X e Y para pertençam ao conjunto G'(M) que não foram abordadas
neste trabalho.
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Conclusões

Neste trabalho, seguindo a linha iniciada por Sotomayor e Teixeira
em [S-T], foi dado tratamento para o conjunto de campos vetoriais
descontínuos semelhante ao que é dado ao conjunto de campos vetoriais
contínuos. Por isto, o primeiro passo foi fazer a caracterização de um
conjunto de Campos Vetoriais Descontínuos cuja regularização resultasse
numa família de campos vetoriais estruturalmente estáveis. Neste sentido,
caminhou-se na direção de dar um significado à estabilidade estrutural de
sistemas dinâmicos descontínuos. O conjunto obtido é um conjunto
generlco.

Em seguida iniciou-se o estudo das bifurcações dos campos vetoriais
descontínuos, no intuito de continuar seguindo o mesmo tratamento dado
para os campos contínuos. Neste ponto tornou-se necessário acrescentar o
parâmetro À, formando uma família de Campos Vetoriais Descontínuos, de
modo que a família de campos regularizados tornou-se uma família a dois
parâmetros. Procurou-se, a título de exemplos, criar situações em que o
campo descontínuo não pertence ao conjunto G', para À ' 0. Estudou-se
então a influência deste fato sobre a família de campos vetoriais
regularizados. Em alguns casos ocorreu bifurcação, em outros não. O estudo
das bifurcações pode continuar seguindo esta mesma linha, aqui iniciada, de
tomar famílias de campos vetoriais descontínuos com elementos não
pertencentes ao conjunto G'(M).
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