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Resumo

Seja M um dominio, dividido em duas partes, N e S, utilizando-se
uma fungdo diferenciavel f. Seja D a fronteira comum de N e S. Em N &
definido um campo vetorial X e em S um campo vetorial Y, formando assim
um campo Z definido em M, chamado de campo vetorial descontinuo.
Filippov [Fi] desenvolveu as regras para a transi¢do das orbitas entre as
regides N e S ou a permanéncia das mesmas em D. Sotomayor e Teixeira
[S-T] utilizaram como dominio a esfera S*> e desenvolveram o método da
regularizagdo. Este método consiste em utilizar uma fung¢do de transigdo ¢
para formar uma familia de campos vetoriais continuos que se aproxima do
campo vetorial descontinuo, quando o parimetro & tende a zero. Estes
campos vetoriais continuos sdo chamados de campos vetoriais
regularizados. Sotomayor e Teixeira estabeleceram condi¢des sobre Z para
que os campos vetoriais regularizados sejam estruturalmente estaveis. Neste
trabalho utiliza-se como dominio uma regido M compacta e contida em R2.
E, utilizando-se o método da regularizacdo, estabelece-se condigbes sobre X
e Y para que os campos regularizados sejam estruturalmente estaveis. Neste
caso foi acrescentado o problema do tratamento dos pontos p € DNoM.
Prova-se que o conjunto de campos vetoriais descontinuos que satisfaz estas
condigdes € genérico dentro do conjunto de campos vetoriais descontinuos,
utilizando-se translagdes e rotagdes. Inicia-se o estudo das bifurcagdes,
contrariando-se uma das condigdes estabelecidas, a de que os campos X e Y
ndo possuem singularidades em D, e verificando-se como é a familia de
campos regularizados neste caso.



Abstract

Let M be a domain, divided in two parts, N and S, using a
differentiable function f. Let D be the common border of N and S. In N is
defined a vector field X, and in S a vector field Y, forming thereby a field
Z, defined in M, called discontinuous vector field. Filippov [Fi] developed
the rules for the transition of the orbits between N and S, or their
persistence in D. Sotomayor and Teixeira [S-T] used as domain the sphere
S? and developed the regularization method. This method consists in using a
transition function ¢ to define a one parameter family of continuous vector
fields that approaches the discontinuous vector field, when the parameter
goes to zero. These continuous vector fields are called regularized vector
fields. Sotomayor and Teixeira provided conditions over Z, in order to the
regularized vector fields be structuraly stable. This paper uses as domain a
compact M region contained in RZ Using the regularization method,
searches the conditions over X and Y, in order to the regularized vector
fields be structuraly stable. In this case was added the problem of the
treatment of the points p € DNOM. It is proven, using translations and
rotations, that the set of vetorial fields that satisfy these conditions is
generic within the set of discontinuous vector fields. At the end, the
bifurcations are studied, when some of the conditions for strutuctural

stability are not fulfilled, specially the fields X and Y do not have
singularities in D.
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Introducao

Seja A ¢ R" um conjunto aberto. Define-se um campo vetorial de

classe Ck, 1l <k <, como uma aplicagio X:A—>R" de classe CX. Ao campo
vetorial X pode ser associada a equacio diferencial

(1) x' = X(x).

As solugdes desta equagio sdo chamadas trajetorias, 6rbitas ou curvas
integrais de X ou da equacio diferencial (1).

A equagdo diferencial (1) ¢ na verdade um sistema de equagdes
diferenciais auténomo (isto é, independente de t). Estudando-se a aplicacdo
X pode-se determinar alguns aspectos qualitativos importantes do retrato de
fase deste sistema, sem que para isto seja necessario encontrar
explicitamente a solugdo ou mesmo uma solugio aproximada. Este tipo de
abordagem de um sistema de equagdes diferenciais constitui o que é
chamado de Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais, e foi introduzido
por Poincaré no final do século passado. Esta teoria é uma das principais
bases para o estudo atual dos Sistemas Dindmicos.

Em 1937 Andronov e Pontryaguin introduziram o conceito de
estabilidade estrutural - um campo vetorial é estruturalmente estivel se o
seu retrato de fase resiste a pequenas perturbagdes, isto €, se 0 campo é
equivalente através de um homeomorfismo a cada campo vetorial contido
em uma de suas vizinhangas. Peixoto provou a densidade dos campos
estruturalmente estdveis definidos em superficies nos seus trabalhos de
1958 a 1962. Neste trabalho, sera denominado conjunto de Andronov-
Pontryaguin-Peixoto o conjunto de campos vetoriais continuos que satisfaz
as condigdes necessarias e suficientes para serem estruturalmente estiveis
em regides compactas do plano. Ver Capitulo 1, Definig¢do 1.3.

A area de Sistemas Dindmicos desenvolveu-se e hoje tem muitos
ramos, por exemplo, o estudo das bifurca¢des - ocorre uma bifurca¢do numa
familia de campos vetoriais quando se verifica uma mudang¢a brusca no
retrato de fase dos elementos da familia quando o pardmetro que rege a
mesma cruza um certo valor, chamado ponto de bifurcagio.

Mais recentemente, os Campos Vetoriais Descontinuos, outra sub-
area de Sistemas Dindmicos vém se desenvolvendo. Um sistema deste tipo €
definido por uma aplicagdo Z:R"—>R",

(2) x'=Z(x),

tal que Z ¢ dado por duas expressdes diferenciaveis X e Y, distintas,
definidas respectivamente em regides N e S do espaco R", com fronteira
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comum D, na qual Z pode ser considerado bi-valuado. Supde-se que a
hipersuperficie regular D e as regides N e S podem ser definidas com o
auxilio de uma fung¢do f:R" >N de classe C® da seguinte forma

D = {x € ®"| f(x) = 0},
N={xeR|f(x)20}e
S ={x e R"| f(x) < 0}.

Deste modo, pode-se re-escrever o sistema (2) na forma

(3) x' = (X(x), f(x)20e
)< 0

A dificuldade inicial no estudo destes sistemas é dar um significado
ao que venha a ser uma érbita, uma vez que a teoria classica de existéncia e
unicidade de solug¢des, na auséncia da continuidade e das condi¢cdes de
Lipschitz, ndo se aplica a eles. Ver [S1].

Dois livros classicos sobre este assunto sio: o de Andronov-Chaikin
et al. [A-Ch] e o de Filippov [Fi]. Eles representam estagios distintos do
desenvolvimento do estudo dindmico dos sistemas descontinuos. O primeiro
trata essencialmente de situag¢des particulares provenientes de problemas
com sistemas mecédnicos e elétricos, mostrando a necessidade de uma
fundamentagio tedrica para este tipo de sistemas e de uma teoria qualitativa
que seja aplicavel em problemas da Teoria de Oscilagdes. O segundo
fornece uma fundamentagio teérica e desenvolve, entre outras questdes
basicas, as regras (chamadas "convengdes de Filippov") para a transi¢io das
Orbitas entre as regides N e S, ou para a permanéncia das érbitas ao longo
da hipersuperficie de descontinuidade D.

As defini¢gdes de Filippov fornecem uma espécie de sistema dindmico
com seu respectivo Retrato de Fase, embora sem a unicidade de 6rbitas.
Com ela formula-se uma Teoria de Estabilidade Estrutural por pequenas
deformagdes de Z, ou seja, do par (X,Y) em (N,S). Filippov faz uma
apresentag¢do do trabalho de Koslova [K], que sdo formulados para regides
compactas do plano (n = 2) que encontram D transversalmente.

Mais recentemente, Sotomayor e Teixeira [S-T] introduziram o
método de regularizagdo que sera utilizado nesta tese. A vantagem deste
método € que um campo regularizado é um campo continuo, para o qual
pode-se aplicar toda a teoria classica desenvolvida, Explicaremos
resumidamente a seguir no que consiste este método.
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Uma fungdo ¢:R—N, ¢ de classe C°, é uma Jungdo de transicédo se

(4) o(t) = F), te (-0, -1]e
\1, t € [1, o),

e'(t)>0sete (-1, 1).
Define-se @q(t) = ¢(t/e).

O método de regularizagdo consiste na aproximagido de sistemas
descontinuos da forma (3) por uma familia a um pardmetro de sistemas
diferenciaveis, definida com o auxilio de uma funcdo de transi¢do. Uma .-
regularizagdo do sistema (3) é dada por

(5) Z:(q) = (1-9s(f(a))Y(q) + ¢<(f(9))X(q),

onde q € R" e o pardmetro & ¢ sempre estritamente positivo.

Observa-se que ha uma regiio em R" contendo a hipersuperficie D
onde o campo Z; é um promédio dos campos X e Y. Esta regido ¢ dada pelos

pontos q € RN" tais que @ (f(q)) < (0,1) e é chamada de faixa de
regularizagdo.

A linha de trabalho seguida por Filippov em [Fi] é diferente da
seguida por Sotomayor e Teixeira e nesta tese. Filippov deu continuidade ao
trabalho de Koslova [K], utilizando dominios G contidos em R", divididos
em um numero finito de subdominios G;’s, em cada um dos quais o campo
vetorial € continuo até a fronteira. Estabeleceu as convengdes de Filippov,
que trata da transi¢do das trajetorias através das fronteiras dos subdominios
Gi's, ou da permanéncia das mesmas na fronteira. Nesta tese estas
definigdes foram utilizadas. Filippov fez uma classificagdo das
singularidades que surgem na fronteira para o caso bi-dimensional. No livro
de Filippov também se encontram uma extensio do conceito de estabilidade
estrutural para os sistemas descontinuos e as condigdes necessarias e
suficientes para a estabilidade estrutural de um sistema descontinuo.

Em [S-T], Sotomayor e Teixeira trabalharam com campos vetoriais
definidos numa esfera bi-dimensional. Nesta esfera foi definido o campo
vetorial descontinuo Z, conforme descrito no inicio desta introdugdo.
Desenvolveram o método da regularizagdo, também ja explicado e
estabeleceram condig¢bes para que a regularizagdo de um campo vetorial
descontinuo fornega campos vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto,
para € pequeno.
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Nesta tese, seguindo-se a linha de Sotomayor e Teixeira, foram
estudados os campos descontinuos Z definidos em regides M como abaixo.

Seja M < R? uma regido compacta, conexa e com fronteira
diferencidvel. Pode-se considerar que M é definida com o auxilio de uma
fungdo B:R*>R, B de classe C*, v = 0 valor regular de B, com

M = {x|B(x) = 0} e
oM = {x|B(x) = 0}.

Nos seus trabalhos, Filippov, Sotomayor e Teixeira utilizaram
dominios sem fronteira. Nesta tese foi acrescentado um problema que ndo
havia anteriormente, que é o de saber o que ocorre em vizinhangas de
pontos p pertencentes a DNOM durante o processo de regularizagio,
dependendo de como X e Y se comportam nestas vizinhangas.

Neste trabalho identificam-se condi¢des sobre os campos X e Y para
que, dada uma fungdo de transigdo ¢, exista g > 0 tal que para 0 <g < gg, 0
campo vetorial regularizado Z, seja estruturalmente estavel. Como & sabido,
para que isto ocorra Z; deve ser um campo vetorial de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). Por isto, o trabalho & desenvolvido
investigando-se as condigdes sobre X e Y para que Z; possua todas as suas
singularidades hiperbélicas e no interior de M; todas as suas Orbitas
periodicas hiperbdlicas e no interior de M; as tangéncias de Z; com oM
sejam no maximo quadraticas e Z. nio possua conexdo de separatrizes.
Neste trabalho também é provado um Teorema de Genericidade, ou seja,
que o conjunto G' de campos vetoriais descontinuos que possuem as
caracteristicas desejadas é aberto e denso dentro do conjunto dos campos
vetoriais descontinuos em geral. Depois disto é iniciado o estudo das
bifurcagdes, utilizando-se familias de campos vetoriais descontinuos
Z) = (X1,Yy) tal que, para A = 0, o campo vetorial descontinuo Z, ndo
pertence ao conjunto G'. As consequéncias deste fato para a familia de
campos vetoriais regularizados Z; . sdo estudadas para duas situag¢des: o
campo Xo possui uma singularidade hiperbélica sobre a curva D (esta
situagdo gera seis casos); o campo de Filippov Fz (ver Capitulo 1, Defini¢do
2.3) possui uma singularidade ndo hiperbélica.

A tese esta dividida da seguinte maneira:

No Capitulo 1 sdo relembrados os conceitos e teoremas a respeito dos
campos vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto. Também sio
formuladas as definigdes basicas sobre os campos vetoriais descontinuos e o
método da regularizagio.



No Capitulo 2 sdo tratadas as questdes relativas a pontos singulares e
orbitas periodicas que surgem em Z, em decorréncia da regularizagio.
Também sdo estudadas a apari¢do de tangéncias e a conexdo de separatrizes.
Com base nos resultados entdo obtidos é definido um conjunto de campos
vetoriais descontinuos que possui a propriedade da regulariza¢io de cada
campo deste conjunto fornecer uma familia de campos vetoriais de
Andronov-Pontrjaguin-Peixoto. Também ¢é feita a prova que este conjunto é
aberto e denso dentro do conjunto dos campos vetoriais descontinuos. Nos
pontos pertinentes deste Capitulo serdo indicados os aprimoramentos e
complementos 4 analise de Sotomayor e Teixeira [S-T] aqui desenvolidos.

No Capitulo 3 € iniciado o estudo das bifurcagdes dos campos
vetoriais descontinuos. Neste sentido, é estudado o efeito que uma
singularidade sobre a curva de descontinuidade causa na familia de campos
regularizados. Observa-se que em alguns casos é possivel que a familia de
campos regularizados seja de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto, ainda que o
campo vetorial descontinuo ndo esteja no conjunto genérico definido no
Capitulo 2. Também & estudada a consequéncia do campo Fz possuir uma

singularidade ndo hiperbdlica para a familia de campos vetoriais
regularizados.



Capitulo 1

Campos Vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-
Peixoto e Campos Vetoriais Descontinuos

Este capitulo é introdutério ao estudo dos Campos Vetoriais
Descontinuos.

S@o definidos conceitos basicos e enunciados alguns resultados sobre
os Campos Vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). E um fato
bastante divulgado que estes campos sdo genéricos em N2 Como um dos
objetivos desta tese é caracterizar os Campos Vetoriais Descontinuos que
possuam propriedades genéricas, os Campos Vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto sdo o ponto de partida natural.

Em seguida serdo apresentados os Campos Vetoriais Descontinuos, as

convengdes de Filippov e o método da regularizagdo desenvolvido por
Sotomayor e Teixeira em [S-T].

1. Campos Vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto

Nesta se¢do serdo enunciados algumas definigdes e resultados sobre

campos vetoriais, em particular, sobre os Campos Vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto. '

Seja M uma regido bi-dimensional com bordo suave contida em N2,
compacta e conexa, dada por uma fungido B:R* >R de classe C”, tal que
= 0 ¢ valor regular de B, M = {(x, y): B(x, y) >0} e oM = {B'I(O)}.

Denota-se o conjunto dos campos vetoriais de classe €F definidos em
M por X'(M). Considera-se este conjunto munido da norma C', isto ¢,
x|, = sup{|X(p)| + IDX(p)I + ...+ I.D'X( )|, p € M}, onde D'X(p)
denota a i-ésima derivada de X em p e |D‘X(p)T denota a sua norma como
fungdo i-linear simétrica de (R?)' em R2.

1.1 Definic¢io

Dois campos vetoriais X e Y € X'(M) sdo ditos fopologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo que leva 6rbita de X em 6rbita de
Y, preservando a orientagdo.



Um campo vetorial X e X'(M) ¢ dito um campo vetorial
estruturalmente estdvel se for topologicamente equivalente a todos os
campos vetoriais contidos em uma de suas vizinhangas.

Denota-se o conjunto dos campos vetoriais de classe CF
estruturalmente estaveis definidos em M por S'(M).

Os Teoremas de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto, que serdo enunciados
a seguir, fornecem a caracterizagio e a genericidade dos campos
estruturalmente estaveis definidos em regides compactas do plano.

1.2 Definigio

Denota-se por £°(i), i = 1, ..., 4, os subconjuntos de X"(M) definidos
da seguinte maneira:

(1) = {X € ¥(M)| todos os pontos singulares de X sdo hiperbolicos e
estdo contidos no interior de M}.

(2) = {X e X*(M)| todas as orbitas periodicas de X sdo hiperbolicas e
estdo contidas no interior de M}.

(3)={X e Xr(M)| para todo ponto p € OM, a 6rbita de X por p, o(t,p), é
transversal a oM (isto ¢, (8/0t)(Bo)(0,p) # 0) ou tem contato parabélico
com OM (isto €, (8/0t)(Bo¢)(0,p) = 0 e (8*/8t*)(Bog)(0,p) = 0)}.

2'4) = {X € X'(M)I o campo vetorial X nfo possui conexdes de
separatrizes de selas, de separatrizes de selas com separatrizes de tangéncia
ou de separatrizes de tangéncias}.

1.3 Definig¢io
Define-se o conjunto dos campos vetoriais de Andronov-Pontrjaguin-
Peixoto (A-P-P) de classe C" em M por X" (M) = NnX"(i), i = I, .., 4

1.4 Teorema
O conjunto X' "(M) é aberto e denso em X" (M), r > 1.

1.5 Teorema
Seja X € X "(M). Entdo X € S "(M) se e s6 se X € 3 "(M), isto é,
M) =S"M), r>1.



A demonstragdo destes dois teoremas pode ser encontrada em [S2].
Observa-se que a densidade ¢ demonstrada utilizando-se conceitos de
medida de Lebesgue, como serd explicado no final do Capitulo 2, ocasifio
em que sera demonstrado um teorema de densidade para o caso descontinuo,
utilizando-se os mesmos conceitos.

Outro teorema importante que sera utilizado neste trabalho & o
Teorema de Poincaré-Bendixson:

1.6 Teorema de Poincaré-Bendixson

Sejam X € X "M), r 2 1, e w(t) = w(t,p) uma curva integral de X,
definida para todo t > 0, tal que Yo = {w(t,p)/ t 2 0} esteja contida num
compacto K < Int(M). Suponha que o campo X possua um niimero finito de

singularidades em w(p), o w-limite de p. Tém-se as seguintes alternativas:

a) Se aw(p) contém somente pontos regulares, entéo o(p) é uma orbita
periddica;

b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste de um
conjunto de drbitas, cada um dos quais tende a um destes pontos
singulares quando t—»+co;

¢) Se w(p) ndo contém pontos regulares, entdo w(p) é um ponto singular.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [S1].

2. Campos Vetoriais Descontinuos no Plano

Esta se¢do versa sobre os Campos Vetoriais Descontinuos, que sdo o
principal objeto de estudo deste trabalho. Preliminarmente, serdo
formuladas algumas definigdes.

Seja f:M—R uma fun¢do de classe C* tendo v = 0 como valor regular
e seja D = {f'I(O)}. Sera suposto que D possui uma componente conexa e
M - D duas componentes conexas, dadas por N = {f1(0,4+0)} e

S = {f'l(-oo,O)}. Esta suposig¢do ndo influi nos resultados, sendo apenas para
simplificagdo das demonstragdes.

2.1 Definic¢do

Dados X e Y € X'(M), r 2 1, e uma fungio f como acima, define-se o
campo vetorial descontinuo Z = (X,Y) da seguinte maneira:

Z(q) ={ X(q), se f(q
Y(q), se f(q

N’

>0,
<0.

-



Denota-se por 2"(M, /) o espaco de campos vetoriais descontinuos de
classe C" definidos em M com o auxilio da funcgio f.

Observa-se que o campo Z ¢ em geral bi-valuado nos pontos da curva
D, a qual é chamada de curva de descontinuidade.

Da hipotese de D s6 possuir uma componente conexa, segue que
existem apenas dois casos a serem considerados:

® Quando 0D = DNoM # ¢;
Neste caso, acrescenta-se a hipotese que a intersec¢do de D com oM é
transversal, fato que pode ser expresso por VfaVB # 0 em 0D.

M
N
D
S
Fig. 1
e Quando 6D = DNoM = ¢.
M N
D
Fig. 2

Para o desenvolvimento deste trabalho, é necesséario que se estude o
comportamento do campo descontinuo Z = (X,Y) na vizinhanga da curva D.
Para isto, serdo dadas a seguir algumas definigdes uteis.



2.2 Definicéo

Dado Z € Q'(M,f), r > 1, seguindo a terminologia de Filippov [Fi],
genericamente distingue-se os seguintes tipos de pontos possiveis em D:

Pontos de Costura: p € D tal que XHP)Yf)(p) >0, onde Xf = X.V].

N A a

D

S B x~

Fig. 3

Pontos de Escape: p € D tal que Xf(p) > 0 e Yf(p) <O.
N /V
D
S “a

Fig. 4

Pontos de Deslizamento: p € D tal que Xf(p) <0 e Yf(p) > 0.

N “a
D

S Vs

Fig. 5

Pela definigdo destas classes de pontos, é imediato que eles ocorrem
em abertos de D, definindo entdo arcos de pontos do mesmo tipo, a saber,

arcos de costura (COS), arcos de deslizamento (DES) e arcos de escape
(ESC).

2.3 Definic¢do

Define-se um campo auxiliar Fz, dito campo de Filippov, nos arcos
DES e ESC de D da seguinte maneira:

Seja p € DES ou ESC, entdo Fz(p) denota o vetor, tangente a D,
contido no cone gerado por X(p) e Y(p).

N
Y(p) z D

p X(p)
S

Fig. 6



2.4 Notacao

No que segue, a menos de mengio em contrario, sera utilizada a
seguinte notagio:

Sejam Z = (X,Y) € Q'(M,f) e p € D. Localmente, em torno de uma
vizinhanga de p, pode-se considerar coordenadas locais tais que D = {y=0},

Jy) =y, p=(0,0), X(x,y) = (a(x,y), b(x,5)) e Y(x,y) = (c(x,y), d(x,y)).

Se o ponto p considerado pertencer a OM, isto ¢, p € DNnOM, as
coordenadas podem ser tomadas de modo que tenha-se também B(x,y) =xe

OM = {x=0}, uma vez que D e OM se encontram transversalmente, por
hipoétese.

2.5 Lema
Sejap € DES ou ESC. Na Notagdo 2.4, tem-se p = 0 e

Fz(0) =1a(0) - b(0) ((c(0) - a(0)) , 0| .
(d(0) - b(0))

demonstragdo
Pode-se supor, sem perda de generalidade, que p € DES.

Seja r a reta que passa por (a(0), b(0)) e (c(0), d(0)).

(¢(0), d(0))
r

N
D = {y=0} Fz(0) \ (xg. 0)
p
S (a(0), b(0))

Fig. 7
Como a curva de descontinuidade coincide localmente com o eixo X,
tem-se Fz(0) = (xo, 0), onde (x¢, 0) € 7, logo basta encontrar a equacao que
define a reta r e 0o ponto em que a mesma cruza o eixo X.

A inclinagdo da reta r é dada por m = (d(0) - b(0))/(c(0) - a(0)).

Entdo a equagdo que define a reta r ¢é:

y = ((d(0) - b(0))/(c(0) - a(0)))(x - a(0)) + b(0).



Tomando-se y = 0, tem-se

0 = ((d(0) - b(0))/(c(0) - a(0)))(x - a(0)) + b(0)

= - b(0)((c(0) - a(0))/(d(0) - b(0))) = x - a(0)

= x = a(0) - b(0)((c(0) - a(0))/(d(0) - b(0))).

Logo, Fz(0) = (a(0) - b(0)((c(0) - a(0))/(d(0) - b(0))), 0).

Da definigdo de Fz, é imediato que esta férmula também ¢ valida
quando p pertence ao arco ESC.

Os pontos D-regulares e as D-dobras, definidos a seguir, serdo os
pontos da curva D que possuirdo vizinhangas nas quais ndo surgirdo pontos

singulares durante o processo de regularizagdo. Este fato serd provado no
Capitulo 2.

2.6 Definic¢do

Um ponto p € D é dito um ponto D-regular de Z se uma das seguintes
condig¢gdes ¢é satisfeita:

1) p € COS (isto ¢, Xf(p)Yf(p) > 0), ou

2) p € DES ou ESC (isto é, Xf(p)Yf(p) < 0), mas det[X,Y](p) = O (isto é,
os vetores X(p) e Y(p) sdo linearmente independentes, o que implica que
p ndo ¢ um ponto critico de Fz, como se vera na Defini¢do 2.8).

2.7 Definicio

Um ponto p € D ¢é dito uma D-dobra se é um ponto de contato
quadratico de X com D (isto é, Yf(p) # O, Xf(p)=0ce Xzf(p) #0),oudeY
com D (isto é, Xf(p) # 0, Yf(p) = 0 ¢ Y2f(p) # 0).

As figuras abaixo sdo exemplos de D-dobras.

N

A

Fig. 8 Fig. 9




Os pontos criticos hiperbélicos de Fz, definidos a seguir, serdo os
pontos da curva D que gerardo uma tnica singularidade hiperbélica em cada
campo regularizado, como sera visto no Capitulo 2.

2.8 Definigio
Um ponto p € D é dito um ponto critico de Fy se Xf(p)Yf(p) <0
(isto é, p e DESoup € ESC) ¢ det[X,Y](p) = 0.

Se também wvaler d(det[X,Y]lD)(p) # 0, p sera dito ponto critico
hiperbdlico.

As figuras abaixo sdo exemplos de pontos criticos hiperbodlicos do

G

Fig. 10 Fig. 11

2.9 Definicéo

Seja p um ponto critico hiperbdlico de Fy.

Diz-se que p ¢ do tipo sela se p € DES e p € um repulsor de Fz (isto
é, d(det[X,Y]|D)(p) > 0), ou p € ESC e p é um atrator de Fy (isto é,
d(det[X,Y]]p)(p) < 0).

As figuras seguintes representam estas duas situagdes:

o L

Fig. 12 Fig. 13

Diz-se que p é do tipo n6 se p € DES e p é um atrator de Fz (isto &,
d(det[X,Y]|D)(p) < 0), ou p € ESC e p é um repulsor de Fz (isto &,
d(det[X,Y] | p)(p) > 0).

As duas situagdes estdo ilustradas nas figuras seguintes:

=

Fig. 14 Fig. 15




2.10 Definigdo
Um ponto p € D ¢ dito uma D-singularidade elementar de 7 se

(1) p ¢ uma D-dobra de Z; ou

(ii) p ¢ um ponto critico hiperbdlico de Fy.

2.11 Definigio

Uma separatriz de Z é um arco de trajetéria de X ou Y que tangencia

OM ou um arco de trajetoria de X, Y ou Fz cujo o ou o-limite é um ponto
sela de X, Y ou Fy.

A x
SY2 \i/ ’

Fig. 16 Fig. 17

Nas figuras 16 e 17, os arcos yj, ..., ys sdo exemplos de separatrizes
do campo Z.

Uma separatriz dupla é uma trajetéria de X, de Y ou de F, cCujos o €
o-limites sdo selas, ou uma separatriz de sela de X ou de Y que tangencia
OM ou ainda uma trajetoria de X ou de Y que tangencia OM duas vezes.

2.12 Definicdo

Uma curva y composta por arcos regulares de trajetorias de X em N,
e/ou de Y em S e/ou de F, em D é chamada uma poli-trajetoria se:

(1) Y contém arcos de pelo menos dois entre os campos X, Y e F; ou é
composta por um arco de Fy;

(i) a transi¢do de arcos de trajetéria de X para arcos de Y ¢ feita em
pontos de costura,

(iii) a transi¢do de arcos de trajetéria de X ou de Y para arcos de F, é
feita através de D-dobras ou de pontos regulares do arco de escape ou
do arco deslizante, respeitando-se o sentido dos arcos de trajetéria.



w)

&

«—
' P g

Vo
F77

Fig. 18 Fig. 19

Nas figuras acima, y; e vy, sdo exemplos de poli-trajetorias.

2.13 Observacio

E importante observar que os arcos de F, pertencem a infinitas poli-
trajetorias.

2.14 Definig¢io
Uma conexdo de separatrizes de 7 é uma separatriz dupla ou uma

poli-trajetoria ¥ que possui na sua composi¢do uma separatriz dupla ou duas
separatrizes.

N N
Y1 Y2
D D
S S
oM
Fig. 20 Fig. 21

As figuras acima s3o exemplos de conexdes de separatrizes de um
campo vetorial descontinuo Z.

2.15 Definigio
Seja y uma poli-trajetoria fechada de Z = (X,Y).

Diz-se que y é uma poli-trajetéria fechada tipo I se y encontra D
somente em pontos de costura.

Diz-se que y é uma poli-trajetéria fechada tipo Il se y = D.
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Diz-se que y é uma poli-trajetoria fechada tipo 11l se y contém pelo
menos uma D-dobra de Z.

: A
J

Poli-Trajetoria Fechada Tipo I Poli-Trajetoria Fechada Tipo I
Fig. 22 Fig. 23

NN N
_ b N,

<

TN

Poli-Trajetéria Fechada Tipo II Poli-Trajetoria Fechada Tipo III
Fig. 24 Fig. 25

2.16 Definicio
Dada uma poli-trajetéria fechada tipo I y = YoUY1U...UYk, onde
Y2i € N € 12i+1 € S, parai =0, ..., (k-1)/2; yjnD = {pj, Pj+1}, com px+1 = po,
pode-se definir para cada j =1, ..., k, um germe em p; de uma aplicagio de
Poincaré C":
n;:(D, pj)—>(D, pj+1)
tal que a aplicagdo de primeiro retorno associada a 6rbita y € dada por

M = NkoNk-10...0MNo, com N(Po) = po.

A figura abaixo ¢ um exemplo de poli-trajetoria do tipo I.

N
YO 72/\
D

Fig. 26
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2.17 Definig¢io
Seja y uma poli-trajetoria fechada. Diz-se que y é elementar se

(1) y € do tipo I e n'(p) # 1, para algum p € y; ou

(i)  y é do tipo II; ou

(iii) v € do tipo III e todos os arcos de trajetoria de Fz sdo de deslizamento
ou todos os arcos sdo de escape.

Sera provado no Capitulo 2 que a regularizagdo das poli-trajetorias
fechadas elementares gera 6rbitas periodicas hiperbélicas.

3. Regularizacio de Campos Vetoriais Descontinuos

Nesta segcdo é apresentado o método da regularizagdo de um campo
vetorial descontinuo, através do qual o mesmo & aproximado por uma
familia de campos vetoriais continuos. Este método consiste na utilizagdo
de uma fung¢do de transigdo ¢, definida a seguir, com a qual se faz um
promédio entre os campos X e Y numa vizinhan¢a da curva D. O tamanho
desta vizinhanga é controlado pelo pardmetro s, e, para cada valor de ¢ fixo,
se terd um elemento da familia de campos vetoriais regularizados.

3.1 Definig¢io
Uma fungdo ¢:R—->N, ¢ € C®, é uma fungdo de transig¢do se
o(t)= J0,t e (-0, -1] e
1,t e[l,®)

¢'(t) > 0 parat € (-1, 1).
o(t)

Fig. 27

A figura 27 é exemplo de grafico de uma fungio de transigdo ¢.

3.2 Definigdes

Sejam ¢ uma fungdo de transigdo e Z = (X,Y) € Q' (M, f) um campo
vetorial descontinuo. Uma ¢.-regulariza¢do de Z é uma familia indexada
pelo pardmetro €, para € > 0, de campos vetoriais Z; em X'(M) dada por:

Z:(q) = (1 - 0:(f(9)))Y(q) + 9:(f(q))X(q), onde ¢.(t) = ¢(t/e).

12



Nota-se que a fungdo ¢ é estritamente crescente no intervalo [-1,1] e
a fung¢do @; no intervalo [-g,¢].

Para cada valor fixo do parimetro g > 0, o campo vetorial Z,
denomina-se campo vetorial regularizado.

Denomina-se faixa de regularizagdo a faixa em torno da curva D dada
por (@: o £)7'(0,1), que ¢ a faixa onde o campo Z, é definido por um
promédio entre o campo X e o campo Y. Ver figura 28.

(&) N
f'0)=D
f(-€) S
Fig. 28

3.3 Observacgio

Os resultados obtidos neste trabalho nido dependem das particulares
fungdes de transigdo utilizadas, apenas das propriedades comuns as mesmas.

3.4 Observacio
Utilizando-se o sistema de coordenadas definido na Notagdo 2.4, tem-
se p = (0,0), XB(p) = a(0), Xf(p) = b(0), YB(p) = c(0) e Yf(p) = d(0).

Neste capitulo foram dadas as defini¢gdes iniciais que serdo
necessarias na obtenc¢do dos resultados pretendidos.
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Capitulo 2

Campos Vetoriais Descontinuos no Plano

Neste capitulo sdio determinadas condigdes para que a regularizagio
de um campo vetorial descontinuo fornega campos vetoriais de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). O conjunto obtido é um conjunto genérico,
como sera demonstrado.

No primeiro paragrafo sio estudados o efeito da regularizagdo sobre
os pontos regulares, pontos singulares e poli-trajetorias fechadas. Merece
destaque a Proposi¢ido 1.7, em cuja demonstragdo é estabelecida, para o
caso descontinuo, a féormula equivalente a da derivada da aplicagdo de
Poincaré do caso continuo. No segundo paragrafo sdo estudados os pontos
pertencentes a intersec¢do da curva D com M. O objetivo ¢ estabelecer as
condi¢des para que, durante o processo da regularizagdo, surjam no
maximo tangéncias quadraticas do campo regularizado com 6M. No
terceiro paragrafo ¢ finalmente definido o conjunto de campos vetoriais
descontinuos cuja regularizagio é de A-P-P. E feita a prova deste teorema
¢ também de um teorema de genericidade.

1. Regularizagio de Pontos Singulares e Poli-Trajetorias Fechadas

Nesta se¢do serdo obtidos os principais resultados sobre a

regularizacdo em torno de pontos regulares, pontos singulares e poli-
trajetorias fechadas.

A Proposi¢do 1.1 e o Corolario 1.2 tratam dos pontos D-regulares,
em cuja vizinhanga ndo surgem pontos singulares durante o processo de

regularizagdo. A Proposigdo 1.1 ja havia sido estabelecida por Sotomayor e
Teixeira [S-T].

1.1 Proposicio
Seja p € D um ponto D-regular de 7 = (X,Y) e (M, /), r > 1.
Entéo, dada uma fung¢do de transicdo @, existem uma vizinhanga 9 de p

em M e g > 0 tais que para 0 < ¢ < €0, 0 campo vetorial regularizado Z,
ndo tem pontos criticos em 9.
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demonstragdo

Seja p € D um ponto D-regular de Z = (X,Y). Pela definig¢do, p pode
ser um ponto de costura ou um ponto de escape ou deslizamento que nao €
uma singularidade de F.

Usando-se a Notagdo 2.4 do Capitulo 1, tem-se, em torno de uma
vizinhanga de p, coordenadas locais tais que D = {y=0}, f(x,y) = vy,

p = (0,0), X(x,y) = (a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) = (¢(x,y), d(x,y)).
Nesta notagdo, os dois casos a serem considerados sio:
1) Se p € um ponto de costura: Xf(p)Y f(p) = b(0)d(0) > 0;

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que
Xf(p) =b(0) >0 e Yf(p) = d(0) > 0.

O campo regularizado € dado por

Zo(%,y) = ((1-9:(y))e(x,y) + 0c(y)a(x,y), (1-0:(y))d(x,y) + ¢:(y)b(x,y)).

Seja § = {(x,y) € Mlb(x,y) >0 e d(x,y) > 0}. E imediato que 9 ¢é
uma vizinhanga de p, devido ao fato que b(0) > 0 e d(0) > 0 e a
continuidade das fung¢des b e d.

Entdo, V & > 0, a segunda coordenada de Z, é estritamente positiva
nos pontos de 9 e portanto 9 ndo contém nenhuma singularidade de Z,.

As figuras a seguir exemplificam um arco de costura de Z e a sua
regularizagio.

WAL N

I }}}}

Fig. 29 Fig. 30

2)Se p ¢ um ponto regular de Fz: Xf(p)Yf(p) = b(0)d(0) < 0 e
det[X, Y](p) = a(0)d(0) — b(0)c(0) = 0.

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que b(0) > 0 e d(0) < 0.

Seja 3 = {(x,y) € M| a(x,y)d(x,y) - b(x,y)e(x,y) # 0}. E imediato
que 9 é uma vizinhanga do ponto p.
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Para que um ponto (x,y) seja uma singularidade do campo
regularizado Zg, deve valer a igualdade

Zo(%,y) = ((1-9:(y))e(x,y)+0:(y)a(x,y), (1-0:(y))d(x,y)+0:(y)b(x,y)) = (0,0)
= ¢ = c/(c-a), ¢, = d/(d-b)
= d(c-a) = c¢(d-b) = ad - bec = det[X,Y] = 0.

Logo, tomando-se (x,y) na vizinhanga 9, para qualquer € > 0, a

equagdo acima néo sera satisfeita e Z. nio possuira pontos criticos nesta
vizinhanga.

Observa-se que esta demonstragio também é valida se p € DNoOM.

AR LR
B e

As figuras acima exemplificam um arco de deslizamento de Z e a sua
regularizagdo.

1.2 Corolario

Sejam Z = (X,Y) € Q' (M, /), r > 1, e T ¢ D um conjunto compacto
de pontos D-regulares. Entdo, dada uma Jungdo de transi¢do @, existem
€ > 0 e uma vizinhanga 8 de T em M tais que se 0 < ¢ < g, o campo
regularizado Z, s6 tem pontos regulares em 9.

Os dois proximos lemas mostram como se pode construir um
intervalo onde a derivada da fungio ¢, é maior que uma constante pré-
determinada. Estes resultados serdo utilizados no préximo paragrafo, na
demonstragdo da ordem da tangéncia do campo regularizado com oM. O
motivo destes lemas estarem aqui posicionados é que uma idéia contida na
demonstragdo destes lemas sera utilizada na Proposi¢do 1.5.
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1.3 Lema

Seja h(y) = ¢(0,y)/(c(0,y) - a(0,y)). Se a(0).c(0) < 0, entdo existem
& > 0 e constantes 0 < hy < h; < 1 tais que 0 < hyg < h(y) <h, < I, para
/y/ < &;.

demonstragdo

Da hipétese a(0)c(0) < 0, tem-se que existe g, > 0 tal que a(0,y) e
¢(0,y) ndo se anulam e tém sinais contrarios para |y| < €. Pode-se supor,
sem perda de generalidade, que a(0,y) > 0 e c(0,y) <0.

Entdo,

C(O>Y) - a(O:Y) < C(ODY) <0
=0 < h(y) = ¢(0,y)/(c(0,y) - a(0,y)) < 1.
Como h ¢ uma funcio continua no fechado [-e1, €1], as constantes

ho = min{h(y): y € [-g1, €]} e h; = max{h(y): y € [-&1, €]} sdo tais que
0 <hy<h; <1.

Observa-se que se a(0,y) <0 e ¢(0,y) > 0, o raciocinio ¢ analogo.

1.4 Lema

Seja Z = (X,)Y) € 2"(M, /), onde X = (a,b) e Y = (c,d) sdo tais que
a(0).¢(0) < 0. Dados K > 0 e uma fung¢do de transi¢do @, existe g, > 0 tal
que se 0 < ¢ < & e y € M satisfaz p.(y) € [ho, hi], onde hy e h, sdo as
constantes obtidas no Lema 1.3, entdo o’:(y) > K.
demonstragdio

Sejam €, ho e h; dados pelo Lema 1.3.

Sejam 0 <&’ <g” <g ey ey’ tais que 0 < @ (y) = @ (y") < 1.
Afirma-se que ¢@’.(y") > ¢'s(y"").

De fato, 9:(y) = 0(y/e), e ¢'o(y) = (1/e)¢’(yle).
Logo, ¢ (y) =o(y'/e) =9y /&) = o (y").

Como esta igualdade ocorre no trecho em que a ¢ ¢ injetora, tem-se
yle'=y/eg".

Logo, ¢'(y'/e") = ¢'(y"'/e""), e como &" < g,
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®'e(y) = (10" (y'/e") > (17" )" (y' " 1e"") = ¢'s(y"").
Ou seja, diminuindo-se o valor de € o valor de ¢' tende a aumentar.

Afirma-se que basta encontrar-se g, > 0 tal que se

Y € [(9:2) " (ho),(0s2) '(h1)] € ¢'ea(y’") = min{@’s2(y): @2(y) € [ho,h;]},
entdo @'s2(y"") > K.

De fato, basta porque se 0 < g < g, e y" € tal que

P=(y) = 0a2(y), entdo ¢'x(y) = min{os(y): @uy) € [hoh]}, e
0's(y') > 90's2(y""), pelo que foi demonstrado.

Sejam & > 0 e y’ tal que ¢'(y’) = min{Q's(y): ¢:(y) € [ho,h;]} e seja
€2 = g0 s(y")/K.

Entdo se y”” é o ponto no qual ¢';; ¢ minimo, isto é,
0:(¥y") = 90e2(y’’), tem-se

0ea(y™) = (1/82)9"(y""1e2) = (1/e2)@"(y /&) = K/e)(1/9"o(y")) @' (v /5) =
= K(l/9"e(y))e':(y) = K.
Com isto, o Lema estd demonstrado.
||
A seguinte Proposig¢io trata sobre a regularizagdo de um ponto
critico hiperbolico de Fz. A mesma foi estabelecida por Sotomayor e

Teixeira [S-T]. Neste trabalho foram fornecidos os detalhes da
demonstragdo desta Proposi¢do.

1.5 Proposicio

Dado Z = (X)Y) € (M, \), r > I, seja p um ponto critico
hiperbdlico de F5. Entdo, dada uma Jungdo de transi¢do @, existem gy > 0
e uma vizinhanga 9 de p em M tal que para cada 0 < ¢ < &9, 0 campo
regularizado Z, tem um unico ponto critico p, em 9, que é hiperbdlico e do
tipo sela ou nd, conforme p o for para Z.

demonstragdo

Por hipotese, tem-se

Xf(p).Yf(p) <0, det[X,Y](p) =0 e d(det[X,Y](p)) # 0.
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Serd considerado o caso em que Xf(p) < 0 e Yf(p) > 0, isto é, o
ponto p pertence a um arco de deslizamento. O caso em que o ponto p
pertence a um arco de escape ¢ anédlogo.

s

4
4 <

71 A

Fig. 35 Fig. 36

As figuras 33 e 34 exemplificam uma sela de F, e a sua regularizagdo

e as figuras 35 e 36 exemplificam um noé atrator de Fz e a sua
regularizagio.

Pela Notagdo 2.4 do Capitulo 1, ao redor de p = (0,0) tem-se
fx.y) =y, X(x,y) = (a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) = (c(x,y), d(x,y)).

Nesta notagdo, tem-se

Xf(p) = b(0) <0, Yf(p) = d(0) > 0,

det[X,Y](x,y) = a(x,y)d(x,y) - b(x,y)c(x,y),
det[X,Y](p) = a(0)d(0) — b(0)c(0) =0 e
d(det[X, Y] [ p)(p) = (8/0x)(det[X,Y1(p)) =

= ax(0)d(0) + a(0)dx(0) ~ bx(0)c(0) — b(0)cx(0) # 0.
O campo vetorial regularizado toma a forma
Zy=(Z', 2%) = ((1-9:)c + gsa, (1-05)d + @ob).

Os pontos criticos de Z; sdo as solugdes de
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(1-¢c)c +9.a =0 =  @y)=_c =_d (1)
(1-9g)d + b =0 c—a d-b

Sera mostrado que existe uma curva na qual vale __ ¢ = d
c—a d-b
€ que, para € pequeno o suficiente, esta curva sd cruza uma vez o grafico
de @..

Da igualdade c = d segue ad — bc = 0, ou seja, qualquer
c—a d-b
ponto critico p, de Z, deve satisfazer det[X,Y](pe) = 0.

Como (0/0x)(det[X,Y](p)) # O, pelo Teorema das Fung¢des Implicitas,

existem um aberto IxJ, com p = (0,0) € IxJ e uma fungdo diferenciavel
a:J—I tal que det[X,Y](a(y), y) = 0.

Nos pontos da curva (a(y), y) vale a igualdade _¢ = d .
c—a d-b

Deve-se mostrar que existe apenas um ponto p. nesta curva no qual
vale também (1).

De fato, como b(0) < 0 e d(0) > 0, pode-se tomar g, > 0 de modo
que estas duas fungdes ndo mudem de sinal se |x| < g e |y| < &g, €
tenha-se J < [-go, &0].

Define-se § = {(x,y) € M| |x| <ge |y| < go}.

Logo, para (x,y) € 9 tem-se d(x.y) e (0,1).
d(x,y)-b(x,y)
Seja g(y) = d(a(y), y) :
(d(a(y),y)-b(a(y),y))
Sejam k = __d(0) e m = min{k, 1-k}. Como k € (0,1), pode-se
d(0)-b(0)

diminuir €9 de modo que d(x,y) € (k- m/2, k + m/2), se (x,y) € 9.
d(x,y)-b(x,y)

Como ¢s(-80) = 0, ¢s(g0) = 1, e as fungdes 0:(y) e g(y) sdo
continuas, existe pelo menos um ponto de cruzamento dos dois graficos.

Resta provar que este ponto de cruzamento é Gnico.
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De fato, se ndo for tnico, como ®eo(y) € uma fungfio estritamente
crescente apenas no intervalo [-go, €], basta diminuir o valor de go até que
0 cruzamento sd ocorra uma vez, como ilustra a figura 37. O mesmo ¢
valido para 0 < g < g,.

1 9s(y)
g(y)
- | g "y
Fig. 37

Seja y. este unico ponto de cruzamento dos dois graficos, para
0 <& <& Entdo, p, = (a(y,), y.) é a Ginica singularidade de Z, em 9.

Afirma-se que p, é uma singularidade hiperbolica, e é uma sela se p
for sela para Fz ou um no se p for né para Fy.

De fato, a matriz DZ,, calculada em pe € dada por

T [(1-%)% + Qoax “(0e)'c + (1-9c)cy + (9,)'a + ‘pSaJ
(1-9:)dx + @oby -(@e)'d + (1'(Pe)dy + (¢e)'b + @sby,

E o polinémio caracteristico é dado por

IDZe = XII = ((1-@e)cx + @eay — M (-(pg)'d + (1'(P8)dy + (9:)'b + @by — 1)
= ((1-@g)dy + 9:bx)(-(¢s)'c + (1-@e)ey + (@s)'a + ®say) = 0.

= A (1900 — st + (92)'d — (1-9.)dy — (¢o)'b - Psby) —
(0e)"(1-9s)cxd + (1-94)%cxdy + (o) (1-s)bey + Pc(1-9:)bycx — (@) @saxd
(Pe(l'(PS)axdy t (@c)' Psaxh + ((Pe)zaxby + ((Pe)'(l'(Pe)Cdx - (l'Qe)zcydx -
(0:)'(1-95)adx — @u(1-0z)a,dx + (@s) @ebrc — 9:(1-9:)bxey — (@:)'@saby —
(pe)*a,by = 0.

+

Observa-se que para uma singularidade com auto-valores dados por
A =Y (-by = VA,) ser uma sela hiperbodlica deve-se ter

by + VAL > 0 = VA, > b, = VAL > | by = Ay > b2,
-by, - VAL<O:>\[A;\,>'bA

E para esta singularidade ser um né hiperbdlico deve-se ter

(-ba+ VA)(ba - VA) > 02 b2 - A > 0= 0 < A, < b2
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Tem-se
Ax — bxz = bxz — 42:1',\,0)v = bxz Sl 4ax0x.

Como aj = 1, basta analisar-se o sinal de Ca.

en = = (0:)'(1-0g)cxd + (1'(98)2de¥ + (@e)'(1-9s)bey + @:(1-¢:)bycy -
(=) @eaxd + Ps(l-0s)axd, + (9:)'0eaxb + ((PS)zaxby t (90:)'(1-9c)ed, -
(1'(98)20ydx — (0:)'(1-9c)ady — Pe(1-¢:)ayds + (9:) @sbxc — 0s(1-0c)bscy —
(@:)" @sabs — (@:) ayby =

= (9:)'(1-9o)(-cxd + bex + cde — ady) + (1-0.)%(cxdy — cydy) +
Pe(1-95)(bycy + aydy — a,d, — bxcy) + (0s)' 0e(-axd + atb + b — aby) +
((Pe)z(axby“ ayby) =

= (@) (1-@e)(ex(b — d) + di(c - 2)) + (1-9.)*(cedy — cydx) +
Pa(1-0:)(byex + axdy — aydi — beey) + (9o) @ulax(b — d) + bx(c - a)) +
((Pe)z(axby— ayby) = '

De (1) tem-se

cr = (90:)'(1-9¢)(-dex/os + cdx/@e) + (1'(P8)2(dey - Cydx) +
0:(1-9)(byex + aydy - ayd, - bxcy) + (9:) @e(-a,d/@, + bxc/@g) +
(9:)*(asby — ayby) =

= (0:)'(-ded/ e + cdi/@s) + (9c)'(dex — cdy) + (1 - 29, + (9:)*).
(cxdy = cydy) + (s — ((Ps)z)(bycx + axdy — aydy - bycy) + (9s)"(-axd + byc) +
((Pe)z(axby— ayby) =

= (@s)'(-dcy/ e + cdx/@s) + (@e)'(dex — cdy — a,d + bxc) + (cxdy —
Cydx) + @o(-2c.dy +2¢,d, + bycx + aydy — aydy — bxcy) + ((ps)z(cxdy — cydy —
bycx == axdy + aydx + bxcy) =

= (@&)'(bex — dex + cdyx — ady + dey — cdy — axd + bxc) + (cxdy — cydy)
T 9:(-2cxdy +2¢ydx + bycx + axdy — aydy — bycy) + (0:)*(cxdy — cydy — bycx —
axdy + ayds + bycy) =

= (¢s)'(becx — ady — a,d + bxc) + L = -((pe(ps))'d(det[X,Y](pg)) + L(pe).

Onde L(p:) = (cxdy — cydy) + @a(-2¢,d, t2¢ydx + bycx + axdy — ayd, —
bxcy) + (@s)*(cady — Cydx — bycx — axdy + ayd, + bicy) € uma fungdo limitada.

Portanto, resta provar que lim (@e(ps))’ = o, para se concluir que o
=0
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sinal de ¢) é o mesmo de -d(det[X,Y]1(ps)), ou seja, que ps € uma sela

hiperbolica de Z, se p o for para Fz ou um né hiperbélico de Z; se p o for
para Fyz.

De fato, a afirmag¢io acima decorre de 0s(ps) € (k — m/2, k + m/2) e
k ndo depender de €, usando-se um raciocinio andlogo ao da demonstracio
do Lema 1.4.

A seguinte Proposigdo trata da regularizagdo em torno de pontos do
tipo D-dobra, e mostra que nio surgem pontos criticos em vizinhangas das
D-dobras, em decorréncia da regularizagdo. A mesma foi estabelecida por
Sotomayor e Teixeira [S-T].

1.6 Proposig¢io

Seja p uma D-dobra de Z = (X,Y) e Q "M, [), r > 1. Entdo, dada
uma fungdo de transig¢do ¢, existem uma vizinhanga S de p em M e gy > 0
tal que se 0 < & < gy, o campo vetorial regularizado Z. ndo possui pontos
criticos em 9.

demonstragéo

Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que Xf(p) = 0
X2f(p) > 0 e Yf(p) > 0. Os outros casos sio analogos.

2

As coordenadas utilizadas sio tais que numa vizinhanga de
P = (0,0), tem-se X(x,y) = (a(x,y),b(x,y)), Y(x,y) = (c(x,y), d(x,y)) e
f(x.y) =y.

Logo,
Xf(p) =b(0) =0,
X*f(p) = (a(0),b(0)) (bx(0),b,(0)) = a(0)by(0) + b(0)by(0) = a(0)b<(0) > 0
= a(0) %0
e Y/(p)=d(0)> 0.
O campo regularizado toma a forma
Ze=(Z's, Z%) = ((1-00)c + 9.2, (1-0.)d + ¢.b)
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Para que Z. tenha um ponto singular deve-se ter

{(1 = 0s(y))e(x,y) + a(x,y)0.(y) = 0
(1 - 9e(y))d(x,y) + b(x,y)0.(y) = 0

= [ o(y)(a(x,y) - c(x,y)) = - c(x,y)
0:(y)(b(x,y) - d(x,y)) = - d(x,y)

= 0u(y) = c(x.y) = d(x.y)
C(X:Y) - a(XaY) d(X>Y) - b(X>Y)

= axy)d(xy) - b(x,y)e(x,y) = det[X,Y](x,y) = 0.
No ponto p, tem-se
det[X,Y](p) = a(0)d(0) - b(0)c(0) = a(0)d(0) - 0.¢(0) = a(0)d(0) = 0.

Sejam g9 > 0 tal que det[X,Y](x,y) # 0 se |x| < g e |y| < g e

3 = {(x,y) € M| |x| <goe |yl <g}. E imediato que 8 € uma vizinhanca
de p e se 0 < g < g, entio o campo regularizado Z. nfo possui
singularidade em 9, e com isto conclui-se a demonstragdo da Proposi¢io.

N\ S/ \\\////7
v %/

Fig. 38 Fig. 39
N /\

: -
/)

Fig. 40 Fig. 41
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As figuras 40 e 41 exemplificam pontos de D-dobra de Z e a sua
regularizagio.

As Proposigdes 1.7, 1.8 e 1.9 tratam da regularizagdo das poli-
trajetorias fechadas tipos I, II e III, respectivamente. E verificado que nos
trés casos sdo geradas 6rbitas periddicas hiperbolicas. Merece destaque a
Proposi¢do 1.7, em cuja demonstracio é estabelecida a derivada da
aplicagdo de Poincaré, no contexto dos Campos Vetoriais Descontinuos. A
Proposi¢do 1.7 foi enunciada e as Proposi¢des 1.8 e 1.9 foram
estabelecidas por Sotomayor e Teixeira [S-T]. Os detalhes das
demonstra¢des destas Proposi¢des foram feitos neste trabalho.

1.7 Proposigio

Seja y wuma poli-trajetéria fechada elementar tipo I de
Z = (XY) € M,[), r > 1. Entdo, dada uma Jungdo de transig¢do ¢,
existem uma vizinhanga § de y em M e g > 0 tais que para cada

0 < € < &, Z. contém uma unica orbita periddica em 8, e esta é
hiperbdlica.

demonstrag¢do

O primeiro passo sera construir um anel em torno de y tal que as
poli-trajetdrias de Z s6 estejam entrando ou saindo deste anel, Depois sera
mostrado que este anel implica na existéncia de um anel semelhante para

Ze, se ¢ é pequeno, no qual as orbitas de Z, estardo apenas entrando ou
saindo. O Teorema de Poincaré-Bendixon serd usado para provar a
existéncia de pelo menos uma érbita periodica de Z,. Por ultimo, o fato de
Y ser uma poli-trajetoria fechada elementar implicara que a oOrbita periédica
de Z; neste anel é Ginica e hiperbélica.

Recorda-se que o sistema de coordenadas que esta sendo utilizado ¢
tal que X(x,y) = (a(x,y), b(x,y)), Y(x,y) = (c(x,),d(x,y)) ¢ f(x,y) = y.

Logo,
(1) Zo(x,y) = ((1-9e(y))e(x,) + 0e(y)a(x,y), (1-0:(y))d(x,y) + 9.(y)b(x,y)).
Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que y ¢ composta por
apenas duas componentes, Yy, e y;, como ilustra a figura 42. Esta

consideragdo é feita com o objetivo de simplificar os calculos, sem que isto
interfira no resultado final.
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N Y 20

20 2] e0

N

D S~

Z3 Ppo p1 2 03
S 23

Y1 Y1
Fig. 42 Fig. 43

Sejam {po, p1} = Dy.

Sejam X, e X, se¢des ortogonais a Yo €m po € p;, respectivamente e
sejam X, e X3 se¢des ortogonais a Y1 €m p; € po, como mostra a figura 43..

Sejam mo:Zo—>X; e m1:Z,—2; as aplicagdes de Poincaré definidas pelo
fluxo de X e de Y, respectivamente.

Seja n = m,°ny.

Sejam 0o, ..., 0; os angulos formados entre 2o,

ces 23 e D
respectivamente.

2

Tem-se (ver [S2] e [A])

N'(Po) = [m1°mo(Po)]” = 1" (To(Po)).mo’ (Po) = 1" (p1). 7o' (po) =

= cos8,| Y(p1) | explfat divY (y1())dt] cos8o | X(po) Lexpli divX(yo(t))dt]
cos03 | Y (po) | cos0, | X(p1) l

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que Nn'(po) < 1.

Seja uma orientagdo qualquer em %,, e fixemos a origem em po.
Sejam so e 5; € Xy tais que so < 0 < s,. Como Nn'(po) < 1, entdo pode-se
afirmar que so < 1(so) <0 e 0 < n(s;) < s1.

Seja B um anel contendo y tal que B é formado pelas poli-trajetorias
de Z por sg e s, entre Zg e n(Zo) e pelos arcos son(so) € n(s1)s; contidos
em Xo. Pela construgdo, as poli-trajetérias de Z através dos arcos soMn(so) €
n(s1)s1 em Zy entram em B. Ver figura a seguir.
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N Yo
Zo
D
S
Y1
Fig. 44

Seja g0 > 0 pequeno o suficiente para que Me(s0) > so € Me(s)) < sy,
onde N.:Xo—>Zo € a aplicagio de Poincaré do campo regularizado Z,, com
0 <& < g. A existéncia do niimero g > 0 pode ser comprovada pela
continuidade das fun¢des envolvidas.

Seja B; o anel formado pelas érbitas de Z, por sp e s;, entre X, e
Ns(20) € pelos arcos sons(so) € Me(s1)s: contidos em 2o. Pela construgio, as
Orbitas de Z, entram em B, e nfo existem pontos singulares em B,. Pelo
teorema de Poicaré-Bendixson, existe uma 6rbita periddica y. em B,. Resta
mostrar que y. € hiperbodlica.

Como m::Zo—Z € a aplicagio de Poincaré de Zg, entdo

tle

N's(pe) = exp [fros div Zo(ye(t))dt].
Vale 1Si_r§10n's(pe) = n'(po).

De fato,

Seja ve(t) = (xs(t), ya(t)).

Ento,

Zo(Ye(1)) = (Z1s, Z26)(7e(1)) =

= ((1-pe(y(1)))e(xa(1),yo(1)) + @u(ye(t))a(xs(t), yolt)),
(1-0s(ys()))d(xe(1), y2(t)) + @o(ys(t))b(xe(t), ys(t))).

Logo,

tle tle

n'e(pe)=expllioz divZs(ve(t))dt] = exp[fuo[(9/0x)(Z1s) + (810y)(Z2s)1(va(1))dt]
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le

= exp[JtOS[(l‘(Pe)(CX)+(Psax —[pe]"d+(1-@c)dy + [¢:]'b +tsby](ye(t))dt] =

= explloe[(1-9:)(cx + dy) + olax + by) + (1/8)9" (y/e)(b — d)1(y=(t))dt]
tle
= exp [Jus[(1-0:)div Y + @ediv X + (1/8)9" (y/e)(b — d)](vs(1))dt]

Ye
. ‘\e\/‘P—\>
\4_/

Fig. 45

Apenas no trecho em que vy, estd dentro da faixa de regularizagio
tem-se a expressdo completa de n's(p.) acima. Decompondo-se a expressio

na soma das derivadas de m.(p.) nos arcos definidos pela faixa de
regularizagdo, tem-se:

N'«(ps) = exp [fj()s[(l-(ps)div Y + @.div X + (1/8)¢'(y/e)(b - d)](ye(t))dt +

t'e t'''e
Jeo divX(ra(t)dt + Joro[(1-9e)div Y + godiv X + (1/8)0" (y/e)(b — d)](ye(t))dt
t(iv)e tle

Jure divY (1e())dt+iine[(1-0:)diVY + godivX + (1/8)0"(y/e)(b — d)]1(ye(t))dt]
= exp [Joo[(1-9:)div Y)1(ve(t))dt + Juos[0adiv X](yo(t))dt]
exp [Jus [(1/£)¢"(y/8)(b — d)1(y=(t))dt] exp [f v div X(ys(t))dt]

exp [io[(1-9e)div Y1(ys(£))dt + Jure[@adiv X](y.(t))dt]
trirg t(iv)e

exp [Jio[(1/6)9"(y/e)(b — d)1(vs(t))dt] exp [J vrs div Y(yo(t))dt]
tle tle

exp [Juimel(1-9:)div YI(:(£))dt + fiivye[0sdiv X](ys(t))dt]

tle

exp [fiivs[(1/8)9’(y/e)(b - d)](ys(t))dt]

Onde [tos, t'c] é 0 tempo para a érbita y,(t) ir de =, até sair da faixa
de regularizagdo, [t's, t'’;] é o tempo para Ye(t) permanecer na regiio N e
fora da faixa de regularizagéo, [t's, t'''s] é o tempo para y.(t) atravessar
novamente a faixa de regularizagdo, [t''",, t'),] ¢ o tempo para y.(t)
permanecer na regido S e fora da faixa de regularizagdo e, por ultimo,
[t t1s] é 0 tempo para y.(t) entrar na faixa de regularizagio e cruzar %,.

2
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Tem-se

t's t'e
lim exp [Ju:[(1-9e)div Y)1(vs(t))dt + fios[0.div X](ve(t))dt] = 1.
=0
O calculo do limite acima foi feito levando-se em conta que os
intervalos de integragido estdo tendendo a um ponto quando & tende a zero,
e as fungdes integrando sdo funcdes limitadas, logo as integrais tendem a
zero e portanto o limite tende a 1.

Analogamente,

lim exp [Jore[(1-00)div Y)](ra(0)dt + fenloudiv X](ro())dt] = 1

e
tle tle
lim exp [Juive[(1-0a)div Y)1(v2(£))dt + fige[@adiv XI(ye(t))dt] = 1.
e—=>0
Tem-se
e tl
lim exp [f ve div X(v(t))dt] = exp[[e divX(yoe(t))dt]
e—0
€ t(iv)e t2
lim exp [fis div Y(ye(t))dt] = exp[[o, divY(yi(t))dt]
e—>0

Logo, para concluir que lim 1’(p,) = N'(po) resta mostrar que
€0

lif(l) exp [Jw= [(1/6)0" (y/e) (b — d)](v4(t))dt]
exp [J[(1/8)0" (y/8) (b — d)1(y+(t))dt]

tle
exp[Jiiv[(1/€) ¢’ (y/e)(b — d)](ve(t))dt] = cosB,| Y(p) | c0s0, [ X(po) |
c0s0s | Y(po) | cos®; | X(p1) |

No sistema de coordenadas utilizado tem-se

cosf, | Y(p)| cosng_X(,go)i =

cos0; | Y(po) | cos6, | X(PI) |

= =d(py). 1Y) [ [Y(p) | . bpo) . IX(p) | 1X(po)|

Y | dpo) (Y| [X(po) | (-b(p1)) | X(p1)]

= d(p1)b(po)
d(po)b(p1)
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De (1) tem-se

dy = (1-94(y))d(x,y) + ¢a(y)b(x,y) = dt = 1 .
dt dy (1-0:(y))d(x,y)+9.(y)b(x,y)

Supondo-se b e d constantes nos intervalos de integragio
considerados, segue

exp [fuos [(1/£)9"(y/e)(b — d)](va(t))dt + fw:[(l/e)@'(y/S)(b = d)1(ye(t))dt

+ Tl (17£)9" (y/8) (b — d)1(y+(1))dt] =

= exp [Juiv:[(1/8)0" (y/e)(b — d)](va(t))dt + Jurs[(17£)0" (y/2)(b — d)](va(1))dt]

exp [I-. [(1/e)o’(v/e)(b — d)]dy + J, [(1/e)o" (v/e)(b — d)1dy]
(I-9s(y))d + @c(y)b (I-0:(y))d + @c(y)b

I

exp [In((1-9(y))d + 9a(y)b) | .« + In((1-04(y))d + @.(y)b) I-s]

= exp [In((1-9+(2))d(po) + @=(e)b(po)) — In((1-9+(-€))d(Po) + u(-8)b(po)) +
T In((1-9:(-8))d(p1) + 9=(-£)b(p1)) - In((1-94(£))d(p1) + 0u(e)b(p1))] =

= exp [In(b(po)) - In(d(po)) + In(d(p1)) - In(b(p,))] =
= exp In(b(po)) exp(-In(d(po))) exp In(d(p1)) exp(-In(b(p)) =

= b(po)d(p;)
d(po)b(p1)

Os célculos acima valem em intervalos de integragdo em que b e d
podem ser considerados constantes, o que ndo ¢ uma suposi¢do restritiva
quando € tende a zero, logo, estd demostrado que

liné N'e(Ps) = M'(po) < 1.

Logo, diminuindo-se &9 > 0, se necessario, tem-se N'e(ps) < 1 para
qualquer 0 <& < g, € y, serd uma 6rbita periddica hiperbdlica atratora para
0 campo regularizado Z,. Analogamente, se n'(po) > 1, existe g9 > 0 tal que
N'e(ps) < 1 para qualquer 0 < g < g, e Y= sera uma Orbita periodica
hiperbélica repulsora para o campo Z..
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1.8 Proposic¢io

Seja 'y wuma poli-trajetéria fechada elementar tipo II de
Z = (XY) € Q(M,f), r > 1. Entdo, dada uma Jungdo de transi¢do ¢,
existem uma vizinhan¢a 9 de y em M e g > 0 tal que para cada

0 < & < &, Z. contém uma inica orbita periédica em 9, e esta é
hiperbdlica.

demonstrag¢do

Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que D = DES, isto §,
todos os pontos de D pertencem ao arco de deslizamento.

Sejam consideradas coordenadas polares (0,p) em torno de D em M
de modo que D = {p =0, 0 <0 < 2xn}. Neste caso, f(0,p) = p.

Seja Z(8,p) = (X(6,p), Y(8,p)), onde X(0,p) = (a(8,p), b(6,p)) e
Y(0,p) = (c¢(8,p), d(6,p)).

Afirma-se que existe €9 > 0 tal que se 0 < & < gy, entdo o campo
vetorial regularizado

Z:(0,p) =(Z:'(1),Z2:7(.)) =((1-02(p))e(.) +0:(p)a(.),(1-0:(p))A(.) +¢o(p)b(.))

possui uma Orbita periddica y. = {(0, ps(0)): 0 < 0 < 2n} em
9= {(0,p): |pl <o},

De fato, como os pontos de D pertencem ao arco tipo deslizante,
Xf(6,0) = b(6,0) <0 e Yf(0,0) = d(0,0) > 0. Por continuidade, pode-se
tomar go > 0 tal que b(6,p) < 0 e d(0,p) > 0 se |p| < gp. Portanto,

se 0 < & < go, todas as orbitas do campo Z, estio entrando em 9 e pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson existe pelo menos uma o6rbita periédica em
9 (o Corolario 1.2 exclui a possibilidade de haver uma singularidade em 39).

N
D=y

Fig. 46

A figura 46 representa uma poli-trajetéria fechada tipo II.
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Seja ye uma orbita periddica de Z, em 9.
Sera provado que v, ¢ atratora e hiperbélica, e portanto Unica.

Sejam p € y,, X uma segdo transversal a 6rbita Yeem p e 20— a
transformagdo de Poincaré, onde Yo — . é o dominio de r.

Pela Teoria de Equag¢des Diferenciais [S1] tem-se
2%
n'(p) = exp[ [ divZ.(y.(0))d0 ], onde divZ, = Z',s + A
0
Sera provado que 0 < n’(p) < 1.

De fato,

div Zs = (1-9c)co + @ea0 - 05'd + (1-9.)d, + @,'b + @.b, =

= - 0:'(d - b) + @c(as + by) + (1-9c)(co + dp) = - ¢,'(d - b) + L,
onde L = ¢.divX + (1-¢,)divY é uma funcdo limitada em 9.

E imediato que (d-b) > 0 em vy, portanto resta mostrar que
®:'(ps(0)) — +oo quandoe - 0, V 0 € [0, 2n].

Para isto serd considerado inicialmente um sistema simplificado no
qual os campos X e Y sdo dados por

X(e> p) = (1> bo):
Y(0, p) = (0, 1), onde by < 0 é constante.

Neste caso, o campo vetorial regularizado fica
Z:(9, p) = (9:(p), 1 - @a(p) + ¢o(p)bo).

Fazendo a mudanga de coordenadas p* = p/e e O "= 0/¢, tem-se

dp”=_1- ¢(p") + ¢(p")bo
de ¢(p)

Igualando esta dltima expressio a zero, encontra-se uma solugdo
periddica do sistema, uma vez que o mesmo ndo depende de 6.

Esta solugdo periddica é dada implicitamente por
¢(po)= _1
1 — by
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Como by < 0,

0<@(p)= 1 <1
1 — by

A solugdo periddica py = (p'l(l/(l-bo)) ¢ unica porque ¢ é mondtona.

Tem-se para € > 0, po = gpy , logo,

®:'(Po) = [9(po/e)]" = (1/e)9"(po/e) = (1/8)¢"(po°).

Conforme & decresce, ¢.'(py) aumenta. Isto se deve ao fato que
¢®'(po’) é constante (pois po ndo depende de €) e estritamente positiva

(pois 0 < @(po’) < 1), logo pode-se diminuir € o quanto for necessario de
modo a se ter a derivada grande quanto for preciso.

(1) Com isto tem-se que p = py = €py” é uma primeira aproximagio da
solugdo periddica procurada. Serd mostrado que pode-se tomar § > 0 de
modo que a solugio do caso geral em que os campos sdo dados por X(0, p)
= (a(8, p),b(6, p)), Y(O, p) = (0,1) estd no intervalo e(po +8). Entdo,
diminuindo-se € o quanto for necessario para que a derivada seja grande
neste intervalo, implicard que a 6rbita periddica sera hiperbélica.

Como os pontos da poli-trajetéria sio regulares, det[X,Y](p) = O,
para qualquer p € D.

det[X,Y](p) = a(p)1 — b(p).0 = a(p) # 0.

Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que a(p) > 0. Como
D € compacto, tem-se k = min{a(p) | p e D} >0.

-1 0 1

e(po*+3)
Po*-8 po* po*+8
Fig. 47

O campo vetorial regularizado é dado por
Z+(0,p) = (0<(P)a(6,p), (1 - 9:(p)) + ¢(p)b(6,p))
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Calculando-se a segunda coordenada de Z, em 0, p=g(py * 9)),
tem-se

Z%(0, 8(po” £8)) = 1- 0(po” £ 8) + 0(po” + 8)b(8, s(p” + 5))

Se for mostrado que Z%,(0, e(po +8)) < 0 e Z%,(0, e(po -8)) > 0, tera
sido provado que as o6rbitas entram no anel (06, p = &(po £8)), e por
Poincaré-Bendixson, a 6rbita peridédica estara neste anel.

As expansdes de b e ¢ em série sdo dadas por

b(8,p) = bo + bi(8)p + b2(6,p)p’

b(6, e(po” £ 8)) =bo + b1(0)e(po” £ 8) +b2(0, e(po” * 8))e(po” + 5)>

0(po £ 8) = 0(po) + ¢'(po)8 + 0" (py )8 + r3(8),

2

onde 13(8) = ¢"""(po * md), 0 <m<1.

Logo,

Z°5(8, &(po +8)) = 1 —[ P(Po’) + 9" (po")8 + @' (pg )8 + r3(6)] :

2
(1 - bo - b1(8)e(po™+8) - ba(6, p)e*(po +8)?) =
=1 _[ 1 + (P’(po*)s + u( Qi)éz + r3(5)] .
1-bg 2
(1 - bo - (po™+8)(b1(8) + ba(0,p)e(po’+3)))

Fixado 6 > 0, pode-se diminuir € > 0 de modo que o fator
8(po*+5)(b1(9) + b2(0,p)e(po +8)) deixe de ser relevante e tenha-se

[_H 0'(Po")8 + @' (pg")8% + r3(6>] (1-bo)
1-by 2

= 1+ [cp'(po*)a +0/(po1)8” + r3<6)] (1-bo) > 1
e portanto ’

Z’:(8, &(po’+8)) < 0.

Agora calculando Zzg(e,a(po*—fi))

1-by

Z%:(0,8(po-8)) = 1 — [_1_ —9'(po")8 + 0""(pe )8 + r3(6>] .
2
(1 - bo — &(po"~8)(b1(8) + b2(8,p)e(po ~5))) =

34



=1 = Lby + £(po=8)(b1(8) + by(8.p)e(pe’=8)) + (1-ba)o’(po’)5 -+
= 8(po*l—-;)o(b1(9) + bz(e,P)Sl(-pbo(‘)k—ﬁ))(l’'(Po*)fS = (1-b)@""(p)8% +
+ &(po’=8).(b1(0) + ba(8.0)e(py =8))0 " (py )8 + ’

— 13(8)(1 - bo — S(PO*—S)(bl(g) +b2(0,p)e(po -3))) =

) SE(QQ*—&MG) * b2(0.p)e(pa’=8)) — (po~8)(b1(6) + ba(8,p)e(po’~5))
1-bo

9'(Po)8 = (po'~8)(b1(8) + b2(6,p)e(po’~5))0" (p gi)a_z)] = (1-bo)(9"(po")8
2
- s.ugzgi)s_z) = 13(8)(1 - bo = (po™=8)(b1(8) + b2(8,p)s(po’-8))).

Como 8*< § < I, pode-se tomar & pequeno o suficiente para que

(1-bo)(9"(po )8 — 0" (pe")82 > 0.
2

Depois de fixado o valor de & pode-se diminuir o valor de & de
maneira que Z%,(0,&(po —8)) > 0.

O valor de & pode ser tomado unico e o valor de g, > 0 pode ser
fixado de modo que para 0 < g < g, tenha-se Zzg(e,s(po*+6)) < 0,
Zzs(e,e(po*—ﬁ)) > 0 e a derivada ¢,'(po) seja grande o suficiente para que a
Orbita periodica seja hiperbdlica, conforme foi argumentado em (1).

1.9 Proposicio

Seja y wuma poli-trajetéria fechada elementar tipo [III de
Z = (XY) € X(M,/f), r > 1. Entdo, dada uma Jungdo de transi¢do ¢,
existem uma vizinhanga 3 de yem M e gy > 0 tal que para cada 0 < g < g,
Z; contém uma unica orbita periédica em 9, e esta é hiperbdlica.

demonstragdo

Seja y uma poli-trajetoéria fechada elementar tipo III de Z. Sera
considerado, sem perda de generalidade, que y possui um tunico arco de
trajetéria de X e um unico arco de trajetédria de Fz, e que este arco é de
deslizamento. Consideram-se coordenadas tais que f(x,y) = y. Sejam I,,
X, L3 € Z4 segdes transversais & poli-trajetoria Y, como ilustrado abaixo.
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Considera-se que as se¢des transversais foram escolhidas de modo que as
orbitas de X que passam por X; entram no arco deslizante apOs passar por
24 e depois cruzam X,. Também serid considerado que as Orbitas que
cruzam %; entram no arco de deslizamento.

N\ P
R

Fig. 48

A transformag¢do de Poincaré entre cada se¢do X serd estudada
separadamente. Serd mostrado que no trecho entre ¥, e %, hi uma
aproximagdo das orbitas do campo regularizado, e no trecho entre %, e ;
ha um afastamento entre as oOrbitas, porém a expansdo ndo é tdo forte
quanto a contra¢do, e a Orbita periddica hiperbélica sera atratora.

Afirma-se que existe um anel B em torno de vy € gy > 0 tal que se
0 <& < g, entdo as 6rbitas de Z; estdo entrando em B.

De fato, seja ps € I3y, e consideremos uma orientagdo em Xj.
Sejam qo e q1 € X3 tais que qo < p3 < q; e as orbitas de X por qo € q
cruzam 24, como ilustra a figura 49. Se qo € qi1 forem tomados
suficientemente proximos a ps, entdo a 6rbita por q; entrara no arco
deslizante apoés cruzar a se¢io transversal I, e a 6rbita por q cruzara a
secdo transversal X,. Pela maneira como foi escolhida %;, é claro que a
orbita por q; também entrard no arco deslizante. Sejam q3 = (ms,n3) o
ponto da orbita de X por q, quando a mesma cruza a se¢do X, e
qs = (m4,n4) o ponto quando cruza a se¢ido I;. Seja ns < 0 de maneira que
as orbitas de Y por (x,y) onde 0 > y > ns entram no arco deslizante. Seja B
o anel limitado por um lado pela 6rbita por q; entre 3, e %4, pelo arco entre
X = my ¢ X = m3 contido em X; e pela reta y = ng entre £; e X,, onde
ng = min{ns, n4}; e pelo outro lado pela érbita de X por qo entre D e Xy,
passando por X3 e Z4, pela curva D, entre os pontos que a oOrbita de X por
qo cruza a Orbita D e as segdes Z; e T,, as se¢des ; e X, entre D e a reta
y = ns, ¢ aretay = ns entre £; e X,. Se gy > 0 for tomado de maneira que
€ = N6, -&€ 2 Ns € as se¢des transversais X3 e X4 estdo fora da faixa de

regularizagdo, entdo para 0 < ¢ < g9, o campo vetorial regularizado Z, esta
entrando no anel B.
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Fig. 49

Pela construgdo, no anel B nfo existem pontos singulares, logo, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, Z. possui pelo menos uma 6rbita
periédica em B. Serd provado que toda 6rbita que existir em B sera
atratora e hiperbolica, portanto unica.

Seja ys uma orbita periddica do campo vetorial regularizado Z,; em B,
para 0 < & < gy. E claro que as segdes I, 3, Z; e 24 sdo segdes
transversais & Orbita vy,.

Seja Me = Nus'N3:"N2:"N1s @ aplicagio de Poincaré da orbita . definida
na secdo transversal X,, onde cada m;, estd definida entre Z; e Xj.y,

identificando-se 5 = ¥,. A derivada da aplicagdo m, sera calculada usando-
se a derivada em cada trecho.

Sejam p1 = (x1,y1), P2 = (X2,¥2), Ps = (X3,¥3) € ps = (x4,y4) 0s pontos
onde a Orbita y, cruza as segdes X, 5, I3 e 24, respectivamente. Seja 0,
02, 03 € 04 os dngulos formados entre as secdes transversais e a Orbita ye.

A seguir serd estudada a aplicagdo de Poincaré entre cada trecho
definido pelas se¢des transversais.

1) Entre 2, e Z,;

Como primeira aproximag¢io, neste trecho serd considerado que os
campos vetoriais X e Y sdo dados por X(x,y) = (-1, -1), Y(x,y) = (-1, 1).

Logo o campo regularizado ¢ dado por

Ze= (21, 2%) = (X', y') = ((1-0:)(-1) + 0u(-1), (1-02)1 + @u(-1)) =
= (-1, 1 - 2¢,). (1)

Este campo pode ser reduzido a
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dy=1-2¢;,

dx -1
=5 dy = dx
1 -2¢.(y) -1
y2 x2
= | 1 dy =[] -dx =x; - x; (2)
1 - 204(y) -

Na equagdo integral acima, os valores de x; e x, correspondem as
segbes transversais X; e X,, respectivamente. Dado o valor de Vi,
resolvendo-se a equagdo encontra-se o valor de y2 tais que a orbita do

campo regularizado que passa por (x1,y1) € 2, cruza a se¢io T em (X2,y2).
As figuras abaixo exemplificam esta situagio.

22 21 2:2 21

N € 5 R4

D Y2

S -€
X2 X1 X2 X1

Fig. 50 Fig. 51

Para entender como a variavel y se comporta pode-se utilizar o
grafico abaixo, onde o eixo horizontal representa a variavel y € 0 eixo
vertical representa a fungdo y(y) = 1

1~ 2<pe(y5

A v(y)

. Vo2 Vi . >
-g H 2 H

Fig. 52

Observa-se que o grafico da figura 52 foi feito considerando-se que
¢(0) = %, ou, equivalentemente, que 0 = ¢0'(%). Caso isto nio seja
verdade, a assintota nfo serd o eixo vertical, mas a reta y = ¢07'(%), que
devera estar proxima do eixo vertical.
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Interpretando-se a equacgdo integral (2), com o auxilio do grafico,
tem-se que, fixado os valores de & e de y;, o valor y, é aquele tal que a
area hachurada na figura 52 vale (x; - x3).

Portanto, quanto menor for &, mais préximo da origem estara y,,
podendo o valor de y; ter sido tomado positivo ou negativo.

Para estabelecer a dependéncia entre y, e y;, retoma-se a equagdo
integral,

y2

Phyo= [ 1  dy= (x;-x) = H(y2) - H(y1)
Y11 - 204(y)
OF¥(y) =H'(ya)dy-H'(y))= ___ 1 dy, - 1 =0
oy1 dy; 1 = 20:(y2) dy1 1 = 20¢.(y1)
= dya=_ 1 (1-2¢.(y2)

dyr 1 -2¢4(y1)

= 0 < dy; = 1-=204(yp) <<1.
dy: 1 - 20¢(y1)

Afirma-se que lim y;, = ¢! (%). (3)
€0
De fato, esta afirmag¢io decorre dos calculos e graficos acima.

De (1) tem-se que

dy =1 - 2¢, =
dt

1 . 4)
1 - 20,

Q..IQ-
< =

A derivada da aplicagdo de Poincaré m;, da orbita Ye entre X; e X, €
dada por

t2
M1’ (p1) = €080, Z,(p)) | exp[fus div Zo(y.(t))dt] =
cos0, | Zs(p2) |

t2 y2
c0s61] Z,(py) | explfus ~2[@x(v=(1))]'dt]= c0s8, | Z(py) Lexp[ly: ~2[oy(v))]"dy]
c0s0; | Zo(p,) | 0502 | Zs(p2) | 1 = 2¢(y)

= coseljlgml)iexp[ln |1 - 204(y2)| —=1n]1 - 204(y1) |
c0s02 | Zo(p2) |

= c0s0, [ Z,(p) | 1= 2¢.(v) |

c0s82 | Z(p2) | |1 = 204(y1) |
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2) Entre X, e X3;

Neste trecho serdo consideradas coordenadas locais tais que os
campos X e Y s@o dados como abaixo

X(Xay) = (-1>_X), Y(X,Y) = (-171)
Nestas coordenadas, o ponto D-dobra é o ponto p = (0,0).

O campo regularizado é dado por

Zs=(Z's, Z%) = (x', y') = (-1, (1-9,) - x0s).

Tem-se
dy=1-0:-x¢, > dt= 1 ; (5)
dt dy 1 - Qe — XOP¢

Logo, a derivada da aplicagdo de Poincaré 1., da 6rbita Ye €ntre X, e
23 € dada por

t3
N2 (p2) = 0802 ] Z,(p2) Lexp[fiz div Z,(v.(1))dt] =
cos0; | Z¢(ps3) |

t3
= 080, | Z,(p2) L explfiz [0a(y(£))]"(-1-x) dt] =
cos0s | Z.(ps)

y3
= &Sﬁgjlgm;)iew[fyz [ee(V)]'(-1-x) dy]
cosBs | Z,(ps) | 0e(y)(-1-x) + 1

= ¢050,| Zo(po) Lexp[In| 1 - gu(ys)(1+xs) | = Inl1 = @u(y2)(1+x2) | ]
c0s0s3 | Z:(p3) |

= c080, | Z.(p2) | |1 — @u(y:)(1+x5) | .
00593 | Zg(ps) I | 1 - (Pe(Yz)(1+X2) |

3) Entre 2; e 24

Neste trecho, para 0 < & < g, a orbita y, estd fora da faixa de
regularizag@o, portanto a 6rbita s6 possui pontos de X. Ainda que a semi-
orbita de X que estd sendo utilizada possa variar com &, a derivada da
aplicagdo de Poincaré pode ser considerada limitada pelo maximo que ela
atinge. Logo, tem-se
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N3:'(p3) = cosG;Jlggg;)iK, onde K € R ¢ uma constante.
0304 | Zs(pa) |

4) Entre Z4 e 2;.

Neste trecho serdo consideradas as mesmas coordenadas utilizadas
entre %; e X,.

Logo,

Nae'(pa) = €080, [ Z,(pa) | |1 = 20,0y .

COSG] IZe(pl) I l 1~ 2([)5(}’4) I

Compondo as derivadas em cada trecho tem-se

Ne'(P1) = Mas'(Pa) . M3e" (P3). M2e" (P2) N1’ (p1) =

cosf, | ZE(_Qi)Ll 1-20.(y1) | cosG;J ZSLQ;)J_Kcosez | Zo(py) | | 1-0s(ys)(1+x;) |
00501 | Zo(p1) | | 1-20.(y2) [ 0564 | Ze(pa) | cos8:1Zo(ps) | 11-04(y2)(14x2) |
) coseljlgggl)i | 1—2(1);(v;)| =

cos0, | Z:(p2) | | 1-2¢.(y1) |

= Kl1-@.(y)(I+x3) | [1-20,0v,) |
| 1-20.(y4) | I_l—(Ps(Yz)(sz) |

Como @4(y3)= 0c(ys) = 1, tem-se

ne'(p1) = Klx; | [1-20.(y2) ]
| 1-0a(y2)(1+x2) |

Por (3) e do fato que nas coordenadas utilizadas tem-se x, < 0, segue
que, diminuindo-se gy se necessario,

Me'(p1) < 1, para 0 < g < g,.

Logo, a orbita y. é uma Orbita periddica hiperbélica e atratora do
campo vetorial regularizado Z,.

Os célculos acima foram feitos usando-se coordenadas simplificadas
como aproximagdo do campo Z, porém a conclusio pode ser extendida para
um campo vetorial no caso geral, porque o aspecto determinante é o dado
pela expressdo (3), que permite o controle da derivada da aplicagdo de
Poincaré. Esta expressdo continua valida para o caso geral.
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2. Regularizacio de Pontos Pertencentes 2 Intersec¢do da Curva D com dM.

Neste paragrafo é estudada a regularizagio de pontos na intersecgio
da curva D com OM. O objetivo é estabelecer as condigdes para que o
campo regularizado seja localmente transversal a oM ou que surja uma

tangéncia quadratica. Este assunto n3o foi abordado no trabalho de
Sotomayor e Teixeira [S-T].

2.1 Proposigio

Sejam Z = (X,Y) € X (M, /), r >1, e p € DNEM com XB()YB({) <0
e XB(p)Yf(p) - X/(p)YB(p) # 0. Entdo

(i) Se Xpp)YAp) — XAp)YB(p) > 0, dada uma Jungdo de transigdo ¢,

existe €9 > 0 tal que se 0 < & < &, o campo regularizado Z, possui um
ponto de tangéncia quadrdtica interna na intersec¢do da faixa de
regularizagdo com oM;

(i) Se Xp@)YAp) — XAp)YB(p) < 0, dada uma Jungdo de transig¢do ¢,
existe &9 > 0 tal que se 0 < ¢ < gy, 0 campo regularizado Z. possui um
ponto de tangéncia quadrdtica externa na intersec¢do da faixa de
regularizagdo com M.

demonstragdo
Utilizando-se a Notagdo 2.4 do Capitulo 1, tem-se

D = {y=0}, f(x,y) =y, oM = {x=0}, B(x,y) = x, p = (0,0), X(x,y) =
(a(x,y), b(x,y)) e Y(x,y) = (e(x,y), d(x,y)). Logo, XB(x,y) = a(x,y),
Xf(x,y) = b(x,y), YB(x,y) = c(x,y) e Yf(x,y) = d(x,y).

Como XB(p)YB(p) = a(0)c(0) < 0, segue que a(0) e c¢(0) sio
diferentes de zero e tém sinais contrarios no ponto p = (0,0). Pela
continuidade das fungdes envolvidas, esta situagio se mantém numa
vizinhanga 8 de p. Pode-se entfio usar o Lema 1.3 e tomar &, > 0 tal que
existem constantes 0 < hg < h; < 1 tais que 0 < hy < h(y) < h; < 1, para

|yl < &1, onde h(y) = ¢(0,y)/(c(0,y) - a(0,y)).

Se necessario, diminui-se &, para que (0, y) € 9 se |y| <e,.
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oM

Fig. 53

el
p D P 4

-8'
oM oM
Fig. 55

oM
Fig. 57 Fig. 58
As figuras 53 e 58 representam pontos p pertencentes a intersecg¢do

entre a fronteira de M e a curva D tais que XB(p)YB(p) < 0 e a sua
regularizagdo.

O campo regularizado ¢ dado por Z, = ((1-ge)c + aQe,(1-9,)d + bo,).
Portanto, para ter-se um ponto de tangéncia deve-se ter

Z:B(0,y) = (1-94(y))c(0,y) + a(0,y)¢.(y) = 0.

Seja a fungdo g(y) = (1-9:(y))c(0,y) + a(0,y)@.(y). Afirma-se que
existe y. € (-g,¢) tal que g(y,) = 0.

De fato,

g(e) = (1-94(g))c(0,8) + a(0,e)9,(g) = 0.¢(0,¢) + a(0,¢).1 = a(0,¢);
g(-e)=(1-0c(-g))c(0,-g)+a(0,-8)p.(-g) = 1.¢(0,-e)+a(0,-€).0 = ¢(0,-¢).
Por hipotese, a(0,e) e ¢(0,-g) tém sinais contrarios, logo, por

continuidade, existe y. € (-¢,8) tal que g(y,) = 0, e portanto o campo
regularizado Z, tangencia OM em (0, y,).
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Agora resta mostrar que esta tangéncia 6 quadratica, unica e
verificar quando é interna e quando é externa. Na verdade, ndo é necessario
provar-se a unicidade, pois ela decorre diretamente do fato de que toda

tangéncia que existir serd sempre interna ou sempre externa (dependendo
do sinal de a(0)d(0) - b(0)c(0)).

VZ:B = (cx(1-9c) + ax@s, —0'cc + cy(1-¢5) + ¢'ca + ayQ¢).

ZzSB = ((l_q)e)c + 0.2, (1-9g)d + (Psb)‘(CX(l_(Ps) T axQe,-0'sc +
cy(1-0:) + 9'ca + ayp,) =

= (l_(pg)2CCx + axC(PS(l’(Pe) + acx(Pe(l_(Pe) + aaX((Pe)2 - Cd(PIS(l_(Ps) +
cyd(1—<ge)2 +ad’s(1-9:) + 2yd0s(1-9:) — beo’.0s + bey@o(1-¢,) + abg’ @, +
ayb(os)

No ponto (0,y.), tem-se

0:(ys) = C(O:ys)/(c(o:ye)_a(oays» = h(ye).

Logo, no ponto (0,ys),

Z’.B = (a’ccy — aacc® — a’ccx + aac? + ¢’cacd(c—a) + a’c,d —
¢';a’d(c-a) — aaycd — ¢’sbc’(c-a) — abeey + ¢':abc(c-a) + aybc?)/(c-a)? =

= (ac’dg’; — a’cdg’, + a’c,d — a’cdo’, + a’do’, — aayed — bele’, +
+ abc’e’; — abeey + abe?p’, — a’beg’, + aybc?)/(c-a)? =

= (ad@’s(c® - 2ac + a?%) - bco’s(c? - 2ac + a?) + ad(acy — ayc) —
— be(acy — ayc))/(c-a)? =

= ((ad - be)(¢'c(c-a)® + acy — ayc))/(c—a)2
Para estudar-se o sinal de Z*,$(0,y,) basta estudar-se o sinal de
(D) (@'s(y:)(c(0,y:) — a(O>YS))2 +a(0,y:)cy(0,ye) — ay(0,y:)c(0,y¢)),

porque (c(0,y.) - a(0,y.))*> é estritamente positivo e a(0,y.)d(0,y.) -
b(0,y:)c(0,y:) tem o mesmo sinal que a(0)d(0) — b(0)c(0).

Afirma-se que podemos tomar 0 < g, < g, tal que se 0 < g < g, a
expressdo (I) € estritamente positiva.

De fato, basta usar-se o Lema 1.4 com
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K > sup {(a(0,y)cy(0,y) - ay(0,y)c(0,y))/(c(0,y) - a(0,y))?% lyl|< ey},

¢ tomar-se € = min{e;, &}, onde &, > 0 é dado pelo Lema 1.4.

Pode-se concluir que entdo que se 0 < g < g, o campo regularizado
Z. possui um ponto de tangéncia quadratica (0,ys) com OM, e esta
tangéncia sera interna se a(0)d(0) - b(0)c(0) > 0, e externa caso
a(0)d(0) - b(0)e(0) < 0, pois este é o sinal de Z%,B(0,y,).

2.2 Proposigio
Sejam Z = (X,Y) € X'(M,f), r >1, e p € DNIM com XB(p)YpB(p)>0.
Entdo, dada wma fun¢do de transigdo ¢, existe g > 0 tal que se

0 < & < &, o campo regularizado Z. é transversal a &M numa vizinhang¢a
de p.

demonstragdio

Utilizando-se a Notagdo 2.4 do Capitulo 1, tem-se

D = {y=0}, f(x,y) =y, OM = {x=0}, B(x,y) = x, p = (0,0), X(x,y) =
(a(x,y), b(xy)) e Y(xy) = (c(x,y), d(x,y)). Logo, XB(x,y) = a(x,y) e
YB(x,y) = c(x,y).

A condigdo XB(p)YB(p) > 0 implica no fato de as o6rbitas dos campos
X e Y por p estarem ambas entrando em M ou ambas saindo. Em outras
palavras, XB(p) = a(0,0) e YB(p) = ¢(0,0) tém o mesmo sinal. Devido 2
continuidade destas fungdes, esta situagio se mantém numa vizinhanga 9 do
ponto p.

oM
Fig. 59

A figura acima representa um ponto p pertencente a intersecgdo entre
a fronteira de M e a curva D tal que XB(p)YB(p) > 0.

Toma-se €0 > 0 tal que se 0 < g < g, nas proximidades de p, a
intersec¢do da faixa de regularizacio com M est4 contida em 9.

Logo, como (1-9;) >0 e ¢, >0

2
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Z:B(q) = (1 - 0o(f(DNYB(Q) + 0:(f(q))XB(q)

tem o mesmo sinal que XB(q) e YB(q) se ¢ € 3. Em particular, Z:B ndo se
anula e Z, é transversal a oM em 9.

3. Campos Vetoriais Descontinuos com Regulariza¢cio de Andronov-
Pontrjaguin-Peixoto.

Serdo definidos a seguir conjuntos G'(i), i = 1, .., 4, auxiliares para
as demonstragido seguintes.

3.1 Definigio

Denota-se por G'(i), i = 1, .., 4, os subconjuntos de Q' (M, f)
definidos abaixo
G'(1) = {Z = (X, Y) ¢ WM, f)| Xlx e Yls € ¥ todas as D-
singularidades de Z sdo elementares; nenhuma singularidade de F; pertence
a OM},

O conjunto G'(1) serd responsavel por todas as singularidades dos
campos regularizados, para € pequeno, serem hiperbolicas.

G'2)={Z=(X,Y) € Q'(M,f)| XlveYlse 2'; todas as poli-trajetorias
fechadas de Z sdo elementares e ndo possuem pontos de oM},

O conjunto G'(2) sera responsavel por todas as orbitas periddicas
dos campos regularizados, para & pequeno, serem hiperbolicas. Observa-se

que sera necessario exigir também que ocorra simultaneamente a situagéo
descrita em G'(4), a seguir.

G'3)={Z=(X,Y) € Q'(M,f)l X|yeYlse 2", se p € DNOM, entdo
XB(p)YB(p) # 0; caso XP(p)YB(p)<0, tem-se XB(p)Yf(p)-Xf(p)YB(p) #0};

O conjunto G'(3) sera responsavel pelas tangéncias dos campos
regularizados, para & pequeno, serem no maximo quadraticas. A condigdo
“se p € DNOM, entdo XB(p)YB(p) # 0” implicara que os campos X e Y néo
sdo tangentes ao bordo num ponto p pertencente a DNoM. O valor desta
expressdo ser positivo implicard que os campos regularizados serdo
transversais a OM numa vizinhanga de p. O valor desta expressdo ser
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negativo significara que os campos regularizados terio uma tangéncia com
OM numa vizinhanga de p. A condi¢do “caso XB(p)YB(p) < 0, tem-se
XB()Yf(p)-Xf(p)YB(p) # 0” implicara que a tangéncia que surgiu na
vizinhanga de p é quadratica.

G ={Z=(X,Y) e QM,f)| X|xeY]se 2", Z ndo possui conexio de
separatrizes; se p € DoM, XB(p)YB(p) <0 e XB(p)Yf(p) - Xf(p)YB(p)>0,
entdo as Orbitas e poli-trajetérias por p nio possuem separatrizes na sua
composi¢do e tampouco possuem um ponto Pt # p, p1 € DNoM tal que
XB(P)YB(p1) <0 e XB(p1)YSf(p1) - Xf(p1)YB(p1) > 0}.

O conjunto G'(4) sera responsavel pela nfo existéncia de conexdo de
separatrizes dos campos vetoriais regularizados, para & pequeno. Observa-

s€ que sera necessario exigir-se também a ocorréncia simultinea de G'(2) e
G'(3).

3.2 Definicio
Define-se G'(M) = G"(1)nG"(2)nG"(3)nG"(4).

3.3 Proposigio

Seja Z € G '(1), r 2 1. Entdo, dada uma fung¢éo de transig¢do @,
existe g9 > 0 tal que se 0 < & < gy, Z. € X''(1).

demonstragdo

Deve-se mostrar que se

Z e G(1) = {Z ¢ OMNHIXIN e Y|S < Z', todas as D-
singularidades de Z sdo elementares, nenhuma singularidade de Fz pertence
a oM},

entdo existe €9 > 0 tal que se 0 < g < g,

Z, € (1) = {X € X'(M)I todos os pontos singulares de X sdo
hiperbolicos e estdo contidos no interior de M}.

Como as D-singularidades de Z sdio elementares, elas sio pontos
singulares hiperbélicos de Fz ou D-dobras.

Pela Proposigdo 1.5, se p é uma singularidade hiperbélica de Fz,

existe g0 > 0 tal que, para 0 < & < gy, Z, possui um Gnico ponto critico
préoximo a p, que € hiperboélico.
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Pela Proposigdo 1.1, se p é um ponto D-regular, existe g, > 0 tal
que, para 0 < g < g, Z, ndo possui singularidades numa vizinhanga de p.

Pela Proposig¢do 1.6, em torno de uma D-dobra p existe g > 0 tal
que, para 0 < g < g9, Z, ndo possui singularidades numa vizinhanga de p.

Como Fz ndo possui singularidades em DNoM, tomando g, > 0
pequeno, pela continuidade das fungdes envolvidas, pode-se garantir que,
para 0 < g < gy, Z; ndo possui singularidades em oM.

Resta mostrar que o valor de &, pode ser tomado unico e
estritamente positivo.

De fato, seja p € D. Entdo p é um ponto D-regular, uma
singularidade hiperbdlica de F; ou uma D-dobra. Para cada uma das trés
possibilidades, existe uma proposigio que garante um valor €0 > 0 e uma
vizinhanga em torno de p na qual todos os pontos de Zg, para 0 < g < g,
sdo regulares ou a vizinhanga possui uma singularidade hiperbdlica isolada.
A unido destas vizinhangas cobre D, e pela compacidade de D (D é fechado
e esta contido em M, que é compacto, logo, pelo Teorema de Heine-Borel,
D € compacto), existe uma subcobertura formada por um numero finito
desta vizinhangas. Nesta subcobertura finita pode-se escolher g, como o
menor valor de gy, associado a estas vizinhangas. Este valor g, ¢

estritamente positivo porque é o infimo de um conjunto finito de valores
positivos.

Por fim deve-se verificar se este valor de gy > 0 ¢é pequeno o
suficiente para evitar que hajam pontos criticos na fronteira, e se nio for
ele ainda pode ser diminuido de modo a abranger também este caso.

Com isto a Proposi¢do estd demonstrada.

3.4 Proposigio
Seja Z € G "(2)NG '(4), r 2 1. Entdo, dada uma fung¢éo de transig¢do
@, existe & > 0 tal que se 0 < ¢ < gy, Z. € X' "(2).

demonstragdo

Deve-se mostrar que se Z € G'(2)nG'(4), entdo existe g > 0 tal que
se 0 <g <g, Z; € 2(2).

Recorda-se que
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G'(2) = {Z ¢ QM) X|ne Y|s € Z', todas as poli-trajetorias
fechadas de Z sdo elementares e ndo possuem pontos de M},

G4 ={Z=XY) e QMN| XlIve Yls € I Z nio possui
conexdo de separatrizes, se p € DM, XB(p)YB(p) <0 e XB(P)Yf(p) -
Xf(p)YB(p)>0, entdo as Orbitas e poli-trajetorias por p nio possuem
separatrizes na sua composi¢do e tampouco possuem um ponto p; # p, p; €
DAoM tal que XB(p1)YB(p1) <0 e XB(p1)Yf(p1) - Xf(p1)YB(p1) > 0}.

e

2(2) = {X e ¥M)| todas as orbitas periddicas de X sdo
hiperbolicas e estdo contidas no interior de M}.

Como X|ye Y |s € ¥', todas as Orbitas periddicas de X e de Y sdo
hiperbdlicas, logo resta verificar o que ocorre com as 6rbitas periddicas
que surgem com a regularizag¢io.

Seja y uma poli-trajetoria fechada elementar de Z. Existem trés
possibilidades, y pode ser do tipo I, do tipo II ou do tipo III. As
Proposigdes 1.7, 1.8 ¢ 1.9 garantem que existe g9 > 0 pequeno tal que o
campo regularizado Z. possui uma 6rbita periddica hiperbolica préoxima a
Y, para 0 < g < g,.

E claro que o valor de g, pode ser tomado positivo e unico pois do
fato das poli-trajetérias serem elementares segue que sdo isoladas e
portanto em numero finito.

Como os campos X e Y sdo estruturalmente estaveis, todas as suas
singularidades sdo hiperbélicas, nio existindo a possibilidade de ocorrer
uma bifurcagdo de Hopf que gere uma 6rbita periddica. As singularidades
de Fz sdo do tipos no6 ou sela e, mesmo que ndo sejam hiperbolicas, ndo
podem gerar uma bifurcagdo de Hopf. Logo, estd excluida a possibilidade
do surgimento de Orbitas periddicas, durante o processo de regularizagdo,
que tenham nascido de pontos singulares.

Do fato de Z € G'(4), em particular, tem-se que Z ndo possui lagos
ou graficos. Logo, também estd excluida a possibilidade do surgimento de
orbitas periddicas a partir deste tipo de situagdo.

Portanto, a regularizagdo de poli-trajetérias fechadas é a Gnica
maneira de criar orbitas periddicas, ou seja, de criar 6rbitas periodicas que
ndo fossem orbitas periddicas do campo X ou do campo Y, e com isto
conclui-se a proposigio.
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3.5 Proposicao

Seja Ze G "(3). Entdo, dada uma funcdo de transi¢do ¢, existe
g0 > 0 tal que se 0 < e < gy, Z, € X "(3).

demonstragdo
Seja Z € G'(3).
Recorda-se que

GO ={(Z=X. Ve QM| XlveYls eI se p e DAOM, entio

XB(p)YB(p) # 0; caso XP(p)YB(p)<O, tem-se XP(p)Y f(p)-Xf(p)YB(p) =0};
€

2'3)={X e X'(M)| para todo ponto p € OM, a érbita de X por p, ¢(t,p),
¢ transversal a OM (isto &, (8/0t)(Bo9)(0,p) # 0) ou tem contato parabolico
com oM (isto €, (0/0t)(Bo9)(0,p) = 0 e (8*/8t*)(Bo)(0,p) # 0)}.

Basta que a proposi¢do seja provada para o caso em que DNOM = .
De fato, no caso em que DNOM = ¢, para & pequeno, a faixa de
regularizagdo ndo intercepta OM, e portanto as tangéncias do campo Z,

com OM sdo as tangéncias de X e de Y, que por hipotese sdo quadraticas.

Quando DNOM # ¢, torna-se necessario verificar quais tangéncias
podem surgir em decorréncia da regularizagio.

Por hipétese, D s6 tem uma componente conexa, logo DnoM =
{p1, p2}. Da definigdo de G'(3) e das Proposi¢des 2.1 e 2.2, tem-se que
existem g; > 0, i = 1, 2, tais que se 0 < & < ¢;, na intersec¢do da faixa de
regularizagdo de Z, com OM em torno de p;, o campo Z., possui uma
tangéncia quadratica ou é transversal.

Toma-se €9 = min{e;, €2} € a Proposi¢io estd demonstrada.

3.6 Proposicio
Seja Z € G "(4)nG "(2)NG "(3). Entdo, dada uma fungdo de
transi¢do @, existe &9 > 0 tal que se 0 < ¢ < g, Z, € X "(4).

demonstragdo

Seja Z € G'(4)nG'(2)NG'(3).
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Recorda-se que

G'4)={Z=(X,Y) e Q’(M,f)| X|yeYls e 2", Z ndo possui conexio de
separatrizes; se p € DoM, XB(p)YB(p) <0 e XB(p)Y f(p) - Xf(p)YB(p)>0,
entdo as Orbitas e poli-trajetérias por p nio possuem separatrizes na sua
composi¢do e tampouco possuem um ponto p; # p, p; € DNOM tal que
XP(P1)YB(p1) <0 e XB(p1)YS(p1) - Xf(p1)YB(p1) > 0};

G'(2) ={Z=(X,Y) e @M, f)| X|xe Y|s e I todas as poli-trajetérias
fechadas de Z sdo elementares e ndo possuem pontos de oM},

G'3)={Z=(X,Y) e Q’(M,f)| XlyeYls e 2", se p € DNOM, entido
XB(P)YB(p) # 0; caso XP(p)YB(p)<0, tem-se XB(p)Y f(p)-Xf(p)YB(p) #0};
e

z2'(4) = {X € X’(M)I o campo vetorial X nfo possui conexdes de
separatrizes de selas, de separatrizes de selas com separatrizes de
tangéncia ou de separatrizes de tangéncias}.

Primeiro seré4 analisado o caso em que DNOM = 0.

Neste caso, pode-se tomar g > 0 pequeno de modo que a faixa de
regularizagido de Z. nfo intercepte oM se 0 < g < g,.

Afirma-se que, diminuindo-se g9 > 0 se necessario, para 0 < g < g,
ndo ha conexio de separatrizes para Z,.

De fato, como X|N e Yls € X', e Z ndo possui conexdo de

separatrizes, as possibilidades de surgirem conexdes de separatrizes para Z,
seriam:

(1) através de pontos da curva de descontinuidade, como exemplificados
nas figuras 56 a 58;

(i)  através do surgimento de uma tangéncia de ordem maior ou igual a
trés do campo regularizado com OM, que poderia se desdobrar
criando uma conexdo de tangéncias;

(iii) através de wuma Orbita periddica semi-estavel que poderia
desaparecer, criando a conexfo de uma sela interna 4 6rbita com uma
separatriz externa a Orbita.
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Fig. 60 Fig. 61

o =z

Fig. 62

A possibilidade (ii) ¢ evitada com a exigéncia que Z € G'(3). De
fato, neste caso no maximo surgirio tangéncias quadraticas do campo
regularizado com OM.

A possibilidade (iii) ¢ evitada com a exigéncia que Z € G'(2). De
fato, neste caso todas as poli-trajetérias de Z sio elementares, e pela
Proposigdo 3.4 (aqui também tem-se a hipotese que Z e G'(4), exigida
nesta Proposi¢do), para & pequeno, os campos vetoriais regularizados
possuem todas as suas orbitas periddicas hiperbélicas.

Resta analisar-se o caso (i):

Seja & = min{dist(y;, ;) | yi separatriz de Z e i # j}. E claro que & >0,
pois o numero de separatrizes é finito.

Basta entdo que g9 > 0 seja diminuido, se necessario, de modo que a
distincia minima entre as separatrizes nfo passe a ser menor que &/2.
Assim elas ndo poderdo estar se unindo dentro da faixa de regularizagio.

No caso em que DNOM # ¢, basta analisar-se o que acontece quando
surge um ponto de tangéncia quadratica de Z, com OM na vizinhanga de um
ponto p € DNOM. De fato, as outras possiveis conexdes de tangéncia ja
sdo evitadas como no caso DNoM = ¢.

Nao ocorre uma conex@o da tangéncia que surgiu em p com as outras
separatrizes de Z, porque as 6rbitas de X e de Y que passam por p ndo sdo
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separatrizes, e a Ultima hipotese na definigdo de G'(4) evita a conexdo de

duas tangéncias internas no campo regularizado, que surgiram
simultaneamente.

Observa-se que quando surge uma tangéncia interna a partir de um

ponto p € DNdM com Xf(p)Yf(p) < 0, ou seja, p pertencente a um arco
de Fz, este mesmo arco ndo poder4 ser separatriz de uma sela de Fy por
incompatibilidade no sentido das orbitas. Por esse mesmo motivo este arco
ndo podera pertencer a uma outra tangéncia interna que esteja surgindo
num ponto p; # p, p1 € DNoM.

Logo, existe g9 > 0 de modo que o campo regularizado Z; ndo possui
conexdo de separatrizes se 0 < g < gg.

Sera provado que o conjunto G'(M) é genérico. Para isto sera
aplicado o Teorema de Sard, enunciado a seguir.

3.7 Teorema de Sard

Sejam M < 9 ° ¢ T:-M—% 2 uma aplicagdo de classe C '. Entédo o
conjunto dos valores criticos de T, isto é, crit(T) = {v € R 2/ JIp e M tal
que T(p) = v e det(DT(p)) = 0} tem medida nula em 9 °.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [L2], entre
outras referéncias.

3.8 Teorema
Se Z € G ', entdo, dada uma funcédo de transi¢do @, existe gy > 0 tal
que se 0 < ¢< g, Z, e .

demonstrag¢do

Imediata das Proposi¢des 3.3, 3.4, 3.5 ¢ 3.6.

3.9 Teorema
O conjunto G "(M) é aberto em 2 '(M, /).

demonstragdo
Seja Z € G'(M).
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Sera provado que existe 8 > 0 tal que se Z* = (X*, Y*) € Q' (M,f) e
|z - z*]|, = max{lX - X*I,, Y - Y*|r} < 4, entdo Z* € G'(M). Para isto
sera provado que Z* pertence a cada um dos conjuntos G*(i), i = 1,..., 4.

e Afirma-se que existe 8; > 0 tal que se |Z - Z* | < 81, entdo Z* € G'(1).

De fato, como Z = (X, Y) € G'(M), tem-se X|y e Y|s ¢ ', e da
abertura do conjunto X' (pelo Teorema de Peixoto, Cap. 1, Teorema 1.4),
existe §; > 0 tal que se |Z - Z* | < §;, entdo X*|N e Y*ﬁ)s e Y.

Diminuindo-se &; > 0, se necessario, tem-se todas as D-
singularidades de Z* elementares e disjuntas de OM. Prova-se esta
observagdo mostrando-se que se p é uma D-singularidade elementar de Z e
Z* ¢ um campo descontinuo préximo a Z, entdo existe um ponto p*,
proximo a p, que ¢ uma D-singularidade elementar de Z* do mesmo tipo
que p.

De fato, se p é uma D-singularidade elementar, entdo p € uma D-
dobra ou uma singularidade hiperbélica de Fz.

Seja p uma D-dobra de Z. Pode-se supor, sem perda de generalidade,
que p € um ponto de contato quadratico de X, isto &, Xf(p) = 0,
X?f(p) # 0 e Yf(p) # 0. Como Xf(p) = 0 e X*f(p) # 0, a curva {Xf =0}
cruza o eixo x transversalmente no ponto p, e pela continuidade das
fun¢des envolvidas, diminuindo-se §; > 0 se necessario, o mesmo vale para
Z* tal que |z - z%|< &;. Ou seja, existe p* € D tal que X*f(p*) =0 e
X*?f(p*) # 0. Se &; > 0 & pequeno o suficiente pode-se garantir também
que Y*f(p*) # 0. Portanto, conclue-se que p* é uma D-dobra de Z*.

Seja p uma singularidade hiperbolica de F;. Tem-se Xf(p)Yf(p) <0,
det[X,Y](p) = 0 e d(det[X,Y]]D)(p) # 0. Analogamente ao caso da D-
dobra, a curva {det[X,Y] = 0} cruza transversalmente o eixo x no ponto p,
¢ o mesmo vale para Z* §;-préximo de Z. Portanto existe p* € D tal que
X*f(P*)Y*f(p*) < 0, det[X*,Y*](p*) = 0 e d(det[X*,Y*]|p)(p*) # 0.
Portanto p* é um ponto critico hiperbélico para Fz«. Como &; > 0 pode ser
tomado de maneira que nenhuma das fun¢des envolvidas tenha trocado de
sinal, p* € uma singularidade do mesmo tipo que p.

E imediato que 8; > 0 pode ser tomado de maneira que nenhuma das
singularidades de Z* pertenga a M porque as singularidades de Z nio
pertencem a OM e as fungdes envolvidas sdo continuas.

Pela compacidade de D e do fato das D-singularidades serem
isoladas, Z s6 possui um nimero finito de D-singularidades, logo o valor
81 pode ser tomado Gnico e estritamente positivo.
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Pelo Corolario 1.2 e pela compacidade de D, segue que Z* nio
possui nenhuma outra singularidade além das descritas acima, isto §,
daquelas que tém correspondéncia em singularidades de Z.

Logo, Z* € G'(1).
e Afirma-se que existe 8, > 0 tal que se |z - z%|< 82, entdo Z* € G*(2).

Sabe-se que, como Z = (X, Y) € G'(2), entdo X|ye Y|s e X', e
todas as poli-trajetorias fechadas de Z s3o elementares e nio possuem
pontos de oM.

Seja y uma poli-trajetéria fechada elementar de Z. Pela definigdo,
tem-se

(1) y € do tipo I e '(p) # 1, para algum p € y; ou

(i) vy € do tipo II; ou

(iii) y € do tipo III e todos os arcos de trajetéoria de F; sdo de
deslizamentos ou todos sdo arcos de escape.

Suponha-se que y é uma poli-trajetéria fechada elementar tipo I de
Z. Associada a y existe uma aplicagdo de Poincaré m, diferenciavel e tal
que n'(p) # 1, para algum ponto p € y. Ou seja, p € um ponto fixo
hiperbolico do difeomorfismo 1. Logo, existe k > 0 tal que se U € um
difeomorfismo com |n-u| < k, entdo p possui um ponto fixo hiperbélico
Pu, proximo a p. Basta entdo tomar-se §, > 0 pequeno o suficiente para
que se o campo descontinuo Z* satisfizer |Z — Z*cﬁ < 8,, decorrera que a
aplicagdo de Poincaré n* associada a Z* satisfaz |n-n*| < k. Portanto n*
possui um ponto fixo hiperbélico p* que corresponde a uma poli-trajetéria
fechada y* elementar de Z*. Devido a continuidade das fungdes
envolvidas, se 8, for tomado pequeno o suficiente, v* s6 cruzari a curva D
em pontos de costura, caracterizando que y* ¢ do tipo I.

Suponha-se que y é uma poli-trajetoria fechada elementar tipo II de
Z. Logo, y = D e para qualquer p € D, Xf(p)Yf(p) <0 e det[X,Y](p) # 0.
Como D ¢ compacto e as fun¢gdes envolvidas sio continuas, existe §, > 0
tal que se o campo descontinuo Z* ¢ tal que |z - Z*| < 8., entdo

X*f(P)Y*f(p) < 0 e det[X*,Y*](p) # 0. Logo, pela definigio, y* = D ¢
uma poli-trajetoria fechada elementar tipo II de Z*.

Suponha-se que y € uma poli-trajetéria fechada elementar tipo III de
Z. Pela continuidade das fung¢des envolvidas, é claro que existe 8, > 0 tal
que se Z* dista menos que 8, de Z, entdo Z* possui um ponto dobra
préoximo ao ponto dobra da érbita y e seguindo a 6rbita que passa por este
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ponto dobra, como ela estd proxima da érbita y, a mesma acaba entrando
num arco de Fz, formando uma poli-trajetéria fechada vE,

Como o nimero de poli-trajetérias fechadas de Z é finito (pois sdo
todas elementares), pode-se tomar &, estritamente positivo e pequeno o
suficiente para que Z* possua apenas as poli-trajetorias fechadas
associadas as orbitas de Z e sejam todas elementares.

Portanto Z* pertence a G'(2).
* Afirma-se que existe 83 > 0 tal que se |z - z%| < 83, entdo Z* € G'(3).

De fato, como Z = (X, Y) € G'(3), entdo X|ye Y|s e X,esepe
DNoM, entdo XB(p)YB(p) # 0, e caso esta Gltima expressdo seja negativa,
tem-se XB(p)Yf(p) - Xf(p)YB(p) # 0. E imediato pela continuidade das
fungBes envolvidas que existe §; > 0 tal que se TZ - Z¥|< 33, entdo

X*B(p)Y*B(p) # 0, e caso esta ultima expressdo seja negativa,
X*B(P)YS*(p) — X*f(p)Y*B(p) # 0.

Portanto Z* pertence a G'(3).
o Afirma-se que existe 8, > 0 tal que se |Z - Z*| < 84, entdo Z* € G'(4).

De fato, como Z = (X, Y) € G'(4), entdo X|y e Y|s e >, e
portanto existe m > 0 tal que se |z - z* | < n, tem-se X* |y e Y*|s e
Logo X* e Y* ndo possuem conexdes de separatrizes em N e S,
respectivamente, restando apenas analisar-se o possivel aparecimento de
conexdes de separatrizes que possuem pelo menos um ponto da curva de
descontinuidade D.

Algumas das possiveis configuragdes do campo Z estdo
exemplificadas nas figuras abaixo:

N
N N
VR Y
S
Fig. 63 Fig. 64
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Fig. 65

Sabe-se que o numero de separatrizes de Z ¢ finito, ¢ Z nio possui
conexdo de separatrizes.

Sejam yi, Y2, ..., Yn as separatrizes de X, Ya+1, ..., Ym as separatrizes
de Y € Ym+1, ..., Yk as separatrizes de Fz. E possivel medir a distidncia entre
cada uma destas separatrizes. Seja A = min{dis(y, yj)| i#j}. E claro que

A > 0, pois Z n3o possui conexdio de separatrizes ¢ o numero de
separatrizes € finito.

Seja 84 = min{A, n}, entdo se |Z - Z*|< 84, tem-se que Z* nio
possui conexdo de separatrizes.

Portanto Z* pertence a G"(4).

Para completar-se a demonstragdo da Proposicdo, toma-se
6 = min{61, 82, 53, 54}

E claro que 8 > 0 e se Z* = (X*, Y*) € Q" ¢ tal que |Z - z*]|, =
max { |x - x* n 1Y - Y* |,} <3, entdo Z* € G'(M), pois Z* pertence aos
conjuntos G'(1), G'(2), G'(3) e G'(4).

Logo, o conjunto G'(M) ¢é aberto em Q'(M, f).

3.10 Definicio

Seja Z € Q'(M, f). Para cada par (0,v) € R*xR?, define-se o campo
vetorial descontinuo Zs, como o campo Z transladado de v = (v, v2) €
rodado por dngulos 6 = (04, 0,), isto é,

Ze,v = Re(Z + V) = (Rel(X s V), Rez(Y + V))
onde

Rel(X + V) = COSG] -sen91 Xl + Vi
senf; cos0; Xyt vy
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Ro2(Y +v) =[cosb, -senB, | [Y: + vy .
sen0, cos0, Y, + v,

Recorda-se aqui o teorema da densidade por translagdo e rotag¢do do
caso continuo [S2].

3.11 Teorema

Sejam M uma regido compacta de 9’ com fronteira de classe C? ¢ X
um campo vetorial de classe C' em % °. O conjunto Z;(X)={(0,v) e 9ix9/
Ro(X) & 2"} tem medida nula em % °.

3.12 Teorema
Seja Z € Q (M, f). O conjunto {(6,v) € R *xR Z/Ze,v g G} tem

medida nula em 9 °.
demonstragdéo
Seja Z € Q'(M, f).

Seja crit(Z) o conjunto dos valores criticos de Z, isto &,

crit(Z) = {v e ®? | 3 p € N com X(p) = v e det(DX(p)) = 0, ou
dp e ScomY(p)=vedet(DY(p)) = 0}.

Pelo Teorema de Sard (Teorema 3.7), o conjunto crit(Z) tem medida
de Lebesgue nula em R?2.

E claro que os conjuntos X(0ON) e Y(0S) também tém medida nula,
pois sdo imagens contidas em R> de conjuntos uni-dimensionais por
fungdes continuas. Observa-se que ONUOS = SMUD.

Portanto o conjunto C(Z) = crit(Z)UX(N)UY(8S) tem medida nula.

Sev e R* ¢ tal que —v ¢ C(Z), entdo X + ve Y + v tém todos os
seus pontos singulares simples e no interior de N e S, respectivamente.

Sera provado que se —v ¢ C(Z), entdo o conjunto Y.(Z,v) = {OeiRz|
Re(Z+v) ¢ G'} tem medida nula em R*. Como ¥,(Z, v) = V¥, (Z,v), i =1,
., 4, onde ¥,'(Z, v) = {0 e ERlee(Z + v) ¢ G (i)}, a prova sera feita
mostrando-se que cada um dos conjuntos ¥,'(Z, v) tem medida nula em
R,
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e W\"(Z,v)= {0 € R*|Ro(Z + v) ¢ G (1)} tem medida nula em R2.
Sem perda de generalidade, pode-se supor que v = (0,0), isto é, Z +

v=2=(X,Y) = ((ab), (c,d)). Esta suposi¢do serd usada também na
demonstragdo dos outros itens.

Logo, Re(Z+v) = Re(Z) = (Xo1, Ye2) = ((a cos®; — b senb;, a send, +
b cosb1), (c cosBz — d senBy, ¢ senb, + d cosh,)) (1).

Pelo Teorema 3.11, {6 e R*|Re(X) ¢Z7(1)}u{0 e R | Ro(Y)
¢XZ'(1)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as D-
singularidades.

O campo de Filippov Fz¢ associado ao campo vetorial Z, possui uma
singularidade no ponto p € D se

Xe1f(p) .Yo2f(p) = (a senB; + b cosB;) " (c senf, + d cosf,) <0 (2)

e det[Xo1,Yo2](p) = (ac + bd) sen(6,-0,) + (ad — bc) cos(B,-6,) =0
(3).

E esta singularidade serd ndo-hiperbélica se

d(det[Xo1,Y02] | p)(p) = (8/6x)(det[Xo1,Yor])(p) = (asc + ac, + byd +
bdy) sen(02-61) + (axd + adx — byc — bex) cos(0,— 0,) = 0 (4).

Analisando-se a expressio (3), tem-se
(3) = (ac + bd) sen(0,-0,) = — (ad - bc) cos(0,-0) (5)

Pela primeira parte da demonstragio deste teorema, os campos
vetoriais X e Y néo possuem singularidades em D, logo X(p) = (a(p),b(p))
#(0,0) e Y(p) = (e(p),d(p)) # (0,0), portanto a(p)d(p) — b(p)c(p) # 0 e/ou
a(p)e(p) + b(p)d(p) # 0. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que
a(p)e(p) + b(p)d(p) # 0.

Logo, no ponto p, tem-se

(5) = sen(8,-0;) = — (ad — be)
cos(0,-0) (ac + bd)

= tg(62—91) = — (ad — be)
(ac + bd)
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= 0,-0, — kn = arctg [~ (ad — be)
(ac + bd)

Seja 02(p, k, 81) = 8o(p) + 01 + km,

onde 6o(p) = arc tg [— (a(p)d(p) — b(p)c(p))
(a(p)e(p) + b(p)d(p))

As singularidades de Fzo ocorrerdo para 6, = 0,(p, k, 0,) e k par ou
k impar. Isto é porque uma das paridades do k corresponde a pontos da
regido de costura. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que as
singularidades ocorram para k par. Os valores criticos da aplicagdo 0,

corresponderdo aos pontos criticos ndo hiperbdlicos. Estes valores serio
calculados a seguir.

00,(p, k, 01) = 90o(p) = 00¢(x,0) =

op op 0x
= 1 (-axd—ady+bsctbey)(ac+bd) — (-ad +be)(acc +acy +byd +bd,)
1 H -ad+bc : (ac + bd)?
ac+bd

I

(aby — a;b)(c® + d?) + (ced — cdy)(@a®> + b2 =0
(a® + b)) (c® + d?)

Pelo Teorema de Sard (Teorema 3.7), estes valores criticos formam
um conjunto de medida nula.

Tendo sido provado que o conjunto de campos descontinuos que
possui uma singularidade n#o-hiperbélica do campo de Filippov tem
medida nula, resta mostrar que o conjunto dos campos descontinuos tais
que X ou Y possui uma tangéncia com D de ordem maior que dois também
possui medida nula.

Lembra-se que o ponto p € D é uma D-dobra se Zo, se Yo f(p) # O,
Xo1f(p) = 0 e X’01f(p) # 0, ou Xo1f(p) # 0, Yoo/ (p) = 0 ¢ Y202/ (p) = 0.

Para que uma tangéncia dos campos vetoriais Xg; ou Yo, com D nio
seja regular, deve-se ter Xe1f(p) = Yoo f(p) = 0, ou Xelf(p) = X%1f(p) = 0,
ou Yo2f(p) = Y’e2f(p) = 0.

Na notac¢do usada, tem-se
Xo1f(p) = a senb; + b cosh,
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X?01f(p) = (ax sen®; + by cosd;, ay senf; + by cosB;) . (0,1) =
= ay senB; + by cosh,

Yo2f(p) = ¢ senB, + d cosH,

Y?02f(p) = (cx senb, + dy cosh,, cy senB, + dy cosB,) . (0,1) =
= ¢y senf; + dy cos0,

Da equagido Xe1f(p) = 0, tem-se

a senf; +bcosb; =0

arctg[b + kn,sea#0 (4)
= 0, = a

n + km, sea=0

2

Da equagio X’o1f(p) = 0, tem-se

arctg [—_tllt] +k'm, se ay # 0 (5)
ay

+ k'm, se ay, =0

91=
i
2

Da equagdo Ye2f(p) = 0, tem-se

arctg[] +km,sec#0 (6)
922

sec=20

wu:

Da equagdo Y’o,f(p) = 0, tem-se

arctg[ +k'm, se cy # 0 (7)
92 =
T+

secy =0
2



O que se deseja evitar € que ocorram simultaneamente as situagdes
(4) € (5), ou (4) e (6), ou (6) e (7).

Acontecerdo ao mesmo tempo as situagdes (4) e (5) num ponto
p € D se

0, = arctg E_b] + kn = arctg [ﬁl] + k'n
a ay

=-b=-b, + k''m.
a ay

Mas, para cada valor de p que esta situagido ocorre, os valores de 0,
que devem ser evitados estio espagados de m, ou seja, formam um
conjunto enumeravel.

Se a(p) = ay(p) = 0, o que deve ser evitado sdo os 0,’s da forma
01 = /2 + kn, que também formam um conjunto enumeravel.

Para as situagdes (6) e (7), o raciocinio ¢ analogo.

Resta verificar quando as situagdes (4) e (6) ocorrem
simultaneamente.

Se a(p) # 0 e c(p) # 0, os valores ® = (0,, 0,) que devem ser
evitados podem ser dados pela fungio

O(p,k,k’) = (arctg(-b(p)/a(p)) + km, arctg(-d(p)/c(p)) + k')

Para k e k' fixos, a fungdo ® é uma fungio de R em N2, portanto sua
imagem tem no maximo dimensdo 1, logo tem medida de Lebesgue nula em
R?. 0 par (k, k') € Z°, portanto os graficos de @(p,k,k’) séo translagdes
do grafico de ©(p,0,0) espagadas de m. Como reuniio enumeravel de
conjuntos de medida nula também possui medida nula, pode-se concluir

que os valores de ® = (0,,0,) tal que Zo possui alguma tangéncia com D
que ndo seja uma D-dobra formam um conjunto de medida nula.

. Logo, ¥,'(Z, v) = {0 ¢ ERZ|R9(Z +v) ¢ G'(1)} tem medida nula em
R°.

o ¥,X(Z,v)= {06 € R*|Re(Z + v) ¢ G*(2)} tem medida nula em RZ.
Pelo Teorema 3.11, {8 e®R*|Ro(X) 2X'(2)}u{d e RZ|Ro(Y) ¢
Z'(2)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as poli-

trajetorias fechadas.
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Dado 0* = (0,, 0,), suponhamos que y* seja uma poli-trajetoria
fechada ndo elementar do campo Re«(Z + v). Entdo y* é do tipo 1 e
n'(p) = 1 ou y* € do tipo III e possui apenas arcos de trajetorias dos
campos X + v e Y + v e um ponto D-dobra ou y* é do tipo III e possui
pontos do arco de deslizamento e do arco de escape.

Afirma-se que qualquer um dos casos acima s6 ocorre para valores
de 0* isolados em R’

De fato, se y* € do tipo I e n’(p) = 1, a anélise é aniloga a do caso
continuo.

Se y* € do tipo III e possui apenas arcos de trajetérias dos campos
X +veY+veum ponto D-dobra, para valores de 8 proximos a 0%, o
campo Re(Z + v) possui uma poli-trajetoria fechada y proxima a y* tal que
y € elementar do tipo III ou do tipo I, ou é uma érbita periddica de X ou

de Y. Isto €, y ndo tangencia mais a curva D ou y possui um arco de
trajetoria de Fz.

Se y* ¢é do tipo III e possui pontos do arco de deslizamento e do
arco de escape entdo y* possui uma conexio de D-dobras, através de arcos
de trajetoria de X + v e de Y + v. Esta situagdo pode ser evitada para
valores de O proximos a 0%, da mesma forma como podem ser evitadas as

conexdes de tangéncias, a serem vistas no final da demonstragio deste
teorema.

Se y* é uma poli-trajetoria fechada que tangencia oM, isto deve
estar acontecendo de maneira que as tangéncias estejam ocorrendo

transversalmente ao OM no espago R’xM. Caso contrario, as tangéncias
podem ser evitadas com a soma do vetor v.

Logo, ¥1*(Z, v) = {8 € R?*|Re(Z + v) ¢ G'(2)} tem medida nula em
N2

o ¥(Z,v)= {0 € R?|Re(Z +v) ¢ G*(3)} tem medida nula em >,

Pelo Teorema 3.11, {8 e R*|Ro(X) 2X'(3)}u{® e R2|Ro(Y)
¢2X'(3)} tem medida nula. Logo, resta apenas fazer a prova para as
tangéncias que surgirem em DNoOM.

Deve-se mostrar que para todo ponto p € DnoM e quase todo 0
fixo, tem-se Xe1B(p) . Yo2B(p) # 0, para garantir que nio ha singularidade

de Ro(Z + v) em OM e que p ndo é um ponto de tangéncia com a fronteira
de X ou de Y.
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Deve-se provar também que se Xo1B(p) . Ye2B(p) < 0, tem-se
que Xo1B(p) . Ye2f(p) — Xo1f(p) . Yo2B(p) # 0. Isto garantira que se surgir

uma tangéncia em p na regularizagio do campo Re(Z + v), esta tangéncia
sera quadratica.

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que B(x,y) = x.
Para que Xg,B(p) = 0, deve-se ter

Xo1B(p) =acos O, -bsenH; =0

= a=senB; =tg 0,

b cos0;
= 0, = arc tg (a/b) (8)
ou 01 = arc cotg (b/a).

Analogamente, para se ter Yo2B(p) = 0, deve-se ter
02 = arc tg (c/d). (9)

E claro que (8) ou (9) s6 acontecerdo para um conjunto de medida
nula de 8 = (04, 0,).

Caso Xe1B(p) . Ye2B(p) <0, tem-se

Xo1B(p). Yo2f(p) —Xo1f(p).Yo2B(p) =

= (a cosb; — b senB;)(c senB, + d cosB,) - (a senB; + b cos0,)
(c cosB; — d senB,) =

= ac cosO;senb, + ad cosB;cosH, — be senB;sen®, — bd senb;cosH, —
ac senf;cosf, + ad senB;senb, — bec cosf;cos0, + bd cosO;senh, =

Il

ac sen(02-01) + ad cos(0,-01) — be cos(0,-0;) + bd sen(02-0,) =
= (ac + bd) sen(0,-0,) + (ad — bc) cos(0,-0,). (10)

Como X(p) # 0 e Y(p) # 0, as expressdes (ac + bd) e (ad — bc) nio
se anulam simultaneamente em p, logo, para cada 0, fixo, a expressido (10)
s0 se anula para um conjunto discreto de valores de 8,. O mesmo vale se
tivermos 0, fixo e variarmos 0,. Portanto, é imediato que a expressdo (10)
s0 se anula para um conjunto de medida nula de 6 = (01, 02) em R
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) Logo, ¥:’(Z, v) = {0 e ‘.RZ|R9(Z +v) ¢ G'(3)} tem medida nula em
R

o W,YZ,v)= {0 e R|Ro(Z +v) ¢ G'(4)} tem medida nula em N2,

Pelo Teorema 3.11, {8 e M*|Ro(X) e (4)}u{d e N*|Ro(Y)
¢%'(4)} tem medida nula. Logo, resta apenas considerar-se as conexdes de
separatrizes que possuem algum ponto de D.

Seja y uma conexdo de separatrizes de Z que possui algum ponto de
D. Pode-se considerar dois casos:

a) y possui pelo menos um ponto de costura; ou

N
Yo
D
Y1
S
Fig. 66

b) v ndo possui nenhum ponto de costura. Neste caso, Yy pode estar
conectando uma sela de Fz com uma singularidade ou tangéncia de X ou
Y através de um ponto dobra, conforme figura 67, ou Yy ¢ uma
separatriz de X ou Y que tende para uma sela de F; dentro de N ou de
S, respectivamente, conforme mostra a figura 68.

DN\, A AR D 2, 24
NI IZANEN e TTan

Fig. 67 Fig. 68

Seja y = youUy; uma conexdo de separatrizes de Z, onde yo é uma
separatriz da sela so de X, y; é uma separatriz da sela s, de Y e tal que

yND = {po}, onde po é um ponto de costura, conforme ilustrado na figura
66.
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Mantendo-se 6, = 0 fixo, o unico valor de 0, para o qual a conexio
continua existindo é 0, = 0. Na realidade, para qualquer 0, fixo, existe no

méaximo um valor de 0; para o qual as selas sy e s; continuam conectadas
através de um ponto de costura.

Se v ndo contém nenhum ponto de costura, conforme ilustrado nas
figuras 67 e 68, a conex@o de separatrizes ¢ ainda mais fragil, e pode ser
quebrada usando-se uma rotagdo 0; # 0 do campo X.

Do fato de existirem apenas um numero finito de selas e tangéncias,
segue que sO existem um numero finito de separatrizes, e que apenas para

um conjunto de medida nula de 6 = (0;, 0,) haverd uma conexdo de
separatrizes.

Logo, ¥1(Z,v) = {6 € R*|Re(Z + v) ¢ G *(4)} tem medida nula em
N2,

Logo o conjunto ¥,(Z,v) = u‘Pli(Z,v), i=1, .., 4 tem medida nula,
pois € unido de quatro conjuntos de medida nula.

Do Teorema de Fubini segue que o conjunto {(0,v) € R*xR?|
Zoy ¢ G} = ¥Y(Z,v)xR*> U R>xC(Z) tem medida nula, e com isto a
demonstragdo estd concluida.

|
3.13 Corolario
O conjunto G'(M) é aberto e denso em Q' (M, /).
demonstragdo
Imediata.
|

Neste Capitulo foram estabelecidas condigdes para que a
regularizagdo de um campo vetorial descontinuo fornega campos vetoriais
de Andronov-Pontrjaguin-Peixoto (A-P-P). Foi provado que o conjunto dos
Campos Vetoriais Descontinuos que satisfazem estas condigdes € um
conjunto genérico, dentro do conjunto de Campos Vetoriais Descontinuos.
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Capitulo 3

Introducio ao Estudo das Bifurcacdes de
Campos Vetoriais Descontinuos

Neste capitulo é iniciado o estudo das Bifurca¢des dos Campos
Vetoriais Descontinuos. Recorda-se que, no caso continuo, uma bifurcagio ¢é
um fendmeno que ocorre numa familia de campos vetoriais quando se
verifica uma mudanga brusca no retrato de fase dos elementos da familia na
passagem do pardmetro que rege a familia por um certo valor, chamado
ponto de bifurcagdo. Em outras palavras, se A é o pardmetro que rege a
familia de campos vetoriais X,, diz-se que Ao € um ponto de bifurcagio se
Xu1 e Xy, ndo sio topologicamente equivalentes, onde A, e A, estdo
proximos a Ag € A < Ap < A,.

No caso dos campos vetoriais descontinuos, ser4 utilizada uma familia
de campos descontinuos Z; = (X,, Y,) tal que para um certo valor Ay o
campo Zjo ndo pertence ao conjunto G'(M). O objetivo & verificar quando
isto provoca uma bifurcagio na familia de campos vetoriais regularizados

Zca. Serdo analisadas algumas das possibilidades de Z,, nio pertencer a
G'(M).

1. Ponto Singular sobre a Curva D

Neste paragrafo serd estudada a influéncia que um ponto singular
hiperbdlico do campo X ou do campo Y sobre a curva D tem sobre a familia
de campos vetoriais regularizados. Isto ¢ feito utilizando-se uma familia de
campos vetoriais descontinuos Z; = (X,, Y,) onde, para cada A, numa
vizinhanga da curva D, Y, cruza a curva de descontinuidade D
transversalmente, e X, possui uma dnica singularidade hiperbélica.
Considera-se que a curva de singularidades de X, no espago R,xM cruza
transversalmente a curva D para A = 0, no interior de M. Sio analisadas as
consequéncias destas singularidades sobre a familia de campos vetoriais
regularizados Z;,, dependendo do tipo de singularidade de X, e do sentido
em que o campo Y, cruza a curva de descontinuidade D. Observa-se que em
dois dos casos analisados ndo ocorre um fenémeno de bifurcagio.
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1.1 Formas Normais

Sera considerado que f(x,y) =y, ou seja, que D = {y = 0 | (x,y) € M}
e que o ponto p = (0,0) € Int(M).

Seja X, uma familia de campos vetoriais continuos tal que para cada

valor de A, Xi possui uma singularidade hiperboélica no ponto (xo(A), yo(L)).
A familia pode ser escrita da seguinte forma:

Xa(%,y) = (M) (x-x0(1)) + b(A)(y-yo(A)) + R(x,y,A),
c(M)(x-x0(1)) + d(A)(y-yo(A)) + S(x,y,4)),

onde R(x,y,A) e S(x,y,\) sdo restos de ordem maior ou igual a dois.

Como o ponto (x¢()A), yo(A)) é uma singularidade hiperbolica, segue
que A(A) = det(DX3)(x0(A), yo(A)) = a(A)d(A) — b(A)c(A) = 0.

Como se deseja que o cruzamento da curva de singularidades com a
curva D seja transversal, deve-se ter que nenhum vetor paralelo ao eixo x
seja auto-vetor da singularidade. Ou seja, (DXa(x0(A), yo(A)))(1,0) # n(1,0),
logo (a(A), c(A)) # u(1,0), e portanto, c(A) = 0.

A mudanga de coordenadas

x* = ax + By

y* =yy
onde o = ¢(A), B = -a(A) e y = 1, conserva o eixo x ¢ leva o campo X, em

X*u(x*,y%) = (a® + be — a’/c — ad)y* + (-bc + ad)yo + R*(x*,y* 1),
x* + (alc + d)y* - xco — dyo + S*(x*,y*,1)),

Definindo A* = (-bc + ad)y,, reescalonando o sistema de modo a se ter
¢ =1 e voltando as antigas coordenadas, tem-se

Xa(x,y) = (-Ay + A + R(x,y,A), x + oy + S(x,y,1)).

O ultimo passo seria provar que através de mudangas de varidveis os
restos R e S podem ser embutidos no sistema e basta se estudar a parte
linear, ou seja, a familia

Xa(x,y) = (-Ay + A, x + oy),
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porém estas contas sio demasiado longas e serio feitas num proximo

trabalho. Nesta tese, a titulo de exemplos, serd utilizada a familia acima,
com A # 0.

Como, por hipétese, o campo Y,, para cada A, deve ser transversal

curva D numa vizinhanga de p = (0,0), serd considerado que as coordenadas
sdo tais que a familia Y, ¢ constante e dada por Ya(x,y) = (k, 1), com k # 0.

Neste paragrafo sera utilizada a familia Z, = (X,, Y,).

1.2 Lema

(i)

(i1)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

A familia Z, = (X,,Y,) definida acima apresenta os seguintes casos:

k>0,4<0:

sela hiperbdlica de X, + né hiperbélico de F; quando A < 0,
nenhuma singularidade quando 1 > 0.

k> 0,44 > o > 0:
né hiperbdlico de F7 quando A < 0,
Joco hiperbdlico de X, quando A > 0.

k>0, o* 244> 0:
no hiperbdlico de Fz quando A < 0,
no hiperbdlico de X, quando A > 0.

k<0, 44> o > 0:
nenhuma singularidade quando A < 0,
foco hiperbdlico de X, + sela hiperbdlica de F; quando 2 > 0,

k<0, & >244> 0:
nenhuma singularidade quando A < 0,
no hiperbdlico de X; + sela hiperbdlica de F; quando A > 0.

k<0, 4<0:
sela hiperbdlica de X, quando A < 0,
sela hiperbélica de F; quando A > 0.

demonstrag¢do

Tem-se Xy(x, y) = (-Ay + A, x + oy).

O ponto fixo de X, é dado por
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(-Ay + A, x + oy) = (0,0) = (x, y) = (-oM/A, AA).

Logo, DX, =[o -A] edet DX, —u) =p’—op+A=0=
1 o

= A, =0’ -4A

Se A, > 0, entdo 6 > 4A e a singularidade de X € uma sela ou um né.
Se A, <0, entdo 6 < 4A e a singularidade de X, ¢ um foco.
Analisando-se cada caso, tem-se

Se 6> -4A = 0, entdo K = ©/2 é auto-valor duplo da singularidade de
Xi, que portanto ¢ um nd. Se u=6/2 # 0, 0 no é hiperbolico.

Se 6% — 4A > 0, entdo p= o + V(c?’-4A) e a singularidade é sela ou no.
2
Para que a singularidade seja um né hiperbélico, os numeros
c+V(6’-4A)ec - V(o? - 4A) devem ter o mesmo sinal, ou seja,

c+V(e®—4A)>0ec -V(6®—4A)>0 (1)

gu+ V(6 —4A)<0eo - V(c®-4A) <0 (2)

De (1), tem-se

6> V(62 - 4A) e 6 > V(6% —4A) = 02> 6% — 4A = 4A >0 = A > 0.

De (2), tem-se

0<-\/(02—4A)e0<\/(02—4A) =>06’>0’-4A = 4A>0= A > 0.

Ou seja, para que a singularidade (x,y) = (-oA/A, A/A) seja um néd
hiperbélico, deve-se ter 6> — 4A > 0 ¢ A > 0. Este nd seré atrator caso o <0

e repulsor caso ¢ > 0.

Para que a singularidade seja uma sela hiperbolica, ¢ + J(c? - 4A) e
c - \/(02 — 4A) devem ter sinais contrarios, ou seja,

0'+\/(02—4A)>0eo—\/(02—4A)<0 (3)

De (3), tem-se
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6 > -V(c” - 4A) e 6 < V(c? - 4A) = V(6 - 4A) < 6 < V(c? - 4A) =
= || <‘/(02—4A) = 0°<06’—4A = 4A<0>A<O0.

Logo, para que a singularidade (x,y) = (-oA/A, A/A) seja uma sela
hiperbolica, deve-se ter 6> — 4A > 0 e A < 0.

Neste caso, os auto-valores e auto-vetores associados a sela sdo
b = (o + V(6?-4A))/2, pa = (o - V(6®-4A))/2, vi = ((o - V(c2-4A))/2, -1) e
va = ((o + V(6®-4A))/2, -1).

Se A, <0,entdio 6> <4Aea singularidade de X, é um foco. Para que
seja um foco hiperbélico, a parte real dos auto-valores deve ser diferente de
zero, ou seja, 6 # 0. Logo, a singularidade (x,y) = (-oA/A, MA) de X, é um
foco hiperbdlico se 0 < 6> < 4A. Este foco é atrator caso 6 < 0 e repulsor
caso ¢ > 0.

Levando-se em conta que o campo descontinuo Z, é dado por X, se
f(x,y) =y > 0, a singularidade de X, serd uma singularidade de Z, se
y = A/A >0, ou seja, se A e A tiverem o mesmo sinal.

Agora procurando-se as singularidades de F5.

Tem-se Xpf =x+oye Yf=1>0.

EmD = {y =0}, Xaf . Yaf =x, logo, se x>0 o ponto (x, 0) pertence
ao arco de costura, e se x < 0 o ponto (x, 0) pertence ao arco de
deslizamento.

A singularidade de Filippov, se existir, pertence ao arco deslizante,
portanto deve ter x < 0. Além disto, devem valer det(Xx,Y2)(x,0) = 0 e
d(det(X,,Y) | # 0.

Como det(X;,Y2) = (FAy + 1) . 1 — (x + oy)k,

tem-se det(X,,Y)(x,0) = A — xk = 0 = x = A/k,

e d(det(X,Y)) | p = 8 (det(X,,Y)) = -k.
0x

Logo, Fz tem uma singularidade hiperbolica em (x,y) = (Mk, 0) se
k # 0 e Ak < 0. Esta singularidade sera um no quando k > 0 e uma sela
quando k < 0.
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Combinando-se as vérias possibilidades, obtém-se a lista do enunciado
do Lema.

As figuras abaixo representam os seis casos do Lema, para A > 0 e
A < 0. Em todos os casos foi considerado que ¢ > 0. A reta horizontal

representa a curva D, que coincide com o eixo x e a reta vertical representa
0 eixo y.

Sr

Caso (i): A <0
Fig. 69

Caso (ii): A <0
Fig. 71

Caso (iii): A <0
Fig. 73

NN
YA

Caso (iv): A <0
Fig. 75

Caso (i): A >0
Fig. 70

e
FTAT7

Caso (ii): A >0

X
il

Caso (iii): A > 0
Fig. 74

o)

Caso (iv): A >0
Fig. 76
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Caso (v): A <0 Caso (v): A >0
Fig. 77 Fig. 78
Caso (vi): A <0 Caso (vi): A >0
Fig. 79 Fig. 80

1.3 Observacgdes
Os seguintes calculos serdo Uteis para as proposi¢des posteriores:

Dada uma fungdo de transi¢io ¢, a regularizagdo da familia
Zy = (Xa,Y,) € dada por

Zsp(%,Y) = (1-0:(y)Ya(x,y) + 0:Xa(x,y) =

= (1-0:(y))(k, 1) + 0s(y)(-Ay + A, x + oY) =

= (k- 0c(Mk - a(MAY + 0:(NA, 1 - 9oly) + 05(¥)X + ¢4(y)oY) =
= (coe(M(k + Ay - 1) + k, 1 - 9o(y)(1 - x - 5Y))

Logo, uma singularidade do campo regularizado devera satisfazer:

Zep(x,7) = (-@e(y)(k + Ay - A) + k, 1 - @.(y)(1 - x — 5y)) = (0,0)
= 0:(y) = k/(k + Ay - %) (A)
€

0:(y) =1/(1 - x - oy) (B).

Nota-se que quando a expressdo (A) tiver solugdo, o valor de y
podera ser obtido implicitamente desta expressio e entio o valor de x
podera ser obtido da expressdo (B).
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Calculando-se a matriz DZ,, para possibilitar o estudo destas
singularidades:

D7 5 =[ 0 [e:()]'(k + Ay - &) - Ags(y)
9:(y) -[0:(y)]'(1 = x = oy) + 60.(y)

Logo, o polindmio caracteristico é dado por

IDZe - wIl = -n(-[0:(0)]' (1-x=0Y) + 60(y) -1) ~0u(y)(-[0a(y)]'(k+Ay-1) -
Ae(y)) =0

= 1 (03] (1-x-0Y) -6¢.(y)) +0a(Y)([0:(y)]' (k+Ay-A)+Aq.(y)) = 0

Resolvendo-se a equagdo de segundo grau, tem-se:
Aw = ([0:(N] (1-x-0Y) -69.(y))* = 40.(y)([0:(1)] (k+Ay-A)+Ag4(y))

= ([0:(N])*(1-x-0y)> -2[0:.(y)] (1-x-0Y)50.(y) + o%(@u(y))? -
40:(V)[0:(y)] (k+Ay-L) -4A(.(y))?

Usando-se (A) e (B), tem-se

W+ 1([0:(N170:(y) -060:(¥)) + 0(y)([0:(1)]' (K/9s(y)) +A0u(y)) = 0
€

A = ([0:(N1)'(1/0:(0) 2[00 (1/9e(3))50:(y) + 6*(9u(y))* -
40001 (k/0:(y)) - 4A(0:(y))* =

= ([0 79:(9))* -2[0:(1)]'0 + 6°(9e(¥))* - 4[p=(y)]'k - 4A(0e(y))® =

= ([[9:1/0:(3))* + [0:(9)]'(-20 - 4k) + (9:(y))*(c? - 4A)

Logo,

k=% (-([0:(0)]'(1-x-0Y) -00:(y)) + VA,) =

=% (-[0:(N]'19:(y) + 604(y) £ VA,).

Nas proposi¢des seguintes serdo feitas a regularizagio em cada um
dos casos do Lema 1.2. Nota-se que ndo ha uma majora¢io do parametro €.

Também € interessante que seja notado que nos casos (iii), para c <0, e (vi)
ndo se observa um fenémeno de bifurcagdo da familia Z, ;.
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1.4 Proposic¢io

Seja Z; uma familia de campos vetoriais descontinuos com k > 0, A < 0
(caso i) e Ak + o # 0. Dada uma fungdo de transi¢éo @, a familia de
campos vetoriais regularizados Z., possui valores dos pardmetros
(¢, Ao(¢)), onde & > 0, para os quais Z.,y possui uma singularidade tipo
sela-né. Para 1 > Ay os campos vetoriais regularizados Ze ndo possuem

singularidades e para A < Ay, os campos vetoriais regularizados Z, ,
possuem duas singularidades, uma sela e um né, ambos hiperbdlicos.

demonstragdo

O primeiro passo ¢ estudar as expressdes (A) e (B) e encontrar o(s)
par(es) (x,y) que as satisfazem, e em que condi¢des isto acontece.

Tem-se

0s(y) = k/(k + Ay - A) (A)
e

0:(y) =1/(1 - x - oY) (B).

Seja ga(y) = k/(k + Ay — A). Se existir y tal que ¢.(y) = gxr(y), entdo
este valor y serd a ordenada de uma singularidade do campo Zg .

Os graficos de go(y) = k/(k + Ay) e de ¢.(y) sdo dados na figura
abaixo:

A

gO(yl) / .
J/( Pely

-k/A y

go(y)

Fig. 81

Quando A cresce, a assintota do grafico de g,(y) se desloca para a
esquerda, logo o grafico de ga(y) ndo cruzard o grafico de ¢,(y). Quando A
decresce, a assintota do grafico de gu(y) se desloca para a direita, logo,
mantendo-se ¢ fixo, existe um unico valor Ag = A¢(e) < 0 para o qual os
graficos de g.(y) e ¢.(y) se tangenciam num Gnico ponto (yo, gr(yo)) =
(Yo, 9<(yo)), como ilustra a figura a seguir.
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gro(y) /
1 ; P:(y)

' >
Yo (Ao-k)/A "y

gro(y)

Fig. 82

Para A < Ao os graficos de ga(y) e ¢.(y) se cruzario duas vezes, nos

pontos (y1, 8(y1)) = (y1, @e(y1)) € (y2, 8.(y2)) = (2, 0s(y2)), como ilustra a
figura abaixo:

*
ga(y) /
1 Pe(y)

' &
Y1 ¥z (A-k)/A y

gr(y)

Fig. 83
Seja (xo,y0) a solugdo das equagdes (A) e (B), onde (yo, gro(yo)) =
(Yo, 9<(y0)) é o ponto de tangéncia entre os graficos de gio € @5, ou seja,
(X0,y0) € a unica singularidade de Z .

Afirma-se que (Xo,y0) é uma sela-né de Z: .

De fato, como os graficos de gi(y) e ¢.(y) se tangenciam para y = yo,
entdo (g1o(yo))" = (¢:(yo))’, isto &,

(0s(y0))" = -Ak/(k + Ayo - 1) = -A(9:(y0))*/k. (©)

Logo os auto-valores desta singularidade sdo

b= %(-[0:(y0)]"/0:(¥0) + 6@c(yo) £ VA,)
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Onde Ay = ([9:(y0)1"/9s(y0))* + [9c(y0)]'(-20 -4k) + (9c(y0))*(c” -4A).
Usando-se (C) tem-se

Ap = (-A(0:(70)) /kpe(¥0))? - A(9e(y0))*(-26 -4k)/k + (@+(y0))(c? -4A)
= A%(0:(y0)) /K> + (9:(¥0))2(2A0/k + 4A + 67 - 4A) =

= A%(0:(y0))*/k* + (¢:(y0))*(2A0/k + 6°) =

= (9:(30))*(A*/K* + 2A0/k + 62) = (¢u(y0))2(A/k + 6)? > 0

B =% (A(9e(¥0))*/k@s(y0) + 69c(yo) + VA,)

Il

V2 (A0s(y0)/k + 60s(y0) = V((9:(y0))*(A/k + 6)?)) =
= % (9:(yo)(A’k + 0) £ @o(yo)V(A/k + 6)?) =

= 1% 0u(yo)((A/k + 0) £ | Ak + o |)

= os auto-valores sdo o = 0 e p; = @4(y0)(A/k + o).
Portanto, (X0, yo) € uma sela-n6 de Z.,.

Afirma-se que se A < Ao, Z,, tem dois pontos singulares, um sendo
sela e o outro um no.

De fato, se A < Ag, como pode ser observado na figura 83, os graficos
de ga(y) e ¢q(y) se cruzam duas vezes, nos pontos (y1, ga(y1)) = (y1, ¢:«(y1))
e (y2, 8.(y2)) = (y2, ¢e(y2)). Através da equagio (B) encontra-se os valores
X1 € Xz correspondentes a y; e ys, isto €, tais que os pares (xj, y1) e (X2, y2)
sdo as unicas solugdes de (A) e (B), e portanto sdo singularidades de Z,,.
Resta agora investigar a natureza destas singularidades.

Observa-se que
(0e(y1))" > (82(y1)’
e

(0:(y2))" < (ga(y2))’

-Ak/(k + Ayi - 0)* = -A(@q(y1))*/k (D)

-Ak/(k + Aya - 1) = -A(94(y2))"/k. (E)

Observa-se que para uma singularidade com auto-valores dados por
p="%(-b, £ \/Au) ser uma sela hiperboélica deve-se ter

by + VA, > 0 = VA, > b, = VA, > |b,| = A, > b2
-by - VA, <0 = VA, > -b,
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E para esta singularidade ser um n6 hiperbélico deve-se ter
(-bu + VA)(-by - VA > 0= b2 - A, > 0= 0 < A, < b2,
Impondo-se A, < b,” tem-se

Aw = ([0 /9:(y)* + [0:(y)]'(-20 -4k) + (9u(y))*(c® -4A) <
< (-[0:(1)]70:(y) + 69s(y))* = b,>

= ([0e(N]'79:(y))* + [9a(y)]'(-20 -4k) + (9s(y))*(c? -4A) <
< ([0 0:(¥))° - 26[0u(y)]" + 6 (9a(s(y))?

= [0:()1'(-4k) + (9o(y))*(-4A) < 0

= [0:(1)1'k + (9:(y))’A > 0

= [0:()]" > -Aeu(y))*/k

Por (D), a desigualdade acima ocorre em y = y1 e, verificando-se que
0O em y;, pode-se concluir que a singularidade (X1,y1) é um no

hiperbélico de Z, ;.

Afirma-se que A, > 0 em y,.

De fato, em yi,

B = ([0e(yDT19e(y))> + [0:(y1)]' (-20 -4K) + (9u(yn))*(c? -44) >

> (-A@(YD))*/K)*19e(y1))? -A(9e(y1))*/k)(-26 -4Kk) + (9o(y1))2(c2-4A) =
= A% (@o(y1)7K* + A(@o(y1)) /) (20 + 4k) + (94(y1))*(c? -4A) =

= (0e(y1))* (A’ /K> + 2Ac/k + 4A + G° -4A)) =

= (0:s(y1))*(A/k + 6)* > 0.

Analogamente, impondo-se A, > b,? tem-se

[@:(9)]" < -A(9e(y))*/k.

Que, por (E), ocorre para y = y,, ou seja, a singularidade (x2,y2) €

uma sela hiperbélica de Z. .
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Afirma-se que se A > Ao, Z;, nido possui pontos singulares.
De fato, a afirmagdo acima decorre de nfio haver um cruzamento entre

os graficos de ga(y) e ¢.(y) e consequentemente as equagdes (A) e (B) nido
possuirem solug¢des.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z) para os
casos A>0,A<0,0>0ec<0.

Sr ki

A<0eoc>0 A>0ec>0
Fig. 84 Fig. 85

< W\ |/
FAATS

A<0eoc<0 A>0ec<0
Fig. 86 Fig. 87

1.5 Proposicio

Seja Z; uma familia de campos vetoriais descontinuos com k > 0 e
4A > & > 0 (caso ii). Dada wma fungdo de transi¢do @, a familia de
campos vetoriais regularizados Z.; possui valores dos pardmetros
(¢, do(e)), onde ¢ > 0, para os quais Z. ;o possui um no com auto-valor
duplo. Para A > Aq os campos vetoriais regularizados Z.,, possuem um foco
hiperbdlico, atrator se o < 0 e repulsor se o> 0, e para 1 < A, os campos
vetoriais regularizados Z. , possuem um né atrator hiperbdlico.

demonstragdo

Analogamente ao que foi feito na Proposi¢do 1.4, deve-se estudar as

expressdes (A) e (B) e encontrar o(s) par(es) (x,y) que as satisfazem, e em
que condig¢des isto acontece.
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Tem-se

0s(y) = k/(k+Ay-1) (A)
(]
9:(y) =1/(1-x—cy) (B).

Seja ga(y) = k/(k+Ay—-1A). Se existir y tal que 90:(y) = ga(y), entdo este
valor y serd a ordenada de uma singularidade do campo Zg .

Os graficos de gi(y) e de ¢.(y) sdo dados na figura abaixo:

*
g(y) \\\\\\
Pe(y)

(A-k)/A y

ga(y)

Fig. 88
Quando A cresce, a assintota do grafico de gr(y) se desloca para a
direita e quando A decresce, para a esquerda. Para quaisquer valores dos

parametros & e A, os dois graficos se cruzam num tnico ponto (ysy, gi(y:)) =
(Yer, 9a(yen)).

Fixando-se € > 0, para cada A, seja (X, Yer) a singularidade de Z.,
ou seja, a unica solugdo de (A) e (B).

Sabe-se que os auto-valores desta singularidade sdo
n=" ('[(Pe(yek)]’/(Pe(ysk) + 0@e(yen) \/Au)

Onde = Au(yer) = ([@s(ye)]70:(y02))” +  [0a(yer)]'(-20-4k) +
(9=(y:2))*(c*-4A).

Afirma-se que existem valores de A tais que Au(ys1) < O e outros
valores de A tais que A,(yen) > 0.

De fato, seja A tal que a assintota do grafico de g) seja a reta y = g,
como ilustrado na figura abaixo:
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\gx()’)
Pe(y)

AN
m e y
N\

Fig. 89

Ou seja, (A-k)/A=¢ => A =eA +k > 0.
Para este valor de A, pode-se observar pelos graficos que o

cruzamento das duas curvas se dard com y., > €, 0 que implica que @:(ye)=1
e [@s(yer)]” = 0.

Logo,
Au(yer) = (0/1)* + 0(-20 -4k) + 1%(c? -4A) = 6% -4A < 0.

Portanto, a singularidade (xex, yea) ¢ um foco hiperbdlico do campo
regularizado Z.,, onde A = €A + k.

Afirma-se que, diminuindo-se & > 0, se necessario, para A tal que o
ponto de cruzamento dos graficos y. é o mesmo ponto em que @." atinge o
seu maximo, tem-se A,(ye) > 0.

De fato, analisando-se a expressido

Au(yer) = ([0:(¥e)]/0a(¥52))* + [9o(yer)]'(-26-4K) + (0s(yen))2(c2-4A),
observa-se que o termo ([Q.(ys1)]"/0:(ye2))® é positivo e crescente, conforme
& tende a zero, além disto, cresce mais rapidamente que [@e(yer)]’. Logo,

existe €0>0 tal que se 0 < & < g, tem-se A,(y..) > 0.

Afirma-se que o ponto (X.1,ys1), onde x., vem da equagdo (B), é um
no hiperbolico de Zg;.

De acordo com a demonstragdo do Proposi¢do 1.4, resta mostrar que
A, <b,%

Tem-se
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Ay =b,% - 4a,c, <b,> = auc, > 0

Da equagdo caracteristica

15+ 1[0 70:(3)) -69:(¥)) + 0e(1) ([0:(0)]' (K/9u(y)) +Au(y)) = O,
tem-se a,Cu = Po(Yer) ([@a(Yer)] (k/Qe(yen)) + A@e(yer)) > 0.

Portanto, esta provado que (X¢,ye2) € um no hiperboélico de Zs,.

Observa-se que a,c, > 0 para qualquer ponto y, portanto, toda
singularidade que tiver A, > 0 corresponderd a um né hiperbdlico e toda

singularidade que tiver A, < 0 correspondera a um foco hiperbdlico.

Resta provar que, fixado € > 0, com 0 < g < €9, existe um valor A, tal
que a singularidade de Z.o possui um auto-valor duplo. De fato, como A,(y)

¢ uma fun¢do continua, existe um ponto em que A, = 0, que corresponde ao
auto-valor duplo.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z, para os

A<O0eoc>0 A>0ec>0
Fig. 90 Fig. 91

@

/. AN

A<0eoc<0 A>0ec<0
Fig. 92 Fig. 93

1.6 Proposi¢io
Seja Z, uma familia de campos vetoriais descontinuos com k > 0,
o’ >44 > 0 (caso iii). Dada uma fun¢do de transi¢do ¢, para valores dos
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parametros € > 0 e A qualquer, o campo vetorial regularizado Zs, pOSSui
um no. Se o < 0, o né é sempre hiperbdlico e atrator, se o > 0, existe
Ao = Ao(g) tal que o campo Z. ;p possui um né néo hiperbdlico. Neste caso,

se A > Ao, Z., possui um no hiperbdlico repulsor e se A < A, Z¢ ) possui um
no hiperbdlico atrator.

demonstragdo
Tem-se
¢e(y) = k/(k + Ay - 1) (A)
e
¢e(y) =1/(1 - x - oy) (B).

Seja ga(y) = k/(k + Ay — L). Se existir y tal que @s(y) = ga(y), entdo
este valor y serd a ordenada de uma singularidade do campo Zg ;.

Os graficos de ga(y) e de ¢.(y) sdo dados na figura abaixo:

A

galy) \
?\—— P=(y)
_/

(A-k)/A >

y

g1(y)

Fig. 94

Quando A cresce, a assintota do grafico de g,(y) se desloca para a
direita, e quando A decresce, a assintota do grafico de ga(y) se desloca para
a esquerda. Logo, para quaisquer ¢ > 0 e A, os graficos de g:.(y) e 0:(y) se
cruzam num unico ponto (e, 8a(yer)) = (Yor, 9e(yon)).

Seja (Xen,yer) 0 Unico ponto singular de Zg ;.

Os auto-valores desta singularidade s3o

=% (-[0:(30)]"/9e(y0) + 09s(y0) + VA,).

Onde Ap = ([0:(y0)]"/9:(y0))” + [0c(¥0)]'(-20 -4k) + (¢u(30))*(c” -4A).

Afirma-se que (Xe,yYer) € um né hiperbélico.
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Para provar esta afirmagfo, é necessario provar que 0 < A, < b,
Analogamente & demonstracio da Proposigdo 1.4, tem-se
Aw <0 = [0u(¥22)]" > -A(Qs(¥1)) Yk = [ga(yen)]’

A desigualdade acima € sempre verdadeira, uma vez que [@s(yen)]’ = 0
e [ga(ys)] < 0.

Resta verificar-se quando A, > 0.

De fato, para ter-se

Aw = ([0e(NI"70:(3))* + [9:(1)]' (-20 -4k) + (94(y))*(c? -44) > 0,
depende do termo [@.(y)]'(-20 -4k).

Portanto, a singularidade (xe1,ys2) ¢ um n6 hiperbélico de Zg ), para
€ > 0 e A qualquer quando

([oe()]79:(y))* + (9e(y))*(c? -4A) > [94(y)]' (26 + 4k).
Quando isto ocorre, a singularidade é atratora se

by = - [0e(y)]"/0:(y) + 00:(y) <O,

0 que sempre ¢ verdade se ¢ < 0. E é repulsora se b, > 0.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z, para 0s

casos A>0,A<0,6>0eoc <0.

4 A

A<0eoc>0 A>0ec>0
Fig. 95 Fig. 96
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P

A<0eoc<0 A>0ec<0
Fig. 97 Fig. 98

1.7 Proposi¢io

Seja Z; uma familia de campos vetoriais descontinuos com k < 0,
44 > o > 0 (caso iv). Dada uma fun¢do de transi¢do ¢, a familia de
campos vetoriais regularizados Z.; possui valores dos pardmetros
(¢, Ao(€)), onde & > 0, para os quais Z, possui uma singularidade néo
hiperbdlica. Para 1 > Ay os campos vetoriais regularizados Z.; possuem
duas singularidades, uma sela e um Joco, ambos hiperbélicos, e para
A < Ao, 0s campos vetoriais regularizados Z 2 ndo possuem singularidades.

demonstra¢éo
Tem-se
¢:(y) = k/(k + Ay - 1) (A)
e
0<(y) =1/(1 - x - oy) (B).

Seja ga(y) = k/(k + Ay — A). Se existir y tal que ¢:(y) = ga(y), entdo
este valor y sera a ordenada de uma singularidade do campo Z,,. Os graficos
de go(y) = k/(k + Ay) e de ¢.(y) sdo dados na figura abaixo:

A

J(/ Pe(y)
_/

-k/A y

go(y)

Fig. 99
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Quando A decresce, a assintota do grafico de g.(y) se desloca para a
esquerda, logo o grafico de gi(y) ndo cruzari o grafico de ¢.(y). Quando A
cresce, a assintota do grafico de gi(y) se desloca para a direita. Logo,
mantendo-se & fixo, existe um unico valor Ay = Ao(e) > 0 para o qual os
graficos de gi(y) e @.(y) se tangenciam num tnico ponto (yo, 8ro(yo)) =
(Yo, ©=(y0)), como ilustra a figura abaixo:

A

gro(y) /
1 f Pe(y)

Yo (Ro-k)/A y

gro(y)

Fig. 100
Para A > Ao os graficos de gi(y) e 9.(y) se cruzario duas vezes, nos

pontos (yi, ga(y1)) = (1, 9s(y1)) € (y2, 8a(y2)) = (Y2, ©e(y2)), como ilustra a
figura abaixo:

A

g:.(y) /
1 e:(y)

Vi v:  GallA y

ga(y)

Fig. 101
Seja (xo,y0) a solugdo das equagdes (A) e (B), onde (vo, gro(y0)) =
(Yo, ©=(y0)) € o ponto de tangéncia entre os graficos de gyo € @. ilustrado na
figura 100, ou seja, (x,y) € a Gnica singularidade de Z: 2.
Afirma-se que (xo,yo) é uma singularidade nio hiperbolica de Z, .
De fato, como os graficos de ga(y) e ¢@.(y) se tangenciam para y = y,,

entdo (gxo(yo))" = (9:(y0))’, isto &,
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(@s(y0))" = -Ak/(k + Ayo - 1)* = -A(9.(y0))/k. (©)

Logo os auto-valores desta singularidade sio

b =% (-[0:(y0)]"/9s(y0) + 00u(yo) + VA,)

Onde Ay = ([@e(Y0)1'79:(¥0))* + [0c(y0)]'(-26 -4k) + (94(y0))*(c? -4A).
Usando-se (C) tem-se

Ap = (-A(9:(¥0))/k0:(30))” - A(9e(¥0))*(-26 -4Kk)/k + (0u(y0))*(c? -4A)
= A%(9:(y0)) /K> + (9:(¥0))*(2A0/k + 4A + 6> - 4A) =

= AM(9:(y0))/K” + (0u(¥0))*(2A0/k + 67) =

= (0:(y0)) (A’ /K + 2A6/k + 6%) = (94(y0))*(A/k + ©)?

= %2 (A(9(¥0)) 7k @u(yo) + 00u(yo) + VA,)

=

Y (A9:(y0)/k + 6¢:(yo) = V(9:(v0))*(Alk + 6)2)) =

Yo (9:(y0)(A/k + 6) £ @u(yo)V(A/k + 6)?) =

Il

Y% 0:(yo)((A/k + o) + |A/k + o |)
=> os auto-valores sdo o = 0 e p; = @(yo)(A/k + o).

Portanto, a singularidade (xo,yo) € uma singularidade nio hiperbolica
de Zg,u).

Afirma-se que se A > Ao, Z,, tem dois pontos singulares, um sendo
sela hiperbolica e o outro um foco hiperbélico.

De fato, se A > Ao, como pode ser observado na figura 101, os
graficos de ga(y) e ¢c(y) se cruzam duas vezes, nos pontos (yi, g2x(y1)) = (v1,
0s(y1)) € (y2, 8.(y2)) = (y2, 9s(y2)). Através da equagio (B) encontra-se os
valores x; e x; correspondentes a y; e y,, isto é, tais que os pares (xi, y1) €
(X2, y2) s@o as Unicas solugdes de (A) e (B), e portanto sdo singularidades de
Zg,). Resta agora investigar a natureza destas singularidades.

Observa-se que
(0e(y1))" > (8a(y1))" = -Ak/(k + Ay - L)* = -A(9.(y1))*/k (D)
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€
(0:(y2))" < (g1(y2))" = -Ak/(k + Ay - L) = -A(0:(y2))*/k. (E)

Observa-se que para que uma singularidade com auto-valores dados
por

W= (-b, £ VA,)
ser uma sela hiperbdlica deve-se ter

by + VA, > 0 = VA, > b, = VA, > [b,| = A, > b2
-by - VA, <0 = VA, > -b,

E para esta singularidade ser um foco hiperbolico deve-se ter

by # 0 e A, <0

Impondo-se A, > b,” tem-se

Ap = ([0:(N1"/90:(y)* + [0a(y)]'(-20 -4k) + (¢s(y))*(c? -4A) >
> (-[90:(0]"79:(y) + 60e(y))* = bs’

= ([9:(N1"/0:(y))* + [9:(y)]'(-20 -4k) + (ps(y))*(c? -4A) >
> ([0:(N1"70:(¥))” - 26[0e(¥)]" + 6> (9a(9:(¥))>

= [9=(N]'(-4k) + (9:(y))*(-44) > 0

= [0:(Y)]1'k + (9u())*A < 0

= [0:(1)]" > -A(9:(y))*/k.

Por (D), a desigualdade acima ocorre em y = y; pode-se concluir que a
singularidade (x;,y1) é uma sela hiperbélica de Z, .

Afirma-se que A, <0 e b, # 0 em y».

De fato,
Ay<O0eb,#0=>A,<0<b,>= A, <b,’
Impondo-se A, > b, tem-se

[0:(3)]" < -A(0:(y))’/k.
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Por (E), a desigualdade acima ocorre em y = y, pode-se concluir que a
singularidade (x2,y2) ¢ um foco hiperbolico de Z, ;.

Afirma-se que se A < Ao, Z, ndo possui pontos singulares.
De fato, a afirmagéo acima decorre de ndo haver um cruzamento entre

os graficos de ga(y) e 9.(y) e consequentemente as equagdes (A) e (B) ndo
possuirem solugdes.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z, para os

casos A>0,A<0,0>0ec<0.

R N 27
TR (R

A<0eoc>0 A>0ec>0
Fig. 102 Fig. 103

- B
VA

A<0eoc<0 A>0ec <0
Fig. 104 Fig. 105

1.8 Proposi¢ao

Seja Z, uma familia de campos vetoriais descontinuos com k < 0 e
o’ 244> 0 (caso v). Dada uma fungdo de transi¢éo ¢, a familia de campos
vetoriais regularizados Z.; possui valores dos pardmetros (g, Ao(€)), onde
& > 0, para os quais Z. ;o possui uma singularidade tipo sela-né. Para
A > Ao 0s campos vetoriais regularizados Z., possuem duas singularidades,
uma sela e um no, ambos hiperbdlicos, e para A < Ao, 0s campos vetoriais
regularizados Z. ; ndo possuem singularidades.

demonstragdo

Tem-se
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¢e(y) = k/(k + Ay — &) (A)
€
¢:(y) =1/(1 - x - oy) (B).

Seja ga(y) = k/(k + Ay — A). Se existir y tal que 0:(y) = ga(y), entdo
este valor y serd a ordenada de uma singularidade do campo Zs .

Os graficos de go(y) = k/(k + Ay) e de ¢.(y) sdo dados na figura

abaixo:
1 P:(y)
T
M

-k/A y

go(y)

Fig. 106

Quando A decresce, a assintota do grafico de g,(y) se desloca para a
esquerda, logo o grafico de gi(y) nio cruzara o grafico de ¢:(y). Quando A
cresce, a assintota do grafico de ga(y) se desloca para a direita, logo,
mantendo-se & fixo, existe um unico valor Ay = Ag(g) > 0 para o qual os

graficos de gi(y) e ¢.(y) se tangenciam num Unico ponto (yo, 8ro(yo)) =
(Yo, ¢<(y0)), como ilustra a figura abaixo:

A

gro(y) /
r Pe(y)
: b

Yo (Ao-k)/A y

gro(y)

Fig. 107

Para A > Ao os graficos de ga(y) e ¢.(y) se cruzardo duas vezes, nos

pontos (yi, 8.(y1)) = (y1, 9=(y1)) € (y2, 8a(¥2)) = (y2, 9=(y2)), como ilustra a
figura abaixo:
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g2.(y) /
: ¢e(y)

Vi v:  OellAy

ga(y)

Fig. 108

Seja (xo,y0) a solugdo das equagdes (A) e (B), onde (Yo, 8.0(y0)) =
(Yo, ©:(y0)) €é o ponto de tangéncia entre os graficos de g0 € @, ilustrado na
figura 107, ou seja, (Xo,y0) é a Unica singularidade de Z ;.

Sejam (x1,y1) € (X2,y2) as solugdes de (A) e (B) para A > Lo, onde y; e
y2 sdo as abscissas dos pontos de cruzamento dos graficos de gu(y) e ¢.(y),
observados na figura 108.

O restante da demonstragio & analogo ao que foi feito na
demonstragdo da Proposigdo 1.4 (caso i). A conclusdo, neste caso, é que
(X0, yo) € uma sela-né de Z,,; para A > Lo, 0s campos vetoriais
regularizados Z., possuem duas singularidades: (x1,y1) uma sela e (x2,y2) um

no, ambos hiperbdlicos; e para A < A, os campos vetoriais regularizados Z.,
ndo possuem singularidades.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z, para os

casos A>0,A<0,6>0e0<0.

ALS

A<0eoc>0 A>0eoc>0
Fig. 109 Fig. 110
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1{4%\‘\ \}S
A A VAR

A<0ec<0 A>0ec<0
Fig. 111 Fig. 112

1.9 Proposig¢ao
Seja Z, uma familia de campos vetoriais descontinuos com k < 0 e A < 0

(caso vi). Dada uma fung¢édo de transi¢do ¢, para ¢ > 0 e A qualquer, o
campo vetorial regularizado Z, ; possui uma sela hiperbélica.

demonstragdo
Tem-se
0:(y) = k/(k + Ay - ) (A)
e
¢e(y) =1/(1 - x - oY) (B).

Seja ga(y) = k/(k + Ay — A). Se existir y tal que @.(y) = gx(y), entdo
este valor y serd a ordenada de uma singularidade do campo Z, .

Os graficos de ga(y) e de ¢.(y) sdo dados na figura abaixo:
A

ga(y) \
1 &—(PE(Y)
__/

(A-k)/A >y

ga(y)

Fig. 113

Quando A cresce, a assintota do grafico de gu(y) se desloca para a
esquerda e quando A decresce, para a direita, logo, mantendo-se fixo,
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existe um Unico valor Ag = Ae(g) < 0 para o qual os graficos de g1(y) € 0:(y)
se cruzam num Unico ponto (Yer, 82(¥er)) = (Yer, @e(Ver)).

Seja (Xe,¥e1) 0 ponto singular de Zq 0.
Os auto-valores desta singularidade sio
1= %2 (-[0:(y0)]"/9=(30) + 00u(yo) + VA,)
Onde Ay = ([9:(¥0)1'/9:(y0))* + [0e(y0)]'(-26 -4k) + (0.(y0)) (o> -4A).
Afirma-se que (Xa1,¥s1) ¢ uma sela hiperbolica de Z. .
Para se provar esta afirmagdo, é necessério que se prove que A, > b,>,
Impondo-se A, > b,? tem-se
A= ([9M]/0:(y))* + [0e(y)]' (-20 -4k) + (9o(y))*(c? -4A) >
> (-[0:(0]"70:(y) + 6¢e(y))* = by
= ([@(N]/9:(y))* + [0:(¥)]'(-26 -4k) + (9.(y))*(c? -4A) >
> ([0 0:(¥)* - 26[0(Y)]’ + 6 (9:(9s(y))?
= [9:(y)]'(-4k) + (0s(y))*(-44) > 0
= [9:(y)1'k + (9s(y))*A < 0
= [9:(0]" > -A(0:(¥))°/k = [ga(y)]’

A desigualdade acima ¢ sempre verdadeira, uma vez que [@s(yer)]’ = 0
e [ga(ysn)]" < 0.

Portanto, a singularidade (xq1,ys1) é uma sela hiperbélica de Zsg,y., para
€ > 0 e A qualquer.

As figuras abaixo ilustram o campo vetorial descontinuo Z, para os
casos A >0, A<0,060>0ec <0,
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AR Lk

A<0eoc>0 A>0ec>0
Fig. 114 Fig. 115
A<0eoc<0 A>0ec <0
Fig. 116 Fig. 117

2. Singularidade nio Hiperbélica de Fy

Neste paragrafo serd estudada a influéncia que uma singularidade ndo
hiperbélica do campo F; tem sobre a familia de campos vetoriais
regularizados. Isto é feito utilizando-se uma familia de campos vetoriais
descontinuos Z; = (X,, Y1) onde, para A =0, o campo de Filippov Fz possui
uma singularidade ndo hiperboélica, e para A # 0, a singularidade do campo
de Filippov é hiperbolica. A familia utilizada sera Z, = (Xa, Y1), onde
Xa(x,y) = (-x + A, -1) e Ya(x,y) = (x*/2 + x, x + 1).

2.1 Proposigio

Seja Z, = (X3,Y;) a familia definida acima. Entdo, para A = 0, o ponto
p = (0,0) é uma singularidade ndo hiperbélica de F,. Para } = 0, 2> -1, 0
campo Fz possui uma singularidade hiperbélica.

demonstrag¢do

Primeiro analisando-se o caso A = 0.

De fato, sendo f(x,y) =y, tem-se

Xof(x,y) = -1, Yof(x,y) =x + 1, logo Xof(p) =-1<0, Yof(p) =1>0.
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det[Xo,Yo](x,y) = -x%/2, logo det[Xo,Yo](p) = 0.
d(det[X,,Yo] ID)(x,y) = -x, logo d(det[ X, Y] ID)(p) = 0.
d*(det[Xo,Yo] [ p)(x,y) = d*(det[Xo,Yo] | p)(p) = -1 # 0.

Portanto, o ponto (0,0) é uma singularidade ndo hiperbélica do campo
Fz para A = 0.

Agora, analisando-se o caso A # 0.

Xof(x,y) = -1, Yaf(x,y) =x + 1, logo Yaf(x,y) >0, se x > -1,
det[X,Y2](x,y) = A(x+1) - x*/2, logo det[X,, Y ](x,y) = 0 =
= A = x/(2x+2).

d(det[X,, Yol p)(x,y) = -x + & = - x + x¥/(2x+2) # 0 se x # -2.

Portanto, o ponto (x, 0) é uma singularidade hiperbélica do campo Fz
para A = x°/(2x+2), quando A # 0, A > -1.

2.2 Proposigio
Dados Z; = (X3,Y;) definido como acima, e uma Jungdo de transigdo

@, para cada & > 0, o campo vetorial regularizado Z,, possui uma
singularidade tipo sela-né.

demonstragdo
Para A = 0, a familia de campos vetoriais regularizados é dada por
Zos(%,y) = (1-@o(y)) (x*/2 + x, x + 1) + u(y)(-x, -1) =
= (24 % - 0u(y)(X*/2 + %) - x0e(y), X + 1 - 0u(y)(x+1) - 0o(y)) =
= (X2 + x - Qu(y)(X*/2 + 2%), x + 1 - @u(y)(x + 2))
Para o ponto (x,y) ser uma singularidade de Z,, deve-se ter

Zoo(x,y) = (X*/2 + % - u(y)(x*/2 + 2x), x + 1 - @u(y)(x + 2)) = (0,0)
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=>x=0¢e 0:y) = %.
Portanto, a unica singularidade de Z,, ocorre em (x,y) = (0, 0. (1%)).

Investigando a natureza desta singularidade, tem-se

DZ.(x,y) =[ X+ 1-0u(y)(x+2) -[oo(y)]'(x*/2 + 2X)]
1 - (ps(Y) '[(ps(Y)]l

A fung@o caracteristica é dada por
(x+1-0:(y)(x +2) - WEIO(N] - 1) + [0e(]'(x*/2 + 2x)(1 - go(y)) = 0

= W F (0] - x = 1+ gu(y)(x + 2)) + [0e(y)]'(9u(y)(-x¥2 - x + 2) +
x*/2+x-1)=0

No ponto (x,y) = (0, ¢,"'(%)), tem-se
p2+ p([os(y)]’ - 0 — 1 + 1/2(0+2)) + [@=(y)1"(1/2(-0%/2-0+2) +0%/2+0-1) = 0
=  wHule.y)]' =0
= Au=([o:N])* >0
= b= 2%0[0:(0)] £ [9:(y)])
= m=0ep=-[0:(y)] <0

Portanto, a singularidade de Zy, ¢ uma sela-no.

Neste Capitulo foi iniciado o estudo das bifurca¢des dos campos
vetoriais descontinuos. Héa ainda muitos outros casos que pode ser
investigados, contrariando-se cada uma das outras condi¢gdes sobre os

campos X e Y para pertengam ao conjunto G'(M) que ndo foram abordadas
neste trabalho.
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Conclusoes

Neste trabalho, seguindo a linha iniciada por Sotomayor e Teixeira
em [S-T], foi dado tratamento para o conjunto de campos vetoriais
descontinuos semelhante ao que ¢ dado ao conjunto de campos vetoriais
continuos. Por isto, o primeiro passo foi fazer a caracterizagio de um
conjunto de Campos Vetoriais Descontinuos cuja regularizagdo resultasse
numa familia de campos vetoriais estruturalmente estaveis. Neste sentido,
caminhou-se na dire¢do de dar um significado & estabilidade estrutural de
sistemas dindmicos descontinuos. O conjunto obtido é um conjunto
genérico.

Em seguida iniciou-se o estudo das bifurcagdes dos campos vetoriais
descontinuos, no intuito de continuar seguindo o mesmo tratamento dado
para os campos continuos. Neste ponto tornou-se necessirio acrescentar o
pardmetro A, formando uma familia de Campos Vetoriais Descontinuos, de
modo que a familia de campos regularizados tornou-se uma familia a dois
pardmetros. Procurou-se, a titulo de exemplos, criar situagdes em que o
campo descontinuo ndo pertence ao conjunto G', para A = 0. Estudou-se
entdo a influéncia deste fato sobre a familia de campos vetoriais
regularizados. Em alguns casos ocorreu bifurcag¢io, em outros nfio. O estudo
das bifurcagdes pode continuar seguindo esta mesma linha, aqui iniciada, de
tomar familias de campos vetoriais descontinuos com elementos n#o
pertencentes ao conjunto G'(M).
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