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Resumo

O objetivo central deste trabalho foi demonstrar a viabilidade de uso de técnicas de refi-

namento local para a obtenção de alta resolução em uma região de interesse, empa'egando um
modelo global de previsão numérica do tempo. Desta forma visa-se atingir precisões locais que
seriam obtidas com o uso de malhas uniformemente finas nos modelos globais, mas a um custo
computacional comparável ao de modelos locais de previsão. A vantagem de trabalhar com um
modelo global é evitar a introdução de condições artificiais de fronteira e ainda ter um modelo

único para previsões locais ou globais. Nosso estudo foi baseado em uma hierarquia de modelos,
iniciando por um simples modelo de advecção na esfera, passando por um modelo de vorticidade
barotrópica até chegarmos a um modelo global para as equações de água-rasa. Nosso desenvol-
vimento foi centrado no uso de métodos gemi-Lagrangeanos de dois níveis no tempo, dando uma
unidade ao tratamento dos modelos, que foram incorporando novos aspectos com seus crescentes
graus de dificuldade (interpolações, cálculos de trajetórias, métodos multigrid para solução de
equações elípticas lineares e não lineares). Ao final, ainda mostramos que as técnicas empre-
gadas se adaptam à incorporação de adaptatividade nos refinamentos e estudamos casos com
refinamentos móveis, acompanhando fenómenos como centros de baixa pressão.



Abstract

The central objective of this work was to prove the feasibility of the use of local refinement
techniques in order to obtain high resolution in a region of interest, using a global numerical
weather prediction modem. In this way, we aim to achieve local accuracies comparable to that
of fine resolution global modela, but at considerably lower computacional cosa. The advantage
of working with a global model, instead of using local models, is that we avoid the introduction

of artificial boundary conditions. Furthermore, we may have a single model for local and global
predictions. Our study was based on a sequence of models, beginning with a simple advecti-
on equation model on the sphere, followed by a barotropic vorticity modem until we got to a
global model for the shallow-water equations. Our development was based on the use of two-

time-levei gemi-Lagrangian schemes, unifying the treatment of the modela, while they gradually
incorpoiated new aspecto according to their growing complexity (interpolations, computation of
trajectories, multigríd methods for solutions of linear and non linear elliptic equations). Finally,
we have shown that the methods developed are suited to incorporate some degree of adaptiveness
in the local refinement. We investigated cases with moving refinements, following low-piessure
rPntPlq
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Introdução

Este trabalho tem por objetivo o estudo do uso de malhas com refinamento local em modelos
globais de previsão do tempo, como uma forma eficiente de se obter alta resolução local em uma
dada região de interesse. A idéia de usar malhas com refinamento local é obter essa melhor
resolução na região de interesse, sem que precisemos utilizar a mesma resolução no restante do
globo, e assim, com um custo comp.utacional muito menor.

As malhas com refinamento local se apresentam como opção ao uso de modelos de área
limitada (por exemplo Gustafsson 1991, Cullen 1991), que são alimentados por condições de
fronteira geradas por modelos globais. Como essas condições de fronteira não são naturais para
o problema, em modelos de área limitada (que nessa forma não são nem bem postos), costuma-
se adotar técnicas empíricas, como relaxação em zonas próximas à fronteira, para minimizar os
efeitos da prescrição dos campos meteorológicos na fronteira.

A vantagem do uso de um modelo global com malhas localmente refinadas, em contraposição
a modelos de área limitada, é que se evita a introdução de condições artificiais de fronteira.
Além disso, a possibilidade do uso de resoluções variáveis torna em princípio possível o uso de
um único modelo para previsões locais, regionais e globais. O uso de resoluções variáveis em
modelos de água-rma já foi proposto para métodos espectrais, de diferenças finitas e elementos
finitos (Courtier e Geleyn 1988, Barras et a1.1990, Staniforth e Mitchel1 1978). Todos estes
fazem uso de stretching de coordenadas e as malhas resultantes, razoavelmente uniformes sobre
a região de interesse, apresentam faixas onde a resolução em uma coordenada é bem mais alta
que na outra, gerando anisotropias nas equações. Algumas destas idéias vêm sendo aproveitadas
em modelos globais de previsão (Geley 1998, Staniforth et a1. 1998).

Propomos aqui o emprego de técnicas de refinamento local. A partir de uma malha global de
menor resolução vamos gradativamente introduzindo malhas de resolução mais fina, todas elas
uniformes, em torno da região de interesse. Para o teste de tal técnica, nosso principal objetivo
foi desenvolver um modelo global de água-rasa. Para tal adotamos uma estratégia incremental,

l



2 Introdução

escolhendo uma hierarquia de modelos com crescentes graus de complexidade

Nesta díreção, primeiro trabalhamos com um modelo simples de .advecção com velocida-
de constante sobre a esfera em malhas localmente refinadas, onde também testamos o uso de
métodos semi-Lagrangeanos. Nosso principal objetivo foi o estudo dos efeitos da interpolação
(referente ao método gemi-Lagrangeano). Usamos um interpolador cúbico de Lagrange e nossos
resultados, apresentados fio capítulo 1, indicaram que o tratamento semi-Lagrangeano da ad-
vecção na esfera adapta-se muito bem a malhas localmente refinadas e os efeitos da interpolação
nos métodos gemi-Lagrangeanos mantêm-se como em malhas uniformes, produzindo alguma dis-
sipação na solução. Ainda estudamos técnicas de interpolação preservando a forma da função
(ver Williamson e Rasch, 1989) e verificamos que os mesmos tratamentos funcionam bem em
malhas localmente refinadas.- (Estas técnicas foram estudadas em um modelo u nidimensional e
os resultados encontram-se no apêndice A).

O passo seguinte foi estudar o comportamento de malhas localmente refinadas numa equação
mais complexa, a equação de vorticidade barotrópica com vento não divergente. Nesta equação
adiciona-se a necessidade de usar um método iterativo no cálculo das posições de partida das
trajetórias Lagrangeanas, para o que usamos as idéias de Ritchie 1987. Surge ainda a necessidade
de se resolver a equação;de Poisson na esfera em malhas com refinamento local, cara o que
adoptamos um método multigrid de Bà,aros 1991. Nossos resultados mostram que o uso de
refinamento local na equação de vorticidade barotrópica causa uma melhora na precisão da
solução. As técnicas ;utilizadas e os resultados obtidos na equação de vorticídade barotrópica
são apresentados no capítulo 2.

Como última etapa do desenvolvimento tomamos as equações de água-rasa na esfera. De-
senvolvemos inicialmente um modelo semi-implícito, gemi-Lagrangeano de dois níveis no tempo,
o qual pode ser visto como uma variação do modelo proposto em Bates et a1. 1990.

Um primeiro trabalho propondo o uso de técnicas de refinamento local em modelos globais
de previsão foi desenvolvido por Ruge et al. 1995. Eles adoraram, no entanto, como ponto de
partida um modelo de Berros et al. 1990, que não empregava o método semi-Lagrangeano. Este
modelo necessitava de Filtragem de Fourier nas regiões dos polos e de um filtro de Shapiro para
a supressão de altas freqüências. Na implementação que fizeram, Ruge et al. mantiveram uma
malha uniformemente fina para, estas filtragens. Eles demonstraram que seria possível o uso de
refinamento local, mas não estudaram a precisão da técnica e não forneceram resultados sobre
eficiência Computacional.

Técnicas espectrais têm sido escolhidas para a discretização horizontal de modelos globais de
previsão do tempo em boa parte dos modelos operacionais. Modelos de diferenças finitas semi-
implícitos semi-Lagrangeanos, com métodos optimais para a resoluções das equações elípticas
tem uma potencial vantagem computacional, uma vez que têm complexidade ótima, enquanto
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que os espectrais são assintoticamente mais custosos devido à transformada de Legendre.

Métodos semi-Lagrangeanos para modelos globais de água-rasa foram desenvolvidos em con-
junto com métodos espectrais (Ritchie 1988, Cite e Staniforth 1988), diferenças finitas (McDo-
nald e Bates 1989, Bates et al. 1990) e elementos finitos (Cotê e Staniforth 1990). Um ótimo
apanhado sobre métodos semi-Lagrangeanos se encontra em Staniforth e Cite 1991.

O modelo de diferenças finitas Bates et a1. (1990) produziu resultados bem melhores que
os de McDonald e Bates (1989) com significativa melhora.na precisão para passos no tempo
maiores. Tinham no entanto que usar um termo de amortecimento do divergente em certas
situações, pois alguns problemas de estabilidade ainda persistiam.

O modelo que propomos para a equação de água-rasa neste trabalho difere do modelo pro-.
posto por Bates et al. (1990), principalmente no tratamento totalmente implícito dó:termo de
divergência de massa na equação da continuidade, o qual escrevemos em função do logaritmo
do geopotencial. Desta maneira, eliminamos o termo de amortecimento do divergente utilizado
por eles. Com essa formulação obtemos um método estável sem precisar da adição de termos
de filtragem seletíva. O preço a pagar por esta formulação totalmente implícita é a necessida-
de de solução de uma equação não linear para o geopotencial. Para tal, adoptamos o método
multigrid usado na equação de vorticidade barotrópica para a equação de Poisson. Aqui temos
uma equação elíptica não linear, com outros termos de primeira ordem além do Laplaciano da
equação de Poisson. A flexibilidade do método multigrid se faz valer.aqui. Clonseguimos uma
eficiência equivalente à da solução da equação de Poisson ao resolver a equação não linear.

A adaptação do esquema a malhas com refinamento local é feita como no caso da equação

de vorticídade barotrópica e obtemos um esquema igualmente eficiente. Fizemos diversos t.estes
com o modelo que se mostrou plenamente estável. Fizemos várias experiências com dados reais e
testamos a capacidade do modelo gerar boas soluções locais, mesmo empregando uma resolução
global relativamente pobre. Os resultados mostram a viabilidade da técnica. A curto prazo,
obtemos soluções com refinamento local com precisão comparável à obtida com uma resolução
uniformemente fina. Os custos computacionais são no entanto reduzidos em mais de uma ordem
de magnitude.

Por estarmos empregando um método gemi-Lagrangeano, vimos que seria bastante simples
e natural experimentar o uso de algum refinamento adaptativo. Um refinamento adaptativo, é
um refinamento local que não precisa ser mantido fixo, tanto a posição como o tamanho podem
variar durante a integração. Temos que considerar algum critério para decidir onde ficará o novo

refinamento. Podemos nos guiam pelo erro de truncamento (como em Skamarock 1989), ou seja,
refinamos onde o erro de truncamento assume valores maiores em cada passo da integração, ou
podemos procurar refinar onde a solução tem maiores gradientes.

O uso de refinamento adaptativo, em tese, não acarreta maiores complicações ao algorítmo,
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apenas tem-se que calcular a nova posição do refinamento e guardar informações sobre a locali-
zação das duas malhas.

No capítulo 4, testamos a idéia de um refinamento móvel, fazendo a região do refinamento
perseguir algum fenómeno interessante.

Consideramos primeiro o modelo de vorticidade barotrópica, no qual verificamos a viabilidade
da técnica, conseguindo ganhos em precisão ao variar o refinamento, com mínimo custo extra.
Também para as equações de água-rasa mostramos ser esta uma possibilidade interessante. Não
nos aprofundamos, no entanto, nos critérios para adaptatividade, sendo este um tema para
futuras investigações. Também não investigamos a possibilidade de criação dinâmica de várias
regiões refinadas.

Nosso trabalho está estruturado em 4 capítulos, sendo os três primeiros dedicados a cada um
dos modelos que nos,propusemos a investigar. Começamos pelo modelo de advecção no capítulo
1, seguido pela equação de vorticidade barotrópica no capítulo 2 e pelo modelo de .água-rasa no
capítulo 3. O capítulo 4 é dedicado aos experimentou com malhas moveis, seguido por uma seção
com conclusões. Incluímos ainda dois apêndices, um contemplando interpolações preservando
forma e o outro com detalhes técnicos do cálculo das trajetórias.



CAPÍTULO I

.z\ldvecção Passiva sobre a esfera.

Como um primeiro modelo, visando o uso de malhas localmente refinadas em modelos globais
de previsão do tempo tomamos uma simples equação de advecção passiva sobre a esfera, tratada
através de métodos gemi-Lagrangeanos.

Este modelo permite um estudo separado dos efeitos da interpolação cúbica nos métodos
gemi-Lagrangeanos em malhas com refinamento local. Adotamos neste capítulo o mesmo teste
utilizado por (Ritchie 1987), onde as trajetórias das partículas correspondentes ao método semi-
Lagrangeano podem ser calculadas exatamente. Assim isolamos os efeitos da interpolação sem
ter a presença dos erros que poderiam advir do cálculo aproximado da trajetória.

Comparamos os resultados com os obtidos em malhas uniformes. Nossos resultados indicam
que o tratamento semi-Lagrangeano da, advecção na esfera adapta-se muito bem a malhas lo-
calmente refinadas. Em particular, não observamos reflexão de ondas na transição entre malhas
com diferentes níveis de refinamento. Os efeitos da interpelação nos métodos gemi-Lagrangeanos
mantém-se como em malhas uniformes, produzindo alguma dissipação na solução.

1.1 Advecção gemi-Lagrangeana

Nesta seção apresentamos a idéia básica do método semi-Lagrangeano (veja A. Staniforth e J.
Cite 1991 e referências lá contidas) aplicado à equação de advecção passiva unidimensional:

;-F'('(t), t) = 0 (1.1)

com
dr

}''(. [) }

onde }''(z, t) é uma função dada (a velocidade de advecção do campo f') e r(t) é o vedor posição
como função do tempo. A equação (1.1) implica que a função F permanece constante ao longo
das trajetórias do fluido. Nossa descrição segue de perto as idéias de Ritchie 1987.

(1.2)

5



6 Advecção Passiva sobre a esfera

t

Clm

Figura 1.1: Esquema de dois níveis

Descrevemos a seguir um método gemi-Lagrangeano de dois níveis no tempo. Para ilustrar
a idéia do método, na figura 1.1 representamos por r(t) a trajetória excita de uma partícula que
depois de um intervalo de tempo AZ chega no ponto de malha z..

Supondo conhecidos os valores de F no tempo [« para todos os pontos z. de uma ma]ha
fixa, nós queremos conhecer os valores da função F nos mesmos pontos da malha z. no tempo
t.+l . A idéia do método sêmi-Lagrangeano é integrar (1.1), ao longo da trajetória do fluido. Por
conseguinte, sendo r a trajetória de uma partícula do fluido tal que r(t«) é a posição da partícula
no tempo tn, que chega ao ponto de malha z« no tempo f«+l , discretizamos (1.1) como

f'l«m,t«+!) {('({T)!?!) = ..
z\f '' (1.3)

ou

F'(z«, t«+i) = f'(r(t«), t«) (1.4)

Logo, para determinar o valor de F'(z«,t«+i) precisamos determinar o valor de r(t«) cor-
respondente a cada ponto de malha z., o que no caso de advecção passiva com a trajetória do
fluido conhecida é uü problema simples. Em geral, é necessário calcular uma aproximação para
a tiajetória do fluido, durante o processo de integração semi-Lagrangeana. Aborda.remos este
problema no próximo capítulo, ao tratar das equações de Vorticidade Barotrópica.

Conhecido o ponto de partida r(t) para todo z«, através de (1.4) podemos calcular o valor
de F' em todos os pontos da malha no tempo Z.+i . Geralmente o ponto de partida da partícula
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r(t) não é um ponto da malha, sendo necessário o uso de interpolação (polinomial em nosso
caso) para obter o valor de F' nos pontos r(t«) para todo m.

1.2 Problema teste

Como caso teste para as malhas com refinamento local em modelos meteorológicos, adotamos o
problema sugerido por Ritchie 1987, descrito a seguir.

1.2.1 T)napa;''âa 'ln +nql'n

Figura 1.2: Diagrama do teste

A equação de advecção em duas dimensões é dada por

d
,(t), t) = o:-tr'( (1.5)

onde

á(.) - i(.) + }''' . vo o.o
r(f) neste caso é um vedor posição em função do tempo e V' é o vetar de velocidades.

Analogamente ao caso unidimensional, o valor do campo F no novo passo no tempo será
d;do p'-' (1.4)



8 .Advecção Pass;va soba'e a esfera

O teste consiste num movimento de rotação de corpo rígido. Sendo P' um ponto na superfície
da esfera, o movimento consiste na rotação ao redor de um eixo que passa pelo centro da esfera
e por P', com velocidade angular constante w (ver figura1.2).

Temos o sistema de coordenadas esféricas {(À,0) : (À, 0) C [--n',r] x [--r/2, n'/2J} no qual

o ponto P' tem coordenadas (Ào, 0o). Designaremos (À', a') um outro sistema de coordenadas
esféricas que tem como polo norte o ponto P'. Neste novo sistema de coordenadas o movimento
é simplesmente de rotação em uma coordenada.

1.2.2 Sistemas de coordenadas

Neste novo sistema teremos algumas simplificações, pois

dÀ'
(1.7)

(1.8)

Além disso, estes dois sistemas satisfazem as seguintes relações

sin 0' sin 0 sin 0o + cos 0 cos 0o cos(À Ào), (1.9)

sin 0 = sin 0' sin 0o + cos #' cos 0o cos À ,

cos 0' si« À' ::: cos 0 ;in (.X -- Ào).

(l.lO)

(1.1 1)

Da equação (1.9) obtemos

0'(À, 0) = si«'l (si« 0 si« 0o t cos 0 cos 0o cos(.X -- Ào)) , (1.12)

e de (1.9) e (l,lO) (lue

cos 0 cos(X -- Ào) = sin 0' cos 0o + cos 0' sin 0o cos À'

Logo,'usando (1.11) temos que

À'(À, 0) = tan'' (si«(À.-- Ào)/ jsin 0o cos(À -- Ào) -- cos 0o tan 0]) (1.13)

Analogamente obtemos a relação inversa

a(À', 0') = si«': (si« 0' si« Oo: + cos 0' cos 0. cos À') , (1.14)

(1.15)

e

À(À'i#') tã«-: (Si«(À')/ it« 0'cos". si« 0. cos À'l ) + .Xo.
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1.2.3 Cálculo do dado inicial

Para comparação dos resultados vamos considerar o plano tangente à esfera n(i ponto P', con

siderando a projeção estereográfica da esfera nó ponto P' sobro esse plano,: e transformando as
coordenadas esféricas (À', a') em coordenadas (X, y) sobre.o plano tangente por meio de

x - 2«s:lil?ii@T'

y . 2.sin(À') cos(0')
' " 1 + sin(0')

onde P' será a origem no plano (X, y). O movimento de rotação de corpo rígido .com velocidade
angular constante w ao redor do eixo que passa pelo centro da esfera e o ponto P' corresponde
no plano a um movimento de rotação do campo ao redor da projeção estereográfica do ponto
P'

Escolhemos como campo inicial uma função 'Gaussiana' com altura máxima de 100 unidades
no centro, e definida por

F'(,) 00e'7'' (1.16)
zl.2

onda r é a distância do ponto ao centro da função no plano (X,y), e Z) define a 'largu'ra' da
Gaussiana.

Tomamos p'=(0', 45') no sistema de coordenadas (À, 0) e escolhemos como a posição inicial
do centro da Gaussiana o ponto .FQ que é a projeção do ponto E do Equador no plano tangente
(ver figura 1.2). A solução analítica vai estar inicialmente centrada no ponto EQ,:depois de'meia
volta vai passar sobre o po]o norte (o ponto ]VP no p]ano). para vo]tar ao ponto -EQ ao conc]uir
uma volta. Faremos a comparação dos resultadcls numéricos com'ã solução analítica.

1.3 najetória

Um dos passos importantes em algorítmos semi-Lagrangeanos é o cálculo .da trajetória.. Aqui,
no entanto, aproveitaremos o fato de que a posição de partida da partícula pode ser calcul.ada
exatamente, visto qüe o movimento é uma rotação constante no tempo. Desta;forma, poderemos
isolar os efeitos da interpelação (cúbica).

Para cada ponto da malha(À«, 0«) no sistema de coordenadas(À, 0) usando(1.12) e(1.13)
obtemos (ÀI,., 01,.), sua representação no sistema (À',0'}.

O movimento do cairipo neste sistema consiste de uma rotação com velocidade constante ci
ao redor do eixo que passa pelo centro da esfet'a e o ponllg.P' (ver figura1.2)). Neste sistema



Advecção País;va sobre a esfera

de coordenadas (À', 0') temos um movimento com velocidade constante w na longitude. Por
conseguinte, as coordenadas do ponto de partida (num intervalo de tempo At) são dadas por

v v
r'mp

e

O ponto de partida da partícula é então transformado para o sistema de coordenadas (À, 0)
«a«do (1.14) e (1.15).

1.4 Malhas com reünaménto local

Nosso principal interesse no uso de malhas localmente refinadas é poder obter uma melhor
resolução (bastante finaynuma região específica (a qual chamamos de região de interesse) sem
utilizar a mesma resolução no restante do globo. Desta forma, o custo computacional é bastante
reduzido em relação a um modelo global com malha uniforme. Com o uso de refinamento local
em um modelo global evitamos a necessidade de tratamentos especiais junto à fronteira, como
em modelos regionais ( por exemplo Gustaísson 1991, Cullen 1991).

Figura 1.3: Malhas localmente refinadas

Adotaremos uma malha uniforme (relativamente grossa) sobre toda a esfera, a qual chama-
remos malha base. Adoramos então refinamentos gradativos, com passos de malha duas vezes
mais finos a cada passo Estes refinamentos são uniformes, englobando a região de interesse de
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forma a permitir uma transição suave entre a malha base e os diferentes níveis de refinamen-
to (ver figura 1.3). A partir de uma malha global de menor resolução vamos gradátivamente
introduzindo malhas de resolução mais fina, em torno da região de interesse.

o Pontos da malha grossa

Pontos do refinamento

Figura 1.4: Pontos pertencentes a malha base e ao refinamento

Escolhidos a posição do refinamento e a quantidade de pontos que ele terá nas duas direções,
na figura 1.4 podemos observar como são tomados os pontos do refinamehio com respeito à malha
base. O uso de um favor dois de refinamento e a posição relativa dos pontos da malha mais fina
e mais grossa foram escolhidos assim por razões de eficiência, ligadas ao uso de Multigrid (a ser
descrito no próximo capítulo).
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o Pontos fantasmas

8 Pontos do i-efinamento

Figura 1.5: Pontos fantasmas nas malhas re$nadas

Em nossa implementação (em Fortran 77) os campos referentes a cada malha serão represen-

tados em matrizes bidimensionais uniformes, nas rotinas mais internas ao código. Na estrutura
global, os valores de F nas diferentes malhas serão guardados num mesmo vetou, iniciando pela
malha base e continuando pelos refinamentos, do mais grosso até o de melhor.resolução. O
acesso aos valores de F' nas diferentes malhas será feito através de ponteiros, que indicarão a
posição inicial de cada uma das diferentes malhas.
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Para o campo F em cada malha corresponderá uma matriz, na qual reservaremos posições

extras ('os pontos fantasmas') para armazenar valores auxiliares para os cálculos. Nós reserva-
remos duas linhas no inicio da matriz e duas no final assim como duas colunas no inicio e duas

no final, para o armazenamento destes pontos fantasmas em cada malha (ver figura 1.5).

Moais detalhe sobre o uso e a estrutura das malhas localmente refinadas serão fornecidos nas

seções seguintes.

1.5 Interpolação

Uma vez calculado o ponto de partida da partícula, precisaremos normalmente interpolar os
valores de F' usando os pontos da malha onde F está definida. Empregaremos um polinâmio
interpolador de Lagrange bicúbico, com erro de interpolação da ordem O(Az4), que será sufici-
ente para não afetar a ordem de discretização dos esquemas empregados nos próximos capítulos.

Zi-l ZÍ ZÍ+l Zi+2

Figura 1.6: Diagrama da interpolação cúbica

Na prática, a intetpolação bicú bica é implementada por sucessivas interpelações cúbicas uni-
dimensionais, alternando as direções. Por exemplo, suponhamos que o ponto no qual queremos
procurar o valor de F é (z, y) tal que z{ 5; z 5; zi+i , yj 5; Z/ 5; Z/j+i onde (açk, y«) com k = i, i+ l
e rz = .j, j + l são pontos da malha ( ver figura 1.6). Então empregamos interpolação cúbica dos

valores de f' em cada linha ZÍ+k com k = 1, ..., 2 para obter valores de r' nos pontos (z, g/j+k)

  [.   .,''''N  
         
    'l(z,yl   
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com k = --1, ..., 2, e a partir destes interpolamos cubicamente na coluna a; para obter F' em

Nas malhas localmente refinadas temos pontos na região de transição dos diferentes níveis
de rclinamento. Antes de entrar na interpolação atualizaremos os pontos fantasmas descritos
na seção anterior. Nós transferimos os valores de r' para os pontos fantasmas através de in-
terpolação cúbica dos valores da malha de resolução grossa imediatamente anterior. Uma vez
atualizados estes pontos fantasmas a interpolação cúbica no refinamento se realiza como descri-
to anteriormente, sem que seja necessário veriÊcar se os pontos estão junto à fronteira, pois os
pontos fantasmas, contendo os valores necessários para interpolação, permitem um tratamento
uniforme para todos os pontos.

g)(«

1.6 Teste numérico e resultados

O método semi-Lagrangeano, não coloca restrições de estabilidade na escolha do passo no tempo
z\t, podendo esta escolha ser norteada apenas por razões de precisão. Já que neste modelo
particular a trajetória da partícula é calculada exatamente, a escolha do passo no tempo At será
importante só para determinar o número de interpolações a serem feitas.

Nos testes escolhemos co tal que a 'Gaussiana' complete uma volta depois de 20 dias. Em-
pregamos At = 2A, assim a cada 20 dias estaremos observando efeitos cumulativos de 240
interpolações.

1.6.1 Comportamento do modelo em malhas uniformes

Nestes testes usamos At = 2A e três funções iniciais diferentes, obtidas variando a largura Z da
'Gaussiana' em (1.16). Em todos eles empregamos uma malha uniforme na esfera de 124 x 65
pontos.

Na figura 1.7 podemos observar a função aproximada para diferentes tempos e valores de Z,.
Pela escolha de w, a 'Gaussiana' que inicialmente se encontra centrada no equador, deve dar
uma volta completa a cada 20 dias.

Na figura 1.7 temos na coluna (a) os resultados após uma volta, aos 20 dias, e na coluna
(b), após 40 dias. Na primeira linha os resultados foram obtidos com Z = 10000km, na segunda
[inha com Z, = 5000km e na terceira com ]., :: 2500Am.

Relembrando que a altura máxima da função inicial é de 100 unidades, observa-se nos resul-

tados, um rebaixamento do máximo da 'Gaussiana'. Quanto menor o:suporte da 'Gaussiana' o
rebaixamento é mais intenso. Este comportamento é conseqüência das sucessivas interpolações.
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(,) (b)

Figura 1.7: Função.aproximada para diferentes .valores de L. Na coluna (a) temos o resultado
depois de 20 e na coluna (b) depois de 40 dias de integração.
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(,) (b)

Figura 1.8: Diferença entre a solução analítica e a função aproximada para diferentes valores de

L. Na coluna (à) temos o resultado depois de 20 e ná coluna (b) depois dé 40 dias de integração.
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=-'- '

-P= » U W 0 » n n n

(,) (b)

Figura 1.9: Corte transversal da solução analítica e a função aproximada para diferentes valores

de L. Na coluna (a) tomos o resultado depois de 20 e na coluna (b) depois de 40 dias de integração.
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Se interpolação linear fosse empregada os resultados seriam inaceitáveis.

Na figura 1.8 apresentamos a diferença entre a solução analítica e a função aproximada.
Novamente mostramos na coluna (a) os resultados depois de 20 dias de integração e em (b)
depois de 40 dias, com três valores diferentes de -L como na figura 1.7.

Nestes gráficos podemos observar que a diferença toma valores positivos no centro da 'Gaus-
siana', reftetindo o efeito de rebaixamento da altura máxima da 'Gaussiana'. Também podemos
observar valores negativos, nos pontos que ficam mais longe do centro. Isto é mais notório após 40
dias de integração e também é devido à interpolação cúbica, que não preserva a monotonicidade
,l,. fnn,.Ãpq

Finalmente na figura 1.9 mostramos um corte transversal, comparando a solução analítica e a
função aproximada na altura do equador. Nestes gráficos se pode ver com clareza os dois efeitos
observados nas figuras anteriores. Pode se notar valores ligeiramente negativos da aproximação,
mais notórios nos gráficos após 40 dias e quando o suporte é menor.

1.6.2 Comportamento do modelo em malhas localmente.refinadas

O objetivo destes testes é verificar primeiramente, a aparição de algum efeito indesejado, que seja
causado pela presença dos refinamentos, como reflexões de onda. Além disso, devem evidenciar
as vantagens de uma melhor resolução numa determinada região do globo.

Nestes casos utilizaremos a função inicial dada por (1.16) com Z; = 5000km. A malha base,
uniforme contém 124 x 65 pontos, e acrescentamos regiões gradativamente refinadas, por um
fator 2 a cada novo nível de refinamento.

A legião refinada é mantida fixa durante a, integração e no caso da figura 1.10 e 1.11, a
área da região refinada é relativamente pequenas Após poucas iterações, a 'Gaussiana' sai do
refinamento para retornar completamente após quase 20 dias de integração.

Na âgura 1.10 temos os resultados obtidos com L = 5000Am, a região refinada está marcada
por uma linha pontilhada. Como nas figuras anteriores, a coluna (a) mostra os resultados depois
de 20 e (b) depois de 40 dias de integração.

Na primeira linha vemos a posição do refinamento e a, função aproximada pala os diferentes
tempos. Comparando com a $gura 1.7, observamos que aos 40 dias, a nova função aproximada
conserva melhor a altura máxima.

Na segunda linha temos os gráficos da diferença entre a solução analítica, e a função apro-
ximada. Neste caso podemos observei melhor o fato da função aproximada não ter sido tão
suavizado em comparação com a figura 1.8, e os efeitos de uma melhor resolução.

Notemos que o efeito de se ter uma melhor resolução durante algum tempo em que a 'Gaus-
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siana' permanece na região refinada se faz sentir, mesmo após a 'Gaussiana' dar duas voltas
completas, deixando a região refinada e mais tarde retornando por duas vezes. Não aparece
reflexão de ondas nas interfaces da região refinada. Os valores negativos na base da 'Gaussi-
ana' ainda aparecem, mas mais atenuados. Isto é melhor observado na ultima linha da l.lO,
onde mostramos um corte transversal da solução analítica e da função aproximada na altura do
equador.

Na figura l.ll .apresentamos resultados obtidos com dois níveis de refinamento (e L
5000km). As colunas (a) e (b) têm o mesmo significado (lue nas figuras anteriores.

Na primeira linha mostramos a função aproximada nos dois tempos além da posição dos
dois níveis de refinamento. Comparando com a figura anterior vemos que a função aproximada
apresenta mais uma melhoria na altura máxima.

Na segunda linha mostramos novamente a diferença entre a solução analítica e a função
aproximada. Observamos claramente que a adição de mais um nível de refinamento contribuiu
para melhorar ainda mais a resolução. O surgimento de valores negativos na aproximação é mais
atenuado, como mostram os cortes na ultima linha da l.ll.

A melhora na função aproximada é devida à resolução mais fina nas áreas localmente refina-
das. Novamente não se observa a aparição de reflexão de ondas na transição entre malhas com
diferentes níveis de refinamento, embora os efeitos da interpolação permaneçam como no caso
da malha uniforme

Nossos resultados indicam que o tratamento semi-Lagrangeano da advecção na esfera adapta-
se muito bem a malhas localmente refinadas. Em particular, não há problema na transição entre
malhas com diferentes níveis de refinamento. Os efeitos da interpolação nos métodos semi-
Lagrangeanos mantém-se como em malhas uniformes, produzindo alguma dissipação na solução.
No caso de advecção de quantidades estritamente positivas (como umidade por exemplo), o
aparecimento de 'undershooting' (produzindo quantidades negativas) é indesejável e pode ser
tratado com técnicas de interpolação preservando a forma da função. No apêndice A, verificamos
que os mesmos tratamentos funcionam bem em malhas localmente refinadas.
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Figura 1.10: Resultados em uma malha com um nível de reânamento local (ver texto), a região
refinada está marcada pela linha pontilhada no gráfico. Foi usado o valor L = 5000km. Na
coluna (a) temos o resultado após 20 dias e na coluna (b) após 40 dias de integração.
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b 1. .

H U
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Figura 1.11: Resultados em uma malha com dois níveis de refinamento local, delimitados pelas
linhas pontilhadas no gráfico. Foi empregado o valor L = 5000km. Na coluna (a) temos o
resultado após 20 dias e na coluna (b) após 40 dias de integração.



CAPÍTUI,0 2

Um modelo de Vorticidade

Barotrópica Não Divergente

No primeiro capítulo, trabalhamos com um modelo simples de advecção constante sobre a esfera
em malhas localmente refinadas, onde testamos o uso de métodos gemi-Lagrangeanos. Nosso
principal objetivo foi o estudo dos efeitos da interpolação. Usamos um interpolador cúbico
de Lagrange e nossos resultados indicaram que o tratamento semi-Lagrangeano da advecção na
esfera adapta-se bem a malhas localmente refinadas e os efeitos da interpolação nos métodos semí-
Lagrangeanos mantêm-se como em malhas uniformes, produzindo alguma dissipação na solução.
Também estudamos técnicas de interpolação preservando a forma da função (ver apêndice A) e
veriÊcamos que os mesmos tratamentos funcionam bem em malhas localmente refinadas.

Neste capítulo, através do estudo da equação de vorticidade barotrópica iremos introduzir
novos aspectos no desenvolvimento dos modelos. O tratamento semi-Lagrangeâno das equações
de vorticidade barotrópica irá requerer o cálculo das trajetórias do modelo, bem como a resolução
de uma equação elíptica a cada passo no tempo. Iremos então usar este modelo para estudar
estas questões em malhas localmente refinadas.

A equação da vorticidade barotrópica com vento não divergente pode ser escrita como

d(( + /) 0 l2.t)

onde / é o termo de Coriolis, e € a vorticidade relativa (eg. Haltiner e Wílliams 1980).

A equação garante a preservação da vorticidade total q = ( + / ao longo de trajetórias
Lagrangeanas. Estas são dotei'minadas com o auxílio de uma função corrente @, através da
,.In-a,\.

( = A'ü, (2.2)

da qual deriva-se o vento não divergente, segundo o qual a vorticidade total é transportada

21
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Estas equações podem ser derivadas das equações de água-rasa (que consideraremos no
próximo capítulo) impondo divergente nulo.

A seguir explicaremos as técnicas utilizadas no tratamento do modelo de vorticidade baro-
trópica.

2.1 '1Yajetória na Advecção Semi-Lagrangeana (exemplo uni

dimensional)

No capítulo anterior, introduzimos a idéia geral do método gemi-Lagrangeano num exemplo
simples de advecção na esfera, no qual as trajetórias das partículas correspondentes ao método
semi-Lagrangeano eram conhecidas e portanto não precisamos calcula-las. No modelo para
a equação de vorticidade barotrópica as trajetórias das partículas correspondentes ao método
semi-Lagrangeano não são conhecidas a priori e portanto precisamos de algum método para
calcula-las.

Nesta seção descrevemos o cálculo das trajetórias para uma equação unidimensional. O caso
da esfera será tratado na seção 2.5.

r'lnn.:']nnnmAn n An+..nna ']n n']xraPP A lBn;.];mana;Anal\JL/llDj\lçi çiii\lo ai çquQyaiv \iç ai\ Yç\-\cbv uni\liiii\.-iiDiviiapi

;F('(t), t) - 0, (2.3)

com

onde y(z, t) é uma função dada (a velocidade de advecção do campo F') e r(t) é o vedor posição
como função do tempo. A equação (2.3) implica que a função F permanece constante ao longo
das trajetórias.

(2.4)}''(,, t)

Queremos resolver a equação fazendo uso de um método semi-Lagrangeano de dois níveis
no tempo. Na figura 2.1 representamos por uma curva continua r(t) a trajetória excita de uma
partícula que depois de um intervalo de tempo At chega no ponto de malha z., a reta tracejada
que une os pontos Á'(.; representa a trajetória aproximada. cr. é a distância percorrida pela
partícula nesse intervalo de tempo.

Supondo conhecidos os valores de F' no tempo [ para todos os pontos z. de u ma ma]ha fixa,
queremos determina-los no instante t + Z\t. Portanto, sendo r a trajetória de uma partícula do
fluido tal.que. r(t) é a.posição da partícula no tempo t, que chega ao ponto da malha z. no
tempo t + At, da.equação (2.3) temos

r'(««,t+ Z\t) - F'(,(t),t) . l2.s)
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t

t

Figura 2.1: Esquema de dois níveis

ou seja

F'(,«,t+ At) (,(t),t) (2.6)

Portanto, para determinar o valor de F'(z« , t+At) precisamos primeiro, encontrar o ponto de
partida correspondente r(t) para cada ponto de malha z«. Para tal aproximamos (2.4) usando
diferenças finita centrada. Como r(t) = z« -- a« e r(t + At) = a« (ver figura 1.1), temos

,(t+At) -'(t) -am - At }''('m- %:,t:+#)

Esta equação pode ser resolvida iterativamente para o deslocamento a.

«s'':-»* "',. ..-..#l,

para algum dado inicial cvO. Para tal precisamos de y no instante f + A! e na posição zm -- !-Í
Sendo y conhecido apenas na malha e nos instantes anteriores este será extrapolado temporal-
mente e intei'podado espacialmente a seguir. Empregamos interpolação linear em ambos os casos,

o que é suficiente para uma aproximação de segunda ordem (Temperton e Staniforth 1987);

Conhecidos os pontos de partida r(t) pa.ra toda a malha, os valores de r' podem ser deter-
minados segundo (2.6), após interpelação (cúbica) nos .pontos de partida.



24' [Jm modelo de Vortícidade Barotrópica Não D;vergente

2.2 Método gemi-Lagrangeano para a equação da vorticidade
barotrópica

A discretização gemi-Lagrangeana de dois níveis no tempo para a equação de vorticidade boro-.
trópico que usaremos é a seguinte:

(( + /)=+: = (e + /):, (2.7)

onde o símbolo # denota a posição .de partida de uma partícula no instante n que chega a um
ponto de malha e no instante n + 1. Conhecidos os pontos de partida, pode-se calcular o valor
da vorticidade total nestes pontos e assim, obter seu valor no novo tempo. Como os pontos
de partida das partículas em geral não pertencem à malha, necessitaremos interpolar os valores
da vorticidade disponíveis na malha. Empregamos interpolação cúbica de Lagrange, como na
equação de advecção tratada no capítulo l.

Para o cálculo da posição de partida da partícula precisamos conhecer o valor do vento no
tempo n. Para isso temos primeiramente que resolver a equação pala a função corrente:

(n = b.$n. (2.8)

Determiniída a função corrente, obtemos as componentes do vento não divergente (empregando
diferenças centradas):

Portanto em cada passo no tempo será necessário

i) Resolver a equação de Poisson (2.8) na esfera (em malhas localmente refinadas). Para isso
vamos utilizar um método multigrid na esfera, baseado em Berros 1991, o qual adoptamos
para malhas com refinamento local (veja também Brandt 1977 e Brandt e Diskin 1994).

ii) Conhecida a função corrente, calcular o vento não divergente e determinar as trajetórias
das partículas, de uma maneira e$ciente em malhas com refinamento local (nos baseamos
em Ritchie 1987)..

iii) Calcular o valor da vorticidade total no novo tempo nos pontos da malha, usando inter-
polação cúbica, para avaliar a vorticidade no tempo anterior nos pontos de partida (2.7)

Detalhar'emos estas etapas nas seções seguintes
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2.3 Discretização da equação de Poisson na esfera

Para a discretização da equação de Poisson na esfera empregaremos diferenças finitas e uma
formulação integral (cf. Barras 1991) para o tratamento das singularidades nos polos.

Em coordenadas esféricas temos o domínio

* = {(À, o) : o 1; À $1 2«', -; s; o 5; ;},

e a equação de Poisson (supondo o raio constante igual a 1) escreve-se como

».« - =Lá, («; o g; -- &hB - /. (2.9)

Definimos a malha computacional Oi com o mesmo espaçamento nas duas direções (AÀ =
o= ):

{(.Xi, 0j) [ $ $ NÀ, ] $ { $ ]Vo},

com Xi = (í -- l)À e 0j = --{ + (j -- l)A onde A = git. Como tomamos a malha de forma (lue

os polos pertencem a ela, então Aío = %l + l. (Para 0 = --{ e 0 = $, toda, a linha da malha
corresponde a um único ponto, o polo norte ou o polo sul).

A discretização da equação em (À{, 0.i), um ponto da malha diferente do polo, é baseada na
seguinte discretização dos termos da equação (2.9)

Lâ'..;',:).;,,, : ,h (''; '.*; '":'*: - «..' - '';'.-; '":' ' «..-:,)
l a2u\ . l /'wÍ+ij--2aij+ui:i.Í\

;l;;í'iaÀ27({.j):''s2olk h2 7'

"d' Oj+{ = 0j + {, Oj-{ = 0j -- { ' uij = u(À{, 0j)l

Obtemos a seguinte discretizat;ão para a equação de Poisson

péa («;'.-.{ '":'...: - «.J - «;".-{ '":' - «:.-o) -i
L /''!wj ?!atJ{ !jN - ;

cosa 0;\ A2 ,/
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Multiplicando por h2 obtemos

cosOj+4. '
-:18a;'":j'' '

l
;181;Í'ã"i-ij

l
ij-t + ;8;1ã-iWi+tÍ+

u * úl «. - «,.

Em notação compacta, temos um operador linear de cinco pontos

'« ;' «]

onde

.. =$Ü
cos0{

ds= "sOj- :

'«-Ú
l

'';&q
dc + d; + d«« + de)

Este operador não está formalmente definido no polo (onde os termos são singulares). A
discretização neste caso é apresentada a seguir.

2.3.1 Discretização nos polos

A discretização nos polos é obtida a partir da forma integral da equação. Integrando (2.9) numa
calote polar de raio p = #, obtemos

:. /:.,~«..:.-.-* - f:./;.. Lâ Ç.;. H .:'''-* :
7r
2

jcosOdOd\

(o outro tei'mo do Laplaciano se anula pela periodicidade em À). Logo

fcos8dOd\
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Integrando com respeito a 0 obtemos

b ,./:.ç '*' .
''n

-T

7r
2

f cas OdQd)-

Aproximando a integral no primeiro termo por n-trapézios, usando diferença finitas no cálculo
da derivada e a regra do ponto médio para a integral no lado direito obtemos

«;'; ,':«
("À.{-P ' «,..,)

/PX ;A -;(;i-l

onde HPx i'epresenta o valor de a no polo norte. Assim, chegamos à seguinte discretização para
a equação no polo norte:

P) }:(",.f-,
{:1 ««J - /PX ;A «;(; P),

ou sela

«.« -ú gl"'.;
h2

m5-'P

Analogamente para o polo sul .f)s temos

«* - it "*.,, : /psÇ.i-l

Este tratamento nos polos, combinado com diferenças centrais no restante da malha, nos
leva a uma discretização global de segunda ordem.

2.4 Método Multigrid

Nesta seção apresentamos um método tipo FAS Multigrid (FuZ/ .Approzimafion Sc/geme, Brandt,
1977), para a resolução da equação de Poisson na esfera, em malhas com refinamento local. Este
método é baseado no algorítmo de Barras 1991 pata malhas uniformes.

Introduzimos uma seqüência de malhas uniformes na esfera Qi,Q2, ... ,Qm (Qk = QA.),
onde /ZA = Ak-i/2 e hW = A ( como na figura 2.2), sendo Qm a malha mais fina onde queremos
resolver a equação e Qi uma malha grossa, com pequeno numero de pontos. Para cada malha
QA, temos o correspondente problema desci'etizado

Lku5 = .rl: ã. c QK. (2.10)
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Figura 2.2: Níveis sucessivos de malhas para Multigrid

onde Z;k = -LA#. é o Laplaciano discretizado numa malha com espaçamento hk, uk = %h* e

/k = /hk. Para k =. 1 o sistema (2.10) envolverá poucas incógnitas, sendo portanto fácil e
barato de resolver.

Descrevemos a seguir o algorítmo FAS Multigrid, em forma geral, para a resolução da equação
na malha mais fina ç2m, com o auxílio das malhas intermediárias (veja também Hackbusch para
mais detalhes sobre métodos multigrid).

A partir de uma solução aproximada ãA para a solução na malha nk, cada ciclo de multigrid
F'.4Sk(po, ui, z,2; 'r) é definido através das etapas (compare com a figura 2.3 para ' = 1 (V-ciclo)
e M = 4, ' = 2 corresponde a um W-ciclo) seguintes. Lembremos que a escolha correta dos
componentes do método multigrid é fundamental para o desempenho e eficiência do mesmo.

Q, (;Õ n relaxações®
transferência da solução
aproximada e do resíduo

Q,(«-

interpolação-correção

Figura 2.3: Diagrama de.um V(pi,z,2)-ciclo de FAS Multigrid ('y = 1)
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As etapas do nosso esquema são

i) Pre-re/a ;anão. São aplicadas pi relaxações à solução aproximada ãk

Um dos principais componentes do Multigrid é a relaxação. Uma das características da
equação de Poisson na esfera é a forte anisotropia do operador em coordenadas esféricas.

E por isso que um método de relaxação padrão (como Gauss-Seidel, ponto a ponto) não
proporciona a suavização necessária, sendo preciso recorrer a outros métodos neste caso.

Nós trabalhamos com Gauss-Seidel por linhas, alternadas (relaxação tipo zebra), no qual
os valores de toda uma linha de pontos de malha são atualizados simultaneamente (um
sistema tridiagonal 'periódico' é resolvido para cada linha). Este método tem propriedades
de relaxação muito boas para este problema, como analisado em Berros 1991.

ii) Trarzs/erêncÍa da solução. Nós temos agora uma nova aproximação {Zk na malha Qk (com
erro suavizado) e queremos melhora-la através de uma correção empregando a próxima
calha grossa Qk--i. Na formulação FAS, transferimos a-solução ãk para a malha grossa
usando uma simples inleção, ou seja, os valores na malha grossa são os mesmos que nos
pontos coincidentes da malha fina. Denotaremos esta aproximação na malha grossa por
Íx'iãA,.definida por

(#':ã'){,.f = ã${,2j

iii) Tranl/erência do resz'duo. Para a formação da equação.de correção em ç2k--i necessitamos

transferir para a malha grossa QA-i a função residual rk = /A -- l,Aã.k. P.ara a transferência

do resíduo, usamos um operador /u//-toeigAting transformado, o qual denotamos por J'ZI'll
Pelo fato de estarmos trabalhando sobre a esfera, definimos.o operador /u/Z-weigAfíng em
cada ponto da malha como

;Í$
2

4
2 #]

Este operador leva em conta as diferentes áreas das células em torno de cada ponto de
malha (cf. Berros 1991). Nos polos precisamos de uma definição especial do operador.
Sendo P o polo, a transferência do resíduo para o polo na malha grossa é dada pela média
ponderada:

:ell;:g,(') +iE',o*,0,
onde 0 = --f + Ao se estamos considerando P o polo sul, e 0 = } -- ho se P é o polo norte.

]VÀ é o número de pontos de malha por linha de latitude.
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iv) -Equação na mal/za grossa. Na malha grossa teremos a seguinte equação

l,K-t «k-l = fk-* (2.11)

onde

/k-i = z,'-:(4':ã*) + rf':,*

v) /geração. Se k -- 1 = 1 então (2.11) será resolvida. Na prática usaremos um número z,o de

passos de relaxação para obter uma boa aproximação na malha mais grossa.

Se k 1 > 1 teremos que iniciar, tomando como aproximação inicial Í:l'iãk , y ciclos de
F.4Sk-t (z,o, pi , p2; 7) e obtemos uma solução melhorada para (2.11).

Em quaisquer dos casos, denotaremos a solução aproximada final por {Zk l

vi) Transferência e correrão. Por meio de um interpolador linear ,rAk.i da malha Qk'i para
a, malha Qk transferimos a correção para ãA calculada na malha grossa para a malha fina
mais .próxima. A correção da solução aproximada em Qt é dada por:

íz* «- ü* + -rf.. (ü*': ít-'ü*)

vii) Pós-re/azaçãa. Finalmente, melhoramos a solução aproximada ãk, através de z/2 relaxações
como no passo {l).

Esta formulação é adequada não só para problemas lineares, senão também para problemas
não lineares, já que a correção foi formulada sem depender da linearidade de L. Além disso, esta
formulação se adequa a malhas localmente reânadas.

n relaxações

solução

transferência da solução

aproximada e o resíduo

interpelação-correção

interpolação cúbica

Figura 2.4: Diagrama de de Full-Multigrid
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2.4.1 Full-Multigrid

Para obter a aproximação inicial ãk com a qual começamos o algorítmo r',4Sk(uo, pi, z'2; '),
usamos um método full-multigrid (FMG) .

Para k ? 2 o algorítmo FÀ4Gk(z,o, z,i, z'2; ') para a resolução de (2.10), pode ser descrito nos
seguinte quatro passos (ver figura 2.4).

i) -Eguaçãa na ma/Aci grossa. Temos a equação

LK-tuk-\ (2.12)

onde

f:-: - iE-:.f*

com /k-i sendo o operador írÜeção de transferência.

ii) /geração. Se Ê -- 1 = 1, (2.12) é resolvida diretamente. (Em nosso caso estaremos usando

po relaxações para obter uma solução aproximada suhcientemente boa nessa malha).

Se k -- 1 > 1, aplicamos o algorítmo r'MGk-i (po, pi, p2; '; n) para resolver (2.12) e deno-

tamos a solução obtida por {ZA'i

iii) So/ração ínferpo/ada. Interpolamos {Zk'i para Qk usando um operador interpolação cúbica,
o qual denotamos por llk.i.

iv) Â4e//tara e cic/os. Melhoramos nossa solução aproximada na malha Qk, ãk = llk. .ãk- ,
através de n ciclos de F'.4Sk(po, b'i, p2; I').

Figura 2.5: FAS multigrid em malhas com refinamento local
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2.4.2 ]j'AS Multigrid em malhas com refinamento local

Para simplificar chamaremos {2B à malha base e ç2n ao refinamento local como na figura 2.5.

Escolhemos a formulação F'AS Multigrid, pois esta é facilmente adaptável a malhas com
refinamento local. Tomando o algorítmo l;'AS Multigrid descrito, observemos quais os cuidados
necessários para adapta-lo a malhas com refinamento local.

Primeiro observemos o passo (áu) na descrição do algorítmo para FAS Multigrid. Na hora de
construir a função / para a malha QB, ela só será modificada naqueles pontos, desta malha, que
também; pertençam ao refinamento local. Os outros não serão modificados. Quando temos que
adicionar a correção na malha ç2a, no caso em que não são pontos dos refinamentos obteremos
a solução aproximada. Nos pontos pertencentes ao refinamento, teremos a correção que depois
será interpolada para a malha Qn.

o Pontos da malha grossa que são
tiansfeiidos ao refinaillento

Pontos calculados usalldo

inteipolação cúbica

Figura 2.6: Pontos fantasmas no refinamento

O principal cuidado deve sêr tomado na relaxação nos refinamentos. As condições de fronteira
(periódicas na malha base) são substituídas por condições de Dirichlet nas interfaces entre as
malhas. Na figura 2.6 podemos observar como isso é feito; nós construímos uma fronteira no
refinamento, adicionando linhas de 'pontos fantasmas'.' Estes valores são obtidos da malha base
por transferência nas posições onde existem pontos coincidentes na malha base e por interpolação
cúbica nos restantes.

2.5 Cálculo da trajetória Lagrangeana na esfera

Para o cálculo das trajetórias implementamos. o algorítmo de Ritchie (1987), adaptado para
um método semi-Lagrangeano de dois níveis no tempo (e não de três como naquele trabalho).
Incluímos aqui a descrição do método.

)

                             
                             
                             
                                                                      
        :                                                           
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Seja r a trajetória da partícula que chega à posição r(t+ Z\t)., quem'emos calcular a posição da
partícula no tempo t, ou seja r(t). Para isso, primeiro vamos aproximar a posição da partícula
r(f + At) no ponto médio da trajetória usando expansão em série de Taylor

,(t + z\t) â!':(t + â!) + o(Af')

onde f(f + $!) é o vetou velocidade de r no ponto médio da trajetória. Seja r(t + At) = g. (um

ponto da malha) então

,(t + #) - g - Çf(t -F' Ç).+ o(At')- (2.13)

Esta equação pode levar a uma posição da' partícula r(t + $Ê) ligeiramente deslocado da
superfície da esfera (com ergo O(At')). Vamos então introduzir um fator de correção b'no
cálculo de r(t + $Ê) que assegure que lr(t + Jy)l = a, onde a é o raio da esfera (em nossa

aplicação, igual ao raio da terra). Ou seja, modifcando a equação (2.13) por

;(t+â!) (ê11)f(t+41)}\ (2.14)

onde

b -li+li1l'f(t+ T)'/'' 2(Ç)í(t+ #) 'g/«'l::/','
garantimos uma trajetória sobre um grande círculo na esfera.

A equação (2.14) é resolvida iterativamente, uma vez que a velocidade f(t + êÊ) depende da
posição no ponto médio da trajetória. Podemos escrever a equação iterativo como

« = ó*(g - (É;)fk).

Sejam (Àg, OP) as coordenadas esféricas do ponto de malha g aonde chega a partícula e (Àk, 0k)
as coordenadas de rk, a posição media da trajetória na iteração k. Usamos as velocidades
normalizadas da partícula para o cálculo do ponto médio. da. trajetória no passo k, ou seja

k =u(Àk, 0k, t + 11; ):/a

k =o(Àk, 0k, t + !;)/a:

Sendo (X, y, Z) o sistema de coordenadas normalizado (z/a, y/a, z/a), as componentes car.
tesíanas da velocidade normalizada são dadas por

Xk = -- iik si«(Àt) -- Ü cos(Àk) si«(0k)

yk =ãk cos(Àk) - 8k sin(Àt) sin(0k)

Zk =Ü cos(0k).



34 Um modelo de Vorticidade Barotrópica Não Divergente

A posição do ponto da malha g em coordenadas cartesianas é

X, (À,) cos(0g)

Yp = si« (À,) cos(a,)

Zg

portanto, o fator de correção b é dado por

ók = {i+lê1l'(-tz+ ]? + .àZ) - At(.tkx, + h%. + .àk.%)}''/'

e usando a posição do ponto médio da trajetória da partícula em coordenadas cartesianos temos

X.+- (Xg - (Í;).t*)
A+

yk+l =bk(yP -- (::--)Yk)

Z.--: -b*(Zs - (#).à)-

Daí obtemos

ÀÊ+: = ta«': (yÊ+t/XA+i)
Ok+i :J.sin''(Zt+t),

que são as coordenadas esfér.icas da posição da partícula no tempo t + $Ê , ponto médio da
trajetória que no tempo t + At chega ao ponto de malha (Àg, 0g). Moais à frente discutiremos um
pouco sobre o número de iterações necessárias no cálculo do ponto médio das trajetórias

Conhecida a posição r(t + $É) calculamos

,(t) - 2l'(t + ê!) ' g/«q,(t + ê!) - g,

em: coor(penadas (X, y, Z) e obtemos a posição de partida da partícula.

Precisamos calcular separadam.ente os pontos de partida referente aos polos, uma vez que lá
não estão definida as componentes do vedor velocidade. Adoramos a solução de McDonald e

Bates (1989), na qual usa-se o valor do vento nas vizinhanças do polo.

Tomemos o polo norte e suponhamos que o valor do vetor vento seja constante en] sua
vizinhança. Suas componentes podem ser escritas como:

w, = yP sin(À -- Ào) (2.15)
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«. (À Ào)

onde yP é a magnitude do vento e Ào determina sua direção.

Identificamos (2.16) com a primeira componente de Fourier de u(Ài, (n'/2)
a média de u na latitude mais próxima ao polo. Portanto temos

UP '(a' + b'):/',
Xo = ta«':(b/;)

(2.16)

(A0/2)) , o« sda,

onde

; -iE ."-'-:/'o., ;
{::1

b -iE ""':/'0., ;{-1

!y) "É(À;)

11àg)sin(À{)

e Ar é o número de pontos no círculo de latitude.

Então o ponto de partida para o polo norte correspondente ao intervalo de tempo A.É é dado
por

À,.. - ta«': (b/a)

,* -;' T;
onde a é o raio da terra. Analogamente obteríamos pardo Polo sul

À* =n + tan-' (b/a)

o* - - ! + 1%--2 ' à

Observemos que no cálculo das trajetórias requer-se os valores da.velocidade fora dos pontos
de malha. Estes valores são obtidos por interpolação linear dos valores na malha. Estes por sua
vez, são valores no instante de tempo intermediário f + êli obtidos por extrapolação linear dos
valores na malha hos instantes t e t -- Af.

Para inicializar o método, dispomos apenas da velocidade inicial no instante 0. Para obtermos

u({z\t) procedemos iterativamente, tomando

«w(:At) = 1(«(o) + «@'o(AI)),
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inicializando u(')(At) = u(0). Cerca de 3 iterações já produzem uma boa aproximação ( veja
Temperton e Staniforth, 1987).

2.6 Resultados

Aqui vamos discu tir os resultados obtidos e mais alguns detalhes de implementações. Iniciaremos
com os resultados do multigrid para a resolução da equação de Poisson, tanto na malha uniforme
como na refinada. A seguir apresentamos resultados com o modelo de vorticidade barotrópica.

2.6.1 Mlultigrid

Inicialmente tomamos a equação de Helmholtz

Aw + cu = / (2.17)

onde c 2 0, prescrevendo a solução para avaliarmos os erros de discretização. Tomando c > 0

(escolhemos c = 0.5. nos exemplos a seguir) garantimos a unicidade de solução:

Os resultados da tabela 2.1 mostram o máximo erro obtido em diversas malhas, após um ciclo
de Full-Multigrid F.A4G(8, 1, 1, 1) (ou sda, usando um V(1,1) ciclo), para solução da equação de
Helmh&ltz em um caso em que conhecemos a solução exala. Os resultados evidenciam a segunda
ordem da discretização u tilizada.

Tabela 2.1: 1?rios máximas em. dljferenles maZÀas tznijformes ('se/ração conhecida)

Na tabela 2.2 apresentamos o fator de convergência com um y(1, 1)-ciclo em diversas malhas.
Aqui observa-se a 'independência de h' dos fatores de convergência (fator assintótico de redução
de oiro poi' ciclo) que são limitados por valores .muito menores que l.

Malhas localmente refinadas são empregadas para reduzir o erro local. Suponha que temos
uma região onde o erro é maior. Podemos refinar a malha para obter uma resolução melhor
nesta região e assim diminuir o erro geral. Este foi o critério que usamos neste caso, refinando

Mlalhas Erro
16x9 4.6057898684988D-02

32x17 1.0968329948209D-02
64x33 2.8496029430405D-03

128x65 7.2522523815742D-04
256x129 1.8252035617241D-04
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Tabela 2.2: Falar de convergência para dljferenZes ma//zas

por um favor dois a região da malha onde o erro era maior. Na tabela 2.3 podemos comparar o
erro em uma malha base de 64 x 33 pontos com o erro na região refinada. Também observamos
como o resíduo cai no refinamento durante ciclos de multigrid.

Tabela 2.3: Erros marinas na ma/Aa base de 64 x 33 pontos. 7'ambém .apresentamos .o erro e
resíduo nü região re$nada.

Na execução do programa para a equação

b.«.= j (2.18)

ou seja, a equação (2.17) com c = 0, que aplicamos na equação da vorticidade barotrópica, não
temos convergência da relaxação, (no sentido do resíduo ir a zero), pois o operador neste caso é
singular.

SÓ podemos garantir a existência de solução dé Z % = /À se estiver satisfeita a condição de
compatibilidade de que /À seja ortogonal ao núcleo do operador adjunto de -Z;h.

Esta condição é a versão discreta (a menos de um e.rro de ordem O(A2), veja Berros 1991)
da condição de que

Perturbando .f ligeiramente pode-se garantir a verificação da condição de compatibilidade
discreta e portanto a existência de solução que como no caso coittínuo será única a menos de

Ciclos fatos de convergência
16 x 9

32 x 17
64 x 33
128 x 65

256 x 129

512 x 257

3.7321297999919D-02

4.1458496259644D-02

5.3080272602437D-02
5.9822717679057D-02

6.3554371747164D-02
7.098001 1543551D-02

Ciclos Erro malha base Erro refinamento Resíduo refinamento

 
2.8496029430405D-03

2.8126073810204D-03
2.8132302714346D-03
2.8131243625625D-03

2.8130989212079D-03

9.7048263104841D-04

5.2180850256320D-04
6.2271858306136D-04

6.3525761300647D-04

6.3243817921785D 04

1.5428768829396D-03
3.1669067734764D-04

5.7925075414552D-05
2.6844481346741D-05

2.7696890667159D-06
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uma constante

Após feito o ajuste no lado direito temos essencialmente o mesmo comportamento do método
multigrid também no caso c = 0.

Na tabela 2.4 a 2.6 apresentamos para o caso c :: 0 os resultados análogos aos das tabela
2.2 e 2.3 (para a mesma solução da equação): Obtemos ainda ótima convergência e erros de
discretização de segundo ordem.

Tabela 2.4: -Erros máximos em dilferentes malgas rc

Tabela 2.5: Falar de conueryência para dll/crentes ma/Aas Íc=09

Tabela 2.6: Erros máa;imãs na ma//za base de 64 x 33 pontos. Também a»resenfar)zos o erro e
resíduo .«a região reúna.la (c=O).

Malhas Erro
16x9 4.8593272488308D-02

32x17 1.1596127189235D-02

64x33 3.0310870147363D-03

128x65 7.7330530851422D-04
256x129 1.9493199673834D 04

Ciclos fator de convergência
16 x 9

32 x 17
64 x 33
128 x 65

256 x 129
512 x 257

4.6014782681578D 02
4.3723098120074D-02

5.3661985293763D-02
5.9884032804054D 02
6.3466572186454D-02
7.1049670422945D-02

Ciclos Erro malha base Erro refinamento Resíduo refinamento

 
3.0310870147363D-03

3.0'193178983498D-03

3.0238946099224D-03

3.0240268108957D-03

3.0240237158246D-03

6.6607726944534D-04
3.7124429758631D-04

3.7233036611301D-04
3.7254553441499D-04

3.7252967464649D-04

1.1498994844704D 03

1.2579785018838D-04

7.5456346730601D 06
1.3783231250994D-06

6.8420681696713D 08
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2.6.2 Vorticidade barotrópica gemi-Lagrangeana

Em todas as experiências realizadas para este modelo estamos usando uma malha base de 128x65
pontos.

Nos exemplos seguintes usamos At = Ih e empregamos um ciclo de Full-Multigrid Fada(8, 1, 1, 1)
(ou seja, usando um V(1,1) ciclo) para resolver a equação de Poisson a, cada passo no tempo.
Cabe lembrar que por estarmos usando um método semi-Lagrangeano não temos restrições no
passo no tempo devidas a condições de CFL para estabilidade (um modelo euleriano numa malha
128 x 65 pontos iria requerer At da ordem de 30 minutos, e com um nível de reÊnamento um
At de cerca de 15 minutos).

Para o primeiro teste escolhemos como dado inicial uma Onda de Haurwitz (Phillips, 1959).
Trata-se de um teste simples, mas adequado para se testar a estabilidade. Pelo padrão definido da
solução podemos observar possíveis deformações da solução aproximada causadas pela presença
do refinamento local. Sobre uma malha de 128 x 65 pontos colocamos um refinamento local e
rodamos o algorítmo durante 10 dias.

Na figura 2.7 observamos no gráfico (a) a vorticidade aproximada depois de 5 dias de inte-
gração numa malha com um nível de refinamento local (um refinamento de favor dois sobre uma
malha base de 128x65 pontos). A região do refinamento também está indicada no gráfico. No
gráfico (ó), temos a vorticidade aproximada depois de 10 dias.

(,) (b)

Figura 2.7: Onda de Haurwitz com um nível de refinamento local. (a) depois de 5 dias e (b)
depois de 10 dias de integração.

Temos uma integração estável durante os 10 dias de integração, sem a geração de perturbações
na solução devido à interface entre malhas de diferente resolução.

Nos próximos testes, verificamos o n úmero adequado de iterações para o cálculo da trajetória
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Adoramos como vorticidade inicial (ver figura 2.8) , uma função suave que foi perturbada, através
da inclusão de uma gaussiana, centrada em À = 120' e 0 = 50' (Hortas et a1. 1991). A função
suave vai rodar ao redor do polo levando consigo a perturbação. Depois de 18A de integração a
perturbação passa por cima do polo norte. Nas figura 2.9 na coluna (b), podemos observar uma
secção através do polo da vortícídade em determinados tempos, todos numa malha uniforme
bem fina, de 1024 x 513 pontos, que nos servirá de referência e será usada como solução 'excita'
nas comparações de resultados. Na figura 2.9 vemos na primeira linha o resultado obtido depois
de 18h de integração e na segunda linha e na terceira depois de 36A e 54A.

Agora na malha base de 128x65 pontos tentamos o programa com diferente número de ite-
rações no cálculo do ponto médio da trajetória. Usamos o resultado depois de 54A e fizemos um
corte na função 'excita' na altura do máximo valor, na latitude=50' o qual mostramos na figura
2.10. Nos gráficos seguintes veremos os resultados depois de 54h de integração e comparamos as
diferentes soluções com a função 'exala'. Na primeira linha vemos a vorticidade aproximada na
coluna (a) e na coluna (b) um corte da vorticidade ' excita' (latitude=50') e da vorticidãde apro-
ximada com. uma iteração para o cálculo do ponto médio da trajetória. Na segunda linha temos
os resultados correspondentes utilizando duas iterações no cálculo da trajetória e na terceira
linha os mesmos resultados obtidos com dez iterações para o cálculo da trajetória.

8.'
' .

U
#

;:.0

H

Figura 2.8: Projeção estereográfica no polo norte do dado inicial

Não temos diferenças significativas no exemplo usando duas ou dez iterações. No caso de usar
sÓ.uma, podemos observar uma perda na precisão. Portanto consideramos que duas iterações no
cálculo do ponto médio da trajetória são suficientes e é o que usaremos nos exemplos a seguir.
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(,) (b)

Figura 2.9: Na coluna (a) temos os resultados obtidos usando a malha base de 128x65 pontos
para 18h, 36h e 54h. Na coluna (b) temos os resultados obtidos nos mesmos tempos na malha
mais fina de 1024 x 513 pontos.
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Figura 2.10: Na coluna (a) temos a vorticidade aproximada usando 1,2 e 10 iterações para o
cálculo da trajetóría, depois de 54h. Na coluna (b) temos o corte transversal da função 'excita'
e as funções aproximadas calculadas usando diferente numero de iterações.
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O passo seguinte é comparar os resultados com a malha uniforme e a malha refinada. Usamos
de novo uma malha base de 128x65 pontos, na qual tentamos dois exemplos de refinamentos.
Primeiramente refinamos uma pequena região centrada no máximo da perturbação. A pertur-
bação depois de poucas iterações sai do refinamento e não volta. No segundo exemplo temos um
refinamento um pouco maior de onde a perturbação sai, voltando a entrar na região reânada
posteriormente.

Na figura 2.11 podemos observar o dado.inicial e os dois refinamentos usados nos testes.
Depois de 54h. de integração, temos na figura 2.12 l na coluna (a) a vorticidade aproximada
e na coluna (b) o corte transversal da vorticidade 'excita' e a aproximada na latitude = 50' a
latitude onde a vorticidade 'excita' toma o valor máximo.

.w
H

';'

(,) (b)

Figura 2.11: Dado inicial em todo o globo, e os dois refinamento usados

Podemos observar na primeira linha os resultados obtidos usando uma malha sem refinamento
local, ou seja usando só a malha base. Na segunda linha podemos observares resultados obtidos
com uma malha como mostrada na figura 2.11(a). Neste caso a perturbação que inicialmente se
encontra dentro da malha refinada, depois de poucas iterações sai do refinamento, não entrando
nele novamente.

Na terceira linha da figura 2.12 temos os resultados com a malha mostrada em 2.11(b). Neste
caso a perturbação que inicialmente se encontra dentro do refinamento depois de poucas iterações
sai para entrar de novo no final da integração.

Podemos observar que no caso do reÊnamento menor, onde a.perturbação permanece poucas
iterações dentro do refinamento, a presença do refinamento local não melhora muito a solução
final, comparada com o caso em que só usamos a malha base.. Afora isso podemos observar
que a saída do refinamento é suave, não distorcendo a solução em relação à solução na malha
uniforme.
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Na segu nda malha refinada, a perturbação sai fora do refinamento local após poucas iterações,
retornando depois. Podemos observar o efeito positivo na solução aproximada depois de 54à de
integração, causado pela maior permanência dentro do refinamento local, como esperado.

No capítulo 4 apresentaremos mais resultados com o uso de refinamento local neste modelo
e introduziremos a adaptatividade, com a possibilidade do refinamento acompanhar a trajetória
da Gaussiana.
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Figura 2.12: Resultados obtidos nas diferentes malhas depois de 54h. Na coluna (a) temos a
projeção estereográfica da vorticidade aproximada e na coluna (b) o corte transversal desta e a
vorticidade 'excita' na latitude 50'





CAPÍTUI.O 3

Equações de Agua-Rasa
P

Este capítulo, parte central desta tese, apresenta dois aspectos fundamentais. Primeiramente há
o desenvolvimento de um modelo global de diferenças finitas, semi-implícito, semi-Lagrangeano
em dois níveis no tempo para as equações de água-rasa na esfera.

Este modelo, que desenvolvemos, é uma variante do modelo proposto por Bates et al. (1990).
A principal diferença é que adoramos um tratamento totalmente implícito do termo de di-
vergência de massa na equação da continuidade, o qual escrevemos em função do logaritmo do
geopotencia[. ])esta maneira, podemos e]iminar o termo de 'divergence damping' uti]izado por
eles, o qual era necessário para a estabilização do modelo em algumas situações. Com essa
formulação obtemos um método estável sem precisam' da adição de termos de filtragem seletiva.
(Formulação semelhante para a equação de massa foi empregada por Temperton e Staniforth
1987 em um modelo regional). O preço a pagar por esta formulação é a necessidade de resolver
uma equação não ]inear, para a qual desenvolvemos um método multigrid com eficiência seme-
lhante a de um l/bsf Poisson se/uer'. Além disso, adotamos o tratamento semi-Lagrangeano de
Ritchie (1988), que consideramos mais simples que o usado por Bates et. a1. (1990).

O segundo aspecto, que é a principal proposta do trabalho, é o uso de técnicas de refinamento
local neste modelo. Os vários aspectos algorítmicos e computacionais do emprego de refinamento
local, foram gradativamente estudados e desenvolvidos através da hierarquia de modelos que
selecionamos e apresentamos nos capítulos anteriores. Apresentamos aqui o modelo global de
água-rasa com técnicas de refinamento local, mostrando que essa é uma alternativa interessante
para a obtenção de alta resolução em uma região de interesse, a baixo custo computacional e sem
envolver o problema do tratamento de condições de fronteira at'tificiais, uma vez que mantemos
um modelo global.

47
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3.1 Aspectos gerais do modelo

Podemos escrever as equações de água-rasa na esfera, em sua forma vetorial, como (veja Haltíner
e Willians 1980):

!;- + /k x }'' + Vx@ = 0

gyÊ@ + v« . ''' - '
onde V' = (u,u) é o vetar de velocidades, é o geopotencial (@ = gz), / = 2Qsin0 o falar de

Coriolís e á = ai + y . VX é a derivada total. Este se constitui em um problema a valores
iniciais para V' e é.

A forma geral da discietização temporal gemi-implícita, gemi-Lagrangeana de dois níveis no
tempo para as equações.de água-rasa que propomos é a seguinte (na forma vetorial). A partir
dos valores de y e @ no instante inicial, calcula-se a evolução temporal com passos no tempo de
At através das equações:

de momento

(I''' + âli/k x y + âlvÓ)"'''' - (}'' - ê!/t x y - ilvÓ)i: (3.1)

da continuidade

(i'g(é) + !:-0)"+: = (Zog(é) - !r0): (3.2)

onde y é o campo de velocidades, @ o geopotencial, 1) o divergente (1) = V - y), / o fator de
Coriolis e o símbolo + se refere à posição de partida de uma partícula no instante n que chega
num ponto de grade no instante n + 1; do método semi-Lagrangeano (ver capítulos l e 2).

Para a determinação das incógnitas no instante n+ l temos que resolver o sistema resultante.
Este processo envolve as seguintes etapas:

i) Cálculo das tl'ajetórias das partículas e determinação dos pontos de partida + no instante
n

ii) Cálculo do lado direito das equações (3.1) e (3.2) nos pontos de malha e interpolação para
seus respectivos pontos de partida.

iii) Redução do sistema a uma equaçã(i escalar (não linear) para o geopotencial e sua solução

iv) Atualização do vedor velocidade usando as equações de momento

A seguir 'apresentamos os detalhes das partes do algorítmo, iniciando por uma flexibilização
. , '4 ;errnt ;v , ,.;n
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Discretização temporal

A discretização temporal gemi-implícita, gemi-Lagrangeana (na forma vetorial) de
no tempo para as equações de água-rasa que adoramos engloba a possibilidade d
descentralização temporal. Temos então as

Equações de momento:

(r +(l - 0At/k x V'+(l - 0AtVÓ)"+' =(V'' - ÜÍ/k x r - dktV@)=

L'quüçau dó ç.,unLinuidadc;

(log(é)+(1 - ')At0)"+l log(é) - cala)l:

onde o símbolo + se refere à posição de partida de uma partícula no instante n que {
ponto de grade no instante n + l e c satisfaz 1/2 -- õ 5; ( $ 1/2, (se c = 1/2, nó:
equações com plenamente centradas tipo 'Crank-Nicolson'). Uma pequena descentra
desci'etização é em certos casos adequada para supressão de ruído, tornando o esquel
mente dissipativo.

A derivada total é aproximada pela diferença ao longo da tiajetória e o termo de
o gradiente do geopotencial são aproximados pela média ao longo da tiajetória.

Para simplificar a notação, definimos

f. = (1 -- elzXt./ e F. = czar/

.. l . : (I''+ FnÉ; X }''.+ (l - c)AtVé)"+: = (}'' -:&k X.V'.- CZ\.tV@):,..

(log(é)+(1 -')At0)"+: =(1og(é) -'at0)=1. , :

A formulação das equações de momento. em coorde;nadas esféricas para.as compc
velocidade leva à apai'ição dos chamados termos métricos, decido à geometria da esfi
termos tomam valores cada vez maiores próximo aos polos (ver McDonald e Bates 19
fonte de instabilidade em modelos gemi-Lagrangeanos que usam as equações nessa fora
ma coireta para o tratamento semi-Lagrangeano das equações é conservar a formulaçÊ

dasequações (Ritchie 1988, Câtee Staniforth 1988, Bateset. a1 1990). . ... .

Adotamos aqui a formulação proposta por Ritchie, por sua elegância e simplicid;
não requer um tratamento especial :na vizinhança dos polos, como em Bates et. al

3.2

A discretização temporal semi-implícita, semi-Lagrangeana (na forma vetorial) de dois níveis
no tempo para as equações de água-rasa que adotamos engloba a possibilidade de pequena
descentralização temporal. Temos então as

Equações de momento

(}''' + (l - c)At/X; x }'' + (l - 4AtVé)"+: = (V'' - dt/É x }'' - eAtV@):
Equação da continuidade:

(log(é) + (l - c)a.tD)"+' = (log(é) - (At0):

onde o símbolo + se refere à posição de partida de uma partícula no instante n que chega num
ponto de grade no instante n + l e c satisfaz 1/2 -- õ 5; É $ 1/2, (se c = 1/2, nós temos as

equações completamente centradas tipo 'Crank-Nicolson'). Uma pequena descentralização da
discretização é em certos casos adequada para supressão de ruído, tornando o esquema ligeira-
mente dissipativo.

A derivada total é aproximada pela diferença ao longo da trajetória e o termo de Coriolis e
o gradiente do geopotencial são aproximados pela média ao longo da trajetória.

Para simplificar a notação, definimos

Pn = (1 - c)At.f . ' Fu :a.tj
e obtemos

(y + Pnk x }'' + (l c)AtVé)"+: = (}'' FuA x .y.-- cz\.tV#):, (3.3)

(3.4)

e

llog(é) + (l c)At0)"+: = (1og(é) .&to)l:

A formulação das equações de momento em coordenadas esféricas para as componentes da
velocidade leva à aparição dos chamados termos métricos, detido à geometria da esfera. Estes
termos tomam valores cada vez maiores próximo aos polos (ver McDonald e Bates 1987), sendo
fonte de instabilidade em modelos gemi-Lagrangeanos que usam as equações nessa forma. A for-
ma correta para o tratamento gemi-Lagrangeano das equações é conservar a formulação vetorial
das equações (Ritchie 1988, Cite e Staniforth 1988, Bates et. a1 1990).

Adotamos aqui a formulação proposta por Ritchie, por sua elegância e simplicidade. Esta
não requer um tratamento especial na vizinhança dos polos, como em Bates et. a1 (1990) e
é mais simples que o.esquema de.Cite e Staniforth (1988).. Todas elas. produzem resultados
similares (veja Staniforth e Cite 1991).
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Nas equações de tnomento temos que igualar dois velares que pertencem a diferentes sistemas
de referência, um no ponto de partida e outro no ponto.de chegada da trajetória. Estes dois
vetores são tangentes à esferas Para compara- los faremos .a projeção dos dois vetores no plano
tangente ao ponto médio da trajetóría e assim com os dois vetores no mesmo plano poderemos
resolver as equações.

Figura 3.1: 1)iagrama dos uefores ao /ongo da Zr(ÜefóMa

Apresentamos aqui a. descrição geral desta transformação, . deixando uma descrição mais
detalhada para o apêndice B. Definimos a como o deslocamento angular ao longo do grande
círculo de trajetória entre dois pontos R e Ri, onde R é o ponto médio da trajetória e Ri o
ponto de partida ou o ponto de chegada da mesma (os cálculos são análogos nos dois casos).
Sendo Ai o vetou horizontal nç) plano tangente gerado por (Ài, 0i) em Ri, queremos transfoimá-lo
para o plano tangente gerado'por:l (À,IÕ) no ponto R (ver 6gura 3.1)

Primeiro definimos .o vedor c, çqmq .um vedor unitário na direção do vento, no ponto médio
da trajetória R, e n o vedor unitário. ortogonal. à esquerda de c (portanto c e n formam outra
base do plano gerado por (À,0)).

No plano tangente em Ri podemos escrever o vetor horizontal Ài como

hi = AxÀi + Ao0t

na posição Ri. Queremos transformar este vedor para o plano Cartesiano tangencial R, o que
equivale a achar um vedor neste nova plano, com a mesma grandeza de AI e tal que a direção
seja a direção projetada de Ai neste plano.
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Isto é feito primeiro expressando Ài e 0i em função de cl e nl , onde ni = n (pois considera-
se a trajetória circular) e cl é o vetor unitário na direção do vento no ponto Ri. A seguir faz-se
a rotação de cl na direção de c, levando a dois novos vetores unitários (.XI)n e (Õi)n, ambos no
plano tangente gerado por (À, 0), pois são combinação linear de c e n. Logo, o vetor

hÀ(ÀI)R + A8(OI)R

tem o mesmo módulo que At , e sua direção é a projeção da direção de hi no plano (À, 0) , conforme
queriamos.

Finalmente escrevemos c e n eú função de À e .0. para encontrar as coordenadas do novo
vetor neste plano

(.fl)n =
}''.i+ xõ

cos On.

N

onde

X = sin a cosa sin 0 +(1 -- cos a) sina cos7cos 0,

y = cos 0 -- sin a sin I' sin 0 -- (1 -- cos a) sina ' cos 0,

'y é o ângulo entre c e À, cv é o ângulo entre R e Ri (veja os detalhes no apêndice B)

Aplicando esta transpor;na4ãó às équáéõés de üb;néitd.(b.3) o'btemos:

(X«)"+: .i"+: + (X,)"+: . Ó".+: = (yu):.;:,:li= +.(yu):l

t

Â"+: + (Xo)"+' , o*,':
onde

x. - . - }i+'».(f ! '.}amg
X, - « -h En« + Z'.'0 :- 0;g$
Xu -«.fFu«- '*.;m'g
b, &,«-z\*'"ãã

Escrevemos À"+i , 0"+i , .i? e 0: em função de À e 0 (coordenadas do plano tangente no ponto
médio da trajetória) e obtemos:

l /V'n+l 0 ' ; -ÇPn+l 4'\

dn,-+l \cos
X.n+l'. B -- X"''''.4) (3.5)

r
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x."+: = i;a;á;:ü-(x"+: .A }''"+:-a), (3.6)

onde

e
' - (UÕ9):
« - (n4g):

Portanto agora podemos isolar %, z; das equações de momento para calcular o divergente no
instante n + l e assim derivar a equação não linear para o geopotencial.

De$nindo

;;;;;n-(}'''"+:B - X"+'.4) = .4
i3a;ar(x"+:'4 - v"+:p) - 4

podemos escrever a equação de momento resultante como:

1,! -í' ll:::: l*.:-.,»''*«*:- l ::l

.4)

(3.7)

Isolando as componentes do vento na equação de momento obtemos:

1=::11-1,! í'l'Tl::l-l;. í''l':.'-.'»*~«*-
Deíinindo

Áó = (log(é) - 'a.tD)",

a equação da continuidade fica

(log(é) + (l c).ÃtD)"+: = ,4é

E como

onde G = 1/(1 + .r?) (e D = VX }''), podemos re-escrever a equação da continuidade como

uma equação para o geopotencial

-..ü'"'''u -- o ' l ':" l p -o»'''-'"''':' 'n ''- l

l -Fn \ ' . r l Fn

Fn 1 / '\-Fn l

l

".-':-.'»*»«;l,: -f'l''l::l
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Introduzindo as notações:

ls:l -l .l. ?l':l::l,

obtemos a equação não linear para o geopotencial dada por:

";"":'-':-.,'»',« 'l .l
Em coordenadas esféricas, temos

-.:'*":'-': ','»''-« 'l '? l;l l8*:
resultando em

-.;'*«':, - 'r",« ' l #;=.lf'F l
A expressão do divergente é dada por:

,« (Ê) -à(g*eP),
levando a

-.;'*«*:, - a=FL(â(Lg"t: * «'g"*')
--á (-«'g": -- «; «'gg"l'»

Lembrando que Fn e G só dependem de 0, temos:

-.;'*«*:,-alW (ág"*: *=="*:
Lá («'g":) --Lá (' «;'gglT:»

e

53

H" -- ''Vn
d.

Á+ - (1 - ')At-H"

(3.8)
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Com
2a

P (i - 'ya.t' d.b = 'ü'l&,

temos

p-.:ü'"'''u-aSi93"''': = ã "''' = õm+:

--:;L%eg"*: ;Lâ('«;«g$"*')
Portanto

PI.:@"'''D : ã aEnG@'.«''': Li ('..;'g"*:) '- '.. (3.9)

Esta é a equação escalar para o geopotencial a que reduzimos o sistema. Esta tem que ser
resolvida para que então obtenhamos y"+l de (3.7).

3.3 Mlalha alternada

Empregamos uma malha alternada (staggered grid) de tipo C (ver Arakawa 1966 e a figura 3.4)
Os valores do geopotencial e do vento, estão distribuídos como mostra a figura 3.2.

«(í , .f)

u(i i,j) u(í , .Í )

Figura 3.2: 1)esenAo da ma/Âa a/ferrada

Com esta distribuição das variáveis, calculamos .4., ,4. e .4é nas posições de %, o e é respec
tivamente.

A maior parte das variáveis se encontra convenientemente localizada. Por exemplo

rõ+\ . +ii-tt +ü

\.é?À'/({,j). h '
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é a aproximação centrada da derivada total do geopotencial no ponto (í,.j) da malha para u-

Em alguns termos, como os de Coriolis, precisamos tomar médias de termos vizinhos, usando
para tal as 4 (ou 16) posições mais próximas

Outra consequência importante do uso da malha alternada, é que agora teremos 3 trajetórias
diferentes a serem calculadas, uma para os pontos de %, outra para u e também para é.

3.4 Discretização espacial da equação não linear para o geopo
tencial

A discretização espacial de (3.9) é feita através de diferenças finitas centradas, de segunda ordem,
levando ao operador:

'-..'«:.,-Jt("'*:' $.*"'-'') *(LW),(b5/-
«;,'«,*;,&'í%) - (''«;,.';-;,$::&)l - t'.,«,

tomando A = a.À = ,âO. Multiplicando por h2, temos

,"' '«'*«,-- l-Üt -- (,h%g),l *;*«

* l-ü - (LW),l *.-«

* 1,% * e'=P *e'=FI «.

-.lg.:;l;!J-ó:J-.: - IT.:;;l;:2ó:j-: 'íó)'j

A parte linear do operador é um operador de cinco pontos

'« ;''.'].
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. .e=9Bd
coso;

(G"') (Oj-} )

'«-i-á ( uo,l
'. - (:À * (LW),:
d. + d; + d«« + de)

Este operador não está formalmente definido no polo (onde os termos são singulares). A
seguir derivamos a discretização neste caso, passando para uma formulação integral como no
capítulo anterior.

3.4.1 Discretização nos polos

A discretização nos polos é obtida a partir da forma integral de (3.9). Integrando esta equação
numa calote polar de raio p = {, obtemos

' )\og(#'+:)c«0dOdX- l
--a J t --p a --r

onde ;i = Íi:::ÊÃ?- e G = 1/(1 + Fn2) com En - (l C)At/ (os outros termos se anulam devido
à periodicidade em À). Portanto

7r
7r

?

{ P

c' .;'g"*') ..;''«'*

cos Qc10d)t ,

(PI.g(é"'F:) - dd) c«# 0 À r:, JI., â Q«'. %'" )"" - .
Agora, usando valor de dÓ e integrando o segundo termo com respeito a 0, temos

(P log(#'"+:) - P(Áé c'- Af(l : f)#")) cosOdOdÀ +(ecos)(J - p){ P

a.#"+i
dÀ - o

l

Substituindo o valor de .17" e usando a regra de n=trapézios para o último termo:

':.,. o.i'"*' . .« "«*-*.l:. .l:.,,~'.*-., -L Cg- -* e:P cosQd6d\
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+W«4(;-dt'#""'(pw) {TQÜ{ :4à

nde -f)W é o polo norte.

Com a regra do ponto médio para o primeiro termo e a pei'iodicidade na direção de À temos

ií 0.g(ó"''*" (p~» - A+(p~))-;(:- p)h'ã'+ !'i--(t - .) I". l !!!;:llf' aoúx

+(c";)(; -p)}:e(pw) - T''':(À;,{ - p)h . o,

e integrando com respeito a 0 o segundo termo e aplicando a regra do trapézio chegamos a

ii(i'g(@"''': (pw)) - Áé(pw)) c's(; - p)A; + &a1l}.=d cos(; - p) }: 'z""(À;, ;l - p)A

+(G "s)(;l - P) >ll: é"+' (PN) - é'+' (À{, ;l -: P) - 0.

aplicando por A/cos({ -- c){, obtemos a equação para é no polo norte

ph' (i'g(#'"''': (pw)) - 'ló(pw)) + ê:!=1(!i:sn >1.: d«"(À;, ; - p){-1

No polo sul respectivamente teremos

iià' (i'g(é"''': (ps)) - '!ó(ps)) ê:!(!i:sB }: a«"(À', -; + p)

*'''-} * «, l««*' .*, - i Êl*"':s*', -; * «,l
Cálculo do divergente no polo

Pala o cálculo do operador não linear para o geopotencial no polo, precisaremos do valor de .4é
dado por

Á# (é) - 'Ato)=,

que envolve o valor do divergente no polo. Para isso integraremo
polar de raio p :: 4, a qual chamaremos de Q

+4a(; - d
. Nx

é"''': (pN) - )Ü' >1: @"+' (À:, ; - P)
-0

Discretização espacial d3.4 otencia/ 57

t=l
0

2

2

Z

Z

Mult

&

Z

s o divergente em uma calotea

- 0,
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Temos por exemplo no polo norte, usando a regra do ponto médio

0"d.4 (PW)ecos(: -P):l
{2' z ':

(3.10)

Por outro lado, pelo teorema do divergente,

Q
v.y"dÁ

'Q

y" u"dC'
'aQ

Usando a regra do trapézio temos

/a' -.ecos(; - P) }:""(À', ; - P),
. i=1 .

ou seja

'.'"a"- «"-;(;l
Q ' z

]vÀ

P) }: ""(À', ;i=l
P) (3.11)

Igualando (3.10) e (3.11) obtemos que

D(Pw)- E«"0.,;
2 {-l

Para o polo sul temos
. Nx

0(Ps) -Ü- }: '"(À',; - P)
2 {-l

Conhecido o valor do divergente no polo, podemos obter o valor de (/og(@)
interpolar cubicamente nos pontos de partida para obter o valor de .4é.

âÉO)" e .ssim

3.5 Cálculo das trajetórias

Pelo fato de estarmos usando a malha alternada (staggered do tipo C) , temos que considerar três
trajetórias diferentes. Na prática calculamos a trajetória para a malha correspondente ao geopo-
tencial, e a partir desta vamos interpolar para assim obter os pontos de partida correspondentes
as malhas para u e u.

No cálculo das trajetórias para o geopotencial, usamos o mesmo algorítmo utilizado na
equação da vorticidade barotrópica (capítulo 2), baseado no trabalho de Ritchie (1987).

Para a obtenção dos pontos de partida das trajetórias das malhas para © e para o empregamos

interpolação linear dos pontos de partida dos pontos da malha de é mais próximos. Por exemplo
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Çbi+i.j+i

Figura 3.3: C'á/cu/o das Ir(Üetórias para H e para u

no cálculo do ponto de partida na malha para u, de u{,j, interpolamos a posição dos pontos de
partida de é{,j e éi+i.j. Quando queremos calcular o ponto de partida de u{,j, interpolamos os
pontos de partida de @i,j e éi,j+i (ver figura 3.3).

Temos que tomar cuidado especial nos cálculos dos pontos de partida da malha para u que
ficam perto do polo

Como mostra a figura 3.4, temos que calcular o valor da posição de partida para:os pontos
da ma]ha u, que ficam ao ]ado dos po]os, ou seja os pontos u(À{, 0«o-i) com í = 1, . . . l ]VÀ.

Figura 3.4: Esquema da àa/Aa C' nas pí'o; ã dados do po/o
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Para tal transferimos o ponto de partida de @(P) e @((À{, 0«,.i) , os dois pontos mais próximos
a u(À{, 0«. i) , para o plano tangente no polo. A interpolação é feita no plano tangente e projetada
na esfera para obter-se a posição de partida de t;(À{, 0«..:).

3.6 Resolução da equação não linear via Multigrid

No capítulo anterior desenvolvemos um algorítmo FAS Multigrid, para a resolução da equação
de Poisson na esfera, em malhas com refinamento local, o qual utilizamos no modelo para a
equação da vorticidade barotrópica:

A equação que precisamos resolver aqui é ainda uma equação elíptica, contendo termos de
primeira ordem além do Laplaciano. Há.ainda um termo não linear, sendo a equação da forma

FlogtÓÜ -b A$= f

onde 4 é um operador elíptico, a ser discretizado como mostrado na seção 3.4.

A vantagem do uso de método multigrid é sua aplicabilidade relativamente geral, com sua
performance não dependendo de separabilidade do operador, coeficientes constantes, etc.

Adoramos aqui o mesmo multigrid desenvolvido para a equação de Poisson, sendo apenas
necessário adaptar a relaxação devido à não linearidade da equação. (Note que não empregamos
nenhuma linearização global e sim apenas localmente na relaxação). Adotamos a relaxação tipo
zebra com Newton/.Gáusã-Seidel por linhas.

Na relaxação por linhas, todas as incógnitas pertencentes a um mesmo círculo de latitude
são atualizadas simultaneamente. Enquanto que na equação de Poisson tínhamos apenas que
resolver um sistema tridiagonal (periódico), aqui ainda há a não linearidade na diagonal. Usamos
então um passo do método de Newton para resolver o sistema não linear associado a cada linha,
supondo as demais, incógnitas na malha conhecidas. Note que o sistema para cada linha não
chega a ser resolvido exatainente (pois usamos apenas uma íteração do método de Newton), mas
isto é suficiente para, produzir a suavização do erro necessária à boa convergência do método.
Nosso método multigrid neste caso tem comportamento muito similar ao método usado para a
equação de Poísson.

3.7 Resultados

Começamos estai seção com invéstigaçõeg numéricas que comprovam o bom desempenho do
método multigiid para a equação não linear. A seguir apresentaremos testes com nosso modelo
de água-rasa em malhas uniformes, verificando também a estabilidade do esquema. A seguir
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passaremos ao estudo numérico do modelo em malhas com refinamento local, comprovando a
viabilidade computacional do uso de tal técnica para previsões regionais.

3.7.1 Multigrid não linear

Na tabela 3.1, em um exemplo com solução conhecida, podemos observar como varia o erro nas
diferentes malhas com um passo de full-multigrid, evidenciando que a discretização é de segunda
ordem.

Tabela 3.1: Erros em dll/erenfes ma/Aas Íso/ração ezaZa conhecida)

Tabela 3.2: ]1/a/Aa de 32 x 17

Tabe[a 3.3: ]1/a/ãa de 64 x 33

A seguir apresentamos 3 tabelas nas quais poder'emos ver o comportamento do erro e do
resíduo, para vários ciclos de full-multigrid em diferentes malhas. Na tabela 3.2 temos uma
malha de 32 x 17 pontos, na tabela 3.3, uma malha de 64 x 33 pontos e por último na tabela
3.4 uma malha de 128 x 65 pontos.

Malhas Erro
16x9 1.8563777899466D-02

32x17 4.5424480017546D-03
64x33 1 .1390306627703D-03

128x65 2.9179802938195D-04

Ciclos Erro Resíduo

 
4.5424480017546D-03

4.7156030756934D-03
4.7189999633437D-03

4.7190971537683D-03
4.7191161438285D-03

2.5027813606469D-04

5.8369514471107D 06
1 .6665922365766D-07

5.1466695072389D-09
8.8874443739161D IO

Ciclos Erro Resíduo

 
1.1390306627703D-03

1.1810944545116D-03
1.1819136941860D-03
1.1819320006614D-03

1.1819363044010D-03

3.2897329249865D-05
5.5345182781857D-07
1.8341904651359D-08

8.0537383533030D-lO

7.0703056952625D-ll
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Tabela 3.4: .A/a/àa de 128 x 65

Os resultados comprovam a eficiência do método e só precisaremos de um ciclo de full-
multigrid no modelo de água-nasal para a obtenção do novo geopotencial. Este algorítmo, foi
adaptado a malhas com refinamento local, como já descrito para a equação de vorticidade baro-
trópica.

3.7.2 Mlodelo de água-rasa

Malha uniforme

Apresentamos aqui alguns resultados obtidos com o modelo de água-rasa. Primeiro tentamos
a, estabilidade do modelo através de 10 dias de integração em uma malha de alta resolução,
1536 x 769, com At = Ih ( em modelos gemi-implícitos Eulerianos a condição de CFL permitiria
um At máximo de cerca de 2.5 minutos).

n

(,) (b)

Figura 3.5: Malha 1536. x 769, (a) é o geopotencial inicial e (b) aos 10 dias com At Ih

Para o teste usamos uma Onda de Haurwitz, na figura 3.5 vemos o geopotencial inicial e
depois de 10 dias de integração. Como podemos observar, a estabilidade do esquema é bastante
robusta.

Consideraremos agora dados iniciais reais .(obtidos de campos de vento e geopotencial a
300mb, de 9 de Janeiro de 1979). Na figura 3.8 apresentamos as isolinhas do campo geopotencial

Ciclos Erro Resíduo

 
2.9179802938195D-04

3.0219435248746D-04
3.0239241716412D-04

3.0239613279992D-04

3.0239689351319D-04

4.3623360836731D-06

5.4828001236351D-08
2.2547331545233D-09

1.1273893450736D-lO
5.8626367649417D-12
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inicial. A partir destas condições iniciais integramos o modelo utilizando várias resoluções com
malhas uniformes. Nestes experimentou usamos a.t :: IA e empregamos um ciclo de Full-
Multigrid F]W(;(8, 1, 1, 1) para resolver a equação não linear para o geopotencial, a cada passo
no tempo.

96 x 49 192 x 97

384 x 193 768 x 385

Figura 3.6i Resultados depois de três.dias de integração em diferentes malhas uniformes

Na figura 3.6, mostramos os resultados obtidos (projeção no hemisfério norte) depois de três
dias de integração para 4 malhas, 96 x 49 pontos, 192 x 97 pontos, 384 x 193 e 768 x 385.
Usaremos posteriormente esta integração na malha de alta resolução como uma referência para
comparaçoes.

Vamos, no entanto, fazer primeiramente um teste de sensibilidade em relação à escolha de
At, tomando como exemplo a malha de 192 x 97 pontos. Num modelo Euleriano requer-se At
de cerca de 20 minutos para estabilidade neste caso.
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5min

:'.
#':

g
15min

30mÍn

Figura 3.7: Resultados depois de três dias de integração em uma malha uniforme de.192 x 97
para diferentes valores de .At (indicados ao lado .de cada figura).
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Integiamos o modelo com passos no tempo de 5mín, 15mÍn, 30mín, IA, 2A e 3A para
comparação. O geopotencial obtido após 3 dias de integração Com ós vários passos no tempo
pode ser observado na figura 3.7.

A tabela 3.5, traz a norma quadrático do erro (RMS- 'roof mean sqzzare) entre os resultados
obtidos com os diversos passos no. tempo comparados com o resultado obtido com At = 5mÍn.

Tabela 3.5: -Erros guadráficos da a/lura

Observemos que o erro é relativamente grande jáapós um dia de integração com crescimento
lento (para At-até Ih) do primeiro ao quinto dia. Para passos no tempo de 2 ou 3 horas o
crescimento já é bastante grande. Este el'ro inicial relativamente alto é :provavelmente fruto da
presença de ondas de gravidade nos dados iniciais, uma vez que não fizemos inicialização dos
mesmos. Como as ondas de gravidade não são bem resolvidas ao empregarmos At maior, temos
este erro logo no primeiro dia. Esta parte no erro não se-amplifica no entanto.

Malha coiü. reânamento local

Passamos agora para o teste do uso de refinamento local no modelo, tomando novamente o
caso com dados reais. Queremos verificar até que ponto é viável obter uma integração local
de alta precisão em uma dada região coberta por uma malha localmente refinada mesmo tendo

baixa resolução nã maior parte do globo. É claro qüe mais cedo ou..anais tarde fenómenos
mal resolvidos em área não coberta pelo refinamento podem prejudicar .a qualidade da solução
refinada. Escolhemos como i'egião de interesse uma área sobre: a Eufopa .onde a malha será
gradativamente refinada. Na figura 3.8 apresentamos o campo geopotencial inicial e destacamos
a região de interesse sobre a Europa.

Nos experimentos escolhemos uma malha base uniforme de.96 x 49 pontos. Adicionamos
gradativamente diferentes níveis de refinamento local (1, 2 e 3). Como referêrícia tómàmos uma
malha uniforme de alta resolução de 768 x 385 pontos. Os resultados nesta malha fina servem
como parâmetro para os resultados obtidos nas. malhas refinadas.

A resolução das malhas refinadas sobre a região de inlierésse correspondem respectivamente

  1 dia 2 dias 3 dias 4 dias 5 dias

 
12.1109

16.7280

18.8025

24.0767
27.9935

12.7829

18.1730

22.4041

28.3503

36.8705

12.7815

17.3848

22.4923
33.9920
43.6968

13:5952

17.8822

28.5179
40.0684
48.6463

13.7632

20.6592

29.9913

43.4756

52.9649
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à resolução de malhas uniformes com 192 x 97, 384 x 193 e 768 x 385 pontos, respectivamente
para 1, 2 e 3 níveis de refinamento. Em todos os casos empregamos At :: IA e um ciclo de
Full-Multigrid F'.A4G(8, 1, 1, 1) para resolver a equação não linear para o geopotencial.

0

Figura 3.8: Posição da região de interesse

Nas figuras 3.9, 3.10 e 3:11 podemos observar os resultados obtidos para o geopotencial, na
região. de.interesse com os diversos refinamentos, depois de 1, 2 e 3 dias de integração respecti-
vament:e.. .No topo observamos os resultados obtidos com a malha referência de 768 x 385. Na
segunda linha temos os resultados obtidos usando só a malha base, na malha de 96 x 49. Na
terceira linha empregamos um nível de refinamento na região de interesse, na quarta linha com
dois níveis de refinamento e na última entrada temos resultados correspondentes ao uso de três
níveis de refinamento. Neste último caso, obtemos na região de interesse a mesma resolução que
a usada na malha de referência.

Vemos que com o uso de refinamento local consegue-se capturar a intensidade e a localização
do centro de baixa do geopotencial, mesmo mantendo-se a baixa resolução fora da região de
interesse. Para um dia de integração com o modelo, com três níveis de refinamento consegue-se
uma boa resolução na região de interesse, similar à da malha uniformemente fina. Após dois
dias de integração a solução na.calha refinada ainda bastante similar à da malha fina, sendo
que no terceiro dia a localização do centro é menos precisa, captura-se ainda o padrão geral da
solução. Os erros quadráticos médios são apresentados na tabela 3.6.

Na $gura 3.12 mostramos os resultados das mesmas integrações através de uma projeção
estereõgráfica no hemisfério norte, depois de 3 dias de integração. Assim podemos observar o
padrão da solução tanto na região refinada como. fora do refinamento. Notemos que na malha
de alta resolução obtemos um centro de alta junto à costa oeste da América do Norte, enquanto

que nas outras malhas, onde a resolução..nesta área é baixa o centro não foi formado. A boa
resolução fica concentrada na .legião refinada. Além disso, podemos notar que a transição entre
os níveis de refnamento é suave, sem o ruído nas interfaces.
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Malha uniforme
768 x 385

Malha uniforme
96 x 49

l nível'de
reânãmetito

2 níveis de
reÊnamento

3 níveis de
refinamento

Figura 3.9: Resultados obtidos depois de l dia de integra.ção
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Malha uniforme
768 x 385

.31q

Malha uniforme
96 x 49

l nível de
reânamento

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
refinamento

Figura 3.10: Resultados obtidos depois de 2 dias de integração
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Mlalha uniforme
768 x 385

Mlalha uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

S71

3 níveis de
refinamento

Figura 3.11: Resultados obtidos depois de 3 dias de integração
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;q:
''izól
'\''''';'''P

/

-#3:

/

\ : -

-''h
Posição da. região de interesse

/

\

Malha uniforme, 768 x 385

Mlalha uniforme, 96 x 49 l nível de refinamento
.1

H.

;.

:. (# ''-

2 níveis de refinamento .3 níveis de refinamento

Figura 3.12: Resultados obtidos depois de 3 dias de integração.

.1
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Tabela 3.6: Norma quadráfÍca do erro rem melros,) nas dijferenfes ma/Ãas mostradas nas ./iguras
3.9 ü 3.11 em comparação com o$ wsultados na malha de alta resolução de 'T68 x 385 pontos.
Eín todos os exemplos estamos usando 6.t -: Lh.

Para julgar a aplicabilidade da técnica proposta temos ainda que levar em conta sua eficiência
computacional. Na tabela 3.7, apresentamos tempos de CPU (em segundos) para um dia de
integração do modelo com At = IA, com as diversas resoluções utilizadas (estes tempos foram
obtidos em uma estação DIGITAL DEC ALPHA 4100 do LCCA, Laboratório de Computação
Científica Avançada da USP). Além disso, incluímos na tabela o número de pontos total de
grade de cada uma das malhas utilizadas.

Tabela 3.7: Tempo de CP'P obtidos para as dil/crentes ma//zas zzt Zizadas, depois de um día de
integração com 6.t límero de pontos tola! de grade.

Podemos observar que o custo computacional varia quase que linearmente com o número de

pontos das malha. O custo pala a previsão local com o refinamento local é mais de uma ordem
de magnitude menor que o custo na malha fina uniforme. Além disso, o custo da integração com
malha localmente refinada é essencialmente o custo de integração do modelo global na malha
base mais o custo envolvido na região refinada. Isto mostra que o modelo. também é competitivo
computacionalmente com modelos locais (sem ter os problemas deste.)

Mais experimentos

Fizemos outro teste, com o mesmo dado inicial, mudando o local da região de interesse para
uma área sobre o noroeste asiático. A posição do re$namento mais fino esta marcada na figura
3.13

Tempo base (96 x 49) um nível dois níveis três níveis

 
42.1106

77.3241
89.3078

44.9708
51.1894
56.9356

20.7307

31.3099

37.8852

13.0670

23.0003
23.2102

Malha tempo de CPU num. de pontos
base 96 x 49

um nível de ref.
dois níveis de ref.
três níveis de ref.

referência 768 x 385

2.11 seg
2.95 seg
4.76 seg
9.52 seg

144.72 seg

4514
6146

9770

23297

294146
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Figura 3.13: Posição do refinamento de maior resolução

Nas figuras 3.14, 3.15 e 3.16 observamos os resultados obtidos para o geopotencial na região
de interesse depois de 1, 2 e 3 dias de integração respectivamente. Usamos a mesma malha fina
(768 x 385) para referência e uma malha base de 96 x 49 pontos à qual adicionamos 1, 2 e 3
níveis de refinamentos. De novo temos primeiro o resultado obtido na malha bem fina, depois
na mal.ha,base, a seguir na malha com um nível de refinamento, com dois níveis e por ultimo
com três níveis de reÊnamentos.

Novamente estamos acompanhando um centro de baixa do geopotencial. Como refinamento
de três capturamos bem a localização e intensidade do centro depois de um dia de integração. Nas
malhas mais grossas a intensidade é diminuída. Depois de dois dias ainda há boa concordância
na solução, com alguma piora no terceiro dia. Qualitativamente o comportamento do algorítmo
é similar ao do caso anterior:
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Malha uniforme
768 x 385

Malha uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
refinamento

Figura 3.14: Resultados obtidos depois de l dia de integração
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Malha uniforme
768 x 385

M.alba uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
reÊnamento

Figura 3.15: Resultados obtidos depois de 2 dias de integração
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Malha uniforme
768 x 385

Malha uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
refinamento

Figura 3.16: Resultados obtidos depois de 3 dias de integração
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Consideramos agora um caso onde há a formação de um centro de alta na costa oeste da
América do Norte conforme podemos observar na figura 3.12, na malha de alta resolução. Este
centro não se observa no caso em que se utiliza uma resolução pior nessa região. Vamos então
situar o reânamento sobre a região onde o centro se forma, tomando a mesma malha base e
.. , ] h , Hn n it n ,..an] . . ,.;,.

Na figura 3.17, temos a localização do refinamento de maior resolução sobreposto ao geopo
tencialinicial.

.:

Figura 3.17: Posição do refinamento de maior resolução

Nas figuras 3.18, 3.19 e 3.20 observamos os resultados obtidos para o geopotencial na região
de alta resolução depois de 1, 2 e 3 dias de integração respectivamente.

Já depois de um dia de integração temos a formação do centro de alta, resultado que é
obtido com os modelos com refinamento local. A intensidade do centro é bastante atenuada em

baixa resolução. Com três níveis de refinamento os resultados são melhores, sem que no entanto
consigamos atingir a mesma intensidade obtida com a malha uniforme. O padrão razoavelmente
complexo da solução é bem capturado.

Depois de dois dias de integração já há um deslocamento de cerca de 4 graus para leste na

posição do centro obtido com a malha refinada em relação à referência. O padrão da solução
ainda é razoavelmente bem aproximado. Após 3 dias, os erros em relação à referência já são
bem maiores. Quanto menos níveis de refinamento, menor a intensidade do centro, aumentando
a, diferença em relação a referência. Note-se que na malha base uniforme o centro simplesmente

não aparece. Este é um caso em que os efeitos da baixa resolução fora da região de interesse
se fazem sentir mais rapidamente no interior. ])e qualquer forma ainda obtemos resultados

razoáveis, mesmos após três dias de integração com a malha localmente refinada. Cremos que
esta possa ser bem utilizada em previsões de curto prazo como alternativa em relação a modelos
locais de previsão.
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Em todos os exemplos de refinamento local nesta seção, os diferentes níveis de refinamento
foram colocados de forma a obtermos uma transição suave entre a malha de resolução mais baixa
(malha base) e a de melhor resolução.
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Malha uniforme
768 x 385

Malha uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

W

3 níveis de
refinamento

B

Figura 3..18: Resultados obtidos depois de l dia de integração
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Malha uniforme
768 x 385

W
Malha uniforme

96 x 49

l nível de
refinamento

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
refinamento

Figu.ra 3.19: Resultados obtidos depois de 2 dias de integração)
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M.filha uniforme
768 x 385

Malha uniforme
96 x 49

l nível de
refinamento

%

2 níveis de
refinamento

3 níveis de
refinamento

Figura 3.20: Resultados obtidos depois de 3 dias de integração
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Refinamento adaptativo

Neste capítulo, discutiremos a, possibilidade do uso de refinamento adaptativo nos modelos de
previsão do tempo que estudamos nos capítulos anteriores.

Refinamento adaptativo, na sua formulação mais ampla, é um refinamento local cuja posição
e tamanho podem variar durante a integração.

Métodos com malhas adaptativas foram utilizados em mecânica dos fluidos computacional
entre outros por Berger e Oliger (1984) e Berger e Colella (1989). Estes métodos foram testa-
dos em modelos de previsão numérica do tempo regionais com sucesso por Skamarock (1989),
Skamarock et a1. (1989), Skamarock e Klemp (1993), Dietchmayer e Drogemeier (1992).

Um dos pontos importantes ao se usar refinamento adaptatjvo, é decidir um critério de
adaptatividade. A intenção poderia ser diminuir o erro de truncamento. Neste caso a períodos
determinados de tempo, teríamos que calcular uma estimativa do erro de truncamento e o
reÊnamento seria aplicado onde o erro de truncamento fosse .maior. Portanto o refinamento
adaptativoteria em princípio a função de adicionar resolução onde, com uma malha mais grossa,
não se consegue uma boa precisão. Esta abordagem foi investigadaem modelos adaptativos para

as equações primitivas hidrostáticas por Skamarock et al. (1989).

Outro critério é centrar a malha fina em regiões com variações abruptas na solução (alguma
frente), ou onde temos a presença de algum fenómeno que queremos acompanhar com maior
detalhe.

Aqui neste capítulo estaremos investigando apenas essa segunda abordagem, tanto para o
modelo de vorticidade barotrópica como para o modelo de água-rasa, estudados nos capítulos 2
e 3. Iremos ver, que com a formulação semi-Lagrangeana de nossos modelos com refinamento
local a introdução de um refinamento móvel é de simples implementação e pode ser bastante
interessante em alguns casos.

81
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4.1 Do refinamento fixo ao adaptativo

Para os dois modelos que abordaremos, veremos que do ponto de vista algorítmico não há
muita diferença entre usar refinamento fixo ou refinamento adaptativo. Precisaremos, além de

calcular a posição do novo refinamento, segundo algum critério de adaptatividade, ser capazes
de distinguir dentro do algoz'ítmo quando trabalhamos na malha atual e quando na malha do
passo anterior, pois os refinamentos podem ter mudado de posição.

Figura 4.1: -Esquema das maZ/zas

A facilidade de adaptação do algorítmo para refinamento fixo ao refinamento adaptativo se
deve em grande medida ao fato.de estarmos usando o método gemi-Lagrangeano. Neste método
como visto nos capítulos anteriores, para atualização dos valores das incógnitas num passo no
tempo, há a necessidade de interpolar valores do passo anterior. A novidade é que as malhas
agora potencialmente diferem de um passo para outro, pois a posição do refinamento pode
mudar.

Na figura 4..1 representamos .esta.situação onde em um passo do tempo o refinamento passa
de A para B

Para efetuarmos a interpolação cúbica dos valores dos pontos de partida, é indiferente se a
malha no novo tempo é igual à malha anterior ou não. Apenas os valores na malha anterior
serão utilizados,. para interpolação referente aos pontos de partida de uma malha nova.

A interpolação nesta malha é calculada exatãmente como nos algorítmos anteriores.

O ponto que traz novidade e portanto requer um tratamento diferente é o da extrapolação
temporal das velocidades ánteriorés para o ponto médio da trajetória, uma vez que as duas
malhas anteriores podem ser distintas.
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Conhecidos os valores das velocidades no tempo n e n -- 1, queremos extrapolar e assim
calcular o valor das velocidades no tempo n + 4. Se a malha no tempo n : l difere da malha
no tempo m, interpolamos cubicamente os valores da velocidade do tempo n -- 1, para os pontos
da malha do tempo n, (apenas onde as malhas diferem). Assim, ao extrapolar teremos os dois
tempos, n e n -- 1, definidos na mesma malha, sem maiores complicações.

A seguir discutiremos com um pouco mais de detalhe os dois algorítmos.

4.2 Algorítmos

4.2.1 Vorticidade barotrópica

A equação da vorticidade barotrópica com vento não divergente, (ver capítulo 2) é dada por

No algorítmo, para obtenção da vorticidade no tempo n+ l a partir do seu valor e" no tempo
n, temos as etapas:

i) Determinação da posição da nova malha, segundo o critério de adaptatividade adotado.

Aqui estaremos movendo a posição do refinamento. (mantendo fixo o tamanho da área
refinada) fazendo o centro da região acompanhar um centro da vorticidade. Outros critérios
poderiam ser empregados sem afetar substancialmente o restante do algorítmo.

ii) Cálculo. da função corrente @" através da resolução da equação

e" = z\V,"

com multigrid.

Com o uso de refinamento adaptativo, este passo não muda. Temos e" conhecida na malha
do tempo H, e calculamos @" nesta mesma malha, (tomo no modelo para refinamento fixo.

iii) Conhecida a função corrente @", o campo de velocidades y" = (u",u")
calculado nesta mesma malha da mesma forma que anteriormente.

(-V';, V'an) é

iv) Com o novo campo de velocidades, temos que determinar-os pontos de partida relativos à

nova malha. (tempo n + 1) que pode:diferir da malha do tempo n.

Neste pa-sso, como comentámos na seção .anterior, .temos que tomar. cuidado na hora de
extrapolar os valores de y no tem;po n - l e n, pois podem estar.definidos em.diferentes
malhas.
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v) Por último avaliamos a vorticidade total nos pontos de partida usando interpolação cúbica
e assim obtemos a vorticidade total no novo tempo

(e + /)=+' = (e + /):

A intei'polação é efetuada na malha do tempo n + l sem modificações

4.2.2 Agua-rasa

As equações de água-rasa, (ver capítulo 3), são dadas por:

+/kxy+Vxé=0,

!il-!.a. + vx'T''= o,

onde y = (u, t;) é o vento, @ o geopotencial (é = gz) e / o fator de Coriolis.

Para a determinação de y e é no tempo n + 1, conhecidos seus valores no tempo n temos
que

i) Determinar a posição do refinamento no tempo n + l.

Aqui estamos movendo a região refinada de forma a seguir um centro de alta ou baixa do
geopotencial. Outros critérios poderiam ser usados sem acarretar modificações su bstanciais
no restante do algorítmo.

ii) Calcular a posição de partida das partículas.

Com o uso de refinamento adaptativo, este cálculo é feito de forma similar à equação da
vorticidade. São calculados os pontos de partida da nova malha (tempo n + 1), com as
devidas adaptações para a extrapolação do vento que, no tempo n l e n, podemos ter
em malhas distintas.

iii) Clalcular os lados direitos das equações.

Calcular os lados direitos das equações na malha, do tempo n onde as diferentes quanti-
dades estão definidas. Depois interpolamos cubicamente estas quantidades para os pontos
de partida da trajetória, sem modificações no algorítmo.

vi) Cálculo do novo geopotencial:

Isto requer uma manipulação do sistema de.equações na malha nova (no tempo n+ 1) para
suaresolução a umã equação escalar para o geopotencial. Esta etapa e a posterior solução
da equação é totalmente realizada na malha no instante n + 1. Como esta tem mesma
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estrutura que a malha do instante n, a solução procede sem modificações em relação ao
algorítmo anterior. (Apenas tem que ser passadas as informações da malha nova as rotinas
que fazem este cálculo).

v) Atualização do campo de velocidades usando as equações de momento.

Uma vez computado o valor para Ó"+] , o campo de velocidades y é atualizado trivialmente
a partir das equações de momento na malha no tempo n + l.

Novamente vê-se que uma vez escolhido o critério de adaptatividade para a determinação
das malhas, o algorítmo praticamente não requer modificações. Apenas a extrapolação do
vento necessita ser adaptada.

4.3 Result ados

4.3.1 Vorticidade barotrópica

Nesta seção apresentamos alguns resultados obtidos com uso de refinamento adaptativo e os
comparamos com resultados, usando refinamento fixo, do capítulo 2.

Figura 4.2: Projeção estereográfica no polo norte do dado inicial

Para isso tomaremos a vorticidade inicial da figura 4.2, uma função que toma o valor zero
em toda a esfera, a menos de uma gaussiana em À :: 90' e 0 = 60'

Colocamos uma região refinada, englobando a 'Gaussiana'..com apenas um nível de refina-
mento.
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Figura 4.3: Dado inicial em todo o globo e o posição do refinamento local

Figura 4.4: Diferentes posições do refinamento adaptativo

Na figura 4.4 apresentamos algumas das posições que o refinamento local toma ao longo da
integração.

Na figura 4.5 na cóluha.(a) observamos os resultados da vorticidade aproximada usando o
refinamento local fixo;.depois de 4, 7 e 10 dias de integração. Nas figuras apresentamos também
a posição do reÊnamento local.. Utilizamos uma malha base uniforme de 128 x 65 pontos e
dobrámos a resolução na região refinada.

Observamos que a 'Gaussiana', inicialmente dentro do refinamento, aos 4 dias.de integração
está praticamente fora da região refinada, na região com resolução menor. A idéia do refinamento

adaptativo é que este siga o centro da 'Gaussian.a' para assim, manter a mesma. resolução em
toda aintegração.
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(,) (b)

Figura 4.5: Resultados depois de 4, 7 e 10 dias dé integ;ãção, nà coluna (a) usando uma malha
com refinamento fixo e na coluna (ó) usando reânahénto adaptãtivó. A posição do reÊnaÚento
também é mostrada. Note como ela segue a 'Gaussiaha' com o refinamento adaptativo.
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Na figura 4.5 na coluna (b) observamos os resultados da vorticidade aproximada usando
o refinamento adaptativo. Inicialmente tomamos o mesmo refinamento que no exemplo com
refinamento fixo, a mesma quantidade de pontos e na mesma posição. No topo da coluna temos
o resultado depois de 4 dias de integração, a seguir, depois de 7 dias e no final depois de lO
dias de integração. Em cada uma das figuras apresentamos também a posição do refinamento
adaptativo e observamos como este acompanha o movimento da 'Gaussiana' durante toda a
integração.

Para maior detalhe, rodamos o algoritmo com uma malha de alta resolução de 1024 x 513
pontos (a qual chamaremos de vorticidade referência), e comparamos os resultados, fazendo um
corte transversal, na altura máxima da vorticidade referência na latitude = 64'

Figura 4.6: Corte transversal na latitude = 64' depois de 10 lilás de integração. Na coluna (a)
a vorticidade referência e a seguir a referência e a vorticidade usando a malha base de 128 x 65
pontos. Nã coluna (b) .a vórticidade referência e a obtida com a malha com refinamento fixo e
por ultimo a referência e a vorticidadê usando refinamento adaptativo.

  
 

 
F

(b)

  
 

 

.- ; ; ; =L- : l

(a)
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Na figura 4.6 temos no topo da coluna (a), o coi'te transversal da vorticidade referência
aos 10 dias de integração, na latitude = 64', a seguir temos o corte transversal da solução de
referência e a vorticidade aproximada obtida com uma malha base (uniforme) de 128 x 97 pontos.

No topo da coluna (b), podemos observar a vorticidade referência e a obtida usando a malha
com refinamento fixo, e por ultimo usando refinamento adaptativo. Em todos os casos estamos
usando At = IA.

Podemos observar que, mesmo no caso de refinamento fixo, onde o máximo da vorticidade
permanece pouco tempo dentro do refinamento, o uso do reânamento contribuiu para melhora na
precisão da solução. No caso do refinamento adaptativo, com pequeno custo adicional, consegue-
se uma precisão bem melhor, quase tão boa quanto a obtida com a malha uniformemente fina.

4.3.2 Água-rasa

Tomamos como dado inicial, o dado real usado nos exemplos do capítulo 3, (na figura 4.8,
podemos observar o geopotencial inicial). Iremos empregar o reânamento adaptativo, para
acompanhar o centro de baixa pressão inicialmente localizado ao norte da Europa.

Para efeito de comparação do refinamento adaptativo com o refinamento fixo, utilizaremos
três refinamentos diferentes, todos com três níveis de refinamento, os quais são mostrados na
figura 4.8.

Primeiro, definimos um refinamento, na baixa do dado inicial e rodamos nossolalgorítmo
adaptativo por 3 dias de integração. Escolhemos três refinamentos âxos para comparação com
os resultado usando o reânamento adaptativo. O primeiro, mostrado na figura 4.8-(a), é o re-
finamento inicial usado no exemplo adaptativo. Como segundo reânamento fixo, escolhemos o
refinamento final, obtido aos três dias de integração com o refinamento adaptativo, cuja locali-
zação é mostrada na figura 4.8-(ó).

Por último tomamos um terceiro refinamento fixo englobando uma área, contendo todas as
diferentes posições de refinamento ocupadas pelo refinamento.adaptativo d urante os três. dias de
integração (conforme a figura 4.8-(c)).

Comparamos os resultados para o geopotencial obtidos com as diversas malhas, com uma
solução de referência numa malha uniforme de alta resolução, com 768 x 385 pontos. Em todos
os exemplos estamos usando At = IÀ.

Todas as malhas com refinamento, fixo ou adaptativo, empregam uma malha base de 96 x-49
pontos com três níveis sucessivos de re$hamento por um fator 2 (veja figura 4.8). A resolução
na região mais fina corresponde à resolução da malha uniforme de referência.

Na figura 4.7 observamos algumas das posições ocupadas pela região i'efinada no nível mais
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fino ao longo daintegração

Figura 4.7: Diferentes posições do refinamento adaptativo, ao longo da integração

Na figura 4.9 podemos observar o geopotencial usando as diferentes malhas, depois de um dia
de integração. No topo, temos o resultado com malha com refinamento adaptativo, na coluna
(a) observamos primeiro o resultado usando o refinamento fixo, como mostrado no topo da figura
4.8 e a seguir o resultado usando o refinamento fixo 4.8-(b), o centro de baixa está inicialmente
fora da região refinada para entrar nela no final da integra,ção.

Na figura 4.9, na coluna (ó) , temos o geopotencial usando o refinamento fixo maior, mostrado
na figura 4.8-(c) e por último o resultado usando a malha uniforme de alta resolução de 768 x 385
pontos.

Na figura 4.10 podemos observar os mesmos gráficos, mas depois de 2 dias de integração e
na figura 4.11 aostrês dias.

Primeiramente observamos que a solução obtida com os refinamentos menores (coluna (a)
das figuras) já após um dia de integração perde muito da precisão. Se o refinamento está à
direita, e portanto o centro de baixa do geopotencial está inicialmente numa região de baixa
resolução, sua intensidade é logo perdida. Com o refinamento inicial englobando o centro de
baixa, a intensidade deste mantém-se mais próxima da solução de referência, mas sua localização
é mal resolvida. Após os três dias de integração a qualidade da solução nestas duas malhas é
bastante insatisfatória. Ao tomarmos o refinamento Êxo em uma região maior, cobrindo a área
em que o centro se movimenta obtemos uma solução com boa localização do centro e intensidade
aproximadamente correta após um dia de integração. Após dois dias de integração a aproximação
ainda é bastante boa, perdendo um pouco de precisão no terceiro dia. Com o uso do refinamento

móvel conseguimos a mesma qualidade de solução após um dia e qualidade comparável após dois
dias (a intensidade é melhor resolvida mas o posicionamento do centro é ligeiramente pior) e três
dias de integração. A vantagem do refinamento móvel neste caso é que precisamos refinar uma
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área bem menor para obter uma boa aproximação. Como os custos extras associados ao uso do
método adaptativo neste caso são pequenos, obtemos uma boa vantagem computacional, como
podemos observar comparando os tempos de CPU na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Tempos de C'PP obtidos para os dll/erenZes re$ zamenfos, depois de um dia de infe
oração com At = IA.

refinamento tempo de CPU
da figura 4.8-(a)
da figura 4.8-(b)
da figura 4.8-(c)

adaptativo
malha uniforme de 768 x 385 pontos

4.91 seg
4.86 seg
8.95 seg
4.98 seg

144.72 seg
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Figura.4.8: Diferentes posições dos refinamentos fixos usados nos testes. O refinamento adap-
tativo foi inicialmente situado na posição da figura (a). A posição da figura (b) corresponde à
localização filial do refinamento móvel.
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Figura 4.9: Resultados obtidos depois de l dia de integração com três níveis de refinamento. No
topo o resultado com i'efinamento adaptativo, na coluna (a) acima temos o resultado usando o
refinamento fixo a direita (conforme figura 4.8), abaixo o refinamento fixo a esquerda. Na coluna
(b) temos acima o resultado usando o refinamento fixo maior e abaixo a malha de alta resolução.
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Figura 4.1ó: Resultados obtidos depois de 2 dias de integração com três níveis de refinamento.
Notopo o resultado com refinamento adaptativo, na coluna (a) acima temos o resultado usando
o refinamento lixo a direita (conforme figura 4.8), abaixo o reânamento fixo a esquerda. Na
coluna (ó) temos acima o resultado usando o refinamento fixo maior e abaixo a malha de alta
,.q,ilnrãn
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(,) (b)

Figura 4.11: Resultados obtidos depois de 3 dias de integração com três níveis de refinamento.
No topo o resultado com reânamento adaptativo, na coluna (a) acima temos o resultado usando
o reânamento fixo a direita (conforme figura 4.8), abaixo o .refinamento fixo a esquerda. Na
coluna (b) temos acima o resultado usando o refinamento fixo maior e abaixo a malha de alta

.-q nl n rã n





CAPÍTULO 5

Conclusões

Neste trabalho demonstramos a viabilidade do uso de técnicas de refinamento local em modelos

globais de previsão do tempo, como uma forma de obtenção de alta resolução em uma região
de interesse, de maneira computacionalmente eficiente. Desta forma evita-se problemas com
condições de fronteira artificiais, comuns em modelos locais de previsão, e pode-se em princípio
utilizar um mesmo modelo para previsões globais e locais. Vemos várias vantagens no uso de
refinamento local em comparação a malhas com resolução variável obtidas por transformação
('stretching') de coordenadas, uma vez que nossas malhas são localmente sempre uniformes. O
uso de 'stretching' leva a faixas com alta resolução em uma das coordenadas e baixa resolução
na outra, trazendo padrões anisotrópicos variáveis ao longo do globo. Isto torna, por exemplo,
a resolução de problemas elípticos associados aos métodos gemi-implícitos muito mais custosa.

Nosso trabalho foi baseado em uma seqüência de modelos, terminando em um modelo de
água-rasa. O modelo semi-implícito semi-Lagrangeano de dois níveis no tempo que desenvolve-
mos tem propriedades de estabilidade muito boas, não sofrendo i'estrições do tipo CFL. Demos
um tratamento totalmente implícito ao divergente de massa, incluindo sua parte não linear. Por
estarmos usando um método multigrid para solução da equação elíptica resultante, pudemos
naturalmente adapta-lo ao caso não linear sem perda de eficiência computacional. O uso de
multigrid também foi fundamental para uma implementação eficiente dos modelos com refina-
mento local. Os métodos diretos rápidos utilizados na resolução de equações elípticas (baseados
em FFT ou redução cíclica) não se adoptariam facilmente a um tal problema. O uso do método
semi-Lagrangeano, além de fundamental para a boa estabilidade do esquema, também é bastan-
te propício ao uso de refinamento local (temos essencialmente que lidar bem com interpelações
em malhas localmente refinadas) , tornando relativamente fácil sua implementação. Além dis-
so, o método semi-Lagrangeano também viabilizou o uso de métodos adaptativos com malhas
móveis, uma possibilidade que se mostrou interessante para o acompanhamento de fenómenos
localizados.

Uma primeira extensão deste trabalho seria a investigação de outros critérios de adaptativi
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dade, permitindo a variação do tamanho da região refinada, que não chegamos a investigar.

Um projeto mais ambicioso seria a extensão do trabalho a um modelo tridimensional baseado
nas equações primitivas. Esta tarefa passa pelo desenvolvimento de um modelo global (de
diferenças finitas) gemi-Lagrangeano para as equações, preferencialmente utilizando multigrid, e
envolve sua adaptação ao uso de refinamento local. Desta forma, acreditamos que este trabalho
não se encerra aqui, mas que mostra um caminho viável para previsões locais com modelos
globais de previsão numérica do tempo.



APÊNDICE A

Advecção unidimensional

Passaremos para o caso unidimensional, para observar melhor os efeitos de trabalhar numa malha
com refinamento local e os efeitos produzidos pela interpolação cúbica (como a presença de um
pequeno 'under and overshooting'). Estudaremos algumas soluções alternativas aos problemas
observados no capítulo 1, os quais não são muito relevantes, mas que podem ser indesejáveis
para quantidades positivas, como umidade.

Primeiro, com um teste simples, queremos descobrir se os efeitos causados pela interpolação
cúbica no caso bi-dimensional, são observados em uma só dimensão.

Figura A.l: Dado inicial

Nesta seção estudaremos a advecção de uma 'Gaussiana' no intervalo [--l, l] com condições
de fronteira periódica, tal que depois de 250 iterações ela dá uma volta completa. Inicialmente

a 'Gaussiana' estará centrada no ponto --0.6 (ver figura A.l). A malha com a qual vamos
trabalhar tei'á 64 pontos e os reânamentos serão de um fator dois. Consideraremos inicialmente
a 'Gaussiana' de altura máxima l unidade.
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A trajetória neste modelo é calculada exatamente, sendo o erro exclusivamente causado
pela interpolação. Nestes primeiros exemplos usaremos um polinõmio ínterpolador cúbico de
Lagrange

Primeiro veremos o comportamento na malha uniforme. A figura A.2 mostra a solução
aproximada e a analítica na malha uniforme (sem refinamento local). Na figura (a) temos
as duas funções depois de 125 iterações e em (b) depois de 250. Observamos basicamente os
mesmos efeitos que no caso bi-dimensional, um rebaixamento na altura máxima da 'Gaussiana'
e a aparição de valores negativos perto da base da. 'Gaussiana'.

1' -0.8 '-0.6 .-0.4 '-02' 0 0.2.-.0.4 :'0.6 0.8 1

(,)
,1 -0.8 .0.6 .0.4 -02 0 0,2 0.4 0.6 0.8

(b)
l

Figura A.à: Solução analítica e função aproximada numa malha uniforme utilizando um enter
polador cúbico de Lagrange. (a) depois de 125 iterações e (b) depois de 250 interações.

Agora agregamos um nível de refinamento. Na figura A.3 podemos observar novamente a
função aproximada e a solução analítica depois de 125 íterações e depois de 250.

De novo se observa um pequeno. 'under and overshooting' e um rebaixamento na altura
máxima da 'Gaussiana', devidos .à ínterpolação. Além disso, não se observa nenhum outro
efeito indesejado que possa ser atribuído ao fato de estarmos usando refinamento. Na verdade,
no caso de ter uma calha com refinamento, os efeitos da interpolação são atenuados. Por
conseguinte decidimos estudar alguns trabalhos onde interpoladores que preservam melhor a
forma são usados.



À.l InterpoJadores que preservam a forma

1 .0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(,)
1 4.8 0.6 4.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b)

Figura A.3: Solução analítica e função aproximada numa malha com um nível de refinamento
utilizando um interpolador cúbico de Lagrange. (a) depois de 125 ibera.çÕes e (b) depois de 250
interações. O inicio e lim da região refinada também são marcadas

A.l Interpoladores que preservam a forma

Chamamos de interpoladores que preservam a forma métodos que mantém alguma monotonia ou
concavidade/convexidade presente nos dados a serem.interpolados. Rasch e Williamson (1990),
estudaram diversos interpoladores que preservam forma, baseados em interpelação de Herúite
Para construir qualquer um destes polinâmios, precisamos ter como dados, os valores da função
nos extremos do intervalo onde encontra-se o ponto a interpolar e os valores da derivada nos
extremos .do intervalo (ver fgura A.4). Como os valores da derivada não estão disponíveis, estes
precisam ser estimados, normalmente através de diferenças finitas. Seja # o ponto onde se quer
interpolar, tal que zi $ z 5; zi+i (zi < z2 - - < z. são os pontos da malha). O interpolador P

tem que satisfazer
P(«) Â

=-(,k) = dt
com /A =/(zk) e dk a/'(«), par, k = {,{+ 1.

Rasch e Williamson (1990) estudaram vários esticadores de derivada (e:com duas restrições
para os estimadores, uma, de monotonia e a outra de convexidade/concavidade).

e

Baseados em seus resultados para malhas uniformes, selecionamos o polin,âmio de Hermite,
e os estimadores de derivadas Akima e Hyman, que levam a bons resultados no caso de malhas
uniformes. Também colocamos as restrições de monotonia e convexidade/concavidade.
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z{ z zã+l

Figura A.4: Esquema de da interpolação de Hermite

O polinõmio de Hermite é dado por

P(0) = ./:+i03 + (3./}+i h{ dÍ+:)o' ( l 0) + (3.Ê + Ãid{)0(1 o)' +/.(l o)'

onde

hi = zi+i -- zi

e dí os estimadores de derivada

Soam
a.: . É:u Â

o estimador de Akima é dado por

di 'l;l/a' se a+P#0
ê'%:ê'- « a+P

onde

cv la.{+i AÍI, P = IZ\Í-i - Ai-21

e o estimados de Hyman é

dí= -.Ê+2 + 8.Ê+l
'zi+2 + 8zi+t

8./}-i + /t.:2
8z{.t + z{.2

Nos interpoladores que usam estimadores de derivada, há certas restrições que podem ser
impostas, para que eles Conservem propriedades de monotonia e convexidade/concavidade pre-
sente nos dados. Podemos escolher restringir os estimadores de derivada diferentemente sobre os
dois intervalos adjacentes, restringindo-os separadamente e neste caso o interpolador é C'o. Ou
podemos insistir em associar a restrição a ambos intervalos, satisfazendoas conjuntamente. Em



A.l Interno/odores que preservam a forma

tal caso o mesmo estimados de derivada é usado para os intervalos adjacentes, e o interpolados
éC't

Nos resultados que apresentaremos na próxima seção estaremos usando interpoladores C'i

Para que o interpolados seja monótono no intervalo ]z{.l-)zí+t] e C'i, os estimadores de
derivadas devem satisfazer a seguinte C'ondição ]Vecessária de il/anatomia C'l (CNMI)

ságn(Ai-l) = siga(di) ságn(z\i), se Ai:iAi > 0,

se Ai-iAi .$ 0

Aplicamos esta restrição conforme

'.-l t' se dias > 0,

se dÍAj $ 0

com J = i -- 1, í.

De Fritsch e Carlson (1980) temos a seguinte condição necessária e suficiente para a mo-
notonia do interpolador cúbico de Hermite. Seja cv = d{/AÍ, ,8 :: di+i/A{, então se a.{ # 0 o
interpolador cúbico é monótono se e somente se (a, P) pertencem a .M«, definido por

.M., = .A4. u .Mó

onde

.M.(a, P) {a, P : é(a, P) 5; 0},

.M b(a, P) {a,P : 0 $ a 5; 3, 0 $ P $ 3},

e

é(«,P)-(« ty + (a - l)(P i) + (P - l)' 3(a + P - 2)

Se z\í = 0 então d{ = di+i = 0

A rnndirãO nUfiripnt.p

0 $ a 5; 3, 0 .$ /j $ 3

se pode aplicar facilmente. Por tanto um algoritmo para a C'ondÍção Su$cienfe de JI/onofonia
C'i (CISMI) seria

di +- saga(d{) min(mil, l3Z\i-il, l3Ail).

Se o interpolador é côncavo/convexo no intervalo [zi-i, zi] .e [zi, zi+i] respectivamente o
estimador de derivada, deve satisfazer

(d{ -- Ai-i)(a.{ -- d{) > 0
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a qual identificamos como Condição Necessária de aoncauídade/C'onüea;idade C'i (CNCI)
restrição é aplicada conforme o seguinte algoritmo

ü: *-. -l

Tal

se (d{ -- Ai-i)(Ai - dí) ? 0,

se (d{ 6.i-i)(Ai -- di) < 0

onde

dü. =
min(Ai-i, A{), se
max(Ai-l, Ai), se

di <.Ai-i)
di > Ai.l )

A.2 ll'este numérico e resultados

Nesta seção realizamos vários testes, para observar os efeitos de aplicar a interpolação de Hermite
com os diferentes estimadores de derivadas e as restrições descritas na seção anterior.

Escolhemos o mesmo caso usado com a ínterpolação de Lagrange (conforme figuras A.l a

Na $gura A.5 apresentamos a função aproximada e a solução analítica obtidas com o uso
do interpolador de permite no modelo unidimensional de advecção passiva, com o estimador de
derivada Akima. Neste caso a malha é uniforme.

A.3)

Na coliina (a) apresentamos os resultados obtidos depois de 125 iterações e (b) depois de 250.
Na primeira linha observamos os resultados usando um interpolador cúbico sem restrições, na
segunda linha tal que satisfaz a condição necessária e suficiente de monotonia, na terceira linha
tal que satisfaz a condição necessária de concavidade/convexidade e na quarta linha colocamos
,. '] ii n c r,.n H i.-Ãpq

Pode-se observar, em todos os casos, que a função aproximada praticamente não assume
valores negativos nos pontos perto da base da 'Gaussiana', como na figura A.2. Além disso,
em todos os casos a altura máxima da 'Gaussiana' é melhor conservada, se bem que há um
deslocamento do centro da 'Gaussiana' nos casos com a condição de monotonia.

Na figura A.6 apresentamos os resultados obtidos ao aplicar o interpolador de permite, mas
neste caso com o estimador de derivada Hyman. Novamente temos uma malha uniforme.

Na coluna (a) apresentamos os resultados obtidos depois de 125 itetações, e (b) depois de
250. Como na figura anterior, na primeira linha observamos os resultados usando o interpolador
cúbico sem restrições, na segunda linha tal que satisfaz a condição necessária e suficiente de
monotonia, na terceira linha tal que satisfaz a condição necessária de concavidade/convexidade
e finalmente na quarta linha colocamos as duas condições.

Novamente, comparando com a figura A.2 observamos que a altura máxima da 'Gaussiana'
é melhor conservada. O centro da 'Gaussiana' é bem conservado em todos os casos, a região
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onde a função aproximada assume valores negativos (os pontos perto da base da 'Gaussiana') é
menor que no caso onde o interpolador cúbico de Lagrange era usado.

Agora consideremos os resultados obtidos ao usar uma, malha com um nível de refinamento
(fator 2) . Na figura A.7 apresentamos.os mesmos gráficos que nas figuras A.5 e A.6 só que neste
caso estamos usando uma malha com um nível de refinarüento local, aplicando o interpolador
de Hermite, com o estimador de derivada Akima. E na figura A.8 temos a malha com um nível
de refinamento e o interpolador de Hermite com estimador de derivada de Hyman.

Os resultados mostram que os efeitos obtidos com as várias formas de interpolação de Hermite
em malhas uniformes são também alcançados em presença dos refinamentos locais. Desta forma
em caso de necessidade ou conveniência de uso deste tipo de interpolação, estas podem ser usadas
conjuntamente com refinamentos locais. Estas interpolações são no entanto mais custosas que
a interpolação de Lagrange, devido à necessidade de se estimar as derivadas. Os resultados que
obtivemos em nossos modelos com interpelação de Lagrange foram suficientemente bons, não
justificando uma necessidade de uso dos interpoladores de Hermite.
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Figura A.5: Solução analítica e função aproximada numa malha uniforme, utilizando estimador

Akima. (a) depois de 125 iterações e (b) depois de 250 interações.



A.2 Teste numérico e resta/fados
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Figura A.6: Solução analítica e função aproximada numa malha uniforme, utilizando estimador
de derivada Hyman. (a) depois de 125 iterações e (b) depois de 250 interações.
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Figura A.7: Solução analítica e função aproximada na malha com um nível de refinamento,

utilizando estimador Akima. (a) depois de 125 iterações e (b) depois de 250 interações.
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Figura A.8: Solução analítica e função aproximada na malha com um nível de. refin.cimento, utili-
zando estimador de derivada Hyman. (a) depois de .125 iterações e (b).depois de 250 interações





APÊNDICE B

ll'ransformação do vetor horizontal
para o plano tangencial

Damos aqui os detalhes da transformação do vetar horizontal no ponto de partida ou chegada
da trajetória (representado por RI) para sua representação no plano tangente do ponto médio
de trajetória, ou seja na posição R na figura 3.1.

Figura B.l: Relação entre os z,etores unitários (À, 0) e (c, n)

Como descrevemos na seção 3.2, sejam (À, 0) as coordenadas do plano tangente em R (ponto

médio da trajetória), definimos como c um vetor unitário ao longo da direção do vetor v (o
vento no ponto médio da trajetória) e n o vetor unitário normal à esquerda de c, como mostra
a figura B.l onde ' é o ângulo entre c e À. Por conseguinte, c e n formam outra base do plano
tangente ao ponto médio da trajetória.

Portanto podemos escrever

c = cosTA + sin '0 (B.l)

n = -- sin 'À + cos '0 (B.2)
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e

onde

:l>ansãormação do vetar horizonte/ para o plano fangencia/

v + «'):/'c

Seja a o deslocamento angular ao longo do grande circulo de trajetória entre R e Ri . Supondo
que o movimento tem velocidade constante ao longo da trajetória temos

d ;:: (%' + «'):/'zit/«

Além disso, da tgura 3.1 podemos deduzir que

Ri :: cos aR + a sin cvc

De (B.l) temos
cos aR + a sin a(cos 'À + sin 'Ó) (B.3)

Com esta equação relacionamos as coordenadas de Ri com as da velocidade , cv e ', e as
coordenadas (À, 0) da posição R. Para isso, introduzimos um sistema de coordenadas Cartesiano
com origem no centro da esfera e com a base ortonórmal (l, J, K). A expressão das coordenadas
esféricas (.\, 0, k) no sistema cartesiano .é.dada po.r

À = -- sin ÀI + cos ÀJ

0 :: -- cos À sin 01 -- sin À sin 0J+ cbs #K

k :: cos À cos 01 + sin À cos #J + sin aK.

Também podemos escrever R e Ri neste sistema:

R =. cada cos al -.b sin À cos 0J.;+. sin 0K

Ri':g 'éos ÀicõsOi I' +àih Xi êog 0j:J+'sin:0i K

)

Resolvendo (B.3) nas componentes cartesianas, (ibiemos

cos Xi cos 0i = cosÀcos.0 + sina(sin À.cos'y+ cos Àsin Osin ')

sin Ài cos 0i = sin À cos 0 + sin a(cos À cos 7 -- sin À sin 0 sin ')

sin OI' é: sin 0 + cos 0 sin &sinl'. IB.4)
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Simplificando, podemos escrever as duas primeiras equações como

cos(.X: X).cos 0. = cog 0 sin cv sin ' (B.5)

(B.6)si«(À: À) cos 0i = sin a cos I'.

Como (c, n, k) formam uma base, podemos escrever Ài e 0i como

c)c + (Ài n)n + (Ài k)k
c)c + (01 ' n)n + (01 ' k)k.

Usando (B.l) e (B.2) , a transformação de coordenadas esféricas para coordenadas Cartesía.
nas, e(B.4),(B.5) e(B.6) obtemos

cosOiÀi cos 0 cos ' (cos cvc sin ak) + (sin 0 sin cv cos # cos a sin 7) n

cos 0iOi - --(sin Osin a cos 0 cos .« sin 7) (cos üc sin ak) + cos 0 cos 'n

Agora, observando a figura (3.1) podemos notar que

c: - co;;;c"='sih'aÇ

Su bstituindo nas equações .anteri?res ç)btemos

cos OiÀi = cos 0 cos7cl+(sin Osin a -- cos 0 coscvsin ')n

cosOtOi =(sin Osin cv -- cosOcos asin ')cl + cosOcos'7n.

(B.7)

(B.8)

Portanto, acabamos de escrever Ài e 0i em função de ci e n como queríamos. Como foi
explicado na seção 3.2 o próximo .passos,rotacion.ar- ci :na direção de c para produzir os vetores

unitários (Ài)n e (0i)X no plano -tangente DO p.opto médiQ .da. .F%jetória, a posição R. Isto é feito

só substituindo ci por c. Para concluir, escrevemos c e n em função de À e 0 e obtemos que

(.Xi)n
yÀ+xo

coser:

(Â )R 'e '
yo.- XÀ

coser.
onde

.x sin a ços'y sin.0 + (1 çoscr) sin.'y cos'y coso
,/



Transformação do vetar horizontal para o plano tangencial

y = cos 0 -- sin a sin ' sin a (l - c« a) si«' ' cos '

Na hora de preparar o algorítmo para o cálculo da projeção no plano tangente, faremos
algumas mudanças no calculo de a e '. Primeiro lembremos que só conhecemos o ponto médio
da trajetória da malha para é, e portanto, para obter o valor do vento nos pontos médios das
trajetórías para as malhas de © e u teremos que calcular estes pontos médios, do mesmo jeito

que para o calculo dos pontos de partida destas malhas (ver seção 3.5).

Para evitar o cálculo do valor do vento no ponto médio da trajetória, usaremos outra alter-
nativa para obter cv e '. O que faremos é utilizar as equações (B.5) e (B.6) e o fato que cv é
o deslocamento angular da partícula, ou seja, o ângulo entre o ponto médio da trajetóría e o
ponto de partida ou o ponto de chegada, para encontrar um cálculo alternativo dos ângulos.

De (B.5) temos que

si« así« ' =(cos(Ài -- À) cos 01)/ coso

e de (B.6)

sín a cosa = sin (Xi -- À) cos Ot

portanto
tan ' :: cw(À: - À)

cos Osin(Ài -- À)

ou sela

";;: :::::"(Jgà?C)
'f t:..

Para o calculo do a vamos usar o fato que cp é o ângulo entre R e Ri, portanto usando a
formula do cosseno entre dois ângulo obtemos que

'- - cos': (cos(À: À) cos 0i cos a + sin 0i sin 0)
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