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Resumo

Neste trabalho estudamos a dissipatividade e a suavidade assintética de
extensoes de Zadeh de uma funcao continua em R™ que dé origem a um Sis-
tema Dinamico Discreto. Apresentamos uma condicdo necessaria para que
esta extensao seja assintoticamente suave no espago dos conjuntos fuzzy. Es-
ta propriedade é relevante para o estudo de atratores em Sistemas Dinamicos.
Palavras-chave: Sistemas Dinamicos Fuzzy, Dissipatividade, Conjuntos

Fuzzy.

Abstract

In this work we study the dissipativity and asymptotic smoothness of
Zadeh’s extension of a continuous map on R" that generates a Discrete
Dynamical System. We present a necessary condition to this extension be
asymptotically smooth in the space of fuzzy sets. This property is relevant
to study atractors in Dynamical Systems.

Key-words: Fuzzy Dynamical Systems, Dissipativity, Fuzzy Sets.
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Capitulo 1

Introducao

“ Quanto mais de perto encaramos um
problema na vida real, mais nebulosa se
tornae a sua solugdo”.

Lofti Zadeh

Nebuloso, vago, incerto sdo conceitos que incomodam a humanidade des-
de os primérdios. Problemas como: “Um homem tem a cabeca repleta de
cabelos e comeca-se a retirar fio por fio, e a cada fio retirado pergunta-se se ele
esta calvo. Quando classifica-lo como calvo?” Neste processo ele ficara calvo
e até careca. Serd que podemos dizer qual o fio que determina a calvice ou
nao do homem? Paradoxos como este existem desde a Grécia antiga. Este,
particularmente, foi apresentado por Bertrand Russell no inicio do século
vinte.

Foi também nesta época, em 1937, que um filésofo chamado Max Black
publicou o artigo “Vagueness: An Exercise in Logical Analysis” [7]. Seu arti-
go definia uma curva que agora identificamos com a funcao pertinéncia de um
conjunto fuzzy. Max Black usou o termo “vago” porque os filésofos da época,
como Bertrand Russell, o usavam para chamar o que hoje nés chamamos de
“fuzzy”. Na época, ninguém deu atengdo ao artigo de Black, sendo fadado
ao esquecimento. Alguns anos depois, em 1965, Lofti A. Zadeh, natural de
Baku no Ira, como também Max Black, langou seu primeiro artigo chamado
“Fuzzy Sets” [38], mas ao contrério de Black, Zadeh era um proeminente
professor da U. C. Berkeley e sua influéncia ajudou bastante na divulgacao
de suas idéias, tanto que hoje ele é considerado o precursor da Teoria Fuzzy.

A partir de entao, teorias e aplicagées tém surgido e algumas das princi-
pais areas que encontramos a teoria fuzzy sao: Sistemas de Controles Fuzzy,



Tomada de Decisdo, Reconhecimento de Padrées e Processamento de Ima-
gens, Medicina e Biologia. Na medicina, por exemplo, os principais focos tém
sido a modelagem dos processos de diagnésticos de doencas [35] e epidemolo-
gia [24]. Na Biologia, modela-se a dinamica de populagdo. Em Barros [2],
sao consideradas basicamente duas situagoes: A primeira quando acredita-se
que o meio onde vivem os individuos interfere fortemente na dinidmica da po-
pulagéo e outra trata-se de classificar presa e predador, onde estes conceitos
sao apresentados baseando-se na teoria fuzzy.

O sucesso das aplicagoes motivou o desenvolvimento da teoria fuzzy e, um
dos pontos cruciais deste aprofundamento teérico foi o estudo das Equagées
Diferenciais Fuzzy, que generalizam o conceito de Equagées Diferenciais Or-
dindrias, no sentido que os campos destas equacdes sao extensdes de mul-
tifungdes e estas estendem as funges classicas. Kaleva [16], Seikkala [36],
Ralescu [22], dentre outros, desenvolveram ferramentas analiticas para o es-
tudo de um problema de Cauchy num espaco de conjuntos fuzzy. As apli-
cagoes deste conceito contudo, esbarram na falta das boas propriedades dos
fluxos obtidos das Equagdes Diferencias Fuzzy, como por exemplo, a estabi-
lidade da solugao, ja que a solugdo de uma Equagio Diferencial Fuzzy tem o
didmetro de seus niveis crescentes, até mesmo a solugio da seguinte equagao:

U= —u (1.1)

como pode ser visto em Barros [3]. Um outro caminho tem sido estudar as
Inclusbes Diferenciais Fuzzy, onde procura-se u(t) tal que:

u'(t) € [G(t,u(®)] (1.2)

onde G é uma fungdo com valores em conjuntos fuzzy , [G(t,u(t))]* sdo
subconjuntos compactos do R™ conhecidos como a-niveis do conjunto fuzzy
G(t,u(t)) e u' é a derivada de u segundo Hukuhara [12].

No caso de Sistemas Dinadmicos, com relagio & teoria deterministica, a
teoria fuzzy abre um campo maior de aplicagoes, j4 que esta pode mode-
lar fenémenos que apresentam algum tipo de incerteza. No entanto, para
fenomenos onde as incertezas sdo desprezadas, se considerarmos os dois Sis-
temas Dindmicos, a solugdo deterministica também é solugdo do Sistema
Dinédmico Fuzzy e é chamada de preferida, conforme Barros [3].

Neste trabalho, consideramos a teoria de Sistemas Dindmicos Fuzzy Dis-
cretos, obtidos a partir de um Sistema Dindmico Discreto Deterministico.



Dois aspectos sao relevantes aqui: A topologia do espago métrico de conjun-
tos fuzzy, 7(R"), e a teoria de Sistemas Dindmicos em espagos de dimensio
infinita. A topologia porque procuramos compactos em F(R"), para estudar
a dissipatividade de sistemas neste espago, que é de dimenséo infinita.
Lembrando que um Sistema Dinamico Discreto é um sistema iterativo
[14]
Zas1 = f(2a); (1.3)

onde f : X — X é uma funcao dada e z, € X, estudamos Sistemas
Dinamicos em que os pontos séo substituidos por subconjuntos fuzzy u €
F(X) e a fungio f é estendida para f : F(X) — F(X). Assim, o sistema
dinamico fuzzy discreto associado a (1.3) é dado por:

Ungr = f(un). (1.4)

No nosso caso, partimos de um sistema dindmico onde a funcao dada f
estd definida em R", ou seja, f : R® — R”, e é continua. O nosso objetivo
é investigar quando a sua extensdo, f : F (R*) — F(R™), é uma aplicacao
assintoticamente suave.

Estudar a suavidade assintética ou dissipatividade da funcdo que da
origem a um sistema dinamico discreto é de suma importancia para a in-
vestigagao de atratores e o estudo de seu comportamento assintético, por
exemplo, se em seu dominio existe um conjunto J compacto e invariante que
atrai pontos localmente, entdo J atrai compactos em uma vizinhanga de J,
ver [14], pagina 12.

No caso, sabemos que f : R®™ — IR" é assintoticamente suave, ji que f é
continua e no espago R”, todo conjunto fechado e limitado é compacto. Para
estudar a extensdo f, reduzimos o problema aos a-niveis de um conjunto
fuzzy, j& que estes a-niveis sdao conjuntos compactos do R". Os a-niveis de
um conjunto fuzzy sdo os seguintes conjuntos:

[w]*={z e R"/u(z) > a}, se 0 < a<1

[u]° = {z € R*/u(z) > 0}.

Acreditando que esta extensdo seria sempre assintoticamente suave, procu-
ramos construir um compacto candidato a atrator em F(R"). Resultado
este alcangado quando nos restringimos ao espago dos conjuntos fuzzy cujos
a-niveis nao tém pontos de maximos locais préprios com niveis 1 contando
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apenas com um elemento, 7*(R"), (p4g. 61), ou seja, quando asseguramos
que os w-limites de todos os conjuntos fechados e limitados do dominio da
f sao nao-vazios, entéo temos o compacto que precisamos para mostrar que
neste espaco a extensao é assintoticamente suave.

A partir do seguinte resultado encontrado em [31], que diz que

J = {u e F(R")/[u° C K}

é compacto se, e somente se K tem didmetro zero, extraimos outras pro-
priedades do conjunto que gostarfamos que fosse compacto, e um resultado
interessante mostrado na pag. 60, diz: “Se J dado como acima for vazio,
entdo f néo é assintoticamente suave”.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: No capitulo 2 nos pre-
ocupamos em falar com detalhes sobre conjuntos fuzzy, suas propriedades,
suas operagées aritméticas e compara-los com a Teoria Classica de Conjun-
tos . Fizemos algumas ilustragoes para esclarecer melhor os exemplos. Ap-
resentamos ainda neste capitulo generalizagbes para intersecoes e unides de
conjuntos fuzzy através de T-normas e T- conormas, também apresentando
exemplos.

No capitulo 3, apresentamos o Principio da Extensao, outras extensées
usando intersegGes e unides através de T-normas e T-conormas, a Extensao
de Zadeh e suas principais propriedades que sdo bastante estudadas em [1] -
[6], [28], [35].

No capitulo 4, estudamos a teoria cldssica de Sistemas Dindmicos Discre-
tos apresentada por Jack Hale [14], onde a teoria serd aplicada em Sistemas
Dinamicos Fuzzy no capitulo seguinte.

No capitulo 5 entéo, apresentamos alguns resultados sobre Sistemas Dina-
micos Discretos Fuzzy, aplicamos a teoria apresentada por Jack Hale para
obter os resultados de dissipatividade em F(R") e F*(R") e apresentamos
aplicagbes através de exemplos.



Capitulo 2

Espaco de Conjuntos Fuzzy

Neste capitulo vamos apresentar a definicio de conjuntos fuzzy, com as
métricas que vamos trabalhar bem como alguns tipos de convergéncias e
suas equivaléncias.

2.1 Introducao

Quando queremos classificar uma figura geométrica plana podemos nos referir
a alguns conjuntos, como: O conjunto das circunferéncias, o dos tridngulos,
o dos retangulos, o dos quadrados e assim por diante. Olhando uma figura
geométrica plana, através de suas caracteristicas, podemos dizer com toda a
certeza se ela pertence ao conjunto dos tridngulos ou nao. Mas nem todas as
classificagoes seguem estes parametros. Por exemplo: Se quisermos classificar
pessoas pela altura, ou seja, pessoas altas e pessoas baixas, estes conjuntos
nao estao tao bem definidos, como os das figuras geométricas planas citados
acima. Dependendo do lugar geografico em que estamos fazendo a classifi-
cagao, estes parametros podem mudar, e muito. Digamos que z é a altura em
metros de um individuo ¢ que o conjunto A das pessoas baixas esta definido
da seguinte maneira:

A= {z;z < 1,60m}

A pergunta é: Uma pessoa que tem 1,30 m é tao baixa quanto uma pessoa
que mede 1,59 m? No entender cotidiano, ndo. Dai a necessidade de criar
um novo conceito de conjunto e pertinéncia neste conjunto.



A nogao de conjunto fuzzy (que quer dizer: vago, nebuloso), foi intro-
duzida por Zadeh [38] em 1965 e generaliza o conceito de pertinéncia de um
elemento ao conjunto “medindo” seu “grau de pertinéncia” através de uma
aplicagao que vai do conjunto cujos elementos devem ser classificados, no
intervalo fechado [0, 1].

Vamos dar dois exemplos:

Seja A um subconjunto de um conjunto cldssico X e considere a funcao

caracteristica:
lsezcd

0, caso contrario.

xa(z) = {

Entao a fungdo caracteristica é uma fungdo pertinéncia x4, que assume val-
ores 0 ou 1, indica quando um elemento z € X é também elemento de A, ou
seja, xa(z) =1sez € Ae xa(z) =0sez ¢ A.

Agora considere A = {z;z < 1,60m} como acima. Neste caso, se tiver-
mos u : X — [0,1], dada por

ulu) = ;—?m+13e0§w<1,60
|l 0sez >1,60

como a fungdo que indica “o quanto z pertence a A ”, podemos dizer que a
pessoa de 1,30 m tem grau de pertinéncia u(1,30) = 2 e a pessoa de 1,59
m tem grau de pertinéncia u(1,59) = 1(15_0 ao conjunto fuzzy gerado por A4 .
Desta forma, podemos dizer qual o grau de pertinéncia destas pessoas com
relagdo ao conjunto A , ou seja, a primeira pessoa pertence mais do que a
segunda pessoa.

Passamos entdo a formalizacio deste conceito.

2.2 Conjuntos Fuzzy

Seja X um conjunto cldssico e u : X — [0,1]) uma aplicagio de X no intervalo
real [0, 1], que chamaremos de funcio grau de pertinéncia ou apenas func¢do
pertinéncta. Um subconjunto fuzzy de X é um conjunto de pares ordenados
{(z,u(z));= € X}. Aquiiremos representar o conjunto fuzzy pela sua funcao
pertinéncia v e chamaremos subconjuntos fuzzy apenas de conjuntos fuzzy.

A seguir, vamos ilustrar o conceito de conjunto fuzzy com alguns exem-
plos.



Exemplo 2.1 Seja X =R e u: R — [0,1] dada por:
{ z?,sex € [0,1]
u(s) =

0, caso contrdrio

b AL0E)

Podemos tamhbém ter uma seqiiéncia de conjuntos fuzzy.

Exemplo 2.2 Seja X =R , paran > 1, definamos:

z 1
Un(w):{ "+1 nSCIBE[O,l]

0, caso contrdrio

05 n,,




Vamos enumerar algumas defini¢ées envolvendo conjuntos fuzzy e que séo,
na verdade, extensées das defini¢oes correspondentes de conjuntos clissicos.

Seja X um conjunto classico e A um subconjunto X.

Um subconjunto fuzzy A é dito vazio se sua fungao pertinéncia é identi-
camente nula.

Dois subconjuntos fuzzy A e B sao iguais se as fungdes pertinéncias sdo
iguais, ou seja, se u4(2) = up(z), para todo z € X.

O complementar A’ de um subconjunto fuzzy A é definido pela funcio
pertinéncia ua(z) = 1 — ua(z), vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 2.3 Seja X =R e A o conjunto das pessoas jovens, onde:

lsex <25

ug(z) = ¢ 2 se25 <2 <40

0sedd <z

Entdo a funcdo pertinéncia de A’ € dada por:

0sexz <25
var(z) = -“’—;52—5—36 26 <z <40
lsedd <z

Ou seja, o complementar de pessoas jovens definido pelo conjunto acima, sio
pessoas nao jovens (acima de 25 anos). Vejamos pelos graficos abaixo:

).LA }
10

b5

05

10



Como na teoria classica de conjuntos, existe uma relagio entre conjuntos
muito importante na teoria de conjuntos fuzzy. Dizemos que A estd contido
em B, ou seja, A é subconjunto fuzzy de B, e representa-se por A C B, se as
fungoes pertinéncias satisfazem a seguinte desigualdade:

ua(z) < up(z),Vz € X.
Dados A e B conjuntos fuzzy, definimos o conjunto C' unido de A e B,
ou seja, ' = AU B, pela fungao pertinéncia dada por:
uc(z) = max{ua(z),up(z)}, Ve € X.

Observagao 2.1 Uma maneira mais intuitiva de definir o conjunto unido
seria dizer que a unido entre A e B € o menor conjunto fuzzy contendo ambos
A e B. Mais precisamente, se D € um conjunto fuzzy que contém A e B,
entdo D contém a unido.

Para mostrar que esta definicdo é equivalente & anterior, notemos que o
conjunto definido anteriormente contém A e B, j& que

ua(z) < max{ua(z),un(z)}

up(z) < max{uy(z),up(z)}

E, se D é um conjunto fuzzy que contém A e B, entdo

ug(z) <up(z),Ve € X

us(z) < up(e), Vo € X,
entao

max{ua(e),up(z) < up(z)} = ue(e), Ve € X,

o que implica que C C D.
A intersecdo de dois conjuntos fuzzy A e B representada por C = AN B
tem fungao pertinéncia dada por:

uc(z) = min{ug(z),up(c)},Vz € X.

Como no caso da unido, é simples mostrar que o conjunto intersegdo
definido como acima é o maior conjunto fuzzy contido em A e B.

Com as definigées acima, vemos que as mesmas propriedades de conjuntos
classicos se preservam.

11



Teorema 2.1 Sejam A, B conjuntos fuzzy de X. Entdo valem as sequintes
propriedades:

1. (AUB)UC = AU (BUC) - associativa da unigo

2. (ANB)NC = AN (BNC) - associativa da intersecéo
3. CN(AUB) = (CNA)U(CN B) - distributiva

4. CU(ANB) = (CUA)N(C U B) - distributiva

5. (AUB) = A'N B’ - lei de De Morgan

6. (ANB) = A'UB' - lei de De Morgan

Dem.:
Apenas para ilustrar, vamos dar as idéias das demonstracoes dos itens 4

e 5.
Em 4), C U (AN B), em termos de funcao pertinéncia é dado por:

max{uc(z), min{ua(z), up(2)}},Vz € X
para mostrar que é igual a
min{max{u(z), vc(z)}, max{up(z),uc(c)}},Ve € X

devemos considerar os seis casos abaixo:
ous(z) > up(z) > uc(z)
ouy(z) > uc(z) > up(z)

Entao, se dado = € X, tivermos u4(z) > up(z) > uc(z):
max{uc(z), min{uy(z),up(z)}} = max{uc(z),up(z)} = up(z) e
min{max{ua(z), vc(z)}, max{up(z), uo(z)}} =
minfus(z),us(2)} = up(s).

Verificando-se os outros cinco casos, vemos que vale a igualdade.

Para 5), deve-se mostrar que:

1 — max{uy(z),up(z)} = min{l — us(z),1 — up(z)},Vz € X.

12



Neste caso, temos apenas duas possibilidades:
oua(z) > up(x)
sup(z) > ua(z)
Suponhamos que ug(z) > up(z):
1 — max{ua(z),up(z)} =1 —uas(z) e
min{l —uy(z),1 —up(z)} =1 —ua(z).
A demonstragio se completa verificando-se a segunda possibilidade.
O exemplo abaixo ilustra graficamente a interse¢ao e a uniao de conjuntos

fuzzy.
Exemplo 2.4 Sejam

lsex <25
ua(z) = 42;“’ se25 <z <40
0sedld <=z

0sex <25

up(z) = ”";525 se 25 <z <40

1sedl <z

M‘N\B A

Jo i

"1 /\

40 a0 20 ko 50 G0 k%) %] <




2.3 Sobre T-Normas e T-Conormas

2.3.1 T-Normas

Definicao 2.1 Dizemos que uma aplicacdo T : [0,1] x [0,1] = [0,1] € uma
T-norma se:

1. T(1,a) =a, Ya € [0,1]

2. T(a,b) = T(b,a), Ya,b € [0,1]

3. Sea<ceb<d entio T(a,b) < T(c,d)

4. T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c), Ya,b,c € [0,1]

Exemplo 2.5 Seja T : [0,1] x [0,1] — [0,1] tal que T'(a,b) = min{a, b},
Va,b € [0,1]. Esta aplicacdo ¢ uma T-norma.

De fato,

1. se 0 < @ <1 entdo min{l,a} = q;

2. min{e,b} = min{b,a};

3. Se d < ce a < b entdo min{a,d} < min{c, b}, pois:

min{d,a} < min{c,a} < min{c, b}

4. Devemos considerar os seis casos abaixo:

ea<b<c
ea<c<b
eb<a<c
ob<c<a
ec<a<b
ec<b<a

Vamos fazer apenas um caso para ilustrar. Suponhamos que a < b < ¢,
entao:
min{a, min{b, c}} = min{a,b} = a

min{min{a,b}, c} = min{a,c} = a

Para concluir devemos verificar os outros cinco casos.

14



Logo a aplicagao acima é uma T-norma.
Note que, dados dois conjuntos fuzzy A, B subconjuntos de X, para cada
z € X, podemos escrever

vans(z) = min{ua(z), vp(z)} = T'(va(z),us(z)).

Podemos entao utilizar a T-norma para generalizar o conceito de intersecao
entre conjuntos fuzzy.

Exemplo 2.6 Aqui apresentamos outros ezemplos de T-normas que sdo uti-
lizadas para generalizar intersecées entre conjuntos fuzzy.

1. T(a,b) = a-b - produto algébrico;
2. T(a,b) = max{0,a + b — 1} - diferenca limitada;

3. T(a,b) = ¢ bsea= - intersegdo drdstica
0 caso contrdrio

Um resultado que relaciona alguns dos exemplos ja apresentados de T-
norma é o seguinte:

Teorema 2.2 Seja Ty a tnterse¢do drdstica apresentada no Ezemplo 2.6,
item 3) e T uma T-norma qualquer. Entdo dados a,b € [0,1],

Trm(a,b) < T(a,b) < min{a, b}

Dem.:
Pelos axiomas 1 e 3 da definicdo de T-norma, temos:

T(a,b) < T(a,1)=a

e pelo axioma 2,

T(a,b) = T(b,a) < T(b,1) = b.

Logo,
T(a,b) < aeT(a,b) <b, ou seja,

T(a,b) < min{a,b}.
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Por outro lado, T(a,1) = a e T(1,b) = b. Como T'(a,b) < min{a,b} e
T(a,b) € [0,1],
T(a,0) = T(0,b) = 0.

Pelo axioma 3,
T(a,b) > T(a,0) = T(0,b) = 0,

ou seja, Tyr(a,b) < T'(a,b) < min{a, b}.

Chamamos de T-norma idempotente aquela que T'(a,a) = a, para todo
a € [0,1]. Com relagio a essa T-norma, temos um resultado interessante:

Teorema 2.3 A T-norma do minimo ¢ a tnica idempotente.

Dem.:
E claro que min{a,a} = a, Ya € [0, 1]. Suponha que exista uma T-norma
tal que T'(a,a) = a, Ya € [0,1]. Entéo, para qualquer a,b € [0,1], se a < b:

a=1T(a,a) <T(a,b) <T(a,1) = a.

Entao T'(a,b) = a = min{a, b}.
Por outro lado, se b < a, temos:

b=T(b,b) < T(a,b) < T(1,b) = b.

E logo T'(a,b) = b = min{a, b}. Ou seja, T'(a,b) = min{a, b}, Va,b € [0, 1].

2.3.2 T-Conormas

Como vimos, a definigio de T-norma pode ser usada para generalizar a nogéo
de intersegdo entre conjuntos fuzzy. O dual desta nogéo chama-se T-conorma,
e é usada para generalizar a uniao entre conjuntos fuzzy.

Definicao 2.2 Dizemos que uma aplicagdo T, : [0,1] x [0,1] — [0,1] ¢ uma
T-conorma se:

1. T.(0,a) = a, VYa € [0,1]
2. T.(a,b) = T.(b,a), Va,b € [0,1]
3. Sea <ceb<dentio Te(a,b) < T(c,d)
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4. Te(a,Tc(b,c)) = T.(Te(a,b),c), Va,b,c € [0,1]

O primeiro exemplo a ser verificado é a unido de conjuntos fuzzy, que
segue a mesma linha de demonstracido do exemplo da intersecdo, por isso
apenas citaremos.

Exemplo 2.7 T.(a,b) = max{a,b},Va,b € [0,1] € uma T-conorma.
Exemplo 2.8 Vamos apresentar outros exemplos:

1. Te(a,b) = a+b - adi¢do algébrica;

2. Te(a,b) = min{1,a + b} - adicdo limitada;

aseb=20
3. Te(a,b) =< bsea=0 - unido drdstica
1 caso contrdrio

Resultados andlogos aos da T-norma também valem para T-conorma.

Teorema 2.4 Seja Tyc @ unido drdstica apresentada no Ezemplo 2.8 e T.
uma T-conorma qualquer. Entdo dados a,b € [0,1],

max(a,b) < Tc(a,d) < Tmc(a,d).

Dem.:
Analoga & demonstragio do Teorema 2.2.

Teorema 2.5 A T-conorma do mdzimo € a tnica idempotente.

Dem.:
Anéloga a demonstragdo do Teorema 2.3.

2.3.3 Generalizacao de Complementar de um Conjun-
to Fuzzy

Seja A um conjunto fuzzy de X, v(z) a fungao pertinéncia de A. Vamos
denotar por cv o complementar fuzzy de A do tipo c. Entdo, cu(z) serd
interpretado como o grau de ndo-pertinéncia de = em A.
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Definicao 2.3 Dizemos que uma aplicagio c : [0,1] — [0,1] é um comple-
mentar fuzzy de um conjunto fuzzy A, se:

1 ¢c(0)=1ec(l) =0;

2. Para todo a,b € [0,1], se a < b entdo c(b) < c(a);
3. c¢(c(a)) = a,Va € [0,1];

4. ¢ € uma fun¢ao continua.

Teorema 2.6 c: [0,1] — [0,1] como definida acima ¢ uma funcdo bijetora.

Dem.:
Para mostrar que é sobrejetora, basta observar que para todo a € [0, 1],

existe b = c¢(a) € [0, 1] tal que ¢(b) = c(c(a)) = a.
Agora ¢ injetora pois, se ¢(a1) = c(az), entao:

a; = c(c(ay)) = c(c(az)) = as.

Observe que para definir a fungdo complementar fuzzy acima, bastava
termos apresentado os itens 2 e 3, como vamos demonstrar abaixo.

Teorema 2.7 Seja ¢ : [0,1] — [0,1] satisfazendo os aziomas 2 e 3 acima,
entdo ¢ também satisfaz os aziomas 1 e /.

Dem.:
Como o dominio de ¢ é [0, 1], entdo ¢(0) < 1 e ¢(1) > 0. Pelo axioma 2,
¢(0) <1, entao ¢(c(0)) > ¢(1) e por 3,

0 = ¢(c(0)) > (1),

logo ¢(1) = 0. De novo aplicando 3, 1 = ¢(c(1)) = ¢(0).
Para mostrar 4, basta observar que como é bijetora e monétona, entao c
nao pode ter pontos de descontinuidade, pois se a, é um ponto de descon-

tinuidade de ¢,
bo = lim c¢(a) > c(a,)

a—a,

e logo existe b; € [0,1] tal que b, > b; > c(a,) e nao existe a; € [0,1] com
¢(a1) = by, mas isso contradiz a bijetividade de c. Logo ¢ é continua em [0, 1].
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Exemplo 2.9 Vamos apresentar dois ezemplos de complementar fuzzy:

1. O exzemplo classico de complernentar do conjunto fuzzy u €

cs(u(z)) = 1 — u(z),Ve € X.

2. Qutro exemplo € o chamado classe de Sugeno. Dado o conjunto fuzzy
%, o complementar fuzzy € dado por:

1—u(z)

ea(u(z)) = mw—),\fm € X, onde X €] —1,00].

Para cada valor de A obtemos um complementar fuzzy.

Para maiores referéncias sobre T-normas e T-conormas, ver [23].

2.3.4 Combinacao de Operacgoes

Na teoria classica de conjuntos, as operagoes de intersegdao e unido estao
relacionadas com seus complementares, através das bem conhecidas leis de

De Morgan:
(ANB) =A'UB'

(AuB) =A'nB

E desejavel que estas relagoes sejam mantidas em conjuntos fuzzy, mesmo
depois de generalizarmos os conceitos de intersegao e uniao entre eles.

Definicao 2.4 Dizemos que uma T-norma T e uma T-conorma T, sdo duais
com relagdo a um complementar fuzzy se:

¢(T(a,)) = Te(c(a), (b))
¢(Te(a, b)) = T(c(a), (b))

Estas expressoes traduzem as leis de De Morgan para conjuntos fuzzy.
Os exemplos que queremos salientar sdo os apresentados anteriormente em
T-norma e T-conorma.

Exemplo 2.10 Sdo duais com relagdo ao complementar fuzzy c,:
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1. T(a,b) = min{a, b} e T.(a,b) = max{a,b} ;
2. T(a,b)=a-beT(a,b)=a+b;
8. T(a,b) = max{0,a + b — 1} e T.(a,b) = min{l,a + b};

aseb=1 aseb=10
4. T(a,b)=¢ bsea=1 e Te(a,b)=¢ bsea=0
0 caso contrdrio 1 caso contrdrio

Os conceitos de T-normas e T-conormas serao ilustrados mais adiante na
generalizagao do conceito de extensdo de aplicagdes como a de Zadeh.

2.4 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Observe que a nogdo de “pertinéncia” ou nio de um elemento ao conjunto
tem um papel diferente na teoria de conjuntos fuzzy.

No caso fuzzy, um elemento “pertence” a um conjunto fuzzy com certo
grau. O que se faz € introduzir “cortes” ou niveis de um conjunto fuzzy. Por
exemplo, seja X um conjunto classico, u : X — [0,1] a funcéo pertinéncia de
um conjunto fuzzy u, a,3 € [0,1] tais que, 0 < 8 < a < 1, podemos entdo
que: z pertence a u com grau no minimo a se u(z) > a;

Vamos apresentar este conceito de modo mais formal. Daqui por diante,
vamos considerar sempre X = R".

Definigao 2.5 Para cada a € [0,1], chamamos de a-nivel do conjunto fuzzy
u ao sequinte subconjunto do R™:

[4]* = {x € R"; u(z) > a} se a €]0,1]

[«]’ = suppu = {z € R u(z) > 0},

onde suppu € o suporte de u.

Isto é, [u]* é formado pelos elementos que estdo em um grau de pertinéncia
néo inferior a a, e [u]° é o conjunto de elementos que estio pelo menos no
fecho do conjunto fuzzy u.
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Exemplo 2.11 No caso do Ezemplo 2.1, onde u(z) = 2? se z € [0,1] e
u(z) = 0 caso contrdrio, para cada a € [0,1], temos

[w]* = [V, 1].

Exemplo 2.12 No caso do Ezemplo 2.2,

[ua]® = [p(a — 1) + 1,1],

para cada a € [0,1] e para cada n € N.

Em nosso trabalho vamos utilizar o espago dos conjuntos fuzzy cujos a-
niveis sd0 compactos e ndo vazios. Este conjunto é denotado por:

F(R") = {u : R™ — [0,1]; & — niveis sdo compactos, nio-vazios }
Um resultado importante em F(R") é o seguinte:
Proposigao 2.1 Seja u um conjunto fuzzy. u € F(R") se e somente se,
1. [u]® € compacto;
2. [u]* € ndo-vazio;
3. u € semicontinua superiormente.

Dem.:

Vamos supor que valem as trés propriedades. Como, para cada o € (0,1],
[u]* C [u]° e [u]® é compacto, basta mostrar que [u]* é fechado.

Lembremos que u ser semicontinua superiormente significa que fixado
zo € R™ e dado € > 0, existe § > 0 tal que se |z — zo| < & temos u(z) <
€+ u(zo).

Entao, seja o conjunto 4, = {z € R™%u(z) < a}. Fixado a € A,,
seja 0 < € < a — u(a). Entéo existe § > 0 tal que se |z — a| < §, temos
u(z) < e +u(a) < a —u(a) + u(a) = a, ou seja, A, é aberto e como [u]* é o
complementar de A,, este é fechado.
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Seja agora u € F(R"). Fixemos a € R™ tal que u(a) < 1. Dado ¢ > 0 e
u(a) + € < 1, temos que a € Ay()1e, que é um conjunto aberto, entio existe
d > 0 tal que para todo z € R™ tal que |z — a| < §, temos ¢ € Ay(a)+es OU
seja, u(z) < u(a) + ¢, logo u é semicontinua superiormente.

Existe uma estrutura linear definida em F(R"), dada por:

(u+ﬂwﬁzﬁimEWWLdﬂ}
u(3) se A #0
X{o}» se A =0

() = {

lseze A
0, caso contrario

onde x4 = {

Exemplo 2.13 Sejam X =R

u@f—{l-%sewemJ]

| 0, caso contrdrio

v@):{m’“weﬂhﬂ

0, caso contrdrio

Entdo (u + v)(z) € dado pelo grifico abaizo e 2u(z), pela expressdo:
1-2, sez €[0,1]
_— 2y 2, k]
2u{2)=ulz] = 0, caso conirdrio

ALpor ‘r

Mk

0% 3 ] <

Observagao 2.2 Para cada o € [0,1]

[u+v]* = [u]® + [v]
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e para X € R,
[Au]® = A[u]%,

onde [u+v|* € a soma de conjuntos fuzzy e [u]*+[v]* € a soma de Minkowsksi.

Considere o conjunto
E™ = {u € F(R");u é fuzzy convexo}.

Dizemos que u é fuzzy convexo se u(Az + (1 — A)y) > min(u(z),u(y)), para
A € [0,1]. O conjunto E™ é fechado em F(R") na métrica D que vamos a-
presentar adiante, ver [26] e, embora tenha uma estrutura linear, E™ nao é
espaco vetorial.

Dentro deste contexto, temos um resultado muito importante (ver [26]),
que caracteriza um conjunto fuzzy por uma familia de conjuntos classicos, a
saber, seus a-niveis.

Teorema 2.8 (Negoita, Ralescu) Seja R = {A%;0 < a < 1} uma familia de
conjuntos compactos e nao-vazios do R™ tal que:

1. | 4% c 4,

0<a<l1

2. A2 C A" para 0 < a3 < ap <1,

3 Sea>0ear Ma, comA“=ﬂAa"y

k>1

entdo existe um u € F(R™) tal que [u]* = A%, para todo 0 <a <1 e

W= |J 4% c A

0<a<i

Em particular, se 0os conjuntos A* forem convezos, para todo 0 < a <1,
entdiou € E™ .

Dem.: Ver [22], porém, como indicagdo, para cada ¢ € R", basta definir:

u(z) = sup{a € [0,1];z € A*}.
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2.5 Meétricas no Espaco dos Conjuntos Fuzzy

Vamos apresentar agora algumas métricas definidas no espago dos conjuntos
fuzzy e alguns resultados relativos a essas métricas. Antes vamos mostrar
alguns resultados no espago dos subconjuntos nao vazios e compactos de um
espaco métrico.

Dado um espago métrico (Y, d), e A, B dois subconjuntos nio-vazios e
compactos de Y, a distancia de Hausdorff entre A e B é dada por:

h(A,B) =inf{e > 0; B C N(A,¢) e A C N(B,¢)}
onde N(A,e) ={y € Y;d(y,A) < €} e d(y, A) = inf,c4 d(y,a).

Sabe-se que h é uma métrica no espago dos subconjuntos nao vazios e
compactos de Y (ver [15]). Se Y = R", denominamos este espago de Q(R").
(Q(R"), k) é um espago métrico completo e separdvel [26]. Uma definicio
equivalente para h é:

h(A, B) = max{sup d(a, B),sup d(b, A)}.
ac4d beB

Para concluir isso, basta observar que:

Dado r = inf{e > 0;B C N(A,e) e A C N(B,¢)}, temos que B C
N(A,r) e A C N(B,r), ou seja, para todo b € B, d(b,A) < r e para todo
a€ A, d(a,B) <r. Como A e B sao compactos,

supd(b,A) =r e supd(a,B) = 7.
beB acA

Logo,
max{sup d(a, B),sup d(b, A)} = .
beB

a€A

Por outro lado, se

max{sup d(a, B),supd(b, A)} =,
acd beB

entao ou

sup d(a,B) =7 ou supd(b,A) = r.

acA beB
Suponha que sup,¢ 4 d(a, B) = r, entéo, para todo a € A4, d(a,B) < 7, ou
seja, A C N(B,7), mas sup,g d(b, A) < r, logo para todo b € B, d(b, A) < r,
ou seja, B C N(B,r).

24



Suponha que exista s < r tal que A C N(B,s) e B C N(A4,s), entdo pela
conclusao anterior, max{sup, 4 d(a, B),sup,c5 d(b, A)} = s, 0 que é absurdo.
Logo, r = inf{e > 0; B C N(A,¢) e A C N(B,¢)}.

Proposicao 2.2 Sejam A, Be C € Q(R") ¢ AC B C C, entdo
h(B, X) < max(h(4, X), h(C, X)),
para todo X € Q(R").

Dem.: Vamos chamar p(A, B) = sup,, d(a,B). Como AC BC Ce A,B

e C sao compactos, temos que:
p(X;B) < p(X, A) + p(A, B) = p(X, A) pois AC B

p(B,X) < p(B,O) +p(07X) = p(OaX) pois B C C
Logo, se h(B,X) > h(A, X) entao

h(B,X) = p(B,X) < p(C, X) < h(C, X);
e se h(B,X) > h(C, X) entao
h(B,X) = p(B,X) < p(A,X) < h(4,X).

Logo,
h(B, X) < max(h(4, X),h(C, X)).

Definicao 2.6 Uma seqiiéncia {A,} C Q(R") converge para A C Q(R™) no
sentido de Kuratowski, se

lim sup 4, = ]~i+m infA,=A
p—+00

pP—cO

onde

co oo

l}i}l& sup A, = Q(U Aj)={z eR%z = J]i)rgj Tp;3Tp; € Ap;, subseq. de A}
p=1 j=p

€

lim inf A, = {z e R";z = l_i_)m Ty, Tp € Ap}
p—oo

p—co
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Teorema 2.9 Sejam A, A, € Q(R"). Entdo sdo equivalentes:
1. limy oo h(Ap, A) =0
2. {Ap} converge para A no sentido de Kuratowski e existe um compacto

K tal que AC K ¢ A, C K, para todo p.

Dem.: Ver [15] .
Observando que para cada a € [0, 1] e u € F(R™), [u]* sdo subconjuntos
de Q(R"), podemos definir uma métrica em F(R")dada por:

D(u,v) = sup h([u]%,[v]%),

0<a<1

onde u,v € F(R").

Desta maneira, (F(R"), D) é um espago métrico, e conforme Puri-Ralescu
[26], é completo, mas nao separavel [19].

Vamos ainda apresentar outras métricas em F(R").

Dado u € F(R") e d a métrica-produto em R™ x [0,1] definida por:

d((2,7), (y,)) = max{]| = —y ||, | 7 — s |}
Chamamos de endogrdfico de u o seguinte conjunto:
end(z) = {(z,r) € R" x [0,1];u(c) > r}
e a partir dai define-se o sendogrdfico de u por:
send(u) = end(u) N ([u]° x [0,1]).

Para ilustrar, seja u : R™ — [0, 1] dada abaixo. O sendogréfico de u esta

representado pela drea hachurada da figura:
A f

P
Agora entao, seja a métrica H, ver [11], definida em F(R™)por:

H(u,v) = h*(send(u),send(v)),
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onde h* é a métrica de Hausdorff definida em R™ x [0, 1].

Conforme Kloeden [11], ( F(R™), H) é um espago métrico separavel mas
nao completo. Qutra referéncia para este assunto se encontra em [29].

A seguir vamos apresentar algumas convergéncias no espago F(R") e a
relagdo entre elas.

2.6 Convergéncias em F(R")

Como ja apresentamos seqiiéncias em JF(IR"), vamos estudar alguns tipos de
convergéncias.

Definicao 2.7 Sejam {un} uma seqiiéncia em F(R") e u € F(R").
Dizemos que {u,} D-converge para u se D(u,,u) — 0 quando n — oo.
Dizemos que {u,} L-converge para u, ou converge em niveis para u se

para todo a €]0,1], h([un]*,[u]*) — 0 quando n — co.

Dizemos que {u,} H-converge para u se H(u,,u) — 0 quando n — co.

Teorema 2.10 Sdo vdlidas as sequintes implicagées:
1. D-convergéncia implica em L-convergéncia.

2. D-convergéncia implica em H-convergéncia.

Dem.:

A primeira implicacdo é 6bvia. Vamos demonstrar a segunda.

Dado € > 0 e u,v € F(R") tais que D(u,v) < €, vamos fixar um par
(z,a) € send(u).

Se a > 0, entdo z € [u]* Como A([u]*,[v]%) < ¢, existe um y € [v]® tal
que || z — y [|< €. Logo

(#,a) € N(send(v),€), para (y,c) € send(v).

AN

Se, por outro lado, a = 0, entdo z € [u]°. Vamos mostrar que k([u]°, [v]°)
€, pois poderemos encontrar um y € [v]° tal que | z — y ||< ¢, logo concluire-
mos que (z,a) € N(send(v),¢).

Seja {an} uma seqiiéncia decrescente de nimeros reais convergindo para
zero. Entao, {[u]|*"} é uma seqiiéncia nao decrescente de subconjuntos do
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conjunto compacto [u]°. Logo, existe uma subseqiiéncia H-convergente cujo
limite pode ser expresso por:

(o}

MU ™)

n=1 m>n
Como a, — 0 e {[u]*"} é ndo decrescente, vemos que o limite é [u]°. Entéo,
lim A([u]*", [u]") = 0

e de modo andlogo para v.
Como h é uma métrica, temos:

A([)® [0]°) < A([ul’, []™) + A([u]™, [b]°") + A([]*", [0]°)
Passando o limite & direita de a indo para 0,

A([u]°, [v]°) < lim sup A([«]*, [v]*) = D(u,v) < ¢

a—04 a>0

Logo, send(v) C N(send(u),€).

Observemos pelos exemplos que se seguem, que as reciprocas nio sao
verdadeiras, ou seja, L-convergéncia ou H-convergéncia nio implicam D-
convergéncia.

Exemplo 2.14 Seja
{ 1, sez € [0,1]
u(z) =

0, caso contrdrio

z=1
'u,,,(:c)Z{ 1+2=2, sez €[0,1]

0, caso contrdrio

t

»

para n € N*.
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Note que claramente {u,} H-converge para u, logo:
lim, o H(send(u,),send(u)) = 0, mas h([u,]*,[u]') = 1, para todo n € N*,
ou seja, {un} ndo converge em niveis e, portanto, nio converge na métrica

D.

Exemplo 2.15 Seja
{ 1, sexz =10
v(z) =

| 0, caso contrdrio

vn(z) = { (1—a)", sex € [0,1]

0, caso contrdrio

f

i

para n € N*.

Como jd vimos, [v,]* = [0,1—ax], logo h([v]*, [va]*) = 1—a=, para a €]0,1],
portanto {v,} converge em niveis para v. Mas h([v]°,[v,]°) = 1, para todo
n € N*, ou seja, {v,} ndo converge para v na métrica D.

Com o objetivo de reverter algumas implicagées do Teorema 2.10 vamos
nos restringir ao subespaco F*(R") de F(R"):

F*(R") = {u € F(R"); u nao tem pontos de méximos locais préprios
e [u]' contém apenas um elemento}, ou seja, para todo ¢ € R™ tal que
0 <u(z) <1, z ndo é ponto de méximo local de u : R™ — [0, 1].

Note que para todo u € F(R"), dizer que u néo tem pontos de méximos
locais préprios é equivalente a

[v]* = {z € R*u(z) > a}

para todo a €]0,1].



Vamos dar um exemplo de v € F*(R™).

Exemplo 2.16 Seja u : R — [0,1] dada por:

2z se 0523%
u(z) =¢ 2242 se i<z<l1
B8 0 se z>1
3
ifs. L —=$-

Exemplo 2.17 Seja u : R — [0,1] dada por:

u(m):{ z sez € |0,1]

1 caso contrdrio
A 4

| ' "

Embora u ndo tenha pontos de mdzimos locais préprios, u ¢ F*(R"), pois
[u]' tem mais que um ponto.

Proposicao 2.3 Seja u,,u € F(R"), tal que u ndo tem pontos de mdzimos
locais préprios. Entao sdo equivalentes:

1. u, D-converge para u;

2. u, H-converge para u e [u]' = liminf[u,]';

oo

3. u, L-converge para u, Lj[uﬂ]0 € limitado e lim supu,]|® C [u]°.

n=1
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Dem.:
Ver Roman-Rojas [29] .

Observagao 2.3 Na referéncia acima citada, os autores mostram que o fato
de u ndo ter pontos de mdzimos locais préprios € equivalente a u ter todos
0s seus a-niveis continuos em R™, ou seja, a aplicacdo a [u]* € continua
nas métricas euclidiana e de Hausdorff, respectivamente.

Para maiores referéncias sobre convergéncias em F(R"), ver [27].
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Capitulo 3

A Extensao de Zadeh e
Propriedades

3.1 O Principio da Extensao

Neste capitulo vamos tratar da “fuzificacao de fungoes”, ou seja, dada uma
fungdo f : X — Y, como pode se estender esta funcio para o espago de
conjuntos fuzzy, F(X) e F(Y).

Da teoria classica de conjuntos temos que, dada uma funcio f: X — Y,
considerando p(X) e p(Y) como sendo o conjunto das partes de X e Y,
respectivamente, podemos definir a extensdo de f, denotada também por

f:p(X) = p(Y), por
f(A)={f(z); =€ A}

para cada A € p(X).
Assim também, pode-se estender £~ : p(Y) — p(X), da seguinte maneira.
Dado B € p(Y),
f7(B)={z € X; f(=) € B}

e, neste caso, f~!(B) pode ser vazio.

Agora, sejam X um conjunto, U, V subconjuntos de X, u : U — [0, 1]
ev:V — [0,1]. Temos dois conjuntos fuzzy, que, como acima, podem ser
estendidos de maneira cléssica, ou seja, u : p(U) — p([0,1]) e v : p(V) —
([0, 1).

Deste modo, se K ¢ um subconjunto de U, «(K) é um subconjunto de
[0,1], portanto, podemos calcular sup u(K) e a fungio sup abaixo estd bem
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definida:
sup : p(U) — [07 1]
K+ supu(K)

Agora, dados dois conjuntos U e V, chama-se de Relagdo entre U e V,
um subconjunto qualquer de U x V, ou seja, R = {(z,y); z € Uey € V}.
Podemos entéo induzir uma aplicagdo R~ : V — p(U ), dada por:

R '(y) = {z; (z,y) € R}.
Entéo, dado u : U — [0, 1], temos:
V — p(U) — p([0,1]) — [0,1]

Ou seja, a relagdo R em U X V associada com a aplicagdo u : U — [0,1]
dé origem a aplicagdo, que denotaremos por B = supouo R™1: V — [0,1].
Na verdade, se R € uma fungao f : U — V, entdao a extensdo de f, que a
cada u: U — [0,1] associa f(u):V — [0, 1], da seguinte maneira:

e ={ §reeret) v

Este € o Principio da Ezxtensdo e f é chamada de Eztensdo de Zadeh da
fungéo f : U — V. Para referéncias, ver [18].

Vamos apresentar alguns exemplos da extensio de Zadeh de algumas
fungoes elementares.

Exemplo 3.1 Seja f: R — R", onde f(z) = ¢, entdo,
» _J 1 se zef )
Fu)(z) = { 0 se zd&f )

ou seja, f(u) = X{e}

Exemplo 3.2 Seja f : R™ = R", e f(z) = =, entdo,

~

f(u)(2) = sup u(r) = u(z)
re{z}

logo f(u) = u.
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Exemplo 3.3 Seja f : R* -+ R", a € R* e f(z) = az, entdo,

f)(=) = sup u(r) = u(z/a) = au(z)

T€{z/a}
logo f(u) = au.

Exemplo 3.4 Seja f : R™ = R*, f(z) = Az + b, A € M,(R) ¢ b € R™,

entao,
2 _J supyqp—pu(rT) se AT+ b=z tiver solugio
Fu)(e) = { 0 caso contrdrio
Logo, f(u)(z) = u(A~ (z — b)), se A" existir.
Outro exemplo de extensao é o seguinte:

Exemplo 3.5 Sejam v : U — [0,1] ev : V — [0,1]. u € um subconjunto
Juzzy de U e v € um subconjunto fuzzy de V. Enitdo u x v ¢ um subconjunto
fuzzy de U x V, definido por:

(v x v)(z,y) = min{u(z),v(y)}

Em particular, se fizermos o produto de uw com o conjunto V, temos:

(v x V)(z,y) = min{u(z),ld(y)}
= mm{u(:c), 1}

= u(z)

Neste caso, associamos um subconjunto de U com um de U x V. Este tipo
de extensdo é chamada de Extensdo Cilindrica

3.2 Propriedades da Extensao

Vamos demonstrar alguns resultados a seguir que apresentam as propriedades
da extensao de Zadeh, a partir da funcio dada.

Teorema 3.1 [18] Seja f : X — Y uma fungdo qualgquer e u um subconjunto
Juzzy de X. Entdo para todo a € [0,1], temos:

[F ()] 2 £([u])
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Dem.: Sey € f([u]*), entdo existe z, € [u]* tal que y = f(z,). Entéo:

Fu)w)= sup u(r)>u(z,) > q
TEf (=)

~

ou seja, y € [f(u)]*.
Para mostrar que [f(u)]* # f([u]®), em geral, veja o exemplo abaixo:

Exemplo 3.6 Seja X =N, Y = {a,b}

a se n<l0
f(n)_{b se n>10

eu(n) =1— %, para todo n € N. Entdo,

~

f(u)(a) = suPnEf“(a) u(n) = %

~

fu)(d) = SUPncys-1(b) u(n) =1
Tomando a = 1, vemos que [f(u)]' = {b}, pois:
R lsex=5»b
fluy=< L sex=a
0 caso contrdrio

Mas f([u]') = 0, pois [u]' = 0, logo [F(u)]* # f([u]).

Mas restringindo X = Y = R", que sdo os espagos que vamos estudar,
temos alguns resultados interessantes, que apresentamos a seguir.

Teorema 3.2 (barros) [3] Seja f : R™ — R™ sobrejetora. Entdo

[F()]* = f([u])

para todo w : R™ — [0,1] e 0 < a < 1, se e somente se, u atingir o mdzimo
em f~Y(z), para todo = € R™.

Dem.:

Vamos supor que [f(u)]* = f([u]*), para todo u € F(R") e para todo
a € [0,1]. Fixemos z € R™ e suponha que SUP,cs-1(,) U(T) = s, ou seja,
existe y tal que u(y) > s e ¢ = f(y). Mas pela definicio de s, temos que
u(y) = s, ou seja, u atinge seu méximo em f~!(z).
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Agora, se u atinge seu maximo em f~!(z), vamos mostrar a igualdade:

Se z € [f(u)]*, entdo f(u)(z) > a, ou SUP,¢f-1(z) ¥(T) > a. Mas, por
hipétese, existe y € f~'(z) tal que u(y) = SUP,¢f-1(2) U(T) > @, logo = €
F([ule).

Por outro lado, se z € f([u]*), existe y € [u]* tal que = = f(y), ou seja,
u(y) > a. Dali, )

flu)(z) = sup wu(7)>u(y) > aq
T€f1(=)

isto é, © € [f(u)]“

Teorema 3.3 (Barros)[3] Se f : R* — R™ € continua entio a extensdo de
Zadeh f : F(R™) — F(R") estd bem definida e

[F()]* = £([u]*), Yo € [0,1]

Dem.:

Vamos mostrar que [f(u)]* = f([%]®),Va € [0,1].
1° Caso: a >0 R

Seja # € [f(u)]®, entdo f(u)(z) > a, e portanto f~'(z) # B e logo
[u]°N f~1(z) # 0. Entao,

f(u)(z) = sup u(r)= sup u(r) > a
TE€Ef () T€[u]onf—1(z)

Como f ¢ continua, entdo f~'(z) é fechado e logo [u]° N f~'(z) é com-
pacto. Usando o fato de u ser semicontinua superiormente e [u]° N f~(x)
ser compacto, existe um resultado (Rudin pdg. 195) que diz que existe
y € [u]°N f71(z) tal que

sup  u(r) = u(y).
T€[ulons=1(z)

Logo, f(y) = = e u(y) > a, ou seja, z € f([u]®).

No caso f([u]*) C [f(u)*] segue do teorema 3.1.
2°Caso: a =10

Temos que A = {z; f(u)(z) > 0} = f{z;u(z) > 0} = f(B).
Se z € A entdo sup,cs-1(,)u(r) > 0. Entdo existe y tal que f(y) = z e
u(y) > 0, ou seja, © € f(B).
Se z € f(B), entdo existe y € B com = = f(y) e, logo, SUP, ¢ f-1(4) (T) >
u(y) > 0, ou seja, z € A.
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Logo, como f é continua, A = f(B) O f (B) e pela compacidade de B, temos

4= f(B) = }(B) = {(B). portanto, [f(w) = f([ul").

Para provar que f estd bem definida, ou seja, que f(u) € F(R"), pre-
cisamos mostrar que os a-niveis [f(u)]* sdo ndo vazios e compactos, para
todo a € [0, 1], mas isso é conseqiiéncia do demonstrado acima.

Corolério 3.1 Se f € continua entdo f ¢ mondtona, ou seja,
flu) C F(v) seu C o,
onde u C v significa u(z) < v(z),Ve € R™.

Dem.:
Basta mostrar que [f(u)]* C [f(v)]%, para todo a € [0,1]. Mas como,
para cada a € [0,1], temos [u]* C [v]*, entdo:

[f ()1 = F([u]) C f([0]*) = [f(w)]*, Ya € [0,1].

Outro resultado interessante precisa de um lema anterior.
Seja K C R™ um conjunto compacto.

Lema 3.1 Seja f : R® — R"™ uniformemente continua. Entdo a aplicagio
f: K — f(K), definida em Q(R") com a métrica de Hausdorff também ¢

- 7
uniformemente continua.

Dem.:

Dado € > 0, seja § > 0 tal que ||z — y|| < § implique [|f(z) — f)ll <
para todo z,y € R™.

Sejam K e C' compactos tais que h(K,C) < §. Entao, para todo z € K,
infyec ||z — y|| < d, se, e somente se, ||z — || < §, para algum § € C, e
portanto, [|f(z) — F@)| < ¢, e logo infyec [If(z) — F(w)l| < ¢, para todo
z € K. Ou ainda,

sup inf [|f() — £(3) < .
zcK Y€C

De maneira anédloga, concluimos que,
inf - < €.
sup ot 1f(=) = £l
E logo, h(f(K), f(C)) < e.
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Teorema 3.4 (Barros)[3] Se f : R™ — R™ ¢ uniformemente continua entdo
a extensdo de Zadeh f : F(R") — F(R™) € uniformemente continua na
métrica D.

Dem.:

Para cada a € [0,1], dado ¢ > 0, pelo lema anterior, existe §, >
0 tal que se A([u]*,[v]*) < da, implica A(f([u]?),f([v]*)) < e. Mas se
D(u,v) < 4, temos h([u]*, [v]*) < 4, para todo a € [0,1], o que implica
h([f(u)] ’ [f(v)] ) < ¢, para todo a € [0,1]. Logo,

sup A((F F@)* [f)) < e

0<a<
ou seja, se D(u,v) < §, entdo D(f(u), f(v)) <e.

Teorema 3.5 (Barros)[3] Sejam f : R* — R” e f : F(R") — F(R") a
eztensdo de Zadeh de f. Entdo f € lipschitziana com constante k se, e
somente se, f € lipschitziana com constante k, na métrica D.

Dem.:
Se f ¢ lipschitziana entao é continua, logo, os resultados anteriores para
fungdes continuas valem.

Note que ) i ) )
D(f(w), /) = sup AQF(W)% (F)F)
R([F (@))% [F ()" )—max{:el[lgayu[lf |1 f(=)—f(y )”’:E‘[I,,I]’u inf NIf(2)—f)II}

< max{ sup inf k||l —yl|, sup mf k|l —yl[}
z€[u]> VE[]* y€fv]> T€

= kh([u]%, [v]*).
Logo, D(f(u), f(v)) < kD(u,v).
Por outro lado, como i

[F(x@))] = f()

para todo z € R" e a € [0, 1], temos,
D(f(xg=1) F ) = llf(2) = F@)II,
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logo, se D(f(u), f(v)) < kD(u,v), temos que para cada z,y € R,

1£(2) = F@)Il = D(f (egad), F(xqw)) < kD(w,0) = |z — y|-

Os resultados de continuidade da extenséo de Zadeh que sao apresentados
abaixo, primeiramente foram demonstrados por Barros [3] na métrica H e
depois Roman-Flores estendeu para a métrica D [30].

Teorema 3.6 (Barros) f : R* — R™ ¢ continua se, e somente se, a extensio
de Zadeh f : F(R™) — F(R") € continua na métrica H.

Dem.: Ver Barros [3]

~

Teorema 3.7 Se f : R* — R € continua, entio f : F(R") — F(R") ¢

continua na métrica D.

Dem.: Ver Roman-Flores [30].

3.3 Extensao usando T-Conorma e T-Norma

Sejam X um conjunto, U,V subconjuntos de X,u : U — [0,1] ev : V —
[0, 1], subconjuntos fuzzy de X.

Dados s,t € U, podemos calcular T.(u(s),u(t)), onde T. é T-conorma
definida de [0,1] x [0,1] em [0, 1].

Como vimos na segao 3.1, podemos estender as fungées u : p(U) —
©([0,1]) da seguinte maneira,

u(4) = {u(z);z € 4},

para cada A € p(U),
Da mesma maneira, podemos estender T : p([0, 1]) X p([0,1]) — p([0, 1]).
Para calcularmos entao a T-conorma, devemos ter:

u X u: p(U) x p(U) = p([0,1]) x p([0,1]).

Dada a fungao f : U — V e a sua extensao f : p(U) — p(V) vimos
na se¢ao 3.1, que podemos também definir a sua inversa dada por: f~! :

p(V) = p(U).
Agora, seja também, a fungao

39



sup: p([0,1]) — [0,1]
X — sup X

Entao uma extensdo f usando T-conorma é dada pelo diagrama abaixo:

V — p(U) — p(U) x p(U) — p([0,1]) x p([0,1]) — p([0,1]) — [0, 1]

ou seja, 3
f(u) = sup(Te(u(f77),u(f ™)),

ou ainda, para cada z € X,

Faate) = { §Prermn BheO) e 7 41

Observemos que se a T-conorma escolhida for a do méximo, entdo esta
extensdo coincide com a extensdo de Zadeh, mas se ndo for, pelo Teorema
2.4, temos uma ordem parcial, ou seja, f(u) < f(u),Vue F(U), j& que:

max(a,b) < T,(a,b),Va,b € [0,1].

Poderlamos, também, estar definindo uma extensdao usando T-norma,
onde f(u): V — [0,1] seria dada por:

e = { e T 2

Neste caso, f(u) < f(u),Vu € F(U), ja que:
T(a,b) < min(a, b),Va,b c [0,1].

Vale observar que estas extensdes nao alteram as propriedades de continuidade,
se as T-normas ou T-conormas escolhidas forem continuas.
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Capitulo 4

Sistemas Dinamicos Discretos e
Dissipatividade

Neste capitulo, vamos destacar alguns conceitos de Sistemas Dinadmicos Dis-
cretos j& conhecidos. Todos estes conceitos estao em Hale [14]. Nosso objetivo
é, no préximo capitulo, estudar a suavidade assintética e a dissipatividade
das extensoes de Zadeh de uma funcio continua f : R* — R™.

4.1 Sistemas Dindmicos Discretos
Seja (X, d) um espago métrico completo.

Definicao 4.1 Seja f : X — X uma aplicagio continua. Um sistema
dindmico discreto é um sistema iterativo dado por:

Tny1 = f(zn), comz, € X.

Exemplo 4.1 Seja f: R = R dada por f(z) =2+ 1 ez, =0.
E’ntdo, rp = 1, Ty = 2, r3z = 5, LTy4 = 26,

Chamamos de érbita positiva que passa pelo ponto z € X o seguinte con-
junto:

1H(=) = (@)

n>0
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onde f" = fo--.0 f n-vezes, ou seja, é a composta de fungdes f.
E de o6rbita negativa :

7 () = [JH(n,=)

n>0

onde H(n,z) = {y € X; existe uma seqiiéncia {z;;j € Z_}; z, = z e
f(zj-1) = z;, passando por z, tal que z, = y, para algum n € Z_}
A érbita completa ¢ definida por 7(z) = v (z) Uy~ ().

Observe que se f ndo ¢ injetora, H(n,z) possui mais de uma seqiiéncia.
Se B C X, os conjuntos w — limite e o — limite de B , respectivamente, sio

dados por:
w(B)= (U r(B)]

n>0 k>n

a(B) = n[U H(kaB)]
n>0 k>n
Observe que podemos ter w(B) = 0. Por exemplo, se f : R — R é tal
que f(z) =z% e B = {2,3}.
Também, se f(B) C B, entdo w(B) = ﬂ[f"(B)], pois, neste caso,
n>0
U_f"’(B) C f*(B), para todo n > 0.

k>n
Para um ponto z € X e B = {2}, o w — limite deste ponto passa a ser

w(z) = {y € X; existe uma seqiiéncia n; —+ co tal que f"(z) — y quando
j —+ oo}
Definicao 4.2 Um conjunto S C X € dito invariante sob f se para todo

z € 5, emiste uma drbita completa que passa por z e y(z) C S.

Exemplo 4.2 Seja f : R —+ R dada por f(z) = «*.

S = {0} € invariante pois y(0) C §.

§ ={0,1} € invariante pois v(0) e y(1) estdo contidos em S.
[~1,1] € invariante, mas ]1,2] néo € invariante, pois v(2) ¢ S.

Lema 4.1 Sejam f : X — X e S C X. § ¢ invariante se, e somente se,
7(5) = 5.
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Dem.:

Suponha 5 é invariante. Vamos mostrar que S C f(S5). Seja ¢ € S. Como,
v(z) C S, f*(z) € §, para todo n € N e existe y € S tal que z = f(y). Logo
z € f(5). Mostrar que f(S) C S é imediato.

Agora, seja f(S) = S ez € 5, logo, f(z) € S, e por indugdo sobre n,
f*(z) € S, para todo n € N, ou seja, y7(z) C S. Tome entdo, y, tal que
z = f(y,). Seja y1 € S tal que y, = f(y1). Por indugio sobre n, tem-se
Yn = ["(Yn-1), ou seja, y(z) C S, § é invariante.

Definicao 4.3 Sejam f : X - X e AC X. Um conjunto A C X € dito
atrator de um conjunto B sob f se para todo € > 0, eziste umn, = n,(¢, A, B)
tal que f*(B) C N(A,¢) para todo n > n,; onde N(A,¢€) € a vizinhanga de
centro A e raio €.

Exemplo 4.3 Consideremos os exemplos abaizo:

1. em R, seja f(z) = 3.

0.
{0} € atrator de B, para todo B C R, compacto.

2. em R, seja

8

se z>1ouz<(
T se ze[0,1]

DD o

1) ={

i L 4 &2
Lol v hd

0 L

[0,1] € atrator de B, para todo B C R, compacto.

3. em R?, seja f(z) = 2: AF‘-
%/

&

v

A4

{0} € atrator de B, para todo B C R?, compacto.
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Lema 4.2 (Hale) Se w(B) € compacto e atrai B, entio w(B) ¢ invariante.

Dem.:

Se w(B) =0, nada tem que se provar.

Suponhamos que w(B) # @. Observe que f(w(B)) C w(B), pois w(B) atrai
B. Seja y € w(B), entdo existem seqiiéncias z; € B, e k; — oo, quan-
do j — oo, tais que f*(z;) — y quando j — co. Considere o conjunto
H = {f%(z;);5 > 1}. H C w(B). Como w(B) é compacto, existe uma
subseqiiéncia que converge para z € w(B). Ora, f(z) =y € f(w(B)). Logo,
w(B) é invariante. -

Lema 4.3 (Hale) Se B ¢ um subconjunto de X, nédo vazio e y+(B) é com-
pacto, entio w(B) € ndo vazio, compacto, invariante e atrai B.

Dem.:
Segue da definigao de
w(B) = (I B,
n>0 k>n
que w(B) é ndo vazio e é compacto. Falta mostrar que w(B) atrai B.
Suponha que ndo, entdo existe ¢ > 0, uma seqiiéncia de inteiros, k; — oo
quando j — oo, e uma seqiiéncia y; € B tal que d(f%(B),w(B)) > ¢ para
J= 1,2, 3, e
Como {f*(B);j > 1} C v+(B) que é compacto, existe uma subseqiiéncia
convergente de {f*i(y;)}. Como o limite desta seqiiéncia pertence a w(B),
temos uma contradigao.
Vamos agora definir alguns tipos de estabilidade.

Definicao 4.4 Seja f : X — X continua e J invariante.

Diz-se que J € estdvel se para toda vizinhanga V de J, existe uma vizinhanga
U de J tal que f*(U) C V, para todo n > 0.

J atrai pontos localmente se existe uma vizinhangca W de J tal que J atrai
pontos de W.

J € assintoticamente estdvel se J € estdvel e atrai pontos localmente.

J € uniformemente assintoticamente estdvel se J € estdvel e atrai uma vi-
zinhanga de J.

Claramente, se um conjunto J é uniformemente assintoticamente estavel
entao J é assintoticamente estivel. O contrério nio ocorre, a nao ser em
casos especiais, como por exemplo quando o espaco X tem dimensao finita.
Vamos ver alguns outros exemplos mais adiante.
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4.2 Aplicagoes Assintoticamente Suaves

Definicao 4.5 Uma aplicacio f : X — X continua é assintoticamente
suave se para todo subconjunto B de X, ndo vazio, fechado e limitado, tal
que f(B) C B, eziste um subconjunto J C B compacto tal que J atrai B.

Observe que se f : R™ — R™, entdo toda fungdo continua é assintoticamente
suave, bastando tomar J = B, ja que todo fechado e limitado é compacto em
um espaco de dimensao finita. Em um espaco de dimenséo infinita o mesmo
nao acontece, veja o exemplo abaixo:

Exemplo 4.4 Considere X = {,(N), o espago das segiiéncias cujas soma
dos quadrados de seus termos € finita, e f : X — X dada por f(z) = %;v
Seja B = {z € {,(N); ||z|]| < 1}

B ¢€ fechado e limitado e nio € compacto. Neste caso, f néo ¢ assintotica-
mente suave.

Temos algumas classes de fungoes, que em um espaco de dimensao infinita
tém resultados interessantes, como o abaixo:

Proposicao 4.1 Seja f : X — X assintoticamente suave ¢ B C X, B #0,
limitado em X tal que y*(B) € limitado. Entdo w(B) € ndo-vazio, compacto,
invariante e w(B) atrai B.

Dem.:

Como f(y*(B)) Cy"(B) e f é continua, temos que f(y+(B)) € y+(B).
Como f € assintoticamente suave, existe um conjunto compacto J C v+(B)
tal que J atrai B, ou seja, existem seqiiéncias €; —+ 0;k; — oo tais que
f*(B) C N(J¢;), para todo n > k;. Isto implica que w(B) C B. Como
w(B) é fechado e J é compacto, temos que w(B) é compacto.

Falta mostrar que w(B) atrai B. Suponha que nio. Entao existe ¢ > 0 e
seqliéncias de inteiros n; — oo quando j — oo e de pontos y; € B tais que
f*(y;) ¢ N(w(B),e). Como J atrai B e J é compacto, podemos supor que

f"(y;) = z € J. Mas entdo z € w(B), que é uma contradigao.
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Exemplo 4.5 Seja f : R?> = R? uma fun¢do dada por

flz,y) = (y+2(1 -2’ —y),—z + y(1 — 2* — %))

7" (B1(0)) C Bi(0) e w(B1(0)) = {z € R%; || = ||=1}.
Outro resultado interessante é o seguinte:

Teorema 4.1 Se f € assintoticamente suave e J um conjunto compacto in-
variante contido em X, que atrat pontos localmente, entdo sdo equivalentes:

1. J € estavel;
2. J € uniformemente assintoticamente estdvel;

3. Existe uma vizinhanga limitada W de J tal que f(W) C W e J atrai
compactos de W.

Dem.:
Ver Hale [14], pagina 10.

Observe, pelo teorema anterior, que se f é assintoticamente suave e J é
compacto e invariante, dizer que J atrai pontos localmente é equivalente a
dizer que J atrai compactos localmente.

Vamos apresentar também alguns conceitos de dissipatividade.
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4.3 Dissipatividade

Definicao 4.6 Seja f : X — X uma aplica¢io continua em X.

Dizemos que f € dissipativa por pontos em X se existe um conjunto li-
mitado B em X tal que B atrai cada ponto de X.

f € dita compacta dissipativa em X se existe B C X limitado tal que B
atraz cada conjunto compacto de X.

f € localmente compacta dissipativa em X se ezxiste B C X limitado tal
que B atrai uma vizinhanga de cada conjunto compacto de X.

[ € imitada dissipativa em X se eziste B C X limitado tal que B atrai
cada conjunto limitado de X.

Observe que se f é compacta dissipativa, entdo f & localmente compacta
dissipativa e se f é localmente compacta dissipativa, entdo f é limitada
dissipativa.

Seja A C X um conjunto nio-vazio. Dizemos que A é mazimal compacto
wnvariante se A é compacto, invariante e todo conjunto compacto invariante

por f esta contido em A.
A invariante é atrator global de f se A é maximal compacto invariante e

atrai todo conjunto limitado B de X.

Lema 4.4 (Hale) Se X € um espago de Banach e J um conjunto compacto
wnvariante que atrai compactos, entdo J € conezo.

Dem.:
Seja coJ o fecho da envoltéria convexa de J, entdo ¢6J é compacto conexo e
J atrai ¢oJ. Se J nao é conexo entao existem conjuntos aberto U,V com

UNJ#£0,VNJ#£0,JCUUVeUNV =0.

Pela continuidade de f, f*(coJ) é conexo, para todo n > 0.
Como J C f"(¢oJ), para todo n > 0, temos que

Un f*(eaJ) #0; VN f*(coJ) # 0, para todo n > 0.

Mas f"(coJ) é conexo, entédo existe um z, € f*(eJ) \ (U U V), e por outro
lado, como J atrai {z,;n > 0} este conjunto tem que ser compacto.

Suponhamos entdo que z, — = € J. Claramente z ¢ UUV, 0 que é uma
contradigao.
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Teorema 4.2 (Hale) Seja f : X — X wma aplicacdo continua tal que existe
um conjunto K ndo-vazio e compacto de X que atrai conjunios compactos

de X e seja A = nf“(K), entdo:
n>0
1. A independe de K, ou seja, se existe K; ndo vazio compacto, subcon-

Junto de X que atrai conjuntos compactos de X, entio A = n 1 (Ky),
n>0
e, se X € um espaco de Banach, A € conezo.

2. A € mazimal, compacto e invariante.

3. A € estdvel e atrai conjuntos compactos de X.

Se além disso, f € assintoticamente suave, entdo:

4. Para todo conjunto compacto H em X, ewiste uma vizinhanca H; de
H tal que y*(H,y) € limitado e A atrai Hy. Em particular, A ¢ uni-
formemente assintoticamente estdvel.

5. Se C' € um subconjunto de X tal que v+ (C) € limitado, entdo A atrai
C.

Dem.:
1 e 2: Seja H um compacto em X. Como f*(H) — K, o conjunto y+(H) é
compacto e w(B) C K. Em particular, w(K) C K e

w(K) = (] f(K)
n>0
€ ndo vazio, compacto e invariante, que atrai compactos de X. Pelo lema

anterior, w(K) é conexo.
Se K, é outro compacto que atrai compactos de X, entao

w(K;) C w(K) C w(K,),

jé que w(K;) atrai compactos. Logo, A = w(K) independe de K.

3: Suponha que A nao seja estivel. Entao existe uma vizinhanga V de A tal
que para toda vizinhanca U de A, existe uma seqiiéncia {z;} C U tal que
{fm(ze)sme 20 2 V.

Seja U uma vizinhanga compacta de A. Como {z;} C U, existe uma sub-
seqiiéncia convergente z;, — @ € U, e como f é continua para cada n > 0,
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(k) = f*(z). Seja y = lim, o f™(z). y € A, e logo, y € V, 0 que é uma
contradigao, logo A é estavel.
4: Como A é estével, existe uma vizinhanga U de A tal que f(U) C U.
Como A atrai compactos, para qualquer conjunto compacto H de X , €xiste
um inteiro no que depende de H e U, tal que f*(H) C U, para n > n,.
E como f é continua e H é compacto, existe uma vizinhanca H;, de H tal
que f™(H;) C U e pelo fato de f(U) C U, segue que f*(H1) C U, para
todo » > ng. De f ser assintoticamente suave, existe um conjunto compacto
K C U tal que K atrai U. Como A atrai K, entdo A atrai U, e em particular,
A atrai H,. ‘
5: Seja € C X com 7*(C) limitado. Como f(y+(C)) C 4+(C) e f ¢ assin-
toticamente suave, existe um conjunto compacto K tal que K atrai 7H(C).
Entao A atrai y+(C), e portanto C'.

Observando o Teorema 4.2 e o Teorema 4.1, conclui-se que:

Coroldrio 4.1 Se f : X — X ¢ assintoticamente suave, entdo sdo equiva-
lentes:

1. Emiste um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos;

2. Emiste um conjunto compacto que atrai vizinhancas de conjuntos com-
pactos.

Lema 4.5 Se f : X — X ¢ assintoticamente suave e € compacta dissipativa,
entdo existe um conjunto compacto invariante que atrai compactos e vale as
conclusées do teorema anterior.

Dem.:
Seja C' o conjunto limitado que atrai compactos em X. Tome

B={z e C;f(z) € C,n>0}.

Entdo f(B) C B, logo existe um conjunto compacto K que atrai Be B C (
atrai compactos, logo K atrai compactos.
O préximo teorema di uma condigéio necessiria para existéncia de um

atrator.

49



Teorema 4.3 Se f: X — X € assintoticamente suave, dissipativa por pon-
tos e as drbitas de conjuntos limitados sdo limitadas, entio existe um atrator

global conezo.

Dem.:
Ver Hale [14].

No préximo capitulo aplicaremos alguns dos resultados apresentados aqui.
Como o espago F(IR") tem dimensao infinita, apesar de f : R* — R" continua
ser sempre assintoticamente suave, isto nao acontece com a sua extensao de
Zadeh f : F (R") — F(R"). Como veremos mais adiante, precisamos de
hipéteses adicionais para garantir propriedades de suavidade assintética e
dissipatividade na extensao.
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Capitulo 5

Dissipatividade em Sistemas
Dinamicos Fuzzy e Aplicacoes

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos os nossos principais resultados. Nosso objeti-
vo é estudar a extensdo de Zadeh de uma funcio continua em R™ e dizer
quando ela é assintoticamente suave. Como vimos no capitulo anterior, a
importancia da fungdo, que dé origem a um sistema dindmico discreto, ser
assintoticamente suave é que se um conjunto J compacto e invariante atrai
pontos localmente, entdo J atrai compactos localmente, conforme o teorema
4.1.

Como também ji vimos, sé o fato de f : R® — R™ ser continua, ja
assegura que f € assintoticamente suave, pois todo compacto do R" é fechado
e limitado, conforme [21] mas o caso muda quando estendemos para
v (R™) — F(R") e é isso que queremos estudar. Na verdade o problema
se resume em tomar um conjunto em F(R") e dizer quando que ele é ou nio
compacto.

5.2 Sobre Conjuntos Compactos em F(R")

Nesta segao reunimos alguns resultados sobre o assunto. Kloeden e Diamond
[11] apresentam uma caracterizacao de conjuntos compactos no espago de
conjuntos fuzzy cujos a-niveis sdo convexos, porém nio é exatamente este
espago que nos interessa, ja que nosso espago de interesse deve conter os
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conjuntos fuzzy cujos o-niveis sdo apenas subconjuntos compactos do R™.
Em Rojas et al. [31] , é mostrado o seguinte:

Teorema 5.1 Seja (X,d) um espago métrico, Q(X) o espaco dos subcon-
Juntos nao-vazios e compactos de X e

F(X) ={u: X = [0,1];[u]* € Q(X),Va € [0,1]}.

Entdo, F(X) € compacto se, e somente se diam(X) = 0, onde diam(X) ¢ o
diametro de X.

Assim, se K C R™ é compacto e J C F(R™) é tal que
J = {ue F(R");[u]° C K},

o conjunto J € compacto se e 56 se K tiver didmetro zero! Veja o exemplo a
seguir:

Exemplo 5.1 Considere X = [0,1] com a métrica euclidiana. Neste caso,
X € um espago métrico compacto (Lembrando que todo espago compacto €
se- pardvel [21], pdgina 275).

Para cada t € [0,1] seja:

t se z€l0,1
ut(m):{l se :v[:,l[

Observe que para todo t, [u]* = [0,1], se a < t e []* = {1}se a > t.
Ou seja, D(us,,us,) = 1, para todo t; # ty. Logo, F(X) ndo é separdvel,
portanto ndo € compacto.

Mas apesar do conjunto

J = {u € F(R");[u]° C K, onde K é um compacto do R"},

ser compacto se e somente se K tiver diametro zero, ainda temos propriedades
interessantes para este conjunto.

Lema 5.1 [3] Seja J como acima. J € um conjunto fechado e limitado do
espago métrico (F(R™), D) .
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Dem.:
Para ver que J ¢ limitado, basta observar que a distancia de J ao conjunto
fuzzy 0 ( a fungdo caracteristica do conjunto {0} ) é finita. De fato,

inf,¢;D(0, u)
= infucssupgep yh({0}, [4]%)
< sup,cxd(0,z)

D(0,7)

e esta tltima desigualdade é um nimero real M < oo, pelo fato de K ser um
conjunto compacto do R™.

Para mostrar que J ¢ fechado, basta considerar uma seqiiéncia {u,} em
J com limite u. Vamos mostrar que u € J. Como D(u,,u) — 0, pela
defini¢do da métrica D temos que, em particular, A([u,]% [u]°) = 0 , e como
[un]® C K e é uma seqiiéncia de conjuntos compactos em Q(R"), segue que
[u]> C K , ou seja, J é fechado, e isso completa a prova.

Temos um resultado que X é um espago métrico compacto se, e somente
se é sequencialmente compacto([21] pégina 224). Como (F(R"),D) é um
espago métrico, mostrar que um conjunto J C F(R") é compacto, basta
mostrar que ele é sequencialmente compacto, ou seja, dada uma seqiiéncia
de pontos em J, pode-se extrair uma subseqiiéncia convergente.

Antes de finalizar a segdo vamos apresentar um lema que nos serd fitil
mais adiante sobre a caracterizagéo de bolas abertas no espago dos conjuntos

fuzzy F(R").

Lema 5.2 (Barros)[3] Seja X € F (R™) @ fungdo caracteristica do conjunto
compacto X C R". Entdo a bola aberta

B(X,r) = {u € F(R"); D(X,u) < r}
€ o conjunto
{uv € F(R");[u]° C B(X,r) e X C B([u]',7)}.

Dem.:

Seja

F={ue FR");[u]°Cc B(X,r) e X C B([u])},7)}.
Se u € B(X,r), entdo
D(X,u) = sup h(X,[u]*)<r

0<a<1
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sup inf{e;[u]* C B(X,e) e X C B([u]*,¢)} < r

0<a<1
que implica
i(a) = inf{¢; [u]* C B(X,¢) e X C B([u]%€)} <,

para todo a € [0,1]. Entdo, [u]* C B(X,r) e X C B([u]*,r), para todo
a € [0,1]. Em particular, temos [u]° C B(X,r) e X C B([u]!,r), logo u € F,
ou seja, B(X,r) C F.

Se u € F, entdo [u]° C B(X,r) e X C B([u]},r), o que implica que
[u]* C [u]° C B(X,r) e X C B([u]',r) C B([u]*,r), para todo a € [0,1]. Ou
seja, [u]* C B(X,r) e X C B([u]*,r), para todo a € [0,1]. Como X e [u]*
sao compactos, B(X,r) e B([u]*,7) sao abertos e temos que i(a) < r, para
todo a € [0,1]. Agora,

i(a) < max{i(0),i(1)} < r

para todo a € [0,1], usando a Proposigao 2.2, j& que

i(a) = A([u], X) e [u]' C [u]* C [u]".
Finalmente, .

sup i(a) < r, ou seja, u € B(X,r).

0<a<1

Corolério 5.1 Se X = {z,} for unitdrio, entdo
B(X,7) = {u € F(R");[u]° C B(zo,7)}

e, da defini¢do de D,

D(X,u) = sup ||z —=z,] .

z€[u]°

Na préoxima seg¢éo, reunimos alguns resultados interessantes e conhecidos
sobre sistemas dinamicos fuzzy.
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5.3 Alguns Resultados sobre Sistemas Dinamicos
Fuzzy

Seja f : R® = R" uma funcao continua e
Tot1 = f(zn) (5.1)

um Sistema Dinédmico Discreto.
Considerando f : F(R") — F(R") a extensdo de Zadeh de f, dizemos

que o sistema abaixo é o Sistema Fuzzy associado ao Sistema Discreto 5.1.
Unss = F(un) (5.2)

Teorema 5.2 (Barros)[3] Suponha que =, e u, sejam solucées dos sistemas
9.1 e 5.2 acima, que passam por x, e u, respectivamente, e que u,(z,) = 1.
Entéo, un(z,) = 1, para todo n > 0.

Dem.:
Temos a igualdade:

Ung1(Znt1) = F(wn)(@ns1) = 5Up  tn(7) > un(n)

2pp1=F(7)
decorrente do fato de «,, € u, serem solugdes. Entao,
Unt1 (mn+1) Z un(mn) _>_ e Z 'uo(mo) =1

Definicao 5.1 Seja F : F(R™) — F(R") uma aplicag:cio. Dizemos que u €
F(R™) € um ponto fizo de F se F(u) = a.

Observe que F(%) = @ se e somente se,
[F(@)]* =[]
para todo a € [0, 1].

Teorema 5.3 (Barros)[3] Seja f : R™ — R™ continua e A C R™, onde A ¢
um conjunto compacto. A € invariante se e somente se a funcdo caracteristica
XA € ponto fizo da extensdo de Zadeh f.
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Dem.:
Segue do teorema 3.3 e do lema 4.1 que,

[F(xa)l* = F([xal®) = F(A) = A = [xa]*,Va € [0, 1].

Definicao 5.2 Dada F : F(R") — F(R") e w € F(R™) um ponto fizo de F.
Dizemos que U € estdvel se para todo € > 0 existir § > 0 tal que, para
todo u para o qual supgc,<q B([2]%, [@]*) < 6, as iteradas por u satisfazem

sup h([F"(u)]%, [@]*) < €, para todo n > 0.
0<a<1

Dizemos que u ¢ assintoticamente estdvel se for estdvel e

lim sup A([F"(w)]* [@]*)=0

n—eo 0<a<1
desde que supy .« h([u]*, [@]*) < r.

Teorema 5.4 (Barros)[3] Seja f : R™ — R™ continua com f(Z) =T e f sua
extensdo de Zadeh. Entdo:

a) X{z € estdvel para o sistema 5.2 se, e somente se, T ¢ estdvel para o
ststema 5.1;

b) x(z} € assintoticamente estdvel para o sistema 5.2 se, e somente se, T ¢
assintoticamente estdvel para o sistema 5.1.

Dem.:
a) Por hipétese, dado € > 0, existe § > 0 tal que se || z — T ||< J entdo
| /*(z) — 7 ||< e para todo » > 0. Se D(u,x(z) < d, entao

sup || 2 — T ||< 4, que implica || f*(z) —Z ||< ¢,
z€[uj°

para todo z € [u|° C B(%,4d). Logo,

sup || f*(z) —T|<e

z€fu]°
ou
sup ||y —Z||<e
vef([ul°)
ou ainda,

sup ||y -7 ||<e,
ye[fr(u)]e
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pois f é continua.
Logo, pelo Corolério 5.1,

D(f"(u),xgzy) < €.
Para mostrar a estabilidade de %, a partir da estabilidade de X{z)}, basta
observar que

| 2 =% ||= D(xe}, X1z}) < €

P (X4=1) = Xtsm@)-
b) Por hipétese, existe » > 0 tal que

| £ — T ||< r entdo ]i_)m | f*(z) —T ||= 0.

Suponha que D(u,xz) < 7, pelo Corolério 5.1 basta provar que para
cada € > 0 existe um N > 0 tal que se n > N entao f*([u]°) C B(Z,¢).

Dado € > 0, existe J > 0 tal que se ||  — T ||< J entdo | f*(z) — % ||< ¢,
para cada n > 0, pela estabilidade de Z.

Agora, para cada z € [u]°, existe um natural n(z) tal que
@ € B(z,d), j4 que o ponto fixo T atrai cada ponto em B(z,r). Usando
a continuidade de f podemos escolher uma vizinhanca aberta V, de z tal
que f*®)(V,) C B(%,d). Fazendo isso para todos os pontos do conjunto
compacto [u]°, temos uma cobertura aberta de [u]® por V,. Extraimos uma
subcobertura finita {V;,,---,V,,} correspondendo aos pontos z;,---,z; em
[u]°. Note que f®)+"(V,) C B(Z,¢), para cada n > 0.

Entao, seja N = max{n(z1),---,n(zx)}, para cada z € [ul° e n > 0,
Nt (z) € B(z,¢), j4 que ¢ € V,,, para algum i € {1,---,k}. Logo,
¥ ([u]°) C B(Z,¢). A outra implicagio é imediata, como no item a).

Coroldrio 5.2 Seja f : R® — R”, de classe C* ¢ f(Z) = . Sendo )\; os
autovalores de f'(T), entdo:

a) Se | A;i |< 1, para todo i, x(z} € assintolicamente estdvel para 5.%;

b) Se | Xi |> 1, para algum i, x(z € instdvel para 5.2.

5.4 O Problema da Suavidade Assintética em
F(R™)

Nosso interesse em caracterizar conjuntos compactos estd relacionado com
o estudo da suavidade assintética da extensdo de Zadeh de uma funcio
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f : R* — R” continua. A seguir listaremos alguns resultados que serdo
apresentados em uma seqiiéncia de lemas.

Seja f : R® — R" uma fungio continua e § : F(R*) —» F(R") sua
extensao de Zadeh, que, de acordo com o Teorema 3.7 é continua.

Observagao 5.1 Sejam f e f como acima e B C F(R"), ndo vazio, fechado
e limitado, tal que f (B) C B. Para cada u € f(B) eziste v € B tal que
f(v) =u e, para cada a € [0,1] temos:

[l = [f(v)]* = £([v]%)

O caminho que escolhemos para estudar a suavidade assintética da f foi
observando os a-niveis j4 que sdo subconjuntos compactos do R™ e conhece-
mos muitas de suas propriedades.

A seguir, todos os lemas se referem a f e f definidas acima e ao conjunto
B C F(R") também citado acima.

Defina

By =|J[u]* CR"

uEB

Lema 5.3 Seja B, como acima. Eziste um conjunto compacto K C R™ tal
que [u]° C K, para todo u € B. Assim, B, ¢€ limitado, para cada a € [0, 1].

Dem.:

Fixemos z € R™ e vamos denotar por £ a fungao caracteristica do conjunto
{z}. Como B é limitado, existe um r > 0 tal que B est4 contido na bola
de centro & e raio r . Em outras palavras, para cada u € B, D(%,u) < r. E
como vimos acima,

D(#,u) = supyc,<; inf{e; [u]* C B.({z}) e {z} C B([u|*)} < .

Em particular, para todo a € [0,1], [u]* C B,({z}), ou ainda,
[u]° C B,({z}) = K, para todo u € B, e isto prova o lema.

Lema 5.4 Considere B, como no lema anterior. Entdo, para cada

a € [0,1], By € fechado, limitado e satisfaz f(Bs) C Ba, € logo, eziste um
conjunto compacto Jo C B, que airai B,.
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Dem.:

O dnico fato que precisa ser provado € que f(B,) C B,, pois o restante
segue imediatamente das definiges e do fato de que toda transformacio
continua em R™ é assintoticamente suave, o que garante que existe J, C B,
que atrai B, , para cada a € [0,1].

Seja & € B,. Como B, é fechado e limitado em R™, existe uma seqiiéncia
T, — ©, com &, € [u,]%, paracadan € N e {u,} uma seqiiéncia em B. Como,

f(B) C B e f(u,) € B, entao

f(2n) € f([un]*) = [f(un))* C Ba.

Como f € continua e B, é compacto, f(z,) converge para f(z) e f(z) € B,
e isto completa a prova.

O fato de estarmos trabalhando com os conjuntos B,, que sdo compactos
no R* e f : R* — R™ ser continua, portanto assintoticamente suave, jun-
tamente com o Lema anterior, que afirma que para cada a € [0,1], temos
f(Ba) C Ba, podemos aplicar a Proposicao 4.1 que afirma que se f é as-
sintoticamente suave e 4% (B,) é limitado, entdo w(B,) é ndo-vazio, com-
pacto, invariante e w(By) atrai B,. E, de novo, por f(B,) C B,, temos que
w(Ba) C By. Entdo podemos escolher os J, = w(B,), para cada « € [0,1], e
com isso podemos utilizar algumas propriedades ja conhecidas dos w-limites
e apresentadas no capitulo 4. Observe que:

Lema 5.5 Para 0 < a3 < ay <1 temos Ju, C Jo-

Dem.:
Como B,, C B,, e f(Ba) C By, para t = 1,2, segue que o w-limite
pode ser escrito assim:

Jay :w(Baz) = ﬂfn(Baz) - nfn(Bal) = Jo
n>0 n>0

e ai segue o resultado.
Seja K = w(B) e K, = U eK[u]"‘. Observe a relagdo de igualdade que

existe entre os J,’s acima e os K, ’s.

Teorema 5.5 Suponha f : F(R") — F(R") assintolicamente suave, B
um subconjunto ndo vazio, fechado, limitado de F(R™), tal que f(B) C B e
sejam Ko e Jo como acima. Entdo para cada o € [0,1] temos K, = J,.
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Dem.:

Primeiro vamos mostrar que K, C B,:

Seja © € K,. Entdo existe u € w(B) tal que z € [u]* mas w(B) C B,
pois f(B) C B, logo u € B, ou seja, = € B.

Agora, como J, atrai B, e K, C B, para cada a € [0, 1], segue que J,
atrai K,, ou seja, para cada € > 0, existe n, tal que

fH(Ka) C N(Jae),

para cada n > 7, € usando o fato de que f(K,) C Ka, Ko C N(Jq,¢).
Como € é arbitrario, segue que K, C J,.

Falta provar que J, C K,. Pela Proposigao 4.1, K atrai B, entdo, dado
€ > 0 existe n, tal que para n > n,, f"( ) C N(K,¢), isto implica que
para cada a € [0,1], f*(Ba) C N*(Ka,¢), onde

N*(Kq,€) = {z € R" : d(z, K,) < €}
Segue da definigio de J, que
Ju C [] *(Ba) C N*(Kae).

n>ne

E vale para todo € > 0 , donde segue o resultado.
Seja
J={ueB:[u°CJ}
Como ja vimos no lema 5.1 , J é fechado, limitado e pelo Teorema 5.1,
J é compacto se e somente se J, tiver didmetro zero. Mas uma condigio
necessaria para que f seja assintoticamente suave é dada pelo resultado
abaixo:

Teorema 5.6 Se f : F(R") — F(R") ¢ assintoticamente suave, entdo J
¢ ndo vazio, para todo B ndo vazio, fechado limitado tal que f (B)C B .

Dem.:

Seja B nao vazio, fechado e limitado tal que f(B) C B. Como, por
hipétese, f é assintoticamente suave, pela Proposigao 4.1, w(B) é nao vazio,
compacto, invariante e atrai B.

Vamos chamar K = w(B) e seja

Ry = UueK[u]".
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Com relagao a K,, temos:
a) K, é um conjunto compacto, pois é o fecho de um conjunto limitado, ja
que K C B;
b) K, esté contido em B,.

De fato, pois se z € K,, entdo existe v € K tal que z € [u]°, mas
K = w(B) e como f( ) C B, temos que w(B) = K C B. Logo, u € B, ou
seja, ¢ € B,.
¢) K, € um conjunto invariante sob f ( isto ¢, f(K,) = K,).

De fato, se z € K, entao sabemos que z é limite de uma seqiiéncia {z,}
tal que z, € [u,]° e u, € w(B). Entdo segue que: f(z) = lim, o0 f(2n)-
Agora,

f(@a) € f([unl) = [f(un))° € K,

isto mostra que f(K,) C K,.
Para provar que f(K,) D K,, vamos repetir o processo, tomando z € K,
e z,, como acima. Agora, como K é invariante sob f temos que

Uy = f(vn), onde v, € K.

Entao, para cada n > 0 temos =z, = f(y,), onde y, € [v,]° C K,. Esco-
lhendo uma subseqiiéncia y,; de yn, se necessério, temos y = lim; ,e0yn;. Por
continuidade de f , segue que z = f(y). Logo K, é um conjunto invariante
de f.

Agora, J, atrai B, e também atrai K,. Ou seja, para cada € > 0, existe
um n, tal que para cada n > n,, f*(K,) C N(J,,¢), ou, usando a invariancia
de K,, K, C N(J,,¢). Pelo fato de ¢ ser arbitrario, segue que K, C J,, e
logo, J # 0.

Corolario 5.3 Se J = 0 entdo f ndo € assintoticamente suave.

5.5 Um Exemplo em F*(R")

Como j& definimos anteriormente, 7*(R™) é o espago dos conjuntos fuzzy
u € F(R") tais que u ndo tem pontos de maximos locais préprios e [u]'
é um conjunto unitério. Dada uma aplicagao continua f : R® — R™ com
a extensao f restrita ao espago F*(R"), vamos mostrar que, neste caso,
f ¢ assintoticamente suave, se todos os conjuntos B C F (R™) nao vazios,
limitados e fechados com f(B)subsetB tiverem seus w — limites nio vazios.
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Primeiro, precisamos do seguinte resultado, cuja prova se encontra em

[4].

Proposigao 5.1 (Barros)[3] Se f : R* — R™ € uma aplicagdo continua,
entdo: X
(1) f(F*(R™)) C F*(R");

() f restrita ao espago F*(R™) € continua na métrica D.
Um resultado sobre seqiiéncias se faz necessério:

Teorema 5.7 Sejam {A,} e {B,} duas seqiiéncias de conjuntos compactos,
tal que A, C B, para todon € N, B, — B e An; — A na métrica de
Hausdorff . Entdo A C B.

Dem.:

Pelo Teorema 2.9, lim, ;o h(4,, A) = 0, se e somente se A, _converge
para A no sentido de Kuratowski , onde limsup, , A, = Moe l(U iep Aj)-
Portanto, 4 = [, Uk >ndk; € B = (1,5 Uk>n Bi. Seja z € A, entao

T € Uk >n Bi;» para todo n > 0, concluindo que z € B.

Teorema 5.8 Seja f : R®™ — R™ uma aplicagio continua e f a extensdo
de Zadeh resirita ao espago F*(R"). Se, para todo B C F*(R") ndo vazio,
fechado e limitado, tal que f(B) C B tivermos J # 0, onde J = w(B) ,

entao f € assintoticamente suave.

Dem.:

Basta mostrar que J é compacto, pois como J = w(B) e f(B) C B, entéo
J atrai B.

Como F*(R™) é uma espago métrico, vamos provar que J é seqiiencial-
mente compacto.

Seja {u;} uma seqiiéncia em J. Para cada a € [0,1], [4;]* C J,. Seja
9(Jo) o conjunto das partes de J, . p(Jo) C Q(R") onde Q(R") é o espaco
dos subconjuntos nao-vazios e compactos do R™. p(J,) com a métrica de
Hausdorff é um espago métrico completo, conforme foi visto na secio 2.5 e
também em [11], pagina 10. Entao, para cada a € [0, 1], existe pelo menos um
ponto de acumulacao A, € p(J,) tal que existe uma subseqiiencia [u;]* — A,
na métrica de Hausdorff, isto é, 2([u;,_]*, As) — 0 quando j, — oo.

62



Vamos escolher U = {0}, onde zo é um ponto de acumulagio de [u;,, ]
Seja {[u;,]'} uma seqiiéncia que converge para {z,} e para 0 < a < 1, seja

Ax = {X CR" compacto; X ¢ ponto de acumulagio de [u;,]%; {zo} C X}.

Pelo Teorema 5.7, considerando A, = [u;, |' e B, = [u;,]* temos que[u;,]* —
B, e{mo}CBa,paracada0<a<1 logo, A, # 0.
Para cada 0 < a < 1, vamos definir Co = x4 X

1. {zo} C Cq, para todo a € [0,1];
2. Cy é compacto para todo a € [0, 1];

3. Para todo B < a, Cy C Cp, pelo teorema 5.7.

Entéo existe u € F*(R") tal que [u]* = C, para cada a € [0,1].
De fato, como vimos,

1. [u]® = {=} é compacto ;

2. [u]' = C; é ndo vazio e tem apenas um elemento;

3. Seja a seqiiéncia ap, ' a, a > 0, entdo C, = [ Cy,. De fato,
oCy C [)C4,: Como oy < a, para todo k > 0, entdo C, C Ca,, para todo
k> 0,isto é, Cx C[)Ca,-
oCy D [ Ca,: Observe que:

L Misolual™ = [un]®, para n fixo, j& que u, € F(R") e pela Proposigio
215

2. [un]** = B € A,,, na métrica de Hausdorff.

Entao,
NCa, = nk>o ﬂAa,, npo Ule [, ]
C Mo ﬂpo Ul>_1 [ty **
= npo ﬂm U1>J [ty ]
ng>o Ul>, nk>o[“nz]
ﬂpo U1>, [un]* C Co

Portanto, Cq =[] Cq,.

Observe que como |J3Z,[u;]® C Jo é limitado. Aplicando a Proposigao
2.3, u; — u na métrica D, logo J é compacto.

Concluindo que f é assintoticamente suave.
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5.6 Owutros Exemplos

Exemplo 5.2 Se]a f :R™ = R" continua tal que f tem um inico atrator
global {0}. Entéo f ¢ assintoticamente suave.

De fato, seja f : F (R™) — F(R") a extensao de Zadeh de f , portanto,
conforme o Teorema 3.7, continua. Seja B C F(R™), B # ), fechado, limita-
do, tal que f(B) C B.

Afirmacao 1:

{0} atrai B.

De fato, para cada a € [0,1], seja By = Uyeplu|*, B, C R" e B, é
fechado e limitado, e, portanto, {0} atrai B,, ou seja, dado ¢ > 0, existe
nq € N tal que f*(B) C N({0},¢), para todo n > n,. Mas B, C B,, para
todo a € [0,1]; entdo, f™(B.) C f*(B,), para todo n € N.

Como f™(B,) C N({0},¢), para todo n > no, para cada u € B,
£([ul%) € B({0},¢), para todo n > ny, ou scjay [7(u)|" C B({0},¢), par
cada n > n,, em particular, [/*(x))° c B({0}, €), para cada n > n,.

Por outro lado, h( [f™(u)]*, {0}) < ¢, para todo n > n,, ou seja,

{0} C B([f"(w)]",e).
Pelo Lema 5.2, para cada u € B, D(f(u),{0}) < ¢, para cada n > n,,
ou seja, D(f™(B), {0}) < ¢, para cada n > n,, logo {0} atrai B.

Aﬁrmagao 2:

{0} C B, para todo B C F(R"), tal que B # {), fechado, limitado e
f(B)  B.

De fato, como D(f" B),{0}) < ¢, para cada n > n,, temos
{0} c N(f™(B),¢), para todo n > n,. Como F(B) C B, segue que

{0} ¢ N(f"(B),e) C N(B,¢), para todo ¢ > 0.
Como B ¢ fechado, segue que {0} c B.
Logo J = {0} é o compacto que atrai B, o que conclui o exemplo.

Exemplo 5.3 Seja f : R™ —+ R continua com um unico atrator compacto
global K, sendo K ndio unitdrio. Neste caso f néo € assintoticamente suave.

De fato, basta tomar B = {u € F(R");[u]° C K}, com diamK > 0.
B # ), é fechado, limitado e f(B) C B e sabemos que B nio é compacto. Se
f fosse ass1ntot1camente suave, existiria J C B, J compacto que atrai B.
Mas J = w(B) = B, pois f(B) C B , o que é uma contradigao, pois sabemos
que B s6 é compacto se K tiver dlametro zZero.
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Exemplo 5.4 Seja f:R —+ R ea € R}. Para cada z € R, f(z) = az.

A fungéo f é continua, portanto, como esta definida em R, é assintotica-
mente suave e a extensao de Zadeh desta fungéo, como ji vimos no Exemplo
3.3, é dada por f(u) = au, para todo u € F(R).

Esta fungdo estd associada ao Sistema Discreto:

Unt1 = AU,
u(0) = uo

cuja solugdo é u,, = a™uq. Pela deﬁmga.o de multlphcagao de um nimero real
por um conjunto fuzzy, se a # 1, o dnico ponto fixo é 0; e se a = 1, qualquer
ponto u € F(RR) é fixo.

A dindmica deste sistema é a mesma do sistema deterministico, ou seja,
{0} ¢ assintéticamente estavel se a < 1, estével se @ = 1 e instével se a > 1.

Dado B C F(R) nao vazio, fecha.do e limitado tal que (B) C B, pre-
cisamos achar um J C B compacto tal que J atrai B.

No caso de a < 1, {0} é o tinico atrator global do sistema deterministico,
portanto, f é assintoticamente suave.

No caso de a = 1, cada ponto é ponto fixo e para todo B C F (R) fechado
e limitado, vamos ter f(B) = B. Neste caso, s6 vai existir J compacto
quando o préprio B for compacto. Como ndo vale para todo B, f nao é
assintoticamente suave. Se a > 1, ndo existe B # {) fechado e limitado tal
que f(B) C B, neste caso f ¢ assintoticamente suave.

Exemplo 5.5 Seja f : R? — R?, dada por f(z) = Az, onde A = [
e Al,Az € R:_

A 0
0 X

f também ¢ assintoticamente suave e a extensio de Zadeh é dada por f(u)
Au. Como nos estudos clissicos de sistemas dinamicos, observa-se que
assintoticamente suave se, e somente se, |\;| # 1, para todo i € {1,2}.

& ’
€

5.7 Dissipatividade em F(R")

Baseado no teorema 4.3 e lembrando que toda fungio continua f : R® — R™
¢ assintoticamente suave, temos o seguinte resultado:
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Teorema 5.9 Seja f : R® — R" continua, dissipativa por pontos, cujas
orbitas de conjuntos limitados sio limitadas, entdo existe um atrator global
conezo K.

Vamos considerar o seguinte conjunto:
Jrk = {u € F(R");[u]° C K}.

Ja vimos na secéo 5.2 que Jx é fechado e limitado. Vamos mostrar que
ele atrai pontos em F(R™), ou seja, que a extensdo de Zadeh f é dissipativa
por pontos. Mas antes, vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 5.2 Sejam f : R™ — R™ continua com um atrator global conezo,

C C R™ um conjunto compacto e C' = Uw(c). Entio f*(C) — C' na
ceC

métrica de Hausdorff.

Dem.:
Temos que mostrar que dado € > 0, existe n, € N tal que

h(f"(C),C") < €, para todo n > n,.

Seja ¢ € C, entdo e)uste ¢ € C' tal que f"(c) — ¢, ou seja, dadoce€ C e
€ >0, existe n. € Nec € C' tal que d(f*(c),c) < ¢, para todo n > n,, ou
ainda, inf d(f"(c),C") < ¢, para todo n > n..

Por outro lado, seja ¢ € (', entao existe ¢ € C tal que c' = w(c),
ou seja, dado € > 0, existe ¢ € C' en, € N tal que f*(c) = ¢, ou seja,
inf d(f*(C),c) < ¢, pa.ra todo n' > n,. Como C e (' sdo compactos, existe
no € N tal que h(f*(C),C") < ¢, para todo n > n,.

Teorema 5.10 Seja f : R* — R™ continua, dissipativa por pontos, cujas

orbitas de conjuntos limitados sio limitadas, entdo a extensio de Zadeh
FiFR") > F (R™) € dissipativa por pontos.
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Dem.:

Pelo Teorema 5.9, existe um atrator global conexo K para o sistema
dinamico gerado pela fungdo f. Seja u € F(R"), como K é atrator global
conexo, pela Proposicao 5.2, dado € > 0, existe n, € N tal que

h(f"([«]°), K) < €, para todo n > n,,

ou seja,
ix[lf]h(f“([u]“),K) < ¢, para todo n > n,.
a€l0,1
Seja Jxg como acima, entao, D(f"(u),JK) < ¢, para todo n > n,, ou seja,
Jx atrai pontos de F(IR"), o que implica que f é dissipativa por pontos.
Alguns exemplos:

Exemplo 5.6 Seja f : R — R uma fungdo continua com um atrator global
K = [a,b] como abaizo:

L B
v L

o b

h

=
-

Entdo f: F(R) — F (R) é dissipativa por pontos e o conjunto

Bg = {u € F(R); [u]° C [a,b]}

~

s 7 - ’ ’ . -
s6 € compacto se a = b, ou seja, f s6 é assintoticamente suave se a = b.

Exemplo 5.7 Seja f : R?> = R? uma fungdo dada por f(z) = Az, onde

A0
A—[O AzJ com A <1leldy<l.

Neste caso sabemos que {0} é atrator global de f e que as 6rbitas de
conjuntos limitados séo limitadas. Entao f: F(R?) — F(R?) é dissipativa
por pontos. Como ja vimos que f é assintoticamente suave, pelo teorema
4.3, segue que {6} é o atrator global conexo de f.
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Exemplo 5.8 Seja f : R? » R? a fun¢do dada por

flz,y) = (y +2(1 - 2" — %), -z +y(1 — 2? — y?)
S

&

S! & um atrator global conexo e as érbitas de conjuntos limitados sdo
limitadas, portanto f : F (R?) — F(R?) é dissipativa por pontos e o conjunto
atrator é o Bg = {u € F(R?) ;[u]° C S'}. Mas f nao ¢ assintoticamente
suave pois S! ndo é um conjunto unitério.

5.8 Projetos

Existem vérios projetos a serem desenvolvidos, mas aqui vamos falar um
pouco da idéia que temos de estudar Inclusées Diferenciais Fuzzy.

Sabemos bem da importancia das Equagdes Diferenciais, tanto do ponto
de vista tedrico como das aplicacoes, mas, em muitos casos, estas equagoes
se distanciam das aplicagdes quando descrevem certos sistemas de evolugao.
Uma maneira de modelar tais problemas seria através de Inclusdes Diferen-
ciais, ou seja, encontrar z : [0,7] — R™ tal que

:I:'(t) € G(t,=(t)), (5.3)

onde G é uma fun¢ao multivaluada.

A nossa intencao é estudar a teoria de inclusées diferenciais no contexto
fuzzy. Existem vérias formulagdes de Inclusdes Diferenciais Fuzzy e Equagoes
Diferenciais Fuzzy. No nosso caso, deveriamos considerar como Equagio
Diferencial Fuzzy, uma equacao do tipo:

u'(t) = Gt u(t)), (5.4)
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onde u'(¢) é a derivada segundo Hukuhara e G : R* — F (R™) uma multi-
fungao fuzzy.
Entao o problema de Inclusao Diferencial a estudar seria

w'(t) € G(t, u(t)). (5.5)

Este problema pode ser interpretado de algumas maneira diferentes. Uma
interpretagao seria l
X' @y C G, u(t), . (5.6)
o que seria um tanto trivial, pois neste caso o estudo se resumiria ao estudo
da seguinte inclusao diferencial:

u'(t) € [t u(t))]" (5.7)

Outra interpretacdo, sugerida por Yuanguo Zhu [39], seria considerar uma
fungéo o : R™ — [0,1] e o problema seria definido como:

u'(t) € [G(t, u(t))]*“O). (5.8)

Estudar propriedades das Inclusdes Diferenciais Fuzzy tais como: estabili-
dade, periodicidade, etc e comparar resultados dentre as vérias interpretagoes
sao alguns dos pontos relevantes deste projeto de estudos.
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