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Resumo

Neste trabalho estudamos a dissipatividade e a suavidade assintótica de
extensões de Zadeh de uma função contínua em R" que dá origem a um Sis-
tema Dinâmico Discreto. Apresent;amos uma condição necessária para que
esta extensão soja assintoticamente suave no espaço dos conjuntos fuzzy. Es-
ta propriedade é relevante pma o estudo de atratores em Sisa;emas Dinâmicos.
Palavras-chave: Sistemas Dinâmicos li'uzzy, Dissipatividade, Conjuntos
Fuzzy

Abstract

In tais work we study the dissipativity and asymptotic smoothness of
Zadeh's extension of a continuous map on ]R" that generates a Discrete
Dynamical System. We present a necessary condition to tais extension be
asymptotically smooth in the space of fuzzy sets. Tais property is relevant
to study atractors in Dynamical Systems.
Key-words: Fuzzy Dynamical Systems, Dissipativity, Fuzzy Sets.
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Abstract 
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Capítulo l

Introdução

" C?uanfo mais de Feno encaramos um

proóZema na vida real, mais neóuZosa se
t07'na a sua solução"
Lofti Zadeh

Nebuloso, vago, incerto são conceitos que incomodam a humanidade des-
de os primórdios. Problemas como: "Um homem tem a cabeça repleta de
cabelos e começa-se a retirar âo por fio, e a cada Êo retirado pergunta-se se ele
está calvo. Quando clmsificá-lo como calvo?" Neste processo éle ficará calvo
e até careca. Será que podemos dizer qual o íio que determina a calvice ou
não do homem? Paradoxos como este existem desde a Grécia antiga. Este,
particularmente, foi apresentado por Bertrand Russell no início do século

Foi também nesta época, em 1937, que um filósofo chamado Max Black
pubEcou o artigo "Vagueness: An Exercise in Logical Analysis" ]7]. Seu arti-
go definia uma curva que agora identificamos com a função pertinência de um
conjunto fuzzy. Max Black usou o termo "vago" porque os filósofos da época,
como Bettrand RusseH, o usavam para chamar o que hoje nós chamamos de
"fuzzy'}. Na época, ninguém deu atenção ao meigo de Black, sendo fadado
ao esquecimento. Alguns anos depois, em 1965, Lofl;i A. Zadeh, natural de
Baku no Irã, como também Max Black, lançou seu primeiro artigo chamado
"Fuzzy Sets" [38j, mas ao contrário de B]ack, Zadeh era um proeminente
professor da U. C. Berkeley e sua inâuência ajudou bastante na divulgação
de suas idéias, tanto que hoje ele é considerado o precursor da Teoria Fuzzy.

A parir de então, teorias e aplicações têm surgido e algumas das princi-
pais áreas que encontramos a teoria fuzzy são: Sistemas de Controles Fuzzy,

vintel
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Tomada de Decisão, Reconhecimento de Padrões e Processamento de Ima-
gens, Medicina e Biologia. Na medicina, por exemplo, os principais focos têm
sido a modelagem dos processos de diagnósticos de doenças [351 e epidemo]o-
gia [241. Na Biologia, mode]a-se a dinâmica de população. Em Barras ]2],
são consideradas basicamente duas situações: A primeira quando acredita-se
que o meio onde vivem os indivíduos interfere fortemente na dinâmica da po-
pulação e outra trata-se de classifica presa e predador, onde estes conceitos
são apresentados baseando-se na teoria fuzzy.

O sucesso das aplicações motivou o desenvolvimento da teoria fuzzy e, uln
dos pontos cruciais deste aprofundamento teórico foi o estudo das Equações
Diferenciais F'uzzy, que generalizam o conceito de Equações Diferenciais Or-
dinárias, no sentido que os campos destas equações são extensões de mul-
tifunções e estas estendem as funções clássica. Kaleva j161, Seikkala ]36],
Rallescu [22], dentre outros, desenvolveram ferramentas analíticas para o es-

tudo de um problema de Cauchy num espaço de conjuntos fuzzy. A$ apli-
cações deste conceito contudo, esbarram na falta das boas propriedades dos
fluxos obtidos das Equações Diferencial Fuzzy, como por exemplo, a estabi-
lidade da solução, já que a solução de uma Equação Diferencial Fuzzy tem o
diâmetro de seus níveis crescentes, até mesmo a solução da seguinte equação:

'2 = -«' (1.1)
como pode ser visto em Berros ]3]. tJm outro caminho tem sido estudar as
Inclusões Diferenciais Fuzzy, onde procura-se u(t) tal que:

«'(t) C [G(t,u(t))]', (1.2)

ond' G é uma função com «,l«es em co-juntos fuzzy , IG(f,H(t))I' ;ão
subconjuntos .compactos do R" conhecidos como a-níveis do conjunto fuzzy
G(t,u(1)) e u' é a derivada de % segundo Hukuhma {12].

No caso de Sistemas Dinâmicos, com relação à teoria deternlinística, a
teoria fuzzy abre um campo maior de aplicações, já que esta pode mode-
lar fenómenos que apresentam algum tipo de incerteza. No entanto, para
fenómenos onde as incertezas são desprezadas, se considerarmos os dois Sis-
temas Dinâmicos, a solução determinística também é solução do Sistema
Dinâmico Fuzzy e é chamada de preferida, conforme Damos l31.

Neste trabalho, consideramos a teoria de Sistemas Dinâmicos Fuzzy Dis-
cretos, obtidos a pmtir de um Sistema Dinâmico Discreto Determinístico.
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Dois aspectos são relevantes aqui: A tipologia do espaço métrico de conjun-
tos fuzzy, /(R"), e a teoria de Sistema Dinâmicos em espaços de dimensão
infinita. A topo]ogia porque procuramos compactos em 7:'(]R'), para estudar
a dissipatividade de sistemas neste espaço) que é de dimensão infinita.

Lembrando que um Sistema Dinâmico Discreto é um sistema iterativo

'un+l -- J \wn,f)

onde / : X -+ X é uma função dada e a. C X, estudamos Sistemas
])inâmicos em que o$ pontos são substituídos por subconjuntos fuzzy u C
F(X) e a função / é estendida para / : F(X) --} .F(X). Assim, o sistema
dinâmico fuzzy discreto associado a (1.3) é dado por:

(1.3)

««+: = /(u«) (1.4)

No nosso caso, pmtimos de um sistema dinâmico onde a função dada /
está definida em ]R", ou sda, / : ]R" -+ ]R", e é contínua. O nosso objetivo
é investigar quando a sua extensão, / : /(R") -+ F(]R"), é uma aplicação
assintoticamente suave.

Estudar a suavidade assintótica ou dissipatividade da função que dá
origem a um sistema dinâmico discreto é de suma importância pma a in-
vestigação de atratores e o estudo de seu comportamento assintótico, poi'
exemplo, se em seu domínio existe um conjunto J compacto e invariante que
atrai pontos localmente, então / atrai compactos em UDa vizinhança de J,
verj141, página 12.

No caso, sabemos que / : ]R" --} R" é assintoticamente suave, já que .f é
contínua e no espaço ]R", todo conjunto fechado e limitado é compacto. Para
estudar a extensão /, reduzimos o problema aos a-níveis de um conjunto
fuzzy, já que estes a-níveis são conjuntos compactos do ]R". Os a-níveis de
um conjunto fuzzy são os seguintes conjuntos:

lul' C ]R"/a(z) ? a}, se 0 < a $ 1

[«]' iki7 (;TT .
Acreditando que esta extensão seria sempre assintoticamente suave, procu-
ramos construí um compacto candidato a atrator em F(IR"). Resultado
este alcançado quando nos restringimos ao espaço dos conjuntos fuzzy cujos
a-níveis não têm pontos de máximos locais próprios com níveis l contando

e
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apenas com um elemento, F'(R"), (pág. 61), ou seja, quando asseguramos
que os w-limites de todos os conjuntos fechados e limitados do domínio da
/ são não-vazios, então temos o compacto que precisamos para mostrar que
neste espaço a extensão é assintoticamente suave.

A partir do seguinte resultado encontrado em j311, que diz que

J {u € /'(R")/[ul' C K'}

é compacto se, e somente se .K tem diâmetro zero, extraímos outras pro-
priedades do conjunto que gostaríamos que fosse compacto, e um resultado
interessante mostrado na pág. 60, diz: "Se J dado como acima íor vazio,
então .f não é assintoticamente suave"

O trabalho está organizado da seguinte maneira: No capítulo 2 nos pre-
ocupamos em fdm com detalhes sobre conjuntos fuzzy, suas propriedades,
suas operações aritméticas e compara-los com a Teoria Clássica de Conjun-
tos . Fizemos algumas ilustrações para esclmecer melhor os exemplos. Ap-
resentamos ainda neste capítulo generalizações para interseções e uniões de
conjuntos fuzzy através de T-normas e T- conormas, também apresentando
exemplos.

No capítulo 3, apresentamos o Princípio da Extensão, outras extensões
usando interseções e uniões através de T-normas e T-conormas, a Extensão
de Zadeh e suas principais propriedades que são bastante estudadas em [1] -
lõl, 1281, 13sl.

No capítulo 4, estudamos a teoria clássica de Sistemas Dinâmicos Discre-
tos apresentada por Jack bale j141, onde a teoria será aplacada em Sistemas
Dinâmicos Fuzzy no capítulo seguinte.

No capítulo 5 então, apresentamos alguns resultados sobre Sistemas Dinâ-
micos Discretos Fuzzy, aplicamos a teoria apresentada por Jack bale pma
obter os resultados de dissipatividade em F(IR") e F'(R') e apresentamos
aplicações através de exemplos .
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No capítulo 4, estudamos a teoria clássica de Sistemas Dinâmicos Discre
tos apresentada por Jack Hale [14), onde a teoria será aplicada em Sistemas 
Dinâmicos Fuzzy no capítulo seguinte. 

No capítulo 5 então, apresentamos alguns resultados sobre Sistemas Dinâ
micos Discretos Fuzzy, aplicamos a teoria apresentada por Jack Hale para 
obter os resultados de dissipatividade em .r{lR") e .r*(JR") e apresentamos 
aplicações através de exemplos. 
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Capítulo 2

Espaço de Conjuntos Fuzzy

Neste capítulo vamos apresentar a deânição de conjuntos fuzzy, com as
métricas que vamos trabalha bem como alguns tipos de convergências e
suas equivalências.

2.1 Introdução
Quando queremos classificar uma figura geométrica plana podemos nos referir
a alguns conjuntos, como: O con.junto das circunferências, o dos triângulos,
o dos retângulos, o dos quadrados e assim por diante. Olhando uma figura
geométrica plana, através de suas características, podemos dizer com toda a
certeza se ela pertence ao conjunto dos triângulos ou não. Mas nem todas as
clas8iÊcações seguem estes parâmetros. Por exemplo: Se quisermos classificar
pessoas pela altura, ou sejam pessoas altas e pessoas baixas, estes conjuntos
não estão tão bem definidos, como os das firmas geométricas planas citados
acima. Dependendo do lugm geográfico em que estamos fazendo a classifi-
cação, estes pmâmetros podem mudar, e muito. Digamos que z é a altura em
metros de um indivíduo e que o conjunto .A das pessoas baixas está definido
da seguinte maneira:

Á = {z;z < 1,60m}

A pergunta é: Uma pessoa que tem 1,30 m é tão baixa quanto uma pessoa
que mede 1,59 m? No entender cotidiano, não. Daí a necessidade de criar
um novo conceito de conjunto e pertinência neste conjunto.
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A noção de conjunto fuzzy (que quer dizer: vago, nebuloso), foi intro-
duzida por Zadeh [381 em 1965 e generaliza o conceito de pertinencia de um
elemento ao conjunto "medindo" seu "grau de pertinência" através de uma
aplicação que vai do conjunto cujos elementos devem ser classificados. no
intervalo fechado lO, ll.

Vamos dar dois exemplos:
Sda .4 um subconjunto de um conjunto clássico X e considere a função

característica:
, . Í lse a: C4

x«(') - { 0, caso contrário.

Então a função característica é uma função pertinência X..{, que assume val-
ores 0 ou 1, in(Uca quando um elemento z € X é também elemento de ..4. ou
sd', XA(,) = 1 se - C .A e X«(a) = 0 se , g .4.

Agora considere .4 = {n; z < 1, 60m} como acima. Neste caso, se tiver-
mos % : X -+ ]O, 1], dada por

lira + l se 0 $ a < 1, 60
0 se z ã 1,60

como a função que indica "o quanto a pertence a .A ", podemos dizer que a
pessoa de 1,30 m tem grau de pertinência u(1,30) = 3 e a pessoa de 1,59
m tem grau de pertinência %(1,59) = : ao conjunto fuzzy gerado por .4
Desta forma, podemos dizer qual o grau de pertinência destas pessoas com
relação ao conjunto ..4 , ou sqa) a primeira pessoa pertence mais do que a
segunda pessoa.

Passamos então a formalização deste conceito.

2.2 Coitjuntos F'uzzy
Soja X um conjunto clássico e % : X -+ 10, 11 uma aplicação de X no intervalo
real 10, 11, que chamaremos de ./unção grau de pertinência ou apenas ./unção
pedinêncÍa. Um suóconlunto Jhzzy de X é um conjunto de pares ordenados
[(z, u(z)); a C X}. Aqui iremos representa o conjunto fuzzy pela sua função
pertinência u e chamaremos subconjuntos fuzzy apenas de conjuntos fuzzy.

A seguir, vamos ilustrar o conceito de conjunto fuzzy com alguns exem-
plos
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A noção de conjunto fuzzy ( que quer dizer: vago, nebuloso), foi intro
duzida por Zadeh [38] em 1965 e generaliza o conceito de pertinência de um 
elemento ao conjunto "medindo" seu "grau de pertinência" através de uma 
aplicação que vai do conjunto cujos elementos devem ser classificados, no 
intervalo fechado [O, 1]. 

Vamos dar dois exemplos: 
Seja A um subconjunto de um conjunto clássico X e considere a função 

característica: 
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XA( x) = O, caso contrário. 

Então a função característica é uma função pertinência XA, que assume val
ores O ou 1, indica quando um elemento x E X é também elemento de A, ou 
seja, XA ( x) = 1 se x E A e XA ( x) = O se x (/. A. 

Agora considere A= {x;x < 1,60m} como acima. Neste caso, se tiver
mos u: X ➔ [O, 1), dada por 

u(x) = { ~~o x + 1 se O ~ x < 1, 60 
O se x > 1,60 

como a função que indica "o quanto x pertence a A ", podemos dizer que a 
pessoa de 1,30 m tem grau de pertinência u(l, 30) = 1

3
6 e a pessoa de 1,59 

m tem grau de pertinência u(l, 59) = 1~0 ao conjunto fuzzy gerado por A . 
Desta forma, podemos dizer qual o grau de pertinência destas pessoas com 
relação ao conjunto A , ou seja, a primeira pessoa pertence mais do que a 
segunda pessoa. 

Passamos então a formalização deste conceito. 

2.2 Conjuntos Fuzzy 
Seja X um conjunto clássico eu: X ➔ [O, 1] uma aplicação de X no intervalo 
real [O, 1], que chamaremos de função grau de pertinência ou apenas função 
pertinência. Um subconjunto fuzzy de X é um conjunto de pares ordenados 
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Exemp[o 2.1 Sda X = ]R e %

«(.) - { iil'=: =,E;k.
IR -.} ]O, 1] dada por.

Podemos também ter uma sequência de conjuntos fuzzy.

Exemplo 2.2 Seja X = R , pam n ? 1, de$namos;

««(.) : +i- i.., c lo,il
0) caso conta'ar'to

9

Exemplo 2.1 Seja X~ R eu : R ➔ (O, 1] dada por: 
x2,se x E (O, 1) 
O, caso contrário 

u(x) = { 

Podemos também ter uma seqüência de conjuntos fuzzy. 

Exemplo 2.2 Seja X= R, para n > 1, definamos: 

{ 
~ + 1 - 1 se x E [O 1] Un(x)= On n ,. ' , caso contrario 
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Vamos enumera algumas definições envolvendo conjuntos fuzzy e que são ,
na verdade, extensões das definições correspondentes de conjuntos clássicos.

Sda X um conjunto clássico e .4 um subconjunto X.
Um subconjunto fuzzy .4 é dito vazio se sua função pertinência é identi-

camente nula.

Dois subconjuntos fuzzy .4 e -B são iguais se as funções pertinências são
igu..is, ou soja, se «..!(z) = %a(z), p.ra todo z € X

O complementar Á' de um subconjunto fuzzy -4 é deÊnido pela função
pertinência u.i,(a,) = 1 -- u.:.l(z), víamos o exemplo ab,üo:

Exemplo 2.3 Seja X = ]R e Á a c07dt&nto düs pessoas jovem, onde

r l se a} < 25

u.4(z) = '1 3$? 'e 25 $ z $ 40
( 0 se 40 <a

Então a .»nção pedinéncia de .4 ' é dada por.

r 0 se z < 25

u,,,(z) = 1 Zi? 'e 25 $ # $ 40
1 1 se 40 <z

Ou soja, o complementar de pessoas jovens definido pelo conjunto acima, são
pessoas não jovens (acima de 25 anos). Vejamos pelos gráÊcos abaixo:

5 10 i$ aD 25 30 B qO z6 SO
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Vamos enumerar algumas definições envolvendo conjuntos fuzzy e que são, 
na verdade, extensões das definições correspondentes de conjuntos clássicos. 

Seja X um conjunto clássico e A um subconjunto X. 
Um subconjunto fuzzy A é dito vazio se sua função pertinência é identi

camente nula. 
Dois subconjuntos fuzzy A e B são iguais se as funções pertinências são 

iguais, ou seja, se uA(x ) = uB(x), para todo x E X. 
O complementar A' de um subconjunto fuzzy A é definido pela função 

pertinência UA•(x) = 1 - uA(x), vejamos o exemplo abaixo: 

Exemplo 2.3 Seja X= 1R. e A o conjunto das pessoas jovens, onde: 

{ 

1 se x < 25 
uA(x) = 4~;<1) se 25 ~ x ~ 40 

O se 40 < x 

Então a função pertinência de A ' é dada por: 

{ 

O se x < 25 
uA,(x) = :1!~;5 se 25 ~ x ~ 40 

1 se 40 < x 

Ou seja, o complementar de pessoas jovens definido pelo conjunto acima, são 
pessoas não jovens (acima de 25 anos). Vejamos pelos gráficos abaixo: 

J)..À 

J.p 

o,s 

' ., ~ s 'º 1$ .10 QS lfS 50 

-'¾' 
l,O 

o,s 

s 10 ,s ar, as ~ 3S 40 lt5 50 
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Como na teoria clássica de conjuntos, existe uma relação entre conjuntos
muito importante na teoria de conjuntos fuzzy. Dizemos que .Á está contida
em .B, ou sda, À é subconjunto fuzzy de .B, e representa-se por .A C -B, se as

funções pertinências satisfazem à seguinte desigualdade:

u..{(z) $ uB(,),Vz C X.

Dados .4 e .B conjuntos fuzzy, definimos o conjunto O' amido de .4 e .B,
ou sda, (7 = .4 U B, pela função pertinência dada por:

«.(,) «:1%«(,),%«(,)},v, c x.
Observação 2.1 ZI/ma maneio'a mais inttt f ua de de#n r o c07Üunto n ão
seda dizer gue a união entre .4 e B é o menor' c07zlunlo /uzz# contendo ambos
A e B. Mais precisamente, se D é um conjunto lfuzzy que contém A e B,
então .D contém a união.

Para mostrar que esta deÊnição é equivalente à anterior, notemos que o
conjunto definido anteriormente contém .4 e .B, já que

««(,) $ m«.{u«(.),u-(.)}

%B(,) $ m«.{««(.),%,(.)}

E, se Z) é um conjunto fuzzy que contém .A e .B, então

e

u.,,(a) $ un(.),V, C X

UB(,) $ %O(,),V, C X,
então

m«:lu«(z),uB(') $ an(,)} = ua(.), V, C X,
o que implica que O' C .Z).

A inferseção de dois conjuntos fuzzy Á e .B representada por O' = .A n B
tem função pertinência dada por:

e

«.(') «(a),a«(,)},V, C X.

Como no caso da união, é simples mostra que o conjunto interseção
definido como acima é o maior conjunto fuzzy contido em .4 e .B.

Com as definições acima, vemos que as mesmas propriedades de conjuntos
clássicos se preservam.
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Como na teoria clássica de conjuntos, existe uma relação entre conjuntos 
muito importante na teoria de conjuntos fuzzy. Dizemos que A está contido 
em B, ou seja, A é subconjunto fuzzy de B, e representa-se por A C B, se as 
funções pertinências satisfazem à seguinte desigualdade: 

Dados A e B conjuntos fuzzy, definimos o conjunto C união de A e B, 
ou seja, C = A U B, pela função pertinência dada por: 

ua(x) = max{uA(x),uB(x)},Vx E X. 

Observação 2.1 Uma maneira mais intuitiva de definir o conjunto união 
seria dizer que a união entre A e B é o menor conjunto fuzzy contendo ambos 
A e B. Mais precisamente, se D é um conjunto fuzzy que contém A e B, 
então D contém a união. 

Para mostrar que esta definição é equivalente à anterior, notemos que o 
conjunto definido anteriormente contém A e B, já que 
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uB(x) ~ max{uA(x),uB(x)} 
E, se D é um conjunto fuzzy que contém A e B, então 
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então 
max{uA(x), uB(x) ~ un(x)} = ua(x), Vx E X, 

o que implica que C e D. 
A interseção de dois conjuntos fuzzy A e B representada por C = A n B 

tem função pertinência dada por: 

ua(x) = min{u.4.(x),uB(x)},Vx E X. 

Como no caso da união, é simples mostrar que o conjunto interseção 
definido como acima é o maior conjunto fuzzy contido em A e B. 

Com as definições acima, vemos que as mesmas propriedades de conjuntos 
clássicos se preservam. 
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Teorema 2.1 Sejam .4, .B c07Üuntos Jüzzy de X
propüedades:

Então valem as seguintes

.Z.(.4U-B)U a= ÁU(-BUO') - a«o ati« da união

2.(4n B)n c' = .4n(Bn a) -«.{at{« d. i',*«ç''

3. an (.'lu -B) (an .4) u (o'n .B)

4. au (.4n B) (au .a) n (a u .a) dis dóutit/a

s. (.A u By = .4' n .e' tei de De Morgün

6. (.'1 n By lei de De Motgan
Dem.:

Apenas para ilustrar, vamos dar as idéias das demonstrações dos itens 4

Em 4), O' U (.4 n -B), em termos de função pertinência é dado por:
e 5

mm{«.(,), «i«{%,.(.), u,(.)}},V « C .X

para mostrar que é igual a

«Mlm«'ta«(,), ua(')},m«.{%«(.),ua(.)}},V « C X
devemos considera os seis casos abaixo
.«.(,) ? ««(,) ? «.(,)
.U...(Z) ? «a(Z) ? UB(Z)
.uB(z) ? w..,(z) 2 aa(z)
.%B(a) ? «(z) ? %«(.)
.ua(z) ? %Á(,) ã wB(,)
.%a(z) ? wa(,) ã %,,(,)

Então, se d,d. , € X, tive:mo; u,,(,) ? uB(z) ã %a(z):
m«:lw.(z), «in{«(,),uB(')}} = m«:lu.(,), «(.)} = «(.) e
«intmax{«...(,), «.(,)}, mmlu«(,) , w.(z)}}
«Ún{. «(z),u«(,)} = %«(.).

Verificando-se os outros cinco casos, vemos que vale a igualdade
Pma 5), deve-se mostrar que:

1 -- mula.(,), u,(.)} = «inll ««(.), 1 - u«(.)},V , C X

12

Teorema 2.1 Sejam A, B conjuntos fuzzy de X. Então valem as seguintes 
propriedades: 

1. (A U B) U C = A U (B U C) - associativa da união 

2. (A n B) n C = A n {B n C) - associativa da interseção 

3. C n (A U B) = (C n A) U {C n B) - distributiva 

4. CU (A n B) =(CU A) n (CU B) - distributiva 

5. (A U B)' = A' n B' - lei de De Morgan 

6. (A n B)' = A' U B' - lei de De Morgan 

Dem.: 
Apenas para ilustrar, vamos dar as idéias das demonstrações dos itens 4 

e 5. 
Em 4), G U (A n B), em termos de função pertinência é dado por: 

para mostrar que é igual a 

min{max{uA(x),uc(x)},max{uB(x),uc(x)}}, V x E X 

devemos considerar os seis casos abaixo: 
•u A (X) 2 U B (X) 2 Uc (X) 
•u A ( x) > 'ltc ( x) 2 u n ( x) 
•uB(x) 2 uA(x) 2 uc(x) 
•uB(x) 2 uc(x) 2 uA(x) 
•uc(x) > uA(x) 2 uB(x) 
•uc(x) 2 un(x) 2 uA(x) 

Então, se dado x E X, tivermos uA(x) 2 uB(x) 2 uc(x): 
max{uc(x),min{uA(x),uB(x)}} = max{uc(x),uB(x)} = un(x) e 
min{max{ uA(x ), uc(x )}, max{uB(x ), uc(:z:)}} = 
min{uA(x),uB(x)} = uB(x). 

Verificando-se os outros cinco casos, vemos que vale a igualdade. 
Para 5), deve-se mostrar que: 
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Neste caso, temos apenas duas possibilidades:
.««(z) 2.%B(,)
.««(,) ? ««(,)
Suponhamos que w..{(z) ;. wB(z):
1 -- n:«:{«(.), w«(,)} = 1 -- «(.) e

«i«{l -- a«(,), 1 -- u«(,)} = 1 -- %«(,).
A demonstração se completa verificando-se a segunda possibilidade.

O exemplo abaixo ilustra graficamente a interseção e a união de conjuntos
fuzzy.

Exemplo 2.4 Sejam

l se z < 25

gqiZ .e 25 $
0 se 40 < z

««(,) 40

e
0 se a < 25
!!i? se 25 $
l se 40 < z

««(,) 40

Neste caso, temos apenas duas possibilidades: 
•uA(x) > uB(x) 
•uB(x) 2: uA(x) 
Suponhamos que uA(x) 2: uB(x ): 
1- max{uA(x), uB(x)} = 1 - uA(x) e 

min{l - UA(x), 1- UB(x)} = 1- uA(x). 
A demonstração se completa verificando-se a segunda possibilidade. 

O exemplo abaixo ilustra graficamente a interseção e a união de conjuntos 
fuzzy. 

Exemplo 2.4 Sejam 

1 se x < 25 
4o-:i: se 25 < x < 40 

15 - -
O se 40 < x 

e 

UB(x) = { 
O se x < 25 
z - 25 se 25 < X < 40 

15 - -
1 se 40 < x 

l ,O ------.. 

10 ao to fO Eio '40 vo . 

o,s 

,,o 2D \?o 
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2.3 Sobre T-Normas e T-Conormas
2.3.1 T-Normas

Definição 2.1 .Z)iremos que uma aplicação 7' : ]O, 1] x ]O, l] -+
T-norma se:

/. T(l,a) V. € 1O, il

2. r(a,b) (b, a), Va,b C [0, i]

. $' a $ c e b $ d ente. T(a,ó) .É 7'(c,d)

{. 7'(a,7'(ó,c)) T(T(.,6),c), Va,ó,. C lO,il

Exemplo 2.5 Sda T : [0,1] x ]O,]] -+ ]O,t] faJ gue T(a,ó)
Va,ó C 10, 11. Esta aplicação é uma 7'-nomna

De fato,

1. se 0 $ a $ 1 então minta, a} = a;

2. mima, b} :: minÍÓ, al;

3. Se d $ c e a $ b então mima, d} $ minlc, Z)}, pois:

«inÍd, .} $ «inic, a} $ «ünic, 6}

4. Devemos considerar os seis caos abaixo:
8a < 6 < c

a<c<6
eb < a < c
eb < c < a
8c < a < b

c<Ó<a

lo, il á «m.

«Mla, b},

Vamos fazer apenas um caso para ilustra. Suponhamos que a $ ó $ c
então:

«inl',«i«{b, cl} b}
minlminÍa, b}, c} = mima, c} = a

Pma concluí devemos veriÊcm o$ outros cinco casos.

14

2.3 Sobre T-Normas e T-Conormas 

2.3.1 T-Normas 

Definição 2.1 Dizemos que uma aplicação T : [O, 1] X [O, 1] ➔ [O, 1] é uma 
T-norma se: 

1. T(l, a) = a, Va E [O, 1] 

2. T(a,b) = T(b,a), Va,b E [0,1] 

3. Se a :s; e e b :s; d então T(a,b) < T(c,d) 

4. T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c), Va,b,c E [0,1] 

Exemplo2.5 SejaT: [0,1] x [0,1] ➔ [0,1] tal queT(a,b) = min{a,b}, 
Va, b E [ O, 1]. Esta aplicação é uma T-norma. · 

De fato, 

1. se O :s; a~ 1 então min{l,a} = a; 

2. min{a,b} = min{b,a}; 

3. Se d~ e e a :s; b então min{a,d} :s; min{c,b}, pois: 

min{d,a} ~ min{c,a} :s; min{c,b} 

4. Devemos considerar os seis casos abaixo: 

•a :s; b :s; e 
•a :s; e~ b 
•b <a< e 
•b :s; e :s; a 
•e< a :s; b 
•e< b < a 

Vamos fazer apenas um caso para ilustrar. Suponhamos que a :s; b < e, 
então: 

min{a,min{b, e}}= min{a, b} = a 

min{min{a,b},c} = min{a,c} = a 

Para concluir devemos verificar os outros cinco casos. 
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Logo a aplicação acima é uma T-norma.
Note que, dados dois conjuntos fuzzy .A, -B subconjuntos de X, pai:a cada

z C X, podemos escrever

«-(,)(,),u..(.)}(n«(,),«(.))

Podemos então utilizar a T-norma para generalizar o conceito de interseção
entre conjuntos fuzzy.

Exemplo 2.6 .4gu{ apwsentamos outros ea;amplos de T-nor'mas gue são ut{.
hzadas para generalizar inierseções ente conjuntos h.zzy.

/. T(.,b) produto algébrico;

2. r(a,b) 0,« + ó- l} diferença limitada;

r a.e6= 1
3. T(a,b) = < Z, ;. . = 1 - infe«eçã. d,úti"

t 0 caso confrádo

Um resultado que relaciona alguns dos exemplos já apresentados de T
norma é o seguinte:

Teorema 2.2 Seja TW a ínterseção drástica apmsenfada no EaempZo 2.61
item 3y e T uma T-namna qua/quer. .Então dados a, ó C lO, ll,

TM(., 6) $ 7'(a,ó) $ «inca, Z,}

Dem.;
Pelos axiomas l e 3 da definição de T-normal temos

r(., ó) $ T(a, l)

e pelo axioma 2,
T(a,ó) a) $ T(ó, l)

Logo,
T(a, b) 5; . e r(a, Z,) $ b, ou sda,

r(a,6) $ «inca, b}.
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Logo a aplicação acima é uma T-norma. 
Note que, dados dois conjuntos fuzzy A, B subconjuntos de X, para cada 

x E X, podemos escrever 

Podemos então utilizar a T-normà para generalizar o conceito de interseção 
entre conjuntos fuzzy. 

Exemplo 2.6 Aqui apresentamos outros exemplos de T-normas que são uti
lizadas para generalizar interseções entre conjuntos fuzzy. 

1. T(a,b) =a• b - produto algébrico; 

2. T( a, b) = max{O, a + b - 1} - diferença limitada; 

{ 

a se b = 1 
3. T( a, b) = b se a = I - interseção drástica 

O caso contrário 

Um resultado que relaciona alguns dos exemplos já apresentados de T
norma é o seguinte: 

Teorema 2.2 Seja TM a interseção drástica apresentada no Exemplo 2.6, 
item 3} e T uma T-norma qualquer. Então dados a, b E (O, 1], 

TM(a,b)::; T(a,b)::; min{a,b} 

Dem.: 
Pelos axiomas 1 e 3 da definição de T-norma, temos: 

e pelo axioma 2, 

Logo, 

T(a,b)::; T(a, 1) = a 

T(a,b) = T(b,a)::; T(b,1) = b. 

T(a,b)::; a e T(a,b)::; b, ou seja, 

T(a,b) < min{a,b}. 

15 



P« -tro lad', T(a,l) = « e T(l,Z,) = 6. Como T(a,b) $ «inca,b} e
r(«, ó) c to, il,

r(«, o) r(o, b)
Pelo axioma 3,

r(a, b) ? 7'(., 0) b)
- sda, TM(a, b) $ T(a, b) $ «h{«, b}.

Chamamos de T-norma idempotente aquela que T(a,a) = a, pma todo
a C 10, 11. Com relação a essa T-norma, temos um resultado interessante:

Teorema 2.3 .A T-norma do míhÍmo é a lírica {dempofenfe

Dem.:
E clal:o que mima, a} :: a, Va C 10, 11. Suponha que exista uma T-norma

tal que T(a, a) = a, Va C [0, 1]. Então, para qualquer a,ó C ]O, ]], se a $ b:

« = 7'(a, a) $ T(a, b) $ T(a, l)

Então T(a,b)
Por outro lado, se ó $ a, temos

b 6) 5; r(a, b) 5; 7'(1,6) = b

E logo 7'(a,b) = Z, = «inca,b}. Ou s.ja, 7'(a,b) = mima,b}, Va,b c [0, 11

2.3.2 '1'-Conormas

Como vimos, a definição de T-norma pode ser usada para generalizar a noção
de interseção entre conjuntos fuzzy. O dual desta noção chama-se T-conorma,
e é usada para generaliza a união entre conjuntos fuzzy.

Definição 2.2 -Dizemos gue uma ap/ãcação Tc
T.corar'ma se;

[O, í] X ]O, i] -+ ]O, ]] á uma

/. Z(0,a) V« C ]O, l]

2. Z(a,b) b, .), Va,Z, C 10, il

. S «$. .Ó$d .«tã. Z(',b)$ T.(c,d)
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Por outro lado, T(a, 1) = a e T(l, b) = b. Como T(a, b) ~ min{a, b} ~ 
T(a,b) E (0,1], 

T(a,0) = T(0,b) = O. 

Pelo axioma 3, 
T(a,b) ~ T(a,O) = T(0,b) = O, 

ou seja, TM(a,b) ~ T(a,b) ~ min{a,b}. 

Chamamos de T-norma idempotente aquela que T(a,a) = a, para todo 
a E (O, 1]. Com relação a essa T-norma, temos um resultado interessante: 

Teorema 2.3 A T-norma do mínimo é a única idempotente. 

Dem.: 
É claro que min{a, a}= a, Va E (O, l]. Suponha que exista uma T-norma 

tal que T(a, a)= a, Va E (O, 1]. Então, para qualquer a, b E (O, 1], se a< b: 

a= T(a,a) ~ T(a,b) ~ T(a, 1) = a. 

Então T(a,b) =a= min{a,b}. 
Por outro lado, se b ~ a, temos: 

b= T(b,b) ~ T(a,b) ~ T(l,b) = b. 

E logo T(a,b) = b = min{a,b}. Ou seja, T(a,b) = min{a,b}, Va,b E (O, 1]. 

2.3.2 T-Conormas 

Como vimos, a definição de T-norma pode ser usada para generalizar a noção 
de interseção entre conjuntos fuzzy. O dual desta noção chama-se T-conorma, 
e é usada para generalizar a união entre conjuntos fuzzy. 

Definição 2.2 Dizemos que uma aplicação Te : (O, 1] X (O, 1] -+ (O, 1] é uma 
T-conorma se: 

1. Tc(0, a) = a, Va E [O, 1] 

2. Tc(a,b) = Tc(b,a), Va,b E [0,1] 

3. Se a~ e e b ~ d então Tc(a,b) < Tc(c,d) 

16 



#. Z(a,Z(b,c)) = Tc(Z(a,b),c), V.,b,c € [0, 1]

O primeiro exemplo a ser verificado é a união de conjuntos fuzzy, que
segue a mesma linha de demonstração do exemplo da interseção, por isso
apenas citaremos.

Exemplo 2.7 Tc(a,6) = maxÍa,b},Va,b C 10, 11 á Hma T.conorma

Exemplo 2.8 Mamas apresentar teatros ezempZos

/. Z(«,6) = .+ 6 adição algébv'ica;

2. Z(a, b) l,a + b} adição limitada;

''.,',- {
a se b = 0

b .se a = 0 - união drástica
l caso contrário

3.

Resultados análogos aos da T-norma também valem pwa T-conorma.

Teorema 2.4 Sqa 7bwc a união dr'ástíca apresentada no .Fzemp/o 2.8 e Tc
uma T-conorma g aZguel'. .Dntãa dados a, b C ]O, l],

m«:(a, b) $ Z(a,b) $ TMa(a, b)

Dem.:
Análoga à demonstração do Teorema 2.2

Teorema 2.5 .4 T-conorma da mázímo é a tín ca {de77zpotente

Dem.:
Análoga à demonstração do Teorema 2.3

2.3.3 Generalização de Complementar de um Colljun-
to Fuzzy

Seja .Á um conjunto fuzzy de X, u(z) a função pertinência de .A. Vamos
denotar por cu o complementar ./üzzy de .4 do tipo c. Então, cu(z) será
interpretado como o grau de não-pertinência de z em .4.
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O primeiro exemplo a ser verificado é a união de conjuntos fuzzy, que 
segue a mesma linha de demonstração do exemplo da interseção, por isso 
apenas citaremos. 

Exemplo 2.7 Tc(a,b) = max:{a,b}, Va,b E [0,1] é uma T-conorma. 

Exemplo 2.8 Vamos apresentar outros exemplos: 

1. Te( a, b) = a + b - adição algébrica; 

2. Tc(a,b) = min{l,a + b} - adição limitada; 

{ 

a se b = O 
3. Tc(a,b) = b se a= O - união drástica 

1 caso contrário 

Resultados análogos aos da T-norma também valem para T-conorma. 

Teorema 2.4 Seja TMc a união drástica apresentada no Exemplo 2.8 e Te 
uma T-conorma qualquer. Então dados a, b E [O, 1], 

Dem.: 
Análoga à demonstração do Teorema 2.2. 

Teorema 2.5 A T-conorma do máximo é a única idempotente. 

Dem.: 
Análoga à demonstração do Teorema 2.3. 

2.3.3 Generalização de Complementar de um Conjun-
to Fuzzy 

Seja A um conjunto fuzzy de X, v(x) a função pertinência de A. Vamos 
denotar por cv o complementar fuzzy de A do tipo c. Então, cv(x) será 
interpretado como o grau de não-pertinência de x em A. 

17 



Definição 2.3 -Dizemos gue uma ap/{cação c
montar fuzzU de um conjunto hzzlJ A, se:

10, 11 -.-.} 10, il á um conFIe

/. .(o) l)
2. Pa« f.d. «,b C 10, il, « « $ b e«tã. c(b) $ c(«);

3. c(c(«)) = «,V. C 10, il;

.4. c á %ma .unção conta'nua

Teorema 2.6 c : 10, il --> 10, 11 como de#n da acima é uma ./unção ótletora.

Dem.
Para mostrar que é sobrejetora, basta observar que para todo a C lO, ll,

eH;te Z, = c(a) C [0, i] t,l que c(b) = c(c(«)) = «.

Agora é i-jetora pois, se c(ai) = c(az), então:

a: = .(c(a:)) = c(c(a,» = a,

Observe que para definir a função complementar fuzzy acima, bastava
termos apresentado os itens 2 e 3, como vamos demonstrar abaixo.

Teorema 2.7 Seja c : ]O, l] --.} ]O,l] saflis/agenda os azíomas 2 e g acima,
então c famóém satis/az as axiomas -Z e 4.

Dem.:
Como o do«ínio de c é 10, 11, então c(0) $ 1 e c(1) ? 0. Pelo -toma 2,

c(0) $ 1, então c(c(0)) 2 c(1) e por 3,

0 0)) ? c(1),

logo .(1) = 0. De novo aplicando 3, 1 = c(c(1)) = c(0).
Para mostra 4, basta observar que como é bjjetora e monótona, então c

não pode ter pontos de descontinuidade, pois se a. é um ponto de descon-
tinuidade de c,

b. .(a) > .(«.)
a-+ao

e logo existe bi C 10, 11 tal que b. > bl > c(a.) e não existe ai C 10, 11 com
c(ai) = bt, mas isso contradiz a bjjetividade de c. Logo c é contínua em [0, 1].
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Definição 2.3 Dizemos que uma aplicação e : [O, 1] -+ [O, 1] é um comple
mentar fuzzy de um conjunto fuzzy A, se: 

1. e( O) = 1 e e( 1) = O; 

2. Para todo a, b E [O, 1], se a S b então c(b) S c(a); 

3. c(c(a)) = a, Va E [O, 1]; 

4. c é uma função contínua. 

Teorema 2.6 e: [O, 1] ➔ [O, 1] como definida acima é uma função bijetora. 

Dem.: 
Para mostrar que é sobrejetora, basta observar que para todo a E (O, 1], 

existe b = c(a) E [O, 1] tal que c(b) = c(c(a)) = a. 
Agora é injetora pois, se c( ai) = e( a2 ), então: 

Observe que para definir a função complementar fuzzy acima, bastava 
termos apresentado os itens 2 e 3, como vamos demonstrar abaixo. 

Teorema 2.7 Seja e: [0,1] ➔ [0,1] satisfazendo os axiomas 2 e 3 acima, 
então c também satisfaz os axiomas 1 e 4. 

Dem.: 
Como o domínio de e é [O, 1], então c(O) s 1 e c(l) > O. Pelo axioma 2, 

c(O) s 1, então c(c(O)) ~ c(l) e por 3, 

O = c( c( O)) ~ c( 1), 

logo c(l) = O. De novo aplicando 3, 1 = c(c(l)) = c(O). 
Para mostrar 4, basta observar que como é bijetora e monótona, então c 

não pode ter pontos de descontinuidade, pois se a0 é um ponto de descon
tinuidade de e, 

b0 = lim c(a) > c(a0 ) 

a-ta; 

e logo existe b1 E [O, 1] tal que b0 > b1 > c(a0 ) e não existe a1 E [O, 1] com 
c(ai) = bi, mas isso contradiz a bijetividade de c. Logo e é contínua em [O, 1]. 
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Exemplo 2.9 Manos apresentar dois ezempZos de complementar ./bzzy

] O e=empto clássico de complementar do conjunto fuzzy u, é

.,(u(,)) &(«),V. C X

2. Outro eaempto é Q chamado classe de Swgeno. Dado o conjunto j;uzzy
u} o complementar fuzzU é dado por:

.,("(')) - -llÊ:SB-,v. c x, -ú. À cl - i, ml.

Para cada atar de X obtemos um complementar ftLzzy.

Para maiores reí;wências sobre T-normas e T-conormas, ver ]23]

2.3.4 Combinação de Operações
Na teoria clássica de conjuntos, as operações de interseção e união estão
relacionadas com seus complementares, através das bem conhecidas leis de
De Morgan:

(.A n-ey

(A u.By

E desdável que estas relações sejam mantidas em conjuntos fuzzy, mesmo
depois de generalizarmos os conceitos de interseção e união entre eles.

Definição 2.4 .Z)iremos gue uma T-norma 7' e uma T-corar'ma Tc são dua s
com re/anão a tlm complementar /uzzZ/ se;

c(T(«, b)) (c(a),c(6))

c(Tc(a, ó)) (c(a),c(b))

Estas expressões traduzem as leis de De Morgan para conjuntos fuzzy.
Os exemplos que queremos salientar são os apresentados anteriormente em
T-norma e T-conorma.

Exemplo 2.10 $ão duais com re/ardo ao como/emendar ./üzzy c,
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Exemplo 2.9 Vamos apresentar dois exemplos de complementar fuzzy: 

1. O exemplo clássico de complementar do conjunto fuzzy u é 

cs(u(x)) = 1- u(x), Vx E X. 

2. Outro exemplo é o chamado classe de Sugeno. Dado o conjunto fuzzy 
u, o complementar fuzzy é dado por: 

1 - u(x) 
C.>.(u(x)) = ,\ ( ) , Vx E X, onde,\ E] - 1, oo[. l+ u X 

Para cada valor de ,\ obtemos um complementar fuzzy. 

Para maiores referências sobre T-normas e T-conormas, ver [23]. 

2.3.4 Combinação de Operações 

Na teoria clássica de conjuntos, as operações de interseção e união estão 
relacionadas com seus complementares, através das bem conhecidas leis de 
De Morgan: 

(A n B)' = A1 u B 1 

(A u B)' = A 1 n B 1 

É desejável que estas relações sejam mantidas em conjuntos fuzzy, mesmo 
depois de generalizarmos os conceitos de interseção e união entre eles. 

Definição 2.4 Dizemos que uma T-norma Te uma T-conorma Te são duais 
com relação a um complementar fuzzy se: 

c(T(a,b)) = Tc(c(a),c(b)) 

c(Tc(a,b)) = T(c(a),c(b)) 

Estas expressões traduzem as leis de De Morgan para conjuntos fuzzy. 
Os exemplos que queremos salientar são os apresentados anteriormente em 
T-norma e T-conorma. 

Exemplo 2.10 São duais com relação ao complementar fuzzy c3 : 
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/. r(a,b) ., b} . T.(., b)

2. r(a,b) = « . 6 e Z(a, b)

3.

{.

T(a,b) = m,xÍO,a + Z, -- 1} e Z(a, b) = minll, a + bJ;

r ..eb= l

"("'''' Í b se a = l
0 caso contrário

r « ;. b
e Tc(a, b) = .1 Z, ;. . = '

1 1 caso confrádo

Os conceitos de T-normas e T-conormas serão ilustrados mais adiante na
generalização do conceito de extensão de aplicações como a de Zadeh.

2.4 Níveis de um C:onjunto F'uzzy
Observe que a noção de "pertinência" ou não de um elemento ao conjunto
tem um papel diferente na teoria de conjuntos fuzzy.

No caso fuzzy, um elemento «pertence" a um conjunto fuzzy com certo
grau. O que se faz é introduzir "cortes" ou níveis de um conjunto fuzzy. Por
exemplo, seda X um conjunto clássico, % : X -..} [0, 1] a função pertinência de
um conjunto fuzzy u, a,/3 C 10,11 tais que, 0 < # < a < 1, podemos então
que: z pertence a % com grau no mínimo a se u(z) 2 a;

Vamos apresentar este conceito de modo mais formal. Daqui por diante,
vamos considerar sempre X = ]R'.

Definição 2.5 Para cada a C 10, 11, chamamos de a-níueJ do conjunto /uzzy
u ao segtlinte suóconyun.Zo do ]R";

lul' C ]R"; u(z) ? a} .e a Cl0, il

lul' «PP" - {z C R";u(,) $ Õ},
onde suppu é o suporte de %.

e

Isto é, l«ja é formado pelos elementos que estão em um grau de pertinência
não inferior a a, e fulo é o conjunto de elementos que estão pelo menos no
fecho do conjunto fuzzy %.
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1. T(a,b) = min{a,b} e Tc(a,b) = max{a,b}; 

2. T(a,b)=a•b eTc(a,b)=a+b; 

3. T(a,b)=max{O,a+b-1} eTc(a,b)=min{l,a+b}; 

{ 

a se b = 1 
4. T(a,b)= bsea=l 

O caso contrário { 

a se b = O 
eTc(a,b)= bsea=O 

1 caso contrário 

Os conceitos de T-normas e T-conormas serão ilustrados mais adiante na 
generalização do conceito de extensão de aplicações como a de Zadeh. 

2.4 Níveis de um Conjunto Fuzzy 
Observe que a noção de "pertinência" ou não de um elemento ao conjunto 
tem um papel diferente na teoria de conjuntos fuzzy. 

No caso fuzzy, um elemento "pertence" a um conjunto fuzzy com certo 
grau. O que se faz é introduzir "cortes" ou níveis de um conjunto fuzzy. Por 
exemplo, seja X um conjunto clássico, u: X---+ [O, l] a função pertinência de 
um conjunto fuzzy u, a,(3 E [O, 1] tais que, O < (3 < a < 1, podemos então 
que: x pertence a u com grau no mínimo o: se u( x) > o:; 

Vamos apresentar este conceito de modo mais formal. Daqui por diante, 
vamos considerar sempre X = ]Rn. 

Definição 2.5 Para cada a E [O, 1], chamamos de a-nível do conjunto fuzzy 
u ao seguinte subconjunto do ]Rn: 

[u]° = {x E lRn;u(x) 2: a} se a E)O,l) 

e 

[u]º = suppu = {x E JRn;u(x) > O}, 

onde suppu é o suporte de u. 

Isto é, [u]ª é formado pelos elementos que estão em um grau de pertinência 
não inferior a o:, e [u)º é o conjunto de elementos que estão pelo menos no 
fecho do conjunto fuzzy u. 
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Exemplo 2.11 .Vo caso do -Ezemp/o 2..Z, onde u(z) = z' se z C ]O,l] e
«(') c«. ««t,ád., p«. c«d. a C [0, i], tem«

1«1'

Exemplo 2.12 .No caso do Exemplo 2.21

IH«I' in(a - l)+l,ll,

para cada a € 1O,ll e para cada n CiV

Em nosso trabalho vamos utiliza' o espaço dos conjuntos fuzzy cujos a.
níveis são compactos e não vazios. Este conjunto é denotado por:

/'(]R") = {w : R" -+ [0, t]; a níveis são compactos, não-vazios}

Um resu]tado importante em F(]R") é o seguinte

Proposição 2.1 Sda % um coÜunto .&zzy. % C F(]R-) se e somente se,

.í. [uJ' é compacto;

2. [uj: é não-uazÍo;

3. % á semjcontázua sapador'mente

Dem.:
Vamos supor que valem as três propriedades. Como, para cada a C (0, 1],

j%ja C [uJO e ]u]o é compacto, basta mostrar que ]w]' é fechado.
Lembremos que u ser semicontínua superiormente significa que fixado

zo C ]R" e dado c > 0, existe õ > 0 tal que se lz -- aol < á temos w(z) <
e t u(ao) .

Então, sda o conjunto .A. = {a C ]R";u(z) < a}. Finado a C ,4.,
sd' 0 < ' < a -- u(a). Então eüste J > 0 td que se lz -- al < J, temos
u(,) < ' + «(a) < a -- u(a) + u(a) = a, o« sda, 4. é aberto e como lul' é o
complementar de .4., este é fechado.
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Exemplo 2.11 No caso do Exemplo 2.1, onde u(x) 
u(x) = O caso contrário, para cada a E [O, 1], temos 

[ut = [v'a, 1). 

Exemplo 2.12 No caso do Exemplo 2.2, 

para cada a E [O, 1] e para cada n EN. 

x 2 se x E [O, 1) e 

Em nosso trabalho vamos utilizar o espaço dos conjuntos fuzzy cujos a
níveis são compactos e não vazios. Este conjunto é denotado por: 

F(lRn) = {u: lle--+ [O,l];a -níveis são compactos, não-vazios} 

Um resultado importante em .r(lRn) é o seguinte: 

Proposição 2.1 Seja u um conjunto fuzzy. u E .r{JRn) se e somente se, 

1. [u]º é compacto; 

2. [u] 1 é não-vazio; 

3. u é semicontínua superiormente. 

Dem.: 
Vamos supor que valem as três propriedades. Como, para cada a E (O, 1], 

[u]ª C [u]º e [u]º é compacto, basta mostrar que [u]ª é fechado. 
Lembremos que u ser semicontínua superiormente significa que fixado 

x0 E JRn e dado € > O, existe ó > O tal que se jx - x0 j < ó temos u(x) < 
€ + u(xo). 

Então, seja o conjunto Aa = {x E lRn; u(x) < a}. Fixado a E Aa, 
seja O < € < o: - u(a). Então existe ó > O tal que se jx - aj < 8, temos 
u(x) < € + u(a) < a - u(a) + u(a) = a, ou seja, Aa é aberto e como [ut é o 
complementar de Aa, este é fechado. 
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Sda agora % C F(R"). Fixemos a C ]R" tal que u(a) < 1. Dado c > 0 e
w(a) + c < 1, temos (lue a C -/L(.)+., que é um conjunto aberto, então existe
(í > 0 ta] que para todo z € ]R" tal que lz -- al < J, temos z C -4.(.)+.) ou
soja, u(z) < u(a) + c, logo % é semicontínua superiormente.

Existe uma estrutura linear definida em F(R"), dada por

(u + «)(,) = suP «hl"(y),«(z)}
/+z=o

Àu)(«) u(;) '' À # 0
Xto}, se À = 0

l se z C .,4
0, caso contrário

Exemplo 2.13 gelam X ;: R

: - ', .e « C 10, il
0} caso conlramo

z, ;e z C [0,i]
0) caso contramo

E«fão (a + «)(') é dad. peJ. g,á#c. aóad« e 2. (,), pe/a «p,e«ão

2«(,) - «m - {
1 - ?, ,. . c lo, il
0, caso contrario

Observação 2.2 Para cada a € 1O, l]

lu + «I' lwl' + l«I'
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Seja agora u E F(Rn). Fixemos a E Rn tal que u(a) < 1. Dado é > O e 
u(a) +é < 1, temos que a E Â u(a}+E , que é um conjunto aberto, então existe 
ô > O tal que para todo x E llln tal que lx - ai < J, temos x E Âu(a)+E, ou 
seja, u( x) < u( a) + é, logo u é semicontínua superiormente. 

Existe uma estrutura linear definida em F(llln), dada por: 

(u + v)(x) = sup min{u(y),v(z)} 
y+z = :i: 

(>.u)(x) = { u(f) se À=/: O 
X{o}, se À = O 

{ 
1 se x E A 

onde XA = O, caso contrário 

Exemplo 2.13 Sejam X= lR 

{ 
1 - x, se x E (O, 1] 

U X = , . ( ) O, caso contrario 

{ 
x, se x E [O, 1] 

v(x) = O, caso contrário 

Então ( u + v )( x) é dado pelo gráfico abaixo e 2u( x), pela expressão: 

2 ( ) _ ("') _ { 1 - f, se x E (0, l] 
u x - u 2 - O, caso contrário 

..U.-tt\l' 

Observação 2.2 Para cada a E (O, 1] 
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e para À C R,
IÀul' Àl%l',

onde ju+uja é a soma de c07Üwntos /uzzg e lul'+ lul' é a soma de .44}nÃowsÉ

Considere o conjunto

.E" € .F(R"); % é fuzzy co-ex.}

Dizemos que H é fuz«y convexo se u(Àz + (l -- À)y) ;. min(H(z), u(y», pma
À C 10, 11. 0 conjunto E" é fechado em f(R") na métrica 1) blue vamos a-
presentar adiante, ver 1261 e, embora tenha uma estrutura breu, -E" não é
espaço vetoria].

Dentro deste contexto, temos um resultado muito importante (ver ]26]),
que cmacteriza um conjunto fuzzy por uma família de coil;juntos clássicos, a
saber, seus a-níveis.

Teorema 2.8 rNqoíta, -Ra/escuJ Se.ja R = {.4'; 0 $ a $ 1} uma /amzaàa de

cozÜunfos compactos e não-vazios do ]R' faZ gue:

'. U.A'c."',
O<a<l

2. ..4«a (. .A': para 0 < ai < a2 <: 1,

3. Se a > o e aÊ ,,» a, com .A' = fl.A'',&>l

e«tã. e,{.te «m « C F(R") t«/ g«e lul' = Á', p-« f.do 0 < a $ 1 e

1«1' .A« c-A'
O<a<l

llm partÍcu/ar, se os conJUntOS .Aa /terem conue=os} para todo 0 < a <( 1,
então a C E"

Dem Ver [22], porém, como indicação, para cada z C R", basta definir

&(z) = dupla C lO, lj; z C ..4'}
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e para À E R, 

onde [u+v]ª é a soma de conjuntos fuzzy e [u]ª+[v]ª é a soma de Minkowski. 

Considere o conjunto 

En = { u E .r(Rn); ué fuzzy convexo}. 

Dizemos que ué fuzzy convexo se u(Àx + (1- >.)y) ~ min(u(x),u(y)), para 
). E [O, 1]. O conjunto En é fechado em .r(Rn) na métrica D que vamos a
presentar adiante, ver [26] e, embora tenha uma estrutura linear, En não é 
espaço vetorial. 

Dentro deste contexto, temos um resultado muito importante (ver [26]), 
que caracteriza um conjunto fuzzy por uma familia de conjuntos clássicos, a 
saber, seus a-níveis. 

Teorema 2.8 (Negoita, Ralescu) Seja~= {Aª; Os; as; 1} uma famflia de 
conjuntos compactos e não-vazios do Rn tal que: 

2. Aª2 C Aª1 para O s; a1 s; a2 < 1, 

3. Se a> O e ak /' a, com Aª= ílAª"', 
k2'.1 

então existe um u E .r(Rn) tal que [u]ª = Aª, para todo O < a s; 1 e 

[u]º = LJ Aª e Aº. 
O<a:9 

Em particular, se os conjuntos Aª forem convexos, para todo O s; a s; 1, 
então u E En . 

Dem.: Ver [22], porém, como indicação, para cada x E Rn, basta definir: 

u(x) = sup{a E [O,l];x E Aª}. 
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2.5 Métricas no Espaço dos C;onjuntos F'uzzy
Vamos apresentar agora algumas métricas definidas no espaço dos conjuntos
fuzzy e alguns resultados relativos a essas métricas. Antes vamos mostra
alguns resultados no espaço dos subconjuntos não vazios e compactos de um
espaço métrico.

Dado um espaço métrico (Y, d), e .A, -B dois subconjuntos não.-vazios e
compactos de Y, a distância de Hausdor# entre .A e .B é dada por:

h(-A, B) = inflc > 0; B C N(.A, c) e .A C N(.B, c)}

-de N(.A, ') = {y C Y; d(Z/, .A) < .} e d(g, .A) = i«f.e,.. d(y, a).
Sabe-se que A é uma métrica no espaço dos subconjuntos não vazios e

compactos de Y (ver j151). Se y = ]R", denominamos este espaço de Q(]R").
(Q(JK"), h) é um espaço métrico completo e separável 1261. Uma definição
equivalente pa-ra Jt é:

h(.A, .B) 'Z(., -B) , s«P d(6, .A)}
aeJ. be.B

Para concluir isso, basta observa' que:
Dado r = i«fÍc > 0;-B C N(.A,e) e .4 C N(.B,e)}, temos que B C

N(-4,f) e .A C N(.B,,), ou sda, pua todo b C -B, d(b,.A) $ « e pma todo
a C .A, d(a, -B) $ ,. Como .A e .B são compa'tos,

;«P d(6, Á)
b€B

s«p d(a, -B)
a€4

Logo,
m«:ts«p d(a, -B) , s«p d(6, .A)}

aC.Á bc.B

Por outro lado, se

m.xtsnp d(a, -B) , sup d(b, .A)}aC.A beB

então ou
;«P 'Í(«, .B) ;uP d(b, .A)aC.A beB

Suponha que sup.c.4d(a,B) = r, então, para todo a € .A, d(a,.B) $ r, ou
sda, Á C .N(-B, ,), mas supbCP d(b, .A) $ r, logo p'-a todo Z, C B, d(b, .A) $ ,,

ou ;da, B C N(.B,,).
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2.5 Métricas no Espaço dos Conjuntos Fuzzy 
Vamos apresentar agora algumas métricas definidas no espaço dos conjuntos 
fuzzy e alguns resultados relativos a essas métricas. Antes vamos mostrar 
alguns resultados no espaço dos subconjuntos não vazios e compactos de um 
espaço métrico. 

Dado um espaço métrico (Y, d), e A, B dois subconjuntos não-vazios e 
compactos de Y, a distância de Hausdorff entre A e B é dada por: 

h(A,B) = inf{E > O;B e N(A,E) e A e N(B,E)} 

onde N(A, E)= {y E Y; d(y, A) < 1:} e d(y, A)= infaEA d(y, a). 
Sabe-se que h é uma métrica no espaço dos subconjuntos não vazios e 

compactos de Y (ver [15]). Se Y = Rn, denominamos este espaço de Q(Rn). 
( Q(Rn), h) é um espaço métrico completo e separável [26). Uma definição 
equivalente para h é: 

h(A,B) = max{supd(a,B),supd(b,A)}. 
aEA bEB 

Para concluir isso, basta observar que: 
Dado r = inf{E > O; B e N(A, E) e A e N(B, 1:)}, temos que B e 

N(A,r) e AC N(B,r), ou seja, para todo b E B, d(b,A) ::;; repara todo 
a E A, d( a, B) ::;; r. Como A e B são compactos, 

sup d(b, A) = r e sup d(a, B) = r. 
bEB aEA 

Logo, 
max{sup d(a, B),sup d(b, A)}= r. 

aEA bEB 

Por outro lado, se 

max{supd(a,B),supd(b,A)} = r, 
aEA bEB 

então ou 
sup d( a, B) = r ou sup d(b, A) = r. 
aEA bEB 

Suponha que supaEA d(a, B) = r, então, para todo a E A, d(a, B) ::;; r, ou 
seja, AC N(B,r), mas supbEB d(b,A)::;; r, logo para todo b E B, d(b,A)::;; r, 
ou seja, BC N(B,r) . 
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Suponha que exista s < r tal que .4 C .N(.B, a) e B C N(.A, õ), então pela
conclusão anterior, maxtsup.C..{ d(a, -B), supb..B d(b, .A)} = s, o que é abs«rdo.
I'ogo, , = h«f{. > 0; -B C .N(.4, c) e À C N(.B, .)}.

Proposição 2.2 Soam 4, -B e O' C Q(R") e Á C .B C O', então

h(B,X) .$ mm(h(.A,X), h(a, X))

p«« t.ó. x c e(]R")

Dem.: V.mos ch-im p(.A,.B) = sup....i d(a,B). Como Á C B C O' e ..4,.B
e O' são compactos, temos que:

P(X, B) $ P(X, .A) + P(.4, -B) = P(X, .4) pois A C -B

p(B,X) $ p(B, 0') + p(0', X) = p(0', X) pois .B c 0'

Logo, se À(.B, X) ? h(.A,X) então

h(B,X) = P(.B,X) $ P(0',X) $ h(a,X);

e se À(-B,X) ? h(a, X) e«tão

h(.B,X) $ P(.4,X) $ A(.4,X).

)

Logo.

h(-B, X) $ max(h(Á, X), h(a, X)).

Definição 2.6 Z]/ma següência {JÇ} C Q(]R") conuerye para ..4 C Q(]R") no
sentido de Kuratowski, se

lli=m sup ''4P ' l!:!nm inf.Ap - .A

n
p=i .j=p

]im sup .4 =
P-+m ' U 4j) :: {z C R"; z = lim zPj; zPj

e

suóseg. de .%}

]im inf4, = {z C ]R"; z = ]im zp,zp C '4P}
P--'}(» ' ' P'-tcn
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Suponha que exista s < r tal que A C N( B, s) e B C N( A, s), então pela 
conclusão anterior, max{supaEA d(a, B), supbEB d(b, A)} = s, o que é absurdo. 
Logo, r = inf{E > O; B e N(A, E) e A e N(B, E)}. 

Proposição 2.2 Sejam A, B e CE Q(~n) e A e B e C, então 

h(B,X)::; max(h(A,X),h(G,X)), 

Dem.: Vamos chamar p(A,B) = SUPaEA d(a,B). Como A e B e e e A,B 
e e são compactos, temos que: 

p(X, B) ::; p(X, A)+ p(A, B) = p(X, A) pois A e B 

p(B,X)::; p(B, C) + p(G,X) = p(C,X) pois B e C 

Logo, se h(B,X) > h(A,X) então 

h(B,X) = p(B,X) < p(C,X) ::; h(C,X); 

e se h(B,X) 2: h(C,X) então 

h(B,X) = p(B,X) < p(A,X)::; h(A,X). 

Logo, 
h(B,X)::; max(h(A,X),h(C,X)). 

Definição 2.6 Uma seqüência {Ap} C Q(Rn) converge para AC Q(Rn) no 
sentido de Kuratowski, se 

lim supAp = lim inf Ap = A 
p➔oo p➔oo 

onde 

00 00 

lim supAp = íl(LJ Aj) = {x E Rn;x = µm Xp -jXp - E Ap·, subseq. de Av} p➔oo 3➔00 J J , 
p=l j=p 

e 
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Teorema 2.9 Soam .4, .4, C Q(R"). Então são equipa/entes

.r. lim,-- À(.4, ..'i) = 0

2. {.'4P} conuerye para .A no sentido de .KuratowsÉ e Crista um conzpacto
,K ta/ gue .4 C K e .4P C K, para toda p.

Dem.: Ver j151

Observando que para cada cl C [0, l] e % C .F(R"), ]H]' são subconjuntos
de Q(]R"), podemos defina uma métrica em F(]R")dada por:

.0(U,«) suP h(IWI',l«I'),O<a<].

onde u, u C .F(R").
Desta maneira, (.F(R"), Z)) é um espaço métrico, e coMorme P-i-Ralescu

[26], é completo, mas não separáve] [191.
Vamos ainda apresentar outras métricas em F(IR").
Dado H C /(]R") e d a métrica-produto em ]R' x [0, 1] definida por:

d((', ,), (y, ,)) wll,l, - .l}
Chamamos de endogr(Í/ico de % o seguinte conjunto

end(u) ,) C R" x [0, 11;a(.) Z ,}

e a pwtir daí define-se o sendogr({#co de % por

senil(u) ([«]' x [0, i])

Para ilustra, seja u : IR" -+ 10, 11 dada abaixo. O sendográ6co de u está
representado pela área hachurada da figura:

Agora então, soja a métrica .ü, ver []]], deÊnida em f(]R")por

H'(u, «) A'(«nd(%) , ;-d(«)) ,
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Teorema 2.9 Sejam A, Ap E Q(Rn). Então são equivalentes: 

1. limp--+oo h(Ap, A) = O 

2. { Ap} converge para A no sentido de K uratowski e existe um compacto 
K tal que A e K e Ap e K, para todo p. 

Dem.: Ver [15] . 
Observando que para cada a E (O, 1] eu E F(Rn), (u]° são subconjuntos 

de Q(Rn), podemos definir uma métrica em F(Rn)dada por: 

D(u,v) = sup h([u]°,[v]°), 
O:Sa9 

onde u, v E F(Rn). 
Desta maneira, (F(Rn), D) é um espaço métrico, e conforme Puri-Ralescu 

[26], é completo, mas não separável (19]. 
Vamos ainda apresentar outras métricas em F(Rn). 
Dado u E F(Rn) e d a métrica-produto em Rn X [O, 1] definida por: 

d((x,r),(y,s)) = max{II x-y 11,1 r- s j}. 

Chamamos de endográfico de u o seguinte conjunto: 

end(u) = {(x,r) E Rn X [0,l);u(x) ~ r} 

e a partir daí define-se o sendográfico de u por: 

send(u) = end(u) n ((u)º x [O, 1)). 

Para ilustrar, seja u : Rn --+ [O, 1] dada abaixo. O sendográfico de u está 
representado pela área hachurada da figura: 

J.I.~ 

Agora então, seja a métrica H, ver [11], definida em F(Rn)por: 

H(u,v) = h*(send(u),send(v)), 
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onde h* é a métrica de Hausdorü deânida em R" x ]O, l].
Conforme Kloeden jll], ( J:(R"), H) é um espaço métrico separável mas

não completo. Outra referência para este assunto se encontra em ]29].
A seguir vamos apresenta algumas convergências no espaço /'(]R") e a

relação entre elas.

2.6 Convergências em 7:'(R")
Como já apresentamos seqüências em /(]R"), vamos estudar alguns tipos de
convergencias.

Definição 2.7 Soam {©«} uma segáêncía em F(]R") . u C F(R").
Oi«m« g«. {u.} D-c-«ry' p"« « « D(««, %) --} 0 g-«do n --> '".
J)iremos gue {u.} Z-conüerye para %, oti converge em nz'país para u se

p.,« fod. a clo, íl, h(IH«I", lal') - gu-do n -+ w.
D:"m« q«e {u.} n-co-.ry' p-« « « H(«.,H) --+ 0 q-«d. n --> w.

Teorema 2.10 São válidas as seguintes {mp/{cações

.í. D-conueryéncía ímp/ica em Zl-conzieryêncía

2. .D-convergência {mpZica em -H:-conueryência.

Dem.:
A primeira implicação é óbvia. Vamos demonstrar a segunda.
Dado € > 0 e u,D C F(]R") tais cine -D(a,t,) < c, vamos íix'- um pm

(«,a) C «nd(u).
Se a > 0, e«tã. « C ]u]'. Com. A(1«1",1«1') < ., eHste «m y C [«]' td

que ll z -- y 11< c. Logo

(z,a) C .N(send(«), .), pa-a (y,a) C send(«)

Se, por outro lado, a = 0, então z c falo. Vamos mostrar que h(fulo, lul') <
e, pois poderemos encontrair um y C lula tal que li z -- g/ 11< c, logo concluire-
mos que (z,a) C N(«nd(o),.).

Soja {a.} uma sequência decrescente de números reais convergindo para
zero. Então, {l©l'"} é uma sequência não decrescente de subconjuntos do
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onde h* é a métrica de Hausdorff definida em JR.n X [O, l]. 
Conforme Kloeden [11], ( F(IRn), H) é um espaço métrico separável mas 

não completo. Outra referência para este assunto se encontra em [29]. 
A seguir vamos apresentar algumas convergências no espaço F(IRn) e a 

relação entre elas. 

2.6 Convergências em F(ffi.n) 
Como já apresentamos seqüências em F(IRn), vamos estudar alguns tipos de 

A • convergencias. 

Definição 2.7 Sejam {un} uma seqüência em F(IRn) eu E F(IRn). 
Dizemos que { un} D-converge para u se D( un, u) -----+ O quando n ➔ ao. 
Dizemos que { un} L-converge para u, ou converge em níveis para u se 

para todo a E]O, 1], h([un]ª, [u]ª) -+ O quando n-----+ ao. 
Dizemos que {un} H-converge para use H(un,u)-+ O quando n-----+ ao. 

Teorema 2.10 São válidas as seguintes implicações: 

1. D-convergência implica em L-convergência. 

2. D-convergência implica em H-convergência. 

Dem.: 
A primeira implicação é óbvia. Vamos demonstrar a segunda. 
Dado e > O e u, v E .r(IRn) tais que D( 1t, v) < E, vamos fixar um par 

(x, a) E send(u). 
Se a > O, então x E [u]°. Como h([u]ª, [v]°) < E, existe um y E [v]ª tal 

que li x - y li< €. Logo 

(x, a) E N(send(v ), e), para (y, a) E send(v ). 

Se, por outro lado, a= O, então x E [u]º. Vamos mostrar que h([u]º, [v]º) < 
E, pois poderemos encontrar um y E [v]º tal que li x - y li< E, logo concluire
mos que (x,a) E N(send(v),t:). 

Seja { an} uma seqüência decrescente de números reais convergindo para 
zero. Então, {[u]ª"} é uma seqüência não decrescente de subconjuntos do 
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conjuntcp compacto lula. Logo, existe uma subseqüência H-convergente cujo
Emite pode ser expresso por:

n
z.-:l m>n

(u [«]'«)

Como a. --} 0 e {lul'"} é não decrescente, vemos que o Emite é [ulo

lim ã( 1«1'" , 1«1')

Então,

e de modo análogo para u.
Como A é uma métrica, temos:

h([u[', 1.]') $ h(1%]', ]«]'") + Á(1%]'", ]«]'") + A(1«1'", 1«1')

Passando o limite à direita de a indo para 0)

h(lul',l«I') $ ]iW suPh(lul',l«I') ,«) <.
a-+O+ a>Õ

Logo, send(u) C -N(send(w), e).

Observemos pelos exemplos que se seguem, que as recíprocas não são
verdadeiras, ou seja, .L-convergência ou #-convergência não implicam .D-
convergencia.

Exemplo 2.14 Sela

«(,)-Íii :: ':.E,,'.
««(,) - {

l + :T-, « , c lo, il
0, caso contrato

para n C N*
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conjunto compacto [u]º. Logo, existe uma subseqüência H-convergente cujo 
limite pode ser expresso por: 

00 

n=l m>n 

Como <l'.n ➔ O e {[u]°'n} é não decrescente, vemos que o limite é [u]º. Então, 

lim h([u]°'n, [u]º) = O 

e de modo análogo para v. 
Como h é uma métrica, temos: 

h([u]º, [v]º) ::; h([·u]º, [u]°'n) + h([u]ª", [v]°'") + h([v]ª", [v]º) 

Passando o limite à direita de a indo para O, 

h([u] 0 ,[v]0
)::; lim suph([u]°',[v]°') = D(u,v) < E 

a➔O+ a>O 

Logo, send(v) C N(send(u),E). 

Observemos pelos exemplos que se seguem, que as recíprocas não são 
verdadeiras, ou seja, L-convergência ou H-convergência não implicam D
convergência. 

Exemplo 2.14 Seja 
( ) { 1, se x E [O, 1] 

u x = O, caso contrário 

{ 
1 + :r-l, se x E [O, 1] 

UnX= n ,. ( ) O, caso contrario 

J. 

para n EN*. 
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-Note gue c/altamente {%«} .IT-converge para &, logo;
lim«-.*-H(se«d(u«),senil(w)) A([u«]:,]u]:) p«. f.d. n C N',
o% sqa, {Un} nao conuerye em níveis e, por'tanto, não converge na méfr?ca
D

Exemplo 2.15 Sela

«(.)-l:l: =:.,'".
««(.) - { ll '==:1.=,,." [', ']

para n C N'
aomo[á «{mo', ]««]' = ]O, ]-ai], /.g. A([«]', 1««1«) = 1-ai, p-a a €10, 1],
p«t-fo {«.} «-erga em «úei, p.«. «. M« h(1~1', 1«.]') = 1, p«« t.'Í.
n C fÍ+, ou sqa/ {Un} não conüerye para u na máZT'ica Z).

Com o objel;ivo de reverter algumas implicações do Teorema 2.10 vamos
nos restringir ao subespaço /'(R") de F(R"):

f'(]R") = {u C /(R"); u não tem pontos de máximos locais próprios
e lula contém apenas um e]emento}, ou sqa, para todo a C ]R" tal que
0 < u(z) < 1, n não é ponto de máximo local de u : IR" -+ lO, ll.

Note que para todo u C .F(R"), dizer que H não tem pontos de máximos
locais próprios é equivalente a

lul' = {« c R"; u(.) > a}
paa todo a cJO, il
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Note que claramente { un} H-converge para u, logo: 
limn➔ooH(send(un),send{u)) = O, mas h([un]1,[u]1) = 1, para todo n EN*, 
ou seja, { un} não converge em níve-is e, portanto, não converge na métrica 
D. 

Exemplo 2.15 Seja 

( ) { 
1, se x = O 

v x = O, caso contrário 

( ) _ { (1- xr, se x E (O, 1) 
Vn X -

O, caso contrário 

para n EN*. 
Como já vimos, [vn]ª = [O, 1-a¼], logo h([v]ª, [vn]ª) = 1-a¼, para a E]O, 1], 
portanto {vn} converge em níveis para v. Mas h([v]º, [vn]º) = 1, para todo 
n E N*, ou seja, { vn} não converge para v na métrica D. 

Com o objetivo de reverter algumas implicações do Teorema 2.10 vamos 
nos restringir ao subespaço .r*(Rn) de .r(Rn): 

.r*(Rn) = {u E .r(Rn); u não tem pontos de máximos locais próprios 
e [u]1 contém apenas um elemento}, ou seja, para todo x E Rn tal que 
O< u(x) < 1, x não é ponto de máximo local deu: Illn--+ [O, 1). 

Note que para todo u E .r(Rn), dizer que u não tem pontos de máximos 
locais próprios é equivalente a 

para todo a E]O, 1). 
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Vamos dar um exemplo de % C /'(IR").

Exemplo 2.16 Sqa a : ]R --} [0, 11 dada por

Exemplo 2.17 Sela u : R -} 10, il dada por:

«(.) - { : :=.: :nZrá,'.

EmZ,.« u «ã. feno« p-t« de má,{mo. Z««ü p«@,'{«, u F*(]R"), P.Ü
lula tem mais gwe um ponto.

Proposição 2.3 Sda a«,a C /(]R"), fa
locais próprios. Então são eqaátiatentes:

1. 'u. D-converge paT'a u;

2. u. .H-converge pam % e lwlt = liminfjw.li;

u/ U ]u«]o é Zímitado e hm sup]u«]o CI lwlo.
n=l

/ gue a nâo tem pontos de máúmos
/

3 u. .L-cona'erre para
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Vamos dar um exemplo deu E .r*(Rn). 

Exemplo 2.16 Seja u : R ➔ [O, 1] dada por: 

l 

2x 
-2x+2 
o 

1.. 

se 
se 
se 

O~x<½ 
½<x<l 

x>l 

Exemplo 2.17 Seja u: R ➔ [O, 1) dada por: 

u(x) = { x se x E [O, 1) 
1 caso contrário 

~ 

Embora u não tenha pontos de máximos locais próprios, u (/:. .r*(Rn), pois 
[u]1 tem mais que um ponto. 

Proposição 2.3 Seja un,u E .r(Rn), tal que u não tem pontos de máximos 
locais próprios. Então são equivalentes: 

1. Un D-converge para u; 

2. Un H-converge para u e [u)1 = lim inf[unJ1; 

00 

3. Un L-converge para u, LJ [un)º é limitado e lim sup[un]º C [u]º. 
n=l 
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Dem.:
Ver Roman-Rijas l29j

Observação 2.3 ]Va referência acima citada, as autores mosto'am gue o /ato
de u não ter pontos de m(ízímos /orais pr(;lhos é equipa/ente a % ter todos
os seus a-núeis contíguos em R", otl sda, a ap/ícaçãa a [-]P 1%l' é conZíhua
nas métMcas el ctidiana e de Hausdor$, respectivamente.

Pma maiores referências sobre convergências em F(]R"), ver 1271
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Dem.: 
Ver Roman-Rojas [29) . 

Observação 2.3 Na referência acima citada, os autores mostram que o fato 
de u não ter pontos de máximos locais próprios é equivalente a u ter todos 
os seus a-níveis contínuos em .IR'\ ou seja, a aplicação a H- [u]"' é contínua 
nas métricas euclidiana · e de Hausdorff, respectivamente. 

Para maiores referências sobre convergências em F{Rn), ver [27]. 
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Capítulo 3

A Extensão de Zadeh e
Propriedades

3.1 O Princípio da Extensão
Neste capítulo vamos tratar da "fuzificação de funções", ou sda, dada uma
função / : X --} y, como pode se estender esta função para o espaço de
co-j-tos fuzzy, J:'(X) e /(y).

Da teoria clássica de conjuntos temos que, dada uma função / : X -+ y,
considerando p(X) e p(y) como sendo o con.junto das pentes de X e y,
respectivamente, podemos definir a extensão de /, denotado também por
.f : p(X) --> p(y), por

/(.A) = {/(z); - C .4}

p'-a cada .4 € p(X).
Assim também, pode-se estender .f': : p(y) -+ p(X), da seguinte maneja

Dado .B C p(}''),
/':(.B) {« C X; /(z) C .B}

e, neste caso, /':(.B) pode ser vazio.
Agora, soam X um conjunto, tlr, y subconjuntos de X, u : U -.} ]O, l]

e u : 1/ -+ 10, 1]. Temos dois conjuntos fuzzy, que, como acima, podem ser
est-'bd'' de mancha 'lássica, - sda, . : p(U) -+ p(]O, 1]) e « : p(y) -+
p(lo, il) .

Deste modo, se K é um subconjunto de U, u(.lr) é um subconjunto de
10, 11, portanto, podemos calcular sup a(K) e a função sup abaixo está bem
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Capítulo 3 

A Extensão de Zadeh e 
Propriedades 

3.1 O Princípio da Extensão 

Neste capítulo vamos tratar da "fuzificação de funções", ou seja, dada uma 
função f : X -+ Y, como pode se estender esta função para o espaço de 
conjuntos fuzzy, F(X) e F(Y). 

Da teoria clássica de conjuntos temos que, dada uma função f : X ➔ Y, 
considerando p(X) e p(Y) como sendo o conjunto das partes de X e Y, 
respectivamente, podemos definir a extensão de f, denotada também por 
f : p(X) -+ p(Y), por 

f(A) = {f(x); x E A} 

para cada A E p(X). 
Assim também, pode-se estender 1-1 : p(Y) -+ p(X), da seguinte maneira. 

Dado BE p(Y), 
f- 1 (B) = {x E X; f(x) E B} 

e, neste caso, 1-1 
( B) pode ser vazio. 

Agora, sejam X um conjunto, U, V subconjuntos de X, u : U -+ [O, 1] 
e v : V ➔ [O, 1]. Temos dois conjuntos fuzzy, que, como acima, podem ser 
estendidos de maneira clássica, ou seja, u : p(U) ➔ p([O, 1]) e v : p(V) ➔ 
p((O, 1]). 

Deste modo, se K é um subconjunto de U, u(K) é um subconjunto de 
[O, 1], portanto, podemos calcular sup u(K) e a função sup abaixo está bem 
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p(u') ----> to, tl
K' -> ;«P "(-K)

Agora, dados dois conjuntos U e y, chama-se de -Re/anão entre U e y.
um subconjunto qualquer de U x y, ou sda, l? = {(z,y); a C U e y C y}.
Podemos então induzir uma aplicação R-: : y -+ p(U), dada por:

definida:
suP

R':(y) {z; (,,y) C -R}

Então, dado u : U -+ ]O, 1], temos

}'' ----+ p(u') ---+ p(]o, i]) ----} [o, i]

Ou soja, a relação R em U x y associada !om a aplicação & : U -.-} ]O, l]
dá origem a aplicação, que denotaremos por R :: sup ou o R'i : y -+ [0, 1].
Na verdade, se R é uma função / : U -+ y, então a extensão de /, que a
cada % : U --> ]O, i] associa /(u) : y -+ ]O, 1], da seguinte maneira:

;"',''/-:(,) u(r)
0

se
se

/':(,) # o
/-:(,) - o

Este é o Pdnc»io da -EzZensão e / é chamada de E=temão de .ZadeÀ da
função / : U -.+ y. Para referências, ver [18].

Vamos apresentar alguns exemplos da extensão de Zadeh de algumas
funções elementares.

Exemp[o 3.1 Sda / : ]R" -} R", onde .f(z) = c, então,

.fi a .e « C /':(c
« g /':(.)se

oa 'd', /(a) = x{.}

Exemp[o 3.2 $e/a / : ]R" -} ]R", e .f(z) = z, então,

/(«)(,) = s«P «(,') = «(,)
.-Ctz}

z.g. /(«)
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definida: 
sup: go(U) 

[( 
----t [O, 1] 

t-+ sup u( K) 
Agora, dados dois conjuntos U e V, chama-se de Relação entre U e V, 

um subconjunto qualquer de U x V, ou seja, R = {(x,y); x EU e y E V}. 
Podemos então induzir uma aplicação R- 1 

: V-+ p(U), dada por: 

Então, dado u: U-+ [O, 1], temos: 

V --+ p(U) ----t p([ü, 1]) ----t [O, 1] 

Ou seja, a relação R em U x V associada com a aplicação u: U-+ [O, 1] 
dá origem a aplicação, que denotaremos por Íl = sup ou o R-1 : V -+ [O, 1]. 
Na verdade, se Ré uma função / : U -+ V, então a extensão de /, que a 
cada u: U -+ [O, 1] associa J(u): V-+ [O, 1], da seguinte maneira: 

se 1- 1 (x)-/-0 
se 1-1 (x) = 0 

Este é o Princípio da Extensão e J é chamada de Extensão de Zadeh da 
função f : U-+ V. Para referências, ver [18]. 

Vamos apresentar alguns exemplos da extensão de Zadeh de algumas 
funções elementares. 

Exemplo 3.1 Seja f: Rn-+ Rn, onde f(x) = e, então, 

A { 1 f(u)(x) = 
0 

ou seja, J(u) = X{c} 

se x E J- 1 (c) 
se x (/_ 1-1(c) 

Exemplo 3.2 Seja f: R n -+ 1Rn, e f(x) = x, então, 

J(u)(x) = sup u(r) = u(x) 
rE{:z:} 

logo J(u) = u . 
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Exemplo 3.3 $da / : ]R" --} ]R', a C R* e .f(z) = az, então,

/(u)(,) s«P u(,") = %(,/.)
,'€1a/.}

Z.g. /(u)

Exemplo 3.4 Seja /
então,

R" --} ]R", /(,) + b, .A C Mn(]R) e Z, C ]R",

SUP..{T.+b;z U(I'- se .Aa" + ó = z líder solução
cmo conÍrádo

.[.g., /(u)(,) (, - b)), ;e .A-: e«üt{,.

Outro exemplo de extensão é o seguinte

Exemplo 3.5 Soam u : U ---} ]O,l] e u : y ---} [0, 11. u é um suóconyunto
fuzzq de U e T é um subconjunto fuzzU de V. Então u x T é um subconjunto
fuzzU de U x V, de$nido por:

(u x «)(«,y)

Em paT'ticlúar, se $zermos o produto de u com o conjunto V, temos.

(% x }'')(,, y) «in{«(,), /d(y)}
«i«{%(,), l}

«(,)

.Neste caso, associamos um suZPcolÜunto de U com um de U x y.
de extensão é chamada de Extensão Càl nddca,

.Est. f$.

3.2 Propriedades da Extensão
Vamos demonstrar alguns resultados a seguir que apresentam as propriedades
da extensão de Zadeh, a partir da função dada.

Teorema 3.1 /í87 Seja / : X -+ y uma./unção gata/qual" e u um sueco?Üunfo
.»zzy de X. .Então para todo a C 10, 11, temos;

1/(u)I' a /(lul')
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Exemplo 3.3 Seja f : lRn -+ IRn, a E IR* e f ( x) = ax, então, 

}(u)(x) = sup u(r) = u(x/a) = au(x) 
rE{:i:/a} 

logo }(u) = au. 

Exemplo 3.4 Seja f ; IRn -+ IRn, f(x) = Ax + b, A E Mn(IR) e b E IRn, 
então, 

J(u)(x) = { supAr+b=:i: u(r) se Ar+ b = x tiv~r- solução 
O caso contrario 

Logo, J(u)(x) = u(A-1(x - b)), se A-1 existir. 

Outro exemplo de extensão é o seguinte: 

Exemplo 3.5 Sejam u : U -+ [O, 1] e v : V -+ [O, 1]. u é um subconJ·unto 
fuzzy de U e v é um subconjunto fuzzy de V. Então u X v é um subconjunto 
fuzzy de U X V, definido por: 

(u X v)(x,y) = min{u(x),v(y)} 

Em particular, se fizermos o produto deu com o conjunto V, temos: 

(u x V)(x, y) min{u(x),Id(y)} 
mÍn { u( X), 1} 

u(x) 

Neste caso, associamos um subconjunto de U com um de U X V. Este tipo 
de extensão é chamada de Extensão Cilíndrica 

3.2 Propriedades da Extensão 

Vamos demonstrar alguns resultados a seguir que apresentam as propriedades 
da extensão de Zadeh, a partir da função dada. 

Teorema 3.1 {18} Seja f: X-+ Y uma função qualquer eu um subconjunto 
fuzzy de X. Então para todo a E [O, 1], temos: 
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Dem.: Se y C /([al'), então eHste a. € 1u]' t,] que y = /(z.). Então

/(u)(y) = suP u(,") ? a(,.) 2 a,
,'C/-'(a)

ou sda, y € 1/(H)I'
Para mostrar que l/(a)l« :# /(1%l«), em geral, v4a o exemplo ab.-ixo

Exemplo 3.6 Seja X = N, y = {a, 6}

se n< lO
se n> lO

e %(n) :, para todo n € N. -Então,

/(«)(«)
/(u)(b)

- ;"'-'.f--(.) «(«)
' suP«./-'©«(n)

Tam-d. a = 1, «m« g«. l.f(u)l: = {b}, p.ü

Í l sez -b
j(«) - < & ''«-"

1 0 caso confráMo

]Wm/([©[:) poÜ]a]: [.f(©)]: #/(]©]:)

Mas restringindo X = y :: ]R", que são os espaços que vamos estuda,
temos alguns resultados interessantes, que apresentamos a seguir.

Teorema 3.2 r'óa7'rosé /3/ Sela / : ]R" --} ]R" sobrejetora. Bntãa

[/(«)]' - /([«]')

par'u todo z : ]R" ---} 10, 11 e 0 < a < 1, se e somente se, u atingir o máximo
.m /-:(«), p«. {.do « C R"

Dem.:
Vamos supor que l.f(u)I' = .f(1%l'), para todo % C F(]R") e para todo

a C 10,11. Fixemos a C R" e supoiüa que sup.C/-:(,)a(a'') = 8, ou sda,
existe y tal que %(g) ? s e z = /(y). Mas pela definição de 3, temos que

u(y) = ', o« ,'ja, % .tinge seu máHmo em /-:(z).
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Dem.: Se y E f([ut), então existe x0 E [u)ª tal que y = f(x 0 ). Então: 

}(u)(y) = sup u(r) 2 u(x0 ) 2 a, 
-rEJ-1 (:i:) 

ou seja, y E [}(u)]ª. 
Para mostrar que [f(u)]ª -=1- f([u]ª), em geral, veja o exemplo abaixo: 

Exemplo 3.6 Seja X = N, Y = { a, b} 

n ::; 10 
n > 10 

e u(n) = 1 - ¾, para todo n EN. Então, 

f(u)(a) 
f(u)(b) 

supnEJ-1 (a) u( n) = 190 

supnEJ-l(b)u(n) = 1 

Tomando a= 1, vemos que [f(u)]1 = {b}, pois: 

{ 

1 se x = b 
f ( u) = 1

9
0 se x = a 

O caso contrário 

Mas f([u]1) = O, pois [u]1 = 0, logo [}(u)J1-=I- f([u]1). 

Mas restringindo X = Y = lll", que são os espaços que vamos estudar, 
temos alguns resultados interessantes, que apresentamos a seguir. 

Teorema 3,2 (barros) {3} Seja f : llln ➔ lll" sobrejetora. Então 

[f(u)]° = f([u]°) 

para todo u: R" ➔ [O, 1) e O ::; a < 1, se e somente se, u atingir o máximo 
em J- 1(x), para todo x E llln. 

Dem.: 
Vamos supor que [f(u)]ª = f([u]ª), para todo u E .r(Rn) e para todo 

a E [O, 1). Fixemos a:: E llln e suponha que sup-rEJ-1(:i: ) u(r) = s, ou seja, 
existe y tal que u(y) 2:: s e x = f ( y). Mas pela definição de s, temos que 
u(y) = s, ou seja, u atinge seu máximo em J-1 (a::). 
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Agora, se.u atinge seu máximo em /'i(z), vamos mostra a igualdade:
Se a C l/(u)I', então /(w)(z) ? a, ou sup,C/-'(,)u(r) ? a. Mas, por

hipótese, existe g/ C /''(z) t'] que %(y) = sup,./-'(.)"(,") ã a, logo z c
/( [«] «) .

Por outro lado, se z C /(lul'), eHste Z/ C lul' tal que a = /(y), ou seja,
a(y) ? a. Daí,

/(«)(z) = suP «(',) ? H(y) ? a,
,-C/-:(a)

i;t. é, « C l.f(u)I'

Teorema 3.3 (.Bam'os9/37 Se / : ]R" --} ]R" é contZhwa então a ezfensão de
.ZadeÀ / : F(]R") --} F(]R") está óem de$nida e

[/(u)]' /([w['),Va C [o, i]
Dem.:

Vamos mostra que ]/(«)]' = /(]u]'),Va € 1O, l].
I' Caso: a > 0

Sda z € [.f(u)]', então .f(©)(z) 2. a, e p.rtanto .f-:(z) # 0 e log.
lul' n /-:(,) # g. Bata., '

/(H)(z) s«P u(.'')
,'c/-i(a) .-etul'n/-l(a)

Como / é contínua, então /':(z) é fechado e logo lul' n /-:(z) é com-
pacto. Usando o fato de u ser semicontínua superiormente e lul' n /-:(z)
ser compacto, existe um resultado (Rudin pág. 195) que diz que existe
y c lul' n /':(z) td que

;«P « (,")
,-€1ul'nf-l(a)

L.go, /(y) = « e u(y) à a, ou sd., « c .f(lal').
No caso /(lul') C [/(u)«] segue do teorema 3.1.

2'Caso: a = 0
Temos q- .4 = {z;/(u)(z) > 0} =/{z;u(a) > 0} =/(.B).

Se z C .4 então sup,c/--(,) u(r) > 0. Então existe y tal que .f(y) = ;« e

u(y) > 0, ou sda, « C .f(.D):
Se z C /(.B), então existe y C -B com z = /(y) e, logo, sup.c/-:(,)u(,') ?
u(y) > 0, ou soja, a € .4. ' ' '
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Agora, seu atinge seu máximo em J- 1(x), vamos mostrar a igualdade: 
Se x E [Í(u)]ª, então Í(u)(x) ~ a, ou sup-rEJ-l(x)u(r) ~ a. Mas, por 

hipótese, existe y E J- 1(x) tal que u(y) = suprEJ-l(x)u(r) ~ a, logo x E 
f([u]ª). 

Por outro lado, se x E /([u]ª), existe y E [u]ª tal que x = f(y), ou seja, 
u(y) ~ a. Daí, 

J(u)(x) = sup u(r) ~ u(y) ~ a, 
rEJ-1 (:r) 

isto é, x E [}(11,)]°. 

Teorema 3.3 (Barros}[3} Se f : Rn --t Rn é cont-ínua então a extensão de 
Zadeh j : .r(Rn) --t .r(Rn) está bem definida e 

[}(u)]° = f([u]°), Va E [O, 1) 

Dem.: 
Vamos mostrar que [/(u)]ª = f([u]ª), Va E [O, 1]. 

1° Caso: a> O 
Seja x E [}(u)]ª, então /(u)(x) ~ a, e portanto 1-1(x) :/- 0 e logo 

[u]º n 1-1 (x) i- 0. Então, 

J(u)(x) = sup u(r) = sup u(r) ~ a 
-rEJ-1 (:i:) -rE[u]ºn/-1 (x) 

Como fé contínua, então 1-1 (x) é fechado e logo (u)º n 1-1 (x) é com
pacto. Usando o fato de u ser semicontínua superiormente e [u]º n J- 1(x) 
ser compacto, existe um resultado (Rudin pág. 195) que diz que existe 
y E [u]º n 1-1(x) tal que 

sup u(r) = u(y). 
-rE[u]ºn/-1 (x) 

Logo, f(y) = x e u(y) ~ a, ou seja, x E f([u]ª). 
No caso f([u]ª) C [}(u)ª] segue do teorema 3.1. 

2ºCaso: a= O 
Temos que A= {x;}(u)(x) > O}= f{x;u(x) >O}= f(B). 

Se x E A então sup-rEJ-l(x) u(r) > O. Então existe y tal que f(y) = x e 
u(y) > O, ou seja, x E f(B). 
Se x E f(B), então existe y E B com x = f(y) e, logo, suprEJ-l(x) u(r) ~ 
u(y) > O, ou seja, x E A. 
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Logo? flomo / é contínua, .4 = /(.B) -) /(IP) e pela compacidade de IB, temos
.4 = /(.B) = /(.B) = Í(IB). po-ta"t., l.f(«)I' = /(lul').

Para provar que / está bem de6nida, au sda, que .f(H) C 7:(R"), pre-
cisamos mostra que os a-níveis l/(u)I' são não vazios e compactos, para
todo a C ]O, 1], mãs isso é consequência do demonstrado acima.

Corolário 3.11 Se / á confÍhua então / é monótona, ou sqa,

/(«) Ç /(v) .e H Ç «,

onde % Ç t, sígni#ca u(z) $ u(z),Vz € R"

Dem.:
Basta mostrar que l.f(u)I' C l.f(u)I', para todo c- C 10,11. Mas como,

pma cada a C [0, ]-], temos [%l' C ]ti]', então:

[.f(a)1'/(1%]') c/([«,]')]',va c ]o,i]

Outro resultado interessante precisa de um lema anterior
Seja .K C ]R" um conjunto compacto.

Lema 3.1 Seja / : IR" ---} IR" unt/ormemente conZíhua. Então a apZ cação
/ : -K -+ /(-K), de$nida em Q(IR') com a mãdca de -#ausdor# também é
unz7or'memente conZÍhua.

Dem.
Dado c > 0, sda á > 0 tal que llz -- pll < J implique ll/(z) -- /(y)ll < c,

para todo z, y C R'
Sejam K e O' compactos tais que Â(K, (7) < J. Então, para todo z C K,

infvca llz -- Z/ll < J, se, e somente se, llz iill < J, para algum g € a, e
p'rtanto, ll/(z) -- /(Í)ll < c, e logo inf,ca ll/(z) -- /(y)ll < ., p~'a todo
z € .K. Ou ainda,

:E::g ll.f(') - /'(v)ll < '.
De maneira análoga, concluímos que,

;Elljg. ll/(') - /(v)ll < '-
E logo, h(/(.K), /(a)) < ..
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Logo, como fé contínua, A= f(B) ::::) f(B) e pela compacidade de B, temos 
A= f(B) = f(B) = f(B). portanto, [Í(u)]º = f([u]º). 

Para provar que J está bem definida, ou seja, que }(u) E F(Rn), pre
cisamos mostrar que os a-níveis [}(u)]ª são não vazios e compactos, para 
todo a E [O, 1], mas isso é conseqüência do demonstrado acima. 

Corolário 3.1 Se f é contínua então f é monótona, ou seja, 

}(u) Ç }(v) seu Ç v, 

onde u Ç v significa u(x) S v(x), Vx E JR:.n. 

Dem.: 
Basta mostrar que [Í(u)]ª C [}(v)]ª, para todo a E [0,1]. Mas como, 

para cada a E [O, 1], temos [u]ª C [v]ª, então: 

[}(u)t = f([ut) C f([vt) = [}(u)t, Va E [O, 1). 

Outro resultado interessante precisa de um lema anterior. 
Seja K C Rn um conjunto compacto. 

Lema 3.1 Seja f : Rn -+ Rn uniformemente contínua. Então a aplicação 
/ : K -+ f(K), definida em Q(Rn) com a métrica de Hausdorff também é 
uniformemente contínua. 

Dem.: 
Dado E> O, seja 8 > O tal que llx - YII < 8 implique 11/(x) - /(y)II < E, 

para todo x, y E Rn. 
Sejam K e C compactos tais que h(K, C) < 8. Então, para todo x E K, 

infyEC llx - YII < 8, se, e somente se, llx - Y!I < 8, para algum fj E C, e 
portanto, 11/(x) - /(y)II < E, e logo infyEC 11/(x) - f(y)JI < E, para todo 
x E K. Ou ainda, 

sup inf 11/(x) - f(y)II < E. 
zEKYEC 

De maneira análoga, concluímos que, 

sup inf llf(x) - f(y)JI < €. 
yECzEK 

E logo, h(f(K),f(C)) < E. 
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Teorema 3.4 ÍBarrosJ/3y Se / : R" ---> ]R" á un2$ormemenfe confÍhua então
« .«t.«.ã. .Z.d'À / : F(R") -+ /(R") é -l$o,«.em.«t. «nth- -
métlqca D.

Dem.:
Para cada a C 10,11, dado € > 0, pelo lema anterior, existe á. >

0 t'l que se A(lal',lul') < õ., implica Ã(/(lul'),/(lul')) < .. Mas se
-D(u,u) < á, temos h(1%]',]u]') < J, pma todo a C ]O,l], o que implica
ã([/(w)[', 1/(1,)]«) < c, pma todo a C [0, 1]. Logo,

;uP "(l.f(u)I',l.f(«)1') < .,O<a<l

o« sda, se O(%,«) < J, então D(.f(u), /(u)) < .

Teorema 3.5 ÍB"'''.sJ/3/ Sd.m / : ]R" -+ R" e .f : F(]R") -+ f(]R") .
3ztensão de Zadeh de f. Então f é lipschitziana com co'estante k se, e
somente se, / á Zzpsch tz ana com coízsíante Ê, na méfdca .D.

Dem.:
Se / é hpschitziana então é contínua, logo, os resultados anteriores para

funções contínuas valem.
Note que

n(./(%), j(«)) = ;«p Ã(l.f(w)I', [.f(,)1")O<a<l
e

h(1/(")1', 1/(")1') - m":l:.llB-,!H. ll/(')-/(y)ll,,ilÊ#.. ,Id- ll/(')-/(V)ll}

$ "-{ sup .H-&ll, - v11',m..H-ill'
,l«I').

#li}

Logo, .0(/(a),/(«)) .É ÊD(u,«).
Por outro lado, como

l.f(x{,})I'
pma todo a; C ]R" e a € 1O, 1], temos,

o(/(x{,}) , .f(x{,})) /(1/ )ll,
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Teorema 3.4 (Barros)/3} Se f : Rn ➔ Rn é uniformemente contínua então 
a extensão de Zadeh j : .r(Rn) ➔ .r(Rn) é uniformemente contínua na 
métrica D. 

Dem.: 
Para cada a E [O, 1], dado E > O, pelo lema anterior, existe ôo: > 

O tal que se h([u]°, [v]ª) < ôo:, implica h(f([u]ª), f([v]ª)) < E. Mas se 
D(u,v) < ô, temos h([u]°,[v]ª) < ô, para todo a E [0,1], o que implica 
h([}(u)]ª, [}(v)]ª) < E, para todo a E [O, 1]. Logo, 

sup h([}(u)]'X,[}(v)t) < E, 
OSo:Sl 

ou seja, se D(u,v) < ô, então D(f(u), }(v)) < E. 

Teorema 3.5 (Barros)[3} Sejam f : Rn ➔ Rn e j : .r{Rn) ➔ .r(Rn) a 
extensão de Zadeh de f. Então f é lipschitziana com constante k se, e 
somente se, j é lipschitziana com constante k, na métrica D. 

Dem.: 
Se f é lipschitziana então é contínua, logo, os resultados anteriores para 

funções contínuas valem. 
Note que 

D(}(u),}(v)) = sup h([}(u)]'\[}(v)t) 
OSo:Sl 

e 

h([}(u)t, [Í(v)f) = max{ sup inf 11/(x)-f(y)II, sup inf llf(x)-f(y)II} 
:i:E[u]ª yE[v]ª yE[v]ª :i:E[u)ª 

::; max{ sup inf kllx - YII, sup inf kllx - YII} 
;i:E[u]ª yE[v]ª yE[v]ª :i:E[u]ª 

= kh([u]°, [vt). 

Logo, D(f(u),J(v))::; kD('lt,v). 
Por outro lado, como 

para todo x E Rn e a E (O, 1), temos, 
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[ogo, se .D(/(u), .f(u)) $ A-D(u,v), temos que p'-a 'ada z,y C ]R",

} 1/(,) .f(3/)ll (À:{,}),.f(x{,})) $ ÊD(u,«) 1, - vll

Os resultados de continuidade da extensão de Zadeh que são apresentados
abaixo, primeiramente foram demonstrados por Barras l31 na métrica -H e
depois Roman-Flores entendeu para a métrica .D 1301 .

Teorema 3.6 ÍBarrosJ / : ]R" -+ R" é contútua se, e somente se, a extensão
d. .Z«d.À / : F(]R') -+ F(R") é ««fÍ«- - «.étH« H

Dem.: Ver Barras ]3]

Teorema 3.7 Se / : ]R" --> R" é confíhua, entoa .f
contígua na méZMca .D.

/'(]R") -+ /'(]R") é

Dem Ver Roman-Flores ]30]

3.3 Extensão usando T-Conorma e T-Norma
Sejam X um conjunto, U,y subconjuntos de X,u : U -.} 10,11 e u : y -+
[O, 1], subconjuntos fuzzy de X

Dados 8,t C U, podemos c,lc«lar T.(«(8),%(t)), onde Z é T-conorma
definida de 10, 11 x 10, 11 em lO, ll.

Como vimos na seção 3.1, podemos estender as funções % : p(U) -+
p([0, 11) da seg«iate maneira,

u(A) = {u(,); « C .4},

para cada .A C p(U'),
Da mesma maneira, podemos estender Z: : p(lO, 11) x p(lO, 11) -+ p(lO, ll)
Para calcularmos então a T-conorma, devemos ter:

-' x 'ü : P(U') x P(U') -+ P(lO, tl) x P(lO, il)

Dada a função / : U -} }' e a sua extensão / : p(U) -+ p(y) vimos
na seção 3.1, que podemos também deÊnir a sua inversa dada por: /'i
P(}''') -} P(u').

Agora, sda também, a função
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logo, se D(i(u),J(v)) :S: kD(u,v), temos que para cada x,y E Rn, 

llf(x) - f(y)II = D(Í(X{:z:}),Í(X{y})) < kD(u,v) = kllx - yll, 

Os resultados de continuidade da extensão de Zadeh que são apresentados 
abaixo, primeiramente foram demonstrados por Barros [3) na métrica H e 
depois Roman-Flores estendeu para a métrica D [30]. 

Teorema 3.6 (Barros) f: Rn ➔ Rn é contínua se, e somente se, a extensão 
de Zadeh j : .r(Rn) ➔ .r(Rn) é contínua na métrica H. 

Dem.: Ver Barros [3) 

Teorema 3.7 Se f : Rn ➔ Rn é contínua, então J : .r(Rn) ➔ .r(Rn) é 
contínua na métrica D. 

Dem.: Ver Roman-Flores [30). 

3.3 Extensão usando T-Conorma e T-Norma 

Sejam X um conjunto, U, V subconjuntos de X, u : U ➔ [O, 1] e v : V ➔ 
[O, 1), subconjuntos fuzzy de X. 

Dados s, t E U, podemos calcular Te ( u( s), u( t)), onde Te é T-conorma 
definida de [O, 1] x [O, 1] em [O, 1]. 

Como vimos na seção 3.1, podemos estender as funções u : p(U) ➔ 
p([O, 1)) da seguinte maneira, 

u(A) = {u(x);a: E A}, 

para cada A E p( U), 
Da mesma maneira, podemos estender Te : p((O, 1]) X p([O, 1]) ➔ p([O, l]). 
Para calcularmos então a T-conorma, devemos ter: 

u x u: p(U) x p(U) ➔ p([O, 1]) x p([O, 1]). 

Dada a função f : U ➔ V e a sua extensão f ; p(U) ➔ p(V) vimos 
na seção 3.1, que podemos também definir a sua inversa dada por: J-1 

: 

p(V) ➔ p(U). 
Agora, seja também, a função 
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suP p(to, il)
.x

---> to, il
b--} suP X

Então uma extensão / usando T-conorma é dada pelo diagrama abaixo

}'" ---+ P(U) ----} P(U') x P(U') ---'} P([0, 1]) x P(]O, ]]) ----+ P(]O, 1]) ---+ [0, 11

ou sela)
/(u) (Z(«(/':),«(/':)),

ou ainda, para cada z C X,

/(«)(,) - ;"',''/--(,) Z(u(,''), u(."))
0

se
se

/-:(,) # a
/':(,) - g

Observemos que se a T-conorma escolhida for a do máximo, então esta
extensão coincide com a extensão de Zadeh, mas se não for, pelo Teorema
2.4, t'mos uma ordem parcial, ou seja, /(u) $ .f(u),Vu C f(U), já que:

mm(a, b) $ Z(a, b),V., Z, C [0, 1]

Poderíamos, também, estar definindo uma extensão usando T-norma.
onde .f(u) : y -+ ]O, 1] seria dada por:

;"',-'/-:(,) T(u(r), «(,''))
0

/':(.) # g
/':(,) - ©

Neste caso, /(u) $ .f(a),Vu C F(U), já que

T(a, b) $ «in(a, b),Va, Z, c 10, tl

Vale observar que estas extensões não alteram as propriedades de continuidade,
se as T-normas ou T-conormas escolhidas forem contínuas.
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sup : t,i((O, 1]) ~ [O, 1) 
X i--+ sup X 

Então uma extensão / usando T-conorma é dada pelo diagrama abaixo: 

V -t p(U) ~ p(U) x t,i(U) -t p((O, 1)) x p([O, 1)) ~ p([O, 1)) ~ (O, 1) 

ou seJa, 

ou ainda, para cada x E X, 

se J- 1(x) =/- 0 
se 1-1(x) = 0 

Observemos que se a T-conorma escolhida for a do máximo, então esta 
extensão coincide com a extensão de Zadeh, mas se não for, pelo Teorema 
2.4, temos uma ordem parcial, ou seja, J(u) s }(u), Vu E .r(U), já que: 

max(a,b) S Tc(a,b),Va,bE [0,1). 

Poderíamos, também, estar definindo uma extensão usando T-norma, 
onde }(u): V ➔ [O, 1) seria dada por: 

Neste caso, /(u) S J(u), Vu E .r(U), já que: 

se J-1(x) =/- 0 
se 1-1(x) = 0 

T(a,b) s min(a,b),Va,b E (0,1). 

Vale observar que estas extensões não alteram as propriedades de continuidade, 
se as T-normas ou T-conormas escolhidas forem contínuas. 
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Capítulo 4

Sistemas Dinâmicos l)iscretos e
Dissipatividade

Neste capítulo, vamos destaca alguns conceitos de Sistemas Dinâmicos Dis-
cretosjá conhecidos. Todos estes conceitos estão em Bale [14]. Nosso objetivo
é, no próximo capítulo, estuda a suavidade assintótica e a dissipatividade
das extensões de Zadeh de uma função contínua / : ]R" -.} ]R"

4.1 Sistemas Dinâmicos Discretos
Seja (X, d) um espaço métrico completo

])efinição 4.1 Seja / : X --l X ama aplicação contígua.
dãnám co discreto é um sistema iterativo dado por;

[l/m sistema

'«+: = /(z«), c.m «. C X

Blxemplo 4.1 Se/a / : R -+ R dada por /(z)
-Então/ zi := 1) zz = 2, z3 :: 5, z4 :: 26,

z2 + l e z.

Chamamos de órbita positiva que passa pelo ponto # C X o seguinte con-
junto:

'r+(,) - U/"(,),
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Capítulo 4 

Sistemas Dinâmicos Discretos e 
Dissipatividade 

Neste capítulo, vamos destacar alguns conceitos de Sistemas Dinâmicos Dis
cretos já conhecidos. Todos estes conceitos estão emHale [14]. Nosso objetivo 
é, no próximo capítulo, estudar a suavidade assintótica e a dissipatividade 
das extensões de Zadeh de uma função contínua f : _Rn -+ _Rn. 

4.1 Sistemas Dinâmicos Discretos 
Seja (X, d) um espaço métrico completo. 

Definição 4.1 Seja f : X ➔ X uma aplicação contínua. Um sistema 
dinâmico discreto é um sistema iterativo dado por: 

Exemplo 4.1 Seja f: R-+ R dada por f(x) = x2 + 1 e x0 = O. 
Então, X1 = l, x2 = 2, X3 = 5, X4 = 26, ... 

Chamamos de órbita positiva que passa pelo ponto x E X o seguinte con
junto: 

,+(x) = LJ fn(x ), 
n>O 
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onde /" = / o . . o / n-vezes, ou soja, é a composta de funções /
E de órbita negativa

onde H(n,z) = {y C X; existe uma sequência {zj;.j C Z-l; z.
/(zj--i) = zj, passando por z, tal que a. = y, pma algum n € Z.}
A órbita completa é definida por '7(z) = 7+(z) U 7'(z).

Observe que se / não é injetora, J7(n, z) possui mais de uma sequência.
Se .B C X, os conjuntos w -- Jimife e a -- /imite de -B , respectivamente, são
dados por:

z e

«(') - n]u /'(,)]
n>0Ê>n

«(.e) H'(Ê,-B)l
n,>0 A>n

Observe que podemos ter @(-B) = g. Por exemplo, se ./' : R -} R é tal
que /(z) = z' e -B = {2, 3}.

Também, se /(-B) C B, então «,(.B) Í'] .f+ (B)], pois, neste caso,
n>0

U /'(.B) C /"(-B), pma todo n ? 0.

Para um ponto z € X e -B = {z}, o w -- /imite deste ponto passa a ser
w(z) = {y C X; existe uma sequência nj --} oo tal (lue /"í(z) -+ y cluando
; -'} oo.}

Definição 4.2 [/m cola/unto S C X é d to inuadanfe soó / se pam todo
, C S, .«i.t. «m« á-óit« «mp/''" g"' p"" p« , . 7(,) C S.

Exemp[o 4.2 Seja / : ]R -+ R dada poT' /(z) = z'
S = {0} é {n-d-te poó 7(0) C S.
S = {0, 1} é {n-,{«nte p.{' 7(0) e 7(1) e.tão «ntid.. em S.
j--l, 1] á ãnuaManfe, «aas j1,21 não á nt,zdanfe, pois l(2) Z $

Lema 4.1 Sejam /
fts)

X -..> X e S C X. S é intradante se, e somente se,
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onde fn = f o • · • o f n-vezes, ou seja, é a composta de funções f. 
E de órbita negativa : 

,-(x) = LJH(n,x) 
n>O 

onde H(n,x) = {y E X; existe uma seqüência {xi;j E ãL}; x0 x e 
f(xj_i) = Xj, passando por x, tal que Xn = y, para algum n E Z_} 
A órbita completa é definida por ,(x) = ,+(x) U ,-(x). 

Observe que se f não é injetora, H ( n, x) possui mais de uma seqüência. 
Se B C X, os conjuntos w - limite e a - limite de B , respectivamente, são 
dados por: 

w(B) = n [LJ fk(B)] 
n~O k~n 

a(B) = n [LJ H(k,B)] 
n~O k~n 

Observe que podemos ter w(B) = 0. Por exemplo, se f : lR -+ lR é tal 
que f(x) = x 2 e B = {2,3}. 

Também, se f(B) e B, então w(B) n [f"(B)], pois, neste caso, 
n>O 

LJ fk(B) C fn(B), para todo n ~ O. 
k>n 

- Para um ponto x E X e B = { x}, o w - limite deste ponto passa a ser 
w( x) = {y E X; existe uma seqüência nj -+ oo tal que fn; ( x) -+ y quando 
j-+ oo} 

Definição 4.2 Um conjunto S C X é dito invariante sob f se para todo 
x E S, existe uma órbita completa que passa por x e 1 ( x) C S. 

Exemplo 4.2 Seja f: lR-+ lR dada por f(x) = x2
• 

S = {O} é invariante pois ,(O) C S. 
S = {O, 1} é invariante pois 1 (0) e 1 (1) estão contidos em S. 
[-1, 1] é invariante, mas }1, 2] não é invariante, pois 1 (2) ct. S. 

Lema 4.1 Sejam f : X -+ X e S C X. S é invariante se, e somente se, 
f(S) = S. 
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Dem.:
Suponha S é inlmmiante. Vamos mostra que S C /(S). Soja z C S. Como,
'y(z) C S, /"(z) C S, pma todo n C N e existe 3/ C S tal que z = /(y). Logo
n C /($). Mostra que ./(S) C S é imediato.

Agora, seja /(S) = S e z C S, logo, /(z) C S, e por indução sobre n,
/"(z) C S, pma todo n C N, ou sda, 7+(z) C S. Tome então, 3/. tal que
a = /(y.). Sda yl C S td que y. = /(yi). Por indução sobre n, tem-se
y. = /"(y«-:), - sda, '(z) C S, S é i««mi-te.

Definição 4.3 Sejam / : X -+ X e .4 C X. ZI/m conjunto ..'l c X á dáfo

at"t" d' "m «'Ü-f. ,B «ó / se pa« t.d. . > 0, «i.te «m n. = n.(., .4, -B)
f./ g«e /"(.B) C N(.A,') p«« t.d. n ? n.; .«de N(.A,.) é « «i.{«À-ç« 'Z'

centro ..'l e raio c

Exemplo 4.3 Consideremos os ezempZos aóaia;o

.í. em ]R, '©' /(,)
0

.[0} é afrator de -B, pa7'a todo B C ]R, compacto

2. em ]R, sela
$e a>1 ouz <0
'e « C lO, l[

0 L

10, 11 á afrafor de -B, para todo B C ]R, compacto

3. em R', ,d" /(,)

.[0} á aft'atar de -B, pa7'a todo B C R2, compacta
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Dem.: 
Suponha Sé invariante. Vamos mostrar que S C f(S). Seja x E S. Como, 
,(x) C S, fn(x) E S, para todo n EN e existe y E S tal que x = f(y). Logo 
x E /(S). Mostrar que f(S) C Sé imediato. 

Agora, seja f(S) = Se x E S, logo, f(x) E S, e por indução sobre n, 
fn(x) E S, para todo n E N, ou seja, ,+(x) C S. Tome então, y0 tal que 
x = f(Yo), Seja Y1 E S tal que y0 = f(y1)- Por indução sobre n, tem-se 
Yn = fn(Yn-d, ou seja, ,(x) e s, sé invariante. 

Definição 4.3 Sejam f : X ➔ X e A C X. Um conjunto A C X é dito 
· atrator de um conjunto B sob f se para todo é > O, existe um n 0 = n 0 ( é, A, B) 
tal que fn(B) C N(A, é) para todo n 2'. n 0 ; onde N(A, é) é a vizinhança de 
centro A e raio é. 

Exemplo 4.3 Consideremos os exemplos abaixo: 

1. em R, seja f(x) = ~-

o ' 

{O} é atrator de B, para todo B C R, compacto. 

2. em R, seja 
se x ~ l ou x < O 
se x E [O, 1[ 

o 1. 

[O, 1] é atrator de B, para todo B C ~, compacto. 

{O} é atrator de B, para todo BC R2
, compacto. 
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Lema 4.2 (1/bale) Se w(.B) á compacto e atrai B, então «,(.B) á {noaMante.
Dem.:
Se o(-B) = g, nada tem que se prova.
Suponhamos que «.'(.B) # 0. Observe que /(w(.B)) C «,(.B), pois «,(-B) atrai
B. Sda y € w(.B), então existem seqiiências ZJ C B, e Êj --} oo, quan-

do .j --}.oo? tds que /hl(zj) -+ y quando j -+ oo. Considere o conjunto
# = {/'j-'(zj);.j ? 1}. H C «,(B). Com. «,(.B) é compacto, eüste u«a
subseqüência que converge p'-a z C '''(.B). Ora, /(z) = y C /(@(-B)). l.ogo,
.«(.B) é invariante.

Lema 4.3 (.Ha/e) Se B á am suóconlunto de X, não t/azia e " +(B) á com-
p"t., .«tã. «,(.B) é «ã. «,í., "mp-f., í-«d-f. . «t«{ .B.

Dem.:
Segue da definição de

«(") - n [u /'w)],
n>0 k>n

que w(-B) é não vazio e é compacto. Falta mostrar que w(B) atrai -B.
Suponha que não, então existe c > 0, uma sequência de inteiros, k{ --.> oo
quando .j -+ oo, e uma sequência y.f C 1? tal que d(/hÍ(.B),u(.B)) > c pma

Como {/hj(B);j 2 1} C '+(B) que é compacto, existe uma subseqüência
convergente de {/Êj(yj)}. Como o limite desta sequência pertence a w(.B),
temos uma contradição.

Vamos agora definir alguns tipos de estabilidade.

j - 1,2, 3)

Definição 4.4 Sela / : X --..> X cana hua e J int/aHanfe.
-Diz-se gue J á estáue/ se para toda uiz nhança y de J, ea;ísfe uma uízínÀança
U de J ta/ gue /"(U) C V', p«« tod. n 2 0.
/ alta pontos localmente se Caíste uma uizinÀança W de J taZ gue J aíraí
pontos de W
J á assínfofícamente esláue/ se J á estáueZ e att'aí pontos localmente.
J á «nljformemente assintoticamenfe esfáue/ se J é esfáue/ e atrai uma vi-
zinhança de J

Claramente, se um conjunto J é uniformemente assintoticainente estável
então J é assintoticamente estável. O contrário não ocorre, a não ser em
casos especiais, como por exemplo quando o espaço X tem dimensão finita.
Vamos ver alguns outros exemplos mais adiante.
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Lema 4.2 (Hale) Se w(B) é compacto e atrai B, então w(B) é invariante. 

Dem.: 
Se w(B) = 0, nada tem que se provar. 
Suponhamos que w(B) -f- 0. Observe que f(w(B)) C w(B), pois w(B) atrai 
B. Seja y E w(B), então existem seqüências x3 E B, e k3 -+ oo, quan
do j -+ oo, tais que fk; (x3) -+ y quando j -+ oo. Considere o conjunto 
H = {Jk;-1(x3);j ~ l}. H C w(B). Como w(B) é compacto, existe uma 
subseqüência que converge para z E w(B). Ora, f(z) = y E f(w(B)). Logo, 
w( B) é invariante. · 

Lema 4.3 (Hale} Se B é um subconjunto de X, não vazio e ,+(B) é com
pacto, então w(B) é não vazio, compacto, invariante e atrai B. 

Dem.: 
Segue da definição de 

w(B) = n [LJ fk(B)], 
n?O k?n 

que w(B) é não vazio e é compacto. Falta mostrar que w(B) atrai B. 
Suponha que não, então existe € > O, uma seqüência de inteiros, k3 -+ oo 
quando j-+ oo, e uma seqüência Y; E B tal que d(Jki(B),w(B)) > € para 
j = 1,2,3, .. · 
Como {fk;(B);j > 1} C ,+(B) que é compacto, existe uma subseqüência 
convergente de {f1•i(y3)}. Como o limite desta seqüência pertence a w(B), 
temos uma contradição. 

Vamos agora definir alguns tipos de estabilidade. 

Definição 4.4 Seja f : X -+ X contínua e J invariante. 
Diz-se que J é estável se para toda vizinhança V de J, existe uma vizinhança 
U de J tal que fn(U) CV, para todo n ~ O. 
J atrai pontos localmente se existe uma vizinhança W de J tal que J atrai 
pontos de W. 
J é assintoticamente estável se J é estável e atrai pontos localmente. 
J é uniformemente assintoticamente estável se J é estável e atrai uma vi
zinhança de J. 

Claramente, se um conjunto J é uniformemente assintoticamente estável 
então J é assintoticamente estável. O contrário não ocorre, a não ser em 
casos especiais, como por exemplo quando o espaço X tem dimensão finita. 
Vamos ver alguns outros exemplos mais adiante. 
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4.2 Aplicações Assintoticamente Suaves
l)efinição 4.5 ZI/ na aplicação / : X --.} X confíbzua á assíntoZicamente
$zaue se para, todo subconjunto B de X, não vazio, fechado e limiitado, tal
que ftB) C B, existe um subconjunto J C B compacto td que J aimi B.

Observe que se / : ]R" -+ R", então toda função contínua é assintoticamente
suave, bastando tomar J = -B, já que todo fechado e limitado é compacto em
um espaço de dimensão finita. Em um espaço de dimensão infinita o mesmo
não acontece, vda o exemplo abaixo:

Exemplo 4.4 Considere X = /2(N), o espaço das següências cubas soma
Elos quadrados de seus termos é $nita, e f : X -+ X dada por ft=] = in

Sda -B C e,(N); 11.11 $ 1} '
B é fechado e limitado e não é compacto. Neste caso, f não é assintotàca-
menfe suave.

Temos algumas classes de funções, que em um espaço de dimensão inânita
têm resultados interessantes, como o abaixo:

Proposição 4.1 Sqa / : X -..} X assántotícamente suave e B C X, .B # g,
Zimàt«d' em X faZ g«e 7-'-(-B) á Zàm f«d.. E«tã. «,(B) á «ã.--,á., "mp-'',
Í,,-d-t. . «,(.B) .t«i B.

Dem.:
Como .f(7'F(-B)) C 7'F(.B) e / é contín-, temos que /(iÍ(B}) c i;liB

Como / é assintoticamente suave, existe um conjunto compacto J C ' +(B)
tal que J atrai B, ou seja, existem sequências ej --.} 0;hj -+ oo tais que
/"(B) C N(J,ej), p,ra todo n ? Êj. Isto implica que «,(.B) C -B. Como
«,(.B) é fechado e J é compacto, temos que «,(.B) é compacto.

Falta mostrar que u(B) atrai B. Suponha que não. Então existe c > 0 e
seqiiências de inteiros nj -+ oo quando .j --} oo e de pontos yj C .B tais que
/'(yJ) g .N(w(.B),c). Como J atrai .B e J é compacto, podemos supor que
/"j (yj) -+ , C J. Mas então . C «,(-B), que é uma contradição.
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4.2 Aplicações Assintoticamente Suaves 
Definição 4.5 Uma aplicação f : X ➔ X contínua é assintoticamente 
suave se para todo subconjunto B de X, não vazio, fechado e limitado, tal 
que f(B) C B, existe um subconjunto J C B compacto tal que J atraí B. 

Observe que se f: ]Rn ➔ Rn, então toda função contínua é assintoticamente 
suave, bastando tomar J = B, já que todo fechado e limitado é compacto em 
um espaço de dimensão finita. Em um espaço de dimensão infinita o mesmo 
não acontece, veja o exemplo abaixo: 

Exemplo 4.4 Considere X = l 2 (N), o espaço das seqüências cujas soma 
dos quadrados de seus termos é finita, e f : X ➔ X dada por f ( x) = ½ x 
Seja B = {x E l2(N); llxll ::::; 1} 
B é fechado e limitado e não é compacto. Neste caso, f não é assintotica• 
mente suave. 

Temos algumas classes de funções, que em um espaço de dimensão infinita 
têm resultados interessantes, como o abaixo: 

Proposição 4.1 Seja f; X ➔ X assintoticamente suave e BC X, B -=J 0, 
limitado em X tal que ,+(B) é limitado. Então w(B) é não.vazio, compacto, 
invariante e w(B) atrai B. 

Dem.: 
Como f(,+(B)) C ,+(B) e fé contínua, temos que f(,+(B)) C ,+(B). 

Como fé assintoticamente suave, existe um conjunto compacto J C ,+(B) 
tal que J atrai B, ou seja, existem seqüências €j --+ O; kj --+ oo tais que 
fn(B) C N(J, €j), para todo n 2: k3• Isto implica que w(B) C B. Como 
w(B) é fechado e J é compacto, temos que w(B) é compacto. 

Falta mostrar que w(B) atrai B. Suponha que não. Então existe€> O e 
seqüências de inteiros nj --+ oo quando j ➔ oo e de pontos y3 E B tais que 
fn(y;) (/ N(w(B), €). Como J atrai B e J é compacto, podemos supor que 
fn;(Yi)--+ z E J. Mas então z E w(B), que é uma contradição. 
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][xemp[o 4.5 Sqa / : ]R2 -+ ]R2 uma ./]Knção dada por

/(',y)(y+«(l - '' - y'),-«+3/(l -,' -Z/'))

7+(.BI(0)) C -Bi(0) e «,(-Bi(0)) = {z C R'; ll z li= 1}

Outro resultado interessante é o seguinte

Teorema 4.1 Se / á ass nfofÍcamenfe suave e J um c07Üunto compacto ín
uadante cana do em X, gue atrai pontos localmente, então são equipa/entes

1. J é estável;

2. J tí unl/07'memente ass ntofácízmenfe estáue&

9. E,ü'e «m« «{'{«ha«ç' Zámit«.ia W de J f«Z g«e /(W) C W e J .t«i
compactos de W

Dem.:
Ver bale li41, página lO.

Observe, pelo teorema anterior, que se / é assintoticamente suave e J é
compacto e invariante, dizer que J atrai pontos localmente é equivalente a
dizer que J atrai compactos localmente.

Vamos apresentar também alguns conceitos de dissipatividade.
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Exemplo 4.5 Seja f: R 2 --+ R 2 uma função dada por 

Outro resultado interessante é o seguinte: 

Teorema 4.1 Se f é assintoticamente suave e J um conjunto compacto in
variante contido em X, que atrai pontos localmente, então são equivalentes: 

1. J é estável; 

2. J é uniformemente assintoticamente estável; 

3. Existe uma vizinhança limitada W de J tal que f(M') C W e J atrai 
compactos de W. 

Dem.: 
Ver Hale [14), página 10. 

Observe, pelo teorema anterior, que se / é assintoticamente suave e J é 
compacto e invariante, dizer que J atrai pontos localmente é equivalente a 
dizer que J atrai compactos localmente. 

Vamos apresentar também alguns conceitos de dissipatividade. 
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4.3 Dissipatividade
Definição 4.6 Seja / : X ---} X uma aplicação cona zela em X.

Dizemos que f é dissipatiua por pontos em X se Caíste um conjunto li-
mitado B em X tat que B atrai cada ponto de X

f é dita compacta dissipatiuü em X $e Caíste B C X limitado tal que B
atrai cada c07Üunto compacto de X

f é localmente compacta dissipatiua em X se Caíste B C. X limitado tal
q\ e B atrai uma vizinhança de cada conjunto compacto de X

f é limitada ãàssipatiua, em, X se existe B C X imitado ta! que B atrai
cada conliunto limitado de X

Observe que se / é compacta dissipativa, então / é localmente compacta
dissipativa e se / é localmente compacta dissipativa, então .f é limitada
dissipativa.

Sda .A C X um conjunto não-vazio. Dizemos que .A é mazima/ c07npacfo
inuadante se 4 é compacto, invariante e todo conjunto compacto invariante
por / está contido em .4.

..4 invariante é afrator gZoóaZ de / se .A é maximal compacto invariante e
atrai todo conjunto limitado .B de X

Lema 4.4 lr.Ha/e) Se X á um espaço de -Banach e J um conjunto compacto
ênuaüante gue abra compactos, então J é conta;o.

Dem.:
Soja êõ/ o fecho da envoltória convexa de J, então eõJ é compacto conexo e
/ atrai ZÕJ. Se J não é conexo então existem conjuntos aberto ll/, }' com

u n i # g; }' n i # 0; i C U U }' e U nv'

Pela continuidade de /, /"(mJ) é conexo, pma todo n 2. 0
Como J C /"(mJ), para todo n ? 0, temos que

u n .r(mi) # ©; v n /"(mi) # @, pma tod. n 2 0

M's /"(mJ) é conexo. então êste «m -. C /"(mJ) \ (U U }'), e por -tro
lado, como J atraiÍz«; n > 0} este conjunto tem que ser compacto.

Suponhamos então que z. --} z C J. Claramente # çZ ZI/U y, o que é uma
contradição.
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4.3 Dissipatividade 
Definição 4.6 Seja f: X-+ X uma aplicação contínua em X. 

Dizemos que f é dissipativa por pontos em X se existe um conjunto li
mitado B em X tal que B atrai cada ponto de X. 

f é dita compacta dissipativa em X se existe B C X limitado tal que B 
atrai cada conjunto compacto de X. 

f é localmente compacta dissipativa em X se existe B C X limitado tal 
que B atrai uma vizinhança de cada conjunto compacto de X. 

f é limitada dissipativa em X se existe B C X limitado tal que B atrai 
cada conjunto limitado de X. 

Observe que se fé compacta· dissipativa, então fé localmente compacta 
dissipativa e se f é localmente compacta dissipativa, então f é limitada 
dissipativa. 

Seja AC X um conjunto não-vazio. Dizemos que A é maximal compacto 
invariante se A é compacto, invariante e todo conjunto compacto invariante 
por f está contido em A. 

A invariante é atrator global de / se A é maximal compacto invariante e 
atrai todo conjunto limitado B de X. 

Lema 4.4 (Hale) Se X é um espaço de Banach e J um conjunto compacto 
invariante que atrai compactos, então J é conexo. 

Dem.: 
Seja coJ o fecho da envoltória convexa de J, então coJ é compacto conexo e 
J atrai coJ. Se J não é conexo então existem conjuntos aberto U, V com 

u n J =I 0; V n J =I 0; J e u u V e u n V = 0. 

Pela continuidade de f, fn( coJ) é conexo, para todo n ~ O. 
Como J C fn(coJ), para todo n > O, temos que 

U n fn(coJ) =/ 0; V n r(coJ) =/- 0, para todo n ~ O. 

Mas f1'(coJ) é conexo, então existe um Xn E fn(coJ) \ (U U V), e por outro 
lado, como J atrai { Xni n ~ O} este conjunto tem que ser compacto. 

Suponhamos então que Xn-+ x E J. Claramente x (/. UU V, o que é uma 
contradição. 
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Teorema 4.2 r.bale; Sqa / : X ---> X uma aplicação confíhtta fa/ que Caíste

tlm conjunto 1( não-tlazào e compacto de X que atrai conjuntos compactos
de X e '©« .4 = Í)/'(K'), e«tã.;

n>0

.Z. .A {ndepende de K, otl sda, se Caíste Ki não vazio campa

.junto de X gue atrai col antas compactos de X, então .A =

e, se X é um espaço de Banach, ..4 é conexo.

:to, suÓc07z

ÍI /'" (-K: ) ,

2. .4 á mazÍmaZ, compacto e inua7$ante

3. ..4 é estável e atrai c07Üuntos compactos de X

Se além disso, f é a,ssintoticam,ente saque, então

# Para todo conjunto compacto H em X, ea:isto umü vizinhança Ht de
.ll fa/ gue ,y+(.27i) á limitado e .4 atrai HÍ. .#m padicu/ar, .A é unÍ-
fov'memente assintoticamente estável.

5. $e O é «m -óco«j-to de X t«J g«e y+(O') é {imitad., .«tã. ..4 «t«áa
Dem.:
.í e 2: Sda H um campa'to em X. Como /'(.H) --} -K, o conjunto ' +(X) é
compacto e "(.B) C K. Em p'"tic«l,.r, «,(.K) C K e

«,(-K) /"(K)
n>0

é não vazio, compacto e invariante, que atrai compactos de X.
anterior, «,(K) é conexo.
Se .Z(l é outro compacto que atrai compactos de X, então

Pelo lema

«,(.K ) c «,(K') c «. (.K:),

já clue w(KI) atrai compactos. Logo, .4 = @(K) independe de /(.

g: Suponha que .A não sda estável. Então existe uma vizinhança V de .4 tal
que pma toda vizinhança U de .A, existe uma sequência {ai;} C U tal que
{/"-(,h); n* ? 0} ( }''
Seja U uma vizinhança compacta de .Á. Como {zA} C U, existe uma sub-
seqiiência convergente zh ---> a: C U, e como / é contínua para cada n 2 0,
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Teorema 4.2 (Hale) Seja f: X-+ X uma aplicação contínua tal que existe 
um conjunto K não-vazio e compacto de X que atrai conjuntos compactos 
de X e seja A= ílfn(K), então: 

n > O 

1. A independe de K, ou seja, se existe K 1 não vazio compacto, subcon
junto de X que atrai conjuntos compactos de X, então A = íl fn ( K 1 ), 

e, se X é um espaço de Banach, A é conexo. 

2. A é maximal, compacto e_ invariante. 

3. A é estável e atrai conjuntos compactos de X. 

Se além disso, f é assintoticamente suave, então: 

4. Para todo conjunto compacto H em X, existe uma vizinhança H 1 de 
H tal que ,+ ( H1) é limitado e A atrai H1. Em particular, A é uni
formemente assintoticamente estável. 

5. Se C é um subconjunto de X tal que ,+(C) é limitado, então A atrai 
e. 

Dem.: 
1 e 2: Seja Hum compacto em X. Como fn(H)-+ K, o conjunto ,+(H) é 
compacto e w(B) C K. Em particular, w(K) e K e 

é não vazio, compacto e invariante, que atrai compactos de X. Pelo lema 
anterior, w(K) é conexo. 
Se K 1 é outro compacto que atrai compactos de X, então 

w(Ki) e w(K) e w(Ki), 

já que w(K1 ) atrai compactos. Logo, A= w(K) independe de K. 
3: Suponha que A não seja estável. Então existe uma vizinhança V de A tal 
que para toda vizinhança U de A, existe uma seqüência {xk} C U tal que 
{fn,.(xk)ink ~O}(/. V. 
Seja U uma vizinhança compacta de A. Como { xk} C U, existe uma sub
seqüência convergente Xk -+ x E U, e como fé contínua para cada n ~ O, 
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/'(z&) -'} /"(z). Sda y = hm«-,- .f'(a). y C -4, e logo, y C y, o que é uma
contradição, logo .A é estável.
{: Como .A é estável, existe uma vizinhança U de .A tal que /(&) C F
Como .4 atrai compactos paa qualquer conjunto compacto -H de X, existe
um inteüo no que depende de -17 e U, tal que /"(.H) C O, pma n
E como / é contínua e .H é compacto, existe uma vizinhança Hi de .# tal
que /"(Hi) C U e pelo fato de /(U) C U, segue que .f'(#i) C U, para
todo n ? no. De .f ser assintoticamente suave, existe um conjunto compacl;o
.K C O tal que K atrai Z./. Como ,4 atrai .K, então ..4 atrai U, e em particular,
,4 atr,i Hi.

toticamente suave, existe um conjunto compacto -K tal que -K atrai 'r+(O').
Então Á atr.i 7+(O'), e portanto C'. '

Observando o Teorema 4.2 e o Teorema 4.1, conclui-se que:

Corolái'io 4.1 Se .f : X ---> X é assim otícamente suave, então são eguÍua.
lentes:

1. Existe um conjt T\tO compacto que atrai conjuntos compactos;

2. EzÍsfe um c07Üunto compacto gue atrai uàzánhanças de colÜuníos com-
pactos.

Lema 4.5 Se / : X -+ X é assintoticamente saque e é compacta d ssipatitPa,
então ezásfe am co?junto compacto nüaMante gue atrai compactos e tla/e as
conclusões do teorema anted07'.

Dem.:
Soja a o conjunto limitado que atrai compactos em X. Tome

B = {« € a; .f"(.) c a,n ? o}

Então /(IB) C IB, logo existe um conjunto compacto Ã. que atrai B e .B C O'
atrai compactos logo K atrai compactos.

O próximo teorema dá uma condição necessária para existência de um
atrator.
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fn(xk)->- fn(x). Seja y = limn-+oo fn(x). y E A, e logo, y E V, o que é uma 
contradição, logo A é estável. 
4: Como A é estável, existe uma vizinhança U de A tal que f(U) C U. 
Como A atrai compactos, para qualquer conjunto compacto H de X, existe 
um inteiro n 0 que depende de H e U, tal que fn(H) C U, para n > n 0 • 

E como fé contínua e H é compacto, existe uma vizinhança H 1 de H tal 
que fn°(H1 ) e U e pelo fato de f(U) e U, segue que fn(H1 ) e U, para 
todo n 2'. n0 • De f ser assintoticamente suave, existe um conjunto compacto 
K CU tal que K atrai U. Como A atrai K, então A atrai U, e em particular, 
A atrai H1. 
5: Seja C e X com ,+(C) limitado. Como J(,+(C)) e ,+(C) e fé assin
toticamente suave, existe um conjunto compacto K tal que K atrai ,+ ( C). 
Então A atrai ,+ ( C), e portanto C. 

Observando o Teorema 4.2 e o Teorema 4.1, conclui-se que: 

Corolário 4.1 Se f : X ➔ X é assintoticamente suave, então são equiva
lentes: 

1. Existe um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos; 

2. Existe um conjunto compacto que atrai vizinhanças de conjuntos com--
pactos. 

Lema 4.5 Se f : X ➔ X é assintoticamente suave e é compacta dissipativa, 
então existe um conjunto compacto invariante que atrai compactos e vale as 
conclusões do teorema anterior. 

Dem.: 
Seja C o conjunto limitado que atrai compactos em X. Tome 

Então f(B) C B, logo existe um conjunto compacto K que atrai B e BC C 
atrai compactos, logo K atrai compactos. 

O próximo teorema dá uma condição necessária para existência de um 
atrator. 
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Teorema 4.3 Se / : X --} X é ass ntofãcamente suave, dásstpat ua por' pon-
tos e as óróãtas de conywntos /imitados são /ámítadas, então ea;Ísfe um atracar
global conexo.

Dem.:
Ver Rale j141

No próximo capítulo aplica.remos alguns dos resultados apresentados aqui.
Como o espaço F(]R") tem dimensão infinita, apesar de .f : ]R" -.} R" contínua
ser sempre assintoticamente suave, isto não acontece com a sua extensão de
Zadeh / : .F(]R") -} F(R"). Como veremos mais adiante, precisamos de

hipóteses adicionais para ga;rantir propriedades de suavidade assintótica e
dissipatividade na extensão.
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Teorema 4.3 Se f : X -+ X é assintoticamente suave, dissipativa por pon
tos e as órbitas de conjuntos limitados são limitadas, então existe um atrator 
global conexo. 

Dem.: 
Ver Rale [14] . 

No próximo capítulo aplicaremos alguns dos resultados apresentados aqui. 
Como o espaço .r(~n) tem dimensão infinita, apesar de / : !Rn ➔ !Rn contínua 
ser sempre assintoticamente suave, isto não acontece com a sua extensão de 
Zadeh j : .r(Rn) -+ .r(~n). Como veremos mais adiante, precisamos de 
hipóteses adicionais para garantir propriedades de suavidade assintótica e 
dissipatividade na extensão. 
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Capítulo 5

Dissipatividade em Sistemas
Dinâmicos IF'uzzy e Aplicações

5.1 Introdução
Neste capítulo, apresentamos os nossos principais resultados. Nosso objeti-
vo é estudar a extensão de Zadeh de uma função contínua em R" e dizer
quando ela é assintoticamente suave. Como vimos no capítulo anterior, a
importância da função, que dá origem a um sistema dinâmico discreto, ser
assintoticamente suave é que se um conjunto J compacto e invariante atrai
pontos localmente, então J atrai compactos localmente, conforme o teorema

Como também já vimos, só o fato de / : ]R" -} ]R" ser contínua, já

assegura que / é assintoticamente suave, pois todo compacto do ]R" é fechado
e limitado, conforme j21], mas o caso muda quando estendemos pma
/ : F(IR") -+ f(IR") e é isso que queremos estuda. Na verdade o problema
se resume em toma um conjunto em /(IR") e (fazer quando que ele é ou não
compacto.

4.1

5.2 Sobre Conjuntos Compactos em f(R")
Nesta seção reunimos alguns resultados sobre Q assunto. Kloeden e Diamond
jlll apresentam uma ca'acterização de conjuntos compactos no espaço de
conjuntos fuzzy cujos a-níveis são convexos, porém não é exatamente este
espaço que nos interessa, já que nosso espaço de interesse deve conter os
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Capítulo 5 

Dissipatividade em Sistemas 
Dinâmicos Fuzzy e Aplicações 

5.1 Introdução 

Neste capítulo, apresentamos os nossos principais resultados. Nosso objeti
vo é estudar a extensão de Zadeh de uma função contínua em Rn e dizer 
quando ela é assintoticamente suave. Como vimos no capítulo anterior, a 
importância da função, que dá origem a um sistema dinâmico discreto, ser 
assintoticamente suave é que se um conjunto J compacto e invariante atrai 
pontos localmente, então J atrai compactos localmente, conforme o teorema 
4.1. 

Como também já vimos, só o fato de f : IR_n -+ IR_n ser contínua, já 
assegura que f é assintoticamente suave, pois todo compacto do Rn é fechado 
e limitado, conforme (21], mas o caso muda quando estendemos para 
j: .r(Rn) -+ .r(Rn) e é isso que queremos estudar. Na verdade o problema 
se resume em tomar um conjunto em .r(Rn) e dizer quando que ele é ou não 
compacto. 

5.2 Sobre Conjuntos Compactos em F(~n) 
Nesta seção reunimos alguns resultados sobre o assunto. Kloeden e Diamond 
[11] apresentam uma caracterização de conjuntos compactos no espaço de 
conjuntos fuzzy cujos a-níveis são convexos, porém não é exatamente este 
espaço que nos interessa, já que nosso espaço de interesse deve conter os 
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conjuntos fuzzy cujos a-níveis são apenas subconjuntos compactos do R"
Em Rojar et al. j311 , é mostrado o seguinte:

Te-'ma 5.1 Sd' (X,d) «m esp«ço métdc., Q(X) o «p«ç. 'Z« «'""
.juntos não-vazios e compactos de X e

J''(X) = {u : X -+ [0, 11; 1u]' C ÇZ(X),Va C ]O, ]J}

.B«tã., J''(X) á «mp«t. ", ' «m.«t. «m(X) .«de áam(X) é.
diâmetro de X

Assim, se -K C ]R" é compacto e J C /(]R") é tal que

a {u € /'(R'); lul' c .K},

o conjunto J é compacto se e só se .K tiver diâmetro zero! Veja o exemplo a
segura:

Exemplo 5.1 C'onsádere X = [0,11 com a mét7qca eucZãd ana. .Neste caso,

X á um espaço máfdco compacto ÍZemórando gue todo espaço compacto á
se- paráuet [21], página 2'75).

Pa7'a cada t C ]O, 1] sela;

#

.e « C [0,1
z :: lse

Oóserue gue para todo t, ]ut]' = ]O,l], se a $ t e ]ut]« = {llse a > t.
0« 'd", 0(%..,H.,) = 1, p«« f. . t: # t,. logo, .F(x) «ã. á «p-á«z,
portanto não á compacto.

Mas apesar do conjunto

/ = {% C F(]R"); lal' C K, onde K é um compacto do R"},

ser compacto se e somente se .K tiver diâmetro zero, ainda temos propriedades
interessantes pa.ra este conjunto.

Lema 5.1 [SI Seja J como acima.
"p.ço métd« 6r(R"),Z))

J é um conjunto fechado e limitado do
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conjuntos fuzzy cujos a-níveis são apenas subconjuntos compactos do IR_n. 
Em Rojas et al. [31] , é mostrado o seguinte: 

Teorema 5.1 Seja (X, d) um espaço métrico, Q(X) o espaço dos subcon
juntos não-vazios e compactos de X e 

.r(X) = { u: X ➔ [O, 1]; [ut E Q(X), Va E [O, 1]}. 

Então, .r(X) é compacto se, e somente se diam(X) = O, onde diam(X) é o 
diâmetro de X. 

Assim, se K C IR_n é compacto e J C .r(IR.n) é tal que 

o conjunto J é compacto se e só se K tiver diâmetro zero! Veja o exemplo a 
segUIT: 

Exemplo 5.1 Considere X = [O, 1] com a métrica euclidiana. Neste caso, 
X é um espaço métrico compacto (Lembrando que todo espaço compacto é 
se- parável {21}, página 275). 

Para cada t E [O, 1] seja: 

se x E (O, 1[ 
se x = 1 

Observe que para todo t, [ut]ª = [O, 1), se a ::; t e [ut]ª = {l}se a > t. 
Ou seja, D(ut1 , Ut2 ) = 1, para todo t 1 -=I= t 2 • Logo, .r(X) não é separável, 
portanto não é compacto. 

Mas apesar do conjunto 

J = { u E .r(!Rn); [u]° C K, onde K é um compacto do !Rn}, 

ser compacto se e somente se K tiver diâmetro zero, ainda temos propriedades 
interessantes para este conjunto. 

Lema 5.1 {3} Seja J como acima. J é um conjunto fechado e limitado do 
espaço métrico {.r(IR.n), D) . 
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Dem.
Para v.er que J é limitado, basta observa' que a distância de J ao conjunto
fuzzy 0 ( a função característica do conjunto {0} ) é finita. De fato,

o(â, J) i«í««o(õ, «)
P«.[o,:jh({0}, lul«)

s"P..K'Í(0 , .)

e esta última desigualdade é um número real M < oo, pelo fato de .K ser um
conjunto compacto do IR"

Pa'a mostra que J é fechado, basta considerar uma sequência {%.} em
J com limite a. Vamos mostrar que u C J. Como Z)(%.,©) ---> 0, pela
definição da métrica .D temos que, em particular, ã(lw«I', l«I') --} 0 , e como
lw.I' C K e é uma sequência de conjuntos compactos em Q(]R'), segue que
1%l' C K , ou soja, J é fechado, e isso completa a prova.

Temos um resultado que X é um espaço métrico compacto se, e somente
se é sequencialmente compacto(j211 página 224). Como (F(R"),D) é um
espaço métrico, mostra que um conjunto J C .F(]R") é compacto, basta
mostra que ele é sequencialmente compacto, ou sqa, dada uma sequência
de pontos em J, pode-se extrair uma subseqüência convergente.

Antes de finalizar a seção vamos apresenta um lema que nos será útil
mais adiante sobre a caracterização de bolas abertas no espaço dos conjuntos
fuzzy .F(R").

Lema 5.2 ÍB«'''.sJ/3y Sda .Ê € /'(]R") ü .»nçã. c-acre.úfÍc. do ««jwnf.
compacto X C R'. .Então a bola azeda

B(.Ê,,) = {« c .F(R"); D(.t, w) < ,}

á o c07Üunto

{« C /'(R"); lal' C -B(X,,) . X c B([%l:,,)}
Dem.:

Sda
F' C .F(R"); 1%l' C -B(X, ,) e X C -B(lul:, ,)}

S. u C B(.X,,), .«tã.

D(X,u) s«P À(X, 1%l') < ,
0<a<l
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Dem.: 
Para ver que J é limitado, basta observar que a distância de J ao conjunto 
fuzzy Ô ( a função característica do conjunto {O} ) é finita. De fato, 

D(Ô,J) infuoD(Ô,u) 
infuEJSUPaE[O,l]h( {O}, [u]ª) 

< SUP:i:EKd(O, X) 

e esta última desigualdade é um número real M < oo, pelo fato de K ser um 
conjunto compacto do JR_n. 

Para mostrar que J é fechado, basta considerar uma seqüência { un} em 
J com limite u. Vamos mostrar que u E J. Como D(un,u) --+ O, pela 
definição da métrica D temos que, em particular, h([un]º, [u]º) ➔ O , e como 
[un]º C K e é uma seqüência de conjuntos compactos em Q(Rn), segue que 
[u]º C K , ou seja, J é fechado, e isso completa a prova. 

Temos um resultado que X é um espaço métrico compacto se, e somente 
se é sequencialmente compacto([21] página 224). Como (.r(Rn), D) é um 
espaço métrico, mostrar que um conjunto J C .r(JR.n) é compacto, basta 
mostrar que ele é sequencialmente compacto, ou seja, dada uma seqüência 
de pontos em J, pode-se extrair uma subseqüência convergente. 

Antes de finalizar a seção vamos apresentar um lema que nos será útil 
mais adiante sobre a caracterização de bolas abertas no espaço dos conjuntos 
fuzzy .r(lR.n). 

Lema 5.2 (Barros)[3} Seja X E .r(JR.n) a função característica do conjunto 
compacto X C JR_n. Então a bola aberta 

B(X,r) = {u E .r(lR.n);D(X,u) < r} 

é o conjunto 

{u E .r(Rn); [u]º C B(X,r) e X C B([u]1,r)}. 

Dem.: 
Seja 

F = {u E .r(JR.n); [u]º C B(X,r) e X e B([u]1,r)}. 
Seu E B(X,r), então 

D(X,u) = sup h(X,[·ut) < r 
o::;a:9 
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ou

....' i«f{.; lul' C -B(X, ') ' X C B(["1', ')} < '
que implica

i(a) '; [ul' C -B(X, ') e X C -B([uJ', .)} < ,',

pma todo cv C lO,il. Então, [ul« C -B(X,r) e X C -a(]H]',r), pma todo
a € 1O, 1]. Em pmticular, temos [al' C B(X,P) e X C -e(]a]:,r), ioga % C .P,
- sda, -B(X,,) C .F

Se H C -F, então luj' C -B(X,r) e X C B(lul:,r), o que implica que
lul" C lul' C -B(X,7') e .X C B([ul:,f) C -P(]H]',r), p,«a todo a C ]O, i]. Ou
sda, ]"]' c -B(X,r) e X C -e(]u]',,), pma todo a C ]O, 1]. Como X e l«I"

são compactos, -B(X,r) e .a(lul",r) são abates e temos que i(a) < r, p«a
todo a C ]O, 1]. Agora,

i(a) .$ m.xli(0),{(1)} < «

para todo a C 10, 11, usando a Proposição 2.2, já que

í(a) ([wl',X) e ]«]: C ]a]' C [%l'

Finalmente,
sup {(a) < ,, ou sda, H C -B(.Ê,,)O<a<l

Corolário 5.1 Se X := {a.} /or unífáHo, então

-B(X, ,) R"); lul' C -B(,., ,)}

e, da de$nição de D,

D(.t, «)
-€1ul'

Na próxima seção, reunimos alguns resultados interessantes e conhecidos
sobre sistemas dinâmicos fuzzy.
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ou 

que implica 

sup inf{E; [u]" e B(X, E) e X e B([u]°,E)} < r 
osa9 

i(a) = inf { Ei [u]" e B(X, E) e X e B([u]", E)} < r, 

para todo a E [0,1]. Então, [u]ª C B(X,r) e X C B([u]°,r), para todo 
a E [O, l]. Em particular, temos [u]º C B(X,r) e X C B([u]1,r), logo u E F, 
ou seja, B(X,r) e F. 

Se u E F, então (u]º C B(X, r) e X C B([u]1, r ), o que implica que 
[u]ª e [u]º e B(X,r) e X e B([u]1,r) e B([u]",r), para todo a E [O, l]. Ou 
seja, [u]" C B(X,r) e X C B([u]",r), para todo a E [0,1]. Como X e (u]ª 
são compactos, B(X,r) e B([u]ª,r) são abertos e temos que i(a) < r, para 
todo a E [O, 1). Agora, 

i( a) :=:; max{ i(O), i(l)} < r 

para todo a E (O, 1), usando a Proposição 2.2, já que 

i(a) = h([u]",X) e [u] 1 e [·ri]" e [u]º. 

Finalmente, 
sup i(a) < r, ou seja, u E B(X,r). 

O<a<l 

Corolário 5.1 Se X = { a: 0 } for unitário, então 

B(X,r) = {u E .r{R");[u]º C B(x0 ,r)} 

e, da definição de D, 

D(X,u)= sup llx-xoll
a:E[u)º 

Na próxima seção, reunimos alguns resultados interessantes e conhecidos 
sobre sistemas dinâmicos fuzzy. 
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5.3 Alguns Resultados sobre Sistemas Dinâmicos
F'uzzy

Sda / : ]R" --} ]R" uma função contínua e

««*: - /(,«) (5.1)

um Sistema Dinâmico Discreto.
Considerando / : F(R") -+ F(R") a extensão de Zadeh de /, dizemos

(lue o sistema abaixo é o Sistema Fuzzy associado ao Sistema Discreto 5.1.

«.*: - /(«.) (5.2)

Teorema 5.2 ÍBarros9/3y Suponha gue z. e %. sejam soluções dos sistemas
5./ e 5.2 "im', g«e p«m p« ,. ' . . ".p«f:-me«fe, e g«. a.(z.) = 1.
.Enfá., u«(z«) = 1, P-« f.d. n ? 0.

Dem.:
Temos a igualdade

%«+:(,«+:) = .f(©«)(««+:) = s«p ««(r) 2. u.(,.)
..+ . =/(,')

decorrente do fato de a« e u« serem soluções. Então,

%«+: (z«+:) ? a«(z«) ? ? a.(z.)= l

Definição 5.1 Sd' -F : F(R") -+ r(]R') um« apZi-çã.
/'(]R') é «m p-t. .#« de -F .e -F(©)

l)iremos gue ii C

Observe que -F(&) = Z se e somente se,

lp'(e)1' = 1€1',

para todo a € 1O, ll

Teoiema 5.3 lr.Bam'os9/3V Sqa / : R." -+ IR' cantíhwa e .4 C R", onde .4 é
um conjunto compacto. .4 á íntiaHante se e somente se a./unção caracterútica
XA e po'nto S=o dü extensão de Zadeh f
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5.3 Alguns Resultados sobre Sistemas Dinâmicos 
Fuzzy 

Seja f : Rn -+ Rn uma função contínua e 

(5.1) 

um Sistema Dinâmico Discreto. 
Considerando j : F(Rn) -+ F(:~n) a extensão de Zadeh de f, dizemos 

que o sistema abaixo é o Sistema Fuzzy associado ao Sistema Discreto 5.1. 

(5.2) 

Teorema 5.2 (Barros)/3} Suponha que Xn e Un sejam soluções dos sistemas 
5.1 e 5.2 acima, que passam por x 0 e u 0 respectivamente, e que u0 (x 0 ) = 1. 
Então, un(xn) = 1, para todo n ~ O. 

Dem.: 
Temos a igualdade: 

Un+1(Xn+1) = f(un)(Xn+i) = sup Un(r) ~ Un(xn) 
Zn+1=f(T) 

decorrente do fato de Xn e Un serem soluções. Então, 

Definição 5.1 Seja F : F(Rn) -+ F(R.n) uma aplicação. Dizemos que u E 
F(Rn) é um ponto fixo de F se F(u) = u. 

Observe que F(u) =use e somente se, 

[F(u)]° = [u]°, 

para todo a E [O, 1]. 

Teorema 5.3 (Barros)/3} Seja f : Rn -+ Rn contínua e A C JRn, onde A é 
um conjunto compacto. A é invariante se e somente se a função característica 
XA é ponto fixo da extensão de Zadeh j. 
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Dem.:
Segue do teorema 3.3 e do lema 4.1 que,

1/(x..{)I' = /(lx...tl') = /(.A) = .4 = lx..{l',Va c 10, íl

Definição 5.2 Z)«d' -F : .F(]R") --> F(]R") e © C /(]R') um p-t. .#- de -F.

Z)iremos gue ii é esfáveZ se pam todo c > 0 eaüfÍr á > 0 ta/ gue, pam
todo : pa''« o gua/ .upo<.<1 h(]u]«, ]e]«) < â, as te«da. pa, u «fis/az'm

s«P A(l-P"(u)I', lq') < ., P«. t.d. n ? 0O<a<l

D'iremos qve U é msintoti.comente estáuet se for estáDet e

]im s«p "(l.F"(w)I', l8l') = 0n''tcoO<a<l

de'de g«. s«po«.«: A(1%l', [iil') < ,

Teorema 5.4 ÍBarrosJ/3y Sda / : ]R" -+ R" contúua com .f(Z) = Z e / sua
extensão de Zaãeh. Então:
aJ X.[a} á estáueJ para o sistema 5.2 se, e somente se, Z é estátpeZ pam a
sistema 5.1;
ó,.) Xta} á assíntatÍcamente esfátreZ para o sistema 5.2 se, e somente se, Z é
assintoticamente estátpeZ pariu o sistema 5.].

Dem.:
a) Por hipótese, dada c > 0, existe ã > 0 tal que se ll íc -- E 11< â então

l /"(z) -- E 11< ' p"a todo n ? 0. Se .D(%,Xta}) < â, então

sup ll a -- z 11< á, que implica /"(z) -- z 11< e,
.claJ'

pma todo z € 1ul' C .B(8, â). Logo,

;«P ll/"(z)-- rll< .
-Club'

ou
sup ll z/ -- a 11< c

yC/-([uj')
ou ainda.

suP ll 3/
yC[/«(u)].

zll< .,
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Dem.: 
Segue do teorema 3.3 e do lema 4.1 que, 

Definição 5.2 Dada F: .r(R.n) ➔ F(R_n) eu E .r(R.n) um ponto fixo de F. 
Dizemos que u é estável se para todo € > O existir ó > O tal que, para 

todo u para o qual sup0~ª9 h([u]ª, [u]ª) < J, as iteradas por u satisfazem 

sup h([Fn(u)]ª,[uf) < E, para todo n ~ O. 
O<a<l 

Dizemos que u é assintoticamente estável se for estável e 

lim sup h([Fn(u)t, (u]ª) = O 
n➔oo O<o:<1 

desde que sup0 ~o:$1 h([u]ª, [u]ª) < r. 

Teorema 5.4 (Barros}[3} Seja f: R_n ➔ R_n contínua com f(x) = x e j sua 
extensão de Zadeh. Então: 
a) X{ci:} é estável para o sistema 5.2 se, e somente se, x é estável para o 
sistema 5.1; 
b) X{ro} é assintoticamente estável para o sistema 5.2 se, e somente se, x é 
assintoticamente estável para o sistema 5.1. 

Dem.: 
a) Por hipótese, dado € > O, existe ó > O tal que se li x - x li< ó então 

li fn(x) - x li < € para todo n > O. Se D(u,X{ro}) < ó, então 

sup li x - x li< J, que implica li fn(x) - x li< é, 
:i:E(u]º 

para todo x E [u]º e B(x, J). Logo, 

ou 

ou ainda, 

sup li fn(x) - x li < € 
o:E(u]º 

sup li Y - x li<€ 
yE/"((u]º) 

sup li y - x li < é, 

yE[/"(u)]º 
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pois / é contínua
Logo, pelo Corolário 5.1,

0(/"(u),Xl;}) < '.

Pu'a mostrar a estabilidade de Z, a partir da estabilidade de Àlla}, basta
observar que

1 - - E ll x{,},xl:}) < .
e

/"(x{,}) = x{/-(,)}'
b) Por hipótese, existe r > 0 tal que

i« - E 11< , então Jin. ll /"(') - E ll= 0.
Suponha que .D(u,XÍa}) < r, pelo Corolário 5.1 basta provar que para

cada c > 0 eH;te um .N > 0 t.l que se n > -N então .f'(lul') C -B(E, c).
Dado e > 0, existe J > 0 tal que se ll a -- E 11< â então ll /'(z) -- Z 11< c,

pma cada n > 0, pela estabilidade de B.
Agora, pma cada z C luj', existe um natural n(z) tal que

/'(') C -B(Z, J), já que o ponto lixo ã- atrai cada ponto em B(Z,r). Usando
a continuidade de / podemos escolher uma vizinhança aberta Hz de z tal
que /"(')(Ha) C -B(Z,J). Fazendo isso pma todos os pontos do conjunto
compacto lal') temos uma cobertura aberta de l©l' por %. Extraímos uma
subcobertura finita {%: , . - - , %:.} correspondendo aos pontos zi, ' ' ' , zh em

1%l'. Note que /"(')'h(ya) C -B(E,c), para cada n > 0.
Então, soja N = m.xln(zi),... ,n(zk)}, pma cada z C l©l' e n > 0,

/'N+"(z) C -B(Z,c), já que «: C Vz., para algum { € {1,...,Ê}. Logo,
/N'm([al') C .B(Z, c). A outra implicação é imeüata, como no item a).

Corolário 5.2 Sela / : R" -+ R", de classe Cy: e /(Z) = Z. Sendo À os
autora(dores de f'(Z), então:
aJ Se l À{ 1< 1, para todo {, Xtz} á asslntoticamenfe esfátreZ para 5.2;
ó) Se l .\ 1> 1, para algum {, Àlla} é nstátze/ para 5.2.

5.4 0 IProblema da Suavidade Assintótica em
/'(R")

Nosso interesse em caracterizar coJÜuntos compactos está relacionado com
o estudo da suavidade assintótica da extensão de Zadeh de uma função
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pois f é contínua. 
Logo, pelo Corolário 5 .1, 

D(Jn(u),X{"ii}) < €. 

Para mostrar a estabilidade de x, a partir da estabilidade de X{:r}, basta 
observar que 

e 

Jn(X{z}) = X{J"(z)}· 

b) Por hipótese, existe r > O tal que 

li x - x li< r então lim li fn(x) - x li= O. 
n-+oo 

Suponha que D(u,X{a:}) < r, pelo Corolário 5.1 basta provar que para 
cada € > O existe um N > O tal que se n > N então fn([u]º) C B(x, E). 

Dado E> O, existe ó> O tal que se li x - x li< ó então li fn(x) - x li< E, 
para cada n > O, pela estabilidade de x. 

Agora, para cada x E [u]º, existe um natural n( x) tal que 
fn(z) E B(x,ó),já que o ponto fixo x atrai cada ponto em B(x,r). Usando 
a continuidade de f podemos escolher uma vizinhança aberta V., de x tal 
que fn(z)(Ya,) C B(x,ó). Fazendo isso para todos os pontos do conjunto 
compacto [u]º, temos uma cobertura aberta de [u]º por ½- Extraímos uma 
subcobertura finita {V.,1 , ••·,V.,,.} correspondendo aos pontos x1 , • • •, Xk em 
[u]º. Note que fn(z)+n(V.,) e B(x, e), para cada n > O. 

Então, seja N = max{n(x1),··•,n(xk)}, para cada x E [u]º e n > O, 
JN+n(x) E B(x,c), já que :z: E½;, para algum i E {l,••·,k}. Logo, 
JN+n([u]º) C B(x, e). A outra implicação é imediata, como no item a). 

Corolário 5.2 Seja f : Rn -+ Rn, de classe C1 e f(x) = x. Sendo >., os 
autovalores de f'(x), então: 
a} Se I Ài I< 1, para todo i, X{a:} é assintoticamente estável para 5.2; 
b) Se I Ài 1> 1, para algum i, X{a:} é instável para 5.2. 

5.4 O Problema da Suavidade Assintótica em 
F(Rn) 

Nosso interesse em caracterizar conjuntos compactos está relacionado com 
o estudo da suavidade assintótica da extensão de Zadeh de uma função 
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/ : ]R" -+ IR" contínua. A seguir listaremos alguns resultados que serão
apresentados em uma seqiiência de lemas.

S.ja / : ]R" -+ ]R" uma função contínua e .f : .F(R') --} F(R") sua
extensão de Zadeh, que, de acorda com o Teorema 3.?' é contínua.

Observação 5.1 $d'm / e .f c.mo -im« e -B C f(]R"), não «,io, /ecAad.
q Zimit'd., f«/ q«. / (B) C .B. P«« c«da « € /(B) e«á.fe « C .B t«l q«e
/(«) e, p«« c«d. a C ]O, 1] temo.;

[«]' - [/(«)]' - /([«]')

O caminho que escolhemos para estudar a suavidade assintótica da .f foi
observando os a-níveis já que são subco:juntos compactos do ]R" e conhece-
mos muitas de suas propriedades.

A seguir, todos os lemas se referem a / e / deÊnidas acima e ao conjunto
.B C r(]R") também citado acima.

Defina

U IHI' c ]R"

Lema 5.3 Se/a -B. como acima. .Zhiste um c07Üunfa compacto .K C ]R" fa/
gae lul' c .K, para todo u c .B. ..4ssám, .B. é /imitado, pam cada a c lO, ll.

Dem.:
Fixemos z C ]R" e vamos denotar por â a função cuacterística do colÜunto

{n}. Como -B é limitado, existe um T > 0 tal que .B está contido na bola

de centro â e raio r . Em outras palavras, para cada u C .B, -D(ê,u) $ r. E
como v.imãs acima,

O(â,u) = '«po$. : { ; 1HI' C -B.({«}) e {«} C .e.(lwl')} < ,.

Em particular, para todo cl C ]O, l], lul' C B.({z}), ou ainda,
lul' C .B,({r}) = -K, para todo u C -B, e isto prova o lema.

Lema 5.4 0onslde7'e B. como no lema anterior. -Então, para cada
.« C lO,il, B. é /ecÃ«d., Zimif«d. e «tiW#a#a, /(Ba) C B., . Z.g., .«{.'' "m
conjunto compacto J. C B. que atrai B..
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f : !Rn -+ llln contínua. A seguir listaremos alguns resultados que serão 
apresentados em uma seqüência de lemas. 

Seja f ; llln -+ llln uma função contínua e J : F(llln) -+ F(llln) sua 
extensão de Zadeh, que, de acordo com o Teorema 3. 7 é contínua. 

Observação 5.1 Sejam f e J como acima e BC F(llln), não vazio, fechado 
e limitado, tal que j (B) C B. Para cada u E Í(B) existe v E B tal que 
}(v) = u e, para cada a E (O, 1] temos: 

[ut = [}(v)t = f([vt) 

O caminho que escolhemos para estudar a suavidade assintótica da j foi 
observando os a-níveis já que são subconjuntos compactos do llln e conhece
mos muitas de suas propriedades. 

A seguir, todos os lemas se referem a f e j definidas acima e ao conjunto 
B C F(IR.n) também citado acima. 

Defina 

Ba = LJ [ut e llln. 
uEB 

Lema 5.3 Seja Ba como acima. Existe um conjunto compacto K C IR.n tal 
que [u]º C K, para todo u E B. Assim, Ba é limitado, para cada a E (O, l]. 

Dem.: 
Fixemos x E IR.n e vamos denotar por x a função característica do conjunto 

{ x }. Como B é limitado, existe um r > O tal que B está contido na bola 
de centro x e raio r . Em outras palavras, para cada u E B, D(x, u) ::; r. E . . como vimos acima, 

Em particular, para todo a E [O, 1], (u]ª C Br ( { x} ), ou ainda, 
[u]º C Br({x}) = K, para todo u E B, e isto prova o lema. 

Lema 5.4 Considere Ba como no lema anterior. Então, para cada 
o: E (O, 1], B0 é fechado, limitado e satisfaz f(B0 ) C Ba, e logo, existe um 
conjunto compacto J0 C B 0 que atrai Ba. 
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Dem.:
O único fato que precisa ser provado é que /(.B.) C .B., pois o restante

segue imediatamente das definições e do fato de que toda transformação
contínua em ]R" é assintoticamente suave, o que garante que existe Ja CI B.
que atrai B. , pma cada a C 10, íl.

Sda z C -B.. Como ]?. é fechada e limitado em ]R", existe uma sequência
!n "+ z} com ?n C ]U.]', para cada n € N e {%«} uma sequência em -B. Como,
/(.B) C .B e /(B«) C B, então

/('«) c /(lu«I') )I' c .a.

Como .f é contínua e -B. é compacto, /(z«) converge p'-a /(z) e /(z) C -B.,
e isto completa a prova.

O fato de estarmos trabalhando com os conjuntos .B., que são compactos
no ]R" e / : ]R" -} ]R" ser contínua, portanto assintoticamente suave, jun-
tamente com o Lema anterior, que afirma que para cada a € [0, 1], temos
/(.B.) C -B., podemos aplicar a Proposição 4.1 que afirma que se / é as-
sintoticamente suav' e l+(.B.) é li«irado, então «,(B.) é nM-vazio, com-
pacto, invmiante e a,(.B.) atrai .B.. E, de novo, por /(.B.) C .B., temos que
«,(.B.) C -B.. Então podemos escolher os J. = w(-B.), para cada a C ]O, 1], e
com isso podemos utílizw algumas propriedades já conhecidas dos w-limites
e apresentadas no capítulo 4. Observe que:

Lema 5.5 .1)ara 0 < al < a2 $ 1 temas J., CJa:

Dem.:
Como .B., C -B.: e /(.B.i) C .B.:, pma { - 1,2, segue que o w-limite

pode $er escrito assim:

Ja, (-B-,) Í)/'(.B.,) C Í)/"(B.,)
n>0 n>0

e aísegue o resultado.

Seja K = w(.B) e Zra = U..KIWI ' Observe a relação de igualdade que
existe entre os Ja's acima e os .Zía 's.

Teores-a 5.5 S«p-A' / : F(]R") ]R") «.{«t.f'c«me«te -«., .B

«m «ó«ny-t. «ã. -.í., /ech«d., /ímíf«d. d. .F(]R"), td g«. /(.B) c .B .
sejam ]fa e Ja Como acima. -Então para cada a C 10, 11 temos Jra = JI.
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Dem.: 
O único fato que precisa ser provado é que f(Ba) C Bco pois o restante 

segue imediatamente das definições e do fato de que toda transformação 
contínua em lRn é assintoticamente suave, o que garante que existe Jª C Ba 
que atrai Ba , para cada a E (O, l]. 

Seja x E Ba. Como Ba é fechado e limitado em lRn, existe uma seqüência 
Xn ---+ x, com Xn E [unJ°, para cada n E N e { un} uma seqüência em B. Como, 
Í(B) C B e Í(un) E B, então 

f(xn) E f([un]°) = [Í(un)J° C Ba. 

Como fé contínua e Ba é compacto, f(xn) converge para f(x) e f(x) E Ba, 
e isto completa a prova. 

O fato de estarmos trabalhando com os conjuntos Ba, que são compactos 
no lRn e f : lRn ---+ lRn ser contínua, portanto assintoticamente suave, jun
tamente com o Lema anterior, que afuma que para cada o: E [O, 1], temos 
f(Ba) C Ba, podemos aplicar a Proposição 4.1 que afirma que se f é as
sintoticamente suave e ,+(Ba) é limitado, então w(Ba) é não-vazio, com
pacto, invariante e w(Ba) atrai Ba. E, de novo, por f(Ba) C Ba, temos que 
w(Ba) C Ba. Então podemos escolher os Jª = w(Ba), para cada a E [O, 1], e 
com isso podemos utilizar algumas propriedades já conhecidas dos w-limites 
e apresentadas no capítulo 4. Observe que: 

Dem.: 
Como Ba1 e Ba1 e f(Bai) e Ba;, para i = 1, 2, segue que o w-limite 

pode ser escrito assim: 

Ja 2 = w(Ba2 ) = ílfn(BaJ C ílf"(Ba1 ) = Ja 1 

n>O n ~ O 

e aí segue o resultado. 

Seja K = w(B) e Ka = LJ [u]°. Observe a relação de igualdade que 
uEK 

existe entre os Jª 's acima e os Ka 's. 

Teorema 5.5 Suponha j : .r(lRn) ----+ .r(lRn) assintoticamente suave, B 
um subconjunto não vazio, fechado, limitado de .r(Rn), tal que f (B) C B e 
sejam K 0 e Jª como acima. Então para cada o: E [O, 1] temos Ka = Ja, 
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Dem.:
Primeiro vamos mostrar que -Z(a C B.:
Sqa z C -K.. Então eHste % C «,(-B) tal que .« C lul' mas «,(.B) C -B,

p'i; /(.B) C -B, log. % C -B, o« sda, = C -B..
Agora, como Ja atrai B. e -l(a C -B. pma cada a € 10, 1], segue que Ja

atrai .l(a , OU sqa, para cada c > 0, existe n. tal que

/"(.K.) C N'(Ja, .),

para cada n ? n., e usando o fato de que /(Ka) C Ka, K. C N'(Ja,C).
Como c é arbitrário, segue que K. C Ja.

Falta provar que Ja C .lra. Pela Proposição 4.1, -K atrai -B, então, dado
c > 0 existe n. tal que pma n 2 n., ./'"(-B) C N(.K,c), isto implica que
p'-a cada a C lO, ll, /"(-B.) C N*(.K«, c), onde

N''(.K.,.) = {« C ]R" : d(z,-K.) $ .}

Segue da deânição de Ja que

aa C n /"(-B-) C .N'(-K«,c)

E vale para todo c > 0 , donde segue o resultado.
Sda

J = {« C -B : lul' C ..h}.

Como já vimos no gema 5.1 , / é fechado, limitado e pelo Teorema 5.1,
J' é compacto se e somente se .JI. tiver diâmetro zero. Mas uma condição
necessária para que / seja assintoticamente suave é dada pelo resultado
abaixo:

Teorema 5.6 Se / : .F(R') ---+ F(R') é «..ínf.t «mente .-«, anta. J
é não vazio, para todo B não ua,zio, fechado limitado tat qwe f (.B) CB
Dem.:

Sda B.não vazio, fechado e limitado tal que .f(.e) C -B. Como, por
hipótese, / é assintoticamente suave, pela Proposição 4.1, o(-B) é não vazio,
compacto) invmiante e atrai .B.

V-:.; .h.mm X' = «.,(B) . ;d.

K. -U...i«i'.
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Dem.: 
Primeiro vamos mostrar que Ka C B 0 : 

Seja x E K 0 • Então existe u E w(B) tal que x E (u]ª mas w(B) C B, 
pois ](B) C B, logo u E B, ou seja, x E B 0 • 

Agora, como Jª atrai Ba e Ka C Ba para cada a E (O, 1], segue que Jª 
atrai Ka, ou seja, para cada € > O, existe na tal que 

para cada n 2: na, e usando o fato de que f(K0 ) e Ka, Ka e N(Ja, €). 
Como E é arbitrário, segue que Ka C J 0 • 

Falta provar que Jª C Ka. Pela Proposição 4.1, K atrai B, então, dado 
€ > O existe n 0 tal que para n 2: n 0 , Jn(B) C N(K, 1:), isto implica que 
para cada a E (O, 1), fn{B0 ) C N•(Ka, 1:), onde 

Segue da definição de Jª que 

E vale para todo ê > O , donde segue o resultado. 
Seja 

J = { u E B : [u]º C Jo}• 

Como já vimos no lema 5.1 , J é fechado, limitado e pelo Teorema 5.1, 
J é compacto se e so~ente se J0 tiver diâmetro zero. Mas uma condição 
necessária para que f seja assintoticamente suave é dada pelo resultado 
abaixo: 

Teorema 5.6 Se j : .r(JRn) ---+ .r(JRn) é assintoticamente suave, então J 
é não vazio, para todo B não vazio, fechado limitado tal que j (B) C B . 

Dem.: 
Seja B não vazio, fechado e limitado tal que }(B) C B. Como, por 

hipótese, J é assintoticamente suave, pela Proposição 4.1, w(B) é não vazio, 
compacto, invariante e atrai B. 

Vamos chamar K = w(B) e seja 
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Clom relação a .K., temos:
a) .K. é um conjunto compacto, pois é o fecho de um conjunto limitado, já
que K C -B;
b) -K. está contido em B..

De fato, pois se.a C K., então emite % C .Zr tal que z € 1ul', mas
K = u(-B) e como /(.B) C -B, temos que w(.B) = K C -B. Logo, u C B, ou
seja, a C .B..

c) Ko é um co-junto i«vmiante sob / ( isto é, /(.K.) = K.).
De fato, se z C .Zra então sabemos que z é limite de uma seqüência {z.}

td que #. C lu«I' e .'« C ',(-B). Então segue que: /(z) = ]im«--/(z«).
Agora,

/(,«) C /(]H«]') )I' € .K.

isto mostra que /(.K.) C -K..
Para prova' que /(-Z(.) 3 -Z(o, vamos repetir o processo, tomando z C Ko

e z,. como acima. Agora, como K é invuiante sob / , temos que

u« = /(«.), onde «. C K.

Então, para cada n ? 0 temos z« = /(y«), onde y« C ]u«]' C .K.. Esco-
üendo uma subseqüência y«j de 3/«, se necessário, temos y = limo-.}-y«. . Por
contijluidade de / , segue que z = /(y). Logo K. é um conjunto invariante

Agora, J. atrai B. e também atrai -Z(a. OU soja, para cada € > 0, existe
um n. tal que para cada n 2 n., /"(.K.) C N(J.,e), ou, usando a invariância
de -K., Ã'. C .N(.JI.,c). Pelo fato de c ser arbitrário, segue que Ko C .Z., e
logo, J # 0.

de /

Corolário 5.3 $e J := 0 então / não é ass ntolícamente swaue

5.5 Um Exemplo em /*(R")
Como já definimos anteriormente, f"(R") é o espaço dos conjuntos fuzzy
u € .F(]R") tais que u não tem pontos de máximos locais próprios e lul:
é um conjunto unitário. Dada uma aplicação contínua / : ]R" -.} ]R" com
a extensão / restrita ao espaço /*(]R"), vamos mostra que, neste caso,

/ é assintoticamente suav?, se todos os conjuntos -B C F(R") não maios,
limitados e fechados com /(-B)subsetB tiverem seus w -- limites não vazios.
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Com relação a K O , temos: 
a) K 0 é um conjunto compacto, pois é o fecho de um conjunto limitado, já 
que K e B; 
b) K 0 está contido em B 0 • 

De fato, pois se x E K 0 , então existe u E K tal que x E [u]º, mas 
K = w(B) e como f(B) C B, temos que w(B) = K C B. Logo, u E B, ou 
seja, x E Bo. 
c) K 0 é um conjunto invariante sob f ( isto é, f(K0 ) = K 0 ). 

De fato, se x E K 0 então sabemos que x é limite de uma seqüência { xn} 
tal que Xn E [un]º e Un E w(B). Então segue que: f(x) = limn➔oof(xn)• 
Agora, 

isto mostra que f(Ko) e Kº. 
Para provar que f(K0 ) =:) K 0 , vamos repetir o processo, tomando x E K 0 

e Xn como acima. Agora, como K é invariante sob J, temos que 

Un = f(vn), onde Vn E K. 

Então, para cada n 2: O temos Xn = f(Yn), onde Yn E [vn]º C K 0 • Esco
lhendo uma subseqüência Yn; de Yn, se necessário, temos y = limj➔ooYn;- Por 
continuidade de f , segue que x = f(y). Logo K 0 é um conjunto invariante 
de f. 

Agora, J0 atrai B 0 e também atrai K 0 • Ou seja, para cada€. > O, existe 
um n0 tal que para cada n 2: n0 , fn(K0 ) C N(J0 ,e), ou, usando a invariância 
de K 0 , K 0 e N( J0 , e). Pelo fato de e ser arbitrário, segue que K 0 e J0 , e 
logo, J =J 0. 

Corolário 5.3 Se J = 0 então j não é assintoticamente suave. 

5.5 Um Exemplo em .r*(JRn) 
Como já definimos anteriormente, F*(JRn) é o espaço dos conjuntos fuzzy 
u E F(Rn) tais que u não tem pontos de máximos locais próprios e [u]1 
é um conjunto unitário. Dada uma aplicação contínua f : Rn ➔ Rn com 
a extensão j restrita ao espaço F*(Rn), vamos mostrar que, neste caso, 
j é assintoticamente suave, se todos os conjuntos B C F(lRn) não vazios, 
limitados e fechados com }(B)subsetB tiverem seus w - limites não vazios. 
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Primeiro, precisamos do seguinte resultado, cuja prova se encontra em

Proposição 5.1 ÍnarrosJ/3y Se /
então:

© ./;(/'*(]R")) C J'''(]R");
Õa / «.f,{t' - "P«ç. J'*(]R") á «ntú- na «.étHc. .O.

]R" -+ IR" é uma apZicaçãa contígua,

Um resultado sobre sequências se faz necessário

Teorema 5.7 Soam {Á«} e {-B.} duas segáêncÍas de conjuntos compactos,
taJ gue ..4. C -B« parra todo n C N , .B. ---.} .B e ..4.. --+ .4 na métrica de
Hausdot$ . Então A C B.

Dem.:
Pelo Teorema 2.9, 1imp-« A(.AP,.A) = 0, se e somente se .% converge

para '4 no sentido de Kuratowski , onde hm supF...-lm '''iP ' ÍIP:i(U;:P ÀJ).
Portanto, 4 = Í).ZoUhÍZ.4hÍ e .B = n.?.Ui>.Bh. Sda z € .A, então
z C Uh,Z. BÜÍ , pa'ra todo n ? 0, concluindo que a C .B.

Teorem.a 5.8 Seja / : ]R" uma ap/ácação contígua e j a extensão
d' Z'd'A "'f,á*' - "p«ç. F'(R"). Se, p«« f.d. B c .F'(]R") nâ. «,io,
/echad' ' Z{'«if«d., t«/ q«e ./(B) C B f{«,«.« J # 0, -de J = «,(.B)
então f é wsintoticamente saque.

Dem.:
Basta mostrar que J é compacto, pois como J - a'(-B) e .f(.n) C -B, então

./ atrai .B.

Como F*(]R") é uma espaço métrico, vamos provar que J é seqüencial-
mente compacto.

Sqa {©j} uma sequência em J. Para cada a C ]O,i], 1%Í]' C Ja. Sda
P(Ja) O co-j«nto das p'-tes de Ja . P(Ja) C Q(tR") onde Q(tR") é o espaço
dos subco:juntos não-vazios e compactos do R". P(Ja) com a métrica de
Hausdorff é um espaço métrico completo, conforme foi visto na seção 2.5 e
também em jll], página 10. Então, pma cada a C ]O, 1], existe pelo menos um
ponto de acumulação A. C P(Ja) tal que existe uma subseqüencia lujl' --} .4.
na métrica de Hausdoríf, isto é, A(]uj..]«, .4.,.) -+ 0 quando .ji. --> oo.
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Primeiro, precisamos do seguinte resultado, cuja prova se encontra em 
[4]. 

Proposição 5.1 (Barros)[3} Se f IRn -+ Rn é uma aplicação contínua, 
então: 

(i} }(.r*(Rn)) e .r*(IRn); 
(ii} j restrita ao espaço .r*(Rn) é contínua na métrica D. 

Um resultado sobre seqüências se faz necessário: 

Teorema 5.7 Sejam {An} e {Bn} duas seqüências de conjuntos compactos, 
tal que Ân C Bn para todo n E N , Bn ---+ B e An; ---+ A na métrica de 
H ausdorff . Então A C B. 

Dem.: 
Pelo Teorema 2.9, limp➔oo h(Ap, A) = O, se e somente se Ap converge 

para Â no sentido de Kuratowski , onde lim SUPp➔oo Ap = n;:1 (U;:p Aj). 
Portanto, A = íln>O u,. ·>n Ak; e B = íln>O u,.>n Bk. Seja X E A, então - ,_ - -
x E LJ,.; ~n B,.;, para todo n > O, concluindo que x E B. 

Teorema 5.8 Seja f : IRn ---+ Rn uma aplicação contínua e j a extensão 
de Zadeh restrita ao espaço .r*(Rn). Se, para todo B C .r*(JRn) não vazio, 
fechado e limitado, tal que Í(B) C B tivermos J f:. 0, onde J = w(B) , 
então j é assintoticamente suave. 

Dem.: 
Basta mostrar que J é compacto, pois como J = w(B) e }(B) C B, então 

J atrai B. 
Como .r*{IRn) é uma espaço métrico, vamos provar que J é seqüencial

mente compacto. 
Seja {uj} uma seqüência em J. Para cada a E [0,1], [uiJ<x C Ja, Seja 

p(Ja) o conjunto das partes de Jª . p(Ja) C Q(JRn) onde Q(JRn) é o espaço 
dos subconjuntos não-vazios e compactos do lRn. p(Ja) com a métrica de 
Hausdorff é um espaço métrico completo, conforme foi visto na seção 2.5 e 
também em [11), página 10. Então, para cada a E [O, 1), existe pelo menos um 
ponto de acumulação Aa E p( Ja) tal que existe uma subseqüencia [ui]ª -+ Aa 
na métrica de Hausdorff, isto é, h([uikJª, Aa) ➔ O quando j,." -+ oo. 
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Vamos escolher O'i :: {zo}, onde zo é um ponto de acumulação de ]uj..]i.
Sqa {[wJ.]i} uma sequência que converge para {zo} e para 0 $ a < 1, seja

.4. = {X C R" compacto; X é ponto de acumulação de laÍ.I'; {ao} C .X}.

Pelo Teorema 5.7, considerando ,4. :: [©j'.]i e .B« = ]uj.]' temos quejuj.]' -.}
.Ba e 'tzo} C B., para cada 0 $ a < 1, logo, .4. # 0. ' '''

Para cada 0 $ a < 1, vamos definir aa = OXC,{. X
1. {Do} C (Z.,., paira todo a C lO, lJ;

2. (;a é compacto pma todo a € 1O, il;
3. Pma todo P < a, (7a C aP, pelo teorema 5.7.

Então existe u C .F*(]R") tal que ]©J" = aa para cada a C [0, 1]
De fato, como vimos,

1. cuJO := {ao} é compacto ;

2. [ul: at é não vazio e tem apenas um elemento;

3. Sda a sequência clh ,/ a, a > 0, então aa = n Cak' De fato,

eCL C Í) aa.: Como aÉ $ a, para todo A ã 0, então (üa c aa., para todob ? o, i;t. é, a. c n a..
.G. D n ch.: Ob«-« q«.:

l nh2.]u.]'' = ]u.]«, pa'a n Êxo, já que «. C .F(]R') e pela Proposição
2.1;

2. IH.l«' --} .B C .4«., na métrica de HausdorR.
Então,

í) G. - n.?. í).«. njz. u-;,[«..]«'

Portanto, (17a = ÍI (7.
Observe que como UJ:ilujlo C Jo é limitado. Aplicando a Proposição

2.3, %j -+ u na métrica .D, logo J é compacto.
Concluindo que / é assintoticamente suave.
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Vamos escolher 01 = {x0 }, onde x0 é um ponto de acumulação de [uika]1. 
Seja {[uik]1} uma seqüência que converge para {x0 } e para O::; a< 1, seja 

Ax = {X C !Rn compacto; X é ponto de acumulação de [ui,J'; {x0 } C X}. 

Pelo Teorema 5.7, considerando An = [uika]1 e Bn = [ui.,.]ª temos que[ujk]ª ➔ 
Ba e {x0 } e Ba, para cada O ::; a< 1, logo, Ax =J 0. 

Para cada O::; a< 1, vamos definir Oa = ílxE.Aa X 

1. {x0 } C Oa, para todo a: E [O, 1]; 

2. Oa é compacto para todo a: E (O, 1]; 

3. Para todo (3 < a, Ca e OfJ, pelo teorema 5.7. 

Então existe u E .r•(Rn) tal que [ut = Oa para cada a E [O, 1]. 
De fato, como vimos, 

1. [u]º = { x0 } é compacto ; 

2. [u) 1 = 0 1 é não vazio e tem apenas um elemento; 

3. Seja a seqüência O'.k / a, a > o, então ºª = íl ºª". De fato, 

•Oa e n Ca,,: Como O'.k ::; a, para todo k 2:: o, então ºª e ºª"' para todo 
k 2:: O, isto é, Oª e íl Ga,.. 
•Oa :::) n ºªk: Observe que: 

1. nk>o[un]ªk = [unt' para n fixo, já que Un E .r(JRn) e pela Proposição 
2.1; 

2. [un]ª" ➔ B E Ax,., na métrica de Hausdorff. 

Então, 

n ºª" = nk2':0 nAa,, nj2':0 Uz2':j[un,]ª" 
C nk>O nj>O U1>j[un,t" 
= nj;O n1e;o U1~j[un,]ª" 
= nj;O ul;j nk;o[un,]ª" 
= nj;O U1;j[unJª C ºª 

Portanto, Oa = íl Ga,.. 
Observe que como LJ;:1 [ui]º e J0 é limitado. Aplicando a Proposição 

2.3, Uj ➔ u na métrica D, logo J é compacto. 
Concluindo que j é assintoticamente suave. 
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5.6 Outros Exemplos
Exemplo 5.2 Seja / : ]R" --} ]R" confíhua fa/ que / tem um lírico atrator
gZoóa/ {0}. -Então / é msinfoficamente suave.

De fato, seja / : f(]R") -+ /'(R") a extensão de Zadeh de / , portanto,
conforme o Teorema 3.7, contínua. Sda -B C F(]R"), B # 0, fechado, limita-
do, tal que /(.B) C -B.
Afirmação l:

{õ} .t-.i .B.
De fato, pa'a cada a C ]O,]], seja .B. = U.CB[W]«, -Z3a C ]R" e .B. é

fechado e !imitado, e, portanto, {0} atrai .B., ou sda, dado c > 0, existe
n. C N tal que /"(.B.) C N({0},e), pma todo n ? n.. Mas B. C .B., para
todo a C [0, 1j; então, /'(.B«) C /'(B.), pma todo n C N.

Como /"(.B.) C N({0},e), para todo n 2 n., p'-a cada u C .B,
/"(lul') C -B({0},c), p~'a todo n ? n., ou sda, l./"(u)I' C -B({0},c), pma
cada n ? n., em particulm, [./i"(%)]' C -B({0}, c), pma cada n ? n..

Por outro lado, h( [/"(%)]', {0}) < c, pma todo n ?. n., ou s'ja,
{0} C .B([.f"(u)]:,.).

Pelo Lema 5.2, Rara cada u C .B, .D(.f"(u), {6}) < e, para cada n 2 n.,
ou sda, -D(/"(B), {Õ}) < e, pma cada n ? n., logo {Õ} atrai B.
Afirmação 2:

{t)} C .B, pma todo B C /(R"), tal que .B # ©, fechado, limitado e

/(-B) C -B.
De fato, como -D(/"(-B), {ti}) < e, p~'a cada n ? n., temos

O} C .V(/'(B),e), para todo n ? n.. Como /(.B) C .B, segue que

8} c x(.f(.e), e) c N(.B,c), p,ra t'do € > 0
Como .B é fechado, segue que {0} C .B.

Logo /:: {0} é o compacto que atrai .B, o que conclui o exemplo

Exemp[o 5.3 Sqa / : ]R" --> ]R" confíhua com um lírico atrafor compacto
global K, sendo K não unitáHo. Neste caso f não é assintoticamente suave

De fato, ba;ta toma -B .= {% C .F(IR");lul' C -K}, com aliam-K > 0.
B # 0, é fechado, limitado e /(-B) C -B e sabemos que .B não é compacto. Se
/ fosse assintoticamente suave, existiria J C -B, J compacto que atrai .B.
Mas J = «,(.B) = .B, pois /(-B) C .B , o que é uma contradição, pois sabemos
que .B só é compacto se K tiver diâmetro zero.
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5.6 Outros Exemplos 

Exemplo 5.2 Seja f : Rn---+ Rn contínua tal que f tem um único atrator 
global {O}. Então j é assintoticamente suave. 

De fato, seja j : .r(Rn) ---+ .r(Rn) a extensão de Zadeh de f , portanto, 
conforme o Teorema 3.7, contínua. Seja BC F(Rn), B-/= 0, fechado, limita
do, tal que Í(B) e B. 
Afirmação 1: 

{Ô} atrai B. 
De fato, para cada a E [O, 1), seja Ba = UuEB[u]ª, Ba C Rn e Ba é 

fechado e limitado, e, portanto, {O} atrai Ba, ou seja, dado ê > O, existe 
na EN tal que fn(Ba) e N({O},ê), para todo n 2: na. Mas Ba e Bo, para 
todo a E [O, 1]; então, fn(Ba) C fn(B 0 ), para todo n E N. 

Como fn(B0 ) C N( {O}, e), para todo n 2: n0 , para cada u E B, 
fn([u]ª) C B({O},e), para todo n > n 0 , ou seja, [}n(u)]° C B({O},e), para 
cada n 2: n 0 , em particular, [}n(u)]º C B({O},e), para cada n 2: n 0 • 

Por outro lado, h( [fn(u)]ª,{O}) < e, para todo n 2: n 0 , ou seja, 

{O} C B([Jn(u)]1, e). 

Pelo Lema 5.2, para cada u E B, D(}n(u), {Ô}) < € 1 para cada n 2: n 0 , 

ou seja, D(fn(B), {Ô}) < e, para cada n 2: n0 , logo {Ô} atrai B. 
Afirmação 2: 

{Ô} C B, para todo B C F(Rn), tal que B -/= 0, fechado, limitado e 
f(B) e B. 

De fato, como D(fn(B), {Ô})< e, para cada n 2: n0 , temos 
{Ô} C N(fn(B),e), para todo n 2: n 0 • Como f(B) C B, segue que 

{Ô} e N(Jn(B), e) e N(B, e), para todo e> O. 

Como B é fechado, segue que {Ô} C B. 
Logo J = {Ô} é o compacto que atrai B, o que conclui o exemplo. 

Exemplo 5.3 Seja f : Rn ---+ Rn contínua com um único atrator compacto 
global K, sendo K não unitário. Neste caso j não é assintoticamente suave. 

De fato, basta tomar B = {u E .r(Rn); [u]º C K}, com diamK > O. 
B-/= 0, é fechado, limitado e f (B) C B e sabemos que B não é compacto. Se 
j fosse assintoticamente suave, existiria J C B, J compacto que atrai B. 
Mas J = w(B) = B, pois f(B) C B, o que é uma contradição, pois sabemos 
que B só é compacto se K tiver diâmetro zero. 
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Exemp[o 5.4 Seca / : ]R -> R e a C ]R;. Para cada z € ]R, /(z) = ar

A função / é contínua, portanto, como está definida em R, é assintotica-
mente suave e a extensão de Zadeh desta função, como já vimos no Exemplo
3.3, é dada por /(a) = a«, pma todo u C /(R).

Esta função está associada ao Sistema Discreto:

Z&n+l = at&n

H(0 uo

cuja solução é u. = a"uo. Pela deÊnição de multiplicação de um número red
por um conjunto fuzzy, se a # 1, o único ponto lixo é 0; e se a :: 1, qualquer
ponto .' C /'(R) é ho.

A dinâmica deste sistema é a mesma do sistema determinístico, ou seja,
.[0} é assintóticamente estável se a < 1, estáve] se a - l e instável se a > 1.

Dado -B C F(R) não vazio, fechado e limitado tal que j(.n) C -B, pre-
cisamos achar um J C .B compacto tal que J atrai B.

No caso de a < 1, {0} é o único atrator global do sistema determinístico,
portanto, / é assintoticamente suave.

No caso de a = 1, cala ponto é ponto fixo e para toda B C /(]R) fechado
e limitado, vamos ter /(.B) = -B. Neste caso, só vai exista J compacto
quando Q próprio .B for compacto. Como não vale para todo .B, / não é
assintoticamente suave. Se.a > 1, não existe .B # a fechado e limitado tal
que /(B) C B, neste caso / é assintoticamente suave.

Exemplo 5.5 Sda ./' : ]RZ -} ]R', dada por /(z) - .4ac, onde .A = 1 :: J 0 l
eÀt,ÀZCR;. ' '

/ também é assintoticamente suave e a extensão de Zadeh é dada por /(u) =
..4u. Como nos estudos clássicos de sistemas dinâmicos, observa-se que .f é
assintoticamente suave se, e somente se, IÀíl # 1, pala todo ie {1,2}.

5.7 Dissipatividade em /(]R")
Baseado no teorema 4.3 e lembrando que toda função contínua /
é assintoticamente suave, temos o seguinte resultado:

[R" -.> ]Rn
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Exemplo 5.4 Seja f: 1R ➔ JR e a E R+· Para cada x E JR, f(x) = ax. 

A função f é contínua, portanto, como está definida em JR, é assintotica
mente suave e a extensão de Zadeh desta função, como já vimos no Exemplo 
3.3, é dada por J(u) = au, para todo u E .r(JR). 

Esta função está associada ao Sistema Discreto: 

cuja solução é Un = a71u0 • Pela definição de multiplicação de um número real 
por um conjunto fuzzy, se a f- 1, o único ponto fixo é Ô; e se a= 1, qualquer 
ponto u E F(JR) é fixo. 

A dinâmica deste sistema é a mesma do sistema determinístico, ou seja, 
{Ô} é assintóticamente estável se a< 1, estável se a= 1 e instável se a > 1. 

Dado B C .r(JR) não vazio, fechado e limitado tal que }(B) C B, pre
cisamos achar um J C B compacto tal que J atrai B. 

No caso de a < 1, {O} é o único atrator global do sistema determinístico, 
portanto, j é assintoticamente suave. 

No caso de a= 1, cada ponto é ponto fixo e para todo B C F(R) fechado 
e limitado, vamos ter }(B) = B. Neste caso, só vai existir J compacto 
quando o próprio B for compacto. Como não vale para todo B, j não é 
assintoticamente suave. Se a > 1, não existe B f- 0 fechado e limitado tal 
que f(B) C B, neste caso J é assintoticamente suave. 

Exemplo 5.5 Seja f: JR2 ➔ R 2, dada por f(x) = Ax, onde A= 

e À1, À2 E JR~. 

f também é assintoticamente suave e a extensão de Zadeh é dada por J(u) = 
Au. Como nos estudos clássicos de sistemas dinâmicos, observa-se que J é 
assintoticamente suave se, e somente se, I..Xi l f- 1, para todo i E {1, 2}. 

5.7 Dissipatividade em F(Rn) 
Baseado no teorema 4.3 e lembrando que toda função contínua f : Rn ➔ Rn 
é assintoticamente suave, temos o seguinte resultado: 
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Teol'ema 5.9 Sda / : ]R" --} ]R" confílztia, dissipatiua por pontos, cujas
órbitas de conjuntos !imitados são !Imitadas, então e=i.ste um atratof globo!
comera .K

Vamos considerar o seguinte conjunto

JK = {u C .F(]R"); 1%l' C K'}

Já vimos na seção 5.2 que JK é fechado e limitado. Vamos mostrar que
ele atrai pontos em .F(R"), ou soja, que a extensão de Zadeh .f é dissipativa
por pontos. Mas antes, vamos demonstrar a seguinte proposição:

Proposição 5.2 Sejam / : ]R" --} ]R" contígua com um atrafor gZoóa/ conexo,

C' C R" «m c.ny-t' "mp«f. e (7' = Uw(c). E«tã. /"(a) -} O'' -
métrica de Hawdor$.

c€0'

l)em.:
Temos que mostrar que dado c > 0, existe n. C N tal que

h(/"((7), O'') < c, pa:ra todo n ? n.

Sda c C (7, então existe c' C C'' tal que /"(c) -} c', ou soja, dado c C (7 e
e > 0, existe n. C N e c' C (7' t,l que d(/'(c), c') < c, pua todo n 2. n., ou
,inda, infd(/'(c), O'') < c, pma todo n 2 n..

Por outro lado, sda c' C C'', então existe c C O' tal (lue c' - w(c),
ou soja, dado c > 0, existe c C C' e nl: G N tal que /"(c) --} c', ou B'ga,
infd(/"(O'), c') < c, para todo n' ? n.. Como O' e a' são compactos, existe
n. C N tal que À(/"((7), O'') < c, p«:a todo n ? n..

Teorema 5.10 Seja / : ]]&n --.} ]Rn confgbzaa, disszpafíua por pontos/ cujas

órbitas de conjuntos limitados são limitadas, então a extensão de Zadeh
/ : F(]R") -+ F(IR") á dãss@atit'a por pontos.
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Teorema 5.9 Seja f : Rn -+ Rn contínua, dissipativa por pontos, cujas 
órbitas de conjuntos limitados são limitadas, então existe um atrator global 
conexo K. 

Vamos considerar o seguinte conjunto: 

Já vimos na seção 5.2 que JK é fechado e limitado. Vamos mostrar que 
ele atrai pontos em F(Rn), ou seja, que a extensão de Zadeh J é dissipa tiva 
por pontos. Mas antes, vamos demonstrar a seguinte proposição: 

Proposição 5.2 Sejam f : Rn-+ Rn contínua com um atrator global conexo, 
C e Rn um conjunto compacto e C' = LJ w(c). Então fn(C) -+ C' na 

cEG 
métrica de H ausdorff. 

Dem.: 
Temos que mostrar que dado é> O, existe n 0 EN tal que 

Seja e E C, então existe e' E C' tal que fn(c)-+ e', ou seja, dado e E C e 
é> O, existe nc EN e e' E C' tal que d(fn(c),c') < é, para todo n 2 nc, ou 
ainda, inf d(f.,,(c), C') < é, para todo n 2 nc. 

Por outro lado, seja e' E C', então existe e E C tal que e' = w( e), 
ou seja, dado é> O, existe e E C e n: E N tal que fn(c) -+ e', ou seja, 
inf d(fn( C), c

1

) < é, para todo n' 2 nc. Como C e O' são compactos, existe 
n 0 EN tal que h(f.,,(C), 0

1

) < é, para todo n 2 n 0 • 

Teorema 5.10 Seja f : Rn -+ Rn contínua, dissipatíva por pontos, cujas 
ó,bitas de conjuntos limitados são limitadas, então a extensão de Zadeh 
j; F(Rn) -t F(Rn) é dissipativa por pontos. 
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Dem.:
Pelo Teorema 5.9, existe um atrator global conexo .K para o sistema

dinâmico gerado pela função /. Soja v C F(R"), como -K é atrator global
conexo, pela Proposição 5.2, dado c > 0, existe n. C N tal que

h(.r(lul'),K) < e, pma todo n ? n.,

ou sejam

.inf:] A(.f"(1"1'),K) < c, p"a t'do " ? n.
Sda JK como acima, então, -D(/"(u),JK) < ., pua todo n 2 n., ou sda,
JK atrai pontos de .7:(R"), o que implica que .f é dissipatíva por pontos.

Alguns exemplos:

Exemplo 5.6 Seja / : R -} ]R uma ./unção cana zua com um afrator gZoóaZ
K = [a, ó] como aóaüo:

b

Então / : F(]R) -} /(R) é dissipativa por pontos e o conjunto

BK = {u c J'(R) ; lul' c [a, ó]}

só é compacto se a = b, ou seja, / só é assintoticamente suave se a = b

Exemp[o 5.7 Sda / : ]RZ -.> RZ uma ./unção dada pa7' /(z) = .Az, onde

«-t :: ,! ] ..«*: « : . ,, « :.

Neste caso sabemos que {0} é atrator global de / e que as órbitas de
conjuntos limitados são limitadas. Então .f : .F(R') -+ .F(]R') é dissipativa
por pontos. Como já vimos que / é assintoticamente suave, pelo teorema
4.3, segue que {0} é o atrator global conexo de /
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Dem.: 
Pelo Teorema 5.9, existe um atrator global conexo K para o sistema 

dinâmico gerado pela função f. Seja u E .r(JRn), como K é atrator global 
conexo, pela Proposição 5.2, dado € > O, existe n 0 E N tal que 

ou seJa, 
inf h(F([ut),K) < €, para todo n 2: n0 • 

aE(0,1] 

Seja JK como acima, então, D(/n(u),JK) <€,para todo n 2: n 0 , ou seja, 
JK atrai pontos de .r(JRn), o que implica que j é dissipativa por pontos. 

Alguns exemplos: 

Exemplo 5.6 Seja f: JR ➔ JR uma função contínua com um atrator global 
K = [a, b] como abaixo: 

Então j: .r(JR) ➔ .r(JR) é dissipativa por pontos e o conjunto 

BK = { u E .r(JR) ; [u]º C [a, b]} 

só é compacto se a = b, ou seja, j só é assintoticamente suave se a = b. 

Exemplo 5.7 Seja f : JR2 ➔ JR2 uma função dada por f(x) = Ax, onde 

A = [ ~1 
).~ ] com À1 < 1 e À2 < 1. 

Neste caso sabemos que {O} é atrator global de f e que as órbitas de 
conjuntos limitados são limitadas. Então j : .r(JR.2) ➔ .r(JR2

) é dissipativa 
por pontos. Como já vimos que j é assintoticamente suave, pelo teorema 
4.3, segue que {Ô} é o atrator global conexo de j. 
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B[xemp[o 5.8 Sqa / : ]R2 -+ ]R2 a ./unção dada por

/(',y)(y+«(l-,'-y'),-«+y(l-.'-y'))

.St é um atrator .global conexo e as órbitas de conjuntos limitados são
[imitadas, portanto / : /(Ra) -+ /'(]R') é dissipativa por pontos e o conjunto
atrator é o -BK = {u C F(]R') ; lul' C S:}. Mas / não é assintoticamente
suave pois Si não é um conjunto unitário.

5.8 Projetos
Existem váirios proletos a serem desenvolvidos, mas aqui vamos falar um
pouco da idéia que temos de estuda Inclusões Diferenciais Fuzzy.

Sabemos bem da importância das Equações Diferenciais, tanto do ponto
de vista teórico como das aplicações, mas, em muitos casos, estas equações
se distanciam das aplicações quando descrevem certos sistemas de evolução.
Uma maneja de modelar tais problemas seria através de Inclusões Diferen-
ciais, ou seja) encontrar z : 10, 7'l --} ]R' tal que

«'(t) C G(t,z(t)), (5.3)

onde G é uma função multivduada.
A nossa intenção é estuda a teoria de inclusões diferenciais no contexto

fuzzy. Existem várias formulações de Inclusões Diferenciais Fuzzy e Equações
Diferenciais Fuzzy. No nosso caso, deveríamos considera como Equação
Diferencia! Fuzzy, uma equação do tipo:

«'(t) G(t,u(t)), (5.4)
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Exemplo 5.8 Seja f : R2 ➔ R 2 a função dada por 

f(x,y) = (y + x(l - a:: 2 -y2), -x + y(l - x 2 
- y2

)) 

"t 

si é um atrator global conexo e as órbitas de conjuntos limitados são 
limitadas, portanto j: .r(l~.2) ➔ .r(JI~.2) é dissipativa por pontos e o conjunto 
atrator é o BK = { u E .r(R2

) ; (u)º C si}. Mas j não é assintoticamente 
suave pois si não é um conjunto unitário. 

5.8 Projetos 

Existem vários projetos a serem desenvolvidos, mas aqui vamos falar um 
pouco da idéia que temos de estudar Inclusões Diferenciais Fuzzy. 

Sabemos bem da importância das Equações Diferenciais, tanto do ponto 
de vista teórico como das aplicações, mas, em muitos casos, estas equações 
se distanciam das aplicações quando descrevem certos sistemas de evolução. 
Uma maneira de modelar tais problemas seria através de Inclusões Diferen
ciais, ou seja, encontrar x : (O, T] ➔ ]Rn tal que 

x' (t) E G(t, x(t)), (5.3) 

onde G é uma função multivaluada. 
A nossa intenção é estudar a teoria de inclusões diferenciais no contexto 

fuzzy. Existem várias formulações de Inclusões Diferenciais Fuzzy e Equações 
Diferenciais Fuzzy. No nosso caso, deveríamos considerar como Equação 
Diferencial Fuzzy, uma equação do tipo: 

u' (t ) = G(t, u(t)), (5.4) 
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onde u'(t) é a derimda segundo Hukuhma e G : ]R" --} F(IR") uma multi
função fuzzy.

Então o problema de Inclusão Diferencial a estudar seria

u'(}) C G(t,%(t)). (5.5)

Este problema pode $er interpretado de algumas maneira diferentes. Uma
interpretação seria

X{«'H} C G(t, u(t)), (5.6)
o que seria um tanto trivial, pois neste caso o estudo se resumiria ao estudo
da seguinte inclusão diferencial:

%'(t) C IG(t,a(t))l:. (5.7)

Outra interpretação, sugerida por Yuanguo Zhu [39], seria considerar uma
função a : IR" -..} 10, 11 e o problema seria definido como:

a'(t) C [G(t,u(t))]'("('». (5.8)

Estudar propriedades das Inclusões Diferenciais Fuzzy tais como: estabili-
dade, periodicidade, etc e compara resultados dentre as várias interpretações
são alguns dos pontos relevantes deste projeto de estudos.

onde u
1

(t) é a derivada segundo Hukuhara e G : Rn ➔ F(Rn) uma multi
função fuzzy. 

Então o problema de Inclusão Diferencial a estudar seria 

u' (t) E G(t, u(t)). (5.5) 

Este problema pode ser interpretado de algumas maneira diferentes. Uma 
interpretação seria 

1 

X{u'(t)} e G(t, u(t)), (5.6) 
o que seria um tanto trivial, pois neste caso o estudo se resumiria ao estudo 
da seguinte inclusão diferencial: 

u' (t) E [G(t, u(t))]1. (5.7) 

Outra interpretação, sugerida por Yuanguo Zhu [39], seria considerar uma 
função a : mi.n ➔ [O, 1] e o problema seria definido como: 

u'(t) E [G(t,u(t))t(u(t))_ (5.8) 

Estudar propriedades das Inclusões Diferenciais Fuzzy tais como: estabili
dade, periodicidade, etc e comparar resultados dentre as várias interpretações 
são alguns dos pontos relevantes deste projeto de estudos. 
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