O Modelo dos Vortices
em Hidrodinamica

Violeta Nydia Vivanco Orellana

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE
EM
MATEMATICA APLICADA

Area de Concentracio: Matematica Aplicada
Orientadora: Prof. Dr. Helena Maria Avila de Castro.

Este trabalho foi financiado pela CAPES

-Sao Paulo, Junho de 2001-



Modelo dos Vortices
em Hidrodinamica

Este exemplar corresponde a redacao final
da dissertagdo devidamente corrigida e de-
fendida por Violeta Nydia Vivanco Orella-

na e aprovada pela comissdo julgadora.

Sao Paulo, 21 de junho de 2001.

Banca examinadora:

o Prof. Dra. Helena Maria Avila de Castro (Presidente) - IME — USP
e Prof. Dr. Clodoaldo Grotta Ragazzo - IME — USP

e Prof. Dr. Oscar Brito Augusto ~-EP— USP



A Bernardo e a meus quatro filhos:
Leonardo, Dario,

Natalia e Valeria.



Agradecimentos

Agradeco a Bernardo por ter-me ensinado que para alcancar um objetivo, antes de tudo,

é necessario perseveranca.

Aos meus filhos, pela a forca que me transmitem e pelo desejo de ensinar-lhes que

sendo perseverantes € possivel conseguir o que se deseja.

A meu colega Rommel Bustinza por ter me ajudado a compilar, em mais de uma

oportunidade, este trabalho.

De maneira muito especial agradago a minha professora Helena, por haver me orien-

tado com seriedade e eficiéncia.



Resumo

O modelo dos vértices é definido supondo que o rotacional do campo de velocidade
de um fluido ideal e incompressivel no plano seja nulo, exceto em um conjunto discreto de
pontos chamados vértices. Como o campo de velocidade é singular nos vértices, é feita
uma hipétese regularizadora para obter as equagbes que determinam seu movimento:
assumindo que cada voértice nao se movimenta pela agdo de seu campo, mas sim pela acao

do campo gerado pelos outros vortices, obtém-se as equacoes de Helmholtz-Kirchhoff.

As equacées de Helmholtz-Kirchhoff sdo extendidas ao caso em que a cada vértice
estd associada uma massa, a qual pode ser interpretada como a massa de uma impureza

do fluido. Obtém-se assim o modelo dos vértices com massa.

O modelo misto, isto é, o modelo no qual alguns dos vértices tem massa e outros nao, é
obtido a partir do modelo dos vortices com massa, restrito a uma subvariedade conveniente

de seu espaco de fase, mediante o formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos com

vinculos.

Serao apresentados, além disso, diversos sistemas de vértices (algums com e outros
sem massa), mostrando casos integraveis e nao integraveis, dependendo do niimero de
vortices e dos valores dos parametros. A ndo integrabilidade é obtida pelo método de

Melnikov ou por meio da aplicacdo do teorema de Lerman.

Palavras chaves: dinamica de vértices, sistemas Hamiltonianos, integrabilidade, varie-

dades de Poisson.



Abstract

The vortex model is defined by supossing that the curl of velocity field of an ideal
and incompressible two-dimensional fluid vanishes, except at a discrete set of points called
vortices. Since the velocity field is singular at the vortices, it’s necessary to introduce a
regularity hypothesis to get the equation that stablishes its motion: we assume that each
vortex is not affected by the action of its oun field, but by the action of the field generated

by the other vortices. In this way, one obtains the Helmholtz-Kirchhoff equations.

The Helmholtz-Kirchhoff equations are extended to the case where each vortex has
an associated mass; which can be interpreted as the mass of an inpurity of the fluid: this

" is the mass vortex model.

The mixed model, that is, the model where some of the vortices have a mass, while
others do not, is obtained from the mass vortex model restricted to suitable submanifold

of its phase space, as suggested by Dirac’s formalism for restricted Hamiltonians systems.

Moreover, several vortex systems (some with and other without mass) will be pre-
sented, showing integrable and non integrable cases, depending on the number of vortices
and on the parameters values. Non integrability is proved by Melnikov’s method or by

appliying Lerman’s theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar um modelo da fisica matematica, o modelo dos
vortices. Este modelo descreve duas situacoes fisicas comuns em aplicagdes. A primeira é
a de um fluido bidimensional, ou seja, um fluido ideal (sem viscosidade) e incompressivel
(densidade de massa constante) com o movimento essencialmente plano, em que a vorti-
cidade esteja concentrada em alguns pontos. A motivacao para a investigagao do com-
portamento destes fluidos surge de observages experimentais de oceanos e atmosferas,
que mostram a existéncia de zonas onde a vorticidade se encontra especialmente concen-
trada. A segunda é a de um conjunto de N colunas paralelas de cargas, em um plasma,
onde também foi observada concentragdao de vorticidade (ver [9]). O estudo de vértices
puntuais num fluido bidimensional foi iniciado por Helmholtz e Kirchhoff (ver [11]). Eles
obtiveram as equagoes que governam o movimento de N vértices puntuais, sem massa,
no plano, assumindo que cada vértice ndo se movimenta por acao de seu campo, mas sim

por agao do campo de velocidade gerado pelos outros vortices.

As equacdes de Helmholtz e Kirchhoff, que governam o movimento de N vortices
puntuais, sio extendidas ao caso em que a cada vortice esta associada uma massa. Essa
massa pode ser interpretada como a massa de uma impureza do fluido onde o campo

de vorticidade é nao nulo. Obtem-se assim o modelo dos vortices com massa. Estas



equagoes também determinam o comportamento de N cargas bidimensionais, as quais
podem ser vistas como a intersecdo de colunas infinitas de particulas carregadas com
um plano ortogonal, sujeitas a um campo magnético constante. Pode-se mostrar que
tanto o modelo dos vértices com massa quanto o modelo dos vértices sem massa sio
sistemas Hamiltonianos. Entretanto, nao é possivel passar de um ao outro tomando-se
simplesmente as massas nulas, pois a Hamiltoniana do modelo dos vértices com massa se
torna singular nesta situagao. Por outro lado, existe um procedimento que nos permite
reduzir o sistema dos vértices com massa a uma sub-variedade de seu espaco de fase, onde
a Hamiltoniana nao se torna singular quando uma das massas se anula. Desta forma, é
obtido o modelo misto dos vértices, isto é, o modelo no qual alguns dos vértices nio tém

massa. O modelo misto dos vértices também serd um sistema Hamiltoniano.

Quando se trata de sistemas Hamiltonianos, uma questdo de extrema importancia é
a da integrabilidade no sentido de Liouville. Os sistemas integraveis sdo raros, mas sua
dindmica € a unica que se pode entender completamente, j4 que comportamentos cadticos
estao excluidos. Nos trés modelos tratados aqui existem duas integrais primeiras em
involugao, independentes da Hamiltoniana. Isto é suficiente para garantir a integrabilidade
do sistema de dois ou trés vértices sem massa, e de um vértice com massa e outro sem
massa. Entretanto, pode-se mostrar que os sistemas com quatro vértices sem massa,
com dois vértices com massa e com um vértice com massa e dois sem massa sio nao

integraveis e apresentam, para certos valores dos pardmetros, comportamento cadtico

(ver [5],[13],[25]).

Este trabalho tem a seguinte organizagao. No capitulo 2, sao obtidas heuristicamente
as equacoes que determinam completamente o fluxo gerado pelo campo da vorticidade,
num dominio U simplemente conexo de IR?. Estas equagdes sio deduzidas a partir das
equagoes de Euler que regem o movimento de um fluido ideal e incompressivel, confinado
a um dominio U no plano. No capitulo 3 estuda-se o modelo dos vértices sem massa.
Na secao 3.1 é apresentado o modelo dos vértices baseado na hipétese de Helmholtz e

Kirchhoff (ver [11]). Este modelo é obtido a partir da equacido de vorticidade, supondo



que ela estd concentrada num nimero finito de ponto i, -+, &N, em U C IR2 Na secao
3.2 mostraremos que o modelo é um sistema Hamiltoniano. Na secao 3.3 ligaremos este
modelo com o das cargas bidimensionais. Finalmente, na secao 3.4 estudaremos o pro-
blema de dois, trés e quatro vértices sem massa, para diferentes valores das intensidades.
Nos dois primeiros casos o sistema é integravel no sentido Liouville (ver [2] ou [21]). O
movimento dos trés vértices é completamente analizado em [27]. No terceiro caso, consi-
deramos o problema de quatro vétices, com intensidade (1,1, 1, ), como uma perturbagio
do problema de trés vértices com intensidade (1,1,1), o qual admite conexdes de selas.
Para € > 0, suficientemente pequeno, o problema perturbado é reduzido a um sistema
Hamiltoniano plano que ndo é mais auténomo, mas depende periédicamente do tempo.
Foi possivel mostrar, mediante o método de Melnikov (ver [15]), a existéncia de compor-
tamento cadético (ver [5]). Isto implica que hd novas regides de comportamento cadtico

diferentes das encontradas previamente por Ziglin (ver [29]).

No capitulo 4, se¢do 4.1, definimos as equagdes de movimento dos vortices com massa
a partir da analogia eletromagnética e do modelo fisico para a forca que age num vértice
com massa (ver [11]). Na secdo 4.2, estuda-se o sistema de dois vértices com massa, no
caso em que a soma de suas intensidades é ndo nula (ver [25]). Utiliza-se as integrais
primeiras do sistema, para a redugao de quatro a dois graus de liberdade. No caso
particular em que razao entre massa e intensidade forem iguais para os dois vértices o
sistema apresenta mais uma integral primeira independente das anteriores, e é portanto
integravel. B possivel mostrar que algumas das érbitas deste sistema ficam proximas de
6rbitas do sistema de dois vortices sem massa, quando as massa tendem a zero. Na secao
4.3 é estudado um sistema de dois vortices com massa no caso da soma de suas intensidades
se anular. Novamente, utiliza-se as integrais primeiras para reduzir o sistema a dois graus
de liberdade. Neste caso, quando as duas massas forem iguais, é possivel mostrar (ver

[25]) que o sistema é ndo integravel.

Finalmente, no capitulo 5, estuda-se o modelo misto dos vortices. Na seccao 5.1

apresenta-se os conceitos e propriedades de variedades de Poisson, que é uma generali-



zagao de variedades simpléticas. Na secao 5.2 apresenta-se o método de Dirac, que permi-
te, sob certas condigdes, restringir um sistema Hamiltoniano numa variedade simplética
a um sistema hamiltoniano numa subvariedade onde estd bem definida uma estrutura de
Poisson (ver [4]). Na secdo 5.3, aplica-se o formalismo de Dirac para obter o modelo misto
dos vértices a partir da restricdo do modelo dos vértices com massa a uma subvariedade
conveniente de seu espaco de fase. Esta subvariedade é escolhida de forma que a Hamilto-
niana associada ao sistema de vértices com massa ndo se torne singular quando fazemos
as massas tender para zero. Na se¢do 5.4, estudaremos o sistema misto de dois vértices,
que é completamente integravel, independentemente do valor das intensidades e da massa,
por possuir duas integrais primeiras em involugdo, além da energia. Entretanto, em certos

casos é possivel mostrar que o sistema com dois vértices sem massa e um com massa nao

é integravel (ver [12]).



Capitulo 2

Equacao da Vorticidade

Neste capitulo vamos expor algumas idéias bésicas sobre a mecanica de um fluido ideal.
Nosso objetivo é apresentar heuristicamente as equagdes que regem este fendmeno, no caso
especialmente importante de um fluido ideal (sem viscosidade) e incompressivel (densi-
dade de massa constante), numa regiao do espago. Estas equagbes servirao como base
para a discussao do modelo dos vértices, apresentado no préoximo capitulo. Na segao 2.1
comegaremos deduzindo as equagoes do movimento de um fluido ideal, que correspondem
as equacoes de Euler. Estas equagoes serao d.erivadas a partir das leis de conservagao da

massa e momento, e das hipdteses constitutivas do fluido.

Na secao 2.2 apresentaremos inicialmente as equagoes para o campo de vorticidade de
um fluido no caso especial em que a densidade de massa é constante e que a forca é derivada
de um potencial. Em seguida, supondo que o movimento do fluido é essencialmente
plano, mostraremos que a vorticidade pode ser descrita por um campo escalar e que o
campo de velocidades pode ser escrito em termos da chamada funcdo de corrente (escalar).
Apresentaremos, finalmente, as equagoes que determinam o movimento do fluido neste

caso particular, em termos da funcdo de corrente e do campo escalar de vorticidade.

Na secao 2.3, apresentaremos alguns resultados classicos sobre circulagao, que nos

permitirao concluir que o fluxo da vorticidade através de uma superficie movimentando-



se com o fluido é constante no tempo.

2.1 Equacao de Euler

Na presente secao introduziremos algumas idéias bdsicas acerca do movimento de um
fluido ideal, do ponto de vista de espacos Euclidianos, isto é, os campos vetoriais e os
fluxos gerado por estes campos sdo definidos sobre um dominio de IR3, e serdo estudados
usando as ferramentas do calculo vetorial (ver [7] e [16]). Embora nesta dissertacio sé
tratemos de fluidos definidos em dominios de IR?, estes resultados podem ser generalizados

para o contexto de variedades e formas diferencidveis (ver [2]).

Observagao 2.1 As expressoes regido e dominio serdo usadas para designar conjuntos
abertos e conexos. As componente de um vetor U serdo indicadas indistintamente por

(vi,v2,v3) ou por (vg,vy,v.) , conforme for mais conveniente.

Um ”estado”de um fluido em movimento confinado & regiao D de IR® é descrito
matematicamente por um campo vetorial @ definido em D, chamado campo de velocidades
do fluido. Seja  um ponto em D e imaginemos uma particula no fluido (por exemplo
uma particula de pé suspensa no fuido), que se encontra no ponto # no tempo t = 0 .

Esta particula descreve uma trajetdria, que denotaremos por @z(t) = ¢(Z,1).

Observagao 2.2 Se o movimento da particula € determinado pelo campo de velocidades

do fluido, entdo sua trajetoria satisfaz a equagdio diferencial:

2 ilpalt) 0 2.1)

e a condigdo inicial pz(0) = Z. Note que esta equagdo implica que a trajetoria € tangente

ao campo de velocidades.

E portanto natural definir :



Defini¢ao 2.1 O fluzo gerado pelo campo vetorial ¥ € a aplicagio ¢ : D x IR — D tal
que pz(t) = @(Z,t) satisfaz (2.1) para todo & em D, e tal que ¢, : D — D definida por
0i(Z) = (T, 1) satisfaz p, = identidade. Qualquer uma das aplicagées ¢z : IR — D,

com T € D , € chamada uma trajetoria do fluido.

Observagao 2.3 No caso em que @ e D sdo arbitrdrios, a aplicagio ¢z so estard definida
para t variando num intervalo, dependente de . Entretanto, no caso do movimento do
fluido, € fisicamente impossivel que este intervalo seja finito, para algum & . FEstaremos
supondo entdo que U e D satisfagcam condig¢oes suficientes para que o fluzo esteja definido

para todo t € R, e que @, : D — D seja um difeomorfismo, para todot € 1R.

Outro conceito importante na descricaio do movimento do fluido é o de linha de

corrente:

Definicao 2.2 Dado o campo de velocidade 6(Z,t) de um fluido, uma linha de corrente,
definida para um certo tempo fizo t € uma curva integral de U, (%) = U(Z,t); isto €, se

Z(s) , s € IR € uma parametrizagio desta linha de corrente, entdo salisfaz:

7'(s)=i(Z(s),t) Vs € R (2.2)

Observagao 2.4 As linhas de corrente corresponderiam a trajetorias num fluido cujo
campo de velocidades fosse u(-,t) , com t fito. Note entio que, se U € independente do

tempo t, as linhas de corrente e as trajetorias coincidem. Neste caso o fluido € chamado

estaciondrio.

Para cada tempo t, assumamos que € bem definida a densidade de massa do fluido,
denotada p;(Z) = p(&,t). Assim, se W é qualquer sub-regido de D, a massa do fluido em

W, no tempo t, é dada por:

m(W,t) = /W p(Z,1)dV | (2.3)



onde dV é o elemento de volume no plano ou no espaco.

No que segue assumiremos que as fung¢es dadas @ e p sdo suficientemente suaves, de

forma que possamos aplicar as operagoes do calculo diferencial necessérias.
A derivagao das equacoes é fundamentada em trés partes distintas:
(i) conservacao da massa;
(ii) hipdteses constitutivas: fluido incompressivel;

(ii1) hipéteses constitutivas: fluido ideal e balanco de momento.

(i) Conservagao da massa.

Este principio nos diz que a massa do fluido, que no tempo t=0 ocupa uma regiao W,
permanece inalterada depois de um certo tempo. Mais precisamente, se W é uma regiao

de D com fronteira suficientemente suave para que o Teorema de Stokes seja vélido, entao

/W @0V = /W o(3,0)dV (2.4)

onde W; = ¢(W). Usando a férmula de mudanca de variaveis, a conservacio da massa

(2.4) pode ser reescrita como

/W o), ) (,1)dV = /Wp(f,O)dv,

onde J(Z,t) é o jacobiano de ¢;. Como W é arbitrario, tem-se que

plipr(@), 1) (3,1) = p(#,0) . (25)

Em seguida, apresentaremos um lema que nos sera 1til para obter a equacao da

conservacao da massa, e para a caracterizagdo de fluidos incompressiveis.

Lema 2.1.1 Se J(Z,t) € o jacobiano de ;, temos que

10



=7 (&) = J(&1)[div(i(p(2), 1)] (2.6)
Demostragao. Ver [7] .

Derivando (2.5) com respeito a t obtemos, a partir de (2.1) e do lema anterior, que

3] S

i div(pt) =0 . (2.7)
ot

Esta tltima equacao é a forma diferencial da lei da conservacao de massa, também

conhecida como equagao de continuidade.

(ii) Hipé6teses constitutivas: fluido incompressivel

A descrigao do movimento de um corpo ou fluido continuo ( cinematica do continuo) usan-
do as ferrramentas do calculo diferencial ndo é suficiente para determinar completamente
a evolucdo no tempo deste corpo (dindmica). Se queremos esta dinamica, precisamos fazer
hiipéteses adicionais que levem em conta as diferencas encontradas nos diversos materiais
(por exemplo, o comportamento de uma porgao de 6leo numa garrafa é completamente
diferente daquele de uma porgao de gas numa garrafa semelhante). Estas hipoteses sao
chamadas hipéteses constitutivas . Consideraremos dois tipos de hipéteses constitutivas

sobre o fluido:

- hipéteses sobre o tipo de deformacdo que o corpo pode sofrer, como por exemplo
se um corpo é rigido ou incompressivel. Nos assumiremos a hipétese que o fluido é
incompressivel, o que tem se mostrado uma hipétese bastante realista para liquidos como

a dgua, em condig¢oes normais de fluxo;

- hipéteses sobre a forma das forgas (internas) que agem em cada parte do corpo
ou fluido. Nés adotaremos a hipétese que o fluido é ideal, o que tem se mostrado uma

hipétese realista quando os efeitos viscosos sao despreziveis.

Definicao 2.3 Um fluido é dito incompressivel se para qualquer regido Wy = (W, 1)

11



ocupada pelo fluido no tempo t , tem-se

Volume(W;) = dV = constante em t. (2.8)
Wi

Note que se o fluido é incompressivel entao, usando o lema (2.1.1) e o teorema de mu-
danca de varidveis, que para toda regido W; = ¢(W,t), com fronteira suave, deslocando-se

com o fluido tem-se que:

d d ;
0 = 7 Wth_a WJdV:/WJdV—

_ /sz’va’dV:/ divﬁdV:/ G- dA.
w Wi oW,

Dos resultados acima, e do fato de J néo se anular, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 (Caracterizacao de fluidos incompressiveis) As seguintes condigées
sao equivalentes:

1- o fluido € incompressivel;

2- divu=0;

3-J =1;

4- Para todo W; como acima temos faw. u-h dA =0.

(iii) Hipéteses constitutivas: fluido ideal e balango de momento

Na mecanica dos fluidos postula-se que as forcas envolvidas no movimento sio descritas
por duas funcdes suaves: b e s. A funcdo b representa a forca que o meio exerce intrinsi-
camente sobre as particulas do fluido, sendo o exemplo mais cléssico a forga gravitacional.
Ouseja, b: Dx IR — IR’ é uma fungio suficientemente diferencidvel e b(Z,t) é a

forca, por unidade de massa, exercida pelo meio no ponto Z , no instante t.

A fungio s : 5 x D x IR — IR® descreve a forca resultante de uma parte do
fluido sobre outra. Se W C D é uma regiao fechada, orientada, com fronteira suave e

Wi = o(W,t), seja & € OW; e 7i(Z,t) a normal externa unitéria a W;, no ponto Z, no

12



instante ¢. Entao s(7(&,t),,t) é a forca superficial, por unidade de area, exercida em &,

no instante ¢. A forca total que age sobre W; no instante ¢ é portanto:

F(W,t) :/ s(n(Z,t),%,t) dA + / p(Z,t)b(Z,t) dV. (2.9)
W, W,
Podemos agora definir:

Definicao 2.4 Um fluido € ideal se s(n,&,t) = —p(Z,t)i. A fungiop:D x IR — 1R

€ chamada de pressao.

Aplicando o teorema do divergente em (2.9), obtemos que no fluido ideal a forga é

dada por:
F(W,t) = / (pb — grad p)(Z,t) dV, (2.10)

t

e, pelo teorema de mudanca de variaveis,

F(?V,t) = /W(pb — grad p)(p(Z,1),t) J(Z,t) dV. (2.11)

A segunda lei de Newton (balanco de momento) assegura que a taxa de variacdo do
momento de uma por¢ao do fluido € igual ao total da forga nela aplicada. Ou seja, se

1(W, t) é o momento do fluido contido em W; no instante ¢, entao

d
Z(U(W,1) = F(W,) (2.12)

Mas, pelo teorema de mudanca de variavel,

G000 =5 [ i@ av =5 [ om0 160 av,

e da conservacao da massa (equagdo 2.5) , obtemos:

%(I(W, )= /v . p(f,O)%ﬂ(gﬂ(i’,t),t) dv. (2.13)

13



Observacao 2.5 Se pz(t), t € IR € uma trajetéria do fluido e % : D x IR — 1IR3 €

uma fungdo diferencidvel, entdo, pela regra da cadeia, temos:

d N (0w dp;\ | Ow [ Owi Dy
%(wz‘(‘?f(t)at))—z<axj at>+ a (;a—%u]-l-w (pz(t),1).

Se denotarmos 4 -V = u; — + ’l.Lgi + us=—, teremos que
8:51 83:2 (?:173
d, a . . v
S(pe(t), 1)) = (o + - V)i(ps(t), ) (2.14)

Definigao 2.5 A derivada material é o operador linear

D 9
E—E'I'U-V, (2.15)

definido nas fungoes diferencidveis com dominio D x IR e assumindo valores em IR3 ou

R.

Com a observacio e defini¢ao acima, a variagio de momento pode ser escrita como:
d Dd
—(I(W,t)) = z,0)—(p(Z,1),t) dV. .
FA0V0) = [ 9@, 0157 (6@ 0,1) a7 (2.16)

Como o fluido é incompressivel temos, pelo teorema 2.1.1, que:

F(W, 1) = /W (pb — grad p)(wu(2),1) dV, (2.17)

e como W ¢ arbitrario em (2.16) e (2.17) obtemos, a partir de (2.12), a forma diferencial

da equacao do balanco de momento:
-~ Du . .
P(%(J’?),t)D—t(%(:ﬂ),t) = (pb — grad p)(¢:(%),1),

para todo ¥ € D, t € IR. Como ¢; é um difeomorfismo em D, a equacio acima vale em

todos os pontos de D. Obtemos assim a equagao de Euler do fluido ideal:

p%qti = —grad p + pb (2.18)
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Observacao 2.6 As condigoés de fronteiras sobre as equagdes sio impostas a partir do
problema fisico que se estd modelando. Se queremos o fluido confinado a uma regigo D
de IR3, deveremos impor que o campo de velocidade € tangente ao bordo 0D, ou seja, o

fluido ndo atravessa o bordo 0D.

Observagao 2.7 Note que se o fluido € incompressivel, a equagdo da continuidade (2.7)

pode ser rescrita como:

dp

D
8t+ﬁ-gradp+pdivﬁ=—p—=0.

% + div(pt) = Di

ot
Temos portanto, usando as notacdes anteriores, que as equacoes de movimento de

um fluido ideal e incompressivel, num dominio D de IR? sio:

equagao de Euler:

D
P grad p + pb; (2.19)
equagao de continuidade:
Dp
— = 0; 2.20
% (2.20)
condicao de incompressibilidade:
divu = 0 (2.21)
e condigao de fronteira:
- = 0 em 0D. (2.22)

2.2 Equacao da Vorticidade

O modelo dos vértices nao é dado em termos do campo de velocidades, mas sim do campo

de vorticidade, definido por:
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Definicao 2.6 Se @ ¢ o campo de velocidade de um fluido em D C 1IR3, entdo

~ Ou, Ouy, Ou, Ou, Ou, Ou
Q=v _»:( z y, z z, v :1:) 2.93

*u Oy 0z 0z 0z’ 0z Oy (2.23)
€ chamado campo de vorticidade do fluzo. Em outras palavras, o campo de vorticidade ¢é

o rotacional do campo de velocidade do fluido.

No que segue, vamos fazer duas hipéteses adicionais:
i) vamos supor que o fluido é homogéneo, o que é equivalente, pela condi¢io de incom-
pressibilidade, a p(%,0) = p = constante . Teremos entdo que p(Z,t) = p para todo ¥ € D

ete IR;

ii) vamos supor ainda que a forca b seja derivada de um potencial, isto é, que exista uma

fungao ® : D x IR — IR tal que b = grad ®.
Nestas condigoes, a equacao de Euler, em termos do campo de vorticidade, é dada

na sequinte proposicao:

Proposicao 2.2.1 Seja D C IR3, com 0D superficie lisa . Entdo :

DS

—=(Q-V)i 2
2 = (@ (2.20)
e
Qp(3,1),1) = Veu(7) - (%, 0), (2.25)
= . . . ) S 0 0 0
onde Vi, € a diferencial de @, (matriz Jacobiana ), e -V = Q,— + Qy—+Q,—.
oz dy 0z

Demonstracgao:

Aplicando o rotacional (Vx ) a expressao (2.19), obtemos

Vx —i=(Vx@)+V x((@ V)i)=V x grad(=2 + &) = 0. (2.26)
P
Utilizando a identidade vetorial
V(i-@) = x(Vx@)+(@- V)i,
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a equagao (2.26) fica
0 - J -

a(\:?><a)+V>< V(@) — @ x (V x@)| =0.

Simplificando e fazendo 0=V x i, obtemos

—

%—?—6x(ﬁxﬁ) = 0. (2.27)

Se notarmos que V - Q = 0 e considerarmos a identidade vetorial
Vx(@x9) = (@-Vi—UV-@)— (@ V) +aV- Q)

obtemos, a partir de (2.27), que

aﬁ — - = — =
B +(@- V)= (02 V),
ou seja,
DQ -—p — -

F(&,1) = Q(p(#,1),1), (2.29)
G(2,1) = Vo(, 1) - U(&,0)). (2.30)

Note que, como ¢(Z,0) = &, as duas fungdes coincidem em ¢ = 0. Derivando (2.29)
com relacio ao tempo temos, a partir de (2.24) e de (2.14), que
oF

o) = (( P v_)a‘) (o(Z,1),1). (2.31)

Por outro lado, derivando a expressdo (2.30) com relac¢ao ao tempo, tem-se:

oG OVy(Z,t)
o ot

- (&,0)). (2.32)
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Em coordenadas, temos que:

09p@ 1\ 00w(EY)
ot Ot axj B
ij

= d a‘foi(f’ t) _
N a.’lij ot N

a = J—
L GEONE

3
_ é)u,- 5 a(,ok -
- z :amk ((,D(CE,t),t) a:l:j (ZE,t)

k=1

Portanto, a partir de (2.32), temos que

0G;
ot

7=1 k=1 J

> (52 t)ﬂj(f,w) ai) J (1), ) =

@0 = DY seitel@ 0,092, 00,(5,0), 1) =

isto €,
G

a_t'(:i:’,t) = ((G(@,1)- v)a) (o(#,1),1). (2.33)

Assim, a partir de (2.31) e (2.33), temos que F e G satisfazem a mesma equacao
diferencial de primeira ordem, e como elas coincidem para t=0, tem-se que sio iguais.
Notemos que a expresdo (2.25) mostra que a vorticidade evolui no tempo por meio da

aplicacao fluxo ¢:(Z) = ¢(Z,t), gerada pelo campo vetorial i.m

Vamos agora considerar o caso em que o fluido esteja restrito a mover-se paralelamente
a um plano, com velocidades dependentes apenas da projecao do ponto neste plano.
Matematicamente, estamos supondo que exista um sistema de coordenadas onde D =

U x (a,b) e o campo de velocidade seja dado por
u(Z,t) = u(z,y,2,t) = (u(z,y,t),uy(z,y,t),0) , Y(z,y) €U,z € (a,b),t€ R.

18



Observacao 2.8 Note que, pela equagdo (2.1), a terceira componente do fluzo ¢ € cons-
tante no tempo, donde ¢.(z,y,z,t) = ¢,(z,y,2,0) = z. Portanto, firando z = z € (a,b),
matematicamente passamos a ter um problema bidimensional nas varidveis espaciais (que
deverdo pertencer a U), e cujos campos vetoriais relevantes assumem valores em IR?
quando este ¢ identificado com {(z,y,z0) , z,y € R} C IR® ou com {(z,y,0) , z,y €
R} ¢ IR3. Quando ndo causar confusdo, no que segue, usaremos & indistintamente para
indicar (z,y, z0) € IR® ou (z,y) € R?, @ para indicar (uz,uy,0) € R® ou (uz,uy) € R?
e @ para indicar (¢z, 9y, 20) 0u (g, @y). Note ainda que o teorema 2.1.1 implica, nestas

condicoes, que o jacobiano de ¢; € 1.

De acordo com (2.23), tem-se que o campo de vorticidade é da forma
(e,y,2,t) = (z,5,) = (0, 0 Ouy _ Ous (ryt))z(OOf(a:yt)) (2.34)
y d ) ) b 7 b aw 8y bt ) ? ) 7 ? * *

Portanto, o campo de vorticidade pode ser descrito por um campo escalar § : Ux IR —
IR, uma vez que {2 s6 tem uma componente nao nula. Observe que sob estas condigdes,

Q- Vi = 0, e portanto, a equagdo da vorticidade (2.24) pode ser reescrita como

DE 0 | . oo,
5 = + (@ V)E=0. (2.35)

A condicdo de incompressibilidade (2.21) garante que :

Ou, __ Ouy
oz Oy’

Se assumirmos que D é simplemente conexo temos, a partir do célculo vetorial ( para
funcdes suficientemente suaves), que existe uma fungao ¥ : U x IR — IR, inica a menos

de uma constante aditiva (que depende, eventualmente, do tempo), tal que:

ov
5:1:— = _uy( z, Y, t)’
Z_j = uz(z v ).

Podemos entao definir:
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Definigao 2.7 Seja U C IR? um dominio simplesmente conezo. Uma funcio U : U x

IR — 1R satifazendo (2.36) € chamada fun¢do de corrente.

Observemos que, para todo ¢ fixo, as linhas de corrente, definidas em (2.2), se situam
nas curvas de nivel de ¥. De fato, se (z(s),y(s)) é uma linha de corrente, temos, utilizando

(2.36), que:

2 (a()(s),0) = Z—‘I’(x(sm(s),t)x (6)+ G (a(5),5(6), 0 ) =

_ ( ) (2(s), y(s), ) =
(

—Uyly + uyul‘)( (S)>y(‘s)st):

No caso particular que estamos tratanto, o versor fi, normal exterior a 9D, é hori-
zontal nos pontos da forma (7, c), com & € 9D, c € (a,b), ou seja, & = (ngz,n,,0), com
(nz,ny) (também denotado por i) normal exterior a QU. A condicdo de fronteira (2.22)

é portanto equivalente a % -n = 0, em QU. Podemos demonstrar entao que:
Proposigao 2.2.2 A fronteira OU se situa nas curvas de nivel de ¥(z,y,1).

Demonstracgao:
Se (z(s),y(s)) é uma parametrizagao local de dU, entdo (—y ’(s),z ’(s)) é paralelo a
n. Mas
aa_f(z(s)ﬂ(s))t) = —uy(2(s),y(s),t)z "(5) + ua(z(s), y(s), t)y '(s) =
= Ctu(z(s),y(s),t)-n(z(s),y(s)) =0.m

Portanto podemos escolher, para cada ¢, uma constante aditiva de modo que W

satisfaca:

U(z,y,t) =0 V(z,y)€eoU,Vte IR. (2.36)
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Além disto, é imediato a partir de (2.34) e (2.36), que ¥ obedece a equagao de Poisson:
AT = _g)

_ 02 2 : 2
onde A =35+ 57 €0 Laplaciano em IR”.

Resumindo estes resultado, temos que as equacdes que determinam completamente

o fluxo de um fluido nas hipéteses acima sao:

% = %Jr(ﬁ-vx:o, (2.37)
AT = —¢, (2.38)
com
U |or =0, (2.39)
¢
Up = %‘;ﬁ Uy = —g—f. (2.40)

Observacgao 2.9 De (2.37) e (2.14) obtemos imediatamente que:

E(p(,1),1) = £(3,0) Vie R. (2.41)

A expressao (2.41), nos diz que a vorticidade é transportada pelas trajetérias sem

deformacao. Este resultado implica, em particular, que:

Proposicao 2.2.3
16, Dll, = I€(Z,0)l, Vie R, 1 < p < oo, (2.42)

onde a norma || - ||, € definida por

€, 0)ll, = ( [ [1e@op as dy) " (2.43)
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Demonstragao: Basta aplicar o teorema de mudanca de varidveis a U, lembrando

que Uy = U e que o Jacobiano de ¢, é 1.4

E bem conhecido (ver, por exemplo, [10]) que a solucio da equacio de Poisson em
U, com a condigao (2.39), pode ser escrita em termos da funcio de Green neste dominio.
E possivel, entao, determinar explicitamente a funcio de corrente em termos do campo
escalar de vorticidade. Recordemos que se U C IR? é um dominio limitado, simplesmente
conexo, com fronteira suficientemente suave, a fungéo de Green G : U x U — IR, com

G(Z,9) =0, V& € U,y € dU, singular nos pontos (#, Z), com Z € U, satisfaz a expressio:
A.G(E,7) = 8(F - §), (2.44)

onde ¢ ¢ a distribuicdo delta de Dirac. Embora a funcio de Green seja na realidade uma
distribuicdo, pode-se demonstrar que G(Z,-) é infinitamente diferencigvel em U — {Z},

que G(¥,Z) — 5=1In ||Z — ]| é harménica em U, e que G(Z,9) = G(7,%) ,VZ, 7 € U ,

Z47.

Observagao 2.10 No caso de U ndo ser limitado, a fun¢io de Green ainda pode ser

determinada se a condi¢do de fronteira acrescentarmos condi¢ées adequadas sobre seu

comportamento assintotico.
A funcdo de corrente é explicitamente determinada por:

W(F) = — / /U ()63, 2) dz. (2.45)

Recordemos ainda, que no caso U = IR? a fungio de Green é dada por:
S 1 o s
G(7,9) = 5-In ||Z - 7], (2.46)

onde || - || é a norma euclidiana em IR2.
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2.3 Alguns resultados sobre circulacao

Para motivarmos algumas escolhas no modelo dos vértices, enunciaremos aqui alguns re-
sultados classicos sobre circulagao. Consideraremos novamente um fluido incompressivel,

ideal, com densidade constante, confinado numa regido D C IR .

Definicdo 2.8 A circulagio do campo de velocidade ao redor de Cy = ¢,(C), onde C €

uma curva fechada lisa, deslocando-se com o fluido, € definida como a integral de linha

Lo, = j[ i - ds. (2.47)
Ch

Sobre a circulacao temos o seguinte teorema cldssico:

Teorema 2.3.1 (Kelvin). Se b € proveniente de um potencial ®, isto €, b = grad ®
e C ¢€ qualquer curva fechada, suave, deslocando-se com o fluido, sequndo a equagdo de

Euler (2.19), entdo o fluzo preserva a circulagdo (2.47) , ou seja:

d d -
Zt‘ FCt = a ‘it u- ds=0. (248)

A demostracao deste teorema é baseada no teorema de transporte da circulagao para

curvas:

Teorema 2.3.2 (Transporte de circulagao) Seja @ o campo de velocidade do fluzo e
seja C' uma curva suave, fechada, em D, com Cy = ¢4(C) a curva transportada pelo fluzo.
FEntao:
d Da
— u(Z,t) - ds= —(Z,t)- d 2.49
7 [ @0 a= [ Fao- (2.49)
Demostragao: Seja #(s) uma parametrizacao da curva C, com 0 < s < 1. Entao
0(#(s),t) , com 0 < s < 1 é umaa parametrizacao de C;. Assim, pela definicao da

integral de linha e da derivada material (2.15) temos que:

S a@n- as = g [ el 00 e ds
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= [ B E),0,0- 5ol@(s),1) d
+ [ (#(6),0),0) - 5 a0 ds.

Como %(‘*(5),75) = u(p(Z(s),1),t) e C¢ é uma curva fechada temos:

ot
[ atelde),0,0- 5 ge(@0),0 ds = 3 [ 2 a)(ol@ls),0),0) ds = 0

Demostracao (do teorema de Kelvin): Usando o teorema anterior, a equacio

de Euler (2.19) e considerando que C; é uma curva fechada temos:

d Dud P

— | u(Z,t)- ds = —(&,t)- ds = — rad (— — ®)(Z,t) - ds = 0.

i) @0 d= [ T | grad - o)) -
Observagao 2.11 Notemos que I'c, representa a circulagao do campo vetorial @ ao redor
de Cy; soma as componentes tangenciais do @ ao redor da curva C,. O teorema de Stokes
nos dd uma interpretagio fisica do campo de vorticidade Q = V x @ definido em (2.23).

De fato, se aplicarmos o teorema de Stokes ao disco D de centro ¥y e radio § obtemos

%:/iﬂ@://ﬁﬁm, (2.50)
oD D

onde i € o vetor unitdario normal a D. Se denotamos D = Ds e aplicamos o teorema de

valor médio para integrais a (2.50) obtemos

= 1
Q - — = 1- = —». d .
(2 -11)(Zo) lim A(Dy) ‘/3D5 - ds, (2.51)

onde A(Ds) ¢ drea de Ds. Portanto Q- f = (V x@)-1 € a circulagao do campo vetorial

U por unidade de drea sobre uma superficie perpendicular a fi. A magnitude de Q) - fi é

Sl

mdzima quando fi =

k=l

Observagao 2.12 Consideremos agora uma superficie V.C D, com fronteira suave, fe-

chada C. Pelo teorema de Stokes,

//ﬁﬁM:/ﬂ@.
Vg Ct

Assim, como um coroldrio do teorema de Kelvin (2.3.1), temos que a vorticidade através

de uma superficie deslocando-se com o fluido € constante no tempo.
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Finalmente, vamos introduzir as defini¢oes de linha de vortice e tubo de vértice:

Definicdo 2.9 Uma linha de vdrtice no instante t fizado € uma curva Z(s),s € [0,1], em
D, tangente em cada ponto ao vetor vorticidade neste instante, isto €, :E'(s) € paralelo a
' Q(i"(s),t), para todo s € [0,1] . Dada uma superficie V- C D, transversal a 0, em todos
seus pontos, com fronteira fechada e suave, a superficie formada pelas linhas de vortice,

no instante t, passando pelos pontos de §V € chamado um tubo de vortice no instante t.

Observe que se C' é uma linha de vértice em ¢ = 0, entdo C; = ¢;(C) é uma linha de
vértice no instante ¢, e que se S é um tubo de vértice em ¢t = 0 entdo S; = ¢4(S5) é um

tubo de vértice no instante ¢. Pode-se demonstrar que:

Teorema 2.3.3 (Helmholtz). Sob as mesmas hipdtese do teorema de Kelvin (2.3.1),

se Cy e Cy sio duas curvas fechadas suaves que circundam o mesmo tubo vortice, entdo:

/ a - ds:/ U- ds. (2.52)
(o Cy

Demostracao: basta aplicar os teoremas do divergente e de Stokes as superficies definidas

pelo tubo de vértice e pelas curvas Cy e Cy ( ver [7]).m

Este valor comum é chamado intensidade do tubo vértice e, pelo resultado de

Kelvin, é constante no tempo.
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Capitulo 3

O modelo dos vortices sem massa

Neste capitulo apresentamos o modelo dos vértices sem massa, relacionado com duas
situacbes fisicas importantes. A primeira, é a de um fluido em que a vorticidade estd
concentrada num niumero finito de pontos do plano. A segunda, é a de um sistema de

"cargas bidimensionais”, as quais podem ser vistas como a intersecio de uma coluna

infinita de particulas carregadas com um plano ortogonal.

Na secdo 3.1, obteremos heuristicamente, a partir das equagoes do capitulo 2, as
equagoes diferenciais ordinarias de Helmholtz e Kirchhoff, que governam o movimento
de N vértices puntuais. Na segao 3.2, introduziremos as definigdes basicas em sistemas
Hamiltonianos e mostraremos que o modelo dos vértices é um sistema Hamiltoniano.
Ainda nesta secdo, introduziremos o conceito de integral primeira e o de integrabilidade
segundo Liouville. Exibiremos duas integrais primeiras independentes em involugao, além
da energia, o que implica, em particular, que sistemas se dois ou trés vértices sao sempre
integraveis. Na secio 3.3, usando analogia eletromagnética, mostramos que estas equagoes
também determinam o comportamento de cargas bidimensionais sem massa, isto &, as
equagdes do modelo dos vértices puntuais sdo os limites formais, quando as massas tendem

a zero, das equagoes do movimento de N cargas bidimensionais.

Na secdo 3.4, analisaremos, primeiramente, o sistema de dois vértices sem massa. A
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analise sera feita separadamente no caso da soma das intensidades ser ou nao nula. Em
ambos casos, a dinamica dos vértices ndo sé é Liouville integravel, como também é simples
determiné-la explicitamente. A seguir, consideraremos o exemplo de trés vértices, com
intensidades (1,1,1). Embora este sistema continue sendo Liouville integrével, neste caso
ja nao sera possivel exibir explicitamente todas as suas trajetérias. Entretanto, ainda é
possivel exibir explicitamente uma trajetéria que é uma conexao tipo sela para este siste-
ma e 6rbitas numa vizinhanga desta conexdo. Finalmente, é analisado o sistema de quatro
vortices com intensidades (1,1, 1, e) como perturbacio do sistema de trés vértices com in-
tensidades (1,1,1) (ver [5]). Para € néo negativo e suficientemente pequeno o problema
perturbado é reduzido, numa vizinhanca da conexao de sela admitida pelo problema nao
perturbado, a um sistema de equagdes diferenciais no plano, o qual ndo é mais auténomo,
mas depende periodicamente do tempo. Assim, mediante um resultado devido a Melnikov
(ver [8] e [15]), é possivel mostrar que o problema perturbado admite intersecées trans-
versais da variedade estavel e da variedade instdvel dos pontos hiperbélicos, tipo sela, e
consequentemente comportamento caético. Este resultado demonstra em particular a no
integrabilidade de um sistema com quatro vértices. Ziglin, em [29], j& havia demonstrado

este resultado por outro método, que descreveremos no final do capitulo.

3.1 Vértices puntuais: modelo de Helmholtz-Kirchhoff

Para simplificar as equagées do movimento da vorticidade, define-se um modelo que reduz
um problema de equagcbes diferenciais parciais a um problema de equacdes diferenciais or-
dindrias, com um ndmero finito de graus de liberdade. Este modelo é definido supondo
. . ’ ’ . — — —
que a vorticidade estd concentrada em um nidmero finito de pontos Z,Z5,- -, Zy num
dominio U C 1R?, ou seja, a vorticidade é uma distribuicido com suporte nestes pontos.
Cada um destes pontos, onde a vorticidade é singular, é chamado de vértice. Pelo teorema
de Kelvin, o valor da circulagao do campo de velocidade ao redor de um deles é constante,

e serd chamado de intensidade do vértice. Além do fato das equagdes discretizadas repre-
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sentarem situacoes fisicas concretas, um interesse adicional nestas equagoes discretizadas

surge do fato que elas representam um sistema Hamiltoniano.

Seja U C IR? um dominio simplesmente conexo, onde esteja definida uma fungao de
‘Green (G. Vamos considerar o movimento do fluido no caso particular descrito na segao 2.3,
ou seja, este movimento é determinado pelas equacées (2.37) a (2.40). Heuristicamente,
se disminuirmos a regiao em que a vorticidade estd concentrada, mantendo no entanto sua
intensidade, podemos pensar em solugoes no sentido de distribuigao. Assim, admitindo
as equagoes validas também no caso da vorticidade ser uma distribui¢ao, suporemos o

campo escalar da vorticidade na forma

iz — &;), (3.1)

an

£(%) = E& z) =

onde I'; é a intensidade do j-ésimo voértice e § é o delta de Dirac, e de (2.38) obteremos
que a funcdo de corrente sera dada por:
N
U(Z,t) = Uo(Z) — Z G, Z5(t) = To(Z) — Y U;(F (3.2)
Jj=1

onde Uy é uma fungio harménica em U (fungdo de corrente devida a fatores externos).

Quando os N vértices &1, 22, -+, Zny em U estao em movimento eles induzem em 7 o

campo de velocidade
N
0 =3 ,(31) (3.3)
j=1

onde

5, &), - (@, 5(1))) (3.4)
é o campo de velocidade em 7 = (z, y), induzido pelo j-ésimo vortice. Note que este campo
de velocidade é singular nos vértices, e para determinarmos suas trajetérias precisamos
fazer alguma hipétese regularizadora. Se assumirmos que cada vértice nao se movimenta
por agao de seu campo, mas sim por agao do campo de velocidade gerado pelos outros

vértices, temos o conhecido modelo dos vértices puntais de Helmholtz e Kirchhoff (ver[11]).

29



Neste modelo, as equacées de movimento do j-ésimo vértice sio:

T; = ay] (IB],---,ZLN), J =14,
oAVEE
5 7 - —
¥y = — (F1s 5 En); (3.5)
! 8:1:]-
onde v
R _ o R
Uiz, an) = Uo(@;) — Y [G(Z), &) (3.6)
%5
é a fungao de corrente regularizada e Z; = (z;,y;), para todo 5 =1, ..., N.

3.2 O modelo dos vértices sem massa como um mo-

delo Hamiltoniano

E notével o fato que a dinamica dos vértices pode ser descrita por um sistema Hamilto-
niano, como mostra o préximo teorema, que € um resultado devido a Lin. Lembremos,

primeiramente, as principais defini¢des e resultados sobre sistemas Hamiltonianos.

Definigao 3.1 Seja M = M*" wma variedade diferencidvel de dimensio par. Uma vari-
edade simplética € um par (M, w), onde w € uma forma simplética, isto €, wma 2-forma

diferencidvel, ndo degenerada e fechada, definida sobre M.

Um dos fatos que tornam as variedades simpléticas espacos adequados ao estudo de
sistemas dinamicos é que elas admitem coordenadas especiais, chamadas de coordenadas

candnicas ou coordenadas de Darboux, descritas na proposicao:

Proposigao 3.2.1 Teorema de Darboux Seja (M, w) uma variedade simplética. Entio,
para todo x € M, existe uma vizinhanga U de z e um sistema de coordenadas (P1y 5 Py

q1," ", qn) onde w tem a formaw =) - dp; A dg;.

30



As varidveis p; sao chamadas variaveis tipo momento, e as variaveis ¢; sao chamadas
varidveis tipo posicdo. Quando estudamos um sistema dinamico, procuramos escolher
um sistema de coordenadas que simplifique o problema tratado. No caso de variedades

simpléticas e sistemas Hamiltonianos, estaremos sempre interessados em coordenadas de

Darboux, o que justifica a defini¢ao:

Definicao 3.2 Uma transformagdo canonica é uma mudanga de coordenadas que leve

um sistema de coordenadas de Darbouz em outro sistema de coordenadas de Darbouz.

A forma simplética w nos permite associar a cada funcao diferenciavel um campo de

vetores:

Defini¢ao 3.3 Seja (M,w) uma variedade simplética e seja F' : M — 1R, uma C*-

fungdo. O campo vetorial Hamiltoniano X € definido por:

w(z)(n, Xr(z)) = dF(z)(n) Vne .M, Yz € M. (3.7)

Notemos que Xp estd bem definido, j4 que w é nao degenerada. Outro conceito

importante na teoria dos sistemas Hamiltonianos é o colchete de Poisson:

Definicdo 3.4 Numa variedade simplética, o colchete de Poisson {-,-} : C®(M) x
C®(M) — C®(M) € definido por:

{F,G} = w(Xg,XFr), YF,G € C*(M). (3.8)
Observacao 3.1 O fato de w ser uma forma simplética implica que o colchete de Poisson
¢ bilinear, antissimétrico, satisfaz a identidade de Jacobi, e que {f,-} € uma derivagio

em C®°(M).

Podemos, finalmente, definir:
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Definicao 3.5 Suponha que exista uma fun¢igo H € C®°(M) tal que as trajetdrias de um
sistema dinamico em M sejam as curvas integrais de Xp, isto €, se y(t) € uma trajetdria
em M, 4(t) = Xg(y(t)). Neste caso, dizemos que (M, w, H) ¢ um sistema Hamiltoniano,

a fungio H € a fung¢io Hamiltoniana e n é o nimero de graus de liberdade do sistema.

Observagao 3.2 Em coordenadas de Darbouz, as equacées de movimento de um sistema

- Hamiltoniano, com Hamiltoniana H, se escrevem como:

) ) |
q‘l_ apz bl p‘l_ aqz .

Voltemos agora ao estudo do modelo dos vértices. E imediato que as equagoes (3.5)

sao equivalentes a:

Teorema 3.2.1 (C.C.Lin) O movimento do sistema de N vértices no dominio U, é

governado pelo sistema Hamiltoniano (UN,w, W), onde

N N
T » Sy 1 o e
W (&1, @, 3N) = ij‘l’o(%‘)—§ZFiFjG($i,fBj), (3.9)
=1 iz";é=jl
N
w = Zl—‘jdyj/\datj. (310)
7=1

Observagao 3.3 Se F' ¢ uma fung¢io em C°°(U), entdo o campo Hamiltoniano corres-

pondente € dado por:

N
1 fOF 9 OF 0 )
Xp = = — — . 3.11
P o e
Se G € outra fungio em C*(U), entdo o colchete de Poisson é dado por:
N
OF 0G oF
0 oG (3.12)

RGy=Y o 2 _fu o
thel ;3% 0y;  Oz; y;

Observagao 3.4 Lin chama a fung¢io hamiltoniana W de funcio de Kirchhoff-Routh e

seu teorema implica que as equagdes do movimento dos vértices num dominio U sdo dadas
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por:

: ow
Fjﬂ)j = a—y,
j
(3.13)
; ow
Livi = —3.—
J

Nesta dissertacdo consideraremos apenas o caso em que U = IR? e em que o fluido,
na auséncia dos vértices, estd em repouso, o que implica ¥y = 0. Usando que em IR? a

funcio de Green é dada por (2.46), temos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.1 O movimento do sistema de N vértices no dominio D = IR? € go-

vernado pelo sistema Hamiltoniano ( IR*™N w, W), com fung¢io Hamiltoniana W definida

por
= 1 N
W = _&;; I,0;In || — &), (3.14)
i
e forma stmplética
N
w = Z I'; dy; A dz;. (3.15)
=1

Demonstracgao: De fato, pela definicdo de sistema Hamiltoniano, as equagdes que des-

crevem o movimento do sistema de N vortices sao :

: ow
Ljz; = B_yj’
(3.16)
. ow
Livi = —3.
i)

Dividindo as equagdes (3.16) por I';, com W definida em (3.14), obtemos exatamente

as equagdes de Helmholtz-Kirchhoff do movimento do j-ésimo vértice, definidas em (3.5). m

Sistemas Hamiltonianos geralmente sdo classificados em integraveis ou nao inte-

graveis. Se o sistema ¢ integravel, sua dinamica é essencialmente quase periédica e entao
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pode-se dizer que o sistema é bem comportado. E esta é a tinica situacao onde obtém-se
uma descri¢ao global mais ou menos completa da dinamica do sistema. Devido a isto, é

essencial decidir se um dado sistema é ou nao integravel.

Para caracterizarmos um sistema integravel temos um teorema cléssico, devido a
Liouville. Esta caracterizagao serd feita em termos de integrais primeiras, cuja definicio

damos a seguir.

Definigao 3.6 Seja (M, w) uma variedade simplética e seja Xg o campo vetorial Hamil-
toniano correspondente a fungdo hamiltoniana H. Uma fung¢io F : M — IR de classe
C* € uma integral primeira do campo Xy se € constante sobre as trajetorias de X, isto

€, se dF(Xpg) = 0.

Definigao 3.7 Seja (M,w) uma variedade simplética. Duas fungoes F,G : M — TR de

classe C* estao em involugio se {F,G} = 0.

Observacao 3.5 Note que F' € integral primeira de Xy se, e somente se,
dF(XH):w(XH,XF):{F,H}:O, (317)

ou seja, se F' e H estao em involugdo.

Podemos entao enunciar:

Teorema 3.2.2 (Liouville) Seja (M**,w, H) um sistema Hamiltoniano e suponha que
sao dadas Fy,- - -, F, integrais primeiras em involugdo. Seja My = {z € M tal que Fy(z)
=A,i=1---,n}, com A = (M ---A) € R, e suponha que (dFi(z),---,dF,(z)) sdo

linearmente independente, para cada x € M,. Entdo

1. My € uma subvariedade de dimensdo n de M, invariante pelo fluzo dos campos de

vetores Xp,,- -+, Xp,. Além disso w(Xp,, XF;) = 0.
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2. Suponha que Xpg.,i = 1,---,n sido completos, isto €, os fluzos gerados por estes
campos sio definidos para todo t € R. Entio My € difeomorfa a R* x T™*, para
algum inteiro k, onde 0 < k < n. Em particular, se My ¢ compacta entao M) ¢

difeomorfa ao toro T™ (toro n-dimensional).

3. Sob as mesmas hipoteses de 2), seja M) compacta e Fy = H. Entao o fluro do

campo vetorial Xp define sobre M), movimentos quase-periodicos p(t) dados nas

coordenadas angulares ¢4, ... ,@, por
d
d—": _ v =v()). (3.18)
4. Sob as mesmas hipéteses de 3), € possivel encontrar fungées Iy,. .., I, que dependem
sé de Fy,---,F,, chamadas coordenadas agdo, tal que (Ii,...,In,¢1,...,%n) Sdo

coordenadas candnicas numa vizinhanga de My, e entdo as trajetorias de Xy sao

dadas por:

dl dp

5 = 0, ¥ v(I) (3.19)
onde H=H(I) ev(l)= aa—lj(l)

Definicao 3.8 Um sistema Hamiltoniano satisfazendo as hipoteses do teorema 3.2.2 ¢

chamado integrdvel, no sentido de Liouville.

O teorema anterior nos diz ainda que dado um sistema mecanico com espaco de
fase de dimensdo 2n, admitindo k < n integrais primeiras em involucao e independentes
(isto é, suas diferenciais sao linearmente independentes), pode-se reduzir a dimensao do
espaco de fase a 2(n — k). Em particular, se n = k, as equag¢bes do movimento podem ser
explicitamente integradas. De fato, as trajetérias sao ”linhas retas”sobre cilindros ou toro.
Se o movimento toma lugar no toro, a integragdo explicita das equagdes do movimento,

sao determinadas ao se encontrar as variaveis angulo-agao (ver [2] ou [3]).

Assim, para a caracterizagao do sistema dos vértices sem massa, precisamos conhecer

suas integrais primeiras. No caso dos vértices em IR?, temos, considerando as simetrias
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da fungdo Hamiltoniana W, que o sistema ( IR®™,w, W) tem as trés integrais primeiras

abaixo, além da energia W:

N
M. = > T,
j=1

N
Hy = —ZFJ'QI]’, (320)
7=1
1 N
J= = 5> LilE|
J=1

A partir da equacdo (3.12), é facil mostrar que seus colchetes de Poisson sio dados

por:
N
{I;, I} = _ZI‘j’
j=1
{Hl" ‘]} = Hy; (3.21)

{Hy> J} = IL.

Como estas integrais primeiras ndo estao em involucio, define-se
m? =112 + Hz, (3.22)

que satisfaz

{I*,J} = 0. (3.23)
Dos resultados anteriores temos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.2.3 As fungies I1* e J (além da energia W) sdo integrais primeiras in-
dependentes e em involugdo do sistema Hamiltoniano ( RN w, W), com fun¢io Hamil-

tontana W e forma simplética w definida em (3.14) e (3.15), respectivamente.

A partir da proposicao anterior, pode-se garantir que o sistema de dois e trés vértices

sempre € integravel, no sentido de Liouville. Entretanto, j4 no caso de quatro vértices
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isto nem sempre é verdade. Veremos na se¢do 3.4 um exemplo de um sistema de quatro
vértices que nao é integravel, o que mostra que ndo existe, no caso geral, trés integrais

primeiras (além de W) independentes em involucao.

3.3 Particulas carregadas num campo magnético e

sua relacao com o modelo dos voértices

Nesta secao apresentaremos o modelo para um sistema de N ”cargas bidimensionais”, as
quais podem ser vistas como a interse¢do de N colunas infinitas de particulas carregadas
com um plano ortogonal (plano zy), sujeitas a um campo magnético constante paralelo as
colunas (na diregao do eixo z), sendo o potencial elétrico gerado por este sistema de cargas
logaritmico. Apresentaremos este modelo tanto em sua forma Lagrangeana quanto em sua
forma Hamiltoniana. A partir das equagoes Lagrangeanas deste sistema de IV particulas
carregadas, fazendo as massas das ‘cargas tenderem a zero, obtemos, formalmente, as

equagdes dos vértices puntuais de Helmoltz-Kirchhoff, definidos em (3.5).

Se supusermos que a velocidade e aceleragdo das cargas nao sao muito grandes, de
forma que possamos desprezar os efeitos de relatividade e de radiacdo, temos que a fungao
Lagrangeana L : T( IR?N) = IR — IR, associada ao sistema de particulas carregadas

descrito acima é definida por:

N
i~ PR iy my; o5 = - 5 g,
L(il?l,“',(l,‘N,CL']_,"',fUN)227]”(17_7'”2—U($1,"',$N,:E1,"',$N), (324)
j=1
com
. . N oo, .
U(Zy, -, &N, 1, EN) = @(51,..-,@)—27].»zj-Aj(:zj), (3.25)
j=1
B 1 &
Aj=(esx @), O(Fn o, dn) =—1- ), QiQiln |17 -,

=1

i#i

onde @Q; e m; sao, respectivamente, a intensidade de carga e a massa da j-ésima particula
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carregada, e3 é o versor na dire¢do do eixo z, B = Be; é o campo magnético uniforme e

¢ é a velocidade da luz.

As equagoes de Euler-Lagrange sao :

d (0L oL
— — =  =1,2. j3=1,2.--- N. :
di (8:'51-,.) dz;, ’ s e ’ (3:26)

onde &; = (zj,, %) = (zj,y;)-
A correspondente transformacio de Legendre, F'L, associada a L é a aplicacido
FL:T(R™) - T*( R™), (3.27)

que associa a cada vetor (Z;,Z;) no plano tagente T(IR®™), de RN, o vetor (Z;,p;) =
FL(Z;,%;) no plano cotangente T*( R*N), de IR?N, onde
B

o aL 3[/ . = Q] =

Como m; > 0, a transformagao de Legendre é uma bijecio entre 7'( IR*™™) e 7*( IR?N).
Portanto, temos que ao sistema Lagrangeano esta associado um sistema Hamiltoniano,
com fun¢io Hamiltoniana H : T*( R?®N) — IR, definida por H = E o [FL]™!, onde
E : T(IR™) - IR ¢é a energia de L (ver [2]), definida por

N
E=)" §-4;-L. (3.29)
=1

Notemos que, se é utilizada a transformagao de Legendre, as coordenadas (Z;, p;) =

((%5,95), (P> Py;)) € T IR?N) sdo automaticamente canénicas. Portanto, a forma sim-
plética sobre 7*( IR?N), é dada por:
N

w= Z dps; A dzj + dpy; A dy;. (3.30)
j=1

A partir de (3.28), (3.24) e (3.29) temos a funcio Hamiltoniana H = Eo (FL)™" na

forma:

L. 1
H(:Ejapj) =5

.
m; B 2c

(e x )| + ®(Zy, - -+, Z). (3.31)

-

i=1
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Portanto, o movimento do sistema de N ”cargas bidimensionais” é governado pelo

sistema Hamiltoniano ( IR™N,w, H), com fungao Hamiltoniana H definida em (3.31) e

forma, simplética w definida em (3.30), cujas equagdes de movimento sao:

__ oH
= 8pji,

OH
S 19 1 ... N
p]l 6:D]'i, ? » = j ]‘, V) ?

onde §; = (Pjy»Pi2) = (P> Py;)-

(3.32)

Veremos agora a relacdo entre o modelo das ”cargas bidimensionais”e o modelo dos

vértices sem massa em IR?. Das equagoes de Euler e Lagrange (3.26) temos:

d : ou ou
2 A oy, ~ = o =1,2, j=1,2---N
dt (erEJ- 35:}[) + 353'1'.- ) t y4y J » » 4T
isto €,
. d (0U ou
mydy; = = -
B dt \ 0z;j; oz,
QB oo . .
= (a,J xeg)i— e i=1,2. j=1,2,---,N.  (3.33)
Fazendo m; = 0 na expressao (3.33), obtemos
Q;B . 0o
c T T oy
Yj
(3.34)
Q;B . oo
c Oz;
Reescalonando o tempo por ¢ = —B—:—' e identificando @; <> I'; , ® < W temos

exatamente as equagoes (3.16) do movimento dos vértices puntuais.

Podemos concluir, entdo que as equagdes (3.16) do modelo dos vértices puntuais de

Helmholtz e Kirchhoff sao os limites formais, quando m; — 0 nas equagoes de movimento

do sistema de N particulas bidimensionais carregadas, num campo magnético uniforme.

Tanto no caso de cargas com massa quanto no de cargas sem massa, a dinamica do sistema
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¢ Hamiltoniana, embora no caso sem massa a transformacao de Legendre seja singular.
Notemos ainda que quando m; — 0 os momentos ndo desaparecem. Ha auséncia de
momentos "mecanicos”, mas hd uma constribucido eletromagnética para os momentos,
dada por p; = Q;B/2c(es x ;). Assim, algumas das coordenadas funcionam como
momento (y), enquanto que as outras funcionam como posicio (z). Nio se trata, portanto,
de um sistema mecanico no sentido habitual, em que a energia cinética é quadratica nos

momentos e a Hamiltoniana é a energia cinética mais mais um termo potencial.

Os resultados desta secdo sugerem que é razodvel pensar em sistema de vértices com

massa, e que um bom candidato para as equacoes de movimento neste caso seriam as

equagoes (3.33).
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3.4 Exemplos

3.4.1 Exemplol: dois vértices sem massa

Neste caso, a fungao Hamiltoniana associada ao sistema ( IR*, w, H) de dois vértices sem

massa, de acordo com (3.14), é dada por:

H(@, ) = —

onde Z; = (z;,¥:), i=1,2, e a forma simplética w é dada por:

w = I‘ldyl A d.’l?l + ngyz AN dil‘g.

De (3.16), é imediato que as equacbes de movimento sao dadas por:

F]FZ
47

_PIFZ (yl = yz)

2
T12

?

[T (y1 — v2)

2
Ti9

)

2
Ti2

?

. PIFQ (ZBl - 1172)

Fier = 2
F2d2 = 2
I, y.l _ F217I;2 (331 - 1132)
F2y2 = 2
onde 713 = ||Z2 — Z1]|-

De acordo com (3.20), este sistema tem as seguintes integrais primeiras:

2
T12

b

Iyys + Daya,

—I'zy — Dy,

Iy

171

2

De (3.37), obtemos o sistema linear:

Ty — o

Y1 — Y2

I*

P

2

12| 1".

_Fl + Iy (y1 — Y2)

2m

2
T2

In [(1'1 — 23)* + (41 — y2)2]

)

_Fl + Ty (21 — 22)
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2
T12

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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Note que, como a Hamiltoniana é uma integral primeira, ;5 é constante ao longo do

movimento. Logo, a solucao deste sistema é dada por:

21(t) — 22(t) = (21(0) — 22(0)) cos Q¢ + (y1(0) — y2(0)) sin 2 ¢,
y1(t) — 2(t) = —(21(0) — 22(0)) sin ¢ + (y1(0) — y2(0)) cos 2,

onde

Q:P1+F2

2
2T7;q

Primeiro caso: '} + Ty #0
Vamos tomar como condigbes iniciais os pontos:

1271(0) = 1, yl(o):O,
2(0) = 0, 1(0) = 0.

Das condigdes iniciais acima obtemos que II, = I'1y; + ey, = 0, II,
[2z3) = —I'1 e que as equagdes (3.40) se escrevem como:
z1(t) — z2(t) = cos N,

y1(t) — ya(t) = —sin ¢,

donde obtemos que a solucao do sistema (3.37):

Pl Fg F1+F2
() = t
ll() F1+F2+F1+F2COS(2W'I‘%2 >,

ealt) r, Iy (R+BQ’

L4l Ti+ln €08 27 r?,
Iy (T 4T,
i) = = ;
w(t) Iy+71y sm( 2575, )’

(i} = Ly sin it th
Y2 o Fl —I— Fz 27T TfZ ’

Segundo caso: ') + '3, =0

Consideremos o caso que os valores das intensidade dos vértices sdo [y

(3.40)

(3.41)

(3.42)

= —(Tz +

(3.43)

:—[‘2:F

O fato de II, e II, serem integrais primeiras implicam neste caso que z; — 23 € y; — ¥

42



sao constantes do movimento. Levando em conta as equagoes (3.37), concluimos que os

vértices tém velocidade constante.

Em termos das condicoes iniciais, as trajetorias dos vortices serdao dadas por:

I' (y1(0) — y2(0))

’Ul(t) = 1131(0)-{-% sz(o) t,
za(t) = $2(0)+£(y1(0)—y2(0)) t (3.44)

2 r2,(0)

yi(t) = v(0)— %(ml(or)%?—(oﬂgz(O)) :
n(t) = y2<0)_%(w1<0)2—(0:§2<0»t_

T12

Assim, vemos claramente que as trajetorias dos dois vortices com intensidade I'y =
—I'; = I sao retas paralelas. Estas trajetorias, portanto, ndo sao limitadas, ao contrario
do que acontece no caso dos dois vortices com intensidade total nao nula. Naquele caso as
trajetérias, de acordo (3.43), sao circunferéncia de centro (%,0) e raio %23 para

. . sy - r £ R
o primeiro vortice, € ral0 {5~ para o segundo vortice. Estamos, portanto em presenca

de uma significativa bifurcagdo nas érbitas do sistema de dois vértices sem massa.

Se tomarmos as condigdes iniciais (3.42), tem-se a solugdo (3.44) na forma:

$1(t) = 1,

z2(t) = 0,

n(t) = —;t, (3.45)
1’\2

y2(t) = ~or

que é o limite, quando I'y + I'; — 0, da expressao (3.43) desenvolvida em série de Taylor:

INEE

zi(t) = 1-Ty ‘8; 22+ 0 (T +T2) 1Y),

I'+T
z(t) = Iy 187r2 2240 (T +Ty)° ),

[y (I'y +F2)2

yl(t) = g t— FQW ta + O ((F] + F2)4 ts) N (346)

[ I'1 + I'y)?
ya(t) = ‘i t— P1£_1_487rT2) 2+ 0 ((Ty+Ty)" %)
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Notemos que este limite ndo é uniforme no tempo, e que a convergéncia é de ordem
dois no tempo e ordem um em I'; 4+ I';. Assim, conclui-se que a trajetdria do sistema com
a soma das intensidade ndo nula, aproximara bem a trajetéria do sistema com soma das
intensidade nula, quando I'; + I'; — 0, para intervalos de tempo | — 7', T'[, somente para

T suficientemente pequeno.

3.4.2 Exemplo 2 : trés vortices sem massa

Estudaremos o caso de trés vortices sem massa, com intensidades 'y = s =I5 = 1. A

funcao Hamiltoniana deste sistema é, de acordo com (3.14),

1 - 2 o = w
H = _E( In ||Z2 — 4| +1n ||Z5—Z1]| +1n ||Z5— Z2) (3.47)

onde #; = (z;,y:),2 = 1,2,3, e a forma simplética é:

w = dyl A T + dy2 A T3 + dy3 AN Z3. (348)

De acordo com (3.20), o sistema tem as sequintes integrais primeiras:

. = y1+y2+ys,

Hy = —(.’L'1+$2+$3), (349)
1, ot ”

J o= =5IZ0* + 1207 + [1Z5])-

REDUCAO:

Definindo o centro de vorticidade por:

Mﬁ:ﬂi%gtﬁ, (3.50)
e notando que
— T 1 — — v, —
Ty — ]V[l = é‘ [($1 = 5172) + (IWI = .'1,'3)] 3
— % 1 — — 2 —
To — M1 = 5 [ = (.’171 == .’1,'2) 4+ (11/[1 = ’1,3)] ) (351)



definamos novas variaveis para o problema:

]\21 = (1%0,7MY0),
Ty —T9 = ay/Zy(cosby , sinb,), (3.52)
Ml — 53 = ﬂ\/ 5?2(COS 02 y sin 92)

Para determinar 7, e 3, impomos que a transformagao que leva as coordenadas
((z1,%1), (22, Y2), (z3,¥3)) a (Zo,Yo, &1, 01, %2, 02)) seja candnica. Obtemos, desta forma,

que:

n=3 =2, ﬂ:§ . (3.53)
Assim, a partir de (3.50) 4 (3.52), temos que a transformagao candnica é:
£y = %—gzo-{—\/acosﬁl—l-\/?g\/gcos«%,
i = \/?gyo+\/§_1$in91+\/?§\/358i1192,
Ty, = \/T?; To — \/i_lcos 0, + ?\/:E_gcos 04, (3.54)
Yo = \/?g yo—\/:iz_lsinel—i—\/?g\/ir_gsin%,

2

Ty = ?mo —%5\/522(:0392,
2

Ys = \/?3'(60 —gvfgsinﬁg.

A hamiltoniana (3.47), nas novas coordenadas é:

1
H = _471n [51(531 +3&;)? — 12 &]%; cos”(01 — 92)] ) (3.55)

e a forma simplética (3.48) é:

Notemos que a Hamiltoniana H, definida em (3.55), nao depende de zo e yo, assim

To € Yo sdo integrais primeiras do sistema (correspondentes a conservacao de Il e II).
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Além disso, H depende de 0, e 6, apenas por sua diferenga, o que implica que Z; + -

também é uma integral primeira do sistema dos trés vértices.

Se fizermos uma nova transformagao canénica definida por:

Po=

P2 = Ti+ Ty,

@ = b1—0y (3.57)
@ = 0

a Hamiltoniana (3.55), nas novas variaveis (p1, g1, p2, g2) sera expressa como:

1 .
H=—-—In [Pl (p1 + 3(p2 — p1))* — 12 p}(p2 — p1) cos? ql] ) (3.58)

e, usando que zg e Yo sao integrais primeiras, a forma simplética do sistema reduzido, com

4 variaveis py,p2, q1 € qa, é:

w = dql A Clpl + dQ2 A dpg (359)

As equagoes do movimento para este sistema sao:

o on
bro= a‘h ’
p2 = 0)
p = _OH 3.60)
@ = ap17 ( .
. _ _oH
Q2 = apz'
Se definimos
V== |pi(p+ 3 — 1)) ~ 12 B(p2 — p1) cos? a1, (3.61)

e, dado que H é conservado ao longo das solugdes (3.60), introduzimos o novo tempo:
= L exp(arm) ¢ 3.62
T = exp(4m , (3.62)
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o sistema (3.60) pode ser escrito como:

o _ oV oa_ v
or  Oq’ or  Oop’
apz . 8q2_ oV
P _ g, =g (3.63)

Além disso, devido & (3.52), #1,%, sao positivas, donde, de (3.57), consideramos a

funcao V restrita ao conjunto:

{(p1,p2,¢1,92) € R*:0 < p1 < ps}. (3.64)

Agora, reduziremos o problema dos trés vértices, com intensidade unitaria, a um

sistema Hamiltoniano plano que admite conexoes selas.

Como p, é constante através das solucbes de (3.63), a integragao deste sistema é

equivalente & integracao do sistema:

15, .
% = —24pf(,u — p1) cos ¢ sin gy,
-
0
a_qu = cos’ q1(36 p} — 24up1) + (3p— 2 p1)(3p — 6 p1), (3.65)

com py = x4 sendo um parametro positivo. Os pontos de equilibrio do sistema (3.65) que
satisfazem (3.64) sao:

1
71 =(p = 5/1 , cosq; =0),

3 .

z2=(p1 = Z,U , sing; = 0), (3.66)
1 :

23 =(p1 = Z# , sing; =0).

As matrizes do sistema (3.65) linearizado em torno dos pontos de equilibrio z;,2; € 23

sao, respectivamente:

0 3
M|Zl = )
—12¢ 0
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0 2=
M|, = " (3.67)
7 0
9
0 .3
M|, — g
—29u 0

Vemos claramente que os determinantes satisfazem DetM|,, > 0, DetM|,, > 0, DetM|., <
0, e, como o trago destas matrizes é nulo, isto implica que os valores préprios sio ima-
ginarios puros no caso de z; e zz, enquanto que sao reais e de sinais opostos no caso de

z3. Resumindo os resultados anteriores temos a seguinte proposigao:

Proposigao 3.4.1 O sistema de equagoes diferenciais (3.65), tem os pontos de equilibrio,

nas coordenadas py,q,

1
21 = (pl = 5;“’ , COSq1 = 0);
3 .
22 = (pl = Z,u' y SIqy = 0)7 (368)

1 .
z3=(p1 = 7# o sina =0).

A familia de pontos z1,2z, sdo centros e a familia de pontos z3 sdo pontos de sela. Além

disso, existem conexdes selas, as quais estio nas curvas de nivel da energia V (py, p; p) =

—iB.

Dado que V assume o valor —u® na familia de pontos 23, as conexdes, caso existam,

devem estar nas curvas de nivel da energia V/(py, p2; ) = —p2, ou seja, devem satisfazer:
Vs, 1) + 1 = (o1 — )1 — —)(p - ) =0,
2(2 ++/3 sing) 2(2 — /3 sinq)

Portanto, a curva

N K
T 2243 sing)’

é uma conexao de sela de (3.65) contida no conjunto (3.64), ji que tende para os pontos

0<q<m, P2 =p, (3.69)

P1

(m=% a=0)e(p =%, ¢ =n) quando ¢; tende para 0 e , respectivamente.
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E de interesse considerar a solugao de (3.63) que estd contida no nivel de energia

V(p1,q,p2) = —p° < 0. (3.70)

Esta equagdo pode ser explicitamente resolvida com relagao a p;:

2 1 [u? = p3sin®(2
p2==-pi(1+ cos? D E=S _\/,u pisin’( ql), (3.71)

3 3 P1

sendo que esta expressao estd definida para 0 < p; < p. O ramo de (3.71) que contém

a curva (3.69) é:

2 1 [ud — p3sin?(2
Pe = §p1(1 + cos® q1) + 5\/# plp o) _. ho(p1, q1, 1t)- (3.72)
1

: av . ;
Como numa vizinhanga da separatriz (3.69) tem-se — # 0, a solucdo do siste-

Op2
ma (3.63) satisfazendo (3.70), (3.72) e cujas drbitas estdo perto de (3.69), podem ser

parametrizadas por gq, e satisfazem o sistema:

i _ Oho

da = a—ql(Pl,CIl,#),

dql aho

= %0y, qu, ). 3.73
dq2 apl (pl q1 /J’) ( )

A solugéo do sistema (3.73), tendo como érbita a curva (3.69), é obtida por integragao

da equagao:
dgg  Oho, I
s = op T 2(2 + /3 sing)
(OV/9p1)(pr = /(22 + V3 sinq1)), g1, 1) (3.74)
(0V/0p2)(pr = 1/(2(2 + V3 sinq1)), g1, 1) '
2sin ¢1(v/3 + sin q1)(2 4+ V3 sinq)

4 +sin? g; + 3v/3sing

aqh”)

Portanto, temos:
() - = /‘“ 4 +sin®t + 3v/3sint
©2\D) ~ % @ 2sint(+v/3+ 2sint) + (2+ V3sint)

1

L { tan?(q1/2)v3 + tan(g:/2)(1/v/3) + tan(g:/2) } 573
2v3 7 | tan?(¢)/2)v/3 + tan(}/2)(1/v/3) + tan(¢f/2) |

— arctan (V3 + 2 tan(q/2)) + arctan (v/3 + 2tan(¢?/2)).
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Se denotarmos:

@1 = Z 27 —2 T < 27
s s T
go = $0+§’ —5 < zg < 5, (376)
temos
0 w 0 1 F(z)
To; = =)= 1
q2($a To; q2) q2($ + 2) 93 + 2\/?—) og F(IE())
(2+V3) + (2 — v3) tan(z/2)
arctan < T tan(z/2) (3.77)
+ arctan (2+V3) + (2~ V3) tan(zo/2) .
1 — tan(zo/2)
Lembrando a identidade trigonométrica:
(1=%)
arctan = arctan u 4 arctan v,
1—wv
obtemos entao
1 F(z
@(z,z0q3) = ¢S+ Wi log F((:Eo)) — arctan (2 —/3) tan(:l:/2))
+ arctan (2 —/3) tan(:vo/2)) ,
com
F(z) = (1+ tan(z/2))?1 + /3 — (/3 — 1) tan(z/2)
(1 —tan(z/2))® 1 + /3 + (V3 — 1) tan(z/2)
Se definirmos
s(z) = %log F(z) — arctan[(2 — v/3) tan(z/2)], (3.78)
temos _
¢2(z, 203 43) = g3 + s(z) — (o) (3.79)

Note que F(—z) = (F(z))™", donde s(—z) = —s(z).
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3.4.3 Exemplo 3 : quatro vértices sem massa

Nesta subsecdo, seguiremos de perto o artigo [5]: "The four positive vortices problems;

regions of caotics behavior and non-integrability”, de Castlla, M., Moauro, V., Negrini,

P. e Oliva, W..
A funcdo Hamiltoniana associada ao problema dos quatro vértices &; = (z;,z;), J =
1,2,3,4. , com intensidade (1,1,1,¢), ¢ > 0, é dada por
1

H = _Er- In ||§:'2—51||+1n ”’53—-51”-{—111 ||£3'—£2||+
emw@—awmum_awmw@—wﬂ (3.80)
= Ho+eH

onde Hy é a funcdo Hamiltoniana do problema de trés vértices com intensidade unitaria,

definido em (3.47). E a forma simplética é dada por:

w = dy; A dzy + dys A dzoy + dys A dzs + edys A dzs. (3.81)

De acordo com (3.20), o sistema tem as integrais primeiras

II, = yvi+ys+ys+eys,

I, = —(z1+z2+ 23 +ezq), (3:82)
1 o = - —

J o= =LA+ IEI +IEIE + ellE?)

REDUCAO:

Sejam:

M, = 51+52+53+€f4,
3+¢
M, = ELt%ZEE_ (3.83)

Vamos definir novas variaveis por:

M, = (770310,7703/0),

a1



T — &3 = a /% (cos Oy,sin 6,),
M1 = 53 = ,B \V 552 (COS 02, sin (92), (384)
M, -2y = v /&3 (cos 03,sin 63),

onde 7y ,a,B e~ tomam os valores

1 9 2(3
V3, v = A8+ el

3

Desta forma, a transformacao que leva as coordenadas ((z1,y1), (z2,92), (%3, ys),
(VEz4,+/eys)) em (2o, Yo, 1, 01, T2, 02, T3,03) é canénica. Obtemos que a funcio Hamilto-

niana (3.80) nas novas variaveis é:
H = H(&1,01, 32,02, %3,03) = Ho(%1,0y,%2,02) + eH1(31, 01, %2, 0, 3, 05) (3.85)

com Hy, definida em (3.55) e

8Ts +ed1 + 63/2452} (3.86)

1
HIZ———lIl l: 53

4
onde ¢1 = ¢1(£1,91,£2,02,5l3,93) e d)g = ¢2(£1,01,i2,92,£’3,03). Em particular,

¢1 = —162,23 cos(fs — 0,) + 833 + 83,32 + 83,55 — 16,32 cos(f, — 05). (3.87)

Nas novas variaveis, a forma simplética é

Denotando o(g) = £%? e fazendo a transformacio canénica

P = By ¢ =0, — 6,
P2 = T+ g, q2 =0y — 05, (3.89)
P33 = 'i:l + 5:2 + :E?n g3 = 03)

temos que a funcao Hamiltoniana (3.85) nestas novas variaveis é:

H = H0+€H1

= —i [ln (=V)+eln (

8(ps — ps)® + £y + 0(6))} , (3.90)

e3
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onde V = V(p1,q1,p2) é definido em (3.61) e ¢ , o sdo expressas nas novas coordenadas.
Em particular, ¢;, definida em (3.87), nas novas coordenadas é dada por:
¢ = —16(ps — p2)’(p2 — p1) cos” gz — 8(ps — p2)* + 8(p3 — p2)*(p2 — p1)

+8p1(ps — p2)* — 16p1(ps — p2)? cos’ (1 + ¢z)- (3.91)

Utilizando as propriedades logaritmicas, a Hamiltoniana (3.90) fica:

H= —4—1— [In (— V [8(ps — p2)® + e -I-U(s)]E) +eln 61—3] :

™

Definindo
W (p1, a1, P2, 42, P3) = [V (P1, @1, P2)][8(ps — p2)° + ey + o (e)],

onde a funcio W, de acordo com (3.84) e (3.89), é definida para p3 > p; , é 2m-periddica

na variavel g, e é independente de gs.

Se fizermos o desenvolvimento em polinémio de Taylor da expressao [8(ps — p2)® +

epy + o(€)]°, para € suficientemente pequeno, obtemos:

W =V (Pl,thz){l -|-35111 [2(P3 —Pz)]

+62—2 [91n2[2 (ps — p2] + Eﬁ(m—d:lpgg] } + o(€?).

Assim, podemos escrever a Hamiltoniana (3.90) na forma

1
H=—-—In[-W), (3.92)

com forma simplética

w = dql A dpl + d(h A dpl + dQ3 A dpg. (393)

As equagdes do movimento do sistema com Hamiltoniana definida em (3.92) e forma

simplética (3.93), sao :
: 0H : 0H
P1 = aql ’ q1 = ap1 ’
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0H . 0H

iy = =—o, 3.94
b2 aq?) = ap2 ( )
0 )
P33 = ) q3 = ap3

Como H ¢é conservado sobre as solucoes de (3.94), podemos introduzir o novo tempo

1
T = -exp (—47H) t,

de maneira que o sistema (3.94) torna-se:

op _ oW O _ _OW
ar  Oq’ ar  Op’
Op2 . ow an_ ow
Pl ar = O (3.95)
9ps _ 9¢s _ W
or or  Ops’

Este sistema tem como integrais primeiras

ps = constante, W (p1,q1, P2, q2; p3, €) = constante.

Notemos que, para € = 0, tem-se que W = V(p1,q1,p2), com V definido em (3.61).
Como as solugdes (3.79) do sistema. (3.63) estdo no nivel de energia V(p1, q1,p2) = —p® <
0 e suas orbitas estao perto da curva (3.69), estudaremos as solucdes do sistema (3.95) no
nivel de energia W = —pu® < 0, numa vizinhanga da curva (3.69) , para € > 0, suficien-
temente pequeno. Reduziremos o sistema (3.95), a um sistema de equacoes diferenciais

que nao é mais autéonomo.

Como para 1 > 0 fixo, tem-se (OW/0p;)e—o = OV/dp; # 0, sobre a curva (3.69),

entao da equagao
W = W(p1,q1,p2, ¢ 03 = p+ a,€) = —p° < 0, (3.96)

podemos obter p; explicitamente, para valores de a e € ndo negativos e suficientemente

pequenos. Se supusermos além disso que a solucio de (3.96) toma seus valores em
e
{p2:lp2 —p| < 5}
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podemos escrever
p2(pl7q1a q2; a7€7:u’) = ho(pl, ql;:u‘) +e Xo + €2X6 + 0(62) (397)

onde x; € 2m-periédico em g, e
_ (9p 31 n[2(p + o — ho(p1, q1; )]

o~ <¥> o (ov/op) ’

p2=ho(p1,91;1)

,1/0? 1 9
Xo =3 (a_p;) = — [— §,u3 In? [2(p + a — ho) (3.98)
e? ) o (3V/8p2)
p2=ho
2 o8 In [2(x + o — ho]
8(k + o — ho)? (1 + a—ho)(8V/0p2),,=h,

aV 1 /0*V
p2=ho 2 / pa=ho

Dos resultados acima, temos a seguinte proposigao

Proposicao 3.4.2 O sistema de equagées diferenciais parciais (3.95), cujas solugoes
estio perto da curva (3.69), e no nivel de energia (3.96) € reduzido ao sistema de equagées

diferenciais na forma

Opy

o = Foy(p1, g1y 1) + €xq,(P1, 015 @25 @, €, 1),

dq

B_q; = —Fp(p1,q1, 1) — €xai(P1, 41,425 05 €5 1) (3.99)

para € suficientemente pequeno, onde (Fy,, F, ) = (0ho/0q1,0ho/0p1) € x = Xxo+€Xxo+

o(e) € 2r periddica em ga.

Assim, o problema em estudo foi reduzido ao problema de perturbacao de um sistema
de equacdes diferenciais ordindrias. Quando ¢ = 0, o sistema (3.99) é reduzido ao sistema
(3.73), o qual descreve o movimento de trés vértices sem massa, cuja solugao representada

por py = pi(q2 — @) , @1 = q1(g2 — ¢3), definida em (3.69) e (3.79), com 2o =0, é

92 — qg = S(:L‘),

s 2(2—}—\55(203@’)’ v e (_ 2 _) (3.100)
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onde ¢y =z + g— e s(z) esta definido em (3.78).

Assim, estao satisfeitas as condigbes para utilizar 0 método de Melnikov (ver [8],[15]
) para estudar o comportamento das conexdes de selas ligando os pontos de coordenadas
(p1,q1): 2 = (1/4,0) e 2* = (p/4,7). Comecemos por definir a funcio de Melnikov
relacionada ao sistema (3.99)

I(qS)Z/ F(pi(g2—3), 01(q2—43); 1) x x(P1(22—3), q1(q2—3), q2; @, €, 1) dgz (3.101)

onde utilizou-se a notagdo F' X x = Fyxp, — Fpoxg € (P1(2 — @), (@2 — 42, q2)) é a

orbita heteroclinica ligando os pontos z e z*.

Com auxilio desta fun¢do, podemos mostrar a existéncia de pontos heteroclinicos

transversos e consequentemente provar a existéncia de "horseshoes”. De fato temos o

seguinte resultado, devido a Melnikov.

Teorema 3.4.3 Método de Melnikov. Se a fungio I(qo) calculada ao longo da Srbita
pertencente a intersecdo da variedade estdvel de z* com a variedade instdvel de Z, tem
zero simples e € limitada, entdo para € suficientemente pequeno, as variedades W*(z*) e

instavel W"(z), interseptam-se transversalmnte.

Se mudamos de variavel na integral de Melnikov (3.101), subtituindo g, = gz(z) e se
denotamos z = (p1,q1) a érbita parametrizada, pela expressao (3.100), obtemos (3.101)

na forma:

/2 -
1@ = [ [xm(z(a:) a(z); a6, ) — Lo E ix,,l(zu),qz(m);a,e,u)] &

/2

/2
= / i[x(z(:l:),(_h( ); € ,u) d:z: // 8— (2(z), g2(); o€, 1) dz (3.102)

—7/2 dz
0 /2
= [ apGaaangtat [T ,qz(a:);a,e,u)?d
- / 9 @) m@)ome 2l 4
—n/2 a ARLBTR GEH 8:v z=z(z) ’
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De (3.98) vem que:

5% a
—— = e—X,(pP1,q1,q; 0, )+ ole
e, 95, X (P1, @1, q2; @, 1) + o(€)
1 1 5 1 PR

8 (av/apZ)Pzzho(m,qx i) a [.“ e hO(Pl’ Q5 #)]3 ( g2 )P2=ho(P1,q1;u)

onde

¢ = —16(p + a — p2)*[(p2 — p1) cos’ gz + p1 cos® (a1 + @2)]-

Como ao longo do movimento (3.100) , ho(p1,q1; 1) = K, se fixamos o = £, tem-se

[ d ] B ple dPf
z=z(z)

00 ) VIO ey 0 O

com

B = —a{(u = pr) cos® 2+ prcost (s + )]

(QK) __3/,["’(4-l-\/gcosx—i-cos2 T)
ap2 z=z(z),p2=p (2 + \/§COS 213)2 ’

Por outro lado, temos:

0 T 4,
[a—qzx] T [a—qz)x] .73 e sin(2g(x))

gy _ 4 + cos® z + 3v/3 cos() .
Oq1  2cosz(v/3 +2cosz)(2+ V3cos )

Com estes resultados podemos escrever (3.102), na forma

w3 4 22433
{ + cos“z + \/_cos:v sin(2qg+23(:z:))

I(q?) = —4 36/
(q2) : -2 | 6y cos x(\/§+2cosx)(2+\/§cosw)

B 2+3 [(2 1
124 cos ’c(\/g—l- 2cos ) 2 ++v/3cosz

sin(2q5 + 2z + 23(:,;))] } dz + O(e).

)sin(2q5 + 2s(z))  (3.103)

_2+ V3cosz

57



Finalmente, agrupando os fatores sin(2¢J) e cos(2¢9) , em (3.103), obtemos

T(a) = 54 e[l sin(26}) + Iy cos(2g3)] + O(e) (3.104)

onde I; e I, ndo dependem de ¢9.

Para garantir a existéncia de intersecao transversal entre as variedades estdvel e

instavel é suficiente que a expressio
I, sin(2q3) + I, cos(2¢3) (3.105)

tenha um zero simples, e para isto, basta comprovar que I ou I, seja nao nulo, segundo

o proximo lema.
Lema 3.4.1 Se I, ou I for ndo nulo, entdo a fungdo de Melnikov tem um zero simples.

Demostragao: E claro que existem zeros da funcio acima. Suponha que exista um
zero py, mas que este nao seja simples. Nestas condicoes, verificam-se simultaneamente

as equacoes:

I sin(2p9) + Iz cos(2p)) = 0,

I, cos(2p)) — Izsin(2p3) = 0, (3.106)
o que implica que I; = I; = 0, contradizendo a hipétese original. g

Portanto uma condicao suficiente, para mostrar a existéncia de pontos heteroclinicos

transversais, € mostrar que Iy ndo se anula. A integral I; é dada por

B e cos’z cos(2 s(z)) 3 V3sin zsin(2 s(z))
b= —2\/?:/0 {(\/§+ 2cosz)(2+ \/§cosx) 3(vV/3 + 2cos z) } de. (3.107)

Esta integral foi calculada por métodos numéricos, mostrando nao ser nula (ver [5]).

O valor obtido para I; foi 0.2621, com um erro de 10~%. Assim, foi provada a existéncia de
b b

pontos heteroclinicos transversais e, consequentemente, a existéncia de comportamento

caodtico. Temos portanto o seguinte resultado.

a8



Teorema 3.4.4 O sistema Hamiltoniano ( IR®, w,H) de quatro vdrtices com intensidade
(1,1,1,¢), com fungao Hamiltoniana H definida em (3.80) e forma simplética w, defi-
nida em (3.81), tem pontos heteroclinicos transversais para valores de € suficientemente

pequenos.

Este resultado implica que ha novas regides de comportamento caético para o proble-
ma dos quatro vértices com massa, com intensidades positivas, diferentes das encontradas

antes por Ziglin (ver [29]). Em particular, esta é outra demostragao da nao integrabilidade

do problema.

Ziglin considera o problema restrito de quatro vértices: um vértice com intensidade
tdo pequena que nao afeta o movimento dos outros vértices, mas que se movimenta
pela agao do campo de velocidades dos outros trés vortices, de intensidade unitaria. As

equagoes do problema restrito sao:

3
A S e 1))
= 27!'Z Tyj ’

J=1

3
: 1 g — T(2
g = — “—Tf(), (3.108)

2m £ Ty;
7=1

onde ry; = /(x4 — z;)? + (ya — yj)? ,5 = 1,2,3 , (24,y4) corresponde as coordenadas do
vértice com intensidade 0 e (z;,y;), J = 1,2,3 sdo as coordenadas obtidas da solugao do
problema do movimento dos trés vértices com intensidade (1,1,1). Estas solugdes serao

usadas numa forma conveniente. Se denotamos por a; os lados do tridngulo determinado

pelos trés vértices e A;, 1 = 1,2,3 seus angulos opostos, entdo temos as seguintes
identidades:
al = [rysl?, a3 = |ri3)?, al = |r2)?, (3.100)
e
X a; X a; X a
sin A; = Ia—Q——ail, sin Ay = 11—a—3|, sin A3 = M (3.110)
|az||as] |a|[as] |2z
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Derivando a expressao (3.109), com respeito ao tempo, e utilizando as equagdes do

movimento dos vértices com intensidade unitaria (1,1, 1),

i 0H,
o Oy
0H, .
) o= — =1,2,3 3.111
Y; 8'17_7 ) J I RS ( )
com Hj definida em (3.47), obtem-se as equacdes do problema restrito dos trés vértices,
na forma:
) 1 (sin As  sin Ag)
al = _— e
2 ao as
. 1 sin Al sin A3
= — - 3.112
“2 2m ( as ay ) ( )
. 1 (sin As;  sin Al)
(13 = — =
2 aq ay

O sistema (3.112) admite duas integrais primeiras, as quais sio expressas em termos

dos lados do triangulo determinado pelos vértices. De fato, se subtituimos as identidades,
1 ) 1 ) 1 .
A = —asazsin A, = §a1a3 sin Ay = 5014250 As, (3.113)

onde A é area do triangulo determinado pelos trés vortices, nas equagoes (3.112), obtemos

o seguinte sistemas

) A, _ -

@may = %(‘122 —dag 2)7
) A, _ y

axay = Q—ﬂ_(a32 —ay?), (3.114)
. A, _ "

aszaz = %(al % = Qg 2).

Somando e integrando as equacées (3.114), tem-se

a: + a3 + a2 = constante. (3.115)

Por outro lado, multiplicando as equagdes (3.114) por ay?, a5 e a3 respectivamente,
somando e integrando, obtemos:

In a; +In a3 + In a3 = constante. (3.116)
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Portanto o sistema (3.112) tem as integrais primeiras (3.115) e (3.116), as quais

podem ser escritas na forma :

dtaitdd = &
aazaz = .- (3.117)
2
Desta maneira, se subtituimos az = no sistema (3.112), obtemos
a0z
. 1 [sin A3 ajazsin Ap)
a = = — y
27 as &
. 1 [ajaysin A; sin As
ay = — — . 3.118
2 27 < e a ( )

O sistema (3.118) tem o ponto de equilibrio ag = (c1,¢1), correspondente a confi-
guragao de um triangulo equildtero, entendendo-se por configuragao a figura geométrica

formada pelos vértices. Da matriz M, do sistema linearizado (3.118),

vs [~ =2 (3.119)

M a=ag — 4 _ o
I 0 471'6% 2 1

3 . o
obtemos os autovalores A = -—— 1, portanto o ponto de equilibrio ap = (c1,¢1) corres-
mc

1
ponde a um centro.

Ziglin obtem as solugdes do sistema de trés vértices numa vizinhanga do centro
ao = (c1,¢1), as quais sdo dadas por uma familia a um pardmetro de fungdes periddicas.
Escolhendo um parametro € apropriado para esta familia, ele subtitui estas funcdes pe-
riédicas nas duas equagoes (3.108) de movimento do quarto vértice, obtendo assim um

sistema Hamiltoniano dependendo periédicamente do tempo, a saber

o _ o
or  0On
on OH

onde H(fﬂ?ﬂ'ﬁ) = H()(f,’l’]) + 6H1(§77777_) T+
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Quando € = 0, o sistema Hamiltoniano é definido pela funcio Hamiltoniana Hy, e o
correspondente retrato de fase possui um ponto fixo homoclinico. Para ¢ # 0 é necessario
examinar o sistema (3.120) no espaco de fase estendido {{,n,7(mod 27)} e considerar
a aplicacdo de Poincaré, definida do plano {7(mod 27)} = 7 nele mesmo, dado pelo
fluxo de fase. Em geral, se ¢ # 0, a érbita homoclinica do ponto fixo hiperbélico, separa
a variedade estavel da variedade instdvel, as quais se interseptam transversalmente no
ponto homoclinico. Entao o sistema perturbado apresenta comportamento caético, devido
a presenca de ”horseshoes”. A existéncia de pontos homoclinicos estd garantida, j4 que a

funcao de Melnikov relacionada ao sistema (3.120) tem um zero simple. Para os detalhes,
ver [29].

Por outro lado, um outro exemplo de um sistema nao integravel é obtido em [18],
onde é apresentada uma demonstragdo completamente analitica da nao integrabilidade
no problema de quatro vortices sem massa, no caso particular de dois vértices fortes
e opostos, e dois vértices fracos e préximos, por meio da integral de Melnikov que é

explicitamente calculada por residuos.
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Capitulo 4

O modelo dos vortices com massa

O modelo dos vértices com massa em IR? pode ser introduzido de duas formas distintas.
Numa primeira forma, pode-se definir fisicamente a for¢a que age num vértice com massa,
o qual pode ser considerado como um vértice onde se encontra uma particula de impureza,
responsavel por esta massa. Este procedimento foi feito por Friedrichs, em [11]. Uma outra
forma é a utilizacao da analogia com o modelo das ”cargas bidimensionais”, discutidas
na secao 3.3, agora sem tomar as massas nulas. Estas duas formas de descrever o modelo
determinam as mesmas equagoes do movimento, o que sera apresentado na secao 4.1.
Como consequéncia da analogia eletromagnética, obtem-se imediatamente que o modelo

resultante é um sistema Hamiltoniano.

Contrariamente ao que acontece no caso dos vortices sem massa, o sistema de dois
vértices com massa pode ser nao integravel. Mostraremos que, para certos valores dos
parametros, o sistema é nao integravel, enquanto para outros, o sistema é integravel (ver
[25]). Na se¢ao 4.2, analisaremos o problema de dois vértices com massa no caso em que
a soma de suas intensidades é nao nula. Utilizaremos as integrais primeiras do sistema,
para reduzi-lo de oito para quatro variaveis. Mostraremos ainda que no caso f- = £2 o

sistema é integravel, j4 que aparece mais uma integral primeira. Além disso, algumas das

4rbitas deste sistema ficam préximas as érbitas do sistema com dois vértices sem massa.
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Finalmente, na secao 4.3, analisaremos o problema de dois vértices com massa, agora no
caso em que a soma de suas intensidades é nula. Novamente utilizaremos as integrais
primeiras do sistema para reduzi-lo de oito para quatro varidveis. Entretanto, neste caso,
se considerarmos m; = m;, obteremos um sistema que nao é integravel no sentido de

Liouville, para a maioria dos valores dos parametros.

4.1 O modelo dos vortices com massa como um Sis-

tema Hamiltoniano

Vamos considerar a situacao em que existem N vortices movendo-se em IR?, sendo que
ao j-ésimo vértice estd associada nao sé a intensidade I'; mas também a massa m;. De

acordo com férmula de Friedrichs (1966), temos que a forca que atua nestes vértices é:
Fj :pf‘jeg X(:i'j—u]-(fj)), jZl,...,N, (41)
onde p é a densidade do fluido e
1 fOW oW
u;j = — (— ———,0) (4.2)
I'; ;
com W definida em (3.14).

Entao, pela segunda lei de Newton, o movimento de N vértices com massa é descrito

pelas equacoes:

mj:.i.:’j = ije3 X (fj = Uj(fj)), _7 = 1, e ,N. . (43)

Substituindo a equacdo (4.2) em (4.3) obtemos:
m;; = pLi(es x Z;) + V;(p W), j=1,...,N. (4.4)
Fazendo as identificacoes pI'; +» —%ﬁ e (p W) <+ ® temos que as equagdes (4.4)
sao formalmentes iguais a (3.33).
Da observagao anterior e dos resultados da secao 3.3, temos o seguinte teorema:
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Teorema 4.1.1 As equagoes que descrevem o movimento de N vdrtices com massa sdo
determinadas pelo sistema Hamiltoniano ( R*™,w, H), com fung¢io Hamiltoniana H de-

finida por:

T; ...
~EL@ x el +p W, (4.5)

LI
H:Z2
=1

onde W € a fungao de Kirchhoff-Routh, definida em (3.14), e forma simplética w definida

por:
N
w = Z dps; A dzj + dpy; N dy;. (4.6)
7=1
Observagao 4.1 Note que:
- 5 pl’; -
By = miZ; — > (es X &)- (4.7)

Observagao 4.2 Analogamente a (3.12), o colchete de Poisson relativo a forma sim-
plética w definida acima é dado por:

N
OF 0G  OF 0G
{FG} = Z Z (iji Opj. - Ipj; 3:1:;;-) )

4=1 4=l

Devido & invariancia do sistema por rotacoes e translagdes, verifica-se (utilizando-
se, por exemplo, o teorema de Noether, ver [3]) que o sistema tem, além da energia, as

seguintes integrais primeiras:

N
II, = Z (pz, + %y,—) ;
7=1
N
0 = 3, (py] = —, ) (4.9)
7=1

I
Mz

(Z; x pj) - e
1

<.
Il

Estas integrais primeiras ndo estao em involugdo. De fato, de (4.8), o colchete de

Poisson, relativo a forma simplética (4.6), entre as diversas integrais primeiras sao:
N
{IL, I} = —p E :Fj,
J=1
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{ll;,J} = 1L, (4.10)
{I,,J} = -II,.
No entanto, definindo IT? = I12 + Hz, verifica-se que:

{I1?,J} = 0. (4.11)
Assim, dos resultados acima, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 4.1.2 O sistema Hamiltoniano ( R*™, w,H), com fung¢io hamiltoniana H
e forma simplética w definidas em (4.5) e (4.6), respectivamente, tem como integrais

primeiras independentes em involugdo, I1? e J, além da energia H.

Este resultado garante, juntamente com o Teorema de Liouville, a possibilidade de
reduzir o sistema de IV vértices com massa, de 4N para 4N — 6 varidveis. No entanto,
esta redugao nao é suficiente para garantir a integrabilidade nem mesmo de um sistema

de dois vétices com massa, como veremos na préxima secao.

4.2 Exemplo 4: dois vértices com massa, I'; +T'y #£ 0

4.2.1 Redugao para quatro varidveis

De (4.5), com W definida em (3.14), temos que a funcido Hamiltoniana do sistema de dois

vortices com massa em IR?2 é:

2

H(—n — — -;) ]- — Flp(—a Xe) 2+ 1 — F?p(—; Xe)
T1,T —— - — — — = (z
1,22,P1, P2 e P1 5 1 3 i P2 B Tg 3
+O(||21 — Zall), (4.12)
[Ty 5

onde &(||Z) — Bfl) = pW (%1, &2) = —p——1In || = &l , @i = (vi,5:) e Fi = (Pwi Pus),

i=1,2.
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A forma simplética é:

w = dpg, A dzy + dpy, A dyy + dps, A dza + dpy, A dys. (4.13)

De acordo com (4.9), este sistema tem as seguintes integrais primeiras:

pF ng
I, = pz +pe, + —‘é_l'yl + Tyz,
r r
H:z; = Dy ‘l‘pyz - 'pTI:Bl - p2—2$2a (414)
J = z1py, — Y1Pz, + T2Py, — Y2Pes-

Sem perda de generalidade, podemos supor I'y + I'; > 0. Neste caso, guiados pelas

simetrias da funcao Hamiltoniana (4.12), utilizaremos as seguintes coordenadas:

L@y + 7,
R = —————, 4.15
[y + T ( )

— —
r = Iy — 2.

Escrevendo R e r em coordenadas polares, obtemos:

R = Rcosf e + Rsinf e,, (4.16)
r = rcos(6+ ¢)es + rsin(f + p)e,,

onde @ é o angulo entre R e ey, ¢ é o angulo entre R e r, R e r sdao as normas dos vetores

R e r, respectivamente. De (4.15) e (4.16) tem-se que:

I
_ o —
T R cos o F27" cos(0 + ¢),

r
y; = Rsinf— T _:Fzrsin(o + ), (4.17)

Iy
£y = RcosH+Fl+P2rcos(9+¢),

r
Yy = RSin0+F1—l-1F2TSin(0+¢)'

Para que se obtenha uma transformacdo canonica, os novos momentos pg , p., ps

pe devem satisfazer:

— pr s = s -
0 = = M, (—K2py + K1p2)

Ps
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— pR — —
G2 = = M,(p1 + p2)
Po — Py

L )
1=1,2 e

I+ Ty’

M, ( cos(0 4+ ¢)  sin(6 + @) ) , M, — ( cos sin @ ) (418)

onde K; =

rsin(f + ¢) rcos(0+ @) —Rsinf Rcosf

de onde obtem-se:

1 = KiM;'¢g—M'q,

ﬁg = [{2M2_1(?2—M1_1q’1 (4.].9)

Se notamos que:

M;' = -
rsin(f + @) cos(0 + @)

r

3 1 [ Rcosf Rsinf L

M, = — =T_¢Mpg,

2 R . R
sinf  cosf

1 (rcos(H-I—qb) —sin(9+¢))_T0T -
— Lt-0L-¢ r

com

cosf@ sind 1 0 10
To = , Mg = , M, = ,  (4.20)
—sinf cosf 0 R 0 r

podemos escrever (4.19) na forma

= r _ PR _ Pr
o= T r +l r MRI —T_,M; ! )
1 2 Po — P Ps

i F‘ _ PR _ r
o= T | Mg TR sl I (4.21)
1 2 Po — Pg P

A fungao Hamiltoniana (4.12), nas novas variaveis candnicas, é dada por:

my + mgy 2 Pé p? Iy \? my;+mg\ 4
H = |—— —= —- -
<2m1m2 > <pr+7’2 * 8 \I't + I, mimy ) Ter+
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%( ><F1+F2> ( < p¢) +%2R2(F1+F2)2)+
(o) () 75 () (@omop ) 0
() (B3 Gt ) (e )

onde f e g sdo dadas por:

o= (pRpr + (P"};pd’) p¢> cos ¢ (4.23)
N <_pﬁ;~p¢ N (po ]—%p‘») pr> sin ¢ + gR (p, sing + % cos ¢) (T, +Ty),
e
g = g (Ty +T2)Rrcosp—r (pR sin ¢ — (Pe Rp¢> cos </>> . (4.24)

Note que a depéndencia da Hamiltoniana com ¢ esta toda nas fungées f e g. Como

a transformcao é candnica, a forma simplética nestas variaveis é:
w = dpr AN dR + dp, A\ dr + dpg A df + dpy A do, (4.25)
e as integrais primeiras (4.14) sao:
IL, PR

I, Pg — Py

iz 2([‘1 +I2)R

(4.26)

com Ty definido em (4.20).

Notemos que py é integral primeira e entdao a Hamiltoniana (4.22), que ndo depende

de 0, é reduzida a seis varidveis. Assim, conhecida a solugéo do sistema ( IR®, W, H), com

funcao Hamiltoniana

ﬁ(R-Ta (Dv PR,Pr,Pé) = H(R,'f‘, q)apRvpmp@;p@) (427)
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e forma simplética

W = dpr N dR + dp, A dr + dpy A do, (4.28)

podemos determinar o valor de 6, através de integracao:

tOH
=0(to) + | =—dt. (4.29
to apﬂ )
Para reduzir ainda mais o nimero de variaveis na Hamiltoniana (4.22), utilizaremos a
integral primeira II?. A partir de qualquer condigio inicial, com uma translacio conveni-

ente, é possivel fazer II? = 0, desde que I'; + I'; # 0. Portanto, sem perda de generalidade,

podemos supor IT> = 0. Assim da relacio (4.26) temos:

pr = 0 ( donde pr=0 ), (4.30)

Pe—Py P 2
— — (T I''hYR = 0 R=,/———— — . 4.31
R 2( 1+ 2) ou \/p(Fl + Fz)(po p¢) ( 3 )

Substituindo as relagdes (4.30) e (4.31) diretamente na Hamiltoniana (4.22), elimina-
mos as varidveis pr e R, obtendo assim o sistema (H’,w’), que também é Hamiltoniano,

com func¢ao Hamiltoniana H’, dada por
H'(r, ,pr, Ps; pe) = H(R(py; po), 7, b, Pr = 0,pr,ps; o), (4.32)
com R = R(ps;pe), definido em (4.31) e forma simplética:
w' = dp, Ndr + dpy A\ dé. (4.33)

De fato, verifica-se que as equacbes que determinam o movimento para este sistema

Hamiltoniano, sdao equivalentes as do sistema anterior, isto é:

) OH' oH
" a_pr(r, ¢’pr’p¢;p9) = apr (R(p¢;pg),r, Pr = Oapraptb;p@):
. oOH' 0H
¢ = a_('ra ¢7p7’7p¢;p9) = (a—(R(ptﬁ;p@))r; <b7 PR = O, Pr;PqS;PO)) +
Po Pé R=constante
oH OR
_— . Prn = o Db —
+8R (R(p¢,p9),7’,¢, R Oap P pa)ap¢
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0H

= 8—p¢(R(p¢;Pe),T, ¢7 Pr = O,pr,p(ﬁ;pe)a (434)
, OH' oH
pr = g (& paipe) = =5 (R(psipo)sr & Pr = 0,pr, o o),
_ OH' oH
Po = —5g (1P peipe) = =5 (E(psipe)sr, 6, Fr = 0, pry P4 Po),

ja que, da condicao (4.30) tem-se:

. OH
PR = “6—R(R(P¢»,P9)77"7 ¢7 PR = OaPr,PqS;PG) =0. (435)

A funcao Hamiltoniana reduzida H’, definida em (4.32), nas novas variaveis é

;o my + mo 2 <Bg)2 P_2 I, 2 92
H o ( 2m1m2 ) |:pr + T + 4 Fl + Fg r +
rz rz
t ol (B 2) o)+ 200+ (4.36)

F2 Fl 1 \/———‘ Ps . " F1F2
—2 L) 2p(ps — py) [ 2 r p |
* <m2 m1> VI + Ty P(po p¢)(r cos P+ p Sln¢+2P1+F2rcos¢

Resumindo os resultados anteriores, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 4.2.1 O sistema Hamiltoniano ( R®,w,H), com H e w definidas em (4.22)
e (4.25) respectivamente, com I'y + 'y # 0, € reduzido ao sistema Hamiltoniano ( IR*,w’,
H'), dependendo da integral primeira ps como parametro, com w' definidas em (4.33) e

H' definida em (4.36).

Note que a Hamiltoniana H' pode ser reescrita como:

, 1 P
H = o (p'f + ;;3 + 9% + 27!)4:) + &(po — py) + ®(r) +

+91/2p(pe — po) (% cos ¢ + p,sin ¢ + yr cos ¢> =

= i(ﬁ— v (7 % e3))” + &(pos — ps) + ®(r) + (4.37)

+91/2p(po — pg) (F— 7 (7 X e3)) - €2
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- - P¢ ~ el .
onde 7 = re,, p = pre, + —ey, €, € e4 sao os vetores polares unitarios usuais, e onde
T

foram definidas as constantes:

mimsg
ro= my + my
. B PIFZ
7= 20 + Ty’
p I'? F%)
_ L , 4.38
6 P1+F2 (m1+m2 ( )

4.2.2 Um caso integravel : e S
I Iy

Nesta subsecao descreveremos a dinadmica de um sistema de dois vétices com massa, que é

integravel no sentido de Liouville, no caso particular em que ambos vértices tém o mesmo

raio massa/vorticidade:
my ma

==5=F B>0 (4.39)

Assim, sob a hipétese (4.39), podemos ver que alguns termos da Hamiltoniana (4.22)

sao eliminados. A Hamiltoniana ndo depende mais de ¢ e portanto obtemos que p, é

outra constante de movimento. Além disso:

- ry 13 1 o —p p
6=(-L —2> ( ) ( 2 —) 4.40
(ml + ma Fl + Fg R2(F1 + Fz) * 2 ( )

Utilizando agora a relacao (4.31), obtemos:

0 = ¢ = constante, (4.41)
2

R = —_ — = constante, 4.42

\/p(IH ) (po — Ps) (4.42)

com ¢ definido em (4.38).

Isto implica que, a menos de uma constante imposta para obter II? = 0, o vetor

R, definido em (4.15), tem médulo constante e roda com velocidade constante. Entao, é
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suficiente estudar a dindmica de r, definido por (4.16), determinada pela fun¢ao Hamil-
toniana (4.37). Se notamos, a partir de (4.39), que ¥ =0 e £ = (27v)/u, podemos escrever

a fungao Hamiltoniana (4.37) na forma:

H = —p? ;

5k + U0), (4.43)
onde
1 2
U = é;(ri—fw) —aln r,

[y

= y (4.44

a=p (4.44)

Assim, conhecida a solugao do sistema Hamiltoniano (H;,w;), com fun¢do Hamilto-

niana

Hy(r,p.) = H'(r, pr; pg), (4.45)

e forma simplética

wy = dp, Adr, (4.46)

é possivel obter a solugdo do sistema original através de quadraturas. De fato, temos:

40) = #0)+ [ G-
L [ ps
= — — dS ¢
60+ [ (=) s (4.47)
com
Py = [ (r X i‘) - ez +r?, (4.48)

onde 7(s) representa a solucao do sistema definido por (4.45) e (4.46).

As equagoes do movimento associado a fungao Hamiltoniana (4.43) sdo:

— P
T = T
o
(4.49)
ou 1 [} 9 a
P “ﬁ';(ﬁ‘VT*:



A fungao potencial U admite um tnico ponto critico, o qual é um ponto de minimo,

r« > 0, dado por:

2 2 2

Portanto, sendo r, um ponto minimo do potencial U, (r.,0), é um centro do sistema

(4.49).

4.2.3 Estabilidade

E claro que os modelos dos vortices com massa e dos vértices sem massa sao totalmente
distintos enquanto sistemas Hamiltonianos. As dimensées do espago de fase de um sistema
com N voértices sao 4N e 2N, respectivamente, e parte das varidveis tipo ”"posicao”no
modelo com massa passarda a ser variavel tipo "momento”no modelo dos vértices sem
massa. Entretanto, em situagdes muito particulares, foi possivel mostrar (ver [25]) que
orbitas dos dois modelos ficam préximas, num certo sentido. Mais precisamente, pode-se
comparar a orbita circular obtida no modelo de dois vértices sem massa, com érbitas perto
do centro obtido acima, para massas suficientemente pequenas. Se considerarmos como
condigao inicial para as equagoes (4.49) um ponto sobre a solugao (3.43), obteremos uma
érbita particular do sistema dos vértices com massa que estd préxima da érbita (3.43),
no sentido de que sua projecdo r(¢) no espaco de configuracdes do sistema sem massa
satisfaz:

supier||r(t) — ol = 0, quando B — 0.

A sequinte proposicdo foi mostrada em [25]:

Proposigao 4.2.2 Dada uma drbita vy,, do sistema de dois vdrtices sem massa com in-
tensidade total ndo nula, existe uma orbita vy, do sistema de dois vértices com as mesma
intensidade, mas com massas m; = [';f, © = 1,2, tal que a projecio da orbita v, sobre
o espago de configuragio tende a v,, quando as massas tendem a zero, sob as mesmas
condigoes iniciais.
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Entretanto, mesmo neste caso foi possivel mostrar que as duas solugoes nao ficam

proximas quando olhadas com fungao do tempo.

4.3 Exemplo 5: dois vortices com massa, ['} +1's =0

4.3.1 Reducgao para quatro variaveis

Nesta subsecao, reduziremos o sistema de dois vortice com massa de oito para quatro

variaveis, no caso da soma das intensidade ser nula, isto ¢, —I'; = I'; = I'. Neste caso, a

Hamiltoniana (4.5) escreve-se:

— F —
p2 + ~f (%3 x 93)2

> +@([|72 —2l), (4.51)

t ng

2}1

onde @ (|72 — Z4||) = % In ||Z3 — &41]|, e a forma simplética é:

De acordo com (4.14), este sistema tem as integrais primeiras:

I, = pey +pe + gF (yl - y2)’
I, = py +py— gl“ (21 —22), (4.53)

J = zipy, — Y1Pz, + TaPy, — Y2Pr,-

Ja que T’y + T3 = 0, a partir de (4.10), vemos que as integrais primeiras Il e II, estao
em involugao, isto é, {Il,, I, } = 0.
Consideremos as sequintes mudangas de coordenadas:

miT1 + maZs
R = ———

my + my
r o= @ — 4. (4.54)
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As relagbes em (4.54), implicam:

my

# = R——2
my + my
my
Z = R+ —
my + mo

Para que a transformacao seja canonica, escolheremos:

-/ — —
PR = p1+ po,
p—;l . ml ﬁ m2 ﬁ
r = 2 — 1-
my + my my + my

A partir de (4.56), temos que:

— _ ml — / —/

P = PR — Pr,
my + may

— m2 -/ -/

P2 = —— PR +DPr-
my + my

A forma simplética se escreve:
w = dﬁl /\dfi"l +Cl]~)‘2 /\dfz = dp_f{'/\dR+d_;'Adr,

e a Hamiltoniana (4.51), nas novas coordenadas pr’,p.’,R,r, é:

]. m1+m2 -2 1 1 — 12
H = | ———=]#& =, | S=————
! 2 ( mymy )p * 2 \my +my "

+l & 2 my + mo R2—|-1 & 2 m3$ + m3
2\ 2 mims 2\ 2 myma(my + ms)
+ (&) (ml +_m_2_) pr - (R x e3)
2 mims
Cp 1 "
i ( 2) <m1+m2>pR ithe

2

myma(my + mo

As integrais primeiras, de acordo com (4.53) sdo:

. r
I = pR'—-—zp—(rxe3),

J = pr'-(Rxe3)+p - (rxes).
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Guiados pela relacao (4.60), definimos a nova transformacao candnica:

— — F
PR = pR'—é)(rxe:;),
2 ., I
A= A+ (Rxe), (4.61)

obtendo assim a fungao Hamiltoniana (4.59), nas coordenadas pr,pr,R,r, onde pgr, p;

sao os novos momentos e R, r sdo as antigas coordenadas de posicdo, dada por:

oo L(muitma) (s my —m
H = 2( g )(pr Fp( 2)]),. (r x e3) (4.62)
(T2 (mamm 2(rx ¥
— —_— e
2 my + ma .

1 . 4 VAW
— <pR 24+ 20ppRr - (r x e3) +4 ({) (r x e3)2> ,

1
@ —
+(r)+2m1+mz

e a forma simplética

w = dpr A dR + df, A dr. (4.63)

Notemos que a Hamiltoniana (4.62) nao depende da coordenada R, o que implica
que pr é constante de movimento. De fato, temos que pgr, definido em (4.61), coincide

com a integral primeira II. Mostramos portanto:

Proposicao 4.3.1 O sistema Hamiltoniano ( R, w, H), com H e w definidos em (4.51)
e (4.52) respectivamente, quando I'y + Iy = 0, € reduzido ao sistema Hamiltoniano

( RY,w, H), nas varidveis (r,p;), com H dado por

1 7.
H = Z(pr——(rxeg,))—}—q)(r)
| e3X — | +r) , 4.64
2<\/m1—|—m2 ? I'p (4.64)
onde
my —Mmo

=Tp——, 4.65
= L e (4.65)

e i € definido em (4.38).
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4.3.2 Um caso nao integravel: m; = my =m

Em geral, € muito dificil mostrar que um sistema é integravel sem encontrar suas integrais
- primeiras. Mas é possivel provar, em alguns casos, que um sistema é nio integréivel
mediante o estudo de algumas propriedades locais, perto de uma solucio particular do
sistema. Vamos considerar um sistema Hamiltoniano numa variedade de dimensio 4. Um
dos poucos métodos analiticos para mostrar a nao integrabilidade, em casos especificos, é
o método de Melnikov, que utilizamos na se¢do 3.4 para mostrar a nao integrabilidade de
um sistema de quatro vértices sem massa. Um resultado fundamental, devido a Poincaré,
€ que se um sistema tem uma drbita periédica, tipo sela, e as variedades estavel e instdvel
desta drbita interceptam-se transversalmente, entéo o sistema é nio integrével. Neste caso,
o sistema tem uma orbita homoclinica transversa. A presenca de érbitas homoclinicas
transversas implica a existéncia de conjuntos invariantes (topologicamente ”horseshoe”),
com uma dinamica muito complicada e esta complexidade ndo permite a presenca de

outra integral primeira independente da funcao Hamiltoniana.

Um outro resultado nesta dire¢do, devido a Lerman (ver [24],[25]), implica a nao
integrabilidade do sistema de dois vértices com massas m; = my, = m e com intensi-
dade total nula (—I'; = T'; = I'). Este sistema tem duas propriedades importantes que

permitem a aplicagdo do teorema de Lerman :

e O sistema tem um ponto de equilibrio tipo sela-centro, isto é, a matriz do sistema,
linearizado, em torno do ponto de equilibrio, tem um par de autovalores reais e um

par de autovalores imaginarios puros.

e Ha uma 6rbita homoclinica, associada a este ponto de equilibrio.

Nesta situacdo, pode-se mostrar que o sistema linearizado em torno deste ponto de
equilibrio tem érbitas periédicas, tipo sela, em todos os niveis de energia. A existéncia
de uma orbita homoclinica, sugere que as variedades estavel e instiavel destas érbitas

periddicas podem interceptar-se. Por argumentos genéricos, esta interseccio pode ocorrer

78



transversalmente. Seria de se esperar, levando em conta o resultado de Poincaré, que um
sistema nestas condicoes fosse nao integravel. O teorema de Lerman formaliza estas idéias,
mas impoe ainda outra hipdtese além das citadas acima, para que a propriedade genérica
que garante o interseccdo trasversal seja satisfeita. Em [24], C. Ragazzo reescreve esta
hip6tese numa forma que é de aplicagio mais simples. Em [25], esta hipotese é testada:
a demostracao de nao integrabilidade seguira da verificagdo de que um certo operador de
"monodronomia”, associado a ébita homoclinica, que é representado por uma equacao
diferencial linear, nao auténoma de segunda ordem, satisfaz uma certa condi¢do genérica.
Foi possivel mostrar numericamente, que este operador de monodromia satisfaz, de fato,
para a maioria dos valores de ' e m, a condicdo genérica. Isto sugere fortemente que o

sistema de dois vértices com massa, com —I'; = I'; = I'; ndo € integravel, no sentido de

Liouville.

Por outro lado, é possivel mostrar (ver [13]), mediante uma versao do teorema de
KAM, a existéncia de um conjunto de condigoes iniciais do sistema, com medida de
Lébesgue nao nula, para as quais o movimento é quase periédico. Podemos concluir entao,
dos resultados precedentes, que no mesmo sistema Hamiltonianos coexistem érbitas quase

periédicas e érbitas com comportamento caético.

79






Capitulo 5

Modelo misto dos vortices

O propésito deste capitulo é introduzir o modelo misto dos vértices, ou seja, o modelo
no qual alguns dos vértices tem massa e outros nao. Na secdo 5.1, introduziremos as
definicoes bésicas e alguns resultados relativos a variedades de Poisson. Veremos, em
particular, que uma variedade simplética sempre serd uma variedade de Poisson, e que os
campos Hamiltonianos definidos em uma variedade simplética e os campos Hamiltonianos
definidos a partir da estrutura de Poisson correspondente, para a mesma funcao Hamil-
toniana, coincidem. Na secao 5.2, apresentamos, de maneira intrinsica, o formalismo de
Dirac (ver [4]), para sistema Hamiltoniano com vinculos. Este formalismo nos permite,
sob certas condicoes, definir uma estrutura de Poisson natural numa subvariedade N de
uma variedade simplética M. Se N for obtido como a imagem inversa de um valor regular
de um funcio diferencidvel de M com valores em IR® estas condicGes estarao satisfeitas
sempre que uma certa matriz for inversivel. Na secdo 5.3, aplicamos o formalismo de
Dirac para obter o modelo misto dos vértices a partir do modelo dos vértices com massa
(estudado no capitulo 3), restrito a uma subvariedade do seu espago de fase. Esta subva-
riedade é escolhida de forma que a Hamiltoniana associada ao sistema dos vortices com
massa nao se torne singular quando fazemos algumas das massas tenderem para zero. O

modelo obtido também é Hamiltoniano e apresenta duas integrais primeiras em involugao
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independentes da Hamiltoniana.

Finalmente, na secdo 5.4, estudaremos o sistema com um vértice com massa e outro
sem massa, nos casos em que a soma das intensidades é nula ou nido. A reducgao para
um grau de liberdade é bastante diferente nos dois casos, o que implica que os retratos
de fase dos dois sistemas também sdo bastante diferentes. Embora o modelo misto com
dois vértices seja sempre integravel, pode-se mostrar (ver [12]) que para certos valores dos

parametros, o sistema misto com trés vértices é nao integravel.

5.1 Variedades de Poisson

Nesta secdo, introduziremos o conceito de variedade de Poisson, bem como algumas outras
definigdes e resultados que serao utilizados na préxima segdo. Mostraremos ainda que estas

defini¢des generalizam as nogdes correspondentes em variedades simpléticas.

Definigao 5.1 Uma estrutura de Poisson numa variedade M € deter‘minada por uma
aplicagdo bilinear {-,-} : C®°(M) x C*°(M) — C*®(M), chamada colchete de Poisson,

satisfazendo as segquintes propriedades:

e Antissimetria

{F,H}=—{H,F}, VF,Hc¢ C*(M),
e [dentidade de Jacobi

{{FvH}?G}+{{H7G}+F}+{{G7F}7H}:07 (5‘1)

® Regra de Letbnitz
onde ” - 7 denota a multiplicagio ordindria de funcoes a valores reais e C®(M) =

C=(M, R).
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Definicao 5.2 Uma variedade M dotada de uma estrutura de Poisson ¢ denominada

variedade de Poisson.

Definicao 5.3 Se N, M sdo variedades de Potisson, uma aplicagio de Poisson € uma

a})lz’cagﬁo ¢ € C°(N,M), a qual preserva o colchete de Poisson, isto €,

{Fo¢p,Hod}ny={F,H}po ¢, VF,He C®(M).

Definicao 5.4 Uma subvariedade N C M € uma subvariedade de Poisson se a imersdio

¢: N — M € uma aplicacdo de Poisson.

Observacao 5.1 O significado desta defini¢io € que, para qualquer par de fungoes f,
G € C®(M) tais que Fin=Fo¢=F e Glv = Go ¢ =G, tem-se:

{Fvvé}A’IlN:{ﬁaé}Nfoqb:{F,G}N) com FvGECOO(N)>

isto €, o colchete de Poisson entre fungdes definidas em M, restrito a N, coincide com o

colchete de Poisson de fungoes em N.
Observagao 5.2 Se notarmos que, dada uma fun¢io H € C*°(M), a aplicagdo
{H,-}:C®(M) — C=(M) (5.2)

¢ linear e satisfaz a regra de Leibnitz, temos entio que a aplica¢io (5.2) define uma

derivacdo e portanto determina um campo vetorial diferencidvel sobre M.

Temos, portanto, a seguinte definicao fundamental:

Definicdo 5.5 Seja M uma variedade de Poisson e H € C*®(M). O campo vetorial

Hamiltoniano associado a H, é o tinico campo vetorial Xy sobre M satisfazendo
Xy(F)={F,H} = —{H,F}, YF e C®(M). (5.3)
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Observacao 5.3 Notemos que, fixado F' € C°°(M), tem-se:
{G, F}(p) = Xr(p)G(p) = dG(p) XF (p), (5.4)
onde dG é a diferencial de . Portanto, {F, G}(p) depende s6 de dG(p), isto é, se Gy e G,

sao tais que dGy(p) = dG2(p) entdo {F,G1}(p) = {F,G2}(p). Da mesma forma, fixando
G € C=(M), {F,G} s6 depende de dF(p), quando F varia.

Portanto, do fato da aplicagdo F' € C*°(M) — dF(p) € Ty M ser sobrejetora, da
bilinearidade e antissimetria da aplicagdo {-,-}, temos que, para todo p € M, existe.una.
forma diferencidvel bilinear W e antissimétrica no espaco 7*M, tal que para todo F, G
em C=(M),

Wy (dF(p), dG(p)) = {F,G}(p)- (5.5)

O tensor W é chamado o tensor de Poisson.
A partir das observagdes acima, temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.1.1 Dada uma variedade de Poisson (M,{-,-}), estd bem definido o tensor
diferencidqvel W : T*M xT*M — R, bilinear e antissimétrico, que para cada p € M vale:

Wo(dF(p),dG(p)) = {F, G}(p), V F,G € C™(M). (5.6)
Em coordenadas locais (zy,---,z,) em U C M, a estrutura de Poisson ¢ dada por:
N
oF 0G
{F, G} = Z vija—l‘,'a—wj’ (5.7)

i1j=1

onde as funcoes v;; sao determinadas por:

Vij = {:B,',:L'j} = I’V(dﬂ:,‘,d:l:j), 1 S i,j S n. (58)

Da antissimetria e da identidade de Jacobi, temos que as fungdes v;; satisfazem as

seguintes identidades:

vty = 0,
2 a'Uik c%k]- 8'01',' N
> v Ty F g TG = O (5.9)



Observacao 5.4 Notemos que, reciprocamente, se sio dadas vij, 1 < 2,7 < n em
C>(z(U)) satisfazendo (5.9), elas definem localmente um colchete de Poisson. Para uma

demonstragdo desse fato, ver [28].

No caso de uma variedade de Poisson (M™, W) satisfazer que o posto de W), é n,
para todo p em M, pode-se demonstrar que esta variedade é, na realidade, uma variedade
simplética. Para que possamos explicitar a relacdo entre as duas estruturas, observemos

que se (M, W) é uma variedade de Poisson, dado um v € T M, fixo, a aplicacao
W,(v) = Wy(v,") : TyM - R

estd no dual do espago Ty M , isto é, Wp(u) € (TyM)* =T,M , ja que a dimensao de M
é finita. Portanto, estd bem definida a aplicagao linear ’Wp : TyM — T,M tal que :

(Wy(v),n) = Wy(v,m) VvneT,M (5.10)
onde (-,-) é o emparelhamento de T,M e T;M. E imediato que, quando posto(W,) =
n,Vp € M, a aplicacao linear Wp é um isomorfismo.

Analogamente, se w é uma forma simplética em M, podemos definir um isomorfismo

w, : Tp,M — T;M tal que

(Wp(v), u) = wy(v,u) YV ou,ue T,M. (5.11)
Podemos entao enunciar a seguinte proposigao:

Proposicao 5.1.2 Seja (M™, W) uma variedade de Poisson, com posto de W, igual a
n, para todo p em M. Entio, se definirmos v, = [W,|™', temos que w € uma forma
simplética em M, ou seja, € uma 2-forma fechada e ndo degenerada. Reciprocamente,
dada uma forma simplética w em M, se definirmos Wp = [w,]™!, temos que Wp € um

tensor de Poisson em M.

Demostracao: ver [28].
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Observagao 5.5 As estruturas de Poisson e simplética relacionadas como na proposicio

acima sdo ditas compativeis.

Lembremos que o campo vetorial Hamiltoniano, associado a H numa variedade sim-
plética (M, w), é o tinico campo vetorial X, definido, para cada p € M, por (ver definicio
3.2):

wp(p, X, (p)) = dHy(p) Vi e T,M. (5.12)

Por outro lado, se olhamos esta variedade simplética como uma variedade de Poisson
(M, W) (com estrutura simplética e de Poisson compativeis), o campo hamiltoniano X H,

asociado a H, de acordo com as equagdes (5.3) e (5.5), é o tinico campo vetorial definido,

para cada p em M, por:

Xu,(G)y =A{G, H}(p) = W, (dG,, dH,) vV G eC™(M). (5.13)

Para que estas definicGes sejam compativeis, precisamos mostrar que X e Xg,

associados a mesma fun¢dao Hamiltoniana coincidem.

A partir de (5.10) e (5.13), tem-se que:

(Wo(dH,),n) = W,(dH,,n) = {H,G}(p) = —Xu,(p)(n) = —(Xu,(p),n) ¥y e LM,

(5.14)
onde G é qualquer funcdo diferenciavel tal que dG(p) = . De 5.14 tem-se que:
Wy(dH,) = — X, (p). (5.15)
Por outro lado, para todo v € T, M tem-se que:
(iEP(XHl (p)),v) = wP(XH1 (p),’l)) = _w(v7XH1 (p)) = —dH(’U) = —(dH,U) ) (516)
donde
ﬁP(XHz(p)) = _de- (5.17)
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Logo,

XHI = (I/VO ?‘E)(XHl) = W(ﬁ(XHl)) = W(—dH) = XH2’

que é o que queriamos demonstrar. Concluimos que, de fato, a definicao de variedade de

Poisson generaliza bem a defini¢do de variedade simplética.

Para finalizarmos esta secao, observemos que o conceito de sistema Hamiltoniano é
imediatamente generalizado para variedades de Poisson, ja que o campo Hamiltoniano

Xy continua definido (ver a definigao 3.4).

5.2 Método de Dirac

Nesta secao, mostraremos que, sob certas condicGes, € possivel munir de uma estrutura de
Poisson (ou simplética) uma subvariedade N de uma variedade de Poisson (ou simplética)
M. Mostraremos ainda que, neste caso, se N € uma subvariedade invariante de um sistema
Hamiltoniano, podemos definir um sistema Hamiltoniano retrito a N, de forma que as

trajetdrias deste sistema Hamiltoniano restrito coincidam com as trajetorias do sistema

Hamiltoniano original que estejam em V.

Seja M uma variedade de Poisson, com tensor de Poisson W, e N uma subvariedade

de M. Suponha que exista um operador linear L : C®°(M) — C*°(M) tal que:
L(H) |y =H|y=H, VH € C®(M). (5.18)

Este operador L induz um outro operador L., que age sobre os campos vetoriais

Hamiltonianos em M, do sequinte modo:

Suponha que L. satisfaz as seguintes propriedades:
(L Xm)(p) €T,N, Vpe N, VH € C*(M), (5.20)
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e, para todo campo vetorial Hamiltoniano Xy sobre M, tangente a N, se verifica:

L.Xu(p) = Xu(p) , VH € C®(M), tal que Xu(p) € T,N, V¥peN.  (5.21)

Com auxilio dos operadores L e L, podemos definir, de maneira natural, uma estru-

tura de Poisson em NV, conforme o teorema abaixo:

Teorema 5.2.1 Seja M uma variedade de Poisson, com colchete de Poisson {-,-} ¢ N

uma subvariedade de M. Suponha dado um operador L : C*°(M) — C*°(M) satisfazendo
(5.18), (5.20) e (5.21). Entdo

(i) N pode ser munida de wma estrutura de Poisson, com colchete de Poisson {-,-}'
definido por:
{F,GY := {L(F), L(G)} " V F,G € C*(N),
1

onde F' e G sdo extensdes quaisquer de F' e G, respectivamente.

(ii) Se M € uma variedade simplética com forma simplética w e i*w é ndo degenerada,
entdo (N,7*w) € uma variedade simplética, com forma simplética w = i*w, compativel com

a estrutura de Poisson acima.

Demonstracgao: (i) Precisamos mostrar inicialmente que o colchete {-, -}’ estd bem
definido, isto €, ndo depende da escolha das extensdes. Comecemos por demonstrar que
dados él e G extensdes quaisquer de GG, tem-se:

= {L(F),G
N { ( ) ) 2} N

{L(F),G1} (5.22)

Dado que L(F) € C*®(M), tem-se pela equacao (5.3), que existe um tnico campo

vetorial X L(F)> sobre M, tal que:

{L(ﬁ),R}lN - [XL(F)(R)]N , YR e C°(M). (5.23)

Como X ) é tangente a NV, isto &, Xy (p) ET,N , Vp €N, entio Xy (p) éo

vetor tangente a alguma curva a : I — N com «(0) =

cla(t

t=0
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Assim, de (5.23) tem-se:

(L(F), G} = =Xy (G) = — 2 (Gi(a(t))

d
. = - ZGla()

t=0

’i: ]‘)27

t=0

o que demonstra (5.22). Da antissimetria de {-,-}, é imediato que se Fy e % sdo extensdes

quaisquer de F,

{F, L@} = {2 LG} - (5.24)

Mas, se }N'H e ﬁz sao extensoes de I, e CNv’l e éz sao extensoes de (7, entao L(ﬁl) e L(ﬁz)

também sao extensoes de F', e L(él) e L(ég) também sdo extensdes de GG. Portanto:

(LR, LG}, = {L(F), LG} = (L), L)) - (5.25)

Assim, de (5.25) conclui-se que
(F,GY := {L(F), L(é)}|N , Y F,G € C*(N), (5.26)

estd bem definida, ou seja, nao depende das extensoes F e G escolhidas. Mostramos ainda

que:
{F,GY(p) = {L(F), L(G)}(p) = =Xy (P)(L(G)(P) = =Xy (P)(G)(p),  (5:27)
ou seja, o campo vetorial Hamiltoniano associado a {-,-}' é:

Zr = Xy - (5.28)

Resta verificar que {-,-}' é um colchete de Poisson em N , ou seja, satisfaz as pro-
priedades da definicdo (5.1). Pela definicao (5.26), é imediato que {-,-}' é bilinear e

antissimétrico. Para demonstrarmos a regra de Leibnitz, notemos que se F', G, e H sao

extensoes de F,G e H a M, respectivamente, entao GH é uma extensio GH de GH e

portanto,

(F,GHY = {L(F),L(GH)}| =

N
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= {L(F), L@} =

_ {L(F’),éff}lN:

- [é{L(ﬁ), H} + {L(F), ﬁ}ﬁ] =
= G{L(F), BY| +{L(F),G}| H=
= G{F HY + {F,GYH.

Por iltimo, mostraremos que {-,-}" satisfaz a identidade de Jacobi. Previamente,

notemos que uma extensao de
W= {G,HY = {L(G), L(H)}| € Cc=(N)

aMé
W = {L(G), L(H)} € C®(M).

Portanto,

{F,WY = {L(F), LW)} | = {L(F), LEL(G), L))} = {L(F), {L(G), L(H)}}|n-

Assim, da observacao acima, temos que:

{F,{G, HYY +{G,{H,FYY + {H,{F,G}Y =
{2F), L{L@), LD} ||+ { L@, Lz, LN} +
{2, L), @] =
{UF) L@, |+ {0@),.1nD), L(F)})} ot
{ L) AL(F L(G)})}N -

{2,466, 1ih } + {1(F )+
G ),{Lw),L( >}>}]N = o,

ja que {-,-} é um colchete de Poisson, e portanto satisfaz a identidade de Jacobi.
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(ii)Dada a inclusdo i : N — M , tem-se a aplicacdo i. (ver [1]), o pull-back de 1,

. QM) - QX(N)

%

w — Tw=

(5.29)

g

onde Q?(M) é o espaco vetorial das 2-formas diferenciais sobre M, o qual ¢ definido, para

cada p € N, por:
(*w), (21, 22) = Wip)(1xp21, bxp22), V21,22 € TN, (5.30)
onde i, : T,N — Ti)M ¢é a diferencial de .
Dada uma variedade simplética (M, w), pelas propriedades do “pull-back” tem-se que
d(7*w) =1"dw =0 (5.31)

ou seja, 1*w é fechada. Por sua defini¢do, é claro que i*w ¢é bilinear e antissimétrica.
Uma condicio necessaria (mas nao suficiente), para que :*w seja nao degenerada, é que
a dimensio de N seja par. Para que (IN,7*w) seja uma variedade simplética basta exigir

que 7*w seja ndo degenerada .

Para mostrarmos que as duas estruturas sao compativeis, note que:

{H,GY = {L(), L&)} = W(d(L(D)), d(L(G))| =

N>’

sao campos vetoriais em N, para todas as fugoes
N

= w(XL(I?)’XL(G))lN =1w (XL(I.{)'N ) XL(I:I)

ja que, por hipdtese, XLU_{)|N , Xp(6)
H,G € C*®(N). Levando em conta a equagao (5.28), mostramos que Zg = X,z N éo
campo Hamiltoniano correspondente tanto & estrutura de Poisson definida em (i) quanto

3 estrutura simplética definida em (ii), que € o que queriamos demonstrar.m

Podemos agora enunciar o coroldrio que nos permite a redugao de sistemas Hamilto-
nianos a subvariedades invariantes de M:
Corolario 5.2.1 Seja M uma variedade de Poisson (ou, simplética) que satisfaga as

hipdteses do teorema 5.2.1(i) (ou (ii)). Se H : M — R ¢ uma Hamiltoniana que admite
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N como variedade invariante, entdo a restricio H de H a N, define, juntamente com a
estrutura de Poisson (ou simplética) do teorema 5.2.1, um sistema Hamiltoniano cujas
orbitas coincidem com as orbitas do sistema Hamiltoniano definido por H que estejam

contidas em N.

Demonstracao: Basta observar que as trajetérias do sistema Hamiltoniano em N

sao as curvas integrais de Zg = X L(H)l N OU seja sdo as curvas 7 : I = N que satisfazem:

1) = Z2a(v(t)) = Xpuy(v(1)),

e que portanto sao trajetérias do sistema Hamiltoniano definido em M, com Hamiltoniana
L(H). Mas, por hipétese, N é invariante por H, donde Xy(p) € T,N,V¥p € N. Entio,
pela hipétese (5.21), XL(H)'N = Xp|y. Logo, as trajetérias de (N, H) sio as trajetdrias
de (M, H), que estejam em N. Reciprocamente, toda trajetéria do sistema Hamiltoniano
em M, que esta contido em N, satisfaz a relacio acima , e portanto é uma trajetéria do

sistema Hamiltoniano em N.g

Agora, aplicaremos o teorema anterior, para fazer o processo de restricio de um
sistema Hamiltoniano a uma subvariedade. Seja (M,{-,-}) uma variedade de Poisson e

seja N uma subvariedade , definida por:
{pe M tal que @1(p) = ®s(p) =--- = P,(p) =0}, (5.32)

onde ®; € C*°(M), ¢ = 1,2,---,s, e d®y(p),d®2(p),--,d®,(p) sdo linearmente inde-
pendentes, para todo p € N. Suponhamos ainda que a matriz C(p) = (cii(P))1<isi<s
com c;;(p) = {®;, ®;}(p) seja inversivel, para todo p € M. Entdo, para cada funcio

F € C*(M) e para cada ponto p € M, é possivel resolver o sistema de equacoés lineares

abaixo:

{®:, F}(p) + Y M(p){®:, @1 }(p) = 0. (5.33)

Podemos definir L : C®°(M) — C°°(M) por:

L(F)=F+ zs:Aka, (5.34)

k=1
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onde os coeficientes )\, determinados por (5.33), dependem linearmente de F'.

Podemos agora mostrar que:

Proposicio 5.2.1 O operador L, definido em (5.34), satisfaz as hipdteses do teorema
5.2.1.

‘Demonstracgao: E claro, da definicdo de L, que (5.18) estd satisfeita. Para mostrar
que (5.20) também esta satisfeita, note que v € T,N se e sémente se d®;(p)(v) = 0,1 =

1,2,---,s. Mas, por (5.3), (5.1) e (5.33),
d®;(p) (Xpm) (p) = {®i, L(F)}(p) =

= {0, F}(p) + Y (e(p){®:; @1} (p) + 1 (p){®:; Mt}) = 0,

k=1

para todo p € N, o que mostra (5.20).

Para mostrarmos que (5.21) é vélida, consideremos F' € C*®(M) tal que Xr(p) €
T,N, ¥p € N. Entao d®;(p)(Xr)(p) = {®:, F}(p) = 0, donde X;(p) =0, Vp € N, 1 =
1,2,---,s. Neste caso, de (5.1) e (5.3), para toda G € C*°(M), temos que:

Xy (G)(p) ={G, F + > _ M2:}(p)} =

= {G, F}(p) + >_ (A({G, 2:}(p) + ®e(D){G, Ms}) = Xr(G)(p),

k=1
para todo p € N. Mostramos portanto que Xpm)(p) = Xr(p), Vp € N, o que completa

nossa demonstragao .m

O colchete de Poisson induzido em N é dado por:

{F,GY = {L(F), G =

{F,G}+) M{®,G}| .
k=1 N
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Sejam a;;(p),1 <1%,7 < s os elementos de C~!(p). Entdo, A\ = — > i=1 @k {®;, ﬁ}(p),
donde .
{Fv G}I = {ﬁ7 é} - Z akj{q)jiﬁ}{(pk’é}] (5'35)

N

k.g=1

onde F e G sdo extensdes a M , das funcao F' e (G respectivamente.

5.3 O modelo misto dos vértices

Nesta secgao, construiremos um modelo em que um dos N vértices nio tenha massa. Para
tanto, vamos partir do sistema de N voértices com massa, que é o sistema Hamiltonia-
no (R*"™,w, H), com Hamiltoniana H e forma simplética w definidas em (4.5) e (4.6),
respectivamente. Note que ndo podemos, na Hamiltoniana H tomar m; = 0, pois m;
aparece no denominador. Para controlar este problema, definimos uma subvariedade N
de IR*™, de tal forma que exista o limite de H|y quando m; — 0, e do formalismo de
Dirac, apresentado na secao anterior, definiremos uma estructura de Poisson. O coroléario
(5.2.1) sugere que consideremos nesta variedade de Poisson um sistema Hamiltoniano,

com Hamiltoniana H|y quando m; = 0.

Seja N ¢ R*" a subvariedade de IR*" definida por:

N ={(Z,p,) € R"tq.®, = &, = 0}, (5.36)
onde
r
Q:z: = Pz, — %pyl = 07
Flp
@y = Py, + 7331 =0. (537)

O colchete de Poisson em N, {-,-}, de acordo com (5.35), é dado por:

{H,GY = [{H,G}+ > {®;, H}a;;{9,,G}| . (5.38)

iyj:l
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Mas
{q)ra q)x} = {(I)y: (I)y} =0,

{(I)xaq)y} = _{(I)y’ (I)rc} = —ply,
donde

Por outro lado, temos que, para toda F' € C*(M):

2

N
00, 0F 00, OF 00, OF 00, OF
= Fl = — = — e
(@ ! Z Z (amje opj; Opj; a*’”ji) 0y, Opy, Opz, 021

7=1 =1

_ plL OF  OF
B 2 8py, 8:1:1’

2
_ 0%, OF 09, OF _ 0%, OF 00, OF _
{(I)y,F} B Z Z (8:{7]} Ipj; B Ip;. awji) Oy Opz, - Ipy, oy B

71=1 i=1
2 Bpxl ayl'

Se definimos, para toda F' € C*°(M):

_ oLy 0H _ 9H
V_\;F _ {@:z:, F} — 2~1 9py, afl , (539)
@)\ gmiaman

9y

precisamos, para conhecer o colchete de Poisson em N, calcular WII%AV'G@:

ST A — L(@@_aﬁaé) pr1<af1 oG 0H aé)
L pL1\O0z10y1  Oy1 02y 4 \Opz, Opy,  Opy, Ops,
_l(aﬁ 0G  9H 0G _ oH 9G _ afzﬁ)
2\0z, 0p,, Oy 0p,, Op, Oz  Opy, O/’
e de
(.8 = 0H oG 0H oG 0H 8G  0H 9G

_l_ p— - ——
0z10ps,  Oy1 Opy,  Ops, Oxy Opy, Iy

+ZN: 2 (0H 9G  9H 9G
: dzj; Opj;  Opj; Ozj;, ’

71=2 i=1
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a expressao (5.38) fica:

(H,GY = [ (H G}+chzG} -
B [ OH 8G  0H 86’) prl(aff oG oH a@)
2% 8w1 Oy Oy1 0z 4 \0Ops, Opy,  Opy, Opy,
+l<8H G N 0H 0G  0H 0G  oH aG)
2 37,1 Ops,  Oy10p,,  Ops, Oxy  Op,, Oy

oH oG  oH 4G
+ZZ=: (axji Ip;; apji 8:6,-;) )JN )

1 [(8}'{ T aﬁ)(aé Ty 8@)

N oz, 2 Opy, / \ Oy, 2 0pz,
_(01:.? n ol aﬁ)(aé el oG )J
0yx 2 Opg,/ \ Oz 2 Opy,
N 2 s 22 A
0H 0G  0H 0G
+ — . 5.40
; i—1 <a$ji apj.' apj.’ 83’]1‘) ( )
Se notamos que:
— — — — — Tr/ = - — F F —
H(Cl?l, T2y "y Ty Pryy " 7pr‘n) = H(.’L‘l,l'z, Ty Py = p2—lyl,Py1 = _p2—1$1 LR ,p-'l»‘n)

onde T; = (z4,y:) = ($i17$i2)’ Pz = (pxnpy.‘) = (Pi1»Pi), ¢ = 2,...,n, temos:
OH [aﬁ_prl aff] OH _ [aﬁ_prl aﬁf]
0z, 0z, 2 Opy, |y Oy, Oy 2 Opz )y

com expressoes analogas para a derivada de G em relagao a z; e y;. Substituindo a

(5.41)

expressao (5.41) diretamente em (5.40), obtemos:

, 1 (0H G OHOG\ <& 0H oG  0H 0G
&6} = el (8:::1 dy1 Iy (9:101) ZZ (B:I:j,. dp;.  Op;, a:c]-,.) ' (542)

Deste resultado ¢ imediato que a forma simplética na variedade N tem a forma:

N
w = plidy; A dzy + Z dps; A dz; + dp,, A dy; (5.43)
i=2
e a Hamiltoniana é dada por

e Z

=2

(11 x es)|[* + pW. (5.44)
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Portanto, demonstramos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.1 O sistema misto de um vortice sem massa e N — 1 vortices com massa,
com fungdo Hamiltoniana H e forma simplética w definidas em (5.43) e (5.44) respecti-
vamente, € obtido a partir do sistema de N vortices com massa (IR4N,w, H) , com fungdo
Hamiltoniana e forma simplética definidas em (4.5) e (4.6), respectivamente, quando res-

trito @ variedade N, definida em (5.36) .

Observacao 5.6 FEste processo pode ser iterado, de modo a obter o sistema Hamiltoniano
correspondente a m vdrtices sem massa e N —m vdrtices com massa, ou mesmo o modelo
dos vértices sem massa, quando todas as massas sao nulas, definido por (3.14) e (3.15).
Deste modo, obtemos o sistema Hamiltoniano (N,w, H), onde N € isomorfa a [R(N=2m)
com fungido Hamiltoniana dada por

N

1 ij 9
H= 3 gorlle = 55 x o)l + oW (5.45)
J=m+1
e forma simplética
m N
w = ZPFldyl A dzy + Z dpz; N dz; + dpy, N dy;. (5.46)
=1 i=m+41

Uma questao que se levanta é a de saber qual a relacdo entre as integrais primeiras
do modelo dos vértices com massa e as integrais primeiras do modelo misto dos vértices.

O seguinte teorema responde a esta questao.

Teorema 5.3.2 Seja I uma integral primeira do sistema dos vortices com massa, defini-
do por (5.43) e (5.44). Entdo Il|y € uma integral primeira do sistema misto dos vdrtices,

definido por (5.45) e (5.46) se e somente se
whAWH|, =0, (5.47)
com w definidos em (5.39) .
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Demonstragao. Se Il ¢ uma integral primeira do sistema dos vértices com massa,
tem-se {Il, H} = 0. Portanto, II|y ser4 integral primeira do modelo misto dos vértices,

se e somente se,

{|y, HY = {Il, H} — W Awg = 0. (5.48)
Como {II, ﬁ} = 0, a tese seque imediatamente.g

Do teorema acima podemos concluir o sequinte corolario:

Corolario 5.3.1 As restrigées das integrais primeiras 11,11, e J, do modelo dos vdrtices
com massa, @ variedade N, sdo integrais primeiras do modelo misto dos vdrtices, com o

primeiro vortice sem massa.
Demonstragao Basta observar que
— - =
Wi |y = wnle =Wily=0.m

Entao, temos que:

N
_ pLsy;
HI = Hl-lN = pFlyl + ;px, + 2 )
N pliz;
II, =II,|N = —plizy ;Py.- - 22 -,
- pl; al
T=Jlv = =5 (@ +u)+ ) @by — yipss, (5.49)

=2
sao integrais primeiras do modelo com um vértice sem massa. Calculando o colchete de

Poisson entre as diversas integrais primeiras, tem-se:

{IL, LY = —p) I (5.50)

{,,J}y = 1,
{I,,,J} = -Il,.
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Observacao 5.7 Notemos que as integrais primeiras 11,11, e J ndo estdo em involugdo,

mas definindo

* = 112 + 112 (5.51)
verifica-se que
{11, J} = 0. (5.52)

Da observagao anterior temos a seguinte proposigao:

Proposicio 5.3.3 O sistema Hamiltoniano, definido por (5.43) e (5.44), tem como in-

tegrais primeiras independentes em involugao J e 112, além da energia H.

A proposicao acima e o teorema de Liouville garantem a possibilidade de reduzir o
sistema Hamiltoniano, definido por (5.43) e (5.44), em trés graus de liberdade. Em parti-

cular, o sistema de um vértice com massa e outro vértice sem massa € sempre integravel.

5.4 Exemplo 6: dois vortices, um com massa e outro

Sem

O movimento de dois vértices, um com massa e outro sem, é determinado pelo sistema

hamiltoniano (IR®, w, H), com fun¢do Hamiltoniana H, definida em (5.45), dada por:

— — — 1 =4 pF - — pF F g —
H(%1, %2, Pz,) = %prz - 72(1‘2 x &)||* — 2; 2 In||@2 — #4]], (5.53)

onde Z; = (z;,%:), 1= 1,2 € Pz, = (Pwy,Py,) » € com forma simplética w:

w = pl'1dy; A dzy + dps, A dzy + dpy, A ya. (5.54)

Primeiro caso: I'y + ', =0
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De acordo com (5.49), temos que as integrais primeiras do sistema sio:

r
Ha: = PP1y1 + /)2—2?;2 +px2)
r
I, = —plz:— %xz + P> (5.55)
pl’
J = _71(3:% + y12) + L2Py> — Y2Pz,-

‘Guiados pela simetria de rotacdo da funcao Hamiltoniana (5.53), faremos a seguinte

mudanca de coordenadas

3?1 — Tgf,

Ty = rcosf € +rsinf &, (5.56)

onde Tj é definido em (4.20) e @ = (z,y).

Os novos momentos p, e py sao definidos pelas relacoes:

Pr = Pz, cosf + p,, sind,
Pe = — T pg,sinf+ 7 py, cosb, (5.57)
de onde obtemos
ﬁf2 = Tﬁjwr_lﬁf'w (558)

com M, definido em (4.20) e pr, = (p,, pa)-

A fun¢do Hamiltoniana (5.53), nas novas coordenadas, é dada por:

1, po |, pL2 \?21  plily 2, 2
H—%[pr + (T + & T)] —In [(r —2)* + 7] (5.59)

e a forma simplética (5.54):

w = pI'y(dy A dz — zdz A df — ydy A db) + dp, A dr + dpg A d6. (5.60)

Notemos que, de acordo com (5.55), a integral primeira J, nas novas variaveis, é dada

I
J = pg — ”—2£(x2 + ). (5.61)
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Motivados por (5.61), definamos:

pl’
po = Pe—Tl(fBz + y%),
pz = phy, (5.62)

de onde obtemos as integrais primeiras J e II na forma

F=fin (5.63)
(&4
11, Pz +Pr
_ 2
I = T r Po+p—2L(:v2+ (ff";) ) ’ (5.64)
v —pl'ye — &2r + -

onde Ty é definido em (4.20).
Note que nas variaveis (z, p;, 0, pg, 7, pr) a forma simplética é:
w = dpy A\ dz + dp, A\ dr + dpg A\ dO,
ou seja, a mudanca para estas varidveis é uma transformagao canonica.

Dado que pg é integral primeira, o sistema é reduzido a dois graus de libertade (4

variaveis). Assim, conhecida a solugao do sistema (f[ ,), com funcdo Hamiltoniana
H(r,pr z,y) = H(r,pr, 2, Y; Do) (5.65)

e forma simplética:

W = dp; A\ dz + dp, Adr, (5.66)

podemos determinar o valor de § através da integragao:

YOH
6 = 6(0)+ | = dt.
© o OPo
Utilizando a nova transformacao candnica:
o= w-}-z, r:pw'l'pz’
2
z = w-z, p,,.:p’”;p’-', (5.67)
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a Hamiltoniana (5.65) fica:

ﬁ:i (Pw+Pz)2+ ﬁo+%((w—2)2+(pgpﬁz)2) +pF2(w+z) B
2m 2 w+z 2
_phle [(22«)2 4 (p‘” _pz>2} . (5.68)
4T 2pl'y
e a forma simplética (5.66):
W =dp, A dz + dp, A dw. (5.69)

Para reduzir ainda mais o nimero de graus de libertade na Hamiltoniana (5.65),
utilizaremos a integral primeira II?. Como a partir de qualquer condicio inicial podemos
fazer II = 0 através de uma translagdo conveniente, desde que I'; + Iy # 0, suporemos,

sem perda de generalidade, que II* = 0. Escrevendo (5.64) em termos das novas varidveis

(5.67), obtemos:

Pw =10
donde )
e
4p°T'1 (I + T2)(w + 2) — (p28pT'1po + 16p°T52%) = 0
donde

2 1 8pT1ps + 1692222
_, 4 VP 8pTup + 1697122 (5.71)

w =
2py/T1(T'1 4+ T2)

Utilizando as relacoes (5.70) e (5.71) diretamente na Hamiltoniana (5.68), eliminamos

as variaveis p,, e w, obtendo assim o sistema (H’,w'), que é também Hamiltoniano, com

funcao Hamiltoniana H' dada por:
H'(z,p:) = H(z,pzw = w(2,ps; pu, o), P = 0), (5.72)
com w = w(z,P;; Pu, Po) definido em (5.71) e forma simplética
W = dp, Ade. (5.73)
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De fato, é facil ver que as equagdes que determinam o sistema Hamiltoniano (H’,w")

sdo equivalentes ao sistema anterior, isto é:

OH' 9H OHOw OH

C T o T o owop op
. 9H' _ 9H 9How _ 9H
Pz = 9z 0z Owdz 0z’
onde utilizou-se (5.70):
. OH" 0
Pv=""30 =
A Hamiltoniana reduzida é:
” r, 2 18pT1po+16p20222 ) 2 2
g L |2 pot (- 22+ /PR ) ]
2m | 4 1 /p2+8pT1he+16p2I222 +
2p Ty (T +T2)
2
Iy [p?+8plipe + 16p2I'722 pI'iTy . Pl
— ———In [42' + ———]
4 FI(FI + Fg) 47 4p2F%
Fazendo a mudancga de coordenadas
B cos(@) Rsin(¢
zZ = — =
aT, , P sin(¢),

a Hamiltoniana (5.75) fica

[T1+7T . .
Ll p2 _ 1, : T 2(R? + 8T, o) Rcos(¢) +2(T1 + T'2)pg R
1

- 4T,
B 2m AL
e a forma simplética (5.73)
' R
/
= —d :
w T, RAdo
Agora, definindo
2
= &
8l

podemos enunciar a seguinte proposigao:
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Proposigao 5.4.1 O sistema Hamiltoniano (H,w), com H e w definidos em (5.53) e
(5.54) respectivamente, desde que 'y + 'y # 0, pode ser reduzido ao sistema Hamiltoniano
(H',w') com um graw de liberdade, dependendo da integral primeira py como parametro,
com H' definida por

2l + o)l — 24/ (Ty + D) I(I + p [yp
(2T1 + To) — 2¢/Ty(T1 + T2)I(1 + o) cos(¢) + Iy + 2p0_F;7Ir‘2 () (5.80)

H =
m

e com forma simplética w’

w' = dI A d. (5.81)

Embora nao seja possivel achar explicitamente a solucio do sistema Hamiltoniano
acima, € possivel investigar qualitativamente seu retrato de fase, seja através de estudos
numéricos seja pelo estudo analitico de suas propriedades. Em particular, foi mostrado
em [12], que todas as drbitas sao limitadas.

Segundo caso: ' + ', =0
Considerando os valores das intensidades I'; = —T'; = T, temos que a Hamiltoniana

(5.53) escreve-se

R, 1 ... F.. . % I,
H(@y, B i) = 5 —llfs — S (@ x &P+ Sl -2l (5.82)

e a forma simplética (5.54)

w = —pFClyl AN Cl(L'l + dpz2 A dIIIg + dpy2 N dy2 (583)

De acordo com (5.55), este sistema tem as integrais primeiras:

pr

O, = —pl'ys + 5Y2 + Pos,
r
Hy = ,DFILl —_— '02—21’2 +py2,
pl’
J o= T+ + 22py, — ape, (5.84)

Neste caso, a partir de (5.50), vemos que as integrais primeiras II, e II, , estdao em

involugao, isto é, {Il,II,}' = 0 (uma vez que I'; + I'; = 0). Utilizaremos este fato para a
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reducdo. Consideremos a seguinte translagao:

ry = ZE2+X,
Y1 = Y2+ Y. (5.85)

 Nas novas variaveis, as integrais primeiras I, e II,, definidas em (5.84), sao dadas

por:
I
M = —plY —Eoya 4 pay,
pl |
o, = pl'X+ TR + Py, - (5.86)
Motivados por (5.86), definimos:
% I
Pzy = —,OFY - %y2 + Pzas
. I
Py, = pPIX+ %wz + Py, - (5.87)

A Hamiltoniana (5.82) nas novas variaveis é dada por:

2

_ _1_ ~ 2 < 2 pl 2 2
H=o— (Pep + LY )" + (By, — pI'X) ] +5 - In [X +Y ] (5.88)
e a forma simplética (5.83) por

w = pI'dX AdY + dpz, A dz + dpy, N dys,. (5.89)

E claro que a Hamiltoniana nao depende das coordenadas z; e ¥z, ja que pg, € Py, sa0

integrais primeiras. Portanto, conhecida a solugdo do sistema (H, %), com Hamiltoniana

H:
H(X,Y) = H(X,Y; puy, bys) (5.90)

e forma simplética w

W = pl'dX A dY, (5.91)
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é possivel determinar a solugao do sistema original através de quadraturas, isto é, se

conhecemos as solugdes X(s) e Y (s), do sistema (H, W), podemos escrever:

T = $2+X)

no= y2tY, (5.92)

22 r
zo(t) = :172(0)+p t+p /Y

ya(t) = yz(O)Jr%t—fn—F / X(s)ds. (5.93)

Escrevendo X e Y em coordenadas polares:

X = Rcos(¢),
Y = Rsin(¢), (5.94)
a Hamiltoniana (5.90), fica
H= L [I‘2R2 + 29, ' Rsin(¢) — 2p,,'R cos(qﬁ)] + L In [R?] (5.95)
2m w2 vz 4r ’
e a forma simplética (5.91)
& = pL'RAR A do. (5.96)
Definindo A e 6 por:
A A
Pyp = 5 cos(0), Dy = Esin(ﬂ),

temos:

AFR(2”” n(¢) — p” cos(¢)) = ATR(sin(0)sin(4) — cos(8) cos(¢))
= AI'R(cos(0 + ¢))

e, mudando convenientemente a origem da coordenada angular, podemos escrever a Ha-

miltoniana (5.95) como:

I?R? + AT R cos(9) +

2m 47

H= 1 [R?]. (5.97)
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Fazendo

(5.98)

podemos enunciar a seguinte proposigao:

Proposicao 5.4.2 O sistema Hamiltoniano (H,w), com H e w definidos em (5.82) e
(5.83) respectivamente, quando I'y + 'y = 0, pode ser reduzido ao sistema Hamiltoniano

(ﬁ, W) com um grau de liberdade, com H definida por:

2L+ AV Tcos(¢) | I (5.99)

i =
2m 47

e forma simplética W

W = dI A de. | (5.100)

As equacoes do movimento associado ao sistema (ﬁ, W) sdo
. A
{ = % 21 Siﬂ(d)),
¢ = =+ -—1/=cos(¢)+-— (5.101)

onde consideramos I' = 1, o que é possivel fazer redefinindo a variavel I, a massa e

reescalonando o tempo. Para A > 2,/%% o sistema (5.101) tem os seguintes pontos de

equilibrio:

A_Z_L_ A4 _ A2
m T m2 Tm

([1,¢l) = (m8 = 264 : ,7!'),

(5.102)

A? 1 Al A?
_771__7l'+ m - TN

(I2,¢2) = (m8 : 264 .. y ).

A matriz M do sistema linearizado de (5.101) é:

A = ﬁ\/%sin(gb) fn— 21 cos(¢)

sy eos(d) — iy /2sin(9)
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Note que o trago de M é sempre nulo, que Det (MI(I{,zﬁl)) < 0eque Det (M|(12 ,¢2)> > 0.
Portanto, M|y, 4,) tem dois autovalores reais de sinais opostos e (/;, ¢;) serd um ponto
de sela, enquanto que M|, 4,) tem dois autovalores imaginarios puros e (I, ¢2) sera um

centro. Assim, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 5.4.3 O sistema de equagdes diferenciais (5.101), satisfazendo a condicio
A2

— > —, tem dois pontos de equilibrio
™

m
A2 1 ] A A2
([s, qss) _ (m 8m 27 ! 64m 8mm , 7'l'),
A2 1 i _At A2
m ™ m?2 Tm
(Loe) = (m~"—"— =2 ), (5.103)

sendo (I, ¢s) un ponto de sela e (I.,¢.) um centro. Além disso, existe uma drbita homo-
clinica, dada vmplicitamente pela equagdo

21 + Av/2I cos(p) I

H 157 s) — —l I . .]_

(I ) o)y (5.101)
A8 , . I 1 U .

Se — = — existe um tnico ponto de equilibrio (I°,¢°) = (m, 3-), ndo hiperbdlico, e se
m o

A2

— < — o sistema nao tem pontos de equilibrio.

m 7w

Note que esta proposi¢io mostra que o parametro adequado ao estudo de bifurcacdes
’ - s sy A2 ~
é a energia cinética 7' = -, e ndo a massa m.

Em [12], Gomes considerou o problema misto de trés vértices, num caso restrito:
existem dois vértices sem massa, com intensidades I'; e I';, e um terceiro vértice com
massa m e intensidade I's, de tal forma que I'; + I'; + I's = 0 e a intensidade I'; é muito
menor que os outros parametros. Matematicamente, esta hipétese corresponde a estudar
o limite I'y — 0. Este problema pode ser olhado como uma perturbagao do modelo misto,
com dois vértices, descrito nesta secdo. Desta forma, foi possivel mostrar, analiticamente,

que a fungao de Melnikov (ver segao 3.4) associada a uma certa érbita heteroclinica

do problema apresenta zeros simples, e é limitada. Isto mostra que o problema é néo
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integravel, pois existem pontos heteroclinicos transversos, e portanto "horseshoes”. Por
outro lado, em [13], Gomes prova, por meio de uma versao adequada do teorema K.A.M.
(ver [3]), que para m suficientemente grande existe um conjunto de condigdes iniciais deste
sistema, com medida de Lebesgue nao nula, para as quais o movimento é quasi periédico.
Concluimos assim, de forma similar ao que ocorre no sistema de dois vértices com massa,
estudado no capitulo 4, que existem regides onde as solugbes do problema restrito misto

dos trés vértices sao quasi periddicas e regides onde apresentam comportamento cadético.
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