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Resumo

O modelo dos vórtices é definido supondo que o rotacional do campo de velocidade

de um íiuido ideal e incompressível no plano seja nulo, exceto em um conjunto discreto de

pontos chamados v(5rtices. Como o campo de velocidade é singular nos vórtices, é feita

uma hipótese regularizadora para obter as equações que determinam seu movimento:

assumindo que cada vórtice não se movimenta pela ação de seu campo, mas sim pela ação

do campo gerado pelos outros vórtices, obtém-se as equações de Helmholtz-Kirchhoff.

As equações de Helmholtz-Kirchhoff são expendidas ao caso em que a cada vórtice

está associada uma massa, a qual pode ser interpretada como a massa de uma impureza
do cuido. Obtém-se assim o modelo dos vórtices com massa.

O modelo misto, isto é, o modelo no qual alguns dos vórtices tem massa e outros não, é

obtido a partir do modelo dos vórtices com massa, restrito a uma subvariedade conveniente

de seu espaço de fase, mediante o formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos com
vínculos.

Serão apresentados, além disso, diversos sistemas de vórtices (algums com e outros

sem massa), mostrando casos integráveis e não integráveis, dependendo do número de

vórtices e dos valores dos parâmetros. A não integrabilidade é obtida pelo método de

Melnikov ou por meio da aplicação do teorema de Lerman.

Palavras chaves: dinâmica de vórtices, sistemas Hamiltonianos, integrabilidade, varie
dades de Poisson.



Abstract

The vortex model is defined by supossing that the cttrl of velocity field of an ideal

and incompressible two-dimensionar fluid vanishes, except at a discrete set of points called

vórtices. lince the velocity field is singular' at the vórtices, it's necessary to introduce a

regularity hypothesis to get the equation that stablishes its motion: we assume that each

vortex is not a#ected by the action of its oun field, but by the action of the field generated

by the other vortices. In tais way, one obtains the Helmholtz-Kirchhoff equations.

The Helmholtz-KirchhoR equations are extended to the case where each vortex has

an associated mass, which can be interpreted as the mass of an inpurity of the fiuid: this
is the mass vortex modem.

The mixed model, that is, the model where some of the vórtices have a mass, while

others do not, is obtained from the mass vortex model restricted to suitable submanifold

of its phase space, as suggested by Dirac's formalism for restricted Hamiltonians systems.

Nloreover, severas vortex systems (some with and other without mass) will be pre-

sented, showing integrable and non integiable cases, depending on the number of vortices

and on the parameters values. Non integrability is proved by Melnikov's method or by

appliying Lerman's theorem.
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Capítulo l

Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar um modelo da física matemática, o modelo dos

vórtices. Este modelo descreve duas situações físicas comuns em aplicações. A primeira é

a de um fluido bidimensional, ou seja, um fluido ideal (sem viscosidade) e incompressível

(densidade de massa constante) com o movimento essencialmente plano, em que a vorti-

cidade esteja concentrada em alguns pontos. A motivação para a investigação do com-

portamento destes fluidos surge de observações experimentais de oceanos e atmosferas,

que mostram a existência de zonas onde a vorticidade se encontra especialmente concen-

trada. A segunda é a de um conjunto de ]V colunas paralelas de cargas, em um plasma,

onde também foi observada concentração de vorticidade (ver l91). O estudo de vórtices

puntuais num fluido bidimensional foi iniciado por Helmholtz e Kirchhoff (ver jlll). Eles

obtiveram as equações que governam o movimento de ]V vórtices puntuais, sem massa,

no plano, assumindo que cada vórtice não se movimenta por ação de seu campo mas sim

por ação do campo de velocidade gelado pelos outros vórtices.

As equações de Helmholtz e Kirchhoff, que governam o movimento de Ar vórtices

puntuais, são expendidas ao caso em que a cada vórtice está associada uma massa. Essa

massa pode sei interpretada como a massa de uma impureza do cuido onde o campo
de vorticidade é não nulo. Obtem-se assim o modelo dos vórtices com massa. Estas
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equações também determinam o comportamento de ]V cargas bidimensionais, as quais

podem ser vistas como a interseção de colunas infinitas de partículas carregadas com

um plano ortogonal, sujeitas a um campo magnético constante. Pode-se mostrar que
tanto o modelo dos vórtices com massa quanto o modelo dos vórtices sem massa são

sistemas Hamiltonianos. Entretanto, não é possível passar de um ao outro tomando-se

simplesmente as massas nulas, pois a Hamiltoniana do modelo dos vórtices com massa se

torna singular nesta situação. Por outro lado, existe um procedimento que nos permite

reduzir o sistema dos vórtices com massa à uma sub-va!.iedade de seu espaço de fase, onde

a Hamiltoniana não se torna singular quando uma das massas se anula. Desta forma, é

obtido o modelo misto dos vórtices, isto é, o modelo no qual alguns dos vórtices não têm
massa. O modelo misto dos vórtices também será um sistema Hamiltoniano.

Quando se trata de sistemas Hamiltonianos, uma questão de extrema importância é

a da integrabilidade no sentido de Liouville. Os sistemas integráveis são taras, mas sua

dinâmica é a única que se pode entender completamente, já que comportamentos caóticos

estão excluídos. Nos três modelos tratados aqui existem duas integrais primeiras em

involução, independentes da Hamiltoniana. Isto é suficiente para garantir a integrabilidade

do sistema de dois ou três vórtices sem massa, e de um vórtice com massa e outro sem

massa. Entretanto, pode-se mostrei que os sistemas com quatro vórtices sem massa,
com dois vórtices com massa e com um vórtice com massa e dois sem massa são não

integráveis e apresentam, para certos valores dos parâmetros, comportamento caótico

(ver [5],[i31,12S]).

Este trabalho tem a seguinte organização. No capítulo 2, são obtidas heuristicamente

as equações que determinam completamente o buxo gerado pelo campo da vorticidade,

num domínio U simplemente conexo de IR2. Estas equações são deduzidas a partir das

equações de Euler que regem o movimento de um fluido ideal e incompressível, confinado

a um domínio U no plano. No capítulo 3 estuda-se o modelo dos vórtices sem massa.

Na seção 3.1 é apresentado o modelo dos v(5rtices baseado na hipótese de Helmholtz e

KirchhoH (ver jlll). Este modelo é obtido a partir da equação de vorticidade, supondo
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que e]a está concentrada num número finito de ponto Zi, . . - , F?v, em U C ]R2. Na seção

3.2 mostraremos que o modelo é um sistema Hamiltoniano. Na seção 3.3 ligaremos este

modelo com o das caixas bidimensionais. Finalmente, na seção 3.4 estudaremos o pro-

blema de dois, três e quatro vórtices sem massa, pala diferentes valores das intensidades.

Nos dois primeiros casos o sistema é integrável no sentido Liouville (ver l21 ou j211). O

movimento dos três vórtices é completamente finalizado em 1271. No terceiro caso, consi-

deramos o problema de quatro vótices, com intensidade(l,l,l, c), como uma perturbação

do problema de três vórtices com intensidade (1, 1, 1), o qual admite conexões de selas.

Para c > 0, suficientemente pequeno, o problema perturbado é reduzido a um sistema

Hamiltoniano plano que não é mais autónomo, mas depende periódicamente do tempo.

Foi possível mostrar, mediante o método de Melnikov (ver j151), a existência de compor-

tamento caótico (ver l51). Isto implica que há novas regiões de comportamento caótico

diferentes das encontradas previamente por Ziglin (ver 1291).

No capítulo 4, seção 4.1, definimos as equações de movimento dos vórtices com massa

a partir da analogia eletromagnética e do modelo físico para a força que age num vórtice

com massa (ver jll]). Na seção 4.2, estuda-se o sistema de dois vórtices com massa, no

caso em que a soma de suas intensidades é não nula (ver ]25]). Utiliza-se as integrais

primeiras do sistema, para a redução de quatro a dois graus de liberdade. No caso

particular em que razão entre massa e intensidade forem iguais para os dois vórtices o

sistema apresenta mais uma integral primeira independente das anteriores, e é portanto

integrável. E possível mostrei que algumas das órbitas deste sistema ficam próximas de

órbitas do sistema de dois vórtices sem massa, quando as massa tendem a zero. Na seção

4.3 é estudado um sistema de dois vórtices com massa no caso da soma de suas intensidades

se anular. Novamente, utiliza-se as integrais primeiras para reduzir o sistema a dois graus

de liberdade. Neste caso, quando as duas massas forem iguais, é possível mostrar (vel

1251) que o sistema é não integrável.

Finalmente, no capítulo 5, estuda-se o modelo misto dos vórtices. Na secção 5.1

apresenta-se os conceitos e propriedades de variedades de Poisson, que é uma generali-
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zação de variedades simpléticas. Na seção 5.2 apresenta-se o método de Dirac, que permi-

te, sob certas condições, restringir um sistema Hamiltoniano numa variedade simplética

a um sistema hamiltoniano numa subvariedade onde está bem definida uma estrutura de

Poisson (ver [41). Na seção 5.3, ap]ica-se o forma]ismo de Dirac para obter o modelo misto

dos vórtices a partir da restrição do modelo dos vórtices com massa a uma subvariedade

conveniente de seu espaço de fase. Esta subvariedade é escolhida de forma que a Hamilto-

niana associada ao sistema de vórtices com massa não se torne singular quando fazemos

as massas tender para zero. Na seção 5.4, estudaremos o sistema misto de dois vórtices,

que é completamente integrável, independentemente do valor das intensidades e da massa,

por possuir duas integrais primeiras em involução, além da energia. Entretanto, em certos

casos é possível mostrar que o sistema com dois vórtices sem massa e um com massa não

é integrável (vel ]i2]).



Capítulo 2

Equação da Vorticidade

Neste capítulo vamos expor algumas idéias básicas sobre a mecânica de um fluido ideal.

Nosso objetivo é apresentar heuristicamente as equações que regem este fenómeno, no caso

especialmente importante de um fluido ideal (sem viscosidade) e incompressível (densi-

dade de massa constante), numa região do espaço. Estas equações servirão como base

para a discussão do modelo dos vórtices, apresentado no próximo capítulo. Na seção 2.1

começaremos deduzindo as equações do movimento de um fluido ideal, que correspondem

às equações de Euler. Estas equações serão derivadas a partir das leis de conservação da

massa e momento, e das hipóteses constitutivas do fluido.

Na seção 2.2 apresentaremos inicialmente as equações pala o campo de vorticidade de

um fluido no caso especial em que a densidade dc massa é constante e que a força é derivada

de um potencial. Em seguida, supondo que o movimento do fluido é essencialmente

plano, mostraremos que a vorticidade pode ser descrita por um campo escalar e que o

campo de velocidades pode ser escrito em termos da chamada função de corrente (escalar).

Apresentaremos, finalmente, as equações que determinam o movimento do fluido neste

caso particular, em termos da função de corrente e do campo escalar de vorticidade.

Na seção 2.3, apresentaremos alguns resultados clássicos sobre circulação, que nos

permitirão concluir que o fluxo da vorticidade através de uma superfície movimentando-
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se com o fluido é constante no tempo

2.1 Equação de Euler

Na presente seção introduziremos algumas idéias básicas acerca do movimento de um

fluido ideal, do ponto de vista de espaços Euclidianos, isto é, os campos vetoriais e os

íiuxos gerado por estes campos são definidos sobre um domínio de ]R3, e serão estudados

usando as ferramentas do cálculo vetorial (ver [71 e [16]). Embora nesta dissertação só

tratemos de fluidos definidos em domínios de ]R3, estes resu]tados podem ser genera]izados

para o contexto de variedades e formas diferenciáveis (ver l21).

Observação 2.1 4s eiçpressões reg ão e domíhÍo serão usadas para designar cozÜunZos

abertos e conexos. As componente de üm uetor 8 serão indicadas indistintamente por

(«-,«,,«;) o« p., («,,«.,«,) , c.n/o,m. ./b, «.«:' "«««{.«''.

Um "estado"de um fluido em movimento confinado à região /) de IR3 é descrito

matematicamente por um campo vetorial ã definido em D, chamado campo de velocidades

do fluido. Seja Z um ponto em 1) e imaginemos uma partícula no fluido (por exemplo

uma partícula de pó suspensa no fundo), que se encontra no ponto F no tempo t = 0

Esta partícula descreve uma trajetória, que denotaremos por ç:'F({) = g(/, t).

Observação 2.2 Se o mouimenfo da parlüu/a é deterá nado pe/o campo de ue/ocídades

do Puído, então s'u,a trajetóriü satisfaz a eqüüção diferencial:

dPf(t)1lÊW v';(f),t),

e Q condição inicial 9aqQÕ -- ã. Note que esta, equação implica. qu,e ü trajetória é tangente

üo cam'po de velocidades

(2.1)

E portanto natural definir
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Definição 2.1 0./7wzo gerado pe/o campo ueforia/ 7 é a ap/ácação p : D x ]R --} D ta/

(lle yEÇt) satisfa,z qa.t) 'para todo = euro D, e tal que (pt : D -+ D de$nida por

cpt(F) = p(#,t) salas/az g. = identidade. Qua/quer tina das ap/ícações gr : ]R --} D ,

com ã C D , é chamada umü traãetória do Puído.

Observação 2.3 JVo caso em qKe {i' e D sâo aróiÉráráos, a ap/ cação pf só estará de$rz da

para t uarictndo n'um intervalo, dependente de :. Enttetcunto, no caso do movimento do

fluido, é $sicamente i'mpossíuet q'üe este intervalo seja anito, pa ntg'u'rrt ã . Estaremos

su'pondo então que ii e D satisfaçam condições suficientes para que o Pu:co esteja de$nido

para iodo f C ]R, e qzze pt : D --> -D sega um dll/eomor$smo, para lodo t C ]R.

Outro conceito importante na descrição do movimento do fluido é o de linha de
corrente:

Definição 2.2 Z)ado o campo de ue/oc dado d(F, f) de um ./7àido, tina /ánAa de corrente,

de$nida para u'rn certo tempo S=o t é uma curda i,ntegral de iittlÊ) - uÇã,tl; isto é, se

F(s) , s C IR á wma paramefrázação desta /{nAa de corrente, então ralis/az;

z '(.) V s C ]lt, (2.2)

Observação 2.4 .4s /{n/zas de corrente correspondem'iam a traUetór as nam ./Zuádo cêdo

campo de velocidades fosse ü(.. .t] , com t $a;o. Note então que, se ã é independente do

tempo t, as linhas de corrente e üs trajetórias coincidem. Neste caso o ftQido é chamado
estacionário.

Para cada tempo t, assumimos que é bem clehnida a densida,de de massa do Unido,

denotado pt(;) = p(F, t). Assim, se W é qualquer sub-região de D, a massa do fluido em

I'r, no tempo t, é dada por:

m(W,t) P(F,t)dy
/)v

(2.3)
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onde dy é o elemento de volume no plano ou no espaço

No que segue assumiremos que as funções dadas ã e p são suficientemente suaves, de

forma que possamos aplicar as operações do cálculo diferencial necessárias.

A derivação das equações é fundamentada em três partes distintas

(i) conservação da massa;

(ii) hipóteses constitutivas: fluido incompressível;

(iii) hipóteses constitutivas: fluido ideal c balanço de momento

(i) Conservação da massa

Este princípio rios diz que a massa do fluido, que no tempo t=0 ocupa uma região PV,

permanece inalterada depois de um certo tempo. Mais precisamente, se W é uma região

de Z) com fronteira suficientemente suave para que o Teorema de Stokes seja válido, então

l p(ã,t)dV= 1 p(.Z,0)dV

onde Wt = gt(W). Usando a fórmula de mudança de variáveis, a conservação da massa

(2.4) pode ser reescrita como

l p('pt(ã),t)J(ã,t)dV = 1 p(i,Q)dV,

onde J(í, f) é o jacobiano de gt. Como W é aibitrár io, tem-se que

(2.4)

P(Ç,,(#),f)J(#,Z) (F, 0) (2.5)

Em seguida, apresentaremos um ]ema que nos será útil para obter a equação da

conservação da massa, e para a caracterização de fluidos incompressíveis.

Lema 2.1.1 Se J(F,f) á o Jacoóiano de pt, lemos qzze
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ãJ(í, t) - J(z, f)laÍ"(ã(v''(z), t)j (2.6)

Demostração. Ver l7j

Derivando (2.5) com respeito a t obtemos, a partir de (2.1) e do lema anterior, que

g + ai«(pã) - o (2 7)

Esta última equação é a forma diferencial da lei da conservação de massa, também

conhecida como equação de continuidade

(ii) Hipóteses constitutivas: cuido incompressível

A descrição do movimento de um corpo ou íiuido contínuo ( cinemática do contínuo) usan-

do as ferrramentas do cálculo diferencial não é suficiente para determinar completamente

a;evolução no tempo deste corpo (dinâmica). Se queremos esta dinâmica, precisamos fazer

hipóteses adicionais que levem em conta as diferenças encontradas nos diversos materiais

(por exemplo, o comportamento de uma porção de óleo numa garrafa é completamente

diferente daquele de uma porção de gás numa garrafa semelhante). Estas hipóteses são

chamadas hipóteses constitutivas . Consideraremos dois tipos de hipóteses constitutivas
sobre o fluido:

- hipóteses sobre o tipo de deformação que o corpo pode sofrer, como poi exemplo

se um corpo é rígido ou incompressível. Nos assumiremos a hipótese que o fluido é

incompressível, o que tem se mostrado uma hipótese bastante realista para líquidos como

a água, em condições normais de fluxo;

- hipóteses sobre a forma das forças (internas) que agem em cada parte do corpo

ou fluido. Nós adotatemos a hipótese que o fluido é ideal, o que tem se mostrado uma

hipótese lealista quando os efeitos viscosos são desprezíveis.

Definição 2.3 Um ./7u do é d fo incompressz'ue/ se para qaa/quer reg ão I'r! 9(W:, t)
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ocupada. pelo Puído no tempo t , tem-se

}''./««..(Wt) ««;t-t. .«. t. (2.8)

Note que se o fluido é incompressível então, usando o lema (2.1.1) e o teorema de mu-

dança de variáveis, que para toda região }Vt = p(W. t), com fronteira suave, deslocando-se

com o fluido tem-se que:

Z
l diuüdV= 1 ai«üdV

á Zf a\,,.. d ZJdy - Jdy-

Dos resultados acima, e do fato de J não se anular, temos o seguinte teorema

Teorema 2.1.1 (Caracterização de fluidos incompressíveis) ,4s seguintes condições

são eg áoa/entes;

1- o Puído é incompressíuet;

2- diu ii= 0;

3- 3 -1;

#- Para lodo Wt como acima lemos /aw ã ' íi dA = 0

(iii) Hipóteses constitutivas: puído ideal e balanço de momento

Na mecânica dos fluidos postula-se que as forças envolvidas no movimento são descritas

por duas funções suaves: b e s. A função b representa a força que o meio exerce intrinse-

camente sobre as partículas do fluido, sendo o exemplo mais clássico a força gravitacional-

Ou seja, b : Z) x IR --> IR; é uma função suficientemente diferenciável e b(F,t) éa
força, por unidade de massa, exercida pelo meio no ponto # , no instante t.

A função s : S2 x /) x IR --} ]R3 descreve a força resultante de uma parte do

fluido sobre outra. Se W C D é uma região fechada, orientada, com fronteira suave e

}r = g(}'r,f), seja # € atH e ã(Z,t) a normal externa unitária a }H , no ponto F, no
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instante t. Então s(ã(F, t), í, f) é a força superficial, por unidade de área, exercida em Z,

no instante t. A força total que age sobre W! no instante t é portanto:

F(}U,t) s(ã(í,t),í,t) d.4 + / p(F,t)b(8,Z) dy.
J âWt J Wt

(2.9)

Podemos agora definir

Definição 2.4 [/m./cuido é dea/s' s(ã,F,t) = p(í,t)ã. .4 /unção p : .D x m, --} R,

é chamada de pressão.

Aplicando o teorema do divergente em (2.9), obtemos que no fluido ideal a força é
d n d n nrlr'

F(W, t) (pb - g-d P)(Z, t) dy,

e, pelo teorema de mudanca de variáveis

F(W,t)/(pb -g-dP)(P(í,t),t) J(F,t) dV.
/)v

(2.10)

(2.11)

A segunda lei de Newton (balanço de momento) assegura que a taxa de variação do

momento de uma porção do fluido é igual ao total da força nela aplicada. Ou seja, se

1(1'r, t) é o momento do fluido contido em Wt no instante t, então

;(l(W,t)) t). (2-12)

Mas, pelo teorema de mudança de variável,

L(t(W,t» (pa)(i,t)ÓV .[(pa)(p(:,t),t)J(:,t)dV,

servação da massa (equação 2.5) , obtemos:

á(i(w, t)) -- .[ p(í, o)áã(p(z, o, a av.

e da con

(2.13)
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ui)servaçao z.õ óe p:r(z,l, t C lt{ é ma frqeZórza do./Zuzdo e ü : /; x JR --.} IR

umü função diferenciáuet, então, l)ela regra da cadeia, temos:

í'«:'";''','»- É a *w - l$a«*tl .«.',,',

'. '.««'«««. . , - «:á * ..,É * «;â, ''''"'' .«'

g-('a(p;(t), t)) -(g- + ã ' v)a(v';(t), t)- (2.14)

De6nição 2.5 .4 derÍuada mafer a/ á o operador /ínear

D a
IÕi- ãi+ã'v,

de$nido nas junções diferenciáveis com domínio D x ${ e assumindo valores em
]R

(2-15)

Com a observação e definição acima, a variação de momento pode ser escrita como:

:-0(w,t)) - .[p@,0 (F,0,0 al' P.IQ

Como o fluido é incompressível temos, pelo teorema 2.1.1, que:

F(W, t) (pb - g-d P)(9.(8), f) dy.

e como W é arbitrário em (2.16) e (2.17) obtemos, a partir de (2.12), a forma diferencial

da equação do balanço de momento:

P('P,(#), t);:(ç''(F), t) -(pb - g"d P)('P'(#), t),

para todo F C Z), Z C IR. Como pt é um difeomorfismo em D, a equação acima vale em

todos os pontos de D. Obtemos assim a equação de Euler do íiuido ideal:

p'DI = --grau p + pb

r 7 i'/i

(2.18)
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Observação 2.6 .4s condáçoêi de /fonte ras sopre as equações são ámposfas a pari r do

problema f'ísico que se está modelando. Se queremos o $'uivo comprado a. u'm,a região D

de Ra, deveremos im,por qze o campo de uetocida,de é tangente ao bordo ÕD, ou seja, o

Puído não atravessa. o bordo aD.

Observaçã.o 2.'T Note que se o cuido é incomTressíuet, Q equação da continuidade (2.'7)

T)ode ser restrita como:

g+';«üo - $ -.' .-' ,+. ':«d- "' - '.
Temos portanto, usando as notações anteriores, que as equações de movimento de

um cuido ideal e incompressível, num domínio Z) de IR3 são:

equação de Euler:

r''DI --grau p + pb; (2.19)

equação de continuidade:

condição de incompressibilidade:

(2.20)

diu ã = 01 (2.21)

e condição de fronteira

ü.â = 0 em aZ) (2.22)

2.2 Equação da Vorticidade

O modelo dos vórtices não é dado em termos do campo de velocidades, mas sim do campo

de vorticidade, definido por:

15



L)etiniçao 2.6 Se ti é o campo de ue/ocádade de m ./puído em D C IRÓ, então

Íau: au, au. au: au. au-\
\. alJ Õz' Õz a=' a aU)

é chamado cüTnpo de uorticidade do Subo. Em Ostras palavras, o campo de uorticidade é

o rotacional do campo de velocidade do Puído

(2.23)

No que segue, vamos fazer duas hipóteses adicionais:

i) vamos supor que o fluido é homogêneo, o que é equivalente, pela condição de incom-

pressibilidade, a p(í, 0) = p = corzsZante . Teremos então que p(;í, t) = p para todo F C Z)

e Z C IR;

ii) vamos supor ainda que a força b seja derivada de um potencial, isto é, que exista uma

função® :-Dx IR --} IRtalqueb=gradd)

Nestas condições, a equação de Euler, em termos do campo de vorticidade, é dada

na sequente proposição:

Proposição 2.2.1 Sqa Z) C: ]R3, com a.Z,) supera/ibÍe /isa Então

oõ v)ã (2.24)

ã(p(z,t),t) .õ(í, o), (2.2s)

.«a. 'e.: á . úd''««.'«/ a. -. ó'"«',;, J«.ói-« J, . õ . ç' - n,g: + n,á + -; '

e

T) nwl n n e+ r n p; .

Aplicando o rotacional ('9x ) à expressão (2.19), obtemos

'Ü x ÉI.ã :('e xã)+'Ú x((ã''Ü)ã) -'Ú xg-d(-;+'b) -o- (2.26)

Utilizando a identidade vetorial

Ü) ('e x ã)+(ã.'Ü)ã,
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llí'ew . © - # * ce * ©l

Simplificando e fazendo Q = V x ã , obtemos

8
Ç'x ã)+ Ç'xa

u x (2.27)

Se notarmos que V Q = 0 e considerarmos a identidade vetorial

ex(dxÕ).e)ã-Õ('Ü.ã)-(ã 'Ü)Õ+d('Ü-Õ)

obtemos, a partir de (2.27), que

ç')õ ç')ã,

eja,

(2.28)

Para demonstrar(2.25), definimos

F(;,t) (F,t),t), (2.29)

ã(;, t) 'e9(;, t). õ(í, o)).(2.30)

Note que, como g(F,0) = F, as duas funções coincidem em t = 0. Derivando (2.29)

com relação ao tempo temos, a partir de (2.24) e de (2.14), que

((F . v)a) (p(í, z), t)-

Por outro lado, derivando a expressão (2.30) com relação ao tempo, tem-se:

n(F, 0)) .

(2.31)

(2.32)

17



Em coordenadas, temos que:

õvP(í, í)
t.7

a aP.(/,{)

a

ã:-«;G,P, 0,0 -

E g=-@@, o,og'p, o.

l8,f)

Portanto, a partir de (2.32), temos que

{l?p,o - XXg p,o,oZ'P,on.P,o,o-

IÊ (Ê %';, '''..;,',l ül «.l .«.;,'',',

lli '*.;,',zl «l .«.;,*', ',

(@@, a . :0«.) G:,@, 0, 0,
isto é,

((ê(/, t) ' v)ü) (p(í, t), f). (2.33)

Assim, a partir de (2.31) e (2.33), temos que F e G satisfazem a mesma equação

diferencial de primeira ordem, e como elas coincidem para t=0, tem-se que são iguais.

Notemos que a expresão (2.25) mostra que a vorticidade evolui no tempo por meio da

aplicação fluxo ç,t(F) = p(#, t), gerada pelo campo vetorial ã.a

Vamos agora considerar o caso em que o fluido esteja restrito a mover-se paralelamente

a um plano, com velocidades dependentes apenas da projeção do ponto neste plano.

Matematicamente, estamos supondo que exista um sistema de coordenadas onde Z,)

U x (a, b) e o campo de velocidade seja dado por

ã(F,Z) ;,Z) (u,(z,g/,t),u,(a,y,t),0) , V(a,y) C U,, C («,b),t C R
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Observação 2.8 /Vale gwe, pe/a equação (2.1), a ferceÍra componente do ./Zuzo p é corzs-

t-t. ". *e«.po, do«d. g,(«,g/, z, t) = p,(«,3/, ,,0) = ,. P«ta«t., ./i-«d. . = ,o C («, Z,),

matematicamente passamos a ter am problema bidimensional nas uariáueis espaciais (que

deverão pertencer a UJ, e ctdos campos uetor aás re/euanfes assumem ua/ares em IR2

g«-do «f. é ád.«f@c«d. com {(z,3/,,o) , ;«,y C m,} C R' .« «m {(z,y,0) , «,y C

]R} C IR3. abanão não causar con/usão, no gt&e segue, usaremos F nd st ntamenfe para

á«d{«,(,,y,.o) C R' .« (,,g/) C R' , ã P«« Í«d{«,(u,,««,0) C R3 .« («,,«,) C m,'
e \p 'para. indicar Çy,,(Pu,zah o'ü Q9.,guh. Note ainda q e o teorema 2.1.1 implica, nestas

condições, que o jacobiano de pt é l.

De acordo com (2.23), tem-se que o campo de vorticidade é da forma

''",«,,,.,-''«,«,',- (', ',( k k)..,«,',) -(',','',,«,',) ''.;-,
Portanto, o campo de vorticidade pode ser descrito por um campo esca]ar ( : t/ x ]R -->

IR, uma vez que Q só tem uma componente não nula. Observe que sob estas condições,

Q . V 7 = 0, e portanto, a equação da vorticidade (2.24) pode ser reescrita como

: -$ + W . W( - o. P.3q

A condição de incompressibilidade (2.21) garante que

õ'u. au,

Se assumirmos que D é simplemente conexo temos, a partir do cálculo vetorial ( pala

funções suficientemente suaves), que existe uma função © : U x IR -+ IR , única a menos

de uma constante aditivo (que depende, eventualmente, do tempo), tal que:

a@ , .
bi - -«.( ', z', t),
aQ , .
;; ,, y, t).

Podemos então definia
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Definição 2.7 Sqa U C ]R2 um domínio sámp/esmente conexo. t/ma /unção W : [/ x

[R --} ]R satlifazendo (2.36) é chamada /unção de corrente.

Observemos que, para todo Z fixo, as linhas de corrente, definidas em (2.2), se situam

nas curvas de nível de W. De fato, se (a(s), g/(s)) é uma linha de corrente, temos, utilizando

(2.36), q-:

«(;), g(.), tlS g:i('(;), v('), t)' '(')+ !;1("('), v(;), t)v '(') -
: «, *e «,) .«..,,«'.',',-

( «,«:, + «,«,)(«(.),g/(.),t) =

No caso particular que estamos tratante, o versor ã, normal exterior a é?Z), é hori-

zontal nos po«tos da forma (í,c), com F C aO,c C (a,b), ou sda, íí = (n«,n.,0), com

(n,, n,) (também denotado por ã) normal exterior a at/. A condição de fronteira (2.22)

é portanto equivalente a ã . lí = 0, em aU. Podemos demonstrar então que:

Proposição 2.2.2 4 /rolzleira U se s f a nas ctórt;as de núe/ de @(a,y,t)

Demonstração

Se (z('), y(s)) é uma pa:-m'trização local de aU, .ntão (--g/ '(.), z '(.)) é paralelo a
fí. Mas

,(.) , g/(.) , t
S -«,('(;), y(.), t), '(;)+ «,(«('), g/(.), t)3/ '(.)

C'd(,('), g/(.), t) . ã(«(.), g/(.))

Portanto podemos escolher, para cada t, uma constante aditivo de modo que W
eat.;ç:fa''a.

©(*, g/, t) v( -,v ) c au , v f c m,. (2.36)
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Além disto, é imediato a partir de(2.34) e(2.36), que @ obedece a equação de Poisson

A©

onde z5. = :1;- + :$$ é o Lap]aciano em ]R2.

Resumindo estes resultado, temos que as equações que determinam completamente

o fluxo de um fluido nas hipóteses acima são:

v){ (2.37)

(2.38)AQ - (,

com

e

W lau = 0, (2.39)

(2.40)

Observação 2.9 Z,)e (2.37) e (2.14) obtemos medÍatamerzte gue

((P(F, t), f) = e(F, o) VtC ]R. (2.41)

A expressão (2.41), nos diz que a vorticidade é transportada pelas trajetórias sem

deformação. Este resultado implica, em particular, que:

Proposição 2.2.3

1{(z,t)ll, í, o)ll, Vtc IR, l (x) ) (2.42)

onde a norma 1 . 11, á de#nida por

1((í, t)ll, 1 1.»«, « '* -i
l/P

(2.43)
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Demonstração: Basta aplicar o teorema de mudança de variáveis a U, lembrando

que Uz = U e que o Jacobiano de pt é l.a

É bem conhecido (ver, por exemplo, j101) que a solução da equação de Poisson em

U, com a condição (2.39), pode ser escrita em termos da função de Green neste domínio.

E possível, então, determinar explicitamente a função de corrente em termos do campo

escalar de vorticidade. Recordemos que se U C JR2 é um domínio limitado, simplesmente

conexo, com fronteira suficientemente suave, a função de Green G : U x [7 --} ]R, com

G(í, vD = 0 , VZ C t/, g C aP, singular nos pontos (F, 8), com F C U, satisfaz a expressão:

zi,c;'(í, yD (2.44)

onde (f é a distribuição delta de Dirac. Embora a função de Green seja na realidade uma

distribuição, pode-se demonstrar que G(#, .) é infinitamente diferenciável em t/ -- {8},

que G(g',F) -- àln ll# -- Ü'll é harmónica em U, e que G(í,ã') = a(!7,í) ,VZ,Ú' c U ,

Observação 2.10 Aro caso de U não ser /ám fado, a /urzção de Green a ndci pode ser

determinada se à condição de fronteira acrescentarmos condições adequadas sobre seu

comportamento assinfótico.

A função de corrente é explicitamente determinada por

Q(z) l ((qcçi,4 dz.
) Ju

(2.45)

Recordemos ainda, que no caso U = ]R2 a função de Gleen é dada por

G(F,yD -:ln llí- Ú'll, (2.46)

onde é a norma euclidiana em IR2
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2.3 Alguns resultados sobre circulação

Para rnotivarmos algumas escolhas no modelo dos vórtices, enunciaremos aqui alguns re-

sultados clássicos sobre circulação. Consideraremos novamente um fluido incompressível,

ideal, com densidade constante, confinado numa região Z) C IR3

Definição 2.8 ,4 cjrcu/anão do campo de ue/oc dado ao redor de Of = pt(C'), onde C' é

umü curda fechada lisa, deslocando-se com o $u,i,do, é deFnida como Q integral de linha

(2.47)

Sobre a circulação temos o seguinte teorema clássico

Teorema 2.3.1 (Kelvin). Se b é prouen ente de Hm potencia/ @, isto é, b = g7'ad©

e C é qualquer curucl fechada., suave, deslocando-se co'rn o Jtvido, segundo G equação de

Ett/er (2.19), então o ./7w«;o preserva a c rcu/anão (2.47) , ou sda;

-4 r.. - -( / ã. a. - o. P.4
at at./a.

A demostração deste teorema é baseada no teorema de transporte da circulação para

curvas:

Teorema 2.3.2 (Transporte de circulação) Sda ã o campo de oe/ocídade do ./Zwao e

seja C uma curda suave, fechada, em D, com Ct -- {ptQC) CL c rua trctnsl)ortadü Feto Puxo.
Então :

d .L .(.. t). ds;; .l 1l;(ã,t). ds

Demostração: Seja f(s) uma parametrização da curva C', com 0 $ s .$ 1. Então

p(í(s),t) , com 0 5; s $ 1 é umas parametrização de C't. Assim, pela deânição da

integral de linha e da derivada material (2.15) temos que:

-a.Law,ü. d. - -L.[au ,ü,ü
23

(2.49)

a
P(F(.), t) d.
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F:Dii, ,... . . a

.[ l:. (.P(zt.),t),t) . -hP(a(.),t) d.
f\ ., ,., . . . a a

-t J:a(p(.=(s),t),t) . -!--:ip(:(s), t) ds.

Como ÕP(;('), t) - {i(ç'(Z(;), f), t) ' C'' é uma c«r- fech'da t'm's:

/
Demostração (do teorema de Kelvin): Usando o teorema anterior, a equação

de Euler (2.19) e considerando que (;t é uma curva fechada temos:

/
Observação 2.11 Arotemos gue I'c. representa a cárctl/anão do campo z;eforáa/ {7 ao redor

de Ct; soma as compor\entes tangenciais do ã ao redor da czrua Ct. O teorema de Stokes

rios dá uma interpl'etação física. do campo de uorticidade çl -- 'V x ii de$nido em Ç2.23Õ.

De fato, se aplicarmos o teorema de Stokes üo disco D de centro io e radio õ obtemos

r. laD ' ' llÕ.üdA, Ç2-50õ

onde ü é o uetor unitário normal a D. Se denotamos D -- Dõ e aplicamos o teorema de

ua/or médio para nfegraÍs a (2.50) obtemos

@. pa-!arda.Z" ã. a;, p.se
onde .A(Z)õ) tí (área de Z)8. Portanto Q . â = (V x ã) . íi é a circo/anão do campo uetoría/

u por unidade de área sobre uma, st perfície pera)evtdicztar a ü.. A magnitude de çt . ü é

máxima g a zdo â = ilh

/

L.L.*p,o.''- /

ã @ ,o,o.é:-«,pu,oa.-; i(d ' ã)(v'(F('), t), t) a' - o.-

'.=F,0 . '. - r p-ad @,0. a.-o..

Observação 2.12 (1bnsáderemos agora uma supera/}'cÍe y C Z), com /ronteÍra suave, /fa-

chada C. Pelo teoreTita de Stokes,

1 1 ã.ü dA a. ds
J JVt Jc\

,'lssÍm, como um coro/ár o do teorema de /i.e/uÍn (2.3.1), temos qae a uorf c dado atrauéb

de uma superfície deslocando-se com o guião é constante no tempo.
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Finalmente, vamos introduzir as definições de linha de vórtice e tubo de vórtice

Definição 2.9 [/ma /ánAa de uórtÍce no ánstanfe t ./azado á uma curda F(s), s C ]O, ]], e«l

D, tangente em cadct ponto üo uetor uorticidade neste instante, isto é, ãÇs] é paralelo a,

Õ(#(.),t), p«« Zod. ; C 10, il . D«d« «m« s«pe,:fz'cje }'' C D, Z««'««/ « O, em {od«

seus pontos, com, jrovLteira fecha,dü e saque, a. superfície formada Tetas linha,s de vórtice,

no instante t, passando pelos 'pontos de ÕV é chama,do um l,ubo de uóüice no instante t.

Observe que se a é uma linha de vórtice em t = 0, ,então at = p,(O') é uma linha de
vórtice no instante t, e que se S é um tubo de vórtice em t = 0 então St = gt(S) é um

tubo de vórtice no instante t. Pode-se demonstrar que:

Teorema 2.3.3 (Helmholtz). Sob as mesmas À pátese do teorema de /(e/oin (2.3.1),

se C\ e Ca são duas cwruas fechadas suaves que cite'undctm o mesmo t'ubo vórtice, evttão:

l ii. ds = 1 ii. ds. (2.52)
C'i '; I'a.''

Demostração: basta aplicar os teoremas do divergente e de Stokes às superfícies definidas

pelo tubo de vórtice e pelas curvas C'i e G2 ( ver IZI).a

Este valor comum é chamado intensidade do tubo vórtice e, pelo resultado de

Kelvin, é constante no tempo.
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Capítulo 3

O modelo dos vórtices sem massa

Neste capítulo apresentamos o modelo dos vórtices sem massa, relacionado com duas

situações físicas importantes. A primeira, é a de um fluido em que a vorticidade está

concentrada num número finito de pontos do plano. A segunda, é a de um sistema de

"caixas bidimensionais", as quais podem ser vistas como a interseção de unia coluna

infinita de partículas carregadas com um plano ortogonal.

Na seção 3.1, obteremos heuristicamente, a partir das equações do capítulo 2, as

equações diferenciais ordinárias de Helmholtz e KirchhoH', que governam o movimento

de N vórtices puntuais. Na seção 3.2, introduziremos as definições básicas ern sistemas

Hamiltonianos e mostraremos que o modelo dos vórtices é um sistema Hamiltoniano.

Ainda nesta seção, introduziremos o conceito de integral primeira e o de integrabilidade

segundo Liouville. Exibiremos duas integrais primeiras independentes em involução, além

da energia, o que implica, em particular, que sistemas se dois ou três vórtices são sempre

integráveis. Na seção 3.3, usando analogia eletromagnética, mostramos que estas equações

também determinam o comportamento de cargas bidimensionais sem massa, isto é, as

equações do modelo dos vórtices puntuais são os limites formais, quando as massas tendem

a zero, das equações do movimento de N cargas bidimensionais.

Na seção 3.4, analisaremos, primeiramente, o sistema de dois vórtices sem massa. A
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análise será feita separadamente no caso da soma das intensidades ser ou não nula. Em

ambos casos, a dinâmica dos vórtices não só é Liouville integrável, como também é simples

determina-la explicitamente. A seguir, consideraremos o exemplo de três vórtices, com

intensidades (1, 1, 1). Embora este sistema continue sendo Liouville integrável, neste caso

já não será possível exibir explicitamente todas as suas trajetórias. Entretanto, ainda é

possível exibir explicitamente uma trajetória que é uma conexão tipo sela para este siste-

ma e órbitas numa vizinhança desta conexão. Finalmente, é analisado o sistema de quatro

vórtices com intensidades (l, 1, 1, c) como perturbação do sistema de três vórtices com in-

tensidades (1, 1, 1) (ver ISI). Para c não negativo e suficientemente pequeno o problema

perturbado é reduzido, numa vizinhança da conexão de sela admitida pelo problema não

perturbado, a um sistema de equações diferenciais no plano, o qual não é mais autónomo,

mas depende periodicamente do tempo. Assim, mediante um resultado devido a Melnikov

(ver [81 e jlõ]), é possível mostrar que o prob]ema perturbado admite interseções trans-

versais da variedade estável e da variedade instável dos pontos hiperbólicos, tipo sela, e

consequentemente comportamento caótico. Este resultado demonstra em particular a não

integrabilidade de um sistema com quatro vórtices. Ziglin, em [29], já havia demonstrado

este resultado por outro método, que descreveremos no final do capítulo.

3.1 Vórtices puntuais: modelo de Helmholtz-Kirchhoff

Para simplificar as equações do movimento da vorticidade, define-se um modelo que reduz

um problema de equações diferenciais parciais a um problema de equações diferenciais or-

dinárias, com um número anito de graus de liberdade. Este modelo é definido supondo

que a vorticidade está concentrada em um número finito de pontos Fi, í2, - . . ,Zw num

domínio U C ]R2, ou sqa, a vorticidade é uma distribuição com suporte nestes pontos.

Cada um destes pontos, onde a vorticidade é singular, é chamado de vórtice. Pelo teorema

de Kelvin, o valor da circulação do campo de velocidade ao redor de um deles é constante,

e será chamado de intensidade do vórtice. Além do fato das eqltações discretizadas repre-
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sentarem situações físicas concretas, um interesse adicional nestas

surge do fato que elas representam um sistema Hamiltoniano

Seja U C IR2 um domínio simplesmente conexo, onde esteja definida uma função de

fGreen (7. Vamos considerar o movimento do fluido no caso particular descrito na seção 2.3,

ou seja, este movimento é determinado pelas equações (2.37) a (2.40). Heuristicamente,

se disminuirmos a região em que a vorticidade está concentrada, mantendo no entanto sua

intensidade, podemos pensar em soluções no sentido de distribuição. Assim, admitindo

as equações válidas também no caso da vorticidade ser uma distribuição, suporemos o

campo escalar da vorticidade na forma

N N
((z') (j(z4 I'já(z'- 4),

onde I'j é a intensidade do .j-ésimo vórtice e á é o delta de Dirac, e de (2.38) obteremos

que a função de corrente será dada por:

@(Z,t) Wo(F) - >ll: rjC'(Z,4(t)) (F) - >: Üj(i,t),
.j=t .j=t

onde ©o é uma função harmónica em t/ (função de corrente devida a favores externos).

Quando os N vórtices íi, Z2, . . . , d/y em C/ estão em movimento eles induzem em í o

campo de velocidade

equações discretizadasÇ

llJ J
(3.1)

(3.2)

N

ã(#,t) >1:aj(z, t) (3.3)

onde

':@,0 - (%@,4U), -:@,':W,) 0.q
é o campo de velocidade em F = (z, y), induzido pelo .j-ésimo vórtice. Note que este campo

de velocidade é singular nos vórtices, e para determinarmos suas trajetórias precisamos

fazer alguma hipótese regularizadora. Se assumirmos que cada vórtice não se movimenta

por ação de seu campo, mas sim por ação do campo de velocidade gelado pelos outros

vórtices, temos o conhecido mode]o dos vórtices punhais de He]mho]tz e Kirchho] (verjl ll)
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ixeste mo(leio, as equaçocs de movimento do J-éslmo vórtice são:

-ã:-@: , ... , z,ü,

...,J,Ü,

j - 1, 2, - . . , N

b (3.5)

(3.6)

onde
7V

l
Wf(«:, ..., «w) - @.(4) - }: r:G(4, /.)

é a função de corrente regularizada e :Ü = (zj, yj), para todo .j = 1, ..., N

3.2 0 modelo dos vórtices sem massa como um mo.

delo Hamiltoniano

E notável o fato que a dinâmica dos vórtices pode ser descrita por um sistema Hamilto-

niano, como mostra o próximo teorema, que é um resultado devido a Lin. Lembremos,

primeiramente, as principais definições e resultados sobre sistemas Hamiltonianos.

Definição 3.1 Sqa .A/ := .A42" uma z;ariedade dil/ererzcáát;e/ de dimensão par. ZI/zna vari-

edade simplética é um par (.M,\.o), onde to é uma Jotmü simplética, i,sto é, uma 2-fo'r'ma

dijerenciáuel, não degenerada e fechada, de$nida sobre M

Um dos fatos que tornam as variedades simpléticas espaços adequados ao estudo de

sistemas dinâmicos é que elas admitem coordenadas especiais, chamadas de coordenadas

canónicas ou coordenadas de Darboux, descritas na proposição:

Proposição 3.2.1 Teorema de Darboux Sda (M, to) uma uarÍedade sámp/ética. Então,
para todo = ç: M, existe vma vizinhança U de = e um sistelíta de coordenadas Çpt, , p,.,

ql... - - , qn] onde m tem Q forma. u -. ).=.. dT)i N dqi.
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As variáveis pi são chamadas variáveis tipo momento, e as variáveis qi são chamadas

variáveis tipo posição. Quando estudamos um sistema dinâmico, procuramos escolher

um sistema de coordenadas que simplifique o problema tratado. No caso de variedades

simpléticas e sistemas Hamiltonianos, estaremos sempre interessados em coordenadas de

Darboux, o que justifica a definição:

Definição 3.2 Z./ma trarzs/armação canórzica á uma mudança de coordenadas que /eoe

um sistema de coordena,das de Darbov= em outro sistemct de coordenadas de Darbow=.

A forma simplética w nos permite associar a cada função diferenciável um campo de
vetores:

Definição 3.3 Sda (M,to) uma uar idade simp/ética e sda F' : ]W --> IR, wma a'
função. O campo uetorial Hamittoniano XP é de$nido por:

«,(«)(,7, XF(«) ) 'qn c T.M, 'qu c M. (3.7)

Notemos que XP está bem definido, já que to é não degenerada. Outro conceito

importante na teoria dos sistemas Hamiltonianos é o colchete de Poisson:

Definição 3.4 Arzima uaráedade simp/éfíca, o co/cãete de Po sson {

O'(M) --} C''(M) é de$n do por;

} : C''(M) x

{F', G} XP) , VF', G C C'"(M'). (3.8)

Observação 3.1 0fato de to ser uma forma simptética implica q«e o colchete de Poisson

é bilinear, antãssãmétrico, satisfaz a identidade de Jacobi, e que X..f,-} é uma derivação

.m C''(JM).

Podemos, finalmente, definir
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Definição 3.5 Suponha gue ez sfa uma /unção n C C''(.A4) fa/ que as tr@efór as de m

sistema dinâmico em M se]jam as czruas integrais de Xn, isto é, se l(=t] é lma trajetóriü

Bm M, àtt) Xntt\lt]). Neste caso, dizemos que ÇM,to,H) é um sistema Hümill,oniano,

ü jUTtÇãO H é Q função Hamittonianü e n é o número de gra,us de liberdade do sistema.

Observação 3.2 .Em coordenadas de Daróouz, as equações de mooámenfo de um sistema

Hümiltoniüno, com Harniltoniana H, se escrevem como:

aÇ.

Voltemos agora ao estudo do modelo dos vórtices. É imediato que as equações (3.5)

são equivalentes a:

Teorema 3.2.1 (C.C.Lin) O mouimerzZo do sásfema de N uórZÍces no domúío U, á

gouerrlado pelo sistema Hamiltoniano (UN ,to,W ), onde

N . N

E
.j =1 { ,.j = l

]v

> .1'jdyj.A dzj

Er.ü'.R) - i r;i'jc'(ã;, 4) ,W(F:, F,, . . /«.) (3.9)

(3.10)

Observação 3.3 Se F é uma /unção em C'-(ü), então o campo Xamã/Zon ano corres-

pondente é dado por:
:L \ ÍÕP Õ aF a

-EÜÇaá &á,
Se G é outra função em C' (U), então o colchete de Poi,sson é dado l)or:

',,',-$;=-;;

(3.11)

(3.12)

Observação 3.4 Lin cha,ma Q função ha,mi]toniana W de junção de ]<irchho$-Ro\tth e

sete teoreTna implicct q'üe as equações do movimento dos vórtices num domínio U são dadas

32



por

(3.13)

Nesta dissertação consideraremos apenas o caso em que P = IR2 e em que o fluido,

na ausência dos vórtices, está em repouso, o que implica üo = 0. Usando que em IR2 a

função de Green é dada por (2.46), temos o seguinte corolário:

CJoro[ano 3.2.1 0 movimento do sistema de N uórtÍces no domíhío Z) = ]]t2 é go-
««do p./. ;{.tem« #«má/to«{-. ( R'''', .«, W), c.m /u«çã. #«.i/f-i-« W de$«ád«

. N

E
i,.j=t

}v - .L
4n'

I'il'jln llíi íjll, (3.14)

. jo«« ;i«ptétic«

dual\ dxi. (3.15)

Demonstração: De fato, pela definição de sistema Hamiltoniano, as equações que des-
crevem o movimento do sistema de ]V vórtices são

I'jáj

(3.16)

I'jyj

Dividindo as equações (3.16) por I'j, com W definida em (3.14), obtemos exatamente

as equações de Helmholtz-KirchhoHdo movimento do j-ésimo vórtice, definidas em (3.5). H

Sistemas Hamiltonianos geralmente são classificados em integráveis ou não inte-

gráveis. Se o sistema é integrável, sua dinâmica é essencialmente quase pera(5dica e então
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pode-se dizer que o sistema é bem comportado. E esta é a única situação onde obtém-se

uma descrição global mais ou menos completa da dinâmica do sistema. Devido a isto, é

essencial decidir se um dado sistema é ou não integrável.

Para calacterizarmos um sistema integrável temos um teorema clássico, devido a

Liouville. Esta caracterização será feita em termos de integrais primeiras, cuja definição

damos a seguir.

Definição 3.6 Sda (M, to) uma oar idade sÍmp/éf ca e sda X o campo efor a/ Ham{/-

Loniano correspondente à junção ha,miltoniana H. Uma função F l M -+ $11 de classe

CW é umQ integral primeira do cava\PO )(n se é constante sobre QS tralietórius de Xn, isto

é, .. df'(XH) = 0.

Definição 3.7 Sda (M, «,) u«la z,ar idade sÍmp/éZáca. .Duas /uniões /', G : /l/ -.} Dl{ de

c/asse C'' estão em nuo/ ção se {P', G} = 0.

Observação 3.5 Brote que r' á nfegra/ pMmeíra de XX se, e somente se,

dr'(XH) = «,(XH, XF) {/', H} (3.17)

ou seja, se F e H estão em inuotução

Podemos então enunciar

Teorema 3.2.2 (Liouville) Sda (.M'", t«, H) um sãsfema #ami/toníano e swponAa gt'e

são dadas Ft, - . ,F. integrais primeiras em inuolução. Seja Mx -- \= ç: M tal que Fi(.=)

=À;,{=:..-,n}, «mÀ =(À:.. À.) C R", ' s«p-A« q«.(dFI('),.--,dPn(,)) ;ã.
!inearTítente independente, para cada = ç. M)... Então

1. Mx é zma subuariedade de dimensão n de M, invariante Feto flu:co dos campos de

«t-e' XP , ' ' ,.Xrn' '{/é"'' d{«. «,(XH,XFJ) = 0.

34



2. Suponha que Xp:.i -- L, .. ,n são comi)tetas, isto é, os $u=os gerados por estes

ca'Upas são de$nidos 'para. todo t C VL. Então M\ e difeoTrLorfa Q 'ECt x Tn-k para,

ülguTn inteiro k, onde Q Ç k <- n. Em particular, se Mx é compacta então M\ é

dize.«o*f« - to« T" (to« n-dimensão«.«l).

3. Sob as mesmas hi'poteses de 2), seja Mx compacta e F\ = H. Então o $b=o do

campo uetoria] Xn de$ne sobre Mx movimentos q'base-periódicos (p(.t] dados nas

coordenadas angulares tp\, .

« (3.18)

# Sob as mesmas hipóteses de 3), é possível encontrar funções l\, . . . , 1. que dependem

só de FI.,.. . ,F«, chamadas coordenadas a,ção, tctl que (l\,... ,l«,tP\,... ,\Pn] são

coordena,das CQrtânica,s numa ui,zinhança de Mx, e então as trajetórias de XH são

dadas por:

ã-=',

onde H = n(r) e y(.1) = Çi;-(.i).

(3.19)

Definição 3.8 C/m s stema ]7amá/tonÍano satís/acendo as /zápóteses do teorema g.2.2 é

chama,do integráuel, no sevitido de Liottuille.

O teorema anterior nos diz ainda que dado um sistema mecânico com espaço de

fase de dimensão 2n, admitindo A .$ n integrais primeiras em involução e independentes

(isto é, suas diferenciais são linearmente independentes), pode-se reduzir a dimensão do

espaço de fase a 2(n -- É). Em particular, se n = k, as equações do movimento podem ser

explicitamente integradas. De fato, as trajetórias são "linhas retas"sobre cilindros ou toro.

Se o movimento toma lugar no toro, a integração explícita das equações do movimento,

são determinadas ao se encontrar as variáveis ângulo-ação (ver l21 ou l31).

Assim, para a caracterização do sistema dos vórtices sem massa, precisamos conhecer

suas integrais primeiras. No caso dos vórtices em R2, temos, considerando as simetrias
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aa lunçao namlitoniana rr , que o s]stcma { Dlt/~'',to, n'') tem as ires integrais primeiras

abaixo, além da energia l,'r:

}: -j"' ,

]v

-;E r.11411'.i-l

H,

11. (3.20)

r

A partir da equação (3.12), é fácil mostrar que seus colchetes de Poisson são dados

por:

{n,,n,}
]v

- }: -',
= ll,,

HZ

{n,,J}
{n,,J}

(3.21)

Como estas integrais primeiras não estão em involução, define-se

n'- n:+ n3, (3.22)

que satisfaz

{n',J} (3.23)

Dos resultados anteriores temos a seguinte pl'oposição

Proposição 3.2.3 .4s /urzções ll2 e ./ Ía/árrz da energia t,t''J são nZegraÍs primeiras {n-

dep'«de«l« ' em {-./«çã. . .isto«.« #«má/t-á-. ( R"', «,, W), ««. /u«çã. X«mi/

fo,záana W e /or«za sjmp/épica .« deg'lida em (3.14) e (3.15), respecZÍuamenfe.

A partir da proposição anterior, pode-se garantir que o sistema de dois e três vórtices

sempre é integrável, no sentido de Liouvílle. Entretanto, já no caso de quatro vórtices
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isto nem sempre é verdade. Veremos na seção 3.4 um exemplo de um sistema de quatro

vórtices que não é integrável, o que mostra que não existe, no caso geral, três integrais

primeiras (além de W) independentes em involução.

3.3 Partículas carregadas num campo magnético e

sua relação com o modelo dos vórtices

Nesta seção apresentaremos o modelo para um sistema de N "cargas bidimensionais" , as

quais podem ser vistas como a interseção de /V colunas infinitas de partículas carregadas

com um plano ortogonal (plano #g/), sujeitas a um campo magnético constante paralelo às

colunas (na direção do eixo z), sendo o potencial elétrico gerado por este sistema de cargas

logarítmico. Apresentaremos este modelo tanto em sua forma Lagrangeana quanto em sua

forma Hamiltoniana. A partir das equações Lagrangeanas deste sistema de Ar partículas

carregadas, fazendo as massas das cargas tenderem a zero, obtemos, formalmente, as

equações dos vórtices puntuais de Helmoltz-Kirchhoff, definidos em (3.5).

Se supusermos que a velocidade e aceleração das cargas não são muito grandes, de

forma que possamos desprezar os efeitos de relatividade e de radiação, temos que a função

Lagrangeana -L : T( ]R'N) H ]R4N --} ]R, associada ao sistema de partículas carregadas

descrito acima é definida por:

L(#: , . - - , Fw, ;: , ,zp.r iàit' - u(í:, ,F;",z:,...,ãw), (3.24)

com

'P(;:, ' ' ' , F,,) - >1: QJ' ãj ' Aj(8j),

. N

©(F:,''',F'«) - -aT j:Q:Qjln llZ:-4
';B

onde C?j e mj são, respectivamente, a intensidade de carga e a massa da j-ésima partícula

U(F: , . . - , Fw, #:, . . . , #x) (3.25)

ea x 8j)A J 2
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carregada, ea é o versar na direção do eixo z, B :: .Be3 é o campo magnético uniforme e
c é a velocidade daluz.

As equaç(ies de Euler-Lagraílge são

d r al \ al

ã Çãa,J
o«de 4 = (,j. , :«j,) = (#j, g/j)

i - 1,2. j - 1,2....,x. (3.26)

A correspondente transformação de Legendre, F'Z), associada a L é a aplicação

F'L : r( R'N) --} 7"''( R'N), (3.27)

que associa a cada vetar (8j,#j) no p]ano tagente T( ]R'N), de ]R'N, o vetar (=Ü,]8)

F'L(8j, 81) no p]ano cotangente 7'*( IR'N), de ]R'N, onde

* - (g, â) - «.ã * %f'« * *, (3.28)

Como mj > 0, a transformação de Legendre é uma bijeção entre T( IR'N) e 7"'( ]R'N).

Portanto, temos que ao sistema Lagrangeano está associado um sistema Hamiltoniano,

com função Hami[toniana H : T*( ]R'N) --> ]R, definida por H = -E o lr'.Ll-', onde
E : T( IR'N) --> IR é a energia de L (ver [21), definida por

(3.29)

Notemos que, se é utilizada a transformação de Legendre, as coordenadas (:&,]%) =

((zj, W), (p,j,p,,)) C 7'*( R'N) são -tomaticamente ca«únicas. Porá-to, a forma sim-
p[ética sobre T*( ]R2N), é dada por:

«, = }: dP,j A d"j + '@,j A dyj.

N

lJ
(3.30)

A partir de (3.28), (3.24) e (3.29) temos a função Hamiltoniana ã = .E o (r'Z,)'' na
tnrni n '

x®,M - ; E ÜllÃ; - %:g@ * ©ll: + @@:,- - - ,#«0. (3.31)

38



Portanto, o movimento do sistema de N "cargas bidimensionais" é governado pelo

sistema Hamiltoniano ( IR'N,to, H), com função Hamiltoniana, H definida em (3.31) e

forma simplética w definida em (3.30), cujas equações de movimento são:

)

,N, (3.32)
a"j '

z :: 1,2,

o«de ã = (pj. ,pj,) = (p,,,p.).

Veremos agora a relação entre o modelo das "caixas bidimensionais"e o modelo dos

vórtices sem massa em .RZ. Das equações de Euler e Lagrange (3.26) temos:

d í : a'u

ã km'"''
i - 1,2, j - 1,2,..- ,x,

Isto é,

m=jacji
c/ /' aU \ ÕU

at \.õà;i.J a"'.

Qr (ã * .;). - á - 1,2. j - 1,2,. ..,x. (3.33)

Fazendo mj = 0 na expressão (3.33), obtemos

(3.34)

Reescalonando o tempo por t ' q' e identificando QÍ O I'j , (D o }V temos

xatamente as equações (3.16) do movimento dos vórtices puntuais

Podemos concluir, então que as equações (3.16) do modelo dos vórtices puntuais de

Helmholtz e KirchhoH são os limites formais, quando mj --> 0 nas equações de movimento

do sistema de 7V partículas bidimensionais carregadas, num campo magnético uniforme.

Tanto no caso de cargas com massa quanto no de cargas sem massa, a dinâmica do sistema

e
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é Hamiltoniana, embora no caso sem massa a transformação de Legendre seja singular.

Notemos ainda que quando mj -+ 0 os momentos não desaparecem. Há ausência de

momentos "mecânicos" , mas há uma constribução eletromagnética para os momentos,

dada por F] = QJB/2c(es x =Ü). Assim, algumas das coordenadas funcionam como

momento (y), enquanto que as outras funcionam como posição (#). Não se trata, portanto,

de um sistema mecânico no sentido habitual, em que a energia cinética é quadrático nos

momentos e a Hamiltoniana é a energia cinética mais mais um termo potencial.

Os resultados desta seção sugerem que é razoável pensar em sistema de vórtices com

massa, e que um bom candidato para as equações de movimento neste caso seriam as

equações (3.33).
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3.4 Exemplos

3.4.1 Exemplol: dois vórtices sem massa

Neste caso, a função Hami]toniana associada ao sistema ( ]R4, w, H) de doi

massa, de acordo com (3.14), é dada por:

onde Zi = (zi, g/i), i=1,2, e a forma simplética to é dada por:

to = 1'idyi /\ dai + I'2dg/2 /\ dz2.

é imediato que as equações de movimento são dadas

I'i ái

r.+.

I'iÚ: = !j:.k {": - ",J
2m' r?2 '

I'2Ú2 = . 11D (': ',)
2n' r?2 '

onde ri2 = llz2 -- =tll.

T). . ,..,H . ,.. ÍQ

xp:, 81 - -!-P i« (': ",y+(y:-p,yl

S

De (3.16) por)

20), este sisteS S

)

2

41

vórtices sem

(3.35)

(3.36)

F: I', (g/:
2r12

F:F, (y: - y,)
227r r 12

(3.37)

ma tem as seguintes integrais primeiras

I'ig/i + I'z3/2,

--l'izi -- I'2=2,

-;-llí:ll' - l-iiz,il'.

De (3.37), obtemos o sistema linear:

F: + I', (g/: - y,)'

r: + i', («: - «,)
7f. - ?lr, ::= --

2« r?

(3.38)

(3.39)



Note que, como a Hamiltoniana é uma integral primeira, ri2 é constante ao longo do

movimento. Logo, a solução deste sistema é dada por:

«-(t) - «,(f)(0) - «,(0))cosQt+(y:(0) - g/,(0))si«nt,

y-(t)-y,(t)(0) «,(0))si«nt+(y-(0) g,(0))cosnZ, (3.40)

onde

(3.41)

Prim.eito caso: I'i + I'2 # 0

Vamos tomar como condições iniciais os pontos

«-(o)

«,(o)

1.

0,

g/:(o)

y,(o) (3.42)

Das condições iniciais acima obtemos que ll, = 1'iyi + I'2y2 = 0, 11, = --(1'131 +

I'2z2) = 1'i e que as equações (3.40) se escrevem como:

«:(f) «,(t)

y:(t) -- y2(t) = -- sin Q t,

donde obtemos que a solução do sistema (3.37):

I'i I',
fn'B '* Fn::'E ";

I'i I':
it;E iT;E ";
--

I'i + I'2 '"' \. 2n r:,

I'i
iT;b ;:"

«:(t)
I'i + I'2

t
2n r?2

I'i + I'2 {
2a'r212

«,(f) (3.43)

y:(t)

y,(t)

Segundo caso: I'i + I'2 :: 0

Consideremos o caso que os valores das intensidade dos vórtices são I'i

O fato de 11, e 11, serem integrais primeiras implicam neste caso que zi -- a2 e gi -- g/2
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são constantes do movimento. Levando em conta as equações (3.37), concluímos que os

vórtices têm velocidade constante.

Em termos das condições iniciais, as tiajetóiias dos vórtices serão dadas por

«:m - «:m+:.ea-(là'"m)*,

«,m - «,m+;:ea«3'"m)',
«:m - «:w-:;eú%ã"H"»',
«:m - «,m-::aK%i"ã"»*.

(3.44)

Assim, vemos claramente que as trajetórias dos dois vórtices com intensidade I'l =

--l'2 = 1' são rotas paralelas. Estas trajetórias, portanto, não são limitadas, ao contrário

do que acontece no caso dos dois vórtices com intensidade total não nula. Naquele caso as

trajetórias, de acordo (3.43), são circunferência de centro ( " 1 ,0) e raio l. +r2 para

o primeiro vórtice, e raio Í:f:iiç para o segundo vórtice. Estamos, portanto em presença

de uma significativa bifurcação nas órbitas do sistema de dois vórtices sem massa.

Se tomarmos as condições iniciais (3.42), tem-se a solução (3.44) na forma:

«:(t)

«,(f)

g/- (t) (3.45)

y, (t)

que é o limite, quando I'i + I'2 --> 0, da expressão (3.43) desenvolvida em série de Taylor:

1 - r:Bil;lP t' + o ((r: + rJ; t') ,

r..Dil;lib. t' + o ((r: + r,); t') ,

n ' :; -- o «-, -- -a' ,D ,
-n' -.g:#E*'+o«r:-'--J' *D
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«,(t)

y:(t)

y2(t)
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Notemos que este limite não é uniforme no tempo, e que a convergência é de ordem

dois no tempo e ordem um em I'i + I'2. Assim, conclui-se que a trajetória do sistema com

a soma das intensidade não nula, aproximará bem a trajetória do sistema com soma das

interlsidade nula, quando I'i + I'2 --} 0, para intervalos de tempo 1 -- T, rl, somente para

T suficientemente pequeno.

3.4.2 Exemplo 2 três vórtices sem massa

Estudaremos o caso dc três vórtices sem massa, com intensidades I't = 1'2 := 1'3 :: 1. A

função Hamiltoniana deste sistema é, de acordo com (3.14),

í:ll + i« 1183 - í:ll + i« ll#3 í,ll) (3.47)

onde 8i (zi,g/i), á = 1, 2, 3, e a forma simplética é

to = dyl A ]çi + dg/2 A z2 + dg/3 A z3. (3-48)

De acordo com (3.20), o sistema tem as sequentes integrais primeiras

]l, = g/t + y2 + g/3,

n, + «, + «;),

J lli:ll' +ll#,ll' + llí;ll')

(3.49)

RPDUCAO

Definindo o centro de vorticidade por

(3.50)

e notando que

}lp--w+w: ã)l,
;l - @: - :zJ + (ü: (3.51)
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definimos novas variáveis para o problema

lc.; 0: sin 01),

sin 02).

(3.52)

P.V''3;(cos 0, ,

Para determinar ?7,a e #, impomos que a transformação que leva as coordenadas

((«:,3/:),(z,,3/,),(z,,y;)) a (=o,3/o,ã:,0:,ã,, 0,)) sda ca«õnic'. Obtem's, dest- forma,

que:

(3.53)

Assim, a partir de (3.50) á (3.52), temos que a transformação canónica é

gli «. + #ã-..; o: + ]e#&-; ",,
3 " ' " ' ' 3

}ã- yo + vãt sin 0i + llã-V/ã2 sin 02,

# « - a-; «. -- f.
{ «. '. -- fã;'« ',,

f «. - y';«; ',,
v5 2.,/ã ,
--ã- zo -- -3 vã2sin02

zl

g/i

Z2 cos02 (3.54)

g/2

a3

y3

A hamiltoniana (3.47), nas novas coordenadas é

la:(ã: + 3ã,)' - 12 ã?ã, «s'(0: o,)l , (3.55)

e a forma simplética (3.48) é

to = dyo A dao + dOi A dãi + d02 /\ dã2 (3.56)

Notemos que a Hamiltoniana H, deânida em (3.55), não depende de zo e yo, assim

zo e g/o são integrais primeiras do sistema (correspondentes à conservação de 11, e ll,).
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Além disso, .17 depende de 0i e 02 apenas por sua diferença, o que implica que ãi + ã2

também é uma integral primeira do sistema dos três vórtices.

Se fizermos uma nova transformação car)única definida por

gi

q2

zl)

êt + ã2,

0i -- a2,

0',

(3.57)

a, Hamiltoniana (3.55), nas novas variáveis (pl , qi, p2, q2) será expressa como:

lp:(p: + 3(p, - p:)y - i2 p?(p, - p:) ";' ç:l , (3.58)

e, usando que zo e yo são integrais primeiras, a forma simplética do sistema reduzido, com

4 vanãveis pi, p2, (71 e q'a, e:

u b. dp\ -F dqa f\ dpa (3.59)

As equações do movimento para este sistema são

ãi'
»,

qi (3.60)

q2

Se definimos

}''(P: +3(P, P:)y- 12 P?(P, -P-)c.;'Ç:l, (3.61)

e, dado que H é conservado ao longo das soluções (3.60), introduzimos o novo tempo:

' -i«p('"x) ', (3.62)

46



o sistema (3.60) pode ser escrito como:

aP: õT''

Õl- Í)qt'

9 - .,
aqi a\''

Õv a'P'z
(3.63)

Além disso, devido à (3.52), ft,á2 são positivas, donde, de (3.57), consideramos a

função y restrita ao conjunto:

{(pt,p2,qi,q2) c ]R4 :0 < pi < p2} (3.64)

Agora, reduziremos o problema dos três vórtices, com intensidade unitária, a um
sistema Hamiltoniano plano que admite conexões selas.

Como p2 é constante através das soluções de (3.63), a integração deste

equivalente á integração do sistema:

Õ7-

qi
r

com p2 :: p sendo um parâmetro positivo. Os pontos de equilíbrio do sistema

satisfazem (3.64) são:

sistema é

-24P?(P P:) «; q: ;i« q:,

cos' q:(36 PÍ - 24PP:)+(3P - 2 P:)(3P - 6 P:), (3.65)

(3.65) q-

,- - ü: - li« , -:«: - o,
z2 = (pl - 3p , sinqi = 0),

, sin qi = 0).

(3.66)

As matrizes do sistema (3.65) linearizado em torno dos pontos de equilíbrio zi,z2 e z3

são, respectivamente:

.=, ;='lml,
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\ 9p o J
/ . 9 . \

o -i-p' \
k -29/z o ./

Vemos claramente que os determinantes satisfazem l)etMI,. > 0, Z)efMI. > 0, Z)efMll,: <

0, e, como o traço destas matrizes é nulo, isto implica que os valores próprios são ima-

ginários puros no caso de zi e zz, enquanto que são reais e de sinais opostos no caso de

z3. Resumindo os resultados anteriores temos a seguinte proposição:

) ,ml. (3.67)

ml,:

Proposição 3.4.1 0 sistema de equações dl#renc ajs (3.65), fem os pontos de eq á/aria,

n,as coorde'n,ada,s'px,qxJ

,: - (P- - :-P , "; q: - o),

z2 - (pl = 7p , sin qi = 0),

(pl = -;/z , sin qi = 0)

A família de pontos z\,zl são centros e a, jüTílilia, de Tantos zs são l)autos de sela. Além

disso, existem conexões selas, as quais estão nas curdas de rtíuel da energia VÇp\,pa\ p] --

]

3P

(3-68)

Dado que y assume o valor --p3 na família de pontos z3, as conexões, caso existam,

devem estar nas curvas de nível da energia y(pi,p2; /z) = p;, ou seja, devem satisfazer:

}''(p:, q., d + p; - @: - dh- - iÕ-:i:$=i;;D)Ü: - iÕ-:$-;ii;5) - o.

.Portanto, a curva

2(2 + «li sin qiy
é uma conexão de sela de (3.65) contida no conjunto (3.64), já que tende para os pontos

(pl = Í, qi = 0) e (pl = {, ql = n) quando qi tende para 0 e n, respectivamente.

P
Pt :: )0 < qi < r Pa -- F, (3.69)
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É de interesse considerar a solução de (3.63) que está contida no nível de energia

}''(Pi,qt,P2) = -#; < 0. (3.70)

Esta equação pode ser explicitamente resolvida com relação a p2

p, - íp:(i + «;' q:) j: Z-A/p' ' "í ;:" \'q:/(3.71)

sendo que esta expressão está definida para 0 < pi $ p. O ramo de (3.71) que contém

; c«r- (3.69) é:

P, - :P:(l + «;' q:) + : ho(P:,q:,PI (3.72)

Como numa vizinhança da separatriz (3.69) tem-se ãi;- # 0, a solução do siste-
ma (3.63) satisfazendo (3.70), (3.72) e cujas órbitas estão perto de (3.69), podem ser

parametrizadas por q2, e satisfazem o sistema:

@! - gb(p:,ç:,p),
=lqu aq\
iq\ i)ho, ~
-;"' = ---=--lPt , qi , /ZJ.dqa apt

A solução do sistema(3.73), tendo como órbita a curva(3.69), é obtida por integração

da equação:

(3.73)

dqi

dq2

l)ho, p. ..

--ãpl (PI - 2(2 + vã sinqiy q:'P)
(ay/ap:)(p: = p/(2(2+ V'li sin q:)),q:,#)
(ay/ap,)(p: = p/(2(2 + vã sin q-)), q:, p)

2 sin qi(«ã + sin qi)(2 + vãsin qi)
4 + sina qi + 3v3 sin qi

(3.74)

Portanto, temos:

q,(q:) - çg
qi 4 + sin2t + 3v3 sina ,.

/.? 2sint(«ã+ 2sint)+(2+ «lisint)

a-ctan(aã + 2 ta«(qt/2)) + ;:ctan(vã + 2 tan(q?/2)).

t-'(ç:/2)Vã + ta«(q-/2)(1/vã) + tan(q:/2)
tan2(q?/2)vã + tan(q?/2)(1/«li) + tan(q?/2)

(3.75)

/
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qi = z+ },
7r

qo = zo+ ã-, < "' < }, (3.76)

«,(«,«.;«D - «,(« -- ;) - «g+ ib".: r(=)

- «- (""#=.g'"'")
* «- (""'q'-'=.$F'"')

Lembrando a identidade trigonométrica:

,:''t- l -í-:= 1 - -"t- " + -«t- ",

(3.77)

obtemos então

ç,(,,«.;çg) - çg+ ihi.,g;éâ - (2-- a)t-("/'))
--«;« (: '-(«/4),

íz/2\ 2 1 + v6 : (]8 : !) tan(a/2)
(a/2))i i + vli+ lvã

Se definirmos

s(") - ;:la log F'(z) - arcta«l(2 - v3) tan(z/2)l, (3-78)

(3.79)

temos

q2(,, «.; qg) Çg + ;(«) - .(«o)

Note que F(--z) = (f'(a))': , donde s(--z) = --s(z)
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3.4.3 Exemplo 3 quatro vórtices sem massa

Nesta subseção, seguiremos de perto o artigo l5l: "The tour positive vórtices problema;

regions of caotics behavior and non-integrability", de Castlla, M., Moauro, V., Negrini,

P. e Oliva, W

A função Hamiltoniana associada ao problema dos quatro vórtices Fj = (zj, açj), .j =

1,2,3,4. , com intensidade (l,l,l,c), c > 0, é dada por

-lli« lií, -z:ll+i« llã; -F:ll+l- llz; -z,ll +
.(I" llz, -/:ll +ln llE3 - z-ll+i« ll#; - F,ll)j

Ho -+ eHt

(3.80)

onde Ho é a função Hamiltoniana do problema de três vórtices com intensidade unitária

definido em (3.47). E a forma simplética é dada por:

w = dyi A d# 1 + d3/2 A dz2 + dy3 /\ dz3 + cdy4 /\ da4. (3.81)

De acordo com (3.20), o sistema tem as integrais primeiras

11, := yi + y2 + g/3 + cy4,

n, + «, + "; + «.),

J - -;(llí:ll'+ llz,ll' + llz;ll' +.llF,ll')

(3.82)

REDUÇÃO

Sd-m

Mo

Mt

F: + Z2 + 83 + cF4
3+c '

7i+ F2+ i3
3

(3.83)

Vamos definir novas variáveis por

M. «.,?og/.),
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--+ --+

ZI #2 'ã: (cos a-,sin 0:),

'aç: (cos 02,sin 02),

'ãi (cos 0,,si« 0;),

(3.84)

onde 77o ,a ,P e 7 tomam os valores

I' ' \la +.' .-PV
Desta forma, a transformação que leva as coord-idas ((zi, yl), (a2, y2), (z3, y3),

(V''Ez4, vig/4)) em (zo, yo, ãi, 0i , ã2, 02, ã3, 03) é canónica. Obtemos que a função Namilton-

iana (3.80) nas novas variáveis é:

H,0:,ã,,0,,ã;,0;),0:,ã,,0,)+'H:(ã:,0:,i,,a,,ã3,0;)

com Ho, definida em (3.55) e

(3.85)

[8ã3 + céi + c3/2.#21
l É'o l

onde 4'i = @i(ãi,0i,ã2,02,ã3,03) e Ó2 = @2(ãi,0i,ã2,02,ã3,03). Em pa:

@: â:«;(o; - o,) + 8ã: + 8a,ãã+8ã ãg - 16ã:aâ«;(o: - o;).

ticular

(3.86)

(3.87)

Nas novas variáveis, a forma simplética é

w = dyo A dzo + dOi A ãi + d02 A ã2 + dOa A ã3. (3.88)

Denotando a(c) = c;/' e fazendo a transformação canónica

al9

ãi + ã2,

ii + ã2 + ã3,

ql = 0i -- 02,

qa = 0a -- 0a,

q3 = 03,

(3.89)

temos que a função Hamiltoniana (3.85) nestas novas variáveis é

Ho -+ eHt

-; l«« . («': ' "ÇI'4''u)l
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onde y = V(pi, qi,p2) é definido em (3.61) e ÓI , a são expressas nas novas coordenadas

Em particular, éi, definida em (3.87), nas novas coordenadas é dada por:

-16(P; - P,y(P, - P:) cos' q, - 8(P; - P,); + 8(P; - P,y(P2 - P:)
+8p:(p; - P,y - 16p:(Pa - P,y cos'(q- + q,). (3.91)

'ét

Utilizando as propriedades logarítmicas, a Hamiltoniana (3.90) fica

«- L]--( «';',;-,,';*.*-*«'.,.')*'"- A]

Definindo

W'(P-, q:,P,, q,,P;)(P-, q:,P,)ll8(P3 p,)' + .é- + .'(.)I',

onde a função W', de acordo com (3.84) e (3.89), é definida para p3 > p2 , é 2r-pciiódica

na variável q2 e é independente de q3.

Se fizermos o desenvolvimento em polinâmio de Taylor da expressão l8(p3 p2)3 +

céi + o(c)I', para c suficientemente pequeno, obtemos:

H' = y (p:,q:,p,)-l1+3cln l2(p; --p,)l

+{. l9 In'j2 (p3 -- ml + ãilit;f1lã5SI } + o(c').

Assim, podemos escrever a Hamiltoniana (3.90) na forma

i«l-pvl, (3.92)

com forma simplética

zo = dqi /\ dpt + dq2 A dpi + dq3 A dp3 (3.93)

As equações do movimento do sistema com Hamiltoniana definida em (3.92) e forma

simplética (3.93), são

aqi'
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Õq2,

0,

(3.94)

Como -# é conservado sobre as soluções de (3.94), podemos introduzir o novo tempo

.'- - 'É -P (-4«H) f,4r

de maneira que o sistema (3.94) torna-se:

aPi aW' Õqi
Õ'r i)q\' ÕT
ÕP2 ÕW' aq2
õ'r aqa' õv
e© - ', ?9r dr

ló.y01

Este sistema tem como integrais primeiras

p3 = constante, W(P: , q: , P2 , q,; P' , .)

Notemos que, para c ' 0, tem-se que W' = y(pi,qi,p2), com y definido em (3.61).

Como as soluções (3.79) do sistema (3.63) estão no nível de energia y(pi, qi,p,) = --p' <

0 e suas órbitas estão perto da curva (3.69), estudaremos as soluções do sistema (3.95) no

nível de energia W' = --p3 < 0, numa vizinhança da curva (3.69) , para c > 0, suficien-

temente pequeno. Reduziremos o sistema (3.95), a um sistema de equações diferenciais

que não é mais autónomo.

Como pala # > 0 fixo, tem-se (aW/õp2).-o = y/ p2 # 0, sobre a curva (3.69),

então da equação

W' = W'(Pi,q-,P,,q2;P; =P+a,c) = P; < 0, (3.96)

podemos obter p2 explicitamente, para valores de cr e e não negativos e suficientemente

pequenos. Se supusermos além disso que a solução de (3.96) toma seus valores em

{p, : ip, pl < ;}
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podemos escrever

P,(P:,q:,q,;a,.,P) q:,P) + . Xo +''XÍ, + o('') (3.97)

onde XI) é 2a-periódico em q2 e

Õe )...
3p; Inj2(p + a -- Ao(pi, qi; p)l

(v/',:) ,,:...,. ,.: ;«,

l2(P + a - Áol

Xo

Õe2 )...

l

avlap,

8(P + a - Ào);

(3.98)

-- '"' ., ... l: .Fb,'bhÍl:'.,-..
*;"- ':'. -- « - «.,(z).... -- ;($)...: *:1

Dos resultados acima, temos a seguinte proposição

Proposição 3.4.2 0 sÍsfema de eqí&ações dli/erencÍais parcÍaás (3.95), Guias se/wções

estão perto da cura;a (3.69), e rzo nz'oe/ de energia (3.96) é red z do ao sistema de equações

diferenciais na, jol'ma

aq2

q2

para c stz$c enfemente peguem

o(c) é 2x per ód ca em q2.

e X =Xo 0

Fç.(P:, q:, P)+ .X,:(P:, q:, q,; a,., P),

-Fp.(P-, q:, P) -- CX..(P:, q:, q,; a,c,P)

onde tF.. ,F,. ) = t holaq\,aboli)pÜ

(3.99)

l ,..,/ l

Assim, o problema em estudo foi reduzido ao problema de perturbação de um sistema

de equações diferenciais ordinárias. Quando c = 0, o sistema (3.99) é reduzido ao sistema

(3.73), o qual descreve o movimento de três vórtices sem massa, cuja solução representada

por pt ' pt(q2 -- çg) , qi = qi(q2 -- çg), definida em (3.69) e (3.79), com zo = 0, é

qa -- q;

z': « c l - :, : l (3.ioo)« . (- ;,;)



onde qi = g + i- e s(aç) esta definido em (3.78).

Assim, estão satisfeitas as condições para utilizar o método de Melnikov (ver ]8],j151

) para estudar o comportamento das conexões de selas ligando os pontos de coordenadas

(pi,qi): 2 = (p/4,0) e z* = (p/4,n). Comecemos por definir a função de Melnikov

relacionada ao sistema (3.99)
/'00

i(Çg) / f'(P:(Ç,-Çg),Ç:(Ç,-Çg); P)XX(P:(q: qg),q:(q,-qg),q,;a,.,P) dq, (3.101)

onde utilizou-se a notação F' x X = Fç.X,. FP.X.: e (pt(q2 -- çg),ç:(ç, -- çg,ç,)) éa
órbita heteroclínica ligando os pontos 2 e z*

Com auxílio desta função, podemos mostrar a existência de pontos heteroclínicos

transversos e consequentemente provar a existência de "horseshoes". De fato temos o

seguinte resultado, devido a Melnikov.

Teorema 3.4.3 Método de Melnikov. Se a /urzção l(qo) ca/cu/ada ao /ongo da óró Za

perteTtcente à interseção da variedade estáuet de z* com a variedade instável de 2, tem

zero sim'pies e é limitada, evttão para e sz$cientemente pequeno, as variedades 'VV' (.z* ) e

ánsláue/ W"(ã), {nZersepfam-se transe;farsa/mate.

Se mudamos de variável na integral de Melnikov (3.101), subtituindo q2 = q2(z) e se

derlotarnos z = (pl, qi) a órbita parametrizada, pela expressão (3.100), obtemos (3.101)
na forma:

l(qg)
"' l*,.p(,),«,(,);«,.,n *..«(«),«,(«);«,.,dl a«

/= á-l*p(.),«,(,);«,.,MI a« / 4 *(,(«),«,(«);«,.,d a, o.:")

I' -l -gd(2.q,t.)\«,.,nà?:a«-+ l -:i, xç," ,q,ç*)\-,.,Kl?:d,*

-/ {ãü;xp(,),,,(,);~,., t} , '«

/

com (f,o) , '* ({, «').
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De (3.98) vem que:

ax
q2

a
'aq2

1 1
8 (aV/ap2)p,-h.(p: ,q: ;p)

XI,(P: , q: , q,; a, P) + .(.)

P; 'Ü";-; .k=m (=),,:...,.,,-;«,'

onde

Óf 6(P+ a -P,yl(P, -P:)cos'q, +P: COS'(q: + q,))

Como ao longo do movimento (3.100) , Ào(pt,g:;p) = p, se fixamos '« = {, tem-se

[á p3c .:,',,,"- $1;@:(,), «:(.); «,d,;-,(,)
com

çóf -41(p P-) cos' q, + P: COS'(q: + q,)l,

e,

3P'(4 + v'ecos a; + cos

(2 + ~''bicos «)'

' ,)
z=z(r),P2=P

Por outro lado, temos:

4*],:; é*],.,. sin(2q2 (z) )

4 + cos' « + 3v'ãco;(«)
2 c.; «('Ü'ã + 2 co; «)(2 + Vã«; -)

Com estes resultados podemos escrever (3.102), na forma

l(qg) -'"'' /= 1 .. ..; :13T::= :E T=-ã ::«p«g -'- '.(«»

-ü-iA..., [., 2 + vãcos #

íi";é'== ;i«P«g + 2« + 2. )l } a, + OH.

) sin(2qg + 2s(z)) (3.103)
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Finalmente, agrupando os falares sin(2qg) e cos(2q9) , em (3.103), obtemos

i(qg) - ;P' 'll: si«(2qg) + 1, c's(2qg)l + 0(')

onde li e l2 não dependem de q!.

(3.104)

Pala garantir a existência de interseção transversal entre as variedades estável e
instável é suficiente que a expressão

li sin(2qg) + l2 cos(2qg) (3.105)

tenha um zero simples, e para isto, basta comprovar que ll ou lz seja não nulo, segundo

o próximo lema.

Lema 3.4.1 Se ll ou l2 /or não nw/o, então a /unção de il/e/nÍAoo fem zlm zero sámp/es

Denlostração: É claro que existem zeros da função acima. Suponha que exista um

zero pg, mas que este não seja simples. Nestas condições, verificam-se simultaneamente

as equações:

11 sin(2pg) + l2 cos(2pg) = 0,

li cos(2pg) l2 sin(2p:) = 0, (3.106)

o que implica que li = 12 0, contradizendo a hipótese original

Portanto uma condição suficiente, para mostrar a existência de pontos heteroclínicos

transversais, é mostrei que ll não se anula. A integral li é dada por

cos':« cos(2 s(z)) ~ Vãsin :«sin(2 .(z))
h4-'2cos'X:+)ÍÚÚ)- ' 'il©--'«;,) .l '"' 0.:oDi: - .2«ã/"/'

Esta integral foi calculada por métodos numéricos, mostrando não ser nula (ver ISI).

O valor obtido para li foi 0.2621, com um oiro de 10'4. Assim, foi provada a existência de

pontos heteroclínicos transversais e, consequentemente, a existência de comportamento

caótico. Temos portanto o seguinte resultado.
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Teorema 3.4.4 0 sistema Xam /tonáano ( IR*,w, H) de gualro t;órfÍces com {nfens dado

(l,l,l,c), «m /u«ção #«m{/fo«á««« H de#nád« .«. (3.80) ' ./b«m« sÍmp/étác« «,, deá-

lzida em (3.81), tem pontos /zeteroc/{hicos transe;ersaãs para ua/ares de c su#cÍenfemenfe

pegKenos.

Este resultado implica que há novas regiões de comportamento caótico para o proble-

ma dos quatro vórtices com massa, com intensidades positivas, diferentes das encontradas

antes por Ziglin (ver 1291). Em particular, esta é outra demostração da não integrabilidade

do problema.

Ziglin considera o problema restrito de quatro vórtices: um vórtice com intensidade

tão pequena que não afeta o movimento dos outros vórtices, mas que se movimenta

pela ação do campo de velocidades dos outros três vórtices, de intensidade unitária. As

equações do problema restrito são:

l é- 3/. - g/j(t)

2a f2.Í r4j

l .ê- «, - «j(t)
2a' Z--a r4{ '

onde r4j = vln4 -- ajy + (y4 -- yj)' ,.j = 1, 2, 3 , (#4,y4) corresponde às coordenadas do

vórtice com intensidade 0 e (açj, yj), .j = 1, 2, 3 são as coordenadas obtidas da solução do

problema do movimento dos três vórtices com intensidade (1, 1, 1). Estas soluções serão

usadas numa forma conveniente. Se denotamos por ai os lados do triângulo determinado

pelos três vórtices e Á{, { = 1,2,3 seus ângulos opostos, então temos as seguintes

identidades:

Z4 )

J
(3.108)

,? - f-,.I', ,: - l-:;l', ,: - l-:,I', (3.109)

e

;i« -''i: - ];; [:..] ' sin .A2 = !iil;iÍÍ;iÍ' ;:« Á,-Çà-i=#. o.::
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Derivando a expressão (3.109), com respeito ao tempo, e

movimento dos vórtices com intensidade unitária (1, 1, 1),

Új = --ã---=, .j= i,2,3,

com IZo definida em (3.47), obtem-se as equações do problema
na forma:

)

utilizando as equações do

(3.111)

restrito dos três vórtices,

al 1 / sm J43 sm J42

2n \. a2 a3

l /'sin .,4i sin ,43

2a \ a3 ai

l /'sin .42 sin ,4i

2a- \. ai a2

(3.112)

a3

O sistema (3.112) admite duas integrais primeiras, as quais são expressas em termos

dos lados do triângulo determinado pelos vórtices. De fato, se subtituimos as identidades,

Á:: ãa2a3 sin.At = j;aia3sin ,42:: {aia2 sin .43,(3.113)

onde .4 é área do triângulo determinado pelos três vórtices, nas equações (3.112), obtemos

o seguinte sistema:

«:à: = :-(";' - ';')

«,à, = ::-(';' - 'i'),

«;à: = á(";' - ";')-

)

r;i i 14 i

Somando e integrando as equações (3.114), tem-se

«? + «: + «ã - ««;t-t.. (3.115)

Por outro lado, multiplicando as equações (3.1 14) pol ai 2, a, 2 e a;2 respectivamente,

somando e integrando, obtemos:

In ai + in a2 + in a3 = constante. (3-1 16)
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Portanto o sistema (3.112) tem as integrais primeiras (3.115) e (3.116), as quais

podem ser escritas na forma

«? + «3 + ":

ala2a3

.3,
3ci. (3.117)

cf
Desta maneira, se subtituimos a3 = --=L- no sistema (3.112), obtemosala2

l /'sin .A3 aias sin ,4:t)

2a \. a2 c.

l /'aia2sin ,4i sin .43

2r \. c? .:

al

a2 (3.118)

O sistema (3.118) tem o ponto de equilíbrio ao = (ci,ci), correspondente à confi-

guração de um triângulo equilátero, entendendo-se por configuração à figura geométrica

formada pelos vórtices. Da matriz M, do sistema linearizado (3.118),

l q \

lvl ja-ao (3.119)

obtemos os autovalores À - ü-:-:1-7 i, portanto o ponto de equilíbrio ao = (ci, ci) corres-aqrr'

ponde a um centro.

Ziglin obtem as soluções do sistema de três vórtices numa vizinhança do centro

ao = (ci, ci), as quais são dadas por uma família a um parâmetro de funções periódicas.

Escolhendo um parâmetro c apropriado para esta família, ele subtitui estas funções pe-

riódicas nas duas equações (3.108) de movimento do quarto vórtice, obtendo assim um

sistema Hamiltoniano dependendo periodicamente do tempo, a saber

Õ'r i)n

o«de #(e, ,7, .-; c) = Ho((, ?) + 'H:((, q, .-) +

(3.120)
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Quando c = 0, o sistema Hami]toniano é definido peia função Hami]toniana ]7o, e o

correspondente retrato de fase possui um ponto fixo homoclínico. Para c :/ 0 é necessário

examinar o sistema (3.120) no espaço de fase estendido {(, 77, r(mod 2n)} e considerar

a aplicação de Poincaré, definida do plano {r(mod 2n)} = no nele mesmo, dado pelo

fluxo de fase. Em geral, se c # 0, a órbita homoclínica do ponto fixo hiperbólico, separa,

a variedade estável da variedade instável, as quais se interceptam transversalmente no

ponto homoclínico. Então o sistema perturbado apresenta comportamento caótico, devido

à presença de "horseshoes". A existência de pontos homoclínicos está garantida, já que a

função de Melnikov relacionada ao sistema (3.120) tem um zero simple. Para os detalhes,

ver [29].

Por outro lado, um outro exemplo de um sistema não integrável é obtido em [181,

onde é apresentada uma demonstração completamente analítica da não integrabilidade

no problema de quatro vórtices sem massa, no caso particular de dois vórtices fortes

e opostos, e dois vórtices fracos e próximos, por meio da integral de Melnikov que é
explicitamente calculada por resíduos.
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Capítulo 4

O modelo dos vórtices com massa

O mode]o dos vórtices com massa em ]R2 pode ser introduzido de duas formas distintas.

Numa primeira forma, pode-se definir fisicamente a força que age num vórtice com massa,

o qual pode ser considerado como um vórtice onde se encontra uma partícula de impureza,

responsável por esta massa. Este procedimento foi feito por Friedrichs, em jl 11. Uma outra

forma é a utilização da analogia com o modelo das "cargas bidimensionais", discutidas

na seção 3.3, agora sem tomai as massas nulas. Estas duas formas de descrever o modelo

determinam as mesmas equações do movimento, o que será apresentado na seção 4.1.

Cromo consequência da analogia eletromagnética, obtem-se imediatamente que o modelo

resultante é um sistema Hamijtoniano.

Contrariamente ao que acontece no caso dos vórtices sem massa, o sistema de dois

vórtices com massa pode ser não integrável. Mostraremos que, para certos valores dos

parâmetros, o sistema é não integrável, enquanto para outros, o sistema é integrável (ver

1251). Na seção 4.2, analisaremos o problema de dois vórtices com massa no caso em que

a soma de suas intensidades é não nula. Utilizaremos as integrais primeiras do sistema,

para reduzi-lo de oito para quatro variáveis. Mostraremos ainda que no caso Ç? = Çlz o
sistema é integrável, já que aparece mais uma integral primeira. Além disso, algumas das

órbitas deste sistema ficam próximas às órbitas do sistema com dois vórtices sem massa.
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Finalmente, na seção 4.3, analisaremos o problema de dois vórtices com massa, agora no

caso em que a soma de suas intensidades é nula. Novamente utilizaremos as integrais

primeiras do sistema para reduzi-lo de oito para quatro variáveis. Entretanto, neste caso,

se considerarmos mi = m2, obteremos um sistema que não é integrável no sentido de

Liouville, para a maioria dos valores dos parâmetros.

4.1 0 modelo dos vórtices com massa como um sis

tema Hamiltoniano

Vamos considerar a situação em que existem N vórtices movendo-se em IR2, sendo que

ao .j-ésimo vórtice está associada não só a intensidade I'j mas também a massa mj. De

acordo com Mrmula de Friedrichs (1966), temos que a força que agua nestes vórtices é:

Fj = pl'je3 x (8j -- uj(4)),

onde p é a densidade do fluido e

,N, (4.1)

' E'l.'õÜ-, (4.2)

com W definida cm (3.14)

Então, pela segunda lei de Newton, o movimento de N vórtices com massa é descrito

pelas equações:

«.j4 = pl'je3 x (8j uj(4)), ,/V'. (4.3)

Substituindo a e(luação (4.2) em (4.3) obtemos

mj4 = pl'j(e; x &) + Vj(p W), , N. (4.4)

Fazendo as identificações pl'j

são formalmentes iguais a (3.33).

(p W) o © temos que as equações (4.4)

Da observação anterior e dos resultados da seção 3.3, temos o seguinte teorema
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:['eorenla 4.1.1 .As eqwaçoes qwe descrevem o mouzmenZo de ]V oórZzces com massa sao

determinadas Feto sistema Hamiltoniano Ç R4U ,m,H), com funçíío Hamiltoniana H de-

$nid« P«:

lJ
:5; llÃ - e?-(4 x ';)ll'+X' W,(4-5)

onde W é ü função de l<irchho$-Rolth, de$nida, em Ça.\.4à, e jorrrta simplética \o definida.

'por:
/v

>l: @,j A a«j + dp«j A 'z"'' (4.6)

Observação 4.1 ]Vofe q e;

ã - «,ã/ - e?(', x 8j) (4.7)

Observação 4.2 .4na/ogamente à (3.12), o co/chefe de PoÍsson re/afÍt;o â /arma sim-

plética w de$nida. acima é dctdo por:

Devido à invariância do sistema por lotações e translações, verifica-se (utilizando-

se, por exemplo, o teorema de Noether, ver l31) que o sistema tem, além da energia, as

seguintes integrais primeiras:

{f', G} - >: }:
aF aG ÕF ÕG
1)=j: aPi: aPI. a=ji

/v 2

l i lJ
(4.8)

H, (,,,*Ç".

$(,, Ç,)11, (4.9)

Estas integrais primeiras não estão em involução. De fato, de (4.8), o colchete de

Poisson, relativo à forma simplética (4.6), entre as diversas integrais primeiras são:

{n,,n,}



11.,

H,
(4-10)

No entanto, definindo ll2 = ll2 + lij, verifica-se que

{n', J} (4.11)

Assim, dos resultados acima, temos a seguinte proposição

Proposição 4.1.2 0 sistema #am{/ton a zo ( IR'N,w,H), corri /unção Aamá/foniana n

. /o,m« .{mp/éf{« «, de$«{d« .m (4.5) . (4.6), «;pe.t{«m."f', ''«. c«.. {"f.g«ás

primeiras independentes em inuolução, H'z e J, além da energia H

Este resultado garante, juntamente com o Teorema de Liouville, a, possibilidade de

reduzir o sistema de JV vórtices corri massa, de 4N para 4N -- 6 variáveis. No entanto,

esta redução não é suficiente para garantir a integrabilidade nem mesmo de um sistema

de dois vótices com massa, como veremos na próxima seção.

4.2 Exemplo 4: dois vórtices com massa, I'i + I'2 :# 0

4.2.1 Redução para quatro variáveis

De (4.5), com W definida em (3.14), temos que a função Hamiltoniana do sistema de dois

vórtices com massa em IR2 é:

ãl ;ã p.*.ü --ã: ã; !-/@,*.J
+'p(llí: - z,ll), (4.i2)

o«de q'(llí- ll) -pW(F:,F,) - --p llZ,--Z-ll , /; = ("{,y;) ' Á -(P,.,P«.),
Í- 1,2.

n(ã* , ii,,F. ,Fz )
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A forma simplética é:

w :: dp,::. /\ dzt + dpv: /\ dg/t + dp,, /\ dz2 + dpv, /\ dy2. (4.13)

De acordo com (4.9), este sistema tem as seguintes integrais primeiras

", - ,,:*,,,*#«:*Ç",,
. PI'i PI',

,,.+'«

Zll)yi Pzl + Z2Py2

(4.14)

Sem perda de generalidade, podemos supor I'i + I'2 > 0. Neste caso, guiados pelas

simetrias da função Hamiltoniana (4.12), utilizaremos as seguintes coordenadas:
'r'l -+ . TI -+

I'2z2 + I'ia2 / l K\

1- -F F2 ' \''' J
Z2 ZI.

Escrevendo R e r em. coordenadas polares, obtemos:

/? cos 0 ei + .l? sin a e2,

« cos(0 + @)e- + , sin(0 + @)e,,

onde a é o ângulo entre R e ei, é é o ângulo entre R e r, R e r são

R e r, respectivamente. De (4.15) e (4.16) tem-se que:

R «; " - fÍ;ilB'" -;@ + ©,

Rsin0--i; t2 .sin(0+#'),

R «; ' + F;:ilB'' .";(o + #')

Rsin0+i;;;' rsin(0+é)

)

(4.16)

as normas dos vetores

al

(4.17)

Z2

g2

Pala que se obtenha uma transformação canónica, os novos momentos pn , p,, po e

p,Á devem satisfazer:

qi M:(-/r,Ã + X':ã)
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g2 M,(Ã+ú)

onde /r. = i;i:liti;-, i=1,2 e

cos(a + él

, sin(0 + él ,:::=, 1 , «,-l =:.:, ;=,l (4.18)

K':M;:Ü -- Mj:dl,

/í,M;'Õ -- Mj:Ü. (4.19)

LIÇ ll\J ü (blllLID q LI(; .

M;: , cos(0 + él

r sin(0 + @l

R cos 0 R sin 0
1::i=' 1 - «,« .";--.

= T.oMÃ' ,M;: ;l"='cabo

«:l.==,: 1,
podemos escrever (4.19) na forma

«--l: =1.«,-l: :l (4.20)

I'i lM RI'i +l'2 > «.«;:1 11
l *« .«;' l=llI'2 MRI'í +l'2 (4.21)

A função Hamiltoniana (4.12), nas novas variáveis canónicas, é dada por:

« -(%=)(,:*$) *çl(ú\y(=='),'*. ,,*
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*;(: * =)(.-ür 1,: --(%"y * ';,''-: * -,,'l *
* (: - :) (.-h) ' * Ç (: - :) (d4p) . *
*g (: - :) (LÊ) « * ; (: * :) (.-h) «,

onde / e g são dadas por:

1.«,*(h «)-;*
-- (-T" -- (*'-Í'") ,,) ;:« * -- g« («, ;:- '' -- :' «; *) a: -- -a ,

(4.22)

(4.23)

e

g -; (r: + rD x« «; é - , (p« ;i«'Ó l:'i") «; *l (4.24)

Note que a depêndencia da Hamiltoniana com é está toda nas funções .f e g. Cromo

a transformção é canónica, a forma simplética nestas variáveis é:

dpK b. dR -} dP, b. dr -+ dpo b. dl) -F dp.b N a4), (4.25)

e as integrais primeiras (4.14) são:

1=:1 - «.1.p T.,*.,,.l
(4.26)

Po,

com To definido em (4.20).

Notemos que po é integral primeira e então a Hamiltoniana (4.22), que não depende

de 0, é reduzida a seis variáveis. Assim, conhecida a solução do sistema ( IR',ü', Ü), com

função Hamiltoniana

H(R.«, ©, Pn, P, , P.) 'D , Pn, P,, P. ; P.) (4.27)
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e forma simplética

ü) -- dpn b. dR -+ dl). b. dr -t dp.b b. d#.

podemos determinar o valor de 0, através de integração:

' - .Qü-* 11. k.«.

(4.28)

(4.29)

Para reduzir ainda mais o número de variáveis na Hamiltoniana (4.22), utilizaremos a

integral primeira ll2. A partir de qualquer condição inicial, com uma translação conveni-

ente, é possível fazer ll2 = 0, desde que I'i + I'2 # 0. Portanto, sem perda de generalidade,

podemos supor ll2 = 0. Assim da relação (4.26) temos:

a5m- -- -a-':

( dona. »n (4.30)

(4.31)ou

Substituindo as relações (4.30) e (4.31) diretamente na Hamiltoniana (4.22), elimina-

mos as variáveis pn e R, obtendo assim o sistema (H', w'), que também é Hamiltoniano,
com função Hamiltoniana -Zlí', dada por

H' tT, +. P., P+\ P8) - H(RÇP.b\Pa),r, $, PR -- Q,P,, P#\PQ). (4.32)

com R = R(pé; p#), definido em (4.31) e forma simplética

u)' -- dp, b. dr -} dp.b h. d$. (4.33)

De fato, verifica-se que as equações que determinam o movimento para este sistema

Hamiltoniano, são equivalentes às do sistema anterior, isto é:

aH', . . aH
bk-(', #',p,,pó;p.) - lii'(x(pó;p'),', pn - o,p,,pó;p,)
3H', . raH.
ài(", @,P,,PÓ;P.) - Çàã(X(PÓ; P'), ", é, & P,,PÓ; P.),,l .::.."'-'e

+g;(-R(p«;p.),,,ó,a - ',p,,p ;p )g
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aH. , ~ . .
ãã(x(pó;p,), ", #', pn p,,pó; p.),

-1l;(', #',p,,pó; p,) - -lr(x(pó;p'), ',#', pn ',p,,pó; p.),

-%;(", #',P,,Pé; P.) - -%:'(R(Pé;Z''),', #', Pn 0,P,,P+; P.),

já que, da condição (4.30) tem-se:

Ph(-R(pé;p'),',d',Pn P,,PÓ;P.) -0

(4.34)

(4.35)

A função Hamiltoniana reduzida H', definida em (4.32), nas novas variáveis é

« -(==) 1,:-- n*';({h),l --

* .h(:*:) ',. (4.36)

--(: - :) aá:súa;-a(='«.*--,,''«** ÇJ-Ü:««;*l
Resumindo os resultados anteriores, temos a seguinte proposição

Proposição 4.2.1 0 sÍs]ema -Rama/[on ano ( ]R;,w,#), com n e w de#nÍdas em (4.22)

. (4.25) «.p«t{«m'"'e, «m I': + I', # 0, á «d-Íd. «o .{.fem« X«m{/f.«{-. ( R', «,',

H'), deT)entendo da integral primeira. po como para,metro, com \o' de$nid,as em Ç4.saà e

H' de$«{d« .«. (4.36).

Note que a Hamiltoniana H' pode ser reescrita como:

«' - ;(,:*g*,'«'*,«,.) *'',. -,*'*'',,*

--« .Ú$$=m (T- «; ', -- ,, ;:« '- -'- ,, «; ó)

ã (p'- 'r (F' x ':)y + {(p' - p+) + '$(') +
+0v2p(p. - pé) (»'- 7 (r' x e;)) ' ',

(4.37)
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onde r' = re,, »' = p,e, + e©eÓ, e, e eé são os vetores polares unitários usuais, e onde
foram definidas as constantes:

7n l7n2

7nl + 7n2 '

P I'il'2
21't +l'2'

.-h (= -- =l
I', r. \ l
m2 m-./ /I'.+FI

(4.38)

4.2.2 Um caso integrável : -;;.- := m2

Nesta subseção descreveremos a dinâmica de um sistema de dois vótices com massa, que é

integrável no sentido de Liouville, no caso particular em que ambos vórtices têm o mesmo

ralo massa/vorticidade:

l 2

'ri 'n r'')
1 1 1 2

Assim, sob a hipótese (4.39), podemos ver que alguns termos da Hamiltoniana (4.22)

são eliminados. A Hamiltoniana não depende mais de é e portanto obtemos que pçç é
outra constante de movimento. Além disso:

ó - rB- + B-) r.-L r:::eÇ:-e'
'ni m2,/ \.I'i +l'2,/ \.R'(I'i + I'2) ' 2

7n2
P >o (4.39)

(4.40)

Utilizando agora a relação (4.31), obtemos

( soante,
0

;Íiç-i:-iU (p, - PÓ) - "«st-te,

(4.41)

(4.42)

com { definido em (4.38)

Isto implica que, a menos de uma constante imposta para obter ll2 = 0, o vedor

R, definido em (4.15), tem módulo constante e roda com velocidade constante. Então, é
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suficiente estudei a dinâmica de r, definido por (4.16), determinada pela função Hamil-

toniana (4.37). Se notamos, a partir de (4.39), que l9 = 0 e { = (2'y)/p, podemos escrever

a função Hamiltoniana (4.37) na forma:

lH' -=P? + u(,):
2p

(4.43)

onde

i(T ,,)'-«:« ,,

I'i I'2
p'ã;' (4.44)

Assim, conhecida a solução do sistema Hamiltoniano (HI, toi), com função Hamilto-

niana

H:(«, P,) (,, P,;Pd), (4.45)

e torma slmpletica

«,: (4.46)

é possível obter a solução do sistema original através de quadraturas. De fato, temos:

.«*J:% -;-
I' /'*

@(t)

(4.47)

com

e3 + 'r* ,

onde r(s) representa a solução do sistema definido por (4.45) e (4.46).

As equações do movimento associado à função Hamiltoniana (4.43) são

p# = p( r x r (4.48)

)

P
(4.49)

au l
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A Junção potencial u admite um umco ponto critico, o qual é um ponto de mínimo

r* > 0, dado por:
Pa + «(Pa)' + (2'yPÓ)'

2'y2

Portanto, sendo r,. um ponto mínimo do potencial U, (r*, 0), é um centro do sistema

(4.49)

(4.50)

4.2.3 Estabilidade

É claro que os modelos dos vórtices com massa e dos vórtices sem massa são totalmente

distintos enquanto sistemas Hamiltonianos. As dimensões do espaço de fase de um sistema

com N vórtices são 4JV e 2Ar, respectivamente, e parte das variáveis tipo "posição"no

modelo com massa passará a ser variável tipo "momento"no modelo dos vórtices sem

massa. Entretanto, em situações muito particulares, foi possível mostrar (ver j2S]) que

órbitas dos dois modelos ficam próximas, num certo sentido. Mais precisamente, pode-se

comparar a órbita circular obtida no modelo de dois vórtices sem massa, com órbitas perto

do centro obtido acima, para massas suficientemente pequenas. Se considerarmos como

condição inicial para as equações (4.49) um ponto sobre a solução (3.43), obteremos uma

órbita particular do sistema dos vórtices com massa que está próxima da órbita (3.43),

no sentido de que sua projeção r(t) no espaço de configurações do sistema sem massa
satisfaz:

suptcRllz'(t) -- roll --} 0 , quando # -} 0.

A sequente proposição foi mostrada em j2SI

Proposição 4.2.2 Z)ada uma órójta 'h, do sistema de dois oórtíces sem massa com in-

tensidade total não nula, existe wma órbita 11, do sistema de dois uórti,ces com as mesma

intensidade, mas co'm massas mi -- Til3, i- L,'Z, tal qxe a projeção da órbita -ya sobre

o espaço de con$guração tende Q -f\, quando as massas tendem a zero, sob as mesmas

condições iniciais.
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Entretanto, mesmo neste caso foi possível mostrar que as duas soluções não ficam

próximas quando olhadas com função do tempo.

4.3 Exemplo 5: dois vórtices com massa, I'1 + I'2

4.3.1 Redução para quatro variáveis

Nesta subsecão, reduziremos o sistema de dois vórtice com massa de oito para quatro

variáveis, no caso da soma das intensidade ser nula, isto é, --l'i = 1'2 = 1'. Neste caso, a

Hamiltoniana(4.5) escreve-se:

Ã-Y(í.*.;y +i;L' À+y(í,x';y + (llz,-z:ll), (4-5i)

onde ® (llí2 -- /i11) = 15 in llí, -- Fill, e a forma simplética é:

m = d$\ h dã\ -+ dFa b. dãa. (4.52)

De acordo com (4.14), este sistema tem as integrais primeiras

p,. + p,, + l;r (y: - v,) ,

P,. + P,, - ;F (,: - «,) ,

#lPyi P 1 + Z2Py2

(4.53)

Já que I'i + I'2 = 0, a partir de (4.10), vemos que as integrais primeiras 11, e 11. estão

em involução, isto é, {11,, 11,} = 0.

Consideremos as sequentes mudanças de coordenadas

mlÍI + m2#2

nl + 7n2

Z2 ZI.

)

(4.54)
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al

Z2

implicam

7n2R r
7ni + m2

7nlR+ r
mi + 7n2 (4.55)

mação sela canonic

pi' = Ã +ã,
./ 7'nl ., 7'7Z2 .

Pr = .r/ll -F 7r&2 2 tm2 I'

amos que:

..P 7721 ., / .,/

Pi = ;;;i+ m2 PR 'Pr '

ã - ;alÍl\a pÊ,'+@'.

a, escolheremosS

A partir de (4.56), t

(4.56)

(4.57)

A forma simplética se escreve:

w = (/ã A dzt + d)b A dd2 = api' A dR + (!P-r' A dr,

e a Hamiltoniana (4.51), nas novas coordenadas /)Ü',P'r', R, r, é:

«- - ;(==)P'r"*;

.==) «' *; (y)'(.:=ilT.,,) -'
==) '' . '« * .;'
;a-:i-=i;,lú' hx.J

;=hga)(,'* ?'«* .;,) - * .;,*''.,.
s, de acordo com (4.53) são:

Ú' -?Ü * .J ,
]9Ü' . (R x ea) + É' . (r x e3)
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As integrais primeira

(4.58)

l r2

.7nl +7n2
2

l /'j'PRa -F :--
2 2

(4.59)

(4.60)



Guiados pela relação (4.60), definimos a nova transformação canónica:

I'P , ~
ú' T (' * .;) ,

P'r' + :li; (R x e3) ,

obtendo assim a função Hamiltoniana (4.59), nas coordenadas ]5h,ãr, R, r, onde

são os novos momentos e R, r são as antigas coordenadas de posição, dada por:

;(=#) (*'--«(==)«. *.;,

).
y) ' (==) ' .. * .,,'

Pn

(4.61)

--+ -+

(4.62)

' \ 2

".-, -- ;a-l-;;; I'- ' -- ",': '- * «' -- ' (. * .;)'

e a forma simplética

tO = ai6h. D. dR + (!Hr A dr. (4.63)

Notemos que a Hamiltoniana (4.62) não depende da coordenada R, o que implica

que [iik é constante de movimento. De fato, temos que ]h,, definido em (4.61), coincide

com a integral primeira 11. Mostramos portanto:

Proposição 4.3.1 0 sistema Ham{/toniano ( R',w,n), com H e m degradas em (4.51)

e (4.52) respecfáuamente, gKando I'i + I'2 := 0, á reduzido ao sásZema -#am{/toniano

( R',.«, #), «« «,{á«{. (-,Ã), «m H d«'i' p''

i ('. - IÍ k * .ú) -- 'H
-( vp 'V(( $«.

-'ã k.V=f6=J Çk.'' * HJ ''' ,
2

(4.64)

onde

77 l.parti --71z2
rnl +7n2

(4.65)

e á de#n do em (4.38)
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4.3.2 Um caso não integrável: ml = m2 = m

Em geral, é muito difícil mostrei que um sistema é integrável sem encontrar suas integrais

primeiras. Mas é possível provar, em alguns casos, que um sistema é não integrável

mediante o estudo de algumas propriedades locais, perto de uma solução particular do
sistema. Vamos considerar um sistema Hamiltoniano numa variedade de dimensão 4. Um

dos poucos métodos analíticos para mostrar a não integrabilidade, em casos específicos, é

o método de Melníkov, que utilizamos na seção 3.4 pala mostrei a não integrabilidade de

um sistema de quatro vórtices sem massa. Um resultado fundamental, devido a Poincaré,

é que se um sistema tem uma órbita periódica, tipo sela, e as variedades estável e instável

desta órbita interceptam-se transversa]mente, então o sistema é não integráve]. Neste caso,

o sistema tem uma órbita homoclínica transversa. A presença de órbitas homoclínicas

transversas implica a existência de conjuntos invariantes (topologicamente "horseshoe"),

com uma dinâmica muito complicada e esta complexidade não permite a presença de
outra integral primeira independente da função Hamiltoniana.

Um outro resultado nesta direção, devido a Lerman (ver ]24],]2õ]), implica a não

integrabilidade do sistema de dois vórtices com massas mi = m2 = m e com intensi-

dade total nula (--1'1 = 1'2 = 1'). Este sistema tem duas propriedades importantes que
permitem a aplicação do teorema de Lerman

e O sistema tem um ponto de equilíbrio tipo sela-centro, isto é, a matriz do sistema

lineaiizado, em torno do ponto de equilíbrio, tem um par de autovalores reais e um

par de autovalores imaginários puros.

e llá uma órbita homoclínica, associada a este ponto de equilíbrio

Nesta situação, pode-se mostrar que o sistema linearizado em torno deste ponto de

equilíbrio tem órbitas periódicas, tipo sela, em todos os níveis de energia. A existência

de uma órbita homoclínica, sugere que as variedades estável e instável destas órbitas

periódicas podem interceptar-se. Por argumentos genéricos, esta intersecção pode ocorrer
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transversalmente. Seria de se esperar, levando em conta o resultado de Poincaié, que um

sistema nestas condições fosse não integrável. O teorema de Lerman formaliza estas idéias,

mas impõe ainda outra hipótese além das citadas acima, para que a propriedade genérica

que galante o intersecção trasversal seja satisfeita. Em 1241, C. Ragazzo reescreve esta

hipótese numa forma que é de aplicação mais simples. Em 1251, esta hipótese é testada:

a.demostração de não integrabilidade seguirá da verificação de que um certo operador de

"monodronomia", associado à óbito homoclínica, que é representado por uma equação

diferencial linear, não autónoma de segunda ordem, satisfaz uma certa condição genérica.

Foi possível mostrar numericamente, que este operador de monodromia satisfaz, de fato,

para a maioria dos valores de I' e m, a condição genérica. Isto sugere fortemente que o

sistema de dois vórtices com massa, com --l'1 = 1'2 = 1', não é integrável, no sentido de
Liouville.

Por outro lado, é possível mostrei (ver j131), mediante uma versão do teorema de

KAM, a existência de um conjunto de condições iniciais do sistema, com medida de

Lebesgue não nula, para as quais o movimento é quase periódico. Podemos concluir então,

dos resultados precedentes, que no mesmo sistema Hamiltonianos coexistem órbitas quase

periódicas e órbitas com comportamento ca(ético.
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Capítulo 5

Modelo misto dos vórtices

O propósito deste capítulo é introduzir o modelo misto dos vórtices, ou seja, o modelo

no qual algtms dos vórtices tem massa e outros não. Na secão 5.1, introduziremos as

definições básicas e alguns resultados relativos a variedades de Poisson. Veremos, em

particular, que uma variedade simplética sempre será uma variedade de Poisson, e que os

campos Hamiltonianos definidos em uma variedade simplética e os campos Hamiltonianos

definidos a partir da estrutura de Poisson correspondente, para a mesma função Hamil-

toniana, coincidem. Na seção 5.2, apresentamos, de maneira intrínseca, o formalismo de

Dirac (ver l41), para sistema Hamiltoniano com vínculos. Este formalismo nos permite,

sob certas condições, definir uma estrutura de Poisson natural numa subvariedade N de

uma variedade simplética M. Se N for obtido como a imagem inversa de um valor regular

de um função difeienciável de M com valores em IRS estas condições estarão satisfeitas

sempre que uma certa matriz for inversível. Na seção 5.3, aplicamos o formalismo de

Dirac para obter o modelo misto dos vórtices a partir do modelo dos vórtices com massa

(estudado no capitulo 3), restrito a uma subvariedade do seu espaço de fase. Esta subva-

riedade é escolhida de forma que a Hamiltoniana associada ao sistema dos vórtices com

massa não se torne singular quando fazemos algumas das massas tenderem para zero. O

modelo obtido também é Hamiltoniano e apresenta duas integrais primeiras em involução
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independentes da Hamiltoniana

Finalmente, na secão 5.4, estudaremos o sistema com um vórtice com massa e outro

sem massa, nos casos em que a soma das intensidades é nula ou não. A redução para

um grau de liberdade é bastante diferente nos dois casos, o que implica que os retratos

de fase dos dois sistemas também são bastante diferentes. Embora o modelo misto com

dois vórtices seja sempre integrável, pode-se mostrar (ver j121) que para certos valores dos

parâmetros, o sistema misto com três vórtices é não integrável.

5.1 Variedades de Poisson

Nesta secão, introduziremos o conceito de variedade de Poisson, bem como algitmas outras

definições e resultados que senão utilizados na próxima seção. Mostraremos ainda que estas

definições generalizam as noções correspondentes em variedades simpléticas.

Definição 5.1 ZI/ma estrutura de Poisson n ma z;ar idade 7t/ á determinada por uma

ap/ cação ó{/inear { , '} : (7'(M) x C''(.ü4') -+ C''(À/), cÀa«.ada co/chefe de Poãsson,

satisfazendo as seguintes propriedades:

e .4nfÍssámetría

{F', -H} {H, -F}, V-F, # € C''(M'),

+ identidade de Jacobi

{Íf', H}, G} +Í{H, G'l+ -Fl+ {lG, f'}, #} (5.1)

+ Regra de Leibnitz

{/', N' . C} {r', #} - G + -# . {F', 6'},

onde " . " denota a multiplicação ordináüa de funções Q valores reais e C' ÇM)=

C''(M, R)
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Definição 5.2 Uma uar idade M aDIada de wma esfrufura de Poisson é denominada

uctriedade de Po {sson.

Definição 5.3 Se /V, M sâo uar idades de Poásson, uma ap/ícação de Poisson é uma

ap\icação $ C C' (N,M), a, qual preserva o colchete de Poisson, isto é,

kFo $,Ho ÓàN-- \F,H\Mo +, 'qF,H ç: C'ÇM)

Definição 5.4 Uma suóuar idade Ar C M é wma suZpuaráedade de Poisson se a imersão

$ : N é ama al)licacão de Poisson.

observa.çâo 5.1 0 siga\i$cado desta de$nição é que, para qualquer pctr de funções F,

GCC''(M) t«ãsq«.F'lw -Fo@=F' . GIW G, t'm-s';

{r', G}«.IN 6'IM ' 'é ' {/', G}N, com /', G C C''(.N),

isto é, o colchete de Poisson entre juttções dejinidüs em M, restrito CL N, coincide com o

colchete de Poi,sson de funções em N

Observação 5.2 Se notar«.os que, dada uma /unção // C C''(]W), a ap/ácação

{-H, .} : 0'(M') --> 0''(M) (5.2)

é tirtear e scLtisla,z a regra de Leibnitz, temos então que a, ü'plicctção ÇS.aà de$ne lma

deduação e portanto determina u,m campo uetoriat dilerenciáuet sobre M

Temos, portanto, a seguinte definição fundamental

Definição 5.5 Seja M uma variedade de Poisson e H C C''(M). O campo vetorial

Hamiltoniano associado a -l/, é o único campo vetorial XX sobre M satisfazendo

Xx(F') {n', r'}, V/' C C''(M). (5.3)
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mos que, Rxado r C (.,''(/W,l, tem-se:

{G,r'}(P)(P)G(P) Xp(P),(5.4)

onde dG é a diferencial de G. Portanto, {/', G}(p) depende só de dG(p), isto é, se G: e G2

são tais que dG:(p) = dG2(p) então {r', C;-}(p) = {F, G,}(p). Da mesma forma, fixando

G C C''(J14), {f', G} só depende de dr'(p), quando F varia

Observação 5.3 Note

Portanto, do fato da aplicação r' C C''(.Â/) (p) € 7;M ser sobrejetora, da

bilinearidade e antissimetria da aplicação {., .}, temos que, para todo p C M, existe una

forma diferenciável bilinear W e antissimétrica no espaço T*M, tal que para todo r', G

em C''(À/)

}Hp(d/'(P),dG'(P)) 6'}(P).

O censor W é chamado o tensor de Poisson

(5.5)

A partir das observações acima, temos o seguinte resultado

Proposição 5.1.1 Dada uma uar idade de Poísson (M, {., .}), está óe«. de$n do o tensos

diferevLciáuel W : T* M x T* M --+ W. , bitinear e antissimétrico, que para cada p ç: M Date:

Wp(d/'(P),dG'(P))(P), VF',GC C''(M').(5.6)

Em coordenadas locais (açi, . . - , z.) em U C M, a estrutura de Poisson é dada, por:

',,.,-Ê«:.g=, (5.7)

onde as funções t;ij são determinadas por:

t,ij = { i, ,çj} = W(d#{, dzj), l 5; {,.j $ n. (5.8)

Da antissimetria e da identidade de Jacobi, temos que as funções uij satisfazem as

seguintesidentidades:

$ «..k * «.;2 * «*.k

0.

(5.9)
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Observação 5.4 JVolemos qKe, recprocamente, se são dadas uij, l 5; í,.j 5; n em

C-(.=(U» satisfazendo (.5.9), elas de.fluem !ocütmente um colchete de Poisson. Para uma

demonstração desse /ato, uer ]e8].

No caso de uma variedade de Poisson (M", W) satisfazer que o posto de M, é n,

para todo p em M, pode-se demonstrei que esta variedade é, na realidade, uma variedade

simplética. Para que possamos explicitar a relação entre as duas estruturas, observemos

que se (À4, W) é uma variedade de Poisson, dado um z,' C TP+M, fixo, a aplicação

Wp(p) = mp(p, ') : 7;'M' --} R

está no dual do espaço TP'A4 , isto é, I'rP(1') C (IZ;'M)'' = TPM , já que a dimensão de M

é finita. Portanto, está bem definida a aplicação linear MP : TP+M -> TP.IV tal que

«),?> Wp(p, q V v, n e: T;jM (5.10)

onde < , > é o emparelhamento de TPM e 7;'JW. É imediato que, quando posto(W.)
n,Vp C M, a aplicação linear WP é um isomorfismo.

Analogamente, se w é uma forma simplética em M, podemos definir um isomorfismo

ã, : TPM -+ 7;M tal que

<©(«), «> - «.(«, «) V u, u C TpM. (5.11)

Podemos então enunciar a seguinte proposição

Proposição 5.1.2 Sda (M", W) uma uaríedade de Poisson, com posto de T'HP {gwa/ a

n, para todo p em M. -Então, se de#n amos tD. - l@,l-:, lemos que to é ma /arma

stmplética eln M, OI seljü, e ll'ma 2-forma fecha,da, e não degenerada. Rectprocüntente,

dada uma /arma simp/ética to em A/, se de$n rios I'P = lãpl J temos gue WP é um

tensos de Poisson em M

Demostração: ver 1281
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Observação 5.5 ,4s esfrzituras de Pojsson e sámp/ófica re/acÍonadas como na propor ção

acima são ditas compatíveis.

Lembremos que o campo vetorial Hamiltoniano, associado a .l/ numa variedade sim-

plética (M, zo), é o único campo vetorial XX: definido, para cada p C .4/, por (ver definição

«,,(P, Xx. (P) ) 'VF c TpM. (5.12)

Por outro lado, se olhamos esta variedade simplética como uma variedade de Poisson

(M, W') (com estrutura simplética e de Poisson compatíveis), o campo hamiltoniano XH2

asociado a H, de acordo com as equações (5.3) e (5.5), é o único campo vetorial definido,

para cada p em M, por:

Xx,(G), (P) (dG.,d#p) V G' C C'(M') (5.13)

Para que estas definicões sejam compatíveis, precisamos mostrar que Xx. e XH2
associados à mesma função Hamiltoniana coincidem.

A partir de (5.10) e (5.13), tem-se que

<Wp('ÍHp),'7> - Wp(dHp,'7) - {#,G}(P) Xm,(P)(?) XH,(P),?> V,7C q'W,
(5.14)

onde G é qualquer função diferenciável tal que dG(p) = v7. De 5.14 tem-se que:

Wp(dHp) (5.15)

Por outro lado, pala todo o C TPA/ tem-se que

<ãp(Xx. (P)),«> (XH. (P),«) «,(«,X«. (P)) dH(«) <d#, «> (5.16)

donde

Ü. (XH, (P) ) (5.17)
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XH: . Ü)(XH.) ã(XH.)) -dH)

que é o que queríamos demonstrar. Concluímos que, de fato, a deÊnição de variedade de

Poigson generaliza bem a definição de variedade simplética.

Pala finalizarmos esta seção, observemos que o conceito de sistema Hamiltoniano é

imediatamente generalizado para variedades de Poisson, já que o campo Hamiltoniano

XX continua definido (ver a definição 3.4).

5.2 Método de Dirac

Nesta seção, mostraremos que, sob certas condições, é possível munir de uma estrutura de

Poisson (ou simplética) uma subvariedade N de uma variedade de Poisson (ou simplética)

M. Mostraiemos ainda que, neste caso, se N é uma subvariedade invariante de um sistema

Hamiltoniano, podemos definir um sistema Hamiltoniano retrato a N, de forma que as

trajetórias deste sistema Hamiltoniano restrito coincidam com as trajetórias do sistema

Hamiltoniano original que estejam em Ar

Seja JV uma variedade de Poisson, com tensor de Poisson W, e ]V uma subvariedade

de M. Suponha que exista um operador linear Z; : C''(.A4) -+ C''(i\4) tal que:

l(x) 1«, = xl,., VH' c c''(w). (5.18)

Este operador Z, induz um outro operador 1,,., que age sobre os campos vetoriais

Hamiltonianos em ]M, do requinte modo:

L*(XH) VH C C''(M'). (5.19)

Suponha que L* satisfaz as seguintes propriedades

(Z*XX)(P) C %N, ''JP C N. 'qH C C' (.M). (5.20)
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e, para todo campo vetorial Hamiltoniano XH sobre A/, tangente a JV, se veriâca:

Z*Xx(p) =Xw(p) , VHCC''(B4), talqueXH(p) CT.N, VpCN. (5.21)

Com auxílio dos operadores Z; e .L.. podemos definir, de maneira natural, uma estru.

tura de Poisson em ]V, conforme o teorema abaixo:

Teorema 5.2.1 Seja ]W ma uaríedade de Poásson, com co/chefe de Poisson {-,.} e .N

umü subuariedade de M. Suponha dado um operador L l C' ÇM) -+ C' ÇM) satisfazendo

(5.18),(5.20) e(5.21). -E«tã.

(i) N pode ser munida de uma. estrutura de Poisson, com colchete de Poisson \..,.\'
dePntdo por:

{/',al': .P),z'(Z?)}l.,, vf',Gcc''(N'),
onde F e G são extensões quaisquer de F e G, respectivamente

(ii) Se M é z«aa uariednde simpléticü com forma simptética. \« e i* \o é não degenerada,

então tN, i* to) é lama variedade simplética, com formct sim'poética ü ompatíuel com
Q estrutura de Poisson acama.

Demonstração: (i) Precisamos mostrar inicialmente que o colchete { , .}' está bem

definido, isto é, não depende da escolha das extensões. Comecemos por demonstrar que
dados (l;i e (l?2 extensões quaisquer de (;, tem-se:

{L(F), Õ:ll,, - {z(P), Õ,}l,.

Dado (lue Z,(F) C C''(.A4), tem-se pela equação (5.3), (iue existe um único campo

vetoria[ Xt(p), sobre ]]/, ta] que:

{z,(}'),xll., - lx.n(x)l ., , VR c c''(w).

(5.22)

'lw (5.23)

Como XL@) é tangente a N, isto é, XL(P)(p) C TP.V , V p C N , então Xz,(F)(p) é o
vetar tangente a alguma curva a : -r --> N com a(0) = p:

x.@,M - 4:P ..
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Assim, de ( b.23) tem-se:

{.[(P), é?i} - -x«p)(õ:) - -- Í(Õ'i(a(t)) .:. - - áa('-(f)) ,.. , i- 1,2,

o que demonstra (5.22). Da antissimetria de {., .}, é imediato que se Fi e F2 são extensões

quaisquer de F',

{ã, z(ê)} N - {Ã, z(é?)} ,, . (5.24)

Mas, se Fi e P2 são extensões de F', e Gi e G2 são extensões de G, então Z;(Fi) e L(F2)

também são extensões de r', e L(C;i) e L((72) também são extensões de G. Portanto:

{Z(Fi),Z,(G-)} ,., - {L(r),Z(C,)}l,., - {Z(F2),-L(G,)} ,,.(5 25)

Assim, de (5.25) conclui-se que

{r',c'l': P),z'(ê)}l.,, vf',Gcc''(/v),

está bem definida, ou seja, não depende das extensões F' e a escolhidas. Mostramos ainda

que:

(5.26)

{r',G'l'(P) P),z.(ã)}(p) X )(p)(L(ê)(p) -XL®(P)(6')(P),

ou sela, o campo vetorial Hamiltoniano associado a {., .}' é:

(5.27)

ZT' = Xz,(P) N (5.28)

Resta verificar que {., }' é um colchete de Poisson em JV, ou seja, satisfaz as pro'-

priedades da definicão (5.1). Pela definição (5.26), é imediato que {.,.}' é bilinear e

antissimétrico. Para demonstrarmos a regra de Leibnitz, notemos que se F, G, e H são

extensões de /', G e ]7 a M, respectivamente, então G# é uma extensão GJ7 de (7H e

oortanto

{/', 6'H}' {-L(r'), L(G-H)} ,., -
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{z(p), z(i?Ê')}l,., -

{L(F), ê?ã'll,,

lãiz(-P), ã} + {L(f;), ãJ#j ,., -
G {z(-p), a'll,., + {.[(-p), õll. H'
G'ÍF', #l' + {F', G}'-#.

Por último, mostraremos que { , .}' satisfaz a identidade de Jacobi Previamente

notemos que uma extensão de

w #'J' ã),z(-#)}l., c c''(]v')

A/ é

Portant

W' (a), L(-#)} € C''(M')

{r', w'l' {z,(-F), z(W:)}l«,{z,(F), z({z.(é?), -L(ã')})}l.«(-F), {z.(ã), z(-#)}JI«,

Assim, da observacão acima, temos q

{/', {G, n'l'l'+ {G,{#, /'l'l' +ÍH, {/', G'J'l'

{z(F), z({z'(õ), z,(#)})} ,.,+Í-t(ê), -L({l(#), z;(F)})}l,,. +
{Z,(ã), -L({Z'(P), -t(ê)})} ,.,

{ z,(é?),{z'(#), z(p)})} l .., +
{z}(.Ü), {z(P), z'(õ)})} ,,

lÍ-t(Ê;),{z'(Õ), z,(ã)})} + {L(P),{z'(ê), z'(#)})} +

{ .L(F), {z(ã), Z'(#)})}j,.,

{ z,(.F),{z,(ê), l(#)}) }

já q« {-, ]. é um colchete de Poisson, e portanto satisfaz a identidade d- .Jacobi
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(ii)Dada a inclusão i : N -} M , tem-se a aplicacão {... (ver jll), o pull-back de i,

Q'(M) -} n'(N)
to -> z"w = ü

onde n2(À/) é o espaço vetorial das 2-formas diferenciais sobre M, o qual é definido, para

cada p C Ar, por:

Í*
(5.29)

(i*-«).(,:,.,) (i*,':,i*,,,), V,-,', C %,.N, (5.30)

onde í*p : TPN ''} T(p)M é a diferencial de í.

Dada uma variedade simplética (M, to), pelas propriedades do "pull-back" tem-se que

d(i''' -« ) (5.31)

ou sqa, i*w é fechada. Por sua definição, é claro que í*w é bilineai e antissimétrica.

Uma condicão necessária (mas não suficiente), para que i*w seja não degenerada, é que

a dimensão de .N seja par. Para que (N, i*w) seja uma variedade simplética basta exigir

que isto seja não degenerada

Para mostrarmos que as duas estruturas são compatíveis, note que

{m', al' {z,(.ü), É(ê)} ,, - u''('í(z'(ã')), a(z}(ê)) ,,

- «P'..,,, .*...,' ,, - :*« (x..«, ,., , "..,, ,.,) ,
já que, por hipótese, XL(ã) /v ' XL(ê) N são campos vetoriais em Ar, para todas as fuções

H,G c C''(N). Levando em conta a equação (5.28), mostramos que ZH = Xz,(#)l. é o

campo Hamiltoniano correspondente tanto à estrutura de Poisson deânida em (i) quanto

à estrutura simplética definida em (ii), que é o que queríamos demonstrar.a

Podemos agora enunciei o corolário que nos permite a redução de sistemas Hamilto-

ianos a subvariedades invariantes de M:n

Corolário 5.2.1 Sela i\4 tina oar idade de Poisson rota, simp/ética) qwe Batas/aça as

hipóteses do teorema 5.2.1(i) (o'« (ü)). Se H l M -'l W. é «-ma Hamittonia"--, q«,e admite
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N como ua,piedade invariante, então a resLricã,o H de H Q N, de$ne, juntamente com Q
«t-tu« d,e Poiss.n (o«, simplética) d,. teo««-.« 5.2.1, um riste«« N«müt.nia.«. cuj«s

órbitas coincidem com as órbitas do sistema Hamiltoniano de$nido por H que estejam
contidas ewt N

Demonstração: Basta observar que as trajetórias do sistema Hamiltoniano em JV

são as curvas integrais de Zi? = XL(H) IW, ou seja são as curvas ' : / --} Ar que satisfazem:

+(t) (t)) (m('y(t)),

e que portanto são trajetórias do sistema Hamiltoniano definido em M, com Hamiltoniana

1,(H). Mas, por hipótese, N é invariante por H, donde XH(p) C TPN,Vp € N. Então,

pela hipótese (5.21), XL(X)IW = XHIW. Logo, as trajetórias de (N, -ã) são as trajetórias

de (M, H), que estejam em ]V. Reciprocamente, toda trajetória do sistema Hamiltoniano

em M, que esta contido em Ar, satisfaz a relação acima , e portanto é uma trajes(ária do
sistema Hamiltoniano em N.S

Agora, aplicaremos o teorema anterior, para fazer o processo de restrição de um

sistema Hamiltoniano a uma subvariedade. Seja (M, {., }) uma variedade de Poisson e

soja Ar uma subvariedade , definida por:

{P C M f«/ q«. ©:(P) (P) .32)

onde 'bi C C''(M), i = 1,2,''-,s, e d'Di(p),d©,(p),...,d©;(p) são linearmente inde-

pendentes, para todo p C N. Suponhamos ainda que a matriz C'(p) = (cij(p))l$i,j$.,
com cij(p) = {'D{,©j}(p) seja inversível, para todo p C M. Então, para cada função

P' C C''(À4) e pala cada ponto p C M, é possível resolver o sistema de equaçoês lineares
abaixo:

{'p;, -p}(p)+ }l: À*(p){'p;, '>*}(p)
k:l

Podemos definir Z, : C''(M) --} C'"(M) por:
S

z.(/') - /' + }l: ,x*@*,
k:l

S

(5.33)

(5.34)



onde os coeficientes Àk, determinados por (5.33), dependem linearmente de r'

Podemos agora mostrei que

Pi'oposição 5.2.1 0 operador Z), de$n do ern (5.34), safáls/az as Ã pófeses do teorema

u.zf.l .

Demonstração: É claro, da definição de Z,, que (5.18) está satisfeita. Para, mostrar

que (5.20) também está satisfeita, note que u C TPN se e sòmente se d'bi(p)(o) = 0,{ =

1,2,.. ,s. Mas, por(5.3),(5.1) e(5.33),

dQ.(P) (X.(p)) (P) , L(F')}(P)

/'}(P)+ >:(À*(P){'>., '>.}(P) + 'D*(P){'>;, À*}) - o,

pala todo p C 7V, o que mostra (5.20).

S

k l

Pala mostrarmos que (5.21) é válida, consideremos P' C C''(M) tal (lue XP(p) C

%,N, Vp C N. Então d'Di(p)(Xp)(p) = {©{, f'}(p) = 0, dond' À{(p) = 0, Vp C N, {=

1,2, - - ,s. Neste caso, de (5.1) e (5.3), para toda G C C''(M), temos que:

x.(a(c)(p) >1: .x*©*}(p)} -

S

k l

(P) + }: (À.(P){6', ©*}(P) + 'D*(P){G, À*}) - X,'(G)(P),

para todo p C JV. Mostramos portanto que XZ(P)(p) = XT'(p), Vp C N, o que completa

nossa demonstração .a

S

k l

O colchete de Poisson induzido em N é dado por

{p, al' - {z,P),ê} ,, - lÍP,Õ} + }l: .x*l@*,Õll
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Soam "ij(p), l $ i,j .$ . os elementos d' C'':(p). Ente, Àk = -- E;.: «AjÍ©j, -P}(p),
donde

{r',c'l' - llP,Õ} - }: «.,{@,,-PJÍ©*,Õll
L A,j=i Jw

onde /' e G são extensões a ,ll/, das função r' e G respectivamente.

(5.35)

5.3 O modelo misto dos vórtices

Nesta seção, construiremos um modelo em que um dos Af vórtices não tenha massa. Para

tanto, vamos partir do sistema de N vórtices com massa, que é o sistema Hamiltonia-

no (]R'JV,w, H), com Hamiltoniana H e coima simplética w definidas ern (4.5) e (4.6),
respectivamente. Note que não podemos, na Hamiltoniana .ll/ tomai mi = 0, pois mi

aparece no denominador. Para controlar este problema, definimos uma subvariedade N

de ]R4X, de tal forma que exista o limite de .27lW quando mi --.} 0, e do formalismo de
Dirac, apresentado na seção anterior, definiremos uma estructura de Poisson. O corolário

(5.2.1) sugere que consideremos nesta variedade de Poisson um sistema Hamiltoniano,

com Hamiltoniana .17lW quando mj = 0.

Seja JV C ]R4W a subvariedade de ]R4JV definida por:

N' Ã) C R'/''tq.'P, ©, (5.36)

onde

', - ,,- - !#«: - o,

@« +!.ie,: . .. (5.37)

O colchete de Poisson em N, {., .}', de acordo com (5.35), é dado por

{x, al' ll#,Z?J+ >1:i©., ã}«:jÍ©,,ê} l
L {,j=1 J

(5.38)
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Mas

{'D,, q',;}

e

{®.;,©,} ©,}

donde

«-l L tl
Por outro lado, temos (lue, pala toda r' C C''(M):

'',,,,-$$(ng =g aQ. aF
aU\ aPu.

aQ.aF
aP,.Õ=x

PF\ aF ÕF
2 ÕPv. Õz '

'',,,, -ÊÉ (2= -8Z) -n;
PF\ aF t)F
2 aP,. Õgl

a©,aF
t)P.. a'u\

Se definimos, para toda -F C a'(M):
eB..êã.

2 8P3/i aa: l
a/i' . PI'i aJ{ l '
ayi ' 2 aPni /

precisamos, pata conhecer o colchete de Poisson em N, calcular WT .,4õê

(5.39)

®;.'l'©ã E(:: -==) -- 'P (g: -gg)
\ ri)H í)G i)H aG E)H aG aH ÕG'\
ã\.az:õp,: ' ayiÕP,: aP,. azi aP,. aZ/.,/'

e de

aH aG aH aG
t)=xE)P,. ' aU\ aPu.

aH aG ÕHaG
i)P,. t)=\ aP.. t)UI.

aH aG
aPj:i)=ii
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a expressão (5.38) fica

{H',G}' ll#, õ} -- «;'..lL '' JIV

IÉ( 1 ==)*'1( ã :)
*;(=z--=g
*ÊálgÉ egl)i~-
É[(= ç=) (: çã)
-(=*#g)(= #:)]~

{ aH aG aH aé

\.a=i:aPii aPjia=ji
(5.40)

Se notamos que

H Ç:\ . ãa , ) :rn) f)a;2 ) , $.,.) = H(ã\ ,ãa,
PI'i PI'i

Í"' ,Ú.)

o«de íi =(z{, g:) =(zi., z.,), ã. =(p,.,p,.) =(p{.,p:,), í = 2, .. .,n, temos:

ax Fa.# pi': a#l ax Fa.Ü pr. o#l
a«: 2 õp,.J,., aúl

com expressões análogas para a derivada de G em relação a zi e yt. Substituindo a

expressão (5.41) diretamente em (5.40), obtemos:

(5.41)

'", ',' -Éa= -=n *Êá lg: aü aê"~\

©R) (5.42)

Deste resultado é imediato que a forma simplética na variedade N tem a forma:

m = pl'idg/i /\ dzi + )l, dp,. A dzi+ dp,. A dyi

7V

2Z

(5.43)

e a Hamiltoniana é dada por
N .

E
i-2

H- (*;* Jll'+pw. (5.44)
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Portanto, demonstramos o seguinte resultado

Teorema 5.3.1 0 sistema misto de um oórt ce semz massa e N -- l uórfíces com massa,

com função Hamiltoniana H e forma simplética to de$nádas em (.5.43) e (.5.44) respecti-

uümente, é obtido Q pctrtir do sistema de N vórtices com 'massa ÇM4N ,\o,H) , com função

Hamiltoniana e forma simplética de$nidas em 1.4.S) e (.4.6), respectivamente, quando res-

trito à variedade N, definida em QS.aSÕ

Observação 5.6 Este processo pode ser {terado, de modo a oóler o sistema }7am{/ton ano

corres'pendente a m vórtices se'rn massa e N-- m vórtices com massa, ou mesmo o modelo

dos vórtices sem massa, quando todas as massas são rzu/as, de#n do por (3.14) e (3.15).

Deste modo, obtemos o riste'ma Hamiltoniüno ÇN,w.H), onde N é isomorfa Q W\4N-2m]

com junção Hamittonianct da.da l)or

# - >1: ã;Lllpj e?('j x ',)ll'+pw' (s'4õ)
.j=m+l '

/v

e lorrna s'trn ptêt'tca,

m N

:« - Epr-av: ,'- a«- + }: ap,; A a«: + @,. A 'w:.
.j=i i=m+l

(5.46)

Uma questão que se levanta é a de saber qual a relação entre as integrais primeiras

do modelo dos vórtices com massa e as integrais primeiras do modelo misto dos vórtices.

O seguinte teorema responde a esta questão.

Teorema 5.3.2 Sega 11 %ma ntegra/ pr medra do sistema dos uórtíces com massa, de$ná-

do por (5.43) e (5.44). E7ztão lljW tí uma írztegra/ primeira do sistema misto dos oórfÍces,

de#«id. p.« (5.45) . (5.46) s. ' ;om'«t' ;'

®ãÁ'&«l,.,- o, (5.47)

c.«. 'â de#«{do. .m (5.39)
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ueiliolisuraçao. õe ii e uma mtegrai primeira ao sistema dos vórtices com massa,

tem-sc {ll, H} = 0. Portanto, lljW será integral primeira do modelo misto dos vórtices
se e somente se

{nl«., H}' .ü} - #ã..'lGn

Como {ll, .fr} = 0, a tese seque imediatamente.l

(5.48)

Do teorema acima podemos concluir o sequinte corolário

Coro[ario 5.3.1 .4s restrições das ínfegraás primeiras ]],, ]]v e J, do made/o dos uóz'faces

com massa, à variedade N, são integrais 'primeiras do modelo misto dos vórtices, com o

primeiro vórtice sem massa.

Demonstração Basta observar que

'#n*l.« - ''&ü,l,, - &,l,,

Então, temos que

ll, = ll.;lw «-:«. *É,,. * +,
{-2 '

n.
N

,-:,*E ,.. PI'iai
''ã '

=2

j -e?("? + v?) + >1: ":p.. - y;p,. , (5.49)

são integrais primeiras do modelo com um vórtice sem massa. Calculando o colchete de

Poisson entre as diversas integrais primeiras, tem-se:

2Z

{E,,R,}'

{n«, J}'
{a:, , .7}'

(5.50)
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Observação 5.7 Notemos que as ántegraÍs pr me ras 11,, 11, e J não estão em indo/wção,

mas deb'n&ndo

õ' - íi:+il: (5.51)

ueri$ca-se q'üe

{ÍI', J}' (5.52)

Da observação anterior temos a seguinte proposição

Proposição 5.3.3 0 sistema #am{/tonÍano, de#n da por (5.43) e (5.44), tem como {n

tegrais primeiras independentes em inuolução li e U'z , além da energia H.

A proposição acima e o teorema de Liouville garantem a possibilidade de reduzir o

sistema Hamiltoniano, definido por (5.43) e (5.44), em três graus de liberdade. Em parti-

cular, o sistema de um vórtice com massa e outro vórtice sem massa é sempre integrável.

5.4 Exemplo 6 dois vórtices, um com massa e outro

sem

O movimento de dois v(5rtices, um com massa e outro sem, é determinado pelo sistema

hamiltoniano (]R', w, H), com função Hamiltoniana H, definida em (5.45), dada por:

H(8-, í,,Ê,) - 5Litpa - e?(z, x ã)ll' - e:lF l« llz, - í-ll, (s-õ3)

onde ã = (z{,g/i), { = 1,2 e ]%, = (p,,,pP,) , e com forma simplética w:

w = pl'idyt/\ dai+ dp,,/\ d 2 + dpv,/\ y2. (5.54)

Primeiro caso: I't + I'2 :: 0
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s que as integrais prim

,-:«: * #", * ,,,,
.-:«. - e", * ,. ,

y?) + ",P« - y,'',

Guiados pela simetria de rotação da função Hamíltoniana (5.53), faremos

mudança de coordenadas

De acordo com ( temo eira.s do distem a. sã.nS
J'''-J )l

H,

H. (5.55)

a seguinte

Fi = To/,

Z2 = rcos0 ã + rsin0 ã,

onde To é definido em(4.20) e F =(z,g/).

Os novos momentos p, e po são definidos pelas relações:

p, - p,, coso + p,, sino,

po :: -- r pr2 sino + r pP2 cos 0)

(5.56)

(5.57)

de onde obtemos

la, = ToM;' Çr, .

com A4, definido em (4.20) e jÜ = (Ã,ã).

A função Hamiltoniana (5.53), nas novas cooi

«-il,: -- (T--'?,yl
implética (5.54):

to = p\'\ÇdUN d=-- =d= b. dO UdUb. dQ)-tdp, Ndr-tdp0 b. dO.

denad

e a. form a. sr

(5.58)

as, é dada por:

1(« - «y + p'l (5.59)

(5.60)

Notemos que, de acordo com (5.55), a integral primeira J, nas novas variáveis, é dada

por:

/-p. el('' + 3''). (5.6o

100



Motivados por(5.61), definimos:

P' - p,

P, = PI'i3/,

de onde obtemos as integrais primeiras ./ e ll na forma

)

(5.62)

(5.63)

e

ou

] .
onde Zo é definido em (4.20).

Note que nas variáveis (3,p,, 0, Po, r,p,) a forma simplética é:

1.0 = dp, b. d= -} dp, b. dr -+ d$o h dO,

sqa, a mudança para estas variáveis é uma transformação canónica.

Dado que Po é integral primeira, o sistema é reduzido a dois graus de liberdade (4

variáveis). Assim, conhecida a solução do sistema (H, ú), com função Hamiltoniana

ã(,,p,, a, y)(,,P,, ,,y;Po)(5.65)

P,+P,

-,-:« . .+, .. y5 G *(#-)ll)
T-o (5.64)

e forma simplética:

(5.66)ü) b.d=-+ dp,F\dr.

podemos determinar o valor de 0 através da integração:

0

Utilizando a nova transformação canónica:

to + z,

'to -- 'z)
P« P,

2 ' (5.67)
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a Hamiltoniana (5.65) fica

'u';''n*ç.«*,,ll
w 1:,,'*(%:ityl,(5.68)

e a forma simplética (5.66)

ü) N dz -\- dp. /'\ dw. (5.69)

Para reduzir ainda mais o número de graus de libertade na Hamiltoniana (5.65),

utilizaremos a integral primeira ll2. Como a partir de qualquer condição inicial podemos

fazer ll :: 0 através de uma translação conveniente, desde que I'i + I'2 # 0, suporemos,

sem perda de generalidade, que ll2 = 0. Escrevendo (5.64) em termos das novas variáveis

(5.67), obtemos:

donde

e

(5.70)

4p'r,(i': + i',)(.« + ,) - (p:8pi':P. + i6p'rf.')

donde

m := --z +
2P«F:(F- + F,)

Utilizando as relações(5.70) e(5.71) diretamente na Hamiltoniana(5.68), eliminamos

as variáveis p« e w, obtendo assim o sistema (-#', to'), que é também Hamiltoniano, com

função Hamiltoniana ]7' dada por:

(5.71)

x'(',p;) «, p;;p«,P.),p« (5.72)

com «, = t«(z,p,;p«,Po) definido em (5.71) e forma simplética

to' -- dp; b. dz. (5.73)
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De fato, é fácil ver que as equações que determinam o sistema Hamiltoniano (#', w')

são equivalentes ao sistema anterior, isto é:

í)H aH i)lo aH
aP, ' Õ'u aP, i)P,'

aH' aH ÕHÍ)m aH
l)z Õz i)\o Õz í)z'

onde utilizou-se (5.70):

(5.74)

A Hamiltoniana reduzida é:

, l,3 [p. -- 'P ]( ã./'t'TtR-:""''?,:
27n 1 4 1 l /P2+8PI'iPo+16P2l'?z21 1 2pV Fi(h+r2)

* :«' * 'ç:r:l Ê','':'' I'l

H'

','*á] (5.75)

Fazendo a mudança de coordenadas

R
, - ãÜ '';(é),

a Hamiltoniana (5.75) fica

,,, alF?a' - {v[Lil:D.(R' + 8r:p ) x«;W + 2 : + rlp
2m

P, = Rsi«(é), (5.76)

41't
(5.77)

e a forma simplética (5.73)

w' = -j$;-aR b. d$.
41'i

(5.78)

Agora, definindo
/-

81'i
(5.79)

podemos enunciar a segumte proposição:
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rroposiçao a.e.x u szsz:ema namz/tonzano (n,toJ, com /7 e to deÜnzdos em (5.53) e

(5.54) respect lamente, desde qwe I'i + I'2 # 0, pode ser redKzádo ao sáslema Nana/íonáano

l.n' .l.u' ) com um grau de liberdade, dependendo da integral primeira Õo como parâmetro,

com H' de$nidu por

(21'- + 1',).r -2V'l':(1'-+ 1',)/(/+» .r)(5.80)

e com ]orm

m' = dl b. d$. (5.81)

Embora não seja possível achar explicitamente a solução do sistema Hamiltoniano

acima, é possível investigar qualitativamente seu retinto de fase, seja através de estudos

numéricos seja pelo estudo analítico de suas propriedades. Em particular, foi mostrado

em j12], que todas as órbitas são limitadas.

Segundo caso: I'i + I'2 = 0

Considerando os valores das intensidades I'2 = --1'i = 1', temos que a Hamiltoniana

(5.53) escre«-se

H(í:, 8,,Ê,) - ã:-LIXE-2 - Ç(#, x ã)ll' + g;- l« ll#, - í-ll

e a forma simplética (5.54)

(5.82)

-PI'd3/- A dz: + @,, A d«, + @., D. dZ/,. (5.83)

De acordo com (5.55), este sistema tem as integrais primeiras

-prv- + T-g/, + p,, ,

,-,. #",*,,
e- («? + y?) + ",P,, - y,'':.

2 )

H,

11.

(5.84)

Neste caso, a partir de (5.50), vemos que as integrais primeiras 11.; e 11, , estão em

involução, isto é, {11,:;, 11.}' = 0 (uma vez que I'. + I'2 = 0). Utilizaremos este fato para a
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redução. Clonsideremos a seguinte translação

zl z2+ X,

(5.85)

Nas novas variáveis, as integrais primeiras 11« e 11,, definidas em (5.84), são dadas

por:

H,

11,

«,« Ç«,*«,,,

,-* * Ç", * ',, . (5.86)

Motivados por(5.86), definimos:

-,-* Ç",*«,,,
,-* * Ç", * ',, . (5.87)

A Hamiltoniana (5.82) nas novas variáveis é dada por

# - il l@. + prl''y + @,, - prxyl

e a forma simplética (5.83) por

[*' * *'] (5.88)

pl'dX /\ dY' + dp,, /\ dz2 + dpv, /\ dy2 (5.89)

E claro que a Hamiltoniana não depende das coordenadas z2 e y2, já que P,, e »., são

integrais primeiras. Portanto, conhecida a solução do sistema (H, tb), com Hamiltoniana

a'(x, r) }'';P,,,P,,) (5.90)

e forma simplética ú

Ü (5.91)
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é possível determinar a solução do sistema original através de quadraturas, isto é, se

conhecemos as soluções X(s) e y(s), do sistema (-#, ü), podemos escrever:

zl

g/,+ y, (5.92)

«,(1)

y,(t)

«,w -- h. -* ': .['»w'.,

«,w -* h* - ': ll*çü-;. (5.93)

Escrevendo X e y em coordenadas polares

X

y = Rsin(@), (5.94)

a Hamiltoniana (5.90), âca

'Ü = 5L- ll''R' + 2P,,I'-Rsin(«') -- 2P«I'ecos(#')l + F2 in [R2]

e a forma simplética (5.91)

(5.95)

ú - ptRdR h d+. (5.96)

DeÊnindo .A e 0 por

d
S sin(0)
2

temos:

,,ll'B(2Pr sin(@) -- 2Pv "s(é)) .41'#( si«(0) sin(@) -- cos(0) c.s(Ó))

ÁI'R(c«(0 + @))

e, mudando convenientemente a origem da coordenada angular, podemos escrever a Ha-
miltoniana (5.95) como:

.Ü . :r'a' + .'ira";(W + = i« [a']. (5.97)
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Fazendo

(5.98)

podemos enunciar a seguinte proposição

Proposição 5.4.2 0 sistema #ami/foníano (-H,to), com H e to de#nidos em (5.82) e

(5.83) respectáoamente, quando ]'t + ]'2 = 0, pode ser reduz do ao sistema ]l'am{/foRjaDo

ÇU,ll)h com um grau de liberdade, com H de$nida pot:

H . 21'.r + ..4dÍ7c's(«') + -C. l« l/l2m ' 4a '' (5.99)

e jotmcl simpléticct ü)

ü,= dlb.d#. (5.100)

As equações do movimento associado ao sistema (H, ú) são

ã=-«#;i-(#'),
l Á /2 ,.. 1

á + jàV } -;oo + n;;7'

onde consideramos I' = 1, o que é possível fazer redefinindo a variável /,

reescalonando o tempo Para .A ? 2v2", o sistema (5 101) tem os seguintes
equilíbrio:

(5.101)

a massa e

pontos de

.42 1 / ,44 ,42

(m -t-- : ,'r),( .r: , é: )

(5.102)
..i2

(mB-
{;;-* .J'ã;

2

...{2

JU-, r)( .r, , @, )

A matriz M do sistema linearizado de (5.101) é:

« - l i11==, â%:s l
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N.t. q- . t--ç. d. M é "mp" -"l'' q«. O't (MjO:,ÓO) < 0 . q- O't(MJO,,Ód) > 0
Portanto, MI(i:,+.) tem dois autovalores reais de sinais opostos e (/i, ÓI) será um ponto

de sela, enquanto que MI(i,,Ó,) tem dois autovalores imaginários puros e (/2, .h) será um

centro. Assim, podemos entmciar a seguinte proposição:

P11oposição 5.4.3 0 sÍsfema de equações dll/erencáajs (5.101), salas/acendo a cona ção

-- > - , te« dois pontos de eq«.ilíbrio

.A2 1 /.44 .A2
8m 2n X/ 64m2 8;;;i.

.A2 l . / ..,{4 .Á2
=- - ã' + Võá:i:í - ã:h- .

Ó , n',J,

sendo (.Is,+s] un ponto de sela e ÇI.. 4).] um centro. Além disso, existe uma órbita homo-

clínica, dadct implicitamente Teta equação

XH,,.;bJ - ?rt4:'»"sM + I" l. [/].

2
(/,, é,) (« =-, n') ,

( .r., @. ) (« (5.103)

(5.104)

Existe um único ponto de equilíbrio ÇI',#o) -- (m, à), não hiperbólico, e se

istema não tem pontos de eqzitíbtio.

Note que esta proposição mostra que o parâmetro adequado ao estudo de bifurcações

é a energia cinética T = ;:Í., e não a massa m.

Em j121, Games considerou o problema misto de três vórtices, num caso restrito:

existem dois vórtices sem massa, com intensidades I'l e I'2, e um terceiro vórtice com

massa rn e intensidade I'3, de tal forma que I't + I'2 + I'3 = 0 e a intensidade I'i é muito

menor que os outros parâmetros. Matematicamente, esta hipótese corresponde a estudei

o limite I'i --> 0. Este problema pode ser olhado como uma perturbação do modelo misto,

com dois vórtices, descrito nesta seção. Desta forma, foi possível mostrar, analiticamente,

que a função de h'lelnikov (ver seção 3.4) associada a uma certa órbita heteroclínica

do problema apresenta zeros simples, e é limitada. Isto mostra que o problema é não
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integrável, pois existem pontos heteroclínicos transversos, e portanto "horseshoes". Por

outro lado, em j131, Comes prova, por meio de uma versão adequada do teorema K.A.M.
(ver l31), que para m suficientemente grande existe um conjunto de condições iniciais deste

sistema, com medida de Lebesgue não nula, para as quais o movimento é quase periódico.

Concluímos assim, de forma similar ao que ocorre no sistema de dois vórtices com massa,

estudado no capítulo 4, que existem regiões onde as soluções do problema restrito misto

dos três vórtices são quase periódicas e regiões onde apresentam comportamento caótico.
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