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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas questées matematicas relacionadas com os fluidos
assimétricos nao-homogéneos. Apresentamos um resultado de existéncia e unicida-
de de solucoes fortes para este sistema sobre um dominio qualquer tridimensional
nao-limitado. Também, apresentamos um resultado de existéncia de solucoes fracas
reprodutivas. Finalmente, apresentamos um resultado de existéncia de solugoes fra-
cas para uma desigualdade variacional associada ao sistema de equacoes dos fluidos

assimétricos nao-homogéneos.

Abstract

In this work we study some mathematical questions related with assymetric non-
homogeneous fluids. We give a result on the existence and uniqueness of strong
solutions on unbounded domains. Also, we give a result on the existence of re-
productive weak solutions. And, finally we give a result on the existence of weak
solutions for variational inequalities associated with the assymetric nonhomogeneous

fluids.
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Notacoes

1. Notagao vetorial e matricial

IN: Conjunto dos numeros naturais

a € INV: Multi-indice de “comprimento” o] =a; +az+ -+ an
IR: Numeros reais

|z]: Valor absoluto de z € IR

IRV: Espaco euclideano de dimensio N € IN

X -Y: Produto escalar euclideano dos vetores X,Y € RV

|X| = (X - X)'/?%: Norma euclideana de X € R"

X ® Y: Matriz (produto tensorial) de ordem N x N, cujo coeficiente (z,7) é

z;y;, onde X = (21,22,...,zn) e Y = (y1,Y2,..-,YN)
2. Notagoes geométricas

Q: Aberto de RY, de medida de Lebesgue ||

00 ou I': Fronteira de

n = n(z): Vetor normal unitdrio no ponto z € Jf) orientado para o exterior

de )
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Qr =90 x (0,T)
Sr =00 x (0,T)

3. Operadores diferenciais

0~ el . : . o
= — — Derivada parcial associada ao multi-indice
dze Oz --- 0z
N
a=(aj,az,...,ay) €N
g 0 0 . .
V = , Yoy : Operador gradiente; para uma funcao escalar p,
0z, Oz, dzn
Vp é um vetor de 1-ésima componente %; para uma funcdo vetorial u =
T
(u1,...,un), Vu é uma matriz cuja componente (3, j) é 2%
J

A=3yN 2. Operador de Laplace

i=1 9¢2

div = V-: Operador divergente; para uma funcao vetorial u, divu =V -u =
N  du;

izt B

u - V)u: Campo vetorial da i-ésima componente SV pu 2%

) p P 7=1 P%; 54,

puu = pu @ u: Campo matricial com componentes (z, 5) igual a pu;u;

rot: Operador rotacional; para uma funcao vetorial u,

fy — Ous 3 Ouy Ouy 3 Ous Ous B ou,y
ro N 8132 811237 6.753 8:1:1 ’ (9331 0"132

4. Espagos de fungoes a valores reais

C™(2) (m € IN ou m = 4c0): Espaco vetorial das funcoes de Q ~ IR, m

vezes continuamente diferenciaveis (para m = 0, sao funcbes continuas)

D(Q): Espaco vetorial das fungdes test, isto é, de classe C*° e de suporte

compacto contido em {2
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D'(£2): Espaco das distribuicées sobre , isto é, aplicagoes lineares continuas

de D(§2) em IR (para a topologia limite indutivo usual de D(Q))

LP(Q2): Espaco de Banach das fungoes (classes de) de Q em IR, mensuraveis e

p integraveis

W (82) (m natural): Espago das (classes de) fungées de LP(£2), cujas derivadas

em D'(Q) de ordem < m pertencem a LP({)). Sao espagos de Banach.
5. Espacos de fungoes com valores num espago de Banach

|| - ||z: Norma em um Espago de Banach B
B’: Dual topolégico de B

(-,-)B'B: Produto dualidade entre B’ e B. As vezes escrevemos simplesmente

()

0,7": Tempo inicial e final de observacao

L?(0,T; B): Espaco de Banach das (classes de) fungdes f : [0,7] — B men-

suraveis, tais que a funcdo t € [0,7] — || f(t)||s é p-integravel

C™([0,T]; B): Espaco de Banach das funcées f : [0,T] — B, m vezes conti-

nuamente diferencidveis (em relagdo a topologia forte de B)

D(0,T; B): Espaco vetorial das funcoes f : [0,7] — B de classe C* e de

suporte compacto contido em (0,7)

D'(0,T; B) = L(D(0,T); B): Espaco das distribuiges com valores em B, isto
é, aplicagoes lineares “continuas” de D(0,7") em B, para a topologia limite

indutivo usual de D(0,7") e a topologia forte de B
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6. Abreviaturas
q.t.p: Quasi em toda parte (geralmente com respeito a medida de Lebesgue)
Edp: Equacoes a derivadas parciais
7. Tipos de aplicagoes
—: Aplicacdo ou fungao
—: Imersao algébrica e topoldgica (imersao continua)

—: Imersao compacta



Introducao

O objetivo deste trabalho é abordar o estudo sobre a existéncia e unicidade de
solucoes fortes e fracas para um sistema de Equacoes dos Fluidos Micropolares As-
simétricos Nao-Homogéneos (FIMAN). Mas, antes de comentar resultados sobre
estas equacoes, apresentaremos este sistema de Edp e tentaremos descrever “gros-
so modo” suas principais caracteristicas fisicas. As notagoes utilizadas em relacao
a geometria dos dominios, operadores diferenciais, espacos funcionais, etc., sao as
de habito em equacdes diferenciais parciais e para maior precisao e esclarecimentos
foram listados na “Folha de Notacoes” paginas i — iv. Para escrever as equacoes
do movimento de um FIMAN, denotamos as fungées desconhecidas por u(z,t),
w(z,t) € R3, p(z,t), p(z,t) € R, definidas sobre o cilindro Q7 = £ x (0, 7).

As duas primeiras fungbes (vetoriais) denotam a velocidade e a velocidade an-
gular de rotacoes das particulas dos fluidos, respectivamente. As funcgoes escalares
denotam a densidade e a pressdo, respectivamente. Assim sendo, a descri¢do ma-
tematica do comportamento dindmico de um fluido que ocupa uma regiao 2 C IR?

durante um intervalo de tempo [0, 7] é escrita como

p{%% + (u- V)u} — (g4 pr)Au+ Vp=pf + 2u,rot w, (0.1)
divu =0, (0.2)
p { %—L; +u- Vw} — vAw — yVdivw + 4p,w = pg + 2protu,  (0.3)
% 4w V)=, (04)
ot
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u =0, w=0 sobre Xr =90 x (0,7T), (0.5)
u(z,0) = up(z), w(z,0) = we(z) em N, (0.6)
p(z,0) = po(z) em . (0.7)

As constantes positivas v = C, + Cy, v = Co + Cy — C,, 1, pr, denotam viscosi-
dades envolvidas no fenomeno. Mais precisamente, as constantes u, ., Co, C,, Cy
caracterizam as propriedades isotropicas do fluido. A constante p é a viscosidade
Newtoniana usual e p,, Co, C,, Cy sdao constantes positivas relacionadas com a as-
simetria do tensor de tensoes e satisfazem a relacao Co + Cy > C,. As funcgoes f, g
denotam fontes externas e estao definidas sobre Q7 a valores em IR>.

As equagdes (0.1) - (0.4) sdo satisfeitas no cilindro @z, onde (0.1), (0.3) re-
presentam as leis de conserva¢ao do momentum linear e de momentum angular,
respectivamente. A condigdo (0.2) significa que o fluido é incompressivel, isto é,
o volume ocupado por um conjunto de particulas que se deslocam ao longo das
trajetorias nao varia com o tempo. A equacao (0.4) é a conhecida equacao da con-
servagao de massa ou equacao da continuidade. Finalmente, (0.5) denota condigoes
de fronteira tipo Dirichlet, (0.6), (0.7) as distribuigées iniciais no tempo ¢ = 0.

E claro que o sistema de edp FIMAN, (0.1) - (0.4), é um sistema misto parabé-
lico-hiperbdlico, ja que as equagdes (0.1), (0.3) sao do tipo parabdlico e a equagao

escalar (0.4) é do tipo hiperbdlico.

0.1 Algumas questoes fisicas do sistema FIMAN

A elegante equacao do movimento

p%u =pf+divT, (0.8)
Op + div (pu) =0, (0.9)

ot
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onde % = % + u - V denota a derivada material, e cada componente da matriz
T, Ti; = Tij(z,t) representa fisicamente a j-ésima componente da forca sobre o
elemento de superficie com normal exterior na i-ésima direcao.

A equagao (0.8) foi descoberta por Cauchy em 1828 e junto com (0.9) sdo validas
para qualquer meio continuo sem qualquer hipétese na matriz de tensées 7. Assim,
por exemplo, quando os efeitos das tensées tangenciais nao sao levados em conside-
racao, entao um fluido perfeito é, por definicdo, um material que satisfaz 7' = Ip,

onde [ é a matriz identidade e p = p(z,t) é uma funcdo escalar positiva conhecida

como a pressao. Neste caso, (0.8) pode ser escrita como
D
— =pf—Vp.
Py =Pf—Vp

Outro caso se apresenta quando a matriz 7' é relacionada com outras varidveis
como cinematicas e termodinamicas. Estas relagoes que determinam o tipo de fluido
considerado como fluido viscoso, plastico, elastico, etc., sio chamadas de equacdes
constitutivas. Salientamos que é possivel obter equacoes constitutivas no caso de
tensoes tangenciais consideraveis.

Uma outra equagao importante na mecanica de fluidos é a equacao do momento

angular, isto é,

d
= dz = [ 10
% /Q(t) p(r x u)dz - p(r x f)+ /aa(t) r X tds (0.10)

onde 7 é um vetor posi¢ao et =n-T, com T = T'(z,t) é a matriz de tensdes e n é
o vetor unitario normal a superficie ((¢). Para garantir a conservagio do momento
angular em fluidos mecanicos é assumido que a matriz T' seja simétrica. Embora
estas consideracoes sejam validas para muitos fluidos comuns, este enfoque, comple-
tamente desprovido de consideragoes de natureza molecular, tem sido criticado por

alguns especialistas da mecanica de fluidos, como é o caso de [7], [8] e [L1], j& que
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para outras situacoes como em teoria da lubrificacdo, cristais liquidos e em meios
polarizados a hipdtese de simetria da matriz 7' nao é suficiente.

O argumento basico destes especialistas é que os efeitos microscopicos podem ge-
rar efeitos ao nivel macroscépico, ja que, assim como um campo de fluxos num ponto
do fluido € definido como médias locais das velocidades de translacoes das particulas,
entao as médias locais das velocidades rotacionais das moléculas, da mesma forma,
definem um campo rotacional macroscopicos que sera uma representacao cinematica
do momento angular interno que causa o giro das particulas e estao dinamicamente
acopladas a velocidade do fluido por interacoes de colisao das moléculas em rotagao
e translacao.

De um ponto de vista microscépico, este acoplamento, segundo Condiff e Dolher
[9], obedece a uma manifestacao de forcas moleculares nio compensadas. Neste
sentido, Born [7] observou que uma exigua linha de fluido que se movimenta tera
uma rotacao com velocidade 1/2rot u e encontrara uma resisténcia devido a rotacoes
internas quando estas nao estiverem sincronizadas. Born sugeriu que esta resisténcia
€ uma funcao de rotu —2w, onde w € o campo de rotagoes, e que tensoes assimétricas
¢ a resisténcia apropriada.

Para obter as equagoes (0.1) - (0.4), consideramos o célculo do momento angular

total num volume de fluido ao redor de uma origem escolhida. Temos

D
- Md :/ d : T)d
Dt/Q(t)p ’ Q(t)p(g—I_TXf) v an(t)n SRR

= /Q()(pg—’rpr><f+divC+r><divr+Tx)d9:, (0.11)
t

onde M denota o momento angular total (por unidade de massa do fluido), g é um
torque (de massa) por unidade de massa que provém de influéncias internas, C é
uma matriz de acoplamento de tensoes, n-7T' representa tensées normais e finalmente

Ti = (Taz — T32, T31 — T3, Th2 — Tn).
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O momento angular total M pode ser decomposto como a soma do momento
angular linear pr x u e do momento angular interno p¢, proveniente de contribuicoes

de rotacoes moleculares.

Escrevendo a equacao (0.11) na forma diferencial, obtém-se

D
pﬁ(f—kr><u):pg+prxf—l—divC'—I—divT—i—Tx.

Fazendo o produto vetorial de » com a equacao de Cauchy, temos

p(rx%%):p%(rxu):prxf—i—rxdivT)

e subtraindo as duas ultimas equacoes, obtém-se

D¢t

P o = P9 +divC + Ts. (0.12)

Assumindo que o momento angular interno por unidade de massa pode ser escrito
como um vetor com componentes {; = [;zw, 1 = 1,2, 3 e, além disso, assumindo a

propriedade de isotropia de um fluido, isto €, aqueles fluidos que satisfazem
Ly, = Idq,

onde [ é um escalar chamado de coeficiente de microinércia. Assim, da equagao

(0.12), podemos escrever

p[ga%v- = pg + divC + T. (0.13)

Para um fluido micropolar isotrépico com matriz de tensoes T escolhida como

sendo

Tij = (=P + Augr)di; + p(uij + ujs) + pr (56 — Ui 5) — 2rEm i jWm

Cij = Cowgkdi; + Ca(wij + wji) + Co(wjs — wi ).
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Usamos aqui a notagao usual de Einstein. Substituindo 7" e C' na equacao de Cauchy
e a de momento angular e levando em conta a equagao de continuidade, obtém-se o

sistema de equagoes (0.1) — (0.4).

0.2 Resultados teoricos conhecidos

Esta secao estd dividida em duas partes:
e fluidos micropolares com densidade constante;
e fluidos nao-homogéneos assimétricos.

0.2.1 Fluidos micropolares com densidade constante

Neste caso, € usual supor que a densidade constante é conhecida (pode ser detemina-
da em qualquer momento de maneira independente da evolucao do fluido). Portanto,
a equacao (0.4) ndo acrescenta informagao e ela desaparece do modelo.

Este caso foi estudado por Lukaszewicz em uma série de artigos [39], [40], [42],
[38]. No artigo [39], ele estuda o problema estaciondrio associado; em [40], a
existéncia de solugbes fracas para o modelo de evolucdo, e em [42], a existéncia
e unicidade de solucoes fortes. Estes trabalhos foram feitos em dominios limitados
e a técnica utilizada pelo autor foi linearizacao em conjunto com um teorema de
quase-ponto-fixo. Os resultados obtidos sdo analogos aos conhecidos para equacoes
de Navier-Stokes classicas. Ainda em dominios cldssicos, porém acoplando uma
equacao para o campo magnético, Rojas-Medar em [51], [59] estuda a existéncia de
solucoes fortes locais utilizando o método de Galerkin espectral. Usando a mesma
técnica, Rojas-Medar e Boldrini [65] estudam existéncia de solucdes fracas e o pro-
blema de solugoes reprodutivas e em Ortega—Torres e Rojas-Medar [58] tratam com

solucoes globais fortes.



Introdugao 7

Analogamente, ao caso das equagoes de Navier-Stokes, as solugoes fracas no pro-
blema tridimensional nao sao necessariamente tunicas (de fato, € um dos problemas
em aberto classicos da teoria das equacoes de Navier-Stokes).

Na teoria das equacoes de Navier-Stokes, Serrin [77] mostra condigdes suficien-
tes para a unicidade. Resultados andlogos foram estudados no trabalho [56], onde
também se estabelece a existéncia das derivadas fracionarias temporais.

No trabalho [51] é estudado o modelo estacionério com dados de contorno irre-
gulares, isto é, onde nao é possivel utilizar a teoria de tracos. Assim, é introduzida a
nocao de solugoes ultra-fraca (“very weak solutions”) e, via argumentos de dualidade
e linearizacdo, prova-se a existéncia de uma solugao ultra-fraca. Em [50] é estuda-
da a existéncia e unicidade de solucoes periddicas fortes para uma classe abstrata
de equacoes diferenciais parciais (incluindo as equagdes micropolares), utilizando
novamente a técnica de Galerkin.

Usando um enfoque diferente, o chamado formalismo de “Dubovitskii e Myulitin”
de programacao matematica em dimensao infinita, no artigo [55] estuda-se problemas
de controlabilidade associados as equacdes micropolares estacionarias.

para certos casos de dominios nao-cilindricos (quer dizer, dominios que mudam
com o tempo), foi estudado em [64], [57]. Para dominios exteriores, em [18] estuda-
se o problema estacionario e em [17] o problema de evolugao. Neste tltimo caso,
na sua abordagem foi utilizada a técnica de imersio de dominios introduzida por

Ladyzhenskaya no estudo das equacoes de Navier-Stokes (veja também Heywood
(30]).
0.2.2 Fluidos nao-homogéneos assimétricos

Passamos a comentar agora os trabalhos realizados para o sistema (0.1) — (0.4).

Lukaszewicz [49] (veja também [48]) prova a existéncia de solugoes fracas ao mesmo
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nivel que os resultados obtidos por Kim [36] para o caso dos fluidos ndo-homogéneos
(isto é, o caso quando nao é considerada a equagao do momento angular (0.3)).
Para o caso de solugdes fortes, tanto local como global, foram estudados nos arti-
gos [10] e [8], usando o método de semi-Galerkin espectral. Por tltimo, a existéncia
e unicidade de solugoes fortes foi provada em [14] usando um método iterativo.
Salientamos que todos estes trabalhos foram feitos em dominios limitados e no
nosso entender, o resultado principal do Capitulo 2 deste trabalho sobre solugoes

fortes num dominio nao-limitado é novo para o sistema de Edp (0.1) — (0.7).

A Estructura deste trabalho de tese é a seguinte; No Cap "1tulo 1, apresentamos
resultados e definicoes necessarios que sera o utilizados nos Cap ’itulos posterio-
res. No Cap ’itulo 2, obtemos um resultado sobre existéncia de solugdes fortes,
local no tempo, sobre um dom ’mio tridimensional ndao limitado. No cap ’itulo
3, apresentamos um resultado de existéncia de solugdes fracas reprodutivas, e fi-
nalmente, apresentamos um resultado de existéncia de solugoes fracas para uma
desigualdade variacional associada ao sistema de equacoes dos fluidos assimétricos

nao Homogéneos.

Finalmente, gostariamos de comentar que neste trabalho adaptamos técnicas de
Ladyzhenskaya-Solonnikov [41], Okamoto [54], Simon (78], Salvi [70], Itoh-Tani [31],
desenvolvidas para as equacées de fluidos ndao-homogéneos. Os aportes originais
deste trabalho sao apresentados nos Capitulos 2, 3, 4 e no inicio de cada capitulo,

fazemos comentarios pertinentes em relacao aos resultados 14 obtidos.



Capitulo 1

Preliminares

Esta secao contém todos os conceitos e resultados de Andlise Funcional que uti-
lizaremos nos outros capitulos. Como Distribuicoes, espacos de Sobolev, espacos
funcionais com “divergéncia nula”, a valores reais ou a valores num espago de Bana-
ch, etc. Assim como suas propriedades: Imersoes continuas e densas, compacidade,
reflexibilidade, separabilidade, dualidade e os diferentes tipos de convergéncias, for-
te, fraca * e no sentido das distribuicoes.

Utilizaremos as notagdes: || - || para as normas, (-,-) para indicar os produtos
internos e < -,- > para os produtos de dualidade (incluidos os associados a uma
distribui¢ao), indicando as vezes, quando for necessario, os espagos considerados

como sub-indices para evitar confusoes.

1.1 Espacos de Sobolev com valores reais

Seja 2 C RN aberto qualquer, se f € Ll _(Q), entdo f determina de forma univoca

uma distribui¢ao (distribui¢ao regular), que denotaremos por f e é definida por

() = [ F@)p(e)de = (f,¢) Vio € D()

onde D(2) = {p € C°(R)°}. Portanto o produto dualidade entre D'(Q2) e D(Q)

generaliza o produto escalar em L?((Q).
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Lembremos que, dada T' € D(R2), faz sentido falar de quaisquer derivada de 7',
associadas ao multi-indice & = (ay,...,ay), no sentido das distribuigoes. Trata-se

de uma nova distribuicao 0*T, definida por
(0°T, @) = (—1)I*(T, 8°p) Ve € D(Q) .

Além disso, se em particular 7" é uma funcao regular, 9°T e a derivada usual de

_ 0T

Ozt Oy
Os espagos de Sobolev W*(§2) definidos por

coincidem.

T

W(Q) = {v € L(Q)/0%v € L,(R), V¥ |a] < m}

sao espacos de Banach com normas

1/p 1/p
> [ |0%v|Pda = > 0%} g , se p < 400
Q P( )

la]<m la]<m

lvllwym9) = (

lo|lwme@) = sup (sup ess|0%v(a)|)
le|<m XeQ
= sup ||0%|[r=@) sep=-+co
al|<m

om

Observemos que, os espagos W, () (fecho de D(Q) em W *(Q2)) ainda sdo
espagos de Banach pela norma induzida por W]*(§2). Pela desigualdade de Poincaré-
Friedrich, se {) estiver limitado pelo menos em uma diregao dos eixos coordenados, a
seminorma abaixo, é de fato uma norma de HJ*(Q2) :I/f/: (Q), equivalente a norma
induzida de H™(Q2) = W*(2):

1/2
||U||H5"(Q) = ( Z ||0“v||%2(9)) .

|lo|=m

No caso particular, para p = 2, os espacos de Sobolev (denotados por H™(f) e

H{' () respectivamente) sao espacos de Hilbert com os produtos escalares abaixo

(w,0)m@y = 3 /Q 0°u(z) v (z)de = S (8%, 0°v)

lee|<m Ja|<m

(w,V)ame) = Y (0%u,d%). (1.1)

laf=m
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Se Q é limitado, a aplicacdo linear v + vlsq, definida de C'(Q) em L%(Q), é
continua quando o espaco vetorial C'!(§)) é considerado com a norma de H'(£)).. Em
conseqliéncia, possui uma unica prolongacgao continua a todo H'({), chamada de

aplicacao traco e denotada usualmente por 7. Logo, temos
v € L(HY(Q),L*(09)) e v ="|sq

para v “regular”.

Isto permite falar dos “valores fronteiras” de v, para cadav € H'(f2). Geralmente
escreve-se v|sn em lugar de v, ainda quando v nado é regular. Para  C IRV,
limitado e de fronteira Lipschitziana, temos que o nucleo da aplicagao traco coincide
com H}(2). No caso de fungdes com valores em RY (N € IR), o nimero N de

componentes € super-indicado. Por exemplo,

UE(W;‘(Q))N@v:(vl,vg,---,vN) e e W), 1< <N,

De fato, (W;"(22))" ainda é um espago de Banach para a norma produto usual. O
produto escalar de (H™(Q)") e de (HF*(2)"), tem naturalmente a mesma definigao
(1.1), porém trocamos 9*u0d*v por d%u-0%v (produto escalar euclideano dos vetores
0%u e 0%v).

Pelo Teorema de Riesz, identificaremos o espaco de Hilbert L?(§)) com seu dual,
considerando, além disso que, para os outros LP(f2), o produto dualidade generaliza
o produto escalar de L?(2). Logo, fard sentido escrever (LP(2)) = L*' () onde

1 < p < +oco, com p’ expoente conjugado de p e
(v, W) enia) = [ v(@)u@)de Vo € I7(9), Vo € 17(0).

Pelo teorema de Hanh-Banach, W~™?({)) = (I/;/;n (2))" dual de I/(IJ/: (Q2) pode

ser 1dentificado ao espaco das distribuicoes

W(Q) = {5 S eD(Q),S = ) Oay va € L”'(Q)}»

o] <m
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com o produto dualidade seguinte

(S, p) = Z (—I)Ial(vmaa(P)LP’(Q)LP(Q)'

o] <m

[sto €, sao equivalentes

(a) T € W2 (Q);

o m

(b) T é o prolongamento a todo W, (§2) de uma forma linear continua S : D(§2)

R que verifica:

3C > 0 tal que | < 8,0 > | < C|| ¢ lwmr) Voo € D(Q),

(c) T é a prolongagao a todo I;I)/p (©) de uma distribuicao S sobre §) que esta em

w-me' (),

Teorema 1.1 [Imersoes continuas e compactas de Sobolev]. Seja Q aberto limitado

de RN com fronteira Lipschitziana. As sequintes imersées sio continuas e densas:

1/p*=1/p—1/N sep<N;

1 *
W, () = LP*(Q) com < p, € [1,= o) sep=N;
Px = +00 sep>N;

e quando 1 < s < p, a imersdo € compacta em L*(§).

Em geral, as sequintes imersoes sdo continuas e densas

5:;—)—’”];“ se(m—mn)p < N;
W;h () = Wi(Q) com ge[l,+o0)  se(m—n)p=N;
q=—+oo se(m—n)p>N

(n inteiro, 0 <n <m, ¢ > 1) e a imersio € compacta em W™*(Q) para cada s < g
(s >1). Além disso, temos as sequintes imersoes compactas: WH(Q) — C*(Q) se

mp > N e k € o maior inteiro tal que 0 < k <m — N/p.

Corolario 1.2 Nas condigoes do Teorema 1.1, e p,s # +oo, entdo temos as se-

guintes imersées continuas e densas (compactas, resp.)

W) — W= (resp. W™™*(Q) — W™™7(Q))
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O proximo teorema € 1til no caso de dominios nao-limitados. A nossa referéncia

é Ladyzhenskaya [39], pag. 34.

Teorema 1.3 Para qualquer u € WPI(Q), p > 1, onde ) € ndo necessariamente

limitado no RN, N > 2, temos que para todo r > 1

lullza@) < ﬂ”VU“%p(m”uH};&) ,

1 1\ /1 1\' _ Np
o = —_—— = _— — =
r q)\r P » P N-p’

(i) parap < N, temos que, se v < P, entdo q € [r,p] ou se r > P, entdo q € [p,]

com

onde

e B= (%ﬁ)a. Quando q varia entre T e P, a varia entre 0 e 1, incluindo

os extremos; se T = q = P, o pode ser escolhido arbitrariamente entre [0,1];

i) para p > N, q € um numero arbitrdrio em [r,o0) e
P p )

N -1 —1 “
ﬂ:max{( N )q,l-}-p—-’y} 3
4

quando q varia der até co, o varia de 0 até Np/[pN+r(p—N)| sem considerar

0s extremos;

(m) se p > N a desigualdade ainda vale para g = co com B < co, onde

_ Np
~ Np+r(p—N)

o

1.2 = Espacos de Sobolev com valores num espaco
de Banach

Lembraremos muito brevemente as propriedades dos espacos de funcoes e distribui-

¢oes na variavel temporal ¢ € (0,7") a valores num espaco de Banach.
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Seja B um espago de Banach e || - || sua norma, definimos L?(0,7, B) como

sendo

LP(0,T,B) = {f:[0,T] = B mensuraveis e tal que a funcio

t€[0,T] | f(¢) ||z (def. qtp) é p — somavel}
Definimos a norma

T 1/p
1flerorim) = [/0 llf(t)ll%dt] se p < +o0,

[fllzerBy = sup [[f({)llB sep=+oo.
te(0,T)

Estes espacos possuem muitas das propriedades dos espagos LP(f2). Se B é reflexivo
(resp. separavel) el < p < co (resp. s < p < c0), entao LP(0,7'; B) é ainda reflexivo

(resp. separavel). Se
D(0,T;B)={f : [0, 7]~ B de classe C* e de suporte compacto contido em (0,7},

temos que D(0,T'; B) é denso no LP(0,T; B) se 1 < p < +oo0.
Quando p = 2 e B = H é um espaco de Hilbert com produto escalar (-,-)n,

entao L*(0,T; H) é ainda um espago de Hilbert com produto escalar:

T
(.90 = [ (/1) g(0)mdt

O espaco vetorial L] (0,T'; B) possui estrutura de espaco de Fréchet (localmente

loc

convexo, metrizavel e completo) para a familia de seminormas {P?(v)},>1, onde
PR(v) = 0|l p(niB) Vo € Lie(0,T5 B), Vn > 1

e {IK,} é uma seqiiéncia crescente de compactos tal que sua uniao é todo (0, 7). Se
f € L.(0,T; B), entao f define de forma univoca uma distribuicao em D’(0,7’; B)

(chamada distribuicao regular), que ainda denotamos por f, definida como

T
(f)= [ FWe()dt, Vi € D(O, ).
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O simbolo (-,-) denota a acao de f, uma aplicacdo linear continua de D(0,7") em B,
sobre ¢ € D(0,T').

Se pusermos Q1 = 2% [0,7], T > 0 e  um dominio em IR® ndo necessariamente
limitado, definimos outros tipos de espagos que usaremos posteriormente no Capitulo

2 deste trabalho. Sao os seguintes:

W Qr) = {v € Ly(@Q1) | Ivllwzr (g = llvelli,@o + D2 D5 ullz 00 < 00}

ler|<2
o AN/ o\ 9\™
onde D7 = (81‘1) (33;2) <8a:3) .

Sev € W2'(Qr) e p > 3, para t € [0,T] fixo, o valor de v(z,t) pertence ao

espaco de Slobodetskii-Besov, sz‘z/p(ﬂ) definido por
W) = {v € L,(Qn) | Ivllyz-ainggy < +ool,

onde

”vllwz ~2/p(q (Z 1 Dzull7, @) + z | D7 u Il_ylll):p( L q 'dy)

o<1 axQ
O espaco W2'(Q;) é o espago das distribuig6es v € LP(0,T; W2(Q)?) tal que v, €
L1(Qr)>.
Faremos uso freqiiente da desigualdade abaixo, devida a Solonnikov [83]. Para

todo v € W2!(Qr) e para todo t,0 < ¢ < T, temos

”v(t)llwg—z/l’(g)a < ”U(‘,O)“W:—2/p(9)3 + c”'v”W}f'l(QT)’ (12)

onde a constante ¢ independe de ¢.
Seja 2 aberto de IRY, definimos o espago vetorial C™ (1) de todas as funcoes ¢ €
C™(Q) tal que D¥p é limitada e uniformemente continua sobre 2 para 0 < |a| < m.

Lembremos ainda que C™(§2) é um espaco de Banach com a norma abaixo:

1@l = llellom@) = max sup[D%p(z)] .
0<L|e|<m zeq
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Se 0 < A < 1, definimos C™*(§) como o subespaco de C™ () que consiste de todas
as funcoes ¢ tal que, para 0 < |a| < m, D%p satisfaz em ) a condicao de Holder

com expoente J, isto é, existe uma constante C' tal que
|D%p(2) — D*p(y)] < Clz —yI*, z,y € Q.

O espago C™*(f2) é um espaco de Banach com a norma

D%p(y) — D*p(z
ol = llpllm + max 127¢W) = D7e()]

=ych |z — y|*

No caso Q7 = Q x (0,T), definimos para 0 < a <1, 0 < 3 <1, o espago C*P(Q7)
como o espago das fungdes ¢ definidas sobre Q que sio Holder continuas com

expoente o e f em relagao a z e t, respectivamente. Definimos sua norma por

IISOHC’%ﬂ(Q,T) = sup e(z,t) + [UJCa,ﬂ@T),

Qr
onde
le(z,t) — o(y, s)]
[“]gas@,y =  sup :
c*Qr) (2, (0,9) B |z —ylo+ |t —s]?
z#y, t#s

Para mais detalhes destes espagos, veja Adams [1], Ladyzhenskaya [38] e Kufner

et al. [37].

1.3 Produtos continuos entre espacos de Sobolev
reais em dimensao 3

Lema 1.4 Seja () nas condigoes do Teorema 1.1.

(i) Paral < s <r < 400, a aplicagdo produto de W (Q) x W1#(Q)) em W(Q),
com % = % + % (r* dado pelo Teorema 1.1) estd bem definida e € continua se

t>1.
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(it) Para 1l <y < +oco e1 < s < +oo, a aplicagio produto W (Q) x W=1#(Q)
em W=1(Q), definida por

(pu, v)w-re@) = (4, W0)w-1(0), (1.3)

Y € W=(Q), Yu € WW(Q) e Vo € Wot', onde t' é 1+ 1 = 1, estd bem

definida e € continua set > 1.

1.4 Resultado de compacidade
Passamos a definir agora os espacos de Nikolskii. Seja B um espaco de de Banach
e f:(0,7)— B eh >0, definimos a funcdo 7,
wf:(=h,T —h)— B,
definida por
(o f)(t) = f(t+R), Vi€ (=h,T—h).
Definimos o espago de Nikolskii da ordem s (0 < s < 1) e expoente g (1 < g <

+00) por
N*%(0,T; B) = {f: f € L0, T; B), llmnf — fllsor-nip) < Ch*, Vh € (0,T)}.

O espaco N*%(0,T; B) possui uma estrutura de espago vetorial para as operagoes

usuals € com a norma

| fllnsso.r:8) = Il fllLao,;B) + sup [h_sllTnf— f”L‘I(O,T—h;B)]
0<h<T

é um espaco de Banach. Observe-se que N**(0,T'; B) é o espago das fungoes Holder-

continuas (ou Holderianas) de expoente s e a valores em B.

Lema 1.5 (Simon [80]) Sejam X < B < Y espagos de Banach com imersoes
continuas e densas, a primeira delas compacta. FEntdao as seguintes imersoes sao

compactas:
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(i) L9(0,T; X) N {42 € L'(0,T;Y)} = L*(0,T; B) se 1 < ¢ < +oo;

(i) 120, T; X)n{¢: 52 € L'(0,T;Y)} < C((0,T]; B) s¢ 1 < 1 < +o0;

(viz) L9(0,T7; X)N N*>9(0,T;Y) — L9(0,T;B) se 0 < s <1, 1< ¢< +oo.

1.5 HEspacgos de funcoes com “divergente nulo”
Seja 2 C IR® um dominio limitado com fronteira 99 Lipschitziana e definamos

V = {p:9€D)?, dive =0 em Q};
H = Fecho de V em L?*(0)*

V = FechodeV em H'(Q)>.
Como 0 é Lipschitziana, podemos caracterizar os espacos V e H como

H = {v € L*(2)%divo = 0 em £, (v.i)|r = 0 sobre BQ} ;

¥V = {UEHI(Q)szdivvz()emQ, vlrzosobreaﬂ},

onde v|r e v.4|r € o trago de v e traco normal de v sobre dv. v|r faz sentido no

L*(T)sev eV e (v.i)rno HY*(I)sev € H.

Lema 1.6 [De Rham]. Seja  C IR® aberto limitado, de fronteira T = 9 sufici-
entemente regular. Se w € H=1(Q)3 tal que (w,v)g-1y2,(maye = 0 para cada v €V,
entao

Jq € L*(Q) tal que w =Vgq

(q € tinica a menos de uma constante aditiva se ) for conezo). Além disso, para cada
fungdo w nestas condigées, € possivel escolher ¢ tal que a aplicagio w — L, = ¢

seja linear e continua par as normas de H=1(Q)> e L*(Q).
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Teorema 1.7 [Teorema do ponto fizo de Schauder]. Sejam X espago de Banach,
S C X um conjunto convezo, fechado e limitado de X e ¢ : S — S uma aplicagdo
compacta, quer dizer, continua tal que $(S) € relativamente compacto. Entdo ¢ tem

pelo menos um ponto fizo em S.

Utilizaremos o Terema do ponto fixo de Schauder no Capitulo 3.

Para maiores comentarios e demonstragoes dos resultados das secoes anteriores,

sugerimos Simon [80], [81] e as referéncias ali citadas.



Capitulo 2

Existéncia e unicidade de solucoes
fortes num dominio nao-limitado

2.1 Introducgao e resultado principal

Nosso objetivo neste capitulo é o estudo de solugdes fortes para o sistema (0.1) -
(0.7). De maneira mais precisa, vamos provar o Teorema 2.1 (veja na pégina 22)

sobre um dominio nao limitado, no contexto dos espagos L?(2) com p > N = 3.

Distinguimos basicamente trés tipos de solucoes: fracas, fortes e classicas, de-
pendendo de sua regularidade. A diferenca estd no sentido em que as equacoes
(0.1), (0.3) sao satisfeitas. Um sentido distribucional (solugao fraca), ou pontual
q.t.p (solucdo forte). As solugdes fortes, embora nao sejam solugoes classicas, sao
importantes, ja que quando existem sao tnicas na classe das solucoes fracas. Um
outro ponto importante deste tipo de solugdes estd ligado diretamente a equacao de
continuidade (0.4). E conhecido que (0.4) juntamente com a condigao inicial (0.7) e
fixada a velocidade u, € um problema de transporte (hiperbélico) que pode ser resol-
vido sob determinadas condi¢des de regularidade sobre os dados, pelo método das
caracteristicas ([15]). No entanto, determinadas propriedades de regularidade de pg
e u, assim como de suas derivadas, sao necessirias para obter existéncia e unicidade

da solugao para a equagao do transporte (veja Ladyzhenskaya-Solonnikov [41], Oka-

20
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moto [54]). Neste ponto, é necessario resolver um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias das “curvas caracteristicas” usando o método das aproximagoes sucessi-
vas. Por exemplo, hipdteses de regularidade que levam & existéncia e a unicidade de

solucés de (0.4),(0.7) sao as seguintes:
Vue L'0,T; L®(Q)) e po€ WL(Q).

No caso das solugbes fracas do sistema (0.1) — (0.7), as hipéteses de regularidade
requeridas sobre u e pp sao mais fracas. Isto explica a necessidade de introduzir

solugbes fortes com maiores hipétese de regularidade. Neste trabalho as estimativas

IVUullLw©), IVUllzw@), IPllLw@), IVPllLa@)

foram essenciais em varios pontos deste trabalho, como por exemplo na prova de
unicidade do resultado principal.

O problema de existéncia e unicidade solucées fortes no caso que o dominio é
limitado foi abordado em Boldrini-Rojas-Medar [10], obtendo existéncia e unicidade
de solugoes fortes locais e globais no contexto de L?*(2) usando como ingrediente
basico o método de semi-Galerkin espectral, visando aplicacoes numéricas.

No caso NV = 3 a existéncia global é obtida considerando dados iniciais pequenos,

mais especificamente que ||[wol|v € |[woll(z1 @)y, | fllzo (0,00:(E1(2))) € 1]l Lo0 (0,052 (92))2)
sejam suficientemente pequenos (observemos que condigoes analogas sao assumidas
para as equagoes de Navier-Stokes classicas, veja Heywood [30]) e que quando N = 2
obtém-se existéncia global sem a hipétese mencionada anteriormente.

Resultados analogos foram obtidos em C. Conca et al. [14], Rojas-Medar [56]
usando um procedimento iterativo. Este ultimo obteve solucdes fortes locais e

Ortega-Torres-Rojas-Medar [68] obtiveram solugoes fortes globais. No entanto,

quando © C IR® é um dominio nao limitado, o problema nao tem sido estudado. Os
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problemas em dominios nao limitados sao podem ser dificeis, pois neles ja nao temos
a validade de 1mersoes compactas entre espacos que sao muito uteis nos dominios
limitados. Assim, as técnicas utilizadas nos dominios nao-limitados devem ser mais
depuradas. Para isto, Varias técnicas foram desenvolvidas como semigrupos, in-
tegrais singulares, espacos de Sobolev com pesos ou generalizacoes. Uma técnica
interessante é a imersao de dominio, originalmente introduzida por Ladyzhenskaya
[38] para o estudo das equagdes de Navier-Stokes e exposta de maneira interessante
emHeywood [30]. Estas técnicas poderiam ser usadas para estudar o sistema (0.1)
- (0.7): Porém preferimos usar os chamados espagos de Slobodekstskii-Besov em
conjunto com linearizacao e o método das aproximagdes sucessivas para realizar a
analise.

Este procedimento foi originalmente utilizado por Ladyzhenskaya [38] e Ladyzhenskaya-
Solonnikov [41], para o caso das equacdes de Navier-Stokes classicas e nao-homogé-
neas e usadas posteriormente usado por Itoh-Tani em [31].

Observemos que és Lemas 2.2 e 2.4 enunciados posteriormente sao devidos a
Itoh-Tani [31];0 Lema 2.3 devido a Ladyzhenskaya-Solonnikov [41]; e o Lema 2.5
é novo para dominios nao limitados. Para sua demonstracao utilizamos o método
do regularizador que, para mais detalhes, pode ser encontrado nas referéncias [40] e
[83].

A seguir enunciamos o principal resultado deste capitulo.
Teorema 2.1 Suponhamos p > 3 e as hipoteses sequintes:

0<m<pz) <M< +oo,
po(z) € C(Q), Vpo € W)(),
up(z) € VV:_WP(Q), uols =0, div(uo) =0,

wo(z) € W2P(Q), wols =0, f,9€ Ly(Qr).
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Entao existe um tempo Ty € (0,T] tal que o problema (0.1) - (0.7) possui uma inica

solugdo (u,w,p,p) que satisfaz

p € C(Qr,), Vp € C([0,T1]; W,(92)),
0<m < p(z,t) < M < +o0,
u, w € WPZ’I(QTI),

vp € LP(QT) )

Antes de enunciar os lemas auxiliares para demonstrar o Teorema 2.1, faremos
algumas observacées em relacao ao resultado. As equacdes (0.1) — (0.4) sao sa-
tisfeitas no sentido q.t.p (em quase todo ponto) sobre  x (0,77). As condigoes
de contorno para u(z,t), w(z,t) sdo satisfeitas no sentido do tracos e q.t.p sobre
(0,7). Finalmente, as condigdes iniciais para u e w sao satisfeitas em Wﬁ_z/”(ﬂ) e
a condicdo inicial para a densidade p(z,0) = po(z) em C(Q). Observa-se ainda que,
devido a que W}(Q) C C°*(Q) com imersdo continua e 0 < A < 1 — 3/p, temos
que Vp(z,t) € C([0,Ty]; C%M)). Além disso, se §) for limitado com fronteira C?,
as solucgoes u, w € WZ’](QT]) possuem uma regularidade maior, ja que neste caso
existe um A = A, (que depende de p) com 0 < A, < 1 tal que W2 (Qr,) —
LP(0,Ty; CYA(Q)*)nC([0,T); C(0)*), com imersido compacta (veja J. Lemoine [42]).

Agora passamos a enunciar os lemas necessarios para realizar a prova do Teore-

ma 2.1.

2.2 Resultados auxiliares

Lema 2.2 (Itoh-Tani [31]) Sejam p(z,t) € C*P(Qr), onde o, B € (0,1) e 0 < m <
po(z) < M < +oo. Entao, para qualquer fungio F € Ly(Qr), uo(z) € W2=2/7(Q),

uo(x)lzT = 0 e divupg(z) = 0, existe uma inica solugio do sistema de equagoes
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diferenciais parciais

du
po ~(Htp)AutVp=F
divu=0
UIZT =)

u(z,0) = uo(z)
tal que u € W2(Qr) e satisfaz em Q a seguinte estimativa

ez @ + 19Pllzp@r) < Ki (ellos @y T) (Iuollyz-sirgy + 1 Fllzycen )

onde K, € uma fungdo crescente de ||p||ges(Qr) € T e depende das constantes m e

M.

Lema 2.3 (Ladyzhenskaya-Solonnikov [41]) Seja u satisfazendo divu =0, u|g, =0

e a sequinte estimativa
T
lull=@n + [ IVu(s)llz@yds < +oo.

Entdo para qualquer po € C'Y(Q) tal que 0 < m < po(z) < M < +o0, o problema
escalar

dp
-a7+(u'V)p—O

p(z,0) = po(z)
possut uma unica solugio p € CV1(Qr) que satisfaz

m

IN

plz,t) < M,

T
IVellze@rn < \/§||VP0||LOQ(QT)6XP </0 ”VU(S)HLw(n)dS),

IA

T
Iodion < Vilulim@nlVoollimexo ( [ 19w ).
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Além disso, se Vpo € W (Q), u(z,t) € L'(0,T;W2(RQ)), entdo
d
F1VeDlwpa) < Cllu@liwzlIVe®)llwy@)-

Lema 2.4 (Itoh-Tani [31]) Seja u como no Lema 2.3. Se p € CYY(Q7) € tal que

dp
E—F(U-V)p—h

p(z,0) = po(z)

com h € L'(0,T; L(Q)), entdo temos

t
le()llzeo@) < [ 1R(8)llLeo(eyds-
0

Na monografia [82], Solonnikov apresentou o método do Regularizador para tra-
tar sistemas de equacoes diferenciais parabédlicas. A nocao de parabolicidade usada
em [82] é suficientemente geral para cobrir nosso caso, pois o problema (2.1) abaixo
é parabdlico no sentido de Petrovski. A prova do proximo lema estd baseada na

ordem de idéias expostas em Solonnikov [82], Ladyzhenskaya et al. [40].

Lema 2.5 Seja p € C*#(Qr), a,B € (0,1), tal que 0 < m < po(z) < M. Para
qualquer fungio G € Ly(Qr), p > 3 e wo(z) € W2/7(Q) com woly> =0, 0

problema linear

ow
"ot
w = 0 sobre X7 (2.1)

— vAw — yVdivw + 4p,w = G(z,t) em Q,

w(z,0) = wo(z) em Q,

possui uma unica solugio w € Wp“(QT), satisfazendo as sequintes estimativas para

todot <T
P P
(”wllwg"(Qr)) + STL?: (Ilw(I’T)llw,f“’/P(Q))

p41 z
SCZP—H(%) (1+m_l(t)STu<}?[P($>T]?z) [F2(0) + lwllt, 0] (22)
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onde

M(t) = max(l,rrba.xp),
m(t) = min(l,rréinp),

FP(t) = ”G“EP(Q.) + ||w0(~"3)||5v§—2/p(m-

Para a demonstragao do Lema 2.5 vamos escrever w(z,t) = u(z,t)+v(z,t), onde

as fungoes u(z,t) e v(z, ) sdo solugdes dos problemas (2.3) e (2.4), respectivamente:

(Z_ztz — vAu — yVdiv (u) + 4p,u = G(z, 1),
u = 0 sobre X7 , (23)

u(z,0) = wo(z) sobre N

com g(z,t) = (1 — p)uy, além disso,sendo

p(z, t)% — vAv —yVdivo + 4p,v = g(z,t),
v = 0 sobre X7, (2.4)

v(z,0) = 0 sobre Q,

A equagao diferencial parcial (2.3) é parabdlica no sentido de Petrovski e portanto
podemos aplicar os resultados de [82]. Com efeito, aplicando os resultados do Cap.
V, Teorema 5.4, obtém-se uma tnica solucao u € Wp2=1(QT) para o problema (2.3)

satisfazendo a estimativa para todo ¢t < T

”u“W}l(QT) + il;}t) ”u(:l,, T)”w}f—z/l’ <G (”G”LP(QT) + llwﬂllpvg"2/i'(g)> ¢ (25)

Para obter existéncia e unicidade em W»!(Qr) do problema (2.4) usamos o

método do regularizador, que passamos a explicar formalmente.
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O problema (2.4) é considerado num cilindro @), de altura, 7, pequena da seguinte

forma (com condigoes iniciais nulas):
Au=h, (2.6)

onde A : V — H é um operador limitado agindo entre dois espagos de Banach.
Logo, temos de construir um operador R : H + H (chamado de Regularizador) que
satisfaca as equacodes
ARh = h+Th,YheH, (2.7)
RAu = u+ Mu ,YveV, (2.8)
onde T': H — H e M : V — V sao operadores lineares com norma menor que 1 e
portanto os operadores inversos (/g +T)~" e (Iy + M)~! existem (I e Iy denotam
as identidades nos respectivos espacos — daqui em diante, omitiremos os sub-indices
H e V). Multiplicando pela direita a equagao (2.7) por (/ + T')~! e pela esquerda
por (I + M)™! a equagdo (2.8), obtém-se
AR(I+T)™ = Iy,
(I+M)'RA = Iy.

Portanto, o operador A tem inversa a direita e a esquerda e, conseqiientemente,

esses operadores sao iguais e existe o operador inverso A~! : H +— V limitado,
AT'=RUI+T)'=({+M)",

definido sobre todo o espago H e sua norma, satisfaz
AT < RN +T)7H| < 26,

onde a constante C' é tal que

|RR]lv < C||h||5-



28

Alguns resultados sobre os fluidos micropolares ndo-homogéneos

Finalmente, deduzimos que a equagao (2.6) possui uma tinica solugao para qualquer

h € H e a sua solucgao satisfaz a desigualdade

llullv < 1A7HHIANE < 2C| Al -

Feitas estas observagoes gerais, passamos agora a tratar do problema (2.4). No

que segue sera util o sistema de coberturas de §2,( com fronteira de curvatura limitada

)

Cq = {0®} e C, = {w®}, que satisfaz

1) w®ca®cll e Uk =, 0® =T

2) Para qualquer z, existe w®) tal que z € w®) e dist (z, Q\w®) > §; > 0;
q q )

(3) Para qualquer A, existe um niimero Ny que independe de \ tal que

nfert a® =,

4) (a)

se () N 9Q = P (denotamos o conjunto de indices k por M), os w® e
Q%) s3o cubos com o mesmo centro e com comprimento de seus lados %
e A, respectivamente;

Se w®) N AN # () (denotamos este conjunto de indices por N), entéo para

o sistema de coordenadas locais {y} com centro (*) € S,

o = {lul < 25 (1=1,2), 0 <y~ FIiE) <2},

00 = {lyl <8 (1=1,2), 0<ys — Fy; ) <280},

onde F(y';€®) (y' = (y1,12)) é a fungdo que descreve a fronteira S na

vizinhanca de £(*¥) e §, constante positiva que independe de .

Por mudanca de varidveis de tal forma que z; = y; (¢ = 1,2) e z3 = y3 — F(v),

QB (ke M), Q) (k € N) e a fronteira em Q%) sio respectivamente transformadas
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nos cubos padroes

[K = {IZiI S (SQA, (Z = 1,2),0 S zZ3 S 2(52/\},

K' = {|z <8\, (6 =1,2),25=0}.

Além disso, sejam as particdes da unidade {¢(*)(z)} e {#*)(z)} subordinadas a

{Q")} e {w*)} respectivamente tal que

(k)
(B) () — 1, sez € W,
() { se & € T\w®

0< (M) <1, (2.9)

)

n®(z) =0 sezeQ\QHP,

S (W (@)W (e) = 1,
|D2¢H) (z)] < C AT | DEnk(2)] < Corlel,

A fungao n®(2) pode ser construida a partir da fungio ¢(*)(z), da seguinte

maneira: pelas propriedades (2) e (3) das coberturas, temos que

1< (W) < No.
k

Ja que nao tem mais de Ny somandos diferentes de zero em cada ponto z; definimos

entao
n® = (W () -
Zr((P(z))?

Definamos agora o operador L (com condi¢es iniciais nulas) como sendo

L(z,t,0z,0t)v = p(z, t)% — vAv —yVdivo + 4p,v

e entdo definimos o operador

A W2NQ,) = Lp(Qr) x WEHP(E,)

por

Av = [L(:v,t,(?:c, 8t)v,v|zr] .
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Portanto, a equacao (2.4) pode ser escrita como
Av = [g,0] = h.
Na notacao usada acima, V = W21(Q,) e H = L,(Q,) x W2~'/?(Z,) com norma

bl = 119 B)llr = Ngllyc@n) + 1Bl 2-10ms,

Observe-se que A assim definido é um operador limitado.

Agora passamos a construir o operador regularizador R. Para isto, seja
dv .
Lo(z,t, 0z, 0t)v = p(=z, t)a —vAv — yVdivo
e definamos 5*¥)(z, t) (para k € M) como a solucio do problema de valor inicial
a.*(k)
p(E5,0) 7 — AT — Vvt = §(z,1)
7¥)(z,0) = 0, (2.10)

onde (%) é o centro comum dos cubos w®) e Q*) e ¥ (z,1) é definida por

(k) 5 (k)
5 (k) _ ) (F(z)g(=,t), z€QW,
g (:l’.’ t) { O, T € R3\Q(k)

Para k € NV, definamos 7(z,t) como a solucio do problema
p(f(k)) O)Oiﬁ(k)(z7 t) - VAﬁ(k) - 7lev ﬁ(k) = H C(k)(m)g7
7®)(2,0)|20=0 = 0, (2.11)

7% (2,0) = 0,

onde []Z denota a transformacao de z a z.
Usando os resultados de [82], Cap. V, sabemos que o problema de Cauchy (2.10)

possul uma tnica solucao e satisfaz a estimativa

Hi(k) ”W,?" (IR*x[0,7]) < C'Hg(k)“L,,(lR3 x[0,7])> (2.12)
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onde as funcoes foram estendidas por zero fora de (%),

Similarmente, o problema (2.11) tem solucao tinica e satisfaz
—(k —(k
ica )(Z,t)”wg"(mi;[oﬁ]) < Cgt )IILP(Rix[O,T])- (2.13)
Isto permite definir o regularizador R como

Rh =5®(z,t) = > 7" (z)v®)(z, 1),
keEMUN

onde h = [g,4] € Ly(@.) x W2-1/7(E,).
A demonstragao de que R é um operador limitado é andloga a demonstracao de
[82], onde é usado o fato de que as solucdes dos problemas (2.10) e (2.11) satisfazem

as estimativas acima, (2.12) e (2.13).

Agora vamos juntar num lema sé alguns resultados de [82], que serao titeis nos

calculos a seguir.
Lema 2.6 Sejam 7 =My, 0< x <1, >x < T,
Q" =k x [0,7].
(1) No espago L,(Q;) a nova norma

1/p
Ielhion = (3 [, e O dsct)

€ equivalente a norma usudl ||u||L,q,) € @ norma de W2'(Q,) definida por

1/p
lullwzq,) = (; Ilullwgrl(Qm))

€ equivalente a I|u||W§,1(QT).

() Se u € W2'(Q) tal que u(z,0) =0 € 2u + v < 2, entio

1/p " 1/p
(/ o |D§‘D_'I’u|pd:cdt) < Corti-¥ > (/ " |Df‘D;u|pd:1:dt)
Q" Q

2pt+r=2
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(111) Se u € I/V}](QT) tal que u(z,0) = 0 e se {F)(2) € uma fungdo definida sobre

Q) satisfazendo a propriedade
|D2EB) (z)] < ex,
entdo para x pequeno

1/p
> ([, DD P @pupdedt) < c

2ptv=2 2ptr=2

1/p
( / |D;‘D;u|1’da:dt)
o)
Ponhamos agora
LRh = LoRh + L, Rh,
onde Lo é o operador diferencial Lo(z,t,0z,0t) definido acima e L; é o termo de
baixa ordem. Avaliando Rh em Lo obtemos
LoRh = > 0" Ly(&*,0, 0z, 0t)o™
k
+ > B[ Lo(z,t, 0z, 0t) — Lo(€F,0, 0z, 0t) o™ (2.14)
k
i Z[Lo(ﬂ(k)v(k) — " Lov®).
k
Observemos que no primeiro somatoério, para k € M, obtém-se
Lo(€¥),0, 0z, 0t)o™) (2, 1) = B (2)g(z,1) (2.15)
e observamos que para k € N, z € Q¥ ¢(F) € 90 e introduzindo as coordenadas
locais {y} obtém-se
Lo(¢™, 0,0z, 0t)0 (2,1) = Lo(¢™, 0,8y, 000" (3, ) y=y(a)
= Lo(¢®,0, 02, 0t)0™ (2, ) |24, (wiay) + [Lo(EW), 0,02 — VF V3, 0t)
_LO(g(k)a 07 aZ, at)lz:qﬁk(y(x))] ) (216)

onde z = i(y) estd definida por z; = y1, 22 = ys, 23 = y3 — F(y1,92) desde Q*) ao

cubo IK = {|z;| < doA, 2=1,2,0 < 23 < 26pA}. Além disso, denotamos

V. 0 VF:(aF or 0),

623, aZl ’ 822 ’
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0 Jd OF .
5yi_52i_5_2i‘vg’ 73
2 _2

9y3—823'

Portanto, substituindo (2.15), (2.16) em (2.14) e levando em conta que o primeiro

termo do lado direito é igual a g(z,t), obtém-se

LoRh = Z n(k)(x)C(k)(:E)g-l- Z ﬂ(k)c(k)(x)g

keM keN
+ 5 W (2)[Lo(6™,0,02 — VF - V3,0t) — Lo(¢®, 0,02, 0t)[5" (2, 1)
keN

+ > [Lo(n®w) — ™ Lep™]
= g +kz n(k)(a:)[Lo(§(k), 0,0z — VF-V3,0t) — Lo(f(k), 0,0z, 5t)]ﬁ(k)(z,t)
k
+ Z[Efjivo(n(k)?‘k)) — 18 Lo(aW)].
A
Assim, LRh = g+ T\h, onde o operador T}h é definido por
Tyh = (L, Rh+ 3" (Lo(n®o®)) — nF Lo(m)
k

+ 3 1™ [Lo(z, t, 0z, 8t) — Lo(€®, 0, 0z, at)[o®
k

+ 5 nW[Le(e®),0,02 — VF - V3,0/0t) — Lo(¢9),0, 8z, at)]ﬁ(k)(z,t),O) :
keN

Observe-se que
Lo(n®5®) — n® Lm0 = p(e, t)gg(n(k)g(k)) NG L0
—p(z, t)n(k)%ﬁ(k) -+ yn(%v_(") + P Vdiv o — yVdiv (n®Wp*)
= —(v47) AP — (20 + 1) VB THE) — 4Ty * diy ). (2.17)
Similarmente,
[Lo(=,t,02,0t) — Lo(¢™,0,02,06)| 5P = [p(z,1) — p(eW, 0)jow®.  (2.18)
Finalmente, o ultimo somatorio do operador T,

[Lo(€P,0,02 — VFV3,0t) — L(EW, 0,0z, 9t)]5%) (2, 1)
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(k)
p(€X), O)agt — (02 = VFV3)* —4(02z — VFV3)div, (3 (z, 1))
—p(6¥),0)0,5M (2, 1) + uATH (2,1) + Vdiv (@0 (2, 1)). (2.19)
Ja que
(02 — VFV3)(0z — VEV3)o®¥) (2, 1) = AvH)(2,1) + (VF)?V25H) (2, 1)
— V2 FV35®) (z,t) — 2VFV Vs ® (2.20)
[
(V — VFV3)(div (7¥)(z,1) — S—va - gﬁvm) (2.21)
22

= V(dive®)) — V2FV5H) — VFVV5H) — VEV,(diva®W) + (VF)2V2®),
substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19) obtém-se
[Lo(€®,0,02 — VFV3,0t) — L™, 0,0z, 0t)[5™ (2, 1)
= (v +9)V2FV3o®) (2,t) + 2p +7)VFV Vo) (2, 1)
—(v+Y)(VEF)? VTR (2, 1) .
Finalmente, usando a ultima expressao, (2.17), (2.18), obtém-se que
keN
+(2v 4+ 7)VEVV5H® (2,1) — (v + 7)(VF)? V2 ® (2, 1)

YV EV(dive®(z, 1)} + Yo n® [p(z,t) — p(¢¥),0)] v ¥z, 1)
k

Tih = (L Rh+ Y- n®(@)IH{ (v + 7) V2 F V0P (2,1) (2:22)

+ Z [ (v + 1) A0 1 (20 + )V VE® — 47y Bdiy ﬁ(k)] ,O> ,
Agora vamos calcular a norma de 7. Devido ao fato de que p(z,t) € C*#(Qr),
temos
lp(z,t) = p(éM,0)] < o(z, 1) = p(E®), 1)+ 1p(™), 1) — p(¢™),0)]
S ColfL - é(k)la + Ol’l_ﬁ

C+Ax7),

IN
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pois |z — &) < .

Usando o Lema 2.6, as propriedades (2.9) das fun¢oes suaves e a propriedade (3)

das coberturas, temos

D=2+ 1)V VT — (v 4 )an 5 — D SO o
O+ 7 IV, gy + (O AP IR g
k

+H(CrH 2P ;(”Div M qen + 1051 o)

IA

0(2’\_171/2 + AT (v + )P (Z ”Diﬁ(k)”i,,(cg(k)) + ”atﬁ(k)”ZP(Q(k)))
k

< C(V77)(2/\_17—1/2 + /\—27-)”g(k)(:':7 t)”LP(Qt) )

AN

devido a estimativa (2.12). Similarmente,

IN

IA

VAN

IN

<

> ™ @)z {(v + ) V2550 (Z, 1) + (2 + ) V.V V358 (2, )

keN

—(v + N(VF)V (2,8) + 7V FV3(diva®?) } [, o)

(Cv+7)A Z I D201, quy + (C(2v +7)A71) Z IDZ5 M7 Q)
+HC +7)A Z ID2BM7 gy +7CN Z IIDH")IIL (@)
Clv+7)A~* ; IIVv‘ Nz,@w) + Cv+7)@A +27%) ; 1D P, qu)
(Clr+7)(2A +A77%)7 ; 139 (2, I1F, g g[p(w t

—p(€®, 010597 om)

C(A* + )\ZﬁX)p||0t5(k)”ip(Q(k))||L1Rh||L,,(Q(k))

CNLyw ™ gy < CTHW(k)”w;’l < Cllg®lz, o) -

Portanto,

ITihllL, 0 < C{A*+APX)+7+ (v +7)2A + A7)

+ATTY2 4 AP gl @
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Agora podemos escolher A, 7, x de tal forma que ||7}|| < 1. Portanto, a solucao

v sobre o intervalo [0, 7] pode ser encontrada na forma

v=RUI+Ty+T*+ --)=R(I—T)) " h.

Nota: Similarmente, podemos demonstrar que o operador M possui norma menor

que 1.

Como nossa prova foi feita para [0,7] com 7 pequeno, precisamos estender o
argumento para [0, 7"]. Queremos resolver para [r,27].

Definamos a funcao

" [ v(z,t) para 0 <t <7,
viat) = {v(a:,?r —t) paraT <t<2rT.

Seja v(z,t) a solucdo do problema abaixo, com

F(z,t) = g(z,t) — g(z,27) + p(z,)vi(z, 27 — t) + p(z, 27 — t)vi(z, 27 — 1),

pty — vAD — yVdivo = F(z,t) ,
bg,, =0,
’5|t=0 =0,
para 7 < t < 27, Sor = 00 x [r,27) e © = 0 para 0 < ¢t < 7. Entao podemos
verificar que v = v* + ¥ é solucdo do problema abaixo.
pvy — vAv — yVdivvo =g ,
vg,, =0,
V|=0=0.
A estimativa (2.3) foi obtida por Solonnikov [83] para dominios limitados. No
entanto, se usarmos a propriedade 3 do sistema de cobertura, esta permanece valida

para dominios nao limitados.
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2.3 Aproximacgoes auxiliares
Vamos construir a solucao aproximada indutivamente como sendo

u® =0, w® =0

e definimos para k = 1,2,3,..., {p®}, {u® p*)} e {w®)} como as respectivas so-

lugbes dos problemas

op®
ot

pM(z,0) = po(z),

+ D v),® =g,

( Auk)
pP—— — (1 + pr)Au® 4 Vp¥)

= p(k)f + 2'urr0t w(k_l) — p(k) (u(k"'l) . V)u(k_l)’

divul®) =0,

u(k)IET =0,

[ u®)(0) = uo(z),

Hw¥)
( (k)_gf — vAw® — 4 Vdivw® 4 40"
— p(k)g + 2I.er0t u(k_l) — p(k)(u(k_l) . V)w(k—l)
'w(k)lzT =0,
w®)(0) = wo(z).

O proximo lema tem por objetivo mostrar que as sequéncias de solugoes dos

problemas acima sao limitadas.

Lema 2.7 ParaT; € (0,T) suficientemente pequeno, a seqiéncia {ulF), Vp*) w(*)}

€ limitada no espago de Banach W>'(Qr,) x Ly(Q1,) x W21(Qr,).
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Demonstracgao: Ponhamos
¢5(k)(T) = ||U(k)”w§'1(QT) + ||w(k)||W:,1(QT1) + ”vP(k)“LP(QT)'

Como conseqiiéncia da aplicagao dos lemas da segdo anterior aos problemas (2.23)

- (2.25), temos

dN(T) < Ki(llpllgas, T)(lluoll 221 +I|p(k iy
Hp® (w*1 - )l o) + 200 |rot w®| g
+Ez(|lpllges, T)(lwollyyz-2rp ) + ¥ gllz,0r) (2.26)

HpB (@D - V)|, g + 2ellrot w1, q1))-

Para estimar o termo ||p®*)(u(*=1) . V)u(k_l)HLP(QT) primeiro vamos obter a desi-

gualdade
I i@y < Callluollyz-2is + lwolly2-aiqy + TOHPO-PE(T)). (2.27)

Como

DOl 2y < 0¥ D) = wollzagey + voll ey (2:28)

usando a desigualdade do Teorema 1.3 com p = 00, ¢ =r, a = 3/p e o fato de que

ulk= 1)(t)|aﬂ 0, uo(z)|ag = 0, obtém-se
lu®=(t) — woll=(ay < Callu(2) — o3 ) [u*(2) - woll 345 . (2:29)
Além disto,

00 ~wollyy = [ W)~ wopda
t o p
- /Q/Ougk 1)(s)dzs
1/q 1/p|P
J(F 2o (f e iopas)
Q

t”/qHu(k 1)”

dz

dz

IN

IN

V2] T),



Cap.2. Existéncia e unicidade de solugoes fortes num dominio ndo-limitado 39

11 _
onde - + - = 1.
Fazendo uso da seguinte imersao tipo Sobolev, ver Adams [1, p. 108], para

mp > N, temos
W () = Ly(Q), p<qg<oo. (2.30)

Obtemos

[wollzei@) < Calluollwy () < Cslluollyz-2rm g - (2.31)

Usando a desigualdade de Solonnikov (1.2) obtém-se

(k-1) (k-1)
o?f%”" Iwa@) < oy w7 Dllyz-2rr

< C4Hu(k I)HW:,I(QT) + ||u0IIW§—2/p(Q)- (2.32)

Substituindo as desigualdades (2.29), (2.31), (2.32) em (2.28), obtém-se o resultado,
ou seja, a desigualdade (2.27).

Agora vamos limitar (2.26). Usando (2.30), vem que

T T
/0 IV D (@) < C’s/ ™D (@) llwp ey dt

< o[ at) " ([ e 0tymn)

< C’5T1/‘1<I>(k_1)(T).
Usando a desigualdade do Teorema 1.3 do Capitulo 1,

1wl @)

— a - l-a
< Jut 1)(75)||ng(sz)||u(’C 1)(t)||(L°°(§)2)‘

Va0 (@)L,

I

Temos que

Il (1 V)uINE g,y < M7 QT)/ (N AL

k— k— a k— 1—a
SMPHU( "HZm(QT)/O ”U( 1)||v17;3(9)||“ I)(t ||(L~o(f)zpdt
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<MDl [ IO D 0 il
< CMP||luts~ 1)”1,00 Qr) / Jlut®1 (2 ”W?(Q)
< CMP|utE=1) 8- E‘QT)T(I—” (/ “u(k_l)“’v)vg(n)dt)a
< OMP NG TNVl -
Portanto, obtém-se

" =D Vyult D, gp) < CM [l DNE20 - TF ($*-D(T))e.
Usando a desigualdade (2.27) junto com a de Young, com a = a/2, obtém-se

— 2 2
1o® @ Wyt D)L, g < CMT " ($+17(T))% (I'u°||W3’2”’(ﬂ)+

2(%359)
”wOHW,’f-?/P(Q) 4+ T(l-l/p)(l_3/p)¢(k_1)(T))
< aeg®(T) + (1 — @)™ ™5 ([uollyz-21n gy + ollya-21m

+T(1—1/p)(1—3/p)¢(k—l)(T))Z(CMT%)ﬁ .
Escolhendo € = (TL;—O)% e depois de manipular os termos, obtemos finalmente

llp(k)(u(k_l)'v)u(k—l)”Lp(QT) S CM ((“uollzvg—'z/zl(n) + ”wollivg—Q/P(n)) + T6¢(k—l)(T)2> :
(2.33)

Agora vamos limitar os rotacionais.

ot w* VL@ < CIVw* L, @

— a - l—a
< Cllw* D llw® 08

Agora

IA

T a
T(1-a) </ ]]w(k‘l)(t)llf,vg(ﬂ)dt>

< T,

T (k=1) (2P
A IO AR

Q)
< TO=(@(T))e,
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Portanto, obtém-se

T
(k=1) 1P _ (k—1)
|[rot w IZ,0r = /O/Q|rotw [Pdzdt
T
— (k=1) P
= /o |[rot w ”LP(Q)dt
T
¢ [ 1Vt
(1-a
¢ [ 1o ) o055 oy

< Cll® (@) Eran 5 (gD (7))

IN

INA

Logo, aplicando a desigualdade de Young outra vez,

B _ i U—_“l - a
l[rot w* V|1, 0,y < Cllw®1(t )”Llw(c)e? 7 (¢(T))

1—a (1—a)
CT'F* (6" (uolyz-siqqy + nllyz-anny + TOPO-7gtk=0(7))

IA

= g (T) + (1 —a)e™ 1= <||u0”Wg—2/P(Q) + ||w0||W§—2/P(Q)

+T(l—l/p)(1—3/p)¢(k_])(T)) ( 1—a ) ==

, obtém-se

Q=

Escolhendo agora ¢ = (C’MTla;pa)

||rot w(n_l)”Lp(QT) <CM (lluollwg”/?(g) + ”wﬂllwg—z/l’(g) + T5’¢(k_l)(T)> (2.34)

A desigualdade (2.34) vale também para o rotu(*=1).

O caso da limitagao para o termo |[p®)(ult=1) . V)wk=D|| o ) é similar ao

argumento para obter (2.33), pois podemos obter

p® (w*1 - )DL o

1—=a 1—a — a
< M on T w1 oD e g

Como

”w(k)HLm(QT) < (”uf’||w,3'2/"(n) L ”wOHW,?""/"(n) 4 T(l—1/”)(1—3/”)¢(’°—1)(T)> ’
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obtém-se

. _ l-a
I8 0 V)ut Dl gp < TFMC(fuolly-21mgy + lhooll)ya-srm g

+T(1—1/z>)(1—3/z>)¢(k—1)(T))Z—a(¢(k—1)(T))a
e entao
1™ (w*D - VY w1, @) < MC (Jluol® + woll* + T**=(T)?) .
Finalmente, de (2.26) junto com todas as limitacoes anteriores, obtém-se
$O(T) < Killlpllors my{lluollyz-2re gy + M1 fllzy@n)
+MC (ol a-si gy + 0l arm gy + T° - S4(TY?)
+2u, MC (nuouws_z,p(m + leollyz-m gy + T51¢(k—1)(T)) )
'I‘[(z(”P”GI-l ) T){”wonwg“?h’m) + Mllglle(QT)
+MC (Jvoll1n gy + ol gy + TP 84T

+2/,L,-MC <HUOIW3—2/;>(Q) + ”'Ll)ollwz—z/p(ﬂ) -+ T51¢(k—1)(T)>}
Finalmente, com C' = max{(1 + MC),2MC, M }, obtemos
#T) < CK(lpllows, T (Iuollyz-srny + nsollyz-oregy )

(0l s-a1m gy + 1015210 )

(£ lzpter) + Ngllzpion) + T *(T) + T¢H-(T)?} (2.35)

Observemos agora que

|pB(z,8) = pW(y,s)]  [p¥(z,t) — p®)(y, 1) + pW(y, 1) — pW(y, )|
|z —yl+t—s] |z —yl+ |t — s
p®) (2, 1) — pP (g, 1) | 1pP(y, 1) — pP(y, )|
- |z — y] |t — s '

Definamos a aplicacao

o(s) = p®)(sy+ (1 — s)z,1)
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com ¢ fixo e s € [0,1]. Portanto,

P95, = P2, 0] = 1e1) — w(0)] = | [ #'(s)ds

/01 VB (sy + (1 — s)z,t).(y — 2)|ds

IN

< VPP le=@nly - |-
Além disso, se t,s € [0,T] qualquer, obtemos
3 bk k
1P (y, 1) = PP (y, 5)| = ‘/ pl )(y,f))d(?‘ <o Nz anlt = sl-
Usando estas relagoes concluimos que
k
1p@llcrr@n) < M +11Vo® a0 + 10 l=(@r)-
Usando as estimativas do Lema 2.3, concluimos que
IPPllern@ry < M+ V(L + |[ul*Vlreon)
T
X[V pol| Lo () €xp (/0 ||Vu(k'1)(t)||L°°(n)dt>

M +V3(1 + Ci(lluollyz-2re(q,

T (=1/P)(1=3/p) g (k=1) (T))2=a( pk=1)(T'))a

IA

e entao
oM w* - V)w iz, a0 < MC (luoll* + frwoll* + T*¢*D(T)?) .
Finalmente, de (2.26) junto com todas as limitagoes anteriores, obtém-se

$M(T) < Killlpllor my{llwolly-2rs g + MU Sl z,@n)
+MC (ol s gy + 10l gy + T - 85 (T)?)
+2u,MC (]|uo||wg—2/p(m + llwolly2-2rr gy + T ¢(k-1>(T)>}
+Ka(llpllors, T){Iwolly 2215y + Mgl L, (@r)
+MC (ol s-arm gy + ol gy + T8 (T)?)

+2u,MC <IIUO|W:—'2/p(Q) + ”wO“W,'f‘?/”(Q) + T51q$(k—1)(T))}

43
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Finalmente, com C' = max{(1 + MC),2MC, M}, obtemos

#T) < CK(lpllors, D) (Iuollyz-sray + Iwollyz-siey
+ (0l arm gy + 012 21 )

(I 1lzp@r) + 9l zy@ry) + T *=(T) + TP6*=D(T)?} (2.36)

Observemos agora que

p®)(z,t) = oW (y,8)] oW (=, t) — p®(y, 1) + pB) (g, t) — pP(y, )|
|z —yl+1t—s| |z =yl + |t — s
oW (z, ) — p*)(y, 1)) N lp®)(y, ) — p®(y, )|
- |z -y |t — s '

Definamos a aplicagao
o(s) = /B sy + (1 = 5)a, 1)

com ¢ fixo e s € [0,1]. Portanto,

1p9(5,) = PP, = le(1) = () = | [ #'(s)ds
< /01 Vo (sy + (1 - s)z,t).(y — 2)lds

< NIVePlLe(@nly — 2.
Além disso, se t,s € [0,T] qualquer, obtemos
p0,8) = #(w,9)] = | [ 40, 0d0] < 162l @t — 5.
Usando estas relagées concluimos que
l6®llcri@n < M + 1V Pl zm@n) + 1177 lo@r)-
Usando as estimativas do Lema 2.3, concluimos que

o lleri@ny < M+ V3 -+ [[u* V1= (o)
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T
<[V poll .o @ exp ( / ||w<'°-”(t>ummdt)

M + \/g(l e CI(HUO“Wg—?/P(m + ”wo'lwg“’/"(n) + T(l—l/p)(l_3/p)¢(k—1)(T))

IN

X[V pol| Lo () exp(Cs T -1/PIO=3P)g(k=1) (T

1l

Ks(¢*=(T), T).
Consequientemente, temos

oM N(T) < K(K3(¢*(T),T),T) x {(HUOHWg—Z/p(g) + [lwollyy2-2/p g
+(“u0”$4,;—2/p(m + ”wO”iV:—z/p(m + 1 flzp@r) + N9llLm@q)

+T51 ¢(k_1)(T) 4 T6¢(k_l)(T)2}.

Para terminar a prova do Lema 2.7, queremos escolher as constantes A; e 7T} tais

que

o*(Ty) < Ay = ¢P(Ty) < A, (2.37)
Notemos que se escolhermos A; tal que
A > K (M +V3{l + Cr(lluollyz-2rp gy + ||w0|lwg—2/p(g)) + 1}V poll 2o () T)
< (ltollyz-21sqy + Il gy + Il -0 gy + oy
+£llzp02) + 19/l Ly@) + 2)
e definimos
Ty = min { A7 0TVPTOST AT AR (05 a,)-0-RT
Logo, finalizamos a prova do Lema 2.7, uma vez que se verifica por célculo direto
que

QS(I)(TI) < ]\’(1‘/[4‘\/§“VP0”LOO(Q)>Tl){”'uO”W:—wP(Q)
Hlwollyz-2re gy + M1 flliyi@r) + 19l Lyan) }

S 141 . .
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2.4 Demonstracao do teorema principal

Definamos as sequéncias

Pk = k) o)
N e O]
N )
PR = ) (),

Temos que estas sequéncias satisfazem os problemas seguintes:

dptnH) (ntk—1) (n,k) (n—1,%) (n)
—— + (v -V)pt™ = —(u T V)i, (2.38)

0
p"F)(0) = 0,

n,k)
(n+k) Jul — (e + ) Au™F) 4 vpmk) = pnk)

divu™F =0, (2.39)
u(n,k)lzT =0,
u(™k)(0) = 0,

onde

FR = 24 rotw=1P) — prk) [f —u™ — (D v)u(n—l)]

_p(n+k) [u(n—l,k) i V)u(n—1+k) _ (u(n—l) . v)u(n—l,k)]

e finalmente

plrth) at‘i(n’k)

w(n’k)lz'r =0,
w(™*)(0) = 0,

— vAw™®) — 4 Vdivw™® 4 4p, ™) = GE)|
(2.40)

onde

G™* = 2u.rotw(1R) — p(nk) [g —w{™— (urD . T)yn=D

_p(n+k)[(u(n—1+k) . V)w(n—l+k) _ (u(n—l,lc) . v)w(n—l)] )
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Definamos a funcao
PR () = J[u Pz g, + 0P 21 g + 1V L00)-
Entao, para todo t € (0, T3],

IF™ N, @0 < CUVW @0 + 10"l 2o @i (Il fllzo@0)
It N zp@oll (@ VYDl 0}
o[ oo @y {1 () - V)R g,
H ("D )P gy,
Daqui em diante passamos a limitar todos os termos dos lados direitos das

equagoes (2.39) e (2.40).

Observemos que

(n,k _ (n—1) | n—1
o [f = — ("= - )] g
< e o, k)”Lco (Qr) (”f” Q) T Al 2@ T ||u(" 1)]le(Q,)Hvu(n—l)”ip(cg,))
< 1PN zeoi@olAT + Clluollyz-11m gy + llwollyz-210 gy + D AT + 1 /1|, @0)-
Portanto,
™ Ff = up = (D - V)L 6 < Culld™ i @u)- (2.41)
Por outro lado, temos
”p(n-l-k) [(u(n—hk) . v)u(n—l-}-k) _ (u(n—l) . v)u('n—l,k)”p

LP(QT)]
MP /t dr/ |V (=148 Py, (n=1k) |2t gy (=) || 7y (n= 1K) P
0 Q

IN

IA

Mo sup IV g [t

0<ALt

t
HWODNE gy [ ITuC 9 7]

t
CMP{||U("_1+UHW,3"(QT)/O ll“(n_l’k)l|w3"(Q )dT

IN
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+ (1 uallya-sigqy + lwolly2-21ry )

t
(n—1,k)
[ 1By g, i

Portanto, obtém-se

t
o+ [(u(n—l,k) W )ur1HR) () V)R < 02/0 P18 (1) dr

(2.42)
Observemos que
V@t ) < /lle(” I, @)
< [ I O 0y oy
< O [ I @,
Logo,
IVl g, < O [[ 9D r)ar (243

Por outro lado,

IO VW ) < [ IV eyl

< sup [Vulr9E o [ Bg e
0<r<t

1+k) n—1,k
< sup [ g [ 10Oy

(n—1+k) P (n—1,k) P
S Ossligt ”u (T)ng—zlp(ﬂ) A “u (T)”W:-—2/P(Q)d7-

p
< (I 0Ol gy + P lyzia,)

t
A (n—1,k) 1P
/() Cpllu ”VV;”(Q,-)dT

(=10 Ty < e / p=1) (7 )P dr (2.44)

t
I VO gy < [ dr [ttt pds
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t
< I g [ IVuRE

(n—1) P 1L,k)||P

< oilig: w1 Wi 2/p(Q)/ ("= ”w1 @4
n—1) n—1,k)|p

< OS<1:-I<)t |l sz z/p(m/ s “Wz 2”’(9)

i n— P
< (D) lwa-2imgy + Cllu™Dly21 q,)
CP/ “un lk” V“(Q)
t
I Dyt g, < C [ 9D ryar. (2.45)

Do Lema 2.4, temos

16" (@)1 @)

IN

t
|y Vo (e
t
(n—1,k)
< c'/o ™y gy dr

C’/Ot P =L () dr. (2.46)

IN

Devido a limitacdo (2.46), da desigualdade (2.41), temos finalmente

(/ PR )dT) " (2.47)

Conseqlientemente, juntando todas as desigualdades (2.42) — (2.47), obtém-se

o [ =t = @2 9D <

oyt - t 1/p
IR < T [ gD rydr + 8 ([ w9y
0 0

< C (/Ot Qp(ﬂ—l,k)(T)PdT)l/p.

Um célculo similar para estimar os termos de G(™*) resulta em

_ t P
16 ®lsyiam < T ([ 0 #ryar)”
0

Usando o Lema 2.2, temos que

1™ 21 00 + IVP" @0y < KAlF™DllLy00 (248)
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e do Lema 2.5, temos

™ Pl gp < Kol G llzy0m) (2.49)

Agora, somando (2.48) e (2.49) e levando em conta as limitagdes acima para

|F™9|1, (ar) € de [G™®||L 0., obtém-se finalmente para t € [0,Ti] e p > 3,
t
[peR)” <o [ w19 ar (2.50)
0

e, conseqiientemente, temos que %(™*) () — 0 quando n, k — oo para todo t € [0, T}],
q q
Ja que
(n.k) t
o, = [’(/) L (t)]p S A (0 (Tl)dTl

t pt1
S C/O/O an_g(’Tg)dedTl

t oty pt tne
< C(ﬂ—k—l)/o/o'/oz.../o " (1) Ty - dry
=k n—1+k
C(n—k I)Fl( 1+k)/p

S Tt k-1

Portanto, temos que

lﬁ("’k)(T) < C(n‘k_z)Tl(n—Fk_])/pz/,(l)(T ) = CTl(n+k—1)/p¢(l)(Tl)
V= n+ k=) ! T(n+ k)P
Logo,
Z ’Lp(n’k)(Tl) < 40 .
k=1

Assim, concluimos que a sequéncia (u(”),w(“),p("))(a;,t) convergem a uma So-
lugao (u,w,p) quando n — +co. Como temos convergéncia forte em W2'(Q1,),
(u,w, p) satisfazem suas respectivas equagoes.

Agora, devido a que

t
16 leciey < 6P lwyiey < € [T Olhwgaydr (250
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temos que p™ > p em W) (Q) e daqui que p™ = p em L (Q). Por outro lado, temos

que

n p=1
sup [|Vo™ ()llwya) < IV poll exp(C.(Th) 7 = Cs.
0<t<Ty

Disto vem que Vp" € C([0,T1]; W} (92)). Como

sup [[Vp!™ = Vpllwie) = 0,
0<t<T,

quando n tende para o infinito e, portanto, temos que Vp(®) converge para Vp em

C([0,T1]; W}(£2)) quando n + co. Notemos, ainda, que pela imersio de Sobolev

para p > 3, temos

sup [|[Vp!™ = Vol < sup [Vp™ — Vpllwy ).
0<t<T) 0<t< T

Portanto, temos convergéncia de Vp"™ a Vp em C([0,7}]; Loo(f2)). Como

Vo™ lzm@ry) + 104l (@ry) < Ks(A1, Ti) = C

entdo obtemos que p(™ € WH*°(Qr,), logo temos que p™  p € C’(@Tl) quando n
tende para o infinito.
Jé que {p(™} converge sé em C(Qy,), ndo podemos tomar limite diretamente

na equagao (2.23). Para isto usamos o seguinte argumento: sabemos que existe

p € C(Qn,) e u € W2'(Qr,) tal que

p™ — p quando n — co uniformemente sobre QT

”u(n) _ “”W,?"(QT]) > 0 quando n — oco.

Claramente, p(z,0) = po(z).
Multiplicando a equacao (2.23) por uma funcao suave ¥ (z,1) e integrando sobre

®@T,, obtém-se

T, 8
0:./9590(23)7/)(11?,0)-}-/0 /Szp(ﬂ)(m,t){a—f(g;,t)_l_u(n—l).V¢} dzdt,
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pois pn(z,0) = po(z), divu™! = 0 e ¥(z,T1) = 0. Quando n tende para o infinito,

vem que

0=/on(a:)xp(a:,O)+/0T1/Qp(3:,t){86itb-I-u-Vzb(a:,t)}d:cdt.

Usando o resultado abaixo, provamos que efetivamente p(z, 1) é solu¢ao da equacio

de densidade.

Lema 2.8 (Ladyzhenskaya-Solonnikov [41]) Seja po(z) € W (Q), p € L*((0,T1)x
Q) ev e C(Qy,) satisfazendo

T
/0 IVo()|lz_dt < +oo

e, além disso,

T o
0= /on(az)zb(:v, 0) + /0 /Q(:v,t) {E +v- V'(/)(a:,t)} dadt
para toda v suave, tal que P(T1,z) =0, entdgo p € Wh((0,Ty) x Q) e satisfaz

dp

L 40 Vp=0, p(z,0) = polz).

Agora passamos a provar a unicidade da solucgao.
Para provar a unicidade, suponhamos que (uy, w1, p1, p1)(z,t) e (u2, w2, p2, p2)(z, 1)
sao duas solucoes do sistema de equagdes (0.1) — (0.7). Entao as diferencas U =

Uy — Uz, W =w; —wy, n = p1 — p2 e P =p; — p, satisfaz o sistema abaixo.

o (aa—[tj (- VYU +(U- V)uz) . (% (2 Vg — f)
—~(p + ) )AU + VP = 2p,rot (W) (2.52)

ow 0
2 (W + (uy - VYW + (U - V)wz) +n (% + (uz - V)wy — g)

+AW + 2u, W = 2u,rot (U) (2.53)
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ot Vin+(U-V)p =0 (2.54)

U(z,0) = W(z,0) =0, Ulg, =Wl|g=0, n(z,0) =0, (2.55)

onde AW = —vAW +yVdivIWW.
Observe-se que tomando o produto interno na equacgao (2.52) com U e integrando

sobre o dominio {2, obtém-se

/Qpl (aa—g + (u ~V)U) Udz = ——/ prU?dz
/ (% + (ug - V)ug — f) dz = /anUd:v. (2.56)

A funcaov = (%1 + (ug - V)up — f) ¢ uma func¢ao que pertence a L,(Qr). Portanto,

temos

< vllze@elinllizz @ U] 2% oy

vUdz
Q

1-N
< OV, plvlizee ”77||L2(Q)”VU”£2(Q)9”U”m(g)s

2N (.2 2
< €l|VU||f2(q) + Cae™ How lvll ) (”nL2(Q) + ||U||L2(n)3) - (2.57)

-
Para obter a desigualdade (2.57) usamos os seguintes fatos: para toda u €W, (Q)

tem-se
N 1-N
Il 25, < COVPITul gl
desigualdade valida para p > N se N > 2 e parap > N se N = 2. Observe-se que a

constante C' = C(V, p) nao depende do tamanho do dominio. Além disso, usamos

a desigualdade de Young na forma

o

ab < ea/* + (g)m (1-— a)bl—;a,
£

com o« =

slz
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Levando em conta (2.56), (2.57), da equagao (2.52) obtém-se
_ 2
2dt/p1U dz + (p + pr 26/|VU|

2 (VW o+ 55U ) + Coe IR (Il + 10 )

HIVuzlLo@p Ul 2 (g)e - (2.58)

IN

As constantes €, §, d; serdo escolhidas posteriormente de maneira conveniente.
De forma analoga ao que fizemos anteriormente, tomando o produto interno na

equagao (2.53) com W e integrando sobre (2, temos

oW .
/ {8t+( V)W}dx_idt/pIde

. _ 2. : 2
/QAW Wdz I//Q VW |*dz —|—7/ﬂ|d1v Wl*dz
/ {% + (uz - V)wy — g} Wdz

__N_ 2P
< el VW Fay + Coe™ 2T |0l e (22 + W 12205 ) -

- l / oW da
2

Nesta ultima desigualdade, utilizamos o argumento feito anteriormente com v =
22 4 (uy - V)wy — g € LP(Qr,). Portanto, das expressdes acima, junto com a

equacao (2.53), obtém-se a desigualdade

1d 5 - ' i
i’cg/nplw dIL’+(I/—2€)/Q|VW| dz+(7—e)/ﬂ]d1vW| dz

IN

] 1
2 (VO + 55 W

_2p
+Cae™ 5 [ Ty (1111320 + 1W 122050

HIVuzllpeo@p U2 e (2.59)

Similarmente, multiplicamos a equacao (2.54) por 7 e integrando sobre §2, vem que

2dt/n2dm+/v (u1n + Upa)n = 0.

Levando em conta que

/ div (u1n)ny = l/ n*div (u;)dz = 0
Q 2 Ja
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e que o outro termo satisfaz a desigualdade

’/ div (Upz)ndz| < '/ Vpsz - Undz
= (Il + 101y

< el VUl aye + Cae™ %7 IV pall ooy

Nesta ultima desigualdade utilizamos o argumento anterior com v = Vp,. Assim

temos

oo / n*dz < e||VU |72y + Cae™ ey ”szllm(n (||77“L2 @ +IIUII 9)3) (2.60)

Escolhendo § = 6; = = e somando as desigualdades (2.58), (2.59) e (2.60), obtém-se

]'d 2 2 2 2
5T {/Q(mU +p1 W+ )d$}+(#+#r—4€)/QIVU| dz

+(I/ = 36)/ IVWIZCI:L' -|- = 6)/ |d]V W|2d$ + 4/1,,-”W”%2(Q)3
TN

< B+ 1V + IVl + o™ (Il B

_2p
I Ze + 1902 )| (101 + 171 + lnliagey) (2.61)

O parametro € pode ser escolhido como &€ < min {%&, E5; 7}. A funcao que esta

dentro dos colchetes é uma funcao integravel e, portanto, se definirmos a funcao
J(t) = /Q(PIUZ + W2+ 9%)de,

temos que J(0) = 0 e pela desigualdade integral (2.61) vem que J(¢) = 0 para todo

t. Logo, finalizamos a prova do teorema principal. |



Capitulo 3

Solucoes periddicas dos fluidos
incompressiveis assimétricos
nao-homogéneos

3.1 Introducao

Estudamos neste capitulo a existéncia de solugbes fracas com a propriedade repro-
dutiva do sistema (0.1) — (0.7) sobre um dominio  limitado em IR?® com contorno
99 de classe C?, num intervalo de tempo [0,7],0 < T < +oo.

Em primeiro lugar especificamos a nogao de “reproducao”. Seja X um espago

de Banach onde consideramos a equacao de evolugao nao-linear

dé
{ E = A(t>¢)) (31)
¢(O) = Qagp.

Dizemos que (3.1) é reprodutiva ou que tem a propriedade de reproducdo em t, se
podemos encontrar ag € X tal que ¢(tp) = ag. Dizemos que ¢(¢) é uma solucdo
reprodutiva de (3.1) e ag € um valor inicial reprodutivo em to. Dizemos que (3.1) é
reprodutiva se (3.1) é reprodutiva em todo t.

As principais notagoes foram apresentadas no Capitulo 1 e sao, salvo mudancas
ébvias, suficientes para o desenvolvimento deste capitulo. Em um interessante artigo,

Kaniel e Shinbrot [33] provam a propriedade de reproducio das solugdes fracas para

36
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equacgoes de Navier-Stokes, quer dizer, solucées que satisfazem u(0) = u(7'). Esta
nocao generaliza o conceito de solucao periddica, isto é, solugoes que satisfazem
u(t + w) = u(t), Vt € IR, sendo w o periodo; toda solugao periédica é reprodutiva,
a reciproca, no entanto, nao se verifica necessariamente. Porém, se tivéssemos a
unicidade de solucbes e se o campo externo for regular e T-periédico no tempo, a
propriedade de reproducao de uma solucao fornece uma solugao fraca T-periédica.
De fato, ela ¢ uma solucao forte e muito regular. Isto é devido a que podemos provar
que u(t) € C*(Q) para t > 0 e qualquer dado inicial ug € H. Assim, u,(t) € C*°(Q)
para t € [T,2T] e pela T-periodicidade concluimos que u,(t) = u,(t + T) € C*(Q)
para t € [0,7]. Em particular, devemos ter que u,(0) € C*(1Q2).

A prova original apresentada em [34] é dificil, ela foi simplificada por Lions [43].
Para o caso bidimensional, veja [84]. Para outras equacdes da mecanica dos fluidos
podem ser vistos os trabalhos [17], [65], [76] e [87].

Neste capitulo, vamos estender estas idéias para o caso de fluidos nao-homogéneos
assimétricos. Basicamente usaremos uma combinacao dos argumentos desenvolvidos
em [65] para os fluidos magneto-micropolares com densidade constante e em [70], no
qual é estudado o caso dos fluidos ndo-homogéneos sem velocidade micro-rotacional.

Depois destes breves comentarios passamos a descrever a estrutura deste capitulo.

Na primeira se¢ao, apresentamos o problema que sera abordado, definiremos a
nocao de solucao reprodutiva, assim como a nocdo de solucao fraca que sera usada
e enunciamos o resultado.

Na Secao 2, tratamos da existéncia de solucgdes fracas periédicas de um problema
linear auxiliar com regularizagao eliptica (Teorema 3.2).

Finalmente, na Secao 3, obtemos estimativas convenientes para as funcdes u*) e
w(k)v due nos permitem passar ao limite nas equagdes e concluir a prova do Teorema

1, ou seja, do resultado principal. Para nao sobrecarregar a notacao, a norma Ly(2)
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de uma funcéo sera, as vezes, denotada simplesmente por || - ||.

3.2 Definicao e apresentacao do problema

Vamos assumir que sobre a fronteira 9 de {2 sao satisfeitas as seguintes condigoes:
u(z,t) = w(z,t) =0, (z,t)€dQx[0,T]

e definimos solucao reprodutiva fraca do problema abaixo.

Definigao 3.1 Sejam f,g € L*(0,T, L*(2)) periddicas de periodo T < +o0, po(z) €
L®(2), 0 <m < po < M. Entao (p,u,w) € uma solugdo reprodutiva fraca do pro-

blema (0.1) - (0.7) em Qr se

(i) u € L*(0,T; L)) N L*(0,T; V);
w € L0, T; L)) N L2(0, T; H(Q);
p € L*(Qr); u(0) = u(T); w(0)=w(T); p(0)=p(T);

(it) Yo € CI), NS W, tem-se as desigualdades integrais
/ {(ou, 22 22) + (pu, (- D)) + (1 + ) (Vu, Vop)

_2#r(r0t w, SO) - (pf7 @)}dt

= (powo, #(0)) = (p(T)u(T), #(T))

e para a equagao do momentum angular

/{ ’875 u, (w - V) + v(Vew, Vip)
+y(divw, divep) + 4p,(w, ) — 2, (rot u, ) — (pg, )}t

= (powo, ¥(0)) — (p(T)w(T),(T))

onde
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¢ = {t,olcp e L*0,T;V); ?9—6L2(0 T; LG/S(Q)) 22 €10, T; L3/2(Q)),j:1,2,3}
.7

v = {¢|¢eL2(o T; LAN)); - a¢ eL?(o T; Lz(sz)),aa—‘peLoo O,T;L3/2(Q),j=l,2,3}

Se multiplicarmos (0.4) por u e somando o resultado na primeira equagéo (0.1),

obtém-se
0
5;(Pw) Fp(u- V)u+u(u—=V)p—(u+pr)Au+ Vp = 2protw + pf.

Usando o fato de que divu = 0 e que

3
0
V- (wpu) = ) 5—(uspu) = p(u - V)u+u(u-V)p
7=1 7
obtém-se
0
——(pu) + V- (upu) — (1 + pr)Au = 2p,rot w + pf. (3.2)

ot
Usando o mesmo argumento para a equacdo (0.3), mas agora multiplicamos (0.4)

por w e o resultado é somado a (0.3) e levando em conta que
V(upw) = (u - V)pw + p(u- V)w,
obtém-se

9]
at(pw) + V- (upw) — vAw — yVdivw + 4y, w = 2u,rot u + pg. (3.3)

Multiplicando (3.2) por ¢ € D e (3.3 por ¥ e U e integrando por partes obtém-se
o resultado desejado.

Os espagos ® e W sio escolhidos de forma que as integracoes facam sentido.
Como por exemplo, dado que pela imersio V' C (L8(2))? os termos da forma u;pu; €
L'(0,T; L3(Q)) e, portanto, a integral [y (pu, (u- V)p)dt faz sentido desde que 5‘9% €
L=(0,T; L3?(Q)).
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Observemos ainda que {u,w,p} é solucao fraca do sistema de equagdes (0.1) —
(0.7), as condigdes iniciais e de fronteira fazem sentido. De fato, se u € L%(0,T; V),

w € L*(0,T; HY), p € L=(Q7), observe-se que
(div (pu), ) n-1v = —(pu, Vo),

implicando

sup |{div (pu), p)| < |lpllzelullv-
llellv <1

Portanto,
div (pu) € L*(0,T; H™'(2)%).

Pelo Lema 1.4 e da equagdo (0.4). Tomando B = H™'(f2) e como a imersdo de
L®(Q) — H~'(Q) é compacta, obtém-se que p € C([0,T]; H') e portanto p(z,0) =
po(z) faz sentido.

Nosso objetivo principal é provar o seguinte resultado, para o problema (0.1) -
(0.7).
Teorema 3.2 Sejam f,g € L*(0,T; L*(Q)3) fungbes periddicas de periodo T <
400, po € L*(Q), 0 <m < po < M. Entdo eziste uma solugio fraca que possui a

propriedade reprodutiva.

3.3 Problema auxiliar e regularizacao eliptica

Para demonstrar o Teorema 3.2, vamos usar o problema auxiliar (3.4) — (3.6) abaixo,
que consiste em um problema linear com uma regularizagao eliptica.

Para isto consideraremos uma familia de aproximacoes internas V3 C V e Hy C
Hy(2)%. Assume-se que Vi e Hj sao subespacos de dimensio k e que para v € V,
w € H, existem sequéncias {v;} e {w;} tais que vy — v, wp — w quando k —
+oo. Além disso, todas as componentes de v em V; e w em H}. sao suficientemente

regulares. Denotamos por P, o operador de projecao de V em V.
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Consideremos o problema auxiliar como o seguinte sistema:

L OuF
P aZ:: + (p* Pl - )k — (4 ) Au® = 2p,rot wF + pF f — AP “3.4)
p'”aau; + (PP V)l D — v Awt — yVdivw + dp,wt
= 2p,rot u* + pFg — zlkApkwk (3.5)
ap*
(k=1) . 7\ ok — S A Ak 3.
S+ (Pl V), kAp , %6

onde k > 1 inteiro, u® € V, w® € H}(Q)?, satisfazendo

u*(0,2) = uf, w*0,z) = wk, (3.7)
ut(t,z) = wk(t,z) =0, (t,z)€[0,T]x dN, (3.8)
p*(0,z) = pk(z), %—/:/k =0, (¢,z)€[0,T]x 0q. (3.9)

Definamos o espaco

dp

W= {Lp € H*(Q) o

= o} |
r
A seguir, definiremos a solugao fraca do sistema de equagdes auxiliares (3.4) —
(3.9).
Definicao 3.3 As fungées u*, w¥, p* sdo ditas solugées fracas do sistema (3.4) -

(3.9) se
(i) v* € L>=(0,T; H)n L*(0,T;V) ,
wk € L=(0,T; L*(2)%) N L*(0, T, HL(R)?),
pr € L=(0,T5 H'(Q)) N L*(0,T; W) n H(0,T; L2()) N L®(Qr);

(i1) A equagio (3.6) € satisfeita qtp em Qr;

(i) Satisfazem as seguintes identidades integrais para todo ¢ € L*(0,T,V) e €

L3(0, T; HY(9)°):

T
/0 {(p*u"),0) + (p" ™1, (u - V)g) + (Vib, V) — (210t wk, @)
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2/ZC(A/) uF o) — (p* fL)}dt =0,
[ 0 ) 0) + (Bl k- )0 4 B, ) + 4 (0, )

—2u,(rot uF ) + kwk 1) — pFgldt =0,

%(
onde

B(w,¥) = v(Vw, Vi) + y(divw, divp).

Para mostrar que o sistema (3.4) — (3.9) possui solugdo tnica, usamos o método
de Galerkin, que consiste em considerar conjuntos completos {¢;(z)}22; e {¢:(z)}2,

dos espacos V e H;(f2), respectivamente, e as aproximagoes de Galerkin

o, 8) = ﬁ;cwm(m), wh(z,1) = 3 dnlt)h()

k

Para u* e w(¥) respectivamente, satisfazendo as equagdes seguintes

duk : -
<p 5 ,%) + ((p" Peul™ D - Vg, 05) + (Vus, Vip;)

= (p* [, 05) + 2ur (rot w}, ;) — %(Ap un, ¢;5), (3.10)

k
( w0 ,aﬁ]) + ((p" Peu®1 - V)wk, ;) + (Vwk, V) + dpr (wf, 45)

1
= 2 (rot uy, 85) + (0°9, 85) — o (Ap*wy, 45), (3.11)

com as condigoes iniciais
(CL O) - U’On) (l 0) = wOn

O sistema (3.10) — (3.11) junto com as condigdes iniciais € um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias e de uma forma padrao se prova que existe uma unica solugao
(uf, w*) num intervalo [0,7,), Yn € IN. Usando as estimativas a priori para o
(uk,wk), obtidas no Teorema 3.4 abaixo, podemos obter um intervalo [0,7") onde as

solucoes podem ser definidas para todo n € IN.

Agora faremos algumas estimativas a priori que posteriormente serao uteis.
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3.3.1 Estimativas a priori para a densidade
Primeiro observemos que pelo principio do maximo obtém-se
0 <m < pF(z,t) < M.

Multiplicando (3.6) por p* e fazendo integragao por partes, obtemos

S VA = — [ (Bt V)

2dt k Q

= — / (Pku(k‘l)-V)wdk
Q 2

: (k-1) |Pk|2
= —/leV(Pku )Tdk

Portanto,
1d

1
kj2 . = k2 —
S llPtIP + IV P =0

e, consequentemente,
Lo k2 l/t k( V)12 Lo ez L 2
- — \Y ds = = 0O == .
A+ 1 [ IS = SO = Slool
Portanto,
1 rt :
= [ Ivs s <, sl < C.

Como T' é finito, temos as estimativas

o L oriz2)y < C

]
EIIPkIILw(o,T;Hl(m) < C.

Multiplicando a equagdo (3.6) por —ApF e integrando sobre 2, obtém-se

1d. .1 .
s VPI + A = ((pru*=D - W)k, ApF)

—((Vp* - V) Pu*D, Vo)

IA

IV Peu™ D IVt 12

Cllu®™ Dy IV e[

INA

63

(3.12)

(3.13)
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Usando a desigualdade de interpolagao, obtemos

VP e < NARM TP = < ClIAL
e, consequentemente,

SIVAI? + I < ORI,

d P A P = 4
Fazendo integracao de 0 a ¢, temos finalmente

1 t t _
IVAOIR+ 2 [ 1A 6P < Ck [ D)l + Vo)1
0 0

< Ck.

Assim,
1 rt I YRIL
= [1ase)lras <o (3.14)
No proximo teorema estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade para

o sistema (3.4) — (3.9) de solugGes reprodutivas fracas. [ ]

3.4 Solucoes reprodutivas do problema regulari-
zado

Teorema 3.4 Assumamos que f € L?(0,T; H), g € L*(0,T; L*(Q2)*) periddicas de
periodo T < oo, uk € H, wk € L*(Q), pk € H'(Q), 0 <m < pk < M < 1. Entio
existe uma inica solugdo fraca do sistema (3.4) - (3.9) tal que

uwk e C([0,T]; H), w* e C([0,T]; L*(R)*),

(p*u*), € LY(0,T; V™), (p*w). € L'(0,T; H'(2)?),

k k k k k_ k
u = WM(T), wh=wh(T), ok =pHT).
Demonstragao: A prova do teorema sera feita em trés etapas.

(i) Estimativa a priori bésicas para uf e w#
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Multiplicando a equacio (3.4) por 2uf e integrando sobre (2, obtemos

2(p(un )ty un) + (1 + ) (Vi Vi) = dpsy (rot wy, uy) — k(AP n>Un)
—2((p* Poeu®=1) . W)k k). (3.15)

Além disso, observemos que
2ot () k) = VPRI — (o, )
e da equagao (3.6), obtém-se
(prum, un) = —((peu™" - V), ug) + (Ap ,tp).

Substituindo estas ultimas expressées em (3.15),

2(p* (ko) — 2((F Pt - VY k) = o-(Bpha, o)

= —((pe™" - V)p", up) = 2((p" P V), ).
Como div (Pkuk‘l) = 0, temos
(Peu*=1 - V)pk = div (p* Peuf1)

e, portanto,

—((Peu*" - W)k, ub) = —(div (" Pt Jul, ub) = 2((p* P - V)uk, u).

Logo,
20" (1)) — 2((6* P - V)uk, u) — o (At ) = 0.
Usando estes resultados, obtém-se
d
S IVPR Ul + 200 + p)[Vup]l” = 4p (rot wy, up) + 20" f, uy). (3.16)

Por outro lado, multiplicando (1.3) por 2w’ e integrando sobre (2, obtém-se

2(p" (wn)e, wy) + 2((0" Pru™" - V)wpy, wy) + 20| V||

. 1 e«
+27l|div g ]| + Spr |wy)* = 4pr (rot uy, wr) + 2(p°g, wp) — (T AP wy, wy).
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Analogamente ao feito anteriormente, temos

n n

2(p* (o k) — 2(p P - VYoo wh) — L(Aptuk,wh) = 0.
Assim, obtemos
SRRl + 21+ 2ylldivaok 7 + Sy k]
= 4p,(rot uy, wy) + (p*g, wy). (3.17)
Somando as igualdades (3.16) e (3.17), obtemos
PRkl + IR0k I7) + 200 + ) IV
+20 ||V |* + 2y lldiv wy | + 8ur [l
= 2(p*f,ur) + (g, w}) + 8ur (rot uy, wy). (3.18)
A seguir faremos estimativas para o lado direito de (3.18). Assim,

20" f,un) < 20" Nl f Nl lugll < CellFII? + el Vg1,
20 g, w5) < 2t gl lwrll < Csllgll® + 81 Vg,

8ur (rotup, wy) < 8prrlfwyll lrot up | = 8pr lwpl| [V |

n

= 8prllwnll® + 20| Vg |-
Usando estas estimativas em (3.18), obtemos a desigualdade

d .
SUNPREI? 4+ IV Awkl?) + 20, VUE]l? + Cll Vw12 + Calldiv w1
< AN+ llgll?) - (3.19)

Integrando a estimativa (3.19) de 0 até ¢, obtém-se

uf € L*0,T;V)n L*=(0,T; H),

n

wh € L20,T; H(Q)*)n L=(0,T; L*(Q)?)

n
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uniformemente em k e n.

Estas estimativas implicam quando n — 400

wf  — uF fraco em L%(0,T;V),

3 >

3

w s w fraco em L*(0,T; HY(R)%),

n

n

67

uf s u* fraco * em L=(0,T; H(Q)) (3.20)

wt —  w fraco * em L™®(0,T; L*(Q)%) (3.21)

Agora mostraremos que (p*uf), € L'(0,T; V*) uniformemente em n. Multipli-

quemos a equacio (3.4) por u¥ e somemos esta equacdo a (3.21). Obtemos
9 k, k k k k 1 k, k
5P un) = 2perotwn + " f o+ (u ot pr) Ay + oo Aptuy

—(p" Pt - V)up — (Peug ™" - V)pbuy,.
Observe-se que

v+ = 2y, sup (rOtwfn(lS):Z.u'r sup (wvlia )
[l8llv<1 [1#llv <1

< 2p, sup |lwgllllrot ¢l = 2ur sup |fwy]llI4llv
lléllv<1 ll4llv<1

[ 2urrot w|

= 2u|lwgll,

I fll = oup (p"f, ) < Il lIf,

éllv<

(n+ p)Dulllve = (p+p) sup (Auf,@) = (u+p) sup (Vug, )

[I8]lv <1 [lllv <1
< (et )| Vil
1 k k 1 k k 1 k k
pAptu = o sup (Aptuy,d) < - sup [JApT [lunlus I )]s
V= [18lv<1 lléllv <1
@ :
< £ sup AR5 VUl I bllv
[l#]lv<1
C
< Zladtivudl,
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(ot P - )k + (Pt D)pkalllye = sup (Pt @ uk, V)
[lé]lv<1
sup [[p*||zeo || Per® [ s lluillzall@llv < Cllp™|lzes |V | Vil
[léllv <1
< CIVerTP 4 CfVul)®.

IA

Portanto,
o
)| <l 2t + CITE+ D )

+C(|Vur T + Cl| Vg 2.

Logo,
Ti0
| 5t dt < o),
Vt

donde C'(k) independe de n, portanto temos que

a 1 *
57 (P un) € L0, T; V)

uniformemente em n.

Passando ao limite quando n — co, temos

0

375( uk) g (p*u*) fracamente em L'(0,T; V™). (3.22)

Analogamente, obtemos a mesma estimativa para z; (p wk) e, assim, obtém-se

gt(p wr) € L'(0,T;V*) uniformemente em n.

Logo,

%(pkwﬁ) — %(pkwk) fracamente em L'(0,T’; V*). (3.23)

(i1) Continuidade das funcoes
Para provar que as funcdes u* : [0,7] — H e w* : [0,T] — L?*(Q)® sdo

continuas, tomamos o produto interno no L*(£)) na equagdo (3.4) com (v — u*),

onde u* € Vi = (v1,...,vr) (Vi é subespaco de dimensao finita em V) e v €



Cap. 3. Solucgoes periddicas dos fluidos incompressiveis assimétricos nao-homogeneos 69

L?*(0,T;V). Analogamente tomamos o produto na equagéo (3.5) com (h — w¥), on-
de h € L'(0,T; HL(2)?) e wF € Wy, = (wy, ..., w) subespago de dimensao finita em

(H3(22))* e {w1,...,ws,...} base de Faedo-Galerkin. Obtém-se

k
(pkai v — Uk) + (pk(Pkuk_l : v)uk’ v = uk) + (:u - ,ur)a(uk,v - u'k)

ot’
—2u, (rot wk v — uF) + 2k(Ap uf v —uk) = (pF f,v —uF), (3.24)
op* + (Peu1 - V)p* = lApk (3.25)
8t k p k ? *

(pka—:, h— wk> + (p*(Peu™™" - V)wP, b — w¥) + va(w®, v — w")

+y(div (w*), div (b — w*)) + 4p, (wF, b — w*) — 2p, (rot u*, h — w*)

(Bptut b —wb) = (og, b — wh). (3.26)
Multiplicando a equagdo (3.25) por u*(v — uF) e integrando sobre Q x (0,7')

esta tltima expressao, integramos a equacao (3.24) com relacdo a t e, finalmente,

somando estas duas desigualdades obtém-se
T
/ {(—a—(pkuk),v—uk> +(pk(Pkuk_1 -V )uk,v— u)+((Pkulc L. V)pru, v— uk)
o (\Ot
3 1
+(p + pr)a(uF, v — uF) — 2, (rot w*, v — uF) — 2k(A'D uk v —u )} dt

=A(ﬁﬂv—fﬁt

Somando e restando na ultima igualdade fo (a‘gt”,v —u ) dt, obtemos

kv
/DT { (%,v —~ uk) + (pk(Pkuk_l - V)uF v — uk) ((pkuk-l - V)uF(v — uk))

: 1
(e + pr)a(u®, v — uF) — 2, (ot wF, v — uF) — %(Apkuk,v — uk)} dt

—/ {p fv—u)+(apk(va—t_lﬁ),v—uk>}dt
_/ (0" f,v — ub) +/ < @_u w—uﬁdt
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2/ ( )dt+ / (v—u —kv—u>dt
a k
_1Td oy N A
_2/0 310 )szHz/ (v u)at ’ )dt
T
y r——
T 1 rtd,
= [0 = a4 5 [T 2w - u)) P
T
_%/0 (div (p* Peu* 1) (v — u¥),v — uF)dt
T
+%/0 (v —u®)ApF, v — uF)dt (3.27)

depois de ter usado a equagao (3.25) multiplicada por (v — uF).

Usando o teorema da divergéncia, temos

(P*(Pru=t - V)ub, v —uF) + ((Peu™™" - V)pF, uf (v — uF))

= —(p*Peurt -V (vF — ), uF) (3.28)

—(vdiv [p* Peut"], v — u*) + %(div [p* Peu~1 (v — ub), v — uF)
—(p*PeuFt - V(v — o), uF) = (pF Pt - Vo, v — o) . (3.29)

Substituindo a equagdo (3.25) multiplicada por v(v — u*) na igualdade (3.27) e

usando (3.28), (3.29), temos

/0 ( % v — uk> + (p* Pt - Vo, v — uF) + (u 4 pr)a(uf, v — uF)

—2p (rot w* v — u*) + 21k (ApFv,v — u¥) — (p* f,0 — ub)
= %II(P’C(T))W(U(T) —u*(D))|I” - '2‘||(Pk(0))1/2(v(0) —u*(0))|I*
Yv e L*(0,T;V) . (3.30)

Similarmente, para a equacao (3.26), temos

T h
/0 { (pka— h — 'wk) + (p* Pt -V hy h — wy) + va(w®, h — w)
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+y(div wk, div (h — w*)) + (Apkh h —wk) = (p*g, h — w")

2k
Z%ll(p"(T))”z(h(T)— T ))IIQ——II( £(0))"7(A(0) — w*(0))II*. (3.31)

Seja u* solucio da equacao

0
{ =t

u,f;(O) == ug.

Escolhendo v = u¥ em (3.30), obtém-se

[

—Zpr(rotw ,u —u )—I— (AP m 71; “k) —(pkf,u,l; —“k)

= §n(pk(t))1/2(un(t) —u <t>>ll2-

k)1/2

dt+/{p (b — um) (P~ Vb (4 pir Y, b — ub)

Portanto,

lh(6) = WO < € [ (oM (uk — w)(Pa=1) - Vb g+ Yo, — )

—2p,(rot wk,uf’ —uF) + ApFuf,ul —u*) — (p* f, uf, —u*).

Zk(
Observamos que o lado direito desta desigualdade tende para zero quando 7 tende

para zero. Portanto, u* € C([0,7]; H). Similarmente, usando este argumento na

equagao (3.31), obtemos w* € C([0,T]; H(R2)?).

(iii) Propriedade reprodutiva

Assumamos que p¥(0) = p*(T') e definamos
G = {ve LZ(Q)3 | v = (po)"*u, u € K},
F = {he L*Q)|h=(po)"*w, we W}

Observemos que G, F' sao convexos, fechados e limitados no LZ(Q)S. Queremos

provar que a aplicacdo

S:GxF—=GxF
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definida por

(po/"us, po"*w5) = ((p0)"/*u*(T), (po)"/*w*(T))

tem um ponto fixo.

Primeiro mostramos que .S é continua. Sejam

soluges do problema (3.5) — (3.7) com dados iniciais i, w,. Analogamente, como

foi provada a estimativa (3.18), obtém-se

Mk — TP+ I/ — B+ 24Vt — TP + a9 (o — b

+C2“d]V (w'n. - wn)HZ S 0

Integrando com respeito a ¢, de 0 a 7', obtemos

1" () (un(T) — H2+II\/ @ (T))”
C(Ily/p*(0)(un(0) — iz (0) )l|2+II\/ ()]

o que prova a continuidade da aplicagao 5.

Vamos mostrar agora que existe Bgr(0) tal que
S(Br(0)) C Br(0).
Como m < p*(z,t) < M e a(v,v) > C|v||* para todo v € H}(Q), temos

d 5 2uc 1€ ]
51 (VP + oMl ) + Lokl + SN PRl < AU + ol

. 2
Pondo ¢y = min [3“;, 52} temos

d
= (PRI + IpRbI7) + eolll/oubll® + I/prwbl < COIAIP + all)
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o (I ETWADIE + 1FTWETIIE) < 1/pHOE O + 1V ORI
vo /0 TSI + o) dr
Portanto,

e (Tur (DI + /e Ty (TP < e (Jly/pH(0)un (0)]* + ll/e*(0)wn (0]

+C/o (LN + llg(r)II*)dr < B2

Entao, é suficiente considerar

(F U + la(r)1)ar)

R < —CDT

l1—e
Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder, S tem um ponto fixo. Evidentemente,

este ponto fixo é uma solucao reprodutiva aproximada. Assim,
po"us = (po)!*u(T),
Wk = (o) PuH(T).
A periodicidade de p é provada tomando u*(0) = u*(T') e a aplicacio .S é agora
definida como
(p"(0)'/2u*(0), p" (0)u*(0)) —= (p*(T) 2 (T), (M(T)/*w™(T)).
Depois de fazer o procedimento similar, concluimos que p*(0) = p*(T').

Agora provamos o teorema principal deste trabalho.

3.5 Demonstracao do resultado principal

Para finalizar a prova do principal teorema deste capitulo, vamos obter as seguintes

estimativas:
T
/ k(4 h) — uk(2)|2dE < ch'/?, VA > 0, (3.32)
0

T
/ [k (t + k) — wk(2)[2dt < ch!/?, WA > 0. (3.33)
0
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Observemos que multiplicando a equagio (3.6) por u* e somando a (3.4), obtém-se

2
gt (P"u*) = pf +2protwt + —Aptut  (ut ) Aut — (pF Pt V)t

(Pt V)
Portanto,
(Z0590) = (0H )+ oot 0) = (0¥ ) = Gk )V, V)
(Pt (- V)
= (Fg,v), YveV. (3.34)

Integrando (3.34) de t a t 4+ h obtém-se

t+h §

(1) = ) = ([ S as = ([ Ftopaso) (239)
Tomando v = w*(t + h) — u*(t) e pondo uf(t) = u*(t + k) —uF(t) e
pk(t) = p*(t +h) — p*(t), temos
((P*u*)(t + R) = (P*u) (1), us(t) = (22 + R)un(t), wi (1) + (o (D)u"(2), ui (1))

e levando em conta a equacgdo (3.35) podemos escrever

k k e k() K k b k
(P4 (2 + RYuh(6),uk (1)) = —(Ph(Ou* (@), ub@) + ([ Fuls)ds,uf(®)) . (3:36)
O mesmo procedimento pode ser aplicado para wF, isto é, multiplicamos (3.4)
w* e somamos & equagao (3.5). Depois, o resultado multiplicado por v € H}(Q)?

fornece a expressao
('aa—t(/’kwk)a U) = (p*g,v) — V(Vwk,Vv) — y(divw*, div (v"))

g () + 24 (rotut, v) + —(Aptut,v) = (Gr(t),v).

2k

k

Tomando v = w*(¢ + k) — w*(t) e trocando u* por w* no procedimento anterior,

podemos obter

k ok K\ — (k4 k k t+h ‘
((t-+ hyu(0),wh(0) = ~(AhOur @, k@) + [ Gu)ds,mn@) . @3:3)
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Agora vamos voltar para a expressao (3.36). Observando que da equacao da

densidade, obtemos

Aty = [ 28 (s)ds — [ (P (5) - W)ph(s)ds

e multiplicando esta igualdade por u*(¢)v, obtemos

Gt 00) = 7 ([ areste,00)

-+

(/t”h(P"'uk‘l(S)Pk(S)dSVuk(t),v(t))
+ ([M(Pkuk‘l(s)p"(s)dsuk(t), Vv(t)) '

Logo, pondo v = uf(t), temos

(O, u0) < [ TIAR sl Ol D)l
[ NP Ml 6) e dsll VOl I ()

i k-1 k k k
+/t 1 Pru™" ()|l ()] oo [ ()] o [ Vun (D]
Notemos que

t+h 1 . .
/t EIIAPk(3)||d3”uk(t)”L4”ui(t)”U
1/2

t V2 /4
< o [Mas) ([T EIarEr) IvOnIvao)

17 t+h 1 i , 1/2 . .
< Ch /t SlIAF@IP ) IV OIIvuioll

A k-1 k k k
/t 1P (8) s llp™ ()| oo dis [ Ve ()| g ()] 1

t+h
< ¢ [ T IveE s Vu Ol Ve

i ) 1/2 .
owre ([ IveolPas) I OIIvo)

IN
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[ 1P sl O = sl T )
t 1/2
< one ([ IV iPs)  IDHOIITEO

Portanto, obtém-se
1/2

" " 1/2
(ke (), k(1) < Ch‘/Z(([ s ([ e )
VO IV

Agora passamos a estimar o segundo termo do lado direito da igualdade (3.36),

com v = uf(¢).

t+h
(/t Fk(s)ds,uﬁ(t))

t+h t+h
= (/t p*(s)f(s)ds, u',i(t)) + 2p, (/t rot wk(s)ds,ui(t)>
1 t+h t+h
== ( Apk<s)uk(s>ds,u;z(t>) (i + ) ( [ vuk(s)as, wﬁ(t))
¢ t
t+h
- [ M) Pt (5), (u(s) - D)),
t
Estimando cada termo desta ultima expressao, temos o seguinte

([ s o) < [T Il IOl

t+h 1/2
<ot ([ WPas) IV < AT Tuno)]

e, além disso,

t+h t+h
2ty (/ rot wk(s)d.s,uﬁ(t)) = 24y </ w*(s)ds, rot uﬁ(t))
¢ t
1/2

t+h
<ol ([ huteras) IV < AT
t

t t 1/2
ot ([ 9t 0s, Vub0) < a2 ([ v as) oo

< ch! ||V (1))



Cap. 3. Solugoes periédicas dos fluidos incompressiveis assimétricos nao-homogéneos 77

e finalmente limitamos o termo da forma seguinte
Hhg k-1 k k
[ O P (), 05(s) - D)u(n)ds
< ([ 1040 Peut! ’ ds | [[Vuj(t
<{ ) 17Ozl Peu™ ()l zallw™(s)llzads | V()]
<o [ ve Vuk(s)||ds | | Vus(t
<C( [ IV ($)IIVuer(s)lids | [[Vuy @)

t+h

1/2
< ot ([T AT O + IV OPs) T

< ch'?||Vuy ()] -
Portanto, concluimos que
bk k 1/2 k
[ Fls)ds, ui(s) ) < b2 Vuk )l
Assim,
(P*(t + h)uj(8), ui(1)) < CR'ZIVui ()] + CRY2 | Vur ()] | Vur ()l

ou

1(p™) i (OIP < CRZ|Vui(@)]] + CRZ [Vt @)l [ Vur(@)]l
Como p* > a > 0, obtém-se que
lur(OIF < CRY2lu () lv (L + [[u"(@)]v)-
Integrando esta tltima desigualdade entre 0 e 7' — h, obtemos
T—h T—h T
[ lhoia < en [Tk )liv (@ + Ik @)livds < OrY [ gfs)ds.
0 0 0
Como g € L'(0,T), conseqiientemente,
uk e NY42(0,T, H). (3.38)

Da expressao (3.37), fazendo o mesmo procedimento realizado para u*, obtemos

wk e NY42(0,T; L*(Q)?). (3.39)
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Para fazer a passagem ao limite da formulagao variacional do problema apro-
ximado para a formulacao variacional do problema continuo é necessario obter as

seguintes convergéncias abaixo.

Devido a (3.20) e (3.21), obtém-se

u* — wfraco em L%*(0,T;V), (3.40)
u* = ufraco * em L*(0,T; H), (3.41)
w* —  w fraco em L2(0,T; HA(Q)?), (3.42)
w* —  w fraco * em L*°(0,T; L*(Q)?). (3.43)

Devido a imersao de Sobolev,
Ve~ (L1(Q))°

é compacta com g < ¢* = 6 e, além disso, a imersao L?(Q)® — L?(2)* é continua.

Devido ao Lema 1.4, temos
L*(0,T; V)N NY2%(0,T; L*(Q)%) < L*(0,T; LY(R)%),
com q € [2,6) é compacta e portanto
u* — u na topologia forte de L*(0,T'; L7(Q)?). (3.44)

Similarmente, como a imersao de Sobolev H}(Q)* — LI(R2)® com ¢ € [2,6) é

compacta, obtém-se
w® - w na topologia forte de L*(0,T'; L%(2)®) com ¢ € [2,6). (3.45)
Para P u*~! valem as mesmas estimativas que para u*~!. Temos

P! = wuna topologia fraca de L*(0,T;V), (3.46)

Pww*™' s u na topologia forte de L*(0,T; L(2)%). (3.47)
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Além disso,
p* + p na topologia fraca * de L*(Q7). (3.48)
Observe-se que
(Peu*10%,0) = (pu,0) = (p"u,0) — (pu, ) + (p* (P "), 0) = (0", )

= ((p* = p)u, ) + (P*(Peu*~" — u), ).

Vemos daqui que quando k +— co, os termos da ultima expressao tende para zero
devido & convergéncia fraca * de p* + p e, no segundo termo, devido a limitagao

uniforme de p* em L®(Q) e a convergéncia forte de u* a u em L%(0,T; L1()3).

Portanto,
(Peu*=")p* — pu na topologia fraca de L%(0,T; LY(Q)%). (3.49)

Agora faremos o passo ao limite, desde a Definicdo 3.3 a Defini¢ao 3.1, por

exemplo,
- T(O k& (o
Jim (ﬁpu ),so) dt = /0 (a(pu),sa> dt
T A
- - /0 (p“’ﬁ) dt (3.50)
e
T T
Jim [ (0" P, (- V)g) = [ (pou, (u- D)), (3.51)
devido a (3.49) e (3.44). De forma similar, obtemos para as w*,
T T
Jim (kakuk_l,(wk-V)zﬁ)dt:/ (ou, w - Vap)dt, (3.52)
o JO 0

devido a (3.49) e (3.45) e
. T(0,, T(0d
Jim | <a(p"wk),¢> dt = /0 (a(pw)nﬁ) dt

- _/OT (pw, %—f) dt (3.53)
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Vejamos agora os termos abaixo:

@t es < o [ lasu s el
—_— u S — u 2
2k Jo pHa® - 2kJo P B IPlAEe
< = [Nzl
< o5 o 1868 Neellellds
< = [ 1Al
— 2k Jo e
Como
k Lo ds < C
sup ||p ”H‘(Q)"‘k o ||P”W2.2(n) § = L,
obtém-se

T C
i/ |Ap*||L2ds < = ++ 0 quando k 5 co. (3.54)
2k Jo k
De forma similar temos que o termo

T
i/o (Ap*w*, p)ds + 0 quando k - co. (3.55)

Devido a linearidade dos outros termos, é facil passar ao limite nas duas ex-
pressoes variacionais da Defini¢do 3.3 e usando (3.50) - (3.55) vemos que u, w satis-
fazem as equagdes (ii) da Definigdo 3.1.

Consideremos agora a equacao

dp* _ 1, ., 0pF _
5 TV (Pt p*) = ;AP (5 P @myef (V (Pt 0%), 0) -1 @y mi ()
1

= E(AP ,<P)H—I(Q)Hg(9)-

Observemos que

U (Ap* w)‘ ’ (Vo", Vw)dt}

ja que %ﬁ = 0 sobre 0%, portanto
1

- \/_/ (/Q %lvpkwdg;)l/z (/Q |V99|2)1/2

T
<« [ 2 [ 1vokPdzd //v 2dzdt b |
_M{/Ok/Q| pdzact [ [ 1vopa

(Ap ®)
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Por (3.13) obtém-se

c

2k

Portanto, {%} estd limitada em L2(0,7; H~'(f)), isto é,

T
%’/ (ApF )| < — 0 quando k — co.
0

k
%— ++ x na topologia fraca de L?(0,T; H™'(9)). (3.56)

Observemos, ainda, como p* +— p na topologia fraca * em L*°(Q). Temos em

particular que

(pk)‘lo> — (p,p) em D'((0,T) x Q).

Assim,
ap*

( %0y = (%
at’

o) =~ 0y s (0, 90y = (2 ).

Desta tltima relagao e junto com (3.56), concluimos que

k
aait — % na topologia fraca de L*(0,T; H™'(Q2)). (3.57)

Portanto, da equacdo (1.3) obtemos, por passo ao limite sobre k, a equagao

dp B
E-I-V'(up)—o.

Além disso, como p* € C([0,T]; H~'(2)?), pois usando o Lema 1.5 com L®(Q) —

H=(2), que é compacta, podemos concluir que
pk(x,O) = p(z,0) = po(z) em H_I(Q’)'
Assim, finalizamos a prova do resultado principal. |

Observacao Um problema interessante a estudar é a existéncia e unicidade de
solucdes periddicas fortes. Devemos notar que o problema esta em aberto mesmo

no caso dos fluidos nao-homogéneos.
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Para as equacoes de Navier-Stokes classicas isto ja foi respondido por Serrin [63].
Os argumentos usados por ele sao os argumentos de perturbacao.

Recentemente Kato [34] mostra resultados melhores que os de Serrin, fazendo
uso do método de Galerkin espectral. Em [50] mostram a existéncia e unicidade
de solugbes periodicas fortes para uma classe de equacgoes de evolucao abstratas,
que contém como caso particular as equacoes de Navier-Stokes classicas, magneto-
hidrodinamica, Boussinesq, magneto-micropolares com densidade constante.

Talvez as idéias desenvolvidas aqui possam ser uteis para responder a questao

da existéncia e unicidade de solugbes periddicas fortes.



Capitulo 4

Equacoes variacionais

4.1 Introducao

As desigualdades variacionais (ou inequagdes variacionais) em mecanica sao bem
documentadas no livro classico de Duvaut e Lions [19], Glowinski, Lions e Tremo-
liéres [29]. Basicamente elas surgem quando colocamos restricoes as incognitas, por
exemplo, exigir que o campo de velocidade seja limitado em alguma norma L,, o

que refletiria algumas limitacoes fisicas.

Nas equacoes de mecanica dos fluidos existem alguns trabalhos, tanto para o caso
estacionario e de evolucdo, ver por exemplo, Biroli 7], Lions [43], Khoi e Schmitt
[35], Lukaszewicz [48], Salvi [71], Antontsev et al. [2].

Binoli estuda as equagdes de Navier-Stokes de evolugdo classicas com a restrigao
u(t,z) > 0. Lions nos apresenta uma variante dos fluidos nao-homogéneos de evo-
lugao, Khoi e Schmitt estudam as bifurcacoes das inequagoes de Navier-Stokes estaci-
ondrias. Lukaszewicz o caso das inequagoes micropolares (com densidade constante)
estaciondarias, Antontsev et al. [2] o caso das inequacoes dos fluidos nao-homogéneos
de evolucao com condigoes sobre as derivadas normais sobre o campo de velocidade
e, finalmente, Salvi também estuda o problema dos fluidos nao-homogéneos com

condicdes tipo nulas na fronteira com o campo de velocidade pertencendo a um

83
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conjunto convexo.

Apresentamos neste capitulo uma extensao dos resultados de Salvi para o mo-
delo dos fluidos nao-homogéneos assimétricos de evolucao. Estes seriam, em nosso
conhecimento, os primeiros resultados desta natureza para as equacoes micropolares
de evolucao.

A técnica que utilizaremos sdo as técnicas cldssicas descritas em [19] e [29], a
saber, aproximacao por problemas finito-dimensionais, introduzindo os operadores
de projecdao correspondentes que nos permitem reescrever nosso problema original
como uma equacao. Posteriormente, provaremos algumas estimativas a priori uni-
formes para as aproximaceos, as quais nos permitirao passar ao limite e mostraremos
que o limite é de fato uma solugao para nosso problema original.

Salientamos que nosso trabalho difere do trabalho de Salvi na obtenc¢ao da con-
vergéncia forte nas aproximacoes, pois utilizaremos os resultados devidos a J. Simon

[80] em espacos de Nikolskii para obter a convergéncia forte mencionada.

4.2 Colocacao do problema das formulagoes va-
riacionais

O objetivo desta secao é fazer uma formulagao variacional do sistema de equagoes
(0.1) = (0.3) que utilizaremos posteriormente nas secoes seguintes. Para isto, come-

camos definindo os seguintes espacos vetoriais

® = {vel*0,T; V)/% e L*(0,T; L¥°()), 38; e L=(0,T; L**(Q) ,
i=1,2,3}
2 1 dv 2 6/5 dv o 3/2
v = {vel*0,T5H (Q))/EGL (0,75 L (ﬂ)),(9 € L=(0,T; L**(Q) ,
z;
i=1,2,3}

Além disso, consideramos os dois conjuntos convexos IK; C V e Ky, C Hj ()
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nao vazios, contendo o elemento nulo.
Seja B(u,v) = v(Vu, Vv) + vy(divu,divv) e consideremos o sistema

Ou
(PE;‘U —uj4 /Q plu-Vu(v—u)dz + pa(u,v —u) + 2u,(rot w, v — u)

> (pfy,v—u)v e, (4.1)

(092 —w) + [ plu- VYl — w)dz + Bl — ) + 4 (w, $ — w)

> 2/1,.(1‘013 U,'lp - w) + (pg)’(/) - w) 1/} € K, (42)
d

5? +div(pu) =0 (4.3)

satisfzendo as condigdes iniciais
u(z,0) = uo(z) em R, p(z,0) = po(z) em Q, w(z,0) = wo(z) em Q (4.4)
e as condigoes de fronteira
u=w=0sobre Zr =00 x(0,7T) (4.5)

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solucoes fracas para o sistema
(4.1) - (4.5) no sentido da formulagdo variacional que obteremos nos célculos a
seguir. Para isto, multipliquemos por u - (v — u) a equacdo (4.3) e integrando sobre

Qr = Q x (0,T) obtém-se
/OT{(U%,'U —u)+ (v — V)pu,v —u)}dt = 0. (4.6)

Depois integramos a desigualdade (4.1) em relacdo a varidvel ¢, de 0 até 7', e somando

o resultado a (4.6) temos

T 9
[ (pglou), v =)+ (w- D)puyo = ) + (pu- Va0 = w)

+pa(u,v — u) + 24, (rot w,v —u)

> (pf,v—u) Ve K, , (4.7)
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onde v € IK; e lembremos que a(u,w) = (Vu, Vw).
Observemos que (u- Vu, p(v—u)) + (u(u-V)p,v —u) = —(pu,u- V(v —w)). De

fato, temos

divfu(u- (v —u))p] = div(w)(u- (v = u)p) +u- Vlu- (v — u)p]
— u-Vfu- (v — )]
= u- Vu(v—u)p+ ufu- V(v — u)p]
= pu-Vu(v—u)+ufu- V(o —u)p] +ufu- (v —u)Vp]

= pu-Vu(lv—u)+u(u-V(v—u))p+p (u-Vp)ulv —u)

Usando o teorema da divergéncia, obtém-se a afirmacao anterior e, portanto,

temos

[ o), — ) — (o Vo =) + ra(ur, v — )
uU),v — U u,u- Vv—u))+ palu,v—u
5P p z )

+2ur(rot w,v —u) > (pf,v —u), YvelK;

T d(pv)

Somemos nesta ultima expressao a quantidade / (7, v — u)dt e observando
0

que

T 9(pu) Opv Opv
[)( ot U )+(8t —U)—(W,’U—u)di

T a _ T
_/ pu v) v—udt—l—/ 8—2'0—14 det .
Substituindo isto na equacao (4.8), obtém-se

T dpv
/ [ ——- Tk u) — (pu,u- V(v —u)) + pa(u,v —u) + 2u,(rot w,v — u)

_v),v—u)dt, Vo e K, . (4.9)

> (pr—w+ [ ()
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Observe-se ainda que

/()T(w,v—u)dt - /:(%,v—u)dt—{-%/f((v—u)%,v—u)dt
1 (T (pd(v —u)
+3 ), (—7ﬁ—ﬂ”““)“

_ 1/2 2 - .
= 2dt/up w2 + 2/ v — u)dt

Portanto de (4.9) obtém-se
T
/ (%g;}—) v—u)—pu,u- V(v—u))+ pa(u,v —u) + 2p,(rot w,v — u)
0
d

1 /T
> (pf,v— +§&2/ 20 —wl+ 5 [ (v —u)5pv —wdt  (4.10)

Como % + (u - V) p =0 obtemos

(1) /OT(U%,‘U —u)dt = — /OT((u -Vp)v,v —u)dt
(ii) /OT((U - u)%,v W)t = — /OT((v —wu- Vp,v — u)dt

Substituindo (1), (ii) em (4.10) obtém-se

T — Ov 1
[ A6Gv-w) = (Voo —u)+ (v —u)-u: Voo —u)

— (py,u-V(v—1u)) + pa(u,v —u) + 2p,(rot w,v — u)
> (phv-w)t g [ 10— w7}

Observe-se ainda que

—(v(u-Vp),v—u)+ %((v —u)u-Vp,v—u)— (pu,u- V(v —u)) = (pu- Vu,v — u),

ja que

div[(pu)v- (v —w)] = div(pu)v-(v—1u) +pu-Vv- (v —u)]

= v div(pu) - (v —u) + p(u- Vov)(v—u) +v(pu- V)(v —u).
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Usando o Teorema da divergéncia obtém-se

(vdiv(pu),v —u) = —(p(u-Vv),v—u)— (pv,u- V(v —u))

= —(pu-Vv,v)+ (pu- Vo,u) — (pv,u- Vo) + (pv,u - Vu)
vem que
(v div (pu),v — u) = =2(pu - Vo,v) + (pu - Vo,u) + (pu - Vu,u). (4.11)
Além disso,

divi(pu)(v — ) - (v —w)] = divipu)(v — ) (v —u) + pu- V(v — ) - (v - )]

= div(pu)(v —u) - (v —u) +2(v —u)(pu- V)(v —u)
e usando o teorema da divergéngia novamente, obtém-se
(div(pu)v — u,v —u) = =2(pu - V(v — u),v — u) (4.12)

Logo, obtém-se, usando (4.11) e (4.12)

%((v —u)div(pu),v — u) — (vdiv(pu),v — u) — (pu,u - V(v — u))

= 2(pu- Vo,v) + (pu- Vo, u) — (pu - Vu,u) — (pu- V(v —u),v —u)
—(pu,u - Vv) + (pu,u - Vu)

= 2(pu- Vuv,v) — 2(pu - Vu,u) — (pu - Vu,v) — (pu - V(v — u),v)
+(pu - V(v —u),u) + (pu,u - Vu)

= 2(pu- Vv,v) - 2(pu - Vo,u) — (pu - Vu,v) — (pu- V(v —u),v)
+(pu - V(v —u),u) + (pu,u - Vu)

= 2(pu - Vu,v) — 2(pu - Vv, u) — (pu - Vu,v) — (pu- Vo, ) + (pu - Vu, v)
+(pu - Vv, u) — (pu - Vu,u) + (pu,u - Vu) = (pu - Vo,v) — (pu - Vo, u)

= (pu-Vov,v—u)
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Finalmente obtém-se
T Qv
/ (pa,v —~ u) + (pu - Vo, v — u) + pa(u,v — u) + 2p, (rot w, v — u)
0
> 1/2(y 2 .
> (pf,0—w)+ g 1 = 10—l (4.13)
> (pfiv—u)— Ilpl/z( )(v(0) — u(0))|”
comu € L*(0,T;V),u € Ky, p € L=(Qr), Vv € &, v € K.
Agora faremos a formulagido Variacional para a equagao (0.3). Temos
(p 5 ,qS w) + (p(u - Vw, ¢ — w) — B(Aw, d — w) — y(div(w), div(d — w))
gy (w, ¢ — w) — 2p,(rot (u), ¢ — w) > (pg, ¢ —w) . (4.14)

Multipliquemos a equagao (4.3) por w - (¢ — w) e integremos em relagdo ao tempo,

de 0 até T'. Entao

/0 (385 VP — w) dt—i-/ (div(pu)w, ¢ — w)dt =0 .

Integrando em relagao a t a desigualdade (4.14) e somando a expressdo anterior,

obtém-se
T
{/ (gt(pw) ¢ —w) + (div(pu)w, ¢ — w) + (p(u - V)w, ¢ — w) + B(w, ¢ — w)
+4p, (w,d — w) — 2p, (rot u, d — w)}}dt
T
Observemos que
divfu(w - (¢ — w))p] = div (u)w - (6 —w)p+ u- Vw- (— w)p
—u- Vw- (¢ w)p)
=u-Vw(g—w)p+wu-V(d—w)p)+wd—wu-Vp=0 (4.15)
Portanto, pelo teorema da divergéncia

(Pl - V)w, ¢ — w) + ((u- Vp)w, ¢ — w) = —(pw,u - V($— w))
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Logo, substituindo em (4.15), obtém-se

LS ow),6—w) — (w0 V(& — w) + Blw, b~ w) + 4 (1,6~ w)

T
— 2u(rotu, ¢ —w)}dt > [ (pg, ¢ —w)dt

(p¢),¢_ w)dt

Nesta ultima expressao vamos somar e restar o termo / (
0

L2 4wy + (2D 4wy (22D ) (o, V(p - w)
+B(w,$ — w) + 4pr(w, d — w) — 2p,(rot u, ¢ — w)

T
> [ (pg, & —w)at

o que implica em

[T 8D ) (g - 98— w)) + B, ) + 4,6~ )
—2p(rot u, p — w)

> /O(pg,cZs w)dt+/TM—w)

, ¢ — w)dt (4.16)

Ja que

[P g yar /0(‘9(QZS 2 4w dt+2/(¢— )%2,6— w)i
4y [ (B -w) b6 —wit + 1 [[(6-w) g, 6 w)a

a
th/ 1p*2(¢ — w)|| dt-|—2/ (¢ —w a—i’ ¢ — w)dt (4.17)

Usando a equagao da densidade, obtemos as relacoes seguintes:
T dp L
(i) /0 (=, ¢ — w)dt /0 (div(pu)d, ¢ — w)dt ;

) [ (& w36 —wyt=— [ [divipu)g—w) (4~ w)da
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Substituindo (1), (ii), junto com (4.17) em (4.16), obtém-se
T, 0¢ .
| (05506 = w) = (div(puw), & — w) = (pw,u- V(¢ = ) + Blw, ¢ — w)
+4p,(w, ¢ — w) — 2u,(rot (u), d — w) + %(div(pu)(qﬁ —w), ¢ —w)
> [ (og,b— )t + = — 12(¢ di 4.18
> [ o9, d—wdit 5o [ 106~ w)P (4.18)
Agora, vejamos o termo seguinte,
(- Vo b )+ 5 (u V(g —w), §—w) — (pw,u-V($—w) . (419)
Observemos que
[ p(6=w) - (9—w)da= [(u- Vp(g—w)(@—w)+2 [ pu- (r~0)¥($-w) = 0
e portanto

[ Vo(d—w) - (b= w)ds==2 [ p- V(¢ - w)(¢—w)+2[ pu- (p—w)V($—w) = 0
(4.20)

Além disso,
| V(pudr(¢=w)) = [ uVpr(¢=w)dot [ pu-Vé(¢-w)da+t [ pu-V($-w)gde = 0.
Logo,
/Qu -Vpp- (¢ —w)dz = —/ﬂpch}S(qﬁ —w)dz — /Q pup-V(p—w)dz  (4.21)
Portanto, usando (4.20), (4.21) em (4.19), reescrita na forma integral, tem-se
[ pu- V(6= w)de+ [ pud- V(g —w)de ~ [ pu- V(g -w)(d-w)
—/pru-V(ng—w)

:/qu-V¢(c/>—w)+/Qp¢(U'V)¢—/Q/)¢(U'V)w—/QP(“'V@"“’)W
+ [ olu D)@ = wpo — [ pulu- V)6 w)
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= [ ptu- V&b~ [ plu-Vo)ut [ plu-V8)o~ [ plu- Vw)sde
— [ dotu- )+ [ plu- Vol + [ plu-Vw — [ p(u- Ve

_ /Q p(u - Vé)w + /Q p(u - Vw)w

= (pu- Vb —w)

Portanto, finalmente

T
L 06— w) - (u- V9,6 — ) + Bl 6 —w) + 41, (1,6~ w)
—2/1,.(1‘017 ‘U,,QS - w) - (pga ¢ - w)dt

> —2llpH(0)($(0) — w(O)?

Portanto, dizemos que as fun¢des (u,w, p) é solugdo fraca do sistema (4.1) - (4.5) e

se verificam as relacoes seguintes:

T v
(a) /0 (PE;U_U)+(,OU'Vv,v—u)-l-,ua(U,v~u)+2/,L,(rotw,v—-u)

1
> (pfiv—u) - 5”/’1/2(0)(”(0) — u(0))||”
uwe L0, T:V),uelK,pe L®(Q), Yve ¥, velK,,

T  d¢
) [ (56— w) + (pu- Vé,6 = w) + B(w,d — w) +dpa(w,$ - w)
2 (rot (u), & — ) — (pg, & — w)}dt > —{lp"(0)($(0) — w(0)]
w € L*0,T; HQ)),w € Ky,

dp ) B
(c) 5 + div(pu) =0

(d) u(,0) = uo(z), w(z,0) = wo(z), p(z,0) = po(z),
u = 0 sobre X = 002 x (0,7 .

4.3 Existéncia de solucoes fracas

Nesta secio, vamos enunciar o resultado principal deste capitulo (Teorema 4.1) e

todas as outras secoes sao usadas para provar este resultado.
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Teorema 4.1 Assumindo as sequintes hipoteses:

feL*0,T;H),g € L*(0,T; L*(2)),
Ug € H,'LUO € LZ(Q),UO € [(17

po € L®(Qr), 0.< m < po(z) < M.
Entdo existem distribui¢ées (u,w,p) satisfazendo

we L*0,T;V); we L*0,T; H'(2)%);

pEL®(Qr) e u€ K,we K,.

Satisfazendo as relagoes (a) — (d) da segcao anterior para todo v € ¥, v € IK; e para

todo p € ¥, ¢ € IK,.

Nesta secao consideremos P! como o operador projecao de L,(Q2)* sobre K, e

ponhamos

Qv =v — Piv
O operador @' é monétono e hemi-continuo valendo as seguintes relacoes:

(v — Piv, Pv) > 0, (4.22)

(v—Pg,Pxkv—h) > 0, Vhe K. (4.23)

Analogamente, definimos o operador de projecao Pg : L*(Q)* — IK; e, além
disso, Q*v = v — P3v é mondtono e hemi-continuo satisfazendo as relacoes (4.22) e

(4.23).

4.3.1 Problema auxiliar

Vamos considerar familias de “aproximacoes internas” V,, de Ve W,, de H'(Q). Em

relacao a estas “familias de aproximacoes internas”faremos as seguintes hipoteses.
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(i) Vim, W,, sdo subespacos de V e H'(§) de dimensao finita m;

ii) Vv € V, existem sequéncias v, € Vi, wm € Wy, w € HY(Q) tais que v, = v
q q

€ Wy — W;

(iii) Todas as componentes das funcdes v (respectivamente de u) em V,, (respecti-

vamente de W,,) pertencem a C*(f2).

Ja que V é densoem H eug € H, é possivel encontrar ug,, € V,, tal que ug,, — uo
em H quando m — co. Similarmente como H'(Q)? é denso em L?(2)® é possivel
encontrar wp,, € W,, tal que wp,, = wy quando m — oo.

Consideremos agora, {vy,va, -+, Um} € {¢1,P2, -+, Pn} bases de V,, e W,, res-

pectivamente e consideremos o sistema seguinte

Ot
(22 0) [ - Vs + -+ oty )

+m(Q' (um), vi) — 2, (rot W, V&) = (P f, Vk) (4.24)

(pmaa%) ¢k) + [2 p'm(u . v)wm¢kd$ + B(w‘m7 QS]C) + m(Qz(wm)7 qsk)

=2t (10t (Um)) + Apir (Wi, B1) = (Pmg, br) (4.25)
pm

% + Um - Vo, =0 (4.26)

Um(0) = Uom € Vi, Uom — uo em H
Wi (0) = ugm € Wi, Wopm — wo em Ly(Q)° (4.27)
pm(0) = pom, pom € C'(Q)

1
— < pom < B pom — po em L(Q)
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Ponhamos agora

Unm = Y Crm(t)vk € W = dim(t)Ps
k=1 k=1

Logo, multiplicando (4.24) por cgm € (4.25) por din(t), depois de somar de 1 até k

obtém-se
a " m m m m m m m
(57 T8 ) (™ ™ - ", ) + )
Fm(Q(u™), ™) — 2, (robw™, u™) = (o™ f, u™)
e

0
(b ;Ut w™) 4+ (p"(u™ - V)™, w™) + B(w™, w™) + 4p, (rotu™, w™) = (p"g,w™)

Além disso, temos as relacées

aum m _pm 8 m\2
(v T =7 w
aw _r 9

5/0/? (u™ - /P
Logo, usando estas ultimas expressées, vem que
=[S+ L [ o)) 4 (e, w) + m(Q (), um)
2Ja" Ot 2 Ja ’ ’

—2p,(rot w™, u™) = (p™ f,w™) (4.28)

1

2 [ oo L [ ) B, w) 4 (™ )

+m(Q*(w™), w™) — 2u, (rot u™, w™) = (p™g,w™). (4.29)
Multiplicando a equagao da densidade (4.26) por L%ﬁ e integrando sobre ),

obtém-se
9 )2
” O 4o / M) 4z =0
Q
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e somando essa ultima quantidade a (4.28) obtém-se

aat/ +/d“’ e ))dx+(u+ur) (u™,u™)

+m(u™ — Pku ,u™ — Plu™) + m(u™ — Plu™, Plu™)
—2u,(rot w™, u™) = (p™ f,u™) (4.30)

Similarmente, multiplicando (4.26) por w™, obtemos

ap (wm)Z . m)2
+/ -V)p 5 —dz=0

Q

Somando essa quantidade a (4.29), obtém-se

( 'm m)2
m .\, /
/at +/ i g T BT
+m|w™ — Pkme2 + m(w™ — Pkwm, Plw™) + dp, (0™, w™) — 2, (tot u™, w™)

=(p"g,w™)

Observe-se (usando coordenadas) que
d w2 O,  WE,. dp w2, 2.
By UmiPn g ) = gy Py Ty Ty T Uy ()

Tj

Usando esta expressao e levando em conta o teorema da divergéncia, obtemos

w,

(wm)® s
/ﬂ(um Pm) 5 dm—l—/ﬂumpm-V( 5 )dz = 0.

Finalmente, obtém-se
/ =(p 2 )+ B(w™,w™) + m|w™ — P2w™|? 4 m(w™ — Pu™, PPuw™)
+ap (W™, w™) = (p"g, w™) (4.31)
Agora somando (4.30) e (4.31), obtém-se
N S I o & R R L o R M
—2u,(rot w™, u™) — 2u, (rot u™, w™) + m(||u™ — Pru™||* + ||w™ — PZw™||*)
+m((um - Pklumv Plclum) + (wm - sz'wm’ Pl?wm)) + 4/—”T(wm)wm)

=(p"f,u™) 4+ (p"g,w™) .
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Integrando essa expressao com relacao a ¢, obtém-se
1 m\1/2, m|2 m\1/2, m|2 T mi|2 T m
S PP 4+ ™) P IB) 4+ G+ ) [ IV Pds o [ Vum s
T T T
+5/ ||divw’”||2ds—2,ur(/ (rotwm,um)ds—l—/ (rot u™,w™)ds)
0 0 0
T T
([ (™ = Phw™ | + ™ = Prw™[?)ds +m( [ {(w" ~ Plw™, Plu)
T
+(w™ = Pw™, Prom) s+ dpe [ [lu™|Pds
0
T m m Pom 2 2
= [ H ™) + B lwom? + llwom?)
ou ainda,
T T
(G 2am P 4+ (™) 2™ 2) + 2 [ 1V Pds ++20 [ [Vum(s)|ds
T T
+26 [ lldiv(w™)|* = 4u.( [ {(rotw™,u™) + (rotu™, w™) }ds)
0 0
T T
+2m( [ (lu™ = Prum |2 + [lw™ — P2um|[?)ds + 2m( [ {(w™ — Pium, Plum)
0 0
T
+(w™ — Plw™, Prw™)}ds + +8u, [ |lw”|*ds
0

T
= pon(luonll + lwomll?) + +2 [ {(5™F,um) + (g, w™)}ds (4.32)

4.3.2 Estimativas a priori

Agora vamos fazer algumas limitagoes sobre alguns termos da igualdade (4.32).

2o f,u™) < 2™l Ifllee ™z < CFIP + el Vum|P (433)
2(p™g,u™) < Csllgll* + 8] V™) (4.34)
e (rot w™, w™) < Ay oo™ Jlrot w™ | < dps ™| [V

< el + e IV (4.35)
41 (r0t ™, ™)) < gyl frot w™| < dpy ™| [V

< g + |V (4.36)

Usando as desigualdades (4.33) — (4.36), obtém-se

T T
(™) 2+ o™ w™ ) + 20 [V Pds + €y [ [VumPds
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T T T
+Cy [ divwmPds + 2m( [ (™ = Plun|Pds + [ (Jw™ — PRu™|Pds
0 0 0
T
+2m / {(v™ — Plu™, Plu™) + (w™ — Plw™, P2w™)}ds
Pom
= C/ (lglize + IF11Z2)ds + +=* (lluoml|* + llwom|*)-

Desta estimativa deduzimos que

(p™)Y/? u™ esta limitada em L*°(0,T; H); (4.37)
(p™)% w™ estd limitada em L*°(0,T; Ly(Q)%); (4.38)
u™ estd limitada em L*(0,7;V) N L=(0,T; H); (4.39)

w™ esta limitada em L*(0,7'; Hy(Q)) N L™=(0,T; L*(92)?). (4.40)
Devido a imersao de Sobolev Hj(2)* — L%(Q)3, obtém-se
u™, w™ estao limitadas em L?*(0,T; L°(2)?) (4.41)

Usando o fato que {w™} estd limitada em L*(0,T; L?(£2)*) junto com (4.41),

obtém-se

mn8/3 m m m m
o = [l ) < (o™l o™ e

2/3
il

= |lw L2(Q)® [|w™ ”LG(Q)a

Como |[w™[|77gy> estd limitada no L*°(0,T) e |jw™| limitada em L'(0,T) obte-

mos que ||wm||i{,?zm3 estd limitada no L'(0, 7). Logo

w™, w™ estao limitadas em L¥*(0,T; L4()*), (4.42)
m/ — Plu™||’ds < G, (4.43)
m/ [w™ — P2w™|?ds < Cs. (4.44)

0

Observe-se ainda que

”Um ® Um”%z/z(g) < ”um”i“(ﬂ)“
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Como u™ € L*(0,T; V)N L*®(0,T; H) C L*(0,T; L*(Q)?), temos
p™ u™ ® u™ estd limitada em L%(0,T; L3/*(Q)°). (4.45)
Agora,
T m m|(2 T m||2 m |2
Lol @ w e < [ I sy T 3
T m||4 1/2 T m |4 1/2
< (I srmqe) 72 o™ ey )™
Portanto,
T g m |2 1/2 T mya /a0 [T, myja 1/4
([ e @ w Esrmayds) < ([ I lisgap) ([ o™ lfs )/

Como u™, w™ estdo limitadas em L*(0,T; LP(2)%) se £2 + ﬂ% = 1 com
pa =2, 0 < p < 1 queremos a = 4, disto p = 1/2, além disto % +§- = 1, temos

B = 3, portanto u™ e w™ estdo limitadas em L*(0,T; L3(£2)*), o que nos fornece
p™u™ @ w™ limitadas em L%(0,T; L*/*(Q)°) . (4.46)
Disto podemos obter

(p™)*u™ — oy na topologia fraca* de L*(0,T; H), (4.47)

(p™)*w™ — ay na topologia fraca* de L®(0,T; L*()*), (4.48)

(™) = u na topologia fraca de L*(0,T;V), (4.49)
(w™) = w na topologia fraca* de L*(0,T; HL(R)?), (4.50)
p™u™ — §; na topologia fraca* de L*(0,T'; H), (4.51)
p"w™ — §, na topologia fraca* de L*=(0,T; L*(22)?). (4.52)

Das relacoes (4.45) e (4.46), obtém-se

prum @um - e pTu™ ® w™ — e na topologia fraca de

L*(0,T; L**(9)?). (4.53)
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Observe ainda que de (4.43) e (4.44), temos as convergéncias

(u™ — Plu™) — 0 na topologia forte de L*(Q1)°,

(w™ — P2w™) — 0 na topologia forte de L*(Qr)>.

Portanto, concluimos que u — Plu =0, w — P?w =0 e daqui u € IK; w € IK,.

Falta mostrar agora que

01 =Pu, 2=py, M=puRu, N2 =pwRw. (4.54)
Como
a m
% =—V - (p"u™) em Qr,
portanto
P m . m
< *@*,90 ZH-Y(Q)H}N Q)™ (P u ,V<P)L2(9)L2(n)
e assim temos
apm m . m||2
| < W#P > IH—IHg < |I(p™, u™ Iz ||V<P”L2(n)-

Tomando ||[Ve|| < 1 e como (p™u™) limitada em L*(0,T’; L*(Q2)%) obtém-se que

27 est4 limitada em L2(0,T; H='()), logo

p™ € L=(0,T; L*(Q)) . )
dp™ g Cprd p™ — p na topologia forte de L*(0,T; H~'(§2
ot ™ L0, T; H=SY) = (na verdade em C'([0,T]; H~'(£2)),

L*°(2) — H™'compacto

ou seja

p™ — p na topologia fraca de L*(0,T; H~'(f)). (4.55)

Como podemos escrever

T T T
/0 (p™u™ —pu, @) -1 dt :/0 (Um(Pm—P),<P)H—ngdt+/0 (p(u™ = u), ) g1 dt,
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tomando em ¢ € D, obtemos

[T om — phpdtl < sup fol [ I lo” — plla-sqayet

supp(¢)

T
< sup |so|</0 lum12ds) 2 ([ 1™ = plf-1ds).

supp(v)
Devido a (4.55), a expressao do lado direito converge para zero quando m — co.

Similarmente,

/(p )i ppds] = |/ < (u™ = u), pp > ds|

converge para zero quando m tende para +oco devido a (4.49). Portanto p"u™ — pu
na topologia fraca de L*(0,T; H~'(?)?) e como L*=(0,T; H*) C L*(0,T; H~1(Q2)3),

obtém-se que §; = pu. Usando o mesmo argumento anterior concluimos que §, = pw.

4.4 Estimativas no tempo e passagem ao limite

Para mostrar que nq = pu @ u, 7, = pu ® w em (4.54) é necessario usar o resultado
de compacidade de J. Simon, Lema 1.5 do Capitulo 1. No nosso caso, ¢ = 2, X =
L2(Q)P, B=H(Q)3, Y = W='(Q)® com r < 3/2. Vamos obter convergéncias
forte de p™u™ — pu, p™w™ — pw em L2(0,T; H1(9)) e usando o fato de que
u™ — u fraco em L%*(0,T;V) e w™ — w fraco em L%(0,T'; H}(Q)), obtém-se 7, =

pu @ u e ny = pw @ u. Para fazer nosso plano, devemos obter estimativas do tipo

(™ u™ )n — ™ u™ || 20,517 )%) < CR,

(™ w™)n = p™ W™ || 2(0,m;w-1r(0)) < CR, (4.56)

para algum s adequado para que (p™ u™), (p™ w™) estejam no espago de Nikolskii

N*2(0,T; W=1r(£2)?). Observe-se que

Th(p"u™) — p"u™ = TP (™ — u™) 4 (Thp™ — p™ U™,
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onde 73 € a translacao definida no Capitulo 1, Secdo 1.4. Logo, temos que

lTa(p™u™) — p™ w20, r-nw-rr () < ITap™ (Tau™ — u™)|| 20,7017 (2)2)

H(np™ — ™ )u™ || L2 (0,7, 1.7 (2)2) (4.57)

com r < 3/2

Devemos notar que os produtos de p™u™ e p™w™ fazem sentido em W=17(Q)3

com 7 < 3/2 devido a que aplicagdo produto
Hy'(Q) x Hy() = W(Q) com r < 3/2

é continua pelo Lema 1.4 do Capitulo 1. Notemos que

(o™ = o)) = P+ ) = gm0 = [ () =~ - [T p(su(s)ds

t

Portanto aplicando a desigualdade de Holder, obtém-se

t+h
o™ +h) —p™)D)lla-1@) = sup <=V [ (p"u™)(s)ds,p >
IVeli<t :
t+h
= sup ([ (pmum)(s)ds, Veo)ra 12
[IVell<1 Jt

t
< CWYA([ Iwmom)(s)liEds) P, VO<t<T—h.
t

Assim,

71p™ — p™ | Lo (o, -1y < C A2 (4.58)

e de fato obtemos

”Thpm — pm”L2(0,T;H“1(Q)) S C h1/4. (459)

Como temos imersao continua de H~1(2)? — (W=17(Q))? com r < 3/2 obtém-se
”Thpm - pm”LZ(O:T_h;W—I,r(Q)) S C h1/4 . (460)

Agora, vamos fazer n estimativas da forma

T—-h
/0 (/Q lp™(t + h)(u™(t + h) — u™(t))?)dt < ChY/?
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ou escrito de outra forma

lTap™ (Thu™ — w™)|| L2 (0,1 02(0)2) < C h1/4 (4.61)

II’TnIDm(anm = wm)”L2(0’T;L2(Q)3) S c h1/4. (462)

Levando em conta a imersao continua de L?(Q2) < W~17(Q), obtemos
| (Thp™ (Tau™ — w™)||p2(0,7-nsw-17()2) < C b/t (4.63)
e ainda tém-se
(™ (Thw™ — w™)|[ 20,7 -nsw-12()2) < C A (4.64)
Usando (4.60), (4.63), (4.40) em (4.57), obtém-se
l(ma(p™u™) — p"u™ || 207 —msw-1r 02y < C R4
(7a(p™w™) — P ™| 207 —piw-rriyy < C RYA,

resultando que (p™ u™), (p™ w™) estao no espago de Nikolskii NI/“’S(O, T; W=Lr(02)3).
Ponhamos up, = %ff_h u™(s)ds e substituindo v; por up, na equagao (4.29),
obtém-se
T du™
S A )+ (07 (" - V™ ) + (14 )™, )
m(Q (u™), thm) — 2tr (r0b W™, prm) At = /h L founn)dt . (4.65)

Observe-se que por integracao por partes obtemos

[ mu’")(t),% | um<s)ds>dt=(pm<T)um<T),% /7 un(s)as)

—(p™(h)u h/ s)ds) — —/hT(pmum)(t),um(t)—um(t—h))dt

< D™Dy + / 5)ds]lrz(ap
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He Ry (Wllxay 1l [ (sl

1 rT
| ((p™u™)(2), u™ () —u™(t — h))dt

“h
< %(/T AV () e
+ /ds P () aeds) 7)1
—% ((p™um (), u™ () = um(t — h))dls
< VA / () o) + V[ () e
[ (@), un(e) (e~ h)as
< 9y / o (5 3oy ds)'? = 3 [ (™) (2),u(8) — (¢ — )
Portanto,
[ Goman, g [ un(s)asiae < S o [ am ), um (o) — un (e — )

(4.66)

Observe-se agora que
1

T m, m m m
_?i (p™u™(t), u™ () — u™(¢ — h))dt

_ /p t)?dmdt+h/ JNOE — h)dz dt

- 2h/ [ o eyde de+ - //p — h)dz dt

- //p ™t — h) — u™ t)zd:z:dt——/ /p (t)%d dt
— ﬁ/ /pmtu d:z:dt——/ /p t)’dz dt

/ /p ™(t—h) —u™(t))’dz dt .

Nesta ultima expressao vamos somar e restar o termo

1 T m m
5}2/0 /Qp (t — h)yu™(t — h)*de dt

e continuando com o calculo acima, obtém-se

- %/:/me(t—h)u d:cdt——/ /p t— hyu™(t — h)2dz dt
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2h/ /p (t)u™(t — h)*dz dt — //p )2dz dt

_/ /pm 1) (™ t—h)—um(t))zdx dt
= = / / Pt — h)u™( h)zdx dt

T

—%/h /me(t)u ( ) dz dt + % (pm(t) _pm(t —h))um(t —h)zdz di

__h/h /me(t)(um(t—h) —u™(¢))*dz dt .

Fazendo a mudanca de variaveis § =t — h, temos

Qh/ //) (t — h)u™(t — h)?de dt = h/T " om(0)um(0)2dzdd

e, portanto, os dois primeiros termos podem ser reescritos como

2h/Th/p )2dz dt — h//p t)2dadt
= %/0 /me(t)(um(t)2da: dt + %/T_h/ﬂpm(t)um(t)zd:cdt.

Observemos

[ o wum@rdear < [ 1 e iy Il
h h
< Collumllzaay < Col [ at)2( [ Ium oy )

Ca/R( | Im (@l a0

I

é o que (p™)"/2um™ € L=(0,T; H).

Similarmente, obtém-se

T A O TEORC ey M AT 2dldt<% (4.67)

Para maior clareza, faremos o calculo a seguir utilizando os sub-indices das co-

ordenadas. Portanto, integrando a equacao da densidade (4.26) obtém-se

(L) = Z/ azcj >
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Multiplicando esta tltima expressao por u™(¢ — h)? e integrando sobre 2, obtém-se

L0 = (¢ = B)u(t = bYda

- z/ (/t o gg( )ds) Um(t — h)2da
= Z/ oz, (/t—h u;”(s)pm(s)ds) u™(t — h)*dz

= 2 Z / (/ (s)ds) ™(t - h)%u?‘(t— h)dz.

1,7=1 J

Portanto, integrando em relacao a t, de h até T, obtemos
/ / T(E) = " (t = R (t — h)’de
m 0
- 23 / A (/ "(s)e” (S)dS)j uP(t = h) gl (t = )dedt

7,7=1

Se aplicarmos desigualdade de Holder e voltando para a notagao anterior, obtém-

[ [0 = e = mypn(e - 1] aeat
< [ (= Wlasapl V(e = sl [ w()m(s)dsllzsay
< [ (17w = M - [ o (ol ()langapeds ) de

< 0 [T IV Wl ([ ds) ([ I (@lapds) o

T 2 T 2
CsVh /h V™ (¢ — h)|[Zaaye /0 V™ (s)][22qy dsdt
< CyVh .

IN

Portanto, deduzimos que

2h// ™t — by (t — h)2de dt < 3—% (4.68)

Em conclusdo, usando (4.66), (4.67), (4.68), tem-se

T a m m 1 t m
| Gpemam s [ wm(s)ds)
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IN
\
—:'
Q.
Cn
{
m

[ ), ) — Rt

(s)[2ds) 2 4 2h/ /p (t — R)u™(t — h)?de dt

/ /p t)*dz dt — —/ / — h))u™(t — h)*dz dt

(/p (¢ — h) — u™(¢))2dz dt
< ﬁ ﬁ 7,;— = /h o () (um(t = b) — wm(8)dt .
Portanto,
/}f(%p"ﬁﬂ",% tihum(s) 5 < __Zh/ /(O™ (¢ — h) —um(2))%dt . (4.69)

Vejamos agora o segundo termo da equagao (4.65); observemos que

INA
O
\

F

I Hlnm |22 2ye

! -V dz|dt < C
m m, m <
[l rurdzia < © [ )
T
¢ [ 1vum( t)||L2(n)3||E = [ um(s)dslmar
T
0/ (V™ ()] 22ay: / 1™ (5 pagqye ds)dt
1 . m 2 1/2
c / (V@ aap ([ )7 ([ 19 B aypds)/2de
t
m m 2
= L UT @y [ IV ds) e
75, (@l ([ IVum ()7 ds)'/2de
Lo/}
Vh

Agora limitaremos o termo (u + p,) a (u™, up,) em (4.65). Notemos que

IN

IN

IA

IN

IN

(4.70)

IA

T T
(1 + #r)/h a(u™, upm)dt = (p + pr / |Vu™ ()| L2y |V thm () || 2 ()2 di

T
= (et ) [ IV @llapl Vg [ wm(s)dsllaa

T 1
= (et a) [ IVam @l ([ 176l ds)de

T m 1 T m 2 1/2
< () [ IV @llp () IV ()l Eaapds)
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T m 2
< / IVam Olllz@pe( [, 170" ()l ds)dt
g =
- \/f_z.
Logo,
T CG
< —. :
(i) [ alu™ wam)dt < 22 (4.71)

Agora, o outro termo pode ser limitado como

T T
2% /h (ot wn, upm)dt < 20, /h [ ll 22 2y 10t ek | 2y

IA

T
2#,-/’1 ||wn||L2(Q)9||Vuhm||Lzm)gdt

T 1 st -
2r [N (llaap ([ IV lllzaaeds)t
2:“’" m ; m

2 [ Ol 1967 ) 2t

2/1,
2 [ lonOllap [ 195 sy at

&
&

IN

IA

IN

IN

Observemos agora que

1 t m _ T m 1, m
m/ u™(t), E/ u™(s)ds)dt —m/ (u™(t) — P,u™(t),
L[ n(s) - Plum()ds)de + m [ () — Phu(o)
t
H Plu™(s)ds — Piu™(t))dt + m/ (u™(t) — Plu™(t), Piu™(t))dt .
h Ji—n h
Observando agora que / s)ds € IK; pois 0 < (v — Plv, Plv—h)
Vh € ]I(] e
m/T(um(t)—Plum(t) L1 prum(s)ds — Plum(2)))dt < 0
h 4 " hJeen F k -
e como

m [ () = Pln(2), Blun(0) < €,
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finalmente, obtém-se de (4.65) que
Cioo 1 4T

bt o m m _,,m _ 2
0< 2R — & [T Wm0 () - v (e = b
e portanto
T—h
/ Vo (t + h)(w™(t + k) — w™(@))[2dt < CVE . (4.72)
0
t
Similarmente, considerando wp,, = % w™(s)ds e substituindo wp,, por ¢
t—h

m (4.25), obtém-se a equagao
m awn m(, m m 2/, .m
(P ot )whm) + (p (u : vu’hm, whm) + B(w ,whm) + m(Q (’U) ),whm)
—2pr(rot (u™), Whm ) + 4pir (W™, Whm) = (P™ g, Whim) -
O mesmo argumento permite mostrar que

/OT—h I/ p™(t + B)(w™(t + h) — w™(t))|*dt < Covh (4.73)

e portanto obtivemos as estimativas (4.61) e (4.62). Sejam ¢, vetores quaisquer
nos espacos ® e U respectivamente tal que ¢ € IK; e ¥ € IK,;. Além disso, sejam
@™ (t),™(t) as suas projecdes em V™ e W™ respectivamente. Como

¢™(t) — ¢(t) forte no L*(Q1)°,

Y™(t) — (t) forte no L*(Q1)°,
temos que ¢(t) € IK; e (t) € Ky, portanto existe mg tal que Vm > mg e se

m > m > mg temos
/ { 3t ——um) + (pum - Vu™, ™ _um) + (/L+ﬂr)a(um,¢m B um)
m(Q ( )aém )+2/l,-(l‘0t( m),¢m—um)_(pmf,¢m_um):0

[T mum), g7 =) + (rum - Fum, g w4 B, - w™)
+m(Q*(w™), ™ — w™) + 4p, (W™, ™ — w™) — 2, (rot u™, Y™ — w™)

= (" —wm).
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Como

m(Q (u™),¢™ —u™) < 0,
m(Q*(w™), ™ —w™) < 0,
obtemos que
/ {(5;(P"u™), ™ —w™) + (p"u™ - V™, ¢ —u™) + (4 + pr)a(u™, ¢ — u”)

+2p,(rot w™, ™ —u™) — (p" f, ™ —u™) =0

5}
G um), 87 = ™) + (- Vg — w4 B, — )

i, (W™, ™ = w™) = 2, (rob u™, Y™ — w™) — (P, P — w™) 2 0.

Fazendo procedimento analogo ao que foi feito para obter as formulacoes varia-

cionais, obtém-se

[ A 67 = u™) (VT =) + (a6 )
+2u, (rot w™, ™ — u™)

> (" f,4" — )~ () (8m(0) — O

a m
+4,u,(wm,g/)m —w™) = 2p,(rot u™, P™ —w™) — (p"g,P™ — w™)}dt

> 2™ (0)) (5™ (0) — w(O))P

Usando o procedimento do limite em m, obtém-se que (u,p,w) satisfazem (a),

(b), (¢), (d). Portanto, demonstramos o teorema principal. [ ]
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4.5 Problemas em aberto

Nesta ultima secao gostariamos de colocar algumas questoes que nos parecem im-

portantes para um estudo posterior.

(1)

(2)

(4)

Como é bem conhecido nas equacgbes de Navier-Stokes a unicidade das so-
lugodes fracas num dominio 2 dentro de IR® é um problema em aberto. Porém,
existem alguns resultados que nos permitem deduzir a regularidade (e con-
sequentemente a unicidade) se colocarmos condicoes extras sobre a solugao wu,
sdo os chamados resultados, conhecidos como criterios de regularidade de Ser-
rin (ver Serrin [77], Lions [43], Von Whal [86]). Como estender estes critérios
ao sistema estudado neste trabalho?

Outro caminho é colocar condicoes sobre a pressao para obter a regularidade.
Esta idéia é devida inicialmente a Kaniel [32] e desenvolvida mais recentemen-
te por Beirdao da Veiga [3], [4], [5], Berselli [6], etc. Como estender estas idéias

ao modelo estudado neste trabalho?

Serd possivel estudar o modelo estacionario associado a este modelo? Obser-
vamos que mesmo no caso mais simples, onde ndo temos rotacao (nio tem
w), o problema tem sido pouco estudado, veja Frolov [25], [26] e Santos [74].
Convém salientar que o estudo do modelo estacionario é mais dificil que o

modelo de evolucao.

Sera possivel fazer um estudo via operadores de evolucao para o modelos deste
trabalho? Observamos que no caso nao-homogéneo tal estudo foi feito por
Okamoto [54] no contexto L?, porém um estudo no contexto L” ainda sido

feito.

Existéncia de solucoes periédicas fortes também € outra possibilidade de estu-
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do.

(5) Comportamento assintético das solugdes quando t val parao o infinito, mesmo

no caso nao-homogéneo nao tem sido estudado.

(6) Um estudo do modelo em dominios estreitos (Thin dominios) também é um

aspecto que mereceria ser desenvolvido.

(7) Questoes numéricas associadas ao modelo proposto seriam interessantes de

desenvolver. Este é um campo virgem de pesquisa.

(8) Estudar o modelo associado em dominios que variam com o tempo. Devemos

dizer que isto esta sob estudo. De fato, ja temos praticamente um trabalho

pronto.

(9) Estudar solucdes fortes e a eventual unicidade da desigualdade variacional

estudada no Capitulo 4.

(10) Estudar problemas de controle onde as restricées dinamicas vém dadas pelo

sistema estudado neste trabalho.
(11) Fazer um estudo em dominios exteriores.
(12) O problema de Cauchy associado ao modelo estudado neste trabalho.

(13) Qual serd o comportamento da solugao do sistema se as viscosidades convergem

para zero? Serd que a solucdo converge a solugao de um fluido micropolar ideal

(ou de Euler)?

(14) Como sao as explosoes da solugao forte?
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(15) As mesmas perguntas feitas para as equagoes de Navier-Stokes classicas po-
deriam ser feitas para este modelo. Assim, inimeras questoes poderiam ser

colocadas.
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