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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas questões matemáticas relacionadas com os fluidos

assimétricos não-homogêneos. Apresentamos um resultado de existência e unicida-

de de soluções fortes para. este sistema. sobre um domínio qualquer tridimensional

não-limitado. Também, apresentamos um resultado de existência de soluções fracas

reprodutivos. Finalmente, apresentamos um resultado de existência de soluções fra-

cas para uma desigualdade variacional associada ao sistema de equações dos fluidos

assimétricos não-homogêneos.

Abstract

In this work we study some mathematical questions related with assymetric non-

homogeneous fluida. We give a result on the existence and uniqueness of strong

solutions on unbounded domains. Also, we give a lesult on the existence of re-

productive weak solutions. And, fina.lly we tive a result on the existence of weak

solutions for variational inequalities associated with the assymetric nonhomogeneous

fluids.
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Notações'''3- -'

l Notação vetoríal e matricial

IN: Conjunto dos números naturais

a € 1NW: Multa-índice de "comprimen

IR,: Números reais

l#l: Valor absoluto de # C IR

IRW: Espaço euclideano de dimensão .V C IN

X . y: Produto escalar euclideano dos vetores X, y

IXI = (X . Xy/': Norma euclideana de X C IR"

X ® y: Matriz (produto tensorial) de ordem N x JV, cujo coeficiente (í,.j) é

"jyj, o«de X =(«,,z,,... ,z/«) e y =(y-, y,,. . ., y/«)

Notações geométricas

Q: Aberto de ]RW, de me

aQ ou I': Fronteira de Q

n. = n(z): Vedor normal unitário no ponto z € a(2 orientado para o exterior
de (2

1«1to" CYl+ a2+

dada de Lebesgue lnlS

2
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Alguns result.ados sobre os fluidos micropolares não-homogêneos

0r

, õ x (o,r)

Operadores diferenciais

a- 01«i . . .
ã-- = ã;fi. . Õ].aN ' IJenvada
a a,, . . . , a«,) C N'''

Vp é um vedor de í-ésima componente aP ; para uma função vetorial u =

("i, . - ,uJV), V" é uma matriz c"ja comp'n"te ({,.j) é ã8

A = }1:Z:i }11%p: Operador de Laplace

div = V : Operador divergente; para uma função vetorial u, divã = 'V' . u =

\-/v ê%
Z.-.{=1 ar{

(pu ' V)u: Campo vetorial da {-ésima componente EIV . puja=J

püu pu ® u: Campo matricial com componentes ({,.j) igual a pu

rot: Operador rotacional; para uma função vetorial u,

Espaços de funções a valores reais

C'"(Q) («a C ]N ou m = +oo): Espaço vetorial das funções de Q -} IR, m

vezes continuamente diferenciáveis (para m = 0, são funções contínuas)

Z)(Q): Espaço vetorial das funções test, isto é, de classe C'- e d

pompa.cto contido em n

v-

rot u =
U3 U2 UI U3 ÕU2 Ul\

i)z, aza' õzs a=.' a \ i) l)

a I''' a=u Operador gradientes para uma função escalar p,

parcial associada ao multa-índicerci

e suporte1'

4



Not.ações l ] l

Z)'(Q): Espa.ço das distribuições sobre Q, isto é, aplicações lineares contínuas

de Z)(n) em IR (para a topologia limite indutivo usual de D(Q))

l,P(Q): Espaço de Banach das funções (classes de) de Q em R, mensuráveis e

p integra.vens

WPm(Q) (m natural): Espaço das (classes de) funções de Z;'(Q), cujas derivadas

em Zy(n) de ordem 5; m pertencem a l,P(Q). São espaços de Banach.

5 Espaços de funções com valores num espaço de Banach

IB: Norma. em um Espaço de Banach B

B': Dual topológico de B

<', '>n,B: Produto dualidade entre B' e Z?. As vezes escrevemos simplesmente

)

0, T: Tempo inicia.l e final de observação

Z)P(0,TI B): Espaço de Banach das (classes de) funções / : ]o,r] --> 1? men

suráveis, tais que a função t c lo, rl --> ll/(t)llÕ é p-integrável

a"(lO,Z'ji 1?): Espaço de Banach das funções ./' : lO,rl -} B, m vezes conta

nuamente diferenciáveis (em relação à tipologia forte de Z?)

D(0,TIB): Espaço vetorial das funções / : lO,rl -> B de classe C- e de

suporte compacto contido em (0, T)

ly(0, T; B) = ,C(Z)(0, 7'); .B): Espaço das distribuições com valores em B, isto

é, aplicações lineares "contínuas" de D(0,7') em B, pala a topologia limite

indutivo usual de D(0, 7') e a topologia forte de B
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6 Abreviaturas

topológica(imersão contínua)

q.t.p: Quase em toda parte (geralmente com respeito à medida de Lebesgue)

Edp: Equações a derivadas parciais

7. Tipos de aplicações

b-->: Aplicação ou função

-->: Imersão algébrica. e

Imersão compacta



Introdução

O objetivo deste trabalho é abordar o estudo sobre a existência e unicidade de

soluções fortes e fracas para um sistema. de Equações dos Fluidos Micropolares As-

simétricos Não-Homogêneos (FIMAN). Mas, antes de comentar resultados sobre

estas equações, apresentaremos este sistema de Edp e tentaremos descrever "gros-

so modo" suas principais características físicas. As notações utilizadas em relação

à geometria dos domínios, operadores diferenciais, espaços funcionais, etc., são as

de hábito em equações diferenciais parciais e para maior precisão e esclarecimentos

foram listados na "Folha de Notações" páginas i- iv- Para escrever as equações

do movimento de um FIMAN, denotamos as funções desconhecidas por u(z,t),

w(z,t) C IR', p(z,t), p(z,t) C R, definidas sobre o cilindro Qr = n x(0, 7').

As duas primeiras funções (vetoriais) denotam a velocidade e a velocidade an-

gular de rotações das partículas dos fluidos, respectivamente. As funções escaleres

denotam a densidade e a pressão, respectivamente. Assim sendo, a descrição ma-

temá.rica. do comportamento dinâmico de um fluido que ocupa uma região Q C IR3

durante um intervalo de tempo 10, rl é escrita. como

pl -õi+(:''v)"l' --(p+p,)a"+ Vp-p/+2p,r't«,,(0 1)

di« « (0.2)

= + (« ' V)P - 0, (0.4)

b} +« v«« -- pAm -- 7Vdivw+4p,w = pg+ 2p,rota,(0.3)P

l



2 Alguns result.idos sobre os fluidos micropolares não-hornogêneos

u = 0, :« = 0 sobre Er = Q x (0, T),

«(«,0) «,(z,0) em Q,

p(«, 0) em n.

(0.5)

(0.6)

(0.7)

As constantes positivas p = (.;. + aa, ' = C'o + C'a C'., p, p,, denotam viscosi-

dades envolvidas no fenómeno. Mais precisamente, as constantes p, p,, C'o, C., C'd

caracterizam as propriedades isotrópicas do fluido. A constante p é a viscosidade

Newtoniana. usual e /z,, ao, O., Ca são consta.ntes positivas relacionadas com a as

simetria do tensor de tensões e satisfazem a. relação Co + OÚ > C'.. As funções ./, g

denotam fontes externas e estão definidas sobre Qr a. valores em IR3

As equações (0.1) - (0.4) são satisfeitas no cilindro Qr, onde (0.1), (0.3) re-

presentam as leis de conservação do momentum linear e de momentum angular,

respectivamente. A condição (0.2) significa que o fluido é incompressível, isto é,

o volume ocupado por um conjunto de partículas que se deslocam ao longo das

trajetórias não varia com o tempo. A equação (0.4) é a conhecida equação da con-

servação de massa. ou equação da continuidade. Finalmente, (0.5) denota condições

de fronteira. tipo Dirichlet, (0.6), (0.7) as distribuições iniciais no tempo f - 0.

E claro que o sistema de edp FIMAN, (0.1) (0.4), é um sistema misto parabó-

lico-hiperbólico, já que as equações (0.1), (0.3) são do tipo parabólico e a equação

escalar (0.4) é do tipo hiperbólico.

0.1 Algumas questões físicas do sistema FIMAN

A elegante equaçã.o do movimento

D
p'b;" ' p.f -F ü\« v,

g + di« @«) - O,

(0.8)

(0.9)



Introdução 3

onde iélí = â + u . V denota. a. derivada material, e cada. componente da matriz

T, rj = Zj(aç,f) representa. fisicamente a .j-ésima. componente da. força. sobre o

elemento de superfície com normal exterior na {-ésima. direção.

A equação (0.8) foi descoberta por Cauchy em 1828 e junto com (0.9) são válidas

para qualquer meio contínuo sem qualquer hipótese na matriz de tensões T. Assim,

por exemp]o, quando os efeitos das tensões tangenciais não são levados em conside-

raçã.o, ente.o um fluido perfeito é, por definição, um material que satisfaz 7' := /p,

onde / é a. matriz identidade e p = p(a,t) é uma. função escalar positiva. conhecida

como a pressão. Neste caso, (0.8) pode ser escrita como

como cinemáticas e termodinâmicas. Estas relações que determinam o tipo de fluido

considerado como fluido viscoso, plástico, elástico, etc., são chamadas de equações

constitutivas. Salientamos que é possível obter equações constitutivas no caso de

tensões tangen dais consideráveis.

Uma outra equação importante na mecânica de fluidos é a equação do momento

angular, isto é,

ÊI...p(,x«)d« .p(«x.f)-FI «xtds
dZIQ(t)'~' "'"" JQ(t)'~' '''' ' JaQ(t)

onde r é um vetar posição e t = n . T, com T = 7'(aç, t) é a matriz de tensões e n é

o vetar unitá.rio normal à superfície Q(Z). Para garantir a. conservação do momento

angular em fluidos mecânicos é assumido que a matriz T seja simétrica. Embora

esta.s considerações sejam válidas para. muitos fluidos comuns, este enfoque, comple-

tamente desprovido de considerações de natureza molecular, tem sido criticado por

alguns especialistas da. mecânica de fluidos, como é o caso de l7j, l81 e jlll, já que

Outro caso se apresenta quando a matriz T é relacionada com outras variáveis

p(r x u)d:« = (o.lO)



4 Alguns result.ados sobre os fluidos micropolares não-homogêneos

para. outras situações como em teoria. da. lubriâcação, cristais líqüidos e em meios

polarizados a. hipótese de simetria. da. matriz T não é suficiente.

O argumento bá.sêco destes especialistas é que os efeitos microscópicos podem ge-

rar efeitos ao nível microscópico, já que, assim como um campo de fluxos num ponto

do fluido é definido como médias locais das velocidades de translações das partículas,

então as médias locais das velocidades rotacionais das moléculas, da. mesma forma,

definem um campo rotacional macroscópicos que será uma representação cinemática

do momento angular interno que causa o giro das partículas e estão dinamicamente

acopladas à velocidade do fluido por interações de colisão das moléculas em rotação

e translação.

De um ponto de vista microscópico, este acoplamento, segundo Condiff e Dolher

l91, obedece a uma. manifestação de forças moleculares não compensa-das. Neste

sentido, Bom l7j observou que uma exígua linha de fluido que se movimenta terá

uma rotação com velocidade 1/2rot u e encontrará uma resistência devido a rotações

internas qua.ndo estas não estiverem sincronizadas. Bom sugeriu que esta. resistência

é uma fuílçã.o de rota -- 2to, onde to é o campo de rotações, e que tensões assimétricas

é a resistência. apropriada.

Para obter as equações (0.1) - (0.4), consideramos o cálculo do momento angular

total num volume de fluido ao redor de uma origem escolhida. Temos

pM'dzL)t Ja.\t)
D

1..0p(g-t , * .f)d" J''...n . (.-F « * T)''
(pg+p, x/+divC'+« xdi«,+Ta)dz,(0.11)

Q(t)

onde /14 denota o momento angular total (por unidade de massa. do fluido), g é um

torque (de massa) por unidade de massa que provém de influências internas, C' é

uma matriz de acoplamento de tensões, n. 7' representa tensões normais e finalmente

Tr=(T23--T32,T3: Tt3,Tt2 T21).

r

r
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O momento angular total M pode ser decomposto como a soma. do momento

angular linea.r pr x ü e do momento angular interno p/, proveniente de contribuições

de rotações moleculares.

Escrevendo a. equação (0.11) na forma diferencial, obtém-se

pi;(/ +r x u) - pg + pr x ./'+ div (7+ divT+ Ta

Fazendo o produto vetoríal de r com a equação de Cauchy, temos

r a..,,\ o
, l.' * ã,l - pÃk * «) - p, * /+, * di«H

e subtraindo as duas últimas equações, ob

pÊ =pg+divC'+Tz.

Assumindo que o momento angular interno por unidade de massa pode ser escrito

como um vedor com componentes /i = /,X:mk, à = 1, 2, 3 e, além disso, assumindo a

propriedade de isotropia. de um fluido, isto é, aqueles fluidos que satisfazem

tém-se

(0.12)

liK = 18it,

onde / é um escalar chamado de coeficiente de microinércia. Assim, da. equação

(0.12), podemos escrever

n''}
p/=bÍ = pg + div 0 + T=.

Para um fluido micropolar isotrópico com matriz de tensões 7' escolhida. como

endo

(0.13)

Z:Í =(-P+ À«:k)á.j + P(u{,j+ uj,i)+ P,(u.f,i U{,j) -- 2P,C«,i:jtOm

e

C'ij = Co«,À;.kÕ{,.Í + aa(t«{,j + .«.j,i) + C'.(.«j,{ wi,,)
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Usa.mos aqui a notação usual de Einstein. Substituindo T e a na. equação de Cauchy

e a. de momento angular e levando em conta a equação de continuidade, obtém-se o

sistema de equações(0.1)(0.4).

0.2 Resultados teóricos conhecidos

Esta seção está dividida em duas partes

e fluidos micropolares com densidade constantes

e fluidos não-homogêneos assimétricos

0.2.1 Fluidos micropolares com densidade constante

Neste caso, é usual supor que a densidade constante é conhecida (pode ser detemina-

da em qualquer momento de maneira independente da evolução do fluido). Portanto,

a equação (0.4) não acrescenta. informação e ela desaparece do modelo.

Este caso foi estudado por Lukaszewicz em uma série de artigos ]391, 140], 1421,

1381. No artigo 1391, ele estuda o problema estacionário associado; em 1401, a

existência de soluções fracas para- o modelo de evolução, e em 1421, a existência

e unicidade de soluções fortes. Estes trabalhos foram feitos em domínios limitados

e a técnica utilizada pelo autor foi linearização em conjunto com um teorema de

quase-ponto-fixo. Os resultados obtidos são análogos aos conhecidos para equações

de Navier-Stokes clássicas. Ainda em domínios clássicos, porém acoplando uma

equaçã.o para o campo magnético, lojas-Medir em j511, 1591 estuda a existência de

soluções fortes locais utilizando o método de Galerkin espectral. Usando a mesma

técnica, Rijas-Medir e Boldrini j6SI estuda.m existência de soluções fracas e o pro-

blema. de soluções reprodutivos e em Ortega-Torres e lojas-h/ledar 1581 tratam com

soluções globais fortes.
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Analogamente, ao caso das equações de Navier-Stokes, as soluções fracas no pro-

blema tridimensional não são necessariamente únicas (de fato, é um dos problemas

em aberto clássicos da teoria das equações de Navier-Stokes).

Na teoria das equações de Navier-Stokes, Serrin 1771 mostra condições suficien-

tes para. a unicidade. Resultados análogos foram estudados no trabalho ]S6], onde

também se estabelece a existência das derivadas fracionárias temporais.

No trabalho ISll é estudado o modelo estacionário com dados de contorno irre-

gulares, isto é, onde não é possível utilizar a teoria de traços. Assim, é introduzida a

noção de soluções urra-fraca ("very weak solutions") e, via argumentos de dualidade

e ]inearização, prova-se a existência de uma solução urra-fraca. Em 1501 é estuda-

da a existência e unicidade de soluções periódicas fortes para uma classe abstrata

de equações diferenciais parciais (incluindo as equações micropolares), utilizando

novamente a técnica de Galerkin.

Usando um enfoque diferente, o chamado formalismo de "Dubovitskii e Myulitín"

de programação matemática em dimensão infinita, no artigo IS51 estuda-se problemas

de controlabilídade associados às equações micropolares estacionárias.

para. certos casos de domínios não-cilíndricos (quer dizer, domínios que mudam

com o tempo), foi estudado em 1641, 1571. Para. domínios exteriores, em j181 estuda-

se o problema. estacionário e em j171 o problema de evolução. Neste último caso,

na sua. abordagem foi utilizada a. técnica. de imersão de domínios introduzida por

Ladyzhenskaya no estudo das equações de Navier-Stokes (veja também Heywood

ioulJ.

0.2.2 Fluidos não-homogêneos assimétricos

Passamos a. comentar agora os trabalhos realizados para o sistema (0.1) - (0.4).

Lukaszewicz 1491 (veja também 1481) prova. a. existência. de soluções fracas ao mesmo



8 Alguns result.idos sobre os fluidos micropolares não-homogêneos

nível que os resultados obtidos por Kim 1361 para o caso dos fluidos nã.o-homogêneos

(isto é, o caso quando não é considerada a equação do momento angular (0.3)).

Para. o caso de soluções fortes, tanto local como global, foram estudados nos arti-

gos j101 e l81, usa.ndo o método de semi-Galerkin espectral. Por último, a existência

e unicidade de soluções fortes foi provada em j141 usando um método iterativo.

Salientamos que todos estes trabalhos foram feitos em domínios limitados e no

nosso entender, o resultado principal do Capítulo 2 deste trabalho sobre soluções

fortes num domínio não-limitado é novo para o sistema de Edp (0.1) - (0.7).

A Estructura deste trabalho de tese é a seguinte; No Cap 'itulo 1, apresentamos

resultados e definições necessários que será o utilizados nos Cap 'ltulos posterio-

res. No Cap 'itulo 2, obtemos um resultado sobre existência de soluções fortes,

local no tempo, sobre um dom 'ido tridimensional não limitado. No cap 'ltulo

3, apresentamos um resultado de existência. de soluções fracas reprodutivos, e fi-

na.Imente, apresentamos um resultado de existência de soluções fracas para uma

desigualda.de variacional associada ao sistema. de equações dos fluidos assimétricos

não Homogêneos.

Finalmente, gostaríamos de comerltar que neste trabalho adoptamos técnicas de

Ladyzhenskaya-Solonnikov l4il, Okamoto 1541, Simon 1781, Salva 1701, ltoh-Tani j311,

desenvolvidas para as equações de üuidos não-homogêneos. Os aportes originais

deste tra.balho são apresentados nos Capítulos 2, 3, 4 e no início de cada capítulo,

fazemos comentários pertinentes em relação aos resultados lá obtidos.



Cl:apítulo l

Preliminares

Esta. seção contém todos os conceitos e resultados de Análise Funcional que uti-

lizaremos nos outros capítulos. Como Distribuições, espaços de Sobolev, espaços

funcionais com "divergência nula" , a valores leais ou a valores num espaço de Bana-

ch, etc. Assim como suas propriedades: Imersões contínuas e densas, compacidade,

reflexibilidade, separabilidade, dualidade e os diferentes tipos de convergências, for-

te, fraca. 'k e no sentido das distribuições.

Utilizaremos as notações: ll ll para as normas, (.,.) para. indicar os produtos

internos e < ., . > para os produtos de dualidade (incluídos os associados a uma

distribuição), indicando às vezes, quando for necessário, os empa.ços considerados

como sub-índices para evitar contusoes

1.1 Espaços de Sobolev com valores reais

Seja n C IRW aberto qualquer, se ./ C Z,Ê:..(Q), então ./ determina de forma unívoca

uma. distribuição (distribuição regular), que denotaremos por / e é definida por

çf,P)- l.f( ) («)a= çf,P)v'Pc n(çl)

onde Z)(Q) = {p C C'i"(Q):3}. Portanto o produto dualidade entre Z)'(Q) e Z)(Q)

generaliza. o produto escalar em Z,'(Q)

9
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Lembremos que, dada T € Z)(Q), faz sentido falar de quaisquer derivada de 7',

associadas ao multa-índice a = (al , . . . , a/v), no sentido das distribuições. Trata-se

de uma nova. distribuição a'T, definida por

<a"T, 9> 1'1<T, a'P> Vp € 0(Q)

Além disso, se em particular 7' é uma função regular, a'T e
rT] ' ' ' ' l

aZÍ- . . . a a/., coincidem.
Os espaços de Sobolev WPm(Q) definidos por

}q"(n) Ü(Q)/a'« € Z,(Q), V lal .$ m}

são espaços de Banach com normas

1«11«,«, s«p (s«p «.lõ'«(a)l)
lal$«. xco

= sup lla't;llt (n) se p - +oo

om
Observemos que, os esp-ços H', (n) (fecho de Z)(Q) em W;"(Q)) ainda são

espaços de Banach pela norma induzida por WPm(Q). Pela desigualdade de Poincaré-

Friedrich, se Q estiver limitado pelo menos em uma direção dos eixos coordenados, a

seminorma abaixo, é de fato uma norma de ]:rOm(Q) =W', (Q), equivalente à norma

induzida de H'(Q) = W2m(Q):

lollWpm(Q) = I'a«
l/P

)ll: lla'«llÉ,(n)
1«1$«

l/P

, se p < +oo

a, deriva,d a. ttslla.l dea

n=

f -.. '\ I'z

llullHom(n) ' l >1.. 11Õ'ulli,( )l
\l-l;-/

No caso particular, para p = 2, os espaços de Sobolev (denotados por H"(Q) e

HOm(Q) respectivamente) são espaços de Hilbert com os produtos escaleres abaixo

(«,«)H«P) - E [a'«(«)a'«(«)d«- E(a'«,a'«)
1«1$« ' '' 1-1$«

(«,«)Ho-©) >: (a'«,a'«).
1«1

(1.1 )



Cap. 1. Preliminares 1 1

Se n é limitado, a aplicação linear u -} ulan, definida de O''(n) em L'(Q), é

contínua quando o espaço vetorial O''(a) é considerado com a norma de H' (Q). . Em

consequência, possui uma única. prolongação contínua a todo #:(Q), chamada. de

aplicação traço e denotada. usualmente por '. Logo, temos

'y C Z:(H:(Q), L'(aQ)) e -y«

para z; "regular

Isto permite falar dos "valores fronteiras" de u, para cada u C n: (Q). Geralmente

escreve-se ulan em ]ugar de 't;, ainda quando u não é regu]ar. Para Q C ]RW,

limitado e de fronteira. Lipschitziana, temos que o núcleo da aplicação traço coincide

com /q(n). No caso de funções com valores em RW (N C R), o número /V de

componentes é super-indicado. Por exemplo,

«C(WPm(Q))F''$u=(«-,«2,''',"N) e «iCWPm(Q), l$i$JV.

De fato, (WPm(Q))N ainda. é um espaço de Banach para a norma produto usual. O

pr'duro escalar de (#"(Q)X) e de (Hom(n)]V), tem naturalmente a mesma definição

(1.1), porém trocamos õ'uõ"u por õ'u â'u (produto escalar euclideano dos vetores

a-« e a'«).

Pelo Teorema de Riesz, identificaremos o espaço de Hilbert Z,2(Q) com seu dual,

considerando, além disso que, para os outros ÉP(Q), o produto dualidade generaliza

o produto escalar de Z'(n). Logo, fará sentido escrever (LP(Q)y = LP'(n) onde

l $ p < +oo, com p' expoente conjugado de p e

<«, «> ,,(.)''(.) - ./n "(")"(')d" V" C L''(Q), V" C É'(Q).
o m o 7n

Pelo teorema de Hanh-Banach, W "''(Q) = (Wr, (n)y dual de W, (Q) pode

er identificado ao espa.ço das distribuições

'W-",''(n) SCD'(Q),S >1: õ'«., «.C Z.''(Q)l
L l-l$« J

S
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com o produto dualida.de seguinte

<S, P> = }.: (--1)l"l(l.'.-, a'Ç')P'W)Z,p«D'
1.1$«

Isto é,são equivalentes

(a) T C W' "'"(Q);
o 7n

(b) 7' é o prolongamento a todo W. (Q) de uma forma linear contínua S

R que verifica:

D(Q)->

]a > 0 tal que 1 < S,p > 1 $ C' ll p llw«.,,W) Vp C D(Q),

(c) T é a prolongação a todo bV, (Q) de uma distribuição S sobre Q que está. em

W - " ,-' (Q) .

Teorema 1.1 jlmersões contínuas e compactas de Sobolev]. Seja aóerfo /{miZado

de RN com fronteira Lipschitziüna. As seguintes imersões são coTttínlas e densas:

l tlp* = L lp-- tjN $e p < N;
WPi(Q)-->L"(Q) c.«. -l p* C ll,=.n) sep= N;

l P* = +.:» s. P > N'
e quando l $ s < p* .z imersão á compacta em Z;'(Q).

Em geral, as segui,ates im.ersões são contínuas e densas

Í } ;. (m - «)P < N;
Wpm(Q)'+WT(Q) ««'. -l Óe 1l,+.o) ;.(«.-n)P

l q .e (m - n)p > N
fn á«f.{«, 0 $ « $ m, q ? 1) e « ím«.ão é «mp«t« .m W"''(Q) p«« c«d" ' < q

6s ? 1). Á/ám díss., Z'"''" " ..g«{nt« {«,«sõ« «mp«'t«; }Kl"(n) --} C'*(Q) ;'

m,p > N e k é o ma,ior inteiro tal qle ç) '$ k <. 'rn -- Njp.

Coro[ário 1.2 ovas corzdíções do Teorema ].Z, e p,s # +oo, então temos as se

g«iates imersões co-«time«s . d.ns« (compactas, resp.)

W'"'''(Q) --> W'"''' (resp. W'"''(Q) --> W'"'''(Q))
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O próximo teorema é útil no caso de domínios não-limitados. A nossa. referência

é Ladyzhenskaya 1391, pag. 34.

Teorema 1.3 Pa" qaa/quer u C WPI(Q), p ? 1, onde Q é nã. necessa,lamente

/ím fado no ]R/v, N 2. 2, temos q e para iodo r ? l

llull ,( ) 5; #llvullZ,(n)llullb&) ,

C07n

onde

« - (: - }) (! - })

l

ÍO para p < ]V, lemos gz&e, se r $ P, então q C lr,ã ou se r 2 ?, então q C IF,rl

. # - (@;'d'. Q-«a. . -,;« .«*" , ' ;, « «,:« .«*« " . ', :«.'«'«'.

os entremos,' se r :: q := P, a pode ser esmo/Â do aró trai amante entre lO, ljJ'

ri0 p«« p 2 N, q á «m «.ím«. «óáZ,á, . m l,,m) .

,*{(=) «, « *T ',}'
a -,{. d. 0 «té WP/hJV+«(P-a')l ..m ««.{'J'"'

P-«

a,der até oo ;quando q uür\

os entremos;

(iii) se p > N a d Lsigvaldade ainda. DateZ X

odes num

pctrü q - (x) com. li < (x), onde

' JV'P + ,(P - N')

1.2 Espaços de Sobolev com val
de Banach

Lembraremos muito brevemente as propriedades dos empa-ços de funções e distribui

ções na varia.vel temporal í C (0,7') a. valores num empa.ço de Banach.
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Seja B um espaço de Banach e l . llB sua norma, definimos ['(0,T,B) como
sendo

z.'(o, r, B) {/ : ]0,7'] --} B mensuráveis e tal que a função

t C lO,Z'l ->ll /(t) llB (def. qtp) é p -- somável}

n.« n ;«l ... , n nr«. ,

r ,r l i/p

ll/llo,(o,a";B) ' l.Z ll./'(t)jj'd1l'' sep < +oo,
./'ll. ,r:') s«p ll.f(t) 1« se p

fc(o,T)

Estes espaços possuem muitas das propriedades dos espaços Z''(Q). Se B é reflexivo

jresp separáve]) e l $ p < oo (resp. s < p < '»), então L"(0, T; B) é ainda reflexivo

(resp. separável). Se

D(0, T;B) = Ü' : [0, r] H B de classe C'' e de suporte compacto contido em (0, 7')},

temos que 'D(0, T; B) é denso no Z)-(0, T; B) se l 5; p < +.n.

Quando p = 2 e B = N é um espaço de Hilbert com produto escalar (-,.)x,

então Z,'(0, 7'; H) é ainda um espaço de Hilbert com produto escalar:

1..f,g)p(o,T;n) - l. (i(t),g(t»ndt

O espaço vetorial L:,.(0, T; B) possui estrutura de espaço de Fréchet (localmente

convexo, metrizável e completo) para a família de seminormas {/:X(u)}«Zi, onde

T

Pnp(«) ll.,0..;B) V« C Z,:,.(0, 7'; B), Vn ?l

e {lK«} é uma seqiiência crescente de compactos tal que sua. união é todo (0, T). Se

/ C L;.,.(0, 7'; B), então / define de forma unívoca uma distribuição em 'D'(0, T; B)

(chamada distribuição regular), que ainda denotamos por .f, definida como

<./',p> ./(t)9(z)dt, v9 c D(o,r).
T

0
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O símbolo < , .> denota a ação de /, uma. aplicação linear contínua de D(0, T) em B

sobre g C Z)(0, 7').

Se pusermos Q7' := Q x 10, rl, 7' > 0 e Q um domínio em IR3 não necessariamente

limitado, definimos outros tipos de espaços que usaremos posteriormente no Capítulo

2 deste trabalho. São os seguintes:

Wp2,'(Q7') - l o C Lp(Or) l llt'llwP',-W,) = llt'fIlE,nO + >ll: llD;ulll,K,) < 'o l

Se t, C Wp2,](Qr) e p > 3, para t C lO,rl fixo, o valor de u(z,t) pertence ao

espaço de Slobodetskii-Besov, WP2'2/P(n) definido por

wp2-'/,(Q) - {" c z;,(Q,') l ll"ll«ç-,/,w) < +m} ,

..,{. /la Z
al

Z
a2

Z

onde

O espaço W/''(Qt) é o espaço das distribuições u C LI'(0,7'; WP2(Q)') tal que

Z,'(Qr)'

Faremos uso frequente da desigualdade abaixo, devida a. Solonnikov l83j. Para

todo u C Wl?''(Q7') e para todo t, 0 $ t $ 7', temos

1«(t)llwp'-,/,p), $ 11«(', o)llwp'-,/,w): + cll«limpa,-@d, (1.2)

onde a constante c independe de t.

Seja. Q aberto de IR/v, definimos o espaço vetorial C'"(a) de todas as funções p C

C'"(Q) tal que Z)«p é limitada e uniformemente contínua. sobre n para 0 .$ 1al .$ m.

Lembremos ainda. que C'"(Q) é um espaço de Banach com a. norma abaixo:

llt;llWp'-, (Q) '
lal$- "11Ê.(.) + ..,.k. Á*. IO:"(') -- Oj:' (V)I''d,d.

C

'pll« ç'll.«@ - .leia,. ;«p ln''''(")l
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Se 0 < À $ 1, definimos C'"'À(a) como o subespaço de O"(ã) que consiste de todas

as funções p tal que, pa-ra 0 $ 1al 5; m, Z,)'g satisfaz em Q a. condição de Hõlder

com expoente À, isto é, existe uma constante C' tal que

0'9(«) D'p(y)j $ C'lz plÀ, z,v c Q

O espaço C'"'À(n) é um espaço de Banach com a norma

lpll-,* ll. + «q3 ID''P(.g) - IT'p(')iziE' 1,- vl*

No caso Qr = Q x (0, T), definimos para 0 $ a $ 1, 0 5; /3 $ 1, o espaço C'',p(Qr)

como o espaço das funções p definidas sobre Qr que são Hõlder contínuas com

expoente cl e /3 em relação a z e t, respectivamente. Deânimos sua norma por

l9lla-,,©,r) = slP 'P(z, t)+ l«l..,,ía.,,
Qr

lula--P(©,') ' (,,.,.G«4cav
lç,(,, t) - p(v, .)l
1. - vl- + it - ;lp

z#3/, t#s

Para. mais detalhes destes espaços, veja Adams jll, Ladyzhenskaya 1381 e Kufner

et a1. l37j

1.3 Produtos contínuos entre espaços de Sobolev
reais em dimensão 3

Lema 1.4 Sda rias condições do Teorema .7..Z

rO P«« l $ ' $ " $ +'», « «p/{«çã. p«dwt. de W:''(Q) x »':';(Q) .m H''''(Q),

com t- = + + ! f7-* dado pe/o Teorema /./J está bem de$n da e é conZhua se

t > l
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r 0 Para l 5; 7 5; +«) e 1 < s $ +oo, a ap/{cação produto W'''(Q) x h'''''(Q)

.m n''','(Q): de#«id« po'

<PU, t;>w-:,.(n) '<P, uu>w--,'(n),

Vp C W '''(Q), Vu C m''''(Q) . Vo C mot,'', .,.de f'

de$nida e é contínuct se t > \.

(1.3)

= 1, está óem

1.4 Resultado de compacidade

Passamos a definir agora os espaços de Nikolskii. Seja B um espaço de de Banach

e/:(0, T) -} B e A > 0, defi«amos ; função rh

'rt.f : (--h,T -- h] -+ B ,

dehnida por

(rA.f)(t) Vt C (-A, T - A).

Definimos o espaço de Nikolskii da. ordem s (0 < s 5; 1) e expoente q (l $ q $

+oo) por

JV'''(O,r; B) -{./': .f C Z.'(O,r; B), lIrA/ -/IIL.P,T-A;B) 5; C'A', VÀ C(O,T)}

O espaço N''ç(0, T; B) possui uma estrutura de espaço vetorial para as opera-ções

usuais e com a norma

1./'11lv,,,o,r;B) ' ll.flll,p,r;B) + o<.<T IA lln./ -- ./ll ,o,T-A;B)l

é um espaço de Banach. Observe-se que /V'''(0, 7'l B) é o espaço das funções Hõlder-

contínuas (ou Holderiana.s) de expoente s e a valores em B.

Lema 1.5 (Simon 1801) Sda«a X --> B -+ y espaços de BanacÀ com ímersões

cantínwas e densas, a, primeira delas compacta. Então as seg'pintes imersões são

coTnPuctüs:
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ri) L'(o, r; x) n {ó; # c É'(0,7'; }'')} '-> L'(o,T; B) '' l 5; q $ +.o;

PO L'(o,T; x) n {é : g c z,'(o, 7'; }'')} '-} c'(l0,7'l; B) « 1 < ' $ +m;

Õi0 L'(o,r; x) n N'''(o, T; }'') --> z,'(o, r; B) s. o < . 5; 1, 1 5; q 5; +m

1.5 Espaços de funções com ''divergente nulo''

Seja Q C IR3 um domínio limitado com fronteira é?Q Lipschitziana e definamos

y

H

r

y

{p : y C 'P(ny, diva = 0 em Ql;

Fecho de P em L'(Q)3;

Fecho de P em #:(Q);

Como Z?n é Lipschitziana, podemos caracterizar os espaços V' e // como

u C Z'(n)'; div o = 0 em Q, (t'.ã)Ir = 0 sobre aQ} ;

{t, C H:(n); : div t' = 0 em Q, ulr = 0 sobre aQ} ,

{

onde ulr e u.ãlr e o traço de u e traço normal de u sobre Ou. ulr faz sentido no

L'(1') se « C I'' e («.ã)r «o #''/'(F) se « C H

Lema 1.6 IDe Rhaml. Sqa Q C IR3 aZ)efta /imitado, de /ronteíra I' :: an suácá-

entemenZe reg /ar. S'e w C H-i(Q)3 fa/ qae <w,ti>(H-');,(HJ)3 ' 0 para cada u C y,
erztão

]q C Z'(Q) t«/ g«. :«

(q é única a menos de xma constante aditiua se çl for conexo). Além disso, pctra cada

função w nestas condições, é possível escolher q tctt que a aplicação u \--+ L..

sela /{near e conta'nua par as normas de // i(Q)3 e L2(Q).
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Teorema \.'T ITeorem.CL do l)oito $10 de Schalder]. Sejam, X espaço de Banach,

S C X um con:i-unto conue=o, fecha,do e limitam,o de X e $ 1 S -.» S umü aplica,ção

conta.cta, qu,er d-izer, contínua tal qve $ÇS) é relativamente compra,cto. Então Ó tem

pelo menos um ponto $=o em S.

Utilizaremos o Terema do ponto fixo de Schauder no Capítulo 3.

Para. maiores comentários e demonstrações dos resultados das seções anteriores,

sugerimos Simon ]801, j81] e as referências ali citadas.



Capítulo 2

Existência e unicidade de soluções
fortes num domínio não-limitado

2.1 Introdução e resultado principal

Nosso objetivo neste capítulo é o estudo de soluções fortes para o sistema (0.1)

(0.7). De maneira mais precisa, vamos provar o Teorema 2.1 (veja na página 22)

sobre um domínio não limitado, no contexto dos espaços Z''(Q) com p > N = 3.

Distinguimos basicamente três tipos de soluções: fracas, fortes e clássicas, de-

pendendo de sua regularidade. A diferença. está no sentido em que as equações

(0.1), (0.3) são satisfeitas. Um sentido distribucional (solução fraca), ou pontual

q.t.p (solução forte). As soluções fortes, embora não sejam soluções clássicas, são

importantes, já que quando existem são únicas na classe das soluções fracas. Um

outro ponto importante deste tipo de soluções está ligado diretamente à. equação de

continuidade(0.4). E conhecido que(0.4) juntamente com a condição inicial(0.7) e

fixada. a. velocidade u, é um problema. de transporte (hiperbólico) que pode ser resol-

vido sob determinadas condições de regularidade sobre os dados, pelo método das

características (j151). No entanto, determinadas propriedades de regularidade de po

e u, assim como de suas derivadas, são necessá.rias para obter existência e unicidade

da solução para a. equação do transporte (veja. Ladyzhenskaya-Solonnikov j411, Oka-

20
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moto 1541). Neste ponto, é necessário resolver um sistema de equações diferenciais

ardina.rias das "curvas características" usando o método das aproximações sucessi-

vas. Por exemplo, hipóteses de regularidade que levam á existência. e a unicidade de

soluços de (0.4),(0.7) são as seguintes:

vu c L'(o,r; z'(Q)) e po € W:,(Q)

No caso das soluções fracas do sistema (0.1) -- (0.7), as hipóteses de regularidade

requeridas sobre u e po são mais fracas. Isto explica a necessidade de introduzir

soluções fortes com maiores hipótese de regularidade. Neste trabalho as estimativas

lvulll.w), llv«,llz,.(n), llplll.(n), llvplll.(n)

foram essenciais em vários pontos deste trabalho, como por exemplo na prova de

unicidade do resultado principal.

O problema de existência e unicidade soluções fortes no caso que o domínio é

limitado foi abordado em Boldriní-lojas-Medir j10], obtendo existência e unicidade

de soluções fortes locais e globais no contexto de L2(Q) usando como ingrediente

básico o método de semi-Galerkin espectral, visando aplicações numéricas.

No caso ]V = 3 a existência global é obtida considerando dados iniciais pequenos,

mais especificamente que lluollv' e llwoll(XJ(n));, ll./'llLm(o,m;(H'(ç2));) e llgllZ,m(o,m;(H'(n»;)

sejam suficientemente pequenos (observemos que condições análogas são assumidas

para- as equações de Navier-Stokes clássicas, veja Heywood 1301) e que quando Ar = 2

obtém-se existência global sem a hipótese mencionada anteriormente.

Resultados análogos foram obtidos em C. Conca et al. j141, Rijas-Medas 1561

usando um procedimento iterativo. Este último obteve soluções fortes locais e

Ortega-Torres-lojas-Medas 1681 obtiveram soluções fortes globais. No entanto,

quando Q C IR3 é um domínio não limitado, o problema. não tem sido estudado. Os
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problemas em domínios não limitados são podem ser difíceis, pois neles já não temos

a validade de imersões compactas entre espaços que são muito úteis nos domínios

limitados. Assim, as técnicas utilizadas nos domínios não-limitados devem ser mais

depuradas. Para. isto, Várias técnicas foram desenvolvidas como semigrupos, in-

tegrais singulares, espaços de Sobolev com pesos ou generalizações. Uma técnica

interessante é a imersão de domínio, originalmente introduzida por Ladyzhenskaya

1381 para. o estudo das equações de Navier-Stokes e exposta de maneira interessante

emHeywood 1301. Estas técnicas poderiam ser usadas para. estudar o sistema (0.1)

- (0.7): Porém preferimos usar os chamados espaços de Slobodekstskii-Besov em

conjunto com linearização e o método das aproximações sucessivas para realizar a

análise.

Este procedimento foi originalmente utilizado por Ladyzherlskaya. 1381 e Ladyzhenskaya-

Solonnikov j411, para o caso das equações de Navier-Stokes clássicas e nã(»homogê-

neas e usadas posteriormente usado por ltoh-Tani em j311.

Observemos que os Lemas 2.2 e 2.4 enunciados posteriormente são devidos a

ltoh-Tani j31j;o Lema 2.3 devido a Ladyzhenskaya-Solonnikov j41l; e o Lema 2.5

é novo para. domínios não limitados. Para. sua demonstração utilizamos o método

do regularizador que, para. mais detalhes, pode ser encontrado nas referências 1401 e

[831.

A seguir enunciámos o principal resultado deste capítulo

Teorema 2.1 Suponhamos p > 3 e as hipóteses seguintes

0 < m $ p(]ç) $ iW < +oo,

Po(«) C C'(n), VPo C Wp'(Q),

«o(«) c Wp2''/,(Q), uol. di«(«o)

«,o(«) C Wl?''/'(0), «,ol. ./',g C Z,.(C),)



Cap.2 Exist.ência e unicidade de soluções fort.es num domínio não-limitado 23

Então existe zm tem.po Tt C i.0,TI ta! que o problema (0.1) (0.7) possui um.CL única

solução Çu,'u,p,pÜ que satisfaz

P C a(©r.), VP C C'(lO,r 1; WJ(O)),

0 < «. $ P(z, t) $ M' < +.o,

", .« C W?''(Or.),

VP C Z,,(Qr.).

Antes de enunciar os lemas auxiliares para demonstrar o Teorema. 2.1, faremos

algumas observações em relação ao resultado. As equações (0.1) (0.4) são sa-

tisfeitas no sentido q.t.p (em quase todo ponto) sobre n x (0,T]). As condições

de contorno para u(z,{), w(z,t) são satisfeitas no sentido do traços e q.t.p sobre

(0,T). Finalmente, as condições iniciais para u e w são satisfeitas em WP2''/P(Q) e

a condição inicial para a densidade p(z, 0) = po(z) em C'(a). Observa-se ainda que,

devido a que WPI(Q) C C'''*(Q) com imersão contínua e 0 < À < 1 -- 3/p, temos

que Vp(z, f) C C'(lO, Til; C'',*(Q)). Além disso, se Q for limitado com fronteira C'',

as soluções u, zo C Wp2,'(C?T,) possuem uma. regularidade maior, já que neste caso

existe um À = À, (que depende de p) com 0 < À, < 1 tal que Wp2,'(QPI) -->

z;'(o, Ti; o'','(n)') n c'(lo, 7'l; C'(n);), com imersão comp«ta(veja J. Lemoin. 1421).

Agora. passamos a enunciar os lemas necessários para realizar a prova do Teore-

ma2.1.

2.2 Resultados auxiliares

Lema 2.2 (ltoh-Tani l3il) Sd««. p(n,t) C C''p(C2r), .nde a,/3 C (0, 1) e 0 < m $

Po(z) $ M' < +'». Então, P«« qw«/qü« /unção r' C Z,,(Qr), uo(z) C Wpu''/,(Q),

«o(z)IE, - 0 ' di««o(") - 0, «i'Z. «,« ú«á« ../«çã. do ;Í;tem« d. .q««çõ«
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azs parczazs

T

o problema+00,< r

isca/arC

0

,$ +«.)'\«+V,-F
divã = 0

«(«,o)

f«/ q«. u C Wp2,-(Qr) ' «tís/a, 'm Q « ..g«{«t. e;t{«',«t:-

i«"..;,-..,, -'- ií",n.,..,, ' "- Qi,n...,..,,, 4 (n«.n«-,',.., -- n'u.,..,,) ,
.«d. Ã'- á «m« /w«çâ. c"s««Z. d. llpll.-,,(Qr) pe«d. d« co«sZ««'" m'

Lema 2.3 (Ladyzhenskaya-Solonnikov j41]) Sda u salas/alemão diva = 0, ulE, = 0

e a sega nte estÍmat ta

llullLmw,) +Jo llV"(s)ll ( )ds < +.o.

ntã. p«« gu«/qa« po € C':(n) t«/ q«. 0 < m .$ po(z) $ M

v)P

P(«,o)

possa, u,ma. única solução p C C',' ÇQT) q'u,e satisfaz

m $ p(z,t) 5; M,

llVpllLm(Q,) $ «3llVpolll.(e..) exp l /l llVu(s)llz,m(n)ds

lpllltmío,) :( v'ãllulltmm,)llvpoll mW)exp r/ llvu(s) ILm(o)ds
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P. c pq(n), «(«,í) c L'(o,r; wP2(n)), '

:llvp(f)llq(n) $ c'llu(t)llwp2©)llvp(í)11%w).

Lema 2.4 (ltoh-Tani j311) Sda u como no Z,ema 2.3. Se p C C'',:(Qr) á fa/ qwe

,4 /ém disso seV/

L& L& l/t//lbt/

:+(« v)«-h
P(«,o)

com h C L:(0,T; L'(Q)), .«Zã. fem«

IP(t)lll

Na monografia ]82], Solonnikov apresentou o método do Regularizador para tra-

tar sistemas de equações diferenciais parabólicas. A noção de parabolicidade usada

em 1821 é suficientemente geral para cobrir nosso caso, pois o problema (2.1) abaixo

é parabólico no sentido de Petrovski. A prova do próximo lema está baseada na

ordem de idéias expostas em Solonnikov ]821, Ladyzhenskaya. et a1. ]40].

Lema 2.5 Sd« p C C«,p(Qr), a,/3 C (0, 1), Z«/ gw. 0 < m $ po(z) 5; M. P-«

q««/qu.« /unÇã. G C Z,(QI'), P > 3 ' wo(';) C Wp2''/,(n) ""' '"olE, = 0, .

proa/ema /arearE

.Á llÁ(')lll

,õm ..Vdi««,+-«,«-G(,,0 .mQ,

m = 0 sobre Er ,

«,(«,0) .m Q,

(2.1)

possui vm.a única solução w C Wz:x (.Qy), satis.fazendo as seguintes estimativas para

todo t <. T

«.'- ..,J' -- u("«'«, ,'""-'.,..,y
: '=4 1« --«-'.*'::*'«'«,,.;1* [,''.', * "«":....,. , '' ',
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M(t) - m"(l,mQ:xp),

«.(Z) - mi"(l,mQ'.np),

r''(t) - llall:,no + ll«'o(z)llwp'-,/ w)

Para a demonstração do Lema 2.5 vamos escrever w(z, t) = u(z, t) +u(z, f), onde

as funções u(z, t) e u(z, Z) são soluções dos problemas (2.3) e (2.4), respectivamente:

âu .IVdi«(«)+4p,«-G(«,t),

u = 0 sobre Er , (2.3)

u(z, 0) = «o(z) sobre n

com g(z, {) = (1 -- p)u,, além disso,sendo

P(",t): - "A" - 7Vdi««+ 4P,« - g(",t),
u = 0 sobre Er ,

«(z, 0) = 0 sobre Q

(2.4)

A equação diferencial parcial(2.3) é parabólica no sentido de Petrovski e portanto

podemos aplicar os resultados de 1821. Com efeito, aplicando os resultados do Cap.

V, Teorema 5.4, obtém-se uma única solução u C Wp2,i(Qr) para o problema (2.3)

satisfazendo a estimativa para todo t $ T

..,, '' UT "«'«, '' .,;-,,. . '- («'«.,..,, -- "".""-'.,..,) (2.5)

Para obter existência e unicidade em Wp2,'(Qr) do problema (2.4) usamos o

método do regularizador, que passamos a explicar forma.Imente.
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O problema.(2.4) é considerado num cilindro O,- de altura, I'-, pequena da seguinte

forma (com condições iniciais nulas):

,4u = A , (2.6)

onde ,4 : V F-> .f7 é um operador limitado agindo entre dois espaços de Banach.

Logo, temos de construir um operador R : H H-> H (chamado de Regularizador) que

satisfaça. as equações

h + Th ,Nh C H,

u + M'u ,Vt, C y,

(2.7)

(2.8)

onde 7' : H F--> .f/ e M' : r }--> y são operadores lineares com norma menor que l e

p'rt-to os op'radares inversos (/H + T)'' e (/v + M)': existem (/H e /v denotam

as identidades nos respectivos espaços daqui em diante, omitiremos os sub-.índices

// e V). Multiplicando pela direita a equação (2.7) por (/ + 7')'' e pela esquerda

por(/ + M)'' a equação(2.8), obtém-se

ÁR(.r+ T)':

(/ + M)'' R..'l

Porta.nto, o operador Á tem inversa à direita e à esquerda e, conseqüentemente,

esses operadores são iguais c existe o operador inverso .4'l : .f7 F-.-} y' limitado,

.'i'' + r)'' (/+ M) l
)

definido sobre todo o espaço H e sua norma satisfaz

IÁ''ll 5; llRll 11(/ + T)':ll $ 2a,

onde a constante C' é tal que

l RALI« 5; C'llAllm
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Finalmente, deduzimos que a equaçã.o (2.6) possui uma única. solução para. qualquer

À C # e a sua. solução satisfaz a. desigualdade

lullv 5; llÁ':ll llAllX $ 2C'llAllX

Feitas estas observações gerais, passamos agora a tratei do problema (2.4). No

que segue será útil o sistema de coberturas de Q,( com fronteira de curvatura limitada

(;b :: {Q(k)l} e C'. = {w(k)}, que satisfaz

(1) w(k) C Q(k) CQ e Utw(k) =UkQ(k) = a;

(2) Para qualquer #, existe w(k) tal que z C (o(k) e dist (z,Q\co(k)) ? á. > 0;

(3) Para qualquer À, existe um número No que independe de À tal que

n21-: nm

(4) (a) se O(k) n ÕQ = 0 (denotamos o conjunto de índices k por .M), os co(k) e

Q(k) são cubos com o mesmo centro e com comprimento de seus lados }

e À, respectivamente;

(b) Se w(A) n an # 0 (denotamos este conjunto de índices por ./V'), então para

o sistema de coordenadas locais {y} com centro ((k) € S,

.m - {lv;l 5; ;á,À ({- i,2), o $y;-r'(v';(*) 5;á,À},

Q(k) - {lyil Sõ2X(í= 1,2), 0 $ya --F'(y';(k) $2(i2À},

onde r'(y';{(*)) (y' = (yt,3/2)) é a função que descreve a fronteira S na

vizinhança. de ((k) e 82 constante positiva que independe de À.

Por mudança de variáveis de ta] forma que z{ = yi(á = 1, 2) e z3 = y3 -- r'(y'),

Q(k) (k C .V), Q(k) (k C ./V') e a. fronteira. em Q(k) são respectivamente transformadas
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nos cubos padrões

IK

K'
{lzil 5; (Í2À, (Í = 1, 2), 0 5; z3 .Ç 282À},

{l,:l 5; á,.x, ({ i,2),,;

Além disso, sejam as partições da unidade {((k)(z)} e {v7(k)(z)} subordinadas a

{n(#)} e {w(k)} respectiva.mente tal que

d*'(«) -{ :'
se 3 C o(k),
se 3 C Q\w(k)

0 5; (W(z) $ 1,

77(k)(:) = 0 se # C n\Q(k),

E (w(«)?w(«)

O:(W(«)l $ Ca.X'l«l, IO:jV'(«)l $ O.À'l«l

A função 77(k)(aç) pode ser construída, a partir da função ((k)(z), da seguinte

maneira: pelas propriedades (2) e (3) das coberturas, temos que

l $ >1:((W(z))' $ No
k

findos diferentes do tem mais de No som e zero em cada ponto g definimosT )

(2.9)

Já que nã

então

Definimos agora o

(w(.)
EA((W(z))'

operador L (com condições iniciais nulas) como sendo

Z(#, Z, a=, a{)u - p(z,t)au -- t',àu . 7Vdivo + 4p,u

e então deânimos o operador

,4 : n'J':(Q,-) -> z,,(Q,.) x u?''/'(x,.)

por

,'!« ,t,a«,at)«,«IE,lL Z..ZTJ
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Portanto, a. equação (2.4) pode ser escrita como

Á« =lp,ol

Na notação usada acima, }' = Wj?:'(Q...) e H L,(Q.-) x WP2 :/'(E,) com «orma

Q,) 'r llÇ'llwp2-t/p(E..)

Observe-se que .4 assim definido é um operador limitado.

Agora passamos a construir o operador regularizador R. Para isto, seja

L.(', t, a", af)" - p(", z)S - "

e definimos »(k)(]ç, t) (para k C .M) como a solução do problema de valor inicial

p({l*,O): -",àdu -,.rVdi«P âm(',t) ,

6W(*, 0)

,yV'div u

ÁllX = 1(g, Ó)llW = llgllz,.W

(2.10)

onde ((k) é o centro comum dos cubos w(k) e Q(k) e g(k)(z,t) é definida por

âw(«, o -lg'*'(«).(,,o,
aç € Q(É),
z € ]R;\Q(i).

Para. k C ./U, definimos »(z, t) como a solução do problema

p((w, O)Õ.#n(,,z) - «adH - vVdi«do = ll (w(«)g,

©m(., t)l,;-o = 0,

©m (., o)

Z

z'

(2.11)

onde ]l;l denota a transforma.ção de z a z.

Usando os resultados de 1821, Cap. V, sabemos que o problema de Cauchy (2.10)

possui uma única. solução e satisfaz a estimativa

l$(k) llWp2.- (R:x]0,,]) $ C'llg(k)lll,(n; xÍ0,,-l), (2.12)
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onde as funções foram estendidas por zero fora de Q(k)

Similarmente, o problema (2.11) tem soluça.o única e satisfaz

ldk) (Z, t) llWp2.- (Ri ;]o,,']) $1 C' llg(t) lll.(ni. x]0,.'])'

Isto permite definir o regularizador R como

(2.13)

# (,,t) : w(«)«®(«,t),
l,C A ,fl l .\f

o«de À = ip, @] C Z,(Q..) x WP2':/'(E,).

A demonstração de que R é um operador limitado é análoga à demonstração de

821, onde é usado o fato de que as soluções dos problemas (2.10) e (2.11) satisfazem

as estimativas acima, (2.12) e (2.13).

Agora vamos juntar num lema só alguns resultados de 1821, que serão úteis nos

cálculos a seguir

Lema 2.6 Soam r := À2X, 0 < X < 1, À2X < T,

Q(k) - Q(k) x ]O, r]

(t) No espaço Lp\~(2.r) Ü nouQ nora a

f . \ tl'p/ , \

llulllt,n,) : Çi: .L.*, 1«(", t)I'd"dt.l

á .q«{«/enZ' â «.'«.« «-/ llullZ,n,) ' " """" d' Wp2,:(Q,) deánÍd« po"

"'..,, - l;«««« ..«»l

á equÍua/CRIE a llullwP'.-(O,)'

ri0 Se u C t'tÇ''(Q,-) ta/ que u(aç, 0) = 0 e 2# + z.' < 2, então

(Z.*, "'":« '','.)''' ' ',''* ,,E, (Z.., "'";« --«-*)'''
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Í ÍJ S' « C Wp2,'(Q,) Z«/ q«. «(z,0) (m(') á «m« /u«çã. de#«ãd« ..ó"
çà(K) satisfazendo Q proprieda.de

ID11€m(z)l $ c.X'",

então para X peque zo

Ponhamos agora.

E
2P+u=2 Q.., IZ)fD,((k)(aç)ujpdzdt

l/P

2P+u=2 C;.., í"'":«i''«-*y''

LRh = LaRh -} L\Rh,

onde Lo é o operador diferencial Zo(a,í,õz,at) definido acima e .LI é o termo de

baixa. ordem. Avaliando RA em Lo obtemos

Z,oRA = )1. 77(t)Z;.((k, 0, az, Õt)dk)

+ )l: ?(k)IL.(z, t, az, at) - Lo((', 0, Õr, Õt)ld*)

+ >1: 1.L.(77(k)u(k)(k) L.t,(k)l.

primeiro somatório, para & C A4, obtém-se

Lo({m, 0, a«, Õt)ÜW(#, t) W(«)g(z,t)(2.15)

e observamos que para k C .V, z C Q(k), {(k) C Z?Q e introduzindo as coordenadas

locais {g/} obtém-se

Z.(((t), 0, az, at)D(k)(a, t) = Zo(((t), 0, é?g, at)Ü(k)(y, f)l,:,(,)

= Z,.((W, 0, az, at)D(Ê)(z, t)l.-ó*Ü(,»+ ILo((m, 0, Õz - VF'V3, Õt)

-Z,.((m, 0, az, at)l;-Ó.Ü(,»l,(2.i6)

onde z = @k(y) está. definida. por zi - g/l, zz = y2, z3 = y3 -- r'(yi, yZ) desde Q(k) ao

cubo IK :: {lzil $ (ío,X, i = 1,2, 0 5; z3 $ 2(5oÀ}. Além disso, denotamos

a
V3= ã--, \7F'= ãã',ã--,o

k

k

k

Observemos que no

(2.14)
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ãi- ã--- à--.v., í#3,

Portanto, substituindo (2.15), (2.16) em (2.14) e levando em conta que o primeiro

termo do lado direito é igual a g(z,t), obtém-se

Z.oRA qW(«)(W(«)g + >ll: ,7W(W(«)g
tc.mkc.V
+ : W(«)ILo((m,0,a, - VF V,,at) - Z,o((W,0,a,,at)IÜm(,,t)

KÇ:N

+ >1:11.(?(k)F) -- q@).L.ü(UI

g + )il: m(«)IZo((W,0,a, - VF' . V;,Õ{) - Lo({m,0,a,,at)ld©(,,t)

+ >]1:1z,.(omvw) - omz.(du)].

Assim, Z,Rá = g + T]A, onde o operador T]A é

Ti l RÀ+ )l:(t.(,ZWDW) - q*Z,.(dQ)

+ >: ?(k)IZ;.(z, f, â#, at) Z,o(((t) , 0, a#, aZ)lü(k)

+ }l: qmlÉo((W,0,a. VF' . V,,a/Õt) - Éo((m,0,0,,Ot)IÜW(z,{),01

se que

L.('7m ) - '7wz,.(vw) - p(", t)i('7w»w) -- "A('lwDm)

-p(',{)'7má-#© + «,7wA« + ,lwVdi«Ü© - 7Vdi«('zwrw)

-(p+ ')a.?Wd© -(2p+ 7)V?WVüW - 7V,7Wdi«#©.(2.17)

Similarmente,

ILo(*,{,a",af) - Lo((IW,0,a«,at)l8W -Í'((W,0)latüW.(2.i8)

Finalmente, o último somatório) do operador 7'l,

IZ,o({W, 0,a, - VFv;,a{) Z,((m, 0,a,,ÕZ)ldn(,,t)

k

k

definido pore

k

k

Observe
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p((m, O)?:í- - p(a' - VT'V,y - '(a' - VFV;)di«;(um(', f))

-p((m,0)õ»W(,,t) +p W(,,t) + Vdiv(8W(,,t)). (2.19)

Já que

(õ' - vf'v,)(a, - vrv;)rw(,, t) 8w(.;, t) + (vr'yvlidu(;, t)

-V'r'V;8W(z, t) 2VF'VV3»m(2.20)

e

(V - VfV;)(di« (Dw(',t) - gcV;": - :lllV;«,) (2.2i)

= V(divã(k)) -- V'r'V;©(k) V3ü(A) - VF"V3(divã(k)) + (VT'yVâV(h),

substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19) obtém-se

IZ,o((W,0,a. VFv;,at) t({m,0,a.,at)lüm(.,t)

V'FV;d©(,, t) +(2p + 7)VFVV;FW(,, t)

(p+7)(VF'yVg m(,,t)

Finalmente, usa.ndo a. última expressão, (2.17), (2.18), oboé

T lz, + 11: m(«)n;{(«+Y)v'fv,6w(,,t)
\ kc.V

+(2p + "r)VT'.VV,JO(,, t) -(p + 'V)(VP'yV:dn(,, t)

+'yVT'V,(di"du(', t))} + )ll: ow ip(", t) - p((w, 0)l «m(',t)

+ }: l--(i' + ')A?( dk) + (21' + 7)V?WVum -- 7V?mdiv ©ml , 01

vamos calcular a norma de Tt. Devido ao fato de que p(z, {) C C'''p(Qr),

m-se que

h

k

(2.22)

''t)v'u'

p(«,z) p(em,o)l $ ip(«,t)-p((m,t)l+lp((m,z)-p({m,o)l

$ C'olz ((k)I' + C.rP

$ C'(À' + ,X'PXP) )
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pois l# -- ((k)j $ À.

Usando o Lema 2.6, as propriedades (2.9) das funções suaves e a propriedade (3)

das coberturas, temos

>l, lll--(2i' + ')V77(A)VF(k) Z\77(t)T(k) (k)divã(A)lll,(Q@))

0'(2i'+ ')À'' >, llVdk) llt.(0w) +(C'(1'+ 7)À''y >1., 11#k)ll1,(0w)

+K',"''',,x-D' E(ll o:-'*'llÊ,...*,,+ llõ.,'*' 112,....,,)

a(2À''''/' + À-',-y('' + 'y l:l.i ll0:VW112,KW) + lla.Vw112,nm)l
0'(I', 'Í)(2À''a'-'/2 + À-'l-)llP(k)(z, t)lll,(e,) ,

<

<

<

devido à. estimativa (2.12). Similarmente,

E ll m(')n;{("+ ')v' v w(z,t) + (2«+'y)vr'.vv;rw(,,t)

--(z' + 7)(V/'yV'8(k)(z, t)+ 'VT'Va(div »(k))} lll,(e@))

(C'(z' + ')À'')' >, llD'r(A) ll1,(0w) +(C'(2z'+ 'Y)À':y >, llZ)'dk) llt.(0K))

+(C'(z' + 'r)À''y >. ll 0:dt)llt,(e@)) + '0'À >: lln:V(k)ll1.(0w)

c'(b' + l)À'' }, llv#k)lll,(ow) + c'(L' + 'Y)(2À''+ À'2) >, llzyD(k)lll,(OK))

(c'(''+1)(2À'' +À'')y }: liam(', t)ll:,wwnll }:lp(«, t)

-- P({(t), 0)l Õtdt) ll z,,(QH) )

C'(À'+ À'PXyllatD(t) ll1,(0w)ll LI R/zlll,(e@))

C'llL:u(k)llt,(O@)) $ C''rlldk)llWp2,- $ C'rllg(k)llz,,(QW)

k k

C

<

<

<

<

<

Portanto.

l7'iállz,,Q,.) 5; C'{(À' + À'PX) + 'r + (p + ')(2À'' + À'')

+(2À 'r:/'+ À-'r)}llgllz,,(Q,)'
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Agora. podemos esco]her À, r, X de ta] forma. que llTi 1 < 1. Portanto, a solução

bre o intervalo ]O, 1-] pode ser encontrada na. forma

« +r] +rf+ ) -z])''h

'o se

Nota: Similarmente, podemos demonstrar que o operador /W possui norma menor

que l.

Como nossa prova foi feita. para. ]O,l-] com 1- pequeno, precisamos estender o

argumento para 10, 7'l. Queremos resolver para lr, 2a'-l.

T) .e n n «i ,-.q n fi . . ,;.y"

«*(.,o-Í=1:l:l--o : l :lil:
T,
2r.

Seja. ã(3, t) a. solução do problema. aba.ixo, com

r'(«,t) - g(,,2.'-) + P(#,t)«.(#,2." - t)+ P(«,2.'- - t)«.(«,2,- - t),

Pü: - «A8 - 7Vdi« ã F'(«, t)

ülÉ,, = o

Õlt:o = 0 ,

para 1" $ f < 2a'-, E2r = an x lr,2rl e õ = 0 para 0 < t < r.

verificar que u = uk + 8 é solução do problema abaixo

j

Então podemos

put -- pA't; -- ,yVdivu = g

ulz,, = 0 ,

«l.:o

A estimativa. (2.3) foi obtida por Solonnikov 1831 para domínios limitados. No

entanto, se usarmos a propriedade 3 do sistema de cobertura, esta permanece vá.lida

para. domínios não limitados

)
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2.3 Aproximações auxiliares

Vamos construir a. solução aproximada. indutivamente como sendo

u(o) - 0, to(o) = 0

e definimos para- k = 1, 2, 3, . . . , {p(k)}, .(u(k),p(k)]. e {w(k)} como as respectivas so-

luções dos problemas

1 %; + ("a'o . v)pm - o,

l pm(«, o)
(2.23)

í,(k)111112 -- (p + p,)Au(A) + vpm
='/)(k)/ + 2p,rot zo(k-i) (u(k

diva(t) = 0,

(k)IXr = 0,

«m(o)

U

1 ) V)u(k-'),

(2.24)

p(k)el;!2. . pzXw(k) Vdiv to(k) + 4p,w(k)
= p(k)g + 2/z,rot u(k-l) -- p(k)(u(k-i) . V)w(A-i)

(2.25)
w(k)IEr = 0,

«,w(o)

O próximo lema. tem por objetivo mostrar que as sequências de soluções dos

problemas acima são limitadas

Lema 2.7 Para 7'i c (o, rl su$càententenfe pequeno, a seqüêncÍa {u(k), Vp(k), m(k)}

á /Í«.Ít«d" "' "P«Ç. d. B-«'À pq':(Q,.) x L,(C?r.) x Wp2.:(Q,:).
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onde + + l = 1.
P ' q

Fazendo uso da seguinte imersão tipo Sobolev, ver Adams jl, p.

mp > /V, temos

1081, para

w;"(o) --> z,(n), p $1 q $ .» (2.30)

llU0lll.(n) 5; C'2llU0llW](n) 5; a3llU0llWP'-,/'(n)

Usando a desigualdade de Solonnikov (1.2) obtém-se

(2.31)

«-P ll"a'0llWIW) 5; ..l$ 11"@'0(t)llWp'-,/-(Q)

a4llU(k'l)llWp2,-(Qr) + llUollw.'-,/'(n)' (2.32)

Substituindo as desigualdades(2.29),(2.31),(2.32) em(2.28), obtém-se o resultado,

ou seja, a desigualdade (2.27).

Agora vamos limitar (2.26). Usando (2.30), vem que

C llVuÜ-0(t)lll«(n) 5; C's.Z' Ilha-0(t)llwp'(n)

c';r'/«©@ -o(r)

5; C's
(.

l/q

fr Ilha-0(t)llilqw)dt
l/P

Usando a desigualdade do Teorema 1.3 do Capítulo l,

IVU('-:)(t)lll,(n) $ 11U(*':)llWPI(n)

$ 11u@-O(t)llhp2©)llu@'O(f)119=a))

Temos que

Ip(k)(u(k':) . V)u(k'')lll,(Q...) $ W' llu(k'')lll.(o..) .Z llVu(k'')llt,(n)d{

$ WplluÜ-0llL-n,) .Z' llu@-Dllwp2(n)llu@'0(í)ll0.=m)dZ
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5; /VPlltza-')ll:-W,) .Z'' llU@-')llWp2W)llU@'D(t)llJ,=a))dt

.$ CM-ll.a-OllP''a)p ) .Á' llu@-O(t)ll;Q(n)dt

: '"-" .''-''"Ea.,,''-'' l.z' ««''''' ";,;..,-*l '
; aMPlIaR-OllLma)p )T llU@-')llWP', (Q,)

Portanto, obtém-se

llPm(«a'o . v)"ü'oll.,w,) $ o'mlluü-ollÍ:n,) ' T '(d'a'o(r))'

Usando a desigualdade (2.27) junto com a de Young, com a = a/2, obtém-se

IPm(«K'U . V)"Ü'0ll.,m,) $ 0M aÍÜ(éÜ'0'(7')){ (lluoll«f-,/,(0)+

1""ollwP2-,/,(.)+ 7'0 ':/Ü0-;/Ü.#a-0(r)yP:')

5; ac.ê(*-')(7')' + (1 -- a)é:'i'h(lluollwp2-,/'(Q) + llu'ollwp'-,/'(n)

+ro-:/ o-'/ü.#ü-o(r))'(c'wrç')::k

Escolhendo c = (T'Í')} e depois de manipular os termos, obtemos finalmente

i«'*'(«'*-''.,)«'*-'' ',..,, : '« (oi«.iií.;-,.,.., ' n«.ii{.;-,.,..,, -- '''.«''-''Fy)
(2.33)

os limitar os rot acionais.

jjrot w(k-i)lll,(n) 1; C'llVm(k'i)lll,(a)

5; C'll«,@-Oljhpa(.) ll'«@'olll:ãl.

Á' ".'*-'''''"x;.-,'* . ,''-'' l.Á' ««'*-:''''"';;..,-*l'
$ To-')llto@-:)llwp',-@''')
.r T(l-a)fÕ(k-l)rT\\ap
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Portanto, obtém se

jjrot to(k- i)llt,(Oa..) /l .Á jrot w(k-l)jpdzdt

r ljrotto(k-l)lll,(n)dt

C'.Z' llV.«ü-oll:,w)dt

.Z' ll«,@-o(t)llS1=8)11.«a'o(t)ll Q( )dt

c' ll.@-o(t)ll bãT) 7'o#( éü'o(r))''.

<

<

<

Logo, aplicando a desigualdade de Young outra vez,

jjrot w(k'')llt,n,) 5; C'llw@-O(t)llO=') ,)TÍ!:Ü(Ó@'O(T))'

$ c'r5'(#'a'o(r))' (ll«oll«d-,/,(.) + ll'"oll«f-,/,K + ro-:/»o-'/ü.#ü-o(r))

«.Éa-o(r) +(i - «)''ü(ll«oll«d-,/-w)+ ll'"oll«g-,/,p)

+,':-:','''-;'''.;,'*-''a))(';''?y:

Es''lh-d' 'g''; c - (aMT'#) !, obtém-s'

1..t «,(«-nll.,n,) 5; C'M (ll«.ll«f-:',(.) + llw.ll«7-, W) + r''éÜ-0(r)) (2.34)

A desigualdade (2.34) vale também para o rot u(k-l)

O caso da limitação para o termo llp(k)(u(k-l) . V)w(k-i)lll,(er) é similar ao

argumento para obter (2.33), pois podemos obter

( 1 .)

IP(k)(u(k-:) . V)w(k'')lll,(Q,)

$ A4'llu(k'')lll.(e,)'T''r.lho(k'')llLm'),)llw(k'') Wp''' (QT)

Como

ll:«wll..K,) $ c'(lluoll«f-,/,(.) + ll"ollwp'-,/,©)+ To':/do-;/d.É@-D(7')) ,
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obtém-se

llp(k)(u(k'') . v)w(k'')lll,(e...) $ T''rJwc'((lluollwp'-,/p(n) + llwoll)wp'-,/'(n)

+ro-'/ o-'/d.É@-n(r))'''(ó@'o(r))'

e então

i,'*'(«''-'' . 'a«'*-''n.,.~,., $ "'' (n«.ii' -- ii«.n' -- '''-.;.'*-''ay)

Finalmente, de (2.26) junto com todas as limitações anteriores, obtém-se

Óm(7') $ KI(llPlla-,:,T){ll"0llWp'-,/ ( )+ Mll/lll,W,)

--«' (ll«.«ã.-,,,.., -'- íl«.ní,;-'',.,:, -'- ,' . .;.'*-''a)')

+2p,w'c' (lluoll«f-'/,( ) + ll'"oll«f-,/,(.) + I';'Óa-o(r)) }

+Ã'2(llPlla-,. , T){lltoollwp2-,/'(Q) + Mllglll.(er)

--«' (««.«{.-,,,.., -'- "«. "{.;-'',.., ... ";.'*-''u)')
-' ,«,«' (««. ',.., -- "".""-'',.., -- ,'-.'*-''.,,)}

Finalmente, com C' = maxi(l + JI/C'), 2MC', M}, obtemos

@m(T) $ C'X'(llPll.:,, ,T){(llU0llWp2-,/,m + ll'"0ll«f-,/,W))

-- (« .«.«Í.-,.,.., -- "«."{,;-',,..,)

lll.fll.,K,) + llPll.,w,)) + I';'óü-o(r)+ 7''éa-o(7'y}(2.3s)

Observemos agora que

Pm(«, t) - Pm(y, .)
1« vl+lt .l

pw(«, t) - pm(3/, t) + pm(v, t) - pm(v, .)l
lz - Vl+lÍ- .l

, lpm(«,t)-pm(v,{)l . lpm(v,t) pm(g,.)j
:: l«--yl ' lz-.l

Definimos a. aplicação

P(.) (;y+ (1 - .)«,t)
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com Z fixo e s C 10, 11. Portanto,

pm(y,{) pW(z,t)l = ip(i) -y(0)l = 1/'y'(s)ds
0

$/' 1VpW(sy+(l -- s)z,t).(3/-- z)jds
0

$ 11VP(k)llz,m(Q,)ly-- zl

Além disso, se Z, s € 10,7'l qualquer, obtemos

lpm(y,t) - pW(y, s)l = 1 /' pW(y, 0)d01 $ 11pmllL-K,)it - sl.

Usando estas relações concluímos que

IP(k)lla-.:(0r) 5; M' + llVP(k)llL-(Q,) + llplk)llL-(0,)'

Usando as estimativas do Lema 2.3, concluímos que

IPmlla.,.©,) $ M+ '«3'(i + llu@-0llL-W,))

M' + vã(i + c'i(lluollwp'-,/ ©)

+ro-'/do-;/ ó o(r))'''(é@'o(r))'

x llvpollt.(n) exp rrllVu@-0(t)lll ( )dt

S

f,'*'(«'*-:' . :o«'*-''ii',..,., $ "''(n«.ii'+ ii«.ii' -- ,;-.;,'*-''py)

Finalmente, de (2.26) junto com todas as limitações anteriores, obtém-se

@(k)(T) $ Ã'l(llPlla-,-,T){llUollwp'-,/ ( )+ A'fll./'llt,(er)

--«' (««.«i;-,,,.., -'- "«."Í,;-''-.., -'- ''; . .«'*-''.,)')

+2p,wc' (lluoll«g-,/,( ) + ll'"oll«e-,/-(.) + r;'ó@-o(r))}

+Ã'2(llPlla-,- , T){llW0llWP2-,/'(n)+ Mllgllt,(0r)

--«' (n«.ní,;-,.-.., -'- "«."í,;-'',.., -- ,;.«'*-''p',')

+2P,MC' (lluol«f-,/,(.) + ll "'oll«e-,/,W) + T;'Ó@-0(T)) }

e então
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nalmente, com C' = max{(l + A4C'), 271/C, iV}, obtemos

ém(7') 5; C'Ã'(llPlla-,- , T){(lluollwP'-,/,(.) + llwoll«g-,/,(O))

-- (l «í,;-,,,.., -'- "«."í,;-',...,)
(ll/lll.K,) + llgllz,,n,))+ r;'éü-o(r)+ r;éü-o(ry}(2.36)

Observemos agora que

lpw(«,t) -pm(y,.)l ip(«,t) -pm(g/,z)+pm(v,t)-pm(v,.)l
1« - vl + it - .l 1« - vl + l{ - .l

lpw(«,t) -pw(y,t)l . lpw(y,t) -pw(y,.)l
1« - y ' if - .l

P(.) = Pm(.y + (1 - .)«, t)

o e s C 10, 11. Portanto,

pw(v, t) - pw(«,t)l ) - p(o)l =

/'' IVpm(sy+(l s)a,t).(y z)jds
0

IVP(k) llZ- (e,)IV

o, se t,s C lO,Z'l qualquer, obtemos

pW(y,t) --pW(g,s)l = / pl (y,0)dO $ 11pÍQlll«02,)it -- sl
S

Usando estas relações concluímos que

IP(k)lla-,-(Qr) 5; JI/ + llVP(k)llL-(Q,) + llp

Usando as estimativas do Lema 2.3, concluímos que

IPWllc-,-@,) $ M + x/ã(i + Ilha-0llt-n,))

Deânamos a aplicação

com { fix

Além dias

lk)
ILm(Qr)

p'(s)ds
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* ll"«.ll...., -P l.Á ll '«'*-''(*)ll'-'',d,l
5; M' + v3(1 + C'l(llU0llWp2-2/'(n) + llW0llWp'-,/ (Q) + 7'(i'i/P)(i--3/P).#(k

xll Vpolll.(n) exp(C's7'(' -i/p)(1 -3/p).É(A-i)(T))

Ã'3 (@@'o(r) , r) .

nseqüentemente, temos

@@)(7') 5; Ã'(K3(Ó(t'')(T), 7'), T) X {(lluollWpa-,/'(n) + llu'ollWp2-,/p(Q)

+(llU0llWP'-,/,(n) + llU'0llWP'-,/,W) + ll/llZ,Q,) + llgllZ,,W,)

+r;'óü-o(r) + 7';óa-o(z'y}.

Para terminar a. prova do Lema 2.7, queremos escolher as constantes ,4i e T] tais

Co

que

(T))

.é@-0(TI) $ .4i :+ éW(TI) 5; ,4i

Notemos que se escolhermos .4i tal que

Á- ? Ã' (w + v5{i + a.(ll"oll«f-,/,(n) + ll"'ll«f-,/,(n)) + iJllvpoll..w),7')

x (lluoll«g-,/,( ) + ll'"oll«f-,/-(o) + lluollLp2-,/-W + ll'"ollh-,/,(o)

+ll./ll.,@,) + llpll.,n,) + 2)
e definimos

T] = minÍÁi ](]'1/7')''(1-3/P)'', ,4. 2/á, ,4: ]/ái,(CIS.41)'(I'l/P)''}

Logo, finalizamos a prova do Lema 2.7, uma vez que se verifica por cálculo direto

que

(2.37)

Óm(T]) $ Ã'(M' + V511VP0lll,.(Q),TI){llU0llWp'-,/ m

+ll"'oll«f-,/,(.) + M'(ll/lll,n,) + llPll.,W,))}
< Á.
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2.4 Demonstração do teorema principal

Definimos as sequências

P(n,k)

U(n,k)

U,(n,k)

P(",k)

P("+k)

u("+k) u("),

w('-+k) to("),

P("+k) P(")

Temos que estas seqüências satisfazem os problemas seguintes:

l @l=! + (.[." D . v)p''''' ''o . v)p''',
(2.38)

..n+U=lü-- - (p + p,)z\"("'n + vp(",U
(n,k)IE, - 0,

.(",©(o)

(2.39)

onde

F(n,k) . 2/z,rota("-i,P) ,k) l./' uÍ") u("-t).V)u("'i)

p("+u lu("-i,k) . v)u("''+*) -- (u("'') . v)u("'''©l

e finalmente

l to(",t)(0) = 0,
«, n.© l»,Õ1 0, '© - ,7Vdi..(",© + 4P,.«(",© - G(«,O, (2.40)

de

/?n,k 2p,rota("'t'k) p(n,k) ip - w(") - (u("-i) . V)w("-')

p(n+k)l(U("-'+k). y)to("-:+k)("-',k) . 'y)w("-:)l
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T) pEn ;, .n ,-». n {-- nr;ny"

d,(",k)(t) = llU("'k)llWp2,-(Q,) + llt0("'k)llWp',-(Qr) + llVP("'k)lll,(Q,)

Então, para todo t c (0, Til,

lr'("'t)lll.(e.) $ C'(jjVto('-',k) llÉ,(0.) + llP("'k) llL-(e.){ll.fIlE,(e.)

+llu,")llz,(0.)ll(u"'' ' V)u("-:)lll,(Q.)}

+llP("+k) llt.(e.){ll(u("':'k) . V)u("''+k) lll,(Ç.)

+ll(u("-:) . v)u("-''k)llr,(Q.)-

Daqui em diante passamos a limitar todos os termos dos lados direitos das

eq«ações (2.39) e (2.40).

Observemos que

llp(",o 1/ -- u? ("("'o v)u"''l 112,KO

$ 11p(",©lll.©o(ll/ll:,©o + llu?llÉ,wo + llu('-ollÇ,.Kollv"("-ollÇ,,no)

5; llp(",t)llL-(e.)[Á? + c'(]]uo]]wp'' (n) + ]]wo]]wp'-,/p(n) + l)ÁI + ]]/]]l,(o,)].

Portanto,

llp(",nl./' -- u? - (u("'o . v)u("'ollll,wo $ c'i llp(",©lll.©o- (2.41)

Por outro lado, temos

IP("+*) l(u("':'k) . V)u("''+k) -- (U("'0 . V)u("-''k)lll,(Q,)l

A4'' .Á dl'- ./n IV ''+*)lplu("-: k) ip + lu("-:)lplVu("-',k)jpdz

M losup . llV"(«-'-''nlll,..) .Z' llu("-'.n ll-d,-

+ll«("-nllÇ,.K,) .Z' llV«("-',ullÊ,p)d')

C'M'{ llu(«-'-rU llwp2,- ©,') .Z' llu("-' '© llwp',- w')d.'-

Í

<

<

<



48 Alguns result.ados sobre os fluidos micropolares não-homogêneos

+(l+ lluoll«f-,/,(.)+ ll'"ollwp'-,/,(.))

.Z' llu("-',©
dr

Wp2,i (Q,-)

Portanto, obtém-se

Ip("+t) l(u("'i'k) . v')u("'i+k) - (u("-i) . 'v')u("'i'k)lll,(Q.) $ c'2 l ,.btn- * ,''à Ç'- )'.-

(2.42)

U bservemos que

llV«,("-',©llPt,no 5; .Z' ljV«,("-',©(r) 12,W)dt

5; Jo 11«'("''-0(,)11%(n)dr

$ C' .Z' llw("-:,O(''-)llwp2,-p,.)dr.

/

Logo,

llv«("-',UllÊ,WJ 5; C' .Z' V,(«-',©(r)dr. (2.43)

Por outro lado,

l(u("'''k) . v)u("':+ullz,,nJ s; .Z' llvu("-'+n llÍ,©) llu("'',ollÇ,.

o"p. llV"("-'+nll' w) .Z' llu("-',©llpl.w)d.'-

o«p. ll"("-:+H llW(n) .Á' llu("-',n('")llh p)dr

o"p. llt'("-'+©(''-)llwp'-,/ (n) .Z ll"("-',©(''-)llwp'-,/,©)d'-

(llu(«-'+n(o)ll«d-,/, ) + é'llu("-'+0(')ll«Ç,- nOy

/o («-',©llwp',-K,)dr

(u("':'Q . V)u("''+©jjPt,W ) 5; a .Z' @ "-',©(''-ydr

dl-

(2.44)

ll(u"'' V)u("'''©ll',ÍQd 5; /l dr /l lu("-OlplVu("-:,Ulpdz

e
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$ 11u("'')lll.(o.) .Z' llVu("'',k)llt,(o)dr

...,.p. ll"("-0ll©-,/,( ) .Á' llu("-',Ull% (o)d''-

o«p. ll"("'Qllw.'-,/,(n) .Á' llu("-',HllwP'-,/,( )dr

(il«'"-''wn.,-:',..,+ '?ii«'"'''ii..f,- ...,y
é'' .Z' llu("-: ,©llwp',-Kod'

l(u("'') . V)u("'''k)lll,(Q,) $ C'

Do Lema 2.4, temos

llp(",©(z)llL-P) $ .Z' llu("-',©(''-)llt-(o)vp( (r)ll ~(n)dr

$ alo llu("-''©llwp2,-©,)dr

$ c I' @("-*,n(',)'.-.
0

Devido à limitação (2.46), da desigualdade (2.41), temos finalmente

,'"'*' [' - «, - («'"-'' . ")«'"-:'] ]]...,, : '- (.Á'«'«-',*'(,) ,y'' p.")
Conseqüentemente, juntando todas as desigualdades (2.42) (2.47), obtém-se

ii'''",*'n ' '- .Z'«,'"-:'(,) , -- ', (.Á'«,'«-',''(, .,y''
. '(.Z'«,'«-:,*'(,r-,y''

Um cálculo similar para estimar os termos de G(",k) resulta em

í.'":*'ií«,..,, . ' (.Z' *'«-:,*'(,) ',y
Usando o Lema. 2.2, temos que

.("'©llw?,-ío-} + llVP(",Hlll,W,) 5; 'R.llr'(",©lll,Qd(2.48)

49

.Ú (" - l ,k)(r)Pd7-. (2.45)

(2.46)

r'L",'J llt,(c?...)
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e do Lema. 2.5, temos

llW("'l'A)llWp',-(Qr) $ K2llG(",k)lll.(Or) (2.49)

Agora, somando (2.48) e (2.49) e levando em conta. as limitações acima para

IF'(",k)llZ,,(Q7.) e de ll(7(",A)lll.(Oa..), obtém-se finalmente para. t C 10, Til e p > 3,

l.p(",u(t)I' 5; C'' .Z' l.ú(«-',©(.'-)I' d'

e, conseqüentemente, temos que @(",k)(t) h-} 0 quando n, k -+ oo para todo t € 1O, Til,

Ja que

(2.50)

a. (",©(t)I' $

< c("---n f' f'' f*'
0J0 JO

.

' ((n + k - l)!)'

0 0

Portanto, temos que

.P'',*'a0 .: ''K« -- " -- 0q.''''P'''UD
ad-+*-0/-@m(Ti)

I'(n + k)"

Logo,

>l:@(",©(Ti
É-l

Assim, concluímos que a seqüêncía (u("),w(n),p("))(z,Z) convergem a uma so-

lução (u,«,,p) quando ,' --} +'n. Como temos convergência forte em WP2,:(C?r.),

(u, w, p) satisfazem suas respectivas equações

Agora, devido a. que

Ip(",©llz,.(n) 5; llp("'©llwl©) 5; C' /I' llu("+*-n(r)llwlW)dr (2.51)
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temos que p' n p em krPj(Q) e daqui que p" -> p em Z,-(Q). Por outro lado, temos

que

o$sí<T. llVpt"J(t)11%(n) $ 11Vpoll exp(C'*(T])'Í - C'a.

Disto vem que Vp" C C'(lO,Z'il; WP'(Q)). Como

sup llvp(") - vpllw?(n) -} o ,

quando n. tende para o infinito e, portanto, temos que Vp(") converge para 'V'p em

C'(lO,Til; WPI(Q)) quando n » oo. Notemos, ainda, que pela. imersão de Sobolev

para. p > 3, temos

'$uP : llVP(") - VPllz;.(n) $ .:111;,. llVP(") - VPllW(n).

Post-to, temos co«-rgê«cia de Vp" - Vp em C'(lO,rll; L.(Q)). Como

IVP(")lll.W,...) + llpl")llL-W...) 5; K3(Á:, T ) = C',

então obtemos que p(") C Wi,"(Qr.), logo temos que p(") -} p C C'(QT.) quando n

tende para. o infinito.

Já que {p(")} converge só em (7(C2r.), não podemos tomar limite diretamente

na equação (2.23). Para isto usamos o seguinte argumento: sa.bemos que existe

p C C'(©r.) e « C Wp2,'(Qr.) tal q-

P(n) -.> p quando n H--} oo urliformemente sobre Qr.

e

lu(") Ujlwpa.i(Or: ) n 0 quando n F-> oo.

CI.game«te, p(#, 0) = po(=).

Multiplicando a. equação (2.23) por uma. função suave @(=, t) e integrando sobre

O7., , obtém-se

O ")'P(",O) + .Z '.ÁP(d(",{) lg}(",t) + "("'O . V@ld«dt,
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pois p«(z, 0) = po(z), diva"'' = 0 e @(#,T]) = 0. Quando n tende para o infinito

vem que

O(")'P(",O) +.Z '.ÁP(*,t) llf +" ' VV,(",t)ld"df.

Usando o resultado abaixo, provámos que efetivamente p(z, t) é solução da. equação

de densidade

Lema 2.8 (Ladyzhcnskaya-Solonnikov j41]) Sda po(z) C W:''(Q), p C L:((0,Ti)x

n) . « € C(Q,.) .«tís/a, n ./ ' ' \'vJ]/

IVu(t)llz,.dt < +.»

e, além, disso,

O - .ÁP.(")V'(",O)+ .Z '.Á(',t) l:f+" ' VÚ(',t)ld"dt

p«« t.d« 'Ú '«««, É«/ g«e V,(Ti,,) = 0, .«fã. p C W'''((0,TI) x Q) . s«tis/a'

+D P(,,o)

Agora passamos a provar a unicidade da solução.

Para provar a unicidade, suponhamos que(ul, toi, pi , pi)(z, t) e(u2, t«2, pz, p2)(a, t)

são duas soluções do sistema de equações (0.1) - (0.7). Então as diferenças U

ui -- u2, l/V = wi 77 := pl -- p2 e /) = pi -- p2 satisfaz o sistema abaixo

(p + p,)Aü+ VP = 2p,rot(H'')(2.52)
%-+(«: .v)u+W v)«, +q :? +(«,.v)«,

«(T*'«- .''"*'" ,,«,) *«(t*.«,.',«,-.)
+z\W' + 2p,W = 2p,rot (U) (2.53)
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V),7 + (U . V)P, (2.54)

U(z, 0) ,7(«, 0) (2.55)

onde .4W = --pAW + ,yVdiv W'

Observe-se que tomando o produto interno na equação (2.52) com P e integrando

sobre o domínio Q, obtém-se

[, (T*.«- «,«)««.-;iÁ.."''«

Á«it*.«, ,,«, '«-z««"-"
A f-çã' " V)«, -- /) é «m. fu"çã' q- p"t"" - t,(Q,). P«t«t'
temos

(2.56)

/n uUdzl 5; llt'llLP(Q);llqllp(n)llPllLii5(Q)'
N . N

C'(]V', P)II"IIP(Q) II,7IIL,(Q) IIVUIIÓ( ), IIC/II;,( );

llvu112,,w) + c;.-%S' ll«ll;l;&(llqZ,p) + llulli,w);).(2.s7)

Para. obter a desigualdade (2.57) usamos os seguintes fatos:

tem-se

para toda u eH', (Q)

N . N

ll"llLi%W) $ C'(7V, P)llVUllLP,P), llUlll,(ã); '

desigualdade válida para p 2 Ar se Ar > 2 e para p )' Ar se Ar = 2. Observe-se q

constante C' = C'(N,p) nã.o depende do tamanho do domínio. Além disso, usamos

a. desigualdade de Young na forma.

ue a

«' . -''' -- (:) * o - «)'ü,
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Levando em conta (2.56), (2.57), da equação (2.52) obtém-se

li:-.Á,.ü'd« + @ + «, 'o.Á I''UI'

: '«, l;n'"iií,..,, -- :Lii" i,..,:l ... .;.-'*n,nâ (il«iii,.., -- u"iii, .,:)
+llv«,ll.-w); ll c/ll Í,,p),.(2.s8)

As constantes c, J, (5i serão escolhidas posteriormente de maneira conveniente.

De forma análoga ao que fizemos anteriormente, tomando o produto interno na

equação (2.53) com W e integrando sobre Q, temos

/n p: 111:- + («- . V)W'l d« - l;i. .Á ,: W''-«

/n d;« I'dz+'ylnldi«WI'dz

/n '7 1%? + (", ' V)'", - g} Wd, - .Z ?pW'i«

ll""'''ní,..,: -- o3''#' ií'n#Z; (ll«nz,.., -'- n"''lli,..:,:)

Nesta. última. desigualdade, utilizamos o argumento feito anteriormente com 8 =

%F + (u, V)«,2 -- g € Z'(Qr.). Portanto, dm expressões acima, junto com a

equação (2.53), obtém-se a desigualdade

;Ê .L p. W''d. +(" - 2') .L IVW'l'd, +(1 - ') .Á ldi" W'l'd«

. ,«, (} ,« :,..,, * i " :,..,;)
--a.-'% ií,figa(ií«llí,:..,+ ii "'''ilí,,..,,)

+llV«,llL-(a), llUll Í,, (.):(2.59)

Similarmente, multiplicamos a. equação (2.54) por 77 e integrando sobre Q, vem que

lã:i l.«''* -* /.'' . («-« -- u-D« - '.
Leva.ndo em corJta que

[n di"("-'7)'7 - { .Á ?'di«("-)d" - 0
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e que o outro termo satisfaz a desigualdade

div (Up2)qd:«l $ 1 L V'p, ü d#
M:; .UV"ll«,..,; -- 03'''hlt',,liga; (ll«llÍ,,.., -* ll"llÊ,..,;)

Q

Nesta última desigualdade utilizamos o argumento anterior com D = Vp2. Assim

temos

IÍI .Á q'd« $ .11VU112,,(.): + a3''2p-w llVp,llBÚ:(ll?llÍ,(.) + llUlli,p),)(2.60)

Escolhendo õ = ái = É- e somando as desigualdades (2.58), (2.59) e (2.60), obtém-se

ili {.Á(p-U' + p:W' + ,7')da} +(p+ p, - 4.) .Á IVUI'd«

+(:' - 3c) 7n IVWI'dz +('T - c) .L ldiv W'l'da+ 4p,llWllÍ,,(n).

. lt -- ll,«,ni...,, -'- n'«,ilí-.«, -- ';.-e' (H«Hã,

+llvllBi&; + llvp,llBã;)l(llulli,(-);+ llw'llÍ,(.);+ llollÍ,,(.))(2.õi)

O parâmetro c pode ser escolhido como c < min { , , Ü,7}. A função que está

dentro dos colchetes é uma função integrável e, portanto, se definirmos a função

)

J(f) = /.(piU' + p.W'' + ?')dz,

temos que J(0) = 0 e pela desigualdade integral (2.61) vem que J(t) = 0 para todo

Z. Logo, finalizamos a prova do teorema principal.



Cl:apítulo 3

Soluções periódicas dos fluidos
incompressíveis assimétricos
não-homogéneos

3.1 Introdução

Estudamos neste capítulo a existência de soluções fracas com a propriedade repro-

dutiva do sistema (0.1) (0.7) sobre um domínio Q limitado em IR; com contorno

aQ de classe C'2, num intervalo de tempo l0,7'l, 0 < T < +cn.

Em primeiro lugar especificamos a noção de "reprodução". Sej

de Banach onde consideramos a equação de evolução não-linear

lx, :=:*',
Dizemos que (3.1) é reprodutiva ou que tem a propriedade de reprodução em to se

podemos encontrar ao C X tal que é(to) = ao. Dizemos que @(t) é uma solução

reprodutiva de (3.1) e ao é um valor inicial reprodutivo em {o. Dizemos que (3.1) é

reprodutiva se (3.1) é reprodutiva em todo fo.

As principais notações foram apresentadas no Capítulo l e são, salvo mudanças

óbvias, suficientes para o desenvolvimento deste capítulo. Em um interessante artigo,

Ka.mel e Shinbrot 1331 provam a. propriedade de reprodução das soluções fracas para

a. X llm e]

56

spaço

(3.1)
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equações de Navier-Stokes, quer dizer, soluções que satisfazem u(0) = u(T). Esta

noção generaliza. o conceito de solução periódica, isto é, soluções que satisfazem

u(t + «;) = u(t), Vt C IR, sendo w o período; toda solução periódica. é reprodutiva,

a recíproca, no entanto, não se verifica. necessariamente. Porém, se tivéssemos a

unicidade de soluções e se o campo externo for regular e 7'-periódico no tempo, a

propriedade de reprodução de uma. solução fornece uma solução fraca T-periódica.

De fato, ela é uma solução forte e muito regular. Isto é devido a. que podemos provar

que u(Z) C C''(Q) para t > 0 e qualquer dado inicial uo C #. Assim, u,(t) C C''(Q)

para t C lr, 2Z'l e pela T-periodicidade concluímos que u,(t) = u.(t + T) C C''(Q)

para Z € 1o, rl. Em particular, devemos ter que u,(0) C O'-(Q).

A prova original apresentada. em ]341 é difícil, ela foi simplificada. por Lions ]43].

Para. o caso bidimensional, veja 1841. Para outras equações da mecânica dos fluidos

podem ser vistos os trabalhos j171, j6SI, l76j e 1871.

Neste capítulo, vamos estender estas idéias para o caso de fluidos nã.o-homogêneos

assimétricos. Basicamente usaremos uma combinação dos argumentos desenvolvidos

em 1651 para os fluidos magneto-.micropolares com densidade constante e em 1701, no

qual é estudado o caso dos fluidos não-homogêneos sem velocidade micro-rotacional.

Depois destes breves comentários passamos a descrever a estrutu ra deste capítulo.

Na. primeira seção, apresentamos o problema que será abordado, definiremos a

noção de solução reprodutiva, assim como a. noção de solução fraca. que será usada

e enunciámos o resultado.

Na. Seção 2, tratamos da existência de soluções fracas periódicas de um problema.

linea.r auxiliar com regularização elíptica. (Teorema 3.2).

Finalmente, na. Seção 3, obtemos estimativas convenientes para as funções u(k) e

to(k) que nos permitem passar ao limite nas equações e concluir a prova. do Teorema

[, ou seja, do resultado principal. Pa.ra. não sobrecarregar a. notaçã.o, a. norma. L2(Q)
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de uma funçã.o será, à.s vezes, denotada. simplesmente por l

3.2 Definição e apresentação do problema

Vamos assumir que sobre a. fronteira. aQ de Q são satisfeitas as seguintes condições:

«(z,{) t) (,,t) € aQ x lo,rl

e definimos solução reprodutiva fraca do problema abaixo.

Definição 3.1 Soam /,g C 1,'(0, T, L'(Q);) periódicas de perílodo T < +.o, po(z) C

L'(Q), 0 < m $ po $ /W. Então (p,u,w) é uma se/ração reproduz ua ./}ac.z do pro-

btem« (0. 1) - (0.'7) e«» QT ;.

© u € z'(o,r; z'(Q)) n z'(0,7'; y);

«, c z'(o, r; z.'(Q)) n z.'(o, 7'; H''(Q);

pcz"(Qr), «(o) «,(o) (r); P(o)

rÍO Vg € ©, @ € \lJ, Zenz-se as desagua/dados integrais

ZI'{(p«, $) + @«, (« . v)© + + pJ(v«, vd
-2p, (r't «', p) -- (p/, 'p)}dt

(Po«o, 9(o)) -(p(7')u(r), 9(r))

ção do m.omentum angular

Z'{(p«, =)+ ü«,o« v)@+ «(v«,,vw
+'y(div «', div Ú) + 4p,(«', 'P) - 2p,(rot u, 'P) -(pg, V')}dt

Íp.w., Ü(0)) -- (pr7')m(7'). Ü(7'))

B para Q eqKÜ
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©

a
P«,) + v

PIP € L'(0, T; \'''); gÍ C Z.'(0,T; Z;'/S(Q)), õV € L'(0, T;L:3/'(n)Ü,j= 1, 2, 31

PI@ C Z,'(O, T; Z''(Q)); 11: C Z''(O, T;Z,'(Q»; g: C L'(O,T;Z,;/IQ),j= 1, 2, 4
®

Se multiplicarmos (0.4) por u e somando o resultado na primeira equação (0.1),

obtém-se

à(p") +p(" V)"+:'(" V)p--(p +p,)A" + Vp- 2p,rot«, +p./.

Usand

v . ("p") - il á;("jp") - p(" ' v)" + "(" ' v)p

o o fato de que div ü = 0 e que

obtém-se

á-(p") + V ("p") -- (p + p,)A" - 2p,rot «, + p.f.

Usando o mesmo argumento para a equação (0.3), mas agora mula

por w e o resultado é somado a (0.3) e levando em conta que

(3.2)

:os (0.4)

V(«P«,) )P:« + P(u . V)«,,

obtém-se

(«P.«) pato -- .yVdiv zo + 4p,w 2p,rot u + pg. (3.3)

Multiplicando (3.2) por p C (lt) e (3.3 por Ú e Ü e integrando por partes obtém-se

o resultado desejado.

Os espaços (]1) e qlr sã.o escolhidos de forma. que as integrações façam sentido.

Como por exemplo, dado que pela. imersão V C (L'(n)y os termos da forma. ujpu{ C

L: (0, T; Z;(Q)) e, portanto, a integral .//(pu, (" V)g)dt faz sentido desde que g:- c

L'(0, T; Z'/'(Q)).
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Observemos ainda que {u, w,p} é solução fraca do sistema. de equações (0.1)

(0.7), as condições iniciais e de fronteira fazem sentido. De fato, se u C L2(0, T; y)

w C L'(0, T; /a), p C L'(Qr), observe-se que

<di« (pu), p>w-- y

)

implicando

sup l<(liv(pu),p>1 5; 11pllLmllullv'
lpllv$t

Portanto

di« (pu) c L'(0, 7'; H''(n);).

Pelo Lema 1.4 e da equação (0.4). Tomando B = #':(Q) e como a imersão de

L'(Q) '-> #''(Q) é compacta, obtém-se que p C C'(lO, 7'l; #'') . portanto p(z, 0) =

po(z) faz sentido.

Nosso objetivo

(0.7).

Teorema 3.2 Soam .f,g C Z,'(0,Tl-L'(Q);) /uniões per ódácas de perúdo T <

+oo, po C Z'(Q), 0 < m $ p. < M. Então Caíste uma se/ração /faca g e possa a

propriedade reprod f ua

principal é provar o seguinte resultado para o problema (0.1)] r r}

3.3 Problema auxiliar e regularização elíptica

Para demonstrar o Teorema. 3.2, vamos usar o problema auxiliar (3.4) - (3.6) abaixo,

que consiste em um problema linear com uma. regularizaçã.o elíptica.

Para. isto consideraremos uma família de aproximações internas MA C V' e /lk C

#(l(Q)3. Assume-se que UA e Xk são subespaços de dimensão k e que para u C V,

w C .f/, existem sequências {uk} e {toA} tais que t;k F-> u, wA n w quando k b-->

+oo. Além disso, todas as componentes de u em UA e w em Hk são suficientemente

regulares. Denotamos por Pk o operador de projeção de y em UA.



Consideremos o problema auxiliar como o seguinte sistema:

p*glllE + (p*PAt'(k-') . v)"' -- (p + p,)A"* - 2p,rot .«* + p*./ -- SIAp*«S.4)

pk1l;- + (pkPku(k-i) . V)to(k':) - pzXtok - 7Vdiv tok + 4p,tok

= 2p,rot u* + p*g -- i:lap*wk (3.5)

%- + PA«@-0 . V)P* - {Z\P', 0.q
? l inteiro, u' C }'', «,' C .l#(Q);, satisfazendo

«*(0, «) «) (3.7)

«*(t,') = «,*(t,') = o,(t,«) c lo,rl x aQ,(3.8)

p*(0,')-pâ('), %;-0,(t,')C l0,7'lxaQ.(3.9)
Definimos o espaço

"''- l,' «'m g=. -'l
A seguir, definiremos a solução fraca do sistema. de equações auxiliares (3.4)

(3.9).

Definição 3.3 4s /uniões uk, wk, pk são dicas se/rações /Facas do sistema rg.#,) -
(3.9) se

© u* € z'(o, r; #) n z.'(o, 7'; }') ,

w* c z;'(o, 7'; L'(Q);) n z'(o, 7', .r#(ny),

P* c z,'(o, T; #'(Q)) n z;'(o,T; w) n #'(o, r; z.'(Q)) n z.'(Qr),

(ü) A equação (3.6) é bati,afeita qtp em QT;

liii) Satisfazem as seguintes identidades integrais pctrü todo g C LZ qü.T,V) e $ C

L'(o, r; #.l (n)') ;

' {(p*u*).,p) +(p*Pku@-O,(u* . V)p)+(Vu', Vp) --(2p,rot«*, p)

onde Ã

0
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+;i(Ap*u*,p) (p*.f,p)}dt = 0 ,

{((P*«,*)., @) +(P*Pku@-n,(«,' . V)@) + B(«,*, @) + 4P,.(«,*, @)

-2p,(r't ''*, Ú) + il(Ap*'«*, d,) -- p*gldZ = 0,

0

onde

B(.«,@) = u(V«,, V@) + l(div«, divã).

Para. mostrar que o sistema (3.4) - (3.9) possui soluça.o única, usamos o método

de Galerkin, que consiste em considerar conjuntos completos {pi(z)}=: e {é{(z)}=:

dos espaços y e X(l(n), respectivamente, e as aproximações de Galerkin

«:(«,t) = )ll:a«(t)p:(«), «,:(«,t) }.la;«(t)ó:(«).

Para ui e zog), respectivamente, satisfazendo as equações seguintes

(,*#, ,.) * '',*'.'*-:' . ,,«', -., * ',«:, ',.,
'pj) + 2p,(r't '":, p.j) -- ãtl(Ap*u:, pj),

l lt 2

(3.10)

(,*Ç, *.) * ..,'*.'*-:' . «,«', *,, * ',«:, '*,' * '«,'«:, *,,
= 2p,(r't ":, Ój) + (p*g, Ój) -- ã:l(Ap*'":, Ój),

'''- "I n . ,.r. H ; rÃpq ; n ; r; a i

(3.11)

«:(«, 0) - «â., ,«:(«, 0) - w:.

O sistema(3.10)(3.11) junto com as condições iniciais é um sistema de equações

diferenciais ordinárias e de uma forma padrão se prova. que existe uma única. solução

lul,zo:) num interva]o lO,Tn), Vn C ]N. Usando as estimativas a priori para o

(u:, to:), obtidas no Teorema 3.4 abaixo, podemos obter um intervalo 10, T) onde as

soluções podem ser definidas para todo n C IN.

Agora. faremos algumas estimativas a priori que posteriormente serão úteisS
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3.3.1 Estimativas a priori para a densidade

Primeiro observemos que pelo princípio do máximo obtém-se

0 < m $ P'(z, t) $ M'.

Multiplicando (3.6) por pk e fazendo integração por partes, obtemos

iliPlp'iÍ'+ ;llVp'll' Pk"@'o . V)p*p*dk

/n(PA"@'0 . V)b?-dA

[ di« (Pi"ü'O)-ky-dk

63

Portanto,

;::llp*ll' +1llvp*ll' - o

i:itp*n'+ {.Z'llvp* ll'd. - é:itp* il' - l:iip.n'.

e, conseqüentemente,

Portanto,

l .Z' llVp*(')ll'd' $ C', ;:p llp*(t)ll 5; C'.

Como T é finito, temos as estimativas

IPkllLm(o,r;a(n)) 5; 0' ,

;IIPkIIZ,mP,T;H-(Q» $ C'

a. equação (3.6) por --Apk e integrando sobre n, obtém-se

11.ttvp*tt'+ -lll.ap*ll -((p*«ü'o . v)p*,'\p')

((VP* . V)Pku@'0, VP*)

5; llvpku@ oll llvp*llÍ.

$ C'llu@-0llVllVP*ll{..

Multiplica.nd o

(3.12)

(3.13)
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Usando a desigualda.de de interpelação, obtemos

IVP*llz. $ 11AP*ll llP*lll AP*ll

e, consequentemente

liivp*Íi' + ;llAp*ll' 5; c'tllu@-oll}.

Fazendo integração de 0 a t, temos finalmente

llVp'(z)ll' + {.Á' llAp*(')ll'd' 1; C'k.Z' ll«ü-o(')ll} + llVp*(O)ll'
<. ck

Assim,
t

Í- /. llAp'(')ll'd' $ C' . (3.14)

No próximo teorema. estabelecemos um resultado de existência e unicidade para

o sistema (3.4) (3.9) de soluções reprodutivos fracas. H

3.4 Soluções reprodutivas do problema regulari-
zado

Teorema 3.4 .4sswmamos que / C L'(0,T; #), g C Z,'(0,T; L'(Q);) per ód cas de

P.«ÚdoT<.., uá C H, wá C Z,'(Q),pã C :(Q), 0<«.5;pâ $ M 5; 1. Enfã«

existe u«a única sol«.ção j«ca d,o sistema (3.4) (3.9) tat que

«* c c(lo,rl; #), .«* c c'(lo, rl; L'(n)'),

(p*«*). c L'(o,r; }''*), (p'«,). c z,'(0,7'; H':(Q)'),

«â (r), ««á pã

])emonstração: A prova. do teorema será feita. em três etapas

(i) Estimativa a priori básicas para u5 e to:
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h/multiplicando a equação (3.4) por 2u5 e integrando sobre n, obtemos

2(p(":)t, ":) +(p + p,-)(V":, Vu:) - 4p,(r't '":, u:) -- :l(Ap*":, u:)

2((PAPA«@ 0 . V)«5, «:).

Além disso, observemos que

2(p*(":)., ":) - Êll'?»«:ll' - (pl":, ":)

.6), obtém-se

(í'l;":, ":) - -((p*"''' . v)p*, ":) + {(Ap*, "!).
tas últimas expressões em (3.15),

2(p*(":)', ":) - 2((papa"''' ' v)":, ":) - à'(Ap'":, «:)
-((P*u*'' . V)P', «li) - 2((P*Pk«*-' . V)«:, «:).

Como div (Pku'':) = 0, temos

(Pk«*'' . V)p* = di« (p*Pk«'':)

e da equação (3

Substituindo esSll

(3.15)

e, portanto,

-((P#«*': .V)P',u:) i«(PAPA«' ')«:,«:) (P'Ph«*':.V)«:,«:)-

Logo,

2(p*("1:)', ":) - 2((p'pk"*'' . v)"li, ":) - â('\p*":, «:) - o

Usando estes resultados, obtém se

:-ll.ç&ii.,511' + 2(p+ p,)llVu:ll' = 4p,(rot w:, u:)+ 2(p'/, u:).(3.16)

Por outro lado, multiplicando (1.3) por 2w: e integrando sobre Q, obtém-se

2(Pk(w:)t, w:)+ 2((PAPA'uk-'. V)lo:, to:)+ 2pllVw:ll'

+27lldi«««111' + 8p,ll«,:ll'(-.t u:, «,:) + 2(p*g, «,:) -(;Ap'w:, «,:).
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Analogamente ao feito anteriormente, temos

2(p'('":)', '":) - 2((p'&"*'' . v)'":, "':) - i;(Ap*'":, «,i) - o

Assim, obtemos

:llV/piw'll'+ 2pllVt«:ll'+ 2'vljdiv u'kll' + 8p, lltoill'

= 4p,(rot u:, «,:) + (p*g, .«:).

gualdades(3.16) e(3.17), obtemos

:(ll v6i"li ll + li.#F«,: ll')+ 2(p+ p,')llv":ll'
+2l'llVto:ll' + 2'yljdiv m:ll' + 8p,llw: ll'

= 2(p'/, u:) + (p*g, «,:) + 8p,(rot u:, «,:).

A seguir faremos estimativas para o lado direito de (3.18). Assim,

2(Pk/,U:) $ 2llPkllLmll/li llU:ll $ Ccll/ll' +CllVU:ll',

Somando as i

(3.17)

(3.18)

2(p*g,w:) 1; 2llpkll llgll lho:ll 5; o8llpll' + õllvto1111',

8p,(rota:,u':) $ 8p,llw:ll jjrot u:ll = 8p,fito:ll llVu:ll

8p,ll«,:ll' + 2p,.llvu:ll.

Usando estas estimativas em (3.18), obtemos a desigualdade

i(ll\Óliu:ll'+ ll «ptw:ll') + 2p,- llVu:ll'+ ai llV«,:ll' + C'2ljdiv w*ll'

$ c'(ll.fll' + llgll') . (3.i9)

Integrando a. estimativa (3.19) de 0 até t, obtém-se

«: c L'(o,T; L') n z,'(o, T; #),

w: c É'(o,T; H.l(n):) n L'(o,T;z.'(Q)')
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uniformemente em k e n.

Estas estimativas implicam quando n. F->p +oo

«: -.> u* fraco em L'(0,T; y),

«i -> u* fraco * em Z,-(0,7'; #(Q)) (3.20)

e

«,: ..> .* fraco em z'(o,r;.r4(n);),

.li -} to' fraco * em Z,-(0,T; Z'(Q);) (3.21)

Agora mostraremos que (paul)t C L'(0,T; yt) uniformemente em n. Multipli

quemos a equação (3.4) por uÍI e somemos esta equação a (3.21). Obtemos

2p,rot ««* + p*./' + (p + p,)Au: + :iAp'u*
-(P'Pk«*'' . V)ui - (Pk«:'' . V)P*«:

Observe-se que

2p,rota:jjy. = 2p,. sup <rotw:,@> = 2/z, sup (to;,Ó)
llÓllv51i lléllvÉi

5; 2p, sup llwkllljrotÓjl =2p, sup lltotllll@llv
llÓllv$i llÓllv$i

2p,ll«,:ll,

IP'./:ll = suP <P'.f,Ó> $ 11P*llLmll./'ll,
llÓllvÉi

(P+P,) s«p<.&«5,é>+p,) s«p(V«:,é)
IÓllv$1 llÓllv$1

$ (p + p,)llv«:ll,

! :.p <.xp'":,Ó> 5; -} sup lla.p*ll llu:llt,ll@lll,
K llÓllvÉI K llÓllv$1

$ T- s«P llAP*ll llVu:ll llÓllV
k it.ãÜ-

1; {11 p*ll llv«:

l(p + p,)A«:ll«.

[',*" ,.
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(P*PÊu*-' - V)u: + (P#u*'' . V)P*u:llv. = suP <P*PÊ"*-' ® u:':,V@>
!tÓltv$1

$ sup llpkllL-llpÊu*':llz,.llu:llJ,.lléllv $ c'llp*lll«llvu*''ll llvu:l
llÓllV$1

$ clip«'':ll' + c'llv«[ll'

Portanto,

:;','«:, $ c'll./'ll + 2p,ll:«:ll + c'llvu:ll +

+cllv«*'' ll' + c'llv«:ll'

llv«:ll

Logo,

/I' g:@*«:) .dt$am,
donde C'(k) independe de n, portanto temos que

g:(P*":) € z'(o,r; I''*)
uniformemente em n.

Passando ao limite quando n F--> oo, temos

á(p*u*) fr"'m-te em L'(0, T; }''*).

Analogamente, obtemos a mesma estimativa para. ã(pkwi) e, assim,

á(p*'":) C Z''(0, T; y") -iform'm-te 'm ".

a k k
P U (3.22)

obtém-se

Logo

i(p*'":) '-> ãi(p*'"') f'a-m"te em z'(o, T; L'*) (3.23)

(ii) Continuidade das funções

Para provar que as funções uA : l0,7'l H # e wk : l0,7'l -> L2(Q)3 são

contínuas, tomamos o produto interno no L'(Q) na, equação (3.4) com (o -- uk),

onde uk C UA = <ui,...,ux;> (UA é subespaço de dimensão finita em y) e t; C



Cap. 3. Soluções periódicas dos fluidos incompressíveis assimétricos não-homogéneos 69

L'(0, T; L'). Analogamente tomamos o produto na equação (3.5) com (/z -- wk), on-

de A C Z' (0, T; W(l(n)') e wk C I'rk = <tol , . - . , tok> subespaço de dimensão finita em

l/Ü(n)); e {zoi , . . . , tok, . . .} base de Faedo-Galerkin. Obtém-se

(,*Ç,« - «*) * .,*.««*'' ',«*,« -«*' * '« *«,'«'"',« - «*,

-2p,(rot""*,u u*) + :;:(Ap'u',u -- u*) -(p*/,u - u*),(3.24)

%- -- Pk«''' . V)«* - {'-«*, (3.25)

(«*T,« - «*) * ',*'««'''. ''«',"-«'' * ««'"*,« «',

+"y(div (,«'), div (A - :«*)) + 4p,.(«,*, A - «,') - 2p,(rot u', A - «,')

+:i(AP*w*, A «,*) - (P'g, A - «,'). (3.26)

Multiplicando a equação (3.25) por uk(u -- uk) e integrando sobre n x (0,T)

esta última. expressão, integramos a equação (3.24) com relação a. f e, finalmente,

somando estas duas desigualdades obtém-se

/I'l(i(p*«D, «-«') + 0*pk«*': . v)«*, «-«D + «pi«*'' . v)p'«', «-«D

+(p + p,-)"("', " -- u*) -- 2p,(r't '"*, « -- u*) -- :ll(Ap*"*, « -- u')} dt

(p'/, u -- uk)dt.

Som-do ' r'star-d' "' últim' iguald'de áoT (aval,« -- u') dt, obt'm's

/l l lv,« - «'l+(,*«t«*'' . 'a«',« -«*)(@*«''' . 'a«*(« - «5)

+(p + p,)"("', " -- u') -- 2p,-(r't '"*, « -- u*) -- :ll;(Ap'"*, « -- u*)} dt

Á'l.«'.,« *l'':Ç'u,«-«'ll«
[:-,' .,« - «'.-*J:Çw%P,«

T
0
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*; ,c' l.« - «*,Ç,« - «*l « * ; .{' I'« - «*,Ç,"

-;.Á'i"',*,''''« '"*;.c'l.« ç,«-«*l
+ I' ÇP*J," - u* )dt

ZI'(p*/, " - «*)dz + lí .Z iii(p*)'/'(" - "')ll'dt
-i/'(div(p'PA«*'')(u - u*),« - u')dt2 ./o

-t-àl. «« ,«

depois de ter usado a. equação (3.25) multiplicada por (u -- uk)

Usando o teorema da. divergência, temos

(P'(Paul': . V)u*,« u*)+((Pku*''. V)P*,u*(« --

= --(P*Pku''' . V(«' -- u*), u')

0

«*) -'

dz

(3.27)

«*))

(3.28)

e

-(«di« lp'PAu'''l,« u*) + É'(di« lp*Pk«*-'l(« - «*),« - «*)

-(P'Pku*''. V(« -- u*),«*) =(P*P#u*-: . V«,« -- u*) .(3.29)

Substituindo a equação (3.25) multiplicada. por u(o -- uk) na igualdade (3.27)

usando (3.28), (3.29), temos

Á' l«':,« - «*l * .,*««*'' '",« - «*' -'- '« -'-«,'.'"*,« - «',
2p,(r't "*, « -- u*) + i('\p*", " - u*) - (p*./, " - u*)

(1')):/'(«(1') - «*(7'))ll' - l;ll(p'(o)y/'("(o) «*(o))ll'

V« C Z'(0, 7'; }'')

e

(3.30)

Similarmente, para. a equação (3.26), temos

{'ll,*$,« * .«'«:«''' :'","-«*' *-'«*,"
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+7(di" '"*, di«(A - w*)) + ;('\p*A,A - .«*) -(p'g,À - ««*)

(p*(z')y/'(À(7') - "'(7'))ll' - ;ll(p*(o)):/'(A(o) "*(o))ll'.(3.3i)

Seja uE solução da,equação

Escolhendo u = u$ em (3.30), obtém-se

-, .Z' (p'):/'%f d{ + .Z'tp'(«$ - «")(P#«*'' . V)«:(p + p,)«("', "5 - «')

2p,(''tw*,u: u*) + it(z\p*"5,u: - u') -- (p'.f,u: u')

(t)):/'(«:(t) - "*(z))ll'

Portanto,

11«5(t) - "'(t)ll' 5; c' /I'lp'(": - "')(pA"''') ' v": + (p + p,)"("*, ": - «*)

-2p,(r't '"*, u$ -- u*)+ ã-(z\p*":, u: - u*) -(p'/, "$ - u').

Observamos que o lado direito desta desigualdade tende para zero quando 77 tende

para zero. Portanto, uk C C'(lO,rl; H). Similarmente, usarldo este argumento na

equação (3.31), obtemos w* c C'(lO, rl; .rq(n);).

«:;«$ -'- «; - "',
«$(o)

(iii) Propriedade reprodutiva

Assumimos que p*(0) = p*(T) e definimos

{« C Z,'(Q)3 l « /'u, « C UA},

{A C Z'(Q) l A (Po):/'.«, «, C Wk}

Observemos que G, F sã.o corlvexos, fechados e limitados no L2(Q)3.

provar que a.aplicação

Q«.-.«.:

S : G x }' i.-.> G x t'
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definada. por

te

nte, como

Alguns result.ados sobre os fluidos micropolares não-homogêneos

(pl./'uâ, pà/'«:) ->((Po)'/'u*(7'),(Poy/'«,*(7'))

m um ponto âxo.

Primeiro mostramos que S é contínua. Sejam

{z:(«,t)(t)p;(«), úl(«,t)(t)@;(«)
i= 1 {:: 1

soluções do problema (3.5) (3.7) com dados iniciais ã:lo, üi.. Analogame

foi provada a estimativa (3.18), obtém-se

Ê-(IÍ'J7(": - ü!)ll' + il\,/B'(.«: - ú:)ll' + 2pllv(": - ü:)ll' + ': llv('": - '":ll'
+c,lldiv (««: - ú:)ll' 5; o

Integrando com respeito a t, de 0 a. T, obtemos

ll(p*(r)y/'(ui(T) ü:(r)yll' + llv;k(r)(«,:(7') - ú:(r))ll'

$ C'(ll«Ph(0)(«:(0) Üi(0))ll' + llvÇlk(0)(«:(0) - Ú:(0))ll'

o que prova a, continuidade da aplicação S.

Vamos mostrar agora que existe Bn(0) tal que

S(Bn(0)) C Bn(0).

Como «. $ p*(:«,t) $ M e «(«,«) 2 C' l«ll' p;ra todo « C X.l(O), temos

Ê(n@«:il' -- iiN«:n') -- g iiN«:ii' -- XnN«:íi' : 'oi/n' -- ii«ltn.

Pondo co = min {-B!-, $f}, temos

Ê(nM«:ii' -- iiN«:ií') -- «OIW«:ii' -- n»«:n' ' 'oí/n' -'- í.iln
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co're .k(T)":(r)ll' + llV4;k(T)'"i(7')11') $ 11V/PA(o)":(o)ll' + llvP*(o)'":(o)ll'

+C' l.Z' ."'(ilJ'(')ll' + llp(.'-)11') d,-
Portanto,

l Ói?i5«:(7') ll'+ llÓiiHw:(7')ll' 5; .-"'(llv/ík(o)«:(o)ll' + llV:litÜ'w: (0)ll '

+(y/ '(ll/(a'-)ll' + llg(r)ll')d7' 5; R'
0

Ente.o, é suficiente considerar

. ..
' 1 -- C--coT

Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder, S tem um ponto fixo. Evidentemente,

este ponto fixo é uma. solução reprodutiva aproximada. Assim,

pi/'«: (p.):/'«*(r),

pl,/'.«á (P.y/'w'(T)

provada tomando u*(0) = u'(T) e a aplicação S é agoraidade de p é/'L pçiiuui\,

definida. como

(P*(o):/'u*(o), P*(o)u'(o)) o(p*(r):/'u*(r),(p*(7'):/'«,*(7'))

Depois de fazer o procedimento similar, concluímos que pt(0) = pk(7').

Agora. provámos o teorema principal deste trabalho

3.5 Demonstração do resultado principal

Para. finalizar a. prova do principal teorema deste capítulo, vamos obter as seguintes

estim ativas :

lu*(í + A) - u*(t)I'dt $ cA:/', Vb > 0,(3.32)

u'(t + À) t«'(Z)I'dZ $ cA:/', VÂ > 0. (3.33)

T

0
T

0
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Observemos que multiplicando a equação (3.6) por uk e somando a (3.4), obtém-se

;(p*"') - p'J'+2p,rot«,* + * Ap*u* + (p + É',)A"* -- (p*Pi"''' . V)"*
/ D . .A--l t7\ .k..k

k

Portanto,

(i'«'«*,, «)

e

(p'/, ") + 2p,(r't w*, «) - ;(Ap'"*, «) -(p+ p,)(v"*, V")

--(P*Pk«*-' , (u' . V)«)

(FÊ,u), Vu C y.

Integrando (3.34) de t a t + A obtém-se

Tomando u = u*(t+A) -- u'(t) e pondo uE(t) =u*(Z+A) --u*({) e

pÍ(t) + h) - p'(t), temos

((P*«*)(t + A)(P*«')(t),uE(t))(t + A)«:(t),uE(Z)) +(Pi(t)«*(t),«i(t))

levando em conta a equação (3.35) podemos escrever

(p'(z + A)"t(t),"E(t)) - -(pi(t)"*(t), "E(t)) + 1./ Pi(')d',"t(t)l . (3.36)

O mesmo procedimento pode ser aplicado para. mk, isto é, multiplicamos (3.4)

w* e somamos à equação (3.5). Depois, o resultado multiplicado por t; C /#(Q)'

fornece a. expressão

4p,("'', ") + 2p,(''t "*, «)+ ãl(Ap*"'*,«) -(6'k(t),").

Tomando u = tok(t + A) toA({) e trocando uk por wk no procedimento anterior

podemos obter

IP*(Z + A)wt(t), .«Í(t))(t)w'(t), «,f(f)) +

((P'u')(Z + A) - (P*u*)(t), «) =

i(p'"'), "I -(p*g, «) - p(V'"*, V") - '(di" '"', di«(""))

r''" g:ü*«D, « ds

(3.34)

FA(s)ds,t, l (3-35

t+h
G*(.)d. , «,«(t (3.37)



Agora vamos voltar para a expressão (3.36). Observando que da. equação d

densidade, obtemos

p'ltt) - 11" ' 1b.pk (sõ'\; - f" (p*uk'* Çsl . '7)pk t: )à.;

plicando esta igualdade por uk(t)u, obtemos

',"',«'''',«''» - ; l/'" »,*'.''-'''',«.',l
ZI'"w:«*''u,'w'.'«*o,, «.ol

['*"p':«'''u«*u-.«*u, ,«u]
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a

e multa

Logo, pondo u = uli(t), temos

(pi(t)«*(t),«E(t)) $ / ' -;11a.p'(.)lld.llu*(t)ll..ll«Í(t)ll ,

/ ''" ll Pk«*-'(.)ll., llp'(.)llL-d.llV«*(t)llL- flui(Z)lla
t+À

+ / ' llPk«'':(')ll.,llp*(')ll.-d'll«*(t)ll..jjV«i(Z)ll-

t

f

H-'

1: 11 .Àp*(')lld'll«*(t)ll '' ll«i(t)ll ''

: ' l/'"..I''' l/'"i«',*'.« '''«,«'''" ',««'"

. ':'«''' l/'" i«»«*'.« «,«*''" ",««'"

11 Pku'''(.)ll,,. llp*(.)llt-d.llVu'(t)ll l

1; /'''" llV«*''(.)lld.llV«'(t)ll llV«[(t)ll

: '«:'' l/'" «»«*'''." "' «,«*'''" ":'««',

)

luE(í)lll,4h

f

V'u' :(s)jj'd.
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IPA«' '(.)ll., llp*(0)llL-d.ll«*(t)lla llVuÍ(t)ll

$ C'A-/, l/'" llVu'''(')ll'd'l llVu*(t)ll llV"i(t)ll.

Portanto, obtém-se

',«,,«''*,, ««'" ' '«''' «/'" ;i"»,*'.,«'..l ''l l/'" «,«*'''.,«'-.i '''l
lv«'(z)ll llv«:(t)ll.

Agora passamos a estimar o segundo termo do lado direito da igualdade (3.36),

"m«

l/'" ,«..,«., ««,,l

l/'" «*..,''.,';, ««*,l * :«, l/'" «* «'''

-i l/'" '«*'.'«*'.,-., ««',l - .« * «,, l/'" ,«*'.'-., »««:,l
/'+'(p*(s)Ptu*''(s),(u*(s) . V)uÍ(t))ds.

Estimando cada termo desta. última expressão, temos o seguinte

l/'"«'.;'''.,-.,««',l . /'" ««*'." "''." ««'"

IVuÍ(t)ll .g .h'/'llVuE(t)ll Vu«(t)

Z

t+A

)d. , «{(t

1/(.)11'd.

e, além disso,

,«, l/'" «' «''.''., ««*,l

..«:''l/'"

'« * «,, l/'" ,«*'.'«., ,««',l
s; .A:/'llv«i(t)ll

r''''" w*(')d', ''' «i(')l

.g .A'/'llv«E(t)ll,«,'(.)ll'd. llv«[(t)

{'*''«* ii'-.I''n~'«:'',ii
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e finalmente limitamos o termo da. forma. seguinte

'+"(p'(.)Pku*''(.), u'(.). V)uE(t))d'

l.í'"««*''" '«*'''." '." '.l «,««'«

. ' l/'" «,«*':'." ":'«*'.« ..l «»«"'«

5; C'A:/, l/''''"(liV"'''(;)tl' + IÍX7«*(O)iÍ')d'l .llVuE(t)ll
.$ cA:/'llVuE(Z)ll

Portanto, concluímos que

l/'" «..,'., ««.,) . .«'''":'««'"

!
<

Assim.

(P*(t+ A)«E(t), uE(t)) $ C'A'/'lVuE(t)ll + aA:/'llVu'(t)ll llVui(t)ll

l(P*y/'uE(t)ll' $ C'A:/'llVuÍ(t)ll + C'A:/'llVu*(t)ll llVuE(t)ll.

Como pk ? a > 0, obtém-se que

l«E(t)ll' $ C'A'/'ll«{(Z)ll«(i+ llu*(f)ll«).

Integrando esta última desigualdade entre 0 e T -- h, obtemos

Zll'' lluÊ(t)ll'dt $ CA:/, .Zr-A lluli(')llv(i + llu'(')llv)d' $ c'A'/, .Za"g(')d'.

Como g C L'(0, 7'), consequentemente,

«* c Jv:/','(o, r, #).

ndo o mesmo procedimento realizad

w* C N-'/','(0, T; L'(Q)a).

Da. expressão (3.37) faze o para uS )

(3.38)

É, obtemos

(3.39)
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Para. fazer a. pa-ssagem ao limite da. formulação variacional do problema. apro-

ximado para. a formulação variacional do problema contínuo é necessá.rio obter as

seguintes convergências abaixo.

Devido a (3.20) e (3.21), obtém-se

uk --> u fraco em Z,'(0,T; V),

u* -+ u fraco * em Z,-(0, 7'; #),

«,* --} «« fraco em Z;'(0,7'; .rH(n)'),

«,' -.} «, fraco * em L-(0,T; Z.'(Q)').

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Devido à. imersão de Sobolev,

}' --+ (z'(n)y

é compacta com q < q" = 6 e, além disso, a imersão LÇ(Q)' --} Z'(Q); é contínua

Devido ao Lema. 1.4, temos

z.'(o, r; }'') n JV'/'''(o, r; L'(Q)') --} z.'(o, T; É'(Q)3),

com q C l2, 6) é compacta e portanto

uk --> u na topologia forte de L'(0, 7'; Z,ç(Q);) (3.44)

Similarmente, como a imersão de Sobolev W.l(n); --> Z,«(n); com q c l2,6) é

compacta, obtém-se

tok -> w na topologia forte de Z,'(0,T; Z,ç(Q);) com q C l2, 6). (3.45)

Para. Pkut'l valem as mesmas estimativas que para uk'i. Temos

Pk.üA-' --} u na topologia fraca. de Z,'(0,TI V),

P#uk-' -> u na topologia forte de L'(0,T; LÇ(Q);)

(3.46)

(3.47)
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pt -> p na tipologia fraca. * de L'(Qr). (3.48)

e que

(Pku*''P', 9) - (P«, P) (P'«,9)(PU,P)+(P*(Pk«'':),P) -(P*u,9)

((P* - P)u, Ç,) + (P*(P#«*': - u), 9).

Vemos daqui que quando k n- oo, os termos da última expressão tende para zero

devido à convergência fraca 'k de pk E--> p e, no segundo termo, devido à limitação

uniforme de p' em É"(Q) e a convergência forte de uk a u em Z,'(0,T; ÉÇ(Q)').

Portanto,

(Pku*'')p' --} pu na topologia fraca de Z,'(0, T; LÇ(Q);). (3.49)

Agora faremos o passo ao limite, desde a. Definição 3.3 à Definição

exemplo,

3.1, por

n .Á' (â.«*«',, «l « .c' ii.««,, «l «
z' 1,«, $1 «

(3.50)

e

!Ü.l. (P*P.u''* ,(«: .'v)9) l.

devido a (3.49) e (3.44). De forma similar, obtemos para as zok,

l:m J l.pKPKuK'l ,(wk .'V)Ú)dt = 1 (pu,lo . 'V$)dt,

devido a (3.49) e (3.45) e

z« Z' lâ',*«*,, «l «

(PU, (u - V)9) (3.51)

(3.52)

,c' ii.,«,, «l «
:' 1,«, $1 «

(3.53)
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Veja.mos agora. os termos abaixo:

l .Z'('Xp*"*,p)d' 5; ;.Z llAp*«"ll.,llpll.,d.

ã .Z llZ\p*ll.,llplld;

ã .Z' llAp'lll,d..

supllp*ll ( ) + ;.Z llpllw,,,(n)ds $ 02,

c .Zr llAptjlpds $ ;1 h-} 0 quando k E--> oo.

De forma similar temos que o termo

l /' (z\pkwk, g)ds » 0 quando Ã -> oo.2A ./o

Devido à. linearidade dos outros termos, é fácil passar ao limite nas duas ex-

pressões variacionais da Definição 3.3 e usando (3.50) (3.55) vemos que u, m satis-

fazem as equações (ii) da Definição 3.1.

Consideremos agora. a equação

%Í+V . (PkUk'' .Pk) = 1 AP*(-ã:'-, Ç')H--(Q)H.I(Q#(V ' (PhU'''P'),Ç')H--(Q)HI(Q)

1; (APk, Ç')H-- (Q)Hj (Q) '

obtém-se

(3-54)

(3.55)

Observemos que
l l ,r l l l ,a''
i .Á (Ap*,q'') 5; i Jo (Vp',Vç')dt

já que !:ok = 0 sobre aQ, portanto

{ z'''«*,«, . üz' (z ü ,,* '.,)''' (z »« ')'''
: ü {/' ! Á ,,' ''«'' * z'Á '« '-«''}
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Por (3.13) obtém-se

.É -- ando k p-} oo' 2.,/Z;

Portanto, laPA } está limitada em L'(0, T; H''(Q)), isto é

illÍ -> X na topologia fraca de L'(o, I'i a''(n)).

Observemos, ainda, como pk -> p na topologia fraca + em Z,'(Q)

particular que

l
.ÀPt , P)k

(3.56)

Temos em

(p", (p> -} <p, ç'> em P((U, 7') x i!).

«ç,«» - -«,*, #» « -«,, #» - «g,«».

Desta última. relação e junto com (3.56), concluímos que

1ll-- -> g: na topologia fraca de z,'(o, r; H''(n))

Portanto, da. equação (1.3) obtemos, por passo ao limite sobre X;, a equação

Assim,

(3.57)

+ V . (UP)

Além disso, como p' C C'(l0,7'l; H''(Q):), pois usando o Lema 1.5 com Z,-(Q) -+

#-'(Q), que é compacta, podemos concluir que

P*(3, 0) -> P(z, 0) po(«) em #':(n)

Assim, flnalizamos a. prova do resultado principal

Observação Um problema interessante a. estudar é a existência e unicidade de

soluções periódicas fortes. Devemos notar que o problema está em a.berto mesmo

no caso dos fluidos não-homogêneos.
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Para. as equações de Navier-Stokes clássicas isto já foi respondido por Serrin 1631.

Os argumentos usados por ele são os argumentos de perturbação.

Recentemente Rato 1341 mostra resultados melhores que os de Serrin, fazendo

uso do método de Galerkin espectral. Em IS01 mostram a existência. e unicidade

de soluções periódica.s fortes para- uma classe de equações de evolução abstratas,

que contém como caso particular as equações de Navier-Stokes clássicas, magneto-

hidrodinâmica, Boussinesq, magneto-micropolares com densidade constante.

Talvez as idéias desenvolvidas aqui possam ser úteis para responder a. questão

da existência e unicidade de soluções periódicas fortes.



Capítulo 4
-u-'-S#+©+

Equações variacionais

4.1 Introdxtcão'3-'

As desigualdades variacionaís (ou inequações variacionais) em mecânica são bem

documentadas no livro clássico de Duvaut e Lions j191, Glowinski, Lions e Tremo-

liéres 1291. Basicamente elas surgem quando colocamos restrições às incógnitas, por

exemplo, exigir que o campo de velocidade seja limitado em alguma norma LP, o

que refletiria algumas limitações físicas.

Nas equações de mecânica. dos fluidos existem alguns trabalhos, tanto para o caso

estaciona.rio e de evolução, ver por exemplo, Biroli l71, Lions 1431, Khoi e Schmitt

l35j, Lukaszewicz 1481, Salva j711, Antontsev et al. l21.

Binoli estuda as equações de Navier-Stokes de evolução clássicas com a restrição

u(t, z) 2. 0. Lioíls nos apresenta. uma. variante dos fluidos não-homogêneos de evo-

luçã.o, Khoi e Schmitt estudam as bifurca.ções das inequações de Navier-Stokes estaci-

onárias. Lukaszewicz o caso das inequações micropolares (com densidade constante)

estaciona.rias, Antontsev et al. l21 o caso das inequações dos fluidos não-homogêneos

de evolução com condições sobre as deriva.das normais sobre o campo de velocidade

e, finalmente, Salva também estuda. o problema dos fluidos não-homogêneos com

condições tipo nulas na. fronteira. com o campo de velocidade pertencendo a. um

83
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co«ju«to con«xo.

Apresentamos neste capítulo uma extensão dos resultados de Salva para o mo-

delo dos fluidos não-homogêneos assimétricos de evolução. Estes seria.m, em nosso

conhecimento, os primeiros resultados desta. natureza para as equações micropolares

de evolução.

A técnica que utilizaremos são as técnicas clássicas descritas em j191 e 1291, a

saber, aproximação por problemas finito-dimensionais, introduzindo os operadores

de projeção correspondentes que nos permitem reescrever nosso problema original

como uma equação. Posteriormente, provaremos algumas estimativas a priori uni-

formes para as aproximaçéos, as quais nos permitirão passar ao limite e mostraremos

que o limite é de fato uma solução para nosso problema original.

Salieíltamos que nosso trabalho difere do trabalho de Salva na obtenção da con-

vergência forte nas aproximações, pois utilizaremos os resultados devidos a J. Simon

1801 em espaços de Nikolskii para obter a convergência forte mencionada.

4.2 Colocação do problema das formulações va-
riacionais

O objetivo desta. seção é fazer uma formulação variacional do sistema de equações

(0.1) (0.3) que utilizaremos posteriormente nas seções seguintes. Para isto, come-

çamos definindo os seguintes espaços vetoriais

{« c z'(o, r; }')/: c z''(o, r; z'/;(n)), g: c z''(o, I'; z,;/'(n) ,
j - 1,2, 3}

{« c z,'(o, r; x'(n))/S c z''(o, r; L'/;(n)), ig: c z,"(o, z'; L;/'(n) ,
Í - 1,2, 3}

W

A[ém disso, consideramos os dois conjuntos convexos ]Ki Ç }' e ]K2 Ç /Ü(n)
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nã.o vazios, contendo o elemento nulo.

Sda l?(u,u) = p(V«, Vu) + 7(di«u,div«) e co«sideremos o sistema

(pgl:," -- u)+ .Á p(" v)"(" -- u)d"+ p"("," - ") + 2p,(r't '"," -- u)

? (P/, « - u) « C H<: (4.1)

(pgl!, 'P - «,) + .Á p(" ' V)'"('P - '«)d" + B('", V' - w) + 4p,('", 'É - w)

? 2p,(rot u,Ú - «,) +(pg,@ - «,) @ C H<,(4.2)

: + di« @«) - '
satisfzendo as condições iniciais

«(«,0) em Q, p(z,0) (z) em Q, «,(-,0)

e as condições de fronteira

(4.3)

(4.4)

« s.ó«. Er a Q x (0,T) (4.5)

O objetivo deste capítulo é estudar a existência de soluções fracas para o sistema

(4.1) (4.5) no sentido da formulação variacional que obteremos nos cálculos a

seguir. Para. isto, multipliquemos por u ' (u -- u) a equação (4.3) e integrando sobre

Qr = n x (o,r) obtém-se

/l {(":,"-") +((" -V)p"," -")}dt - 0(4.õ)

Depois integramos a desigualdade(4.1) em relação à variável Z, de 0 até 7', e somando

o resultado a (4.6) temos

/(pii(p"),"-")+(("'v)p","-")+(p"'v",«-«)
+p«(u, « - u) + 2p,(rot .«, « - u)

? (P./, « - u) V« C H<- , (4.7)
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onde -, C IKi e lembremos que «(u,«,) = (Vu, V«,).

Observemos q«(u. Vu,p(u --u))+(u(u.V)p,« -- u) = --(pu,u.V(«-- «,)). De

fato, temos

di«l«(u (« - «))pj di«(u)(u.(« - «)p) + « - Vlu .(« - «)pj

« Vlu . (« - «)PI

« . V«(« - «)P + ulu . V(« - «)Pj

PU V«(« -u)+ul«.V(«-u)PI +«l«.(«-«)VPI

P« V«(«-«)+u(u.V(«-«))P+P(«.VP) «(«-u)

Usando o teorema da divergência, obtém-se a afirmação anterior e, portanto,

temos
r, a

4,(ãi(p")," - ") -(p"," ' v(" - "))+p"(",:

+2p,(rot «,, « - u) ? (p./, « -- u), V« C l<.

(4.8)

comemos nesta última expressão a quantidade .Z(a(PU) , t;)dt e observando
que

ZI (elgP,«-«)+(1lr,«-d (%:,«

í'' «oütlf-o- ,« - «)«* -* [' «-©' « - «)«*

Substituindo isto na. equação (4.8), obtém-se

/1(%l!," -- u) --(p"," ' v(" -- "))+p"("," - u)+2p,(''t'"," -- u)

?(p/,« -«)+.Á(eí1l:3j::0,«-u)dt , V"c ]K: (4.9)
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vi..loçi vç'ot:; aliou(i L4 uç

I'' «üül©- , « ,c'l"xP,«-0-'*;z'G« :,«
*; /' I'«=:-o, « - «l «

ã©.Z'np'/'(« -«)ll'+ l:.Z «« - «)g,« - «)dt

Portanto de (4.9) obtém-se

ZI(elgP," -- u) - p"," v("-- ")) +p'(","--u)+ 2p,(r't'"," -- u)

G:,/,«+ IÍÍ.Z'llp:/'(«-«)ll'+ ;.Z'««-«)$,« -«)dt 0.tQ

C.m. g + (« ' V) p 0 obtemos

u r' ("%,«

(ü) .Z ((" -")%,"-")dz -

VP)u, o -- u

u)u0 Vp,u u)df

Substituindo(i),(ii) em(4.10) obtém-se

((« ' VP)«, « - u) + 1;((« - ") ' u ' VP, « - «)
(pu,u . V(« - u))+ p«(u,« - u) + 2p,(rot w,« - u)

? ü./,«-«)+i-É:

r ,{ ,« «'

.Z" llp'/'(" - ")ll'}
Observe-se ainda. que

-(«(«'VP),«-«)+Ê'((« «)u'VP,«-u) -(P«,«'V(«-«)) «),

Ja que

di«l(pu)« (« - u)j di«(p«)«(«-«)+pu.VI«.(«- «)l

« di«(pu).(« -u)+p(«.V«)(«-«)+«(p« V)(«-«)
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Usa.ndo o Teorema. da divergência obtém-se

(«di«(pu), « - «) (P(« V«),« - u) - (P«,« V(« - «))

(P« V«,«)+(PU V«,«)-(P«,«.V«)+(P«,«. V«)

vem que

(« di« (pu),« - «) .2(P« . V«, «)+(PU . V«, u)+(P« - V«, «) (4.11)

Além disso,

di«l(pu)(«-u).(« «)l(pu)(«-u).(«-u)+p«.VI(«-u).(«-«)l

(PU)(«-u)(«-«)+2(«-u)(P« V)(« «)

e usando o teorema. da divergência novamente, obtém-se

(di«(P«)« «,« - u) -2(PU . V(« «),« «) (4.12)

. U IJ bClll-b

1;((« -«)di«(p«),« - «) -(«di«(pu),« «) -(p«,«'V(«-«))

2(PU V«,«)+(P« V«,u)-(PU.Vu,u)-(P«.V(«-u),«-u)

-(PU, u . V«) + (P«, « - V«)

2(PU - V«, «) - 2(P« . V«, u) -(PU . Vu, «) -(PU . V(« - u), «)

+(PU . V(« - «), «) + (P«, u . Vu)

2(P« V«,«)-2(P«.V-,«)(PU.V«,«)-(P« V(«-«),«)

+(PU . V(« «),«) + (P«,« V«)

2(PU . V«,«) - 2(9« . V«,u) -(PU . Vu,«)(P«

+(PU.V«,«)(P«.V«,«)+(PU,u.Vu)

Ípu . Vu. u u)

r
e, usando (4.11) e (4.12)S

v«, «) + (P« - v«, «

Vu,
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Finalmente obtém-se

r (pb},"-u)+(p:''V",« u)+p"("," ")+2p,(r'tw," u)

? b.f, « - «) + ;É .Z' llp:/'(« - «)tl'

?(p.f," - u) - ;llp'/'(o)(«(o) u(o))ll'

com u C L'(0,T; y), u C ]Ki, p C L'(Qr), Vu C ©, u C ]Ki.

Agora faremos a formulação Variacional para a equação (0.3). Temos

(p%!, é - «,) +(p(" ' V)w, é - '") - #(A'", é - w) - 7(di"("), di"(@ - '-))
+4p,(:«,Ó -- «,) - 2p,(rot(u),Ó- «,) ?(pg, Ó - «,) .(4.14)

Multipliquemos a equação (4.3) por w . (Ó -- w) e integremos em relação ao tempo,

de 0 até 7'. Então

Integrando em relação a t a. desigualdade (4.14) e somando a expressão anterior,

obtém-se

+4p,('«, #' -- «,) - 2p,(rot ", Ó - .«)}ldt

2 1 (Pg,Ó- w)d*

Observemos que

di«]u(«,(Ó- «,))p](u)«,(Ó-«,)p+ «.VI«,.(é-««)pl

.(@ - «,)pj

(@-«,)P+ w(u.V(é-w)p)-F.«(é-«)«.Vp=0(4.15)

Portanto, pelo teorema. da divergência

(P(u V).«,é-«)+((u.Vp)«,,@-«,) -(PW,« V(Ó-«,))

{'

l(À(p'"),é - w)+(di"(p")w,é - '") +(p(" ' V)'",@'- .«) + B('",Ó- .«)

g«, -' - " dt + / (div(pu)to,Ó -- w)dt = 0
0

T

0

(4.13)
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Logo, substituindo em (4.15), obtém-se

. {({(pw),é-.«) - (pw,u'V(Ó-«,))+B(«,,é-w)+4p,(,«,Ó «,)

2p,(rota,Ó-- «,)}d{ 2/(pg,@- «,)d{
0

a última expr'suão vamos somar e restar o termo .Zr( a(/)ó) , .# . u,)dt

' p9:l?-..b-mü-*eqP-,.b-wõ-PqP-,+ '"'''-+-«©
+B(,«,@ --«) + 4p,(«,,Ó- «,) - 2p,.(rota,Ó - «,)

os sobre os fluidos micropolares nãuhomogêneos0

0
T

NestS

T
pg, é -- to)dt

r .a(PÓÕ
/o(-:;liu',é- .«) -(p'"," ' V(d'- '")) + B(w,d'- '") +4P,('",#'-
-2p,(rot u,é - «,)

. (eeÇÊÍ'@,Ó «)dt

o que implica em

«)

z l çpg.'b-"')at-} (4.16)

Já que

B%q#,*-«.«*- r«,@\#,*-«.«** \r««* «.{ ,*
!,ó - «,)dt + lí.Z((ó- '")!,ó'-'")dt

l 'í .Z'il,:/'(d'- '")ll'dt+ ;.Z((Ó - '")$,Ó- '")dt

Usando a equação da densidade, obtemos as relações seguint

(Ü (' (%Ó,Ó- -Üdt - - ('(a\«b«)@,+- w)dt

(ii) / ((ó-.«)qi!,Ó-«.,)dt=-

es

0

(4.17)

l l,ü«çp"ÕÇ'b (Ó - «,)d3
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Substituindo(i),(ii), junto com(4.17) em(4.16), obtém-se

ZI(pg,.É - «,) -(di"(p")ó,ó- '") -(p'"," ' V(ó- '"))+ B('",@'- .«)

+4p,(.«,Ó «,) 2p,(rot(u),é- '«) + l;(di«(p«)(Ó- w),@ - «,)

.Z(pv,ó - '")dt+ {i'.Z' llp:/'(é - "')ll'dt

Agora, vejamos o termo seguinte,

-("' VP#',Ó-«,)+ ;(«'Vp(é-«'),@- «') -(P«,,u 'V(#'- w)) .(4.19)

Observemos que

Á« p(+-w). ($-«)'«-1&« '7p('b ")(Ó-«,)-t'l.p"' (p (Ó-«.)

portanto

nu' vp('b ««)a«--al.p-''v(ó- «.)(ó-«)-+ l.p«. (p ")v(ó «)
(4.20)

Além disso,

.v(pu'$'('b l.uvP'b'('b ")d" l.p"'''?'b(Ó «.)d''; l.p"'vÇ'#

Logo,

91

e

(4.18)

vpÓ.(Ó-«.)'"- l.p«VÓ(4-w)' l.p"'b'v(Ó-«.)a. (4.21)

Portanto, usando (4.20), (4.21) em (4.19), reescrita na forma integral, tem-se

V@(Ó- «,)d, l.puÓ.'v(Ó- «,)d"- l.p"'''V(Ó

pwu . V(@ - «,)

.p«. vó(ó- -«)-F l.pó(«'v)ó l.pó(«- v)«-- l.p("''7(ó- w»'}
l P("' v)($- w) P"("' v)l.@-«,)

Q
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.-(« '''©$ ,(«'''©«-*l.-(«'''©'' '''«)'b'"

' ''4ü-* J.,(«. ''«)#'-* J.,(«' ''dü« J.p(«' ''"'"
.p(" ' v'b)w -+ Inp(" ' v")«'

'b, ó- ««)

Portanto, finalmente

ZI(p(g,Ó- «,) +(p" ' v#',Ó- ,«)+ B(w,'#-w)+4p,('",é
-2p,(rot u,é - .«) -(pg, Ó - «,)dt

? -:llp'/'(o)(d'(o) - '"(o))ll'

Portanto, dizemos que ..s funções (u, to,p) é solução fraca do sistema (4.1)

se verificam as relações seguintes:

(',) .Z(pg:," --u) +(p" ' v",«-- u) +p'("," --u)+ 2p,("tw," -- u)

?(P./',« - u) - l;llP'/'(0)(«(0) - «(0))ll'

u c z,'(o,r: b'),u c ]K-,p c L'(Q), v« c w,« c IK-,

(b) .Z {(pg,é-w) +(p"' V@,@-«,) + B('",'#- w)+4p"(w,é-w)
-2p,(rot(u),@ - «,) -(pg, é - «,)}dt 2 -i;llp'/'(0)(Ó(0) - «,(0))ll'

w € Z'(0, T; #(Q)), «, C a<,

n g + di«h«) - O

(d) «(:«,0)(«),.«(,,0)(,),p(a,0)

u = 0 sobre Er = aQ x (0,T)

«)

(4.5) e

4.3 Existência de soluções fracas

Nesta seção, vamos enunciar o resultado principal deste capítulo (Teorema 4.1) e

todas as outras seções são usadas para. provar este resultado.
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Teorema 4.1 .4ssum. ndo as seguintes /zipófeses

/ C Z,'(0,7'; H),g C Z'(0,7'; L'(Q)),

«o C #, «o C Z,,(Q), «o C Ã'-,

po C Z;'(Qr), 0 < m 5; po(z) 5; M.

Então existem dísfr óuáções. (u, m, p) satis/acendo

« c z;'(o, T; }''); «, c z;'(o,r; H':(Q)');

p C Z'(Qr) e u C Ã'-,«, C Ã',.

S«tisJ«z.,«do « «t«çõe; («) (d) d« seção -te«io« p«« todo « ç: q, « C K* ' p""
t.a« é c ü, é c iK,.

Nesta seção consideremos .f:l como o operador projeção de L2(Q); sobre IKi, e

ponhamos

Q:«

O operador OI é monótono e hemi-contínuo valendo as seguintes relações:

(« - PÀ.«, Pk«) ? 0,

(« - d.,PK« - A) ? 0, VÀ C Ã'.

(4.22)

(4.23)

Analogamente, definimos o operador de projeção PÃ. : L2(Q); -> ll<2 e, além

disso, Q2u - u -- /)X-u é monótono e hemi-contínuo satisfazendo as relações (4.22) e

(4.23).

4.3.1 Problema auxiliar

Vamos considerar famílias de "aproximações internas" ym de b'' e W« de H'(n). Em

relação a estas "famílias de aproximações internas"faremos as seguintes hipóteses.
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(i) Um, W- são subespaços de y e #:(Q) de dimensão finita m;

(ii) Vt; C V', existem sequências u« C ym, Wm C Wm, U' C #:(Q) tais que Um --} U

e to«t --'> tol

(iii) Todas as componentes das funções u (respectivamente de u) em \4,, (respecti

-mente de W«) perten"m a C''(a).

Já que V é denso em // e uo C .f/, é possível encontrar uo. C l,Ç,, tal que uo. --> uo

em # quando m --> m. Similarmente como #'(Q); é denso em -L'(Q); é possível

encontrar too« C W« tal que too. -} wo quando m --> oo.

Consideremos agora, {ul,u2,''' ,Um} e {éi,é2l''. ,é.} bases de }'' e W. res

pectivamente e consideremos o sistema seguinte

(p«'1ll;f, «*)+ /n p«(" ' V)"«"'d" +(p+ p,)"(",«, "*)
+«.(Q'(u«), «) - 2p,(rot «,«, «k) = (p«./, «k) (4.24)

(p«.%r, Ó.) + .Á p«.(" ' V)'"m#'*d' + B(w«., é*) + m(Q'('"«-), é*)

-2p,(rot(u«)) + 4p,(w«, Ók) =(p«g, ék)(4.25)

# * «« . ',. - ' (4.26)

u«(0) \4,,,.'o. --} u. em #

«,«(0) = uo« C W., «,o. -} ««o e«. Z,2(Q);

p«(o) c C''(n)

-- $ po. $ # po« --l po em Z'(Q)

l4.27)
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.Ponha.mos ahaora

«« C.«(t)«* . «,« (t)ó*.
k=1 k :: l

Logo, multiplicando (4.24) por ck« e (4.25) por dk«(t), depois de somar de l até Ã;

obtém-se

(P"%í, "") +(P"("' ' v)"", "")+ '("", "")
+m(Q:(u"), u") - 2p,(rot w", u")

(p"%;, '"")+(p'("" V)'"', '"") + B('-", w") + 4p,(r't u", w") -(p"g, w")

Além disso, temos as relações

''"%-:,«')-ç g:(«")',

''"%í,«')-Ç i(«"r,
\l.Pm." ' ''(«"y - l.Pm(" ' '''")«",
\ J.p"('p v)(w" )' - l.p" ("" ' v«-")."

Logo, usando estas últimas expressões, vem que

li .Á p" â(«"r + ; .Á p"(«" . W(«"y+ «(«", «") + «.W'(«"), «")

-2p,(rot «,', u') =(p"./, w")(4.28)

e

{ .Á «"::(«"y+ 4: .Á ,"(«". W(«"y+ B(«", «")+ 4«,(«", «")

+«(Q'(w"), w") - 2p,(rot u", «,") =(p"g, «,").(4.29)

Multiplicando a equação da. densidade (4.26) por , e integrando sobre Q,
obtém-se

LTT.".. . Vp"(!ÇEd:«
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e somando essa. última. quantidade a. (4.28) obtém-se

ã; .Á ," d'«b"«' e:r )'« -'- h -- «,).(«", «")

+m(«' - a«",«" - 4«")+ m(«" - 4«", a«")
-2p,(rot «.",u") (p"./', u')

Similarmente, multiplicando (4.26) por w", obtemos

/n%:gçy'+.Á(«" V),"gÇUd«-0
Somando essa quantidade a (4.29), obtém-se

L.:«@:-* .L« . ',«@r-* .L-" ««"'. ',.@?-* '««" , «" »

+mll.«" - .r:E«,'ll' + m(«," - .r?«,", Pk2..,") + 4p,(«,", «,") - 2p,(rot u",«,-)

Observe-se(usando coordenadas) que

i'««,,«'}) - g:-,«'} -- ««, Zq' -'' "«,,«á(qn
Usando esta expressão e levando em conta o teorema da divergência, obt

/n("« ' p«.)Jl!?Ed" + .Á ««p« . V(!f)d' - O-

Finalmente, obtém-se

/n iÜ"eÇZ) + .e(«,", .«") + «.ll«," - a.«"ll' + mO«"

+4P,(«", «,") P"g, «,")

Agora somando (4.30) e (4.31), obtém-se

lig-(.Á p"("")' + .Á p"('""y) +(p + p,)llV""ll' + p.llV«," ll' + ,rlldi«('"")ll'

-2p,(rot «,", u") - 2p,(rot u", w")+ m(llu" - PA'u"ll'+ 11«,- - J:?«,"ll')

+m((«" a«", a«")+(«," - a«,', a.«")) + 4P,(.«",«,")

«") + (P"g, .«")

emos

(4.30)

l4.3i)
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integra.ndo essa. expressão com relação a f, obtém-se

:(ll(p")'/'u"ll' + ll(p"):/'«,"ll')+ (p +p,) / llV«"ll'd.+p / llV«,"lld

+á/ ljdivm"jl'ds --2p,(/(rotzo-,u")ds+/(rota",w")ds)0 JO JO

+m(/(ll«" - a.«"ll'+ 11««" Pk2«,"ll')d;+m(/ {(u" -a«",a«")
+(«," .r?.«", .rY«,")}d. + 4p, / ll«,-ll'd.

{(p"/,"') + eT(ll«.«li' + ll«,.. ll')

ou ainda.,

(ll(p")'/'«"ll' + ll(p'):/':«"ll') + 2p /' llVu"ll'd. + +2p /' llV«"(.)ll'd.0 JO

+2álo lldiv('"")ll' - 4p,(.Á {(r't «'",u") + (rot"",«,")}d;)

+2m(/ (ll«" -:a«"ll' + 11«," - Pk2..,"ll')d.+ 2m( / {(«" a«",a«")
+(.«" .F?w", /f«,")}d. + +8p, / ll.«"ll'd.JO

tipo«(ll«omll'+ ll««o.ll') + +2 /. {(P"./',«") +(P"g,«,")}d'(4.32)

4.3.2 Estimativas a priori

Agora. vamos fazer algumas limitações sobre alguns termos da. igualdade (4.32).

2(p"/,«") $ 2llp"llz- ll/ll., llu"llp $ c'.ll./'ll' + .llv«"ll' (4.33)

2(P"g, u") $ aÕllgll' + állV«,"ll'(4.34)

4p,(rota",w") 5; 4p,lho"ll ljrot u"ll 5; 4p,llzo"ll llVu"ll

$ 4P,llw"ll' + P,llVu"ll'

4p,(roam",u")l 5; 4p,llu"ll jjrotlo"ll $ 4p,llu'll V?o"ll

5; 4P,llu"ll' + /z,llVzo"ll'

Usando as desigualdades (4.33) (4.36), obtém-se

(ll(p"y/'u"ll' + llp" «,"ll') + 2p /' llVu"ll'd. + C'- /' llV«,"ll'd.0 JO

T T

T

0

T

T T

T

(4.35)

(4.36)
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+C, /. lldi«,"ll'd.+2m(

+2«.( / ' {(Um - pk':,", pk'U") + (.«" - pk2««", pk2«,")}d.

$ 0 /(llplli, + ll/lli,)d. ++eU-(lIMo«ll' + ll«,o.ll').

Desta. estimativa deduzimos que

T

0

(p"):/' u' está limit-d; em L-(0,T; H);

(p"):/' w' está limitada em L'(0,T; Z,2(Q):);

u" está limitada em L'(0, T; v) n .L'(o, T; #);

«," está limitada em Z'(0, 7'; .r4(n)) n -L'(o, T; L'(Q);).

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Devido à imersão de Sobolev X(l(O)' --> Z;'(Q);, obtém-se

u", to" estão limitadas em Z'(0,7'; É'(Q)') (4.41)

Usando o fato que {to"} está limitada em L'(0,7'; Z,'(Q)') junto com (4.41),

obtém-se

ll:«"llsl/.; ll«,"l;y/; 5; (11'""11 ,(.), 11«," 11Í,.©);y/;

ii«,"ii%:l : ll.«"llí. );

Como llw"llL2(Q); está limitada no L'(0,T) e lho"ll limitada em L'(0,T) obte-

mos que lho"lIEd;íz); está limitada no L'(0, 7'). Logo

u", to" estão limitadas em É'/;(0, T; Z'(n);),

«. / llu" Hu"ll'd. $ a.,

m / lho" .Fx: to"jj'ds $ 02.

Observe-se ainda que

T

:,
0

(4.42)

(4.43)

(4.44)

lu" ® u"llÍ,;/,(o) 5; llu"llÊ,( ):
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Como u" C Z,'(o, 7'; }') n L'(o, 7'; H) ç É'(0, T; Z.'(Q)S), temos

p" u" ® u" está limitada em Z'(0, 7'; Z,;/'(Q)9). (4.45)

Ágata,

/o 11"" ®w"llÍ,;/,P), 5; Jo ll""llÍ,:(n); ll.«"llÍ;(n);
l f l

$(.Á ll""ll!:/,(.),y/'(7o ll'""lll;/,(.),)'/'

TT

Portanto,

(.Z' il"' ® «,"llÊ;,,p)d'y/' 5; (.Z' ii""iií;«a,):/'(.Z' ll'""llz:(.):r/'.

Como u", «," esta. limitadas em L"(0,T;Z;P(Q);) se Çz + ê(;:d = 1 com

pa = 2, 0 < p < 1 queremos a = 4, disto p = 1/2, além disto 4 + g = 1, temos

P = 3, porta.nto u" e zo" estão limitadas em L'(0,T; L'(Q);), o que nos fornece

p"u" (D t«" limitadas em L'(0, T; -L;/'(Q)9) (4.46)

Disto podemos obter

(p'y/'u" -+ c.: na topologia fracas de -L'(0, T; #),

(p'):/'«," -.} a, na topologia fracas de -L'(0, 7'; Z,'(Q)'),

(u") --> u na topologia fraca de Z'(0, T; y),

(.«") -} «, na topologia fraca* de L'(0,TI .r4(n)'),

p"ü" -+ ái na topologia fraca* de L'(0, 7'l H),

p"zo" --} õ, na tipologia fraca* de L'(0, T; Z'(Q);).

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Das relações (4.45) e (4.46), obtém-se

p''-u' (8) tz" -+ 77i e p"ü" êõ to" --} 772 na topologia. fraca. de

z,'(o, r; z'/'(Q)s) . (4.s3)
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Po

(4.54)P", 772'Ü)
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ve ainda que de (4.43) e (4.44), temos as convergências

(u" -- /Tu") --} 0 na topologia forte de Z,'(Qr)',

(w" -- /fto") -+ 0 na topologia forte de Z'(Qr)'

rtanto, conc]uímos que u /Tu = 0, zo .f7w = 0 e daqui u C ]l<i w

Falta mostrar agora que

À. . À. -

Como

ge-- = V . ro'u") em O

< %I'-, Ç' >H-- (Q)HI(Q)' (P", U", VP)L,(Q)Z,'(n)

7')

portanto

1 < %i--,p > IH--HJ $ 11(p",""lli llv9llp ).

Toma«do llVpll 5; l e como (p"u") limit;da em Z;'(0, 7'; Z'(

%; está limitada em Z,'(0, 7'; #''(Q)), logo

p" c L"(o, r; z'(n)) l

ou sela

%Í 'm Z,'0, T; X''M)
Z,'(n) -} H'' compacto

.. p" --} p na topologia forte de Z,'(0, T; #''(Q))
"'(«a verdade em C'(to,rl; #''(n)),

Q)') obtém-se que

p" --} p na topologia fraca de L'(0, T; #''(n)).

Como podemos escrever

(P"'u" PU, 9)n-ln:dt = .1 (u' (P" -- P),(P)n-lHidt-F l (.p(tlm -- u),(P)n-tn:dt,
T T T

(4.55)
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(u'(p' -p),9dfl 5; sup I'pl/ llu'llllp"--pllx--w)dt
:«PP(P) JO '

T rT
$ sup I'pl(/ ll«"ll'd.y/'(/ llp"-plll .d.)'/'

s«PP(P) JO JO

Devido a (4.55), a expressão do lado direi

Similarmente,

T

to converge para zero quando m --} oor r r

(/. (p"(u" - «),p)w-- HJd.l =

converge para zero quando m tende para +oo devido a (4.49). Portanto p"u" --> pu

na topologia fraca de -L'(0,7'; #''(Q)') e como Z)-(0,T; #') Ç L'(0,T; N':(Q)'),
obtém-se que ál :: pu. Usando o mesmo argumento anterior concluímos que ó2 :: pto

T
< (u"--u),pp > dsl

4.4 Estimativas no tempo e passagem ao limite

Para. mostrar que ni = pu ® u, 2 = pu e) w em (4.54) é necessário usar o resultado

de compacidade de J. Simon, Lema 1.5 do Capítulo 1. No nosso caso, q = 2,X =

E'(Q);, B = //''(Q);, y = H'':''(ny com r < 3/2. Vamos obter convergências

forte de p"u" --> pu, p'w" --} pw em Z,'(0,T;//'i(Q)) e usando o fato de que

u" -.} u fraco em Z,'(0,T; y) e w" -} «, fraco em Z'(0,T; /#(n)), obtém-se ,71 =

pu ® u e 772 = pm (8 u. Para fazer nosso plano, devemos obter estimativas do tipo

l(P"u")A -- P"u llz,2(o,r;u' -,'(n)') $ C'/z ,

I(P"W")h P" W"IIL,(O,T;H'-',,(Q)) $ C'A', (4.56)

para- algum s adequado para. que (p" tl"), (p" zo") estejam no espaço de Nikolskii

N' '(0, T; W'','(Q);). Observe-se que

rÀ (P" «" ) P"\""" - TP" ÇTh''' u") + (ThP" - P")u",
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onde rA é a translação definida no Capítulo 1, Seção 1.4. Logo, temos que

ITÀ(P"U") -- P"U"IIL,(O,T-A;W -,-(Q):) 5; IITAP"(ThU" -- U")IIZ,,(O,I'';H''-','(Q);)

+ll(n,P" - P")u" ll z,, P,T;w-- ,'W)q (4.57)

com r < 3/2

Devemos notar que os produtos de p'u' e p"to" fazem sentido em W :''(Q)3

com r < 3/2 devido a que aplicação produto

Hi'(Q) x X.l(n) --> W':''(Q) com r < 3/2

é contínua pelo Lema 1.4 do Capítulo 1. Notemos que

C''«P" -PH©- pm«-FH-pmM- /I'*' llgi-Wa. -- .I''* pmH'pH'.

Portanto aplicando a desigualdade de Hõlder, obtém-se

lp"(t+A)--p")(t)llx--(n) - sup < --V' / (p"u")(s)ds,p>llvç,ll$i Jt
t+À

s«p ( / (p"«")(.)d., V9),,, .:
llvpll$1 Jt

$ c'(A):/'(/' ll(u"P")(.)llÍ,,d.y/', v o $ t 5; r-Af

Assim,

lrÀP" -- P llLm(0,T;H-i(Q» $ (;' A1/2 (4.58)

e de fato obtemos

ll,-KP" - P"lll,P,'';"-:(«D 5; C' A'/'. (4.59)

mersão contínua de #': (Q)' --} (W''''(Q)); com r < 3/2 obtém-se

rAP" - P"llp0.,-";w-',,W» $ C' h'/' . (4.60)

Agora, vamos fazer n estimativas da. forma

/(/. lp"(t+A)(u"(f+À) u"(t))')dt 5; C'À'/2

Como temos i
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ou escrito de outra forma.

lrAP"(q,«" u )lll,2(0,7';z'(n):) 5; c' A /l (4.61)

IL.P"(%.t«" -- t«")lll,(o,r;L'( ),) $ C' A'/'. (4.62)

Levando em conta a imersão contínua de Z)'(Q) --> W :''(Q), obtemos

e

l(rÀP"(rAu" -- U )llL2(0,T-À;W-','(Q);) $ C' /Z1/4 (4.63)

e ainda. tém-se

l(rhP"(rÁw" -- to")llt2(o,r-x;w-:,;(n)') 5; C' À /4. (4.64)

Usando(4.60),(4.63),(4.40) em(4.57), obtém-se

l(rh(P"u") P"U"llL2(0,1"--h;W-:,'(Q);) 5; C' A/4j

l(rh(p"zo") -- p"m"llL2(o,I''--A;w-:,'(o):) 5; a /z /4

resultando que(p" u"),(p" w") estão no espaço de Nikolskii N'/','(0, T; W':,'(Q);)
Ponhamos uh« = { .ALh u"(s)ds e substituindo uk por üh«. na equação (4.29),

obtém-se

Zl{(P"q;Í,«««) +(P"("" ' V)"","««.) +(P + P,)'("","«m)

+«.(C?:(U"), UÀm) - 2p,(rot'«", uA«)}dt =/.(p"/, "h«)dt

T

(4.65)

Observe-se que por integração por partes obtemos

C(g-P" "")(Z), { /.. ""(')d')dt -(P"(r)""(1'), li .
l rÀ l r7'

-(p"(A)""(A), i-.A u'(')d') - i- .A(p"u")(z),""(t) - ""(t - A))dt

s; llp"(r)""(r)llL'( ); + Ã ./r.. ""(')d'llz,'(n)'
T

u"(s)ds
h
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+llp'(A)""(A)llL'(n): Ãll .Á u"(s)dsjlp ):

---/((p"u")(t),u"(t) --u"(t A))dt

$ TÇ{.. d4:''Çt.. ií«" llí,,(.);d4:''

+7(Z d')'''(.( 11""(')11í,p);d.):/')'/'

i7h((p""")(t),u"(t) - ""(t - h))dt

$ i-~/i(.( 11""(')11Z,(.);d.):/' + :'~/i.Z ll«"(')llÍ,(«);d'

-É-7h((p""")(Z),"'(t) - ""(t - A))dt

5; T(.Z llu"(')llÍ,(n).dsy/' -- l .Za''((p""")(t),""(t) -- ""({ - A))dt

Portanto,

Í. (-:,"Um, l;.I'.~umWd d* $ )i @"'©um©,.«W
(4.66)

A

T

T

T

Observe-se agora que

-i j l.p"u"l.t),u"(.t)- u"(.t- h»dt
l r'7' r l r7'

'ilh J p"u"l.t)zd= dt-F .il J p'(.t)u"(.t)u"(.t -- h)d= dt
l fT r l r7'

ÜI. l.Pm'*'""H'«*«*-* àJ. l.Pm(0""« «««*
l r'7 r l r'r

pmH("-« ''««* il. J.Pm©""U''««*
l r7' f l rT

!h l. l.Pm(t)u"(t - h'l'a« d* - :à l. l.P"(t)u''l.tyd- dt

'5hJ. j.Pm(t)(u"(t- h)- Um(t»'d« d'

Nesta. última expressão vamos somar e restar o termo

'íhj. J.p"i.t h)«"I.t t,ya* at
e continuando com o cá.lculo acima, obtém-se

l rT r l rT

5,t.J. J.Pml.t-h)«."(t-hyd«d'- {i;J. IÇ:Pm(t h)""t.t-hya«Ü*

T

T

T
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l r'T r l r.T

'2hlh JnPT"(t)u"(t h)zdz at---;;Éjh JQP"(t)tim(t)zd dt

Ehlh J.pmtt)(""(t-h) u"(t»'d« d*

!hlh Jnp"l.t h)u"l.t h)zd= dt
l r7' r l r7'

'5t. 1. J.P" (t)u"(t'l'd« dt -F :à J. l.Pm (t)- pm (t - h»u"l.t - hya« d'

ãl. J.Pm©(«"0 »''« «*

Fazendo a mudança. de variáveis 0 = Z -- A, temos

:;i;.Í .LP"(t h)u"(t-h)Zdc dt= ::i;l pm(0)Um(0)2d=d0

e, portanto, os dois primeiros termos podem ser reescritos como

l r'r--/l r l rT

àJ. l.PmU"m'«'«* àJ. J.PmW"©'«««'
l r/} r l r'7'

ÚJ. l.Pm ©("m'«« ''-* àJ,.*J.Pmm""©'«««*.

T

T

T

U bservemos

[n p"(Z)u"(t)'dzdZI 5; .Z' ll(p"):/'u"llp(n)a llu"llp(n)'dt
h f.h

$ Gll«"ll.,(.): $ a(.Á dty/'(Jo ll""llÍ,(.);):/'
$ G«Ã'( /' ll««(t)ll'dt):/'

0

é o q« (P"y/'u" C L-(0, 7'; #)

Similarmente, obtém se

à;JI''' .LPm "*'""w''* «' - àJ:.Lpm©"W''««* ' a
Para. maior clareza, faremos o cálculo a seguir utilizando os sub-índices das co-

ordenadas. Portanto, integrando a equação da densidade (4.26) obtém-se

p"(t) - p"(t - A) - E /.. ""(')%;d'-

(4.67)



IUo

Mult

micro neos

aplicando es eira.n se0

rPortanto,i
T

se
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ta última expressão por u"(t -- Ãy e int

rnlp"(t)-p"(t-A)lu"(t Ayd:'

Álr.«, ,g ,'.l««.'-«'''«

ZI é (.[. «r'',,«..,-.) ««':

, :$. .Á(/:« «r'',««';,..) «''' - ",:L«:"'*
ntegrando em relação a t, de A até 7', obtemos

h J (P"l.t)-P"(t- h»Um(.t- h)2d

ZI (/:. ««o'«".o-'), «:«'' - ",:;:;«:"« - ©-«''

Se aplicarmos desigualdade de Hõlder e voltando para a notação anterior, obtém-

polares não-homogê

do sobre n, obtém

XI l.Á(p"({) - p"(t - À))""(t - Ayl d"dt

. .Z'(ll««« - Qii....,,ii'«"« - uil , .,,il/:.«"M«"u';n.,'',,

. .Á'(ii«««o iii,.,,./:.H,"M«" n .,,..)'*

. G .Á' n~'«"o - ©ii:,..,,(/:. ';) :''(/:. ii«"Hfií, .,;..):'' ''
$ a3'«A.Á llVu"(t À)lli,(n), Jo' llV""(;)lli, ),d'dZ

Portanto, deduzimos que

à.l. bPmm UUm« H'a« d*'C';

Em conclusão, usando (4.66), (4.67), (4.68), tem-se

c'. â«""" , ;

(4.68)

u"(.)d.
A



Cap.4. Equações variacionais

$ :h(.Z l"'(')I'd'):/'- :i.Z'(p"(t)""(1),""(t) - ""(t-À))df
; r7' 1 r'r

$ -a(.l \u"(s)\zas)vz+-ahlK .LP"i.t h)u"l.t-h)zd=dt
l r'T r l r'T

àl. J.pmm«"m''*«* W Pm "»""'« H'««.*

-'5i; l. (J.pm (t)(u"(t - h)- «"I.t»'a, dt

5; ?i: + :a + -la - i.Z l.#l;=M(""(t - A) - ""(t))I'dt

Portanto,

'. (àpm.«,II' f« « &- à.l:\J'l;Ü(«"'t'-U-«"'0»''*. O.")

Vejamos agora o segundo termo da equação (4.65); observemos que

r. IP"(u" . V)u"u"dzjdt .$ C' /. llu"(t)lll.(n);llVu"ll ILHA«lla(Q)3
h ' ' ' Jh

$ c' .Á llvu"(t)lll,(n);llÃ /.. u"(s)(isllu(o):

5; 0'Jh (llV""(t)llÍ,w): Z' /.. llu'(')llL'(n);d')dt
'r l rt rt

5; C'Jo(llV""(t)lli,(o),i(/. . d')'/'(/.. llVu"(')llÍ,©),d.)'/'dt

o' .Z (llV""(t)lli,(n), /'. ljVu"(')llÊ,(a), d y/'dt

. / (llVu"(t)llÍ,,w),(/ llVu"(')ll' d'y/'dt

, (J4

v'A

Agora limitaremos o termo (p + p,) a (u", uh«) em (4.65). Notemos (lue

(p + p,)/. a(u",uh«)dt =(p + /z,)/. llVu"(f)llL:(n),llVuh«(t)llp(q,df
f'T l rt

(p+ p,) .A llV""(t)llL'(n), llVÃ 7... «"(')d'll,,'(o),

(p + p,) .A llV""(í) lllp(o)' i(7... llVu"(')llL'w),d')dZ

5; (p +p,).Á llV""(t)llllL'(o),-Ji(.Á' llV«"(')lli, ),d y/'dt

T

T T

T T
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cc .Z' llVu"({)1111''(.),(.Z llVu"(')llÍ,,(.),d')dt
/ u6

Logo,
T n.

(# + P,) .A' «("", "««.)dt $ )i
Agora, o outro termo pode ser limitado como

2p, / (rota«,uA«)dt $ 2p,/. llzo«llL:(n)'ljrot üh.lll,(n)3dt

5; 2p,/. llt««llz:,,w),llVüh«lll,(n),dt

2p, 7h ll'"'(t)ll , );À-(/.. ljVu"(s)lllla(n)'ds)dt

2p, .Zr ll«,"(t)ll llp(n):(/.. llVu"(')llZ,(n),d.):/'dt

$ :%.Z ll:««(t)ll':m,(.Z llVu"(')llÍ,(n),d y/'dz
. (J7

T

(4.71)

Observemos agora que

(""(t) - d""(t), i'/.. u"(')d')dZ - m
1;1...(«"W «»«4«*--ml. («"m 'l'"©,
i7... du"(')d' - Pkiu"(t))dt + m .A (""(z) - Pk'""(t), Pklu"(t))dt

Observando agora que i/ .flu"(s)ds C IKi pois 0 $ (u -- /)lu, .flu -- A)
Vh C IK:e

l

Tt

t

It) - du"(t

l l.u"Çt) p:u"(t), ij p:Um(S)dS-p:tlm(t»)dt $ 0

T l

e como
T

r. («'(t) -- ««'(t),h
a «"({)) 5; o,
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hnalmente, obtém-se de (4.0b) que

O 5; :l: - l- .Z lvp"(t)(""(t) - ""(t - A)I'dt

l\Ól"' t + A)(«"(t+ A) - «"(t))I'dt $ C'V'À'.(4.22)

Similarmente, considerando toh« = ; / w"(s)ds e substituindo tox« por 'Ék

em (4.25), obtém-se a equação

(p'1l;:, :«««) + (p"("" V'"««, «,««) + B('"", w««..) + m(Q'(w"), '"«,«)

2p,(rot(u"), «,À«) + 4p,(«,', «,h-) =(p"g, ««h.)

O mesmo argumento permite mostrar que

IVÇ"' t + À)(,«"(t + A) - «"({))I'df 5; ao~''i(4.73)

e portanto obtivemos as estimativas (4.61) e (4.62). Soam ó,@ vetores quaisquer

nos espaços (b e ü respectivamente tal que Ó C ll<t e @ C IK2. Além disso, sejam

Ó"(t), @"({) as suas projeções em y" e W" resp"vivamente. Como

Ó"(t) -+ é(t) forte - Z,'(Qr)'

@"(t) --} V,(t) forte - L'(Or)',

e @(t) C IK2, portanto existe mo tal

T h

0
t

Z

0

que Vm > 7n0 e setemos que é({) C ]K-

m > í7i > mo temos

C, {(ii(p"""),Ó" - "") +(p"" ' v"",ó" - «") +(p+p,)'("",ó" - «")

+m(Q'(«"), Ó" - u") + 2p,(rot (.«"), Ó" - «") -- (p"/, Ó" - «") = 0

e

1,{(ãi(p"'""),@" - """) +(p""" ' v«,",@" - «,') + B('«",V'" - «,")

+m(Q'(«,"), @" - ««") + 4p,(«,', @" -- -«") - 2p,(rot u", @" - «,")

Lff.+" '«" )
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m(Q'(u"),Ó" u") 5; 0,

«.(Q'(«,"),@" «,") 5; o,

obtemos que

1, {(á(p'""),ó" - '"") +(p""" ' v.«",ó" - «") +(p +p,)"("",#'" "")
+2p,(r.t :«", Ó" - u") - (p".f,@" u') 20

e

{(-;(p"«,"), é" - «,') +(p"«'. v«,", @" -«")+ B(.«", V," - «,")o '~dt

+4p,(:«",@" - «,') - 2p,(rot«",@' ,«') -(p"g,Ú" - ««") ?0

T

Fazendo procedimento análogo ao que foi feito para obter as formulações varia

cionais, obtém se

r., .a$m
4, {(p":llí,ó" - «")+(p""" 'vó",é" - «") +(p+p,)"("",d'" - «")

+2p,(rot «,", Ó" -- u")

?(p"J',#'" «") - ;'ll(p"(o)y/'(é"(o) - ""(o))ll'

e

C {(p"lÍ, 'P' - «,") + (p""" V«,", Ú" - .«m) + B('"", V'" - .«")

+4p,-(to", Ú" -- «,") -- 2/z,(rot u", Ú" -- to") -- (p"g, @" -- w")}dt

? -itt(p"(o))'/'(V'"(o) - «'"(o))ll'

Usando o procedimento do limite em m, obtém-se que (u,p,to) satisfazem (a),

(b), (c), (d). Portanto, demonstramos o teorema principal. H
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4.5 Problemas em aberto

Nesta última. seçã.o gostaríamos de colocar algumas questões que nos parecem im

portantes para um estudo posterior.

(1) Como é bem conhecido nas equações de Navier-Stokes a unicidade das so-

luções fracas num domínio Q dentro de ]R3 é um prob]ema em aberto. Porém,

existem alguns resultados que nos permitem deduzir a regularidade (e con-

sequentemente a. unicidade) se colocarmos condicões extras sobre a solução u,

são os chamados resultados, conhecidos como criterios de regularidade de Ser-

rin (ver Serrin 1771, Lions 1431, Von Wha1 1861). Como estender estes critérios

ao sistema. estudado neste trabalho?

Outro caminho é colocar condições sobre a pressão para obter a regularidade.

Esta idéia é devida inicialmente a Kaniel 1321 e desenvolvida mais recentemen-

te por Beirão da Verga l31, [41, 151, Berselli ]61, etc. Como estender estas idéias

ao modelo estudado neste trabalho?

(2) Será possível estudar o modelo estacionário associado a este modelo? Obser-

vamos que mesmo no caso mais simples, onde não temos rotaçã.o (não tem

w), o problema. tcm sido pouco estudado, veja Frolov 1251, 1261 e Santos 1741.

Convém salientar que o estudo do modelo estacionário é mais difícil que o

mo(lejn de c\ínlurão

l3) Será possível fazer um estudo via operadores de evolução para o modelos deste

traba[ho? Observamos que no caso não-homogêneo ta] estudo foi feito por

Okamoto 1541 no contexto .[2, porém um estudo no contexto Z,P ainda sido

feito.

(4) Existência. de soluções periódicas fortes também é outra possibilidade de estu
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do

(5) Comportamento assintótico das soluções quando { vai pa-rao o infinito, mesmo

no caso não-homogêneo nã.o tem sido estudado.

(6) Um estudo do modelo em domínios estreitos (Thin domínios) também é um

aspecto que mereceria. ser desenvolvido.

(7) Questões numéricas associadas ao modelo proposto seriam interessa.ntes de

desenvolver. Este é um campo virgem de pesquisa.

(8) Estudar o modelo associado em domínios que variam com o tempo. Devemos

dizer que isto está sob estudo. De fato, já temos praticamente um trabalho

pronto.

(9) Estudei solucões fortes e a. eventual unicidade da desigualdade variacional

estudada no Capítulo 4.

(lO) Estudar problemas de controle onde as restrições dinâmicas vêm dadas pelo

sistema estudado neste trabalho.

(11) Fazer um estudo em domínios exteriores

(12) O problema de Cauchy associado ao modelo estudado neste trabalho

(13) Qual será o comportamento da. solução do sistema se as viscosidades convergem

para. zero? Será que a soluça.o converge à solução de um fluido micropolar ideal

(ou de Euler)?

(14) Como são as explosões da solução forte?
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(15) As mesmas perguntas feitas para. as equações de Navier-Stokes clássicas po-

deriam ser feitas para- este modelo. Assim, inúmeras questões poderiam ser

colocadas.
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