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Resumo

Para qualquer superficie imersa em R* podemos associar
sua configuragdo direcional média, a qual esta definida pelas
familias das curvas sobre a superficie cujo vetor curvatura
normal esta na dire¢do do vetor curvatura média, aqui chamadas
de linhas de curvatura direcional média, e suas singularidades,
denominadas aqui de H-singularidades. Isto € um analogo
natural ao conceito de configuragdo principal das superficies
imersas em R’. Estudamos aqui as H-singularidades genéricas,
analogas aos pontos umbilicos Darbouxianos, e a
hiperbolicidade das linhas de curvatura direcional média
periddicas, chamadas ciclos de curvatura direcional média.
Condigdes suficientes em termos das H-singularidades, dos
ciclos de curvatura direcional média ¢ do comportamento
assintdtico das outras linhas de curvatura direcional média sio

fornecidas para garantir a estabilidade estrutural direcional

média de superficies imersas em R*.
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Abstract

To any immersed surface into R* is associated its
directional mean configuration, which consists on the family of
the lines whose normal curvature vector points in the direction
of the mean curvature vector, called normally mean
directionally curved lines, and their singularities, called H-
singularities. This is a natural analog of the principal
configuration on an immersed surface in R*. We analyze here
the concepts of the generic H-singularities, analogous to
Darbouxian umbilic points, and the hyperbolicity of the closed
normally directionally mean curved lines, called directional
mean curvature cycles. Sufficient conditions in terms of the H-
singularities, directional mean curvature cycles and asymptotic
behavior of all the other normally mean directionally curved

lines are provided to guarantee the directional mean curvature

structural stability of surfaces immersed in R*.
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Capitulo 1. Introducao

Na Geometria Diferencial Classica dedica-se especial atengdo aos topicos
que tratam da curvatura de uma superficie imersa em R’. Dentro destes destacam-
se os estudos envolvendo as curvaturas principais € as fung¢des a elas associadas,
como, por exemplo, as curvaturas Gaussiana e Média [Car]. Intimamente ligadas
as curvaturas principais temos as direg¢des principais e suas curvas integrais (as
linhas de curvatura principal) e suas singularidades (os pontos umbilicos).
Abordaremos inicialmente este assunto, pois ele nos conecta com a Teoria
Qualitativa das Equagdes Diferenciais Ordinarias que € 1til no contexto em que
este trabalho se insere.

As linhas de curvatura principal de uma superficie imersa em R’ sdo as
curvas sobre a superficie tais que ao longo de suas dire¢Bes tangentes,
denominadas diregdes principais, estas se curvam extremalmente. Tais curvaturas
extremais denominam-se curvaturas principais e seus valores sio obtidos através
da curvatura normal avaliada nas dire¢des principais. As dire¢des principais sdo,
em geral, determinadas por duas retas ortogonais. Deste modo, fora dos pontos
umbilicos, onde as curvaturas principais coincidem, as diregdes principais
determinam dois campos de diregdes tangentes a superficie, denominados campos

de diregdes principais. Os pontos umbilicos sdo considerados singularidades destes



campos. A rede formada pelas curvas integrais dos campos de diregdes principais,
juntamente com os pontos umbilicos definem o que chamamos de configuragio
principal da superficie; ela constitui um andlogo natural ao retrato de fase para
campos de vetores em superficies.

Euler [Eul] foi o primeiro matematico a inserir os métodos do Célculo
Infinitesimal em Geometria e o responsavel pelas definiges basicas acerca das
curvaturas principais, em 1760.

No entanto, foi Monge [Mon], em 1796, o primeiro a destacar a
importancia da configuragdo principal de uma superficie. A ele devemos a
descri¢do da configuragdo principal ndo trivial do elipsoide de trés eixos distintos,
denominado elipséide de Monge. Tal fato “coloca Monge como indiscutivel
precursor da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais, quase um século mais
tarde fundada e sistematizada por Poincaré e Liapunov, e aprimorada por
Andronov, Pontrjagin, Peixoto,...”, conforme [Sot]. A continua¢do dos trabalhos
de Monge deveu-se a seu discipulo Dupin, o qual obteve um método de descrigio
de numerosas configuragdes principais através do conhecido resultado acerca das
familias triplamente ortogonais de superficies. Como um caso particular podemos
citar as quadricas homofocais, onde se encaixa o elipséide de Monge.

Um avango significativo no estudo das configuragdes principais foi dado
por Darboux [Dar], em 1896, que descreveu os pontos umbilicos genéricos,
caracterizando-os em termos das condig¢des algébricas nas terceiras derivadas da
superficie. Em sua homenagem tais pontos umbilicos receberam o nome de
Darbouxianos.

Por quase um século o estudo da configuragdo principal de uma superficie
permaneceu em repouso, sem que resultados substanciais fossem obtidos. Vale

ressaltar que no periodo mencionado houve o nascimento, com Poincaré, e a



propagacdo da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais, a qual, no entanto,
nao se alastrou no ramo da Geometria Diferencial Classica.

Somente em 1982, com os trabalhos de Gutierrez e Sotomayor, coletados
em [GS1], é que o estudo das configuragdes principais voltou ao cenario e se
fortaleceu, ganhou corpo e se amoldou as modernas técnicas da Teoria Qualitativa
das Equagdes Diferenciais e dos Sistemas Dindmicos, com a introdugdo de novos
conceitos como Estabilidade Estrutural e Genericidade. Denominaremos esta sua
nova face de Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais da Geometria, com a
permissdo do professor Sotomayor que utiliza este nome em um de seus cursos na
USP. '

Em [GS1] Gutierrez e Sotomayor definiram a classe GiS das imersdes de
classe C” de superficies compactas em R’ que satisfazem as seguintes condiges,

reminiscentes das de Peixoto para Equagdes Diferenciais Ordinarias [Pei]:
i) Todos os pontos umbilicos sdo Darbouxianos;

ii) Todos os ciclos principais sdo hiperbdlicos;

iii) Nao existe conexdo ou autoconexdo de separatrizes umbilicas;

iv) O conjunto limite de cada linha de curvatura principal esta contido no

conjunto dos pontos umbilicos e ciclos principais.

Estes autores demonstraram que toda imersao pertencente ao conjunto GS é

estruturalmente estavel, bem como mostraram que esta classe é aberta e densa no

. s x . 3 s
conjunto de todas as imersdes de superficies compactas em R”, com topologias

adequadas. Para um maior esclarecimento dos termos acima empregados, bem



como outros aspectos a respeito das configuragdes principais, recomendamos o
recente estudo [GS2], no qual encontra-se uma lista de referéncias atualizadas
sobre o assunto.

As nogdes de curvaturas e diregdes principais, linhas de curvatura
principal, pontos umbilicos, redes e configuragdes principais, bem como outras,
podem ser estendidas para as hipersuperficies imersas em R*. Partindo de tal

situagdo Garcia em [Gal], em 1989, estendeu parcialmente os resultados de

Gutierrez e Sotomayor para as hipersuperficies compactas imersas em R*.

No que foi dito acima tudo se refere a codimens@o 1. Relataremos a seguir
o que sabemos a respeito dos campos de dire¢des e suas singularidades para as
imersdes de superficies em R*. Para o estudo geral das superficies em R*
podemos citar os marcos de referéncia Forsyth [For], Wong [Won] e Little [Lit].
Este ultimo apresenta alguns exemplos de campos de diregdes, com suas
construgdes baseadas na elipse de curvatura, e suas singularidades. Relaciona
aspectos locais, como por exemplo, o indice do campo de diregdes nas
singularidades isoladas, com aspectos globais, utilizando para isto hip6teses
adicionais como a compacidade da superficie. Encontra uma interessante relagio
entre o indice de um campo de diregdes (chamado aqui de campo de dire¢des de
curvatura direcional média) e o indice do campo de vetores curvatura média que
compartilham da mesma singularidade, apresentando, no entanto, um equivoco
com relagdo ao sinal envolvido nesta relagdo. Mais especificamente, este equivoco
aparece na interpretagdo do sinal da curvatura normal (veja pagina 11). Este
equivoco foi percebido e corrigido por Asperti em [Asp]. Neste trabalho Asperti
refaz os principais resultados de [Lit]. Apresentamos neste nosso trabalho uma

outra versdo deste resultado de Little e Asperti. Vale observar que nas referéncias



acima nada se encontra nos moldes dos resultados de Gutierrez-Sotomayor, ou
seja, nos moldes da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais da Geometria.

Apenas recentemente foi dado énfase ao estudo mais detalhado dos campos

de diregdes e suas singularidades sobre as superficies em R*. Podemos citar o
trabalho [GGST] de Gutierrez, Guadalupe, Sotomayor e Tribuzy, de 1987, onde
estudaram as linhas de curvatura em superficies minimas imersas em R*, e o
trabalho de Gutierrez, Guadalupe, Tribuzy e Guiiiez [GGTG], de 1997, onde estes
autores fizeram um estudo detalhado a respeito das singularidades genéricas dos
campos de diregdes cujas curvas integrais chamaram de linhas de curvatura. O
motivo deste nome vem do fato de que na definigdo deste campo de diregSes
utilizamos os pontos sobre a elipse de curvatura que determinam os maiores e
menores eixos da mesma (veja pagina 10). Vale observar que o estudo destas
singularidades foi feito em coordenadas especiais, no caso, coordenadas
isotérmicas.

Deve-se a Garcia e Sotomayor em [GaS1] o estudo mais abrangente dos
campos de dire¢des acima e suas singularidades. Estes autores adotaram um nome
mais sugestivo para as curvas integrais destes campos de dire¢Ges, chamando-as
de linhas de curvatura axial, bem como passaram a denominar suas singularidades
de pontos axiumbilicos, pela estreita analogia com o caso de R’. Convém salientar

que o trabalho [GaS1] contém muito mais. Ele trata ainda do estudo dos ciclos e da
estabilidade estrutural, nos moldes das imersdes de superficies em R®, como
acima mencionado.

Na mesma linha destes trabalhos encontramos ainda o estudo de Garcia,
Mochida, Fuster e Ruas [GMFR] sobre as singularidades genéricas dos campos de
diregdes assintoticas (veja pagina 15). Tais singularidades s3o denominadas pontos

de inflexdo. Aqui o apelo com o R’ §, de certa forma, artificial, pois esta



constru¢do em nada tem a ver com as curvas assintdticas que aparecem em

superficies imersas em R’. A tnica semelhanga reside no fato de que estes campos

estdo definidos apenas em certas regides das superficies, denominadas regides

hiperbélicas, como no caso do R’. No trabalho acima prova-se que genericamente

o indice das singularidades destes campos ¢ * )4, e como sobre as superficies

localmente convexas estes campos estdo globalmente definidos, demonstra-se o
seguinte teorema: qualquer esfera, genericamente mergulhada como uma
superficies localmente convexa em R*, possui pelo menos 4 pontos de inflexdo.
Este tipo de resultado € tipico. De posse dos indices das singularidades genéricas e
da caracteristica de Euler-Poincaré da superficie compacta chega-se a ele
facilmente. No presente trabalho redemonstramos este resultado, utilizando os
mesmos pontos de inflexdo, mas agora olhando-os como singularidades de outro
campo de diregdes.

Aqui vale uma digressdo. Relacionada ao numero de singularidades de um
campo de dire¢des sobre uma superficie compacta de R’ temos a Conjectura de
Carathéodory, a qual afirma que sobre todo ovaldide (superficie compacta com
curvatura Gaussiana positiva) existem pelo menos dois pontos umbilicos. Esta
conjectura permanece em aberto, pelo menos para o caso nio analitico. Recentes
contribuigdes ao entendimento da mesma tém sido dadas, como, por exemplo, o
trabalho [SMe], onde referéncias para o assunto podem ser encontradas.

No estudo realizado por Garcia e Sotomayor em [GaS1], mencionado
acima, aparece de forma natural uma equagdo diferencial quartica, a equagio
diferencial das linhas de curvatura axial. Ocorre que quando a imersdo da
superficie em R® estd, em particular, contida em um hiperplano, esta equagio
quartica fatora-se num produto de duas equagdes diferenciais quadréticas, sendo

uma delas a equagdo diferencial das linhas de curvatura principal e a outra



denominada de equagdo diferencial das linhas de curvatura média. O estudo
relacionado a esta ultima equagdo foi feito por Garcia e Sotomayor em [GaS2].
Neste trabalho os autores desenvolveram todo o estudo da estabilidade estrutural:
fizeram o estudo das singularidades genéricas, dos ciclos hiperbdlicos, do
comportamento dos conjuntos limites das linhas de curvatura média e das
separatrizes das singularidades genéricas, como no caso das linhas de curvatura
principal supra citado.

Consideremos agora a imersio de uma superficie em R’ e fagamos a sua
composi¢do com a aplicagdio (inversa da) projegdio estereografica de R’emS°.
Temos assim, naturalmente, uma imersio de uma superficie em R*. Em [Lit]
Little mostrou que com esta construgéo as linhas de curvatura principal da imerso
em R’ sio levadas nas linhas assintéticas da imersdo em R*, bem como os pontos
umbilicos da imersio em R’ s#o levados nos pontos de inflexdo da imersdo em
R*. Uma pergunta natural surge: Em quais linhas sdo aplicadas as linhas de
curvatura média estudadas por Garcia e Sotomayor em [GaS2] ? Uma resposta
para esta pergunta é dada no decorrer deste trabalho. De fato, fazemos algo um
pouco. mais abrangente. Desenvolvemos todo o estudo da estabilidade estrutural
para um certo tipo de campo de dire¢des, denominado neste trabalho de campo de
dire¢des de curvatura direcional média, cuja defini¢do pode ser vista na pagina 17,
devido a sua ligagdo com o caso em R’. As curvas integrais deste campo sio
chamadas de linhas de curvatura direcional média. Mais especificamente, este
trabalho se desenvolve do seguinte modo.

No capitulo 2 fazemos uma revisdo dos principais conceitos a respeito de
uma imersdo de uma superficie em R*. Revisamos as formas fundamentais da
imersdo, a elipse de curvatura e as fungdes a ela associadas, como o vetor

curvatura normal, o vetor curvatura média e a curvatura normal. Fazemos a



constru¢do do campo de dire¢des de curvatura direcional média e determinamos a
sua equagdo diferencial. Resulta que esta equagdo diferencial é uma equagio
diferencial bindria, como as das linhas de curvatura principal para imersdes em
R.

No capitulo 3 damos destaque ao estudo das singularidades dos campos de
dire¢des de curvatura direcional média, chamadas aqui de H-singularidades.
Mostramos que elas ocorrem nos pontos de inflexdo ou nos pontos onde o vetor
curvatura média A € nulo, ou seja, nas singularidades do campo de vetores
curvatura média. Exploramos neste capitulo o conceito de H-singularidade
transversal, onde as curvas que definem a H-singularidade encontram-se
transversalmente, € o conceito de indice (do campo de dire¢des) na H-
singularidade. Uma relagdo entre o indice da H-singularidade e o indice da
singularidade do campo de vetores curvatura média € estabelecida.

No capitulo 4 estudamos uma classe das H-singularidades denominada de

tipo S;,i=1,2,3. O subindice refere-se ao nimero de separatrizes da H-

singularidade. Estas singularidades sdo andlogas aos pontos umbilicos
Darbouxianos das imersdes em R’. Fazemos tal estudo na carta de Monge.

O capitulo 5 ¢ dedicado ao estudo das linhas de curvatura direcional média
periddicas ou ciclos de curvatura direcional média. Determinamos a derivada da
aplicagdo de primeiro retorno como uma expressdo integral envolvendo
invariantes geométricos da imersdo ao longo do ciclo. Com isto temos uma
caracterizag@o dos ciclos hiperbolicos.

No capitulo 6 estudamos a situagio onde a imersdo de uma superficie em
R* é oriunda de uma imersio de uma superficie em R*, via (inversa da) projecdo
estereografica de R* em S°. Estabelecemos uma correspondéncia entre as formas

fundamentais, entre alguns campos de diregdes e entre suas singularidades nos



dois casos considerados. Obtemos ainda um resultado que garante a fatoragdo da
equagdo diferencial quartica das linhas de curvatura axial num produto de duas
equagOes diferenciais quadraticas, uma delas sendo a equagdo diferencial das
linhas assintoticas e a outra a equagdo diferencial das linhas de curvatura
direcional média.

No capitulo 7 definimos o conceito de configuragdo direcional média, de
modo analogo ao de configuragio principal para o caso em R®. De posse dos

resultados referentes as H-singularidades de tipo S, e aos ciclos de curvatura

direcional média hiperbdlicos desenvolvemos o estudo da estabilidade estrutural

das configuragdes direcionais médias.

Tendo em mdos o resultado sobre a genericidade das H-singularidades de
tipo S;, visto no capitulo 7, podemos obter algumas informag¢des acerca de
questdes globais das superficies, adicionando hipéteses, como por exemplo, a
compacidade e conexidade das mesmas. Isto € feito no capitulo 8.

No capitulo 9 apresentamos conclusdes a respeito deste trabalho e listamos

alguns problemas em aberto dentro deste assunto.

No final apresentamos uma lista contendo as principais referéncias

bibliograficas utilizadas neste trabalho.



Capitulo 2. Equacido Diferencial para as Linhas de

Curvatura Direcional Média

Este capitulo estd dividido em duas partes. Na primeira delas
estabeleceremos as principais definigdes dos objetos tratados neste trabalho, visto
que uma grande parte delas ndo € de uso cotidiano. Fixaremos ainda as notagées
empregadas ao longo do trabalho. Na segunda se¢do encontraremos a equagdo
diferencial das linhas de curvatura direcional média, equacdo esta que nos

acompanhara ao longo de todo o trabalho.
2.1. A Elipse de Curvatura

Seja a:M?* — R* uma imersdo de classe C”,r >3, de uma superficie

regular e orientada M em R*, o qual est4 orientado ¢ munido do produto interno

euclidiano <, >. Denotemos, respectivamente, por 7M e NM os fibrados tangente e

normal de & e por 7,M e N,M as respectivas fibras, isto €, os planos tangente e
normal em pe M . Assumamos que (u,v) seja uma carta positiva de M e que

{e,,a,,N,,N,} seja um referencial positivo de R*, onde {N,N,} é um

10



referencial de campos de vetores ortonormais a «. Nesta carta (#,v), a primeira

forma fundamental de «, 7, , € dada por
[ =1, =(da,da)=E du® +2F dudv+G dv’,
onde

E={(a,a,)F=(a,a,)eG=(a,a,).

u>~u

A segunda forma fundamental de «, /7, , ¢ definida por

I = 1I, = (d’a,N, )N, +{d’a,N,)N, = II, N, + II, ,N,,

onde
II,=1I,, =e, du’ +2f, dudv+g, dv’,

e =(a,,.N,), f; =(a,,.N,) e g =(a,,N,), parai =1,2.

[T uv? i

Temos as seguintes fungdes associadas a imersdo « (para maiores detalhes
veja [Lit]):

1) o vetor curvatura média de a

H=H,=HN,+H,N,, 2.1.1)

onde
Eg. —2Ff, .
H=H, , = 8 — 21, +2Ge’,para i=1,2;
' 2(EG - F?)

2) a curvatura normal de «

by =y = =L LB) 08 08)1 DES ), (o1

3) a resultante A de II, , ell,,

e 2f g

1 e, 2f;, 8
YEG—-F7) 0 e 2f g
0 e 2f, g

; (2.1.3)



4) o vetor curvatura normal de  , n =n,, € definido por 1:TM — NM , onde

_(p,w)

n(p,w) = o)

De modo anilogo ao estudo das imersdes de superficies em R’, podemos

olhar o vetor curvatura normal da seguinte maneira:

{

Para cada vetor unitdrio we T M, seja y:(-¢,6) > M uma curva,
parametrizada pelo comprimento de arco s, tal que ¥(0) = pey'(0) =w. Deste
modo, 77(p)(w) = n(p,w) € a projegdo de y"(0) sobre o plano normal N,M . Esta
interpretagdo independe da particular escolha da curva y .

Com vistas na simplifica¢gdo dos calculos envolvidos, vamos adotar uma
carta (u,v): M — R* de modo que, nesta carta, a primeira forma fundamental
esteja diagonalizada, com E=G=1 e F=0. Deste modo, {&,,a,} é um
referencial ortonormal de 7,M e todo weS'cT M pode ser escrito como
w=@(t) =costa, +sent,.

Com estas consideragdes, temos

e cos’t+2f,costsent + g sen’t

n(p)(w) =n(p)(e()) =

e,cos’t+2f,costsent +g,sen’t

e +g

H(p)= ;

12



onde, nas expressdes acima, aparecem as componentes com relagdo ao referencial

ortonormal {N,,N,} de N ,M . Utilizando as identidades cos2¢ = cos’f —sen’t e

sen2t = 2sentcost , podemos rescrever 17(p)(w) da seguinte forma

%(el — &
n(p)(w) =

donde,

n(p)(w)-H(p) =

é‘(ez - g,) fz~

) A cos 2t
+

sen 2¢
L2y £
54 & 1
Le-2) f,
2 > — &2 2J

6 +g

cos 2t

sen 2¢

Podemos destacar os seguintes resultados (veja figura 2.1.1):

i) Como 7(p):S'cT M — N, M ¢ afim, segue que sua imagem descreve

uma elipse em N ,M , chamada a elipse de curvatura de a no ponto p e

denotada por €,(p) ;

i) Esta elipse pode se degenerar em um segmento de reta, uma circunferéncia

ou um ponto;

i) O centro da elipse de curvatura € o vetor curvatura média AH. Portanto, a

elipse de curvatura &,(p) pode ser escrita como (77 =H )+ H;

iv) A area da elipse de curvatura &, (p) ¢é calculada como sendo a 4rea de S'
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vi)

multiplicada pelo médulo do determinante da transformagdo afim, ou seja,
1 1 /3 )
4 E(el -8t E(gz —e)fi| = EIkN(P)I ;

A aplicagdo 77(p) restritaa S', sendo quadratica, é um duplo recobrimento
da elipse de curvatura g, (p). Assim, todo ponto da elipse corresponde a

dois pontos diametralmente opostos na circunferéncia tangente unitéria,

aos quais faremos corresponder uma diregdo em 7,M ;

A elipse de curvatura € invariante por rotagdes nos planos tangente e
normal, logo podemos olhar a sua area, a curvatura normal, € o seu centro,
o vetor curvatura média, como invariantes da imersio « . Ndo é dificil

observar que a resultante A também ¢é um invariante da imers#o.

M AN, (p) NM

.S/’}’ /;‘v 7,(w)
i ) £,(P)

H(p)

v

N, (p)

Figura 2.1.1. A elipse de curvatura.

Um ponto p e M ¢é chamado de ponto minimo de o se H(p)=0, e é
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chamado de ponto de inflexdo de a se A(p)=ky(p)=0. Segue que p é um

ponto de inflex@o se, e somente se,

efr—efi=eg,—eg = fg -8 =0,

ou por iv), se, e somente se, a elipse de curvatura ¢,(p) for um segmento de reta

radial.

Segue de v) que a partir de qualquer bem definida escolha de pontos sobre
a elipse, campos de diregdes tangentes podem ser construidos sobre M. Se a
escolha néo esta bem definida para pontos especiais de M, dizemos que tais pontos

sdo pontos singulares do campo de diregdes.
Consideremos alguns exemplos destas construgdes.

Campos de direcdes assintoticas. Suponhamos que a origem de N,M ndo
pertenga a regido limitada pela elipse de curvatura ¢,(p), VpeM . Os dois
pontos sobre &,(p) nos quais as retas geradas pelos vetores curvatura normal sdo
tangentes a &,(p) induzem um par de diregdes no 7,M , as quais, em geral, néo

sdo ortogonais. Fazendo esta construgdo para todo p € M , temos bem definidos
dois campos de diregdes tangentes sobre M, chamados campos de dire¢ées
assintoticas. As singularidades destes campos sdo os pontos onde a elipse de
curvatura se torna um segmento de reta radial, ou seja, os pontos de inflexdo,
conforme observagdo acima. Garcia, Mochida, Fuster e Ruas estudaram estes
campos e suas singularidades em [GMFR]. Veja figura 2.1.2.

Na figura 2.1.2 as retas geradas pelo vetor curvatura normal s3o tangentes a
elipse de curvatura nos pontos 1 e 2. As pré-imagens do ponto 1 sdo os pontos

I'el” em S'(p)cT ,M , 0s quais determinam a reta 1'~1". De modo analogo o
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ponto 2 induz a reta 2'—2". Como, de um modo geral, os pontos 1 € 2 ndo sdo
simétricos com relagdo ao centro da elipse segue que as retas 1'—1"e¢ 2" —2" ndo
sdo ortogonais, de um modo geral. No capitulo 6 veremos um caso onde isto ndo

acontece, ou seja, ocorre a ortogonalidade dos campos de dire¢des assintoticas.

M AN, (p) N M

«(P)

AN

Figura 2.1.2. Campos de dire¢des assintéticas.

Campos de dire¢des de curvatura axial. Os dois maximos € os dois minimos da

norma de (n—H )( p) determinam quatro pontos sobre a elipse de curvatura

&,(p), os quais sdo seus vértices. Esta construgio induz oito pontos sobre a
circunferéncia S' T ,M , os quais definem quatro dire¢des no plano tangente.

Fazendo esta construg@o para todo p € M definimos um campo de 2-cruzes sobre
M, chamados campos de diregcoes de curvatura axial. Esta construgdo falha nos
pontos axiumbilicos, onde a elipse de curvatura se torna uma circunferéncia ou um
ponto. Gutierrez, Guadalupe, Tribuzy e Guifiez em [GGTG] e Garcia e Sotomayor

em [GaS1] estudaram este caso. Veja figura 2.1.3.

Na figura 2.1.3 os vértices da elipse de curvatura estdo denotados pelos
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nimeros 1, 2, 3 e 4. Os vértices 1 e 3 determinam o eixo menor da elipse,
enquanto os vértices 2 e 4 determinam o eixo maior da elipse de curvatura. O
ponto 1 da elipse de curvatura induz a diregdo 1'—1", o ponto 2 a diregdo 2’2", o
ponto 3 a diregdo 3'—3" e o ponto 4 a diregdo 4'—4". Como os pontos 1 € 3 sdo
simétricos com relagdo ao centro da elipse, segue que as dire¢des 1'—1"e¢ 3" 3"
sdo ortogonais. O mesmo sendo valido para os pontos 2 e 4 e para as diregdes
2'-2"e4'-4". Agora, como o ponto 2 da elipse é “médio” dos pontos 1 e 3,
segue que a dire¢do 2'—2" bissecta as diregdes 1'—1"e¢3'—=3". O mesmo

raciocinio € valido para o ponto 4 e para a diregdo 4'—4".

.M AN, (p) N M
4
3 .
AT s ,’
4N 2’ 3
[N
K /Y
Y Y
L v/ ga(p)
. N
P A
3" 2
N, (p)

Figura 2.1.3. Campos de diregdes de curvatura axial.

Campos de dire¢does de curvatura direcional média. A reta gerada pelo vetor

curvatura média H(p) intercepta a elipse de curvatura £,(p) em dois pontos.
Esta construgdo induz duas dire¢des ortogonais em 7' ,M . Fazendo esta construgdo

para todo p € M definimos dois campos de dire¢des sobre M, chamados campos

de diregoes de curvatura direcional média. As singularidades destes campos,

chamadas aqui H-singularidades, sdo os pontos onde a construgfo acima falha, ou
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seja, onde H =0 (pontos minimos) ou onde a elipse de curvatura se torna um
segmento de reta radial (pontos de inflex@o). O conjunto das H-singularidades sera
denotado por S(«). Veja figura 2.1.4.

Na figura 2.1.4 os pontos 1 e 2 representam os pontos sobre a elipse de
curvatura resultado da interse¢do desta com a reta gerada pelo vetor curvatura
média H. O ponto 1 induz a dire¢do 1'—1", enquanto o ponto 2 induz a diregdo

2'-2" sobre T,M . Como os pontos 1 e 2 séo simétricos com relagéo ao centro da

elipse segue que as diregdes acima sdo ortogonais.

AN, (p) N M

1 £,(p)

Figura 2.1.4. Campos de diregdes de curvatura direcional média.

Uma [linha de curvatura direcional média € uma curva regular

@:(a,b) > M tal que em cada um de seus pontos a reta tangente a ela estd numa

direcdo de curvatura direcional média, e além disto ela contém qualquer outra

curva regular com esta propriedade e que a intercepte.
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2.2. A Equacao Diferencial das Linhas de Curvatura Direcional
Média

Na defini¢do das diregdes de curvatura direcional média exigimos que os
vetores H e n sejam paralelos, assim a equagdo diferencial das linhas de curvatura
direcional média ¢ dada por

nAnH =0, (2.2.1)

a qual € uma equagio diferencial quadratica da forma

A(u,v) du® +2B(u, v) dudv+C(u,v) dv* =0, (2.2.2)
onde
A=A(u,v)=(e,g, —e,8)E+2e, [, —e [,)F , (2.2.3)
B=Bu,v)=(fg, — /,8)E+(ey f, —e,f,)G (2.2.4)
€
C=C(u,v)=2(f8, — [2&)F +(e,8, - €,,)G. (2.2.5)

As H-singularidades sdo determinadas através de (2.2.2), sendo

caracterizadas como os pontos onde A= B=C=0. No entanto, é imediato a

verificagdo de que
EC=2FB—-GA.

Temos estabelecido a seguinte proposigao.

Proposi¢io 2.2.1. Seja a:M — R* uma imersio de classe C",r >3, de uma

superficie regular e orientada M em R*. Com as notagdes acima temos:

(1) A equagdo diferencial das linhas de curvatura direcional média de o é

dada por (2.2.2);
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(i1) As H-singularidades de « sdo dadas por 4=B=0, onde 4 ¢ B estdo

definidos em (2.2.3) e em (2.2.4), respectivamente.

Notemos que a equagdo diferencial das linhas de curvatura direcional

média (2.2.2) pode ser escrita, equivalentemente, como

Jac{Jac(II,,11,),1} = 0. (2.2.6)

Em coordenadas isotérmicas, onde £E=G=1" e F =0, a equagio (2.2.2)

tem a forma
A, (u,v)du® +2B, (u,v) dudv— A, (u,v)dv* =0, (2.2.7)
onde
A4 =eg,-eg (2.2.8)
e
Blzfl(ez"'gz)—fz(e|+gl)- (2.2.9)

Lema 2.2.2. A(p)=B(p)=0 se, e somente se, H(p) =0 ou p é um ponto de

inflexdo de M.

Prova. E suficiente provar o lema para o caso das coordenadas isotérmicas.

Fagamos
0=4/f+Bg =(e+g)fie - fig)
e
0=4f,+Bg, = (e, +g,f,g,— f2&))-
Se
f1& — f8 #0,
entdo

egt+g =e+g,=0,

e isto implica que H(p)=10. Se
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hH& — 1,8 =0,

entdo
eg,—eg =g, - hHhg=ef,-efi=0,

e isto implica que p € um ponto de inflexdo. A reciproca ¢ imediata.

[
Observacio 2.2.3. A partir do lema 2.2.2 segue que S(a) = S,(a) U S,(a) , onde

Si(@) ={p e M/ H(p)=0}
S,(a) = {p € M/ p é um ponto de inﬂexﬁo}.

Aqui cabe um pequeno comentario a respeito da natureza dos conjuntos
acima. Pode parecer a primeira vista que a separagdo de S(a) em dois conjuntos
seja artificial, ou seja, os conjuntos S,()eS,(«) teriam apenas uma roupagem
diferente, sendo no fundo os mesmos. Isto, de fato, ndo acontece. Conforme
veremos no capitulo 8, existem imersdes de superficies em R* exibindo somente
um tipo de H-singularidade. A posteriori, capitulo 8, podemos perceber, por
exemplo, a ndo possibilidade de construirmos um campo de dire¢des sobre uma
superficie imersa em R* que exiba apenas singularidades nos pontos minimos.

Seja p ¢ S(a). Segue que (32 — AC)(p) >0, o que implica na existéncia
de duas solugdes ortogonais para a equacdo diferencial das linhas de curvatura
direcional média (2.2.2). Assim, numa vizinhanga deste ponto existem dois
campos de diregdes, denotados por L, (a)el,(a), o que, por sua vez, implica na
existéncia de duas familias de curvas ortogonais, denotadas também por
L, (a)el, (a). Sob as hipéteses de orientabilidade, ¢ possivel globalizar para toda
a superficie M a defini¢do dos campos de dire¢des acima, o que fazemos a seguir.

Observemos que em M —S(«) a equagdo (2.2.2) define um campo de
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cones ortogonais. Para o que segue consideraremos apenas os setores nao

negativos de cada cone, conforme figura 2.2.1.

Figura 2.2.1. O cone em p.

Para cada p e M —S(a) tomemos {e, (p)se( p)} consistindo de vetores unitarios
das duas diregdes de curvatura direcional média, de tal sorte que este conjunto seja

uma base positiva de 7,M e positiva também para o cone em p, isto €, o setor

compreendido entre ¢, (p) ee,(p) € positivo. Podemos agora definir L, () = R.e,
e /,(a)=Re,. Deste modo, estes dois campos de dire¢cdes estdo globalmente
definidos, o que implica que as duas familias de curvas ortogonais L, (a)el,(a)
também estdo globalmente definidas, e recebem o nome de linhas de curvatura
direcional média maxima e linhas de curvatura direcional média minima,
respectivamente. Cada familia define uma folheagdo, a folheagdo direcional média
maxima F, (a) € a folheagdo direcional média minima f, (o), na superficie fora
das H-singularidades. Cada H-singularidade isolada define uma singularidade

isolada de ambas as folheagGes.

Podemos dar uma explicagdo a respeito dos nomes mdximo e minimo
utilizados acima. Para qualquer ponto p ¢ S(«), sejam p,(p)e p,(p) os dois

pontos no plano normal nos quais a reta gerada por H(p) intercepta &,(p).
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Genericamente temos p, (p) # p,(p), pois, p,(p) = p,(p) ocorre apenas quando
a elipse de curvatura ¢ um segmento de reta, ou seja, quando k,(p)=0.
Suponhamos que k,(p) > 0. Neste caso, apenas um ponto, digamos p,(p), esta

mais afastado da origem. A dire¢do de curvatura direcional média mdxima
(respectivamente minima) é a dire¢do de curvatura direcional média induzida por

p,(p) (respectivamente p,(p)). No caso em que k,(p)<0, devemos trocar

P,ep.
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Capitulo 3. Estudo das H-Singularidades

Seja p uma H-singularidade de uma imersdo  : M> — R*. Dizemos que p

¢ uma H-singularidade transversal se

J(4,B), = %lp #0,

onde as fungdes A e B estdo definidas em (2.2.3) e (2.2.4), respectivamente. O
significado geométrico desta condigdo é que as curvas A7'(0)e B~'(0), cujas
interse¢Oes definem as H-singularidades, sdo regulares e se interceptam
transversalmente no ponto p. Segue que as H-singularidades transversais sdo
isoladas.

Recordemos que o indice i(p) de um campo de dire¢des em uma
singularidade isolada p ¢ o numero total de voltas que o campo executa depois de
percorrer uma vez o bordo de um disco, positivamente orientado, contendo a
singularidade em seu interior (veja [Hop]). Seja p uma H-singularidade isolada.
Entdo p € uma singularidade isolada de cada uma das duas familias de linhas de
curvatura direcional média. Deste modo p tem um indice com respeito a cada uma
destas familias; rﬁas, uma vez que as linhas de uma familia sdo ortogonais as

linhas da outra familia, segue que estes indices devem ser iguais.
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Seja X =(X,,X,) um campo de vetores planar e seja p uma singularidade

isolada de X. Dizemos que p € uma singularidade transversal de X se

J(X(p)) #0. Novamente, o significado geométrico desta condicdo € que as
curvas X;'(0)e X;'(0), cujas interse¢des definem as singularidades de X, sdo

regulares e se interceptam transversalmente no ponto p.

Neste caso, o indice (do campo X) na singularidade p ¢ dado por

I(X, p) = sinalde {J(X(p))} . (3.1)

Usando as fungdes 4, e B, definidas em (2.2.8) e (2.2.9), respectivamente,
definimos o campo de vetores

X(u,v)= (B @), 4,wv). - (3.2)

Assim, p ¢ uma H-singularidade isolada de a se, e somente se, p for uma

singularidade isolada do campo de vetores X.

Lema 3.1. Seja i(p) o indice de uma H-singularidade isolada pe M e seja
I(X, p) o indice da singularidade isolada do campo de vetores X, como em (3.2).

Entdo temos

i(p) = %I(X, p). (3.3)

Prova. Seja p=(u,v)=u+iv uma H-singularidade isolada. Deste modo o

elemento (du,dv) = du +idv resolve a equacgdo (2.2.7) se, e somente se, 0 vetor

(4, (u,v), B, ,v)) (3.4)

for ortogonal a
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(du’® —adv® 2dudv). (3.5)

Equivalentemente, o vetor ortogonal a (3.4), o qual tem a forma
(=B, ,v), 4, (,v)) = X(u,v),
for colinear a (3.5). Mas, (3.5) pode ser escrito como

(du? —dv? 2dudv)= du® — dv? +i2dudy = (du +idv)?, (3.6)

em notagdo complexa. Como o argumento de (du +z'a7v)2 ¢ o dobro do argumento

de du+idv, o lema est4 provado.

|

Passaremos agora ao estudo dos dois tipos de H-singularidades
transversais. Achamos mais conveniente fazé-lo separadamente. Deste modo
podemos destacar as peculiaridades de cada caso, dando destaque ao caso das H-
singularidades transversais que sdo pontos minimos, ou seja, a H-singularidade
transversal pertence ao conjunto S;(«) . Neste caso a H-singularidade transversal é
também singularidade transversal do campo de vetores curvatura média H.
Embora este campo ndo apresente dindmica do ponto de vista da superficie, uma
interessante relagao entre o indice do campo H e o indice do campo de diregdes de
curvatura direcional média serd estabelecido na se¢do 3.1. Na segdo 3.2

estudaremos as H-singularidades transversais determinadas pelos pontos de

inflexdo, isto €, pertencentes a .S, ().

3.1. O Caso dos Pontos Minimos

Proposicio 3.1.1. Seja p € M um ponto onde H(p)=0ek,(p)#0. Entdo p é

uma singularidade transversal do campo de vetores X, como em (3.2), se, e
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somente se, p ¢ uma singularidade transversal do campo de vetores (normais) H.

Prova. Temos a seguinte equagdo

[(—Bl)u (—Bl)v] _ {fz _f;jl ':(el +tg), (g+ gl)v} (.1.1)
(4), (A4), , L& & p. (e, +8,), (e,+gy), " . o
Assim,

J(X(p) = (fe + £i8,), 4(E(p)) J(H(p)) =

— (e + 8+ e + @)L AED) (D))

Como H(p) =0, segue que ¢, =—g, € e, =—g,. Deste modo, temos

J(X(p) =2[£(g,—e,)+ fr(e - g)], (E@) J(H(p)) =
(3.1.2)

=2ky(p) (E(p))*J(H(p)).

Uma vez que k,(p)# 0 e E(p) >0, a proposigdo esta provada.

|
Teorema 3.1.2. Seja p € M uma H-singularidade, onde H(p)=0 e k,(p) #0.
Entdo p é uma H-singularidade transversal se, e somente se, p € uma singularidade

transversal do campo de vetores (normais) .

Prova. E imediata a partir da proposicdo 3.1.1 e de

o4,8), _ . [(4), (4),] _ . [CB), B),]| _
a(u,v) I”_det[(Bl),, (Bl)v} det[ ), (4, l-J(X(p))- (3.13)

P
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Teorema 3.1.3. Seja p € M um ponto onde H(p) =0 e k,(p) # 0. Suponhamos
que p seja uma H-singularidade transversal. Entdo, o indice do campo de vetores

curvatura média H em p, I(H, p), ¢ £1. E mais, o indice da H-singularidade p,

i(p), € = % Os sinais concordam se k, (p) >0, e discordam se k, (p) <O0.

Prova. Como p ¢ uma H-singularidade transversal, segue do teorema 3.1.2 e de

(3.1) que
I(H, p) = sinal de {J(H(p))} = *1.

De (3.1.2), temos
J(X(p)) =2ky (p)(E(P)*J(H(p)).

Assim,
sinal de {J(X(p))} = ( sinal de (k, (p)) ) sinalde {J(H(p))} ).
Isto implica que
I(X,p) = ( sinalde (k,(p)) M(H,p).

Mas de (3.3) e (3.1), temos

i(p) = 1 sinalde (k, (7)) M (H p) = % simal de (7)) )1 =

1 .
= £ sinalde (k, (p)).
A
Este teorema aparece, com uma outra demonstragio, em [Lit]. No entanto,
ha 1a um engano com relagdo a interpretagdo dos sinais dos dois indices e o sinal
da curvatura normal. Asperti, em [Asp] fez a corre¢do deste engano, utilizando as

mesmas técnicas de Little, diferentes das aqui apresentadas.

28



3.2. O Caso dos Pontos de Inflexio
Definimos as seguintes fungdes

T =eg,—eg.T,= fig,— f,8 ¢ T, =ef,—ef (3.2.1)

e os seguintes campos de vetores

Y,(u,v) = (T, u, ), T, (,v)) (3:22)
Y,(u,v) = (T,(u,v),]}(u,v)). (3.2.3)

Notemos que 7;(p)=T,(p)=T;(p)=0 se, e somente se, p ¢ um ponto de

inflexdo, donde Y, (p) = ¥,(p) = 0 se, e somente se, p ¢ um ponto de inflexdo.

Proposi¢ao 3.2.1. Seja p € M um ponto de inflexdo onde H(p) # 0. Entdo, p é
uma singularidade transversal do campo de vetores X em (3.2) se, somente se, p é

uma singularidade transversal do campo de vetores Y.

Prova. Temos a seguinte equagao

J(X(p)) =J(X(p)-J(L(P))- (3.2.4)
Mas,
J(X(p)) =-J (1 (p)). (3.2.5)

De (3.2.4) e de (3.2.5) segue que

J(X(p)) =2J(X(p)- (3.2.6)
|
Teorema 3.2.2. Seja p € M um ponto de inflexdo onde H(p) # 0. Entdo, p é

uma H-singularidade transversal se, € somente se, p € uma singularidade
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transversal do campo de vetores ¥].

Prova. Imediata a partir da proposigdo 3.2.1 e de

a(4,B)| _
) |,=J(X(p)) .

Teorema 3.2.3. Seja p € M um ponto de inflexdo onde H(p) # 0. Suponhamos

que p seja uma H-singularidade transversal. Entdo, o indice da H-singularidade p,
i(p), &+ Jf.
Prova. De (3.2.6) e de (3.1), temos

I(X, p) = sinal de {J(X(p))} = sinal de {J (¥,(p))} = *1.

Utilizando (3.3), segue que
1 1
i(p)=—I1(X,p)==%—.
(p) =5 I X, p) =5
il |

Observacio 3.2.4. Em outras palavras, o que os resultados acima estdo dizendo é
que, embora na caracterizagdo dos pontos de inflexdo fagamos uso das trés fungdes
1,,T,eT;, apenas duas delas, por exemplo, 7, e7, sdo, de fato, essenciais. A
interpretagdo geométrica da transversalidade de um ponto de inflexdo € a mesma
das anteriores, ou seja, p € um ponto de inflexdo transversal se, € somente se, as
curvas Tl"'(O) € T['(O) sdo regulares e se interceptam transversalmente no ponto
p-

Os resultados desta segdo serdo utilizados também no capitulo 6, onde

apresentamos uma outra expressdo para a equacdo diferencial das linhas
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assintéticas, diferente daquela que aparece em [GMFR].
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Capitulo 4. H-Singularidades do Tipo S

No capitulo anterior estudamos as H-singularidades transversais e vimos
que elas sdo caracterizadas pela transversalidade das curvas que as definem. Neste
capitulo estudaremos um subconjunto das H-singularidades transversais, o qual,
como veremos mais adiante (capitulo 7), tem a propriedade de ser denso no
conjunto das H-singularidades. Podemos ainda adiantar uma outra propriedade das
H-singularidades deste conjunto, elas sfo, num certo sentido a ser precisado
(capitulo 7), localmente estaveis. Por ora basta a idéia intuitiva de estabilidade que
todos nds temos. Voltaremos a falar nisso mais adiante.

Vamos tomar a superficie M na carta de Monge, isto é, a superficie M é o
grafico da aplicagdo

a(u,v) = (u,v,S(u,v),R(u,v)),

onde S e R sdo fungdes de classe C”,r > 4, definidas em uma vizinhanga U — R*

de (0,0), satisfazendo

5(0,0) = R(0,0) = 5, (0,0) = R, (0,0) = 5,(0,0) = R,(0,0) = 0.

Para cada ponto a(u,v) € M o plano tangente 7, ,M ¢é gerado por
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{a, @,v)=(1,0,5, @, v),R, w,v)),a, @,v)=(0,1,S, ,v), R, ,v))} ,

bem como o plano normal N, .M ¢ gerado por

N, =(-S,,-S,,1,0), }
)

{N ( R,(1+S8°)+SSR,~R1A+S*+S,SR,~SR, —SR, J+8, +S

Deste modo,
E=(a,a,), F=(a,a,), G=(a,a,),

u?

e :<auu’]vl> f <auv’N> € gi <avv’N>

N, :%l, para i =12.

Escrevendo a expansdo de Taylor das fungdes S e R em torno de (0,0),

onde

temos
Soz2 .2 d , b , ¢4
S(u, v)——u + 8, uv+—=v" +— e+ Lt 2+ Sy +0(4)
2 2 6 2 2 6

4.1)

R(u,v) = 2042 +r“uv+ﬂv2+ —u’ +£u v+buv + 542 +0(4).
2 2 6 2 2 6

Assim os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, na

carta de Monge, sdo dados por

E=1+0(2), F=0Q2), G=1+0(2),
e =Sy taut+dv+0(2), fi=s,+du+bv+0(2), (4.2)
g =S tbu+cv+0(2), e, =n, +au+dv+0(2),

fo =t +du+bv+0(Q2) e g, =1, +bu+cv+0(2).
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Definimos as seguintes fungdes

J = Spata — Sal2 5

K =854 + tyb —syb —15a,
L = 5p,d + 10¢ —5yC —1ppd
M:Sn(rzo+r02)‘r||(520+302)a 4.3)

N = Sll(c_l+5)_rll(a+b)+(r20 +’62)d_(szo "“Soz)‘7

P= sll(E+[7)—r‘|l(c+d)+(r20 +’bz)b—(szo +Soz)g-

A equacgio diferencial das linhas de curvatura direcional média (2.2.2),

escrita na carta de Monge, tem a forma

C(u,v)dv® + 2B(u,v)dudv + A(u,v)du* = 0, 4.4)
onde

Cu,v)=J+Ku+Lv+Q(u,v),
B(u,v) =M + Nu+Pv+Q,(u,v),
A(w,v) =-J = Ku—Lv+Q;(u,v),
0,0, e O, sdo da ordem O(2).

No ponto (0,0), temos
,(0,0) = (1,0,0,0), «,(0,0) =(0,1,0,0),

N] (O)O) = (0)0)1,0) ) N2 (an) = (0,0,0,l) >

E(0,0) = G(0,0)=1, F(0,0)=0,
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€(0,0) = 559, £1(0,0) = 5,1, £(0,0) = 55,
€,(0,0) =1, £2(0,0) =1, € £,(0,0) =1, .

De (4.4), as condigdes para (0,0) ser uma H-singularidade sio

J = SypTpy — Spaty =0
M =5, (ry +73,) =1, (Sp0 +55,) = 0.

Seja TM —{0} o fibrado tangente, onde removemos a se¢do nula, munido da
relagdio ~, definida da seguinte maneira: (p,v)~(q,w) < p=gev=Aw,A#0.E
imediato que a relagdo ~ ¢ uma relagio de equivaléncia em 7M — {0} . Chamamos
de fibrado projetivo de M, PM, o espago quociente TM — {O}/ ~. A projegdo
natural sera denotada por 7 : PM — M .

Seja p € M uma H-singularidade. Entdo, existe uma vizinhanga V,cM

a qual pode ser descrita na carta de Monge. Nestas condigdes, a equagio
diferencial das linhas de curvatura direcional média é da forma dada em (4.4).

O espago PM pode ser parametrizado por duas cartas coordenadas

d . . .
(u,v;q = %) e (u,v; p= d—v] A equagdo diferencial das linhas de curvatura
1% u

direcional média (4.4) define uma superficie /¥ no espago PM. Na carta (u,v; p), a

superficie W ¢ definida por W = T'(0), onde

T=(J+Ku+Lv+Q)p’ +2(M + Nu+Pv+Q,)p-(J+Ku+Lv+0Q,). (4.5
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Fora de 7~'(0,0) a superficie ¥ é regular, sendo, de fato, um duplo recobrimento
de 7' (M —{(0,0)}) . Além disto, a reta projetiva p = z'(0,0) esta contida em W,

De fato,
7(0,0, p) = J(0,0)p* +2M(0,0)p—J(0,0) = 0

se
J(0,0) = M(0,0)=0,
isto €, se (0,0) for uma H-singularidade de M. Neste caso,
7,(0,0, p) = K(0,0) p* + 2N(0,0)p — X(0,0),
T.(0,0, p) = L(0,0) p* +2P(0,0)p — L(0,0)

7,(0,0, p) = 27(0,0) p +2M(0,0) = 0.

Os polinémios 7, (0,0, p) e 7, (0,0, p) tém raiz comum se, € somente se,

N(0,0)L(0,0) - K(0,0)P(0,0) =0,
ou seja, os polindmios acima ndo tém raiz comum se, e somente se,

N(0,0)L(0,0) — K(0,0)P(0,0) = 0,
sendo esta ultima desigualdade uma condig@o necesséria e suficiente para (0,0) ser
uma /-singularidade transversal de M. Pelo Teorema da Fungdo Implicita, a
superficie ¥ € regular numa vizinhanga do eixo p (reta projetiva) se, e somente se,
(0,0) for uma H-singularidade transversal.

Suponhamos que (0,0) seja uma H-singularidade transversal. Neste caso

podemos considerar o seguinte campo de vetores sobre W

X(u,v,p) = (Tp (usv, p), pT,(w,v, p),~(T, (u,v, p) + pT,(u,v, p))). (4.6)
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As seguintes afirmagdes sdo verificadas. Primeiramente, o campo X é tangente a

W. As singularidades de =,(X) ocorrem somente na origem, e mais, se
(u,v; pj)e W, entio, 7r,(T (u,v; pj)) define uma linha de curvatura direcional
média com diregdo p,. As singularidades deste campo X, localizadas sobre a reta

projetiva, sdo dadas pelas raizes do seguinte polindmio ctibico

@(p)=1,0,0,p)+ pT,0,0,p) =0. 4.7)

Uma dire¢do seT,,M € uma diregdo de aproximagio da H-

singularidade (0,0) se existir uma linha de curvatura direcional média satisfazendo

as seguintes duas condi¢des:

i) contém a origem em seu fecho;
i1) o seu campo de dire¢Ges tangente tem a diregdo s como limite na H-
singularidade.

Lema 4.1. Se (0,0) ¢ uma H-singularidade transversal, entdo, existe uma
correspondéncia bijetiva entre as singularidades de X ao longo da reta projetiva e

as diregdes de aproximagéo de (0,0).

Prova. Seja v = pu+O(2) uma linha de curvatura direcional média. Entdo, p &
raiz de (4.7), donde p € uma singularidade de X. Agora, se (0,0,p) é uma
singularidade de X, o vetor (I,p,0)e T00.»)V » uma vez que ele ¢ normal ao
gradiente de I neste ponto. Deste modo, existe uma curva ¥ em W tal que seu
vetor tangente em (0,0,p) € (1, p,0) e z(y) é uma linha de curvatura direcional

média.
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Uma separatriz da H-singularidade é a imagem ndo degenerada, sob z,, de
uma separatriz de sela do campo X. Elas sdo linhas de curvatura direcional média
que tendem a H-singularidade e que separam regides de diferentes modos de se
aproximar da H-singularidade.

Como a cubica (4.7) tem genericamente uma ou trés raizes reais, 0 campo
de vetores X tem, genericamente, uma ou trés singularidades sobre a reta projetiva,

as quais sdo do tipo sela ou né. Decorre ainda que temos apenas uma das seguintes

trés possibilidades:

i) O campo de vetores X tem uma unica singularidade do tipo sela. Neste caso

(0,0) é uma H-singularidade transversal do tipo S, ( veja figura 4.1);

ii) O campo de vetores X tem trés singularidades, sendo um n6 e duas selas.

Neste caso (0,0) ¢ uma H-singularidade transversal do tipo S, (veja figura

4.1);

iii) O campo de vetores X tem trés singularidades, todas do tipo sela. Neste

caso (0,0) é uma H-singularidade transversal do tipo S; (veja figura 4.1).

/o

Tipo S} Tipo S, Tipo S5

Figura 4.1. H-singularidades do tipo S.
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Observacio 4.1. O indice i =1,2,3 de S, denota o numero de separatrizes da H-
singularidade. A figura 4.1 representa a configurago local dos trés diferentes tipos

de H-singularidades denotadas por S|, S, e S, e chamadas de H-singularidades

de tipo S. O indice é )4 nocaso S, e S,,e — )4 nocaso S, .

A seguir vamos analisar separadamente cada um dos dois casos de H-
singularidades. Para cada um deles vamos dar uma descri¢do da superficie na carta
de Monge, caracterizando os trés tipos de H-singularidades em termos dos

coeficientes dos 2 e 3 jatos da imers#o.

4.1. O Caso dos Pontos Minimos

Suponhamos que pe M seja uma H-singularidade satisfazendo as
condi¢gdes H(p)=0 e k,(p)# 0. Escolhendo apropriadamente uma rotagdo no
plano normal de modo que N, e N, estejam nas diregdes dos eixos principais da
elipse de curvatura, € possivel escrever r,, =7, =0. Neste caso, decorre ainda
que s, =0. Agora, escolhendo apropriadamente uma rotagdo no plano uv é

possivel escrever b = —a . Assim, (4.1) pode ser escrito como

S(u,v) = é(uz -v?) + 4 +iuzv+éuv2 + 59 o4)
2 6 2 2 6

(4.1.1)
R(u,v) = Cuv + Ly iuzv—guv2 + S50 0(4).
6 2 2 6
Isto implica que (4.3) tem a forma
J=0,K=0,L=-AC+d),
(4.1.2)

M=0,N=-C(a+b)e P=-C(c+d).
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Neste caso, o polindmio cubico (4.7) tem a forma
p(p) = —p(Lp2 +2Pp+2N — L).
Assim, p =0 € uma raiz e as outras irfio depender do discriminante do polinémio

PY 2
quadrético entre paréntese, dado por Az(f) +1—%' > %>[§) s

2
.. . 2N (P , )
temos uma unica raiz real em p=0. Se o < Fa +1, temos 3 raizes reais

dadas por

=0 ——£+ (£2+1—2Ne £ P2+1—2N
Po =5 Pi="7 T L CPRTTIT L

- g 2N : 2
Notemos que, na hipétese de termos 3 raizes, p,.p, +1 = rak Assim, se —Lﬁ <0,

. . N . 2N
entdo as diregdes p, e p, ndo estdo em um setor de medida % Se T> 0,

entdo as diregbes p, € p, estdo em um setor de medida % .

A matriz Jacobiana de X em uma singularidade da reta projetiva € dado por

2N 2Lp +2P 0
2Np pQLp+2P) 0
* # ~(BLp*+4Pp+2N-1L)

(0,0,p)

Podemos observar que o jacobiano de X em p =0 ¢é dado por
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JX(0)=—2N@2N-L).

JX(0) _

2N 2N o ; "
Logo, P 1= =) Podemos entdo tirar as seguintes conclusdes:

L

. . 2N N

1) Se 4 <0, entdo A >1, o que implica que JX(0) <0, o que, por sua vez,
implica que a origem € um ponto de sela.

.. 2N N ~ o

i) Se 1> = >0, o que implica que 4 >0, entdo JX(0) >0, o que implica
que a origem é um no. Analisando as outras duas raizes vemos que elas sdo
pontos de sela.

2N o - N

iii) Se — < 0, o que implica que 4 >0, entdo JX(0) <0, o que implica que

a origem € um ponto de sela. Analisando as outras duas raizes vemos que

elas também sdo pontos de sela.

Definimos B
W,=A4(c+d), (4.1.3)
W,=C(a+b) (4.1.4)
e
W,=C(c+d). (4.1.5)

Lema 4.1.1. Com a construgdo acima, p € M ¢é uma H-singularidade transversal

se, € somente se,

(a+b).(c+d)#0. (4.1.6)

Prova. A condigdo de transversalidade ¢ dada por NL # 0, a qual é equivalente a
(4.1.6). De fato, como estamos assumindo, por hipétese, que a curvatura normal no

ponto (0,0) ¢é diferente de zero, e esta se escreve como
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ke, (0,0) = AC £ 0,

a afirmagdo acima € imediata.

Da analise que fizemos acima, resulta o seguinte teorema.

Teorema 4.1.2. Consideremos uma H-singularidade

H(p)=0eky,(p)#0.Entio temos:

2
E>l E +1’
w2\,

entdo a H-singularidade € do tipo S, (figura 4.1);

1) Se

i)  Se
A W,
—| =] +1|>=2>0,2W, =W,
21\ w,

entdo a H-singularidade € do tipo S, (figura 4.1);
ii1) Se

%<O,
“

entdo a H-singularidade € do tipo S, (figura 4.1).

transversal onde

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

Prova. As singularidades do campo de vetores X (4.6) sobre o eixo p (reta

projetiva), sdo dadas pelas raizes da seguinte equagéo cibica (4.7)
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o(p)=1,0,0,p)+ pT,0,0,p) =0.

Esta cubica terd uma ou trés raizes reais. Portanto, o campo de vetores X tem:

(a) Uma unica singularidade no ponto (0,0, p = 0). Neste caso o discriminante da
equacdo quadratica € negativo. A singularidade (0,0,0) do campo X é uma sela,

se, e somente se, (4.1.7) é verificado;

(b) Trés singularidades nos pontos (0,0,0), (0,0, p,) e (0,0, p,), onde 0, p, e p, sdo
as raizes de ¢ . Neste caso o discriminante da equagio quadratica é positivo. A
singularidade (0,0,0) é um né e as singularidades (0,0, p,) e (0,0, p,) sdo duas

selas, se, e somente se (4.1.8) é verificado;

(c) Trés singularidades nos pontos (0,0,0), (0,0, p,) € (0,0, p,), onde 0, p, e p, sdo
as raizes de ¢ . Novamente neste caso o discriminante da equagio quadratica é
positivo. Estas trés singularidades s@o trés selas, se, e somente se, (4.1.9) é

verificado.

As configuragOes locais das H-singularidades de tipo S, ilustradas na figura
4.1, sdo obtidas projetando-se, sobre o plano uv, as configuragdes das

singularidades acima, conforme [GS1].

[
Observacido 4.1.3. Convém, neste ponto, destacar a importincia do sinal da
curvatura normal. Por exemplo, suponhamos que a curvatura normal em (0,0) seja
positiva. Pelo teorema 3.1.3 sabemos que, neste caso, os sinais + do indice do
campo H na singularidade (0,0), /(H,(0,0)), e do indice da H-singularidade (0,0),
i(0,0), concordam. Se /(#,(0,0)) = ~1 segue que (0,0) é uma H-singularidade de

tipo S, pois esta € a Uinica com indice negativo.
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4.2. O Caso dos Pontos de Inflexao

Suponhamos que p € M seja uma H-singularidade, a qual ¢ um ponto de
inflexdo com H(p)# 0. Uma vez que, neste caso, a elipse de curvatura é um
segmento de reta radial podemos escolher apropriadamente uma rotagédo no plano
normal de modo a escrever r,, =, =, = 0. Agora, escolhendo apropriadamente
uma rotagio no plano uv é possivel escrever b = @ . Assim, (4.1) pode ser escrito

como

Su,v) = g(u2 +v*) + Buv + 0(3)

4.2.1)
R(u,v) = L iuzv + %uv2 +%v3 +0(4).
Isto implica que (4.3) tem a forma
J=0,K=0,L=4(d-¢),
3 B (4.2.2)
M =0, N=2(aB—-Ad) e P=B(c+d)—-2A4a.
Definimos

W, = A(d - ¢), (4.2.3)
W, =aB - Ad (4.2.4)

e —
W,=B(c+d)—-2A4a. (4.2.5)

Lema 4.2.1. Com as construgdes acima, p € M ¢é uma H-singularidade transversal

se, e somente se,

W, W, 0. (4.2.6)
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Prova. A condi¢do de transversalidade, neste caso, € dada por NL # 0, a qual é

equivalente a (4.2.6). i

De modo analogo ao teorema 4.1.2 temos o seguinte teorema.

Teorema 4.2.2. Consideremos uma FH-singularidade, a2 qual é um ponto de

inflexdo e H(p) # 0. Entdo, temos:

i) Se
7, 1|(w)
=2>—||=] +1|, (4.2.7)
7 4|\,

entdo a H-singularidade € do tipo S, (figura 4.1);

i)  Se

2 —
1 i e~
_[(_VZ_) ) 1J > 22 0,47, # T, (428)

entdo a /-singularidade € do tipo S, (figura 4.1);
iii) Se

<0, (4.2.9)

SIS

entdo a H-singularidade € do tipo S, (figura 4.1).
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Capitulo 5. Linhas de Curvatura Direcional Média

Periodicas

O objetivo deste capitulo é estabelecer uma féormula para a primeira
derivada da aplicag@o de retorno (Poincaré) de uma linha de curvatura direcional
média periddica em termos de invariantes geométricos da imersdo.

Uma linha de curvatura direcional média periédica y da folheagdo f, ()
(respectivamente Fy,()) é chamada de ciclo de curvatura direcional média
minimo (respectivamente maximo) de .

Denotemos por 7z =7, a aplicagdo de (Poincaré) primeiro retorno definida
pelas linhas de curvatura direcional média da folheagdo a qual y pertence, sobre

um segmento de linha de curvatura direcional média da folheagdo ortogonal

através de 0 em y . Um ciclo de curvatura direcional média é chamado hiperbdlico

se a primeira derivada da aplicagdo de retorno for diferente de um, isto &,

7'(0) #1. Neste caso, o ciclo de curvatura direcional média y atrai (z'(0) <1) as
linhas de curvatura direcional média préximas ou as repele (z'(0) > 1).
Seja y:I—>M?* um ciclo de curvatura direcional média da folheacio

minima f, (), parametrizado pelo comprimento de arco s e de periodo L.
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Tomemos {T, (s)= }/'(S),TZ(S)} um referencial ortonormal de 7, ,,M , notando que
T,(s) ¢ tangente a linha de curvatura direcional média ortogonal a y, e
{N,(s),Nz(s)} um referencial ortonormal de N, M, de modo que
{7} (s),Tz(s),Nl(s),Nz(s)} seja um referencial positivo de R*. Escolhemos o

referencial {N (8),N, (s)} com as seguintes propriedades
1y ().7(s)) = a()H, ()N, (s)
1y (), 1,(5)) = b(s)H, ()N, (5) .

Isto € obtido fazendo uma rotagdo em N, M de modo que o campo de vetores

7(s)
N,(s) esteja na dire¢do do campo de vetores H. Isto é sempre possivel, pois
H=H(s)#0, uma vez que ¥ ¢ uma linha de curvatura direcional média.

Decorre desta observag@o que as fungdes a e b acima estdo relacionadas por uma
relagdo da forma a+b=2.

Podemos construir o referencial de Darboux associado a y, da seguinte

maneira:

T{(s) = kg ()T, (s) + n(y (), T,(5)) = ky ()T, (s) + a(s)H, ()N, (s) ;
Ty (s) ==ky ()T)(s) + 7, () =~k ()T, (8) + T, ()N (5) + T, (SN, (5) ;
Ni(s)==a(s)H ()T, (s) = 7, ()T, (s) + 7, ()N, (s) ;
Ny (s)==7,,(s)T,(s) =7, ()N, (s).
Aqui H = H,N, & o vetor curvatura média,
z, =7, N, +7,,N,
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€ o0 vetor tor¢do geodésica e
. ’
Ty = <N >N 2>

é a tor¢do normal do referencial {N,, N, }.

No ponto y(s), a intersegdo da superficie M com o hiperplano gerado por
{Tz(s),Nl (s),N, (s)} ¢ acurva [, tangente a 7,(s) em y(s). Esta curva /", pode

ser parametrizada por
I .(t) = y(s)+tT,(s) + V\(s,t)N,(s) + V, (s,t) N, (s)

e sua curvatura € dada por 77(y(s),Z,(s)) . Destas consideragdes temos

I (0)=y(s), I(0)=T,(s) e I(0) = b()H, (y(s))N,(s), Vs €[0,L].

Segue que as fungdes V| e V, satisfazem

V,(5,0)=V,(s,0) = | =0

6M®ﬁ” :ﬂ%@ﬁ” _ 07y (s,0)]
or '"° or ' ot

CRIACT)

PYE |t=0:b(S)H1 (7(s),Vs€[0,L].

Deste modo temos as seguintes expressdes

3

m@g:ﬂ9§§9ﬁ+2@o%+omy

3

V,(s,t)= §(s,t)%+ 0(4)

A(s) = A(s,0) e B(s)=B(s,0).
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‘Lema 5.1. Seja y um ciclo de curvatura direcional média da folheagdo f}, (),
parametrizado pelo comprimento de arco s e de periodo L. Tomemos o referencial

ortonormal positivo de Darboux {;,7,,N,,N,} ao longo de y. Ento a expressdo

(5.1) define um carta local de M, L periédica em s, de classe C*° em uma

vizinhanga de y .

3

a(s,£) = y(s) + 1T, (s) 1{ OHS) 2, 7, t)~——+ 0(4)}N (s)+
3 5.1)
+ [E(s,t)% + 0(4)]1\/2 (s),

Prova. O lema segue a partir do Teorema da Fungdo Inversa e da aplicagio
a(s,t,v,,v,) =y(s) +tT,(s) +v,N,(s) + v,N,(s),

a qual é de classe C*™ e define uma vizinhanga tubular de . As fungdes 4 e B

em (5.1) sdo de classe C*™°.

|
De (5.1) e do referencial de Darboux, temos
E(s5,0) = G(s5,0) =1, F(5,0) =0,
€(s,0) = a(s)H,(s), f(s,0)=7,,(s),
(5.2)

g,(s,0) = b(s)H,(s),
,(5,0) = ,(5,0) = 0 e f,(5,0) = 7, ,(5).
Notemos que ao longo de y(s) temos

by (8) = ky (5,0) = 7, ,(s)(a(s) - b(s))H, (s)
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A(s) = A(5,0) = ~(7,, () a()b(s)(H, ())* -
Como H,(s) = ”H (s)" #0,Vs €[0,L], e as fungdes a e b ndo sdo simultaneamente

nulas, devemos ter 7, ,(s) # 0, Vs €[0,L].
Lema 5.2. Seja ¥ um ciclo de curvatura direcional média e consideremos a carta
(s,?) obtida em (5.1). Entdo o referencial ortonormal {N,,Nz} do fibrado normal

satisfaz as seguintes equagdes

(N,),(5,0) = =7, ()T, () — b(s)H, ()T, (5) + a3, ()N, (s),
(5.3)

(N,),(5,0) = =, ,()T;(5) — @, ()N, (s),

onde
@, (s) = ayy(5,0) = ((N,),(5,0), N, (5))

é a torgio normal do referencial {N,,N,}, associado & linha de curvatura

direcional média ortogonal a ¥ no ponto y(s).

Prova. Na carta (s,7) as seguintes equagdes, as quais fazem parte das equagdes de

estrutura, sdo satisfeitas

(M) (5.0) = [Mj(s,om (5.0) + [Li'fj(s,ma, CORTHAONAS

EG-F? EG-
€
_(&F -6 S - g,E 3
(V,),(5,0) = (———EG — j(S,O)as (5,0)+ (—EG — )(S,O)al (5,0) - a,(s)N,(s) .

Utilizando (5.2), o lema esta provado.
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Vamos, a seguir, calcular as derivadas com relagdo a variavel ¢ dos

coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.

E/(5,0) = (7,,7,),(5,0) = AT, T,) = =2k, (s),
F(5,0) = (7,7,),(5,00 =0,
G,(5,0) = (7,,7,),(s,0) = 2(T;,bH,N,) = 0,
(@) (5:0) = (¥,3s M), (5,0) = (T3, N,) + (T -bHLT, + aiy N, ) =
(5.4)
=T, —Tgat, —k H (a+Db),

(/):(5,0) = (7,1, V,), (5,0) = (BH,Y Ny, N+ (T3 =7, Ty = BH,T, + aiy N, ) =

=(bH,) + k1, +7,,00,

g gl

(€):(5:0) = (s V), (5,0) = (AN, + BN, N, ) + (bH N, ,~z, | T, - bH,T; + a,N, ) =
= A(s),
(€,),(s,0) = <7ss: ) (s,0)= <Tz”’ > <I;,’_rg,2TI' - 413le> =TT, t+ T;,z - aH1a132 >

(£:)i(5,0) = (74, V), (5,0) =
= ((OH,Y Ny, Ny )+ (=l T + 7, N, + 7, ,N,,=7, T, — N, ) =

_ _ 3
= kgz'g‘2 g0

(gz),(S,O) = <7::’N2>,(S:O) = <ZN| + ENZ’N2>+<bHINI’_Tg,27; "'a|32Nl> =
= B(s)—bH,a’,.
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Lema 5.3. A fungdo B, introduzida em (5.1), é dada por

B(s) = 2(H,),(5,0) + H,(s)a,(s)(a(s) + b()) = 7, ()7, ()~ 74 2(s) . (5.5)

Prova. Na carta (s,#) temos

Hz(s,t)z{

-2Ff, +G

Egz f2+2 eZ (S,t).
20EG-F*)

Derivando a fungdo H, com relagdo a variavel ¢ e utilizando (5.2), (5.3) e (5.4), o

lema esta provado.

“Proposi¢iio 5.4. Seja y um ciclo de curvatura direcional média da folheagdo
fy (@), parametrizado pelo comprimento de arco s e de periodo L. Entdo, a

derivada da aplicagdo de primeiro retorno ¢ dada por

Tg,Z(S)

0 exp{ % f [ a(s)((H,),(s) + H, (s)a.z(s))—rg,l(s)rn(s)} dsJ' 656

Prova. A derivada da aplicagdo de Poincaré satisfaz a seguinte equagéo diferencial

linear

ds\dt, ) 2B ot di,

d (dt ]_ 1 04 dt
Portanto,
7'(0) = exp[ ‘[L (— %} ds] , (5.7)

onde as fungdes 4 e B sdo dadas em (2.2.3) e (2.2.4). Utilizando (5.2), (5.3) e (5.4)

temos
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2B(s,0) = -2H, (s)t, , (s)(a(s) +b(s)), (5.8)

4(s,0) = H,[aB -b(c,, +7,,7,)] =

(5.9)
= H,[a(2(H,), + Ha}(a+b))- (@, +7,.7,)a+b))
Deste modo,
—4(s,0) - H|al(,), + Hal(a+b)- (@), +7,,7,)a+b)|
2B(s,0) ~2Hz,,(a+b) B
_ a(s)((H L), (8)+ H, (s)a;, (s))— T,1(8)7,(5) ~ r;,z (s)
27, ,(s) 27, ,(s) .
Notemos que
f{—ré’z(s) }ds ={,
27,,(5)
Deste modo, de (5.7), temos
(0) — exp[ L La(s)((H», () + Hy(5)a ()7, (5)r, (S)J ds} |
2 Jo T,2(5)
ol

Observacido 5.5. Quando ¥ ¢é um ciclo de curvatura direcional médio da

folheagdo £}, (a) temos

0) = exp{ % f [b(s)((H», (s)+H, (s)an(s))—rg,,(s)r,,(s)} ds}' 510

7‘-g,Z (S)

Proposi¢iio 5.6. Seja o : M — R* uma imersio de classe C”,7 > 6, e seja ¥ um

ciclo de curvatura direcional média da folheagdo f, (), parametrizado pelo
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comprimento de arco e de comprimento L. Tome a carta (s,/) como no lema 5.1 e

considere a seguinte deformagéo

B.(u,v) = Be,u,v) = a(u,v) + e[wtﬂ 56N, (s),

onde 6 =1 numa vizinhanga de /=0, com suporte pequeno e a fungdo a ndo

identicamente nula. Entdo, ¥ € um ciclo de curvatura direcional média de f,, para

todo £>0 pequeno, € mais, ¥ é um ciclo de curvatura direcional média

hiperbodlico para 3., #0.

Prova. Calculos com a deformagdo /3, nos fornece
2(H,),(5,0) = 7,1 ()7, () + 74, ,(5) = 2H,(s)apy(s) + B(s) + ga(s)7, ,(5) -

Portanto, assumindo que a fung¢éo @ ndo seja identicamente nula, temos

di o1 [ e, 1,
de [ln” (O)]5=o =3 IWS =2 [(a(s)) ds#0.
|

Observacdo 5.7. A expressdo (5.6) é a derivada da aplicagéo de transigdo para

uma folheagdo direcional média (a qual neste ponto é apenas de classe C'), ao

longo de um arco de linha de curvatura direcional média. Podemos aproximar uma
imersdo de classe C’ por uma de classe C®. A correspondente aplicagio de
transigio (agora de classe C*), cuja derivada é dada por (5.6), converge na classe

C' para a aplicagdo de transigio original, mas que cuja expressdo deve ser dada
pela mesma integral, uma vez que para as fung¢Ges envolvidas existem limites

uniformes, de acordo com [GaS2].
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Capitulo 6. Um Caso Especial

Neste capitulo vamos fixar nossa atengdo em uma situagdo, que embora
parega bastante particular, por um lado, torna-se também bastante interessante, por
outro, pois serve de ponte para uma analogia entre superficies imersas nos espagos
R* e R*. Mais especificamente vamos estudar as imersdes de superficies em R*
estando estas em S°, via aplicagdio inversa da projecio estereogrifica de uma
superficie imersa em R’. Depois faremos um estudo comparativo, do ponto de
vista de alguns campos de dire¢des e suas singularidades, entre estas imersdes, ou

seja, a imersdo de uma superficie em R’ e sua imagem em R*, via aplicagio
inversa da projegdo estereografica. Apresentamos na terceira seg¢do deste capitulo

uma tabela deste estudo comparativo. Na ultima se¢do deste capitulo falaremos a

respeito das superficies imersas em R* estando na esfera S°.
6.1. A Projecio de uma Superficie Imersa em R’ em S’

Seja ¢: R — S° a aplicagdo (inversa da) projegdo estereografica, dada por

1

(x’y7z)w) b
1+w

$(x,,2) =

onde
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w=l(x2 +yt 47t —1).

Recordemos que ¢ é um difeomorfismo de R* em $°\{(0,0,0,1)} e é conforme.

Seja & : M* — R’ uma imersdo de uma superficie regular e orientada M em R’.
Assumamos que (#,v) seja uma carta positiva de M e que {a,,,av,N} seja um

a, A, . -
——- ¢ 0 campo normal na orientagio

referencial positivo de R*, onde N =
oz, n e

de . Seja @ =gdoa a projegio estereogrifica de M em S°. Consideremos a
) proj g

imersdo de M em R* via @, onde {@,,,,N,,N,} é um referencial positivo de

R*,sendo N, = _Ap(N). e N, anormal unitéria interior a S°. Em outras palavras
¢
estamos admitindo que N, = -« .

Vamos calcular os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais
de @ e para posteriormente fazermos um estudo comparativo das duas imersdes.

Notemos que & tem a seguinte escrita

1
1+ <a(u,v),a(u,v)>

& (u,v) = p(a(u,v) = (20 (u,v), (e, v), () 1) (6.1.1)

Recordemos que os coeficientes da primeira forma fundamental de « sdo
E(u,v)= <au (u,v),a, (u,v)> , F(u,v)= <a" (u,v),av(u,v)>
G(u,v) = (av(u,v),av(u,v» .

Derivando (6.1.1) com relagdo a « € com relagdo a v, obtemos
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. 2a,,a

au(Ll,V) = 1+<a’a> (2a,,,2<a1,,a>)—@%@’;—;?(Za,@t,a)—1) (612)
' - 2, o

av(u,v) = m@av,Z(av,a))—(I—éﬁﬁa,(a,a)— l) (613)

Deste modo podemos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental de

a , obtendo

a,(u,v),a, (u,v)), (6.1.4)

B B _ 4
E(u,) = (@, u,),,0,)) = (1+ (a,v),a V)>)Z<

- (
(1 +(a (u,v),oz(u,v)))2

Fu,v) = (cYu (u,v),o?v(u,v)) = a, (u,v),av(u,v)> (6.1.5)

4
(1 + (a (u, v),cz(u,v)))2

G (u,v) = (@, (u,v),a, (u,v)) = (a,(u,v),a,,v)). (6.1.6)

Observemos que
4 1

(1 + (a(u,v),oz(u,v)))2 C(+w)

Logo, podemos escrever (6.1.4), (6.1.5) e (6.1.6) como

_ 1

E(ll,V) = mE(U,V) s (617)

_ 1

F(u,v) = mF(u,v) (6.1.8)
€

= 1

G(ll,V) = mG(tl,V) 5 (619)
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De posse dos coeficientes da primeira forma fundamental podemos calcular a

norma do vetor normal d¢(N), recordando que o mesmo ¢ utilizado para

obtermos o vetor NV,, através de

_ gy
" sl

Assim,

ldg@v)| = (EG - F2)" = (EG-F Y 2]|N" (6.1.10)

(1+ )2

Para o calculo dos coeficientes da segunda forma fundamental de o,

faremos a seguinte convengéo

_ [~ dg) \ _ (1+wf _
e u,v) =(a,,N,) = <a d¢(N)">_ I detlz,,@,,@,a,,] (6.1.11)

e, de modo analogo,

(1+w)2 .
fiwy) =(a,,, detle, @, @, @, | (6.1.12)
()=
€
— (l+w) = i
g wy)=(a,,N,) = " ” L detle, @, @@, . (6.1.13)

Passemos aos calculos dos determinantes acima. Definamos

1

e (6.1.14)

A=

b

19:—2<M (6.1.15)

(1+(aa)f’
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(6.1.16)

D, = 2((05“" ,a)+({a, ,au>) (1 + <a,a>) ~8(a, ,a)z 6.1.17)

(1 + (a,a>)3 ’

p, - Mowa) o)1 @)-Sapadana) oo

1+ {a)) ’

2, @)+ (2, 0,)) 1+ (@)~ 8(ar, ) . (6.1.19)

(1+(a,a)f

Derivando as expressdes (6.1.2) e (6.1.3) com relagdo a u e v, obtemos

D, =

a, :2A(a,m,<a a)+(a",au»—4B(a“,<au,a>)—D,(2a,<a,a>—1), (6.1.20)

uu uu >

a,, =24, (et a) +(a,,a,))-2C(a, (a,,a))-

uv

(6.1.21)
~2B(a,,(a,,a))- D, (2, {a,a) - 1)

a, :2A(aw,<aw,a>+(a‘,,av»—4C(av,(av,a>)—D3(2a,(a,a>—1). (6.1.22)

w

Utilizando as expressoes de (6.1.14) a (6.1.22) e propriedades do determinante
encontramos

detle, @, @, | = 8A4{ 2((&,,,,,61) 3 (a,,,a,,))det[a,a" Ja, |+

+ e, a)det(a,a,,a,, |- 2a,,a)detla, @, 2, |- (6.1.23)

~((@,@) -1)detla,, @, ] },
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detlz,, @, @, @, | = 8A4{ 2(<aw,a> + (a,,,av>)det[a,au,av]

u?

+2a,,a)detfa,a,, @z, |- 2, @) det[er, 0, 2, | -

_ ((a,a) - l)det[a,, ,a,,0,,] }

det[z,,@,,@,a, | = 84*{ 2((aw,a> +{a,,a,))detla,a,,a,]+
+2(a,,a)deta, a,,ct,, |- 2(e, @) detler, @, ,ct,, | -

- ((a,a) - l)det[au ,a,,a,] )

Consideremos as seguintes fungdes
) = (a,,a) detle,cr,,x,, |- (avl,a> detler, 2, x,, | ,
(BG - F2)?
a,,a)detle,a,,a,]- (e, a)detle,a,,,,]

(EG - F2)?

a,a)detla,a,,a,,]- (@, a)detla,a,,a,,]

_{aw,
eht) (EG~F2)y2

bem como a fun¢do suporte de o , dada por

h,(u,v) = <

2

bl

t(u,v) = (a(u, v),N(u,v)) .

De (6.1.11) e de (6.1.23), utilizando (6.1.26) e (6.1.29), podemos escrever

e (u,v) = (1+w)” [((a,m ,a> 3 E)t b= we(u,v)].
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De (6.1.12) e de (6.1.24), utilizando (6.1.27) e (6.1.29), podemos escrever

fl(u,v) = (1 + w)—z[«auv,a) + F)z‘ + 1, = wf(u,v)]. (6.1.31)
De (6.1.13) e de (6.1.25), utilizando (6.1.28) e (6.1.29), podemos escrever

g,(u,v) = (1 + w)_2 [((aw,a> + G)t +h; — wg(u,v)]. (6.1.32)
Agora, calculos diretos permite-nos escrever

uu

(a (u,v),a(u,v)) t(u,v) + h(u,v) = <a(u,v),a(u,v)>e(u,v) = 2w+ e(u,v),
(am,(u,v),a(u,v» t(u,v)+ h,(u,v) = (a(u,v),a(u,v))f(u,v) =2w+1) f(u,v)
(aw (u,v),a(u,v)) t(u,v)+ hy(u,v) = <a(u,v),a(u,v)>g(u,v) =2w+Dgu,v),

os quais substituidos nas expressdes (6.1.30), (6.1.31) e (6.1.32), respectivamente,

fornecem-nos

&, (u,v) = 1+ w)2[(1+ w)e(u,v) + E(u,v) t(u,v)], (6.1.33)
Silu,v) = L+ w) [+ w) f V) + F(u,v) t(u,v)] (6.1.34)
2,(u,v) = (1+ w)2[(1+ w) g (w,v) + G(u,v) t(u,v)]. (6.1.35)

Falta-nos calcular o segundo conjunto de coeficientes da segunda forma

fundamental. Assim, temos

&, (u,v) = (a,, ,v), N, (u,v)) = ~(@,, (u,v), & (u,v)), (6.1.36)

L,v) = (@, @,v),N,u,v)) = ~(&, u,v),au,v)) (6.1.37)
€

2,(u,v) = (c?w(u,v),N2 (u,v)) = —<0_tv‘,(u,v),(7(u,v)>. (6.1.38)
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Utilizando as expressdes (6.1.1), (6.1.20) e (6.1.36), podemos calcular
e,(u,v) = (1 + w)'zE(u,v) = E(u,v). (6.1.39)
Utilizando as expressoes (6.1.1), (6.1.21) e (6.1.37), podemos calcular
j_rz(u,v) = (1 + w)_zF(u,v) = F(u,v). (6.1.40)
Utilizando as expressdes (6.1.1), (6.1.22) e (6.1.38), podemos calcular
2,u,v) = 1+ w)’Gu,v) = Gu,v). (6.1.41)
De posse dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de
@ podemos calcular o vetor curvatura média H , o qual de (2.1.1), tem suas
componentes dadas por
eG-2fF +gE
2(EG -F?)

E (u,v) =

eG-2fF +gE 2AEG-F’)

0EG-F?) ' 2(EG-F)" el

=(1+w)

=1+ w)H (u,v)+t(u,v)

s eG-2f,F+g,E EG-2FF+GE _
eV ="06 7)) 256-F)

_____2
=2§§ 52 =1,V(u,v).
20EG - F

De posse da expressdo (6.1.43) podemos afirmar:

(6.1.43)
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A elipse de curvatura & (p) estd degenerada em um segmento de reta,

sobre a reta suporte N, =1, para todo p € M . E ainda, como H(p)#0,YpeM,
as possiveis H -singularidades s6 poderfio ocorrer em pontos de inflexdo, onde a
elipse de curvatura se torna um segmento de reta radial, ou seja, a elipse de

curvatura se torna um ponto, neste caso. Veja figura 6.1.1.

Com a finalidade de simplificar alguns calculos voltemos a tomar uma

carta (1,v) na qual a primeira forma fundamental de o esta diagonalizada com

E=G=1eF=0.

AN, (p)

&:(p)

—»>  N(»)

Figura 6.1.1. A elipse de curvatura de gz (p) .

Nesta carta os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de & sdo

Eu,v)=G®u,v)= e,(u,v) = g,(u,v) = (1+w)>,

F(u,v)=0,
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&,(u,v) = 1+ w) 2 [(1+ wye(u,v) + t(u,v)],
j_’,(u,v) =(1+w)" fu,v)

g,(w,v) = L+ w) 2 [+ w)gu,v) + t(u, )],

onde os simbolos sem a barra referem-se a imersdo « . Utilizando (2.1.2) é
imediato a verificagdo de que a curvatura normal de @ € nula em todo ponto,
como queriamos, uma vez que ela estd associada a drea da elipse de curvatura, que

neste caso € nula em todos os pontos. Agora, de (2.1.3), a resultante A € dada por

A(u,v) = —(1+ w)-6[( Fu,v)?+ (e(”’v) ;g @) ] J (6.1.44)

Deste modo a resultante 4 anula-se nos pontos (u,v) onde f(u,v)=0 e

e(u,v) —g(u,v) =0, isto é, nos pontos umbilicos de « . Temos demonstrado o

seguinte teorema.

Teorema 6.1.1. Com as construgdes acima, um ponto (u#,v) é uma H -

singularidade de & , se e somente se, for um ponto umbilico de « .

6.2. Estudo dos Campos de Direc¢oes

Na se¢éo 2.1 do capitulo 2 fizemos referéncia a respeito de dois outros

campos de diregdes sobre superficies em R*, os campos de diregdes assintdticas e
os campos de diregdes de curvatura axial (veja figuras 2.1.2 e 2.1.3). De [GaS1],

podemos escrever a equagdo diferencial dos campos de dire¢des de curvatura axial

como

Jacljp - H[.1)=0, (6.2.1)
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onde 1, H el sdo respectivamente o vetor curvatura normal, o vetor curvatura

média e a primeira forma fundamental da imersdo « : M> — R*. Desenvolvendo

(6.2.1) podemos escrever a seguinte equacdo diferencial quartica

a,dv* + a,dvidu + a,dv’du’® + advdu’ + a,du* =0,

onde a,,a,,a,,a, ea, sdo fungdes dos coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais e (u,v) € uma carta local de M. Quando a imersdo o esta, em

particular, contida em um hiperplano de R* a equagdo quartica (6.2.1) pode ser
fatorada num produto de duas equagdes quadraticas, a saber, a equagdo quadratica
das linhas de curvatura principal € a equagdo quadratica das linhas de curvatura
média. Para o estudo da equagdo quadrética das linhas de curvatura principal
recomendamos o texto [GS1] e para o estudo da equagdo quadratica das linhas de
curvatura média recomendamos o artigo [GaS2].

Vejamos um pouco da parte geométrica intuitiva a respeito da elipse de
curvatura de uma imersio & :M> — R*, via projegio estereogrfica de uma
imersio «:M? — R, como na segdo anterior. Como vimos (figura 6.1.1), a
elipse de curvatura £;(p) € um segmento de reta, sobre a reta suporte N, =1,
para todo ponto p. Agora, por defini¢do, o campo de diregGes assintdticas é o
campo induzido no espago tangente de & pelos pontos onde o vetor curvatura
normal tangencia a elipse de curvatura (veja figura 2.1.2) e, por definigdo, o
campo de diregdes de curvatura direcional média € o campo induzido no espago
tangente de @ pelos pontos onde a reta gerada pelo vetor curvatura normal
intercepta a elipse de curvatura. Ocorre que, neste caso, os pontos descritos acima

coincidem com os vértices da elipse de curvatura ¢-(p), para todo ponto p, exceto

nos casos onde a elipse de curvatura se torna um ponto, ou seja, um segmento de
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reta radial, ou seja, um ponto de inflexdo. Mas, os vértices da elipse de curvatura
determinam os pontos que induzem no espago tangente de @ o campo de dire¢des
de curvatura axial. Em outras palavras, também neste caso, a exemplo do caso em
que a imersdo de M esta contida em um hiperplano de R*, o campo de dire¢des de
curvatura axial pode ser fatorado num produto de campos, o de diregdes

assintoticas e o de dire¢des de curvatura direcional média. Veja figura 6.2.1.

AN,(p)

&(p)

> N(p)

Figura 6.2.1. Os vértices da elipse de curvatura.

Teorema 6.2.1. Suponha que @ :M> — R’ seja uma imersio de uma superficie
regular e orientada M em R’ e @ : M* — R* a imersdo dada pela composigdo de
a com a projecdo estereografica, como na se¢do anterior. Entdo, a equagio
diferencial quartica (6.2.1) é o produto da equago diferencial quadratica das
linhas de curvatura direcional média (2.2.5) e da equagdo diferencial quadratica

das linhas assintéticas, isto ¢, a equag@o (6.2.1) pode ser escrita como

Jac{Jac(I1,,1),1}. Jac(ll,,1) = 0. (6.2.2)
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Prova. E imediata. Tome a expressdo (6.2.2) e a escreva com os coeficientes

encontrados na se¢do anterior. Desenvolva o produto e compare o resultado com a

equagdo quartica (6.2.1).

iii)

Utilizando as construgdes acima podemos observar que:

As linhas de curvatura principal de a sdo aplicadas, via projecdo
estereografica, nas linhas assintdticas de @, as quais neste caso sdo
ortogonais, fato este que pode ser facilmente verificado uma vez que a
projecdo estereografica ¢ conforme, preservando angulos entre as curvas,
ou ainda diretamente da elipse de curvatura, uma vez que neste caso os
pontos de tangéncia do vetor curvatura normal com a elipse de curvatura

sfo simétricos com relagdo ao centro da elipse, para todo ponto p ndo

pertencente ao conjunto das H -singularidades;

As linhas de curvatura média de a sfo aplicadas nas linhas de curvatura

direcional média de « ;

As singularidades das linhas de curvatura principal e das linhas de
curvatura média de «, os pontos umbilicos, sdo aplicadas nas

singularidades das linhas assintéticas e das linhas de curvatura direcional

média de & , as H -singularidades.

Observacio 6.2.2. Baseados no teorema 6.2.1 podemos dar uma nova escrita para

a equagio diferencial das linhas assintéticas de uma imersio «: M’ — R, da

qual a escrita que 14 aparece ¢ um caso particular, a saber,

Jac(IT,,11,) = 0. (6.2.3)
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Esta escrita para a equagdo diferencial das linhas assintéticas ¢ valida para
qualquer imersdo « : M* — R*. Utilizando os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais desta imersdo podemos escrevé-la da seguinte maneira

T,(u,v) du’ + T, (u,v) dudv + T,(u,v) dv* = 0,

onde as fungdes 7}, 7, e 7; foram definidas em (3.2.1) e (u,v) € uma carta positiva

de M. Como vimos na observagdo 3.2.4 as singularidades destes campos, os pontos

de inflexdo, sdo caracterizadas pelos pontos onde duas das fungdes acima se

anulam.

6.3. Quadro Comparativo das Imersdes

Apresentamos na pagina seguinte uma tabela comparando elementos das
imersdes aea . Para a sua construgdo levamos em consideragdo os resultados
obtidos nas seg¢des anteriores. Para um melhor entendimento dos elementos que
aparecem nesta tabela, bem como uma idéia de como eles foram obtidos, €
interessante, pelo menos a visualizagdo da figura 6.2.1, que trata dos vértices da

elipse de curvatura para o caso considerado.

6.4. Superficies na Esfera S’

Seja a:M* — §° uma imersdo de classe C’,» >4, de uma superficie

regular e orientada M em S°. Consideremos ainda a inclusio natural de S* em R*.

Assumamos que (u,v) seja uma carta positiva de M e que {a,,,av,Nl,Nz} seja um

referencial positivo de R*, sendo {N,,N,} um referencial de campo de vetores
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ortonormais a & , onde N,(p) € TpS3 e N,(p) éanormal interior de S°,Vp e M .

Deste modo, temos N, = -a .

Imersao o a
E E =(+w)E
Primeira Forma — :
F F=(1+w"F
Fundamental
G G =(1+w)7?G
- -2 EZ = E
e e=0+w) [(1+w)e+ Et]
Segunda Forma _ r _ 5
f fi=A+w) 2 +w)f + Ft] fH=F
Fundamental
g g =1+w21+wg+Gr] |82=C
Pontos Umbilicos Pontos de Inflexdo
Linhas de Curvatura
o Linhas Assintéticas
Campos de Principal
Linhas e Linhas de Curvatura Linhas de Curvatura Direcional
Singularidades Média Média
Umbilicos
. Pontos de Inflex@o do tipo S,
Darbouxianos D,

Tabela 6.3.1

Em tal carta (u,v) valem

&= <alm’N2> = <au>au> =B >
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F,

Il

f= <a“v,N2> = (a“,av>

gZ :<avv’N2>:<av’av> G’

onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de o . Segue que
II, =1 . Agora,

i 11
:—]!—:—1—1N1+——2N2=£N1+N2
1 I 7 I

Em outras palavras, nesta situago, a elipse de curvatura ¢,(p) esta degenerada

em um segmento de reta, sobre a reta suporte N, =1, paratodo pe M .

Temos

e,G—2f,F+Eg, 2EG-F*)
2(EG - F?) 2(EG-F?)

Hy(p)= LVpeM.

Disto segue que H(p)#0, para todo p e M. Deste modo, se p € uma H-

singularidade de M, entdo p ¢ necessariamente um ponto de inflexdo de M. Como
sabemos, num ponto de inflexdo a elipse de curvatura se torna um segmento de
reta radial, ou seja, neste caso a elipse de curvatura se torna um ponto.

A equagdo diferencial das linhas de curvatura direcional média (2.2.5) tem

a forma
0 = Jac[Jac(I1,,11,),I] = Jac[Jac(II,,1),1],

a qual € a equacdo diferencial das linhas de curvatura média, considerando M
como uma superficie esférica. Garcia e Sotomayor, em [GaS2], estudaram estas
linhas sobre superficies em R’. Agora, a equagiio diferencial das linhas

assintoticas (6.2.3) tem a seguinte forma
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0 = Jac(IT,,IT,) = Jac(Il,, 1),

a qual nada mais ¢ do que a equagdo diferencial das linhas de curvatura principal,
considerando M como uma superficie esférica. De modo totalmente analogo a

sec¢do anterior, vale o seguinte teorema.

Teorema 6.4.1. Suponha que o : M?> — S° seja uma imersdo de uma superficie
regular e orientada M em S°, com as consideragdes acima. Entdo, a equagdo

diferencial quartica (6.2.1) pode ser escrita como o produto

Jac{Jac(I1,,1),1}.Jac(II,,I)= 0.
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Capitulo 7. Estabilidade Estrutural Direcional
Média

Neste trabalho a nogdo de estabilidade estrutural principal de imersdes de
superficies em R®, apresentada em [SG1], serd adaptada para as linhas de
curvatura direcional média das imersdes de superficies em R*.

A configuragéo direcional média de uma imersdo a:: M*> — R*, onde M é

uma superficie regular e orientada, ¢ definida pela terna

H(e) = (S(@), Fy (@), f(a)),

onde S(@) € o conjunto das H-singularidades, F,(«) ¢ a folheagdo direcional
média maxima e f, (o) € a folheagdo direcional média minima de o .

A configuragdo direcional média sintetiza as propriedades qualitativas das
folheagdes Fj,(a) e f,(a) das imersdes de superficies em R* e representa a
maneira que suas linhas se aproximam das H-singularidades. Ela ¢ um analogo
natural da configuracdo principal de uma imersdo a: M> — R de uma superficie

regular e orientada M em R’.

Denotemos por I” =I"(M?,R*) o espago das imersdes de classe C” de M
em R* epor I =I"°(M?,R") este espago munido da topologia C°, para r > s.

Uma imersio «a €™ ¢ dita ser estruturalmente estavel, com relagdo a
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configuragdo direcional média, se ela tiver uma vizinhanga V' (), tal que, para
qualquer S €V (a) existe um homeomorfismo 4 : M — M aplicando S(«) sobre
S(p), aplicando F, (c) sobre F,(f), e aplicando f, (a)sobre f,(5) -

Agora, uma imersdo « €I € localmente estruturalmente estdvel em
p € M se para qualquer vizinhanga 7, de p em M, existir uma vizinhanga V(&)
tal que, para qualquer feV(x) existem ¢=¢q(B)eW,, vizinhangas
W)W} < W, ¢ um homeomorfismo /% :#, — W, aplicando p em g, aplicando

F,,(oz)mel em FH(,B)mW;, bem como aplicando fH(a)mW‘: em

fu(BYOW.

De modo andlogo podemos definir estabilidade estrutural local em y,

onde y « M ¢ um ciclo de curvatura direcional média.

Teorema 7.1. Seja p € M uma H-singularidade de uma imersdo « € I”*. Entfo,
o ¢ localmente estruturalmente estivel em p se, e somente se, p for uma H-

singularidade de tipo S, para todo r > 4.

Prova. Por uma lado, se p é uma H-singularidade de tipo S, sua configuragdo
direcional média local é obtida via proje¢do no plano uv da configuragdo do
campo X em (4.6), conforme teoremas 4.1.2 e 4.2.2. Como neste caso o campo X
tem apenas singularidades hiperbdlicas ao longo da reta projetiva, a estabilidade
estrutural local em p decorre da estabilidade estrutural local das singularidades
hiperbolicas. Por outro lado, se p ndo ¢ uma H-singularidade de tipo S pequenas

perturbagdes da imersdo @ mudam qualitativamente sua configurag@o local.

De um modo totalmente andlogo temos o seguinte teorema.
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Teorema 7.2. Seja y © M um ciclo de curvatura direcional média de uma

imersio « e I™. Entdo, a ¢é localmente estruturalmente estivel em y se, e
somente se, ¥ for um ciclo de curvatura direcional média hiperbdlico, para todo
r>4.

Vejamos a seguir um resultado que sera bastante utilizado no préximo
capitulo. Denotemos por I, =1, (M 2. R*)Y < I" o espago das imersdes de classe
C"de M em R*, onde M ¢ uma superficie regular, compacta e orientada, e-por

1" este espago munido da topologia C*,com r > s.

Teorema 7.3. O conjunto das imersdes « € I, tais que todas as H-singularidades

sdo do tipo S, ¢€ aberto e denso em I:’3 , para todo r > 4.

Prova. Observemos, primeiramente, que as condigdes impostas a imersdo o,
proxima de uma H-singularidade de tipo S, dependem de desigualdades
envolvendo derivadas até a terceira ordem. Isto implica a abertura.

Observemos que se a condig@o de transversalidade for satisfeita em toda H-

singularidade, as condi¢des S, podem ser obtidas por um numero finito de

pequenas mudangas locais nos coeficientes da imersdo na carta de Monge, em
cada H-singularidade. Deste modo, ¢ suficiente considerarmos imersdes para as
quais a condigdo de transversalidade se verifica.

O conjunto das H-singularidades de uma imersdo a & compacto. Portanto,
ele pode ser coberto por um ntimero finito de cartas de Monge. A prova do
teorema estd terminada, bastando para isto aplicar o lema seguinte e a técnica da

perturbagdo passo a passo.
=
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Lema 7.4. Tomemos a superficie M na carta de Monge, ou seja, M € o grafico da
aplicagdo a(u,v) = (u,v,S(u,v),R(u,v)), com (u,v)eU, sendo este uma
vizinhanga da origem, que € uma H-singularidade, conforme -capitulo 4.

Chamemos de f,, aimersdo
a , b, b ,
,B(a;u,v;a,b)z u,v,S(u,v)+§u +§v ,R(u,v)+auv+5u "

com (a,b) €V < R*, onde V é uma vizinhanga da origem e (u,v) € U . Entio,
existe um disco compacto D c U e uma vizinhanga V,, =V, (D) cV, tais que
todas as H-singularidades da imerséo £, ,com(u,v) € D e (a,b) €V, , satisfazem
a condicfo de transversalidade. Ou seja, existe um numero real positivo p tal que

a intersegdo de ¥V, (D) com o disco de raio p tem medida de Lebesgue total.

Prova. Consideremos a equagdo diferencial das linhas de curvatura direcional

média da imersdo S, , dada por

C(u,v;a,b) dv* + 2B(u,v;a,b) dudv + Au,v;a,b) du’* =0,

onde
C=C(u,v;a,b) = [Z(flgz - /28 )F + (ezgl _elgz)G](“’V;a,b)

B = B(u,v;a,b)=[(fig, - £,8))E +(eof; - e.1,)G)u,v;a,b).

No que segue A(u,v;a,b) ndo desempenhara papel relevante.

O conjunto
8 5= S(B8.,)= {(u,v;a,b) € R*xR*/C(u,v;a,b) =0 = B(u,v;a,b)}
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dos zeros comuns de C e B representa o lugar dos pontos onde a imersdo S, tem
H-singularidades. Nas H-singularidades transversais S,, € regular e ¢, localmente,

um grafico sobre o plano uv. De fato, em tais pontos temos

0(C,B) 20
o (u,v) '

No que segue vamos mostrar que se (a,b) esta proximo da origem, entdo
S, € também regular nas H-singularidades ndo transversais. De fato, os niveis
C(u,v;a,b) =0e B(u,v;a,b) =0 interceptam-se transversalmente ao longo da

superficie regular S, .

Vamos fazer duas consideragdes que em nada afetam a generalidade do
problema. Se a H-singularidade (0,0) for um ponto minimo fazemos uma rotag@o
no plano normal de modo que os eixos da elipse de curvatura estejam paralelos aos
vetores normais N, e N,. Se a H-singularidade (0,0) for um ponto de inflexdo
fazemos uma rotagdo no plano normal de modo que a elipse de curvatura esteja

contida na dire¢do N,. Com tais consideragdes e através de extensos calculos

temos
a (C, B) (O,O,O,O) = (va + le )(Suu + va + Ruv)— va (Suv - Ruv) # O )
0 (a,b)

Deste modo, existem um disco fechado D — U, suficientemente pequeno, € que

contém a origem, e uma vizinhanga da origem ¥V, c V', suficientemente pequena,

: B
tais que se (#,v) e D e (a,b) €V, , entdo iaL)(u,v;a,b)¢ 0. Isto mostra que

a,

S, ¢ regular. Terminamos a prova do lema utilizando o teorema de Sard e
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identificando o conjunto ¥, com os valores regulares da projegdo ortogonal de

S, sobre o plano ab.

a

Consideremos o subconjunto A" < I, das imersdes « definido pelas

seguintes condig¢des:

i) Todas as H-singularidades sdo do tipo S (capitulos 3 € 4);

ii) Todos os ciclos de curvatura direcional média sdo hiperbolicos (capitulo
5);

iii) O conjunto limite de toda linha de curvatura direcional média esta contido

no conjunto das H-singularidades e dos ciclos de curvatura direcional

meédia;

iv) Nio existem conexdes ou autoconexdes de separatrizes das H-

singularidades (capitulo 4).

Teorema 7.5. O conjunto H" é aberto em I/, e toda & € H" é estruturalmente

estavel, para todo r > 4.

Prova. Considere no fibrado projetivo PM (veja pagina 35) a superficie W,

definida pelas diregdes de curvatura direcional média. Nas coordenadas

(u,v; p= ?) esta superficie é definida pela equagéo diferencial implicita (2.2.2),
u

isto ¢, W, = Ta—'(O) , onde T, (u,v,p)=C(u,v)p*+2B(u,v)p+ A(u,v). Esta

superficie é regular sob as hipdteses das H-singularidades de tipo S. A projegdo

natural 7z : PM — M ¢é um duplo recobrimento fora da pré-imagem do conjunto

S(c) das H-singularidades.

77



Em PM esta definida a involugdo I, (u,v,[du : dv]) = (u,v, [dv : —du]) a qual
executa uma rotagdo nas linhas de um angulo % . A superficie W, € invariante

sob 7. Sobre W, definimos o campo de dire¢des X, o qual € o levantamento dos
campos de diregdes de curvatura direcional média, que escrito numa carta local
(u,v, p) tem a forma

X, (v, p) = (T, (v, p), PT, (0,9, P)~(T,(w,, ) + PT, 1,v, p))).
Este campo tem uma tnica extensio regular a 7' (S()).

Consideremos o campo de dire¢des induzido 7,X,, e construamos o par
transversal {X ke, a} sobre W, \z7'(S(e)). Este procedimento define uma rede

sobre 1, , fora de 7' (S(a)). Esta rede tem a propriedade de ser invariante sob /

e, além disto, a projegdo sob & resulta na configura¢do direcional média.

Com as constru¢des acima podemos estabelecer uma ligagdo do estudo dos
campos de dire¢des de curvatura direcional média com o estudo dos campos de
dire¢Ges principais e suas regides candnicas, tratadas com detalhes em [GS1]. De
fato, aqui a construgio e continuagfo, para uma pequena vizinhanga V() de «,
das regiGes candnicas segue também da abertura e continuagdo tUnica, para [
proximo de a, das singularidades (e suas separatrizes e setores parabdlicos) e dos
ciclos (e suas variedades invariantes locais), devido a hiperbolicidade destes

elementos nos campos dos pares {X,,7,X,} . Disto podemos concluir a abertura

de H" e ainda podemos estabelecer uma correspondéncia entre H-singularidades,
separatrizes, ciclos e suas interse¢des para {X o lX a} e {X sl X /,} . A extensdo
desta correspondéncia de modo a estabelecer uma equivaléncia topoldgica
h:W,— W, entre {XQ,I,XG} e {Xﬂ,l,,Xﬂ} , a qual comuta com a involugéo / e

fornece, via proje¢do, uma equivaléncia h:M — M entre as configuragdes
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direcionais médias de aef ¢é feita como no caso das redes de diregdes

assintéticas sobre superficies imersas em R’, tratado com detalhes em [GaGS].

Observaciio 7.6. Pode ser provado que as imersdes o €/, satisfazendo as
condicdes i), ii) e iv) acima sdo densas em /7, para todo > 4. A condigio iii) é
mais delicada, uma vez que na demonstragdo de sua densidade fazemos uso do

“Closing Lemma”. Como no caso das imersdes de superficies em R?, pode ser

provado que o conjunto das imersdes a € I, satisfazendo a condigdo iii) ¢ denso

em [/*, paratodo r > 4.

Uma outra questdo refere-se aos poucos exemplos que temos em méaos que
tratam das imersdes de superficies em R*, em particular, exemplos de imersdes

que pertengam ao conjunto H".

De posse do capitulo 6, podemos responder condicionalmente esta questéo.
Basta considerar a classe das imersdes de superficies regulares, compactas e
orientadas em R’ que sdo estruturalmente estiveis com relagdo as configuragdes
médias, tratada em detalhes por Garcia e Sotomayor em [GaS2]. Cada uma destas
imersdes quando composta com a aplicagdo (inversa da) proje¢do estereografica

de R?®em S’ resulta numa imersdo de uma superficie regular, compacta e orientada

em R* que pertence ao conjunto H".
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Capitulo 8. Topologia e Configuracio Direcional

Média

Neste capitulo abordaremos as relagdes entre a topologia das superficies e
as configuragdes direcionais médias sobre elas. Faremos também uma analise

sobre o conjunto S(«), tecendo alguns comentarios a respeito da possibilidade da
existéncia de certos campos de dire¢des tendo singularidades previamente

estabelecidas.

A caracteristica de Euler-Poincaré sera denotada por yx. Como uma

aplicagdo do teorema 7.3, obtemos os seguintes resultados.

Proposi¢io 8.1. Seja a:M?> — R* uma imersdo de classe C',r >4, de uma

superficie regular, compacta, conexa e orientada M em R*. Se a curvatura normal

de a é positiva (respectivamente negativa) em todo ponto, entdo

2 (NM)=2y(M) (respectivamente y(NM)=-2x(M)).

Prova. E suficiente provarmos o teorema para um subconjunto denso 7" < I”
c 2

onde 1] =1 NI e I; ¢ o conjunto das imersdes de classe C* de M em R*, tais

80



que a curvatura normal é positiva (ou negativa) em todo ponto. De fato, se S € I M

entdio existe uma seqiiéncia (c, )”E y em I” talque o, — .
Agora, para imersdes de superficies compactas e orientadas temos ([Lit],

pagina 291)

2(NM) = L jkN dA.
27

Se o teorema ¢ valido para 7", entéo
1 1
£27(M) = 2((NM),, )= — [y (2r,)dA > — [y (B)dA = 2 (NM),.
27 2r

Tomemos o subconjunto 7" — I’ das imersdes tais que todas as H-
singularidades sdo do tipo S. Segue, via teorema 7.3 que T < I’ ¢ denso, para

todo » > 4. Ademais, toda @ € 7" tem um nuimero finito, digamos p,,..., p,, de

H-singularidades, uma vez que M é compacta e as H-singularidades de tipo S sdo

isoladas. Como ky(p)#0,VpeM, cada ponto p,,j=1l..,n, € uma

singularidade do campo de vetores curvatura média, isto €,

H(p;)=0,j=1..,n.

Do teorema 3.1.3, temos

KM= 3 10, p,) = Y- £2i(p,) =22 i(p,) = £22(M) .

J=1

O sinal * concorda com o sinal da curvatura normal.
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Corolario 8.2. Seja a:M?* — R* uma imersio de classe C",r>4, de uma

superficie regular, compacta, conexa e orientada A em R*. Se M nio é

homeomorfa a S entfio existe um ponto p € M , tal que &, (p)=0.

Prova. Suponhamos que k,(q) #0,Vq € M . Entdo a curvatura normal de a ¢

positiva (o caso negativo ¢ analogo) em todo ponto. Pela proposigdo 8.1, temos

1 1
KM =~ 2 (NM) =~ jw JeydA > 0.

Segue que M é homeomorfa a S?, e isto prova o corolério.

Os resultados acima foram provados por Little, em [Lit], e por Asperti, em [Asp],

utilizando uma outra caracterizagdo para o conjunto 7.

Proposicio 8.3. Genericamente uma esfera de dimensdo dois C" mergulhada,
» >4, como uma superficie localmente convexa em R* tem, no minimo, quatro

pontos de inflexio.

Prova. Genericamente, temos
# S(a) = 2|;((M)| =4,

Mas,
#S(@)=#S,(a)+#S,(a),

onde S,(a) e S,(a) estdo definidos na observagdo 2.2.3. Sobre uma superficie
localmente convexa a origem de N,M ndo pertence a regido limitada pela elipse
de curvatura, para todo p € M , conforme [GMFR]. Portanto,

S (a) =2.
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Segue que
#S,(a)=4.
|
A proposigio 8.3 foi provada em [GMFR] utilizando os pontos de inflexdo como
singularidades dos campos de diregdes assintoticas.

Facamos agora alguns comentérios a respeito do conjunto S(a) das H-
singularidades de uma imersio a:M?—> R'. Primeiro, pensemos na
possibilidade de construirmos um determinado campo de diregdes tendo como
conjunto de suas singularidades o conjunto S,() dos pontos minimos de « .
Tomemos agora uma imersio de uma superficie compacta, de caracteristica de
Euler-Poincaré nfo nula, em R’. Fagamos a composi¢fo desta imersdo com a
proje¢do estereografica de R’em S°, obtendo assim uma imersio de uma
superficie compacta, de caracteristica de Euler-Poincaré ndo nula, em R*.
Tomemos o suposto campo de diregdes sobre esta imersdo. Como a caracteristica
de Euler-Poincaré é diferente de zero, a soma dos indices das singularidades
isoladas deste campo de diregdes, os pontos minimos, deve ser diferente de zero.
Mas isto nos leva a uma contradigdo, pois, como vimos no capitulo 6, o vetor
curvatura média é diferente de zero em todo ponto, isto €, o conjunto dos pontos

minimos é vazio.

Em outras palavras, ndo é possivel a construgdo de um campo de dire¢Ges
sobre uma superficie em R* possuindo singularidades apenas nos pontos minimos

da superficie.
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Capitulo 9. Conclusoes

Passemos agora a abordar alguns pontos em aberto que apareceram ao
longo deste trabalho e que constituem interessante material para estudo futuro.

O primeiro assunto refere-se & obtengdo de um campo de diregdes sobre
uma superficie imersa em R* com a seguinte propriedade: quando, em particular,
a imersdo estiver contida em um hiperplano, as curvas integrais deste campo
devem coincidir com as linhas assintéticas das imersdes de superficies em R’ . Tal
campo mereceria a denominagdo de campo de dire¢des assintdticas.

Um segundo assunto refere-se ao estudo de uma equagdo diferencial

quartica da forma

a,(u,v) dv* + a,(u,v) dv’du + a,(u,v) dv’du® + a,(u,v) dvdu’ + ay(u,v) du* =0,

nos moldes do trabalho [BT]. Uma aplicagdo imediata deste estudo seria a equagao
diferencial quartica das linhas de curvatura axial (6.2.1).

Um terceiro assunto, mais amplo, refere-se a seguinte situag@o: para cada
ponto da imersio «:M? — R*, escolha na elipse de curvatura dois pontos
distintos simétricos com relagdo ao centro da elipse de curvatura, segundo um
critério previamente estabelecido. Induza no espago tangente o par de dire¢des

ortogonais determinado por estes pontos. Faga isto para todos os pontos da
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imersdo. Temos assim uma receita para a construgdo de um campo de diregdes.
Admitamos a possibilidade de escrevermos a equagdo diferencial deste campo. Tal
equagdo diferencial deve ser necessariamente quadritica. Uma questdo pode ser
assim colocada. Serdo as singularidades genéricas deste campo anadlogas as H-
singularidades de tipo S ? Em outras palavras, serd a equagdo diferencial deste

campo uma equagao diferencial binaria da forma

A(u,v) du® + B(u,v) dudv — A(u,v) dv* =0 ?

Ou pode ocorrer a forma
A(u,v) du® + B(u,v) dudv + A(u,v)dv* =0 ?

Aqui (u,v) é uma carta positiva de M.
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